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Introducciéon

Las bases estandar son una herramienta computacional muy potente que permite
trabajar con ideales en el anillo K[z1, ..., x,] de polinomios multivariados sobre un cam-
po K, y pueden usarse para resolver diversos problemas. La nocién de base estandar fue
introducida originalmente por Buchberger en 1965, con el nombre de bases de Grobner,
las cuales se definen para los ideales polinomiales, con érdenes monomiales globales.
Ademads, Buchberger describié un algoritmo (algoritmo de Buchberger) para calcular
las bases de Grobner, brindando técnicas computacionales que permiten trabajar con
ideales en un anillo de polinomios en varias variables.

El presente trabajo se encuentra estructurado por capitulos. En el Capitulo 1, se
presenta una generalizacion del algoritmo de la division, el cual resuelve el problema de
descripcion de un ideal, es decir, que cada ideal I C K[z, ..., x,] puede escribirse como
(f1,..., fs) para algunos f; € K[xy,...,z,], lo que permitird introducir el concepto de
bases de Grébner.

En el Capitulo 2, se estudia la localizacién de un anillo de polinomios y el anillo
asociado a un orden monomial, con el objetivo de introducir las bases estdndar para
ordenes locales; brindando ademés un algoritmo que permite calcularlas, especifica-
mente el algoritmo de base estandar, que hace uso del algoritmo de Buchberger y el
algoritmo del Cono Tangente de Mora.

En el Capitulo 3, tomando como base lo expuesto en los capitulos anteriores, se da
respuesta a algunos problemas clasicos de ideales utilizando las bases estandar, tales
como determinar la pertenencia de un polinomio a un ideal, eliminaciéon de variables,
construccién de bases para la interseccion de ideales, determinar la pertenencia de
un polinomio al ideal radical, y se introduce el problema de sistemas de ecuaciones
polinomiales.



Objetivos

Objetivo general

Exponer detalladamente un estudio introductorio a las bases estandar de ideales,
demostrando las principales propiedades y algoritmos que permiten estudiar la teoria
de ideales desde una perspectiva computacional.

Objetivos especificos

= Generalizar el algoritmo de la divisiéon de polinomios, en el anillo de polinomios en
n indeterminadas, permitiendo introducir las bases de Grobner y sus propiedades.

= Hacer un estudio de conceptos fundamentales de los anillos de polinomios asocia-
dos a un orden monomial cualquiera y la construccién de formas normales para
el calculo de bases estandar.

= Desarrollar ejemplos que exhiban la aplicacién de las bases estandar.



CAPITULO 1: Preliminares

En este capitulo se presenta una generalizacién del algoritmo de la division de po-
linomios a un anillo multivariado, el cual serd la base para un estudio de las bases de
Grobner, que permitird resolver diversos problemas, como la pertenencia de un polino-
mio al ideal o la descripcién de un ideal (determinar un conjunto generador finito para
un ideal).

1. Ordenes monomiales

| Definicién 1.1. Dado un anillo conmutativo A, se define:

I) Un monomio en n variables, como un producto de potencias de la forma:

=zt

(e79)

atocon o= (ag,...,a,) €2,

El conjunto de monomios en n variables es denotado por:
Mon(xy,...,7,) =Mon, := {z%: a € Z%y}

Notar que Mon es un semigrupo bajo la multiplicacion, con elemento neutro 1 =
2y~ 22. Un monomio z divide al monomio 2, st oy < B; para todo 7, ademds
2P = 272* para algin v = 8 — a € Z2,.

IT) Un término es un monomio multiplicado por un coeficiente (un elemento de A),

ax® = ax{" -y, acA

IIT) Un polinomio sobre el anillo A, es una combinacién lineal finita de monomios, es
decir, una suma finita de términos de la forma:

finito

f= E ox® = E Aoy, X7 X con a, € A
«

aGZgo

Para o € Z%,, sea |a| := a1 + -+ + ay, el grado total del monomio x*. El entero
deg(f) := max{|a| | a, # 0} es llamado grado total del polinomio f (si f es el
polinomio cero entonces deg(f) = —1).



IV) El anillo de polinomios Alzx] := Alxy, ..., x,] en n variables sobre A, es el conjunto
de todos los polinomios con coeficientes en A en n indeterminadas 1, ..., z,. Con
la suma y multiplicacion usual:

Z aq T + Z box® = Z(aa + by )z

«

anT : gﬁ = aqbg | T
D tad™ | | D b | =D | D aabs | @7
o B

v a+p=y

El anillo de polinomios A[xy,...,z,], es un anillo conmutativo con unidad 1 =
22y 20 que identificamos con el elemento identidad 1 € A. Los elementos de
A C Alxy,...,z,| son llamados polinomios constantes, se caracterizan por tener un
grado menor o igual a cero, A es llamado el anillo base de A[x]. Para nuestro estudio
nos enfocaremos en el anillo de polinomios K[x] = K|z1,...,x,| con coeficientes en el

campo K.Y denotaremos por K[z]* = K* = K —{0} al conjunto de unidades del anillo.

Observar que el monomio 2% = z{'z5? - - - 25" (la notacién z* donde « es un vector,
se le conoce como multinomio), se puede construir a partir de la n-upla de exponentes
a = (ag,...,a,) € Z%,. Esta observacién establece una correspondencia uno a uno
entre los monomios de Mon,, y Z%,. Ademés, cualquier orden > que se establezca en
el conjunto Z%,, se obtendra un orden sobre el conjunto de monomios Mon,,; si a >
segin este orden, también diremos que 2% > z°.

Para comenzar, dado un polinomio, nos gustaria ser capaces de ordenar los términos
sin ambigiiedad, en orden descendente (o ascendente). Para hacer esto, debemos ser
capaces de comparar cada par de monomios para establecer sus posiciones relativas
correctas. Por lo tanto, exigiremos que nuestros ordenamientos sean lineales o totales;
esto significa, que para cada par de monomios z® y z”, exactamente una de las tres
afirmaciones siguientes deberia ser cierta

> 2P, z® = zf 0 P >z

Es importante tener en cuenta el efecto de la suma y producto en los polinomios, ya
que cuando se suman polinomios, después de combinar términos semejantes, se puede
simplemente reorganizar los términos presentes en el orden apropiado, por lo que las
sumas no presentan dificultades.

Sin embargo, los productos son mas sutiles, dado que la multiplicacion en un anillo
de polinomios se distribuye sobre la suma, basta con considerar lo que sucede cuando
se multiplica un monomio por un polinomio. Si esto cambia el orden relativo de los
términos, problemas significativos podrian resultar en cualquier proceso similar al del
algoritmo de divisién en K|z|, en el cual se deben identificar los términos “principales”
de los polinomios. Por lo tanto, exigiremos que todos los ordenamientos monomiales



tengan la siguiente propiedad adicional. Si z® > z” y 27 es cualquier monomio, entonces
requerimos que z%2” > z°z7. En términos de los vectores exponentes, esta propiedad
significa que si a > ( en nuestro ordenamiento en Z<, entonces, para todo vy € Z%,

a+vy>0+7

Considerando lo expuesto antes, se puede definir un orden monomial de la siguiente
manera.

| Definicién 1.2. Un orden monomial o orden de semigrupo en Klxy,... z,], es un

ordenamiento total (o lineal) > en el conjunto de monomios Mon,, = {2 : o € Z%;} en

n variables que satisface: -
> 2P = 272 > 272

para todo «, 3,7 € Z%,. Decir que > es un orden monomial en el anillo de polinomios
K|z, ..., x,], significa que > es un ordenamiento monomial en Mon(z1, ..., x,).

Los ordenamientos monomiales proporcionan una estructura extra en el conjunto de
monomios y por lo tanto también en el anillo de polinomios. Desde un punto de vista
préctico, un ordenamiento monomial > permite escribir un polinomio f € K[xq,...,x,]
de manera ordenada y tinica como:

f=as"+agz’ + - +a,z"
con 2% > 27 > ... > 27, donde ningiin coeficiente es cero.

| Definicién 1.3. Sea > un orden monomial fijoy f € Klxy,...,z,], el polinomio
f # 0 se puede escribir de manera tnica, como una suma finita de términos distintos
de cero, de la siguiente manera:

f=au"+agz’ + - +a,a"
con z® >z’ > ... > 27y aq,a8,...,0, € K.
Asi para todo f € K[zy,...,x,], se define:
1) El exponente principal de f
LE(f) := leadexp(f) := max{a € Z%: aq # 0}
(el méximo se toma con respecto a >).
11) El coeficiente principal de f

LC(f) := leadcoef(f) :=a, € K



11) El monomio principal de f
LM(f) := leadmonom(f) := z*
(con coeficiente 1).

1v) El término principal o cabeza de f
LT(f) := lead(f) := LC(f) - LM(f) = aq,x“

v) La cola de f
tail(f) := f — lead(f) := agz’ +--- + a 2"

La mas importante distincién entre érdenes monomiales se da cuando toda variable es
mayor que la unidad del anillo, y son llamados 6rdenes globales. Si la unidad del anillo
es mayor que toda variable, son llamados érdenes locales.

| Definicién 1.4. Sea > un orden monomial en {z*: o € 7%}

I[) > es llamado orden global si * > 1 para todo a # (0,...,0).
IT) > es llamado orden local si * < 1 para todo a # (0, ..., 0).

III) > es llamado orden mizto si no es global ni local.

Es claro que si cambiamos el orden monomial al comparar dos monomios z%, z° €
Klzy,...,x,], si 2* >" 27 y 27 > 2%, entonces >’ es global si y solo si > es local. Los
ordenes locales y globales tienen propiedades diferentes.

Definimos los siguientes 6rdenes monomiales, para 6rdenes globales y locales, to-
mando a = (a1,...,a,) y B= (B1,...,B.) € Z%,.

(1) Ordenes globales:
1) Orden lexicogrdfico >

:1:“>1pr3 <~ J1<i<n:
oy = B1,..., 051 = Bic1, 04 > G

11) Orden lexicogrdfico graduado invertido > 4,

2% >g, 27 = deg(z®) > deg(z”?)
o (deg(z®) = deg(z’) yI1 <i<n:

Oy = ﬁ?ﬂ sy g1 = ﬁiJrluOéi < 5’L>
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111) Orden lezicogrdfico graduado > p,:

x® >p, 2? = deg(z®) > deg(z”)
o (deg(z®) = deg(z”’) yI1 <i < n:
=P, = B, > B)

(2) Ordenes locales:
1) Orden lexicogrifico negativo >

8 > af = J1<i<n:
o=y, = Bisg, 04 < B

11) Orden lexicogrifico graduado invertido negativo > 4

1% >g. 27 <= deg(z®) < deg(a”)
0 (deg(z®) = deg(z”) yI1 <i < n:

n = By Qi1 = By, < B)
1) Orden lezicogrifico graduado negativo > pg:

1% >p, P = deg(z®) < deg(z”)
o (deg(r®) = deg(z’) y 31 <i<n:
a1 =P, = B, > 5;)

Es importante notar que se ha fijado una enumeracién 1, ..., x, de las variables,
cualquier otra enumeracién conduce a un orden monomial diferente. Por ejemplo, si las
variables son z e y, entonces se obtiene un orden lp (ordenamiento lexicografico), con
x >y y un segundo con y > x. En el caso general de n variables, hay n! ordenamientos
Ip. En lo que sigue, para cualquier ordenamiento se referird al que tiene z; > ... > x,
a menos que se indique lo contrario.

| Definicién 1.5. Sea > un orden monomial en Mon(x1,...,2,) y >3 un orden mono-
mial en Mon(yi, ..., ¥n). Entonces el producto ordenado u orden de blogue >, también
denotado por (>1, >5) en Mon(xy, ..., %y, Y1, .-, Ym), se define como

22y’ > 2y’ = 2% >, 2

o (z% = z vy >, y’Bl)

Si >; es un ordenamiento global entonces el producto ordenado, tiene la propiedad
que los monomios que contienen a x;, son siempre mas grandes que los monomios que no

11



contienen a x;. Si >1 y >9 son globales (respectivamente locales), entonces el producto
ordenado es global (respectivamente local), al combinar un orden monomial local y uno
global, surge un ordenamiento monomial mixto.

En este capitulo se trabajara inicamente con érdenes globales, retomando la defini-
cién de érdenes locales en los capitulos restantes. El siguiente lema permite caracterizar
un ordenamiento monomial global.

Lema 1.6. Sea > un ordenamiento monomial fijo, las siguientes condiciones son equi-
valentes:

1)
1)
111)

)

v

> es un buen orden.
x;>1lparat=1,...,n.
% > 1 para todo a # (0,...,0), es decir > es global.

@ >na By o # B implica 2@ > 7.

La ultima condicién significa que > es un refinamiento del ordenamiento parcial
natural en Z<, definido por

(01, ) Znat (B1, .-, Bn) <= a; > [3; para todo i

Demostracion.

I) = 1II) Si 2; < 1 para algin 4, entonces 27 < 2P~" < 1, por definicién de

ordenamiento monomial. Produciendo un conjunto de monomios sin elemento
més pequeno (recordemos que un conjunto cumple la propiedad del buen orden,
si cada subconjunto no vacio tiene un elemento més pequeno con respecto a >),
lo que contradice I). Por lo tanto z; > 1 parai=1,...,n.

II) = III) Sea o« = (evq,..., ) € Z%5 y a # (0,...,0). Como z; > 1 para
i=1,...,n entonces x;* > 1 con a; € Z~q (por ser un ordenamiento monomial).
Ast 2 > 1y z3% > 1 entonces z{' - 5% > x5 > 1. Continuando de manera
inductiva se sigue que z% = x7* - 252 ... zo" > 1, para todo a # (0, ...,0). Por lo
tanto > es un ordenamiento global.

III) = 1V) Sea o, € Z% y o # (. Ademds a = (aq,...,0,) >pat B =
(B1,-..,0n). Entonces y =a— 5 € Z%,y v # (0,...,0) por definicién de ordena-
miento natural, asi 2% > 1 implica 2”7 - 2° > 2 y por lo tanto 2 = 27 - 2% > 2°.

IV) = I) Sea M un conjunto no vacio de monomios por Lema de Dickson
existe un subconjunto finito B C M, tal que para cada 2% € M existe un z° € B
tal que 8 <pat o Por hipétesis, ° < 2% 0 2% = 27, como B es finito podemos
comparar monomio a monomio con respecto a >. Asi existe * € B tal que
8* < B;, VB; € B. Entonces B contiene un elemento més pequenio de M con
respecto a >. Por lo tanto > es un buen orden.

12
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El siguiente lema nos ayudara a entender lo que significa la condiciéon de ordena-
miento global de la parte (I) del Lema

Lema 1.7. Una relacién de orden > en ZZ,, es un buen orden si y solo si cada secuencia
estrictamente decreciente en Z%,,

a(l) > a(2) > a(3) > ...
finalmente termina.

Demostracion. Lo probaremos en forma contrarreciproca: > no es un buen orden si y
solo si hay una secuencia infinita estrictamente decreciente en Z<,.

Si > no es un buen orden, entonces existe un subconjunto no vacio S C ZZ, tal que
“no tiene un elemento mmimo”. Sea a(1) € S, como a(1) no es el elemento minimo,
podemos encontrar a(1) > a(2), con «(2) € S. Entonces a(2) tampoco es el elemento
minimo, por lo que a(2) > a(3) y a(3) € S.

Continuando de esta manera, obtenemos una secuencia infinitamente decreciente

a(l) > a(2) > a(3) > ...

Por el contrario, dada una secuencia infinita estrictamente decreciente, entonces
{a(1),a(2),«(3),...} es un subconjunto no vacio de Z2, que no tiene elemento minimo,
y por lo tanto, > no es un buen orden. O

La importancia de este lema se hara evidente en las secciones siguientes. Se usara
para mostrar que varios algoritmos deben terminar porque en cada paso del algoritmo,
algin término disminuye estrictamente respecto a un orden monomial fijo.

Terminaremos esta seccién con una discusién sobre cémo se puede aplicar un or-
den monomial a los polinomios. Recordar que un polinomio de K{zy,...,z,] es una
combinacion lineal finita de monomios, es decir, una suma finita de términos,

f= Zaaxa; con a, € K
«

Si f € K[zy,...,2,] v se ha seleccionado un orden monomial >, entonces pode-
mos ordenar los términos de f sin ambigiiedad, con respecto al orden monomial >,
comparando los monomios del polinomio.

Ejemplo 1.8. Sea f = 2® 4+ 23yz + zy* +° + 2* € K[z, v, 2], entonces:
= Con respecto al orden Ip, el polinomio se ordena de la siguiente manera:
f=2yz+2° + oy’ +y° +2*

13



= Con respecto al orden Dp, el polinomio se ordena de la siguiente manera:
F=adyz 440 + 2+ 2% + o

= Con respecto al orden dp, el polinomio se ordena de la siguiente manera:
f=9"+23yz+ 2 + 2% + 29?

= Con respecto al orden Is, el polinomio se ordena de la siguiente manera:
f=2 1y oy + 2+ 2dyz

= Con respecto al orden Ds, el polinomio se ordena de la siguiente manera:
f=2"+ay’ + 2" + 2%yz +o°

= Con respecto al orden ds, el polinomio se ordena de la siguiente manera:
f=2+ay® + 2 + 2%z +9°

» Dado el polinomio f = 2®yz+ 23+ 2y? +13° + 2*; con orden monomial Ip se cumple

lo siguiente:

e El exponente principal LE(f) = (3,1,1)

e El monomio principal LM(f) = 2’y

e El coeficiente principal LC(f) =1

e El término principal LT(f) = 2°yz

e La cola del polinomio tail(f) = 2® 4+ zy* +¢° + 2*

Lema 1.9. Sea f,g € K|x1,...,z,| polinomios distintos de cero. Entonces:

1) LE(fg) = LE(f) + LE(g)

1) Si f+4 g # 0, entonces LE(f + ¢g) < max{LE(f),LE(g)}. Ademas, si LE(f) # LE(g),
entonces ocurre la igualdad.

n m
Demostracion. Como f,g € Klxy,...,x,]| entonces f = Zaixi y g = Zbixi con
i=0 i=0

ag £ 0y By # 0. Sea LE(f) = oy ¥ LE(g) = fp, se cumple qug Qo > o para i = 1,...,n
y Bo > Biparai=1,...,m.

I) El producto fg = aghoz® ™™ + tail(fg) donde los términos de tail(fg) son

menores con respecto a >y agby # 0. Como a9 > oy, Vi=1,...,ny By > 5;, Vi =

1,...,m, se cumple que ag+ o > i+ 5y > a;+5; (por ser > un orden monomial).
Asi ag + fp es el maximo y por lo tanto LE(fg) = ag + So = LE(f) + LE(g).

14



ITI) 1) Siag> By o Py > ap, entonces
LE(f + g) = LE(f) = ap = max{LE(f),LE(g)}

LE(f + g) = LE(g) = Bo = max{LE(f), LE(g)}
2) Si ag = fp pueden ocurrir dos casos

1) SiLT(f) + LT(g) = 0, entonces LE(f + g) < o y LE(f + ¢g) < Bo y por lo
tanto LE(f + ¢g) < méax{LE(f),LE(g)}

2) Sila suma de LT(f) +LT(g) # 0, entonces LE(f + ¢g) = max{LE(f),LE(g)}
[

2. Algoritmo de divisién en K|zy,..., z,]

Se extenderd el algoritmo de divisién para polinomios en K[z] al anillo de poli-
nomios en n indeterminadas K[xy,...,z,]. En el caso general, el objetivo es dividir
fe Klzy,...,xz,) por fi,..., fs € K[z1,...,x,]. Como veremos, esto significa expresar
f en la forma

f=afi+ - +asfs+r

donde los “cocientes” aq,...,as y “resto” r se encuentran en Klzy,...,x,|. Se deberd
tener cuidado al decidir como caracterizar el resto. Aqui es donde utilizaremos los or-
denamientos monomiales introducidos anteriormente. Luego veremos cémo se aplica el
algoritmo de divisién al problema de pertenencia de un polinomio a un ideal.

La idea bésica del algoritmo es la misma que en el caso de una variable: queremos
cancelar el término principal de f (con respecto a un orden monomial fijo) multiplican-
do un f; por un monomio apropiado y restando. Entonces este monomio se convierte
en un término en el a; correspondiente. En lugar de enunciar el algoritmo en general,
primero se trabajara con un ejemplo para observar el procedimiento.

Ejemplo 2.1. Dividir el polinomio f = 2%y +ay* +y* por fi =ay — 1y fo =9y* — 1,
utilizando el orden monomial lexicografico.

Solucion: Se quiere utilizar el mismo esquema de divisién de polinomios en una variable,
con la diferencia que ahora hay varios divisores y cocientes. Enumerando los divisores
f1, fo v los cocientes a1, ay verticalmente, tenemos la siguiente configuracién:

ap -

asg

fi=ay—1 \ 2Py+ay’+y°
fo=9"—1

15



Los términos principales LT(f;) = xy y LT(f2) = y* de los cuales solamente el
término principal de f; divide al término principal de f; LT(f) = 2y. En el caso que
ambos términos principales de f; y fy dividan al término principal de f, procedemos
primero con el de f;. Por lo tanto, dividimos 2%y entre zy, obteniendo z, y luego resta-
mos x - f1 de f:

a; - T

as .

fi=axy—1 2y + zy? + o>
h=y—1 ) sy—u

xy2+a:+y2

Ahora repetimos el mismo procedimiento para zy? + = + y?. Observemos que el
término principal LT(zy” + o + y*) = 2%°, es divisible por los términos principales de
ambos polinomios f; y fs. Por lo que usaremos f, ya que aparece primero.

a:x+y

a9

fi=xy—1 x2y+xy2+y2
f=y—1 )y —u

xy2+x—|—y2
ry? —y
2
rT+y +y

Observemos que ni LT(f;) = xy ni LT(f,) = y* divide LT(x + y* + y) = z. Sin
embargo x + y* 4y no es el resto, ya que LT(f,) divide a %, un monomio del polinomio
z + y? + y. Por lo tanto, si movemos z al resto, podemos seguir dividiendo (esto es
algo que nunca ocurre en el caso de una variable, puesto que si el término principal del
divisor ya no divide el término principal de lo que queda bajo el radical, el algoritmo
termina).

Para implementar esta idea, anexamos una columna a la derecha, donde escribiremos
los términos que pertenecen al resto. Ademas, llamamos al polinomio bajo el radical
dividendo intermedio. Luego continuamos dividiendo hasta que el dividendo intermedio
sea cero. Realizamos el paso donde movemos x a la columna del resto
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a, x4y

Ahora continuamos dividiendo. Si podemos dividir por LT(f;) o LT(f3), procedemos
de la forma habitual, y si ninguno de los dos divide, movemos el término principal del
dividendo intermedio a la columna del resto. A continuaciéon se muestra el resto de la
division:

a:x+y

CL221 r

fi=ay—1 x2y+xy2+y2
fo=y’—1 iy —x

xy2+x—|—y2

zy? —y

Ty 4ty > @

v +y
v —1

y+1 —~ z+y
1l — z+y+1

0
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Asi, el resto es © 4+ y + 1 y por lo tanto, podemos expresar el polinomio f = 2y +
zy? 4+ y* de la siguiente manera:

Pyt+ay+yi=@+y)  (ay-1)+1) - P -1 +az+y+1

Observemos que el resto es una suma de monomios, donde ninguno de estos mono-
mios es divisible por los términos principales LT(f;) o LT(f2) y por lo tanto para todo
% que pertenezca al resto, LT(f;) no divide z®.

El ejemplo anterior es una ilustracion de como funciona el algoritmo de la division.
También nos muestra qué propiedad queremos que tenga el resto: ninguno de sus térmi-
nos debe ser divisible por los términos principales de los polinomios por los que estamos
dividiendo. Ahora podemos establecer de forma general del algoritmo de division.

Teorema 2.2. (Algoritmo de la divisién en K[zy,...,x,]). Sea > un orden mono-
mial en ZZ, y sea F' = (f1,..., fs) una s-upla ordenada de polinomios en K[zy,...,z,].
Entonces cada f € Klzy,...,z,| se puede escribir como

f=afi+-tasfs+r

con a;,r € Klxy,...,x,| para todo i, donde r = 0 o bien r es una combinacién lineal
de monomios con coeficientes en K, donde ninguno de estos monomios es divisible por
LT(f;), i« = 1,...,s. Llamaremos a r el resto de f en la divisién por F. Ademsds, si

a; f; # 0, entonces tenemos

LE(f) > LE(aifi)

Demostracion. Probamos la existencia de ay,...,as y r dando un algoritmo para su
construccién y mostrando que funciona correctamente en cualquier entrada dada.
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Algoritmo de divisién en Klxy, ..., z,]

IHPUti fla"'afsvf

Output: aq,...,asr
a;:=0;...5as :=0;7r:=0
p=f
while p # 0 do

1:=1

divisionoccurred:=false
while 7 < s and divisionoccurred:=false do
if LT(f;) divides LT(p), then
a; = a; + LT(p)/LT(fi)
p:=p— (LT(p)/LT(f))f:
divisionoccurred:=true
else
1:=1+1
if divisionoccurred:=false then
r:=r+LT(p)
p:=p—LT(p)

Podemos relacionar este algoritmo con el ejemplo anterior al observar que la variable
p representa el dividendo intermedio en cada etapa, la variable r representa la columna
en el lado derecho y las variables ay,...,as los cocientes enumerados anteriormente
en el radical. Finalmente, la variable booleana “divisionoccurred” nos dice cuando un
LT(f;) divide el término principal del dividendo intermedio. Cada vez que pasamos por
el bucle principal MIENTRAS, precisamente una de estas dos opciones suceda:

= (PASO DE DIVISION) si un LT(f;) divide a LT(p), entonces el algoritmo procede
como en el caso de una variable,

» (PASO DE RESIDUO) si LT(f;) no divide a LT(p), el algoritmo agrega LT(p) al
resto.

Estos pasos corresponden exactamente a lo que se realizo en el ejemplo.

Para demostrar que el algoritmo funciona, primero mostraremos que se mantiene en
cada etapa.
f:a1f1+“’+asfs+p+T (1)

Observemos que es claramente cierto para los valores iniciales de aq,...,as,p y
r. Ahora supongamos que se mantiene en un paso del algoritmo. Si el siguiente
paso es un “PASO DE DIVISION”, entonces algin LT(f;) divide a LT(p), entonces

a; = a; +LT(p)/LT(f;) y ' = p — (LT(p)/LT(f;))fi por lo tanto

f=afi+ - Fafi+---+p +r
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ya que

aifi +p =(ai + LI(p)/LT(fi)) fi + (0 — LT(p)/LT(f) f:)
=a;fi +p/

lo anterior muestra que a; f; + p no se modifica. Dado que todas las demas variables
no se ven afectadas, (1) sigue siendo cierto en este caso. Por otro lado, si el siguiente
paso es un “PASO DE RESIDUQO”, entonces p y r seran cambiados, pero la suma p—+1r
no se modifica

p+7r=(p—LT(p)) + (r +LT(p))

como antes, la igualdad aln se conserva.
Observemos que el algoritmo se detiene cuando p = 0. En esta situacion, (1) se convierte
en

f=afi+ - +asfs+r

Como los términos se agregan a r solo cuando no son divisibles por ninguno de los
LT(f;), se deduce que ay, ..., as y r tienen las propiedades deseadas cuando el algoritmo
termina.

Finalmente, se debe mostrar que el algoritmo eventualmente termina. La observacion
clave es que cada vez que redefinimos la variable p, su exponente principal decrece
(en relacién con nuestro ordenamiento de términos) o se convierte en 0. Para ver esto,
primero suponer un “PASO DE DIVISION”, p se redefine para ser

, LT(p)
p=re LT(f3)

fi

Por Lema [1.9] tenemos que

LT(p) .\ _ LT(P) ooy
T (LT(fi)fZ> = (g TV = W)

de modo que p y (LT(p)/LT(f;))f; tienen el mismo término principal. Por lo tanto,
su diferencia p’ debe tener un exponente principal estrictamente més pequefio cuando
p’ # 0. Luego, supongamos un “PASO DE RESIDUQ”, p se redefine para ser

p'=p—LT(p).

Aqui, es claro que LE(p') < LE(p) cuando p’ # 0. Por lo tanto, en cualquier caso, el
exponente principal debe disminuir. Si el algoritmo nunca terminara, obtendriamos una
secuencia decreciente infinita de exponentes. La propiedad del buen orden de >, como
se indica en Lema (1.7, asegura que esto no puede ocurrir. Por lo tanto, p = 0 debe
ocurrir eventualmente, de modo que el algoritmo finalice después de una cantidad finita
de pasos.
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Queda por estudiar la relacién entre LE(f) y LE(a;f;). Cada término en a; tiene la
forma LT(p)/LT(f;) para algun valor de la variable p. El algoritmo comienza con p = f,
y acabamos de demostrar que el exponente principal de p disminuye. Esto muestra que
LT(p) < LT(f), después del primer paso del algoritmo.

Como LT(p) < LT(f) durante el algoritmo de la divisién, y a; tiene la forma
LT(p)/LT(f;) para algin p, se cample que LE(a; f;) = LE(LT(p) f;/LT(f;)). Pero en la par-
te donde se probé que el algoritmo termina, se demostr6 que LT(LT(p) f; /LT(f;)) = LT(p)
por lo que se cumple la siguiente cadena de igualdad:

LE(aifi) = LE(LT(p) fi/LT(fi)) = LE(p) < LE(f)
y la igualdad se cumple cuando LT(p) = LT(f), por lo tanto:
LE(a; fi) < LE(f).
Esto completa la prueba del teorema. O

Una primera propiedad importante del algoritmo de divisién en Kz, ..., z,]| es que
el resto no esta determinado de forma tnica. Para ver cémo esto puede fallar cuando
hay mas de una variable, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3. Dividir el polinomio f = 2%y + 2y* +y* por fi =3 — 1y fo = a2y — 1.
Utilizando el orden Ip con x > y. La diferencia con el Ejemplo [2.1| es el orden en que se
estdn tomando los divisores.

ar:zxz+1
as : T ,
f=y*—1 22y + xy? + o
fo=ay—1 vy —
xy2+:c—|—y2
ry? —x
21 +y° — %
)2
y? -1
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por lo tanto podemos expresar el polinomio f de la siguiente manera:
f=r*y+ay+yP =@+ D - 1)+ (@) (oy—1)+20 +1
Si comparamos este resultado con el Ejemplo [2.1] observamos que el resto es diferente.

Los ejemplos anteriores muestran que el orden de la s-upla de polinomios (f1, ..., fs)
definitivamente importa, tanto en la cantidad de pasos que tomara el algoritmo para
completar el célculo y en los resultados que se obtendran. El a; y el r pueden cambiar
si simplemente reorganizamos los f; o se cambia el orden monomial.

Una buena caracteristica del algoritmo de division en K[xq,...,z,] es la forma en que
resuelve el problema de pertenencia al ideal, es decir, dado un ideal I C K[xq,...,x,]
y f € K[x1,...,x,]; determinar si el polinomio f € I . Si después de la divisién de f
por F'=(f1,..., fs) obtenemos un resto r = 0, observar que

f=aifi+ - +asfs

asi, f € (f1,..., fs). Porlo tanto, r = 0 es una condicién suficiente para la pertenencia
al ideal. Sin embargo, como muestra el siguiente ejemplo, » = 0 no es una condicién
necesaria para estar en el ideal.

Ejemplo 2.4. Sea f; = 2y + 1, fo = y* — 1 € K[z, y] con el orden lexicogréfico Ip.
Dividimos f = zy* — 2 por F = (f1, f2), el resultado es

vy’ —x = (y)(zy + 1) + (0)(y* = 1) + (—x — y).
Cuando F' = (fs, f1), sin embargo, el resultado es
vy’ —a = ()(y* = 1) + (0)(xy +1) +0

El segundo cdlculo muestra que f € (f1, f2). Luego, el primer cdlculo muestra que
incluso si f € (f1, f2), aun es posible obtener un resto distinto de cero en la divisién
mediante F' = (fi, fo).

Al tratar con una coleccién de polinomios fi,..., fs € K|xy,...,z,], con frecuen-
cia es deseable pasar al ideal I que generan. Esto permite la posibilidad de pasar de
fi,--., fs a un conjunto de generadores diferentes para I. Entonces todavia podemos
preguntarnos si podria haber un “buen” conjunto de generadores para I.. Para dicho
conjunto, desearfamos que el resto de la division de los generadores “buenos” se deter-
mine de manera unica y la condicién » = 0 deberia ser equivalente a la pertenencia
en el ideal. Mas adelante veremos que las bases de Grobner tienen exactamente estas
“buenas” propiedades.

Ejemplo 2.5. Dividir el polinomio f = 2"y* 4+ 2%y? —y + 1 por F = (zy* —z, 2 — y3).
Al usar el orden monomial lexicogréafico [p obtenemos:

Ty ety -yl = @y ety bty aty?) (oy ) + (et y et e ty) (o) -y +
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para obtener la expresién anterior se deben realizar muchos pasos en la division.
Sin embargo utilizando el ordenamiento lexicografico graduado Dp la cantidad de pasos
se reduce considerablemente

a1:x6+$2

a9 r
f1:$y2—$ x7y2+x3y2—y+1
f=—v*taz | aTyP-d
$7+x3y2_y+1 —_— 1'7
x3y2—y+1
23y — o8

$3_y+1 —> x7+x3
—y+1 — 2"+ 2% —y

I — 2"+2%—y+1

podemos escribir a f de la siguiente manera:
oyt —y 1= (@ )y —2) F(0) (@ — ) 2" 2t -y 1

Observemos que en el ejemplo anterior queda claro que el orden monomial juega un
papel muy importante a la hora de realizar la division.

3. Ideales monomiales y lema de Dickson

En esta seccién, vamos a considerar el problema de “descripcién de ideales” (jpuede
cadaideal I C Klzy,...,x,] escribirse como (fi, ..., fs) para algunos f; € K[xq,...,2,]7),
para el caso especial de ideales monomiales. Esto requerird un estudio cuidadoso de las
propiedades de estos ideales. Para comenzar, definimos ideales monomiales en K|z, ..., x,].

| Definicién 3.1. Un ideal I C Klxy,...,z,] es un ideal monomial si hay un subcon-
junto A C Z%, (posiblemente infinito) de modo que I consiste en todos los polinomios

que son sumas finitas de la forma Z hox®, donde h, € Klzi,...,x,]. En este caso,

acA
denotaremos a I = (x%: a € A).
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Un ejemplo de un ideal monomial es dado por I = (z*y? 2%y* 2%y°) C K[z,y]. Se
daran ejemplos mas interesantes de ideales monomiales mas adelante.

Primero necesitamos caracterizar todos los monomios que se encuentran en un ideal
monomial dado.

Lema 3.2. Sea [ = (z* : a € A) un ideal monomial. Entonces, un monomio z” se
encuentra en I siy solo si z” es divisible por z, para algin a € A.

Demostracion. Si ” es un multiplo de z para algin a € A, entonces z° € I por la
definicion de ideal.
S
Reciprocamente, si ° € I, entonces z’ = Zhixa(’), donde h; € Klxy,...,2z,] ¥
i=1
a(i) € A. Si expandimos cada h; como una combinacién lineal de monomios, vemos

que cada término en el lado derecho de la ecuacién es divisible por algin 2@ Por lo
tanto, el lado izquierdo z” debe tener la misma propiedad. O

Notar que z° es divisible por z® exactamente cuando z’ = z® - 27 para algin

v € Z%,. Esto es equivalente a que 8 = a + . Por lo tanto, el conjunto
a+Zi={a+ty: v€Z}

consiste en los exponentes de todos los monomios divisibles por z“. Esta observacién y
el Lema nos permiten dibujar ilustraciones de los monomios en un ideal monomial

dado.

Por ejemplo, si I = (:c4y2,x3y4,:c2y5>, entonces los exponentes de los monomios en
I forman el conjunto

((4,2) + Z20) U ((3,4) + Z2,) U ((2,5) + Z2,)

Podemos visualizar este conjunto como la unién de los puntos enteros en tres copias
traducidas del primer cuadrante en el plano:
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n

1 [} ) [} [ ] (]

[ J L (] L] L]

(2,5)
[} { ] [} L)
(3,4)
[ ) [ ] L)
(4,2)
(m,n) < z™y" m
Lema 3.3. Sea I un ideal monomial, y sea f € K|z1,...,x,]. Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:
1) fel

11) Cada término de f se encuentra en I.

1) f es una combinacién K-lineal de los monomios en I.

Demostracion. Las implicaciones I11) = 1) = I) se cumplen por definicion.
La prueba de I') = II1), sea f € I, donde I es un ideal monomial. Entonces f se puede

representar como una suma fina f = Z hox® donde h, € Klxy, ..., x,|. Expandiendo

«

f= Zhaxo‘ = Z (Z Cﬁa?ﬂ) % = ZCBxﬁxa

asi f es una K-lineal combinacién de monomios de 1. O]

el polinomio A,

Corolario 3.4. Dos ideales monomiales son iguales si y solo si contienen los mismos
monomios.

El resultado principal de esta seccién es que todos los ideales monomiales de
K[zy,...,x,], son finitamente generados.

Teorema 3.5. (Lema de Dickson). Sea [ = (z“ : o € A) C Kz1,...,2,] un
ideal monomial. Entonces I se puede escribir en la forma I = <a:”‘(1), e ,xo‘(s)>, donde
a(l),...,a(s) € A. En particular, I tiene una base finita.

25



Demostracion. (Por induccion en n, el nimero de variables).
Sin =1, entonces I es generado por los monomios z7, donde o« € A C Z>(. Sea 8 < «
el elemento mas pequeno de A C Zx. Entonces 5 < a para todo o € A, de modo que

2 divide a todos los demés generadores z¢. Por lo que se tendrd I = ().

Ahora asumir que n > 1 y que el teorema es cierto para n — 1. Escribiremos las
variables como 1, ...,x,_1,y, para que los monomios en K{z1,...,x,_1,y] se puedan
o1 - a.m n—1
escribir como z%y™, donde a = (a1, ..., 1) € ZL;" y m € Zxo.

Supongamos que I C K[z1,...,%,_1,y] es un ideal monomial. Para encontrar gene-
radores para I, sea J el ideal en K[xy,...,2,_1| generado por los monomios z* para los
cuales z%y™ € I para algunos m > 0. Ya que J es un ideal monomial en K[xq, ..., 2z, 1],
nuestra hipdtesis inductiva implica que una cantidad finita de los x®’s generan J, ex-
presamos J = (zW .. %)) El ideal J se puede entender como la “proyeccién” de
Ien K[xq,..., 2, 1].

Para cada i entre 1 y s, la definicién de J nos dice que 2*Py™ € I para algin
m; > 0. Sea m el més grande de los m;. Luego, para cada k entre 0 y m — 1, conside-
remos el ideal J,, C K[x1, ..., z,_1] generado por los monomios 2° tal que z°y* € I.
Se puede pensar en Ji como la “rebanada” de I generada por monomios que contiene a
y exactamente a la k-ésima potencia. Utilizando de nuevo nuestra hipdtesis inductiva,
Jj tiene un conjunto finito de monomios tal que J;, = (xo‘k(l), e ,xak(sk)).

Afirmamos que [ es generado por los monomios en la siguiente lista:

De J: zoWym o gEym
De Jo: z®W, ... goolso)
De Jp: a® Wy o geals)y,
De J,,_1: xamfl(l)ym_l, e ,xamfl(Smfl)ym_l,

Primero notar que cada monomio en [ es divisible por uno en la lista. Para ello, sea
2%y? € I. Si p > m, entonces z*y? es divisible por algin 2*®y™ por la construccién
de J. Por otro lado, si p < m — 1, entonces 2%y es divisible por algin z®*Wy? por la
construccion de J,. Del Lema se deduce que los monomios anteriores generan un
ideal que tiene los mismos monomios que /. Por Corolario [3.4], esto obliga a los ideales
a ser iguales.

Para completar la demostracién del teorema, necesitamos mostrar que el conjunto fini-
to de generadores se puede elegir de un conjunto dado de generadores para el ideal. Si
volvemos a escribir las variables como x4, ..., x,, entonces nuestro ideal monomial es
I=(x": acA) CKlxy,...,x,]
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Necesitamos mostrar que I esta generado por un nimero finito de x*’s, donde o € A.
De lo anterior, sabemos que [ = (xﬁ(l), e ,xﬁ(s)> para algunos monomios 2@ en I.
Como W € T = (2 : a € A), Lema nos dice que cada 2”9 es divisible por
20 para algin a(i) € A. Desde aqui, es facil mostrar que I = <xo‘(1), . ,x"‘(s)>. Te-
nemos que a(i) € A implica (z*V, ... 2*¢)) ¢ (z* : a € A) = I. Por otra parte,
cada 2z°% es divisible por 2% por Lema A= <:Ua(1), e ,xa(s)>, y por lo tanto
1= <x5(1),...,x5(5)) C (a:o‘(l),...,xa(s)). m

Para comprender mejor cémo funciona la demostracion del Teorema|3.5, apliquémos-
lo al ideal I = (z*y?, 2*y*, 2*y°) discutido anteriormente en la seccién. En la ilustracion
de los exponentes, se puede observar que la “proyeccién” es J = (z?) C K[z]. Ya que
z?y® € I, tenemos m = 5. Luego obtenemos las “rebanadas” J;,0 < k <4 =m — 1,
generadas por monomios que contienen y":

Jo=J1 =(0)
Jg = J3 = <$4>
J4 = <ZE3>

Estas “rebanadas” son faciles de ver usando la ilustracién de los exponentes. En-
tonces segun la demostracion del Teorema se tiene que I = (z%y°, 2*y?, 2ty3, 23y*).

Observacion 3.6. El Lema de Dickson es equivalente a la siguiente proposicion: dado
A C Z%,, entonces existe un subconjunto finito B C A que satisface:

Ya e A, 48 € M tal que 8 <. a.

Recordemos que los monomios con exponente de la forma a + Z<%, son divisibles por
los monomios =%, es decir que para cualquier monomio con exponente en A existe al
menos un monomio con exponente en B tal que lo divide.

Se probara ahora la equivalencia:

=: Asumiendo como cierto el lema de Dickson, se probara la observacion. Sea
A CZ%, yseal = (z*: a € A) un ideal monomial , entonces / tiene una base
finita, es decir [ = (xﬂl, e ,:z:BS}, donde ; € A, de aqui se tiene que para todo mono-
mio 2% € I existe un 2% que lo divide, es decir 8; <uat @, asi tomando B = {f1,. .., fs},
este conjunto cumple que Vo € A, 36; € B tal que [; <pa .

«<: Sea I = (2% : « € A) un ideal monomial, considerando al conjunto A C ZZ,
por la observacién, existe un subconjunto finito B = {31, ..., 5s} C A, que cumple que
Va € A, 36; € B con [; <ua v, es decir (B, ..., Bi,) <nat (Q1,...,04), 0 lo que es lo
mismo B;; < a; para todo j = 1,...,n. Asf para cualquier 2z € A, existe 8; € B tal
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Bi| 2%, v asf se concluye que I = (z™ 2% ... 27 es decir I

que B; <pat @, es decir x
tiene una base finita.

El Teorema [3.5] resuelve el problema de descripcién de un ideal, para el caso de idea-
les monomiales, ya que muestra que todo ideal monomial tiene una base finita. Esto
a su vez, nos permite resolver el problema de pertenencia a un ideal para los ideales

monomiales. Es decir, si I = (xo‘(l), ey xa(s)), entonces se puede mostrar facilmente que
un polinomio dado f estd en I siy solo si el resto de f en la divisién por 1), ... z%®)
es Ccero.

También podemos usar el Lema de Dickson para probar el siguiente hecho impor-
tante acerca de los ordenamientos monomiales en Kxy, ..., x,].

Corolario 3.7. Sea > una relacién en Z2%, que satisface:
I) > es un ordenamiento total en ZZ.
) Sia>pyy€Zs,, entonces a+v > S+ 7.
Entonces > es un buen orden si y solo si a > 0 para todo a € Zgo.

Demostracion. =-: Suponiendo que > es un buen orden, sea ag el elemento més pe-
queno de ZY,. Basta con mostrar ay > 0. Esto es facil: si 0 > o, entonces por la
hipétesis (II), podemos agregar g a ambos lados para obtener ay > 2ayp, lo cual es
imposible ya que aq es el elemento mas pequeno de Z%,,.

<: Suponiendo que a > 0 para todo o € Z%,, sea A C Z%, no vacio. Necesitamos
mostrar que A tiene un elemento mas pequeno. Como I = (2 : a € A) es un ideal
monomial, el Lema de Dickson nos da a(1),...,a(s) € A tal que I = (z®) . 2¢0)),
Reetiquetando si es necesario, podemos suponer que a(l) < a(2) < ... < a(s). Afir-
mamos que a(1) es el elemento mas pequeno de A. Para probar esto, tomemos a € A,
entonces =% € [ = <a:°‘(1), e ,xa(s)>, por Lema , 2% es divisible por algin z*?. Esto
nos dice que a = «a(i) + v para algin v € Z%,. Entonces v > 0 y por hipdtesis (II)
implican que -

a=a()+v>a()+0=a(i) > al).

Por lo tanto, a(1) es el elemento mas pequeno de A. O

4. El teorema de la base de Hilbert y las bases de
Grobner

En esta seccion, se da una solucién completa al problema de descripcion de un ideal,
es decir para un ideal I C KJzy,...,x,] cualquiera, conduciendo asi a bases de ideales
con propiedades “buenas” en relaciéon con el algoritmo de divisién presentado antes.
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La idea clave que se utiliza es que una vez elegido un orden monomial, cada f €
K|[zq,...,x,] tiene un término principal inico LT(f). Entonces, para cualquier ideal I,
podemos definir su ideal de términos principales de la siguiente manera.

| Definicién 4.1. Sea I C K[zy,...,x,] un ideal distinto de {0}.

1) Denotamos por LT(/) al conjunto de términos principales de elementos de I. Por
lo tanto,
LT(I) = {ca® : existe f € I con LT(f) = ca®}

11) Denotamos por (LT([)) al ideal generado por los elementos de LT(I).

Ya hemos visto que los términos principales juegan un papel importante en el algorit-
mo de division. Esto nos hace senialar un punto muy sutil, pero importante con respecto
a LT(]). Si se nos da un conjunto generador finito para I, digamos I = (fi,..., fs), en-
tonces (LT(f1),...,LT(fs)) y LT(I) pueden ser ideales diferentes. Es cierto que LT(f;) €
LT(I) C (LT(I)) por definicién, lo que implica (LT(f1),...,LT(fs)) C (LT(I)). Sin embar-
go, (LT(])) puede ser estrictamente méas grande. Para ver esto, consideremos el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 4.2. Sea I = (f1, f»), donde f, = 2° — 2zy y fo = 2%y — 2y* + z, y usando el
ordenamiento monomial lexicografico graduado Dp en K|z, y|. Entonces

v (%Y — 2" +a) —y - (¥ = 22y) = 2?,

de modo que z? € I. Asi #* = LT(2%) € (LT(I)). Sin embargo, 2° no es divisible por
LT(f;) = 2° o LT(f,) = 2%y, de modo que z? ¢ (LT(f),LT(fs)) por Lema [3.2] Por lo
tanto (LT(,),LT(f2)) € (LT(1)).

Demostrar que (LT(])) es un ideal monomial, nos permitird aplicar los resultados de
la seccién anterior. En particular, se seguird que (LT(/)) es generado por una cantidad
finita de términos principales.

Proposicién 4.3. Sea I C K[zy,...,z,| un ideal.

1) (LT()) es un ideal monomial.

11) Existen g1,...,g: € I tal que (LT(I)) = (LT(¢1),...,LT(g:))
Demostracion.

1) Los monomios principales LM(g) de los elementos g € I — {0} generan el ideal
monomial (LM(g) : ¢ € I —{0}). Como LM(g) y LT(g) difieren en una constante
distinta de cero, este ideal es igual a (LT(g) : g € I — {0}) = (LT({)) (los ideales
son cerrados bajo la multiplicacién por escalares de K'). Por lo tanto, (LT(I)) es
un ideal monomial.
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11) Como (LT(I)) es generado por los monomios LM(g) para g € I — {0}, el Lema de
Dickson nos dice que (LT(/)) = (LM(g1),...,LM(g;)) para una cantidad finita de
g1,---,9; € I. Como LM(g;) v LT(g;) difieren por una constante distinta de cero, se
deduce que (LT(I)) = (LT(¢1),...,LT(g:)). Esto completa la prueba.

]

| Definicién 4.4. Un anillo es llamado Noetheriano si cada ideal es finitamente gene-
rado.

Esté claro que todo campo es un anillo Noetheriano, es un hecho fundamental que
todo anillo de polinomio K|z, ...,x,] sobre un campo K es un anillo de polinomios
Noetheriano; que es el contenido del teorema de la base de Hilbert.

Ahora podemos usar la Proposicién y el algoritmo de divisién para probar la
existencia de un conjunto finito de generadores para cada ideal del anillo multivariado
de polinomios, dando asi una respuesta afirmativa al problema de descripcién de un
ideal. Sea I C Klxy,...,x,] cualquier ideal y consideremos el ideal asociado (LT([))
como en la Definicion y seleccionado un orden monomial particular para usar en el
algoritmo de divisién y tomar los términos principales.

Teorema 4.5. (Teorema de la base de Hilbert). Cadaideal I C Klxy,...,x,] tiene
un conjunto generador finito. Es decir, I = (g1, ..., g;) para algunos ¢, ...,g; € I.

Demostracion. Si I = {0}, el conjunto generador es {0}, el cual es finito. Si I contiene

algin polinomio distinto de cero, entonces un conjunto generador ¢y, ..., g para I se
puede construir de la siguiente manera. Por la Proposicién existen ¢1,...,9: € 1

tal que (LT(])) = (LT(g1),...,LT(g¢)). Probemos que I = (g1,...,g:).

Esta claro que (g1,...,9;) C I, ya que cada g; € I.

Por el contrario, sea f € I cualquier polinomio. Si aplicamos el algoritmo de divisién
para dividir f por ¢i,..., g, entonces obtenemos una expresion de la forma:

f=ag+-Fag+r

donde ningin término de 7 es divisible por ninguno de los LT(g1), ...,LT(g;). Entonces
r = 0. Para ver esto, se debe tener en cuenta que r = f —ay9; —---—awg € I. Sir #0
entonces LT(r) € (LT(1)) = (LT(g1),...,LT(g:)), y por Lema 3.2 se deduce que LT(r)
debe ser divisible por LT(g;) para algin ¢. Esto contradice el hecho que r es residuo, y
en consecuencia r = 0.

Asi
f=ag+ - +ag+0€ (g, .., 0)
que muestra que I C (g1,...,g:). Por lo tanto I = (g1,..., ). H
Ademas de resolver el problema de descripcién de un ideal, la base {¢1, .. ., g;} usada

en el teorema anterior tiene la propiedad especial que (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(g:)), va
que no todas las bases cumplen dicha propiedad.
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| Definicién 4.6. Fijando un orden monomial. Un subconjunto finito G' = {91, -, 9t}
de un ideal I se dice que es una base de Grobner si

(LT(1)) = (LT(g1),-- -, LT(g¢))

Corolario 4.7. Fijado un orden monomial. Entonces cada ideal I C K[xq,...,x,]
distinto de {0} tiene una base de Grobner. Ademds, cualquier base de Grébner para I,
es una base para [.

Demostracion. Dado un ideal [ distinto de cero, el conjunto G = {g1, ..., g, } construido
en la demostracién del Teorema [3.5| es una base de Grobner por definicién. Para probar
que cualquier base de Grobner para I es una base para I, debemos tener en cuenta
que si (LT(I)) = (LT(g1),--.,LT(g¢)), el argumento del Teorema muestra que [ =
{(g1,...,9t), de modo que G es una base para I. O]

Ejemplo 4.8. Sea I = (fi, f2), con fi = 2° —2zy y fo = 2*y — 2y* + 2. Una base para
I es {f1, f2}, entonces { f1, fo}, no es una base de Grébner para I con respecto al orden
monomial lexicografico graduado Dp, ya que z* € (LT(1)), pero 2% ¢ (LT(f1),LT(f2))

Concluimos esta seccién con dos aplicaciones del Teorema de la Base de Hilbert. El
primero es una afirmacién algebraica sobre los ideales en K|z, ..., x,].
Una cadena ascendente de ideales es una secuencia creciente anidada

]1C]2C13C...
Por ejemplo, la secuencia
(1) C (x1,22) C -+ C(T1,...,Tp)

forma una cadena ascendente (finita) de ideales, si intentamos extender esta cadena in-
cluyendo un ideal con méas generadores, ocurrird una de dos alternativas. Consideremos

el ideal (z1,...,x,) donde f € Klzy,...,x,], si f € (z1,...,x,), entonces obtenemos
(x1,...,2,) de nuevo y nada ha cambiado. Si por otro lado f ¢ (x1,...,x,), enton-
ces decimos (x1, ..., Tn, f) = K[z1,...,2,]. En cualquier caso, la cadena ascendente se

habra estacionado después de un nimero finito de pasos, en el sentido de que todos los
ideales posteriores a ese punto de la cadena seran iguales.

Teorema 4.9. (La condicién de cadena ascendente). Sea [; C I, C I3 C ... una
cadena ascendente de ideales en K[xq,...,z,]. Entonces existe un N > 1 tal que

In=Int1=Inp=...

Demostracion. Dada una cadena ascendente Iy C Iy C I3 C ..., consideremos el con-
o0
junto I = U I;. Comenzamos mostrando que I también es un ideal en K[z1,...,2,).

i=1
Primero, 0 € I ya que 0 € I; para todo 7. Ahora si f,g € I, entonces por definicién
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f €1,y g € I para algin ¢ y j posiblemente diferentes. Sin embargo, ya que los I;
forman una cadena ascendente, si reetiquetamos de modo que ¢ < j, entonces tanto f
como g estdn en [;. Ya que I; es un ideal, la suma f + g € I; y por lo tanto f +g € I.
Similarmente si f € [ 'y g € K[xy,...,x,], entonces f € [; para alginiy g-f € I; C I.
Por lo tanto I es un ideal.

Segun el teorema de la Base de Hilbert, el ideal I debe tener un conjunto finito ge-
nerador: I = (fy,..., fs). Pero cada uno de los generadores esté contenido en alguno
de los I;, digamos f; € I}, para algin j;,¢ = 1,...,s. Sea N el maximo de los j;. Luego
mediante la definicién de cadena ascendente f; € Iy para todo i. Por lo tanto tenemos:

I=(fi,....fa) CINCIynaC---CI

Como resultado la cadena se estabiliza con I. Todos los ideales posteriores son iguales.
O

Observacién 4.10. Cada conjunto no vacio de ideales S C Klzy,...,x,], tiene un
elemento maximal (con respecto a la inclusién). En efecto, supongamos que el conjunto
S no tiene un elemento maximal. Tomamos cualquier ideal de S, digamos I, ya que
no es un ideal maximal podemos escoger un ideal I, C S tal que I} C Iy y (I} # ).
Continuando de esta manera, escogemos un ideal Iy 1 tal que Iy C Inyi1y (In # Ing1).
Formando asi una cadena ascendente de ideales de S:

11C12C"'CINC[N+1C...

Lo cual contradice la condicién de cadena ascendente. Por lo tanto el conjunto S tiene
un elemento maximal.

La segunda consecuencia del teorema de la base de Hilbert serd geométrica. Sabe-
mos que las variedades afines son los conjuntos de soluciones de conjuntos finitos de
ecuaciones polinomiales.

V(fi,.o s fs) ={(a1,...,a,) € K" filay,...,a,) =0, Vi}

El teorema de la base de Hilbert muestra que tiene sentido hablar de la variedad afin
definida por un ideal I C K[z, ..., z,].

| Definicién 4.11. Sea I C K[xq,...,z,] un ideal. Denotaremos por V(1) al conjunto
V(I)=A{(a1,...,a,) € K": flar,...,a,) =0, Vf €I}

Aunque un ideal I distinto de cero contiene infinitamente muchos polinomios dife-
rentes, el conjunto V(1) ain se puede definir mediante un conjunto finito de ecuaciones
polinomiales.

Proposicién 4.12. V(I) es una variedad afin. En particular, si I = (f,..., fs), en-
tonces V(1) =V (fi,..., [s).
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Demostracion. Por el teorema de la base de Hilbert, I = (fi,...,fs) para algin
conjunto generador finito. Pretendemos que V(I) = V(fi,..., fs). Primero, ya que
fi € I, st f(ay,...,a,) = 0 para todo f € I, entonces f;(ai,...,a,) = 0, asi que
V() CV(fi,..., f)

Por otro lado sea (ai,...,a,) € V(fi,...,fs) ysea f € I, ya que I = (f1,...,fs),

podemos escribir f = Z hif; para algin h; € K[z1,...,x,].
i=1

Pero entonces

flay,...,a,) = Zhi(al, cooan)filar, .. ap)
i=1

= Zhi(al,...,an)-():()
=1

Entonces V(fi,..., fs) C V(I)y por lo tanto se cumple la igualdad O

5. Propiedades de las bases de Grobner

Como se demostro antes, cada ideal I C K[z1, ..., x,] tiene una base de Grébner. En
esta seccion estudiaremos las propiedades y aprenderemos a detectar cuando una base
es una base de Grobner. Comenzamos mostrando que el comportamiento no deseado del
algoritmo de la divisién en K|z, ..., z,| no ocurre cuando dividimos por los elementos
de una base de Grobner. Primero mostraremos que el resto esta determinado de forma
Unica cuando dividimos por una base de Grobner.

Proposicién 5.1. Sea G = {g1,...,9:} una base de Grobner para un ideal I C
Klzy,...,z,) v sea f € Klxy,...,x,]. Entonces existe un tnico r € Klxy,...,z,]
con las siguientes propiedades:

1) Ningin término de r es divisible por ninguno de los LT(g;),...,LT(g;).
11) Existe un g € [ tal que f =g +r.

En particular, r es el resto de la divisiéon de f por G, sin importar como se enumeren
los elementos de G cuando se usa el algoritmo de la divisién.

Demostracion. Por el algoritmo de la division se tiene que f = ajg1 + -+ + a9 + 1,
donde r satisface la condicién I).

También podemos satisfacer II) estableciendo g = ayg; + - - - + a;9; € 1. Esto prueba la
existencia de r.

Para probar la unicidad, supongamos que f = g +r = ¢’ + 1’ satisface I) y II). En-
tonces r — ' = ¢' — g € I, de modo que si r # 1, entonces LT(r — ') € (LT(I)) =
(LT(g1), - -.,LT(g;)). Por Lema[3.2]se deduce que LT(r —r’) es divisible por algtin LT(g;).
Esto es imposible, ya que ninguno de los términos de r y r’, son divisibles por ninguno

33



de los LT(g1), . ..,LT(g;). Por lo tanto r — r’ debe ser cero, y se prueba la unicidad. La
parte final se deriva de la unicidad de r. O

Aunque el resto r es unico, incluso para una base de Grobner los cocientes a; produ-
cidos por el algoritmo de divisiéon f = a1¢1+- - -+a,g.+7, pueden cambiar si enumeramos
los generadores en un orden diferente.

Corolario 5.2. Sea G = {g1, . .., g;} una base de Grobner para unideal I C K|z, ..., z,].
Entonces f € I siy solo si el residuo en la divisién de f por G es cero.

Demostracion. Si el resto es cero, entonces f € I.
Por el contrario, dado f € I, entonces f = f + 0 satisface las condiciones de la Propo-
sicién se sigue que cero es el resto de f en la divisién por G. O

El corolario anterior a veces es tomado como la definicién de una base de Grobner.
Usando el Corolario[5.2] obtenemos un algoritmo para resolver el problema de pertenen-
cia de un ideal, siempre que conozcamos una base de Grobner para el ideal en cuestion,
solo necesitamos calcular un resto con respecto a GG para determinar si f € I.

| Definicién 5.3. Escribiremos f¥ para el resto de la divisién de f por la s-upla F =
(f1,---, fs)- Si F es una base de Grobner para el ideal I entonces podemos considerar
a F' como un conjunto (sin ningin orden particular) por Proposicién [5.1]

| Definicién 5.4. Sean f,g € K[xq,...,z,] polinomios distintos de cero, con LM(f) =
z® y LM(g) = z”

I) Denotamos por 7 = lem(x®, 2”) al minimo comain mailtiplo de los monomios 2 y
27, que se define de la siguiente manera: v = (71, ...,7,), donde v; = max(as, 3;)
para cada 1.

IT) El S-polinomio (spoly) de f y g es la combinacién

Le(f) -
g)” Y

Si LM(g) divide LM(f), entonces el S-polinomio es particularmente simple,

S(f.9) = —-%f%g%-:xaﬁg

S(f,g) = spoly(f,g) =27 *f —

y LM(S(f,9)) < LM(f)

Ejemplo 5.5. Sea f = 2%y* —2%y® y g = 32"y +y* en R[z, 3] con el orden Dp. Entonces
Y= (47 2) y
oty 42

)
f_?):ry
—x-f—(1/3)'
=:—-x3y3+-w2-—(1/3)y3

spoly(f,g) =
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Un S-polinomio spoly(f, g) estd disenado para producir la cancelacién de los térmi-
nos principales, de hecho el siguiente lema muestra que cada cancelaciéon de términos
principales entre polinomios del mismo exponente principal resulta de este tipo de can-
celacion.

S
Lema 5.6. Supongamos que tenemos una suma Zci fi, donde ¢; € K y LE(f;) =

i=1
s s

0 € 7%y, Vi. Si LE (Z cifi | < 0, entonces Zczfl es una combinacién lineal con
i=1 1=1

coeficientes en K, de los S-polinomios spoly(f;, fi) para 1 < j, k < s. Ademds, cada

spoly(fi, fx) tiene exponente principal < ¢.

Demostracion. Sea d; = LC(f;), tal que ¢;d; es el coeficiente principal de ¢;f;. Ya que
¢; f; tiene exponente principal ¢ y su suma tiene un exponente principal més pequeno
S

se deduce que Z c;d; = 0.

i=1
Definimos p; := f;/d;, y notar que p; tiene coeficiente principal 1. Consideremos la suma
telescépica

Z cifi = Z cid;p;
i=1

=1
=c1dy(p1 — p2) + (c1dy + codo)(p2 — p3) + -+ -+
(Cldl + -+ Cs—lds—l)(ps—l - ps) + (Cldl + -+ Csds)ps

Ahora como LC(f;) = d; y ademés LE(f;) = 0 tenemos LT(f;) = d;z°, por lo que el
minimo comin miltiplo de LM(f;) y LM(fi) es 2°. Asi

0 0 0 0

() g T el T g T @

g s
d;x
S

Utilizando esta ecuacién y E c;d; = 0, la anterior suma telescépica se convierte en:

=1

spoly(fj, fr) =

Zcz'fi =c1dispoly(fi, f2) + (c1dy + cadz)spoly(fa, f3)
=1

+ -+ (ady 4+ -+ cs1ds1)spoly(fs—1, fs)

la cual es una suma de la forma deseada. Ya que p; y pj tienen exponente principal &
y coeficiente principal 1, la diferencia p; — p; tiene exponente principal menor que o
(respecto al orden monomial >).

Por la ecuacién , lo mismo se aplica a spoly(f;, fi), vy se demuestra el lema. O]

35



Cuando fi,..., f, satisface la hipotesis de Lema [5.6, obtenemos una ecuacién de la

forma
S

Z ¢ifi = Z ¢jrspoly(fj, fr)-

i=1 g,k
Consideremos donde ocurre la cancelacion. En la suma de la izquierda, cada suma-
torio ¢; f; tiene exponente principal 9, por lo que la cancelacién ocurre hasta después
de sumarlos. Sin embargo, en la suma de la derecha, cada sumando c;spoly(f;, fx)
tiene exponente principal menor que d, por lo que la cancelacién ya se ha producido.
Intuitivamente esto significa que todas las cancelaciones pueden ser contadas por los
S-polinomios.

Teorema 5.7. Criterio de Buchberger. Sea I un ideal polinomial. Entonces una
base G = {g1,...,9:} para I es una base de Grobner para I si y solo si para todos
los pares i # j, el residuo en la divisién de spoly(g;, g;) por G (enumerados en algin
orden) es cero.

Demostracion.

=: Si G es una base de Grobner, entonces spoly(g;,g;) € I, v el resto de la divisién
por GG es cero por corolario [5.2]

<: Sea f € [ un polinomio distinto de cero, debemos probar que si los S-polinomios
tienen residuo cero en la divisién por G, entonces LT(f) € (LT(g1),...,LT(g;)). Antes
de conocer los detalles de la prueba, se describira la estrategia de la prueba.

Dado f € I = {gi,...,q:), existen polinomios h; € K[xq,...,x,] tal que

[ = Zhigi (1)

Por Lema [1.9] se sigue que
LE(f) < max(LE(h;g;)) (2)

si la igualdad no ocurre debe ocurrir alguna cancelacién entre los términos en . El
Lema [5.6| nos permitira reescribir esto en términos de S-polinomios. Entonces, nuestra
suposicion de que los S-polinomios tienen residuos cero nos permitird reemplazar los
S-polinomios por expresiones que impliquen menos cancelaciones. Por lo tanto obtendre-
mos una expresion para f que tenga menos cancelaciones de los términos principales.
Continuando de esta manera, eventualmente se encontrard una expresion para f
donde la igualdad ocurre en (2). Entonces LE(f) = LE(h;g;) para algtn i, y se seguird
que LT(f) es divisible por LT(g;). Esto mostrard que LT(f) € (LT(¢1),...,LT(g:)), que
es lo que se desea probar.

Ahora se daran los detalles de la prueba. Dada una expresiéon para f, sea m(i) =
LE(h;g;), y definimos 6 = méx(m(1),...,m(t)). Entonces la desigualdad ({2|) se convierte
en LE(f) < §. Ahora consideremos todas las formas posibles en que f se puede escribir
en la forma de . Para cada expresion, obtenemos un ¢ posiblemente diferente. Como
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un orden monomial es un buen orden, podemos seleccionar una expresion para f
tal que ¢ es el minimo.

Mostraremos que una vez que se elige este minimo ¢ tenemos LE(f) = J. Entonces la
igualdad ocurre en (2)), y como observamos, se sigue que LT(f) € (LT(g1),...,LT(g)).
Esto probaria el teorema.

Queda por mostrar que LE(f) = §. La prueba se realizard por contradiccion.

La igualdad solo puede fallar cuando LE(f) < 0. Para aislar los términos de exponente
principal ¢, escribiremos f de la siguiente manera:

f_ Z hlgz+ Z hlgz

m(i)=6 m(i)<d
= Z LT(hi)gi + Z (hi = LT(h:))gi + Z higi (3)
m(i)=34 m(i)=4 m(i)<d

Los monomios que aparecen en la segunda y tercera suma de tienen grado < . Por
lo tanto la suposicién LE(f) < g significa que la primera suma también tiene exponente
principal < 9.

Sea LT(h;) = ¢;z*?. Entonces la primera suma Z LT(h Z c;ix™g; tiene
m(i)=4
exactamente la forma descrita en Lema con f; = z°Wg,. Entonces por Lema im-
plica que esta suma es una combinacién lineal de S-polinomios spoly(az"‘(J ) J;, ) Jk)-
Sin embargo
5 5
ak)y Y- T e, T a(k)
9) = i) YT gy

=2~ spoly(g;, gr)

a(j)

spoly(z*Yg;, x

donde 2°~%* = 1cm(LM(g,), LM(gy)). Por lo tanto existen constantes c;, € K tal que
> LT(hi)gi = ) cira” *spoly(g;, i) (4)
—~ T

El siguiente paso es usar nuestra hipétesis de que el resto de spoly(g;, gx) en la divisién
por gi, ..., gs es cero. Usando el algoritmo de la divisién, esto significa que el S-polinomio
se puede escribir de la forma

t

spoly(g;, 9) = D aijugi (5)
i=1
donde a;j, € K|z1,...,x,]. El algoritmo de la divisién también nos dice que
LE(aijr9:) < LE(spoly(g), gx)) (6)
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para todo i, j, k. Intuitivamente, esto dice que cuando el resto es cero, podemos encon-
trar una expresién para spoly(g;,gr) en términos de G donde los términos principales
no se cancelan todos.

Para aprovechar esto, multiplicamos la expresién por spoly(g;, gx) por 2%7%*% para ob-
tener

6 WJkSpOly 95, gk Z szkgz

donde b;j;, = .ré_”fkaijk. Entonces @ y lema implican que

LE(bijrgi) < LE(2°"*spoly(g;, gx)) < 0 (7)
Si sustituimos la expresion anterior por x‘S_Wspoly(gj, Jk) en , obtenemos la ecua-
cion

Z LT(h;) Z Cj kxé 7*spoly(g;, gr) Z Cjk (Z bwk92> = Z higi
m(i)=6 g,k i
que por tiene la propiedad que para todo i
LE(higi) < 6
Para el paso final de la prueba, sustituimos Z LT(h;)g; = Z hig; en la ecuacién (3)
m(i)=5 ‘

para obtener una expresién para f que es una combinacion de los g;, donde todos
los términos tienen exponente principal < . Esto contradice la minimalidad de § y

completa la prueba de teorema.
m
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CAPITULO 2: Bases estandar

En este capitulo se trabajara con ordenes monomiales locales, y se mostrard que
con este tipo de ordenes, el algoritmo de la division fracasa en la obtencién de una base
de Grobner, y por lo tanto es necesario aplicar nuevas estrategias y algoritmos, para el
calculo de un conjunto generador finito para un ideal.

6. Anillos locales y localizacion

La localizacién es una técnica muy utilizada en dlgebra conmutativa, que permite
reducir preguntas sobre los anillos a una uniéon de problemas “locales” mas pequenos.
De manera general la localizaciéon de un anillo significa agrandar el anillo al permitir
denominadores. La idea algebraica de la localizacion es entonces, hacer invertibles mas
(o incluso todos) los elementos diferentes de cero introduciendo fracciones, de la misma
manera que se pasa de los niimeros enteros Z a los niimeros racionales Q.

I Definicién 6.1. Un anillo K se dice que es local, si tiene exactamente un ideal maximal
m. Ademés K/m se llama el campo de residuos de K. También se pueden denotar los
anillos locales por (K, m) o (K,m, H) donde H = K /m.

Los campos son anillos locales. Un anillo polinomial Kz, ...,z,| con n > 1 sobre
un campo K, sin embargo, nunca es local. Para ver esto, considerar para cualquier
(a1,...,a,) € K" el ideal m, := (x; —ay,...,x, —a,). Ya que ¢ : K[zq,...,2,] —
K[zq,...,x,], ¢(x;) == x; — a; es un isomorfismo que envia my = (xy,...,2,) a m,,
resulta que Klzy,...,z,|/m, = K es un campo, por lo tanto m, es un ideal maximal.
Como K tiene al menos dos elementos, K" tiene al menos dos puntos diferentes y por
lo tanto K[z, ..,x,] tiene al menos tantos ideales maximales como puntos K™ (los del
tipo my,).

Si K es algebraicamente cerrado, entonces los ideales m,, a € K" son todos ideales

maximales de K|xy,...,x,].

Teorema 6.2. Todo anillo A # 0 contiene al menos un ideal maximal. Si I C A es un
ideal, entonces existe un ideal maximal m C A tal que I C m.

Demostracion. Observar que la primera afirmacion se sigue de la segunda con [ = 0.
Si I no es maximal, existe un f; € A tal que I C I} := (I, f;) € A. Si I; no es
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maximal, existe un fy tal que Iy C Iy = (1, fo) € A. Continuando de esta manera,

=

obtenemos una secuencia de ideales estrictamente crecientes I C Iy C Iy, C I3 C ...
que debe volverse estacionaria, digamos I,, = I,, para m > n y A es Noetheriano, segin
la Observacién [£.10] Por lo tanto, I, es maximal y contiene al ideal I. O

Lema 6.3. Sea A un anillo.

D

1)

A es un anillo local si y solo si el conjunto de no-unidades es un ideal (que es
entonces el ideal maximal).

Sea m C A un ideal maximal tal que cada elemento de la forma 1+ a, a € m es
unidad. Entonces A es local.

Demostracion.

1)

1)

=: Si A es un anillo local entonces el conjunto de no-unidades es un ideal.
Sabemos que A es un anillo local, sea m el tnico ideal maximal de A y sea I el
conjunto de no-unidades de A.

Sean a,b € I elementos no-unidad, los ideales (a) y (b) son ideales propios de A.
Como m es el tnico ideal maximal de A, se sigue que (a) C my (b) C m. Por lo
que a — b €m, ya que a,b € my m es un ideal. Como m es un ideal propio de A,
a—bel.

También para cualquier r € A tenemos ra € m, ya que a € m y m es un ideal
de A. Se sigue que ra es una no-unidad, ya que m es un ideal propio. Asi ra € I.
Ademas el conjunto I es un ideal de R.

<: Si el conjunto de no-unidades es un ideal entonces A es un anillo local.

Sea I el conjunto de no unidades en A, un ideal de A. Como a € A es una
unidad, I es un ideal propio. Sea m un ideal maximal arbitrario de A. Notar que
cada elemento de m es un elemento no-unidad de A, ya que m es un ideal propio.
Entonces tenemos m C I, ya que que m es maximal se sigue que m = [

Probaremos que el ideal maximal m es el conjunto de elementos no-unidad de A,
el resultado se sigue de A. Tomemos cualquier u € A/m. entonces el ideal (u,m)
generado por u y m es estrictamente mas grande que m por lo tanto (u,m) = A
por la maximilidad de m.

Entonces existe v € A ya € mtal que 1 = wv+a, como uv =1 —a € 1 +m,
se sigue de la suposicion que uv es una unidad. Por lo tanto u es una unidad. Ya
que m contiene los elementos no-unidad, podemos observar que m consiste de los
elementos no-unidad de A. Entonces por I) se concluye que A es un anillo local.

[]

Los anillos locales més comunes son los cuerpos, a continuacién se introduce un
procedimiento algebraico, llamado localizacion, que construye anillos locales a partir de
un anillo.
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La localizacién generaliza la construccién del campo de cociente: si A es un dominio
entero, entonces el conjunto

Quot(A) := Q(A) == {% Cabe A, b# o}

junto con las operaciones

aa’

a a B ab +a'b

Lo _dltdba
by b v by

es un campo, el cual es llamado campo de cocientes o campo de fracciones de A. Donde
a/b denota la clase (a,b) bajo la relacién de equivalencia

(a,b) ~ (a',V) ;== ab = a'b

El mapeo ¢ : A — Q(A), tal que a — a/1 es un homomorfismo de anillo inyectivo
e identificamos A con su imagen. Ya que a/b = 0 si y solo si a = 0, cada elemento
a/b # 0 tiene un inverso b/a y ademdas QQ(A) es un campo.

Observar que los denominadores en @)(A) son los elementos del conjunto S = A\ {0},
ademas S cumple que 1 € S y es cerrado bajo el producto. Esta nociéon se puede
generalizar de la siguiente manera.

| Definicién 6.4. Sea A un anillo.

1) Un subconjunto S C A es llamado multiplicativo o multiplicativamente cerrado si
cumple:

a) 1le Sy0¢sS
b) acSybeS = abe S

11) Sea S C A multiplicativamente cerrado. Definimos la localizacion o el anillo de
fracciones ST'A del anillo A con respecto a S de la siguiente manera:

S‘lA::{%: ac A, bes}

donde a/b denota la clase de equivalencia del par (a,b) € A X S con respecto a la
siguiente relaciéon de equivalencia:

(a,b) ~ (a',b) == s € S tal que s(ab’ —a'b) =0

Ademés, en S™'A definimos una suma y producto como en el caso del campo de
cocientes.

Proposicién 6.5.
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1)

1)

111)

v)

Las operaciones + y - en S~'A estdn bien definidas, por lo que S~ A es un anillo
(conmutativo y con unidad 1 = 1/1).

El mapeo j: A — S™'A, a — a/1 es un homomorfismo de anillos que satisface:
j(s) es una unidad en S~'A si s € S.
j(a) =0 siy solo si as = 0 para algin s € S.

a)
b)
c) j es inyectivo si y solo si S consiste de no-divisores de cero.

d) j es biyectivo si y solo si S consiste de unidades.
S'A=0siysolosi0eS.

Si S7 C Sy son multiplicativamente cerrados en A y consiste de no-divisores de
cero, entonces S;'A C Sy A.

Demostracion.

1)

1)

111)

V)

Probemos que las operaciones estan bien definidas y ademas definen una estructura
de anillo en S™'A = A x S/ ~. Si (a,s) ~ (a”,s") entonces existe u € S tal que
u(as” —a"s) =0 por lo tanto

u((as' +d's)(s' s') — (a's' +a's")(ss") = (s)? - ulas —a's) =0
u((ad')(s's") — (a"a')(ss") = d's' - u(as’ —a’'s) =0
as' +a's d's'+ads  ad B a'a

y entonces p = T Y — =5
sS s's 8s s's

a) Sea s € S entonces j(s) = s/1. Como s/1 = 0 si y solo si ds; € S tal que
s18 = 0. Como s1,s € S entonces s15 € Sy ademds 0 ¢ S por lo que s15 es
invertible y por lo tanto j(s) es una unidad.

b) Por la definicién de relacién de equivalencia que se ha definido.

¢) Siz/1 =0, entonces hay una u € S tal que zu = 0 en Ay, por lo tanto, z = 0,
ya que no hay divisores de cero en S.

d) Sij es biyectivo, entonces S consiste solo de unidades, ya que j(s) es una unidad
para todo s € S.

Si 0 € S cualquier par (a, s) ~ (0, 1) por definicién. Si 0 ¢ S es claro que 1/1 # 0/1
en STTA.

a
Sea 7 € S;7A, entonces a,b € Ay b € Si; como S; C S, entonces b € Sy, asi

% € S;'A.
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Ejemplo 6.6. Sea A un anilloy P C A un ideal primo, entonces A\ P es un conjunto
multiplicativamente cerrado, en efecto 0 € Py 1 ¢ P,asi0 ¢ A\Py1le A\ P.
Ademés si a,b € A\ P entonces ab € A\ P, supongamos que ab ¢ A\ P entonces
ab € P, como P es un ideal primo a € P o b € P. Por hipétesis a,b € A\ P, entonces
a¢ Pybé¢ Plocual es una contradiccion, por lo tanto ab € A\ P.

La localizacién del anillo A con respecto a A\ P es denotado por Ap y
a
AP:{E; a,b € A, begp}

es llamada la localizacién de A con respecto al ideal primo P.
El conjunto

PAp:{%: @€ P b¢ P}

es un ideal en Ap. Cualquier elemento a/b € Ap\ PAp cumple que a ¢ P, por lo tanto,
b/a € Ap y, ademés, a/b es una unidad. Esto muestra que Ap es un anillo local con
PAp ideal maximal segin el Lema [6.3] En particular, si m C A es un ideal maximal,
entonces A, es local con el ideal maximal mA,,.

El conjunto S de todos los no-divisores de cero de A es multiplicativamente cerrado.
Para esto S, S7'A =: Q(A) =: Quot(A) se llama el anillo total de fracciones o el anillo
total de cocientes de A. Si A es un dominio entero, este es solo el campo de cocientes
de A. Dos casos especiales pero importantes son los siguientes: si K[xq,...,z,] es el
anillo de polinomios sobre un campo K, luego el campo de cocientes se denota por
K(xy,...,x,),

K(xy,...,zy) = Q(Klxy,...,12,)])

que también se llama el campo de funciones en n variables; los x; también se llaman
pardmetros. La localizaciéon de K[z] = Klz,...,x,] con respecto al ideal maximal
(x) =(x1,...,2,) €8

Kol = {L: g€ Kial 900) #0]

Un hecho importante es que podemos calcular en este anillo sin denominadores

explicitos, simplemente definiendo un orden monomial adecuado en Klzy,...,z,]|. De
manera mas general, podemos calcular en K[z|y,, m, = (1 — a1,...,x, — a,), para
cualquier @ = (ay,...,a,) € K", trasladando nuestros datos polinomiales a Kz, a

través del mapeo de anillos x; — x; + a;.

Lema 6.7. Sea S C A multiplicativamente cerrado y j : A — S™'A el homomorfismo
canonico de anillos a — a/1.

) Si J C S7'Aesunideal y I = j7'(J) entonces IS™'A = J. En particular, si
fi, ..., fx genera I sobre A entonces fi, ..., f, genera J sobre S™1A.
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II) Si A es Noetheriano, entonces S~ A es Noetheriano.
Demostracion.

I) =: Probemos que J C IS™'A, sea f/s € J entonces f/1 = s- f/s, como J es
un ideal y s € ST'A, entonces f/1 € J y por tanto f € j'(J) = I. Ademss
f/ls=f-1/s, f€lyl/sc SA porlotanto f/s € IST*A.

«: Probemos que IS™'A C J, sea g € IS A entonces g = fh, donde f € I
y h € S'A; como f € I entonces f/1 € J. Asi g = f/1-h = f-h/1 como J es
un ideal entonces g € J.

IT) Como el anillo A es Noetheriano, sus ideales son finitamente generados. Por I),
S~ A también es Noetheriano.

O

7. Anillos asociados a 6rdenes monomiales

En esta seccién se mostrara que los ordenamientos monomiales no globales condu-
cen a nuevos anillos que son localizaciones del anillo de polinomios. Este hecho tiene
consecuencias computacionales de largo alcance. Por ejemplo, al elegir un ordenamiento
local, basicamente podemos hacer los mismos calculos en la localizacion de un anillo
de polinomios que con un orden global en el propio anillo polinémico. En particular,

podemos calcular de manera efectiva en K[xq,...,z,)] (@1,.ap) PATA k < m.
Sea > un orden monomial en el conjunto de monomios Mon(z1, ...,z,) = {z%: «a €
7o}, y Klr] = Klzy,...,2,] el anillo polinomial en n variables sobre un campo K.

Entonces, la funcién del monomio principal LM tiene las siguientes propiedades para
cualesquiera de los polinomios f,g € K|x] \ {0}:

[) LM(gf) = LM(g)LM(f)

IT) LM(g+ f) < max{LM(g),LM(f)} con la igualdad si y solo si los términos principales
de f y g no se cancelan.

En particular se sigue que
Ss :={ue Klz]\ {0} : LM(u) =1}

es multiplicativamente cerrado, en efecto puesto que 0 ¢ S., 1 € Sy y Yu,v € So
cumplen LM(u) = LM(v) = 1, asi LM(uv) = LM(u)LM(v) = 1 y por lo tanto uv € S-.

| Definicién 7.1. Para cualquier orden monomial > en Mon(z1,...,x,), se define

K[z]s == S7'K[z] = {5 o fiu € Klz], LM(u) = 1}
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la localizacién de K [x] con respecto al conjunto multiplicativamente cerrado S, ademas
K|[z]~ es llamado el anillo asociado a K[x] y al orden monomial >.

Observacién 7.2. Notar que Ss. = K* (unidades del campo) si y solo si > es un orden

global y S~ = Klz| \ (z1,...,x,) si y solo si > es un orden local.
Lema 7.3. Sea K un campo, K[z] = K|xy,...,2,] y sea > un orden monomial en
Mon(zy,...,x,). Entonces

I) K[z] C Kz]s C K[z]).

IT) El conjunto de unidades en K|x]- estd dado por
(K[z]s)* = {% L uyv € Kla], LM(v) = LM(u) = 1}

y satisface (K[z]s)* N Kz] = Ss.

II) K[z] = Klz] siy solo si > es un orden global y K|z]s = K|z si y solo si > es
un orden local.

IV) Klz]s es un anillo Noetheriano.

Demostracion.

I) Probemos que K[z] C K[z]s. Definimos un homomorfismo de inclusién de la
siguiente manera:

¢ : Klz] = Klz]>
f= 1N

Para todo f/1 es cero si y solo si f = 0. Implica que ker(¢) = 0. Por lo tanto ¢ es
inyectivo, asi K[z] C K[z]s.

Probemos que K[r|. C K|z]). Definimos un homomorfismo de inclusién de la
siguiente manera:

(b : K[.CE]> — K[QZ](@
flu— flu

Para todo f/u es cero siy solo si f = 0. Implica que ker(¢) = 0. Por lo tanto ¢
es inyectivo, asi K|x]s C K[z].

IT) Si f/u es una unidad de K{[z]-, entonces existe un h/v € K[z]s tal que (f/u) -
(h/v) = 1. Por lo tanto, fh = uv y LM(fh) = LM(uv) = LM(f)LM(h) = 1, lo que
implica que LM(f) = 1.

45



Probemos que (K[z]s)" N K[z] = S, sea f € (K[x]s)" N Klx],

— fe(K[z]s)"y f e Klz]

< f=u/v, tal que LM(u) =LM(v) =1y f € K|z]
< ove K yLM(f)=1LMu) =1y f e K[z] — {0}
— fess

IIT) Probemos que K[z]s = K|[z] si y solo si > es global. Sea > un orden global y
f/u € Klz]s = {f/u: f,u € K[z] y u € S5}, como > es global entonces
S =K*"siysolosiu € K"y f/u € K[z]. Por lo tanto K[z] = K|[z]-.

Probemos que Kz]. = K[|y si y solo si > es local. Sea > un orden local y
f/u € Klz]s = {f/u: f,u € K[z] y v € S5}, como > es global entonces
Sy = Klz| — (x) siy solo si u € K[z] — (x) es decir u(0) # 0 asi f/u € K[z]).
Por lo tanto Kz]s = K[z] .

IV) Consecuencia inmediata de Lema .
O

En los siguientes ejemplos se describen algunos anillos asociados a érdenes mono-
miales.

Ejemplo 7.4. Sea K[z,y| = K[x1,...,Zn, Y1, -, Ym] ¥ consideremos el orden produc-
to >= (>1,>2) en Mon(xy,...,Zpn, Y1, -, Ym), donde >; es global en Mon(z1,...,z,) y
>, es local en Mon(y1, - .., Ym)-

Por definicién de bloques ordenados >= (>, >3), para establecer el orden de dos mo-
nomios primero comparamos las variables z;, ¢ = 1,...,n con el orden monomial >,
en caso de ser igual comparamos las variables y;, 7 = 1,...,m con el orden monomial
>,. Para todo monomio z%y” € Mon(z,y) tal que a # 0 se tiene que z% >; 1 (> es
global), por lo tanto para todo v, x%y” > 1. Si @ = 0 entonces por definicién de bloques
ordenados tomamos >3 en Mon(yy, . .., ¥m) por lo tanto 1 > 3° (> es local), para todo
B # 0. Se tiene que

%y” > 1 > /¥ para todo «, f # 0, para todo v

y por lo tanto S5 = {u € Klz,y] — {0} : LM(u) = 1} = K™ + (y) - K[y|, por lo anterior
es un elemento de las unidades del campo més un polinomio en las variables y1, ..., Y.

Sea K[x,yls la localizacién de K[z, y| con respecto al conjunto multiplicativamente
P(z,y)

cerrado Ss y f € K|[z,y|s observemos que f =
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yQ(y) € S= = K"+ (y) - K[y]. Por lo tanto los elementos de K[z, y]~ son polinomios
en las indeterminadas x1,. .., x, con coeficientes en K[y],

Klz,yls = (K[y]<y>)[5€]

Ejemplo 7.5. Sea >; un orden local y > un orden global, >= (>,>,), si @ # 0
entonces 1 > 2%y7, ya que >= (>, >,) entonces 1 > 2%y” si y solo si 1 >; z (lo cual
se cumple ya que > es local). Si o = 0 entonces ¢ > 1, ya que >= (>, >;) entonces
y? > 1 siy solo si y” >3 1 (lo cual se cumple ya que >5 es global). Por lo tanto

*y" < 1 < y? para todo o, f # 0, y para todo

ast, S5 = K" + (z)K[z,y|. Se obtiene la inclusién estricta (K|x])[y] C Kz, y]s C
Kz, y] @), ya que 1/(1 + xy) esta en el segundo anillo, pero no en el primero y 1/y esta
en el tercer anillo, pero no en el segundo anillo.

Ejemplo 7.6. Si >; es global, >, arbitrario y >= (>1,>3) por el orden de bloques
si @ # 0 entonces z%y” > 1 para todo 7. Si a = 0 entonces y° depende de >,, por
lo tanto S~ consiste de los elementos u € K[y| que satisfacen LMs,(u) = 1. Si >; es
local entonces S = K™ + (y) K[y|, es el caso del Ejemplo Si >5 es global entonces
S. = K",

K[Iv y]> = (K[y]>2)[$]

Este ordenamiento tiene la siguiente propiedad de eliminacién para zq, ..., x,:

f € Klx,y], LM(f) € K[y] = f € K[y]

| Definicién 7.7. Un orden monomial > en K [1,...,2,] tiene la propiedad de eli-
minacién para xy,...,zs (véase el Ejemplo [7.6)), se llama ordenamiento de eliminacién
para Iy, ..., Ts.

Un ordenamiento de eliminacién no necesita ser un producto ordenado sino que de-

be satisfacer x; > 1 parai = 1,...,s (ya que, si z; < 1 entonces LM(1 + x;)=1 pero
142, ¢ K[xgiq,...,2y,]), es decir, un ordenamiento de eliminacién para xy, ...,z debe
ser global en Mon(zy,...,xs).

Dado que el orden lexicografico es un orden global y si f € K[zy,...,x,] y LM(f) €
Kz, ..., x,] entonces f € Klx;,...,x,], es un ordenamiento de eliminacién para
Ti,..., T, parat=1,...,n.

La siguiente definicién permitird caracterizar los polinomios de K[z]s.

| Definicién 7.8. Sea > cualquier orden monomial:

I) Para f € K[z]> tomamos u € K|x] tal que LT(u) =1 y uf € K[xz]. Se define:
LM(f) := LM(uf)
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1))

1)

I11)

Para cualquier subconjunto G C Klz]~ se define el ideal

L.(G) = L(G) == (LM(g) : g € G\{0})ka

L(G) C K[z] es llamado el ideal principal de G.

Observacién 7.9.

La Definiciéon (numeral I), es independiente de la eleccién de w. Si el orden
es global w € K* y LT(u) = 1 entonces u = 1 y si el orden es local entonces
u € K*+(x)-K[z]. Recordar que LM(fg) = LM(f)LM(g), asi LM(uf) = LM(u)LM(f) =
LM(f).

Ya que K(z]s C Klz]u C K[[z]], donde K[[z]] denota el anillo de serie formal

de potencias, K[[z]] := { Z a,x”: aq € K,a € Nn}, con la suma y producto

aeN"
dados por:
Z o + Z box® = Z (o + ba)x®
a€eNn aEeNn aEeNn
Z aox® - Z box® = Z (Z aab5> 7
aeN? aeNn vyeN" \a+p

Podemos considerar f € Klz]s como una serie formal de potencias. De ello se
desprende facilmente que LM(f), respectivamente LT(f), corresponde a un mono-
mio Unico, respectivamente un término, en la expansion de la serie de potencias

de f.

Notar que si I es un ideal, entonces L(I) es el ideal generado por todos los mono-
mios principales de todos los elementos de I y no solo por los monomios principales
de un conjunto dado de generadores de I. Ver Ejemplo parte 2.

Ejemplo 7.10.

. Consideremos Q[z] con un ordenamiento local (en una variable todos los ordena-

mientos locales respectivamente globales coinciden). Para f = 3z/(1+x)+x, por
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la Deﬁnicién seau=1+2 (u€ Klz] y LM(u) = 1), entonces uf = 4z + 2% y
por lo tanto

LE(f) = LE(uf) =1
LM(f) = LM(uf) ==
Le(f) = LC(uf) = 4
LT(f) = LT(uf) =4x
tail(f) = —32%/(1+x)

2. Sea G = {f, g} con f = ay® +xy, g = 2%y + 2> —y € Q[r,y] y ordenamiento
monomial dp. Si I = (f, g) entonces L(G) C L(I), ya que

vf —yg=x(xy’ +ay) —y(@Py+2° —y) =y’ €1

Asi LM(y*) = y* € L(I), pero y* ¢ L(G) = (zy®, 2%y).

8. Formas normales y bases estandar

En esta seccién se definen las bases estdndar de un ideal I C K[z]s, como un
conjunto de polinomios del ideal I, tal que sus monomios principales generan el ideal
principal L(I), para cualquier orden monomial, es decir que las bases de Grébner son
un caso particular cuando el orden es global.

Ademads en la siguiente seccién se proporciona un algoritmo para calcular bases
estandar. Para ordenamientos globales, este es el algoritmo de Buchberger. Para los
ordenes locales, es el algoritmo del cono tangente de Mora, que a su vez es una variante
del algoritmo de Buchberger. El caso general es una variaciéon del algoritmo de Mora.

A continuacion, se hace énfasis en caracterizar axioméaticamente las formas norma-
les, respectivamente las formas normales débiles, que desempenan un papel importante
en el algoritmo de base estandar. Estas generalizan la division con resto al caso de
ideales, respectivamente a conjuntos finitos de polinomios.

En el caso de un ordenamiento global, para cualquier polinomio f y cualquier ideal
I, existe una forma normal tnica NF(f|7) de f con respecto a I, tal que ningin mo-
nomio de NF(f | I) esté en el ideal principal L(I). Esto se puede usar para decidir, por
ejemplo, si f estd en el ideal I (si la forma normal es 0).

En el caso general, la propiedad anterior resulta ser demasiado fuerte. Por lo tanto,
los requisitos para una forma normal deben debilitarse. Por ejemplo, para la decisién
de si un polinomio esta en un ideal o no, solo el término principal de una forma nor-
mal NF(f|I) es importante. Por lo tanto, para este propdsito, basta con requerir que
NE(f|I) sea 0 o tenga un término principal, que no esté en L(I). Después de debilitar
los requisitos, ya no hay una declaracién de exclusividad para la forma normal. Nuestra

49



intencion es mantener la definiciéon de una forma normal lo méas general posible. Se
presentara un algoritmo de forma normal y un algoritmo de base estandar general, que
muestra que las diferentes versiones de algoritmos de base estandar se deben a diferen-
tes formas normales.

Sea > un orden monomial fijo y sea en esta seccion
R=Klxy,..., 2>

la localizacién de Klx] = Klzi,...,x,] con respecto al orden monomial >. Se debe
tener en cuenta que R = K[z]. = SI'K[z] con Sy = {u € K[z]\ {0} : LM(u) = 1},
ademas R = Klx] si > es global y R = K|x](;) si > es local. En cualquier caso, R se
puede considerar como un subanillo de K[z]].

| Definicién 8.1. Sea I ¢ R un ideal.

I) Un conjunto finito G C R es llamado base estdndar de I si
GclylL(l)=L(G)

Es decir, G es una base estandar, si los monomios principales de los elementos de
G generan el ideal principal de I, o en otras palabras, si para cualquier polinomio
f eI\ {0}, existe un g € G que satisface LM(g) | LM(f).

IT) Si > es un orden monomial global, la base estdndar es llamada base de Grébner,
que se estudio en la Seccién |3 del Capitulo 1.

III) Si simplemente decimos que G es una base estandar, queremos decir que G es una
base estandar del ideal (G)g generado por G.

| Definicién 8.2. Sea G C R cualquier conjunto.

I) G es reducido, si 0 ¢ Gy si LM(g) 1 LM(f) para cualquier par de elementos f # g
en G. Una base estdandar reducida G también se llama minimal.

IT) f € R se dice que es completamente reducido con respecto a G, si no hay monomio
de la expansion de serie de potencias de f que esté contenido en L(G).

III) G es completamente reducido, si G es reducido y si para cualquier g € G, LC(g) = 1
y la tail(g) es completamente reducida con respecto a G.

Observacion 8.3.

) Si> esun ordenamiento global, entonces cualquier conjunto finito G = {g1, ..., 9s}
puede transformarse en un conjunto reducido. Si g;, g; € G tal que LM(g;) | LM(g,),
entonces sustituimos g¢; por g; — mg;, donde LT(g;) = m - LT(g;), el generado
por (gi...,9; — Mgi,...,gs) es igual a (G) = (g1,...,9s), en efecto puesto que
g; —myg; € (G) y g; = (9, —mg;) + (mg;) € (g1-..,9; —mMGi, . .., gs). El resultado
se llama inter-reduccion de G; genera el mismo ideal que G.
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ITI) Cada base estandar G puede transformarse en una base reducida simplemente
eliminando elementos de G: eliminar ceros y luego, sucesivamente, cualquier g tal
que LM(g) es divisible por LM(f) para algin f € G\{g}. El resultado es nuevamente
una base estdndar. Por lo tanto, G es una base reducida (G es minimal).

IIT) Supongamos que G C R es un conjunto reducido y ¢ € G. Si tail(g) no se
reduce con respecto a GG, la expansién de la serie de potencias de tail(g) tiene
un monomio que es divisible por LM(g) o por LM(f) para algin f € G\ {¢}. Si >
es global, entonces ningiin monomio de tail(g) es divisible por LM(g), ya que >
refina el ordenamiento parcial natural en N", es decir, la tail(g) se reduce con
respecto a {g}.

IV) Se deduce que una base de Grébner G C K|z|, que consiste de polinomios ménicos,
es completamente reducida si para cualquier f # g € G, LM(g) no divide ningin
monomio de f.

Mas adelante veremos que las bases de Grobner reducidas siempre se pueden calcular
y son unicas, pero las bases estdndar reducidas no se pueden encontrar en general (en
un numero finito de pasos).

Las siguientes dos definiciones son cruciales para el tratamiento de las bases estandar.

| Definicién 8.4. Sea G el conjunto de todas las listas finitas G C R.

NF:RxG — R,
(f,G) = NF(f|G)

es llamado una forma normal en R si para todo G € G,
0) NF(0|G) = 0.
Y, paratodo f € Ry G € G,
1) NF(£]G) #0 = LMNE(f|G)) ¢ L(G).

2) Si G ={g1,...,9s}, entonces f — NF(f|G) (o por abuso de notacién f) tiene una
representacion estandar con respecto a NF(— | G), es decir,

f=NF(f]G) = Zaigia a; € R, s 20,
i=1
cumpliendo LM (Z aigi> > LM(a,g;) para todo i tal que a;g; # 0 (es decir que no
i=1
todos los monomios principales se anulan), NF es llamada la forma normal reducida
si ademds NF(f | G) es reducida con respecto a G.
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1))

1))
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V)

| Definicién 8.5.

Un mapeo NF : Rx G — R, como en la Definicién , es llamada la forma normal
débil en R si cumple las condiciones 0) y 1) de la Definicién [8.4] y en lugar de la
condicién 2) cumple:

2’) Para todo f € Ry G € G existe una unidad u € R* tal que uf tiene una
representacion estdndar con respecto a NF(—| G).

Una forma normal débil NF es llamada polinomial si, siempre que f € Klz] y
G C K|z], exista una unidad v € R* N K[x] tal que uf tenga una representacién
estandar con a; € K|z].

Observacion 8.6.

La nocion de formas normales débiles solo es interesante para ordenamientos no
globales, ya que para ordenamientos globales se tiene que R = Klz| y por lo
tanto R = K". Incluso en general, si existe una forma normal débil NF, entonces,
tedricamente, existe también una forma normal NF

(.G) = NF(f|G) = NF(f|G)

para una eleccién apropiada de u € R* (dependiendo de f y G). Sin embargo,
estamos realmente interesados en las formas normales polinomiales, y para los
ordenamientos no globales 1/u no es en general un polinomio, sino una serie de
potencias. Debemos tener en cuenta que R* N K[z] = Ss.

Considerar f =y, g = (y —2)(1 —y), y G = {9} en R = K[z,y], con
ordenamiento local Ils. Asumir h := NF(f|G) € Klz,y] es una forma normal
polinomial de f con respecto a G. Ya que f ¢ (G)r = (y — x)g, tenemos h #
0, por 1) de la Definicién se tiene LM(h) ¢ L(G) = (y) (es decir LM(h) es
constante o tiene la variable ). Ademas h —y=h — f € (y —x)r (h — f es una
combinacién de elementos de G) y ademds el LM(h) no se anula con LM(f), si h es
una unidad entonces h — f ¢ (y — z)g, lo que implica LM(h) < 1. Por lo tanto,
obtenemos h = xh’ para algin h’' (debido al ordenamiento elegido Is). Ademas,
y—ah' ¢ (y—2)(1 —y)) ks (sustituir (0,1) por (z,y)) vy, por lo tanto, no existe
una forma normal polinomial de (f, G). Por otro lado, estableciendo u = (1 —y) y
h =x(1—y) luego uy —h = (y —x)(1 —y) y, por lo tanto, h es una forma normal
débil polinomial.

Para aplicaciones (débiles) las formas normales son mas ttiles si G es una base
estdndar de (G)p. Lo demostraremos con una primera aplicacién en el Lema

f= E a;g; es una representacion estandar significa que no puede producirse la

i
cancelacion de los términos principales > LM(f) entre el a;g; y que LM(f) = LM(a;g;)
para al menos un 1.
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V) No se hace una distincion estrictamente entre listas y conjuntos (ordenados). Dado
que, en la definiciéon de forma normal, permitimos repeticiones de elementos en
GG, necesitamos listas, es decir, secuencias de elementos, en lugar de conjuntos.
Suponemos que un dado un conjunto G se ordena (de alguna manera) cuando

aplicamos NF(— | G).

VI) La existencia de una forma normal respectivamente una forma normal débil po-
linomial con respecto a G C K[z] que se probard en el algoritmo NFBUCHBERGER
respectivamente en el algoritmo NFMora nos dice:

Para cualquier f € R existen polinomios u, ay, ...,as € K[z] tal que

Uf = Z a;g; + h7 LM(U) = 17
i=1

y satisface:
a) Si h # 0 entonces LM(h) no es divisible por LM(g;), i =1,...,s
b) LM (Z a;g; | > LM(a;g;) para todo i con a;g; # 0 (y por lo tanto, la igual-
i=1

dad es vélida para al menos un 7). Ademads, si > es global, la unidad u puede
elegirse como 1.

Por lo tanto, la existencia de una forma normal débil es un teorema de
divisién donde f (respectivamente uf) se divide por G = {¢i,...,gs} con la
S

parte principal Z a;g; y resto h = NF(f | G).

=1

Lema 8.7. Sea I C R un ideal, G C I una base estandar de I y NF(— | G) una forma
normal débil en R con respecto a G.

) Para cualquier f € R tenemos f € I siy solo si NF(f|G) = 0.

IT) Si J C R es un ideal con I C J, entonces L(I) = L(J) implica I = J.
IIT) I = (G)g, es decir, la base estandar G genera a I como R—ideal.
IV) Si NF(—|G) es una forma normal reducida, entonces es tnica.
Demostracion.

I) Si NF(f|G) =0 entonces uf € I, ya que u es una unidad de R y ademéds I es un
ideal, entonces u~'(uf) = f € I. Por contrareciproca, si NF(f|G) # 0, entonces
por definicion LM(NF(f | G)) ¢ L(G) = L(I), asi NF(f|G) ¢ I, lo que implica
fé¢1, yaque (G)g CI.
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IT) Sea f € Jy asumamos que NF(f|G) # 0, por definicién de NF y del hecho que
G es una base estandar para I se tiene que LM(NF(f | G)) ¢ L(G) = L(I) = L(J),
contradiciendo NF(f |G) € J. Por lo tanto, f € I por I).

IIT) Por hipétesis L(I) = L(G), y dado que G C I por ser I ideal de R, entonces
(GYr C I. Ademas L(G) C L((G)R).

Asi se tiene que L(I) = L(G) C L({(G)gr) C L(I), de aqui se deduce que L(I) =
L({G)r), luego por 1) se sigue que I = (G) g, es decir, G genera a I como R-ideal.

IV) Sea f € Ry asumir que h, h’ son dos formas normales reducidas de f con respecto
a G. Entonces, ningtin monomio de la expansién de la serie de potencias de h o A/
es divisible por cualquier monomio de L(G) y, ademés, h—h' = (f—h')—(f—h) €
(G)r = 1. Si h—h'#0, entonces LM(h — h') € L(I) = L(G), una contradiccion,
va que LM(h — h’) es un monomio ya sea de h o h'.

]

Observacion 8.8. Las propiedades anteriores son bien conocidas para las bases de
Grobner con R = K[z|. Para ordenamientos locales, es muy importante trabajar ri-
gurosamente con R en lugar de K[z]. A continuacién se muestra un ejemplo donde
ninguna de las propiedades I), II) y III) del Lema se cumple para K[z], si los datos
de entrada son polinomiales.

Sea f, := 2'% — 2%, fo :=y® — %", f3 := %", y consideremos el orden local ds
en K|z,y]. Entonces R = K[, Y|z, (1 — xy)fs =y" fi + 2"y fo, y establecemos

I:= <f17f2>R:<f17f27f3>R7 [/ = <f17f2>K[x,y]> J/ = <f17f27f3>K[a:,y}

y G := {fi, f2}. Entonces G es una base estandar reducida de I (ya que debemos
multiplicar f; al menos con y® y f, con 2 para producir nuevos monomios, pero L(G) D
(x,y)). Si NF(— | G) es cualquier forma normal débil en R, entonces NF(f5|G) =0, ya
que f3 € I. Por lo tanto

I) NF(f3|G) =0, pero f3 ¢ I,
I I'cJ, L(I") = L(J'), pero I' # .J'
II) G C J', pero (G)kja) # J'

Nos concentramos primero en los ordenamientos que cumplen con ser un buen orden,
las bases Grobner y el algoritmo de Buchberger. Para describir el algoritmo de forma
normal de Buchberger, necesitamos la nocién de un S-polinomio (Deﬁnicién, debido
a Buchberger.

Para el algoritmo de forma normal, el S-polinomio solo se usara en la segunda for-
ma, mientras que para el algoritmo de base estandar lo necesitamos en la forma general.
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Algoritmo NFBucHBERGER(G | NF)

Sea > un orden global.

Input: f € Klz|,G€G
Output: h € K[z], una forma normal de f con respecto a G.

hi=f;

while (h #0y G, = {g € G : LM(g) divide LM(h)} # 0)
Elegimos cualquier g € Gp;
h := spoly(h, g);

return h;

Demostracion. Probemos que el algoritmo termina, se inicia con hg = f, en el i-ésimo
paso del ciclo While h;_1 # 0y Gp,_, # 0 (caso contrario el algoritmo termina) y se
crea el S-polinomio

hi = hi_1 — myg;, LM(hi—1) > LM(h;)

donde m; es un término que cumple LT(m;g;) = LT(h;_1) v ¢; € G (permitiendo repe-
ticiones). Dado que > es un buen orden, {LM(h;)} tiene un minimo, que se alcanza en
algiin paso m (por Lema (1.7, por lo tanto el algoritmo termina.

Mostremos que el algoritmo permite construir una forma normal para f:

hy :f —mig1

ho =hi —mags = f —migi — mago

=1

satisface que LM(f) = LM(m1¢9;) > LM(m;g;) > LM(h,,). Esto prueba que h := h,, es una
forma normal de f con respecto a G. Ademds, si h # 0 entonces Gj, = ) (el algoritmo
termina) y por lo tanto LM(h) ¢ L(G). Esto demuestra que f tiene una forma normal,

independientemente de la eleccion del g € Gj, 1.
O

Notar que en el ciclo “mientras” la eleccién del g € GG, puede conducir a una funcién
de forma normal diferente.
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Ejemplo 8.9. Sea > el ordenamiento dp en Mon(z,v,2), f = 2° +9* +222 + v +y+1
y G = {z,y}, encontrar la forma normal de Buchberger.

Solucion.

PASOTI Sea hy = f # 0y Gy, = {x} # 0. Elegimos un g € G}, en nuestro caso
g = x y hacemos hy = spoly(hy,g)

hy = spoly(hi,g) = f— (1) a0 .g
spoly(hi,g) = 2 +y* +22 +ox+y+1—2°
spoly(hi,g) = y*+2°+z+y+1

PASO II. Como hy # 0y Gp, = {y} # 0. Elegimos un g € Gy, en nuestro caso g = y
y hacemos h3 = spoly(hs, g)

hs = spoly(hy,g) = hy— (1) 210 .4
spoly(hy,g) = ¥ +2°2 +ax+y+1—y
spoly(hg,g) = ¥ +22°+x+y+1

2

PASO III. Como hg # 0y Gp, = ) ya que = 1 LM(h3) y y 1 LM(h3). Por lo tanto el
algoritmo termina y NFBUCHBERGER(f |G) = hy =222 + 2 +y + 1

Es facil extender NFBUCHBERGER a una forma normal reducida. O bien hacemos re-
duccién de cola durante NFBUCHBERGER, es decir, establecemos

h = spoly(h, g);
h := LT(h) + NFBucHBERGER(tail(h) | G);

en el bucle while, o reducir tail después de aplicar NFBUCHBERGER, como en el algoritmo

siguiente. De hecho, el argumento es valido para cualquier forma normal con respecto
a un ordenamiento global.
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Algoritmo REDNFBUCHBERGER(G | NF)

Asumir que > es un ordenamiento global.

Input: f € K[z|,Ge€ G
Output: h € K[z], una forma normal reducida de f con respecto a G.

h:=0;
g:=f
while (g # 0)
g := NFBuCHBERGER(g | G);

if (g9 # 0)
h = h+LT(g);
g = tail(g);

return h/LC(h);

Como tail(g) tiene un término principal estrictamente més pequeno que g, el al-
goritmo termina, ya que > es un buen ordenamiento. Que el algoritmo se mantiene en
cada paso se sigue directamente del algoritmo de NFBUCHBERGER.

Ejemplo 8.10. Sea > el ordenamiento dp en Mon(z,y, 2), f = 2> +y* +22 + 2 +y+1
y G = {z,y}. Encontrar la forma normal reducida de Buchberger.

Solucion.

PASO 1. Sea hy = 0y go = f # 0. Entonces hacemos g; = NFBUCHBERGER(gy | G),
por Ejemplo 8.9/ sabemos que g; = NFBUCHBERGER(g | G) = 22° + 2 +y + 1.
Como g; # 0 entonces hacemos h; = ho + LT(g1) = 0+ 22* y por lo tanto
hacemos g, = tail(g;) =z +y + 1.

PASO II. Como g = x 4+ y + 1 # 0. Entonces hacemos g3 = NFBUCHBERGER (g5 | )

» Sea jo = g2 = +y+1, como jo # 0y G, = {z} # 0. Elegimos
g € Gj,; en nuestro caso ¢ = x y hacemos j; = spoly(jo, 9)

ju=spoly(jo,g) = g2 —(1)-2**V g
= spoly(jo,9) = z+y+1—2
= spoly(jo,9) = y+1
» Como j; =y+1#0y Gy, = {y} # 0. Elegimos g € Gj,; en nuestro
caso g =y y hacemos j, = spoly(ji, g)

jo= spoly(ji,g) = j1— (1) 2%
SPOlY(jla 9) y+1—y
spoly(ji,g) = 1
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» Como jo =1 # 0 pero Gj, = 0, por lo tanto NFBUCHBERGER(gs | G) = 1

Como g3 # 0 hacemos hy = h; + LT(g3) = 22° + 1 y por lo tanto hacemos
g1 = tail(gs) =0

PASO III. Como g4 = 0 el algoritmo termina y por lo tanto REDNFBUCHBERGER( f | G)) =
hg/LC(hQ) = 22 -+ 1/2

Observemos que la forma normal de Buchberger para el caso de érdenes monomiales

globales coincide con el algoritmo de la division estudiado en el Capitulo 1, el siguiente
ejemplo nos muestra la relacién.

Ejemplo 8.11.

a; 2 +1

ay : y+1 r
fi=z Py 2oty +1
fo=y e

v +220 o +y+1
2

Y
2z2+as+y—|—1] —> 9,2
r+y+1
Xz
NFBucHBERGER ( f|G) y+1 REDNFBuCHBERGER (f|G)

- 7

I s 2241

Observar que en la tltima parte solo falta hacer ménico el polinomio 22 + 1, es decir
REDNFBUCHBERGER(f | G) = 2% + 1/2

9. Algoritmo de bases estandar

Sea > un orden monomial fijo y sea en esta seccién
R=Klxy,..., 2>
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la localizacién de K[z], z = (21, ..., x,) con respecto >. Recordemos que R = SZ'K|z]
con S~ = {u € K[z]\ {0} : LM(u) = 1}, y que R = K]Jz| si > es un orden global
y R = Klx](;) si > es un orden local. En cualquier caso, R puede ser considerado un
subanillo del anillo de series de potencias formales K[[z]].

La idea de muchos algoritmos de base estandar se puede formalizar de la siguiente ma-
nera:

Algoritmo Stanparp(G | NF)

Sea > es cualquier ordenamiento monomial y R := Klz1,..., 2]

Input: G € G, NF un algoritmo que regresa una forma normal débil.
Output: S € G, tal que S es una base estandar de I = (G)g C R.

S = G;
P:={(f,9): f,g€ S, f# g}, el conjunto de pares;
while (P % 0)

Elegimos (f,g) € P:

P:=P\{(f 9}
h := NF(spoly(f,g)|S);
if (h #0)
P:=PU{(h, f): feS}
S :=SU{h};
return S;

Para ver la terminacién del algoritmo de bases estdndar (STANDARD), debemos tener
en cuenta que si h # 0 entonces LM(h) ¢ L(S) por la propiedad (i) de NF. Por lo tanto,
obtenemos una secuencia estrictamente creciente de ideales monomiales L(S) de K|x]
(va que cuando h # 0 el polinomio h es agregado al conjunto S), que se vuelve estacio-
nario, ya que K[z] es Noetheriano.

Como L(S) se vuelve estacionario después de una cantidad finita de pasos, tenemos
que NF(spoly(f,g)|S) = 0 para (f,g) € P (al volverse estacionario el conjunto) y
nuevamente, después de una cantidad finita de pasos, el conjunto de pares P quedara
vacio. El algoritmo se mantiene en cada una de las etapas se deriva de la aplicacion del
criterio de base estdndar fundamental de Buchberger que se muestra a continuacién.

Observacion 9.1. Si NF es una forma normal reducida y G es reducido, entonces S,
segin lo devuelto por STANDARD(G, NF), es una base estandar reducida si eliminamos
elementos cuyos monomios iniciales son divisibles por un monomio principal de otro
elemento en S. Si G no se reduce, podemos aplicar una forma normal reducida después
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a (f,9\ {f}) para todas las f € S para obtener una base estdndar reducida.

Teorema 9.2. (Criterio de Buchberger). Sea I C Runidealy G = {g1,...,9s} C I.
Sea NF(— | G) una forma normal débil en R con respecto a G. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

I) G es una base estandar de I.

IIT) Cada f € I tiene una representaciéon estandar con respecto a NF(— | G).

)

ITI) NF(f|G) = 0 para todo f € I.
)
)

IV) G genera I y NF(spoly(g;,9;)|G) =0parai=1,...,s.

Demostracidn. La implicacién I) = II) se probé en Lema 8.7, II)= III) es claro que
podemos escribir f como una combinacién de elementos de G, III) = IV) como G C I,
entonces spoly(g; | g;) € I, por lo tanto tiene una representacion estandar con respecto
a G. Asi h := NF(spoly(g;,9;) |G) € I y por lo tanto h = 0 o LM(h) € L(G), entonces
h = 0 caso contrario contradice la propiedad 1) de NF. El hecho que G genera a [
se sigue inmediatamente de 3). Para IV) = I) solo se prueba para el caso de érdenes
globales (ver Teorema , ya que la prueba general utiliza herramientas y teoria fuera
de los objetivos de la investigacion. O

Ejemplo 9.3. Sea > el ordenamiento dp en mon(z,y), NF = NFBucHBERGER vy G =
{2* +y, vy + 2}. Encontrar una base estandar.

PASO I. Sea S = G = {2*+y,vy+2} y P = {(2*+y, vy+2)}. Como P # ) entonces
tomamos un (f, g) € P en nuestro caso (z*+y, zy+z), P = P—{(f,9)} =0
y h = NFBuUCHBERGER(spoly(f,¢g)|S)

» Encontrando spoly(f,g), el lem(LM(f),LM(g)) = (2,1)

spoly(f,g) = =@V f—(1)- 2tV .4
spoly(f.g) = (y)(z®+y) — (z)(zy + )
spoly(f,g) = —a2°+y°

» Encontrando NFBucHBERGER(spoly(f,g)|S) = NFBUCHBERGER(—z? +
y?|S) con S = {2° +y, vy + 2}
e Sea hy = —2> +y* y Gy, = {2* + y}. Tomamos un g € Gj,;
g = 2* + 1y y hacemos h; = spoly(hq,9)
spoly(ho,g) = ho— (—=1)a®V - g
spoly(ho,g) = —2®+y*+ 2> +y
spoly(ho,9) = > +y

e Como hy # 0 pero Gy, = (), entonces el algoritmo de NFBUCHBERGER
termina y por lo tanto h = NFBuUCHBERGER(spoly(f, g) | S) = v*+y
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Como h = y* +y # 0 entonces hacemos:

P={(y"+y.2°+y), v +y.zy+ )}
S={2>+yzy+z,y +y}

PASO II. Como P # ) tomamos (f,g) € P en nuestro caso (y* + y,2*> +vy), P =
P—{(f.9)} = {y* +y.2* + y} y h = NFBucuErGER(spoly(f. g) | 5)

» Encontrando spoly(f,g), el lem(LM(f),LM(g)) = (2,2)

spoly(f,g) = vaoz. f—(1) .2:,3(2,2) g
spoly(f.g) = ’(y* +y) = y*(«* +y)
spoly(f,9) = 2’y —y

= Encontrando NFBUCHBERGER(spoly(f, g) | S) = NFBucHBERGER(z%y—1° | S)
con S = {a? +y,xy + 2,9° + y}.
e Sea hy = 2°y—4* y Gy, = {2> +y, vy +2}. Tomamos un g € Gj,;
g = 2% +y y hacemos h; = spoly(hg, g)

spoly(ho,g) = ho — (1)@(0’1) g
spoly(ho, g) = :1723/3— y“Q— y(z® +y)
spoly(ho,9) = —¥y° —¥

e Como hy # 0y Gy, = {y°+y} # 0, entonces tomamos un g € Gy, ;
g =y* +y y hacemos hy = spoly(hi, g)

spoly(hi,g) = hi— (=1)z®V . g

_ 3 2 2
spoly(hi,9) = =y —y  +yly” +y)
spoly(hi,g) = 0

e Como hy = 0 entonces NFBucHBERGER(z%y — 3° | S) = 0

PASO III. Como P # () tomamos (f,g) € P en nuestro caso (y*> +y,axy + z), P =
P—{(f,9)} =0y h = NFBucHBERGER(spoly(f,g)|S)

» Encontrando spoly(f,g), el 1em(LM(f),LM(g)) = (1,2)

spoly(f,g) = ="V f—(1)-2V.¢g
spoly(f,9) = z(y* +y) — y(zy + )
spoly(f,g) = 0

» Encontrando NFBucHBERGER(spoly(f,g)|S) = NFBuchBERGER(D|S) =
0

PASO IV. Como P = () el algoritmo termina y por lo tanto S = {x*+y, vy +x,9* +y}
es una base estandar.
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A continuacién se presenta un algoritmo de forma normal general, ya que funciona
para cualquier orden monomial. La idea bésica se debe a Mora, pero el algoritmo que
se presentara es mas general, con una nocion diferente de ecart.

Analicemos el algoritmo de Buchberger en el caso de un ordenamiento no global.
Podemos suponer que en K[z, y| tenemos x1,..., 2, < 1, y1,...,Ym > 1 (m > 0).

Observemos la secuencia m; = ¢y, i > 1, de términos construidos en el algo-
ritmo NFBUCHBERGER. Si deg,(m;) estd acotado, entonces, dado que > induce un buen
orden en K[y], el algoritmo se detiene después de una cantidad finita de pasos.

h = f - Zaigia h7ai € K['g][[l’“,
i=1
que se mantiene en K[y|[[x]]. Sin embargo, este proceso no se detiene.

Observemos lo anterior con un ejemplo, sea K[x] el anillo de polinomios en la variable
r,conw <1, f=xy G={g=x—2*}. Utilizando NFBUCHBERGER se obtiene:
Sea ho = f

PASO I. Como hg # 0y G, = {x — 2*} # (). Tomamos g =z — 2° € G, y
hy = spoly(hg, g) = 2°

PASO II. Como hy # 0y Gy, = {x — 2*} # 0. Tomamos g =2 — 2> € G}, y
hs = spoly(hi, g) = 2°

PASO III. Como hy # 0y Gy, = {x — 2%} # (). Tomamos g =z — 2> € G, y
hs = spoly(hs, g) = «*

Observemos que el algoritmo NFBUCHBERGER no acaba, puesto que el polinomio h; = 2™

y cumple que el monomio principal de  — z? divide a h; para i € N. Utilizando el
algoritmo de la division es facil ver que el algoritmo construye una serie.

T x —

—x+a2? l4+r+22+...
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T — <Z Z) (x—2%) =0

i=1
o

en K[[z]], lo cual es cierto, ya que Z ' =1/(1—2z) en K[[z]]. Sin embargo, el algoritmo
E

construye una serie de potencias Z 2’ que tiene infinitos términos y no la expresion

i=0
racional 1/(1 — ).

Para evitar series de potencias infinitas, debemos permitir una clase mas amplia de
elementos para la reduccién, con el fin de crear una expresion estandar de la forma

uf = Zaigi +NF(f]G)
i=1

Donde u es una unidad de Ry ademés wu,a; y NF(f|G) son polinomios, en el caso de
cuando los datos de entrada f y G = {g1,. .., gs} son polinomios. En el ejemplo anterior
llegamos a una expresion

(1—2)r =2 —2?

o0

en lugar de x = (Z xl> (z — 2?), el algoritmo NFMora nos permitird solventar este
1=0

problema, la idea general es ir agregando el polinomio al conjunto de reductores, lo que

permitird obtener una factorizacién de la forma 1 + P(z).

| Definicién 9.4. Para f € K[z]\ {0} definimos ecart de f como

ecart(f) = deg(f) — deg(LM(f))

Notar que para un polinomio homogéneo f, tenemos que la ecart(f) = 0.

Otra descripcién de ecart(f) resulta ser bastante 1til. Sea f* la homogeneizacién
de f con respecto a una nueva variable ¢ (de modo que todos los monomios de f sean
del mismo grado). Definimos en Mon(t, zy, . . .,x,) un ordenamiento >y, por t#z® >y, t4z”
sip+lal>q+|Blosipt|al=q+|8]y x> > 2’

El ordenamiento >, define un buen orden en Mon(t,z), ya que para todo tPz% €
Mon(t,z) observemos que t*z% = 1 si y solo si p+|a|] = 0si ysolosip =0y
a = (0,...,0). Sea t%” € Mon(t,z) y (q,B1,...,5.) # 0, por definicién de >y te-
nemos que ¢ + |3| > 0 = 0+ 0|, es decir t%z” >}, 1. Por lo tanto >y es un buen orden
en Mon(t, x).
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Al homogeneizar un polinomio multiplicamos cada monomio de este por un ¢ con ex-
ponente tal que sea igual al deg(f) menos el grado de cada monomio, para el caso del
monomio principal esta es la ecart(f), es decir, el monomio principal de un polinomio
en K[t z]:

LM, (f*) =t VL. (f)

en particular, ecart(f) = deg,LM., (f").

Algoritmo NFMora(f | G)

Asumir que > es cualquier ordenamiento monomial.

Input: f € Klz], G una lista finita en K|[z].
Output: h € K[z], una forma normal débil polinomial de f con respecto a G.

hi=f;

T:=G;

while (h A0y T}, :={g € T : LM(g)|LM(h)} # 0)
Elegimos g € T}, con ecart(g) minima;
if (ecart(g) > ecart(h));

T:=TU{h};
h := spoly(h, g);
return h;

Si la entrada es homogénea, la ecart es siempre 0 y NFMoraA es igual a NFBUCHBERGER.
Si > es un buen ordenamiento, entonces LM(g) | LM(h) implica que LM(g) < LM(h), por lo
tanto, incluso si h se agrega a T' durante el algoritmo, no se puede usar en reducciones
adicionales. Por lo tanto, NFMora es lo mismo que NFBUCHBERGER, pero con una estrategia
de seleccién especial para los elementos de G.

Demostracion. La terminacion es mas facil de ver usando homogeneizacion: comence-
mos con h =: f*y T =: G* = {¢g": g € G}. El bucle while se ve como sigue:

while (h #0y Ty, :={g € T : LM(g)|t*LM(h) para algin a} # )
Elegimos g € T}, con o > 0 minimo;

if a > 0;

T:=TU{h};
h := spoly(t“h, g);
h = (hl=1)";

return hl,_;
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Probemos que el polinomio g € T}, que se toma en el algoritmo de Mora funciona
para el algoritmo homogeneizado, es decir obtenemos el mismo resultado.

Sea h = f y g € T}, entonces LM (g) |[LMs (h) y ademds g cumple con tener la ecart
minima (cuando homogeneizamos el polinomio, el t* por el cual se debe multiplicar el
monomio principal es el mas pequeno).

Sean A" y ¢" los polinomios homogeneizados de h y ¢ respectivamente, sus monomios

principales son:
LM>h<hh> — tecart(h)LM>(h>

LM>h <gh) — tecart(g) LM> (g>

Probemos que el polinomio ¢g" € T}, primero observar que tenemos dos casos:

» Siecart(h) > ecart(g), entonces se debe multiplicar por t° y cumple que LM, (¢*)
divide a t°LM., (h®) y o = 0 es el minimo exponente que satisface.

» Si ecart(g) > ecart(h), ya que el polinomio ¢ se ha tomado con ecart minima
entonces al homogeneizar, su monomio principal se esta multiplicando por gecart(9)
sabemos que dicho exponente es el méas pequeno. El exponente de t* por el cual
debo multiplicar LM, (h") coincide con ecart(g) — ecart(h) > 0 y cumple con
ser el minimo y estrictamente mayor que cero, por lo tanto el polinomio h" es
agregado al conjunto 71" en el algoritmo homogeneizado.

Observar que el polinomio que obtenemos en el algoritmo homogeneizado coincide
con el que obtenemos en el algoritmo original.

LC(h) - g
h. = spoly(h,g) = h — ——<z~ ¢
LC(t*h™) /4
h® = spoly(t*h®, g") = toh® — = ——2q® =P gt
poly( ) LC(g™)

LC., (t*h") = LC- (h") = LC~(h) y LCs,(¢") = LC=(g), ya que al homogeneizar hacemos
coincidir los grados de los monomios pero sus coeficientes se mantienen. Al deshomo-
geneizar el polinomio t*h" obtenemos el polinomio A, de manera similar al deshomoge-
neizar g" obtenemos h. El exponente o’ — 3’ coincide con o — 3* cuanto t = 1, puesto
que a = LE(to‘hh) (a+ecart(h),a,...,al) y g = LE(g") = (ecart(g), 85, ..., 55),
asi ' — ' = (a+ecart(h) —ecart(g), ai — 5, ..., o’ — ). Por lo tanto el polinomio
h" coincide con el polinomio h, obtenido en el algoritmo original.

Iniciamos con T" = {g1,...,gs} y observemos que en el algoritmo homogeneizado
para la primera entrada en el ciclo While el conjunto 7' tiene dos opciones: T} =
{91, 95} oy =T.

Ast:
L(T) Cc L(Ty) o L(T) = L(TY)
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Siguiendo de esta forma en la entrada v-ésima al ciclo tendremos:
L(T,—1) C L(T,) o L(T,—1) = L(T,,)

De esta manera se forma una secuencia creciente de ideales L(T,). Como R es Noethe-
riano, existe un entero positivo N tal que LT(7},) se vuelve estacionario para v > N,
donde T, denota el conjunto 7' después de la v-ésima vuelta en el ciclo While. El si-
guiente h, ademads, satisface LM(h) € L(Ty) = L(T), de donde, LM(g) divide LM(h) para
algin g € T'y a = 0 (puesto que los T, son estacionarios para v > N, esto indica que
a = 0, de lo contrario estarfamos agregando elementos 7'y no seria estacionaria).

Es decir, T, se vuelve estacionario para v > N y el algoritmo contintia con un 7T fijo.
Entonces termina, ya que > es un buen ordenamiento en K[t, z].

Para ver que el algoritmo funciona de manera correcta comencemos con hgy := f y
G ={g1,...,9s}, en el algoritmo original. Consideremos la v-ésima entrada en el ciclo
While, entonces h, := spoly(h,_1,g,) para algin g, € T,_; tal que LM(g,) | LM(hy_1).
Por lo tanto, existe algin término m, € K[z], LT(myg,) = LT(h,_1), basta tomar el
coeficiente por el cual se multiplica g; al obtener el S-polinomio de h,_; y g;. Por lo
tanto
hy = hy_y —myg,,  LM(hy_1) = LM(m,g,) > LM(h,)

Ahora para g; tenemos dos posibles resultados:
1. g,=9:€G={q,...,g5} para algin i, o

2. g; e T\ G C {ho,h1,...,hy—2}, ya que en la v—ésima entrada se decide si h,_;
es agregado al conjunto 7T,,.

Supongamos, por induccién, que en los primeros v — 1 pasos (v > 1) hemos construido
representaciones estandar para f,

u;f = Zal(j)gi+hj, uj € 5, agj) € K|z]

i=1

con0<j3<v—1.

En el caso base tomamos ug := 1y al(-o) = 0, entonces f = hg lo cual es cierto.

Consideremos la representacion estandar para j = v — 1, en el caso que g; =g, €G €,
entonces reemplazamos h,_1 = hy, + myg, = hy +myg;

Uy—1f = Z az(‘v_l)gz‘ + -1y
i=1

uv—lf = Z a’gv_l)gi + hv + myg;

=1
s

uv—lf - Zaiv)gz + hv

=1
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Como u,_1 sigue siendo un elemento de Ss y mv—l—agv_l) € Klx]. Asiu, f = al(-v)gi+hv

i=1
es una representacion estandar.

Cuando g, € T — G C {hq, ..., hy_s},

hv—1: hv‘l'mvg;
hv—1: hv_l'mvhja OSJSU_Q

hv—l = hv + my, (U]f - Z aij)gz>
=1
hv—l - hv — My (Z G/Z(J)gz - u]f)

=1

Sustituimos h,_; por la expresién anterior

uvflf = Za;}_lgi + hv,1
i=1

S

uv—lf - Z a;)_lgi + hv — My < agj)gz - ujf)

=1 =1

uv—lf - mvujf = Zaz(v)gz + hfu
=1

(tos — moy) f = Y al”g;+ h,
=1

Se debe probar que (u,_; — myu;) € S, sabemos que LM(m,g,) = LM(h,_;), como
g, = h; entonces
LM(mvh]) = LM(hv_l) < LM(hJ)

Por lo tanto LM(m,) < 1, como u,—1 € Ss y u; € Ss, LM(u,—1) = LM(u;) = 1 pero
LM(m,) < 1 entonces LM(u,_1 —myu;) =1 € S5. Asi

(uv—l - mvuj)f = uvf = Z agv)gi + hv
i=1

tiene una representacion estandar.

[]

En el algoritmo se pueden realizar algunos arreglos adicionales, para que también
devuelva v € Ss y los a;. Ahora, el algoritmo de base estandar para ordenamientos
monomiales arbitrarios se ve formalmente como sigue:
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Algoritmo StanparDBAsIS(G | NF)

Sea > es cualquier ordenamiento monomial en R = K|z]s

Input: G ={g1,...,9s} C K|z]
Output: S = {hy,...,h} C K[z], tal que S es una base estandar del ideal (G)r C R.
S := STANDARD(G, NFMora);

return S;

Ejemplo 9.5. Sea > el ordenamiento ds en Mon(z,y,2), f = 2>+ + 22+ 2% +9° y
G = {z,y}. Encontrar NFMora(f | G).

Solucion.

PASOIL Seahy = f =2 + > + 22+ 2 +¢°y T = G = {z,y}. Como h; #0 y
Th, = {x} # 0, entonces tomamos g € Tj,; g = . Como la ecart(g) =0
es menor que la ecart(h;) = 3 entonces h; no se agrega al conjunto Tj,.
Ahora hacemos hy = spoly(hy,g)

spoly(hi,g) = hi — (1)$(1,0) g
spoly(hi,g) = 2> +y*+2° +a' +y° — x(x)
spoly(hi,g) = y*+2°+a' +¢°

PASO II. Como hy # 0y Ty, = {y} # 0, entonces tomamos g € T,; g = y. Como la
ecart(g) = 0 es menor que la ecart(hs) = 3 entonces hy no se agrega al
conjunto Tj,. Ahora hacemos hy = spoly(hs, g)

spoly(ha, g) = hy— (1)z®V . g
spoly(hs,g) = y*+2° +2* +4° — y(y)
spoly(hy, g) = 242t 4P

PASO TI1. Como h3 # 0y Ty, = 0 el algoritmo termina y por lo tanto NFMora(f | G) =
2t + y°
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CAPITULO 3: Aplicaciones

Para el desarrollo de este capitulo, se han empleado las bases estandar para dar
solucion a problemas clasicos del algebra moderna como lo son: la pertenencia al ideal,
eliminacién de variables, interseccion de ideales y pertenencia al radical.

Para encontrar una forma normal, una base estandar e incluso calcular S-polinomios
observamos que requieren de mucho tiempo y de mucha destreza en el célculo aritmético,
ademas a medida que los polinomios tienen mas términos o el conjunto de generadores
de un ideal es bastante grande, el calculo aritmético aumenta, lo cual lleva a la necesi-
dad de utilizar una herramienta que facilite la obtencion de estos calculos. Por lo que,
para el desarrollo de los ejemplos de este capitulo se hace uso del software Singular,
el cual es un sistema de dlgebra computacional para calculos polinomiales, con especial
énfasis en dlgebra conmutativa y no conmutativa, geometria algebraica y teoria de la
singularidad. Permitiendo obtener resultados de forma eficiente y presentar asi ejemplos
con mayor dificultad.

10. Pertenencia de un ideal

Sea K[z] = K[xy,..., 2, un anillo de polinomios sobre un campo K, >( un ordena-
miento monomial arbitrario y R = K|[z], el anillo asociado a K[x] y >¢. Recordemos
que K[z] C R C K|z, y que R = K[x] (4 si y solo si >( es un orden local.

Sea NF una forma normal, NFBucHBERGER 0 REDNF'BUCHBERGER si >( es un orden global
y NEFMora en el caso general.

El problema de pertenencia de un polinomio a un ideal nos dice:

Problema: dados f, fi,---, f, € Klz| y sea I = (f1,..., fr)k[a)- Se desea saber si
el polinomio f estd o no en el ideal I.

Solucion: elegimos cualquier orden monomial > tal que R = Klz]s y calculamos una
base estdndar G = {g,...,gs} de I con respecto a >. Si NF es cualquier forma normal

débil, entonces f € I siy solo si NF(f|G) =0, lo cual se probé en Lema [8.7

Dado que el resultado es independiente de la eleccién de NF, se utiliza, por razones
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de eficiencia, una forma normal no reducida. Si > es global, generalmente se elige dp
y, si >q es local, entonces se prefiere Is o ds.

Ejemplo 10.1. Determinar si el polinomio f = xy® — 2% 49° — 2* € Q[x, y, 2] pertenece
al ideal I = (—2° +y, 2%y — 2).

Utilizando el orden monomial lexicografico Ip, sea g1 = —2> 4+ vy y go = 2%y — 2, primero
observemos que G' = {g1, g2} no es una base de Grdbner, ya que h = spoly(gi, g2) =
—xz+ 12 y el resto de la divisién de h por G es —zz + y* distinto de cero.

Calculamos una base de Grobner para I, hacemos uso del algoritmo NFBUCHBERGER
y STANDARD para encontrar una base de Grobner.

S=G={g1,9}
P={(91,92)}

PASO 1. Como P # (), tomamos (g1, g2) € P y:
P=P—{(g1,92)} =10
hy = NFBUCHBERGER (spoly (g1, g2) | S) = —zz + o>
Como hy # 0 entonces:

P=PU{(h1,91),(h1,92)} = {(h1,91), (h1,92)}
S=SU{h}={g9,0, M}

PASO 1. Como P # (), tomamos (hy,g1) € P y:

P=P—{(h,01)} = {(h1,92)}
ho = NFBucHBERGER(spoly(hi,g1)|S) =0

PASO 111. Como P # (), tomamos (hy, g2) € P y:
P=P—{(h,g)} =0
hs = NFBUCHBERGER(spoly(hi, go) | S) = zy° — 2
Como hg # 0 entonces:
P = PU{(hs,91), (h3,92), (hs, h1)} = {(h3, 91), (hs3, g2), (h3, h1) }
S = S U {hg} == {917927 hl, hg}

PASO 1v. Como P # (), tomamos (h3, g1) € P y:

P=P—{(hs,q1)} = {(h3,92), (hs, h1)}
h, = NFBUCHBERGER(spoly(hs, hy)|S) =0

PASO v. Como P # (), tomamos (hs, gs) € P y:

P =P —{(hs,92)} = {(hs, h1)}
hs = NFBUCHBERGER(spoly(hs, g2) | S) = 0

PASO vi. Como P # (), tomamos (hg, hy) € P y:
P=P-— {(hg,hl)} — Q)
he = NFBUCHBERGER(spoly(hs, hi) | S) = y° — 2°

70



Como hg # 0 entonces:

P = PU{(hs, g1), (e, g2), (he, h1), (he, h3)} = {(he, g1), (he, g2), (he, h1), (he, h3)}
S =SU{he} = {91, 92 ", h3, he}

PASO vir. Como P # (), tomamos (hg, g1) € P y:

P =P —{(he,q1)} = {(hs, 92), (he, h1), (he, h3) }
h; = NFBUCHBERGER(spoly(hg, g1) | S) = 0

PASO viir. Como P # (), tomamos (hg, g2) € P y:

P =P —{(hs, 92)} = {(he, h1), (hs, h3)}
hg = NFBUCHBERGER(spoly(hg, g2) | S) = 0

PASO 1x. Como P # (), tomamos (hg, hy) € P y:

P =P —{(h, )} = {(he, h3)}
hg = NFBUCHBERGER(spoly(hg, h1)|S) =0

PASO x. Como P # (), tomamos (hg, h3) € P y:
P=P—{(hghs3)} =0
hs = NFBUCHBERGER(spoly(hg, h3)|S) =0

PASO x1. Como P = () el algoritmo termina y la base de Grobner para el ideal I es:
S ={g1,92 1, hs, he} = {—2° +y, 2%y — z, —wz + % 2’ — 22" — 2°}

Haciendo uso de la base encontrada, se verifica si el polinomio f se encuentra en I,
para lo cual se calcula la forma normal de f con respecto a la base de Grobner, es decir
el resto de la division de f por G, que es —2z* por lo tanto el polinomio f ¢ I.

Ahora asumir que f € I = (f1,..., fx)r- Entonces existen u € K[z]NR*, ay,...,a; €
K|[z] tal que
uf =ayfi+- -+ apfi

Si{fi,..., fr} es una base estandar de I entonces en principio, el algoritmo de forma
normal NFMora proporciona u y los a;. Sin embargo, también es posible expresar f como
una combinacion lineal de los generadores arbitrarios dados f, ..., fx.

Ejemplo 10.2. Determina si el polinomio f = zy'*+y'? € Q|x, y] pertenece al ideal I =
(2" + 2%, 3® —2%y"), utilizando el orden monomial dp escribimos f como combinacién
de los polinomios g1 = 2'® + 2% v g2 = y® — 2%", f =y (q1) + (27y* + 2® + 2%y +
2%y + 2yt 2ty oy’ + 2%y 4+ ) (9)-

En un anillo local podemos, en general, expresar v f como una combinacion lineal
polinomial de los generadores de I si f € I.

Ejemplo 10.3. Determinar si el polinomio f = yz* + yx € Q[z,y, 2] con orden mono-
mial ds estd en el ideal [ = (z — 2%,y + ).
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Sea G = {g1,92} = {x — 2*,y + x} probemos que G no es una base estandar para
el ideal I, sea h = spoly(gi,g2) = —y — 2° y la forma normal de h con respecto a G es
—y — 2, por lo tanto G no es una base estandar.

Encontremos una base estandar para el ideal I:
S :={x—2*y+a}
Pi={(z - 2%y + )}

PASO 1. Como P # (), tomamos (g1, g2) € P y:

P=P—{(g1,9)} =0
hy = NFMora(spoly (g1, g2) | S) = —y — 42
Como h; # 0 entonces:

P =PU{(h1,q1),(h1,92)} = {(h1,91), (h1,92) }
S=8SU{h}={91,92,h1}

PASO 11. Como P # (), tomamos (hy,g1) € P y:

P=P—{(hi,q1)} ={(h1,92)}
hy = NFMora(spoly(hi,g1)|S) =0

PASO 111. Como P # (), tomamos (h, g2) € P y:
P="P—{(hi,g2)} =0
hs = NFMora(spoly(hi, g2)|S) =0

PASO 1v. Como P = () el algoritmo termina y la base estdndar para el ideal I es:
S={g, 90} ={z—2* 2 +y,—y—y’}

Haciendo uso de la base encontrada se verifica si el polinomio f se encuentra en I,
para lo cual se encuentra la forma normal de f con respecto a la base de estandar,
NFMora(f,S) = 0 por lo tanto el polinomio f € I.

11. Eliminacion de variables

Para introducir la eliminacién de variables veamos un ejemplo que permitird tener
una idea general.

Ejemplo 11.1. Sea I C K|x,y, z| un ideal, tal que
I=@+y+z—lz+y’+z—lLzt+y+22—1)
entonces una de base de Grobner para I, con ordenamiento [p estd dada por

G={o+y+22—1,9°—y—22+2 22> +2* — 22,25 —42* + 42° - 2*}
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observemos que el polinomio h = 2% — 42* + 423 — 2? solo depende de la variable z, se
han eliminado las variables x y y. El polinomio h cumple:

helnK[z

donde I N K|[z] consiste en todas las consecuencias de las ecuaciones que eliminan x y
y. Generalizar esta idea lleva a la siguiente definicién.

| Definicién 11.2. Dado el ideal I = (fi,.. ., fs) € Klz1,...,x,], la k-ésima elimina-
cion del ideal I, es el ideal de K|xg1,...,z,] definido por

[k:[ﬂK[ﬂj‘]H,l,...,.ﬁCn].

Asi, I, consiste en todas las consecuencias de f; = -+ = f; = 0 que eliminan
las variables xy,...,x;. Es facil ver que Iy := I N K[zpq1,...,2,] es un ideal de
Klzpiq,...,x,], 0 € Iy 0 € Klzgyq,...,x,] entonces 0 € I. Sean f,g € I} se tie-
neque f,g€ly f,g€ Kl[zgy,...,x,] entonces f+¢g € K|[xpyi1,...,2,] y por lo tanto
f+gel.Sifel,ygée€ Klrg,...,x,) setiene que f € Iy f € K[xgyq,...,T),
entonces f - g € I, K[xyq,...,x,] por lo tanto f - g € Ij.

Observemos que I = Ij es la 0-ésima eliminacion del ideal. Ademas diferentes orde-
namientos de las variables conducen a diferentes ideales de eliminacion.
Entonces estamos interesados en encontrar un conjunto generador para el ideal de eli-
minacién, es decir, se quiere dar solucién al siguiente problema (nos limitamos al caso
del anillo polinomial).

Problema: dados fi,...,fs € K[z] = Klxy,..., 25|, I = (f1,..., fs)Kk[a), € desea
encontrar generadores para el ideal

I'=INKxp,... 25, k<n

Diremos que los elementos del ideal I’ se obtienen de fi, ..., fs eliminando las variables
x1,...,TE. Para resolver este problema, es necesario un orden de eliminacién global
para las variables 1, ..., x;. Se puede usar el orden lexicografico Ip, que es un ordena-
miento de eliminacion para cada k, o construir un orden de eliminacién que a menudo
es bastante rapido.

Sea > un ordenamiento arbitrario y sean aq,...,a, enteros positivos. Se define >,
de la siguiente manera:

>, 2% = aon+--Fa>abi+ -+ apfe 0

a1a1+---+ak0zk:alﬁl—l—---—i—akﬁk y .’Ea>l"8
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Entonces >, es un ordenamiento de eliminacién y a = (aq, ..., ax) es llamado un vector
de peso extra.

Si > es un ordenamiento de eliminacién arbitrario para x1,..., Ty, entonces
Kz, ..., xn)s = (K[Tgs1, - Tolsr) |21, - -0 Tx],
(ver Ejemplo [7.6]), son los polinomios en las variables z1, ...,z  con coeficientes en el
anillo K[Tgi1, ..., 2n]>.
Ya que las unidades en K[z]s no involucran z1,...,x, (denotamos por >’ el or-
denamiento en Mon(zgy1,...,%,) inducido por >). Por lo tanto, f € K[zsi1,...,2n]>

para cualquier f € K[xy,...,2z,]|s tal que LM(f) € K[z, ..., 2]

El siguiente lema es la base para resolver el problema de eliminacién.

Lema 11.3. Sea > un ordenamiento de eliminacion para z,...,x, en el conjunto de
monomios Mon(xy,...,2,), y sea I C K[zy,...,x,]s un ideal. Si S = {¢1,...,9x} es
una base estandar de I, entonces

S':={ge€S: M(g) € K[zsi1,.-.,Tn)}
es una base estandar de I' := INK[x4y1,...,7,|s. En particular, S” genera el ideal I'.

Demostracién. Como S” C I' entonces L(S") C L(I'). Para probar la otra inclusién
L(I") C L(S"), tomamos un f € I" arbitrario y probamos que LM(f) divisible por LM(g)
para algin g € S’. Dado f € I' C I existen g; € S tal que LM(g;) divide LM(f), ya que S

es una base estandar de I. Como f € K[xsi1,...,Ty]s, se tiene LM(f) € K[xgi1,...,Ty)
y por lo tanto LM(g;) € K[xsy1,...,x,], es decir g; € S’. Por lo tanto L(S") = L(I'), asf
S’ es una base estandar de I'. O

El problema general de eliminacién puede plantearse, para cualquier anillo asocia-
do a un ordenamiento monomial, de la siguiente manera. Recordar que el orden en la
variable a eliminar debe ser global.

Problema: dados los polinomios fi,..., fr € K[x1,...,x,], sea I := (f1,..., fx)r con
R:= (K[zs1,-..,2n)s)[21, ..., 2] para algin orden monomial > en Mon(zsy1,...,Zy).
Encontrar los generadores para el ideal I' := I N K[zg,1,. .., Zy]>.

Solucion: elegimos un ordenamiento de eliminacién > para x1, ..., zs en Mon(z1, ..., x,),
lo que induce un orden en Mon(zgy1,...,2,), y calculamos una base estdndar S =
{g1,...,9x} de I. Por Lema aquellos g¢;, para los cuales LM(g;) no involucran
T1,...,%s genera I’ (es una base estdndar para I').
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Ejemplo 11.4. Sea [ = (2? +¢* 4+ 2* —4,2% + 2* — 5,22 — 1) C Q[z, ¥, 2] un ideal,
encontrar los ideales de eliminacion, con el ordenamiento lexicogréfico.
Encontramos una base de Grobner para [,

3 1
G = {x+2z3—32,y2 — 221,24 — 5224— 5}
tenemos que I = (G), utilicemos el proceso para resolver el problema planteado antes.
» Para Iy = INQ[z,y,z] =1 =(G).

3
2

» Para I} = INQJy, z] con base de Grobner G; = GNQJy, z] = {y2 — 221, =224

3 1
Asi [} = <y2 — 21,2 - 522+§>.

3

1
» Para I, = I N K[z| con base de Grébner Gy = G N Qlz] = {—22+ —}. Asi

2 2

3 1
L= (=2+=
2 <22+2>

Ejemplo 11.5. Sea I = (t* + 2% +y* + 2%, t* + 22° — oy — 22 t +9° — 2%) C Q[t, 2, y, 2]
con orden monomial dp, encontrar el ideal de eliminaciéon de la variable ¢, es decir
Iy =INKlz,y, z|.

Se calcula una base de Grobner G = {32° — 2y —y* — 22° t* +4a® —xy — 2°, y° — 2° + t}
para el ideal I. Una base de Grébner para el ideal I, = I N K[z,y,2] es G' = {32% —
ry —1y? — 2%}

Por lo tanto I; = (32° — zy — y* — 22%)

12. Interseccion de ideales

Dados dos ideales y un conjunto de generadores, para cada uno, nos gustaria poder
calcular un conjunto de generadores para la interseccion.

| Definicién 12.1. La interseccién I N J de dos ideales I y J en K[zy,...,x,], es el
conjunto de polinomios que pertenecen tanto a I como a J.

Proposicién 12.2. Si I y J son ideales en K|z1,...,z,|, entonces I N J es un ideal.

Demostracion. Observemos que 0 € INJ yaque0 e Iy0e J.Sif,ge INJ,entonces
frgelasif+gely f,ge Jasi f+g € J (puesto que I, J son ideales), por lo tanto
f+gelInd.SeafelnJyheKzy,...,z,], yaque f € I y I es un ideal, se tiene
que h- f € I. Ademéas f € Jy J es un ideal, se tiene que h- f € J. Asi h- feINJ.
Por lo tanto I N J es un ideal. O

5

1
2
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Problema: dados fi,..., fr,h1,...,hs € Klz] y > un ordenamiento monomial, sea
L = {fi,.... i)k~ ¥ I2 = (M1, ..., hs)k[e).. Deseamos encontrar generadores para
LN L.

Para dar solucion a este problema necesitamos el siguiente Lema.

Lema 12.3. Sean I = (fi1,..., fr)ka> ¥ I2 = (h1,. .., hs)Kk[z). ¥ consideremos el ideal

J = (tfl, oot (1 — t)hl, R (1 — t)hs>K[x]>[t]7
donde ¢ es una variable extra. Entonces Iy N [y = J N K[z]s.
Demostracion. Sea f € I; N Iy, entonces f = Zé}fi celhyf= anhj € I, donde

i=1 j=1
&, 1n; € K[z]s. Observar que f se puede escribir de la siguiente manera:

f=tf+Q=0f =) &thi+> n(l—th; € JNKlz]s.
i=1 j=1

Si f € JN K|x]-, entonces

f= Zfitfi + an(l —t)h;
i=1 j=1

Ya que f € K[z]s es independiente de t, se tiene que

F=Y &la=nfi vy F=_nila=oh;
i=1 j=1

Es decir, f € I, N Is.
O

Solucion:
El resultado anterior nos proporciona un algoritmo para calcular la interseccién de
ideales. Si Iy = (f1,..., fr) y I = (g1, .., gs), consideramos el ideal

<tf17--->tfr7(1 _t)gla"'7(1 _t)gs> - K[ml,...,xn}>

y calculamos una base estandar respecto de un orden que elimina a ¢, y después calcu-
lamos el primer ideal de eliminacién y por Lema tendremos una base estandar de
I; N I,. Veamos algunos ejemplos, los calculos se realizan en Singular.

Ejemplo 12.4. Dados los ideales de I, J C Q[y, z], con I = (2z* — 32y +4* — 2% +4*)
y J = (z,9* — 4). Encontrar un conjunto generador para el ideal I N .J, utilizando el
orden monomial Ip.
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Consideremos el ideal J := (t(22* — 32y + 3 — 25> +¢*), (1 — )z, (1 — t)(v* — 4)),
encontramos una base estandar G para J.

G ={y'r — 2y’ + y*x — 3ya® + 22° y° — 2y° — 3y* — 3yP2® + 8y + 2Pt — 4P+
12yx? — 82736t 4 2u° + y* — 8y — 6922 + 5y® + dya* — 15y2* 4+ 102" — 36}

Utilizando eliminacién de variables con orden monomial [p se tiene que una base para
el ideal J N Q[z,y| es el conjunto:

G' = {y'vr—2y 2 +y*r—3yz>+22°, y6—2y5—3y4—3y3x2+8y3+2y2x4—4y2+12yx2—8:c4}
Por lo tanto G’ es una base para I N I,.

Ejemplo 12.5. Sea Iy, I, ideales de K|z, y, 2], tal que I, = (x,) v I, = (y°, 2), uti-
lizando el orden monomial dp, encontrar un conjunto de generadores para el ideal 11N I5.

Sea el ideal J = (t(z),z(y), (1 — t)y*, (1 — t)2), encontramos una base estandar pa-
ra el ideal J. Sea G = {yz,2z,tz — z,y* ty,tr} una base estandar de J, utilizando
eliminacién de variables se tiene que una base para el ideal J N K[z|s es el conjunto
G' = {yz,xz,y*}, por lo tanto el conjunto generador para I; N I es G’

13. Pertenencia al radical

| Definicién 13.1. Sea I K[zq,...,x,) un ideal. El radical de I, denotado por VI
es el conjunto
VI={feKlx,...,x,): ImeN, f" eI}

Observacién 13.2. Notar que I C VI, puesto que f € I entonces f' € I y por lo
tanto f € VT por definicién.

Lema 13.3. Si I es un ideal de K[21, ..., x,), entonces VT es un ideal de K[y, ..., z,).

Demostracion. De la observacion anterior se sabe que I C V1. Probemos que VT es un
ideal, sean f, g € V/I. Entonces existen enteros positivos m y [ tal que f™, ¢ € I. Por la
expansién binomial de ( f4¢)™ =1 cada término tiene un factor fig’ coni+j = m+1—1.
Ya sea que i > m o j > 1, yasea f' o g’ pertenece a I y cada término en la expansién
binomial estd en I. Por lo tanto (f 4+ ¢)" ™' € I y ademés f 4+ g € VI. Finalmente
sea f € VIy h e Klzxy,..., x,). Entonces f™ € I para algin entero m > 1, ya que [
es un ideal, se tiene que (h- f)™ =A™ f™ € I. Por lo tanto, hf € V1. Esto prueba que
VT es un ideal. 0

Se quiere encontrar una solucion al siguiente problema.
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Problema: sean fi,..., fr € Kl[z]s, > un ordenamiento en Mon(zy,...,z,) v I =
(fi,.- -, fr)k2)s- Dado f € K[z]. queremos decidir si f € VI

El siguiente lema, que se le conoce como el truco de Rabinowitsch, es la base para
resolver el problema anterior.

Lema 13.4. Sea A un anillo, I C A un ideal y f € A. Entonces
fevie1el:={I1~tf)ay
donde t es una variable adicional nueva.

Demostracidn. =: Sea f € VI, entonces f™ € I entonces t™f™ € I y, por lo tanto,
L=t"f" 4+ (L—t"f™) =t"f"+ (1 —tf)A+tf 4 +t" " el
<=:Si 1 € I. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que f no es nilpotente (no

existe algun entero positivo n tal que f™ = 0), ya que de lo contrario f € V1.
d;

Por hipdtesis, existen fi,..., fr € [ v a;(t) = Z aiit! € Alt], i =0,..., k tal que
=0

1= Z a;(t) fi + ao(t)(1 — tf)

=1

Ya que f no es nilpotente podemos reemplazar t por 1/f y obtenemos

1 .

1= a (?) fi= 2 asf7f:

i irj

en la localizaciéon Ay, ver secciéon 1.4. Multiplicando por f™, para m suficientemente

grande, obtenemos [ = Z(a/ijfmij)fi € I (incluso en A, no solo en Ay). O
12

Solucién: Por el Lema anterior, se tiene f € VT si y solo si

LeJ:={fi, .o, fr, 1 = tF)xp)s

donde t es una nueva variable.

Para resolver el problema, elegimos en Mon(t, x1, . . ., ) un ordenamiento de eliminacién
para ¢ induciendo >’ en Mon(xy, ..., z,) tal que K[z]s, = K[z]s y calcular una base
estandar G de .J. Entonces f € VI siy solo si 1 € J, ademas 1 € L(J) = L(G) si y
solo si G contiene un elemento g con LM(g) = 1.

Ejemplo 13.5. Sea f = o +y+ 2y I = (2°,2y%,y", 2* + 2yz) C K[z,y, z] un ideal.
Utilizando el orden monomial dp, se quiere determinar si el polinomio f € V.

Utilizando lo expuesto antes, definimos el ideal J := (2°, 2y, y', P 4ayz, l—tx—ty—tz)
una base estdandar para J es G = {1} utilizando el orden monomial dp. Por lo tanto

feVI
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14. El problema de resolver ecuaciones polinomiales

En esta seccién se muestra una introduccién de como aplicar la técnica de bases
de Grobner para resolver sistemas de ecuaciones polinomiales en varias variables, esta
parte se deja como motivacion para futuras investigaciones, ya que se hace uso de teoria
que esta fuera de los objetivos de esta investigacion.

Ejemplo 14.1. Consideremos las siguientes ecuaciones:

m2+y2+z2 =1
i =y
r =z

en C?. Estas ecuaciones determinan el ideal I = <:E2 +yP+ 221,42~y — z) C
Clx,y, 2], se quieren encontrar todos los puntos en V(). La Proposicién implica
que podemos calcular V(1) utilizando cualquier base de I. Entonces, veamos qué sucede
cuando usamos una base de Grobner.

Una base de Grobner reducida para I con respecto al orden lexicografico es:

g =r— 2
g =—y+22°
g3 =2t +(1/2)2* —1/4

Si examinamos los polinomios de la base, se observa que el polinomio g3 depende solo
de la variable z. Para encontrar sus raices, resolvemos para z> mediante la férmula
cuadratica y tomamos raices cuadradas, obteniendo cuatro valores para z:

1
z:iax/i\/g—l

Cuando estos valores de z se sustituyen en las ecuaciones g» = 0y g1 = 0, esas dos
ecuaciones se pueden resolver de forma tinica para las variables y y x, respectivamente.
Las soluciones son:

amam () 5 )
a3 v b
e () 5 =)
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Por lo tanto, hay cuatro soluciones en total de g; = go = g3 = 0, dos reales y dos
complejas. Como V' (I) = V (g1, g2, g3) por la Proposicién 4.12] se han encontrado todas
las soluciones de las ecuaciones originales.

El ejemplo anterior nos muestra una idea general de cémo resolver sistemas de

ecuaciones y el papel importante que juega la teoria de las bases de Grobner para
resolverlos.
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Conclusiones

La generalizacion del algoritmo de la divisiéon a un anillo en n indeterminadas, puede
considerarse como una generalizacion imperfecta comparada con su contraparte en una
variable, al perder propiedades importantes tales como unicidad del resto, unicidad del
cociente, entre otras; para el caso de un orden global, permite introducir la teoria de
las bases de Grobner y recuperar algunas de las propiedades importantes al utilizar el
algoritmo, tal como la unicidad del resto al dividir por una base de Grobner.

El algoritmo de Buchberger aunque es una herramienta de gran alcance, no es su-
ficiente cuando el orden monomial no cumple con ser un buen orden, por lo que es
necesario generalizar el concepto de resto (forma normal) y recurrir al algoritmo de
base estandar, que esencialmente consiste en una modificacién del procedimiento de re-
duccion de Buchberger, permitiendo obtener resultados para cualquier orden monomial.

Las bases de estandar son un componente teérico muy importante de la teoria de
anillos moderna, que permite resolver una gran cantidad de problemas, como la perte-
nencia de un polinomio a un ideal, pertenencia de un polinomio al radical, eliminacion
de variables, interseccion de ideales, entre otros.
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