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Introducciéon

El algebra multilineal es una area de estudio que generaliza los métodos de algebra lineal.
Los objetos de estudio son los productos tensoriales de espacios vectoriales y las

transformaciones multilineales.

El trabajo de investigacion consta de tres capitulos. El primer capitulo corresponde a un
contenido preliminar como son la teoria de espacios y subespacios vectoriales, la
dependencia e independencia lineal, finalizando con bases y dimensiones de los mismos. En
el capitulo dos, se aborda el concepto de funcion bilineal y de las operaciones que con esta
se pueden realizar, mostrando las relaciones que existen entre las bases de los espacios
vectoriales, mientras que en el capitulo restante desarrolla el algebra multilineal
correspondiente al producto tensorial, el concepto de “Producto Tensorial” es usado para

construir el algebra tensorial sobre un espacio vectorial dado.

El texto que se ha elaborado es de naturaleza Teérico-Ejemplificativo, ha sido redactado en
lenguaje simple, que se expone en forma sistemética, concisa y concreta; los fundamentos
teoricos, los ejemplos, y las pruebas de Teoremas esenciales para la definicion de los

elementos del Algebra Multilineal.
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La metodologia empleada en el desarrollo de esta investigacion es expositiva, demostrativa,
y deductiva; Los ejemplos han sido conseguidos y desarrollados de varias fuentes
bibliogréficas, estableciendo un enfoque lo mas comprensible posible, que permita la
comprension de los fundamentos, lemas, teoremas y problemas propuestos. El principal
objetivo para la investigacion es presentar en forma detallada, clara y coherente las pautas

para la inmersion al mundo del Algebra Multilineal.



Justificacion

La intencién o propoésito de este trabajo de graduacion es proporcionar un documento a
partir del cual el estudiante de licenciatura en matemética adquiera mayor exhaustividad y
profundidad posible en el estudio a la introduccion al algebra multilineal debido a que el
algebra con frecuencia constituye el primer eslabon del estudiante con disciplinas
posteriores en su estudio. Reconocemos que la algebra multilineal es aplicable a miltiples

ramas de la ciencia.

Este documento se enfoca en temas bésicos como son espacios vectoriales, subespacios

vectoriales, funciones lineales y bilineales.

Ademas se tiene como eje principal explicar detalladamente el producto tensorial que puede
ser aplicado en diversos contextos, a vectores, matrices, tensores, y con esto obtener una

mejor comprension del tema.

Esto pretende motivar a los estudiantes para que se interesen en el estudio del algebra
multilineal, incluso se espera que con el desarrollo de todos los contenidos se logre

enriquecer el conocimiento matematico de los interesados.



Objetivos

= Objetivos General

e Proponer un texto introductorio al Algebra Multilineal desde un enfoque de es-

pacios vectoriales.

= Objetivos Especificos

e Establecer los temas basicos del algebra lineal necesarios para la compresion de

las funciones bilineales.
e Describir las propiedades necesarias de las funciones bilineales.

e Explicar el concepto de producto tensorial.



Notas historicas

Espacios Vectoriales, Funciones Lineales, Subespacios

Vectoriales y Espacios Vectoriales de Dimensién Finita

Hermann Gunther Grassmann (1809 -1877) fue el primero en presentar una teoria de-
tallada de espacios vectoriales de dimensiéon mayor que tres. En sus dos versiones del Cadlculo
de Eztension (1844 y 1862), expresa simbolicamente las ideas geométricas sobre espacios
vectoriales y distingue el Algebra Lineal como una teorfa formal, donde la geometria solo es
una aplicacion particular. El trabajo de Grassmann no fue entendido por sus contemporaneos

debido a su forma abstracta y filosofica.

La definicion de espacio vectorial antes llamado espacio lineal llegd a ser ampliamente
conocida alrededor del ano 1920, cuando Hermann Weyl (1885-1955) y otros publicaron la
definicion formal. De hecho, tal definicion (para dimension finita e infinita) habia sido dada
treinta anos antes por Peano (1858-1932), quien fue uno de los primeros matematicos que
apreciaron en todo su valor la obra de Grassmann, y ademés con una notacién completamente
moderna dio la definicién de funcién lineal. Grassmann no dio la definicion formal de funcién
lineal, ya que el lenguaje no estaba disponible, sin embargo no hay duda de que conocia el

concepto.
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Grassmann comienza su trabajo en 1862 con el concepto de un vector como un seg-
mento de linea recta con longitud y direccion fija. Dos vectores pueden ser sumados uniendo
el punto inicial del primer vector con el punto final del segundo. La resta es simplemente la

suma del negativo, esto es, el vector con la misma longitud y direcciéon contraria.

A partir de estas ideas geométricas, Grassmann define el espacio vectorial generado

por las “unidades” eq, es, €3, - - - , considerando combinaciones lineales

Z Q;€; + Z Giei = Z(ai + Bi)ei
a(z ae;) = Z(aai)ei

y demuestra formalmente las propiedades de espacio vectorial para esas operaciones
(no es claro si el conjunto de unidades puede ser infinito, pero la finitud es implicitamente
asumida en algunas de sus demostraciones). Desarrolla la teoria de independencia lineal

similarmente a la presentacion que uno encuentra en los textos actuales sobre Algebra Lineal.

Grassmann denota a la funcion lineal que envia los elementos de la base ey, es, -+ , €,
a los de la base by, by, - - - , b, respectivamente como
o b17b27”' 7bn
€1,€2,° " ,€n

y considera a () como un cociente generalizado. Mientras que hay problemas obvios
con esta notacion, ésta tiene cierta elegancia; por ejemplo, si by, b, - -- , b, son linealmente

independientes, entonces el inverso de () es

Q_ €1,€2," " ,€n

B b17b27"' 7bn

Da la representacion matricial de @ como Q = )" «, sE, ; donde

07"' 70763707“' 70

€1, ,€Ep, ", €

Ers:

)
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El determinante de @) lo define como el ntimero

ble"'bn

6162“‘bn‘

Define los conceptos de subespacio vectorial, independencia lineal, espacio generado,
dimension de un espacio vectorial, interseccion de subespacios y se da cuenta de la necesidad
de demostrar que cualquier base de un espacio vectorial tiene el mismo niimero de elementos.
Entre otras cosas prueba que todo espacio vectorial de dimension finita tiene un subconjunto
linealmente independiente que genera el mismo espacio y que cualquier subconjunto lineal-

mente independiente se extiende a una base. Demuestra la identidad importante

dim (U + V) = dim U + dim V — dim (U N V).

William Rowan Hamilton (1805-1865), presenta paralelamente a Grassmann una teo-
ria de espacios vectoriales, solo que lo hace en el caso de dimensiéon cuatro. Llama cuater-
niones a los vectores y demuestra que forman un espacio vectorial sobre el campo de los

numeros reales, definiendo su suma y la multiplicacién por un escalar.

La Matriz Asociada a una Funcién Lineal

El Algebra Matricial se obtuvo como una consecuencia del tratamiento de la teoria
aritmética de formas cuadraticas binarias a X?42bXY +cY? contenidas en las Disquisiciones
Aritméticas de Gauss (1777-1855). Durante su estudio, Gauss introdujo nuevas convenciones

notacionales. Luego, para sustituciones (funciones) lineales en dos variables

x = ax’ + By

y =~z + 0y (1)



XVII

decidio, “por brevedad”, referirse a ellas por sus coeficientes:

o B
v 0

Cuando estaba tratando con ejemplos numéricos, modifico la notaciéon anterior, agre-

gandole llaves:

Cada sustitucion lineal la denotd con una sola letra maytscula cuando no era necesario
referirse a los coeficientes. La composicion de sustituciones lineales también fue una parte
importante en la teoria aritmética de formas. Como en el caso binario, Gauss observo que si
la sustitucién definida por (1) transforma una forma F = az? + 2bxy + cy®* en F' y si I’ es

transformada en F” por una segunda sustitucion lineal

x/ — EJJ” _'_ Cy/l

yl/ — 77$” + gy/l

entonces existe una nueva sustitucion lineal que transforma F' directamente en F”:

r = (ae + fn)z" + (al + 0)y"
y = (ye +dn)x" + (yn + 00)y"

Gauss escribié la matriz de coeficientes de esta nueva sustitucion lineal, la cual es
el producto de las dos matrices de coeficientes de las dos sustituciones lineales originales.
También realiz6 un calculo analogo en su estudio de formas cuadraticas ternarias Az? +
2Bxy + Cy? + 2Dxz + 2Eyz + F2%, obteniendo la regla para multiplicar matrices de 3 x
3. Sin embargo no designé explicitamente este proceso como un tipo de multiplicaciéon de
objetos que no son nimeros. Esto no significa que tales ideas fueran muy abstractas para él,

ya que fue el primero en introducirlas, pero en un contexto diferente.
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Cauchy (1789-1857) escribi6 en 1815 una memoria sobre la teoria de determinantes,

su trabajo fue inspirado tanto en forma como en contenido por las Disquisiciones de Gauss.

Siguiendo la direcciéon de Gauss, introdujo un "sistema simétrico"

a1, QGi2, @13, -, din
21, Q22, Qa23, -, a2n
an,1, GQn2, Gp3, ", Qnpn,

que represento en forma abreviada (a;;), al cual se le asocia un determinante. Atn
més, en su formulaciéon del teorema del producto para determinantes, Cauchy reconocié
explicitamente la idea de Gauss de componer dos sistemas (a;;) y (b;;) para formar un nuevo

sistema (m;;) es el producto de los determinantes de (a;;) y (bij)-

James Joseph Sylvester (1814-1897) en 1850, utiliza el término matriz para denotar

un arreglo rectangular de ntimeros.

Ferdinand Gotthold Eisenstein (1823-1852) hizo un estudio cuidadoso de las Disqui-
siciones Aritméticas , que inspiraron gran parte de su trabajo. Introdujo la notacion S x T'
para "la sustitucién compuesta de Sy T” y S para "el sistema inverso del sistema S” en un

articulo sobre formas cuadraticas ternarias publicado en 1844.

Eisenstein consider6 a las sustituciones lineales como entes que pueden ser sumados
y multiplicados como si fueran ntimeros ordinarios, solo que la multiplicacién no es conmu-
tativa. Consideraba lo anterior como algo generalmente conocido ya que es sugerido por el

teorema del producto para determinantes formulado por Cauchy.
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Formas Bilineales

Mientras los mateméticos mostraban una tendencia a desdenar las ecuaciones de
primer grado, la resoluciéon de ecuaciones diferenciales fue un problema muy importante.
Las ecuaciones lineales se distinguieron desde el principio y su estudio con- tribuy6 a poner
de manifiesto la linealidad correspondiente. D’Alembert, Lagrange y Euler estudiaron esto,
pero el primero es el iinico que considera 1til indicar que la solucién general de la ecuacion
no homogénea es suma de una soluciéon particular y de la solucién general de la ecuacion
homogénea correspondiente; ademés, cuando estos autores enuncian que la solucion general
de la ecuacion lineal homogénea de orden n es combinacién lineal de n soluciones particulares,
no mencionan que éstas deben ser linealmente independientes. Este punto, como tantos otros,

no se aclararan hasta la ensenanza de Cauchy en la Escuela Politécnica.

Lagrange introdujo (aunque solamente para el Célculo y sin darle nombre) la ecuacion
adjunta L*(y) = 0 de una ecuacion diferencial lineal L(y) = 0, la cual es un ejemplo tipico

de dualidad en virtud de la relaciéon

/ 2L(y) dz = / L*(2)y dx

valida para y y z anulandose en los extremos del intervalo de integracién. Con més
precision, y treinta anos antes de que Gauss definiera explicitamente la traspuesta de una
sustitucion lineal de 3 variables, vemos aqui el primer ejemplo de un operador funcional L*

traspuesto de un operador L dado mediante una funcion bilineal (en este caso la integral)

[yz dx.
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Posteriormente, el estudio de las formas cuadraticas y bilineales, y de sus matrices
y sus invariantes conduce al descubrimiento de principios generales sobre la resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales; principios que Jacobi no habia alcanzado por carecer de la

nocion de rango.

Producto Tensorial

El Calculo Tensorial se inicia a principios del siglo XIX con Grassmann y Cayley, pero
prospera hasta fines del mismo. Riemann multiplico el poder del célculo tensorial adoptando
las coordenadas curvilineas de Gauss. Un nuevo progreso fue realizado por Christoffel en 1869
al organizar sisteméticamente el nuevo algoritmo, descubriendo las derivadas que después se
han llamado invariante y covariante. Finalmente Ricci y su discipulo Levi Civita le dieron la

forma definitiva en 1888.

La fisica relativista de Einstein sac6 del olvido este poderoso instrumento, hoy de uso

frecuente en las mas diversas teorias.

El ejemplo mas importante es la curvatura de un espacio y precisamente este tensor
de Riemann fue el que le permiti6 a Einstein expresar su ley de gravitacion y su teoria general

de relatividad.



Capitulo 1

Espacios vectoriales.
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1.1. Espacio vectorial

Definicion 1.1. Un espacio vectorial es una terna (V,+,-), donde V' es un conjunto no vacio
Yy +,- son dos operaciones del tipo + :V xV —V - K xV —V a las que llamaremos
"suma de vectores" y "producto por escalares” respectivamente denotando +(u,v) =u+v y

‘(\,v) = v, y con las siguientes propiedades:

I u+ (v4+w) = (u+v)+w, Yu,v,w € V (asociativa).

2. u+v=v+u, Yu,v €V (conmutativa).

3. Existe e € V tal que e + v =v + e = v, Vv € V (elemento neutro).

4. Para cada v € V existe w € V tal que v + w = w + v = e (elemento opuesto).
5. AMpw) = (Ap)v, Yo € V VA 1 € K (seudo-asociativa).

6. Mu+v)=Au+ vy A+ p)v =M+ pv, Yu,v € V y VA, u € K (distributiva).

7. lv =v, Vv € V (unimodular).

De forma abreviada, diremos que V' es un espacio vectorial. A los elementos de V' lo

llamamos vectores y a los de K, escalares.

Proposicion 1.1. En un espacio vectorial V,

1. El elemento neutro es unico. Se denotard por 0.

2. El elemento opuesto de un vector es unico. Si v es un vector, su opuesto lo denotamos

por —v.

Demostracion. 1) Sea e € V' el elemento neutro de V' y supongamos que existe otro ele-

mento € € V el cual también cumple que:
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YoeV,v+e =¢e +v=w, pero también tenemos que v+e =e+v = v, Yo € V. Entonces:

et+e =cye+eée =¢€, porlo tanto e = €. Por lo cual e es inico y lo denotamos por 0.

2) Seav €V ya €V suopuesto tal que: a+v =v+ a = e, y supongamos que existe otro
elemento opuesto b € V de v tal que: v+ b =b+ v = e, entonces:
v+b=v+a,yaquev+a=e=uv+Db, luego como + es funcion tenemos:
b+v+b=b+v—+a, luego

(b+v)+b=(b+v)+a ; por propiedad asociativa.

e+ b= e+ a, lo que implica que b = a y por lo tanto el opuesto de v es unico. Ahora

denotamos el opuesto de v como —v.

Dada la definicion de espacio vectorial para siguiente proposicion no es necesaria Su demos-

tracion.

Proposicion 1.2. En un espacio vectorial se tiene las siguientes propiedades:

1. \0=0, N e K.
2.0v=0,veV .

3. (—Nv=—(M),\e K,velV .
4. St dv =0, entonces A\ =0 ov = 0.

Demostracion. 1) Seav € V y A € K, entonces A0 = \(10) = (A1) - 0

A continuacion, damos algunos ejemplos de espacios vectoriales:

1. Si n es un ntumero positivo, se considera el espacio euclideo R" = {(z1, z9, ..., x,); x; €

R} con las misma suma y producto por escalares siguientes:

(xla 7$n) + (yla 7yn) = ('Il + Y1y ey Ty + yn)
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My, ooy ) = (Axq, ooy Ay

Siempre se supondra que R™ tiene esta estructura vectorial y que llamaremos usual.
2. Sea V = {(x,y) € R*;z — y = 0} con la suma y producto por escalares como antes.
3. Sea V = {p} un conjunto con un unico elemento y con p+p=py A\p = p.

4. Sea V ={f:R =R ; f esaplicacion } y para = € R se define
(f +9)(@) = f(z) + g(z)

(Af)(x) = Af(x)

5. W ={f:R — R, f es una funcién diferenciable} y la suma y el producto por escalares

esta definido de forma anéloga a la del ejemplo anterior.

A continuacién definimos estructuras de espacio vectorial a partir de la teoria de
conjuntos. Concretamente, a partir del producto cartesiano, aplicaciones biyectivas, espacios

cocientes y subconjuntos.

Definiciéon 1.2. Sean Vi y Vi dos espacios vectoriales. Se define en Vi x Vo = {(vy, v2);v; €

Vi} las siguientes operaciones:
(v1,v2) + (u1,uz) = (v1 + uy, v2 + ug)

)\(1)1, ’UQ) = ()\'Ul, )\’02).

Con esta suma y producto por escalares, Vi x Vo es un espacio vectorial y se llama
espacio producto.
Como caso particular, se tiene R2 = R x R y de la misma forma, se puede definir el espacio

vectorial R™ x R™,
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Definicion 1.3. Se considera V' un espacio vectorial y V' un conjunto biyectivo con V. Sea
f V= V" una biyeccion entre ambos. Se define en V' la siquiente estructura de espacio

vectorial:
v = )+ W)
' = f(fH"))

Se dice V' tiene la estructura vectorial inducida de V' por la biyeccion f.

La estructura vectorial inducida en un subconjunto de un espacio vectorial motiva el

estudio de subespacio vectorial.

1.2. Subespacio vectorial

Definicion 1.4. Sea V' un espacio vectorial y U un subconjunto suyo. Se dice que U es un

subespacio vectorial de V' si satisface las siguientes propiedades:

1. Siu,v €U, entonces u+v € U.

2. Side K yueU,entonces \u € U.

Con la suma y producto por escalares de V' , U es un espacio vectorial.

Proposicion 1.3. Sea U un subconjunto de un espacio vectorial V. Entonces U es un subes-

pacio vectorial si y solo si

1. Siu,v € U, entonces u+v € U.

2. SiAe KyueU,entonces \u € U.
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Demostracion. La condicion necesaria observamos que se cumple por la definicion asi que
solo basta probar la condicion suficiente.

Supongamos que U satisface las propiedades 1 y 2. Veamos que con éstas son suficientes para
probar todas las propiedades de espacio vectorial. Todas éstas son ciertas de forma trivial,
excepto dos: la existencia de elemento neutro y opuesto. Pero para ello basta con probar que
el elemento neutro de V' se encuentra en U y lo mismo sucede con el elemento opuesto de

un vector de U.

Por hipdtesis, siu € U, Ou = 0 € U. De la misma forma, siu € U, —1lu = —(lu) =

—u € U. Por lo tanto U es un subespacio vectorial.

En particular, todo subespacio vectorial debe contener el elemento neutro del espacio

ambiente, asi como los elementos opuestos de todos los vectores del subespacio.

Proposicion 1.4. 1. Si Uy y Uy son subespacios vectoriales, entonces Uy N Uy también

es subespacio vectorial.

2. Si Uy y Uy son subespacios vectoriales de V' y Uy C U,, entonces Uy es un subespacio

vectorial de Us,.

Ejemplos:

1. Si V es un espacio vectorial, {0} y V son subespacios vectoriales, llamados subespacios

vectoriales triviales.
2. U={(z,y) € R*z —y = 0} es un subespacio vectorial de R?.

3. Si Vi y V4 son espacios vectoriales, entonces V; x {0} y {0} x V3 son subespacios

vectoriales del espacio producto V7 x V.
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4. Si V es un espacio vectorial, V' es un conjunto biyectivo con V' con la estructura de
espacio vectorial inducida por una biyeccion f : V. — V’ | entonces U C V es un

subespacio vectorial si y sélo si f(U) es un subespacio vectorial de V".

Definicion 1.5. Sean U y W subespacios vectoriales de V . Se define la suma de U con W
como el conjunto.

U+W=A{u+w;ueUweW}

Entonces U + W es un subespacio vectorial. Ademds se tienen las siquientes propie-

dades:

1. U+W=W+U.
2. U+U="U.
3. UCU+W.

4. U+ W es el menor subespacio (con respecto a la inclusion de conjuntos) que contiene

aUyaWW.

Definiciéon 1.6. Un espacio vectorial V' es suma directa de dos subespacios vectoriales U y

W suyos, y se denota por V=U®W, siV=U+W yUNW = {0}

Con el concepto de subespacio vectorial podemos definir una estructura de espacio

vectorial en un conjunto cociente.

Definicion 1.7. Sea U un subespacio vectorial de V . En 'V se define la siguiente relacion

binaria R:

vRw siv—welU
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Entonces R es una relacion de equivalencia en'V . Al conjunto cociente se denota por

V/U. Es evidente que la clase de equivalencia de un vector v es

v =v+U={v+wueU}.

En V/U se define la siguiente suma y producto por escalares:
(v+U)+(w+U)=(v+w)+U.

Av+U) = (W) +U.

Estas operaciones estdn bien definidas: por ejemplo, siv+U =0 +U yw +U =

w +Uv—v e€Uw—uw €U ypor tanto, (v+w)+U = (v +w')+U.

Proposicion 1.5. V/U es un espacio vectorial. El elemento neutro es 0+U y siv+U € V/U,

su elemento opuesto es (—v) +U.

1.3. Funciones Lineales

Definicion 1.8. Sean U y V' espacios vectoriales sobre un campo K. Una funcion f : U — V

se llama lineal o también homomorfismo de espacios vectoriales si

(L) flutv)=flu)+flv)y
(ii.) flaw) =af(v),u,veU;a e K

Obsérvese que el + de u + v se refiere a la suma de U y que el + de f(u) + f(v) se
refiere a la suma de V. Lo mismo que av denota la multiplicacion escalar de U y af(v) la

de V.
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Si en (i) tomamos o = 0 € K, tenemos que f(0v) = f(0) = 0f(v) = 0 , luego
f(0) = 0, i.e., todo homomorfismo de espacios vectoriales (o funcion lineal) envia el vector

cero del dominio en el vector cero del codominio.

Es obvio que las condiciones (i) y (ii) de la definicion 1.8 son equivalentes a la siguiente:

flau+ pv) = af (u) + Bf(v);a, B € K;u,v €U

También se suele llamar a una funcién lineal f. aplicacion lineal o transformacion

lineal. Utilizaremos cualquiera de estas denominaciones.

Ejemplo 1.1. Sea U = R? y V = R con la suma y multiplicacion escalar usuales. Definamos

f:U =V mediante la regla f(x,y,z) = 3z — 2y + 2z. Veamos que f es lineal. Como

f((x1, 01, 21) + (22,92, 22)) = fl@1 + @2, 91 + Yo, 21 + 22) = 3(x1 + 22) — 2(p1 + v2) +
2(z1 + 22) f((x1, 91, 21) + (T2, 92, 22)) = (B2, —2y1 + 221) + (372, =2y + 222),

claramente se cumple la condicion (i) de 1.8. También, f(a(x,y,z)) = f(azx, ay, az)

= 3ax — 20y + 20z = a(3x — 2y + 2z) = af(z,y, 2). por lo que se cumple (ii) de 1.8.

Ejemplo 1.2. Sea U =V = IR?. Definamos f : U — V mediante f(z,y) = (z + 2,y + 3).
Como f(0,0) = (2,3) # (0,0), f no es lineal pues todo homomorfismo de espacios vectoriales

envia el vector cero del dominio en el vector cero del codominio.

Proposicion 1.6. La composicion de dos homomorfismos de espacios vectoriales sobre un

campo K es un homomorfismo de espacios vectoriales sobre K.

Demostracion. Sean f:U =V yg:V — W funciones lineales. Luego
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(go flutv) = 9(f(u+v))
= g9(f(w) + f(v))

= g(f(w)+g(f(v))

= (90 f)u) +(go f)(v)

Ademés, (g o f)(au) = g(f(au)) = g(af (u)) = ag(f(u)) = alg o f)(u). Por lo tanto

(g o f) es una funcion lineal.

Definicién 1.9. Sea f : U — V' un homomorfismo (o funcion lineal o aplicacion lineal)
de espacios vectoriales sobre un campo K. Diremos que f es un isomorfismo, y escribiremos

f:UE)Vsz’ea:isteunhomomorﬁsmog:V%UtalquegOf:1U yfog=1y.

Es facil comprobar que, si g existe, esta determinada en forma tnica; la denotaremos
con f~! y se llama inverso de f. Asi, f : U — V es isomorfismo si, y s6lo si, es biyectiva.
Diremos que dos espacios U y V' sobre un campo K son isomorfos si existe un isomorfismof :

UsSv y escribiremos U = V.

Definicion 1.10. Sea f: U — V un homomorfismo (funcion lineal) de espacios vectoriales
sobre un campo K. El nicleo de f, denotado kerf, es el conjunto de todos los elementos

u € U tales que f(u) = 0. La imagen de f, denotada imf, es el conjunto de f(u) conu € U.

Proposicion 1.7. Sea f : U — V un homomorfismo (funcidon lineal) de espacios vectoriales
sobre un campo K. Entonces, si U' es un subespacio de U, f(U') es un subespacio de V vy,

si V' es un subespacio de V', f~1(V')es un subespacio de U.

Demostracion. Veamos que f(U') = {f(u)|lu € U’} es un subespacio de V. Sean v,w €
f(U") luego, existen u,u' € U’ tales que f(u) = v, f(u') = w. Como U’ es subespacio de U,

ut+u €U yaauelU. Como f es lineal.

f(0)=0¢€ f(U),
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vtw = f(u)+ f(u) = flutd) € f(U)

av = af(u) = flau) € f(U)

Por lo tanto, f(U’) es un subespacio de V.

Veamos que [~1(V') = {u € U|f(u) € V'} es un subespacio de U. Sean u,u’ €

f~HV") entonces f(u) y f(u') estdan en V’. Como V' es un subespacio de V' y f es lineal,

f(o)=0eVv’
flutu) = fu) + f(u) € V'

flau) =af(u) e V' a e K.

Luego, f~1(V’) es un subespacio de U.

Corolario 1.1. Sea f : U — V lineal. Entonces imf es un subespacio de V' y kerf es un

subespacio de U.
Demostracion. Inmediata de 1.7 tomando U = UyV’ = 0.

Corolario 1.2. Sean f : U =V y g:V — W funciones lineales entre espacios vectoriales

sobre un campo K tales que go f es isomorfismo. Entonces V = imf ®keryg.

Demostracion. Veamos que imf+kerg=V . Seav € V yg(v) € W . Comogof :U — W
es un isomorfismo, existe u € U tal que (go f)(u) = g(v). Sea v/ = f(u) €imf yv" =v—12
. Entonces g(v") = g(v —v') = g(v) — g(v) = (g0 f)(u) — g(f(u)) = 0. Luego v" € kerg y,

por lo tanto, v' +v" € imf + kerg pues v era arbitraria.

Veamos que imfN kerg = 0. Sea v €imfN kerg. Entonces, como v €imf , existe
u € U tal que f(u) = v. Como v € kerg, g(v) =0 . Luego gf(u) = g(v) = 0. Como gf es
un isomorfismo, uw = 0. Luego f(u) = 0 y, por lo tanto, v = 0. Por definicion 1.6 V = im

f® ker g .
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Definiciéon 1.11. Decimos que un vector v de un espacio vectorial V' sobre un campo K es
una combinacion lineal de elementos de un subconjunto S de V' si existe un niumero finito de
elementos {v;}1_, de S tal que v = aqvy + ...+ v, a; € K. Las a; se llaman coeficientes.
Para simplificar la notacion, y cuando no haya posibilidad de confusion, quitaremos los

limites del conjunto. Por ejemplo escribiremos {v;} en lugar de {v;}}_; .

Teorema 1.1. El conjunto de todas las combinaciones lineales (S) de un subconjunto no
vacio S del espacio vectorial V' sobre un campo K es un subespacio de V' que contiene a S

y es el subespacio mds pequeno de V' que contiene a S.

Demostracion. Sea v € S, como v = 1v entonces v € (S) y es inmediato comprobar
que 0 € (S). Si u,v € (S) entonces u = ajuy + ... + U,y v = Frog + ...+ BnUm;
Bi, Bj € K; u,v; € S. Entonces uw +v = oqug + ... + apuy, + Sivr + ... + B, ¥
au = a(aguy + ... + apuy) = @oquy + ...+ acuy,. Luego u + v y ay, pertenece a (S). Asi,

(S) es un subespacio de V' .

Supongamos que U es un subespacio de V que contiene a S y supongamos que
Uy,...,u, € S C U . Entonces ajuq,...,a,u, € U con «a; € K. Esto significa que U

contiene a todas las combinaciones lineales de S, i.e., U contiene a (S).

Definiciéon 1.12. El subespacio mas pequeno de un espacio vectorial V sobre un campo K

que contiene a un subconjunto S de V' se llama subespacio generado por S.

Por el teorema 1.2, (S) es el subespacio generado por un subconjunto S de V .
Ademas, observe que como es el subespacio méas pequeno de V' que contiene a S,(S) es igual
a la interseccion de todos los subespacios que contienen a S. Si (S) =V | todo elemento de
V es una combinacion lineal de elementos de S. En este caso, diremos que V' esté generado

por el subconjunto S de V' .

Ejemplo 1.3. Sea S = (1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1) un subconjunto delR*.

Considere las combinaciones lineales de elementos de S, i.e., expresiones de la forma.
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a1(1,0,0,0) + ax(0,1,0,0) + as(0,0,1,0) + as(0,0,0,1).

Es claro que cualquier vector de IR* puede escribirse como combinacion lineal de

vectores de S; luego (S) = IR*.

1.4. Espacios Vectoriales de Dimension Finita

Iniciaremos esta secciéon estudiando, desde otro punto de vista, los conceptos de de-

pendencia e independencia lineal.

Consideremos la suma directa K" = @7_, K; con cada K; igual a K considerado
como espacio vectorial sobre si mismo. Sea 7; : K; — @?le ; la inclusion natural dada por
1;(a) =(0,...,c,...,0), (cwen el lugar 7). Y como 7; es lineal, la inclusion queda determinada
por su valor en 1, 1;(1) = (0,...,1,....,0) = ei . Observe que cada u € ®}_,K; puede
escribirse en forma tinica como u = aye; + ageg + ... + aye, con o € K . Denotaremos con
g la funcion

g:{l,...,n}—)@?lej

1> e;

dada por g(i) = e; . (g es simplemente una funcion.)

Proposicion 1.8. Para todo espacio vectorial V' sobre un campo K vy para toda funcion

f:12,...,n =V existe una funcion lineal inica ¢ : @7 _1K; — V tal que f = ¢pog.
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v
[
" K {1,...,n}
Demostracion. Seau = aje;+...+ane, € 7 Kj y seanvy = f(1),...,v, = f(n). Como

la expresion de u es unica podemos definir una funcion ¢ mediante la formula ¢(are; +. ..+
Apen) = aqv1 + ... + apv, . Es inmediato comprobar que ¢ es lineal y que ¢(e;) = f(i), es

decir, ¢g(i) = f(i), o sea, pog=f .

Definicion 1.13. Diremos que el conjunto {v;},j € 1,2,...,n, de elementos de un espacio

vectorial V' sobre un campo K es

(i) linealmente independiente si ¢ es inyectiva.
(i) un conjunto de generadores de V' si ¢ es suprayectiva.

(111) una base de V' si ¢ es biyectiva.

En otras palabras, el conjunto {v;}, j € 1,2,...,n es linealmente independiente

sig(d iy aje;) = Y i ajv; = 0 implica que a; = 0 para toda jen 1,2,...,n,a; € Kj.

Diremos que el conjunto {v;}, j € 1,2,...,n , de elementos de un espacio vectorial V
sobre un campoK es linealmente dependiente si dicho conjunto no es linealmente indepen-

diente. Es decir, {v;} es linealmente dependiente si existen escalares a; € K no todos cero

tales que
a1V + oty + ...+ v, =0
Esta tdltima expresion es valida para a; = 0, V; € {1,2,...,n} y si ésta ultima
expresion es vélida tnicamente para o; = 0,5 € 1,2,...,n entonces el conjunto {v;} es

linealmente independiente. En otras palabras, el conjunto {v,} es linealmente independiente
si, y solo si, toda combinacion lineal no trivial de vectores del conjunto {v;} es diferente del

vector 0.
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Decir que ¢ en 1.13 es suprayectiva equivale a decir que todo elemento de V' puede
escribirse como ) =1 @jU;, 1.e., como una combinacion lineal. El que ¢ sea biyectiva quiere

decir que todo elemento v € V puede escribirse de una y solamente una manera en la forma

v=) 0 oy, V€ {1,2,... n}.

Es claro que el conjunto {e;}, j € {1,...,n}, es una base de ®}_, K; (llamada cané-
nica). Frecuentemente se identifica el conjunto 1,2,...,n con el conjunto de los e; mediante
la biyecciéon dada por j — e; .

Ejemplo 1.4. Los vectores del espacio vectorial R* sobre R, vy = (2,3,1,4), v = (3,2, 1,0)
y vg = (17,18,7,16), son linealmente dependientes puesto que 4(2,3,1,4) + 3(3,2,1,0) —
(17,18,7,16) = (0,0,0,0).

Ejemplo 1.5. Sean vy = (5,4,7), vo = (0,3,1) y v3 = (0,0, 2) vectores del espacio vectorial
R? sobre R. Sea ajvq + agvy + asvs = 0 una combinacion lineal wgual a cero. Entonces

tenemos un sistema de ecuaciones lineales
5&1 + OOé2 + 00&3 =0

40&1 +30é2 + 00[3 =0

70(1 —f- 1()[2-’-20[3 = 0

De la primera ecuacion, tenemos que o = 0. De la sequnda ecuacion con a; = 0
tenemos que ag = 0, y de la tercera ecuacion con oy = oy = 0 tenemos que az = 0. Luego

a; = ay = ag =0 y los vectores vy , vo y v3 son linealmente independientes.

Proposicion 1.9. El conjunto de vectores diferentes de cero {v;}?_, es linealmente depen-

diente si, y solo si, uno de ellos es combinacion lineal de los vectores precedentes.

Demostracion. Supongamos que son linealmente dependientes; entonces ajv1+. . .+, v, =
0 con alguna a; # 0. Sea j el mayor entero tal que a; # 0. Entonces ayv; + ... + a;v; +
0vjp1 + ...+ 0v, =0, ie, vy + ...+ v; = 0. Sij = 1 entonces a;v; = 0 con oy # 0,

luego v; = 0. Si j > 1, como los vectores v; son diferentes de cero y

_ -1 -1
vy = —ij a1y — ... — Oéj a;_1Vj-1,
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v; es combinacion lineal de los vectores precedentes.

Supongamos ahora que v; = a;v; + ...+ ;_1v;_1 . Entonces podemos reescribir esto

Ccomo

a1V + ...—l—ozj_lvj_l +0Uj+1 4+ ... —I—Ovn = O

con a; # 0 . Luego, {v;}I; es linealmente dependiente.

Observacion Es inmediato de la definicion 1.13 que si V' es un espacio vectorial sobre

un campo K con base {vy,...,v,} entonces es isomorfo a K" .

Teorema 1.2. Sea X = {w;}!"; un conjunto de generadores de un espacio vectorial V' sobre

un campo K .

. . . L . i1 .

(1) Siuj es combinacion lineal de los vectores {u; }1_, entonces el conjunto uy, ..., uj—1,Uji1, .. .
genera a V.

(ii) SiY = {vy,...,v,.} es linealmente independiente entonces r < n y V estd gene-
rado por un conjunto de la forma vi, ..., Vp, Uiy, ..., Uz, con u; € X .

(111) Cualquier base de V' posee la misma cardinalidad.

. . . . j—1 =l g
Demostracion. (i) Supongamos que u; es combinacion de {u;}]_;, entonces u; =Y 71— Biu;
Sea w € V. Como {u;}1, genera a V, w = > ayu;, sustituyendo u; con Y 1— B

tenemos que

j—1 j—1 n j—1 n
w = E au; + oy E + E o = E (o + ajf)u; + E ;.
i=1 i=1  i=j+1 i=1 i—j+1
Por lo tanto, como w era arbitrario, {us, ..., uj_1,Ujt+1,...,U,} genera a'V .

(ii) Como {u;}* , genera a V | si le agregamos el vector vy, entonces {vy, uy, ..., up,}
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es linealmente dependiente y genera a V' .

Por 1.9 uno de los vectores del conjunto {vy,us,...,u,} es una combinacion lineal
de los vectores precedentes. No puede ser v; , pues {v;} es linealmente independiente, tiene
que ser uno de los de X, digamos u; . Por (i) podemos omitir a u; y obtener un conjunto
{’Ul, Upy vy Uj—1, Ujt1, - - - ,un}
que genera. Repetimos el procedimiento con vy . Entonces {vy, va, us, ..., wj—1, Uji1, ..., Uy}
es linealmente dependiente y genera a V' . Por 1.9 uno de los vectores del conjunto es una com-
binacion lineal de los precedentes. Como {v;, v2} es linealmente independiente, ese vector de-
be ser una uy, . Por (i) podemos omitir uy, y obtener un conjunto {vy, vo, g, ..., Wj_1, Ujs1, -« oy Up—1, U1, - - -
que genera a V' . Si continuamos el proceso obtendremos un conjunto, para r < n, {vy, Vg, ..., Up, Uiy, - -, Uy,
que genera a V' .
(iii) Sea {uy,...,u,} una base de V'y {vy,va,...} otra base de V' . Como {u;}, genera a
V', la base {v;} debe contener n o menos vectores, pues, si no, seria linealmente dependien-
te (por (ii)). Si la base {v,} contiene menos de n vectores, entonces {u;}? ; es linealmente

dependiente (por (ii). Luego, la base {v;} contiene n elementos.

Obsérvese que los espacios vectoriales K™ y K™ son isomorfos si, y solo si, n = m.

Definicién 1.14. La dimension en un espacio vectorial V' sobre un campo K, denotada dim

V', es el namero de elementos de una base de V' .

A continuacion estableceremos un resultado que relaciona la dimension de la suma de

subespacios, con la de cada uno de ellos.

Teorema 1.3. Sean U y V subespacios de un espacio vectorial W sobre un campo K de

dimension finita. Entonces

dim (U+V)=dim U + dim V - dim (U N V).

Demostracion. Sea n = dim U , m = dim V yr = dim (UNV). Sea {u;};_, una base de
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unv.
(iii) {w;}i_, es parte de una base de U y también de una base de V , digamos A =

{ug, ... vy, U} y B=Auq,... Uy, wq,. .., wy_} respectivamente.

Consideremos el conjunto C' = {uy, ..., Up, V1, ., Up_p, W1, ..., Wy_pr} Y VEAMOS qUE
es una base de U +V con lo que habremos terminando. Como A genera a U y B genera a

VvV, C genera a U+ V.
Corolario 1.3. dim (U® V) = dim U+ dim V.

Demostracion. Sea n = dim U . Como kerf es un subespacio de U , dim (kerf) < dim

U = n. Sea r = dim (kerf) < n. Veamos que dim (imf) = n —r . Sea {vy,...,v,} una
base de kerf. Podemos extenderla a una base de U de la forma {v,..., v, wy,...,wy_p}.
Consideremos { f(w1),..., f(wn—r)} v veamos que es una base de imf.

Sea v € imf. Entonces existe u € U tal que f(u) = v. Como {vy,..., 0., Wy, ..., Wy r}

genera a U , u=ayvy + ...+ a0, + frwy + ... + By con oy, f; € K. Comof(v;) =0
parai=1,...,r pues v; € kerf , tenemos que f(u) =v = f(ayv1+ ...+ v, + fw +...+
Bn—rwn—r)

=G f(wy) + ...+ Bporf(wn_y). Asi, f(w;) genera a la imagen de f .

Ahora veamos la independencia lineal: sea 5 f(wy)+ B f (wa)+ ...+ Bpr f(Wy—r) =0

n—r

y por lo tanto ) " fyw; € kerf Como {v;} genera a kerf, existe a; € K, i =1,...,r tal

que
prwy + Bowsg + ...+ By Wy = 101 + QU2 .. U,
ie,
Brwy + ..o+ B Wy — 1 — ... — U, = 0
Como {vy, ..., v, w1,...,w,_,} es una base de U , es linealmente independiente y por
lo tanto 3; = a; = 0. En particular 5; =0,i=1,...,n —r Luego, los f(w;) son linealmente

independientes. Por lo tanto dim (im f) = n — r.spacios v
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1.5. La Matriz Asociada a una Transformaciéon Lineal

Sea K un campo. Denotemos con Homg (U, V') el conjunto de transformaciones linea-
les del espacio vectorial U sobre K en el espacio V' sobre K. Sean f,g: U — V aplicaciones
lineales y definamos f+g¢ : U — V mediante (f+¢)(u) = f(u)+g(u). También, si f : U - V
y a € K definamos una multiplicacion escalar af : U — V mediante (af)(u) = a(f(u)). Es

inmediato comprobar que f + g y af son lineales.

Teorema 1.4. Sean U y V espacios vectoriales sobre un campo K . Entonces Homy (U, V)

con las operaciones definidas arriba es un espacio vectorial sobre K .

; Cual sera la dimension del espacio Homg (U, V) si U y V son de dimension finita?
Para responder esta pregunta, primero veamos un resultado previo que nos dice que una

transformacion lineal esta totalmente determinada si conocemos la imagen de los elementos

de la base de U .

Proposicion 1.10. Sean U y V' espacios vectoriales sobre un campo K . Sea {u;}?_, una
base de U y {v;}, cualesquiera vectores de V . Entonces existe una funcion lineal unica

f:U = Vtal que f(u;) =v;,i=1,...,n.

Demostracion. Definamos f : U — V mediante f(u) = f(aqus + ... + auu,) = aqug +

.+ aguy,. En particular f(u;) = f(Oup + ... + lu; + Ou,) = v;. Veamos que f es lineal:
sean u = Y ¢ QU Y u = >, Biu; entonces f(u + u ) = Yoo+ B = D00 auvs +
S B = f(u) + () v flow) = S0 aaws = a X gy = af(u). Veamos que f s
unica: sea f' U — V otra aplicacion lineal tal que f'(u;) = v;, @ = 1,...,n. Entonces
fw) =100 aiug) = 32 i f' ()

=Y av; = f(u). Como u es arbitraria, f' = f.
Teorema 1.5. Si dim U = n y dim V = m entonces dim Homy(U,V) = nm.

Demostracion. Sea {u;}j-; una base de U y {v;}72; una base de V. Encontremos una base

para Homy(U,V') y contemos el numer6 de elementos de dicha base. Para ello definimos
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fij € Homy (U, V') mediante

v, s1 k=1

filur) =<7 ,
0 si k#i1.

Veamos que { f;;} es linealmente independiente: supongamos que » ., Z;n:l a;jfij =

0; aj; € K. Pero para uy

n m

=1 j=

v fij(ug) = Z vk frj (ur) Z Qg5 V5,
1

pero como las v; son linealmente independientes, para k = 1,...,n tenemos que
Qg1 = Qg2 = ... = Qpm = 0. Luego a;; = 0y por lo tanto { f;;} es linealmente independiente.
Veamos que {f;;} genera a Homy(U,V): sea f cualquier elemento de Homy (U, V). Sea w; =
flu),1=1,...,n. Como wy € V, wy = ajav1 + ... + QpmVpm; k =1,...,na;; € K. Luego al
evaluar en ug, » i) >0 i fi(ug) = D200 ang fig(u) = D700 anju; = wy pero wy, = f(uy).
Luego, f = >, >0 ijfi; y por lo tanto {fi;} genera a Homy(U,V). Como hay nm
elementos en { f;;}, dim Homy(U,V) = nm.

Sea f : U — V una aplicacion de espacios vectoriales U y V con dim U = m y

dim V = n. Supongamos que = {uj,...,un}t y B = {v1,...,v,} son bases para U y V

respectivamente. Como f(u;) € V, tenemos que

f(ul) = anpv; + ... + apv,
flum) = amvi + .. + Quaty

El sistema de ecuaciones anterior lo podemos escribir como

f(u1 Q111 + ...+ a1, @11 ... O1p (%1

f(um) Um1V1 + ...+ Qo Un Omi - Qo Uy,
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A la matriz

@11 ... O1p @11 ... Om1

se le llama matriz asociada a la transformacion lineal f, y decimos que representa a f

Ejemplo 1.6. sea f : R* — IR? dado por f(x,y) = (2v — y,x + y). calculemos [f]g/ con
respecto a la base § = ' = {(1,0),(0,1)}. Entonces

f(1,0)=(2,1) =2(1,0) + 1(1,0) y
f(0,1) =(-1,1) = —1(1,0) + 1(0, 1).

2 -1

Luego [f]g/ = L

Ejemplo 1.7. sea f : IR* — R? la aplicacion lineal dada por f(z,y) = (4x +y,2x — 4y).

Calculemos [f]';/ donde v =~ ={(1,1),(—1,0)}:

f(1,1)=(52)=(-2)(1,1) + 1(-7)(-1,0) y
f(—=1,0) = (—4,-2) = (—2)(1,1) + (2)(—1,0). Luego

Observemos que si u = (3, 5) entonces, en términos de la base v,u = (3,5) = 5(1,1) +

2(—1,0). Luego f(u) = f(3,5) = (17,—14) = —14(1,1) 4+ 3(—31)(—1,0). As que, el vector
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traspuesto de coordenadas de u es [u], = (g) y el vector traspuesto de coordenadas es

Lf(u)]y = (::1;11) . Finalmente

Tenemos el siguiente resultado que establece lo que observamos en el ejemplo anterior:

Proposicion 1.11. Sean = {uy,...,un} y 8 = {vi,...,v,} bases para los espacios
vectoriales U y Vsobre un campo K respectivamente. Sea f : U — Vuna transformacion

lineal. Entonces [f]g/ [ulg = [f(u)]s.

Demostracion. Demostracion. Consideremos f(u;) = ajv1+apvat. . . 4av, = 2?21 Q;jVj.
Entonces[f]g/es la matriz cuyo renglon j es (a1, Qgj, - - ., Q). SUpOngamos que u = Y1y +

oo Yl = > vit;. Luego [ulg =" (71, ..., 7m). Aplicando la transformacion lineal f a u
obtenemos f(u) = f(3°0, viws) = 00, vif (wi) = 2200 % (Q0j—y cijuy) = D00 (D00 qijyg)vs =
> i (em + o Qg Ym) vy

Luego[f(u)]5" es el vector columna cuyo coeficiente en el nivel j es ayjy1+. . .+ Yim-

Calculando

11 ... Oy 94! a1yt Qi Ym

Aip . Opp Ym a1n71 +...+ XmnVYm

La proposicion anterior nos dice que, el multiplicar el vector de coordenadas de u con
respecto a la base 5 = uq,...,u, por la matriz | f]gl nos da el vector de coordenadas del

vector f(u) con respecto a la base 5/ = {vy,...,v,}.

Definiciéon 1.15. Sean f = {uq,...,u,} yv={u},...,u,} bases de U.

Considérese
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— _ / /
ly(u1)) = w = apuy + ... + apu,

Luego, la matriz cuadrada

11 ... Qpi

3
||

A1y .. Opp

se llama matriz de transicion de la base [ en la base . Con frecuencia escribimos
simplemente N en lugar de Ng. Sig=7v N g se denota Ny y se llama matriz asociada a f

con respecto (o relativa) a f.

La matriz de transicion Ng puede verse como la matriz asociada a la funcién lineal

ly : U — U con respecto a las bases 3y v, es decir Ny = [1y]3.

Ejemplo 1.8. Considere U = IR* con bases 3 = {(1,0),(0,1)} v v = {(1,1),(=1,0)}.

Entonces
(1,0) =0(1,1) + (=1)(=1,0) y
(0,1) =1(1,1) + (1)(—1,0).
0 1
Luego N = . por otro lado,
-1 1
(1L,1) = (1)(1,0) + (1)(0,1)
(—1,0) = (=1)(1,0) 4+ 0(0, 1).
1 -1
Luego N =
1 0

Observe que Nng =1.
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Lema 1.1. Sea N = Ny la matriz de transicion de la base 8 = {u;}i; en la base v = {u;}},

del espacio vectorial U sobre un campo K . Entonces Nul, = [ulg, y [u]l, = N~ uls para

todo u € U.
Demostracion. Sea v = a;ju; + qious + . .. + Qi = Z?Zl ajjuj, para cada ¢ =1,...,n.
Entonces N es la matriz cuadrada con renglon j igual a (aqj, agj, . . ., ().

Si suponemos que u = Muj + Aouh + ... + N\ul, = > \ul entonces [u], =

(A eeey An). Luegow = 3300 N = 3500 M(Q 00 agug) = D00 (D05, qugha)uy = D0 (it
QojAe+ .. .4 apiA,)uj. Asi, [u]g es el vector columna con coeficiente j igual a g\ 4+ g +

oot anj)\n-

Por otro lado, el coeficiente j de N[ul, se obtiene multiplicando el renglén j de N por
[u], i.e., multiplicando (aqj, @aj, . .., anj) por (A1, ..., A,). Dicha multiplicacién es precisa-
mente ayjA; + ... + ap;\,. Luego N(ul, y [u]s. tienen los mismos coeficientes. Por lo tanto

Nu], = [u]p. Finalmente, si multiplicamos por N !, obtenemos N ~'[u]g = N"'Nu], = [u],.

Teorema 1.6. Sea N la matriz de transicion de la base = ' = {w;} ala base y =~ = {u}}
del espacio vectorial U . Sea f : U — U un operador lineal. Entonces [f]zl = N_l[f]g/Ndonde
N = NE.

Demostracion. Sea u € U, luego Nfl[f]g]\f[u]7 D Nfl[f]glN[u]ﬁ (LL1) N7 (u)]p

[f (W] Como [f)7 [u), = [f(w)}y por (1.11) tenemos que N*[f)3 N[ul, = [f]7 [ul,. Luego

N7UAGN =117

(1.1)

Ejemplo 1.9. Considere el operador f : IR* — R? dado por f(z,y) = (4o + y,22 — 4y).
Sean B =" y~v=7+". Luego
f(1,0) =(4,2) =4(1,0) +2(0,1) y
f(0,1) = (1, -4) = 1(1,0) + (—4)(0, 1).

Asi que



Calculemos [f]zl utilizando el teorema 1.6 con la N = Nf obtenida en

fl7 = NUSGN

Y

0 1 4 1 1 -1
-1 1 2 —4 1 0
0 1 5 —4 -2 =2
-1 1 -2 =2 -7 2

la cual coincide con la matriz | f]z’ de (ejemplo 1.7).

45



Capitulo 2

Formas y Operadores.
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2.1. Formas Bilineales

Definiciéon 2.1. Sean U , V y W espacios vectoriales sobre un campo K . Una funciéon

f:UxV — W se llama bilineal si:

(0)f (w1 +ug,v) = f(ur,v) + f(uz,v)
(”)f(uv v+ UQ) - f(ua Ul) + f(U,UQ) y
(130) f (A, v) = Af(u,v) = f(u, \v);ug,ug,u € U;vy,v9,0 € Vi X € K.

Es decir, f: U x V — W es bilineal si es lineal en cada variable cuando la otra se

mantiene fija.

Observacion. Lo anterior significa que si v € V' se mantiene fijaen U x V' | la
funcion u — f(u,v) es lineal y por lo tanto es un elemento de Hom (U, W). De igual
forma, si u € U se mantiene fija en U x V| la funcion v — f(u,v) es lineal y pertenece a
Homg (V,W). Esto no significa que f sea lineal como funcion f : U x V' — W. Por ejemplo,
f:R xR — R dada por f(u,v) = uv es bilineal pero no es lineal. Otro ejemplo, f : R x

IR — IR dada por f(u,v) = u + v es lineal pero no es bilineal.

Ejemplo 2.1. Sea A una matriz de m x n. Definamos

FiK™x K" — K
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mediante f(X,Y) = ‘X AY. esto es

@11 ... Qin n
(T1...2m)
Am1 - Amn Yn
U1

= (Zzil LiQily - -y 2111 xiain)
Yn

=D i1 D iey TilisY;
=D i1 D GiTiYje

Es inmediato comprobar que f(X,Y) € K y que es bilineal, ya que las propiedades
de las matrices establecen que ‘X A(Y +Y’) =f XAY +' XAY' y "X A(\Y) = A\(' X AY).

2 11 T U1
Por ejemplo,si A= |1 3 3|, X= |2, | yY = | y, | entonces
211 T3 Ys
2 1 1\ (wn
FIXY) = (z1 2 23) | 13 3| | v
2 1 1) \ys
Y1

= (2%1 +$2+2I3,$1 +3I2+[L’3,I1+31’2+1‘3) Yo
Y3

= 2x1Yy1 + a1 + 223y1 + T1Y2 + 3Ty + 23y2 + T1Y3 + 3T2ys + T3Ys.|

Si en la definiciéon 2.1, W = K diremos que f es una forma bilineal. Denotamos con
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L*(U,V; K) el conjunto de formas bilineales de U x V en K. Si U = V, simplemente
denotamos a L*(V,V; K) con L?*(V; K) o con Bil(V) entendiéndose que se trata de formas

bilineales de V' x V en K, que son las que consideraremos en adelante.

A Bil(V) le podemos dar una estructura de espacio vectorial mediante las reglas

(f +9)(u,v) = f(u,v) + g(u,v) y (Af)(u,v) = Af(u,v) para f,g € Bil(V),\ € K.

Consideremos el caso en que tengamos el espacio vectorial de homomorfismos
Homg(V, K. Sus elementos f : V' — K, que son homomorfismos o aplicaciones lineales, se
acostumbra llamarlos funcionales lineales o formas lineales. También se acostumbra
denotar a Homg (V, K con L'(V; K) o simplemente V* y se le llama espacio dual de V. Su

estructura esta dada por

(f +9)(v) = fv) +g(v) ¥

Af)(v) = Af(v);v e VA € K.

Aqui vemos a K como espacio vectorial sobre si mismo.

Ejemplo 2.2. Sea V = M, (K) el espacio de las matrices cuadradas de n x n.

Sea f =tr: M,(K) — K dada por tr(A) = ajy + ax + ...+ au, i.e., la traza de
aip ... QAip

la matriz A = | : © |. Como tr(A+ B) =trA+trBy tr(AA) = MrA,

Ap1 ... QApp
tr es un funcional.

Ejemplo 2.3. Sea V = K". Si f € Homg(V, K) = V*, f tiene una representacion
matricial de la forma

T

flz, . x,) = (ar,a9, ..., a,) : =171 + asTy + 1+ apT,
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llamada también forma lineal.

Sabemos que si dim V' = n entonces dim V* = n pues V* = HomK(V, K) y por el
teorema 1.5 dim Homg(V, K) =n.1 = n.

Veamos como determinar una base para V* a partir de una base de V' .

Proposicion 2.1. Sea {vy,...,v,} una base del espacio vectorial V' sobre K. Sean

fi,..5. € Homg(V, K) = V* funcionales dadas por f;(v;) = ¢;;, donde ¢;; es la delta de
Kronecker, i.e., §;; = * "7 Entonces {fi}-, es una base de V*,
0 si i#j

Demostracion. Veamos que {f;}!; es linealmente independiente: Supongamos que

Mfi+ ...+ A\ fn = 0. Evaluando en v; obtenemos
Mfi(vr) + ..o+ Afu(v1) = A.1 = 0(v1) = 0. Luego A; = 0. Analogamente, evaluando en
Vg, Us, . .., U, obtenemos que Ay = A3 = ... =\, = 0. Luego {f;}", es linealmente
independiente. Como dim V* =n y {f;}, es linealmente independiente, es una base de
V*. Sin embargo veamos directamente que {f;}?_; genera a V* : sea f € V* tal que
fo)=X.Sead=>""  Nifi, d(v2) = Ao, ..., d(vy,) = Ay Asi que f(v;) = ¢(v;) para toda

1=1,...,n. Puesto que f y ¢ son iguales al evaluarlas en los elementos de la base de
V.f=¢=> " \fi. Luego {f;}I, genera a V*.
La base de V*, asi obtenida, se llama base dual.

Ejemplo 2.4. Consideremos la base {(1, 1), (3, 1)} de IR®. Encontremos su base dual para
(IR*)* = Homp(IR?, R). Deseamos encontrar funcionales f,(z,y) = ax + Sy y

fz(%y) =y + oy tales que fl(la 1) =1, f1(37 1) = 07f2(1» 1) = 0:f2(3,1):1- Luego

A0 D) =1la+18=1
A3,1) =3a+18=0

Resolviendo el sistema obtenemos o« = —

N

y B =

[\ IVN)
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También
f2(3,1) =3y +35 =1

Resolviendo el sistema obtenemos 7 = % y o= —%. Por lo tanto, una base dual es
1 3 1 1
{fl(x,y) = =5t + 5y, fale,y) = go — Ey} :

Proposicion 2.2. Sea Vun espacio vectorial de dimensién finita sobre un campo K . Sea

{v;}1_, una base de V'y {f;}I; su base dual. Entonces

(i) si v € V,v es de la forma

v = fl(v)vl + fQ(U)U2 +...+ fn(v)vn y

(i) si f € V*, f es de la forma

f=f)fi+ flua)fo+ ...+ f(vn) fa

Demostracion. (i) Sea v = ajv; + asvs + ... + a,v,. Evaluando

fi(v) = filayvy + ... + ayv,) = a; parai =1,...,n. Luego v = fi(v)vy + ... + fn(v)v,.

(ii) Sea v = fi(v)vy + ...+ fu(v)vy,. Luego
i) o) + o4 fa(0)fon) = o) fi(0) + - 4 f(vn) fo-

A continuacion encontremos una base para Bil(V).

Proposicion 2.3. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K de dimensioén n. Si

{fi}i=1 es una base para V* entonces { fi;}7,—; dado por fi;j(u,v) = fi(u)f;(v) es una base
lineal para Bil(V).
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Demostracion. Sea {v;}!"; una base de V', dual de {f;}I~,. Veamos que {f;;} es
linealmente independiente: supongamos que > a;; fi; = 0. Entonces para indices
r,s =1,...,n tenemos que

(X2 aij fig) (r, vs) = D aij fij(vr, vs = D0 aij fig(vr) fi(vs) = 37 aij0i655 = ars = 0(vy, v5) = 0.

Por tanto {f;;} es linealmente independiente.

Veamos que {fi;} genera a Bil(V): sea f € Bil(V) y a;; = f(v;, v;). Basta probar
que f(vy,vs) = (a;; fij)(vr,vs) para r,s =1,...,n. Pero como antes,

(aijfij)(vr,vs) = ars = f(vy,v5), luego {fi;} genera Bil(V).

Observe que dim Bil(V) = n?.

Sea V' un espacio vectorial con base v = {vy,...,v,} ysea f:V xV — K una

forma bilineal de V' . Si u = aqvy + ... + v, y v = S1v1 + ... + Brv,son vectores deV,

fluv) = FO awi, > Bvy)
i=1 =1
= o B1f(v1,v1) + aqfBaf(vi,v2) + ...+ B f(Un, Vn)

= a@iBif(vi,vy).
i=1

Sea A = (a;;) la matriz cuadrada tal que a;; = f(v;, v;); luego

fu,v) = Z ;i

Llamaremos a A matriz asociada a la forma bilineal f con respecto a la base . A

menudo denotamos a A como [f],.
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Ejemplo 2.5. Sea f : IR? x R* — IR una forma bilineal dada por
f((lay, a2), (B, B2)) = 4anfBs v v = {71,72} = {(1,1),(3,1)} una base de IR*> Calculemos la

matriz asociada a f con respecto a v, i.e., A = (a;;) donde a;; = f(7i,7;)

:f((171)7(171)):4'1'1:4

4 4
Luego A =
4 4

Ejemplo 2.6. Sea f como en el ejemplo anterior. Calculemos la matriz B asociada a fcon

respecto a la base v/ = {7{,7%} = {(2,1),(1,—-1)} :

bin = f(y.m) = f((2,1),(2,1)) =4
bio = f(,}/i?,y;) = f((27 1)7 (17 _1)> =—4
bo1 = f(/yg”ﬁ) = f((1,-1),(2,1)) = —4
by = f(’YéfYé) = f((lv _1>7 (17 _1)) =4
4 —4
Luego B =
—4 4

Ahora, calculemos la matriz de transicion N de la base 7 a la base +' del ejemplo 2.5:
! 1
v =(2,1) :)\(1,1)+p(3,1):>)\:§:#
V= (1,-1)=n(1,1)+6(3,1) == —2,0 = 1.

1/2 -2
1/2 1

Luego N =
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12 1/2\ (4 4\ [1/2 —2 4 4
Observe que ‘NAN = = = B.
-2 1 4 4 /2 1 —4 4

Establezcamos la observacion del ejemplo 2.6 en el siguiente teorema:

Teorema 2.1. Sea f:V x V — K una forma bilineal. Si N es la matriz de transicion de
una base v a una base 7' de V' entonces la matriz B asociada a f con respecto a la base v/

S}

B ='NAN

donde A es la matriz asociada a f con respecto a 7.

Demostracién. Sean u,v € V arbitrarios. Por el lema 1.1 N{u|, = [u], y N[v], = [v],.
Luego '[u]y = *[ul, N . Asi que f(u,v) = ‘[u],Alv], = *[u], 'NAN[v], . Por lo tanto,

ENAN es la matriz asociada a f con respecto a 7/ .

Teorema 2.2. Sea f: V x V — K una forma bilineal, v = {vy,...,v,} una base de V' y

[f]4 la matriz asociada a la forma bilineal f . Entonces Bil(V) = Mn(K)dado por

Demostracién. Es claro que f — [f], es biyectiva pues f estd determinada por f(v;,v;).

Veamos que es lineal: como

(f + )i, v5) = flo,v5) + f(vi,v5) v

(Af)(vi,v5) = Af(vi,v;)parai, j = 1,...,n,

se tiene que £ + £, = [f), + [}, ¥ (M), = Al

Proposicion 2.4. Sean {u;}?, v {v;}I", bases deV . Sean {f;}", v {¢:}}, bases de V*
duales de {u;} y {v;} respectivamente. Sea N la matriz de transicion de la base {u;}en la

base {v;}. Entonces 'N~! es la matriz de transiciéon de la base {f;} en la base {g;}.

Demostracion. Recuérdese (la definicion 1.15) que la matriz N es la matriz cuadrada

traspuesta de la asociada al sistema



U1 = 011U

Unp = Qpily
(0551 (07751

ie. N = : : = "(ay)
A1y .. Opp

+

+

+Oélnun
+annun
an
tN —
a1p

Qn1

ann
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= (avy)-

De la misma manera, la matriz de transicionBde la base {f;} a {g;}es la traspuesta

de la asociada al sistema

g = Puh
gn = PBnih
1.e.
B
B =
ﬁln

+

+

/Bln

Brn

+ Blnfn
= "(By).

Deseamos ver queB = ‘N~!. Para ello, veamos que B !N = I, y asf tendremos que

B = tN"1 . Pero

5ij = gi(vj) B (/lefl + ...+ Bmfn)(ozjlul + ...+ Oéjnun)

= Z Z /Bikajlfk(ul)
Eood
= Z ﬁikajk
k=1

n
= Zﬁm% (O‘;gj = o).
k=1

Luego B'N = I.
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., Qué sucede cuando consideramos el espacio dual de V* 7 Lo denotaremos con
. Qué relacion existe entre V' y V**? Veremos que V = V** | pero antes
necesitaremos un resultado previo que vale para espacios de dimensién infinita pero que no

probaremos aqui.

Lema 2.1. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita n y v € V' diferente de cero.

Entonces existe un elemento f € V* tal que f(v) # 0.

Demostracion. Como v # 0, podemos completar una base de V' de la forma

{v1,v9,v3,...,v,}con v; =v. Sea {fi,..., fn} la base dual. Entonces

fi(vr) = fi(v) =1 #0.

Teorema 2.3. Sea V un espacio vectorial de dimensioén finita sobre un campo K . La

aplicacion ¢ : V' — V** dada por ¥ (v) = v donde o(f) = f(v)Vv € V es un isomorfismo.

Demostraciéon. Veamos que v es lineal:

b(u+v)(f) =u+o(f) = flutv) = flu)+ f(v)

b (Au)(f)

Luego v es lineal.

Sea v # 0, v € V. Por el lema 2.1, existe un funcional f € V* tal que f(v) # 0.

Luego 0 # f(v) = 0(f) = ¥(v)(f) para toda v # 0, por lo que 1) # 0, es decir, 1) es no
singular (kery = {0}). ¢ es invertible y como dim V* = dim V* = dim V, ¢ es un

isomorfismo.

Observe que la funcién lineal ¢ : V' — V** se defini6 sin hacer mencién de una

base.
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A 1) de el teorema 2.3 se le llama aplicacion u homomorfismo natural de Ven V** .

Si V no es de dimension finita, 1) no es suprayectiva.



Capitulo 3
Algebra Multilineal.



59

3.1. Producto Tensorial

A continuacion definiremos un espacio vectorial en el cual solamente se tienen

relaciones bilineales.

Definiciéon 3.1. Sean U y V espacios vectoriales de dimension finita sobre un campo K.
El producto tensorial de U y V', es la pareja (T, f) donde T es un espacio vectorial de
dimension finita y f: U x V — T es una funcion bilineal, tal que si W es un espacio
vectorial de dimension finita y g : U x V. — W es bilineal, entonces existe una funcion

lineal tnica h : T"— W tal que g = ho f.

La condicién g = h o f se puede representar mediante el diagrama

Uxv-2>l T

NG

w

Veamos a continuacion que, si existe, el producto tensorial de dos espacios
vectoriales de dimension finita es tnico. Es decir, dados dos productos tensoriales (T, f) y
(T", f") de U y V existe un isomorfismo entre 7"y T". Esto es inmediato, pues, por ser 7" un
producto tensorial, existe h : T — T" tal que f' = h o f. Analogamente,como 71" es un
producto tensorial, existe A’ : 7" — T tal que f = h' o f' . Consideremos los siguientes

diagramas

T T

e 2

h h
UXV/—>T’ 17 UxV2l T -

N N

T T
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Por ser T un producto tensorial, y como 17 : T — T es tal que 1po f = fy
también A’ o (ho f) = f, por la unicidad tenemos que A’ o h = 17 . De manera semejante,
por ser T” un producto tensorial, y como 17/ : 7" — T" es tal que 17w o f' = f’ y también

ho(hW o f')= f", se tiene, por unicidad, que hoh’ = 17+ . Por lo tanto, h es un isomorfismo.

Entonces podemos hablar de el producto tensorial 7" de U y V', denotado con

T =U ®g V o simplemente U ® V.

En otras palabras, la definiciéon 3.1 nos dice que cualquier funciéon bilineal
g: U xV — W puede expresarse en términos de f: U x V — T = U ®k V como g(u, v)

= h(f(u,v)) para una funcion lineal tnica h: U @k V — W.

Ahora veamos que, dados dos espacios vectoriales de dimension finita sobre un

campo K, siempre existe su producto tensorial.

Proposicion 3.1. Sean U y V espacios vectoriales de dimensién finita sobre un campo K.

Entonces existe un espacio vectorial 1" de dimensién finita sobre K que cumple la definicién

3.1.

Demostracién. Sea uq,...,u, una base de U y vq,...,v, una base de V' . Sea T'= K™"
el espacio vectorial de dimensién mn sobre K y eij con 1 <t <my 1 <j <m n la base

canodnica. Los elementos de T' se pueden expresar en forma tinica como

m n

Z Z Aijeij COH)\Z']‘ € K.

i=1 j=1

Sea f:U x V — T la funcién dada por

m n

f(u, U) = f(a1u1 4+ ...+ oy Uy s 511}1 + ...+ 5nvn) = Z Z Oéijﬁjeij.

i=1 j=1

En particular, f(u;,v;) = e;;.
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Veamos que se cumple la definicion 3.1 Comprobemos que f es bilineal: sea

uW=a1+ .. Al Uy,

flu+u',v)=

)

I
1
M3

s
Il
—
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I
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M:

@
Il

-
<

o
I

Il
- MS
HM:

3

(o + ;) Bjei;

1

(alﬁj + «; B])em

1

(ciBjei; + oifjes;)

Zﬁje” + Z Z a;Bieq

=1 j=1

1

(u,v) + /(' v)

Anélogamente se tiene que f(u,v+v') = f(u,v) + f(u,v") y que

fAu,v) = Af(u,v) = f(u, \v).

Finalmente, sea g : U x V' — Wuna funcién bilineal. Por la proposiciéon 1.10 existe

una funcion lineal tnica h: T — W tal que h(e;;) = g(u;, v;). Asi, g(u,v) =

9> aiui, Y Bivy)
i=1 j=1

m n

= Z Z a;Big(ui, v;) =

i=1 j=1

h(z Z a;Bjei;) = h(f(u,v)).

i=1 j=1

La funcién bilineal f se llama funcion bilineal universal (cualquier otra funcion

bilineal g : U x V. — W se obtiene def )

. Decimos que debido a la propiedad universal, el

espacio vectorial U ®x V estd determinado en forma tnica salvo isomorfismo. Es decir, que

si en la construccion del espacio vectorial U ® g V' hubiéramos tomado bases diferentes para

U y V obtendriamos un espacio vectorial isomorfo a U ®x V' . Adn més, podriamos haber

construido el producto tensorial U® sin utilizar bases de U y V tal que la definicion 3.1

se cumpla.
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Para cadau € Uy v €V , el elemento f(u,v)lo escribiremos en la forma v ® v. Es
facil comprobar que f(U x V') genera el producto tensorial 7", el cual denotamos U @ V' .
De manera que cada elemento de U ®x V' se puede escribir en la forma 2221 Ai(u; ® v;) con

N € K u; € Uyv; € V. Esta expresion no es tnica pues de la bilinealidad de f se tiene que
(AMug + Aauz) @ v = A1 (u1 @ v) + Ag(u2 @ v) y

u® (o1 + pove) = pr(u @ v1) + pa(u @ vy),

donde Ay, Ao, i1, o, € K up,ug,u € U y vy,v9,0 € V.

Como caso particular se tiene que

(M) @v=ANu®v)=u® (\).

Si A = —1 se tiene que (—u) ® v =—(u®v) = u® (—v)ysiA = 0 se tiene que
I®v=0=u®O0.

Por lo tanto, cualquier elemento de U ®x V' puede escribirse en la forma

T

Z(Uz ® ;)

i=1
donde u; € U,v; € V.

A continuacion estableceremos algunas propiedades del producto tensorial.

Proposicion 3.2. Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita n sobre un campo K .

Entonces

Vor K=V =2K®gV.

Demostracién. Sea g: V x K — V' a funciéon bilineal dada por

g(v,\) = v, A € K,v € V. Entonces por la definicién 3.1 existe una funcién lineal tnica
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h:V &g K — V tal que ho f = g, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

VxK—1svVerKk

e

v

La funcion bilineal g es suprayectiva pues g(v,1) =1-v =wv. Como ho f =g

entonces h es suprayectiva.

Veamos que h es inyectiva: sea x € V @k K. Sea {v;}I"; una base de V, z es de la
forma Y7 (v; @ \;) parav; € V|, \; € K y tal que
r=>1" (X)) =>1 (Avy®l)="", \v) ®1 =v® 1. Luego
h(z) =h(v®1l) =h(f(v,1)) =g(v,1)=1-v=w0.Si h(v® 1) = 0 entonces v = 0 y por lo

tanto r = v ® 1 = 0 Asi, h es inyectivo.

Definicion 3.2. Sean Vi, V5, ..., V,,, W una coleccién de espacios vectoriales sobre un

campo K. Diremos que una funcion

fVixVox oo xV, —W

es multilineal si para cadat=1,...,m

/

for, . v+ 0 o) = for, o Ve ) (g, 0 ) Y
flor, oo v, oy vm) = Af (g, o v, )

Donde A € K, v;,v, € V.

Es decir, f es lineal en cada variable cuando las otras se mantienen fijas. También
llamaremos forma multilineal a una funciéon multilineal con codominio K. Podemos

enunciar la definiciéon equivalente a la definicién 3.1 para productos multitensoriales.

Definicion 3.3. Sean {v;}", espacios vectoriales sobre un campo K. El producto tensorial

de {V;} es una pareja (7, f) donde T es un espacio vectorial sobre K y f es una funcién
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multilineal f:V; x --- xV,,, — T tal que si W es un espacio vectorial sobre un campo K
yg:Vyx---xV, — W es multilineal, entonces existe una funciéon lineal tinica

h:T — W tal que g = ho f, es decir, tal que el siguiente diagrama conmuta:

Vix-ox V-t

\Ii/h

Denotaremos a 7" con V; ® --- ® V,,, o con ®",V; y es facil comprobar la unicidad y

existencia de 7.

Proposicion 3.3. Sean U, V, W espacios vectoriales sobre un campo K. Entonces

UV)eW2Ue(VeaW)2UaVeW.

Demostracion. Consideremos la funcion bilineal ¢” : U x V' — dada por

" (u,v) =u®v®w para w € W fija, la cual induce una funcion lineal

hy : UV — UV W tal que hy(u ®v) =u® v ® w. Sea

g: (U V)xW — UV ®W dada por g(t,w) = U @V ® Why(t). g es bilineal y por lo
tanto induce una funcién lineal h: (U x V)@ W — U @V @ W tal que
Mu®@v)@w)=u®v® w.

Construyamos ahora una funcion v : U@V @ W — (U® V) @ W tal que
h'oh = lwgview y hoh' = lygvew. Para construir A" considere la funcién
g :UXxVxW— (U®V)®Wdada por ¢ (u,v,w) = (u®v) ® w. ¢ es lineal en cada
variable, luego induce una funcién lineal /' : U@V @ W — (U® V) ® W tal que
h(u®v®w)=(u®v)®w. Es inmediato comprobar que 1/ o h = Lygvyew y que
hoh' =1lygvew ¥, por lo tanto, h y h’' son isomorfismos. La demostracion de que

U (VeW)=2U®V ®W es aniloga.
Definicion 3.4. Sean Vi, ..., V,, espacios vectoriales de dimension finita sobre un campo
K. Diremos que la sucesion

LI VAN TORRNING VAN e TN LN
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es exacta en V; si vm f;_1 = ker f; . Diremos que la sucesion es exacta si es exacta

en cada V; , para todai=1,...,m.
Proposicion 3.4. Sean Vi, ..., V,, espacios vectoriales de dimensién finita sobre un campo
Ky

B, dngy dny

una sucesion exacta. Entonces

dim Vi — dim V; +dim V3 — --- + (=1)""'dim V,,, = 0.

Demostracion. Utilizaremos el proceso de inducciéon sobre m. Para m = 1tenemos la
sucesion 0 2% Vi 0. Por exactitud, im fo =0 = ker f; =Vj. Luego V; =0y

dim V; = 0. Supongamos que la proposicion es valida para m — 1. Como fy : Vo —> V3
posee nucleo ker fo = im fi induce una funcion lineal V,/im fi — V3 que es inyectiva.

Luego, se tiene una sucesion exacta

0—Vy/)imfr —-Vsg— - — V1 —V,,—0

y, por hipotesis de induccion dim Vs /im f; —dim Vi + -+ - = 0, es decir, dim
Vo —dim (im f;) —dim V34 --- =0y dim
Vi =dim (im fi) + dim (ker f1) = dim (im f1) + 0+ dim(im f1) pues im fo =0 = ker fi.
Luego dim V5 — dimV), — dimV3 4 --- = 0.

Corolario 3.1. Si0 — V; — Vo — V3 — 0 s una sucesion exacta corta de espacios

vectoriales de dimension finita sobre un campo K entonces Vo = Vi @ V3.

Demostracién. Por la proposicion 3.4 dim V) — dim Vo+ dim V3 = 0. Luego dim

Vo =dim Vi + dim V3 y por lo tanto Vo = V) & V3.
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