UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR
FACULTAD MULTIDISCIPLINARIA ORIENTAL
DEPARTAMENTO DE CCNN Y MATEMATICA
SECCION DE MATEMATICA

. ' 19 OE FEBRERD DE 1841 . '

TRABAJO DE GRADO:

INTRODUCCION AL ANALISIS DE FOURIER EN GRUPOS.

PRESENTADO POR:
BETZAIDA GLORIBEL GOMEZ ALVARADO

KARLA MARCELA MEJIA ROSALES

PARA OPTAR AL GRADO DE:

LICENCIADO EN MATEMATICA

DOCENTE DIRECTOR:

MSC. JORGE ALBERTO MARTINEZ GUTIERREZ
CIUDAD UNIVERSITARIA ORIENTAL, DICIEMBRE DE 2020

SAN MIGUEL EL SALVADOR CENTROAMERICA



UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR
AUTORIDADES

MSC. ROGER ARMANDO ARIAS ALVARADO

RECTOR

DR. RAUL ERNESTO AZCUNAGA LOPEZ

VICE-RECTOR ACADEMICO

ING. AGRO. JUAN ROSA QUINTAILLA QUINTANILLA

VICE-RECTOR ADMINISTRATIVO

ING. FRANCISCO ANTONIO ALARCON SANDOVAL

SECRETARIO GENERAL

LIC. RAFAEL HUMBERTO PENA MARIN

FISCAL GENERAL

LIC. LUIS ANTONIO MEJIA LIPE

DEFENSOR DE LOS DERECHOS UNIVERSITARIOS



FACULTAD MULTIDISCIPLINARIA ORIENTAL
AUTORIDADES

LIC. CRISTOBAL HERNAN RIOS BENITEZ

DECANO

LIC. OSCAR VILLALOBOS

VICE-DECANO

LIC. ISRAEL LOPEZ MIRANDA

SECRETARIO INTERINO



DEPARTAMENTO DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA
SECCION DE MATEMATICA
AUTORIDADES

MTRA. KARLA MARIA MEJIiA ORTIZ

JEFA DEL DEPARTAMENTO Y COORDINADORA EN FUNCIONES DE
PROCESOS DE GRADUACION

LICDA. MARIA OLGA QUINTANILLA DE LOVO

COORDINADORA DE LA CARRERA DE LICENCIATURA EN
MATEMATICA



AGRADECIMIENTOS

Por Betzaida Gloribel Gomez Alvarado:

El camino no ha sido ficil, pero he llegado al final y quiero agradecer primeramente a Dios
por brindarme fortaleza durante este trayecto y por poner en mi vida excelentes compaiieros/as de

carrera.

A mi madre Virginia Gomez quien es el pilar de mi vida, la persona a la que le debo todo
por el enorme apoyo y sacrificio que ha hecho por mi siempre, brinddndome su amor, consejos y

apoyo incondicional en todo momento.

A toda mi familia, especialmente a mis abuelos que siempre estuvieron pendiente de mi
cada domingo que partia para San Miguel y cada viernes que regresaba a casa. Me han motivado
muchisimo e inculcado valores desde siempre y han estado para mi cuando mas lo he necesitado.
A mi novio Francy Ventura, con quien hice todo el proceso de ingreso a la Universidad y que ha

estado apoydandome todos estos afios para lograr cumplir mis metas.

Al Licenciado Mario Francisco Hernandez Hernandez, por haber sido incondicional de
principio a fin en el desarrollo de nuestra tesis, sin duda es un excelente profesional y amigo a
quien admiro demasiado por su humildad y calidad de persona.

Al licenciado Santiago Alberto Ulloa Campos por sus consejos, orientacion y ensefianza durante

la carrera.



A mi compafiera de tesis y gran amiga Karla Marcela Mejia Rosales, he aprendido
muchisimo de ella y hemos pasado demasiadas cosas durante la carrera que siempre voy a re-

cordar, gracias por confiar en mi para que juntas lograramos sacar adelante este trabajo de grado.

A todos mis compafieros y amigos con quienes tuve la oportunidad de cursar mis cinco
afios de carrera, gracias por haber estado siempre apoyandome en todo y brindarme su linda amis-
tad. De igual forma agradezco a todos los docentes de la seccion de Matematica de la Facultad

Multidisciplinaria Oriental que han sido parte de mi formacién académica.



Por Karla Marcela Mejia Rosales:

Agradezco a Dios primeramente, por darme sabiduria e inteligencia durante toda mi ca-
rrera que aunque no ha sido facil he podido salir adelante, por darme fuerzas cada dia para poder

cumplir mis metas.

Agradezco especialmente a mi querido padre Marcelino Mejia, quien fue mi inspiracion,
mi modelo a seguir y el matemético que mas he admirado. Le agradezco por todo su apoyo en los
primeros tres afios de la carrera, asi por todos sus consejos y toda la ayuda que me brind6. Aunque

no esta presente conmigo su legado y su recuerdo siempre viven en mi corazon.

A mi madre Sara de Mejia, por todo el apoyo incondicional que me ha dado, por todo su
amor y sus consejos; por todo el sacrificio que ha hecho por mi y estar siempre pendiente. Ella ha
sido la persona que me motiva cada dia a salir adelante.

De igual manera agradezco a mis tres hermanas: Margarita, Sarita y Helen quienes me dan
alegria dia tras dia, gracias por todo su apoyo en cada momento dificil que he pasado.
A mi novio Rosmel Cedillos, por darme dnimos cuando me faltaron e impulsarme a seguir ade-

lante, apoydndome en todo momento.

A toda mi familia que con sus oraciones, consejos y palabras de aliento me ayudaron a ser

una mejor persona y poder lograr mis suefos.

Agradecer de manera especial al Lic. Mario Francisco Hernandez Hernandez, quien ha
sido un pilar fundamental en la elaboracion de este trabajo, gracias por su paciencia y dedicacion,
por todas las correcciones y consejos que nos dio. Mas que un licenciado, un gran amigo a quien

admiro mucho.



Al Lic. Tobias Humberto Martinez y al Lic. Santiago Alberto Ulloa por su apoyo en

todo momento y haberme orientado en los momentos que necesité sus consejos.

Agradezco a todos los docentes de la seccion de matematica que fueron parte de mi for-
macién académica, gracias por su apoyo para desarrollarme profesionalmente. A todos los buenos
amigos que hice durante estos 5 afios, tanto compafieros de estudio y docentes, quienes me brin-

daron todo su apoyo.

A mi compaiiera y gran amiga Betzaida Gloribel Gomez Alvarado, por compartir buenos
momentos juntas y extenderme su mano en momentos dificiles, gracias porque juntas logramos

terminar con éxito este trabajo, gracias por tu linda amistad.



AGRADECIMIENTOS ESPECIALES

Damos gracias a Dios por permitirnos finalizar este trabajo de grado, asi mismo a todas las
personas que siempre estuvieron pendientes durante el desarrollo de nuestra tesis, tanto amigos de

la carrera como también personas externas a la Universidad.

A nuestro docente asesor el MSc. Jorge Alberto Martinez Gutiérrez, por haber confiado
en nosotras y ayudarnos de la mejor manera con sus observaciones, correcciones y aportes. Tam-
bién por haber estado pendiente sin importar la modalidad y ocupaciones que tuviera, brinddndonos

su tiempo y dedicacion.

Agradecemos de manera muy especial al licenciado Mario Francisco Hernandez Hernandez,
por su ensefianza durante la carrera y también por su gran aporte a nuestro trabajo, por la dedica-
cién y esmero que siempre tuvo para nosotras. Nuestra més sincera admiracion y respeto hacia é€l,

por su excelente desempefio en el drea profesional y también por ser un gran amigo.



10

DEDICATORIA

En memoria de MSc. Marcelino Mejia Gonzdlez, por dejar un gran legado en la seccion de
Matemdtica de la Facultad Multidisciplinaria Oriental y en toda la Universidad de El Salvador,
siendo un buen maestro 'y un gran amigo para muchos estudiantes; por compartir sus grandes
conocimientos en matemdtica a los demds; por ser un ejemplo de superacion, quien a pesar de

las limitaciones economicas logro superarse y llegar a altos e importantes rangos en la

Universidad de El Salvador.



11

Indice general

AGRADECIMIENTOS 5
AGRADECIMIENTOS ESPECIALES 9
RESUMEN 13
ABSTRACT 14
INTRODUCCION 15
OBJETIVOS 17
NOTACIONES 18
1. PRELIMINARES 20
1.1. Topologia . . . . . . . . 20
1.2, Grupos topolOZICOS . . . . . . o v v e e e e e e 29
1.3. EspaciosdeBanach . . . . . ... ... ... ... 34
1.4. Algebrasde Banach . . . . . . . . . .. ... 40
1.5. TeorfadelaMedida . . . . . . . . . . . ... L 44
2. TEOREMAS BASICOS DEL ANALISIS DE FOURIER 63
2.1. Medidade Haary Convolucién . . . . . . . . . .. .. ... ... ... .. ..., 63
2.2. El Grupo Dual y la Transformadade Fourier . . . . . . . ... ... ... ....... 75
2.2.1. LatopologiadeI’. . . . . . . . . . . . .. ... 94
2.3. Transformadas de Fourier-Stieltjes . . . . . . . . . .. .. ... .. .. ... 98
2.3.1. L'Y(G)como unasubdlgebrade M(G). . . . . .. .. . .. . ... ... 111
2.4. Funciones Definidas Positivas . . . . . . . . ... ... oL Lo 123

2.5. Teoremade Inversion . . . . . . . . . . . . 132



2.5.1. Resultados del Teorema de Inversiéon . . . . . . . ... .. .. ... ... ...... 136
2.6. Normalizaciéon de lamedidade Haar . . . . . .. .. ... ... ... ... ...... 138
2.7. ElTeoremade Plancherel . . . . . . .. ... ... ... ... .. ... ... 140
2.8. Teorema de Dualidad de Pontryagin . . . . .. .. ... .. ... ... ........ 150
2.8.1. Algunos resultados del Teorema de Dualidad . . . . ... ... ... ........ 157
2.9. LaCompactificacionde Bohr . . . . . . . . . ... . o oo oo 158
2.10. Una caracterizacionde B(I') . . . . . . . . . . . . e 162

3. LA ESTRUCTURA DE GRUPOS ABELIANOS LOCALMENTE COMPACTOS 166

3.1. La Dualidad entre subgrupos y mapeos cocientes . . . . . . . . . . . . . . ... ... 166
32. SumaDirecta . . . . ... 177
3.3, Grupos MOnotELtiCOS . . . . . . . . ... e e e 187
3.4. El Teorema de Estructura Principal . . . . . .. ... ... ... .. .......... 192

Bibliografia 213



13

RESUMEN

Este trabajo tiene como objetivo principal introducir la teoria del Andlisis de Fourier o
Analisis Armonico a grupos. Para tener una mayor comprension de la parte fundamental de este
trabajo, nos apoyamos de conceptos introductorios previamente estudiados a lo largo de la carre-
ra, entre ellos estin: Topologia, Grupos Topolégicos, Espacios de Banach, Algebras de Banach y
Teoria de la Medida; haciendo un resumen con las propiedades necesarias y basicas de cada uno.
El Capitulo 2 constituye el ndcleo de nuestro trabajo ya que en este se demuestran los Teoremas
basicos del analisis de Fourier, para ello introducimos los fundamentos de la teoria abstracta de la
medida Haar y la transformada de Fourier sobre grupos abelianos localmente compactos. Entre los
teoremas de importancia destacan: El Teorema de Inversion, El Teorema de Plancherel, El Teore-
ma de Dualidad de Pontryagin y la Compactificacion de Bohr; y por ultimo el Capitulo 3 contiene
la teoria de estructura de los grupos abelianos localmente compactos, estudiando la dualidad entre
subgrupos y mapeos cocientes, la suma directa y grupos monotéticos; y finalizando con la demos-

tracion del Teorema de Estructura Principal.

Palabras claves: Medida de Haar, Convolucion, Transformada de Fourier, Transformadas

de Fourier-Stieltjes, Grupo Dual, Compactificacién de Bohr, Suma Directa y Grupos Monotéticos.
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ABSTRACT

The main objective of this work is to introduce the theory of Fourier Analysis or Harmo-
nic Analysis to groups. To have a better understanding of the fundamental part of this work, we
rely on introductory concepts previously studied throughout the career, concepts such as Topology,
Topological Groups, Banach Spaces, Banach Algebras, and Measurement Theory. We then sum-
marize the necessary and basic properties of each concept. Chapter 2 constitutes the core of our
work as it demonstrates the basic theorems of Fourier Analysis. For this we introduce the foun-
dations of the abstract theory of the Haar measure and the Fourier transform on locally compact
abelian groups. Among the theorems of importance are The Investment Theorem, Plancherel s
Theorem, Pontryangin’s Duallity Theorem, and Bohr’s Compactification. Finally Chapter 3 con-
tains the structure theory of locally compact abelian gropus, analyzing the duality of subgroups and
quotient mappings, direct sum and monothetic groups, and the demonstration of Principal Structu-

re Theorem.

Keywords: Haar Measure, Convolution, Fourier Transform, Fourier-Stieltjes Transforms,

Dual Group, Bohr Compactification, Direct Sum and Monothetic Groups.
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INTRODUCCION

El anélisis de Fourier o analisis armonico cldsico se desarrolla sobre el circulo unitario, la
recta real y los enteros. Pero durante los tltimos afios se ha considerado que un escenario propicio
para el estudio y desarrollo del Anélisis de Fourier es la clase de los grupos abelianos localmente
compactos.

Para facilitar la comprension del texto, haremos una breve descripcion de cada capitulo y como

estan estructurados.

En el capitulo I desbozamos toda la teoria basica sobre topologia general, grupos topologi-
cos, espacios de Banach, dlgebras de Banach ya que gran parte del trabajo inicial sobre estas fué
estimulado por el andlisis de Fourier y también teoria de la medida incluyendo en esta conceptos
generales y teoremas fundamentales, entre ellos el Teorema de Radon-Nikodym, Teorema de Re-

presentacion de Riesz y el Teorema de Fubini.

El capitulo II esta constituido por los teoremas bésicos del analisis de Fourier, definimos
la medida de Haar y que es unica salvo una constante positiva 4 > 0, también definimos el grupo
dual como I' = {y: G — C | vy es un caracter continuo}, si la suma se define por (y; + y,)(x) =
vi(xX)y2(x) (x € G; vy, y2 € ). Asi mismo, definimos la transformada de Fourier-Stieltjes y
funciones definidas positivas. Estudiamos principalmente las dlgebras de grupo L'(G) y M(G);
donde L'(G) consiste en el conjunto de todas las funciones complejas en el grupo G que son
integrables con respecto a la medida de Haar, M(G) es el conjunto de todas las medidas de Borel
que son acotadas y regulares y la multiplicaciéon en ambos casos esta definida por la convolucidn.

En el capitulo III desarrollamos la teoria de estructura de grupos abelianos localmente
compactos, iniciando con la seccion de Dualidad entre entre subgrupos y mapeos cocientes, don-

de definimos al anulador A de H como A = {y € I': (x,y) = 1,V x € H}. Luego, tenemos
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la suma directa, recordando que el toro T de dimensién n se define como: T" = T@®--- T =
———

n—veces

TxTx---xT.y posteriormente continuamos con grupos monotéticos, que son aquellos gru-
—_—

n—veces

pos topoldgicos que tienen un subgrupo denso ciclico, y por ultimo demostramos el Teorema de

Estructura Principal.
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OBJETIVOS

Objetivo General:

1. Introducir la teoria del Analisis de Fourier o Anélisis Armonico a grupos.

Objetivos Especificos:

1.1 Establecer conceptos bésicos del Andlisis de Fourier generalizados a grupos.

1.2 Desarrollar a detalle demostraciones de teoremas importantes en el estudio del Anélisis de

Fourier a grupos.
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NOTACIONES

El conjunto A es subconjunto de B.

La interseccion del conjunto A y B.

La unién del conjunto A y B.

La clausura del conjunto A.

f es una funcion del conjunto A al conjunto B.
La funcién f restringida sobre el conjunto A.
Conjunto de imagenes de X.

Denota una sucesion.

El grupo circular toro.

La esfera unitaria.

Los ntimeros reales.

Los nimeros complejos.

Los niimeros enteros.

La norma de x.

La variacion total de u.

u es absolutamente continua con respecto a m.
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LP(m) El conjunto de funciones de Borel con norma finita.
L>(m) EIl conjunto de funciones de Borel acotadas.
C(X) El conjunto de todas las funciones continuas.
C.(X) El conjunto de todas las funciones continuas con soporte compacto.
Co(X) El conjunto de todas las funciones continuas que se desvanecen en el infinito.
®-; Representa la suma directa.
T" Denota la suma directa de T n-veces.
f*g Laconvoluciénde fy g.
f Denota la transformada de Fourier de f.
[ Denota la transformada de Fourier-Stieltjes de pu.
B(I') El conjunto de todas las funciones ji.
I' El conjunto de caracteres continuos.
A(’) El conjunto de todas las f.
A(L'(G)) El espacio ideal méximal de L'(G).

f« Latraslacion de f.



Capitulo 1

PRELIMINARES

En este capitulo introducimos la teoria basica concerniente a topologia general, dlgebras de

Banach y teoria de la medida que son la base para el desarrollo de los siguientes capitulos.

1.1. Topologia

Las demostraciones de proposiciones, teoremas y corolarios en esta seccion se encuentran

en [4].

Definicion 1.1.1. Una topologia sobre el conjunto potencia X es una coleccion T de subconjuntos

de X con las siguientes propiedades:

(a) Xy el conjunto vacio pertenecen a t;

(b) 7 es cerrado bajo la formacion de intersecciones finitas y uniones arbitrarias.

Definicion 1.1.2. Si una topologia t estd definida sobre X, entonces X es llamado un Espacio
Topolégico (Seria mds exacto reservar este nombre para el par ordenado (X, T); pero ignoraremos
esta distincion, asi como otras similares que ocurran después, si no hay riesgo de confusion), y los

miembros de T son llamados conjuntos abiertos, sus complementos cerrados.

20
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Definicion 1.1.3. El conjunto abierto mds grande contenido en un conjunto A C X es el interior

de A.
Definicion 1.1.4. El conjunto cerrado mds pequerio que contiene a A es la clausura A de A.

Definicién 1.1.5. Si B es el complemento de A, entonces A N B es la frontera de A.

Definicion 1.1.6. Si A = X, A es denso en X.
Definicion 1.1.7. Si X tiene un subconjunto denso y numerable, se dice que X es separable.

Definicion 1.1.8. Un entorno de un punto p en (X, 1), es un subconjunto N C X tal que existe un

abierto U € T, verificando que p € U C N.
Definicion 1.1.9. El conjunto cuyo iinico elemento es p se escribe {p}.

Definicion 1.1.10. Si {p} es abierto, entonces p es un punto aislado de X. Si {p} es abierto para

cada p € X, entonces X es un espacio discreto.

Definicion 1.1.11. Una familia Q de subconjuntos abiertos de un espacio topoldgico X es una
base si cada subconjunto de X es una union de conjuntos pertenecientes a Q. Una familia Q, de
vecindades de un punto p € X es una base de vecindad en p si cada entorno de p contiene un

miembro de Q,,.

Definicion 1.1.12. Si a cada par de distintos puntos py, p, de X, existen entornos Ny, N, de p1, p»

disjuntos (es decir; cuya interseccion es vacia), entonces X es llamado un espacio de Hausdorff.

Definicion 1.1.13. Un subconjunto A de un espacio topologico X es en si un espacio topoldgico si
los conjuntos abiertos de A se definen como las intersecciones de los conjuntos abiertos de X con

A. Esta topologia es la Topologia Relativa Inducida en A por X.

Definicion 1.1.14. Un subconjunto A de X (El caso A = X no estd excluido) es llamado Compacto
si cada familia de conjuntos abiertos cuya union contiene a A tiene una subfamilia finita cuya

union contiene a A.
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Definicion 1.1.15. Si cada punto de X tiene un entorno compacto, entonces X es localmente com-

pacto.

Teorema 1.1.16. Un espacio de Hausdorff X es localmente compacto si y solo si para cada p € X

y cada vecindad V de p existe una vecindad U de p tal que U es compactoy U C V.
Proposicion 1.1.17. Cada subconjunto cerrado de un espacio compacto, es compacto.

Demostracion.

Sea X un espacio compacto y sea A C X cerrado.

Sea {U,};c; una cubierta abierta de A, entonces

X:AU(X—A):[U‘L[,»)U(X—A).

iel

Como (X — A) es abierto, entonces es un cubrimiento por abiertos de X. Pero X es compacto,

entonces existen iy, ..., i,, n < oo tal que
X=AUX-A)= {U% U (X - A),
=1
luego A = |J)_; U;,, por lo tanto A es compacto. |

Proposicion 1.1.18. Cada subconjunto compacto de un espacio de Hausdorff es cerrado.

Proposicion 1.1.19. En un espacio de Hausdorff localmente compacto cada punto tiene una base

de vecindades que son conjuntos compactos.

Teorema 1.1.20. Si Q es una familia de conjuntos compactos con la propiedad de intersecciones
finitas (es decir; cada subfamilia finita de € tiene interseccion no vacia), entonces la interseccion

de todos los miembros de € es no vacia.
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Definicion 1.1.21. Si X es un espacio Topologico, oo denota un punto que no estd en X, sea
Sw = 8§ U{oo}, y llamamos un subconjunto A de X, abierto cualquiera si A es un subconjunto
abierto de X o si el complemento de A es un subconjunto compacto de X. Entonces X., es un

espacio compacto, y es llamado Compactificacion de un punto de X.
Teorema 1.1.22. Si X es compacto, o es un punto aislado de X...

Teorema 1.1.23. Si X es un espacio Hausdorff localmente compacto, entonces X., es un espacio

Hausdorff compacto.

Definicion 1.1.24. Un mapeo f de un espacio topologico X a un espacio topologico Y es llamado
continuo si f~'(E) es abierto en X para cada conjunto abierto E en Y; aqui f~'(E) denota el

conjunto de todos los p € X tal que f(p) € E.
Teorema 1.1.25. Si K es compacto, K C X y f es continua, entonces f(K) es compacto.

Demostracion.

Sea f: X — Y continuay K C X compacto.

Sea {U;};c; una cubierta abierta de f(K) por abiertos de Y, entonces f(K) C | J,e; U;.
Luego, como f es continua Vi € I f~'(U;) es abierto en X.
Asi,
Kc &y cf! [U u-] = Jr .

i€l i€l

Como K es compacto Elf‘l((Lli_,.), k=1,...,ntal que

K cUL )
= f(K) cf(U )
= f(K) <UL (1)) c U, U,
= f(K) cULU,

.. f(K) es compacto. [
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Definicion 1.1.26. Si f(E) es un subconjunto abierto de Y siempre que E es un conjunto abierto

en X, entonces f es llamado un mapeo abierto.

Definicion 1.1.27. Si f es uno a uno, si f(X) =Y, y si ambas fy f~! son continuas, entonces f es

un homeomorfismo de X a'Y.

Teorema 1.1.28. Si f es un mapeo abierto continuo de un espacio Hausdorff localmente com-
pacto X a un espacio Hausdorff Y, y si K es un subconjunto compacto de Y, entonces existe un

subconjunto compacto C de X tal que K = f(C).

Definicion 1.1.29. Un conjunto A en un espacio Topologico X es conexo si no es la union de dos

conjuntos no vacios disjuntos que son abiertos en la topologia relativa inducida en A por X.

Definicion 1.1.30. La componente de un punto p € X es la union de todos los subconjuntos

conexos de X que contienen a p.
Teorema 1.1.31. Las componentes son conjuntos cerrados.

Definicion 1.1.32. Si no hay componentes de X que contengan mds de un punto, X es llamado

Totalmente Disconexo.

Proposicion 1.1.33. En un espacio de Hausdorff totalmente disconexo y localmente compacto, los

conjuntos abiertos compactos forman una base.

Definicion 1.1.34. Si 7 y 7| son dos topologias sobre un cojunto X y si T C 7, , entonces 1 se dice
que es mds débil que 1.

Esta terminologia no excluye el caso cuando T = 7.

Si F es una familia de mapeos de X a un espacio topoldgico Y, la coleccion de todas las
intersecciones finitas de conjuntos de la forma f~!(V) (f € F,V abierto en Y) forman una base
para una topologia 7 en X. Cada f € F es evidentemente continua con respecto a 7p, y Tp €s la
topologia mas débil en X con esta propiedad, 7 es llamada la topologia débil inducida en X por F.

De particular importancia es el caso en el cual F es una coleccion de funciones de valor-complejo
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(es decir, Y es el plano complejo).

Definicion 1.1.35. F se dice que separa puntos en X si para cada par de puntos distintos pi, p; en

X corresponde un f € F tal que f(p1) # f(p2).

Proposicion 1.1.36. Si F separa puntos y si Y es un espacio Hausdorff, entonces la topologia débil

inducida por F en X es también una topologia Hausdorff.

Definicion 1.1.37. Sea X un espacio topoldgico y sea

CX)={f: X—> C| fescontinua}.

El soporte de una funcion compleja f en X es la clausura de el conjunto de todos los puntos p en

el cual f(p) # 0, es decir el soporte es el siguiente conjunto:

Soporte(f) ={p € X: f(p) # O}

Se define
C.(X)={f € C(X) | Soporte(f) es compacto }.

Definicion 1.1.38. Si para cada € > 0, la desigualdad |f(p)| < € es cierta para todo p en el

complemento de algiin conjunto compacto, entonces f se dice que se desvanece en el infinito.

Definicion 1.1.39. Sea

Co(X) ={f € C(X) | f se desvanece en el infinito} .

El conjunto de todas las f € C(X) que se desvanecen en el infinito.

Teorema 1.1.40. Cada f en Cy(X) puede ser extendido a una funcion continua en X, definido por

f(00) = 0. 8i S es compacto, entonces C(X) = Co(X) = C.(X).
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Los espacios C(X), Cy(X), C.(X) son cerrados bajo adicion puntual, multiplicacién y mul-

tiplicacion escalar:

D (f+2)p) = f(p)+gp),
2) (f9)p) = f(pgp),

3) (@f)p) = af(p).

Ya que la conmutatividad, asociatividad y distributividad, son leyes que se mantienen, es-
tos espacios son algebras (sobre el campo complejo). Si introducimos una norma en C(X) que se

define por:

1l = sup,ex [F (P, (f € C(X)),

la métrica ||f — gll. convierte a C(X) y a Co(X) en espacios métricos completos, ya que
también son cerrados bajo la formacién de limites de sucesiones uniformemente convergentes. De

hecho, C(X) y Co(X) son ejemplos simples de Algebras de Banach.

Teorema 1.1.41. Si X es un espacio Hausdorff localmente compacto, entonces C.(X) es denso en

Co(X).

Definicion 1.1.42. Sea A una coleccion de funciones complejas en un conjunto X. Entonces A se
desvanece en un punto x en X, si para todas las funciones f en A, f(x) = 0. Si no existe tal punto,

entonces decimos que A se desvanece en ningiin punto de X.

Lema 1.1.43. Sea A una dlgebra de funciones complejas en un conjunto X tal que separa puntos
y se desvanece en ningun punto de X. Supongamos que existen puntos distintos x, y x, de X y sean
c1 y ¢; constantes complejas (o constantes reales si A consiste solamente de funciones reales).

Entonces existe una funcion f en A tal que f(x1) = c1y f(x2) = co.
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Teorema 1.1.44. Sea A una dlgebra de funciones continuas acotadas reales sobre un conjunto
compacto X tal que separa puntos y se desvanece en ningin punto de X. Entonces A es denso en

Cr(X).

Teorema 1.1.45 (Teorema fuerte de Stone-Weierstrass). Sea X un espacio topolégico compacto
y sea A una subdlgebra de C(X) que separa puntos en X, que es autoadjunto (es decir, f € A
implica que f € A, donde f es el conjugado complejo de f), y se desvanece en ningiin punto de

X. Entonces A es denso en C(X).

Demostracion.

Sea A el conjunto de todas las funciones reales en (A.

Si f estd en A, entonces f = g + ih, donde f y g son funciones reales. Entonces

f+f=g+ih+g—ih

f+f=2g

if —if =i(g—ih) —i(g + ih)
if—if=ig+h—ig+h

if —if =2h.

Asi f+ f=2gyif —if =2h. Yaque A es una dlgebra autoadjunta, g y & estdn en A.

Si x; # xp, entonces por Lema 1.1.43, existe una funcion f en A tal que f(x;) = 1y
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f(x2) = 0. Entonces

2¢(x1) = (f + Hx1)
2¢(x1) = f(x1) + f(x))
2g(x;)=1+1

g(x)) =1,

28(x2) = (f + f)(x2)
28(x2) = f(x2) + f(x2)
28(x2) = 0

g(x2) = 0.

Asi g(x;) =1 # 0 = g(x,), entonces Ay separa puntos.

Como A se desvanece en ningun punto de X, entonces para cualquier x en X existe f en A
tal que f(x) # 0. Entonces f también tiene una componente real g tal que g(x) # 0 o f tiene una
componente imaginaria / distinta de cero tal que ii(x) # 0, entonces i # 0. De cualquier manera,
para todo x en X, existe una funcién g o una funcién /& en Ay tal que g o 4 no son cero en x.

Entonces Ag se desvanece en ningtin punto en X.
Asi Ag cumple los requerimientos del Teorema 1.1.44, entonces Ak es denso en el conjun-
to de todas las funciones continuas en X.

Asi festaen C(X),yaque f = g+ ihy gy h estdn en FAg, entonces f esta en A.

.. Aes denso en C(X). ]
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Corolario 1.1.46 (Teorema de Stone-Weierstrass). Sea X un espacio Hausdorff localmente com-
pactoy sea A una subdlgebra de Cy(X) que separa puntos en X, que es autoadjunto, y que contiene

para cada py € X una funcion f, tal que f(po) # 0. Entonces A es denso en Cy(X).

Definicion 1.1.47. Supongamos que A es un conjunto de indices, y X,, es un conjunto para cada
a € A. El producto cartesiano X = [],es Xo es el conjunto de todos los p que son funciones en A

tal que p(a) € X,, para toda a € A, p(a) puede ser considerado como la a-ésima coordenada del

punto p. Si A es finito, decimos que A = 1,2, --- ,n, la notacion usada para X = X; XXX+ --xX, es
también usada para X, y los puntos de X pueden ser considerados como n-tuplas p = (p1,--- , pn)
con p, € X,.

Teorema 1.1.48 (El Teorema de Tychonoft). El producto de cualquier coleccion de espacios com-

pactos es un espacio compacto con la topologia producto.

Proposicion 1.1.49. Un espacio métrico es metrizable si su topologia es inducida por una métrica.

Para un espacio Hausdorff compacto X, las siguientes tres propiedades son equivalentes:
(a) X es metrizable;
(b) X tiene una base contable;
(c) C(X) es separable.

Si X es un espacio Hausdorff localmente compacto o si X es un espacio métrico completo,
el Teorema de Baire sostiene que: X no es la unién contable de cerrados, a menos que uno de ellos

contiene un conjunto abierto no vacio.

1.2. Grupos topologicos

Definicion 1.2.1. Un grupo abeliano es un conjunto G en el cual una operacion binaria, +, estd

definida con las propiedades siguientes
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(@) x+y=y+x Vx,y € G;
b) x+(+2)=x+y)+2z Yx,y,2€G;
(¢c) G contiene un elemento 0 tal que x + 0 =0, Vx € G;

(d) Para cada x € G corresponde un elemento —x € G tal que x — x = 0 (escribimos x — x = 0

en lugar de x + (—x)).

Si A 'y B son subconjuntos de G, A + B denota el conjunto de todos los elementos de la
formaa+ b, cona € A,b € B.
Similarmente, —A es el conjunto de todos los elementos —a, donde a se extiende sobre A, y
A—-B=A+(-B).

Si x € G, es costumbre escribir A + x en vez de A + {x}. Llamemos A + x la traslacién de A por x.

Si un subconjunto H de G es en si mismo un grupo, con respecto a la misma operacion
de grupo, es entonces un subgrupo de G. Para esto es necesario y suficiente que H — H € H. Si

H # G, entonces H es un subgrupo propio de G.

Si H = {0}, entonces H es el grupo trivial.

Definicion 1.2.2. Un homomorfismo de un grupo G a un grupo G es un mapeo ¢ de G a G, tal
que

dx+y) =¢(x)+ () (x,y€Qq).

Definicion 1.2.3. Un homomorfismo que es uno-a-uno y es sobreyectivo, es un isomorfismo. Si
existe un isomorfismo de G sobre G, entonces G y G| son grupos isomorfos, y para muchos

propdositos no necesitamos distinguir entre ellos.

El nicleo de un homomorfismo ¢ es el conjunto ¢~!(0); el nicleo es siempre un subgrupo.
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Si H es un subgrupo de G, los conjuntos H + x, (x € G) son clases de H.
Dos clases H + x y H + y son idénticos si y solo si x —y € H, por otra parte, H + x y H + y son
disjuntos.
El conjunto de todos las clases de H es denotado por G/H,y G/H se convierte en un grupo abeliano

(el grupo cociente de G médulo H) si definimos

H+x)+(H+y)=H+x+y x, yeG.

El mapeo x — H + x es un homomorfismo de G sobre G/H, con nucleo H. Se llama el
homorfismo natural de G sobre G/H.
Reciprocamente, si ¢ es cualquier homomorfismo de G, el grupo ¢(G) puede ser considerado como

un grupo cociente de G :

#(G) = G/¢'(0).

El indice de un subgrupo H de G es el numero de elementos de G/H, es un entero positivo

o infinito.

Definicion 1.2.4. Si x € G y n es un entero positivo , nx es el elemento x + x + ... + x (n sumandos).
Si nx = 0 para algin n, el entero positivo mds pequerio con esta propiedad es el orden de x; si
nx # 0Vn > 0, entonces x tiene orden infinito. Si existe un entero q tal que gx = 0 para todo x € G,

entonces G se dice que es de orden acotado.

Definicion 1.2.5. Si E C G y si no hay un subgrupo propio de G que contiene E, decimos que G
es generado por E, o que E es un subconjunto de generadores. Un grupo generado por un solo

elemento es ciclico.

Definicion 1.2.6. Un grupo abeliano topoldgico es un espacio de Hausdorff G el cual es también

un grupo abeliano, siempre que el mapeo (x,y) — x —y es un mapeo continuo de el espacio
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producto G X G sobre G. Si G es un espacio topologico localmente compacto, entonces G es un

grupo abeliano localmente compacto.

Se sigue que el mapeo traslacion z,, definido por 7,(y) = x + y, es un homeomorfismo de G
sobre G para cada x € G, y también lo es el mapeo x — —x. Si A es un conjunto abierto de G y

B C G, entonces A + B es una union de traslaciones de A y es por lo tanto abierto.

Si Ay B son compactos, entonces A + B es compacto, siendo la imagen del conjunto A X B

bajo el mapeo continuo (x,y) — x + y.

Definicion 1.2.7. Un conjunto E C G es simétrico si E = —E.

Ya que £ N (—E) es simétrico se sigue que en cada grupo abeliano localmente compacto G
existe una base de entornos de 0 que consiste en grupos simétricos compactos. Ademads la conti-
nuidad de la adicién prueba que para cada vecindad W de 0 en G corresponde un entorno V de 0

(que puede ser tomado compacto y simétrico) talque V +V C W.

Teorema 1.2.8. (a) La clausura de cualquier subgrupo de G es también un subgrupo de G.

(b) Cada subgrupo cerrado de un grupo abeliano localmente compacto es abeliano localmente

compacto.

Cada subgrupo abierto es cerrado, esto es asi ya que cada clase de un subgrupo abierto H

es abierto, y ya que H es el complemento de la unién de todos menos una de sus clases.

Teorema 1.2.9. Supongamos que G es abeliano localmente compacto, ¢ es el homomorfismo natu-
ral de G sobre G/H, donde H es un subgrupo cerrado de G, y un subconjunto de G/H es abierto si
y solo si es la imagen bajo ¢ de un subconjunto abierto de G. Entonces G/H es un grupo abeliano

localmente compacto.

Definicion 1.2.10. Si G, es una coleccion de grupos abelianos, su suma directa completa es el

grupo G definido como sigue: G, como un conjunto es el grupo cartesiano de los conjuntos G,
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y la suma se realiza de forma coordenada : Si x € Gyy € G, x +y es el elemento de G cuya

a-ésima coordenada es x(a) + y(@).

La suma directa de los grupos G, es el subgrupo de su suma directa completa que consiste

de todos los x que tienen x(a) # 0 sélo para finitos a.

Si ahora introducimos topologias productos, surgen los siguientes hechos, por el Teorema
de Tychonoft:

La suma directa de cualquier coleccion de grupos abelianos localmente compactos es un
grupo abeliano localmente compacto. La suma directa completa de cualquier coleccién de grupos
abelianos compactos es un grupo abeliano compacto.

Si G = H| + H,, donde H, y H, son subgrupos de G, entonces G es (isomorfo a) la suma

directa H; @ H, de estos dos subgrupos si y solo si H; N H, = 0.

Teorema 1.2.11. Si G es un grupo abeliano de orden acotado, entonces G es una suma directa de

grupos ciclicos.

Ya que la topologia de un grupo abeliano topoldgico G es invariante bajo traslacion, es facil

para introducir la nocién de continuidad uniforme:

Definicion 1.2.12. Un mapeo f de un subconjunto E de G a un espacio métrico con métrica d,
es uniformemente continuo en E, si para cada € > 0, existe un entorno V de 0 en G tal que

d(f(x), f(y)) < e siempre que xe E,ye Eyy—x€ V.

Teorema 1.2.13. Si f es un mapeo continuo de el conjunto compacto E en G a un espacio métrico,

entonces [ es uniformemente continua en E.

Demostracion.
Dado € > 0, corresponde a cada x € E un entorno W, de 0 tal que d(f(x), f(y) < €/2 si

y € EnN (x + W,), existen entornos abiertos simétricos V, de O tal que V, + V, ¢ W,. Ya que
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E es compacto, hay un conjunto finito de puntos xy, x,, .., x, en E tal que la unién de los conjuntos

x;+V, cubreaE.

Si V es la interseccion de estos V., yy—x € V, x € E,y € E, entonces x € x; + V,, para

algini,yyex+V cx;+V, +V Cx;+W,, por lo tanto

d(f(x), f() < d(f(x), f(x) + d(f(x:), f)) < €.

Teorema 1.2.14. Cada f € Cy(G) es uniformemente continua en G si G es abeliano localmente

compacto.

1.3. Espacios de Banach

Las demostraciones de teoremas y proposiciones de esta seccion se encuentran en [2].
Definicion 1.3.1. Un espacio normado X es un espacio vectorial con una norma definida sobre él.

Definicion 1.3.2. Una norma sobre un espacio vectorial X (real o complejo) es una funcion real-
evaluada sobre X cuyo valor en un x € X se denota por ||x|| (se lee “norma de x”) y tiene las

siguientes propiedades:

llxl = 0.

l|x|] = 0 siy solo si x = 0.

llax]| = |a||lx]] Yae K (K =R o C).

e+ yll < Ml + iyl V¥ x, yeX.
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Una norma sobre X define una métrica d sobre X dada por d(x,y) = |[x —y|| Vx,ye Xy

es llamada la métrica inducida por la norma.

La topologia inducida por la métrica anterior es la topologia normada de X.

El conjunto de todos los x € X con ||x|| < 1 es la bola unitaria de X.

Definicion 1.3.3. Un espacio de Banach es un espacio normado que es completo, es decir si cada

sucesion de Cauchy en X converge (bajo la métrica inducida por la norma).
Definicion 1.3.4. Si M es un subespacio lineal cerrado de un espacio normado X, el espacio
cociente X/M se convierte en un espacio lineal normado si introducimos la norma cociente:

llx + M|| = inf]lx +y|| (x € X).
yeM

Si X es un espacio de Banach X/M también lo sera.

Definicion 1.3.5. Un mapeo T de un espacio lineal normado X en un espacio lineal normado Y es

una transformacion lineal si:

n T(x+y)=Tx+T)y.

s T(ax)=aTx Vx,yeX, YaeC.
En otras palabras las transformaciones lineales son homomorfismos de espacios vectoriales.
Proposicion 1.3.6. El niicleo de una Transformacion lineal T es un subespacio lineal.

Definicion 1.3.7. Sean X e Y espacios normados 'y sea T : D(T) — Y una transformacion lineal,
donde D(T) C X. La transformacion T se dice que es acotado si existe un niimero real C > 0 tal
que para todo x € D(T), ||T x| < C||x]|.

17 ]| <C
1l

,

Si T es acotado, entonces existe C € R tal que ||Tx|| < C||x|| asi
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Se define la norma de la transformacion lineal 7" por:

17 ]l
IT|| = sup
w20 |||

Teorema 1.3.8. Una transformacion lineal T es acotada si y solo st es continua.

Definicion 1.3.9. Sean X e Y espacios normados y sea B(X,Y) ={T : X — Y| T es lineal y acotado},

B(X,Y) se convierte en espacio vectorial con las siguientes operaciones.

SiT,T,,T, € BX,Y)y a € C, entonces:

w» 71+ T, : X — Y tal que mapea x — (T| + T5)(x) = T1(x) + T(x).

w aT : X = Y tal que mapea x — (aT)(x) = aT(x).
Teorema 1.3.10. Si Y es un espacio de Banach, entonces B(X,Y) es un espacio de Banach.

SiT € B(Xy, Y), donde X es un subespacio lineal denso de un espacio normado Xy Y es un
espacio de Banach, entonces 7 tiene una tnica extension a un elemento de B(X, Y) con la misma
norma. Este es un caso especial del Teorema general de Espacios Métricos, el cual establece que
cualquier mapeo uniformemente continuo en un espacio completo tiene una extension continua

para completar su dominio.
Definicion 1.3.11. Un funcional es una funcion donde el rango vive en R o C.

Definicion 1.3.12. Un funcional lineal es un operador lineal f con dominio en un espacio vectorial
X y rango en el campo escalar K de X; por lo tanto f : D — K donde K =R si Xesreal y K = C

si X es complejo.

Definicion 1.3.13. Un funcional lineal acotado f es un operador lineal acotado con rango en el
campo escalar del espacio normado X en el cual D(f) estd contenido.

Por lo tanto existe un niimero real c tal que para todo x € D(f), |f| < cl||x||. Mds atin la norma de

fes

Il = SllpM = sup |f(x)].

w0 x| IIx||=1
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Teorema 1.3.14. Un funcional f con dominio D(f) en un espacio normado es continuo si'y solo

si es acotado.

Definicion 1.3.15. Sea X un espacio normado. Entonces el conjunto de todos los funcionales li-

neales acotados en X constituye un espacio normado con norma definida por

11 = sup TN — g )

w0 Il IIxll=1

el cual es llamado el espacio dual de X y se denota por X*, es decir X* es el siguiente conjunto:

X" ={f: X - K: fes un funcional lineal acotado}.

En otras palabras X* = B(X, K).
Teorema 1.3.16. El espacio dual X* de un espacio normado X es un espacio de Banach.

Demostracion.
Sabemos que X* = B(X, K), luego por Teorema 1.3.10, B(X, K) es un espacio de Banach ya que

K =R o C es un espacio de Banach. [

Teorema 1.3.17 (Teorema de Hahn-Banach). Si M es un subespacio lineal (no necesariamente
cerrado) del espacio normado X y si S es un funcional lineal acotado en M, entonces existe

T € X" tal que Tx = S x para todo x € M y tal que ||T|| = ||S]|.
Corolario 1.3.18. Si xo € X y x ¢ M, entonces existe T € X* tal que Tx = 0¥x € M, pero Tx, # 0.

Teorema 1.3.19 (Teorema del Inverso Continuo). Supongamos que X, Y son espacios de Banach.

T e B(X,Y), TesunoaunoyTX =Y, entonces T-' € B(X, Y).

Corolario 1.3.20. Si un espacio vectorial X es un espacio de Banach, con respecto a dos normas
digamos ||-|| y ||'llo, y si existe una constante c tal que ||x|lp < c||x|]| Yx € X, entonces existe una

constante ¢’ tal que ||x|| < c’||x]lp Vx € X.
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Si estas dos desigualdades se mantienen, las dos normas son llamadas equivalentes.

Teorema 1.3.21 (Teorema del grafico cerrado). Si X e Y son espacios de Banach, si T es una

transformacion de X en Y, y si las relaciones
limllx, —x[|=0 y lim||Tx, -yl =0
n—0 n—0

implica que y = T x, entonces T es acotado.

Solo es necesario aplicar el corolario anterior al mapeo x — (x,7Tx) de X en la grafica de
T que es un espacio de Banach con norma ||x|| + ||7 x|
Cada x € X puede ser considerado como una funcién en X* cuyo valor en un punto 7 € X* es T x,
entonces X es una familia de funciones separables en X.

La topologia débil inducida en X* por X es llamada la topologia débil* de X*.

Teorema 1.3.22. Para cualquier espacio normado X la bola unitaria S* de X* es un espacio de

Hausdorff compacto en la topologia débil* de X*.

Proposicion 1.3.23. Si X es separable, entonces un subconjunto contable de X separa puntos en
X
Proposicion 1.3.24. Si X es separable, entonces la topologia débil* de la bola unitaria S* de X*

es metrizable.

El siguiente andlogo del Corolario del Teorema de Hahn-Banach es una consecuencia di-

recta de la definicion de la topologia débil*.

Corolario 1.3.25. Si M es un subespacio lineal cerrado débil* de X* y si Ty ¢ M, entonces existe

x € X tal que Tox # 0, pero Tx = 0 para todo T € M.

Definicion 1.3.26. Supongamos que X e Y son espacios de Banach, X* e Y* son sus duales respecti-

vamente, T € B(X,Y). Para cualquier y* € Y*, el mapeo x — y*(T x) es un funcional lineal acotado
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en X; por lo tanto existe un elemento de X* el cual escribiremos T*y*, tal que (T*y")(x) = y*(T x),

para todo x € X.

El mapeo T* de Y* en X* asi definido es llamado el adjunto de T es fécil ver que T* €

B(X*,Y").

Teorema 1.3.27. Supongamos que X, Y son espacios de Banach, T € B(X,Y), T es uno a unoy

TX es denso en Y, entonces cada una de las siguientes 3 propiedades implica las otras 2.
(a) TX =Y.
(b) Existe 6 > 0 tal que ||T*y*|| = d|ly*|| Vy" e Y™
(c) T"'Y* = X".

Definicion 1.3.28. Sea H un espacio vectorial bajo el campo de los niimeros complejos y supon-
gamos que cada par ordenado x, y € H estd asociado a un niimero (x,y) llamado el producto

interno de x e y, con las siguientes propiedades
(@) (x1 +x2,y) = (x1 +¥) + (x2 +y).
(b) (ax,y) = a(x,y).
(©) (0,1 = (x.).
(d) (x,x)=0.
(e) (x,x)=0siysolosix=0.

Si definimos ||x]| = V/(x, x), entonces H se convierte en un espacio normado.

Si H es completo con esta norma, H es llamado un Espacio de Hilbert.

La desigualdad de Schwarz |(x, y)| < [|x]| - |[y]| es una consecuencia de las propiedades (a),

(b), (¢) y (d) del producto interno.
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Definicion 1.3.29. Un conjunto K en H es convexo si ax + (1 — a)y € K, cuando x, y € Ky

O<a<l.

Cada conjunto convexo cerrado K en un espacio de Hilbert H tiene un tnico elemento x,
de una norma minimal.
Si xo + M C K para algun subespacio M de H, entonces (xp,y) = O para todo y € M, en otras
palabras, x es ortogonal a M.
Si 0 es el unico elemento en H el cual es ortogonal a un subespacio lineal M, entonces M es denso

en H, por el Teorema de Hahn-Banach y la caracterizacion anterior de H™.

1.4. Algebras de Banach

Las demostraciones de teoremas y proposiciones de esta seccidon se encuentran en [7].
Definicion 1.4.1. Una dlgebra A sobre un cuerpo K es un espacio vectorial A sobre K tal que

existe una funcion

AXA — A
(x,y) > x-y

tal que
. x-y)-z=x-(y-2).

2.a)x-y+)=x-y+x-2

b)(x+y)-z=x-z2+y -2
a-(x-y)=(@-x)-y=x-(ay).

Vx,y,z€ A, a e K

Si K =R o C, entonces A se dice que es real o complejo.
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A se dice que es conmutativo o abeliano si la multiplicacion es conmutativa, es decir,

Vx,yeAx-y=y-x

A se dice que es un dlgebra con identidad o unidad si existe e € A tal que ex = xe = x.

Este elemento e es llamado identidad de A.

Definicion 1.4.2. Una dlgebra normada A es un espacio normado, el cual es dlgebra tal que

¥x,y €A, |lxyll < |Ixll - lIyll. Ademds, si A tiene identidad e € A, |le|| = 1.

Definicion 1.4.3. Un dlgebra de Banach es una dlgebra normada la cual es completa, considerada

como espacio normado.
En esta seccidn, el simbolo A siempre denotard una Algebra de Banach conmutativa.

Definicion 1.4.4. Sea A una dlgebra con identidad, un elemento x € A es invertible si tiene inverso

1 1

en A, es decir, existe x~' € A tal que x_'x =e = xx .

Definicion 1.4.5. Una subdlgebra I de A es un ideal en A si xy € I, cuando x € Ayy € L.

Si I # A, I es un ideal propio.

Definicion 1.4.6. Los ideales maximales son ideales propios que no estdn contenidos en ideales

propios mds grandes.

Teorema 1.4.7. Si A tiene identidad, entonces cada ideal propio en A estd contenido en un ideal

maximal y cada ideal maximal es cerrado.

Si I es un ideal en A, se puede definir una multiplicacion en el espacio cociente A/l por

x+DHoy+D=xy+1 (x,y€A).

Esto convierte a A/I en un élgebra, llamada cociente de A médulo /.
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Si I es cerrado y si A/I se le da una norma cociente (ver Definicion 1.3.4), entonces A/I es

un Algebra de Banach.

Un ideal 7 en A es llamado regular si A/I tiene identidad (si A tiene identidad, cada ideal

es regular).

El Teorema 1.4.7 tiene el siguiente reemplazo si A no tiene identidad:

Teorema 1.4.8. Cada ideal regular propio en A estd contenido en un ideal regular maximal y cada

ideal regular maximal es cerrado.

Definicion 1.4.9. Un homomorfismo complejo h de A es un funcional en A que también es multi-

plicativo: h(xy) = h(x)h(y).

Definicion 1.4.10. Se define el Espacio Ideal Maximal de A como

A={h: A — C| hes homomorfismo complejo no idénticamente 0} .

Proposicion 1.4.11. Se cumplen las siguientes declaraciones:

(a) Si I es un ideal maximal regular en A, entonces A/l es (isométricamente isomorfo a) el

campo complejo, y entonces el homomorfismo canonico de A sobre A/l pertenece a A.
(b) Reciprocamente, si h € A, el Kernel o niicleo de h es un ideal maximal regular en A.

(c) Si A tiene identidad, entonces x € A es invertible si y solo si h(x) # 0 para todo h € A. En

cualquier caso, la ecuacion xy = x +y es soluble en A si 'y solo si h(x) # 1 para todo h € A.

(d) Cada h € A es un funcional lineal acotado en A de norma 1.
Asi A es un subconjunto de la bola unitaria S* en el espacio dual A* del espacio de Banach

A.
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(e)

®

(@)

Cada x € A define una funcion X en A dada por

X(h) =h(x) heA.

La topologia débil inducida en A por la coleccion de todas las funciones x es llamada la

Topologia de Gelfand de A.

La topologia relativa en la que A tiene un subconjunto de A* si a A* se le da la topologia

deébil*, coincide con la tolopogia de Gelfand.

Ya que A C §*, S* es compacto con la topologia débil* (Ver Teorema 1.3.22) y que AU {0} se
ve fdcilmente como un subconjunto cerrado de S”*, resulta que A es un espacio de Hausdorff

localmente compacto y que cada x es un miembro de Cy(A) (ver Definicion 1.1.39).

El mapeo x — % es un homomorfismo de A sobre una subdlgebra A de Cy(A), ya que

(X9)(h) = h(xy) = h(D)h(y) = Z(WJ(h)  (x,y € A; h € A).

Y asi similarmente para la adicion y multiplicacion por escalar ya que ||h|| < 1 la desigual-

dad importante ||X||. < ||x|| se mantiene.

Llamamos a X la transformada de Gelfand de x.

Si A tiene una identidad e, entonces A es compacto, ya que é(h) = h(e) =1y 1 € Cy(A) solo

si A es compacto.

Definicion 1.4.12. Si la transformada de Gelfand es un isomorfismo, es decir, si x # 0 implica

X # 0 (o, h(x) # 0 para algiin h € A), entonces se dice que A es semi-simple.
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Teorema 1.4.13. Si A y B son Algebras de Banach conmutativas, B es semi-simple y si ¥ es un
homomorfismo de A sobre B, entonces ¥ es continua (es decir, ¥ € B(X,Y)). Si ¥ # 0, entonces

¥l = 1.

Definicion 1.4.14. El espectro de un elemento x € A se define como el rango de la funcion X
(uniendo al cero). Si A no tiene identidad, de modo que el espectro siempre es un subconjunto

compacto del plano complejo.

El niimero ||X|| es la norma espectral o radio espectral de X.
La ecuacién

m|lx"|"" = [l (x € A)
n—0

es conocida como la formula del radio espectral.

Una aplicacion similar de la férmula de Cauchy muestra que las funciones analiticas operan

en Algebras de Banach:

Teorema 1.4.15. Supongamos que A es un Algebra de Banach semi-simple conmutativa en un
conjunto abierto el cual contiene el espectro de X; si A no tiene identidad, requerimos que F(0) =

0. Entonces, existe un vnico y € A tal que Y(h) = F(X(h)) para todo h € A.

1.5. Teoria de la Medida

En esta parte se limitard a medidas e integrales en espacios de Hausdorff localmente com-
pactos X.

Las demostraciones de teoremas y proposiciones se encuentran en [6].

Definicion 1.5.1.  (a) Una coleccion M de subconjuntos de un conjunto X es una o-dlgebra en

X si:

(1) Xe M.
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(i) Si A € M, entonces X — A € M.

(iii) SiIA=U,_ A, ysiA, € Mparan=1,2,3,..., entonces A € M.

(b) Si M es una o-dlgebra en X, entonces el par (X, M) es llamado un espacio medible, y los

miembros de M se denominan conjuntos medibles en X.

(c) Si X es un espacio medible, Y es un espacio topologico, y si f es un mapeo de X en Y,
entonces se dice que f es medible siempre que f~'(V) es un conjunto medible en X para

cada conjunto abierto 'V en'Y.

Definicion 1.5.2. Sea A la familia mds pequeria de subconjuntos de un espacio topolégico X tal

que:

(a) Contiene todos los subconjuntos cerrados de X.
(b) Es cerrado bajo la formacion de uniones contables.

(¢c) Es cerrado bajo la complementacion, entonces 9 es también cerrado bajo la formacion de

intersecciones contables.

Los miembros de % son llamados conjuntos de Borel de X.

A(X) definiran todos los subconjuntos de X que son de Borel.
Definicion 1.5.3. Sea M una o-dlgebra en un conjunto X. Llamamos a una coleccion contable

{E;} de miembros de M una particion de E si E;NE; = 0 cuando i # j, y si E = UE,.
Una medida compleja pu en M es entonces una funcion compleja en M tal que
W(E) = > u(E) (E €M)
i=1

para cada particion {E;} de E.

Definicion 1.5.4. Llamaremos espacio de medida a la terna (X, M, ), donde X es un conjunto,

Muna o-dlgebra y u una medida.
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Definicion 1.5.5. Con cada medida u en X hay asociada una funcion establecida |u|, la variacion

total de u estd definida por

lul (E) = sup ) u(Ey).

El supremo es tomado en todas las colecciones finitas de conjuntos de Borel E; disjuntos

por pares cuya union es E. Entonces |u| es una medida en X.

Definicion 1.5.6. Si

ul (E) = sup |u| (K) = inf |u[ (V)

para cada conjunto de Borel E, donde K varia sobre los subconjuntos compactos de E y V varia

sobre los superconjuntos abiertos de E. Entonces u es llamada regular.

Definicion 1.5.7. Un conjunto E en un espacio topoldgico es llamado o-compacto si E es la union
contable de conjuntos compactos.
Un conjunto E en un espacio de medida (con medida ) tiene una medida o—finita si E es la union

contable de conjuntos E; con u(E;) < oo

Definicion 1.5.8. Sea

[l = [l (X)

y definamos a

MX) ={u: B(X) —> C| uesregulary |ul| < oo}.

Esta claro que M(X) es un espacio normado si la adicién y multiplicacion escalar se define
por:

(1 + )(E) = i (E) + o (E),  (au)(E) = au(E).

Para cada conjunto de Borel E y cada niimero complejo a.

Consideramos también medidas regulares no-negativas en X, para ello, +co es un valor

admisible.
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Definicion 1.5.9. Si u es una medida en X y A es un conjunto de Borel, la restriccion uy de pa A

es la medida definida por:

HA(E) = (AN E)
SI [ = ua, entonces se dice que |1 se concentra en A.

Si dos medidas u; y u, estan concentradas en conjuntos disjuntos, se dice que el par (u;, i)

€S mutuamente singular, en este caso

et + ol = {leall + [zl

Teorema 1.5.10. Si u € M(X), entonces u se concentra en un subconjunto o-compacto de X (es
decir, en un conjunto que es union contable de conjuntos compactos) y entre todos los subconjuntos

cerrados de X existe uno mds pequerio, el soporte de u en el que u se concentra.

Definicion 1.5.11. Sea y una medida real en una o-dlgebra M. Definimos |u| como en la definicion

1.5.8, y definimos

1 1
= S+, = 5l - w. (1)

Entonces ambas u* y u= son medidas positivas en My son acotadas.

Ademds,

p=pt =g, ul =gt (2)

Las medidas u* y u~ son llamadas variaciones positiva y negativa de u, respectivamente. Esta
representacion de u como la diferencia de las medidas positivas u* y u~ es conocida como la

descomposicion de Jordan de p.

Teorema 1.5.12 (Teorema de descomposicion de Hahn). Sea y una medida real en una o-dlgebra
M en un conjunto X. Entonces existen conjuntos Ay B en M tales que AUB =X, ANB =0y tal

que las variaciones positiva y negativa u* y u~ de u satisfacen

H(E)=pANE), p(E)=-uBNE) (E€M). 3)
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Teorema 1.5.13 (Teorema de descomposicién de Jordan). Si u = A, — Ay, donde A1 y A, son

medidas positivas, entonces 1y > u*y A, > u".

Demostracion.
Sean Ay Ben M.

Como u < 4y, tenemos que

u (E) = u(A N E), por Teorema 1.5.12
< L(ANE)

< 4(E)

Ay > /J+
u (E)=—-u(BNE), por Teorema 1.5.12
<-AL(BNE)
< —A(E)
s>, |

Como p es una medida que tiene una parte real y una parte compleja, asi el Teorema de descom-

posicion de Jordan se cumple también para medidas complejas:

Teorema 1.5.14. Cada u € M(X) tiene una vinica descomposicion de la forma

M= [ — Mo+ I3 — iy

donde u; > 0, u; € M(X) y los pares (uy, 12) y (us, Usy) son mutuamente singulares.

Definicion 1.5.15. Una medida p € M(X) es llamada discreta si se concentra en un conjunto

contable; u es continua si u(E) = 0 para cada conjunto contable E.
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Proposicion 1.5.16. Cada u € M(X) tiene una inica descomposicion u, + u., donde p, es discreta

Y U, es continua.

Definicion 1.5.17. Sea u € M(X), si m es una medida no negativa en X y u(E) = 0 cuando
m(E) = 0, entonces se dice que u es absolutamente continua con respecto a m.
Y se denota por

U< m.

Teorema 1.5.18 (Teorema de Descomposicién de Lebesgue). Si u € M(X) y m > 0, entonces u
tiene una tnica descomposicion u = pu, + [, donde u, es absolutamente continua con respecto a

my U es singular con respecto a m.

Definicion 1.5.19. Una funcion compleja f definida en X es llamada funcion de Borel si f~1(V) es

un conjunto de Borel para cada conjunto abierto V en el plano complejo.

Proposicion 1.5.20. Si u € M(X), todas las funciones de Borel acotadas en X son integrables con

respecto a u, y se cumple la siguiente desigualdad:

ffd#‘ < lpell - sup [ f(x)] -
X

xeX

Definicion 1.5.21. Si m es una medida no negativaen X y si 0 < p < 0. Sea
LP(m) = {f: X — C| f esfuncion de Borel con ||f|, < oo}.

La norma estd definida por:

1/p
1l = (f Ifl”dIn) : 4)
X

Si identificamos funciones que difieren s6lo en un conjunto E con m(E) = 0, LP(m) se
convierte en un espacio de Banach, normado por (4),s1 1 < p < oo, L*(m) es un espacio de Hilbert,

con producto interno

(9= [ fedm.
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Definicion 1.5.22. Sea
L”(m)={f: X > C| f esuna funcion de Borel acotada} ,

normada por

Ifllo = ess sup lf(.

El supremo fundamental de | f| es, por definicion, el niimero mds pequerio A tal que m({x : f(x) > A}) =

0. Ademds identificamos cualesquiera dos miembros f, g de L*(G) para la cual ||f — gll = 0.

Teorema 1.5.23. Sea u una medida compleja en una o-dlgebra M. Entonces existe una funcion

medible h tal que |h(x)| = 1 para todo x € X tal que
du = hd | . )

Teorema 1.5.24 (El Teorema de Radon-Nikodym). Si u € M(X), si m es una medida no negativa

en X, y si u es absolutamente continua con respecto a m, entonces existe f € L'(m) tal que

Mﬂ=fﬂm
E

para todos los conjuntos de Borel E en X.

Ademds,

|w=fmm:mu

X
Proposicion 1.5.25 (Reciproco del Teorema de Radon-Nikodym). Si f € L'(m), la medida definida

por u(E) = fE fdm pertenece a M(X) y es absolutamente continua con respecto a m.
Proposicion 1.5.26. Si m es regular, entonces C.(X) es denso en L'(m) y en LP(m),1 < p < oo.

Teorema 1.5.27. Supongamos que m > 0,1 < p < oo, y % + é = 1.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 51

Los funcionales lineales acotados T en LP(m) estdn en correspondencia uno-a-uno con los

miembros de g de L1(m): Cada T € (L?)* es de la forma

Tf= f fodm (f € L)),

yITI = ligllg- Ast LT = (LP)".

Teorema 1.5.28 (Teorema de representacion de Riesz (Caso real)). Sea X un espacio de Hausdorff
localmente compacto, y sea A un funcional lineal positivo en C.(X). Entonces existe una o-dlgebra
M en X que contiene todos los conjuntos de Borel en X, y existe una tinica medida positiva u en

M que representa A en el sentido que

(a) Af = fod,u, para cada f € C.(X),

y que tiene las siguientes propiedades adicionales:
(b) u(K) < oo, para cada conjunto compacto K C X.

(c¢) Para cada E en M, tenemos

U(E) = inf{u(V): E C V,V abierto}.
(d) La relacion
U(E) = sup{u(K): K C E, K compacto},

se cumple para cada conjunto abierto E en M con u(E) < oo.

(e) SiEe M, AcC Eyu(E) = 0,entonces A € M.

Proposicion 1.5.29. Si u € M(x), el mapeo [ — fx fdu es un funcional acotado en el espacio de

Banach Cy(X) (ver Definicion 1.1.39).
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El reciproco de este resultado es:

Teorema 1.5.30 (Teorema de representacion de Riesz (Caso complejo)). Si X es un espacio de
Hausdorff localmente compacto, entonces cada funcional lineal acotado T en Cy(X) es represen-

tado por una vinica medida u € M(X), tal que

Tf= fxfd,u (f € Co(X)). (6)

Ademas, la norma de T es la variacion total de u:

Tl =l (XD (7

Demostracion.
Primero establecemos la unicidad. Supongamos que u € M(X) sobre X y que fG fdu = 0 para todo
f € Cyp(X), Por Teorema 1.5.23 existe una funcién de Borel 4, con |h| = 1, tal que du = h |u|. Para

cualquier sucesion {f,} en Cy(X) tenemos que

00 = [ G- fonata < [ o= f]ala. ®)
X X

y como C.(X) es denso en L'(|u|) (Proposicién 1.5.26), f, puede ser elegida tal que la tltima ex-
presion en (8) tienda a 0 cuando n — oo. Asi |u|(X) = 0, y u = 0. Luego, la diferencia de dos
medidas de Borel regulares complejas en X es regular. Esto prueba que como méximo una medida

u corresponde a cada 7.

Ahora consideremos un funcional lineal acotado T en Cy(X). Sin perdida de generalidad

supongamos que ||7’|| = 1. Debemos construir un funcional lineal positivo A en C.(X), tal que

ITHI < AQfD < MIfI (f € Ce(X)), (€))

donde || f|| denota la norma del supremo.
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Una vez que tenemos este A, lo asociamos con una medida de Borel A4, como en el Teorema

1.5.28. La conclusion del Teorema 1.5.28 prueba que A es regular si A(X) < co. Como

AX) =sup{Af: 0< f<1,feC(X)

y como |Af| < 1si|[f]| <1, vemos que A(X) < 1.

También deducimos de (9) que

IT(HI < AdfD = flfl da=|lfll (f € C(X)). (10)
X

La tltima norma se refiere al espacio L'(1). Asi T es un funcional lineal en € C.(X) de norma a lo
sumo 1, con respecto a la L'(1)-norma en C.(X). Existe una extension que preserva normas de T a
un funcional lineal en L!(1), y por lo tanto el Teorema 1.5.27 (caso p = 1) da una funcién de Borel
g, con |g| < 1, tal que

T(f) = fx Fedd (f € CUX)). (10

Cada miembro de (11) es un funcional continuo en C.(X), y C.(X) es denso en Cy(X). Por lo tanto

(11) se cumple para todo f € Cy(X) y obtenemos la representacion (6) con du = gdA.

Como ||T|| = 1, (11) prueba que

flgld/l 2 sup{|T(Hl : f € Co(X),[Ifll <1} = L. (12)
X

También sabemos que A(X) < 1y |g| < 1. Estos hechos son compatibles s6lo si A(X) = 1y|g| =1

casi en todas partes [1]. Asi d |u| = |g|dA = dA, por Teorema 1.5.24, y

ul (X) = AX) =1 =|T], (13)
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Por lo tanto

lul (X) = IT1I.

Asi, todo depende de encontrar un funcional lineal positivo A que satisfaga (9).

Si f € C/(X) (la clase de todos los miembros reales no negativos de C (X)), definimos

Af = sup{|T()| : h € C(X),h < f}. (14)

Entonces Af > 0, A satisface (9), 1 < fi < f, entonces Af; < Af, y Alcf) = ¢cAf sices una

constante positiva. Debemos probar que

A(f+g) =Af+Ag (f.g € CI(X)), (15)

y luego tenemos que extender A a un funcional lineal en C.(X).

Sean fy gen C/(X). Sie > 0,existen h; y hp en C.(X) tal que |h| < f, |ha| < gy

Af <|T(h)l+e€, Ag<I|T(h)+e€. (16)

Existen ndmero complejos y;, v; = 1, de modo que y,T(h;) = |T(h)|,i =1, 2.

Entonces

Af + Ag < [T(hy + T(ho))| + 2€
= T(thl + thz) + 2€
< A(| + |hal) + 2¢€

<SA(f+g)+ 2e,

asi que la desigualdad > se cumple en (15).
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Sea h € C.(X), sujeto solo ala condicién & < f + g,sea V = {x: f(x) + g(x) > 0}, y definamos

J(x)h(x) __8)h(x)

h(x) = =20 py(x) =
W= v YT 0+ e

(xeV),

hi(x) = hy(x) =0 (x ¢ V). A7)

Es claro que h; es continua en cada punto de V. Si xy ¢ V, entonces h(xy) = 0; como A es continua
y ya que |h(x)| < |h(x)| para todo x € X, se sigue que xy es un punto de continuidad de A;. Asi
h; € C.(X), y lo mismo se cumple para h;.

Como h = hy + hy y |hy| < f, |h,y| < g, tenemos que
[T(W| =T (h) +Th)| < |T(h)| +T(h)l < Af + Ag.

Por lo tanto, A(f + g) < Af + Ag.
SN+ =Af+Ag.
Si f es ahora una funcidn real, f € C.(X), entonces 2f* = |f| + g, asi que f* € C}(X); igualmente,

fmeCi(X);ycomo f = f" — f~, es natural definir

Af =Af"=Af" (f € CX), f real) (18)

y
A(u+iv) = Au + iAv. (19)
Por lo tanto el funcional extendido A es lineal en C.(X). |

Otra version util de Teorema de Representacion de Riesz es como sigue:

Teorema 1.5.31. A cada funcional T en C.(X) tal que Tf > 0 si f > 0, le corresponde una tinica
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medida regular no negativa m en X tal que

Tf:f}wn<feaa»
X

Definicion 1.5.32. Supongamos uy A son medidas regulares en espacios de Hausdorff compactos
X y Y. Para cualquier conjunto A X B en X X Y donde A y B son conjuntos de Borel en X y Y,

respectivamente definimos

(X DA X B) = p(A)A(B).

La funcién de conjunto u X A asi definida en “rectdngulos” tiene una tnica extension para

una medida regular u X A en el producto espacio X X Y.

Teorema 1.5.33 (Teorema de Convergencia Monétona de Lebesgue). Sea {f,} una sucesion de

funciones medibles en X,y supongamos que
(@) 0< fi(x) < fo(x) £+ < o0 para cada x € X.
(b) fu.(x) = f(x) cuando n — oo, para cada x € X.

Entonces f es medible y

ffndﬂﬁffdu cuando n — oo.
X X

Definicion 1.5.34. Con cada f en X X Y y con cada x € X, asociamos una funcion f, definida en

Y por f:(y) = f(x,y).

Similarmente, siy € Y, f* es la funcion definida en X por fY(x) = f(x,y).
Teorema 1.5.35. Sea f una funcion (', 7 )-medible en X X Y. Entonces
(a) Para cada x € X, f, es una funcion 7 -medible.

(b) Paracaday €Y, f es una funcion .-medible.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 57

Teorema 1.5.36. Sean (X, ., 1) y (Y, 7, ) espacios de medida o-finitos. Supongamos que Q €
S X T Si
e(x) = AQy), YO =wQ)

para cada x € X yy € Y, entonces ¢ es ./ -medible, y es 7 -medible y

f edu = f YdA.
X Y

Definicion 1.5.37. Si (X, ., u) y (Y, 7, Q) son como en el Teorema 1.5.36, y si Q € . X 7,

definimos

(uxA(Q) = f AQx)du(x) = f pu(Q")dA(y).
X Y

Teorema 1.5.38 (Teorema de Fubini). Sea (X, ., u) y (Y, 7, A) espacios de medida o-finita y sea

f una funcion (.#, 7 )-medible en X X Y.

(a) Si0< f<ocoysi

o) = f fdd, W) = f Pdu (xeX, yeY) 20)
Y X

entonces ¢ es . -medible, y es .7 -medible y

ftpd,u:f fd(,ux/l):ft,//d/l. 1)
X XxXY Y

(b) Si f es complejay si

90*(x)=f|f|xdﬂy f¢*dﬂ<00,
Y X

entonces f € L'(u x A).

(c) Si f € L'(uxA), entonces f,. € L'(A) para casi todos los y € Y, las funciones ¢ y , definidos

por (20) casi en todas partes, estdn en L' (1) y L'(), respectivamente y (21) se cumple.
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Demostracion.
(a) Por Teorema 1.5.35, las definiciones de ¢ y ¢ tienen sentido.
Supongamos que Q € . X Iy f = x. Por Definicién 1.5.37, (21) es exactamente la conclusion
del Teorema 1.5.36. Por lo tanto, (a) se cumple para todas las funciones (. X .7")-medibles simples

no negativas s.

En el caso general, existe una sucesion de funciones s,, tal que 0 < s; < 5, < --- y
s,(x,y) = f(x,y) en cada punto de X X Y. Si ¢, estd asociada con s, de la misma manera en que ¢

se asocid a f, tenemos

fsﬂnd#:f Spdux ) (n=1,2,---) (22)
X XxY

El Teorema de convergencia mondtona 1.5.33 aplicado a (Y, .7, 1), prueba que ¢,(x) au-
menta a ¢, para cada x en X, cuando n — oo. Por lo tanto el Teorema de convergencia mondétona,
aplicado de nuevo a las dos integrales en (22), y se obtiene la primera igualdad de (21). La segunda

igualdad de (21) se obtiene intercambiando los roles de x y y. Esto completa (a).
(b) Si aplicamos (a) a |f|, vemos que es cierto (b).

(c) Para probar este literal es suficiente probar para L!(u x A1) real, entonces se seguiria el

caso complejo . Si f es real (a) se aplicaa ffya f~.

Sea ¢; y ¢, que corresponden a [y f~ como ¢ corresponde a f en (20).
Yaque f € L'(ux )y f < |f], y ya que (a) se cumple para f*, vemos que ¢; € L'(u). Similar-

mente ¢, € L' (u).
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Ya que
L= = (s

tenemos f, € L'(1), para cada x en el cual ¢;(x) < 00y ¢, < 00; ya que ¢; y ¢, estan en L' (u), esto

sucede para casi todos los x, y en cualquiera de esos x tenemos ¢(x) = ¢;(x) — ¢,(x). Por lo tanto

¢ € L'(p).

Ahora (21) se cumple con ¢; y f* ycon ¢, y f7, en lugar de ¢ y f, si restamos las ecua-
ciones resultantes obtenemos la mitad de (c), la otra mitad se prueba de la misma manera con f7 y

Y enlugar de f,y ¢. [

Nota. La primera y ultima integral en (21) también se pueden escribir en la forma mas

habitual

f f S, y)dA(y)du(x) = f f f G, y)du(x)dA(y). (23)
XJY Y JX

Son las llamadas “integrales iteradas” de f. La integral del centro en (21) se refiere a menudo como
una integral doble.

La combinacion de los literales (b) y (c) da el siguiente resultado: Si f es (. X .7)-medible y si

fx fy LG ) dA)d(0) < oo, 24)

entonces las dos integrales en (23) son finitas e iguales.

En otras palabras “el orden de integracion puede invertirse” para funciones f (¥ X J)-

medibles cuando f > 0 y también cuando una de las integrales iteradas de |f] es finita.

Teorema 1.5.39. Sea f una funcion medible, ya sea real-evaluada o compleja-evaluada, en un

espacio medible (X, M). Entonces existen funciones simples ¢ tal que
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(a) ¢r — f puntualmente cuando k — oo.

(®) [P0l < |f(X)| para cada k y x.
(¢c) La convergencia es uniforme en todos los conjuntos en los que f esta acotada.

Teorema 1.5.40. Sea (X, M, i) un espacio medible y f una funcion medible en X y supongamos

que para todo E € M tenemos que fE f = 0. Entonces f = 0 casi en todas partes.

Demostracion.
Realizaremos esta prueba en dos casos, cuando f sea una funcidn real-evaluada y cuando f sea
una funcién compleja-evaluada.

Caso I: Sea f una funcion real-evaluada.

Razonando por contradiccion.
Sea p({x: f(x) # 0} > 0.

Entonces tenemos
{x: f(x)#0}={x: f(x) >0} U {x: f(x) <0},

por lo que debemos tener uno de estos dos conjuntos con medida positiva.

Digamos que es el primero (el argumento para el segundo es andlogo).

Entonces

1 1
{x: f(x) >0} = U{x L f(x) > Z} =| JE, dondeE, = {x L f(x) > ;}
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entonces nuevamente uno de estos conjuntos E, tiene medida positiva.

Digamos que E; tiene medida positiva y como f(x) > % en Ey, entonces se cumple

1 1
> —pu=puE)—->0
L&w Lﬂﬂllkk

Por lo tanto tenemos una contradiccion ya que fEk f=0.
.. f =0 casli en todas partes.

Caso II: Sea f una funcién compleja-evaluada.

Entonces

f = fi+if,, donde f;y f, son funciones real-evaludas
[r=[ i 5
E E E

Supongamos que fE f=0.

Entonces

szﬁﬁ+ﬁ£ﬁ:0

fEﬁ:O,
Lﬁ:&

Por lo tanto, aplicando el Caso I tenemos que f; = 0y f, = 0 casi en todas partes.

61
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Luego como f; = 0y f, = 0O casi en todas partes, entonces f = f; + if, = 0 casi en todas

partes. [



Capitulo 2

TEOREMAS BASICOS DEL ANALISIS
DE FOURIER

El material contenido en este capitulo constituye el nicleo de nuestro tema.

A menos que se indique lo contrario, cualquier grupo en este trabajo serd abeliano y lo-
calmente compacto, con la suma como operacién de grupo y el O como elemento identidad. La

abreviatura ALC se utilizard para denotar Abeliano Localmente Compacto.

2.1. Medida de Haar y Convolucion

Definicion 2.1.1. En cada grupo ALC G, existe una medida no-negativa regular, llamada medida

de Haar de G, que no es idénticamente 0y que es invariante bajo traslacion. Es decir
m(E + x) = m(E) (1)

para cada x € G y cada conjunto de Borel E en G.

La idea para probar que existe una medida de Haar, es construir un funcional lineal T

invariante bajo traslacion de todas las funciones complejas continuas en G con soporte compacto

63
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(Halmos, P.R. [1]). Esto significaque Tf > 0si f >0y T(f,) = Tf, donde f, es la traslacion de
f definida por
) =f0-x) el (2)

Tan pronto como se hace esto, el Teorema de Representacion de Riesz muestra que hay una

medida m con las propiedades requeridas tal que

Tf=ffdm (f € C(G)). 3)
G

Proposicion 2.1.2. Si V es un conjunto abierto no vacio de G, entonces m(V) > 0.

Demostracion.
Queremos probar que m(V) > 0, pero por ser m medida de Haar es no negativa asi se sabe que

m(V) > 0.

Razonando por contradiccion supongamos que m(V) = 0.
Sea K un conjunto compacto de G cualquiera.
SeaxyeV.
Luego por ser V abierto, asi V + (x — xo) es abierto (ya que estamos trabajando en un grupo
Topolégico G) para todo x € K.

Como x = xg + (x — xp) € V + (x — xp), luego
F={V+(&x—-xy): x€ K}
es una cubierta de K y por ser K compacto existe una subcubierta finita de F' digamos

{(V+(xi—x0), V+(x2—2x0),..., V+(x,—x0)}.
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Luego, K € U, V + (x; — xo) asi,
m(K) < > m(V + (xj = x0) = Y m(V),
j=1 =1

ya que m es invariante por ser medida de Haar.
Luego m(K) < 0, asi m(K) = 0.

s.m(K) =0,VYK compacto en G.

Sea E un conjunto de Borel en G. Por ser m una medida regular se tiene por definicién que
Im| (E) = sup |m| (K),

donde K varia sobre los conjuntos compactos K de E.
Como |m|(K) = sup ), |u(E;)| donde el supremo se toma sobre todas las colecciones finitas de
conjuntos de Borel disjuntos por pares E; cuya unioén es K y como m es no negativa, asi m(E;) <

m(K) = 0, entonces m(E;) = 0 Vi, de donde |m| (K) = 0 para todo subconjunto compacto K de E.
Luego, |m| (E) = sup|m|(K) =0, asi 0 < m(E) < |m|(E) = 0.
Entonces m(E) = 0.
Por lo tanto, la medida de Haar es la medida cero ya que para todo E Borel, m(E) = 0 lo
cual es absurdo porque no es idénticamente cero.

S.m(V) > 0. |

Hemos hablado de la medida de Haar de G. Esto se justifica por el siguiente Teorema de

Unicidad:

Teorema 2.1.3. Si m y m’ son dos medidas de Haar en G, entonces m’ = Am, donde A es una
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constante positiva.

Demostracion.

Sea g € C.(G) fijo, de modo que fG gdm = 1. Definimos A por ng(—x)dm’(x) =A

Para cualquier f € C.(G), entonces tenemos

vffde:jiﬂwdmoojiﬂmexm
G G G

= f g(y)ydm(y) f f(x+ y)dm'(x), yaque lamedida de Haar es invariante bajo traslacion
G G

= f f g f(x + y)dm'(x)dm(y), por, Teorema 1.5.38 de Fubini
G JG

= f f gy — x)f(y)dm’'(x)dm(y), ya que la medida de Haar es invariante bajo traslacién
G Je

= f fO) f g(y — x)dm’ (x)dm(y)
G G

:/lfodm.

ComoTf = fG fdm donde m es Unica, asi hemos probado que

Tf:ffdm
G
:%ffdm’
“ 4)
- [ rap
ml
=fod#, p=—.

Luego por la unicidad de la medida en el Teorema de Representacion de Riesz se sigue que m = p,

estoes, m = ’"7, obteniendo m’ = Am.

Note que el uso del Teorema de Fubini era posible usarlo en el célculo anterior ya que los
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integrandos g(y) f(x +y) y g(y — x) f(y) estan en C.(G X G).

Asi la medida de Haar es tnica, salvo una constante positiva multiplicativa. [

Definicion 2.1.4. Si G es compacto, se acostumbrard normalizar m para que m(G) = 1. Si G
es discreto, cualquier conjunto que consista de un solo punto se le asigna la medida 1. Estos
requerimientos son por supuesto contradictorios si G es un grupo finito, pero estos no nos causard

ninguna dificultad.

Habiendo establecido la unicidad de m, ahora cambiaremos nuestra notacion, y escribire-
mos fG f(x)dx en lugar de j;; fdm. Asi dx,dy, ... siempre denotardn integracion con respecto a la

medida de Haar.
Proposicion 2.1.5. Para cualquier conjunto de Borel E en G m(—E) = m(E).

Demostracion.
Tomemos m’(E) = m(—E), entonces m’ es una medida de Haar en G, y entonces hay una constante
A tal que por Teorema 2.1.3 tenemos que m(—E) = Am(E) para todos los conjuntos de Borel E.

Tomando E, de modo que —F = E, vemos que 4 = 1.

. m(—E) = m(E). [ |

Definicion 2.1.6. Traslacion en LP(G). Si G es un grupo ALC y 1 < p < oo, escribiremos LP(G)

en lugar de LP(m) (ver definicion 1.5.21).

Estd claro que las LP-normas son invariantes bajo traslacion, es decir,

Wl = [If1l,  (x €6, (&)
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donde, recordemos, f, es la traslacion de f definida por

L) =fO0-x OeG). (6)

Teorema 2.1.7. Supongamos que 1 < p < ooy f € LP(G). El mapeo

x> fi (7

es un mapeo uniformemente continuo de G en LP(G).

Demostracion.
Sea € > 0.
Ya que C.(G) es denso en LP(G) existe g € C.(G), con soporte compacto K, tal que [lg — fll, < 5y

la continuidad uniforme de g implica que existe una vecindad V de 0 en G, tal que
€ -1
lg = gxlles < 3 Im(K)]7, ®)
para todo x € V. Por lo tanto ||g — g.ll, < §, y entonces

||f - fx”p < “f - g”p + “g - gx”p + “gx - fx”p <€

si x € V. Finalmente, f, — f, = (f — fi-v)x asi que ||fy — fill, < € siy —x € V, y la prueba estd

completa. [

Note que el mismo Teorema (con la misma prueba) es verdadero con Cy(G) en lugar de

LP(G), pero es falso para L*(G), a no ser que G sea discreto.

Definicion 2.1.8. Convoluciones. Para cualquier par de funciones de Borel [y g en el grupo ALC



CAPITULO 2. TEOREMAS BASICOS DEL ANALISIS DE FOURIER 69

G definimos su convolucion f = g por la formula

(f * () = f FCx = y)g0)dy ©)
G
siempre que
fc G — gl dy < oo. (10)

Note que la integral (9) puede también ser escrita en la forma

f £ (x0)gdy. (11)
G

Teorema 2.1.9. (a) Sila desigualdad (10) se cumple para algiin x € G, entonces
(f *&)(x) = (g * Hx).

(b) Si f € LY(G)y g € L*(G), entonces f * g es acotada y uniformemente continua.

(c) Sify g estin en C.(G), con soportes compactos A y B, entonces el soporte de f * g se

encuentra en A + B, de modo que f + g € C.(G).
) 1 1
(d Sil<p<oo, —+—=1, feLP(G)yg € LI G), entonces f = g € Co(G).
P 9

(e) Sify g estdn en L'(G), entonces la desigualdad (10) se mantiene para casi todos los x € G,

f*g € LY(G)y la desigualdad
1S = gl < [1f1hllglls

se cumple.
(f) Sif g hestdn en L'(G), entonces (f x g) * h = f (g * h).

Demostracion.
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Reemplazando y por y + x en la ecuacion (9) y aplicando la Proposicion 2.1.5 obtenemos

(f*g)x) = f J(=»gly + x)dy = f fg(=y + x)dy = (g * f)(x)
G G

y el literal (a) estd probado.

Bajo las hipétesis de (b), tenemos

F * ) = (g * A
. | f g(x—y)f(y)dy‘
G
< fG lg(x = ) ) dy
_ f g(x = VI If )] dy
o (12)
< fG lglle lF O dy: v que liglle = lgCx - )l
~ Jlgll f )l dy
G

= [Iglleollf1hy
= [I/111118lleo-

SN 2@ < Nflliliglle (x € G), de modo que f * g es acotado.

Para x € G, z € G. tenemos

I(f * g)(x) = (f * ()] < fG |f(x—y)— fz=yIlgldy

<= = f=clhllglleo-

El Teorema 2.1.7 muestra que la tltima expresion puede hacerse arbitrariamente pequefia restrin-

giendo x — z para que se encuentre en una vecindad adecuadamente elegida de O y asi se prueba

(b).
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Si f se desvanece fuera de A y g se desvanece fuera de B, entonces f(x — y)g(y) = 0 a
menos que y € By x —y € A, es decir, a menos que x € A + B. Asi f * g se desvanece fuera de

A + By se prueba el literal (c).

Para probar (d), escogemos las sucesiones {f,} y {g.} en C.(G) tal que ||f, — fll, — Oy
llg» — gll; = 0 cuando n — 0. La desigualdad de Holder muestra que f, * g, — f * g uniforme-

mente. Por (¢), f,, * g, € C.(G). Por lo tanto f * g € Cy(G), y se prueba (d).

La prueba de (e) dependerd del Teorema de Fubini; y primero tenemos que demostrar que
el integrando en (9) es una funcion de Borel en G X G. Fijando un conjunto abierto V en el plano,
ponemos E = f~'(V), E' = EXG,yseaE” ={(x,y): x—y € E}. Entonces E’ es un conjunto de
Borel en G X G y ya que el homeomorfismo de G X G sobre si mismo que lleva (x,y) a (x +y,y)
mapea E’ sobre E”, E” es también un conjunto de Borel. Ya que f(x—y) € V siysolosi(x,y) € E”,
vemos que f(x —y) es una funcién de Borel en G X G y también lo es el producto f(x — y)g(y). Por

el Teorema de Fubini,

f f G = Vel dxdy = I1flhllglh-

G JG
Si denotamos a ¢(x) = fc |1 (x — y)g(»)dy, se sigue que ¢ € L'(G). En particular, ¢(x) < oo

para casi todos los x, y entonces (f * g)(x) existe para casi todos los x. Finalmente
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I(f *+ &) < ¢(x)

f I(f * @) dx < f p(x)dx
G G
i <glh < [ [ 1= yeolds
G JG

I # gl < f f G = g0l dydx
G JIG

1+ gl < {1 f1lllglh-

Asi la prueba de (e) estd completa.

La prueba de (f) es también una aplicacion del Teorema de Fubini, justificada por (e) para

casi todos los x:

(f * (g * h))(x) = f f(x = 2)(g * h)(2)dz
G
_ f f F(x = 2)8(z — Yh(y)dydz
G JG
= f f f(x—z-y)g(@h(y)dydz
G JG
_ fG (f * §)(x — YhO)dy

= ((f * &) * D(x).

Teorema 2.1.10. Para cualquier grupo ALC G, L'(G) es un dlgebra de Banach conmutativa, si la

multiplicacion estd definida por la convolucién. Si G es discreto, L'(G) tiene identidad.

Demostracion.

La primera declaracion se sigue de las partes (e), (f) y (a) del Teorema 2.1.9, ya que la ley distri-
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butiva: f (g + h) = f * g+ f * h es cierta. Si G es discreto y la medida de Haar es normalizada

como se indica en la definicion 2.1.4.

G = .z} Entonces

(f * ) = f G = MgO)dy

f fx=y)egdy

=, f Flx = y)g0)dy

7eG

= > = y)g(dy f 1dy

zeG

- Z fx = y)g»dym({z})

zeG

= > fx=(dy.

zeG

Y si e(0) = 1, pero e(x) = 0 para todo x # 0, entonces |lell; = [ le(x)|dx = [;0]dx = 0 <

oo, Yx # 0, entonces e € L'(G).

(f *e)x) = Y fix=y)e()

VeG
= > flx = 0)e(0)
0cG
= f(x)
S(fre)=f.
Asi e es la identidad de L'(G). [

Si G no es discreto, entonces L' (G) no tiene identidad, pero las unidades aproximadas estan

disponibles.
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Teorema 2.1.11. Dado f € L'(G) y € > 0, existe una vecindad V de 0 en G, con la siguiente
propiedad: Si u es una funcion no negativa de Borel que se desvanece fuera de V, y si fG u(x)dx =1,

entonces

If = f*uli <e

Demostracion.
Por el Teorema 2.1.7 podemos escoger V de modo que ||f — f,lli < € Vy € V. Si u satisface las

hipétesis, tenemos

(F *w)(x) — f(x) = fG L Cx =) = FCOlu)dy

asi que

dx

1 = fll = f F *w)(x) - F)]dx
G
G

f [£(x = y) = F)]u)dy

G

< [ [ 1= reoruoiarx
G JG

_ f ( f fx—y) = fOO) |u<y)|dx)dy
G G

_ f (|u(y>| f Flx - y)—f(x)|dx)dy
G G

= flu(y)l fy — flhdy
G
=f Iu(y)lllfy—fllldy+flu(Y)Illfy—fllldy
G-V 1%
=0+ flu(y)l Ilfy = fllidy; yaque u se desvanece fuera de V
14
< [ woedys yaque lf, - flh < eparay eV
%
= Eflu(Y)l dy
%
=€ f u(y)dy; yaque u es no negativo
14

= €.
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= £l < e n

2.2. El Grupo Dual y la Transformada de Fourier

Definicion 2.2.1. Caracteres. Una funcion complejay en un grupo ALC G, es llamada un caracter

de G si ly(x)| = 1 para todo x € G y si se cumple la ecuacion funcional
y(x+y) =y()y( (x ye6). (13)
Definicion 2.2.2. Sea G un grupo ALC, se define el grupo dual de G como
I'={y: G — C |y esun caracter continuo}.

La suma se define por vy, + y,, donde

(Y1 + 7)) = yi(x0)y2(x) (x €G; vy, y2 €. (14)

Probemos que I' es un grupo con respecto a la suma antes definida:
Demostracion.
Cerradura:

Sean yy,y, €T.

1 +y2)(X) = 71(x)y2(x)
I(y1 + 720 = [y1(x)y2(x)l
= Y10l ly2(x)]
=DM

= 1.
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Como el producto de funciones continuas es continua asi y; + y, €s continua.

1 +72)(x+y) = yi(x + Y)y2(x +y)
= v1(X)y1()y2(0)y2(y)
= [y1()y2(0)]1[y1 () y2(0)]

= [(r1 + v2)OI[(y1 + y2) W]

SY1L erl.

Asociatividad:

Sean y,y,,y; €.

((y1 +72) +y3)(0) = (71 + ¥2)(0)y3(x)
= 71(x)y2(x)y3(x)
= 71(0)(2(x)y3(x))
= 71(0)((72 + ¥3)(x))
=+ (2 + 7))

Y1 +Y2)+y3=y1+ 2 +y3).

Identidad:
Sea
0:G - C
x B 0(x) =1
0 es continua por ser constante y |0(x)| = 1, ademds 0(x +y) = 1 = 0(x)0(y).
S 0eTl.

SeayeTl
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(v + 0)(x) = y(x)0(x)
=y(x) -1
= y(x).
Sy+0=9.

Aandlogamente 0 +y = .

Inverso:

Seayel.

-y:G - C
x B (=) = y(-x).

—7Y es continuo ya que y es continuo.

(=yY)(x) = y(=x)
(=) ()| = [y(=x)|

=1; vyel.

S =M= 1

(=Y)x+y) =y(—=(x+y)
= y((=x) + (=)
= y(=x)y(-y)

= [(=y)OI(=y)P)].

sy el

[y + (=/)](x) = y(x)y(—x) = y(0).
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Tenemos que y(0) = y(0)y(0) y como |y(x)| = 1Vx € G, asi |y(0)| = 1, de donde y(0) # 0 luego al

dividir por y(0) se tiene que

y(0) = 1. (15)
[y + (=,]x) =1 = 0(x). (16)
Sy +(=y)=0.
.. I es grupo bajo la suma.
El cero en realidad es la funcion constante 1. [ |

En vista de la dualidad entre G y I" que se establecera en la seccion 2.8 es costumbre escribir

(x,7) 7)

en lugar de y(x). Con esta notacion las ecuaciones (13) y (14) se convierten en

x+y,7) =@y, ¥y &y +7y2) =& y)Ky). (18)

Proposicion 2.2.3. Seaxe GyyeT

(a)
O0,y)=x0=1 (xeqG, yel) (19)

(b)

(—)C, 7) = (.X', _7) = ()C, )/)_1 = ()C, 7) (20)

Demostracion.

SeaxeGyvyel.
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(a) Igualando las ecuaciones (15) y (16) tenemos que

©0,y) =(x,0) = 1.
(b)
y(=x) = y(0 - x)
= y(0)y(—x)
= 0(x)(=y)(x), por (19)
=(0-y)(x)
= (=y)(x)
(—X, )’) = (X, _7)
1
-1 _ _*
(y(x)~ = e
= YO o (19)
y(x)
_ Y =)
y(x)
_ yQy(=x)
$4€9)
= y(=x).

(—X, 7) = (-xa _7) = (-x’ 7)_1-

y(xX)y(x) = ly(x)P

— Iy
v = y(x)
2

. %; pues fy(x)] = 1

= (y(0)™".
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(—X, 7) = (-x’ _7) = ()C, )/)_1 = (X, 7) .

Dotaremos actualmente a I con una topologia con respecto a la cual I serd un grupo ALC.

Pero primero identificamos I con el espacio ideal maximal de L'(G).

Teorema 2.2.4. Sea A(L'(G)) = {h : L'(G) — C | h es un homomorfismo complejo no idénticamente 0}
el espacio ideal maximal de L' (G) definido en (1.4.10) del Capitulo 1 de los preliminares.

Definamos

v: T - ALYG)
Yy = y(©»)

donde
y(y): L'(G) — C

fooe I = o) = [, f)(=x,y)dx.

Entonces s es una biyeccion.

Demostracion.
Primero Probaremos que ¥(y) € A(L'(G)).

Para ello probaremos que ¥/(y) es un homomorfismo complejo no idénticamente 0.

Sean f,g € L'(G), a € C.
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WIaf +8) = (@f +g))
- f (@f + Q) (-x.y)dx
G

- fG (@) + g (—x, Y)dx

- fG [ () + g0 N(—x, Y)dx

. fG & f ()=, y)dx + fG 20—, Y
=a fG SO)(=x,y)dx + fG g(x)(—x,y)dx

= af(y) + 8(y)

= alyWMI) + [Yy(M1(Q).

.. ¥(y) es un funcional lineal.
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Supongamos que f, g € L'(G) y k = f = g. Entonces

ky) = f (f * )(x)(—x,Y)dx
G

- f [ f f(x—y)g(y)dy] (—x.y)dx
G G

_ f f F(x = y)(=x, y)g(y)dydx
GJG

= fc fc Jx =) (=x+y, V)=, Y)gWdydx;  yaquey(-x) =y(-x+y—y)=y(=x+y)y(=y)
= fG fG L=y, VIf(x = y)(=x +y,y)dxdy

= fG ( fG ey, MIf(x = y)(=x +y, V)dx) dy

- fG Oy ( fG =y +, y)dx) dy

- [ mimay

= 7 [ et nay

= feM).

Asi /() es multiplicativo en el dlgebra de Banach L'(G), y como es lineal, es un homomorfismo

complejo.

Ya que [(-x,7)| = 1, [WI(f) = f(y) # 0 para algin f € L'(G).
Probemos este hecho. Razonando por contradiccion.

Supongamos que para todo f en L'(G) se tiene que f(y) = 0.

Sea f # 0 en L'(G), asi |f] € L'(G).

Sea g(x) = |f(x)| (=x,7%), como |f] € L'(G) y como v, es continua, asi ¥ también lo es, por el cual
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es una funcion de Borel, de donde g(x) es una funcion de Borel y

||g||1=f|g(X)|dx
G

= fG 1fOl |(—x,7)| dx
= fG fldx;  [(=x, )| =1(=x,9)| =1

= [Iflli < eo.

. g € LY(G).

Por suposicién g(y) = 0, asi fG g(x)(—x,y)dx = 0 esto es,

fG IFQO (=x, Y)(=x,y)dx = 0

flf(X)l (—x,y)dx=0, Z=[,VzeC.
G

flf(X)ldx =0
G

83

y como |f| es no negativa, asi |f| = O casi en todas partes por lo cual f = 0, pero entonces

f =0en LY(G), lo cual es una contradiccién.

- I = fy) 0.

- [y1 € ALY GY).

Ahora probemos que ¢ es una biyeccion.

Probemos que ¢ esté bien definido.

Sean vy, y, € I'tal que y; = ;.
Sea f € LY(G).
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Y1(=x) = y2(=x)
(=x,71) = (=x,72)
JO(=x,71) = f(0)(=x,72)
fG JO)(=x, ydx = fG JO(=x,y2)dx

fo) = for)
[W(yDI) = [ (y)](f).

S W] = (vl

Por lo tanto ¢ esta bien definida.

Sobreyectividad.
Supongamos que % es un homomorfismo complejo de L'(G), h # 0. Entonces h es un funcional

lineal acotado de norma 1 (Ver Proposicion 1.4.11 literal (d)), de modo que

h(f) = fG fp(xdx  (f € L'(G)), (21)
para algin ¢ € L¥(G) con ||¢|| = 1 por definicién 1.5.27. Si f'y g estén en L'(G) tenemos

[ 1o = e
G
=h(f *g), yaquehesmultiplicativo
= fG (f * &) (0)p(x)dx
= f g()dy f f(x = y)p(x)dx
G G
= fG gA(fy)dy,
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de modo que

h(f)¢(y) = h(fy) (22)

para casi todos los y € G. Por Teorema 2.1.7 y la continuidad de 4, el lado derecho de la ecuacion
(22) es una funcién continua en G, para cada f € L'(G).

Escogiendo f tal que h(f) # 0, (22) prueba que ¢(y) coincide con una funcién continua casi
en todas partes, y por lo tanto, podemos asumir que ¢ es continua, sin afectar la ecuacién (21).
Entonces la ecuacion (22) se cumple para todos los y € G.

Si reemplazamos y por x + y y también f por f, en (22), obtenemos

(H)p(x +y) = h(fury) = M((f2)y) = h(f)P() = h(f)P(x)$(y)

de modo que
P(x+y) = dp(0)(y) (x, y€O). (23)
Ya que |¢(x)| < 1 para todo x, esto es cierto porque ||¢|| = 1 en L™ y como la ecuacion (23) implica

que ¢(—x) = ¢(x)~!, se sigue que |¢(x)| = 1. Por lo tanto ¢ € T..

Seay = —¢.

Asi la ecuacion (21) se convierte en

hf) = fG FOx, ~y)dx

= f Jf(x)(=x,y)dx; por Proposicién 2.2.3.
G

.. Y es sobreyectiva.

Inyectividad.

Sean yy, y, € I' tal que ¥(y1) = ¥(y2).
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Sea f € L'(G). Entonces

WOI) = oI
fo) = fon)
[ o= [ gy
FO(=x,71) = F()(=x,72); casi en todas partes por Teorema 1.5.40

(=x,71) = (=xy2).

Como 7v; y v, son continuas, la Proposicién 2.1.2 prueba que la igualdad se cumple para todo

x € G, entonces y; = y,.

.. Y es una biyeccion. (]

Definicién 2.2.5. La transformada de Fourier. Para todo f € L'(G), la funcién f definida en T
por

fo) = fG FO(=xpdx (yeD)

es llamada la Transformada de Fourier de f.
Se define

A ={f: T - C| f es la transformada de Fourier de f € L'(G)}.

Por Teorema 2.2.4, f es precisamente la transformada de Gelfand de f. Si le damos a T la
topologia débil inducida por A(T'), los hechos bésicos de la teoria de Gelfand muestran que A(T') es

una subalgebra separadora de Cy(I'). Resumimos algunas de las propiedades de A(I).

Teorema 2.2.6. (a) A(I') es una subdlgebra separadora auto-adjunta de Cy('), de modo que

A(T) es denso en Cy(I'), por el Teorema de Stone-Weierstrass.

(b) La transformada de Fourier de f * g es 8.
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(c) A(') es invariante bajo traslacion y bajo la multiplicacion por (x,y), para cualquier x € G.

(d) La transformada de Fourier, considerada como un mapeo de L'(G) en Cy(T'), es de norma

decreciente y por lo tanto, es continuo: ||f||oo < I£ll.

(e) Para f € L'G)yy T, (f *y)(x) = (x,7)f(y).

Demostracion.
(a) Sea f € A(I). Entonces f € L'(G), definamos f(x) = f(—x), como f € L'(G) asi f es una
funcién de Borel, como la funcién x — —x es continua ya que G es un grupo topolégico y también

la funcién z — 7 es continua para z € C asi f es una funcién de Borel, ademds

1Al = fG |F(x)| dx

_ f 7= dx
G

_ f )l dx
G

= f |f(x)|dx, por Proposicion 2.1.5
G

= [Iflli < eo.

- feLYG)
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Sl

Ahora probemos que f =

f) = | F(=x.pdx

S

G

f J(=x)(=x,y)dx
G

= f f(=x) (x,y)dx;  por ecuacion (20)
G

= f J(=x0)(x, y)dx
G

= f J(=x0)(x, y)dx
G

= f f(x)(=x,y)dx;  por Proposicién 2.1.5
G

Il
>

(¥

>

N

(y

f(y) = ?(y) y como f € L'(G), asi f € A(T') de donde ]_? e AD).
o feAD) = feAM.
.. A(T) es autoadjunto.

.. A(T') es denso por el Teorema de Stone-Weierstrass.
El literal (b) esta implicito en el Teorema 2.2.4.

(c)Seayy €Ty f € L'(G).
Definamos g(x) = (x, o) f(x).
Como (x,7p) es continua, asi es una funcién de Borel, y como f es una funcién de Borel, g es el

producto de funciones medibles, entonces g es medible, por lo tanto es una funcién de Borel.
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Ademas,
lgll = f (x70) (0] dx
G
_ fG Y0l F (0l dx
- fG FWdx [-x )l =1
— 1Al
< 0.
“ llglly < oo.
- g € L'(G).

Luego ¢ € A(T'), ademads

8y = fG (x, 70) f (X)(=x, y)dx
:Lf(x)(—(—x)’yo)(—x’?’)dx
_ fc F(O)(=x, —y0)(=x,y)dx, por Proposicién 2.2.3
= [ o=y =y

= fly = y0).

S8 = f (y —y0) € A(I). De modo que A(I') es invariante bajo traslacion.

Seah = f,.
Como f7'(V) = f71(V) + {z} para V abierto en los Complejos, es un conjunto de Borel ya que las
traslaciones de un conjunto de Borel es un conjunto de Borel. Entonces 4 = f, es un funcién de

Borel.
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Ademas,
Al = NIl
- [ oy
G
- [vo-a1a
G
= f |fO)ldy, yaquelamedida de Haar es invariante bajo traslacion
G
= [If1h
< o0,
o Al < o
. he LY(G).

Entonces i € A(T). Luego

h(y) = j; S )(=y, V)dy
- fG JO ==y, v)dy
= fo(y —2)(=z+z—y,y)dy
= fG JO -2z, (- y,v)dy
=(-z,7) fG fO =2z -y, y)dy

= (- Nf ).

Sea z = —x, entonces

h(y) = (x, ) f ).

Por lo tanto A(T') es invariante bajo la multiplicacién por (x, y).



CAPITULO 2. TEOREMAS BASICOS DEL ANALISIS DE FOURIER 91

Asi el literal (c) esta probado.

(d) Por el Teorema 2.2.4 f es la transformada de Gelfand de f, asi por la Proposicién 1.4.11

literal (f) de los preliminares del Capitulo I se tiene que

£l < 1AL
(e)

(o0 = [ fee=ypoy
= fG J(x =y, v)dy
= fG f(x=(@+x0)y+x,7)dy; yaquelamedida de Haar es invariante
= j; FEO + x,y)dy
= fG JENG, Y y)dy
= (x,7) fG f»)(=y,y);  por Proposicién 2.1.5

= (L YfY).

s (F () = () f). u

Observacion 1. Cuando se trabaje con f (es decir cuando se le ponga {~} a una funcion) nos

estaremos refiriendo a la funcion definida por: f(x) = ]_”(—x).
Teorema 2.2.7. Si G es discreto, I es compacto. Si G es compacto, I es discreto.

Demostracion.

Si G es discreto, entonces L'(G) tiene identidad por el Teorema 2.1.10 y su espacio ideal maximal
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I" es, por lo tanto compacto por Proposicion 1.4.11 literal (g).

Si G es compacto y su medida de Haar es normalizada de modo que m(G) = 1, las relacio-

nes de ortogonalidad
1 si v=0
f (x,y)dx = (24)
G
0 si y#0

se cumplen.

Siy =0, entonces y(x) =1 Vx € G yaque esta es la identidad aditivaen I'.

f(x,y)dx:fldx:f:m(G)zl.
G G G

Siy # 0, entonces y(xy) # 1 para algun xp € G,y

f(xa ’Y)dx = (XO’ 7) f(x — Xo» ’)/)d-x
G G

= (x0,7%) f (x,y)dx, por Proposicion 2.1.5.
G

Por lo tanto

[l = (v, )] f (ry)dx = 0,

G

Asi 1 = (xg,7) 6 fG(x, v)dx = 0, pero 1 # (xg,y) por lo cual

f (x,y)dx = 0.
G

Si f(x) = 1 para todo x € G, entonces m(G) es finita y se puede decir que m(G) = 1 ya que
G es compacto. Por lo tanto se cumplen las relaciones de la ecuacién (24). Y por ser m una medida

regular, asi la medida de cualquier conjunto compacto es finita.
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Ademads f es una funcién constante, asi f es continua, por lo cual es una funcién de Borel,

luego

1Al =f|f(x)|dx:fdx:m(G):1<oo
G G

asi f € L'(G).

f(0) = f F)(=x,0)dx
G

Paray # 0

o) = fG FOO(=x, Y)dx

= f (=x,y)dx
G

=0, por ecuacion (24)

(25)

por Teorema 2.2.6-(d), f es continua, asi f‘l((C — {0}) es abierto ya que C — {0} es abierto, (pues

{0} es cerrado en C), luego {0} = f~'(C — {0}) es abierto en I'. Por lo tanto los conjuntos de un solo

elemento son conjuntos abiertos en I'.

.. T es discreto.
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2.2.1. LatopologiadeT.

Hasta ahora, I" es un grupo y un espacio localmente compacto de Hausdorff ya que I es el
espacio ideal maximal. Ahora demostraremos que estas dos estructuras se unen para hacer de I un

grupo ALC. Nuestra prueba depende de una descripcion alternativa de la topologia de I':
Teorema 2.2.8. (a) (x,v) es una funcion continua en G X T.
(b) Sean K y C subconjuntos compactos de G y I', respectivamente, sea U, el conjunto de todos

los nimeros complejos z con |1 — z| < r, definamos

N(K,r) ={y: (x,v) € U, para todo x € K},

N(C,r)={x: (x,¥) € U, para todo y € C}.

Entonces N(K,r)y N(C, r) son subconjuntos abiertos de I' y G, respectivamente.

(¢c) La familia de todos los conjuntos N(K,r) y sus traslaciones son una base para la topologia

deT.

(d) T es un grupo ALC.

Demostracion.

La ecuacion (22) de la prueba de el Teorema 2.2.4, la reescribimos en la forma

fxy) = fily) (xeG, yel) (26)

implicard el literal (a), tan pronto como se pruebe que f.(y) es una funcién continua en G x T, para

cada f € L'(G).

Fijando xy, ¥, y € > 0. Hay vecindades V de x, y W de vy, tal que

Ife = foli <€ ¥ |f® = fuo)| < € (27)
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para todo x € V,y € W, por Teorema 2.1.7 y la continuidad de f;o.

Ya que |f.(y) - f;o(’}’)| < |Ifx = frlli, se sigue que |fx(y) —~ f;o(’}/o)| <2esixeVyye W, entonces
fu(y) es continua en G x T'.

Luego en la ecuacion (26) despejamos a (x,y) como sigue

(7)== (28)
f

y como f.(y)y f(y) son continuas, entonces seria el cociente de funciones continuas. Por tanto

(x,7) es continua y el literal (a) estd probado.

(b) Escogemos un conjunto compacto K en G, también escogemos r > 0, y fijamos
vo € N(K,r). A cada xy € K corresponden vecindades V de xo y W de vy, tal que (x,y) € U,,
six € Vyvy e W;esto se sigue de (a).
Como K es compacto, entonces un nimero finito de estos conjuntos V cubren a K y si W* es la
interseccion de los conjuntos correspondientes W, entonces W* C N(K,r). Ya que W* es una ve-

cindad de y, ya que W* es interseccion finita de conjunto abiertos, entonces N(K, r) es abiertoen I

Escogemos ahora un conjunto compacto C en I', también escogemos r > 0, y fijamos
Xo € N(C,r). A cada yy € I' corresponden vecindades W de y, y V de x, tal que (x,y) € U,, si
x € Vyvye W,;esto se sigue de (a).
Como C es compacto, entonces un numero finito de estos conjuntos W cubren a C y si V* es
la interseccion de los conjuntos correspondientes V, entonces V* € N(C,r). Ya que V* es una ve-

cindad de X ya que V* es interseccion finita de conjunto abiertos, entonces N(C, r) es abierto en G.

Para probar (c), asumamos que V es una vecindad de y,. Tenemos que probar que y, +
N(K,r) C V para alguna elecciéon de K y r. Tomando yy, = 0, sin pérdida de generalidad. La

definicién de la topologia de Gelfand en I prueba que existen funciones fi,--- , f, € L'(G)y € > 0
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de modo que

{r: [Fo - 50| <efcv. (29)
i=1
Ya que C.(G) es denso en L'(G), podemos asumir que fi, - - - , f, se desvanece fuera de un conjunto
compacto K en G. Si
€
< — (30)
max|| fill:

y siy € N(K, r), entonces

[fiy) = )] < f (—x,9) = 1)l dx < rllfilly <e. 31
K

Por lo tanto N(K, r) C V, y el literal (c) estd probado.

Dado v/, v” € I'y N(K, r), la relacién

[y+N@€ﬂ—bWH%K§ﬂcy—w+Nmn) 32)

prueba, por (b) y (c), que el mapeo (y’,y"”) — ¥ —y” de I’ X I" sobre I es continua. Esto completa

el Teorema. u

Los ‘““grupos clasicos’del analisis de Fourier.

Ejemplo 2.2.1. El grupo aditivo R de los niimeros reales con la topologia natural de la recta real.

Supongamos que G = Ry fijamos y € I'. Escribimos y(x) en lugar de (x,7y), por el momen-

to; existe 6 > 0 tal que

jﬁﬂmh:aio. (33)
0

La ecuacion funcional

yx+1)=yx)y@®) (x, teR) (34)
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entonces implica que

a-y(x) = y(x) j: y()dt

s
= fo y(x)y(Ddt

5
= f y(x + t)dt
0
X+0
= f v(t)dt.

Ya que vy es continua, la iiltima expresion es diferenciable, por lo que 'y tiene una derivada continua

(35)

v'. Diferenciando la ecuacion (34) con respecto a t y luego establecemos t = 0. El resultado es la

ecuacion diferencial

Y(x) =Ay(x), A=v(0). (36)

Ya que y(0) = 1 y y es acotado, la ecuacion (36) implica que
y(x) = ™ (37

para alginy € R. La correspondenciay < y es un isomorfismo entre I' y R. Asi: El dual de R es R.

Todavia tenemos que comprobar que la topologia natural de R es la misma que la topo-
logia de Gelfand del grupo dual. Parar >0yn =1,2,3,---, sea V(n,r) el conjunto de todos los y
tal que |1 - ei"y| < r si|x| < n. Por el Teorema 2.2.8, los conjuntos V(n, r) forman una base de ve-
cindad en 0 con respecto a la topologia de Gelfand. Peroy € V(n,r) siy solo st |y| < (%) arcsin (g)

Asti las dos topologias coinciden.

Ejemplo 2.2.2. El grupo aditivo de los reales modulo 2n, o, equivalentemente, el grupo circular

T, el grupo multiplicativo de todos los niimeros complejos de valor absoluto 1.
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Si G =T, el mismo cdlculo anterior muestra que todos los caracteres de T deben tener la
forma de la ecuacion (37), pero ahora también debemos tener y(x+2n) = y(x). Por lo tanto y debe

ser un niimero entero y I se identifica como el grupo discreto Z. (comparar el Teorema 2.2.7).

Ejemplo 2.2.3. El grupo aditivo 7 de los enteros.

El grupo circular es de particular importancia para nosotros, ya que los caracteres no son

mds que homomorfismos en T.
SiG =Zyy €T, entonces (1,y) = € para algiin real a, y se sigue que (n,y) = e™. La

correspondenciay < e es un isomorfismo entre I' y T, y concluimos que T es el grupo dual de 7.

(las dos topologias coinciden como en el caso G = R).

La transformada de Fourier, en estos tres casos tiene las siguientes formas:

G=R : fo =[_f@e™dx (yeR)
G=T : fn)y = % [ fle®e™do  (ne,
G= 7 : fle™ =3 fme™dx (™ eT).

2.3. Transformadas de Fourier-Stieltjes

Definicion 2.3.1. Convoluciones de medidas. Supongamos que G es un grupo ALC, y u, A son
medidas de M(G) (ver definicion 1.5.8), es decir, medidas regulares complejas evaluadas en G. Sea
u X A el producto de medidas en el espacio producto G* = G x G, y asociamos con cada conjunto

de Borel E en G el conjunto

E(z)z{(x,y)er:x+y€E}. (38)
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Entonces E ) es un conjunto de Borel en G* (ver la prueba del Teorema 2.1.9 (e)) y definamos p* A
por

(1 * D(E) = (u X D(E)). (39)
La funcion de conjuntos u * A asi definida se llama la convolucion de u y A.
Teorema 2.3.2. (a) Siu e M(G)y A€ M(G), entonces u* A € M(G).

(b) La convolucion es conmutativa y asociativa.

(©) e All < el - 141

Demostracion.
El Teorema de descomposicion de Jordan prueba que en (a) es suficiente considerar medidas no
negativas.
Ya que u X A es una medida en G2, es claro que (u * A)(E) = Y(u * A)(E;) si E es la unién de los
conjuntos disjuntos de Borel E; (i =1,2,3,...). Si E es un conjunto de Borelen G y si € > 0, la

regularidad de u X A prueba que existe un conjunto compacto K C E(,) tal que

(/,t X /l)(K) > (,U X /1)(E(2)) — €.

Si C es la imagen de K bajo el mapeo (x,y) — x + y, entonces C es un subconjunto compacto de

E, K c C), y por lo tanto,

(1 )(C) = (X D(Cr)) 2 (u X A(K) > (u* D(E) - €.

Esto establece la mitad del requisito de que u * A sea regular. La otra mitad se sigue por comple-

mentacion y asi el literal (a) esta probado.

(b) Como G es conmutativo, la condicion x +y € E es la misma condicién y + x € E, y por

lo tanto, px A = A * u.
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Sea f = yg la funcién caracteristica sobre un conjunto de Borel E en G.

fcfd(ﬂ*/l)=j;)@d(u*ﬂ)

= (u* A)(E); por definiciéon de integral
= (u X A)(E,);  por definicién de convolucion

= f XE,d(ux A);  por defincién de integral
G

= f f XE, (X, Y)du(x)dA(y);  por Teorema de Fubini
¢ Jo

= f f S(x + y)du(x)dA(y).
G JG
Por lo tanto

fc fd(u 1) = fc fG £+ DA,

Sea f una funcion simple, asi f = ajxyg, +--- + a,xg, donde ay, ..., a, son escalares y Ey, ...

son conjuntos de Borel en G.

[ s = [ avee, -+ anesdia
G G
=a f)(Eld(/J*/l)+---+anf)(End(/J*/l)
G G
—ar [ [ e dudao) v va, [ [ oo yaucodao)
G JG G JG

_ f f (e, (5 +5) + ) + apys, (x + YA
G JG

= [ [ roe pduciaac
G JG

100

(40)

(41)

Sea ahora f una funcién de Borel acotada en G. Entonces existe una sucesion de funciones simples

{¢.} que converge uniformemente a f esto debido al Teorema 1.5.39.
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ffd(p * ) = f lim @, d(u = 2)
G G"o®

= hm go,,d(,u * A)

—00

n—oo

= lim f f @n(x + y)dp(x)dA(y)
= f f lim <pn(X+y))dﬂ(X)dﬂ(y)
G JG ”—’°°

= f f S(x + y)du(x)dA(y).
G JG

.. Para toda funcién de Borel acotada en G se tiene que

fG f(u» 1) = fG fG £+ V().

Ahora probemos la asociatividad.

Sean u, v, 4 € M(G).

101

(42)
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Sea E C G un conjunto de Borel

(wx (v DUE) = (uX (v D)E@2)

= f XEq,d( X (v+ A));  por definicion de integral
G
= f f XEp (X, w)du(x)d(v = 1)(w),  Por Teorema de Fubini
¢ Jo
:ff)(g(x+w)du(x)d(v*/l)(w)
¢ Jo
= fG Jw)d = Dw);  fw) = fG XE(X + w)dp(x)
= f f f +2)dv(y)dA(z);  por (42)
G JG
- f f f Ke(x+y + Ddu()d)AAG)
¢Jae Jg
_ f f e + d(u x V(W)dAR);  por (42)
G Jo
:fXEd((u*v)*/l); por (42)
G

= ((u * v) * A)(E).

SuEv)yxd=pux(vxA).



CAPITULO 2. TEOREMAS BASICOS DEL ANALISIS DE FOURIER 103

()

|[te = A| = |u = A (G);  por definicién de norma de una medida

= (u*A)(G); Como uy Ason medidas no negativas

- [t
G
:ffd,ud/l; por (42); para f =1
G JG
:ffd,ud/l
G JG
:fu(G)d/l
G
=f||,u||d/1
G
=||/1||fd/1
G

= [lecllllll-

ol A< AL u

Corolario 2.3.3. M(G) es un dlgebra de Banach conmutativa con identidad, si la multiplicacion

es definida por la convolucion.

Demostracion.
Solo quedaria por demostrar que M(G) tiene una identidad, lo demas se sigue por el Teorema an-

terior.

Sea ¢y la unidad concentrada en el punto x = 0, es decir, 6o(E) = 1,510 € Ey 6o(E) =0

en otro caso.
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En otras palabras

1 si O€E
6o(E) =
0 si 0¢FE
y sea u € M(G).

Sea E un conjunto de Borel en G.

(1 * 60)(E) = (u X 80)(E2))
:ffmuwmmww)
G JG

= f(f)(E(x+y)d(50(y))du(x)
¢ \Je

:f%w—mwm

G

= f&o(E —x)du(x); yaquesix¢ E;asi0 ¢ E — xydedonde 6o(E —x) =0
E

= f ldu(x) = u(E); pues0e€ E —xasiog(E —x) = 1.
E

Definicion 2.3.4. Transformadas de Fourier-Stieltjes. Si u € M(G), la funcion [i definida en T'

por

aly) = fG (=x,y)du(x) (yel) (43)

es llamada la transformada de Fourier-Stieltjes de u. El conjunto de todas las funciones [i serd

denotado por B(I').
Teorema 2.3.5. (a) Cada j1 € B(') es acotada y uniformemente continua.

(b) Si o = u * A, entonces & = fi - A. Por lo tanto, el mapeo u — [i(y) es, para caday € T, un

homomorfismo complejo de M(G).

(c) B(I') es invariante bajo traslacion, bajo multiplicacion por (x,7y) para cualquier x € G y
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bajo conjugacion compleja.
Demostracion.

(a)Seay el

la(y)l =

f (—x, y)du(x)
G

Sfl(—x,V)IdI#I(X)

G

= f 1d |u| (x);  por definicién |y(x)| = IVy e T’
G

= [ul (G)

= [lpall-

S Yy el |aly)| < ||ull, ast @ estd acotada.
Ahora probemos que /1 es uniformemente continua.
Sea € > 0, por la regularidad de |u| existe un conjunto compacto K en G tal que |u|(K’) < €/4,

donde K’ = G - K.
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Para y,,y, €I se tiene

) — Ayl = f (=, y1)du(x) — f (=, y2)du(x)
G G

= fG (=x,7) = (=x,y2)du(x)

= fG (x,y1) " = (x,92)'du(x)|  por ecuacién (20)
< fGI(x,yl)" — (x,72)"'|dul (x)
= fG eyl )™ = G y2) 7l (0); ya que [(x, )] = 1
- fG 1= Gy 72|l (0
=fG|1—(X,71—)’2)|d|M|(X)
=fK|1—(xm—Vz)ldlul(X)+f,|1—(x,71—Vz)IdIuI(X)
Slel—(x,Vl—Yz)ldlul(X)+L 1d |l (x)

+ fK 106yt = y2)ld |l (x); por desigualdad del tridngulo
=fK|1—(X,?’l—72)|d|M|(X)+2L/d|ﬂ|(X); ya que |(x, 71 = y2)l = 1
= fK 11— (1 = y2)ld |l (x) + 2 |ul (K')

<f|1—(x,71—)’z)IdIMI(X)+2(6/4)
K

= f|1—<xm —n>|d|u|<x)+§.
K
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Siy,—v € N(K, i), entonces
2|l

f|1—<xm—yz)|d|u|<x><fidwx)
p < 2l
€
=— | a
2||u||f1< i)

€
— d
= 2l fc i)

€
= m(”ﬂ”)

S Siy -y € N(K, L) se tiene
2|l

S

2O = )l < | 11 = Gyr =yl d ul (x) + g

K

< -+

N m
N m

Il
m

.". ft es uniformemente continua.

107

Supongamos que o = u * A. La férmula (40) en la prueba del Teorema 2.3.2 implica que

G(y) = j; (=2, Y)d(p * D)(2)

_ f f (—x =y, P)dp()dAY)
G JG

_ f (=X, )du(x) f (=3, 1)dA)
G G

= A(YA®y)

y el literal (b) esta probado.
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(¢) i) Traslacion invariante

Sea ji € B(I'), debemos probar que A € B(I') donde A(y) = ji(y — yo) para y, € I fijo pero

arbitrario.

Definamos A(E) = fG XE(X)(x, y0)du(x) para todo conjunto de Borel E como y g(x)(x, yo) €
L'(G), asi A es una medida regular esto se debe a la Proposicién 1.5.25 EL Reciproco del Teorema

de Radon Nikodym de los preliminares del Capitulo 1.

También

1(G) < fG bec (0N (x, yoll d |ul (x)

_ f A yaquero() =1 Ve e Gyl = Lyaqueno €l
G

= |ul(G)

= Jlull < oo,

S Al = 1ALE) < lull < eo.
. A e M(G).

Luego A € B().
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;l(y) = fG(—x, v)dA(x), pero por construccion de A, se tiene que dA(x) = (x, yp) asi

Ay) = f (=, 7)dA)
G

_ fG (=x,7) (%, Yo)dp(x)

= f (. %0) du(x);  por ecuacién (20)

¢ (x%,7) (45)
= f (x,y0 —y)du(x), por ecuacién (18)

G
= f (=x,y —yo)du(x);  por ecuacion (20)

G

=y = vo)-
. Aes la traslacién por ¥, de 1, asi B(I') es cerrado bajo traslaciones.
i1) Cerradura bajo multiplicacion por (x,y) para cualquier x € G.
Queremos probar que si i € B(I'), entonces (x,y)it € B(I).
Sea A(E) = u(E — x), donde x € G fijo.
Como u € M(G), asi A € M(G).
Luego A € B().
Ay) = [(~2.7)dA).
Como A(E) = fGXE = fG)(Ed/l y u(E — x) = fG)(E_xdp, entonces u(E — x) = fGXE(“ +

x)du(u), de donde
f Xe(u)dA(u) = f XE(u + x)du(u),
G G
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luego,

Ay) = fG (=2,7)dA2)
= fG (=2 + x,7)du(z)
= fG (=z,7)(x,y)du(z);  por ecuacién (18) (406)
=(x,7) fG (=2, Y)du(z)

= (x, Y)iy).

. A es la multiplicacién de i por (x,7), asi B(T') es cerrado bajo la multiplicacién por (x,7) para

todo x € G.
1i1) Cerradura de B(I') bajo conjugacion compleja.
Queremos probar que si & € B(I'), entonces ﬁ € B(I).

Sea i € B(I').

Definamos A(E) = u(—FE) para todo conjunto de Borel E C G.

Como u € M(G), asi 1 € M(G), de donde A € B(D).
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A(y)

(=x,7)dA(x)

(—X, Y)dﬁ(—x)

(x, Y)du(x)

(=x, Y)dp(x)

Il
TS s—=5— 5

(=x, y)du(x)

>

= a(y).

A

. A= [1, de donde 21 € B(I).

2.3.1. L'(G) como una subdlgebra de M(G).

Sea
T: L'G) — M(@G)
A i
donde
ur(E) = fE f(x)dx.

Probaremos que Im (T') = {u € M(G) | u < m}. Donde m es la medida de Haar.

Recordemos que Im (T') = {uy € M(G) | f € LYG): Tf = Myl

Demostracion.

13

111

(47)

(48)
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Sea uy € Im (7).

ur€Im(T) = A f e L'(G) tal queT f = ps

= us(E) = ff(x)dx para algin f € LY(G) por la ecuacion (48).
E

Luego por el Reciproco del Teorema de Radon-Nikodym s € M(G) y es absolutamente continua

con respecto a la medida de Haar.
coup €{u e M(G) | u < my.
SoIm(T) c{ue M(G) | u < mj.
Seauef{ue MG) | u< mj.

Luego por el Teorema de Radon-Nikodym existe f € LY(G) tal que u(E) = fE(x)dx =
Hs(E), para todo E € A(G).

Asiu=pus=TFf.
S peIm (T).
SoIm(T) o {ue M(G) | u < mj.

Por lo tanto

Im(T)={ue MG)|u< mj
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Ahora debemos probar que Im (7") es un grupo bajo la suma, para ello bastaria probar que

el conjunto

e MG) |u<a,

es un grupo bajo la suma en M(G), donde A es una medida no negativa cualquiera.

Demostracion.

Cerradura:

Sean uy, ur, € {u e M(G) | u < A}.

Queremos probar que

i+ €{p e M(G) | u < A}

Sea E Cc A(G) tal que A(E) = 0.

(u1 + u2)(E) = ui1(E) + po(E)

(u +)(E)=0+0, puesy(E) =0y u(E) =0, cuando A(E) = 0.

.. Cuando E es un conjunto de Borel en G tal que A(E) = 0, entonces (u; + (2)(E) = 0.

ot e{ue MG) [ p < AL

Asociatividad:
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Sean w1, pp, p3 € {u e M(G) | u < 4}.

(1 + p2) + w)(E) = (U1 + uo)(E) + us(E)
= i (E) + ua(E) + p3(E)
= (E) + (U2 + u3)(E)

= (u1 + ((u2 + u3))(E).

o ) s = g+ (ot )

Identidad:

0: #G) — C
E - 0OE)=0.

Si E C G es tal que A(E) = 0, entonces O(E) = 0.

Seaue{ue MG)|u< .

(1 + 0)(E) = u(E) + O(E)

=u(E)+0

= u(E).

S+ 0=p

Andlogamente se prueba para 0 + y = .

Inverso:

114
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Definamos
—u: ABG) —» C

E = (—p)(E) = —u(E)
donde i es absolutamente continua con respecto a A.

Como u es una medida, —u también lo es.

Sea E ¢ A(G) tal que A(E) = 0.

Luego,

(=p(E) = —u(E)

.. (—=)(E) = 0 cuando A(E) =0

S EueE M(G) | u < AL

(1 + (=)E) = u(E) + (=p)(E)

= u(E) — u(E)

=0.

Por lo tanto, {u € M(G) | u < A} es un grupo bajo la suma. [

Luego como probamos que {u € M(G) | u < A} es un grupo para cualquier medida no

negativa A se cumple para la medida de Haar.
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Por lo tanto,

Im (T) = {u € M(G) | u < m}

es un grupo bajo la suma.

Denotemos Im (T) = L}W(G), y probaremos que existe un isomorfismo entre L'(G) y L}W(G).
Demostracion.

Sea
S: LY(G) — L}W(G)

foe oy
donde
ps(E) = f Fxdx.

E

Probemos que S es un homomorfismo bajo la suma.

Sean f, g € L'(G).

S (f +NE) = pcreg)(E)

- [+ opdx
E

= f (f(x) + g(x)dx
E

= f f(x)dx + f g(x)dx
E E

= 1/ (E) + po(E)
= (SF)E) + (Sg)(E)

= (8 +S58)(E).

L S(f+g)=Sf+Sg.
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.. § es un homomorfismo bajo la suma.
Sea f,ge L'(G)talque Sf =Sg.

S f = Sg, entonces

(SFUE) = (SIE)

pr(E) = pg(E)

f f(x)dx = f g(x)dx
E E
ff(x)dx—fg(x)dx:O

E E

f (f(x) - g(x)dx = 0
E
f(x) — g(x) =0, casi en todas partes por Teorema 1.5.40

J(x) = g(x).

.. f = g casl en todas partes.
Por lo tanto S es inyectiva.
.. S es un isomorfismo.

.. LY(G) es un grupo isomorfo a L;,(G). [

Definicion 2.3.6. Sean M.(G) y M,(G) que denoten los conjuntos de todas las medidas continuas

y discretas de M(G), respectivamente.

Teorema 2.3.7. (a) L}W(G) y M.(G) son ideales cerrados en M(G).
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(b) M,(G) es una subdlgebra cerrada de M(G).

Demostracion.

(a) 1) Probemos que L}W(G) es un ideal en M(G).

Ya se sabe que L},(G) es un grupo bajo la suma, asi que solo se probard que absorbe el
producto.
Sea f € L'(G).
Sea 1 € M(G).

(f * D(E) = (uy * (E)
:ffXE(x+y)d,uf(X)d/l()’)
G JG

_ f ( f XE_y<x>dyf<x>)dﬂ<y>
G G

= fG ur(E = y)dA(y).

Como f € L'(G), asi u; es absolutamente continua con respecto a la medida de Haar m.

Probemos que f * A es también absolutamente continua con respecto a la medida de Haar.

Si E € G es tal que m(E) = 0, entonces m(E —y) = 0 para todo y en G, ya que la medida de
Haar es invariante bajo traslacion. Luego u¢(E —y) = 0 ya que uy es absolutamente continua con
respecto a m pues f € L'(G).
Entonces

(f * D)(E) = f 1A (E = y)dy = fG Ody = 0.

G
.. [ * A es absolutamente continua con respecto a m, asi por la identificacion que se hizo de

L'(G) contenido en M(G) se tiene que existe g € L'(G) tal que f * A = p,.

s fed=p, =geLYG)
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(Esta igualdad p, = g no es igualdad de funciones sino que y, se identifica con g).

ii) Probemos que L!(G) es cerrado en M(G).
Como L!(G) es completo, entonces L'(G) es un conjunto cerrado, ya que todo espacio métrico

completo es cerrado de donde L!'(G) es cerrado en M(G).

iii) Probemos que M.(G) es ideal.

Que M .(G) es grupo bajo la suma no es dificil de probarlo.

Sea u € M.(G), asi u es continua por definicion de M.(G) de donde u(E) = 0 para todo
conjunto £ numerable.
Sea A € M(G), debemos probar que u * 1 € M .(E).

Sea E un conjunto contable en G.

(u* D(E) = f U(E = )dAY)

G

como E es contable, asi E —y = {x —y : x € E} también es contable, asi u(E — y) = 0 por tanto

(u * A)(E) = f 0dA(y) = 0.
G

S (ux D)(E)=0VYE C G contable.

S A€ M(G), asi M.(G) absorbe el producto.

iv) Probemos que M (G) es cerrado en M(G).

Sea u € M.(G).
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p € Mc(G) = In) € Mc(G) = pn = p

Sea E C G contable y E un conjunto de Borel.

(Bl = |(u — w)(E)|,  yaque u,(E) = 0, pues u, € M(G)
< = pal (E)
<u-wl(G), yaque ECG

= llu—pll VneN.

Aplicando limite cuando n — oo, se tiene que |u(E)| = 0 ya que |ju — u,|| — 0, luego

U(E) = 0VE C G contable con E un conjunto de Borel.

.. pes continua, asi u € M.(G).

.. M.(G) es cerrado.

(b) 1) Probemos que M,(G) es cerrado bajo el producto.
Sea u, 1 € My(G).

Entonces por definicién de medida discreta, existen conjuntos contables A, B C G de Borel tales
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que t =pupy A= Ag.
(u* D)(E) = (ux D(Eq2)
= (ua X A)(E2))
= (u X D(Egz N (AXB))
— (u* )EN(A+B))

= (U * Dasp)(E).

Como A y B son contables asi A + B también lo es, asi u * A estd concentrado en un conjunto A + B,

por lo cual u = A es discreta, esto es u * A € My(G).

i1) Probemos que M,;(G) es un conjunto cerrado en M(G).

Sea u € My(G)

p € My(G) = Apn) € My(G) = [lptn — pll = 0

= A(A,) € G : py,, Y llta — pll = 0 con A, contable.

Sea A = |,y An, asi A es contable, probemos que p = pa.

Sea E C G Borel.

ME) = wW(ENAU(E-A)) =u(ENA)+u(E - A).

Luego E— A C E - A, Vn € N, entonces u,(E N A,) + u,(E —A,) = u,(ENA,), de donde
:un(E - An) =0.

ComoE-ACE-A,,asi

0 < lual (E = A) < |l (E - Ay) =0, VYneN.
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Como ||u, — u|l — 0, asi

1l (E = A) = lim |u,| (E = A) = 0.

- 0<|ul(E-A)<uE-A)=0.
- WE-A)=0.

Luego

M(E) = p(ENA) +u(E - A)

=u(ENA)
= pa(E).
.. i = uy donde A es contable.
SO ME My (G).
.. M4(G) es cerrado. [

Un teorema de Unicidad. Veremos luego que & determina u, es decir, siu € M(G)y j1 = 0,

entonces ¢ = 0. Por el momento podemos probar esto para el Teorema inverso:

Teorema 2.3.8. Siue M) y si
f (x, Y)du(y) =0 (49)
r

para cada x € G, entonces yu = 0.

Demostracion.
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Para cada f € L'(G),

fr Foduty) = f f FO(—x, Y)dxdu(y)

rJe

= f f f()(=x,y)du(y)dx; por Teorema de Fubini
G Jr

= f J(x) f (=x, Y)du(y)dx
G r

= f f(x)-0dx;  por ecuacion (49)
G

=0.

Ya que A(I') es denso en Cy(I') (ver Teorema 2.2.6), resulta que fr ¢du = 0 para cada ¢ € Co(I) y

por lo tanto u = 0 por el Teorema de Representacion de Riesz. |

2.4. Funciones Definidas Positivas

Definicion 2.4.1. Una funcion ¢, definida en G, se dice que es definida-positiva si la desigualdad

N
D alnd (= x) 2 0 (50)
nm=1

se satisface para cada eleccion de x1, x,,- -+ ,xy en G y para cada eleccion de niimeros complejos

Ci, " ,CN-
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Si ¢ es definida-positiva, se mantienen las siguientes relaciones:

Proposicion 2.4.2.

P(—x) = p(x); (51)
lp(x)| < ¢(0); (52)
lp(x) — pO)I* < 2¢(0)Re[$(0) — p(x — Y)]. (53)

De la desigualdad (52) concluimos que ¢(0) > 0 y que ¢ es acotada, la desigualdad (53)
implica que ¢ es uniformemente continua si ¢ es continua en 0.
Demostracion.
Para probar estas relaciones, tome N = 2 en la desigualdad (50); x; = 0, x, = x;¢; = 1,¢, = c.
Esto da
(1+1cP) $(0) + cg(x) + p(~x) 2 0. (54)

Tomando ¢ = 1, tenemos

2¢(0) + ¢(x) + p(=x) 2 0,

entonces ¢(x) + ¢(—x) es real.

Asi

Im (¢(x) + ¢(=x)) = 0
Im (¢(x)) + Im (¢(=x)) = 0
Im (¢(=x)) = —Im (¢(x)).

Tomando ¢ = i tenemos

2¢(0) + ip(x) — ip(=x) = 0,

entonces i(¢(x) — ¢(—x)) es real.
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Asi

Re(¢(x) = p(=x)) = 0
Re(¢(x)) — Re(¢(—x)) =0
Re(¢(—x)) = Re(¢(x)).

- (=x) = ¢(x).

Si se elige ¢ tal que cp(x) = —|p(x)|, luego apartir de la expresion (54) sustituyendo el ¢

que elegimos tenemos:
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oo ) (- T
o<1+ xgﬂ ;fﬂnam W@|(;§ﬂﬁe>
0<(1+(=8) '“”D¢w>¢uw{j§§a¢@m
0 < #(0) + ¢(0) Izgx;;lzﬁ(x)l) ()| — ()l
OSam+¢w>#f;') 6(0] — B

0 < 9(0) + (0) ;quo) 216

0 < ¢(0) + ¢(0) Zix;zﬁ x)) 21¢(x)]

0 < ¢(0) + ¢(0) = 2|p(x)|
0 < 2¢(0) — 2 |¢p(x)|
0 < 2¢(0) — 2 |¢p(x)|
2|p(x)| < 2¢(0)
[p(x0)] < ¢(0).

. |op(x)] < ¢(0), hemos probado (52).

Para probar la desigualdad (53), Tomamos N =3 en (50); x; =0, x, = x;x3 =y,c; =14

real,
_ ) - 60|
P(x) — d(y)

y c3 = —c;,. Entonces la desigualdad (50) se simplifica a

$(O)(1 +22%) + 22 |p(x) — ¢ - 2A°Re(¢(x — y)) = 0.
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Reordenando el polinomio cuadrético tenemos

[2(4(0) — Re(p(x — y))] A% + [216(x) — ¢()I] A + ¢(0) > 0. (55)
El discriminante del polinomio cuadratico (55) en A es

A = b* - dac

A = Q21¢(x) = g0 — 4 [2(¢(0) — Re(¢(x — )] $(0)
A = 4|p(x) = O — 4 [26(0)($(0) — Re(d(x — )]
A = 41g(x) = g0 — 26(0)(#(0) — Re(¢(x — )| .

El discriminante no puede ser positivo, ya que la ecuacién cuadrética es no negativa, por lo

tanto no tiene raices o solo tiene una solucion lo que significa que es menor o igual a 0.

Y asi,

4 [16(x) = I — 26(0)($(0) — Re(d(x - y))| < 0
[$(x) = PO = 26(0)($(0) — Re(d(x — y))) < 0
) = O < 26(0)($(0) — Re(@(x — y))
[6(x) = ¢ < 26(0)Re($(0) — ¢(x — ), pues $(0) > 0.

2L 1900 = dIP < 26(0)Re(¢(0) — plx — y)). u

Ejemplo 2.4.1. Ejemplos de funciones definidas positivas.

Supongamos que f € L*(G)y ¢ = f * f. Entonces ¢ es definida positiva y continua en G.
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La convolucion de cualesquiera dos funciones en L*(G) es continua (Ver Teorema 2.1.9 (d)) y

3 b= 50) = i [ 05, =0 = 9Ty
= Z Cnafc;f(xn _y)f(xm _y)dy

= [1Deutts=a[ ay=o

Teorema 2.4.3 (Teorema de Bochner). Una funcion continua ¢ € G es definida positiva si y solo

st existe una medida no-negativa u € M(I') tal que

P(x) = f (x,Y)du(y) (x €G). (56)
r

Demostracion.

13 2

=
Supongamos que ¢ es continua y definida-positiva. Por la desigualdad (52), podemos asumir, sin

pérdida de generalidad, que ¢(0) = 1.

Si f € C.(G) y tiene soporte K, entonces f (x) f(y)¢(x — y) es uniformemente continua en

K X K,y K se puede dividir en conjuntos disjuntos Ey, --- , E, tal que la suma

> FE)FGN$x = xpmEImE)  (x; € Ey) (57)

ij=1

difiere de la integral

fG f FE)FO)P(x — y)dxdy (58)

G
por tan poco como queramos. Ya que ¢ es definida positiva, la expresion (57) siempre es no nega-
tiva y por lo tanto, lo es (58). Ya que C.(G) es denso en L!(G), se deduce que la expresion (58) es

no negativa para cada f € L'(G).
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Definimos un funcional T4 por

Ty(f) = L fOp(dx  (f € LY(G)) (39)
y ponemos
[f,8l =Ty(f*3) (f, g€ L(G)). (60)

Recordemos que g(x) = g(—x) de modo que

[f.g] = fG fc FOOROIP(x — y)didy. 61)

Por lo tanto, [f, g] es lineal en f, [g, f] es el conjugado complejo de [f,gl, y [f, f] = 0.
Estas son las propiedades del producto interno del espacio de Hilbert que se necesitan para la

prueba estandar de la desigualdad de Schwarz. En nuestro caso, la desigualdad es

ILf. 81P < L, flg. gl (62)

Tomemos a g la funcidn caracteristica de una vecindad simétrica V de 0, dividida por m(V). Por la

ecuacion (61),

1V) fv [¢(x = y) = ¢(x)]dydx

m

[f. 8] = To(f) = fG £

1
[g.g] - 1= vafv[fﬁ()c—)’) — 1ldxdy.

Ya que ¢ es uniformemente continua estas expresiones pueden hacerse arbitrariamente pequefias

tomando V lo suficientemente pequefio, y luego la desigualdad (62) produce la desigualdad

T, <1 F1=To(f = P (f € L'G)). (63)
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Tomemos h = f = fy W =h"'xh (n=23,4,...). Yaque|¢|lo = I, tenemos Tyl = 1,y si

aplicamos la desigualdad (63) con ki, h?, h*,...en lugar de f, obtenemos

2N

T, < Tph) < [T¢(h2)]% <1, ()] <R

Como n — 0, la ultima expresion converge a el radio espectral de A, es decir, ||A|. Por lo

tanto

IT,(O < lillo = IIAIZ, 0 |To(H| <Ifle (f € L'G)). (64)

Esto significa que T puede considerarse como un funcional lineal acotado en A(I') con respecto a la
norma del supremo. (Atin no hemos demostrado que f; = f implica f; = f, pero la desigualdad
(64) prueba que fl = fz implica Ty(f1) = T4(f>), y esto es suficiente). Por Teorema de Hahn-
Banach podemos extender a T, a un funcional lineal acotado en Cy(I'), preservando esta norma y
el Teorema de Representacion de Riesz, entonces implica que existe un u € M(I') con ||u|| < 1, tal
que

nm=fﬂWWMFlymj@wwwm. 65)
r I

Por (59) tenemos Ty(f) = [, f(x)$(x)dx.
Por (65) tenemos Ty(f) = [, f(x) [.(x,y)du(y)dx.

Luego
fG JOPx)dx = Ty(f) = fG f(x) j; (x, )du(y)dx.

Entonces para casi todo x € G, se tiene
F600 = £ [ ()
r

d(x) = f (x, y)du(x),
I

muestra que la ecuacion (56) se cumple para casi todo x € G, y entonces para todos los x
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en G, ya que ambos lados de (56) son continuos.

Finalmente, tomando x = 0 en la ecuacién (56), tenemos

1 =¢0) = fd/l()’) = (@) < lull = 1;
r
por lo tanto u(I') = ||u|| y esto implica que u > 0.

13

Cada caracter es definido-positivo, por lo tanto, también lo es cada combinacion lineal finita
de caracteres si los coeficientes son positivos.

Mis generalmente, con u € M(G), siu >0y si

o) = fr (ry)duy) (x€G), (66)

entonces ¢ es continua y definida positiva.

En efecto, la ecuacion (66) muestra que
Z Cna¢(xn - xm) = fz Cna(-xn = Xm» /l)d,u()/)
r n,m
-

Z n(Xn, Y)
de modo que ¢ es definida positiva. Ya que los conjuntos N(C, r) del Teorema 2.2.8 son abiertos

2
du(y) 20

n

en G, nuestra prueba de la continuidad de j (Teorema 2.3.5) muestra igualmente que ¢ es continua

si ¢ es definida por la ecuacion (66). |
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2.5. Teorema de Inversion

Definicion 2.5.1. Sea B(G) el conjunto de todas las funciones f en G que se representan de la

forma

0= [ndde) €6, 67
donde Ay es una medida en M(G).

El Teorema de Bochner implica una combinacion del Teorema de descomposicion de Jor-
dan, en que B(G) es exactamente el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de funcio-

nes definidas positivas continuas en G.
Teorema 2.5.2. a) Si f € L'(G) N B(G), entonces f € L'(D).

b) Si la medida de Haar de G es fija, la medida de Haar de T se puede normalizar de forma

que se cumpla la formula de inversion

fx) = fr f&,ydy (xeG) (68)
para cada f € LY(G) N B(G).

Demostracion.

(a) Escribamos B! en lugar de L'(G) N B(G), denotaremos por A ¢ a la medida correspondiente,

tal que se cumpla (67).

Si f € By h € L'(G), entonces

(I F)(0) = fG h(=) f(dx = fr ( fG h(—x)(m)dx) dA,() = fr hdi ). (69)
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Si g € B!, aplicando (69) tenemos que

f hgdd; = ((h* g)* f)(O0) = (h * f) * g)(0) = f hfda,.
I r

Como A(T') es denso en Cy(I'), se cumple

gdAs = fda,, (f,geBY. (70)

Ahora definamos un funcional lineal positivo T en C.(I'). Supongamos que K es el soporte
de algin ¢ en C.(I'). Para cada vy, € K corresponde una funcién u € C.(G) con it # 0, ya
que C.(G) es denso en L'(G) , la transformada de Fourier de u * ii es positiva en yp, y €s
negativa en ninguna parte. Como K es compacto, existe un nimero finito de tales funciones
uy,- - ,u, tal que la funcién g = uy *uy + --- + u, * i, tiene g > 0 en K. Como g € C.(G),

en el ejemplo 2.4.1 probamos que g € B'.

T(p:f(i)dag. (71)
r\8

Comprobemos algunas propiedades de T’

Definamos

e T esta bien definido.

Si sustituimos g por otra funcién f € B' tal que f # 0 en K, no cambia el valor de T,

ya que (70) implica que
% fda, = f %gcmf. (72)
rf8 rfé

e T es lineal por la linealidad de la integral.

e La funcion g en (71) es definida positiva, entonces 4, > 0, y se sigue que Ty > 0 si

¥ > 0.
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e 7 no es identicamente nulo.

Existe una funcién ¢ y una medida Ay tales que fr YdAy # 0,y si g es como en (71),

tenemos

TWf) = f (‘[’Tf)dag = f wdis # 0. (73)
r\ 8 r

Asi, T # 0.

e T es invariante por traslaciones.
Sean ¢ € C.(I') y yo en I'. Construir g como anteriormente, de manera que g > 0 en K
y también en K + y,. Definamos la funcién f dada por f(x) = (—x,y0)g(x), tenemos

Fy) = 80y +y0) y 4(E) = A,(E — o). Si ¢ho(y) = ¢(y — o), entonces

Twp = lp(y_%)dﬁg(y):fr

Y (y)
Yy = Yo) V) ary) = Tw.
r 2y Ffon =1

Asi, T es invariante por traslaciones, y se sigue por el Teorema de Representacion de

Riesz que

Ty = fr b()d(y) (€ Cc()), (74)

donde dy denota una medida de Haaren I'.

Si tomamos f € B! y ¢ € C.(I), (73) y (74) prueban que

fr Wi, = TWf) = fr ufdy. (75)

Como (75) se cumple para todo ¢ € C.(I'), deducimos que

fdy =dx; (feB"). (76)
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Ya que Ay es una medida finita, se sigue que feL\I).

(b) Sustiyuyendo (76) en (67) obtenemos la férmula del enunciado (68)

@) = [(y)dAsy) = [ f@)(xy)dy.
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2.5.1. Resultados del Teorema de Inversion

Proposicion 2.5.3. La familia de todos los conjuntos N(C, r) y sus trasladados son una base para

la topologia de G.

Demostracion.
Sea V un entorno de 0 en G, escojamos un entorno compacto W de O tal que W — W C V, sea f la
funcidn caracteristica de W dividida por m(W)%, yseag = f * f y por ejemplo 2.4.1 g es continua
definida positiva, y 0 fuera de W — W. Por lo tanto, el Teorema de Inversion 2.5.2 se aplica a g, por

- R A2
consiguiente, g = | f | ,

fr g§dy = g(0) = 1. (77)

Por el reciproco del Teorema de Radon-Nikodym la medida definida a partir de una integral

es una medida regular por tanto debe existir un compacto C en I tal que

2
fc gty)dy > 3 (78)

Si x € N(C, 1/3) (en la notacion del Teorema 2.2.8), definimos

g(X)=( f + f )é’()/)(x,?’)dy (79)
C c’

parayenC, |1 — (x,y)| < %, por lo tanto Re(x,y) > 2, y la integral sobre C es al menos % fc g>

N=J PN

Ya que |fc| < 1, vemos que g(x) > 3.

Six € N(C,1/3) y como g se anula fuerade W — W, x € V, es decir N(C, 1/3) C V. [ |

Como resultado de esto tltimo, obtenemos una propiedad importante de los caracteres.
Corolario 2.5.4. T separa puntos en G.

Demostracion.

Debemos probar que si x; # x; en G, entonces (x1,y) # (x,,y) para alginy € I'.
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Sean x; # x; en G,

X1Ex=>=>x1—x#0

Como G es Hausdorf asi existe un abierto W que contiene a O tal que x; — x, ¢ W. Pero
por la Proposicion 2.5.3 se sabe que existe un entorno V = N(C,r)talque V.Cc W,asix; —x, ¢ V.

Entonces x; — x, ¢ N(C, r), pero
NC,r)={xeG: |1 —(x,y)|<r YyeC}

Asi, existe y € C CT tal que |1 — (x; — x2,y)| =1 > 0.

11— (x; —x2,¥)|#0

esto es,

(x1 —x2,7) # 1
y(x1 —x) #1
y(x1)

1
Y(x2) ?

y(x) # y(x2)

(xl’ )/) ¥ (-XZ’ )/)

Por lo tanto x; # x, en G, entonces existe y € I' tal que (x1,y) # (x2,7).

.. I" separa puntos en G.

Cualquier funcién de la forma
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f) = Z?:l aj(x,y;) (x€G)

es llamada un polinomio trigonométrico en G. El conjunto de todos los polinomios trigonométri-
cos en G es un dlgebra sobre el campo complejo, con respecto a la multiplicacion puntual, y es
cerrado bajo conjugacién compleja. Como I" separa puntos en G, el Teorema Stone-Weierstrass da

el siguiente resultado:

Proposicion 2.5.5. Si G es compacto, los polinomios trigonométricos en G, forman una subdlge-

bra densa de C(G).

Se sigue que los polinomios trigonométricos son también densos en L7(G), 1 < p < oo, si

G es compacto. (ver Proposicion 1.5.26 ).

2.6. Normalizacion de la medida de Haar

Dada una medida de Haar, el Teorema de Inversion destaca una medida especifica de Haar
en I' de manera que la féormula de Inversion se cumple (68). En la definicion 2.1.4 introducimos la
normalizacién estandar para la medida de Haar de grupos compactos y discretos. Como I" es com-
pacto si G es discreto (Teorema 2.2.7) surge la pregunta de si estas normalizaciones son correctas,
es decir, si la férmula de inversion se cumple para ello. Primero establecemos un resultado general,

y luego, algunos resultados particulares.

Proposicion 2.6.1. Si G es compacto y tomamos la medida de Haar en G de forma que m(G) = 1,
la medida dual en vy es la medida del cardinal. Si G es discreto y elegimos la medida del cardinal,

entonces la medida de T satisface m(I') = 1.

Demostracion.
Sea G compacto y m(G) = 1, tomemos f(x) = 1. Por la demostracién del Teorema 2.2.7 f 0 =1
y f (y) = 0siy # 0. Si mr es la medida de Haar en I', de acuerdo con el Teorema de Inversion

2.5.2, entonces
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1= f(0) = fr fy)dy = mr({0}) (80)

y asi, mr asigna medida 1 a cada punto de I'.
Reciprocamente, si G es discreto y cada punto tiene medida 1, tomar f(0) = 1, f(x) = 0 si

x # 0. Entonces f(y) =1,y

m(l) = f fondy = f0) =1 81

r
si el Teorema de Inversion se cumple. [
Consideremos un caso no trivial, tomando G = R (ver ejemplo 2.2.1) asi que I' = R, y sean

adx, fdt medidas de Haar en G y I'; dx y dt denotan medidas de Lebesgue ordinarias en la recta

real. Como e > 0, la férmula

+ f Mgy (82)

1+ x2

prueba que (1 + x?)~! es definida positiva, y la unicidad de la transformada inversa, combinada con

el Teorema de Inversion prueba que

00 —ixt
) ¢
e af [m " xzdx (83)

con t = 0, (83) se convierte en

© g
1 =208 f 1+xx2 — 2raB, (84)

y esta es la condicion de normalizacion que @ y 8 deben satisfacer.

Dos de las posibles elecciones que son frecuentemente usadas:

= ,leoa:ﬁ:(Zﬂ)_Tl.

- 2
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De ahora en adelante, siempre se asumira que la medida de Haar en G y I" son tomadas de

tal forma que cumplen el Teorema de Inversion.

2.7. El Teorema de Plancherel

Teorema 2.7.1. La Transformada de Fourier restringida a (L' N L*)(G) es una isometria (con
respecto a la L*>-norma) sobre un subespacio lineal denso de L*(T'). Por lo tanto, puede extenderse

de manera tinica a una isometria de L*(G) sobre L*(I).

Demostracion.

Definamos T : (L' N L2)(G) — LX) por T(f) = f.

Sea® = (L' N L*)(G) = {f € AT) : f € (L' N L*)(G)}.

Por Teorema 2.1.9 (e) y Teorema 2.2.6 (b) se puede probar que ® es una subdlgebra de
A(T), también (L' N L?)(G) es subdlgebra de L*(G).

También

.. T es un homomorfismo.

Sea f € (L' n L*)(G).
Definamos g = f * f, entonces g € L'(G) por Teorema 2.1.9, y por ejemplo 2.4.1 g es continua y

definida positiva.

—

También g = f+ f= fs f=fxf=

Al

f

2
, y luego




CAPITULO 2. TEOREMAS BASICOS DEL ANALISIS DE FOURIER 141

I1f15 = f |f(0)f dx = f ) f(-x)dx; ya quef(—x) = f(x)
G G
= g(0), por definiciénde g = f * f

= f 8(y)dy, por Teorema de Inversion literal (b)
r

-

= 1713

2

dy

A

f

S NT Al = 1Al = £l

.. T es isometria.
Ahora probemos que @ es denso en L*(T).

Sea ¢ € L>(I), tal que {¢,y), = 0, ¥ ¢ € ®.

<¢,w>2=0:>f¢$dy:o.
r
L Veed, [gydy=0.

Si reemplazamos ¢ por ¢(x,y) lo cual es posible gracias al Teorema 2.2.6 (c), entonces se

tiene

Ve d, f dy(x,v)dy =0, V x € G. (85)
r

Como ¢ € @, asi ¢ = f para algin f € (L' N L*)(G), de donde f € L*(G), y por ejemplo 2.4.1 se

tendria que f * f es una funcién definida positiva continua, asi por Teorema de Bochner 2.4.3 se
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tiene que f * f € B(G) y también por Teorema 2.1.9 f* f € L'(G), por lo cual f+ f € L'(G)NB(G),

,

asl

FefellD),

por el Teorema de Inversién 2.5.2-(a), pero

FeT =1
Asi, |¢|* € L'(I), de donde ¢ € L*(I).

Luego, al usar la desigualdad de Cauchy-Schwarz se prueba que ¢y € L'(I), ya que ¢, € L*(I).

Definimos u(C) = fc ¢ydy, y como ¢, € L*(T'), entonces por el reciproco del Teorema de
Radon-Nikodym se tiene que u € M(I').

Entonces por (85) se tiene que

j; (x,y)du = fr Y(x,y)dy =0

para todo x € G.

Entonces por el Teorema de unicidad 2.3.8 se tiene que u = 0, asi

0=pu) = frfiﬂd)’-

Por lo tanto

¢y = 0 casi en todas partes para todo ¢ € ©. (86)

Seayy el
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Como C.(G) es denso en L'(G) , asi existe u € C.(G) tal que #(0) # 0.

Seav=u=iiasid =0 >0 y como &(0) # 0, asi $(0) > 0 y como ¥ es una funcién continua por
ser A(I') € Cy(I') en el Teorema 2.2.6 (a), asi existe un conjunto abierto W c I'talque ¥ > 0en W
y es no negativa fuera de W, donde 0 € W.

También por Teorema 2.2.6 ® es cerrado bajo traslaciones, asi P(y — yp) € @y ¥(y —yo) > 0 en
W — 0. Que ¥(y — yp) € ® se sigue del hecho que ¥ € ® ya que v € C.(G) por Teorema 2.1.9 ¢) y
C.(G) € (L' n L*)(G) por Capitulo 1.

Pero por (86) se tiene

Dy —yo(y) =0, Yyel.

Luego ¥(yy — Yol (yo) = 0y como $(0) > 0, asi ¢(y,) = 0 de donde y(y,) = 0.

So(yo) =0, Yy el
Sy =0.
Luego el tinico elemento ortogonal a ® en L*(I") es 0, asi ® es denso en L*(T').

Pero también (L' N L?)(G) es denso en L*(G), asi T se puede extender de la siguiente forma:
Sea f € L*(G), asi existe una sucesién (f,) € (L' N L?)(G) tal que f, — f en la norma de
L*(G).

Luego, (f,) es de Cauchy en L*(I') y como L*(I") es completo entonces (7(f,)) converge en L*(T).

Definimos la extensién de 7 por

T() = lim T(f,).

Probemos la unicidad.
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Sea S : L*(G) — L*(I') isometria que extienda a 7.
Se debe probar que S = T.
Sea f € L*(G), asi existe (f,) € (L' N L*)(G) tal que f, — f.

S(F) =S (lim £)

lim S(f,); yaque S es isometria y por tanto es continua
n—oo

nh_r)rlo T(fy); yaque S|pinzyg =T

= T(f).

Por lo tanto, T puede extenderse de manera tnica a una isometria de L*(G) sobre L*(T). B

Observacion 2. La extension anterior de la Transformada de Fourier a L*(G) se le conoce como
Transformada de Plancherel, y se denotard también con el simbolo f. Una parte importante del
Teorema es la afirmacion que cada funcion en L*() es la transformada de Plancherel de alguna
f € L*(G). Para G compacto este es un caso especial del Teorema de Riesz-Fischer sobre sistemas

ortogonales de funciones.

Identidad de Polarizacion.

Afg=\f+ gl —|f — g +ilf +igl —ilf —igP. (87)

Demostracion.
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Probemos que Re (g = 1[I + gI* — If — gI’].

i[lf+g| -If -gf| = i[<f+g>f+g (f - 8)f ~ ]
= T o+ T 70 - T 0 -7 9)
= [T+ 048G+ D - (T -0 -G -D)
%[ff+f_+gf+gg (ff - 18— gf + 52
= 2z aT+ 2 gl
%[2f—+2gf]
= 2|2+ 4]
=5l )
= 2 [2Refz)
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Probemos que Im fg =

Bl —

Asi,

|If +igP - 1f

—igP| =

Hilf +igl —ilf - igl.

(f +ig)f +ig — (f —ig)f — ig]

[
= < |F(F+ig) +is(F+ig) - (F(F —ig) — ig(f —ig)]
= —|F(F +ig) +ig(F +ig) — (f(F - ig) — ig(f - ig))]
= < |fF +ifg +ief +iige — (ff —ifg —igf +iigg)|
=~ |[fF +ifg +igf +iigE — £ +ifg +igf — iigg|
=~ |-ifg +igf —ifg +igf|

=~ [-2ifg + 2igf|

= (2 [gf - f3]

-7 - 1]

-2 Im /3]

m|~ N|~ 4>|~4>|»—4>|~4>|»—4>|~4>|»—4>|~4>|»—

= (i’ [~ Im fg]
= (=D [-Im 3]
=Im fg.

f_—Ref—+iImf§

Gl 1 ] g 17 + igP -1 i
[v+g| f — gl +ilf +igl —ilf —igl’]

=|f+gl

—|f —gP +ilf +igl —ilf —ig
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Si f, g € L*(G), la identidad (87) combinada con la transformada de Plancherel, da la

Formula de Parseval.

fG FR0Idx = fr FORDd. (88)

Demostracion.

Partiendo de la identidad (87), tenemos que

Afg=\f+el —If =gl +ilf +igl —ilf —ig?

4 f F@)g(dx = f (IF) + P = 1£(x) = g + i1 f(x) +ig(OP = i f(x) - ig()) dx
G G
4 fG F@)g(dx = fG (£ () + ()P )dx - fG (£ (x) = g(x)P)ddx

+ij(;(lf(X)+ig(X)|2)dx—iL(If(X)—ig(X)Iz)dX-

Recordemos que para toda funcion f, |f| = | f | Asi

4 fG f(x)g(x)dx = fr (f ) + gy - fr (f ) - gy
+ fr Qfen) + gy - fr (Q|f) - gy
4 fG FOg@dx = 4 fr FORDdy

f F)gdx = f FOED.
G T

Por lo tanto,

fG FOR0Idx = fr FORDd.
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Teorema 2.7.2. A(D) es el conjunto de convoluciones F x F,, con F\ y F» en L*(T).

Demostracion.

Sean f, g € L*(G). Sustituyendo g por g en (88), la férmula de Parseval asume la forma

fG Fg(dx = fr Foa—y)dy. (89)

y si reemplazamos g(x) por (—x, yo)g(x) en (89), obtenemos

J—

Fegtvo) = f FE(=x, yo)dx = f Fate -y = (F * Dvo). 90)
G I

Probemos por doble inclusién que A(I') = {F 1% Fy: Fi,F, € Lz(l")} .

13

Sea h en A(D), entonces h € L'(G).
Pero cada elemento en L!'(G) se puede expresar como el producto de dos elementos en L*(G), por
lo tanto h = fg, con f,g € L*(G), y (90) prueba que h=fxg conf,ge LX), por el Teorema

de Plancherel.

- h e{F1 « Fy: F|, F, eLZ(r)}.

- AN C {Fl «Fy: F|,Fs € Lz(r)}.

13

Sean f, 8 € L2(I).
Como f, g € L*(G), entonces el producto fg € L'(G).
Luego, f/*\g € A(l) ya que fg € L'(G). Pero por (90) f/*\g = fxg,asi f*8eAQ.
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{F1 %« Fy: F|,F, € L2(r)} c AD).

AT = {Fl %« Fy: Fi,Fy € LZ(F)}. n

Teorema 2.7.3. Si E es un conjunto abierto no vacio en T, existe f € A() no nula, tal que f »=0

fuera de E.

Demostracion.
Sea K un subconjunto compacto de E, con m(K) > 0, sea V un entorno compacto de 0 tal que

K+V c Eysea f = gxh,donde ¢ y & son las funciones caracteristicas de K y V respectivamente.

Entonces f (y) =0fuerade K+V, f € A(I') por Teorema 2.7.2, y fr f(y)dy = m(Kym(V) >

0 lo cual probaremos a continuacion:

fr Foy)dy = fr (& * (y)dy

_ f f g(y—yoﬁz(yo)dyo) dy
r I

= fr fr XK(Y—VO)XV(Vo)d)’O)dY

= f f XK(?’—VO)XV(VO)CZ)’)CI?’O
I I

= f Xv(y0) ( f XK()"?’O)d)’)dVO
r r

= fl:Xv(’)/()) (fl:XK+yo(7)d7) d’)/o

= f Xv(yo)m(K + yo)dyo
r

= f Xy (yo)m(K)dy,; la medida de Haar es invariante bajo traslacion
r

= m(K) f Xy(yo)dyo
I

= m(K)m(V) > 0.

Asi f no es identicamente a 0. [ |
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2.8. Teorema de Dualidad de Pontryagin

Si G es un grupo abeliano localmente compacto, hemos visto (Teorema 2.2.8) que su dual
I es también un grupo abeliano localmente compacto. Por lo tanto, I" tiene un grupo dual, llamado
[, y todo lo que hemos demostrado hasta ahora para el par ordenado (G,T) se cumple también

igualmente para el par (I, T). El valor de un caracter 9 € I" en el punto y € I serd escrito (y,%)

(esta notacién serd temporal, la dejaremos de usar tan pronto probemos que I' = G).

Por Teorema 2.2.8-(a) cada x € G puede ser considerado como un caracter continuo en I,
y asf existe un mapeo natural @ de G a I, definido por:

Seaa e G
a: G —» T

x B alx),

donde
ax): T —» C

Yy = [a®]y) = y(x)

en otras palabras

x,y) =, alx) (xeG,yel). oD

Probemos que a(x) es un caracter.

(a) Probemos que [[a(x)](y)| = 1.



CAPITULO 2. TEOREMAS BASICOS DEL ANALISIS DE FOURIER 151

[ = ly(0)l, x€ G, yel.
= |1|; ya que vy es caracter.

= 1.

(b) Probemos que [a(x)](y1 +72) = [@()](yD[a()](y2).

[a(X0)](y1 +¥2) = (Y1 + y2) (%)
= [y1(x)][y2(x)]; y es un caracter.

= [a(0)](yD[a()](y2).

‘. a(x) es un caracter.

Proposicion 2.8.1. Si X es un espacio de Hausdorff e Y es denso en X y Y es localmente compacto

con la topologia relativa, entonces Y es abierto en X.

Demostracion.

Sea yen Y. Como Y es localmente compacto con la topologia relativa, asi existe un entorno en X,

V de Y tal que Y N V es compacto en X.

Como Y NV es compacto, asi K = Y N Y N V también es compacto en Y y por tanto en X.

SeaW =V -K.
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W=V-K=WcV

= WnYcvnYck.

Pero WNK =0ycomoWnNY CK,entonces WNY C K =0, pero W es abierto en X ya
que K es compacto y en espacios de Husdorft los conjuntos compactos son cerrados.
Luego por ser Y denso en X se tendria que YNW # 0 si W # (), pero hemos probado que YNW = 0,

por lo cual W = 0.

W=0=V-K=0

— VCKCY

Por lo tanto, para todo y existe V abierto tal que y € V C Y.

.. Y es abierto en X. |

Proposicion 2.8.2. Si H es un subgrupo de un grupo topologico G y H es localmente compacto

con la topologia relativa, entonces H es cerrado en G.

Demostracion.

Tomando Y = H, X = H en la Proposicién anterior se demuestra que H es subgrupo abierto de H.

Probemos que

H-H-= U (H + x).
xeH-H

13
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Seaxe H-H.

xeH-H=x¢H
= xex+H;yaque0e€H.

= x€ U (H +2).

zeH-H

S H-HC, 5 4H+X)

13

Seaze |, g_y(H+ x).
Entonces z € H + x, para algin x € H — H.
Luego,
z-xeHCH
ycomo x € H,asi z—x+xe€x+H = H, por tanto z € H.
Si z € H, entonces por el hecho de que z € H + x con x € H — H, se tendria que x € H lo

cual no es cierto, por lo tanto z ¢ H.

o H=H=U, g5 4H+ x).

Como H es abierto en ﬁ, asi H + x es abierto, por lo tanto | J z_5(H + x) es abierto, de

donde se sigue que H — H es abierto en H, pero esto implica que H es cerrado en H, asi H = H.

.. H es cerrado. [ |



CAPITULO 2. TEOREMAS BASICOS DEL ANALISIS DE FOURIER 154

Teorema 2.8.3 (Teorema de Dualidad de Pontryagin). El mapeo a es un isomorfismo y un homeo-

morfismo de G a T

Asi I puede ser identificado con G, y una declaraciéon mds informal del resultado seria:

Cada grupo abeliano localmente compacto es el grupo dual de su grupo dual.

Demostracion.
Primero demostraremos que es un homomorfismo inyectivo.

Sean x,y € Gy y €T, entonces

y,a(x+y) =(x+y,7)=xy0Y) =, a0))(y,a®y) = (y,a(x) + a(y)).

Por lo tanto a(x + y) = a(x) + a(y), y @ es un homomorfismo. Como I separa puntos en G

(Corolario 2.5.4) a es inyectiva, por lo que es un homomorfismo inyectivo.

El resto de la prueba puede ser dividido en 3 pasos:

(a) a es un homeomorfismo de G a a(G).
(b) a(G) es cerrado en I

(¢) a(G) es denso en I

(a) Sea C un compacto en I, sea r > 0 y definamos
V=xeG:|l-(yl<r, YyeC}

W={el:1-(dl<r, YyeCl
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Por Proposicion 2.5.3 y Teorema 2.2.8 (c), estos conjuntos V forman una base de entorno de

0 en G, y los conjuntos W constituyen una base de entornos de 0 en I".

Probemos que @ y @' son continuas.

Probemos primero que « es una funcion abierta de G a a(G).

Sea V la base de entorno de 0 en G.

aV)={yel|AxeV, ax) =3}
:{)A/Efl I -,y <rVyeCAalx)=% paxeV}
:{)A/Efl [T —(y,a(x)|<r Yye CAa(x) =%y paxeV}; pordefiniciéon de o
=pel|1-(9)<r ¥YyeCAalx)=% paxeV)
=pel|l-(Pl<rV¥VyeCin{Fel|akx)=% paxeVcG)

= Wna(G).

Por tanto (V) es abierto en la topologia relativa inducida en a(G) por I".

Asi a es una funcién abierta de G a a(G).

Probemos que o' es continua.
Queremos probar que (a~!)~!(V) es abierto en a(G).
Sea V la base de entorno de 0 en G.
Luego
@ )™'(V) = a(V).

Asi a(V) es abierto en a(G), por ser @ una funcién abierta de G a a(G).

Por lo tanto @~! es continua.

Probemos que a es continua.
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SeaZ = W n a(G).

(@)7'(2Z)={xeG|ax) e Wna(G)}
={xeG|ax) e WA ax) € «G))
={(xeG| |l - (y,a@) <r ¥YyeCAak) € aG))
={(xeG| 1 -(xy)|<r ¥yeCAak e aG))

=V

Asi (@)~'(Z) = V, un abierto en G.

Por lo tanto « es continua.
« es un homomorfismo de G a a(G).
(b) Por (a), a(G) es localmente compacto con la topologia relativa que a(G) tiene como un
subconjunto de I".

Como a(G) es localmente compacto y es subgrupo de I, asi por la Proposicién 2.8.2, &(G)

escerradoen .

(¢c) Queremos probar que a(G) es denso en I

Razonemos por contradiccion.

Supongamos que a(G) no es denso en I,

Si a(G) no es denso en [, existe una funcién F € A(f) que es 0 en cada punto de a(G)
pero no es idénticamente 0 (Teorema 2.7.3) (es decir, F(a(x)) = 0 V x € G; pero F no es

idénticamente 0).

Para algin ¢ € L'(I'), tenemos
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F§) = fr o=y, Pdy G eD). ©92)

Como F(a(x)) = 0 para todo x € G, se sigue que

fr p(y)(=x,y)dy = fr ¢y, a(x)dy = F(a(x)) =0 (x €G). (93)

Y asi, ¢ = 0, por el Teorema de Unicidad 2.3.8. Por lo tanto F = 0, por (92), y esto es una

contradiccién ya que F no es idénticamente a 0.

En resumen, @ es un homomorfismo inyectivo, y es un homeomorfismo entre G y a(G), que por

ser denso y cerrado, coincide con I [ |

2.8.1. Algunos resultados del Teorema de Dualidad

La simetria entre G y I' que estd ahora establecida prueba que cada teorema demostrado
por el par ordenado (G,I') también se cumple para (I', G) y esto nos permite completar algunos

resultados que fueron previamente establecidos solo de forma provisional.

(a) Todo grupo abeliano compacto es el dual de un grupo abeliano discreto, y todo grupo abe-

liano discreto es el dual de un grupo abeliano compacto. Esto se sigue del Teorema 2.2.7

(b) Teorema de Unicidad: Si u € M(G)y ji(y) = 0, paratodo y €I, entonces u = 0. Esto es

el dual del Teorema 2.3.8

(c) M(G) y L'(G) son algebras de Banach semisimples. Como el mapeo u —> [i(y) es un
homomorfismo complejo de M(G), para cada y € I', la semi-simplicidad de M(G) se sigue
de el Teorema de unicidad del literal (b). El mismo Teorema de unicidad se cumple para

LY(G), y asi L'(G) es semi-simple.
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(d) Si G no es discreto, entonces L'(G) no tiene identidad. Por lo tanto L'(G) = M(G) si y solo
si G es discreto. Porque si G no es discreto, entonces I no es compacto, por (a) y como
A(') c Cy(T'), A(I') no contiene constantes distintas de cero, por lo tanto no tiene unidad. Ya

que A(I) es isomorfo, como un élgebra a L'(G), la prueba estd completa.

(e) Sip e M(G)y e L', existe f € L'(G) tal que du(x) = f(x)dxy

£ = f Ay (x € G). 04)
T

Por hipétesis, g € L'(I) N B(I'); por lo tanto si f estd definida por (94), el Teorema de

Inversién (aplicado para el par (I', G) en vez de (G,T’) ) prueba que f € L'(G) y

aly) = fG J)(=x,y)dx (y €T). 95)

Como f(y) = fG(—x, v)du(x), el Teorema de Unicidad ahora implica que du = fdx, y la

prueba estd completa.

2.9. La Compactificacion de Bohr

Definicion 2.9.1. Sea I' el dual del grupo abeliano localmente compacto G, sea T igual al grupo
I provisto con la topologia discreta, y G el dual de Ty, entonces G es un grupo abeliano compacto

que llamamos La Compactificacion de Bohr de G.

Consideremos el mapeo 3 : G — G, definido por

(x,y) = .B(x) (xe€G, yel). (96)

Teorema 2.9.2. El mapeo B : G —> G es un isomorfismo continuo de G a un subgrupo denso

B(G) de G.
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Demostracion.
Como I separa puntos en G, note que la funcién S esta definida de la misma forma que la funcién

a en el Teorema de Pontryagin, y asi 8 es un isomorfismo.

Ahora veamos que 8 es continua. Sea W un entorno de 0 en G. Como un subconjunto de
I'; es compacto si y solo si es finito, el Teorema 2.2.8 prueba que existe y;, - ,y, € 'y r > 0 tal

que W contiene al conjunto
XeG:I1-(®l<r; i<l ,n)

que es un entorno de 0 en G. Sea

V={xeG:|1-(xy)l<ri<l, -, n},

entonces V es un entorno de 0 en G, y x € V implica que S(x) € W. Asi 8 es continuo en 0, y por

lo tanto en todo punto de G, por traslacion.

Finalmente, sea H = 5(G), la clausura en G de B(G).

Razonando por contradiccién, supongamos que H # G.

Entonces el cociente G/H no es trivial y es compacto ya que sabe por topologia que el

cociente de un compacto es compacto.

Como G/H es no trivial, asi su dual tampoco es trivial por lo cual existe un caracter

¢: G/H — C

no trivial, esto es,

d(x+H) #1,
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para algiin X € G.

Definimos

y:G— C

¥ — Y = ¢(x + H).

Esta funcién ¢ es un caracter de G, es decir, Y estd en el dual de G.

Six € H, entonces x + H = H, pero H es el cero en E/H y cOmo ¢ es un caracter en E/H,
entonces

¢(x+H) = ¢(H) = 1

ya que todo caracter mapea el ceroenel 1 € C.
LY =¢(x+H)=1,VxeH
Pero como ¢ no es trivial, asi existe X € G tal que (%) # 1.

Por el Teorema de Dualidad de Pontryagin se sabe que @ : G —> I es biyeccién, donde en
nuestro caso tomariamos

G=T,
r=r,=G
[=G.

Como ¢ € G, asi existe y, € I'; = I tal que a(yy) = ¥, pero ¢ no es trivial y por ser a
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isomorfismo, entonces 7y, no es trivial.

Sea x € G, asi B(x) € H, de donde

Y(Bx) =1
(@(yo))(B(¥)) = 1
(B(x), a(¥p)) = 1, por ser a(y,) un caracter.
(70, B(x)) = 1; por definicién de a.

(x,70) = 1; por definicién de .

Como x es arbitrario en G, se tiene que yy(x) = 1 paratodo x € G, asi yp = O el ceroen I,

lo cual es absurdo, pues antes habiamos deducido que y, # 0.

Por lo tanto G = H = B(G).

.. B(G) es denso en G. [

Podemos interpretar el Teorema de la siguiente manera:

Dados G y T, G es el grupo de todos los caracteres continuos en I', G es el grupo de todos

los caracteres en I', y el hecho que G o B8(G) es denso en G lleva a un teorema de aproximacion.

Teorema 2.9.3. Dados y,,--- ,y, €1, sea € > 0. Dado un caracter ¢ en I, existe un caracter

continuo Y definido en I tal que

Wyd) —¢(ydl<e (G=1,---,n). o7
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Sea ¢ € G. El conjunto de toda las ¥ € G que satisfacen (97), es abierto en G, por tanto interseca a

B(G).

2.10. Una caracterizacion de B(I)

Recordemos que B(I') es el conjunto de todas las funciones & en I' que son transformadas

de Fourier-Stieltjes de medidas u en M(G). Normamos B(I') de la siguiente forma ||| = ||u|l.

Teorema 2.10.1. Sea ¢ una funcion definida en T, las siguientes declaraciones son equivalentes:

@ ¢ BO)yligll = A

(b) ¢ es continua y

n

Z cip(yi)

i=1

= Allflle

para cada polinomio trigonométrico f en G, de la forma

n

F) =D ey,
i=1
Demostracion.
(a) = (b)

Si (a) se cumple, entonces ¢ = 1, y

Yaittr = Yo [ xmduco = [ fnduco.

.. (a) implica (b).

(98)

99)

(100)
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Para probar (b) = (a), pasamos a la compactificacion de Bohr G de G. En la notacién de
la seccidn 2.9, la formula

n

Jx) = Z a(yeX) (X €G) (101)

k=1
extiende cada polinomio trigonométrico f en G a un polinomio trigonométrico en G, ya que G es
denso en G, la norma ||f]|., no es alterada por esta extension. La funcion lineal 7' definida en el

espacio de todos los polinomios trigonométricos f de la forma (101) por

Tf =) bty (102)

satisface la desigualdad

ITf1 = Alfllw. (103)

Por Teorema de Hahn—Banach T puede ser extendido a un funcional lineal acotado en C (G), de
norma que no exceda A, y el Teorema de Representacion de Riesz implica que existe una medida
p € M(G) tal que ||ull < Ay

qu@:Lﬂ4Wﬁ) (104)

para toda f de la forma (101). Tomando f(x) = (y, x), para algtin y € I', obtenemos

ww=fb%®@@>WeD. (105)
G

Para completar la prueba, debemos probar que u estd concentrado en G (mds precisamente
en B(G), en la notacion de la seccion 2.9).

Se sigue del Teorema de Radon-Nikodym que existe una funcién de Borel g en G, de valor
absoluto 1, tal que gdu = d |u|, y como C(a) es denso en L!(|u|) existe una sucesién de polinomios

trigonométricos £, en G tal que
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Tim fG fy — gldlul = 0. (106)
Por (105) la transformada
bu(y) = fG (y. DA () (107)

son combinaciones lineales finitas de traslaciones de ¢ y por lo tanto son continuas en I", por (106),

{¢,} converge uniformemente a

D(y) = f (=Y, 0d | x), (yel) (108)
G

y @ es continua en I'. La representacion (108) prueba que, ®@ es definida positiva, y asi
por el Teorema de Bochner 2.4.3, ® es la transformada de Fourier-Stieltjes de una medida o en el
grupo dual G de I'. El Teorema de unicidad para transformadas de Fourier-Stieltjes ahora implica

que o = |ul, por lo tanto |u| estd concentrada en G, y también lo es u. [

Corolario 2.10.2. Si ¢, € BD) y ||¢,ll £ Aparan=1,2,--- ,sip € C(') y si

¢(y) = nhlgo ¢u(y) (y €l), (109)
entonces ¢ € B(I') y ||¢|| < A.

Este es un Corolario del Teorema 2.10.1
Demostracion.
Queremos probar que ¢ € B(I') y ||¢]| < A, entonces para ello debemos probar que ¢ cumple el
literal (b) del Teorema 2.10.1.

Sea f un polinomio trigonométrico en G de la forma

m

fx) = cilx, 7).

i=1
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Como ¢, € B(I') y ||¢,]l < A, entonces por el Teorema 2.10.1 se tiene que ¢, cumple el
inciso (b) del teorema 2.10.1.

Luego

m

Z cip(yi)

i=1

m

=D, ¢ lim 6,

i=1

= | lim > i)
i=1

m

Z cidu(yi)

i=1

Iim
n—aoo

IA

lim A||fll~, yaque ¢, cumple el inciso (b) del Teorema 2.10.1.

Allflleo-

Por lo tanto

m

Z cip(yi)

i=1

< Allflleo-

Asi por el Teorema 2.10.1, ¢ € B(I) y ||¢|| < A. [ |



Capitulo 3

LA ESTRUCTURA DE GRUPOS
ABELIANOS LOCALMENTE
COMPACTOS

Este capitulo contiene la teoria de estructura de grupos abelianos localmente compactos.

3.1. La Dualidad entre subgrupos y mapeos cocientes

Definicion 3.1.1. Sea H un subgrupo cerrado del grupo ALC G y sea A el conjunto de todoy € T’
(el grupo dual de G) tal que (x,7y) = 1 para todo x € H, es decir A ={y eT': (x,y) =1,V x € H}.

Llamamos a A el anulador de H.
Proposicion 3.1.2. A es un subgrupo cerrado de T

Demostracion.

Probemos que A es cerrado.

Probaremos que A = A.

166
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13 2

C

A C A, por definicién 1.1.4.

13 2

-
Seay € A.
Seaze H.

Por Teorema 2.2.8 (a) la funcion

p: GXxG — C
(x,y1) = o(x,yr) =yr(x)
€s continua.

Como la restriccidn de toda funcion continua es continua, asi

Y = Pligxr: (xroC

dada por ¥(z,y?) = y7(z), para todo y7 € I es continua.
Sea e > 0.
Sea U, = B(1,€) (la bola en C centrada en 1 y de radio € > 0 ). Entonces U, es abierto en C, asi

' (U,) es abierto en {z} X I, pero

YU = {2y el X T |1 = y1(2)] < €.

Pero {z} X I" es homeomorfo a I" bajo el homeomorfismo

h: {g4xI' - T

(z,y) = h(z,y) =1,

entonces
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We = h(y™' (U = {yr €T: 1 = y1(2)] < €}

es abiertoen I'.
Como el caracter 0 € W, yaque |1 — 0(z)] = |1 — 1| = 0 < €, entonces W, + vy es un abierto

que contiene ay y como y € A, asi (W +y) N A # 0.

Por lo tanto existe y. € A tal que y. € W, + vy, asi y. —y € W,, es decir,

1 =e =1l <e

(z) (%)
'1 ~ Y e yaque (v -0 = 2
¥(2) y(%)
1
‘1 ———| <€ yaquey(z) =1,puesy. € AyzeH.
¥(2)
1 e
ly@)| |1 - e < |y(z)| €, multiplicacién por [y(z)|

ly(z) = 1| <€, yaque |y(z)] = 1, puesy €T.

Por lo tanto, para todo € > 0, |y(z) — 1] < €.
co (@ =11 =0.

coy(@ =1,

Como z es arbitrario en H, se concluye que y(z) = 1, paratodo z € H.
S Y EA

.. A = A, es decir, A es cerrado.

Probemos que A es un subgrupo.
Cerradura:

Sean vy, v, € A.
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Seax e H.
XEH:> (x771) = 1 Y(X,')’Z) = 1
= (x,y1 +72) = (X, y)(x,9) = (1)) = 1.
Sy +y) =1
Sty €A

.. A\ es cerrado bajo la suma.

Inverso:
Seay € A, entoncesy €I

Sea x € H.

Como y €I, y I ya es un grupo, entonces —y € I'.

Luego

(x,=y) = (=x,7),

como x € H, y H es un subgrupo de G, entonces —x € H.

Asi

(X’ _7) = (—X, Y)

=1.

Sy EAL

.. A\ es subgrupo bajo la suma.
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Por lo tanto concluimos que A es un subgrupo cerrado de I'. |

Lema 3.1.3. Si A es el anulador de H, entonces H es el anulador de A.

Demostracion.

Sea A el anulador de A, es decir,
A={pel:p(y)=1"YyeAl

Por Teorema 2.8.3 el mapeo

a: G -» T
x B alx),

donde
ax): T - C

Yy = [a®0]y) = y(x)

es un isomorfismo y homeomorfismo.
Probemos que A = a(H) y asi H = A, es decir que H serd el anulador de A.

Sea x € H.

Seay € A.

[@()](y) = y(x) = 1 (yaquey € Ay x € H).

“la@)(y) =1, VyeA.
Loalx) e A.
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Sea ¢ € A.
Entonces ¢: I' — C es un caracter continuo tal que ¢(y) = 1, paratodo y €T
Por ser a sobreyectiva, existe x € G tal que a(x) = ¢.
Si x ¢ H, entonces por la ultima parte de la demostracion del Teorema 2.9.2 existe y € A tal que

v(x) # 1, asi [a(x)](y) = y(x) # 1, lo cual es una contradiccion, ya que

1 =¢(y) = [a()](y) =yx) # 1.

. x€eH.

A= a(H) = H, asi H es el anulador de A.

Observacion 3. En G/H se considera la topologia cociente inducida por el mapeo h.

ten = W C G/H h='(W) es abierto en G}, es decir, la topologia cociente en G|/H

inducida por h.
Teorema 3.1.4. A yI'/A son los grupos duales de G/H y H, respectivamente.

Demostracion.

Sea
h: G » G/H

X b x+H,

el mapeo canodnico de G sobre G/H.

Sea (G//\H) el dual de G/H, es decir

(G//ﬁ) ={¢: G/H — C| ¢ es caracter continuo}.
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Sea
v: A — (G/H)

Yy = ¥,
donde

y(y): G/H — C

hx) = [gIhx) = y().

= Probemos que ¢ es funcion.

Sean vy, v, € A tal que y; = ;.

Entonces para todo x en G,

Y1(x) = y2(x)

[ (yD](h(x)) = [Y(y2)](h(x))
Lo = Y ().

Sea U abierto en C.

Deseamos demostrar que y(y)"'(U) = {x + H : [y/(y)](h(x)) = y(x) € U} es abierto en G/H,

' W) '(U) ={xeG: h(x) = x+H € y(y)" (U)}
={xeG:y(x) e U}

=y ().

Como y es continua y U es abierto, entonces y~'(U) es abierto en G. En consecuencia

Y(y)~1(U) es abierto en G/H.

Por lo tanto ¢ es funcion.
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= Probemos que ¢ es biyectiva.

Inyectividad.

Sean yy, y; € A tal que ¥(y1) = Y(y2).

Entonces para todo x en G,

[y DI(h(x) = [ (y2)1(h(x))

Y1(x) = y2(x)

S YL =72

Por lo tanto ¢ es inyectiva.

Sobreyectividad.

Sea ¢ € 5]7—1 .

Seay=¢oh:G — C, aqui debemos probar que y € A.

Como ¢ es caracter, asi es funcién continua, y como % es el mapeo canonico de G sobre
G/H, entonces es continua.

Por lo tanto y es continua por ser composicion de funciones continuas.

Sea x € G. Entonces

ly(x)| = |p(h(x))| = 1 (ya que ¢ es caracter).

Ademas

Y(x+y) = ¢(h(x +y)) = Y(h(x) + h(y)) = [p(R())][S(h())] = y(X)y ().

Porlotantoy €T.
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Por otra parte para todo x € H, x + H = H = h(0), asi

y(x) = ¢(h(0)) = ¢(0) = 1.

Sy eA

Sea x + H € G/H. Entonces

[W(NI(h(x)) = y(x)
= (¢ o M)(x)
= ¢p(h(x))

= ¢(x+ H)

SvIx+H)=¢(x+ H), Vx+ He G/H.
SYy) = ¢.

Por lo tanto ¢ es sobreyectiva.

= Probemos que ¢ es un homomorfismo de grupos.

Sean y,v, € Ay h(x) € G/H.

[(r1 + y2)1(h(x)) = (y1 + 72)(x)
= 71(x0)y2(x)
= [y DI Y (y2)1(h(x))
= [Y(yDI(h(x) + [ (y2)1(h(x))
= [Y(y) + ¥ (y2)1(h(x)

Loy +y2) = w(yn) 9 (y).
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.. ¥ es homomorfismo de grupos.

= Probemos que ¢ es homeomorfismo de espacios topoldgicos.

Debemos probar que ¥ y ¢~! son continuas.

Probemos primero que ¢ es continua.
A cada conjunto compacto C; en G/H le corresponde un conjunto compacto C; en G tal que

C, = h(C,), ya que h es un mapeo abierto continuo.

Sea N(C1,7) = {6 : |l — (h(x),$)| < r Vh(x) € C,} un abierto en (G /H).

Debemos probar que ' (N(C}, r)) es abierto en A.

Y (N(C1, 1) = {y € Az g(y) € N(C1, 1))
= {y € A |1 = (h(x), y)| < r Yh(x) € Cy)
={yeA: |l —(x,y)|<r VYxeCy}
={y:|l-(x,y)|<r YxeC}NA

= N(Cs, 7) N A.

Por lo tanto ' (N(C, r)) es la interseccién de un conjunto abierto de A y el mismo A.
. WY (N(Cy, 1)) es abierto en A.

.. Y es continua.

Probemos que ! es continua.
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Sea U = N(C,,r) N A un abierto en A.

Queremos probar que (¢~!')~!(U) es abierto en (G/H).

WH(WU) = {p € G/H) 1y () € N(C2.) N A}
={p € (G/H) : ¥ () € N(C2. 1) Ay (9) € A}
={pe(G/H): [1 - (x.y™' @) <rV¥xeCy A Y\ eT)
—(pe(G/H): |l —(x,))|<r ¥xeCy A yeT)
={p € (G/H) : |1 - (h(). )| < r ¥ h(x) € C1}
={p € (G/H) : |1 - (h(x),§)| < ¥ h(x) € C}

= N(C,, r) abierto en (G//\H)

Por lo tanto (~!)~!(U) es abierto en (G//\H)
.y~ ! es continua.

.. ¥ es un homeomorfismo.

.. A es isomorfo y homeomorfo al dual de G/H.

. Aeseldual de G/H.

Probemos que I'/A es el dual de H.

SiGy =Ty Hy = A,y siAges el anulador de Hy y I'y el dual de Gy, entonces por lo que
ya probamos Ay es el dual de Gy/H,, pero por el Lema 3.1.3 se tiene que Ay = H, pues Ay es el
anulador de Hy = A.

Por lo tanto H es el dual Gy/Hy =T'/A.

Por lo tanto Gy/Hy = I'/A es el dual de H por el Teorema de Dualidad de Pontryagin 2.8.3.
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Teorema 3.1.5. Si H es un subgrupo cerrado de G, cada caracter continuo en H puede ser exten-

dido a un caracter continuo en G.

Demostracion.
Sea ¢ un caracter continuo en H, entonces ¢ € H, pero por Teorema anterior 3.1.4, I'/A es el dual
de H, es decir, la funciéon ¢ : T'/A — H dada por ¥ (y' + A) = ¥'|y es isomorfismo y homeomorfis-
mo. Entonces existe y € A tal que ¥(y + A) = ¢, es decir, yy = ¢.

En consecuencia y seria la extension de ¢. |

3.2. Suma Directa

Recordemos que el toro T se define como:

T = R/2nZ,

donde su relacién de equivalencia esta dada por:

x~yoe dkeZ:x—y=2nk.

Entonces los elementos del toro T tienen forma

[x]={yeR:y=x+2nk} = x+ 2nZ.

Asi, el toro T de dimension 7 se define como:

=T ---dT=TxTx---xT.

n—veces n—veces
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Sabemos que el toro T es isomorfo a la 1-esfera; es decir,

T=S"={(xy) eR*: x> +y* =1}.

Definicion 3.2.1. Las nociones de suma directa y suma directa completa de grupos ALC estdn
definidas en 1.2.10. La suma directa de G| y G, serd denotada por G| ® G,, y la suma directa
de n veces G serd denotada por G", En particular, T" es el toro n-dimensional, y 7" es el grupo
de todos los puntos reticulo en R", es decir, el grupo de todos los puntos en R" con coordenadas

integrales.

Teorema 3.2.2. SiG =G, G, ®--- G, ysil;es el grupo dual de G; (1 < i < n), entonces

r=re---ol,

Demostracion.
Seayel.
Entonces y : G — C es un caracter continuo.
Sea x € G = G| ® G,, entonces x = (x, xp). Definamos y; : G; — C por y,(x;) = y((x1,0)) y

definamos vy, : G, — C por y2(x2) = y((0, x)).

Probemos que y; € I';.
Sea x; en G.

Como vy es continua, asi y; es continua.

1Dl = [y(x, 0)]

= 1; ya que y es un caracter.
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Luego,
Yi(x1 +y1) = y(x1 + y1,0).
= y[(x1,0) + (31, 0)].
= y(x1,0)y(y1,0); ya que y es caracter
=yi(x)yi(y)
.Y € I;.

Probemos que y, € I',.
Sea x; en G,.

Como 7 es continua, asi y, es continua.

[y2(x2)l = [¥(0, x2))

= 1; ya que y es un caracter.

Luego,

Y2(x2 + y2) = ¥(0, x2 + y2).
= 7[(07 xZ) + (O’ }’2)]

= (0, x2)¥(0,y,); ya que y es caracter

= v2(x2)y2(y2)

J. M € Fz.
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Asi,

Y(x) = y(x1, x2) = y[(x1,0) + (0, x2)] = ¥(x1, 0)y(0, x2) = y1(x1)y2(x2) = (y1 + y2)(x1, x2). (1)

LY =Y
S Cry + 1.

Sean Y1 € Iy, Y2 € I.
Entonces y; : G - Cy vy, : G —» C. Estas funciones se pueden considerar de la forma

y1: G — Cdada por y(x1, x2) = y1(x1), y y2 : G = C dado por y»(x1, x2) = y2(x2).

Se debe demostrar que y; + ¥, : G — C dado por

(y1 +¥2)(x1, x2) = y1(x1)y2(x2),

es caracter en G, es decir, y; +y, € I'.
Sea x € G.

Como 7, y ¥, son continuas, asi y; + ¥, es continua.

[(y1 + y2)(x1, x2)| = ly1(x1)y2(x0)]
= |(H(D)

=1.
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Sean x,y € G,donde x = (x1,x) yy = (V1, 2)-

[y1 +72l(x +y) = [y1 + v2l((x1, x2) + (01, 32))
= [y1 +720((x1 + y1, %2 + y2))
= y1(x1 +y1)y2(x2 +y2)
= V1)1 ()y2(x2)y2(02)
= 1121100 + 72(02)]
= (1 +72)(x, ) (1 +¥2) 01, 32)

= (y1 + y2))(y1 + 7).

Asiy; +y, €T

I+, CT.

SI=T +1.

Probemos que I'y N1, = {0}.

Seay el NIy,

Como vy € I'y, asi y((x1, x2)) = y(x1) pero como también y € I',, entonces y((xy, x3)) =

v(x,). Por otra parte al ser y un caracter, se tiene que y((x;, X)) = y(x;)y(x;), entonces y(x;) = 1

y y(x) = L

. y((x1,x2)) = 1 para todo x; € G y todo x; € G,.
Sy=0.

I'=T1eTl,.
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Como cada y € I estd determinado por su accion en los subgrupos G; y G», (1) prue-
ba que I' es algebraicamemte la suma directa de I'; y I',. Ya que I'y y I'; son los anuladores de
G, y Gy, ellos son subgrupos cerrados de I', y como I es asi algebraicamente la suma directa de

dos de sus subgrupos cerrados, la topologia de I" es idéntica con la topologia producto de I'y xI',. B

Corolario 3.2.3. R" es su propio dual; T" y 7" son los duales el uno del otro.

Demostracion.
Probemos que R" es su propio dual.
Por Ejemplo 2.2.1 tenemos que R es su propio dual, ademas por el Teorema anterior 3.2.2 conclui-

mos que R” es su propio dual.

Probemos que T” es el dual de Z".
Por Ejemplo 2.2.3 sabemos que T es el dual de Z y por el Teorema anterior 3.2.2 concluimos que

T" es el dual de Z".

Probemos que Z" es el dual de T".
Por Ejemplo 2.2.2 sabemos que Z es el dual de T, luego por el Teorema anterior 3.2.2 concluimos

que Z" es el dual de T". [

Teorema 3.2.4. Si G es la suma directa completa de una familia {G,} de grupos abelianos com-

pactos, entonces I es la suma directa de los grupos duales correspondientes I',,.

Demostracion.

Cada x € G puede ser considerado como una cadena

x:(...’xm...)’ (2)
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el grupo que opera es la adicion de componentes puntuales. Si

7’:("',')’@"")’ (3)

con un nimero finito y, # 0, entonces 7y es un caracter continuo en G, definido por

@) =] [Ca7a), @)

ya que cada factor en este producto es un caracter continuo en G y solo un nimero finito de factores

son diferentes de 1.

Por el contrario, para cada indice «, I', es el dual del subgrupo G, de G que consiste en
todos los elementos de la forma (---,0,0, x,,0,0,---). Se sigue que cada y € I' es de la forma
(3), y que (x,y) estd dado por (4). Queda por demostrar que s6lo un nimero finito y, puede ser

diferente de 0 para cualquier 7.

Supongamos que hay infinitos 7y, diferentes de 0 en (3), y sea V un entorno de 0 en G. La
definicidn de la topologia producto prueba que V restringe s6lo un niimero finito de las coordenadas

de x,. Por lo tanto, existe a tal que y, # 0y V O G,. Entonces

Y(V) 2 ¥(Go) = 7a(Go),

que es un subgrupo no trivial de el circulo T, ya que v, : G, — C es un homomorfismo de

grupos tal que |y,(x,)| = 1, porque es subgrupo no trivial.

Se sigue que y(G,) no esta contenido en {z : |1 — z| < 1}, asi y(V) tampoco estaria conteni-
do.
Paratodo V € 75, tal que 0 € V, y(V) SZ B(1,1),comoy : G — Ces continua y B(1, 1) es abierto

en C. Entonces V = y~!(B(1, 1)) es abierto en G.
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¥(0) =1 € B(1,1),asi 0 € y"'(B(1,1)) = V, pero

y(V) = y(y ' (B(1,1))) € B(1, 1)

lo cual es una contradiccion y como V fué tomado arbitrariamente, se contradice la continuidad de

. |

Definicion 3.2.5. Sea g un entero, ¢ > 2, y sea I la suma directa de un niimero contable de
copias del grupo ciclico Z, de orden q. Su dual G es compacto, es la suma completa de un niimero
contable de copias de 7., por Teorema 3.2.4 (ya que Z, es su propio dual ), y es homeomorfo al

conjunto de Cantor. Denotaremos este grupo G por D,

Ejemplo 3.2.1. Un ejemplo interesante es el toro infinito-dimensional T, la suma directa com-
pleta de un niimero contable de copias de T. Su dual es la suma directa 7. de un niimero contable
de copias de 7.

Las funciones en T pueden ser consideradas como funciones periodicas en un niimero contable
de variables.

Si f € L'(T®), entonces

f(nl’ Ny,=++) = f(xl,xz,...)e(—ianxk)dx,
Tw

donde solo un niimero finito de los enteros ny son diferentes de 0, y los x; son niimeros

reales modulo 2rn. La formula de inversion tiene la forma

f(xl9 X2, ) = Z f(nl9 ny,--- )e(ianx/().
T* es metrizable , y es, en efecto un grupo abeliano compacto metrizable universal:

Teorema 3.2.6. En la clase de todos los grupos abelianos compactos G, las tres propiedades

siguientes son equivalentes:



CAPITULO 3. LA ESTRUCTURA DE GRUPOS ABELIANOS LOCALMENTE COMPACTOS185

(a) G es metrizable.
(b) T es contable.

(c¢) G es un subgrupo cerrado de T®.

Demostracion.

(a) = (b)

Si G es metrizable, entonces C(G) es separable (Proposicion 1.1.49).
Razonemos por contradiccion.

Sea I' no contable.

Sea B (yi, %) la coleccion de bolas centradas en y; y de radio %, cony;enl.

Sea M un conjunto denso en C(G).

Siy, # v, (y; €I), entonces

llyr = yall2, > f ly1(x) — y2(x)[*dx = f()’l (x) = Y2(x)(y1(x) = y2(x))dx
G G
= f y1(0)Pdx -2 f Re(y1(x)y2(x))dx + f ly2(x)Pdx
G G G
=2+ 2Re f v1(x)y2(x)dx
G
=2+2Re f Y1) [=y2(x)]dx
G
=2+2Re f(% + (=y2))(x)dx
G
=2 +2Re f(yl — v2)(x)dx
G
=2+ 2Re f Odx, por (24)
G

=2.
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Hemos probado que la distancia entre y; y ¥, es mayor o igual que 2, entonces las bolas B (yi, g)

son disjuntas. Como M es denso, entonces M interseca a las bolas con centro en y; y de radio %ﬁ
Asi M contendria un elemento diferente en cada bola.
Como I es no contable, entonces la coleccién de bolitas es no contable.

Como M es un denso cualquiera, entonces M es no contable lo que contradice el hecho que

C(G) es separable.

Por lo tanto, si G es metrizable, entonces I" es contable.

(b) = (¢)
Sea 2% = &2 Z.
I'={y,:neN}L

Sea ¢ : Z*° — T definido por

W(ng,ny,ns,...) = N1y + noy, + ngys + - -

Entonces
Y((ny,ny,...) +(my,my,...) =¥y +my,ny +my,...)
=(n +m)y +(ny +my)y, + -+
=(myr+my,+--)+(myyr +myys +--+)
= lp(”l, ny, ) + w(ml’ my, )
I'=7%/kery.

Tomar a G = Z* y H = kery en el Teorema 3.1.4 y obtendriamos que I" es el dual del

A(ker ). Entonces I' = X(ker ¥). Luego G = A(kery), pero A(kery) es un subgrupo cerrado de
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T“. Por lo tanto G es isomorfo y homeomorfo a un subgrupo cerrado de T, y asi G es subgrupo

cerrado de T“.

(c) = (a)

Como el dual de T“ es contable, por Proposicién 2.5.5 los polinomios trigonométricos en
T son densos en C(T*), y por lo tanto C(T“) es separable y T es metrizable por Proposicion

1.1.49. Asi G es metrizable por ser un subgrupo cerrado de T“. [

3.3. Grupos Monotéticos

Definicion 3.3.1. Un grupo topolégico G es llamado monotético si tiene un subgrupo denso que
es una imagen homomdorfica de 7. En otras palabras G es monotético si existe un homomorfismo

h: 7 — G tal que G = h(Z).

Denotemos x, = h(n). Como h es un homomorfismo, entonces
Xpam = h(n + m) = h(n) + h(m) = x, + x,,,.
Luego, G = m, donde (x,),ez, = {nx, : n € 7},
nxX| = Xp 40+ X = X

nveces

Teorema 3.3.2. Sea G un grupo ALC monotético. Si G no es compacto, entonces G = 7.

Demostracion.

Desarrollaremos la prueba en dos pasos:

(a) Probar que G es discreto.
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(b) Probar que si G es discreto, entonces G = Z.

a) Probar que G es discreto.

Razonemos por contradiccion, supongamos que G no es discreto.

Sea V un entorno simétrico abierto de 0 en G, con clausura compacta V.
Siy e G, entonces y € x; + V para algink € Z .
Probemos este hecho.
y+ V es un abierto que contieneay =y+0e€y+V={y+z:z€ V}L
Pero (x,),cz es denso en G, asi (y + V) N (x,)nez # 0. Por lo tanto existe k € Z tal que x; € y + V,
entonces x; = y+v,v e V,luegoy = x;y —v € x; + V yaque V es simétrico, es decir, que siv € V,
entonces —v € V.

Por lo tanto y € x; + V para algin k € Z.

Ya que {x,} es el subconjunto denso de G descrito en la definicién 3.3.1, y por ser G un
grupo ALC existe un entorno simétrico W deOen G talque y — x; + W C V.
Como G no es discreto, probemos que W contiene infinitos puntos x,,.
Razonando por contradiccidn, supongamos que W sélo contiene un nimero finito y digamos que
son

xnla xn29 s ’xnr’

conx, #Oparatodoi=1,...,r.
Como G es Hausdorff, entonces existen abiertos disjuntos W;, V; tales que 0 € W, y x,,, € V..

Sea U =Wnn_,W,. Luego x,, ¢ U paratodoi =1,...,r. Entonces

U N ((xn)nez —{0}) = 0.

.0 ¢ (x)nez = G. Lo cual es absurdo.
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Y ya que W es simétrico, x_, € W si x, € W. Por lo tanto, existe j < k tal que x; € W.

Seai=k— j,tenemosquei >0,y
Y=Xi=yY—Xj=y—Xtx; €Ey—x o+ WcCV

Esto prueba que

G = Joi+vy; ()
i=1

es suficiente tomar subindices positivos en (5).

Como V es compacto, (5) prueba que

N
Ve U(x,- + V), (6)
i=1

para algin entero N. Para y € G, sea n = n(y) el entero positivo més pequefio tal que
y € X, + V. Entonces x,, — y € x;+ Vparaalgini (1 <i < N), por (6), asi que y € x,_; + V. Como

i>0,n—i<n,yasin—i<0,pornuestra elecciéon de n. Asin <i < N paratodoy € G, y asi

N
G = Jw+), @

i=1
es una unioén de conjuntos compactos.
Por lo tanto G es compacto, lo cual contradice la hipétesis.

Por lo tanto, lo supuesto es falso y asi G debe ser discreto.

(b) Probar que si G es discreto, entonces G = Z.
Supongamos que G es discreto. Entonces G = h(Z) = h(Z) = (X,)nez, Ya que en un espacio
topologico discreto todo conjunto es abierto y cerrado. S6lo debemos probar que /4 es inyectiva,

entonces tendriamos que Z es isomorfo a G.
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Probemos que 4 es inyectiva.
Supongamos que £ no es inyectiva. Entonces existen n,m € Z con n # m tales que h(n) = h(m), asi
X, = Xp,. Pero nx; = mxy, asi |[n — m|x; = 0.

Sea N = min{n > 0 : nx; = 0} = Orden(x,). Entonces

h(Z) = {0’ X1y X2y eeey XN_]}.

Por lo tanto G = {0, x, x», ..., Xxy_1}, asi G es compacto, lo cual contradice la hipotesis general que
G no es compacto.

Por lo tanto & es inyectiva y asi /4 es un isomorfismo entre Z y G.

También h es homeomorfismo entre Z y G, ya que G y Z son discretos.

Por lo tanto £ es un isomorfismo y homeomorfismo entre Z y G, es decir, G = Z [ |

Los grupos monotéticos compactos tienen una caracterizacion simple en términos de sus

duales:

Teorema 3.3.3. Un grupo abeliano compacto G es monotético siy solo si su dual I es un subgrupo

de Ty, el grupo circular con la topologia discreta.

Demostracion.

13 2

=
Seay : I — T = S! definido por
Y(y) = y(x).

Probemos que ¢ es homomorfismo.
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Sean y;,y, €T.

Y(y1 +v2) = (y1 +y2)(x1)
= y1(x1)ya(x1)

=Yy (y2)

.. ¥ es un homomorfismo.

Probemos que i es inyectivo.

Sea y € kery. Entonces y(x;) = 1, pero

Y(xn) = y(xy + -+ xp) = y(xp) - y(x) = 1.

nveces n veces

Luego la sucesion (x,),cz € {x € G : y(x) = 1}.

Probemos que C = {x € G : y(x) = 1} es cerrado en G.
Como C = {x € G : y(x) = 1} = y"'({1}) y v es continua, asi y~! es cerrado, ya que la imagen
inversa de cualquier cerrado, es cerrado.
Por lo tanto C es cerrado en G.
Se sigue que G = (x,)nez, € C = C, asi G = C y entonces y(x) = 1 para todo x € G.
Sy =0.
.. kery = {0}, asi ¢ es inyectiva y por lo tanto I' = y(I'), pero ¢(I') es un subgrupo de T = S'.

En conclusion I' es subgrupo de T.

Como G es compacto, entonces I es discreto por Teorema 2.2.7, asi I" es subgrupo de T .

13
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SiTI es un subgrupo de T,, entonces G es un subgrupo cociente del dual de T, (por Teorema 3.1.4),
es decir, de la Compactificaciéon de Bohr 7 de 7. Como 7Z es monotético, asi también lo es su ima-

gen homomorfica continua en G. |

3.4. El Teorema de Estructura Principal

Lema 3.4.1. Si G es generado por un entorno compacto V de 0, entonces G contiene un subgrupo

cerrado (isomorfo a) 7", para algiin n > 0, tal que G/Z" es compacto, y tal que V N 7" = {0}.

Demostracion.
Sin perdida de generalidad, asumamos que V es simétrico.
SeanV, =V, V,.,, =V, +V.
Probemos que G = |, V..

Debemos probar que | J;>, V, es un subgrupo de G que contiene a V,

Probemos que | J,_, V, es cerrado bajo la suma.
Sea x € |, V,. Entonces x € V,, para algin m € N, asi x = v; + - - - + v,,, donde v; € V, para todo
i=1,... m.
Siye€ U,2, Va, entoncesy € Vi, y = v +---+ v, donde v € V.
Luegox+y=vi+- -+ v, +Vi+---+V, €V, , U V..
Por lo tanto x +y € |, V..

. Uz Vi es cerrado bajo la suma.

Probemos que J,~, V, tiene inverso.
Como V es simétrico, si x € V, entonces —x € V.
Si —x € V, entonces —x € ;| V,.

L e ) )
.. U,y Va tiene inverso.
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Por lo tanto |J;7, V, es un subgrupo de G, pero como G es generado por V, entonces
por definicién de grupo generado no hay un subgrupo propio de G que contenga a V, entonces

G = U;O:I Vi

Notemos que V C V,.

Como V, = V + V, con V compacto, entonces V + V es compacto por definicién 1.2.6.

Como V, es compacto, existen x;,--- ,x, € G tal que V, C |Ji_,(x; + V). Sea H el grupo generado
por xi,- -+ ,x,. Asumiendo que V, C V + H (que es trivial para n = 1y valido para n = 2, por
nuestra eleccién de xi, - - - , x,,), tenemos

VimmcV+V+H=V,+HCV+H+H=V+H,

por induccién, V, cV+H, Vn>1,yasiG=V + H.

Como H; es el generado por x;, y H es el generado por xi, ..., x,, entonces

H=H +H,+---+H,.

Ademds, si cada H; es compacto, entonces H; + - -+ + Fp seria compacto y como G es un espacio
de Hausdorff, entonces H; + - - - + Fp es un conjunto cerrado que contiene a H; +---+ H, = H,
por Proposicion 1.1.18.

Luegoﬁgﬁl+~--+ﬁp.

Por lo tanto H es un conjunto cerrado contenido en el compacto H +- - -+ﬁp, asi H serfa compacto,
por Proposicién 1.1.17, por lo tanto G = V + H es compacto.

Entonces el conjunto {0} serfa un subgrupo cerrado de G que es isomorfo a Z° = {0}. Ademads
G/Z° = G/{0} = G es compacto, ademas V N Z° = V N {0} = {0}.

Por lo tanto el Lema es cierto para n = 0.

Si G no es compacto, entonces H; no es compacto para algini = 1, ..., p. Como H; es generado por
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x;, asi

H =1{..,-2x;,—x,0,x;,2x;,3x;,...} = {nx; :n €Z}.

Definamos un homomorfismo % : Z — H; por h(n) = nx;, y como H; = h(Z), asi H; = m y por
lo tanto H; es un grupo monotético.

Como G es ALC, asi H; es ALC porque es un subconjunto cerrado de G. Luego por Teorema 3.3.2
se tiene que H; = Z. Luego H; = H; y asi H; seria un subgrupo cerrado ciclico infinito de G y por

lo tanto se ha demostrado lo siguiente:

Si G =V + H, donde H es un grupo finitamente generado, y si G no es compacto, entonces
(x)3 H contiene un subgrupo cerrado ciclico infinito de G. En otras palabras H contiene un
subgrupo homeomorfo e isomorfo a 7.

Como H es finitamente generado y cada subgrupo de un grupo con p generadores es ge-

nerado por un nimero de generadores menor o igual a p, entonces por (x) sabemos que existe un
subgrupo cerrado de H que es isomorfo y también a homeomorfo a Z" para n = 1. Tomemos el
n mas grande tal que H posee un subgrupo cerrado que es isomorfo y también homeomorfo a Z",
este nimero # seria menor o igual a p ya que los subgrupos de H tendria un nimero de generadores
menor o igual a p. Sea H’ el subgrupo cerrado de H que es isomorfo y homeomorfo a Z".
Como H’ es discreto y V es compacto, entonces V es cerrado. Entonces H N V es cerrado ya que
H'’ es cerrado, pero todo cerrado contenido en un compacto es compacto y como H’ NV es cerrado
contenido en el compacto V, asi H N V es compacto. Por otra parte, H' N V esta contenido en el
espacio discreto H’, y como los tinicos conjuntos compactos en un espacio topoldgico discreto son
los conjuntos finitos, asi H” N V es finito.

Supongamos que H' NV = {ay, ...,a,} para algin t € N. Como H’ es finitamente generado, supon-
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gamos que es generado por x, ..., x, con n < p. Entonces
a) = m(ll)xl + m(Z])XQ + -+ m,(ll)x,,
a, = m(lz)xl + m(ZZ)XQ + -+ mf)xn

ar=mx; +mPxy + -+ mPx,
donde mS.i) € Zparatodoi=1,..,tytodo j=1,..,n.

Sea N = méx{lm;i)l ci=1,..,t; j=1,..,n}.SeaR =N + 1, entonces —(R— 1) < m?) <R-1,asi
H’ﬂVC{k1x1 +hkoxy+ -+ kx,: —-(R-1)<k;<R-1,i=1,...,n}L

Sea H” el generado por Rx;, Rx,, ..., Rx,, de esta forma H” NV = {0} y H” seria también isomorfo
y homeomorfo a Z".

Sea f : G — G/H" la proyeccion canénica, es decir, f(x) = x + H”.

Luego G/H” = f(V) + f(H)yaque G =V + H.

Probemos que f(H) no posee un subgrupo cerrado que sea isomorfo y también homeomorfo a Z.
Razonando por contradiccidn, supongamos que si existe un subgrupo K de f(H) que sea isomorfo
y también homeomorfo a Z.

Entonces f~!'(K) seria un subgrupo de H que es isomorfo y homeomorfo a Z"*! lo cual seria ab-
surdo por como se eligio a n.

Por lo tanto f(H) no posee un subgrupo cerrado que sea isomorfo y también homeomorfo a Z.
Luego por (*) se tendria que G/H” es compacto.

Por lo tanto H” es un subgrupo cerrado de G isomorfo y homeomorfo a Z" tal que G/Z" = G/H"”

escompactoy VNZ"=VnH" ={0}. [ |

Teorema 3.4.2. Todo subgrupo generado por un entorno de 0 es abierto.
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Demostracion.
Sea V un entorno de 0. Sea H el subgrupo generado por V.
Seax € H.
Como V es entorno de 0, asi existe un abierto V' en G talque 0 € V' C V.
Seav € V'. Entonces v € H ya que H es el subgrupo generado por V, asi x + v € H.
Por lo tanto x + V' C H.
Luego para todo x € H, existe un abierto x + V' enG talque x € x + V' C H.

En consecuencia H es abierto. |

Lema 3.4.3. Supongamos que E es un conjunto abierto compacto en G.

(a) Existe un entorno simétrico W de 0 en G tal que E + W = E.
(b) Si0 € E, entonces E contiene un subgrupo abierto compacto de G.

(c) E es una union finita de clases de subgrupos abiertos de G.

Demostracion.
(a) Sea x € E. Entonces —x + E es un conjunto abierto ya que la traslacion de cualquier conjunto
abierto es un conjunto abierto.
Como O = —x+ x,y x € E, entonces 0 € —x + E. Luego —x + E es un entorno de 0, asi por
definicion 1.2.6 existe un entorno V, de O tal que V,+V, C —x+ E, es decir, x+ V,+V, C E. Como

E = Uyere(x+V,) y E es compacto, entonces existen xy, xp, ..., x, € E tales que E = [ Ji_,(x; + V).

SeaW =, V..

Probemos que W es entorno simétrico de 0.

Como la interseccidn finita de entornos es un entorno, asi W es un entorno de 0, ya que los V,. son

entornos de 0.



CAPITULO 3. LA ESTRUCTURA DE GRUPOS ABELIANOS LOCALMENTE COMPACTOS197

Seaxe W.

Como x € W, entonces x € V,,, para algin i, asi —x € V,, por ser V,, simétrico.
n

Luego, —x € (\_, Vy.

Por lo tanto W es entorno simétrico de O.

Probemos que E + W = E.

13 2

C

Six € Eywe W,entonces x € x; + V., para algtin 7, y asi

x+twexi+V,+WcCx,+V,+V, CE.

Porlotanto E+ W C E.

3 2

D
Seaye€ E.
Comoy=y+0,entoncesy € E+ W,con0Oen W.
Porlo tanto E C E + W.

S E+W=E.

(b) Supongamos que 0 € E.
Luego por inciso (a) existe un entorno simétrico W de O tal que E + W = E.
Sea H el subgrupo de G generado por W, es decir, H = | ,>; W,,donde W, = Wy W,, = W,,_; + W
param > 2.
Seaw € W. Entonces w = 0+ w € E + W yaque 0 € E por hipdtesis, pero E + W = E de donde
weE.
Por lo tanto W C E.

Wo,=W+WCE+W=E.
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Supodngase que W, C E, entonces
W1 =W, + WCE+W=E.
Luego por induccién W, C E para todo n € N, asi

H:OWHCE.

n=1

Ademas H es abierto, por Teorema 3.4.2. Pero como H es un subgrupo de G, entonces H es cerra-
do, por Teorema 1.2.8.

Por otra parte H C E y E es compacto, entonces H es compacto.

(c) Sea x € E,ysea F, = —x + E, entonces F, es un conjunto abierto compacto que
contiene a 0 ya que es la traslacion del abierto compacto E. Entonces por (b) F, contiene un
subgrupo abierto compacto H, de G.

Sea z € E, entonces 7 € 7 + H,, luego

Ec| Je+H.
Z€E
Seay € | J.cg(z+ H;), entonces y € z + H, para algin z € E, luego

y—z€H, CF,=—z+E,

asiy—ze€ —z+ E,dedondeye€ E.

Por tanto U,x(z + H,) C E.

Por lo tanto £ = | Jcx(z + H,).
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Luego por ser E compacto existen xj, ..., x; en E tales que E = |J_,(x; + H,,), es decir, E

es la unién finita de clases de subgrupos abiertos de G. [

Corolario 3.4.4. Si G es totalmente disconexo, entonces cada entorno de 0 contiene un subgrupo

abierto compacto de G.

Demostracion.
Sea W un entorno de 0.
Por Proposicion 1.1.33 los conjuntos abiertos y compactos forman una base para la topologia de
G, asi existe un conjunto abierto compacto E talque 0 € E Cc W.
Pero por el Lema anterior 3.4.3 (b), E contiene un subgrupo abierto compacto H de G. Entonces

W contiene un subgrupo abierto compacto de G. |

Definicion 3.4.5. Los grupos topologicos G y H son llamados localmente isomorfos si existen

entornos V.de 0 en G y U de 0 en H y un homeomorfismo f de V sobre U, tal que si x,y y

x+ye€V, entonces f(x +y) = f(x)+ f(y).

Lema 3.4.6. Sea G conexo, localmente isomorfo a R¥, para algiin k > 0, y G no contiene ningiin

subgrupo compacto infinito. Entonces G = R¥.

Demostracion.
Que G es localmente isomorfo a R significa que exite un entorno Q de 0 en R¥, un entorno V de 0
en G y un homeomorfismo ¢: Q — V tal que ¢(x + y) = ¢(x) + ¢(y), donde x,y € Qy x+y € Q.

Como Q es un entorno de 0 en R¥, asf existe € > 0 tal que B(0, €) C Q, donde

B(0,€) = {x € R: ||x]| < €},

es la bola centrada en 0 de radio €, donde ||x|| representa la norma euclidiana de la k-tupla x.

Extendemos ¢ a todo R* como sigue :
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€

Sea x € R¥ — Q. Entonces x # 0, luego por Propiedad Arquimediana existe n € N tal que % < o
X 7 X
entonces ||Z|| <€, asi = € 0.

Sea
v: R - G

x b Yx)=neo (f), donde 3 € Q para alginn € N.
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Probemos que ¢ es funcion.

— k : X )
Sean x = y en R". Entonces existen n,m € N tales que = € O, = € Q.

Y
m

o= (3) o2
[x X
= ng %+ +%

Como x =y, asf £ = 2 y como ¢ es funcién , entonces
m m

X Y
w@) =mo (=) =ms(2) = .
m m
.. Y estd bien definida.
Ademais ylp = ¢.
Probemos que ¢ es homomorfismo de grupos aditivos.

koot : : Yy ox oy
Sean x,y € R", asi para n suficientemente grande se tiene que —=, =, = € Q.
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Entonces

= (x) + ().

.. es homomorfismo de grupos aditivos.
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Probemos que /(R¥) es el subgrupo generado por V.

Sea H el subgrupo de G generado por V.
Como ¥(R¥) es la imagen homomorfa de un grupo, entonces ¢(R¥) es subgrupo de G.
Ademids V = ¢(Q) C y(R¥), entonces y(R¥) contiene a V, asi H C y(R¥).
Sea z € Y(R").
Entonces z = ¢/(x) y existe n € N tal que = € Q, luego ¢ (j—;) € V C H, entonces n¢ (f) € H, yaque

H es cerrado bajo la suma, luego
X
z=Y(x) =ng (r_l) € H.

(R C H.
S U(RM = H.

Luego H es abierto porque es el subgrupo generado por un entorno de 0, por Teorema 3.4.2.

Probemos que i es continua.
Sea (x,) C R* una sucesién que converge a x € R,
Como (x,) converge, entonces es acotada, asi existe N € N tal que ||x,|| < Ny ||x]| < N para todo
N e N. Por Propiedad Arquimediana, existe m € N tal que % < €, asi ||fn—"|| < eyl <€ asi
LeQy=€Q.

Como lim x, = x, entonces lim

n—aoo n—:oo

Xn

= < y como ¢ es continua , entonces
m

i o (3) - (3

n—oo m m
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de donde
lfm y(x,) = lim m¢(—")
n—oo n—oo m
p Xn
=m lim qb(—)

Il Il
< 3
CONEASS
-
3 |
~—

w( Iim x,,) = lim ¥ (x,), asi ¥ es continua.
Sea K = kery = ¢~ 1({0)).

Como {0} es el cerrado en G ya que G es Hausdorfl, asi K es cerrado ya que i es continua. Pero

el nacleo de todo homomorfismo es un subgrupo del dominio del homomorfismo, asi K es un sub-

grupo cerrado de R¥.
Probemos que K = {0}.
Por contradiccién supongamos que K # {0}, asi K es un subgrupo cerrado no trivial de R¥,

entonces K = R* ® Z" (Morris, S.A. [3], pdg. 33)conb > 1, a+ b < k.

. , TRk
Como i : R¥ — H es un homomorfismo sobreyectivo, asi ]R% = H, pero entonces

Rk Rk—a
H = =
Regzb 7P
Rb
_ k—(a+b)
=Ren

=RFEED TP conb > 1.

Pero T es subgrupo topolégico de R @) g T? = H, asi T es subgrupo topolégico de H y por tanto
T es subgrupo topolégico de G. Pero T es compacto y también infinito, pues T = S!, asi G posee

un subgrupo compacto infinito, lo cual contradice la hipdtesis.
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Por lo tanto K = kerys = {0}, asi
= Rik = Rik = Rk
K {0} '

Ahora probemos que H = G. Como H es subgrupo abierto de G, entonces H es cerrado,
pues por el Teorema 1.2.8 todo subgrupo abierto es también cerrado. Pero como G es conexo ,

entonces los unicos subconjuntos abiertos y cerrados de G son 0 y G, por lo cual H = G.

.G =R~ |

Lema 3.4.7. Si C es la componente conexa de 0 en G, entonces C es un subgrupo cerrado de G.

Demostracion.

Por Teorema 1.1.31 se sabe que toda componente conexa es un conjunto cerrado, asi C es cerrado.
Ahora probemos que C es subgrupo de G.

Seax €G.
Entonces x—C es conexo (porque es la imagen continua del grupo conexo C bajo el mapeo continuo
z — x—2). Porlo tanto x — C es un conexo que contiene a 0, pero como C es la unién de todos los
conexos que contienen a 0, asi x — C C C.

Por lo tanto

Ux—Cgc.

xeC

Six,yeC,entoncesx—yex—CCC.
Por lo tanto C es subgrupo de G.

.. C es un subgrupo cerrado de G. [ ]

Lema 3.4.8. Si C es la componente de 0 en G. Entonces G/C es totalmente disconexo.

Demostracion.
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Sea H € G/H una componente conexa.

Debemos probar que H s6lo posee un elemento.
Razonando por contradiccion, supongamos que H tiene al menos dos elementos.
Esdecir,x+C, y+Ce H,conx+C #y+C.
Como H es componente conexa, asi H es cerrado y entonces P~'(H) es cerrado en G, donde
P: G — G/H es la proyeccion canénica.
Como x+C,y+C € H,asi x+C,y+C C P~'(H). Pero (x+C)N(y+C) =0,yaque x+C # y+C.
Por lo tanto P~'(H) no es conexo, pues contiene dos componentes conexas diferentes.

Asf, existen dos conjuntos abiertos no vacios U y V disjuntos en G tales que P~'(H) = U U V.

Probemos que P(U) N P(V) = 0.
Por contradiccion, supongamos que P(U) N P(V) # 0.
Entonces existen x” € U,y" € V, tales que x’ + C =y’ + C, pero entonces x’ y ¥’ estan en la misma
componente conexa x” + C.
Como x'+C = ((x’+C)NU)U((x' +C)N V), donde la unién es disjunta y como x’ + C es conexo,
entonces (X' +C)NU =00 (X +C)NV =0,comox’ e Uy x’ € X'+ C, entonces (X' +C)NU # 0

asi (x' + C) NV =0, lo cual es una contradiccioén, pues x’ + C =y +Cyy € V.

Por lo tanto, P(U)NP(V) = @ y como P es un mapeo abierto, asi P(U) y P(V) son conjuntos
abiertos disjuntos no vacios tales que H = P(U) U P(V) y esto contradice el hecho de que H es
conexo.

Por lo tanto H sélo tiene un elemento.

.. G/C es totalmente disconexo. ]

Lema 3.4.9. Si D es un subgrupo discreto de G. Entonces G y G|D son localmente isomorfos.

Demostracion.
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Sea U = (G \ D) U {0}.

Como G\U = D\{0} C D asi D\ {0} es cerrado en D ya que D es discreto, luego D\ {0} es cerrado
en G, pues D es cerrado en G al ser discreto.

Por lo tanto, U es abierto en G que contiene al 0 en G.

Luego, existe un abierto V simétricotalque V+V CUy0e V.

Sea P: G — G/D la proyeccion candnica.

Sea W = P(V), como la proyeccion canénica es un mapeo abierto, asi W es abierto en G/D.

Sea

¢:V->W

x = ¢(x) = P(x).

Obviamente ¢ es una sobreyeccion.

Probemos que ¢ es inyectiva.

Sean x,y € V tal que ¢(x) = ¢(y).

¢(x) =¢(y) > x+D=y+D

=x—-yeD.

Como x,y € Vy V es simétrico, asi

x=-yeV-V=V+VCU=(G\D)U{0}.

Entonces x —y = 0.
Por lo tanto x = y.

.. ¢ es inyectiva.
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Sean x,y € Vtalesque x+y e V.

¢(x +y) = P(x +y) = P(x) + P(y) = ¢(x) + ¢p(y).

Ademads P es un mapeo abierto, asi ¢ = P|y es un mapeo abierto, ya que V es abierto en G y es una
funcién continua, por ser restriccion de una funcidn continua.

Por lo tanto ¢ es una funcion continua , biyectiva y abierta de V sobre W.

Asi, ¢ es un homeomorfismo de V sobre W.

.. G es localmente isomorfo a G/D. ]

Teorema 3.4.10 (El Teorema de Estructura Principal). Cada grupo ALC G tiene un subgrupo

abierto G que es la suma directa de un grupo compacto H y un espacio euclidiano R" (n > 0).

Demostracion.
Sea Gy la componente de 0 en G, es decir, Gy es el subconjunto conexo més grande de G que
contiene a 0.
Por Lema 3.4.7, G es un subgrupo cerrado de G.
Por Lema 3.4.8, G/G, es un grupo ALC totalmente disconexo, entonces por Corolario 3.4.4 con-

tiene un subgrupo abierto compacto K.

Sea ¢: G — G /G, el homomorfismo natural de G sobre G/Gy y sea G| = ¢~ (K).

Como K es abierto, asi G| es un subgrupo abierto de G.

Como K es compacto, asi K no contiene un subgrupo abierto de indice infinito, porque de

lo contrario K seria la union infinita de conjuntos abiertos disjuntos y como la unién seria disjunta,

entonces la coleccion de dichos abiertos no tendria subcubierta propia, porque estan formando una



CAPITULO 3. LA ESTRUCTURA DE GRUPOS ABELIANOS LOCALMENTE COMPACTOS209

particién y entonces K no seria compacto.

Por lo tanto G no tendria ningtin subgrupo abierto de indice infinito, pues de lo contrario
habria un abierto con indice infinito y como contendria a Gy, entonces la imagen bajo ¢ seria un

subgrupo abierto de K de indice infinito, lo cual es imposible, por lo que ya deducimos.

Por Teorema 1.1.28, existe un entorno compacto V de G, tal que ¢(V) = K.
Sea H el subgrupo de G; generado por V, asi por Teorema 3.4.2, V es abierto y por lo tanto es

cerrado.

Probemos que H interseca a cada clase de Gy en G, es decir, H N (x + Gy) # 0, para todo
x € G.
Sea x € G.
Entonces ¢(x) € K = ¢(V), por tanto, existe v € V tal que ¢(v) = ¢(x), asi v + Gy = x + Gy.
ComoveVCH,asive HN(v+ Gp),puesv=v+0ev+Gy=x+Gy.
Por lo tanto

HN(x+ Gy 0. (®)

Ahora probemos que H = G;.

Razonando por contradiccion, supongamos que H # Gy, asi existe x € G tal que x ¢ H.
Como HN (x+ Gy) # O por (8),ycomo x € x+ Gy, pero x ¢ H,asi (G, \ H)N(x+Gy) 0.
Por lo tanto

x+Go=[HNx+G)lUNG\ H)N(x+Go)l,

asi x + Gy es la union disjunta de abiertos no vacios, pues H es abierto y cerrado en G,. Pero esto
ultimo dice que x + G, no es conexo, lo cual es absurdo ya que G, es conexo y por tanto x + Gy es

Cconexo.
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Por lo tanto, H = G; y como H es generado por un entorno compacto V de 0, asi por Lema

3.4.1 se tiene que G contiene un subgrupo cerrado Z" para algin n > 0, tal que G,/Z" es compacto.
SeaI’; el dual de G;.
Sea D el dual de G,/Z" y como G,/Z" es compacto, asi D es discreto por Teorema 2.2.7.
Entonces por Teorema 3.1.4, I';/D es el dual de Z", pero el dual de Z" es T" por Corolario 3.2.3,

asil'y/D =T".

Si tomamos el abierto

es abierto en R” tal que (0,0, ...,0) € (—%, %)n

Si definimos

h: 1% — T'=ES")Y=8"x...xS!
N—————
n veces
(X1 Xy) > (€771, @)

es un isomorfismo local entre R" y T" y asi R" y T" son localmente isomorfos.

Por Lema 3.4.9, se tiene que I'; es localmente isomorfo aI'y/D ya que D es discreto y como

I';/D = T" es localmente isomorfo a R”, asi I'; es localmente isomorfo a R”.

Sea I’y la componente de O en I';.
Como I'; es localmente isomorfo a R”, asi I'; es localmente conexo y por lo tanto toda componente

conexa es un conjunto abierto, asi Iy es abierto y entonces Iy es localmente isomorfo a R".
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Como G| no tiene subgrupos de indice finito, asi el Teorema 3.1.4 implica que I'; no tiene
subgrupos compactos infinitos y por lo tanto Iy no tendria subgrupos compactos infinitos ya que
I'y es subgrupo por ser la componente conexa de 0 en I'; y por Lema 3.4.7.

Luego por Lema 3.4.6 aplicado a I'j se tiene que [j = R”".

Hasta el momento hemos demostrado que I'; posee a R” como un subgrupo abierto. Si
demostramos que I'; es la suma directa de R” y un grupo discreto A, entonces G; serd la suma
directa de R" y el compacto dual de A por Teorema 3.2.2 y la prueba estaria completa.

Sea A un subgrupo de I';, maximal con respecto a la propiedad:

ANR" = {0} 9)

Seay € A.
Como vy + R” es una clase de R" y R" es subconjunto abierto de I';, asi y + R" es abierto, por tanto
AN (y +R") es abierto en A. Pero A N (y + R") = {y}.

Asi los conjuntos de un solo elemento son abiertos en A. Por lo tanto A es discreto.

Ademas la suma R” + A es directa ya que R” N A = {0}.

Probemos que I'} = R" + A.
Por contradiccién supongamos que I'} # R” + A.
Entonces existe y € I'; tal que y ¢ R" + A. Luego y ¢ A, sea A, el subgrupo generado por A U {y}

y como A es maximal tal que cumple (9) entonces A, N R" # {0}.

Asi existe x € R”, x # 0 tal que x € A,, pero como A; es el subgrupo generado por A U {y},

asi x = yg + ky,donde yp € Ay k € Z —{0}.
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Siy=x/kyy, =y—-y,entonces ky; =ky—ky=ky—x=—-yo € Ayy ¢ R"+ A, (pues de lo

contrarioy; e R"+ Aycomoy e R" CR" + A;asiy; +y =7y € R" + A, lo cual es absurdo).

Tomando A, como el subgrupo generado por A U {y;}, asi por la maximalidad de A en (8)

se tiene que A, NR”" # {0}.

Por lo tanto existe z € R”, z # 0 tal que z € A,, es decir, z = y, + my;, donde y, € Ay
meZ, m#0.
Luego

ky, + kmy; = k(y, + my,) =kz #0 (yaquek #0, z #0).

Como ky; € Ay y, € A, y por ser A grupo, se tiene que kz = ky, + kmy; € A, luego

0 # kz € ANR" ={0}, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto lo supuesto es falso y lo cierto es que I'jy = R” & A, asi por Teorema 3.2.2,
G, = @@f\, pero el dual de R" es R", es decir, R" = R” y como A es discreto su dual es compacto

por Teorema 2.2.7, asi G, = R" & H; donde H = A es un subgrupo compacto de G. |
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