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Con el presente trabajo perseguimos alcanzar una idea central:
ayudar, en la medida de nuestras posibilidades, a la divulgacidn de
temas relacionados con estructuras de orden, las cualesse han encon
trado um tanto relegadas del trabajo matemitico em nuestro medio.

Con esta idea en mente planeamos el trabajo ha realizar en dos
sentidos. El primero de ellos, encaminado a un estudio general de —-—
los Conjuntos Parcialmente Ordenados, fundamentalmente al caso mas -
importante de &stos: las redes. En segundo lugar, se presenta un es—
tudio particular de ciertos elementos especiales: los pseudocomple—-
mentos.

Para el primer aspecto, hemos dedicado los dos primeros capitu-
los del trabajo. En el primer capitulo no se pretende consSeguir nada
mds que familiarizarnos con los conceptos bZsicos necesarios para —-
trabajar nuestras estructuras de orden. En el segundo capitulo se --—
tratan las redes presentindolas como una estructura algebraico-orde-—
nada y se estudian a la vez casos importantes de &stas: redes distri
butivas, redes complementadas y algebras Booleanas.

El estudio particular de los pseudocomplementos se ha hecho en
dosniveles. Una primera presentacion de ellos en la estructura de -
red, y después, generalizamos su estudio a los Conjuntos Parcialmen-—
te Ordenades. Para ello, se han utilizada ideales y semi-ideales; se
construye el Conjunto de los ideales y de los semi-ideales de un Con
junto Parcialmente Ordemado y se muestra que elleos forman una red —
(con variadas preopiedades) bajo la inclusidn de conjuntos como rela-
cidn de orden. Se finaliza el estudio presentando las Algebras Boolea
nas mediante diversos tipos de redes auxiliadas por pseudocomplementos.

En la parte medular del trabajo, se ha seguido el articulo del -
Profesor P. V. Venkatanarasimhan: "PSEUDO-COMPLEMENTS IN POSETS", el
cual constituy8 la motivacidn para esta modesta investigacidon biblio-

grafica.
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CAPITULO PRIMERO
CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS

1.1 DEFINICIONES. SIMBOLOGIA A UTILIZAR

En el presente trabajo, nos referiremos a los Comnjuntos Par-
cialmente Ordenadosmediante la abreviatura COPO. Si en wn conjunto
L estd definida una relacidn de orden ¢ , diremos que "C es un copo
respecto a ¢". Cuando el orden se halla puesto en evidencia, o si no
hay lugar a confusidn, diremos sencillamente, por abuso de lenguaje,
que "Tes un copo'.

La relacidn de orden en un copo I, la representaremos por el
signo convencional "x < y" para elementos x, y de ©. La relacidn
"x < y" serd equivalente a la relaciém "x <y A x # y". Por otro -
lado la relacidn "x < y" (respect. "x < y") se podrd denotar por
"y> x" (respect. y > x).

Si la relacidn "x <y v y < x" es verdadera, diremos que
los elementos x ey del copo X son 'comparables'", en caso contra-
rio se dird que ellos son '"no comparables'.

Siempre que en un copo ¥, la relacidn:

FxX)¥y) (({x, 99 6L x K) mwm> (X <y V y<X))
sea verdadera, diremos que K es un conjunto completamente ordenado
respecto al orden en £ (o sencillamente, que L es una CADENA).

Algunos ejemplos de Copos y Cadenas son los sigulentes:

El: En R, la relacidn:
"X <y @ (y-x € Ié-"
lo ordena completamente.

En lo sucesivo, nos referiremos a ésta relacidn bajo el nom-
bre de ''orden usual en R" . (Lo mismo que para los subconjumtos
de R ordenados bajo &sta relacidn).

E2: El conjunto de subconjuntos del conjunto A, que lo representare-

mos por P(A), es parcialmente ordenado por la relacidn:

"W <y = xcy"



E3: Sea A conjunto. Llamaremos R{A) al conjunto de todas las relacio
nes en A. En R(A) podemos introducir wm orden parcial mediante
la relacidn:

b < == (¥x)(FyI({(x, EAXA A =x¢y) == x¥y).
En efecto:
i) La relacidn es reflexiva, ya que para todo ¢ € R{A), si

% ¢ y'" es verdadera, también 1o es la relacidn '

x¢y=> x¢y", con locual ¢ < ¢ .

i1i) Es antisim@trica, ya que si para elementos ¢ , ) en R{A) es
cierto que "p <y A ¢ < ¢", entonces para cualesquie-
ra x6 A, yv&A:
X¢y = x¢y
=P T E LR
son relaciones verdaderas con lo cual "x ¢ y <==> x y y"
lo es. Luego ¢ = ¥ .

1ii) Es transitiva, pues si ¢ , ¥ , o son elementos de R(A)

tales que ¢ < ¢ A ¢ < a entonces, para cualesquiera

x €A, yv6A las relaciones siguientes son verdaderas:
X¢y== xVy
XYy y=> xay

Iuego "x ¢ y == x o y" lo es, con lo cual:

(029 A Y<o)= pa.
E4: Sea (L, <) wn copo. La relacidn:
"R Ly = y <x".
Entre elementos x, y de L, ordena parcialmente a . Se le 1lla-

ma "el dual” de la relacidm <.

i) Puestoque< es un orden enX:
F¥x(x EL == x < x)
luego Fx(ExEEL = x1I x).

ii) Supongamos que para elementos x 6L, v 6§ la relacidn

1

"x Ty A y I x" es verdadera. Entonces "y<x A x < y"



S

también lo es. Lo cual implica, por ser (©, <) parcialmen—

te ordenado, x = y.
iii) Sean x, y, z elementos deX tales que la relacidn

P2 lp 8 3 X" e wesdadets. lnténces g =% 4 3 =98
también lo es, luego el orden < en K nos da, z < x es de-
@Te S Al

SEre! b :
Sea (Ei 3 Ri) ig1 una familia de copos

Se llama ''‘relacibn producto' de las R.l a la relacidn R en I Ei

igT
definida como sigue:
(XJ.)J.GI R (yl)lGI e (¥ 230 6 T i ‘{iRlyl)
Res una relacidn de orden en 1 E. .
ier *
i) Puesto que en cada E;, R; es una relacidn de orden:
(¥ i1 6 T === x, R, x.)
i s
es decir (xi) R (xl_).
ii) Sean (Ki)iGI = (yi)ieI elementos de I E_ tales que

ier *
(xi) R (yi) A (yi) R (xi) entonces las siguientes rela-

ciones son verdaderas:

¥ i) (181 =—> xiRi yi) A ¥ i)(i6TI == yiRix.l)"
WY 4i)({(1 6 I = xiRiyi) A 871 = YiRiX'J.))”
"% 1) (161 == ((xR¥)> A (y; R xIN"

Ui 4] L8 T == u. =3 "

Luego:

(xidier ™ ¥gdier

141} Sean ( xi) PPE ( Yi) et ? { zi) B elementos de igl Ei ta-
o o i - "— H(\' S 2 R 5 3 ( = . R 1 3 ]
les que la relacidn :xl) ser (yl) 16T A \yl) 561 (zl) -

es verdadera. Las siguientes relaciomnes tambi&n lo seram:



% i)(1i 6 1T = x. s w4l W pFE) A8l myiRizi)

# 1)(x 8 T ===>((x. yi) A (yi Ri zi))
(¥ 1)1 6 1 == X Ri zi) :
Luego:
(x.) (z.)

i’ iel B i’i6l

1.2 COTAS SUPERIORES E INFERIORES. ELEMENTO MASOMAL Y MINIMAL. ELE-
MENTC MAYOR Y MENOR. SUPREMC E INFIMO.

En un copo S:

a) Llamaremos elemento maximal de S (respect. elementc minimal) al
elementoc s 6 S que hace verdadera la relacin:

®x)((x €8 A s <x) =m=» x = 3)
(respect. (¥ x)((x 865 A x < g) = x = g).

b) Llamaremos elementomayor de S (respect. elemento menor) al ele-
mento a €& 5 tal que hace verdadera la relacidn:
(¥ x)(x 88 ===+ x < 3)
(respect. (¥ x)(x 6 § ===t 3 < x)).
El elemento mayor (respect. menor) del copo K, cuando existe,
serd denotado por 1 (;:es;)ect‘ 0).
Sea S wn copo, X c S.
Diremos que:
a) El elemento & € 3 es una 'cota superior de X en $" (respect.
"eota inferior') si:
s)

# x)x € ¥ ===> X <
(respect. (¥ x){(x 8 X = 5 < x)).

b) Un elemento a & S es llamado el "Supremo de X en S (respect.
el infimo), si es el elemento menor (respect. mayor) del conjunto
de cotas superiores (respect. inferiores) de X en S.

Cuando el supremo de X en S exista (respect. el infimo) serd

denotado por SupS X ({respect. InfS X); si no hay lugar a confu

sidn se escribir3d sencillamente Sup X {(respect. Inf X).



EJEMPLOS

El:

E3:

Sea N ordenado mediante el orden usual. Sea X el intervalo natu-

ral ES, 8:].

El conjunto de cotas superiores de X en N serd {x:x > 8}

El conjunto de cotas inferiores de X en N serd {x:0 < x < 5}
El elemento maximal de X es 8.

E1l elemento minimal de X es 5.

El elemento mayor de X es 8.

El elemento menor de X es 5.

SupNX =280 IanX =5

El ejemplo anterior corre el riesgo de llevarnos a confundir
los elementos maximales con el elemento mayor (o los minimales
con el elemento menor).

Un elemento maximal no es necesariamente el elemento mayor
del conjunto; como también un elemento minimal no es necesaria--
mente el elemento menor. Lo que si podemos afirmar, es que si un
copoL posee elemento mayor (respect. menor), &ste es el {nico
elemento maximal (respect. minimal) de I; &ésto lo probaremos en
breve.

Por ahora ilustraremos el caso en el cual un elemento maximal
no es elemento mayor de un conjunto:

-+
Sea Z' = {1, 2, 3, ...} ordenado mediante la relacidm:

"X <y e x[y" . Formemos X c z" como sigue:
+
E={x:x=2n+1, n6Z}U{2, 4}.

En X, & es un elemento maximal ya que si existiera x € X tal
que 4]x entonces X = 4. Sin embargo, 4 no es elemento mayor

de X, es m3s X no tiene elemento mayor.

Los elementos minimales de X son todos los ntmeros primos de ése

conjunto, sin embarge X no tiene elemente menor.
En P(E) ordemado por la relacidm: "X <Y <= X c¥Y" .

¢ es el elemento menor de P(E); E es el elemente mayor de P(E).



También ¢ es el Unico elemento minimal v E es el Ginico elemento

maximal.

Por otro lado, para cualquier subconjunto H de P(E),

SUPP(E) HS = Hg{-{ H v
ol il
Ian(E) o= HGHH

ya que:

i) Para todo HE6H, Hec U H
HeH

ii) Si existi’era H) € P(E) tal que H ¢ H, para todo H en H,

entonces:
UHCH1
HeH
con lo cual
U Hy =P8l {7 I
HeH Pr(E)

Para la segunda afirmacidn, veamos que:

i) Para todo H 6 H, R s (N
HeH

ii) si H2 € P(E) fuera tal que H2 ¢ H para todo H € H, en~

tonces:
Hyc 0 H
HeH
luego
N B = Inf B
BeH BeR)

Si en el E3 consideriramos solamente los subconjuntos no vacios
de E, es decir si formaramos A = {X & P(E) : X=% ¢} todos los
elementos unitarios de A serian elementos minimales, ya que si

X={x}, Y= {y} fueran tales que X c Y, entonces x =1y con

lo cual X =Y.



Algunos resultados Gtiles que ya podemos mencionar son los si

guientes:
PROPOSICION 1.2.1

Si el copo I posee elemento mayor (respect. elemento menor),
- - -
este es Umico.

En efecto, si a 86X y b 6L fuesen elementos mayores de
L tendeiamos. gué & < b A B £ a8, con Jo cual a = B

En forma an8loga se demuestra la proposicidn para el elemento
menor.

PROPOSICION 1.2.2

Si un copo & tiene elemento mayor (respect. elemento menor),
€ste es el Gnico elemento maximal (respec. minimal) deX.

Sea 1 el elemento mayor de I, entonces (¥x)(x€KL == x<1),
con lo cual para todos los y 6L tales que 1 <y, tendriamos l=y.

La prueba para el elemento menor es similar.

PROPOSICION 1.2.3

Si un subconjunto X del copoX tiene elemento mayor 1, enton-

ces 1 = SupJCX 5

En efecto, si 1 es el elemento mayor de X, entonces
(¥ x)(x € X == x < 1), es decir, 1 es cota superior de X en L. Por
otro lado, si b fuese cota superior de X en I tendriamos
(¥ x)(x € X = x = 5}, e partiealaxr I < ba

Luego

1 = SupI:X.

PROPOSICION 1.2.4

Sea & un copo, X un subconjunto de X que tiene supremo e Infi

mo en I. Entonces Inf X < Sup' X si X% ¢; si X = ¢ entonces
Supg X es el elemento menor de T e InfypX es el elemento mayor de K.
Prueba.

i) 8i X+ ¢ , sea a = Sup X, b= Inf, X.

¢

144

"x<a A b<x" es

Para cualquier x 6 X la relacidn
verdadexa, con lo cual:

be=Infk ¥ 2= SoppX -



iiy 8i X = ¢, el conjunto de cotas superiores de X en L, es
T mismo, ya que la relacidn "(¥ x)(x 6 ¢ == x < a)" es
verdadera para cualquier a 6 X. Por lo tanto el elemento
menor de & serd el Supm Z.
Similarmente, el conjun£:0 de cotas inferiores de X en IC,

es £ mismo, va que la relacifn (¥ X)(x€¢== a < x)" es

<<
verdadera para todo a €X; por consiguiente el elemento

mayo de K serd el Ianz P

PROPOSICICN 1.2.5

Sean A, B subconjuntos de un copoll los cuales poseen supremo
(respect. infimo) en K. Si A ¢ B entonces Sup A < Sup B (respect.
In? . B & Inf Ay,

Prueba

Sean a = Sup]CA 5 b = SupEB

Comoe A c B, b es cota superior de A en T, ya que las rela-

ciones "(¥# x)(x 8 A= 2 € B)" y (¥ x)(x € B == x < b)" implican
que (¥ x){(x € A== x < b) con lo cual b es cota superior de A en X.
Siendo a el supremo de A en E, a es el elemento menor del conjunto

de cotas superiores de A en I, luego

a=SupEA_<_br-SupEB.

De la misma manera, si llamamos:

"= Inf_ A g b' = Inf_ B

a nf_. of o
la hipdtesis A ¢ B nos lleva a qgue b' es cota inferior de A enli,
ya que las relaciomes (¥ x}(x € A== x € B) vy (¥ x)(x € B =+Db'< x)
implican (¥ x)(x € A == b’ <x) con lo cual b’ es cota inferior de

AenI., Comp a's= InfEA, a' es en particular el elemento mayor del

conjuuto de cotas superiores de A en X, luego:

b' = Inf., B < a' = 'Inf}: A



COROLARIO

Sea (xi)iGI una familia de elementos de un copo L la cual
tiene supremo enk. Si J es un subconjunte de I tal que la familia

(Xi)iGJ tiene supremo en I, entonces:
SUPjer ¥ = Supggy X5 o

PROPOSICION 1.2.6

S » ) >
ean (xl)1€I

I, indizadas por el mismo conjunto I, tales que x. < y. para todo
i oiling=

(v.). dos familias de elementos de un copo
i'16X 2

i 6 I. Si ambas familias tienen supremo enX, entonces

Supjgr i X SUPigr i
Prueba .
Sea a = SuPiGI’ B 3 b= SuPiGI Yy ;-
La hipbtesis (¥ i)(i € I = p yi) s Junto con el hecho de
que b = SupiGI y; mnos lleva a que X-<y; £b para todo i €T,

es decir que b es cota superior de los Xss luego siendo a = Sup; op X4,

a es en particular la menor de las cotas superiores, es decir

a = Sup. o 2 IS T Supi

ier T3 = hy'

S it

PROPOSICION 1.2.7

Sea (x;);or una familia de elementos del copo &, (J ) o un

cubrimiento del conjunto de iIndices I. Supongamos adem3s que cada

subfamili 2% tiene supremo enk.
subfa a <X1>1%Ja up

Para gue la familia (Xi)iGI tenga supremo enk, es necesario

y suficiente que la familia (SuPiG tenga supremo eunkl v en-—

5, *:) 6L
tonces:

- s
SUPsar %i Sup o1, SUPsay, ¥y



=P~

Prueba
i) Supongamos que la familia (x i)’LGI tiene supremo a,

a = SuPiGI x - Debemos probar que la familia (SuPi€Ja xi)aSL

tiene supremo en I.

Por hipdtesis sabemos que cada subfamilia (Xi)i%J tiene su-
o

premo en I, sea entonces:

b, = Supie‘]{1 X: s a EUT " .

El corolario de la proposicidn 1.2.5 nos muestra que, para cada
o 6 L:

= S 5N < S = = = a
ba Ri6a, i = "YPier g "

Supongamos que a' fuera otra cota superior de los b, , enton-

ces b, < a' para todo o € L, es decir:

o

a’ ] para todo o € L .

SUPi63y *i =

Sea I €1, entonces existe gy €L tal que T8 J s luego

0]

para todo i & I,

a = Sup. iy

i61 Xi =
con 1o cual:

a= SuPaGL ba

I

B%P 01 (SupiGJu x4

ii) Supongamos ahora que la familia (SupiGJ tiene supremo

>k
o * 06L

en . Debemos probar que (Xi>i€T tiene supremo eni.

Sea b' = SuPaGL (SupiSJa xi) , donde vamos a llamar, igual

que en el caso anterior, b Sup. X bajo estas notaciones:

o~ 163,

by < b’ para todo a 6 L.
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Puesto que para todo i € I, existe a; 6 L tal que
igd , entonces para todo i € I, Sup. X, < b con lo
oy SRR
cual, ¥ i)(i € I == X, < BN
Supongamos ahora que b" fuese otra cota superior de (%5) 561 >

entonces b'" seria cota superior para cada subfamilia (xi) sel. »
a

las cuales, por hipStesis, tiemenm supremo b, en I, luego

(¥ oo 8 L= 5 = b"). Como b' = SuPaGL b, es la menor de

las cotas superiores de (bo‘)usL entonces b' < b", luego:

' o= b = S ’ = 5 o
b = BUP oy by = Sungg Gvo. B TR X

PROPOSICION 1.2.8 .

Sea (Ili) iel una familia de copos, A wm subconjunte del copo

TSI ¥ =TT i ¥ sea A.=priA para cada i € I.

Para que A tenga supremo enl, es necesario y suficiente que,
para tode i 6 I, Ai tenga supremo enlCl., y entonces:
Sup A = (Sup Ai} jer = (SuprA prs K)iGI .

Prueba

Supongamos que para todo i1 € I, Ai tiene supremo en Ei:

bi = Supmi Ai = Sup-jc'1 pry A

entonces, para cada x = (xi)iGI se tiene:
- < \b ara todo i 6 I
pr.x < b, P i
PRl o1 para todo 1 & I
|
(x)ier = PPug
es decir (bi)iGI es cota superior de A.
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Sea ahora (Ci)iGI otra cota superior de A en I, entonces, para

cada =x = (x.). en A tenemos:
( 1)1GI

ridser 2 Cgdigr

AL el 4 para todo 18 I
iR
pri(x) < Ci para todo 161
entonces
bi = Sup A< Ci para todo 1 8 X
bJier = Cigr
luego
(b;)igr = Gup A)oy = Sup A

Supongamos ahora que A tiene supremo en I = HZEi s Sea
a= (ai)iGI = SupI:A. Entonces cada aj, i & I, es cota superior de

A. a que si x. 8 A. existiria x 6 A tal que e ceizs e
J =4 J J 4 R J J

Pero siendo a = Supy, A, entonces para cadfa’ ® 84, X2 a

con lo cual:

Xi = a; para todo i 6 I
luego
Bk B Prj X X aj "
Sea a§ otra cota superior de Aj, entonces el elemento

z' = (zj)iGI para el cual:



e

es cota superior de A, con lo cual:

a =i 'gop AR, =

es decir,
Al e ol para todo i & I.
g == T
En particular:
a, K. g
i J
A &g
e J

esto significa que

a. = Supg A4 para todo j & I.
J ;
Luego:

Sup A

It
1)
|
~
o
~

A = : : .
(Sup 1)181 (SuprA prl.x)lel
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CAPITULO SEGUNDO
REDES

2.1 REDES

DEFINICION 2.1.1

Un copo I es llamado RED si tedo subconjunto feormado por dos

elementos de & tiene supreme e infime enX.

El supremo (respect. el infimo) del conjunte {a, b} ¢ L seri

denotado por Sup {a, b} (respect. Inof {a, b}).

EJEMPLOS

El:

E2:

g

E4:

Los conjuntos R, Z, N, ordenados bajo la relacidn " < " usual
son redes, sin mis que tomar, para dos elementos a, b de dichos
conjuntos, el mayor y menor de ellos come el Sup {a, b} ¥y el

Inf {a, b} respectivamente.

El conjunte P de entercs positiveos ordenados bajo la prescripcidn:
"x<y ssi x|y", es una red. El Sup {x, y} serid el mimimo co
mn mltiplo de x e y; el Inf {x, y} ser@ el miximo comin divi-

sor de x e y.

El conjunto P(E) ordevade por inclusidn es una red. Para cuales—-
quiera A, B en P(E) el Sup {A, B} es la unidn de A con B ya
que Ac AUB, Bc AUB ysi X&PE) fuera tal que A c X
v B c¢c X entonces AUB c X.

Es claro también que si A € P(E) y B € P(E) entonces

AUB € P(E). Luege - Sup {A, B} = A U B.

El Inf {A, B} serd la interseccidn de Acon B va que A f1 Bc A
y A 0N B c B; por otro lado si existiera X & P(E) tal que
XcA v XcB entonces X c A N B. También, si' A € P(E)

y B 6 P(E) entomces A N B 8 P(E); luego

tof B, Bh LB By

Sea L(V) él conjunto de todes los subespacios del espacioc vecto-

rial V sobre un campe K.

L{V) es ordenado por la relacidm de inclusidn entre conjuntos.
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Afirmamos entonces que si S € L(V) vy T & L(V),
Som 18, B} = 8F T ¢ Tof 18, T3 Sh

#

El conjunto

S+ T={a+B :068 A BE T!

il

es un subespacio de V, va que si
XlGS-l-T v

K?_GS+T

entonces

H

Xl 0'11';'81 M O(vIGS, BIGT

Xzzoc2+62,0\‘,2€€'3, 8261‘

conle cual

s

B By b fy

It

X1+X2

i

(o + ay) + (B + By}

]

agz + Bj ag €5, By €T

luego

X]+X2‘€S+T-

También si

I k € K
kX1=k051+k81
'—'C‘l’.z“'Bz QEGS, B?_GT

luego
Teal G Sitsin T

Por otro lado, el subespacio S + T es tal que Sc¢c S+ T v
Tef 0 yel BEL, fuvezs.tal que S cR v T e R enten
ces S+ TcR yaque si X€ S+ T entonces x=a + B con
068, B&€T; luego x 8 R.

El Inf {S, T} =S N T pues si S EL(V) vy T&LKNV) enton-—
ces S N T 8 L(V) vya que para elementos o & SNT, B8 & SNT

tenemogiue kia *+ k2B €S v kiao + k28 €T donde los
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ki € X, luege Ko 2585 A T,

También como S N T es el miximo subespacio contenido en S y
T, inf i85 N am =S T
En lo sucesivo, para todo subconjunto {a, b} de una red R,

escribiremos:

Supy {a, b} a Ub

]

InfR {a, b} il D

donde "a U b" se leeri "a cup B" y 'a N b" se leerd "a cap b".

1"

Las palabras "cap" y "cup" no tienen nada més especial que ser

vira la lectura y notacidn; ellas fueron introducidas por H. Whit=—
ney.
85 &y o Xy, ¥3 fuesen tres elementos de una red R, la propo~

sicidn 1.2.7 nos wmuestra que:

Sup {x; , %, , x3} Sup {Sup {x; , ®,}, =x3}

it

Sup {x; , Sup {x, , x3}}

1 1

PScap

s

- - -
0 en nuestra notacidn de cup

Sup {x; , x, , X3} = (x; U x5} U x4

De manera similar:

InF ixl , & , =eh = pix) 13y

x3 N (X N x3) (R]).

Argumentando inductivamente podemos afirmar que, todo subconjun
to finito de una red R tiene supremo e Infimo en R. Si pudiéramos de
cir lo mismo sobre cualquier subconjunto de R (ya sea finito & infi-
nito) entonces la red R se llamarid RED COMPLETA.

Notese que

S‘Llp {:‘1’.1 . Xz} = SU'[) {Xz 2 Xl}



es decir:

X1 U Xy B By U x,

y también

]

%1 N %o Sy (e |

Veamos ahora que, como

i 7

(R,)

(RS).

Inf {4, 6} g a2 Sup fa,H)
entonces
Inf {a, Sup {a, b}} = a = Sup {a, Inf {a, B}} ,
es decir:
A SRV (e T BT = gl (Rg)
¥y
o= da-n sl 1y (R§).
Claramente, -
Sgp (=, %k, = S iz} = . %,
5 sea:
e et S Rl (Ry)
vy tambi&n podemos formular que:
SRS e T (R}) -

El listado de las anteriores
llevar a pensar en la posibilidad
operativa que la Definicidn 2.1.1
ye nuestra siguiente proposicidn.
PROPOSICION 2.1.2 '

Los siguientes enunciados

a) Res una red.

b) R es un conjunto dotado de dos

"eup" que satisfacen:

Ry 20080 e} = (3 h) T2
Rob : aUb=bUa
Ry : aUfa N b) =a

propiedades algebraicas, nos podria

de dar una definicidn un tanto mas

de Red. Esa idea en efecto constitu

son equivalentes.

operaciones, llamemosles "cap" y

Rl an(®Ne) = (aNb) Ne
R} : aflb = bNa
Ry : afl(a U b) = a.
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Prueba
Que (a) implica (b) ya se argumentl en las anteriores p3ginas,

sin m3s que escoger las operaciones 'cap" y "cup" como:

a. A b

Inf {a, b}

a Ub

Sup {a, b} .

Supongamos ahora que Res un conjunto que satisface las condi-
ciones resefiadas en (b).

Para probar que R es una red, necesitamos proveernos ante to
do de una relaci®n de orden en R.

Definamos entonces, para elementos a, ben R la relacidn:

a < b ssi a N b=a (1)
o equivalentemente:
a <.b ssi a U b=05» (1D

yaque si a y b son elementos de R tales que a M b = a, enton-
ces:

alUb=(a@aNb)Ub=bU (@ NDb)=>,

y también si fuese cierto que a U b = b, entonces:

g Mhed iiamh & a.

Utilizaremos pues, indistintamente (I) & (II) a lo largo de las
argumentaciones que siguen.

La relacidn es reflexiva ya que para elementos a, ben R:

al RS aV=as S AU Gy AN B =
con lo cual

a<a.

Para la antisimetria, supongamos que 2, b son elementos de
R tales quue a<b y b < a son relaciones verdaderas, entonces
también lo somn:

anb y b N a=hb

it
o

luego

]
o

a=anNb=>b0Na



Para la transitividad exigida, supongamcs que a, b, ¢ son
elementos de R tales que las relaciones a <b y b < ¢ son rela-

ciones verdaderas, euntonces:

af{Yb=a v By et =1

con lo cual:

afive s ia DB B ag=af 480 c=ai

it

2y
esto significa que a< c siempre que a2 <b vy b < c.

Por ahora hemos logrado convertir a R en un COPO. Tenemos
que verificar que todo subconjunte de R consistente en dos elementos

tiene supremo e Infimo en R.

Sea entonces {x;, Xp} ¢ R.. Afirmamos que
Inf {Xl, Xg} = ﬁl M Xo
pues:

i) (xlr\xz)r\xl = X1 Wx10%) = (31X = X7 N Xy

0 sea que
(7 N x) < x1 .
Con razonamiento similar:

e RS 3 REE S

ii) Supongamos que r € R fuera tal que ¥ < X1 ¥ ¥ < X2 ; enton

gel T fieys Ty 2 lay =a,, can-loeual:

rrﬁ(xlrﬁxz) = (r(\xl)(lxz =rx, =1

luegeo

r<x N X

siempre que
r<x y r <3

De (i) y (ii):
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El supremo de {x,J s X,y en R afirmamos que es X Ux, vya
. ) <
que:
= = | - o i - * o ; . o
i) e M (Xl U x,) Xy s es decir x < x, Uz § ¥ también
%, M (xl 1 xz) =X, » o sea X, <% Ux .

ii) Supongamos shora que r &€ R fuese tal que x, <1 ¥y

X, < v, . entonces X, U §ri= £ y e e =) g

z 2
luego:
(xl U xz} = x U (Xz T ) = Xl =
es decir (x] U xz) < r siempre que S R %, L I
De (i) v (ii)

Antes de seguir m3s adelante, es necesario observar que en

~ - 3 A A\ - t A ) s ¥ o i =
las ecuaciones Rl Rl . R? R2 5 R3 R3 g Rg Rk los resulta

dos son equivalentes al intercambiar “ecap” y "cup" Podriamos aventu

rarnos un poco mds y afirmar que ello es valedero en toda proposicidn

relacicnada con redes . Esto es correcto y constituird nuestro meta
teorema 1; sin embargo, debemos dar algunas definiciones preliminares.

Por uma proposicidn tedrica sobre redes entenderemos uwn enun-—
ciado E en el cual, ademds de las variables y expresiones lgicas, s

"cup". Intercambian

lo intervienen los simbelos operacionales “ecap' vy
do dichos simbolos en E, obtenemos otra proposicifn tedrica sobre re-
des, llamada el DUAL del enunciado E; serd denotado por U(E). Clara—
mente T(U(E)) = E, con lo cual la dualidad de E y D(E) es miitua. EL
proceso por el cual uno de los enunciados se pusde obtener del otro
por el intercambio apropiado de los simbolos cap y cup se le conoce
como DUALIZACION DEL ENUNCIADOC.

Si llamamos Z = {E.} = un conjunto de proposiciones tedri-

cas sobre redes, D(Z) representard al conjunto de enunciados obtenidos
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por dualizacidn de los E..
&

Si D(Z) = Z, Z es llamado un conjunto de enunciados duales
de si mismo. Esto ocurrirZ siempre que Z incluya las dualizaciones

de sus propios enunciados, como sucede por ejemplo en el conjunto

— ¥ 1 8
z = {R R Ry » R} 5 R) 5, Ri}

I * g 2 =g

de enunciados que caracterizan a una red (proposicidn 2.1.2).

El enunciado E' se dird@ que es un corolaric de Z = {Ei}
si E' puede ser probado utilizando los Eio La dualizacidn de cada
enunciado que se emplee para justificar los pasos de la prueba, pro-
ceso que llamaremos DUALIZACION DE LA PRUEBA, nos conduce a la demos
tracidn de D(E') utilizando duales de'los Ei; entonces, si E' es um
corolario de Z, D(E') serd wun corolario de D(Z) v viceversa.
Enunciemos ahora el |

METATEOREMA 1

Principio de dualidad sobre redes.
"El dual de cualquier proposicidn tedrica verdadera sobre re

des, es también una proposicidn verdadera™.

Debe aclararse sin embargo que si un enunciado o prueba sobre -
redes contiene, -ademds de las expresiones 16gicas y simbolos opera-
tivos cap y cup-, otros simbolos o expresiones derivadas de defini--
ciones estipuladas con anterioridad, la dualizaci®n deberZ contemplar
el reemplazo de 8stos simbolos de acuerdo al tenor de su definicidn.

Por ejemplo, si Res una red, x un elemento de R, entonces la
relacidn:

0 nx = 0 (Rs)

es verdadera de acuerdo a la definicidn de elemento menor de R:

% x)(x § R =0 < x).

La dualizacidn de R5 deberd tener em cuenta entonces que 0
representy un elemento sometido a exigencias establecidas de antema~-

no. Eldual de RS sera:

10U x=1 (RL)
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donde 1 es el elemento mayor de R que satisface:
WxXx8R=>1>x .

De la misma manera, el dual de la relacidn:

FxNEER=>1N x=3x) [RE}
es:

F NDEEE6R=>0 U x =% (Rg)

Puesto que R6 es verdadera segin la definicidn del elemento
mayor y la relacidn de orden (I) de la pagina 18, entonces Ré tam——
bién lo es.

Es interesante sefalar que si <R, ), U> es una red, en—
tonces los elementos de R junto con las operaciones "A" , "V" defi

nidas por:

ailb
avVb

aUb
a b

fl

constituyen también una red, que se le llamard la "RED DUAL DE R"

y la simbolizaremos por U(R).

Finalicemos esta seccidn ejemplificando las pruebas por dua-

lizacidn en las siguientes:
PROPOSICION 2.1.3

Toda red R tiene a lo sumo un elemento maximal y un minimal,

Prueba
La relacidn:
FxFVNx6RAYy SR = Inf {x, vy} < %)
es verdadera segin la definicidén de infimo. Si x fuera un elemento

minimal de R tendriamos que:

Inf {x, v}l==x

es decir,

xNy = X para todo y € R.
Luego la relacidm:

F yy eB= % 357)



es verdadera para todo x que sea elementce minimal de R,
Pero &sto no significa otra cosa mas que X es elemento menor de
R el cual es Gmico segln la propesicidn 1.2.1. Siendo x el elemento
menor de R, serd el Gmico elemento minimal de R de acuerdo a la pro-
posicidon 1.2.2.
La dualizacidn del anterior argumento nos dar2 la prueba pa-
ra elelemento mayor.
La relacidn:
Fx) (¥ y)(x ERAy €R = Sup {x, y}> %)
es verdadera por definicidn de supremo. Si x fuera un elemento maxi-
mal de R, entonces tendriamos:

Sup Lx, vy = %

es decir, )
xUTy = x para todo y € R.
Luego la relaciln:
& Fliy 8 Re= 5 2 7)
es verdadera para todo x que sea elemento maximal de R,

La relacidn anterior implica que X es elemento mayor de R el
cual es Gnico segln la proposicidn 1.2.1. 8i x es el elemento mayor
de R, la proposicidén 1.2.2 nos muestra que x es el Unico elemento ma
ximal de R.

PROPOSICION 2.1.4

Sea £ un copo con 1 (respect. 0) en el cual todo subconjunte

no vacic deX posee infimo (respect. supremo), entonces I es una red
completa.
Prueba

Sea & un copo con 1 en el cual tede sus conjuntos ne vacio
de © tieme Infimo.

Formemos el conjunto S de cotas superiores de algin X c K.
Como 188, S + d , luego existird a = Inf S. Puesteo que todos
los elementos de X son cotas inferiores de S (por la construccidn de

S), entoneces la relacidn:

(¥ x)(x € X => x < a)

es verdadera.
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También, si w fuese otra cotasuperior de X, w& S con lo
cual Inf S = a < w.
Luego:

a= Inf § = Sup X.

El resultado para el copo con 0 en el cual todo subconjunto

no vacio tiene supremo, vale por dualidad.

2.2 ISOMORFISMOS DE REDES

DEFINICION 2.2.1

Sean R, y R2 redes. Una funciSn biyectiva ¢ : Ry == R,

se llamari un isomorfismo de redes si satisface:

i

I ¢ (¥ x)(¥ y)(((x, y)6 R, x R) == (6(xUy) = ¢(x) U ¢(y))

!

@ 0@ ) (((x, ) 6 R x B) = (4(xNy) = 6(x) O $()).

iy~

Si existe un tal isomorfismo entre Rl y R2 diremos que Rl vy

R, son isomdrficas. Se escribird Rl A
Por otro lado, en la categoria de los espacios ordenados, se
define el isomorfismo entre dos copos (R, Hl) y (R2 ,HZ) como la

funcidén biyectiva ¢ : Rl ==> R2 tal que hace verdadera la relacibn:

I3 : W) (¥ y)(((x, y) 8§ Ry x Ry) = (xM1y <= ¢(x) 0, ¢(y))).

Si existe un tal isomorfismo diremos que (Rl’ Byd ¥

Rz, Hn) son isomorficamente ordenados. Se escribird: Rl ¥ R2 .
L
Bajo éstas definiciones podemos verificar la siguiente:

PROPOSICION 2.2.2

Los siguientes enunciados son equivalentes:

2? Hz)'

o'
~
~

=

—
=
it
~
ek
~
Y
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Prueba
{a==> D),
Sea Rl ~ R2 , existird entonces uma biyeccidn ¢ : Rl == R2

que satisface I1 e I2 . Para elementos X, y en Rl tendremos:

¥,y = xUy=y+= ixly) = ¢{y) =@ Vi) = §(7)
= §(x) I, ¢(y).
(b ===2a).
Sea Rl @ R2 , existird entonces una biyeccidn ¢ : Rl ==>R,

que satisface I3 . Afirmamos que:

¢$(a U b) = ¢(Sup_ {a, b}) = Sup_ {¢(a), ¢(b)}
Rl Ro :
ya que:
D B = 8up. fa, B 2>a
Ry =
alUb = Supy & B 2 b

i
con lo cual

¢(a U b)

i

¢(SupR1{a, b}) > ¢(a)

it

$(a U b) ¢>(SupR {a, b} 2 ¢(b).

1

Si 12 € R2 fuera tal que 2 > ¢(a) y r2 > ¢(b), enton-
ces para el elemento rl € Rl tal que x2 = ¢(rl) tendriamos que

r,2a y r >b lo cual significa que rl es cota superior de

{a, bP ed B ' duepos
r. > Sup {a, b} =aUb
TS R
1
v por lo tanto:

¢(xy) > ¢(SupR1{a,b}) =¢(a U b).
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Esto nos conduce a afirmar:

H
i

¢9(a U D) = &(Sup, {a, b}) SupRﬂ‘W(a)p $(b)} = ¢(a) U ¢(b).
1

En forma dual obtendriamos:

¢(anb) = ¢(Inle{a,b}) InfRz{qa(a), ¢} = 9(a) N 4(b).

2.3 SEMI-REDES

La caracterizacidn de wa red como un sistema dotado de dos
operaciones algebraicas (proposicidn 2.1.2) nos motiva a adaptar la
siguiente definicidn general, de la estructura algebraica como semi-

red, a nuestro estudio:

Se dice que un conjunto Ses una semi-red, si S estd dotado
de una operacidnf] que satisface:
SM; @ # es asociativa, es decir:

FR)FyN¥2D)(((x,7,2)65x8x) == x G B2 =H» § 2.
sM2 : @ es conmutativa:

#F xX ¥y (((x, y)€ES xS =—=xBy=v 8 x.
My i @ es idempotente:
¥ x)x 685 = xf x = x).

- : N
Claramente, si Res una red, entonces los sistemas R y

R~ formados por los elementos de R en los cuales sGlo se consideran
las operaciones cap y cup de R, respectivamente, son semi-redes. En
efecto, de acuerdo a las relaciones Rj , R; v RL . Rm es una
semi-red, y de la consideracidén de R; , Rz y R4 , el sistema Rp
es una semi-red.

2} U
Llamaremos 2 R la "cap semi-red" v a R 1la "cua semi~

Tl
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2.4 SUB-REDES

DEFINICION 2.4.1

Sea R wna red. Diremos que un subconjunto no vacio S de R es

una sub-red si satisface:

SR1

e

F x)(¥ y)(((x, y) €8 x 8) = Sup {x, y} € )

F x)(¥ y)(((x, y) 6 8§ x §) == Inf {x, y} € §).

1Y)
o=l
N

B JE-MPoL 0.5

Sea Runa red, a & R, entonces los conjuntos:

[a)

{x € R ¢acxl

ta) {8 B &=w <ab

son sub-redes de R.
En efecto:

i) Sean z, w elementos de [:a), entonces a < z A & < w con lo

cuai:
a Nz = a z atlily izt =
a M w = a 5 a0 e iy
entonces:
e E - = Car il Z) N0 G T sy
S O ARG D RO
=50 A R T )
es decir:

a < Z AT )

Por otro lado, como
a = afNw
= Ly
=8 L i (ze i)

entonces:



ii) Sean z, W elementos de (ai , entonces z <a A w<a con lo

cual las relaciones:

Z N oa = oz " zUa-=a
wfla = w : wla=a
son verdaderas.
Como:
a Mw'sm s w®asis0w 3
2t £ -a..
También, siendo
el e
e Lz ST Tl &)
=1z U ) e
tenemos que
Za iU Sawi TSN ta G

PROPOSICION 2.4.2

Toda subcadena S de una red Res una sub-red de R.

Prueba

Sea S una subcadena de R, es decixr, S es un subcomnjunto de
R en el cual dos elementos cualesquiera de S son comparables respec
to al orden en R.

Sean x, y elementos de S, entonces:

1) 81 x < y ‘tendremos que X N y = X, con lo cual
ok e, yhl= = 65,
También si x <y, Xuy=y, o sea que

Sup {x, y} =y € S
ii) 8i y < x tendriamos

x U y B Sup {x, v/ = x € 8

x 1.y = Inf (%, vi %5 € 5.



REDES DISTRIBUTIVAS

sSon,

e Oy U ey 2)) 0.x

Empecemos por seialar que en toda red R las relaciomes:

- z2M{p.B g~ pAz2W g Gz m s
x sl fprfieor) € {2 oyl fe O a)

verdaderas para cualesquiera elementos X, y, z de R.

En cfeeto, siendo” 3 Mgk 2 A M g € x4

il

(U A s GG AR 2) =T o

H

Gl ) T L

- X

luego,

tenemos que

(= Moy) 0= ¥ 8 = GO

Por otro lado, puesto que y Uz >y vy siendo y>x 0 ¥y

quiera elementos x, ¥y, z de R.

y U

(Clx M x¥Ulz M zi) U Gua)

yUz>x Ny es una relacifn verdadera para cuales-

De la misma manera, de las relaciomes yUz>z A z > x N z,

g > %l a, lugge:

]
~
=

O yyU{{x N 2)Uz) 0y

]
)
>

N yulzUy

es decir,

= {l= Mry)izx) Te
= ez
(z Al e) Bz Wzl 90 5 (11) .

De las relaciones (I) y (II):

e Y ) B e 2). 2.5 0 {3 U 2}
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ya que:

(N T N2 NENFUz) = ((ENY T EN2))NX) N (YU 2)

i}

((xNy) U (xMNz2)) N (yU z)

(xNy)u(xMz),

La prueba para D} se realiza por dualizacidn.

Notemos que en general no se satisface la relacidn:
=0 e 20 g Uis i g)

como lo ilustra el diagrama:

lo anterior nos motiva a establecer la:

DEFINICION 2.5.1

Una red R se dice que es distributiva, si para cualesquiera

elementos x, y, z de R se satisfacen las relaciones:

D1 : _..x(.\ (v U 2) Ny U (xN 2

D;: x U (v N z) x U y) N (x U 2z).

PROPOSICION 2.5.2

En una red R, las condiciones Dl y D] son equivalentes.

Prueba

Sea Runa red en la cual la relacidn D; es verdadera, entonces

para elementos x, y, z deR :



Y

(xUTy) N Uz ((=Uyl 0 x) D=8y N =5

x 0 4¢x M 2} T {z-81 2))

il

(e Ui Sz e UG iR - 2

]

xU (v N z).
En forma dual, _D'1 == T =

2.6 REDES COMPLEMENTADAS

DEFINICION 2.6.1

Una red R con elemento menor 0 y elemento mayor 1 es l1lamada
RED COMPLEMENTADA, si para todo x en R, existe un elemento x' en R

tal que satisface las relaciones:

0

il

gy -2 =
Lo 4 S 6 T

Cualesquier elemento x' que satisface las exigencias de la
definicidn 2.6.1 se llamard um "complemento de x en R'.

Puesto que en toda red R con 0 la relacidn:

WO BR==> (0 Nzx=0 A 00U x =x))

es verdadera, tendremos en particular que:
0N 1 = 0 A 0ut1l1=1

con lo cual 1 es complemento de 0, ademls &ste es Unico ya que si

x 6 R fuera tal que 0 N x = 0 v 0Ux =1, entonces x = 1.
Dualmente Q0 es el {inicc complemento de 1 en R.

Llamaremos "pseudo complemente de x 6€R, al mayor elemento

x* que satisface x* ) x =0, es decir:

Py = Wa)a€R= (a N x=20 < acx x¥%)

o equivalente:

i

PS1 : #aMaB86R= (a N x=0 <==> g () x*=a)).
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Notemos que el pseudocomplemento de x, si existe, es Gnico ya
que si w 6 R fuese también pseudocomplemente de x, tendriamos que
wes o "R el ww, Jusgo 28 = W,

El pseudocomplemento de x* , si existe, se denotarid por x%** el
de €ste por x*%* y agi sucesivamente. Si todo elemento de R tiene

pseudocomplemento, diremos que Res una red psesudocomplementada.

PROPOSICION 2.6.2

En una red R pseudocomplementada, los siguientes resultados

son validos:
1) ¥ x)(x 6§ R = x < x*%)
2) ¥ R ¥ (((x,7) 6§ RxR) == (x <y = y* < x*))

3) (¥ x)(x € R == xhitk = x¥k)

]
S
ke

&

.
=
=

5 (R BEMY yGny) §FExR) = 8 0 v yEIEED ]
31 ' ¥ wilGy) 8 BxE)} == {{x Uyt ™ & O y&))

6) & ¥ y(x,y) 8§ RxB) == ((x N y)ie =(xfc N yir)¥))
73 Wi {Gey) 8 Ral) = (=0 k= {xF U gR}ea)]
8] & =)@ pDWlEy) € RzR)] = ((z N y)Ft=0 n y&i)
Prueba

1)  Puesro gue = Y x* = 0, entonges X .5 &,

2) Supongamos que X, y son elementos de R tales que x < y. Como
y < y** segln el resultado anterior, entonces x <y implica
X < y* , es decir =x M y* = 0. Utilizando la conmutatividad de

By & B %m0 -con Yo cual g2 < 2%,

3) Come x < x*¥* eg verdadero para todo =x € R, 1la parte (2) nos
lleva a que %% < x¥ . Por otro lado, el resultado (1) nos mues

traque x* < xkAk sin mas que tomar x como x*. Luego X% = x¥%#%k,
4) Por (1) sabemos que x* M y& < (¢ N yH)**,

Como =x* N y* < x* entonces X% < (x* (N y*)*, con lo cual



5)

6)

(X}’Y ('} y*) Jek i x;’t** = X:‘c (I)
De manera similar x* N y* < y¥ implica
(X* N y*)*fti ny Jo = y)'\' (II)

De (I) v (II):
(x‘fﬂ ) y‘k)?’(“k

ia

¥ N y* .,

Luego
(x* N yk)&x

i

x% N y*

La relacion x < x Uy dmplica la validez de (x U y)* < x* ;
de la misma forma y < x Uy dmplica (xUy)?¢<y*. Luego
(= D-yits &F 3.

Probaremos ahora que =x* ) y* < (x U y)* .

Como x* [ y* f_x;‘ s X% < (x% N yO)* | de donde, junto con

(1), podemos afirmar que

X < x¥e < (xk N yE)x (D)

M

Con el mismo razomamiento
s M R T L (I1)
Bé '(T) ¥ (35 = U g = 0 phe o ouall . implies: gue

Utilizando ahora (4):
w%x y:’v = (xv'c 8 y:'t))'\-ki (ny)*_

Las relaciomes x < x** , y < y* pos muestran que

x N s 2FE 0 vl con o euall:
(¥ N oyrE)R < (2 N oy)e

Para probar la relacidn (x N y)* < {xt*  y¥*%)* mostraremos

equivalentemente que:

1
(@]

(x N y)* n (o ) ykx)
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Sea a = (x N y)* N (x* ( y*%). Por la definicidn de iInfimo

obtenemos:
a < (&N gy (1)
a2 iy (1i)
3| < y** (iii)

Utilizando la relacidn (i), A= s 0 T 56100,
(a1 =) 0y =0 “es decir, a i B y¥ gue juote con {(f98)

nos da:

alx <« y® M y%% 20

luego
a2 % mk (iv)

Ahora, de (iv) y (ii) obtenemos:
g - xR T R o B

Pero 0 es elemento. minimal de R segiin la proposicidn 1.2.2, luego:
O=a=(x N y) n (x** [ yikx),

fomg = My <=, z% 2 (= M v, Similarmente = N ¥y <y Im-

plica y* < (x N y)* con lo cual las siguientes relaciones son

verdaderas:
o g Vo AR ) L
(= T gt [xf U g¥)8
(x% U y*)*% < (x ) y)*kr= (x N y)*.
Bor oteo lade, =¥ < g U y%& Ampliea (x® U y&EF g xitk v

y* < x* U y* implica (x* U y¥*)¥*< y#%%*; entonces las siguientes

relaciones son verdaderas:
(x¥% N y**)* < (x% U y*)_*'*

utilizando el resultado (&) obtenemos finalmente:

(X N y)'«"{ .<._ (x* U y*)** 4
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8 De (6):

(X N Y ) * k= <x>'\‘.7": 0 yk;’c)g‘c*
v utilizande ahora (4):
(X N y)?‘s‘?‘t = yibk 0 y'k*'

Los resultados de la propesicidn anterier, 1los deberemos temer
muy en cuenta para las argumentaciones del capitulo tercero, em el

cual estudiaremos pseudocomplementos en copos.

2.7 ALGEBRAS BOOLEANAS

DEFINICION 2.7.1

Un algebra booleana es una red distributiva complementada que

posee elementos 0 y 1.

El ejempio mds clarc y comiin de algebra booleana es la red
de subconjuntos de cualquiexr conjunto A, donde 1 es A, O es

¢ y claramente las cperaciomes son!
Sup [, B =B V-%.5 IE [E, %F =90 T

El compiemento del eiemento X € P(A) es el conjunto defini

do usualmente en Teoria de Conjuntes bajo &se nombre.

PROPOSICION 2.7.2

Sea B un dlgebra booleana. Los siguientes enunciados son vexr

daderos:

1) Para tode x € B, x
2) Fx6B=x"=13%).

3 FROEN(x, y) 6BxB) = ((x Ny) =x' Uy

43 % 2 Pl ¥} € B.x B = s U 7)7 & %' 900

Prueba

1) Sea x € B, Xy % dos complementos de x, entonces:



2)

£

4)

xl = xl ﬂl=xl

H

00U (x1 N x5

-36~

N (xU }:2) = (x1 Al <X1 n xz)

= (x 0 x?_) o ey 10 xz)

= (xe1> A x2==1(\ Xy

= x2 3
Como N x'=0 .y =xUzx'"=1, entonces x es el complemen
to de x' en B, es decir, X' = x.

.Sean x, y elementos

(= 17 2§ T% (=¥ U gl)

También:

x N y)_ =] g3 i)

Sean x, y elementos

(2 B Tt R Vj'}

Tambign:

i) B AT EL gl

de B, entonces:
SRS S A el T S e e et Y ey
=@, 0 ) B 0 0 %)

= 0.

(- e maet ]| g

li

U at) morpa'l)u

O T
Je T et
e

I

Hi

de B, entonces:

it

{x 0 Ny I HGAE NF))
= (xNx) Ny U x'nN(yny™)
= L0 w5 w0t L Y 10)

= Q0.

=20 6 U (270 215

=i O {6y 0 210 G0 iGr Tt ))
= 29 (G B2} ni
=.XU(}7UX‘)

=1 (s Tixe) T, oy

= 10Uy

= ].



5y 18

Una caracterizacidn para dlgebras booleanas es la siguiente:

PROPOSICION 2.7.3

bajo una operacidn binaria

Un conjunto Ses un dlgebra booleana si y sBlo si es cerrado

"." y una operacidn unitaria"*" que sa--

tisfacein
AB; : (W a)ag8S=>a.a=a)
AB, : (Fa)(¥ b)({(a, b) 85 xS)y=>a.b=1b.a).
ABy + (¥ a)¥ b) (@ c){({a,b.c) 6 SxSxS) = a. (b.c)=(a.b).c).
AB, : Existe un elemento 0 en S tal que: a . b* =0 <> a3 , b=a.
Prueba
i) Sea S un &dlgebra booleana en el sentido de la definiciém 2.7.1,
entonces las relaciomes AB, , AB2, AB3 se satisfacen plenamen-
te en la "cap semi~red". Para la cperacidn'*" escojamos como x#
el complemento de x en S. Debemos verificar 4B, . Supongamos pa-
ra ello que a y b son elementos de S tales que a N b* = 0,
entonces:
alfldb=(afYb)UO0=(C NDb Ula N b*) =an (b U DL
= a1
= a,
Supongamos ahora que a, b son elementos de S tales que
a (1b = a, entonces:
aflb*=(aNb Nd*=an b NDLN=ano0=0,
ii) Empecemos por sefalar que en S podemos introducir la relacifn de

orden conocida:

xiyq:::-.—-:bx“y:x
con lo cual podemos tomar nuestro ABy como:
X.y*=0<=='-"~>X_<__y¢‘—“==->X.y=x.

Siendo x . x = x una relacidn verdadera para todo x € S,

entonces x . x* = (Q, luego, para todo x € §
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% L DiE e (& axE) =vile 38 xRl Ui =10
es decir, (¥ x)(x € R =>0 < x). Esto nos muestra que 0 es el
elemento menor de S.

Afirmamos que X . v es el iInfimo de x ey en S ya que:

x.y) .2 =y.{zx.x%) =y.0=0
con lo cual:

X .y <=,
En forma similar: x . y <.

§i z'88 -fusge el gud 2leif. A2

| A

y, entonces

B e RS E iy B 3w 8w, lteews

fl

78 i ) 2R TR Ll s [ pCoiL o
es decir:
e e
Por ahora hemos logrado convertir a S en una cap semi--red.

De ella mencionaremos dos propiedades muy Gtiles:
1) a** < a para todo a € S.

2) . 8t a<b entonces b* <a¥*,

En efecto, puesto que a¥** , a*¥ = 0 entonces a** < a,
Por otro lado, si a v b son elementos de S tales que
a<b a.b*=0 ysiendo a**< a obtendremos:

b¥* ., a%** b*. a

ia

b‘.fl' % afk'a't <

b* ., ai%k

]

luego b* < a* siempre que a < b .

Con estas dos propiedades entremos a la tarea de convertir
a Sen un Algebra Booleana.
Definamos a tal efecto, para elementos x ey de S, la ope~

racion:

x @ y = (x*, yi)®
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7 e

Puesto que Ses cerrado para'." y "®" entonces si x 6 S

y vy€8, x@ v €S. Mostraremos que xf} vy es el supremo de x e

y en 8.
Siendo (x*%. y#)** < x* . y* sgepgiin la propiedad (1), en-
tonces: i
. G yRYEE = .o, (28 . ¥8)

%o faByiE = e .58 ,9%=0 . 7

x. &E@N* < @

x . (k@& = 0
luego:

x < x8y.

En forma similar, y < x @y .

Supongamos que z € 8§ fuese tal que x <z y y <z en

tonces obtendriamos z¥ < x* y z* < y* con lo cual:
z¢ < x*, y¥

(x* . y*)*

A

BRE 2 ‘2
luego xf@ vy < =z

Siendo @y el supremo de X e y en S obtenemos la Gtil
relacidn:

x = x%%

ya que:

(x* , x*)k = xEx |

[}

x=x8 x
Afirmamos que S posee elemento mayor, dado que, para todo

G LS AT = ol S| =it e N O B

Esto significa que x < 0* para todo x € 5, es decir 0% es

el elemento meme#de S. Llamaremos 1 al elemento 0%,

Fikyor



=y =

Los resultadoshasta ahora obtenidos, junto com las relacio

nes:

1

| | 0

(xﬁ' i xﬂ'*)v‘c =)=l

il

x @ x*
nos permiten afirmar que S es una red complementada..

Para exhibir a S como un Algebra Booleana no nos resta mias
qué probar la distributividad de las operaciones. Probaremos sclamen

te la relacidn:
xP(y.2) = v . (x8 =2 ¢9)
ya queella implicard, segln la proposicidn 2.5.2, la relacidn:
2. B2 = (x.908 (x. 2
De la relacibn (I) bastard probar:
B 82 < z8 G .= (11
puesto que la relacidn
x@(y.2) < xBy . (x8 2
es verdadera segin Dy de la seccidn 2.5.

Prueba de (1I1):
Llamaremos

v = By .82 .0 (ya)t,

La definicidn de infimo nos lleva a las siguientes relaciones:

w i « 8 y = (x‘k : y*)* (1‘)
wf_x@z= (x* . z%)* (23
w< xf) (y. 2 (3>

Biendo % < x@(y. 2):

by, B0 < xS (&)
De (3) v (4):



Y con el mismo razonamiento:
wely. a2
Come w . (x% . y%) = ¢

cual significa que:
w .

En forma similarx:

SR
De (8) vy (5):
W e ¥EL
W . yE =
luego
w <

Utilizando ahora

LT -
W

De (11) vy (5):
W . 2% &
w o 2% =
vo<

De (9) y €12):
woE

Finalmente, de (13) y (5
\'

luego:
0 =
significando esto que:

(xBy). @

»

z

sagin (1},

4

we=(xf§y . (

(2} obtenemos que

AR R,
- B

Y. 2} .
‘(% {vy

(6)
antonces {w. X ., y¥=

Vot (Kﬂ . zﬁ}

i
Sear?

)
jrob
2

e

f
=2

Ly
N

{o - zZo® =0

7 o0

izl Gy » 2%
2 e

wifl=
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Una red en la cual toda suma sea distributiva serd llamada

133

Yred T-distributiva’”, La "I-distributiva’ es definida en forma dual.

3.1 SEMI-IDEALES E IDEALES EN COPOS

DEFINICION 3.1.1.

Sea X un copo, A un svbconjunto no vacio de K. Diremos que A
es un semi-ideal de X, si la relacidn b < a  entre elementos

a6 A, b&Xx impiica que b & A.

DEFINICION 3.1.2

Sea ¥ un copo, A un subconjunto mo vacio de K. Diremos que A

es un ideal de X si satisface:
I; @ A es un semi-ideal de X.

I, : La red suma de todo nimero finito de.elementos de A, cuando

exista, pertenece a A.

Por dualizacidn obtenemos los conceptos de "ideal-dual” vy

"semi-ideal~dual'.

B EMUEBE @S

Sea L w copo. ELl conjunto (zﬂ (respect. E‘t}) es un 1ideal de
L {(respect. w ideal-dual).

En efecto, sea

vy sean 2z 6 A, w 8L elementos tales que w < z.

il

Como z € A, z < a. Luego la transitividad del orden en I

nog lleva a que w < a , es decir w € A.

Sean ahora w, z elementos de A y supongamos que w + z

existe. Puesto que w8 A v =z & A,

2
/\
4]
o
O

< a; con lo

coall s sk B £ @

Sea {wl s vee » Weasl wn conjunto de k + 1 elementos de A



S) A

Yo AT
ks

entonces

W™ (wl + wk) + Wiy 6 A

=
D e
)—-l

Luego A = (é] es un ideal de K. Se le llamard el "ideal principal

generado por a'.

Tomemos B = [é) ={x€Xx : a<x} ysean z€B, wWEL
elementos tales que =z < w. Como z € B, a < z, luego la transitivi
dad en £ nos da que a < w.

Por otro lado, si 2z, w son elementos de B tales que =z . w

existe, entonces, siendo a <z y a<w tepemos quée a < z . W,

es decir 2z . w & B.

Bez AWy ewva W un conjunto de k + 1 elementos de B

> k+1}

tales que

k

Iw €A,

o
entonces

k1

]fwi=(wl s s aa Wk) Wk'!‘lGB.

Luego B = [a) es un ideal-dual de K. Se le llamard el "ideal-dual

principal generado por a'l.

PROPOSICION 3.1.3.

Sea T un copo con 0 (respect. 1). El conjunto S, (respect.
Sa> de todos los smi-ideales (respect. semi-ideales duales) de I es
una red completaz v I distributiva bajo la inclusidn de conjuntos
como relacidn de orden.
Prueba

Empecemos por notar que si A vy B son elementos de S}J,

entonces A cXk, A+q‘>, B e X, B+¢ . Luego, AU B c I, AUB%(b.



Supongamos que b 6K y a6 AU B son elementos tales que

b < a entonces:
i) 8i a € A, la hipStesis b < a nos da que b 6 A. Luegc bEATUB.
ii) Si a € B, la hipStesis b < a nos da que b € B. Luego bSAUB.
Por lo tanto, en todos los casos, la relacidn
2200 A .B8E & b=a®
implica b € A U B.
De donde podemos afirmar que A U B € Su 5
De manera similar, si A, B son elementos de Sn , AN BE Su &
luego podemos tomar
A+B=ATUB : A .B=ANTGB
para convertir a Su en una red.

También, si A = {Ai : 1 6 I} fuese cualquier subconjunto de

S las siguientes relaciones son verdaderas:

p’
F 1D@E 61 = AicII)
(¥i)(i€1==—->Ai+¢)

conn lo cual, UAi + ¢ y UAicIZ.

Supongamos ahora que los elementos x 6 U A.1 s Yy 6K son ta

les que y < x, entonces las siguientes relaciomes son verdaderas:

(33‘.0)(1061 A x8A A y6A )

0 o
ye U A,
ey "
luego:
U AI.G Sp .

iel
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Si x 6 N A.1 s ¥ 6E fuesen tales que ¥y < x, entonces

las relaciones
¢ i)(iGI:——-vaAi)

y ¥y < x implican la verdad de la relacidn
(Vi)(iGI—-———:>yGAi)

es decir

v 8 N A -
ier

En base a lo anterior, podemos tomar

Joa s E o LA S O
1 f 1

para convertir a S, en una red completa.

La Z vy @I  distributividad se cbtienen de las operacicnes
unidn e interseccidn de conjuntos.
En forma similar se cbtienmen las caracteristicas para el con

Junto Sa L

PROPOSICION 3.1.4.

El conjunto S, es cerradc para pseudc complementos.

Prueba

Afirmamos que si A € S, , entonces el conjunto
A ={x 6L : (x] N (a] = (0] para todo a & A}
es el psc. de A en Su.

En efecto, si x € A* y w€K son tales que w < x,

entonces (-v:’r_-_[ ¢ ( }_i—_[ con lo cual
@] N @ = (] para tode a & A.

Esto quiere decir que w 6 A¥*. Luego A* €75, .

Supongamos ahora que B € S; es tal que A N B = (QI. Esco

giendo x € B obtendremos que, para todo a 6 A,
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@ n @ = «

yaque si z<x y =z<a  entonces z€B y z €A con lo cual
z = 0, es decir,
@@l e @
Claramente, si B c A*x , AN B = ((H .

Resumiendo, A(Y) B = (0] === B c A*. Esto significa que
A* es el psc. de A en Sy -

PROPOSICION 3.1.5.

El conjumto I, de todos los ideales de un copo K con 0 es una

red completa bajo la inclusidén de conjuntos como relacidn de orden.

Ademds I es un sub-sistema multiplicativo de Sy .
Prueba

Sea A = {Ai :-1 6 I} un subconjunto de I Como las rela

e
ciones Aj =l= ¢ » A cK y 0€A; son verdaderas para todo i € I,
A ¢ y N A; cD; ademds siendo los Aj en particular semi-

ideales de T, N A; es un semi-ideal.

Tomemos B = {w1

n
cers Wy C N A{ y SupOngamos que Z Wa
3 1

existe. Puesto que los w. 6 A,l para todo 1 € I, entonces, siendo
n

los Ai ideales de X, X Wj g A_1 para todo 1 6 I, es decir
1

n
%wjen As .

Luego:
N Es QE. &
ier B

ComoX es un ideal de si mismo, la proposicidn 2.1.4 nos mues

traque Iu es una red completa.



Por otro lado, siendo los Ai en particular semi-~ideales de
L, y puesto que para cualesquiera elementos Al, A2 de Iu -
entonces I,; es un sub-sistema multiplicativo de Su o
Notacidn

En lo sucesivo denotaremos por V a la red-suma de elementos
de I‘}J s
PROPOSICION 3.1.6.

En un copo K, una red producto @I a; (respect. una red-suma
. i6l

z ai) existe si y solo si N (a.lj (respect. N Eli)) es un
i6l icel : ier

ideal principal (respect. ideal-dual principal). Cuando I a,
(respect. Zai) exista: N (ai] = (I aij
(respect. 0N E‘i) = E.E a;)) .
Prueba
Sea {a:-L G AT RS

i) 8i Ta; existe, afirmamos que
(n ai] = N (3]

ya que si zG(lIai:I, z_<_lIa:_L con lo cual, z < a;

todo 16 I, o0 sea que =z 6 (aij para tode i € I. Luego

0N Y
z € (a1

También, si w6 0N (a_:[ las relaciones siguientes son ver-
18T &
daderas:
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wiXi 61l =>wgég (ai:[)

(Vi)(iGI—-——»wiai)

w < I a

(ot Ead

o sea que w 6 (NI ai]. Luego

0 o] & (8 aF,

ii) si N (ai:[ (}:{1 - entonces x < a para todo i € I.

i
Adem3s, si z fuera otra cota inferiorde los a;, es decir si

z < a; para todo 1€ I, entonces =z 6 (ai___[ para todo 1 6 I,

0 sea que

2€ Mistesl =) Gl g
igl

Luego 2z < x.
Lo anterior significa que x =1 a, .
i
iii) Supongamos que X ai existe; sea entonces w 6 [Z ai) . Las
siguientes relaciones seran verdaderas:
= <
Pag < w

(Vi)(iGI=>ai < W)

@i)ieI=>w & [3,))

w 6 n [ap
i61
luego EZ-a.l) a fi Ell.).
Tomemos ahora z 6 N E’i>' Las siguientes relaciones son verda

deras:
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F i) i 6I=>1z6 Ei))
¥ i)(i 6 I =>a_x 2)

a

s S
i—

z € I:X ai)

Luego:

nfa) e []ap

iv) si N I:ai) = E:), entonces a, < r para todo i 6 I. Adem3s,

si z fuera otra cota superior de los a;, a,-< z para todo

i6€1 conlocual z 6 @i) para todo i € I y entonces

z6 N [a)) = [) .
Luego r < z. Esto significa que r= | a

PROPOSICION 3.1.7.

n
En un copo T, Una red~suma |} a. (respect. una red-producto
1

n :
i ai) existe sI y solo s (a; ] V(ap |V ... V (anj (respect.
1 i

E‘l) v E‘Z) Wi R o Eln)) es un ideal principal (respect. ideal-dual

n n
principal). Siempre que z a, (respect. II ai) exista:
1 1

il
~

(3 V... v (an___[ aij

]
1

e T ISV N |

(respect. fap v ... vV [a)



L A

Prueba

Sea A= {a;,... ,an} o 1.

n
i) Supongamos que Zai existe.
1

Partiendo del hecho de que I, es wna red (proposicidn 3.1.5),

n n
v (aij existe, y por lo tanto los a. &V (a,j ya que
1 TR

n n n
a, 6 (a.l_—_[ & \17 (fli:[ con lo cual § a, 6 Y (ai:[ .

n
Sea x € (} ai:[ , entonces x < ) a_.
1

-
n n n 3
Como ) a, 6V (a,]| y siendo V (a, | un ideal tenemos que
1 L 1 4L 1 X
n ——
x €V (a; |
1
n s n
Luego ()1: a.l_[ c Y (ai:[ ¢

Por otro lado, puesto que a, < a. , (a.lj A 3 aij para

L

-

n n
todo i, i=1, ..., n, con lo cual V (a.l:[ c () aij .
1 1

n
ii) Sea slr (e, I= 1 .

Como (ai:[ c (:EI para todo i, a; S
También si z fuese otra cota superior de los ass las siguientes
relaciones serian verdaderas:

a, < z , para tode i, 1

i
2%
.
B

(aij e el -pdre #ode 1y 3= 1y e o
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< g

x] = (aij &l

n
Luego x < z. Esto significa que Zai existe y que
1

n
x = Z Elzt
71
n
iii) Supongamos que I a; existe.
1

n
Como I es una red, V E‘i) existe y entonces los
1

n n
a; GY{' E;i) ya que a, 6 [2)) eV Exi) , luego

1
n n
Ta 6V [a)
1 1
n
Sea x € [ W ai) » entonces 1} a, <x .
n n n
Como Na, 6V [a.) ysiendo V [a,) un ideal-dual de E ,
i i 5
1 1 i
n
x 6V [a).
1
n
Luego Eﬂai) c\{ [___ai).
n
Por otro lado, como Nl a. < a., | a.) ¢ [ I a,) para todo
j £ 4 < 5

n
S G U = A ey S e o SRR T e Eai) c E]I ai).
|

n
iv) Sea V Ea.) = [ x).
1 a

Puesto que, para todo i, Eai) ¢ [ %), x<a,. También,

4
si z fuera otra cota inferior de los al.:

z < a para todo i, i

]
'—-\
=)

Ezi) c Ez) para todo i, i=1, ...., n



SE

n
v e = lm) e [le).

1
n
Luego z < x. Esto significa que II a; existe y que
n 1
x=1Ia,.
1 1

3.2 PSEUDO-COMPLEMENTOS EN CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS.

DEFINICION 3.2.1

Sea I un copo con 0. Diremos que el elemento a 6 T tiene

un "pseudo-complemento" en I, si existe un elemento a* € L tal que:

PS; : (a] n (a*] = (0] .
PS2 : Las relaciones b €K vy (a] n ®] = (0] implican

®] ¢ (aﬂ i

El elemento a* se llamard el "pseudo-complemento de a en K"
Notemos que, segin la definicidn 3.2.1, el psc. de un elemento, cuando
exista, serd (nico. En efecto, si a"{ v ag fuesen dos pes. de a €1,
entonces PSl nos muestra que:

@] n 3]

(o]
(of

t

y (@] n @
luego, segiin PS2:

(a* ]| c (ag:[

y (&fi c (a’l*:[

con lo cual,

Por lo tanto
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DEFINICION 3.2.2.

Diremos que el copo & es "cerrado para pseudo-complementos”
(o sencillamente quel es pseudo-complementada’ siX posee elemento
menor 0 y todos los elementos deX tienen pseudo-complemento.

El psc. de a* serd demotado por a**, el de &ste por a*%* y
asi sucesivamente.
DEFINICION 3.2.3.

Seall un copo cerrado para pseudo-tomplementos. Un elemen-—

to a 8 lo llamaremos'normal" si

a**: a .

PROPOSICION 3.2.4

Seall un copo con 0. Para a 6L, a* existe si y s6lo si

(é_-[* es un ideal principal. Cuando a* exista,

'(é'_[* = fak] .

Prueba
Supongamos que a* existe. Por PS; tenemos que
] N @ = (o ,
luego

(a*] ¢ (51__[*.

Sea x 6( a_—[ %, entonces

(a] n ] ¢ (& n (al*

ya que si 2z 6L fuese tal que z <a y =z < %, la @ltima de éstas
relaciones v el hecho de que x pertenezca al ideal (e_t—_[* implica que
z & (a]*. Luego =z 8§ (a] vy z 8 (a:[* , de donde:

@ n &l e@ N @r = «

es decir (e_?_[ N (;ﬂ = ((ﬂ. Aplicando ahora PS, , (ﬂ c (aﬂ ) O
lo cual x & (a*],



Fn sintesis, (a’ﬂ = (z*z[* siempre que a* exista.
Reciprocamente, si (eﬂ* = (lﬂ ., entonces
tal o @ = ol ,
Por otro lado, si x 6L es tal que
@& n & = @],
] ¢ (a]*= @] .
Esto significa que a* existe y que a*= b,

PROPOSICION 3.2.5

En un copoXl, cerrado para psec., los siguientes resultados

son validos:

12) (¥ a)(a 6L == a < a*)

22) (¥ a)(®¥ b)((a, b) € xX) == (a < b === b* < a%))
32) (¥ a)(a €L == at¥* = a¥) '

2) X posee elemento mayor.

12) Siendo a** el psc. de a* :

it

©f .

(Q__[ . PS2 nos muestra que

(aﬂ N (a*¢
Como tambi@n (a{[ @) i aj

(a] 0 (a®*] .

De donde 3 s.a%™%,

fi

22) Supongamos que a, b son elementos de I tales que a < b, enton~
ces (eﬂ c (ﬂ. Puesto que Su es una red pseudo-complementada
(proposicidn 3.1.4), el resultado 2 de la proposicidn 2.6.2 nos
lleva a que (E[* ¢ (a]*. Luego (b*] c (a{[ , es decir b¥* < a*

siempre que a < b.



32) Tomando a como a* en (12), a¥®< a%** | Y como a < a*¥%,

a¥%*< a* segin (2<). Luego a¥*%*%= g,
42) Puesto que, para todo x €I, (O:I N (:ﬂ = CQ—_{ :
] ¢ ((ﬁ* = (0%] . Luego x 8 (O"E[ con lo cual, x < 0% para

todo x €. Esto significa que O es el elemento mayor de K. Lo

llamaremos 1.

PROPOSICION 3.2.6.

Fn un copo K, cerrado para psc., los siguientes resultados

son validos:

n n
12) si I a. existe en I, I a** también existe.
g > W
Ademis:
n n
a) (o ai)_*# = J[ g%
1 5=
n n
Bl (lHa.)% = (I afs)%
e T 1 1

22) si ) a, existe en®, 1 a% también existe.
i6l il ¢

Ademids,

() a)* = 1 a*
Rt ier *

Prueba

12) Supongamos que I a; existe en . Por ser € cerrado para psc.

1
n 43
también existiradn (I ai)* . S | ai)** : Juego la proposicidn
1 1

3.2.4. nos da:

n n n
(L a)®i] = (& a, [*% = (N (a;_D** (Propo. 3.1.6)
1 1 1
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Como S, es una red cerrada para pec., 1los resultados de la

proposicidn 2.6.2. se cumplen en S,. En particular, la

(8) de esa proposicidn muestra que:

n n
(T (aﬁl)** s ? (aijﬁw
n

Luego

i
=
-’

n ——
(T & J**|

1 B S

Esto significa,

n s
N (ak] =
1 (@

N

Luego

jui
(H a_)*:’(
1 35

it
=~

o

o 3

relacidn

=

n
segln 3.1.6., que I a%* v ademds

[
e

Del resultado anterior podemos obtener la parte (b) de (1)

e i i

(H a _) Wevkt = (n avf:'.v'c) %
3 > 3L
R n

(‘H ai}:’e - (n a>c:'t):':
1

22) Supongamos que ) a
eL

2,

i

para tode

Como 4.
74

Sea z 66X otra
para todo i € I,

BuZefie, €00y B

entonces af* < g*

< z¥ para todo

igIi, (J a)* <

cota inferior de les aﬁ o estideeins =g

(€3}, vropo: 3.2.55;

=T a,;_,

A

. Como a, < al* (proposicidn
- i

i€ I



Luego

Z ai < z‘k b4 z*?\‘ _<_| ( Z ai):\'h 5

i€l ' igI
Utilizando otra vez (1) de la proposicidn 3.2.5.:
< ok %
a2 2 2 g (_Z a.)
161
Esto significa que I aﬁ existe y gque:

igl

0 oa¥ = 0} moee
igr * ier *

PROPOSICION 3.2.7

~58~

SeaX un copo cerrado para psc.. Si un conjunto N de elemen

red 0 uma semi-~red dual, entonces N es un Algebra Booleana.

Prueba

tos normales deX es cerrado para psc., contiene 0 6 1 y es una semi

Ptilizaremos la caracterizacidn para Algebras Booleanas da-

da en la proposicibn 2.7.3.

Sea N una semi-red que satisface las demd@s hipltesis. Para

Tomemos x, ¥y en N tales que x.y* = O entonces

que es equivalente a afirmar x . y = X.

Reciprocamente, si x . y = x:

luego

probar que N es un Algebra de Boole sdlo nos faltaria mostrar AB4
deit2 57 Sioe

% o e e gy

.y =x.y) . Vex.(y.y)=x.0=0
X.y% =0 <=t x.y=3x.
Supongamos que N es upa semi-red dual. Definamos la opera-

a.b = (a% + b¥)® |
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Entre elementos de N, donde "+" es la red suma en N. Proba
remos que a .b es la red producto de a, b.

Comlg e affbi.," {(a® & Fojd o gkdm g Iuege 4.5 < 8.
De manera similar a . b < b.

Supongamos que x € N es tal quu x<a y x<b enton
ces a¥%< x* y b* < x* con lo cual las siguientes relaciones

son verdaderas:

pread

{at + b))%

by
%
+
v
%
| A

bd
RS
%
[~

T R
luego a . b es la red producto de a, ben N y la proposicidn va-
le por la primera parte.
COROLARIO _
Si en una semi~red o una semi~red dual cerrada para psc.,
todo elemento es normal, entonces es una Algebra Booleana.
PROPOSICION 3.2.8.

Una red singularmente complementada que es cerrada para
psc. es un Algebra de Boole.
Prueba

Sea Runa red singularmente complementada, esto es, todo
elemento de R posee un {inico complemento. Supongamos ademds que Res
cerrada para psc..

Mostraremos que todo elemento de R es normal.

Sea a®6R v a' € R su complemento. Entonces a . a'=0
y a'< a* (por definicién de psc.). Luego a+ta'<a+tat ,
i aih g% . Bstorsignifica que’ akh a% = L - poy sern L clemente memi
mal de R.

Eop gtz Xade, puesic que -a's-a%%, atal & g fads®
l1<a*+ a%%, Luego 1 = a* + a%*,

Como también 0 = a . a*= a%*, a** | las ecuaciones ante
riores indican que a y a**% son complementos de a*€ R. Por la
singularidad de R, a = a¥%% .,

Luego la proposicidn vale por el colorario de 3.2.7.



PROPOSICION 3.2.9.

Una red singularmente complementada que sea a la vez rels~

tivamente complementads, es un Algebra de Boole.
Prueba

Sea Runa red singularmente complementada. Supongamos ade-
m3s que Res relativamente complementads, es decir, para tres elemen
tos &, b, u de R, & < u<b, podemos encontrar al mendos um COm—-
plemento de u en Et,ﬂ={x€R:a_<_x_§b}.

Mostraremos que Res cerrado para psc. Sea a & R, a' su
complemento en R, b un elemento de R tal que a . b =.0.Puesto que
b<a+b <1, entonces, por ser R relativamente complementada,
existird un complemento relativo de a + b en E), ]:[ . Llamémosle z;

z cumplira:

z . {(a+ b)) =D
z+(a+ b)) =
siendo a i (a—ll- b) = a
entonces
a.z=a.fa+b) .2=a.b=0.
¥ del Hedhs de quea B's. 2 8¢ deduca Bz =z, oo Is
cugl

at+z=a+b+z=1.

Las dos Ultimas relaciones indican que z es el complemento
de a en R. Por la singularidad de R, =z =a’. Luego &' € E}, 1]

- glempre que a . b = 0, es decir, a . b

fl

0 implica b <a'.

Supongamos ahora que b < a', entonces b . a' = b, de don
de:

alles b=ttty (GlL 2EPI=DiE (Gan 24 =Eha Oh=N0

En resumen, & . b =0 <= b <a'. Esto significa que
a'= a¥%, Luego Res pseudocomplementada y por consiguiente wn Alge-

bra de Boole de acuerdo a la proposicidn 3.2.8.
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