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Resumen

La transmisién de datos se ha convertido en algo muy esencial y necesario en la actuali-
dad. El problema de dicha transmisiéon radica en que los canales de comunicacién pueden
conducirnos a errores que generan dafio en nuestros cédigos y es por ello que la teoria de
cédigos busca formas eficientes de codificar informacioén para que los errores antes men-
cionados puedan ser detectados e incluso corregidos.

Una clase muy importante de cédigos autocorrectores, son los llamados cddigos ciclicos,
estos son un tipo de cédigos lineales muy ttiles para codificar y decodificar de manera
eficiente. El dlgebra lineal, dlgebra moderna y la teoria de cuerpos finitos son piezas muy
importantes y muy esenciales en los procesos de codificacién y decodificaciéon de los codi-
gos, que desde el punto de vista practico, permiten una implementacion facil.



Introduccion

En el presente trabajo de investigacion se estudia una clase muy importante de cédigos
lineales, los cuales son llamados cddigos ciclicos. Para ello, tratamos los cédigos de manera
general en un campo K, su definicién, ejemplos, conceptos bésicos y propiedades que cum-
plen. Llegando asi, a los cédigos lineales, los cuales aparecen cuando un cédigo satisface
las condiciones de un subespacio vectorial y se caracterizan por tener una matriz de control
de paridad y una matriz generadora. De aqui nacen los cédigos ciclicos, cuyo propésito ra-
dica en la simplificaciéon de los procesos de codificacién y decodificacién en los sistemas de
comunicacion.

Para el estudio de los cédigos ciclicos, se realizé un breve repaso sobre generalidades de
polinomios, de tal manera que pudiéramos representar los cédigos como conjuntos de
polinomios y asi tener una mejor estructura matematica. Todo esto con la idea de definir
adecuadamente los cédigos ciclicos, los cuales satisfacen que la permutacion de las posicio-
nes de los digitos, nos devuelve otra palabra del cédigo (cerrado bajo cierta permutacién).
Esto nos llevé a encontrar el polinomio generador de un cédigo ciclico y su dual.

De forma breve, tratamos a los c6digos de Hamming, los cuales también son ciclicos y para
los que se defini6é su matriz de control de paridad de tal manera que simplificaron muchos
calculos en la decodificaciéon. Ademads tratamos un tipo especial de cédigos ciclicos, los
BCH, sin embargo, tratamos tinicamente a los que corrigen a lo sumo 2 errores, a estos
también se les definié su matriz de control de paridad en la que encontramos mecanismos
para poder corregir eficazmente errores en la transmisién mediante el uso de los sindromes.

Para finalizar el estudio, se hizo una aplicacién de los c6digos BCH, mediante la imple-
mentacion en un software matematico del algoritmo desarrollado en el dltimo capitulo.



Metodologia

1. La investigacion realizada es del tipo bibliografica de la cual se hizo uso de diferen-
tes bibliografias, basdndonos en un libro en especifico: Coding Theory and Crypto-
graphy de D.R. Hankerson, D.G. Hoffman, del cual se efectu6 el desarrollo de los
capitulos 4 y 5.

2. Se comprendieron y expusieron de manera detallada los resultados mdas importantes
del tema, el cual comprende el desarrollo de los 3 capitulos siguientes:

Capitulo 1. Cédigos lineales y polinomios.
Capitulo 2. Cédigos ciclicos.

Capitulo 3. C6digo de Hamming y BCH corrector de errores dobles.

3. Se implementaron los resultados obtenidos a través de algoritmos.



Capitulo 1

Codigos lineales y polinomios

1.1. Nociones basicas sobre c6digos

Antes de comenzar el estudio de una clase de c6digos muy importante, se introducird una
serie de conceptos bésicos que son necesarios para una clara comprensién del mismo.

Definicién 1.1.1. Llamaremos alfabeto a un conjunto finito K, que estd compuesto por simbolos.

Ejemplo 1.1.2. K = {xy,xy, ..., X, } es un alfabeto donde los x; son simbolos.

Definicién 1.1.3. Una palabra es una secuencia de simbolos.

Ejemplo 1.1.4. S = {021,1021,200100} es un conjunto de palabras en el alfabeto K = {0,1,2}.

Definicién 1.1.5. Un cédigo es un conjunto C de palabras.

Ejemplo 1.1.6. El conjunto S del ejemplo anterior es un cédigo.

Nuestro interés sera limitado a usar cédigos binarios, cuyo alfabeto se compone tnica-
mente de dos elementos K = {0,1}. Note que este conjunto cumple ser un campo y sus
inversos aditivos son ellos mismos.

Ademés, los c6digos en los cuales todas sus palabras tienen la misma longitud se les conoce
como c6digos de bloque y para uso practico, llamaremos tnicamente c6digo a los cédigos
de bloque binarios.

Definicién 1.1.7. El tamaiio de una palabra x es el niimero de digitos que tiene y se denotard por
£(x).

Ejemplo 1.1.8. £(10010) =5 y ¢(101) =3 (es decir, 10010 y 101 son palabras de longitud 5
y 3 respectivamente).
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Definicién 1.1.9. Llamaremos canal binario o solo canal al medio por el cual es enviada o trans-
mitida la palabra.

Definicién 1.1.10. Un canal binario se dice simétrico, si 0 y 1 son transmitidos con igual pre-
cisién. Es decir, la probabilidad de recibir el digito correcto es independiente de cudl digito, 0 0 1 se
estd transmitiendo.

Los cédigos BCH tienen la propiedad que con probabilidad p se recibird un digito que es
transmitido correctamente (sea el enviado) y con probabilidad 4 = 1 — p cuando el digito
recibido sea transmitido incorrectamente (no sea el enviado).

Por otro lado, se define de manera natural una operacién suma y producto (médulo 2), para
el conjunto de todas las palabras de longitud n. De modo que dicho conjunto, al cual des-
cribiremos como K" = {(ay,ay, ...,a,) : a; € K}, cumple con las propiedades fundamentales
de espacio vectorial sobre el campo K = {0,1}.

En K", la suma y el producto por escalar se define como sigue:
1. La suma se define componente a componente.
Ejemplo 1.1.11. Para el caso de n = 4,

(1,0,1,0) + (1,1,1,0) = (1+ 1,04+ 1,1+ 1,0 + 0) = (0,1,0,0).

2. El producto por escalar sobre el campo K, se define componente a componente.

Ejemplo 1.1.12. Para el caso de n = 3,

1%(1,0,1) = (1%1,1%0,1x1) = (1,0,1).

El espacio vectorial K" sobre el campo K, es un conjunto no vacio, dotado de una operacién
interna (suma) y una operacién externa (producto por escalar), ambas cerradas:

Suma +: K" x K" — K", (4,v) >w=u+v
Operacion interna que cumple:

= Propiedad conmutativa, es decir,
u+v=v+u VuoveK".

= Propiedad asociativa, es decir,
u+(v+w)=wu+v)+w, VuovweK"

= Posee elemento neutro O (palabra cero en K") es decir,
H0eK":u+0=u, Yue K"
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» Posee elemento inverso aditivo, es decir,
Yue K" dJw:u+w=0.

Debido a que en K los inversos aditivos son ellos mismos, entonces esta propiedad es
heredada a K".

Por lo tanto w = u, lo que significa que cada palabra es su propio inverso.

Producto x: K x K" — K"; (k,u) — w = k* u.
Operacion externa que cumple:

Propiedad asociativa:
ax(bxu)= (a.b)xu, Va,b € K,Vu € K".

Existencia del elemento neutro multiplicativo 1 del cuerpo K.
Jd1eK:1%xu=u, Yue K"

Propiedad distributiva del producto sobre la suma de vectores:

ax(u+v)=axu+axv, VaeK,Vu,veK"

Propiedad distributiva del producto sobre la suma de escalares:
(a4+b)*xu=a*xu+bxu, VabeK,Vue K"

Definicién 1.1.13. El peso de Hamming o peso de una palabra v de longitud n, denotado por
wt(v), es el niimero de veces que el digito 1 aparece en v.

Proposicién 1.1.14. Va € Ky w,v € K", el peso de Hamming, cumple las siguientes propiedades:
1.0<wt(v)<n y wt(v)=0siysdlosiv=0.
2. wt(v+w) < wt(v) + wt(w).
3. wt(a-v) =a-wt(v).

Demostracién. Para la demostracion de cada una de las propiedades anteriores, haremos
uso de la Definicion 1.1.11.

1. Sabemos que:
Dado que v € K", sabemos que v = (a1, 4, ...,4,), cona; € K= {0,1}, Vi € {1,...,n}.
Entonces, como a; > 0, Va;:
n

faiz Y 0=o. (1.1)
i=1

i=1
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Y por definicién,

wt(v) = Z”i > 0. (1.2)

Por otro lado, a; < 1, Va; € {0,1}, as:

n n

Y a;<) 1=n-1=n. (1.3)
i=1 i=1
Y por definicién,

wt(v) = iﬂi <n. (1.4)

Por lo tanto, por (1.2) y (1.4) se concluye que: 0 < wt(v) < n.
Ahora probaremos que dado wt(v) = 0, entonces v = 0.

(=) Suponemos por contradiccién que v # 0, es decir, que Ja; € K tal que a; # 0.

Entonces,

wt(v) =) 4 = a4 .. +a;i+ ..+ a,

0+..+404+1+0+..4+0.
1#0. (—+)

Contradiccién, dado que por hipétesis wt(v) = 0. La contradiccion provino de
suponer que Ja; € K tal que a; # 0. Por tanto, si wt(v) = 0, entonces, Va; € K,
a; =0, es decir, v = 0.

(<) Ahora, asumiendo que v = 0, se probara que wt(v) = 0.

Sabemos que si v = (ay,...,a4,) = 0, entonces a; =0, Va; € K, i = {1,...,n}.

Por lo tanto,
n n

wt(v) =Y a;=) 0=n-0=0. (1.5)
i=1 i=1

Por lo tanto, wt(v) = 0 si y s6lo si v = 0.

2. Por la simplicidad del campo K = {0, 1}, podemos notar que en la suma dentro de K,
sucede tinicamente lo siguiente:
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04+0=0.
0+1=1.
140=1. (1.6)
141=0.

Es notorio ver que los posibles resultados tnicamente son 0 y 1. Es por ello que
podemos hacer lo que sigue a continuacion:

Dados v,w € K", i.e.v = (ay,...,ay) y w = (b1, ..., by,). Tenemos:

n
wt(v+w) = wt(ay + by, an +by) =Y ai+bi= Y ai+bi+ Y a+b;
i=1 a;+b;=0 a;+b;=1

El sumatorio: Z a; + b;, tiene a todos los ceros que son resultado de sumar un
a;+b;=0
elemento de v y uno de w en la misma posicién. Analogamente la suma: Z a; + b,
a;+b;=1

tiene a todos los unos que son resultado de sumar un elemento de v y uno de w en la
misma posicion.

En el sistema de (1.6), se observa que la suma nos devuelve cero sélo si los digitos
que se estan sumando son iguales, en el caso de 1+1=0 (a; = b; = 1, Vi), tenemos que
se cumple:

Z a;, +b; < Z a; + Z b;. (1.7)

a;+b;=0 ﬂi“‘bi:O IZi—‘rbj:l

Lo anterior se puede visualizar mejor con un caso en particular. Si v = (111) y w =
(111), los pesos de estas palabras de manera individual, corresponden a wt(v) =3y
wt(w) = 3, de lo cual, al sumarlos nos da 6. Sin embargo, si encontramos el peso de
la suma de estas palabras: v +w = (000), claramente sabemos que wt(v + w) = 0.

Y facilmente en el caso de 0 + 0 = 0 (a; = b; = 0, Vi), se cumple la igualdad:
Z a;+b; = 2 a; + Z b;. (1.8)
a;+b;=0 a;+b;=0 a;+b;=0

Por lo tanto, de (1.7) y (1.8) se tiene que:

Z a;, + b; < Z a; + Z b;. (1.9)

ﬂi—f—b,':(] al-—i—b,-:O LZ[—‘rb,':O

Por otro lado, para los casos en los que 1+0 =1y 0+4+1 =1 (a; +b; = 1,Vi), se
cumple la igualdad:
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Siaizlybi:O,Vi:
2 a; +b; = Z a; + 2 b;. (1.10)
a;+b;=1 a;+b;=1 a;+b;=1
Analogamente, sia; =0y b; = 1, Vi:
Z a;, +b; = Z a; + 2 b;. (1.11)
a;+b;=1 a;+b;=1 a;+b;=1

Ahora, teniendo en cuenta lo anterior, procedemos a demostrar lo que se pide.

Dados v,w € K", donde v = (ay,4ay,...,a,) y w = (b, by, ..., by) se tiene:

wto+w) = Y (a;+b)+ Y. (a+b).

a;+b;=0 a;+b;=1

= Z (a; + b;) + Z (a;) + Z (b;); por (1.11)
a;+b;=0 a;+b;=1 a;+bi=1

< Y @)+ Y )+ Y @)+ Y. (b); por (1.10)
a;+b;=0 a;+b;=0 a;+b;=1 a;+b;=1

= ), (a)+ ) @)+ Y, )+ ), (b)
a;+b;=0 a;+b;=1 a;+b;=0 a;+b;=1

n n

= Z a; + Z b;.
i=1 i=1

= wt(v) + wt(w).

Por tanto, wt(v + w) < wt(v) + wt(w).

3. Sea v € K", es decir, v = (ay,...,a,) y a € K.

Entonces,
a-v=(aay,..,aay). (1.12)
n n
wt(a-v) =Y a-a;=a)_a;=a-wt(v). (1.13)
i=1 i=1

Por lo tanto, wt(a - v) = a - wt(v).
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Definicién 1.1.15. El espacio vectorial K", con el peso de Hamming wt(-), es un espacio vectorial
normado. En otras palabras el par (K", wt(-)), es un espacio vectorial normado.

Definicién 1.1.16. La distancia de Hamming o distancia entre dos palabras v y w, se define
como d(v,w) = wt(v + w); lo que significa que es el niimero de digitos que no comparten en la
misma posicion.

Proposicién 1.1.17. Sea w,v y u, palabras de longitud n, entonces la distancia de Hamming, cumple
las siguientes propiedades:

1. 0 <d(v,w) < n.

2. d(v,w) = 0siysélosiv=uw.
3. d(v,w) =d(w,v).

4. d(v,w) <d(v,u) +d(u,w).
5. d(

d(av,aw) = a.d(v, w).

Demostracion.
1. Sean v, w € K". Por la definicién anterior sabemos que d(v, w) = wt(v + w).
Entonces, por la propiedad 1 del peso de Hamming, se tiene:
0 <wt(v) <n,Voe K" (1.14)

Y como v+ w € K",

=0<wt(v+w)<n=0<d(v,w) <n.
2. = Para la primera implicacién, se supone d(v, w) = 0:

Por definicién d(v, w) = wt(v + w) = 0 y por la propiedad 1 del peso de Hamming se
tiene que:

wt(v+w)=0<v+w=0. (1.15)

Sien v+ w = 0, sumamos w a ambos lados, entonces nos queda v +w +w = 0+ w,
y como cada palabra es su propio inverso, entonces w +w = 0y asi: v = w.

< Ahora, si v = w se tiene que v + w = 0, por (1.15).
Asi, d(v,w) = wt(v+ w) = wt(0), pero nuevamente por (1.15) se tiene que wt(0) = 0.

Por tanto, d(v,w) = 0 si y s6lo si v = w.
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3. Usando la definicién de distancia de Hamming:

d(v,w) = wt(v+w) = wt(w + v) = d(w, v).
4. Usando la propiedad 3 del peso de Hamming se tiene:

d(av,aw) = wt(av + aw) = wt(a(v+w)) =a-wt(v+w) =a-d(v,w).

Por lo tanto, se concluye que la distancia de Hamming es una métrica, i.e. (K",d) es un
espacio métrico.
O

Definicién 1.1.18. La distancia del cédigo C es la distancia minima entre todas las palabras de
codigo, tomadas dos a dos y sin que estas sean iguales; lo que significa:

d = min{d(v,w) : v,w € C,v # w}.

Ejemplo 1.1.19. Calcular el peso de cada una de las siquientes palabras y la distancia entre cada
par de ellas: v1 = (1,0,0,1,0,1,0), v» = (0,1,1,0,1,0,1) y v3 = (0,0,1,1,1,1,0).

Solucién.

Encontramos los pesos de cada una de las palabras.
wt(vy) = wt((1,0,0,1,0,1,0))
wt(vy) = wt((0,1,1,0,1,0,1))
wt(v3) = wt((0,0,1,1,1,1,0))

Ahora, las distancias dos a dos son:

3.
4.
4.

d(vy,v2) = wt(vy+v2)

wt((1,0,0,1,0,1,0) + (0,1,1,0,1,0,1))
wt((1,1,1,1,1,1,1))

7.

d(vy,v3) = wt(vy+ v3)

wt((0,1,1,0,1,0,1) + (0,0,1,1,1,1,0))
wt((0,1,0,1,0,1,1))

4.

d(v1,03) = wit(vr +03)

wt((1,0,0,1,0,1,0) + (0,0,1,1,1,1,0))
wt((1,0,1,0,1,0,0))

3.
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Definicién 1.1.20. Codificacion es el método que permite convertir un cardcter de un lenguaje
natural (como el de un alfabeto o silabario) en un simbolo de otro sistema de representacion, como
un niimero o una secuencia de pulsos eléctricos en un sistema electrénico.

Definicién 1.1.21. Decodificacién es el proceso en el cual el receptor transforma el cédigo utilizado
por el emisor al lenguaje natural. De esta forma los signos son asociados a las ideas que el emisor
traté de comunicar.

En la decodificacién, cuando recibimos una palabra w € K", se verifica si esta pertenece o
no al c6digo; cuando la palabra w pertenece a C, entonces se asume que dicha palabra es la
que se envid. Sin embargo, cuando esto no ocurre, se verifica cudl es la palabra del cédigo
que difiere una minima cantidad de digitos con la palabra w, es decir, se pretende buscar
la palabra en C, que cumple que la distancia minima entre dicha palabra y w sea minima.

Pero por otro lado, en dicho proceso, puede ocurrir que se encuentre mas de una palabra
que cumpla tener una misma distancia minima, entonces es ahi donde se habla acerca de los
tipos de decodificacion: IMLD o CMLD, los cuales consisten en pedir retransmisién o elegir
una de esas posibles palabras que estdn a una misma distancia con w, respectivamente.

Por lo tanto, es necesario aclarar el tipo de decodificacién a usar en el resto de la investiga-
cién. La cual serd del tipo IMLD. Teniendo en cuenta que este método no siempre es factible
en caso que ocurran demasiados errores en un canal BSC, ya que se tendrian muchas re-
transmisiones en caso de que hayan muchas palabras que tengan mas de una palabra de
c6digo con la misma distancia minima con w.
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1.2. Codigos lineales

Definicién 1.2.1. Un cédigo C es llamado cédigo lineal, si Vu,v € C la palabra u + v es una
palabra del cédigo de C.

Ejemplo 1.2.2. El cédigo C = {(0,0,0,0),(0,0,1,0),(0,1,0,0),(0,1,1,0)} es un cédigo lineal.

Definicién 1.2.3. Sea v = (ay,...,a,) y w = (by,...,by) palabras de K". Definimos el producto
escalar o producto punto v - w de v y w como:

v-w=ab+... +a,by,.
Definicién 1.2.4. Dos palabras v, u en K" se dice que son ortogonales, si v - u = 0.
Ejemplo 1.2.5. Las palabras v = (1,0,1) y w = (1,1, 1) son ortogonales.
v-w=1-14+0-1+1-1=0.

Definicién 1.2.6. Sea S subconjunto de K", al conjunto de todas las palabras ortogonales a S se
denota como S+ y se le llama complemento ortogonal a S.

Teorema 1.2.7. Un cédigo lineal C de dimension k contiene 2 palabras de cédigo.

Demostracion.
Supongamos que B es una base para el cédigo C. Entonces B = {b1, by, ..., b;}, dado que C
tiene dimensién k.

Por definicién de base, tenemos que cada palabra v = (ay,...,a,) en C, puede ser escrita
como combinacién lineal de elementos de la base, es decir:

v =ai1by + axby + - - - + agby, aiEK,ViE{l,Z,...,k}.

Debido a que los 4; son elementos de K = {0,1}, tendremos que para cada uno de los k
sumandos en la expresién anterior, hay dos opciones de ser, 0 6 1, y asi, por el principio de
la multiplicacién tendremos 2* palabras de cédigo en C. O

Teorema 1.2.8. Sea C =< S > un cédigo lineal generado por S de K". Entonces:
dim(C)+dim(C*) = n.

Demostracion.
Supongamos que el cédigo C tiene dimensioén k.

1. Si k = 0, significa que en nuestro c6digo C solo esta la palabra cero de longitud n,
C = {0} y por consiguiente C* = K", donde K" es todo el espacio vectorial.
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2. 510 < k < n, se forma una matriz M de tal manera que cada fila de M sea una
palabra del conjunto S. Como las palabras de S tienen longitud n, entonces se tendran
n columnas para dicha matriz, luego se procede a resolver el sistema homogéneo
MxT = 0, donde x” es la transpuesta de la palabra solucién. De aqui, como se sabe
que la dim(C) = k, entonces en el sistema habran k filas linealmente independientes
y n — k filas linealmente dependientes, por tanto al resolverlo, se encuentra la palabra
solucién xT en términos de las variables independientes, y se separa dicho vector en
n — k sumandos con respecto a cada variable independiente, de lo que se sabe que por
cada sumando, se encuentran los vectores que forman una base para nuestro cédigo
dual C*, y por tanto, dim(C*) = n — k. Y entonces se cumple que k + (n — k) = n.

3. Si k = n, el cdigo C es todo K" y por consiguiente, el dual C tiene tinicamente a la
palabra cero, C* = {0} y eso implica que dim(C*) = 0. Y se cumple la igualdad.

]

Definicién 1.2.9. Una matriz H es llamada matriz de control de paridad para un cédigo lineal
C, si las columnas de H forman una base para el cédigo dual C*.

Teorema 1.2.10. Si H es la matriz de control de paridad de C un cédigo lineal (n,k,d), entonces C
consiste de todas las palabras v € K" tal que vH = 0.

Demostraciéon. Sea v € K" conv ¢ C tal que vH =0, y sean hy, hy, ..., h,_j las columnas de
H. Por definicién de matriz de control de paridad, {hy,hy, ..., h,_} forman una base para
el dual de C. Entonces:

UH:U[hl ]’12 hn,k]:(U-hl,v-hz,...,v-hn_k)2(0,0,...,0).

Entonces v - h; =0, Vi € {1,...,.n — k}, por lo tanto, v es ortogonal a cada uno de los #;, es
decir, es ortogonal a la base de C*, pero si es ortogonal a la base del dual, entonces también
lo serd para C+, asi v € (C+)*, pero el dual del dual de C es el mismo C, entonces v € C,
lo cual es una contradiccion, ya que se asumi6 que v ¢ C. Por lo tanto, C estd conformado
por todas las palabras v € K" tales que vH = 0. O

Definicién 1.2.11. Sea C un cédigo lineal de K" y sea u € K", definimos la clase lateral de C
determinado por u como el conjunto de todas las palabras de la forma v + u, para cada v € C. Esta
clase lateral se denota por C + u, ast:

C+u={v+u:vecC}

Teorema 1.2.12. Sea C un cédigo lineal (n,k,d) y sean u y v palabras de tamafio n. Entonces las
clases laterales cumplen:

1. Siu € C+ v, entonces C +u = C + v; es decir, cada palabra en la clase lateral determina esa
clase lateral.

2. La palabra u estd en la clase lateral C + u.
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3. Siu-+v e C, entonces u y v estin en la misma clase lateral.

4. Siu+ v no estd en C, entonces u y v estin en diferentes clases laterales.

5. Cada palabra en K" estd contenida en uno y solo una clase lateral de C; es decir, ya sea
CH+u=C+Huv,0C+HuyC+vno tienen palabras en comiin.

6. |C + u| = |C|; es decir, el niimero de palabras en una clase lateral de C es igual al niimero de
palabras en el cédigo C.

7. Si C tiene la dimensién k, entonces existen exactamente 2% diferentes clases laterales, y cada
clase lateral contiene exactamente 2¥ palabras.

8. El cédigo C es también una clase lateral.

Demostracion.
1. Dado u € C + v, se reescribe como u = w + v para algin w € C, ast:
C+u={h+u:hecC}
={h+w+v:heC}
={(h+w)+v:heC}
={r4+v:reC},sir=h+w
=C+o.
Por lo tanto C+u = C +v.

2. Como el cédigo C es lineal, se tiene que 0 € C, entonces u = 0+u € C+u y por lo
tantou € C + u.

3. Siu+v € C, entonces existe w € C tal que u +v = w, lo que es igual a escribir
u = w+ v, esto significa que u € C + v y usando la propiedad (1) se tiene: Si u &
C+tv=C+u=C+o.

4. Por contradiccién se debe suponer que u y v pertenecen a la misma clase lateral, asi

u,v € C+ w, entonces existen 1, € C, tales que u =h+ w y v = r + w y haciendo la
suma de u y v, se tiene:

u+v=(h+w)+ (r+w)
=h+r+(w+w)
=h+r.

Deaqui, h+rcC=u+vecC.

Contradiccion.. Porque por hipdétesis tenemos que la suma no estd en C. Por lo tanto,
u y v estan en distintas clases laterales.
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5. Se sabe que dos clases laterales que estdn determinadas por u y v tales que u # v,

satisfacen lo siguiente:
(C+u)n(C+v)=2 o (C+u)n(C+o) # 2.

Caso 1. Si (C+u) N (C+v) = @. = Las clases laterales C+ u y C + v no tienen
palabras en comun.

Caso0 2. 5i (C+u)N(C+v) # @. => Existewtalque w € C+uyw € C+vy
aplicando el resultado del literal (a) tendremos:

C+u=C+w=C+v=C+u=C+o.

. Para demostrar que la cardinalidad de C + u es la misma que la de C, se probaré que

existe una biyeccién entre ambos conjuntos:

Sea
f: C — CHu

ro— f(r)=r+u

Se vera a continuacién que esta bien definida:

Dados r1 y rp en C:

Sirp=r=f(n)=rn+u=r+u= f(r).
Por lo tanto, f estd bien definida.
Se probard que la funcién f asi definida, es biyectiva.

Inyectividad: Sean f(r1) y f(r2) en C tales que f(r1) = f(r2), entonces r1 +u = rp + u,
sumamos la palabra u y por tanto r; = r,.

Asi, f es inyectiva.

Sobreyectividad: Sea w € C + u, entonces w = r; +u, r; € C.

Si tomamos a r{ = w + u, se tiene que f(r;) = r1 +u = w. Entonces, 3r; € C tal que
f(r) =w.
Asi, f es sobreyectiva.

.. f es biyectiva.

Ademéds, como C y C + u son subconjuntos del conjunto finito discreto K", ambos
subconjuntos son finitos y por lo tanto teniendo en cuenta que existe una biyeccién
entre conjuntos finitos, entonces |C + u| = |C|.
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7. Se sabe que K" contiene 2" palabras, ademas la cantidad de palabras que conforman
una clase lateral, estd determinada por la cardinalidad de C (por los items anteriores),
de donde nosotros podemos deducir que si C tiene un maximo de 2¢ palabras de
c6digo, entonces para averiguar cudntas clases laterales diferentes existen, basta hacer
la divisién siguiente:

2" n—k

8. Si tomamos la clase lateral que estd determinada por 0 € K" se tiene:

C+0={v+0:0eC}
={v:veC}
=C.

Por lo tanto C es una clase lateral.

]

Definicién 1.2.13. Sea C un cédigo lineal (n,k,d) y H la matriz de control de paridad de C,
entonces para la palabra w € K" llamaremos sindrome de w a la palabra wH en K"K,

Definicién 1.2.14. La distancia de un cédigo lineal C es igual al peso minimo de alguna palabra
de codigo distinta de la palabra cero.

Teorema 1.2.15. Sea C un cédigo lineal (n,k,d) y H la matriz de control de paridad de C. Sean w
y u palabras en K". Entonces se verifica:

1. wH = 051y solo si w es una palabra de cédigo en C.
2. wH = uH siy sélo si w y u se encuentran en la misma clase lateral de C.

3. Si u es el patron de error para una palabra recibida w, entonces uH es la suma de las filas de
H que corresponden a las posiciones en las que se produjeron errores en la transmision.

Demostracion.

1. (=) Por el Teorema 1.2.10, se sabe que C contiene a todas las palabras de v € K" tales
que vH = 0, entonces como w cumple wH = 0, entonces w € C.

(+) Siw € C entonces, dado que H es la matriz de control de paridad de C, se cumple
que wH = 0.
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2. (=)

wH=uH = wH+uH=0= (w+u)H = 0.

Y por el item (1) se sabe que si (w + u)H = 0, entonces w + u € C, y por el item (3)
del Teorema 1.2.12, w y u estan en la misma clase lateral de C.

(<) Si wy u estdn en la misma clase lateral de C, se tiene que w € C + u, entonces
existe h € C tal que w = h + u, y al despejar h se tiene:

w+u=heC=w+uccC
Y por el item (1):

(w+u)H=0= wH+uh=0= wH = uH.

. Como u es el patrén de error para la palabra recibida w, este nos dice las posiciones en

las cuales los digitos de nuestra palabra w han cambiado, entonces cuando se efectta
uH, estamos multiplicando u por las filas de H, lo que nos dice que en las posiciones
donde u tenga ceros, el multiplicar hard que las filas de H correspondientes a las
posiciones de u donde hay ceros, se anulen y por tanto, tnicamente quedaria la suma
de las filas de H que corresponden a las posiciones de u en donde se produjo error
en la transmision.

]
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1.3. Generalidades sobre polinomios en K

En este apartado usaremos notacién polinomial para representar palabras, debido a que
esto nos ayudard a manipular mejor nuestros c6digos.

Definicién 1.3.1. Un polinomio de grado n sobre K, en la variable x, es un polinomio de la forma
Ao + a1x + ... + a,x", donde los coeficientes ay, ..., a, son elementos de K y a, # 0.

Denotaremos por K]x] al conjunto de todos los polinomios sobre K.
Ademés, la suma y el producto de estos se definen de manera usual, como se ve en los

cursos de dlgebra. Sin embargo, en nuestro estudio, el campo a utilizar esta conformado
unicamente por dos elementos, de los cuales hay que tener en cuenta que 1+1=0.

Ejemplo 1.3.2. Sea f(x) = x>+ x>+ 1y g(x) =23 +1
Solucién
L f(x)+8(x) = (¥ + 2% +1) + (o +1)
= (P A+ 24+ (14+1)

= Xz.

2 f(x)g(x) = (F+2+1)(x*+1)
=P +1)+ 223 +1) +1(x3+1)
=+ 1
=x %1
Como podemos notar, ambos polinomios son de grado 3, sin embargo, la suma (1) es de

grado 2, lo que nos dice que no necesariamente el grado de la suma coincide con ser el
max{deg f(x), deg g(x)}. Por tanto, se tendrd en cuenta que x° + x°* = 0, Vs.

Ejemplo 1.3.3. Sea f(x) = 1+ x. Encuentre:
a) (f(x))*

b) (f(x)).

o (f(x)*

Solucién

a) (f(x))?=(10+x)?=1+2x+x>=1+x2

b) (f(x))P=(1+x)°3=1+3x+32+x3=1+x+x>+ x>

A (f(x)=Q+x)*=1+x
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De lo anterior, nos preguntamos si existe una regla especial en K|[x] para (f(x) + g(x))",

con 1 un entero positivo.

Para analizar esto, se desarrollardn los primeros 8 casos para poder deducir si existe alguna

regla, dadoun n € zZt; exceptuando el caso trivial cuando n = 1.

m Paran = 2.

(f(x) +8(x))* = (f(x))* + 2f (x)g(x) + ((x))*

s Paran = 3.

=4.

m Paran

(f(x) + g (x))*(f (x) +g(x))?

(f(x) +g(x))*

m Paran = 5.
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m Paran = 8.

En conclusién, podemos deducir que existe una regla especial para (f(x) + g(x))", cuando
n es tal que n = 2k, Vk € Z+.

Se procedera a demostrar lo anterior por induccién.
Ya se analizaron varios casos base, paran =2, n = 22 =4 yn= 23 =8.

Suponemos que se cumple para n = 2¥. Es decir,

(F(x) + g(x)? = (f(x))?

Ahora, se probara para n = 2k+1,

() + ()™ = (FP + (s(x)*

Pero, por hipétesis inductiva:

k

+(g(x))

Por lo tanto, queda demostrado el siguiente Teorema:

Teorema 1.3.4. Sea n tal que n = 2, con k € Z* y para cualesquiera polinomios f(x) y g(x) en
K[x], se cumple:

(f(x) +8(x))" = (f(x))" + (g(x))".
Ejemplo 1.3.5. Encuentre el niimero de polinomios sobre K de grado a lo sumo 10.

Solucidon.

Para encontrar la cantidad de polinomios de grado a lo sumo 10, sobre K, lo podemos hacer
para cada n. Es decir:
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» Para n = 0, nos referimos a los polinomios de grado cero que en nuestro caso serfan
tnicamente 2,0x =0 y 1x%=1.

» Para n = 1, los polinomios serian de la forma 4, + a1x, donde 4,,a; € K = {0,1},
entonces necesitamos todas las posibles permutaciones de 0 y 1 en las posiciones de
a4, y a1, esto lo hacemos mediante el principio de la multiplicacién.

2 x 2 =4=22

Por tanto, existen 4 polinomios sobre K, de grado a lo sumo 1.

» Para n = 2, hacemos lo mismo que en el caso anterior. Dado que la forma de los
polinomios es a, + a1x + a3x?, encontramos todas las posibles permutaciones de 0 y
1 en las posiciones de a,, a1 y a3.

Y por tanto, existen 8 polinomios de grado a lo sumo 2 sobre K.

De lo anterior, deducimos que un polinomio de grado a lo sumo 7 tiene n + 1 posiciones
para sus coeficientes y por cada espacio podemos usar 2 elementos (0 y 1) y por el prin-
cipio de la multiplicacién encontramos que la expresiéon que nos devuelve la cantidad de
polinomios de grado a lo sumo 7 es 2" 1.

Asi, f(n) = 2"*! nos devuelve el ntimero de polinomios posibles de grado a lo sumo 7 en
K =1{0,1}.

Entonces, para n = 10, f(10) = 210+ = 211 = 2048,

Por tanto, la cantidad total de polinomios de grado a lo sumo 10 es de: 2048.

Ejemplo 1.3.6. Liste todos los polinomios sobre K de grado n, paran =2y n = 3.

Solucion

*Para n = 2, tenemos que f(2) = 23 = 8, i.e. 8 polinomios de grado a lo sumo 2, luego
quitamos los polinomios de grado a lo sumo 1: f(1) =22 =4, asi: 8 —4 =4.

| palabra | polinomio |
001 0+ 0x + 132 = x2
011 0+ 1x + 1x2 = x + x2
101 14+0x+1x2 =142
111 [1+1x+1x2=14+x+42
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*Para n = 3, tenemos que f(3) = 16 polinomios, quitamos f(2) = 8: 16 —8 = 8.

| palabra | polinomio |
0001 0+ 0x + 0x% + 1x° = x3
0011 0+0x+1x2+1x° =22+ %3
0101 04 1x+0x? +1x° = x + 23
0111 O+1x+1x2+ 13 =x+x2+x3
1001 14+0x+0x2+1x° =143
1011 14+0x+124+1x° =1+22+x3
1101 IT4+1x+0x2+1x° =14+x+23
1111 [ 1+1x+12 4+ 13 =14+x+x2+x3

La division de polinomios en dlgebra es un algoritmo que nos permite dividir un polinomio
por otro que no sea nulo y este funciona para cualquier polinomio sobre los racionales y
por tanto en K.

Algoritmo 1.3.7. (Algoritmo de la Division) Sean f(x) y h
Entonces existen los polinomios tinicos q(x) y r(x) en K|[x]
r(

f(x) = h(x)q(x) +r(x)

donde r(x) = 0 6 deg(r(x)) < deg(h(x)). El polinomio q(x) es llamado cociente, y r(x) es
llamado el residuo.

(x) polinomios en K[x] , con h(x) # 0.
tal que:

El algoritmo de la divisién funciona debido a que en nuestro campo, los inversos aditivos
son ellos mismos, es decir x* +x° = 0, Vs € IN. Ademads el proceso para encontrar el
cociente y el residuo, es el que nosotros conocemos de division larga. Veamos el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 1.3.8. Sea f(x) = x + x>+ x® + x7 + x® y h(x) = 1 + x + x> + x*. Entonces:

x84+ x7 + x6 +x2+x ‘x4+x2+x+1

8 x4 ad 4t x* + 28
x7 +x5—|—x4 +x2+x
7 NIV RTINS
3+ x% 4 x.

De lo anterior, el polinomio f(x) lo podemos escribir de la siguiente manera:

F(x) = h(x) (23 + x*)+(x + 2% + x3).
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x+ 2+ a0+ a8 = 1+ x+ 22+ (3 + )+ (x + 22+ 23).
Y notemos que grad(r(x)) < grad(h(x)).

Recordemos que la razén por la cual se repasan estos principios, es para poder manejar
de manera maés facil nuestros cédigos. Es por ello que dado un polinomio de la forma
f(x) = ap +a1x + apx®... + a,_1x"~!, de grado n — 1, este puede tratarse como la palabra
v = (ap, a1, ...,a,—1) de longitud n en nuestro espacio K".

Entonces, es necesario hacer la siguiente aclaracién. En general, teniendo en cuenta el al-
goritmo de la divisién, el polinomio r(x) siempre tendrd grado a lo sumo n — 1, si h(x) es
de grado n; lo que significa que la palabra que corresponde a nuestro polinomio r(x) se
encuentra en nuestro espacio vectorial K".

Revisando el ejemplo 1.3.8, el polinomio h(x) = 1+ x + x> + x* es de grado 4, entonces el
polinomio 7(x) = x + x? + x> que es de grado a lo sumo 3, corresponde a la palabra (0,1,1,1)
que pertenece al espacio vectorial K*.

Observemos la siguiente tabla. Los polinomios de la izquierda se traducen a las palabras
de la derecha si suponemos que el espacio de trabajo es K.

| polinomio |  palabra |
1+x+x*+x* | (1,1,1,0,1,0,0)
1+x*+x°+x%((1,00,0,1,1,1)

1+x+x° (1,1,0,1,0,0,0)

Resumen.

Para representar un polinomio a su respectiva palabra, es necesario saber el espacio vectorial en el
que se esta trabajando, ya que puede suceder que en un polinomio, por ejemplo x> + 1 de grado 2,
se crea que su respectiva palabra es 101, que estd en K> pero que originalmente la palabra a la cual
representa este polinomio, esté en el espacio vectorial K°, y sea la palabra 00101.

Esto no sucede al revés. Al conocer las palabras y su longitud, automdticamente sabremos el espacio
vectorial que se esta tratando. Por ejemplo, la palabra (ag, a1,az,43,a4) de longitud 5 (en K°), esta
representado por el polinomio ag 4 a;x + arx% + a3x3 + azx* de grado a lo sumo 4.

Veamos un ejemplo més concreto:

Ejercicio 1.3.9. Represente cada palabra del codigo C por polinomios.
a) C ={(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1)}.

b) C ={(0,0,0,0),(1,0,0,1),(0,1,1,0),(1,1,1,1)}.
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Solucién
a)
| codigo palabra c | polinomio c(x) |

0,0,0) 0
(0,0,1) x?
0,1,0) X
(0,1,1) x + x2

d)

| codigo palabra c | polinomio c(x) |

(0,0,0,0) 0
(1,0,0,1) 1+
(0,1,1,0) X + x?
(1,1,1,1) 1+x+x2+2°

Con el ejemplo anterior, notamos que un cédigo C de longitud n, puede ser representado como
conjunto de polinomios de grado a lo sumo n — 1 en el campo K.

Ejercicio 1.3.10. Escriba el cédigo de Hamming de longitud 7 generado por la matriz G y luego represente
este codigo por polinomios.

SO O =
S O -k O
o= OO
_o O O
O R
_ O
e s R =

Solucién

Por definicién, para conocer el cédigo de Hamming de la matriz G, basta multiplicar (por la derecha)
a G por todas las palabras de longitud 4, ya que G es de orden 4 x 7. Por ejemplo si multiplicamos
la palabra (0,0,1,0) con G tendremos:

1000111
0100110

(0,0,1,0)0G = (0,0,1,0) 001010 1|~ (0,0,1,0,1,0,1).
0001011

Por lo tanto, la palabra (0,0,1,0,1,0,1) es la palabra perteneciente al c6digo de Hamming de longi-
tud 7 y cuyo polinomio asociado es x® + x* + x2.

Asi, se presentan los resultados a continuacion.
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En la dltima columna de la tabla siguiente, se coloca el polinomio asociado a cada palabra del
cédigo de Hamming (hay que recordar que las palabras del cédigo son de longitud 7, entonces los
polinomios que se tendran por cada palabra de cédigo serdn de grado a lo sumo 6).

] N \ Palabras de K* \ uG donde u € K* \ Polinomios asociados a las palabras de cédigo ‘

1 (0,0,0,0) (0,0,0,0,0,0,0) 0

2 (0,0,0,1) (0,0,0,1,0,1,1) x4+ x° 4+ x°

3 (0,0,1,0) (0,0,1,0,1,0,1) x6 4+ x4+ 22

4 (0,0,1,1) (0,0,1,1,1,1,0) x° 4+ x* 3442
5 (0,1,0,0) (0,1,0,0,1,1,0) x4+ x4 x

6 (0,1,0,1) (0,1,0,1,1,0,1) x®+xt+ 2%+ x
7 (0,1,1,0) (0,1,1,0,0,1,1) x®+x°+ 2%+ x
8 0,1,1,1) (0,1,1,1,0,0,0) x4+ x%+x

9 (1,0,0,0) (1,0,0,0,1,1,1) xO 4+ x0 + x4 1
10 (1,0,0,1) (1,0,0,1,1,0,0) A ad 1

11 (1,0,1,0) (1,0,1,0,0,1,0) X4+ xr+1

12 (1,0,1,1) (1,0,1,1,0,0,1) X0+ %+ a2 +1
13 (1,1,0,0) (1,1,0,0,0,0,1) X0+ x+1

14 (1,1,0,1) (1,1,0,1,0,1,0) X+ x+1
15 (1,1,1,0) (1,1,1,0,1,0,0) At x+1
16 (1,1,1,1) (1,1,1,1,1,1,1) X+t P x+1

Finalmente podemos decir de la tabla anterior que el c6digo de Hamming de longitud 7 es:

c = {(0,0,0,0,0,0,0), (0,0,0,1,0,1,1), (0,0,1,0,1,0,1), (0,0,1,1,1,1,0), (0,1,0,0,1,1,0),
(0,1,0,1,1,0,1),(0,1,1,0,0,1,1),(0,1,1,1,0,0,0), (1,0,0,0,1,1,1),(1,0,0,1,1,0,0),
(1,0,1,0,0,1,0),(1,0,1,1,0,0,1),(1,1,0,0,0,0,1), (1,1,0,1,0,1,0), (1,1,1,0,1,0,0),
(1,1,1,1,1,1,1)}.

Y los polinomios asociados a cada una de estas palabras son:

0 X0+ x°+xt+1
X0 + x5 4 %3 x4 x34+1
x0 + x* + x2 O+ x24+1
W+t x4+ a2 +1
x4+ xt X0+ x+1

4+t +x 4+ +x+1
4+ +x2+x 4P +x+1
x4+ x2 + x X+t a3+l +x+1.

A continuacién, extenderemos la idea de médulo que se estudia en cualquier curso de &lgebra
abstracta. En principio se dice que a = b méd n, si el resto que deja b al ser dividido por 7 es a.
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Ahora bien, se dice que dos elementos c y d son equivalentes o congruentes médulo 7, si ambos ¢ y
d, dejan el mismo resto al dividir por 7, es decir: ¢ = d méd n. Entonces, con esta idea en mente, se
tiene la siguiente definicion:

Definicién 1.3.11. Decimos que f(x) médulo h(x) es r(x) si r(x), es el resto cuando f(x) estd dividido por
h(x). Se denotar como r(x) = f(x) méd h(x).

Definicién 1.3.12. Dos funciones f(x) y p(x) son médulo equivalentes h(x) si y sélo si tienen el mismo
resto cuando se divide por h(x); eso es si:

f(x) méd h(x) =r(x) = p(x) méd h(x)

Denotamos esto por f(x) = p(x)(médh(x)).

Ejemplo 1.3.13. Sea h(x) =1+ x° y f(x) = 1+ x* + x° + x!\. Entonces dividiendo f(x) por h(x) da un
resto de r(x) = 1+ x. Decimos que r(x) = f(x) méd h(x).

De forma similar, si p(x) = 1+ x°, entonces 1+ x = 1+ x°® méd (1 + x°) y por lo tanto decimos

p(x) = f(x) moéd h(x).

Ejemplo 1.3.14. Sea h(x) = 1+ x2 + x°. Calculando f(x) méd h(x), con f(x) = 1+ x% + x° + 2% + x11,
encontramos que el resto es r(x) = x + x* y entonces x + x* = f(x) méd h(x).

Tenga en cuenta que si p(x) = x* + x8, entonces p(x) méd h(x) = 1+ x3y p(x) y f(x) no son equivalentes
mod h(x).

La adicién y multiplicacién de polinomios respeta la equivalencia de los polinomios definidos an-
teriormente. Es decir:

Lema 1.3.15. Si f(x) = g(x) m6d h(x), entonces, para algiin p(x) € K|x], se cumple:

f(x) +p(x) = g(x) + p(x) (modh(x))

Demostracion.
Suponga que r(x) = f(x) méd h(x), r(x) = g(x) méd h(x) y s(x) = p(x) méd h(x) entonces tene-
mos:

f)+px) = q(0)h(x) +r(x) + q2(x)h(x) +5(x)
(71
Lo que implica que r(x) +s(x) = (f(x) + p(x)) méd h(x).

Ademds, también se cumple que 7(x) +s(x) = (g(x) + p(x)) méd h(x).
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q3(x)h(x) +7(x) + g2 (x)h(x) +s(x)
(93(x) + g2(x))1(x) +7(x) +5(x).

g(x) +p(x)

Se observa que, deg(r(x) +s(x)) < max{deg(r(x)),deg(s(x))}, por definicién.
Como deg(r(x)) < deg(h(x)) y deg(s(x)) < deg(h(x)) se cumple: deg(r(x) +s(x)) < deg(h(x)).
Por lo tanto, f(x) + p(x) = g(x) + p(x)(médh(x)).

Por otro lado, se tiene:

f)p(x) = (q1(x)h(x) +7(x))(q2(x)h(x) +5(x))
= (q1(x)h(x) +r(x))(q2(x)h(x)) + (g1 (x)~(x) + 7(x)) (s (x))
= (q1(x)h(x))(q2(x)h(x)) + (r(x)) (q2(x)(x)) + (q1(x)h(x)) (s(x)) + (r(x)) (s(x))
= (1(x)g2(x)h(x) + r(x)g2(x) + q1(x)s(x)) 1 (x) + r(x)s(x).
Lo anterior, implica que r(x)s(x) = f(x)p(x) mod h(x)

g(x)p(x)

~ o~~~

Por lo tanto, f(x)p(x) = g(x)p(x)(médh(x)).

Ejemplo 1.3.16. Sea h(x) = 1+x°, f(x) = 1+ x+x7, g(x) = 1+x+ 22y p(x) = 1+ x5 entonces
f(x) +p(x) =g(x) +p(x)(médh(x)) vy f(x)p(x) =g(x)p(x)(moédh(x)).
Se tiene

F(x) 4 plx) = x4 28447

’ g(x) + p(x) = x + 22 425,
pero
(x +x°+x7) méd h(x) = x* = (x + x* + x%) méd h(x).
Similarmente (14 x + x7)(1 + x%) méd h(x) = 1+ x% = (1 + x + x?)(1 + x°) méd h(x). De aqui que
f(x)p(x) = g(x)p(x)(m6dh(x)).

Note que 1 + x = (1+ x%) méd h(x). Asi tenemos:

(1+ x4+ 22)(1+ x%)
(1+x4+22)(1+x)
1+ x> méd h(x).

(1+x4x7)(1+x%)
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Esto nos dice que si el polinomio p(x) es de grado mayor al de /(x), nosotros podemos trabajar con
el resto que deja p(x) al ser dividido por h(x).

Ejemplo 1.3.17. Sea h(x) = 1+ x”. Calcular f(x) méd h(x) y p(x) méd h(x) y compruebe si f(x) =
p(x) (mod h(x)).

a) f(x) =1+x0428 p(x) =x+x° +x7.
b) f(x) =x+x+x%, p(x) =x+x° +x0 +x13.
o) f(x)=14x, p(x) =x+x".

Soluciéon

a) r1(x) = f(x) méd h(x)

x8 + 3 +1]x”+1

x8 +x X
X3 +x+1.

Entonces 71 (x) = x> + x + 1.

ra2(x) = p(x) méd h(x)

Entonces rp(x) = x® + x + 1.
Como se cumple que 71 (x) = rz(x), entonces f(x) = p(x) ( méd h(x)).

b) ri(x) = f(x) moéd h(x)
x? + x° + x X’ +1

x? + x? x2
x° +x2 4+ x.

Entonces 71 (x) = x° + x? + x.

ra2(x) = p(x) méd h(x)

x13 + x4+ x° +x X +1

x13 +x7 x0+1
x4+ x6 4 x° +x
x7 +1

x® + x° +x+1.
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Entonces r5(x) = x® +x° + x + 1.
Como se cumple que r1(x) # r2(x), entonces f(x) # p(x) (moéd h(x)).

c) r1(x) = f(x) mod h(x)

Dado que el dividendo (f(x) = 1+ x) es de menor grado que el divisor (i(x) = 1+ x”). Entonces
n(x) = f(x) = 1+x.

r2(x) = p(x) mod h(x)
x7 +x ¥ 41

x7 +1 1
+ x4+ 1.

Entonces r;(x) = x + 1. Por tanto r; = r y claramente f(x) = p(x) (méd h(x)).

Hasta este punto, se han desarrollado los resultados méas importantes de cédigos lineales y poli-
nomios sobre K, estos serdn de ayuda en el desarrollo de la parte final de la investigacién, la cual
comprende el estudio de los c6digos ciclicos en K".



Capitulo 2

Codigos ciclicos

2.1. Polinomios y palabras de un cédigo ciclico

En esta seccion trataremos los c6digos ciclicos y como estos se definen a partir de un cédigo lineal.
Ademads, se muestra la relacion que existe entre una palabra y un polinomio. De modo que una vez
definidos los cédigos ciclicos, podemos hablar de sus cambios ciclicos, de cémo estos corresponden
a un polinomio en K[x| y finalmente se define el polinomio generador de un cédigo ciclico y las
propiedades que cumple.

Definicién 2.1.1. Una permutacién o cambio ciclico es una funcién de K" a K", que enviav = (ap, . ..,a,-1) €
K" a

n(v) = n(ag,...,an-1) = (ay—1,4a0,...,an-2).
Llamaremos a 7t(v) el cambio ciclico de v.

En general, el cambio ciclico de v € K" de longitud 7, es la palabra que resulta de trasladar el tltimo
digito de v al inicio. Todos los demas digitos se mueven una posicién a la derecha.

Ejemplo 2.1.2.

1 0) 1(0,0,0,0) | (1,0,1,1)
(0/ s Ls Ly /O) (0/0/0/0) (1/1/0/1)

v | (1,0,
1

1,0,1,1,0)
nt(v) | (0, 1

1,1
7 0/ 1/ )
Definicién 2.1.3. Un cédigo C es ciclico si es lineal y el cambio ciclico de cada palabra en C, es también una
palabra en C.
Ejemplo 2.1.4. El cédigo C = {(0,0,0),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} es un cédigo ciclico.

Por la Definicion 1.2.1, del capitulo 1, se sabe que dicho cédigo es lineal. A continuacion, se analizardn los
cambios ciclicos 7t(v) para todo v en C:

7(0,0,0) = (0,0,0)
7(1,1,0) = (0,1,1)
7(1,0,1) = (1,1,0)
7(0,1,1) = (1,0,1)

De lo anterior, se concluye que para cada v en C, 7t(v) también esti en C, entonces C es ciclico.

35
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Notar que 7 bajo la Definicién 2.1.1 es una transformacién lineal. Con esto, podemos demostrar el
siguiente resultado:

Lema 2.1.5. Si 7t es un cambio ciclico, entonces 7t es una transformacion lineal. Es decir,
n(v+w) =rmn(v)+n(w) y mn(av) =an(v), a € K={0,1}.

Demostracion. Sea v = (vg, v1, ..., Vy—1) Y W = (wo, W1, ..., Wy_1), €ntonces:

v+w = (vg+wp, v+ W, ., Vy—1+ Wy_1)
n(v+w) = (Vp_1+ Wp_1,00+ Wo, ..., Vn—2 + Wy—2)
= (Un,ﬂ)()...vn_z) + (wn,lwo...wn_z)
7t(v) + t(w)
Por otro lado, dado a € K:
av = a(vy,v1, ..., V1)

= (avg,avy,..., a0, 1)

n(av) = (av,_1,a00,...,40,_2)
= a(Vy—1,00, ., Vn—2)
art(v)

O

Dado que 7t es una transformacién lineal, note que si tenemos una base g = {v1,vy, ..., v, } para un
coédigo lineal C y queremos saber si éste es ciclico, basta probar que los cambios ciclicos de cada
uno de los elementos de la base pertenezcan al cédigo lineal C.

Es decir, si C es un cédigo lineal ciclico y w € C, entonces como 8 es una base para C, se tiene:
W = x101 + &0 + ... + 0, 04.
Y el cambio ciclico de w es:

m(w) = m(av] + a0 + .o + 1, 0y).
= 7t(a1v1) + (ap02) + ... + 7T(2y0p).
= w7t(vy) + ap(v2) + ... + a7t (vy).

De lo anterior, como cada v; € C, Vi = {1,...,n} y C es ciclico, entonces 7t(v;) € Cy por ser C lineal,
la suma en la derecha esté en C, lo que significa que 77(w) también debe estar en C.

Eso quiere decir que es suficiente probar que 77(v) € C para cada v en una base de C.
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Ejemplo 2.1.6. Sea C = {(0,0,0),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} un cédigo lineal y B = {(1,1,0),(1,0,1)}
una base para el cédigo C. Ademds, como 7t(1,1,0) = (0,1,1) € Cy 71(1,0,1) = (1,1,0) € C entonces C
es un cédigo lineal ciclico.

Nota: Se utilizaré la notacién 712(v) = 7(7t(v)), 7°(v) = 7(7t(7(v))), etc. En general, para referirse
al k — ésimo cambio ciclico de alguna palabra v, se escribira 77*(v).

Para construir un cédigo lineal ciclico, podemos elegir una palabra v de K" y encontrar todos sus
desplazamientos ciclicos para formar un conjunto S que consistird de v y de todos sus desplaza-
mientos, es decir, S = {v, 7(v), ..., 7~ !(v)}, para luego definir a C como el generado lineal de S, lo
que significa que C =< S >.

Ademads, como S C C y S contiene una base para C, los cambios ciclicos de dicha base estardn
siempre en S y por tanto en C, entonces C debe ser ciclico.

Ejemplo 2.1.7. Si v = (1,0,0) y n = 3. Entonces S = {v, n(v), 7*(v)}={(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)}
genera a K3. Es decir, K3 =< S >.

Siw e K3, w=ayv+am(v) + aym(v).
Entonces, t(w) = agrt(v) + a17%(v) + a7t (v). Pero 3(v) = v.
Ast, T(w) = a0 + agrt(v) + a1 (v).

Esto significa que el cambio ciclico de w, también puede ser escrito como combinacién lineal del conjunto
generador de K3 para todo w € K.

Ejemplo 2.1.8. Siv = (0,1,0,1) y n = 4. Entonces, t(v) = (1,0,1,0) y 7*(v) = (0,1,0,1) = v.
Entonces, S = {(0,1,0,1),(1,0,1,0)} y C=<S >.
Asi,

c =4{(0,0,0,0),(0,1,0,1),(1,0,1,0),(1,1,1,1) }.

En general, dado que una palabra v y sus desplazamientos ciclicos forman un conjunto S =
{v, (v), ..., 7 1(v)} del cual se define C como el generado de S, diremos que v es un generador
del cédigo C.

Ademas por conocimientos previos, se sabe que C siendo el conjunto generado por un conjunto S,

es el conjunto més pequefio que contiene a S.

Ejercicio 2.1.9. Encuentre una base para el cédigo ciclico lineal mds pequefio de longitud 7 que contiene a
v=(1,0,0,1,0,0,0).
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Solucién

a) Formamos el conjunto S que consistird en v y en todos sus desplazamientos ciclicos.

7(1,0,0,1,0,0,0
2(1,0,0,1,0,0,0

5(1,0,0,1,0,0,0
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0,1,0,0,1,0,0
0,0,1,0,0,1,0

1,0,0,0,1,0,0
0,1,0,0,0,1,0

)
T ( )
72(1,0,0,1,0,0,0)
7*(1,0,0,1,0,0,0)
T ( )
T ( )

P N N T N TR

)
)
0,0,0,1,0,0,1)
)
)
)

®(1,0,0,1,0,0,0 0,0,1,0,0,0,1

Asi, S = {(1, 0,0,1,0,0, 0), (0, 1,0,0,1,0, 0), (0, 0,1,0,0,1, 0), (0, 0,0,1,0,0, 1), (1, 0,0,0,1,0, 0),
(0,1,0,0,0,1,0),(0,0,1,0,0,0,1)} y como ya sabemos que C =< S >, entonces falta ver si son 1i.

(0,0,0,0,0,0,0) = ap(1,0,0,1,0,0,0) +a;(0,1,0,0,1,0,0) + a(0,0,1,0,0,1,0) + a3(0,0,0,1,0,0,1)
+ a4(1,0,0,0,1,0,0) +4a5(0,1,0,0,0,1,0) + a¢(0,0,1,0,0,0,1).
= (ao,0,0,a0,0,0,0) + (0,a1,0,0,a1,0,0) + (0,0,a5,0,0,a3,0)
+ (0,0,0,a3,0,0,a3) + (a4,0,0,0,a4,0,0) + (0,4a5,0,0,0,as,0) + (0,0,46,0,0,0, a).
= (ap+ag, a1+ as,a; + ae, a0 + az, a1 + as, a; + as,az + ag)

Y por tanto:

ap + as

a)+as =
a)+ag =
ap+az =
at+ag =
a+as =
a3 + de

o O O O O O O

De lo anterior se verificaque ap=a =a =a3=a4=a5=0a¢=0 Obien ay=a; =a; =a3 =
ay = as = as = 1. Por tanto, como los escalares pueden ser todos nulos o iguales a 1, el conjunto es
linealmente dependiente, es decir, al menos uno de los vectores se puede escribir como combinacién
lineal de los demas.

Entonces, al quitar uno de esos vectores, verificamos si ahora son linealmente independientes.

Quitamos (0,0,1,0,0,0,1):
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(0,0,0,0,0,0,0) = ap(1,0,0,1,0,0,0)+a1(0,1,0,0,1,0,0) + a2(0,0,1,0,0,1,0) + a3(0,0,0,1,0,0,1)
+ a4(1,0,0,0,1,0,0) +a5(0,1,0,0,0,1,0).
= (ap,0,0,a0,0,0,0) + (0,41,0,0,a1,0,0) + (0,0,az,0,0,4,,0)
+ (0,0,0,a3,0,0,a3) + (a4,0,0,0,a4,0,0) + (0,a5,0,0,0, as,0).
= (ao + ay, a1 + as,az,a0 + az, a1 + as, a + as, az)
Y por tanto:
ap + as 0
ar+as = 0
ay = 0
ag+az = 0
am+as = 0
a+as = 0
az = 0
Luego, la tinica solucién es a9 = a; = ap = a3 = a4 = a5 = ag = 0, y el nuevo conjunto

s"=1{(1,9,0,1,0,0,0),(0,1,0,0,1,0,0), (0,0,1,0,0,1,0), (0,0,0,1,0,0,1),(1,0,0,0,1,0,0),
(0,1,0,0,0,1,0)} es generador y linealmente independiente. Por tanto S’ es una base para C.

Ejercicio 2.1.10. Encuentre todas las palabras v de longitud n tal que 1t(v) = v.

Solucién

Sea v = (ag, a1, ...,a,_1), entonces 71(v) = (a,_1,ap, ...,ay—2). Luego, para que v = 1t(v):

(a()/ A1y eeey an—l) = (an—ll A0y ey aan)

Asi,

ao an-1

a1 = 4o

ap = M

ap—1 = 0ap-2
Es decir, ap = a1 = ... = a,_1, pero como K = {0,1} entonces losa; =064;=1,Vi=1,..,n.
Asi, las tinicas palabras que cumplen son:
0,0,..,0) y (1,1,..,1)
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Se sabe que a la palabra v = (ag,a1,...,4,—1) en C, con [(v) = n le corresponde el polinomio
v(x) = ap+ a1 x + ... +a,_1x" L.

Asi,
xo(x) = apx +a1x® + ...+ a,_1x".
= agx +mx* 4 a1 X"+ (ay_1 + a,_1).
= Ay1+agx +mx*+ . a, X"+ a,_q.
(an_1+aox +a1x* + . + @y X" 1) +a, 1 (x" +1).

Y como 7(v) = (a,_1,a0,a1,...,an—2) y 77(0)(x) = a,_1 + apX + ... + a,—»x" 1. Entonces:

xo(x) = a1 (x"+1)+ m(v)(x).
De aqui se sabe que:
(v)(x) = xv(x) mod (x" +1).
Lo que significa que a la palabra 7(v) le corresponde el polinomio xv(x) méd (1 + x").

De esta manera, a 7t'(v) le corresponde el polinomio x'v(x) méd (1 + x") parai = 0,..,.n—1y
I(v) = n.

Ejemplo 2.1.11. Sea v = (1,1,0,1,0,0,0) y n = 7. Asi, v(x) = 1+ x + x° y calculamos x'v(x) para
1 <i < 6 en la siguiente tabla.

Palabra Polinomio méd (1 + x7)

(0,1,1,0,1,0,0) | xv(x) = x + x> + x*

(0,0,1,1,0,1,0) | x?v(x) = 2% + x> + x°

(0,0,0,1,1,0,1) | x%v(x) = x® + x* + «°

(1,0,0,0,1,1,0) | x*v(x) = x* + x>+ x" =1+ x* + x¥° méd (1 + 1)
(0,1,0,0,0,1,1) | x°v(x) = x>+ x° + 28 = x + x° + x® mod (1 + x7)
(1,0,1,0,0,0,1) | x%0(x) = 2® + 27 +x° =1+ 1% + x®* méd (1 + 1)

Lema 2.1.12. Dado C C K" un cédigo ciclico y v € C. Entonces para cualquier polinomio a(x), c(x) =
a(x)v(x) méd (1+ x") es una palabra de C.

Demostracion. Se sabe que si v € C, su polinomio correspondiente es v(x).
Sea a(x) = ap + a1x + ... + a,_1x"~! un polinomio de grado a lo sumo 7 — 1 en K|[x].
Entonces,
a(x)v(x) méd (1+x") = (ag+a;x+ .. +a, 1x" o(x) mod (1 + )
= (apv(x) + ayxv(x) + ... + 2, 12" o(x)) méd (1 + x")
apv(x) mod (1 + x") + ayxv(x) mod (14 x™) + ...
+  a,_1x" o(x) méd (1 + x").
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Dado que a 7t'(v) le corresponde el polinomio x'v(x) méd (1 + x") y al multiplicar dichos polino-
mios por a; con a; € K, este nos devuelve ya sea el polinomio nulo o el mismo polinomio, entonces
toda la suma anterior también corresponde a una palabra de nuestro cédigo ciclico C.

Por tanto, ¢(x) = a(x)v(x) méod (14 x") € C. O

Proposicion 2.1.13. Sea C un cédigo lineal, entonces existe un tinico polinomio de grado minimo distinto de
cero.

Demostracion. El espacio vectorial K" es finito por definicién, entonces dado C C K", C es finito y
por tanto, existe ¢ € C (g # 0) tal que g(x) tiene grado minimo.

Supongamos que existen h(x) y g(x) polinomios no nulos de grado minimo m # 0 en C. Entonces
como C es lineal, h(x) + g(x) = i(x ) y dado que h(x) y g(x) poseen el término x™, entonces
x™ + x™ = 0y por tanto, deg(i(x)) <

Pero esto significa que deg(i(x)) = 0 debido a que h(x) y g(x) son los tnicos polinomios de grado
minimo m # 0y asi i(x) = 0 (polinomio cero).

De lo anterior, h(x) + g(x) = 0y ésto se cumple si y s6lo si h(x) = g(x). O

Notacién: Denotaremos al polinomio de menor grado en C como g(x).

Observacion: Note que por la Proposicion 2.1.13, g es tnico.

Proposicién 2.1.14. Sea C un cédigo lineal y g € C, entonces g(x) genera al cédigo C.
A este polinomio se le llamard polinomio generador de C.

Demostracién. Para ver que g(x) genera al cédigo C, hay que probar que para toda palabra ¢ € C,
existe a(x) tal que c(x) = a(x)g(x).

Se sabe que deg(g(x)) < deg(c(x)), por ser g(x) el polinomio de grado minimo. Asi, se tiene por el
algoritmo de la divisién:

c(x) = g(x)g(x) +r(x),
para algun g(x) y r(x), con deg(r(x)) < deg(g(x)).

Ademas, deg(g(x)g(x)) < deg(c(x)), entonces deg(q(x)g(x)) <n—1.

Por otro lado, dado que g(x) € C, entonces por el Lema 2.1.12, g(x)g(x) méod (1 + x") € C, pero
deg(q(x)g(x)) <n—1 < n, entonces g(x)g(x) moéd (1 + x") = g(x)g(x) y asi, g(x)g(x) € C.

La igualdad c(x) = q(x)g(x) + r(x), la podemos reescribir como r(x) = g(x
se sabe que g(x)g(x) y c¢(x) estdn en C y ademds que C es lineal, q(x)g(x)
r(x) € C.

(x)g(x) + c(x) y como
+c(x) € Cy entonces
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Sin embargo, no puede suceder que exista otro polinomio r(x) € C de grado menor que el de g(x).
Entonces debe ocurrir que r(x) = 0, por lo tanto

O]

Observacién: Por la proposicién anterior, en el Lema 2.1.12, en particular si v = g(x) entonces se
cumple que

c(x) =a(x)g(x) € C, donde deg(a(x)g(x)) < n.

Teorema 2.1.15. Sea C un cédigo ciclico de longitud n y sea g(x) el polinomio generador. Si n —k =
deg(g(x)), entonces

1. El polinomio c(x) € C siy sélo si c(x) = a(x)g(x) para algiin polinomio a(x) con deg(a(x)) < k (es
decir, g(x) es un divisor de cada palabra de cédigo c(x).)

2. C tiene dimension k.

3. Las palabras de cédigo correspondientes a g(x), xg(x), ..., x*"1g(x) forman una base para C.

Demostracion.
1. (=) Por la observacién anterior, dado que g(x) es generador, existe a(x) tal que c(x) = a(x)g(x).

Ademas,
deg(c(x)) < n—1
deg(a(x)g(x)) < n—1
deg(a(x)) +deg(g(x)) < n—1
deg(a(x))+n—k < n-—1
deg(a(x)) < n—1—-n+k
deg(a(x)) < k—1.

Por lo tanto, deg(a(x)) < k.

(<) Dado que g(x) € C, entonces ¢’(x) = a(x)g(x) méd (1 + x") es una palabra en C, pero por
hipétesis c¢(x) = a(x)g(x), con deg(a(x)) < k. Entonces, deg(c(x)) <n —1.

Ademas
deg(c(x)) = deg(a(x)) + deg(g(x))

= deg(a(x))+n—k
< k—-14+n—-k=n-1,

lo que significa que deg(a(x)g(x)) < n —1y entonces a(x)g(x) moéd (1 + x") = a(x)g(x).

Por lo tanto, ¢’(x) = c¢(x) y ¢(x) € C.
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2. Que C tenga dimensién k implica que deben haber k elementos en la base de C, pero co-
mo C es ciclico y g(x) su polinomio generador, entonces se reduce a probar que el conjunto
{g(x),xg(x),...,x¥*1¢(x)} es un conjunto linealmente independiente, ya que por 1, tenemos que

para toda palabra c en C la podemos escribir como:

c(x) = a(x)g(x)
= (a0 +mx+ax*+... + a2 Hg(x)
= apg(x) + a1xg(x) + axx?g(x) + ... + ap_1x1g(x).

k—l)

Por lo tanto, es un conjunto generador de C.

Veamos si existen escalares ag, a1, . ..,ar_1 todos nulos, tal que:

a0g(x) + ayxg(x) + ... 4 ag_qx*!

= (ao+mx+...+ a2 1)g(x).

g(x)

Y dado que K[x] es un dominio de integridad, dicho producto dar4 el polinomio cero, siempre que
ag+ax+...+a_1x1=0 6 g(x) =0.
Sin embargo, g(x) no puede ser el polinomio cero, dado que es el polinomio generador.

k—

Asi, ag +a1x + ... +ap_qxk1 =0,yestosucedesiag =a; =... =a,_1 =0.

Entonces, el conjunto {g(x),xg(x),...,x*"1¢(x)} es linealmente independiente y por lo tanto, es
una base para C.

3. Por el numeral 2 se sabe que C tiene dimensién k, entonces solo basta probar que el conjunto
{g,7(g),..., 7 1(g)} de k elementos, es linealmente independiente.

Sean g, 7t(g), %(g), ..., 7 1(g) las palabras correspondientes a los siguientes polinomios g(x),
xg(x),..., xkilg(x) respectivamente. Ademas, ag, a1, ..., a1 escalares en K, tal que:

wog +a17t(g) + ... + a7t 1g = 0.

Supongamos por contradiccién que existe algun a; =1, coni € {0, ...,k —1}.

Entonces,

'(§) = aogt+mm(g)+...+aiam T g) taam T g) o e T(g)
'(§) = aogtmm(g)+...+aim () +aiam T g) +. .+ TH(g).

Lo anterior, lo podemos visualizar a través de sus correspondientes polinomios:

1 k—1

Xg(x) = wog(x) +arxg(x) 4+ ...+ X Lg(x) +aqxtig(x) + .. a1 xFlg(x).
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Claramente hay una contradiccién, ya que en 2 se prob6 que el conjunto {g(x), xg(x),...,x*"1g(x)}
es linealmente independiente. Es decir, ninguno de sus elementos puede escribirse en combinacién
lineal de los demas.

Por lo tanto, la contradiccién surge debido a que se supuso la existencia de algtn a; # 0, entonces
debe cumplirse que Vi, a; = 0 y asi, el conjunto {g, 7(g), 7*(g),..., 7 1(g)} debe ser linealmente
independiente.

Ahora, probaremos que para todo w € C, éste se puede escribir como combinacién lineal del con-

junto {g, 77(g), 7*(g),..., ™" (g)}-
Se sabe que para todo w(x) € C, existe a(x) tal que:

w(x) = a(x)g(x)
w(x) = (ag+mx+...+ a1 ¥ 1)g(x)
w(x) = apg(x) +a1xg(x) +... 4+ ar_1x 1g(x).

Pero lo anterior, lo podemos visualizar como a continuacion:

w = apg+mnr(g)+... +a_17(g).

Lo que significa que existen escalares ag,a1,...,ar_1 € K, tal que w € C puede escribirse como
combinacion lineal de g, 77(g), 7%(g), - - ., 7 1(g). Es decir, el conjunto {g, 7(g), 7*(g), ..., 7 1(g)}
es generador.

Por lo tanto, {g, 7(g), 7*(g), ..., 71(g)} es una base para C. O

Ejemplo 2.1.16. Sea n = 7y g(x) = 1+ x + x° el polinomio generador para el cédigo ciclico C. Entonces
la dimension de C debe ser 4 (por el Teorema 2.1.15) y asi, una base para C es

g(x) 1+x+x° < (1,1,0,1,0,0,0)
xg(x) = x+x*+x*<+(0,1,1,0,1,0,0)
x2g(x) x®+x3+ x5 (0,0,1,1,0,1,0)
3¢ (x) 3+ x*+ x4 (0,0,0,1,1,0,1)

Note que x*¢(x) no es una palabra del cédigo C, dado que el deg(x*g(x)) = 7 y el conjunto de polinomios de
C son de grado a lo sumo 6. Sin embargo, x*¢(x) méd (14 x7) = 1+ x* + x° s es una palabra del cédigo
Cyaquel+x*+x°=(1+x+x3)(1+x+x3) = (1+x+x2)g(x).

Ejemplo 2.1.17. Sea C = {(0,0,0,0),(1,0,1,0),(0,1,0,1),(1,1,1,1) } cddigo ciclico. Los polinomios co-
rrespondientes son {0,1+ x%,x + x3,1+ x + x> + x3}.

Sabemos que el polinomio 1 + x* < (1,0,1,0) es el polinomio generador para C, ya que es el polinomio de
menor grado distinto del polinomio cero en C.



2.1. POLINOMIOS Y PALABRAS DE UN CODIGO CICLICO 45

Ademds, cada polinomio en C es un miiltiplo del polinomio generador:

0=0(1+x?) x+ 2% = x(1+x?)
1+x2=1(14x?%) T+x+x2+x3=(14+x)(1+x?)

Ejemplo 2.1.18. El cddigo lineal ciclico mds pequefio C de longitud 6 que contiene g(x) = 1+ x°
(1,0,0,1,0,0) es

C={(0,0,0,0,0,0),(1,0,0,1,0,0),(0,1,0,0,1,0),(0,0,1,0,0,1), (1,1,0,1,1,0),
(1,0,1,1,0,1),0,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1)}

Se sabe que el c6digo ciclico lineal més pequefio que contiene a ¢ = (1,0,0,1,0,0) es aquel formado
por g, sus cambios ciclicos, los que resultan de la suma dos a dos de dichos cambios mds la palabra
cero.

Ademas, se puede verificar que el polinomio de grado mds pequefio que representa una palabra en
Ces g(x) = 1+ 3, y C no contiene ningtin otro polinomio de grado 3. Asi, g(x) = 1+ x> es el
polinomio generador de C.

A continuacioén, representamos cada palabra de C, como un multiplo del polinomio generador g(x).

Palabra Polinomio f(x) Factorizacién h(x )g( x) de f(x)
(0,0,0,0,0,0) 0 0(1+x°)
(1,0,0,1,0,0) 1+ 2 1(1+x )
(0,1,0,0,1,0) x + x* (1 + x )
(0,0,1,0,0,1) X%+ x° X2 (1 + %)
(1,1,0,1,1,0) 1T+x+ 2+ (14 x)(1+ %)
(1,0,1,1,0,1) 1+x2+x°+x° (1+22) (14 23)
(0,1,1,0,1,1) x+x2+xt 4+ 20 (x +x%)(1+ %)
(1,1,1,1,1,1) [ 1+ x+ 22+ x5+ 2% +4° (14 x +x?2) (14 x°)

Teorema 2.1.19. El polinomio g(x) es el polinomio generador para un cédigo lineal ciclico de longitud n si y
sélo si g(x) divide a 1+ x™ (es decir 1 4+ x™ = h(x)g(x)).

Demostracion.
(=) Dado que deg(g(x)) < deg(1 + x"), entonces por el algoritmo de la division se tiene

14 x" = h(x)g(x) +r(x)
conr(x) =006deg(r(x)) < deg(g(x)).
De manera equivalentemente se tiene

r(x) = (14x") + h(x)g(x).

Que en términos de modulo, se traduce a

r(x) =h(x)g(x) méd (1+ x").
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Donde h(x)g(x) méd (1 + x") € C (por el Lema 2.1.12) y de esta manera r(x) € C. Por lo tanto,
como no puede haber otro polinomio r(x) distinto de cero en C tal que deg(r(x)) < deg(g(x)), se
concluye que r(x) = 0y asi,

1+ x" =h(x)g(x).

(<) Sabemos que g(x) satisface que 1+ x" = g(x)h(x), con g(x) # 0. Ademds consideremos el
codigo ciclico que genera g, donde g es la palabra asociada al polinomio g(x). Asi sea C =<

{g, m(8), 7*(8), ..., " 1g)} >.

Por contradiccién asumamos que g(x) no es el polinomio generador de C, pero por la Proposicion
2.1.14, todo cédigo ciclico tiene un polinomio generador. De esta forma, consideremos v(x) el po-
linomio generador de C con v(x) # g(x) y ademds deg(v(x)) < deg(g(x)), dado que g(x) no es el
polinomio generador.

Ademéds, ya que los cambios ciclicos de ¢ generan a C, entonces a v lo podemos escribir como
combinacién lineal del conjunto generador. Es decir,

v = wog +ar(g) + o+ ay 17" (g),

donde su correspondiente polinomio es:

o(x) = aog(x) +ayxg(x) + ...+ a, 12" 1g(x) méd (14 x™)
o(x) = (ao+arx+ .. +a, X" 1)g(x) méd (1+ x™)
v(x) = a(x)g(x) méd (1+ x")

& o(x) = a(x)g(x)+q(x)(1+).

Lo anterior significa que g(x) divide a v(x), ya que g(x) divide a 1+ x" por hipétesis y también
divide a a(x)g(x), lo cual implica que deg(g(x)) < deg(v(x)). Pero esto no puede ser, dado que v(x)
es el polinomio generador y por tanto, el polinomio de menor grado en C.

La contradiccion provino de suponer que g(x) no es el polinomio generador de C, por lo tanto, g(x)
es el polinomio generador de C. O

Corolario 2.1.20. El polinomio generador g(x) para el cédigo ciclico mds pequefio de longitud n que contiene
la palabra v, es el miximo comiin divisor de v(x) y 1+ x" (es decir, g(x) = mcd(v(x),1 + x™)).

Demostracion. Sea v € C 'y g(x) el polinomio generador, entonces g(x) divide tanto a v(x) como
1+ x", por el Teorema 2.1.15 y Teorema 2.1.19 respectivamente.

Pero g(x) estd en C =< {v(x), xv(x),...,x" 1v(x)} >, por tanto existe un polinomio a(x) tal que
g(x) = a(x)v(x) mod (1+ x™)
o equivalentemente por el algoritmo de divisién:

g(x) = a(x)o(x) +b(x)(1+ x").
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Se sabe que g(x) divide a a(x)v(x) y divide a b(x)(1 + x™), entonces cualquier otro divisor comun
de v(x) y 1+ x" deberd dividir a g(x) y por lo tanto, g(x) es el maximo comun divisor de v(x) y
14 x" O

Ejemplo 2.1.21. Sean =8y v = (1,1,0,1,1,0,0,0), es decir, v(x) = 1+ x + x> + x*.

Utilizando el algoritmo de la division, el med de v(x) y 1+ x8 es 1+ x2. Asi g(x) = 1+ x? y el cédigo ciclico
lineal mds pequefio que contiene a v(x) tiene una dimension de 6 y g(x) como el polinomio generador.



48 CAPITULO 2. CODIGOS CICLICOS

2.2. El anillo de ideales principales K,

En ésta seccion estudiaremos la conexién que existe entre los c6digos ciclicos y algunas estructuras
algebraicas bésicas. Primero hagamos un breve repaso de algunas definiciones basicas que deben
tenerse en cuenta:

Definicién 2.2.1. Un anillo conmutativo R con unidad es un conjunto con dos operaciones + (suma) y
* (producto), con las siguientes propiedades:

1. R es cerrado bajo la suma y el producto.
R es un grupo abeliano sobre +.
La ley asociativa en el producto a x (b c) = (axb) xc, para todo a, b y c en R.

La multiplicacién es conmutativa a x b = b * a, para todo a y b en R.

S N

R tiene la identidad multiplicativa 1. Esto significa que ax 1 = 1 x a = a, para todo a en R.

6. La ley distributiva de la multiplicacién sobre la suma. En otras palabras a x (b+c¢) = axb+axc,
para todo a, by c en R.

Observacion: Si todos los elementos de R distintos del cero tienen inverso multiplicativo y no tiene divisores
de cero, entonces R es llamado campo.

Definicion 2.2.2. Un ideal I en un anillo conmutativo R es un conjunto de elementos en R que satisface las
siguientes condiciones:

1. Sia € I, entonces axb € I, para todo b en R.
2. Sia,b el entoncesa+bya—bestinen I.

Observacion: Es importante notar que la sequnda condicion nos dice que I es subgrupo aditivo del grupo R.

Definicién 2.2.3. Un ideal I de un anillo conmutativo R es llamado ideal principal, si I es generado por
un solo elemento. Esto es I =< a >= aR, para algiin a € R.

Ahora estamos preparados para comenzar a estudiar la conexién que existe con las estructuras
definidas anteriormente y los c6digos ciclicos. En primer lugar es importante notar que el lugar
donde sacamos los escalares, K es un campo, esto permite que al definir el conjunto de todos los
polinomios de variable x sobre K, sea un DI, es decir tenemos que K[x| es un dominio de integridad.
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La propiedad que hemos usado de K[x]| en secciones previas, es la siguiente, ya que K[x]| es un
dominio de integridad, no tiene divisores de cero, es decir:

Para cualesquiera p(x),q(x) € K[x], tal que p(x)q(x) = 0, entonces p(x) = 00 g(x) = 0.

La propiedad enunciada anteriormente fue fundamental para poder encontrar una base a cualquier
cbdigo ciclico dado su polinomio generador g(x). Ademas de K|[x] se ha trabajado de forma indirecta
sobre otra estructura definida a partir de la anterior, la cual definimos a continuacién.

Definicién 2.2.4. Dados K[x] y el polinomio 1 + x", para algiin n € IN, definimos el anillo cociente K,, =
K[x]/ <14 x" >, donde <1+ x" > es el ideal generado por 1+ x".

Asi tanto K[x] como K, son ejemplos de anillos conmutativos con unidad (tal como se estudia
de manera general en cursos de dlgebra abstracta). Lo anterior es facil de verificar ya que todas las
operaciones de suma y producto (en el caso de K;, su producto se hace médulo 1+ x" y esto permite
ademads que las clases en K, puedan ser tratadas como polinomios de grado a lo sumo n — 1) se
han definido de manera natural y se comportan como esperamos. De esta manera cumple todos los
axiomas de anillo.

Ahora estamos listos para probar un teorema que serd de mucha importancia en este capitulo.
Teorema 2.2.5. Un conjunto S de K,, corresponde a un cédigo ciclico C de K" siy sélo si S es un ideal de K,,.

Observacion: No debe olvidar que la multiplicacion en K, es hecha médulo 1 + x.

Demostracién. Para la primera implicacién supongamos que S corresponde a un cédigo ciclico C,
asi probaremos que S es un ideal de K.

La condicién 2 de la Definicion 2.2.2 la cumple S, ya que al estar en correspondencia con C es cerrado
bajo la suma y por lo tanto es un subgrupo aditivo de Kj,. Basta demostrar la primera condicién para
demostrar que S es ideal de K,,. Asf, sean a(x) y b(x) = by + byx + bpx> + ... + b, _1x"~! polinomios
cualesquiera de los conjuntos S y K, respectivamente. Con estos polinomios efectuamos el producto
de ellos.

a(x)xb(x) =a(x) (bo +bhix+box®+... + bn_lx”_1> mod (1 + x™)
= boa(x) + byxa(x) + byx®a(x) + ... 4+ by_1x" a(x) méd (1 + x™).
A dicho polinomio le corresponde la palabra:

w = boa + byrt(a) +byt*(a) 4 ...+ by 17" a)
=w € C, porser Cun cédigo ciclico.

Donde w(x) € S, por la correspondencia de S con C.

Por lo tanto a(x) * b(x) € S, para todo a(x) y b(x) que estdn en S y K, respectivamente. Esto
permite concluir que S es ideal de K.
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Ahora para la segunda implicacién asumimos que S es ideal de K;;. Ademas definimos el conjunto
C como el conjunto de palabras de longitud n que se forman con los coeficientes de los polinomios
de S, por la relacién tenemos que C es lineal, ya que S es un subgrupo aditivo (en otras palabras es
cerrado bajo la suma).

Bastaria probar que el cambio ciclico de cualquier palabra de C también estd en C. Asi,seav € Cy
por la correspondencia tenemos, v(x) € C

= x*0v(x) €S, yaquesS esideal de K.
= xv(x) méd (1+ x").

Asi tenemos que 77(v) le corresponde el polinomio x *v(x) € S = 71(v) € C, por la correspondencia
de S con C. Por lo tanto C es ciclico, asi el conjunto al que corresponde S es un cédigo ciclico. [

Una consecuencia del teorema anterior y el Teorema 2.1.19, es que debido a que los cédigos ciclicos
son generados por el polinomio g(x) (C =< g(x) >; son generados por un solo elemento), tenemos
que todos los ideales de K, son ideales principales, ya que cumplen la Definicién 2.2.3. Ademas
tenemos que K, estd en correspondencia directa con K", por como se definié K,,.

Por lo tanto tenemos K, es un anillo de ideales principales y las consecuencias que esto tendrd en
el desarrollo del estudio de los cédigos ciclicos lo estudiaremos en las siguientes secciones.
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2.3. Codificacién y decodificacion polinomial

En esta seccién trataremos el proceso de codificaciéon de las palabras de un cédigo ciclico C, me-
diante la matriz generadora. Ademads veremos la relacién que esta tiene con el polinomio generador
del cédigo y la utilidad de dicho polinomio al momento de descodificar los mensajes.

La matriz generadora més simple para un cédigo lineal ciclico, es aquella en la que las filas de dicha
matriz son las palabras de cédigo correspondientes al polinomio generador y sus primeros k — 1
cambios ciclicos, es decir, la matriz estd formada por una base de C.

g(x)
xg(x)

G =

Ejemplo 2.3.1. Sea C = {(0,0,0,0),(1,0,1,0),(0,1,0,1),(1,1,1,1)} un cédigo lineal ciclico. EI polinomio
generador para C es g(x) = 1+ x2.

Aquin =4y deg(g(x)) = 2, entonces k = 2 y una base para C la conforman
g(x) =1+x*+(1,0,1,0) y
xg(x) = x+x°+ (0,1,0,1).

Entonces, una matriz generadora para C es:

o= 150 =l 10 1)
8(x)

Ejemplo 2.3.2. Sea C el cddigo lineal ciclico de longitud n = 7 con polinomio generador g(x) =1+ x + x°
de grado 3.

Entonces k = 4 y una base para C la conforman los polinomios:

g(x) =1+ x4+,

xg(x) = x +x* + x4,

2g(x) = 2+ 10 + 25,

g(x) = +at + 26

Y una matriz generadora para C es:

1101000
G- 0110100
10011010
0001101
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Si tenemos un c6digo ciclico de dimensién k y polinomio generador g(x) tal que deg(g(x)) =n —k,
entonces su matriz generadora de k x n, puede ser multiplicada por palabras de longitud k de modo
que el producto esté bien definido.

Es asi que los digitos de informacion de la palabra (ag,a1,...,a;_1) se pueden codificar, multi-
plicando dicha palabra con la matriz generadora, de modo que esto devuelva la informacién ya
codificada.

Es necesario mencionar que los k digitos de la palabra (ag, a1, ...,ax_1) a codificar, la podemos con-
siderar como el polinomio a(x) = ag + a;x + ... + a;_1x*~1, al cual llamaremos como la informacién
o mensaje polinomial y la codificacién consiste en multiplicar el polinomio a(x) con g(x), es decir,
a(x)g(x) = c(x) con el producto usual de polinomios, donde c(x) es el mensaje codificado.

Todo este cambio es con el fin de obtener una mejora significativa a la hora de codificar, ya que en
vez de almacenar la matriz generadora, s6lo debemos almacenar el polinomio generador g(x).

Dado que la operacién utilizada en la codificacién es una multiplicacién usual de polinomios, el
proceso inverso (divisién) nos ayudard a poder encontrar el mensaje polinomial mds cercano, de
tal manera que si dividimos el mensaje codificado en el receptor ¢’(x) por g(x), recuperaremos el
mensaje polinomial a’(x) que es cercano a a(x).

Ejemplo 2.3.3. Sea g(x) =1+x+x3yn=7.

Entonces k = 4. Sea a(x) = 1+ x? el polinomio del mensaje a codificar correspondiente a la palabra a =
(1,0,1,0).

El mensaje a(x) se codifica como c¢(x) = a(x)g(x):
c(x)=(1+x})(1+x+x3) =1+4x+x>+2°
conc=(1,1,1,0,0,1,0) como la palabra de cédigo correspondiente.

Si el ruido afecta a c(x) y lo que recibimos es ¢’ (x) = 1+ x + x* + x8, entonces el polinomio del mensaje
correspondiente es ¢’ (x)/g(x) = a’(x) = 1+ x5, es decir, a’ = (1,0,0,1).

Hasta este punto, es necesario considerar una matriz de control de paridad para dichos cédigos, ya
que nos ayuda en la deteccién de errores.

Sabemos que en un cédigo C de longitud n y dimension k, si se envia c(x) y se recibe w(x), con
w(x) = c¢(x) 4+ e(x), a uno le gustaria calcular el sindrome y el polinomio de error méas probable
e(x) (la palabra e que define el polinomio e(x), es la palabra de error como se vio en el capitulo 1).

Definicién 2.3.4. Sea s(x) un polinomio tal que s(x) = w(x) méd g(x), donde deg(s(x)) < n —k. Al
polinomio s(x) se le llamard polinomio del sindrome.

Si w(x) = c(x) +e(x) y ademds cada palabra de C la podemos escribir como producto de algin
polinomio a(x) por el polinomio generador, entonces c(x) = a(x)g(x) y asi:

w(x) = c(x)+e(x)

w(x) = a(x)g(x)+e(x).
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Entonces usando la Definicién 2.3.4,

s(x) = (a(x)g(x)+e(x)) mod g(x)

s(x) = a(x)glermod glx) + e(x) mod g(x)

s(x) = e(x) mod g(x).

De lo que se deduce que el polinomio sindrome depende tinicamente del error.

Definicién 2.3.5. Llamaremos matriz de control de paridad a la matriz H de dimensién (n x n — k) cuya
i-ésima fila se corresponde con el polinomio r;(x), que satisface que r;(x) = x' moéd g(x).

Observacién: El deg(r;) < n — k. Esto es debido a que la matriz de control de paridad es formada en
sus columnas por una base de C y si C tiene dimensién k, entonces la dimensién de C* es n — k.

Veamos que al definir la matriz de control de paridad H de esta forma, cumple todas las propiedades
vistas en el capitulo 1. Primero veamos que al multiplicar la palabra recibida, por H, nos devolvera
el sindrome.

Si w es una palabra recibida, entonces:

que se corresponde con:

w = c+e
wH = (c+e)H
n—1

= ) (ci+e)r,

i=0

que a su vez, se Corresponde con:
n—1

Y (ci+e)ri(x) = an ciri(x) + Eeiri(x)

i=0

= chx méd g(x +Zex méd g(x)

_ (gcpﬂ) moéd g(x <Zez >modg x)

= c(x) m6d g(x) +e(x) mod g(x)
= 0+e(x) méd g(x)
= s(x).

. wH =s.
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Ahora veamos que H anula a cualquier palabra de C. Sea v € C,

n—1
Y oiri,
i=0

que se corresponde con:

n—1 n—1
Y ori(x) = Y o' mod g(x)
i=0

i=0

vo+ X+ ...+ v,_1x" " méd g(x)
v(x) moéd g(x)

= 0(x)

c.oH =0.

Por lo tanto, H definida de esta forma, anula a todo C, entonces se tiene que s(x) = 0 si y s6lo si
w(x) es una palabra de c6digo y asi, H es una matriz de control de paridad.

Ejemplo 2.3.6. Sean =7,y g(x) = 1+ x + x3. Entonces n — k = 3. Es decir la longitud de cada r; es 3.
Entonces H se forma de la siguiente manera:

ro(x) = 1méd g(x) =1+ (1,0,0)
ri(x) = xméd g(x) = (0,1,0)
r(x) = x*méd g(x) = x>+ (0,0,1)
r(x) = x¥*méd g(x) =1+x« (1,1,0)
ra(x) = 4modg(x) =x+x% < (0,1,1)
rs(x) = x¥®méd g(x) =1+x+x* & (1,1,1)
r6(x) x® méd g(x) =14 x% « (1,0,1).
Ast:

[1 0 0]

010

0 01

H=11 10

011

1 11

11 0 1]

Si w(x) = 1+ x° + x% se recibe, con w = (1,0,0,0,0,1,1), entonces wH = s = (1,1,0) y s(x) =
T+x=1+x"+x% méd (1+x+x3).
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2.4. Encontrando cédigos ciclicos

En la Seccién 2.1 vimos algunas propiedades importantes que satisface el polinomio generador de
un codigo. En esta seccién, retomaremos una de esas propiedades, que nos resultard muy ttil en la
construccion de cédigos ciclicos.

Por el Teorema 2.1.19 se sabe que para que g(x) sea el polinomio generador de un c6digo lineal
ciclico de longitud #n, debe suceder que g(x) divida a 1+ x" o que es lo mismo a decir que g(x) sea
un divisor de 1 + x".

De modo que para construir un cédigo lineal ciclico de longitud n y dimensién k, se debe encontrar
un factor de 1+ x" que tenga grado n — k, como lo anuncia el Teorema 2.1.15. Dicho proceso, se
reduce a encontrar todos los factores irreducibles del polinomio 1 + x".

Podemos hablar también del codigo ciclico {0} que consiste tnicamente de la palabra cero de
longitud 1, con generador g(x) = 1+ x" ya que g(x) =0 =1+ x" méd (1+ x") y K" con generador
g(x) =1

Definicién 2.4.1. Los cédigos ciclicos K" y {0} son llamados cédigos ciclicos incorrectos. A todos los
demds codigos ciclicos exceptuando los incorrectos, se les llamard cédigos ciclicos adecuados.

Observacién: Los cédigos incorrectos son llamados como tal, debido a que no tienen sentido en la
comunicacion.

Ejemplo 2.4.2. Paran = 3, 1+ x> = (1+x)(1+ x + x?) es la factorizacion de 1+ x> en factores
irreducibles.

Es ficil averiguar cudles son debido al campo K, las tinicas raices posibles en nuestros polinomios son 0y 1.
Si evaluamos ambos valores en 1+ x>, resulta que 1 es una raiz, dado que 1 + 12 = 1+ 1 = 0, por tanto hay
un factor (x + 1) y de esta manera podemos encontrar todos los demds factores por el algoritmo de la division.

Entonces, hay dos cédigos ciclicos adecuados de longitud 3. Uno de ellos tiene polinomio generador g(x) =
1+ x, dimension k = n — deg(g(x)) = 3 — 1 = 2 y matriz generadora:

o= lntol =l 1 1)

El cédigo es C = {(0,0,0),(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}.
El otro cédigo tiene como polinomio generador g(x) = 1+ x + x* y matriz generadora
G=1[1 1 1],

por lo que es el cédigo C = {(0,0,0),(1,1,1)}.
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Ejemplo 2.4.3. Para n = 6, la factorizacién de 1 + x° en factores irreducibles es:

1+x% = (14257

)
= [(1+x)(
(1+ )%

14+ x+x%))?
1+ x+x%)%

Para encontrar los generadores de cédigos ciclicos lineales adecuados de longitud 6, tenemos que formar todos
los productos posibles de estos factores, excepto 1y 1+ x° ya que son incorrectos. Cada uno de dichos productos
es el generador de un cédigo lineal ciclico de longitud 6.

Estos productos que generan los cddigos ciclicos lineales de longitud 6 y la dimensién de cada uno de ellos se
pueden visualizar en la siguiente tabla:

Generador del cédigo C Dimensioén del cédigo C
1+x 5
14 x+x2 4
(14+x)2=1+x% 4
(I4+x+x2)2=1+x>+x* 2
1+x)(1+x+x2) =1+ 3
14+ x)?1+x+x2)=1+x+2>+x* 2
(I+x)1+x+x2)2=1+x+ 22+ 23 +x*+2° 1

Observacién: Por el principio de la multiplicacién se puede encontrar la cantidad de cédigos ciclicos
adecuados, ya que una vez obtenidos los factores irreducibles como en el ejemplo anterior, sabemos
que por cada uno tenemos 3 posibles potencias: 0, 1 y 2 y dado que sélo son 2 factores, tenemos
3 x 3 = 9 codigos ciclicos, de los cuales 7 son adecuados y 2 incorrectos. Esto es porque cada cédigo
ciclico tiene un polinomio generador que es divisor de 1+ x°.

Teorema 2.4.4. Si n = 2's entonces 1 + x" = (1+ x°)%.
Demostracién. Sin = 2's, entonces por el Teorema 1.2.4, se tiene lo siguiente:

1+2%° = 14+ (x%)?
— 12’+(XS)ZV
1+ ).

L]

Corolario 2.4.5. Sea n = 2's, donde s es impar y sea 1 + x° el producto de z polinomios irreducibles
distintos. Entonces hay (2" + 1)* cddigos ciclicos lineales de longitud n y (2" + 1)* — 2 cddigos ciclicos
lineales adecuados de longitud n.

Demostracién. Por el Teorema 2.4.4 se sabe que si n = 2's, entonces

T4+ x" = (1425
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pero por hipétesis
1+x°=pr-p2-oc-pz

donde todos los p; son polinomios irreducibles distintos.

Asi,
1+x" = (1+x)7
= [prp2.p)?
= pl Pz P2

donde por la observaciéon anterior, cada factor tiene 2" + 1 posibles potencias. Es decir que hay
(2" +1)* — 2 cédigos ciclicos adecuados de longitud n (usando el principio de la multiplicaciéon y
quitando los 2 c6digos que son incorrectos). O

Ejemplo 2.4.6. En el ejemplo 2.4.2 se muestra que 1 + x> es el producto de dos polinomios irreducibles: 1 + x
y 1+ x + x2. Al aplicar el Corolario 2.4.5 con n = 2° - 3, entonces r = 0,s = 3 y z = 2, encontramos que
hay (2° +1)2 = (2)? = 4 cddigos ciclicos lineales de longitud 3, de los cuales 2 son adecuados.

Por otro lado, en el ejemplo 2.4.3, para 1 + x°, tenemos n = 6 = 21 -3, por lo quer =1,s =3y z = 2, por
lo tanto hay (2 + 1)* = 9 cédigos ciclicos lineales de longitud 6, de los cuales 7 son adecuados.

Como se puede observar en los ejemplos, los cdlculos concuerdan con lo encontrado anteriormente.
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2.5. Dual de un cédigo ciclico

A continuacién, estudiaremos el dual de un cédigo ciclico, el cual también cumple ser ciclico y por
ende, tener polinomio generador.

Teorema 2.5.1. Si C es un cédigo ciclico, entonces su dual C*+ también es un cédigo ciclico.

Demostracién. Sea C un cédigo ciclico de K" con dim(C) = k, entonces se sabe que
VaeCyVbeCt, a-b=0.

Entonces, sia = (ag, a1, ...,ay,-1) y b = (bo, b1, ..., by—_1):

0 = (ag,a1,...,an-1) - (bo, b1, ..., by—1)
= apby +mby + ... + ay_2by_2 + a,_1b, 1
= ay_1by_1+aobp +a1b1 + ... + a,_2b,_>, ya que la suma es conmutativa.
= (an,l, aog, a1, ..., an_z) . (bnfl, bQ, bl, veey bn_2)
7t(a) - t(D).

Por lo tanto, 7t(a) - t(b) = 0,Va € Cy Vb € C*+. (*)

Se sabe que por la seccién 2.1, si v € C con v # 0 entonces el c6digo C puede ser generado por v, de
la siguiente manera:
C=<{ov,n(v),. " (o)} >.
Asi, Va € C,
a = ago+ a171(0) + ... + ay_1 77" (0).

Entonces Vb € C*, se tiene:

a-n(b) = (aov+a17(v) + ... +a, 17" H(v)) - w(b)
= v -7(b) +a1(v) - w(b) 4 ... + w17 () - 71(b)
= ao(v-7(b)) + ay(71(v) - 71(b)) + ... +ay_1 (7" (o) - 71(D))
= ao("(v) - (b)) + ar(7(v) - (b)) + ... + ap_1 (7" 1(0) - (b))
= a(m(m" Moy (D)) + 1 () (B)) + ... + 1 (T H)y=7T(B)), por (¥).
= wo(0) +a1(0) + ... + a,—1(0)
0.

Esto significa que Vb € C*, (b) € C*, ya que 7(b) anula a todo C y ademas C es lineal dado que

C lo es por definicién. Por lo tanto, C* es un c6digo lineal ciclico.
O

Para encontrar el polinomio generador del dual necesitamos relacionar el producto de polinomios
y el producto punto de vectores.

Lema 2.5.2. Sea a < a(x),b <> b(x) y b’ <> b'(x) = x"b(x~!) mod (1 + x™), entonces a(x)b(x) méd
(1+x") =0siysélosimi(a)-b' =0parai=0,1,...,n— 1.



2.5. DUAL DE UN CODIGO CICLICO 59

Demostracion. Sea c¢(x) = a(x)b(x) méd 1+ x”, donde a = (ag,a1,...,a,-1) v b= (bo,b1,...,by_1).

k

Dado que x* = x"*F méd (1 + x™), el coeficiente del término x¥ en c(x), es:

cx = axbo + ax1by—1+ ...+ ay,_1bg 1 +aobx + ... + ax_1b1.

Ademads como a(x) = ag+ a1x,+... +a,_1x" 'y b(x) =bo+byx +...+b,_1x""!, entonces,

X"b(x ) méd (1+x") = x"(bo+bixt +bpx™ 2+ ...+ by 1x ") mod (14 x")
= box" +bx" 4 .. 4+ b,_xmoéd (1+x")
by1x 4 ...+ bpx™ 2 4 bix" L 4 box" méd (1 + x™)
= bpax+ ...+ box" 2 £ b box™ + by + by mod (1 + x")
= (bo+bypax+...+bpx" 2+ bx" 1) + box" + bp méd (1 + x™)
= (bo+by1x+ ...+ box" 2+ bx" 1) + bo(1+ x") moéd (1 + ™)
= (bo+by1x+ ...+ bpx" 2+ byx" 1)
< (bo,by_1,...,bp,b1) =V

Note que si 7" *(a) = (ay, agy1,.-.,a0-1,40,- - -,0_1) y b = (bo,by_1,bu—2,...,b1), se tiene:

Nn_k(a) 'b/ = (ak,ﬂk+1,...,an,1,ﬂ0,...,ﬂkfl) : (bOIbnfll"'/bZI bl)
= agbo + ax1by—1+ ...+ ay,_1bg1, a0b + ...+ a1y
=  Ck.

Por lo tanto, ¢, = 7" *(a) - b/, Yk =0,1,...,n — 1.

(=) Si c(x) = a(x)b(x) méd (1 + x™) = 0, significa que todos los coeficientes de c(x) valen cero
(cx = 0), entonces n"‘k(a) V=0,Vk=0,1,...,n—1.

(<) Sice = 1 *a)-b' =0,¥k =0,1,...,n — 1. Entonces todos los coeficientes de c(x) valen cero
y entonces c(x) = 0, es decir, a(x)b(x) méd (1+ x") = 0.

Finalmente, el conjunto de todos los 71" %(a), Vk = 0,1,...,n — 1 es: {n"(a), n" '(a),...,7t(a)} =
{a,7(a),...,m Y(a)} y es el conjunto de a con sus n — 1 cambios ciclicos. Por lo tanto, hemos
probado que a(x)b(x) = 0méd (1 + x™) si y s6lo si 7w'(a)-b' = 0,Vi =0,..,n—1 donde b/ <
b'(x) = x"b(x~') méd (1 + x™).

0

Sea C un c6digo lineal ciclico de longitud n y g(x) el polinomio generador de C. Sabemos que g(x)
divide a 1 + x" y, por lo tanto, hay un polinomio tnico h(x), tal que 1+ x" = g(x)h(x).

Por el Lema 2.5.2 sabemos que x"h(x~!) estd en C*, ya que 1 + x" = g(x)h(x), entonces g(x)h(x) =
0 m6d (14 x™). Y ahora, el siguiente teorema nos ayuda a encontrar el polinomio generador para
el dual de un cédigo ciclico.
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Teorema 2.5.3. Si C es un cédigo ciclico lineal de longitud n y dimension k con generador g(x) y si 1+ x" =
¢(x)h(x), Entonces C+ es un cédigo ciclico de dimension n — k con generador x*h(x~1). Denotaremos al
polinomio generador de C+ como g (x), es decir g*(x) = x*h(x~1).

Demostracion. Como C tiene una dimension k, g(x) tiene un grado n — k y, por lo tanto, h(x) tiene
un grado k. Ya que:

g(x)h(x) =1+ "
Ademas, tenemos que

g hh(xh) =1+ (x7)"

(xR = 21+ (x7)").

e (Y (27 = 14 2"

Entonces
XFh(x~ 1|1+«
Asi, por el Teorema 2.1.19, genera a un cédigo ciclico.
Ahora probemos que C+ =< x*h(x~1) >, por construccién g(x)h(x) =1+ x" = 0 méd (1 + x").
Entonces ¢(x)h(x) = 0 méd (1 + x™") y tomando a(x) = g(x) y b(x) = h(x), tenemos por el lema
anterior:
mi(g)-b =0,Vie€{0,1,..n—1},

donde

b < b'(x) = x"h(x~1) méd (1 + x™).
Pero

xX"h(x71) = xR (xFh(x71)).

Asi, podemos reescribir la congruencia anterior, como:

V< b(x) = x"h(x 1) méd (1+ x")

=K (xkp(x71)) mod (1 + ™)

K¢l (x)) méd (14 x"), donde gt(x)=xFn(x71)
o g,

X
X

Entonces, b’ la palabra asociada al polinomio b’ (x) es igual a 77" (g1).

mi(g) - Tk (gt) =0,Vi={0,1,..,n — 1}.
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Pero C =< g, 7(g), 7*(g), ..., " ~1(g) >, por ser g(x) el polinomio generador de C.

Entonces 77" %(¢") anula a cada elemento del generador de C, asi 77"~ (g*) anula a todo C.

8 8

Va e C,a- 1" *gt)=0.

Entonces 71" %(g+) € C, por definicién de C*.

Pero vimos que C* es ciclico, por lo tanto estdn todos sus cambios ciclicos de 77" *(g+)

lar,

, en particu-

nk(nn—k(gi)) eC nn—k—l—k(gi) eC
n'(gt) eC
gtecC
xfn(x~1) e ct.

T o

Por lo tanto, xi(x!) es un factor de 1+ x", que tiene grado k y asi, el polinomio generador para
el c6digo lineal ciclico C* de dimensién n — k es g (x) = xFh(x~1).
U

Ejemplo 2.54. Sea g(x) = 1+ x + x> es el generador de un cédigo ciclico de longitud 7 y dimensién
k=7-3=4

Dado que ¢(x) es un factor de 1+ x7, ya que 1 + x” = g(x)h(x), entonces haciendo la division de 1 + x”
entre g(x), podemos encontrar h(x).

En este caso h(x) = 1+ x + x2 + x*. El generador para C+ es g*(x) = x*h(x 1) = x*(1 +x 1+ x72 +
x4) =1+ x2 + x% + x* que corresponde a g* = (1,0,1,1,1,0,0).

Claramente g - ¢ = (1,1,0,1,0,0,0,0) - (1,0,1,1,1,0,0) = 0 y 77*(g) - g~ = 0. Ademds, tenga en cuenta
que g (x) # h(x).

Ejemplo 2.5.5. Sea g(x) = 1+ x + x? el polinomio generador de un cédigo ciclico lineal de longitud 6.

Encontramos que h(x) = 1+ x + x> + x* satisface g(x)h(x) = 1+ x°. Por lo tanto, g*(x) = x*h(x~1) =
A1+ x P+ x3+x74) = x* + x® + x + 1 es el polinomio generador para el cédigo dual. Y note en este
ejemplo que g*(x) = h(x).

Observacién: En general, no siempre sucede que g+ (x) # h(x).



Capitulo 3

Codigo de Hamming y codigo BCH
corrector de errores dobles

3.1. Campos finitos

En esta seccién, construiremos un campo finito, que nos ayudara junto con el anillo K, a trabajar de
manera mds practica con los cédigos ciclicos.

Definicién 3.1.1. Denotaremos por GF(n) a un campo finito de n elementos.

Observacion: Las siglas GF hacen alusiéon a “Galois Field”, que se traduce a Campo de Galois.
Definicién 3.1.2. El polinomio d(x) € K[x] es un divisor o factor de f(x) si f(x) = g(x)d(x), para algiin
8(x) € Klx].

Observacién: Los polinomios 1y f(x) son claramente divisores de f(x). A estos polinomios les

llamaremos divisores impropios. Cualquier otro divisor, se dice que es un divisor propio.

Definicién 3.1.3. Un polinomio f(x) € K[x] se dice que es irreducible, si no tiene divisores propios en
K[x]. De lo contrario se dice que es reducible (o factorizable) en K|x].

Observacién: Los polinomios x y 1+ x son irreducibles en K[x]| por definicién.

Teorema 3.1.4. Dado f(x) € K[x] con deg(f(x)) > deg(1 + x). El polinomio 1+x es un divisor de f(x) si
y sélo si 1 es raiz de f(x) (es decir, f(1) = 0).

Demostracion. (=) Dado que 1+ x divide a f(x), se tiene que:
f(x) =g(x)(1 +x).
Six=1,
f) = g(M(A+1)

= g(1)(0)
= 0

Por lo tanto, ya que f(1) = 0, entonces 1 es raiz de f(x).

62
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(<) Por hipotesis se sabe que 1 es raiz de f(x), es decir, f(1) =0y que deg(f(x)) > deg(1+ x).
Asi, por el algoritmo de la division existen g(x) y r(x) tal que
F(x) = g(x)(1+ %) + 1(x),
con
deg(r(x)) < deg(l+x)=1 6 r(x) =0,
en donde la tinica forma que se cumpla lo anterior, es si r(x) =0 6 r(x) = 1.
Six =1,

f) = gMA+1)+r(1)
= g(M)(0) +r(1)
= r(1).

Pero como f(1) = 0, entonces r(1) = 0 y esto es posible sélo si r(x) = 0.

Por lo tanto, f(x) = g(x)(1+ x) y asi, 1 + x divide a f(x). O

Teorema 3.1.5. Dado g¢(x) € K[x] con deg(g(x)) > deg(x). El polinomio x es un divisor de g(x) si y sélo
si 0 es raiz de g(x) (g(0) = 0).

Demostracién. (=) Dado que x divide a g(x), se tiene que:
8(x) = h(x)(x).
Six =0,

8(0) = h(0)(0)
=0

Por lo tanto, 0 es raiz de g(x).

(<«=) Por hipétesis se sabe que 0 es raiz de g(x), es decir, g(0) = 0y que deg(g(x)) > deg(x).
Asi, por el algoritmo de la divisién existen g(x) y r(x) tal que
g(x) = q(x)(x) +r(x),
con
deg(r(x)) < deg(x) =1 6 r(x) =0,
en donde la tnica forma que se cumpla lo anterior, es si r(x) =0 6 r(x) = 1.
Six =0,

g(0) = 1(0)(0) +r(0)
= r(0).

Pero como g(0) = 0, entonces 7(0) = 0 y esto es posible sélo si r(x) = 0.

Por lo tanto, g(x) = h(x)(x) y asi, x divide a g(x). O
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Ejemplo 3.1.6. El polinomio 1 + x + x> no tiene raices en K, entonces los polinomios x y 1 + x, no son
divisores. Por lo tanto, se concluye que es irreducible.

Por otra parte, los polinomios x2, 1 + x2, y x + x> no son irreducibles, ya que 0 es raiz de x*> y x + x2, lo que
significa que tienen a x como divisor. Ademds, los polinomios 1+ x2 y x + x? tienen como raiz al 1, es decir,
1+ x es divisor.

Ejemplo 3.1.7. Sea f(x) =1+ x+x>+x2. Six =1, f(1) =1+1+1+1 =0, entonces, 1 + x es un
factor de f(x).

Por el algoritmo de la division se tiene que f(x) = (1 +x)(1+x?) = (1+x)(1+x)? = (1+x)3.

Por otro lado, sea g(x) = 1+ x + x>, entonces si x =0, g(0) =1 # 0ysix =1, g(1) = 1 # 0, entonces
g(x) no tiene factores lineales. Por lo tanto, g(x) es irreducible en K|x], ya que si un polinomio ciibico es
reducible, entonces debe tener al menos un factor lineal.

Ejemplo 3.1.8. Sea f(x) = 1+ x + x*. Dado que f(0) # 0y f(1) # 0, f(x) no tiene factores lineales.

Entonces, si f(x) es reducible, f(x) debe tener un factor cuadrdtico reducible. La tinica cuadrdtica irreducible
en K[x] es ¢(x) = 1+ x + x2. Después de dividir ¢(x) en f(x), encontramos un resto distinto de cero.
Entonces 1+ x + x? no es un factor de f(x). Por lo tanto, f(x) es irreducible en K[x].

Definicién 3.1.9. Un polinomio irreducible en K[x| de grado n, n > 1 se dice que es primitivo si no es un
divisor de 1 + x™ para cualquier m < 2" — 1.

Ejemplo 3.1.10. Dado que 1+ x + x? no es un factor de 1 + x™ para m < 3 = 22 — 1, entonces es primitivo.
De manera similar, 1 + x + x> no es un factor de 1+ x™ para cualquier m < 7 = 23 — 1y, por lo tanto,
también es primitivo.

Sin embargo, 1+ x> = (1+x)(1+x+ x>+ 23+ x*) y 1+ x + 22 + 23 + x* es irreducible, donde 5 <

15 = 2% — 1y por lo tanto, 1 + x + x* + x> + x* no es primitivo.

En la Seccién 2.1, definimos K, para poder hablar de la multiplicacién de palabras mediante sus
polinomios. Veamos con el siguiente ejemplo que K, definido de esa manera, no es un campo.

Ejemplo 3.1.11. Usaremos la multiplicacion de polinomios médulo 1 + x* para definir la multiplicacion de
palabras en K*. Entonces,

Al producto (0,1,0,1)(0,1,0,1) le corresponde:

(x+23) (x +2%) = 2 +x°
= (x*> +x%) moéd (1 + x*)
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A quien le corresponde la palabra (0,0,0,0).

Entonces (0,1,0,1)(0,1,0,1) = (0,0,0,0), pero (0,1,0,1) # (0,0,0,0) en K*. Por lo tanto, dado que K*
tiene divisores de cero, entonces no puede ser un campo bajo esta definicion de multiplicacion.

Por definicién, K, = K[x]/ < 1+ x" > y sabemos que por los cursos elementales de algebra, que si
K[x] lo efectuamos modulo h(x), donde h(x) es un polinomio irreducible sobre K, tendremos que
K, = K[x]/ < h(x) > es un campo. Asi, para que haya una correspondencia entre las palabras de
K"y K, = K[x]/ < h(x) >, necesitamos que /(x) sea de grado n y asi, ambos conjuntos tendrian 2"
elementos debido al campo K y habria una correspondencia entre K" y un campo.

En resumen, se tiene la definicién siguiente:

Definicién 3.1.12. El campo GF(2") generado por el polinomio irreducible h(x) de grado n, es el anillo
cociente

GF(2") =K][x]/ < h(x) > .

Observacién: Para la construccién de GF(2") usaremos a menudo la correspondencia que existe
entre GF(2") y K".

Notacién: Denotaremos como 1 a la palabra (1,0,...,0) y a su respectivo polinomio como 1. De la
misma manera, 0 denotaré la palabra (0,0,...,0) y su respectivo polinomio 0.

Ejemplo 3.1.13. Dado el polinomio irreducible h(x) = 1+ x + x* (visto en el Ejemplo 3.1.8). Consideremos
el campo GF(2*) = K[x]/ < h(x) >.

Para encontrar el producto (0,1,0,1)(0,1,0,1) note que:
(0,1,0,1)(0,1,0,1) que se corresponde con (x + x°)(x + x%).
Pero

x—i—x3 x+x3 :x2+x6.
(

¥+ 20 moéd (1+x+x*) = >

Por lo tanto (0,1,0,1)(0,1,0,1) = (0,0,0,1) y le corresponde el polinomio x>.

Ejemplo 3.1.14. Consideremos la construccién de GF(23) utilizando el polinomio primitivo h(x) = 1+ x +
x2 para definir la multiplicacion. Hacemos esto calculando x' méd h(x):
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Palabra <> x' méd h(x)
(1,0,0) 1

(0,1,0) x

(0,0,1) 22

(1,1,0) x> =1+x
(0,1,1) x* = x + x?
(1,1,1) =1+ x+ x?
(1,0,1) x6 =1+ x?

Para calcular (1,1,0)(0,0,1) que se corresponde con (1 + x)(x?), observe que de la tabla anterior
1+ x = x> méd h(x) asf que:

() (1+x) = x*- 28

=1+ x+x*>méd (h(x)).
Asi,

(1,1,0)(0,0,1) = (1,1,1).

Teorema 3.1.15. Sea GF(2") el campo formado por el polinomio primitivo h(x) de grado n. Si B € K"
representa a la palabra x méd h(x), entonces

GF(2")\{0} = {B'/i=0,1,2,...,2" —2}.

Demostracién. Ya que a B le corresponde el polinomio x mdd /(x), entonces a la palabra B le
corresponde el polinomio x’ méd h(x). Ademads, notemos que si 1 = x™ méd h(x), significa que
0 =14 x" méd h(x) y por tanto, h(x) divide a 1 4 x™.

Como h(x) es primitivo, sabemos que /(x) no divide a 1+ x™ para m < 2" — 1y por lo tanto " # 1
param < 2" —1.

Ademais si f/ = B, para j > i, entonces B+ B =0« B(B~"+1) = 0. Pero ya que estamos en un
campo, tenemos que B/ =06 B/~ + 1 =0.

Ya que B # 0 entonces B # 0, asi quien debe ser cero es /' + 1, lo cual en términos de polinomios
es equivalente a:

B =7 méd h(x)
& BT+ 1 = (¥ +1) méd h(x)
0= (x""+1) moéd h(x).

Pero por todo lo anterior eso significa que j —i > 2" — 1. En resumen tenemos que si i = f,
entonces j —i > 2" —1, conj > i > 0, que es equivalente a decir que si j —i < 2" — 1, entonces
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Bl # B, con j > i > 0. Por lo tanto tenemos que en el conjunto {8, B2, B3, ..., % ~'} ninguna de sus
potencias se repite y dicho conjunto tiene 2" — 1 elementos distintos del cero, por lo tanto podemos
hacer una correspondencia uno a uno con GF(2")\{0} (que también tiene 2" — 1).

Finalmente notemos que por la correspondencia entre {8, 8% 8°,...,8> '} y GF(2")\{0}, existe
una potencia k < 2" — 1 de f tal que sea la identidad. Asi,

Vital que 1 <i <2" —1yi# k, tenemos:
‘Bk‘Bi:‘Bi
’BkJri:ﬁi
=k+i—-i>2"-1
k>2"—1, perok <2"—1.
=k=2"-1

Por lo tanto 5 = p*'~1 = 1 = B°. Asi tenemos:

GF(2"\{0} ={B'/i=0,1,2,...,2" —2}.

Observaciones:

., . . . . . e ey n_
= De la demostracién anterior vimos que siendo k(x) polinomio primitivo de gradony g2 ! =
1, en términos de polinomio se tiene que

1=x*""1mod h(x).
e 2141 =0méd h(x)
& h(x)[x¥ 141

Es decir, un polinomio primitivo de grado n, siempre divide a 1 4+ x™ cuando m = 2" — 1.

= Cada palabra que no sea cero en K" puede ser representada por alguna potencia de B y nos
facilita la multiplicacién en el campo.

Definicién 3.1.16. Un elemento « € GF(2") se dice primitivo si a™ # 1 para 1 < m < 2" — 1. Es decir,
« es primitivo si cada palabra que no sea cero en GF(2") se puede expresar como una potencia de «.

Observacioén: Si se usa un polinomio primitivo para construir GF(2"), donde B es la palabra definida
anteriormente, entonces 3 es un elemento primitivo.

Ejemplo 3.1.17. Construya GF(2*) usando el polinomio primitivo h(x) = 1+ x + x* y escriba cada palabra
como una potencia de B, donde a B le corresponde el polinomio x méd h(x). Tenga en cuenta que B° = 1.
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Palabra | Polinomio en x méd h(x) | Potencia de f8
(0,0,0,0) [ 0 —— =
(1,0,0,0) | 1 Bl =1
(0,1,0,0) | x B
(0,0,1,0) | x? p?
(0,0,0,1) | x® B
(1,1,0,0) | x* =1+« p
(0,1,1,0) | x° = x4+ x2 B>
(0,0,1,1) | x® =22 + 3 po
(1,1,0,1) | x” =1+ x + 3 B’
(1,0,1,0) | x® =142 o
(0,1,0,1) | x* = x +° p’
(1,1,1,0) | x =1+ x +? p1o
0,1,1,1) | xMt = x + 2%+ 23 pH
(1,1,1,1) | x2 =14 x+ 22+ %3 pt2
(1,0,1,1) | x® =1+ x2 + a3 pl3
(1,0,0,1) | x¥ =143 pl4

Para calcular (0,1,1,0)(1,1,0,1) = - g7 = B2 = (1,1,1,1) yaque (x + ¥*) (1 + x + %) = x° - x” =
x'2 méd h(x).
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3.2. Polinomios minimos
En esta seccion, definiremos la nocién de polinomio minimo para el campo GF(2").

Definicion 3.2.1. Un elemento « en un campo F = GF(2"), se dice que es raiz de un polinomio p(x) € F|x]
st y s6lo si p(a) = 0. Es decir, si p(x) = ao + a;x + ... + agx*. Entonces

p(a) =ag+aa+ ... +aak = 0.

Ejemplo 3.2.2. Sea p(x) = 1+ x3+ x%, y sea B el elemento primitivo en GF(2*) construido usando
h(x) =1+ x + x* (ver tabla del Ejercicio 3.1.17).

p(B) =1+ B>+ p*=(1,0,0,0) + (0,0,0,1) + (1,1,0,0)
=(0,1,0,1)
= p°.

Ast que B no es una raiz de p(x). Sin embargo,

p(B7) =1+ () + (5"
-1 _1_'[321 + [328
=14+ (yaquep®=1)
= (1,0,0,0) +(0,0,1,1) + (1,0,1,1)
=(0,0,0,0)
=0.

Por lo tanto, B’ es raiz de p(x).

Definicién 3.2.3. El orden de un elemento « en un campo GF(2"), es el entero positivo mds pequefio m, tal
que o' =

Observacién: Usando la Definicion 3.1.16 y Definicién 3.2.3, si & es un elemento primitivo, entonces
su orden es 2" — 1.

Definicién 3.2.4. Para cualquier elemento « en GF(2"), definimos el polinomio minimo de « como el poli-
nomio en K|x] distinto del 0 de grado mds pequefio que tiene a & como raiz.
Notacién: Sea m,(x) el polinomio minimo de «.

Observaciones:

= Dado que no es posible evaluar a en un polinomio de K[x], se hace una identificacién de K[x|
con GF(2")[x] y asi, por ejemplo, el polinomio p(x) = 1+ x + x* en K[x], es identificado en
GF(2")[x] como p(a) = 1+ Ta + Ta3.
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= Tenga en cuenta que si a tiene orden m, (es decir, ™ = 1), entonces a es una raiz de 1 + x™,
por lo que cada elemento en GF(2") es una raiz de algin polinomio en K[x].

Teorema 3.2.5. Sea a # 0 un elemento de GF(2") y sea my(x) el polinomio minimo de w. Entonces

(a) el polinomio my(x) es irreducible sobre K[x|;
(b) si f(x) es cualquier polinomio sobre K tal que f(x) = 0, entonces my(x) es un factor de f(x);
(c) el polinomio minimo es tinico;

(d) el polinomio minimo my(x) es un factor de 1 + x> ~1.

Demostracion.

(a) Por contradiccion, supongamos que existen g(x) y h(x) en K[x]| con deg(g(x)) < deg(mq(x))
y deg(h(x)) < deg(mg(x)) respectivamente, tal que

Y como GF(2") es un campo, entonces g(a) = 0 6 h(x) = 0 lo que conduce a una contradic-
ci6én, dado que m,(x) es el polinomio de menor grado tal que m,(a) = 0, entonces g(x) =1
6 h(x) = 1. Por lo tanto, m,(x) es irreducible sobre K[x].

(b) Por el algoritmo de division, dado que deg(m,(x)) < deg(f(x)),
f(x) = ma(x)g(x) +7(x),
donde deg(r(x)) < deg(my(x)). Ahora, como f(«) = 0, entonces

0= fla) = mqo(a)g(a) +r(a)
=0-g(a) +r(a)
=0+r(w)
= r(a).

Tenemos que r(a) = 0. Pero dado que m,(x) es el polinomio de menor grado, tal que « es su
raiz, no puede existir otro de grado menor que el de m,(x) que satisfaga dicha propiedad. Es
asi que r(x) = 0. Por lo tanto, f(x) = m,(x)g(x), y ma(x) es un factor de f(x).
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(c) Supongamos que existen dos polinomios minimos: m; (x) y m(x), tal que mj(a) = 0y
mq(a) = 0. Pero por el literal b), dado m,(x) polinomio minimo y m/(x) otro polinomio
en K[x] con m),(«) = 0, entonces m, (x)|m),(x).

Analogamente, siendo ), (x) polinomio minimo y m,(x) otro polinomio en K[x] con m,(a) =
0, entonces ), (x)|mq(x).

Por lo tanto, dado que m, (x)|m,,(x) y m}(x)|mq(x), entonces m,(x) = ml(x). Y asi, m,(x) es
anico.

(d) Sea p un elemento primitivo en GF(2"), entonces un elemento cualquiera en GF(2") se escribe
como a = . Entonces a® 1 = ()21 = (¥ i=1=1Tyasil1+a® 1=1+1=0y por
lo tanto, a es una raiz de 1+ x2'~1 y por el literal (b), m,(x) es un factor de 1 + x*' 1.

O

Si se desea encontrar el polinomio minimo de « € GF(2"), sabemos que dicho polinomio debe tener
como raiz a &« y ademas ser el polinomio de menor grado que cumpla dicha propiedad. Es por ello
que si en general tenemos un polinomio p(x) = ag + aix + ax> + ... + a,x™ del cual « es raiz, debe
cumplir que p(a) = ag + aja + a2a® + ... +a,,2™ = 0, lo que se deduce a encontrar una combinacién
lineal del conjunto {1,«, oz, ... ,a™}, cuya suma sea 0. Sin embargo, se sabe que la dimension de
GF(2") es n.

Si m < n, entonces el conjunto {ag,ay,...,a,} puede ser linealmente independiente y asi todos los
a; deben ser iguales a cero, pero entonces p(x) = 0, lo cual no puede ser, dado que buscamos el
polinomio minimo.

Si m > n, tendriamos el conjunto {ao, a1, ...,a,} de m + 1 elementos, linealmente dependiente, cuya
combinacién lineal genera al polinomio cero, sin embargo como se desea el polinomio més pequefio
en grado, se elige el de grado m = n, es asi que todo nuestro trabajo se reduce a encontrar una
combinacién lineal del conjunto {1,a,a?,...,a"}.

Notacién: Se sabe que si GF(2") es generado por un polinomio primitivo, cada elemento « de
GF(2") lo podemos representar como una potencia del elemento primitivo 8, entonces al polinomio
minimo de « (m,(x)) lo representaremos por m;(x), donde a« = .

Ejemplo 3.2.6. Encuentre el polinomio minimo de & = B, con & € GF(2*) generado por el polinomio
primitivo h(x) = 1+ x + x* (Ver tabla del Ejemplo 3.1.17).
Sea my(x) = mz(x) = ag + ar1x + arx? + asx® + agx*. Si x = «, entonces
my () = mz(a) = 0.
Asi,
— 2 3 4
0 = al +aa+aa”+ aza” + au
a0l + azf° + a2p° + azp’ + asp?
= 40(1,0,0,0) +a1(0,0,0,1) +a2(0,0,1,1) +a3(0,1,0,1) +a4(1,1,1,1).

Resolviendo para ay, a1, a2, az, as, encontramos:

a0:a1:a2:a3:a4:1 y m,x(x):1+x—|—x2+x3+x4.
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Teorema 3.2.7. Sea a un elemento en GF(2") con polinomio minimo m, (x), entonces {a, o, a%,...,a2" '}
es el conjunto de todas las raices de my(x). En particular, el grado de my(x) es [{a,a?, ..., a2 71},

Demostracion. Por definicion de m,(x), se sabe que m, () = 0.
Entonces,
ma(a®) = (ma())*

= (0)?
= 0,Vi e N.

Ademds, si « = B/, donde B € GF(2") es un elemento primitivo. Entonces,
G
= (" p)

(1-8)

n
W =

’31‘
Q.

. . (e . . . 2 -1
Lo que significa que el ciclo se repite, lo cual nos hace pensar que el conjunto {a,a?,a%,...,a>" }
tiene a todas las raices de m,(x).

Para comprobar lo anterior, supongamos que existe otra raiz, digamos vy, tal que m,(y) = 0y
ademds que cumpla que v ¢ {a,a?, P “2"*1}‘

Por otro lado, m,(x) es el polinomio minimo de  y dado que existe otro polinomio m,(x) que
tiene a 7y como raiz, debe suceder que m.,(x)|m(x), por el Teorema 3.2.5, b) y ademas deg(m., (x)) <

deg (mq(x)) -
Entonces, por el algoritmo de la divisidn, se tiene que, existe f(x) tal que deg(f(x)) < deg(mq(x)).
ma(x) = oy (x) f (x).

Si x = «, entonces,
my(a) = my(a)f(a)
0 = my(a)f(a).

Dado que GF(2") es un campo, entonces 1, (a) = 0 6 f(a) = 0. Pero en ambos casos, no puede
suceder que exista otro polinomio de menor grado que el de m,(x) tal que tenga a « como raiz,

. . .. .. ., . 2 I L. .
dado que el polinomio minimo es tnico. Asi el conjunto {«, P A } tiene a todas las raices
de my(x).

Por lo tanto, el grado de m,(x) es [{a,a?, ..., 2% 71}|. O

., . . . n__ e e e,
Observaci6n: Tenga en cuenta que la cardinalidad del conjunto |{a,a?, ..., a* ~1}| es por definicion,
sin repeticion.
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Ejemplo 3.2.8. Sea ms(x) el polinomio minimo de « = B°, donde B° € GF(2*) (generado por h(x) como en
el Ejemplo 3.1.17).

Por el Teorema 3.2.7, como {a,a?,a*, a8} = {B°, BV}, las raices de ms(a) son B° y B0, lo que significa que
el grado (ms(x)) = 2.

Ast, ms(x) = ag + ar1x + axx? y por lo tanto:

0=apl + ﬂlﬁS + alelO
0 =14a0(1,0,0,0) +4a1(0,1,1,0) +a>(1,1,1,0).

Resolviendo para ag, ay y ay se obtiene que ag = a1 = a; =1y ms(x) =1+ x+ X2,

La siguiente tabla muestra los polinomios minimos del resto de los elementos del campo en GF(2*) construido
usando el polinomio h(x) = 1+ x + x*.

Elemento de GF(2*) | Polinomio minimo

0 X
1 14+ x
, 2, 4, 8 1+x+x4
‘83186 189 1812 2 3 4
,B/,B/,B/,B 1+x+x +x° 4+ x

135’ IBIO 1 + x + x2
137, 1311’ [313, [314 1+ x3 + x4
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3.3. Cddigo ciclico de Hamming

En esta seccién se probara que los cédigos de Hamming también son ciclicos y ademds se mejorara
la decodificacion, todo esto gracias a las herramientas desarrolladas en las secciones anteriores.

Definicion 3.3.1. El cédigo de Hamming 1-corrector de errores de longitud 2" — 1, con r > 2, tiene una
matriz H de control de paridad tal que sus filas son todas las palabras de tamarfio v distintas de la palabra cero.

Por la definicién anterior, si § es un elemento primitivo de GF(2"), entonces las potencias de B que
forman a todas las demds palabras de GF(2"), las podemos ubicar en H de la siguiente manera:

1

p
H=| B

52"—2
Observacion: Note que H es una matriz de tamafio (2" — 1) x r.

Teorema 3.3.2. Un polinomio primitivo de grado r es el polinomio generador de un cédigo ciclico de Hamming
de longitud 2" — 1.

Demostracion. Sea p un elemento primitivo de GF(2") y C el c6digo de Hamming de longitud 2" — 1.

Asi,

1

H=| B

B 2] oy

Si se recibe w tal que w = (ag, a1, ...,a2r—2), entonces w(x) = ag + a;x + axx* + ... + ayr_ox? 72,

Por otro lado,
1

p

wH = (ag, a1, ...,00_2) B
ﬁZ’LZ
wH = apl + a1+ alez + ...+ uzr_lezr*Z

= w(p)

Ahora, no es necesario multiplicar la palabra recibida con la matriz H. Sino que, una vez recibida
la palabra w, cuyo polinomio correspondiente es w(x), se debe evaluar el elemento primitivo  en
w(x) para comprobar si dicha palabra ha sufrido error.
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Por lo tanto,
wH = w(p). (3.1)

Siw € C, donde C es un cédigo de Hamming de longitud n = 2" — 1, con r > 2. Entonces,
wH = 0.
Asi, w(B) = 0y por el Teorema 3.2.5 b), se tiene que mg(x)|w(x).

Por lo tanto,
Vo e C, mg(x)|o(x). (3.2)

Ademas, por el Teorema 3.2.5 d), el polinomio minimo mﬁ(x) es un factor de 1+ x¥ 1, pero como
2" —1 = n. Entonces mg(x) es el polinomio generador de un cédigo ciclico de longitud 2" — 1.

Y asf, C =< mg(x) >. Ademads, mg(x) es un polinomio primitivo, para ver esto notemos que por

el Teorema 3.2.7, el conjunto {B, B2, B%, ..., 52#1} tiene todas las raices del polinomio minimo mﬁ(x),
ademds dicho conjunto tiene r elementos y B es un elemento primitivo, es asi, que por el Teorema
3.1.15, ninguna de esas raices se repite, por lo tanto mg(x) tiene r raices distintas y por tanto es de
grado r, y como estamos trabajando con un cédigo de Hamming, r > 1.

Por dltimo asumamos que existe 7 entero positivo tal que m < 2" — 1y mg(x)|1 4 x™. Asi,

1+x™ = a(x)mg(x), paraalgtn a(x).
= 1+ p" =a(p)mp(p) =0

Pero, B = 1 es una contradiccién ya que m es una potencia menor a 2" — 1 y el orden de § por
ser un elemento primitivo de GF(2") es de hecho 2" — 1. Por lo tanto el cédigo de Hamming C es
generado por un polinomio primitivo de grado r como se queria verificar. O

Ejemplo 3.3.3. Construimos GF(23) con p(x) = 1+ x 4 x° polinomio primitivo, donde r = 3 y n =
23 —1=7. Ademds B = (0,1,0) es el elemento primitivo y B se corresponde con el polinomio x' méd p(x).

De esta manera, una matriz de control de paridad para un cédigo de Hamming de longitud 7, es la siguiente:

-1 -

H = | B3| se corresponde con

—__ O, OO
oOR R PR ORO
R R R, ORFR OO

B i |

Donde facilmente se puede verificar que es la misma matriz de control de paridad del cédigo ciclico que tiene
como polinomio generador a p(x) = mpg(x).
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De la demostracion del Teorema 3.3.2. se sabe que el polinomio generador de un cédigo ciclico de
Hamming es el polinomio primitivo mg(x) y si w(x) es el polinomio correspondiente a la palabra
recibida, entonces w(x) = c(x) + e(x), donde c(x) es una palabra del cédigo.

Si x = B, entonces

w(x) = c(x)+e(x)

w(x) = mg(x)a(x)+e(x)

w(p) = 0+e(p)

w(p) = e(p)
Sin embargo, el c6digo de Hamming corrige 1 error, es decir que el polinomio del error tiene sélo
un 1 como coeficiente de alguna potencia de x. Lo que significa que e(x) = x/, donde j es la

posiciéon donde se encuentra el 1 en e (teniendo en cuenta que j varfa de 0 a n — 1). Por lo tanto,
c(x) = w(x) + /.

Ejemplo 3.3.4. Suponga que GF(23) se ha construido usando el polinomio primitivo 1 + x + x>. Entonces
my(x) = 1+ x + x3 es el polinomio generador para un cédigo ciclico de Hamming de longitud 7. Supongamos
que se recibe w(x) = 1+ x% + x% + x°. Entonces

w(p) =1+ +p+f°
=(1,0,0) +(0,0,1) +(1,1,0) +(1,0,1)
~(1,1,0)
=B
Ast,e(x) = x3yo(x) = w(x) + 23 =1+ x + x°.
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3.4. Coédigos BCH

En esta seccién estudiaremos un tipo de c6digo, que corrige a lo sumo 2 errores, que es uno de los
muchos cédigos BCH existentes.

Definicién 3.4.1. El cédigo BCH corrector de errores dobles de longitud 2" — 1, es el cédigo generado por

g(x) = mg(x)mpgs(x), donde B es un elemento primitivo en GF(2") con r > 4.

Observacién: Dado que n = 2" — 1y por el Teorema 3.2.5 c) y d), g(x) divide a 1 + x" y asi g(x) es el
polinomio generador para un cédigo ciclico.

Ejemplo 3.4.2. Sea B un elemento primitivo en GF(2*) construido con p(x) = 1+ x + x* (Ver tabla del
Ejemplo 3.1.17)). Tenemos que m1(x) = 1+ x + x* y m3(x) = 1+ x + x% + x> + x*. Por lo tanto

g(x) = my(x)ma(x) =1+ x* +x° +x" 4+ x°.

Y g(x) es el polinomio generador para un cédigo BCH corrector de errores dobles de longitud 15. De aqui en
adelante, a este codigo se le llamard Cis.

Lema 3.4.3. La siguiente matriz H es una matriz de comprobacién de paridad para el cédigo BCH corrector
de errores dobles de longitud 2" — 1 y r > 4, donde B es un elemento primitivo en GF(2"), y el polinomio
generador es g(x) = mq(x)mz(x).

_ ‘BO ‘BO -
Pk

H=| ¢ &
IBl ‘331
_ﬁZ’:—Z ‘53(2:’—2)_

Demostracion. Antes de comenzar la prueba del lema, mostraremos por induccién el siguiente re-
sultado:

Yn>2, 2nl<om_1,
Sin=2,
22t =2"=2

y
22 _1=4-1=3.

En efecto 2 < 3.
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Supongamos que se cumple para 1 = k — 1, es decir, 2-1)-1 < 2k=1 1 ¢ 2(k=2) < k=1 1,
Probaremos que se cumple para n = k.
2k—1 —_ 2k—2 .2
< (21 —1).2 por hipétesis inductiva
= 22
< 2F-1

Por lo tanto, ¥n >2, 2" 1 <2n_1.

Ahora, para la prueba del lema, notemos que H es una matriz de dimensién (2" — 1) x 2r.

Si el codigo C es generado por g(x) = mg(x)mgs(x), analicemos qué dimensi6n tiene su matriz de
control de paridad.

Por ser B un elemento primitivo, el grado de mg(x) es r, por el Teorema 3.2.7 y Teorema 3.1.15 .

Ademas, dado que B es el elemento primitivo, en el conjunto {B, 82 B4, ..., ﬁZH} ninguno de sus
elementos se repite.

Por el Teorema 3.2.7, todas las raices de mgs estan en el conjunto {8, (8°)?, (BHZ,..., ()Y ).

Asumamos que existe una de ellas que se repite, es decir, para j > i, con i,j = {0,1,...,r — 1},
2 _ 2

(B = (B)*.

Y dado que los exponentes de B se repiten por ciclos, lo anterior se cumple siempre que sus indices

cumplan lo siguiente:

3(2)) = 3(2") mod (2" —1)
& 3(2)-3(2) = 0mod (2" —1)
Lo anterior significa que (2" —1) | 3(2/) —3(2') & (2" —1) | 3(2/ —2), pero si r > 4, se tiene que
2" —1>3yasi, (2" — 1) no puede dividir a 3, sino que (2" —1)| (2/ — 2'), lo que significa que
2/ =2/ méd (2" —1).

Y nos hemos encontrado con una contradiccién, dado que usando el resultado que se probé¢ al inicio
de la prueba del lema, tenemos la siguiente cadena:

<<t <2 -1
Asi, deg(m3(x)) = r. Entonces, el grado de g(x) es 2r.

Por el Teorema 2.1.15, el deg(g(x)) = n — k, entonces 2r = 2" — 1 — k. Asi, la dimensién del dual es
2r.

Por lo tanto, la dimensién de la matriz de control de paridad para C es (2" — 1) x 2r. Y asi H tiene
las medidas exactas.

Notemos que las columnas son linealmente independientes, ya que por construccién, en la segunda
fila, aparecen (B, %) y eso hace que hayan ceros en lugares donde las demaés filas tienen unos.
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Veamos que H es la matriz de control de paridad de C.

Yov € C,

vH = (v(B), v(B%))
= (a(B)gtB), a(B)g(F)) yvaque g(B) =0y g(p’) =0

=0.

Asi, H anula a todo C. Por lo tanto, H es la matriz de control de paridad de un cédigo BCH corrector
de errores dobles. O

Ejemplo 3.4.4. Por ejemplo, usamos GF(2*) construido en el Ejemplo 3.1.17, con el polinomio primitivo
p(x) = 1+ x + x* para construir un cédigo BCH corrector de errores dobles Cys. Definimos Cy5 como el
cédigo lineal con la matriz H de comprobacion de paridad de 15 x 8 y el polinomio generador mq (x)mz(x).

T 1] 10001000
B B 01 000O0TO0:71
p* B 00100011
g p 00010101
gt p2 11001111
g 1 01101000
e B 00110001
H= |p" p°|secorrespondecon |1 1 0 1 0 0 1 1
s B 10100101
B> B2 01011111
109 11101000
J 01110001
B2 ge 11110011
e p 10110101
B4 B2 1001111 1}

Lema 3.4.5. Un cédigo BCH corrector de errores dobles de longitud n = 2" — 1 generado por g(x) =
mq (x)m3(x), corrige a lo sumo 2 errores.

Demostracién. Sea H la matriz de control de paridad para el cédigo BCH corrector de errores dobles
con polinomio generador g(x) = my(x)mz(x).

Supongamos que se recibe la palabra w a quien le corresponde el polinomio w(x), entonces el
sindrome de w es:

wH = (w(B), w(p*)) = (s1,53).

Donde las palabras s; y s3 son de longitud r.
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Ademds, si wH = 0, entonces no se produjo error en la transmisién. Si se produjo un error en la
transmision, recordemos que el polinomio e(x) = x' y se tiene que:
wH = eH
(e(B), e(B))
= (B.B%)
(

51,53)

Asi, s = ss.

Ahora consideremos que se cumple s> = s3, ademds como s; € GF(2"), entonces existe i tal que
1
s1 = pB'. Asi,

IBSi = 53

Entonces tenemos la palabra (sq,s3) = (B/, %). Por lo tanto se puede corregir un error y todos los
pasos son reversibles.

Si se han producido dos errores en la transmisién, digamos que en las posiciones iy j, i # j, entonces
e(x) =x"+x/ ywH = eH = (e(B),e(B%)) = (s1,53). Por lo tanto, el sindrome wH viene dado por:

wH = (s1,83) = (B'+ B, B> + BY).
Consideramos el sistema de ecuaciones resultante.
B+p =5
g3 4 ﬁ3j — s,
Ahora tenemos la factorizaciéon:

(B +B) (B + BT +p7) =B+ B

si=(B+p) =p"+p.

Por lo tanto:

S5 = ’B3i + ﬁ?)]
= (B'+B) (B + B+ BY)
= (5 + ).
Asi
53

S Tsi=p"
51
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Ahora B y B/ son raices de la ecuacién cuadratica:

T+ (B +p)x B =0

Es decir, raices de la ecuacién:

x>+ s1x + <z3—|—s%> = 0.
1

Ahora veamos que si la ecuacién anterior tiene dos soluciones, podemos llegar a establecer los
mismos sindromes. En términos generales, la ecuaciéon anterior puede tener dos soluciones, una
solucién o ninguna solucién. Analicemos por casos esta situacion.

Primero consideremos que tiene dos soluciones distintas, sean p' y p/, dos raices distintas tales que
i # j. Por ser raices tenemos el siguiente sistema de ecuaciones,

,321+sl[31—|—§+s%:®
, . s
52]+s1ﬁ]+§+5%:@.

Ahora sumando ambas ecuaciones tenemos:

B+ B +51(B +B)
si(B"+p/) = ﬁﬁ+ﬁ”
si(B+p) = (B +p)

$1 :,B +,B].

Ahora sustituyendo en la segunda ecuacién, tenemos:

B+ (B + BB + &+w + (B +p) =
,32] + ‘Bz—i-] _|_'32] + ‘Bl + IB] _|_'321 + IBZ]
:BZ+]+ ﬁz +,B] _|_‘321 +182]
‘Bljfﬁ] — IBZZ' + ﬁiJrj T 182]
s3= (B'+B)(B* + B+ pY)
S5 = ‘BSi + 53]

Entonces tenemos la siguiente palabra formada por los sindromes s; y s3.

(s1,83) = (B'+ B, B + B7).
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. . . . 53
En este caso es posible corregir dos errores. Por otro lado, si la ecuaciéon 2+ sx+ < + s%) =0,
51

tiene una solucién (o sea raiz duplicada), tenemos la siguiente cadena de igualdades.

(x+B)* =x* +s1x + <ZS+S%>
1
; s
x2+ﬁ21:x2—|—51x+ (Sj—i—s%) .

Y por igualdad de polinomios tenemos s; = 0. Pero esto es contradictorio ya que no podriamos
formar la expresion:

s

=3 + s%.

51
Esto, debido a que no podemos dividir por cero.

Finalmente, es claro en este punto que si la ecuacién no tiene solucién, entonces jaméas podriamos
saber con qué potencias formar cada sindrome. En conclusion, si la ecuacién solo tiene una solucién
o ninguna solucién, entonces no podemos saber dénde ocurren los errores.

Por lo tanto, podemos encontrar las posiciones de los errores al encontrar las soluciones de la

.y 5
ecuacion x* + sy x + <3 + s%) =0.
51

El cédigo BCH no puede corregir 3 errores en general, es decir, no puede corregir todos los posibles
errores de peso 3, ya que por ejemplo, si tomamos B, 8/ y B, con i # j # k, es decir, todas las
palabras distintas tales que:

" S
pr=p+p
0=p8+p+p,
entonces tendremos que los sindromes serfan:

(s1,83) = (B*+ B+ B, B + B* + B¥)
(@/ ‘831{ + ‘B3i + ,83])

Entonces, el polinomio que generaria este sindrome tiene como raiz a f y también los multiplos
de dicho polinomio. Por lo tanto, es imposible saber en qué posiciones ocurre el error, ya que no
sabemos nada acerca de la naturaleza de B, 8% y B%. Asi, el c6digo BCH no puede corregir 3
errores en general.

Por las construcciones hechas, es posible corregir a lo sumo 2 errores, resolviendo las ecuaciones
anteriores. Por lo tanto, el c6digo BCH es corrector de errores dobles.
O
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Teorema 3.4.6. Para cualquier entero r > 4, existe un cédigo BCH corrector de errores dobles de longitud
n = 2" —1y de dimensién k = 2" — 2r — 1, con polinomio generador mq(x)mz(x).

Demostracion. Por el Lema 3.4.3, existe dicho cédigo de longitud 2" — 1, con polinomio generador
g(x) = my(x)ms(x) y matriz de control de paridad

_ IBO ﬁO .
p P’
B p°
H=| 1 i
:Bl 1531

_ﬁZ’:fZ 53(2:’72)_

y por el Lema 3.4.5, corrige 2 errores. Finalmente,
deg(g(x)) = n—k

2r = 2" —1—k
k = 29—=2r—1.
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3.5. Decodificacion del codigo BCH corrector de errores do-
bles

Se describi6é un esquema de decodificacion en el Lema 3.4.4 para los c6digo BCH corrector de errores
dobles que fueron construidos en la tltima seccién. A lo largo de esta, identificaremos una palabra
binaria de longitud r con la potencia correspondiente de B, donde B es un elemento primitivo de
GF(2").

Ademés, recordemos que una matriz de control de paridad para el c6digo BCH corrector de errores
dobles, con polinomio generador g(x) = my(x)m3(x) es H, como se define en el Lema 3.4.3. Por
altimo, definamos adecuadamente un polinomio que fue descrito en la demostracion del Lema 3.4.4.

Definicién 3.5.1. Sean v y u elementos del campo GF(2"). Al polinomio:
u
X+ ox + (——f—vz)
v
se le llamard polinomio localizador de errores.

Ahora veamos un ejemplo donde apliquemos las ideas descritas en la secciéon anterior.

Ejemplo 3.5.2. Sea w y su polinomio respectivo w(x) una palabra recibida con los sindromes:
s1=1(0,1,1,1) = w(B) y s3 = (1,0,1,0) = w(B>).

Donde w se codificé utilizando Cys. Del Ejemplo 3.1.17, tenemos que sy corresponde a Bl y s3 a B8. Asi,

53 | 2 _ p8p-11 | p22
S tsi=pp P
51
— ,812 + 157
= B>
Con lo anterior, formamos el polinomio localizador de errores x> + B1x + B2 y encontramos que tiene raices

B* y B3. Por lo tanto, podemos decidir que los errores mis probables se produjeron en las posiciones 4 y 13
(es decir, e(x) = x* + x13), por lo que el patrén de error mds probable es:

(0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0).

Hemos llegado a un esquema para la decodificacion IMLD para los c6digos BCH 2-corrector de
errores. Por el Lema 3.4.4, se determina el algoritmo siguiente:
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Algoritmo 3.5.3. (IMLD para cédigos BCH 2-corrector de errores con polinomio generador my(x)ms(x))
Sea w la palabra recibida de longitud 2" — 1y H la matriz de control de paridad del cédigo BCH corrector de
errores dobles.

1. Calcule el sindrome wH = (s1,s3) = (w(B), w(B%)).

2. Sisy = s3 = 0, concluya que no se produjeron errores. Decodifique ¢ = w como la palabra mds probable
de haber sido enviada.

3. Si sy = 0y s3 # 0 entonces solicite la retransmision.
4. Si s = s3, corrija un solo error en la posicion i, donde s; = p.

5. Formar la ecuacion cuadrditica:

x% 4 s1x + Zﬁ 457 =0. (3.3)
1

6. Si la ecuacion (3.3) tiene dos raices distintas B’ y B/, corregir errores en las posiciones i y j.

7. Si la ecuacién (3.3) no tiene dos raices distintas en GF(2"), concluya que al menos tres errores se
produjeron en la transmision y solicite una retransmision.

Todos los ejemplos y ejercicios que siguen a continuacién utilizan Cy5, cuya matriz de control de
paridad es mostrada en el Ejemplo 3.4.4 y el polinomio generador g(x) es mostrado en el Ejemplo
3.4.2.

Ejemplo 3.5.4. Suponga que se recibe w y el sindrome es wH = (0,1,1,1,1,0,1,0) = (B!, B8). Ahora.

si=(B1) =p"=F # B =5

En este caso, la ecuacién (3.3) es x> + B x + p* = 0. Como se muestra en el Ejemplo 3.5.2, esta ecuacion
tiene raices B* y B'3. Entonces, corregimos los errores en las posiciones i = 4y j = 13; en otras palabras, el
patrén de error mds probable es u = (0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0) y e(x) = x* 4+ x1B es el polinomio de
error presumnto.

Ejemplo 3.5.5. Suponga que el sindrome es wH = (w(B),w(B?)) = (B p°). Entonces 53 = (p°)> =
B® = s3. Por lo tanto, es mds probable que haya ocurrido un solo error en la posicién i = 3. El patrén de error
mds probable es u = (0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), y e(x) = x> es el polinomio de error.

Ejemplo 3.5.6. Supongamos que w = (1,1,0,1,1,1,1,0,1,0,1,1,0,0,0) se recibe. El sindrome es:

wH = (0,1,1,1,0,1,1,0) = (B!}, B°) = (s1,53).
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Ahora, verificamos si ha ocurrido un error:
3 _ (gll\3 _ 33 _ g3 5_
si=(B ) =p"=p #B =5
Dado que no cumple la igualdad, no ha ocurrido 1 errores. Entonces, verificamos si han ocurrido 2.

Para formar la ecuacion cuadrditica (3.3), primero calculamos lo siguiente:

S3 _
Rl - Gl

— ’89 +ﬁ7
=(0,1,0,1) + (1,1,0,1)
= (1,0,0,0)

0
= ﬁ .
En este caso, la ecuacion (3.3) se convierte en:
4+ plx+ g0 =0.

Luego, probamos los elementos de GF (24) para encontrar sus raices y encontramos que x = ,87 es raiz, como
se muestra a continuacion:

(137>2+1811[37+130 — [314—|—[B3+’30
=(1,0,0,1)+ (0,0,0,1) + (1,0,0,0)
— (0,0,0,0).

De la misma forma tenemos que B8 es la otra raiz. Por lo tanto, corregimos errores en las posiciones i = 7
yj =8 estoesu = (0,0,0,0,0,00,1,1,0,0,0,0,0,0) es el patrén de error mds probable. Decodificamos
v=w+u=(1,1011,1,1,1,0,0,1,1,0,0,0) como la palabra enviada.

Ejemplo 3.5.7. Suponga que se envia una palabra de cédigo de Cys5 y se producen errores en las posiciones 2,
6 y 12. Luego, el sindrome wH es la suma de las filas 2, 6 y 12 de H, donde w es la palabra recibida. Asi:

wH = (0,0,1,0,0,0,1,1) 4+ (0,0,1,1,0,0,0,1) + (1,1,1,1,0,0,1,1)
=(1,1,1,0,0,0,0,1) = (B, B>) = (s1,53).

Ahora 3 = (B19)? = B0 =1 # B® = s5. Calculamos:

S
D= =
= (1/0/1/0)+ (01111/0) = (1’1’0’0) = 184'
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Y luego formar la ecuacion cuadrditica es:

x* + g%+ gt =0.

Al probar cada uno de los elementos de GF(2*), vemos que esta ecuacion no tiene raices en GF(2*). Por
lo tanto, IMLD para Cys concluye correctamente que ocurrieron al menos tres errores y solicitamos una
retransmision.



Apéndice A

Implementacion en Octave de Cq5

Durante el desarrollo del Capitulo 3, se construy6 el cédigo BCH corrector de errores dobles Cy5. A
continuacién, se presenta la implementacién del Algoritmo 3.5.3 para el cédigo Cis en el software

Octave.

Primero se cre6 una funcién que permita saber qué palabra del campo GF(2%) le corresponde la

potencia j. Los comandos para esta funcién se muestran a continuacion.

function v=GF24(j)
GF24=[[1,0,0,0];

[0,1,0,0];
[0,0,1,0];
[0,0,0,1];
[1,1,0,0];
[0,1,1,0];
[0,0,1,1];
[1,1,0,1];
[1,0,1,0];
[0,1,0,1];

[1,1,1,0];
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[0,1,1,1];
[1,1,11];
[1,0,1,1];
[1,0,0,1]];
i=rem(j,15);

v=GF24(i+1,);

La segunda funcién creada fue la que nos permitié decidir si dos palabras v y u son iguales. Esta
funcién devuelve 1 si dichas palabras son iguales y 0 si no lo son. En el cuadro siguiente se muestra
como esta definida.

function r=compara(v,u)
r=1;
for i=1:4
if v(i)!=u(i)
r=0;
endif

endfor

La tercera funcién nos permite saber qué potencia le corresponde dentro del campo GF(2%) respecto
al elemento primitivo (0,1,0,0). A continuacién vemos como estd definida esta funcion.

function i=expoGF24(v)
GF24=[[1,0,0,0];
[0,1,0,0;

[0,0,1,0];
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[0,0,0,1];
[1,1,0,0];
[0,1,1,0];
[0,0,1,1];
[1,1,0,1];
[1,0,1,0];
[0,1,0,1];
[1,1,1,0];
[0,1,1,1];
[1,1,1,1];
[1,0,1,1];
[1,0,0,1]];
for j=0:14
c=compara(v,GF24(j+1,:));
if c==
i=j;
break
endif

endfor
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Con las tres funciones definidas anteriormente se implementa el Algoritmo 3.5.3 para el cédigo Cis.
Dicha implementacion estaria definida como se muestra en el cuadro siguiente.

function v=DC15(w)

v=[];

s1=[0,0,0,0];

for i=0:14
s1=s1+(w(i+1)*GF24(i));

endfor

sl=rem(sl,2);

s3=[0,0,0,0];

for i=0:14
s3=s3+(w(i+1)*GF24(3*1));

endfor

s3=rem(s3,2);

rl=compara(s1,[0,0,0,0]);

r2=compara(s3,[0,0,0,0]);

if r1==1
r3=0;

else
r3=compara(GF24(3*expoGF24(s1)),s3);

endif

if r1==1&&r2==

fprintf("No se produjeron errores en la transmisién.\n")
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v=w;
elseif r1==1&&r2==0
fprintf('Se necesita retransmisién.\n")
elseif r3==1
i=expoGF24(s1);
e=[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0];
e(i+1)=1;
fprintf("El digito cambiado estd en la posicion:\n")
i
fprintf('La palabra que se envio es:\n’)
v=rem(w+e,2);
else
expsl = expoGF24(s1);
exps3 = expoGF24(s3);
for ri=0:14
raiz=rem(GF24(2*ri)+GF24(ri+exps1)+GF24(exps3+15-exps1)+GF24(2*expsl),2);
compararaiz = compara(raiz,[0,0,0,0]);
if compararaiz==1;
i=ri;
break
endif

endfor
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if i==14
j=i;
else
for rj=i+1:14
raiz=rem(GF24(2*1j)+GF24(rj+exps1)+GF24(exps3+15-exps1)+GF24(2*expsl),2);
compararaiz = compara(raiz,[0,0,0,0]);
if compararaiz==1;
j=1j;
break
endif
endfor
endif
if il=j
e=[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0];
e(i+1)=1;
e(j+1)=1;
fprintf("Los digitos cambiados estdn en las posiciones:\n")
i
j
fprintf(‘La palabra que se envio es:\n’)
v=rem(w+e,2);

else
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fprintf('Se necesita retransmisién.\n")
endif

endif

También se cre6 una funcién especial, la cual permite crear cualquier palabra del cédigo Cis. El
cuadro que aparece a continuacién, muestra como estd definida.

function v=C15(u)
g=[1,0,0,0,1,0,1,1,1];
v=[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0];
for n=0:14
for i=0:8
for j=0:6
if i+j==n
v(n+1)= (g(i+1)*u(j+1))+v(n+1);
endif
endfor
endfor
endfor

v=rem(v,2);

Para finalizar, supongamos que deseamos enviar la palabra v = [0,1,0,1,0,0,1,0,1,1,0,0,0,0,1] del
cédigo Cyi5 y en la transmisién, v sufre dos errores en las posiciones 1 y 9 (recordemos que las
posiciones fueron enumeradas comenzando desde cero).



95

Entonces se recibe w = [0,1,1,1,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0,1]. Asi, aplicando la funcién definida para el
Algoritmo 3.5.3, tenemos los siguientes resultados en pantalla.

DC15(w)

Los digitos cambiados estan en las posiciones:

La palabra que se envio es:
ans =

010100101100001

Como vemos el Algoritmo 3.5.3, es capaz de corregir dos errores.



Conclusiones

1. Se realiz6 un estudio detallado de los cédigos ciclicos y de algunas aplicaciones: cédigo BCH corrector
de errores dobles y codigo ciclico de Hamming.

2. Gracias al polinomio generador de un cédigo ciclico, hemos encontrado una forma mds prdctica de
codificar las palabras.

3. Dado el anillo K,, podemos saber todos los cédigos ciclicos posibles, encontrando todos los divisores
propios del polinomio 1 + x".

4. Para mejorar la correccion de errores, fue necesario construir un campo para los sindromes: GF(2") con
r la longitud de los sindromes.

5. El polinomio minimo de un elemento primitivo, es el polinomio generador de un cédigo ciclico.

6. Encontramos una forma eficiente de decodificar la informacion para que los errores encontrados en la
transmision, puedan ser detectados y corregidos.
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