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Introduccion

En esta tesis se pretende emplear la teoria de categorias para obtener resultados de forma mas
eficiente en el estudio de algebras de Banach.

En particular, consideraremos algunas estructuras y transformaciones que son Utiles para cla-
rificar la demostracion del teorema de Gelfand-Naimark. Estas estructuras y transformaciones
pueden tratarse como ejemplo de elementos basicos de la teoria de categorias.

Las estructuras mas importantes con las que trabajaremos son las categorias cuyos objetos son
espacios topoldgicos (Top), espacios de Hilbert (Hil), espacios de Banach (Ban) y algebras C*
conmutativas.

Sobre estas cateqgorias se definen dos funtores importantes para nuestro estudio.

El funtor M: Ban — Top y el funtor Cy, : Top — Ban. Si consideramos a X un espacio de
Banach y Y un espacio topoldgico, los objetos M (X) y Cy(Y) son construcciones clésicas del
andlisis funcional, pero el punto de vista novedoso consiste en interpretarlos como funtores.
Esto nos brinda una ventaja en términos categoéricos, pues se descubre una nueva relacion la
cudl se describe en el siguiente parrafo.

Ban Top

Figura 1: Esquema de la relacién entre los funtores M y C.

Los funtores Cj, y M son adjuntos, es decir, existe una biyecciéon natural entre homomor-
fismos en la categorla Ban y homomorfismos en la categoria Top, la cual viene dada por
¢ : Hompan (A, Cy(X)) = Homrep(X, M(A)), donde A es un algebra de Banach.

Sin embargo, aunque no es posible plantear una equivalencia de categorias entre Ban y Top,
se demuestra que es posible caracterizar dos subcategorias donde si es posible obtener una
equivalencia por medio de la composicién de los funtores Cy y M. Esas categorias son GN,
la categoria cuyos objetos son generados al aplicar el funtor composicion Cp M a espacios de
Banach, y la categoria SC, cuyos objetos se obtienen al aplicar el funtor composicién MC} a
espacios topoldgicos.



La composicion Cy M es un funtor, el cual viene acompafado con una biyeccidn natural
¢ : Hompan (A, CoM A) — Homrqop(M A, M A)
que define el homomorfismo

Fy: A= Cp(M(A))
TCA(A) = ev,

A este homomorfismo de algebras de Banach se le llama, transformada de Gelfand.

De modo similar, se define la transformada de Stone-Cech como la composicion M Cy, este funtor
es una transformacion natural que viene acompafada con una biyeccién natural

¢ : HomBan(CbX, CbX) — HomTop(X, MCbX)
la cual define el homomorfismo

Uy: X — MCb(X)
Ux(z) = ey,

Estds dos transformaciones permiten establecer una equivalencia de categorias entre GN y SC.

Ban Top

Figura 2: Equivalencia de las categorias GN y SC

Luego se demuestra que SC es realmente la categoria de espacios Hausdorff compactos, mien-
tras que GN es realmente la categoria de dlgebras C* conmutativas. Por tanto, la transformada
de Gelfand lo que realmente nos brinda es una equivalencia entre las categorias de espacios
Hausdorff compactas y de 4lgebras C* conmutativas, informacién que estd escondida en la de-
mostracién usual del teorema.

Asi, la idea del presente trabajo es retomar los detalles de la teoria previamente descrita y
aplicar los métodos que de ella se obtienen a problemas relacionados de la teoria de algebras
de Banach; en especifico, se muestra una aplicacidn a las dlgebras C* conmutativas.



El teorema de Gelfand-Naimark es un teorema fundamental del andlisis funcional y es un re-
sultado que data de 1943. publicado por Israel Gelfand y Mark Naimark. Plantea que si un
algebra C* es conmutativa con unidad, entonces su imagen por la transformada de Gelfand es
un isomorfismo—sx. El objetivo de este trabajo es utilizar la teoria de categorias para reorganizar
los elementos involucrados en la prueba de este teorema y revelar la informacion adicional que
se obtiene bajo este contexto.

En las siguientes paginas, se propone un recorrido de la teoria mds general sobre categorias,
estableciendo todos los conceptos, propiedades y ejemplos necesarios para poder resolver el
problema en estudio. También se realiza un recorrido por la teoria de espacios de Hilbert y
espacios de Banach, finalizando con un breve repaso por la teoria bésica de algebras conmuta-
tivas de Banach. Con esto en mano, es posible iniciar con la teoria de Gelfand, reorganizando
las estructuras y transformaciones involucradas en la prueba del teorema Gelfand-Naimark bajo
el enfoque categérico hasta llegar a la prueba de dicho teorema. Toda esta teoria nos daré el
poder de expandir la utilidad de dicho teorema, y poder estudiar algunas propiedades desde el
punto de vista categdrico e incluso descubrir otras nuevas.

Las ideas principales de este documento se desarrollan en el capitulo 4, donde el lector podra
estudiar como se aplica la teoria de categorias a la teorla de Gelfand. En especifico, presta-
mos especial atencion a dos funtores que relacionan la categoria espacios topoldogicos con la
categoria de dlgebras de Banach. En principio nos preguntamos si ambas categorias son equi-
valentes; lamentablemente, no es posible obtener una equivalencia entre ambas categorias. Pero
es posible restringirse a dos subcategorias dentro de ellas, las cudles si son equivalentes. Es-
tas dos sub-categorias son la categoria de dlgebras C* conmutativas y la categoria de espacios
Hausdorff compactos. Es decir, se obtiene una equivalencia (en el sentido categdrico) entre estas
dos categorias que mencionados anteriormente.

En el dltimo capitulo se estudia otra interesante aplicacién de la teoria de categorias en las al-
gebras C*. Resulta que podemos establecer una relacidn funtorial entre la categoria de algebras
C* con unidad y la categoria de conjuntos parcialmente ordenados, analizando las subalgebras
conmutativas de un algebra C* y estudiando la relacion de orden entre ellas, estd es una he-
rramienta muy Util para clasificar dlgebras C* desde la vista tedrica de Posets.

Se muestra un ejemplo particular, analizando el conjunto parcialmente ordenado de subalgebras
C* asociado a las matrices cuadradas de 2 x 2 con entradas complejas, bajo la relaciéon funtorial
se muestra un isomorfismo entre este conjunto y la unidn del plano proyectivo con C.






Capitulo 1

Elementos del analisis funcional

1.1. Espacios Normados

Definicion 1.1.1.

Dado E un espacio vectorial sobre C.
Una funcién || - || : E — R>q, que lleva un vector z € E a un nimero ||z||, es llamado una
prenorma si para todo z,y € E' y A € C sucede lo siguiente:

) 1Azl = A [[]]
(i) |z +yl| < |l=|| + ||ly|| (Desigualdad triangular)
Ademas, una prenorma se dice que es una norma si cumple la condicién adicional:
(iit) [|z|]]=0=2=0

Note que (i) implica que ||0|| = 0, entonces podemos reemplazar la condicidn (iit) por ||z|| =
0&z=0.

Un espacio vectorial dotado con una prenorma es llamado espacio prenormado.
Un espacio vectorial dotado de una norma es llamado espacio normado.

Ejemplo 1.1.2.

La prenorma mas simple en cualquier espacio lineal, es la prenorma cero, donde ||z|| = 0 para
todo z € E.

Observacion 1.1.3.

Todo espacio normado puede considerarse como un espacio métrico, en el cual la distancia d(z, y)
entre z y y es || — y||. Donde las propiedades relevantes de d son

(1) 0 <d(x,y) < oo, para todo z,y,

() d(z,y) =0z =y,

(m) d(z,y) = d(y,z) para todo z y v,
) <

d(z,z) <d(xz,y) +d(y,z) para todo z,y, z.



Observacion 1.1.4.

Todo subespacio vectorial F' de un espacio prenormado (normado) es también un espacio pre-

normado (normado). A la prenorma (norma) correspondiente en F' se le dice heredada desde
E.

Propiedad 1.1.5.

Toda prenorma || - || de un espacio lineal es una funcién continua con respecto a la topologia
generada por esta prenorma.

La prueba se sigue de la desiqualdad |||z|| — ||y||| < ||z — y]|.

Definicion 1.1.6.
Sea (E, || - ||) un espacio prenormado, definimos
Bp = {z € Elje| < 1}
y que llamaremos bola unitaria en E.
Definicion 1.1.7.

Sea H un espacio lineal. Una funcién S : H x H — C se llama funcional quilineal, si para todo
z,y,2 € Hy A\ veC se cumplen las siguientes condiciones.

(1) S(\x 4+ vy, z) = AS(z,2) +vS(y, 2) (Linealidad);
(i) S(x, \y +vz) = \S(x,y) + 7S(x, 2) (Conjugacién lineal).
Definicion 1.1.8.

Un funcional bilineal en H es llamado un producto pre-interno, (cambiaremos la notacién S(z, y)
por (z,y)) st se satisfacen las siguientes condiciones:

(1) (y,z) = (z,y)
(i) (z,z) >0

Un producto pre-interno es llamado producto interno cuando sucede que (x,z) = 0 si y sélo si
x = 0.

Definicion 1.1.9.

Un espacio lineal H equipado con un producto pre-interno es llamado un espacio pre-Hilbert.
Si H estd equipado con un producto interno, entonces es llamado espacio casi-Hilbert. Los
espacios de Hilbert se definen mas adelante.

Ejemplo 1.1.10.

El producto interno estandar en C”, definido por

n

<€7 77> = Z ExNk

k=1
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Ejemplo 1.1.11.

El conjunto ¢> de las sucesiones complejas cuadrado integrables, es decir, las sucesiones € tal
que la suma de los cuadrados de los médulos de sus elementos converge (> _; |ex]? < 00). Su

producto lineal se define por
[e.e]

e =S e

k=1

Esta serie siempre converge gracias a la desigualdad |exng| < 3 (|ex|® + [nx|?)-

Teorema 1.1.12.

(Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Para todo x,y € H(Pre-Hilbert) tenemos
[, ) < (2. 2)(y,y)

Prueba.

Por la condicidn (ii) en la definicion 1.1.7, se tiene que

0< Az +y, Az +y) = Az, 2) + A2, 9) + Ay, z) + (¥, 9)

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que (z,y) # 0 y definir A := t‘g’c’& cont e R

Sustituyendo en la igualdad anterior se obtiene que 0 < (x, z)t? + 2|(z, y)|t + (y,%) para todo
teR

Como asumimos (x,y) # 0 entonces se tiene (x,z) > 0. Tenemos un polinomio cuadrético en ¢
cuyo descriminante es

(2/(x, y)|)? — 4(x, z)(y,y) <0, de la observacién anterior
|<33,y>|2 - <$7$><y7y> <0
@, ) < {z,2)(y, )

Proposicion 1.1.13.

Una funcién ||z|| := +/(z,x) definida en H (Pre-Hilbert) es una prenorma. Esta prenorma es
una norma < (-,-) es un producto interno.

Prueba.

La desigualdad tridngular se comprueba de la siguiente forma

lo+yl* = (@ +y,2+y)
< (,2) + [{y, )| + [z, 9)[ + (4, 9)
<Ax,x) 4+ 2+/(z,2)\/(y,y) + (y,y), por el teorema 1.1.12
= (I[] + [lyl)?

zl|=0=/(z,2) =0 (z,2) =0 2 =0.

Ademas,

11



1.2. Operadores acotados

Proposicion 1.2.1.

Sea T': E — F un operador lineal entre dos espacios prenormados. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) Existe C > 0 tal que ||T'(x)||r < C||z||g para todo = € E;
(it) sup{||T'(z)||r : ® € Bg} < o

Y més aln, si K es el infimo de las constantes C para el cudl se cumple (i), y Ko el supremo
en (ii), entonces KV = K.

Nota: En lo que sigue omitiremos mencionar el espacio donde opera cada norma, ast para esta
prueba || - [[p == | - [l || - [z == I - ]I

’

Prueba.

(1) = (i)
Sea C, que satisface (i) y tomemos x € Bg.

Tenemos ||T(z)|| < Cllz|| < C < o (Ya que = € Bg)

luego Ko = sup{||T(z)|| : # € Bg} < C < 0o y ademés, Ko < K° ya que ko € C, VC > 0 tal
que

KY=if{C>0:|Tz| < C|z|,Vz € X}

Ko = sup |Tx|.
IGBE

(i)= (i) Sea x € E.
Siz=0=T(z) =0=||T(x)|| =0. Como Ky >0y ||z|| > 0= ||T(2)|] < Kol|x||.

Si x # 0, entonces H“%\\H =1, obsérvese que H“’;—H € Bg.

(i) swtir@ise e By = ko

1
WHT(m)II < Ko
1T (z)]] < Kol||]

Por tanto, hemos concluido que se cumple ||T(x)|| < Kyl|z|| para todo = € E. Asi, se cumple (i)
cuando C = Kj. Ademas, KV < K y entonces K9 = K,.

Definicion 1.2.2.

Un operador entre dos espacios prenormados que tiene cualquiera de las propiedades (i) o (i)
de la proposicién 1.2.1 es llamado acotado. Al nimero K (que es lo mismo K°) se le llama la
prenorma operador (o norma de operador) del operador T y se denota por || - ||op y aplicado a
T, simplemente se denota como ||T| (i.e, ||T|| := Ko = K°).

12



Supongase que E y F' son dos espacios prenormados. Denotaremos por B(E, F') al conjunto
de todos los operadores acotados desde E a F'. Claramente, éste es un subconjunto del espacio
lineal L(E, F'), de todos los operadores desde E hacia F.

Cuando F' = E, por simplicidad a B(E, E) lo abreviaremos como B(E).
Proposicion 1.2.3.
(i) B(E,F) es un subespacio lineal en L(E, F);

(it) la funcién en B(E, F) que asigna a cualquier operador 7', el nimero ||T'|| es una prenorma
en B(E, F);

(iii) St F' es un espacio normado, entonces B(E, F') también es un espacio normado.
Prueba.

Tomemos S,T € B(E, F). Para cualquier = € E tenemos

(S +T) (@) = [IS(2) + T(@)[] < IS ()] + ||T ()]
< (ISI+ [T ]
= Cllz], con C:= [[S|| +[|T]|.

De lo anterior, S+ T € B(E,F) y ||S+T|| < ||S|| + ||T]|.

Por otro lado, sea A € C, para todo x € E se cumple:

(AT (2)[| = [[T'(Az)]]
< [[T][[[Az|]
< O||z||, donde C := |A[||C]|

Entonces, AT € B(E, F'). Y ademés (A\T')(z) = AT'(x), de donde ||\T|| = |A|||T]].
Y hemos demostrado que se cumplen (i) y (ii) de la definicion 1.1.1.

Ahora, sea F' un espacio normado y 7' # 0 € B(E, F) entonces T'(z) # 0 para algin = € Bg.
Luego, ||T|| > ||T(x)|| > 0. De donde se obtiene que ||T’|| = 0 entonces T" = 0.

Proposicion 1.2.4. Si F es Banach (F es normado y completo con respecto a la métrica inducida
por la norma), entonces B(E, F') es completo.

Prueba.

Sea T : E — F y {T,} una sucesién de Cauchy en B(E, F).

Dado que

| Tn(2) = Ton ()] < || T = Ton| [ ]

También, ||T;, — T;|| — 0 cuando n,m — oo (por que {T;,}>°; es Cauchy), luego {T},(z)} es
una sucesion de Cauchy en F', para todo 2 € X. Entonces T'(x) = lim,,,o T, (x) existe, porque
F es Banach.

Si tomamos € > 0, tenemos que

T () = Ton ()] < [T = Ton[ [|2]] < €ll]|

13



y st tomamos un n y m lo suficientemente grande, tenemos que ||T(z) — T),(x)|| < €||z||. Luego,

T @) = [[Tm ()| < 1T () = Tin ()] < ef|]]
T @) < (I Tmll + €)l|]|

Entonces T' € B(E,F) y ||T — Tpn|| < e. Ast T, — T en la norma de B(E, F'). Por tanto,
B(E, F) es completo.

Definicion 1.2.5.

En 1.2.2 definimos B(E, F') como el conjunto de operadores lineales acotados de E hacia F.
Cuando F es el cuerpo de escalares, a B(E, F') se le conoce como el espacio dual de E y se
denota por E*.

Para nuestros objetivos, en este trabajo tomaremos F' = C.

Desde lo hecho en la proposicion 1.2.3 (ii), podemos concluir que si F es prenormado, entonces
E* es normado.

Nota. Mds generalmente se considera E' = L(E,C) (el conjunto de las aplicaciones lineales
de E hacia el cuerpo).

Proposicion 1.2.6.

St dim(E) < oo entonces E y E* son isomorfos.

Prueba.

Note que L(FE,C) = B(E,C) cuando dim(FE) < oo.
Nota. Asumiremos como conocido que dim(L(E, F')) = dim(E) dim(F).

Tenemos que

dim(E*) = dim(L(E, C))
= dim(FE) dim(C)
= dim(FE), porque C tiene dimensién 1 como un espacio vectorial complejo.
Como dim(E*) = dim(F) entonces ambos espacios son isomorfos.

Definicion 1.2.7.

Sea T : E — F un operador entre espacios prenormados. T es llamado una contraccion, si
|T)| <1 (ie, ||T(x)|| <||z|| para todo x € E).

Un operador es llamado una isometria, si preserva normas, es decir, ||T(z)|| = ||z|| para todo

z e L.
Proposicion 1.2.8.

Sean E, F, G espacios prenormados y sean S : E — F y T : FF — G operadores lineales aco-
tados. Denotamos como T'S a la composiciéon T'oS. Entonces T'S € B(E, G) y ||T'S|| < ||T] ||S]]-

14



Prueba.
Seazx € I,
TS| = |T(S(z))l|

< C|S(x)
<z

, por definicion 1.2.1

, similar al paso anterior

por tanto, T'S € B(E,G). Ademés si C’ := ||T|| ||S|| como se definié en 1.2.2, se tiene que
TS ()] < (T[S [|=]]. Por tanto |[[TS[| < ||T] {|S]]-

Ejemplo 1.2.9.

Los ejemplos mas simples de operadores acotados son:
El operador 0 : F — F; x — 0 y el operador identidad 1 : £ — E; x — x. Para estos casos,
0]} = 0y [|1]] = 1.

Definicion 1.2.10.

Un funcional es un operador con rango C. Un funcional f : E — C (donde E es un espacio
prenormado) se dice acotado, si para algun C' > 0 tenemos que |f(z)| < C||z|| para todo z € E.

Teorema 1.2.11. Las siguientes propiedades de un operador’l’ : E — F' entre espacios normados
son equivalentes:

(1) T es acotado;
(i) T es continua en cero;
(iit) T es continuo;
(iv) T es uniformemente continua.

Prueba.

(1) = ().
Sea € >0y d:= 5, donde C es la constante de la que se habla en 1.2.1.
Entonces, para todo x,y € E, tales que d(z,y) = || — y|| < § obtenemos que

d(T(2),T(y)) = IT(z) = T(y)l| <e
=|[|T(@) -Tyl<C<e

También (iv) = (éii) = (i), es claro desde la continuidad de T

La aplicacion T" es continuo en 0 € E, y T'(0) = 0 € F. Entonces, para € := 1 existe un ¢ tal
que |[2'|| < § = ||T(2")]| < e
— Oz

Sea x € F, si ||z|| > 0, entonces podemos escribir 2/ := STTeT

implica ||T'(x)|| < %||z||- Asi, para todo = # 0 (caso z = 0 es trivial) tenemos ||T'(z)|| < C||x
donde C' := %. Por tanto 1" es acotado.

Vemos que ||2/|| < 4, y esto

’

15



Definicion 1.2.12.

Un operador entre espacios pre-normados es un isomorfismo topoldgico si y sélo si éste es un
homeomorfismo.

Proposicion 1.2.13.

Suponga que T es un espacio topoldgico, H un espacio topoldgico de Hausdorff, D es un sub-
conjunto denso en T' y definamos ¢, : T'— H como aplicaciones continuas.
Si ¢ y 9 coinciden en D, entonces ¢ = ).

Si el lector esta interesado en algunos de estos u otros resultados sobre espacios normados y
operadores acotados, puede revisar Helemskii [2], capitulo 1.
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Capitulo 2

Elementos de teoria de categorias

2.1. Categorias
Definicion 2.1.1. Una categoria C estd dada por:

i. Una coleccidn de objetos Cp, usualmente se denotan con las mayusculas X, Y, Z, ...
it.. Un conjunto C; de morfismos (flechas) f : X — Y para cada par de objetos X, Y € C;.

iit. Dadas dos flechas f y g tal que cod(f) = dom(g) la composicién de f con g (go f o gf)
estd definida y tiene dominio dom(f) y codominio cod(g):

xLy%zsx g

Teniendo que satisfacerse:

1) La composicién es asociativa: Dados, f : X — Y, g:Y - Zyh: 2 —> W,
hgf) = (hg)f.

2) Para todo objeto X existe la flecha identidad idx : X — X, que satisface idxog =g
paratodo g:Y — X y foidx = f paratodo f: X =Y

C

Figura 2.1: Representacién esquemética de una categoria C y su regla de composicién

19



Observacion 2.1.2. idx es la unica flecha con dominio X y codominio X que satisface
esta propiedad.

En efecto, sea g otra flecha con esta propiedad, entonces
idxog=g=ridxog=ridx

de donde g = idx.

Ejemplo 2.1.3.

1)
2)
3)

La categoria con un objeto (*) y una flecha ( id.), es la categoria 1.
La categoria que no tiene objetos ni flechas es la categoria vacia o categoria 0.

Un preorden es un conjunto X junto con una operacion binaria <, la cual es reflexiva (es
decir, z < z, para todo x € X) y transitiva (es decir, z <y y y < z implica que z < 2).

Observacion 2.1.4. Un preorden es una categoria.

En efecto, definamos una categoria donde los objetos son los elementos de X (el mismo
conjunto de arriba) y los morfismos son

r—y six<ly
& en caso contrario

X es transitivo. Sean z,y,z € X, talque f: 2 — vy, g:y — 2y h:z — w se cumple que

afi@hyd e (@2
h(gf)t(x%zgw)H@%w)#

hg:(yizgw = (y = w)
(hg)f : (x Ly 2% w) s (x — w)*

De % y #* obtenemos que h(gf) = (hg)f. Ademds, como X es preorden cumple reflexivi-
dad, esto nos da la flecha identidad, por lo que X es una categoria.

En un espacio topoldgico X se puede definir la categoria de abiertos de X (Abiertos(X)).
Definiendo los objetos como los subconjuntos abiertos de X y los morfismos

U—V siUCYV ;donde U yV son abiertos de X
& en caso contrario

En efecto, st W, U,V son abiertos de X tal que, U CV C W entonces U C W define la
regla de composicion.

Por otro lado, U C U define la flecha, idx : U — U. Si V es otro abierto de X tal que
f:V=UWVCU) yg:U—=V (UCV), las relacionesVCU CU yU CU CV, nos
dan las composiciones foidy = f y idx o g = ¢g. Ademas, la composicién es asociativa
ya que la operacion C lo es.

Algunas categorias toman como objetos conjuntos dotados de estructura adicional.
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Ejemplo 2.1.5.

a) Top, los objetos son espacios topoldgicos y los morfismos son las aplicaciones continuas.

b) 7, los objetos son espacios Hausdorff compactos y los morfismos son funciones continuas
entre estos espacios.

c) Set, los objetos son conjuntos y los morfismos son las aplicaciones entre conjuntos.
d) Grp, los objetos son grupos y los morfismos son homomorfismos de grupos.

e) k — Vect, los objetos son los espacios vectoriales sobre un cuerpo y los morfismos son apli-
caciones k— lineales.

f) k& —wvect, los objetos son los espacios vectoriales de dimensidn finita sobre k y los morfismos
son aplicaciones k— lineales.

e) Pos, los objetos son los conjuntos parcialmente ordenados y los morfismos son funciones
mondtonas.

f) Lin, los objetos son espacios linelaes (sobre C) y los morfismos son los operadores.

Definicion 2.1.6.

Dado C podemos formar una categoria C° (Categoria dual) la cual tiene los mismos objetos y
flechas que C, pero con direccion opuesta, i.e si f: X — Y en C entonces f: Y — X en CP y
su composicion esta definida por.

g o fP = (fog)™

g°Pofop
cor . x 1y 9y
C: x<l y.9 gz
fog

Definicion 2.1.7.

Un objeto X de una categoria C es llamado inicial (respectivamente, final) si para todo Y € C
el conjunto Home(X,Y') (respectivamente, Hom¢(Y, X)) consiste exactamente de un elemento
(i.e exactamente una flecha de X a Y). Note que X es un objeto inicial de C si y sélo si C es
un objeto final de CP.

Un objeto 0 es llamado un objeto cero si es al mismo tiempo inicial y final.

2.2. Morfismos especiales
Definicion 2.2.1.

Sea f: X — Y un morfismo de cualquier categoria.
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= Monomorfismo: Para todo par de morfismos g, g/ : Z — X se cumple
fog=fog=g=4¢
i.e, si para todo Z € C la aplicacion
fx : Home(X,Y) — Home(Z,Y)
g—fog
es inyectiva.
= Epimorfismo: Si para todo par de morfismos g,g/: Y — Z se cumple
gof=gof=g=g
i.e, st para todo Z € C la aplicacién
fe: Home (Y, Z) — Home (X, Z)
g—fog
es inyectiva.

= Isomorfismo: si existe otro morfismo f~1: Y — X tal que f~lof =idx y fof~! =idy.
En este caso escribimos X 2 Y.

Propiedad 2.2.2. Algunas propiedades de las composiciones de morfismos:

1.S1f: X =Y yg:Y — Z son isomorfismos, entonces go f : X — Z es un isomorfismo.
Prueba.

Considerese el morfismo f~to g™t

(flogHo(gof)=flto(glog)of la composicién es asociativa
= (f"loidy)o f
=flof
=idy

(gof)o(ftogH=go(foftog? la composicién es asociativa

— go (idy og™)
=g log
= idy
De lo anterior, existe (go f)~' y (go f)~! = f~1og™!. Por tanto, go f es un isomorfismo.

2.Sim:X - Y ym :Y — Z son monomorfismos, entonces m' om : X — Z es un
monomorfismo.

Prueba.

Sean los morfismos g,¢' : Z — W, entonces
mom'og=mom'og
mo (m'og)=mo(m og') la composicidn es asociativa
mog=mog Yaquem' es monomorfismo

/ .
g=g¢ Yaque m es monomorfismo

Por tanto, m o m’es monomorfismo.
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3. Sie: X »5Y ye':Y — Z son epimorfismos, entonces ¢’ oe: X — Z es un epimorfismo.

Prueba.
Sean los morfismos ¢,¢’ : Z — W, entonces

go(e,oe):go(e/oe)
(goe)oe=(goe)oe
goe=goe Yaque e es epimorfismo

g=g¢g Yaque e es epimorfismo
Por tanto, e o ¢’ es epimorfismo.
4. Seam: X =Yy f:Y = Z si fom es monomorfismo, entonces m es monomorfismo.

Prueba.

La prueba es similar a la prueba del numeral anterior.

Proposicion 2.2.3. Dos objetos iniciales en C son isomorfos. La proposicion también se cumple
para objetos finales.

Prueba

Sean X y Y objetos iniciales en C. De la definicion 2.1.7, existe una Unica flecha f: X - Y y
g:Y — X. Consideremos el morfismo gf : X — X, la unicidad de f y g implica la unicidad de
gf y dado que C es categoria, implica que gf = idx, de la misma manera fg = idy. Por tanto,
los objetos inciales de una categoria son isomorfos.

Si pasamos a la categoria C°P, también se cumple que los objetos finales son isomorfos.

2.3. Funtores

Dadas dos categorias C' y D, un funtor (covariante) F' : C — D consiste de dos operaciones,
Fy:Co— Dy y [y : C1 — Dy tal que:

1) A cada objeto X de C le asigna un objeto Fy(X) de D,
2) A cada morfismo f: X — Y € C se le asigna un morfismo Fi(f) : Fo(X) — Fp(Y) en D,

tal que se cumplen los siguientes axiomas,

a) Preserva composiciones: para X Ly s Z, Fi(gf) = Fi(9)FA(f);

b) Preserva el morfismo identidad: Iy (idx) = idp,(x)

Notacion. Usualmente se escribe F' sin distinqguir entre Fy y Fj.

Observacion 2.3.1. Si f es un isomorfismo en C y F' es un funtor C — D, entonces F'(f) es un
isomorfismo en D.
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En efecto, si f : X — Y es un isomorfismo, se cumple que existe f~! : Y — X en C tal que
foffl:idX y fﬁlof:idy.

Consideremos F(f) en D, existe F(f~1) en D, tal que
F(f"OHF(f)=F(ff)
= F(idx)
= idF(X)

de forma similar, F(f)F(f~") = idp@y). Por tanto, existe F(f)~* = F(f~') y el morfismo F(f)
es de hecho un isomorfismo.

C D

Figura 2.2: Representacién esquematica de un funtor F' entre dos categorias

Observacion 2.3.2.

SiF:C—DyG:D — & son dos funtores, entonces la composicion Go F' también es un funtor.

Sean X,Y, Z en C tal queXLY&Z

GoF(gf) = G( (9f))
G(F(9)F(f)) dado que F es funtor,

)
G(F(9))G(F(f)) dado que G es funtor,
_ GoF()GoF(f)

Ademas, la identidad respecto a la composicién de funtores es Idc : C — C, aplica un objeto X
en st mismo y un morfismo f en el mismo morfismo.

Ejemplo 2.3.3.

Sea X un objeto fijo de una categoria (arbitraria) C. Para cuada objeto Y € Cy asociamos el
conjunto de morfismos Hom¢(X,Y):

Y ~ Home(X,Y)
y para cada morfismo f:Y — Y en C induce la aplicacién f,. definida por la composicién

Y L Y1)~ (Home(X,Y) 53 Home(X,Y1)).

X 2.y
fogl L/f
Y;
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Esto define un funtor Hom¢(X,—) : C — Set, generado por el objeto X, llamado el funtor
covariante principal.

En efecto, sea Y i> Yi f—> Y5, del diagrama

y, L0909 y
1

N

se comprueba que preserva composiciones, Y EN Y1 EiN Y5 entonces (f'o f).« = fio fi y ademads,
el morfismo identidad id : Y — Y induce el morfismo id, : Hom¢(X,Y) — Home(X,Y).

Ejemplo 2.3.4.

Los funtores olvidadizos [ : C — Set, son funtores que olvidan toda su estructura.
Este funtor asigna a cada objeto X € C el conjunto subyacente [J.X.

O:Top — Set, O:Grp— Set, O: Ring — Set, [:k— Vect — Set,etc
También estan los funtores que olvidan una solo una parte de la estructura.
O: Haus — Top, O:Ab— Grp, O:k— Vect — Ab, etc

Definicion 2.3.5.

Sean C y D dos categorias. Un funtor contravariante ' : C — D invierte la direccidon de las
flechas, t.e Fi(f) =: f*: Fo(cod(f)) — Fo(dom(f)) € D para las flechas f en C, de modo que

idy =idpxy y (90f) =f"g"
Observacion 2.3.6.

Un funtor contravariante puede ser visto como un funtor covariante ¥ : C°? — D o F' : C — D
Estas definiciones nos ayudaran a tratar funtores covariantes y contravariantes de la misma
manera.

Esto puede ser visto como un funtor Home(—,Y) : CP — Set.
Ejemplo 2.3.7.

Para los espacios vectoriales sobre k, tenemos un funtor
Homg(—,V):k—Vect”” - K — Vect
En particular, el espacio vectorial dual define un funtor
(=)" == Homg(—,k) : k—Vect® — k —Vect
Ejemplo 2.3.8.

Anteriormente se asocid a todo espacio topoldgio X, la categoria Abiertos(X). Si consideramos
una aplicacién continua ¢ : X — Y, entonces por la definicién, ¢~1(U) es abierto en X para
todo abierto U C Y. Esto define un funtor F' := Abiertos(Y) — Abiertos(X).
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Consideremos U, V, W abiertos de X, ¢ una aplicacion continua, ademas, de los cursos de
topologia sabemos que se cumple ¢(U)~1 C ¢(V)~! cuando U C V (ver Munkres [3], 2.18). Se
tiene que

vLhviw si vcvew
U IS W, i 6T U) ST V) ST W)

y se comprueba que

Uw, si vcw
F(gf) -1 -1
=U—>W, yaque ¢ (U)Co¢ (W)
F(9)F(f) -1 -1
y U—"5W, yaque ¢ (U)Co¢ (W) porx

de donde F(gf) = F(g)F(f).
Ademds, idy : U C U €Y define F(idy) : f~1(U) C f~1(U) € X.

Definicion 2.3.9.

Sea F : C — D un funtor. Para cualesquiera X,Y € Cy podemos considerar la aplicacion de
conjuntos

Home(X,Y) — Home(F(X), F(Y))
f—=F(f)

1) Si esta aplicacidn es inyectiva para cualesquiera X,Y € Cy, se dice que F es fiel.
2) Si es sobreyectiva para cualesquiera X,Y € Cp, se dice que F es pleno.
3) Si es biyectiva para cualesquiera X,Y € Cy, se dice que F es fielmente pleno.

Un funtor F' refleja una propiedad P, si cuando la imagen F' de algo (objeto, flecha, etc) tiene
P, entonces este algo también tiene P.

Ejemplo 2.3.10.

El funtor olvidadizo k—Vect — Set es fiel porque diferentes morfismos entre espacios vectoriales
corresponden a diferentes aplicaciones entre conjuntos.

Proposicion 2.3.11. Un funtor fiel refleja epimorfismos y monomorfismos
Prueba. Para epimorfismos.

Sea F:C—TDfiel, f: X Y yseang,g/:Y — Z tal que go f =g/o f.

F(g)F(f) = F(g)F(f) Yaque F es funtor
F(g)=F(g) Ya que F es epi
g=y Ya que F es fiel

Entonces f es epimorfismo.
La prueba para monomorfismos es similar.
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2.4. Transformaciones naturales entre funtores

Definicion 2.4.1.

Sean C y D dos categorias y sean F,G : C — D dos funtores entre ellas. Una transformacién
natural o : F' = G entre F' y G es una coleccién de morfismos (a¢ : F(C) — G(C))cec,, tal
que para cada morfismo f: C' — C’ en C el siguiente diagrama en D es conmutativo:

F(C) =% G(C)
P |ew
— G(C")
Usaremos la notaciéon Nat(F,G) := {transformaciones naturales F' = G}.
Observacion 2.4.2.

Si la transformacién natural a¢ es un isomorfismo para todo C' € C se dice que F' y G son
isomorfos.

O equivalentemente, si existen transformaciones naturales o : F = G y a~!: G = F tales que

atoa=Idpyaoa =1Idg

Observacion 2.4.3.

Si F, G, H son tres funtores C - Dy a: F = Gy S :G= H son transformaciones naturales,
entonces la composicion S o« : F = H definida como

(Boa)x :=Bxoax
es también una transformacion natural:

F(O) - a(0) 25 H(C)

|ro |ew |
F(C") -2 Gony -2 H(CY)

y se asocia a cada funtor F' la transformacion natural identidad Idr : F = F definida por
(Idr)x := F(idx) = idp(x) para todo X.

Definicion 2.4.4.

Sean F : C — D y G : D — C dos funtores, se dice que F es adjunto por la izquierda a G
y que G es adjunto por la derecha a F' si para cualesquiera X € Cy e Y € Dy tenemos una
biyeccion natural

®xy : Homp(F(X),Y) = Home(X,G(Y)).
La naturalidad quiere decir que para X fijo la biyeccidn

®x._ : Homp(F(X),—) > Home(X,G(—))
es un isomorfismo de funtores D — Set y para Y fijo la biyeccidn.

‘b_?y : HOT)’L'D(F(—),Y) — HO??’LC(—,G(Y))

es también un isomorfismo de funtores C°? — Set.
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Proposicion 2.4.5.
Sea F : C — D un funtor adjunto por la izquierda a G : D — C. Entonces,

i. F preserva epimorfismos : Para todo epimorfismo f : X — X’ en C el morfismo F(f) :
F(X) — F(X') es un epimorfismo en D;

ii.. G preserva monomorfismos : Para todo monomorfismo g : Y — Y’ en D el morfismo
G(9) : G(Y) — G(Y’) es un monomorfismo en C.

Demostracion.

Para Z € Dy, consideremos el siguiente diagrama conmutativo

Hom(X',G(2)) —I Home(X,G(2))

El F(f) lg

Hom(F(X'"),Z) —— Homp(F(X), Z)

St f es un epimorfismo, entonces la flecha f* es inyectiva, y luego F(f)* es también inyectiva.
La inyectividad de F'(f*) para cualquier Z nos da que F(f) es un epimorfismo.

Definicion 2.4.6.

Un funtor covariante F' : C — D es llamado una equivalencia de esas categorias si existe otro
funtor covariante G : D — C tal que la composicién GF es isomorfa (ver 2.4.2) al funtor identidad
idc y F'G es isomorfo al funtor identidad idp.

Definicion 2.4.7. Dos categorias son llamadas equivalentes si existe una equivalencia entre
ellas.

Es decir, si existen los funtores F, G y dos transformaciones naturales a¢ : idec = GF y
Bp :idp = FG cuyas componentes son todos isomorfismos y tal que los siguientes diagramas
conmutan.

C 29, GF(C) FG(D) 25 D
lf GF(f) =0 lg
o' 2 GR(CY) FQ(D) 2 D

Este concepto establece dos categoriasequivalentes, lo cual es muy util, pues crea la posibilidad
de traducir teoremas entre distintos tipos de estructura matemdtica, los cuales preservaran su
significado aun después de la traduccidn.

Ejemplo 2.4.8.

Sea k — Vect la categoria de espacios vectoriales de dimensidn finita, el funtor del espacio
vectorial dual da un isomorfismo natural

evy : V 2 (V5™

Uno de los "x"denota el funtor kK —vect — k —vect® y el otro ” x” denota k —vect®” — k —vect.
Este isomorfismo corresponde a los isomorfismos de los funtores.

« Idk—vect = * Ok, ﬁ 1k Ok = Idk—vectOP

Entonces tenemos una equivalencia de categorias K — vect = k — vectP.
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Teorema 2.4.9.

Sean C y D dos categorias y F' : C — D un funtor covariante. Entonces F' es una equivalencia
st y solamente si:

1. F es fiel y pleno
2. Es denso: si para todo D en Dy existe C' en Cp tal que F(C) = D

Prueba.

» (=) Sea F' una equivalencia de categorias.
Existen G : D — C tal que GF = idc y FG = idp, luego existen a¢ : C = GF(C)y
Bp : FG(D) =, D. De lo anterior, FG(D) = D, con G(D) € Cy por lo que F' es denso.

Ahora mostraremos 1.

e Esfiel
St F(f) = F(f') entonces GF(f) = GF(f’) y considerando el siguiente diagrama:

C 2% GF(C)

se obtiene que f = aa,l oGF(f)oac = a(},l oGF(f")oac = f, por lo que tenemos
F(F) = F(f') entonces = f = f'.

e Es pleno (se debe probar que la aplicacién f — F'(f) es sobreyectiva).
Consideremos la aplicacion g : F(C) — F(C"). Por lo realizado anteriormente, la
aplicaciéon g — G(g) es inyectiva. Considerando el siguiente diagrama

C 2% GF(C)
flf’ GF(g9)=GF(f)

agr

' 29 GR(CY)

se obtiene que GF(f) = acro foay' =ac oag o foag' oac = G(g).
Por tanto, para todo g € D existe f en C tal que GF(f) = G(g).

» (<) Sea F tal que cumpla 1 y 2. Construiremos un funtor G : D — C y los isomorfismos
naturales 8p : 1p = FG y a¢ : idc = GF.

Como F' es denso, existe un C € Cy para un D € Dy tal que se cumple el isomorfismo
ap: D — F(C). Sea G(D) = C, entonces tenemos el isomorfismo Sp : D — FG(D).
Sea g: D — D' € D, como F es fiel y pleno, para todo g existe un Gnico morfismo
f:C—C eliglendo C =G(D) y C'" = G(D'), . Entonces el siguiente diagrma

FG(D) 225 D

|Fo lﬂ

Fa(D) 22

conmuta. Si hacemos G(g) = f, tenemos el isomorfismo natural Sp (ver 2.4.7).
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Ahora, también por unicidad, para cualquier D tenemos que G(1p) = 1g(p) y que dados
dos morfismos g y ¢’ en D, si g o g esta definido, entonces G(g o ¢') = G(g) o G(¢'). Asi
G : D — C es un funtor covariante.

Por ultimo, arriba obtuvimos un isomorfismo Sp : D — FG(D) y ya que D = F(C), existe
un isomorfismo Bp(cy @ F(C) — FGF(C). Como F es fiel y pleno entonces existe un
morfismo ac : C — GF(C) tal que F(ac) = Br(cy Yy ademés, como Br(cy es isomorfismo,
existe un morfismo g : FGF(C) — F(C) tal que

goBricy=1rc)y Y Bre)°9=1rcrc)-

Ya que F es fiel y pleno, existe un tGnico h : GF(C) — C con F(h) = g. Entonces,

F(hoac) = F(h)Fo(ac) = go Brc) = lre) = lc
F(acoh) = F(ac)o F(h) = Bpc)°9=lrarc)
Y dado que F es fiel obtenemos
hofBc=1c 'y PBecoh=lgrec)

por tanto ac : C' — GF(C) es un isomorfismo y existe un morfismo f : C' — C’ para el
cual, el siguiente diagrama

C 2 GF(C)

lf |er

¢ 2 GFR(C)

conmuta, dado que F' es fiel y ac es un isomorfismo.

Por tanto, a es un isomorfismo natural (ver 2.4.7).

2.5. Producto y coproducto
Definicion 2.5.1.

Dados dos objetos X7, X2 € Cp, su producto es otro objeto X; x X2 € Cy junto con dos mor-
fismos p1 : X1 x X9 — X1 yp2: X7 xXo — Xay que satisface la siguiente propiedad universal:

Dado otro objeto Z € Cy y dos morfismos f1 : Z — X1y fo : Z — X5, entonces existe un Unico
morfismo (f1, fa) : Z — X1 x X5 tal que

7z
; a{mh fo

X 22— X x Xy, 25 X,
Definicion 2.5.2.
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Un coproducto es un objeto X; LI X3 € Cy junto con dos morfismos g1 : X1 — X; U Xa 0y
g2 : X2 — X7 U X5 que satisface la siguiente propiedad universal:

Dado otro objeto Z € Cy y dos morfismos f; : X1 — Z y fo : Xo — Z, entonces existe un Unico
morfismo (f1, f2) : X1 U Xy — Z tal que

X, e xiux, <2 X,

Z

2.6. Categorias del analisis funcional

2.6.1. Las categorias Hil y Ban

Ahora estamos listos para definir nuestras primeras dos categorias del anélisis funcional.

Definicion 2.6.2.

(i) La categoria Nor. Los objetos son espacios normados y los morfismos son operadores
acotados.

(ii) La categoria Pre. Los objetos son espacios prenormados y los morfismos son operadores
acotados.

La propiedad para la composicion de morfismos en categorias se verifica desde la proposicion
en 1.2.8 y por que la composicién de operadores es asociativa.

La propiedad del morfismo identidad se sigue desde el operador identidad definido en 1.2.9,
combinando el hecho de que ||1|| =1 y la propiedad 1.2.8. De ahi que las estructuras definidas
anteriormente, cumplen con ser categorias.

Ademaés, las categorias anteriores cumplen la inclusion Nor C Pre. Es decir Los espacios
normados son una subcategoria de los espacios pre-normados.

Definicion 2.6.3.

Un espacio normado es llamado un espacio de Banach si es completo como espacio métrico
(es decir, toda sucesion de Cauchy converge).

Un espacio casi-Hilbert (ver 1.1.9), es llamado espacio de Hilbert si es un espacio de Banach
normado.

Proposicion 2.6.4.

Suponga que E y F son espacios normados. Si I’ es un espacio de Banach, entonces B(E, F)
es también un espacio de Banach.

Prueba.

Como E y F son normados. La demostracion es la misma que en la proposicion 1.2.4.

Propiedad 2.6.5.

Un espacio normado que es topoldgicamente isomorfo a un espacio de Banach es también un
espacio de Banch.
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Prueba.

Sea F un espacio de Banach, ¢ : E — F un isomorfismo topoldgico y sea y, una sucesion de
Cauchy en F entonces, si definimos z,, := ¢! (y,,), dado que ¢ es isomorfismo y 3, de Cauchy,
se tenra que x, también es de Cauchy pues la imagen inversa por ¢ de cualquier sucesion de
Cauchy es también de Cauchy. Entonces, z,, converge en E, dado que E es espacio de Banach
y de nuestra definicién de z;, se observa que y, = ¢(x,), ademds si nombramos como x al limite

de z,, en E, Tenemos que y,, converge y su valor de convergencia es ¢(x).

Nota. Lo anterior nos indica que la propiedad de ser un espacio de Banach es invariante bajo

isomorfismos en la categoria Nor.

Proposicion 2.6.6.
Los monomorfismos (ver definicion en 2.2.1) en Pre y INor son los operadores inyectivos.

Prueba.

Sea C una categoria en Pre o Nor. Tomemos también ¢ : X — Y € C una aplicacién inyectiva

yZecC.
Si tomamos dos morfismos g1,¢92 : Z — X tenemos que

bg1 = ¢go
#91(z) = ¢go(x), para un v € Z
g1 = g2, por la inyectividad de ¢

Entonces, g1 = g2 y por tanto ¢ es monomorfismo.

Proposicion 2.6.7.

En la categoria Nor el morfismo ¢ : X — Y es un epimorfismo (ver definicion en 2.2.1) < su

imagen es densa en Y.

Prueba.

'<" Sea Z € Nor y tomemos ¢1,92 : Y — Z morfismos (es decir operadores acotados) tal

que g1¢ = g2¢.

De la relacién anterior se tiene que g1 |rm(g)= 92 |1m(p), como Im(p) es densa en Y

entonces se concluye que g1 = go, gracias al resultado en la proposicion 1.2.13.

Sequiremos un razonamiento por contradiccién.

Supongamos que existe un y € Y que no vive en la clausura de Im(¢). Es decir, para

algtn r > 0 tenemos U(y,r) N Im(¢) = @.
Consideremos la funcion

fiY >R

2 > méx {i(?“ — d(y,2)): 0}

Observar que f es un operador acotado, dada su definicion. Por tanto, f es un morfismo
en NNor. Tomemos ahora, dos morfismos en Nor definidos como ¢1,¢92 : Y — Z, donde

g1=0yge=f.

Si hacemos g1 = g2 = g1 = go, dado que ¢ es un epimorfismo. Pero, g; # g2 claramente.

Lo que nos da una contradiccidn.
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U(y,r)

Figura 2.3: Representacién plana de algunos elementos en la demostracién anterior

Ahora estamos listos para definir dos nuevas categorias importantes para nuestro trabajo.

Definicion 2.6.8.

(i) La categoria Bang. Los objetos son espacios de Banach y los morfismos son operadores
acotados.

(it) La categoria H4l. Los objetos son espacios de Hilbert y los morfismos son operadores
acotados.

La verificacion de los axiomas de categorias es la misma que la realizada en la definicion 2.6.2.

Notacion. Algunos autores utilizan la notacion Ban para denotar la categorias de espacios de
Banach, en este texto dejamos esta notacion para denotar a la categoria de dlgebras conmuta-
tivas de Banach, que se definen en el siguiente capitulo.

Ademds, se cumplen la siguiente cadena
Hil C Bang C Nor C Pre.

La inclusion es estricta pues las subcategorias son plenas.

Proposicion 2.6.9. Si F' es un espacio de Banach, entonces para todo espacio prenormado E,
el espacio normado B(E, F) (ver (iii) en la proposicion 1.2.3) es también de Banach.

En particular, para todo espacio prenormado E, el espacio dual E* es también un espacio de
Banach.

Prueba.

(i) Sea T}, una sucesién de Cauchy en B(E, F'). Si tomamos un x € E entonces T),(x) es
Cauchy en F' y si el limite para T;, es T entonces el limite para T),(x) es T'(x). Podemos
definir entonces el mapa, 7': £ — F.

To(x +vy) = Tn(x) + T,(y), por aditividad de T,
T(x+y)=T(x)+T(y), ya que T,(x) = T(z) y la adicidn es continua en F.*

Sea a un escalar entonces

Tn(ax) = aT),(z), porque T}, es homogénea.

T(ax) = o1 (x), porque T, (x) — T(x) y F es continuo cuando se multiplica por escalares.””
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De * y *x se obtiene que T': E — F es lineal.

Dado que T}, es Cauchy entonces es acotada en B(E, F'), luego existe un C' > 0 para todo
x € Bg tal que ||T,,(x)|| < C.Y entonces T es acotado.

Por tanto, de las observaciones anteriores T' € B(E, F).

(i) Ahora debemos mostrar que 7,, — 7' bajo la norma de operador.

Sea e >0ysea N € N tal que m,n > N tenemos que ||T5,,(z) — T,,(x)|| < §. Para todo
x € Bg y los mismos m, n tenemos que ||T;,(z) — T (z)|| < §. Como T}, (x) tiende a T'(x)
cuando m — oo entonces también se cumple que ||T'(z) — T5,,(2)|| < §.Luego,

T (z) = Tu(2)|| < [|T(2) = Tn(2)[| + [|Tn(2) = Tu(2)l] < - = 5
Luego, si tomamos el sup{||T'(z) — T (x)|[} se cumple que ||[T'—T,|| < § <e.

Por tanto B(E, F') es también un espacio de Banach.

Definicion 2.6.10.

Dado un espacio lineal normado F, el doble dual de E se denota por E** y es el dual de E*.
Es decir, E** = (E*)* = L(V*,F), donde F es un cuerpo (en este documento se considera
F=C).

Sea e € E. Un elemento é € E** se define como é(¢) = ¢(e) para todo ¢ € E*. Obsérvese que
®(e) es un elemento del cuerpo de escalares.

Proposicion 2.6.11. Si dim(E) < oo entonces E y E** son isomorfos.

Prueba.

dim(E™) = dim((E™)")
= dim(E™), como se vi6 en 1.2.6
=dim(E)
Proposicion 2.6.12.

Los monomorfismos en Bang y en Hzl son los operadores inyectivos. Los epimorfismos en Ban
y en Hzl son los operadores con imagen densa.

Prueba.

La prueba es la misma que en 2.6.6 y 2.6.7.

Definicion 2.6.13.

Un morfismo en Bang o en Htl es un isomorfismo < es un isomorfismo en Nor.
Entonces, los isomorfismos en Bang y en H4l son los isomorfismos topolégicos (ver 1.2.12).

Hemos visto en 2.6.9 que para cualesquiera E, F' € Bang el conjunto B(E, F) tiene la estructura
de un espacio de Banach. B(E, F') corresponde en la notacién de categorias a Hompan, (E, F),
pero en este texto utilizaremos la notacion B(E, F).

34



Proposicion 2.6.14.

Para todo £ € Bang y para cualquier morfismo ¢ : F' — G € Banyg (es decir, para cualquier
operador acotado desde F' a () los mapas

B(E,¢) : B(E,F) — B(E,G) : 1 — ¢

B(¢,E) : B(G,E) = B(F,E) : ¢ = ¢¢
son operadores acotados.
Prueba.

La prueba viene del hecho que la composicion de operadores acotados es acotada, como se vid
en 1.2.8.

La proposicidon anterior implica que a todo espacio de Banach se le pueden asociar dos funtores,
uno covariante y uno contravariante, ellos son:

B(E,~):Fw B(E,F);¢+~ B(E,¢)

B(—,E): Fw B(F,E); ¢ — B(¢, E)
Definicion 2.6.15.

Tomando E = C en el funtor contravariante de la proposicion anterior, se tiene

B(—,C) : Bangy — Bany. Este funtor es llamado el funtor adjunto de Banach o funtor estrella
de Banach y se denota por (*) : Bang — Bang (notar las similitudes de la definicién con el
ejemplo 2.3).

Ademds, si E es un objeto en Bany, el objeto (*)E es el espacio dual E*, de igual forma los
morfismos 7" en Bang se escriben como 7%, en lugar de (*)7T.

Definicion 2.6.16.

Sea T : F — (G un operador entre espacios de Banach (o mas generalmente espacios normados).
El operador T* : G* — F™* actla por la regla f — fT es llamado el adjunto de Banach para 7.
Es decir, que para z € F' tenemos la iqualdad [T* f](x) = f(T'z), la forma en la que acttia este
diagrama se ilustra en el siguiente diagrama.

T

F— G
T* lf
C

Si tomamos el funtor estrella dos veces (**) : Bang — Banyg, entonces este funtor asigna
a cada F' € Bang su sequndo espacio dual F** y ademas, para todo operador T : F' — G,
decimos que T™* : F** — G** es llamado el sequndo operador adjunto.

Propiedad 2.6.17.
Para todo operador T : F' — G, existe el siguiente diagrama conmutativo de espacios de Banch:

F—1 ¢

PO *k
= G

Es decir, la familia {ar : F' € Ban} es una transformacién natural entre los funtores 1 y (**)
actuando en Bang.
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Capitulo 3

Algebras de Banach

3.1. Algebras conmutativas de Banach

Definicion 3.1.1.

Un élgebra es un espacio vectorial A sobre C equipado con un producto binario asociativo
-+ Ax A— A donde - satisface los siguientes axiomas:

1) z-(y-2z)=(x-y)- 2 para todo z,y,z € A

2) x-(y+z2)=x-y+ax-zpara todo z,y, z € A

3) (x+y)-z=x-z+y-z para todo z,y,z € A

4) Mz -y) = (Ax)-y=ux-(\y) para todo z,y € Ay A\ € C.
Definicion 3.1.2.

Una subalgebra de un algebra A, es un subconjunto de A cerrado bajo todas sus operaciones.
Nota: si A, el dlgebra mas grande contiene a 14 entonces la subalgebra debe contener a 1 4.

Definicion 3.1.3.

Un algebra de Banach es un algebra A sobre el cuerpo de nimeros complejos equipado con
una norma con respecto a la cual es un espacio de Banach (ver 2.6.3) y que satisface

[yl < /[l |yl

para todo =,y en A. A es llamado algebra de Banach con unidad, si posee un elemento unidad
para la multiplicacidn, la cual en ocasiones se denota por e o por 1 4.

Definicion 3.1.4.

Una involucidn en un algebra A es un anti-automorfismo de A de orden 2. Es decir, una trans-
formacion x — z* de A hacia A que cumple lo siguiente:

a) (x+y) =z"+y* Vo,y € A
b) (A\z)* = \x*, Vx € A,V € C.
o) (zy)* =y*z*, Vo,y € A

d) z** =z, Vo € A
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Un 4lgebra equipada con una involucién es llamada un algebra—sx(se lee dlgebra estrella).

Definiciéon 3.1.5.
Un algebra de Banach A que ademds es algebra—= y que satisface
||z*z|| = ||z||* para todo x € A

es llamada algebra C*.

Ejemplo 3.1.6.
C es un algebra-C* con la conjugacidon compleja como la involucidn.
Ejemplo 3.1.7.

Considerar las siguientes definiciones:

Sea X un espacio topoldgico

Cp(X):={f:X — C tal que f es continua y acotada}
Co(X) :={f: X — C tal que f es continua y se desvanece en infinito}
Observacion:
C completo entonces Cy(X) y Cp(X) son completos.

La aplicacion 0(z) = 0 para todo X es la identidad aditiva.
La aplicacion 1(z) =1 € C es la identidad multiplicativa.

Cp(X) es cerrado bajo suma y producto. Para ello, sean f,g € Cp(X), sean M, N > 0 ta-
les que |f(x)] < M, Vx € X y |g(z)] < N. Ve € X. Entonces, |(f +g)(z)] < M + Ny
I(f - g)(x)| < M -N,Vz € X.

De lo anterior, Cp es un éalgebra con unidad. Ahora, debemos mostrar que ademas es algebra
de Banach.

Si equipamos a C'p(X) con la norma del supremo,

1 flloo = sup{[f(x)] : z € X}

Como |f(x)| < M, para todo x, entonces || f|| esta bien definida. Ademas,

1f + 9lloo = sup{|(f + 9)(@)| : © € X} = sup{|f(2) + g(z)| : x € X}
< sup{|f(z)| + |g(x)| : © € X}
= sup{|f(z)| : 2 € X} +sup{[g(z)| : = € X}
= |Iflloo + [lglloo

Si se reemplaza + por - en la prueba anterior, se obtiene:

1 9lloo < 1[f1loollglloo

dado de la definicion como supremo. Ademas (Cp(X), || -||~) €s espacio de Banach, esto unido
con la propiedad submultiplicativa de la norma, escrita arriba convierte a este espacio en un
algebra de Banach. Andlogamente para Cp(X).

Luego, podemos considerar una transformacién de la forma f + f. Para f,g € C(X) o Cp(X)
y A € C, se cumple que:
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= (\)=Af
= fg=0f
mZ =z

es decir, tenemos una involucidn para las é4lgebras Cy(X) y Cp(X), por tanto, ambas son
algebras—sx.

Por ultimo, observemos que |[ff|loco = || #?|llcc = || fl|%. Entonces, Co(X) y Cp(X) son &lge-
bras C*.

Ejemplo 3.1.8.

M,,(C) (las matrices n X n con entradas complejas) es un algebra C*(bajo cierta condicién), con
la involuciéon definida como la matriz transpuesta conjugada.

= Sabemos que el producto y suma de matrices cumplen las siguientes propiedades,
A(BC) = (AB)C, multiplicacion es asociativa
A(B + C) = AB + AC, multiplicacién es distributiva
(A+ B)C = AC + BC,suma es distributiva
AMAB) = (M)B = A(AB).

Tomando la matriz identidad, se tiene que M,,(C) es un algebra.

» La matriz transpuesta conjugada (denotaremos como *) tiene las siguientes propiedades
que le dan la caracteristica de ser involucién:

(A7) = A

(A+B)"*=A"+ B*
(AB)* = B*A*
(AA)" = \A"

» Ademads, podemos asignar la p—norma, convirtiendo a (M, (C),|| - ||,) en un espacio de
Banach: y
Al = sup 2
220 12|y Jjell,=1

Ademds se puede mostrar que bajo esta norma se cumple la propiedad submultiplicativa:

Primero, se puede observar que si A € M,,(C) y y € C". entonces,
Ayl < [Allpl1yllp-
Si aplicamos la observacién anterior obtenemos

|ABz||, < [[Allpl[Bz|lp < [[Allp]|Bllpl|z[lp, Yo € C

Por tanto se cumple,
de Banach.

AB||p, < ||Allp||Bllp y podemos concluir que M,,(C) es un algebra
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» Finalmente se puede mostrar que
14 All, = [|Al5,

se cumple solo para p = 2. De ah{ que M,,(C) sea un algebra C*, cuando se le asocia la
norma p = 2.

Ejemplo 3.1.9.
C™ es un algebra C*.

Prueba.

Sean z,y,z € C", tal que

T n <1
===
Tn Yn Zn

Para dos elementos z,y el producto se define como

T1Y1
-y = :
TnYn

Bajo esta definicidon se puede mostrar que

(z-2) y=z(v-y)
Mz -y) = (Az) - y=1x-(\y)
rT+y=x+y
A\r = \T

Las propiedades anteriores nos dicen que C™ es un algebra conmutativa y que podemos definir
la involucion como el conjugado complejo.

Luego, st le asignamos a C™ la norma méx, (C™, || - ||msx) s un espacio de Banach y ademas
satisface la propiedad submultiplicativa

Hm : yHméx < ”meéx HyHméX 7vx7y eC.

Por lo que C™ es un algebra de Banach. Ademas,

7121 |z1]?
| - Z||max = : = : = méax{|z1 %, -, |z,)?}
Tnn/ || nax 202/ || s
T 2
= (méx{|a1|, - [aa[})? = ||| ,
T/ llmax
de donde, C™ es un algebra—C™.
"No se utiliza || - ||, ya que ||z - Z||, # ||=||3. estd demostracién queda al lector.
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Ejemplo 3.1.10. C|0, 1] es un dlgebra—C™.
Prueba.

Sea f € C[0,1], definamos || f|| := max,¢o 1) | f(7)]-

= ([0, 1] es normado. Se cumplen los siguientes:

IF1=0, y [[fl =0« f=0.
lefll = max |ef(z)] = |c| max |f(z)| = c- [[f]]-
I + gll = méx | f(x) + g(2)| < méx |f(z)| +max |g(x)] = || ]| + gl

= C[0,1] es completo.
Sea {f,} una sucesiéon de Cauchy en C[0, 1]. Mostraremos que f,, converge bajo la norma
definida anteriormente a un f € C|0, 1].

Si {fn} es de Cauchy en C[0, 1] entonces { f,,(z)} es de Cauchy en R para todo x € [0, 1].
Como R es completo, existe una funcién f : [0,1] — R tal que f(z) = lim, o fn(z), para
todo = € [0, 1].

Sea € > 0 y elijamos un M tal que ||f, — fi| < € para m,n > M. Entonces, para todo
m > M y para z € [0,1]:

como ||f — fi|| = méx,ep01) |f(z) — fin(x)| <€ para e >0, entonces [[f — fi|| — 0.

Por ultimo, f es el limite uniforme de funciones continuas entonces también es continua,
por tanto f € C[0,1] y f, converge a f € C0,1].

Dados los dos puntos anteriores, C'[0,1] es entonces un espacio de Banach.

» C10,1] es un algebra de Banach.
Se puede mostrar que la norma definida anteriormente es submultiplicativa.

1£gll = méx{[(fg)(x)[} = max{[f(x)g(x)[}
= méx{[f()llg(=)[}
< max{|f(z)[} max{[g(z)[}
= [I£[lllgll-

= C[0,1] es un é&lgebra C*. B
La involucién viene por la transformaciéon f — f y los pasos para demostrar que C[0, 1]
es C* son similares a los realizados en 3.1.7.

Definicion 3.1.11.

Para dos algebras de Banach A y B, un homomorfismo de algebras desde A hacia B es una
aplicacidn lineal acotado @ tal que ®(xy) = ®(z)P(y) para todo =,y € A

Ademas, st A y B son é4lgebras—x y ¢(z*) = ¢(x)* para todo = € A, diremos que ¢ es un
homomorfismo—x, si ademas preservan la identidad los llamaremos homomorfismo—x con uni-
dad.
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Definicion 3.1.12.

Llamaremos homomorfismos acotados unitarios a los homomorfismos de algebras que preservan
identidades y que son operadores acotados.

Proposicion 3.1.13.

Los objetos que son algebras de Banach con unidad (como se define en 3.1.3), conmutativas,
junto con los morfismos que son homomorfismos acotados unitarios entre &lgebras de Banach
con unidad, forman una categoria que denotaremos como Ban.

Prueba.

Sean A, B, C, D, dlgebras conmutativas de Banach y consideremos los homomorfismos acotados
unitarios, f,gy htalque f: A—=B,g: B—-Cyh:C— D.

1. Primero veremos que la composicién de estos operadores también es un homomorfismo de
algebras unitario, es decir go f € Hompgn(A,C).

Tomemos a,b € A, tenemos que f(ab) = f(a)f(b) ya que f € Hompan(A,B), luego
9(f(ab)) = g(F(a)f(5)) = 9(F(a))g( (b)) dado que g € Hompan(B,C), entonces
(g0 f)(ab) = (g o f)(a)(go f)(b).

Similarmente para la suma, g(f(a+0b)) = g(f(a)+ f(b)) = (go f)(a)+ (go f)(b). Por tanto,
go f es un homomorfismo de algebras.

Denotemos como 1¢ a la unidad de un dlgebra de Banach G. Entonces, f(14) = 15, dado que
f es un homomorfismo unitario. Bajo el mismo argumento g(15) = 1¢, de donde (go f)(14) =
g(f(1a)) = 1¢c. Por tanto, go f es unitario de A hacia C y por tanto go f € Hompan(A,C).

2. Mostraremos que g o f es un operador lineal acotado.

Como f es acotado se cumple que 3M > 0 tal que

l|f(a)|lg < Ml||a|| 4 para todo a € A

Como g es acotado se cumple que 3N > 0 tal que
llg(b)||c < N||b|l|s para todo b € B

de donde,
lg(f(a))lle < NI|f(a)lls < NM]|a||a,

entonces g o f es acotado.

Observemos que (hog)o f = ho(go f), porque los homomorfismos son funciones y la
composicion de funciones es asociativa.

3. Necesitamos verificar el axioma del morfismo identidad para el caso de algebras de Banach.

Sea A un algebra de Banach con unidad arbitraria, construimos I 4(a) = a para todo a € A.
Notemos que I4(a) € Hompan(A,.A), ya que I 4(ab) = ab = I4(a)l4(b) para todo a,b € A
y que ademas, 14(14) = 14. Luego, sea BB otra algebra de Banach con unidad y conside-
remos los homomorfismos f: A — Byg: B — A, tendremos que foly = fyque [40g9 =g.

Por tanto, de los items anteriores se obtiene que Ban es una categoria.
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Definicion 3.1.14.

Diremos que un elemento de una algebra de Banach con unidad es invertible si posee inversos
a ambos lados.

Definicion 3.1.15.

Sea x € A, algebra de Banach con unidad e, el espectro de x es
o(x) ={A € C: Xe —x es no invertible}.

Lema 3.1.16.

a. Si||z|| < 1, entonces e — x es invertible y (e — )1 = >0 a™.

b. Si || > ||z|| entonces e — x es invertible, y su inversa es Y o° A" g
Prueba.

Para (a).

St consideramos la serie {> évx"}?vozo, estd serie es de Cauchy cuando ||z|| < 1 y como A es
N :
completo se concluye que {5 z"}3_, converge. En efecto, su valor de convergencia es

a I
l{im E z", es decir, g z" g n
N—oo

n=0 0 0

y por tanto, Y " z" € A

Ahora, mostraremos que e — = es invertible. Para ello observemos que

(Z x")(e—x) = an(e —x)
n=0 n=0
= Z " — (Z x")x
n=0 n=0
= " — "=,

ast también,
(o) (o) o0
T LS SETE) pe
n=0 n=0 n=0
o0 o0
n=0 n=0

Lo que demuestra que (e — x) es invertible.

Ahora, demostraremos que (e —z)~! = >"°° 2" En efecto, si ||z]| < 1, z

N — oo y entonces

N+l 4 ( cuando




Esto prueba que la serie Y 72" = =(e—x)"L

Para (b), A es invertible por ser escalar distinto de cero, ademds, Ae — z = A\(e — A~!x). Como

y = X'z satisface [jy|| = [|%]| = % < 1, podemos aplicar el resultado anterior y obtendre-

mos que Ae—z es invertible y su inversa es A\™1 Y00 (AT a) = AT YOO T = 00 AT g,

Observacion 3.1.17.

o(z) es no vacio para todo = € A (ver [1], Proposicién 1.6).

Teorema 3.1.18. Teorema de Gelfand Mazur.

Si A es un algebra de Banach en la cual todo elemento diferente de O es invertible, entonces

A=C.
Prueba.

Sea r € A, sea e € A la unidad. Si = no estd en Ce entonces A\e — x # 0 para todo A € C,
de donde Ae — x es invertible para todo A\ € C. Pero, entonces o(xz) = &, lo cual es imposible.
Entonces A = Ce = C.

Definicion 3.1.19.

Sea A un algebra de Banach con unidad. Un funcional lineal multiplicativo en A se refiere a
un homomorfismo de algebras ¢ # 0 desde A hacia C.

El conjunto de todos los funcionales multiplicativos en A se llama el espectro de A y lo deno-
taremos como M (A).

Proposicion 3.1.20.

Sea A un algebra de Banach con unidad e.
Supongamos que ¢ € M (A), entonces se debe cumplir que:

a. ¢(e) =1.

b. Si z es invertible en A entonces ¢(z) # 0.
c. |¢(z)] < ||z|| para todo z € A.

Prueba.

Tomemos x € A con h(z) # 0, tenemos que

o(e)p(x) = ¢(ex) porque es funcional multiplicativo

entonces, ¢(e) =1 lo que demuestra a.

Para (b), tomemos ahora un z invertible ¢(z~1)¢p(z) = ¢p(z~'x) = ¢(e) = 1. Lo que demuestra

que ¢(z) # 0.
Para (c), ver por ejemplo [1], Proposicién 1.10.
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Lema 3.1.21.

Los funcionales lineales multiplicativos en un algebra de Banach con unidad, tienen norma 1.

Prueba. Primero demostraremos que para a € A, si ||a|| < 1 es imposible que ¢(a) = 1 para
» € M(A).

Supongamos que existe un funcional lineal multiplicativo ¢ € M(A) y algin a € A, tales que
lla]| < 1y ¢(a) = 1. Si consideramos la serie b= )", ., a”, sabemos por 3.1.16 que esta serie
converge cuando ||al| < 1. N

Observemos que a + ab = b, luego de hacer las operaciones necesarias en la definicion de b.
Ahora, como ¢ es funcional lineal multiplicativo

¢(b) = ¢(a + ab) = ¢(a) + ¢(ab) = ¢(a)(1 + ¢(b)),

st consideramos ¢(a) = 1, se tendra que ¢(b) = ¢(b) + 1, pero esto ultimo es imposible.

Por contradiccion procederemos a la demostracion del lema. Consideremos un a y un ¢, de tal
forma que [|a|| < 1y |¢(a)| > 1. Sea ¢(a) = a entonces ¢(%) = 1, tendriamos que [|5[| < 1y
que ¢(%) =1, pero hemos demostrado que esto es imposible.

Luego, consideremos 14 € A; ||14]| = 1 y ¢(14) = 1 € C entonces |p(14)| = 1, lo que

demuestra que existe a € A con ||a|| <1 y tal que ¢(a) = 1. Entonces,

||¢l] = sup{[¢(a)| para [[a]| <1} = 1.

Lo que demuestra el lema.

La relacion entre los ideales maximales y los funcionales multiplicativos es muy intima. Recor-
demos algunas definiciones sobre ideales.

Definicion 3.1.22.

Si A es un algebra, un ideal por la derecha es una sub-algebra J de A tal que yz € J, cuando
x € Ayy e J. Analogamente se definen los ideales por la izquierda. Diremos que J es propio

st J # A
Dada un algebra con unidad J es propio si y sélo si e no estd en 7. Observemos que, si e € J

entonces © = xe = ex € J para todo = € A, lo que darla J = A. Un ideal maximal es un ideal
propio que no estd contenido en otro mas grande.

Proposicion 3.1.23.

Sea A un algebra de Banach con unidad y sea J C A un ideal propio. Se cumplen los siguientes:

a. J contiene elementos no invertibles.

b. Si J es maximal entonces es cerrado.

Si el lector estd interesado en la prueba de estos hechos, ver [1], proposicion 1.11.
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Teorema 3.1.24.

Sea A un élgebra conmutativa de Banach con unidad. La aplicacién, ¢ — ker(¢) es una corres-
pondencia uno a uno entre M (A) y el conjunto de ideales maximales en A, al que denotaremos
como L(A).

Es decir, la aplicacién

M(A) = L(A)
¢ — ker (o)

es una biyeccion.

Prueba.

Para la prueba de este teorema se utilizan algunos resultados sobre ideales. Primero, observemos
que si tomamos ¢ € A con ¢ homomorfismo de anillos. Definimos K = ker(¢), la aplicacién ¢
determina un isomorfismo A/K = C. Dado que C es un cuerpo, se obtiene que ker(¢) es un
ideal maximal de A. De esta forma, la aplicacion M (A) — L(A) estd bien definido.

» M(A) — L(A) es inyectivo.

Queremos probar que si ker(¢) = ker(y) entonces ¢ = 1), para ¢, € M(A).

St definimos K = ker(¢) entonces ¢ : A — C se puede interpretar como la composicién
de la aplicacién cociente 4 — A/K y la eleccién de un isomorfismo A/ K = C. Entonces,
dado que k = ker(¢) = ker(v), ¢ # 1 st y sélo si el isomorfismo anterior es diferente para
¢ y para 1; pero no pueden haber dos isomorfismos diferentes para A/K = C porque de
otra forma tendriamos un automorfismo no trivial de C = C. Dado que estamos trabajando
con algebras de Banach con unidad, este automorfismo deberia ser lineal en C y entonces
deberia de cumplirse que ¢(14/x) = ¥(14/x) = lc, esto determina cualquier otro valor

para 1 y ¢. Por tanto, ¢ = 1.

» M(A) — L(A) es sobreyectivo.

Sea N € A un ideal maximal, N es cerrado (véase 3.1.23) y A/N es un algebra de Banach
con unidad (véase ??). Como N es maximal, A/N es un cuerpo y por tanto un algebra
simple. Dado que C es la unica é4lgebra de Banch simple entonces A/N = C, por el
teorema de Mazur (véase 3.1.18), por tanto, si se considera la aplicaciéon ¢ : A — A/N, N
es nutcleo de dicho mapa por el primer teorema de isomorfia, ademas, ¢ es un homomorfismo
de 4lgebras de Banach y por tanto vive en M(A). Entonces, tenemos que para todo
N € L(A), existe ¢ € M(A) tal que N = ker(¢). Es decir, la aplicacion M (A) — L(A)
es sobreyectivo.

De lo anterior M(A) — L(A) es una biyeccidn.

Ejemplo 3.1.25. Sobre M(A).

1. SeaneN, n>2ysea ¢ e M(M,(C)).

Sea E,; € M,(C) la matriz cuadrada cuya (p, ¢)-ésima entrada es 1 y todas las demas son
0, Epg = [5pi5qj]2j:1-
Note que

n
I, = Z Eqq
q=1
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y que
EpgEqp = Epp, EgpEpq = Eqq.

Asl,
O(Exk) = ¢(Ex1E1g) = ¢(Ex1)d(E1k), por la linealidad de ¢,
= ¢(E1k)¢(Ek1), por la conmutatividad en C,
= ¢(E1x L)
= ¢(F1)
Luego,

= ¢(0) = ¢(E11E2) = ¢(EB11)p(Enn) = ¢(E11)d(En1) = ¢(En)?,

) =
ast (E11) =0y qb(I ) = (> t=1 Egq) = >_g—1 #(Eyq) = 0. Para, 1 € (My(C)), se cumple
que ¢(¢) = (b( n) = o(¢ )qﬁ( n) = 0. Entonces ¢ = 0, como esto no es posible de la
definicion para M (M, (C)) se tiene que M (M, (C)) = 0.

2. Tomando A = C, describamos M (C).

Sea ¢ € M(C). Explicitamente podemos escribir

¢(z) = Az, con A € C.

Analicemos primero cuando ¢ es la funcién identidad, es decir, cuando A = 1. En ese caso
tendremos

por tando, si ¢ = Id entonces ¢ € M(C).

De otra forma, sea A # 1.

P(2)¢(w) = Azdw

= A2zw,

por otro lado, ¢(zw) = z¢(w), porque ¢ es homomorfismo y consideramos a z € C como
escalar. Entonces

P(zw) = z¢(w)
= zA\w

= A\zw

podemos igualar, A\ = \?, de dénde, A =0 o A = 1, pero, si A = 0 entonces ¢ = 0, lo cual no
es posible desde la definicion de M (.A). Por lo que podemos concluir que M(C) = {Id}.

Ejemplo 3.1.26.

Ahora veamos un ejemplo ilustrativo de la utilidad del teorema 3.1.24.
Sea A =C[0,1].
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» Estudiemos los ideales maximales de C|0, 1].
Definamos ¢ € [0, 1] y definamos I. = {f € C[0,1] : f(c) = 0}.

Proposicion 3.1.27. I, es un ideal maximal y todo ideal en C|0,1] tiene esta forma.

Observe que I.. contiene a todas las funciones constantes.
Sea J un ideal mas grande en el cual esté contenido I., mostraremos que J = CI0, 1].

Prueba.
Tomemos g € J de modo que g no esta en I, entonces g(c) # 0.
Si definimos h(z) := g(z)/g(c) € J, ya que ﬁ € J, ademds obtenemos que 1 —h(z) € J,
ya que 1 — h(z) = ;i5(g(c) — g(x)).
De esta forma
1=h(x)+[1—h(x)] e J
Ast J = C0,1].

Ahora, supongamos que J es un ideal maximal en C[0,1] y que no es de la forma I. para
todo ¢ € [0,1]. Debemos observar que para ¢ € [0, 1] existe f. € J tal que f.(c) # 0.
Como f. es continuo, existe un vecindario de ¢, que llamaremos V., donde, para cualquier

z, fe(x) # 0.

Observe que [0,1] C Uce[(),l] V.. Dado que [0,1] es compacto, existe una subcobertura
finita de estos conjuntos de modo que

0,1 CV, UV, U---UV,,

Tomemos g(x) = f2 (x) + f2,(x) + -+ + f2 (x). Dado que las funciones f., # 0 en V,
tenemos que g(x) > 0 en [0, 1].

Por lo que 1/g(z) € C[0,1] y entonces 1 = g(z)/g(z) € J. De donde J = C]0, 1], esto es
una contradiccion.

Asi, concluimos que existe ¢ € [0, 1] tal que J = I..

s Describamos M(C|[0, 1]). Gracias al teorema 3.1.24, resulta que
M(C[0,1]) = L(C[0,1]) = {f € C[0,1] : f(c) = 0}
={l.:ce0,1]}.

3.2. Teoria de Gelfand

Definicion 3.2.1.

Sea X un espacio de Banach, X* su espacio dual y tomemos f € X*. Definamos la topologia
débil—* en X™* como la topologia mas débil tal que para todo = € X la aplicacién evaluacion

ev, : X" = C

[ fz)

es continua.
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Observacion 3.2.2.

Sea a € A, entonces ev, : f — f(a) es continua si para todo abierto U € C, la imagen
inversa ev, 1 (U) es abierta en A*. Esto nos permite declarar la siguiente base topoldgica (ver
por ejemplo Munkres [3], 2.13):

Vau ={¢ € A" : ¢(x) €U},
podemos utilizar esta base para generar una topologia en A*.

Observemos que M(.A) es un subconjunto de A*. Entonces M (A) es un espacio topoldgico bajo
el subespacio topoldgico inducido por la topologia débil—x en A*.

Observacion 3.2.3. El teorema de Banach-Alaoglu.

La bola unitaria cerrada del espacio dual de un espacio vectorial normado, es compacta en la
topologia débil—*. (Ver Rudin [6], Teorema 3.15.).

Proposicion 3.2.4. M (A) es un espacio compacto de Hausdorff bajo la topologia débil—*.
Prueba.

Sea B la bola unitaria cerrada en A*, B := {f € A", | f|,, < 1} con la topologta inducida por

la topologia débil—* en A*. Entonces B es Hausdorff (ver Rudin [6], 3.14), como M (A) C B,
entonces M (.A) también es Hausdorff.

Consideremos la sucesidn {¢j}Jo'i1 C M(A) que converge al elemento f € B en la topologia
débil—*, entonces

Fa) = iy a0) = g0 )05 4) = 1y 05(0) ) (113 05(0) ) = (@)1

Ademas, f(e) = 1, por lo que M(A) es cerrado en B (el cual es compacto y Hausdorff por el
teorema de Banach-Alaoglu) y por ende M (A) es compacto y Hausdorff.

Definicion 3.2.5.
Sea = € A, un algebra de Banach con unidad, definamos la funcion

z:M(A) —»C

¢ — o(x)
como

T = ¢(x)
con ¢ € M(A), estd funcién asigna a todo = € A una funcién z : M(A) — C. & es continua en
M(A), ya que T = evy|ps4) (restriccién de funcién continua es continua). También observe que
z es funcidn acotada en M(A) (ver 3.1.20). Asi, z € Cp(M(A)).
La aplicacidn
' A— CB(M(A))

T =T

la nombraremos como transformada de Gelfand. Denotaremos a esta transformada como T' 4
cuando es necesario aclarar sobre cudl algebra se esta trabajando. Tenemos la relacion

Ta(z) = 7.

49



Definicion 3.2.6.

Si x € A, algebra de Banach con unidad, el radio espectral de x se define como
p(x) = sup{|A| : A € o(x)}.

En lo que sigue necesitaremos hacer uso del siguiente resultado.

Proposicion 3.2.7.

Sea A un algebra de Banach con unidad. Entonces, para todo a € A,

|,

p(a) = lim ||a

n—oo
Para la demostracion de este resultado, véase por ejemplo, Rudin [0], teorema 10.13.
Teorema 3.2.8.

Si A es un algebra de Banach conmutativa con unidad, sea z € A.

a. La transformada de Gelfand I' : A — Cp(M(.A)) es un homomorfismo desde A — Cp(M(A))
y é es la funcién constante 1.

b. Rango(Z) = o(x).
¢ |[|2[lsup = pz) < [l]].
Prueba.

La prueba viene del hecho que dado ¢ es un funcional multiplicativo, ¢ € M (A) y dados z,y € A
se tiene:

zy(¢) = ¢(zy) = o(2)d(y) = 2(9)y(9)
z+y(9) = ¢(x +y) = o) + o(y) = #(¢) + §(9)
az(¢) = ¢lar) = ag(z) = ai(p)

ademas, é = 1 desde la proposicidon 3.1.20. Lo que demuestra (a).

Observacion: Sea X un espacio topoldgico. Una funcién f es no invertible en Cg(X) si existe
un zg € X tal que f(zg) =0.

Especificamente en nuestro caso, x € A es invertible si y sélo si & : M(,A) — C nunca es cero.

Por definicién, A € o(x) (véase 3.1.15) si y sdlo si Ae — = es no invertible si y sélo si existe
¢ € M(A) tal que A — ¢(z) = 0 (viene de de la observacidn anterior). Entonces ¢(x) = A para
algun ¢ € M(A) y siempre que X € o(z), lo que demuestra (b).

Para el uUltimo caso, utilizaremos el contrapositivo de 3.1.16, si Ae — x es no invertible entonces
IA] < ||z||. Por definicién, p(x) = {sup |A| : A € o(x)}, por tanto, p(z) < ||z||.
Ademas p(x) = ||Z||sup por el resultado obtenido en (b).

Definicion 3.2.9.

Sea A un élgebra de Banach conmutativa con unidad que ademds es un algebra—x, cuando la
transformada de Gelfand es un homomorfismo—*, es decir cuando

—

=7 (z € A)

A es llamada simétrica.
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Proposicion 3.2.10.
Suponga que A es un algebra—x conmutativa de Banach con unidad.

a. A es simétrica si y sélo si = toma valores reales cuando z = z*.
b. St A es un algebra C*, A es simétrica.

c. St A es simétrica, Rango(I" 4) es denso en C(M(A)).
Prueba.

Para (a), veamos ambas implicaciones.

(=) Si A es simétrica y = x*. Por hipétesis, = 7, pero dado que & tiene imagen en C, se
tiene que Z es real.

(<) Dado z € Ay sean u = 3(z+2*) y v = 5 (x — 2*). Observemos que u € A y v € A, dado
que z* € A. Entonces, u = u* y v = v* y por tanto, & y v son reales por hipdtesis. Se puede
observar que u +iv = 1(z + 2*) +i(%(z — 2¥)) = z, as{ también z* = u — iv, entonces

—

¥ =10 — 10 =

&)l

Para (b), suponga que A es un algebra C*. Sea = € A talque z = z* y sea ¢ € M(A) y sea
Z(¢) = ¢(x) = a+1if con «, 5 real. Para todo ¢ € R consideremos z = x + ite.

Aplicando h tenemos que ¢(z) = ¢(x) + ¢(ite) = a +if + it = a + i(f +t) y ademas
2z = (x +ite)(z — ite) = 2% + t2e.

o+ (B+1)* =o(x)” < ||z

=||z*2

2, por la proposicién 3.1.20

|
= [Ja? + %l
< (|22 + liell = [12?]] + ¢

Luego,
o 4 (B + 1) = o + B2 + 28t + t* < ||2?|| + t%, para todo t € R
o? 4+ 2 + 2t < ||2?||, para todo t € R
esto obliga a que 5 = 0. De donde & es real, pues ¢(z) = a+ i = a. Por tanto, A es simétrica
por (a).
Para probar que Rango(I" 4) es denso en Cg(M (A)) utilizaremos el teorema de Stone-Weierstrass,
por lo que debemos comprobar que I' 4 no se anula y que Rango(.A) separa puntos.

» I"4 no se anula, dado que Rango(T" 4(a)) contiene a é = 1.

= Rango(I"4) separa puntos en Cp(M(A)). Sean ¢1,pa € M(A), st ¢1 # ¢p2 entonces existe
un = € A tal que ¢1(z) # ¢2(x), esto implica que (¢1) # T(¢p2).

por tanto, Rango(I"4) es denso en C'(M(.A)), lo que demuestra (c).

Observacion 3.2.11.
Sea A un algebra de Banach con unidad.

Decimos que la transformada de Gelfand (I' 4 : A — Cp(M(.A))) es una isometria (véase 1.2.7)
st

[12[lsup = [T a(2)[sup = ][]
para todo z € A.
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Proposicion 3.2.12.
Sea = € A, con A un éalgebra de Banach con unidad y £ > 1.
ok ok
121130 = 1127 [lsup-
Prueba.
Sea ¢ € M(A). Tenemos que 22°(¢) = ¢(k)2"; luego es claro que
[6(2)*" < (sup(é € M(A) : [$())*")
= sup(o(2)[*") < (sup(¢ € M(A) : [$(z)])*")

2" [Joup < 1121123

es decir, Sup-

Por otro lado,

k

|6(x)| < sup(¢ € M(A) : |$(x)]*)
= sup(¢ € M(A) : |¢(z)]) < sup(¢ € M(A) : |¢(z)|*")
= sup(¢ € M(A) : |¢()))*" < sup(¢ € M(A) : |o(z)[")

B

S

k

2k Hka

de donde |]§:||§§p < ||f62k||sup. Por tanto, Sup

] [lsup-
Proposicion 3.2.13.

Sea A un algebra de Banach conmutativa y con unidad. Se cumplen los siguentes:

a. Dado z € A,

Z||lsup = ||Z|| st y solo si ||z =||lx ara todo k£ > 1.
2| |sup iy sélo si [[z2° 2ty do k> 1

b. T4: A— Cp(M(A)) es una isometria si y sélo si ||z2|| = ||z||% para todo z € A.

Prueba.

Para la parte (a), sea = € A.
Supongamos que ||Z||sup = ||z

I
HkaH < HxHQk por definicion de 4lgebra de Banach (véase 3.1.3),
= y|@|\§§p por hipotesis
= Hi“QkHsup por la observacién anterior,
= HxékH por el teorema 3.2.8

< ]|:1:2k]|, por el teorema 3.2.8

de donde ||z%"|| < [[z|[** < ||z*"|| y por tanto ||22"|| = ||=[|*", V& > 1.
Si HCL’QkH = |]:r||2k para todo k, de la proposicidon 3.2.7 y el teorema 3.2.8 se tiene la siguien-
1 1
te igualdad ||£][sup = Mg _00 ||22]|2F = 1my 00 (|[]|2°)2F = ||]|. Esto demuestra la parte (a).
Para la parte (b). St I'4 es una isometria entonces H:):zkH = HxHQk para todo £ > 1 (por el
resultado anterior), tomando k = 1 se tiene que entonces ||z2|| = ||=||?, valido Vz € A. Por otro
lado, si ||z?|| = ||=||? para todo x € A, entonces al usar induccién sobre k
2k+1 2k\2
=1 = (=)

= (HkaH)2 por hipdtesis inductiva

= [l

, por la hipdtesis
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Entonces, :c2k|| = |]:c||2k para todo =z € A.
Utilizando el resultado anterior se concluye que ||Z||sup = ||z||, V2 € A, es decir que "4 es una
isometria, lo que demuestra (b).

Teorema 3.2.14. El teorema de Gelfand Naimark.

St A es un adlgebra—C* conmutativa con unidad, T'4 : A — Cg(M(.A)) es un isomorfismo—sx
isométrico.

Prueba.

Por el teorema 3.2.8 I' 4 es un homomorfismo de algebras. Por la proposicion 3.2.10 A es simé-
trica, luego I' 4 es un homomorfismo—:x.

Sea z € A y sea y = z*z. Entonces y* = (z*z)* = 2*(2*)* = z*x = y. Dado que y = y*, la
identidad C* nos da ||y||> = ||y*y|| = ||¥?||, por induccién se puede probar que ||y2"|| = ||y||*",
para todo n > 1. Entonces se cumple que ||9||sup = ||y|| por el literal a de la proposicién 3.2.13.

*

Entonces,

llzl* = llz*z]| = llyll = [1§llsup
—_—

= @l
= |[(Z)*Z||sup = ||ZZ||supya que A es simétrica, proposicion 3.2.10.
= 112]|up-

Entonces ||Z||sup = ||z||, V2 € A y por tanto I' 4 es una isometria.

Por otro lado, si tomamos x1,z2 € A tal que I' 4(x1) = I'a(x2), para todo h € M(A), h(z1) =
h(z2), entonces tendriamos que

0= |[Ta(z1) — Ta(z2)llsup = [T a(®1 — 22)||sup = |[71 — 22]|

entonces y se obtiene que x; = z2. Por tanto, I'4 es inyectiva.

Tenemos que Rango(I"4) C C(M(A)) y que Rango(I" 4) es completo, dado que A es completo
y I' 4 una isometria. Dado que todo subespacio completo es cerrado, Rango(I" 4) es cerrado.

Ademas, sabemos que Rango(I"4) es denso en Cg(M(A)) por 3.2.10, entonces Rango(I'4) =
Rango(I" 4) = C(M(A)). Por tanto I' 4 es sobreyectiva.

De lo anterior, I' 4 : A — Cg(M(.A)) es un isomorfismo isométrico, lo que demuestra el teorema.
[

Ejemplo 3.2.15.

Segun el ejemplo 3.1.25, Cp(M(C)) son las funciones continuas que van de M (C) a C, porque
unicamente Id € M(C). Por tanto C = Cp(M(C)).

Ejemplo 3.2.16.

En el ejemplo 3.1.8 se vié que M, (C) es un dlgebra C* si se le asocia || - ||2.

Sin embargo, no es posible plantear un isomorfismo—* entre M,,(C) y Cg(M(M,(C))), dado
que M (M, (C)) = 0 y si comparamos las dimensiones de este espacio y M, (C), éstas nunca

coincidirdn. Vemos que en este caso no es posible utilizar el teorema de Gelfand-Naimark dado
que el conjunto M,,(C) es un édlgebra C* no conmutativa.
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Ejemplo 3.2.17. El teorema de Gelfand-Mazur (3.1.18) como consecuencia del teorema de Gel-
fand Naimark.

Sea A un élgebra conmutativa de Banach con unidad donde todo elemento diferente de cero es
invertible, entonces A = C.

Prueba.

Debemos recordar que un anillo de divisién es, por definicion, un anillo donde todo elemento
diferente de cero es invertible. Por tanto, el A de este enunciado es un anillo de division, ademas
debemos recordar el siguiente hecho.

Todo anillo de division no posee ideales, salvo el <0 > yel <1>.Asi L(A) ={<0>}.

Por el teorema 3.1.24 se concluye que M (A) es unipuntual y Cp(M(A)) define la aplicacién
f()=C
S,

dénde f es continua.

Por tanto, C(M(A)) = C. Por el teorema de Gelfand Naimark se obtiene la siguiente cadena
de isomorfismos

A= C(M(A) = C,

lo que nos permite concluir A = C.

3.3. Los funtores M y Cp

Proposicion 3.3.1.

Sea f : A — B un homomorfismo entre dos algebras de Banach con unidad A y B, entonces la
aplicacion

M(f): M(B) — M(A)

¢ gof
es continua.
Prueba.
Seape M(B),¢p:B—C, f: A— B.
Note que (¢ o f) € M(A),
pof: A—C

Ademas, sean z,y € A

Luego, consideremos A*, B* los duales de esas algebras de Banach. Demostraremos que la
aplicacidn

g:B"— A*
¢ o f
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es continua respecto a la topologia débil—x.

Sea V' un abierto en A* y consideremos su imagen inversa
g (V)={oeB :dofeV}
SeaV = Va“fg = {1y € A* : ¢Y(a) € U}, para algiin a € A, U C C abierto.

St g(¢) = ¢ o f €V, entonces por la definicion anterior (¢ o f)(a) € U. Entonces, tendremos:

g Vi) ={¢€ B : (¢0f)(a) €U}
={¢p€B": (¢of)(a) €U}
= Viw.u-

Dado que empleamos la topologia débil—* en B*, tenemos que Vﬁa) y €s abierto en B*, bajo
esta topologia. Entones, todo conjunto abierto en A* lleva a un conjunto abierto en B*, bajo la
imagen inversa de g. Por tanto, g es continua.

Ademas, sabemos que M (A) C A*, M(B) C B*. Dado que la continuidad de g se cumple para
espacios duales en general, podemos restringir nuestro dominio a M (B) y entonces M(f) es
continua.

Proposicion 3.3.2.
M es un funtor contravariante definido en Ban — Top.
Prueba.

Sabemos que M(A) es un espacio topoldgico bajo la topologia débil—x para .4*. Entonces,
M (A) € Objrop para A un dlgebra de Banach con unidad. Por la proposicién anterior, sabemos
que M(f) estd en Homr,, para todo homomorfismo f € Ban.

Observemos que para ¢ € M(A),
M(I4)(¢) =¢pola=¢

Entonces, M (14) = Iy (4)- Es decir, preserva el morfismo identidad.

Luego, verifiquemos que preserva composiciones, para
M(go f): M(C) — M(A).
Sea h € M(C),

[M(f) o M(g)](h) = M(f)((M(g)(h)))
= M(f)((hog))
=hogof
=ho(gof)
= M(go f)(h)

Por tanto, M es un funtor contravariante.

Teorema 3.3.3.

St A es un algebra C* con unidad, conmutativa, entonces I'4 : A — Cp(M(.A)) es un epimor-
fismo en Ban.
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Prueba.

Sea B € Ban y tomemos hi, hy : Cg(M(A)) — B morfismos, es decir, homomorfismos acotados
tal que hjoT'y = hgoT 4.

De la relacién anterior se tiene que A1 |Rango( 4)= P2 |Rango(r 1), COMO Rango(I"4) es densa en
Cp(M(A)) (véase 3.2.10) entonces se concluye que hy = hg, por el resultado en la proposicién
1.2.13.

Definicion 3.3.4.

Considere todas las funciones continuas f : X — Y para X,Y, espacios topoldgicos, es decir,
[ € Homrop(X,Y). También considere todas las funciones continuas acotadas (como se definié
en 3.1.7), tomemos g € Cp(Y'). Entonces, definimos la aplicacién

CB(f) : CB(Y) — CB(X)
g—gof
(Ce())(g) ==go f

Obsérvese que la composicion de funciones continuas es continua, y g o f es acotada dado que
g es acotada, por lo que Cp esta bien definida.

Proposicion 3.3.5.

Cp es un funtor contravariante definido en Top — Ban.

Prueba.

» Si X € Objrep entonces Cp(X) € Objpan, porque es un algebra de Banach.
St f € Homgop entonces Cp(f) € Hompan, dado que son homomorfismos acotados de
algebras.

» Cp preserva la aplicacién identidad. Sea g € Cp(X).
Cp(Ix)(9) = go Ix = g € Cp(X).
Entonces, Cp(Ix) = oy (x)-

= Preserva composiciones.
Seaf: X —>Yyg:Y — Z Cg(f) acepta una funcién h; € Cp(Y) y al componer se
genera hyo f : X — C. Cp(g) acepta una funcién hy € Cp(Z) y al componer se genera
h2 og: Y - C.
Entonces, tomemos he € Cp(Z),

[CB(f) o Cp(9)(h2) = (Cp(f))(h2og) = (h2og)o f,

lo cual es equivalente a hacer Cg(go f)(h2) = hao(go f)

Por tanto, Cg es un funtor contravariante.
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Capitulo 4

Aplicaciones a teoria de algebras de
Banach

4.1. Adjuncion entre Cp y M

En esta seccidn se aborda el problema de una adjuncién (ver 2.4.4) entre los funtores M (A) y
Cp(X) (ver 3.3.2 y 3.3.5), ademés se estudian dos transformaciones que surgen de las compo-
siciones de ambos funtores.

4.1.1. La adjuncién

Teorema 4.1.2. El funtor M es adjunto por la izquierda a Cp.

Sea X un espacio topoldgico y sea A un algebra de Banach con unidad. Dados f € Hompan(A, Cp(X))
y g € Homgep(X, M(A)). Existe una biyeccién natural

® : HomBan(A,Cp(X)) = Homrep(X, M(A))
donde ®(f) =gy ®!(g) = f de modo que
(f(a))(z) = (9(x))(a)
para todo x € X, a € A, f € Hompan(A,Cp(X)) y g € Homrop(X, M(A)).

En particular, la naturalidad se refiere a verificar las siguientes condiciones:
1. ®(Cp(k)o f) = ®(f) o k.
2. &Y (Mhog)=d"1(g)oh.

Para h € Hompan(B, A) y k € Homrop(Y, X). En otras palabras los siguientes diagramas
conmutan.

$
x5
[S)
|
-
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A (b_—@» Cp(X) ]\/[(A)<g_X
-1

h| “igpoh -——2 M) Arhyog

B M(B)

Para que los diagramas anteriores tengan sentido debemos considerar, f € Hompg, (A, Cp(X)),
g € Hompep(X,M(A)), h € Hompan(B,A) y k € Homra,(Y, K), por la contravarianza se
obtienen los morfismos M (h) € Homgo(M(A), M(B)) y Cpk € Hompan(Cp(X),Cp(Y)).

El teorema 4.1.2 puede probarse siguiendo los pasos descritos a continuacién.

a. Para todo z € X, g(z) € M(A).

b. Si f € Hompan(A, Cp(X)), g € Homrop(X, M(A)),
c. Para todo a € A, f(a) € Cp(X).

d. St g € Homrpep(X, M(A)), f € Hompan(A,Cp(X)).
e. ® es una biyeccion.

f. @ es natural.
En orden, demostraremos cada uno de los puntos anteriores. Esta idea de pasos a demostrar

para obtener la adjuncién puede observarse en [4].

Proposicion 4.1.3.

St f € Hompan(A,Cp(X)), entonces ®(f)(z) = g(x) € M(A) para todo z € X.
Prueba.

Debemos probar dos puntos.

» g(z) es un funcional multiplicativo A — C.

Primero, veamos que g(z) puede ser descrito como

g(x) : A—=C
(9(x))(a) = (f(a))(x) = (evg o f)(a)

donde el mapa

evy : Cp(X) = C
evy(h) = h(x)

con h € Cp(X).
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Ahora, observemos que

g(x)(a- ab) = (evz o f)(a - ab)
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Ademas, para todo f € Hompan(A,Cp(X)), en consecuencia

(9(x))(1a) = evs(f(14)) = 1opy, (X) =1 €C,
ya que 1oy o, es la aplicacion continua i : X — C tal que h(z) = 1.
» g(z) es acotada. Tomemos h y k € Cp(X) de tal forma que
[|h — k||oo = sup{|h(x) — k(z)|, para todo = € X} < ¢, para un e fijo.
= |h(zo) — k(x0)| < ¢, fijando zp,

por tanto, para todo zg € X, evy, : Cp(X) — C es continuo.

St f € Hompan(A,Cp(X)), sabemos que f es acotado bajo la norma de operador y
entonces continua. Luego, g(x) = ev, o f es continua porque la composicion de funcio-
nes continuas es continua, ademas es acotada porque f y evy, son acotadas, por tanto
g(x) : A — C es acotada. Lo que demuestra que g(z) € M(A).

Proposicion 4.1.4.
St f € Hompan(A,Cp(X)) entonces ®(f) = g € Homgop(X, M(A)).
Prueba.

Sea f: A— Cp(X), a € Ay O un conjunto abierto en C. Observemos que f(a) es continuo
en X porque f(a) € Cp(X).
Consideremos el conjunto,

Urao ={x € X : (f(a))(x) € O},

este puede describirse equivalentemente como Us, 0 = (f(a))~1(O), entonces Uy, o debe ser
abierto en X dado que O es abierto en C y la imagen inversa de abiertos es abierta.

Ahora, recordemos que M(.A) tiene asociada la topologia débil —* (ver 3.2.2). Consideremos
los conjuntos abiertos, de la forma V, p = {¢ € M(A) : ¢(a) € P}, con P abierto en C. Todo
abierto en M(A) puede obtenerse como unidén de estos conjuntos, por tanto, forman una base
topoldgica para M (A). Podemos reescribir el conjunto de la siguiente manera:

g (Vop)={zrecX:g(x)cV,p}
={re X :g9(zx)(a) € P}
={z e X: f(a)(z) € P}
=Ufa,p

como P es abierto, V; p es abierto en C y por el razonamiento anterior, g es continua y
g € Hompep(X, M(A)).
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Proposicion 4.1.5.

Sea g: X — M(A) entonces (®71(g))(a) = f(a) : X — C (ver diagrama en 4.1.2) es acotado
y continuo, es decir f(a) € Cp(X).

Prueba.

= f(a) es continuo.
Definamos:

evg : M(A) — C
evq(p) = ¢(a), con a fijo.

Entonces podemos reescribir
fla): X = C
((f(a))(z) = (evq © g)(x), para g fijo.

Recordemos que ¢ es un operador acotado con norma 1 (ver el lema 3.1.21) y por el literal
c de la proposicidon 3.1.20 podemos plantear

[¢(a)| < llall.a, para todo ¢.
leva()] < |lalla -1
leva(d)| < Cql|@||, para todo a existe C,.

Entonces, ev, es acotado bajo la norma de operador y por tanto continua al evaluar en ¢
y para todo a.
Ademds, g es continuo segun la proposicion aterior. Por tanto, f(a) = ev, o g es continuo.

» f(a) es acotado.
Primero, debemos observar que M (A) es compacto segun 3.2.4 y que ev, es continuo
por el punto anterior, de ahi que la imagen de ev, es compacta, dado que la imagen de
funciones continuas en espacios topoldgicos compactos es compacta.

Luego, para algun K € R,
leva(d)] = |@(a)| < K,

ya que la imagen de ev, estd en C y subconjuntos compactos de C son acotados por el
teorema de Heine-Borel.

St ¢ = g(z) para z € X, tendremos que ev,(g(x)) < K. Entonces, f(a) = ev, 0 g es
acotado.
Por tanto, f(a) continuo y acotado implica que f(a) € Cp(X).

Proposicion 4.1.6.

Si g € Homyey(X, M(A)) entonces ®71(g) = f € Hompan(A, Cp(X)).

Prueba.
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= f es un homomorfismo de algebras con unidad.

Seana,be A, x € X yceC
f(ka)(z) = g(x)(ka) = k- g(x)(a) = k- f(a)().
fla+0)(x) = g(z)(a+b) = g(x)(a) + g(z)(b) = f(a)(x) + f(b)(x).

lo mismo se cumple para el producto.
Ademas,

FAa)(x) = g(x)(1a) = (evi, 0 g)(2) = evi,(9(2)) = (9(2))(1a) = 1 € C,

por tanto f(14)(x) =1 € C, para todo x € X y como f(14) € Cp(X) entonces f(14) =
Loy (x)- Por tanto, f : A — Cp(X) es un homomorfismo de algebras con unidad.

= f es acotado.

lg()l] = 1,
dado que g(z) € M(.A). Consideremos ||a||4 < 1, entonces
[f(@)(@)] = lg(z)(a)] < llg(x)[lal 4 <1,

para todo = € X. Entonces || f(a)|/,, < 1, para |la]| 4 < 1. Por tanto, || f|| <1, es decir, f
es acotado bajo la norma operador.

De los puntos anteriores, f € Hompgn (A, Cp(X)).

Proposicion 4.1.7. ® es biyectivo.
Prueba.
Tomemos f,g: A— Cp(X).

= ® es inyectivo.

Tomemos (&(f)(x))(a) = (®(g)(x))(a)-

(evg o f)(a) = (evy 0 g)(a), para todo z € X, a € A.
eevy(f(a)) = evg o (g(a))
<(f(a))(x) = (9 ( ))(z)

< f(a) = g(a), para todo a € A.
<f=9

de donde ® es inyectivo.

= ® es sobreyectivo.
Sean z,p: X — M(A).

Tomemos (7(2))(a)(z) = (27'(p))(a)(z)
(evg 0 2)(x) = (evg o p)(x), paratodo z € X,a € A
©(eva)(2(2)) = (eva)(p(2))
& (2(z))(a) = (p(x))(a)
ez(x) = p(z
Sz=0p
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de donde ®~! es inyectivo.

Por tanto, ® es biyectivo.

Proposicion 4.1.8. ¢ es natural.

Prueba.

A ——» Op(X) M(A) -—"— X
0]
Clpke o Cgk o= k
D(f)ok
Cp(Y) Y

» O(Cpko f)=®(f)ok.

Seank:Y —- X, Cgk :Cp(X) = Cp(Y)y f: A— Cp(X). Tomemos a € A,y €Y.

(@(Ck o f)(y)(a) = ((Csk o f)(a))(y) = (Cpk(f(a))(y) = (f(a))(k(y)),

la Gltima expresion estd bien definida ya que f(a) € Cp(X) y k(y) € X. Ademas,

(f(@)(k(y)) = (D) (k) (a) = (2()(k(y))(a) = (2(f) ° k)(y))(a)

la Gltima expresion estd bien definida ya que ®(f)ok: Y — M(A).

Con lo que se concluye la igualdad.

» & L(Mhog)=®1(g)oh.

A ﬂ» Cp(X) M (A) 7 5
h " B ot M(h)

‘ (g)oh —= M(h)og

B M(B)

Seanh:B— A Mh: M(A— M(B))yg:X — M(A). Tomemos b € B,z € X.

(@7 (Mhog))(b)(x) = (Mhog)(x))(b) = (Mh(g()))(b) = (9(x))(h(b)),

Ademas,



la Gltima expresién estd bien definida, considerando ®~1(g): A — Cp(X) y h: B — A
Por la cadena de igualdades, @~} (Mhog) = ®(g) o h.

Por tanto, ® es natural y hemos demostrado que los funtores Cp y M son adjuntos.
[

Ahora que hemos demostrado la adjuncién de estos funtores estudiaremos algunos resultados
que surgen a partir de esta adjuncién.

4.1.9. El funtor CgM

Analicemos primero el funtor (ver 2.3.2)
CgM : Ban — Ban

y en la definicién anterior, para nuestra transformacién natural @, sustituyamos X por M (.A)
(recordemos que M (A) es espacio topoldgico), es decir,

¢ : Hompan (A, Cp(M(A))) = Homrge(M(A), M(A))

es también una biyeccién natural.

Consideremos el mapa identidad
IM(.A) : M(.A) — M(A)
Inpay(f) = 1,

definamos un homomorfismo de algebras de Banach, como I' 4 = @_I(IM(A)). Por la definicion
de @,

(Ta(a))(f) = Ini(ay(f)(a) = f(a)
para todo a € A, ¢ € M(A). Por tanto, I' 4 puede describirse utilizando la aplicacién evaluacién
ev, : M(A) —» C
eva(¢) = (;S(CL)
y podemos describir I' 4 como
F'y: A— Cp(M(A))
L a(a) = ev,.

La definicion de este homomorfismo coincide con la definicion de la transformada de Gelfand
dada en 3.2.5, en efecto, ésta es la transformada de Gelfand.

Proposicion 4.1.10.

La transformada de Gelfand es natural, en el sentido de que el siguiente diagrama conmuta

./4 T q:arrevq CBM(A)
Jp lCBMp
B FB:b’—)e’Ub CBM(B)

y entonces debe cumplirse la igualdad 'gop = CpMpoT 4.
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Prueba.

Primero, observemos que las flechas del diagrama tienen sentido. Sea p € Hompan (A, B) en-
tonces Mp € Hompan(M(B), M(A)) y mads ain CgMp € Hompan(CgMA,CgMB). Por
altimo, I' 4, I'p son las transformadas de Gelfand para A y B, respectivamente.

Como ® es natural y I'y = Q_l(IM(A)) obtenemos los siguientes diagramas dados por la
aplicacion ®.

I'p

B ——~ » Cp(M(A)) M(A)=——— M(A)
A
Cp(Mp) P Mp
OB(Mp> e} FA > Mp
Cp(M(B)) M(B)

Con este diagrama podemos obtener ®(Cp(Mp) ol 4) = ®(T'a) o Mp = Ijy(4) 0 Mp = Mp.

B L5 cpM(B) M(B) ~—— v(B)
M
|A > P Mp

M(A)

Para este diagrama, ®(I'pop) = Mpo ®(['g) = Mpo Iz = M

Por ultimo, como ® es biyectivo, entonces es inyectivo y debe cumplirse que
®(I'pop) =(Cp(Mp)oT4)

y concluimos que T'gop = Cp(Mp) o' 4.

4.1.11. La transformada de Stone-Cech

Ahora, analicemos el funtor
MCp : Top — Top.

Observemos que si hacemos A = Cp(X), la imagen del funtor anterior no es solo un espacio
topoldgico sino también un espacio compacto de Hausdorff, bajo la topologia débil—* asignada
a A segun 3.2.4.

Al igual que antes, podemos obtener una biyeccién natural

D HomBan(CB(X),CB(X)) — HomTOp(X,M(CB(X))).

Definimos la aplicacién identidad I, (x) : Cp(X) — Cp(X) y la aplicacion Ux € Homrep(X, M (Cp(X))),
tal que Wx = ®(I¢,(x)). Por la definicion de @,
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V()(h) = Ioyx)(h)(x) = h(z) € C.

Entonces, ¥ satisface

\I’X X = M(CB(X))
Ux(x) = evy,

Esta aplicacion es llamada la transformada de Stone-Cech.

Propiedad 4.1.12.

La transformada de Stone-Cech es natural, el siguiente diagrama conmuta

X U x :x—evg M(CB(X))
lf lMC’Bf
YWy:y»—)evyM(CB(Y))
Prueba.

La demostracion es similar a la prueba anterior.

4.2. Una equivalencia entre C'st y ‘H

Definicion 4.2.1.

Los objetos que son dlgebras—C™* conmutativas con unidad, junto con los homomorfismos—* (ver
3.1.11) con unidad forman la categoria C'st.

En esta seccidn se plantea una equivalencia entre dos subcategorias, una en Ban y otra en
T op; estas subcategorias resultan de la imagen de la transformada de Gelfand y la transformada
de Stone Cech.

Definicion 4.2.2.

La categoria SC estd formada por los objetos que son la imagen de espacios topoldgicos al
aplicarles el funtor M Cp, junto con las funciones continuas entre objetos de este tipo.

Podemos notar que si X es un espacio topoldgico, Cp(X) es un dlgebra de Banach y entonces
MCp(X) es también un espacio topoldgico. Por tanto, podemos limitarnos a objetos en la
categoria T'op dados por la imagen de M Cp y funciones continuas entre objetos de este tipo.

Definicion 4.2.3.

La categoria GN estd formada por los objetos que son la imagen de las 4lgebras de Banach
con unidad al aplicarles el funtor Cg M, junto con los homomorfismos acotados entre objetos de
este tipo.

Podemos notar que M (.A) es un espacio topoldgico y entonces C(M(A)) es un algebra de
Banach.
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Teorema 4.2.4.

La transformada de Stone Cech es una biyeccién.

Prueba.

Consideremos I, = {f € Cp(X) : f(z) =0}, con f € I.

Notese que los ideales de la forma I, son ideales propios en Cp(X).

» Obsérvese que I C I, ya que si f € I, seqlin el hecho anterior, f € I,. Como I es maximal
entonces I = I, entonces cualquier ideal maximal en Cp(X) es de la forma I,.

= Supongamos que existe un ideal J tal que Ix C J. Por el hecho anterior a esta proposicién,
se sabe que existe un punto y € X tal que f(y) = 0 para todo f € J.
Supongamos que z # y, como X es compacto es también normal por el teorema de Tietze
(ver Munkres [3], Teorema 3.2). Entonces existe una una funcién f € Cp(X) tal que
fly) =1y f(x) =0, lo cual nos dice que f € I, y f no esta en J lo que diria que Ix no
estd incluido en I, lo cual es una contradiccidon. Entonces z = y, por tanto I, es un ideal
maximal.

Hemos demostrado que el mapa X — L(Cp(X)) es una biyeccién.

Ademds, Ix es el nicleo de la aplicacidn evaluacién ev, : Cp(X) — C, pero ademds sabemos
que M(Cp(X)) = L(Cp(X)) es una biyeccién, componiendo las biyecciones se tiene que

X — CB(X)

T — evy

es una biyeccidn.

Este mapa, es precisamente la transformada de Stone Cech.

Corolario 4.2.5.
Si X es un espacio Hausdorff compacto. La transformada de Stone-Cech es un homeomorfismo.
Prueba.

Sabemos que MCp(X) también es un espacio compacto de Hausdorff. Ademas, si X y Y son
espacios de Hausdorff, una biyeccién continua f : X — Y es un homeomorfismo (Munkres [3],
Teorema 5.6).

Por el teorema anterior. Sabemos que Ux : X — MCp(X) es una biyeccidn continua entre
espacios topoldgicos y por tanto es un homeomorfismo.

Proposicion 4.2.6.

Los funtores MCp : Top — Top y CgM : Ban — Ban son idempotentes, es decir, debe
cumplirse que MCp =2 MCpMCp y CgM = CgMCpM son funtores naturalmente isomorfos.
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Prueba.

Como X es un espacio topoldgico Cp(X) € Ban y entonces M Cp(X) es un espacio compacto
de Hausdorff.

Obsérvese que en
\I/MCB : MCB<X> — MCBMCB(X)

ambos conjuntos involucrados son de Hausdorff, por tanto, ¥ ;¢ es un homeomorfismo. Ademas,
vimos que ¥ es una transformacion natural (ver 4.1.12), lo que nos da las componentes para un
isomorfismo natural o : MCg & MCpgMCp.

Sea A un algebra de Banach con unidad, tenemos que Wy 4 : M(A) — MCpM(A) es un
homeomorfismo y entonces Cp(V4) : CpMCpM(A) — CpM(A) es un isomorfismo de alge-
bras de Banach con unidads, dado que Cp es un funtor contravariante y los funtores preservan
isomorfismos (ver 2.4.5).

Como Ux es natural y Cp es contravariante, entonces tenemos la coleccién de isomorfismos
naturales B4 = CpW 4 lo que nos da el isomorfismo 8 : CpMCpM = CpM.

Corolario 4.2.7.

La transformada de Stone Cech es un homeomorfismo para objetos en SC.

Prueba.

La prueba viene de lo realizado en las primeras lineas de la proposicion anterior.

Corolario 4.2.8.

La transformada de Gelfand es un isomorfismo de algebras de Banach con unidad conmutativas,

en GN.
Prueba.

Veamos que 4 es la aplicacién inversa de ' a4y : CM(A) = CpMCpM(A).
Hagamos X = CpM(A) y tomemos = € X, sabemos que S4(I'p(x)) = Cp(¥pr4))(B(7)),
recordemos que I'x(x) = z. Entonces

Balx(x)) = Cp(¥pra))(Tx(x))
= Cp(Vr(a))(evs)
= evz 0 Wpp( ), donde evy o Wyp gy M(A) = C

Pero,
(evz 0 Wir(a)) (@) = eva(Var(a)(9)) = eva(evy) = evy(z) = x(9),

eso permite establecer S4(I'x (7))(¢) = (evy o Wara))(¢) = 2(¢). para ¢ € M(A).
Por tanto, S4(T'x(z)) = x y B4 es la aplicacién inverso de I'p, lo que demuestra que la trans-
formada de Gelfand es un isomorfismo en GAN, ya que 3 es un isomorfismo.
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4.2.9. Una equivalencia entre GN y H.
Teorema 4.2.10.

Los funtores M : GN' — SC y Cp : SC — GN son equivalencias de categorias (en el sentido
de la definicién 2.4.6). En otras palabras, se cumplen los siguientes isomorfismos Igar = Cy M

Isc =2 MCp.

Prueba.

Del trabajo en 4.2.6 se tienen las componentes 54 y « de forma que ao: MCp = MCpMCp y
B:CpMCpM = CpM.

Consideramos Y un objeto en SC, entonces Y = M Cp(X) para un espacio topolégico X.

Uy : Y - MCBY es un homeomorfismo que determina las componentes de un isomorfismo
natural Ige = MCp.

Sea B un objeto en GA/, entonces B = CgM(A), con A un élgebra de Banach con unidad.
Dado que I'p : B — CpM (B) es un isomorfismo, este determina las componentes de una trans-
formacién natural I' : Igar = CpM.

De lo anterior, SC y GN son categorias equivalentes.

Notacion.

Por la definicion en el ejemplo 2.1.5, los objetos que son espacios de Hausdorff compactos, junto
con los morfismos que son funciones continuas entre espacios de Hausdorff compactos forman la
categoria H.

Teorema 4.2.11. Existe una equivalencia entre las categorias H y SC.
Prueba.

Consideremos el funtor inclusién F' : SC — H, es decir, st se considera Y = MCp(X) € SC
entonces F'(Y) lleva al mismo Y € H, de igual forma, para un morfismo f € SC, F(f) lleva al
mismo morfismo en H.

Entonces, para cualquier espacio de Hausdorff, la transformada de Stone-Cech nos da el iso-
morfismo natural Iyy =2 FMCp, ya que Y € H, ¥y es un homeomorfismo.

Ademas, desde nuestro argumento de idempotencia tenemos el isomorfismo natural

Isc = MCpF

Corolario 4.2.12. La subcategoria GN es equivalente a H.
Prueba.

De la definicion en 4.2.3, sabemos que GN es una subcategoria de Ban. Ademds, tenemos que
GN y SC son equivalentes, SC y H también son equivalentes. Ocupando que la equivalencia
de categorias es transitiva, obtenemos que GN y H son equivalentes.
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4.2.13. Una equivalencia entre Cst y H.
Proposicion 4.2.14.

Sea X, Y espacios compactos de Hausdorff, todo homomorfismo de algebras de Banach conmu-
tativas con unidad f : Cg(X) — Cp(Y) es un homomorfismo—*.

Prueba.
Tomemos un f : Cp(X) — Cp(Y) arbitrario. Como la transformada de Gelfand es natural

CpM(f)oTcx =Tey o f y ademas, CM(f) preserva la adjuncidn, al igual que T'cx y Ty
Entonces, para todo z € C'X,

(CpM(f) o T(CpX))(2") = (CeM(f) e T(CpX))(2)",
tomando la adjuncién por la derecha
(Coy o f)(z7) = (Tey o f)27,

de donde
Loy (f(2%) =Teov(f(2)" =Ty (f(2)"),

como I'cy es un isomorfismo (ver Rafkin [4], lema 7.3), debemos tener que f(z)* = f(z*), lo que
concluye la prueba.

Notese que los objetos en Cst son justamente objetos en Ban y que todo morfismo en Cst es
también un morfismo en Ban, de esta forma obtenemos el funtor olvidadizo:

Z :Cst — Ban.

Podemos componer Z con la transformada de Gelfand y obtenemos

CBMZZCSt%gN

Ademas, todo objeto en GA es un &lgebra Cst ya que todo objeto en GA es de la forma
CpM(A), con M(A) un espacio topoldgico. También un morfismo f : CpM(A) — CpM(B) es
un homomorfismo—* (como se probd en 4.2.14). Por lo que tenemos un funtor

Y : GN — Cst,
que recupera la estructura de ser algebra C'—*.
En lo que sigue veremos que estos dos ultimos funtores son una equivalencia de categorias.
Teorema 4.2.15.
La transformada de Gelfand CgM Z : Cst — GN es una equivalencia de cateqorias.

Prueba.

" OCpMZ oY = Igps.
Observemos que la composicion ZY : GN — Ban es el funtor inclusién de GAN como
subcategoria de Ban. De esta forma, Cg M ZY es lo mismo que el funtor CgM : GN —
GN, utilizando el teorema 4.2.10, sabemos que CpM = Ignsr.
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" YoCpMZ = Icg.
Observemos que Y y Z no provocan cambios a la composicion de C'g con M.

Si T es un algebra—C* conmutativa, debemos probar que
T —-YCpM(ZT)

es un isomorfismo en Cst.

Por el teorema de Gelfand Naimark (ver 3.2.14). Tz : ZT — CpM (ZT) es un isomorfismo—*
isométrico.

Para todo T' € Cst, Y(I'zr) son las componentes de un isomorfismo natural. Desde este
hecho, tenemos que YCpM Z = Icg.

Corolario 4.2.16. La categoria Cst de dlgebras C* conmutativas es equivalente a la categoria
H de espacios topolégicos compactos de Hausdorff H.

Prueba.

Hemos probado que GAN y H son equivalentes, por el teorema anterior GA/ y Cst también son
equivalentes. Por transitividad, obtenemos el resultado.
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Capitulo 5

Aplicacion a las algebras C*

Definicion 5.0.1.

Un conjunto P se dice parcialmente ordenado si existe una relacidn binaria < tal que para todo
P1,P2,p3 € P se cumple que

1. p1 <p1.

2. p1 < p2, p2 < p3 implica p1 < p3.
3. p1 < p2 Yy p2 < p1 implica p1 = pa.
Definicion 5.0.2.

Decimos que P es plano si y sélo si, existe un elemento a € P tal que para todo elemento x,y
de P,z <ysiysdlosiz=ao0z=y.

Definicion 5.0.3.

Denotemos como Poset, a la categoria cuyos objetos son conjuntos parcialmente ordenados y
cuyos morfismos son la relacién de orden.

Definicion 5.0.4.

Denotemos como C'star a la categoria cuyos objetos son algebras C* con unidad y sus morfis-
mos son homomorfismos—* con unidad.

Definicion 5.0.5.

Sea A un algebra C* con unidad 14. Denotamos el conjunto de sus subdlgebras conmutativas
C* que contienen a 14 por C(A) (recordar definicién en 3.1.2).

Proposicion 5.0.6.
Existe un funtor C : C'star — Poset, definido sobre objetos que son de la forma
C(A) = {C € Cstar|C es una subdlgebra C* conmutativa de A que contiene a 14},

ordenados por inclusién. La accion C(f) : C(A) — C(B) sobre un morfismo f : A — B de Cstar
es la imagen directa C' — f[C].
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Prueba.

Sea C € C(A). Al restringir f a C, se tiene un homomorfismo—* cuyo codominio es B.
f[C] es una subélgebra C—* de B. Como f[C] es una subalgebra—* de B, entonces f[C] € C(B).

= C(f) es un morfismo ordenado.
Dado que, f[C] C f[D] st C C D.

= Preserva composiciones.
Sea f: A— Byg:B— D son homomorfismo—* entonces

Clgo N)(C) = go fIC] = g[fIC]] = C(g) o C(f)

» Preserva identidad.
Sea I4: A — A el morfismo identidad, entonces C(14) = l¢(4).-

Teorema 5.0.7.

Sea A un algebra C* de dimensidn finita y sea B cualquier dlgebra C* tal que C(A) = C(B),
entonces A = B.

Teorema 5.0.8.
Sea A un algebra C* de dimension finita. Entonces, exsten k,ny,...,n; € N tal que

k

A= P M,,(C).

i=1
El nimero k es Unico, miéntras que los nimeros ny,...,ng son Unicos salvo permutacidn.

Prueba.

(Ver [7], Teorema 1.11.2).

Para probar 5.0.7 debemos tener en cuenta lo siguiente:

= Primero, debemos estudiar el Poset asociado a A, es decir, debemos describir el conjunto
C(A) y su propiedad de orden. Esta descripcidn se corresponde con la dimensién finita de

A

= Debemos asignar adecuadamente los nimeros k,n1,na, ..., ng, listados en el teorema an-
terior y segun la descripcion de C(.A). De esta forma, podremos utilizar el teorema anterior
para demostrar finalmente 5.0.7.

Ejemplo 5.0.9.
Describamos C(A), para A= C.

Ge

Figura 5.1: Diagrama del Poset asociado a C

Podemos pensar que el Poset asociado a C es {0, C}, pero debemos recordar que en la definicién
5.0.5, las subélgebras contienen al uno. Por tanto, el Poset asociado es {C} y tenemos el
diagrama de orden seqgun la figura 5.1.
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Figura 5.2: Diagrama del Poset asociado a C(A)

Ejemplo 5.0.10.
Sea A = Hilb(C?% C?), determinemos C(A).

A es el algebra C* de matrices complejas de 2 x 2.
Prueba.

Toda algebra C* tiene una subélgebra C* unidimensional simple, la cual llamamos C, que esta
formada por los multiplos escalares de la unidad.
Ademas, toda subdlgebra C* de dos dimensiones esta generada por un par de proyecciones
ortogonales de una dimensidn. Esta proyeccion de una dimensién en A, es de la forma
1 (14+2 y+iz
p(x7y’z)_2<y—i2 1—ZC,>

donde la triada (z,y,2) € R? satisface 22 + y? + 22 = 1. Si el lector estd interesado en este
resultado, puede ver el comentario en 5.0.11.

Entonces, podemos notar que las proyecciones en A estdn parametrizadas por S2.

Como 1 —p(z,y,2) = p(—z,—y, —2) y los pares (p,1 —p) y (1 — p,p) definen la misma subdl-
gebra C*, los dos elementos en dos dimensiones de C(A) estdn parametrizadas por S/ ~, con
(w,y,2) ~ (—x,—y — 2). Este espacio es homeomorfo al plano real proyectivo RP?, es decir, el
conjunto de rectas en R3 que pasan por el origen.

Entonces, al parametrizar C(A) = {C} + RP2. Por tanto, a un punto (z,y,z) € S?/ ~ le co-
rresponde el dlgebra C*, C, , ) generada por las proyecciones {p(z,y, z),p(—x, —y—, 2)}. EL
lector puede encontrar un ejemplo particular del Gltimo comentario en la observacién 5.0.12.

Podemos decir un poco més acerca de C(A). El orden de C(A) es plano, segun la definicion
dada en 5.0.2, es decir, C < D si y solo si C = C.

De esta manera, si nos preguntamos acerca de la relacion de las subalgebras de dimensidn
2, podemos utilizar que C(A) es plano y concluir que no se pueden relacionar entre ellas, sin
embargo todas pueden relacionarse con la subdlgebra C de dimension 1 y con toda A. Esta
relacidon puede observarse en la figura A.2.
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Observacion 5.0.11.

Las proyecciones en A = M5(C) son de la forma

1/1+2 y+iz
p(x’y’z):2<y—iz 1—1‘)

Comentamos la idea de la demostracién (para mayor detalle ver [5], Ejercicio 3.8).

Primero, debemos demostrar que un elemento p € M3(C) es una proyeccién unidimensional si

y solo si
_ t w/t(1 —t)
p_<w\/t(1—t) 1t )

para algin ¢t € [0,1] y w un nimero complejo con médulo 1.

Nombremos como Ga1 al conjunto formado por todas las proyecciones unidimensionales de
Mj5(C). Luego, se debe parametrizar S? utilizando ¢t y w descritos anteriormente. Entonces, de
la definicién de p obtendremos una aplicacién ¢ : S? — G descrita por

114> y+iz
¢($7yvz)*§ (y—ZZ 1—IE,) :

Entonces es posible mostrar que este mapa es un homeomorfismo entre estos espacios.

Observacion 5.0.12. A un punto (z,y, z) € 5?/ ~ le corresponde el dlgebra C*, C,, .y gene-
rada por las proyecciones {p(x,y, z), p(—z, —y—,2)}

Veamos un ejemplo ilustrativo del comentario anterior, hecho en la prueba de 5.0.10.

= Consideremos el punto (1,0,0).

son =1 (2 0 =(5 )
o= (2 9)

Estas dos proyecciones corresponden al eje x y el eje y respectivamente, es decir, el
algebra correspondiente es la generada por ambos ejes.

= Consideremos el punto (0,1,0).

=
—
P
—_
o
N—
Il
—
[N
— =
—_ =
~_
Il
7N\
D[ =D =
D[ =D =
~_

Estas dos proyecciones corresponden a las rectas y = z y y = —x respectivamente. Es decir, el
algebra correspondiente es la generada por ambas rectas.
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Conclusiones

En ocaciones, el estudio categdrico de algunos objetos del andlisis funcional u otras areas,
permite describir nuevos resultados que se encuentran ocultos dentro de la teoria y permite
establecer conexiones entre diferentes areas de la matematica, a través de relaciones funtoriales
que conectan objetos y aplicaciones inmersas en dos categorias disntintas.

En este trabajo se muestran las ventajas de describir objetos que se encuentran dentro del
analisis funcional utilizando el lenguaje brindado por la teoria de categorias. En especifico, se
muestra que es posible describir objetos inmersos en la teoria de Gelfand, algebras de Ba-
nach, dlgebras C*, el conjunto de funcionales multiplicativos, la transformada de Gelfand, entre
otros. La descripcidon de objetos del andlisis funcional en términos categdricos permite revelar
resultados, que a priori, no son observables tnicamente estudiando la teoria convencional. A
continuacidn se enlistan los resultados mas destacados del trabajo.

= Se puede describir el espectro de un 4lgebra de Banach A o conjunto de funcionales
multiplicativos (M (.A)) como un funtor entre la categoria de algebras de Banach y la
categoria de espacios topoldgicos. Esto permite relacionar los objetos y morfismos que
estan dentro de las algebras de Banach con los objetos y morfismos dentro de espacios
topoldgicos. También es posible plantear el conjunto de funciones continuas y acotadas
con imagen en C como un funtor, en este caso desde la categoria de espacios topoldgicos
hacla la categoria de &lgebras de Banach.

= Podemos plantear una adjuncién que relaciona los dos funtores mencionados en el {tem
anterior y a traves de la cudl podemos estudiar el funtor composicion de ambos, esta-
bleciendo una de las composiciones como la transformada de Gelfand y estudiando la
caracteristica de ser una transformacidon natural, esto permite establecer una relacién de
equivalencia entre las imagenes de ambos funtores.

= Podemos plantear y mostrar el teorema de Gelfand-Naimark como una equivalencia entre
las categorias C'st, de dlgebras C* conmutativas con unidad, y H, la categoria de espacios
topoldgicos de Hausdorff y compactos.

= Podemos establecer una relacion funtorial entre la categoria de 4lgebras C* con unidad
y la categoria de conjuntos parcialmente ordenados, analizando las subalgebras conmuta-
tivas de un algebra cualquiera y estudiando la relacién de orden entre ellas. Obtenemos
entonces una herramienta muy Util para clasificar dlgebras C* desde la vista tedrica de
Posets.
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