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Capitulo 1

Introduccion

El modelo que mejor reproduce todas las observaciones cosmoldgicas es el llamado modelo estdandar
cosmoldgico, o bien, model A-CDM (por A-Cold Dark Matter), donde A se refiere a la constante
cosmoldgica asociada a la energia oscura y CDM se refiere a la materia oscura fria, componentes
fundamentales de nuestro Universo. Este modelo tiene como principio fundamental el llamado
principio cosmologico, el cual, basdndose en diversas observaciones, establece que el Universo es
homogéneo e isotrépico. Este principio conduce a la formulacion consistente de un espacio-tiempo
dindmico descrito en términos de la relatividad general mediante la llamada métrica de Friedmann-
Lemaitre-Robertson- Walker (FLRW). Esta métrica, compatible con el principio cosmolégico, admite
que la componente espacial del espacio-tiempo sea plana o curva. Observacionalmente, diversas
mediciones han conducido al consenso de que el espacio en el que vivimos es plano. Dado que el
principio cosmolégico admite también un espacio curvo, es natural preguntarse cudl el es origen de la
“planitud” del Universo. Ademaés de esta interrogante, surge otra de igual importancia, relacionada
con la isotropia y homogeneidad del Universo, ya que estas condiciones resultan muy dificiles de
lograr. Para lograr brindar solucién a estos problemas, el problema de la planitud y el problema
del horizonte respectivamente, y a otros que presenta el modelo cosmolégico moderno, se propuso
la existencia de un periodo en el que el Universo crecié muy rapidamente, al que se le denominé
inflacion [11, 21 3], 14l [5].

La inflacién corresponde a una época de expansién exponencial (y, en consecuencia, acelerada)
del espacio-tiempo del Universo. La teorfa indica que ocurrié entre los 1073%s y los 107325 después
de la gran explosion que originé nuestro Universo. Una caracteristica importante de este escenario
es la suposicion de que en el inicio de la historia cosmoldgica hubo una etapa de evolucién en la
que el Universo se encontraba en un estado inestable, similar al vacio (falso vacio), con una gran
densidad de energfa. Starobinsky [I] presenté una propuesta similar, en la que la densidad de estado
de alta energia se logré mediante correcciones de espacio curvo al tensor de energia-momento de un
campo escalar. El estado de campo escalar empleado en la versién original de la inflacién [3, 2] se
llama vacio falso, ya que el estado actiia temporalmente como si fuera el estado de menor densidad
de energia posible. Clasicamente, este estado seria completamente estable, porque no habria energia
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disponible para permitir que el campo escalar atraviese la barrera de energia potencial que lo separa
de los estados de menor energia. Trabajando con mecanica cudntica, sin embargo, el estado decaeria
por efecto tunel. Inicialmente, se esperaba que este proceso de tunelamiento podria acabar con la
inflacién con éxito, pero pronto se descubrié que la aleatoriedad de la descomposicién del falso vacio
producirfa inhomogeneidades catastréficamente grandes [6l, [7].

La propuesta de la teoria inflacionaria no solo proporciona una manera elegante de resolver los
problemas de planitud y de horizonte, sino que también genera perturbaciones de densidad como
semillas para la formacién de estructura a gran escala en el Universo [8, [9, [10]. De hecho, inflacién
proporciona un mecanismo causal para generar espectros de perturbaciones cosmoldgicas casi de
escala invariante, lo cual es consistente con las observaciones. Las perturbaciones en el espectro de
energia del Universo, impresas durante la inflacién, pueden ser el origen de la estructura a gran
escala en el Universo. Estas perturbaciones pueden ser estudiadas mediante las anisotropias de la
radiacién césmica de fondo (o CMB, por sus siglas en inglés). Esta radiacién fue descubierta en
1964 por Penzias y Wilson, la cual es la sefial mas antigua que se tiene del Universo y es una de
las predicciones del modelo A-CDM. La CMB fue emitida cuando el Universo tenia 380,000 afios
de edad, correspondiente a la época del desacoplamiento, y posee hoy una temperatura de T =
2.726 K. Esta radiacion parece ser isétropa, como el Universo a gran escala, pero una observacién
mas detallada indica que ésta posee anisotropias, las cuales son aprovechadas para entender y
especular sobre el desarrollo del Universo temprano. La CMB cumple un rol muy importante para
el modelo cosmolégico. Nos permite determinar diversos parametros como la densidad de bariones,
el parametro espacial de curvatura, el indice espectral escalar ng o el cociente tensor-a-escalar r,
entre otros. Observaciones hechas por la sonda Planck [I1] proporcionan los valores més recientes
de todos los parametros cosmoldgicos. Para estos parametros Planck proporciona los limites ng =
0.9665 £ 0.0038 con un nivel de confianza del 68 %, y r < 0.064 con un nivel de confianza de 95 %,
datos que me sirvieron para hacer la comparacién entre los modelos inflacionarios que son el objeto
de estudio de esta tesis.

Desde el desarrollo de la teoria se han propuesto muchos modelos de inflacién. Estos modelos
incluyen el de inflacién natural [I2], que se caracteriza por (pseudo-)bosones de Nambu-Goldstone
(PNGBs), que surgen cuando una simetria global aproximada se rompe espontdneamente. Otro
modelo inflacionario es el conocido como inflacién de Higgs [13], que establece que el campo del
inflaton es el campo de Higgs no minimamente acoplado a la gravedad. Existen enfoques mas
complejos, como la inflacién de médulos de Kéahler [I4], que utiliza teoria de cuerdas de tipo IIB
con compactificaciones de flujo via Calabi-Yau. Todos estos pueden ser desarrollados ya que la
inflacién se puede abordar de distintas maneras, pero los modelos son aceptables sélo si resuelven
los problemas del modelo cosmolégico y se tiene compatibilidad con las observaciones de la CMBP_-]
A pesar de la vasta variedad de modelos inflacionarios que se han desarrollado, en esta tesis de
licenciatura he estudiado dos de los méas antiguos, los cuales son el modelo de inflacién cadtica
y el modelo de Starobinsky. Estos dos modelos fueron propuestas de enorme relevancia para la

!Para el lector interesado en otros modelos de inflacién, sugiero consultar las ref. [15] [16], [17], 18], donde se presentan
recopilaciones de diversas propuestas de inflacién.



teoria porque el primero genera inflacion a partir de condiciones iniciales cadticas y el otro nace a
partir de modificaciones a la gravedad. En especial, este tltimo utiliza el escalar de curvatura de
Ricci en la métrica de Friedmann-Robertson-Walker. El desarrollo de los modelos inflacionarios,
sus propuestas tedricas, sus enfoques y las caracteristicas particulares de cada tipo de inflacién son
algunas de las razones por las que he estudiado estos dos modelos especificos, junto con algunas de
sus modificaciones modificaciones.

El primer modelo que estudié fue el propuesto por Starobinsky [I], el cual es un ejemplo parti-
cular de un tipo de extensiones de la gravedad general, conocidas como teorias f(R) [19, 20]. Estas
teorfas son un conjunto de modificaciones o extensiones de la relatividad general, en las cuales
la densidad Lagrangiana es una funcién arbitraria de R. Estas teorias nacen con el propésito de
resolver algunos de los problemas que tiene la relatividad general con la materia y la energia oscura,
debido a que al introducir una funcién arbitraria dependiente de R puede haber libertad para expli-
car fenémenos como la expansion acelerada o la formacién de estructura sin recurrir a la materia o
la energia oscura. Ya que el modelo se encuentra descrito por su funcién f(R), hice la variacién de
la accién y apliqué una transformacién conforme para expresar el potencial del modelo en términos
de un campo escalar efectivo ¢. Con este potencial me fue posible obtener los pardmetros de in-
flacién ng y r, valores que me permitieron constatar la estabilidad del modelo de Starobinsky ante
modificaciones. Para este modelo comparé dos modificaciones. La primera, desarrollada como una
extension exponencial propuesta por Fabris et.al. [21], condujo a variaciones pequenas en los resul-
tados de los pardmetros inflacionarios. La segunda fue estudiada a profundidad por el fisico Hansel
Gordillo en su tesis “Cosmologia de extensiones de la Relatividad General” [22], donde se presenta
una modificaciéon del modelo en el espacio de campos, la cual conduce a una mayor desviacion en
los resultados de los parametros. En esta tesis discuto la razén de estos dos resultados.

El segundo modelo que estudié fue el de inflacién cadtica. Este estd desarrollado sobre la base
de la relatividad general y se presenta como un potencial cuadratico en términos de un campo
escalar ¢. Este modelo tiene el atractivo de eliminar la dependencia de las condiciones iniciales,
ya que propone que en un inicio se tienen condiciones caéticas (de alli el nombre). El modelo
inicialmente presentaba buenos resultados, pero las mediciones actuales de la radiaciéon césmica de
fondo realizada por Planck dejan a un lado el modelo, ya que sus predicciones no coinciden con los
limites de los parametros.

La investigacién en esta tesis tiene el objetivo de estudiar dos de las propuestas mas promi-
nentes de modelos inflacionarios, y conocer como sus predicciones contrastan con las observaciones
modernas de la CMB. Este estudio permite también establecer el punto de partida para desarrollar
trabajos mas completos, en los que predicciones para la época de recalentamiento, para la gene-
racién de distorsiones gravitacionales y ondas gravitacionales primordiales, y para la formacion de
estructura puedan ser igualmente contrastadas con las mediciones actuales.
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Organizacion de la tesis

La estructura de mi tesis es la siguiente. En el capitulo 2| presento de forma breve los elementos
bésicos de la cosmologia, iniciando por explicar qué es el modelo estandar cosmolédgico y en qué
principios esta basado. Este modelo tiene algunos problemas; los dos més conocidos son el problema
de la planitud y el problema del horizonte. Estos pueden solucionarse si se incluye una época de
expansién acelerada del Universo temprano, llamada inflacion. Esta descripcién de los problemas
y de la solucion a los mismos es presentada en la seccién donde también explico el desarrollo
de esta teoria y la aproximacién més utilizada para el estudio de la misma, la aproximacion de
slow-roll o rodamiento lento. En la seccién hago un resumen de los aspectos mas importantes
de la CMB, que es hasta ahora el vestigio detectable mas 1til para estudiar el Universo temprano.
Como tultimo punto en este capitulo, en la seccién describo brevemente la clasificacién de los
modelos de inflacién, que se dividen en tres categorias: Ia para modelos de campo grande, Ib para
modelos de campo pequeno, y Ic para modelos hibridos.

El capitulo 3| tiene como protagonista al modelo de inflacién cadtica. En él describo su origen y
la forma en la que se comporta el modelo para un universo dentro del dominio del campo homogéneo
o.

El capitulo 4| estd dedicado a las teorfas f(R), que han sido consideradas alternativas a la
relatividad general. En este explico qué son las funciones f(R), cémo se obtienen las ecuaciones
de campo en el formalismo métrico, y en la seccion muestro de manera introductoria qué
sucede al aplicar una transformacién conforme a la accién. También destaco la equivalencia entre
la teorfa de Brans-Dicke y las teorias f(R), seccién Esta equivalencia me permite luego, en la
seccién explicar de qué manera se puede representar un campo escalar (al que denoto también
¢) en una teorfa f(R). En las ultimas dos secciones del capitulo discuto la dindmica inflacionaria
en un espacio de campos. En particular, presento, como un ejemplo, el caso particular del potencial
de Starobinsky. Ademads, discuto cémo se presenta inflacién en las teorias f(R), de forma general.

En el capitulo [5| muestro los primeros resultados tedricos detallados de la tesis. Ahi expongo el
célculo explicito del potencial en términos de un campo escalar ¢, asociado a una teoria f(R). Para
ello, en la seccion desarrollo la variacién de la accién cuya densidad Lagrangiana es expresada
en términos de una funcién f(R), y luego le aplico la transformacién conforme descrita en el capitulo
anterior para expresar una funcién potencial de forma general. Entonces me concentro en el caso
particular del modelo de Starobinsky como teoria f(R), ver seccién

En el capitulo [6] presento la segunda parte de mis resultados. Primeramente, discuto la forma
completa del potencial para el modelo de Starobinsky con una modificaciéon exponencial en la sec-
cién [6.1] Después, expongo la comparacién de los parametros inflacionarios que predice el modelo
con las observaciones de las anisotropias de la CMB, presentada en el espacio de parametros de-
limitado por Planck, ver seccién [6.2] La seccién del capitulo esta enfocada en comparar los
resultados de la modificacién exponencial del modelo de Starobinsky con otra modificaciéon hecha
sobre el potencial original de Starobinsky. En la seccién final del capitulo hago una comparacién de
las predicciones del modelo modificado de Starobinsky con las predicciones del modelo cadtico, don-



de se puede evidenciar la enorme diferencia entre los modelos que, a pesar de haber sido propuestos
casi al mismo tiempo, han tenido diferentes destinos al ser contrastados con las observaciones.

Finalmente, en el tltimo capitulo escribo las conclusiones a las que llegué como resultado de
todo el trabajo realizado en esta tesis, dando por finalizada asi la investigacién realizada.
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Capitulo 2

Elementos basicos de cosmologia

La cosmologia tiene como base el modelo estandar cosmoldgico, que nos proporciona una vision
muy acertada del origen, evolucién y contenido de Universo, este tiene como base la Relatividad
General y la validez del principio cosmoldgico, que supone la homogeneidad e isotropia del Universo
a gran escala. A pesar de lo bien fundamentado y de las predicciones que el modelo hace, este tiene
varios problemas, que hacen que este se encuentre incompleto. Como una forma de solucionar esto
se propone la teoria de la inflacién, un periodo de expansiéon exponencial en universo que se dio
entre los 107305 hasta los 10732s. A partir de esta propuesta se han desarrollado muchos modelos,
que se van mejorando para que puedan describir a la perfeccion el desarrollo del universo y sean
compatibles con los datos que se obtienen del estudio de las anisotropias de la radiaciéon césmica
de fondo (CMB).

Para comprender de mejor manera los modelos que van a ser estudiados, se inicia con un breve
repaso sobre Relatividad General en la seccién posteriormente se explica el origen y desarrollo
de la teoria de la inflacién en la seccién Para entender como se puede estudiar actualmente la
inflacién, en la seccion se desarrolla brevemente la radiacién césmica de fondo (CMB), que es
fundamental para probar los antiguos y nuevos modelos. Finalmente en la seccién se habla un
poco sobre los diversos modelos inflacionarios que existen, de forma bastante general.

2.1 Modelo estandar cosmolégico

El modelo cosmoldgico estandar clasico explica la evolucion del universo desde la primera fraccion
de segundo hasta la edad actual de una manera bastante satisfactoria. Se fundamenta en la validez
de la Teoria General de la Relatividad, la cual proporciona la teoria del campo gravitatorio y el
marco béasico para los distintos modelos cosmoldgicos. Otro aspecto que tiene gran relevancia en el
modelo es el principio cosmoldgico, que supone la homogeneidad e isotropia del Universo a gran
escala.

Para describir la evolucién del Universo se utiliza normalmente la métrica de Friedmann-Lemaitre-
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Robertson-Walker (FLRW). La métrica de Friedmann-Robertson-Walker representa la geometria
que mejor se adapta al principio cosmoldgico y a las observaciones de la expansién del universo [23].
Esta fue construida a partir de la hipdtesis que el universo se expande (o contrae), es homogéneo e
isotrépico geométricamente a grandes escalas. El intervalo correspondiente esta dado por:

dr?

2 _ 32 2
ds® = dt* — a“(t) T 72

+ 72d6? + r? sin® 0d¢? | | (2.1)

donde a(t) es el factor de escala el cual posee dimensiones de longitud, por lo que r es adimensional.
ds mide la distancia entre dos puntos del espacio-tiempo separados por dx*. El factor de escala
permite medir la tasa de crecimiento del Universo a un tiempo ¢. (1, 8, ¢) son coordenadas coméviles;
una particula inicialmente en reposo en estas coordenadas permanecera en reposo, es decir (7,6, ¢)
seran constantes para esta particula. La constante k representa el tipo de curvatura del espacio
(puede tener valores +1 para un universo cerrado, 0 para un universo plano, —1 para un universo
abierto).

Supongamos ahora que la dindmica del universo estd gobernada por las ecuaciones de Einstein
y, ademds, que se emplean unidades naturales (¢ = h = 1) como una manera de simplificar la
notacién, obtenemos

1
Ry, — §Q;WR =81, (2.2)

donde R, es el tensor de Ricci, R es el escalar de Ricci y T}, es el tensor de energia momento.
Consideremos también que el contenido del universo puede ser modelado como un fluido perfecto.
Asi el tensor de energia momento adopta la forma

T, = diag(p(t)a —P,—P, _P)7 (23)

donde p(t) corresponde a la densidad de energia y P a la presién del fluido.
Las componentes no nulas del tensor de Ricci y del escalar de Ricci estdn dadas por

RO() - —35, (243‘)
i a\? _k
. . 2
a a k

R o= 6|2 (%) L F 2.4
+<> T (2.4c)

Asi la componente (i, v) = (0,0) de las ecuaciones del campo de Einstein conducen a:

EPLINE 7 LN R 25)
a 2 |a a a2| =P '
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simplificando se tiene
-9
a k8w
- 2.6
2T a=3h (2.6)

y definiendo el parametro de Hubble al tiempo ¢ como

H() 8 27)

llegamos a la primera ecuacion de Friedmann

k 8
H?>+ — = —p. 2.
ta =3P (2.8)

La ecuacion de Friedmann es también expresada en la forma:

k 8w _p

donde p,. es llamada densidad critica, p. = 3H? /8.
Se puede definir también el pardmetro de densidad o de abundancia Q@ = p/pc, que permite
reescribir la ecuacién de Friedmann como

k

Con las ecuaciones de Friedmann podemos obtener algunas consecuencias importantes para la
dindmica y forma de nuestro universo a todo tiempo. La ecuacion es una relacién entre la
curvatura del espacio y el contenido del universo parametrizado por €2, donde es posible observar
que

sgn(k) = sgn(2—1). (2.11)
Consecuentemente,
k=+1 = Q>1,
k — — Q = s
k=—1 _— Q<.

Reescribiendo la ecuacion de Friedmann como

8
a’ = ?pa2 —k, (2.12)
notamos que, si la densidad de energia p es positiva, la expansion del universo, codificada en el
crecimiento de a con el tiempo, sélo puede cesar si k = +1.
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Debido a la homogeneidad del espacio-tiempo de FRW, las componentes espaciales de las ecua-
ciones de campo de Einstein (2.2)) bajo la métrica de FRW conducen a la misma ecuacién, la
ecuacion de aceleracién cosmoldgica, siendo esta la segunda ecuacién de Friedmann

a 1 k a 47
—=—4nP— - (H*+ = )= - =——(p+3P). 2.13
a g 2 < + a2> a 3 (p+3P) ( )
Notamos que si p+ 3P > 0, la expansién del universo se desacelera, mientras que si P < —p/3, el
universo se expande cada vez mas velozmente.
Dependiendo del tipo de sustancia que es descrita por el fluido perfecto, la ecuacion de estado
P = wp puede tener

1/3 radiacion,
w=<¢ 0 materia,
—1 energia del vacio.

Podemos observar entonces que un universo poblado solamente de materia y radiaciéon tiene una
expansién que se ralentiza. Por lo tanto, si £k = +1 y el universo contiene s6lo materia y radiacién,
tras alcanzar su tamano maximo, comienza a contraerse hasta reducirse a una singularidad con
a = 0. Por el contrario, si el universo estd vacio pero posee una cantidad de energia intrinseca,
la correspondiente ecuacién de estado es P = —p y el universo se expande aceleradamente. Esta
misteriosa energia de presién negativa es habitualmente denominada energia oscura.

2.2 Inflacién

2.2.1 Problemas del modelo estandar cosmolégico

El modelo cosmolégico estandar explica muy bien la dindmica y evolucién del universo, este es un
modelo tedrico que toma en consideracién muchos aspectos, como la expansion de Hubble, la radia-
cién cosmica de fondo y la abundancia de nicleos atémicos livianos, ademaés nos permite retroceder
en el tiempo hasta cuando el universo tenia un segundo de edad, debido a esto y a otros aspectos,
se le confiere una incuestionable importancia al modelo de Big Bang caliente. Pero a pesar de sus
buenos resultados este modelo parece no estar completo ya que presenta algunas discrepancias, tiene
algunos problemas bésicos los cuales no permiten obtener una explicacién completa y adecuada de
la estructura y dindmica del universo actual. Uno de estos problemas es el denominado problema
de la planitud, este se relaciona con la imposibilidad de explicar de manera adecuada el hecho de
que hoy nuestro espacio-tiempo sea practicamente plano sin considerar que siempre ha sido plano,
dado que la curvatura del universo tiene la tendencia natural de crecer con el tiempo. Para que esto
suceda se debieron dar condiciones especificas, casi puestas a dedo, en el inicio del universo para
que se llegase a las observaciones actuales.

Las mediciones de la radiaciéon césmica de microondas (CMB) han mostrado que es homogénea
a grandes escalas. Para lograr esta homogeneidad, seria preciso que, si bien hoy distintas regiones
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del cosmos no se encuentran en contacto causal, debieron haber estado en contacto causal en algin
momento del pasado, este es el llamado problema del horizonte.

Una forma ingeniosa de resolver estos problemas, y algunos otros, o de explicar las anisotropias
que se observan en el universo a gran escala, es la inflacién césmica, ésta se refiere a una etapa de
expansién acelerada del universo que sucedié aproximadamente entre los primeros 10736 y 10732
segundos después del Big Bang, durante los cuales el universo se expandié aproximadamente 102
veces su tamano.

2.2.2 Inflacion césmica

La inflacién nos ayuda a solucionar los problemas que presenta el modelo estandar cosmoldgico
(preinflacionario), sin esta el modelo permaneceria incompleto e insatisfactorio. El logro mas es-
pectacular de la inflacién es que, combinado con la mecénica cudntica, proporciona un mecanismo
convincente para el origen de las fluctuaciones cosmolégicas (las semillas de las galaxias y de las
anisotropias del fondo de microondas césmico, CMB) y predice que su espectro deberia ser casi
invariante de escala (es decir, igual potencia en todas las escalas espaciales), lo cual es totalmente
consistente con las observaciones [16]. Dados todos estos éxitos espectaculares y dado el hecho de
que, a pesar de muchos esfuerzos, la inflacién no ha sido reemplazada por sus diversos adversarios,
este escenario se ha convertido gradualmente en una parte crucial de la cosmologia moderna. Para
producir una fase de inflacion dentro de la Relatividad General, el contenido de materia del universo
debe ser dominado por un fluido con presién negativa. A muy alta energia, la descripcién correcta
de la materia es la teoria de campos, el ejemplo prototipico es un campo escalar, ya que es compati-
ble con las simetrias implicadas por el principio cosmolégico. Muy notablemente, si el potencial de
este campo escalar es suficientemente plano (de hecho, més precisamente, su logaritmo) para que el
campo se mueva lentamente, entonces la presion correspondiente es negativa. Es por eso que se cree
que la inflacién es impulsada por uno (o varios) campos escalares. Por razones obvias, este campo
escalar recibi6 el nombre de “inflatén”. Sin embargo, la naturaleza fisica del inflatén y su relacién
con el modelo estandar de fisica de particulas y sus extensiones siguen siendo esquivas. Ademas, no
se conoce la forma de su potencial, excepto que debe ser lo suficientemente plana. Esto no es tan
sorprendente ya que, como se menciond anteriormente, se supone que el mecanismo inflacionario
tiene lugar a muy altas energias en un régimen donde la fisica de particulas no se conoce y no se
ha probado en aceleradores [17].

La idea bésica de la inflacién es que hubo una época en que la energia del vacio era el com-
ponente dominante de la densidad de energia del Universo, de modo que el factor de escala crecié
exponencialmente. Durante una época tal (conocido como una fase de Sitter), un pequeno, liso, y
causalmente coherente parche de tamaifio inferior a H~! puede crecer a un tamano tal que abarca
facilmente el volumen comévil que se convierte en todo el Universo observable hoy [24].

Esta idea fue propuesta originalmente a principios de la década de 1980 por, principalmente, Alan
Guth [3] para resolver varios problemas cosmolégicos, como los problemas de planitud y horizonte.
La inflacién también proporciona un mecanismo causal para el origen de la estructura a gran escala
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en el Universo. Las anisotropias de temperatura de la CMB observadas por Cosmic Background
Ezxplorer (COBE) en 1992, mostraron que el espectro de fluctuacién es casi invariante a escala.
Después de 2003, el telescopio Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) proporcioné datos
de observacién de alta precisiéon de las anisotropias de la CMB. Las observaciones maés recientes
son las realizadas por la sonda espacial Planck, en 2013, 2015 y los ultimos resultados en 2018
mostraron unos resultados de méas exactitud. Esto ha dado un fuerte apoyo a la existencia de un
periodo inflacionario asi como a la energia oscura [25].

En el contexto del modelo estdandar cosmolégico la inflacion puede ser interpretada como una
energia del vacio, sin embargo, matematicamente en el modelo, es un campo escalar el que crea la
inflacion.

N
a 8tp kA
gr=(2) =22 _ % = 2.14

<a> 3 213 (2.14)

La inflacion se basa en la observacién de que si en el universo muy temprano, antes de la bariosintesis,
hubo un periodo en el cual la constante cosmoldgica A no era cero y dominaba el universo naciente
con un valor muy grande, ademés se tiene una curvatura k = 0 y una densidad de materia p = 0.
Aplicando estas restricciones en obtenemos

N 2
A
<Z> =3 = H?, (2.15)
la cual conduce a
a(t) = apefrli—h) (2.16)

Si el periodo de inflacién fue de At, el tamanio del universo debe haberse incrementado en un factor
7 = a8t (2.17)

El término de curvatura k/a? debe haberse reducido por un factor de Z=2, lo cual conduce a la
solucién del problema de la planitud si Z > 103°.

Esto también significa que aunque varias partes del universo observable hoy en dia estuvieran
fuera de contacto causal con cada una de las otras en el momento del desacoplo de los fotones, ellas
podrian haber estado en contacto causal y por tanto en equilibrio térmico antes que se iniciara
la inflacién, debido a que el universo era mucho menor, y por lo tanto si todo el universo hubiese
estado en un dominio causal de tiempo cuando ocurrié el rompimiento de simetria [26].

Otra forma de ver la solucién de los problemas de planitud y del horizonte es que en el periodo
inflacionario el factor (aH)~! decrezca, de tal forma que la curvatura del universo inicial sea diluida.
Simultdneamente, si (aH)~! decrece, seria posible lograr que las regiones que aparentan hoy siempre
haber estado en des conexién causal hayan tenido un traslape durante el periodo de expansion
acelerada.

La inflacién requiere asi una fuente de presién negativa p y una densidad de energia p que se
diluye muy lentamente. Dicha fuente de tension-energia puede ser modelada por la energia potencial
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Figura 2.1: La aceleracién ocurre cuando la energia potencial del campo domina sobre su energia cinética %¢2. La
inflacién termina cuando la condicién de rodamiento lento es violada. Imagen tomada de [27].

V(¢) de un campo escalar ¢, junto con un mecanismo que mantiene un valor casi constante de V' (¢)
durante el periodo inflacionario. Es decir, el campo escalar ¢(t, x) (el “inflatén”) es un pardmetro de
orden utilizado para describir el cambio en la densidad de energia durante la inflaciéon. Existe una
amplia gama de mecanismos para obtener V' (¢) casi constante durante la inflacién. Dos enfoques
bésicos incluyen postular un potencial casi plano V(¢), o postular una accién efectiva para ¢ que
contiene autointeracciones fuertes que retrasan la evolucion del campo hacia un potencial abrupto.
Todos los mecanismos de campo unico para la inflacién pueden ser capturados por una teoria de
campo efectiva para la inflacién de campo unico [27].

La propiedad principal de las leyes de la fisica que hacen posible la inflacién es la existencia
de estados de materia que tienen una densidad de energia alta la cual no puede ser disminuida
rapidamente. En la versién original de la teoria inflacionaria [3], el estado propuesto fue un campo
escalar en un minimo local de su funcién de energia potencial. Una propuesta similar fue hecha por
Starobinsky [I], en la cual la densidad de estado de alta energia se logré mediante correcciones del
espacio curvo al tensor de energia momento de un campo escalar. El campo escalar utilizado en la
version original de inflacién es llamado un falso vacio, ya que el estado actia temporalmente como
si fuera la densidad de estado de menor energia posible [28§].

2.2.3 Desarrollo de la teoria de la inflacion.

Sea el campo escalar de Higgs a altas temperaturas kT > m¢02. La densidad del nimero de particu-
las de Higgs, ng, es dado por una distribucién de probabilidad cudntica, ésta es la desarrollada por
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Bose-Einstein para bosones, la distribucién general viene escrita como

_ 1

M= 5= (2.18)
donde €5 es una funcion de la energia que para nuestro caso serd el producto del momento por
la velocidad de la luz, pc, y 8 es un parametro de temperatura del sistema que viene expresado
a su vez como 1/kKT, donde T es la temperatura absoluta del sistema y x como la constante de
Boltzmann.

Expresando la distribucién para el campo de Higgs tendremos:

© In, g o0 p2 dp
— dp = 2.19
¢ /0 dp P 2m2h3 /0 (ePe/kT £1)° ( )

con g = 1 (grados de libertad internos) y con la normalizacién covariante usual del campo ¢, se
obtiene

__El¢
?7 (he)?

(2.20)

El valor esperado del campo de Higgs es

2 oo 2 1 2 2
0 = 5oz | BT~ e~ 13- (2.21)
2m2h Jo  E(ef/M —1) 12 hc 12

Se puede encontrar que el potencial de Higgs esta dado por

1 1
V(9) = —5u'¢" + ;Ao (2.22)

Para tomar en cuenta las altas densidades de particulas, y sus interacciones para mantener la
distribucién térmica, se hace el reemplazo ¢ — ¢ + (¢r), transforméndose asi en

1 T2 1 1 w2
Vr(¢) m —=p? [ ¢% + = ) + Ao + A\p*T? — —T* 2.23
7(9) 2u<¢+12)+4¢+8¢ T (2.23)
de este modo, tenemos
oVr(o) 2 3, Ao
~ (— A —T“9). 2.24
S R (o4 A6t 4 JT2) (224)
Se puede encontrar que Vi (¢) tiene puntos criticos en
2 \I?/4
6 =0 6 g2 = AT/ (2.25)

A

Pero la segunda solucién aplica sélo para T' < T, = 2u/ A/2 = 2¢. Para T > T, la masa depende
de la temperatura efectiva de las excitaciones del campo escalas alrededor de ¢ = 0 la cual es

\T?

mg = —p’ + R (2.26)
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mientas que para T' < T, la masa efectiva de las excitaciones alrededor del minimo es

m3 =24 — - (2.27)

la densidad de energia proveniente del vacio efectivo tenemos que es

4
po=V(6=0) = V(¢ = bmin) ~ =5 (2.28)
De esta forma surge un término cosmolégico efectivo
"
AZSWGNpUQST('GNﬁ, (229)

si la temperatura cae cerca de cero.

Cuando T cae por debajo de T, hasta cuando la transiciéon de fase ocurre, la energia potencial
de campo de inflatén ¢ puede causar inflacién del universo [3].
Esta transicién de fase ocurre cuando p? < 0, provocando que se pase de una fase simétrica a un
rompimiento de fase. En este proceso el minimo original del potencial de Higgs se transforma en
un maximo y se forma un valle de minimos.

V(¢)-V(o)

Figura 2.2: Potencial generado cuando se presenta el rompimiento espontdneo de simetria (SSB). Tomado de [24]

Si el cambio de fase ocurre a la energia de la teoria de gran unificacién (GUT por sus siglas en
inglés), u ~ M, ~ 10*GeV, encontramos que

M4
A~ —£ ~108GeV . (2.30)
mpl
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De esta forma una expansion suficientemente grande puede ocurrir si la inflaciéon dura por lo menos
1073 s.

Una vez la transicion de fase ocurre, entonces A — 0 y el calor latente se libera incrementando
la temperatura del universo hasta T ~ T,/ g% donde g es el niimero total de grados de libertad de
espin a esta temperatura[3], y la evolucién del universo puede proceder como en el modelo del big
bang caliente, con materia que se condensa cuando la temperatura cae a través de su acople a los
campos de Higgs.

La fuente béasica de radiacion y materia en el universo es entonces la expansién del falso vacio.
Durante el periodo inflacionario,

Ac? 9
T =~ Quum = GuwPuC, (2.31)

se puede deducir que p, permanece fijo, el universo se expande debido a la presién hacia afuera
p = —p,c? de este falso vacio. Entonces la energia gravitacional se convierte en energia del falso
vacio, la cual a su vez es convertida en materia y radiacién después de la transiciéon de fase[l6].
Como la curvatura £ — 0 como resultado de la inflacién, y como por hipotesis A = 0 después del
cambio de fase, lo cual predice que ahora 2 = 1, exactamente.

2.2.4 Aproximacién slow-roll

El periodo de slow-roll, es un periodo en el cual la evolucién de un campo escalar ¢ (el inflatén)
libera la energia potencial V' (¢) almacenada en ¢ cuando es dominado por su energia cinética $? /2
la cual conduce a una expansién exponencial del universo [26].

Para un potencial ordenado, el tiempo tomado por ¢ para alcanzar cierto estado como resultado
de una fluctuacion cuantica, donde se ha fijado la direccién del rompimiento de simetria requiere
que sea muy corto. La transiciéon de un estado A a uno B de un campo de inflacién homogéneo ¢(t)
puede compararse con un balén rodando cuesta abajo.

Consideremos asi un campo escalar ¢ minimamente acoplado con una densidad Lagrangiana
dada por

"0, 2
£=T2 i) =T V(o). (2.32)
El tensor de energia-momento para el campo ¢ es
T = 0Fpd” ¢ — LgM . (2.33)

La ecuacion clésica de movimiento para ¢ puede obtenerse haciendo la variacion de la accién

Sy = /d“x\/fgﬁ, (2.34)
o usando la conservacién del tensor energia-momento

T = 0.
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Obtenemos asi la siguiente ecuacién de movimiento [24]

é+3H¢b+F¢¢=—g‘;. (2.35)

El término 3H¢ surge debido a la expansién del universo y corresponde al corrimiento al rojo del
momento del campo (qb) por la expansion del universo. H es constante y el valor I'y es el ancho
de decaimiento de la particula ¢. Esta ecuacion de movimiento, que es igual a la de una bola que
rueda cuesta abajo con friccién en un valle, tiene dos regimenes cualitativamente diferentes, cada
uno de los cuales tiene una soluciéon analitica simple. Uno de ellos es el régimen de rodamiento
lento, donde la friccién domina y ¢ rueda a “velocidad terminal”.

Tenemos también que la ecuaciéon de Friedmann

<d>2 _8mGnp K (2.36)

a 3 a?

junto con la definicion de la masa de Planck,

1 1/2
mp = GfN )

_8tGNp  8mp

conducen a

H? = : (2.37)
3 3m]2)l
donde la densidad de energia p del campo ¢ estd dada por
1.
p=36+V(9) (2.38)

v hemos supuesto que k£ = 0 para describir un universo plano, compatible con todas las observacio-
nes. La homogeneidad espacial implica que V¢ = 0, y si entre A y B el potencial es suficientemente
plano para que ¢ pueda ser despreciada y con I' < H, entonces:

ov 1

R 2.39
que en el caso de la condicién gb < 3H d) conduce a
0? 9
— 9H~". 2.40
’ 067 | < (240)
Si el potencial domina sobre el término gf)2 proporciona
aVv
v S Tl (2.41)

D¢ (487)1/2
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Para calcular el nimero N de “e-folds” (e-folding es el intervalo de tiempo en el que un creci-
miento exponencial de una cantidad aumenta en un factor de e):

2 st % V(o)
In(Ry/R1) =N = Hdt = —— do. 2.42
Il( 2/ 1) (¢1 - d)Q) " t m%l b1 V,<¢) ¢ ( )

Para slow-roll, el término ¢ en la ecuacién de movimiento (2.35)) es insignificante, y el término
de creacién de particulas I's¢ no estd operativo. Durante slow-roll la ecuacién de movimiento se
reduce a

3Hp = —V'(¢). (2.43)
De las condiciones mostradas en (2.40) y (2.41]) se puede observar que
8T
H? ~ 1% 2.44
V) (2.44)
P
mientras que de (2.43)) se obtiene
/
gV (2.45)
3¢

. d d
Ahora, si sabemos que ¢ = d—(f, entonces podemos expresar dt = —.(b, con lo que

Har = V9 o _ —wm,

3¢ ¢ 3¢?
y, utilizando (2.44) y (2.45)) tendremos que

H2:8—WV(¢) = (—W)Q,

3my 3¢
sr V(e) _ V(@)
3m2, V'(9) 92
st V() _ V(@)
mlz;l V() 32
Entonces se tiene que
8r V(o)
Hdt = —— do . 2.46
2V'(9) (2.46)
Asi la ecuacién se expresa como
t2 @2
Ne [CHa = ST [P V@), (2.47)

31 m;%l o1 V'(9)
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donde el signo negativo implica que ¢ < ¢1.
Se pueden obtener asi los pardmetros:

_ 1 (V@)Y _ 1 V"(9)
€(¢) = 2M§z <V(¢>)> ) n(qb):Ming, (2.48)

donde M, = my;/v/87 es la masa reducida de Planck, con estos parametros se encuentra el indice
espectral de perturbaciones escalares ng y el cociente de perturbaciones tensoriales y escalares r:

ns(¢) =1—06e(¢) +2n(¢),  r(¢) = 16¢(¢), (2.49)

siendo estos, dos de los principales parametros inflacionarios, cuyos valores pueden ser medidos
experimentalmente al estudiar las anisotropias en la radiacién césmica de fondo (CMB).

2.3 Radiacién césmica de fondo (CMB)

La forma de ver hacia atras en la historia del universo y de estudiar la evoluciéon que tuvo este
mismo es la radiacién césmica de fondo (CMB). El cielo més antiguo que podemos ver es la llamada
ultima superficie de dispersion, en la que los electrones quedan atrapados por el hidrégeno para
formar dtomos (denominados “desacoplamiento” o “recombinacién”). Los fotones se encontraban
estrechamente acoplados a bariones y electrones antes de la época de desacoplamiento en z ~ 1090,
pero después de eso podian moverse libremente hacia nosotros. Esta radiacién es una prediccién del
modelo estdndar cosmoldgico, pero fue hasta 1964 que se detecté por primera vez, Arno Penzias y
Robert Wilson detectaron por primera vez los fotones termalizados de la CMB a una temperatura
casi uniforme en todo el cielo, ellos hacian experimentos de radiocomunicacion satelital para los
laboratorios Bell, para ello utilizaban una gigantesca antena que era enfriada con helio liquido,
notaron que es posible detectar a cualquier hora del dia radiacién isotrépica, ajena a toda fuente
observable, en el canal de microondas con frecuencia de 4,080 M H z, que equivale a una longitud
de onda de 7.35cm [23].

Poco tiempo después, otros telescopios terrestres, satelitales y a bordo de globos aerostaticos con-
firmaron la existencia de radiacién como la antes mencionada, en otras frecuencias de microondas
lo que conducia a una distribucion espectral similar a la que emite un cuerpo negro con una tem-
peratura de Ty = 2.726 K.

Un cuerpo negro puede describirse facilmente como aquel que emite radiacién en todas las
frecuencias. La densidad de energia de radiacion del cuerpo negro depende de la frecuencia v de la
radiacién emitida y de la temperatura T del cuerpo. Para describir el comportamiento del cuerpo
negro se utiliza la ley de Planck, que nos proporciona la distribucién espectral de energia por unidad
de frecuencia

8mh 3
3 exp(hv/kpT) —1"

donde h y kp son las constantes de Planck y Boltzmann, respectivamente.

u(v) = (2.50)




20 CAPITULO 2. ELEMENTOS BASICOS DE COSMOLOGIA

Cuando se realiza la distribucién espectral asociada a un cuerpo negro con la temperatura de
T = 2.726 K, se observa que el maximo del espectro (donde se concentra la mayor cantidad de
radiacién emitida) ocurre en la frecuencia de 160.24 GH z, en la regién de microondas. Por esta
razon y debido a que su origen no se puede asociar a ninguna fuente puntual terrestre o astrofisica,
esta radiacion es llamada radiacion césmica de fondo, radiacion de fondo de microondas o CMB,
por sus siglas en inglés Cosmic Microwave Background.

Un aspecto importante de la CMB es que esta no es completamente isotropica y homogénea
como se crefa, se ha encontrado que la CMB tiene pequenas anisotropias (de una parte en cien
mil), producidas por la dindmica césmica durante la época de tltima dispersion, estas anisotropias
revelan diminutas acumulaciones de materia, consideradas hoy las semillas de la formacion de la
estructura. Por lo tanto, el estudio de las anisotropias en la CMB puede revelarnos aspectos de la
época de materia, posterior a la formacion de los primeros atomos de hidrégeno.

Las primeras anisotropias en la temperatura de la CMB fueron medidas en grandes separaciones
angulares por el satélite COBE en 1992. La medicién precisa de las anisotropias de temperatura
mediante experimentos de alta precisién como BOOMERanG, MAXIMA, y especialmente WMAP
abrié una nueva oportunidad para determinar los pardmetros cosmolégicos con alta precisién [17].

2.4 Algunos modelos inflacionarios

Un aspecto de vital importancia del escenario inflacionario es como termina y ¢cémo se conecta con
la posterior fase del Big Bang. Se cree que, después del periodo de rodamiento lento, el campo oscila
en el fondo de su potencial, o sufre precalentamiento taquidnico, pero finalmente se desintegra en
radiacion. De esta manera, la inflacién estd conectada sin problemas a la época dominada por la
radiacion. Desafortunadamente, se sabe muy poco de manera observacional en este llamado periodo
de recalentamiento. Hagamos hincapié en que las condiciones iniciales adiabdaticas, favorecidas por
las mediciones actuales de CMB, se derivan naturalmente de dicha configuracién dentro de los
modelos de campo tnico. Otra limitacidon es que la temperatura de recalentamiento, T..p, debe
ser mayor que la escala de nucleosintesis (es decir, algunos MeV). Sin embargo, si uno se limita
a modelos especificos, entonces puede obtener mejores limites en T,..,. Pero, hasta ahora, estas
limitaciones se refieren solo a algunos modelos.

Asi pues, existe una buena variedad de modelos inflacionarios que toman en cuenta diferentes
aspectos, podemos tener entonces modelos provenientes de teorias F(R), como lo es el R%, nueva
inflacién, cadtico, extendido, ley de potencias, hibrido, natural, supernatural, extranatura, eterno,
brana, oscilante, atractores, y un largo etcétera [17, 28 [I8] [12].

A pesar de que la inflacién es una pieza fundamental en el modelo cosmolégico, esta etapa no es
tan conocida observacionalmente como las otras partes del modelo. Pero actualmente se cuenta con
una gran cantidad de datos y observaciones que nos brinda una mejor oportunidad para aprender
mas sobre la inflaciéon. Un ejemplo de esto son los datos satelitales de Planck que se han estado
publicando desde 2013, los cuales son una importante fuente de informacion relevante para varios
problemas cosmoldgicos, incluidos la inflacién. Algunos de los estudios que se hacen actualmente
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ayudan a comprender mucho mas la inflacion un ejemplo de esto la medida de las oscilaciones
acusticas bariénicas (BAO) [29], que son la versién desplazada al rojo de las oscilaciones actsticas
observadas en las anisotropias de la CMB que se han transferido al espectro de potencia de la
galaxia. El “brazo de nivel” en escalas de longitud entre la CMB y los espectros de potencia de
la galaxia aumenta la sensibilidad a las pequenas desviaciones de la invariancia de escala y, por lo
tanto, deberfa ser extremadamente poderoso para restringir los modelos inflacionarios.

Estos diferentes tipos de modelos pueden clasificarse aproximadamente de la siguiente manera
[30]. La primera clase, que se puede denominar de Tipo I, son modelos de inflacién basados en
un campo de inflatéon unico, rodando lentamente bajo la influencia de un potencial de inflatén
V(¢). Esta clase podria parecer restrictiva, pero es interesante el hecho de que muchos modelos
mas complicados se pueden expresar en términos de un modelo Tipo I equivalente. Por ejemplo,
la inflacién “extendida”, que es un modelo de Jordan-Brans-Dicke con un campo de inflatén y un
campo escalar JBD, puede formularse como un modelo de Tipo I efectivo. Cualquier modelo que
no se pueda considerar de Tipo I es denotado como modelo de Tipo II.

Se pueden expresar varias subclases en los modelos de Tipo I. Modelos de Tipo Ia son modelos
de “campo grande”, en el que el valor inicial del inflatén es grande y se desplaza lentamente bajo
la influencia del potencial del inflatén hacia el minimo potencial en ¢ mas pequeno. La inflacion
cadtica es uno de los modelos representativos de esta clase. La segunda clase (Tipo Ib) es el mo-
delo de “campo pequeno”, en el cual el campo de inflatén es pequeno inicialmente y evoluciona
lentamente hacia el minimo potencial a mayor ¢. Ejemplos de esta clase son la nueva inflacién y la
inflacién natural. El tercero (Tipo Ic) es el modelo de inflacién hibrido (doble), en el que la inflacién
normalmente termina por la transicién de fase desencadenada por la presencia del segundo campo
escalar (o por la segunda fase de inflacién después de la transicién de fase) [15]. En los modelos de
Tipo Ia y Ib la energia del vacio es aproximadamente cero al final de la inflacién, mientras que los
modelos de inflacién hibrida tienen una energia de vacio significativa al finalizar inflacién.

En el primer modelo (Ia), la segunda derivada del potencial V(?)(¢) generalmente toma valores
positivos, mientras que V(Q)(qﬁ) puede cambiar su signo en el segundo modelo.

2.4.1 Modelo de Tipo Ia

El modelo de inflacién cadtica es descrito por un potencial de inflatén cuadratico o cuartico,

1m?qﬁ?, 0 V(¢):ix¢4. (2.51)

V()=

Lo “cadtico” significa que las condiciones iniciales de la inflacién estan distribuidas cadticamente.
De acuerdo con este escenario, la region que sufre la suficiente inflacién da lugar a nuestro universo.
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2.4.2 Modelo de tipo Ib

El modelo de inflacién natural esté caracterizado por pseudo bosones Nambu-Goldstone (PNGBs),
que aparecen cuando una simetria global aproximada se rompe espontaneamente. El potencial
PNGB es expresado como

V() =m' [1 + cos <f§>] : (2.52)

donde las dos escalas de masa m y f caracterizan la altura y ancho del potencial, respectivamente.
Las escalas de masa tipicas son del orden de f ~ my, ~ 10" GeV y m ~ mgur ~ 1016 GeV | los
cuales son esperados por la fisica de particulas.

2.4.3 Modelo Tipo Ic

El modelo de inflacién R + R?P es la descripcién del marco de Einstein de una teoria del tensor
escalar equivalente a f(R) = R+ ¢R?"/u*~2, donde u es una escala de masa, epsilon = +1,
y p > 1/2 (de otra manera la expansién no tiene sentido). Esta generaliza el modelo original de
Starobinsky obtenido para p = 1. Estas teorias son bastante genéricas y aparecen como casos limite
de teorfas de gravedad modificadas més generales [17].

El potencial se puede expresar como

V(g) = Mie=2V2/36/Mpi | ,\/2/36/Mp _ | 2/ =) , (2.53)

que depende del parametro p. Si p toma valores enteros diferentes de p = 1, entonces el modelo esta
descartado ya que proporciona valores de r y ns que no son compatibles con los datos de Planck.
Como consecuencia, p debe estar suficientemente cerca de 1, y por lo tanto debe ser un ntimero real
[18].



Capitulo 3

Modelos de inflacion caotica

El modelo cadtico nace a partir de la necesidad de resolver un problema que presentaba el primer
modelo inflacionario, en este modelo se emplea un estado de campo escalar llamado “falso vacio”,
yva que el estado temporalmente actia como si fuera el estado de menor cantidad de densidad
de energia posible, clasicamente este estado podria ser completamente estable, porque no habria
energia disponible que permitiera al campo escalar cruzar la barrera de energia potencial que lo
separaba de los estados de menor energia. Pero para la mecdnica cuantica esto no era asi, acé el
estado podria decaer por tunelamiento. Inicialmente se esperaba que el proceso de tunelamiento
pudiera terminar satisfactoriamente la inflacién, pero pronto se descubrié que la aleatoriedad de
la descomposicion del falso vacio produciria inhomogeneidades catastroficamente grandes. En la
nueva inflacién, esta esta dirigida por un campo escalar posado en una meseta del diagrama de
energia potencial, como se muestra en la figura Este campo escalar es llamado “inflatén”. Si la
meseta es suficientemente plana, tal estado puede ser suficientemente estable para que la inflacion
sea exitosa. Posteriormente Andrei Linde demostré que el potencial inflacionario no necesita ni
un minimo local ni una meseta suave, a este escenario le llamé “inflacién cadtica”’, que tiene un
potencial como el presentado en la ecuacién (3.1)).

Este modelo acerté en un principio, pero a medida que se tuvieron mas estudios de la radia-
cién césmica de fondo la suerte fue cambiando para este modelo. En este capitulo se describe el
nacimiento del modelo cadtico.

3.1 Modelo cadtico

Para ilustrar la idea principal del escenario de inflacién cadtica Andrei Linde propone considerar
un ejemplo extremo y no tan realista, que consta de un campo escalar ¢, con un potencial efectivo
degenerado V' (¢) = Vj = const. > 0. Se puede ver que en tal teorfa no hay razones para esperar que
el campo cldsico ¢ sea igual a cualquier valor particular (por decir, ¢ = 0) en todo el universo. Por
el contrario, se puede esperar que todos los valores de ¢ aparezcan en diferentes regiones del espacio
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suficientemente alejados unos de otros, con igual probabilidad. Esto quiere decir que ¢ puede tomar
valores arbitrarios que varian desde —oo hasta +o0o en diferentes regiones del universo temprano. En
particular, los valores ¢ > M, ~ 10'9GeV son bastante legitimos. La tinica posible limitacién en
la distribucién del campo ¢ en el universo temprano es que (8,@)2 < M;}l para u = 0,1,2,3, ya que
de otra manera la parte del universo correspondiente podria encontrarse en la era planckiana, en la
cual la descripcion clésica del espacio y el tiempo seria dificilmente posible. Durante la expansién
del universo ambos, la densidad de energia conectada con la inhomogeneidad del campo ¢, la cual
es proporcional a (8,@)2, y la energfa térmica ~ T decrecen rapidamente, la densidad de energia
de materia se reduce a V(¢) = Vy = const. > 0, y el universo se expande exponencialmente con
el factor de escala a(t) ~ exp(Ht), donde H = (%WVO/MI?Z)UQ. Como resultado de esta expansién
el universo se divide en muchos dominios exponencialmente grandes conteniendo un campo ¢ casi
homogéneo. Este modelo es poco realista, pero es claro que algunos efectos muy similares aparecen
en teorias con un potencial efectivo V(¢) que es suficientemente plano [4].

M4s generalmente, esto significa que en teorfas con valores grandes de V(¢) y con valores
suficientemente pequenos de constantes de acoplamiento, el escenario de inflaciéon del universo no
puede ser realizado en una forma estandar, basado en la teoria de transiciones de fase a altas
temperaturas [16].

Linde demostré que el potencial inflacionario no necesita tener ni un minimo local o una meseta
suave, el potencial de inflacién puede ser tan simple como

V(g) = =m?¢?, (3.1)

siempre que ¢ empiece en un valor suficientemente grande tal que la inflacién pueda ocurrir a
medida que se relaja [2§].

Si se considera ahora una teoria V' (¢) = i)\¢4 con A < 1 (proveniente de (2.22))). Una descripcion
clésica de la evolucién del universo se vuelve posible solo después del tiempo de Planck ¢t ~ ¢, ~
M 1;1, donde la densidad de energia se vuelve mas pequena que M;fl. Antes de ese tiempo, el universo
se asume que se encuentra en algtin estado cudntico caético. Si A es lo suficientemente pequena, no
hay razén para esperar que al tiempo t ~ t,, el campo ¢ debe ser igual a cero en todos los lugares.
Por el contrario, uno puede esperar que el campo ¢ tome cualquier valor entre —M,y/ N4y
My /(\)Y/* en diferentes regiones del espacio, de tal manera que V(¢) = xt < M;}l. Podemos

notar que, ya que el campo ¢ es tan grande como M,y / ()\)1/ 4 o estd prohibido por ninguna ley de
la naturaleza. En un universo abierto, a t ~ t,, deberia existir una infinidad de dominios localmente
homogéneos e isotrépicos de tamano [ > MI; ! conteniendo un campo ¢ localmente homogéneo tal
que My S o S M;l/4.

La parte del universo dentro de un dominio lleno de un campo homogéneo ¢ se expande como
un espacio de de Sitter con un factor de escala a(t) = agexp(Ht), donde

1/2 12 .9
_ (8 _V(9) _ (2 ¢
H= (371' :31 > = <37T)\> o (3.2)
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La ecuacion de movimiento del campo ¢ dentro de este dominio es
¢+3Hp = —)\¢?, (3.3)

lo que implica que cuando ¢? > M]gl /67

¢=¢oexp{— [gé\fj’;] t}. (3.4)

Esto significa que cuando A < 1 el tiempo tipico At ~ (6m)'/2/ ﬁMpl, durante el cual el campo ¢
decrece considerablemente. es mucho més grande que el tiempo de Planck ¢, ~ (6], ). Durante
la parte principal de este periodo el universo se expandié exponencialmente y el factor de escala
después de la expansién crecié de la forma

¢2
a(At) ~ agexp(HAt) ~ agexp (W]\/[OZZ . (3.5)

p
De la ecuacién (3.5) se puede ver que la expansién es lo suficientemente grande si ¢g 2 3my;. Tal
valor de ¢q es posible si %)«bé < M;fl, lo cual implica que A < 1072, Para un valor inicial tipico

¢o ~ My /(A4 1a ecuacién (3.) da

VA
Por lo tanto, se puede observar que los dominios del campo ¢g 2 3M,,, el cual inevitablemente
existe en un universo con una distribucién inicial cadtica del campo ¢, en la teoria %A(b‘l con
A < 1072, crece exponencialmente y dan lugar a mini-universos de un tamafio que excede el tamafo

de la parte observable de nuestro universo.

a(AL) ~ ag exp ( 2n ) . (3.6)

1 17 (Energy
Density)

Figura 3.1: Potencial caético, correspondiente al modelo (3.1). Imagen tomada de [28].
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Capitulo 4

Teorias f(R)

Mientras que los modelos de inflacién de campo escalar y de energia oscura corresponden a modi-
ficaciones del tensor de energia-momento en las ecuaciones de Einstein, existe otro enfoque para
explicar la aceleracién del universo. Este corresponde a la gravedad modificada en la cual la teoria
de la gravedad es modificada, comparada con la relatividad general. La densidad Lagrangiana para
la relatividad general estd dada por f(R) = R—2A, donde R es el escalar de Ricci y A corresponde
a la constante cosmoldgica (correspondiente a la ecuacién de estado con w = —1). La presencia de
A nos indica una expansién exponencial del universo, pero no puede ser usada para inflacién porque
el periodo inflacionario necesita conectar con la era de radiacién.

Una de las modificaciones a la relatividad general es la gravedad f(R) en la cual, la densidad
Lagrangiana f es una funcién arbitraria de R. Hay dos formalismos al derivar las ecuaciones de
campo a partir de la accién en la gravedad f(R). El primero es el formalismo métrico estdndar en
el cual las ecuaciones de campo son derivadas de la variaciéon de la accién con respecto al tensor
métrico g,,. En este formalismo, la conexién afin ng depende de g,,,. El segundo enfoque es el
formalismo de Palatini, en este los términos Fg,y Y g son tratados como variables independientes
cuando se realiza la variacién en la accién.

La gravedad f(R) en el formalismo de la métrica corresponde a una generalizacién de la teoria
Brans-Dicke (BD) con un pardametro BD wpp = 0. A diferencia de la teorfa BD original, existe
un potencial para un grado de libertad de campo-escalar (llamado “escalarén”) con un origen
gravitacional. Si la masa del escalaron siempre permanece tan ligera como el actual pardmetro de
Hubble Hy, no es posible satisfacer las restricciones de gravedad locales debido a la aparicién de
una quinta fuerza de largo alcance con un acoplamiento del orden de la unidad. Se puede diseniar el
potencial de campo de la gravedad f(R) de manera que la masa del campo sea pesada en la regién
de alta densidad. Los modelos viables f(R) deben ser construidos para satisfacer tal condicién.
Entonces el rango de interaccién de la quinta fuerza se acorta en la region de alta densidad, lo que
permite la posibilidad de que los modelos sean compatibles con las pruebas de gravedad local. Mas
precisamente, la existencia de un acoplamiento de materia, en el marco de Einstein, da lugar a un
extremo del potencial de campo efectivo alrededor del cual el campo puede estabilizarse.
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Es posible extender la gravedad f(R) a una teoria generalizada BD con un potencial de campo
y un parametro wpp arbitrario. Si se realiza la transformaciéon conforme al marco de Einstein, se
puede demostrar que la teoria BD con un potencial de campo corresponde a un escenario acoplado
de quintaesencia con un ) acoplado entre el campo y la materia no relativista.

En este capitulo se desarrollan las ecuaciones de campo en el formalismo métrico en la seccién
es decir usando la variacion de la accién con respecto a la métrica con lo que se obtienen las
ecuaciones , si expresamos estas ecuaciones en el espacio-tiemplo plano de FLRW se obtienen
las ecuaciones y , para esta seccién y las que conforman el capitulo se utilizaron las
referencias [20, 19, [31], a continuacién, en la seccién se desarrolla la transformacién conforme,
utilizando la transformacién en la accién , para pasar del marco de Jordan al marco
de Einstein, en este ultimo tenemos una nueva expresion de la accién, la cual se presenta en la
ecuacion @D, de esta manera se obtiene una expresion para el potencial inflacionario . En
la seccién se muestra de qué manera se puede formular una teoria f(R) en forma de una teoria
de Brans-Dicke (BD), para ello se presenta una nueva accién la cual se maneja de la misma
manera que la primera accion presentada, con ello se obtiene un potencial que nos ayuda en
la seccion para pasar de una potencial en el marco de Einstein a una teorfa f(R), utilizando
las ecuaciones . Finalmente en las secciones y se presenta la inflacién en estas teorias
f(R), tanto en el marco de Jordan, como en el marco de Einstein, aparece acd la teoria f(R) de

Starobinsky (4.72]) y su respectivo potencial (4.62)), cuya gréfica es la mostrada en la imagen

4.1 Ecuaciones de campo en el formalismo métrico

La accién tetradimensional para las teorfas f(R) es

S = guz [ AoV B + [ doLar(gu. ). (4.1)

donde k? = 871Gy = 87r/m12,l = 1/M5l, g es el determinante de la métrica g,,, y Lar es el Lagran-
giano de materia que depende de g,, y de los campos de materia Wy;. El escalar de Ricci, R, estd
definido como R = g"”R,,,,, donde el tensor de Ricci, R, es

Ry = Rio, = O\l — 0,08, + 1,10, = T5,T% (4.2)

En el caso del formalismo métrico sin torsion, las conexiones gv son conectores métricos normales
definidos, en términos del tensor métrico g,,,,, como

o _1oax <3gwx L 99 8967) _ (4.3)

By = 99 ozh oz oz

Esto se obtiene de la relacién de métrica, Vg, = 8guy/8m/\ — 9o I0\ = gupl”, = 0.
Las ecuaciones de campo se pueden obtener variando la accién (4.1]) con respecto a g,,:

by

ng

F(R) By (0) — 3 f(R)gy — YV F(R) + g0 (R) = 2TED, (14)
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donde
F(R) = 0f/0R. (4.5)

M . . . : .
T,S,, ) es el tensor de energia momento para los campos de materia definido por la derivada varia-
cional de £, en términos de g"”:

2 0L
T — = =M (4.6)
H \/TQ 59’“’
Esta satisface la ecuacion de continuidad V*T, ,Eﬂ”) = 0, asi como también lo hace la ecuacién de
movimiento, V#¥,,, = 0. La traza de la ecuacién (4.4) nos da

30F(R) + F(R)R — 2f(R) = k*T, (4.7)

donde T = g T3" vy OF = (1/y/=9)0,(vV=g9" 0, F).

La gravedad dada por la teoria general de la relatividad de Einstein, sin la constante cosmolégica,
corresponde a una teoria del tipo f(R) = Ry, por consiguiente, F'(R) = 1, asi que el término OJF (R)
en la ecuacién es nulo. En este caso se tiene R = —x2T y por lo tanto el escalar de Ricci, R, esta
directamente determinado por la materia (la traza T'). En gravedad modificada el término OF (R)
no es nulo en la traza y eso significa que hay una propagacién de grados de libertad escalares,
¢ = F(R). La ecuacién de la traza determina la dindmica del campo escalar ¢ (llamado
“escalarén”).

Existe un punto de de Sitter que corresponde a una solucién de vacio (T = 0) en la cual el
escalar de Ricci es constante. Como OF(R) = 0 en este punto, obtenemos

F(R)R =2f(R) = 0. (4.8)

El modelo f(R) = aR? cumple esta condicién, por lo que da lugar a la solucién exacta de de Sitter.
En el modelo f(R) = R + aR?, debido al término lineal en R, la expansién inflacionaria termina
cuando el término aR? se vuelve méas pequeno que el término lineal R. Esto es seguido por una
etapa de recalentamiento en la cual las oscilaciones de R conducen a la produccién de particulas
gravitacionales.

Se considera el espacio-tiempo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) con un factor
de escala dependiente del tiempo a(t) y una métrica

ds? = gdatde” = —dt* + a*(t)dx?, (4.9)
donde t es el tiempo césmico. Al utiliza esta métrica se tiene que el escalar de Ricci viene dado por
R=6(2H? + H), (4.10)

donde H = a/a es el pardmetro de Hubble y el punto significa una derivada con respecto al tiempo
t.
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El tensor de energia-momento de materia esta dado por T* “L@ = diag(—psr, Pary Pary Par),

donde pjps es la densidad de energia y PM es la presién. Las ecuaciones de campo (4.4)) en el
espacio plano de FLRW son

3FH? = (FR—[)/2—-3HF +r*pu, (4.11)
—2FH = F—HF+r*(py+ Py, (4.12)

donde el fluido perfecto satisface la ecuacién de continuidad

pm +3H(pm + Par) - (4.13)

4.2 Transformacion conforme

La accién (4.1) en gravedad f(R) corresponde a una funcién f no lineal en términos de R. Es
posible expresar la accién en el marco de Einstein haciendo una transformacién conforme:

G = g0, (4.14)

donde Q2 es el factor conforme y la tilde representa cantidades en el marco de Einstein. Los escalares
de Ricci Ry R en los dos marcos tienen la siguiente relacion

R=Q*R+ 60w — 65"0,wd,w), (4.15)
donde 5 )
w = ~~ v
w=InQ, Ouw = e Ow = ﬁau ( —gg* 8,,w> . (4.16)

Reescribiendo la accién (4.1)) en la forma

S = /d4x\/—g (21/12FR— U) +/d4xﬁM(gW,\IlM), (4.17)
donde
FR—f
262

Utilizando la ecuacién (#.15)) y la relacién /—g = Q74/=g, la accién ([.17) se transforma en

U:

(4.18)

~| 1 9,5 = ~w _ 9
S:/d41:\/—g [MFQ 2(R+ 60w — 6§ 0,wd,w) — O 4U} +/d4xﬁM(Q 2, Uar) . (4.19)

Obtenemos la accién en el marco de Einstein (accién lineal en R) al elegir

P =F. (4.20)
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Esta eleccién es consistente si F' > 0. Introducimos un nuevo campo escalar ¢ definido por

kp=+/3/2InF. (4.21)

De la definicién de w en la ecuacién (4.16[), tenemos que w = K¢/ V6. Usando la misma ecuacién
(4.16)), la integral [ d*z\/—§0w desaparece al hacer uso del teorema de Gauss. Entonces la accién
en el marco de Einstein es

Sp = / diz\/—g [222}? - %gwama,,gb - V(¢)} + / d*Lar(F7H() G, O o) (4.22)
donde I FR_}
V() = 2T 922 (4.23)

Por lo tanto, la densidad Lagrangiana del campo ¢ viene dada por L4 = —%@‘“’Gﬂdﬁyqb — V(o) con
un tensor de energia momento

a 2 §(v"5Ls) I
T = - = @fy 2L — 0,00,0 — G [29 80,0950+ V(0)| - (4.24)

El factor conforme Q% = F = exp<\/ 2/ 3/<cd>> es dependiente del campo. De la accion de materia

de la ecuacion (4.22)) se observa que el campo escalar ¢ estd directamente acoplado a la materia en
el marco de Einstein. Para ver de una mejor manera este acoplamiento, tomamos la variacién de la

accion (4.22]) con respecto al campo ¢:

B OWV=3gLs)\ | O(V=gLy)  OLm
8“( 9(9,:9) )+ 9 | 0

~0, (4.25)

esto es
1 0Ly

~ 1
_— O¢p = —09,(\/—393"" 0,0) . (4.26)
V=3 09¢ Na i Y
Usando la relacién (4.14]) y las relaciones /—g = F 2 /=gy g" = F~1g" el tensor de energia

momento de materia es transformado como

¢ — Vg + =0, donde

" 2 oLy TP
T}gy) — = =M _ T (4.27)
v=gogw  F
El tensor de energia momento para fluidos perfectos en el marco de Einstein es dado por
M) = diag(—py /F?, Par/F?, P/ F?, Pag [ F?) . (4.28)

La derivada de la densidad Lagrangiana £y = La(guw) = Lar(F~1(4)guw) con respecto a ¢ es
0Ly _ 6Ly dg"™ _ 1 SLy AFB)F) __ —=Farn

9o g 9o F(9) g 96 IRPTa

(4.29)
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La fuerza del acoplamiento entre el campo y la materia puede ser cuantificado por la siguiente

cantidad
Fo 1

=— =—— 4.30
Q=52 -, (430
la cual es constante en la gravedad f(R). Se puede ver entonces que
oL ~
8—;‘4 = /—grQT | (4.31)

donde T = §,, T*M) = —jyr + 3Py Sustituyendo (£.31) en , se obtienen las ecuaciones de
campo en el marco de Einstein:
¢ — Vi +rQT =0. (4.32)

Esto muestra que el campo ¢ esta directamente acoplado a la materia aparte de la radiacién (T = 0).
Consideremos el espacio tiempo plano de FLRW con la métrica (4.9) en el marco de Jordan. La
métrica en el marco de Einstein viene dada por

ds? = Q%ds® = F(—dt* + d®(t)dx?) (4.33)
= —dt* +a*(f)dx?, (4.34)

la cual conduce a las siguientes relaciones (para F' > 0)
di =vVFdt, a=+Fa, (4.35)

donde
F = ¢ 2QK9 (4.36)

Es fécil observar que la ecuacién (4.36)) proviene de integrar (4.30) para un valor constante de Q.
La ecuacién de campo (4.32)) puede ser expresada como

d*¢ = do =
_ 3H— +Vy4=— orv — 3Par) 4.37
donde
- 1da 1 F
H=-—=—[H+—|. 4.38
a dt VF ( * 2F> ( )

Definiendo la densidad de energfa g, = (d¢/di)? + V(¢) y la presién P, = L(dg/dt)? — V(¢), la
ecuacién (4.37) puede ser escrita como

dp - - N - d
CZ? +3H(pgy + Fy) = —rQ(pnm — 3PM)di~5'

(4.39)
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Bajo la transformacién (&.35) junto con pas = F2pns, Par = F2Pyy, y H = F1/2 [ﬁ — (dF/fi)/2F],
la ecuacién de continuidad (4.13)) se transforma en

do
dt

dp
2{\/1 +3H (par + Par) = 5Q(pyr — 3Py)—=

(4.40)

las ecuaciones ) v - muestran que el campo y la materia interactiian uno con el otro,
mientras que el total de la densidad de energia pr = pg + punr y la presion Pp = P¢, + Py satisfacen
la ecuacién de continuidad dpr/df + 3H (pr + Pr) = 0. Més generalmente, las ecuaciones ([.39) y
@D pueden ser expresadas en términos de los tensores de energia momento definidos en (4.24]) y

4.27))

VI = —QTV,e, VM =QIV,¢. (4.41)

4.3 Equivalencia con la teoria de Brans-Dicke

La teorfa f(R) en el formalismo métrico se puede formular en forma de teoria de Brans-Dicke
con un potencial para el grado de libertad efectivo del campo escalar (escalarén). Consideremos la
siguiente accién con un nuevo campo Y,

1
§S=53 /d4x¢?g[f(x) + fx0O(R = x)] + /d4x£M(gW,\I/M). (4.42)
Variando la accién con respecto a x, se obtiene

Soax()(R=x) =0. (4.43)

Siempre que fyy(x) # 0 se tendrd que x = R. Por lo tanto, la accién (4.42)) recupera la accién

en la gravedad f(R). Si se define

la accion (4.42)) puede ser expresada como

5= [dtav=g [Q;M - U(cb)] + [ dalartgun v, (4.45)

donde U(¢) es un potencial de campo definido por
X()6 ~ f(x(6))

22

U(e) = (4.46)

Mientras tanto, la accién en la teoria BD con un potencial U(¢) viene dada por

s= [ d‘*xr[ o~ 22 (Vo) - <¢>} + [ atalagu, v, (4.47)
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donde wpp es el pardmetro BD y (V¢)? = 9" 0,90, ¢. Comparando las ecuaciones y
se puede ver que la teoria f(R) en el formalismo de la métrica es equivalente a la teoria BD con el
parametro wpp (en la unidad K2 = 1).

Podemos utilizar el mismo método de la seccién [.2) para encontrar un potencial de campo en
la equivalencia BD. Utilizamos para ello la misma equivalencia del escalar de Ricci cuyas
definiciones aparecen en , utilizando estos elementos se tiene que la accién se puede
expresar como

=52 /d41:\/7 2(R + 60w — 65" 0,wd,w) — Q@ (xF(x) — f(x))} : (4.48)

Para volver al marco de Einstein tomamos Q% = F (). Para que esta transformacién sea valida es
necesario que F'(y) > 0. La accién ahora estd dada por

1 XE(x) = F(x)
S = d*z [ R + 0w — 65" 0,wd,w — 4.49
2z ) TV g (F0)? A9
Con el tltimo término de la accién (4.49)) se puede definir un potencial
L xFx) — fix
Vix) = (00 = /(0 (4.50)

22 (F(0))?

y por el teorema de Gauss, la integral [ d*z/—g0w en la accién ([£.49) se anula, con lo que se
puede reescribir esta accion de la forma

S = L /d4x\/7<R 69" 3#w8yw> —/d4x\/TRV(X). (4.51)

2% 9,2

4.4 Teorias f(R) y campos escalares

Un proceso interesante que se puede hacer es obtener la teoria f(R) correspondiente, si tenemos
un campo escalar V(¢) dado. Diferenciando el potencial escalar (4.50|) obtenemos

av._ <1> 0012 () = xF ()]
dy — \2s? (F(x))? '

El término cinético de x se normaliza canénicamente después de una redefinicién de x(¢) como

2 V3
F(x) = exp (\/;¢H> , = Tor In F(x), (4.53)

en términos del campo candnico del inflatén ¢, la accién total es

(4.52)

Slguss 0] = 53 | d'ov=9R - /&mf[ 00,60, + V(6)| (4.54)
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Las condiciones de estabilidad cuéntica y clasica de la teoria de gravedad f(R) estdan dadas por
ff(ry>0 y f'(R)>0, (4.55)

y estas también las satisface el modelo de Starobinsky para R > 0.
Diferenciando el potencial escalar V' en la ecuacién (4.50]), con respecto a ¢ obtenemos

v dvidx 1 [xf"+f—f xf'—f ] dx
A -2 — 4.56
16 = dxdp o [ 7 7 g (4.56)
de donde tenemos
dx _dxdf _df [dff V2 ) (4.57)
do —df'dp do¢! dx 3 [ '
Esto implica que
d 12— !
V. _ 12/ —xJ (4.58)

do Kk Bf2
Combinando las ecuaciones (4.50)) y (4.58)) obtenemos R y f en términos del potencial escalar V,

R = [\/6%?(24—4&2‘/} exp <\/§H¢> , (4.59)

o= [\/én?; —1—2/@2‘/} exp (2\/?@) . (4.60)

Estas ecuaciones definen la funcién f(R) en la forma paramétrica, en términos del potencial escalar
V(R), es decir en la transformacién inversa de (4.50)). Esto es conocido como la equivalencia clasica
(dualidad) entre las teorias de gravedad f(R) y las teorias de gravedad escalar-tensorial.

4.5 Dinamica en el marco de Einstein

Estudiemos la dinamica inflacionaria en el marco de Einstein para el llamado modelo de Starobinsky
que se discutira en detalle mas tarde, ver e.g. (4.72)), en ausencia de fluidos de materia (L = 0).
La accién en el marco de Einstein de este modelo corresponde a la presentada en (4.22]), con un

campo ¢ definido por
31 21 R
=4/=—InF=4y/-—In(1+—=] . 4.61
¢ \/;FL " \/;R n( + 3M2> (4.61)

Usando esta relacién, el potencial (4.23)) es escrito como

V(g) = B (1 - e*\/ﬁf”@)Q . (4.62)

4K2
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Potencial de Starobinsky
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Figura 4.1: Potencial de Starobinsky en el marco de Einstein, correspondiente al modelo (4.62]).

En la figura se muestra el potencial como funcién de ¢. En el régimen k¢ > 1 el
potencial es casi constante (V(¢) ~ 3M?/(4x2)), el cual conduce a inflacién de tipo slow-roll. El
potencial en el régimen k¢ < 1 es dado por V(¢) ~ (1/2)M?$?, de tal manera que el campo oscila
alrededor de ¢ = 0 con una amortiguacion Hubble. La segunda derivada de V' con respecto a ¢ es

Vo = — M2 V20 (1 _ 9o V230 (4.63)

la cual cambia de negativo a positivo en ¢ = ¢1 = 1/2/3(In2)/k =~ 0.169m,.
Las ecuaciones de campo para la accién (4.22)) vienen dadas por

2
3H? = 2 [1 (d‘b) + V(qﬁ)] i + sﬁfg +V4=0. (4.64)

2 \ dt " dt?

Usando las aproximaciones de slow-roll (d¢/dt)* < V(¢) y |d*¢/di?| < |Hdg/dt| durante la
inflacién, uno tiene 3H? ~ k2V(¢) y 3H(dp/dt) + V5 ~ 0. Podemos definir los pardmetros de

slow-roll L )
dH/dE 1 [V, . dPe/dl? Vg
-~ €)= = M E — .
H2 262\ V ’ 3H2
Para el potencial (4.62)) se puede ver que

€6 = (4.65)

27 H(de/di)

3 M?
& ~ Z(ev2/3*“¢> 172, He~a+ vl 2/3r0 (1 — 2 V/2/319) (4.66)
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los cuales son mucho més pequenios que durante inflacién (k¢ > 1). El final de la inflacién es
caracterizado por la condicién {é;, €]} = O(1).

4.6 Inflacién en teorias f(R)

Los modelos inflacionarios en las teorias f(R) tiene la forma
f(R)=R+ aR", (a>0,n>0), (4.67)

la cual incluye el modelo de Starobinsky como un caso especifico (n = 2). En ausencia de materia

(par = 0), la ecuacion (4.11) da
1 .
3(1 +naR"Y)H? = 5(n=1aR" —3n(n - )aHR"R. (4.68)

La aceleracion césmica puede ser realizada en el régimen F' = 14+naR"~! > 1. Bajo la aproximacién
F ~naR" ! se divide la ecuacién ([#.68)) por 3naR" ! para obtener

-1 :
JLRo <R - 6nHR> . (4.69)

6n R

Durante la inflacién, el pardmetro de Hubble H evoluciona lentamente asi que se puede usar la
aproximaciéon |H/H? < 1y |[H/(HH)| < 1. Entonces la ecuacién (4.69) se reduce a

H 2—n
=~ = . 4.70
- Y YT moneEn-) (4.70)
Integrando esta ecuacion para €; > 0, se obtiene la solucion
1 1/e
H~—| aoct /. (4.71)

€1t

La aceleracion césmica ocurre para €; < 1, es decir, n > (1 + \/g)/Q Cuando n = 2 se tiene ¢; = 0,

de tal manera que H es constante en el régimen F' >> 1. Los modelos que tienen un valor de n

mayor, n > 2 conduce a superinflacién caracterizada por H > 0y a o [tg — t|~ Y19l (tges una

constante). Por tanto, la inflacién estandar con un H decreciente ocurre para (1 ++/3)/2 < n < 2.
El modelo de Starobinsky tiene la estructura

R2

f(R):R+W7

(4.72)

donde la constante M tiene una dimensién de masa. La presencia de un término lineal en R
eventualmente causa que la inflacién termine. Sin despreciar este término lineal, la combinacién de



38 CAPITULO 4. TEORIAS F(R)

las ecuaciones (4.11)) y (4.12]) se convierten en

H H? v = _smE (4.73)
2H ' 2 N ’ ‘

R + 3HR+M?R=0. (4.74)

Durante la inflacién, los primeros dos términos en la ecuacién (4.73]) pueden despreciarse en relacién
a los otros, esto hace que H ~ —M?/6. Entonces se obtienen las soluciones

H =~ H;—(M?/6)(t—t;), (4.75)
a =~ ajexp [H;(t—t;) — (M?/12)(t — t;)*] , (4.76)
R ~ 12H? - M?, (4.77)

donde H; y g; son el pardmetro de Hubble y el factor de escala al inicio de la inflacién (¢t = ¢;),
respectivamente.



Capitulo 5

Starobinsky en el marco de Jordan

La forma de obtener la ecuacién de movimiento de un sistema es hacer la variacién de la accién
e igualar esa variacion a cero. Para el caso de las funciones f(R) es posible realizar el mismo
procedimiento. En este capitulo se busca obtener la forma de una teoria f(R) en la métrica de
Friedmann-Robertson-Walker, utilizando las componentes u = v = 0 del tensor y el escalar de
Ricci dentro de la ecuacién de movimiento del modelo. Esta teoria f(R) obtenida es la que propone
Starobinsky para inflacién, teniendo la forma de nuestra funcién f(R) podemos buscar a continua-
cién un potencial en términos de un campo escalar, ¢, asociado a nuestra teoria, para eso utilizamos
una transformacién conforme, que conduce a una acciéon en el marco de Einstein.

5.1 Modelo inflacionario de Starobinsky en teorias f(R)

Tenemos la accién en el marco de Jordan, como fue vista en el capitulo
1
S = g [ dovar(n). (5.1)

donde k%2 =8TGNy y R = g" R,,,. Se realizard la variacién de la accién con respecto a la métrica y
se hace que la variacion de S sea igual a cero para obtener las ecuaciones de movimiento. Definimos
otros elementos importantes para poder continuar

bg = oddet(gu) = 99" g (5.2)
1 dg

WG = g = 5V ) = — 5Vl (53

donde

1 6/—g 1
Ve & 59

39
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Tomando la variacién del tensor de Riemann general

RS, = 0,00, —0,0, =01, + 10,10, =TT, ,
ORy,, = 0,010, — 8,000, + 800, + 10,67, — L0, Ty — T8, 6175, .

Calculamos la derivada covariante
VuldT8,) = 8,000, + 10,61, — ), 6%, — )00,
Vo (0%,) = 8,000, + 14,61, —T},0T%, —T),61%,
y se resta (5.7) y (5.8)
VuldTh,) = Vu(6T%,) = 8,010, + T\ 6T5, — Lo 6P — T, 0T,
— 0,010y — 0,01 ), + L8P+ 1,617,
= 0u0T5, + 10,615, — 3,610, — 8,010, — 0, 6T, + ), 61"
Asi, podemos determinar que

SRE,, = V,u(6T0,) — V., (6T%,).

opuY
Tomando en cuenta que R, = R}, , entonces
Ry, = vp((srﬁa’) - VV(drzO') )
0R = R;,09”" + 0Rs,9°" = Rgu0g9”" + V(g7"61%, — g°PolY,,
si hacemos cambio de indices obtenemos
OR = R,,69"" + g’“’(Vp(SI‘ﬁM - VZ,(SFgu) .
Hacemos la variacion de los simbolos de Christoffel

1 (6%
5F;);u = 59)\ (vuégav + vuégau - va59uu) )

introducimos esta ecuacién en el resultado de la ecuacién ([5.13)) con lo que se obtiene
R = R,,69"" + 9,,06g" =V, V,6g",
con 1 = g"'V,V,.

HA S

(5.15)

Teniendo todos los elementos necesarios, se puede tomar ahora la variacién de la accién (5.1))

08 = /21,@ (5f(R)V=g + f(R)S5x/—g) d'x
/21&2 <(§J{E6RF - ;\/jgguV(Sng(R)) d'z

2k2

! 1
- / <F(R) (Ruwdg"” + guB0g"" = Vi Nu0g") V=g — f (R)zﬁguyéguy> d'z

—gd*z )
= [ (PO (b + D80 = 9,580 = F(R) 000" )
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con lo que se obtiene

d*z 1
08 = / @«/—gég”” (F(R)RW — ig,wf(R) + (g — VMV,,)F(R)> . (5.16)
Si imponemos que la accién permanezca invariante ante variaciones de la métrica, 6.5 = 0, se tiene
que
1 2 (M

F(R)Ryy — 59 (R) + (w8 = Vu Vo) F(R) = KT, M (5.17)
donde, para generalizar la expresion, introdujimos 7}, que es el tensor de energia momento de los
campos de materia que surge a partir del Lagrangiano de materia (en un modelo con materia). T},,
satisface que

pon_ 2 0Lm
“V V=g g

Notemos que la ecuacién (5.17) corresponde a una ecuacién de movimiento. Sin embargo, ain no
es evidente qué cantidad experimenta el movimiento. Como veremos més tarde, esta ecuacién se
puede traducir a la descripcion de la dindamica de un campo escalar.

(5.18)

5.2 Funcién f(R) para la métrica de FRW

Las componentes no nulas del tensor y el escalar de Ricci en la métrica de Friedmann-Robertson-

Walker, son
. . 2
a a k
a a a

%Jr <Z>2] : (5.20)

Dado que el pardmetro de Hubble estd definido por H = a/a, sabemos que

Roo = —3%, R=6 : (5.19)

lo que conduce en el caso k =0 a

R =6

H = a—(“) — - H+H. (5.21)

a a a
Por lo tanto, podemos reescribir el escalar de Ricci (5.20)) como
R=6(H+2H?). (5.22)

Utilizando estos elementos en la ecuacién de movimiento (5.17) se obtiene para la componente
puw=v=0que

o
<_3Z) Ft5f +(-0= VoVo)F = ?p =0, (5.23)
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donde hemos considerado p = 0 porque en nuestra construccién no hay materia. Dejando en térmi-
nos de H y H, esta expresion se reescribe como

. 1 . . 1 .
(—3(H+H2))F+§f+3HF =0 — —3FH—3FH2+§f+3HF =0,
que, usando la ecuacién ((5.22)) para sustituir H, se convierte en
R 2 2 1 hd
3 (g —2H?) F—3FH”+ S f+3HF = 0.

Ahora, ordenando y agrupando términos podemos reducir la expresién anterior a

FR— f
_<2

>+3FH2+3HF = 0,

haciendo un poco de élgebra y desarrollando la expresién para F

FR— f—6FH?> = 6HF

= 6HF'R,
con lo que se obtiene el sistema dinamico
=8 o R (FR— f —6FH?) (5.24)
G ’ - 6HF' ' ‘

Para encontrar los puntos de equilibrio de este sistema dindmico, debemos imponer las condiciones
R = H = 0. Por lo tanto, tendremos para H en la ecuacién (5.24]) que

R R
= — —2H? — H? = —. 2
0=+ " (5.25)

Por otro lado, al aplicar la suposicién R = 0 en la ecuacién para R en (5.24), obtenemos
0 = FR— f—6FH? — (R—6H*)F = f, (5.26)

que, empleando la ecuacién (5.25)), se convierte en

<R—§>F:f = @:f. (5.27)

Debido a la definicién de F' en funcién de f, ecuacién (4.5)), notamos que f en funcién de R debe
satisfacer
fo2

f — b (5.28)

'R _
5 =
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Esta es una ecuacion diferencial para f que podemos resolver trivialmente por integracién:

df 2
7=
Inf = 2lnR+4+C,
Inf = ImnR*>+C,

fo= R%C,
lo cual, definiendo la constante o = €%, finalmente conduce a
f(R) = aR?. (5.29)

Aqui aparece el término cuadritico R? como un caso especial de una teorfa f(R) para la cual se
puede expresar el sistema dindmico, usando f = aR?, F = 2aR, F' = 2a, se puede encontrar

: 1
= — (FR— f—6FH?
R 6HF’(R f=6FH)
1
= 2aR? — aR* — 12aRH?
12Ha(aR aR aRH?)
_ 1 2 2
= 12H(R 12RH?),

con lo que se expresa

B 20 (5.30)

5.3 Modelo de Starobinsky
El modelo de Starobinsky tiene como forma general
f(R) = R+ aR?, (5.31)

tomando en cuenta sus derivadas F' = 14+2aR, F’ = 2a, se puede determinar su sistema dindmico,

como sigue:

o 1 B 2y 2
R = ol (R(1+2aR) — (R+ aR?) —6(1 +2aR)H?)
1 2 P2 a2 2

= ool (R+2aR* — K —aR® — 6H” — 12aRH"?)

1
= 5 H(aR2 — 6H? — 12aRH?),
[0
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expresandolo de una forma ma&s ordenada, queda

R= (aR? — 6H?(1 4 2aR)),

1
120 H (5.32)

H=="_2H2.
6

Buscando puntos criticos, se toma H = 0, obteniéndose R = 12H?, ingresando este término en R
se encuentra

- _ 1 4 2 4
R = o(a(144H") — 6H* — 144aH")
—6H?> H
= e = " a (5.33)

Por lo tanto es aceptable decir que R = 0 = H, por ejemplo el espacio de Minkowski, es un punto
critico.

5.4 Extension exponencial del modelo de Starobinsky

Ahora se analizara la extensién exponencial del modelo de Starobinsky, con la funcién
f(R) = R+ aR* — 2Ae R, (5.34)

Para aR > 1 el modelo reproduce el exitoso paradigma inflacionario del modelo de Starobinsky y
cuando aR < 1, la funcién (6.1)) puede ser aproximada como
f(R) ~ R+oaR?—2A+2AaR,

a?R?
2o,
f(R) ~ R-—2A.

Usando las derivadas de , F=1+ 2aR+21}oze_°‘R , ' =2a—2A0”e R, se puede encontrar
el sistema dindmico para el modelo, teniendo a R de la siguiente manera
(R(1+ 2aR + 2Aae™ ) — (R+ aR? — 2Ae ) — 6H?(1 + 2aR + 2AaeT))
6H (2ac — 2Aa2e—R)
(R+ 2aR? 4+ 2AaRe R — B — aR? 4+ 2Ae~F — 6H2)
6H (2c — 2Aa2e—R) ’

f(R) = R+aR?—2A <1—aR+

R =

el modelo queda

(aR* — 6H? — 12aRH? + 2Ae *R(1 + aR — 6aH?))
6H (2 — 2Aa2e—oF) ’ (5.35)

R =
g_ B
6

—2H?.
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Buscando puntos criticos, se encuentran los mismos que en el modelo de Starobinsky, en infinito,
representando inflacién, y otros nuevos en la region finita, estos los encontramos haciendo R = H =
0, con lo que se obtiene H? = R/12, sustituimos en R

R R
o — 5—9&2’7”/\@—&3 <1+aR—a2> -0,

—g + 2Ae B <1+o¢§>:0,

dejando R/2 a un lado de la igualdad

g = 2Ae R <1—|—a};> )

con lo que se encuentra la ecuacién trascendental
R =2Ae (2 + aR). (5.36)
Para aR < 1, la ecuacion anterior puede escribirse como la aproximacién:

R = 2Ae™R(2+aR),

2A(2 + aR) (1—aR+§2K/—'~>

(4A + 2AaR)(1 — aR)
4A — 4AaR + 2aR — 2A0PR?
~ 4A —2)\aR,

Q

Q

organizando la aproximacion
R+ 2AaR =~ 4A = R(1+4+2Aa) =~ 4A, (5.37)

despejando R

4A
R ~ m . (5'38)

5.5 Campos escalares como interpretacion de f(R)

Para poder determinar la forma que tiene el potencial de Starobinsky en el marco de Einstein,
se realiza una transformacién conforme, al encontrar esta expresién podemos trabajar de forma
mas facil con el modelo ya que podemos determinar los parametros de slow-roll a partir de dicho
potencial. Trabajar en el marco de Einstein es la forma més rapida de analizar el modelo y es por
eso que se realiza este desarrollo extra.



46

CAPITULO 5. STAROBINSKY EN EL MARCO DE JORDAN

La teoria f(R) dada puede ser presentada en una teoria escalar-tensorial en el marco de Jordan.
Luego, después de una transformacién conforme g,, = QQgW, podemos escribir la accion en el
marco de Einstein. Iniciamos aplicando la transformacién a los elementos que componen la accién

amr
Fuprﬂv -

+
+

5, = T[4 -0 (559,04 87,50 - 35,V°0) (5.39)
Rguu = Fgmu - Fguw + ngl“gy - ngrﬁﬁ J (5.40)

V%, = V, [Ngy — 0! (ngm 46UV — gguvm)}
= T8, + 972V, (559,90 + 5:V,50 - 45, Vo0)
U CAAAER AR A A I (5.41)
VuIg, = V,[05, -0 (559,0+ 53V50 — g, vo0)]
= TG, +972V,0 (37,0 + 517,50 - §5,V°0)
~ o (ngyvua + 50V, V50 - gmvyvm) , (5.42)
U505, — Q7 (B305,V,0 + BTG,V 50— 14,05, 979)
Q71 (55,005, + 55V, 08 — G, V0L, )
072 (35V,Q05V,0 + 55V,000V,50 - 627,075,970
09V WGV, Q + 55V Q00 50 — 65V 1053,V
GV VL2 = Gy VORIV 50 + 5,y V705, Q)
T0,0%, = (T0Vu InQ + T3, Vs I @ = 14,35, 97 In Q2
51, QLG + 35V, O, — 5,V In QL% ) + 39,0357, In Q
0200V, In OV In Q — 65V, In Qg3 VP In Q — §,,05V* InQV, In Q — §,,00V* In QV3In ©
GupGs, V¥ InQ + ngu OV, InQ 442V, InQVsinQ — §5,V, InQVIn Q. (5.43)

De forma andloga se puede encontrar

rere, =

vpT pB

P00 = (5, Vs @+ T55V, 0 Q = 5,05,V In Q + 3517V, n Q2

D0V € = Gy, [0,V In Q) + 3530V, I OV In Q + 55V, OV, In Q
0%G,5V, MOV InQ + 69V, nQVIn Q + 65V, InQV, InQ — §95,5V, In QV” In
GV InQVeInQ — g,V InQV,InQ + §,,5,8V* InQV-In Q. (5.44)
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Los elementos necesarios para expresar el tensor de Ricci son
Vg, —V,I%, = T%,,-T%,,+0V, nQVsInQ - 02V, InQVsInQ
— Ga VOV IR + G5,V IOV, 0 - 07! (55, V0
A G AR RS AL (5.45)
Do, —Tos0r, = 0,05, —To I +T%,55, V" InQ - 5515 V,InQ
GupV QTG — 5,70, V7 I Q 4 60T ,V, In Q)
— Gupl sV InQ 4467V, InQVgInQ — 52V, In0ge, V* In Q
+ Gupdp VIOV InQ — 59V, InQVsIn Q + 62§,5V, In QV- In Q
— GupGup V¥ InQV-In Q. (5.46)
El tensor de Riemann, ([5.40)), puede escribirse entonces como
S = R — G5uVulnQVIINQ + G, VO IOV, nQ - 07! (V0
— Ga VYR =8IV, V0 + G5V, VOQ) + 18,55, V7 InQ
— 00TG, VI Q+ L%, V¥ InQ — sl VP InQ + 05T 'V, In Q

B> By v pp
— Gupl "t gV InQ = 02V, In G, VP InQ + §up5, V In QV7 In Q
+ 62§,8V,nQVPInQ — §,pG,, VN QVP In Q (5.47)

= R§,, +205V,V,InQ —2¢*g,5V,V,InQ
+ 2VgInQ6;V, InQ —2VsInQg,,g*"V,InQ
= 26,40,9"V,InQV,In Q. (5.48)

El tensor de Ricci se escribe como

Rz, = Rpgu— (n—2)VsV,InQ — g5,6°°V,V,InQ
+ (n—=2)VglnQV,InQ — (n —2)gs,9°"Vs1InQo,In 2, (5.49)

con n como el nimero de dimensiones del espacio-tiempo. El escalar de Ricci se expresa de la forma

(n—1)(n— 2)V59Vuﬂ}

(5.50)

R=g¢"Rs, =Q* [R+2(n— DOnQ — 0

con 0= L=V (vV=35"V,In Q).
Si definimos w = InQ y usando n = 4 tendremos (8 — p, p — v, V, — 0,)

R=? (R + 600w — 6§’“’6#w8,,w) . (5.51)
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La accién (5.1]) la podemos reescribir como

1
con /=g = Q7/=g y
_ FR-f
V = 52 (5.53)
tendremos

Sp = / a4/ [222 (sﬂ (R 4600w — 657“”8“w81,w>) F— v}
= / d*zy/—7 [222109—2 (f2+ 60w — 65" 0w, ) — 9—44 ,

usando la transformacién

0 =F = ¢r, (5.54)

nos permite escribir
— (R 60w 6
4 ~
/d Ve (2/<;2 + oKkZ 9% 539" Owdyw —VF~ >
y, por el teorema de Gauss, la integral

/d%\/fgiw =0. (5.55)

Sg = /d4xr<2ﬁ2 29‘“’8 In(k¢) 112, ln(n¢)1/2 VE~ )

- @ty (RQ 50, n(ng)0, In(w0) — )

R 1_,, 31 31 _
= /d4a;\/ (2 fg“ a"\/;n ln(/ﬂb)&,\/;ﬁ In(kp) —VF 2) :
Definimos x = \/gl In ko,
K

Sg = /d4x\/—g ( R— fg Y0ux0ux — U> , (5.56)
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Vv v
donde U — ﬁ — KJT(bQ
Podemos expresar el potencial correspondiente a la funcién f(R) de otra manera, empezamos
escribiendo la forma modificada del modelo de Starobinsky

f = R+aR?—2ahe %, (5.57)

cuya derivada es
F = 1+2aR+2ahe (5.58)

usando la transformacién (5.54)) escribimos
kp = 1+ 20R+ 20he 8, (5.59)

Multiplicando (j5.58) por R
FR— R—2aR?> = 2aARe %,

agregando el término 2Ae~ %

FR—R— aR?>+2Ae™F = aR? 4+ 2Ae R 4 2AqRe™F |

usando ((5.57))
FR— f=aR?+2Ae *F(aR + 1),

agregando el término 2x2

FR—
252 ( 52 f) = aR? + 20e (aR + 1),

usando la definicién de V' en (/5.53))
262V = aR? + 2he *F(aR +1). (5.60)

Encontrar una forma explicita V(¢) para el potencial en términos de funciones elementales
parece no ser posible. Formalmente, usando la funcién W de Lambert (o producto logaritmico)
puede ser expresada, para eso se utiliza la ecuacién ((5.59))

Ko —1

ko —1 = 20R + 2ahe — 5

= aR + ale

cambiamos de signo

aplicamos e a cada lado de la ecuacién

6(1—H¢)/2 — e—aRe—aAe_O‘R’ (561)
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agregamos —aA a ambos lados

—aR
)

_aAe(l—mé)/Q _ _aAe—aRe—aAe
luego se aplica la funcion W de Lambert
—ahe R =W <—aAe(1*“¢)/2> ,
ingresando este resultado en la ecuacién (5.59|) para dejar todo en términos de k¢

kd = 14 2aR+ 2ahe *F,
2aR = kd—1—2ahe F,
%R = rp—1—2W (—aAe“*“‘b)/?) . (5.62)



Capitulo 6

Modelo Cadtico y modificacion de
Starobinsky

A través de los anos se ha observado que el modelo de Starobinsky ha sido un muy buen mo-
delo, desde que fue propuesto se ha mantenido como un modelo sélido cuyas predicciones de los
parametros inflacionarios han estado dentro de los limites de los mismos proporcionados por las
observaciones de los diferentes satélites y sondas espaciales. Seria ahora interesante investigar qué
sucede si se realizan pequenas desviaciones al modelo a razén de probar su robustez. Lo que se
ha aprendido al analizar el sistema dindmico es que la teoria f(R) debe ser cuadritica solo para
valores grandes de R. Por lo tanto, Fabris et. al. propusieron el siguiente modelo [21]:

f(R) = R+ aR* — 2he R (6.1)

como una correccion exponencial al modelo de Starobinsky. Para aR > 1 el modelo reproduce
el exitoso paradigma inflacionario del modelo de Starobinsky y cuando aR < 1, la funcién
puede ser aproximada como
f(R)~R—2A. (6.2)
En el capitulo anterior obtuvimos una expresiéon de V en términos de R y posteriormente
determinamos, con la ayuda de la funciéon W de Lambert, una expresién para R en términos de ¢,
ahora utilizando esos resultados encontraremos la expresién de U en términos del campo escalar.

6.1 Potencial inflacionario en la extensiéon exponencial del modelo
de Starobinsky

La forma general del potencial que se va a utilizar es

Vv

U= K242

(6.3)

o1



52 CAPITULO 6. MODELO CAOTICO Y MODIFICACION DE STAROBINSKY

ademds definimos

x =35 (s0), (64)
con lo que se tiene
gﬁx = In(ko) — e\/gﬁx = kKo, (6.5)
ahora se puede expresar como
KU = ;/2 _ et iny (6.6)
La funciéon W de Lambert puede expandirse usando las series de Taylor en torno a 0, se escribe
como - B
Wo(x):;(_ln)!nx":x—x2+2x3—§x4+-". (6.7)
Aplicando la expansién, hasta el segundo término, de nuestra funcién W queda
1% <_QA€<1—H¢>/2) —  _ahellmre)/2 _ <(a A)zezu—w)/z)

— _aAe(l—H¢)/2 _ (aA)Qel—mqb

(1—e\/g'”‘>/2 B (aA)Zel’e\/gHX (6.8)

Para encontrar la expresién para V en términos de ky se utilizan las ecuaciones ((5.60)) y (5.62]),

(1—6\/%”‘)/2 B

= —ale

7,
2aR = e\/gnx —1+2 |—ale (ozA)Qel_e\/; h

Y

1 2. 176\/gﬁx 2 2.
aR = 5 e\/g X—1- 2aAe( >/ — 2(04A)2€1_e\/; Ny (6.9)
usando en la ecuacién (5.60) se obtiene V:
2
1 K 176\/2‘0( 2 zn
KV = % e\/g X—-1- 2aAe< )/ — 2(0&/\)261_6\/; :
a
2 2
\/;”X 1 1-eV3) 2 2,
+ A|S 5 —2—aAe( )/ —(aA)Qel_e\/;X—i-l
2 2
\/;“X 1 1—eVE) (2 2,
X exp _E +-+ aAe( >( + (oerl_e\/; e (6.10)

2 2
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con esta expresion se puede encontrar U en la ecuacién

2
ar’U = omZVe_z\/;HX
1— \/g”x) 2 2k
= oze_Q\/gKX 8i 6\/%@( -1- 2aAe< ‘ . 2(0&A)261_6\/; *

a

2

e\/gmx 1 (1—e\/g"x>/2

_ (aA)Qel—e\/gNX

+ A 5 +§foer
2 2
\/g"x 1 1V 3 /2 7,
X exp L 5 +2+oer< ‘ >/ +(ozA)2el_e\/;X ,

(1-eF=) e Vinl

—2,/2 1 2
ar’U = e Vi 3 e\/;{x—l—Zoer —2(ah)?el e

(6.11)

Para A = 0 se tiene una expresion para el potencial normal de Starobinsky

*2@"0{ 2
ar’lU = GT (e\/gﬁx — 1) . (6.12)
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Para determinar los pardmetros de slow-roll, (2.48), se determinan las derivadas del potencial

2
1-eV3) 2 7,
wo_ —2\/?%6_2\/3’”( |:; (e\/gnx —-1- 2aAe< )/ - 2(@/\)261_6\/; X)

2 2
kX 1 1—6\/;NX 9 . HX 1
+ al (e —I-f—oer< )/ (aA)?el™ efx) ( + =

2 2 5

+ aAe<1ie\/gHX)/2 (ah)?e!™ Vim 2\[!@( ( 1—2041\6(176\/%@()/2

2, _e\/?&x 7
— 2(ah)%e!” Vi X) ?)/ie\/gﬁx + aAn\/ge\/g”Xe(l ’ )/2 + Q(QA)2ﬁ\/§€\/gNXele\/§ x

2, z,. 7
+ aA eV +io ane ) danyzei=V i) [ K 2 e/ (1Y) 2
2 2 5\ 3
2 2,
B ;\/ge\/gnx - (QA)%\/?S\/?W&@\/?“X) exp _e\/g : + % + aAe(l_e\/; X>/2

2 1 e H?X 2 3,
+ (0(A)2 1- e > \/> \[lix_l_ Al \/> \/7;4)( +(QA)2K\/§€\/EHX€18\/;X

e\/gnx 1 (1 e\/ﬂx) /2
2 + 5 + ale

2K/
@ = —2\/2/66_2\/5’@( é e\/gﬁX —1— 2aAe<1 ef X) /2 _ 2(0&/\)261_6\/%{)(
6\/%'@( 1 (176@@() /2

2 +§—OZA€

2K/
+ (ozA)Zelfe\/; X 7

X exp | —

2

f 2% e\/g'ix 1

(OéA)Q 1—e exp | —

A
+ « 2+2

2, -
+ aAe<lie\/; X) 2 + (aA)Qel_e\/gﬁx + H\/> 2\fﬁx \fﬁx \/gf-”»x —-1- 2aAe(1ie\/; X)/2

1- V3 2 2,
- 2(041\)26176 ( ‘ )/ +2(aA)2elfe\/;X

2H
Vi X) 1+ ale
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— aA;\/ge_2\/znxe\/zmx (e\/g’”( + % — Oer<1_6\/gKX) /2 — (aA)2€16\/§KX)

2
1—eV3) o 2k \/gnx 1—eVE) 2
X (1 + aAe( )/ + Q(QA)QGI_E\/; X) exp (6 5 + % + oer( )/
2/{ 176\/2’4)( 2 2/{
+ (aA)Qel_e\/; X> + aA;\/ge_Q\/gﬁxe\/g“X (1 + aAe( )/ + 2(04A)261_6\/; X)
2 2
\/g/ix 1 176\/;@( 2 2,
X exp (6 5 + 3 + aAe( >/ + (aA)Qel_e\/; X) ,
haciendo = = e\/gnx7 tendremos
av _ 2 2|1 (1-2)/2 2, 1-) z 1 (1-2)/2
o 2\/;mc [8 (w 1 —2ale 2(al)%e ) + aA 55 ale
_ (QA)261—J;> exp (_523 + % 4+ ahe(l=2)/2 4 (QA)Qel—x>:| + @Zw‘%(z 1 —92aAe12)/2
- (ozA)2el_$> <1 + ahe=0)/2 4 2(04A)261_$) —al %gx_Qx (;U + % — ahe=2)/2 _ (ozA)2el_$)

X (1 + ahel=?)/2 4 2(aA)261’x) exp <—§ + % + aheI=2)/2 4 (aA)2elz>

+ aA\/g;w%: (1 + ahet=2)/2 4 2(aA)261’m> exp <—g23 + % + ahet=2)/2 4 (aA)2e1I> )

@ — 2 -2 1 (1-x)/2 2 1-z 2 €z 1 (1—z)/2
_ \/;mc {—2[8<x—1—2aAe — 2(ah)2e ) +aA( D+ - ale

- (ozA)zel_m> exp (—:; + % + ahel—®)/2 4 (ozA)zel_rﬂ + Z( 1 — 2aAe(l=2)/2
— 2(04A)261"”> (1 + ahel=?)/2 4 2(01A)26171> - aAg <§ + % — ahe(1=)/2 _ (aA)Qel‘”)

1
X (1 + ahel™2)/2 4 2(04A)261_x> exp <—§ + 5 + ahe72)/2 4 (aA)Zel_“:)

+ aAg (1 + ahe(l=2)/2 4 2((1A)261_$) exp <; + % + ahet=2)/2 4 (aA)Qel_m> } ,
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dU 2 1 2 z 1
Y 2= (2 —1—2aAe(=/2 _9(qA)2el® A2 12— anet-o/2
ix 3he { [8(36 ale (ah)“e >+a 2+2 ale

- (aA)2el_x> exp (—; + % + ahel™2)/2 4 (aA)2el_m>] + i(m —1—2aAe—)/2

- 2(aA)zelx> <1 + ahel=?)/2 4 2(aA)261*x) + aAg <—52U + % + ahel=2)/2 4 (aA)2elx>

X (1 + ahel™®)/2 4 2(O¢A)2€1_I) exp <—§ + % + ahel™@)/2 4 (ozA)Qel_x> } . (6.13)

M2 U/ 2
L
€= < U> , (6.14)

donde U es el potencial presente en (6.11)) y U’ es la derivada del potencial, la cual se encontré en
(6.13). La condicién de slow-roll hace que € = 0, con lo que se tiene

o _ MUy’
2 \Uu) "’

V2

El pardmetro € se define como

U = U — 0 = V2rU-U",
My,
1
0 = V2sar? [8 (z —1—2aAeT™/2 _2(aA) ) + al ( + % — ahel™2)/2 _ (aA)261_$>
1 2
X exp (—; + 3 + ahel=2)/2 4 + (ah)?el™ “”>] \[m/{ [— 7 —1—2ahel=)/2 2((1A)261_$>

— 208 (G e el e (G 4 g ad T g ) 4 (e

r 1

— 2aAeT/2 _ 2(04A)2elx> <1 + ahe™®)/2 4 2(04A)2617x> <1 — alMexp (—2 + 3
+ OéAe(l_x)/2+ (aA)Qel—x>>:|

0 = (f + f) (x — 1 —20Ae®D/2 _ (aA)2617x> (\/54- 2\f> A(x + % — ahel—2)/2

12 8 2
- (aA)Zel_x> exp (; + % + ahel™2)/2 4 (aA)2el_x> - \1/2633 (:1: —1—2ahe™)/2 4 (aA)2el_x)

X

(1+ @At =272 4 2(an)%e! ) <1 — afexp <_326 + % +ahel=0)/2 4 (aA)2€1w>> ,

al resolver la ecuacién se encuentra el valor de x con el que termina inflacién.
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La segunda derivada del potencial es

d*U ffzz (1—z)/ 2 1-a\? r 1 (1—z)/2
e -2 { { (a:—l—2aAe —2(aA)’e ) +aA(2+2—aAe

— (aA)zel_w> exp (—2 + % + ahe™)/2 1 (qA)?el™ z) <:): —1—2aAe™)/2
- 2((1A)261_$> (1 + ahe=2)/2 4 2(&A)261_$> + ozA§ (—2 + 3 + ahe™2)/2 4 (ozA)Qel_l)

X (1 + ahet=2)/2 4 2(04/\)261’1) exp (—925 + % + ahel=2)/2 4 (ozA)2el"”) }

2 o) Lo (1-2)/2 _ 2 1z \/5 \/5 (1-2)/2
+ 3he { 5 (x 1 —2aAe 2(al)%e ) 3/{9}—}— SozA/-me
+ \/E(ozA) et ””) —2aA <\/g,€2x + \/?J{A’Zﬂce(l_””)/2 + \/7(ozA) et 3”)

1 1
X exp <—;C +o ahe'=7)/2 4 (aA)Qel_x> —2aA <32; +tg - ahe=2)/2 4 (ocA)zel_x>

X ( \/> \/i)zAKJ:C (1=2)/2 _ \/;(O[A) kel x) exp <—§ + % + ahel™2)/2 4 (aA)261’”>

+ \/; 1 ( — 2aAet?)/2 (ozA)2el_x) (1—|—0¢A«5’(1_J”)/2 —|—2(ozA)261_$)

1 2 2
X <1 — alMexp <—; + B + ahe=0)/2 4 (aA)Qel_x>> + % (\/;/i$ + \/;ozA/me(l_x)/Q

+ \/z(ozA) ket fE) (1 T+ ahel=2)/2 4 Q(QA)Qelfﬂﬂ) (1 — aMexp <_323 4 % 1 ahe1-2)/2

+ (aA)261_$)> - % (:c — 1 —2aAe(17)/2 2(0&A)261_x) (\v/gozm-m:e(l_m)/2 + 2\/;(ozA) kel z>

X (1+aAe(17‘r)/2+2(aA)2elfz> (aA <\/§I’i \/> e1=2)/2 \/g(aA) kel ”)

X exp <a2c + %oz/\e(l_Q)/2 + (CIA)261_$>> } )
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que, con un poco de algebra, se reduce a

d*U 2 o)1 (1—z)/2 2 1-2\? 8 r 1 (1—z)/2 21—z
o KX §<x—1—2aAe —2(a)%e > +3aA<2+2—aAe — (aA)%e )

X exp (—326 + % + ahe=0)/2 4 (ozA)Qel_x) - % (z —1—2aAe10)/2 _ 2(0(A)261_m>

X (1 + ahel=?)/2 4 2(aA)261’m> (3 — alMexp <—§ + % + aheI=2)/2 4 (ozA)zelx>>

- %an (1 + ahet™2)/2 4 2(0&/\)261_x> <_§ + % + ahe'=?)/2 4 (aA)Qel_“’)

2 2
X exp <_§ + % +ahel=2)/2 4 (aA)QeI‘”) + % (1 +ahel=2)/2 4 2((1/\)2617:1:)

2
X <1—04A6Xp <_;+1+aAe(1—m)/2+(aA)261—x>> _.%'<

al
(1-z)/2 2a 2 1-x
5 G e +2(al)%e >

2
X (:1: —1—2aAe™)/2 2(0[A)261_$) (1 — alMexp <—$ + L + ahel™2)/2 4 (aA)Qel_x>)

2 2
2
+ %ﬁ (a: —1—2ahel /2 _ 2(04A)261_x) (1 + ahel™@)/2 4 2(&A)2€1_I>
12
1
X exp <—; + 5 + ahe=0)/2 4 (aA)Qel_I> } . (6.15)

El otro pardametro de slow-roll es el pardmetro 7, definido como

U/I
a2
=M= (6.16)
aplicando la condicién de que n = 1 para el final de inflacién se tiene
U//
M]fl7 =1 — U'—kU = 0, (6.17)

donde U” es la derivada presente en (6.15)) y U es el potencial (6.11]). Resolviendo para y se puede
encontrar el valor de inflacion final.
Para determinar el nimero de e-folds se utiliza la ecuacién

9 Xi [J
N = & / —dy, (6.18)
Xf U7X

siendo U el potencial presente en (6.11) y U’ la primera derivada del potencial, encontrada en
(16.13]).



6.2. COMPARACION DEL MODELO MODIFICADO DE STAROBINSKY CON
RESULTADOS DE PLANCK 59

6.2 Comparacion del modelo modificado de Starobinsky con re-
sultados de Planck

El potencial de Starobinsky, (6.12)), y es de Starobinsky modificado, (6.11]), tienen la forma presen-
tada en la figura [6.1

Potenciales inflacionarios

0.12 1

0.10 4

0.08 1

0.06 1

axk2U

004

0.02
— Starobinsky modificado

0.00 1 = Starobinsky

0 1 2 3 B 5 6 7

KX

Figura 6.1: Potencial de Starobinsky (A = 0) en azul y potencial con la modificacién exponencial (con aA = 0.1) en
rojo. Podemos notar que, mientras el modelo original tiene su minimo en cero, para el modelo modificado el minimo
se encuentra desplazado hacia arriba y a la derecha, aproximadamente en ky = 0.8.

Para estudiar el comportamiento del modelo se pusieron a prueba diferentes valores de aA,
el modelo propuesto en [2I] solo toma en consideracién oA = 0.1, pero cabe preguntarse c6mo
cambian los parametros de inflacion si se eligen valores mas pequefios o mas grandes para aA.

Se tomaron seis valores para aA < 0.1, estos son: 0.01, 0.02, 0.03, 0.05, 0.07, 0.09, con cada
uno se determiné el valor final k) ¢ y los valores de kx; para N = 50 y N = 70. Ademads se muestran
algunas graficas de los potenciales correspondientes a dichos valores como una forma de observar
el cambio que produce la modificacién de la variable.

En la figura[6.2a]se presenta la gréfica del potencial de Starobinsky modificado con un aA = 0.01
(rojo), donde vemos lo cercana que ésta se encuentra del potencial de Starobinsky normal (azul),
solo desplazada ligeramente a la derecha, pero uniéndose en el valor aA ~ 1. Adicionalmente se
observan las graficas de las dos primeras derivadas del potencial y de los pardmetros de slow-roll,
los cuales convergen en cero a medida que aumenta el valor de kx. El bajo valor de la constante
aA denota una separacién pequena entre la grafica del modelo original y la modificacién, lo cual
muestra que la modificacién genera pequenos desplazamientos de la curva del potencial, sobre el
potencial original.
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Figura 6.2: Potencial original de Starobinsky de azul, potencial modificado de Starobinsky con A = 0.01 (Starobinsky
M, de rojo) del lado izquierdo y aA = 0.05 del lado derecho, donde se evidencia el crecimiento que sufre el potencial

al aumentar el valor de aA. También se presenta su primera derivada (negro), su segunda derivada (verde) y los
pardmetros e (morado linea cortada) y n (amarillo linea cortada).

En la figura[6.2D]se presenta ahora el potencial para un valor de aA = 0.05, donde se puede notar
que el potencial se eleva y se aleja de la grafica de Starobinsky normal, pero es interesante que la
curva del modelo modificado parece desplazarse sobre la curva original, manteniéndose superpuestas

para valores de kx mayores a 2. Comparandola con la curva de la grafica presente en [6.2al se nota
mas el movimiento en la linea roja.

Los resultados de kx s y los k; se resumen en la Tabla donde se presentan todos los valores
que toma kY; para los aA menores que 0.1.

Tabla 6.1: Resumen de valores encontrados de kx para diferentes valores de aA.

al kXf | kxi para N =50 | kx; para N = 70
0.01 | 0.8649 5.2844 5.6770
0.02 | 0.4912 5.2804 5.6752
0.03 | 0.7806 5.2808 5.6718
0.05 | 0.8635 5.2784 5.6727
0.07 | 0.9351 5.2764 5.6711
0.09 | 0.9981 5.2747 5.6697
0.1 | 1.0269 5.2739 5.6690

Los parametros inflacionarios que se estudian son el indice espectral de perturbaciones, ng y
el cociente tensor-a-escalar, r, cuyos valores proporcionados por el satélite Planck [I1], son ng =
0.966540.0038 y r < 0.064, correspondientes al 68 % y 95 % de confianza respectivamente, tomando
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en cuenta las oscilaciones actsticas bariénicas (BAO), a partir de estos valores veremos qué tan
buena es la modificaciéon exponencial del modelo de Starobinsky, ya que las mediciones de Planck,
junto con las medidas de polarizacién del BICEP2/Keck y las oscilaciones acisticas bariénicas
proporcionan restricciones para los valores de estos parametros.

Los primeros valores se encuentran dentro de los limites establecidos por Planck, en la figura[6.3
observamos que los valores de r estdn muy por debajo del limite, mientras ns se encuentra dentro
de los valores maximos y minimos del pardmetro. en esta figura también se agrega oA = 0.5, que
mas adelante se detallard como un valor limite para aA. En la grafica se puede apreciar que los
parametros obtenidos yacen sobre la misma linea, cambiando inicamente el hecho de que aumentan
su valor en 7 y disminuye para ng, tanto para 50 como para 70 e-folds.

Parametros inflacionarios

0.00400 A
0.00375 A
0.00350 1
0.00325 -
0.00300 1
0.00275 -
0.00250

0.00225 -
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0962 0964 0966 0968 0970  0.972
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Figura 6.3: Indice espectral de perturbaciones, ns y el cociente tensor-a-escalar, r, para tres diferentes valores de aA,
donde se puede observar que los parametros se encuentran sobre la misma linea, pero que r aumenta a medida que
a aumenta, mientras que ns disminuye.

Ahora cabria preguntarse qué sucede con los pardmetros de inflaciéon si se aumenta el valor
de aA a partir de 0.1 y si es posible establecer un limite para esta variable. Para ello estudiamos
valores de aA que van desde 0.2 hasta 40.0. En la Tabla se muestran los valores de kY que se
encontraron para el modelo con valores de aA por encima de 0.1. Se aprecia que los valores finales
de kx aumentan a medida que se aumenta a/A, mientras que los valores iniciales encontrados de ky
(ambos limites de e-folds) descienden hasta que llegan a oA = 0.7 para posteriormente aumentar.

El aumento en el valor de kx puede verse reflejado en las graficas del potencial, a medida que
aumenta aA, la curva del potencial se desplaza més hacia arriba a la derecha, aunque termine
coincidiendo con Starobinsky normal para valores mas elevados de k. En la figura se observa
el movimiento de la grafica mencionado antes, vemos que el minimo del potencial se desplaza cada
vez mas a la derecha y es por eso que inflacion termina para valores xy mas altos cada vez.
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Tabla 6.2: Resumen de valores encontrados de kx para valores aA > 0.1.

al kXs | kxi para N =50 | kx; para N =70
0.2 | 1.2518 5.2678 5.6640
0.3 | 1.4081 5.2642 5.6609
0.4 | 1.5273 5.2619 5.6590
0.5 | 1.6231 5.2607 5.6579
0.7 | 1.7701 5.2607 5.6575
0.9 | 1.8795 5.2625 5.6584
1.5 | 2.0935 5.2707 5.6637
2.5 | 2.2895 5.2836 5.6725
5.0 | 2.5232 5.3041 5.6869
10.0 | 2.7240 5.3256 5.7021
20.0 | 2.8981 5.3471 5.7175
30.0 | 2.9899 5.3596 5.7265
40.0 | 3.0512 5.3683 5.7328
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Figura 6.4: Potencial original de Starobinsky de azul, potencial modificado de Starobinsky con aA = 0.5 (Starobinsky
M, de rojo) del lado izquierdo y aA = 0.9 del lado derecho, donde se observa que la pared del potencial se desplaza
hacia valores grandes de k), siempre convergiendo con el potencial original en valores grandes de ). Para el caso
de aA = 0.9 (derecha), la curva ahora muestra un descenso en valores pequenos de kX, perdiéndose asi el minimo
global, convirtiéndose en un minimo local, y apareciendo ahora un minimo en infinito negativo.

En la figura se puede observar que la parte del minimo del potencial ahora es un minimo
local, ya que en la parte izquierda de la gréfica roja el potencial se va hacia infinito negativo,y la
parte derecha se acerca mas a la parte plana del potencial. Esta caida en la parte izquierda del
potencial podria generar problemas al desarrollar inflacion, a nivel cudntico es posible que haya
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tunelamiento del inflatén, es algo que se analizard més adelante, por el momento es de destacar que
mientras aumenta el valor la constante aA se va perdiendo la forma del potencial y ya no parece
ser Starobinsky, sino un potencial diferente. Como un valor extremo se tomé aA = 40.0, la grafica
se presenta en la figura [6.5] el potencial ahora se vuelve casi una “L” muy a la derecha, bastante
cercano a la zona plana del potencial, a pesar de la forma tan inusual del potencial, con estos
valores de aeA se pueden obtener resultados congruentes en los pardmetros de inflacién, r y ns. Pero
a pesar de que los resultados obtenidos con valores tan altos de A funcionen, cabe preguntarse si
seria posible producir inflacién con los mismos.
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Figura 6.5: Potencial original de Starobinsky en azul, potencial modificado de Starobinsky con aA = 40.0 (Starobinsky
M, de rojo), en este grafico podemos ver que la curva del potencial modificado se ha desplazado muchisimo a la derecha,
pasa del valor kxy = 2.0, llegando al punto de casi formar una “L” con la zona maés plana del potencial, sus gréficas

para las derivadas y los pardmetros de slow-roll se ven afectados de la misma manera, con el desplazamiento hacia la
derecha.

Para saber qué sucede con inflacion cuando se tiene un minimo local se va a buscar el limite
de aA en el que se observa este fenémeno. El primer valor con el que se observa que la curva
del potencial se va hacia infinito negativo por el lado izquierdo es a aA = 0.53, esto se muestra
en la figura teniendo el potencial de esta forma es véalido tener la duda de si puede existir

tunelamiento del inflatén en esta barrera de potencial, ya que de ser asi podria generar problemas
cuando suceda inflacion.
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Figura 6.6: Potencial original de Starobinsky, de azul, y potencial modificado de Starobinsky con aA = 0.53 (Staro-
binsky M, de rojo), donde se aprecia que la curva desciende a infinito negativo para valores pequenios de k.

Para resolver la duda se hizo un breve analisis de tunelamiento en este modelo calculando el
coeficiente de transmisién para esta barrera de potencial utilizando el método de Wentzel-Kramers-

Brillouin 1 e
pr~e 2, T= V2m(V(z) — E)dx, (6.19)
z1

donde m es la masa de la particula, /i es la constante reducida de Planck y E es la energia a la que
se encuentra la particula.

Ahora traduciremos la ecuacién a nuestro caso, donde tenemos campos escalares. La
ecuacion para tunelamiento nos queda

KX2
pe~e 2, v = / V2m(ark?U — E)dz . (6.20)
kX1

Se calcul6 el valor del coeficiente de transmision para aA = 0.53 sin entrar en mucho detalle pues el
fin era simplemente saber si existia o no probabilidad de tunelamiento, los valores usados para. los
limites de la integral y el valor de la energia son ky = —0.9, kxy = 0.8, m = 103GeV y E = 0.2GeV,
con los cuales se obtuvo un valor de p; ~ 2.07 x 1073%. Con ello podemos establecer un valor limite
para el cual podemos tener inflacién sin ningin riesgo de tunelamiento, los valores aceptables para
la variable del modelo modificado son aA = [0.01,0.5].

A pesar de este limite propuesto para aA se puede estudiar cémo se comportan los pardmetros
inflacionarios cuando aumentamos el valor de la variable, si sucede inflacién. En la figura [6.7] vemos
que cuando el valor de aA va de 0.01 a 0.5 el pardmetro » aumenta tanto para 50 como para 70
e-folds y el parametro ng disminuye para ambos valores de e-folds, pero para los valores mas altos
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de aA sucede lo contrario, el pardmetro r disminuye, mientras que el pardmetro ns aumenta, lo
cual hace que la recta se desplace hacia la derecha y los valores para N = 70 se encuentren fuera
del contorno del 68 % de probabilidad.

Parametros inflacionarios
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Figura 6.7: Indice espectral de perturbaciones, ns y el cociente tensor-a-escalar, r para valores de aA desde 0.01 hasta
40.0. En este caso se observa que la linea de los valores de los parametros se desplaza hacia la derecha para valores
altos de aA, es decir, que los valores de r disminuyen y los valores de ns aumentan.

Establecido el limite para aA podemos hablar sobre lo bien que se comporta el modelo al
comparar los resultados del modelo modificado con los datos proporcionados por el satélite Planck
en el 2018, los parametros inflacionarios se encuentran dentro del limite proporcionado por Planck,
esto lo podemos observar en la figura donde tenemos las regiones de limite de pardmetros de
68 % y 95% CL, los pardmetros de inflacién se mantienen dentro de los limites tanto para 50 como
para 70 e-folds, teniéndose asi buenos resultados con nuestro modelo con extension exponencial.

Cabe aclarar ciertos aspectos relacionados con la leyenda de la gréafica y es que el satélite
Planck muestra diversos resultados, en primer lugar el espectro de potencias de la radiaciéon cosmica
de fondo, donde se tienen 1T que representa el espectro de potencia de temperatura, TE es el
espectro cruzado de polarizacion de temperatura y EF es el espectro de potencia de polarizacion
eléctrica. Lensing se refiere a la reconstruccién de lentes de la CMB, lowFE es la verosimilitud
Commander de temperatura para un bajo-f més la verosimilitud SimAll de EFE, para bajo-£ en
el rango 2 < ¢ < 29 (Commander implementa un muestreo bayesiano completo de un modelo
paramétrico explicito que incluye tanto la senal cosmolégica CMB como las senales astrofisicas no
cosmoldgicas, como polvo térmico, CO y primeros planos de baja frecuencia; SimAll es un algoritmo
que usa simulaciones para construir una probabilidad empirica para los espectros EE y BB). La
verosimilitud BK1/ son datos recientes de polarizacién de modos B mas sensibles y BAO se refiere



66 CAPITULO 6. MODELO CAOTICO Y MODIFICACION DE STAROBINSKY

a oscilaciones acusticas baridnicas, las oscilaciones acusticas del fluido bariénico-foténico antes de
la recombinacion son responsables de la estructura de pico actstico de los espectros de potencia
angular del CMB. La contraparte de los picos actisticos de CMB en la distribucién de bariones son
los BAO, que permanecen impresos en la distribucién de la materia hasta el dia de hoy. En la imagen
del espacio de posiciones, los BAO del espectro de potencia corresponden a un pico en la funcién
de correlacion, definiendo una escala de longitud caracteristica dependiente de la cosmologia que
sirve como regla estandar y puede extraerse, por ejemplo, de estudios de desplazamiento al rojo de
galaxias.

0.09
TT,TE, EE + lowE + lensing + BK14
0.08 1 —— TT,TE, EE + lowE + lensing + BAO
0.07 - — an=0.01
-—- aA=05
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Figura 6.8: Regiones paramétricas delimitadas para 68 % y 95 % CL para ns y r de Planck en combinacién con BK1/
y BAO comparado con las predicciones del modelo modificado de Starobinsky con aA = [0.01,0.5].

Entonces, valores de 0.01 < aA < 0.5 generan resultados aceptables ya que se encuentran en
congruencia con los resultados presentados por Planck en el 2018, pero ademés parecen mostrar
que el modelo modificado no genera grandes cambios en cuanto a resultados en los pardmetros
inflacionarios se refiere, es decir no son tan diferentes que si modelo original, con lo que se puede
decir que una extensién exponencial en el modelo de Starobinsky lo mantiene estable.

6.3 Comparacién con una modificacion del potencial del modelo
de Starobinsky.

Una modificacién diferente a la presentada por Fabris et. al. en [2I] es la que trabajé el Fisico
Hansel Argyll Gordillo Ruiz en su tesis “Cosmologia de extensiones de la Relatividad General”
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[22], donde trabaja con un potencial que tiene la forma

2
2
1— Aexp (—/\ 3]\2)] , (6.21)

donde A y X son constantes diferentes de cero. La gréafica del potencial se muestra en la figura
desde un primer momento podemos ver la diferencia entre esta modificacién de la tesis de Hansel y
la que se utilizé en este trabajo, el minimo del potencial para nuestro modelo se eleva, se desplaza
hacia la derecha y las graficas se unen en un punto cercano de k), mientras que el potencial de
Hansel se desplaza completamente hacia la derecha y tiene una elevacién un poco mayor del lado
derecho.

3
V= Mym?

Potencial de Starobinsky
A=2 Ax=2

‘—:r'>\c‘_\fflrzz
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Figura 6.9: Gréfica del potencial de Starobinsky y Starobinsky modificado con A = 2 y A = 2 presentada en [22],
donde se puede notar que la modificacién del potencial de Starobinsky desplaza la curva hacia la derecha del potencial
original, mostrando una forma ligeramente diferente en la elevacién de la parte derecha de la linea roja.

Esta modificaciéon genera grandes cambios en cuanto a parametros inflacionarios respecta. La
razon tensor-a-escalar, r, aumenta su valor a medida que el valor de la constante A disminuye de 2.5
hasta 0.07 (y el valor de A se mantiene como 1), mientras que el pardmetro ns aumenta ligeramente
y luego disminuye, describiendo una curva, lo cual se puede observar en la figura[6.10} Estas grandes
variaciones hacen interesante el modelo, ya que la modificacién presenta cambios notables en los
parametros de inflacion.

Para entender el cambio que presenta este modelo se expresard en su funcién f(R) utilizando

las ecuaciones (4.59)), (4.60) y el potencial (6.21]). Con esto la funcién f(R) que se obtiene es

2

f(R) = % + RAexp [(fn{; + C) (1-— )\)] —3A%m?% exp [2 (iﬁg + C> (1— )\)}

X{()\_Ql)z)\Jr()\l)QeXp [Aexp [ (iﬁg+c> AH} (6.22)
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Figura 6.10: Parametros del potencial modificado de Starobinsky para N = 49 y N = 70, donde se ha barrido A desde
0.07 hasta 2.5, mientras que A = 1. Se muestran los contornos de probabilidad (para 1o y 20) proporcionados por el
satélite Planck. Gréfica presentada en [22]. Como un detalle a resaltar, la gréfica presenta un cambio de escala para
r, si multiplicamos por un factor de 0.629 obtenemos la escala presente en nuestras graficas de resultados de Planck.

siendo

K=[AQ-)N\-2)—A2x-1)+1]7', C=-K(1-A)QQ+AN-1)). (6.23)
Para ver el desarrollo completo de la obtencién de la funcién f(R) a partir del potencial, referirse
al apéndice [A]
Es fécil observar que las funcién f(R) es muy diferente al planteamiento presentado por Fabris,
(5.57)) y esa sea una de las razones por las que el modelo de Hansel presenta desviaciones grandes en

los parametros inflacionarios de la modificacion exponencial y de los pardmetros en el planteamiento
original de Starobinsky.

6.4 Inflacién cadtica
Un modelo igual de antiguo es el modelo cadtico, este presenta un potencial simple del tipo
V(g) = Ad”, (6.24)

donde A es una constante. El potencial se muestra en la figura[6.11] vemos que este es muy diferente
al de Starobinsky, aunque coincide con el minimo de Starobinsky normal.
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Potenciales inflacionarios
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Figura 6.11: Potencial de Starobinsky, ax?U, con aA = 0.0 (azul) y oA = 0.1 (Starobinsky M, de rojo), comparado
con el modelo caético V = A¢? (negro).

La primera y segunda derivada del potencial (6.24]) son

Vi(g) = 249, (6.25)
V'(¢) = 2A. (6.26)
(6.27)

Utilizando las ecuaciones de los pardmetros de slow-roll, (2.48), se encuentra el valor de ¢y, el
cual se utiliza para determinar los valores de ¢; para e-folds de 50 a 70, al resolver trivialmente la
integral

T3 Ve i A2 o8
N = &2 /d¢:m2/ A =2 [ Lo
o V b 24A¢ o 2
2
¢ 9y
N = %t -, 6.28
Los pardametros de inflaciéon encontrados se muestran en la figura [6.12] en esta se observa que
el modelo cadtico estd totalmente fuera de las valores presentados por Planck, este modelo no
conduce a resultados aceptables. Ambos modelos, el de Starobinsky y el cadtico, fueron propuestos
desde un inicio del desarrollo de la teoria inflacionaria, sin embargo los modelos puros, o iniciales,
generan resultados muy diferentes entre si, con el paso de los anos el modelo cadtico ha perdido
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adeptos y a pesar de que se intenta rescatar con muchas modificaciones, de todo tipo, vemos
que la base o el modelo original no es para nada aceptable. Por otro lado, el modelo original de
Starobinsky ha perdurado a través de los afios y a través de todas las observaciones realizadas y se
ha mantenido dentro de los limites aceptables, vemos también que es muy estable ante variaciones
de tipo exponencial, pero a la vez resulta versatil al poder modificarse tanto en su forma de funcién
f(R) como en su forma de potencial dependiente de ¢ y ain asi presenta resultados convincentes.
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Figura 6.12: Regiones paramétricas delimitadas para 68 % y 95% CL para ns y r de Planck en combinacién con
BK1/4 y BAO comparado con las predicciones del modelo modificado de Starobinsky con aA = [0.01,0.5] y el modelo

cadtico.



Capitulo 7

Conclusiones

Es esta tesis estudié dos de las propuestas inflacionarias pioneras en los modelos de inflacién cosmica:
la inflacién cadtica, desarrollada por Andrei Linde, y el modelo de Starobinsky. Estos modelos
proporcionaron las soluciones buscadas para los problemas del modelo cosmoldgico estandar clasico.
Desde su propuesta se han realizado varios estudios de las anisotropias de la radiacién césmica de
fondo (CMB) por parte de diferentes misiones. Las mediciones més recientes son las realizadas por
el satélite Planck [I1]. Con estos estudios de la CMB se han obtenido restricciones en los pardmetros
cosmoldgicos, de los cuales los més interesantes para la inflacién son el cociente tensor-a-escalar, r,
y el indice espectral de perturbaciones, ng, que en esta tesis me ayudaron a someter los modelos
estudiados al escrutinio observacional.

El modelo de Starobinsky nace a partir de un modelo de gravedad modificada, especificamente
como una teoria f(R), en el cual la densidad Lagrangiana es una funcién arbitraria del escalar de
Ricci R. La primera tarea que realicé fue determinar las ecuaciones de campo en el formalismo
métrico. Con este fin, estudié la variacion de la acciéon con respecto a la métrica g,,,,, llegando
a la ecuacién . Posteriormente, utilizando las componentes no nulas del tensor y el escalar de
Ricci en la métrica Friedmann-Robertson-Walker (FRW), obtuve una forma primitiva del modelo
de Starobinsky que presenta el término cuadratico en R, f(R) = aR%. Haciendo esto, gané intuicién
sobre la manera de obtener la funcién f(R) a partir de la accién general. Conociendo la forma en
que se obtiene el término cuadratico del modelo pude expresar la funcién de Starobinsky, f(R) =
R + aR?. Al expresar el sistema dindmico de la teorfa utilizando las ecuaciones de movimiento,
presente en , encontré que tiene puntos criticos en cero y dos en infinito al estudiar el modelo
en términos del escalar de curvatura R, tomando R = H = 0. Uno de estos puntos en el infinito
representa un repelente de De Sitter y, por lo tanto, puede proporcionar una fase transitoria de
inflacion a escalas de alta energia.

Una forma simple y equivalente de descubrir la relacién del modelo de Starobinsky con inflacién
es traduciendo la accién en términos de f(R) a una expresién en el espacio de campos. Esto se
logra aplicando una transformacion conforme especifica a la accién. Asi, encontré la expresion del
potencial de Starobinsky en términos de un campo escalar denominado “inflatén”, ¢. Con el objetivo
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de generalizar este resultado, estudié esta transformacion de forma general y encontré la acciéon en
el marco de Einstein, la cual estd dada en . Esta accién exhibe explicitamente el potencial
general U del inflatén, que es la herramienta béasica de los modelos de inflacién en teoria cuantica
de campos. Este formalismo me permitié aplicarlo posteriormente a algunos casos especiales. Uno
de esos casos especiales es la propuesta del modelo de Starobinsky con una extension exponencial,
presentado en y que fue propuesto por Fabris et.al. [2I]. Utilizando la funcién f(R) del
modelo modificado encontré una expresién que involucra el potencial, pero en términos de R. Para
reexpresar este modelo en términos del campo escalar ¢, me auxilié la funcién W de Lambert.
Realizado esto pude expresar R totalmente en términos de ¢, lo que me condujo también a que V
se encuentre en términos de ¢. Finalmente, utilizando todos los resultados anteriores, expresé el
potencial U para la extensién exponencial de Starobinsky. En este caso, hice una transformaciéon
del campo escalar ¢ de forma tal que me permitiera evitar trabajar con logaritmos naturales.

En el modelo modificado de Starobinsky se tiene una constante, aA, la cual en el articulo original
es adoptada con el valor 0.1. En este trabajo, estudié los efectos de asignar a esta constante valores
mayores y menores que la propuesta original. Como era de esperarse, los valores mas pequenos
de aA hacen que la energia potencial del modelo modificado se aproxime al potencial original de
Starobinsky. Este comportamiento se puede notar en las similitudes entre las curvas roja y azul
en la figura [6.2al Por otro lado, notamos que al aumentar aA de 0.01 a 0.05, el potencial del
modelo modificado aumenta y su minimo deja de estar en cero y toma valores positivos. Otro
aspecto relevante es que la modificacién hace que la energia mantenga el comportamiento de la
energia del modelo original, con la diferencia de que la energia minima aumenta, pero las energias
convergen para valores de Ky > 1. Esto nos muestra que la modificacién no genera cambios enormes
en el comportamiento energético del modelo con respecto al modelo original, y que incluso las
energias potenciales convergen en la zona de energias que son asociadas con el desarrollo de la
época inflacionaria.

Un fenémeno interesante que sucede cuando el valor de A aumenta es que para valores pequenos
de kx la energia potencial no estd acotada por abajo, i.e. el Universo no es estable. Esto deja a la
energia con un minimo metaestable (local) donde antes se tenia un minimo estable (global). Esto
sucede para valores de aA > 0.53. En este caso, como se puede apreciar en la figura existe una
barrera de potencial entre el minimo local y el limite de un universo inestable. Esta observacion
condujo a la pregunta de si podria haber tunelamiento cuantico del inflatén. De haber tunelamiento,
este tendria el efecto devastador de destruir el Universo como lo conocemos. Si la probabilidad de
tunelamiento no es practicamente nula, el modelo conduciria a un escenario no observado, por lo que
las condiciones que conducen a esta situacion deberian ser descartadas fisicamente. Para comprobar
si ocurre tunelamiento en el modelo considerado, hice un breve analisis utilizando el método WKB
al potencial inflacionario. El coeficiente de transmisién que obtuve, tomando la masa del inflatén
como m ~ 103GeV, fue de p; ~ 2.07 x 10731, que, a pesar de ser un valor pequeio, puede ser
importante en tiempos cosmoldgicos. Por lo tanto, la conclusion es que el valor aA = 0.53 es una
cota superior para la validez de la extensién exponencial del modelo de Starobinsky.

Como en cualquier modelo inflacionario que presente rodamiento lento del inflatén, consideré
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que el nimero de e-folds que caracterizan el periodo inflacionario fue entre 50 y 70. Usando estos
datos, determiné los valores de los pardmetros inflacionarios y los comparé con sus cotas debidas a
observaciones de CMB. Las restricciones a estos pardmetros que proporciona el satélite Planck al
estudiar la radiacién césmica de fondo son n, = 0.966540.0038 con un nivel de confianza del 68 %, y
r < 0.064 con un nivel de confianza de 95 %. Estos datos toman en cuentas las oscilaciones acisticas
de bariones (BAO). Los valores de oA que estudié fueron los que van desde 0.01 hasta 0.5, con los
que obtuve valores de » < 0.0042 para N = 50 y r < 0.0022 para N = 70, siendo estos unos valores
que se encuentran dentro de los limites para r. Para el indice espectral de perturbaciones obtuve un
valor de ng = 0.962 para N = 50 con aA = 0.5, siendo este el valor més pequeno, mientras que para
N = 70 obtuve ng; = 0.973. En la figura podemos observar que los resultados de ns y de r son
muy parecidos: estdn sobre la misma linea y no muestran variaciones grandes a pesar de que el valor
de aA fue cambiado desde 0.01 hasta 0.5. En la figura [6.8] comparé estos valores con las regiones
del espacio de parametros establecidos por Planck, para 68 % y para 95 % CL, combinados con los
datos de la colaboracién BK14 y utilizando valores de las BAO (ver fig. 8 de ref. [I1], se utiliza
la notacién TT,TE,EE+lowE+lensing+BK144+BAO). En la comparacién se puede observar que
los valores para N = 50 y 70 estan dentro de los limites de los parametros que establece Planck,
e incluso para N = 50 tenemos nuestros valores dentro del limite de 68 %, el cual es un valor
aceptable. Aunque esto no implica que el modelo describe o no la naturaleza, esta compatibilidad
con las observaciones representa un resultado alentador de la teoria. Adicionalmente, el hecho de
que los valores de los pardametros no se encuentren tan dispersos unos de otros cuando se modifica
el valor de la constante aA me lleva a la conclusién de que la extensién exponencial del modelo
de Starobinsky es, a pesar su aparente radicalidad, una modificacién pequenia y que predomina la
robustez y estabilidad del modelo original. Harfa falta una modificacién mayor para que se presente
una variacién mas visible en los pardmetros de inflacion.

Otra modificaciéon del modelo fue estudiada por el fisico mexicano Hansel Gordillo en su tesis
“Cosmologia de extensiones de la Relatividad General” [22], cuya modificacién se hace sobre el
potencial en el espacio de campos. El modelo de la ecuacién introduce las constantes A y A
las cuales generan cambios significativos en la energia potencial. En la figura[6.9] presento la gréifica
del potencial modificado junto al modelo original (estas graficas fueron tomadas directamente del
documento original [22]) y notamos que para este modelo las energias son ligeramente diferentes
ya que el minimo para la energia se da para valores de ¢ diferentes de cero. Ademads, para valores
més grandes de ¢, la energia potencial del modelo modificado parece aumentar més de prisa que en
el modelo original, con lo cual podemos hacernos una idea de que los pardmetros también sufriran
cambios. En la figura[6.10| presento estos pardametros en comparacién con los limites establecidos por
Planck, observamos que los parametros inflacionarios tienen valores muy diferentes para cada valor
de la constante \. Los valores de los pardmetros yacen dentro de los limites, pero cubren casi toda
la zona central de la grafica, aumentando su valor en r. Es interesante que a medida que el valor de
de X\ disminuye, su valor en r aumenta. Para intentar comprender esta variaciéon en los resultados
de este modelo busqué la forma equivalente en términos de su teoria f(R) utilizando las ecuaciones
y . Tras hacer el trabajo algebraico, encontré una funcién f(R) bastante grande y
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muy diferente a la funciéon del modelo de Starobinsky. La funcién de esta nueva modificacion se
presenta en la ecuacién . En esta el término R? permanece igual, pero junto al factor R se
agrega una expresion bastante grande en términos de R y de las constantes A y A. La diferencia
enorme entre las funciones f(R) de los dos modelos puede ser una de las razones por las cuales los
resultados de los pardametros inflacionarios lucen tan diferentes. Es posible argumentar entonces que
variaciones pequenas en la teoria f(R) del modelo original parecen no conducir a grandes variaciones
en los pardmetros cosmolégicos inflacionarios, mientras que modificaciones aparentemente pequenas
y directas al potencial de Starobinsky en el espacio de campos genera resultados con mayores
variaciones.

Con la finalidad de contrastar mis resultados principales con escenarios tradicionales y muy
populares de inflacién, como tultimo punto estudié el modelo méas sencillo de inflacién, el modelo
cadtico, que presenta la forma V(¢) = A¢?. Una comparativa entre los potenciales de los dos
modelos se encuentra en la figura donde se observa una diferencia notable entre ambos. Los
valores de los pardmetros que obtuve con este modelo los muestro en la figura [6.12] Este modelo
presenta valores que estan muy por encima de los limites de Planck para r, asi que tal y como
estd no es posible tomarlo en cuenta como un modelo viable. Si bien fue un modelo aceptado en su
tiempo, actualmente no representa una construccion relevante para inflacion.

Por lo tanto concluyo que las modificaciones del modelo de Starobinsky mantienen al modelo
dentro de los limites aceptables de los parametros, aunque faltarian mas estudios para determinar
si este u otro modelo es el que describe de mejor manera la naturaleza en el periodo de la expansion
del universo temprano. En particular una aspecto interesante a estudiar en el futuro para restringir
mas los parametros libres del modelo de Starobinsky y sus modificaciones es el periodo cosmoldgico
conocido como recalentamiento, que ocurre justo cuando la inflacién cosmoldgica llega a su fin.
También, se podrian considerar nuevas variaciones simples a la teorfa f(R) con el objetivo de
apreciar si estas pueden conducir a grandes variaciones en este prometedor modelo. Aun falta maés
por estudiar, mas modelos qué probar y nuevos elementos que agregar para completar la teoria,
pero el estudio de los primeros modelos es un buen punto de partida para un descubrimiento mayor.



Apéndice A

Funcién f(R) de modificacién de
Hansel

Para escribir la funcién f(R) del potencial de Starobinsky modificado (6.21)), presentado en [22] se
utilizan las ecuaciones (4.59)) y (4.60). El escalar de Ricci se expresa de la forma
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agrupando términos

{SmQAexp (—/\ g;}) (A —2) —3m>A? eXp( 2)\\/>M> —1) +3m? }exp( ;XZ)
R — 3m2Aexp (\/2;2(1 — A)) ()\— 2) — 3m2A2 exp <\/§]¢\2(1 — 2)\)) ()\— 1) +3m2 exp ( g;&) .

(A1)

R

La expresion para f es

f = {BmQAAeXp (—)\ 35)
X exp <2\/§ﬁ> ,

que, de la misma forma como se trabajé con R, se puede escribir como

f=3m2Aexp (\/2&(2 - A)) (A=1)—3m2 A% exp (2\/3]@(1 - A)) ()\ — ;)—I-ng exp (2 ;X;) .

(A.2)
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1—A - +f
eXp( A 3M>

)

Ahora se determina R?,

R = 9m'A2exp (2\/2](’;(1 _ /\)> (A —2)2 4 9m* At exp <2\/§X2(1 - 2)\)> (=172
+ 9m* exp <2\/§X2> — 18m* A3 exp (\/213(2 - 3)\)> A=2)(A—1)
+ 18m*Aexp (@E(z — A)) (A —2) —18m*A%exp (\/313(2 — 2)\)> ,

tomando factor comtn 6m?,

R? = 6m? { 2 exp ( \/7]\/[ 1-— ) —2)% + %m2A4 exp <2\/§X;(1 — 2)\)> (A —1)?
+ gmz exp ( 2;) 3m2 A3 exp <\/7M (2-3X)) ) —2)(A—1)
+ 3m?Aexp (\/2]3(2 - )\)> (A —2) —3m2A%exp (2\/2]3(1 - A)) } ,
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separando algunos términos y reordenando

fn; = 7m exp< \[M 1—\ ) (A—2) 3m2A2eXp< \/>M Y > (A—1)
+ 3m?A%exp (2\/3’2(1 — A)) + %mQAA‘ exp <2\/§J§(1 — 2)\)> A=1)2+ gexp <2\/21(’2>
— 3m2A3 exp (\/213(2 - 3)\)> (A —=2)(A—1) +3m*Aexp <\/§X2(2 - /\)> (A—1)
— 3m2Aexp <\/?X2(2 — /\)) - gm%ﬁ exp (2\/;’2(1 — A))
_ 3 exp (2\/213(1 — A)) ,

ahora se puede sustituir f, (A.2)), dentro de la ecuacién

2
% = f+ gmw exp (2\/2](’;(1 — A)) AN —2) + %mm? exp (2\/2]@(1 — A))
+ ngA‘* exp (2\/213(1 - 2)\)> (A —1)% = 3m? A3 exp (\/2]?4(2 — 3>\)> A=2)(A—1)
— 3m2Aexp <\/§]¢\2(2 — A)) ;

sacamos otro factor comun

2
% = f—i—Aexp(ﬁJZ(l— >{ 2Aexp<\/7M1— > A—2)
+ ngAexp ( ;%(1 - A)) + ngAS exp (\/zj@(l - 3)\)> (A—1)2

2 ¢ 2 ¢
— 3m*A%exp < 3370 2)\)> (A=2)(A—1) — 3m*Aexp <\/;M> } ,



78 APENDICE A. FUNCION F(R) DE MODIFICACION DE HANSEL

y separamos algunos términos

6an2 — f4 Aexp (@X}(l - A)) {gm2Aexp (@X}(l - A)) (A2 1)

— 3m2Aexp <\/g]f;(1 - A)) (A—2)+ ngA?’ exp (@X}u - 3)\)> (A —1)
— 3m2A%exp (ﬁﬁu — 2/\)> A = 1)+ 3m?A% exp ([}(’2(1 - 2)\)> (A=1)
+ 3m2A? exp (@J@(l - 2/\)> (A —1) — 3m?Aexp ( X}) }

podemos ahora sustituir R de (A.1)) dentro de esta tltima expresion

2
% = f—Aexp <\/§X;(1 - /\)> R+ Aexp (\/gﬁ[(l - /\)> {2m2Aexp (\/213(1 - A)) (A2 —1)
- gm2A3 exp (\/31?4(1 - 3)\)> (A —1)? = 3m? A% exp (@X}(l - 2)\)> (A — 1)2} ,

sacamos nuevamente un factor comun

, 2
% = f—ARexp (\/3]3(1)\)) +3m2A2€xp< 2;;;(1)\0{()\ 2-1-1)

+ fexp < §¢2)\) (A—1)2 — Aexp (\/2]3)) (A= 1)2} ,

los términos dentro de las llaves los podemos expresar de la forma

R? 2 2 M4 1
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Para encontrar una expresiéon que no involucre a ¢ utilizamos la ecuacién (A.1)) y aproximamos el
exponencial a su segundo término de la expansiéon

R = 3m?A (1+\/2X/;(1—)\)> (A —2) —3m2A%2(\ - 1) <1+\/§X;(1—2)\)>+3m2 <1+

R = 3m2A()\2)3m2A2()\1)+3m2+3m2\/g§;(14()\2)A)\()\Z)AZ()\I)

+ 242NN —1) + 1>

3%2 = (1—A)(1+A(A—1))+\@X;(sm—m?x—2A—AA2+A2+2A2A2+1)
% A1+ AN-1)) = §¢(A(l—A)(A—2—A(2)\—1))+1>,

si definimos K1 = (A(1 = A)(A —2— A(2A — 1)) + 1) tendremos

26  RK
-—— = —-1-A0+AN-1)K
AN+ AN- DK,

definiendo ahora C'= —K(1 — A)(1 + A(XA — 1)) expresamos la ecuacién anterior como

26  RK
Ahora usamos (A.4]) en (A.3]) para obtener
R? RK 9 9 RK
f(R) = W—I—RAeXp [<3m2+0> (1—)\)] —3A*m“exp |2 W—FC (1-2M)

X {“‘21)2 A+ (A —=1)%exp [—Aexp [— <§f2+c> A”} ,

que es el resultado presentado en ((6.22]).
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