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Introduccion

En el siguiente trabajo de graduacion se hablara de las distintas propiedades de
las funciones dadas en el andlisis complejo, luego se presentard una recopilacion de
conceptos y definiciones basicas que nos ayudaran a entender las distintas propiedades
que pueden ser aplicadas a las funciones Holomorfas, dada una breve descripcion serian
funciones puramente compleja, las cuales son infinitamente diferenciables dentro de un

dominio de definicion.

Ya que nuestro estudio comienza desde el area basica de definicion de los
nimeros complejos y su algebra, para asi llegar a la definicion de la diferenciacion
compleja asi dando un breve recordatorio de las propiedades, definiciones y teoremas de
este apartado y asi mostrando que la diferenciacion compleja mantiene todas las
generalidades de la diferenciacion real, pero la unica novedad de la definicion es que se
esta utilizando el producto complejo y eso, como veremos, hace que la condicion de
derivabilidad en sentido complejo sea mucho mas restrictiva que la derivabilidad para

funciones reales.

Asi mismo tomar un enfoque en el estudio de las propiedades elementales de las
funciones Holomorfas desde el punto de vista del Analisis Topoldgico y sus

propiedades y aplicaciones locales o globales.
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Luego revisaremos el caso en el cual las funciones de variable compleja estan
definidas en un conjunto de dominio como lo son los discos abiertos en el plano, en los
cuales se ha definido una topologia y diversas propiedades de caracter topologico que se

cumplen dentro de estos conjuntos.

Los éxitos logrados con la teoria local de Cauchy nos hacen reflexionar y pensar
en 'refinar' todas las herramientas y teorias basicas sobre “El Teorema de Cauchy” ,

“Formula de Cauchy” para asi tratar de ampliar su alcance.

Por ahora, todas estas herramientas nos han servido de gran utilidad en discos
abiertos, 0 a lo mucho en conjuntos estrellados o conjuntos convexos; ya que solo hemos
averiguado propiedades de las funciones holomorfas que dependen de ultima instancia
del comportamiento de la funcién en un entorno de cada punto de su dominio estas

propiedades son de caracter local.

Dando propiedades del Analisis Complejo sobre conjuntos medibles y sus
propiedades en el area de los ntimeros complejos, las cuales son las propiedades de
medida de conjuntos y funciones; asi como integracion abstracta y otras definiciones.
Para poder transformar las funciones holomorfas y también a sus respectivas derivadas a

una representacion en series de potencia.
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Tomando las bases de integracion en el area de los numeros complejos, para
llegar a nuestro objetivo principal; el cual es mostrar el caracter local y global del
Teorema de Cauchy . El cual nos permite mostrar como es el comportamiento de los
valores de las funciones holomorfas en un disco por medio de sus integrales en las
cuales solo se toma en cuenta los valores en la frontera de dicha funcidon en la

circunferencia.

De modo que trataremos de estudiar las propiedades de caracter global y
profundizaremos la validez de los teoremas y de la formula de Cauchy, ya no solo para
ser aplicada en discos abiertos, sino también colecciones de discos abiertos cualesquiera.
Asi extenderemos las aplicaciones de este teorema a una coleccion de caminos cerrados
llamados ciclos y de ahi el porque de caracter global de dicho teorema y de dichas

propiedades de estas funciones complejas.



CAPITULO 1

“ Antecedentes

Historicos”
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1.1 Historia del Analisis Complejo

El andlisis complejo es una de las ramas cléasicas de las matemadticas que tiene sus
raices mas alla del siglo XIX. Los nombres destacados en su desarrollo son Euler,
Gauss, Riemann, Cauchy, Weierstrass y muchos mas en el siglo XX. Tradicionalmente,
el analisis complejo, en particular la teoria de las aplicaciones conformes, tiene muchas
aplicaciones en ingenieria, pero es ampliamente usada también en la teoria de niumeros
analitica. En tiempos modernos se convirtid en popular gracias al empuje de la dindmica
compleja y los dibujos de fractales, producidos por la iteracion de funciones holomorfas,
de los cuales el mas popular es el conjunto de Mandelbrot. Otras aplicaciones
importantes del andlisis complejo son las de la teoria de cuerdas, una teoria de campos

cuanticos conforme-invariante.

El Analisis Complejo es la rama de las mateméticas que en parte investiga las
funciones holomorfas, también llamadas funciones analiticas. Una funcion es holomorfa
en una region abierta del plano complejo si estd definida en esta region, toma valores
complejos y por ultimo es diferenciable en cada punto de esta region abierta con

derivadas continuas.

El que una funcién compleja, sea diferenciable en el sentido complejo tiene

consecuencias mucho mas fuertes que la diferenciabilidad usual en los reales. Por


http://es.wikipedia.org/wiki/Siglo_XIX
http://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_anal%C3%ADtica
http://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_holomorfa
http://es.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1ticas
http://es.wikipedia.org/wiki/Teor%C3%ADa_de_cuerdas
http://es.wikipedia.org/wiki/Conjunto_de_Mandelbrot
http://es.wikipedia.org/wiki/Fractal
http://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_conforme
http://es.wikipedia.org/wiki/Siglo_XX
http://es.wikipedia.org/wiki/Cauchy
http://es.wikipedia.org/wiki/Riemann
http://es.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
http://es.wikipedia.org/wiki/Euler
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ejemplo, toda funcién holomorfa se puede representar como una serie de potencias en
algun disco abierto donde la serie converge a la funcion. Si la serie de potencias
converge en todo el plano complejo se dice que la funciéon es entera. Una definicion
equivalente para funciéon holomorfa es: una funciéon compleja sobre los complejos que
puede ser representada como una serie de potencias. Esta definicion es la mas comun
para funciones holomorfas de varias variables. En particular, las funciones holomorfas
son infinitamente diferenciables, un hecho que es marcadamente diferente de lo que
ocurre en las funciones reales diferenciables. Un ejemplo de una funcion holomorfa

particular es un fractal.

Un firactal es un objeto geométrico cuya estructura basica se repite en diferentes
escalas. El término fue propuesto por el matematico Benoit Mandelbrot en 1975. En
muchos casos, los fractales pueden ser generados por un proceso recursivo o iterativo,
capaz de producir estructuras auto-similares independientemente de la escala especifica.
Los fractales son estructuras geométricas que combinan irregularidad y estructura.
Aunque muchas estructuras naturales tienen estructuras de tipo fractal, un fractal
matematico es un objeto que tiene por lo menos una de las siguientes caracteristicas:

* Tiene detalles en escalas arbitrariamente pequefias.
* Es demasiado irregular para ser descrito en términos geométricos tradicionales.

e Tiene auto-similaridad exacta o estadistica.

¢ Puede ser definido recursivamente.
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La figura generada por el conjunto de Mandelbrot es la siguiente:

Sea z y ¢ dos nimeros complejo, la ecuacion que genera a este conjunto es: Con

TR TN 2
la condicion inicial z,=C entonces z,,,=z,+C .

Figura 1.1

Los fractales existen en muchas 4reas incluso hasta en la naturaleza un ejemplo
de fractal en la naturaleza es el brocoli, ya que al tomarlo entero y lo fraccionamos
podemos observar que sigue siendo la misma figura aunque de tamaio diferente como

‘podemos observar en la figura 1.2

Figura 1.2
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La mayoria de las funciones elementales como lo son algunos polinomios, la

funcion exponencial y las funciones trigonométricas, son holomorfas.

En la siguiente figura se muestra la grafica de la funcién compleja:

(1) (z—2—i)

flz)=

(22 +2+2i)

11

Figura 1.3

En la figura 1.3 la coloracion representa el argumento de la funcion , mientras

que el brillo representa el modulo de dicha funcion.

1.2 Historia de la Topologia

La Topologia es la rama de las matematicas dedicada al estudio de aquellas
propiedades de los cuerpos geométricos que permanecen inalteradas por

transformaciones continuas.


http://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_trigonom%C3%A9trica
http://es.wikipedia.org/wiki/Polinomio
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Histoéricamente, las primeras ideas topoldgicas conciernen al concepto de limite y

al de completitud de un espacio métrico, y se manifestaron principalmente en la crisis de
los inconmensurables de los pitagdricos, ante la aparicion de numeros reales no
racionales. El primer acercamiento concreto al concepto de limite y también al de
integral aparece en el método de exhaucion de Arquimedes. La aparicion del Analisis
Matematico en el siglo XVII puso en evidencia la necesidad de formalizar los conceptos
de proximidad y continuidad, y la incapacidad de la Geometria para tratar este tema. Fue
precisamente la fundamentacion del Calculo Infinitesimal, asi como los intentos de
formalizar el concepto de variedad en Geometria lo que llevo a la aparicion de la

Topologia, a finales del siglo XIX y principios del XX.

Se suele fechar el origen de la Topologia con la resolucion por parte de Euler del
problema de los puentes de Konigsberg, en 1735. Ciertamente, la resolucion de Euler del
problema utiliza una forma de pensar totalmente topologica, y la solucion del problema
nos lleva a la caracteristica de Euler, el primer invariante de la Topologia Algebraica,
pero seria muy arriesgado y arbitrario fechar en ese momento la aparicion de la
Topologia. La situacion es exactamente analoga a la del célculo del area de la elipse por

Arquimedes.

El término topologia fue usado por primera vez por J. B. Listing, en 1836 en una

carta a su antiguo profesor de la escuela primaria, Miiller, y posteriormente en su libro


http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Listing_(Johann_Benedict)&action=edit&redlink=1
http://es.wikipedia.org/wiki/Topolog%C3%ADa_algebraica
http://es.wikipedia.org/wiki/Caracter%C3%ADstica_de_Euler
http://es.wikipedia.org/wiki/Problema_de_los_puentes_de_K%C3%B6nigsberg
http://es.wikipedia.org/wiki/Arqu%C3%ADmedes
http://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmeros_racionales
http://es.wikipedia.org/wiki/Pitag%C3%B3ricos
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Vorstudien zur Topologie (Estudios previos a la topologia), publicado en 1847.
Anteriormente se la denominaba analysis situs. Maurice Fréchet introdujo el concepto

de espacio métrico en 1906.

Es una disciplina que estudia las propiedades de los espacios topoldgicos y las
funciones continuas . La Topologia se interesa por conceptos como proximidad, nimero
de agujeros, el tipo de consistencia (o textura) que presenta un objeto, comparar objetos
y clasificar, entre otros multiples atributos donde destacan conectividad , compacidad ,

metricidad o metrizabilidad , etc.

Idea Intuitiva

Particularmente se presenta a la Topologia como la "Geometria de la pagina de
goma (chicle)". Esto hace referencia a que en la Geometria euclidea dos objetos seran
equivalentes mientras podamos transformar uno en otro mediante isometrias (rotaciones,
traslaciones, reflexiones, etc), es decir, mediante transformaciones que conservan las

medidas de angulo, longitud, area, volumen y otras.

En topologia estd permitido doblar, estirar, encoger, , los objetos, pero siempre
que se haga sin romper ni separar lo que estaba unido, ni pegar lo que estaba separado.
Por ejemplo, un tridngulo es topologicamente lo mismo que una circunferencia, ya que

podemos transformar uno en otra de forma continua, sin romper ni pegar.
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Pero una circunferencia no es lo mismo que un segmento, ya que habria que
partirla (o pegarla) por algiin punto. Esta es la razén de que se la llame la "Geometria de
la pagina de goma", porque es como si estuviéramos estudiando Geometria sobre un

papel de goma que pudiera contraerse, estirarse, etc.

Un Ejemplo Clarificador

Observemos un plano del metro (tren) . En €l estan representadas las estaciones y
las lineas de metro que las unen, pero no es geométricamente exacto. La curvatura de las
lineas de metro no coincide, ni su longitud a escala, ni la posicion relativa de las
estaciones... Pero aun asi es un plano perfectamente util. Sin embargo, este plano es
exacto en cierto sentido pues representa fielmente cierto tipo de informacion, la tnica

que necesitamos para decidir nuestro camino por la red de metro.

En si la topologia se ocupa de los objetos geométricos atendiendo a la forma,

tamafio o posicion, en general a sus propiedades cualitativas. Ver figura 1.4.

Figura 1.4
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1.3 Historia del Analisis Real

El concepto de medida tiene una larga historia de mas de 5000 afos, que surge
del manejo de longitudes, tareas y volimenes fundamentalmente y de la necesidad de su
calculo. Estos tres ejemplos particulares de medidas son los que han servido como guia

para sacar a la luz el concepto que detras de ellos se escondia.

El Papiro de Mosct, considerado del 1800 A.C., es, con el de Rhind, uno de los
documentos egipcios con problemas matemadticos, mas antiguos que se conocen. En el
encontramos problemas como el del calculo del volumen de un tronco de piramide con
el calculo del area de una superficie curva (en este no se aprecia si se trata de una
semiesfera o de un semicilindro de altura el didmetro, los cuales tienen igual area ). En

cualquier caso en la solucidon que da el papiro de este problema, aparentemente se hace

uso de la aproximacion de 7w 4(1—1/9)223.160...

Sin embargo no es hasta el libro de Euclides (300 a.c.) Los elementos, que
aparecen las primeras demostraciones satisfactorias de teoremas relativos a areas y
volumenes. Aunque, también es cierto, en este libro no hay definiciones de longitud,
area o volumen; Euclides las considera caracteristicas que puede medir respectivamente

en las figuras que se definen como linea, superficie y solido.
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En matematica, una medida es una funcidon que asigna un nimero real positivo o
cero, interpretable como un "tamafio", un "area", un "volumen", o una "probabilidad", a
los subconjuntos de un conjunto dado. El concepto es importante para el analisis

matematico, la geometria y para la teoria de la probabilidad.

A menudo, el ambicioso objetivo de asignar una medida a todo subconjunto del
conjunto base se revela inalcanzable. Solo serd posible, o interesante en algunos casos,
asignar medida a ciertas familias de subconjuntos, a los que llamaremos medibles. Las
condiciones de consistencia que deben cumplir los miembros de estas familias quedan

encapsuladas en el concepto auxiliar de c-algebra.

La teoria de la medida es una rama del analisis real que investiga las c-algebras,
las medidas, funciones medibles e integrales. Es de importancia central en probabilidad

y en estadistica.


http://es.wikipedia.org/wiki/Estad%C3%ADstica
http://es.wikipedia.org/wiki/Sigma-%C3%A1lgebra
http://es.wikipedia.org/wiki/Sigma-%C3%A1lgebra
http://es.wikipedia.org/wiki/Teor%C3%ADa_de_la_probabilidad
http://es.wikipedia.org/wiki/An%C3%A1lisis_matem%C3%A1tico
http://es.wikipedia.org/wiki/An%C3%A1lisis_matem%C3%A1tico
http://es.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1ticas

CAPITULO 2

“Introduccion a la

Variable Compleja
y el Analisis

Complejo”
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2.1 Los Nimeros Complejos y su Algebra

Los numeros usados en algebra elemental y en calculo se llama niimeros reales.
Esto son aquellos que pueden representarse geométricamente por los puntos de una linea

recta infinitamente larga(véase figura 2.1).

\ \ \ \ ’\/é \’n \ \ -

3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
FIGURA 2.1.

La linea se divide en intervalos por medio de puntos equidistantes que
representan a cada uno de los enteros, con los numeros reales positivos a la derecha del

cero y los reales negativos a la izquierda.

Todo numero real se representa por un solo punto sobre la linea. Estos numeros

satisfacen las cinco reglas algebraicas siguientes, llamadas axiomas de campo:

1. Leyes conmutativas

a+b=b+a y ab=ba .
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2. Leyes asociativas

(a+b)+c=a+(b+c) y (ab)c=al(bc)

3. Leyes distributivas

a(b+c)=ab+ac 'y (a+b)c=ac+bc .

4. Tdentidades. La identidad aditiva 0 y la identidad multiplicativa 1
satisfacenque 0#1 y

a+0=a=0+a y al=a=la

5. Inversos. Cada niimero real 'a' tiene un inverso aditivo (—a) y,si a#0

1

un inverso multiplicativo & que satisface

Sin embargo, los niimeros reales tienen una deficiencia basica: no proporcionan
todas las soluciones posibles de las ecuaciones polinomiales. Por ejemplo , la ecuacion
a’+1=0 no puede resolverse mediante niimeros reales, ya que la raiz cuadrada de un
numero real negativo no existe.
No obstante, podemos corregir este defecto si definimos el conjunto de numeros
complejos C,

z=(x,y) (1)
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Los numeros reales x e y , se conocen como parte real y parte imaginaria

de z . Escribimos:

Rez=x y Imz=y .

Dos nuimeros complejos z, y z, se dicen que son iguales si tienen iguales

las partes real e imaginaria. Es decir:

Si Z1:(x1,J’1) y Zzz(xz’yz) entonces Z1=2, S1y solo si X=X, c

Yi=J)a2.

La suma y ¢l producto de dos niimeros complejos  z, y 2z, se define por las

ecuaciones:

si le(xl,yl) y 22=(x2,y2) entonces

Zl+22:<x1,y1>+(x2,y2):(x1+x2,y1+Y2) )

Zl.22=(x1,y1)(x27y2)=(x1xz—yl J’z,yleLle’z) 3)

En particular,

(x,0)+(0,y)=(x+0,0+y) y (0,1)(y,0)=(0.y—1.0,5.1+0.0)

(x,0)+(0,y)=(x,y) , (0,1)(y.0)=(0,y)
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Luego entonces tenemos que el nimero complejo:

(x, y)=(x,0)+(0,1)(y.,0) “

Por lo tanto el conjunto de los nimeros complejos es consecuencia, de una

extension natural de los nimeros reales.

Pensando en un niimero real x o de la forma (x, 0) , ¥ denotado por 1 el

nimero imaginario puro (O, l) , podemos reescribir la ecuacion (4) asi:

(x,y)=x+iy (5)

entonces de la ecuacion (1) tenemos:

z=x+iy

Al igual que en el andlisis real tenemos en el andlisis complejo que:
2 3 2
z' =zz , z =zz= ,elc
y de i=(0,1) tenemos que:

i’=ii=(0,1)(0,1)=(-1,0)=—1

i‘=i*.i’=(-1)(=1)=1 , etc.

Ademas el conjugado de un nimero complejo z se denota por el simbolo Zz . Dado
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quesi z=x-+iy ,entonces: zZ:(x+iy)(x—iy)=x2+y2 .

A la vista de la expresion (5), las ecuaciones (2) y (3) se convierten en:

(x1+iy1)+(x2+iyz):(x1+xz)+(iy1+iy2):(x1+x2)+i(y1+y2) (7)

(xl+iy1)(x2 +iy2)=(x1x2 +i° Vi y2)+(iy1x2+ix]y2)=(x1 xz_YIY2)+i(J/1 X, + xlyz)

)

2.2 Algunas de las Operaciones Basicas con los Numeros

Complejos

Suma

Para sumar nlimeros complejos, se siguen las normas basicas de la aritmética,

sumando los reales con los reales y los imaginarios con los imaginarios:

(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i .

Ejemplo 2.1: dado dos nimeros complejos efectuar
(442i)+(3+2i)=4+2i+3+2i=4+3+2i+2i=(4+3)+(2+2)i=7+4i

el resultado es 7 + 41
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Resta

Al igual que en la suma, se opera como con los nimeros reales ordinarios:

(a+bi)—(c+di)=(a—c)+(b—d)i

Ejemplo 2.2: Dado dos nlimeros complejos efectuar

(4—2i)—(3+51)=(4—3)+(—2i—5i)=(4-3)+(—2-5)i=1-7i

el resultado es 1 — 7i.

Multiplicacion

Para multiplicar dos nimeros complejos, se multiplica cada término del primero

por los dos del segundo, con lo que obtenemos 4 términos:
(a+bi)(c+di)=ac+adi+bci+ bdi’= (ac—bd )+(ad +bc)i

Obsérvese que el término  bdi” pasa aser —bd . Eso es porque i*=—1

Ejemplo 2.3: dado dos nimeros complejos efectuar

(4421)(3+21)=4.34+4.2i+2.3i+2.2i°=(43-22)+(4.2+2.3)i=8+14i

el resultado es 8 +14i.
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La division de numeros complejos requiere un mayor trabajo que la

multiplicacion y partimos de un artificio previo, basado en que el producto de un niimero

complejo por su conjugado que se denota por z , da como resultado un nimero real:

(a+bi)(c+ di)=a2—abi+bai+ b’=a’+b’

Sia la division de dos nimeros complejos, la multiplicamos por el conjugado y también

la dividimos por el conjugado del denominador obtenemos:

a+bi _(a+bi)(c—di) _ac—adi+bci+bd _ac+bd+(bc—ad)i_

(c+di) (c+di)(e—di)  P—cdi+cdi+d> E+d?

ac+bd n bc—adl.

c+d?

Ejemplo 2.4: dado dos nimeros complejos efectuar

342i _(3+2i). (1+2i) 3+6i+2i+4i’ 3+8i—-4 1 8.
1-2i (1-2i).(1+2i) 1—(2i = 1+4 5°5

1 8.
el resultado es —§+§l .

ci+d?
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Varias propiedades de la suma y el producto de nimero complejos coinciden con
la de los nimeros reales, y ademas al igual que los numeros Reales los numeros

Complejos también cumplen Los Axiomas de Campo:

1. Leyes conmutativas
z,*tz,=z,+z,,
2. Leyes asociativas

(zl+zz)+z3=zl+(zz+z3), (Z1 Zz)z3=zl(zzz3).

w

Leyes distributiva

Z(zl+zz)=zzl+zzz,

4. TIdentidades. La identidad aditiva 0=(0,0) y la identidad multiplicativa
1=(1,0) satisfacen que:

z+0=z y z.1=z

5. Inversos. Cada nimero complejo =z tiene un inverso aditivo —z v, si

. .. . —1 .
z#0 un inverso multiplicativo z~ que satisface

z+(—z)=(—z)+z=(0,0) y zz '=z'z=1.
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Demostracion de las las leyes planteadas,
si le(xl’yl)’ Zz=(x2,y2) y Z3=(x3,y3)
Para 1.

Ley conmutativa para la suma:

Zl+22=(x1,y1)+(x2qy2)=(x1+x2’y1 +y2)=(x2+ xl’y2+ y1)=(x2’y2)+(x1,yl)=zz+ z,

Por lo tanto se cumple la ley conmutativa para la adicion.

Ley conmutativa para el producto:
2122:(x1,y1)(x2,y2):(x1xz_J’1y2,y1 x2+x1y2)=(x2xl WV X +y2x1)
:(xle_yzyl,y2x1+x2y1>
:(xz,yZ)(x1,J’1):Zzzl .
Por lo tanto cumple la ley conmutativa para el producto.
Para 2.

Ley asociativa para la suma:
(214 25) +25=((x, 1)+ (x5, ) )+ (x5, 5)
:(x1+xz,y1+y2)+(x3,y3):(xl +x2+x3’y1+y2+y3)
= (0o txs) i+ (a4 ps) )=, )+ (0,4 x5 92+ y5)
= (o p)+ (2 3,) +0x5 y3))= 2, +(z,+23).

Por lo tanto cumple la ley asociativa para la suma.
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Ley asociativa para el producto:

(z,2,) z,=((x, ¥) (0, ) (x5, vy)=(x, x,= v,y X+ 3, 9,) (x5 05

:((xlxz—ylyz)x3—(y1x2+x1y2)y3,x3(ylx2+x1y2)+(x1x2—y1y2)y3)

:((x1x2x3_y1 y2x3>_(y1 x2y3+x1y2y3)’ (x3y1x2+x3x1 y2)+(x1x2y3_y1y2y3>)

:(xl x2x3_y1y2x3_y1xzy3_x1y2y3,x3y1x2+x3xly2+x1x2y3_y1y2y3)

:(xl x2x3—x1y2y3—y1y2x3—y1x2y37x3y1x2—y1y2y3+x3x1y2+x1x2y3)

=(x1(x2x3—y2y3)—y1(y2x3+x2 y3)’y1(‘x3 xz—y2y3)+x1 (x3y2+x2y3))

:<x1,y1)(x2x3_yzY3,x3J’2+x2y3):(x1,Y1><(xz,J’2)(x3,y3))221(2223)

Por lo tanto cumple la ley asociativa para el producto.
Y asi vemos que se cumplen los axiomas de campos. Luego nos enfocamos al Analisis

de esta area que seria el Analisis Complejo.
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2.3 Representacion Polar

Hemos visto que los numeros complejos pueden representarse como vectores en
el plano complejo. En esta seccion utilizaremos el concepto de segmento de recta
dirigido para determinar las propiedades de la longitud y del dngulo de inclinacion de un

vector en el plano complejo.

Consideremos el vector no nulo z=x+iy mostrado en la figura 2.2. La

longitud del vector z se puede determinar mediante el teorema de Pitagoras:
r=v X+ y2 .

Llamamos a esta longitud valor absoluto (m6dulo o0 magnitud) del nimero complejo

z ,y ladenotamos como |z|=+ x2+y2 )

Se nota que |z|>Rez , |zZ=Imz vy |Z|=|z| . ademas, recordemos que en la

seccion 2.1 probamos que zz= xz+yz . porlotanto z Z:|zz| .

0 X Re z
FIGURA 2.2.
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Retomando siempre la figura 2.2, vemos que el angulo que forma el vector

z=Xx+1iy con el gje real positivo, esta dado por la expresion

@ =arctan Y

X

Esta expresion, sin embargo no es valida para el segundo o tercer cuadrante, ya

) . Ademas, el angulo de

ro |2

T
que los valores de arctangente caen en el intervalo (_5’

inclinacion del vector esta determinado hasta un multiplo de 27 , ya que los angulos

0+2nk , k=0,x1,%2,... ,

proporcionan todos la misma direccion en el plano complejo. El angulo de inclinacion
del vector z , determinado excepto por un multiplo de 27 , se llama argumento
de =z ysedenotapor argz ,elvalorde arg:z que satisface

—n=arg z<T

se llama valor principal del argumento y se designa Argz .Cuando se trabaja con el
argumento, es conveniente acordar que la notacidon arg z ignore los multiplos de
271 ,ademas de utilizar la expresion

arg z+2nk k como entero fijo,

para indicar un angulo particular.



Regresando al vector original z=x+iy , z#0 ,senotaque

x=rcos0=|z|cos (arg z)

Yy que

y=rsen0=|z| sen(arg z)

Ahora tenemos,
z=x+iy=r(cos0+isen0)
puede reescribirse como

z=|z|[cos(arg z)+isen(arg z)] , z#0

Esta forma se llama representacién polar del numero complejo z .

Ejemplo 2.5:

Encuentre la representacion polarde 1—i .

SOLUCION:
Veamos la figura 2.3. El valor absolutode 1—i es
1—i|=vV1+(=1)*=V2 .

mientras que el valor principal del argumento de 1—i es

arg(l—i)=—% _

33
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FIGURA 2.3.

Como los angulos polares no estdn determinados de manera tnica, el argumento es

arg(l—i):—%+27ck

donde k& es cualquier entero. Asi, la representacion polarde 1—i es

l—i:¢§[cos(—%+2n k)+isen(—%+27tk)] ‘

34
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2.4 Conjuntos en el Plano Complejo

Si  z, es un nimero complejo, entonces, una e-vecindad de Zz, es el
conjunto de todos los puntos z , cuya distancia a Z, es menor que €& , esto es,
todos los z que satisfacen |Z —z 0|<8 ( véase la figura 2.4). graficamente, este es el

interior de un disco centradoen 2z, yradio € .

m z

0 Re z
FIGURA 2.4.

Sea S un conjunto de puntos del plano complejo C . Se dice que Z, esun

punto interior de S si alguna e-vecindad de Z, esta completamente contenida en
S ; el conjunto de todo los puntos interiores de S se llama interior de S 'y se

denota porint S . El complemento de S esel conjunto c¢—s de todo los puntos
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queno estinen S . el conjunto int (c —s) se denomina exterior de S .

Un punto 2z, esun punto frontera de S sitodae-vecindad de 2,

contienen puntos que estdn en S y puntos que no lo estidn. Se nota que los puntos
frontera de S no estan en el interior ni en el exterior de S . El conjunto de todos

los puntos del conjunto frontera de S se llaman fronterade S (ver la figura 2.5).

Un punto 2, es llamado un punto de acumulacion de un conjunto S , si

cada vecindad de Z, contiene al menos un punto de S distintade 2,

Ejemplo 2.6:

Sea S, el conjunto de todos los puntos z tales que |z|<1 . Encontrar el

[

interior, la frontera y el exterior del conjunto S,

Solucion:

Sea Zz, unpunto cualquierade S, .Notamos que el disco |Z -z 0|<8 esta
situado completamente dentro de S, siempre que £<I1 —‘Z 0| . Asi, todo punto de
S, es un punto interior. Igualmente, todo punto 2z, que satisfaga |Z 0|>1 sera

o

exteriora S, .Si |Z 0‘=1 , entonces todas las e-vecindades de  Z, contendran
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puntos que estdan en S, y puntos que no lo estan. Por lo tanto la frontera de S

o o

consiste en todos los puntos sobre el circulo |zZl=1 el interior es el conjunto

|zZl<1 , y el exterior es el conjunto de todos los puntos que satisfacen |z|> 1

Un conjunto es abierto si todos sus puntos son interiores; esto es, S= Int(S )

cuando S es abierto. Asi, el conjunto S, es abierto.

Al complemento de un conjunto abierto se le llama cerrado. Por ejemplo el
conjunto 7T de todo los puntos z ,talque |z|>1 es cerrada. De igual manera, el

conjunto |z|<1 es cerrado.

Se dice que un conjunto S es acotado en caso de que exista un numero real

positivo tal quetodo z en S satisfaga |z|<R

Si esta condicioén no se cumple, decimos que S es no acotada. Por ejemplo,

el conjunto S, en el ejemplo anterior es acotado, pero T={z:|z|=1} es no

acotado.

Un conjunto S es conexo si no puede ser representado como la union de dos
conjuntos A y B ajenosy no vacios tales que ninguno de ellos contenga un punto

frontera del otro.
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Intuitivamente, lo que se sefiala es que S esta integrado por una sola pieza.

Por ejemplo, S, es conexo, pero el conjunto de todos los z ,para los cuales
|z—2|]<1 o |z+2|<1 es no conexo, puesto que podemos formar el conjunto
A detodolos z talesque |z—2|<1 ,yconjunto B detodoslos z para los

cuales |z+2|<1 (figura2.5).

Entonces A y B son conjunto abiertos, ajenos, y ninguno de ellos puede

contener un punto frontera del otro.

FIGURA 2.5.
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2.5 Funciones Continuas de una Variable

Una funcion compleja de una variable compleja es un regla que asigna un
namero complejo W a cada namero complejo  z de un conjunto S . si
escribimos w=f (Z) ,  w es el valor de la funcion en el punto z que esta en el
dominio de definicion S . Al escribir w=f (Z) en términos de las
descomposiciones en partes reales e imaginaria z=x+iy y w=u+iv de cada

variable compleja,

w=u(z)+iv(z)=u(x,y)+iv(x,y) ,

notamos que una funcion compleja de una variable compleja consiste en un par de

funciones reales de dos variables reales.

Ejemplo 2.7:

2 . .
Exprese w=_z" como un par de funciones reales de dos variables reales.

Solucion:

Con z=x+iy obtenemos

w=22=(x+iy)2=(x2—y2)+i(2xy)
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Asi, u(x,y)=x2—y2 y v(x,y)ZQXy.

Las funciones reales de una variable real y=f (W) pueden describirse
geométricamente por medio de una grafica en el plano xy . No es posible una
representacion tan comoda para W= f (Z ) , ya que esta requiere cuatro dimensiones,
dos para cada variable compleja. En lugar de esto, la informacion acerca de la funcion se
expresa dibujando planos complejos separados para las variables z y w , e
indicando la correspondencia existente entre puntos, o conjuntos de puntos, en los dos
planos ( ver figura 2.6). Se dice que la funciéon f es un mapeo del conjunto S

contenido en el plano z enel plano w . una funcion [ que mapea un conjunto

S enunconjunto S’ , f:s—s' ,sellama uno a uno si f(Zl)—f(Zz) solo

para z,=2, ;selellamasobre si S'=f(S) ,donde f(S) es el conjunto de

todos los valores tomados por f en el conjunto S . Llamamos a f (S ) el

conjunto imagen de S bajo el mapeo [ .

Im z

f(s)

0 Re z 0 Re w
Plano z Plano w

FIGURA 2.6.
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Supongamos que f esta definida en una region G ,y a es un punto de
G . Entonces, el limite y la continuidad se definen de la misma manera que en el caso

de variable real.

Definiciéon 2.1: Se dice que la funcion f (Z) tiene limite A4 cuando <z tiende

hacia a ,

lim f(z)=4

z—a ?

siparatodo &£>0 existe unnimero 0>0 tal que
|/ (z)—Al<e
siempre que 0<|z—a|<d . Ademss, la funcion (Z) escontinuaen a Ssiy

solo si

lim f(z)=f(a)

z—a
(ver figura 2.7). Una funcidn continua es aquella que es continua en todos los puntos

donde esta definida.

f(G)

0
FIGURA 2.7.



Ejemplo 2.8:

2—1:2 .

Prueb lim
ruebe que o3 Z—2

Solucion:
Con la expresion | f (Z)—A‘ , simplificamos, obtenemos

z—1

z—2

3—z
<
z—2

5
22

_2‘:

pues supongamos que 0<|z—3|<d donde O debe expresarse en términos de

1
Si 0< 5 mediante la desigualdad del tridngulo, tenemos

|Z—2\=‘1—(3—Z)|21—|3—z|>1—5>%

de tal forma que

z—1

—2/<26 .

-
Asi, dado cualquier numero pequeiio €>0 |, si elegimos

(5<min(%,%€)

2

obtenemos

42
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Al igual que la definicion de limite de una funciéon compleja de una variable
compleja es idéntica a la de una funcion real de una variable real, y puesto que los
valores absolutos se comportan como en el caso real, se aplican exactamente las mismas
reglas de los limites. La verificacion de las propiedades siguientes son andlogas a las

pruebas usuales del calculo elemental.

REGLAS DE LIMITES

Sean lim f(z)=4 y limg(z)zB_

z—a z—a

Entonces

@ lim[f(z)xg(z)]=4=B

f(z)
(i) lim =— ,para B#0
=~a g(z) B
Ejemplo 2.9:
Determine si la funcion
2 —1 z#1
f(z)— z—1"~
3, z=1

es continua.
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Solucion:
Claramente, f es continua en el conjunto z#1 , ya que el denominador es
diferente de cero. Asi, el unico punto donde todavia necesitamos verificar la continuidad

es z=1 . Sin embargo,

lim =2 ,

z—1 Z2—

porque

2 —_—
2 —1_(z+1)(z 1):Z+1 ,

si z#1

Pero, por definicion, f (1)=3#2 . Por lo tanto, f no es continua.

2.6 Condiciones Necesarias para la Analiticidad

La derivada de una funcién compleja de una variable compleja se define

exactamente, de la misma manera que el caso real del calculo elemental.

Definicion 2.2:

Laderivada f' de f en a estadadapor

() —pim L La+h)— [ (a)
f'(a)=lim . :

h—0

cuando el limite existe. Se dice que la funcion f es analitica ( u holomorfa) en la
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region G  si tiene derivada en cada punto de G ,yse dice que [ es entera sies

analitica en todo el campo de los nimeros complejos.

Hay que observar que, en la definicion anterior, /7 es un niimero complejo,
como también lo es el cociente [f(a+h)—f(a)llh . Asi, para que exista la
derivada, en necesario que ese cociente tienda a un numero complejo tnico  f' (a)

independiente de la manera en que /4 tienda hacia cero.

Lema 2.1: Si f tiene derivadaen a ,entonces f escontinuaen a .

Prueba:

lim f(a+#)=lim [lf(“hh)‘f(a)

h—0 h—0

.h+f<a>]=f<a)

Al manipular la definicion de derivada nos lleva a las reglas usuales de
derivacion usadas en el analisis real :
0 (f=g)'=s'+g’
i) (f8)'=fg'+gf"

iy (L) =8
g g

(v) (f(g(z)))'=r"(g(z))g'(z) ,Regladelacadena.

, g#0
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Las pruebas son idénticas a las de cualquier libro de calculo elemental. Por

ejemplo,para (ii) tenemos:

(f2)'(a)=lim flath)gla+h)—f(a)g(a)

h—0 h

. flath)glath)—flath)gla)+ flath)gla)~fa)gla)

h—0 h

=lim | f(a+h). g(a+h)—g(a)+g(a).f(a—l—h)—f(a)

h—0 h

=fla)g'(a)+gla)f ' (a) .

Los polinomios y las funciones racionales se derivan de la misma manera que en

el calculo elemental. Por ejemplo, sea  f(z)=z" con n un entero positivo. Si

usamos el teorema del binomio, tendremos:

f’(z)=1im f(Z+h)_f(Z):1im <Z+h)n_zn
h—0 h—0 h
(2"+nz"""h+ B2

=lim =nz
h—-0 h

En particular, todo polinomio

plz)=a,+a,z+va,z’+...+a,z" |
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es entero, porque en cada punto z de los complejos tiene derivada,

p'(z)=a,+2a,z+...+na,z""

No obstante hay una diferencia fundamental entre le derivacion para funciones de

variables reales y la derivacion para funciones de una variable compleja. Sea

z=(x,y) ,supongamos que % esreal, entonces,

£7(z)=lim Slxth y)=flx,y)_of

) L (2)=1.(2)

pero entonces si  #=ik , es puramente imaginario, entonces

f’<Z):£i£ré f(-x, y+l;l_f(x;y)_llgfg(z)__lf'y(z)

Asi, la existencia de una derivada compleja obliga a la funcion a satisfacer la

ecuacion diferencial parcial

fo==if, .

Si f(z)=u(z)+iv(z) ,donde u 'y v son funciones reales de una

variable compleja, y si igualamos las partes reales y las imaginarias de
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utiv=f =—if =v —iu, ,

de esta manera obtenemos las ecuaciones diferenciales de Cauchy-Riemann

Entonces si la funcion  f (Z)=u(z)+iv (Z) tiene derivadas en el punto =z

las primeras derivadas parcialesde # y Vv ,conrespectoa X y ) ,existeny

satisfacen las ecuaciones de Cauchy Riemann.



CAPITULO 3
“Introduccion a
la Topologia y el

Analisis Real”
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3.1 Topologia en el Plano Complejo

Como hemos observado por la forma de los dominios donde se definen las
funciones holomorfas necesitamos conocer algo acerca de la topologia definida en el
plano complejo, para esto tomaremos las definiciones y conceptos necesarios para

trabajar sobre dichos conjuntos.

Definicion 3.1:

Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion I' de subconjuntos de X con
las siguientes propiedades:
* OyXestanen I'
* Launion de los elementos de cualquier subcoleccion de I' estan en T’

* Lainterseccion de los elementos de cualquier subcoleccion finita de I' estan en I'

Definicion 3.2:

Un conjunto X para el cual se ha definido una topologia I' se llama Espacio

Topologico.

Definicion 3.3:

Dado un subconjunto A de un espacio topoldgico X la Clausura de A se define

como la interseccion de todos los conjuntos cerrados que contienen a A y se denota por

A.
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Definicion 3.4:

Un Conjunto A es Conexo si no puede ser representado como la unién de dos
conjunto 4 y B ajenos y no vacios tales que ninguno de ellos contenga un punto de

frontera del otro.

Definicion 3.5:

Diremos que un Conjunto A es Abierto en un espacio topologico X si satisface

que para todo elemento de A existe un U el cual todos sus puntos son interiores.

Definicion 3.6:

Un conjunto KcX es compacto si para cada cubrimiento abierto de K
contiene un subcubrimento finito. Dicho de otra forma, lo que se requiere es que si
{V.} esuna coleccion finita de conjuntos abiertos los cuales la unioén contiene a K,

entonces la union de alguna subcoleccion finitade {V,} también contiene a K.

Definicion 3.7:

Si 4 es un subconjunto del espacio topolégico X y si x es un punto de X,
diremos que x es un Punto Limite o Punto de Acumulacion de A si cada entorno de x
interseca a A en algun punto distinto del propio x. Dicho de otro modo, x es un punto

limite de A si pertenece a la clausura de A- {x}.
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Definicion 3.8:

Un espacio topologico X se denomina Espacio de Hausdorff si para cada par
X;,X, de puntos distintos de X, existen entornos U, y U, de x, y x, ,

respectivamente, que son disjuntos. Ver fig. 3.1.

Uy ="~ U, - N
/ \ : \
| : |I
Vo Vo)
N 7 "o /
X ~ - ~ — .
Figura 3.1

Definicion 3.9:

Si >0 y a es un nimero complejo, D(a;r)Z{z:|z—a|<r} es el Disco

Circular Abierto con centro a y radio r. D (a K r) es la clausura de D(a ; r)

D(a;r) ~ Dla;r)

N

/

| a~" ) [Figwaiz
/

AN

—
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Definicion 3.10:

Si >0 y a esun nimero complejo entonces D(a,r)={z:0<|z—a|<r} es

la definicion del Disco Perforado con centro a y radio .

Definicion 3.11:

Un conjunto £ en un espacio topologico X se dice que es no conexo si E es la

unién de dos conjuntos no vacios Ay Btal que ANB=B=ANB Ver fig. 3.3

Si tenemos que A y B son no conexos y si ¥y W son los complementos A y

B | respectivamente podemos observar que AcW y Bcl .

Por lo tanto

EcVUuw , EnNV£R , ENW#8 ENVNW=4 .verfig.3.3. ()

=

/ v\

Figura 3.3

Enw ENnV

Reciprocamente, si los conjuntos abiertos V'y W existen tal que (/) se mantiene,

es facil ver que E es no conexoy si tomamos A=ENW | B=ENV .
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Si E es cerrado y no conexo entonces ANB=F=ANB muestra que E es la

unién de dos conjuntos cerrados distintos no vacios y si A AUB y ANB=8

entonces podemos decir que A=A

Si E es abierto y no conexo entonces (/) muestra que E es la union de dos

conjuntos disjuntos abiertos no vacios, llamados ENV y ENW

Podemos ver que cada conjunto consiste de un solo punto esto hace ver que
obviamente es conexo. Si tenemos un x€E | la familia P, de todos los

subconjuntos conexos de £ que contienen a x son por lo tanto diferentes de vacio.
Ahora veremos una definiciéon para este tipo de conjuntos conexos que los
generaliza en un tipo de conjunto que cumplen con la propiedad mencionada

anteriormente.

Definicion 3.12:

Sea X un espacio topoldgico y sea A un subespacio de X. Decimos que 4 es una
componente conexa de X o un conexo maximal en X siy solo si 4 es conexo y no es

subconjunto propio de algin otro subespacio conexo de X.

Como la clausura de un conexo es de nuevo conexa entonces las componentes

son subconjuntos cerrados del espacio, y cada punto xE€X pertenece a una inica
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componente, exactamente a la unidon de todos los conexos que contienen al punto x. Por
todo lo anterior, el conjunto de las componentes conexas de un espacio X determinan

una particion sobre X.

La unién de todo los miembros de P, es ficilmente observable que debe de

ser conexo, y debe ser un subconjunto maximal conexo de E.

Cualquier dos componentes de E son disjuntos y E es la unién de sus

componentes.

Por una region nos referimos a un subconjunto abierto no conexo del plano complejo.

Ya que cada conjunto abierto Q en el plano es una unién de discos, y todos ellos
son conexos, y cada componente de €2 es abierto. Dicho de otra manera cada conjunto
abierto en el plano es una union de regiones disjuntas. Y aqui adoptamos una notacion
que utilizaremos mucho en el desarrollo de esta letra Q la cual demuestra un conjunto

abierto en el plano.

3.2 El Anadlisis Real en el Plano Complejo

En esta seccion veremos la importancia que tiene el andlisis real en el plano

complejo , al poder observar que las definiciones de la teoria de la medida aplicada en el
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analisis real funcionan en el analisis complejo, alguna de estas definiciones importantes
como lo es la medida , c-algebra y conocer cuando un conjunto es medible asi como

también su espacio de definicion tienen también su desarrollo en el analisis complejo.

El concepto de medida es una extension del concepto de longitud. En el estudio
del andlisis real se hace necesario poder definirla para poder utilizarla; pero como en
nuestro estudio el objetivo es el analisis complejo, lo aplicaremos a los elementos de
dicha area de manera que podamos aplicarlos en abiertos y colecciones de abiertos

definidos en el campo de los complejos.

Para obtener la medida debemos definir una funcién m que asigna a cada
subconjunto de numeros complejos un numero complejo no negativo (posiblemente
o ),y que esta funcion se generalice y se comporte como una funcion que mide

longitudes de intervalos o para nuestro caso que mida flujos.

Las propiedades que debe de satisfacer m son :
* Para cada intervalo 1, m(I)= longitud de I, I(I).
* Para un conjuntos
EcC y Vx€R, m(E)=m(x+E) , (=m{x+e:e€E}) .

. 0 .y . o .
e Si {E.},_, es una coleccion numerable de conjuntos  disjuntos

00

(ElﬂE]:ﬂ si i#j) ,setienen que m(U;o=1Ei):Zm(Ei)

i=1
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Si la funcion m satisface la segunda propiedad se dice que m es invariante por
traslacion y si satisface la propiedad tres se dice que m tiene la propiedad de aditividad
sobre conjuntos disjuntos. Claramente , queremos que la funcion m le de una
“longitud” a los conjuntos que se construyan “naturalmente”. Los conjuntos a los que
se les puede asignar un tamafno se denominan Lebesgue-medibles, o medibles a secas si
no hay ambigiiedad sobre la medida; el volumen o medida de un conjunto Lebesgue-

medible E se denota por m(E) .

3.3 Medida Exterior

Una forma de introducir la medida de Lebesgue es mediante el concepto de

medida exterior.

Definicién 3.13:

Para un conjunto EcCC | sea cualquier coleccion numerable 1{/,} de

intervalos abiertos que cubre a E. Se define la medida exterior de E , m*( E ) , por

m (E)=inf {Z I(1,):EcUI}
donde [ (I l») = longitud de 7, y el infinito se toma entre todos los recubrimientos

del conjunto E formado por colecciones numerables de intervalos abiertos.

Podemos observar que la medida exterior esta bien definida y debe de ser no
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negativa para todo conjunto £ porque siempre debera de existir por lo menos un
recubrimiento de cada conjunto formado por una coleccidbn numerable de intervalos
abiertos, la suma esta bien definida porque solo tiene nimeros positivos y el infimo de

un conjunto de niimeros no negativos es no negativo. Obviamente hay conjuntos E tal

que m*(E)zoo

Definicion 3.14:

Un conjunto E se llama medible si para cada conjunto A se tienen que

m (A)=m (ANE)+m (ANE°)

Definiciéon 3.15:

Si E es un conjunto medible, se define la medida de Lebesgue de E, se define

Definicion 3.16:

una coleccion de M de subconjuntos de un conjunto X se dice que es una o-
algebra en X si M tiene las siguientes propiedades:
i. Xe M.
ii. SiAeM,entonces A° € WM ,donde A° esel complemento de A4 relativo a
X

iii. Si A=U,_, 4, ysi 4, €eM paran=0,1,2,3,... entonces A € M.
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Definicion 3.17:

Se dice que E es una Medida FinitassiEc¢B y uE<o .

Definicion 3.18:

Por un Espacio Medible nos referimos a un par ordenado (X , B) que consiste de
un conjunto X y una o-dlgebra ‘B de subconjuntos de X. Un subconjunto A de X es

llamado medible ( o medible con respecto a B )si A € ‘B.



CAPITULO 4
“Diferenciacion e
Integracion y El
Teorema Local de

Cauchy”
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En este capitulo veremos los topicos en la diferenciacion y bajo que condiciones
una funcidén con dominio en un subconjunto de los complejos es diferenciable en un
punto z si su derivada existe en ese punto; una funcion es diferenciable en un intervalo si

es diferenciable en todos los puntos del intervalo.

Si una funcién es diferenciable en un punto z, la funcién es continua en ese
punto. Sin embargo, una funcidon continua en z, puede no ser diferenciable en dicho

punto. En otras palabras, diferenciabilidad implica continuidad, pero no su reciproco.

La derivada de una funcion diferenciable puede ser, a su vez, diferenciable. La
derivada de una primera derivada se llama derivada segunda. De un modo parecido, la
derivada de una derivada segunda es la derivada tercera, y asi sucesivamente. Esto

también recibe el nombre de derivacion sucesiva o derivadas de orden superior.

Luego la siguiente definicion de una integral de linea o curvilinea es aquella
integral cuya funcion es evaluada sobre una curva. En el caso de una curva es cerrada en

dos dimensiones o del plano complejo, se llama también integral de contorno.

Y de esa forma reunir el conocimiento necesario para comprender la integracion

por caminos para asi lograr un mejor de la teoria sobre el “Teorema Local de
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Cauchy”’que es una aplicacion de los topicos aprendidos en este capitulo.
Algunos ejemplos practicos de su utilizacion pueden ser:

*El célculo de la longitud de una curva en el espacio,

*El célculo del volumen de un objeto descrito por una curva, objeto del que se
posee una funcion (campo escalar) que describe su volumen a lo largo de la
curva,

*O también para el calculo del trabajo que se realiza para mover algun objeto a lo
largo de una trayectoria teniendo en cuenta campos de fuerzas (descritos por

campos vectoriales) que actuen sobre el mismo.

4.1 Diferenciacion Compleja

La derivada de una funcion de variable compleja tiene las mismas propiedades a

la derivada de una funcién real es decir dichas propiedades siguen verificandose. Sin

embargo la derivabilidad compleja no es lo mismo que la diferenciabilidad en IR?

La derivada, como en el caso real, es el limite de un cociente incremental. Tal
que la funcidon f(z) sea derivable en z, significa que para cualquier trayectoria de
aproximacion a z, el limite del cociente incremental es siempre un mismo nimero

complejo.
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Definicion 4.1
Supongamos que f'es una funcion compleja definida en el dominio de definicion

Qsi z,€Q ysi

existe, denotamos el limite por f () y lo llamamos la derivada de fen Z, .

Definicion 4.2:

Si f'(z,) existe paracada Z,€Q decimos que f'es holomorfa (o analitica)

en Q.. La clase de todas las funciones holomorfas en Q se denotan por H( ).

Para ser mas explicitos, ./ "(zy) existe si para cada &£>0 , corresponde un

0>0 tal que w—f’(zo)<s , V z€D'(z,,9) , por lo tanto
40

S '(Zo) es un numero complejo, obtenido como un limite de cocientes de nimeros

complejos.

Luego expresando la variable z en la definicién (1) en termino de la nueva

variable compleja Az=z—z, ypodemos escribir la definicion como

f'(zo) f(Z+AZ)_f(Zo)

= lim___ A,

2)
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Notemos que al estar f definida en un entorno de 2z, el mismo f(z+Az) esta

siempre definido para |Az| suficientemente pequefio.

Figura 4.1
AZ

z+z,

Al utilizar la forma (2) de la definicion de derivada se suele omitir el subindice
zy y se introduce el nimero Aw=f (z+Az)-f(z) que denota el cambio en el
valor de f correspondiente a un cambio Az el punto en el que evaluamos f entonces si
dw , . .
llamamos e a f (Z) la ecuacion (2) se convierte en

dw Aw

o~ Mazeo

Definicion 4.3:

Se dice que una funcion es completa si es derivable en cualquier punto del plano.
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Definicion 4.4:

Un punto singular en una funcion es un punto donde la funciéon no es analitica

en ese punto pero si en su vecindad.

Definicion 4.5:

Se dice que f'es entera si es analitica entodo C

Podemos observar que fes un mapeo de Q en R’ yaque R°=C , por lo

tanto tales mapeos aplicados en las derivadas es asi un operador lineal en  R?

En nuestro andlisis si la derivada satisface las afirmaciones de este operador
lineal, este se transforma en la operacion de multiplicacion por f (o) ( R* enel

campo de los complejos)

A continuaciéon tenemos un resumen de las operaciones de las funciones

holomorfas.

Diferentes Operaciones De Las Funciones Holomorfas:

*  Si fe€H(Q) y g€H(Q) , entonces f+g€H(Q) y fegeH(Q) ,

asi que H(Q) es un anillo con las reglas de la diferenciacion usuales que se aplica.



* Mas interesante es el caso que las superposiciones de funciones holomorfas

son holomorfas.
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* Si feH(Q) ,si f(QeQ , ysi g€H(Q) y si h=gof entonces

heH(Q) yh'puede ser calculada por la regla de la cadena.

h'(zo):g<f(zo))f’<zo) 2, €€

Para probar estas afirmaciones solo necesitamos fijar 2z, €

Wo=r (Zo) entonces,

F2)= 1 (z0)=01"(z)) +e(2))(z = z,)

glw)=g(wy)=[g"(wo)+n(w)l(w=w,)

donde &(z)—>o0 cuando z—z, y n(w)—>o  cuando

sustituyendo (2) en (3) tenemos que

y poner

2)

€)

(4)

la derivabilidad de f hace a f'ser continua en z, por lo tanto (1) sigue a (4).

(1).

w—ow, y  luego
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Ejemplos:

* Para 75=0,1,23,.....,z" es holomorfa en todo el plano y lo mismo es cierto

para cualquier polinomio en z.

. ., 1
* Una forma facil directamente es ver que la funcion f (Z )= S s holomorfa en

1 .
z:z#0 . Por lo tanto tomando g (W)=; y entonces aplicamos la regla de la

cadena, podemos observar que si f, y f, estinen H(Q) y como €, es un

subconjunto abierto de Q en cual f, tiene que ser diferente de cero entonces

o)
5_1€H(~Qo)
2

* Otros ejemplos de funciones el cual es holomorfa en todo el plano ( la cual es

llamada entera ) es la funcion exponencial definida por,
0 Zn

ex =), =

plz)=2, 7

En este caso observamos que la funcion exp es diferenciable en todo punto del plano y

que exp’(z)=exp(z) existe para cualquier nimero complejo z.

2 3

_ Z 4,z
exp(z)—l+z+2/+3/+ .......

exp'(z)=1+z+z—+ .......
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4.2 Serie de Potencias

De la teoria de serie de potencias asumimos el inico caso conocido que para cada

serie de potencias

o0

Cn(z—a)"

n=0

le corresponde un nimero R€[0,%0] tal que las series convergen absolutamente y
uniformemente en D(a:r) para cada r<R vy diverge si Z%D(a;r) . El radio

de convergencia R viene dado por la prueba de la raiz

1 1
& =lim sup|C,|" .

n—0

o0 _ , - N
z, .23 1 o
( aoJOR/'\ Figura 4.2
\ /
~ —

Digamos que una funcién f definida en € es representable en serie de
potencia en Q si para cada disco D(a:r)cQ le corresponde una serie de

potencias la cual convergea f(z) paratodo Z€D(a:r)
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Definicion 4.6:

Dada una sucesion de nameros complejos {C,},en, y un nimero a€C
consideremos la sucesion de funciones definida por
2
{cotc(z—a)+c,(z—a)+..+c,(z—a)"}

Se representa por

Z c,(z—a)"

n=0
y se llama serie de potencias centrada en a. La sucesion {C,} recibe el nombre de

sucesion de coeficientes de la serie.

Definicion 4.7:

Una sucesion de funciones < f,> definidas en un conjunto E se dice que

Converge Puntualmente en E hacia una funcion f, si para cada x en E tenemos que
f(x)=lim £ (x) ;estoes,dado xEE y e>o0, existe un N talque para todo

n>N tenemos |f(x)—f,(x)<e

Definicion 4.8:

Una sucesion de funciones < f,> definidas en un conjunto E se dice que
Converge Uniformemente en E, si dado €>o0, existe un N talque paratodo x€FE

ytodo n>N tenemos |f (x)—f,(x)|<e
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Si f es representable por serie de potencias en Q , entonces fEH(Q) y

f' es también representable en serie de potencias en ) , en caso si

f<z>:§ Clz—a) (1)

para Z ED(a : r) entonces para esos valores tenemos

f'(z)=§0nc,,<z—a>"” ).

Prueba:

Si la serie (1) converge en D(a,r) , la prueba de la raiz muestra que la serie

(2) también converge.

Tomando a=0 ,y sin perder generalidad , denotamos la suma de la serie (2)

por g(z) , fijamos weD(a:r) y elegimos p tal que lw|<p<r

Si z#w tenemos

La expresion en corchetes se hace 0 si n=1 yes
n—1

(Z—W) Z kwkflznfkfl (l)

k=1

Para n=2 .Si [z|[<p , el valor absoluto de la suma en (1) es menor que
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n(i’l;l) n—2
Assi
I Lt S 3y ol e

Yaque p<r ,laultima serie converge. El lado izquierdo de (2) tiendea O
si z—ow .Estodiceque f'(w)=g(w)

XXX

Corolario 4.1:

Ya que f' satisface la misma hipotesis de [ puede ser aplicada a '
esto es si [ tiene derivadas de todos los ordenes que cada derivada es representable

en serie de potencias en ) y que

f(k>(2):z n(n—1)....(n—k+1)Cn(Z_a)n—k 3)
n=k
Si la serie de potencia se mantiene por lo tanto dicha serie implica que

k! cx:f(k)(a) con (k=0.12.3...) dado que para cada a€Q existe una tinica

sucesion C, para el cual se mantiene.

Ahora describiremos un proceso en el cual podemos crear funciones que son

representables por series de potencias.
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4.3 Integral de Riemann Para Funciones de Variable

Real con Valores Complejos

Diremos que una funcién @:[a,b]—>C es integrable Riemann en el intervalo

[, B] .,y escribiremos @€ R([a,B]) ,silas funciones R(p) vy I(@) son
integrables Riemann en [o,] (en el sentido que conocemos, ya que son funciones
reales de variable real definidas en un intervalo) en cuyo caso definimos la integral de

@ en [a,B] como el nimero complejo
B B B
[ (t)dr=[ Ro(t)di+i [ So(c)dr

(03

Es claro que una condicidn necesaria para la integrabilidad de ¢ es la

acotacion. La integrabilidad se puede caracterizar en los siguientes términos:

4.4 Criterio de Integrabilidad de Lebesgue.

Definicion 4.9:

Sea @:[a,B]=C una funcién acotada. Entonces @€ R([a,B]) si, y sélo
si, @ es continua casi por doquier en [o.,B] . En particular, toda funcién acotada

v continua salvo en un numero finito de puntos es integrable.
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En lo sucesivo la expresion “ fes integrable” se entendera como “f es integrable

Riemann”.

Indicamos a continuacién las propiedades principales de la integral de Riemann
de funciones de variable real con valores complejos. Todas ellas se deducen con
facilidad de las propiedades correspondientes de la integral de Riemann de funciones

reales de variable real que suponemos conocidas.

Teorema 4.2:
Supongamos que W es una medida compleja (finita) definida en un espacio de
medida X , @ esuna funcion medible X ,C) es un conjunto abierto en el plano

el cual no interseca @(x) y

f(2)={c;2—§§)z z€Q (I);

entonces [ es representable en serie de potencias en ) .

Prueba:

Supongamos D(a;r)cQ .Ya que

|z—d| < Z—a‘

p(&)—a™| r |

<1

paracada z€ D(a; r) ycada C€X | laserie geométrica

- (z—a)" 1
20: (¢(C)—a)™" @(&-2) @
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converge uniformemente en X para cada z€D(a,r) fijo por lo tanto la serie (2)

puede ser sustituida en (1) y  f(z) puede ser calculada intercambiando la sumatoria y

la integracidn esto sigue que

f<z>=§cn<z—a>" (zeD(a;r) (3
donde

cn:f( du(c) (n=0,123,......) ).

@(C)—a)"
XXX

NOTA.

o0
La convergencia de la seric  f(z)=2.c,(z—a)" en D(a,r) en una
n=0

consecuencia de la prueba. También diremos que se puede derivar de (4), ya que (4)

muestra que

4.5 Integracion Sobre Caminos

La integracion sobre caminos fue el instrumento principal del que se sirvid
Cauchy para crear la teoria de funciones analiticas de variable compleja, estableciendo
lo que actualmente suele denominarse ‘Teoria de Cauchy’, para distinguirlo de los

enfoques posteriores de Riemann (con una visidon mas geométrica) y de Weierstrass
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(basado en los desarrollos locales en serie de potencias). Gracias a la representacion

(bajo ciertas condiciones) de una funcion holomorfa mediante una integral dependiente
de un parametro, Cauchy logré probar que, en C , las nociones de holomorfia y
analiticidad son las mismas, culminando su obra con lo que el denomin6 ‘Célculo de

Residuos’. De todo esto nos ocuparemos mas adelante.

El concepto de integral sobre un camino estd muy relacionado con el de
integracion sobre caminos de formas diferenciales reales de dos variables. Esto hace que
los resultados iniciales (y sus demostraciones) sean bastante parecidos a lo ya estudiado

en la teoria de funciones de varias variables reales.

Nuestro mayor objetivo en este capitulo es el reciproco de el Teorema 4.1: Cada

fEH(Q) es representable por serie de potencias en

La ruta mas corta es mediante el teorema de Cauchy, el cual nos lleva a una

importante representacion integral de funciones holomorfas.

En esta etapa es requerida la teoria de la integracion compleja la cual sera

desarrollada y utilizada de la forma mas simple posible.
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4.6 Curvas en el Plano

Definicion 4.10:

Si X es un espacio topologico, una curva en X es un mapeo continuo en

y de unintervalo compacto [, f]cR' en X ;con a<p .

Definicion 4.11:

Una curva en € es una aplicacion continua y:[a,Bf]—C . Llamamos a
[a,B] el intervalo parametro de 'y y denotamos el rango de y por Yy* Hay

que distinguir entre la curva y su imagen (también llamada traza o soporte), que

notaremos por  y =y ([a,B]) -

Por lo tanto Yy es un mapeo en Y* es el conjunto de todos los puntos

y(t) para a<t<f . Esclaro que y* €s un conjunto compacto y conexo.

v(b)

a b
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Definicion 4.12:

Si el punto inicial y(a) de Yy coincide con el punto final y(/)’ ) ,

llamamos a Y una curva cerrada.

Definicion 4.13:

Un camino es una curva continuamente diferenciable en el plano esto es decir es
1 ’ r e . . r
de clase (C' . Mas explicitamente un camino con intervalo parametro [, 3] es

una funcién compleja continua y en [, B] .

Definicion 4.14:

Un camino cerrado es una curva cerrada que también es un camino.

Definicion 4.15:

Se dice que el arco y es suave si la funcion  z "(¢)=x "(¢)+iy "(¢) no se anula

yescontinuaen O=<t=<f .

Definicion 4.16:

Un arco suave por partes (spp) consiste en un nimero finito de arcos suaves
unidos por sus extremos. Si y es un arco spp, entonces x(t) y y(¢) son continuas,

pero sus derivadas x () y y’ (#) son continuas por partes.
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Definicion 4.17:

Una curva  Y:[a,B]>C es regular a trozos si existe una particién de
muchos puntos finitos tales que ¢=5,<s,<....<S,=p ,y con la restriccion de Yy
a cada intervalo [S( 1) S j] es regular para 1< j<n ya que existe una derivada

continua en el intervalo [S( 1) S‘,-] . Notemos que en los puntos S, ..., 8(,_;) las

derivadas Yy de izquierda a derecha puede cambiar.

Definicion 4.18:

Seay:z=z(), a<t<P unarcosuave,y f(z)=u+iv continuaen y.Asi

la integral de linea de f'sobre y estara dada por

La integral de linea sobre un arco y spp se obtiene al aplicarse la definicion

anterior a un namero finito de intervalos cerrados.
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4.7 Propiedades de las Integrales Sobre Contornos

Ahora supongamos Yy esuncaminoy f esuna funcion continuaen Yy*
La integral de f sobre Yy es definida como una integral sobre el intervalo

pardmetro o ,B] de vy :

[ 7(2)d=] £y () (s

Y

Sea @ wunmapeo unoauno continuamente diferenciable de un intervalo
[a, )]  en [a,B] talque ¢(a,)=a , @(B,)=B yhaciendo
Y =Y°@ . Entonces ¥, enuncamino con un intervalo parametro

[a,, B,] ;laintegralde f sobre ¥, es

B

[ rndeyna = rlyee))y (o) (r)d

aqui se muestra que la “reparametrizacion ” no han cambiado la integral.

En la siguiente propiedad se muestran dos caminos los cuales se concluye que si

ff(z)dz=f f(z)dz

Cuando lo anterior se mantenga para un par de caminos Yy y Y; (y paratodo



f ),consideramos Yy y ¥, ,como equivalentes.
Es conveniente ser capaz de reemplazar un camino por uno equivalente es decir

es poder utilizar el intervalo parametro a voluntad .

Si el punto final de ¥, coinciden con el punto inicial de Y, , localizamos

sus intervalos pardmetros talque Y, y Y, unidos forman un camino
Y ,con la siguiente propiedad que
[r=]r+]s
Y Y1 Y2

80

paracada f continuaen Y*=Y;*Uy,*

Ahora supongamos que [0,1] es el intervalo pardmetro de un camino Y

y i(t)=y(1—t) | 0<r<1 aesto selellama un camino usual.

Dada una poligonal de vértices 2y, Zy, ..., 2,
Es la curva
[2,, Zl]—F[Zl,ZZ]—F“' Hz,,.z,]
y la representaremos por [Z,.z,,....z,] . La poligonal también es un camino, es

decir, es una curva regular a trozos.
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Definicion 4.19:

Llamamos Yy , “el camino a” o0 “punto a” 7y por la siguiente razon:

Para cualquier funciéon f continuaen Y, *=Y* | tenemos

[ e U MY

a si que

Definicion 4.20:

Si y:[o,p]=C es un camino, entonces Y estd definida y es continua en

(o, B] excepto en un conjunto finito de puntos de ]o,B[ en los cuales tiene
limites laterales distintos, dindole a Y’ en cada uno de esos puntos el valor del limite
por la izquierda (aunque esto es totalmente irrelevante, podemos darle cualquier valor)
es claro que Yy’ esacotada en (o, B] y tiene un numero finito de discontinuidades,
luego es integrable en [, B] . Se define la longitud de 7y de donde se obtiene la

siguiente desigualdad

B
[ r(z)ag <l iy (o)l

De donde |||, esel maximode |f| en y* ylaultimaintegral es por

definicion la longitud de  y .
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A continuacién se les plantean algunos casos especiales que se pueden tomar a

consideracion:

4.7.1 Casos Especiales

(@)
Si a es un nimero complejo 7>0 | el camino definido por
y(t)=a+re"  (0=t=27) ,
es llamado el circulo positivo orientado con centro en a y radio r ;
tenemos.
27
ff(z)dz:f fla+tre?)e”do .
y 0
yelde Yy es 2xr como seesperaba es la longitud de la funcion.
(b)

Si a y b sonnumeros complejos, el camino Yy dado por
y(t)=a+(b—a)t (0<t<1)

Es el intervalo orientado [a,b] ,ysulongitudes |p—a| .y

1

[I}f(z)dz=<b—a>f Fla+(b—a))dr .

0
Si

a(f—t)+b(t—a)

—Qa

YI(t>:
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obtenemos un camino equivalente, el cual lo seguimos denotando por [a,b] ,

el camino opuestoa [a,b] es [b,a]

(¢c)
Sea {a,b,c} unatripleta ordenada de nimeros complejos y sea
A= A(a b, c)
El triangulo con vértices en a,b,c ( A es el conjunto conexo el cual

contiene a a,b y ¢ )y sedefine

ff:ff+ff+ff (1)
SA 17 el el

la,b
Para cualquier f continua en los limites de A consideramos (1) tiene la
definicion en sus lados izquierdos. O consideremos ; A ? como un
camino obtenido por las uniones [a,b] a [b,c] a [c,a] , como esta
indicado en la definicion 4.1, en cual como (1) que facil mente  muestra ser

cierta .

Si {a,b,c} es permutado ciclicamente, observamos que (1) que el lado

izquierdo de (1) no es afectado.

Si  {a,b,c} esremplazado {a,b,c} entonces el lado izquierdo de (1)

cambia de signo.
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Luego de los casos especiales anteriores, ahora vamos a ver un teorema el cual

es de mucha importancia en la teoria de funciones holomorfas.

4.8 Analiticidad de las Funciones Holomorfas

El siguiente resultado es la clave para probar si una funcion es analitica. Antes de
ver la demostracion observemos que esta es una “féormula de representaciéon” pues
representa los valores de una funcion holomorfa en todo disco mediante una integral

que depende unicamente de los valores de la funcion en la frontera de ese disco.

Destaquemos ademds que el radio R que tomamos es cualquiera que cumpla la

condicion, la formula dada no depende de la circunferencia que tomemos.

Teorema 4.3:
Sea 'y wun camino cerrado, sea ) el complemento de Y* (relativo al plano )

v definimos

Indy(z)=2jlriféd_§z (zeQ) . (1)

entonces Indy es una funcion entero-evaluada en ) la cual es constante en cada

componente de €2 ylacuales 0 enlas componentes no acotadas de € .

Decimos Indy(z) elindicede z conrespectoa Yy . Notemos que
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Y* es compacto, por lo tanto esta en un disco acotado D el cual su complemento

D¢ es conexo, esto es D° esta en algiin componente de €2 . Esto muestra que

Q tiene precisamente un componente no acotado.

Prueba:

Sea [a,p] elintervalo pardmetrode Yy , fijamos (z€Q) entonces,

!

B
1
[ndY(Z):Znif y)Es

(s)
" ds . )

w

es un entero si e¢"=1 , la primera afirmacion de este teorema

w
Ya que T
dice que Ind y(z) es un entero, es equivalente a la afirmacidon que y(B)=1 |,

donde

Q ——y

;V(Sligi)zds] a<t<p (3

fp(t)=e><p[

derivando lo anterior tenemos que

= (C))

excepto posiblemente en un conjunto finito S donde Yy es no diferenciable.

Por lo tanto es una funcion continua en [a, 8] la cual su derivada

@
(y—z)

esceroen |a,B]—S .yaqueS es finito, Z) s constante en [, ] ;yya

(y—

que y(B)=1 , obtenemos que
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o'(t)_ y'(t) e
o1 (-2 s O

Ahora usamos la afirmacién que Yy es un camino cuando es decir que
Y(B)=y(x) ;(5) muestraque ®(B)=1 y esto, es como observamos arriba, implica

que Indy(z) esun entero.

Por el Teorema 4.2 ; (1) muestra que el Ind yeH(Q) . La imagen de un
conjunto conexo bajo un mapeo continuo es conexo y ya que Indy es una funcion

entera-evaluada. Indy Deberia de ser constante en cada componente de €2

Finalmente, (2) muestra que lInd y(z)|<1 si lz| es infinitamente grande

esto implica que /nd y(z)=0 es el componente no acotado de Q

XXX

De lo anterior podemos observar que si A(#) denota la integral en (3), la
prueba anterior muestra que 2T Indy(z) es un incremento neto en la parte
imaginaria de N(#) , como ¢ va desde « hasta B , y este es el mismo
incremento neto de el argumento de  y(7)—z .(No hemos definido “argumento” y no
necesitamos definirlo ). Si dividimos este incremento por 2Tt obtenemos “el nimero
de veces que Yy se enrolla alrededor de =z ”,y explica por que el termino “ nimero

envolvente” es frecuente mente cuando para el indice.
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En virtud de la prueba anterior es que establece la propiedad principal, de el

indice en ninguna referencia de (multiple - evaluado) argumento de nimeros complejos.

Teorema 4.4:

Si el camino vy es el circulo positivamente orientado con centro en a y radio

en r entonces

1 silz—al<r
0 silz—al>r

Indy(z ):{
Prueba:
Tomando Yy como en la seccion (a) de los casos de las funciones especiales y

por el Teorema 4.3, esto es suficiente para calcular el Indy (a), muestra que es igual a

1 dZ :szn(}"eit)_le”dtzl
2mi y Z—a 21

XXX

4.9 Teorema Local de Cauchy

Existen muchas formas del teorema de Cauchy. Todas ellas afirman que si Yy
es un camino cerrado o circuloen € ,ysi y y £ satisfacen ciertas condiciones
topologicas, entonces la integral de cada fEH(Q) sobre y es 0 . Seria
necesario comprobar que su integral a lo largo de todo camino cerrado es cero, lo que no

parece nada facil en la practica. Afortunadamente, hay teoremas que garantizan que bajo
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ciertas condiciones la integral de una funcién a lo largo de cualquier camino cerrado es
nula. Estos teoremas reciben el nombre de teoremas de Cauchy. En ellos se considera un

conjunto abierto y un camino cerrado en su dominio de definicién.

Primero derivamos una version simple local de el Teorema de Cauchy para los
conjuntos convexos el cual es suficiente para obtener muchas aplicaciones. La forma

mas global de este teorema serd establecida en capitulos siguientes.

Teorema 4.5:

Supongamos FE€H(Q) y F' escontinuaen < . entonces

f F'(z)dz=0

Y

para cada camino cerrado 'y en £

Prueba:
Si [«,B] es el intervalo parametro de y el teorema fundamental del

calculo muestra que,
B
JF(z)dz=] F'(y(e))y (t)dt=F (y(B))—F (y(a))=0 .

o3

ya que los caminos Y (B)=y(x)
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Corolario 4.2:

n+1

Ya que z" esla derivada de para todo los enteros n#—1 , tenemos que

[ z"daz=0

Y

para cada camino cerrado 'y si n=0,1,2,.... , ¥ para aquellos caminos cerrados

Y paralos cuales 0&y* Sin n=-2,—-3,—4,..

Parael caso n=—1 ya fue resulto en el teorema 4.3.

Teorema 4.6 :( Teorema de Cauchy para un Tridangulo)

Supongamos que A es un triangulo cerrado en un conjunto abierto del plano
Q , peQ | f escontinuaen Q ,y [fEH(Q—{p}) .

Entonces

6J;f(2)d2=0 . (1)

Por la definicion de 0 A nos referimos a la seccion (c) de los casos especiales.
Observamos luego que nuestra hipotesis realmente implica que € H(Q) es decir

que el punto excepcional p no es realmente excepcional.

Como sea, la forma de arriba de el teorema sera util en la prueba de la formula

de Cauchy.
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Prueba:

El objetivo es probar que J = 0. Para esto consideremos los puntos medios de los

lados del tridangulo.

Caso 1

Asumimos primero que p€A .Sea a,b y c los vértices de A sea

'a,b’ y c¢' lospuntos mediosde [b,c] , [c,a]l y [a,b] los cuales son
a,_b+c pr=ate c,:a-l—b
2 2 7 2

Luego tenemos respectivamente en

tripletas ordenadas {a,c',b'} ,

(b,a',c'y , {e,b'a'y , {a' b',c'} . )

Figura 4.4
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En la figura 4.4 se muestran los camino que deben de llevar los flujos de las integrales

para poder probar que la integral sobre el tridngulo es cero.

Si J eselvalor de la integral (1), se convierte en la integral sobre el contorno
de el conjunto de puntos de los vértices y los puntos medios de la forma de los lados del

triangulo de la siguiente manera

&f(z)dz=[fb}f(z)dz+ J.]f(z)dz-l—[f]f(z)dz

[b,c

de manera que
El valor absoluto de al menos una de las integrales en la derecha de (3) es por lo

J . . .
tanto al menos ‘Z‘ , llamamos al triangulo correspondiente A, , repitiendo el

argumento con A, en lugar de A ,y asi sucesivamente, obtenemos la siguiente

ecuacion.
Diametro(A,)= % Diametro(A, )= % Diametro(A)

Representandolo en forma de flujos para formar nuestros caminos en la integral

de linea nos queda de la siguiente forma
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L(y,)=3 Ly, )= L(y)
n 2 n 2,,
I, \|<4]J,|
Podemos observar que esto generd una sucesion de triangulos A, tal que
ADADA,D...... ,tal que lalongitudde OA, es 27"L ,si L eslalongitud
de OA ,ytalque

lJ]<4" (n=123,..) (4

6{ f(z)dz

Existe un (nico ) punto Z, el cual los triangulos A, . Tienen en comun ya

que A escompacto, Z,€A asi f esdiferenciableen z, .

Sea &>0 dado. Existeun r>0 tal que
[ (2)=f(z)= 1 (z,)(z= 2 )|<e|z =z (5)

siempre que |Z —Zo\<7’ , y existe un n tal que \Z —Zo|<1’ para todo zZ€A, .para

este n también tenemos ‘z —zo‘ <2™"L paratodo z€A, .Por el teorema 4.5 tenemos

que

TrEe - [1rE-rz)-r(@)E-z)le

oA,
esto implica que

<e(27"L) )

Y asi ahora (4) muestra que |J|<eL® .Porlotanto J=0 si p&A .
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Caso 2

Asumamos lo siguiente, si p esunvérticede A ydecimos p=a
Si a,b y ¢ son colineales entonces (1) es trivial , para cualquier f
continua. Si no, escogeremos puntos x<[a,b] y y=<[a,c] , ambos cerrados en
a ,y observamos la integral de f sobre OA en la suma de las integrales sobre
los limites del triangulo {a,x,y} , {x,b,y} ,y {b,c,y} . estaultimas dos
son 0 ,ya que las integral sobre OA es la suma de las integrales sobre [a,x] |,
[x,y] vy [»,a] yyaque estos intervalos pueden ser arbitrariamente cortasy f es

acotadaen A , obtenemos del numero (1).

Caso 3
Finalmente, si p es un punto arbitrario de A , aplicamos el siguiente
resultadoa {a,b,p} , {b,c,p} ,y {c,a,p} paracompletar la prueba.

XXX

Un abierto Q  es un dominio estrellado respecto de un punto z,E€€Q si el

segmento que une Z, con cualquier otro punto de € se queda dentro de )

esto es, [zo,z]*CQ para todo z€£) . Por ejemplo un disco es un dominio

estrellado respecto cualquiera de sus puntos.
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Por supuesto, cualquier conjunto convexo es un dominio estrellado respecto de

cualquiera de sus puntos, pero hay dominios estrellados que no son convexos

Teorema 4.7: Teorema de Cauchy en un Conjunto Convexo (Dominios Estrellados).

Supongamos ) es un conjunto abierto conexo, p€) , f es continua en
Q ,y [fEH(Q—{p}) , entonces f=F' para algin fEH(Q) .Por lo

tanto

ff(z)dzzO (1)

Y

para cada camino cerrado 'y en £

Prueba:
Fijemos a€(Q) . Ya que € conexo, € contiene la linea recta de el

intervalode a a z z€(Q) , asidefinimos

F(z)= f]f(é)dé ze(Q) . (@)

la,z

Figura 4.5
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Para cualquier z vy ZOE(Q) , el tridangulo con vérticesen a , z, y z
estaen Q ,porlo tanto F (z)=F(z,) esla integral sobre [z, z] por el teorema

4.6. fijando z, , entonces obtenemos

Si z#z, .Dado ¢>0 ,lacontinuidadde f en 2z, muestra que existe
0>0 tal que |/ (&)= /(zo)<e si [E—2y<b ; por lo tanto el valor absoluto de

el lado izquierdo (3) es menor que ¢ tan rapido como |Z —Zo\ <d .

En particular, FE€H (Q) , ahora (1) sigue del teorema 4.5.

Teorema 4.8 :Formula de Cauchy en un conjunto convexo.

Supongamos 'y es un camino cerrado en un conjunto conexo abierto )
fEH(Q) .si z€(Q) y z&y* | entonces

f

f(z).ind, (z —me (1)

El caso de mayor interés es, por supuesto cuando, ind, (z)=1
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Prueba :

Fijamos z tal que la condicion d arriba mantiene y define

f(;f(z) SiEEN E#z,

£)
gl&)=  E&- ©)
f'(z) siE=z

Entonces g satisface la hipotesis del teorema 4.7 Por lo tanto

1
2l

[gl&)ag=0 | (3

Si sustituimos (2) en (3) obtenemos (1).

XXX

El teorema concierne la representabilidad de funciones holomorfas en serie de

potencias como una consecuencia sencilla del teorema 4.8, si tomamos un circulo de

Y .
Teorema 4.9:
Para cada conjunto abierto  Q en el plano, cada  fEH(Q) es
representable por serie de potencias en €2

Prueba:

Supongamos fE€H(Q) y D(a;R)=(Q) .Si y esuncirculo
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positivamente orientado con centro a y radio r<R ,la conexidad de D(a;R)

nos permite aplicar el teorema 4.8; por teorema 4.4 obtenemos

b £ eDa:R) ()

Pero ahora podemos aplicar el teorema 4.5 con x=[02x] , ¢@=y ,y

du(t)=f(y(t)y'(¢t))dt y concluimos que existe una sucesion {C,} tal que

flz)=>. ¢ (z~a) (zeD(a;r)) ()

Launicidadde {C,} muestra que la misma serie de potencia es obtenida para
cada r<R (tanto como a es fijado ). por lo tanto la representacion (2) es valida

paracada z€D(a,; R) vy laprueba se completa.

XXX
Corolario 4. 3:
Si f€H(Q) entonces f'€H(Q)
Prueba:
Combinar el teorema 4.1 y 4.9.
XXX

El teorema de Cauchy tiene un reciproco muy util.
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Teorema 4. 10:Teorema de Morera

Supongamos [ es una funcion continua Compleja en un conjunto abierto

Q  tal que
[ £(2)dz=0
oA '

para cada triagngulo cerrado  A<Q . Entonces f€H(Q) .

Prueba:

Sea v un conjunto conexo abierto en €2 . Asi como en la prueba del
teorema 4.7 podemos construir f € H(v) tal que F'=f .ya que las derivadas de
funciones holomorfas son holomorfas (teorema 4.9) tenemos que  fE€H(v) para

cada conexo abierto v<Q | porlotanto f€H(Q)

XXX



CAPITULO 5
“Representacion
en Serie de

Potencias y Tma.

de Mapeo Abierto”
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5.1 Representacion de Serie de Potencias

En este capitulo vamos a ver que en algunos aspectos las funciones holomorfas
se comportan localmente de forma parecida a las funciones polinomicas y que cada
funcioén holomorfa es localmente la suma de una serie de potencias convergente, estas
tienen grandes e interesantes consecuencias.. Ello se debe, naturalmente, a que las
funciones holomorfas son analiticas y, por tanto, localmente, son limites uniformes de
sucesiones de funciones polindomicas (sus polinomios de Taylor). Los resultados
principales de este capitulo son generalizaciones para funciones holomorfas de
resultados conocidos para funciones polindomicas. Por ejemplo, es sabido que si dos
funciones polindmicas de grado » coinciden en un punto junto con sus derivadas hasta la
de orden n inclusive, entonces dichas funciones son idénticas. La generalizacion para
funciones holomorfas de este resultado afirma que si dos funciones holomorfas en un
dominio coinciden ellas y todas sus derivadas en un punto entonces ambas funciones son

1dénticas.

El estudio del modulo de una funciéon holomorfa lleva de forma natural a
introducir las funciones subarmoénicas. Los resultados hasta aqui obtenidos para las
funciones holomorfas se aplican para probar con comodidad importantes resultados para

funciones armonicas.
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Teorema 5.1:
Supongamos Q esunaregion fEH(Q) y Z(f)={a€Q:f(a)=0}
Entonces cualquier de los dos Z(f):Q ) f(z) no tiene punto limite en
Q . En el caso anterior este corresponde a cada a€Z( f) un iinico entero positivo
m:m(a) tal que
flz)=(z=af"g(2) zeq . )

donde g€H(Q) y g(a)#0 ;ademds, Z(f) esalosumo contable.

(Hacemos referencia a que estas regiones son conjuntos abiertos conexos.)

El entero m es llamado el orden de el cero cual f tiene en el punto a .
Claramente Z(f)=Q si f es idénticamente cero en Q . Llamamosa Z(f)

el conjunto cerode [ .

Analogamente resulta por supuesto por el conjunto de «a— puntos de f es

decir f—a ,donde o es cualquier nimero Complejo.

Prueba:

Sea A el conjunto de todos los puntos limites de  Z(f) en Q .ya que

f escontinua, AcZ(f) .

Fijamos a€Z(f) ,yencojemos 7>0 asique D(a,r)cQ
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Por el teorema 4.9
fE=E e (zeblair) 2

Hay ahora dos posibilidades. Ninguna de todas C, son 0 , en el caso de
Dl(a;r)cA4 y a es un punto interior de A4 , o existe el entorno m mas
pequefio [necesariamente positivo, ya que  f (@)=0 ]talque C,#0 .En este caso,

definimos

g(z)= (z—a)C'"f(z) (Zef;c{za}), @)

n

entonces (1) mantiene. Esto es claro que g€ H(Q—{a}) pero (2) implica
g(z)=2C,..(z=a) (z€la;r)) . (5)
k=0

Porlotanto g€H (D(a;r)) ,asiactualmente g€ H (Q)

Mas ain g(a);éO , y la continuidad de g no es cero. Por lo tanto de esta

manera a esun punto aisladode Z(f) por (1).

Si a€A ,por lo tanto el primer caso deberia ocurrir . Asi A4 es abierto Si
B=Q—A4 , es claro de la definicion de 4 como conjuntos de puntos limites que
B es abierto. Dado que €2 es la union de conjuntos abiertos disjuntos A4 y B .

ya que €2 es conexo, si A=) , tenemos cualquiera de los dos casos , es el caso

Z(f)=Q o A=0 .
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En el caso mas reciente, Z( f) tiene a lo sumo muchos puntos limites en cada
subconjunto compacto de Q ,yaque Q es o—compacto  Z(f) esalosumo

contable.

Corolario 5.1:
Si  f y g son funciones holomorfas en una region € y si f(z)=g (z)
para todo z en algun conjunto el cual tiene un punto limite en ) , entonces

f(z)zg(z) para todo z€)

En otras palabras, una funcion holomorfa en una region €2 esta determinado
por sus valores de cualquier conjunto el cual tiene puntos limites €2 . Este es un

importante teorema de unidad.

Debemos de tener mucho cuidado ya que el teorema falla si dejamos de asumir
que  Q es conexo: si Q=QUQ, |y Q;y £Q | son conjuntos abiertos

disjuntos, hacemos f=0 en €, y f=1 en £

Definicion 5.1
Si  a€Q y feH(Q-{a}) entonces [ se dice que tiene una
singularidad aislada en el punto a . Si f puede ser definida en a como la

funcion extendida es holomorfa en ) |, la singularidad se dice que es removible.



104

Teorema$.2:
Supongamos fE€H(Q—{a}) y [ esacotadaen D'(a;r) ,para algin
r>0 . Entonces [ tiene una singularidad removible en a .

Llamaremos D'(a;r)={z:0<|z—a|l<r} .

Prueba:
Definamos  /#(a)=0 y h(z)=(z—a) f(z) en Q—{a} . Muestra que
h'(a)=0 .yaque h es evidentemente diferenciable en cualquier otro punto de

Q ,tenemos hEH(Q) , asi
h(z)=2 C(z=a)"  (z€D(a;r))
n=2

Obtenemos la extension holomorfa de f haciendo f (a)=C2 , entonces

f(z)=icn+2(z—a)" (zeD(a;r))

n=0

XXX

Teorema 5.3:

Si a€Q y fe€(Q—{a}) , entonces uno de los siguientes tres casos debe

ocurrir :
(a) | tiene una singularidad removible en a .
(b) Hay numeros Complejos C, ....,C, don de m es un entero positivo y

C,#0 | tal que
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f(z)= E ( j 2 tiene una singularidad removible en a .
k=1\Z—a

(c) Si r>0 y D(a;r)CQ entonces f(D’(a;r)) es denso en el plano.

En el caso (b), f sedicetener unpolodeorden m en a . Lafuncion

i Ck(z_a>k >

k=1
es un polinomio en (z—a)”' , es llamado la parte principal de f en a . Esto es

claro en esta situacion | f ( z)| —00 quecuando z—a .

En caso (¢) f se dice que tiene una singularidad esencial en a . Un

enunciado equivalente a (c) es que cada nimero Complejo w le corresponde una

sucesion {z,} talque z,—a y f(z,)»w cuando n—ow .

Prueba:
Supongamos que c¢) falla. Entonces existe >0 , 06>0 y un namero
Complejo w tal que |f(z)=w|>0 en D'(a;r) . definimos

1 (zeD') (1)

entonces gEH (D') y |g|<6l por el teorema 5.2 g extiende a una funcion

holomorfa en D .Si g(a)#0 , (1) muestra que f es acotada en D'(a, p)

para algin ©>0 . Por lo tanto (a) se conserva, por el teorema 5.2.
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Si g tieneuncerodeorden m>=1 en a ,e¢lteorema anterior muestra que

glz)=(z—a)"g(z) ze€D (2

donde g, €H(D) y g,(a)#0 . También g, no tiene cero en D' por (1)

1
hacemos #=— en D .Entonces h,€H (D) ,no tiene cerosen D y
1

flz)—w=(z—a)"h(z)  z€D’ (3)

Pero tiene una expansion de la forma.

h(z)=2.b,(z=a) zeD “
n=0
Con by#0 | ahora (3) muestra que (b) mantiene, con C,=b,, , k=1,.....,m

Esto completa la prueba.

XXX

Ahora explotaremos el caso de que la restriccion de una serie de potencia

Z C,(z—a)" auncirculo con centroen @ es una serie trigonométrica.

Teorema 5.3:

00

Si f(z)=2.C,(z=a)" (zeD(a; R)) (1)

n=0

ysi 0<r<R , entonces

T

c- n 1 i
Z_:‘)cnzrz =ﬁf|f(a+re9)2|d8 ) )

-
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Prueba:

Tenemos
i 0 N in@
flatre )zz:‘)cnr"el 3)
e
para r<R | laserie (3) converge uniformemente en [—7, 7] . Por lo tanto

cnr”:ﬁif(a-l—rew)e_madﬁ (n=0,1,2,......) 4)

XXX

A partir de las desigualdades de Cauchy es facil probar el siguiente resultado

conocido como teorema de Liouville, aunque fue Cauchy el primero en establecerlo

Teorema 5.4: Teorema de Liouville:

Cada funcion entera acotada es constante. Decimos que una funcion es

entera si es holomorfa en todo el plano.

Esta funcion es llamada entera si es holomorfa en todo el plano complejo.
Prueba:

Supongamos  que f es entera |/ (z)|<M para  todo z y

00

f(Z)ZZ ,z" paratodo =z .

n=0
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Por el teorema 5.3 ,

2n 2

o0
2
2 le

n
n=0

<M

paratodo 7 ,lo cual es posible solosi ¢,=0 paratodo n=1

XXX

Teorema 5.5: Teorema del modulo Mdaximo:

Supongamos ) en una region, g€EH(Q) y D(a;r)=(Q) entonces

|f (@)l <max, | f(a+re”) (1)

igualmente ocurre en (1) siy solo si f es constanteen ) .

Consecuentemente | f| no tiene un maximo local en cualquier punto de

hacemos que f sea constante.

Prueba:
Asumimos que | f(a+re)<|f(a) para todo real 6 . En la notacién del
teorema 5.3 y se sigue entonces que

e

n=0

rrslf(af=led

n

Por lo tanto ¢,=c,=c¢;=.....=0 | lo cual implica que: f(z)—f(a) en D(a,r)
Yaque €2 esconexo. El teorema 5.1 muestra que es constante en 2

XXX
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Corolario 5.2 :

Bajo la misma hipdtesis,

f (@)|=ming | f (a+re”) )

si f noesceroen Dl(a;r)

Prueba:
Si  f(a+re”)=0 paraalgin 6O entonces (2) es obvio. En el otro
caso, existe una region €, que contiene D(a,;r) yencual f no es cero; por lo

tanto (1) puede ser aplicadaa 1/f y (2)lo sigue.

XXX

Teorema 5.6:

Si n es un entero positivoy plz)=z"+a, 2" +....+a,z+a, , donde

a, ....,a, , son numeros complejos, entonces p tiene precisamente n ceros en el

plano.

Por supuesto, estos ceros estan cortados de acuerdo a una multiplicidad: un cero
de orden m ,dice, es contado como m  ceros.

Este teorema contiene el cero que el campo Complejo es algebraica mente
cerrado es decir que cada polinomio no constante con coeficientes Complejos tiene al

menos un cero Complejo.
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Prueba:

Escojamos 7>1 +2‘ao|+‘al‘+....+

a, | .entonces

[p(re”)>Ip(0) (0<6<27)

. : . _1 . .
Si d no tiene ceros, entonces la funcion [ —; seria entera y satisface

Lf( 0)|>|‘ f (rem)‘ paratodo 6 lo cual contradice el teorema de moédulo maximo.

Dado, pl(z,)=0 para algin z , consecuente mente existe un polinomio ¢

de grado n—1 tal que plz)=(z—2,)0(z) la prueba se completa por induccion
en n
XXX
En el caso complejo, las desigualdades de Cauchy nos dicen que conociendo una
cota de la funcién podemos acotar a sus derivadas. Veremos pronto que estas
desigualdades son las principales responsables de que la convergencia uniforme de
sucesiones de funciones holomorfas implique que la sucesion de sus derivadas también

converja uniformemente.

Teoremal.7: Teorema ( Estimacion o Desigualdad de Cauchy)

Si fe€H(D(a;R)) y |f(a)l<M paratodo z€(D(a,;R)) entonces,

(m) <n/M
|f (a)|_ R (1)
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Prueba:
Paracada 7<R termino de la serie 5.3 es acotado por >

XXX

Sitomamos a=0 , R=1y f(z)=z" entonces M=1 |, f<")(0):n/

y observamos que (1) no puede ser mejorado.

Definicion 5.2:

Una sucesion ~ {f;} de funciones en € , se dice que converge a
uniformemente es subconjunto compacto k<) y cada €>0 le corresponde un
N=Nl(k,e) tal que

‘f‘/(z>—f(2)‘<€ paratodo z€k si j>n .

Para instancia, la sucesion {z"} converge a 0 uniformemente en

subconjuntos compactos de  D(0;1) pero la convergencia no es uniforme en

D(0,1)

Es uniformemente convergente en subconjuntos compactos los cuales surgen mas

naturalmente en conexion con las operaciones de limite en funciones holomorfas.
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Teorema 35.8:
Supongamos ijH(Q) para j=123,... y fj—>f uniformemente en
subconjuntos compactos de ) entonces fE€H (Q) % S i S uniformemente

en subconjunto compacto ) .

Prueba:
Ya la convergencia es uniforme de cada disco compacto en Q , f es

continua. Sea A untrianguloen € ,entonces A es compacto, asi

(J;f(z)dzzlim | fi(z)dz=0

Jj—oo oA
Por el teorema de Cauchy dado que el teorema de Morera implica que

feEH(Q)

Sea k un compacto; k<Q existeun »>0 tal que la union E , de los

discos cerrados D(z K r) paratodo z€k ,esun subconjunto compacto de €2

Aplicando el teorema anteriora f — f; ; tenemos
! ! -1
)= = =Sl (zek)
donde |[fll; . denota el supremo de [f| en E .Yaque f,—/ Uniforme en

E estodeque f;'—=f' uniformeen £k .

XXX
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Corolario 5.3:

Bajo la misma hipotesis, f F,”)—> f () uniformemente, cuando j—© en

cada conjunto compacto. k<$) Y para cada entero positivo n

Prueba:

Comparemos esta situacion con la limite real, donde las sucesiones de funciones
infinitamente diferenciables pueden converger uniformemente en ninguna pese a

funciones diferenciables.

XXX

Teorema 5.9: Teorema del Mapeo Abierto

Si 2 esuna region y fEH(Q) , entonces f(Q) es una region o un

punto.

Prueba:

Sea J:Q2=C yna funcién holomorfa no constante y Q' un dominio en un

disco abierto. Tomemos U un abierto en /. Probaremos que /' (U) es abierto.

Sea wy € f(U) y sea zp € U tal que f (zo) = wy. El punto z, es un cero de la

funcion no constante Z =/ (Z ) —W, y debe ser un cero aislado de dicha funcion.
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Luego existe un numero P>0 de forma que D(Zo,'F))CU y para

z€D(z,;p)—{z,} se tiene que fz)#w,
Llamemos

h=min{|f(z)=w|:z€C(z,:p)*}

y veamos que D (w,;A/2)cf(U) .

Razonamos por reduccion al absurdo. Supongamos que existe

we€ D(wy,; M2) tal que we f(U)

Sea

e z€U

La funcion g asi definida es holomorfa en U, ademas

1 |

‘g(20)|:|w0—w| SV}

Figura 5.1

FC(z0. 2)%)

C(za.p)*



115
Supongamos que para zE€C(z,;p)* tenemos que

1 . 1
f(z)_W| _|f(Z)_Wo+W0_W‘

1 1 1

= |f(Z)_W0_(W_W0)|_|f(Z)_W0‘_|W_W0|_x_‘w_wo|

s (=)=

1 2

N2 A

<

Hemos probado que en el centro del disco D (Z 0 D)C U el médulo de g toma
un valor |g (Zo)| >X mientras que en la frontera de dicho disco toma valores menores

que — .

Esto contradice el principio del modulo maximo que afirma que |g| debe alcanzar

sumaximo en D (Z 0r p) siempre en la frontera.

XXX

Esta propiedad es una de las mas importantes en las funciones holomorfas que

sera vista de manera mas detallada en el Teorema 5.11.
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Lema 5.1:

Si fEH(Q) y g es definida en QXQ por
SIiwW#z,

f(z)=f(w)

glz.w)=l
f'(z) siw=z,

entonces g es continua en QX Q .

Prueba:
Sea G={(z,w)eQXQ:zxw} que esun conjunto abierto en X Q)

La restriccion de g a dicho conjunto es evidentemente continua, luego g es continua en

G.

Los tnicos puntos (Z, W)E QX Q) donde debemos probar la continuidad de g

son los puntos en los cuales z=w los cuales tienen la forma (a,a).
Para a€() . Veamos que g es continua también en dichos puntos.

Fijamos a€Q .Y dado €>0 .Existe >0 talque D(a;r)cQ y

£ (€)= f"(a)<e paratodo TED(a;r)

Si z y w estan dentro del disco D (a ; r) la condicion de continuidad viene

dada por
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lz—al<d y |w—al|<d

= lg(z,w)—gla,all=lg(z,w)—f"(a)l<e
y si
Clt)=(1-t)z+tw ,

entonces C(t)€D(a;r) para 0<t<l .y

oz w)=gla,a)=[ L "(c(e))-f "(a)ldr

El valor absoluto del integrando es

[Lr(e(e)-f "(a)lde<e |

para cada t. Ya que ‘g (Z , w)— g (a , a)|< € esto prueba la continuidad de g en (a,a).
XXX

Teorema 5.10: Teorema de Inversion Local

Supongamos que pEH(Q) , z,€0) Y ¢ '(2y)#0 . Entonces 2
contiene una vecindad Vde Zo tal que
(@) € esuno-a-unoenV,
(b) W:CP(V) es un conjunto abierto, y
(©) Si VW=V esdefinida por Ylo(z))=2 , entonces YeH (W)

Asi 9V =W tiene una inversa holomorfa.
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Prueba:
Para probar (a) consideremos la funcion continua & del lema 5.1.
Como g(a, a)=f ’(a);ﬁO , a hora bien consideramos 7\:|g(a,a)|>0 ,

por continuidad, existe P>0 tal que D(a,p)c=Q y si z,w€D(a,p)

N >

entonces |g(z, W)‘Z . por lo tanto, para Z’WED(C” p) , zZFW , tenemos

que

de donde seguimos la inyectividad de f en Dla.p) .

Para probar b) tomamos un elemento acVv y escogemos 7 >0 tal que
D(a,r)cV . Luego si

: 4
o(z) =0 ()= e (z)]]2:-2] - 21.5,€ (1)

existeun €>0  tal que
|cp(a+rei6)—cp(a)|>2c (—n<b<n) .
i heD(g(a),c) , entonces h—q(a)l<c , por lo tanto la expresion
anterior implica que
min, |7»—(p(a+rei9)‘>c

Por el corolario del modulo minimo sabemos que, A —@ debe al menos tener un cero

en Dl(a,r) Asi A=0(z) para algtin z€D(a,r)cV |



119
Esto prueba que D ((P(a)’ r )C(P( V) . Ya que a es un punto arbitrario de V,

CP( V) es abierto.

Para probar c), fijamos w,EW  Entonces CP(21>:W1 para un Unico
z, €V si weW y Y(w)=zeV , tenemos que

ow)-vlw) 2z,
w—w, CP(Z)_CP(Z1)

De la expresion (1) , tenemos que 22, cuando W—W; . Por lo tanto
¢'(z)#0 implica que
g (w)=1q (z) Asi wEH(W)

XXX

Podemos preguntarnos qué ocurriria en el teorema de inversion local si

f ’(a):O . Por ejemplo, podemos considerar la funcion polindmica  f ( z):z"
cuya derivada se anula en a = 0 donde f'tiene un cero de orden n y en cualquier entorno

de cero la funcidn f toma cada valor exactamente n veces.

n
Este comportamiento de la funcion flz)=z en un entorno de cero da una
pista de lo que sucede en el caso general. Necesitaremos el siguiente lema de interés por

si mismo.
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Lema 5.2:

Toda funcion holomorfa que no se anula en un dominio estrellado tiene
logaritmos holomorfos en dicho dominio. En particular, tiene raices holomorfas de

cualquier orden.

Definicion 5.3:

_ ésima ., . m
Para Mm=12.3..... denotamos la «“ M funcion potencia” Z7Z  por
T[m
Cada W#0 en "n (Z ) tiene precisamente m valores distintos de z.
_  ( Z) —w 1 (0+2kn)
Si w=re? >0 BEntonces m <) siysolo z=p"e " ,
k=1,.m

Observemos también que cada T, es un mapeo abierto: Si V es abierto y no

contiene a cero, entonces T,, es abierto.

Definicion 5.4:

Las composiciones de mapeos abiertos son claramente también abiertas. De

manera que si observamos particularmente T,,°¢ es una composicion abierta si

@' es diferente de cero.
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En el siguiente teorema contiene una version mas detallada del Teorema de

Mapeo Abierto el cual fue mencionado anteriormente.

Teorema 5.11:

Q

Supongamos es una region , y sea feH (Q) , | no es constante,

2y€Q , Y WO:f(ZO) . Sea m el orden de los ceros en los cuales la funcion

f—WO tieneen %0 .

Entonces existe un vecindad Vde z, , V< |,y existe gEH (V) , tal

que
(@ f(z)=w,t[o(z)]" paratodozeV

() 9 no tiene ceros en V v @ es un mapeo invertible de V sobre un disco

D(0;7r)
Asi [ =Wo=T,°® en V. De manera que f es exactamente un mapeo m-a-1 de

V=12¢} sobre D '(Wof’"m) , ¥ que cada WOEf(Q) es un punto interior de

f(Q) . Por lo tanto f(Q) es abierto.

Prueba

Sin perder la generalidad asumimos que () es una vecindad conexa de “o0 la

cual es tan pequefia que f (Z) #w, si z€Q—1{z,} .Entonces
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flz)-wy=(z—2z,)"g(z) z€Q)

para algin g€H (Q) el cual no tiene ningin cero en €2 . Por lo tanto

g'/gEH(Q) . g’/gE:h' paraa]gﬁn hEH(Q)

La derivada g.exp (—h) esOen € .Si#kesmodificado por la suma de una

constante que nos sea favorable, podemos decir que &= exp(h) . Definimos

h(z) (zeQ)

@(z)=(z—2z,)exp

entonces (a) se mantiene, para todo (Z S Q)

También CP(ZO)=0 y CP'(ZO>¢0 . La existencia de un conjunto abierto V'
satisface (b) y es la condicion del teorema 5.10 la cual hace que se complete la
demostracion del teorema.

XXX

El siguiente teorema esta realmente contenido en los resultados anteriores, pero

parece aconsejable definirlo explicitamente.

Teorema 5.12:
Supongamos una region Q , fEH(Q) , v f es uno-a-uno en Q

Entonces ' (Z) #0 para cada z€SLY |y lainversa de f es holomorfa.
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Prueba

si f' (Zo> donde 0 es algin 2, €€2 | la hipdtesis del teorema 5.11 la cual se

mantiene para algunos m > [ asi que f seria m-a-I en alguna vecindad eliminada de

Z, .Ahora aplicamos la parte (c) del teorema 5.10.
XXX

Podemos observar que el sentido reciproco del teorema anterior es falso: Si

f (z) —¢” entonces J ' (Z )7& 0 para cada z, pero f no es uno-a-uno en todo el plano

complejo.

Teorema 5.13: Teorema de Inversion Global

Sea [ una funcion holomorfa en Q e inyectiva. Entonces S es una

biyeccion biholomorfa de Q sobre f(Q> .

Prueba:

El Teorema 4.1 nos asegura, gracias a la inyectividad, que S '(Z )7&0 para

cualquier z € W. Puesto que f es inyectiva existe su inversa. El teorema de inversion
-1
local nos garantiza que f es localmente invertible de forma holomorfa, luego  /  es

holomorfa en / (Q) ) XXX



CAPITULO 6

“Teorema Global

de Cauchy”
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Los éxitos logrados con la teoria local de Cauchy nos hacen reflexionar y pensar

en 'refinar' todas las herramientas y teorias basicas sobre “El Teorema de Cauchy” ,

“Formula de Cauchy” para asi tratar de ampliar su alcance.

Ya que por ahora, todas estas herramientas nos han servido de gran utilidad en
discos abiertos, o0 a lo mucho en conjuntos estrellados o conjuntos convexos; ya que solo
hemos averiguado propiedades de las funciones holomorfas que dependen de ultima
instancia del comportamiento de la funcién en un entorno de cada punto de su dominio

estas propiedades son de caracter local.

De modo que trataremos de estudiar las propiedades de caracter global y
profundizaremos la validez de los teoremas y de la formula de Cauchy, ya no solo para
ser aplicada en discos abiertos, sino también colecciones de discos abiertos cualesquiera.
Asi extenderemos las aplicaciones de este teorema a una coleccion de caminos cerrados

llamados ciclos y de ahi el porque de caracter global de dicho teorema.

6.1 El Teorema Global de Cauchy

Ahora extenderemos la integracion a una coleccion de caminos cerrados
llamados ciclos, e introduciremos el concepto de Homotopia o ciclo respecto a un

abierto. Asi podemos obtener una version muy general del Teorema de Cauchy viendo
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asi que estamos aplicandolos sobre un conjunto de caminos cerrados o ciclos con
respecto a un abierto, y asi poder observar lo que hace que la integral de toda funcion

holomorfa en un abierto sea nula .

En otras palabras los ciclos mas generales para los que sera valido dicho teorema

si no se imponen restricciones en ese abierto.

De manera practica esto nos libera de buscar abiertos estrellados en los que se

pueden plantear las integrales que debemos manejar .

Definicion 6.1:

Un arco que no se intersecta a si mismo se llama arco de Jordan o arco simple.

Definicion 6.2:

Una curva cerrada que no se intersecta a si misma se llama Curva de Jordan o

Curva simple.

Definicion 6.3:

Un dominio simplemente conexo D es si cada punto interior de todo contorno

cerrado que se encuentra completamente dentro D también pertenece a D.
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Teorema 6.1:
. . z
Sean Yo y Y1 contornos arbitrarios que unen los puntos 0y 2
. z . . .
orientados ambos de “0 a “1 . Si Yo y Y1 se encuentran en un dominio

simplemente conexo Q enelcual 2 es analitica, entonces

yfnf(z)dz=£f(z)dz ‘

Prueba:

Sea el contorno cerrado (_YO)_'_YI se encuentra en su totalidad en €2 como se
muestra en la figura 6.1, entonces por el teorema integral de Cauchy podemos afirmar

que:

0= f f(z)dz = ff(z)dz+ff(z)dz

= [ [ r(2)d = [ flz)de=] 1 (z)ds
Plano Z &*
|

v d X Figura 6.1

XXX
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Antes de expresar y probar el teorema Global de Cauchy removeremos la
restriccion que fue impuesta en el teorema 4.10 acerca de las regiones convexas, y seria
conveniente anadir un poco mas de informacion acerca de la integracion visto hasta
ahora. Esencialmente es una cuestion de considerar no quedarnos en la restriccion de

integrales sobre caminos simples, ahora consideraremos “sumas” finitas de caminos.

6.2 Cadenas y Ciclos

Supongamos ¥i---»¥, son caminos en el plano, y haciendo

K :yYU...Uy: .Cada VY, induce un funcional lineal ¥ en el espacio vectorial

C(K), por la siguiente formula
v(f={ e
Define a
f:y1+...+yn ) )

Explicitamente es, L(f)=y(f)+..+¥,(f) para todo fE€C(K) | La

relacion (2) sugiere que podemos introducir una suma formal de la forma
F=y,+..+y, 3)

y definir
| Fz)a==T(r) . 4)

Entonces (3) es meramente una abreviacion para el enunciado
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[ =3[ flyae VKD

T i=1Yi

Notemos que (5) satisface la definicion en su lado izquierdo.

En lo que sigue nos va a interesar integrar en varios caminos al mismo tiempo

por lo que es conveniente introducir la terminologia de “cadenas”.

Los objetos I definidos, son llamados “cadenas”.

Definicion 6.4:

Una cadena es una combinacion lineal formal con coeficientes enteros de
caminos, es decir, una expresion de la forma I'=m;y,+..¥m,y, donde cada Y

es un camino y cada ; es un entero.

El simbolo T que hemos escrito en la expresién anterior no representa a la

suma de funciones ni a la yuxtaposiciéon de caminos, es una manera de decir que la

cadena I esta formada por varios caminos.

Definicion 6.5:

Sicada Y; en LI'=mY,T..tm,Y, esun camino cerrado entonces I es

llamado ciclo.
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Definicion 6.6:

Sicada ¥, en I'=m¥y;T..¥m, Y, esuncamino en algan conjunto

abierto de €2 , decimos que I' esunacadenaen €2 .

Ejemplo 6.1

Podemos considerar la cadena G =C(0,1)+C(i,2)—2C(1+i,1/2) que estd formada
por tres circunferencias, la Gltima de ellas considerada dos veces y recorrida en sentido

contrario.

Definicion 6.7:

Se define el soporte de I' , que notaremos ", como

['=y,Uy,Uy,U..Uy,

Definicion 6.8:

Si T esuncicloy @I ,definimos el indicede o conrespectoa I
por

2

L

Indr(a>:2m' z—a
T

como fue definida en el Teorema 4.3 . Obviamente I' implica que

]ndr(oc)zz ]ndyi(oc)
i=1
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6.3 Propiedades de las Cadenas

Sicada ¥ enlacadena 1 es reemplazado por su camino opuesto la cadena

resultante sera denotada por —I'  entonces

ff(Z)dz=—,rff(Z)dz (fec(r)) .

En particular, Ind_(a)==Ind(a) s T es un ciclo y agl’ |

Las operaciones con las cadenas pueden ser adicion y sustraccion de una forma
obvia, solo es necesario sumar o restar los correspondientes funcionales: La
declaracion I'=I',+T, significa

_!f(z)dZ:_! f(z)dz—l—rff(z)dz

para cada fEC(FTUF;) .

Una cadena puede ser representada como una suma de caminos en muchas
direcciones. Dicho de otra forma es
Y, ..ty =0,+..0+

es tan simple como

J oY

Z !f(Z)dZ=fo(2)dz

para cada f'continuaen Y,U...Uy,Ud,U...d, . En particular, un ciclo puede

ser muy bien representado como la suma de caminos abiertos.
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Por definicion y segun toda la teoria que hemos visto en este capitulo, para
integrar una funcion sobre una cadena se integra la funcidon sobre cada uno de los

caminos que forman la cadena y se suman dichas integrales.

Teorema 6.2 : Teorema Global de Cauchy

Supongamos que f€H (Q) , donde 2 es un conjunto abierto arbitrario

en el plano complejo. Si U esuncicloen €2 que satisface

Ind ()=0 paracada @ quenoestaen @, (1)

entonces

f(z).dnd ( )=21 [ f ) g, para z€EQ-T 2)

LAY w—Zz
y
J;f(z)dz:O | 5
si Loy Ty sonciclosen  tal que
Ind (0)=1Ind, (&) pargcada @ quenoestaen @, ()

entonces

T . (5)
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Prueba:
La funcion g definida en QX Q por
_—(Z) f( ) SIW#z,
g(z,w)— zZ—w
! Siw=z,
71(2) ©
es continua en <2 X €2 por el Lema 5.1 . Por lo tanto podemos definir
1 ze)
hiz)=—— w)dw . (7)
(h=5x7 [ glzw)

Para z€Q—-T | la formula de Cauchy es claramente equivalente a la

afirmacion que dice

Para probar esta afirmacion , primero probaremos que heH (Q) . Notemos

QXQ g

que g es uniformemente continua en cada subconjunto compacto de

z€Q  z,€Q y Zn7Z% | se sigue que Z» % uniformemente para

wer” (un subconjunto compacto de 2 ). Por lo tanto h(z,)—h(z) . Esto

prueba que /4 es continua en Q' Entonces

)= [ (] glewldz)a - ©)
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Paracada weQ , z—g (Z , w) es holomorfaen €2 . (La singularidad en z=w es

removible.) La integral interior en el lado derecho es por lo tanto 0 para cada WEIL |
El teorema de Morera nos muestra que /4 € H (Q)

Q

Luego, decimos que 1 es el conjunto de todos los nimeros complejos z para

los cuales Ind (z)=0 , y definimos

1 ¢ flw) €Q

h\z)=— | ——dw 284
1( ) 27[1"! w—z

Si z€QNQ, , la definicion de €2, se hace tan clara que hl(z)=h(z) . Por lo

tanto existe una funcion @€H (QUQl) cuya restriccion a {2 es aquella

restriccionen €}, es A,

Nuestra hipotesis muestra que €2, contiene el complemento de €2 . Por lo
tanto @ es una funcion entera. €2, También contiene un componente no acotado de

el complementode T~ ,yaqueel Ind (z)=0 .Porlo tanto

lim . ¢(z)=lim_ % (z)=0

zl- o0

Ahora vemos que el teorema de Liouville implica que CP(Z ):0 para cada z. Esto

prueba (8)y lade (2).
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Para deducir (3) de (2) tomamos a€Q-T" y definamos

f(z)=(z—a) f(z) .Entonces

Finalmente,(5)se da por (4) si (3) se aplica al ciclo I'=I'-T'; | Lo cual

completa la prueba.

XXX

Del teorema anterior y de todas sus aplicaciones podemos obtener las siguientes

conclusiones:

Si Y es un camino cerrado en una regién convexa £ )y si AE€EQ y si

tenemos una aplicacion del teorema anterior a la siguientes funcidén

f(z)=(z—a)"" muestra que Ind (z)=0 . Hipotesis (1) del teorema
anterior es por lo tanto que se satisface para cada ciclo en € si £ es
convexo. Esto muestra que el teorema anterior es como una generalizacion del
Teorema 4.7 y 4.8.

La tultima parte del teorema anterior nos muestra que bajo las circunstancias

dadas la integracion sobre un ciclo puede ser reemplazada por la integracion
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sobre otro sin tener que cambiar el valor de la integral. Por ejemplo, sea €2 el

plano con tres discos cerrados disjuntos D; . Si I',¥,¥,,¥; son circulos

1

positivamente orientados en 2 tal que I rodeaa D ,UD,UD, y Y,
rodeaa D; peronoa D, para j#i ,entonces
3
ff(z)dzz ff(z)dz
r =1y,

i
paracada f€H(Q)

* Al aplicar el teorema anterior es deseable tener un método eficiente y razonable
para poder encontrar el indice de un punto con respecto a un camino cerrado. El
siguiente teorema hace para todos los tipos de caminos que pueden ocurrir en la
practica . Se dice , esencialmente, que el indice aumenta por 1 cuando el camino

es cruzado de “derecha a izquierda”. Si llamamos que el Ind (z)=0 si «
esta fuera de la componente acotada de el complemento W de y* podemos
determinar exitosamente el  Ind (o) en los otros componentes de W ,

provistos porque W tiene muchos componentes finitos y que Y no atraviesa el

arco mas de una vez.

Ejemplo 6.2:

Sea el abierto €2 el plano complejo €  al que le hemos quitado tres puntos a,

by c. Pretendemos calcular la integral de una funcion holomorfa en 2 a lo largo del

camino I que se presenta en la siguiente figura :
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Teniendo en cuenta que el indice de los puntos a, b y ¢ respecto de I esel

namero de veces que I' 1os rodea (teniendo en cuenta que el sentido es positivo si los
rodea en sentido contrario al de las agujas del reloj) a la vista de la figura tenemos:
Ind (a)=1 , Ind (b)=2 y Ind (c)=—1
Consideremos las circunferencias C(a,p) , C(b,p) » Cl(c,p) quese

presentan en la figura y formemos el ciclo

>.=Cla,p)+2C(b,p)+C(c.p)

El ciclo S es homologicamente equivalente al ciclo r respecto de Q. El
teorema de Cauchy nos dice que en estas condiciones para cualquier funciéon holomorfa

en ) ,f,secumple que

_!f(z)dz= (f )f(z)dz+2c({ )f(z)dz—c(f )f(z)dz

Cla,

De esta forma hemos reducido el célculo de la integral de cualquier funcion
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holomorfa sobre el camino I a tres integrales sobre circunferencias. Podemos
observar, ademads, que podemos tomar las circunferencias de radio tan pequefilo como
queramos. Esto nos dice que es el comportamiento de f en un entorno reducido de los
puntos a, b y c¢ el que determina el valor de la integral de f sobre cualquier camino
cerrado. Volveremos sobre esta idea al estudiar las singularidades aisladas de una

funcion holomorfa.

A continuacion se presenta la figura de forma general de la manera en la cual se

aplica el método de Cauchy Global

Figura 6.3
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Teorema 6.3:

Supongamos que Y es un camino cerrado en el plano, con un intervalo
parametro [, B] . Supongamos “<uU<v<P 4 y p son numeros complejos,
lbl=r>0 -y
(i) y(u)=a—b , y(v)=a+b ,
(ii) ly(s)—al<r siysolosi U<S<V

iy [Y(s)=al=r siysolosi s=u ¢ s=v

*

D

es la union de D+ y -, llamadas tal que

Asumamos que D(a;r)—y
atbi€D, y a=bi€D._ Entonces Ind (z)=1+Ind (w) XED, y
weD._ .

Como Y(?) atraviesa D(a;r) desde a+bi pasta a—bi . D estaen el

lado derecho y D_ estaen el lado izquierdo del camino.

Prueba:
Para simplificar la escritura, reparametrizaremos Y tal que u=0y V=T .

Definamos
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=C(0) y vy(m)=C(n) ,fgy hson caminos cerrados.

=

&

o

B
|

Si ECD(QJ’”) , C—al=r , ¥ CEE , entonces £ esta en el disco

D(2a—¢;2r) el cual no contiene a & . Aplicando esto a E=g , G=a—bi y

asi observamos que el indice de Indg(a _bi) =0 ya que D e conexo y D po

intersecaa & ' , ¥ llegando a que

[I’ldg(W):O si weD. ) (1)

El mismo razonamiento sigue para
]ndf(Z)ZO si ZEZ)+ )

y asi concluimos que
[ndy(z): Ind, (z)zlndh (w)

lndc(w)—i-lndy (w)=1 +Indy(w)

La primera de esas igualdades se da de (2), ya que h=y+f . Luego la segunda

igualdad nos da porque zy w estdn en D (a N ) , un conjunto conexo el cual no
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interseca a & . La tercera consecuencia sigue de (1), ya que h+g=C+y ,y la
cuarta es una consecuencia del teorema 4.4. Lo cual completa la prueba.
XXX
Ahora tomamos una breve discusion de otro concepto topologico relevante en el

teorema de Cauchy.

6.5 Homotopia

Definicion:6.9:

Supongamos Yo y ¥1 son caminos cerrados en un espacio topoldgico X,
ambos con un intervalo pardmetro 1=[0,1] . Decimos que Yo y ¥1 son X-

. . . 2
homotdpicos si existe un mapeo continuo H del cuadrado unidad I =7/X I en X tal
que

H(s,1)=y,(s)  H(0,t)=H(Lz) 1)

paratodo €1 y (€I

Haciendo Yz(s ):H (S 1 ) . Entonces (1) define una familia uni-paramétrica
de curvas cerradas Y, en X, el cual conecta Yo y ¥1 . Intuitivamente, esto

significaque Yo puede ser continuamente deformada hacia ¥1 , dentro de X.
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Si Yo es X-homotopica hacia un mapeo constante ¥1 , (es decirsi Y, que

consiste de un tnico punto ) decimos que Yo es homotopicamente-nula en X. Si X es
conexo y si cada curva cerrada en X es homotopicamente-nula, X se dice que es

simplemente conexo.

Por ejemplo, cada region convexa € | fijamos Z1€ Q y definimos

H(s,t)=(1—t)y,(s)+tz, (0<s<1,0<t<1)

En el siguiente teorema 6.4 nos muestra la condicion (4) del teorema de Cauchy,

Ly I

el cual es valido cuando son caminos cerrados €2—homotopicos .

y
Como un caso especial es la condicion (1) del teorema de Cauchy la cual se mantiene

para cada camino cerrado I en Q si Q es simplemente conexo.

Lema 6.1:

Si Yo h% Y1 son caminos cerrados con intervalo parametro [0,1], si O es
un numero complejo, y si
‘yl(s)—y0|<|oc—y0(s)| O<s=<l (1)

Indyl(a)=lndyﬂ(oc)

entonces

Prueba:

Podemos notar que (1) implica que Q y O¢& y;k . Por lo tanto podemos
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definir a Y:(Yl_a)/(yo_a) . Entonces

Yo ¥ vy )
Y Yi—a (Yo_a)
y [1-y|<1 , por (1). Por lo tanto y*CD(l;l) , el cual implica que
Ind (0)=0
La integracion de (2) sobre [0,1] nos da el resultado que deseamos.
Indyl(oc)zlndyu(oc)
XXX

Teorema 6.4:

si Lo ¥ U\ son caminos cerrados Q—homotopicos op yng region

Q ,ysi o) entonces

Ind, (0t)=1Ind (a) ()

Prueba:

« ey . . . 2
Por definicion, existe un mapeo continuo H : 1" — Q| tal que

H(s,0)=T(s) =~ H(s.1)=T\(s) =~ H(0.0)=H(Lt) (3

2 2

2 2

Yaque I escompacto, tambiénloes (1 ) . Por lo tanto existe €0 tal que
o= H (s, 2)|>2¢ si (s.t)er” 3)

Ya que H es uniformemente continua, existe un entero positivo n tal que

|H(s,t)—H(s',t")<e si ls—s/|+]t—t'|<1/n (4)
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Definamos caminos poligonales cerrados ¥, .-, ¥, por

Vels)=H (B s 1=+ 1 (02 i) ©)

Si i—1<ns<i y i=1,...,n .Porlaecuacion (4)y (5)tenemos que ,
ly,(s)—H (s, kin)|<e (k=0.,..,n;0<s<1) (6)

En particular si tomamos k=0 y k=n, tenemos que

|yo(s)=T,(s)<e Y, (s)=T,(s)]<e (7)
y si tomamos las ecuaciones (6) y (3) podemos decir que ,
o=y, (s)]>¢ (k=0,...,n,0<s<1)  (8)
Por otra parte si tenemos la ecuacion (4) y (5) también obtendremos que
Ve () =y, (s)|<e (k=1,..,n;0<s<1)  (9)

Luego si tenemos las ecuaciones (7), (8), (9), y n+2 son las aplicaciones del lema

anterior que o tienen el mismo indice con respecto a cada uno de los caminos

Ly, ¥, ¥, Y, I, .Locual prueba el teorema .
XXX

Definicion 6.10:

Una funciéon meromorfa sobre un subconjunto abierto Q gel plano complejo

es una funcion que es holomorfa en todo () excepto en un conjunto de puntos

aislados, llamados polos de la funcion. Toda funcién meromorfa sobre () puede ser

expresada como el cociente entre dos funciones holomorfas definidas sobre Q - os

polos de la funcion meromorfa ocurren en los ceros del denominador.
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Una funcién meromorfa en un conjunto abierto Q cumple las siguientes
propiedades si existe un conjunto ACQ g que

1. A no tiene punto limite en Q

3

2. fEH(Q-4)
3. f tienen un polo en cada punto de 4.
Notemos que la posibilidad de que A=8 16 ha sido excluida. Dado que para

cada SEH(Q) esmeromorfaen €

Notemos también 1. implica que no hay subconjuntos compactos en Q
contiene infinitos puntos de 4,y que A4 es por lo tanto a lo sumo contable.

En la siguiente figura se muestra el comportamiento de una funcién meromorfa.

Figura 7.3

Si f y A se comportan como las propiedades anteriores , y si 4 € A , Y

Q<z)=§lck(z—a>-k @
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es la parte principal de f en a, definida en el teorema 5.3 es decir f~Q tienen una

singularidad removible en 1. entonces el nimero € es llamado el residuo de fen a:

cl=ReS(f;a) 2)

Si I esuncicloy a¢ r (1) implica que

1 3)

5] 0(z)dz=c, ind (a)=Res(Q:a) ind,(a)

Este es un caso muy especial el cual se utilizara en la prueba del siguiente

teorema.

Teorema 6.5 : Teorema de el Residuo

Supongamos que J es una funcién meromorfaen 2 . Sead el conjunto de

puntos en Q donde / tiene polos. Si I' esuncicloen £2—4 tal que

Indr((x)=0 paratodo o Q) , (1)
entonces
1
2—m__!f(z)a’zzaez;4 Res(f:a)Ind (a) . 2)
Prueba

Sea B:{aEA:Indr(a);tO} . Sea W el complemento de I . Entonces
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Ind r(z) es constante en cada componente V' de W. Si V' es no acotada, o si V' se
interseca con ()¢ , (1) implica que Ind (z)=0 paracada z€V . Ya que4 no

tiene punto limite en () , por lo que concluimos que B es un conjunto finito.

La suma en (2) , es sin embargo formalmente finita , por lo tanto es finita.

Sean ¢ ,..,a, puntos de B, ysea (Q,..,Q la parte principal de f en

a,..,a, ,yhagamos g:f_(Ql+"'+Qn) .(Si B#8 ,es unaposibilidad n
la cual no podemos excluir, entonces f=g.) Hagamos () . Ya que g tiene
singularidades removibles en d,,...,a, | aplicado a la funcién g en el conjunto

abierto (), muestra que

f g(z)dz=0 -

r

Por lo tanto

n

Z

27[1

ij dZZiRes(Qk;ak)lndr(ak)

27 T

yaquefy (, tienenel mismo residuoen g, obtenemos que

27[sz dz=Z Res(f:a)Ind (a)

a€A

XXX
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En la siguiente figura tenemos como funciona graficamente el teorema anterior:

Figura 7.4

En el cual observamos que la curva C encierra a las singularidades.

Y asi concluimos este capitulo con la aplicacion del teorema del residuo. La cual

se basa en los ceros de las funciones holomorfas a partir de sus integrales.
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