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JEFE DEPARTAMENTO DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMÁTICA
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DEPARTAMENTO DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMÁTICA
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Índice general

Página

Resumen viii

Introducción ix

Justificación xi

Objetivos xii

Nomenclatura xiii

1. Preliminares 1
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Resumen

Una forma diferencial es un objeto matemático que aparece naturalmente en el cálculo
multivariable, cálculo tensorial y en f́ısica. Comúnmente es entendida como un operador mul-
tilineal antisimétrico definido sobre el espacio vectorial tangente a una variedad diferenciable.
El concepto de formas diferenciales es una generalización sobre ideas previas como el gradien-
te, la divergencia, el rotacional, etc. Esto las convierte en una herramienta indispensable en el
estudio de las variedades diferenciables, es por eso que se profundizará la teoŕıa de esta área,
dando temáticas para una bibliograf́ıa completa. Se construirá una teoŕıa sólida con algunos
ejemplos y la resolución de algunos ejercicios. Para ello se hará uso de fuentes bibliográficas
confiables tanto escritas como virtuales. Se pretende demostrar, usando la teoŕıa construida,
los teoremas de Gauss-Bonnet y Morse.

Palabras clave: formas diferenciales, superficies, variedades diferenciables, campos vecto-
riales, teorema de Gauss-Bonnet, teorema de Morse.
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Introducción

A continuación se presenta el informe final del trabajo de investigación titulado: “Intro-
ducción a formas diferenciales”. Damos a conocer los objetivos que se persiguieron a lo
largo del proceso, junto con la justificación del estudio.

A continuación, detallamos brevemente el contenido de cada caṕıtulo.

En el Caṕıtulo I presentamos un listado de temáticas previas para el desarrollo de la
teoŕıa de Formas diferenciales. Estos contenidos son de las áreas: Topoloǵıa, Álgebra Lineal,
Cálculo diferencial y Vectorial y Geometŕıa Diferencial.

En el Caṕıtulo II se introducen las formas diferenciales en Rn. Se asumen únicamente
los conocimientos del cálculo. El objetivo es para definir en Rn campos de formas alternantes
que puedan ser usados para obtener resultados geométricos.

En el Caṕıtulo III, se comienza integrando formas diferenciales de grado uno a lo largo
de curvas en R2. Esto permite algunas aplicaciones de las ideas del Caṕıtulo II, donde se
definieron dichas formas.

En el Caṕıtulo IV, se definen las variedades diferenciables y se muestra una amplia
lista de ejemplos. Definimos además, funciones diferenciables, vectores tangentes, espacio
tangente, todo esto sobre variedades abstractas. Al final de este caṕıtulo, presentamos las
definiciones de formas diferenciales, campos vectoriales y orientabilidad para variedades.

El Caṕıtulo V, por su parte, contiene la teoŕıa de integración de formas sobre varieda-
des diferenciables; y se muestran dos grandes resultados de la integración sobre variedades,
a saber, el teorema de Stokes y el lema de Poincaré.

En el Caṕıtulo VI se aplica la teoŕıa de formas diferenciales para estudiar geometŕıa di-
ferencial. Presentamos las ecuaciones de estructura de Rn, que dan vida al método del marco
móvil sobre superficies. Esto sirve para definir la geometŕıa intŕınseca sobre superficies en
R3, particularmente.

ix



Y por último, en el Caṕıtulo VII demostramos el teorema de Gauss-Bonnet y el teorema
de Morse, utilizando toda la teoŕıa desarrollada.

Al final de cada caṕıtulo se han anexado algunos ejercicos resueltos para mejor compren-
sión de los contenidos desarrollados. Y al final del documento aparece la bibliograf́ıa.



Justificación

Esta investigación trata sobre una Introducción a Formas Diferenciales, la cual nace con
el objetivo de enriquecer la teoŕıa disponible sobre Geometŕıa Diferencial en la Facultad Mul-
tidisciplinaria Oriental de la Universidad de El Salvador y con ello cumplir los requerimientos
del trabajo de grado para optar al t́ıtulo de Licenciatura en Matemática. Formando una bi-
bliograf́ıa práctica y completa para temas relacionados a la Geometŕıa Diferencial, de manera
espećıfica, a las Formas diferenciales y que sirva para futuras investigaciones en esta área de
la geometŕıa no euclidiana.

Se pretende presentar un documento que dote a quien lo estudie de los conocimientos
necesarios de álgebra y geometŕıa para realizar cálculos concretos.

Debido a la relación existente entre las formas diferenciales con otras áreas (como f́ısica),
es interesante profundizar en estos objetos matemáticos. Uno de los grandes resultados al
desarrollar esta teoŕıa es que, nos proporciona una base para demostrar el teorema de Gauss-
Bonnet para superficies compactas orientables, y el teorema de Morse, que es una relación
entre la caracteŕıstica de Euler de una superficie y los puntos cŕıticos de cierta clase de
funciones diferenciables sobre tal superficie.
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Objetivos

General

Desarrollar una teoŕıa sólida y detallada de las formas diferenciales, a partir de espa-
cios conocidos como Rn a espacios generales y de interés, como lo son las variedades
diferenciables.

Espećıficos

Proveer una lista de temáticas básicas para el desarrollo de la teoŕıa de formas diferen-
ciales.

Estudiar la teoŕıa de superficies usando el lenguaje de formas diferenciales.

Demostrar, con base en la teoŕıa desarrollada, los teoremas de Gauss-Bonnet y el teo-
rema de Morse.

xii



Nomenclatura

P : Conjunto potencia.

∪ : Unión de conjuntos.

∩ : Intersección de conjuntos.

⊂ : Inclusión de conjuntos.

◦ : Composición de funciones.

V ∗ : Espacio dual de V.

P2(R) : Plano real proyectivo.

Pn(R) : Espacio real proyectivo.

∧ : Producto cuña.

||a|| : Norma de a.

Λn : Espacio de formas multilineales y alternantes.

T : Fibrado tangente.

T ∗ : Fibrado cotangente.

vp : Vector con inicio en p.

Tp : Espacio tangente en p.

xiii



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Topoloǵıa General

Definición 1.1. Una topoloǵıa sobre un conjunto X es una colección de subconjuntos T de
X que satisface:

1. ∅, X ∈ T .

2. Uα ∈ T ⇒
⋃
α Uα ∈ T .

3. U1, U2, · · · , Un ∈ T ⇒
⋂n
i=1 Ui ∈ T .

Se dirá que U es un entorno de x si dados x ∈ X y U ∈ T , entonces x ∈ U .

Formalmente, un espacio topológico es un par (X, T ), es decir, un conjunto y una topo-
loǵıa sobre el conjunto. A menudo nos referiremos al espacio topológico haciendo mención
únicamente del conjunto cuando no haya confusión en cuanto a la topoloǵıa.

Definición 1.2. Sea X un conjunto, una base para una topoloǵıa TX es una colección B
de subconjuntos abiertos de X (llamados básicos) tales que:

1. ∀x ∈ X, ∃B ∈ B tal que x ∈ B.

2. ∀x ∈ B1 ∩B2 con B1, B2 ∈ B,∃B3 ∈ B tal que x ∈ B3 ⊂ B1 ∩B2.

Definición 1.3. Una base numerable es aquella que tiene un número contable de elementos
básicos.

Definición 1.4. Si d es una métrica sobre un conjunto X, entonces la colección de todas las
bolas Bd(x, ε) := {y ∈ X; d(x, y) < ε de radio ε > 0 y x ∈ X} es una base para una topoloǵıa
sobre X, denominada topoloǵıa métrica inducida por d.

1



1. Preliminares 2

Definición 1.5. Sean x = (x1, · · · , xn) e y = (y1, · · · , yn) ∈ Rn. La métrica eucĺıdea en
Rn, la definimos mediante la ecuación

d(x,y) =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2

Cuando Rn tenga la topoloǵıa dada por la métrica eucĺıdea se le llamará la topoloǵıa usual
sobre Rn. De aqúı en adelante nos referiremos a las bolas Bd(x, ε) como B(x, ε) refiriéndonos
siempre a la topoloǵıa usual.

Definición 1.6. (Conjunto cerrado). Un subconjunto A de un espacio topológico X se
dice que es cerrado si el conjunto X − A es abierto.

Definición 1.7. Dado un subconjunto A de un espacio topológico X, la clausura de A se
define como la intersección de todos los conjuntos cerrados que contienen a A. Es denotado
por Ā y representa la clausura de A en X.

Definición 1.8. Un espacio topológico X se denomina espacio de Hausdorff si para cada
par de puntos x1, x2 ∈ X tales que x1 6= x2, existen U entorno de x1 y V entorno de x2 tal
que U ∩ V = ∅.

Definición 1.9. Sean (X, TX) e (Y, TY ) dos espacios topológicos. Una función f : X −→ Y
se dice que es continua si, para cada V ∈ TY , se tiene que f−1(V ) ∈ TX .

Definición 1.10. Sean X e Y espacios topológicos, sea f : X −→ Y una biyección. Si f y
su inversa f−1 son ambas continuas, entonces se dice que f es un homeomorfismo.

Definición 1.11. Sea f : X −→ Y una función continua inyectiva entre espacios topológicos.
Sea Z el conjunto imagen f(X), considerado como un subespacio de Y ; entonces, la función
f ′ : X −→ Z obtenida al restringir el rango de f , es biyectiva. Si ocurre que f ′ es un
homeomorfismo de X con Z, decimos que la aplicación f : X −→ Y es un embebimiento
de X en Y .

Definición 1.12. Una colección A de subconjuntos del espacio X se dice que cubre a X, o
que es un cubrimiento de X, si la unión de los elementos de A coincide con X. Se dice
que A es un cubrimiento abierto de X si es un cubrimiento de X formado por conjuntos
abiertos de X.

Definición 1.13. (Compacidad). Un espacio X se dice que es compacto si de cada cu-
brimiento abierto A de X podemos extraer una subcolección finita que también cubre a X.

Definición 1.14. Sea X un espacio topológico, sea Y un conjunto y sea f : X −→ Y una
aplicación sobreyectiva, entonces

U =
{
U ∈ P(Y ) : f−1(U) ∈ T

}
es una topoloǵıa sobre Y llamada topoloǵıa cociente inducida por f . A f se le llama
aplicación cociente.

Para más detalles sobre Topoloǵıa General véase en [3].



1. Preliminares 3

1.2. Espacios Duales

Definición 1.15. Sea V un K-espacio vectorial (K un cuerpo). Se llama espacio vectorial
dual de V , y se denota V ∗, al K espacio vectorial

V ∗ = {f : V −→ K; fes una transformación lineal}

Afirmamos que dim(V ∗) = dim(V ) = n, para verificar esto, recordemos algunos resultados
del álgebra lineal.

Definición 1.16. Sean V y W dos K-espacios vectoriales. Si f : V −→ W es una transfor-
mación lineal inyectiva y sobreyectiva, se dirá que f es un isomorfismo.

Si f es un isomorfismo:

1. Ker(f) = {v ∈ V ; f(v) = 0} = 0.

2. f(V ) = W .

Teorema 1.1. 1

Sean V y W dos K-espacios vectoriales, V de dimensión finita, y sea
f : V −→ W una transformación lineal. Entonces dim(V ) = dim(Ker(f))+dim(Im(f)).

Definición 1.17. Sean n,m ∈ N. El conjunto de las matrices de n filas y m columnas con
coeficientes en un cuerpo K es

Matn×m(K) ∼=


 a11 · · · a1m

: · · · :
an1 · · · anm

 ; aij ∈ K, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

 .

Para definir una matriz en Matn×m(K) basta especificar, para cada 1 ≤ i ≤ n y cada
1 ≤ j ≤ m, qué elemento de K se halla en el lugar ij (correspondiente a la intersección de
la fila i y la columna j) de la matriz.

Definición 1.18. Sean V y W dos K-espacios vectoriales de dimensión finita. Sean
B1 = {v1, · · · , vn} una base de V y B2 = {w1, · · · , wm} una base de W . Sea f : V −→ W

una transformación lineal. Supongamos que f(vj) =
∑m

i=1 αijwi (1 ≤ j ≤ n). Se llama
matriz de f en las bases B1, B2, y se denota |f |B1B2, a la matriz en Matn×m(K) definida
por (|f |B1B2)ij = αij para cada 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m.

Teorema 1.2. 2 Sean V y W dos K-espacios vectoriales de dimensión finita, con dim(V ) = n
y dim(W ) = m. Sean B y B′ bases de V y W respectivamente. Entonces la función

T : {f : V → W ; fes una transformación lineal} −→Matn×m(K), definida por
T (f) = |f |BB′ es un isomorfismo.

1Vea la prueba en [4, página 73-74]
2Vea la prueba en [4, páginas 84-85]
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En nuestro caso, como dim(V ) = n, y dadas B una base de V y B′ una base de W , se
tiene que T : V ∗ −→ Mat1×n(K) definida por T (f) = |f |BB′ , es un isomorfismo. Aśı, por el
teorema (1.1)

dim(V ∗) = dim(Ker(T ))+dim(T (V ∗)) = dim(0)+dim(Mat1×n(K)) = 0+n = n = dim(V ).

Ejemplo 1.1. Se consideran las transformaciones lineales δ1, δ2, δ3 de Rn a R definidas por
δi(x1, x2, x3) = xi para i = 1, 2, 3.

(R3)∗ =
{
f : R3 → R; fes una transformación lineal

}
=

{
f : R3 → R; f(x1, x2, x3) = ax1 + bx2 + cx3 con a, b, c ∈ R

}
=

{
f : R3 → R; f = aδ1 + bδ2 + cδ3 con a, b, c ∈ R

}
= < δ1, δ2, δ3 >

Sea E = {e1, e2, e3} la base canónica de R3. Las funciones del ejemplo anterior cumplen
la condición δi(ej) = δi,j (donde δi,j es la función delta de Kronecker, definida por δi,j = 1
si i = j y δi,j = 0 si i 6= j). En lo que sigue, fijada una base de cualquier espacio vectorial
V de dimensión finita, vamos a ver cómo encontrar una base de V ∗ que cumpla esta propiedad.

Proposición 1.1. 3 Sea V un K-espacio vectorial de dimensión n, y sea B = {v1, v2, · · · , vn}
una base de V . Existe una única base B∗ = {ϕ1, · · · , ϕn} de V ∗ tal que

ϕi(vj) =

{
1, si i = j

0, si i 6= j

B∗ se llama la base dual de B.

Demostración. Para cada 1 ≤ i ≤ n, sea ϕi : V → K la transformación lineal definida en la
base {v1, · · · , vn} por:

ϕi(vj) =

{
1, si i = j

0, si i 6= j

Como dim(V ∗) = n, para ver que ϕ1, · · · , ϕn ∈ V ∗ forman una base para V ∗, basta
verificar que son linealmente independientes. Sean a1, · · · , an ∈ K tales que

a1ϕ1 + · · ·+ anϕn = 0.

3Vea la prueba en [4, página 96]
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Evaluando en vi, resulta que 0 = a1ϕ1(v1) + · · ·+ aiϕi(vi) + anϕn(vn) = ai para i = 1, · · · , n.

En consecuencia, B∗ = {ϕ1, · · · , ϕn} verifica las condiciones requeridas.

Supongamos que {ϕ̃1, · · · , ϕ̃n} sea otra base que satisface las mismas condiciones. Enton-
ces, para cada 1 ≤ i ≤ n, se tiene que

a) ϕ̃i(vj) = 0 = ϕi(vj) si 1 ≤ j ≤ n, j 6= i.

b) ϕ̃i(vi) = 1 = ϕi(vi) = 1,

es decir, ϕ̃i y ϕi son dos transformaciones lineales que coinciden sobre una base. En
consecuencia, ϕ̃i = ϕi para cada 1 ≤ i ≤ n.

Ejemplo 1.2.

El ejemplo (1.1) muestra que la base dual de la base canónica de R3 es

E∗ = {δ1, δ2, δ3}, donde δi(x1, x2, x3) = xi para i = 1, 2, 3.

Sea V = R2. Consideremos la base B = {(1, 1), (1,−1)}. Si B∗ = {ϕ1, ϕ2} es la base
dual de B, entonces debe cumplir

{
ϕ1(1, 1) = 1

ϕ1(1,−1) = 0

y {
ϕ2(1, 1) = 0

ϕ2(1,−1) = 1

Puesto que para cada (x, y) ∈ R2 vale

(x, y) =
x+ y

2
(1, 1) +

x− y
2

(1,−1)

resulta que ϕ1(x, y) =
x+ y

2
y ϕ2(x, y) =

x− y
2

.

Si B es una base de un K-espacio vectorial V de dimensión finita y B∗ es una base
dual, es posible calcular fácilmente las coordenadas de un elemento de V en la base B
utilizando la base B∗. Rećıprocamente, utilizando la base B, es fácil obtener las coor-
denadas en la base B∗ de un elemento de V .
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Nota. Sea B = {v1, · · · , vn} una base de V y sea B∗ = {ϕ1, · · · , ϕn} su base dual.

a. Dado v ∈ V , podemos escribir v =
∑n

i αivi con αi ∈ K. Entonces, para cada 1 ≤ j ≤ n,

ϕj(v) = ϕj

(
n∑
i

αivi

)
=

n∑
i

αiϕj(vi) = αj.

Luego, (v)B = (ϕ1(v), · · · , ϕn(v)).

b. Dada ϕ ∈ V ∗, existen βi ∈ K tales que ϕ =
∑n

i βiϕi. Entonces, para cada 1 ≤ j ≤ n,

ϕ(vj) =

(
n∑
i

βiϕi

)
(vj) =

n∑
i

βiϕi(vj) = βj.

Luego, (ϕ)B∗ = (ϕ(v1), · · · , ϕ(vn)).

Proposición 1.2. Sea T : Rn → Rm una transformación lineal y A la matriz de la transfor-
mación. Entonces T es inyectiva si y solo si rango(A) = n, donde n es el número de columnas
de A.

1.3. Conceptos de Geometŕıa Diferencial

Sea f : U ⊂ R −→ R. La derivada f ′(x0) de f en x0 ∈ U es el ĺımite (cuando existe)

f ′(x0) = ĺım
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
, x0 + h ∈ U

Cuando f tiene derivadas en todos los puntos de un entorno V de x0, podemos considerar la
derivada de f ′ : V −→ R en x0, que se denomina la segunda derivada f ′′(x0) de f en x0, y
aśı sucesivamente. f es diferenciable en x0 si tiene derivadas continuas de todos los órdenes
en x0. f es diferenciable en U si es diferenciable en todos los puntos de U .

Definición 1.19. Sea F : U ⊂ R2 −→ R. La derivada parcial de f con respecto a x en

(x0, y0) ∈ U , denotada por
∂f

∂x
(x0, y0), es, cuando existe la derivada en x0 de la función de

una variable: x → f(x, y0). Análogamente, la derivada parcial con respecto a y en (x0, y0),
∂f

∂y
(x0, y0), se define como la derivada en y0 de y → f(x0, y). Cuando F tiene derivadas

parciales en todos los puntos de un entorno V de (x0, y0), podemos considerar las derivadas
parciales segundas en (x0, y0):

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
=
∂2f

∂x2
,

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
=

∂2f

∂x ∂y
,
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∂

∂y

(
∂f

∂x

)
=

∂2f

∂y ∂x
,

∂

∂y

(
∂f

∂y

)
=
∂2f

∂y2
.

Y aśı sucesivamente. f es diferenciable en (x0, y0) si tiene derivadas parciales de todos los
órdenes en (x0, y0). f es diferenciable en U si es diferenciable en todos los puntos de U .

Ahora estamos interesados en extender la noción de diferenciabilidad al caso de aplica-
ciones F : U ⊂ Rn −→ Rm.
Decimos que F es diferenciable si sus componentes Fj = yi ◦ F : U −→ R, donde
(y1, · · · , ym) son las coordenadas en Rm, son funciones diferenciables.

Definición 1.20. Un vector tangente a una aplicación α : U ⊂ R −→ Rm en t0 ∈ U es
el vector de Rm

α′(t0) = (x′1(t0), · · · , x′m(t0)).

Definición 1.21. Sea F : U ⊂ Rn −→ Rm una aplicación diferenciable. A cada p ∈ U
asociamos una aplicación lineal dFp : Rn −→ Rm que se denomina el diferencial de F en p y
se define como sigue. Sea α : (−ε, ε) −→ U , una curva diferenciable tal que

α(0) = p, α′(0) = w, w ∈ Rn. Por la regla de la cadena, la curva β : F ◦ α(−ε, ε) −→ Rm

es también diferenciable. Entonces dFp(w) = β′(0).

Definición 1.22. La matriz de dFp : Rn −→ Rm en las bases canónicas de Rn y Rm, es

decir, la matriz

(
∂fi
∂xj

)
, i = 1, · · · ,m, j = 1, · · · , n, se llama la matriz jacobiana de F en

p. Cuando n = m, esta matriz es cuadrada y su determinante se denomina el determinante
jacobiano; es habitual denotarlo por

det

(
∂fi
∂xj

)
=
∂(f1, · · · , fn)

∂(x1, · · · , xn)
.

Proposición 1.3. 4(La regla de la cadena para aplicaciones)
Sean F : U ⊂ Rn −→ Rm y G : V ⊂ Rm −→ Rk aplicaciones diferenciables, donde U
y V son conjuntos abiertos tales que F (U) ⊂ V . Entonces G ◦ F : U −→ Rk es una
aplicación diferenciable, y

d(G ◦ F )p = dGF (p) ◦ dFp, p ∈ U.

Definición 1.23. Un difeomorfismo es un homeomorfismo diferenciable con inversa di-
ferenciable. Como tal un difeomorfismo es una aplicación que posee aplicación inversa, por
supuesto estas dos aplicaciones son diferenciables.

Uno de los teoremas más importantes del cálculo diferencial es el denominado teorema
de la función inversa, el cual, con la presente notación, dice lo siguiente. (Recuerde que una
aplicación lineal A es un isomorfismo si la matriz de A es invertible.)

4Vea la prueba en [1, página 129]
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Teorema 1.3. 5(Teorema de la función inversa). Sea F : U ⊂ Rn −→ Rn una aplicación
diferenciable y supóngase que en p ∈ U el diferencial dFp : Rn −→ Rn es un isomorfismo.
Entonces existe un entorno V de p en U y un entorno W de F (p) en Rn tal que F : V −→ W
tiene una inversa diferenciable F−1 : W −→ V.

Definición 1.24. Un subconjunto S ⊂ R3 es una superficie regular si, para cada p ∈ S,
existe un entorno V en R3 y una aplicación x : U → V ∩ S de un subconjunto abierto U de
R2 sobre V ∩ S ⊂ R3 tal que (Fig. (1.1))

1. x es diferenciable. Esto significa que si escribimos

x(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) ∈ U,

las funciones x(u, v), y(u, v), z(u, v) tienen derivadas parciales continuas de todos los
órdenes de U .

2. x es un homeomorfismo. Como x es continua por la condición 1, esto significa que x
admite una inversa x−1 : V ∩ S → U que es continua; es decir, x−1 es la restricción
de la función continua F : W ⊂ R3 → R2 definida sobre un conjunto abierto W que
contiene a V ∩ S.

3. Condición de regularidad. Para cada q ∈ U , el diferencial dxq : R3 → R3 es inyectiva.

Figura 1.1. Superficie regular S ⊂ R3.

La aplicación x se denomina una parametrización o un sistema local de coordenadas en
(un entorno de) p. El entorno V ∩ S se denomina un entorno coordenado.

5Vea la prueba en [12, página 33-34]
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Para dar de una manera más familiar la condición 3, calculemos la matriz de la aplicación
lineal dxq en las bases canónicas e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) de R2, de coordenadas (u, v) y
f1 = (1, 0, 0), f2 = (0, 1, 0), f3 = (0, 0, 1) de R3, de coordenadas (x, y, z).

Sea q = (u0, v0). El vector e1 es tangente a la curva u→ (u, v0) cuya imagen a través de
x es la curva

u→ (x(u, v0), y(u, v0), z(u, v0)).

Esta curva imagen (denominada la curva coordenada v = v0) está contenida en S y tiene
en x(q) el vector tangente (

∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂z

∂u

)
=
∂x

∂u
,

donde las derivadas están evaluadas en (u0, v0) y el vector se expresa por sus coordenadas en
la base {f1, f2, f3}. En virtud a la definición de diferencial

dxq(e1) =

(
∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂z

∂u

)
=
∂x

∂u
.

De manera similar, utilizando la curva coordenada u = u0 (la imagen por x de la curva
v → (u0, v)), obtenemos

dxq(e2) =

(
∂x

∂v
,
∂y

∂v
,
∂z

∂v

)
=
∂x

∂v
.

Aśı, la matriz de la aplicación lineal dxq en la base referida es

dxq =



∂x

∂u

∂x

∂v

∂y

∂u

∂y

∂v

∂z

∂u

∂z

∂v


La condición 3 de la definición (1.24) puede expresarse ahora pidiendo que los dos vectores

columna de esta matriz sean linealmente independientes; o, equivalentes, que el producto

vectorial
∂x

∂u
× ∂x

∂v
6= 0; o, todav́ıa de otra forma, que uno de los menores de orden dos de

matriz de dxq, es decir, uno de los determinantes jacobianos

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂u

∂x

∂v

∂y

∂u

∂y

∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∂(y, z)

∂(u, v)
,

∂(x, z)

∂(u, v)
,

sea diferente de cero en q.
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Ejemplo 1.3. Demostremos que la esfera unitaria

S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}

es una superficie regular. Primero verifiquemos que la aplicación x1 : U ⊂ R2 → R3 dada por

x1(x, y) = (x, y,+
√

1− (x2 + y2)), (x, y) ∈ U,

donde, R2 = {(x, y, z) ∈ R3 : z = 0} y U = {(x, y) ∈ R2 : x2+y2 < 1} es una parametrización
de S2. Obsérvese que x1(U) es el subconjunto abierto de S2 por encima del plano xy.

Ya que x2 + y2 < 1, la función +
√

1− (x2 + y2) tiene derivadas parciales continuas de
todos los órdenes. Por tanto, x1 es diferenciable y se cumple la condición 1.

La condición 3 se verifica inmediatamente, ya que si expresamos a

x1(u, v) = (x(u, v) = u, y(u, v) = v, z(u, v) = +
√

1− (u2 + v2))

entonces

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂(x(u, v))

∂u

∂(x(u, v))

∂v

∂(y(u, v))

∂u

∂(y(u, v))

∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1 0
0 1

= 1.

Para comprobar la condición 2, observamos que x1 es inyectiva y que x−11 es la restricción
de la proyección (continua) π(x, y, z) = (x, y) sobre el conjunto x1(U). Por tanto, x−11 es
continua en x1(U).

Figura 1.2. Las parametrizaciones xi cubren la esfera S2.
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Ahora recubriremos totalmente la esfera con parametrizaciones similares, de la manera
siguiente. Definimos x2 : U ⊂ R2 → R3 mediante

x2(x, y) = (x, y,−
√

1− (x2 + y2)), (x, y) ∈ U,

se comprueba que x2 es una parametrización y obsérvese que x1(U)∪x2(U) recubre S2 excepto
el ecuador

{(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 = 1, z = 0}.

Entonces, utilizando los planos xz y zy, definimos las parametrizaciones

x3(x, z) = (x,+
√

1− (x2 + z2), z),

x4(x, z) = (x,−
√

1− (x2 + z2), z),

x5(y, z) = (+
√

1− (y2 + z2), y, z),

x6(y, z) = (−
√

1− (y2 + z2), y, z),

las cuales, junto con x1 y x2, cubren a S2 completamente (Fig. (1.2)), demostrando que S2

es una superficie regular.

Proposición 1.4. 6 (Cambio de parámetros.) Sea p un punto de una superficie regular
S, y sean x : U ⊂ R2 −→ S, y y : V ⊂ R2 −→ S dos parametrizaciones de S tal que
p ∈ x(U) ∩ y(V ) = W . Entonces el cambio de coordenadas

h = x−1 ◦ y : y−1(W ) −→ x−1(W ) es un difeomorfismo; es decir, h es diferenciable y
tiene una inversa diferenciable.

Teorema 1.4. 7(Teorema de Cambio de variable.) Suponga que g : [a, b] −→ R es una
función continua en [a, b], derivable en (a, b) y con derivada continua, y que f : R −→ R es
una función continua. Entonces ∫ g(b)

g(a)

f =

∫ b

a

(f ◦ g) · g′.

En efecto, si F es una primitiva de f en [g(a), g(b)], se tiene que∫ g(b)

g(a)

f = F (g(b))− F (g(a)).

6Vea la prueba en [1, página 71-72]
7Vea la prueba en [12, página 62]



Caṕıtulo 2

Formas Diferenciales en Rn

El objetivo de este caṕıtulo es establecer, de forma precisa y completa, los conceptos del
cálculo vectorial. Es posible incluir todos estos conceptos en una única teoŕıa, la de formas
diferenciales, la cual forma la base no sólo para estos sino para la comprensión de la geometŕıa
diferencial moderna.

Definición 2.1. Para p ∈ Rn, el espacio tangente en p es el conjunto

Rn
p = {(p, u) : u ∈ Rn}

Figura 2.1. El espacio tangente puede verse como el espacio de n-vectores cuyo punto inicial
está ubicado en el punto p.

12
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Es decir, Rn
p es una copia del espacio euclideano Rn, con base en el punto p. Podemos

entender el espacio tangente como el espacio de n-vectores cuyo punto incial, en lugar de estar
ubicado en el origen, está ubicado en el punto p, como en la Figura (2.1). Si (p, u) ∈ Rn

p , lo
denotaremos simplemente como up.

Proposición 2.1. El espacio tangente Rn
p es un espacio vectorial con las operaciones

up + vp = (u+ v)p, αvp = (αv)p,

con up, vp ∈ Rn
p y α ∈ R.

Demostración. Sean up, vp, wp ∈ Rn
p (nótese que Rn es un espacio vectorial) y α, β ∈ R.

Procederemos a mostrar que Rn
p es un espacio vectorial a partir de la definición:

1. up + vp = (u+ v)p = (p, u+ v), como u, v ∈ R, entonces u+ v ∈ Rn. Aśı,

up + vp = (u+ v)p = (p, u+ v) ∈ Rn
p .

2. up + vp = (u+ v)p = (p, u+ v) = (p, v + u) ya que u, v ∈ Rn. Aśı,

up + vp = (u+ v)p = (p, u+ v) = (p, v + u) = (v + u)p = vp + up.

3. (up + vp) + wp = (u + v)p + wp = ((u + v) + w)p = (p, (u + v) + w) = (p, u + (v + w))
ya que u, v, w ∈ Rn. Aśı,

(up + vp) + wp = (u+ v)p + wp = ((u+ v) + w)p

= (p, (u+ v) + w) = (p, u+ (v + w)) = (p, u) + (p, v + w) = up + (vp + wp).

4. Como Rn es espacio vectorial, entonces existe 0 ∈ Rn, tal que ∀u ∈ Rn, 0 + u = u,
entonces

up = (p, u) = (p,0 + u) = (0 + u)p = 0p + up,

aśı, existe 0p ∈ Rn
p tal que ∀up ∈ Rn

p , up = 0p + up.

5. Para u ∈ Rn, existe (−u) ∈ Rn tal que u+ (−u) = 0. Aśı,

0p = (p,0) = (p, u+ (−u)) = up + (−u)p.

6. α(up) = (αu)p = (p, αu), como u ∈ Rn y Rn es espacio vectorial, entonces αu ∈ Rn.
Por lo que,

α(up) = (p, αu) ∈ Rn
p .

7. α(up + vp) = α(u+ v)p = (α(u+ v))p = (αu+ αv)p = (αu)p + (αv)p = αup + αvp.
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8. (α + β)up = ((α + β)u)p = (αu+ βu)p = (αu)p + (βu)p = αup + βup.

9. α(βup) = α(βu)p = (α(βu))p = ((αβ)u)p = (αβ)up.

10. Sea 1 ∈ R, entonces 1up = (1u)p = (u)p.

Por tanto, como se satisfacen las diez condiciones, Rn
p es un espacio vectorial.

Nota. Una manera más conceptual de entender este resultado es notar que existe una biyec-
ción Rn ∼= Rn

p , (p, u) 7→ u a través de la cual puede transferirse la estructura de R-espacio
vectorial de Rn hacia Rn

p .

Además, Rn
p posee el producto escalar

up · vp = u · v,

donde el producto de la derecha es el producto escalar estándar en Rn.

Definición 2.2. El fibrado tangente de Rn, denotado por TRn, es la unión disjunta de
los espacios tangentes en cada punto de Rn, es decir⋃

p∈Rn
Rn
p .

Definición 2.3. Un campo vectorial es una función F : Rn −→ TRn tal que, para cada
p ∈ Rn,

F (p) ∈ Rn
p

En otras palabras, el campo vectorial F asigna en cada punto p un vector con inicio en p.

Figura 2.2. El campo vectorial F (x, y) = (−y, x).
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Ejemplo 2.1. Representaremos gráficamente el campo vectorial

F : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ F (x, y) = (−y, x)

Para representar este campo vectorial se evaluarán algunos puntos (x, y) en la función F (x, y),
como por F (1, 1) = (−1, 1), F (−1, 1) = (−1,−1), F (−1,−1) = (1,−1) y F (1,−1) = (1, 1).
Luego tomamos, el primer vector resultante (−1, 1) y se grafica teniendo como punto ini-
cial a (1, 1). Aplicando sucesivamente este procedimiento con los otros vectores se obtiene la
representación gráfica del campo vectorial que se muestra en la Figura (2.2).

Si F,G : Rn −→ TRn son campos vectoriales, entonces podemos definir las siguientes
operaciones:

1. (F +G)(p) = F (p) +G(p);

2. (αF )(p) = αF (p);

3. Si f : Rn −→ R, (fF )(p) = f(p)F (p);

4. (F ·G)(p) = F (p) ·G(p).

Si e1, e2, · · · , en es la base canónica en Rn, esta induce una base canónica para Rn
p en cada

p ∈ Rn, a saber
(e1)p, (e2)p, · · · , (en)p.

Es decir, simplemente ubicamos el punto inicial de cada ei en el punto p (Fig. (2.3)).
Si F : Rn −→ TRn es un campo vectorial, entonces podemos escribirlo en la forma

F (p) = F1(p)(e1)p + F2(p)(e2)p + · · ·+ Fn(p)(en)p,

donde las funciones Fi : Rn −→ R son llamadas funciones componentes de F . Decimos
que el campo F es diferenciable si cada componente Fi es diferenciable.

Para cada p ∈ Rn, consideremos el espacio dual de Rn
p

(Rn
p )∗ =

{
ϕ : Rn

p −→ R; ϕ es lineal
}
.

Es decir, es el espacio de las transformaciones lineales de Rn
p a R.

Recordemos que, al ser Rn
p un espacio de dimensión finita, se tiene la siguiente propiedad:

Proposición 2.2. (Rn
p )∗ es un espacio vectorial de dimensión n.
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Figura 2.3. Para los (ei)p ubicamos el punto inicial de ei en el punto p.

De manera expĺıcita, toda base {(v1)p, (v2)p, · · · , (vn)p} de Rn
p induce una base de (Rn

p )∗,
llamada la base dual, denotada por (v̂1)p, (v̂2)p, · · · , (v̂n)p, definida de la forma

(v̂i)p((vj)p) =


1, si i = j

0, si i 6= j

La base dual inducida por la base canónica (e1)p, (e2)p, · · · , (en)p se le llama base dual canóni-
ca y se denota por

(dx1)p, (dx2)p, · · · , (dxn)p.

A cada una de las transformaciones (dxi)p se les llama diferenciales elementales en p.
Note que (dxi)p(vp) = vi, es decir, (dxi)p sólo toma la coordenada i del vector vp ∈ Rn

p .

En el caso de R3
p, considere vp = v1(e1)p + v2(e2)p + v3(e3)p, y la base dual canónica

{(dx1)p, (dx2)p, (dx3)p}. Aśı,

(dx1)p(vp) = (dx1)p(v1(e1)p + v2(e2)p + v3(e3)p)

= v1(dx1)p((e1)p) + v2(dx1)p((e2)p) + v3(dx1)p((e3)p)

= v1(1) + v2(0) + v3(0)

= v1

De igual forma para (dx2)p y (dx3)p. Mostramos, entonces, que (dxi)p refleja la coordenada
i-ésima del vector vp.
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Definición 2.4. El fibrado cotangente de Rn
p , denotado por T ∗Rn, es la unión disjunta⋃

p∈Rn(Rn
p )∗.

Definición 2.5. Una 1-forma diferencial en Rn es una función ω : Rn −→ T ∗Rn tal que,
para cada p ∈ Rn,

ω(p) ∈ (Rn
p )∗.

Para cada p ∈ Rn podemos escribir

ω(p) = ω1(p)(dx1)p + ω2(p)(dx2)p + · · ·+ ωn(p)(dxn)p.

A las funciones ωi : Rn −→ R se les llama funciones componentes de ω. Solemos escribir,
simplemente,

ω =
n∑
i=1

ωi(dxi)p ó ω =
n∑
i=1

ωi dxi.

Observación 1. Haremos un paréntesis en nuestro estudio de formas diferenciales para es-
tudiar su relación con los campos vectoriales en Rn. Primero, haremos una breve discusión
sobre productos internos y el espacio dual.

Sea V un espacio vectorial real de dimension finita, digamos dimV = n < ∞, y V ∗ su
espacio dual. Si V tiene producto interno (, ), éste induce un isomorfismo natural entre V y
V ∗, u 7−→ φu, donde

φu(v) = (u, v).

En Rn, con el producto punto estándar como producto interno, este isomorfismo está dado
por ej 7−→ dxj, como lo hab́ıamos discutido antes. Entonces, este isomorfismo induce un
isomorfismo natural entre campos vectoriales y 1-formas diferenciales, definido de la siguiente
forma. Si

F : Rn −→ TRn,

es un campo vectorial, entonces definimos la 1-forma diferencial ωF dada por

ωF (p)(vp) = F (p) · v.

Expĺıcitamente, si F está dado por

F (p) = F1(p)(e1)p+ F2(p)(e2)p+ · · ·+ Fn(p)(en)p,

entonces
ωF (p) = F1(p)(dx1)p + F2(p)(dx2)p + · · ·+ Fn(p)(dxn)p.

Revisemos algunas definiciones interesantes en R3
p.
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Definición 2.6. Sea ϕ : R3
p × R3

p −→ R. Decimos que ϕ es bilineal si es lineal en cada
coordenada. Es decir, para up, vp, wp ∈ R3

p y α, β ∈ R,

ϕ(αup + β vp, wp) = αϕ(up, wp) + β ϕ(vp, wp),

ϕ(up, α vp + β wp) = αϕ(up, vp) + β ϕ(up, wp).

Ejemplo 2.2. (Producto punto)
El ejemplo más natural de una forma bilineal es la inducida por el producto punto en R3

p,
dada por

ϕ(up, vp) = u · v.
En efecto, para up, vp, wp ∈ R3

p y α, β ∈ R se tiene

ϕ(αup + βvp, wp) = (αup + βvp) · wp
= ((αu)p + (βv)p) · wp
= (αu+ βv)p · wp = (αu+ βv) · w
= (αu) · w + (βv) · w
= α(u · w) + β(v · w)

= αϕ(up, wp) + βϕ(vp, wp)

Se satisface la primera condición de la definición anterior. La segunda se desarrolla similar.
Por tanto concluimos que el producto punto sobre R3

p es bilineal.

Definición 2.7. Decimos que la forma bilineal ϕ es alternante si, para cada up, vp ∈ R3
p,

ϕ(up, vp) = −ϕ(vp, up).

Podemos notar que, ϕ es alternante si y sólo si ϕ(up, up) = 0 para todo up ∈ R3
p.

En efecto, si ϕ es alternante, entonces

ϕ(up, up) = −ϕ(up, up)

ϕ(up, up) + ϕ(up, up) = 0

2ϕ(up, up) = 0

ϕ(up, up) = 0

Ahora, partamos de ϕ(up + vp, up + vp) = 0:

0 = ϕ(up + vp, up + vp) = ϕ(up, up + vp) + ϕ(vp, up + vp)

0 = ϕ(up, up) + ϕ(up, vp) + ϕ(vp, up) + ϕ(vp, vp)

0 = 0 + ϕ(up, vp) + ϕ(vp, up) + 0

ϕ(up, vp) = −ϕ(vp, up).

Al conjunto de formas bilineales y alternantes en R3
p lo denotaremos por Λ2(R3

p).
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Definición 2.8. Si ϕ1, ϕ2 ∈ (R3
p)
∗, definimos el producto cuña de ϕ1 y ϕ2 como

ϕ1 ∧ ϕ2(up, vp) = det

(
ϕ1(up) ϕ1(vp)
ϕ2(up) ϕ2(vp)

)
Ejemplo 2.3. Sean ϕ1 = 2 dx1− 3 dx2 y ϕ2 = dx1 + dx2 y u = (u1, u2, u3) y v = (v1, v2, v3).
Entonces ϕ1 ∧ ϕ2 está dado por

ϕ1 ∧ ϕ2(u, v) = det

(
ϕ1(u) ϕ1(v)
ϕ2(u) ϕ2(v)

)
= ϕ1(u)ϕ2(v)− ϕ1(v)ϕ2(u)

= [(2 dx1 − 3 dx2)(u)] [(dx1 + dx2)(v)]− [(2 dx1 − 3 dx2)(v)] [(dx1 + dx2)(u)]

= [2 dx1(u)− 3 dx2(u)] [dx1(v) + dx2(v)]− [2 dx1(v)− 3 dx2(v)] [dx1(u) + dx2(u)]

= (2u1 − 3u2)(v1 + v2)− (2 v1 − 3 v2)(u1 + u2)

= 2u1 v1 + 2u1 v2 − 3u2 v1 − 3u2 v2 − 2u1 v1 − 2u2 v1 + 3u1 v2 + 3u2 v2

= 5u1 v2 − 5u2 v1.

Proposición 2.3. Sean ϕ1, ϕ2 ∈ (R3
p)
∗. Entonces

1. ϕ1 ∧ ϕ2 es bilineal y alternante.

2. ϕ1 ∧ ϕ2 = −(ϕ2 ∧ ϕ1).

3. (dx1)p ∧ (dx2)p, (dx1)p ∧ (dx3)p, (dx2)p ∧ (dx3)p forman una base para Λ2(R3
p).

Demostración.

1. Alternancia

ϕ1 ∧ ϕ2(u, v) = det

(
ϕ1(u) ϕ1(v)
ϕ2(u) ϕ2(v)

)
= ϕ1(u)ϕ2(v)− ϕ1(v)ϕ2(u)

= −(ϕ1(v)ϕ2(u)− ϕ1(u)ϕ2(v))

= − det

(
ϕ1(v) ϕ1(u)
ϕ2(v) ϕ2(u)

)
= −(ϕ1 ∧ ϕ2)(v, u)

Bilinealidad

(ϕ1∧ϕ2)(αup+βvp, wp) = det

(
ϕ1(αup + βvp) ϕ1(wp)
ϕ2(αup + βvp) ϕ2(wp)

)
= det

(
αϕ1(up) + β ϕ1(vp) ϕ1(wp)
αϕ2(up) + β ϕ2(vp) ϕ2(wp)

)

= det

[(
αϕ1(up) + β ϕ1(vp) 2ϕ1(wp)
αϕ2(up) + β ϕ2(vp) 2ϕ2(wp)

)
−
(

0 ϕ1(wp)
0 ϕ2(wp)

)]
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= det

(
αϕ1(up) + β ϕ1(vp) 2ϕ1(wp)
αϕ2(up) + β ϕ2(vp) 2ϕ2(wp)

)
− det

(
0 ϕ1(wp)
0 ϕ2(wp)

)
= det

[(
αϕ1(up) ϕ1(wp)
αϕ2(up) ϕ2(wp)

)
+

(
β ϕ1(vp) ϕ1(wp)
β ϕ2(vp) ϕ2(wp)

)]
− 0

= det

(
αϕ1(up) ϕ1(wp)
αϕ2(up) ϕ2(wp)

)
+ det

(
β ϕ1(vp) ϕ1(wp)
β ϕ2(vp) ϕ2(wp)

)
= α det

(
ϕ1(up) ϕ1(wp)
ϕ2(up) ϕ2(wp)

)
+ β det

(
ϕ1(vp) ϕ1(wp)
ϕ2(vp) ϕ2(wp)

)
= α(ϕ1 ∧ ϕ2)(up, wp) + β(ϕ1 ∧ ϕ2)(vp, wp)

De la misma forma se desarrolla

(ϕ1 ∧ ϕ2)(up, αvp + βwp) = α(ϕ1 ∧ ϕ2)(up, vp) + β(ϕ1 ∧ ϕ2)(up, wp)

Por tanto se concluye que el producto cuña es bilineal.

2. Partamos de:

(ϕ1 ∧ ϕ2)(up, vp) = det

(
ϕ1(up) ϕ1(vp)
ϕ2(up) ϕ2(vp)

)
= ϕ1(up)ϕ2(vp)− ϕ1(vp)ϕ2(up)

= −(ϕ2(up)ϕ1(vp)− ϕ2(vp)ϕ1(up))

= − det

(
ϕ2(up) ϕ2(vp)
ϕ1(up) ϕ1(vp)

)
= −(ϕ2 ∧ ϕ1)(up, vp)

3. Para demostrar que (dx1)p ∧ (dx2)p, (dx1)p ∧ (dx3)p y (dx2)p ∧ (dx3)p forman una ba-
se, debemos mostrar que forman un conjunto linealmente independiente y generan el
espacio Λ2(R3

p). Denotaremos (dxi)p ∧ (dxj)p por (dxi ∧ dxj)p.
Definamos

φ = α1(dx1 ∧ dx2)p + α2(dx1 ∧ dx3)p + α3(dx2 ∧ dx3)p
y supongamos que φ = 0. Debemos mostrar entonces que α1 = α2 = α3 = 0.

Note el comportamiento de los elementos (dxi ∧ dxj)p:

(dx1 ∧ dx2)p((e1)p, (e2)p) =

∣∣∣∣(dx1)p((e1)p) (dx1)p((e2)p)
(dx2)p((e1)p) (dx2)p((e2)p)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1

(dx1 ∧ dx2)p((e2)p, (e3)p) =

∣∣∣∣(dx1)p((e2)p) (dx1)p((e3)p)
(dx2)p((e2)p) (dx2)p((e3)p)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣0 0
0 1

∣∣∣∣ = 0
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(dx1 ∧ dx2)p((e1)p, (e3)p) =

∣∣∣∣(dx1)p((e1)p) (dx1)p((e3)p)
(dx2)p((e1)p) (dx2)p((e3)p)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1 0
0 0

∣∣∣∣ = 0

Aśı,

(dx2 ∧ dx3)p((e1)p, (e2)p) =

∣∣∣∣0 1
0 0

∣∣∣∣ = 0, (dx2 ∧ dx3)p((e2)p, (e3)p) =

∣∣∣∣1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1,

(dx2 ∧ dx3)p((e1)p, (e3)p) =

∣∣∣∣0 0
0 1

∣∣∣∣ = 0.

(dx1 ∧ dx3)p((e1)p, (e2)p) =

∣∣∣∣1 0
0 0

∣∣∣∣ = 0, (dx1 ∧ dx3)p((e2)p, (e3)p) =

∣∣∣∣0 0
0 1

∣∣∣∣ = 0,

(dx1 ∧ dx3)p((e1)p, (e3)p) =

∣∣∣∣1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1

Note también que

(dx1 ∧ dx2)p((e2)p, (e1)p) =

∣∣∣∣0 1
1 0

∣∣∣∣ = −1, (dx2 ∧ dx3)p((e3)p, (e2)p) =

∣∣∣∣0 1
1 0

∣∣∣∣ = −1

(dx1 ∧ dx3)p((e3)p, (e1)p) =

∣∣∣∣0 1
1 0

∣∣∣∣ = −1.

Por lo que, si i 6= j

(dxi ∧ dxj)p((ek)p, (el)p) = det

(
(dxi)p((ek)p) (dxi)p((el)p)
(dxj)p((ek)p) (dxj)p((el)p)

)
=


1, i = k, j = l

−1, i = l, j = k

0, otro caso.

De aqúı que

φ((e1)p, (e2)p)

= α1 [(dx1 ∧ dx2)p((e1)p, (e2)p)]+α2 [(dx1 ∧ dx3)p((e1)p, (e2)p)]+α3 [(dx2 ∧ dx3)p((e1)p, (e2)p)]

= α1(1) + α2(0) + α3(0) = α1,

φ((e2)p, (e3)p)

= α1 [(dx1 ∧ dx2)p((e2)p, (e3)p)]+α2 [(dx1 ∧ dx3)p((e2)p, (e3)p)]+α3 [(dx2 ∧ dx3)p((e2)p, (e3)p)]

= α1(0) + α2(1) + α3(0) = α2,
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φ((e1)p, (e3)p)

= α1 [(dx1 ∧ dx2)p((e1)p, (e3)p)]+α2 [(dx1 ∧ dx3)p((e1)p, (e3)p)]+α3 [(dx2 ∧ dx3)p((e1)p, (e3)p)]

= α1(0) + α2(0) + α3(1) = α3.

Por lo tanto, como φ = 0, se sigue que α1 = α2 = α3 = 0. Aśı, {(dxi ∧ dxj)p} es un
conjunto linealmente independiente.

Ahora demostraremos que {(dxi ∧ dxj)p} generan al espacio Λ2(R3
p). Sea ϕ ∈ Λ2(R3

p).
Entonces

ϕ(xp, yp) = ϕ

(
3∑
i=1

xi(ei)p,
3∑
j=1

yi(ej)p

)
=

3∑
i=1

3∑
j=1

xi yj ϕ((ei)p, (ej)p); ϕ es lineal.

Como ϕ es alternante, ϕ((ei)p, (ei)p) = 0 y ϕ((ei)p, (ej)p) = − ϕ((ej)p, (ei)p), por lo que

ϕ(xp, yp) =
∑

1≤i<j≤3

(xi yj − xj yi) ϕ((ei)p, (ej)p)

= (x1 y2 − x2 y1)ϕ((e1)p, (e2)p) + (x1 y3 − x3 y1)ϕ((e1)p, (e3)p)

+ (x2 y3 − x3 y2)ϕ((e2)p, (e3)p)

Finalmente, note que

xi yj − xj yi = (dxi)p(xp)(dxj)p(yp)− (dxj)p(xp)(dxi)p(yp) = (dx1 ∧ dx2)p(xp, yp).

por lo que si α1 = ϕ((e1)p, (e2)p), α2 = ϕ((e1)p, (e3)p), α3 = ϕ((e2)p, (e3)p) entonces

ϕ = α1(dx1 ∧ dx2)p + α2(dx1 ∧ dx3)p + α3(dx2 ∧ dx3)p.

Ahora, generalizaremos la noción de forma diferencial en Rn. Antes definiremos algunos
conceptos útiles para esta generalización.

Definición 2.9. Decimos que la función T : Rn
p × Rn

p × · · · × Rn
p︸ ︷︷ ︸

k

−→ R, es multilineal si

es lineal en cada coordenada, es decir

T (v1, v2, · · · , α vi + β u︸ ︷︷ ︸
i

, · · · , vn) = αT (v1, v2, · · · , vi︸︷︷︸
i

, · · · , vk) + βT (v1, v2, · · · , u︸︷︷︸
i

, · · · , vk)

para cada i, j = 1, 2, · · · , k. Decimos que la función multilineal T es alternante si

T (v1, · · · , vi, · · · , vj, · · · , vk) = −T (v1, · · · , vj︸︷︷︸
i

, · · · , vi︸︷︷︸
j

, · · · , vk),

para cada i, j = 1, 2, · · · , k, i 6= j.
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Denotemos Rn
p × Rn

p × · · · × Rn
p︸ ︷︷ ︸

k

por (Rn
p )k. Las propiedades de las funciones alternantes

están enumeradas en la siguiente proposición.

Proposición 2.4. Si T : (Rn
p )k −→ R es alternante, entonces

1. Para σ ∈ Sk,

T (vσ(1), vσ(2), · · · , vσ(k)) = sgn(σ) T (v1, v2, · · · , vk),

donde Sk es el grupo simétrico de k objetos y

sgn(σ) =


1, si σ es par,

−1, si σ es impar.

2. T (v1, · · · , vi, · · · , vi, · · · , vk) = 0

3. Si los vectores v1, · · · , vk son linealmente dependientes,

T (v1, · · · , vk) = 0.

Demostración.

1. Suponga primero que, σ ∈ Sk es par, es decir, es el producto de un número par d
de transposiciones, entonces al ordenar de manera creciente los sub́ındices de los v, es
como que hagamos d-veces la permutación σ, de esta manera hacemos d-cambios en los
v, luego el signo de T es (−1)d, i.e, es positiva. Aplicamos el mismo razonamiento para
cuando σ es impar, lo cual implica que T tendŕıa signo (−1)d (negativo), con d impar,
al ordenar de manera creciente los sub́ındices.

2. Como T es alternante

T (v1, · · · , vi, · · · , vi, · · · , vk) = −T (v1, · · · , vi, · · · , vi, · · · , vk)
2T (v1, · · · , vi, · · · , vi, · · · , vk) = 0

T (v1, · · · , vi, · · · , vi, · · · , vk) = 0

3. Si v1, · · · , vk son vectores linealmente dependientes, entonces podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que existen α2, · · · , αk ∈ R tales que

v1 =
k∑
i=2

αi vi.

Tenemos entonces que, por la linealidad de T en la primer variable,

T (v1, v2, · · · , vk) = T (
k∑
i=2

αi vi, · · · , vk) =
k∑
i=2

αi T (vi, v2, · · · , vk) = 0; por prop.(2.4) 2)
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Al conjunto de funciones multilineales alternantes en (Rn
p )k lo denotaremos por Λk(Rn

p ).

Proposición 2.5. El conjunto de funciones multilineales alternantes Λk(Rn
p ) es un espacio

vectorial, con suma y multiplicación escalar puntuales.

En el caso k = 1, Λ1(Rn
p ) = (Rn

p )∗, el espacio dual de Rn
p .

Observación 2. La tercera parte de la proposición (2.4) implica que Λk(Rn
p ) = {0} si k > n,

ya que cualquier función de Λk(Rn
p ), al ser evaluada en cualquier conjunto de k vectores,

en un espacio de dimensión n, será idénticamente cero, pues el conjunto de k vectores es
linealmente dependiente.

Definición 2.10. Sean ϕ1, ϕ2, · · · , ϕk ∈ (Rn
p )∗. Definimos el producto exterior o pro-

ducto cuña de ϕ1, ϕ2, · · · , ϕk como la transformación dada por

ϕ1 ∧ ϕ2 ∧ · · · ∧ ϕk(v1, v2, · · · , vk) = det(ϕi(vj)). (2.1)

Las propiedades básica del determinante permiten garantizar que la transformación dada
por (2.1) es, de hecho, multilineal y alternante.
A continuación, demostraremos que los productos exteriores de elementos de la base dual de
Rn
p forman una base para el espacio de funciones multilineales y alternantes por medio de la

siguiente proposición.

Proposición 2.6. El conjunto

{(dxi1 ∧ · · · ∧ dxik)p, i1 < i2 < · · · < ik, ij ∈ {1, · · · , n}}

es una base para Λk(Rn
p ).

Este resultado es un caso particular del siguiente teorema, el cual procederemos a demos-
trarlo.

Teorema 2.1. Sea V un espacio vectorial, dimensión n < ∞. Sea B = {v1, v2, · · · , vn}
una base para V y {v̂1, v̂2, · · · , v̂n} la base dual de B para el espacio dual V ∗. Entonces los
productos

v̂i1 ∧ v̂i2 ∧ · · · ∧ v̂ik ,
con 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n, forman una base para Λk(V ), 1 ≤ k ≤ n.

Para simplificar la notación, denotaremos un multíındice (i1, i2, · · · , ik) como I; aśı, |I|
representa su longitud (en este caso |I| = k). Decimos que un multíındice I = (i1, i2, · · · , ik)
es creciente si i1 < i2 < · · · < ik.

La lista (vi1 , vi2 , · · · , vik) será denotada por vI , y

v̂I = v̂i1 ∧ v̂i2 ∧ · · · ∧ v̂ik .

Procederemos ahora a la demostración del teorema (2.1).
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Demostración. Mostraremos primero que los productos vI , con I creciente, son linealmente
independiente. Suponemos entonces que∑

I creciente

aI v̂I = 0,

y demostraremos que todos los aI = 0.
Sea J un multíındice creciente. Entonces( ∑

I creciente

aI v̂I

)
(vj) = 0,

pero ( ∑
I creciente

aI v̂I

)
(vj) =

∑
I creciente

aI v̂I(vj) = aJ

por lo que aJ = 0, como queŕıamos.
Ahora, sea φ ∈ Λk(V ), u1, u2, · · · , uk ∈ V , y evaluaremos

φ(u1, u2, · · · , uk).

Primero, sean aji ∈ R, i = 1, 2, · · · , k, j = 1, 2, · · · , n, tales que

ui =
n∑
j=1

aji vj, i = 1, 2, · · · , k.

Entonces

φ(u1, u2, · · · , uk) = φ

(
n∑

j1=1

aj11 vj1 ,
n∑

j2=1

aj22 vj2 , · · · ,
n∑

jk=1

ajkk vjk

)
=

∑
J

aj11 a
j2
2 · · · a

jk
k φ(vj1 , vj2 , · · · , vjk)

=
∑

J creciente

(∑
σ∈Sk

a
σ(j1)
1 a

σ(j2)
2 · · · aσ(jk)k sgn(σ)

)
φ(vJ)

=
∑

J creciente

det(ajli )i,l=1,2,··· ,k φ(vJ).

Si definimos ξJ = φ(vJ), entonces

φ(u1, u2, · · · , uk) =
∑

J creciente

ξJ det(ajli )i,l=1,2,··· ,k.
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Como cada ajli = v̂J(ui), tenemos que

det(ajli ) = v̂J(u1, u2, · · · , uk).

Por lo tanto,

φ =
∑

J creciente

ξJ v̂J ,

y concluimos que los v̂I , con I creciente, generan el espacio Λk(V ).

Corolario 2.1. La dimensión del espacio Λk(V ) es igual a(
n

k

)
,

el coeficiente binomial de n en k.

Corolario 2.2. Si v1, v2, · · · , vn es una base para V y φ ∈ Λk(V ), entonces

φ(u1, u2, · · · , un) = det(aji ) φ(v1, v2, · · · , vn),

si ui =
∑n

j=1 a
j
i vj.

Por el teorema (2.1), afirmamos que el conjunto

{(dxi1 ∧ · · · ∧ dxik)p, i1 < i2 < · · · < ik, ij ∈ {1, · · · , n}}

es una base para Λk(Rn
p ).

Estamos listos para definir una forma diferencial en Rn.

Definición 2.11. Una k-forma exterior, o k-forma diferencial, en Rn, es una función
ω : Rn −→

⋃
p∈Rn Λ

k(Rn
p ), tal que, para cada p ∈ Rn, ω(p) ∈ Λk(Rn

p ).

Es decir, para cada p ∈ Rn, ω(p) es una transformación multilineal alternante en (Rn
p )k,

donde Rn
p es el espacio tangente en p.

Las formas diferenciales, en general, pueden estar definidas sólo en un subconjunto abierto
U de Rn. Cualquiera de las definiciones o propiedades estudiadas en el resto de este caṕıtulo
son válidas para formas definidas en subconjuntos abiertos de Rn.

Por el teorema (2.1), para cada p ∈ Rn y cada k-multíındice creciente I, existen ωI(p)
tales que

ω(p) =
∑

I creciente

ωI(p) (dxI)p,

donde
(dxI)p = (dxi1)p ∧ (dxi2)p ∧ · · · ∧ (dxik)p.

Si las funciones ωI : Rn −→ R son diferenciables, entonces decimos que ω es diferenciable.

A una función f : Rn −→ R la llamaremos, por convención, una 0-forma.
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Ejemplo 2.4. (Formas en R)
Las únicas formas diferenciales no triviales en el espacio unidimensional R, aparte de las
0-formas, son las 1-formas

ω0 dx,

con ω0 : R −→ R.

Ejemplo 2.5. (Formas en R2)
En R2, las 1-formas diferenciales están dadas por

ω1dx1 + ω2dx2,

con ω1, ω2 funciones reales en R2, mientras las 2-formas diferenciales se escriben

ω0dx1 ∧ dx2,

o simplemente ω0dx1dx2, o ω0dxdy, en notación clásica, donde ω0 es una función en R2. A
dx1 ∧ dx2 se le llama el elemento de área en R2.

Ejemplo 2.6. (Formas en R3)
En el espacio R3, tenemos las 1-formas,

ω1dx1 + ω2dx2 + ω3dx3.

Las 2-formas se escriben comúnmente

ω1dx2 ∧ dx3 + ω2dx1 ∧ dx3 + ω3dx1 ∧ dx2.

Las 3-formas se escriben
ω0d1 ∧ dx2 ∧ dx3.

En notación clásica, simplemente se suele escribir ω0dxdydz. dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 es llamado el
elemento de volumen en R3.

Ejemplo 2.7. (Formas en R4)
En R4, las 1-formas están dadas por

ω1dx1 + ω2dx2 + ω3dx3 + ω4dx4,

con ωi funciones reales en R4. Las 2-formas por su parte

ω12dx1 ∧ dx2 + ω13dx1 ∧ dx3 + ω14dx1 ∧ dx4 + ω23dx2 ∧ dx3 + ω24dx2 ∧ dx4 + ω34dx3 ∧ dx4,

con ωij funciones reales en R4. Las 3-formas

ω123dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 + ω124dx1 ∧ dx2 ∧ dx4 + ω134dx1 ∧ dx3 ∧ dx4 + ω234dx2 ∧ dx3 ∧ dx4,

y las 4-formas
ω1234dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4.
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De ahora en adelante, nos restringiremos a k-formas diferenciables y las llamaremos sim-
plemente por k-formas.

Las k-formas en Rn forman un espacio vectorial bajo las operaciones suma y multiplicación
puntuales. Es decir si ω y η son k-formas, ω =

∑
ωIdxI y η =

∑
ηIdxI , entonces su suma

está dada por

ω + η =
∑

(ωI + ηI)dxI ,

mientras que la multiplicación escalar está dada simplemente por

λω =
∑

λωIdxI .

Definición 2.12. Si ω es una k-forma, y η es una s-forma en Rn, ω =
∑
ωIdxI ,

η =
∑
ηJdxJ , definimos el producto exterior ω ∧ η como la (k + s)-forma

ω ∧ η =
∑
I,J

(ωI ηJ)dxI ∧ dxJ (2.2)

donde la suma corre sobre todos los multíındices crecientes I de longitud k y todos los mul-
tíındices crecientes J de longitud s.

En la fórmula (2.2), algunos, o todos, los productos dxI ∧ dxJ pueden ser iguales a 0,
lo cual depende de la longitud de I y de J , y si I y J tienen ı́ndices comunes. Al producto
exterior también se le conoce comúnmente como el producto cuña.

Ejemplo 2.8. Consideremos las formas ω, y η en R3 dadas por

ω = x dx+ y dy + z dz y η = x dx ∧ dy + y dx ∧ dz,

y vamos a calcular la 3-forma ω ∧ η. Entonces

ω ∧ η = x dx(x dx ∧ dy) + x dx(y dx ∧ dz) + y dy(x dx ∧ dy)

+ y dy(y dx ∧ dz) + z dz(x dx ∧ dy) + z dz(y dx ∧ dz)

= x2 dx ∧ dx ∧ dy + x y dx ∧ dx ∧ dz + y x dy ∧ dx ∧ dy
+ y2 dy ∧ dx ∧ dz + z x dz ∧ dx ∧ dy + z y dz ∧ dx ∧ dz

De los términos anteriores, sólo dos no son iguales a cero por la alternancia, estos son
y2 dy ∧ dx ∧ dz, xz dz ∧ dx ∧ dy. Tenemos, por tanto, que

ω ∧ η = y2 dy ∧ dx ∧ dz + xz dz ∧ dx ∧ dy
= −y2 dx ∧ dy ∧ dz − (−x z dx ∧ dy ∧ dz)

= (x z − y2)dx ∧ dy ∧ dz
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Algunas de las propiedades del producto exterior están enumeradas en la siguiente pro-
posición.

Proposición 2.7. Sean ω una k-forma, η una s-forma y ψ una p-forma en Rn. Entonces

1. ω ∧ (η ∧ ψ) = (ω ∧ η) ∧ ψ;

2. ω ∧ η = (−1)ksη ∧ ω; y

3. Si s = p, ω ∧ (η + ψ) = ω ∧ η + ω ∧ ψ.
Demostración. Sean

ω =
∑

ωI dxI , η =
∑

ηJ dxJ , ψ =
∑

ψK dxK .

Para multíındices crecientes I, J y K.

1.

ω ∧ (η ∧ ψ) =
(∑

ωI dxI

)
∧
[(∑

ηJ dxJ

)
∧
(∑

ψK dxK

)]
=

(∑
ωI dxI

)
∧
(∑

(ηJ ψK) dxJ ∧ dxK
)

=
∑

[ωI(ηJ ψK)] dxI ∧ (dxJ ∧ dxK)

=
∑

[(ωIηJ)ψK ] (dxI ∧ dxJ) ∧ dxK
= (ω ∧ η) ∧ ψ

2. Sólo es necesario verificar que esta propiedad se cumple en los productos dxI ∧ dxJ .
Como dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi para cualquier i, j.

dxI ∧ dxJ = dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ dxj2 ∧ · · · ∧ dxjs
= (−1)k dxj1 ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj2 ∧ · · · ∧ dxjs ; se conmuta k-veces.

= (−1)ksdxj1 ∧ dxj2 ∧ · · · ∧ dxjs ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik ; se conmuta s-veces.

= (−1)ks dxJ ∧ dxI

3. Dado que s = p, entonces la suma siguiente está definida

η + ψ =
∑

(ηJ + ψJ)dxJ ,

aśı,

ω ∧ (η + ψ) =
(∑

ωI dxI

)
∧
(∑

(ηJ + ψJ)dxJ

)
=

∑
ωI(ηJ + ψJ) dxI ∧ dxJ ; por def. producto exterior de formas.

=
∑

(ωI ηJ + ωI ψJ) dxI ∧ dxJ ; ωI , ηJ , ψJ son funciones reales.

=
(∑

ωI ηJ dxI ∧ dxJ
)

+
(∑

ωI ψJ dxI ∧ dxJ
)

; por def. suma de formas.

= ω ∧ η + ω ∧ ψ; por def. de producto de formas.
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Por lo tanto,
ω ∧ (η + ψ) = ω ∧ η + ω ∧ ψ.

Nota. La segunda parte de la proposición (2.7), implica que, si k es impar, y ω es una
k-forma, entonces

ω ∧ ω = (−1)k
2

ω ∧ ω
= (−1) ω ∧ ω; k es impar.

Aśı, ω ∧ ω = 0.

Sin embargo, si k es par, es posible que ω∧ω no sea idénticamente cero, como lo muestra
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.9. Sea ω la 2-forma en R4 dada por

ω = x1 dx1 ∧ dx2 + x2 dx3 ∧ dx4.

Tenemos entonces que

ω ∧ ω = x1 x2 dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 + x1 x2 dx3 ∧ dx4 ∧ dx1 ∧ dx2
= 2x1 x2 dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4,

lo cual no es idénticamente cero en R4.

Una de las caracteŕısticas más importantes de las formas diferenciales, es la manera en
que se comportan bajo funciones diferenciables, estudiaremos aqúı el efecto de un cambio de
variable en una forma diferencial y para ello tenemos la siguiente definición.

Definición 2.13. Sean ω una k-forma en Rm y f : Rn −→ Rm una función diferenciable,
donde f induce una función f ∗ que toma k-formas en Rm y las lleva a k-formas de Rn, es
decir f ∗ω es la k-forma de Rn dada por

(f ∗ω)p(v1, v2, · · · , vk) = ωf(p)(dfp(v1), · · · , dfp(vk))

con p ∈ Rn
p , v1, v2, · · · , vk ∈ Rn

p , y dfp : Rn
p −→ Rm

f(p) la función diferencial de f en p.

Si g es una 0-forma en Rm, definimos simplemente f ∗g = g ◦ f .

Vamos a mostrar que la operación f ∗ en formas diferenciales es equivalente a la susti-
tución de variables. Antes de eso, necesitamos algunas propiedades de f ∗. Las propiedades
elementales de f ∗ se enumeran en la siguiente proposición.
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Proposición 2.8. Sea f : Rn −→ Rm una función diferenciable, ω y ϕ son k-formas en Rm

y g : Rm −→ R una 0-forma en Rm. Entonces

1. f ∗(ω + ϕ) = f ∗ω + f ∗ϕ.

2. f ∗(gω) = f ∗(g)f ∗(ω).

3. Si ϕ1, · · · , ϕk son 1-formas en Rm, f ∗(ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕk) = f ∗(ϕ1) ∧ · · · ∧ f ∗(ϕk).

Demostración. Sea p ∈ Rn y sean (v1)p, · · · , (vk)p ∈ Rn
p . Además sean ω =

∑
I ωI dxI y

ϕ =
∑

I ϕI dxI , entonces:

1.

f ∗(ω + ϕ)p((v1)p, · · · , (vk)p)) =
(∑

(ωI + ϕI)(dxI)
)
f(p)

(dfp(v1), · · · , dfp(vk))

=
∑

(ωI + ϕI)f(p)[(dxI)p(dfp(v1), · · · , dfp(vk))]

=
∑

(ωI)f(p)(dxI)p(dfp(v1), · · · , dfp(vk))
+ (ϕI)f(p)(dxI)p(dfp(v1), · · · , dfp(vk))
=

∑
(ωI)f(p)(dxI)p(dfp(v1), · · · , dfp(vk))

+
∑

(ϕI)f(p)(dxI)p(dfp(v1), · · · , dfp(vk))

=
(∑

ωIdxI

)
f(p)

(dfp(v1), · · · , dfp(vk))

+
(∑

ϕIdxI

)
f(p)

(dfp(v1), · · · , dfp(vk))

= (f ∗ω)p(v1, · · · , vk) + (f ∗ϕ)p(v1, · · · , vk)
= (f ∗ω + f ∗ϕ)p(v1, · · · , vk)

2. Sea ωp =
∑

I(ωI)pdxI

f ∗(gω)p(v1, · · · , vk) = (gω)f(p)(dfp(v1), · · · dfp(vk)) =

(
g
∑
I

ωIdxI

)
f(p)

(dfp(v1), · · · dfp(vk))

= (
∑
I

(gωI)dxI)f(p)(dfp(v1), · · · dfp(vk))

=
∑
I

(gωI)f(p)dxIp(dfp(v1), · · · dfp(vk))

=
∑
I

gf(p) · (ωI)f(p)(dfp(v1), · · · dfp(vk))

= g(fp)
∑
I

(ωI)f(p)(dfp(v1), · · · dfp(vk))

= (g ◦ f)p(f
∗ω)p(v1, · · · , vk) = ((f ∗g)p · (f ∗ω)p)(v1, · · · , vk)
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3. Por conveniencia, omitimos el punto p y obtenemos

f ∗(ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕk)(v1, · · · , vk) = (ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕk)(df(v1), · · · df(vk))

= det(ϕi(df(vj)))

= det(f ∗ϕi(vk))

= (f ∗ϕ1 ∧ · · · ∧ f ∗ϕk)(v1, · · · , vk).

Esto se cumple ya que las ϕi son 1-formas, ϕi(df(vj)) = (f ∗ϕi)(vj)

Ahora podemos presentar la interpretación de f ∗, que actúa como un cambio de coorde-
nadas.

Sean x = (x1, · · · , xn) coordenadas en Rn y y = (y1, · · · , ym) coordenadas en Rm. Sea
f : Rn −→ Rm escrito como

y1 = f1(x1, · · · , xn), · · · , ym = fm(x1, · · · , xn) (2.3)

Definamos ω =
∑

I ωIdyI una k-forma en Rm. Podemos utilizar la propiedad anterior de f ∗,
aśı obtenemos

f ∗ω = f ∗

(∑
I

(ωI)(dyI)

)
=

∑
I

f ∗(ωIdyI)

=
∑
I

f ∗(ωI)f
∗(dyI)

=
∑
I

f ∗(ωI)(f
∗dyi1) ∧ · · · ∧ (f ∗dyik),

donde cada una de las 1-formas en el producto, evaluadas en un punto p, es igual a

f ∗(dyi)p(vp) = (dyi)f(p)(dfi)p(vf(p)) = d(yi ◦ f)p(vp) = (dfi)p(vp) ; vp ∈ Rn
p

es decir, la derivada de la i-ésima componente de f en p, aplicada al vector (vp). Entonces,
podemos escribir f ∗(dyi) = dfi.

Como ωi : Rm −→ R es una 0-forma, entonces f ∗ωi = ωi ◦ f aśı,

f ∗ω =
∑
I

(ωI ◦ f)dfi1 ∧ · · · ∧ dfik

si
ω(y) =

∑
I

ωI(y1, · · · , ym)dfi1 ∧ · · · ∧ dfik
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es una forma diferencial en Rm, la forma f ∗ω en Rn está dada por

f ∗ω(x) =
∑
I

ωI(f1(x1, · · · , xn), · · · , fm(x1, · · · , xn))dfi1 ∧ · · · ∧ dfik

donde fi y dfi son funciones de xj, por lo tanto, aplicar f ∗ a ω es equivalente a sustituir en ω
las variables yi y sus respectivos diferenciales por las funciones xk y dxk obtenidas de (2.3).

Nota. En diversas ocasiones, es conveniente usar formas diferenciales definidas sólo en un
conjunto abierto U ⊂ Rn y no en todo Rn.

Ejemplo 2.10. (Coordenadas Polares.) Sea ω la 1-forma en R2 − {0, 0}, definida como

ω = − y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy.

Sea U el conjunto en el plano (r, θ) dado por

U = {r > 0; 0 < θ < 2π}

definimos la función f : U −→ R2, dada por

f(r, θ) = (rcosθ, rsenθ)

Sean x, y las coordenadas en R2, dadas por

x = f1(r, θ) = rcosθ, y = f2(r, θ) = rsenθ

Si ω es una forma diferencial en el plano de coordendas cartesianas (x, y), f ∗ω es una
forma diferencial en coordenadas polares (r, θ).
Vamos a calcular f ∗ω. Tenemos que

f ∗dx = df1 = cosθdr − rsenθdθ

y
f ∗dy = df2 = senθdr + rcosθdθ

Aśı, obtenemos

f ∗ω =
−rsenθ
r2

f ∗dx+
rcosθ

r2
f ∗dy

=
−senθ
r

(cosθ − rsenθdθ) +
cosθ

r
(senθdr − rcosθdθ)

= dθ
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En la proposición anterior afirmamos que la adición de formas diferenciales conmuta con
sustitución de variables. Ahora mostraremos que esto también es verdadero para el producto
exterior o producto cuña.

Proposición 2.9. Sea f : Rn −→ Rm una función diferenciable, entonces

1. Si ω y η son formas en Rm, entonces

f ∗(ω ∧ η) = f ∗ω ∧ f ∗η.

2. Si g : Rp −→ Rn, y ω es una forma en Rm, entonces la forma (f ◦ g)∗ω en Rp satisface

(f ◦ g)∗ω = g∗(f ∗ω).

Demostración.

1. Sean ω =
∑

I ωI dxI y η =
∑

J ηJ dxJ , entonces

ω ∧ η =
∑
I,J

ωI ηJ dxI ∧ dxJ ,

recordemos también, que se cumple para funciones reales f, g, h que

(f g) ◦ h = (f ◦ h)(g ◦ h) y por tanto

f ∗(ω ∧ η) =
∑
I,J

((ωIηJ) ◦ f) dfI ∧ dfJ

=
∑
I,J

(ωI ◦ f)(ηJ ◦ f)dfI ∧ dfJ

=

(∑
I

(ωI ◦ f) dfI

)
∧

(∑
J

(ηJ ◦ f) dfJ

)
= f ∗ω ∧ f ∗η

2. Usaremos el hecho d(f ◦ g) = df(dg) en la prueba. Sea ω =
∑

I ωI dxI . Entonces

(f ◦ g)∗ω(q) =
∑
I

(ωI ◦ (f ◦ g))(q) (d(f ◦ g)I)q.

Desarrollando la expresión de la izquierda

g∗(f ∗ω)(q) = g∗

(∑
I

(f ∗ωI) f
∗(dxI)

)
(q)

=
∑
I

g∗(ωI ◦ f)(q) g∗(dfI)q

=
∑
I

((ωI ◦ f) ◦ g)(q) g∗(dfI)q

=
∑
I

(ωI ◦ (f ◦ g))(q) g∗(dfI)q; por la asociatividad de la composición.
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Ahora sólo falta mostrar que (d(f ◦ g)I)q = g∗(dfI)q, entonces

g∗(dfi)(v) = dfi(dg(v))

= d(xi ◦ f)(dg(v))

= dxi(df(dg(v)))

= dxi(d(f ◦ g)(v))

= d(xi ◦ (f ◦ g))(v)

= d(f ◦ g)i(v)

Aśı,
(f ◦ g)∗ω = g∗(f ∗ω).

Ahora vamos a definir una operación en formas diferenciales que generalice la diferencia-
ción de funciones.

Definición 2.14. Sea g : Rn −→ R una 0-forma (es decir una función diferenciable). En-
tonces el diferencial

dg =
n∑
i=1

∂g

∂xi
dxi

es una 1-forma.

Queremos generalizar este proceso para definir una operación que tome k-formas y al
aplicar dicha operación devuelva (k + 1)-formas.

Definición 2.15. Sea ω =
∑

I ωIdxI una k-forma en Rn. La diferencial exterior dω de ω es
definida como

dω =
∑
I

dωI ∧ dxI

Ejemplo 2.11. Sea ω = xyzdx+ yzdy + (x+ z)dz y vamos a calcular dω

dω = d(xyz) ∧ dx+ d(yz) ∧ dy + d(x+ z) ∧ dz

= (
∂(xyz)

∂x
dx+

∂(xyz)

∂y
dy +

∂(xyz)

∂z
dz) ∧ dx

+ (
∂(yz)

∂x
dx+

∂(yz)

∂y
dy +

∂(yz)

∂z
dz) ∧ dy

+ (
∂(x+ z)

∂x
dx+

∂(x+ z)

∂y
dy +

∂(x+ z)

∂z
dz) ∧ dz

= (yzdx+ xzdy + xydz) ∧ dx+ (0dx+ zdy + ydz) ∧ dy + (dx+ 0dy + dz) ∧ dz
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= yzdx ∧ dx+ xzdy ∧ dx+ xydz ∧ dx+ zdy ∧ dy + ydz ∧ dy + dx ∧ dz + dz ∧ dz
= xzdy ∧ dx+ xydz ∧ dx+ ydz ∧ dy + dx ∧ dz
= −xzdx ∧ dy − xydx ∧ dz − ydy ∧ dz + dx ∧ dz
= −xzdx ∧ dy + (1− xy)dx ∧ dz − ydy ∧ dz

Presentaremos algunas propiedades de el diferencial exterior. El literal (c) es quizás el
más importante y el (d) muestra que la operación d conmuta con sustitución de variables.

Proposición 2.10.

a) d(ω + η) = dω + dη, donde ω y η son k−formas.

b) d(ω ∧ ϕ) = dω ∧ ϕ+ (−1)k(ω ∧ dϕ), donde ω es una k−forma y ϕ es una s−forma.

c) d(dω) = d2(ω) = 0.

d) d(f ∗ω) = f ∗(dω), donde ω es una k−forma en Rm y f : Rn −→ Rm es una función
diferenciable.

Demostración.

a) Sean ω =
∑

I ωI dxI , y η =
∑

I ηI dxI , aśı,

ω + η =
∑
I

(ωI + ηJ) dxI ,

entonces,

d(ω + η) =
∑
I

d(ωI + ηI) ∧ dxI

=
∑
I

[(∑
I

∂(ωI + ηI)

∂xI
dxI

)
∧ dxI

]

=
∑
I

[∑
I

(
∂ωI
∂xI

dxI +
∂ηI
∂xI

dxI

)
∧ dxI

]

=
∑
I

[(∑
I

∂ωI
∂xI

dxI +
∑
I

∂ηI
∂xI

dxI

)
∧ dxI

]

=
∑
I

[(∑
I

∂ωI
∂xI

dxI

)
∧ dxI +

(∑
I

∂ηI
∂xI

dxI

)
∧ dxI

]

=
∑
I

[(∑
I

∂ωI
∂xI

dxI

)
∧ dxI

]
+
∑
I

[(∑
I

∂ηI
∂xI

dxI

)
∧ dxI

]
=

∑
I

d(ωI) ∧ dxI +
∑
I

d(ηI) ∧ dxI

= d(ω) + d(η)
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b) Sean ω =
∑

I ωI dxI , y ϕ =
∑

J ϕJ dxJ , aśı,

ω ∧ ϕ =
∑
I,J

(ωI ϕJ) dxI ∧ dxJ ,

entonces,

d(ω ∧ ϕ) =
∑
I,J

d(ωIϕJ) ∧ dxI ∧ dxJ

=
∑
I,J

(ϕJ dωI + ωI dϕJ) ∧ dxI ∧ dxJ

=
∑
I,J

ϕJ dωI ∧ dxI ∧ dxJ +
∑
I,J

ωI dϕJ ∧ dxI ∧ dxJ

= dω ∧ ϕ+ (−1)k·1
∑
I,J

ωI dxI ∧ dϕJ ∧ dxJ

= dω ∧ ϕ+ (−1)k(ω ∧ dϕ).

c) Vamos a suponer primero que ω es una 0−forma, es decir, ω es una función f : Rn −→ R
que asocia cada (x1, · · · , xn) ∈ Rn el valor de f(x1, · · · , xn) ∈ R. Entonces

d(df) = d

(
n∑
j=1

∂f

∂xj
dxj

)
=

n∑
j=1

d

(
∂f

∂xj

)
∧ dxj

=
n∑
j=1

(
n∑
i=1

∂2f

∂xi ∂xj
dxi ∧ dxj

)
.

Ya que
∂2f

∂xi ∂xj
=

∂2f

∂xj ∂xi
y dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi, i 6= j, obtenemos que

d(df) =
∑
i<j

(
∂2f

∂xi ∂xj
− ∂2f

∂xj ∂xi

)
dxi ∧ dxj = 0.

Ahora, sea ω =
∑

I ωI dxI . Por (a), podemos restringirnos al caso ω = ωI dxI = ωI ∧ dxI
con ωI 6= 0. Por (b), tenemos que

dω = d(ωI ∧ dxI) = dωI ∧ dxI + ωI ∧ d(dxI).

Pero d(dxI) = d(1 ∧ dxI) = d(1) ∧ dxI = 0 ∧ dxI = 0. Por lo tanto,

d(dω) = d(dωI ∧ dxI) = d(dωI) ∧ dxI + dωI ∧ d(dxI) = 0,

ya que d(dω) = 0 y d(dxI) = 0, quedando probado (c).
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d) Probaremos el resultado primero para una 0−forma. Sea g : Rm −→ R una función
diferenciable que asocia a cada (y1, · · · , ym) ∈ Rm el valor g(y1, · · · , ym). Entonces

f ∗(dg) = f ∗

(∑
i

∂g

∂yi
dyi

)
=
∑
i,j

∂g

∂yi

∂fi
∂xj

dxj

=
∑
j

∂(g ◦ f)

∂xj
dxj = d(g ◦ f) = d(f ∗g).

Ahora, sea ϕ =
∑

I ϕI dxI una k−forma. Usando lo anterior, y el hecho que f ∗ conmuta
con el producto exterior, obtenemos

d(f ∗ϕ) = d

(∑
I

f ∗(ϕI) f
∗(dxI)

)
=

∑
I

d(f ∗(ϕI)) ∧ f ∗(dxI) =
∑
I

f ∗(dϕI) ∧ f ∗(dxI)

= f ∗

(∑
I

dϕI ∧ dxI

)
= f ∗(dϕ)

2.1. Resolución de Ejercicios

Ejercicio 2.1. Sea ν la n-forma en Rn definida por

ν(e1, · · · , en) = 1,

donde {ei}, i = 1, · · · , n, es la base canónica de Rn. Muestre que:

a. Si vi =
∑
ai j ej, entonces

ν(v1, · · · , vn) = det(ai j).

(la forma ν se llama el elemento de volumen de Rn)

b. ν = dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn.

Solución.

a. Del corolario (2.2), se obtiene, para la base canónica {ei}, una forma ν, y un conjuntos
de vectores vi =

∑n
j=1 ai j ei que

ν(v1, · · · , vn) = det(ai j) ν(e1, · · · , en)

= det(ai j)(1)

ν(v1, · · · , vn) = det(ai j)
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b. Considere vi =
∑n

j=1 aijej, entonces

ν(v1, · · · , vn) = det(aij); por el literal anterior.

=

a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2

: : :
a1n a2n · · · ann

=

dx1(v1) dx1(v2) · · · dx1(vn)
dx2(v1) dx2(v2) · · · dx2(vn)

: : :
dxn(v1) dxn(v2) · · · dxn(vn)

; dxj(vi) = aij

= dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn(v1, v2, · · · , vn)

Por lo que, ν = dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn.

Ejercicio 2.2. Sea ϕ ∈ Λ3(R3
p). Pruebe que existe α ∈ R tal que

ϕ = α(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3)p.

Solución. Observemos primero que

ϕ(ei, ej, ek) =


±ϕ(e1, e2, e3), i, j, k son diferentes

0, de otra forma.

Esto se sigue del hecho que ϕ es alternante. Sea

α = ϕ(e1, e2, e3).

Mostraremos que ϕ = α(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3)p. Sean x, y, z ∈ R3
p. Entonces

ϕ(x, y, z) = ϕ

(
3∑
i=1

xiei,
3∑
j=1

yjej,
3∑

k=1

zkek

)
=
∑
i,j,k

x− iyjzkϕ(ei, ej, ek)

= ϕ(e1, e2, e3)(x1y2z3 + x2y3z1 + x3y1z2 − x1y3z2 − x2y1z3 − x3y2z1)
= α det(x y z).

Ejercicio 2.3. Sean ϕ, ψ y θ formas en R3:

ϕ = xdx− ydy,
ψ = zdx ∧ dy + xdy ∧ dz,
θ = zdy.

Calcular: ϕ ∧ ψ, θ ∧ ϕ ∧ ψ, dϕ, dψ, dθ.
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Solución.

ϕ ∧ ψ = (xz)dx ∧ dx ∧ dy + x2dx ∧ dy ∧ dz − (yz)dy ∧ dx ∧ dy − (xy)dy ∧ dy ∧ dz
= xz(dx ∧ dx) ∧ dy + x2dx ∧ dy ∧ dz + yz(dy ∧ dy) ∧ dx− xy(dy ∧ dy) ∧ dz
= x2dx ∧ dy ∧ dz

Como θ ∧ ϕ ∧ ψ = (θ ∧ ϕ) ∧ ψ = θ ∧ (ϕ ∧ ψ)
Aśı

θ ∧ (ϕ ∧ ψ) = (x2z)dx ∧ dy ∧ dz ∧ dy
= −x2zdx ∧ (dy ∧ dy) ∧ dz
= 0

dϕ = d(x) ∧ dx− d(y) ∧ dy
= dx ∧ dx− dy ∧ dy
= 0

dψ = d(z) ∧ dx ∧ dy + d(x) ∧ dy ∧ dz
= dz ∧ dx ∧ dy + dx ∧ dy ∧ dz

d(θ) = d(z) ∧ dy
= dz ∧ dy

Ejercicio 2.4. Sea f : U ⊂ Rm −→ Rn una función diferenciable. Asumanos que m < n y
sea ω una k-forma de Rn, con k > m. Mostrar que f ∗ω = 0.

Solución. De la definición (2.13), f ∗ aplica k-forma en k-formas. Luego f ∗ω es una k-forma
sobre Rm, donde k > m. Pero sobre Rm no puede haber formas de grado mayor que m, aśı

∴ f ∗ω = 0.

Ejercicio 2.5. Sea f : Rn → Rn una función dada por

f(x1, · · · , xn) = (y1, · · · , yn),

y sea ω = dy1 ∧ dy2 ∧ · · · ∧ dyn. Mostrar que

f ∗ω = det(df)dx1 ∧ · · · ∧ dxn.
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Solución.

f ∗ω = f ∗(dy1 ∧ dy2 ∧ · · · ∧ dyn)

= f ∗dy1 ∧ f ∗dy2 ∧ · · · ∧ f ∗dyn

= det


f ∗dy1 f ∗dy1 · · · f ∗dy1
f ∗dy2 f ∗dy2 · · · f ∗dy2

: : : :
f ∗dyn f ∗dyn · · · f ∗dyn



= det


df1 df1 · · · df1
df2 df2 · · · df2
: : : :

dfn dfn · · · dfn



= det



∑ df1
dxi

dxi
∑ df1

dxi
dxi · · ·

∑ df1
dxi

dxi

∑ df2
dxi

dxi
∑ df2

dxi
dxi · · ·

∑ df2
dxi

dxi

: : : :

∑ dfn
dxi

dxi
∑ dfn

dxi
dxi · · ·

∑ dfn
dxi

dxi



= det



df1
dx1

df1
dx1

· · · df1
dx1

df2
dx2

df2
dx2

· · · df2
dx2

: : : :

dfn
dxn

dfn
dxn

· · · dfn
dxn


det


dx1 dx1 · · · dx1
dx2 dx2 · · · dx2

: : :

dxn dxn · · · dxn



= det(df)(dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn)

Ejercicio 2.6. (Operación estrella de Hodge). Para una k-forma diferencial ω en Rn,
definimos la (n− k)-forma diferencial ∗ω como

∗ω =
∑
I

sgn(I, J)ωIdxJ ,
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donde (I, J) = (i1, i2, · · · , ik, j1, j2, · · · , jn−k) es la permutación Sn tal que

i1 < i2 < · · · < ik y j1 < j2 < · · · < jn−k.

Calcula ∗ω para las siguientes formas diferenciales.

a. La 2-forma diferencial en R3 dada por

ω = a12dx1 ∧ dx2 + a13dx1 ∧ dx3 + a23dx2 ∧ dx3.

b. La 1-forma diferencial en R2 dada por

ω = a1dx1 + a2dx2.

Solución.

a.

∗ω = ∗(a12dx1 ∧ dx2 + a13dx1 ∧ dx3 + a23dx2 ∧ dx3)
= ∗(a12dx1 ∧ dx2) + ∗(a13dx1 ∧ dx3) + ∗(a23dx2 ∧ dx3)
= a12 ∗ (dx1 ∧ dx2) + a13 ∗ (dx1 ∧ dx3) + a23 ∗ (dx2 ∧ dx3)
= a12dx3 − a13dx2 + a23dx1.

b.

∗ω = ∗(a1dx1 + a2dx2)

= a1 ∗ (dx1) + a2 ∗ (dx2)

= a1dx2 − a2dx1.

Ejercicio 2.7. (La divergencia). Un campo vectorial diferenciable v en Rn puede conside-
rarse como una función diferenciable v : Rn −→ R. Definiremos una función

div(v) : Rn −→ R (llamada la divergencia de v) como sigue:

(div(v))(p) = traza(dv)p, p ∈ Rn,

donde (dv)p : Rn
p −→ Rn

p es el diferencial de v en p.

a. Si v =
∑
aiei, donde {ei} es la base canónica de Rn, entonces

div(v) =
∑ ∂ai

∂xi
.
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b. Si ω denota la 1-forma diferencial obtenida desde v por el isomorfismo canónico indu-
cido por el producto interno 〈, 〉 y ν es el elemento volumen de Rn (Ejercicio (2.1)), la
divergencia puede obtenerse como sigue:

v −→ ω −→ ∗ω −→ d(∗ω) = (div(v))ν,

donde tenemos que usar la operación estrella introducida en el Ejercicio (2.6).

Solución.

a. Podemos escribir a dv en forma matricial,

dv =



∂a1
∂x1

∂a2
∂x1

· · · ∂an
∂x1

∂a1
∂x2

∂a2
∂x2

· · · ∂an
∂x2

...
...

...

∂a1
∂xn

∂a2
∂xn

· · · ∂an
∂xn


Y aśı,

div(v) = traza(dv) =
∑ ∂ai

∂xi
.

b. Expĺıcitamente, en R3 a v = a1e1 + a2e2 + a3e3, tenemos

ω = a1dx1 + a2dx2 + a3dx3,

y entonces
∗ω = a1dx2 ∧ dx3 − a2dx1 ∧ dx3 + a3dx1.

Por lo tanto,

d(∗ω) =

(
∂a1
∂x1

+
∂a2
∂x2

+
∂a3
∂x3

)
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 =

(
∂a1
∂x1

+
∂a2
∂x2

+
∂a3
∂x3

)
ν.



Caṕıtulo 3

Integrales de Ĺınea

En este caṕıtulo estudiaremos el caso especial de integración de formas diferenciales de
grado 1 a lo largo de las curvas. Tales integrales son conocidas como integrales de ĺınea. Nos
limitaremos a curvas en Rn. Vamos a definir con detalle la integración de 1-formas, antes de
ello necesitaremos la siguiente definición.

Definición 3.1. Decimos que una curva es diferenciable a trozos c : [a, b] −→ U ⊂ Rn si
es continua y existen t0, t1, · · · , tp tales que a < t0 < t1 < · · · < tp < b y es diferenciable en
cada intervalo [ti, ti+1].

Definición 3.2. Sea ω =
∑
ωidxi una 1-forma definida en un subconjunto U ⊂ Rn y sea

c : [a, b] −→ U una curva diferenciable a trozos en U , i.e, existe una partición
a = t0, t1, · · · , tk, tk+1 = b de [a, b] tal que la restricción c|[tj ,tj+1] = cj es diferenciable,

con j = 0, 1, · · · , k. Aśı en cada intervalo [tj, tj+1], c∗jω es una forma en R dada por

c∗jω =
∑
i

ωi(x1(t), · · · , xn(t))
dxi
dt
dt

donde c(t) = (x1(t), · · · , xn(t)). Definimos la integral de ω como∫
c(t)

ω =
∑
j

∫ tj+1

tj

c∗jω =

∫ b

a

(∑
i

ωi(c(t))
dxi
dt

)
dt

De la definición anterior podemos notar que la curva cj : [tj, tj+1] −→ Rn,
con [tj, tj+1] ⊂ R es diferenciable y dada una forma ω ∈ Rn la forma c∗jω ∈ R es igual a

f(t)dt es decir ∫ tj+1

tj

c∗jω =

∫ tj+1

tj

f(t)dt

con f(t)dt una 1-forma, por ello ocasionalmente nos referiremos a ωi(c(t)) como ωi(t).

44
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Un cambio de parametrización de c : [a, b] −→ U es un homeomorfismo diferenciable
ϕ : [c, d] −→ [a, b]. Decimos que ϕ conserva la orientación si ϕ es creciente; de otra manera,
invierte orientación.

Si t = ϕ(τ) y ϕ es creciente, obtenemos, usando la fórmula de cambio de variables para
integrales, ∫

c(t)

ω =

∫ b

a

(∑
i

ωi(t)
dxi
dt

)
dt

=

∫ b

a

(∑
i

ωi(ϕ(τ))
dxi
dτ

dτ

dt

)
dt

=

∫ d

c

(∑
i

ωi(τ)
dxi
dτ

)
dτ

=

∫
c(τ)

ω,

que muestra que
∫
c
ω es invariante por un cambio de parametrización que conserva la orienta-

ción; de igual forma, si ϕ cambia la orientación,
∫
c
ω cambia signo. De una forma más general

tenemos la siguiente proposición, donde la propiedad importante es que la integral de una
forma no depende de la parametrización con la que se describe.

Proposición 3.1. Sea φ : [a, b] −→ [a, b] una función diferenciable, continua y creciente,
con φ(a) = a y φ(b) = b. Sea U ⊂ Rn abierto, c : [a, b] −→ U una curva y ω una 1-forma
diferencial continua en U . Entonces ∫

c◦φ
ω =

∫
c

ω

Demostración. Sea ω =
∑

i ωidxi una 1-forma diferencial.

∫
c◦φ

ω =

∫ b

a

(c ◦ φ)∗ω

=

∫ b

a

∑
i

ωi((c ◦ φ)(t))(c ◦ φ)∗dxi

=

∫ b

a

∑
i

ωi(c(φ(t)))d(ci ◦ φ)(t)dt

=

∫ b

a

∑
i

ωi(c(φ(t)))d(ci)(φ(t))dφ(t)dt
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Si u = φ(t), entonces du = dφ(t)dt. Por el teorema de cambio de variable de la integral en
un intervalo en R. ∫

c◦φ
ω =

∫ φ(b)

φ(a)

∑
i

ωi(c(u))d(ci)(u)du

=

∫ b

a

∑
i

ωi(c(u))c∗(dxi)(u)

=

∫ b

a

c∗

(∑
i

ωidxi

)

=

∫ b

a

c∗ω

=

∫
c

ω

Si la función φ es decreciente y φ(a) = b, φ(b) = a, entonces la parametrización c ◦ φ
recorre a c en sentido opuesto, y de la demostración anterior es fácil verificar que∫

c◦φ
ω = −

∫
c

ω.

Es decir, la curva recorrida en dirección opuesta no es nada más que una reparametrización
en el sentido opuesto. De aqúı en adelante denotaremos a −c como la curva c recorrida en
orientación opuesta.

Definición 3.3. Sea ω una forma diferencial.

a. Diremos que ω es cerrada si dω = 0.

b. ω es exacta en V ⊂ U , si existe una función diferenciable f : V −→ R tal que ω = df
en V .

Definición 3.4. Decimos que un conjunto abierto V ⊂ Rn es conexo si, para cada x, y ∈
V , existe una curva diferenciable a trozos c en V tal que c(a) = x y c(b) = y. (Fig. (3.1))

Desde ahora, ω =
∑
ai dxi es una forma diferencial definida en un conjunto abierto

U ⊂ Rn.
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Figura 3.1. V es conexo si, para x, y ∈ V , existe una curva diferenciable a trozos c en V tal
que c(a) = x y c(b) = y.

Proposición 3.2. Sea ω una 1−forma diferencial definida en un abierto U ⊂ Rn. Entonces
los siguientes enunciados son equivalentes:

1. ω es exacta en un conjunto conexo abierto V ⊂ U .

2.
∫

c
ω depende sólo de los extremos de c para toda curva c ⊂ V .

3.
∫

c
ω = 0, para toda curva cerrada c ⊂ V .

Demostración. 1) =⇒ 2) Suponga que ω es exacta en un conexo abierto V ⊂ U , entonces,
por definición, existe una función diferenciable f : V −→ R tal que ω = df en V . Sea
c : [a, b] −→ V una curva, aśı,∫

c

ω =

∫
c

df =

∫ b

a

c∗(df)

=

∫ b

a

d(c∗f)

=

∫ b

a

d(f ◦ c) =

∫ b

a

d(f ◦ c)

dt
dt; f ◦ c es una función real

= (f ◦ c)
∣∣∣b
a

= (f ◦ c)(b)− (f ◦ c)(a) = f(c(b))− f(c(a))

por lo tanto,
∫
c
ω depende sólo de los extremos de la curva c.

2) =⇒ 3) Suponga que
∫
c
ω depende sólo de los extremos de una curva cerrada c : [a, b] −→ V ,

es decir, ∫
c

ω = f(c(b))− f(c(a)),



3. Integrales de Ĺınea 48

pero, como c es cerrada, c(a) = c(b), aśı,

f(c(b))− f(c(a) = f(c(a))− f(c(a) = 0.

Por lo tanto,
∫
c
ω = 0 para toda curva cerrada c.

3) =⇒ 2) Sea x, y ∈ V y considere las curvas c1, c2 : [a, b] −→ V con c1(a) = x, c1(b) = y,
c2(a) = x y c2(b) = y.

Hagamos c = c1 ∪ (−c2), (Fig. (3.2)), aśı c(a) = x = c(b), es decir, c es cerrada.

Figura 3.2. La curva c = c1 ∪ (−c2) es cerrada.

Por lo que, ∫
c

ω = 0∫
c

ω =

∫
c1∪(−c2)

ω = 0

=

∫
c1

ω +

∫
−c2

ω = 0

=

∫
c1

ω −
∫
c2

ω = 0

aśı, ∫
c1

ω =

∫
c2

ω

Por lo tanto,
∫
c
ω sólo depende de los extremos.

2) =⇒ 1) Fijemos x0 ∈ V . Para x ∈ V , definimos

f(x) =

∫
c

ω,
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donde c es una curva diferenciable por trozos en V de x0 a x. La función f : V −→ R
está bien definida porque V es conexo y la integral

∫
c
ω sólo depende de x0 y x. Debemos

demostrar que ω es exacta en V , para ello sólo mostremos que ω = df .

Ya que df =
∑

i

∂f

∂xi
dxi, mostremos que

∂f

∂xi
(x) = ai(x), i = 1, · · · , n.

Sea ei = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0), donde 1 está en la i-ésima posición del vector, y considere la
curva

ci : [0 , 1] −→ V

t 7−→ x+ t ei

que une a x con x+ t ei y está contenida en V .

Figura 3.3. c ∪ ci une a x0 con x+ t ei.

Sea x = (a1, a2, · · · , an), entonces

ci(t) = x + t ei = (x1 = a1, x2 = a2, · · · , xi = ai + t, · · · , xn = an), por lo que
d xj
d t

= 0

salvo si j = i,
d xi
d t

= 1.

Además, f(x+ t ei) =
∫
c∪ci ω, ya que c une a x0 con x y ci une a x con x+ t ei, aśı c∪ ci

une a x0 con x+ t ei (Fig. (3.3)). Calculemos

∂f

∂xi
(x) = ĺım

t−→0

[
1

t
(f(x+ t ei)− f(x))

]
= ĺım

t−→0

[
1

t

(∫
c∪ci

ω −
∫
c

ω

)]
= ĺım

t−→0

[
1

t

(∫
c

ω +

∫
ci

ω −
∫
c

ω

)]
= ĺım

t−→0

[
1

t

∫
ci

ω

]
= ĺım

t−→0

[
1

t

∫ b

a

∑
j

aj(t)
d xj
d t

dt

]
= ĺım

t−→0

[
1

t

∫ t

0

ai(s) ds

]
= ĺım

t−→0

1

t

(
Ai(s)

∣∣∣t
0

)
= ĺım

t−→0

1

t
(Ai(t)− Ai(0))

= ĺım
t−→0

Ai(0 + t)− Ai(0)

t
= ai(0) = ai(ci(0))

= ai(x)
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Por lo tanto, ω es exacta en V .

La proposición (3.2) puede ser utilizada para verificar si una forma es exacta o no, como
lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1. Considere la forma

ω = − y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy

en R2 − {0}. Calculemos dω,

dω =
∂

∂x

(
−y

x2 + y2

)
dx dx+

∂

∂y

(
−y

x2 + y2

)
dx dy +

∂

∂x

(
x

x2 + y2

)
dy dx

+
∂

∂y

(
x

x2 + y2

)
dy dy

= 0 +

[
(−1)(x2 + y2)− (−y)(2y)

(x2 + y2)2

]
dx dy +

[
(1)(x2 + y2)− (x)(2x)

(x2 + y2)2

]
dy dx+ 0

=
−x2 − y2 + 2 y2

(x2 + y2)2
dx dy − x2 + y2 − 2x2

(x2 + y2)2
dx dy

=

(
−x2 + y2

(x2 + y2)2
− −x

2 + y2

(x2 + y2)2

)
dx dy

= 0.

Lo que implica que ω es cerrada. Pero ω no es exacta, verificaremos esto: sea

c(t) = (cos 2πt, sen 2πt) t ∈ [0, 1],

el ćırculo unitario S1, el cual satisface ∂c = 0. Entonces∫
c

ω =

∫ 1

0

c∗ω =

∫ 1

0

c∗
(
− y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy

)
=

∫ 1

0

[
− sen 2πt

cos2 2πt+ sen2 2πt

d(cos 2πt)

dt
+

cos 2πt

cos2 2πt+ sen2 2πt

d(sen 2πt)

dt

]
=

∫ 1

0

((− sen 2πt)(−2π sen 2πt) + (cos 2πt)(2πt))dt

= 2π

∫ 1

0

(sen2 2πt+ cos2 2πt)dt = 2π

∫ 1

0

dt

= 2π 6= 0

Por lo tanto, ω es una forma cerrada en R2 − {0} que no es exacta.
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Definición 3.5. Sea ω una forma en U ⊂ Rn. Decimos que la forma ω es localmente
exacta si, para cada x ∈ V , existe un ε > 0 tal que ω es exacta en B(x, ε).

Teorema 3.1. (Lema de Poincaré para 1-formas )
Sea ω =

∑
ai dxi definida en un conjunto abierto U ⊂ Rn. Entonces dω = 0 si y sólo si para

cada p ∈ U existe un entorno V ⊂ U de p y una función diferenciable f : V −→ R con
df = ω (es decir, ω es localmente exacta).

Demostración.
⇐=

Sea p ∈ U y suponga que ω es localmente exacta, entonces existe f : V −→ R, con V un
entorno de p tal que df = ω, aśı dω = d(df) = d2f = 0.
=⇒
Suponga que dω = 0. Sin pérdida de generalidad supondremos ω = a dx+b dy+c dz definida
en U ⊂ R3. Para cada punto p ∈ U , sea B(p) una bola con centro en p = (x0, y0, z0) contenida
en U . Para cada q ∈ B(p), q = (x, y, z), sea

β(t) = p+ t(q − p) = (x0 + t(x− x0), y0 + t(y − y0), z0 + t(z − z0), t ∈ [0, 1]

una recta que conecta a p con q. Ya que B(p) es una bola, se tiene que β(t) ⊂ B(p). Definamos

f(q) =

∫
β(t)

ω =

∫ 1

0

β∗ω =

∫ 1

0

(
a(β(t))

dβ1
dt

+ b(β(t))
dβ2
dt

+ c(β(t))
dβ3
dt

)
dt

=

∫ 1

0

(a(β(t)) (x− x0) + b(β(t)) (y − y0) + c(β(t)) (z − z0)) dt

Queremos mostrar que df = ω, mostrar esto significa,

∂f

∂x
(q) = a(q),

∂f

∂y
(q) = b(q),

∂f

∂z
(q) = c(q).

Note que, al desarrollar la condición dω = 0,

0 = dω =
∂a

∂x
dx dx+

∂a

∂y
dx dy +

∂a

∂z
dx dz

+
∂b

∂x
dy dx+

∂b

∂y
dy dy +

∂b

∂z
dy dz

+
∂c

∂x
dz dx+

∂c

∂y
dz dy +

∂c

∂z
dz dz

0 =

(
∂a

∂y
− ∂b

∂x

)
dy dx+

(
∂a

∂z
− ∂c

∂x

)
dz dx+

(
∂b

∂z
− ∂c

∂y

)
dz dy,

Se reduce a,
∂a

∂y
=
∂b

∂x
,

∂a

∂z
=
∂c

∂x
,

∂b

∂z
=
∂c

∂y
.
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Consideremos el primer caso
∂f

∂x
(q) = a(q). Diferenciando a f y usando las primeras dos

identidades de la condición, obtenemos

∂f

∂x
(q) =

∫ 1

0

[
∂

∂x
(a(β(t))(x− x0)) +

∂

∂x
(b(β(t))(y − y0)) +

∂

∂x
(c(β(t))(z − z0))

]
dt

=

∫ 1

0

[
∂a

∂x

∂β

∂x
(x− x0) + a

∂

∂x
(x− x0) +

∂b

∂x

∂β

∂x
(y − y0) +

∂c

∂x

∂β

∂x
(z − z0)

]
dt

=

∫ 1

0

[
∂a

∂x
t(x− x0) + a+

∂b

∂x
t(y − y0) +

∂c

∂x
t(z − z0)

]
dt

=

∫ 1

0

[(
∂a

∂x
(x− x0) +

∂a

∂y
(y − y0) +

∂a

∂z
(z − z0)

)
t+ a

]
dt

=

∫ 1

0

[(
d

dt
(a(β(t)))

)
t+ a

]
dt

=

∫ 1

0

d

dt
(a(β(t))t)dt

= a(β(t))t
∣∣∣1
0

= a(β(1))(1)− a(β(0))(0) = a(β(1)) = a(q)

Y de manera similar, procedemos con

∂f

∂y
(q) = b(q),

∂f

∂z
(q) = c(q).

Esto completa la demostración del teorema (3.1).

Una de las aplicaciones interesantes del teorema (3.1) es para extender la definición de la
integral de una forma cerrada sobre curvas que sólo son continuas. Para hacer esto, obser-
vemos que si ω definida en U ⊂ Rn, es cerrada y c : [0, 1] −→ U , una curva diferenciable,
podemos elegir una partición

0 = t0 < t1 < · · · < tk < tk+1 = 1,

de [0, 1] de tal manera que la restricción c|[ti,ti+1] = ci, i = 1, · · · , k está contenida en una
bola Bi donde ω es exacta, es decir, existe una función fi : Bi −→ R con dfi = ω. Entonces∫

c

ω =
∑
i

∫
ci

ω =
∑
i

∫ ti+1

ti

c∗iω =
∑
i

∫ ti+1

ti

c∗i (dfi)

=
∑
i

∫ ti+1

ti

d(c∗i (fi)) =
∑
i

∫ ti+1

ti

d(fi ◦ ci)
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∫
c

ω =
∑
i

[fi(ci(ti+1))− fi(ci(ti))] (3.1)

Ahora, si c : [0, 1] −→ R es continua únicamente, tal partición existe y definimos la integral∫
c
ω por (3.1).
Debemos mostrar que este resultado es independiente de la partición escogida. Dada un

partición P, un refinamiento de P es una nueva partición obtenida de P añadiendo nuevos
puntos a esta. Si añadimos un punto t′ ∈ (ti, ti+1), tenemos que c(t) ∈ Bi, ya que

[fi(ci(ti+1))− fi(ci(t′))] + [fi(ci(t
′))− fi(ci(ti))] = [fi(ci(ti+1))− fi(ci(ti))] ,

el valor de la integral, para esta nueva partición, no cambia. Resulta que la integral es la
misma bajo refinamientos de una partición dada. Ahora, dada dos particiones distintas, po-
demos formar una tercera añadiendo a la primera todos los puntos de la segunda (este es un
refinamiento común). Esta integral debe ser igual a las integrales de la primera y segunda
partición, que en efecto es aśı. Esto muestra la independencia requerida.

El teorema (3.1) nos lleva a hacernos la siguiente pregunta: sabemos que una forma cerrada
es localmente exacta, ¿cuándo será globalmente exacta? Es necesaria alguna restricción al
dominio de la forma cerrada, ya que en el ejemplo (3.1) la forma es cerrada en R2−{0}, pero
no es exacta ah́ı.

La respuesta a esta pregunta dependerá de cómo la integral de una forma cerrada a lo
largo de una curva continua vaŕıa cuando deformamos la curva continuamente. Para hacer
esta noción precisa, introducimos la noción de homotoṕıa.

Definición 3.6. Dos curvas continuas c0, c1 : [a, b] −→ U ⊂ Rn con los mismos puntos
extremos c0(a) = c1(a) y c0(b) = c1(b) son homotópicas si existe una función continua

H : [a, b]× [0, 1] −→ U, (s, t) ∈ [a, b]× [0, 1],

tal que

H(s, 0) = c0(s), H(s, 1) = c1(s), (3.2)

H(a, t) = c0(a) = c1(a), H(b, t) = c0(b) = c1(b). (3.3)

Por lo tanto, la homotoṕıa H(s, t) = Ht(s) es una familia de curvas continuas parame-
trizadas por t ∈ [0, 1] que deforman la curva H0(s) = c0(s) en la curva H1(s) = c1(s)
(condición (3.2)), manteniendo fijo los puntos finales Ht(a) y Ht(b) (condición (3.3)).

A veces es conveniente quitar la condición (3.3) de la definición de homotoṕıa y dejar que
los puntos extremos vaŕıen; en este caso, decimos que H es una homotoṕıa libre entre c0

y c1.
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Figura 3.4. Representación gráfica de una homotoṕıa H.

Resulta que las integrales de ĺınea de formas cerradas son invariantes bajo homotoṕıas.
Más precisamente.

Teorema 3.2. Sea ω una 1−forma cerrada definida sobre un abierto U ⊂ Rn. Sean
c0, c1 : [a, b] −→ U ⊂ Rn dos curvas continuas y homotópicas en U . Entonces∫

c0

ω =

∫
c1

ω (3.4)

Demostración. Ya que ω es cerrada, i.e, dω = 0, entonces ω es localmente exacta. Considere
B = {Bi} la colección de bolas donde ω es exacta. Sea H la homotoṕıa entre c0 y c1.
Afirmamos que B es una cubierta para H([a, b]×[0, 1]) ⊂ U . Ya que [a, b], [0, 1] son compactos,
entonces R = [a, b]× [0, 1] es compacto también.

Además, la cubierta de R por {H−1(Bi)} = Wi tiene un número de Lebesgue d (esto
es, cada subconjunto de R con diámetro < d está contenido en algún Wi). Dividamos a R
en subrectángulos Rj,k a partir de las ĺıneas t = const., s = const., de tal manera que el
diámetro de cada Rj,k sea más pequeño que d. Por exactitud local en cada subrectángulo,
sea

∂Rj,k : [0, 1] −→ U,

∂Rj,k = (−βj,k) ∪ (−αj+1,k) ∪ βj,k+1 ∪ αj,k.
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Figura 3.5. El subrectángulo Rj,k surge a partir de las ĺıneas t = const., s = const., de tal
manera que el diámetro de cada Rj,k sea más pequeño que d.

Aśı
∫
∂Rj,k

ω = 0. Por lo tanto, si Rj,k tiene lados αj,k, βj,k+1, αj+1,k, βj,k con orientación

dada por s, t creciente, se obtiene (Fig. (3.5))

0 =

∫
Rj,k

ω =
∑
j

∑
k

∫
∂Rj,k

ω =
∑
j

∑
k

[∫
αj,k

ω +

∫
βj,k+1

ω +

∫
−αj+1,k

ω +

∫
−βj,k

ω

]

=
∑
j

∑
k

[∫
αj,k

ω +

∫
βj,k+1

ω −
∫
αj+1,k

ω −
∫
βj,k

ω

]
.

Pero los lados de Rj,k que son interiores a R aparecen dos veces con orientación opuesta
en la suma de arriba. Por lo que, las correspondientes integrales se anulan,

0 =

∫
c0

ω +

∫
βb

ω −
∫
c1

ω −
∫
βa

ω, (3.5)

y donde βa es la curva H(a, t) y βb es la curva H(b, t). Dado que estas curvas se reducen a
puntos las integrales correspondientes desaparecen, aśı∫

c0

ω =

∫
c1

ω,

como deseábamos.

Podemos observar que si c0 y c1 son curvas cerradas (ie., c0(a) = c0(b) y c1(a) = c1(b))
que son libremente homotópicas, entonces, aunque las curvas βa y βb no se reduzcan a puntos,
siempre son iguales. Por lo tanto, por (3.5), todav́ıa se da la igualdad (3.4).
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Proposición 3.3. Sea ω una 1−forma cerrada definida en U , y sean c0 y c1 dos curvas
cerradas libremente homotópicas en U . Entonces∫

c0

ω =

∫
c1

ω;

en particular, si c0 es libremente homotópica a un punto,∫
c0

ω = 0.

Definición 3.7. Sea U ⊂ Rn un conjunto abierto y conexo. Decimos que U es simplemente
conexo si toda curva continua cerrada en U es libremente homotópica a un punto en U .

Proposición 3.4. Sea ω una forma cerrada definida en un conjunto U simplemente conexo.
Entonces ω es exacta.

Demostración. Sea c : [a, b] −→ U una curva continua y cerrada, por la definición anterior,
como U es simplemente conexo, entonces c es libremente homotópica a un punto p ∈ U . Por
la proposición (3.3) ∫

c

ω = 0,

y como U también es conexo, por la proposición ((3.2), 3⇒1), ω es exacta.

3.1. Resolución de Ejercicios

Ejercicio 3.1. Muestre que la forma ω = 2x y3 dx + 3x2 y2 dy es cerrada y calcule
∫

c
ω,

donde c es el arco de la parábola y = x2 desde (0, 0) a (x, y).

Solución. Para mostrar lo primero, calculemos dω

dω = d(2x y3 dx+ 3x2 y2 dy) = d(2x y3 dx) + d(3x2 y2 dy)

=
∂

∂ x
(2x y3) dx dx+

∂

∂ y
(2x y3) dy dx+

∂

∂ x
(3x2 y2) dx dy +

∂

∂ y
(3x2 y2) dy dy

= 0− 6x y2 dx dy + 6x y2 dx dy

dω = 0

Por lo que, ω es cerrada. Ahora, calculemos lo segundo, para ello, considere la curva

c : [0, 1] −→ R2 t c(t) = (x t, x2 t2),
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que parametriza el arco de la parábola y = x2 desde (0, 0) a (x, y) (Fig. (3.6)), luego,∫
c

ω =

∫ 1

0

c∗(ω) =

∫ 1

0

2(xt)(x2t2)(xdt) + 3(xt)2(x2t2)2(2x2tdt)

=

∫ 1

0

(2x8t7 + 6x8t7)dt

=

∫ 1

0

8x8t7dt

= 8x8
(
t8

8

∣∣∣1
0

)
= x8

Aśı,
∫

c
ω = x8.

Figura 3.6. Arco de la parábola y = x2.

Ejercicio 3.2. Sean U, V ⊂ Rn conjuntos abiertos simplemente conexos tales que U ∩ V es
conexo. Sea ω una 1−forma cerrada tal que ω es exacta en U y ω es exacta en V . Muestre
que ω es exacta en U ∪ V .

Solución. Debemos mostrar que, bajo cualquier curva cerrada en un conexo, la integral de
ω es cero.
Dado que, U y V son conjuntos abiertos simplemente conexos (conexos también), y por
hipótesis U ∩ V es conexo, entonces U ∪ V es conexo. Recordemos, también que en U y
V , ω es exacta, por la proposición (3.2), bajo curvas cerradas las integrales de ω son cero.
Considere las curvas según la figura (3.7). Sea

c : c1 ∪ c2 ∪ c3 ∪ c4 ∪ c5 ∪ c6.
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Aśı, ∫
c

ω =

∫
c1∪c2∪c3∪c4∪c5∪c6

ω

=

∫
c1

ω +

∫
c2

ω +

∫
c3

ω +

∫
c3

ω +

∫
c4

ω +

∫
c5

ω +

∫
c6

ω

=

(∫
c1

ω +

∫
−c7

ω +

∫
c6

ω

)
+

(∫
c2

ω +

∫
c8

ω +

∫
c5

ω +

∫
c7

ω

)
+

(∫
c3

ω +

∫
c4

ω +

∫
−c8

ω

)
=

(∫
c1

ω −
∫

c7

ω +

∫
c6

ω

)
+

(∫
c2

ω +

∫
c8

ω +

∫
c5

ω +

∫
c7

ω

)
+

(∫
c3

ω +

∫
c4

ω −
∫

c8

ω

)
= 0 + 0 + 0 = 0

Por lo tanto, ω es exacta en U ∪ V .

Figura 3.7. U ∪ V



Caṕıtulo 4

Variedades Diferenciables

Hasta este momento sólo nos hemos detenido a hablar de las formas diferenciales y de
integrales de 1-formas. Vamos adentrarnos más en lo que es la Geometŕıa Diferencial y para
ello hablaremos de las variedades diferenciables. Vamos a comenzar con el más conocido
ejemplo de una variedad diferencial, es decir, una superficie regular en R3, para ello haremos
uso de la siguiente definición y la proposición de cambio de parámetros.

Definición 4.1. Un subconjunto S ⊂ R3 es una superficie regular si, para cada p ∈ S, existe
un entorno V en R3 y una aplicación fα : Uα ⊂ R2 −→ V ∩ S de un conjunto abierto Uα de
R2 sobre V ∩ S tal que:

1. fα es un homeomorfismo diferenciable. Como fα es continua por ser diferenciable, esto
significa que fα admite una inversa f−1α : V ∩ S −→ Uα que es continua.

2. Para cada q ∈ Uα, el diferencial (dfα)q : Tq(Uα) −→ R3 es inyectiva.

La funcioń fα : Uα −→ S es llamada una parametrizacioń de S entorno a p
La más importante consecuencia de la definición anterior, es el hecho que el cambio

de parámetros es un difeomorfismo. Más precisamente, por la proposición de cambio de
parámetros si fα : Uα ⊂ R2 −→ S y fβ : Uβ ⊂ R2 −→ S son dos parametrizaciones en S
tal que fα(Uα) ∩ fβ(Uβ) = W , entonces las funciones

f−1β ◦ fα : f−1α (W ) −→ R2

f−1α ◦ fβ : f−1β (W ) −→ R2

son un difeomorfismo, es decir, son diferenciables.
De ello se deduce que en una superficie, tiene sentido hablar de funciones diferenciables

y la aplicación de métodos de Cálculo Diferencial.

El más serio problema con la definición anterior es su dependencia de R3. En efecto, la
idea natural de una superficie abstracta es la de un objeto que es, en cierto sentido, de di-
mensión 2 y al que podemos aplicar, a nivel local, el Cálculo Diferencial en R2. Tal idea, de

59
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una superficie abstracta (es decir, sin referencia a un espacio) se ha previsto desde Gauss1.
Le tomó, sin embargo, cerca de un siglo para dar una definición definitiva que presentaremos
más adelante. Una de las razones de este retraso fue que, incluso para las superficies en R3,
el papel fundamental del cambio de parámetros no se entend́ıa claramente.

Como no se gana nada limitándonos al espacio de dimensión 2, lo haremos de una forma
más general para dimensión n.

Figura 4.1. Condición 2. de la definición (4.2)

Definición 4.2. Una variedad diferenciable de dimensión n, es un conjunto M junto
con una familia de funciones inyectivas fα : Uα ⊂ Rn −→M de conjuntos abiertos Uα en Rn

sobre M tal que:

1.
⋃
α fα(Uα) = M.

1Johann Carl Friedrich Gauss (30 de abril de 1777 - 23 de febrero de 1855) fue un matemático,
astrónomo, geobotánico y f́ısico alemán que contribuyó significativamente en muchos campos, incluida la
teoŕıa de números, el análisis matemático, la geometŕıa diferencial, la estad́ıstica, el álgebra, la geodesia, el
magnetismo y la óptica.
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2. Para cada par α, β, con fα(Uα) ∩ fβ(Uβ) = W 6= φ, los conjuntos f−1α (W ) y f−1β (W )

son conjuntos abiertos en Rn y las funciones f−1β ◦fα, f−1α ◦fβ son diferenciables. (Fig.
(4.1))

3. La familia {(Uα, fα)} es maximal (relativo al orden dado por la inclusión de conjuntos)
entre todas las familias de entornos coordenados sobre M bajo las condiciones (1) y
(2).

El par (Uα, fα) con p ∈ fα(Uα) es llamado una parametrización (o un sistema coor-
denado o carta) de M en p; fα(Uα) es entonces llamado un entorno coordenado de
p. Una familia (Uα, fα) que satisface las propiedades (1) y (2) es llamada una estructura
diferenciable en M .

La condición (3) es una condición técnica. En realidad, siempre podemos extender una
estructura diferenciable a una maximal, uniendo a la estructura dada todas las parametri-
zaciones que junto con alguna parametrización de tal estructura satisfacen la condición (2).
Aśı con cierto abuso de lenguaje, podemos decir que una variedad diferenciable es un con-
junto dotado con una estructura diferenciable, la extensión a una maximal, siendo asumido
cuando sea necesario.

Observación 3. Una comparación entre la definición de una superficie regular en R3 y la
definición de una variedad diferenciable, muestra que el punto crucial ha sido introducir la
propiedad fundamental de cambio de parámetros (tal es un teorema para superficies) como
un axioma de la definición (4.2). Como veremos pronto, esto transporta a variedades dife-
renciables todas las notaciones del cálculo diferencial en Rn.

Observación 4. Una estructura diferenciable en un conjunto M que induce de forma natural
una topoloǵıa en M . Es suficiente definir que A ⊂M es un conjunto abierto si

f−1α (A ∩ fα(Uα)) es un conjunto abierto en Rn, para todo α, verificamos que, si A =
fα(Uα),
entonces

f−1(A ∩ fα(Uα)) = f−1α (fα(Uα))

= Uα es un abierto en Rn

Es fácil verificar que esto define una topoloǵıa en M para los cuales, los conjuntos, fα(Uα)
son abiertos, es decir, f−1α (fα(Uα)) = Uα y las funciones fα son continuas, que en efecto se
muestra f−1α (A) es abierto en Uα, entonces

f−1α (A) = f−1α (A) ∩ Uα
= f−1α (A ∩ fα(Uα)) es abierto en Rn

Aśı, f−1α (A) es abierto en Uα.
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Observación 5. La topoloǵıa natural de una variedad diferenciable puede ser bastante ex-
traña. En particular puede suceder si uno (o ambos) de los siguientes axiomas no son válidos:

(a) Axioma de Hausdorff. Dado dos puntos distintos en M , existen entornos de estos pun-
tos que no se intersectan.

(b) Axioma de base numerable. M puede ser cubierto por un nuḿero numerable de entornos
coordenados (decimos entonces que M tiene una base numerable).

En el axioma (a) es esencial para probar que el ĺımite de una sucesión convergente es
única, y el axioma (b) es esencial para la existencia de una partición de la unidad, que es
casi una herramienta indispensable para el estudio de la topoloǵıa de variedades.

Asumiremos de ahora en adelante, que todas las variedades son consideradas de Hausdorff
y tiene una base numerable.

Ejemplo 4.1.

1. Una superficie regular S es una variedad diferenciable 2-dimensional con estructura
{(Uα, fα)}, que por definición las fα son homeomorfismos diferenciables, cumpliendo

a)
⋃
α fα(Uα) = S, y

b) Por la proposición de cambio de parámetros se tiene que para α, β tal que

fα(Uα) ∩ fβ(Uβ) = W 6= ∅, entonces f−1β ◦ fα y f−1α ◦ fβ son diferenciables.

2. El espacio euclidiano Rn es una variedad diferenciable n-dimensional. En efecto, basta
tomar como la estructura diferenciable a {(Rn, iRn = i)}, es decir, un atlas constituido
por una sola carta formada por el abierto U = Rn y el homeomorfismo coordenado
ϕ = i, la identidad en Rn que es biyectiva, con lo que se satisfacen las condiciones:

a)
⋃
i(Rn) = Rn.

b) i−1(i(Rn)) = Rn es abierto en Rn y i−1 ◦ i = i es diferenciable.

3. Un subconjunto abierto de Rn es una n-variedad diferenciable. Se verifica tomando el
atlas {(U ∩ Rn, in)}, donde U ∩ Rn es un abierto y in, la función inclusión que es
biyectiva, de aqúı satisface que

a)
⋃
in(U ∩ Rn) = U
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b) i−1n (in(U ∩ Rn)) = U es abierto en Rn y como i−1n ◦ in = i, y la identidad es
diferenciable, entonces i−1n ◦ in es diferenciable.

Ejemplo 4.2. Si M es una n-variedad diferenciable, todo abierto U ⊂ M es de nuevo una
n-variedad diferenciable, cuyo atlas viene dado por{(

f−1α (U) ∩ Uα, fα
∣∣∣
f−1
α (U)∩Uα

)
: ∀(Uα, fα) carta de M

}
.

En efecto, los abiertos fα(Uα) recubren a M , sea Vα = f−1α (U) ∩ Uα,⋃
α

fα

∣∣∣
Vα

(Vα) =
⋃
α

fα(Vα),

verificaremos que las fα

∣∣∣
Vα

(Vα) recubren a U , para ello:

“ ⊂ ”⋃
α

fα(Vα) =
⋃
α

fα
(
f−1α (U) ∩ Uα

)
⊂

⋃
α

U ∩ fα(Uα)

⊂ U.

“ ⊃ ”

Recordemos que
⋃
α fα(Uα) = M y que U ⊂M .

y ∈ U =⇒ ∃ x ∈ Uβ tal que fβ(x) = y, algún β

=⇒ x ∈ f−1β (U) ∩ Uβ = Vβ

=⇒ y ∈ fβ(Vβ)

=⇒ y ∈
⋃
α

fα(Vα)

=⇒ U ⊂
⋃
α

fα(Vα)

∴
⋃
α

fα

∣∣∣
Vα

(Vα) =
⋃
α

fα(Vα) = U

Denotemos por φ las funciones φα = fα

∣∣∣
Vα

: Vα −→ U . Sean α, β, con

φα(Vα) ∩ φβ(Vβ) = W, luego

φ−1α (W ) = φ−1α (φα(Vα) ∩ φβ(Vβ)) = φ−1α (φα(Vα)) ∩ φ−1α (φβ(Vβ))

= Vα ∩ φ−1α (φβ(Vβ)); por inyectividad φ−1α (φα(Vα)) = Vα,
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Observemos que
φ−1α (φβ(Vβ)) = f−1α (fβ(Vβ)) = (f−1α ◦ fβ)(Vβ),

pero f−1α ◦fβ y f−1β ◦fα = (f−1α ◦fβ)−1 son diferenciables por lo tanto, son continuas también,
aśı que

(f−1α ◦ fβ)(Vβ) es abierto en Vα ⊂ Rn,

entonces
Vα ∩ φ−1α (φβ(Vβ)) es abierto en Vα,

por lo que φ−1α (W ) es abierto en Vα igual que φ−1β (W ). Además φβ ◦ φ−1α y φα ◦ φ−1β son
diferenciables porque son restricciones de funciones diferenciables sobre conjuntos abiertos.

Ejemplo 4.3. (El plano real proyectivo P2(R)). Denotaremos por P2(R) al conjunto de
todas las ĺıneas en R3 que pasan por el origen (0, 0, 0) de R3, es decir, P2(R) es el conjunto
de “direcciones” en R3.

Queremos introducir una estructura diferenciable en P2(R). Para eso, sea (x, y, z) ∈ R3,
y note que P2(R) es el espacio cociente de R3 − {(0, 0, 0)} por la relación de equivalencia ∼:

(x, y, z) ∼ (x0, y0, z0) ⇐⇒ ∃λ ∈ R− {0} tal que (x0, y0, z0) = (λx, λy, λz).

Verificaremos que ∼ es una relación de equivalencia

1. (Reflexividad)
Dado que λ = 1 ∈ R se cumple que

(x, y, z) = 1(x, y, z),

por lo tanto, (x, y, z) ∼ (x, y, z)

2. (Simétrica)
Suponga que (x, y, z) ∼ (x0, y0, z0), entonces existe λ1 ∈ R− {0} tal que

(x0, y0, z0) = λ1(x, y, z). Como λ1 6= 0, entonces
1

λ1
x0 = x,

1

λ1
y0 = y,

1

λ1
z0 = z, aśı,

(x, y, z) =
1

λ1
(x0, y0, z0), por lo que (x0, y0, z0) ∼ (x, y, z)

3. (Transitiva)
Suponga que (x, y, z) ∼ (x0, y0, z0) y que (x0, y0, z0) ∼ (x1, y1, z1). Entonces ∃λ1, λ2 ∈
R− {0} tales que (x0, y0, z0) = λ1(x, y, z) y (x1, y1, z1) = λ2(x0, y0, z0), aśı, x0 = λ1x y
x1 = λ2x0, entonces x1 = λ2x0 = λ2λ1x. Luego (x1, y1, z1) = λ2λ1(x, y, z). Por lo tanto
(x, y, z) ∼ (x1, y1, z1).

∴ ∼ es una relación de equivalencia.
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Los elementos de P2(R) los denotaremos por [x, y, z].
Ahora, vamos a definir los conjuntos V1, V2 V3 en P2(R) por:

V1 = {[x, y, z] : x 6= 0} ,
V2 = {[x, y, z] : y 6= 0} ,
V3 = {[x, y, z] : z 6= 0} ,

y las funciones fi : R2 −→ Vi, i = 1, 2, 3, por

f1(u, v) = [1, u, v], f2(u, v) = [u, 1, v], f3(u, v) = [u, v, 1],

donde (u, v) ∈ R2. Geométricamente V2, por ejemplo, es el conjunto de las ĺıneas de R3 que
pasan por el origen y no pertenecen al plano xO z. Afirmamos que la familia {(fi,R2)} es
una estructura diferenciable para P2(R).
Debemos mostrar que las fi son inyectivas (en efecto, son biyectivas). Supongamos, sin pérdi-
da de generalidad, a i = 1 y j = 2.

f1(u, v) = f1(u0, v0) ⇒ [1, u, v] = [1, u0, v0]

⇒ (1, u, v) ∼ (1, u0, v0)

⇒ ∃ λ ∈ R− {0} tq. (1, u0, v0) = λ(1, u, v)

⇒ 1 = λ

⇒ (u0, v0) = (u, v)

⇒ f1 es inyectiva.

∴ fi son inyectivas.

No es dif́ıcil probar que fi es sobreyectiva también,

[x, y, z] ∈ V1 ⇒ x 6= 0

⇒ 1

x
(x, y, z) =

(
1,
y

x
,
z

x

)
⇒ [x, y, z] =

[
1,
y

x
,
z

x

]
= f1

(y
x
,
z

x

)
⇒ f1 es sobreyectiva.

∴ fi son sobreyectivas.

Por la sobreyectividad de fi obtenemos que fi(R2) = Vi.
Luego, debemos verificar que

⋃
i fi(R2) = P2(R), la inclusión “⊂” es inmediata (pues

Vi ⊂ P2(R)), sólo falta verificar “⊃”.

[u, v, w] ∈ P2(R) ⇒ (u, v, w) 6= (0, 0, 0)

⇒ u 6= 0 o v 6= 0 o w 6= 0

⇒ [u, v, w] ∈ V1 o [u, v, w] ∈ V2 o [u, v, w] ∈ V3

⇒ [u, v, w] ∈
3⋃
i=1

Vi
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∴
⋃
i

fi(R2) = P2(R).

Verifiquemos ahora que f−1i (Vi ∩ Vj) es abierto en R2, tomemos i = 1, j = 2, extendamos a
f−11 (V1 ∩ V2)

f−11 (V1 ∩ V2) =
{

(u, v) ∈ R2 : u 6= 0
}
,

sea (u, v) ∈ f−11 (V1∩V2) y considere B((u, v), |v|), entonces B((u, v), |v|) ⊂ f−11 (V1∩V2), por
lo tanto f−11 (V1∩V2) es un conjunto abierto en R2. En general f−1i (Vi∩Vj) es abierto en R2.

Y por último mostremos que f−1j ◦ fi es diferenciable, tomemos i = 1, j = 2,

(f−12 ◦ f1)(u, v) = f−12 (f1(u, v)) = (f−12 ([1, u, v]) = (f−12

([
1

u
, 1,

v

u

])
=

(
1

u
,
v

u

)
es claramente diferenciable.

Ejemplo 4.4. (El espacio real proyectivo). El ejemplo anterior puede generalizarse fácil-
mente. Sea (x1, · · · , xn+1) ∈ Rn+1 y defina el espacio real proyectivo n-dimesional
Pn(R) como el espacio cociente de Rn+1 − {0} por la relación de equivalencia:

(x1, · · · , xn+1) ∼ (y1, · · · , yn+1) ⇐⇒ ∃λ ∈ R−{0} tal que (y1, · · · , yn+1) = (λx1, · · · , λxn+1).

Los elementos de Pn(R) serán denotados por [x1, · · · , xn+1].
Defina los subconjuntos Vi ⊂ Pn(R), i = 1, · · · , n+ 1, como

Vi = {[x1, · · · , xn+1] : xi 6= 0} ,

y las funciones fi : Rn −→ Vi por

fi(y1, y2, · · · , yn+1) = [y1, · · · , yi−1, 1, yi+1, · · · , yn+1].

De manera análoga como en el ejemplo anterior, se verifica que la familia {(fi,Rn)} es una
estructura diferenciable en Pn(R).

Ejemplo 4.5. Se considera la esfera unitaria de Rn+1,

Sn = {(x1, · · · , xn+1) ∈ Rn+1 :
n+1∑
i=1

x2i = 1}.

En ella se define la proyección estereográfica desde el polo norte N = (0, · · · , 0, 1), π1 ha-
ciendo corresponder a cada punto de Sn−{N} las n primeras componentes de la intersección
de la recta que lo une a N con el plano xn+1 = 0. Si π1(x1, · · · , xn+1) = (z1, · · · , zn) ha de
existir un único λ tal que (0, · · · , 0, 1) + λ[(x1, · · · , xn+1) − (0, · · · , 0, 1)] = (z1, · · · , zn, 0).

Esto se produce para λ =
1

1− xn+1

y entonces

π1(x1, · · · , xn+1) =

(
x1

1− xn+1

, · · · , xn
1− xn+1

)
.
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De manera similar se define la proyección estereográfica desde el polo sur S = (0, · · · , 0,−1),
π2, en Sn − {S} y se obtiene

π2(x1, · · · , xn+1) =

(
x1

1 + xn+1

, · · · , xn
1 + xn+1

)
.

El mapeo π1 es diferenciable, inyectiva y mapea a Sn − {N} en el plano xn+1 = 0. Por lo
tanto, las parametrizaciones (Rn, π−11 ), (Rn, π−12 ) cubren Sn, ya que

π−11 (Rn) ∪ π−12 (Rn) = (Sn − {N}) ∪ (Sn − {S}) = Sn.

Figura 4.2. Cambio de proyección estereográfica.

Si escribimos π2◦π−11 (z) = y con z = (z1, · · · , zn) e y = (y1, · · · , yn), vemos por geometŕıa

euclidiana (Fig. (4.2)) que ||y|| = 1

||z||
e

y

||y||
=

z

||z||
, luego

π2 ◦ π−11 (z) = y = ||y|| z
||z||

=
z

||z||2
,

de donde se deduce que π2 ◦ π−11 es diferenciable. Aśı los cambios de coordenadas son dife-
renciables. Por lo que, Sn es una variedad diferenciable de dimensión n. Más adelante se
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presentará otra estructura diferenciable que constará de más de dos cartas para que Sn sea
variedad diferenciable.

Observación 6. En el ejemplo anterior, haciendo n = 2, obtenemos la esfera unitaria de
R3, S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}, entonces las proyecciones estereográficas vienen
dadas por

π1(x, y, z) =

(
x

1− z
,

y

1− z

)
, π2(x, y, z) =

(
x

1 + z
,

y

1 + z

)
.

Calculemos π−11 , π−12 , para ello note que π−11 (u, v) = (x, y, z) si y sólo si x2 + y2 + z2 = 1,
(x, y, z) 6= (0, 0, 1), es decir, (x, y, z) ∈ S2 − {N}, y π1(x, y, z) = (u, v). De esta última
identidad tenemos

u =
x

1− z
, v =

y

1− z
.

Aśı,
u(1− z) = x, v(1− z) = y.

Ahora usamos que x2 + y2 + z2 = 1:

u2(1− z)2 + v2(1− z)2 = 1− z2,

Al simplificar( note que estamos usando a z 6= −1 en S2, ya que si no dividiŕıamos por cero):

(u2 + v2)(1− z)2 = 1− z2, (u2 + v2)(1− z) = (1 + z).

Y de aqúı,

u2 + v2 − 1 = (1 + u2 + v2)z, z =
u2 + v2 − 1

u2 + v2 + 1

Luego,

1− z =
2

u2 + v2 + 1
, x = u(1− z) =

2u

u2 + v2 + 1
, y = v(1− z) =

2v

u2 + v2 + 1
,

entonces

π−11 (u, v) =

(
2u

u2 + v2 + 1
,

2v

u2 + v2 + 1
,
u2 + v2 − 1

u2 + v2 + 1

)
.

De manera análoga para

π−12 (u, v) =

(
2u

u2 + v2 + 1
,

2v

u2 + v2 + 1
,
1− (u2 + v2)

u2 + v2 + 1

)
.

Antes de presentar más ejemplos, necesitamos extender a una variedad diferenciable el
cálculo diferencial local de Rn.

De ahora en adelante, cuando denotemos una variedad diferenciable por Mn, el supeŕındi-
ce n denotará la dimensión de M(M = Mn).
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Definición 4.3. Sean Mn
1 y Mm

2 dos variedades diferenciables. Una función ϕ : M1 −→M2

es diferenciable en un punto p ∈ M1 si dada una parametrización g : V ⊂ Rm −→ M2

alrededor ϕ(p), existe una parametrización f : U ⊂ Rn −→M1 alrededor p tal que
ϕ(f(U)) ⊂ g(V ) y la función

g−1 ◦ ϕ ◦ f : U ⊂ Rn −→ Rm

es diferenciable en f−1(p). (Fig. (4.3))
La función ϕ es diferenciable en un conjunto abierto de M1 si es diferenciable en

todos los puntos de dicho conjunto.

La función g−1 ◦ ϕ ◦ f es la expresión de ϕ en las parametrizaciones f y g. Ya que el
cambio de parámetros es diferenciable, el caso en que ϕ sea diferenciable no dependerá de la
elección de la parametrización.

Figura 4.3. Función diferenciable.

Observación 7. Note que, si hacemos M2 = R en la definición anterior, obtenemos el
criterio de funciones reales diferenciables sobre variedades, en este sentido, la definición se
traduce a: Sea Mn una variedad diferenciable y p ∈ M . Se dirá que ϕ : M −→ R es una
función diferenciable en p, si existe una parametrización alrededor de p, f : U ⊂ Rn −→ M
tal que

ϕ ◦ f : U ⊂ Rn −→ R

es diferenciable en f−1(p).
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Ejemplo 4.6. Considere a S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1} con la carta (R2, π−11 ) y
la función ϕ : S2 −→ R definida como ϕ(x, y, z) = x− y + z. Entonces ϕ ◦ π−11 : R2 −→ R,

ϕ ◦ π−11 (u, v) = ϕ

(
2u

u2 + v2 + 1
,

2v

u2 + v2 + 1
,
u2 + v2 − 1

u2 + v2 + 1

)

=
2u

u2 + v2 + 1
− 2v

u2 + v2 + 1
+
u2 + v2 − 1

u2 + v2 + 1
,

que es diferenciable, ya que el punto (0, 0) se excluyó en la construcción.

Ejemplo 4.7. Considere a X como el conjunto de rectas en R3 que pasan por el origen,
salvo aquellas rectas con ecuaciones x = y = 0 (el eje z). Y considere, las parametrizaciones

ϕ, ψ : R2 −→ X

definida como ϕ(a, b) una ecuación de la forma ax + y = 0 o bx + z = 0, y a ψ(A,B) una
ecuación de la forma x+Ay = 0 o By + z = 0. Se verifica fácilmente que {(R2, ϕ), (R2, ψ)}
es una estructura diferenciable que hace a X una variedad diferenciable.

También considere a N el plano en R3 con ecuación x = 1. N es el grafo sobre el plano
yz, aśı que tiene un atlas con una sola carta con parametrización σ(y, z) = (1, y, z). Tomando
la estructura diferenciable {(R2, σ)}, se verifica que N es variedad diferenciable.

Sea F : X −→ N , la función que lleva una recta ` en X a su punto de intersección con
N . Vamos a verificar que F es diferenciable. Tomemos las parametrizaciones en N a σ y en
X a ϕ, tenemos entonces la expresión en término de estas parametrizaciones

σ−1 ◦ F ◦ ϕ : R2 −→ R2,

Como ϕ(u, v) = `, donde ` = {ux+ y = 0, vx+ z = 0}; calculemos F (`) = intersección de `
con N , es decir, {

u · 1 + y = 0
v · 1 + z = 0

y aśı, el punto de intersección es (1,−u,−v), por lo que F (`) = (1,−u,−v), y σ−1 ◦ F (`) =
σ−1(1,−u,−v) = (−u,−v) la cual claramente es diferenciable.

En particular, se deduce de lo anterior que podemos hablar de funciones diferenciables
(ϕ : Mn −→ R) y curvas diferenciables (ϕ : I ⊂ R −→Mn) sobre una variedad diferenciable
(I ⊂ R siempre denotará un intervalo abierto de la ĺınea real conteniendo al origen 0 ∈ R).

Ahora, deseamos definir la noción de un vector tangente a una curva diferenciable sobre
una variedad diferenciable. En el caso de curvas diferenciables α : I ⊂ R −→ S ⊂ R3 sobre
una superficie regular en R3, el vector tangente α′ es simplemente la velocidad de α como un
vector en R3. Ya que no contamos con un “ambiente” agradable del espacio, debemos elegir
una propiedad caracteŕıstica del vector tangente que no dependa del “ambiente” del espacio.
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Para eso, sea α : (−ε, ε) −→ Rn una curva diferenciable en Rn, con α(0) = p ∈ Rn, y
esćıbase

α(t) = (x1(t), · · · , xn(t)), t ∈ (−ε, ε), (x1, · · · , xn) ∈ Rn.

Aśı, α′(0) = (x′1(0), · · · , x′n(0)) = v ∈ Rn. Ahora, sea ϕ una función real en Rn, diferenciable
en un entorno de p. Entonces la derivada de ϕ a lo largo de v en el punto p está dado por

d

dt
(ϕ ◦ α)

∣∣∣
t=0

=
n∑
i=1

∂ϕ

∂xi

d xi
d t

∣∣∣
t=0

=

(
n∑
i=1

x′i(0)
∂

∂xi

)
ϕ.

Por lo tanto, la “derivada direccional a lo largo de v” es un operador sobre funciones diferen-
ciables que depende sólo de v. Esta es la propiedad carateŕıstica de vectores que usaremos
para extenderlos a variedades diferenciables.

Definición 4.4. Sea α : I −→ M una curva diferenciable sobre una variedad diferenciable
M , con α(0) = p ∈ M , y sea D el conjunto de funciones reales de M que son diferenciables
en p. El vector tangente a una curva α en p es la función α′(0) : D −→ R dada por

α′(0) ϕ =
d

dt
(ϕ ◦ α)

∣∣∣
t=0
, ϕ ∈ D.

Un vector tangente en p ∈M es el vector tangente de alguna curva diferenciable
α : I −→M con α(0) = p.

Queremos mostrar que el conjunto de vectores tangentes en un punto p ∈Mn constituye
un espacio vectorial real n-dimensional. Para esto, escoja una parametrización

f : U ⊂ Rn −→ M alrededor de p = f(0, · · · , 0). Entonces una curva α : I −→ M y una
función ϕ ∈ D pueden escribirse como:

(f−1 ◦ α)(t) = (x1(t), · · · , xn(t),

(ϕ ◦ f)(q) = ϕ(x1, · · · , xn), q = (x1, · · · , xn)

respectivamente. Por lo tanto,

α′(0) ϕ =
d

dt
(ϕ ◦ f)

∣∣∣
t=0

=
d

dt
(ϕ(x1(t), · · · , xn(t)))

∣∣∣
t=0

=

(
n∑
i=1

x′i(0)

(
∂

∂xi

)
0

)
ϕ,

para que el vector tangente α′(0) en p pueda escribirse como

α′(0) =
n∑
i=1

x′i(0)

(
∂

∂xi

)
0

. (4.1)
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Figura 4.4. Vector tangente en p.

Note que

(
∂

∂xi

)
0

es el vector tangente en p a la “curva coordenada”(Fig. (4.4))

xi −→ f(0, · · · , 0, xi, 0, · · · , 0).

Ahora, sea Tf el espacio vectorial generado por

{(
∂

∂xi

)
0

}
, i = 1, · · · , n.

Lema 4.1. El conjunto TpM de los vectores tangentes a M en p es igual a Tf .

Demostración. El desarrollo anterior hasta llegar a la ecuación (4.1) muestra que TPM ⊂ Tf .

Ahora, sea v ∈ Tf , entonces v =
∑

i λi

(
∂

∂xi

)
. Sea α : I −→ M , una curva, dada en

la parametrización f por xi = λit. Entonces α′(0) =
∑

i x
′
i(0)

(
∂

∂xi

)
, pero x′i(t) = λi, y

x′i(0) = λi, por lo que α′(0) =
∑

i λi

(
∂

∂xi

)
= v, aśı, Tf ⊂ TpM .

La expresión (4.1) muestra que el vector tangente a la curva α en p depende solamente de
la derivada de α en un sistema coordenado. Se sigue del lema (4.1) que el conjunto TpM , con
las operaciones usuales de funciones, forma un espacio vectorial de dimensión n que es llamado
el espacio tangente de M en p y que la elección de un parametrización f : U ⊂ Rn −→M

determina una base asociada

{(
∂

∂xi

)
0

, · · · ,
(

∂

∂xn

)
0

}
.
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Con la noción de un espacio tangente podemos definir las nociones del diferencial de una
función ϕ : Mn

1 −→Mm
2 .

Proposición 4.1. Sean Mn
1 y Mm

2 variedades diferenciables y sea ϕ : M1 −→M2 una función
diferenciable. Para cada p ∈ M1 y para cada v ∈ TpM1, escojamos una curva diferenciable
α : (−ε, ε) −→ M1 con α(0) = p y α′(0) = v. La función dϕp : TpM1 −→ Tϕ(p)M2 dado por
dϕp(v) = (ϕ ◦ α)′(0) es una función lineal que no depende de la elección de α. (Fig. (4.5))

Figura 4.5. Representación de la función dϕp de la Proposición (4.1)

Demostración. Sean f : U −→ M1 y g : V −→ M2 parametrizaciones en p y ϕ(p), respecti-
vamente. Expresando ϕ en estas parametrizaciones, podemos escribir

(g−1◦ϕ◦f)(q) = (y1(x1, · · · , xm), · · · , yn(x1, · · · , xm)), q = (x1, · · · , xm) ∈ U, (y1, · · · , yn) ∈ V.

Por otro lado, expresando a α en la parametrización f , obtenemos

(f−1 ◦ α)(t) = (x1(t), · · · , xm(t)).

Por lo tanto,

(g−1 ◦ (ϕ ◦ α))(t) = (y1(x1(t), · · · , xm(t)), · · · , yn(x1(t), · · · , xm(t))).
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Se sigue de la expresión para (ϕ◦α)′(0) con respecto a la base

{(
∂

∂xi

)
0

}
de Tϕ(p)M2 asociada

a la parametrización g, está dada por

(ϕ ◦ α)′(0) =

(
m∑
i=1

∂y1
∂xi

x′i(0), · · · ,
m∑
i=1

∂yn
∂xi

x′i(0)

)
. (4.2)

La relación (4.2) muestra que (ϕ ◦ α)′(0) no depende de la elección de α. Luego, (4.2) puede
escribirse como

(ϕ ◦ α)′(0) = dϕp(v) =

(
∂yi
∂xj

)
(x′j(0)); 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m,

donde

(
∂yi
∂xj

)
denota una matriz n×m y x′j(0) denota una matriz columna con m elementos.

Por lo tanto, dϕp es una función lineal de TpM1 en Tϕ(p)M2 cuya matriz en la base asociada

obtenidas de las parametrizaciones f y g es precisamente

(
∂yi
∂xj

)
.

Definición 4.5. La función lineal dϕp definida por la proposición (4.1) es llamado el dife-
rencial de ϕ en p.

Definición 4.6. Sean M y N dos variedades diferenciables. Una función ϕ : M −→ N es
un difeomorfismo si este es diferenciable, biyectiva y si su inversa ϕ−1 es diferenciable. Se
dice que ϕ es un difeomorfismo local en p ∈ M si existen entornos U de p y V de ϕ(p)
tales que ϕ : U −→ V es un difeomorfismo.

Ejemplo 4.8. Considere las variedades R1 y R2 con estructuras diferenciables
{(R, φ(t) = t3)} y {(R, ψ(t) = t)}, respectivamente. Además, sea la función

F : R1 −→ R2

t 7−→ F (t) = t1/3.

Afirmamos que F es difeomorfismo, ya que

1. F es diferenciable, esto debido a que su expresión local

ψ−1 ◦ F ◦ φ(t) = ψ−1 ◦ F (t3)

= ψ−1((t3)1/3) = ψ−1(t)

= t,

es claramente diferenciable en R.

2. F es biyectiva; la inyectividad es obvia, y note que ∀t ∈ R, t = F (t3), lo que muestra
la sobreyectividad.
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3. F−1(t) = t3 es diferenciable, debido a que su expresión local

φ−1 ◦ F−1 ◦ ψ(t) = φ−1 ◦ F−1(t)
= φ−1(t3)

= (t3)1/3

= t,

es claramente diferenciable en R.

Ejemplo 4.9. Sea F la función definida como

F : R −→ S1 ⊂ R2

t 7−→ F (t) = (cos 2πt, sen 2πt).

F no es difeomorfismo ya que no es inyectiva. Pero si es un difeomorfismo local, ya que para
cualquier t ∈ R,

F̄ = F |(t−π,t+π) −→ S1 − {−F (t)}
F̄ es un difeomorfismo. Esto se verifica fácilmente.

La función lineal dϕp puede ser pensado como una aproximación de primer orden de la
función ϕ alrededor de p. Probablemente el teorema local más importante en Cálculo, que
puede extenderse a las variedades diferenciables, es el teorema de la función inversa el cual
enunciaremos a continuación.

Teorema 4.1. (Teorema de la función inversa en variedades diferenciables)
Sea ϕ : M1 −→ M2 una función diferenciable y sea p ∈ M1. Si dϕp es un isomorfismo,

entonces ϕ es un difeomorfismo local en p.

Ejemplo 4.10. (El fibrado tangente). Sea Mn una variedad diferenciable y sea

TM = {(p, v) : p ∈M, v ∈ TpM} ,

es decir, TM es el conjunto de todos los vectores tangentes a M . Introduciremos en TM una
estructura diferenciable (de dimensión 2n); con tal estructura, TM es llamada el fibrado
tangente de M .

Sea fα : Uα ⊂ Rn −→ M una parametrización de M con (xα1 , · · · , xαn) ∈ Uα. Para
w ∈ Tfα(q)M , q ∈ Uα, podemos escribirlo

w =
∑
i

yαi
∂

∂xαi
.

Definamos una función Fα : Uα × Rn −→ TM por

Fα(xα1 , · · · , xαn, yα1 , · · · , yαn) =

(
fα(xα1 , · · · , xαn),

∑
i

yαi
∂

∂xαi

)
.
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Afirmamos que si {(Uα, fα)} es una estructura diferenciable para M entonces {(Uα × Rn, Fα)}
es una estructura diferenciable para TM . Geométricamente, esto significa que tomamos como
coordenadas de un punto (p, v) ∈ TM las coordenadas de p junto con las coordenadas de v en
la base asociada. Procederemos a verificar que {(Uα × Rn, Fα)} es una estructura diferenciable
para TM . Primero, verificaremos la inyectividad de Fα, entonces

Fα(xα1 , · · · , xαn, yα1 , · · · , yαn) = Fβ(xβ1 , · · · , xβn, y
β
1 , · · · , yβn)(

fα(xα1 , · · · , xαn),
∑
i

yαi
∂

∂xαi

)
=

(
fβ(xβ1 , · · · , xβn),

∑
i

yβi
∂

∂xβi

)

⇒ fα(xα1 , · · · , xαn) = fβ(xβ1 , · · · , xβn) y
∑
i

yαi
∂

∂xαi
=
∑
i

yβi
∂

∂xβi

debido que fα, fβ son parametrizaciones de M , entonces

fα(xα1 , · · · , xαn) = fβ(xβ1 , · · · , xβn)⇒ (xα1 , · · · , xαn) = (xβ1 , · · · , xβn),

y esto implica que
∑

i y
α
i

∂

∂xαi
=
∑

i y
β
i

∂

∂xαi
aśı

∑
i

(
yαi − y

β
i

) ∂

∂xαi
= 0,

pero dado que

{
∂

∂xαi

}
es una base, se tiene que yαi − y

β
i = 0, por lo que

yαi = yβi .

Por lo tanto, Fα es inyectiva. Se verifica que
⋃
α Fα(Uα×Rn) = TM , ya que

⋃
α fα(Uα) = M

y (dfα)q(Rn) = Tfα(q)M , y aśı⋃
α

Fα(Uα × Rn) =
⋃
α

fα(Uα)× (dfα)q(Rn) = TM.

Sea
(p, v) ∈ Fα(Uα × Rn) ∩ Fβ(Uβ × Rn) = W,

que es,
(p, v) = (fα(qα), dfα(vα)) = (fβ(qβ), dfβ(vβ)),

donde qα ∈ Uα, qβ ∈ Uβ, vα, vβ ∈ Rn. Entonces

(F−1β ◦ Fα)(qα, vα) = F−1β (fα(qα), dfα(vα)) = (f−1β (fα(qα)), df−1β (dfα(vα)))

= ((f−1β ◦ fα)(qα), d(f−1β ◦ fα)(vα)).
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Ya que f−1β ◦ fα es diferenciable, también lo es d(f−1β ◦ fα). Esto muestra que F−1β ◦ Fα es
diferenciable.

Para verficar que F−1α (W ) = (Uα × Rn) ∩ F−1α (Fβ(Uβ × Rn)) es un abierto en Rn × Rn,
observemos que, ya que Uβ × Rn es un abierto en Rn × Rn, y F−1α ◦ Fβ es continua (por ser
diferenciable), se tiene que F−1α ◦ Fβ(Uβ × Rn) es abierto también en Rn × Rn, y luego la
intersección de Uβ ×Rn con F−1α ◦ Fβ(Uβ ×Rn) es un abierto en Rn ×Rn. Aśı se satisfacen
las condiciones (1) y (2) de la Definición (4.2).

Definición 4.7. Sean Mm y Nn variedades diferenciables. Una función ϕ : M −→ N es
una inmersión si dϕp : TpM −→ Tϕ(p)N es inyectiva para todo p ∈M . Si, además, ϕ es un
homeomorfismo sobre ϕ(M) ⊂ N , donde ϕ(M) tiene la topoloǵıa inducida por N , ϕ es un
embebimiento o encajamiento. Si M ⊂ N y la inclusión i : M ⊂ N es un embebimiento,
decimos que M es una subvariedad de N .

Ejemplo 4.11. 1. La curva α : R −→ R2 dado por α(t) = (t3, t2) es una función dife-
renciable pero no es una inmersión ya que para t = 0, α′(t) = 0. Y la condición de
inmersión en este caso es equivalente al hecho de que α′(t) 6= 0, ya que el diferencial
significa que sus funciones componentes tienen derivadas parciales continuas de todos
los órdenes, es decir, implica que en cada punto existe una única recta tangente.(Fig.
(4.6))

Figura 4.6. Traza de la curva α(t) = (t3, t2).
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2. La curva α(t) = (t3 − 4t, t2 − 4) es una inmersión ya que su diferencial es inyectiva,
pero no es un embebimiento porque α no es inyectiva, la curva se corta a śı misma en
(0, 0) con t = 2, t = −2 y por tanto no es un homeomorfismo.(Fig. (4.7))

Figura 4.7. Traza de la curva α(t) = (t3 − 4t, t2 − 4).

3. la inclusión i : S2 ⊂ R3 para una superficie regular en R3 es un embebimiento. Esto
por la condicioń (1) y (2) de la definición dada al inicio de este caṕıtulo, i es un
homeomorfimo y su diferencial es inyectiva.

Ejemplo 4.12. (Superficie Regular en Rn) La generalización natural de la idea de una
superficie en R3 es la noción de una superficie k-dimensional en Rn, con k < n. Un subcon-
junto Mk ⊂ Rn es una superficie regular k-dimensional si para p ∈M existe un abierto V de
p en Rn y una función f : U ⊂ Rk −→M ∩ V de un conjunto abierto U de Rk sobre M ∩ V
tal que

1. f es un homeomorfismo diferenciable.

2. (df)q : Rk −→ Rn es inyectiva para cada q ∈ U

La condicion (1) significa que si escribimos

f(u1, · · · , uk) = (v1(u1, · · · , uk), · · · , vn(u1, · · · , uk)).

las funciones v1(u1, · · · , uk), · · · , vn(u1, · · · , uk) tienen derivadas parciales continuas de todos
los órdenes de U , además f admite una inversa f−1 : M ∩ V −→ U que es continua; es
decir, f−1 es la restricción de la función continua definida sobre un conjunto abiertos W que
contiene a M ∩V , por último la condición (2) garantizará la existencia de un plano tangente
en todos los puntos de M .
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A excepción de las dimensiones involucradas, la definición es la misma que dada para
superficies regulares en R3.

Proposición 4.2. Dadas dos parametrizaciones f1 : U1 ⊂ Rk −→ M , f2 : U2 ⊂ Rk −→ M ,
con f1(U1)∩ f2(U2) = W 6= φ, el cambio de parámetros f−11 ◦ f2 : f−12 (W ) −→ f−11 (W ) es un
difeomorfismo.

Demostración. Sea h = f−11 ◦ f2 : f−12 (W ) −→ f−11 (W )
Primero, observemos que h es un homeomorfismo por ser la composición de homeomorfismos.

Sea r ∈ f−12 (W ) y q = h(r). Sea (u1, · · · , uk) ∈ U1 y (v1, · · · , vn) ∈ Rn, escribimos a f1
en estas coordenadas como

f1(u1, · · · , uk) = (v1(u1, · · · , uk), · · · , vn(u1, · · · , uk)).

Por la condición (b) de la definición de Superficie Regular en Rn, podemos suponer que

∂(v1, · · · , vk)
∂(u1, · · · , uk)

(q) 6= 0

Extendemos a f1 por la función F1 : U1 × Rn−k −→ Rn dada por

F (u1, · · · , uk, tk+1, · · · , tn) = (v1(u1, · · · , uk), · · · , vk(u1, · · · , uk),
vk+1(u1, · · · , uk) + tk+1, · · · , vn(u1, · · · , uk) + tn),

donde (tk+1, · · · , · · · , tn) ∈ Rn−k. Es claro que F diferenciable y que la restricción de F a
U1 × {(0, · · · , 0)} coincide con f1. Por un simple cálculo, podemos obtener que

det(dFq) =
∂(v1, · · · , vk)
∂(u1, · · · , uk)

(q) 6= 0.

Podemos aplicar el teorema de la función inversa que garantiza la existencia de un abierto
V1 de f1(q) donde F−11 existe y es diferenciable. Por la continuidad de f2, existe un abierto

V2 ⊂ U2 de r tal que f2(V2) ⊂ V1. Note que la restricción de h en V2, h
∣∣∣
V2

= F−11 ◦ (f2)
∣∣∣
V2

es

una composición de funciones diferenciables. Entonces h es diferenciable en r por lo tanto,
en f−12 (W ). Con un argumento similar h−1 es diferenciable.

Ejemplo 4.13. (El plano proyectivo revisado) El conjunto de ĺıneas de R3 que pasan
por el origen, pueden ser visto como el espacio cociente de la esfera unitaria S2 = {p ∈ R3 :
|p| = 1} por la relación de equivalencia que identifica a p con el diametralmente opuesto −p.
Para cada ĺınea recta que pasa por el origen, determina en S2 dos puntos diametralmente
opuestos, y la correspondencia aśı obtenida es claramente biyectiva.
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Tomando esto en cuenta, vamos a introducir otra estructura diferenciable en P2(R). Para
eso, notamos que podemos cubrir la superficie regular S2 ⊂ R3 mediante una familia de
parametrizaciones.

f+
i : Ui −→ S2, f−i : Ui −→ S2, i = 1, 2, 3

donde

U1 = {(x1, x2, x3) ∈ R3, x1 = 0, x22 + x23 < 1}

f+
1 (x2, x3) = (D1, x2, x3), D1 =

√
1− (x22 + x23)

f−1 (x2, x3) = (−D1, x2, x3);

U2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3, x2 = 0, x21 + x23 < 1}

f+
2 (x1, x3) = (x1, D2, x3), D2 =

√
1− (x21 + x23)

f−2 (x1, x3) = (x1,−D2, x3);

Similarmente para i = 3. Es inmediato para comprobar que esto es de hecho una estructura
diferenciable para S2.

1.
⋃
i(f

+
i ∪ f−i ) = S2.

2. Por la proposición de cambio de parámetros para dos parametrizaciones f+
i , f

−
i con

f+
i (Ui) ∩ f−i (Ui) = W 6= ∅, tenemos que (f+

i )−1 ◦ f−i y (f−i )−1 ◦ f+
i son diferenciables.

Sea π : S2 −→ P2(R) la proyección canónica, es decir, π(p) = {p,−p} y note que
π(f+

i (Ui)) = π(f−i (Ui)). Vamos a definir gi : Ui −→ P2(R) por

gi = π ◦ f+
i

como la restricción de π a f+
i (Ui) es inyectiva, por ser composición de funciones inyectivas

g−1i ◦ gj = (π ◦ f+
i )−1 ◦ (π ◦ f+

j ) = (f+
i )−1 ◦ (f+

j ),

es decir, si tomamos i = 1; j = 2

(f+
1 )−1 ◦ (f+

2 )(x1, x3) = (f+
1 )−1(x1, D2, x3) = (D2, x3),

aśı para toda i, j = 1, 2, 3 es diferenciable. De ello se deduce que g−1i ◦ gj es diferenciable, por
lo tanto, {(Ui, gi))} es una estructura diferenciable para P2(R).

En realidad la estructura anterior y la del Ejemplo (4.3), determinarán la misma estruc-
tura maximal. Los abiertos coordenados son los mismos y los cambios de coordenadas se dan
(para i = 1) por (

1,
x2
x1
,
x3
x1

)
↔ (D, x2, x3)

que es claramente diferenciable. Note también que de lo anterior se sigue que la proyección
canónica π : S2 −→ P2(R) es un difeomorfismo local en cada punto de S2.
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Figura 4.8. Para (x, y), obtenemos f+
3 (x1, x2) = (x1, x2, D3) y f−3 (x1, x2) = (x1, x2,−D3).

Ejemplo 4.14. (Inmersión del plano proyectivo en R4). Sea ϕ : R3 → R4 una función
dada por

ϕ(x, y, z) = (x2 − y2, xy, xz, yz), (x, y, z) ∈ R3.

Sea S2 ⊂ R3 la esfera unitaria y sea π : S2 → P2(R) la proyección canónica de S2 en el plano
real proyectivo (ver ejemplo anterior). Note que ϕ(p) = ϕ(−p) es una función par, y define
una función θ : P2(R)→ R4 por

θ({p,−p}) = ϕ(p).

Ya que π es un difeomorfismo local, debemos mostrar que θ es una inmersión, es sufi-
ciente mostrar que la restricción de ϕ a la esfera S2 es una inmersión. Para ello, elegimos la
parametrización dada por el ejemplo anterior. Entonces f+

3 , por ejemplo, es dada por

f+
3 (x, y) = (x, y,

√
1− (x2 + y2))

y
ϕ ◦ f+

3 (x, y, z) = (x2 − y2, xy, xD, yD).

Para mostrar que d(ϕ ◦ f+
3 ) es inyectiva, basta mostrar que el rango de la matriz(

2x y D + xDx yDx

−2y x xDy D + yDy

)
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es igual a 2, (por Proposición ((1.2))) y esto es fácil de verificarlo, ya que el rango de una
matriz es igual al numero de filas linealmente independientes es decir las filas no son propor-
cionales. Similarmente, podemos verificar que se cumple para las demás parametrizaciones y
aśı completar el ejemplo.

R3

ϕ

##
S2

i

;;

π

""

��

R4

P2(R)

θ

<<

ϕ |S2

EE

Nota. Una pregunta natural en la teoŕıa de variedades diferenciables es saber si una deter-
minada variedad diferenciable puede ser sumergido o embebido en algún espacio euclideo. Un
teorema fundamental dual de Whitney establece que: cada variedad diferenciable (Haus-
dorff y con una base contable) de dimensión n puede ser sumergida en R2n y
puede ser embebida en R2n+1.

Proposición 4.3. Sea ϕ : Mn −→ Nm, n ≤ m una inmersión de la variedad diferenciable M
sobre la variedad diferenciable N . Para cada p ∈ M . Mostrar que existe un entorno V ⊂ M
de p tal que la restricción ϕ|V de ϕ a V es un embebimiento.

Demostración. Este hecho es consecuencia del teorema de la función inversa.

Sea f1 : U1 ⊂ Rn −→ M y f2 : U2 ⊂ Rm −→ N un sistema de coordenadas en p y ϕ(p)
respectivamente y se denota por (x1, · · · , xn) las coordenadas de Rm y por (y1, · · · , ym) las
coordenadas de Rm. En estas coordenadas, la expresión para ϕ, que es la función

ϕ̃ = f−12 ◦ ϕ ◦ f1 escrito como

ϕ̃ = (y1(x1, · · · , xn), · · · , ym(x1, · · · , xn))

Sea q = f−11 (p). Como ϕ es una inmersión, podemos suponer reordenar las coordenadas
si fuese necesario, de manera que

∂(y1, · · · , yn)

∂(x1, · · · , xn)
(q) 6= 0

Para aplicar el teorema de función inversa, podemos introducir la función
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φ = U1 × Rm−n=k −→ Rm dada por

φ(x1, · · · , xn, t1, · · · , tk) = (y1(x1, · · · , xn), · · · , yn(x1, · · · , xn, yn+1(x1, · · · , xn) + t1, · · · ,
· · · , yn+k(x1, · · · , xn) + tk)

donde (t1, · · · , tk) ∈ Rm−n=k. Es fácil verificar que φ restringida a U1 coincide con ϕ̃ y
que

det(dφq) =
∂(y1, · · · , yn)

∂(x1, · · · , xn)
(q) 6= 0

Se sigue del teorema de la función inversa, que existe un entorno W1 ⊂ U1 × Rk de q y
W2 ⊂ Rm de φ(q) tal que la restricción φ |W1 es un difeomorfismo sobre W2. Sea Ṽ = W1∩U1.
Donde φ |Ṽ = ϕ̃ |Ṽ y fi es un difeomorfismo, para i = 1, 2, concluimos que la restricción de
V = f1(Ṽ ) de la función ϕ = f2 ∩ ϕ̃ ∩ f−11 : V −→ ϕ(V ) ⊂ N es un difeomorfismo, aśı es un
embebimiento.

Extenderemos ahora para variedades diferenciables la noción de una forma diferencial del
Caṕıtulo II. Dado un espacio vectorial V , denotaremos por Λk(V ) el conjunto de funciones
k-lineales y alternantes ω : V × · · · × V −→ R, donde V × · · · × V contiene k factores.

Definición 4.8. Sea Mn una variedad diferenciable. Una k-forma exterior en M es la
elección, para cada p ∈M , de un elemento ω(p) del espacio Λk(TpM) de formas alternantes
y k-lineales del espacio tangente TpM .

Dada un k-forma exterior ω y una parametrización fα : Uα −→Mn, alrededor de
p ∈ fα(Uα), definimos la representación de ω en esta parametrización como la k-forma

exterior ωα en Uα ⊂ Rn dada por

ωα(v1, · · · , vk) = ω(dfα(v1), · · · , dfα(vk)), (v1, · · · , vk) ∈ Rn.

Si nosotros cambiamos coordenadas a fβ : Uβ −→Mn, p ∈ fβ(Uβ), obtenemos que

(f−1β ◦ fα)∗(ωβ)(v1, · · · , vk) = ωβ(d(f−1β ◦ fα)(v1), · · · , d(f−1β ◦ fα)(vk))

= ω((dfβ ◦ d(f−1β ◦ fα))(v1), · · · , (dfβ ◦ d(f−1β ◦ fα))(vk))

= ωα(v1, · · · , vk),

que es, (f−1β ◦ fα)∗ωβ = ωα.

Definición 4.9. Una forma diferencial de orden k (o una k-forma diferencial) en un
variedad diferenciable Mn es una k-forma exterior tal que, en todos los sistemas de coorde-
nadas, su representación es diferenciable.
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De lo anterior, se deduce que una k-forma diferencial en Mn es la elección, para cada
parametrización (Uα, fα) de M , de un k-forma diferencial ωα en Uα de tal manera que para
cualquier otra parametrización (Uβ, fβ), con fα(Uα)∩fβ(Uβ) 6= ∅, tenemos ωα = (f−1β ◦fα)∗ωβ.

Es un hecho importante que todas las operaciones definidas para formas diferenciales
en Rn pueden extenderse a formas diferenciales en Mn a través de sus representaciones.
Por ejemplo, si ω es una forma diferencial en M , dω es una forma diferencial en M cuya
representación local es dωα. Ya que

dωα = d(f−1β ◦ fα)∗ωβ = (f−1β ◦ fα)∗dωβ,

dω es una forma bien definida sobre M .
Estrechamente asociado con las formas diferenciales es la noción de un campo vectorial.

Definición 4.10. Un campo vectorial X sobre una variedad diferenciable M es una
correspondencia que asocia a cada punto p ∈ M un vector X(p) ∈ TpM . El campo vectorial
X es diferenciable si para toda función diferenciable ϕ : M −→ R, Xϕ es de nuevo una
función diferenciable.

Sea fα : Uα −→Mn una parametrización de M y Xi =
∂

∂xi
, i = 1, · · · , n, la base asociada

a la parametrización. Entonces un campo vectorial X puede en fα(Uα) escribirse como

X =
∑
i

aiXi, donde ai : M −→ R.

Además, Xϕ se escribe como

Xϕ =
∑
i

ai
∂ϕ

∂xi
, ∀ϕ ∈ D.

Ya que un campo vectorial X sobre M es una operación sobre el espacio D de funciones
diferenciables de M , podemos tomar las iteraciones de esta operación. Por ejemplo, si X y Y
son campos vectoriales diferenciables y ϕ : M −→ R es una función diferenciable, podemos
considerar las funciones Y (Xϕ) y X(Y ϕ). En general, tales operaciones iteradas no conducen
a campos vectoriales, ya que implican derivadas de orden superior al primero. Sin embargo,
lo siguiente es cierto.

Lema 4.2. Sean X y Y campos vectoriales diferenciables sobre una variedad diferenciable
M . Entonces existe un único campo vectorial Z sobre M tal que, para cada ϕ ∈ D,

Zϕ = (XY − Y X)ϕ.

Demostración. Probaremos primero que, tal Z existe, entonces esta es única. Para esto, sea
f : U −→M una parametrización, y sean

X =
∑
i

ai
∂

∂xi
, Y =

∑
j

bj
∂

∂xj
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las expresiones de X y Y , respectivamente, en la parametrización f . Entonces

XY ϕ = X

(∑
j

bj
∂ϕ

∂xj

)
=
∑
i

ai
∂

∂xi

(∑
j

bj
∂ϕ

∂xj

)
=
∑
ij

ai
∂bj
∂xi

∂ϕ

∂xj
+
∑
ij

aibj
∂2

∂xi∂xj
,

Y Xϕ = Y

(∑
i

ai
∂ϕ

∂xi

)
=
∑
j

bj
∂

∂xj

(∑
i

ai
∂ϕ

∂xi

)
=
∑
ij

bj
∂ai
∂xj

∂ϕ

∂xi
+
∑
ij

aibj
∂2

∂xi∂xj
,

por lo tanto,

(XY − Y X)ϕ =
∑
j

(∑
i

(
ai
∂bj
∂xi
− bi

∂aj
∂xi

)
∂

∂xj

)
ϕ.

Se deduce que si una Z existe con la propiedad requerida, debe expresarse de esta manera
en todo sistema de coordenadas, por lo que es única.

Para probar existencia, acabamos de definir Zα en cada entorno coordenado fα(Uα) ⊂M
por la anterior expresión. Por la unicidad, Zα = Zβ en fα(Uα) ∩ fβ(Uβ), por lo tanto, Z
está bien definido sobre M .

Definición 4.11. El campo vectorial determinado por el lema anterior es llamado el cor-
chete (de Lie) [X, Y ] = XY − Y X de X y Y , y este es claramente diferenciable.

La operación corchete tiene las siguientes propiedades:

Proposición 4.4. Sean X, Y y Z campos vectoriales diferenciables, a y b números reales, y
ϕ y θ funciones diferenciables. Entonces

a. [X, Y ] = −[Y,X],

b. [aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[y, Z],

c. [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0 (Identidad de Jacobi)

d. [θX, ϕY ] = θϕ[X, Y ] + θ ·X(ϕ)Y − ϕ · Y (θ)X :

Demostración. Sean X =
∑

i ai
∂

∂xi
, Y =

∑
j bj

∂

∂xj
y Z =

∑
k ck

∂

∂xk
campos vectoriales

a.

[X, Y ](ϕ) = (XY − Y X)(ϕ) =
∑
ij

ai
∂bj
∂xi

∂ϕ

∂xj
−
∑
ij

bj
∂ai
∂xj

∂ϕ

∂xi

= −

(∑
ij

bj
∂ai
∂xj

∂ϕ

∂xi
−
∑
ij

ai
∂bj
∂xi

∂ϕ

∂xj

)
= −(Y X −XY )(ϕ)

= −[Y,X](ϕ)
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b. Desarrollemos el miembro izquierdo,

(aX+bY )Z(ϕ) = a
∑
ik

ai
∂ck
∂xi

∂ϕ

∂xk
+a
∑
ik

aick
∂2ϕ

∂xi∂xk
+b
∑
jk

bj
∂ck
∂xj

∂ϕ

∂xk
+b
∑
jk

bjck
∂2ϕ

∂xj∂xk

Z(aX+bY )(ϕ) = a
∑
ki

ck
∂ai
∂xk

∂ϕ

∂xi
+a
∑
ki

ckai
∂2ϕ

∂xk∂xi
+b
∑
kj

ck
∂bj
∂xk

∂ϕ

∂xj
+b
∑
kj

ckbj
∂2ϕ

∂xk∂xj

Entonces,

[aX + bY, Z] = (aX + bY )Z − Z(aX + bY )

= a
∑
ik

ai
∂ck
∂xi

∂ϕ

∂xk
+ b
∑
jk

bj
∂ck
∂xj

∂ϕ

∂xk
− a

∑
ki

ck
∂ai
∂xk

∂ϕ

∂xi
− b
∑
kj

ck
∂bj
∂xk

∂ϕ

∂xj
· · · (∗)

Ahora, desarrollemos el miembro derecho,

a[X,Z](ϕ) = a(XZ − ZX)(ϕ) = a
∑
ik

ai
∂ck
∂xi

∂ϕ

∂xk
− a

∑
ki

ck
∂ai
∂xk

∂ϕ

∂xi

a[X,Z](ϕ) = b(Y Z − ZY )(ϕ) = b
∑
jk

bj
∂ck
∂xj

∂ϕ

∂xk
− b
∑
kj

ck
∂bj
∂xk

∂ϕ

∂xj

Aśı, sustituyendo en (*), obtenemos que

[aX + bY, Z] = (aX + bY )Z − Z(aX + bY ) = a[X,Z](ϕ) + b[Y, Z](ϕ).

c. Observemos que

[[X, Y ], Z] = [XY − Y X,Z] = [XY,Z]− [Y X,Z] = (XY Z − ZXY )− (Y XZ − ZY X)

= XY Z − ZXY − Y XZ + ZY X

Note que

[X, [Y, Z]] = −[[Y, Z], X] = −[Y Z − ZY,X] = ZY X − Y ZX −XZY +XY Z

y

[Y, [Z,X]] = −[[Z,X], Y ] = −[ZX −XZ, Y ] = −ZXY + Y ZX +XZY − Y XZ

Aśı,
[[X, Y ], Z] = [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]]
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Se pueden verificar de la misma manera, las siguientes igualdades:

[[Y, Z], X] = [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]]

y
[[Y, Z], X] = [Z, [X, Y ]] + [X, [Y, Z]]

Luego,

[[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Y, Z], X] = 2[X, [Y, Z]] + 2[Y, [Z,X]] + 2[Z, [X, Y ]]

= −2[[Y, Z], X]− 2[[Z,X], Y ]− 2[[X, Y ], Z]

0 = −3[[X, Y ], Z]− 3[[Z,X], Y ]− 3[[Y, Z], X]

0 = −3([[X, Y ], Z] + [[Z,X], Y ] + [[Y, Z], X])

0 = [[X, Y ], Z] + [[Z,X], Y ] + [[Y, Z], X]

c.

[θX, ϕY ] = (θX)(ϕY )− (ϕY )(θX) = θ
∑
i

ai
∂

∂xi
(ϕY )− ϕ

∑
j

bj
∂

∂xj
(θX)

= θ
∑
i

ai

(
∂ϕ

∂xi
Y + ϕ

∂

∂xi
(Y )

)
− ϕ

∑
j

bj

(
∂θ

∂xj
X + θ

∂

∂xj
(X)

)
= θ

∑
i

ai
∂ϕ

∂xi
· Y + θ

∑
i

aiϕ
∂

∂xi
(Y )− ϕ

∑
j

bj
∂θ

∂xj
·X − ϕ

∑
j

bjθ
∂

∂xj
(X)

= θ ·X(ϕ) · Y − ϕ · Y (θ) ·X + θϕ

(∑
i

ai
∂

∂xi
(Y )−

∑
j

bj
∂

∂xj
(X)

)
= θ ·X(ϕ) · Y − ϕ · Y (θ) ·X + θϕ (XY − Y X)

= θ ·X(ϕ) · Y − ϕ · Y (θ) ·X + θϕ [X, Y ]

Ejemplo 4.15. Sea M = R3 con coordenadas (x, y, z) y sea X = 2xz
∂

∂x
+ eyz

∂

∂y
y

Y = (x2 + y2 + z2)
∂

∂x
+ 5

∂

∂z
campos vectoriales sobre R3.
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Calcularemos [X, Y ],

[X, Y ] =

[
2xz

∂

∂x
+ eyz

∂

∂y
, (x2 + y2 + z2)

∂

∂x
+ 5

∂

∂z

]
=

[
2xz

∂

∂x
, (x2 + y2 + z2)

∂

∂x

]
+

[
2xz

∂

∂x
, 5

∂

∂z

]
+

[
eyz

∂

∂y
, (x2 + y2 + z2)

∂

∂x

]
+

[
eyz

∂

∂y
, 5

∂

∂z

]
[
2xz

∂

∂x
, (x2 + y2 + z2)

∂

∂x

]
= 2xz

∂

∂x

(
(x2 + y2 + z2)

∂

∂x

)
− (x2 + y2 + z2)

∂

∂x

(
2xz

∂

∂x

)
= 2xz

(
2x

∂

∂x
+ (x2 + y2 + x2)

∂2

∂x2

)
− (x2 + y2 + z2)

(
2z

∂

∂x
+ 2xz

∂2

∂x2

)
= 2z

(
2x2 − (x2 + y2 + z2)

) ∂

∂x
.

Y se verifica que [
2xz

∂

∂x
, 5

∂

∂z

]
= 0− 10x

∂

∂x
= −10x

∂

∂x
,[

eyz
∂

∂y
, (x2 + y2 + z2)

∂

∂x

]
= eyz2y

∂

∂x
− (x2 + y2 + z2) · 0 ∂

∂y
= eyz2y

∂

∂x
,[

eyz
∂

∂y
, 5

∂

∂z

]
= eyz · 0 ∂

∂z
− 5yeyz

∂

∂y
= −5yeyz

∂

∂y
.

Luego,

[X, Y ] = (2x2z − 2y2z − 2z3 − 10x+ 2yeyz)
∂

∂x
− 5yeyz

∂

∂y
.

Existe una relación interesante entre diferenciación exterior de formas diferenciales y la
operación corchete. Para el caso de 1-formas, esta relación es como sigue.

Proposición 4.5. Sea ω una 1-forma diferencial sobre una variedad diferenciable M y sean
X y Y campos vectoriales diferenciables sobre M . Entonces

dω(X, Y ) = Xω(Y )− Y ω(X)− ω([X, Y ]). (4.3)

Demostración. Sea f : U −→M una parametrización de M y sean

X =
∑
i

ai
∂

∂xi
, Y =

∑
j

bj
∂

∂xj
,
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las expresiones de X y Y en dicha parametrización. Observe que si (4.3) se cumple para Xi y
Yi, entonces también se cumple para

∑
iXi y

∑
j Yj. Luego, afirmamos que si (4.3) se cumple

para X y Y , también se cumple para θX y ϕY , donde θ y ϕ son funciones diferenciables.
Para verificar nuestra afirmación, primero notemos que, por hipótesis,

dω(θX, ϕY ) = θϕdω(X, Y ); dω es una forma en M

= θϕ [Xω(Y )− Y ω(X)− ω([X, Y ])]

Ahora, usando (d) de la Proposición (4.4), obtenemos

(θX)ω(ϕY )− (ϕY )ω(θX)− ω([θX, ϕY ])

= θX(ϕ)ω(Y ) + (θϕX)ω(Y )− ϕY (θ)ω(X)− (ϕθY )ω(X)

−θϕω([X, Y ])− θX(ϕ)ω(Y ) + ϕY (θ)ω(X)

= θϕXω(Y )− ϕθY ω(X)− θϕω([X, Y ])

= θϕ [Xω(Y )− Y ω(X)− ω([X, Y ])]

= dω(θX, ϕY )

lo cual prueba nuestra afirmación.

Se deduce que, para probar (4.3) es suficiente probarlo para
∂

∂xi
,

∂

∂xj
. Se verifica que[

∂

∂xi
,
∂

∂xj

]
= 0,

puesto que [
∂

∂xi
,
∂

∂xj

]
(ϕ) =

(
∂

∂xi

(
∂

∂xj

)
− ∂

∂xj

(
∂

∂xi

))
(ϕ)

=
∂

∂xi

(
∂ϕ

∂xj

)
− ∂

∂xj

(
∂ϕ

∂xi

)
=

∂2ϕ

∂xi∂xj
− ∂2ϕ

∂xi∂xj
= 0

por lo que es suficiente mostrar que

dω

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=

∂

∂xi
ω

(
∂

∂xj

)
− ∂

∂xj
ω

(
∂

∂xi

)
. (4.4)

Note que si (4.4) se cumple para ω1 y ω2, se sigue satisfaciendo para ω1 + ω2. Por lo tanto,
es suficiente mostrar que

d(αdxk)

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=

∂

∂xi
αdxk

(
∂

∂xj

)
− ∂

∂xj
αdxk

(
∂

∂xi

)
.
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Donde α es una función diferenciable. Lo anterior se reduce a

(dα ∧ dxk)
(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= det


dα

(
∂

∂xi

)
dα

(
∂

∂xj

)

dxk

(
∂

∂xi

)
dxk

(
∂

∂xj

)


= δkj
∂α

∂xi
− δki

∂α

∂xj

que se sostiene por la mera definición de producto exterior (o cuña).

Observación 8. Con esencialmente la misma prueba, se puede demostrar la siguiente ge-
neralización de la Proposición (4.5). Sea ω una k-forma diferenciable y sean X1, · · · , Xk+1

campos vectoriales reales. Entonces

dω(X1, · · · , Xk+1) =
k+1∑
i=1

(−1)i+1Xiω(X1, · · · , X̂i, · · · , Xk+1)

+
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj], X1, · · · , X̂i, · · · , X̂j, · · · , Xk+1)

donde X̂i significa que Xi no se encuentra.

Concluiremos este caṕıtulo con la noción global de orientabilidad de una variedad.

Definición 4.12. Una variedad diferenciable M es orientable si M tiene una estructura
diferenciable {(Uα, fα)} tal que para cada par α, β con fα(Uα)∩ fβ(Uβ) 6= ∅, el diferencial del
cambio de coordenadas f−1β ◦ fα tiene determinante positivo. De otra forma, se dirá que M
es no orientable.

Si M es orientable, la elección de una estructura diferenciable satisfaciendo lo anterior
es llamada una orientación para M .

Observación 9. Note que cuando el diferencial de cambio de coordenadas tiene determinante
positivo, nos referimos al hecho que el cambio de coordenada tiene determinante jacobiano
positivo. La orientabilidad es equivalente a la existencia de una cubierta {Vα} de entornos
coordenados de M de manera que si un punto p pertenece a dos entornos de esta cubierta,
entonces el cambio de coordenadas tiene jacobiano positivo en p.
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4.1. Resolución de Ejercicios

Ejercicio 4.1. Sean M y N variedades diferenciables donde {(Uα, fα)} es una estructura
diferenciable de M y {(Vβ, gβ)} una estructura diferenciable de N . Considere el producto
cartesiano M ×N y la función hαβ : Uα × Uβ −→M ×N dada por

hαβ(x, y) = (fα(x), gβ(y)), x ∈ Uα, y ∈ Vβ.

Muestre que {(Uα × Vβ, hαβ)} es una estructura diferenciable para M ×N la cual es llamada
la variedad producto de M y N .

Solución. Verificaremos que hαβ es inyectiva.

hαβ(u, v) = hθγ(w, z) =⇒ (fα(u), gβ(v)) = (fθ(w), gγ(z))

=⇒ fα(u) = fθ(w), gβ(v) = gγ(z)

=⇒ u = w, v = z; fα, fθ, gβ, gγ son parametrizaciones de M y N

=⇒ (u, v) = (w, z).

Ahora, probemos que
⋃
αβ hαβ(Uα × Vβ) = M ×N .

Ya está que
⋃
αβ hαβ(Uα × Vβ) ⊂ M ×N , pues hαβ(Uα × Vβ) ⊂ M ×N . Verifiquemos la

otra inclusión

(x, y) ∈M ×N =⇒ x ∈M, y ∈ N
=⇒ x ∈

⋃
α

fα(Uα), y ∈
⋃
β

gβ(Vβ)

=⇒ ∃α0, β0 tal que x ∈ fα0(Uα0), y ∈ gβ0(Vβ0)
=⇒ x = fα0(u), y = gβ0(v), para algún u ∈ Uα0 , v ∈ Vβ0

Aśı,
(x, y) = (fα0(u), gβ0(v) = hα0β0(u, v).

∴
⋃
αβ

hαβ(Uα × Vβ) ⊃M ×N.

∴
⋃
αβ

hαβ(Uα × Vβ) = M ×N.

Y por último, verificaremos que h−1θγ ◦ hαβ es diferenciable, aśı

h−1θγ ◦ hαβ(u, v) = h−1θγ (fα(u), gβ(v))

= (f−1θ ◦ fα(u), g−1γ ◦ gβ(v)),

pero f−1θ ◦ fα y g−1γ ◦ gβ son diferenciables. Por lo tanto, h−1θγ ◦ hαβ es diferenciable.
En consecuencia, {(Uα × Vβ, hαβ)} es una estructura diferenciable para M ×N .



Caṕıtulo 5

Integración sobre Variedades

5.1. Integración de Formas Diferenciales

En esta sección vamos a definir lo que es la integral de una n-forma en una variedad
diferenciable n-dimensional. Vamos a empezar con el caso de Rn, antes de ello enunciaremos
la siguiente definición.

Definición 5.1. Sea ω una forma diferencial definida en un conjunto abierto U ⊂ Mn. El
soporte K de ω es la clausura del conjunto

A = {p ∈Mn;ω(p) 6= 0}.

Recordemos que, si ω es una n-forma en U ⊂ Rn abierto, entonces existe una función
a : U → R tal que ω = adx1 ∧ · · · ∧ dxn. Ahora definimos lo que es una integral de una
n-forma de Rn.

Definición 5.2. Sea ω una n-forma y Mn = Rn. Entonces

ω = a(x1, · · · , xn)dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

Supongamos que el soporte K de ω es compacto y está contenido en U . Definamos∫
U

ω =

∫
K

adx1 · · · dxn,

donde el lado derecho es la integral múltiple habitual en Rn.

Ahora procederemos a la definición de la integral de una n-forma sobre Mn. Para evitar
más adelante la formulación de problemas, es conveniente asumir que M es compacto; en-
tonces el soporte K de ω, siendo un conjunto cerrado en un espacio compacto es también
compacto. Como veremos más adelante, también es necesario asumir que M es orientable, es
decir, M está cubierto por una familia de entornos coordenados {Vα} tal que el cambio de
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coordenadas tiene jacobianos positivos.

Supongamos inicialmente que K está contenido en algún entorno coordenado.

Definición 5.3. Si la representación local ωα de ω en Uα es

ωα = aα(x1, · · · , xn)dx1 ∧ · · · ∧ dxn,

y K está contenido en algún entorno coordenado Vα = fα(Uα). Entonces definimos∫
M

ω =

∫
Vα

ωα =

∫
Uα

aαdx1 · · · dxn,

donde el lado derecho es una integral en Rn.

Puede suceder que se encuentre en otro entorno coordenado Vβ = fβ(Uβ) en la misma
familia, lo cual verificaremos en el siguiente lema.

Lema 5.1. La definición anterior es independiente de la elección del entorno coordenado.

Demostración. Para ello, podemos asumir, contrayendo Uα y Uβ si fuese necesario, que
Vα = Vβ. Con el cambio de coordenadas

f = f−1α ◦ fβ : Uβ → Uα

dada por
xi = fi(y1, · · · , yn), i = 1, · · · , n

(x1, · · · , xn) ∈ Uα, (y1, · · · , yn) ∈ Uβ.
Ya que ωβ = f ∗(ωα), obtenemos que

ωβ = det(df)aβdy1 ∧ · · · ∧ dyn,

donde
aβ = aα(f1(y1, · · · , yn), · · · , fn(y1, · · · , yn)).

Por otro lado, por el teorema de cambio de variables para integrales múltiples en Rn, si
f es un difeomorfismo, para cualquier función integrable aα : Uα ⊂ Rn → R la función
(aα ◦ f) det(df) es integrable en Uβ, entonces obtenemos que∫

Uα

aαdx1 · · · dxn =

∫
Uβ

det(df)(aα ◦ f)dy1 · · · dyn =

∫
Uβ

det(df)aβdy1 · · · dyn.

Por el teorema de función inversa, si f : Uα → Uβ es inyectiva y diferenciable en Uα,
entonces el determinante jacobiano, (det(df)) es distinto de cero y como M es orientable
det(df) > 0, aśı, ∫

Vα

ωα =

∫
Vβ

ωβ,

Aśı, podemos afirmar la independencia de la elección del entorno coordenado.



5. Integración sobre Variedades 94

Podemos notar que sin la hipótesis de orientabilidad para M , el signo de la integral de ω
no está bien definido. La elección de la orientación para M , fija un signo para la integral de
ω que cambia con el cambio de orientación.

Vamos a considerar ahora el caso donde el soporte K de ω no está contenido en ningún
entorno coordenado. Para ello necesitamos algunos preliminares, pero antes de entrar en de-
talles, vamos a presentar una noción de lo que pretendemos hacer.

Dada una cubierta {Vα} de una variedad diferenciable compacta M , vamos a construir
una familia finita de funciones diferenciables ϕ1, · · · , ϕm tal que:∑m

i=1 ϕi = 1,

0 ≤ ϕi ≤ 1, y el soporte de ϕi está contenido en algún Vαi = Vi.

La familia {ϕi} es llamada una partición diferenciable de la unidad subordinada
que cubre a {Vα}. (Cuando M es orientable, elegimos {Vα} compatible con la orientación).

Supongamos por el momento la existencia de dicha familia. Asumamos además que M es
orientable. Vamos a definir la integral de una n-forma ω en Mn de la siguiente manera.

Definición 5.4. El soporte de la forma ϕiω está contenido en Vi. Por la definición anterior
podemos escribir ∫

M

ω =
m∑
i=1

∫
M

ϕiω

La única interrogante que nos podŕıamos hacer, es śı la definición anterior es indepen-
diente de la elección de la familia.

Lema 5.2. La definición anterior es independiente de la elección de la familia.

Demostración. Consideremos la posibilidad de otra cubierta {Wβ} de M , que determina
en M la misma orientación como {Vα}, y sea ψj, j = 1, · · · , s, una partición de la unidad
subordinada a {Wβ}. Entonces {Vα∩Wβ} será una cubierta para M y la familia ϕiψj será la
partición de la unidad subordinada a {Vα ∩Wβ}. Por lo tanto

m∑
i=1

∫
M

ϕiω =
m∑
i=1

∫
M

ϕi

(
s∑
j=1

ψj

)
ω =

∑
ij

∫
m

ϕiψjω,

donde en la última igualdad fue utilizado que, para cada i, las funciones son definidas en
Vi. Similarmente,
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m∑
j=1

∫
M

ψjω =
s∑
i=1

∫
M

(
m∑

i=−1

ϕi

)
ψjω =

∑
ij

∫
M

ϕiψjω

Lo que muestra la independencia necesaria.

Nota. Lo que hemos hecho básicamente fue lo siguiente. Observe que la integral de una forma
diferencial cuyo dominio está contenido en un entorno coordenado, se reduce a una integral
múltiple. Para integrar formas diferenciales en dominios más complicados, lo podemos hacer
en cualquiera de las siguientes maneras:

1. Dividimos el dominio complicado en simples dominios y sumamos los resultados.

2. Descomponemos la forma en formas que son cero fuera de dominios simples y sumamos
los resultados.

Ya que es más fácil trabajar con funciones que con dominios, la segunda alternativa es por
lo general la manera preferida y es la que se utiliza.

Ahora entramos en la prueba de la existencia de una partición diferenciable de la unidad
subordinada para una cubierta dada por entornos coordenados de una variedad diferenciable
compacta Mn (no necesitaremos orientabilidad para esto).

En lo que sigue, Br(0) = {p ∈ Rn; |p| < r}, donde 0 = (0, · · · , 0) ∈ Rn.

Lema 5.3. Existe una función diferenciable ϕ : B3(0)→ R tal que:

a. ϕ(p) = 1, si p ∈ B1(0)

b. 0 < ϕ(p) ≤ 1, si p ∈ B2(0)

c. ϕ(p) = 0, si p ∈ B3(0)−B2(0).

Demostración. Primero considere la posibilidad de una función α : R → R dada por (Fig.
(5.1(a))) {

α(t) = e−
1

(t+1)(t+2) , t ∈ (−2,−1)

α(t) = 0, t /∈ (−2,−1)

Note que la función α es una simple modificación de la conocida función e−( 1
x2

), y el punto
es de clase C∞ en todas partes.

Tomemos la integral

γ(t) =

∫ t

−∞
α(s)ds
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para obtener una función diferenciable γ (Fig. (5.1(b))) cuyo valor máximo (en t = −1)

está dado por
∫ −1
−2 α(s)ds = A. Entonces, estableciendo β(t) = γ(t)

A
, obtenemos una función

diferenciable con las siguientes propiedades:

β(t) = 0, si t ≤ −2

0 < β(t) ≤ 1, si t ∈ (−2,−1)

β(t) = 1, si t ≥ −1

La función requerida ϕ : B3(0) → R se obtiene por ϕ(t) = β(−|p|), p ∈ B3(0); para el
caso de R2 tiene la forma de la Fig. (5.1(c)).

Figura 5.1. 1(a): Función α : R −→ R. 1(b): Función γ. 1(c): El caso de R2.

Lema 5.4. Sea Mn una variedad diferenciable, sean p ∈ M y g : U ⊂ Rn −→ M una para-
metrización alrededor de p. Entonces, es posible obtener una parametrización f : B3(0)→M
alrededor p de tal manera que f(B3(0)) ⊂ g(U) y f−1(p) = (0, · · · , 0).

Demostración. Sea (x01, · · · , x0n) ∈ U tal que g(x01, · · · , x0n) = p. Ya que U es un abierto,
existe un r > 0 tal que Br(x

0
1, · · · , x0n) ⊂ U . Sea T la traslación en Rn que toma (x01, · · · , x0n)

en (0, · · · , 0), y sea H : Rn → Rn la función que a cada punto p ∈ Rn asocia el punto 3
r
p.

Entonces H ◦ T toma Br(x
0
1, · · · , x0n) en B3(0).
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Definimos la parametrización f : B3(0)→M por

f = g ◦ T−1 ◦H−1

que es fácil de verificar que cumple las condiciones requeridas.

f(B3(0)) = (g ◦ T−1 ◦H−1)(B3(0))

= g ◦ T−1(H−1(B3(0))

= g ◦ T−1(Br(0))

= g(Br(x
0
1, · · · , x0n)), como Br(x

0
1, · · · , x0n) ⊂ U

⊂ g(U)

∴ f(B3(0)) ⊂ g(U)

Sea f−1 = H ◦ T ◦ g−1 y sea p ∈M entonces

f−1(p) = (H ◦ T ◦ g−1)(p)
= H ◦ T (g−1(p))

= H ◦ T (g−1(x01, · · · , x0n))

= H ◦ T (x01, · · · , x0n)

= H(0, · · · , 0)

= (0, · · · , 0)

∴ f−1(p) = (0, · · · , 0)

Proposición 5.1. (Existencia de una partición diferenciable de la unidad). Sea M
una variedad compacta y {Vα} una cubierta de M por entornos coordenados. Entonces existen
funciones diferenciables ϕ1, · · · , ϕm tal que:

a.
∑m

i=1 ϕi = 1 con ϕi : M → R

b. 0 ≤ ϕi ≤ 1, y el soporte de ϕi está contenido en algún Vαi de la cubierta {Vα}.

Demostración. Para cada p ∈ M consideremos la parametrización fp : B3(0) → M dado
por el Lema (5.4) con fp(B3(0)) = Vp ⊂ Vα, algunos Vα de la cubierta {Vα}. Establecemos
Wp = fp(B1(0)) ⊂ Vp.

La familia {Wp} es una cubierta abierta de M . Ya que M es compacto, podemos se-
leccionar de él una cubierta finita W1, · · · ,Wm. El correspondiente V1, · · · , Vm formará una
cubierta de M .
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Vamos a definir funciones θi : M → R, i = 1, · · · ,m, por

θi = ϕ ◦ f−1i en Vi; θi = 0 en M − Vi

donde ϕ : B3(0)→ R es la función dada por el Lema (5.3). Las funciones θi son diferenciables
por ser la composición de funciones diferenciables y el soporte de θi está contenido en Vi
Finalmente definamos ϕi por

ϕi(p) =
θi(p)∑m
j=1 θj(p)

, p ∈M

Es inmediato que las funciones ϕi aśı construidas satisfacen las condiciones (a.) y (b.), es
decir,

m∑
i=1

ϕi(p) =
m∑
i=1

θi(p)∑m
j=1 θj(p)

= 1

Por la misma construcción 0 ≤ ϕi ≤ 1 ya que el denominador siempre será mayor que el
numerador y además como el soporte de θi está contenido en Vi y θi 6= 0 en Vi, aśı el soporte
de ϕi está contenido en algún Vαi .

Nota. La existencia de una partición diferenciable de la unidad es uno de los hechos más úti-
les para el estudio de preguntas globales sobre variedades diferenciables. La proposición (5.1)
todav́ıa se mantiene para variedades no compactas (con una base contable) considerando la
cubierta localmente finita contable (localmente finita significa que a cada punto de la varie-
dad, cumple sólo un número finito de miembros de la cubierta), y la prueba es esencialmente
la misma.

5.2. Teorema de Stokes

En esta sección intentaremos establecer el teorema de Stokes1. Para ello, necesitamos una
serie de definiciones que harán posible establecer con claridad el teorema; una vez establecidas,
la prueba del teorema será relativamente simple.

Para el caso dos-dimesional, una descripción aproximada del teorema es como sigue.
Sea ω una 1-forma diferencial definida sobre una variedad dos-dimensional orientada M2,

y sea dω su diferencial exterior. Considere una región R de M2 acotada por una curva
regular cerrada C = ∂R. La orientación de R induce una orientación para C, y la inclusión
i : C −→ M nos permite considerar la restricción i∗ω de ω a C. Bajo estas condiciones,
el teorema de Stokes establece que la integral de la 2-forma dω en R es igual a la integral

1George Gabriel Stokes, primer Baronet (13 de agosto de 1819-1 de febrero de 1903) fue un matemático
y f́ısico irlandés que realizó contribuciones importantes a la dinámica de fluidos (incluyendo las ecuaciones
de Navier-Stokes), la óptica y la f́ısica matemática (incluyendo el teorema de Stokes). Fue secretario y luego
presidente de la Royal Society de Inglaterra.
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de i∗ω en ∂R = C. Aśı, en cierto sentido, el operador d (aplicado a formas) y ∂ (aplica a
“dominios lisos”) son duales el uno al otro.

Revisemos el enunciado clásico del Teorema de Stokes en R3.

El teorema de Stokes relaciona la integral de ĺınea de un campo vectorial alrededor de una
curva cerrada simple γ ∈ R3, con la integral sobre una superficie de la cual γ es la frontera.
Es decir, si se tiene S una superficie orientada con vector normal unitario N y frontera una
curva cerrada γ y un campo vectorial F (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)), se cumple
que ∫

S

rot(F ) ·N dS =

∫
γ

F,

donde el rotacional del campo F está dado por

rot(F ) = ∇× F =

î ĵ k̂
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
P Q R

=

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
î+

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
ĵ +

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
k̂

Otra forma de escribir la igualdad de estas integrales es la siguiente:∫
S

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dz ∧ dx+

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy =∫

∂S

Pdx+Qdy +Rdz,

Si, en particular, cuando S es una región del plano xy (R2) encerrada por una curva
cerrada simple a trozos C = ∂S, el teorema de Stokes se reduce la fórmula de Green:∫

S

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy =

∫
∂S

Pdx+Qdy.

Ejemplo 5.1. Sea S la porción de la esfera que corta al plano z = 0 en la circunferencia
x2 + y2 = 1. Sea F (x, y, z) = (y,−x, exz) un campo vectorial. Calcular∫

S

rot(F ) ·N dS.

Parametrizamos C mediante
x = cos t, y = sen t, z = 0 (0 ≤ t ≤ 2π). Por el teorema de Stokes,∫

S

rot(F ) ·N dS =

∫
C

F dr =

∫ 2π

0

(sen t,− cos t, 1) · (− sen t, cos t, 0)dt

= −
∫ 2π

0

(sen2 t+ cos2 t)tdt = −2π,

el valor de la integral pedida.
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Ahora, comenzaremos a presentar las definiciones que necesitamos, las cuales son útiles
en otros contextos. Lo primero, es una extensión de la noción de una variedad que incluye
variedades con borde (o “ĺımite”). La definición de una variedad no lo incluye, por ejemplo,
el conjunto M , dado por

M =
{

(x, y, z) ∈ R3 : z = x2 + y2, z ≤ z0, z0 > 0
}

(M es el conjunto cerrado del paraboloide de rotación delimitado anteriormente por
z = z0 ), porque la intersección V ∩M de algún entorno V de un punto p = (x, y, z0)

en el borde de M , con M no es homeomorfo a un conjunto abierto de R2 (Fig. (5.2)).
Note que, sin embargo, V ∩M es homeomorfo a un conjunto abierto del semiespacio cerrado
{(x1, x2) ∈ R2 : x1 ≤ 0}, mientras que los puntos de M que no están en el borde se comportan
como puntos en una 2-variedad. Esto sugiere una nueva definición que incluya la anterior
situación.

Figura 5.2. El semiespacio H2.

Definición 5.5. Un semiespacio de Rn es el conjunto

Hn = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn : x1 ≤ 0} .

Un conjunto abierto de Hn es la intersección con Hn de un abierto U de Rn.
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Decimos que una función f : V −→ R definida en un conjunto abierto V de Hn es
diferenciable si existe un conjunto abierto U ⊃ V y una función diferenciable f̄ en U tal
que la restricción de f̄ a V es igual a f . En este caso, el diferencial dfp, p ∈ V , de f en p
está definida por dfp = df̄p.

Cuando V no contiene puntos con la forma (0, x2, · · · , xn), V es un abierto de Rn y
la definición de dfp está de acuerdo con la usual. Si p es de la forma (0, x2, · · · , xn), dfp
está definida para todo vector tangente de curvas en U pasando a través de p, es decir, para
todo vector en Rn con origen en p. Usando tales curvas es fácil mostrar que la definición de
dfp es independiente de la extensión f̄ de f .

De manera similar, definimos una función diferenciable f : V −→ Rn.

Definición 5.6. Una variedad n-dimensional diferenciable con borde (regular) es
un conjunto M y una familia de funciones inyectivas fα : Uα ⊂ Hn −→ M de conjuntos
abiertos de Hn a M tales que:

1.
⋃
α fα(Uα) = M .

2. Para todo par α, β con fα(Uα)∩fβ(Uβ) = W 6= ∅, los conjuntos f−1α (W ) y f−1β (W ) son

abiertos en Hn y las funciones f−1β ◦ fα, f−1α ◦ fβ son diferenciables.

3. La familia {(Uα, fα)} es maximal (relativo al orden dado por la inclusión de conjuntos)
entre todas las familias de entornos coordenados sobre M bajo las condiciones (1) y
(2).

Un punto de p ∈ M se dice que es un punto en el borde de M si para cualquier parame-
trización f : U ⊂ Hn −→M alrededor de p se tiene que, f(0, x2, · · · , xn) = p.

Lema 5.5. La definición de puntos en el borde no depende de la parametrización.

Demostración. Sea f1 : U1 −→M una parametrización alrededor de p tal que f1(q) = p,
q = (0, x2, · · · , xn). Supongamos por contradicción, que para alguna parametrización
f2 : U2 −→ M alrededor de p, tenemos que f−12 (p) = q2 = (x1, · · · , xn) con x1 6= 0. (Fig.

(5.3))
Sea W = f1(U1) ∩ f2(U2). La función

f−11 ◦ f2 : f−12 (W ) −→ f−11 (W )

es un difeomorfismo, pues estamos tomando parametrizaciones en ∂M que es una superficie
regular. Ya que x1 6= 0, existe un entorno U de q2, con U ⊂ f−12 (W ), que no interseca el eje
x1. Restringiendo f−11 ◦ f2 a U , tenemos una función diferenciable

f−11 ◦ f2 : U −→ Hn

tal que el determinante de d(f−11 ◦ f2)q2 es diferente de cero, por lo que d(f−11 ◦ f2)q2 es un
isomorfismo, y por el teorema de la función inversa, f−11 ◦ f2 tomará un entorno V ⊂ U de q2
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difeomorficamente sobre f−11 ◦f2(V ). Pero, entonces f−11 ◦f2(V ) podŕıa contener puntos de la
forma (x1, · · · , xn) con x1 > 0 los cuales no están en Hn. Este resultado es un contradicción
y aśı se completa la prueba.

Figura 5.3. Parametrizaciones f1 : U1 −→M y f2 : U2 −→M alrededor de p.

El conjuntos de puntos en el borde de M está por lo tanto, bien definida; el cual es
llamado el borde de M y se denota por ∂M . Si ∂M = ∅, la Definición (5.6) coincide con
la definición de una variedad diferenciable dada en el caṕıtulo anterior. Las definiciones de
funciones diferenciables, espacio tangente, orientabilidad, etc, para variedades con borde son
introducidos de la misma forma como en las correspondientes definiciones para variedades
diferenciables, con el cuidado de reemplazar Rn por Hn.

Proposición 5.2. El borde ∂M de una variedad diferenciable n-dimensional M con borde
es una variedad (n− 1)-diferenciable. Además, si M es orientable, una orientación para M
induce una orientación para ∂M .

Demostración. Sea p ∈ M un punto en el borde de M y sea fα : Uα ⊂ Hn −→ Mn una
parametrización alrededor de p. Entonces f−1α (p) = q = (0, x2, · · · , xn) ∈ Uα. Sea

Ūα = Uα ∩ {(x1, · · · , xn) ∈ Rn : x1 = 0} .
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Identificando el conjunto {(x1, · · · , xn) ∈ Rn : x1 = 0} con Rn−1, observamos que, debido a
que Ūα es la intersección del conjunto Rn−1 con Uα que es abierto en Hn, Ūα es abierto en
Rn−1.

Al denotar por f̄α la restricción de fα a Ūα, observamos que: a) las f̄α son inyectivas,
b) los cambios de parámetros f̄−1α ◦ f̄β son diferenciables y c) por Lema (5.5) se tiene que

f̄α(Ūα) ⊂ ∂M , y aśı
⋃
α f̄α(Ūα) = ∂M . Finalmente, dejando que p recorra los puntos de ∂M ,

es fácil verificar que la familia
{

(Ūα, f̄α)
}

es una estructura para ∂M . Esto prueba la primera
parte de la Proposición.

Para probar la segunda parte, asuma que M es orientable y escoja una orientación pa-
ra M , es decir, una estructura diferenciable {(Uα, fα)} tal que el cambio de coordenada
tiene jacobiano positivo. Considere los elementos de la familia que satisfagan la condición
fα(Uα) ∩ ∂M 6= ∅ . Entonces la familia

{
(Ūα, f̄α)

}
descrita en la primera parte es una es-

tructura diferenciable para ∂M . Queremos mostrar que si f̄α(Ūα)∩ f̄β(Ūβ) 6= ∅, el cambio de
coordenada tiene jacobiano positivo, es decir, que

det(d(f̄−1α ◦ f̄−1β )q) > 0,

para todo q cuya imagen, por alguna parametrización, está en el borde.
Observe que el cambio de coordenada fα ◦ f−1β toma un punto de la forma (0, xβ2 , · · · , xβn)

y devuelve un punto de la forma (0, xα2 , · · · , xαn). Aśı, para un punto q cuya imagen está en
el borde,

det(d(f−1α ◦ fβ)) =
∂xα1

∂xβ1
det(d(f̄−1α ◦ f̄−1β )).

Pero
∂xα1

∂xβ1
> 0, porque xα1 = 0 en q = (0, xα2 , · · · , xαn), y ambos xα1 y xβ1 son negativos en un

entorno de p. Ya que det(d(f−1α ◦fβ)) > 0, por hipótesis, concluimos que det(d(f̄−1α ◦ f̄β)) > 0,
como queŕıamos.

Ahora podemos establecer y probar el teorema de Stokes.

Teorema 5.1. Sea Mn una variedad diferenciable con borde, compacta y orientada. Sea ω
una (n− 1)-forma diferencial en M , y sea i : ∂M −→M la función inclusión del borde ∂M
a M . Entonces ∫

∂M

i∗ω =

∫
M

dω.

Demostración. Sea K el soporte de ω. Consideraremos los siguientes casos:

A) K está contenido en algún entorno coordenado V = f(U) de una parametrización
f : U ⊂ Hn −→M . En U ,

ω =
n∑
j=1

ajdx1 ∧ · · · ∧ dxj−1 ∧ dxj+1 ∧ · · · ∧ dxn,
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donde aj = aj(x1, · · · , xn) es una función diferenciable sobre U . Aśı,

dω =

(
n∑
j=1

(−1)j−1
∂aj
∂xj

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

A.1) Asuma primero que f(U) ∩ ∂M = ∅. Entonces ω es cero en ∂M y i∗ω = 0. Aśı,∫
∂M

i∗ω = 0.

Mostraremos que ∫
M

dω =

∫
U

(∑
j

(−1)j−1
∂aj
∂xj

)
dx1 · · · dxn = 0.

Para eso, extendemos las funciones aj a Hn de la siguiente manera

aj(x1, · · · , xn) = aj(x1, · · · , xn), si (x1, · · · , xn) ∈ U
aj(x1, · · · , xn) = 0, si (x1, · · · , xn) ∈ Hn − U

Ya que f−1(K) ⊂ U , las funciones aj aśı definidas son diferenciables en Hn. Ahora,
sea Q ⊂ Hn un paraleleṕıpedo dado por s1j ≤ xj ≤ x0j , j = 1, · · · , n, y conteniendo a
f−1(K) en su interior (Fig. (5.4)).

Figura 5.4. Caso A.1
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Entonces ∫
U

(∑
j

(−1)j−1
∂aj
∂xj

)
dx1 · · · dxn =

∑
j

(−1)j−1
∫
Q

∂aj
∂xj

dx1 · · · dxn

=
∑
j

(−1)j−1
∫

[aj(x1, · · · , xj−1, xj+1, · · · , xn)

−aj(x1, · · · , xj−1, x1j , xj+1, · · · , xn)]dx1 · · · dxj−1dxj+1 · · · dxn = 0,

ya que aj(x1, · · · , xj−1, x0j , xj+1, · · · , xn) = aj(x1, · · · , x1j , · · · , xn) = 0, para todo j.

A.2) Asuma ahora que f(U) ∩ ∂M 6= ∅. Entonces la función inclusión i puede ser escrita
como: x1 = 0, xj = xj. Aśı, usando la orientación sobre el borde,

i∗ω = a1(0, x2, · · · , xn)dx2 ∧ · · · dxn.

Como en el caso (A.1), extenderemos las funciones aj a Hn, y consideremos el parale-
leṕıpedo Q dado por

x11 ≤ x1 ≤ 0, x1j ≤ xj ≤ x0j , j = 2, · · · , n

y tal que la unión del interior de Q con el hiperplano x1 = 0 conteniendo f−1(K).

Figura 5.5. Caso A.2
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Entonces∫
M

dω =
n∑
j=1

(−1)j−1
∫
Q

∂aj
∂xj

dx1 · · · dxn =

∫
Q

[a1(0, x2, · · · , xn)−a1(x11, x2, · · · , xn)]dx2, · · · dxn

+
n∑
j=2

(−1)j−1
∫
Q

[aj(x1, · · · , x0j , · · · , xn)−aj(x1, · · · , x1j , · · · , xn)]dx1 · · · dxj−1dxj+1 · · · dxn.

Ya que aj(x1, · · · , x0j , · · · , xn) = aj(x1, · · · , x1j , · · · , xn) = 0, para j = 2, · · · , n, y

a1(x
1
1, x2, · · · , xn) = 0, obtenemos∫

M

ω =

∫
a1(0, x2, · · · , xn)dx2 · · · dxn =

∫
∂M

i∗ω.

B) Consideremos el caso general. Sea {Vα} una cubierta de M por entornos coordenados
compatibles con la orientación, y sea ϕ1, · · · , ϕm una partición diferenciable de la unidad
subordinada para Vα. Las formas ωj = ϕjω, j = 1, · · · ,m satisfaciendo las condiciones
del caso A. Además, ya que

∑
j dϕj = 0, tenemos∑
ωj = ω,

∑
dωj = dω.

Por lo tanto, ∫
M

dω =
m∑
j=1

∫
M

dωj =
m∑
j=1

∫
∂M

i∗ωj

=

∫
∂M

i∗
∑
j

ωj =

∫
∂M

i∗ω.

Ejemplo 5.2. Sea M una región acotada de R3 tal que el borde ∂M de M es una hipersuper-
ficie regular de R3; M es entonces una variedad compacta 3-dimensional con borde ∂M . Sea
v un campo vectorial diferenciable en R3, y sea ω una 1-forma en R3 dual a v en el produc-
to interno natural de R3. Entonces d(∗ω) = (div(v))ν, donde ν es el elemento volumen de R3.

Ahora escojamos una orientación para R3 y sea N el vector normal unitario de ∂M en
la orientación inducida. Finalmente, sea σ el elemento de área de ∂M .

Considere, en un entorno U ⊂ R3 del punto p ∈ M , campos diferenciables ortonormal
e1, e2, N tal que, en los puntos de ∂M , e1 y e2 son tangentes a ∂M . Entonces, como ω es
una 1-foma dual al campo v, ω está definida como ω(u) = 〈v,N〉2, con u un vector en R3.

2véase en la Observación (1).
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Expĺıcitamente tenemos, expresando al campo v = v1e1 + v2e2 + v3e3 en la base de R3, a
ω escrita de la siguiente forma

ω = v1dx1 + v2dx2 + v3dx3,

calculando ∗ω tenemos,

∗ω = v1dx2dx3 − v2dx1dx3 + v3dx1dx2,

y evaluando

∗ω(e1, e2) = v1dx2dx3(e1, e2)−v2dx1dx3(e1, e2)+v3dx1dx2(e1, e2) = v1(0)−v2(0)+v3(1) = v3,

luego, como ω(N) = 〈v,N〉 = v1(0) +v2(0) +v3(1) = v3. Por lo que, obtenemos las siguientes
igualdades,

i∗ ∗ ω(e1, e2) = ω(N) = 〈v,N〉,

es decir, i∗(∗ω) = 〈v,N〉σ, donde σ = dx1dx2. Aśı, en este caso, Teorema Stokes∫
M

d(∗ω) =

∫
∂M

i∗(∗ω)

puede escribirse como ∫
M

(div v)ν =

∫
∂M

〈v,N〉σ

el cual es el conocido Teorema de Divergencia del Análisis.

5.3. Lema de Poincaré

En esta sección generalizaremos el lema de Poincaré, con el que nos familiarizamos en la
integración de 1-formas. Además definiremos lo que son formas exactas y cerradas en una
variedad diferenciable.

Definición 5.7. Sea Mn una variedad diferenciable. Una k-forma diferencial ω se dice que
es exacta si existe una (k − 1)-forma β tal que dβ = ω; y diremos que ω es cerrada si
dω = 0. Ya que d2 = 0, una forma exacta es cerrada.

El inverso de la definición anterior no se cumple en general. Por ejemplo:

Ejemplo 5.3. Sea la forma

ω =
xdy − ydx
x2 + y2
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definida en R2 − {(0, 0)} = U . Por el Ejemplo (3.1) dω = 0, es decir ω es cerrada pero
no existe una función diferenciable g en U tal que dg = ω; de lo contrario, por teorema de
Stokes, ∫

C

ω =

∫
C

dg =

∫
∂C

g = 0, C = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 = 1}

y esto contradice el hecho anterior, por el Ejemplo (3.1)
∫
C
ω = 2π. Es posible, sin embargo,

para mostrar que para cada p ∈ U existe un entorno V ⊂ U de p y una función diferenciable
gV en V tal que dgV = ω

En esta sección vamos a mostrar que la situación del ejemplo es completamente general,
es decir que la condición dω = 0 es una condición suficiente para que ω sea localmente exacta.
En realidad vamos a probar el resultado de una manera un poco más general, que es más
conveniente para las aplicaciones.

Definición 5.8. Una variedad diferenciable M es contractible (a algunos puntos p0 ∈M)
si existe una función diferenciable H : M × R→M , H(p, t) ∈M, p ∈M, t ∈ R tal que

H(p, 1) = p, H(p, 0) = p0, para todo p ∈M
Es fácil ver que Rn es contractible a un punto arbitrario p0 ∈ Rn; es suficiente definir

H : M × R→M ; H(p, t) = p0 + (p− p0)t

H(p, 1) = p0 + (p− p0)(1)

= p0 + p− p0 = p

H(p, 0) = p0 + (p− p0)(0)

= p0

El mismo argumento muestra que la bola Br(0) = {p ∈ Rn; |p| < r} es contractible al origen
0. De ello se deduce que cualquier variedad es localmente contractible.

Teorema 5.2. (Lema de Poincaré) Sea M una variedad diferenciable contractible, y sea
ω una k-forma diferencible en M con dω = 0. Entonces ω es exacta, es decir, existe una
(k − 1)-forma α en M tal que dα = ω.

Nota. La diferencia entre formas cerradas y exactas es la base para definir los grupos de
cohomoloǵıa. Las formas exactas son cerradas, aśı que los espacios vectoriales de k-formas
junto con la derivada exterior son un complejo de cocadenas. Los espacios vectoriales de las
formas cerradas módulo las formas exactas se llaman los grupos de Cohomoloǵıa de De
Rham. Cada grupo de cohomoloǵıa es una R-espacio vectorial, y además el producto cuña
dota a la suma directa de esos grupos con una estructura de anillo. Se obtiene aśı la estructura
de R-álgebra graduada.
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5.4. Resolución de Ejercicios

Ejercicio 5.1. Sean ω = xdy−ydx y j : M ↪→ R2 la función inclusión de una región acotada
con borde regular ∂M . Muestre que el área de M viene dado por

1

2

∫
∂M

j∗ω.

Solución. Por Teorema de Stokes, obtenemos∫
∂M

j∗ω =

∫
M

dω =

∫
M

d(xdy − ydx)

=

∫
M

∂x

∂x
dxdy +

∂x

∂y
dydy +

∂(−y)

∂x
dxdx+

∂(−y)

∂y
dydx

=

∫
M

dxdy + 0 + 0− dydx =

∫
M

dxdy + dxdy

= 2

∫
M

dxdy = 2 Área(M)

Por lo tanto,

Área(M) =
1

2

∫
∂M

j∗ω.

Ejercicio 5.2. Sean ω = xdy ∧ dz − ydx∧ dz + zdx∧ dy y j : M ↪→ R3 la función inclusión
de una región acotada con borde regular ∂M . Muestre que el volumen de M viene dado por

1

3

∫
∂M

j∗ω.

Solución. Por Teorema de Stokes, obtenemos∫
∂M

j∗ω =

∫
M

dω =

∫
M

d(xdy ∧ dz − ydx ∧ dz + zdx ∧ dy)

Calculemos
dω = d(xdy ∧ dz − ydx ∧ dz + zdx ∧ dy)

d(xdy ∧ dz − ydx ∧ dz + zdx ∧ dy) =
∂x

∂x
dxdydz +

∂x

∂y
dydydz +

∂x

∂z
dzdydz

+
∂(−y)

∂x
dxdxdz +

∂(−y)

∂y
dydxdz +

∂(−y)

∂z
dzdydz

+
∂z

∂x
dxdxdy +

∂z

∂y
dydxdy +

∂z

∂z
dzdxdy

= dxdydz − dydxdz + dzdxdy

= 3dxdydz.
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Aśı, ∫
∂M

j∗ω =

∫
M

dω = 3

∫
M

dxdydz = 3 Volumen(M).

Por lo tanto,

Volumen(M) =
1

3

∫
∂M

j∗ω.

Ejercicio 5.3. Generalice los resultados anteriores para el caso de Rn.

Solución. Con el mismo razonamiento anterior, si ω representa una (n− 1) forma y
j : M ↪→ Rn la función inclusión de una región acotada con borde regular ∂M . Entonces

V olumen(M) =
1

n

∫
∂M

j∗ω.

Ejercicio 5.4. Sean ω1 y ω2 formas diferenciales sobre una variedad diferenciable M . Asuma
que ω1 y ω2 son formas cerradas y que ω2 es exacta. Muestre que ω1∧ω2 es cerrada y exacta.

Solución. Ya que ω1 y ω2 son formas cerradas, se cumple que

dω1 = 0 = dω2,

y como ω2 es exacta, existe una forma β tal que dβ = ω2. Entonces mostremos que
d(ω1 ∧ ω2) = 0 para verificar que ω1 ∧ ω2 es cerrada, a saber,

d(ω1 ∧ ω2) = dω1 ∧ ω2 + (−1)kω1 ∧ dω2 = 0 + 0 = 0.

Luego, para mostrar que ω1 ∧ ω2 es exacta, encontremos una forma α tal que dα = ω1 ∧ ω2,
para ello note que

ω1 ∧ ω2 = ω1 ∧ dβ + β ∧ dω1 = d(ω1 ∧ β).

Por lo tanto, ω1 ∧ ω2 es exacta.

Ejercicio 5.5. Sean A, B y C funciones diferenciables en R3 y considere el sistema diferen-
cial 

∂R

∂y
− ∂Q

∂z
= A

∂P

∂z
− ∂R

∂x
= B

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= C

donde P, Q y R son funciones desconocidas en R3.
Muestre que una condición suficiente y necesaria para la existencia de una solución del sis-
tema anterior es que

∂A

∂x
+
∂B

∂y
+
∂C

∂z
= 0.
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Solución. Considere en R3 la forma diferencial

ω = Adydz +Bdzdx+ Cdxdy,

si diferenciamos

dω =

(
∂A

∂x
+
∂B

∂y
+
∂C

∂z

)
dxdydz.

Por el Lema de Poincaré, dω = 0 si y sólo si existe una forma α = Pdx + Qdy + Rdz tal
que dα = ω, en este sentido

dα =
∂P

∂x
dxdx+

∂P

∂y
dydx+

∂P

∂z
dzdx+

∂Q

∂x
dxdy+

∂Q

∂y
dydy+

∂Q

∂z
dzdy+

∂R

∂x
dxdz+

∂R

∂y
dydz+

∂R

∂z
dzdz

=

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dzdx+

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz.

Luego, como dα = ω(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dzdx+

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy = Adydz +Bdzdx+ Cdxdy

y aśı,
∂R

∂y
− ∂Q

∂z
= A,

∂P

∂z
− ∂R

∂x
= B,

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= C.

Por lo que, para el sistema diferencial, existe una solución si y sólo si

∂A

∂x
+
∂B

∂y
+
∂C

∂z
= 0.



Caṕıtulo 6

Geometŕıa Diferencial en Superficies

6.1. Ecuaciones de Estructura de Rn

Ahora aplicaremos lo que sabemos de formas diferenciales para estudiar geometŕıa dife-
rencial. Comenzaremos con unas pocas definiciones.

Definición 6.1. Una variedad riemanniana es una variedad diferenciable M , y una co-
rrespondencia que asocia a cada punto p ∈M , un producto interno positivo definido1 〈, 〉p en
TpM que vaŕıa de forma diferenciable con p en el siguiente sentido: Si X y Y son campos
vectoriales diferenciables en M , la función p 7−→ 〈X, Y 〉p es diferenciable en M . El producto
interno 〈, 〉 es llamado usualmente la métrica riemanniana sobre M .

La noción de equivalencia entre variedades riemannianas es la noción de isometŕıa.

Definición 6.2. Un difeomorfismo ϕ : M −→ M ′ entre variedades riemannianas M y M ′,
es una isometŕıa si para cada todo p y para todo par x, y ∈ TpM , tenemos

〈x, y〉p = 〈dϕp(x), dϕp(y)〉ϕ(p).

La importancia de la noción de variedades riemannianas es que podemos definir sobre
ella las nociones de una métrica usual (longitud, área, ángulos, etc) de la geometŕıa eucĺıdea.
En realidad, la geometŕıa eucĺıdea es justo el estudio de las nociones de métrica en la más
simple geometŕıa riemanniana, a saber, Rn dotado con el siguiente producto interno:

si x = (x1, · · · , xn) y y = (y1, · · · , yn) son vectores en Rn, se define

〈x, y〉 = x1y1 + · · ·+ xnyn.

A pesar que Rn es la más simple variedad riemanniana, esta es, en cierto sentido, la variedad
riemanniana universal. Esperamos hacer esto más claro en lo que sigue del contenido.
Comenzaremos, por lo tanto, por establecer las llamadas ecuaciones de estructura de Rn.

1Esto significa que, el producto de un elemento con śı mismo, es mayor que cero; y el producto interno es
igual a cero si y sólo si el elemento es el elemento nulo.

112
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Definición 6.3. Sea U ⊂ Rn un conjunto abierto y sean e1, · · · , en, n campos vectoriales
tales que, para cada p ∈ U , entonces

〈ei, ej〉p = δij

donde

δij =

{
0, si i 6= j.
1, si i = j.

Dicho conjunto de campos vectoriales es llamado un marco móvil2 ortonormal (también
llamado n−edro.)

Desde ahora, omitiremos el adjetivo ortonormal.
Dado un marco móvil {ei}, i = 1, · · · , n, podemos definir 1-formas diferenciales ωi por la

condición ωi(ej) = δij, j = 1, · · · , n; en otras palabras, en cada p, la base {(ωi)p} es la base
dual de {(ei)p}. El conjunto de formas {ωi} es llamado el comarco asociado a {ei}.
Cada campo vectorial ei es una función diferenciable ei : U ⊂ Rn −→ Rn. El diferencial en
p ∈ U , (dei)p : Rn −→ Rn, es una función lineal. Aśı, para cada p y cada v ∈ Rn podemos
escribir

(dei)p(v) =
∑
j

(ωij)p(v)ej.

Es fácil verificar que la expresión (ωij)p(v), arriba definida, depende linealmente sobre v. Aśı,
(ωij)p es una forma lineal en Rn y, ya que ei es un campo vectorial diferenciable, ωij es una
1-forma diferencial. De acuerdo con esto, escribamos lo anterior como

dei =
∑
j

ωijej (6.1)

Las n2 formas ωij aśı definidas son llamadas las formas de conexión de Rn en el marco
móvil {ei}. No todas de las formas ωij son independientes. Si diferenciamos 〈ei, ej〉 = δij,
obteniendo

d(δij) = d(〈ei, ej〉)
0 = 〈dei, ej〉+ 〈ei, dej〉
0 = 〈

∑
j

ωijej, ej〉+ 〈ei,
∑
i

ωjiei〉

0 =
∑
i 6=j

ωij〈ei, ej〉+ ωij〈ej, ej〉+
∑
i 6=j

ωji〈ei, ej〉+ ωji〈ei, ei〉

0 = 0 + ωij + 0 + ωji

0 = ωij + ωji,

2Se llaman marcos móviles porque intutitivamente pueden entenderse como un conjunto de vectores que
se parecen “moverse”sobre una variedad al considerar puntos sobre una curva de dicha variedad.
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esto es, las formas de conexión ωij = −ωji son antisimétricas en los ı́ndices i, j.
El punto crucial en el método del marco móvil es que las formas ωij y ωji satisfacen las

ecuaciones de estructura de Élie Cartan3.

Proposición 6.1. (Las ecuaciones de estructura de Rn)
Sea {ei} un marco móvil en un conjunto abierto U ⊂ Rn. Sea {ωi} el comarco asociado a
{ei} y ωij las formas de conexión de U en el marco {ei}. Entonces

dωi =
∑
k

ωk ∧ ωki, (6.2)

dωij =
∑
k

ωik ∧ ωkj, i, j, k = 1, · · · , n. (6.3)

Demostración. Sea a1 = (1, · · · , 0), · · · , an = (0, · · · , 1) la base canónica de Rn, y sea
xi : U −→ R la función que asigna al punto (x1, · · · , xn) su i-ésima coordenada. Entonces

dxi es una 1-forma diferencial sobre U y, ya que dxj(ai) = δij, concluimos que {dxi} es el
comarco asociado a {ai}. Ahora escribamos

ei =
∑
j

βijaj, (6.4)

donde βij es una función diferenciable sobre U . Antes de continuar, note que la matriz, para
cada p ∈ U

(βij(p)) =


β11(p) β12(p) · · · β1n(p)
β21(p) β22(p) · · · β2n(p)

: : :
βn1(p) βn2(p) · · · βnn(p)


es una matriz ortogonal, es decir que al efectuar el producto de (βij(p)) con (βij(p))

T resulta
la identidad, eso se verifica tomando en cuenta que,

1 = 〈ei, ei〉 = ||ei||2 =
∑
i=j

β2
ij,

y notando además que,

(βij)
T =


β11(p) β21(p) · · · βn1(p)
β12(p) β22(p) · · · βn2(p)

: : :
β1n(p) β2n(p) · · · βnn(p)

 ,

3Élie Joseph Cartan (9 de abril 1869 - 6 de mayo 1951) fue un matemático francés, que llevó a cabo
trabajos fundamentales en la teoŕıa de grupos de Lie y sus usos geométricos. Definió la noción general de
forma diferencial antisimétrica, del modo en el que se utiliza actualmente
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por lo que

(βij(p))(βij(p))
T =

 ∑
i=j β

2
ij · · · 0

: : :
0 · · ·

∑
i=j β

2
ij

 =

 1 · · · 0
: : :
0 · · · 1

 .

Ya que ωi(ej) = δij,

ωi(ej) = ωi

(∑
j

βijaj

)
=

∑
j

βijωi(aj)

=
∑
j

βijdxj(ej)

ωi =
∑
j

βijdxj. (6.5)

Primero probaremos que dβij =
∑

k ωikβkj. En efecto si en (6.1) sustituimos (6.4),

dei =
∑
k

ωikek =
∑
k

ωik

(∑
j

βkjaj

)
=
∑
jk

ωikβkjaj.

Luego, diferenciando a (6.4), dei =
∑

j dβijaj, y comparando con la expresión anterior tene-
mos ∑

j

dβijaj =
∑
jk

ωikβkjaj,

y aśı,

dβij =
∑
k

ωikβkj. (6.6)

Para obtener la primera ecuación de estructura (6.2), diferenciamos (6.5) y usamos (6.6),
obtenemos

dωi = d

(∑
j

βijdxj

)
=
∑
j

d(βij) ∧ dxj =
∑
j

(∑
k

ωikβkj

)
∧ dxj =

∑
jk

ωikβkj ∧ dxj

dωi =
∑
jk

ωik ∧ βkjdxj =
∑
k

ωik ∧
∑
j

βkjdxj =
∑
k

ωik ∧ ωk = −

(
−
∑
k

ωk ∧ ωki

)
,

y aśı,

dωi =
∑
k

ωk ∧ ωki.
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Para la segunda ecuación (6.3), diferenciamos (6.6), obteniendo

d(dβij) = d

(∑
k

ωikβkj

)
0 =

∑
k

d(ωikβkj)

=
∑
k

(dωik ∧ βkj − ωik ∧ dβkj) =
∑
k

dωikβkj −
∑
k

ωik ∧ dβkj,

esto es, ∑
k

dωikβkj =
∑
k

ωik ∧
∑
s

ωksβsj,

esto puede verse en matrices como

∑
k

dωikβkj =


β11dωi1 β12dωi1 · · · β1ndωi1
β21dωi2 β22dωi2 · · · β2ndωi2

: : : :
βn1dωin βn2dωin · · · βnndωin


luego multiplicando por la matriz (βkj)

−1 = (βkj)
T , β11dωi1 · · · β1ndωi1

: : :
βn1dωin · · · βnndωin

 (βkj)
T =

 (
∑n

j=1 β
2
1j)dωi1 · · · (

∑n
j=1 β1jβnj)dωi1

: : :
(
∑n

j=1 βnjβ1j)dωin · · · (
∑n

j=1 β
2
nj)dωin



=

 dωi1 · · · 0
: : :
0 · · · dωin

 = dωir

Para la otra matriz,

∑
s

∑
k

βsjωik ∧ ωks =


β11
∑

k ωik ∧ ωk1 β12
∑

k ωik ∧ ωk1 · · · β1n
∑

k ωik ∧ ωk1
β21
∑

k ωik ∧ ωk2 β22
∑

k ωik ∧ ωk2 · · · β2n
∑

k ωik ∧ ωk2
: : : :

βn1
∑

k ωik ∧ ωkn βn2
∑

k ωik ∧ ωkn · · · βnn
∑

k ωik ∧ ωkn


luego multiplicando por la matriz (βkj)

−1 = (βkj)
T β11

∑
k ωik ∧ ωk1 · · · β1n

∑
k ωik ∧ ωk1

: : :
βn1
∑

k ωik ∧ ωkn · · · βnn
∑

k ωik ∧ ωkn

 (βkj)
T
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=

 (
∑n

j=1 β
2
1j)
∑

k ωik ∧ ωk1 · · · (
∑n

j=1 β1jβnj)
∑

k ωik ∧ ωk1
: : :

(
∑n

j=1 βnjβ1j)
∑

k ωik ∧ ωkn · · · (
∑n

j=1 β
2
nj)
∑

k ωik ∧ ωkn


=

 ∑
k ωik ∧ ωk1 · · · 0

: : :
0 · · ·

∑
k ωik ∧ ωkn

 =
∑
k

ωik ∧ ωkr.

Por lo tanto,

dωir =
∑
k

ωik ∧ ωkr,

como queŕıamos.

Observación 10. Si denotamos por x : U ↪→ Rn la función inclusión, decir que las formas
ωi son el dual del marco {ei} es equivalente a decir que dx =

∑
i ωiei. Intuitivamente, las

expresiones que definen ωi y ωij, esto es,

dx =
∑

ωiei, dei =
∑

ωijej,

describen cómo el marco móvil x, e1, · · · , en vaŕıa a medida que nos movemos (a lo largo de
una curva x(t)) en U . Aśı fue como Elie Cartan introdujo el método de los marcos móviles.
Las ecuaciones de estructura fueron entonces las consecuencias de las relaciones “necesarias”:

d(dx) = 0, d(dei) = 0.

Por ejemplo, la primera ecuación estructura puede obtenerse como sigue:

0 = d(dx) =
∑
i

dωiei −
∑

ωi ∧ dei

=
∑
j

dωjej −
∑
i

ωi ∧
∑
j

ωijej =
∑
j

(
dωj −

∑
i

ωji ∧ ωi

)
ej

0 = dωj −
∑
i

ωji ∧ ωi

dωj =
∑
i

ωji ∧ ωi = −

(
−
∑
i

ωi ∧ ωij

)
=
∑
i

ωi ∧ ωij

La principal idea del método de Cartan para estudiar la geometŕıa de subvariedades
de RN puede describirse como sigue: Sea x : Mn −→ Rn+k una inmersión de una variedad
diferenciable Mn en el espacio euclidiano Rn+k. Es una consecuencia del teorema de la función
inversa que para cada p ∈M existe un entorno U ⊂M de p, tal que la restricción

x|U ⊂M −→ Rn+k es un embebimiento. (Vea la Proposición (4.3) del caṕıtulo 4).
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Definición 6.4. Sea V ⊂ Rn+k un entorno de x(p) en Rn+k tal que V ∩M = x(U). Asuma
que V es tal que existe un marco móvil {e1, · · · , en, en+1, · · · , ek} en V con la propiedad que,
cuando restrinjamos a x(U), los vectores e1, · · · , en son tangente a x(U); tal marco móvil es
llamado un marco adaptado.

En V tenemos, asociado al marco {ei}, el comarco de formas ωi y las formas de conexión
ωij que satisfacen las ecuaciones de estructura (6.2) y (6.3). La función x : U ⊂M −→ V ⊂
Rn+k induce formas x∗(ωi), x

∗(ωij) en U . Ya que x∗ conmuta con el diferencial exterior y
productos exteriores, tales formas en U satisfacen nuevamente las ecuaciones de estructura
(6.2) y (6.3). Resulta que la geometŕıa métrica local de U ⊂ M está toda contenida en las
ecuaciones de estructura, y esto refleja el “carácter universal” de Rn.

En la siguiente sección podremos aplicar el método de los marcos móviles a un simple pero
importante caso, a saber, superficies en R3. Para eso, necesitaremos unos lemas preliminares
que estableceremos ahora.

Lema 6.1. (Lema de Cartan).
Sea V n un espacio vectorial de dimensión n, y sean ω1, · · · , ωr : V n −→ R, r ≤ n, formas
lineales en V que son linealmente independientes. Asuma que existen formas

θ1, · · · , θr : V −→ R tales que
∑r

i=1 ωi ∧ θi = 0. Entonces

θi =
∑
j

aijωj, con aij = aji.

Demostración. Completemos las formas ωi en una base ω1, · · · , ωr, ωr+1, · · · , ωn de V ∗ y
escribamos

θi =
∑
j

aijωj +
∑
l

bilωl, l = r + 1, · · · , n.

Al usar la hipótesis, obtenemos

0 =
n∑
i=1

ωi ∧ θi =
n∑
i=1

ωi ∧

(∑
j

aijωj +
∑
l

bilωl

)
=
∑
ij

aijωi ∧ ωj +
∑
il

bilωi ∧ ωl

=
∑
i<j

(aij − aji)ωi ∧ ωj +
∑
i<l

bilωi ∧ ωl.

Ya que ωk ∧ωs, k, s = 1, · · · , n son linealmente independientes(por observación (2)), conclui-
mos que bil = 0 y aij = aji.

Lema 6.2. Sea U ⊂ Rn y sean ω1, · · · , ωn 1-formas diferenciales linealmente independientes
en U . Asuma que existe un conjunto de 1-formas diferenciales {ωij}, i, j = 1, · · · , n que
satisfacen las condiciones:

ωij = −ωji, dωj =
∑
k

ωk ∧ ωkj.

Entonces tal conjunto es único.
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Demostración. Suponga la existencia de otro conjunto ω̄ij con

ω̄ij = −ω̄ij, dωj =
∑
k

ωk ∧ ω̄kj.

Al igualar dωj con la del lema, obtenemos ∑
k

ωk ∧ ωkj =
∑
k

ωk ∧ ω̄kj∑
k

ωk ∧ ωkj −
∑
k

ωk ∧ ω̄kj = 0∑
k

(ωk ∧ ωkj − ωk ∧ ω̄kj) =
∑
k

ωk ∧ (ωkj − ω̄kj) = 0

−
∑
k

ωk ∧ (ω̄kj − ωkj) = 0

Entonces ∑
k

ωk ∧ (ω̄kj − ωkj) = 0,

y, por el Lema de Cartan,

ω̄kj − ωkj =
∑
i

Bj
kiωi, Bj

ki = Bj
ik.

Note que
ω̄kj − ωkj = −ω̄jk − (−ωjk) = −(ω̄jk − ωjk)

y

ω̄jk − ωjk =
∑
i

Bk
jiωi,

y aśı,

ω̄kj − ωkj =
∑
i

Bj
kiωi = −(ω̄jk − ωjk) = −

∑
i

Bk
jiωi, (6.7)

por lo que, ∑
i

Bj
kiωi = −

∑
i

Bk
jiωi∑

i

Bj
kiωi +

∑
i

Bk
jiωi = 0∑

i

(Bj
ki +Bj

ki)ωi = 0,
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y, ya que los ωi son linealmente independientes, Bj
ki = −Bk

ji. Al usar la simetŕıa anterior,
obtenemos finalmente que

Bk
ji = −Bj

ki = −Bj
ik = Bi

jk = Bi
kj = −Bk

ij = −Bk
ji = 0

Bk
ji = −Bk

ji =⇒ Bk
ji +Bk

ji = 0 =⇒ Bk
ji = 0,

por lo que en (6.7),
ω̄kj − ωkj = 0,

esto es
ω̄kj = ωkj.

Observación 11. El método de marcos móviles de Élie Cartan se basa en tomar un marco
móvil que se adapte al problema particular que es estudiado. Por ejemplo, dada una curva en
el espacio, los primeros tres vectores derivados de la curva pueden en general dar un marco
en un punto de ella (de aqúı la clásica expresión: método del triedro móvil (se asume que la
torsión no es cero)).

Figura 6.1. t es el vector tangente, n es el vector normal y b es el vector binormal.
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6.2. Superficies en R3

Ahora aplicaremos el método del marco móvil para el caso especial de superficies en R3.
Sea x : M −→ R3 una inmersión de una variedad diferenciable de dimensión 2 en R3.

Para cada punto p en M , un producto interno 〈, 〉p es definido en TpM por la regla:

〈v1, v2〉p = 〈dxp(v1), dxp(v2)〉x(p)

donde el producto interno en el lado derecho es el producto interno canónico en R3.

Lema 6.3. 〈, 〉p es diferenciable y define una métrica riemanniana en M2. Esta es la métrica
inducida por la inmersión x.

Vamos a estudiar la geometŕıa local de M2 alrededor de un punto p ∈M2.
Sea U ⊂ M un entorno de p tal que la restricción x |U es un embebimiento. Sea V ⊂ R3

tal que V ∩ x(M) = x(U), y que es posible elegir en V un marco móvil adaptado e1, e2, e3;
esto significa que, cuando restringimos a x(U), e1 y e2 son tangentes a x(U) (donde e3 es
normal a x(U)).

En V tenemos, asociado al marco {ei}, el comarco de formas ωi y las formas de conexión
ωij = −ωji, i, j = 1, 2, 3 que satisfacen las ecuaciones de estructura:

dω1 = ω2 ∧ ω21 + ω3 ∧ ω31,

dω2 = ω1 ∧ ω12 + ω3 ∧ ω32,

dω3 = ω1 ∧ ω13 + ω2 ∧ ω23,

dω12 = ω13 ∧ ω32,

dω13 = ω12 ∧ ω23,

dω23 = ω21 ∧ ω13.

La inmersión x : U ⊂M −→ V ⊂ R3 induce formas x∗(ωi),x
∗(ωij) en U . Ya que x∗ conmuta

con d y ∧, tales formas todav́ıa satisfacen las ecuaciones de estructura. Note que x∗(ω3) = 0,
ya que para todo q ∈ U y para todo v ∈ TqM

x∗(ω3)(v) = ω3(dx(v)) = ω3(a1e1 + a2e2) = a1ω3(e1) + a2ω3(e2) = 0,

donde v = a1e1 + a2e2.
Con un ligero abuso de notación, podemos escribir

x∗(ωi) = ωi, x∗(ωij) = ωij.

Esto equivale a considerar a U como un subconjunto de R3 por la inclusión x : U −→ R3

(note que x|U es un embebimiento), y mirar las formas ωi y ωij como restringidas a U . Estas
formas restringidas, satisfacen las ecuaciones de estructura anteriores con la relación adicio-
nal ω3 = 0.
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Ya que ω3 = 0,
dω3 = ω1 ∧ ω13 + ω2 ∧ ω23 = 0,

por lo tanto, por el lema de Cartan,

ω13 = h11ω1 + h12ω2, (6.8)

ω23 = h21ω1 + h22ω2, (6.9)

donde hij = hji son funciones diferenciables en U .
Podemos obtener una interpretación geométrica de las funciones hij. Para eso, observe que
la función e3 : U −→ R3 toma valores en la esfera unitaria S2 ⊂ R3, ya que ||e3|| = 1.
Fijando orientaciones de U y R3, podemos elegir el marco {ei} de tal manera que, para cada
q ∈ U, {e1, e2} tiene la orientación de U y, {e1, e2, e3} tiene la orientación de R3. En este caso
e3 : U −→ S2 ⊂ R3 esta bien definida, no depende de la elección del marco, y es llamada la
función (normal) de Gauss en U .

Figura 6.2. La función de Gauss.

Notamos el hecho importante que si M es orientable, la función de Gauss puede definirse
globalmente sobre M .

Ahora, ya que de3 = ω31e1 + ω32e2, sustituyendo (6.8) y (6.9)

de3 = (h11ω1 + h12ω2)e1 − (h21ω1 + h22ω2)e2

obtenemos que, para cada q ∈ U y para todo v = a1e1 + a2e2 ∈ TqM ,

de3(v) = de3(a1e1 + a2e2) = (h11ω1 + h12ω2)(a1e1 + a2e2)e1 − (h21ω1 + h22ω2)(a1e1 + a2e2)e2

= (h11ω1(a1e1 + a2e2) + h12ω2(a1e1 + a2e2))e1

−(h21ω1(a1e1 + a2e2) + h22ω2(a1e1 + a2e2))e2

= (h11a1 + h12a2)e1 − (h21a1 + h22a2)e2
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aśı,

de3(v) = −
(
h11 h12
h21 h22

)(
a1
a2

)
,

es decir, (−hij) es la matriz del diferencial de la función de Gauss e3 : U −→ S2 en la base
{e1, e2} que es la interpretación geométrica que estábamos buscando.

Al calcular la matriz transpuesta

(−hij)T = −
(
h11 h21
h12 h22

)
,

y usando el hecho que hij = hji obtenemos que,

(−hij)T = −
(
h11 h21
h12 h22

)
= −

(
h11 h12
h21 h22

)
= (−hij).

Lo que significa que (−hij) es una matriz simétrica, de lo cual concluimos inmediatamente
que el diferencial de3 : TM −→ TS2 de la función de Gauss e3 : U −→ S2 es una aplicación
R-lineal autoadjunta, es decir una aplicación simétrica. A partir de un buen reconocido re-
sultado del Álgebra Lineal, por ser simétrica puede diagonalizarse (Teorema Espectral) con
eigen-valores reales −λ1,−λ2 y eigen-vectores ortogonales.

Definición 6.5. Definimos la curvatura Gaussiana K de M en p por

K = det(de3)p = λ1λ2 = h11h22 − h212

y la curvatura media H de M en p por

H = −1

2
(traza de3)p =

λ1 + λ2
2

=
h11 + h22

2
,

donde las funciones involucradas son calculadas en p.

Claramente K y H no dependen de la elección del marco móvil. Note que H cambia
de signo con un cambio de orientación, pero K sigue siendo el mismo bajo tal cambio. Las
expresiones de K y H en términos de un marco móvil son inmediatamente obtenidas:

dω12 = ω13 ∧ ω32

= −(h11ω1 + h12ω2) ∧ (h21ω1 + h22ω2)

= −(h11h21ω1 ∧ ω1 + h12h21ω2 ∧ ω1 + h11h22ω1 ∧ ω2 + h12h22ω2 ∧ ω2)

= −(−h12h21ω1 ∧ ω2 + h11h22ω1 ∧ ω2)

= −(h11h22 − h212)ω1 ∧ ω2

= −Kω1 ∧ ω2,
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aśı,
dω12 = −Kω1 ∧ ω2

y

ω13 ∧ ω2 + ω1 ∧ ω23 = (h11ω1 + h12ω2) ∧ ω2 + ω1 ∧ (h21ω1 + h22ω2)

= h11ω1 ∧ ω2 + h22ω1 ∧ ω2

= (h11 + h22)ω1 ∧ ω2

= 2Hω1 ∧ ω2,

aśı,
ω13 ∧ ω2 + ω1 ∧ ω23 = 2Hω1 ∧ ω2.

La expresión dω12 = −Kω1∧ω2 nos permite probar uno de los más importantes teoremas en
la teoŕıa de superficies en R3.

Teorema 6.1. (Gauss).
K sólo depende de la métrica inducida de M2; esto es, si x, x′ : M2 −→ R3 son dos

inmersiones con las mismas métricas inducidas, entonces K(p) = K ′(p), p ∈M , donde K y
K ′ son la curvaturas Gaussianas de las inmersiones x y x′, respectivamente.

Demostración. Sea U ⊂ M un entorno de p y considere el marco móvil {e1, e2} en U , orto-
normal en la métrica inducida. El conjunto {dx(e1), dx(e2)} puede extenderse en un marco
adaptado en V ⊃ x(U) y, similarmente, el conjunto {dx′(e1), dx′(e2)} puede extenderse en
un marco adaptado en V ′ ⊃ x′(U).

Denotemos por prima las entidades que se refieren a la inmersión x′. Entonces, ω1 = ω′1,
ω2 = ω′2, por ser ambos duales de la misma base. Por la unicidad del Lema (6.3), ω12 = ω′12.
Resulta que

dω12 = dω′12 ⇒ −Kω1 ∧ ω2 = −K ′ω1 ∧ ω2

⇒ −Kω1 ∧ ω2 +K ′ω1 ∧ ω2 = 0

⇒ (−K +K ′)ω1 ∧ ω2 = 0

⇒ −K +K ′ = 0

por lo tanto, K = K ′.

El teorema de Gauss significa que la curvatura de Gauss, cuya definición hizo uso del
espacio ambiente R3, sólo depende de las medidas realizadas en la superficie. Esto llevó a
Gauss, alrededor de 1827, a imaginar la existencia de geometŕıas que fueran independientes
del espacio ambiente. Porque le faltaban herramientas adecuadas (en particular la noción
de una variedad diferenciable), Gauss no desarrolló estas ideas que fueron más tarde (1852)
tomadas por Riemann. En general, las entidades geométricas en M que pueden calcularse
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Figura 6.3. Superficie de rotación con eje y.

desde ω1, ω2 y ω12 dependen sólo en la métrica inducida en el sentido descrito anteriormente,
y debeŕıamos ser capaces de definirlos sin mencionar la inmersión x. Volveremos a eso en la
siguiente sección.

Ejemplo 6.1. Consideremos la inmersión x : U ⊂ R2 → R3, donde U es

U = {(s, v) ∈ R2;−∞ < s <∞, 0 < v < 2π},

y x está dada por
x(s, v) = (h(s) sen v, h(s) cos v, g(s)).

Donde h(s) 6= 0 y g(s) es una función diferenciable que satisface(
dh

ds

)2

+

(
dg

ds

)2

= 1.

La imagen x(U) es una superficie de rotación con eje y cuya curva generadora y = h(s),
z = g(s) es parametrizada por la longitud del arco s (ver Fig. (6.3)).
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Queremos mostrar que la curvatura Gaussiana de esta superficie es K = −(h
′′

h
), donde

prima denota la derivada relativa a s.

Observe que v
h

mide el peŕımetro del circulo en la sección transversal x (constante v). Aśı,
diferenciando x encontramos

dx = (h′ sen v, h′ cos v, g′)ds+ (−h cos v,−h sen v, 0)dv

= dse1 + hdve2

donde tomamos,

e1 = (h′ sen v, h′ cos v, g′)

e2 = (cos v,− sen v, 0)

e3 = (g′ sen v, g′ cos v, h′)

son vectores tangentes ortonormales a x(U). Junto con el vector unitario e3 normal a x(U),
constituyen un marco adaptado a la inmersión x.
Como dx = ω1e1 + ω2e2, es inmediato comprobar que ω1 = ds, ω2 = hdv. Por otro lado

de1 = (h′′ sen v, h′′ cos v, g′′)ds+ (h′ cos v,−h′ sen v, 0)dv

= h′dve2 +
g′′

h′
dse3

de2 = (0, 0, 0)ds+ (− sen v,− cos v, 0)dv

= −h′dve1 + g′dve3

de3 = (g′′ sen v,−g′′ cos v, h′′)ds+ (g′ cos v,−g′ sen v, 0)dv

= −g
′′

h
dse1 − g′dve2,

donde se utilizó el hecho que −g′′g′ = h′′h′ resultado de la condición

(
dh

ds

)2

+

(
dg

ds

)2

= 1.

De esto se sigue que la matriz de formas de conexión es

 ω11 ω12 ω13

ω21 ω22 ω23

ω31 ω32 ω33

 =


0 h′dv

g′′

h′
ds

−h′dv 0 h′dv

−g
′′

h′
ds −g′dv 0


Por lo tanto podemos calcular

ω13 =
g′′

h′
ds =

g′′

g′
ω1,

ω23 = g′dv =
g′

h
ω2.
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Finalmente obtenemos la matriz de forma

(
h11 h12
h21 h22

)
=

 g′′

h′
0

0
g′

h


donde K = h11h22 =

g′′g′

h′h
= −h

′′

h
. Además, ω12 = h

′
dv, y

dω12 = h
′′
ds ∧ dv =

h
′′

h
ω1 ∧ ω2 = −Kω1 ∧ ω2,

y esto produce la expresión requerida.

Ejemplo 6.2. Un caso particular del ejemplo anterior es la esfera de radio R, haciendo
h(s) = R cos( s

R
), vamos a verificar que K = 1

R2 . Entonces,

x(s, v) =
(
R cos

s

R
sen v,R cos

s

R
cos v,R sen

s

R

)
Diferenciando a x tenemos

dx = (− sen
s

R
sen v,− sen

s

R
cos v, cos

s

R
)ds

+(R cos
s

R
cos v,−R cos

s

R
, sen v, 0)dv

de donde

e1 = (− sen
s

R
sen v,− sen

s

R
cos v, cos

s

R
)

e2 = (cos v,− sen v, 0)

Como dx = ω1e1 + ω2e2, aśı, ω1 = ds y ω2 = R cos
s

R
dv.

Encontremos el vector normal e3

e3 = e1 × e2 =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

− sen
s

R
sen v − sen

s

R
cos v cos

s

R
cos v − sen v 0

∣∣∣∣∣∣∣
= (cos

s

R
sen v)i− (cos

s

R
cos v)j + (sen

s

R
sen2 v + sen

s

R
cos2 v)k

=
(

cos
s

R
sen v, cos

s

R
cos v, sen

s

R

)
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ahora diferenciando e1, e2, e3

de1 = (− 1

R
cos

s

R
sen v,− 1

R
cos

s

R
cos v,− 1

R
sen

s

R
)ds

+(− sen
s

R
cos v, sen

s

R
sen v, 0)dv

= − 1

R
dse3 − sen

s

R
dve2

de2 = (0, 0, 0)ds+ (− sen v,− cos v, 0)dv

= sen
s

R
dve1 − cos

s

R
dve3

de3 = (− 1

R
sen

s

R
sen v,− 1

R
sen

s

R
cos v,

1

R
cos

s

R
)ds

+(cos
s

R
cos v,− cos

s

R
cos v, 0)dv

=
1

R
dse1 cos

s

R
dve2

y formamos la matriz de formas de conexión

 ω11 ω12 ω13

ω21 ω22 ω23

ω31 ω32 ω33

 =


0 − sen

s

R
dv − 1

R
ds

sen
s

R
dv 0 − cos

s

R
dv

1

R
ds cos

s

R
dv 0


de donde calculamos

ω13 = − 1

R
ds = − 1

R
ω1

ω23 = − cos
s

R
dv = − 1

R
ω2

aśı,

K =

∣∣∣∣∣∣∣
− 1

R
0

0 − 1

R

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

R2
.

Además, ω12 = − sen
s

R
dv, entonces

dω12 = − cos
s

R
ds ∧ dv = − 1

R2
ω1 ∧ ω2
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6.3. Geometŕıa intŕınseca de Superficies

En el estudio de las superficies M2 en R3 hemos visto que ciertas entidades geométricas,
por ejemplo, la curvatura Gaussiana, sólo depende de la métrica riemanniana de M2. Un
sorprendente número de propiedades geométricas de superficies están en la misma situación
que la curvatura de Gauss, es decir, sólo dependen de la métrica riemanniana, y constituyen
la geometŕıa intŕınseca de superficies. En esta sección, vamos a presentar un estudio más
sistemático de tales propiedades utilizando el método del marco móvil.

Nuestro punto de partida es una variedad diferenciable M2 de dimensión 2 junto con
una métrica riemanniana 〈, 〉. Para cada punto p ∈ M , escogemos un entorno U ⊂ M de p
tal que en cada uno puede definirse campos vectoriales ortonormales e1 y e2 en U . De este
marco móvil {e1, e2} podemos definir un correspondiente comarco {ω1, ω2} por la condición
ωi(ej) = δij, i, j = 1, 2. La pregunta ahora es śı podemos definir formas diferenciales que
desempeñen el papel de las formas de conexión.

La elección que hacemos a continuación puede estar motivada por las siguientes conside-
raciones. Si U podŕıa ser isométricamente embebido (esto es, de tal manera que el producto
interno Riemanniano 〈, 〉 en M2 es inducido por R3), podŕıamos obtener un marco móvil
e1, e2, e3 en un conjunto abierto V ⊃ U de R3 que extiende el marco e1, e2 en U . De las
formas ω1, ω2, ω12, ω13, ω23, y de las ecuaciones de estructura

dω1 = ω12 ∧ ω2,

dω2 = ω21 ∧ ω1,

dω3 = ω13 ∧ ω32,

dω12 = ω13 ∧ ω32,

dω13 = ω12 ∧ ω23,

dω23 = ω21 ∧ ω13,

sólo las formas ω1, ω2, ω12 y las dos primeras ecuaciones no contienen elementos relacionados
con el vector externo e3. Por lo tanto, es razonable esperar que existan en U una forma única
ω12 = −ω21 de tal manera que las dos primeras ecuaciones se mantengan. Este es de hecho
el caso.

Lema 6.4. (Teorema de Levi-Civita4).
Sea M2 una variedad riemanniana. Sea U ⊂ M un conjunto abierto donde un marco

móvil ortonormal {e1, e2} está definido, y sea {ω1, ω2} un comarco asociado. Entonces existe

4Tullio Levi-Civita (1873-1941) fue un matemático italiano, famoso por su trabajo sobre cálculo ten-
sorial. Su trabajo incluye art́ıculos fundamentales en matemáticas puras y aplicadas, la mecánica celeste
(notable en el problema de los tres cuerpos) e hidrodinámica.
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una única 1-forma ω12 = −ω21 tal que

dω1 = ω12 ∧ ω2, dω2 = ω21 ∧ ω1.

Demostración. La unicidad ya ha sido probada en Lema (6.2) de la Sección 6.1. Para probar
la existencia, sólo definimos

ω12(e1) = dω1(e1, e2),

ω12(e2) = dω2(e1, e2),

y verificamos las propiedades requeridas, por ejemplo,

dω1(e1, e2) = ω12(e1) = ω12(e1)ω2(e2)− ω12(e2)ω2(e1) = (ω12 ∧ ω2)(e1, e2),

donde ω2(e2) = 1 y ω2(e1) = 0.

El problema ahora es obtener entidades geométricas (esto es, independiente de la elección
del marco) de las formas ω1, ω2, ω12. Para eso, es conveniente ver cómo cambian tales formas
bajo un cambio de marco.

Definición 6.6. Sea {ē1, ē2} otro marco en U . Si {ē1, ē2} tiene la misma orientación como
{e1, e2}, obtenemos

ē1 = fe1 + ge2

ē2 = −ge1 + fe2,

donde f y g son funciones diferenciables en U , y f 2 + g2 = 1; por otra parte, si las orienta-
ciones de {ē1, ē2} y {e1, e2} son opuestas, obtenemos

ē1 = fe1 + ge2

ē2 = ge1 − fe2.

El cambio de marco deberá tener una orientación preservada, es decir cuando las orienta-
ciones son las mismas, la matriz de cambio de base tiene determinante 1. Además, el sistema
será ortonormal, es decir, 〈e1, e2〉 = 0 y 〈e1, e1〉 = 〈e2, e2〉.

Lema 6.5. Si {ē1, ē2} y {e1, e2} tienen la misma orientación, entonces

ω12 = ω̄12 − τ,

donde τ = fdg − gdf . Si las orientaciones anteriores son opuestas entonces,

ω12 = −ω̄12 − τ.
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Demostración. Si las orientaciones son las mismas, obtenemos que

ω̄1 = fω1 + gω2

ω̄2 = −gω1 + fω2,

por definición su transformación inversa esta dada por

ω1 = fω̄1 − gω̄2, (6.10)

ω2 = gω̄1 + fω̄2. (6.11)

Diferenciando (6.10), obtenemos

dω1 = df ∧ ω̄1 + fdω̄1 − dg ∧ ω̄2 − gdω̄2.

Usando las ecuaciones de estructura para dω̄1 y dω̄2, y el hecho de que ω̄12 = −ω̄21 y
ω̄1 = fω1 + gω2 y ω̄2 = −gω1 + fω2 resulta que

dω1 = df ∧ ω̄1 + fω̄12 ∧ ω̄2 − dg ∧ ω̄2 − g(−ω̄12 ∧ ω̄1)

= df(fω1 + gω2) + fω̄12 ∧ (−gω1 + fω2)− dg ∧ (−gω1 + fω2)

−g(−ω̄12 ∧ (fω1 + gω2))

= df ∧ ω1 + gdf ∧ ω2 − fgω̄12 ∧ ω1 + f 2ω̄12 ∧ ω2 + gdg ∧ ω1 − fdg ∧ ω2 − g(−fω̄12 ∧ ω1

−gω̄12 ∧ ω2)

= fdf ∧ ω1 + gdf ∧ ω2 − fgω̄12 ∧ ω1 + f 2ω̄12 ∧ ω2 + gdg ∧ ω1 − fdg ∧ ω2

+fgω̄12 ∧ ω1 + g2ω̄12 ∧ ω2

= (f 2 + g2)ω̄12 ∧ ω2 + (fdf + gdg) ∧ ω1 + (gdf − fdg) ∧ ω2.

Ya que f 2 + g2 = 1, fdf + gdg = 0 y −τ = gdf − fdg. Aśı,

dω1 = ω̄12 ∧ ω2 − τ ∧ ω2 = (ω̄12 − τ) ∧ ω2.

Similarmente, diferenciando (6.11), obtenemos

dω2 = −(ω̄12 − τ) ∧ ω1.

Por la unicidad de la forma de conexión, concluimos finalmente que

ω12 = ω̄12 − τ,

y esto prueba la primera parte del lema, el caso en el que las orientaciones son opuestas es
análogo.

Una interpretación geométrica para la 1-forma τ está dada abajo y afirma que, a lo largo
de una curva en U , τ es el diferencial de la “función ángulo” entre e1 y e2 a lo largo de la
curva; en realidad, lo que haremos es mostrar que es posible definir tal función de una manera
que sea diferenciable.
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Lema 6.6. Sea p ∈ U ⊂ M un punto y sea γ : I −→ U una curva tal que γ(t0) = p. Sea
ϕ0 = angulo(e1(p), ē1(p)). Entonces

ϕ(t) =

∫ t

t0

(
f
dg

dt
− gdf

dt

)
dt+ ϕ0

es una función diferenciable tal que:

cosϕ(t) = f, senϕ(t) = g, ϕ(t0) = ϕ0, dϕ = γ∗τ.

Demostración. Primero verificaremos los enunciados más sencillos. Recuerde que la integral
de una función continua es diferenciable, por lo tanto, ϕ(t) es diferenciable. Se verifica que
ϕ(t0) = ϕ0, ya que

ϕ(t0) =

∫ t0

t0

(
f
dg

dt
− gdf

dt

)
dt+ ϕ0 = 0 + ϕ0 = ϕ0.

Ahora mostraremos que

f(t) cosϕ(t) + sen(t)ϕ(t) = 1 (6.12)

Para ver eso, note que a partir de la definición de ϕ, tenemos que ϕ′ = fg′ − df ′. Aśı,

(f cosϕ+ g senϕ)′ = f ′ cosϕ− f senϕϕ′ + g′ senϕ+ g cosϕϕ′

= f ′ cosϕ− f senϕ(fg′ − gf ′) + g′ senϕ+ g cosϕ(fg′ − gf ′)
= f ′ cosϕ− f 2g′ senϕ+ fgf ′ senϕ+ g′ senϕ+ gfg′ cosϕ− g2f ′ cosϕ

= (g′ + ff ′g − f 2g′) senϕ+ (f ′ − g2f ′ + fgg′) cosϕ

= (g′ − g2g′ − f 2g′) senϕ+ (f ′ − g2f ′ − f 2f ′) cosϕ

= (g′ − g′(g2 + f 2)) senϕ+ (f ′ − f ′(g2 + f 2)) cosϕ

= (g′ − g′) senϕ+ (f ′ − f ′) cosϕ

= 0

Donde en la ultima igualdad hemos utilizado que, f 2 + g2 = 1, ff ′ = −gg′.
Por lo tanto, f cosϕ+g senϕ =const., y por equivalencia de la hipótesis ϕ0 = angulo(e1(p), ē1(p)),
es decir, cosϕ0 = f(t0) y senϕ0 = g(t0)

f(t0) cosϕ(t0) + g(t0) senϕ(t0) = f(t0)f(t0) + g(t0)g(t0)

= (f 2 + g2)(t0) = 1

concluimos (6.12).
Resulta que

(f − cosϕ)2 + (g − senϕ)2 = f 2 + g2 − 2f cosϕ− 2g senϕ+ 1

= 2− 2(f cosϕ+ g senϕ)

= 2− 2

= 0,
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lo que obliga
f − cosϕ = 0 y g − senϕ = 0

cosϕ(t) = f(t), senϕ(t) = g(t).

Por último, note que

f(γ(t))
dg(γ(t))

dt
− g(γ(t))

df(γ(t))

dt
= γ∗τ(t),

por lo tanto, ϕ puede ser escrito como

ϕ(t) =

∫ t

t0

γ∗τdt+ ϕ0(t),

y usando el Teorema Fundamental del Cálculo, obtenemos

dϕ = γ∗τ,

y el lema se sigue inmediatamente.

Ahora estamos en condiciones de desarrollar la geometŕıa intŕınseca de superficies.
La primera observación es que (6.8) y (6.9) se deduce que en una superficie orientada, la

2-forma

ω1 ∧ ω2 = (fω̄1 − gω̄2) ∧ (gω̄1 + fω̄2)

= fgω̄1 ∧ ω̄1 + f 2ω̄1 ∧ ω̄2 − g2ω̄2 ∧ ω̄1 − fgω̄2 ∧ ω̄2

= f 2ω̄1 ∧ ω̄2 + g2ω̄1 ∧ ω̄2

= (f 2 + g2)ω̄1 ∧ ω̄2

= ω̄1 ∧ ω̄2

= σ

no depende de la elección del marco y por lo tanto, se define globalmente en M2. El significado
geométrico de la forma σ es obtenido de la siguiente manera. Si v1 = a11e1 + a12e2,

v2 = a21e1 + a22e2, son vectores linealmente independientes en un punto p ∈M , entonces

σ(v1, v2) = ω1 ∧ ω2(v1, v2)

= det

(
ω1(v1) ω1(v2)
ω2(v1) ω2(v2)

)
= det

(
ω1(a11e1 + a12e2) ω1(a21e1 + a22e2)
ω2(a11e1 + a12e2) ω2(a21e1 + a22e2)

)
= det

(
a11 a21
a12 a22

)
= area(v1, v2)
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donde (v1, v2) denota el paralelogramo generado por v1 y v2. Por eso, σ es llamado el ele-
mento de área de M

El siguiente objeto de la geometŕıa intŕınseca es motivado por el Teorema de Gauss.

Proposición 6.2. Sea M2 una variedad riemanniana de dimensión 2. Para cada p ∈ M ,
podemos definir un numero K(p) eligiendo un marco móvil {e1, e2} alrededor de p y acomo-
dando

dω12(p) = −K(p)(ω1 ∧ ω2)(p).

Entonces K(p) no depende de la elección del marco, y es llamado curvatura gaussiana de
M en p.

Demostración. Sea {ē1, ē2} otro marco móvil alrededor de p. Asumamos primero que las
orientaciones de los dos marcos móviles son la misma, entonces

ω12 = ω̄12 − τ.

Ya que τ = fdg − gdf , dτ = 0, donde dω12 = dω̄12. Resulta que

dω12 = dω̄12 ⇒ −Kω1 ∧ ω2 = −K̄ω̄1 ∧ ω̄2

⇒ −Kω1 ∧ ω2 = −K̄ω1 ∧ ω2

⇒ −Kω1 ∧ ω2 + K̄ω1 ∧ ω2 = 0

⇒ (−K + K̄)ω1 ∧ ω2 = 0

⇒ −K + K̄ = 0,

por lo tanto,
K = K̄,

como deseábamos.
Si las orientaciones son opuestas, obtenemos

dω12 = −dω̄12, ω1 ∧ ω2 = −ω̄1 ∧ ω̄2

y se mantiene la misma conclusión.

Otra entidad que no depende de la elección del marco es la derivada (covariante) de
vectores.

Definición 6.7. Sea M2 una variedad riemanniana y sea Y un campo vectorial diferenciable
en M . Sea p ∈M , x ∈ TpM , y considere la curva α : (−ε, ε) −→M con α(0) = p, α′(o) = x.
Para definir la derivada covariante (OxY )(p) de Y relativo a x en p, nosotros elegimos
un marco móvil {ei} alrededor de p expresado Y (α(t)) en este marco

Y (α(t)) =
∑

yi(t)ei, i = 1, 2,
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y el conjunto

(OxY )(p) =
∑
i

(
dyi
dt

(0) +
∑
j

ωji(x)yi(0)

)
ei, i, j = 1, 2,

donde se hace la convención que ωii = 0.

Lema 6.7. La derivada covariante no depende de la elección del marco.

Demostración. Sea {e1, e1} y {ē1, ē2} dos marcos ortonormales alrededor de p. Asumamos
que ellos tienen la misma orientación. Entonces{

y1 = fȳ1 − gȳ2
y2 = gȳ1 + fȳ2

{
e1 = f ē1 − gē2
e2 = gē1 + f ē2

(6.13)

donde Y (α(t)) =
∑
yi(t)ei =

∑
ȳi(t)ēi, y f, g son funciones diferenciables con f 2 + g2 = 1.

Por definición

OxY =

(
dy1
dt

+ ω21(x)y2

)
e1 +

(
dy2
dt

+ ω12(x)y1

)
e2

donde las funciones son tomadas en t = 0. Utilizando (6.13), y el hecho que ω12 = ω̄12 − τ y
ff ′ + gg′ = 0, llegamos después de un cálculo largo pero sencillo que

OxY =

(
dȳ1
dt

+ ω̄21(x)ȳ2

)
ē1 +

(
dȳ2
dt

+ ω̄12(x)ȳ1

)
ē2

que prueba el lema en este caso.
Cuando las orientaciones de los marcos son opuestas, la prueba es similar.

La noción de derivada covariante puede usarse para dar una interpretación geométrica de
la forma de conexión ω12 asociada al marco móvil {e1, e2}. De hecho, ya que e1 = 1 ·e1 +0 ·e2,
con y1 = 1 y y2 = 0 obtenemos Oxe1 = ω12(x), por lo tanto,

〈Oxe1, e2〉 = 〈ω12(x)e2, e2〉
= ω12(x)〈e2, e2〉
= ω12(x).

Aśı, la forma aplicada a un vector x es la e2-componente de la derivada covariante Oxe1.

Nota. La derivada covariante fue introducida por Levi-Civitta en 1916. Para la métrica
inducida de la superficie M2 ⊂ R3, se puede mostrar que la derivada covariante OxY es justo
la proyección sobre el plano tangente de M de la derivada usual en R3 de Y a lo largo de la
curva tangente a x. Aśı, en cierto sentido, OxY es la derivada de Y como “se ve desde la
superficie”.
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6.4. Resolución de Ejercicios

Ejercicio 6.1. Sea S2 = {(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 + z2 = 1}. Probar que no existe un campo
vectorial diferenciable X en S2.

Demostración. Razonemos por contradicción. Suponga que existe el campo vectorial X dis-
tinto de cero. Sea e1 = X

||X|| y sea e2 tal que {e1, e2} es un marco ortonormal. Sea {ω1, ω2} el

comarco asociado correspondiente. Ya que X es distinto de cero, {e1, e2} es un marco global
sobre S2. Recuerde que la curvatura Gaussiana de S2 es 1 en cada punto. Usando que ω1∧ω2

es el elemento área de S2, podemos calcular el área

area(S2) =

∫
S2
ω1 ∧ ω2.

Usando la relación dω12 = −Kω1 ∧ ω2, obtenemos

area(S2) = −
∫
S2
dω12.

Ahora, aplicando el teorema de Stokes, y debido a que S2 no tiene borde, tenemos que la
integral será cero:

area(S2) = −
∫
∂S2

ω12 = 0,

pero esto es una contradicción, porque la superficie de una esfera unitaria tiene un área de
4π.

Figura 6.4. Un ejemplo de campo vectorial sobre S2.
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Ejercicio 6.2. La ecuación en coordenadas cartesianas de un toro T cuyo eje es el eje z es:(
R−

√
x2 + y2

)2
+ z2 = r2.

Calcule su curvatura gaussiana.

Solución. Comenzamos con la superficie parametrizada.

x(u, v) =


x = (c+ a cos v) cosu

y = (c+ a cos v) senu

z = a sen v

Calculamos las primeras derivadas,

dx = (−(c+ a cos v) senu, (c+ a cos v) cosu, 0)du+ (−a cosu sen v,−a senu sen v, a cos v)dv

= (c+ a cos v)(− senu, cosu, 0)du+ a(− cosu sen v,− senu sen v, cos v)dv

de donde obtenemos que

e1 = (− senu, cosu, 0)

e2 = (− cosu sen v,− senu sen v, cos v),

con ω1 = (c+ a cos v)du y ω2 = adv. Como el vector normal se denota por

e3 = e1 × e2

entonces, obtenemos

e3 = e1 × e2 = det

 i j k
− senu cosu 0

− cosu sen v − senu sen v cos v


= i

∣∣∣∣ cosu 0
− senu sen v cos v

∣∣∣∣− j ∣∣∣∣ − senu 0
− cosu sen v cos v

∣∣∣∣
+k

∣∣∣∣ − sen v cosu
− cosu sen v − senu sen v

∣∣∣∣
= (cosu cos v, senu cos v, sen2 u sen v + cos2 u sen v)

= (cosu cos v, senu cos v, sen v(sen2 u+ cos2 u))

= (cosu cos v, senu cos v, sen v)
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ahora diferenciando e1, e2, e3

de1 = (− cosu,− senu, 0)du+ (0, 0, 0)dv

= sen ve2du− cosue3du

de2 = (senu sen v,− cosu sen v, 0)du+ (− cosu cos v,− senu sen v,− sen v)dv

= − sen ve1du− e3dv

de3 = (− senu cos v, cosu cos v, 0)du+ (− cosu sen v,− senu sen v, cos v)dv

= cos ve1du+ e2dv

aśı, formamos la matriz de formas de conexión ω11 ω12 ω13

ω21 ω22 ω23

ω31 ω32 ω33

 =

 0 − sen vdu − cosudv
sen vdu 0 −dv
cos vdu dv 0


de donde calculamos

ω13 = − cosudu = − cosu

(c+ a cos v)
ω1

ω23 = −dv = −1

a
ω2

aśı,

K =

∣∣∣∣∣∣
− cos v

c+ a cos v
0

0 −1

a

∣∣∣∣∣∣ =
cos v

a(c+ a cos v)
.

Ejercicio 6.3. (El toro plano) Sea f : R2 −→ R4 dada por

f(x, y) = (cos x, senx, cos y, sen y), (x, y) ∈ R2.

Pruebe que:

1. f es una inmersión y f(R2) es homeomorfo a un toro.

2. El marco e1 =
∂f

∂x
, e2 =

∂f

∂y
en f(R2) ⊂ R4 es ortonormal en la métrica de f(R4)

inducido por R4. Calcule ω1, ω2, ω12.

3. La curvatura gaussiana en la métrica inducida es idénticamente cero.
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Solución.

1. Al calcular el rango de (
− senx cosx 0 0

0 0 − sen y cos y

)
obtenemos 2, por lo que f es una inmersión. Se verifica fácilmente que f(R2) es ho-
meomorfo a un toro.

2. Al hacer los debidos cálculos, siguiendo el procedimiento del ejercicio anterior obtene-

mos, utilizando el marco ortonormal e1 =
∂f

∂x
, e2 =

∂f

∂y
en f(R2) ⊂ R4 en la métrica

de f(R4) inducido por R4, que ω1 = dx, ω2 = dy y ω12 = 0.

3. Al calcular la curvatura Gaussiana con los resultados anteriores obtenemos

K = det

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 = 0,

aśı, la curvatura en la métrica inducida es idénticamente cero.



Caṕıtulo 7

Teorema de Gauss-Bonnet y Teorema
de Morse

.

7.1. Teorema de Gauss-Bonnet

Las consideraciones del caṕıtulo anterior fueron estrictamente locales. Sin embargo, una
de las caracteŕısticas más interesantes de la geometŕıa diferencial es la conexión entre las
propiedades locales y las propiedades que dependen de toda la superficie. Una de las propie-
dades más interesante es el llamado teorema de Gauss-Bonnet que pretendemos demostrar
en esta sección.
En su obra fundamental (Considerations on curved surface, 1827), Gauss demostró el caso
especial de este teorema para los triángulos geodésicos y previó su importancia para el desa-
rrollo de la geometŕıa diferencial. El teorema para regiones más generales se debe a Pierre
Ossian Bonnet1(Jour. Ecole Polytech. 19(1848), 1-146). Con la llegada de la topoloǵıa, pron-
to quedó claro que una formulación global del teorema de Gauss-Bonnet seŕıa un v́ınculo
importante entre la geometŕıa y la topoloǵıa.

Antes de comenzar, queremos hacer la observación general de que a cualquier variedad
diferenciable Mn (Hausdorff y con una base numerable) se le puede dar una métrica rie-
manniana. La prueba depende de la existencia de una partición de la unidad. Para el caso
compacto ( el cual es el único que usaremos), basta definir arbitrariamente un producto in-
terno 〈, 〉α sobre cada entorno coordenado fα(Uα) de una estructura diferenciable finita de

1Pierre Ossian Bonnet (22 de diciembre de 1819, Montpellier - 22 de junio de 1892) fue un matemático
francés. Hizo algunas contribuciones importantes a la geometŕıa diferencial de las superficies, incluido el
teorema de Gauss-Bonnet.

140
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Mn, y definir

〈, 〉p =
∑
α

ϕα(p)〈, 〉αp , p ∈Mn,

donde ϕα es una partición diferenciable de la unidad subordinada para la cubierta (finita)
fα(Uα).

Desde ahora, M denotará una variedad diferenciable compacta, orientada de dimensión
dos.

Definición 7.1. Sea X un campo vectorial diferenciable sobre M . Un punto p ∈ M es un
punto singular de X si X(p) = 0; un punto singular p es aislado si existe un entorno de
p, V ⊂M que no contiene otro punto singular que no sea p.

En lo que sigue, es conveniente escoger V homeomórficamente a un disco abierto en el
plano.

Lema 7.1. El número de puntos singulares aislados es finito.

Demostración. Como la variedad M es compacta, existe un número finito de entornos coor-
denados fi(Ui) tal que M =

⋃n
i=1 fi(Ui), para cada punto singular aislado p ∈ M , existe un

entorno de p, Vp = fi(Ui) que no contiene otros puntos singulares. Aśı, como existe un número
finito de entornos coordenados, entonces existen finitos puntos singulares aislados.

A cada punto singular aislado de X, vamos a asociar un entero llamado el ı́ndice de X
en p, como sigue: primero, escoja una métrica riemanniana sobre M , y considere el marco
móvil {ē1, ē2}, donde ē1 = X/||X|| y ē2 es un campo vectorial unitario ortogonal a ē1 y
en la orientación de M . Esto determina formas diferenciales ω̄1, ω̄2, ω̄12 en V − {p}. Luego,
escoja otro marco móvil {e1, e2}, en la misma orientación anterior, definido a lo largo de V ,
obteniendo aśı formas ω1, ω2, ω12 en V . La diferencia

ω̄12 − ω12 = τ

está definida en V − {p}.
Ahora considere una curva simple cerrada C que encierra una región compacta de V

conteniendo a p en su interior, y su parametrización γ : I −→ C; C se orientará como el
borde de esa región. Por Lema (6.6) del Caṕıtulo 6, la restricción de τ a C es el diferencial
del ángulo ϕ(t) entre e1 y ē1 a lo largo de C. Por lo tanto∫

C

τ =

∫
C

dϕ = 2πI.

El entero I es llamado ı́ndice de X en p.
Podemos usar lo anterior para formalizar la siguiente definición.
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Figura 7.1. Algunos campos vectoriales en el plano con singularidades aisladas y sus ı́ndices
respectivos.

Definición 7.2. Usando las mismas variables de arriba. El ı́ndice I de X en p se define
como

I =
1

2π

∫
C

τ.

Note que en la definición de ı́ndice hacemos varias elecciones, a saber, la elección de
una métrica riemanniana, la elección de un marco {e1, e2}, y la elección de una curva C.
Es necesario mostrar que el ı́ndice I no depende de esas elecciones. Antes de eso, veamos
algunos ejemplos de singularidades de campos vectoriales en el plano. Intuitivamente, el
ı́ndice es el número de “giros”dados por el campo vectorial a medida que avanzamos por una
curva cerrada simple alrededor de una singularidad aislada. La figura (7.1) muestra algunos
campos vectoriales en el plano (descritos por sus trayectorias) con singularidades aisladas y
sus ı́ndices respectivos.

Ejemplo 7.1.

1. En M = R2, sea

X(x, y) = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
.
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El origen es la única singularidad de X. Tomando el marco estándar

{
∂

∂x
,
∂

∂y

}
como

el marco de referencia y C como el ćırculo unitario, obtenemos

τ = d(arctan
y

x
) =

xdy − ydx
x2 + y2

.

Si parametrizamos a C como x = cos t, y = sen t, 0 ≤ t ≤ 2π, obtenemos

I =
1

2π

∫
C

τ

=
1

2π

∫ 2π

0

cos t(cos tdt)− sen t(− sen tdt)

cos2 t+ sen2 t

=
1

2π

∫ 2π

0

(cos2 t+ sen2 t)dt

=
1

2π

∫ 2π

0

dt =
1

2π
(2π − 0)

= 1.

Y, de hecho, X hace exactamente un giro completo a lo largo de C.

Figura 7.2. La singularidad (0, 0) del campo X(x, y) = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
tiene ı́ndice 1.
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2. Ahora considere

X(x, y) = x
∂

∂x
− y ∂

∂y
.

El origen es un punto singular de X. Tomando a C y el marco como en el ejemplo
anterior. Entonces

τ = d(arctan
−y
x

) =
−xdy + ydx

x2 + y2
.

Aśı,

I =
1

2π

∫ 2π

0

− cos t(cos tdt) + sen t(− sen tdt)

cos2 t+ sen2 t
=

1

2π

∫ 2π

0

− cos2 t− sen2 tdt

=
1

2π
(−2π + 0) = −1.

En la figura (7.3), observamos que el campo hace exactamente un giro pero en dirección
opuesta.

Figura 7.3. La singularidad (0, 0) del campo vectorial X(x, y) = x
∂

∂x
− y ∂

∂y
tiene ı́ndice −1.

3. Consideremos el campo

X(x, y) = (x2 − y2) ∂
∂x

+ 2xy
∂

∂y
.
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Tomemos la singularidad (0, 0), Tomando a C y el marco como en los ejemplos ante-
riores. Entonces

τ = d

(
arctan

2xy

x2 − y2

)
=

2xdy − 2ydx

(x2 + y2)
.

Aśı,

I =
1

2π

∫ 2π

0

2 cos t(cos tdt)− 2 sen t(− sen tdt)

(cos2 t+ sen2 t)

=
1

2π

∫ 2π

0

(2 cos2 t+ 2 sen2 t)dt =
1

π

∫ 2π

0

dt =
1

π
(2π − 0)

= 2.

Observamos en la figura (7.4), que el campo X da dos giros a lo largo y en la misma
dirección de la curva C.

Figura 7.4. La singularidad (0, 0) del campo X(x, y) = (x2 − y2) ∂
∂x

+ 2xy
∂

∂y
tiene ı́ndice 2.

Lema 7.2. La definición de I no depende de la curva C.

Demostración. Sean C1 y C2 dos curvas simples cerradas al rededor de p, como en la definición
de ı́ndice. Asuma primero que C1 y C2 no se intersectan y considere 4 como la región
anular acotada por C1 y C2 (Fig.(7.5)). Sean I1 y I2 los ı́ndices calculados con C1 y C2,
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respectivamente. Por Teorema de Stokes, y usando el hecho que dτ = 0, obtenemos

I1 − I2 =
1

2π

∫
C1

τ − 1

2π

∫
C2

τ =
1

2π

(∫
C1

τ −
∫
C2

τ

)
=

1

2π

∫
∂4
τ =

1

2π

∫
4
dτ = 0,

por lo que
I1 = I2.

Figura 7.5. En el caso que dos curvas cerradas simples no se intersecan.

Si C1 y C2 se intersecan, escogemos una curva C3 en el interior de la intersección de C1

y C2, de manera que C3 esté alrededor de p (Fig. (7.6)). Por el resultado del caso anterior
obtenemos que I3 = I1 y que I3 = I2, por lo que

I3 = I2 = I1.

Lema 7.3. La definición de I no depende de la elección del marco {e1, e2}. Más precisamente,
sea Sr = ∂Br el borde de un disco de radio r con centro en p, y considere el marco {ē1, ē2}
de la definición. Entonces, el ĺımite

ĺım
r→0

1

2π

∫
Sr

ω̄12 = Ī

existe, y Ī = I.

Demostración. Primero, probemos que el ĺımite existe. Para ello usemos el criterio de con-
vergencia de Cauchy. Suponga, sin pérdida de generalidad que, r2 < r1. Sean Sr1 , Sr2 ćırculos
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Figura 7.6. En el caso que dos curvas cerradas simples se intersecan, se construye C3 que
encierre p.

concéntricos, y sea 4 la región anular acotada por Sr1 y Sr2 (Parecido a la fig. (7.5)). Usando
el Teorema de Stokes, obtenemos que∫

Sr1

ω̄12 −
∫
Sr2

ω̄12 =

∫
∂4
ω̄12 =

∫
4
dω̄12 → 0, cuando r1, r2 → 0.

Note que ω̄12 no está definida en Br2 ; sin embargo, dω̄12 = −Kσ es ciertamente definida en
todas partes. Se deduce que cualquier sucesión∫

Sr1

ω̄12, · · · ,
∫
Srn

ω̄12, · · · ,

con {rn} → 0, es una sucesión de Cauchy, por lo tanto converge. Aśı, el ĺımite

ĺım
r→0

∫
Sr

ω̄12 = Ī

existe.
Ahora, mostremos que I = Ī. Sea r1 arbitrariamente pequeño pero fijo y sea r2 < r1.

Tomemos el ĺımite cuando r2 tiende a cero. Entonces por Teorema de Stokes tenemos que∫
Sr1

ω̄12 = ĺım
r2→0

∫
Sr1−Sr2

ω̄12 + ĺım
r2→0

∫
Sr2

ω̄12

=

∫
Br1

dω̄12 + 2πĪ = −
∫
Br1

Kω̄1 ∧ ω̄2 + 2πĪ.

∫
Sr1

ω̄12 = −
∫
Br1

Kω̄1 ∧ ω̄2 + 2πĪ. (7.1)



7. Teorema de Gauss-Bonnet y Teorema de Morse 148

Recuerde que ω̄12 = ω12 + τ . Calculando la integral sobre Sr1 tenemos∫
Sr1

ω̄12 =

∫
Sr1

ω12 +

∫
Sr1

τ =

∫
Br1

dω12 + 2πI = −
∫
Br1

Kω1 ∧ ω2 + 2πI.

∫
Sr1

ω̄12 = −
∫
Br1

Kω1 ∧ ω2 + 2πI. (7.2)

Al igualar (7.1) con (7.2), obtenemos

−
∫
Br1

Kω̄1 ∧ ω̄2 + 2πĪ = −
∫
Br1

Kω1 ∧ ω2 + 2πI

Ī = I.

Lema 7.4. El ı́ndice no depende de la métrica.

Demostración. Sean 〈, 〉0 y 〈, 〉1 dos métricas riemannianas sobre M . Sea t ∈ [0, 1] y defina
para todo t la siguiente métrica:

〈, 〉t = t〈, 〉1 + (1− t)〈, 〉0.

Entonces es fácil verificar que 〈, 〉t es un producto interno positivo definido sobre M el cual
vaŕıa diferencialmente con p. Por lo tanto, 〈, 〉t es una familia 1-paramétrica de métricas sobre
M que inicia con 〈, 〉0 y termina con 〈, 〉1 (esto es equivalente a decir que 〈, 〉t es una homotoṕıa
entre métricas riemannianas 〈, 〉0 y 〈, 〉1 y que además es una métrica riemanniana sobre M
para cada t ∈ [0, 1]).

Sean I0, It e I1 los ı́ndices correspondientes. Por el proceso de ortonormalización de
Gramm-Schmidt se obtienen marcos y comarcos que dependen continuamente sobre t. Por
lo tanto, las formas de conexión son también continuas. Esto significa que la diferencia τ y
It es también continua. Y como el indice es un valor entero. La única función continua y de
valor entero es la función constante, es decir, It = const., t ∈ [0, 1].

Por lo tanto, I0 = I1, como queŕıamos.

Podemos ahora establecer y probar el Teorema de Gauss-Bonnet de la siguiente manera.

Teorema 7.1. (Gauss-Bonnet)
Sea M2 una variedad diferenciable compacta orientada. Sea X una campo vectorial diferencia-
ble sobre M con puntos singulares aislados p1, · · · , pk cuyos ı́ndices son I1, · · · , Ik. Entonces,
para alguna métrica riemanniana sobre M ,∫

M

Kσ = 2π
k∑
i=1

Ii,

donde K es la curvatura Gaussiana de la métrica y σ es su elemento de área.
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Demostración. Considere en M2 − ∪i{pi} el marco {ē1 = X
||X|| , ē2}, donde ē2 es un campo

vectorial unitario ortogonal a ē1 en la orientación de M . Denotemos por Bi una bola con
centro en pi, que es tal que no contiene un punto singular que no sea pi. Calculando la
integral de dω̄12, obtenemos que∫

M−∪iBi
Kω̄1 ∧ ω̄2 = −

∫
M−∪iBi

dω̄12,

al usar el teorema de Stokes debemos tener en cuenta que, como ∂Bi tiene la orientación
inducida por Bi (esta es opuesta a la orientación de M −Bi), esto hace un cambio de signo,
por lo que obtenemos

−
∫
M−∪iBi

dω̄12 = −
(∫
∪i∂Bi

ω̄12 +

∫
∂M

ω̄12

)
,

como ∂M = ∅, la integral sobre ∂M es cero, y dado que todas las bolas Bi son disjuntas,
tenemos que ∫

∪i∂Bi
ω̄12 =

k∑
i=1

∫
∂Bi

ω̄12.

Ahora tomemos el ĺımite cuando el radio de las bolas tienden a cero. Note que ω̄1 ∧ ω̄2 es
independiente de la elección del marco y representa un “elemento de área” de la variedad.
Debido a que el área de las bolas Bi tienden a cero, la integral∫

M−∪iBi
Kω̄1 ∧ ω̄2 −→

∫
M

Kω̄1 ∧ ω̄2.

y

ĺım
r→0

∫
∪i∂Bi

ω̄12 = ĺım
r→0

k∑
i=1

∫
∂Bi

ω̄12 =
k∑
i=1

ĺım
r→0

∫
∂Bi

ω̄12.

Por Lema (7.3) obtenemos que

ĺım
r→0

∫
∂Bi

ω̄12 = 2πIi,

por lo tanto, ∫
M

Kω1 ∧ ω2 =
k∑
i=1

ĺım
r→0

∫
∂Bi

ω̄12 = 2π
k∑
i=1

Ii.

Nota. El lado derecho no depende del campo vectorial X y el lado izquierdo no depende de
la métrica. Por lo tanto, obtenemos la sorprendente conclusión que

∑
Ii es la misma para

todo campo vectorial con singularidades aisladas, y
∫
M
Kσ es la misma para toda métrica

riemanniana sobre M .
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Definición 7.3. El número
k∑
i=1

Ii

es llamada la caracteŕıstica de Euler-Poincaré de M , y es también denotado por χ(M).

Corolario 7.1. χ(M) es invariante por difeomorfismos, y
1

2π

∫
M
Kσ no depende de la métri-

ca de M y se mantiene igual ante dicha invariante.

Otra manera de introducir χ(M), es la siguiente.

Definición 7.4. Una triangulación de M , donde M es una superficie compacta, es una
descomposición de M en un número finito de triángulos curvilineos de tal manera que la
intersección de dos de tales triángulos es bien, vaćıa, un borde en común o un vértice común
de dichos triángulos.

Definición 7.5. Definimos
χ(M) = V − A+ F,

donde Fdenota el número total de triángulos, V el númerto total vértices y A el número total
de aristas de tal triangulación.

Teorema 7.2. Si dos superficies son invariantes bajo homotoṕıa, entonces tienen la misma
caracteŕıstica de Euler-Poincaré.

Demostración. Vea la prueba en [9, página 44]

Figura 7.7. Mostramos el campo en dos triángulos de la triangulación.
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Lema 7.5. Cuando M es orientable, la definición (7.5) concuerda con la definición (7.4).

Demostración. Escoja una triangulación para M , y considere el campo vectorial en M in-
dicado por sus trayectorias en la Fig. (7.7) (en realidad sólo mostramos el campo en dos
triángulos de la triangulación). Los ı́ndices de los campos vectoriales en los puntos B,C y D
son, respectivamente, 1, 1 y −1. Por lo tanto, la suma total de los ı́ndices es∑

i

Ii = V − A+ F.

ya que
∑

I Ii = χ(M) no depende del campo elegido, concluimos que V − A+ F = χ(S).

Ejemplo 7.2. Calcule la caracteŕıstica de Euler-Poincaré de la esfera S2 y el toro T.
Para la esfera, escojamos la métrica inducida por R3 sobre S2 = {p ∈ R3; ||p|| = 1} en la
cual K = 1 (véase Ejemplo (6.2)). El área de dicha superficie es 4π, por lo que∫

S2
Kσ =

∫
S2

1(4π) = 4π,

y por teorema de Gauss-Bonnet
4π = 2πχ(S2),

y aśı, χ(S2) = 2.
Si usamos la definición (7.5), sabiendo que la esfera puede triangularse en 8 triángulos, al

trazar el ecuador y el meridiano; aśı, obtenemos de la triangulación , 6 vértices y 12 aristas,

χ(S2) = V − A+ F = 6− 12 + 8 = 2.

Por lo tanto, obtenemos la misma caracteŕıstica de Euler-Poincaré al usar el teorema de
Gauss-Bonnet y la definición (7.5).

Figura 7.8. Triangulación de la esfera S2 con 8 triángulos.
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Para el toro T. Sabemos que es posible introducir en T una métrica de tal forma que
la curvatura Gaussiana sea K = 0 (véase Ejercicio (6.3)). Ya que χ(T) no depende de la
métrica, obtenemos que

χ(T) = 0.

En la figura (7.9) mostramos una triangulación de un toro, considerado como un cuadrado
con los lados opuestos identificados; tal triangulación tiene 18 triángulos, 9 vértices y 27
aristas, por lo que, al usar la definición (7.5), obtenemos

χ(T) = V − A+ F = 9− 27 + 18 = 0.

Figura 7.9. Una triangulación del toro T.

7.2. El Teorema de Morse

Estrechamente relacionado con el teorema de Gauss-Bonnet es una relación, debida a
Marston Morse2, entre puntos cŕıticos de una cierta clase de funciones en una superficie
compacta M2 y la topoloǵıa de M2. En esta sección intentaremos establecer dicha relación.

El tipo de funciones que tomaremos en cuenta pueden describirse como sigue. Como
siempre, M2 denotará una variedad diferenciable compacta orientada de dimensión 2.

Definición 7.6. Sea f : M2 −→ R una función diferenciable sobre M2. El punto p ∈ M
es un punto cŕıtico de f si dfp = 0. Si escojemos alguna métrica sobre M2, definimos un
campo vectorial grad(f) por

〈grad(f)(p), v〉 = dfp(v), para algún v ∈ TpM2.

2Harold Calvin Marston Morse (24 de marzo de 1892-22 de junio de 1977) fue un matemático esta-
dounidense conocido por su trabajo sobre el cálculo de variaciones generalizado, un tema en el que introdujo
la técnica de la topoloǵıa diferencial que ahora se conoce como “Teoŕıa de Morse”.
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Lema 7.6. p es un punto cŕıtico de f si y sólo si, para cualquier métrica sobre M2, p es un
punto singular del grad(f).

Demostración. ⇒
Suponiendo a p un punto cŕıtico de f , obtenemos dfp(v) = 0,∀v ∈ TpM , aśı,

0 = 〈grad(f)(p), v〉,
y por definición de producto interno, grad(f)(p) = 0, por lo que p es un punto singular del
campo grad(f).
⇐
Suponiendo a p como un punto singular del campo grad(f), obtenemos que grad(f)(p) = 0,
aśı,

dfp(v) = 〈0, v〉 = 0,∀v ∈ TpM.

Por lo tanto p es punto cŕıtico de f .

Definición 7.7. Un punto cŕıtico p de f : M2 −→ R es llamado no degenerado si para
toda parametrización g : U ⊂ R2 −→ M2 alrededor de p = g(0, 0), tenemos que det(A) 6= 0,
donde A es la matriz

A =


∂2(f ◦ g)

∂x2
∂2(f ◦ g)

∂x∂y

∂2(f ◦ g)

∂y∂x

∂2(f ◦ g)

∂y2

 (0, 0), (x, y) ∈ U ⊂ R2.

Ya que en un punto cŕıtico la primera derivada se desvanece, es fácil verificar que el hecho
que det(A) 6= 0 no depende de la parametrización g.
Lo primero se verifica fácilmente al tomar el diferencial de la 0-forma f , de la siguiente manera

dfp(v) =
∂f

∂x
(p)dxp +

∂f

∂y
(p)dyp = 0,

note que los elementos {dxp, dyp} son base del espacio dual del espacio tangente en p, aśı,

∂f

∂x
= 0 =

∂f

∂y
.

Los puntos cŕıticos no degenerados son el tipo más simple de puntos cŕıticos.
El comportamiento de la función f ◦ g = h en un entorno de tal punto puede ser descrito

usando la expansión de Taylor:

d = h(x, y) − h(0, 0) =

(
∂h

∂x

)
0

x+

(
∂h

∂y

)
0

y +
1

2

(
∂2h

∂x2

)
0

x2

+

(
∂2h

∂x∂y

)
0

xy +
1

2

(
∂2h

∂y2

)
0

y2

=
1

2

{(
∂2h

∂x2

)
0

x2 + 2

(
∂2h

∂x∂y

)
0

xy +

(
∂2h

∂y2

)
0

y2
}
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De hecho, si x2 +y2 es suficientemente pequeño, y det(A) 6= 0, el signo de d está determinado
por el signo de la forma cuadrática en el lado derecho. Aśı, si det(A) > 0, tenemos una de
las siguientes alternativas:

a) d < 0 en algún entorno de p; p es entonces un punto máximo para f .

b) d > 0 en algún entorno de p; p es entonces un punto mı́nimo para f .

De otra manera, si det(A) < 0, entonces existen exactamente dos direcciones distintas
para que dicha forma cuadrática se desvanezca; para todas las demás direcciones, d es positiva
(una dirección de mı́nimo) o negativa (una dirección de máximo). Tal punto es llamado un
punto de ensilladura.

Figura 7.10. El campo vectorial según el punto cŕıtico mı́nimo, máximo o punto de silla.

Ahora, podemos establecer la relación que queremos probar.

Teorema 7.3. (Morse).
Sea f : M2 −→ R una función diferenciable sobre una superficie compacta orientada M2

tal que todos sus puntos cŕıticos son no degenerados. Denotaremos por M,m, y s el número
de puntos máximos, mı́nimos y sillas, respectivamente, de f . Entonces M−s+m no depende
de f ; más precisamente,

M − s+m = χ(M2).

Antes de entrar en la prueba, necesitamos algunas consideraciones preliminares.
Desde ahora, asuma que hemos escogido una métrica riemanniana sobre M2. Como hemos

visto, p es un punto cŕıtico de f si y sólo si el campo vectorial grad(f) tiene una singularidad
en p. ¿Cómo se refleja el hecho de que p es un punto cŕıtico no degenerado en el campo
grad(f)? Para responder esa pregunta, necesitamos una definición.

Definición 7.8. Sean X un campo vectorial diferenciable sobre M2, p un punto singular de

X y g : U ⊂ R2 −→M una parametrización alrededor de p = g(0, 0). En la base,

{
∂

∂x
,
∂

∂y

}
,

(x, y) ∈ U , asociada a la parametrización g, podemos escribir a X como

X = α(x, y)
∂

∂x
+ β(x, y)

∂

∂y
,



7. Teorema de Gauss-Bonnet y Teorema de Morse 155

donde α y β son funciones diferenciables en U , y, ya que p es un punto singular, se tiene
que

X(p) = α(0, 0)
∂

∂x
+ β(0, 0)

∂

∂y
= 0,

aśı, α(0, 0) = β(0, 0) = 0. Sea Ag la matriz de la parte lineal de X,

Ag =


(
∂α

∂x

)
0

(
∂α

∂y

)
0(

∂β

∂x

)
0

(
∂β

∂y

)
0


Decimos que p es una singularidad simple de X si det(Ag) 6= 0.

Lema 7.7. La definición de singularidad simple no depende de la parametrización.

Podemos responder ahora nuestra pregunta.

Proposición 7.1. Sea p ∈ M2 un punto cŕıtico de una función diferenciable f : M2 −→ R
sobre una variedad riemanniana M2. Entonces p es un punto cŕıtico no degenerado de f si
y sólo si p es una singularidad simple de grad(f).

Demostración. Sea g : U ⊂ R2 −→M2 una parametrización alrededor de p = g(0, 0) tal que

〈 ∂
∂x
,
∂

∂y
〉 = 0, para todo (x, y) ∈ U (tal parametrización siempre existe (revise [1, página

187])). Calculemos grad(f) en esta parametrización.

Sea grad(f) = α
∂

∂x
+β

∂

∂y
, y sea Y = y1

∂

∂x
+y2

∂

∂y
un vector arbitrario de Tg(x,y)M

2. Por

la definición,
〈grad(f), Y 〉 = df(Y ),

por lo tanto,

df(Y ) = 〈grad(f), Y 〉 = 〈α ∂

∂x
+ β

∂

∂y
, y1

∂

∂x
+ y2

∂

∂y
〉

= α〈 ∂
∂x
, y1

∂

∂x
〉+ α〈 ∂

∂x
, y2

∂

∂y
〉+ β〈 ∂

∂y
, y1

∂

∂x
〉+ β〈 ∂

∂y
, y2

∂

∂y
〉

= αy1〈
∂

∂x
,
∂

∂x
〉+ αy2〈

∂

∂x
,
∂

∂y
〉+ βy1〈

∂

∂y
,
∂

∂x
〉+ βy2〈

∂

∂y
,
∂

∂y
〉

= αy1〈
∂

∂x
,
∂

∂x
〉+ 0 + 0 + βy2〈

∂

∂y
,
∂

∂y
〉

= αy1〈
∂

∂x
,
∂

∂x
〉+ βy2〈

∂

∂y
,
∂

∂y
〉
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vamos a denotar 〈 ∂
∂x
,
∂

∂x
〉 = g11 y 〈 ∂

∂y
,
∂

∂y
〉 = g22, por otro lado si g : R2 →M y f : M → R

dada por g(x, y) 7−→ f(g(x, y)) obtenemos

df(Y ) =
∂(f ◦ g)

∂x
dx(Y ) +

∂(f ◦ g)

∂y
dy(Y )

=
∂(f ◦ g)

∂x
dx(y1

∂

∂x
+ y2

∂

∂y
) +

∂(f ◦ g)

∂y
dy(y1

∂

∂x
+ y2

∂

∂y
)

=
∂(f ◦ g)

∂x
y1 +

∂(f ◦ g)

∂y
y2,

entonces

∂(f ◦ g)

∂x
y1 +

∂(f ◦ g)

∂y
y2 = αy1g11 + βy2g22; ∀(y1, y2)

∂(f ◦ g)

∂x
y1 − αy1g11 +

∂(f ◦ g)

∂y
y2 − βy2g22 = 0(

∂(f ◦ g)

∂x

1

g11
− α

)
y1g11 +

(
∂(f ◦ g)

∂y

1

g22
− β

)
y2g22 = 0

Luego, como Y es arbitrario eligiendo y1 = 1 y y2 = 0 o y1 = 0 y y2 = 1, obtenemos

∂(f ◦ g)

∂x

1

g11
− α = 0,

∂(f ◦ g)

∂y

1

g22
− β = 0,

y aśı,

α =
∂(f ◦ g)

∂x

1

g11
, β =

∂(f ◦ g)

∂y

1

g22
,

se obtiene

grad(f) =
∂(f ◦ g)

∂x

1

g11

∂

∂x
+
∂(f ◦ g)

∂y

1

g22

∂

∂y
.

Observe ahora que es posible elegir la parametrización g para que, en p, g11(p) = g22(p) = 1.
Aśı, la parte lineal de grad(f) está dada en esta parametrización, por

Ag =


∂2(f ◦ g)

∂x2
∂2(f ◦ g)

∂x∂y

∂2(f ◦ g)

∂x∂y

∂2(f ◦ g)

∂y2

 (0, 0).

Ahora basta observar que ambos sentidos en la declaración de la Proposición son equivalente
a que det(Ag) 6= 0.

Resulta que las singularidades simples de los campos vectoriales son todas aisladas.
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Lema 7.8. Sea p ∈M2 una singularidad simple de un campo vectorial X sobre M . Entonces
p es un punto singular aislado de X.

Demostración. Sea g : U ⊂ R2 −→M una parametrización alrededor de p = g(0, 0), y sea

X = α
∂

∂x
+ β

∂

∂y

la expresión de X en dicha parametrización.
Considere la función ϕ : U ⊂ R2 −→ R2 dada por ϕ(x, y) = (α(x, y), β(x, y)). Ya que p

es una singularidad simple,

det(dϕ0) = det


(
∂α

∂x

)
0

(
∂α

∂y

)
0(

∂β

∂x

)
0

(
∂β

∂y

)
0

 = det(Ag) 6= 0, en p.

Por el teorema de la función inversa, existen entornos V ⊂ U de (0, 0) donde ϕ es biyectiva.
Por lo tanto, si tomamos otro punto (x, y) ∈ V singular, X(g(x, y)) = 0 y aśı,

α(x, y) = β(x, y) = 0, de donde α(0, 0) = α(x, y) y β(0, 0) = β(x, y), por ser ϕ inyectiva
sus funciones componentes también lo son y por lo tanto x = y = 0, esto es, en g(V ) no hay
otro punto singular aparte de p.

Corolario 7.2. Los puntos cŕıticos no degenerados de f : M2 −→ R una función diferen-
ciable son aislados.

Demostración. Sea p un punto critico no degenerado, entonces p es de singularidades simple,
y ya que todo punto singular simple es singular aislado, todo punto critico no degenerado es
aislado.

Del Lema (7.8) se deduce que tiene sentido hablar del ı́ndice de una singularidad simple.
Mostraremos ahora son fácil calcularlos.

Proposición 7.2. Sea p ∈ M2 un punto de singularidad simple de un campo vectorial X
sobre M . Entonces el ı́ndice de X en p es, ya sea, +1 (si el determinante de la parte lineal
de X es positivo) o −1 (si el determinante de la parte lineal de X es negativo).

Demostración. Ya que el ı́ndice es local y no depende de la elección de la métrica, podemos
tomar M2 = R2 con la métrica canónica, y asumir que p = (0, 0) = 0. Por lo tanto,

X : R2 −→ R2 es una función diferenciable con X(0) = 0.
Recordemos que la derivada de f : Rn −→ Rn en en un punto q es dfq : Rn −→ Rn

definida por la formula dfq(h) = ĺım
t→0

(f(q + th))− f(q)

t
, por lo tanto en q = 0

dX0 : R2 −→ R2, dX0(p) = ĺım
t→0

X(tp)

t
, p ∈ R2.
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Vamos a definir una función F : R2 × I −→ R2 por

F (p, t) =


X(tp)

t
si t 6= 0

dX0(p) si t = 0

, (p, t) ∈ R2 × I.

Verificaremos que F es continua. Para confirmarlo, necesitamos el siguiente resultado del
Cálculo: Si f : Rn −→ R es diferenciable y f(0, 0, · · · , 0) = 0, podemos escribir

f(x1, · · · , xn) =

∫ 1

0

df(tx1, · · · , txn)

dt
dt

=

∫ 1

0

n∑
i=1

∂f

∂xi

dxi

dt
(tx1, · · · , txn)dt

=
n∑
i=1

xi

∫ 1

0

∂f

∂xi
(tx1, · · · , txn)dt;

entonces, acomodando,

hi(x1, · · · , xn) =

∫ 1

0

∂f

∂xi
(tx1, · · · , txn)dt

obteniendo que hi es diferenciable, hi(0, · · · , 0) =
∂f

∂xi
(0, · · · , 0), y

f(x1, · · · , xn) =
∑
i

xihi(x1, · · · , xn).

Se sigue, al acomodar,

X(x1, x2) = (α(x1, x2), β(x1, x2)), (x1, x2) ∈ R2,

que podemos escribir:

α(x1, x2) =
∑
i

xih1i(x1, x2),

β(x1, x2) =
∑
i

xih2i(x1, x2), i = 1, 2,

donde hij, i, j = 1, 2 son funciones diferenciables. Ya que, incluso para t = 0,

F ((x1, x2), t) =

(∑
i

xih1i(tx1, tx2),
∑
i

xih2i(tx1, tx2)

)
,
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concluimos que F es continua, como queŕıamos.
F mapea continuamente el campo vectorial dX0 = F (p, 0) a el campo vectorial X = F (p, 1).
Por lo tanto, el ı́ndice de X en 0 es igual al ı́ndice de dX0 en 0, y esto es suficiente para
probar lo último.

Para ello, considere el ćırculo

C = {(x1, x2) ∈ R2;x21 + x22 = 1}.

Si q1, q2 ∈ C y q1 6= q2, ya que dX0 es no singular, dX0(q1) 6= dX0(q2).
Si det(dX0) > 0, el ı́ndice I de dX0 es positivo y, al ser dX0 inyectiva no puede dar más

de un giro, aśı, no puede ser mayor que uno; por lo tanto, I = 1.
Si det(dX0) < 0, el ı́ndice I de dX0 es negativo y, usando el mismo razonamiento, no puede

dar más de un giro en sentido opuesto; por lo tanto, I = −1. Esto prueba la Proposición.

Con todos estos preliminares, la prueba del Teorema de Morse es más que inmediata.

Demostración. (del Teorema de Morse)
Escojamos una métrica riemanniana sobre M . Ya que los punto cŕıticos de f son no

degenerados, la singularidad de grad(f) son aislados y simples. Por lo tanto, el ı́ndice de
grad(f) es 1, en un punto donde f es un máximo o un mı́nimo, o el ı́ndice de grad(f) es
−1, en un punto silla de f . Se sigue que M − s + m es igual a la suma de los ı́ndices las
singularidades de grad(f). Por el Teorema de Gauss-Bonnet, tal suma no depende de la
elección de la métrica o del campo grad(f), y esta es igual a χ(M2).

Ejemplo 7.3. La función altura h sobre la esfera unitaria S2 en R3. Está claro que h tiene
dos puntos cŕıticos, el polo norte y el polo sur.

Considerando la parametrización del hemisferio norte (x, y,
√

1− x2 − y2) obtenemos que

la función altura viene dada por h(x, y) =
√

1− x2 − y2, donde el polo norte se corresponde
con el origen de estas coordenadas. Realizando cálculos elementales, se obtiene la matriz de
segundas derivadas:

Ah(x,y) =


1− y2

(1− x2 − y2) 3
2

−xy
(1− x2 − y2) 3

2

−xy
(1− x2 − y2) 3

2

1− x2

(1− x2 − y2) 3
2


Aśı, el determinante de Ah(0,0) 6= 0, por tanto, el polo norte es un punto cŕıtico no degenera-
do. Análogamente, obtenemos que el polo sur también es no degenerado.

Ahora aplicando el teorema de Morse tenemos un punto critico máximo y un mı́nimo, aśı

M − s+m = χ(S2)

1− 0 + 1 = χ(S2)

2 = χ(S2)
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7.3. Resolución de Ejercicios

Ejercicio 7.1. Sea f : R2 −→ R dada por f(x, y) = x3− 3xy2. (superficie llamada silla del
mono) Sea p = (0, 0) ∈ R2. Muestre que:

a. p es un punto cŕıtico aislado de f .

b. p es punto cŕıtico degenerado.

c. El ı́ndice del gradiente de f en p es igual a −2.

Solución. Note que

∂f

∂x
= 3x2 − 3y2,

∂2f

∂x∂y
= −6y,

∂2f

∂x2
= 6x

∂f

∂y
= −6xy,

∂2f

∂y∂x
= −6y,

∂2f

∂y2
= −6x.

a. Que p = (0, 0) sea punto cŕıtico de la función f se sigue, ya que

dfp =
∂f(p)

∂x
dx+

∂f(p)

∂y
dy = (3x2 − 3y2)(0, 0)dx+ (−6xy)(0, 0)dy = 0.

Para mostrar que p es cŕıtico aislado, debemos mostrar que existe un entorno de

p = (0, 0) que no contenga otro punto cŕıtico. Y dado que en df ,
∂f

∂x
= 3x2 − 3y2

y
∂f

∂x
= −6xy se hacen simultáneamente cero en (0, 0), podemos tomar cualquier

entorno de (0, 0) y tenemos seguridad que él es el único punto cŕıtico en ese en-
torno.

b. Al calcular el determinante de la siguiente matriz

det(A) = det

(
6x −6y
−6y −6x

)
= −36x2 − 36y2 = −36(x2 + y2),

obtenemos que det(A) = 0 en p = (0, 0), por lo que p es degenerado.

c. Calculando el grad(f), tenemos

grad(f) =
∂f

∂x

∂

∂x
+
∂f

∂y

∂

∂y
= (3x2 − 3y2)

∂

∂x
+ (−6xy)

∂

∂y
.

Tomando el marco estándar

{
∂

∂x
,
∂

∂y

}
como el marco de referencia y C como el

ćırculo unitario, obtenemos

τ = d

(
arctan

−6xy

3x2 − 3y2

)
=

2ydx− 2xdy

x2 + y2
.
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Parametrizando la curva C por x = cos t y a y = sen t, 0 ≤ t ≤ 2π. Tenemos que
el ı́ndice del campo grad(f) en p es,

I =
1

2π

∫ 2π

0

2 sen t(− sen tdt)− 2 cos t(cos tdt)

cos2 t+ sen2 t

=
−2

2π

∫ 2π

0

(cos2 t+ sen2 t)dt =
−1

π

∫ 2π

0

dt =
−1

π
(2π − 0) = −2.
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[5] Ricardo A. Sáenz, Análisis de Varias Variables. Colima, Agosto 2008. [Folleto]

[6] Angel Montesdeoca, Apuntes de Introducción a las Variedades Diferenciables. La
Laguna, 1997. [Folleto]

[7] Tob́ıas Humberto Mart́ınez, Notas de Topoloǵıa General. Universidad de El Salvador,
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Edición. México, 2009. [Libro]

[9] Andries Salm, The Gauss-Bonnet Theorem. Universiteit Utrecht Páıses Bajos, 2015.
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