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Resumen

Una forma diferencial es un objeto matematico que aparece naturalmente en el calculo
multivariable, cdlculo tensorial y en fisica. Cominmente es entendida como un operador mul-
tilineal antisimétrico definido sobre el espacio vectorial tangente a una variedad diferenciable.
El concepto de formas diferenciales es una generalizacién sobre ideas previas como el gradien-
te, la divergencia, el rotacional, etc. Esto las convierte en una herramienta indispensable en el
estudio de las variedades diferenciables, es por eso que se profundizara la teoria de esta area,
dando tematicas para una bibliografia completa. Se construird una teorfa solida con algunos
ejemplos y la resolucion de algunos ejercicios. Para ello se hara uso de fuentes bibliogréaficas
confiables tanto escritas como virtuales. Se pretende demostrar, usando la teoria construida,
los teoremas de Gauss-Bonnet y Morse.

Palabras clave: formas diferenciales, superficies, variedades diferenciables, campos vecto-
riales, teorema de Gauss-Bonnet, teorema de Morse.
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Introduccion

A continuacién se presenta el informe final del trabajo de investigacién titulado: “Intro-
duccion a formas diferenciales”. Damos a conocer los objetivos que se persiguieron a lo
largo del proceso, junto con la justificacion del estudio.

A continuacion, detallamos brevemente el contenido de cada capitulo.

En el Capitulo I presentamos un listado de tematicas previas para el desarrollo de la
teoria de Formas diferenciales. Estos contenidos son de las areas: Topologia, Algebra Lineal,
Célculo diferencial y Vectorial y Geometria Diferencial.

En el Capitulo IT se introducen las formas diferenciales en R”. Se asumen tnicamente
los conocimientos del calculo. El objetivo es para definir en R™ campos de formas alternantes
que puedan ser usados para obtener resultados geométricos.

En el Capitulo III, se comienza integrando formas diferenciales de grado uno a lo largo
de curvas en R% Esto permite algunas aplicaciones de las ideas del Capitulo II, donde se
definieron dichas formas.

En el Capitulo IV, se definen las variedades diferenciables y se muestra una amplia
lista de ejemplos. Definimos ademaés, funciones diferenciables, vectores tangentes, espacio
tangente, todo esto sobre variedades abstractas. Al final de este capitulo, presentamos las
definiciones de formas diferenciales, campos vectoriales y orientabilidad para variedades.

El Capitulo V, por su parte, contiene la teoria de integracion de formas sobre varieda-
des diferenciables; y se muestran dos grandes resultados de la integracién sobre variedades,
a saber, el teorema de Stokes y el lema de Poincaré.

En el Capitulo VI se aplica la teoria de formas diferenciales para estudiar geometria di-
ferencial. Presentamos las ecuaciones de estructura de R”, que dan vida al método del marco
movil sobre superficies. Esto sirve para definir la geometria intrinseca sobre superficies en
R3, particularmente.

X



Y por ultimo, en el Capitulo VII demostramos el teorema de Gauss-Bonnet y el teorema
de Morse, utilizando toda la teoria desarrollada.

Al final de cada capitulo se han anexado algunos ejercicos resueltos para mejor compren-
sion de los contenidos desarrollados. Y al final del documento aparece la bibliografia.



Justificacion

Esta investigacién trata sobre una Introduccion a Formas Diferenciales, la cual nace con
el objetivo de enriquecer la teoria disponible sobre Geometria Diferencial en la Facultad Mul-
tidisciplinaria Oriental de la Universidad de El Salvador y con ello cumplir los requerimientos
del trabajo de grado para optar al titulo de Licenciatura en Matematica. Formando una bi-
bliografia practica y completa para temas relacionados a la Geometria Diferencial, de manera
especifica, a las Formas diferenciales y que sirva para futuras investigaciones en esta area de
la geometria no euclidiana.

Se pretende presentar un documento que dote a quien lo estudie de los conocimientos
necesarios de algebra y geometria para realizar calculos concretos.

Debido a la relacién existente entre las formas diferenciales con otras dreas (como fisica),
es interesante profundizar en estos objetos matematicos. Uno de los grandes resultados al
desarrollar esta teoria es que, nos proporciona una base para demostrar el teorema de Gauss-
Bonnet para superficies compactas orientables, y el teorema de Morse, que es una relacion
entre la caracteristica de Euler de una superficie y los puntos criticos de cierta clase de
funciones diferenciables sobre tal superficie.
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Objetivos

General
= Desarrollar una teoria sélida y detallada de las formas diferenciales, a partir de espa-
cios conocidos como R"™ a espacios generales y de interés, como lo son las variedades
diferenciables.

Especificos

= Proveer una lista de teméaticas basicas para el desarrollo de la teoria de formas diferen-
ciales.

» Estudiar la teoria de superficies usando el lenguaje de formas diferenciales.

= Demostrar, con base en la teoria desarrollada, los teoremas de Gauss-Bonnet y el teo-
rema de Morse.

xii



Nomenclatura

N DO C

@)

P*(R)
P"(R)

Conjunto potencia.

Union de conjuntos.
Interseccién de conjuntos.
Inclusién de conjuntos.
Composicién de funciones.
Espacio dual de V.

Plano real proyectivo.
Espacio real proyectivo.
Producto cuna.

Norma de a.

Espacio de formas multilineales y alternantes.
Fibrado tangente.

Fibrado cotangente.
Vector con inicio en p.

Espacio tangente en p.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Topologia General

Definicién 1.1. Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion de subconjuntos T de
X que satisface:

1.0, X eT.
2.UaeT=U,UseT.
8. U, Uy U, €T =N Ui €T.
Se dird que U es un entorno de x si dados x € X yU € T, entonces x € U.

Formalmente, un espacio topolégico es un par (X, 7)), es decir, un conjunto y una topo-
logia sobre el conjunto. A menudo nos referiremos al espacio topolégico haciendo mencién
unicamente del conjunto cuando no haya confusién en cuanto a la topologia.

Definicién 1.2. Sea X un conjunto, una base para una topologia Tx es una coleccion B
de subconjuntos abiertos de X (llamados bdsicos) tales que:

1. Vx € X,dB € B tal que x € B.
2. VYx € BN By con By,By € B,dB3 € B tal que x € B3 C B1 N Bs.

Definicién 1.3. Una base numerable es aquella que tiene un niimero contable de elementos
bdsicos.

Definicién 1.4. Si d es una métrica sobre un conjunto X, entonces la coleccion de todas las
bolas By(x,¢) :={y € X;d(z,y) < ederadioe >0y x € X} es una base para una topologia
sobre X, denominada topologia métrica inducida por d.
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Definicién 1.5. Sean x = (x1, - ,x,) e y= (y1, - ,yn) € R". La métrica euclidea en
R™, la definimos mediante la ecuacion

d(z, y) = \/(xl — )2+ (T — Yn)?

Cuando R™ tenga la topologia dada por la métrica euclidea se le llamara la topologia usual
sobre R™. De aqui en adelante nos referiremos a las bolas By(z,€) como B(z, ) refiriéndonos
siempre a la topologia usual.

Definicién 1.6. (Conjunto cerrado). Un subconjunto A de un espacio topolégico X se
dice que es cerrado si el conjunto X — A es abierto.

Definicién 1.7. Dado un subconjunto A de un espacio topolégico X, la clausura de A se
define como la interseccion de todos los conjuntos cerrados que contienen a A. Es denotado
por A y representa la clausura de A en X.

Definicién 1.8. Un espacio topologico X se denomina espacio de Hausdorff si para cada

par de puntos x1,xe € X tales que x1 # xo, existen U entorno de x1 y V entorno de xo tal
que UNV = 0.

Definicién 1.9. Sean (X, Tx) e (Y, Ty) dos espacios topologicos. Una funcion f: X — Y
se dice que es continua si, para cada V € Ty, se tiene que f~1(V) € Tx.

Definicién 1.10. Sean X e Y espacios topologicos, sea f: X — Y una biyeccion. Si f y
su inversa f~1 son ambas continuas, entonces se dice que f es un homeomorfismo.

Definicién 1.11. Sea f : X — Y una funcion continua inyectiva entre espacios topoldgicos.
Sea Z el conjunto imagen f(X), considerado como un subespacio de Y ; entonces, la funcion
f' X — Z obtenida al restringir el rango de f, es biyectiva. Si ocurre que f' es un

homeomorfismo de X con Z, decimos que la aplicacion f : X — Y es un embebimiento
de X enY.

Definicién 1.12. Una coleccion A de subconjuntos del espacio X se dice que cubre a X, o
que es un cubrimiento de X, si la union de los elementos de A coincide con X. Se dice
que A es un cubrimiento abierto de X si es un cubrimiento de X formado por conjuntos
abiertos de X.

Definicién 1.13. (Compacidad). Un espacio X se dice que es compacto si de cada cu-
brimiento abierto A de X podemos extraer una subcoleccion finita que también cubre a X.

Definicién 1.14. Sea X un espacio topoldgico, sea Y un conjunto y sea f : X — Y una
aplicacion sobreyectiva, entonces

U={UePY): fU)eT}

es una topologia sobre Y llamada topologia cociente inducida por f. A f se le llama
aplicacion cociente.

Para mas detalles sobre Topologia General véase en [3].
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1.2. Espacios Duales

Definicién 1.15. Sea V' un K-espacio vectorial (K un cuerpo). Se llama espacio vectorial
dual de V', y se denota V*, al K espacio vectorial

V*={f:V — K; fes una transformacién lineal}

Afirmamos que dim(V*) = dim(V') = n, para verificar esto, recordemos algunos resultados
del algebra lineal.

Definicién 1.16. Sean V y W dos K-espacios vectoriales. Si f :' V — W es una transfor-
macion lineal inyectiva y sobreyectiva, se dird que f es un isomorfismo.

Si f es un isomorfismo:

1. Ker(f)={veV;f(v)=0}=0.

2. f(V)=TW.

Teorema 1.1. !
Sean V. y W dos K-espacios vectoriales, V de dimension finita, y sea
f:V — W una transformacidn lineal. Entonces dim(V') = dim(Ker(f))+dim(Im(f)).

Definicién 1.17. Sean n,m € N. El conjunto de las matrices de n filas y m columnas con
coeficientes en un cuerpo K es

apn 0 Gim
Mat,um(K) = Do a; €K, 1<i<n, 1<j<m

p1 = Anm

Para definir una matriz en Mat,w.,,(K) basta especificar, para cada 1 < i < n y cada
1 <j <m, qué elemento de K se halla en el lugar ij (correspondiente a la interseccion de
la fila i y la columna j) de la matriz.

Definicién 1.18. Sean V y W dos K -espacios vectoriales de dimension finita. Sean

By ={vy,--- ,v,} una base de V' y By = {wy, - ,wy,} una base de W. Sea f -V — W
una transformacion lineal. Supongamos que f(v;) = Y " ajw; (1 < j < n). Se llama
matriz de f en las bases By, Bs, y se denota |f|p,B,, a la matriz en Mat, ., (K) definida
por (| flBiB,)i; = cuj para cada 1 <i<mn,1<j<m.

Teorema 1.2. 2 Sean V' y W dos K -espacios vectoriales de dimensién finita, con dim(V) = n

y dim(W) = m. Sean B y B’ bases de V- y W respectivamente. Entonces la funcion
T:{f:V — W; fes una transformacion lineal} — Mat,y.,(K), definida por
T(f)=|flpp es un isomorfismo.

Vea la prueba en [4, pagina 73-74]
2Vea la prueba en [4, paginas 84-85]
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En nuestro caso, como dim(V) = n, y dadas B una base de V' y B’ una base de W, se
tiene que T : V* — Mat,y,(K) definida por T(f) = | f|pp:, es un isomorfismo. Asi, por el
teorema (1.1)

dim(V*) = dim(Ker(T))+dim(7(V*)) = dim(0) +dim(Mat;x,(K)) = 0+n = n = dim(V).

Ejemplo 1.1. Se consideran las transformaciones lineales 61, 02,03 de R™ a R definidas por
0i(x1, 29, 3) = x; parai=1,2,3.

(R3)* = {f :R® = R; fes una transformacion lmeal}

{f :R* = R; f(x1, 29, 23) = axy + bwy + cas con a,b,c € R}
{f:R3—>R;f:a51+b(52+C(53 cona,b,cER}

= < 01,090,053 >

Sea E = {ey, e, 3} la base canénica de R3. Las funciones del ejemplo anterior cumplen
la condicién d;(ej) = 6;; (donde 6;; es la funcién delta de Kronecker, definida por §;; = 1
sii=jyd,;=0sii#j). Enlo que sigue, fijada una base de cualquier espacio vectorial
V' de dimensién finita, vamos a ver como encontrar una base de V* que cumpla esta propiedad.

Proposicién 1.1. 3 Sea V un K -espacio vectorial de dimensidnn, y sea B = {vy, vy, ,v,}
una base de V. Existe una tunica base B* = {p1,- -+ ,pn} de V* tal que

(0;) 1, sii=j
i\Vj) =

PR T N0, s
B* se llama la base dual de B.

Demostracion. Para cada 1 <17 < n, sea ¢; : V — K la transformacién lineal definida en la
base {vy, -+ ,v,} por:

1, sii=j
%’(Uj) = {

0, sii#y
Como dim(V*) = n, para ver que @1, -+ ,p, € V* forman una base para V* basta
verificar que son linealmente independientes. Sean aq,--- ,a, € K tales que

a1@1+"'+a’n§0n20~

3Vea la prueba en [4, pagina 96]
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Evaluando en v;, resulta que 0 = ay¢1(vy) + - - - + a;0;(v;) + anpn(vy) = a; parai=1,--- n.
En consecuencia, B* = {y1,- -+, p,} verifica las condiciones requeridas.
Supongamos que {@1,- -, P, } sea otra base que satisface las mismas condiciones. Enton-

ces, para cada 1 <7 < n, se tiene que
a) @i(vj) =0= QDZ'(U]‘) sil<j<n,j 7& 7.
b) @i(vi) =1 = pi(v;) =1,

es decir, ¢; v ¢; son dos transformaciones lineales que coinciden sobre una base. En
consecuencia, @; = ¢; para cada 1 <17 < n. O

Ejemplo 1.2.

» El ejemplo (1.1) muestra que la base dual de la base candnica de R3 es
E* ={61,02,03}, donde 6;(x1,x9,23) = x; para i =1,2,3.

» Sea V = R% Consideremos la base B = {(1,1),(1,—1)}. Si B* = {¢1,p2} es la base
dual de B, entonces debe cumplir

v1(1,1) =1
p(1,-1) =0

wa(1,1) =0
902(1a_1) =1

Puesto que para cada (z,y) € R? vale

(ey) =2y + Y0
2 2
x4+ xr—
resulta que p1(x,y) = 5 Y Yy pa(z,y) = 9 <

St B es una base de un K-espacio vectorial V' de dimension finita y B* es una base
dual, es posible calcular facilmente las coordenadas de un elemento de V' en la base B
utilizando la base B*. Reciprocamente, utilizando la base B, es facil obtener las coor-
denadas en la base B* de un elemento de V.



1. Preliminares 6

Nota. Sea B = {vy, -+ ,v,} una base de V y sea B* = {1, -+ ,pn} su base dual.

a. Dadov € V', podemos escribir v = Z? a;v; con o € K. Entonces, para cadal < 7 <mn,

@;i(v) = ¥ (Z ai”i) = Zozisoj(vi) = qj.

Luego, (U>B = (QOI(U), T 7907L(U>>‘
b. Dada ¢ € V*, existen fB; € K tales que p = > Bip;. Entonces, para cada 1 < j <n,

p(v;) = (Z ﬁi%) (vj) = Zﬁi%(va’) = p;.

Luego, (¢)p = (p(v1),- -, ¢(vy)).

Proposicion 1.2. Sea T : R" — R™ una transformacion lineal y A la matriz de la transfor-
macion. Entonces T' es inyectiva si y solo si rango(A) = n, donde n es el nimero de columnas

de A.

1.3. Conceptos de Geometria Diferencial

Sea f:U C R — R. La derivada f’'(zo) de f en xy € U es el limite (cuando existe)

o) — 1 L0 1) = F(a0)

Lm 3 , xo+helU

Cuando f tiene derivadas en todos los puntos de un entorno V' de x(, podemos considerar la
derivada de f': V' — R en g, que se denomina la sequnda derivada f"(zq) de f en xg, y
asi sucesivamente. f es diferenciable en x si tiene derivadas continuas de todos los érdenes
en xg. [ es diferenciable en U si es diferenciable en todos los puntos de U.

Definicién 1.19. Sea F : U C R? — R. La derivada parcial de f con respecto a x en

0
(0,%0) € U, denotada por a—f(xo,yo), es, cuando existe la derivada en o de la funcion de
x

una variable: x — f(x,y0). Andlogamente, la derivada parcial con respecto a y en (zo,Yo),
0
—f(xo,yo), se define como la derivada en yo de y — f(xo,y). Cuando F tiene derivadas

dy
parciales en todos los puntos de un entorno V' de (xo, o), podemos considerar las derivadas
parciales sequndas en (xo,Yo):

Q(%) _ o 9 (g) 0 f

or \ox )  0x?’ 9z \ 9y :&ray’
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9 (of\_ &f o (ofy_&f
oy \0x ) Oy oz’ oy \oy ) Oy’

Y asi sucesivamente. [ es diferenciable en (xo,yo) si tiene derivadas parciales de todos los

ordenes en (xo,v0). [ es diferenciable en U si es diferenciable en todos los puntos de U.
Ahora estamos interesados en extender la nocion de diferenciabilidad al caso de aplica-

ciones F': U C R" — R™.

Decimos que F es diferenciable si sus componentes F; = y; o F' : U — R, donde

(Y1, ,Ym) son las coordenadas en R™, son funciones diferenciables.

Definicién 1.20. Un vector tangente a una aplicacion o : U C R — R™ enty € U es
el vector de R™

o (to) = (z1(to), -+, 2, (fo))-

Definicién 1.21. Sea F' : U C R" — R™ una aplicacion diferenciable. A cada p € U
asociamos una aplicacion lineal dF, : R" — R™ que se denomina el diferencial de F' en p y
se define como sigue. Sea o : (—e€,€) — U, una curva diferenciable tal que

a(0) =p,d/(0) = w, w € R". Por la regla de la cadena, la curva 5 : F oa(—e€ e) — R™
es también diferenciable. Entonces dF,(w) = '(0).

Definicién 1.22. La matriz de dF, : R" — R™ en las bases canonicas de R™ y R™, es
Ofi

Ly
p. Cuando n = m, esta matriz es cuadrada y su determinante se denomina el determinante
jacobiano; es habitual denotarlo por

ofi\ _ O(f1, -+, fn)
det <axj> 0z, 1)

decir, la matriz ( ) =1, ,m,j=1,---,n, se llama la matriz jacobiana de F' en

Proposicion 1.3. *(La regla de la cadena para aplicaciones)

Sean F: U CR* — R™y G :V Cc R™ — R aplicaciones diferenciables, donde U
y V son conjuntos abiertos tales que F(U) C V. Entonces Go F': U — R* es una
aplicacién diferenciable, y

d(G o F), = dGp) o dF,, peU.

Definicién 1.23. Un difeomorfismo es un homeomorfismo diferenciable con inversa di-
ferenciable. Como tal un difeomorfismo es una aplicacion que posee aplicacion inversa, por
supuesto estas dos aplicaciones son diferenciables.

Uno de los teoremas mas importantes del calculo diferencial es el denominado teorema
de la funcién inversa, el cual, con la presente notacion, dice lo siguiente. (Recuerde que una
aplicacién lineal A es un isomorfismo si la matriz de A es invertible.)

4Vea la prueba en [1, pagina 129)



1. Preliminares 8

Teorema 1.3. ° (Teorema de la funcién inversa). Sea F : U C R” — R"™ una aplicacion
diferenciable y supongase que en p € U el diferencial dF, : R" — R" es un isomorfismo.
Entonces existe un entorno V de p en U y un entorno W de F(p) en R™ tal que F: V — W
tiene una inversa diferenciable F~1 : W — V.

Definicién 1.24. Un subconjunto S C R3 es una superficie reqular si, para cada p € S,
existe un entorno V en R3 y una aplicacion ¢ : U — V NS de un subconjunto abierto U de
R? sobre VNS C R? tal que (Fig. (1.1))

1. x es diferenciable. Esto significa que si escribimos
CB(U,U) = (:L“(u, v)vy(uav>’z(u7 'U))v (u, U) ey,

las funciones z(u,v),y(u,v), z(u,v) tienen derivadas parciales continuas de todos los
ordenes de U.

2. x es un homeomorfismo. Como x es continua por la condicion 1, esto significa que T
admite una inversa £ ' : VNS — U que es continua; es decir, ' es la restriccion
de la funcién continua F : W C R® — R? definida sobre un conjunto abierto W que
contiene a V N S.

3. Condicién de reqularidad. Para cada q € U, el diferencial dz, : R* — R? es inyectiva.

>y (u,v)

I1(z(u,v)
1

Figura 1.1. Superficie regular S C R3.

La aplicacion x se denomina una parametrizacion o un sistema local de coordenadas en
(un entorno de) p. El entorno V NS se denomina un entorno coordenado.

®Vea la prueba en [12, pgina 33-34]
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Para dar de una manera més familiar la condicién 3, calculemos la matriz de la aplicacién
lineal dx, en las bases canénicas e; = (1,0),ea = (0,1) de R? de coordenadas (u,v) y
fi=1(1,0,0), fo = (0,1,0), f3 = (0,0,1) de R3, de coordenadas (x, v, z).

Sea q = (ug, vp). El vector e; es tangente a la curva u — (u,vy) cuya imagen a través de
x es la curva

u — (z(u,vo), y(u,vo), 2(u, vy)).

Esta curva imagen (denominada la curva coordenada v = vy) esta contenida en Sy tiene

en x(q) el vector tangente

dxr Oy 0z\ 0Ox

ou' ou' ou)  ou’
donde las derivadas estan evaluadas en (ug, vg) y el vector se expresa por sus coordenadas en
la base {f1, f2, f3}. En virtud a la definicién de diferencial

oy (2 00 02\ _ox
NV TN\ 0w 0w ou) T ou’

De manera similar, utilizando la curva coordenada u = ug (la imagen por x de la curva

v — (ug,v)), obtenemos
d _ (Ox Oy 0z\ Ox
Xq(e2) = (a— v a_) = o

Asi, la matriz de la aplicacién lineal dx, en la base referida es

or 0s
ou Ov
dxq = @ %
ou Ov
0: 02
ou Ov

La condicién 3 de la definicién (1.24) puede expresarse ahora pidiendo que los dos vectores
columna de esta matriz sean linealmente independientes; o, equivalentes, que el producto

vectorial 2 @ # 0; o, todavia de otra forma, que uno de los menores de orden dos de
U v
matriz de dx,, es decir, uno de los determinantes jacobianos
Or Ox
d(x,y) | Ou Ov Ay, 2) I(z, z)
O(u,v) ay Oy ’ d(u,v)’ I(u,v)’
ou Ov

sea diferente de cero en q.
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Ejemplo 1.3. Demostremos que la esfera unitaria
§*={(wy,2) eR*: 2” +¢" 27 = 1}
es una superficie reqular. Primero verifiquemos que la aplicacion @ : U C R? — R3 dada por
zi(2,y) = (z,y, +V1— (22 +y?)), (z,y) €U,
donde, R? = {(z,y,2) € R?: 2 =0} y U = {(z,y) € R? : 22+y* < 1} es una parametrizacion
de S%. Obsérvese que x,(U) es el subconjunto abierto de S* por encima del plano zy.
Ya que 2° +y* < 1, la funcidn ++/1 — (22 + y?2) tiene derivadas parciales continuas de

todos los ordenes. Por tanto, x, es diferenciable y se cumple la condicion 1.
La condicion 3 se verifica inmediatamente, ya que si expresamos a

x1(u,v) = (x(u,v) = u,y(u,v) = v, 2(u,v) = +/1 — (u? + v?))

entonces A(x(u,v))  d(z(u,v))
0wo) | o) dmwv) | 1° 1
ou ov

Para comprobar la condicion 2, observamos que x; es inyectiva y que x " es la restriccion
de la proyeccion (continua) m(z,y,z) = (x,y) sobre el conjunto x,(U). Por tanto, x;' es
continua en x(U).

| /
—‘_A

s
-

Figura 1.2. Las parametrizaciones x; cubren la esfera S%.



1. Preliminares 11

Ahora recubriremos totalmente la esfera con parametrizaciones similares, de la manera
siguiente. Definimos @, : U C R? — R3 mediante

oy (z,y) = (v,y, —/1— (22 + y?)), (z,y) €U,

se comprueba que Ty es una parametrizacion y obsérvese que , (U)Umy(U) recubre S* excepto
el ecuador
{(z,y,2) e R 2* +y* = 1,2 = 0}.

Entonces, utilizando los planos xz y zy, definimos las parametrizaciones
w3(z, 2) = (2, +v/1 — (22 + 22), 2),

xy(x,2) = (x,—/1 — (22 4 22), 2),
2135(y,Z> = (+ 1 - (y2 + 22),3/,2),
%(y,Z) = <_ 1 - (y2 + ’22)72/7'2)7

las cuales, junto con T y @, cubren a S* completamente (Fig. (1.2)), demostrando que S*
es una superficie reqular.

Proposicién 1.4. ¢ (Cambio de pardametros.) Sea p un punto de una superficie reqular
S,ysean v : U CR?> — S, yy : V C R2 — S dos parametrizaciones de S tal que
pex(U)Ny(V)=W. Entonces el cambio de coordenadas

h=xzloy: y!(W) — xY(W) es un difeomorfismo; es decir, h es diferenciable y
tiene una inversa diferenciable.

Teorema 1.4. " (Teorema de Cambio de variable.) Suponga que g : [a,b] — R es una
funcion continua en |a,b|, derivable en (a,b) y con derivada continua, y que f: R — R es

una funcion continua. Entonces
9(b) b )
| i [ ey
g9(a) a

En efecto, si F' es una primitiva de f en [g(a), g(b)], se tiene que

g(b

)
f=F(g() — F(g(a)).

g(a)

6Vea la prueba en [1, pagina 71-72]
"Vea la prueba en [12, pgina 62]



Capitulo 2

Formas Diferenciales en R"

El objetivo de este capitulo es establecer, de forma precisa y completa, los conceptos del
calculo vectorial. Es posible incluir todos estos conceptos en una unica teoria, la de formas
diferenciales, la cual forma la base no sélo para estos sino para la comprension de la geometria
diferencial moderna.

Definicién 2.1. Para p € R", el espacio tangente en p es el conjunto

R} = {(p,u) : u € R"}

(p,u)

Figura 2.1. El espacio tangente puede verse como el espacio de n-vectores cuyo punto inicial
esta ubicado en el punto p.

12
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Es decir, R} es una copia del espacio euclideano R", con base en el punto p. Podemos
entender el espacio tangente como el espacio de n-vectores cuyo punto incial, en lugar de estar
ubicado en el origen, estd ubicado en el punto p, como en la Figura (2.1). Si (p,u) € R}, 1o
denotaremos simplemente como .

Proposicion 2.1. El espacio tangente R} es un espacio vectorial con las operaciones
up+vp = (ut0)y, av,=(aw)y,
n
con uy,v, € R}y a € R.

./ n / n . .
Demostracion. Sean uy, v,,w, € R} (nétese que R™ es un espacio vectorial) y «, 8 € R.
Procederemos a mostrar que R} es un espacio vectorial a partir de la definicién:

1. up,+v, = (u+v),=(p,u+wv), como u,v € R, entonces u + v € R". Asi,

up +vp = (u+v),=(p,utv) ER}.

2. up+v, = (u+v), = (pu+v)=(p,v+u) ya que u,v € R". Asi,

up, + v, =(u+v), = (p,ut+v)=(p,v+u) = (v+u),=uv,~+u,.

3. (up+v,) +wy, = (u+v),+w, =((ut+v)+w), = (p,(u+v)+w)=((pPu+(v+w))
ya que u,v,w € R™. Asi,

(up +vp) +wp, = (u+0),+w,=((utv)+w),
P, (u+v) +w) = (pu+ (v+w) = (pu) + (p,v+w) =up + (v, + wy).

4. Como R™ es espacio vectorial, entonces existe 0 € R", tal que Yu € R", 0 + u = u,
entonces
up, = (p,u) = (p,04+u) = (0+u), =0, + up,

asi, existe 0, € R} tal que Vu, € R}, u, = 0, + up.

5. Para u € R", existe (—u) € R™ tal que u + (—u) = 0. Asi,
0, = (p,0) = (p,u+ (—u)) = up + (—u)p.

6. a(u,) = (au), = (p,au), como u € R™ y R"™ es espacio vectorial, entonces au € R™.
Por lo que,
o(uy) = (p, ) € RY.

7. afup +vp) = alu+v)p = (a(u+v)), = (au+ av), = (au), + (aw), = au, + avy.
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8. (a+ Bu, = ((a + Bu)p, = (au + fu), = (au), + (Bu), = au, + Lu,.
9. a(Buy) = a(Bu), = (a(Bu)), = ((aB)u), = (aB)u,.
10. Sea 1 € R, entonces 1u, = (1u), = (u),.

Por tanto, como se satisfacen las diez condiciones, R} es un espacio vectorial.
m

Nota. Una manera mas conceptual de entender este resultado es notar que existe una biyec-
cion R" = R}, (p,u) — w a través de la cual puede transferirse la estructura de R-espacio
vectorial de R"™ hacia R}.

Ademas, R} posee el producto escalar
Up - Vp = U -,
donde el producto de la derecha es el producto escalar estandar en R™.

Definicién 2.2. Fl fibrado tangente de R", denotado por TR"™, es la union disjunta de
los espacios tangentes en cada punto de R™, es decir

n
U=
peRn

Definicién 2.3. Un campo vectorial es una funcion F : R™ — TR" tal que, para cada
peR”,
F(p) € R}

En otras palabras, el campo vectorial F' asigna en cada punto p un vector con inicio en p.

2

-3 —2 -1 0 1 2 3

2

Figura 2.2. El campo vectorial F(z,y) = (—y, x).
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Ejemplo 2.1. Representaremos graficamente el campo vectorial
F: R — R?
(x,y) — lWLx,y) ::(__y’x)

Para representar este campo vectorial se evaluardn algunos puntos (z,y) en la funcion F(zx,y),
como por F(1,1) = (-1,1), F(-1,1) = (—-1,-1), F(—-1,-1) = (1,—-1) y F(1,—1) = (1,1).
Luego tomamos, el primer vector resultante (—1,1) y se grafica teniendo como punto ini-
cial a (1,1). Aplicando sucesivamente este procedimiento con los otros vectores se obtiene la
representacion grdfica del campo vectorial que se muestra en la Figura (2.2).

Si F;G : R — TR"™ son campos vectoriales, entonces podemos definir las siguientes
operaciones:

. (F+G)(p) = F(p) + G(p);

. (aF)(p) = aF(p);

3. Si f:R* — R, (fF)(p) = f(p)F(p);
4. (F-G)(p) = F(p) - G(p).

Si eq,€e2,- -+, €, es la base candnica en R", esta induce una base candnica para R} en cada
p € R™ a saber

N =

(61)p7(62)p7"' a(en)P'

Es decir, simplemente ubicamos el punto inicial de cada e; en el punto p (Fig. (2.3)).
Si F: R" — TR" es un campo vectorial, entonces podemos escribirlo en la forma

F(p) = Fi(p)(er)p + Fa(p)(ea)p + - - + Fulp)(en)y,

donde las funciones F; : R” — R son llamadas funciones componentes de F. Decimos
que el campo I es diferenciable si cada componente F; es diferenciable.

Para cada p € R", consideremos el espacio dual de R}
(R7)* = {¢: R} — R; ¢ es lineal } .

Es decir, es el espacio de las transformaciones lineales de R a R.
Recordemos que, al ser R} un espacio de dimension finita, se tiene la siguiente propiedad:

Proposicién 2.2. (R})* es un espacio vectorial de dimension n.



2. Formas Diferenciales en R" 16

(e2)p A

€2 P
(e1)p

€1

Figura 2.3. Para los (e;), ubicamos el punto inicial de e; en el punto p.

De manera explicita, toda base {(v1)p, (v2)p, -+, (Un)p} de R} induce una base de (R})*,
llamada la base dual, denotada por (01),, (V2)p, - - , (Vn)p, definida de la forma
1, si i=j
(0)p((v5)p) =
0, si 1#7
La base dual inducida por la base candnica (€1),, (€2)p, - - - , (en)p se le llama base dual canéni-

ca y se denota por
(dml)p? (de)pv T (dxn)p'

A cada una de las transformaciones (dz;), se les llama diferenciales elementales en p.
Note que (d;),(v,) = vs, es decir, (dz;), sélo toma la coordenada i del vector v, € R?.

En el caso de R, considere v, = wi(e1), + va(e2)p, + vs(es)p, y la base dual canénica
{(dx1),, (dxa),, (dxs),}. Asi,

(dr1)p(vp) = (dz1)p(vi(er), + va(e2), + vs(es)y)
vi(dz1)p((e1)p) + valdrr)p((e2)p) + v3(drr)y((es)p)
Ul(l) + U2(O> + ’U3<O)

= ’Ul

De igual forma para (dzs), vy (dzs3),. Mostramos, entonces, que (dz;), refleja la coordenada
i-ésima del vector v,.
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Definicioén 2.4. El fibrado cotangente de R}, denotado por T*R", es la union disjunta
Upern (RY)".

Definicién 2.5. Una 1-forma diferencial en R" es una funcion w : R® — T*R™ tal que,
para cada p € R,

w(p) € (Ry)".

Para cada p € R™ podemos escribir

w(p) = wi(p)(dz1)y + wa(p)(daa)y + - + wa(p)(dy),.

A las funciones w; : R” — R se les llama funciones componentes de w. Solemos escribir,
simplemente,
n n
w = sz‘(d%‘)p 60 w= Zwi dx;.
i=1 i=1

Observacion 1. Haremos un paréntesis en nuestro estudio de formas diferenciales para es-
tudiar su relacion con los campos vectoriales en R™. Primero, haremos una breve discusion
sobre productos internos y el espacio dual.

Sea V' un espacio vectorial real de dimension finita, digamos dimV = n < oo, y V* su
espacio dual. Si'V tiene producto interno (), éste induce un isomorfismo natural entre V' y
V*, u— ¢, donde

du(v) = (u,v).

En R™, con el producto punto estandar como producto interno, este isomorfismo estd dado
por e; — dx;, como lo habiamos discutido antes. Entonces, este isomorfismo induce un
isomorfismo natural entre campos vectoriales y 1-formas diferenciales, definido de la siguiente
forma. Si

F:R" — TR",

es un campo vectorial, entonces definimos la 1-forma diferencial wr dada por
wr(p)(vp) = F(p) - v.

Explicitamente, si F' estd dado por

F(p) = Fi(p)(e1)p + Fa(p)(ex)p + - + Fu(p)(en)p,

entonces
wr(p) = Fi(p)(dz1), + Fa(p)(dze), + -+ - + Fu(p)(dan)p.

Revisemos algunas definiciones interesantes en ]Rf;.
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Definicién 2.6. Sea ¢ : R]?; X ]R;; — R. Decimos que ¢ es bilineal si es lineal en cada
coordenada. Es decir, para u,, vy, W, € Rf; ya,B eR,

o(a up + By, wp) = gp(up, wp) + 3 ‘P(Upa wp)>

(Up, vy, + Bwp) = Uy, vp) + B @(up, wp).

Ejemplo 2.2. (Producto punto)
El ejemplo mds natural de una forma bilineal es la inducida por el producto punto en Rf;,
dada por

o(up,vp) = u-v.

En efecto, para u,, vy, w, € Rz y o, € R se tiene

(p(ozup + Bup, wp)

= Ong(le, wp) + ﬁQO("Up, wp)

Se satisface la primera condicion de la definicion anterior. La seqgunda se desarrolla similar.
Por tanto concluimos que el producto punto sobre Rg es bilineal.

Definicién 2.7. Decimos que la forma bilineal ¢ es alternante si, para cada u,, v, € Rf;,
P(up, vp) = — p(vp, up).

Podemos notar que, ¢ es alternante si y sélo si ¢(u,, u,) = 0 para todo u, € Rf;.
En efecto, si ¢ es alternante, entonces

_90<up7 Up)
=0

Ahora, partamos de p(u, + v,, u, + v,) = 0:

0 = ©(uy + vy, up +vp) = @(ty, up + vp) + ©(Vp, Uy + vp)

0 = QO(UW Up) + QO(UW Up) + ‘P(Up, up) + gO(Up, Up)
0 = 0+ o(up,vp) + ¢(vp, up) +0
gp(up, Up) = _SO(UIH Up)-

Al conjunto de formas bilineales y alternantes en R? lo denotaremos por A*(R3).
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Definicién 2.8. Si 1, s € (R]?;)*, definimos el producto cuna de p; y s como

p1 A @2(“}77 UP) = det (zigzig ZZ;EZ§>

Ejemplo 2.3. Sean @1 = 2dxy — 3dxs y o = dry1+ drgy yu = (ug,us, uz) y v = (v, 9, v3).
Entonces p1 A @y esta dado por

st = 0 (G0 20)

= p1(u) p2(v) = p1(v) P2(u)

= [(2dzy — 3dxs)(u)] [(dzy + dxs)(v)] — [(2dxy — 3dxs)(v)] [(dxy + dxo)(u)]

= [2dzi(u) — 3dza(u)] [dr(v) + dza(v)] — [2dx1(v) — 3dza(v)] [dy(u) + dag(u)]
= (2u; —3us)(vy +v2) — (2v1 — 3va)(uy + uz)

= 2uU1v1+2U1 V9 —3UaV] — 33UV — 22U V1 — 2Ua V1 + 3Up Vg + 3Ug Vo

= buj vy — Dug vy.
Proposiciéon 2.3. Sean @1, s € (Rﬁ)*. Entonces
1. @1 A gy es bilineal y alternante.
2. 1 Npa = —(p2 A ).
8. (dxy)p A (daa)p, (dxy)p A (das)y, (da), A (dxs), forman una base para A*(R3).

Demostracion.

1. Alternancia

ot = o (200 200)
(

= p1(u) p2(v) = p1(v) p2(u)
= —(p1(v) pa(u) — p1(u) p2(v))

Bilinealidad ( Bu,) (w,) (u,) + B 1 (v,) (w,)
B wrau, + pvy)  pr(wp)) api(up) + P e1(vp)  p1{wy
(p1/A\p2)(aup+Buy, wy) = det (gpQ(aup + puy) 902(1013)) = det <a wa(uy) + B a(vy) 902(wp))

~ det Ka P1(up) + B o1 (vp) 2@1(%)) _ (0 sol(wp))}

a pa(up) + B pa(vy)  202(wp) 0 w2(wp)
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De la misma forma se desarrolla

20
Bo1(vp) 201 (wy) —de 0 ¢1(wp)
Ba(uy) 2¢2<wp>) ‘“(o wz(wp))
o1 (wp Boi(vy) wr(wy)\ |
o)) T\ B a(y) w(wp)ﬂ 0

(1 A p2)(up, av, + Bwy,) = (w1 A p2)(up, vp) + Bp1 A p2) (U, wy)

Por tanto se concluye que el producto cuna es bilineal.

2. Partamos de:

(1 A p2)(up, vp)

det (901(%) <P1(Up))

pa(up)  pa(vp)
p1(up)pa(vy) — p1(vp)palup)
—(pa(up)p1(vp) — palvp)p1(uy))

e (5 20)

—(p2 A 1) (up, vp)

3. Para demostrar que (dz1), A (dxa)p, (dx1), A (dzs), v (dza), A (dxs), forman una ba-
se, debemos mostrar que forman un conjunto linealmente independiente y generan el
espacio A%(R3). Denotaremos (dz;), A (di;), por (da; A d;),p.

Definamos

QZS = (1 (dl’l VAN dCL’Q)p + Oég(dl‘l N dlL‘g)p + O[g(dl’g VAN dCL’g)p

y supongamos que ¢ = 0. Debemos mostrar entonces que a; = ap = a3 = 0.

Note el comportamiento de los elementos (dz; A dz;),:

_ ’(dxl)p((el)p) (dz1)p((e2)p) _ ’1 0' —1
(dza)p((er)p) (dwa)p((e2)p)| [0 1

_ ‘(dx1>p((e2>p> (dz1)p((e3)p) _ ’0 0' -0
(dz2)p((€2)p) (dz2)p((e3)) 0 1
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(dy A ds)y((e2)pn (e3)y) = |

Asi,

(o Aday (e () = ) gf =0, (o Adaa(lenh ) = g ] =1

(daa Aday (e ea)y) = )] =0

(dos Adsyl(eylex)) = |y g =00 (A Adsa (el (ean) = fo ) =0

(dor Aday (e () =y §] =1

Note también que

—
I
=
—
>
IS
8
N
~—
bS]
—~
~—~
Q
N
~—
bS]
—~
Cb
—
~—
S
~
I
—_
e =
|
—_
—
I
&
[\
>
U
8
w
~
bS]
—~
—~
CB
w
~
N
—~
D
N
~—
S
~—
I
—_
e =
I
|
—_

Por lo que, si i # j

(i (el () = den (g (E0) HGPED) & g i =

0, otro caso.

De aqui que

d((e1)p (€2)p)

= ay [(dzy N da)p((e1)p, (€2)p)]+a [(dy A ds)y((€1)p, (€2)p)]+as [(daa A das)p((e1)p, (e2)p)]
— an(1) + as(0) + a5 (0) = a,

d((e2)p (€3)p)

= ay [(dzy A dwz)p((e2)p, (€3)p)]+0 [(dy A das)y((e2)p, (e3)p)]+as [(doa A das)p((e2)p, (e3)p)]

= 041(0) + 062(1) + Oé3<0) = O,
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¢((€l)p> (63)1?)
= oy [(dzy A dza),((e1)p, (€3)p)]+aa [(dzy A dxs)y((e1)p, (€3)p)]+as [(drg A das)p((€1)p, (€3)p)]
= a1(0) + a2(0) + a3(1) = as.

Por lo tanto, como ¢ = 0, se sigue que ag = ay = a3 = 0. Asi, {(dz; Adz;),} es un
conjunto linealmente independiente.

Ahora demostraremos que {(dx; A dz;),} generan al espacio A*(R?). Sea ¢ € A*(R?).
Entonces
3

p(Tp, Yp) = ¢ <Z i(€:)p, Z Z/z'(ej)p) = Z Z i Yj o((ei)p; (€5)p); @ €s lineal.

i=1 j=1

Pl y) = Y (wy— x5 u) e((e)y (¢)y)

= (21 1n — 22 )P((e1)ps (€2)p) + (21 45 — 5 Y1) e((e1)ps (€5)y)
+ (22 ys— 73 y2)p((ea)y (e5),)

Finalmente, note que
i Yy — 25y = (dwi)p () (dg)p(yp) = (divj)p(2p) (de)p(yp) = (dxy A dwo)p(2p, yp)-
por 1o que si ay = 9((e1)y, (€2)p); @2 = @((e1)ps (es)y), a5 = P((e2)y (€5),) entonces
o = aq(dzy A dzy), + as(dey A des), + as(deg A dzs),,.
O

Ahora, generalizaremos la nocién de forma diferencial en R™. Antes definiremos algunos
conceptos ttiles para esta generalizacion.

Definicion 2.9. Decimos que la funcion T : R} x R} x -+« x R} — R, es multilineal si

k
es lineal en cada coordenada, es decir
T(Ul,U27"' ’Oévi_i_/@u?... ,Un) :OCT(/U17’U2,"' , Ui R 7Uk>+/8T(U17U2,"' , u y 7Uk>

i i i
para cada t,) = 1,2,--- k. Decimos que la funcion multilineal T es alternante si
T(Ula"' y Uiy s o n 3 Ugy e 7vk> :_T(Ula"' y Uj 5ty Uy, 7/016)7
~~~ —~
i j

para cada i,j =1,2,--- k.1 # j.
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Denotemos R x R} X -+ x R} por (Rg)k. Las propiedades de las funciones alternantes

-~

k
estan enumeradas en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.4. Si T : (RZ)’“ — R es alternante, entonces
1. Para o € Sy,
T (Vo(1): Vo(2), s Vo)) = sgn(o) T'(vi, vz, - -+, vg),
donde Sy es el grupo simétrico de k objetos y

1, St 0 es par,
sgn(o) =
—1, si0 esimpar.

2. T(Ulf" y Uiy o e 5 Uy s 7Uk) =0
3. Si los vectores vy, - -+ , v son linealmente dependientes,

T(vy, -+ ,v,) = 0.

Demostracion.

1. Suponga primero que, o € Sy es par, es decir, es el producto de un nimero par d
de transposiciones, entonces al ordenar de manera creciente los subindices de los v, es
como que hagamos d-veces la permutacion o, de esta manera hacemos d-cambios en los
v, luego el signo de T es (—1)¢, i.e, es positiva. Aplicamos el mismo razonamiento para
cuando o es impar, lo cual implica que T" tendrfa signo (—1)¢ (negativo), con d impar,
al ordenar de manera creciente los subindices.

2. Como T es alternante

T<Ula"' y Uiy o n 3 Uy m 7Uk:) - _T(Ub'” y Uiy o v Uy s 7Uk)
2T(U1,"' y Uiy st 3 Uy st 7Uk> =0
T(U:l?“‘ 7,07;"“ 7’U7;"“ 7/Uk?) :0
3. Si vy, -+, v, son vectores linealmente dependientes, entonces podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que existen as,--- ,a,r € R tales que

k
V1 = E 5 Uy
=2

Tenemos entonces que, por la linealidad de 7' en la primer variable,
k

k
T(vi,vg, - ,v5) = T(Z Q; Vi, L Ug) = Zai T(v;,ve,- -+ ,vg) = 0; porprop.(2.4) 2)
i=2

1=2
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]

Al conjunto de funciones multilineales alternantes en (R7')* lo denotaremos por A*(R?).

Proposicion 2.5. El conjunto de funciones multilineales alternantes Ak(R;}) €s UN espacio
vectorial, con suma y multiplicacion escalar puntuales.

En el caso k =1, AY(R}) = (R?)*, el espacio dual de R?.

Observacion 2. La tercera parte de la proposicion (2.4) implica que A*(R?) = {0} si k > n,
ya que cualquier funcion de Ak(RZ), al ser evaluada en cualquier conjunto de k wvectores,
en un espacio de dimension n, serd idénticamente cero, pues el conjunto de k vectores es
linealmente dependiente.

Definicién 2.10. Sean 1, ¢2,- -+, € (R})*. Definimos el producto exterior o pro-
ducto cuna de 1, ps,- -+, como la transformacion dada por
©1 N2 A A pg(vr,ve, - -+ v,) = det(pi(vj)). (2.1)

Las propiedades basica del determinante permiten garantizar que la transformaciéon dada
por (2.1) es, de hecho, multilineal y alternante.
A continuacién, demostraremos que los productos exteriores de elementos de la base dual de
R} forman una base para el espacio de funciones multilineales y alternantes por medio de la
siguiente proposicion.

Proposicién 2.6. El conjunto
{(dzgy N+ Ndwy,)p, i1 <idg < -+ <1y, i; € {1,---,n}}
es una base para A*(R7).

Este resultado es un caso particular del siguiente teorema, el cual procederemos a demos-
trarlo.

Teorema 2.1. Sea V' un espacio vectorial, dimension n < oo. Sea B = {vy,va, -+ ,v,}
una base para 'V y {v1,0a, -+ ,0,} la base dual de B para el espacio dual V*. Entonces los
productos

Uil/\UiQ/\"'/\’Uz‘k,

con 1 <iy <iy <---<ip <n, forman una base para A*(V), 1 <k < n.

Para simplificar la notacién, denotaremos un multiindice (iy, s, ,i;) como I; asi, |I|
representa su longitud (en este caso |/| = k). Decimos que un multiindice I = (iy,dq,- - - ,ix)
es creciente si 11 < 19 < + - < 1.

La lista (v, vy, - -+, v;,) serd denotada por vy, y

Procederemos ahora a la demostracién del teorema (2.1).
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Demostracion. Mostraremos primero que los productos vy, con I creciente, son linealmente
independiente. Suponemos entonces que

E Cl[i}\[:(),

I creciente

y demostraremos que todos los a; = 0.
Sea J un multiindice creciente. Entonces

Z ar 6] (Uj) = 0,

I creciente
pero

Z ar vy | (vj) = Z ar vr(v;) = ay

I creciente I creciente

por lo que a; = 0, como queriamos.

Ahora, sea ¢ € A¥(V), ug,ug, -+ ,u, € V,y evaluaremos
¢(U1,U2, e 7uk>‘
Primero, sean aZ e R i=1,2,---k, j=1,2,--- n, tales que
n
u; = alvj, i=12,--- k.
j=1
Entonces

n n n
_ E : J1 § : J2 § Jk
¢(U1,u2,--- auk) = ¢ ai Vs, ag Vg, ag” Vs,

Ji=1 J2=1 Jk=1

_ § Ji . J2 Jk
= ay Qg - - ay (Ujl,UjQ,"' 7Ujk)
J

=Y (T st ) oo

J creciente \o€S},

= Z det(a{l)i,z:Lz--- % O(v).

J creciente

Si definimos &; = ¢(vy), entonces

gb(ul, Ug, * - ,Uk) = Z gJ det(agl)u:l’g?... k-

J creciente
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~

Como cada al' = U;(u;), tenemos que

det<a’gl) = AJ(uh Ug, - -+ ,Uk).

o= Y &0y,

J creciente

Por lo tanto,

y concluimos que los ¥y, con I creciente, generan el espacio A*(V). ]

Corolario 2.1. La dimensién del espacio A*(V) es igual a
n
k Y

Corolario 2.2. Si vy, vy, -+ ,v, es una base paraV y ¢ € A¥(V), entonces

el coeficiente binomial de n en k.

Py, ug, -+ up,) = det(al) ¢plvy, va, -+, vy,),
siup =5 al vj.
Por el teorema (2.1), afirmamos que el conjunto
{(dxiy N+ Ndwxy,)p, 11 <l < -+ <y, 1; € {1,---,n}}

es una base para A*(R?).
Estamos listos para definir una forma diferencial en R™.

Definicién 2.11. Una k-forma exterior, o k-forma diferencial, en R"™, es una funcion

w: R" — U epn A"(R}), tal que, para cada p € R*, w(p) € A*(RY).

Es decir, para cadap € R"™, w(p) es una transformaciéon multilineal alternante en (RZ)"’,
donde R} es el espacio tangente en p.

Las formas diferenciales, en general, pueden estar definidas s6lo en un subconjunto abierto
U de R™. Cualquiera de las definiciones o propiedades estudiadas en el resto de este capitulo
son validas para formas definidas en subconjuntos abiertos de R".

Por el teorema (2.1), para cada p € R" y cada k-multiindice creciente I, existen w;(p)
tales que

wp) = S wilp) (dar)y,

I creciente

donde
(dxl)p = (dxil)p A (dxiz)P AREENAN (dmlk>p

Si las funciones wy : R® — R son diferenciables, entonces decimos que w es diferenciable.

A una funcién f : R” — R la llamaremos, por convencién, una 0-forma.
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Ejemplo 2.4. (Formas en R)
Las unicas formas diferenciales no triviales en el espacio unidimensional R, aparte de las
0-formas, son las 1-formas

wo dzx,

con wp : R — R.

Ejemplo 2.5. (Formas en R?)
En R2, las 1-formas diferenciales estdn dadas por

wldxl + LLQdIL‘Q,
con wi,ws funciones reales en R?, mientras las 2-formas diferenciales se escriben
CL)(]diL'l A dl’g,

o simplemente wodx dxy, 0 wodzdy, en notacion cldsica, donde wy es una funcion en R?. A
dxy A dxsy se le llama el elemento de drea en R?.

Ejemplo 2.6. (Formas en R3)
En el espacio R®, tenemos las 1-formas,

w1dr) + wedre + wadrs.
Las 2-formas se escriben comiunmente
widxoy N\ drs + wodxy N drs + wsdry A das.

Las 3-formas se escriben
(U()dl VAN dxg N dl’g.

En notacion cldsica, simplemente se suele escribir wodxdydz. dxy N\ dze A dxs es llamado el
elemento de volumen en R3.

Ejemplo 2.7. (Formas en R*)
En R*, las 1-formas estdn dadas por

wrdxy + wadxy + wadrs + wadry,
con w; funciones reales en R*. Las 2-formas por su parte
wi,dry A\ dry 4+ widxy A dxs + wi,dey A dey + we,drs A das + wa,dxs A day + ws,dzs A dzy,
con w;; funciones reales en R*. Las 3-formas
wiozdxy N dxo A dxs + wisadry A dag N dxy + wisadxy N dxg A day + wegadrs A das N dxy,

y las 4-formas
(JJ1234d{lf1 N dﬂfz N dQTg VAN d$4.
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De ahora en adelante, nos restringiremos a k-formas diferenciables y las llamaremos sim-
plemente por k-formas.

Las k-formas en R” forman un espacio vectorial bajo las operaciones suma y multiplicacion
puntuales. Es decir si w y 1 son k-formas, w = > wrdx; y n = > nrdx;, entonces su suma
esta dada por

w+n= Z(wl +nr)dxy,

mientras que la multiplicacién escalar esta dada simplemente por

Aw = Z Awrdxy.

Definicién 2.12. Siw es una k-forma, y n es una s-forma en R, w = > wrdxy,
n = > nsdxy, definimos el producto exterior w An como la (k + s)-forma

wAn = Z(wan)de/\de (2.2)
,J

donde la suma corre sobre todos los multiindices crecientes I de longitud k y todos los mul-
tiindices crecientes J de longitud s.

En la férmula (2.2), algunos, o todos, los productos dz; A dz; pueden ser iguales a 0,
lo cual depende de la longitud de I y de J, y si [ y J tienen indices comunes. Al producto
exterior también se le conoce cominmente como el producto cuna.

Ejemplo 2.8. Consideremos las formas w, yn en R® dadas por
w=zdr+ydy+zdz y n=xdrNdy+ydxANdz,
y vamos a calcular la 3-forma w A n. Entonces

wAn = xzdx(zdeANdy)+zde(y de Adz) +y dy(z de A dy)
+ ydy(y dx Ndz) + z dz(x de N dy) + z dz(y dx A\ dz)
= 2*de ANde ANdy +xyde ANde ANdz+yx dy Adx Ady
+ yrdyANde ANdz+zxdzANdx ANdy + zy dz Adx A dz

De los términos anteriores, solo dos no son iquales a cero por la alternancia, estos son
y? dy ANdx Ndz, vz dz A dx A dy. Tenemos, por tanto, que

wAn = yrdyndx Ndz+xzdz ANdr Ady
= —y*deANdyNdz — (—vzde Ady A dz)
= (vz—y*)dz Ndy Adz
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Algunas de las propiedades del producto exterior estan enumeradas en la siguiente pro-
posicion.

Proposicién 2.7. Sean w una k-forma, n una s-forma y v una p-forma en R™. Entonces

1.

wA (MAP) = (wAn) A;

2. wAn=(=1)*nAw;y

3. 8s=p,wAn+¢Y)=wAn+wA.

Demostracion. Sean

w=Y widry, n=> nydr;, =1 tx drg.

Para multiindices crecientes I, J y K.

1.

wAnAY) = (Zwl dSUI) A [(Zm de) A (ZW dﬂ?K)]
= (Z wr dxf) A (Z(m Vi) dry A dﬂCK)

= " lwrlny 1)) dg A (day A da)
- Z [(wmp)Yk] (dzr Adzy) A drk

= (wAn)AY
2. Solo es necesario verificar que esta propiedad se cumple en los productos dx; A dx ;.
Como dz; A dx; = —dz; N dx; para cualquier ¢, j.
der Ndxy = dxg Ndzg N--- Ndxg, ANdzj, ANdxj, N --- Ndxj,

= (=1)*dxj, Ndry A+ Adrg, Adxj, A--- Adzj; se conmuta k-veces.
= (=D)*dxj Ndzj, A--- ANdxj, Adzy, Ndrg, A--- Adpg,; se conmuta s-veces.
(—1)k8 d(L’J VAN d[E]

Dado que s = p, entonces la suma siguiente esta definida
N+ =Y (ns+y)dy,
asi,
wAn+v) = <Z wr dm) A (Z(m + @Dj)de)
= Zwl(m +1y) dx; A dxy;por def. producto exterior de formas.

= wr Ny +wrYy)dey ANdxy; wr,ny, Yy son funciones reales.
n

= <Z wr ny dxy A d:w) + (Z wr Yy dry A da:J> ; por def. suma de formas.
= wAn+wA1; por def. de producto de formas.
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Por lo tanto,
wWAM+Y)=wAn+wA.

]

Nota. La sequnda parte de la proposicion (2.7), implica que, si k es impar, y w es una
k-forma, entonces

wAw = (—1)*wAw

= (1) wAw; k esimpar.
Asi, wAw=0.

Sin embargo, si k es par, es posible que w A w no sea idénticamente cero, como lo muestra
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.9. Sea w la 2-forma en R* dada por
w = x1 dry AN dxy + x9 drs N dxy.
Tenemos entonces que

wAw = 2122 dry ANdxy Adrs ANdry + x1 x5 des A deg A dxy A dxs
= 21‘1 i) dl’l A dZL‘Q A dl‘g A d$4,

lo cual no es idénticamente cero en R*.

Una de las caracteristicas mas importantes de las formas diferenciales, es la manera en
que se comportan bajo funciones diferenciables, estudiaremos aqui el efecto de un cambio de
variable en una forma diferencial y para ello tenemos la siguiente definicién.

Definicién 2.13. Sean w una k-forma en R™ y f : R — R™ una funcion diferenciable,
donde f induce una funcion f* que toma k-formas en R™ y las lleva a k-formas de R™, es
decir f*w es la k-forma de R™ dada por

(f*w)p(vb Uy + v 7vk) = wf(P)(dfp(vl)ﬂ e 7dfp(vk))

vy, V2,0 € RY, y dfy, R — R?}p) la funcion diferencial de f en p.

n

con p € R7,

Si g es una 0-forma en R™, definimos simplemente f*g = go f.

Vamos a mostrar que la operacion f* en formas diferenciales es equivalente a la susti-
tucion de variables. Antes de eso, necesitamos algunas propiedades de f*. Las propiedades
elementales de f* se enumeran en la siguiente proposicién.
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Proposicién 2.8. Sea f: R* — R™ una funcion diferenciable, w y ¢ son k-formas en R™
y g:R™ — R una 0-forma en R™. Entonces

1. fflw+ ) = ffw+ frp.
2. f(gw) = f*(9)f*(w).
3. Si 1, ok son 1-formas en R™, f*(o1 A+ ANpr) = (1) A A f*(pr).

Demostracion. Sea p € R™ y sean (v1),,---, (v), € R}. Ademds sean w = ), wrdrr y
@ = > ;prdz, entonces:

1.
Pt @l i) = (S (wr +enlden) (dylvn), - dfylve))

+ s dfy(vr))]
+ dfp(vr))
dfp('vk))
= Z(wf)ﬂp)(dwz)p(dfp( 1), dfp(or)
+ D (o) den)y(dfy(vr), - dfy(0r))

— (SDwner), | (pton)oe )
)

+ (dexl £ (dfp(v1), -~ dfp(vr))

= ( *w>p(v1>"' 7vk) + (f*SD)p(Ul,"' , Uk)
(f*w+f*‘p)p(vl7"' ’Uk)

|
&
~
+
S
)
=
—
U
8
~
~—
=
=
S
iy
~—

+
—~
s M
~
=
= g
_ O~
—~ —
&‘\
K] =
S
—
=
S =
o~
S
;ﬁt
—
(4
S
v

2. Seaw, =Y (wr)pdry

frgw)p(vr, - k) = (gw) sy (dfp(vr), - - - dfp(vr)) (gzwld%r) (dfp(v1), - -~ dfp(vi))
f(®)

= (Q_(gwn)dz) ) (dfp(v1), - dfy(vr)

I

= Z(gwf)ﬂp)dffp(dfp(“l), - dfy(or))
_ ng(p p(dfy(v1), - - dfyp(vr))
= 9(f,) Z(wnﬂp (dfp(v1), - dfy (01))

1

= (9o fp(frwlp(vr,- - 0e) = ((F79)p - (Fw)p)vr, -+ s vx)
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3. Por conveniencia, omitimos el punto p y obtenemos

frlor A App) (v, vk) = (ot A A (df (1), -+ - df (vi))
= det(pi(df (vy)))
= det(f*pi(vr))
= (ffor Ao A o) (vr, 0 o).

Esto se cumple ya que las ¢; son 1-formas, ¢;(df (v;)) = (f*¢i)(v))
[

Ahora podemos presentar la interpretacion de f*, que actia como un cambio de coorde-
nadas.

Sean x = (z1, -+ ,%,) coordenadas en R" y y = (y1, - ,¥m) coordenadas en R™. Sea
f:R®™ — R™ escrito como
:fl(x17~.' 7xn)7"' 7ym:fm<x17... ’xn) (2‘3)

Definamos w = >, wydy; una k-forma en R™. Podemos utilizar la propiedad anterior de f*,
asi obtenemos

fw = f* (Z(wf)(dyz)>

1

= Zf*(w[dy[)
= Zf LLJ] dy]
- Zf D dye) A= A (fdys).

donde cada una de las 1-formas en el producto, evaluadas en un punto p, es igual a

[ (dyi)p(vp) = (dyi)f(p)(dfi)p(vf(lo)) = d(yi o f)p(vp) = (dfi)p(vp) ;vp € RZ
es decir, la derivada de la i-ésima componente de f en p, aplicada al vector (v,). Entonces,

podemos escribir f*(dy;) = df;.

Como w; : R™ — R es una 0-forma, entonces f*w; = w; o f asi,
frw=> (wro f)dfs, A--- Adf;,
I

si

y) = Zwl(yl>"' aym)dle /\/\dflk
I
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es una forma diferencial en R™, la forma f*w en R"™ esta dada por

f*CU(CE) - Zwl(fl(xly'” axn)a"' 7fm(x17"' 7xn))dfu A /\dfzk
I

donde f; y df; son funciones de x;, por lo tanto, aplicar f* a w es equivalente a sustituir en w
las variables y; y sus respectivos diferenciales por las funciones zy y dxj obtenidas de (2.3).

Nota. En diversas ocasiones, es conveniente usar formas diferenciales definidas sélo en un
conjunto abierto U C R™ y no en todo R".

Ejemplo 2.10. (Coordenadas Polares.) Sea w la 1-forma en R? — {0,0}, definida como

y T
w=— dz + dy.
22 a2y

Sea U el conjunto en el plano (r,0) dado por
U={r>0,0<6<2n}
definimos la funcion f: U — R?, dada por
f(r,0) = (rcost, rsend)
Sean x,y las coordenadas en R?, dadas por
x = f1(r,0) = rcosh, y = fs(r,8) = rsend

Si w es una forma diferencial en el plano de coordendas cartesianas (x,y), f*w es una
forma diferencial en coordenadas polares (r,0).
Vamos a calcular f*w. Tenemos que

frdx = df, = cosfdr — rsenfdf

frdy = dfy = senfdr + rcosfdf

Asi, obtenemos

. —rsenf ., rcos ,,
ffw = = frdx + 2 frdy
_ Zsend (cost — rsenfdf) + cos (senBdr — rcosfd)
r r

= df
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En la proposiciéon anterior afirmamos que la adiciéon de formas diferenciales conmuta con
sustitucién de variables. Ahora mostraremos que esto también es verdadero para el producto
exterior o producto cuna.

Proposicion 2.9. Sea f : R" — R™ una funcion diferenciable, entonces

1. St w yn son formas en R™, entonces
frwnn) = ffwn fo.
2. S1g:RP — R", yw es una forma en R™, entonces la forma (f o g)*w en RP satisface
(fog)w=g"(fw)
Demostracion.
1. Sean w =) ,wrdx;yn=>,ns dry, entonces
wAn= Zwlm dry Ndxy,

1,J

recordemos también, que se cumple para funciones reales f, g, h que
(fg)oh=(foh)(goh)y por tanto

Frlwonn = > (wms)o f)dfr Ndfs

1,J

= Y (wro f)nso fdfs Adfy

1,J

— <Z(w10f) dff) A (Z(WJOf) de>

I J
= ffonf
2. Usaremos el hecho d(f o g) = df(dg) en la prueba. Sea w = >, w; dx;. Entonces
(fog)wla) = (wro(fog))(a) (d(fog)r

I
Desarrollando la expresion de la izquierda

g (fwle) = g (Z(f*m f*(dwz)> (q)

I

= Zg*(wjof)(Q) 9" (df1)q
= Y ((wro f)og)(q) g°(df1),

I

= Z(wl o(fog))q) g"(dfr)s; por la asociatividad de la composicion.
I
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Ahora sélo falta mostrar que (d(f o g)1), = g*(dfr),, entonces

g (dfi)(v) = dfi(dg(v))
= d(z;o f)(dg(v))

Asi,

]

Ahora vamos a definir una operacién en formas diferenciales que generalice la diferencia-
cién de funciones.

Definicién 2.14. Sea g : R — R una 0-forma (es decir una funcion diferenciable). En-
tonces el diferencial

es una 1-forma.

Queremos generalizar este proceso para definir una operacién que tome k-formas y al
aplicar dicha operacién devuelva (k + 1)-formas.

Definicién 2.15. Sea w =), widx; una k-forma en R™. La diferencial exterior dw de w es
definida como

dw = Zdwl/\dxl
I

Ejemplo 2.11. Sea w = zyzdz + yzdy + (x + z)dz y vamos a calcular dw

dw = d(xyz) Ndr +d(yz) Ndy +d(x + 2) Ndz

_ Oyz) ,  O(wyz) ,  O(xyz)

= e dx + dy dy + P dz) Ndx
0yz) ,  Oyz) ,  Oyz)

+ 5 dx + oy dy + 5, dz) A dy
Iz + 2) Iz + z) Iz + z)

+ ( pe dx + By dy + P dz) A dz

= (yzdr + xzdy + xydz) A dx + (0dx + zdy + ydz) A dy + (dz + 0dy + dz) A dz
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= yzdx Ndr + xzdy A dr + vydz ANdx 4+ zdy N dy + ydz Ndy +de Ndz +dz N dz
= zzdy Ndz + xydz N dx + ydz N dy + dx N\ dz
= —xzdr Ndy — xydx Ndz — ydy ANdz + dx N\ dz

—zzdx Ndy + (1 — zy)dx AN dz — ydy N dz

Presentaremos algunas propiedades de el diferencial exterior. El literal (c) es quizés el
maés importante y el (d) muestra que la operacién d conmuta con sustitucién de variables.

Proposicion 2.10.

a) d(w+n) =dw+dn, donde w yn son k—formas.

b) dlw A ) =dwA o+ (=1)wAdyp), donde w es una k—forma y ¢ es una s—forma.
¢) d(dw) = d*(w) = 0.

d) d(f*w) = f*(dw), donde w es una k—forma en R™ y f : R" — R™ es una funcion
diferenciable.

Demostracion.
a) Sean w =Y ;wrdxr;, yn= ;1 dxy, asi,

wn =Y (wr+ny)dzy,
i

entonces,

d(w—i—n) == d((,U[—f—’I]])/\dl’]

i 7 8:751
Z (% d$[ + % dﬁ]) /\dI‘[]
7 (9.751 8.%[
Owr onr
; 6.751 daj]_‘_;al'] dlE]) /\dSE[]
Owr onr
;8_561 d.]?[) /\d$[‘|— (;a—xl dl‘[) /\dl‘[]
[ owr ony
2128_1:[ dlij) Adxy +ZI: (Zl:a_l‘[ dl’[) /\dle
d(wl)/\dl’[—i-Zd(?][)/\dl’]
I

(n)

-7 - - - - -

I
SH
~ N~
£
+
SH
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b) Sean w =), wrdr;, y o= ;¢ dxy, asi,

wAp= Z(wl wy) dxr Adxy,
IJ
entonces,
dlwNAy) = Zd(wlgoj) Ndxy Ndzy
1,J

= Z(@J dwr + wr d@J)/\d%]/\diL’J
1.7

= ZQOJd(JJ]/\dZL'[/\dIEJ—FZCU]ngJ/\dQZI/\dZEJ
,J
= dwNp+(— klZwldx]/\dng/\d:pJ
1,J

= dwAp+ (=) wAdyp).

¢) Vamos a suponer primero que w es una 0—forma, es decir, w es una funcién f : R" — R
que asocia cada (xy,--- ,z,) € R™ el valor de f(xy,---,z,) € R. Entonces

() B
= i (il 822£$j dajz A dl‘]) .

orf 0*f
(%ci 8:15]- N 8:15]- 8352

o2 f 0% f
d(df) = ; ( 5w on,  ox, 8@-) da; Adr; = 0.

Ya que y dx; AN dx; = —dz; A\ dz;, i@ # j, obtenemos que

Ahora, sea w = ), wy dz;. Por (a), podemos restringirnos al caso w = wy de; = wy Adz;
con wy # 0. Por (b), tenemos que

dw = d(wr AN dzy) = dwy A dx + wr A d(dxy).
Pero d(dx;) = d(1 Adxy) = d(1) Adx; = 0 Adxy = 0. Por lo tanto,
d(dw) = d(dw; A dzy) = d(dwr) A dxp + dwp A d(dzp) =0,

ya que d(dw) = 0y d(dz;) = 0, quedando probado (c).
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d) Probaremos el resultado primero para una O—forma. Sea ¢ : R™ — R una funcién
diferenciable que asocia a cada (y1,- -+ ,ym) € R™ el valor g(y1, -+, ym). Entonces

0 09 O
f(dg) = f (Za—id%) Zai &f;

= 20D b —ago gy = ais).

- €Ty
§ J

Ahora, sea ¢ =) ; ¢r dr; una k—forma. Usando lo anterior, y el hecho que f* conmuta
con el producto exterior, obtenemos

d(f*e) = (Zf or) d:m)

= Zd DA f(dxy) = Zf* der) A f*(dxr)
1

= f* (Zdw/\dm) = f*(dyp)

2.1. Resolucion de Ejercicios

Ejercicio 2.1. Sea v la n-forma en R"™ definida por
viep, - ,e,) =1,
donde {e;}, i =1,--- n, es la base candnica de R"™. Muestre que:
a. Stv; =Y a;jej, entonces
v(vy, -+, v,) = det(a;;).
(la forma v se llama el elemento de volumen de R")
b. v=dxy Ndxg N --- Ndz,.
Solucién.

a. Del corolario (2.2), se obtiene, para la base candnica {e;}, una forma v, y un conjuntos
de vectores v; = Y7 a;je; que
v(vy, - v,) = det(aij)vier, -, en)
= det(a;;)(1)
v(vy, -+ u,) = det(a;;)
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b. Considere v; =Y "

j—1 @i;e;5, entonces

v(vi, -+ ,vn) = det(ay,); por el literal anterior.

a1, Q2 Gy

_ | O1 a2 Qny
ay,, Qas, ”
dzri(vy) dzi(vy) dzyi(vy,)
dxo(v dxq(v dxa (v,

_ 2:( 1) 2:( 2) 2.( ) L dz(v) = a;,
dx,(v1) dz,(ve) dx,,(vy)

= dry Ndxg A Ndxp(vy,ve, -+, Uy)

Por lo que, v = dxi Ndxs N\ --- Ndzx,.

Ejercicio 2.2. Sea p € A*(R}). Pruebe que existe o € R tal que
© = a(dry A dxg A dxs),.
Solucion. Observemos primero que

+o(e, ea,e3), 1,7,k son diferentes
w(ei, €5, ex) =
0, de otra forma.

FEsto se sigue del hecho que ¢ es alternante. Sea
a = p(er, e, €3).
Mostraremos que ¢ = a(dzy A dzgy A dxs),. Sean x,y, z € Rz?;' Entonces

3 3 3
¥ (Z Li€i, Z Yi€j> Z Zk%) = Z x — iyzep(ei, €5, ex)
i=1 j=1 k=1

1,5,k

o(r,y,2) =

@(er, ez, €3)(21Y223 + Taysz1 + T3y122 — T1Y322 — TaY123 — T3Ya21)

= adet(z y 2).

Ejercicio 2.3. Sean ¢, y 6 formas en R3:

¥ rdr — ydy,
Vv = zdrx Ndy+ xdy Ndz,
0 zdy.

Calcular: o N, O N AN, dp, di, db.
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Solucion.

oAy = (z2)dw Adx Ady + 2°de Ady Adz — (yz)dy Adx A dy — (xy)dy Ady Adz
vz(dx Adx) Ady + 2*dx A dy A dz + yz(dy A dy) A de — zy(dy A dy) A dz
= 2%dx ANdy Adz

Como ONe N =(O0NQ) AN =0AN(p A1)
Ast

ON(pAY) = (22)de Ady Adz Ady
= —2’zdr A (dy Ady) Adz
=0

dp = d(x)Ndr—d(y) Ndy
= dx Ndx —dy ANdy
=0

dyp = d(z) Ndx Ndy +d(z) Ndy N dz
= dzNdx Ndy+dz Ndy Ndz

df) = d(z)ANdy
= dzNdy

Ejercicio 2.4. Sea f : U C R™ — R" una funcion diferenciable. Asumanos que m < n y
sea w una k-forma de R™, con k > m. Mostrar que f*w = 0.

Solucién. De la definicion (2.13), f* aplica k-forma en k-formas. Luego f*w es una k-forma
sobre R™, donde k > m. Pero sobre R™ no puede haber formas de grado mayor que m, asi

o ffw=0.
Ejercicio 2.5. Sea f: R" — R" una funcion dada por
flar, - wn) = (Y, yn),
y sea w = dyy ANdys A --- N\dy,. Mostrar que
ffw =det(df)dxy A -+ Adxy,.
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Solucion.

ffw = f"(dyy ANdya A -+ AN dyy)
= frdyi A frdya Ao A frdyy

frdyy frdyy - [rdi
_ det f*flyz f*fiyz f*fiyz
f*dyn f*dyn f*dyn
dfy dfv -+ dfi
dfz dfy - df
= det : : : :
dfl dfl dfl
dr: dr, --- dz;
Zdl'z i ZdQTZ i deﬁ, i
df2 df2 df2
dr: oL .
= det
dfn dfn dfn
dodn
dl’l dl’l d.l’l
d$1 d$1 d$1
bod B droanoan
= det T2 L2 2] det : :
dr,, dx, --- dx,
do A
dr, dx, dz,

= det(df)(dzy ANdxa A -+ Ndxy,)

Ejercicio 2.6. (Operacion estrella de Hodge). Para una k-forma diferencial w en R",
definimos la (n — k)-forma diferencial xw como

kW = Z sgn(l, J)wrdzxy,
I
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donde (1,J) = (i1,49, ik, J1,J2, " » Jn—k) €S la permutacion S, tal que
1<l <<y J1<Jo<-: < Jn—k-
Calcula xw para las siguientes formas diferenciales.
a. La 2-forma diferencial en R® dada por

W = algdl‘l A dIL‘Q + (llgdl'l A dl‘g + a23dl'2 A d[L‘g.

b. La 1-forma diferencial en R? dada por

w = a1dxr1 + asdxs.

Solucién.
a.
xw = *(apdry A dre 4+ ajzdry A dxs + assdrs A dxs)
= *(algdl’l VAN dZL'Q) + *<a13dl'1 VAN dxg) + *((lggdl’g N dl‘g)
= ajg* (dxy A dxs) + arz x (dxy A dxs) + ags * (drg A das)
= a,12d$3 — a13d$2 + aggdl‘l.
b.

xw = *(ajdr; + agdrs)
= ay * (dz1) + ag * (dxg)

= ai1dre — aodx;.

Ejercicio 2.7. (La divergencia). Un campo vectorial diferenciable v en R™ puede conside-
rarse como una funcion diferenciable v : R™ — R. Definiremos una funcion
div(v) : R* — R (llamada la divergencia de v) como sigue:

(div(v))(p) = traza(dv),, peR",
donde (dv), : R} — R7 es el diferencial de v en p.

a. Stv=> ae; donde {e;} es la base candnica de R"™, entonces

. da;
div(v) = Z o
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b. Siw denota la 1-forma diferencial obtenida desde v por el isomorfismo candnico indu-
cido por el producto interno (,) y v es el elemento volumen de R"™ (Ejercicio (2.1)), la
divergencia puede obtenerse como sigue:

v —r w — *w —> d(xw) = (div(v)),
donde tenemos que usar la operacion estrella introducida en el Ejercicio (2.6).

Solucion.

a. Podemos escribir a dv en forma matricial,

8:U1 8961 (91'1
do — 81'2 axz 6:1;2
da; % oa,,
ox, Oz, ox,,
Y asi,
. da;
div(v) = traza(dv) = Z oz

b. Explicitamente, en R? a v = aje; + ases + ases, tenemos
) )
w = ar1dxry + asdre + azdrs,

Yy entonces
*w = a;drs N dxs — asdxy N das + asdxy.

Por lo tanto,

- 8(11 8(12 8@3 . 8(11 8(12 8@3
d(xw) = (8:61 + 9% + 8x3) dr; A dxs N drs = (8:61 + s + 8x3) v.



Capitulo 3

Integrales de Linea

En este capitulo estudiaremos el caso especial de integracion de formas diferenciales de
grado 1 a lo largo de las curvas. Tales integrales son conocidas como integrales de linea. Nos
limitaremos a curvas en R™. Vamos a definir con detalle la integracién de 1-formas, antes de
ello necesitaremos la siguiente definicion.

Definicién 3.1. Decimos que una curva es diferenciable a trozos ¢ : [a,b] — U C R™ si
es continua y existen to,t1, -+ ,t, tales que a <ty <t < --- <1, < by es diferenciable en
cada intervalo [t;,t;i1].

Definicién 3.2. Sea w = Y w;dz; una 1-forma definida en un subconjunto U C R™ y sea
c: [a,b] — U una curva diferenciable a trozos en U, i.e, existe una particion

a = to, 1, ,tp,teyr = b de [a,b] tal que la restriccion c|y, .., = ¢; es diferenciable,
conj=0,1,--- k. Asi en cada intervalo [t;,t;11], cjw es una forma en R dada por

donde ¢(t) = (x1(t), - ,z,(t)). Definimos la integral de w como

/c(t) “T Z /t,tj+1 G = /ab (;Wi(c(t))cfi?) dt

7 J

De la definicién anterior podemos notar que la curva c; : [t;,t;41] — R",
con [t,t;11] C R es diferenciable y dada una forma w € R" la forma cjw € R es igual a

f(t)dt es decir
tj+1 t+1
/ ciw :/ f(t)dt
t t

J J

con f(t)dt una 1-forma, por ello ocasionalmente nos referiremos a w;(c(t)) como w;(t).

44
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Un cambio de parametrizacién de c : [a,b] — U es un homeomorfismo diferenciable
¢ : [e,d] — [a, b]. Decimos que ¢ conserva la orientacion si ¢ es creciente; de otra manera,
wmuvierte orientacion.

Sit = p(T) y @ es creciente, obtenemos, usando la férmula de cambio de variables para

integrales,
b
dl‘i
w = wi(t)— | dt
/c(t) /a Z dt)
b dx; dt
= [ (SCwtern ) @
d
dl’i
= / Zwi(r)dT>dT

= / w’
(1)

que muestra que fc w es invariante por un cambio de parametrizacion que conserva la orienta-
cién; de igual forma, si ¢ cambia la orientacion, fc w cambia signo. De una forma mas general
tenemos la siguiente proposicién, donde la propiedad importante es que la integral de una
forma no depende de la parametrizacién con la que se describe.

Proposicién 3.1. Sea ¢ : [a,b] — [a,b] una funcion diferenciable, continua y creciente,
con ¢(a) = a y ¢(b) = b. Sea U C R™ abierto, ¢ : [a,b] — U una curva y w una 1-forma
diferencial continua en U. Entonces
L=/
cop c

Demostracion. Sea w =) . w;dx; una 1-forma diferencial.
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Si u = ¢(t), entonces du = d¢(t)dt. Por el teorema de cambio de variable de la integral en
un intervalo en R.

/cod,w B /:(b) Zwi(c(u))d(ci)(U)du

(a) :

— [ S wietu)e @) w)

i

()
- llm
- / w

Si la funcién ¢ es decreciente y ¢(a) = b, ¢(b) = a, entonces la parametrizacién c o ¢
recorre a c¢ en sentido opuesto, y de la demostracion anterior es facil verificar que

/ w:_/w
cog c

Es decir, la curva recorrida en direcciéon opuesta no es nada mas que una reparametrizacion
en el sentido opuesto. De aqui en adelante denotaremos a —c como la curva c recorrida en
orientacion opuesta.

]

Definicién 3.3. Sea w una forma diferencial.
a. Diremos que w es cerrada st dw = 0.

b. w es eracta en V C U, si existe una funcion diferenciable f:V — R tal que w = df
en V.

Definicién 3.4. Decimos que un conjunto abierto V- C R™ es conexo si, para cada v,y €
V', existe una curva diferenciable a trozos ¢ en 'V tal que c(a) =z y ¢(b) =y. (Fig. (3.1))

Desde ahora, w = > a; dx; es una forma diferencial definida en un conjunto abierto
U CR"™
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Figura 3.1. V es conexo si, para =,y € V, existe una curva diferenciable a trozos c en V tal
que c(a) =z y c(b) = v.

Proposicion 3.2. Sea w una 1—forma diferencial definida en un abierto U C R™. Entonces
los siguientes enunciados son equivalentes:

1. w es exacta en un conjunto conexo abierto V C U.
2. fcw depende solo de los extremos de ¢ para toda curva ¢ C'V.

3. fcw = 0, para toda curva cerrada ¢ C V.

Demostracion. 1) = 2) Suponga que w es exacta en un conexo abierto V' C U, entonces,
por definicién, existe una funcién diferenciable f : V — R tal que w = df en V. Sea
c: [a,b] — V una curva, asi,

[wzlﬁzzl%mm
= [aes)

b b
d
= / d(foc)= / (fdz ©) dt; f oc es una funcion real

b

~ (foo)|,
— (foe)(b)~ (Foc)(a) = f(elb) — f(c(a)

por lo tanto, fc w depende sélo de los extremos de la curva c.
2) = 3) Suponga que [ w depende sélo de los extremos de una curva cerrada c : [a,b] — V,
es decir,

/wzf@w»—f@m»

Cc
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pero, como c es cerrada, c(a) = c(b), asi,

Por lo tanto, fc w = 0 para toda curva cerrada c.

3) = 2) Sea x,y € V y considere las curvas cy, ¢y : [a,b] — V con ¢;(a) = z, ¢1(b) =y,

co(a) =z y co(b) =y.
Hagamos ¢ = ¢; U (—c2), (Fig. (3.2)), asi c(a) = z = c(b), es decir, c es cerrada.

C1

Figura 3.2. La curva ¢ = ¢; U (—c3) es cerrada.

Por lo que,
/w =0
C
/w = w=20
c ci1U(—c2)
= /w—i—/ w=20
c1 —cC2
= /w—/w:()
C1 C2
asi,

/“":/“
c1 c2

Por lo tanto, fc w sblo depende de los extremos.
2) = 1) Fijemos zyp € V. Parax € V, definimos
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donde ¢ es una curva diferenciable por trozos en V de xg a x. La funcién f : V — R
estd bien definida porque V' es conexo y la integral fcw s6lo depende de xg y x. Debemos
demostrar que w es exacta en V', para ello sélo mostremos que w = df.

Ya que df = Z f dxz, gf(x)zai(x), i=1---,n
L

Sea e¢; = (0,---,0, 17 0, -+ ,0), donde 1 estd en la i-ésima posicién del vector, y considere la
curva

CiZ[O , 1]—>V
t —x+te;

que une a x con x +te; y estd contenida en V.

x + te;

x

Figura 3.3. cUc; une a xy con x + te;.

Sea x = (ay,ag,- - ,ay), entonces
dx]
ci(t)y=x+te = (1 =a1,29 =ag, - ,x;, =a; +t,-- ,x, = a,), por lo que o =0
diL‘i

salvosi j =1, — = 1.
T

Ademas, f(zx+te;) = chc_ w, ya que c une a ro COn £ y ¢; une a x con r +te;, asi cUc;
une a xo con x + te; (Fig. (3.3)). Calculemos

Vwy = aim [Lsteste)- fx>>]

ox; t—0

< [f (Lo [o)] =i (Lo [ )]

3 1z 1 dﬂf]
= M, _z/cf} = [z/ 2 ailt) g dt

1 AN
= i 7 (4] = im0 - A0)
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Por lo tanto, w es exacta en V.
n

La proposicién (3.2) puede ser utilizada para verificar si una forma es exacta o no, como
lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1. Considere la forma

Yy X
— dx +
x2+y2 x2+y2

dy

en R? — {0}. Calculemos dw,

0 —y 0 —y 0 x
dv = — dx d — | —2— ) dx d — | ————— | dyd
. ox <x2+y2> vart dy (x2+y2) Ty + ox <x2+y2) yar

0 T
* 3_y(fv2+y2> dy dy
(—1)(22 + 1?) — (=) (2y) (1)(2? + ) — (z)(22)
= dx d dy d
o+ [ B B R vt
—z2 —y? + 2972 2% +y? — 222
= dx dy — dx d
($2+y2>2 x ($2+ 2)2 x y
B —x2+y2 B —x2+y2 i
T \@12 @1 Y
= 0.

Lo que implica que w es cerrada. Pero w no es exacta, verificaremos esto: sea
c(t) = (cos 2mt, sen 27t) t € 10,1],
el circulo unitario S*, el cual satisface Oc = 0. Entonces

1 1
Yy T
= c'w= c' | — dr + ——d
/cw /0 < /0 ( 2 Ty y)

B /1 l —sen 27t d(cos 27t) cos 27t d(sen 2mt)
0

cos? 27t + sen? 27t dt cos? 27t + sen? 27t dt
1
_ / ((— sen 2t)(— 2 sen 21t) + (cos 2t) (2t) )t
0

1 1

= 27?/ (sen® 27t + cos® 2mt)dt = 27r/ dt
0 0

= 21 #0

Por lo tanto, w es una forma cerrada en R* — {0} que no es exacta.
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Definicién 3.5. Sea w una forma en U C R™. Decimos que la forma w es localmente
exacta si, para cada x € V, existe un € > 0 tal que w es exacta en B(x,€).

Teorema 3.1. (Lema de Poincaré para 1-formas )

Sea w = > a; dx; definida en un conjunto abierto U C R™. Entonces dw = 0 si y sélo si para
cada p € U existe un entorno V.C U de p y una funcion diferenciable f : V — R con
df =w (es decir, w es localmente exacta).

Demostracion.

p—
Sea p € U y suponga que w es localmente exacta, entonces existe f : V — R, con V un
entorno de p tal que df = w, asi dw = d(df) = d*f = 0.
_
Suponga que dw = 0. Sin pérdida de generalidad supondremos w = a dx+0b dy+c dz definida
en U C R3. Para cada punto p € U, sea B(p) una bola con centro en p = (g, 3o, 29) contenida
en U. Para cada g € B(p), ¢ = (x,y, z), sea

B(t) =p+tlqg—p) = (w0 +t(x — x0), 50 +t(y — W), 20 + t(z — 2), t€[0,1]

una recta que conecta a p con ¢. Ya que B(p) es una bola, se tiene que 5(t) C B(p). Definamos

ﬂ@zz/ w—/ﬁw—/ﬁ(wmﬁ%+umm%%+4mm(f)w

- A (@(B(1)) (& — x0) + (A1) (4 — yo) + c(B)) (= — 20)) di

Queremos mostrar que df = w, mostrar esto significa,

of

5, @) = ala), 83/( q) = b(q), 5, (@) = clg).
Note que, al desarrollar la condicion dw = 0,
da da da
0=dw = a—xdxd:c—l—a—yd:cdy—l—&dxdz
0b b 0b
+ E dy d:c+a—dydy+a—dydz
oc oc oc
+ o dzdx+a—dzd +£dzdz
da  0Ob da  Oc ob  Oc
0 = (a—y—%> dy dv + <E_8_:v) dz dz + (&—a—y) dz dy,
Se reduce a,
Jda  0b da  Oc ob  0Oc

dy  Ox’ 9z Oz’ 9z oy
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Consideremos el primer caso g(q) = a(q). Diferenciando a f y usando las primeras dos
x
identidades de la condicion, obtenemos
of B 'ro 0 0
3,0 = /0 B (a(B(t))(@ = z0)) + 7 (b(B())(y = 3o)) + 5 (c(B(8)) (= — ZO))} dt
ob 0

(x —x) + ag(x —x0) + ———(y — o) + ——x(z — zo)} dt

% o Ox Ox Ox

0
—t(x —x0) +a+ —xt(y —Yo) + a—;t(z — 20)1 dt

/
hl
— /01 _(%(z—ong—Z(y—yoH%(z—Zo))t+a] dt
/0 -
/

Y de manera similar, procedemos con

Tt G =)

Esto completa la demostracién del teorema (3.1). O

Una de las aplicaciones interesantes del teorema (3.1) es para extender la definicién de la
integral de una forma cerrada sobre curvas que sélo son continuas. Para hacer esto, obser-
vemos que si w definida en U C R", es cerrada y ¢ : [0,1] — U, una curva diferenciable,
podemos elegir una particion

0:t0<t1<"'<tk<tk+1:1,

de [0, 1] de tal manera que la restriccién clp,4,,,) = €;, ¢ = 1,--- , k estd contenida en una
bola B; donde w es exacta, es decir, existe una funcién f; : B; — R con df; = w. Entonces

-y / e () = > / i o)
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/ w= Y lielt)) — et (3.1)

Ahora, si ¢ : [0,1] — R es continua unicamente, tal particién existe y definimos la integral
J.w por (3.1).

Debemos mostrar que este resultado es independiente de la particién escogida. Dada un
particién P, un refinamiento de P es una nueva particién obtenida de P anadiendo nuevos
puntos a esta. Si anadimos un punto t' € (¢;,t;+1), tenemos que c(t) € B;, ya que

Lfilci(tivr)) — files(@)] + [files(t') — filei(ts)] = [fi(ei(tiva)) — filei(t)],

el valor de la integral, para esta nueva particion, no cambia. Resulta que la integral es la
misma bajo refinamientos de una particién dada. Ahora, dada dos particiones distintas, po-
demos formar una tercera anadiendo a la primera todos los puntos de la segunda (este es un
refinamiento comun). Esta integral debe ser igual a las integrales de la primera y segunda
particion, que en efecto es asi. Esto muestra la independencia requerida.

El teorema (3.1) nos lleva a hacernos la siguiente pregunta: sabemos que una forma cerrada
es localmente exacta, jcuando serd globalmente exacta? Es necesaria alguna restriccién al
dominio de la forma cerrada, ya que en el ejemplo (3.1) la forma es cerrada en R? — {0}, pero
no es exacta ahi.

La respuesta a esta pregunta dependera de como la integral de una forma cerrada a lo
largo de una curva continua varia cuando deformamos la curva continuamente. Para hacer
esta nocién precisa, introducimos la nociéon de homotopia.

Definicién 3.6. Dos curvas continuas ¢y, ¢; : [a,b] — U C R™ con los mismos puntos
extremos cy(a) = ¢1(a) y cy(b) = ¢1(b) son homotépicas si existe una funcion continua

H :la,b] x[0,1] — U, (s,t) € [a,b] x [0,1],
tal que

H(s,0) = ¢co(s), H(s,1)
H(CL, t) = Co(a> = cl(a), H(b, t) = Co(b) =

ci(s), (3.2)
Cl(b).

Por lo tanto, la homotopia H(s,t) = Hy(s) es una familia de curvas continuas parame-
trizadas por t € [0,1] que deforman la curva Hy(s) = co(s) en la curva Hi(s) = cq(s)
(condicién (3.2)), manteniendo fijo los puntos finales Hi(a) y H:(b) (condicion (3.3)).

A veces es conveniente quitar la condicién (3.3) de la definicién de homotopia y dejar que
los puntos extremos varien; en este caso, decimos que H es una homotopia libre entre cg

Yy Ci.
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\
co(b) =cy(b)

h
\Co(a) = ci(a)

Figura 3.4. Representacion grafica de una homotopia H.

Resulta que las integrales de linea de formas cerradas son invariantes bajo homotopias.
Maés precisamente.

Teorema 3.2. Sea w una 1—forma cerrada definida sobre un abierto U C R™. Sean
o, €1 : a,b] — U C R™ dos curvas continuas y homotdpicas en U. Entonces

/cow:/qw (3.4)

Demostracion. Ya que w es cerrada, i.e, dw = 0, entonces w es localmente exacta. Considere
B = {B;} la coleccién de bolas donde w es exacta. Sea H la homotopia entre cy y c;.
Afirmamos que B es una cubierta para H([a, b] x [0, 1]) C U. Ya que [a, b], [0, 1] son compactos,
entonces R = [a,b] x [0, 1] es compacto también.

Ademds, la cubierta de R por {H'(B;)} = W; tiene un nimero de Lebesgue d (esto
es, cada subconjunto de R con didmetro < d estd contenido en algin W;). Dividamos a R
en subrectangulos R;; a partir de las lineas ¢ = const., s = const., de tal manera que el
didmetro de cada R;j sea mas pequeno que d. Por exactitud local en cada subrectangulo,
sea

8Rj,k : [0, 1] — U,

ORj k= (—Pjk) U (—ajr1,6) U Bjps1 U ajg.
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i1k
— L =154,
) Bik+1
| Bix1 Bk i
Rj’k
o t = tj
1 gz s = 3R S = Smi1
i N 2
k' =
LY
ﬁa Q’ﬂ [+
0 a Cpy 7] s

Figura 3.5. El subrectangulo R;; surge a partir de las lineas t = const., s = const., de tal
manera que el didmetro de cada R;j sea mds pequeno que d.

Asi faRjk w = 0. Por lo tanto, si R;y tiene lados o, Bjkt+1, Qjt1k, Bjk con orientacion
dada por s, t creciente, se obtiene (Fig. (3.5))

N AEE D 3 S B 3} [
Rj,k:w ;; 8Rj,kw ;; [ Olj,kw i /Bj,k+1w+ _aj+1,kw+ —5j,kw

R TR AR e e |
ik Qjk Bi k41 QXj+1,k Bik

J

Pero los lados de R, que son interiores a R aparecen dos veces con orientaciéon opuesta
en la suma de arriba. Por lo que, las correspondientes integrales se anulan,

0:/00w+/ﬁbw—/01w—/aw, (3.5)

y donde 3, es la curva H(a,t) y 0, es la curva H(b,t). Dado que estas curvas se reducen a
puntos las integrales correspondientes desaparecen, asi

Co C1

como desedbamos. O]

Podemos observar que si ¢y y ¢; son curvas cerradas (ie., co(a) = co(b) y ¢1(a) = ¢1(b))
que son libremente homotdpicas, entonces, aunque las curvas 3, y [, no se reduzcan a puntos,
siempre son iguales. Por lo tanto, por (3.5), todavia se da la igualdad (3.4).
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Proposicion 3.3. Sea w una 1—forma cerrada definida en U, y sean ¢y y ¢1 dos curvas
cerradas libremente homotopicas en U. Entonces

[o=[w
co c1

en particular, si ¢y es libremente homotépica a un punto,

/w:O.
Co

Definicién 3.7. Sea U C R™ un conjunto abierto y conexo. Decimos que U es simplemente
conexo si toda curva continua cerrada en U es libremente homotdpica a un punto en U.

Proposicion 3.4. Sea w una forma cerrada definida en un conjunto U simplemente conezo.
Entonces w es ezacta.

Demostracion. Sea c : [a,b] — U una curva continua y cerrada, por la definicién anterior,
como U es simplemente conexo, entonces ¢ es libremente homotopica a un punto p € U. Por

la proposicién (3.3)
/w =0,

y como U también es conexo, por la proposicién ((3.2), 3=1), w es exacta. ]

3.1. Resolucion de Ejercicios

Ejercicio 3.1. Muestre que la forma w = 2z y*de + 32*y*dy es cerrada y calcule [, w,
donde c es el arco de la pardbola y = x? desde (0,0) a (z,y).

Solucién. Para mostrar lo primero, calculemos dw
dw = dQzy’dr+ 322y dy) = d2zy® dz) + d(32°y* dy)
= 0—6zy’dedy+6xy*dedy
dv = 0

Por lo que, w es cerrada. Ahora, calculemos lo sequndo, para ello, considere la curva

c:[0,1] — R? t~ c(t) = (vt 2> t?),
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que parametriza el arco de la pardbola y = x* desde (0,0) a (z,y) (Fig. (3.6)), luego,

/ w o= /0 (W) = /0 2(at) (242 (adt) + 3(wt)2(x22)2 (2224 dt)

1
= / (22" + 62°t7)dt
0

1
= / 825t dt
0
81
= 828 (§ 0) = 8

Ast, [, w=a®.

(07 0

Figura 3.6. Arco de la pardbola y = 22

Ejercicio 3.2. Sean U,V C R"™ conjuntos abiertos simplemente conexos tales que U NV es
conexo. Sea w una 1—forma cerrada tal que w es exacta en U y w es exacta en V. Muestre
que w es exacta en U U V.

Solucién. Debemos mostrar que, bajo cualquier curva cerrada en un conexo, la integral de
W es cero.

Dado que, U y V' son conjuntos abiertos simplemente conexos (conexos también), y por
hipotesis U NV es conexo, entonces U UV es conexo. Recordemos, también que en U y

V', w es exacta, por la proposicion (3.2), bajo curvas cerradas las integrales de w son cero.
Considere las curvas segun la figura (3.7). Sea

c:catUeUecsUesUes U cg.
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Por lo tanto, w es exacta en U UV .

C4

Cz

2\

NP>~

Figura 3.7. U UV



Capitulo 4

Variedades Diferenciables

Hasta este momento sélo nos hemos detenido a hablar de las formas diferenciales y de
integrales de 1-formas. Vamos adentrarnos mas en lo que es la Geometria Diferencial y para
ello hablaremos de las variedades diferenciables. Vamos a comenzar con el mas conocido
ejemplo de una variedad diferencial, es decir, una superficie regular en R?, para ello haremos
uso de la siguiente definicién y la proposicion de cambio de parametros.

Definicién 4.1. Un subconjunto S C R3 es una superficie reqular si, para cada p € S, existe
un entorno V en R® y una aplicacion f, : Uy, C R? — VNS de un conjunto abierto U, de
R? sobre VNS tal que:

1. fo es un homeomorfismo diferenciable. Como f, es continua por ser diferenciable, esto
significa que f, admite una inversa f;':V NS — U, que es continua.

2. Para cada q € Uy, el diferencial (df,), : T,(U,) — R? es inyectiva.

La funcion f, : U, — S es llamada una parametrizacion de S entorno a p

La mas importante consecuencia de la definiciéon anterior, es el hecho que el cambio
de parametros es un difeomorfismo. Mdas precisamente, por la proposicion de cambio de
pardmetros si f, : U, CR? — Sy fz: Us C R* — S son dos parametrizaciones en S
tal que f,(Us) N f3(Ug) = W, entonces las funciones

f5tofai [ (W) — R?

fatofs: f5'(W) — R

son un difeomorfismo, es decir, son diferenciables.
De ello se deduce que en una superficie, tiene sentido hablar de funciones diferenciables
y la aplicaciéon de métodos de Calculo Diferencial.

El més serio problema con la definicién anterior es su dependencia de R3. En efecto, la

idea natural de una superficie abstracta es la de un objeto que es, en cierto sentido, de di-
mensién 2 y al que podemos aplicar, a nivel local, el Célculo Diferencial en R?. Tal idea, de

29
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una superficie abstracta (es decir, sin referencia a un espacio) se ha previsto desde Gauss'.
Le tomd, sin embargo, cerca de un siglo para dar una definicién definitiva que presentaremos
més adelante. Una de las razones de este retraso fue que, incluso para las superficies en R3,
el papel fundamental del cambio de parametros no se entendia claramente.

Como no se gana nada limitandonos al espacio de dimensién 2, lo haremos de una forma
mas general para dimension n.

fﬁ_I ofa C

———

D 5 (W)

\

Figura 4.1. Condicién 2. de la definicién (4.2)

Definicién 4.2. Una variedad diferenciable de dimension n, es un conjunto M junto
con una familia de funciones inyectivas f, : Uy CR™ — M de conjuntos abiertos U, en R™
sobre M tal que:

1. U, faUs) = M.

!Johann Carl Friedrich Gauss (30 de abril de 1777 - 23 de febrero de 1855) fue un matemdtico,
astrénomo, geobotanico y fisico aleman que contribuyé significativamente en muchos campos, incluida la
teoria de numeros, el analisis matematico, la geometria diferencial, la estadistica, el algebra, la geodesia, el
magnetismo y la 6ptica.
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2. Para cada par «, B, con fo(Us) N f5(Us) = W # ¢, los conjuntos f,;1(W) y fﬁ_l(W)
son conjuntos abiertos en R™ y las funciones fﬁ_1 O fo, [0 f5 son diferenciables. (Fig.

(4.1))

3. La familia {(Uy, fa)} es maximal (relativo al orden dado por la inclusion de conjuntos)
entre todas las familias de entornos coordenados sobre M bajo las condiciones (1) y

(2).

El par (U,, fa) con p € fo(U,) es llamado una parametrizacién (o un sistema coor-
denado o carta) de M en p; fo(U,) es entonces llamado un entorno coordenado de
p. Una familia (U,, fo) que satisface las propiedades (1) y (2) es llamada una estructura
diferenciable en M.

La condicién (3) es una condicién técnica. En realidad, siempre podemos extender una
estructura diferenciable a una maximal, uniendo a la estructura dada todas las parametri-
zaciones que junto con alguna parametrizacion de tal estructura satisfacen la condicién (2).
Asi con cierto abuso de lenguaje, podemos decir que una variedad diferenciable es un con-
junto dotado con una estructura diferenciable, la extension a una maximal, siendo asumido
cuando sea necesario.

Observacién 3. Una comparacion entre la definicion de una superficie reqular en R3 y la
definicion de una variedad diferenciable, muestra que el punto crucial ha sido introducir la
propiedad fundamental de cambio de pardmetros (tal es un teorema para superficies) como
un azioma de la definicion (4.2). Como veremos pronto, esto transporta a variedades dife-
renciables todas las notaciones del calculo diferencial en R™.

Observaciéon 4. Una estructura diferenciable en un conjunto M que induce de forma natural
una topologia en M. Es suficiente definir que A C M es un conjunto abierto si
fHAN fo(Uy)) es un conjunto abierto en R™, para todo o, verificamos que, si A =

fa(Ua),
entonces
FHANfaUa) = f3' (falUa))
= U, es un abierto en R"
FEs facil verificar que esto define una topologia en M para los cuales, los conjuntos, fo(Uy)

son abiertos, es decir, f7 ' (fo(Us)) = Uy y las funciones f, son continuas, que en efecto se
muestra f;1(A) es abierto en U,, entonces

f'(A) = fIH(A)NU,
= fNAN f.(U,)) es abierto en R"

Ast, fo

«

Y(A) es abierto en U,
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Observacion 5. La topologia natural de una variedad diferenciable puede ser bastante ex-
trana. En particular puede suceder si uno (o ambos) de los siguientes aziomas no son vdlidos:

(a) Azioma de Hausdorff. Dado dos puntos distintos en M, ezisten entornos de estos pun-
tos que no se intersectan.

(b) Azioma de base numerable. M puede ser cubierto por un numero numerable de entornos
coordenados (decimos entonces que M tiene una base numerable).

En el axioma (a) es esencial para probar que el limite de una sucesién convergente es
unica, y el axioma (b) es esencial para la existencia de una particién de la unidad, que es
casi una herramienta indispensable para el estudio de la topologia de variedades.

Asumiremos de ahora en adelante, que todas las variedades son consideradas de Hausdorff
y tiene una base numerable.

Ejemplo 4.1.

1. Una superficie reqular S es una variedad diferenciable 2-dimensional con estructura
{(Uas fa)}, que por definicion las f, son homeomorfismos diferenciables, cumpliendo

a) Uy fa(Ua) =S, y

b) Por la proposicidn de cambio de pardmetros se tiene que para «, (3 tal que
Ja(Us) N f5(Ug) = W # 0, entonces fﬁ_1 o fo y fulo fs son diferenciables.

2. El espacio euclidiano R™ es una variedad diferenciable n-dimensional. En efecto, basta
tomar como la estructura diferenciable a {(R™,ign = 1)}, es decir, un atlas constituido
por una sola carta formada por el abierto U = R™ y el homeomorfismo coordenado
w =1, la identidad en R™ que es biyectiva, con lo que se satisfacen las condiciones:

a) Ji(R") = R™.

b) i (i(R")) = R™ es abierto en R" yi~'oi =1 es diferenciable.

3. Un subconjunto abierto de R™ es una n-variedad diferenciable. Se verifica tomando el
atlas {(U N R, i,)}, donde U NR™ es un abierto y iy, la funcion inclusion que es
biyectiva, de aqui satisface que

a) Ji,(UNR") =U
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b) i '(i,(UNR")) = U es abierto en R" y como i' o, = i, y la identidad es
diferenciable, entonces i, ' o i, es diferenciable.

Ejemplo 4.2. Si M es una n-variedad diferenciable, todo abierto U C M es de nuevo una
n-variedad diferenciable, cuyo atlas viene dado por

faHU)nu.

{(fa_l(U) NUq, fa > :V(Ua, fo) carta de M} :

En efecto, los abiertos f,(U,) recubren a M, sea V, = f7H(U)NU,,

Ual, (V) = U alVa),

(Vi) recubren a U, para ello:

e

verificaremos que las fo

143 »
C

UfVa) =Ufu (f210)N0) ¢ (JUN fulU)

«

({D »”
Recordemos que |, fa(Us) = M y que U C M.
yelU = Juz e Ustal que fs(x) =y, algin
— ze f;'(U)NUs=Vs
=y € f3(Vp)
—
—

y el falVa)
UclJfaVa)

U
Denotemos por ¢ las funciones ¢o = fa
b (Vo) N ps(Vs) = W, luego

bo (W) = 65" (0a(Va) Ns(Va)) = 65" ($a(Va)) N b (05(Vs))
= Va N ¢y (05(V3)); por inyectividad ¢, (¢a(Va)) = Va,

v

V) = fulVa) = U

Vo — U. Sean o, 3, con
Vo
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Observemos que
ba (05(Ve)) = foa ' (fs(Va)) = (fa' o f5)(Vi),

pero flofsy fgl o fo = (fr'0fs)"! son diferenciables por lo tanto, son continuas también,
asi que
(f ' o f3)(V3) es abierto en V,, C R™,

entonces
Vo N &, (05(V3)) es abierto en V,,

por lo que ¢ (W) es abierto en V, igual que ¢EI(W). Ademds ¢p o ¢, y ¢ 0 gbgl son
diferenciables porque son restricciones de funciones diferenciables sobre conjuntos abiertos.

Ejemplo 4.3. (El plano real proyectivo P?(R)). Denotaremos por P*(R) al conjunto de
todas las lineas en R que pasan por el origen (0,0,0) de R3, es decir, P?(R) es el conjunto
de “direcciones” en R3.

Queremos introducir una estructura diferenciable en P?(R). Para eso, sea (1,y,z) € R3,
y note que P*(R) es el espacio cociente de R® —{(0,0,0)} por la relacion de equivalencia ~:

(,y,2) ~ (x0,Y0,20) <= IA € R—{0} tal que (xo, Y0, 20) = (Ax, Ay, A2).

Verificaremos que ~ es una relacion de equivalencia

1. (Reflexividad)
Dado que A =1 € R se cumple que

(ZE, y’ Z) - 1(1‘, y7 Z)7
por lo tanto, (z,y,z) ~ (x,y, 2)

2. (Simétrica)
Suponga que (x,y,z) ~ (o, Yo, 20), entonces existe \; € R — {0} tal que
1 1
(o, Yo, 20) = M (z,y,2). Como A\ # 0, entonces —xo =T, —Yo = Y, —20 = 2, ast,
A1 A1 At

1
(l’,y,Z) = )\_1(:607y0720)7 por lo que (x07y0720) ~ (Z',y,Z)

3. (Transitiva)
Suponga que (z,y,2) ~ (xo, Yo, 20) Y que (To, Yo, 20) ~ (T1,Y1,21). Entonces I\, Ay €
R — {0} tales que (x0,Y0,20) = Mi(2,y,2) y (T1,Y1, 21) = Aa(Z0, Yo, 20), asi, To = MiT Y
1 = Ao, entonces 1 = Aaxg = MNx. Luego (x1,y1,21) = Xei(z,y, 2). Por lo tanto
(l’,y, Z) ~ (‘rl?yh Zl)'

.~ es una relacion de equivalencia.
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Los elementos de P*(R) los denotaremos por [x,y, 2].
Ahora, vamos a definir los conjuntos Vi, Vo V3 en P2(R) por:

Vi=Alz,y,2]: = #0},
Vo ={lz,y,2] - y # 05,
Vs =A{lz,y, 2] : 2#0},
y las funciones f; : R? — V;, i =1,2,3, por
filu,v) = [1,u, 0], folu,v) = [u, 1, 0], fs(u,v) = [, v,1],

donde (u,v) € R%. Geométricamente Vs, por ejemplo, es el conjunto de las lineas de R® que
pasan por el origen y no pertenecen al plano x O z. Afirmamos que la familia {(f;, R*)} es
una estructura diferenciable para P*(R).
Debemos mostrar que las f; son inyectivas (en efecto, son biyectivas). Supongamos, sin pérdi-
da de generalidad, a1 =11y j = 2.

f1(u,v) = fi1(ug, vo) [1,u,v] = [1, ug, vo]
(17 u, U) ~ (17 Ug, UO)
IXNeR—{0} tq. (1,up,v9) = N1, u,v)
1=A
(uo, v9) = (u,v)

f1 es inyectiva.

S

. fi son inyectivas.
No es dificil probar que f; es sobreyectiva también,

[r,y,2] €eVi = x#0
= é(:v,y,z) = (1,g z)
- o= 23 (2

= f1 es sobreyectiva.

fi son sobreyectivas.
Por la sobreyectividad de f; obtenemos que f;(R?) = V;.
Luego, debemos verificar que |J; fi(R?*) = P%(R), la inclusion “C” es inmediata (pues
V; C P*(R)), sdlo falta verificar “D7.
[u,v,w] € P*(R) = (u,v,w) # (0,0,0)
= u#0ov#0 o0 w#0
= [u,v,w] €Vi o [u,v,w] €V o [u,v,w] € V3

3
= [u,v,w] € UV,-
i=1
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;.Uﬁ®%:W®y

Verifiquemos ahora que f; ' (V; N V;) es abierto en R?, tomemos i = 1,j = 2, extendamos a
il (Vinte)
friVinVe) = {(u,v) € R?: u#0},

sea (u,v) € fi(VinVy) y considere B((u,v), [v|), entonces B((u,v), [v]) € fi*(ViNVs), por
lo tanto f{'(ViNVa) es un conjunto abierto en R2. En general f;7'(V;NV;) es abierto en R2.
Y por dltimo mostremos que fj_1 o f; es diferenciable, tomemosi=1,7 = 2,

(5 o fw) = (e o) = (5 @ = (5 ([50.2]) = (5.2)
es claramente diferenciable.

Ejemplo 4.4. (El espacio real proyectivo). El ejemplo anterior puede generalizarse fdcil-
mente. Sea (x1,+-+ ,2,11) € R"™ 4y defina el espacio real proyectivo n-dimesional
P (R) como el espacio cociente de R™* — {0} por la relacion de equivalencia:

(xla e 7xn+1) ~ (3/1,' te 7yn+1) < dA ¢ R_{O} tal que (yla e 7yn+1) = ()\xla T 7)\xn+1>-

Los elementos de P*"(R) serdn denotados por [xy, -+, Tpyi1].
Defina los subconjuntos V; C P"(R), i =1,--- ,n+ 1, como

Vi=A{lz1,  wnn] 0 @ # 0},

y las funciones f; : R™ — V; por

fi(yl7y27”' 7yn+1) = [yl;"' 7yi—1717yi+la"' 7yn+l]'

De manera andloga como en el ejemplo anterior, se verifica que la familia {(f;,R™)} es una
estructura diferenciable en P"(R).
Ejemplo 4.5. Se considera la esfera unitaria de R™™1,

n+1

S* = {(5317 ce ,ZUnH) e R" . Zx? = 1}'
i=1

En ella se define la proyeccion estereogrdfica desde el polo norte N = (0,---,0,1), m ha-
ciendo corresponder a cada punto de S*—{N} las n primeras componentes de la interseccion
de la recta que lo une a N con el plano x,+1 = 0. Si m(z1, -+, Tps1) = (21, , 2n) ha de
existir un dnico A tal que (0,---,0,1) + A[(z1, -+ ,2p1) — (0, ,0, )] = (21, , 2, 0).

Esto se produce para A = ——  y entonces
— Tp+1

X Tn
ﬂ-l(x].?... 7xn+1) = —7..‘ 7— *
-z I —pp
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De manera similar se define la proyeccion estereogrdfica desde el polo sur S = (0,---,0,—1),
T, en S" — {S} y se obtiene

T Tn
To(T1, o, Tpyr) = (— " —>

Lt @i’ 14 Tpn

El mapeo m, es diferenciable, inyectiva y mapea a S* — {N} en el plano x,+1 = 0. Por lo
tanto, las parametrizaciones (R™, w1, (R™, 7wy ') cubren S*, ya que

(R Uy (R = (8" — (N} U (8" — {S}) =S

Figura 4.2. Cambio de proyeccién estereografica.

Si escribimos myom; H(2) = y conlz = (21, ,2n) ey = (Y1, ,Yn), vEMOS por geometria
. . y z
euclidiana (Fig. (4.2)) que ||y|| = 2l e T = B0 luego
_ z z
mom (2)=y= ||y||m = T

de donde se deduce que m o m;" es diferenciable. Asi los cambios de coordenadas son dife-
renciables. Por lo que, S™ es una variedad diferenciable de dimension n. Mds adelante se
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presentard otra estructura diferenciable que constard de mds de dos cartas para que S™ sea
variedad diferenciable.

Observacion 6. En el ejemplo anterior, haciendo n = 2, obtenemos la esfera unitaria de
R3, S? = {(z,y,2) € R3: 2% + y? + 2% = 1}, entonces las proyecciones estereogrificas vienen
dadas por

z Y z Y
Ty, 2) = 1—2"1—-2)" ma(@,9,2) = 1+2z142)

Calculemos it 7y Y, para ello note que 77 (u,v) = (x,y,2) siy solo si 2® + 3> + 22 = 1,

(‘Tayv Z) 7é (Oa071)7 €s d@CiT, (xvya Z) € S~ {N}: Y 7T1(£L’,y72) = (U,U). De esta dltima
tdentidad tenemos

Ast,
u(l —2) ==, v(l—2)=y.

Ahora usamos que x* +y? + 2% = 1:
w1 —2)? +0*(1—2)> =1- 2%

Al simplificar( note que estamos usando a z # —1 en S?, ya que si no diwvidiriamos por cero):

(W +v*)(1—2)> =1— 2% (u? +v*)(1 — 2) = (1 + 2).
Y de aqui,
2 2
9 9 B 9 9 _utFwv —1
u +v —1—(1+U +U)Z, —m
Luego,
2 2u 2v
log=— Cu(l—g) = — R L
Uyt v=ul-2) u? + v+ 17 y=ovll=2) u? +v2+1’
entonces
o 2u 2v u? +vr -1
™ (u,v) = 2 2 19 2 ) 2 :
wH+vr+l w+viP+ 1w +ve+1

De manera andloga para

() = ( 2u 2v 1— (u2+v2))'

w2+l +17ur+ 0241 w2402 +1

Antes de presentar mas ejemplos, necesitamos extender a una variedad diferenciable el
calculo diferencial local de R™.

De ahora en adelante, cuando denotemos una variedad diferenciable por M", el superindi-
ce n denotard la dimensién de M (M = M™).
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Definicién 4.3. Sean M y M} dos variedades diferenciables. Una funcion ¢ @ My — My
es diferenciable en un punto p € M, si dada una parametrizacion g : V. C R™ — My
alrededor p(p), existe una parametrizacion f : U C R" — M, alrededor p tal que

e(f(U)) C g(V) y la funcion
g lopof:UCR" — R™

es diferenciable en f~'(p). (Fig. (4.3))
La funcion ¢ es diferenciable en un conjunto abierto de M, si es diferenciable en
todos los puntos de dicho conjunto.

La funcién g~ o ¢ o f es la expresion de ¢ en las parametrizaciones f v g. Ya que el
cambio de parametros es diferenciable, el caso en que ¢ sea diferenciable no dependera de la
eleccién de la parametrizacién.

w(g(U))
F(U)
g(Vv)

P w(p)

fl
@

1%
JEIAN

Figura 4.3. Funcién diferenciable.

Observacion 7. Note que, si hacemos My = R en la definicion anterior, obtenemos el
criterio de funciones reales diferenciables sobre variedades, en este sentido, la definicion se
traduce a: Sea M™ una variedad diferenciable y p € M. Se dird que ¢ : M — R es una
funcion diferenciable en p, si existe una parametrizacion alrededor de p, f : U C R* — M
tal que

pof:UCR"—R

es diferenciable en f~!(p).
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Ejemplo 4.6. Considere a S* = {(x,y,2) € R®: 22 + 92 + 22 = 1} con la carta (R%, 77Y) y
la funcién ¢ : S? — R definida como p(z,y,2) = x —y + z. Entonces pon;' : R? — R,

2u 20 u2—|—v2—1)

om Hu,v) =
pom ()= w4+ 024+ 17w+ 0+ 1 w2+ 0241

_ 2u 20 +u2—|—v2—1
w402 4+1 w2402+l w2441’

que es diferenciable, ya que el punto (0,0) se excluyé en la construccion.

Ejemplo 4.7. Considere a X como el conjunto de rectas en R® que pasan por el origen,
salvo aquellas rectas con ecuaciones v =y =0 (el eje z). Y considere, las parametrizaciones

o, R — X

definida como (a,b) una ecuacion de la forma ax +y =0 o bxr+ 2z =0, y a Y(A, B) una
ecuacién de la forma x + Ay =0 o By + 2z = 0. Se verifica facilmente que {(R?, ), (R? )}
es una estructura diferenciable que hace a X una variedad diferenciable.

También considere a N el plano en R3 con ecuacion x = 1. N es el grafo sobre el plano
Yz, ast que tiene un atlas con una sola carta con parametrizacion o(y, z) = (1,y, z). Tomando
la estructura diferenciable {(R?,0)}, se verifica que N es variedad diferenciable.

Sea F': X — N, la funcion que lleva una recta ¢ en X a su punto de interseccion con
N. Vamos a verificar que F' es diferenciable. Tomemos las parametrizaciones en N a o y en
X a ¢, tenemos entonces la expresion en término de estas parametrizaciones

cloFoyp:R? — R?
Como p(u,v) =, donde { = {ux +y =0, v+ 2z = 0}; calculemos F({) = interseccion de ¢
con N, es decir,

u-1+y=0
v-14+2=0

y ast, el punto de interseccion es (1, —u, —v), por lo que F({) = (1,—u,—v), y o' o F({) =
o~ (1, —u, —v) = (—u, —v) la cual claramente es diferenciable.

En particular, se deduce de lo anterior que podemos hablar de funciones diferenciables
(p: M™ — R) y curvas diferenciables (¢ : I C R — M") sobre una variedad diferenciable
(I C R siempre denotara un intervalo abierto de la linea real conteniendo al origen 0 € R).

Ahora, deseamos definir la nociéon de un vector tangente a una curva diferenciable sobre
una variedad diferenciable. En el caso de curvas diferenciables v : I C R — S C R? sobre
una superficie regular en R3, el vector tangente o es simplemente la velocidad de o como un
vector en R3. Ya que no contamos con un “ambiente” agradable del espacio, debemos elegir
una propiedad caracteristica del vector tangente que no dependa del “ambiente” del espacio.
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Para eso, sea a : (—¢,€) —> R™ una curva diferenciable en R”, con a(0) = p € R, y
escibase

a(t) = (z1(t), -+ ,za(1)), t € (—ee), (1, ,x,) € R™

Asi, o/ (0) = (24(0),--- ,27,(0)) = v € R". Ahora, sea ¢ una funcién real en R", diferenciable
en un entorno de p. Entonces la derivada de ¢ a lo largo de v en el punto p esta dado por

90 du, "
Za;i dxt — (sz(o) 8@-) ©.

Por lo tanto, la “derivada direccional a lo largo de v” es un operador sobre funciones diferen-
ciables que depende sélo de v. Esta es la propiedad carateristica de vectores que usaremos
para extenderlos a variedades diferenciables.

d
dt

Definicién 4.4. Sea o : [ — M wuna curva diferenciable sobre una variedad diferenciable
M, con a(0) =p € M, y sea D el conjunto de funciones reales de M que son diferenciables
en p. El vector tangente a una curva o en p es la funcion o/(0) : D — R dada por

d

o/(0) ¢ = dt(w ) L ¢ € D.

Un vector tangente en p € M es el vector tangente de alguna curva diferenciable

a: I — M con a(0) = p.

Queremos mostrar que el conjunto de vectores tangentes en un punto p € M" constituye
un espacio vectorial real n-dimensional. Para esto, escoja una parametrizacién

f:U CR" — M alrededor de p = f(0,---,0). Entonces una curva a: [ — M y una
funcién ¢ € D pueden escribirse como:

(foa)(t) = (za(t), -+ za(t),

(gpof)(q):go(xl,---,xn), q:<I1,'-',.’L’n)

respectivamente. Por lo tanto,

o(0) ¢ = (9o )

t:O: dt 14 t=0

(Zx (axz) )90’

para que el vector tangente o/(0) en p pueda escribirse como

'(0) = ;n;x;m) (8‘1)0. (4.1)
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Ln

—

q
0 fa)

‘\_—// &Ly

Figura 4.4. Vector tangente en p.

0
Note que ( 5 ) es el vector tangente en p a la “curva coordenada” (Fig. (4.4))
0

)

mz—>f(0> 707xi70?"' 70)

0
Ahora, sea T} el espacio vectorial generado por { ( 5 ) }, 1=1,---,n.
Ti /o

Lema 4.1. El conjunto T,M de los vectores tangentes a M en p es igual a T}.
Demostracion. El desarrollo anterior hasta llegar a la ecuacién (4.1) muestra que TpM C T7.

0
Ahora, sea v € Ty, entonces v = ) . \; (—) Sea a : I — M, una curva, dada en

&zi
0
la parametrizaciéon f por x; = At. Entonces o/(0) = > . x}(0) <a—>, pero zi(t) = A, y
i
0
z;(0) = \;, por lo que &/(0) = > . \; (8_) =wv, asi, Ty C T,M. O
Ly

La expresién (4.1) muestra que el vector tangente a la curva « en p depende solamente de
la derivada de « en un sistema coordenado. Se sigue del lema (4.1) que el conjunto 7,,M, con
las operaciones usuales de funciones, forma un espacio vectorial de dimensién n que es llamado
el espacio tangente de M en p y que la elecciéon de un parametrizaciéon f: U C R* — M

determina una base asociada {( 0 ) S ( 0 ) }
oz /, or, /,
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Con la nocion de un espacio tangente podemos definir las nociones del diferencial de una
funcion ¢ : M* — M.

Proposiciéon 4.1. Sean M y M2 variedades diferenciables y sea ¢ : My — My una funcion
diferenciable. Para cada p € M,y y para cada v € T,M,, escojamos una curva diferenciable
a:(—€€e) — My con a(0) = p y o/(0) = v. La funcion dy, : T,My — Ty, M,y dado por
de,(v) = (poa)(0) es una funcion lineal que no depende de la eleccion de a. (Fig. (4.5))

Figura 4.5. Representacion de la funcién dy, de la Proposicién (4.1)

Demostracion. Sean f: U — My y g: V — M, parametrizaciones en p y ¢(p), respecti-
vamente. Expresando ¢ en estas parametrizaciones, podemos escribir

(g_logoof)(q) = (yl(l‘l,“‘ 7$m)7"' 7yn(x17"' ’xm))v q= (J:lv"' 7xm) S Uv (ylv"' >yn) eV

Por otro lado, expresando a « en la parametrizacion f, obtenemos

(foa)(t) = (za(t), -+, 2 ().

Por lo tanto,

(g7 o (poa))(t) = (yr(x1(t), -+, 2m(®), s yn(@1(t), - Zm(1))).
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0
Se sigue de la expresién para (po«)’(0) con respecto a la base { ( ) } de Ti, ) M asociada
0

aIZ‘

a la parametrizacion g, esta dada por
8y1 / ayn /
4.2
(o)~ (32 2ea0.+ 3 P (42)

La relacién (4.2) muestra que (¢ o «)’(0) no depende de la eleccién de . Luego, (4.2) puede
escribirse como

(poaf(0) = o) = (52 ) @0 1<i<m 1< <m

0 .
donde <_y> denota una matriz n x m y x;(0) denota una matriz columna con m elementos.

Oz,

Por lo tanto, dy, es una funcién lineal de T, M; en T, M, cuya matriz en la base asociada

s
obtenidas de las parametrizaciones f y g es precisamente ( ayz > O]
T

Definicién 4.5. La funcion lineal dy, definida por la proposicion (4.1) es llamado el dife-
rencial de ¢ en p.

Definicién 4.6. Sean M y N dos variedades diferenciables. Una funcion ¢ : M — N es
un difeomorfismo si este es diferenciable, biyectiva y si su inversa ¢~ ' es diferenciable. Se
dice que ¢ es un difeomorfismo local en p € M si existen entornos U de p y V' de o(p)
tales que p : U — V' es un difeomorfismo.

Ejemplo 4.8. Considere las variedades Ry y Ry con estructuras diferenciables
{(R,p(t) =13} y {(R,9(t) = t)}, respectivamente. Ademds, sea la funcidn

F: ]Rl — RQ
t s F(t)=t/5

Afirmamos que F' es difeomorfismo, ya que

1. F es diferenciable, esto debido a que su expresion local

ploFog(t) = ¢l o F(t)
= ()P = (1)
=

es claramente diferenciable en R.

2. F es biyectiva; la inyectividad es obvia, y note que ¥Vt € R, t = F(t3), lo que muestra
la sobreyectividad.
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3. F7(t) =3 es diferenciable, debido a que su expresion local

¢ o Fod(t) = ¢ o FTH(Y)

= o)
= (#)?
=
es claramente diferenciable en R.
Ejemplo 4.9. Sea F' la funcion definida como
F: R — St c R?

t —— F(t) = (cos2nt,sen27t).

F no es difeomorfismo ya que no es inyectiva. Pero si es un difeomorfismo local, ya que para

cualquier t € R, B
F = Flg—n+m — S' = {=F ()}
F es un difeomorfismo. Esto se verifica facilmente.
La funcién lineal dy, puede ser pensado como una aproximaciéon de primer orden de la
funcion ¢ alrededor de p. Probablemente el teorema local mas importante en Calculo, que

puede extenderse a las variedades diferenciables, es el teorema de la funcion inversa el cual
enunciaremos a continuacién.

Teorema 4.1. (Teorema de la funcién inversa en variedades diferenciables)
Sea ¢ : My — My una funcion diferenciable y sea p € M. Si dp, es un isomorfismo,
entonces p es un difeomorfismo local en p.

Ejemplo 4.10. (El fibrado tangente). Sea M™ una variedad diferenciable y sea
TM ={(p,v):pe M,veT,M},

es decir, TM es el conjunto de todos los vectores tangentes a M. Introduciremos en T M una
estructura diferenciable (de dimension 2n); con tal estructura, TM es llamada el fibrado
tangente de M.

Sea f, : Uy, C R* — M wuna parametrizacion de M con (zf,---,2%) € U,. Para
w € Ty M, q € Uy, podemos escribirlo

o 0
w:;yz 81‘?

Definamos una funcion F, : U, x R* — T'M por

a a o a a a a 9
Fa(‘rla"' y Ly Y1y 7yn): (fa(xlﬁ'” 7$n)’zyi %) '
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Afirmamos que si{(Uy, fa)} €s una estructura diferenciable para M entonces {(U, x R™, F,,)}
es una estructura diferenciable para T'M . Geométricamente, esto significa que tomamos como
coordenadas de un punto (p,v) € TM las coordenadas de p junto con las coordenadas de v en
la base asociada. Procederemos a verificar que {(U, x R™, F,,)} es una estructura diferenciable
para T'M. Primero, verificaremos la inyectividad de F,, entonces

F(x?,---,xg,yf‘,'--,yg) - F5<I17"'7x57y?7”'7y5)

(1t o) = (it S

:fa(l‘?,"', n) fﬁ('xl?' ’ 7$7€) Y Zyza a Zyza 5

debido que f,, fz son parametrizaciones de M, entonces

fa(:v?"" ) n) fﬁ(xlf : ,Zl?g) = (:B?"" 71%) = (x/fv 7$2)7

0 0
y esto implica que ),y 5 = > y? oy

Z(yf‘—yf) aig =0,

)

pero dado que {ﬁ
oz

} es una base, se tiene que Yy — yiﬁ =0, por lo que

i =y
Por lo tanto, F,, es inyectiva. Se verifica que |J, Fo(Uy XR™) =TM, ya que |, fa(Us) = M
y (dfa)g(R") = Ty, M, y asi

JFaUa xR™) = Ufa o) X (dfa)g(R™) = TM.

Sea
(p, U) € Fa(Ua X Rn> N Fﬁ(Uﬂ X Rn) = VV,

que es,
(P, v) = (falda), dfalva)) = (f3(gs), dfs(vs)),
donde qo € Uy, qs € Ug,vq,v3 € R". Entonces

(F,[;l 0 Fo)(qasva) = Fgl(fa(Qa>> dfo(va)) = (f,g1<fa(Qa))v dfgl(dfa(va>>>
= ((f5" o fa)(ga) d(f5" © fa)(va)).
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Ya que fﬁ_1 o f, es diferenciable, también lo es d(fﬁ_l o fa). Esto muestra que Fﬁ_1 oF, es
diferenciable.

Para verficar que E;' (W) = (U, x R") N E;Y(F3(Us x R™)) es un abierto en R™ x R™,
observemos que, ya que Ug X R™ es un abierto en R™ x R", y F;' o Fjg es continua (por ser
diferenciable), se tiene que F, ' o Fg(Us x R™) es abierto también en R™ x R", y luego la
interseccion de Ug x R™ con F;' o Fg(Us x R™) es un abierto en R™ x R™. Asi se satisfacen
las condiciones (1) y (2) de la Definicion (4.2).

Definicién 4.7. Sean M™ y N™ wvariedades diferenciables. Una funcion ¢ : M — N es
una inmersion si dy, : T,M — T,,)N es inyectiva para todo p € M. Si, ademds, ¢ es un
homeomorfismo sobre ¢(M) C N, donde ¢(M) tiene la topologia inducida por N, ¢ es un
embebimiento o encajamiento. St M C N y la inclusion i : M C N es un embebimiento,
decimos que M es una subvariedad de N.

Ejemplo 4.11. 1. La curva a : R — R? dado por a(t) = (t3,t?) es una funcién dife-
renciable pero no es una inmersion ya que para t = 0, '(t) = 0. Y la condicion de
inmersion en este caso es equivalente al hecho de que o/(t) # 0, ya que el diferencial
significa que sus funciones componentes tienen derivadas parciales continuas de todos
los drdenes, es decir, implica que en cada punto eziste una unica recta tangente. (Fig.

(4.6))

T

Figura 4.6. Traza de la curva a(t) = (¢3,t?).
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2. La curva a(t) = (t3 — 4t,1? — 4) es una inmersion ya que su diferencial es inyectiva,
pero no es un embebimiento porque a mo es inyectiva, la curva se corta a si misma en
(0,0) cont =2,t =—2 y por tanto no es un homeomorfismo.(Fig. (4.7))

Y

Figura 4.7. Traza de la curva a(t) = (3 — 4¢,t* — 4).

3. la inclusion i : S* C R® para una superficie reqular en R® es un embebimiento. Esto
por la condicion (1) y (2) de la definicion dada al inicio de este capitulo, i es un
homeomorfimo y su diferencial es inyectiva.

Ejemplo 4.12. (Superficie Regular en R") La generalizacion natural de la idea de una
superficie en R3 es la nocion de una superficie k-dimensional en R™, con k < n. Un subcon-
gunto M* C R™ es una superficie reqular k-dimensional si para p € M existe un abierto V de
p en R y una funcion f : U C RF — M NV de un conjunto abierto U de R¥ sobre M NV
tal que

1. f es un homeomorfismo diferenciable.
2. (df), : R¥ — R" es inyectiva para cada ¢ € U

La condicion (1) significa que si escribimos

f(uh... ,Uk) = (Ul(ul,"' ,Uk),"' 7U7L(u17”' ,Uk))

las funciones vy (uy, -+ ,ug), -+ ,vu(ug, -+ ,ug) tienen derivadas parciales continuas de todos
los ordenes de U, ademds f admite una inversa f~* : M NV — U que es continua; es
decir, f=1 es la restriccion de la funcion continua definida sobre un conjunto abiertos W que
contiene a M NV, por altimo la condicion (2) garantizard la existencia de un plano tangente
en todos los puntos de M.
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A excepcion de las dimensiones involucradas, la definicién es la misma que dada para
superficies regulares en R3.

Proposicién 4.2. Dadas dos parametrizaciones f; : Uy CR¥ — M, fo : Uy C R¥ — M,
con f1(U1) N fo(Us) = W # ¢, el cambio de pardmetros fi ' o fo: fo (W) — fi ' (W) es un

difeomorfismo.

Demostracion. Sea h = f;i 1o fo: fy '(W) — fi 1 (W)

Primero, observemos que h es un homeomorfismo por ser la composiciéon de homeomorfismos.

Sear € f, *(W) y q=h(r). Sea (uy,-- ,ux) € Ur y (v1,---,v,) € R, escribimos a f;
en estas coordenadas como

fl(u17 e ,Uk) == (Ul(u17 e ,'U/k), tee 7Un(u17 e ,Uk))
Por la condicién (b) de la definicién de Superficie Regular en R™, podemos suponer que

O(v1, -+, vk)

Doy, 7uk)(q)7é0

Extendemos a f; por la funcién Fy : U; x R** — R™ dada por

F(ula"' ,Uk,tk+1,"' Jtn) = (Ul(ula'” ,Uk),"' 7vk(u17"' ,Uk),
Vg1 (s, -+ uk) F g, Up(un, oo ug) + 1),
donde (tgi1, -, -+ ,t,) € R"* Es claro que F diferenciable y que la restriccién de F a
Uy x {(0,---,0)} coincide con f;. Por un simple cdlculo, podemos obtener que
Avr, -+, vg)
det(dF,) = ——=(q) # 0.
(@F,) = Gt ) #

Podemos aplicar el teorema de la funcién inversa que garantiza la existencia de un abierto
Vi de fi(q) donde F ' existe y es diferenciable. Por la continuidad de f,, existe un abierto

Vo C Uy de r tal que f3(Va) C Vi. Note que la restriccién de h en Va, h‘ =F o (fy)] es
Va Vo
una composicion de funciones diferenciables. Entonces h es diferenciable en r por lo tanto,

en f, '(W). Con un argumento similar h~! es diferenciable. ]

Ejemplo 4.13. (El plano proyectivo revisado) El conjunto de lineas de R® que pasan
por el origen, pueden ser visto como el espacio cociente de la esfera unitaria S* = {p € R3 :
Ip| = 1} por la relacion de equivalencia que identifica a p con el diametralmente opuesto —p.
Para cada linea recta que pasa por el origen, determina en S? dos puntos diametralmente
opuestos, y la correspondencia asi obtenida es claramente biyectiva.
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Tomando esto en cuenta, vamos a introducir otra estructura diferenciable en P*(R). Para
eso, notamos que podemos cubrir la superficie reqular S* C R3 mediante una familia de
parametrizactones.

fFU,— S f U —S%i=1,2,3
donde
Ur = {(1,22,23) € R®, 2y = 0,25 4+ 25 < 1}
fif (@9, 23) = (Dy,m9,w3), Dy =4/1— (23 +23)
fi (@, w5) = (=Du, w3, 23);
Uy = {(z1,72,23) € Rz, = O,xf +:1:§ <1}
fi(x1,23) = (x1,Ds,23), Dy=1/1— (2} + 23)
fy (w1, w3) = (w1, =D, 23);

Similarmente para i = 3. Es inmediato para comprobar que esto es de hecho una estructura
diferenciable para S*.

LU (ffufr)=s%
2. Por la proposicién de cambio de pardmetros para dos parametrizaciones f;*, f; con
U N f(U;) =W £ 0, tenemos que (f;7) Lo fi y (fi)"Lo fi" son diferenciables.

Sea m : S* — P%(R) la proyeccidn candnica, es decir, w(p) = {p,—p} y note que

7(f7(U;) = w(fi (Uy)). Vamos a definir g; - U; — P%(R) por
gi =mo f¢+
como la restriccion de © a f;7(U;) es inyectiva, por ser composicion de funciones inyectivas
gitogi=(moff) Fo(mof)=(fi)""o(f)).
es decir, si tomamos 1 =1;j = 2
(fi) o () (@, 23) = (F7) 7 (w1, Doy a3) = (Do, 3),

asi para todai,j = 1,2,3 es diferenciable. De ello se deduce que g;* og; es diferenciable, por
lo tanto, {(U;,g:))} es una estructura diferenciable para P*(R).

En realidad la estructura anterior y la del Ejemplo (4.3), determinarén la misma estruc-
tura maximal. Los abiertos coordenados son los mismos y los cambios de coordenadas se dan

(para i = 1) por
(1, ﬂ, ﬁ) g (D,ilfg,.%g)
1 I1

que es claramente diferenciable. Note también que de lo anterior se sigue que la proyeccion
canénica 7 : S* — P?(R) es un difeomorfismo local en cada punto de S?.
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fs (x1,x2)

L1

(z1,z2) ¥

f3_($17$2)

L2
Figura 4.8. Para (z,y), obtenemos f3"(v1,22) = (21,22, D3) y f3 (21,22) = (21, %2, —Dj).

Ejemplo 4.14. (Inmersién del plano proyectivo en R*). Sea o : R® — R* una funcién
dada por
p(r,y,2) = (2° =P 2y, 02,y2), (v,y,2) € R,

Sea S* C R3 la esfera unitaria y sea w : S* — P?(R) la proyeccién candnica de S* en el plano
real proyectivo (ver ejemplo anterior). Note que p(p) = ¢(—p) es una funcion par, y define
una funcion 0 : P*(R) — R* por

0({p, —p}) = ©(p).

Ya que m es un difeomorfismo local, debemos mostrar que 6 es una inmersion, es sufi-
ciente mostrar que la restriccion de ¢ a la esfera S? es una inmersién. Para ello, elegimos la
parametrizacion dada por el ejemplo anterior. Entonces f3, por ejemplo, es dada por

f;(a:,y):(x,y, 1—($2+y2))

po ff(z,y,2) = (2 — y*,zy,zD, yD).

Para mostrar que d(p o fi) es inyectiva, basta mostrar que el rango de la matriz

-2y z D, D+uyD,
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es igual a 2, (por Proposicion ((1.2))) y esto es facil de verificarlo, ya que el rango de una
matriz es igual al numero de filas linealmente independientes es decir las filas no son propor-
cionales. Similarmente, podemos verificar que se cumple para las demds parametrizaciones y
asi completar el ejemplo.

R?)
(%)

N
%

¢ |s2

Nota. Una pregunta natural en la teoria de variedades diferenciables es saber si una deter-
minada variedad diferenciable puede ser sumergido o embebido en algun espacio euclideo. Un
teorema fundamental dual de Whitney establece que: cada variedad diferenciable (Haus-
dorff y con una base contable) de dimensiéon n puede ser sumergida en R*" y
puede ser embebida en R*"!,

Proposicién 4.3. Sea o : M™" — N™, n < m una inmersion de la variedad diferenciable M
sobre la variedad diferenciable N. Para cada p € M. Mostrar que existe un entorno V-C M
de p tal que la restriccion |y de ¢ a'V es un embebimiento.

Demostracion. Este hecho es consecuencia del teorema de la funcién inversa.

Sea fi : Uy CR" — My fy: Uy C R™ — N un sistema de coordenadas en p y ¢(p)
respectivamente y se denota por (xy,--- ,z,) las coordenadas de R™ y por (y1,- - ,ym) las
coordenadas de R™. En estas coordenadas, la expresion para @, que es la funcién

¢ = fy ' oo fi escrito como

SE: (yl('xh”' 7xn>7"' 7ym<x1"" 7'rn))

Sea ¢ = f;'(p). Como ¢ es una inmersién, podemos suponer reordenar las coordenadas
si fuese necesario, de manera que

a(yla"' 7yn) (q) ?é 0

a(1’17 e >xn)

Para aplicar el teorema de funcién inversa, podemos introducir la funcién
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¢ = U, x R""=F _ R™ dada por

¢($1,"‘,$n,t1,"',tk) — (yl(x].a"'71.77/)7..')yn(ajl).“7xn7yn+1(x].7“'7$n)+t17“'7
7yn+k(x17"' 7xn) +tk)
donde (ti,---,t;) € R™m"=* Es f4cil verificar que ¢ restringida a U; coincide con @ y
que

der(dgy) = k) 20

Se sigue del teorema de la funcién inversa, que existe un entorno Wi, C U; x RF de ¢ y
W, € R™ de ¢(q) tal que la restriccién ¢ |y, es un difeomorfismo sobre Ws. Sea V = Wy NU;.
Donde ¢ |y= ¢ |y v fi es un difeomorfismo, para i = 1,2, concluimos que la restriccién de
V = fi(V) de la funcién ¢ = fbn@N fi1: V — ¢(V) C N es un difeomorfismo, asf es un
embebimiento.

]

Extenderemos ahora para variedades diferenciables la nocion de una forma diferencial del
Capitulo II. Dado un espacio vectorial V, denotaremos por A*(V) el conjunto de funciones
k-lineales y alternantes w : V x --- x V — R, donde V' x --- x V contiene k factores.

Definicién 4.8. Sea M"™ una variedad diferenciable. Una k-forma exterior en M es la
eleccion, para cada p € M, de un elemento w(p) del espacio A*(T,M) de formas alternantes
y k-lineales del espacio tangente T, M.

Dada un k-forma exterior w y una parametrizacién f, : U, — M™, alrededor de
p € fo(Uy,), definimos la representacién de w en esta parametrizacién como la k-forma
exterior w, en U, C R™ dada por

Walv1, -+, vk) = w(dfo(v1), -+, dfo(vr)), (vi,--+,v) € R™.

Si nosotros cambiamos coordenadas a fz : Us —> M™, p € f3(Up), obtenemos que

(fg_lofa)*(wﬂ)(vla"' 7vk) - wﬁ(d(fﬁ_lofa)(vl>"" 7d(fﬁ_lofoc>(vk))
= w((dfgod(fs' o fa))(ve). - (dfs 0 d(f5" o fa))(vi))

= wa<’U1, o 7vk)7

que es, (fg1 0 fa)*ws = Wa.

Definicién 4.9. Una forma diferencial de orden k (o una k-forma diferencial) en un
variedad diferenciable M"™ es una k-forma exterior tal que, en todos los sistemas de coorde-
nadas, su representacion es diferenciable.



4. Variedades Diferenciables 84

De lo anterior, se deduce que una k-forma diferencial en M™ es la eleccién, para cada
parametrizacién (U,, f,) de M, de un k-forma diferencial w, en U, de tal manera que para
cualquier otra parametrizacion (Ug, f3), con fo(Ua)Nf3(Us) # 0, tenemos wo = (f5 "0 fo)*ws.

Es un hecho importante que todas las operaciones definidas para formas diferenciales
en R™ pueden extenderse a formas diferenciales en M™ a través de sus representaciones.
Por ejemplo, si w es una forma diferencial en M, dw es una forma diferencial en M cuya
representacion local es dw,. Ya que

dw, = d(fﬁ_l o fa)*wﬂ = (f/j_l 0 fa)*dwp,

dw es una forma bien definida sobre M.
Estrechamente asociado con las formas diferenciales es la nocién de un campo vectorial.

Definicién 4.10. Un campo vectorial X sobre una variedad diferenciable M es una
correspondencia que asocia a cada punto p € M un vector X (p) € T,M. El campo vectorial
X es diferenciable si para toda funcion diferenciable o : M — R, X ¢ es de nuevo una
funcion diferenciable.

Sea f, : U, — M™ una parametrizacion de M y X; = Ere 1 =1,---,n, la base asociada

K
a la parametrizaciéon. Entonces un campo vectorial X puede en f,(U,) escribirse como

X=> aX, donde a; : M —» R.

Ademsds, X se escribe como

dp
Xgpzzaiaxi, Yy € D.

Ya que un campo vectorial X sobre M es una operacion sobre el espacio D de funciones
diferenciables de M, podemos tomar las iteraciones de esta operacién. Por ejemplo, si X y Y
son campos vectoriales diferenciables y ¢ : M — R es una funcién diferenciable, podemos
considerar las funciones Y (X¢) y X(Y ). En general, tales operaciones iteradas no conducen
a campos vectoriales, ya que implican derivadas de orden superior al primero. Sin embargo,
lo siguiente es cierto.

Lema 4.2. Sean X y Y campos vectoriales diferenciables sobre una variedad diferenciable
M. Entonces existe un unico campo vectorial Z sobre M tal que, para cada ¢ € D,
Zo = (XY -YX)p.

Demostracion. Probaremos primero que, tal Z existe, entonces esta es unica. Para esto, sea
f U — M una parametrizacién, y sean

0 0
X:;a’i&_xi’ Y:;b‘ja—x]
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las expresiones de X y Y, respectivamente, en la parametrizacion f. Entonces

B 0 ab; Do
e = X<Zb]8x> Z“ia_:ci(zﬂax) Z "0, 0x; 2w bﬂa 2:01;

7 iJ

) 0 da; 0
res (Snd) - Sog (Eni) - o - Tl

2 (2

ab]’ 8CL]' 0

1

por lo tanto,

(XY —YX)p=>)_ (

J

Se deduce que si una Z existe con la propiedad requerida, debe expresarse de esta manera
en todo sistema de coordenadas, por lo que es tnica.

Para probar existencia, acabamos de definir Z, en cada entorno coordenado f,(U,) C M

por la anterior expresién. Por la unicidad, Z, = Zz en f,(U,) N f3(Ug), por lo tanto, Z

estd bien definido sobre M. O

Definicion 4.11. El campo vectorial determinado por el lema anterior es llamado el cor-
chete (de Lie) [X,Y]=XY —YX de X yY, y este es claramente diferenciable.

La operacién corchete tiene las siguientes propiedades:

Proposicion 4.4. Sean X,Y y Z campos vectoriales diferenciables, a y b niumeros reales, y
v y 0 funciones diferenciables. Entonces

a. [X,Y]=-[v,X],
b. [aX +bY, Z] = alX, Z] + by, Z],

c. [X,Y],Z2)+][[Y, 2], X]+[[Z X],Y] =0 (Identidad de Jacobi)
d. [0X, Y] = 0p[X, Y] +60- X (9)Y —p Y (0)X :

0 0 0
Demostracion. Sean X =), aZa Y =53, b]a yZ=y, Ch 5~ CAIMPOS vectoriales
T,

a.
B ob; dp da; Op
YN = O =Y =D =D g
_ oa; (9g0 db; Oy
o <Z Jaxj or; ZZ (9%390])
= —(YX - XY)(p)

_[Y7 X](gp)
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b. Desarrollemos el miembro izquierdo,

dey, O Dy, Op 0%
X+bY)Z = b b; b b;
(aX+ “Z“’axl Dy “;“’C’“a axﬁ ; i 9, D ; i a0y
da; Op ob; Oy 0%
Z(aX+bY)(p) =
(a X+ GZ k&ck o0x; +azcka18xk8x +bz k&xk Oz, +bz ) e O0x,0x;
Entonces,
aX +bY,Z] = (aX+bY)Z —Z(aX +bY)

Ocy 8@ (%k &p Oa; Op ob; &p
. b
“4 Z “or, ox; &rk Z J 8.7: 8xk Z Ck Oxy 0x; %: axk 8.%]
Ahora, desarrollemos el miembro derecho,

ey, O Oda; Op
alX, Z)() = a(XZ — ZX)( —aZaZa—xla—xh—ach— A

alX, Z)(¢) = b(YZ — ZY)(g) = bej%ai - bzck%a—?
Asi, sustituyendo en (*), obtenemos que
[aX +bY,Z] = (aX +bY)Z — Z(aX +bY) = a[X, Z](¢) + b[Y, Z](p).

¢. Observemos que

[X,Y],Z] = [XY-YX,Z|=[XY,Z] - [YX,Z]|=(XYZ - ZXY)— (YXZ - ZYX)
XYZ—~ZXY ~YXZ+2ZYX

Note que
(X, [V, Z]] = —[[V,Z2,X]=-[YZ-2Y,X|=2YX -YZX - XZY + XY Z
y
Y. [Z,X]] = —[[Z,X],Y]=-[ZX - XZ)Y|=—-ZXY+YZX+XZY -YXZ
Asi,

HX’ Y]>Z] = [Xv [Ya ZH + [Yv [Z7XH



4. Variedades Diferenciables

87

Se pueden verificar de la misma manera, las siguientes igualdades:

HY7 Z],X] = [Y> [Z7XH + [Z> [X> Y”

[[Y7 Z]>X] = [Za [Xv Y]] + [X? [Y7 ZH
Luego,

XYL 2]+ ([, 20, X+ [V, 20, X] = 20X Y, Z]] + 2, [Z, X)) + 27, [X, Y]]
= —2[[v,Z],X] - 2[[Z,X],Y] - 2[[X, Y], Z]

0 = —3[[X, Y],Z] — 3[[2, X},Y] — 3[[Y7 Z],X]
= =3([[X, Y], 2]+ [[Z2, X]. Y] + [[Y, Z], X])
0 = [[X,Y],Z]+[[Z,X],Y]—l—HY,Z],X]

XY = OX)Y) — ($V)OX) =0 (o) = 9 Y by (05)

B B 8 90 B

J

- By o 06 0
B ezalaxi ”92‘“%@(”_@2%@ X—ngb]eaxj(X)

0 0
Ejemplo 4.15. Sea M = R? con coordenadas (z,y,z) y sea X = 2xza— + eyza— y
T Y

Y = (2% + y? + 2%)— + 5= campos vectoriales sobre R3.
Ox 0z
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Calcularemos [ X, Y],

[ 0 0 0 0
X Y — 9 7 yz 2 2 2\ Y e
(X, Y] _a:‘zax—i—e ay,(x +y +Z)ax+58z]
B 0 , 5 o5 5.0 0
= QxZax,(x +y +Z)8I}+[2x28x’58}
0 0 g _0
yz 2 2 AN Yy~ R
e R et
QxZ%, (2% + o +22)%] = sz% ((m2 + y? —1—22)%) — (2* 4+ ¢* +z2)% <2mz%)
= 21z 2x£+(m2+ 2+x2)a—2
B Ox Y Ox?
0 0?
(2.2 2 o o
(x°+y” + 27 (228z+2$28w2)
0
= 9o (922 — (22 Lt 4 22)) L
z (207 — (¥ +y +Z))8x
Y se verifica que
d _0] 0 0
0 J ] 0 0 0
yz 2 2 2\ 7 — yz2__ 2 2 2__:yz2_
[e gy TV | = g, — @y ) 050 =250
J _0] 0 0 0
12l 50| = M0 — Byel— = _Hyec
[e dy’ 0z ‘ 9. e oy ve oy

Luego,
d o)
[X, Y] = (23:.22 _ 2y22 _ 223 — 10z + 2y€yz)a_x . 5y€yzay.

Existe una relacion interesante entre diferenciacion exterior de formas diferenciales y la
operacién corchete. Para el caso de 1-formas, esta relacién es como sigue.

Proposicion 4.5. Sea w una 1-forma diferencial sobre una variedad diferenciable M y sean
X y Y campos vectoriales diferenciables sobre M. Entonces

dw(X,Y) = Xw(Y) — Yw(X) - w([X,Y]). (4.3)

Demostracion. Sea f : U — M una parametrizacion de M y sean

0 0
X:;aia—xi, Y:;bja_%a
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las expresiones de X y Y en dicha parametrizacién. Observe que si (4.3) se cumple para X; y

Y;, entonces también se cumple para ), X; y > ; Yj. Luego, afirmamos que si (4.3) se cumple

para X y Y, también se cumple para §.X y ¢Y, donde 6 y ¢ son funciones diferenciables.
Para verificar nuestra afirmacion, primero notemos que, por hipotesis,

dw(0X,0Y) = 0Opdw(X,Y); dw esuna formaen M
= Op[Xw(Y) = Yw(X) —w([X, Y])]
Ahora, usando (d) de la Proposicién (4.4), obtenemos
(0X)w(pY) = (pY)w(0X) — w((0.X, ¢Y])
= 0X(P)w(Y) + (0pX)w(Y) = oV (0)w(X) — (pY )w(X)
—Opw([X,Y]) = 0X(p)w(Y )+¢Y(9)W(X)
= OpXw(Y) — pfYw(X) — Opw([X,Y])
= o [Xw(Y) = Yw(X) = w(X, Y])]
= dw(0X,pY)

lo cual prueba nuestra afirmacion.

Se deduce que, para probar (4.3) es suficiente probarlo para —

0 0
[a—%’a—%] =0

o) = (on (o) =2 ()@

_ 9 (90 _ 9 (9
N 833'1 al’j ai[fj a.ﬁlﬁ'l

Po Py
8;1:1-83:]- 83:1633]
=0

Se verifica que

0
dx; Ox;’

puesto que

por lo que es suficiente mostrar que

o 0 9] 9] 9] 9]
e (81’1 8@) = Oz (8_%) a 8_:L’jw (83:1) ' (4.4)

Note que si (4.4) se cumple para w; y we, se sigue satisfaciendo para w; + wy. Por lo tanto,
es suficiente mostrar que

o 0 0 0 0 0
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Donde « es una funcién diferenciable. Lo anterior se reduce a

do ( 4 > do (i)
0 0
e (5r) @ (5;)

Oa Oa
= Gy — i
T 0x; Ox;

2

que se sostiene por la mera definicién de producto exterior (o cuna).
O

Observacion 8. Con esencialmente la misma prueba, se puede demostrar la siguiente ge-
neralizacion de la Proposicion (4.5). Sea w una k-forma diferenciable y sean Xy, -+, Xpi1
campos vectoriales reales. Entonces

k+1
dU)(Xl, e 7Xk+1) = Z(_l)i+1Xiw(X1’ T 7X7la e 7Xk+1)

i=1

+Z(_1)Z+Jw([XmX]]7X17 aX’ia"' an7"' an—i-l)

i<j
donde X; significa que X; no se encuentra.

Concluiremos este capitulo con la nocién global de orientabilidad de una variedad.

Definicién 4.12. Una variedad diferenciable M es orientable si M tiene una estructura
diferenciable {(U,, fa)} tal que para cada par o, B con fo(Us) N f3(Us) # 0, el diferencial del
cambio de coordenadas fﬁ_1 o f, tiene determinante positivo. De otra forma, se dird que M
es mno ortentable.

St M es orientable, la eleccion de una estructura diferenciable satisfaciendo lo anterior
es llamada una orientacion para M.

Observacion 9. Note que cuando el diferencial de cambio de coordenadas tiene determinante
positivo, nos referimos al hecho que el cambio de coordenada tiene determinante jacobiano
positivo. La orientabilidad es equivalente a la existencia de una cubierta {V,} de entornos
coordenados de M de manera que st un punto p pertenece a dos entornos de esta cubierta,
entonces el cambio de coordenadas tiene jacobiano positivo en p.
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4.1. Resolucion de Ejercicios

Ejercicio 4.1. Sean M y N wariedades diferenciables donde {(U,, fo)} es una estructura
diferenciable de M y {(Vs,g5)} una estructura diferenciable de N. Considere el producto
cartesiano M x N y la funcion hag : Uy x Ug — M x N dada por

ha@(l’,y) = (fa(x)vgﬁ<y>)7 S Uoﬂy € VB'

Muestre que {(Uqs X Vs, hap)} es una estructura diferenciable para M x N la cual es llamada
la variedad producto de M y N.

Solucién. Verificaremos que hqp es inyectiva.

hag(u,v) = hoy(w,2) = (fa(u), g5(v)) = (fo(w), g,(2))
= falu) = fo(w), gs(v) = g,(2)
== u=w, V=2 fa,fs,95, gy son parametrizaciones de M y N
— )

—~

(
Ahora, probemos que |5 hap(Ua x Vg) = M x N.
Ya estd que |, hap(Ua X Vg) C M x N, pues has(Ua x V3) C M x N. Verifiquemos la
otra inclusion

(x,y) e M XN = zxze€M, yeN

= xGUfa<Uo¢)7 yEUgﬁ(Vﬁ)
el B
= 3ao, fo tal que x € fo,(Uay), ¥ € 950(Va,)

= 2= fo,(u), y =g, (v), para algin u € Uy,,, v € Vj,
Ast,
(ZE, y) - (fao(u)7gﬁ0(v> - haoﬁo (u7 U)'
Uhag(Ua X Vg) D M x N.
apf
A\ Jhas(Ua x V) = M x N.
af

Y por dltimo, verificaremos que h;wl o hap es diferenciable, asi
hey © hag(u,v) = hg, (falu), gs(v))
= (f;l S fa<u)79«71 o gs(v)),

pero fé,_1 o fay gv_l o gg son diferenciables. Por lo tanto, hﬂ_vl o hop es diferenciable.
En consecuencia, {(Uy X Vi, hag)} es una estructura diferenciable para M x N.



Capitulo 5

Integracion sobre Variedades

5.1. Integracion de Formas Diferenciales

En esta seccién vamos a definir lo que es la integral de una n-forma en una variedad
diferenciable n-dimensional. Vamos a empezar con el caso de R", antes de ello enunciaremos
la siguiente definicion.

Definicién 5.1. Sea w una forma diferencial definida en un conjunto abierto U C M™. FEl
soporte K de w es la clausura del conjunto

A={pe M"w(p) # 0}.

Recordemos que, si w es una n-forma en U C R"™ abierto, entonces existe una funcién
a:U — R tal que w = adxy A --- A dzx,. Ahora definimos lo que es una integral de una
n-forma de R".

Definicién 5.2. Sea w una n-forma y M™ = R™. Entonces
w=a(ry, - ,xp)dry A - ANdy,.

Supongamos que el soporte K de w es compacto y estd contenido en U. Definamos

/w:/adx1-~dxn,
U K

donde el lado derecho es la integral multiple habitual en R™.

Ahora procederemos a la definicién de la integral de una n-forma sobre M™. Para evitar
méas adelante la formulacién de problemas, es conveniente asumir que M es compacto; en-
tonces el soporte K de w, siendo un conjunto cerrado en un espacio compacto es también
compacto. Como veremos méas adelante, también es necesario asumir que M es orientable, es
decir, M esta cubierto por una familia de entornos coordenados {V,} tal que el cambio de

92
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coordenadas tiene jacobianos positivos.

Supongamos inicialmente que K esta contenido en algiin entorno coordenado.
Definicién 5.3. Si la representacion local w, de w en U, es
Wo = Ao (21, xp)dxy N\ -+ A dxy,

y K estd contenido en algin entorno coordenado V, = fo(Uy,). Entonces definimos

/w:/ wa:/ andxy -+ - dx,,
M « «

donde el lado derecho es una integral en R™.

Puede suceder que se encuentre en otro entorno coordenado V3 = f3(Us) en la misma
familia, lo cual verificaremos en el siguiente lema.

Lema 5.1. La definicion anterior es independiente de la eleccion del entorno coordenado.

Demostracion. Para ello, podemos asumir, contrayendo U, y Us si fuese necesario, que
Va = V3. Con el cambio de coordenadas

f:f(;lof,gZU/B%Ua
dada por
xi:f’i(yla"'7yn)7 Z.:]-f"an
(ZEl,"',ZEn)GUa, (yla"'vyn)eUﬁ'
Ya que wg = f*(w,), obtenemos que
wg = det(df )agdyy A -+ A dyn,

donde
ag = a/a(fl(yl,"‘ ayn)a"' 7fn(y1>"' 7yn)>'

Por otro lado, por el teorema de cambio de variables para integrales multiples en R"”, si
f es un difeomorfismo, para cualquier funcién integrable a, : U, C R" — R la funcién
(aq o f)det(df) es integrable en Upg, entonces obtenemos que

/ andry -+ - dx, = / det(df)(aq o f)dyy - - - dy, = / det(df )agdyy - - - dyn.
o Us Us

Por el teorema de funcién inversa, si f : U, — Uz es inyectiva y diferenciable en U,,
entonces el determinante jacobiano, (det(df)) es distinto de cero y como M es orientable

det(df) > 0, asi,
[
«@ Vﬁ

Asi, podemos afirmar la independencia de la eleccion del entorno coordenado. O
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Podemos notar que sin la hipdtesis de orientabilidad para M, el signo de la integral de w
no estd bien definido. La eleccién de la orientacion para M, fija un signo para la integral de
w que cambia con el cambio de orientacion.

Vamos a considerar ahora el caso donde el soporte K de w no esta contenido en ningin
entorno coordenado. Para ello necesitamos algunos preliminares, pero antes de entrar en de-
talles, vamos a presentar una nocién de lo que pretendemos hacer.

Dada una cubierta {V,} de una variedad diferenciable compacta M, vamos a construir
una familia finita de funciones diferenciables 1, - |, tal que:

. Z;’il i = 17
» 0 < ; <1,y el soporte de p; estd contenido en algin V,, = V;.

La familia {¢;} es llamada una particién diferenciable de la unidad subordinada
que cubre a {V,}. (Cuando M es orientable, elegimos {V,} compatible con la orientacion).

Supongamos por el momento la existencia de dicha familia. Asumamos ademas que M es
orientable. Vamos a definir la integral de una n-forma w en M" de la siguiente manera.

Definicién 5.4. FEl soporte de la forma p;w estda contenido en V;. Por la definicion anterior

podemos escribir
m
w = o
fo=% ]

La tnica interrogante que nos podriamos hacer, es si la definicién anterior es indepen-
diente de la eleccion de la familia.

Lema 5.2. La definicion anterior es independiente de la eleccion de la familia.

Demostracion. Consideremos la posibilidad de otra cubierta {Wj3} de M, que determina
en M la misma orientaciéon como {V,}, y sea ¢;,j = 1,---,s, una particién de la unidad
subordinada a {Wjs}. Entonces {V, N W3} sera una cubierta para M y la familia ¢;1); sera la
particién de la unidad subordinada a {V, N Wjs}. Por lo tanto

donde en la iltima igualdad fue utilizado que, para cada 4, las funciones son definidas en
V;. Similarmente,
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gﬁdijzg;@(i%)%w:Z/M%%w

i=—1 ij

Lo que muestra la independencia necesaria. O]

Nota. Lo que hemos hecho basicamente fue lo siguiente. Observe que la integral de una forma
diferencial cuyo dominio estd contenido en un entorno coordenado, se reduce a una integral
multiple. Para integrar formas diferenciales en dominios mas complicados, lo podemos hacer
en cualquiera de las siguientes maneras:

1. Diwvidimos el dominio complicado en simples dominios y sumamos los resultados.

2. Descomponemos la forma en formas que son cero fuera de dominios simples y sumamos
los resultados.

Ya que es mds facil trabajar con funciones que con dominios, la sequnda alternativa es por
lo general la manera preferida y es la que se utiliza.

Ahora entramos en la prueba de la existencia de una particion diferenciable de la unidad
subordinada para una cubierta dada por entornos coordenados de una variedad diferenciable
compacta M"™ (no necesitaremos orientabilidad para esto).

En lo que sigue, B,(0) = {p € R";|p| <r}, donde 0 = (0,--- ,0) € R™
Lema 5.3. Eziste una funcion diferenciable ¢ : B3(0) — R tal que:

a. ¢(p) =1, sip € B1(0)

b. 0 < @(p) <1, sipée€ By(0)

c. p(p) =0, sipe B3(0) — Bz(0).

Demostracion. Primero considere la posibilidad de una funcién « : R — R dada por (Fig.

(5.1()))

at) = € FIED |t e (=2,—1)
a(t) =0, t¢(—2,-1)

Note que la funcién « es una simple modificacion de la conocida funcién e_(z%>, y el punto
es de clase C'° en todas partes.

Tomemos la integral
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para obtener una funcién diferenciable v (Fig. (5.1(b))) cuyo valor méaximo (en ¢t = —1)

estd dado por f:zl a(s)ds = A. Entonces, estableciendo 3(t) = 218 shtenemos una funcién

A
diferenciable con las siguientes propiedades:
B(t) =0, si t< =2
0<p(t) <1, si te(-2,-1)
Bt)=1, si t>-—1

La funcién requerida ¢ : B3(0) — R se obtiene por ¢(t) = B(—|p|), p € Bs3(0); para el
caso de R? tiene la forma de la Fig. (5.1(c)).

e

VAN AL

) 0 -2 -1 0

1(a) / 1(b)

1(e)
Figura 5.1. 1(a): Funcién o : R — R. 1(b): Funcién 7. 1(c): El caso de R2.

]

Lema 5.4. Sea M™ una variedad diferenciable, seanp € M y g: U C R" — M wuna para-

metrizacion alrededor de p. Entonces, es posible obtener una parametrizacion f : B3(0) — M
alrededor p de tal manera que f(Bs3(0)) C g(U) y f~(p) = (0,---,0).

Demostracién. Sea (29,---,2%) € U tal que g(z9,---,2%) = p. Ya que U es un abierto,
existe un r > 0 tal que B,.(2?,--- ,2%) C U. Sea T la traslacién en R" que toma (29, - ,z2)
en (0,---,0), y sea H : R" — R" la funcién que a cada punto p € R" asocia el punto %p.

Entonces H o T toma B,(z%,--- ,2%) en B3(0).

rrn
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Definimos la parametrizacién f : B3(0) — M por
f=goT o™
que es facil de verificar que cumple las condiciones requeridas.

f(B3(0)) = (goT "o H ")(Bs(0))
= goT '(H'(B3(0))
= goT '(B.(0))
= g(B.(2,---,2%)), como B,(z%,---,2°) CcU
c gU)

- f(Bs(0)) C g(U)
Sea f'=HoTog!yseap¢& M entonces

fp)

(HoTog )
= HoT(g7'(p)
= HOT(g_l(:E(I),~-- ,ZE?L))

= HoT(d,--- a0

rn

)

— H(0,---,0)
(07 o 70)
f71<p) = <O7 ?O)

O

Proposicién 5.1. (Existencia de una particién diferenciable de la unidad). Sea M
una variedad compacta y {Va} una cubierta de M por entornos coordenados. Entonces existen
funciones diferenciables py1,--- | o, tal que:

a. Yy pei=1conp;: M - R
b. 0 < ¢; <1, y el soporte de ; estd contenido en algin V,, de la cubierta {V,}.

Demostracion. Para cada p € M consideremos la parametrizacién f, : B3(0) — M dado
por el Lema (5.4) con f,(B3(0)) =V, C V,, algunos V, de la cubierta {V,}. Establecemos
Wy, = fp(B1(0)) C V.

La familia {WW,} es una cubierta abierta de M. Ya que M es compacto, podemos se-
leccionar de él una cubierta finita Wy, --- , W,,. El correspondiente Vi, --- ,V,, formard una
cubierta de M.
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Vamos a definir funciones 6, : M — R, : =1,--- ,m, por
Hi:goofi_l enV;; 0,=0en M -V,

donde ¢ : B3(0) — R es la funcién dada por el Lema (5.3). Las funciones 6; son diferenciables
por ser la composiciéon de funciones diferenciables y el soporte de 6; esta contenido en V;
Finalmente definamos ¢; por

N 0i(p)
(Pz(p> - Z;nZI Qj(p)

Es inmediato que las funciones ; asi construidas satisfacen las condiciones (a.) y (b.), es

decir,
S _ - 0i(p) o
2= s

Por la misma construccién 0 < p; < 1 ya que el denominador siempre serd mayor que el
numerador y ademads como el soporte de 6; esta contenido en V; y 0; # 0 en V;, asi el soporte
de ¢; estd contenido en algin V,,. O

, pEM

Nota. La existencia de una particion diferenciable de la unidad es uno de los hechos mds tti-
les para el estudio de pregquntas globales sobre variedades diferenciables. La proposicion (5.1)
todavia se mantiene para variedades no compactas (con una base contable) considerando la
cubierta localmente finita contable (localmente finita significa que a cada punto de la varie-
dad, cumple sdélo un nimero finito de miembros de la cubierta), y la prueba es esencialmente
la misma.

5.2. Teorema de Stokes

En esta seccién intentaremos establecer el teorema de Stokes!. Para ello, necesitamos una
serie de definiciones que haran posible establecer con claridad el teorema; una vez establecidas,
la prueba del teorema serd relativamente simple.

Para el caso dos-dimesional, una descripcién aproximada del teorema es como sigue.

Sea w una 1-forma diferencial definida sobre una variedad dos-dimensional orientada M?,
y sea dw su diferencial exterior. Considere una regién R de M? acotada por una curva
regular cerrada C' = JR. La orientacién de R induce una orientacion para C', y la inclusién
i : C' —> M nos permite considerar la restriccién *w de w a C. Bajo estas condiciones,
el teorema de Stokes establece que la integral de la 2-forma dw en R es igual a la integral

!George Gabriel Stokes, primer Baronet (13 de agosto de 1819-1 de febrero de 1903) fue un matemético
y fisico irlandés que realizé contribuciones importantes a la dindmica de fluidos (incluyendo las ecuaciones
de Navier-Stokes), la éptica y la fisica matemdtica (incluyendo el teorema de Stokes). Fue secretario y luego
presidente de la Royal Society de Inglaterra.
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de i*w en OR = C'. Asi, en cierto sentido, el operador d (aplicado a formas) y 0 (aplica a
“dominios lisos”) son duales el uno al otro.
Revisemos el enunciado cldsico del Teorema de Stokes en R3.

El teorema de Stokes relaciona la integral de linea de un campo vectorial alrededor de una
curva cerrada simple v € R3, con la integral sobre una superficie de la cual v es la frontera.
Es decir, si se tiene S una superficie orientada con vector normal unitario N y frontera una
curva cerrada v y un campo vectorial F(x,y, z) = (P(z,y, 2), Q(x,y, 2), R(x,y, z)), se cumple

que
/rot(F)-NdS:/F,
s v

donde el rotacional del campo F' estda dado por

-
o 0 0 OR  0Q\ - oP OR\ - 0Q JOP\ -
)= F=— — —|=——-— —_—— -
rot(£) =V x or 0Oy 0z (6y 8z>z+<82 83:>]+<8x 8y)k
P R

[

Otra forma de escribir la igualdad de estas integrales es la siguiente:

OR 0Q oP OR oQ 0P B
/S(a—y a)dy/\dz—l—(a %)dz/\da:—l—(% a—y)d:p/\dy—

/ Pdx 4+ Qdy + Rdz,
s

Si, en particular, cuando S es una regién del plano zy (R?) encerrada por una curva
cerrada simple a trozos C' = 0.5, el teorema de Stokes se reduce la formula de Green:

/ <3_Q _ 3_P> du dy — / Pdz + Qdy.
s \ Ox dy as

Ejemplo 5.1. Sea S la porcion de la esfera que corta al plano z = 0 en la circunferencia
2 +y* = 1. Sea F(x,y,2) = (y, —x, ") un campo vectorial. Calcular

/S rot(F) - N dS.

Parametrizamos C' mediante
x =cost, y=sent, 2 =0 (0 <t <2x). Por el teorema de Stokes,

2w
/rot(F) -N dS = / Fdr= / (sent,—cost,1) - (—sent,cost,0)dt
s c 0

2m
= —/ (sen’t + cos® t)tdt = —2m,
0

el valor de la integral pedida.
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Ahora, comenzaremos a presentar las definiciones que necesitamos, las cuales son ttiles
en otros contextos. Lo primero, es una extension de la nocion de una variedad que incluye
variedades con borde (o “limite”). La definicién de una variedad no lo incluye, por ejemplo,
el conjunto M, dado por

M:{(x,y,z)€R3:z:x2+y2, z < 2y, zo>0}

(M es el conjunto cerrado del paraboloide de rotacién delimitado anteriormente por

z = zp ), porque la intersecciéon V N M de algin entorno V' de un punto p = (z,vy, 20)
en el borde de M, con M no es homeomorfo a un conjunto abierto de R? (Fig. (5.2)).
Note que, sin embargo, V' N M es homeomorfo a un conjunto abierto del semiespacio cerrado
{(x1,22) € R?: 71 < 0}, mientras que los puntos de M que no estdn en el borde se comportan
como puntos en una 2-variedad. Esto sugiere una nueva definicién que incluya la anterior
situacion.

T2

(iE, yzzﬂ)

/

Figura 5.2. El semiespacio H?.

Definicién 5.5. Un semiespacio de R" es el conjunto
Hn = {(fEth,--- 7:)377,) € Rn ] S O}

Un conjunto abierto de H" es la interseccion con H"™ de un abierto U de R™.
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Decimos que una funciéon f : V' — R definida en un conjunto abierto V de H" es
diferenciable si existe un conjunto abierto U O V y una funcién diferenciable f en U tal
que la restriccién de f a V es igual a f. En este caso, el diferencial df,, p € V, de f en p
estd definida por df, = d fp.

Cuando V' no contiene puntos con la forma (0,zs,---,x,), V es un abierto de R" y
la definicién de df, estd de acuerdo con la usual. Si p es de la forma (0,2, - ,z,), df,
estd definida para todo vector tangente de curvas en U pasando a través de p, es decir, para
todo vector en R™ con origen en p. Usando tales curvas es facil mostrar que la definicién de
df, es independiente de la extension f de f.

De manera similar, definimos una funcién diferenciable f : V' — R™.

Definicién 5.6. Una variedad n-dimensional diferenciable con borde (regular) es
un conjunto M y una familia de funciones inyectivas f, : U, C H" — M de conjuntos
abiertos de H™ a M tales que:

1. U, faUs) = M.

2. Para todo par o, B con fo(Us)N fa(Ug) =W # 0, los conjuntos f;1 (W) y fﬁ_l(W) son

abiertos en H™ y las funciones fﬁ’1 o fu, fol o f5 son diferenciables.

3. La familia {(Uy, fa)} es maximal (relativo al orden dado por la inclusion de conjuntos)
entre todas las familias de entornos coordenados sobre M bajo las condiciones (1) y

(2).

Un punto de p € M se dice que es un punto en el borde de M si para cualquier parame-
trizacion f: U C H" — M alrededor de p se tiene que, f(0,zq, -, x,) = p.

Lema 5.5. La definicion de puntos en el borde no depende de la parametrizacion.

Demostracion. Sea fi : Uy — M una parametrizacion alrededor de p tal que fi(q) = p,
qg= (0,29, ,x,). Supongamos por contradiccién, que para alguna parametrizacién
fa : Uy — M alrededor de p, tenemos que f, '(p) = ¢ = (x1,--- ,1,) con x; # 0. (Fig.

(5.3))
Sea W = fl(U1> N fQ(Ug) La funcién

frtofa [y M (W) — fTH(W)

es un difeomorfismo, pues estamos tomando parametrizaciones en OM que es una superficie
regular. Ya que x; # 0, existe un entorno U de ga, con U C f, (W), que no interseca el eje
1. Restringiendo f; ' o f, a U, tenemos una funcién diferenciable

fl_loleU—>Hn

tal que el determinante de d(f; ' o fa),, es diferente de cero, por lo que d(f; " o f2)4 s un
isomorfismo, y por el teorema de la funcién inversa, f; ' o fo tomard un entorno V C U de ¢,
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difeomorficamente sobre f; o fo(V). Pero, entonces f; ' o fo(V) podria contener puntos de la
forma (1, ,x,) con 1 > 0 los cuales no estdn en H". Este resultado es un contradiccién
y asi se completa la prueba. O

U;

Ly

Ly

Figura 5.3. Parametrizaciones f; : Uy — M y fy : Uy — M alrededor de p.

El conjuntos de puntos en el borde de M esta por lo tanto, bien definida; el cual es
llamado el borde de M y se denota por OM. Si M = (), la Definicién (5.6) coincide con
la definiciéon de una variedad diferenciable dada en el capitulo anterior. Las definiciones de
funciones diferenciables, espacio tangente, orientabilidad, etc, para variedades con borde son
introducidos de la misma forma como en las correspondientes definiciones para variedades
diferenciables, con el cuidado de reemplazar R™ por H".

Proposicién 5.2. El borde OM de una variedad diferenciable n-dimensional M con borde
es una variedad (n — 1)-diferenciable. Ademas, si M es orientable, una orientacion para M
induce una orientacion para OM .

Demostracion. Sea p € M un punto en el borde de M y sea f, : U, C H® — M" una
parametrizacién alrededor de p. Entonces f,(p) = q = (0,xq, -+ ,x,) € U,. Sea

Uy =UsN{(x1,- ,1,) €ER" : 2y =0} .
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Identificando el conjunto {(xy, - ,x,) € R": z; = 0} con R""! observamos que, debido a
que U, es la interseccién del conjunto R*! con U, que es abierto en H", U, es abierto en
R,

Al denotar por f, la restriccién de f, a Uy, observamos que: a) las f, son inyectivas,

b) los cambios de parametros f;!o f5 son diferenciables y ¢) por Lema (5.5) se tiene que
fa(Us) € OM, y asi U, fo(Us) = OM. Finalmente, dejando que p recorra los puntos de OM,
es facil verificar que la familia {([_Ja, fa)} es una estructura para OM. Esto prueba la primera
parte de la Proposicion.

Para probar la segunda parte, asuma que M es orientable y escoja una orientacion pa-
ra M, es decir, una estructura diferenciable {(U,, f,)} tal que el cambio de coordenada
tiene jacobiano positivo. Considere los elementos de la familia que satisfagan la condicion
fo(Us) NOM # 0 . Entonces la familia {(Ua, f'a)} descrita en la primera parte es una es-
tructura diferenciable para dM. Queremos mostrar que si f,(Uy) N f5(Ug) # 0, el cambio de
coordenada tiene jacobiano positivo, es decir, que

det(d(fy "o f51)g) >0,

para todo ¢ cuya imagen, por alguna parametrizacién, esta en el borde.

Observe que el cambio de coordenada f, o fﬁ_1 toma un punto de la forma (0, xg, N 59
y devuelve un punto de la forma (0,z%,--- ,2%). Asi, para un punto ¢ cuya imagen esta en
el borde,
3 oxy 1 T
det(d(f5" o f5)) = ——5 det(d(f3" o f5)).
Ox
:L.C!

Pero a—g > 0, porque 2§ = 0 en ¢ = (0,29,--- ,2%), y ambos z{ y xf son negativos en un
xl — —
entorno de p. Ya que det(d(f; o fz)) > 0, por hipétesis, concluimos que det(d(f; o f5)) > 0,
como queriamos. O

Ahora podemos establecer y probar el teorema de Stokes.

Teorema 5.1. Sea M™ una variedad diferenciable con borde, compacta y orientada. Sea w
una (n — 1)-forma diferencial en M, y sea i : OM — M la funcion inclusion del borde OM

a M. Entonces
/ 1w = / dw.
oM M

Demostracion. Sea K el soporte de w. Consideraremos los siguientes casos:

A) K esta contenido en algin entorno coordenado V' = f(U) de una parametrizacién
f:UCH" — M.EnU,

n
w:Zajdxl/\-~~/\dxj,1/\d:cj+1/\-~/\dxn,
j=1
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donde a; = a;(x1,- - ,x,) es una funcién diferenciable sobre U. Asi,
dw = i(—l)j_l% dry A - Ndxy,.
=1 ij "

A.1) Asuma primero que f(U) N OM = (). Entonces w es cero en OM y i*w = 0. Asf,

/i*w—O.
oM
/dw:/ Z(—l)j’l% dxy---dx, =0.

Para eso, extendemos las funciones a; a H" de la siguiente manera

Mostraremos que

CLj(xla"' ,Ilfn) :aj(xla"' ,l’n), 51 (xlf" axn) eU
aj(x1, - ,2,) =0, st (xy, - ,xy,) € H"=U

Ya que f~1(K) C U, las funciones a; asi definidas son diferenciables en H™. Ahora,
sea () C H™ un paralelepipedo dado por s} <uz; < x?, j=1,---,n,y conteniendo a
S7Y(K) en su interior (Fig. (5.4)).

& [0) T 1

U
FHE) T—

Figura 5.4. Caso A.1
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Entonces

da oa;
1)/t dzy - - - dx, / —Ldx
/U (;( ) 8@) . Oz, b
= Z<—1)j_1/[aj(-’131"" JLj1;Lj1,  Tn)
i

1
_aj(x17 .. 71.]7171.]7'%]4’17 o .. ’.’L'n)]dxl .. .dxjfldijrl DR d.’L'n = O,

0 _ 1 _ .

ya que a;(T1, -+, Tjo1, T3, Tjp, 0, ) = aj(Ty, 025,00, 1) = 0, para todo j.

A.2) Asuma ahora que f(U) N OM # (). Entonces la funcién inclusién i puede ser escrita
como: x; = 0, x; = x;. Asi, usando la orientacién sobre el borde,

i'w=a1(0,z9, -+ ,xp)dxy A - - dxp,.

Como en el caso (A.1), extenderemos las funciones a; a H", y consideremos el parale-
lepipedo () dado por

71 <z <0, le-nggx?, j=2,---.n

y tal que la unién del interior de Q con el hiperplano x; = 0 conteniendo f~!(K).

Ul f(K)

Figura 5.5. Caso A.2
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Entonces

- oa;
/]de:Z( / amjdxl n:/[al(();x%“' 7xn)_a1(xiax27"' 7xn)]dx27"'
j=1 J Q

n
+Z(_1)J1/Q[aj(x1’ 7'%‘?7." 7xn>_aj<x1,... ’x}7... 7xn)]dx1...dxjildxj+1 dxn

Yaqueaj(xh-” 733?’... xn):a[j(l'l’... , T

1---
7 I

xn):07 paraj:27”' y N, Yy

ai(z}, a9, -+ ,,) = 0, obtenemos

/ w-/al (0, z3, - xn)dx2~--dxn:/ w.
oM

B) Consideremos el caso general. Sea {V,,} una cubierta de M por entornos coordenados
compatibles con la orientacién, y sea @1, - - - , ¢, una particién diferenciable de la unidad
subordinada para V,. Las formas w; = ¢;w, j = 1,--- ,m satisfaciendo las condiciones
del caso A. Ademas, ya que ) jdpj =0, tenemos

ij:w, Zdwj:dw.

/de:jzl/]wdwj:jzl/aM@'wj
:/aMi*;wj:/az\/fi*w

Ejemplo 5.2. Sea M una region acotada de R? tal que el borde OM de M es una hipersuper-
ficie reqular de R3; M es entonces una variedad compacta 3-dimensional con borde OM . Sea
v un campo vectorial diferenciable en R3, y sea w una 1-forma en R® dual a v en el produc-
to interno natural de R®. Entonces d(xw) = (div(v))v, donde v es el elemento volumen de R3.

Por lo tanto,

]

Ahora escojamos una orientacién para R3 y sea N el vector normal unitario de OM en
la orientacion inducida. Finalmente, sea o el elemento de drea de OM.

Considere, en un entorno U C R3 del punto p € M, campos diferenciables ortonormal
e1,ea, N tal que, en los puntos de OM, e; y ey son tangentes a OM. Entonces, como w es
una I-foma dual al campo v, w estd definida como w(u) = (v, N)?, con u un vector en R3.

2yéase en la Observacién (1).
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Explicitamente tenemos, expresando al campo v = vie; + vaes + v3es en la base de R?, a
w escrita de la siguiente forma

w = v1dxy + vedre + v3drs,
calculando *w tenemos,
*xw = V1drodrs — vodridrs + v3dridrs,
y evaluando
sw(eq, ex) = vidxadrs(ey, e2) —vodridrs(ey, e9) +vsdridra(er, ea) = v1(0) — v (0) +v3(1) = va,
luego, como w(N) = (v, N) = v1(0) +v2(0) +v3(1) = vs. Por lo que, obtenemos las siguientes

wgualdades,
" xw(er, e2) = w(N) = (v, N),

es decir, i*(xw) = (v, NYo, donde 0 = dxydxy. Asi, en este caso, Teorema Stokes

/M () = /8 ()
/M(dimyz/w@,ma

el cual es el conocido Teorema de Divergencia del Andlisis.

puede escribirse como

5.3. Lema de Poincaré

En esta seccion generalizaremos el lema de Poincaré, con el que nos familiarizamos en la
integracién de 1-formas. Ademads definiremos lo que son formas exactas y cerradas en una
variedad diferenciable.

Definicién 5.7. Sea M"™ una variedad diferenciable. Una k-forma diferencial w se dice que
es exacta si existe una (k — 1)-forma 5 tal que df = w; y diremos que w es cerrada si
dw = 0. Ya que d> =0, una forma exacta es cerrada.

El inverso de la definicién anterior no se cumple en general. Por ejemplo:

Ejemplo 5.3. Sea la forma
_ xdy — ydx

a2 42
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definida en R? — {(0,0)} = U. Por el Ejemplo (3.1) dw = 0, es decir w es cerrada pero
no existe una funcion diferenciable g en U tal que dg = w; de lo contrario, por teorema de

Stokes,
/w:/dg:/ g=0, C={(z,y) eR%2+y" =1}
C C oC

y esto contradice el hecho anterior, por el Ejemplo (3.1) fcw = 2m. Es posible, sin embargo,
para mostrar que para cada p € U existe un entorno V-C U de p y una funcion diferenciable
gy en'V tal que dgy = w

En esta seccion vamos a mostrar que la situacion del ejemplo es completamente general,
es decir que la condicién dw = 0 es una condicion suficiente para que w sea localmente exacta.
En realidad vamos a probar el resultado de una manera un poco mas general, que es mas
conveniente para las aplicaciones.

Definicién 5.8. Una variedad diferenciable M es contractible (a algunos puntos py € M)
si existe una funcion diferenciable H : M x R — M, H(p,t) € M, p € M, t € R tal que
H(p,1)=p, H(p,0)=po, paratodop e M
Es facil ver que R™ es contractible a un punto arbitrario py € R"; es suficiente definir

H:MxR— M; H(p,t)=po+ (p—po)t

H(p,1) = po+ (p—po)(1)
Po+DP—Do=DPp

H(p,0) = po+ (p—po)(0)
= Do
El mismo argumento muestra que la bola B,.(0) = {p € R"; |p| < r} es contractible al origen
0. De ello se deduce que cualquier variedad es localmente contractible.

Teorema 5.2. (Lema de Poincaré) Sea M una variedad diferenciable contractible, y sea
w una k-forma diferencible en M con dw = 0. Entonces w es exacta, es decir, existe una
(k —1)-forma a en M tal que da = w.

Nota. La diferencia entre formas cerradas y exactas es la base para definir los grupos de
cohomologia. Las formas exactas son cerradas, asi que los espacios vectoriales de k-formas
Junto con la derivada exterior son un complejo de cocadenas. Los espacios vectoriales de las
formas cerradas maodulo las formas exactas se llaman los grupos de Cohomologia de De
Rham. Cada grupo de cohomologia es una R-espacio vectorial, y ademds el producto cuna
dota a la suma directa de esos grupos con una estructura de anillo. Se obtiene asi la estructura
de R-dlgebra graduada.
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5.4. Resolucién de Ejercicios

Ejercicio 5.1. Sean w = xdy—ydx y j : M — R? la funcién inclusién de una region acotada
con borde reqular OM . Muestre que el drea de M viene dado por

1/ »
— J w.
2 Jom

Solucién. Por Teorema de Stokes, obtenemos

/an*w = /dw:/ d(xdy — ydz)

= / 2 dy + —dydy + 8<_y)da:d:£ + Malyalx

ox oy
= / dxdy—i—O—l—O—dydx:/ dzxdy + dzdy
M M

= 2/ drdy = 2 Area(M)
M
Por lo tanto,

. 1
Area(M) = 5/ Jrw.
oM

Ejercicio 5.2. Sean w = xdy ANdz — ydx Ndz + zdz Ady y j : M — R3 la funcién inclusion
de una region acotada con borde regular OM . Muestre que el volumen de M viene dado por

1/ »
- 7 w.
3 Jom

Solucién. Por Teorema de Stokes, obtenemos

/ jJfw = /dw:/d(mdy/\dz—ydx/\dz—l—zdx/\dy)
oM M M

Calculemos
dw = d(zdy N dz — ydz N\ dz + zdx A dy)
d(xdy Ndz — ydx Ndz + zdz N dy) = %dxdydz + %dydydz + @dzdydz
ox y 0z
d(— d(— d(—
—I—Mdmdardz + Malyal:ta& + (=y) dzdydz
ox oy 0z

+%da:da7dy + %dydxdy + %dzdxdy
ox oy 0z

dxdydz — dydxdz 4+ dzdxdy
3dxdydz.
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Ast,
/ Jiw= / dw = 3/ dxdydz = 3 Volumen(M ).
oM M M

1
Volumen(M) = —/ Jw.
oM

Por lo tanto,

3

Ejercicio 5.3. Generalice los resultados anteriores para el caso de R™.

Solucién. Con el mismo razonamiento anterior, si w representa una (n — 1) forma y
j: M — R" la funcion inclusion de una region acotada con borde reqular OM . Entonces
1

Volumen(M) = —/ Jjiw.
nJom

Ejercicio 5.4. Sean wy y wy formas diferenciales sobre una variedad diferenciable M. Asuma
que wy Y wo son formas cerradas y que wy es exacta. Muestre que wy Awsy es cerrada y exacta.

Solucion. Ya que wy y wy son formas cerradas, se cumple que
dwl =0= dUJQ,

Y como wo es exacta, existe una forma B tal que df = wy. Entonces mostremos que
d(wy A wsy) = 0 para verificar que wy A we es cerrada, a saber,

d(w1 VAN WQ) = dw1 N wo + (—1)’%1 A dWQ =04+0=0.

Luego, para mostrar que wy A\ ws es exacta, encontremos una forma o tal que do = wy A wa,
para ello note que

wl/\wgzwlAdﬁ+ﬁ/\dw1:d(wl/\ﬁ).

Por lo tanto, wy N\ wo es exacta.

Ejercicio 5.5. Sean A, B y C funciones diferenciables en R? y considere el sistema diferen-

cial
(OR  0Q _
oy 0z
oP OR
9 ox
9Q _ob _
l Oz Oy

donde P, Q y R son funciones desconocidas en R3.

Muestre que una condicion suficiente y necesaria para la existencia de una solucion del sis-
tema anterior es que

9A OB  0C

ERRE R el
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Solucién. Considere en R? la forma diferencial

w = Adydz + Bdzdx + C'dzdy,

st diferenciamos

0A 0B 0C
dw = (% + 8_y + a) dxdydz.

Por el Lema de Poincaré, dw = 0 si y solo si existe una forma o = Pdx + Qdy + Rdz tal
que do = w, en este sentido

_opr oP oP 0Q 0Q oQ OR OR OR
da = e dxdx+ 3y dydx+ ER dzdx+ o dxdy+ Jy dydy+ ER dzdy+ B dxdz+ Dy dydz+ ER dzdz
_[0Q 0P oP OR OR 0Q
= (8x 8y> dzdy + <8z 8x> dzdzx + (8y 8z> dydz.

Luego, como da = w

% _ 6_@ dydz + 8_P — % dzdx + 8_@ — 8_P dxdy = Adydz + Bdzdzx + Cdzdy
oy 0z 0z O

or Oy
Y ast,

oR  0Q
oy 0z
orP  OR
9z dr
0oQ o°P
o Oy

Por lo que, para el sistema diferencial, existe una solucion si y solo si

04 0B oC _
or Oy 0z



Capitulo 6

Geometria Diferencial en Superficies

6.1. Ecuaciones de Estructura de R"

Ahora aplicaremos lo que sabemos de formas diferenciales para estudiar geometria dife-
rencial. Comenzaremos con unas pocas definiciones.

Definicién 6.1. Una variedad riemanniana es una variedad diferenciable M, y una co-
rrespondencia que asocia a cada punto p € M, un producto interno positivo definido {,), en
T,M que varia de forma diferenciable con p en el siguiente sentido: St X y 'Y son campos
vectoriales diferenciables en M, la funcion p — (X, Y), es diferenciable en M. El producto
interno (,) es llamado usualmente la métrica riemanniana sobre M.

La nocién de equivalencia entre variedades riemannianas es la nocién de isometria.

Definicién 6.2. Un difeomorfismo ¢ : M — M’ entre variedades riemannianas M y M’,
es una isometria si para cada todo p y para todo par x,y € T,M, tenemos

(z,9)p = (dpp(), dpy (y»@(p)'

La importancia de la nocién de variedades riemannianas es que podemos definir sobre
ella las nociones de una métrica usual (longitud, area, dngulos, etc) de la geometria euclidea.
En realidad, la geometria euclidea es justo el estudio de las nociones de métrica en la mas
simple geometria riemanniana, a saber, R™ dotado con el siguiente producto interno:

six=(x1,-,2,) yy = (y1, -+ ,¥yn) son vectores en R", se define

<x,y> =211+ T

A pesar que R" es la mas simple variedad riemanniana, esta es, en cierto sentido, la variedad
riemanniana universal. Esperamos hacer esto méas claro en lo que sigue del contenido.
Comenzaremos, por lo tanto, por establecer las llamadas ecuaciones de estructura de R".

IEsto significa que, el producto de un elemento con si mismo, es mayor que cero; y el producto interno es
igual a cero si y sélo si el elemento es el elemento nulo.

112
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Definicién 6.3. Sea U C R™ un conjunto abierto y sean ey,--- ,e,, n campos vectoriales
tales que, para cada p € U, entonces

{€i,€5)p = 0ij
donde
{ 0, si i#j.
5ij = . . .
1, st 1=
Dicho conjunto de campos vectoriales es llamado un marco mévil?> ortonormal (también
llamado n—edro.)

Desde ahora, omitiremos el adjetivo ortonormal.

Dado un marco movil {e;}, i = 1,--- ,n, podemos definir 1-formas diferenciales w; por la
condicién wj(e;) = d;5, j = 1,--- ,n; en otras palabras, en cada p, la base {(w;),} es la base
dual de {(e;),}. El conjunto de formas {w;} es llamado el comarco asociado a {e;}.

Cada campo vectorial e; es una funcion diferenciable e; : U C R — R". El diferencial en
p € U, (de;), : R — R", es una funcién lineal. Asi, para cada p y cada v € R" podemos

escribir
(dei)p(v) =Y (wis)p(v)e;.
J
Es fécil verificar que la expresion (w;;),(v), arriba definida, depende linealmente sobre v. Asi,
(wij)p es una forma lineal en R” y, ya que e; es un campo vectorial diferenciable, w;; es una
1-forma diferencial. De acuerdo con esto, escribamos lo anterior como

dei == Zwijej (61)
J

Las n? formas wjj asi definidas son llamadas las formas de conexién de R" en el marco
moévil {e;}. No todas de las formas w;; son independientes. Si diferenciamos (e;, e;) = &;;,
obteniendo

d(dzj) = d(<€i,€j>)
0 = (de;,e;) + (e, dej)

0 = (Zwijej,ej>+<ei,2wjiei>
i i
0 = Y wilee;) +wisles, e5) + > wjiler €;) + wjiles, )

i#j 1#]
0 = 0+wij+0+wjl-

= Wi + Wi,

2Se llaman marcos méviles porque intutitivamente pueden entenderse como un conjunto de vectores que
se parecen “moverse”’sobre una variedad al considerar puntos sobre una curva de dicha variedad.
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esto es, las formas de conexién w;; = —w;; son antisimétricas en los indices 1, j.
El punto crucial en el método del marco mévil es que las formas w;; y wj; satisfacen las
ecuaciones de estructura de Elie Cartan?.

Proposicién 6.1. (Las ecuaciones de estructura de R")
Sea {e;} un marco movil en un conjunto abierto U C R™. Sea {w;} el comarco asociado a
{e;} y wij las formas de conexion de U en el marco {e;}. Entonces

dw; = Zwk A Wi, (6.2)
k
dwi; = Y wixAwy, G4, k=1-"n (6.3)
k
Demostracion. Sea a; = (1,--+,0),-- ,a, = (0,---,1) la base candnica de R", y sea
x; : U — R la funcién que asigna al punto (z1,-- - ,x,) su i-ésima coordenada. Entonces

dx; es una 1-forma diferencial sobre U y, ya que dz;(a;) = ¢;;, concluimos que {dz;} es el
comarco asociado a {a;}. Ahora escribamos

€ = Z Bijaj, (64)

donde 3;; es una funcién diferenciable sobre U. Antes de continuar, note que la matriz, para
cadap e U

Bi(p) Bia(p) -+ Bin(p)
(Bi;(p)) = 521.(17) 522.(19) Ban(p)

ﬁnl‘(p) ﬁn2.<p) Bon(p)

es una matriz ortogonal, es decir que al efectuar el producto de (53;;(p)) con (8;;(p))* resulta
la identidad, eso se verifica tomando en cuenta que,

1= (es, &) = ||eil” = Zﬁzga

y notando ademas que,

511(]9) /321(]7) ﬁnl(p)
(ﬁij)T: 612.(19) 522.(29) Bra2(p)

Bin() Bon(@) - Bunlp)

3Elie Joseph Cartan (9 de abril 1869 - 6 de mayo 1951) fue un matemético francés, que llevé a cabo
trabajos fundamentales en la teoria de grupos de Lie y sus usos geométricos. Definié la nocién general de
forma diferencial antisimétrica, del modo en el que se utiliza actualmente
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por lo que
Zi:j 223 e 0 1 .- 0
(B () (Bi(P)" = : : - SR
0 e Zi:j B 0 --- 1
Ya que w;(e;) = 6;5,

wi(e;) = wi <Zﬁ¢j&j>
= Z@'jwi(%’)
= Y Bydr;(e))

J
wi =" Byda;. (6.5)

Primero probaremos que df;; = Y, wixfk;. En efecto si en (6.1) sustituimos (6.4),

de; = Zwikek = Zwik (Z 5@%’) = Zwikﬁkjaj-
k k J Jk
Luego, diferenciando a (6.4), de; =Y ;dBija;, y comparando con la expresion anterior tene-

mos
E dBija; = E Wik Brjaj,
J Jk

y asi,

k

Para obtener la primera ecuacién de estructura (6.2), diferenciamos (6.5) y usamos (6.6),
obtenemos

dwi = d <Z ﬁwd%’]) = Z d(ﬂw) N dl’j = Z (Z wikﬁkj> AN d.Tj = Zwlkﬂk] AN dl’j
J J k Jk

J

k

dw; = Zwik N Brjdr; = sz’k A Zﬁkjdxj = Zwik Nwp = — <— Zwk /\sz') ;
ik k J k

y asi,
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Para la segunda ecuacién (6.3), diferenciamos (6.6), obteniendo

d(dpi;) = d (Z wz‘k%)
!
0 = Z d(wik Brj)
i
= Z(dwm A Brj — wit, N dByj) = Z dwir B — Z wik A dBj,
e i

k
esto es,

Z dwikﬁkj = Z Wik N\ Z wksﬁsja
k k s

esto puede verse en matrices como

Budwii  Brodwi - Pradwi
Z dwi 5kj _ 5216.1[601‘2 5226.1%2 : 527140%'2
: ﬁnldwin ﬂn2dwin e Bnndwzn

luego multiplicando por la matriz (8x;) ™! = (Bk;)7,

Prdwi -+ Bipdwin (2?21 ﬁ%j)dwil T (2?21 ﬁljﬂnj)dwn
: : : (Bri)" = i : : o
ﬁnldwin T Bnndwm (Zj:l 6nj61j)dwm T (Zj:l ﬁq%g)dwm
dwy -+ 0
= : : : = dw;,
0 - duwy,
Para la otra matriz,
Bii Y _pwik Awir Brad Wik AWkt 0 Bin D p Wik A Wkt

Z Z Biwie A Wis = Bo1 D Wik Awra  Boz Y Wik AWrz =+ Pon Dk Wik A Wk
sjWi s — . . . .
— - : : : :
ﬁnl Zk Wik N\ Wkn 6n2 Zk Wik N Wep * - Brm Zk Wik N\ Wkn
luego multiplicando por la matriz (8i;) " = (Bk;)”

Bi1d Wik Awir -+ Bin Y Wik A Wkt
: : : (/Bkj)T
ﬁnl Zk Wik N\ Wi+ Bnn Zk Wik N\ Wkn
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(Z?Zl 5%;’) YopWik Awgr e (Z?Zl B1jBns) D p Wik N Wit
(0 Bughig) Yoo An -+ (0, B2) Yo A
kaik/\wkl 0

0 s Zk Wik N\ Wen k
Por lo tanto,

como queriamos. O

Observacion 10. Si denotamos por x : U — R™ la funcion inclusion, decir que las formas
w; son el dual del marco {e;} es equivalente a decir que dv = ), w;e;. Intuitivamente, las
ezpresiones que definen w; y w;;, esto es,

dr = E W;€;, dei: E wij€y,

describen cdmo el marco movil x, ey, -+ , e, varia a medida que nos movemos (a lo largo de
una curva x(t)) en U. Asi fue como Elie Cartan introdujo el método de los marcos mdviles.
Las ecuaciones de estructura fueron entonces las consecuencias de las relaciones “necesarias”:

d(dz) =0, d(de;) = 0.

Por ejemplo, la primera ecuacion estructura puede obtenerse como sigue:

0 = d(dx) = Zdwiei — Zwi A de;

= Zdwjej — Zwi AN Zwijej = Z (d(.dj — Z(JJJ'Z‘ /\(JJZ‘) €j
j i J i

J
0 = dwj—iji/\wi
i

dwj = iji/\wi:—<—2wi/\wij)=Zwi/\wzj

La principal idea del método de Cartan para estudiar la geometria de subvariedades
de RY puede describirse como sigue: Sea x : M™ — R™* una inmersién de una variedad
diferenciable M" en el espacio euclidiano R"**. Es una consecuencia del teorema de la funcién
inversa que para cada p € M existe un entorno U C M de p, tal que la restriccion

x|y € M — R™* es un embebimiento. (Vea la Proposicién (4.3) del capitulo 4).
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Definicién 6.4. Sea V C R"* un entorno de z(p) en R"** tal que VN M = x(U). Asuma
que V' es tal que existe un marco movil {ey,- - ,en,€ni1, - €} en V con la propiedad que,
cuando restrinjamos a x(U), los vectores ey, - - , e, son tangente a x(U); tal marco movil es
llamado un marco adaptado.

En V tenemos, asociado al marco {e;}, el comarco de formas w; y las formas de conexién
w;; que satisfacen las ecuaciones de estructura (6.2) y (6.3). La funcién z : U C M — V C
R™* induce formas z*(w;), z*(w;;) en U. Ya que z* conmuta con el diferencial exterior y
productos exteriores, tales formas en U satisfacen nuevamente las ecuaciones de estructura
(6.2) y (6.3). Resulta que la geometria métrica local de U C M estd toda contenida en las
ecuaciones de estructura, y esto refleja el “caracter universal” de R".

En la siguiente secciéon podremos aplicar el método de los marcos moviles a un simple pero
importante caso, a saber, superficies en R3. Para eso, necesitaremos unos lemas preliminares
que estableceremos ahora.

Lema 6.1. (Lema de Cartan).
Sea V™ un espacio vectorial de dimension n, y sean wy,--- ,w, : V"' — R, r < n, formas
lineales en V' que son linealmente independientes. Asuma que existen formas

O,---,0,: V — R tales que > ;_, w; A 0; = 0. Entonces

0@' = E aijwj, con Clij = CL]‘Z‘.
J

Demostracion. Completemos las formas w; en una base wy, - ,wp,wyi1, -+ ,w, de V*y

escribamos
Qi:Zaijwj—i-Zbuwl, l:T+1,~",n.
l

J
Al usar la hipétesis, obtenemos

n n
0 = Zwi A 91 = Zwi A (Zaijwj + Zbuwl) = Zaijw,- N Wy + Zbuwi N\ Wy
= =1 i l ij il
= Z(aij — aji)wl- VAN Wy + Z bilwi A wy.

1<J i<l
Ya que wy Aws, k,s = 1,--+ ,n son linealmente independientes(por observacién (2)), conclui-
mos que by = 0y a;; = aj. ]

Lema 6.2. Sea U C R" y sean wy, - -+ ,w, 1-formas diferenciales linealmente independientes
en U. Asuma que existe un conjunto de 1-formas diferenciales {w;;}, 1,7 = 1,--- ,n que
satisfacen las condiciones:

Wij = —Wyi, dwj = E Wi VAN Wi
k

Entonces tal conjunto es unico.
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Demostracion. Suponga la existencia de otro conjunto @;; con
(Dij = —(Di]’, d(JJj = Zwk A (ij.
k
Al igualar dw; con la del lema, obtenemos
Zwk /\wkj = Zwk /\a}kj
k k
Zwk /\wkj - Zwk /\@kj = 0
k k
D (i Awry — Wi A@i) = Y wi A (wiy — @) = 0
k k
—Zwk N ((ij - wkj) = 0
k
Entonces
Zwk A ((ij — wkj) = 0,
k

y, por el Lema de Cartan,

— Wkj = Z Bkzw“ Bii = Bz]k

Note que

Wy — wij = —Wjk — (—wjr) = —(@jk — W)
y

W]k — Wik = Z iiWis
y asi,
Oj — Wiy = Z Blw; = —(@ — wji) = — Z Blw, (6.7)
i

por lo que,

ZBksz = —ZBJICZWZ
ZBM% ZBﬁwi =0
> _(Bli+Blwi = 0,

%
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¥, ya que los w; son linealmente independientes, Bj, = —Bﬁ. Al usar la simetria anterior,
obtenemos finalmente que

Eo_ J o J _ pi o pio_ E _ k _
Bji*_Bki*_Bik* ik — kj*_Bij*_Bji*O

B =—-Bl, = Bli+Bj,=0= B}, =0,
por lo que en (6.7),
Wj — Wy = 0,
esto es
Wkj = Wkj-

]

Observacién 11. El método de marcos méviles de Elie Cartan se basa en tomar un marco
movil que se adapte al problema particular que es estudiado. Por ejemplo, dada una curva en
el espacio, los primeros tres vectores derivados de la curva pueden en general dar un marco
en un punto de ella (de aqui la cldsica expresion: método del triedro maovil (se asume que la
torsion no es cero)).

Figura 6.1. t es el vector tangente, n es el vector normal y b es el vector binormal.
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6.2. Superficies en R?

Ahora aplicaremos el método del marco mévil para el caso especial de superficies en R3.
Sea x : M — R? una inmersién de una variedad diferenciable de dimensién 2 en R3.
Para cada punto p en M, un producto interno (, ), es definido en T,,M por la regla:

(1, v2)p = (dxp(v1), dxp(v2))x(p)
donde el producto interno en el lado derecho es el producto interno canénico en R3.

Lema 6.3. (,), es diferenciable y define una métrica riemanniana en M?. Esta es la métrica
inducida por la inmersion x.

Vamos a estudiar la geometria local de M? alrededor de un punto p € M?2.

Sea U C M un entorno de p tal que la restriccién x | es un embebimiento. Sea V' C R?
tal que V Nx(M) = x(U), y que es posible elegir en V' un marco mévil adaptado ey, e, e3;
esto significa que, cuando restringimos a x(U), e; y ey son tangentes a x(U) (donde e3 es
normal a x(U)).

En V tenemos, asociado al marco {e;}, el comarco de formas w; y las formas de conexion

wij = —Wwj;, 1,7 = 1,2,3 que satisfacen las ecuaciones de estructura:
dwl = Ws N Wwo1 + Ws A Ws1,
dCUQ = W1 N Wig + ws A W32,
dw;g = W N w13 + %) A Wa3,
dwiy = w1z Awsg,
dwiz = wiz Awas,
du}Qg = W1 A w13-

La inmersién x : U € M — V C R? induce formas x*(w;), x*(w;;) en U. Ya que x* conmuta
con d y A, tales formas todavia satisfacen las ecuaciones de estructura. Note que x*(w3) = 0,
ya que para todo ¢ € U y para todo v € T, M

X" (w3)(v) = ws(dx(v)) = wz(are; + azes) = arws(er) + agws(ez) = 0,

donde v = a1eq + ases.
Con un ligero abuso de notacién, podemos escribir

X*(wi) = W, X* (wij) = wij.

Esto equivale a considerar a U como un subconjunto de R3 por la inclusién x : U — R3
(note que x|y es un embebimiento), y mirar las formas w; y w;; como restringidas a U. Estas
formas restringidas, satisfacen las ecuaciones de estructura anteriores con la relaciéon adicio-
nal ws = 0.
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Ya que w3z =0,
dwg :wlAW13+WQ/\w23 = O,

por lo tanto, por el lema de Cartan,

wig = hpwy + hiowo, (6.8)

weg = hoywy + hoswo, 6.9

donde h;; = hj; son funciones diferenciables en U.
Podemos obtener una interpretacién geométrica de las funciones h;;. Para eso, observe que
la funcién ez : U — R? toma valores en la esfera unitaria S* C R3 ya que ||es]| = 1.
Fijando orientaciones de U y R3, podemos elegir el marco {e;} de tal manera que, para cada
q € U, {ey, e} tiene la orientacién de Uy, {eq, e, e3} tiene la orientacién de R®. En este caso
e3 : U — S? C R? esta bien definida, no depende de la eleccién del marco, y es llamada la
funcién (normal) de Gauss en U.

Figura 6.2. La funcién de Gauss.

Notamos el hecho importante que si M es orientable, la funcién de Gauss puede definirse
globalmente sobre M.
Ahora, ya que deg = wsie1 + wszes, sustituyendo (6.8) y (6.9)

des = (h11wy + hiswa)er — (horwy + hagws)es
obtenemos que, para cada ¢ € U y para todo v = aje; + agey € T, M,
deg(’l]) = d€3(a1€1 + CL262> = (hnwl + h12w2>(a1€1 + CL2€2)61 — (h21w1 + h22w2)(a161 + a262)62
= (h11w1 (a161 + Clgeg) + h12w2<a161 + ageQ))el

—(horwi(arer + ages) + hasws(are; + ases))es
= (h11a1 + higasz)e; — (haray + hasas)es
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_ hir hio ai
des(v) = ( ho o > ( o )

es decir, (—h;;) es la matriz del diferencial de la funcién de Gauss e3 : U — S? en la base
{e1,e2} que es la interpretacién geométrica que estabamos buscando.

asi,

Al calcular la matriz transpuesta

h h
_h )T = 11 21)
(=hig) (hlz ho )

y usando el hecho que h;; = hj; obtenemos que,

hir ho hir hio
—h:)T = = _ — (—h.).
h == (i hor By ) )
Lo que significa que (—h;;) es una matriz simétrica, de lo cual concluimos inmediatamente
que el diferencial des : TM — T'S? de la funcién de Gauss e3 : U — S? es una aplicacién
R-lineal autoadjunta, es decir una aplicacion simétrica. A partir de un buen reconocido re-

sultado del Algebra Lineal, por ser simétrica puede diagonalizarse (Teorema Espectral) con
eigen-valores reales —\;, —\s y eigen-vectores ortogonales.

Definicién 6.5. Definimos la curvatura Gaussiana K de M en p por
K= det(deg)p = )\1)\2 = h11h22 - h%Q
y la curvatura media H de M en p por

)\1 +)\2 - h11 +h22
2 2

1
H= —é(trazadeg)p =

donde las funciones involucradas son calculadas en p.

Claramente K y H no dependen de la eleccién del marco mévil. Note que H cambia
de signo con un cambio de orientacion, pero K sigue siendo el mismo bajo tal cambio. Las
expresiones de K y H en términos de un marco mévil son inmediatamente obtenidas:

dwis = wiz Aws
= —(hiwi + hiowa) A (hoiwi + hoows)
= —(hiihaiwi Awr + highaiwa A wy + hithoswy A wy + hishosws A wo)
= —(—=highaiwi A wa + hirhgawi A wo)
= —(hirhoy — h3y)w1 A ws
= —Kwi Aws,
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asi,
dw12 = —le A Wo
y
W13 A Wy + W1 A Wo3 — (hllwl + hlgojg) AN Wa + w1 A (h21w1 + h220.]2)
hi1wi A wa + hoswy A we
= (hn + h22)w1 N Wa
= 2Hw; N\ wo,
asi,
W13 N Wy + Wy /\w23 = 2le N\ ws.
La expresion dwis = —Kw; A ws nos permite probar uno de los mas importantes teoremas en

la teorfa de superficies en R3.

Teorema 6.1. (Gauss).

K solo depende de la métrica inducida de M?; esto es, si ¢, € : M? — R? son dos
inmersiones con las mismas métricas inducidas, entonces K(p) = K'(p), p € M, donde K y
K’ son la curvaturas Gaussianas de las inmersiones @ y €, respectivamente.

Demostracion. Sea U C M un entorno de p y considere el marco mévil {e;,es} en U, orto-
normal en la métrica inducida. El conjunto {dx(e;), dx(es)} puede extenderse en un marco
adaptado en V' D x(U) y, similarmente, el conjunto {dx'(e;),dx(e2)} puede extenderse en
un marco adaptado en V' D x/(U).

Denotemos por prima las entidades que se refieren a la inmersién x’. Entonces, w; = wj,
wy = wh, por ser ambos duales de la misma base. Por la unicidad del Lema (6.3), wis = w/,.
Resulta que

dwia = dwjy = —Kwi Aws=—K'w; Awy
= —KwiAws+ K'w Awy =0
= (—K+K)w Awy =0
= —-K+K =0

por lo tanto, K = K’. H

El teorema de Gauss significa que la curvatura de Gauss, cuya definicién hizo uso del
espacio ambiente R?, sélo depende de las medidas realizadas en la superficie. Esto llevé a
Gauss, alrededor de 1827, a imaginar la existencia de geometrias que fueran independientes
del espacio ambiente. Porque le faltaban herramientas adecuadas (en particular la nocién
de una variedad diferenciable), Gauss no desarroll6 estas ideas que fueron mas tarde (1852)
tomadas por Riemann. En general, las entidades geométricas en M que pueden calcularse
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Figura 6.3. Superficie de rotaciéon con eje y.

desde wy,ws y wio dependen sélo en la métrica inducida en el sentido descrito anteriormente,
y deberiamos ser capaces de definirlos sin mencionar la inmersién x. Volveremos a eso en la
siguiente seccién.

Ejemplo 6.1. Consideremos la inmersién : U C R? — R?, donde U es
U={(s,v) € R* —00 < 5 < 00,0 <v < 27},

y x esta dada por
x(s,v) = (h(s)senw, h(s)cosv, g(s)).

Donde h(s) # 0 y g(s) es una funcion diferenciable que satisface

dn\*  (dg\’
) (YY) =
ds ds
La imagen x(U) es una superficie de rotacion con eje y cuya curva generadora y = h(s),
z = g(s) es parametrizada por la longitud del arco s (ver Fig. (6.3)).
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"
Queremos mostrar que la curvatura Gaussiana de esta superficie es K = —(%), donde
prima denota la derivada relativa a s.

Observe que 7 mide el perimetro del circulo en la seccion transversal x (constante v). Ast,
diferenciando x encontramos

de = (h'senv,h'cosv, g )ds+ (—hcosv, —hsenwv,0)dv
= dse; + hdvey

donde tomamos,

el (W senwv, h' cosv, g’)
es = (cosv,—senv,0)
es = (¢'senv,g cosv,h’)

son vectores tangentes ortonormales a (U). Junto con el vector unitario es normal a (U),
constituyen un marco adaptado a la inmersion x.
Como dx = wieq + waeq, es inmediato comprobar que wy = ds, we = hdv. Por otro lado

de; = (h"senv,h” cosv,q")ds+ (h' cosv,—h'senv,0)dv
1

= HKdvey + %dseg

de; = (0,0,0)ds + (—senwv,—cosv,0)dv
—hdve, + g'dves
des = (¢"senv,—g¢" cosv, h")ds + (¢’ cosv, —g' senv,0)dv
!

= —“—dse; — ¢dvey,
h 1—9 2

dn\*  (dg\?
donde se utilizé el hecho que —g"g' = h"h' resultado de la condicion <d—> + <_g> =1.

s ds
De esto se sigue que la matriz de formas de conexion es

g
/
Wi Wi Wis 0 h'dv st
Wo1 Waoo Wa3 = —h'dv 0 h dv
!
w31 W3y W g
31 W32 Ws3 —ﬁds —ddv 0
Por lo tanto podemos calcular
gll g//
Wiz = st:?u)h

g
Wo3 — g/dU:Ewg.
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Finalmente obtenemos la matriz de forma

1

0
hi1 hio _ oo
har oo 0 g
h
g//g/ " )
donde K = h11h22 = m = —7 Ademds, W12 = h d’U, Yy

"

dwip = h'ds A dv = 7w ANwy = —Kw A wo,

y esto produce la expresion requerida.

Ejemplo 6.2. Un caso particular del ejemplo anterior es la esfera de radio R, haciendo
h(s) = Rcos(3), vamos a verificar que K = %. Entonces,
x(s,v) (R cos = senw, R cos = cos v, Rse S)
S,v) = —senv — COSV n—
’ R ’ R ’ R

Diferenciando a x tenemos

p ( S s s )
x = (—sen—senwv,—sen— cosv,cos —)ds
R ’ R ’ R
S S
+(R cos — cosv, —R cos —, sen v, 0)dv
R ? R? ?
de donde
( S S S )
e = (—sen—senw,—sen — CosSv,COS —
R ’ R ’ R
es = (cosv,—senv,0)
) S
Como dx = wie; + wyey, asi, w; = ds y ws = Rcos Edv.
Encontremos el vector normal es
7 J k
S S S
€3 = e X e = | —sen—senv —sen —Ccosv CoS —
R R R
cos v —senv 0

senv)i — (cos % cosv)j + (sen % sen® v + sen }% cos? v)k

S S
sen v, cos E COS v, s€en —)

R
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ahora diferenciando ey, ey, €3

d ( 1 S 1 S 1 S )d
eg = (——cos—=senv,—— cos— cosv, —— sen —)ds
! R R R R R R
+(—sen % COS U, sen % senv, 0)dv
1
= —Edseg — sen }%dveg
dey; = (0,0,0)ds+ (—senv,—cosv,0)dv
se Sd e, — cos Sd e
= sen —dve; — —dv
R R
1 1 1
des = (_E sen % Sen v, —— sen % COS, 7 €08 %)ds
+(cos }% COS U, — COS % cos v, 0)dv
1
= Edsel Cos %dveQ
y formamos la matriz de formas de conexion
1
0 —sen idv ——ds
Wil Wiz Wi s R R
Wyl Way W3 = sen —dv 0 —cos —=dv
w w w 1R S R
31 W32 Wss3
—d —d 0
7 S cos 7 v
de donde calculamos
1 1
w1z — —Eds = —Ewl
S d 1
Wy = —cos—=dv=——w
23 Ia R
ast,
! 0
-5 1
_ R N
K = . 1| =72
R
Ademads, wio = — sen %dv, entonces

s
dwie = — cos Eds Adv = —ﬁwl A wo
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6.3. (Geometria intrinseca de Superficies

En el estudio de las superficies M? en R? hemos visto que ciertas entidades geométricas,
por ejemplo, la curvatura Gaussiana, sélo depende de la métrica riemanniana de M?2. Un
sorprendente nimero de propiedades geométricas de superficies estan en la misma situacion
que la curvatura de Gauss, es decir, sélo dependen de la métrica riemanniana, y constituyen
la geometria intrinseca de superficies. En esta seccién, vamos a presentar un estudio mas
sistematico de tales propiedades utilizando el método del marco mévil.

Nuestro punto de partida es una variedad diferenciable M? de dimensién 2 junto con
una métrica riemanniana (,). Para cada punto p € M, escogemos un entorno U C M de p
tal que en cada uno puede definirse campos vectoriales ortonormales e; y e; en U. De este
marco mévil {ey, ea} podemos definir un correspondiente comarco {w;,ws} por la condicién
wi(e;) = &, 1,7 = 1,2. La pregunta ahora es si podemos definir formas diferenciales que
desempenen el papel de las formas de conexion.

La eleccién que hacemos a continuacién puede estar motivada por las siguientes conside-
raciones. Si U podria ser isométricamente embebido (esto es, de tal manera que el producto
interno Riemanniano (,) en M? es inducido por R3), podriamos obtener un marco mévil
e1,es2,e3 en un conjunto abierto V'O U de R?® que extiende el marco ej,es en U. De las
formas wy, wsy, wis, W13, wes, v de las ecuaciones de estructura

dw; = wig Awy,

dWQ = W21 A\ w1,

dws = wiz A wss,
dwiy = wiz Awsg,
dwiz = w2 A was,
dwyz = wo Nwis,

solo las formas wq, wo, w12 v las dos primeras ecuaciones no contienen elementos relacionados
con el vector externo ez. Por lo tanto, es razonable esperar que existan en U una forma tinica
w1y = —woy de tal manera que las dos primeras ecuaciones se mantengan. Este es de hecho
el caso.

Lema 6.4. (Teorema de Levi-Civita?).
Sea M? una variedad riemanniana. Sea U C M un conjunto abierto donde un marco
movil ortonormal {e1,es} estd definido, y sea {wy,ws} un comarco asociado. Entonces eriste

1Tullio Levi-Civita (1873-1941) fue un matemédtico italiano, famoso por su trabajo sobre célculo ten-
sorial. Su trabajo incluye articulos fundamentales en matemdticas puras y aplicadas, la mecanica celeste
(notable en el problema de los tres cuerpos) e hidrodindmica.
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una unica 1-forma wis = —wo1 tal que
dwl = W12 A wa, dCUQ = W21 VAN Ww1.

Demostracion. La unicidad ya ha sido probada en Lema (6.2) de la Seccién 6.1. Para probar
la existencia, solo definimos

w12(€1) = dw; (61, 62),

w12(62) = dw2(€1,€2),

y verificamos las propiedades requeridas, por ejemplo,

dwl(el, 62) = w12(61) = w12(€1)w2(62) - w12(62)w2(€1) = (wm A w2)(€1, 6’2)7
donde wo(ey) =1y wa(er) = 0. O

El problema ahora es obtener entidades geométricas (esto es, independiente de la eleccion
del marco) de las formas wy, wy, wis. Para eso, es conveniente ver cémo cambian tales formas
bajo un cambio de marco.

Definicién 6.6. Sea {é;,é2} otro marco en U. Si {éy,e2} tiene la misma orientacion como
{e1,e2}, obtenemos

er = fer+ges
ey = —gei+ fea,

donde f y g son funciones diferenciables en U, y f? + g? = 1; por otra parte, si las orienta-
ciones de {e1,é} y {e1,es} son opuestas, obtenemos

er = fer+ger

ey = ger — fes.

El cambio de marco debera tener una orientacién preservada, es decir cuando las orienta-
ciones son las mismas, la matriz de cambio de base tiene determinante 1. Ademas, el sistema
serd ortonormal, es decir, (e1,e3) =0y (e1,e1) = (e2, €2).

Lema 6.5. Si {e1,ex2} y {e1,ea} tienen la misma orientacion, entonces
Wiz = Wiz — 7,
donde T = fdg — gdf. Si las orientaciones anteriores son opuestas entonces,

Wi = —@12 —T.
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Demostracion. Si las orientaciones son las mismas, obtenemos que
w1 = fwi+ gws
Wy = —gwi+ fuws,
por definicién su transformacién inversa esta dada por
wr = for — g, (6.10)
wy = gwi+ faws. (6.11)
Diferenciando (6.10), obtenemos
dw1 = df A w1 + fd(:)l - dg N\ Wy — gdcTJQ
Usando las ecuaciones de estructura para dw; y dws, y el hecho de que wyo = —9; v
w1 = fwy + gws v o = —gwy + fws resulta que
dw1 = df A (I)l + f@lg A\ (DQ — dg N (I)Q — g(—(Dlg A (Dl)
= df(fw + gws) + for1a A (—gwi + fwa) — dg A (—gwi + fwo)
—g(=@ia A (fwr + gws))
= df A w1 + gdf A Wy — fg@lg A\ w1 + f2(z)12 A (09)) + gdg A w1 — fdg N Wy — g(—f@lg A\ w1
—g(Z)lQ A (UQ)
= fdf Awy + gdf Aws — fgira Awr + fD1a Aws + gdg Awy — fdg A wy
+fgir A wr + gP@12 A ws
= (f*+g") Aws + (fdf + gdg) Aw: + (gdf — fdg) A ws.
Ya que f2+¢*> =1, fdf + gdg=0y —7 = gdf — fdg. Asf,
dwl :@12/\0)2 —T/\WQ == ((:}12 —T)/\wg.
Similarmente, diferenciando (6.11), obtenemos
dO.)Q = —(@12 — 7') A
Por la unicidad de la forma de conexion, concluimos finalmente que
Wig = W12 — 7,

y esto prueba la primera parte del lema, el caso en el que las orientaciones son opuestas es
analogo. O]

Una interpretacion geométrica para la 1-forma 7 estd dada abajo y afirma que, a lo largo
de una curva en U, 7 es el diferencial de la “funcién angulo” entre e; y ey a lo largo de la
curva; en realidad, lo que haremos es mostrar que es posible definir tal funcién de una manera
que sea diferenciable.
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Lema 6.6. Sea p € U C M un punto y sea v : I — U una curva tal que v(ty) = p. Sea
o = angulo(eq(p), €1(p)). Entonces

trod d
W):/to <fd—i—gd—“7;> dt + @

es una funcion diferenciable tal que:

cosp(t) = f, senp(t) =g, ¢(to) = ¢o, dp =7"T.

Demostracion. Primero verificaremos los enunciados mas sencillos. Recuerde que la integral
de una funcién continua es diferenciable, por lo tanto, ¢(t) es diferenciable. Se verifica que

©(to) = o, ya que
o dg df
o(to) /to (fdt gdt) + 9o =04 o = ¢

Ahora mostraremos que

f(t)cosp(t) +sen(t)p(t) =1 (6.12)

Para ver eso, note que a partir de la definicién de ¢, tenemos que ¢’ = fg’' — df’. Asi,

(fecosp+gseny) = fcosp — fsenpy' + ¢ sen + gcos py’
= fcosp— fseno(fg' —gf') +g'senp + geosp(fg' —gf)
= fcosp— f2¢'senp + fgf seng + ¢’ seny + gfg cosp — g*f cos
= (¢ +ffg—fd)senp+ (f = g*f' + fgg') cos g
= (9 =% = fPg)senp+ (f = g*f' = f2f) cos
= (¢ =g+ f*))seng+ (f = f'(g° + f*)) cosp
= (9 —g)senp+ (f' = [))cosg
=0
Donde en la ultima igualdad hemos utilizado que, f2 4+ ¢*> =1, ff' = —gq'.
Por lo tanto, f cos p+gsen ¢ =const., y por equivalencia de la hip6tesis ¢q = angulo(e;(p), €1(p)),
es decir, cos g = f(to) y sen po = g(to)
f(to) cos (to) + g(to) senp(to) = f(to)f(to) + g(to)g(to)
(f*+9°)(to) =1
concluimos (6.12).
Resulta que
(f —cos)® 4+ (g —senp)? = f2+g*> —2fcosg —2gseny + 1
= 2—2(fcosp+ gseny)
= 2-2
- 0,
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lo que obliga
f—cosp=0y g—senp=0
cos p(t) = f(t), sen p(t) = g(t).

Por ultimo, note que

por lo tanto, ¢ puede ser escrito como

o) = [ rat ()

to
y usando el Teorema Fundamental del Calculo, obtenemos
dp =",
y el lema se sigue inmediatamente. O]
Ahora estamos en condiciones de desarrollar la geometria intrinseca de superficies.

La primera observacién es que (6.8) y (6.9) se deduce que en una superficie orientada, la
2-forma

Wi Awy = (fwr — gig) A (g1 + fr)
= fgor Ay + P Awe — gPis Ay — fgs A W
= [P0 Nwg + g°@ Ao
= (P4 9")0 Ay
= Wi N\ wsy
= 0o
no depende de la eleccién del marco y por lo tanto, se define globalmente en M?2. El significado

geométrico de la forma o es obtenido de la siguiente manera. Si v; = aj1e; + ajzes,
Vg = A91€1 + g€y, son vectores linealmente independientes en un punto p € M, entonces

o(v1,v2) = wi Aws(vy,v2)

= det ( w1 7}1 wi (vg) )

wWa Wa UQ)

— det wy ( a11€1 + a12€2) wi(agier + ages)
wa(ari€e1 + ajges) wo(agier + agees)

= det | M1
22

= area Ul, ’02
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donde (v, v,) denota el paralelogramo generado por vy y v,. Por eso, ¢ es llamado el ele-
mento de area de M

El siguiente objeto de la geometria intrinseca es motivado por el Teorema de Gauss.

Proposicién 6.2. Sea M? una variedad riemanniana de dimension 2. Para cada p € M,

podemos definir un numero K (p) eligiendo un marco movil {e1,ex} alrededor de p y acomo-
dando

dwiz(p) = —K(p) (w1 A wa)(p)-

Entonces K(p) no depende de la eleccion del marco, y es llamado curvatura gaussiana de
M en p.

Demostracion. Sea {é1,é3} otro marco mévil alrededor de p. Asumamos primero que las
orientaciones de los dos marcos moéviles son la misma, entonces

Wi = Wig — T.
Ya que 7 = fdg — gdf, dr = 0, donde dw,5 = dwis. Resulta que

dwis = diw1s = —Kwi Awy = —Kal N Wo
= _Kw1Aw2:_KW1/\UJ2

= —le/\WQ—f—le/\WQ:O
= (-K+ K)w Awy =0
= —-K+K=0,
por lo tanto, B
K=K,

como deseabamos.
Si las orientaciones son opuestas, obtenemos

dw12 = —d(Dlz, w1 N\ wyg = —wy N\ Wy
y se mantiene la misma conclusion. O

Otra entidad que no depende de la eleccién del marco es la derivada (covariante) de
vectores.

Definicién 6.7. Sea M? una variedad riemanniana y sea Y un campo vectorial diferenciable
en M. Seape M, x € T,M, y considere la curva o : (—€,€) — M con «(0) = p,d/(0) = x.
Para definir la derivada covariante (V.Y )(p) deY relativo a = en p, nosotros elegimos
un marco movil {e;} alrededor de p expresado Y (a(t)) en este marco

Y(a(t) = wilt)es, i=1,2,
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y el conjunto

(2

(veY)(p) =D (‘Z (0) + Zwﬁ(@yi(())) e, i.j=1,2,

donde se hace la convencion que wy; = 0.
Lema 6.7. La derivada covariante no depende de la eleccion del marco.

Demostracion. Sea {ej,e1} y {€1,é2} dos marcos ortonormales alrededor de p. Asumamos
que ellos tienen la misma orientacion. Entonces

{91 = fih — g2 {61 = fe; — geéy

7 7 i} ) (6.13)
Yo = g1 + fi ea = ge+ fé

donde Y (a(t)) = Y- wi(t)e; = > 4i(t)é;, v f, g son funciones diferenciables con f? + ¢ = 1.
Por definicién

d d
VmY = <% + w21(m)y2) e + (% -+ wlg(a:)yl) €9

donde las funciones son tomadas en t = 0. Utilizando (6.13), y el hecho que wis = w12 — 7'y
ff +gqg =0, llegamos después de un cédlculo largo pero sencillo que

dijy | _ - dyja ).
VY = (—1 + w21($)y2) e + (d—; + w12($)y1) €2
que prueba el lema en este caso.
Cuando las orientaciones de los marcos son opuestas, la prueba es similar. O

La nocién de derivada covariante puede usarse para dar una interpretacién geométrica de
la forma de conexién wis asociada al marco mévil {e;, es}. De hecho, ya que e; = 1-e1+0- ey,
con y; = 1y yo = 0 obtenemos V,e; = wia(z), por lo tanto,

(Vzer,e9) = (wia(x)ey, es)
= wia(x){eg, e2)
)

= wp(r
Asi, la forma aplicada a un vector x es la es-componente de la derivada covariante V,e;.

Nota. La derivada covariante fue introducida por Levi-Civitta en 1916. Para la métrica
inducida de la superficie M?* C R?, se puede mostrar que la derivada covariante V,Y es justo
la proyeccién sobre el plano tangente de M de la derivada usual en R® de'Y a lo largo de la
curva tangente a x. Asi, en cierto sentido, V.Y es la derivada de Y como “se ve desde la
superficie”.
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6.4. Resolucién de Ejercicios

Ejercicio 6.1. Sea S? = {(z,y,2) € R% 2%+ y? + 22 = 1}. Probar que no existe un campo
vectorial diferenciable X en S?.

Demostracion. Razonemos por contradiccion. Suponga que existe el campo vectorial X dis-
tinto de cero. Sea e; = ﬁ y sea ey tal que {e1, ea} es un marco ortonormal. Sea {wy,ws} el

comarco asociado correspondiente. Ya que X es distinto de cero, {ej, es} es un marco global
sobre S2. Recuerde que la curvatura Gaussiana de S? es 1 en cada punto. Usando que w; Aws
es el elemento area de S?, podemos calcular el drea

area(S?) = / wy A ws.
S2

Usando la relacién dwis = —Kw; A we, obtenemos

area(S?) = —/ duwna.
S2

Ahora, aplicando el teorema de Stokes, y debido a que S? no tiene borde, tenemos que la
integral sera cero:

area(S?) = —/ w2 =0,
os?

pero esto es una contradiccion, porque la superficie de una esfera unitaria tiene un area de
4.

Figura 6.4. Un ejemplo de campo vectorial sobre S?.
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Ejercicio 6.2. La ecuacion en coordenadas cartesianas de un toro T cuyo eje es el eje z es:

2
(R TT) 4ot
Calcule su curvatura gaussiana.

Solucién. Comenzamos con la superficie parametrizada.

r = (c+ acosv)cosu
x(u,v) =< y = (c+acosv)senu
z

= asenv
Calculamos las primeras derivadas,

de = (—(c+acosv)senu, (c+ acosv)cosu,0)du+ (—acosusenv, —asenusenv,acosv)dv

= (c+acosv)(—senu,cosu,0)du + a(— cosusenv, —senusen v, cos v)dv
de donde obtenemos que

e, = (—senu,cosu,0)

e; = (—cosusenv,—senusenuv,cosv),
con wy = (c+ acosv)du y wy = adv. Como el vector normal se denota por
ez = €1 X €

entonces, obtenemos

) 7 k
es = e X ey =det —senu cos U 0
—CcosusSenv —sSenusentv Cosv
. COS U 0 . —senu 0
= VA —
—senusenv Cosv T —cosusenv coswv
—senv CoSs U
+k
—Ccosusenv — senusenuv

= (cosucosv,senucosv,sen” usenv + cos? usenv)
= (cosucoswv,senucosv,senv(sen® u + cos® u))

= (cosucosv,senucosv,senv)
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ahora diferenciando ey, ey, €3

de; = (—cosu,—senu,0)du+ (0,0,0)dv
= senveydu — cosuesdu

dey = (senusenwv,—cosusenv,0)du + (— cosucosv, —senusenv, —senv)dv
= —senvedu — e3dv

des = (—senwucosv,cosucosv,0)du+ (— cosusenv, —sen usen v, cosv)dv

= cosveydu + exdv

ast, formamos la matriz de formas de conexion

w11 Wiz Wis 0 —senvdu — cosudv
Wl Waa Was = sen vdu 0 —dv
W31 W3z Wss cos vdu dv 0

de donde calculamos

Cos U
w3 = —cosudu = ————w;
(c+acosv)
1
Wo3 — —d’U = ——Wy
a
ast,
cos v 0
K = ¢+ acosv _ cosv
0 _- a(c+ acosv)
a

Ejercicio 6.3. (El toro plano) Sea f : R* — R* dada por
f(z,y) = (cosx,senx,cosy,seny), (z,y) € R%

Pruebe que:

1. f es una inmersion y f(R?) es homeomorfo a un toro.

0 0
2. El marco e; = 8_f’ ey = 8_f en f(R?*) C R* es ortonormal en la métrica de f(R?)
€ Y

inducido por R*. Calcule wy,ws, wss.

3. La curvatura gaussiana en la métrica inducida es idénticamente cero.
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Solucion.

1. Al calcular el rango de

—senr cosw 0 0
0 0 —seny cosy

obtenemos 2, por lo que f es una inmersion. Se verifica ficilmente que f(R?) es ho-
meomorfo a un toro.

2. Al hacer los debidos cdlculos, siguiendo el procedimiento del ejercicio anterior obtene-

g_iv ey = 9f en f(R?) C R* en la métrica

dy
de f(R*) inducido por R*, que wy = dx, ws = dy y wiy = 0.

mos, utilizando el marco ortonormal e, =

3. Al calcular la curvatura Gaussiana con los resultados anteriores obtenemos

1
K=det| O =0,
0

o O O
o O O

ast, la curvatura en la métrica inducida es idénticamente cero.



Capitulo 7

Teorema de Gauss-Bonnet y Teorema
de Morse

7.1. Teorema de Gauss-Bonnet

Las consideraciones del capitulo anterior fueron estrictamente locales. Sin embargo, una

de las caracteristicas mas interesantes de la geometria diferencial es la conexion entre las
propiedades locales y las propiedades que dependen de toda la superficie. Una de las propie-
dades mas interesante es el llamado teorema de Gauss-Bonnet que pretendemos demostrar
en esta seccion.
En su obra fundamental (Considerations on curved surface, 1827), Gauss demostré el caso
especial de este teorema para los triangulos geodésicos y previo su importancia para el desa-
rrollo de la geometria diferencial. El teorema para regiones mas generales se debe a Pierre
Ossian Bonnet!(Jour. Ecole Polytech. 19(1848), 1-146). Con la llegada de la topologia, pron-
to quedd claro que una formulacion global del teorema de Gauss-Bonnet seria un vinculo
importante entre la geometria y la topologia.

Antes de comenzar, queremos hacer la observacion general de que a cualquier variedad
diferenciable M™ (Hausdorff y con una base numerable) se le puede dar una métrica rie-
manniana. La prueba depende de la existencia de una particion de la unidad. Para el caso
compacto ( el cual es el tinico que usaremos), basta definir arbitrariamente un producto in-
terno (,)® sobre cada entorno coordenado f,(U,) de una estructura diferenciable finita de

'Pierre Ossian Bonnet (22 de diciembre de 1819, Montpellier - 22 de junio de 1892) fue un matemético
francés. Hizo algunas contribuciones importantes a la geometria diferencial de las superficies, incluido el
teorema de Gauss-Bonnet.

140
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M™, y definir
<7 >p = Z@Da(p)<7 >Zﬂ peM”,

donde ¢, es una particién diferenciable de la unidad subordinada para la cubierta (finita)
fa(Ua).

Desde ahora, M denotara una variedad diferenciable compacta, orientada de dimension
dos.

Definicién 7.1. Sea X un campo vectorial diferenciable sobre M. Un punto p € M es un
punto singular de X si X(p) = 0; un punto singular p es aislado si eziste un entorno de
p, V. C M que no contiene otro punto singular que no sea p.

En lo que sigue, es conveniente escoger V' homeomérficamente a un disco abierto en el
plano.

Lema 7.1. El niumero de puntos singulares aislados es finito.

Demostracion. Como la variedad M es compacta, existe un nimero finito de entornos coor-
denados f;(U;) tal que M = |J;_, fi(U;), para cada punto singular aislado p € M, existe un
entorno de p, V,, = f;(U;) que no contiene otros puntos singulares. Asi, como existe un nimero
finito de entornos coordenados, entonces existen finitos puntos singulares aislados. O

A cada punto singular aislado de X, vamos a asociar un entero llamado el indice de X
en p, como sigue: primero, escoja una métrica riemanniana sobre M, y considere el marco
movil {€;1,é2}, donde e; = X/||X|| y €2 es un campo vectorial unitario ortogonal a &; y
en la orientacién de M. Esto determina formas diferenciales wq,wq, w12 en V — {p}. Luego,
escoja otro marco mévil {ep, ex}, en la misma orientacién anterior, definido a lo largo de V,
obteniendo asi formas wy,ws, w2 en V. La diferencia

Wig —Wig =T

esta definida en V' — {p}.

Ahora considere una curva simple cerrada C' que encierra una region compacta de V'
conteniendo a p en su interior, y su parametrizacion v : I — C; C se orientarda como el
borde de esa regién. Por Lema (6.6) del Capitulo 6, la restriccién de 7 a C' es el diferencial
del dngulo ¢(t) entre e; y €; a lo largo de C. Por lo tanto

/T:/d<p:27r[.
c c

El entero I es llamado indice de X en p.
Podemos usar lo anterior para formalizar la siguiente definicion.
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=2

Figura 7.1. Algunos campos vectoriales en el plano con singularidades aisladas y sus indices
respectivos.

Definicién 7.2. Usando las mismas variables de arriba. El indice I de X en p se define

como
1

I =— .
2 CT

Note que en la definicién de indice hacemos varias elecciones, a saber, la eleccion de
una métrica riemanniana, la eleccién de un marco {ej, e}, y la eleccién de una curva C.
Es necesario mostrar que el indice I no depende de esas elecciones. Antes de eso, veamos
algunos ejemplos de singularidades de campos vectoriales en el plano. Intuitivamente, el
indice es el numero de “giros”dados por el campo vectorial a medida que avanzamos por una
curva cerrada simple alrededor de una singularidad aislada. La figura (7.1) muestra algunos
campos vectoriales en el plano (descritos por sus trayectorias) con singularidades aisladas y
sus indices respectivos.

Ejemplo 7.1.

1. En M =TR?, sea
0 0
X(1,y) = 1— + y—.
(z,9) "5 TV,
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0

El origen es la unica singularidad de X. Tomando el marco estandar {a—, a—} como
T gy

el marco de referencia y C' como el circulo unitario, obtenemos

y) _ xdy — ydx

7 = d(arctan =
( x z? + y?

St parametrizamos a C' como x = cost, y = sent, 0 <t < 2w, obtenemos

1
I = —
2T C
1 [?"cost(costdt) — sent(— sentdt)
oo, cos?t 4 sen?t

2w

1

= — (cos®t + sen” t)dt
2 Jo
1 [ 1

= — dt = — (27 —0)
21 J, 27

= 1.

Y, de hecho, X hace exactamente un giro completo a lo largo de C.

*®, % R 1 I Pl ” ”
~, >, A ¥ / "4 ” -
~- ) \05 / - e S

0 0
Figura 7.2. La singularidad (0,0) del campo X (x,y) = T + Yo tiene indice 1.
Z Y
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2. Ahora considere
X(x,y) = $g 2

El origen es un punto singular de X. Tomando a C' y el marco como en el ejemplo

anterior. Entonces
—y —xdy + ydx
7 =d(arctan —) = —————.

T ZL‘2 + y2
Ast,
1 ™ _ cost(costdt) + sen t(— sen tdt 1 [
I = — ( 2> ( >:—/ —cos?t — sen? tdt
2 Jo cos?t + sen?t 21 Jo

1
= — (=2 = —1.
27T( T+ 0)

En la figura (7.3), observamos que el campo hace exactamente un giro pero en direccion
opuesta.

0 0
Figura 7.3. La singularidad (0,0) del campo vectorial X (z,y) = T~ Yg tiene indice —1.
z Y

3. Consideremos el campo

0 0
X — (2% — ?)— + 2zy—.
(z,y) = (2" —y )8:17 + oy
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Tomemos la singularidad (0,0), Tomando a C y el marco como en los ejemplos ante-

riores. Entonces
2y _ 2zdy — 2ydx
x2—y2 - ($2—|—y2) :

T=d <arctan
Ast,

1 [?" 2cost(costdt) — 2sent(— sen tdt)
27 Jo (cos?t + sen?t)

1 2m ) ) 1 2w 1
= — (2cos®t + 2sen t)dt:—/ dt = —(2m —0)
2m J, T Jo T

= 2.

Observamos en la figura (7.4), que el campo X da dos giros a lo largo y en la misma
direccion de la curva C.

\ \ ; 7 =1 X T T

-2.5 -2 -15

d i [N

0 0
Figura 7.4. La singularidad (0,0) del campo X (x,y) = (2* — y2)a— - Qxya— tiene indice 2.
T Y

Lema 7.2. La definicion de I no depende de la curva C.

Demostracion. Sean C y Cy dos curvas simples cerradas al rededor de p, como en la definiciéon
de indice. Asuma primero que C; y Cy no se intersectan y considere /A como la region
anular acotada por Cy y Cy (Fig.(7.5)). Sean I; y I los indices calculados con C; y Cs,
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respectivamente. Por Teorema de Stokes, y usando el hecho que dr = 0, obtenemos

1 1 1 1 1
L-—L=— [ 17——- [ 7=+ /7‘—/7’ :—/ T=— [ dr =0,
27 el 2 Cs 2 1 Cs 2T AN 2 A

por lo que

Figura 7.5. En el caso que dos curvas cerradas simples no se intersecan.

Si C} y (5 se intersecan, escogemos una curva C3 en el interior de la interseccién de C}
y Cs, de manera que Cj esté alrededor de p (Fig. (7.6)). Por el resultado del caso anterior
obtenemos que I3 = I y que I3 = I, por lo que

Is =1, =1.

O

Lema 7.3. La definicién de I no depende de la eleccion del marco {e1,es}. Mds precisamente,
sea S, = OB, el borde de un disco de radio v con centro en p, y considere el marco {éy,és}
de la definicion. Entonces, el limite

existe, y [ = 1.

Demostracion. Primero, probemos que el limite existe. Para ello usemos el criterio de con-
vergencia de Cauchy. Suponga, sin pérdida de generalidad que, 7 < r;. Sean S,,, S, circulos
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C,

"

C

Figura 7.6. En el caso que dos curvas cerradas simples se intersecan, se construye C3 que
encierre p.

concéntricos, y sea A la regién anular acotada por S,, y S,, (Parecido a la fig. (7.5)). Usando
el Teorema de Stokes, obtenemos que

/ Wio — / Wio = / Wig = / d(:)lz — O, cuando r1,T9 — 0.
S S [o7AN A

T1 T2
Note que wyy no esta definida en B,,; sin embargo, diw, = —Ko es ciertamente definida en
todas partes. Se deduce que cualquier sucesién

/ Cdlg,"',/ w127"'7
S S,

1 Tn

con {r,} — 0, es una sucesién de Cauchy, por lo tanto converge. Asi, el limite

existe.
Ahora, mostremos que I = [. Sea r; arbitrariamente pequeno pero fijo y sea ry < 7.
Tomemos el limite cuando 7y tiende a cero. Entonces por Teorema de Stokes tenemos que

/ Wiy = lim w12 + lfmo W12
S.

ro—0 ro—
81 ? Spy=Sry ? Sry

= / diyy + 2wl = — Koy Ay + 27l
B

1 BT1

/ @12:— K(I)l/\(ﬁg-i-Z’ﬂ'I_. (71)
Sry Br;
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Recuerde que wys = wis + 7. Calculando la integral sobre S,, tenemos

/ @12:/ W12+/ T:/ dw12—|—27r[:— le/\WQ+27T[.
S, S S, B Br,

1 1 1 1

/ W19 = — le /\W2—|-27TI. (72)
Sry Br,

Al igualar (7.1) con (7.2), obtenemos

— Koy ANy + 21l = — Kwi Aws + 2711
By, By,

I = I

Lema 7.4. El indice no depende de la métrica.

Demostracion. Sean (,)q y (,)1 dos métricas riemannianas sobre M. Sea t € [0, 1] y defina
para todo t la siguiente métrica:

<’>t = t<7>1 + (1 - t)<v>0'

Entonces es féacil verificar que (,); es un producto interno positivo definido sobre M el cual
varia diferencialmente con p. Por lo tanto, (,); es una familia 1-paramétrica de métricas sobre
M que inicia con (, )g y termina con (, ); (esto es equivalente a decir que (, ); es una homotopia
entre métricas riemannianas (,)o v (,)1 v que ademds es una métrica riemanniana sobre M
para cada t € [0, 1]).

Sean Iy, I; e I; los indices correspondientes. Por el proceso de ortonormalizacién de
Gramm-Schmidt se obtienen marcos y comarcos que dependen continuamente sobre t. Por
lo tanto, las formas de conexion son también continuas. Esto significa que la diferencia 7 y
I; es también continua. Y como el indice es un valor entero. La tnica funcién continua y de
valor entero es la funcién constante, es decir, I; = const., t € [0, 1].

Por lo tanto, Iy = I, como queriamos. O

Podemos ahora establecer y probar el Teorema de Gauss-Bonnet de la siguiente manera.

Teorema 7.1. (Gauss-Bonnet)

Sea M? una variedad diferenciable compacta orientada. Sea X una campo vectorial diferencia-
ble sobre M con puntos singulares aislados py,--- ,pr cuyos indices son Iy,--- , I. Entonces,
para alguna métrica riemanniana sobre M,

k
/MKU:%T;]“

donde K es la curvatura Gaussiana de la métrica y o es su elemento de drea.
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Demostracién. Considere en M? — U;{p;} el marco {e, = ﬁ, é}, donde €5 es un campo
vectorial unitario ortogonal a €; en la orientacion de M. Denotemos por B; una bola con
centro en p;, que es tal que no contiene un punto singular que no sea p;. Calculando la
integral de di,2, obtenemos que

/ K@l /\@2 == —/ d@lg,
M-U;B; M-U;B;

al usar el teorema de Stokes debemos tener en cuenta que, como 0B; tiene la orientacién
inducida por B; (esta es opuesta a la orientacién de M — B;), esto hace un cambio de signo,

por lo que obtenemos
—/ dleZ—(/ w12—|—/ w12)7
M—-U;B; UiaBi oM

como OM = (), la integral sobre OM es cero, y dado que todas las bolas B; son disjuntas,

tenemos que
k
/ C7)1225 / W12.
U;0B; i=1 0B;

Ahora tomemos el limite cuando el radio de las bolas tienden a cero. Note que w; A wo €s
independiente de la eleccion del marco y representa un “elemento de area” de la variedad.
Debido a que el area de las bolas B; tienden a cero, la integral

/ K(I)l/\(IJQ—>/ K(I)l/\(IJQ.
M—-U;B; M

lim w12 = lim g W19 = lim wlz.
r—0 U;0B; r—0 OB; = r—0

Por Lema (7.3) obtenemos que

lim Wig = 271'[1',
r—0 OB;
por lo tanto,
k
/ Kuwi Awy = llir(l) w12—27rz;[,-.
1=

]

Nota. El lado derecho no depende del campo vectorial X y el lado izquierdo no depende de
la métrica. Por lo tanto, obtenemos la sorprendente conclusion que Y I; es la misma para
todo campo wvectorial con singularidades aisladas, y f v Ko es la misma para toda métrica
riemanniana sobre M.
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Definicién 7.3. El numero i
>
i=1
es llamada la caracteristica de Euler-Poincaré de M, y es también denotado por x(M).

1
Corolario 7.1. x(M) es invariante por difeomorfismos, y o fM Ko no depende de la métri-
T

ca de M y se mantiene igual ante dicha invariante.
Otra manera de introducir x (M), es la siguiente.

Definicién 7.4. Una triangulacion de M, donde M es una superficie compacta, es una
descomposicion de M en un numero finito de tridngulos curvilineos de tal manera que la
interseccion de dos de tales triangulos es bien, vacia, un borde en comun o un vértice comun
de dichos triangulos.

Definicién 7.5. Definimos
X(M)=V —A+F,

donde Fdenota el nimero total de tridangulos, V' el niumerto total vértices y A el numero total
de aristas de tal triangulacion.

Teorema 7.2. Si dos superficies son invariantes bajo homotopia, entonces tienen la misma
caracteristica de Euler-Poincaré.

Demostracion. Vea la prueba en [9, pagina 44] O

Figura 7.7. Mostramos el campo en dos tridangulos de la triangulacion.
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Lema 7.5. Cuando M es orientable, la definicion (7.5) concuerda con la definicion (7.4).

Demostracion. Escoja una triangulacién para M, y considere el campo vectorial en M in-
dicado por sus trayectorias en la Fig. (7.7) (en realidad sélo mostramos el campo en dos
tridngulos de la triangulacién). Los indices de los campos vectoriales en los puntos B,C'y D
son, respectivamente, 1,1 y —1. Por lo tanto, la suma total de los indices es

}:LZV—A+F

ya que >, I; = x(M) no depende del campo elegido, concluimos que V' — A + F = x(95).
[

Ejemplo 7.2. Calcule la caracteristica de Euler-Poincaré de la esfera S? y el toro T.
Para la esfera, escojamos la métrica inducida por R® sobre S* = {p € R%||p|| = 1} en la
cual K =1 (véase Ejemplo (6.2)). El drea de dicha superficie es 4m, por lo que

/KO’—/ (4m) = 4,
s2 s2

4 = 27x(S?),

y por teorema de Gauss-Bonnet

y ast, x(S?) = 2.
Si usamos la definicion (7.5), sabiendo que la esfera puede triangularse en 8 tridngulos, al
trazar el ecuador y el meridiano; asi, obtenemos de la triangulacion , 6 vértices y 12 aristas,

XS =V -A4+F=6-12+8=2.

Por lo tanto, obtenemos la misma caracteristica de FEuler-Poincaré al usar el teorema de
Gauss-Bonnet y la definicion (7.5).

Figura 7.8. Triangulacién de la esfera S? con 8 tridngulos.
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Para el toro T. Sabemos que es posible introducir en T una métrica de tal forma que
la curvatura Gaussiana sea K = 0 (véase Ejercicio (6.3)). Ya que x(T) no depende de la
métrica, obtenemos que

x(T) = 0.

En la figura (7.9) mostramos una triangulacion de un toro, considerado como un cuadrado
con los lados opuestos identificados; tal triangulacion tiene 18 tridngulos, 9 vértices y 27
aristas, por lo que, al usar la definicion (7.5), obtenemos

X(T) =V -—A+F=9-27+18=0.

1 2 3 1

4 s s 4

7 2 > 7
1 2 3 1

Figura 7.9. Una triangulacién del toro T.

7.2. El Teorema de Morse

Estrechamente relacionado con el teorema de Gauss-Bonnet es una relacion, debida a
Marston Morse?, entre puntos criticos de una cierta clase de funciones en una superficie
compacta M? y la topologia de M?. En esta seccién intentaremos establecer dicha relacion.

El tipo de funciones que tomaremos en cuenta pueden describirse como sigue. Como
siempre, M? denotara una variedad diferenciable compacta orientada de dimensién 2.

Definicién 7.6. Sea f : M? — R una funcién diferenciable sobre M?. El punto p € M
es un punto critico de f si df, = 0. Si escojemos alguna métrica sobre M?, definimos un
campo vectorial grad(f) por

(grad(f)(p),v) = df,(v), para algin v € T,M>.

2Harold Calvin Marston Morse (24 de marzo de 1892-22 de junio de 1977) fue un matemdtico esta-
dounidense conocido por su trabajo sobre el cdlculo de variaciones generalizado, un tema en el que introdujo
la técnica de la topologia diferencial que ahora se conoce como “Teoria de Morse”.
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Lema 7.6. p es un punto critico de f si y solo si, para cualquier métrica sobre M?, p es un
punto singular del grad(f).

Demostracion. =
Suponiendo a p un punto critico de f, obtenemos df,(v) = 0,Vv € T,,M, asi,

0 = (grad(f)(p),v),

y por definicién de producto interno, grad(f)(p) = 0, por lo que p es un punto singular del
campo grad(f).
P
Suponiendo a p como un punto singular del campo grad(f), obtenemos que grad(f)(p) = 0,
asi,

df,(v) = (0,v) =0,Vv € T,M.
Por lo tanto p es punto critico de f. O

Definicién 7.7. Un punto critico p de f : M?> — R es llamado no degenerado si para
toda parametrizacion g : U C R? —s M? alrededor de p = g(0,0), tenemos que det(A) # 0,
donde A es la matriz

P(fog) 0*(fog)

0x? 0x0y
A= (0,0), (z,y) € U C R%
P*(fog) 0*(fog)
Oyox 0y?

Ya que en un punto critico la primera derivada se desvanece, es facil verificar que el hecho
que det(A) # 0 no depende de la parametrizacion g.
Lo primero se verifica facilmente al tomar el diferencial de la O-forma f, de la siguiente manera

h(0) = 5 (o, + 5 )y, =0
note que los elementos {dx,, dy,} son base del espacio dual del espacio tangente en p, asi,
of _o_9f
Ox oy’

Los puntos criticos no degenerados son el tipo mas simple de puntos criticos.
El comportamiento de la funcién f o g = h en un entorno de tal punto puede ser descrito
usando la expansién de Taylor:

oh oh 1 /0%h 9
d—h(l‘,y) — h(0,0)— (%)Omﬁ—(a—y)()y‘i‘é(@)ol’
+ 0%h T _’_1 @ 2

0x0y ) , 475 0y? Oy

2 0z% /), dz0y ) Y 0y? Oy
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De hecho, si 2% +y? es suficientemente pequerio, y det(A4) # 0, el signo de d est4 determinado
por el signo de la forma cuadrética en el lado derecho. Asi, si det(A) > 0, tenemos una de
las siguientes alternativas:

a) d < 0 en algtin entorno de p; p es entonces un punto maximo para f.
b) d > 0 en algun entorno de p; p es entonces un punto minimo para f.

De otra manera, si det(A) < 0, entonces existen exactamente dos direcciones distintas
para que dicha forma cuadratica se desvanezca; para todas las demés direcciones, d es positiva
(una direccién de minimo) o negativa (una direccién de maximo). Tal punto es llamado un
punto de ensilladura.

NNKARt T 7 77~~7 NNMYYN LY/ 77 77 TR XX
SRRARIIZOZZL NNrvi Yo BZ2713RRY
R R ARt 27 NS N Y Ly 2 e A P R I P SN N
S Ng R TA oy M~ 9 N L oy ¥ e > A 2 2 & N & -
R I R . [ ™ e & e
r:-rwt5,~;~;s~; ::::?:::: ™ S 9 Y b v ¢ - e
A AR EERERES S S N Ly
PR Y ERER R SR BN RN S I VI YL v
R EE R R R >~ 21 1 R AN JIVNNILY €~
£33 by aNNN 221t 1 AN SNNY Yy LY e

Figura 7.10. El campo vectorial segiin el punto critico minimo, maximo o punto de silla.

Ahora, podemos establecer la relacién que queremos probar.

Teorema 7.3. (Morse).

Sea f: M?* — R una funcién diferenciable sobre una superficie compacta orientada M?
tal que todos sus puntos criticos son no degenerados. Denotaremos por M, m, y s el niumero
de puntos madximos, minimos y sillas, respectivamente, de f. Entonces M —s+m no depende

de f; mds precisamente,
M — s +m = x(M?).

Antes de entrar en la prueba, necesitamos algunas consideraciones preliminares.

Desde ahora, asuma que hemos escogido una métrica riemanniana sobre M?2. Como hemos
visto, p es un punto critico de f siy sélo si el campo vectorial grad(f) tiene una singularidad
en p. ;Cémo se refleja el hecho de que p es un punto critico no degenerado en el campo
grad(f)? Para responder esa pregunta, necesitamos una definicion.

Definicién 7.8. Sean X un campo vectorial diferenciable sobre M?, p un punto singular de

o 0
X yg:U CR? — M una parametrizacion alrededor de p = 9(0,0). En la base, {0—, a—},
r oy

(z,y) € U, asociada a la parametrizacion g, podemos escribir a X como

0

0
X = CY(.?Z,y)— +B<I7y)a_y7

ox
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donde a y [ son funciones diferenciables en U, y, ya que p es un punto singular, se tiene
que

0 0

ast, «(0,0) = 5(0,0) = 0. Sea A, la matriz de la parte lineal de X,
0a) (0
or ), \0y/,
98\ (98
or ), \0y/,

Decimos que p es una singularidad simple de X si det(A,) # 0.

X(p) = (0,0) =0,

Lema 7.7. La definicion de singularidad simple no depende de la parametrizacion.
Podemos responder ahora nuestra pregunta.

Proposicién 7.1. Sea p € M? un punto critico de una funcién diferenciable f : M? — R
sobre una variedad riemanniana M?. Entonces p es un punto critico no degenerado de f si
y solo si p es una singularidad simple de grad(f).

Demostracién. Sea g : U C R? —s M? una parametrizacién alrededor de p = ¢(0, 0) tal que
o 0
<_7 _>
ox’ Oy
187])). Calculemos grad(f) en esta parametrizacion.

Sea grad(f) = 04——1—6(%, yseaY = ylg

= 0, para todo (z,y) € U (tal parametrizacién siempre existe (revise [1, pagina
Ty tor arbitrario de T, M2. P
— un vector arbitrario de . Por
Ox or 2 Ay 9(z.y)

la definicién,
(grad(f),Y) = df (),

por lo tanto,

0 0 0 0
df(Y) = (grad(f),Y) = <a—+5a—yyy18—x+y28—y>

or
= a((%ayl(%>+ (aaayz >+5< 73/1§>+5<(%=y2%>
— anle Dy ot §>+@y1<‘9 S+ Bls )
— ay1<§ §>+0+0+ﬁyz<§ ;)
— ay1<aa §> 5@2(5 ;)
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Kl o 0

—) =g, porotroladosig: R? = My f: M - R

vamos a denotar ((% Y=gy <8_y’ o

" Ox
dada por g(z,y) — f(g(x,y)) obtenemos

_a(g; 9 (v + —a(gz 9 gy (v)
d(fog) 0 0 a(fog)d

a(fo O(f o
_ (J(;Ig)ler (J;yg)y%

df(Y)

entonces

Y1+ oy Yo = ayigi1 + PY2922; Y(y1,Y2)

0 0
(/o g>y1 —ayign1 + (f g)yQ — Byagaz = 0
Ox dy

(—8(]0 ° g)i — a) Y1911 + (Mi - /3) Yag2e = 0
0r  gu Ay Ggoo

Luego, como Y es arbitrario eligiendo y; =1y yo =00 y; =0y y2 = 1, obtenemos

I(fog) 1 foyg) 1

— —a=0, SL2I - g,
ox g11 @ 5y 922 5
y asi,

_O(feg) 1 g=og 1
ox 9117 5?; 9227

se obtiene ofog) 1 dfog) 1 0

(@] (@]
grad(f) = 229~ % P -2

or g1y O Oy gan Oy

Observe ahora que es posible elegir la parametrizacién g para que, en p, g11(p) = g22(p) = 1.
Asi, la parte lineal de grad(f) estd dada en esta parametrizacién, por

P(fog) 0*(foyg)

0x? 0xy
A, = (0,0).
P(fog) 0*(foyg)
0xdy 0y?

Ahora basta observar que ambos sentidos en la declaracién de la Proposicién son equivalente
a que det(A,) # 0. O

Resulta que las singularidades simples de los campos vectoriales son todas aisladas.
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Lema 7.8. Sea p € M? una singularidad simple de un campo vectorial X sobre M. Entonces
p es un punto singular aislado de X.

Demostracién. Sea g : U C R* — M una parametrizacién alrededor de p = ¢(0,0), y sea

la expresion de X en dicha parametrizacion.
Considere la funcién ¢ : U C R? — R? dada por ¢(z,y) = (a(x,y), 8(z,y)). Ya que p

es una singularidad simple,
oo\ (0
or ), \0y/,

det(dpg) = det =det(A4,) #0, en p.
ap ap
(@), (@),

Por el teorema de la funcién inversa, existen entornos V' C U de (0,0) donde ¢ es biyectiva.
Por lo tanto, si tomamos otro punto (z,y) € V singular, X (g(z,y)) = 0 y asi,

a(z,y) = B(x,y) = 0, de donde «(0,0) = a(x,y) y B(0,0) = B(x,y), por ser ¢ inyectiva
sus funciones componentes también lo son y por lo tanto x = y = 0, esto es, en g(V') no hay
otro punto singular aparte de p. O

Corolario 7.2. Los puntos criticos no degenerados de f : M?* — R una funcion diferen-
ciable son aislados.

Demostracion. Sea p un punto critico no degenerado, entonces p es de singularidades simple,
y ya que todo punto singular simple es singular aislado, todo punto critico no degenerado es
aislado. []

Del Lema (7.8) se deduce que tiene sentido hablar del indice de una singularidad simple.
Mostraremos ahora son facil calcularlos.

Proposicién 7.2. Sea p € M? un punto de singularidad simple de un campo vectorial X
sobre M. Entonces el indice de X en p es, ya sea, +1 (si el determinante de la parte lineal
de X es positivo) o —1 (si el determinante de la parte lineal de X es negativo).

Demostracion. Ya que el indice es local y no depende de la eleccién de la métrica, podemos
tomar M? = R? con la métrica canénica, y asumir que p = (0,0) = 0. Por lo tanto,

X : R? — R? es una funcién diferenciable con X (0) = 0.

Recordemos que la derivada de f : R* — R" en en un punto ¢ es df, : R" — R"

th)) —
definida por la formula df,(h) = yr% (f(g+th) — fla)
—

, por lo tanto en ¢ = 0

dXy: R* — R? dXo(p) = lim =22, p € R
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Vamos a definir una funcién F : R? x I — R? por

2] g 40
F(p,t) = t : (p,t) eR® x I.

dXo(p) si t=0

Verificaremos que F' es continua. Para confirmarlo, necesitamos el siguiente resultado del
Calculo: Si f : R™ — R es diferenciable y f(0,0,---,0) = 0, podemos escribir

1
Flon, - am) = /df(tf”l’ tn) gy
af dmz
= / Zaxl di t{El, ,tl’n)dt

= x; ——(tx1,- - ,tx,)dt;
Z /oax# 1 )

entonces, acomodando,

1
0
hi(l'l, s ,l’n) = . ai (tl‘l, e ,tﬁn)dt
of
obteniendo que h; es diferenciable, h;(0 ,0) = 5 0,---,0), vy
4

Se sigue, al acomodar,
X<x17x2) = (a(xlaxZ)aﬁ(xwa))a (x17x2) S RZ)

que podemos escribir:
a(ry,xe) = E zihyi(z1, 2),
i

Blar,xs) = ) wihai(ar,x2), i=1,2,

donde h;j, 7,7 = 1,2 son funciones diferenciables. Ya que, incluso para ¢t = 0,

F((x1,22),t (Z xihyi(tay, tay), szhm txy,txg > ;
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concluimos que F es continua, como queriamos.
F mapea continuamente el campo vectorial dXy = F(p,0) a el campo vectorial X = F(p, 1).
Por lo tanto, el indice de X en 0 es igual al indice de dXy en 0, y esto es suficiente para
probar lo tltimo.

Para ello, considere el circulo

C = {(21,22) € R*: 23 + 23 =1}

Siq,q2 € C'y 1 # qo, ya que dX, es no singular, dXo(q1) # dXo(ga)-

Si det(dXy) > 0, el indice I de dX, es positivo y, al ser dX, inyectiva no puede dar mas
de un giro, asi, no puede ser mayor que uno; por lo tanto, I = 1.

Si det(dXy) < 0, el indice I de dX es negativo y, usando el mismo razonamiento, no puede
dar mas de un giro en sentido opuesto; por lo tanto, I = —1. Esto prueba la Proposicion. [J

Con todos estos preliminares, la prueba del Teorema de Morse es mas que inmediata.

Demostracion. (del Teorema de Morse)

Escojamos una métrica riemanniana sobre M. Ya que los punto criticos de f son no
degenerados, la singularidad de grad(f) son aislados y simples. Por lo tanto, el indice de
grad(f) es 1, en un punto donde f es un maximo o un minimo, o el indice de grad(f) es
—1, en un punto silla de f. Se sigue que M — s + m es igual a la suma de los indices las
singularidades de grad(f). Por el Teorema de Gauss-Bonnet, tal suma no depende de la
eleccién de la métrica o del campo grad(f), y esta es igual a y(M?). O

Ejemplo 7.3. La funcién altura h sobre la esfera unitaria S* en R3. Estd claro que h tiene
dos puntos criticos, el polo norte y el polo sur.
Considerando la parametrizacion del hemisferio norte (x,y, /1 — 22 — y?) obtenemos que

la funcion altura viene dada por h(z,y) = \/1 — 22 — y?, donde el polo norte se corresponde
con el origen de estas coordenadas. Realizando calculos elementales, se obtiene la matriz de
sequndas derivadas:

1—y? —xy
(1—22—12): (1—22—y?)3

Ah(ay) =
—xy 1—a?
(1—2?—y?)s (1—22—y°):
Ast, el determinante de Ap) 7 0, por tanto, el polo norte es un punto critico no degenera-
do. Andlogamente, obtenemos que el polo sur también es no degenerado.

Ahora aplicando el teorema de Morse tenemos un punto critico mdximo y un minimo, asi
M—s+m = x(S$%
1-0+1 = x($?)
2 = x(8%
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7.3. Resolucion de Ejercicios

Ejercicio 7.1. Sea f : R? — R dada por f(x,y) = 2® — 3zy?. (superficie llamada silla del
mono) Sea p = (0,0) € R?. Muestre que:

a. p es un punto critico aislado de f.
b. p es punto critico degenerado.

c. El indice del gradiente de f en p es igual a —2.

Solucién. Note que

of 2 a2 o*f >*f
— =3z" -3 =—6 — =6
Ox * v Oxdy 4 Ox? .
of 02 f o0 f
oy Y OyOx v oy? .
a. Que p=(0,0) sea punto critico de la funcion f se sigue, ya que
0 0
df, = /() dr + Mdy = (32% — 3y*)(0,0)dz + (—62y)(0,0)dy = 0.
ox dy
Para mostrar que p es critico aislado, debemos mostrar que existe un entorno de
0
p = (0,0) que no contenga otro punto critico. Y dado que en df, 8_f = 322 — 3y?
x
0
Y —f = —6xy se hacen simultineamente cero en (0,0), podemos tomar cualquier

x
entorno de (0,0) y tenemos sequridad que él es el unico punto critico en ese en-
torno.

b. Al calcular el determinante de la siguiente matriz

6xr —6y

det(A) = det ( 6y —6x

) = —3622 — 36y% = —36(22 + %),

obtenemos que det(A) =0 en p = (0,0), por lo que p es degenerado.

c. Calculando el grad(f), tenemos

of 0 Of 0 9 9 0 0
d(f) = == =—+ L+ — = — — 4+ (= —_.
grad(f) = 27—+ 3y 3y (32 = 3y") 5+ ( Grcy)ay
) J 0 .
Tomando el marco estandar 7 8_y como el marco de referencia y C' como el

circulo unitario, obtenemos

( —6xy ) 2udx — 2xdy
T =d ( arctan = .

312 —3y2 ) a4 y?
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Parametrizando la curva C por x = cost y ay = sent, 0 <t < 2w. Tenemos que
el indice del campo grad(f) en p es,

1 [?" 2sent(—sentdt) — 2 cost(costdt)

27 J, cos?t + sen?t

-9 2m ) ) -1 2m -1
= — (cos“t +sen”t)dt = — dt = —(27 —0) = —2.
27T 0 m 0 T
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