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Resumen

Se presenta una introduccion a los Espacios Vectoriales Topologicos. Se cuenta con
un capitulo de preliminares, en el cual se enuncian definiciones y resultados de Anélisis
Funcional, Algebra y Topologia, con el fin de trabajar cada resultado del tema con las
herramientas necesarias a la mano y asi se logre una mejor comprension de los resultados

posteriores.

El objetivo de este trabajo es estudiar los Espacios Vectoriales Topoldgicos, presen-
tando los resultados bésicos, estudiando la convexidad y analizando los mapeos lineales
entre los Espacios Vectoriales Topologicos. Se Divide lo mencionado anteriormente en
capitulos, todo esto se hace con detalle de forma que aquellos lectores con conocimiento
basico de Topologia, Algebra y Analisis Funcional pueda comprender los principales

resultados.

La metodologia a usar es la recopilacion de informacion de diferentes fuentes biblio-

graficas.

Palabras claves: Espacio Vectorial, Filtro, Hausdorff, Compacto, Denso, Topolo-

gia, Bases, Embebimiento, Convexo, Entorno, Inmediacién, Variedad.
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Justificacion

Como estudiantes de la carrera de Licenciatura en Matematica, a lo largo de la
carrera, nos encontramos con ramas de la matematica muy interesantes como el Algebra,
Analisis Funcional y Topologia. Se ha estudiado y comprendido bastante de estas ramas,
pero se desea trabajar més con ellas. Es asi como se decide trabajar con los Espacios

Vectoriales Topologicos, el cual es un tema que retine las tres ramas antes mencionadas.

Al realizar este trabajo se tiene la oportunidad de hacer uso del conocimiento ad-
quirido durante la carrera y ademas conocer estos espacios que durante la carrera no se
estudian. Investigar este tema es factible puesto que hay mucha informacion bibliogra-

fica disponible.
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Objetivos

Objetivo General

Estudiar los Espacios Vectoriales Topologicos.

Objetivos Especificos
Presentar los resultados basicos sobre los Espacios Vectoriales Topolégicos
Analizar los mapeos lineales entre Espacios Vectoriales Topologicos.

Introducir el concepto de convexidad de los Espacios Vectoriales Topologicos.
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Simbologia

§, denota un filtro
$§., denota el filtro principal de a
S 4, denota el filtro principal de A
f«§, denota el filtro compuesto por las imagenes de miembros de §
f*§, denota el filtro generado por el conjunto de preimégenes de miembros de §
¢, denota una topologia
L(%) denota al espacio vectorial topologico (L, T)
int(U), U , denota el interior de U
U, denota la clausura de U
N, denota el filtro de entornos de x

31, denota una uniformidad



U(a), denota que U es un entorno de a

M + M, denota el conjunto {a +b: a,b € M}

M — M, denota el conjunto {a —b: a,b € M}

AA, denota el conjunto {Aa: a € A}

L*, denota el dual algebraico de L

x + M, denota el conjunto {z +m: m € M}

8., denota una base de entornos de x

XI



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Topologia General

Definicion 1. Sea X un conjunto. Un conjunto § de subconjuntos de X es llamado un

filtro sobre X si satisface los siguientes axiomas:

NF#0y0¢s3.
2)FefyF CGcCX implicaG€F.
3) F,G € § implica que FNG € §.

Ejemplo 1. Dado un conjunto X, § = {X} es el filtro indiscreto.

Ejemplo 2. Dado un conjunto X ya € X, F, ={U C X :a € U} es el filtro principal

en a.

Ejemplo 3. Dado un conjunto X yAC X, A#40, Fa={U C X : ACU} es el filtro

principal en A.

Ejemplo 4. Dado un conjunto X infinito, §eof = {A C X : X — A es finito} es el
filtro cofinito.

Ejemplo 5. Dado un conjunto X no contable, §eoe = {A C X : X — A es contable} es
el filtro contable.
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Ejemplo 6. Dado un conjunto X, P(X) no es un filtro de X, ya que ) € P(X).

Definicion 2. Sea § un filtro sobre un conjunto X. Un refinamiento de § es un filtro

' sobre X tal que cada miembro de § es también un miembro de §' .

Definicion 3. Un conjunto B de subconjuntos de X es un filtro base si :
1)B#0y0¢B.
2) Si By, By € B, entonces eziste By € B tal que By C B; N By.

Sea § un filtro sobre X y sea f : X — X’ una funcién. La coleccion f.§ = {f(F) :
F € §} es un filtro sobre X’. Si X € X’y f es la funcién inclusiéon nos referimos al
filtro f,§ como la extension de § sobre X'. En la otra direccion. Sea X’ un espacio
y [+ X' — X una funcion. Si las imégenes inversas de los miembros de § son no
vacias, entonces las condiciones para ser un filtro base se satisfacen y el filtro sobre X’

generado por las imagenes inversas de los miembros de § es llamado filtro inducido y

se denota f*§F.

Sea (X, <) un conjunto ordenado no vacio. X es llamado dirigido bajo < si cada
subconjunto {x, y} posee una cota superior. Si zy € X, el subconjunto {z € X : 2y < x}
es llamado una seccién de X, (mas precisamente, la seccion de X generada por xy).
Una familia {y, : @ € A} es dirigida si A es un conjunto dirigido; en particular las
secciones de una familia dirigida son las subfamilias {y, : oy < a}, para cualquier

ag € A, donde los gy, son elementos de algin conjunto.

Ejemplo 7. Una sucesion {x, : n € N} en un conjunto X es dirigida y sea ng € N, el

conjunto {x, : ng < n} es una seccion para la sucesion.

Definicion 4. Un conjunto ordenado X es inductivamente ordenado si cada sub-
conjunto totalmente ordenado posee una cota superior. En cada conjunto inductivamen-

te ordenado, existen elementos mdximos.

Definicion 5. Sea § un filtro sobre un conjunto no vacio X, si § C § entonces § = §,

diremos que § es mazximal.
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Cada filtro base B genera un tunico filtro § sobre X tal que F' € § si y s6lo si
B C F para algin B € B; B es llamado una base para el filtro §. El conjunto de todos
los filtros sobre un conjunto no vacio X es inductivamente ordenado por la relaciéon
$1 C Fo; si §1 C Fo se dice que §;1 es mas grueso que §2, 0 que Fo es més fino que §;.
Cada filtro § sobre X que es maximal con respecto a este orden, es llamado un ultra

filtro sobre X.
Ejemplo 8. Dado un conjunto X ya € X, B, = {{a}} es base del filtro principal §,.

Ejemplo 9. Dado un conjunto X y A C X, A # 0, B4 = {A} es base del filtro

principal § 4.
Ejemplo 10. B = {(a,b) : a,b € R,a < b,0 € (a,b)} es base de un filtro sobre R.
Ejemplo 11. Todo filtro es base de si mismo.

Ejemplo 12. B = {(a,0) : a € R} es base de un filtro sobre R llamado filtro de
Fréchet sobre R.

Proposicion 1. Sea G una coleccion de subconjuntos de X tal que para todo n € N
y Uy,...,U, € G, tenemos que (), U; # 0. Entonces § = {U C X : 3Uy,....Uy €
g tal que ﬂle Ui C U}, k €N es un filtro que contiene a G. El conjunto G es llamado

una subbase para §.

Demostracion. Como X € §, F#0Dy 0 ¢ §F yaque Vn € Ny Uy, ...,U, € G, tenemos
que (N, Ui #0.SeaU eFyUCV CX.ComoU € F, 3Ui,..., Uy tal que ﬂle U, C
UcV,asi, VegF Sean U,V € §. Como U,V € §, Uy,....U., Vi,....V,n € G, meN
tal que O\, U; € Uy N, Vi € V. Luego (N_, U) NN, Vi) C UNV, asi, UNV € §.

Por definicion G € §. Por lo tanto, § es un filtro que contiene a G. n

Lema 1. Si {z, : « € A} es una familia dirigida en X, las secciones de esta familia
forman un filtro base sobre X ; el correspondiente filtro es llamado el filtro seccion de

la familia.
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Demostracion. Sea C' = {z, : « € A} una familia dirigida en X, llamemos rango de la
seccion {a € A: o> A} C A al conjunto C\ = {z, : a > A} C X y sea § = {C,}.

1)F # 0 yaque C, € Fy D¢ F puesto que ) € Cy, VA € A.

ii) Sea C), € §, sea B C X tal que C, C B, entonces B contiene los rangos de las
secciones, asi B € §,

iii) Sean C),, C\, € §, tal que si C, N C), obtenemos el mas pequerno, el cual sigue

estando en §, asi, C\, N C), € §. Por lo tanto, § forma un filtro base. O

Definicion 6. Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion ¥ de subconjuntos

de X con las siquientes propiedades:

1) Dy X estdn en ¥.
2) La union de los elementos de cualquier subcoleccion de ¥ estd en ¥.

3) La interseccion de los elementos de cualquier subcoleccion finita de T estd en X.

Ejemplo 13. Dado (X,%) yx € X, §. es el filtro de entornos de x.

Al par (X, %) se le llama espacio topoléogico. Los conjuntos G € T son llamados
abiertos, sus complementos F' = X —G son llamados cerrados. Sea A C X, el conjunto
;1 que es la unién de todos los subconjuntos abiertos de A, es llamado el interior de A;
El conjunto A, el cual es la interseccion de todos los conjuntos cerrados que contienen
a A, es llamado la clausura de A. Un elemento x € ;Zl es llamado punto interior de

A, un elemento x € A es llamado punto adherente.

Sean T, % dos topologias sobre un mismo espacio X. Si ¥ C ¥, diremos que ¥’ es

mas fina que T o que T es mas gruesa que T'.

Definicion 7. Si A y B son subconjuntos de X, B es denso relativo a A en X si

ACB, (BesdensoenAsiBCAyACDB).

Definicion 8. Una familia de conjuntos de una topologia ¥ es llamada base para la
topologia si todo abierto de la topologia puede expresarse como union de elementos de

la base.
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Ejemplo 14. La topologia usual sobre X = R es la topologia cuya base es el conjunto

de intervalos abiertos A = {]a,b| : a < b, a,b € R}

Definicion 9. Un espacio topologico X es separable si X contiene un subconjunto

contable y denso.
Ejemplo 15. R es un espacio separable ya que Q C R y Q es denso y contable.

Definicién 10. Un espacio topoldogico X es conexo si X no es la union de dos sub-

conguntos no vacios abiertos disjuntos. En otro caso se dice que X es disconexo.
Ejemplo 16. El vacio y los unipuntuales son conexos en cualquier espacio topologico.

Definicion 11. Sea X un espacio topoldogico. Un subconjunto U C X es un entorno

de x st x € U, y un entorno de A, si x € A implica que x € U.

Lema 2. FEl conjunto de todos los entornos de x (respectivamente, de A) es un filtro
sobre X llamado el filtro de entornos de x (respectivamente, de A) y se denota por
N, (respectivamente, Na); cada base de este filtro es una base de entornos de x

(respectivamente, de A).

Demostracion. i) Como X € N, asi N, ZD y ) ¢ N, dado que = € B, VB € N,.

ii) Sea A € N, ysea B € X tal que A C B, como A es entorno de x y A C B, entonces
1 €ACBCB,asi BEN,.

iii) Sean A, B € N,, entonces AN B es entorno de x, asi, AN B € N, por lo tanto, N,

es un filtro de entornos. O]

Definicion 12. Una biyeccion f : X — Y de un espacio topologico X sobre otro
espacio topoldgico Y tal que f(A) es un abierto en'Y si y solo si A es abierto en X, es

llamado un homeomorfismo; X eY son homeomorfos si existe un homeomorfismo

de X sobre Y.

Definicion 13. Sean X e Y espacios topologicos y sea f: X — Y, f es continua en
x € X, st para cada entorno V dey = f(x), f~1(V) es un entorno de z. f es continua

st f es continua en cada x € X.
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Observacion 1. Si Z es también un espacio topoldgico y f : X —Y yg:Y — Z son

continuas, entonces go f : X — Z es continua.

Definicion 14. Un filtro § sobre un espacio topologico X se dice que converge a x € X
st § es mds fino que el filtro de entornos de x. Una sucesion en X converge a x € X

si el filtro seccion de la sucesion, converge a x.

Ejemplo 17. Sea (X, ), un espacio topoldgico, el filtro de entornos de x N, converge

ax.

Demostracion. N, converge a x dado que N, C N. O

Ejemplo 18. Sea (X, T;nq4) un espacio topoldgico, todo filtro converge a cualquier punto

del espacio.

Demostracion. Sea § un filtro y # € X, luego N, = {X}. Como = € X entonces
N, C F, asi § converge a x. Por lo tanto todo filtro converge a cualquier punto del

espacio. ]

Ejemplo 19. Sea (X, % o) un espacio topologico, Feop converge a todo punto del espa-

cto.

Definicion 15. Sea un filtro § sobre X y x € X, x es un punto adherente de § si
x € F para cada F € §. Un punto adherente de una sucesion es un punto adherente

del filtro seccion de dicha sucesion.

Ejemplo 20. Sea (X, T) un espacio topoldgico, sea § el filtro indiscreto. Entonces, para

cada v € X, x es un punto adherente de §.

Ejemplo 21. Sea (X,%) un espacio topoldgico, sea A # 0 y Fa el filtro principal

asociado a A. Entonces, x es un punto adherente de F4 si y solo si x € A.

Sea x un punto adherente de Fa, entonces v € F, VF € Fa, asi x estd en la

interseccion de todos los conjuntos cerrados que contienen a A, asi x € A.
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Reciprocamente, sea x € A, sea F € 4, entonces A C F, luego ACF, asix € F,

por lo tanto, x es punto adherente de § 4.

Definicion 16. Sea X un conjunto, {X, : o € A} una familia de espacios topoldgicos.
Si {fa: X — X, : a € A} es una familia de mapeos, de X en X,, la topologia
proyeccion sobre X con respecto a la familia {(Xa, fa) : @ € A} es la topologia mds
gruesa en la cual cada f, es continua. También, si {g, : Xo — X : a € A} es una
familia de mapeos, de X, a X respectivamente, la topologia inductiva con respecto
a la familia {(Xa, ga) : a € A} es la topologia mdas fina sobre X en la cual cada g, es
continua. Si A = {1} y %, es la topologia de X1, la topologia proyeccion sobre X con
respecto a (X1, f1) es llamada imagen inversa de Ty bajo fi1, y la topologia inductiva

con respecto a (X1, g1) es llamada imagen directa de T, sobre g;.

Definicion 17. Sea X un espacio topologico con topologia T. Si'Y es un subconjunto

de X, la coleccion

Ty ={YNU:UeT}

es una topologia sobre Y, denominada topologia de subespacio. Con esta topologia,
Y se denomina subespacio topologico de X; sus conjuntos abiertos son todas las

intersecciones de conjuntos abiertos de X con Y .

Definicion 18. Si (X, %) es un espacio topoldgico, R una relacion de equivalencia
sobre X, g : X — X/R el mapeo candnico, entonces T = {g(U) : U € T} es llamada
cociente de T; bajo esta topologia, X/R es la topologia cociente de X por R.

Definicion 19. Sea {X, : a € A} una familia de espacios topoldgicos, X el producto
cartesiano de dicha familia, fo, : X — X, la aplicacion proyeccion de X sobre X,.
La topologia proyeccion sobre X con respecto a la familia {( X, fo) 1 « € A} es lla-
mada la topologia producto sobre X . Bajo esta topologia, X es llamado el producto

topoldgico de la familia {X, : a € A}
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Definicion 20. Un espacio topoldgico X se denomina espacio de Fréchet o T si
para cada par x1, T de puntos distintos de X, ewisten entornos Uy, Us de xq, o,

respectivamente tales que x1 ¢ Uy y x4 ¢ Uy.

Definicion 21. Sea X wun espacio topologico. X es un espacio Hausdorff o T si
para cada par de puntos distintos x,y existen respectivamente entornos Uy, U, tales que

U,NnU, =0.

Lema 3. Cada conjunto con un nimero finito de puntos en un espacio de Hausdorff

X es cerrado.

Demostracion. Es suficiente probar que cada conjunto unipuntual {x¢} es cerrado. Si
x es un punto de X distinto de z(, entonces x y xy tiene entornos disjuntos U y V/,
respectivamente. Puesto que U no interseca a {zy}, el punto x no puede pertenecer a
la clausura del conjunto {z}. Como consecuencia, la clausura del conjunto {zo} es el

propio {zo}, por lo que es cerrado. ]

Proposicion 2. Sea X un espacio topologico. X es Hausdorff si y solo si, cada filtro

$ que converge en X, converge exactamente a un x € X; x es llamado el limite de §.

Demostracion. Sea X un espacio Hausdorff y suponga que § es un filtro en X que
converge a dos puntos distintos z,y € X. Como X es Hausdorff, existen U y V entornos
de x e y respectivamente, tales que UNV = (). Como § converge a z e y, U,V € §. Asi
) =UNV € F lo que es una contradiccion, Por lo tanto, § converge solo a un punto

de X.

Reciprocamente, razonando por contradicciéon, suponga que X no es Hausdorff y
sean x,y € X con x # y. Tales que no existen entornos U,V de x e y respectivamente,
que cumplan que UNV = (). Sean B,,, B, los filtros base de x e y respectivamnte. Luego
B, UB, es una subbase para un filtro § ya que toda interseccion finita de elementos de
esta coleccion es distinta de vacio. Asi § converge a x e y, lo que es una contradiccion.

Asi X es Hausdorff. O
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Definicion 22. Sea X un espacio topologico. X es llamado regular si es Hausdorff y
para cada par formado por un punto x y un conjunto cerrado B que no contiene a x,

existen conjuntos abiertos disjuntos que contienen a x y B respectivamente.

Ejemplo 22. El espacio (R",T,,) es regular.
Sea C un subconjunto cerrado de R"™ y z un punto tal que z ¢ C. Luego para cada
x € C se tiene que x # z vy, por tanto, como el espacio es de Hausdorff, existen dos

abiertos disjuntos A, y A, tales que v € A, ey € A,. Definimos

A= U A,

zeC
El conjunto A es abierto por ser union de abiertos y, ademds, ANA, =0y C C A.

Por tanto (R, %) es regular.

Proposicién 3. Sea X un espacio topologico Hausdorff. X es regular si y solo si, cada

punto posee una base de entornos cerrados.

Demostracion. Supongamos que X es regular. Sea x € X y U un entorno abierto de x.
Sea B = X NU¢ B es un conjunto cerrado. Por hipotesis, existen conjuntos abiertos
disjuntos V' y W que contienen a x y B respectivamente. El conjunto V es disjunto de
B, ya que siy € B, el conjunto W es un entorno de y disjunto de V. Por tanto, V C U.

Asi x tiene una base de entornos cerrados.

Reciprocamente, sea x € X y B un conjunto cerrado que no contiene a x. Sea

U = X N B¢ Por hipétesis, existe un entorno cerrado V de x tal que V C U. Los
o

conjuntos abiertos V' y X N V¢ son conjuntos abiertos disjuntos que contienen a x y a

B, respectivamente. Asi, X es regular. n

Definicion 23. Sea X un espacio topoldgico. X es llamado normal si es Hausdorff y
para cada par A, B de subconjuntos cerrados disjuntos de X, existe un entorno U de

A y un entorno V de B tal que UNV = .

Ejemplo 23. Para cada a € R, sea U, = {x € R: x>a} y sea T = {U, : a € R}.
Entonces ¥ es una topologia sobre R. Ya que no existen dos conjuntos cerrados no va-

cios de (R,T) que sean disjuntos, dos conjuntos cerrados disjuntos pueden separarse
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por conjuntos abiertos, mas ain (R, T) no es reqular ya que C = {x € R:x <0} es un

conjunto cerrado y1 ¢ C y si U es un abierto que contiene a C' entoncesU =Ryl € U.

Ejemplo 24. El espacio R; es normal.

El espacio R; denota el conjunto de los nimeros reales con la topologia que tiene como
base los intervalos de la forma [a,b). Es inmediato comprobar que los unipuntuales
son cerrados en este espacio. Para comprobar la normalidad, suponga que A y B son
conjuntos cerrados disjuntos en R;. Para cada punto a de A, elijamos un elemento |a, z,)
de la base que no intersecta a B, y para cada punto b en B, escojamos un elemento

[b, p) de la base que no intersecta a A. Luego los conjuntos abiertos

U = U[a,xa) y V= U[bal’b)

a€ A beB

Son conguntos abiertos disjuntos que contienen a A y a B respectivamente.

Definicion 24. Un espacio Hausdorff X tal que para cada subconjunto cerrado A y
cada b ¢ A, existe una funcion continua f : X — [0,1] con f(b) =1y f(x) = 0,

Vx € A, es llamado completamente regular.

1.2. Espacios Uniformes

Los espacios uniformes son algo que esta entre los espacios topologicos y los espacios
métricos.
Esto quiere decir que la estructura que pasaremos a desarrollar generaliza a los espa-
cios métricos, pero no tanto como los espacios topologicos. Al tener menos generalidad
podemos mantener ciertos resultados métricos, en este contexto mas general. Las pro-
piedades que resistan el ataque de esta generalizacion seran las propiedades uniformes.
En los espacios métricos podemos decir exactamente a que distancia estan dos puntos
x e y. En los espacios topoldgicos podemos decir que significa que un punto x este arbi-

trariamente cerca de un punto y. Podemos pensar en una nocion de "distancia"que esté
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a medio camino entre ambas, una que nos permita, por ejemplo, decir que un punto x
estd mas cerca de a de lo que y lo esta de b.

En el teorema "toda funciéon continua en un espacio métrico compacto es uniformemente
continua", partimos de una premisa topologica (una funcion continua en un compacto),
usamos que el espacio es compacto y concluimos que la funcién es uniformemente con-
tinua, una propiedad que tachamos de uniforme y que es més general que ser métrica.
Podemos esperar que este teorema se mantenga cuando quitemos la estructura métrica
y la reemplacemos por una uniforme.

Podemos caracterizar los espacios métricos mediante sucesiones. Ya sabemos que las
sucesiones son inadecuadas en espacios topologicos en general, precisando de sucesiones
de Cauchy (concepto que no tiene sentido en espacios topologicos).

Esperemos que esto sea suficiente motivacion para la creacién de una estructura dife-

rente.

Definicion 25. Sea X un conjunto. Para conjuntos arbitrarios W y V de X x X es-
cribimos W=t = {(y,x) : (z,y) € W}, y VoW = {(x,2) : existey € X tal que (z,y) €
W, (y,z) € V}. El conjunto A = {(x,x) : v € X} es llamado la diagonal de X x X.

Sea § un filtro sobre X x X que satisface los siguientes axiomas:

a) Cada W € § contiene la diagonal A

b) W e F implica que W™ € §

c) Para cada W € §, existe V € § tal que VoV C W.
d) SiU,V €5, entoncesUNV € 5.

Decimos que § define una uniformidad sobre X, cada W € § es llamada in-
mediacion de la uniformidad. Sea x, y € X, diremos que v es W-cercano de y st
(x,y) e W eF. St Ax ACW €F diremos que A es W-pequerio. Denotaremos por i

a la uniformidad.

Definicion 26. Sea ¢ : X — Y wuna funcion, donde X,Y son espacios uniformes.
La uniformidad sobre X es inducida por ¢ a patir de la uniformidad sobre Y si la

uniformidad sobre X es generada por las imdgenes inversas, con respecto de ¢ X ¢ de
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las inmediaciones de Y .

Ejemplo 25. Dado cualquier conjunto X podemos dotarlo de diferentes uniformida-
des. Las uniformidades triviales son: 4 = {X x X} ( la mds gruesa, que llamaremos
uniformidad indiscreta) y i = {U C X x X : A C U} (la mds fina, que llamaremos

uniformidad discreta).

Ejemplo 26. La uniformidad usual para R
Dado U, = {(z,y) € R* : |z —y| < r}. Como|r —y| <r, entncesz —y <1 o
y—x <rdedondey>z—r oy <x+r. Donde U, son bandas diagonales. Luego, sea

U={U,: r > 0}. U es llamada uniformidad usual en R

Definicion 27. Sea (X, ) un espacio uniforme. Decimos que W € L es una inmedia-

cion simétrica si W1 = W.

La siguiente proposiciéon muestra que una uniformidad induce una topologia.

Definicion 28. Dado un conjunto U en X XY, para todo x € X definimos Ulx] := {y €
Y :(z,y) € U}. Sea M € X definimos UM ={y €Y : Iz € M tal que (z,y) € U}.

Proposicion 4. Sea U una uniformidad sobre X. La familia & de todos los conjuntos
G de X tales que x € G implica que existe W € U que satisface Wiz] = {y : (z,y) €
W, ye X} C G, es una topologia sobre X.
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Demostracion. Sea x € X, luego para todo W € 4l se satisface que W[z] C X. Por
vacuidad ) € &. Sea {U, : @ € A} una familia arbitraria de &. Sea x € |J U,. Asi

acl
x € Uy,a € A. Como U, € &, existe W € U tal que {y : (z,y) e W} C U, C | U,.
aEA
Asi, U, €6
a€A

Sea {U; : i = 1,2,...,n} una familia finita de &. Sea = € (U;. Asi, x € U, Vi =
i=1
1,2,...,n. Luego existe W; € 4 tal que {y (x,y) € W;} C U;. Como 4 es un filtro,

ﬂW € 4. Ademas {y : (z,y) € ﬂW}C ﬂU Por lo tanto, ﬂUE@

=1 1= =1

El espacio (X, ), dotado con la topologia T derivada de la uniformidad i en el sen-
tido como en la proposicion 4, es llamado un espacio uniforme. Un espacio topologico

X es uniformizable si su topologia puede derivarse de una uniformidad sobre X.

Definicion 29. Sea (X, 4) un espacio uniforme. Un subconjunto B C il es una base

para L si y solo si toda inmediacion contiene un elemento de B.
Ejemplo 27. La uniformidad discreta en X tiene como base al conjunto B = {A}.

Ejemplo 28. La uniformidad usual en R tiene como base al conjunto B = {U, : € > 0},

donde

U ={(z,y) e RxR: |z —y| <e€}.

Proposicion 5. Sea X un conjunto y B C P(X x X) un subconjunto no vacio. Entonces
B es una base para alguna uniformidad en X si y solo si:

a) VB € B, AC B,

b)VB € B, 3B’ € B tal que B' C B7!,

c)VB € B, 3B’ € B tal que B’ o B’ C B,

d)VB,B € B, 3B" € B tal que B" C BN B'.

Demostracion. Si B C 4 donde U es una uniformidad, entonces aplicando la definicion

de uniformidad: B satisface a). Satisface b) con B’ = B~!. Satisface c): VoV C B para
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cierto V' € U por ser Y uniformidad. Por ser B base, B C V o V para cierto B € B,
entonces B’ o B C B. Satisface d) con B” = BN B'.

Reciprocamente, sea 4 = {U C X x X : B C U, B € B}. Si il es una uniformidad
entonces por definicién tiene a B como base. Verifiquemos que i es una uniformidad:
aplicando la definicion 25 se satisface a), satisface b): si U € {l, entonces B C U para
cierto B € B. Por b), B’ C B! para cierto B’ € B. Tenemos entonces B’ ¢ B~! c U1

luego U~! € 4. Las propiedades c¢) y d) se prueban analogamente. O

Definicion 30. Sea X, Y espacios uniformes. Un mapeo f : (X,) — (Y, V) es
uniformemente continuo si para cada inmediacion V de Y, existe una inmediacion

U de X tal que (z,y) € U implica (f(z), f(y)) € V.

Definicion 31. Los espacios uniformes X, Y son isomorfos si existe una biyeccion f :
X — Y tal que f, f~' son uniformemente continuas; f es llamado un isomorfismo

uniforme.

Proposicion 6. Sea (X, 4), (Y,D) espacios uniformes. Si Y tiene base B y U tiene

base C, entonces f : X — Y es uniformemente continua si y solo si VV € C, U €

B:(x,y) eU— (f(x), f(y) e V.

Demostracion. Sea f : X — Y uniformemente continua y V € C C *U. Como f es
uniformemente continua, U’ € 4 tal que (z,y) € U' = (f(z), f(y)) € V. Como B es
base de U, U € B tal que U C U’ asi, (x,y) e U C U’ = (f(z), f(y)) € V.

Reciprocamente, sea V' € 0. Como U tiene como base a C, 3V’ € C tal que V! C V.
Luego para V', U € B C U tal que (z,y) € U = (f(x), f(y)) € V' C V. Por lo tanto,

f es uniformemente continua. m

Ejemplo 29. Cualquier funcion de un espacio uniforme discreto a otro espacio unifor-

me es uniformemente continua.

Definicion 32. Sea (X, d) un espacio métrico. La uniformidad métrica H; en X

inducida por d es la que tiene como base a los conjuntos
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Ul ={(z,y) € X x X : d(z,y) < ¢},

esto es, Uq tiene como base al conjunto {U? : € > 0} de las bandas diagonales (en el

sentido del ejemplo 26) de didgmetro positivo.

Proposicion 7. Sean (M, d), (N,d") espacios métricos. Entonces una funcion f : M —
N es uniformemente continua en el sentido usual en espacios métricos, st y solo si es
uniformemente continua como funcion entre espacios uniformes con las uniformidades

mducidas.

Demostracion. Dado e > 0, sean U?, V¥ los conjuntos de la base de 4, y de $y como
en la definicion de uniformidad métrica (definicion 32). Entonces, usando la proposicion
6,
(M, 4y) — (N, Uy) es uni formemente continua en espacios uniformes

= Wely U elly: (x,y) €U = (f(x), fly) eV)

> (¥e>0,30>0: (2,y) € Uj = (f(2), f(y) € VT

< (Ve>0, 30 >0:d(z,y) <o=d(f(x), f(y)) <e)

< f:(M,d) = (N,d) es uniformemente continua en espacios métricos.

]

Definicion 33. Sea X un espacio uniforme. Un filtro § sobre X es un filtro Cauchy
s, para cada inmediacion V', existe ' € § tal que F' x F C V. Si cada filtro Cauchy
converge a un elemento de X, entonces X es llamado completo. Una sucesion de
Cauchy en X es una sucesion cuyo filtro seccion es un filtro Cauchy; si cada sucesion

de Cauchy en X converge, entonces X se dice semi-completo.

Proposicion 8. Sea ¢ : X — Y wuna funcion uniformemente continua, donde X,Y
son espacios uniformes. St § es un filtro Cauchy sobre X, entonces ¢,§ es un filtro

Cauchy sobre Y .

Demostracion. Sea E una inmediacion de Y. Entonces D = (¢ x ¢)"'E es una in-

mediacion de X. Como § es un filtro Cauchy, existe un miembro M de § tal que es
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D—pequeno. Luego ¢(M) es un miembro de ¢.F el cual es F—pequenio. Asi ¢,§ es un
filtro Cauchy sobre Y. O]

Proposicion 9. Sea ¢ : X — Y una funcion, donde X,Y son espacios uniformes.
Suponga que la uniformidad de X es inducida por ¢ de la uniformidad de Y. Si & es
un filtro Cauchy sobre Y talque ¢*® estd definida, entonces ¢*® es un filtro Cauchy
sobre X.

Demostracion. Sea D una inmediacion de X. Para D, existe D’ una inmediacion en
Y tal que (¢ x ¢)"*D' C D. Como & es un filtro Cauchy, existe M € & tal que
M x M C D'. Luego ¢ M x ¢~ *M C D. Asi ¢*® es un filtro Cauchy sobre X.

]

Proposicion 10. Sea A un subconjunto denso de un espacio uniforme X. Entonces X

es completo si y solo si la extension de cada filtro Cauchy sobre A a X es convergente.

Demostracion. Si X es completo, la extension de un filtro Cauchy sobre A es un filtro

Cauchy sobre X y asf es convergente.

Reciprocamente, sea § un filtro Cauchy sobre X. Consideremos la inclusion ¢ :
A — X. Considere el filtro & sobre X generado por los subconjuntos de la forma
D[M], donde D es una inmediacion y M un miembro de §. Como & C §, basta probar
que & es convergente. Cada D[M] contiene a M e intersecta a A; por lo tanto, ¢*® define
a un filtro sobre A. Como & es un filtro Cauchy, ¢*® también lo es, por proposicion 9,
y por lo tanto, ¢,¢*® es filtro Cauchy por proposicion 8. Por hipotesis ¢,¢*® converge.

Pero ¢.¢*® es un refinamiento de &, asi converge también. O]

Teorema 1. Para un espacio uniforme X, existe un espacio uniforme completo X el

cual tiene un subespacio W que es uniformemente isomorfo a X y es denso en X.

Demostracion. Sea X un espacio uniforme. Considere el conjunto X de todos los filtros

Cauchy sobre X. Sea o : X —» X la funcién que asigna a cada punto z el filtro principal
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S.. Entonces o es inyectiva y podemos hacer a X un espacio uniforme tal que o sea un
embebimiento uniforme. Un filtro Cauchy § sobre X, como punto de X lo escribiremos
F'. Sea D una inmediacion simétrica de X, denotamos por D* el subconjunto de X x X
que consiste de los pares (§7, §5) tal que los filtros Cauchy §, §2 sobre X tienen un D-
pequeno en comin. Se mostrard que la familia de subconjuntos D*, con D recorriendo
todas las inmediaciones simétricas de X, constituye una base para una uniformidad
sobre X. Mostraremos que las condiciones para ser una base para una uniformidad se
cumplen.

Primero, si § es un filtro Cauchy sobre X, entonces (§',§') € D* para cada inmediacion
simétrica D de X; asi D* contiene la diagonal de X. Segundo, D* es simétrico ya que
D es simétrico. Tercero, si D" es una inmediacién simétrica de X tal que D' o D' C D,
se afirma que D" o D™ C D*. Sean §1, 82,83 filtros Cauchy tales que (§;,85) € D™
y (§%,8%) € D™. entonces §1, Fo tienen en comin un miembro M D’-pequeno y Fo, Fs
tienen en comun un miembro N D’-pequeno. Como M, N € Fo y M NN # (), M UN
es D' o D'-pequeno, asi D-pequeno. Como M U N es un miembro de §; y §3, entonces
(§1,38%) € D*. Por ultimo, sean Dy, Dy inmediaciones simétricas de X. Asi Dy N Dy es
también una inmediacion simétrica de X. Ademas, si §1, 32 son filtros Cauchy sobre
X tales que (§9,85) € D*, donde D = Dy N D, entonces §1,F2 tienen en comin un
miembro M D-pequeno. Entonces M es también un Di-pequeno y Dso-pequeno ya que
D C Dy y D C Dy, asi, (§1,8%) € Dy N Dj. Por lo que D* C D; N Dj3.

Por construccion o : X — X es un embebimiento uniforme.

Mostraremos que X es completo y que o(X) es denso en X.

Sea § un filtro Cauchy sobre X. Sea D una inmediacién simétrica de X. Entonces §
contiene un miembro M D-pequeno. Para cada x € M tenemos que (o(x),§’) € D*,
es decir, o(x) € D*[§]. Asi, 0(X) es denso en X. Ademés, o(M) C D*[§'] y el filtro
principal de o(z) converge al punto §’ en X. Como X es uniformemente equivalente a
o(X) bajo o, los filtros de la forma o,(§) sobre X son precisamente la extension de los

filtros Cauchy sobre o(X). Asi X es completo. O

Definicion 34. Un espacio topoldgico es metrizable si su topologia puede derivarse

de una métrica.
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Ejemplo 30. La topologia discreta sobre cualquier conjunto X, es metrizable y la dis-

tancia asociada es la distancia métrica o trivial.

dx,y) =0, siz =y
d(z,y) =1,V #y

Ejemplo 31. St X es un conjunto que contiene mds de un punto y lo consideramos
dotado de la topologia trivial, (X, Tr), no es un espacio metrizable, puesto que los inicos
cerrados para esta topologia son () y X, pero sabemos que en un espacio métrico, los

conjuntos finitos son cerrados, con lo cual deberian existir mds cerrados.

Definicion 35. Una coleccion A de subconjuntos del espacio X se dice que cubre a
X, o0 que es un cubrimiento de X, si la union de los elementos de A contiene a X.
Se dice que A es una cubierta abierta de X si es un cubrimiento de X formado por

conjuntos abiertos de X. Una subcubieta es un subconjunto de A que cubre a X.

Ejemplo 32. Considere el intervalo (0,1), como subespacio de R. Entonces la coleccion
{Un}, con U, = (1/n,1), n = 1,2,..., es una cubierta de (0,1): para que cualquier
xz € (0,1), AN tal que % < x, por lo que x € (%, 1), (0,1) = UnZl(%7 1).

Ejemplo 33. La coleccion de intervalos abiertos {(n—1,n+1)},ez forma una cubierta
para R: Dado x € R, existe un entero N tal que N < x < N+1 (Esto es llamado la pro-
piedad Arquimediana deR). Entonces v € (N—1, N+1), R =, .g(n—1,n+1). Si {U,}
es una cubierta de A, una subcubierta es un subconjunto de {U,}, digamos S = {U,,},
tal que A C Uy Us,. Si S es un conjunto finito, digamos S = {Ua,, Uay, Ungs -y Uny }

entonces decimos que S es una subcubierta finita.

Definicién 36. Sea X un espacio topologico Hausdorff, X es compacto si cada cu-

bierta abierta de X tiene una subcubierta finita.

Ejemplo 34. La recta real R no es compacta, pues el cubrimiento de R por intervalos

A = {(n,n+2)|n € Z} no contiene ninguna subcoleccion finita que cubra a R.

Ejemplo 35. El siguiente subespacio de R es compacto: X = {0}U{1/n |n € Z}. Dado

un cubrimiento A de X, ewxiste un elemento U de A que contiene al 0. El conjunto U
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contiene a todos los puntos de la forma 1/n excepto a un nimero finito de ellos; elijamos
para cada uno de estos puntos que no estan en U un elemento de 21 que lo contenga.
La coleccion de estos elementos de 2, junto con el propio U, es una subcoleccion finita

de 2 que cubre a X.

Definicion 37. Un espacio uniforme separado es llamado precompacto si su comple-

tacion es compacta.

Definicion 38. Un espacio topoldgico Hausdorff es llamado localmente compacto si

cada uno de sus puntos posee un entorno compacto.

Ejemplo 36. (R,T,) es localmente compacto, dado que para cada x € R, [z — 1,z + 1]

es un entorno compacto.

Ejemplo 37. (X, %) es localmente compacto, pues para cada x € X, {x} es un

entorno compacto.

Definiciéon 39. Sea X un espacio topologico, A un subconjunto de X.

a) A es llamado denso en ninguna parte en X si A tiene interior vacio.

b) A es llamado delgado en X si A es la union de un conjunto contable de subconjuntos
densos en ninguna parte de X. Un subconjunto A que no es delgado es llamado no

delgado en X.

Ejemplo 38. En R cualquier conjunto finito y el conjunto de los enteros forman sub-

conguntos de la recta real los cuales son densos en ninguna parte.

Ejemplo 39. En R?, cualquier curva cerrada simple, forma un subconjunto denso en

ninguna parte.

Definicion 40. Si cada subconjunto abierto no vacio es no delgado en X, entonces X

es llamado un espacio de Bazre.

Definicion 41. Un conjunto G con una operacion *, definida sobre él, denotado por

(G, %) se dice que es un grupo, si satisface las siguientes propiedades:

i) Clausura.
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it) Asociatividad
iii) Erxistencia de un elemento neutro.
iv) Ezistencia de un inverso.

Definicion 42. Un grupo topoldgico G*, es un grupo que es también un espacio

topologico Ty, tal que la aplicacion de G X G a G enviando x Xy a x *y, y la aplicacion

1

de G a G que envia x a x~, son aplicaciones continuas.

1.3. Algebra Lineal

Definicion 43. Un campo K es un conjunto con una operacion *x que satisface las

siguientes propiedades:

i) Es un grupo abeliano bajo la adicion.
i1) Cerrado bajo la multiplicacion.
ii1) Asociativo bajo la multiplicacion.
i) Conmutativo bajo la multiplicacion
v) Existencia del idéntico multiplicativo.
vi) Existencia del inverso multiplicatico.

vii) La multiplicacion es distributiva respecto a la adicion.

Definiciéon 44. Sea L un conjunto y K un campo (no necesariamente conmutativo ),
supongamos que estdin definidos los mapeos (x,y) — = +y de L x L en L, llamado
adicion y (A, x) — Az de K x L en L llamado multiplicacion por escalar, tal que los

siguientes axiomas se satisfacen (r, y, z denotan elementos arbitrarios de L y N\, u

denotan elementos arbitrarios de K ):
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1) (z+y)+z=x+(y+2).

2) x+y=y+ux.

3) Eziste un elemento 0 € L tal que © + 0 = x para todo x € L.
4) Para cada x € L, existe z € L tal que x + z = 0.

5) Mx+y) =z + Ay.

6) N+ p)r = Ax + px.

7) Mpx) = (Au)z

8) lx = x.

Definicion 45. Dotado con la estructura definida en la definicion anterior, L es lla-
mado espacio vectorial por la izquierda sobre K y el elemento 0 postulado por 3)

es unico y es llamado el elemento cero de L.

No distinguiremos notacionalmente entre el elemento cero de L'y K.
Ademaés, para algin x € L el elemento z postulado por 4) es tnico y denotado por —z;

ademés, si tiene a uno —z = (—1)z, y se acostumbra escribir z — y para = + (—y).

Definicion 46. Si 1)-4) se mantienen como antes pero la multiplicacion por escalar
es escrita como (X . x) — xA y 5)-8) son cambiadas convenientemente, L es llamado

espacto vectorial por la derecha sobre K.

Definiciéon 47. Por un espacio vectorial sobre K, siempre entenderemos un espacio

vectorial por la izquierda sobre K.

Entonces no hay punto de distinciéon entre espacio vectorial por la izquierda y por
la derecha sobre K. Cuando K es conmutativo, no es necesario considerar el espacio

vectorial por la derecha.
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Definicion 48. Sea L un espacio vectorial sobre K. Un elemento \ixy + -+ + AT,
donde n € N, es llamada una combinacion lineal de elementos x; € L (i =1,--- ,n),
esta se escribe Zn:)\ixi 0y Nwi. Si{zs: a € H} esuna familia finita, la suma de los
elementos x,, e?ldenotado por > x.; por conveniencia, esta es extendida al conjunto
vacio por definicion Y x = 0. e
z€d

Esta no se deberia confundir con el término A + B para subconjuntos A, B de

L, cuando por ya que el significado de esta es {x +y: z € Ay € B}; asi, si A = 0,

entonces A + B = () para todo subconjunto B C L.

Definicion 49. Un subconjunto A C L es llamado linealmente independiente si
para cada subconjunto finito no vacio {z; : i =1,2,--- ,n} de A, la relacion ), \ix; =0

implica \; =0 parat=1,2,--- ,n.

Observacion 2. Por la definicion anterior, el conjunto vacio de L es linealmente in-

dependiente.

Definicién 50. Un subconjunto linealmente independiente de L el cual es mazimal (con

respecto al conjunto inclusion) es llamado base (base de Hamel) de L.

La existencia de bases en L conteniendo un subconjunto linealmente independiente

dado, es garantizado por el lema de Zorn’s.

Definicion 51. Dos bases de L tienen la misma cardinalidad d, la cual es llamada

dimension de L (sobre A).

Definiciéon 52. Sea L un espacio vectorial sobre K. Un subespacio vectorial (subes-
pacio) de L es un subconjunto no vacio M de L invariante bajo la adicion y la mul-
tiplicacion por escalar, es decir, M + M C M y KM C M. El conjunto de todos los

subespacios de L es claramente tnvariante bajo intersecciones arbitrarias.

Definicion 53. Si A es un subconjunto de L la estructura lineal de A es la intersec-

cion M de todos los subespacios de L que contienen a A, M se dice que es un subespacio
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de L generado por A. M puede ser caracterizado como el conjunto de todas las combi-
naciones lineales de elementos de A (incluida la sumatoria sobre el subconjunto vacio

de A ). En particular la estructura lineal de ) es {0}.

Definicion 54. St M es un subespacio de L, la relacion x ~y < v —y € M es una
relacion de equivalencia en L. El conjunto cociente se convierte en un espacio vectorial
sobre K por las definiciones T+ 9y = x+y+ M, \& = Ax + M donde & = x + M
y=y+ M, y es denotado por L/ M.

Definicion 55. Sean L;, Ly espacios vectoriales sobre K, f : Ly — Ly es llamado un
mapeo lineal si f(\x1+Aaxs) = A\ f(x1)+ Ao f(x2) para todo M\, e € K yx1,29 € L.
Definiendo la adicion por (f1 + f2)(x) = fi(x) + fo(z) y la multiplicacion por escalar
por (Af)(z) = f(\z)(x € Ly).

Definicion 56. Definiendo (Af)(x) = Af(x) si Ly es el espacio vectorial Ky (Ko de-
nota al espacio vectorial topoldgico 1-dimensional obtenido al considerar a K como un
espacio vectorial sobre si mismo), nosotros obtenemos el dual algebraico L% de L;.

Los elementos de L% son llamados formas lineales en L;.

Definicion 57. L; y Ly se dicen isomorficos si existe un mapeo lineal biyectivo f :

L; — Ly; tal mapeo es llamado isomorfismo de L; en L.

Definicion 58. Si f : L; — Ly es lineal. El subespacio N = f~(0) de L; es llamado
el espacio nulo (kernel) de f. f define un isomorfismo fo de Ly /N en M = f(L;);

fo es llamado el mapeo biyectivo asoctado con f.

Definiciéon 59. ¢ : L, — Ly /N denota el mapeo cociente y 1 : M — Ly denota el

embebimiento canonico, entonces f = 1o foo es llamado descomposicion canonica

de f.

Definicion 60. Sea K un campo, y considere el campo R con el valor absoluto usual.
Una funcion X — |A| de K en R, (nimeros reales > 0) es llamado una valuacion

absoluta en K si satisface los siguientes axiomas:

1) |A| =0 es equivalente a A = 0.
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2) X+l < A+ |pl.

3) |Aul = (Al

Definicion 61. La funcion (A, p) — |X — u| es una métrica en K dotado con esta
métrica y la correspondiente uniformidad, K es llamado un campo valuado. Los
campos valuados K son llamados no discretos si la topologia de este es no discreta (
equivalentemente, si el rango de A\ — |\| es distinto de {0, 1}). Un campo valuado

no discreto es necesariamente infinito.

Definicion 62. Sea L un espacio vectorial sobre un campo valuado K, y sean A, B
subconjuntos de L. Diremos que A absorbe a B si existe \g € K, tal que B C \A

siempre que |A| > |Aol.

Definicion 63. Un subconjunto U de L es llamado absorbente si U absorbe cada

subconjunto de L.

Definiciéon 64. Un subconjunto C de L es balanceado si \C C C siempre que || < 1.
El conjunto de subconjuntos absorbentes de L es invariante bajo intersecciones finitas; el

congunto de subconjuntos balanceados de L es invariante bajo intersecciones arbitrarias

st AC L.

Definicién 65. La estructura balanceada de A es la interseccion de todos los sub-

conjuntos balanceados de L que contienen a A.

Los campos R y C de ntmeros reales y complejos, respectivamente, siempre se
consideran dotados con sus valuaciones absolutas usuales, bajo las cuales son campos

valuados no discretos. En adiciéon, R siempre es considerado bajo ese orden usual.



Capitulo 2

Espacios Vectoriales Topol6gicos

2.1. Topologia de Espacios Vectoriales

Definicion 66. Dado un espacio vectorial L sobre un campo valuado K no discreto y
una topologia T sobre L, el par (L, T) es llamado espacio vectorial topoldgico sobre

K si se satisface que:

(LT), +: LxL —1L
(33',3/> — Tty

(LT), o: KxL —1L

A, ) — Az
Son continuos.

Cada espacio vectorial topolégico es un grupo topolégico abeliano

Un espacio vectorial topologico (L, T) ocasionalmente lo denotaremos por L(¥).

Ejemplo 40. El conjunto de los nimeros reales como espacio vectorial sobre él mismo

y con la topologia usual es un espacio vectorial topoldgico. En efecto; sean xg,yo € R y

25
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W un entorno de xo + yo. Luego existe € > 0 tal que B(xo + yo,€) C W, pero existen
B(zo,€/2) y B(yo,€/2) tal que: B(xo,€/2) + B(yo,€/2) C B(xg + yo,€) € W, lo que
demuestra la continuidad de la adicion. Para demostrar la continuidad de la multipli-
cacion por escalar, sea ag,xg € R y W un entorno de agxg, luego existe € > 0 tal que
B(agzo, €) € W. Demostraremos que existe un 6 > 0 tal que aB(xg,0) C W, Va, o €
B(ap, 9).

Tenemos que |ax — apzo| < |ax — apz| + |apr — apxo|

= | — aollz] + aol[z — 2ol
Luego (o, x) € B(ap, §) X B(xo,0) = |ax—agxo| < |a—apl||z|+|aol|z—x0| < d|z|+|an]o,
pero |x| < |z —xo| + 0| < 0+ |20|. Luego (o, x) € Blay,d) x B(xg,0) = |axr — apzg| <

0(0 + |zo| + |aw|) y en consecuencia basta escoger 6 > 0 de modo que :

(0 + |zo| + o) < e

Ejemplo 41. Sea K un campo valuado y no discreto. Se puede considerar que (K, +, x)
es un espacio vectorial sobre si mismo; también, derivada de la valuacion, K tiene una
topologia y de acuerdo a la demostracion del ejemplo anterior. No es dificil establecer
la continuidad de la adicion y multiplicacion por escalar; es decir (K,| - |) tiene la

estructura de espacio vectorial topologico.

Ejemplo 42. Todo espacio vectorial normado es un espacio vectorial topoldgico, como

resultado del ejemplo 41. (Cambiar el mddulo por la norma).

Definiciéon 67. Dos espacios vectoriales topologicos Ly y Lo sobre un mismo campo K
son llamados tsomorfos si existe un mapeo lineal u : Ly — Ly que es un homeo-

morfismo, u es llamado tsomorfismo de L, en Ly.

Proposicion 11. Si (V| T) es un espacio vectorial topoldgico, entonces

i) U es absorbente, VU € B

i) YU € By existe U’ tal que U'+ U' C U
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Demostracion. Para i) Sea z € V. Luego considerando la continuidad del producto por
escalar, se puede considerar € > 0y W € B,(V) tales que o(B.(0) x W) C U; es decir,

Az € U siempre que |A| < ¢, por tanto U es absorbente.

Para ii) Sea U € By y sea

+: LxIL —1I
(x,y) r—ax+y

Como U es un entorno de 0 y + es continua por (LT);, entonces (+)*(U) es un en-
torno de 0 en L x L. Asi existen V; y Vs, entornos abiertos de 0 tales que V; x V, C
(+)7Y(U), por tanto V;+V, C U.Luegosea U' = V,;NVy,asi U'+U' ={a+b:a€ V,;NVyybe V
entonces U'+ U ' Cc Vi + Vo, C U. Asi U+ U C U. O

Proposicion 12. Sea L un espacio vectorial topologico sobre K

i) Para cada o € Ly cada N\g € K, N\g # 0 el mapeo f : L — L tal que f(x) = Nz +1z9
es un homeomorfismo de L en si mismo.

1)Si U es un conjunto abierto de L, entonces —a + U es abierto en L, a € L

ii)Sea a € L y N(L) la familia de entornos de a en L. Entonces N,(L) = a + Ny(L).

i) Para algin subconjunto A de L y alguna base B del filtro de entornos de 0 € L, la
clausura A esta dada por A =N{A+ U : U € By} .

v) St A es un subconjunto abierto de L, y B cualquier subconjunto de L, entonces

A+ B es abierto.

vi) Si A es un subconjunto balanceado de L, entonces A es balanceado y A es balanceado

cuando 0 € 1&
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Demostracion. i)Sea
f: L — L
T — Ao + Zo
Probar que f y f~! son continuas. Si f(x) = f(y), entonces Aoz + 19 = Aoy + T, asi
AT = Aoy de donde x =y, ya que A\g # 0, por tanto, f es inyectiva. Luego, sea = € L,

1

como L es un espacio vectorial y xo € L, entonces x — xy € L, ademas 3 € K, pues

Mo #0, Asi £ € L.

Asi, f (x;(f()) = Ao (x;:°> +x9 =1 — 29 + 29 = . Por tanto f es sobre.

Sea
h: L— {X}XxL g: L— Lx{z}
Yy

zr— (Ao, T) xr—  (z, x0)

Sea U x {xo} un elemento de la topologia producto y como U C L, g~ (L x {xo}) =

U. Por tanto g es continua.

Ademas,
+: LxL —L o: KXL —1L
(@, y) —aty ! (A, z) — Az
son continuas por definicion. Luego f = + o go e o h, como f es composicion de

funciones continuas, entonces f es continua. Ademaés, f(z) = Aoz + o, asi f~1(z) =

z-zq _ 1

ot =5 (x — x0).
Sean
WeoL —+{%}XL ¢ L — Lx{—x}
T »—>()\l0,x) ! x > (x, —x0)
Anéalogamente a la prueba anterior de h y ¢ continuas, se puede verificar que h' y ¢
también lo son. Luego f~! = eo h' o+ o ¢/, como f~! es composicién de funciones
continuas, entonces f~! es continua. Por tanto, el mapeo x — Aoz + o es un homeo-

morfismo de L en si mismo.

ii) Sea U un abierto en L, por i)

¢: L— L

T +— )\0%"‘1’0
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es un homeomorfismo. Luego, tomamos A\g = 1 y £y = —a y como ¢(U) es abierto en

L donde ¢(U) = —a + U, entonces —a + U es un abierto en L

iii)Sea
fi L — L
r —x+a
el cual es un homeomorfismo por i). Luego, sea U € N,, como U es un entorno de
a, existe V' C U abierto tal que a € V'. Luego, por ii) —a + V' es abierto. Como
ae V' 0=—-a+a € —a+ V' jasi —a+ V' € No(L). Luego —a+ V' C (—a+U) = W
ast, W € N luego a + W = U € Njy. Por tanto, U € a + Ny(L).
Reciprocamente, sea U € a + Ny(L), como U € a + Ny(L), IV € No(L) tal que
U =a+V.ComoV € Ny(L),IV" € N abierto tal que V' C V, luego a € a+V' C a+V,

por ii) a + V' es abierto, entonces U € N,.

iv)Probar que A =N{A+ U : U € Ny}

v €Asiysolosi (z+ V)NAADVYV €Ny, siysolosiz+v=aconveVyacA,
siysolosiz =a—vsiysblosiz € A—V.VV €Ny, siysélosiz e A+ V.VV € Ny
pori),siysolosiz e N{A+ V:V €Ny}

v)Sea A+ B = J{A+b}.Seaa+be A+ B,conac€ Aybe B,luegoa+be A+b,
bEB
de donde a +b e |J{A+b}.
beB
Sea

f: L — L
r —=x+0b
Por i) f es continua y como A es abierto, entonces f(A) = A + b es abierto en L. Por

tanto A + B es abierto.

vi) Sea A un subconjunto balanceado de L. Si y € A, (A € C, tal que |\ < 1),

asi \y € AA; podemos elegir (x&l)) en A una sucesién que converge a ¥y, por la
a€A
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continuidad de la multiplicaciéon por escalar <)\ (x(g)) A) converge a A\y. Como A es
ac

balanceado ()\ (1:&”) A) C A, por lo tanto, Ay € A, entonces AA C A. Por tanto A es
balanceado. Para prool;ear que el interior de un subconjunto balanceado es balanceado,
sea 0 < [A] <1, asi )\/Ol = {)\b cbe ;1}, luego sea \b € )\;1 asi, b € ;l; Por tanto, existe
U abierto tal que b € U C A. Luego A\b € AU C AA, por tanto \b € Int(AA). Ahora sea
x € Int(NA), asi existe V abierto tal que z € V C AA C A. Asi Int(AA) C AA C A,

luego %x € %V C A por tanto %x € A, asi x € /\;1. Ademés si A = 0, entonces
A ={0} C A, asi Int(\A) C A. O

Definicion 68. Una topologia T sobre un espacio vectorial L es llamado invariante
bajo traslaciones si todas las traslaciones son homeomorfismos. Una topologia tal,
es completamente determinada por el filtro de entornos de algun punto x € L. En

particular por el filtro de entornos de 0.

Proposicion 13. Una topologia T sobre un espacio vectorial L sobre K satisface los
axiomas (LT), y (LT), si y solo si T es traslacion invariante y posee una base de en-

torno para 0, B con las siguientes propiedades:
a) Para cada V € B, existe U € B tal que U+ U C V.
b) Cada V € B es absorbente y balanceado.

c) Existe A € K,0 < |\ <1 tal que V € B implica que \V € B.

Demostracion. Sea W un entorno de 0. Como la multiplicaciéon por escalar es continua,
Jde>0y U €N tal que \U C W siempre que |A| < e. Ahora V =U{AU : |\| < €}
es un entorno de 0 y V. C W. Luego, si A\gv € AV, entonces v € V, asi v € AU,
para algiun || < e. Por tanto \gv € MAU y como |[MA| < |Ao|[A] < [Aole < €, asi
Aov € V. Por lo cual V es balanceado. Luego sea B = {U € Ny : U es balanceado}.
Por proposicion 11 se cumple a) y por cémo se construyo B, se cumple b). Luego para

¢), ya que K es no discreto 3\ € K tal que 0 < |A] <1y como V € B, entonces V es



2.1. Topologia de Espacios Vectoriales 31

un entorno de 0, asi AV es un entorno de 0, ahora probaremos que a(AV) C AV para
la] < 1. Sabemos que oV C V para |a| < 1 ya que V € B. Luego, A\aV C AV asi
a(AV) C AV. Por tanto AV es balanceado. Luego AV € B. Ademas, por proposicién
12. la topologia de L es invariante bajo traslaciones.

Reciprocamente, sea ¥ una topologia invariante bajo traslaciones que posee una base de
entornos de 0 B, que cumple las propiedades a), b) y ¢). Para probar la continuidad de
la adicién, sean (a,b) € L x Ly V un entorno cualquiera de a+b. Asi U = V — (a+10)
es un entorno de 0, entonces existe U’ € B tal que U'+ U’ C V — (a + b). Luego
(a+U)+ b+ U)cC V.Con W = (a+ U')x (b+ U') en Tpyy, asi +(W) =
(a+ U)+ (b+ U'), de donde +(W) C V, Por tanto el mapeo (z,y) — = + y es
continuo. Para probar la continuidad del mapeo (A, x) — Az, sean )\, ¢ elementos
fijos de K y L respectivamente. Sea V € 9B, por a) existe W € B talque W+ W C V.
Como por b) W es absorbente, existe un nimero real € > 0 tal que (A — A\g)zg € W
cuando |A — Ag| < e. Luego sea u € K que satisface c¢), entonces existe n € N tal que
=™ = |p|™™ > |Xo| + €. Sea W € B definido por W = " U. Como W es balanceado,
la relacion o —xg € Wy |A — Ag| < ¢, luego Az — z9) € W y asi la identidad
Az = Nxo + (A — Xo)xo + Az — x0) implica que Az € N\gzg+ W+ W C Agzg+ V. Por

tanto, se cumple la continuidad del mapeo (A, z) — Ax.

El siguiente resultado muestra que un filtro base induce una topologia.

Corolario 1. Si L es un espacio vectorial sobre K y B es un filtro base en L teniendo
las propiedades de la proposicion 13, entonces B es una base de entornos de 0 para una

unica topologia X tal que (L, T) es un espacio vectorial topoldgico sobre K.

Demostracion. Sea T una familia de subconjuntos de L definido comoT ={V C L: Vae V, IW €
tal que a+ W C V}. Luego ¥ es una topologia en L, ya que ) € T y L € T. para
probar que la unién arbitraria de elementos de T se queda en ¥, se sigue por cémo
estéd definida T. Luego, para probar que es estable con respecto a la intersecciéon fini-

ta, sean V; , Vy € T, debemos probar que V; NV, € T.Sia € V; N V,, entonces
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a € V;yaé€ Vyluego, para V; , Vy existen W, , Wo € B talquea+ W, C V; y
a+ Wy C Vy, luego a+ (W;NV,) C V;N Vy. Como W; N W, € B, existe W3 € B tal
que Wy C W; N Wy asi a4+ Wy C V; NV, por tanto V; NV, € T. Luego, debemos
probar que la topologia ¥ coincide con la estructura del espacio vectorial en L. Primero
probaremos que B es una base de entornos de 0 en la topologia T, por como esta defi-
nida T, si V es un entorno abierto de 0 en T, existe W € B C V. Luego, es suficiente
probar que todo conjunto en 8 es de nuevo un entorno de 0. Ahora sea W € B y sea
W definido como z € WY si y s6lo si existe un conjunto W, € B tal que z+ W C W.
Luego 0 € L, estid contenido en cada conjunto de 9B, ya que 0 € W c W. Ahora,
probaremos que W7 es un abierto en la topologia €. Lo que implica que W sea un
entorno de 0 en la topologia. Es suficiente mostrar que para todo a € W’ podemos
encontrar un conjunto W, € B tal que a + Wy € WY, Sea a € WY, entonces por
como esté definido W7, existe W; € B tal que a + W; C W, por a) existe W, tal
que Wo+ Wy C Wy, asia+ (We+ Wy) C W, asi (a+ Wa)+ We C W es decir que
a+ Wy C W7 por tanto W es un entorno de 0. Asi, 9B es una base de entornos de 0 en
T. Luego por como esta definida T, es invariante bajo traslaciones. Ahora probar que
T es unica, para ello sea ¥ otra topologia en L, que es compatible con la estructura
del espacio vectorial, para la cual B es una base de entornos de 0, entonces para todo
conjunto de la forma x + W, donde x € L'y W € B, forman una base para T y T.
Por tanto ¥ = . Luego como B es una base de entornos para 0 que satisface a), b) y
c) v ademéas T es una traslacion invariante, (LT'); y (LT)2 se satisfacen, asi (L, ) es

un espacio vectorial topologico sobre K.

]

Proposicion 14. St L es un espacio vectorial topologico y x € L, cada entorno de
x contiene un entorno cerrado de x. En particular la familia de todos los entornos

cerrados de 0, forma una base de entornos para 0.

Demostracion. Sea U un entorno de 0, y sea x € L. Como U es un entorno de 0, existe

W entorno abierto de 0 tal que W + W C U, luego sea y € W asi (y — W)N W # ().
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Asi W W+ W C U,asi W C U de donde W es un entorno de 0. Ademas, como
U es un entorno de 0, z + U es un entorno de z, asi  + W también es un entorno de
xy como W C U, entonces x + W C o+ U. Por tanto todo entorno de z contiene un

entorno cerrado de z.

]

Corolario 2. Si L es un espacio vectorial topoldgico y By es alguna base de entornos de
0, entonces el cubrimiento balanceado cerrado del conjunto U € B forma nuevamente

una base de entornos para 0.

Demostracion. Sea U € B, luego U es un entorno de 0, asi para U existe U’ un
entorno de 0 y un ntmero real ¢ > 0 tal que AU’ C U cuando || < ¢, por la
continuidad del producto por escalar. Luego sea W = {AU’: |\ <e} C U un en-
torno de 0, ademas W es balanceado. Ahora por la proposicion 14, para W existe
W, un entorno cerrado de 0, y por proposicion 12, W es balanceado. Asi B’y =
{ V : W es un entorno balanceado cerrado de O} forma una base de entornnos pa-

ra 0.

]

Corolario 3. Un espacio vectorial topologico es Hausdorff si y solo si para cada ele-

mento diferente de cero x € L, existe un entorno de cero U tal que x ¢ U.

Demostracion. Sea x # 0. Como L es Hausdorff, 3V (z),U(0) tales que U NV = 0,
luego = ¢ U.

Reciprocamente, sean x,y € L tales que x # y.
Si x = 0, entonces y # 0, luego por hipotesis FU(0) tal que y ¢ U y por proposicion
14, 3W C U un entorno cerrado de cero. Luego 0 € int(W) C W C U. Ya que y ¢ U,
entonces y € W¢, donde W¢ es abierto, luego L es Hausdorff.
Six # 0, como x # y, y—x # 0. Por hipotesis U(0) talque y —x ¢ U. Asi V =

y + U es un entono de y. Afirmamos que = ¢ V. Supongamos que x € V', entonces
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xr=y+2z2, z€U,luego x —y = z € U lo que es una contradicciéon. Por proposiciéon 14,

JW C V entorno cerrado de y, luego y € int(W) y x € W€, por tanto L es Hausdorff.

]

Corolario 4. Todo espacio vectorial topoldgico Hausdorff X es un espacio regular.

Demostracion. Por definicion un espacio regular es un espacio Hausdorff y que para
cada punto existe una base de entornos cerrados. Por hipotesis, X es Hausdorff, basta
probar que para cada punto existe una base de entornos cerrados. Sea z € X, por
proposicion 14, para cada U € N, existe un entorno cerrado V de x tal que V C U.
Sea B = {V : es un entorno cerradode x y V C U, U € N,}. Como z € V, VV € B,
0 ¢ B, luego, sean V1, Vo € B. Como interseccion finita de cerrados es cerrado y ademés
ViNV, es entorno de z, Vi NV, € B. Asi, B es una base de entornos cerrados de .

Por lo tanto, X es regular. O

Definicion 69. Sea L un espacio vectorial. f : L — L definida por f(x) = x + xq,

donde xoy € L fijo se llama una traslacion en L.

Definicion 70. Una uniformidad sobre un espacio vectorial L es llamada invariante
bajo traslaciones si tiene una base U tal que (x , y) € N es equivalente a (x+z , y+

z) € N, para cada z € L y cada N € U.

Proposicion 15. Sea L un espacio vectorial topologico con una topologia €. T puede
ser derwada de una unica uniformidad U que es invariante bajo traslaciones. Si ‘B
es alguna base de entorno de 0. la familia Ny = {(z, y) :x —y € V}; V € B es una

base para U.

Demostracion. Sea (L,T) un espacio vectorial topologico, sea B la base de entornos de
cero, probaremos que P = {Ny : V € B} forma una base para un filtro sobre L x L.
i) P # () puesto que VV € B, 0 € V, entonces (0,0) € Ny, Ny # (), VNy asi P # ().
ii) Ny, Ny € P, entonces IM € B tal que M C VNW, luego Ny C Ny N Nyy. Asi P

es una base de filtros sobre L x L para la uniformidad U invariante bajo la traslaciéon
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generando la topologia T de V. Si U; es otra uniformidad con estas propiedades existe
una base M de U; constituida de conjuntos invariantes bajo traslacion tal que los
conjuntos Uy = {& —y/(z,y) € M}, M € M forma una base de entornos de cero para
T, puesto que Uy, C V, entonces M C Ny, entonces tenemos que U = U;. Asi Ny es

una base para U con B la base de entornos de 0. O

Proposicion 16. Sea L un espacio vectorial topoldgico Hausdorff sobre K. Existe un
espacio vectorial topologico Hausdorff completo L sobre K que contiene a L como un
subespacio denso; L es tnico bajo isomorfismo. Ademds para alguna base de entornos
B en L la familia M = {V Ve ‘B} de cerraduras en L es una base de entornos para

0enL

Demostracion. Por teorema 1, se tiene que existe L un espacio uniforme Hausdorff
completo, el cual contiene a L como subespacio denso, tenemos que L es tnico salvo
isomorfismo, luego por proposicion 12

+:LxL—1L

(2,9) = o +y

x: K xL—L

(A, z) = Az

son uniformemente continuas. Como éste mapeo tiene una tnica extensiéon continua de
L x Len L. Sea B una base de entornos de cero en T, entonces Ny, V € B es base
de Us. Luego por la continuidad de la adicion, dado T" € T, 45 x S € T x T tal que
S+ S C T, asociado a S tenemos Ng y a T tenemos Ny, ahora dado @ € U , Ju € Us
tal que u C u, pero {Ny }yes es una base de Uz, entonces 3T € ¥ tal que Ny C U,
luego Ng + Ng C Ny C U C U tenemos que dado u € [~], dNg + Ng € Ugz x Us tal
que Ng + Ng C U lo que demuestra la continuidad uniforme. En efecto, (a,b) € Ng =
a—beSy(c,d) € Ng=c—deS,entonces (a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d) € Nr dado
que (a+¢)—(b+d)=(a—b)+(c—d) € T, luego, + : LXL — Ly *: K x L — L
transforman a L en un espacio vectorial topolégico sobre K. Puesto que {Ny :V €8}

es base de la uniformidad de L, asi Ny es la base de la uniformidad U de L y ademas
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Ny = Ny. Luego B = {V : V € B} es una base de entornos de cero en L. Ahora
demostraremos que la topologia T definida por U hace a L un espacio vectorial topolo-
gico. Es claro que T es invariante bajo traslaciones pues tomamos a Ny = N5z, también
como B satisface la proposicion 13, B satisface a)yc)puestoque: U+U =U+U CV
yeo)VeB=AVeB=\eBdadoque V e B = \V e B.

b) Sea V' € 9B, existe un entorno de cero balanceado tal que U + U en L es entorno de
cero balanceado y U + U C L, luego, sea X € L, 3 § filtro de Cauchy en L convergente
a X y Feg§tal que F— F C U. Sea xy € I arbitrario, puesto que U es absorbente
I\ € K tal que zg € AU y como U es absorbente se asume que |U| > 1, ademaés
F-zgCU=>FCaxg+UyXeFCcU+U,esdecir, \X e U+U , VX € L, asi

queda probado b), la unicidad se obtiene del hecho de que (I:, ‘f) es espacio uniforme. [

Proposicién 17. Sea L un espacio vectorial sobre K y sean T; y %o topologias Haus-
dorff bajo las cuales L es un espacio vectorial topologico y tal que €1 es mds fina que
Ty, Si (L, %q) tiene una base de entornos para 0 que consiste de conjuntos completos

en (L,%5), entonces (L,T1) es completo.

Demostracion. Sea § un filtro de Cauchy en (L, %,), M7, M; las uniformidades aso-
ciadas a ¥,, ¥, respectivamente. Por hipoétesis, existe B, una T,-base de netornos
de cero en L consistiendo de conjuntos completos en (L,%,). Sea Vi € B,, luego
Ny, € M;. Como F es un filtro de Cauchy en (L, ¥,), por definicion, existe Fy € § tal
que Fyx Fy C Ny,, y como Ny, ={(z,y) € L x L: x —y € Vi}, entonces Fy—Fy C V.
Sea y € Fy. La familia {y — F': F € §} = § es un filtro base Cauhy para M, para el
cual V] es completo. Como y — Fy C Vi v (L, %,) es Hausdorff, 3! T,-limite y — xy para
§'. Como Vj es completo en (L, Ty), entonces es Ta-cerrado y tenemos que Fy—xo C V)
o que Fy C xo + Vi, donde V; es arbitrario, esto muestra que § es mas fino que el filtro

de entornos de zy, asi (L, ¥;) es completo. O
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2.2. Espacio Producto, Subespacios, Suma Directa y

Espacio Cociente

Definicion 71. Sea {L, : o € A} una familia de espacios vectoriales sobre el mismo
campo K. El producto cartesiano L =[], Lo es un espacio vectorial sobre K si para
r=(24), Y= (Ya) € L y X € K la suma y la multiplicacion por escalar estin definidas
por x +y = (To + Ya), A& = (Axa). Si (Lo , To) (o € A) son espacios vectoriales
topoldgicos sobre K, entonces L es un espacio vectorial topologico bajo la topologia

producto T =[], % (Topologia producto).

Proposicion 18. Si (L, T) es un espacio vectorial topologico y M es un subespacio de

L, la clausura M en (L, %) es también un subespacio de L.

Demostracion. Sea L un espacio vectorial topolégico y sea M C L, ahora debemos
probar que M C L. Sean a , b € M, sea U(a + b), luego como f: L x L — L

(a,b) = a + b es continua. Asi (a,b) € f~1(U) que es un abierto en M x M, luego,
AV(a) y W(b),Seana, be VxW C f1(U)= f(VxW)CU,como VAM#QDy
W N M # (), entonces (VN M) x (WNM)# 0.

Sea (x,y) € (VNM)x (WnNM),entoncesz e VNMeye WNM,asi, t+yeUy
x+y € M, entonces z +y € U N M, entonces U N M # (), es cerrado bajo la suma.
Sea P:Kx L — L,

(A\v) = Mwconv e M, \eK, sea U(\), como P es continua, P~'(U) es abierto,
ast AW C Ky Z C L tal que (\,v) € W x Z C P Y(U), donde ZNM # 0y
W x(ZNM) # 0. sea (A, z) € Wx(ZNM) C P~Y(U), entonces Az € U y Az € M, as,
U N M # (), entonces es cerrado bajo el producto por escalar, por lo tanto M C L. [

Definicion 72. Si L es un espacio vectorial, M; (i = 1,2,...,n) subespacios de L
donde el cubrimiento lineal es L y tal que M; N (3_;; M;) = {0} para cada i, entonces

L es llamado suma directa algebraica de los subespacios M;(i = 1,2,...,n)

Se sigue que cada x € L tiene una representacion tnica x = ), z; donde z; € M;,
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y el mapeo (z1,2,...,2,) — >, x; es un isomorfismo algebraico de [], M; sobre L.
El mapeo u; : x — x; es llamado la proyeccién de L sobre M, asociado con la
descomposicion.

Por (LT); es claro que el mapeo ¢ : (z;,...,2,) — >, ; de [[, M; sobre L es
continuo; si ¢ es un isomorfismo (ver definicion 31), L es llamado suma directa de los

subespacios M;(i,...,n) y podemos escribir L= M, P Mo P ... P M,.

Proposicion 19. Sea un espacio vectorial topoldgico L la suma directa algebraica de n
subespacios M;(i = 1,...,n), entonces L= M, P ... M, si y sdlo si las proyecciones

asociadas u; son continuas.

Demostracion. Sea L un espacio vectorial topologico, L es la suma directa algebraica
de los n subespacios M;, i =1,.....,n, u; : L — M; las proyecciones asociadas, luego,
sea Uy : L — M,. Sea x = (x1,2,...,x,) € L, donde u,(x) = z,, ahora, dado que
Y [IM;i = L (¥ : (x,...,2,) — >_;2;) es continua, entonces ™' : L — [[ M; es
continua, si hacemos la composicié = ~1ob ti dad
, posicion u, = m,01 "' observamos que u, es continua, dado
—1 . _ —1 . . o .,
que o0t () = mo (21, Ta, ..., Ty) = T, P es continua y m, es continua, composicion
de continuas es continua, asi u, es continua, por tanto las proyecciones asociadas son

continuas.

Reciprocamente, las proyecciones u; son continuas, demostrar que ¢ : [[ M; — L
es un isomorfismo, por (LT); % es continua. Ahora tenemos ¢! : L — ] M;, sea
T =x1+x9+...+1, € L entonces () = (u1(z), uz(), ..., u,()) la cual es continua,
sabemos f : A — C x D es continuasi fi : A — C'y fo : A — D son continuas. asi,

¥ y ¥~! son continuas, por lo tanto v es un isomorfismo. O]

Nota 1. Como el mapeo e (mapeo identidad) es continuo sobre L, la continuidad de

n — 1 de estas proyecciones implican la continuidad de la iltima.

Definiciéon 73. Un subespacio N de un espacio vectorial topoldgico L tal que L = M € N

es llamado un subespacio complementario de M.
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Definiciéon 74. Sea (L,T) un espacio vectorial topoldgico sobre K y sea M un subes-
pacio de L y sea ¢ : L — L/M el mapeo natural, donde ¢(x) =z + M. La topologia
cociente T estd definida como la topologia mds fina sobre L/ M tal que ¢ es continuo.
Por lo tanto los conjuntos abiertos en L/ M son los conjuntos ¢(H) tal que H + M es
abierto en L; ya que G+ M es abierto en L cuando G lo es, ¢(G) es abierto en L/ M
para cada abierto G C L; por lo tanto ¢ es un mapeo abierto. Por lo tanto (L/M,f) es

un espacio vectorial topoldgico sobre K llamado el espacio cociente de (L, T) sobre

M.

Proposicion 20. Si L es un espacio vectorial topologico y si M es un subespacio de L,

luego L/ M es un subespacio de Hausdorff si y sélo si M es cerrado en L.

Demostracion. Como cada conjunto con un ntmero finito de puntos en un espacio
Hausdorff X es cerrado, {0} C L/M es cerrado. Sea ¢ el mapeo natural de L sobre
L/M. Como ¢ es continuo, ¢~*({0}) = M es cerrado en L.

Reciprocamente, sea & # 0 € L/M. Como & # 0, 3x € L tal que = ¢ M con ¢(x) = Z.
Por hipotesis M es cerrado, asi, M¢ es un entorno de z y ¢(M€) es un entorno de & que
no contiene a 0. Luego por proposicion 14 ¢(M¢) contiene un entorno cerrado V' de &
que no contiene a 0. Asi V¢ es un entorno de 0 que no contiene a x. Asi, por corolario

3, L/M es Hausdorff. O

Proposiciéon 21. Sea L un espacio vectorial topoldgico y sea L la suma directa al-
gebraica de los subespacios M, L. Entonces L es la suma directa topologica de M vy
N, L=M& N, siy solo si el mapeo v que asocia a las clases de equivalencia mddu-
lo M su representacion unica en N es un isomorfismo del espacio vectorial topoldgico

L/ M sobre el espacio vectorial topoldgico N.

Demostracion. Sea pu la proyeccion de L sobre N y ¢ el mapeo natural de L sobre L/M,
Entonces yt =vo¢. Sea L= M@ N. Como v =po¢ 'y ¢!y uson continuas, v es

1 1 1

son continuas, v~ es continua. Por lo

continua. Luego v™! = ¢ o u~t. Como ¢ y p~

que v es un isomorfismo de L/M sobre N.
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Reciprocamente, si v es un isomorfismo, entonces v es continua y luego p es continua.

Asi por proposicion 19, L = M @ N ]
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2.3. [Espacios Vectoriales Topolbégicos de Dimension

Finita

Por la dimensiéon de un espacio vectorial topologico sobre K entenderemos la di-
mension algebraica de L sobre K. Kj denota el espacio vectorial topolégico 1-dimensional

obtenido al considerar a K como un espacio vectorial sobre si mismo.

Lema 4. Sea L de dimension finita y sea v : L — Ko un mapeo lineal continuo. 1 es

continuo st y solo si es continuo en cero.

Demostracion. Por hipotesis 1 es continuo, entonces es continuo en todo punto, asi es
continuo en cero.

Reciprocamente, 1) es continuo en cero, entonces VV (0g,), 3U(0r) tal que y(U) C V.
Luego, sea a # 0 € L, a = Azg, para algin A € K, sea V(¢(a)) = V() = X+ V(0),
asi, U(0) tal que Y(U) C V, Axg+ U(0) = U(Axy), asi, »(Azg+ U(0)) = X+ ¢(U) C
A+ V =V(A), por tanto, ¢ es continuo. ]

Proposicion 22. Todo espacio vectorial topologico Hausdorff 1-dimensional L sobre K
es isomorfo a Ky; mads precisamente A —> A\xg es un isomorfismo de Ky sobre L para

cada xg € L, g # 0 y cada isomorfismo de Ky sobre L es de esa forma.

Demostracion. Por (LT, se sabe que para cada zo € L, A — Axg es continua. Ademas,
como L es unidimensional, esta funcién es un isomorfismo algebraico de Ky en L. Para
ver que Arg — A es continua, es suficiente probar que lo es en cero, por lema anterior
Azg — A es continua. Finalmente si u es un isomorfismo de K sobre L tal que u(1) = xy,

entonces u es de la forma A — A\zg. O]

Teorema 2. Todo espacio vectorial topologico Hausdorff L de dimension finita n sobre
un campo valuado K es isomorfo a K. Mds precisamente, (A1,...,\n) — Az1 +
oo+ Ay es un isomorfismo de K sobre L para cada base {x1,...,x,} de L y cada

isomorfismo de Kj de L es de esta forma.
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Demostracion. La prueba se haréd por induccion. En el resultado anterior se probé que se
cumple para n = 1. Supongamos que se cumple paran = k—1. Si {x1, ..., x, } es una base
de L'y L es la suma algebraica de M y N con bases {1, ..., z,_1 }, {, } respectivamente.
Por hipétesis inductiva M es isomorfo con Kg_l; como K es completo, M es completo
y como L es Hausdorff, M es cerrado. Por proposicion 20, L/M es Hausdorff y de
dimension 1. Asi el mapeo v que asocia a cada clase de equivalencia moédulo M su tinico
representante en N es un isomorfismo por resultado anterior. Asi por proposicion 21,
L = ME N lo que significa que (x1, ..., z,,) = M\21 + ... + Az, es un isomorfismo de
K} x Ky = K} sobre L. []

Proposicion 23. Sea L un espacio vectorial topologico sobre K y sea K completo. Si M
es un subespacio cerrado de L y N es un subespacio de L de dimension finita. Entonces

M + N es cerrado en L.

Demostracion. Sea ¢ el mapeo natural de L sobre L/M. L/M es Hausdorff por pro-
posicion 20. Como ¢(INV) es un subespacio de dimensién finita de L/M por teorema 2,
es completo, asf, ¢(N) es cerrado en L/M, esto implica que ¢~ (¢(N)) = M + N es

cerrado por ser ¢ continuo. O

Proposicion 24. Sea K, completo, sea N un espacio vectorial topoldgico Hausdorff
de dimension finita sobre K, y sea L algin espacio vectorial topoldgico sobre K. Cada

mapeo lineal de N en L es continuo.

Demostracion. Sean la dimension de N, si la dimension de N es positiva, N es isomorfo
con Kj por teorema 2, asi cada mapeo de K] en L es un isomorfismo de la forma
Ay oy An) —> Mys + -+ Ay con y; € L, el cual es continuo por (LT); y (LT)s.

Luego si la dimension de N es cero se cumple por definicion. O

Definicion 75. La codimension de un subespacio M de un espacio vectorial L es la
dimension de L/ M. N es un subespacio complementario de M si L = M + N es una

suma directa algebraica.
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Proposiciéon 25. Sea L un espacio vectorial topologico sobre el campo completo K y
sea M un subespacio cerrado de codimension finita, entonces L = M @ N para cada

subespacio algebraico complementario N de M.

Demostracion. Como L es un espacio vectorial topologico en L, y M es un subespacio
cerrado de dimension finita en L, entonces por proposicion 20, L/M es un espacio
vectorial topolégico de Hausdorff de dimension finita. Luego sea v : L/M — N, el
mapeo que asocia a cada clase de equivalencia moédulo M su tnico representante en N,
v es continuo por proposicion 21. Ahora sea ¢ : L — L/ M, ¢ es continuo ya que M es
cerrado de dimension finita, asi ¢(M) es un subespacio de dimension finita de L/ M, y
L/ M es completo, por teorema 2, asi ¢p(M) es cerrado en L/ M. Ahora sea la proyeccion

u = v o ¢ es continua asi por proposicion 19, L= M @ N O

Teorema 3. Sea K completo si L # {0} es un espacio vectorial topoldgico Hausdorff

sobre K, entonces K es localmente compacto y L es de dimension finita.

Demostracion. Sabemos por la proposicion 22 que todo subespacio de dimensiéon 1 en
L es completo, entonces es cerrado en L y por tanto localmente compacto, de ahi que
K es localmente compacto. Ahora, sea V' un entorno balanceado compacto de 0 en L,
y sea {\,} una sucesion no nula en K que contiene elementos distintos de 0. Primero
probaremos que {\, V : n € N} es una base de entornos de 0 en L, Dado U un entorno
de 0, tomemos a W un entorno balanceado de 0 tal que W + W C U. Como V es

k
compacto, existen elementos x; € V (i = 1,--- ,n) que satisfacen V C ‘U1(xi + W)y
1=

existe A € K, A # 0 tal que |\,| < |A[y MV CAV C iL_le()\xi+)\W) CW+WclU.
Ahora probar que {\,V : n € N} es una base de entornc_)s de 0. Sea p € K que satisface
0 < |p| < 1/2. Luego V es compacto y pV es un entorno de 0, asi existen elementos
y (I =1,---,m)en V parael cual V C ;le(yl + pV). Luego, denotemos por M al
subespacio mas pequeno de L que contiene a todos los y; (I = 1,--+ ,m) y probaremos
que M = L, lo cual completaria la prueba. Supongamos que M # L, asi existe w €
LN Me¢yng €N tal que (w+\,, V)N M # () para M el cual es de dimension finita y es

completo por teorema 2, asi es cerrado en L donde {w + A,V : n € N} es una base de
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entornos de w. Ahora sea p algin nimero en K tal que w + p 'V intersecta a M (si tal
nimero existe entonces V' es absorbente). y sea 0 = inf|u|. Claramente 6 > |Ang| > 0.
Luego, tomemos vy € V tal que y = w + povg € M, donde ¢ < |ug| < 3§/2. Por como
se definié {y;}, existe ly, 1 < ly < m, tal que vy = ¥y, + dvy, donde v; € V y por tanto
w =y — vy = (Y — poli,) — Hopv1 € M + popV. Esto entra en contradiccion con la
forma que tiene 0. Entonces V es balanceado y entonces |1op| < 36/4 por tanto suponer

que M # L es absurdo. m

2.4. Variedades Lineales e Hiperplanos

Definiciéon 76. Si L es un espacio vectorial, una variedad lineal en L es un subcon-
Junto que es una traslacion de un subespacio M C L, esto es un conjunto F' de la forma

T, + M para algin x, € L.

Definicion 77. Dos variedades lineales xg + M y x1 + N se dicen paralelas si bien

McCNoNCM.

Definicion 78. La dimension de una variedad lineal es la dimension del subespacio

del cual es traslacion.

Definiciéon 79. Un Hiperplano H en L es una variedad lineal mazimal (esto es si

H C J, entonces J = H) de L.
Definicion 80. Una linea D en R™ es llamada un haz de Hiperplano.

Definicion 81. Para cada espacio vectorial L sobre K, denotaremos por L* al dual
algebraico de L, que es, el espacio vectorial por la derecha (sobre K) de todas las

formas lineales en L.

Proposicién 26. Dos variedades lineales xo + M y x1 + N son iguales si y solo si

M=N yxg—x € M.
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Demostracion. Sean xg+ M y x1+ N dos variedades lineales, como zo+ M = x1 + N,
tenemos que xo — x; + M = N, entonces, sea 0 € N, entonces existe m € M tal que
ro — o1 +m = 0, entonces m = —(xg — x1) € M, asi (xg — x1) € M, luego también
sabemos que M = 1y — 29+ N, 0 =2y —x9g+n,conn € Ny 0 &€ M, entonces
n = xy— xy, asi xo —x1 € N, por lo tanto, o — x1 € M, luego como xo + M =z + N
y 9 — x1 € M, debemos probar que M = N, ahora razonando por contradiccion,
supongamos que M G N, entonces n € xg —x1+ M = {xg—x —1+m :m € M},
asin =x9—x1 +m € M, entonces n € M, lo cual es una contradicciéon, por lo tanto
M= N.

Reciprocamente, si M = N y xg — x7; € M, entonces, sea x € xy + M, entonces
dn € M tal que v = zo + M, ahora, x = 29 + 21 + 1 + m, x = x1 + m — 1, donde
my = xo—x1+m,asi, x € x1+Myx € x1+ N, luego, sea x € x1+ N, entonces, 3n € N
tal que x = x1 + n, luego como N es subespacio de L, entonces —(zg — 1) = x1 — T,
entonces r = x1 + xg — o + n, asi, r = xg + ny, donde n; = x; — o + n, entonces

r€xg+ Nyaxe&xg+ M, por lo tanto xg + M = 21 + N. O

Proposicion 27. Un subconjunto H C L es un hiperplano siy solo si H = {x : f(x) = o}

para algin o € K y algun f # 0 € L*.

Demostracion. Sea H un subconjunto de L, H un hiperplano, asi H = xq+ M, xq € L
y M un subespacio de L, asi dim L/M = 1, dado que H es maximal. Luego L/M
es algebraicamente isomorfico a Ky. Ahora sean ¢ : L — L/M el mapeo natural y
g: L/M — K, un isomorfismo, asi f = g o ¢ es una forma lineal, f # 0 en L* tal que
H={z:f(z)=a}=x¢+ M, donde a = f(z0). Si H ={z: filx) =1} =x0+ M es
otra representacion para H, tomando un y € M arbitrario, tenemos que xo+y € zo+M,
entonces f1(zo+y) = aq, asi, fi(xo) + fi1(y) = a1, entonces f1(y) = oy — fi(zg), donde
tenemos que oy — fi(xg) es constante Yy € M, como f; es lineal y M un subespacio
vectorial, entoces a; — f(wo) = 0, asi f;1(0) = M, entonces tenemos que f; = g; o ¢,
donde ¢g; : L/M — K, es un isomorfismo, si ¢ es un elemento de L/M para el cual

9(&) =1y q1(§) = B, entonces fi(z) = f(z)8 paratodoxz € Ly f # 0 € K, por lo
tanto, H = {z : f(z) = a}.
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Reciprocamente Sea f € L*, f # 0, entonces M = f~1(0) es un subespacio maximal
propio de L. Més atn, si zg € L es tal que f(zg) = a, entonces H = {z : f(z) =a} =

xo+ M, asi H es un hiperplano. n

Proposicion 28. Un hiperplano H en un espacio vectorial topologico L es cerrado o

denso; H ={x: f(x) = «a} es cerrado si y sélo si f es continua.

Demostracion. Si un hiperplano H C L es no cerrado, debe ser denso, ya que de lo
contrario, su clausura seria una variedad lineal en L, lo que contradice la maximalidad
de H.

Supongamos que H es un hiperplano cerrado homogéneo a la ecuacion f(x) = 0. Luego
L/ M es entonces un espacio vectorial topologico Hausdorff de dimension 1 en K. Luego
sea ¢ : L — L/M el mapeo canénico y sea g : L/M — K, un mapeo lineal, g es
continuo por proposicion 22, ahora podemos escribir f = go ¢, por tanto f, es continua.
Reciprocamente, probaremos que f~1(0) es cerrado si y s6lo si f es continua. Si f es
continua, f~'(0) es cerrado, entonces {0} es cerrado en K. Si f~!(0) es cerrado en L,
entonces L/f71(0) es un espacio vectorial topologico Hausdorff (por proposicion 20),

de dimensién 1. Luego f = g o ¢ es continua. O

2.5. Conjuntos Acotados

Definicion 82. Un conjunto A de un espacio vectorial topologico L es llamado acotado

si para cada entorno U de 0 en L, existe A € K tal que A C \U.

Definicion 83. Un sistema fundamental de conjuntos acotados de L es una familia
B de conjuntos acotados tal que cada subconjunto de L estd contenido en uno de los

miembros de B.

Definicion 84. Un subconjunto B de un espacio vectorial topoldgico es llamado to-
talmente acotado si para cada entorno U € L de cero, existe un subconjunto finito

By C B tal que B C By + U.
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Proposicion 29. Sea L un espacio vectorial topoldgico sobre K y sean A y B subcon-
Juntos acotados (totalmente acotados) de L. Entonces los siguientes son subconjuntos
acotados (totalmente acotados) de L.

i) Cada subconjunto de A.

i) A.

iii) AUB, A+ B y A para cada X € K.

Demostracion. i) Sea L un espacio vectorial topologico y sean A y B subconjuntos
acotados de L, luego tomamos un subconjunto de A. Sea T" un subconjunto de A, como
A es acotado, existe A € K y U un entorno de cero, tal que A C AU, luego como T C A
entonces T' C A C AU, asi, T' C AU, entonces para T, existe A € K y U un entorno de
cero, tal que T' C AU, entonces T' es acotado, T" es un subconjunto arbitrario, Por lo
tanto, todo subconjunto de A es acotado.

ii) Por hipdtesis tenemos que A es acotado, asi para todo entorno U de cero, existe
A € K tal que A C AU, luego por proposiciéon 14, donde cada entorno de x contiene
un entorno cerrado de x, x € L, asi, existe un entorno cerrado de cero V C U, donde
A C AV, entonces A C N =A\V =\V C MU, asi, A C AU, por lo tanto, A es acotado.
iii) Sean A, B subconjuntos acotados de L.

a) Debemos probar que A U B es acotado. Sean A\j, Ay € K y U un entorno de cero,
tal que A C AU y B C AU donde K es no discreto. Luego, sea \g € K tal que
[Ao| > Sup(|A1], |[A2]), entonces AU B C AU, asi, AU B es acotado.

b) Ahora probar que A+ B es acotado, como A y B son acotados, existen A, Ao € K y
U un entorno de cero tal que A C \\U y B C AU, ahora A+ B C AU + AU, entonces
A+ B C M\(U + U), pero sabemos que U + U es entorno de cero, dado que U lo es,
entonces A + B es acotado.

c¢) Probar que AA es acotado, dado que A es acotado, existe \; € K y U un entorno de
cero tal que A C AU, luego sea A € K tal que N\A C A\ U, donde A\, € K, asi, A\A es
acotado.

La prueba para totalmente acotados se hace de manera anéloga.
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O

Corolario 5. Las propiedades, ser acotado y ser totalmente acotado son preservadas

bajo la formacion de sumas y uniones finitas y bajo dilataciones xr — \ox + xg.

Demostracion. La prueba se hara por induccion.

Sabemos por la proposiciéon anterior que se cumple para n = 2. Supongamos que se
cumple para n = k — 1,es decir, A; + ... + A,_1 es acotado, si A; es acotado. Debemos
probar para n = k, luego A; + Ay + ... + Ay = (A1 + Ay + ... + Ap_1) + A donde
Ay + Ay + ... + Ay es la suma de dos conjuntos acotados, ya que A; + As + ... + Ap_1
es acotado por hipotesis inductiva, asi por el caso base tenemos que A; + Ay + ... + Ay
es acotado. Por lo tanto las sumas finitas son acotadas.

La prueba de las demas afirmaciones, se hacen de manera anéaloga. O

Corolario 6. El rango de toda sucesion de Cauchy es acotado.

Demostracion. Sea (X,)nen una sucesion de Cauchy en L, L es un espacio vectorial
topologico. Sean V' y W dos entornos balanceados de cero tal que, V +V C W, entonces
existe N € N tal que z,, —x,, € V, ¥n,m > N, esto implica que xg € zy +V, Vn > N.
Sea s > 1 tal que x,, € sV, entonces =, € sV +V C sV + sV C sW, Vn > N. Asi,
x, € tW, ¥n y para todo t suficientemente grande, como V' y W son balanceados y
{x1,29,...,xy_1} es un conjunto finito, entonces toda sucesion de Cauchy es acotada,
luego dado que el rango esta definido como la misma funcién o sucesion, asi, el rango

de toda sucesion de Cauchy es acotado. O]

Corolario 7. La familia de todos los subconjuntos cerrados, balanceados y acotados de

un espacio vectorial topoldgico L es un sistema fundamental de conjuntos acotados.

Demostracion. Sea L un espacio vectorial topologico y sea B la familia de conjuntos
balanceados, acotados y cerrados de L. Sea A un subconjunto acotado de L, como A

es un subconjunto acotado de L y B contiene a todos los subconjuntos acotados de L,
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asi, A C B donde B es un elemento de 8. Por lo tanto B es un sistema fundamental

de conjuntos acotados de L. O

Proposicion 30. Sea L un espacio vectorial topologico Hausdorff sobre K y sean A, B
subconjuntos compactos de L. Entonces AUB, A+ B, AA (A € K ) son compactos; si K

es localmente compacto, entonces también la estructura balanceada de A es compacta.

Demostracion. Sea L un espacio vectorial topologico.

i) Sean A y B subconjuntos compactos de L, como A es compacto, para toda cubierta
abierta 2, 3{ A4y, ..., A,,} una subcubierta finita para A, como B es compacto, para toda
cubierta abierta B 3{By, ..., B,} una subcubierta finita para B, ahora para A U B
tendremos que si unimos las dos subcubiertas finitas podemos obtener una cantidad
finita de abiertos y esta cantidad finita funciona para AU B, asi AU B es compacto.
ii) Tenemos que la imagen del espacio compacto A x B bajo (x,y) — x+y es continua
por +, asi A+ B es compacto.

iii) Dado que la imagen del espacio compacto K x A bajo (A, ) — Az es continua por
%, asi, AA es compacto. La estructura balanceada de A es la imagen continua K x A
donde (A, z) — Az, dado que K es compacto, asi, la estructura balanceada de A es

compacta. ]

Corolario 8. La compacidad de subconjuntos de un espacio vectorial topoldgico Haus-
dorff es preservado bajo la formacion de sumas finitas, uniones finitas y bajo dilatacio-

nes.

Demostracion. Se probaréd que la suma finita de subconjuntos compactos es compacta,
para ello se trabajara por induccién. En la proposicion anterior se probé que se cumple
para n = 2. Suponemos que se cumple para n = k — 1; es decir, A + ... + Ap_1
es compacto cuando A; es compacto en L n = 1,....k — 1. Sean Ay, ..., A, conjuntos

compactos,luego

A+ o+ A= (A4 o+ A1) + Ag
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por hipotesis inductiva A; + ... + Ax_; es compacto. Luego, por caso base (A; + ... +
Ak_1) + A es compacto. Por lo tanto A; + ... + Ay es compacto.

Las demas pruebas se hacen de manera anéaloga. O]

Definicion 85. Una sucesion nula en un espacio vectorial topoldgico L, es una

sucesion que converge a 0 € L.

Proposicion 31. Un subconjunto A de un espacio vectorial topoldgico L es acotado si
y sdlo si para cada sucesion nula {\,} en K y cada sucesion {x,} en A, {\,x,} es una

sucesion nula en L.

Demostracion. Sea A acotado y sea V un entorno balanceado de 0 en L. Como A es
acotado , Iu € K p # 0 tal que pA C V. Si {\,} es una sucesion nula en K, entonces
existe n, € N tal que |\,| < |u| cuando n > ng, asi tenemos que \,z, € V para todo
n>mngy {x,} C A; es decir, {\,x,} converge a 0.

Reciprocamente, sea A un subconjunto que cumple que para cada sucesion nula {\,}
en K y cada sucesion {z,} en A, {\,x,} es una sucesion nula en L.

Suponga que A es no acotado, entonces existe un entorno de cero U tal que A no esta
contenido en \,U para una sucesion A, C K. Como K es no discreto, podemos escoger
un A, tal que |[\,| > n, Vn € N. Sea x, € A — N\, U (n € N); ast \;'z, ¢ U, ¥n, lo
cual es una contradiccién por que {\-1} es una sucesién nula en K. Por lo tanto, A es

acotado. O

Proposiciéon 32. Sean L y M espacios vectoriales topoldgicos sobre K y sea u un
mapeo lineal continuo de L a M. Si B es un subconjunto acotado (totalmente acotado)

de L, u(B) es acotado (totalmente acotado) en M.

Demostracion. Si V un entorno de cero en M, entonces u~!(V) es un entorno de cero
en L; como B es acotado, I\ € K talque B C Au~'(V), lo que implica que u(B) C \V.
Por lo tanto, u(B) es acotado.

Si B es totalmente acotado, entonces B C By + u~!(V') para algtin conjunto finito By,

asi u(B) C u(By) + V. Por lo tanto, u(B) es totalmente acotado. O



2.6. Metrizabilidad 51

Proposicion 33. Si {L, : « € A} es una familia de espacios vectoriales topoldgicos y
si L =[], La, un subconjunto B de L es acotado si y solo si B C [, Ba donde cada
B, (o€ A) es acotado en L.

Demostracion. Supongamos que B es acotado, asi u,(B) es acotado en L,, ya que las
proyecciones u, son continuas. Ademas B C u,(B), donde los B, son los u,(B), por lo
tanto B esta incluido en la productoria de los B,,.

Reciprocamente, sea V' un entorno de cero en L. Como 0 € L, existe un basico C' tal
que 0 e C CV,C =]]C,, donde C, = L, excepto en una cantidad finita {ay, ..., @, }.
Como B,,, ..., B,, son acotados, existen A,,, ..., Ay, tales que B,, C A\y,C,,, 1 =1, ...,n.

Se afirma que B C AV; donde A = Y \,,. Sea x = (z,) € B. Como = € B, z, € \,Ca,
=1

donde A\, = 1, C, = L, para a ¢ {aq,...,a,}. Pero \,.C,, C > A, C,,. Luego,
=1
To € Y A0, Coy- Asiz € (D Ay,) [[Co C AV. Por lo tanto B es acotado. O
i=1 i=1

Definiciéon 86. Un espacio vectorial topologico es quasi-completo si cada subconjunto

cerrado y acotado de L es completo.

2.6. Metrizabilidad

Definiciéon 87. Un espacio vectorial topologico (L, T) es metrizable si la topologia ¥ es
metrizable, es decir, si existe una métrica en L, cuyas bolas abiertas forman una base

para X.

Teorema 4. Un espacio vectorial topologico de Hausdorff L es metrizable si y solo si
posee una base de entornos contable de 0. En este caso existe una funcion x — ||z||

en L sobre R tal que:

i) |A| < 1 implica que ||Ax|| < ||x|| para todo x € L.
i) |l +yll < llz]| + |lyl] para cada x € L, y € L.
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iii) ||x|| = 0 es equivalente con x = 0.

w) La métrica (x , y) — ||z — y|| genera la topologia de L.

Demostracion. i) Sea {V,, : n € N} una base de entornos balanceados de 0 que satisface

que

Vn+1 + Vn+1 C Vn (21)

Para cada subconjunto finito no vacio H de N, definimos el entorno balanceado de
0, Vg por Vg = >V, y el namero real py por pg = > 27"

neH neH
Se sigue de la ecuacion (2.1) por induccion sobre el numero de elementos de H que estas

implicaciones se mantienen.
pH<2_":>n<H:>VHCVn (22)

Donde n < H significa que n < k para todo k € H.

Definamos la funcion real valuada x — ||x|| sobre L por ||z|| = 1 si x no esta contenido
en algan Vg y por ||z|| = inf {pg : © € Viy} de otro modo; el rango de esta funcion
estd contenido en el intervalg real unitario. Luego, cada Vj es balanceado, por tanto

se cumple i).

ii) Es evidente que para cada par (z , y) tal que ||z||+]||y|| > 1. Entonces suponga-
mos que ||z||+||y|| < 1. Sea e > 0 algin namero real tal que ||z||+||y|| +2¢ < 1; existen
subconjuntos finitos no vacios H , K de N tal que x € Vi, y € Vg v py < ||z|| + €,
pr <yl +€
Luego py + px < 1, asi existe un tnico subconjunto finito M de N para cada py =
pE + Pk, en virtud de (2,1), M tiene la propiedad que Vg + Vi C Vi
Se sigue que x4y € Vi y se tiene que ||z|| + ||y|| < pm = pu +pr < ||z]| + ||y|| + 2€.

De donde se cumple ii).

iii) Para algin € > 0, sea S = {z € L: ||z|| < €} aseguramos que

Sg-n-1 C V,, C Sy-n (n €N) (2.3)
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La inclusion V,, C Ss-» es obvia, entonces x € V,, implica ||z|| < 27". Sobre el otro
extremo, si ||z|| < 2771, entonces existe H tal que z € Vi y pg < 27"; entonces (2,2)

implica que x € V,,. Luego de (2,3) es claro que iii) se cumple.

iv) Como L es un espacio de Hausdorff, entonces x = 0 es equivalente con = €
N{V,: neN}L
Mas atn, (2,3) prueba que la familia {S.: € > 0}, es una base de entornos de 0 en
L. Luego la topologia generada por la métrica (x , y) — ||z — y|| es invariante bajo

traslaciones. Asi se cumple iv). O

Definicion 88. Una funcion real x — ||x|| definida en un espacio vectorial topoldgico

sobre K satisfaciendo i)-iii), es llamado pseudonorma en L.

Definicion 89. Un espacio vectorial topologico L se dice Localmente acotado si L

posee un entorno acotado de 0.

Teorema 5. Todo espacio vectorial topologico Hausdorff localmente acotado es metri-

zable.

Demostracion. Sea V un entorno de 0 acotado en Ly sea {\,} una sucesion de ele-
mentos distintos de 0 de K tal que lim\, = 0.

Si U es algtin entorno balanceado de 0, existe A € K tal que V C AU, entonces V
es acotado; si n es tal que |A,A| < 1, entonces A,V C U. Luego U es balanceado. De
ahi se sigue que {\,V : n € N} es una base de entornos de 0, asi L es metrizable por

teorema 4. O

Proposiciéon 34. El espacio cociente de un espacio vectorial topologico metrizable L
sobre un subespacio cerrado M es metrizable, y si L es completo entonces L/M es
completo.Si x — ||z|| es una pseudonorma generando la topologia de L, entonces & —

l|z|| = inf{||z|| : ® € &} es una pseudonorma generando la topologia de L/M.

Demostracion. Sea & — ||z|| = inf{||z|| : * € 2}, debemos probar que es una pseudo-

norma, para ello:
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i) |A| < 1, luego, |[AZ|| = inf{||z|| : x € 2} < inf{||z|| : * € 2} = ||Z]|, entonces
[IAz]] < [|2]], Vo € L.

ii) Sea € > 0, entonces ||z|| < ||Z|| + €y ||[yl| = ||g]] + €, ahora, ||Z + §|| < ||z + y|| <
el + llyll < 11311 + € + 1131l + € = [13]] + [[5]] + 2, tomando a € = 1/2 obtenemos:
12 + gl < [12]] + (191l

iii) Claramente, ||0]| = 0 si ||#|| = 0, entonces, 0 € &, ya que M es cerrado. Luego, sea
V, ={z :|lz|] < n'} n € N, donde {V,,} es una base de entornos de cero en L/M,
ya que el mapeo natural 2 — & = 1)(z) es abierto y continuo. V, = {& : [|2|| < n~'},
donde V, = ¥(V,,), para n € N. Luego, si € Vn, entonces existe x € & tal que
x eV, asi v 1(V,) C Vi, + M lo que implica que V,, C 1(V,), asi, & — ||#|| genera la
topologia de L/M. Luego mostraremos que L/M es completo cuando L es completo.
Dada una sucesion de Cauchy en L/M, entonces existe una subsucesion {z,} tal que
[|[Zni1 — Za]| < 27771, n € N, asi, existen representantes y,,1 € 2,11 — &, tal que
l|Yns1|] < 27 Sea x; € %1, entonces x, = 11 + (Y2 + ... + Yn) € Tn, ¥n > 2, usando la
condicion ii) ||z +y|| < ||z|| + ||y|| por teorema 4 tenemos que {z,} es una sucesion de
Cauchy en L que converge a z € L, luego como 1 es continuo, {Z,} converge en L/M,

asi la sucesion de Cauchy dada converge en L/M, por tanto, L/M es completo. O

2.7. Complexificacion

Cualquier subcampo K de C se puede escribir como: K = H + iH si contiene
la unidad imaginaria i; H = K N'R es un subcampo de R. Si H es un subcampo
de R denotaremos por H(i) = H + iH a la Extension Compleja de H. ;Si L es
un espacio vectorial sobre H con multiplicacion escalar en L, se puede extender a
K = H(i)?. Si se puede, entonces L posee un automorfismo u tal que u?> = —e donde
e: H — H es el automorfismo identidad (vease proposicion 35). Reciprocamente, si

u es un automorfismo de L satisfaciendo u? = —e, entonces la definicion (A, u € H)

(A +ip)x = A + pu(x) (2.4)
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extiende la multiplicacion por escalar a K = H + iH. Si L es un espacio vectorial (o
espacio vectorial topologico sobre un campo K = H (i) que contiene a i, entonces la
restriccion de la multiplicacion por escalar a H x L vuelve a L en un espacio (o espacio
vectorial topologico) Lg sobre H. Lg es llamado el espacio subyacente real de L. Una
forma lineal real en L es una forma lineal en L. Un hiperplano real en L es un

hiperplano en L.

Sea L un espacio vectorial sobre K = H+iH y sea f € L* una forma lineal sobre L.
Entonces f = g+ ih, donde g, h son tinicas funciones sobre L; g y h son formas lineales
reales sobre L, llamadas parte real y parte imaginaria de f, respectivamente. Ya

que, g(ix) + th(iz) = f(iz) = ig(z) — h(x), Yz € L, tenemos,

f(@) = g(x) —ig(iz), (z € L) (2.5)

Proposicion 35. Si L es un espacio vectorial topologico sobre H C R, la multiplica-
cion escalar en L tiene una extension continua a H(i) x L a L si y sdlo si existe un

automorfismo u satisface u® =

—e.
Demostracion. L es un espacio vectorial topolégico sobre H y posee multiplicacion
escalar, sea H (i) X L a L la extension continua, donde H (i) = H + iH, luego, como K
es un subcampo de R, podemos extender a K = H (i), asi, L posee un automorfismo u
tal que u? = —e, entonces x — iz es un automorfismo de L.

Ahora, sea u un automorfismo de L, que cumple que u? = —e, de la definicién tenemos
que (A +iu)x = Az + pu(zx), el cual extiende la multiplicacion escalar a K = H + iH.
Entonces si L es un espacio vectorial topologico sobre H y si u es un automorfismo de
L tal que u> = —e, entonces (A + iu)x hace a L un espacio vectorial topolégico sobre

K. [l

Proposicion 36. Sea L un espacio vectorial topoldgico sobre K vy sea Lo un espacio
real subyacente, el mapeo h : (L*)g — (Lo)* definido por f(x) = g(x) —ig(iz) (x € L)
es un isomorfismo de (L*)g a (Lo)* que lleva al espacio de formas lineales continuas en

L al espacio de formas lineales continuas en Ly.
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Proposicion 37. Sea L un espacio vectorial topoldgico sobre K. Cada hiperplano (ce-

rrado) en L es la interseccion de un determinado haz de hiperplanos reales (cerrados).

Demostracion. Por proposicion 27, un hiperplano G en L es de la forma G = {z € L :
f(z) =~},donde f € L*yy=a+if € K = H+iH. Si g es la parte real de f,
entonces G = G1 N Gy, donde Gy = {x : g(z) = a}, Gy = {x : g(iz) = —F}. Ya que
f es determinada por GG agregando un factor diferente de cero, G; y G5 determinan el
unico haz donde la interseccion es G. Ademaés por proposicion 28 y proposicion 36, Gy

y (G5 son cerrados si y solo si G es cerrado en L. O]

Si L es un espacio vectorial sobre un campo H C R, y no existe un automorfismo
u de L que satisfaga u? = —e. Considere el producto L x L sobre H. El mapeo u :=
(x,y) = (—y,z) es un automorfismo de L x L que satisface u? = —e; la multiplicacion
puede extenderse a K X L x L a L x L por (2.4). Luego i(y,0) = (0,y), y escribiremos
(z,0) = x para todo = € L, entonces cada z € L x L tiene una tnica representacion
z = x+1iy con x,y € L. Si L es un espacio vectorial topoldgico sobre H, entonces
L x L sobre K es un espacio vectorial topologico tal que (L x L)y = L&iL. Este

tipo de embebimiento es llamado complexificacion de un espacio vectorial (o espacio

vectorial topologico) definido sobre un subcampo de R.



Capitulo 3
Espacios Vectoriales Topol6gicos

Localmente Convexos

3.1. Conjuntos Convexos y Seminormas

Definicion 90. Un conjunto A de un espacio vectorial L es convexo si x € A, y € A
implican que A\x 4+ (1 — XNy € A para todos los escalares \ satisfaciendo 0 < A << 1.
Los conjuntos {A\x+ (1 =Ny: 0<A<1} y{ A+ (1—=Ny: 0< <1} son llama-

dos segmentos lineales cerrados o abiertos respectivamente uniendo a x e y.

Observacion 3. La convexidad de un conjunto A C L se preserva bajo traslaciones

mvariantes.
Observacion 4. A es convexo si y solo si xg + A es convero para cada xo € L.

Proposicion 38. Sea A un subconjunto convexo de un espacio vectorial topoldgico L,
st x estd en el interior de A ey en la clausura de A, el segmento lineal abierto que une

ax ey estd en el interior de A.

Demostracion. Sea 0 < A < 1 fijo, y A un subconjunto convexo, debemos probar que
Az + (1= Ny € A. Luego, sea p = Az + (1 = Ny, asi 0 = e + (1 = Ny —p =
Mz —p)+ (1 =X)(y—p). Asi y — p = a(z — p) donde a = =4 < 0. Ahora w — aw

o7
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es un homeomorfismo de —p+A a—p+A, ademasz —p € —p+A yy—peE —p+A,
entonces dz — p € —p—l—A tal que a(z —p) € —p+ A, yaque —p+A C —p+Ay
a(z—p) € —p+Aluegoseap=-2- =X 0<p<l AsiAz—p)+(1-N)2(z—p) =
0. Luego U = {,uw +(1—paz—p): we —p+ A} es un entorno para 0. Y como
w +— pw + (1 — p)a(z — p) es un homeomorfismo, si z — p € A, z —p — 0. Pero
wez&,yz—pe —p+ A asi U C —p+ Ay A es convexo, asi 0 € —p—i—A. Por tanto

Ar+(1— Ny €A O

Proposicion 39. Sea L un espacio vectorial topoldgico y sean A y B subconjuntos

convezos de L, entonces A, A, A+ B y aA (a € K) son convezos.

Demostracion. i) Probar que Xx €s Convexo
Sea A un subconjunto convexo de L. Luego, como & C A, parat € [0 1] se tiene
que t& +(1- t)g C A. Pero b& y (1— t)& son abiertos ya que & es abierto. Asi
(A + (1-— t)& es abierto. Luego (A + (1-— t)& C A. Por lo tanto A es convexo.

ii) Probar que A es convexo
Sea A un subconjunto convexo de L. Luego sean y, z € A y t € [0 1], asi
podemos elegir <x&1)> R (m&2)> A dos sucesiones en A tales que 2V converge
a v, 2P converge a zoé,en L, entongees por la continuidad de la multiplicacién por
escalares y suma de vectores tzl) + (1-— t)xg) converge a ty + (1 —t)z. Ademas,
(tx((xl) +(1- t)x&2)> es una sucesion en A, por tanto ty + (1 —t)z € A. Asi A

a€EN
€S convexo.

iii) Probar que A + B es convexo
Sean A, B subconjuntos convexos en L y sean a; + by , as + by € A+ B con
aj,az € Ay b,bg € Byseat e [01]. Como Ay B son convexos se tiene que
tay+(1—t)ay € Ay thy+(1—t)by € B. Asita;+(1—t)as+tby+(1—1t)be € A+ B.
Pero ta; + (1 — t)as + tby + (1 — )by = tay + thy + (1 — t)as + (1 — )by =
t(ar + b1) + (1 —t)(ag + b2). De donde t(ay +by) + (1 —t)(az + b2) € A+ B. Por

tanto A + B es convexo.
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iv) Probar que aA (a € K) es convexo
Sea A un subconjunto convexo de L'y a € K. Luego sean x,y € aA. Asi, existen
x1,y1 € A tales que x = axy y y = ay; asi, por la convexidad de A para cualquier
t € [0 1] se tiene que tx1+(1—t)y; € A. Luego a(tx1+(1—t)y1) € aA cona € K.
Pero a(tx; + (1 —t)y1) = oty + (1l —t)y; = taxy + (1 —t)ay, =tx + (1 —1t)y).
Asitz + (1 —t)y) € aA. Por lo tanto oA (o € K) es convexo

O

Proposicion 40. Si A es convexo con interior no vacio, entonces la clausura de A es

wgual a la clausura de A, y el interior de A es igual al interior de A.

Demostracion. i) Probar que A = A
Sea A un subconjunto convexo de L con interior no vacio. Sabemos que A C A,

asi A C A, luego, por proposicién (38) AcC A Por tanto, A = A

ii) Probar que A = A
Sea A un subconjunto convexo de L con interior no vacio. Debemos probar que
0 e A implica que 0 € A.Sea 0 € }i, luego existe un entorno balanceado V de
0 tal que V C A. Como A = g, entonces 0 esta en la clausura de A. Luego A y
V' se intersectan. Sea y € AN V,como V C Ay V es balanceado, tenemos que

—y € A. Asi 1y + I(—y) = 0 € A por proposicion (38).

O

Definicion 91. Un cono C de vértice 0 es un subconjunto de un espacio vectorial L
invariante bajo todo mapeo x — \x donde \ es estrictamente positivo. Si, ademds, C

es convexo, entonces C es llamado cono convexro de vértice O

Definicion 92. Un cono convezo de vértice 0 es un subconjunto de L tal que C + C C C

y NC C C para todo A > 0.

Definicion 93. Un cono convexo de vértice xy es un conjunto xo+ C donde C' es cono

convexo de vértice 0.
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Definicion 94. La estructura balanceada de A es el conjunto {\a: a € Ay |\ <1} si
A # 0.

Definiciéon 95. La estructura conveza de A es el conjunto {>_ Aya, } done A, >0, Y\, =

1 y {a,} son los rangos sobre los subconjuntos finitos no vacios de A.

Definicion 96. La estructura convexa balanceada de A denotada por Iy, es la estruc-
tura convexa de la estructura balanceada de A. Por I',A,, denotaremos la estructura

conveza balanceada de A de la union de una familia {A, : o € A}.

Definicién 97. La estructura conveza cerrada de A C L es la cerradura de la estructura

conveza de A.

Definicién 98. La estructura convexa balanceada cerrada de A es la cerradura de la

estructura balanceada convexa de A.

Definiciéon 99. La estructura convezxa de un conjunto absorbente es del tipo subconjunto

absorbente convexo de un espacio vectorial L.

Definicion 100. Si M es algin subconjunto absorbente de L, la funcion real no negativa

en L, x — py(x) =inf{A>0: o € AM} es llamada funcion de Minkowski de M .

Definicion 101. Si M es un subconjunto absorbente en L y M C N entonces py(z) <

pu () para todo x € L.

Definicion 102. Una seminorma en L es un funcion de Minkowski de un subconjunto

absorbente, balanceado y convexo de L.

Proposiciéon 41. Sea L un espacio vectorial, una funcion real p : L — R es una

seminorma st y Solo Si

a) pz +y) <p(x) +py); v,y € L

b) p(Az) = |Ap(z),z € L, A € K.
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Demostracion. a) Sea p una seminorma en L, donde p(z) = py(x) donde M es ab-
sorbente, balanceado y convexo. Si dados x,y € L'y A\ < p(x), A2 < p(y), enton-

ces x +y € MM + M M. Luego, como M es convexo se tiene que MM + MM =

(A + Ag) /\1)—\"-1)\2M + )\1)-;-2)\2 M] C (A1 + Ay)M, lo cual implica que p(z + y) < A\ + Ag.

Por tanto, p(x 4+ y) < p(x) + p(y).

b)Observemos que A\x € uM es equivalente a ||z € pM. Como M es balanceado, enton-
cessi A £ 0, p(Ax) =inf{u>0: z € |)\|’1,uM}M>O =inf{|Ap: x € uM} = |\p(z)
ya que p(x) > 0.

Reciprocamente, asumiendo que p es una funcion que satisface a) y b), y sea M =
{z: p(z) < 1}. Ya que M es absorbente y balanceado se sigue de a) y b) que M es
convexo. Ahora, probaremos que p = py. Se sigue de b) que {z: p(x) < A\} = AM,
para todo A > 0; luego si p(x) = «, entonces z € AM, para todo A > « pero no para

A < a, con lo que se prueba que p(x) =inf{\A >0: x € AM} = py(x). O

Proposicion 42. Sea p una semi-norma en el espacio vectorial topologico L. Entonces
las propiedades de p son equivalentes:

a) p es continuo en 0 € L.

b) My = {x: p(x) < 1} es abierto en L.

c¢) p es uniformemente continuo en L.

Demostracion. a) = ¢) Por proposicion 15. Si B es una base de entornos de 0 € L,
entonces la familia {Ny = {(z,y) : ® —y € V} : V € B} es una base para una
uniformidad R sobre L, luego, sabemos que: p(x) = p(x —y +y) < p(x — y) + p(y),
entonces p(z)—p(y) < p(x—y), asi, |p(z)—p(y)| < p(z—y). Sea B, una base de entornos
de 0 € L, como p es continua en 0, sea Br una base de entornos de 0 € R de la forma
{(—a,a),a € RT}. Luego, sea Ny una inmediacion de R, entonces, Ny = {(z,y) € R? :
r—y eV, V= (-aa) CR}, sea Ny-iyy = {(z,y) € L? : x —y € p7'(V)} es una
inmediacion de L. Si (z,y) € Ny-1(v) entonces z —y € p"(V), p(x —y) € V = (—a, a),
p(z —y) < a, entonces p(x) — p(y) € V = (p(z),p(y)) € Ny, por lo tanto, p es
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uniformemente continua.

c) = b) Sea My = {z : p(x) < 1}, entonces si tomanos My = p~*[(—o0,1)] y lo
intersectamos con p~!(L) tenemos: My = p~[(—o0, 1)]Np~t(L) donde esta interseccion
es abierta por la continuidad de p, asi, My = {z : p(z) < 1} es abierto en L.

b) = a) Sea V(p(0y)) = V(Or) con 0 € L un entorno de cero, sabemos que My = {z :
p(x) < 1} es un entorno de cero en R, luego, My Np~ (V) es un entorno de cero en L,

entonces, p(My Np~*(V)) C V, por tanto p es continua en 0 € L. O

Definicién 103. Un subconjunto de un espacio vectorial topologico L que es cerrado,

convexo y que posee interior no vacio es llamado cuerpo convexo en L.

Ejemplo 43. Si p es una semi-norma continua en L, My = {x : p(x) < 1} es un

CUETPO CONVETO €N L.

3.2. Norma Y Espacios Normables

Definicion 104. Una norma en un espacio vectorial L es una aplicacion ||-|| : L —
K, que a cada vector x € L hace corresponder un nimero real ||x|| verificando las tres
condiciones siguientes:

i) || x]| = |A] ||=||, VAe K, z €L

i) |e +yll < ]| +[[yl[,V 2,y € L

iii) ||z]| =0 <=2 =0

Se define como espacio normado al par (L,|| - ||), donde L lleva la topologia
generada por la métrica (z,y) — ||z—yl||. Un espacio normable es un espacio vectorial
topologico L cuya topologia esta obtenida por la norma || - || en L con la métrica
(@, y) = [lz —yll-

Un espacio normado completo es llamado un espacio de Banach
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Proposicién 43. Un espacio vectorial topologico Hausdorff es normable si y solo si L

posee un entorno convexo acotado de 0.

Demostracion. Sea L un espacio vectorial topologico Hausdorff, sea || - || la norma que
genera la topologia de L. Luego tomemos la bola unitaria V' = {x : ||z|| < 1} la cual es
un entorno convexo, acotado de 0, asi la bola unitaria forma un entorno de 0 convexo,
acotado y cerrado.

Reciprocamente, sea V' un entorno de cero convexo y acotado, entonces V' posee un
entorno de cero balanceado convexo y acotado. Sea U este entorno, definamos ||z|| =
pu(z), © € L, donde py es el funcional de Minkowski de U, luego W = {rU : r > 0}
forma una base local para la topologia de L. Dado que U es abierto tenemos: rU = {z :
llz|| <7} ={z: pu(z) <r}, Vr >0, si x # 0, entonces, Ir > 0 tal que = ¢ rU y asi,
||z|| > r, entonces, ||x|| = py(x) es una norma, donde la topologia de la norma coincide

con la topologia original por ser U un entorno acotada. Por lo tanto, L es normable. []

Proposicion 44. El producto de espacios normables es normable si y solo si el nimero

de factores # {0} es finito.

Demostracion. Sea A = [] Lo, como A es normable, entonces A posee un entorno B
de 0 convexo y acotado, luego como B es acotado, entonces B C [] Ba, donde B, es
acotado en L,, como B es entorno de cero, entonces [[ B, es entorno de cero. Ahora,
0e ﬁBa, entonces 4V un basico tal que 0 € V C ﬁBa, asi, V =[] C,, donde C, = L,
excepto en una cantidad finita de o's, entonces B, = L, excepto en una cantidad finita
de o's, entonces L, es acotado en L, excepto en una catidad finita de o's, entonces
V W, entorno de cero, 3 Ay tal que L, C AwW,, entonces L, = A\ywW,, para todo
entorno de cero, entonces L, = {0} excepto en una cantidad finita de elementos. Por
lo tanto, el nimero de factores # {0} es finito.

Reciprocamente, sea A = [] Lo, debemos probar que A es normable, por hipotesis
sabemos que cada L, es normable, es decir, cada L, es acotado y convexo. Luego,
como cada L, es acotado y el producto de acotados es acotado, asi, A es acotado.

Ahora, sean © = (x,), ¥ = (Ya), entonces, debemos probar que: Az + (1 — \)y € A,
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YV A €[0,1], para eso fijamos un A, Sea A € [0, 1].
Az -+ (1= Ny = Mza) + (1 = )(ga) = (M) + (1= Agia) = (M + (1 = Ay, donde

(Axq 4+ (1 — N)ya) € A, asi, A es convexo. Por lo tanto, A es normable. O

Proposicion 45. El espacio cociente de un espacio vectorial topoldgico normal (y com-
pleto) L sobre un subespacio cerrado M es normal (y completo). Si (L,|| - ||) es un

espacio normado, la norma & — ||z|| = inf{||z|| : * € &} genera la topologia de L/M.

Demostracion. Como M es cerrado en L, entonces L/M es Hausdorff por proposicion
20, dado que el mapeo natural ¢ de L a L/M es lineal, abierto y continuo, ¥ (V)
es un entorno de cero convexo y acotado de L/M por proposicion 32. Si V' es un
entorno de cero convexo y acotado en L, entonces L/M es normal por proposicion
43. Luego, por proposicion 34 L/M es completo dado que L lo es, la pseudonorma

z — ||Z]| es una norma que genera la topologia de L/M. Por lo tanto, la norma

T — ||z|| = inf{||x|| : * € T} genera la topologia de L/M. O

Los conjuntos acotados en un espacio normado L son exactamente esos conjuntos
en los que z — ||x|| son acotados, por lo tanto, si L, N son espacios normados sobre K
y u es un mapeo lineal continuo en L a N se sigue de la proposicion 32 que el nimero
|ul| = sup{||u(z)]| - x € L, |]z]| < 1}

es finito.

Ejemplo 44. Si X es un espacio topologico y €(X) el conjunto de todas las funciones
continuas de B(X), €(X) es un subespacio cerrado de B(X).

Sea H es un espacio vectorial sobre C y sea (z ,y) — [z ,y] una funcion en H x H
tal que satisface las condiciones siguientes( «* denota el conjugado complejo de a € C):
(i) Para cada y € H, x — [z ,y] es una forma lineal en H.

(i) [z .yl = [y ,2]", Vo ,y € H.
(iii) [z ,z] 2 0, Vx € H.
(iV) [z ,2] =0 =2 =0.
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El mapeo (z ,y) — [z ,y] es llamado una forma hermitiana definida positiva (o
producto interno); x — ([z,y])"/? es una norma || - || en H y (H,|| - ||) es llamado
espacio pre-Hilbert (o espacio con producto interno). El producto interno satisface
la desigualdad Cauchy-Schawarz’:|[z,y]| < ||z|| ||y||. Si el espacio normado (H, || - ||)
es completo (por tanto un espacio Banach) se llama espacio de Hilbert. La nocion
correspondiente de espacio de producto interno real o espacio real de Hilbert, respecti-
vamente, se obtiene al asumir (x,y) — [z, y] es real valuado y H es un espacio vectorial
real. Una funcion en H x H satisfaciendo (i) mediante (iii) pero no necesariamente (iv)
es llamada una forma Hermitiana semi-definida positiva, en estas circunstancias,
z — ([z,9])"/? = p(x) es una semi-norma en H y el espacio cociente H/p~!(0) es un

espacio de producto interno bajo (Z,9) — [z, y|, donde x — & denota el mapeo canénico

de H a H/p~1(0).

3.3. El Teorema de Hahn-Banach

Lema 5. Sea L un espacio vectorial topologico Hausdorff sobre R de dimension al
menos 2. Si B es un conjunto abierto convexo de L que no contiene a 0, entonces existe

un subespacio uno-dimensional de L no intersectando a B.

Demostracion. Sea B un conjunto abierto y convexo en L y sea E un subespacio fijo
de L de dimensién 2, luego si £ N B = (), entonces existe un subespacio de L uno-
dimensional que no intersecta a B, Si EN B # (), sea By = EN B # (), By es convexo
y abierto en E, también 0 ¢ By, luego tenemos que Bj es isomorfo a R32, luego proyec-

tamos a B; en un subconjunto del circulo unitario S* de F mediante el mapeo:

f: Bl—> Sl

(ZE,y)# ’ (xzin ) xzin)

Luego como Bj es convexo, entonces B; es conexo, entonces f(Bj) es conexo, asi, f(B)

es un arco, como f es continuo en By, entonces f(Bj) es abierto en S', Luego, sabemos
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que f(By) = f(ENB) = f(E)N f(B) = S'Nf(B), entonces f(B;) subtiende un angulo
a<menl,sia>m existiriAn dos puntos los cuales formarian un segmento, entonces
los puntos del segmento estarian en E y también en B, entonces 0 € B (—+), dado
que por hipotesis 0 ¢ B. Dado que Bj es convexo, existe una linea recta en F que pasa

por 0 y no intersecta a B. ]

Teorema 6. Sea L un espacio vectorial topologico. Sea M una variedad lineal en L y
sea A un subconjunto no vacio abierto convexo de L que no intersecta a M. Entonces

existe un hiperplano cerrado en L que contiene a M y no intersecta a A.

Demostracion. Después de una traslacion, si es necesario, podemos tener que 0 € M,
asi M es un subespacio de L. Consideremos el conjunto 991 de todos los subepacios

cerrados de L que contienen a M y no intersectan a A, 9 es no vacio ya que M € 0.

Ordenamos a 9t por la inclusion C. Si { M, } es un subconjunto totalmente ordenado
de 9. Luego m es la cota superior , por el Lema de Zorn existe un elemento
maximal Hy de 91. Si Ly denota el espacio subyacente real de L, el espacio cociente
Lo/Hy es Hausdorff por proposicion 20. Como A # (), Ly/Hy tiene dimension > 1.
Suponga que Lg/Hy es de dimensiéon > 2. Como el mapeo natural ¢ de Lo sobre Lo/ H
es lineal y abierto, B = ¢(A) es un subconjunto convexo abierto de Lo/H, que no
contiene a 0, ya que Hy no intersecta a A . Por lo tanto, por el lema anterior, existe
un subespacio unidimensional N de Lo/Hy que no intersecta a B, esto implica que
H = ¢ '(N) es un subespacio cerrado de Ly que contiene a Hy y no intersecta a A, lo
que contradice que H es maximal. Por lo tanto, Ly/Hy es de dimension 1y Hy es un
hiperplano cerrado que contiene a M y no intersecta a A. Esto completa la prueba si

L es un espacio vectorial topolégico sobre R.

Si L es un espacio vectorial topologico sobre C, entonces M = iM (asumiendo que
0 € M, ya que M es subespacio de L. Asi H; = Hy + iHy, donde es un hiperplano

cerrado en L que no intersecta a A y contiene a M. O]

Corolario 9. Si L es un espacio vectorial topologico, entonces existe un mapeo lineal



3.3. El Teorema de Hahn-Banach 67

continuo f : L — L, f # 0 sobre L, si y sdlo si L contiene un subconjunto convexo

abierto A no vacio distinto de L.

Demostracion. Si f # 0 es un mapeo lineal continuo sobre L. Sea el subconjunto
A=A{x:|f(x)| <1}

Como f # 0, entonces Iz € L tal que | f(z)| = a # 0. Luego 1 = ¢ = 1| f(2)| = | f(1x)],
asi éx ¢ A, por lo que A # L.

Sean x,y € A

[f Az + (1= Ny)| = [f(Az) + F((1 = Ay)|
< [fQz)] + (L= Ny)l
= [Af(@)[+ (1 =N f(y)l
S Af (@) + (1 =N)[f ()l
< A1)+ (1 =X)(1)
=1
A es convexo, por tanto A = f~H(f(L) N {z : |z| < 1}). Como f es continuo y N{z :

|z| < 1} es abierto, asi A es abierto en L.

Reciprocamente, sea A C L convexo y abierto, y zo ¢ A. Como xy ¢ A, por
teorema 6, x( estéd contenido en un hiperplano cerrado que por proposicion 28 implica

la existencia de una forma lineal continua. O

Teorema 7. (Hahn-Banach)

Sea L un espacio vectorial, sea p una seminorma sobre L, y sea M un subespacio de
L. Si f es una forma lineal sobre M tal que |f(z)| < p(z) para todo x € M, existe
una forma lineal f1 que es la extension de f sobre L y tal que |fi(x)| < p(x) para todo

r € L.

Demostracion. Para f =0, f; =0 cumple. Sea f # 0, asi f(z) # 0 para algin z € M.
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SeaV, ={x € L:p(x)<n'},neN. Sean z,y € V,

[p(Az + (1= Ny)| < p(Az) +p((1 = N)y)
= [Alp(z) + 1 = Alp(y)
<n!
V,, es convexo.
SeaxeV,, Ne K, |\ <1
p(Ar) < |A|p(x)
< p(z)
<n?
V,, es balanceado. Asi, por proposicion 13, V,,, n € N forman una base de entornos
de cero para una topologia ¥ bajo la cual L es un espacio vectorial topolégico. Sea
H={x € M : f(x) = 1}; H es un hiperplano en M y una variedad lineal en L. Sea
A = Vi; A es abierto por proposicion 42 y AN H = () ya que p(z) > 1, Va € H. Por
teorema 6 existe un hiperplano H; en L, que contiene a H y no intersecta a A. Como
HiNM+# MyaqueO¢ Hyy HC H sesigue que HHNM = H. Como Hy HHNM
son hiperplanos en M, por proposicion 27, tenemos que Hy = {z : fi(z) = 1} para
alguna forma lineal f; sobre L, Luego H = H; N M implica que f(x) = fi(x), Vo € M,
asi f1 es una extension de f. De Hy N A = (), se sigue que |f1(z)| < p(x), Ve € L. O

Corolario 10. Si (L, ||-||) es un espacio normado, M es un subespacio de L y f es una
forma lineal sobre M tal que |f(z)| < ||z||, (x € M), entonces f tiene una extension

lineal fi que satisface |f1(x)| < ||z||, Vx € L

Demostracion. La prueba es andloga a la prueba anterior. O

3.4. Espacios Localmente Convexos

Definicion 105. Un espacio vectorial topoldgico E sobre R o C es llamado localmente

convexo si este es Hausdorff y cada entorno de cualquier x € E contiene un entorno
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convexo de x.

Una topologia sobre un espacio vectorial sobre R o C, no necesariamente Hausdorff,
pero si satisface (LT); y (LT)y y posee una base de entornos convexos de cero, es

llamada topologia localmente convexa.

Por el dual topolégico de un espacio vectorial topologico L, entenderemos el espa-
cio vectorial L' de formas lineales continuas sobre L, L’ es un subespacio de el dual

algebraico L*

Analiticamente una topologia localmente convexa sobre E es determinada por una
familia arbitraria {p, : @« € A} de seminormas.
Para cada o € A, sea U, = {x € E : p,(x) < 1} y considere la familia B = {n~'U},
donde n € Ny U se mueve sobre todas las intersecciones finitas de conjuntos U,, (o € A).
Esta familia B satisface las condiciones indicadas anteriormente y por lo tanto es una
base de 0 para una topologia ¥ localmente convexa sobre FE, llamada la topologia
generada por la familia {p, }, equivalentemente {p,} es llamada Familia generadora

de seminormas para ¥.

Proposicion 46. La completacion E de un espacio localmente convexo E es un espacio
localmente convexo cuya topologia es generada por las extensiones continuas a E de los

miembros de una familia generadora de seminormas sobre E.

Demostracion. Si p es un miembro de la familia generadora de seminormas 3 sobre F,
p tiene una tnica extension continua p sobre Z? por proposicion 42. Si U = {x € E :
p(z) < 1}, entonces U= {z € E: p(z) < 1} es la clausura de U en E. Se sigue de la
proposicion 16 que E‘ es un espacio localmente convexo (ya que (N] es convexo) y que

{f) :p € P} es la familia generadora de seminormas sobre F. O]

Teorema 8. Sea E un espacio vectorial topologico cuya topologia es localmente conveza.
Si f es una forma lineal definida y continua en un subespacio M de E, luego f posee

una extension lineal continua en E.
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Demostracion. Sea E un espacio vectorial topolégico dotado con una topologia local-
mente convexa, y sea f una forma lineal que esta definida y es continua en M, donde
M es un subespacio de E. Como f es continua en M, entonces V = {x : |f(z)] < 1} es
un entorno de 0 en M. Luego, existe un entorno de cero balanceado y convexo U en E
tal que U N M C V; como la funcién de Minkowski p de U es una seminorma continua
en F tal que |f(z)| < p(z) en M, asi UN M C V. Luego por el teorema 7 existe una
extension lineal f; de f sobre E tal que |fi(z) — fi(y)| < e siempre que x —y € €U con
e>0 0

Corolario 11. Dadosn (n € N) elementos linealmente independientes x,, de un espacio

localmente convexo E, existen n formas lineales continuas f, en E tal que f,(x,) =

1 =
5;“1: : 7(”71):1’27"'an)

0 pu+#wv

Demostracion. Sea E un espacio localmente convexo, n € N y x, los elementos lineal-
mente independientes de E. Luego, denotemos por M al subespacio n-dimensional con
base z, en E. Luego por la proposicion 24, las formas lineales g, (1 = 1,2,...,n)
de M que son determinados por ¢, = 0,,, donde 6,, = 1y 6,, = 0 para u # v
(p,v=1,2,...,n) son continuos. Luego, algtin conjunto { f,}, de extensiones continuas

de las respectivas formas g, para F, tiene las propiedades requeridas. O

Corolario 12. Algin subespacio M de dimension finita de un espacio localmente con-

vexo E tiene un subespacio complementario.

Demostracion. Sea E un espacio localmente convexo y M C E de dimensiéon n. Sean
{fu} n formas lineales continuas en E las cuales estan restringidas por M a ser lineal-
mente independientes, por el corolario anterior, luego sea N = f_]l Tu 1(0) un subespacio
cerrado de E, asi por la proposicion 25 se sigue que N es un subespacio algebraico

complementario de M O

Corolario 13. En todo espacio localmente convexo, la estructura convexa y la extruc-

tura balanceada convexa de un conjunto precompacto es precompacta
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Demostracion. Como la estructura balanceada de un conjunto precompacto es precom-
pacta, se cumple que la estructura balanceada convexa de un conjunto precompacto
es precompacta. Ahora necesitamos probar que la estructura convexa de un conjunto
precompacto es compacta. Notemos sin embargo que la siguiente prueba también es
aplicable para la estructura balanceada convexa. Observemos primero que la estructura
convexa P de un conjunto finito {a; : i =1,2,...,n} es compacto, pero P es la imagen
del compacto {Aq, ..., \,} — > N\a;. Ahora sea B C FE precompacto y C' la estructura
convexa de B, luego sea V' un entorno convexo arbitrario de 0 en E. Si suponemos que
B es no vacio, entonces existe un elemento a; € B (i =1, ...,) tal que B C O(ai) + V.
La estructura convexa P de {a; : i =1,2,...,n} es compactay C C P+V, lﬁégo P+V
es convexo y contiene a B, entonces tenemos que P C jgl(bj + V) para un subconjunto
finito adecuado {b; : j =1,...,m} de P, por lo que se sigue que C' C j@Ll(bj +2V), lo

cual prueba que C' es precompacta. O]

3.5. Topologias Proyectivas

Definicion 106. Sean E y E,, a € A espacios vectoriales sobre K, sea f, un mapeo
lineal de ¥ a E, y sea %, la topologia localmente convexa en E,, o € A. La topologia
proyectiva T en E con respecto a la familia {(E,, %o, fo) : @ € A} es la topologia
mds gruesa en E para la cual cada uno de los mapeos f,, o« € A de E a (E,,%T,) es

continuo.

Proposicion 47. La topologia proyectiva en E con respecto a la familia {(Ey, Tw, fa)
a € A} es una topologia Hausdorff si y solo si para cada x € E, x # 0, existe un o € A

y un entorno de cero U, C E, tal que fu(z) ¢ U,.

Demostracion. Sea E un espacio vectorial, si ¥ es Hausdorftf y x € E, x # 0, por co-
rolario 3, existe un entorno de cero U en (E,T) no conteniendo a x , ya que existen

entornos de cero U, C E, y un subconjunto finito H C A con () f;'(U,) C U, (por
acH
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la definicion de subbase) debemos tener que f,(x) ¢ U,, para algin o € H.
Reciprocamente, sea f,(x) ¢ U,, entonces z ¢ f;1(U,), asi, T es una topologia Haus-

dorff.

[]

Proposicion 48. Un mapeo u de un espacio topologico F' a E, donde E es dotado de
la topologia proyectiva definida por la familia {(Ey, %q, fo) : @ € A} es continuo si y

solo si para cada o € A, fo 0 u es continuo de F' a (Ey, Ty).

Demostracion. Sea u un mapeo de F a F, luego u es continua, entonces sabemos por
definicion que los mapeos f, de E a (E,,¥,) son continuas, entonces f, ou es continua.
Reciprocamente, vamos a mostrar que u es continua. Sea G, cualquier subconjunto
abierto de E,; entonces u™'[f;'(G4)] es un subconjunto abierto de F. Ahora, cada
subconjunto G de F' es la uniéon de una familia de intersecciones finitas de subconjuntos

7Y Gy), entonces u=t(G) es abierto en F. Por lo tanto, u es continua. O

Definicién 107. Sea M un subespacio del espacio localmente convexo (E,¥); la topo-
logia de M (es decir, la topologia inducida en M por ¥) es la topologia proyectiva en

M con respecto al embebimiento canonico M — E.

Definicion 108. Sea {(E., %) : o € A} una familia de espacios vectoriales topoldgicos,
cada T, es una topologia localmente convexa. La topologia producto T en E =[], Eq

es localmente convexo; ¥ es la topologia proyectiva en E con respecto a las proyecciones

E—E,(aeA).

Definicion 109. Sea {T, : a € A} es una familia de topologias localmente converas
en un espacio vectorial E; su cota inferior T es una topologia localmente convexa la

cual es una topologia proyectiva. ¥ es la topologia proyectiva con respecto a la familia

{(E,%,,e) a € A}, donde e es el mapeo identidad de E.

Definiciéon 110. Sea E un espacio vectorial sobre K y sea F' un subconjunto de E* no

vacio. Fijando Ey = Ky, para cada f € F, la topologia proyectiva en E con respecto
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a la familia {(Ey, f) : f € F} es llamada la topologia débil generada por F y es
denotada por o(E, F).

Definicion 111. Sea A un conjunto de indices ordenado bajo una relacion <, sea
{E. : a € A} una familia de espacios localmente convexos sobre K, denotemos cuando

a < B por gap al mapeo lineal continuo de Eg a E,.

Definicién 112. Sea E el subespacio de [ [, E. cuyos elementos v = (x,) satisfacen la
relacion x, = gas(xg) cuando a < B; E es llamado el limite proyectivo de la familia

{Es: a € A} con respecto al mapeo gop(a, 5 € A; o < f3) denotado por l'glgagEﬁ.

Proposicion 49. Todo espacio localmente convexo completo E es isomorfo a un limite
proyectivo de una familia de espacios de Banach; esta familia puede ser elegida tal que

su cardinalidad es tqual a la cardinalidad de una base de entornos de cero en E.

Demostracion. {U, : a € A} denota una base de entornos de cero convexa y balanceada
en E. A es dirigida bajo la relacion o < 3, definida por "a < 3 si Ug C U,", donde p,
denota la funcién de Minkowski de U,, y fijando F, = E/V,,, donde V,, = p;*(0) (a € A).
Si x, es la clase de equivalencia de x € E modulo V,, entonces z, — ||z.|| = pa()
es una norma en F, generando la 0| topologia ¥, que es mas gruesa que la topologia
del espacio cociente E/V,. Si o < 3, cada clase de equivalencia modulo Vg, x5 esté
contenida en una tnica clase de equivalencia modulo V,,, x, ya que V3 C Vj; entonces el
IMapeo o3 : Tg — T, €s lineal y continuo de (Fp,Tp) a (F,, T, ), dado que ||z,|] < ||z5]],
luego formemos el limite proyectivo F' = I'LngagFa((Iﬁ), entonces el mapeo x — (z,)
de F a F es lineal y uno a uno, ya que E es Hausdorff, se muestra que este mapeo esta
en F'. Sea H un subconjunto finito no vacio de A y sea z = (z,) un elemento fijo de
F', entonces, dry € E tal que la clase de equivalencia de xzy modulo V, es z,, para
cada o € H. Ahora, si « € Hy y a € Hy, entonces zy, — xy, € U, que muestra el
filtro de secciones de {zy}, donde para cada H # () finito y xy es un filtro Cauchy
en E, ya que E es completo, {zg} es un limite y en E para cada y, = 2z, (o € A)
dado que z — (z,) es continuo. Ademés, © — (z,) es un homeomorfismo y por lo

tanto un isomorfismo de £ a F'. Ahora, F' es un subespacio denso del limite proyectivo
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lim gaﬁﬁ 3 donde F, (o € A) es la completacion de (F,,%,) ¥ Gap la extension continua
de gop (@ < B) a F 5 con valores en F,. pero F siendo isomorfo con E es completo y

por lo tanto, F' = @gagﬁg. O

3.6. Topologias Inductivas

Definicion 113. Sea E y E, (o € A)espacios vectoriales sobre K y sea g, mapeos
lineales de E, a E y sea T, una topologia localmente convexa sobre E, (a € A). La
topologia inductiva sobre E con respecto a la familia {(Ey, %o, 9a) : « € A} es la

topologia localmente convexa mds fina con la cual cada mapeo g, (o € A) es continuo

de (Ey, %) a E.

Proposicion 50. Un mapeo lineal v sobre un espacio vectorial E a un espacio vectorial
topoldgico localmente convexo F es continua para una topologia inductiva sobre E sty

sélo si cada mapeo v o g, (o € A) es continuo de (E,, %) a F.

Demostracion. Si el mapeo v es continuo para la topologia inductiva sobre F, v o g, es
continua Yo € A ya que g, es continuo y composicién de mapeos continuos es continuo.
Reciprocamente, sea cada v o g, (o € A) continuo y sea W un entorno convexo ab-
sorbente de 0 en F. Entonces (v o g,) ' (W) = g, [v"'(W)] es un entorno de cero
en E, (a € A), lo que implica que v~ }(IW) es un entorno de cero para la topologia

inductiva sobre F. O

Definicion 114. Si E es un espacio vectorial topoldgico localmente convexo y M es un
subespacio de E. St ¥ denota la topologia de E, la topologia cociente es la topologia

inductiva con respecto a la familia {(E,%,$)}, donde ¢ es el mapeo candnico de E a

E/M.

Proposicion 51. St E un espacio vectorial topologico localmente convexo y M un subes-
pacio de E, entonces E/M con la topologia cociente es un espacio vectorial topoldgico

localmente convexo.
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Demostracion. Sea U entorno de = en E/M. Luego ¢~ *(U) es un entorno de = en E,
asi ¢~'(U) contiene un entorno convexo V de z. Sean 2,y € ¢(V). Como z,y € V,
entonces Az + (1 =Ny € V; 0 <A< 1. Asi A\ + (1 — Ny € ¢(V); 0 < A < 1. Por lo

tanto E//M es un espacio vectorial topologico localmente convexo. O

Definicion 115. Si {E, : « € A} es una familia de espacios vectoriales sobre K.
La suma directa algebraica @, E, se define como el subespacio de [[, E, de los
elementos x tales que todos menos un numero finito de las proyecciones T, = po(x)
son cero. Denote por g, (o € A) el mapeo inyectivo (o embebimiento candnico) E, —
@D, Eu. La suma directa localmente convexa de la familia {E,(%,) : o € A} de
espacios vectoriales topoldgicos localmente convezos es definida @, Eo bajo la topologia
inductiva con respecto a la familia {(Ey, %o, 9a) @ o € A}. Cuando se desea hacer

referencia a esta topologia, denotaremos E(T) = @, Ea(%a).

Ya que T es mas fina que la topologia inducida sobre E por [[, Eu(%,), T es
Hausdorff y por lo tanto E(¥) es un espacio vectorial topologico localmente convexo.
De lo comentado anteriormente se deduce que una base de entornos de cero de @, E,(T)

esta provista por todos los conjuntos de la forma U = T',g,(U,); esto es

U={> ga(ra): DN <1, 24 €Uy}

donde {U, : a € A} es una familia de entornos de cero respectivamente en los espacios
E,. Para simplificar la notacion, escribiremos z, en lugar de g,(z,), identificando asi

E, con la imagen canonica ¢,(E,) en ¢gEg.

Proposicion 52. La suma directa localmente conveza @, Eo de una familia de espa-
cios vectoriales topologicos localmente convexos es completo si y solo si cada sumando

E, es completo.

Demostracion. Sea E = @, E, completo. Como cada proyeccion p, de E sobre E, es

continua, entonces cada sumando F, es cerrado en E y por lo tanto es completo.



3.6. Topologias Inductivas 76

Reciprocamente, suponga que cada F, (a € A) es completo. Denote por ¥ la tnica
topologia que es traslacion invariante sobre E para la cual una base de entornos de cero
esta dada por los conjuntos ENV, donde V =[], Vo y Va es un entorno de cero en
E,. Entonces ¥; es més gruesa que la topologia de la suma directa localmente convexa
T sobre E y (E,%;) es un espacio vectorial topologico. Los conjuntos V' forman una
base de entornos de cero en F' = [], E, para una tnica topologia que es traslacion
invariante donde F' es un grupo topologico completo con respecto a la adicion. Si z € F
esta en la clausura de E, entonces para cada V existe x € F tal que x — z € V; esto
implica que z € F, asi E es cerrado en F. Por lo tanto (F, %) es completo.

Para probar que (E,T) es completo, por proposicion 17 es suficiente probar que U con
respecto a ¥ son cerrados en ¥y, donde U = I', U, donde U, es un entorno convexo y
balanceado de cero en E,. Sea U = I' U, donde U, es un entorno convexo y balanceado
de cero en E, y & un filtro Cauchy en ¥; sobre U con limite z = (z4) con respecto
a T1. Denote por H el conjunto finito de indices {a : x, # 0} y escribamos Ey =
P{E.: acH} (scaEy=0si H=0y Ez =@{Es: 5 € AnH}. Finalmente sea p
la proyeccion Y — Ey que se anula en Ejg. Luego p es continua con respecto a %1 y T,
ademas satisface que p(U) C U. Asi p(&) es un filtro base sobre U N E que converge
a p(x) = z(ya que € Ey) con respecto a T1. Ya que H es finito, las topologias ¥ y T,
coinciden sobre Ey, p(®) también converge a x con respecto a T; resulta que z € U, lo

que completa la prueba.

O

Proposicion 53. Un subconjunto B de una suma directa localmente convexa @{F, :
a € A} es acotado si y sélo si existe un subconjunto finito H C A tal que po(B) = {0}
para o ¢ H y po(B) es acotado en E, si a € H.

Demostracion. Sea B un conjunto acotado en @, E,, como hemos mencionado ante-
riormente la proyeccion p, de la suma directa sobre F, es continua. p,(B) es acotado
para todo o € A por proposicion 32. Suponga que existe un subconjunto infinito H C A

tal que p,(B) # 0 cuando o € H; entonces H contiene una sucesion «,, de indices dis-
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tintos. Asi existe una sucesion {y™} C B tal que ng) # 0 para todo n € N y tal que
yg,? ¢ nV,, donde V,, es entorno balanceado de cero en E,,,. Ahorasi U C @, E, es un
entorno de la forma U = {>_ Aaga(za) : D |Aa] <1, 4 € Uy} donde {U, : o € A} es
una familia de entornos de cero respectivamente en los espacios F, tal que U,, =V,
para todo n € N, entonces n~'y™ € U para algin n € N, lo que contradice que B es

acotado por proposiciéon 31. Reciprocamente, la condicion es suficiente para ser B un

conjunto acotado. O

Definicién 116. Sea {E, : « € A} una familia de espacios vectoriales topoldgicos
localmente convexos sobre K, donde A es un conjunto dirigido de indices con relacion
“ <7 y denotemos cuando o < 3 por hg, un mapeo lineal continuo de E, a Eg. Sea
F =@, E. y denote por H el subespacio de F generado por los rangos de los mapeos
lineales go — g5 © hpa (go €s el embebimiento candnico de E, a F) de E, a F, donde
(cv, B) recorre todos los pares tales que o < [3. Si el espacio cociente F/H es Hausdorff
(o si H es cerrado en F) el espacio vectorial topoldgico localmente convexro F/H es
llamado limite inductivo de la familia {E, : o« € A} con respecto a los mapeos hg,

y es denotado por limhgyEy, .
—)

Los requerimientos para la construcciéon de un limite inductivo se realizan a menudo
de la forma siguiente: {E, : a € A} es una familia de subespacios de un espacio vectorial
E tal que U, # Us para a # (3, dirigido bajo inclusion y satisface que £ = U,FE,;
entonces A es dirigido bajo “a < f si E, C Eg”. Ademés en cada E, (a € A) una
topologia Hausdorff localmente convexa ¥, es dada tal que cuando a < (8 la topologia
inducida por T4 sobre E, es méas gruesa que ¥,. Denotando por g, (o € A) el mapeo
canodnico de E, a E y por hg, el embebimiento canénico de E, a Eg (o < ) y suponga
que la topologia inductiva T sobre E con respecto a la familia {(E,, %o, 9a) : o € A}
es Hausdorff, el limite inductivo lz'_n}hgaEa existe y es isomorfo a con F(¥). En estas
circunstancias E(T) es llamado el limite inductivo de la familia {E,(%,) : a € A} de

subespacios.



Bibliografia

[1] (AuTH.), W. B. Additive Subgroups of Topological Vector Spaces, 1 ed. Lecture
Notes in Mathematics 1466. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 1991.

[2] BERGE, C. Topological Spaces: Including a Treatment of Multi-Valued Functions,
Vector Spaces and Convezity. Dover Pubn Inc, 1997.

[3] BOURBAKI, N. Topological vector spaces: Chapters 1-5. Springer, 1987.

[4] (EDS.), L. W. Summer School on Topological Vector Spaces, 1 ed. Lecture Notes
in Mathematics 331. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 1973.

[5] L.F., W. Functional Analysis. Topological Vector Spaces. 2003.

[6] JAMES, 1. Topological and uniform spaces, 1 ed. Undergraduate texts in mathe-

matics. Springer-Verlag, 1987.

[7] PERESSINI, A. L. Ordered topological vector spaces, 1st ed. Harper’s series in

modern mathematics. Harper Row, 1967.

[8] SCHAEFER, H. Topological vector spaces, 1st ed. 1967. corr. 3rd printing ed. Gra-

duate Texts in Mathematics. Springer, 1971.

[9] STADLER, M. M. Topologia general. Universidad del Pais Vasco-Euskal Herriko
Unibertsitatea, 2002.

[10] TrREVES, F. Topological vector spaces, distributions and kernels. Academic Press,

1970.

78



Bibliografia 79

[11] V.I. BOGACHEV, O. S. A. Topological Vector Spaces and Their Applications, 1 ed.
Springer Monographs in Mathematics. Springer International Publishing, 2017.



	Resumen
	Justificación
	Objetivos
	Simbología
	1. Preliminares
	Topología General
	Espacios Uniformes
	Álgebra Lineal

	2. Espacios Vectoriales Topológicos
	Topología de Espacios Vectoriales 
	Espacio Producto, Subespacios, Suma Directa y Espacio Cociente
	Espacios Vectoriales Topológicos de Dimensión Finita
	Variedades Lineales e Hiperplanos
	Conjuntos Acotados
	Metrizabilidad
	Complexificación

	3. Espacios Vectoriales Topológicos Localmente Convexos
	Conjuntos Convexos y Seminormas
	Norma Y Espacios Normables
	El Teorema de Hahn-Banach
	Espacios Localmente Convexos
	Topologías Proyectivas
	Topologías Inductivas
	Bibliografía


