UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR
FACULTAD MULTIDISCIPLINARIA ORIENTAL
DEPARTAMENTO DE CC.NN. Y MATEMATICA
SECCION DE MATEMATICA

TRABAJO DE GRADO:
“TEORIA DE RAMSEY Y SU APLICACION A LA TEORIA
DE NUMEROS”

PRESENTADO POR:
CARLOS RODRIGUEZ LARIN
THANIA ITZEL GOMEZ PARADA
MARVIN ANTONIO SORIANO RIVAS

PARA OPTAR AL GRADO DE:
LICENCIADO EN MATEMATICA

ASESOR DIRECTOR: LIC. PEDRO FLORES SANCHEZ
ASESOR METODOLOGICO: DR. JOSE IBRAHIM
VILLANUEVA GUTIERREZ

CIUDAD UNIVERSITARIA ORIENTAL, 2019
SAN MIGUEL, EL SALVADOR, CENTROAMERICA.



UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR

AUTORIDADES

LIC. ROGER ARMANDO ARIAS
RECTOR

DR. MANUEL DE JESUS JOYA ABREGO
VICE-RECTOR ACADEMICO

MTRO. CRISTOBAL HERNAN RIOS BENITEZ
SECRETARIO GENERAL

LIC. RAFAEL HUMBERTO PENA MARIN
FISCAL GENERAL



UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR
FACULTAD MULTIDISCIPLINARIA ORIENTAL

AUTORIDADES

ING. JOAQUIN ORLANDO MACHUCA
DECANO

LIC. CARLOS ALEXANDER DIAZ
VICE-DECANO

LIC. JORGE ALBERTO ORTEZ HERNANDEZ
SECRETARIO



UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR
FACULTAD MULTIDISCIPLINARIA ORIENTAL

AUTORIDADES

LIC. CARLOS ALEXANDER DIAZ
JEFE DEPARTAMENTO DE CIENCIAS NATURALES Y
MATEMATICA

ING. DOLORES BENEDICTO SARAVIA
COORDINADOR DE LA SECCION DE MATEMATICA

MTRO. JORGE PASTOR FUENTES CABRERA
DIRECTOR GENERAL DE LOS PROCESOS DE GRADUACION DE
LA FMO



UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR
FACULTAD MULTIDISCIPLINARIA ORIENTAL

AUTORIDADES

MSC. OSCAR ULISES LIZAMA VIGIL

COORDINADOR DE LOS PROCESOS DE GRADUACION DEL
DEPARTAMENTO DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA

LIC. PEDRO FLORES SANCHEZ
DOCENTE ASESOR DIRECTOR

DR. JOSE IBRAHIM VILLANUEVA GUITIERREZ
DOCENTE ASESOR METODOLOGICO



Indice general

Introduccién General
Objetivos

1. Teoria de Grafos

1.1. Grafos no dirigidos . . . . .
1.1.1. Tipos de Grafos . . .
1.1.2. Caminos . . . . . ..

1.1.3. Isomorfismos de grafos
1.1.4. Coloraciéon de Grafos

1.2. Grafos Dirigidos . . . . . . .

2. Teoria de Ramsey
2.1. Version Finita . . . . . . . .

2.1.1. Nuamero de Ramsey .

2.2. Cotas para los Numeros de Ramsey . . . . .. . ... ... ... ...

2.3. Version Infinita . . . . . ..

3. Aplicaciones
3.1. Teorema de Schur . . . . . .

3.2. Teorema de van der Waerden

Bibliografia

II1

12
13
14
26

28
29
32
45
47

53
o8
60

73



Introduccion General

La Teoria de Ramsey, llamada asi por Frank P. Ramsey (1903-1930), a pesar de
no poseer una definiciéon universal podriamos decir que es una arista de la combina-
toria que estudia la preservacion de propiedades bajo particiones de conjuntos. Sin
haber llegado a sus 27 anos, Ramsey contribuy6 en gran medida a otras areas tales
como la légica, la economia y la filosofia. En el ano de 1928 con tan solo 25 anos
de edad escribi6 el trabajo titulado “On a problem of formal logic” (Un problema de
logica formal) el cual fue publicado de forma postuma en el afio de 1930, éste conte-
nia la version finita e infinita de lo que hoy conocemos como el Teorema de Ramsey

o principio de Ramsey, el cual es el objetivo de estudio en este trabajo de graduacion.

Antes de ahondar en materia, en el capitulo 1 haremos un estudio de la teoria de
grafos, abarcando tanto los dirigidos como los no dirigidos. También estudiaremos
los criterios basicos de coloracion de grafos. Estos temas nos ayudaran para el desa-
rrollo del capitulo 2 en el cual hablaremos de la Teoria de Ramsey comenzando por

su version finita. En nuestra tesis abordaremos solamente grafos simples.

A lo largo del trabajo denotaremos como N y Z el conjunto de los niimeros na-
turales y enteros, respectivamente. Para A y B conjuntos arbitrarios, si A es un
subconjunto de B, escribiremos A C B. Denotamos AUB, ANB y A— B, la union,
la interseccion y la diferencia de A y B, correspondientemente. Al producto carte-

siano de A y B lo denotaremos por A x B. Si A es finito denotaremos el cardinal de



A por | A|. Escribimos P(A) como el conjunto potencia de A, y para un m € N defini-
mos P,,(A) = {S C A/ |S| = m}. Un conjunto con un tnico elemento lo llamaremos

singular y un elemento en P,,(S) lo llamamos m-subconjunto de S.

IT



Objetivos

Objetivo General

Indagar en la teoria de Ramsey y su aporte a la teoria de niimeros.

Objetivos Especificos
= Conocer los conceptos basicos de la teoria de grafos.
= Analizar la teoria de Ramsey en su version finita é infinita.

= Mostrar algunas de las aplicaciones de la teoria de Ramsey en la teoria de

numeros.

III1



Capitulo 1

Teoria de Grafos

El inicio de la Teoria de Grafos tuvo lugar en 1736, en un articulo de Leonard
Euler denominado “Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis (Solucion a
la geometria de posicion)”,; el trabajo surgié de un problema conocido como “El pro-
blema de los Puentes de Koénigsberg!, el cual para solucionarlo se tuvo que modelar

el problema bajo un sistema grafos.

Figura 1.1: Ciudad de Koénigsberg

“Dado el mapa de Kdnigsberg, con el rio Pregel dividiendo el plano en cuatro

regiones distintas, que estan unidas a través de los siete puentes, s Es posible dar un

!Extraida de: http://elbustodepalas.blogspot.com/2010/09/los-puentes-de-konigsberg.html




paseo comenzando desde cualquiera de estas regiones, pasando por todos los puentes,
recorriendo solo una vez cada uno, y regresando al mismo punto de partida?”.

A partir de éste se formaron numerosas investigaciones y en nuestra época es una
herramienta indispensable en la creacién de planos de metro, mapas de carretera,

red de computadoras, entre otras.

1.1. Grafos no dirigidos

Definiciéon 1.1.1
Llamaremos grafo G, al par ordenado (Vg, E¢) formado por un conjunto finito

no vacio Vi y un conjunto E; de pares no ordenados de elementos del mismo.
= Vi es el conjunto de los vértices o nodos del grafo.
s Fg sera el conjunto de las aristas o arcos del grafo.

Utilizaremos la notacion G = (Vg, Eg) para designar al grafo cuyos conjuntos

de vértices y aristas son, respectivamente, Vo y Eq.

Los cardinales |V¢| y |E¢| son llamados el orden y tamanio de G respectivamente.
Un grafo G = (Vg, E¢) admite una representacion en el plano de la siguiente manera:
A cada vértice u € Vg se le asigna un punto en el plano (puntos distintos se asignan
a vértices distintos), y cada arista {u,v} € Eg se representa por una linea entre los

puntos que le corresponden a los vértices "u” y "v”. La arista {v,v} € Eg se llamara

bucle.

Ejemplo 1.1.1

La siguiente figura representa el grafo dado por: Vi = {vy, va, v3, 04,05} y Eg =

Hv, va}, {vr, vs}, {2, vs}, {v2, va}, {va, vs}, {vs, va}, {va, vs}, {vs, v}



V.

4

Figura 1.2

Una arista {u,v} € Eg sera escrita usualmente como uv, de este modo tenemos
que uv = wvu (esto es, para grafos no dirigidos). Para una arista e = uwv € Eg
diremos que los vértices u y v son sus extremos. Si un vértice v es extremo de
alguna arista e diremos que e incide con v, y viceversa. Dos vértices u,v € G son
adyacentes si uv € Eg. Dos aristas e, f € Eg son adyacentes si tienen un extremo
en comun. Dos vértices o aristas no adyacentes seran llamados independientes. Mas
aun, un conjunto de vértices o aristas son independientes si no contienen algtin par de
elementos adyacentes. Llamaremos aristas paralelas a aquellas que tienen los mismos

vertices en comun.

1.1.1. Tipos de Grafos

v' Grafo Simple: Es aquel que no posee bucles ni aristas paralelas.

Figura 1.3: Grafo simple.



v’ Grafo Geométrico: Es el grafo en el que todas sus aristas son segmentos de

recta.

Figura 1.4: Grafo geométrico.

v Grafo Lineal: Diremos que un grafo es un L,, un grafo lineal con n vértices

(n > 2), de los que dos son de grado 1 y el resto si los hay de grado 2.

\J V.

Figura 1.5: Grafo Lineal.

v Grafo Regular: Es un grafo donde cada vértice tiene el mismo grado o valencia.
Un Grafo regular con vértices de grado k es llamado Grafo k-regular o Grafo

regular de grado k.

Figura 1.6: Algunos Grafos Regulares.



v Grafo Vacio: Un grafo es un grafo vacio si y solo si E = ()

Figura 1.7: Grafo vacio.

v Grafo Etiquetado: Es un grafo cuyos vértices son etiquetados pero cuyas aristas

v 14
1
Yy

Vs

no lo son.

Figura 1.8: Grafo etiquetado.

v Grafo no Etiquetado: Es un grafo en el cual ni los vértices ni las aristas son

etiquetados.

Figura 1.9: Grafo no etiquetado.

Definicién 1.1.2
Un grafo G que satisface que todos sus pares de vértices son adyacentes es

llamado un grafo completo. Un grafo completo de orden n se denota por K.



De la definiciéon de grafo completo se sigue que:

n(n —1)

Bl = IPs(Vic, )| = 2

Ejemplo 1.1.2

Las siguientes figuras muestran un grafo figura a) con un conjunto de 4 vértices
independientes, un grafo figura b) con dos aristas independientes y un grafo

completo figura ¢) de orden 4.

a) b) c)

Definicién 1.1.3
La vecindad de un vértice u denotado como N(u) esta dado por los vértices

adyacentes a u.
N(u) ={v € Vi : {u,v} € Eg}.

De modo que el grado g(u) del vértice u es el numero de vecinos que tiene

g9(u) = |N(u)|.

Lema 1.1.4 Lema del apretén de las manos
Sea G = (Vg, E¢) un grafo simple, entonces

™ g(v) = 2|Edl.

veVg

Demostraciéon

Sea G = (Vg, E¢) un grafo cuyo conjunto de vértices es

Vo = {v1,v2, ..., 0.}



y sea |E¢g| el nimero de aristas de G. Cada una de las aristas une dos vértices

luego al sumar los grados de éstos, las contamos exactamente dos veces, de aqui que

q
ZQ(%’) = 2| Eq]
i=1

Ejemplo 1.1.3 El problema de la carta a los amigos

Cinco amigos salen de vacaciones al mismo tiempo y a diferentes lugares.
Deciden que al llegar a su destino cada uno de ellos enviard una postal a tres
de los restantes. ;Es posible que cada amigo reciba postales de precisamente

los tres amigos a los que él les envi6 las suyas?

Este problema se puede resolver modelizandolo mediante un grafo, en el que
cada vértice representara a uno de los amigos y las aristas representaran las
cartas que se envian entre ellos. Cada vértice tendra entonces tres aristas
incidentes, ya que cada amigo envia tres cartas. Por lo tanto, de existir dicho
grafo tendria que ser regular de grado 3, con 5 vértices.

Veamos a continuaciéon que es imposible que este grafo exista dado que
contradice el lema del apretén de manos.

Efectivamente, aplicando este lema a este problema de los amigos, al tener el
grafo asociado 5 vértices, cada uno de ellos incidente a 3 aristas, habria un
nimero impar de vértices de grado impar, lo cual seria una contradicciéon con
el lema. Por tanto, ese grafo (y por consiguiente, la situacién que modela) no

puede existir.



Figura 1.10

Este problema se podria ampliar preguntandonos qué habria sucedido si fueran
6 amigos en lugar de 5.
En este caso vemos que el grafo que modela la situacion no contradice el lema del
Apreton de manos y que si podemos encontrar tal grafo que cumpla lo requerido. La

siguiente figura muestra dos de estos grafos posibles

Figura 1.11

Ambos grafos son solucion, y de hecho, ambos son isomorfos.

Corolario 1.1.5
En un grafo simple cualquiera, el niimero de vértices con grado impar es siempre

un nimero par.



Demostracion
En efecto, supongamos que de los g vértices que tiene G hay p con grado par (los p

primeros) y el resto, es decir ¢ — p, tiene grado impar. Entonces, por el Lema 1.1.4,

q

S glv) = 21|

=1

Ahora bien,

gv) espar, 1 <i<p = g(v;) =2k;, paral <i<p

p p
=1 =1

g(v;) esimpar, p+1<i<q = g(vi):2k:~—|—1 para p—l—l i <q

= Z vl—QZk—i—Zl

_p+1 i= p+1 i=p+1
- Z (v;) =2 Z ki+ (¢ —p)
i=p+1 i=p+1

de aqui se sigue que sumando
p q
S o)+ 3 o) _QZk 23 kit (g-p)
=1 i=p+1 i=p+1

es decir,

Zg(vi) :2Zki+<q_p>

por el lema del apreton de manos resulta

q

2> ki+ (¢ —p) = 2|Eq|

i=1



y, consecuentemente,
q q
q—p=2Ec| —2) ki=2(Ec| - k)
i=1 i=1

es decir, ¢ — p es par.

Definicién 1.1.6
Dado un grafo G, diremos que:

v Un grafo H es un subgrafo de G, lo que denotaremos con H C G, si
Vu CVey Eny C Eg.

v H = (Vy, Ey) es un subgrafo de G generado o inducido por U, si Vi =
UCVgy Eyg = EgﬂPQ(U).

v El grafo G es el complemento de G, si V= Vg vy Bg = P,(Vg) - Ec.

Observacion

= Notese que las aristas de H son todas las aristas de GG que tienen sus extremos

en U.

» Observe que uv € Eg siy solo si los vértices u, v son independientes en G.

10



Ejemplo 1.1.4
Sea G el grafo de la figura

g e S

G

Figura 1.12

Tenemos que A no es un subgrafo inducido por un subconjunto de vértices de
G, de la misma manera B. Pero C' es un subgrafo inducido por un subconjuntos

de vértices de G.

Ejemplo 1.1.5

La siguiente figura muestra un grafo G'y a su complemento G.

2 ]

Figura 1.13: Un grafo G y su complemento G.

En el inciso a) de la Figura 1.11 es facil ver que el grafo H = (Vy, Ey) dado
por Vg = {v1,vs,04} vy Eg = {v1vs3,v3v4}, es un subgrafo de G generado
por {vy,vs,v4}. En el inciso b) tenemos que el grafo L = (V;, E;) dado por
Vi = {vo,v3,v5} v B = {vov3, 0305, 0905} es un subgrafo G, que ademés es

generado por {vs, v3,v5}.

11



1.1.2. Caminos

Definiciéon 1.1.7
Dado un grafo GG, un camino de longitud n en G es una secuencia alter-

nada de vértices y aristas: vy, ey, v1, €1, ..., €n_1, Uy, tal que e; = v;v;41 para
1 =20,1,...,n — 1. Un camino en GG se representa por la secuencia de vértices

que lo componen.

Si vg, vy, ..., v, €s un camino de GG, diremos que el camino conecta vy con v,. Los
vértices vy y v, son llamados los extremos del camino, donde vy es el vértice inicial
y v, el vértice final; los vértices vy, ..., v,_1 son los vértices internos. En caso que
Vg = Uy, el camino es llamado cerrado.

Los caminos que satisfacen que todos sus vértices son distintos es llamado camino
simple. Un camino cerrado vg, v, ..., v,_1, Ug es llamado un ciclo si vy, vy, ..., 0,1 €S

un camino simple.

Ejemplo 1.1.6
En el siguiente grafo G se tiene que:

V' U1, 03,04, V7,08, Vs, Vg, Us €S un camino de longitud 7 que conecta v; con

V5.
V' V9, Vg, Vg, U7, Us, Uy, U1, V2 €S Un camino cerrado de longitud 7.
v\ U1, 04, Vg, V5 €s un camino simple de longitud 3.

v\ v1, V3,04, V7, Vg, Vg, v1 €s un ciclo de longitud 6.

12



Figura 1.14

1.1.3. Isomorfismos de grafos

Definicion 1.1.8
Sean G = (V, E) y G' = (V', E') dos grafos. Se dira que G y G’ son isomorfos,
si existe una funcion biyectiva ¢ : V. — V' tal que uwv € E si y solo si
o(u)p(v) € E' para todo u,v € V. Una funcién ¢ que satisface lo anterior

es llamada un isomorfismo de grafos. Si G y G’ son isomorfos lo denotamos

G~dG'.

Ejemplo 1.1.7

La siguiente figura muestra dos grafos isomorfos, G y G'. Un isomorfismo estéa

dado por: p(v1) = v3, @(v2) = vf, (vs) = v}, (vs) = 5.

v
Va Vs

v :
4 Yy

13



Figura 1.15: Dos grafos isomorfos G y G'.

1.1.4. Coloracion de Grafos

Definicién 1.1.9
Sea C' un conjunto con k elementos. Una k-coloraciéon de un conjunto X es una

funciéon

c: X —C

Ahora, en general para un grafo G tenemos Eg C Po(Vg), si G es un grafo com-
pleto entonces Eq = Py(Vg).
Si S es el conjunto de vértices de algun grafo G, y haciendo X = P,(S) cuando r = 2,
obtenemos la definicion de k coloracion de las aristas de G. Al igual que en el caso
de la coloracion de aristas de un grafo, una k-coloracion de P,.(S) puede considerarse
como una particion {C1, Cs, ..., Cr} de P.(S), donde cada clase C; esta dada por el
conjunto de los r-subconjuntos a los que se les asigna el color i, esto es, C; = ¢71(3).
Es claro que toda k-coloraciéon queda totalmente determinada si se conocen las k
clases de coloracion, por tanto las k-coloraciones de P,(S) no se denotaran por la

funciéon de coloracion, sino por la particion formada por las clases de coloracion.
Sea S un conjunto finito, r € N, {C4,Cy, ..., Cx} una k-coloracion de P.(S), y

A C S con |A] > r. Si se cumple que P,(A) C C;, para algtn i con 1 < i < k, se dice

que P,(A) es monocromatico de color i.

14



Definiciéon 1.1.10
Sea G un grafo y C un conjunto con k elementos. Un k-coloramiento propio de

G es una coloracién de Vi en un conjunto C' de cardinalidad &, tal que C; # C},

para todo ij € Eg

Decimos que el grafo es coloreable si admite un k-coloramiento propio. A los ele-
mentos del conjunto C' de cardinalidad k los llamaremos colores.
Entonces un k-coloramiento propio de un grafo G es una asignacion de colores a sus

vértices de manera que ningin par de vértices adyacentes tengan el mismo color.

Definicién 1.1.11
Una particiéon cromatica de un grafo general G es una particion de Vg en

subconjuntos llamados clases cromaticas.

Ve=ViuWu. .UV

tal que para todo 1 < i < k el subgrafo inducido < V; > no tiene aristas.

Cualquier k-coloramiento ¢ : Vg — (', induce una particiéon en el conjunto

de vértices Vg, de la manera que dos vértices i, € Vi estan en la misma clase si

c(i) = c(4)-

Definicién 1.1.12
Si existe una k-coloracion de G se dice que el grafo G es k-coloreable.

Definicién 1.1.13 "Namero Cromatico"
Se define el namero croméatico X(G) de un grafo G' como el menor valor k € N

tal que G es k-coloreable. Si k = X (G) se dice que el grafo G es k-cromatico.

15



Definicién 1.1.14 Polinomio Cromatico
El polinomio cromético de un grafo calcula el nimero de maneras en las cuales

puede ser coloreado el grafo usando un niimero de colores dado, de forma que

dos vértices adyacentes no tengan el mismo color.

Notemos que si G tiene aristas, X' (G) esta siempre comprendido entre 2 y el

ntmero de vértices del grafo:

» Por un lado, X(G) < |Vg| para todo grafo G, porque un coloramiento que
siempre es valido (aunque, desde luego, poco efectivo) es asignar a cada vértice

un color distinto.

= Por otro, si el grafo contiene al menos una arista, entonces necesitaremos dos
colores como minimo. Es decir, si |Fg| > 1, entonces X' (G) > 2. (De hecho,

X (G) =1 siy solo si G no tiene aristas, es decir, si G es un grafo vacio).

Ejemplo 1.1.8

. De cuantas maneras diferentes se puede colorear el siguiente grafo?.

AN

Figura 1.16

Observemos que contiene un triangulo. El minimo ntmero de colores para
colorear un tridngulo es 3 y como tiene 4 vértices el maximo nimero sera 4.
a) con k = 3 colores:

Comenzando por el vértice inferior izquierdo tenemos 3 posibilidades de
colorear, fijado ya un color, ;de cuantas formas podemos colorear el vértice su-

perior? serian 2 posibilidades de coloracion (es decir, tengo un color prohibido

16



porque esos dos vértices son adyacentes), asi ya tendria 6 posibilidades para
colorear esos dos. jDe cuantas maneras diferentes puedo colorear el vértice
que falta del triangulo?.

Como es adyacente a los otros dos vértices solo nos queda una posibilidad,
por lo cual de cada una de las 6 posibilidades anteriores tengo una para este
vértice.

Ahora, ;De cuantas formas puede colorear el vértice restante del grafo? Cémo
solamente hay un color prohibido nos quedan 2 posibilidades, luego por cada

una de las 6 posibilidades anteriores tenemos 2, es decir, el ntiimero de formas

distintas es (3)(2)(1)(2) = 12.

2 posibilidades

Nposmhdad

3 posibilidades 2 posibilidades

Figura 1.17

b) Con el mismo razonamiento anterior, con 4 colores

3 posibilidades

/\posibndades

4 posibilidades 3 posibilidades

Figura 1.18

tenemos 72 posibilidades.

17



Ejemplo 1.1.9 grafo completo

Hallar el polinomio cromatico de GG, ademés de su ntimero cromético.

Si tenemos un grafo completo de 5 vértices, tenemos una cantidad de aristas

5(56—1) 20
3L — 20 _p,

Entonces tenemos:

k-1 posibilidades

k posibilidades

k-2 posibilidades

k-4 posibilidades k-3 posibilidades

Figura 1.19

El polinomio cromético es pues:

Co(k) = k(k — 1)(k — 2)(k — 3)(k — 4)

El ntimero cromético es el minimo k natural que no anula al polinomio croma-

tico. Entonces

k=1= Cg(1) =0.
k=2= Cg(2) =0.
k=3= Cg(3)=0.
k=4= Cg(4) =0.
k=5= Cg(5) = 120

= X(G) =5.

18



Usaremos la notacion X (G)(k) para denotar el ntumero de maneras de colorear

G con a los mas k colores.

Proposicién 1.1.15
Denotando por X(G)(k) al namero de formas distintas en las que podemos

colorear G' con k colores entonces:
i) k<K= X(G)(k) < X(G)(K)
i) k< X(G) = X(G)(k) =0
i) k> X(G) = X(G)(k) > 1

iv) El nimero cromatico de un grafo G es el menor nimero entero k a partir

del cual no se anula X(G)(k)

Demostracién
A partir del polinomio cromatico nos podemos podemos preguntar cuéntas colora-
ciones tiene el grafo, y el nimero cromatico si hay alguna, asi que cuél es el nimero

cromatico debe de quedar recogido dentro del propio polinomio cromatico. En efecto,

1. Con menos de X (G) colores no podemos colorear el grafo, asi que X (G)(k) =0

si k< X(G);

2. Pero con exactamente X' (G) colores se puede colorear el grafo de al menos una

forma; por tanto, X(G)(k) > 1.

3. De un cierto grafo G ya conocemos X' (G)(k), el ntimero de coloraciones distintas
con k colores. Supongamos que ahora en nuestra paleta de colores disponemos
de algunos mas, digamos k' > k. ; Cuantas coloraciones podremos formar con

k" colores? L | teni k col
esos k' colores? Lo que es seguro es que las que ya tenfamos con k colores

seguimos teniéndolas ahora; y seguramente algunas més. Por tanto,
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si k <k, entonces X (G)(k) < X(G)(K).
4. Reuniendo las tres propiedades anteriores, deducimos que

sik > X(G) = X(G)(k) >

17
si k< X(G) = X(G)(k) =0.

Asi que si tuviéramos la expresion del polinomio cromético, podriamos obte-
ner el valor del niimero croméatico como el menor valor entero de k en el que

X (G)(k) no se anula.

Observacion:

v Si G y G’ son grafos isomorfos, entonces X (G)(k) = X(G')(k) ya que las
coloraciones de GG son transformados por el propio isomorfismo en coloraciones

de G".

Proposicién 1.1.16
X(L,)(k)=k(k—1)""' conn >1y L, es el grafo lineal.

Demostracion
Sea L, el grafo lineal de vértices ordenados vy, vs,...,v,. Para el primer vértice v,
tenemos a dispocision k-colores.
Una vez fijado el color del vértice v; tendremos disponible tnicamente k — 1 colores

para vy, debido a que no podemos usar el mismo color del vértice anterior.

k-1 k-1 k-1 k-1

.’

Figura 1.20
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Partiendo de ahi cada vértice tendra un color prohibido que corresponde al color

usado en el vértice anterior. Por lo tanto

X(L)(k) = k(k — 1)(k — 1)o(k — 1) = k(k — 1",

Ejemplo 1.1.10

Sea S = {x1, X2, T3, 24}

a) Calcular Py(S), Pi(S), Py(S), Ps(S) y P4i(S).

b) Verifique que Fy(S) es el conjunto vacio.

¢) Demuestre que P;(S) y S son isomorfos como conjuntos (es decir existe

una biyeccion entre P;(S) y S). Es decir P;(S) es el conjunto de vértices.

d) (Cuéntos elementos tiene P»(S) y P5(S)?.

e) Demuestre que P,(S) se puede identificar con el conjunto de aristas del

grafo completo Kjy.

f) Demuestre que el grafo completo K, puede ser visto como un tetraedro.

g) Demuestre que P3(S) se puede identificar con el conjunto de CARAS de

un tetraedro.
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h)

Si tenemos k colores (k = 1,2,3,4) de cuantas maneras podemos pintar

las caras de un tetraedro?.

Solucion

(5)=10
(5) = {z1}, {@2}, {ws}, {za}}-
Py (S) = {{z1, w2}, {@1, w3}, {@1, B4}, {72, %3}, {22, 74}, {23, 24}}-
(5) ={
(5) ={

{3317 T2, x3}7 {xla T2, .T4}, {xla HED fE4}, {3327 xs3, .774}}

{‘Th Zo, T3, $4}}

Por el inciso a) tenemos que Py(S) = () ya que vacio es el tnico

subconjunto de S que tiene cardinalidad 0.

Por el inciso a) tenemos que Py(S) = {{z1}, {x2}, {z3}, {z4}} v ade-
mas su cardinalidad es |P;(S)| = 4. Por otra parte, sabemos que
S = {1, s, x5, 24} y su cardinalidad es |S| = 4.
Para determinar el isomorfimos necesitamos establecer una funcién bi-
yectiva de S hacia P;(S). Si la biyeccion es
p: S— P(S5)

z; — p(;) = {z:}

donde 1 <4 < 4.

Por lo tanto, ambos conjuntos son isomorfos, es decir, P;(S) es el

conjunto de vértices.
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d) Los elementos que tiene |P2(S)| =6y |P5(S5)| = 4.

e) Como ya calculamos P,(S) en el inciso a) podemos observar en la figura
que efectivamente el conjunto P»(S) forma las arista del grafo completo

de orden 4 (Kjy).

f) Tenemos las siguientes figuras

de ahi tenemos que existe una biyecciéon entre ambos grafos, es decir

p(z1) =21, @) =13, o(z3) =25 @(za) =7}
Asi ambos grafos son isomorfos, por lo que el grafo completo de orden 4

(K4) puede ser visto como un tetraedro

g) Como se calculé en el inciso a) Ps(S) entonces en la figura podemos
observar que efectivamente, P3(5) es el conjunto de CARAS del tetraedro

formado por S.
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h) Con k=1

1 posibilidad

0 posibilidad 0 posibilidad

tenemos el polinomio cromatico k(k —1)(k —2)(k—3) =1(1 —1) = 0.
Con k=2

2 posibilidades

1 posibilidad

0 posibilidad 0 posibilidad

tenemos el polinomio cromatico k(k—1)(k—2)(k—3) = 2(2—1)(2—2) = 0.
Con k=3

3 posibilidades

0 posibilidad 1 posibilidad
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tenemos el polinomio cromético k(k — 1)(k — 2)(k —3) = 3(3 — 1)(3 —
2)(3 - 3) = 0.
Con k=4

4 posibilidades

1 posibilidad 2 posibilidades

tenemos el polinomio cromatico k(k — 1)(k — 2)(k — 3) =

44— 1)(4—-2)(4—3) = 24.

Una k-coloracion de las aristas de un grafo GG puede pensarse como una particion
{C1,Cy, ..., Ch} de Eg, donde cada conjunto C; esta definido como C; = ¢71(7), para
1 = 1,...,k. Los conjuntos C; son llamados clases de coloracién. Queda claro que
una k-coloracion esta completamente definida si se conocen las k clases de coloraciéon
C1,Cy, ...,Ck. Por este motivo es comun referirse a una k-coloraciéon mediante sus

clases de coloracién.

Ejemplo 1.1.11
En el siguiente grafo se ha definido una 3-coloraciéon de aristas. El conjunto de

colores es C' = {azul,rojo,verde}. Las clases de coloracion son:
Cazul = {711112, UaU7, U3U4}, Crojo = {U1U7, U3U7, U4V5, V47, 715117} y

Corerde = {03057 U6U7}-
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Va

vy Vy

Figura 1.21: Una 3-coloracién de un grafo.

Dada una k-coloracion de las aristas del grafo G, diremos que el subgrafo H C G
es monocromatico si Fy C C;, para algin ¢ con 1 < ¢ < k. En este tltimo caso se
dice que H es de color i. Por ejemplo, considerando el grafo del ejemplo 1.1.11 | el

sugrafo H generado por Vi = {v1, v4,v5,v7} es monocromatico de color rojo.

1.2. Grafos Dirigidos

Definiciéon 1.2.1
Un grafo dirigido (o digrafo) D sobre un conjunto finito no vacio Vp consiste

de los elementos de Vp, llamados vértices de D, y un subconjunto Ep, de
V' x V', que contiene las aristas dirigidas de D. Escribiremos D = (Vp, Ep)

para denotar a un grafo dirigido.

Si u,v € Vp y (u,v) € Ep, entonces existe una arista de u a v, la cual denota-
remos por u0. El vértice u es llamado el origen de la arista, mientras que el vértice
v serd llamado destino de la misma. Ademas diremos que v es adyacente desde u, y
que u es adyacente hacia v. Si u # v entonces ub #* U7, una arista de la forma ud es

llamada un lazo en u. En este trabajo se consideraran solo grafos dirigidos sin lazos,
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por lo que cuando se haga referencia a una arista dirigida w0 se sobreentiende que
u # 0.

Dado un grafo dirigido D, se puede asociar con este un grafo simple GG sobre el mismo
conjunto de vértices, reemplazando cada arista ub € Ep por la correspondiente arista
uv € Eg. El grafo G asi obtenido se llama grafo subyacente de D, y se representa por
G(D). También se puede obtener un grafo dirigido D a partir de un grafo arbitrario
G, para ello se toma Vp = Vg v se reemplaza cada arista uv € Eg por exactamente
una de las posibles arista dirigidas: ut o vi. El grafo dirigido D que se obtiene es

llamado una orientaciéon de G.

Los grafos dirigidos, al igual que los grafos no dirigido, admiten una representacion
en el plano. Un grafo dirigido D se representa por un dibujo de su grafo subyacente
G(D), junto con flechas sobre las lineas que representa las aristas, cada flecha apun-
tando hacia el destino de dicha arista en D. Cuando las dos aristas ud y V0 estan en

Ep, se dibujan dos lineas con flechas, una apuntando hacia v y la otra hacia u.

Ejemplo 1.2.1

El siguiente es una representacion de un grafo dirigido D = (Vp, Ep), donde

\ \ \
VD = {U17027U37v4} y ED = {UIUQaUlviav2v3av4vi7v4v3}'

v v
P 2

Figura 1.22: Una representacion de un grafo dirigido D.

Los términos establecidos para grafos simples tienen su analogo en grafos dirigi-

dos, solo definiremos aquellos conceptos que se utilizaran en este trabajo.
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Capitulo 2

Teoria de Ramsey

La teorfa de Ramsey? afirma que, en general, en sistemas suficientemente grandes
siempre existen subsistemas no pequenos con estructura, con orden, por ejemplo los
resultados de esta teoria tienen la siguiente forma: Dada una estrutura discreta sufi-
cientemente grande y una particion finita de ésta, se asequra que cierta configuracion

estda contenida en alguna de las clases de la particion.

Figura 2.1: Frank Plumpton Ramsey

2Extraida de: https://policonomics.com /es/frank-ramsey/
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2.1. Version Finita

Teorema 2.1.1 "Forma General Principio del Palomar"

Sin(r—1)+1 objetos se distribuyen en n contenedores, entonces al menos uno

de los contenedores tiene r o més objetos.

Demostracion
Sean q1, qa, ..., g, enteros positivos, si ¢ + g2+ ...+ ¢, —n+ 1 objetos son distribuidos
en n contenedores, entonces se cumple que algin contenedor contiene al menos ¢;
objetos o g2 objetos,..., 0 ¢, objetos.
Si suponemos que eso no es posible tenemos que el nimero total de objetos contenidos

en los n contenedores es a lo maés:
@-D+(@-D+ .t @-")=a+@+..+¢ -n(— )

Asi para demostrar nuestro teorema basta hacer ¢ = g = ... = ¢, = r

Corolario 2.1.2 (Principio del Palomar)
Si n+ 1 objetos se distribuyen sobre n contenedores entonces algtin contenedor

contiene por lo menos dos objetos.

Demostraciéon
Supongamos que no hay un contenedor con al menos dos objetos, es decir, cada
contenedor tendra un méaximo de un objeto.
Asi, el ntimero total de objetos distribuidos sera a lo mas, tantos como la cantidad

de contenedores que tenemos, es decir n.

Ejemplo 2.1.1
,Puede un triangulo equilatero de 2 centimetros de lado, contener 5 puntos de

forma que no hayan 2 a distancia menor o igual que 17
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Dividiremos el triangulo equilétero inicial en 4 tridngulos cuyos lados midan 1

centimetro.

Figura 2.2

Se pueden observar 4 palomares, los cuales estan conformados por los triangu-
los mostrados en la figura, y nuestras 5 palomas es decir 5 puntos cualesquiera,
ubicando un punto en cada tridngulo nos quedariamos con un punto atn pen-
diente, el cual debera estar contenido en alguno de los tridngulos que ya poseen

un punto, por lo que dichos puntos estaran a una distancia menor que 1.

Teorema 2.1.3
Si a, b, m y n son enteros positivos tales que mcd(m,n) = 1, entonces el sistema

de congruencias:

xr = a(modm)

x = b(modn)
tiene solucion, donde a y b son residuos.

Demostracién
Ya que a es congruente moédulo m con alguno de {0,...,m — 1} y b es congruente
mo6dulo n con alguno de {0,1,2,...,n — 1}, podemos asumir que 0 < a < m y

0 < b < n. Considérense los siguientes enteros:
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a,a+m,a+2m,....,a+ (n —1)m.

Claramente cada uno de estos enteros deja un residuo de a cuando es dividido por
m. Analicemos ahora los residuos que dejan al ser divididos por n. Supongamos que
hay dos que dejan el mismo residuo r al ser divididos por n, digamos (a + im) y
(a 4+ jm) donde 0 < i < j < n — 1. Luego por el algoritmo de la divisién existen

enteros ¢; y ¢; tales que:
a+im=qgn+r y a-+jm=qn+r.
Restando la primera igualdad de la segunda obtenemos:

(J —@)m = (g5 — @)n.

Ya que med(m;n) = 1, tenemos que n|(j — 7). Pero 0 < j —¢ < n — 1, lo cual es
una contradiccion. Por tanto, los n enteros: a,a +m, ...,a+ (n — 1)m, dejan residuos
diferentes al dividirlos por n. Asi, por el Principio del Palomar, tenemos que cada
uno de los ntimeros: 0,1,...,n — 1, aparece como residuo exactamente una vez. En
particular el namero b debe aparecer como residuo. Sea a + km con 0 < k <n —1
el namero que deja el residuo b cuando es dividido por n. Entonces por el algoritmo
de la divisién, existe un entero g tal que a + km = gn + b. De aqui se sigue que el

entero x = a + km = gn + b es solucion del sistema.

Ejemplo 2.1.2
Sea X un conjunto arbitrario de 53 ntimeros naturales. Entonces, hay al menos

dos elementos de X cuya diferencia es un multiplo de 52.
Para comprobarlo, distribuimos los nimeros naturales en 52 “nidos”, segtn el

resto modulo 52 que tengan

Ay ={n eN/n=0(mod52)}
Ay ={n e N/n=1(mod52)}
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Aso = {n € N/n =51 (mod 52)}

Los 53 elementos de X seran las palomas. El principio del palomar nos dice
que habra dos elementos de X’ con el mismo resto modulo 52; y, por tanto, su

diferencia sera un multiplo de 52.

Teorema 2.1.4 Ramsey

Para cualesquiera enteros positivos k > 1,7 > 1, v q1,qo, ..., qx = 1, existe un
entero positivo N tal que para todo conjunto finito S con |S| > N se cumple
lo siguiente. Para cada k-coloracion {Cy, (s, ...,Cy} de P.(S) existe al menos
un i € {1,2,...,k} y un g;-subconjunto S; de S tal que P.(S;) C C;.

Definicién 2.1.5
El menor entero Ny que satisface el Teorema se llama nimero de Ramsey y se

denota como R(Qla q2, .-, 4k; T)'

Antes de dar una demostracion de este resultado, se probard primero el caso en

que k = 2.

2.1.1. Numero de Ramsey

Teorema 2.1.6 Nimero de Ramsey

Para cualesquiera enteros positivos p, ¢, r tales que p,q > r, existe un entero
positivo N tal que para todo conjunto finito S con |S| > N se cumple lo
siguiente. En cualquier 2-coloracion {C, Cy} de P,.(S), existe un p-subconjunto
Sy de S tal que P,(S1) € C) o bien existe un g-subconjunto Sy de S tal que
P.(S3) C Cs.

R(p,q) es el menor ntumero de vértices que debe tener un grafo completo 2-
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coloreado con azul y rojo para que o bien tenga un subgrafo K, azul ¢ bien tenga
un subgrafo K, rojo.

El principio del Palomar, Interpratado a la Ramsey
El principio del palomar puede ser visto como un resultado del tipo Ramsey. Tenemos

que
R(m,n;1)=m+n—1

Si tenemos un conjunto con m + n — 1 elementos y los coloreamos con dos colores,
rojo y azul, por ejemplo, entonces o bien al menos m llevan el color rojo o bien al
menos n el azul (si no fuera asi, tendriamos como mucho m — 1 rojos y n — 1 azules
y entre todos no tendriamos los m + n — 1 totales). Pero esto no es sino una de las
formas del principio del palomar, si tenemos m +n — 1 objetos y los distribuimos en

dos cajas, o bien una contiene al menos m o bien la otra al menos n.

Demostracion (Nuimero de Ramsey)

Basta con demostrar que R(p, q;r) existe para cualesquiera enteros positivos p, ¢, 7.
La demostracion seré por induccién sobre p,q v 7.

1) Sir =1 el teorema se cumple para cada p y ¢, en este caso se tiene R(p,q;1) =
p+q— 1. En efecto, note que los elementos de P;(S) son los subconjuntos singulares
de S, luego se tiene que |Pi(S)| = |S]. Sea n = | S|, ahora haciendo ¢ = py ¢2 = ¢
en la forma general del Principio del Palomar, y tomando las clases de coloracion C}
y Cy como los contenedores se sigue que con n = p + g — 1 se garantiza la existencia
de p subconjuntos singulares: {z;}, {x2},....{x,} € Pi(S) perteneciendo a C}, o ¢
subconjuntos singulares: {y1}, {y2}, ..., {v,} € Pi(S) perteneciendo a Cy. Tenemos

pues dos casos:
» En el primer caso basta tomar Sy = [J!_,{z;} para tener que P;(S) C C}.

» Para el segundo se toma Sy = |J7_,{v;}, con esto se garantiza que P;(S) C Cs.
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De lo anterior se deduce que R(p,q;1) <p+q— 1.

Ademas de la demostracion de la forma general del Principio del Palomar se sigue
que n = p+ g — 1 es el menor entero con el que se asegura que habra al menos
p subconjuntos singulares en C] o ¢ subconjuntos singulares en C5. Por lo tanto
R(p,q;1) >p+q—1yasi R(p,g;1)=p+q— 1.

2) Para cualquier entero r > 1 se verifica que

R(r,q;r) =qy R(p,r;r) = p.

En efecto, probaremos el caso en que p = r, cuando ¢ = r la demostracion es analo-
ga. Sea pues S un conjunto tal que |S| = ¢ y {C,C2} una 2-coloracion de P.(5).
Si C; = 0, entonces P,(S) = Cy y tomando S; = S tendriamos un g-subconjunto
de S con P.(S3) C Cy. Si Cy # (), entonces tomando un r-subconjunto S; € Cf, se
satisface que P.(S7) = {S1} C C}. De lo anterior se deduce que R(r,q;r) < g. Ahora
supongamos que |S| < ¢ — 1. Considerando la coloracion {C; = (),Cy = P.(S)} es
claro que no existe un r-subconjunto S; C S con P.(S) C C ni un g-subconjunto
Sy € S con P,(S2) C Cy. Luego R(r,q;r) > q y por tanto R(r,q;r) = q.

3) Supongamos que p,q > r y que el teorema se verifica en los siguientes casos:

i) Para (r — 1) y cada p, q.

ii) Parar,py (¢ — 1).

iii) Parar,(p—1) y q.

Probaremos que también se cumple para r,p y ¢, y en virtud de 1) y 2) se ten-
dra que el teorema ha quedado demostrado.

Procedamos por contradicciéon y supongamos que no es posible hallar el ntmero
R(p,q;r). Elijamos un entero p; tan grande que si |S| = p; entonces existe un
(p — 1)-subconjunto S; C S tal que P.(S7) C C; o un g-subconjunto Sy C S tal que

P.(S3) C (5. Esta eleccion de p; queda justificada por la hipotesis de induccion iii),
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pues basta tomar p; = R(p — 1,¢;7).

Similarmente, por la hipotesis de induccion ii) podemos elegir un valor ¢; tan grande
que si |S| = ¢ entonces existe un p-subconjunto S; C S tal que P.(S;) € C; o un
(¢ — 1)-subconjunto Sy C S tal que P.(Ss) C Cs, basta tomar ¢; = R(p,q — 1;7).
Sea N > R(p1,qi;7 — 1)+ 1y |[S| = N. Témese un elemento x € S y consideremos
el conjunto S; = S\ {z}. Es claro que |S1| =N — 1> R(p1,q1;7 — 1). Si {C; D} es

una 2-coloracion de P,(S) definamos:
Ci={AeC:2¢AlyD,={AecD:x¢ A}

Obsérvese que {Cy, D1} es una 2-coloracion de P,(S;). Ahora consideremos los si-

guientes conjuntos:
Cx = {AG P«,«_l(Sl) : AU{JI} < C} y D, = {A € PT‘—I(SI) : AU{I’} c D}

Para cualquier A € P,_1(5}), se tiene que AU {z} € P.(S), luego AU{z} € C o
AU{z} € D, esto tltimo implica que A € C, o A € D,. Luego {C,, D,} es una
2-coloracion de P._1(S7). Ya que |S1| > R(p1,q1;7 — 1) y aplicando la hipotesis de

induccion i), se debe cumplir alguna de las siguientes opciones:

a) Existe un p;-subconjunto U C S tal que P._(U) C C,.

b) Existe un ¢;-subconjunto V' C S; tal que P,_1(V) C D,.

En el caso a), dado que py = R(p—1,q;7r) y {C1, D1} es una 2-coloracion de P,(Sy),
por la hipétesis de induccion iii) existe ya sea un (p — 1)-subconjunto U; C U tal
que P.(U;) € C; € C o un g-subconjunto U C U tal que P.(Uy) € D; C D. Silo
que se tiene es el (p — 1)-subconjunto Uy, entonces U; U {z} es un p-subconjunto de
S. 81 A C Uy U{z} es un r-subconjunto, tenemos que si © ¢ A, entonces A C Uy,
luego A € C; si ocurre que x € A, entonces A \ {z} es un (r — 1)-subconjunto de U,
asi A\ {z} € C,, y por tanto A = (A\ {z})U{x} € C. Lo anterior nos muestra que
Uy U{z} es un r-subconjunto de S para el que P.(U; U{z}) C C. Por otro lado, si lo
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que se tiene es un g-subconjunto Us C U, entonces el propio Us el un g-subconjunto
Uy C S tal que P.(Uy) € D.

Para el caso b), como ¢; = R(p,q— 1;r) y C1, D1 es una 2-coloracion de P,(S), lue-
go por la hipdtesis de induccion ii), existe ya sea un p-subconjunto U; C U tal que
P.(U;) CC; CC oun (q— 1)-subconjunto Uy C U tal que P.(Uy) € Dy C D. Ob-
sérvese que en el primer caso ya tenemos un p-subconjunto U; C S con P,.(U;) C C.
En el ultimo caso, tenemos que Us U {x} C S es un g-subconjunto para el cual
P.(UyU{z}) C D.

De lo anterior se sigue que:
R(p,q;r) < R(R(p—1,q;7), R(p,q — L;r);r — 1) + 1.

Por las hipotesis de induccion se tiene que el lado derecho de la desigualdad existe y

es finito, por lo tanto R(p,q;r) existe para cada p,q,r € N con p,q > r.
O

Ahora que la existencia del nimero de Ramsey R(p,q;r) ha quedado establecida

procederemos a exponer la demostracion del caso general.

Demostracion (Teorema de Ramsey)
De manera analoga a la prueba del teorema anterior, basta con demostrar que el
namero de Ramsey R(q1, o, ..., qx; ) existe. La demostracion se hara por induccion
sobre el namero de colores.
Si k =1, el teorema se verifica trivialmente pues P,(S) es una 1-coloracion de P, (.S)
mismo. Si k = 2 estamos en el caso del teorema recién demostrado.
Supongamos que el teorema se verifica para (k — 1) colores, es decir, para cualesquier
enteros positivos 7 > 1y q1,qa, ..., gr—1 tales que ¢; > r(1 <i < k — 1) el namero de
Ramsey R(q1,q2, ..., qx—1; 1) existe.
Veamos que también se cumple para k colores.

En efecto, para k > 3, sean {C}, Cy, ..., Cy} k clases de coloracion. A partir de éstas
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formemos k — 1 clases de coloracion de la siguiente manera: {Cy, Cs, ..., Cx_2, D1},
donde Dy = Cy_1 U Cy. Del teorema anterior tenemos que pr_1 := R(qx_1, qx;T)
existe, y por hipotesis de induccion tenemos que R(q1,qs, ..., @k—2, Pr—1;7) también
existe.

Ahora si |S| > R(q1,42, -, Gk—2,Pk—1;7), dado que {C1,Cs,...,Cx_2, D1} es una
(k — 1)-coloracion de P,(S), entonces existe al menos un ¢;-subconjunto S; C S tal
que P.(S;) € C; donde 1 < i < k — 2 o un pg_j-subconjunto Up_; C S tal que
P.(Ux-1) € Dy_1. En el primer caso no hay nada que hacer, pues el teorema se

seguirfa de inmediato. Para el segundo caso, consideremos las siguientes clases:
E._ = {A € P,«(Uk_1> A€ Ok—l} y E, = {A S Pr(Uk—l) A€ Ck}

Obsérvese que {Ex_1, Fx} es una 2-coloracion de P,(Uy_1). Como |Ux_1| = pp_1 =
R(qx—1,qx; ), entonces existe un gx_; subconjunto S, C Uy_; tal que P.(Sk_1) C
Ekx_1 o un gg-subconjunto Sy C Up_; tal que P.(Sx) C Ej. Ahora note que por
construccion se tiene que Fj_1 C Ch_1 v B C C). Esto implica que existe ya sea un

gr—1-subconjunto Si_; C S tal que P.(Sk_1) C Ck_1 o0 un gx-subconjunto S C S tal

que P.(Sk) C Cy. De lo anterior se sigue que:

R(Q1>Q27 anvr) S R(QI,QL "'an—Qapk—l;T)'

El namero de la parte derecha de la desigualdad existe en virtud de la hipotesis
de induccion. Por tanto, R(qi, o, ..., qx;T) existe para cualesquier enteros positivos

q1, 42, ---, Qr,  para los que se verifique que q1, qo, ..., qr > 7.

Teorema 2.1.7
Sean p1,ps2,...,pr € N tales que pi,pa,...,pr > 2. El nimero de Ramsey

R(p1,p2, .-, pr;2) es el orden del grafo completo mas pequenio el cual al ser
sus aristas k-coloreadas, posee un K, monocromatico de color ¢, para algtn

ie{l,2,.. k}.
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Demostracion
En efecto, si G' es un grafo completo se tiene que Eg = P(Vg), luego el enunciado
del teorema anterior no es otra cosa que el Teorema de Ramsey para el caso en que

r=2.

O

Presentamos a continuaciéon un resultado no trivial relativo a grafos, el cual fue

probado por Erdos y Szekeres.

Teorema 2.1.8
Dados k,l € N, se cumple que cualquier grafo G con |Vg| > R(k,[;2) contiene

un subconjunto independiente U con |U| = k, o un subgrafo completo Kj.

Demostraciéon
Sea G un grafo tal que |Vg| > R(k,[;2). Consideremos la siguiente 2-coloracion
de aristas para el grafo completo sobre V| vértices. Dada una arista e € Kjy),
ésta serd coloreada de rojo si e € Eg, mientas que si e € Eg serd coloreada de
azul. Luego por el Teorema de Ramsey se sigue que G' debe contener ya sea un Ky
rojo o un K; azul. En el primer caso tendriamos que los vértices de K} forman un
subconjunto independiente de G. Mientras que en el segundo caso tendriamos un

subgrafo completo de orden I.

Teorema 2.1.9
Para los ntiimeros de Ramsey se verifica lo siguiente:

a) R(pr,p2,-pi;l) =p1+pa+ .. +pp—k+ 1.
b) R(p,r;r) = R(r,p;r) = p.

¢) R(p,q;r) < R(R(p—1,¢;7), R(p,q — 1;7);r — 1) + 1.
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d) R(p,¢;2) < R(p—1,¢;2) + R(p,q — 1,2).

e) R(p,q;2) < R(p —1,¢;2) + R(p,q — 1;2), siempre que R(p — 1,¢;2) y
R(p,q — 1;2) son ambos pares.

f) R(p17p27 7pk7r) S R(p17p27 "'7pk727R(pkflapk;r%?ﬁ)'

Demostracion
El inciso a) es el Teorema del palomar forma general y los incisos b) y ¢) fueron
establecidos en la demostracion del Teorema 2.1.4.

El inciso d) se sigue de a) y ¢), pues por c) se tiene:
R(p,¢;2) < R(R(p— 1,¢;2), R(p,q — 1;2);1) + 1,
y aplicando a) al lado izquierdo de la desigualdad se obtiene:
R(p.¢;2) < (R(p—1,¢;2)+ R(p,q—1;2) =2+ 1)+ 1= R(p—1,¢;2) + R(p,q — 1;2).

Veamos la prueba de ¢). Sea G = (V, E) un grafo arbitrario con |V| = R(p —
1,q;2)+ R(p,q—1;2)—1. Si probamos que en G existe un subconjunto U de p vértices
intepedientes o un subgrafo completo K, en virtud del Teorema 2.1.8 tendriamos
que R(p,q;2) < R(p—1,¢;2) + R(p,q — 1,2) =1 < R(p — 1,¢;2) + R(p,q — 1;2), ¥
el teorema se seguiria. Veamos que, en efecto, esto sucede.

Si ocurre que para algin vértice v € V', g(v) > R(p,q — 1;2) entonces el subgrafo
generado por los vértices adyacentes a v tiene p vértices independientes o un subgrafo
completo de ¢ — 1 vértices que, junto con v generan un K,. Por otro lado, si en vez
de que g(v) > R(p,q—1;2) se tuviera que g(v) > R(p,q—1;2) — 2 para algin vértice
v, entonces al menos tendriamos R(p — 1, ¢;2) vértices no adyacentes a v, luego el
grafo generado por estos vértices posee p— 1 vértices independientes, que junto con v
forman un subconjunto independiente de p vértices, o un subgrafo completo K. Si no

ocurre ninguno de los casos anteriores, entonces se tendria que g(v) > R(p,q—1;2)—1
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para todo v € V, pero esto es imposible ya que entonces tendriamos un grafo con
un numero impar de vértices con grado impar. Por tanto, en GG siempre existe un
subconjunto independiente U de p vértices o una subgrafo completo de orden ¢. Asi,
R(p,¢;2) < R(p—1,¢;2) + R(p,q — 1;2).

Por tltimo, el inciso f) se sigue del Teorema 2.1.6 inciso 3) de la demostracion.

Ejemplo 2.1.3

R(3,3;2) = 6. Es decir, Kg es el grafo completo de menor orden que satisface
cualquier 2-coloracion, digamos con los colores rojo y azul, hay un K3 rojo o
un K[ azul.

De la siguiente 2-coloracion de Kj se tiene que R(3,3;2) > 5. Pues claramente

no hay un K3 rojo o azul.

Figura 2.3

Ahora veamos R(3,3;5) < 6, en efecto dado que cada vértice de Kg incide con
5 aristas, por el Principio del Palomar tenemos que para cada 2-coloracion de
las aristas de K4 con los colores rojo y azul, cada vértice incide en al menos
3 aristas azules, o al menos 3 aristas rojas. Supongamos que algin vértice es

incidente con al menos 3 aristas azules:
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Figura 2.4

Si las aristas que unen estos vértices son rojas, ya terminamos pues tendriamos

un K3 rojo:

Figura 2.5

Si este no es el caso, entonces al menos una de las aristas entre estos vértices
es azul, luego esta arista azul junto con las otras dos aristas azules que unen

estos vértices con nuestro vértice inicial forman un K3 azul.

Figura 2.6
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Si no hay un vértice en el cual incidan 3 aristas azules, entonces en todos los
vértices inciden al menos 3 aristas rojas, y por un razonamiento analogo al
anterior obtendriamos de igual manera un K3 monocromético. Por lo tanto

R(3,3;2) = 6.

Ejemplo 2.1.4
R(3,4;2) = 9. Es decir, en cualquier 2-coloracion de Ky con colores rojo y azul,

hay un K3 rojo o un K, azul. No obstante, para n < 9 existen coloraciones de
K, que no contienen K3 rojos ni K, azules.
Por el inciso b) del Teorema 2.1.9 tenemos que R(2,4;2) = 4, ademas por lo re-

cién visto R(3,3;2) = 6, luego por el inciso e) del Teorema 2.1.9, se cumple que:

R(3,4;2) < R(2,4;2) + R(3,3;2) = 10.

Asi que R(3,4;2) < 9. Ahora obsérvese que en la siguiente 2-coloracion de Ky

no hay Kj rojos, ni K, azules.

Figura 2.7

De esto se sigue que R(3,4;2) > 8, y por lo tanto R(3,4;2) = 9.
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Ejemplo 2.1.5 [18]

R(3,5;2) = 14. Esto es, en cualquier 2-coloraciéon de Ky4 con los colores rojo
y azul, hay un K3 rojo o un Kj5 azul. Pero existen 2-coloraciones de K, para
n < 14, que no contienen ni K3 rojas ni K5 azules.

Tenemos que R(2,5;2) = 5 y por el ejemplo 2.1.4 R(3,4;2) = 9, luego por el

inciso d) del Teorema 2.1.9 tenemos que:
R(3,5;2) < R(2,5;2) + R(3,4;2) = 14.

Ademas de la siguiente 2-coloracion de K3 se sigue que R(3,5;2) > 13. Pues

como puede observarse esta no contiene K3 rojos o K5 azules.

SN
RSN

<7 ' ' v l \
‘ém.te%s?.m&‘.\&

e
AR
ORI AR HALIAN
WA, RS
DRI RIS AK
ETS SN

)

Y AEA
TR DA

S AN 22>
\\\WZL" /.

Figura 2.8

Teorema 2.1.10 Teorema de la Amistad
En cualquier grupo de seis personas, existen tres personas que son mutuamente

conocidas o mutuamente desconocidas.

Demostracion
Consideremos el grafo G = (Vg, Eg) donde Vi = {v1, v9, v3, v4, U5, U6}, Tepresenta a

cada una de las seis personas, el nimero de aristas esta dado por la férmula
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6(6 —1
2k, = O g

Usando los principios de coloraciéon de grafos, denotaremos en azul a las personas
mutuamente conocidas y rojo las mutuamente desconocidas. Por el principio del
palomar sea cual sea el vértice que tomemos del grafo G, en este caso tomemos v3
tendremos como minimo 3 aristas que son del mismo color ya que el ntimero de
aristas incidentes en cada uno de los vértices es 5.

Sean vy, vs, vg, los otros vértices extremos de estas tres aristas, todas del mismo
color, por ejemplo rojo. Si alguna de las aristas v4vs5, V506, V4Ug €8 TOja, entonces esta
arista junto con las dos aristas incidentes a vs forman los lados de un tridngulo rojo.
Si ninguna de las aristas v4vs, V506, V4V €S T0jO, entonces las tres aristas son de color

azul y se tiene un triangulo azul de vértices v3v,vg

'l.l'5 ".|'4

Figura 2.9: Posible coloracion de Py (Kg).

Teorema 2.1.11 Teorema (Erd6s y Szekeres)

Si tenemos una sucesion de n? 4+ 1 nameros reales, n + 1 de ellos forman una
)

subsucesion monodtona.
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Demostracién
Consideremos n? + 1 nameros reales {z;}. Para cada z;, formamos la sucesion cre-
ciente mas larga que comienza en z;, y llamaremos 1 + r(x;) a su longitud. Cada
r(z;) es positivo, y si hay algan r(z;) > n, habremos terminado. Supongamos por
lo contrario que cada r(z;) € {0,...,n — 1}. Como hay n? 4+ 1 de estos r(z;), por el
principio del palomar algan valor de {0, ...,n—1} se debe tomar n+ 1 veces, digamos
el valor k. Es decir, una sucesiéon de n 4 1 ntimeros x;,, ..., x;, tales que para todos
ellos, r(x;,) = k. Pero entonces la sucesion de {x;,} es decreciente: si algin término
de la sucesion, digamos z;, fuera mayor que uno anterior, x; , los k nimeros de la
sucesion creciente que empieza en z;, mas el propio x;, constituirfan una sucesion

creciente de k£ + 1 para z;_, algo imposible.

2.2. Cotas para los Niimeros de Ramsey

Ya que el propio Ramsey habia observado que R(k, k) < 9t 1>, que luego me-
joré obteniendo que R(k,k) < k!; aunque ¢él mismo aventuraba que la cota podia

reducirse. Para obtener cotas superiores, empecemos probando la siguiente relacion:

Teorema 2.2.1
Para cualesquiera enteros p,q > 2, R(p,q) < R(p,q — 1)+ R(p — 1,q).

Demostracion
Llamaremos r = R(p,q—1)+R(p—1, q) y coloreemos las aristas de un grafo completo
K, con dos colores. Queremos probar que existe un K, rojo o un K, azul. Para ello,
fijemos un vértice v € K, y consideremos sus r — 1 aristas. Habra un cierto nimero
de ellas rojas y otras cuentas azules. Como r — 1= R(p,q— 1)+ R(p —1,q) — 1, el
principio del palomar nos dice que habra al menos R(p — 1, q) aristas rojas o bien al

menos R(p,q — 1) aristas azules. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
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el namero de aristas rojas es > R(p — 1,¢). Fijémonos en los vértices conectados a
v mediante estas aristas y consideremos el grafo completo formado por R(p — 1, q)
de ellos. Por la definicion del nimero de Ramsey, tendremos o bien un K,_; rojo o
bien un K, azul. En el segundo caso habriamos terminado, para el primero basta
observar que si anadimos las aristas que conectan los p — 1 vértices con v (todas

rojas) tendremos un K, monocromatico rojo.
U

A partir de esta expresion podemos obtener una cota explicita para los nimeros

de Ramsey R(p, q):

Teorema 2.2.2
Para todo par de enteros p,q > 1,

R(p,q) < (p;zIQ).

Demostraciéon

Lo probaremos por inducciéon. Podemos probar los primeros casos directamente:

R(1,q) = R(p,1) =1 = <q;1) - (p61> — 1,

R(2,9)=q vy R(p,2)=p;¥<(i>=q y (]1))=p,

R(3,3) = 6 = (3) _,

Llamaremos n a la suma de los dos parametros del nimero de Ramsey y supon-
gamoslo probado para n — 1. Para n = p + ¢, utilizando el teorema anterior y la

hipotesis de induccién:



Para terminar, s6lo queda recordar la propiedad de los coeficientes binémicos
()= ()= (G2)
= + .
m m m—1

2.3. Version Infinita

Teorema 2.3.1 Ramsey Infinito

Dado un conjunto X infinito numerable, si coloreamos k-subconjuntos con r
colores, entonces existe un subconjunto infinito Y C X cuyos k-subconjuntos

son todos monocromaticos.

En el lenguaje de grafos (para el caso k = 2), el teorema reza que si K es un
grafo completo con un conjunto infinito numerable de vértices, entonces para cual-
quier coloracion de sus aristas con dos colores existe un subgrafo completo (con un
namero infinito de vértices) monocromaético. Es interesante senalar que el resultado
no es cierto si el conjunto de los vértices no es numerable. Por ejemplo, si el grafo
completo tiene como vértices los ntimeros reales y coloreamos sus aristas con dos
colores, entonces no tiene por qué existir necesariamente un subgrafo completo mo-

nocromatico cuyos vértices sean un subconjunto no numerable de los reales.

Corolario 2.3.2 (Teorema de Bolzano)
Toda sucesion infinita de nimeros reales contiene una subsucesion infinita que

es creciente o decreciente.

Demostracién

Sea {x,} una sucesion de nimeros reales y consideremos el conjunto A = {n €
N : x, > x,4x Vk € N} que intuitivamente detecta los términos que son mayores o
iguales que todos los que les siguen. Distinguiremos dos casos segin que el conjunto

A sea infinito o no.
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= Supongamos que A es infinito. Intuitivamente, seleccionando los términos x,,
con n € A debemos obtener una sucesion parcial decreciente. Para compro-
bar esto, usaremos el principal resultado obtenido al estudiar los conjuntos
numerables. Por ser A un subconjunto infinito de N, sabemos que existe una
aplicacion biyectiva o : N — A verificando ademas que si n,m € Ny n < m,
entonces o(n) < o(m). Podemos ver ¢ como una aplicaciéon estrictamente cre-
ciente de N en sf mismo, luego z,(,) es una sucesion parcial de z,. Ademas,
para cualquier n € N sabemos que o(n) € A, luego To(n) > Zy(n)+r Para todo
k € N,y tomando k = o(n + 1) — 0(n) obtenemos que Zo(n) > To(ni1). Por

tanto, la sucesion {x,(,)} es decreciente.

» Supongamos que A es un conjunto finito, incluyendo la posibilidad A = (). En
todo caso, existe m € N tal que A C n € N: n < m. Intuitivamente, podemos
seleccionar términos a partir del m-ésimo para conseguir una sucesion parcial
creciente, y eso es precisamente lo que vamos a hacer. Para definir por inducciéon
una aplicacion o : N — {n € N : n > m}, empezamos tomando o(1) = m.
Supuesto definido o(n) > m, sabemos que o(n) ¢ A, asi que el conjunto
{k € N: 2,(,) < Zo(m)1x } DO es vacio. Definimos entonces o(n + 1) = o(n) + p,
donde p es el minimo de dicho conjunto. Es claro que o(n + 1) > o(n) > m,

y también o) < To(ni1), luego {Ts()} €s una sucesion parcial creciente de

Otra solucioén es
Sea X la sucesion infinita de ntmeros reales. Coloreemos sus 3-subconjuntos con

4 colores (azul, rojo, verde y negro) dependiendo de la disposicion de los tres nimeros

Figura 2.10
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El Teorema de Ramsey nos garantiza que existe un subconjunto de X monocromé-
tico. Es facil comprobar que sélo puede ser de los colores azul o negro, es decir,

corrresponder a una sucesion creciente o decreciente.

Teorema 2.3.3
Sik>2ypi,po,...,pr > 3, entonces:

R(p17p27 ooy Pk 2) S R(pl - 1ap27 ooy Pk 2) + R(plap? - 17 ooy Dk 2) =+

Demostraciéon

Para 1 <1 < k definamos

R; = R(pla s Dic1,Pi — L, Dige1s -, DR 2)-

Sean = Ri+ Ry+ ...+ R, — k+ 2, basta probar que en cualquier k-coloracion del
grafo completo K, con las clases de coloracion {C1,Cs, ..., Ci}, existe i € {1,...,k}
y un subgrafo completo K, monocromaético de color ¢.

Sea u € Vg, arbitrario, y consideremos el conjunto
Vi] ={w € Vg, |w # vy wv € C;}.

Ahora como

k k
Y Wil=n-1=Y Ri—k+1.
i=1 1=1

Por el Principio del palomar en su forma general, se sigue que para algin ¢ €
{1,2, ..., k} se tiene |V;| > R;. Luego, el subgrafo generado por V; contiene un subgrafo
completo K, monocromética de color j, para algin j # i, o contiene un subgrafo
completo K, — 1 de color 7. Si ocurre el primer caso ya hemos terminado, y si
ocurre el segundo, entonces los vértices de K,, — 1 y el vértice v generan un subgrafo

completo K, monocromatico de color .
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Lema 2.3.4
Para cada k € N se verifica que

k X
[ekl] =) =
n=0

Demostracién
Por inspeccién puede observarse que la igualdad anterior se cumple si k& = 1,2. En-

tonces para k > 2 se tiene:

> k! RS K
an- [yl o8 > B
n=0 n=0 n=k+1
como Zi:o K es entero se sigue que
, Uy S R ¥
ekl = > S+ 2
n=0 Ln=k+1
B zk:k!+' L 1 N }
—n!  |k+1 (k+1)(k+2)
Dado que: -~ <+ ——4 L 1 ___ __ L entonces
QUE 77 S o TDk2) S & Gl Er2)(k13) ko
Ly ! T I LR
K+l (k+Dk+2) 7] = |k TR TR
[ 1
k]
1=
[k
= |1
e
=0 (pues k > 2).

A partir de lo anterior ya se puede afirmar que para todo entero positivo k,

k

[ek!] = Z fz_:

n=0
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Teorema 2.3.5 [18]

Para cada n € N se verifica que

R(3,...,3;2) < [e(n!)] + 1.

n

Donde e es la base del logaritmo natural, y [z] es la parte entera de z, es decir,

el mayor entero que es menor o igual a x.

Demostracion
Por induccion sobre n. Si n = 1 trivialmente se tiene que R(3,2) = 3 = [e(1!)] + 1.

También si n = 2 por el ejemplo 2.1.3 se tiene que

6=R(3,3;2) <[e2)]+1=5+1.
Ahora supongamos que el teorema se verifica para n = k — 1, es decir, que
R(3,...,3;2) < [e(k — D)!] + 1.
( ) < [e(k —1)!]

k—1

Veamos también se cumple para n = k. En efecto, por el Teorema 2.3.3 se sigue que:

=
vC«O
w0
»
A

R(2,3,..,3;2)+ R(3,2,...,3;2) + ... + R(3,3,...,2;2) — k + 2;

= kR(3,3,...,3,2;2) — k + 2;
k-1
< kR(3,3,...,3,R(3,2;2);2) — k+ 2; ((Inciso ) del Teorema 2.1.9)
k—2
= kR(3,3,...,3;2) — k+ 2. (Pues R(3,2,;2) = 3).
———

k—1
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Por hipotesis de induccion se sigue que:
R(3,..,3;2) < k(fe(k—1D+1)—k+2
= kle(k— 1)1+ 2.

Si tuvieramos que k([e(k — 1)!]) = [ek!] — 1, la demostracion habria concluido. Pues

ya se tendria que:
R(3,..,3;2) < ([e(k)]—1)+2
= [e(k!)] + 1.

Veamos pues que esto en verdad ocurre. Para ello a partir del Lema 2.3.4 tenemos

que

Kle(k —1)] = kzl<k;!1)!

n=»

0
k—1 k!

|

n=0

k

k! k!
= > T h
n=0

= [ek!] — 1.
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Capitulo 3

Aplicaciones

En el Ejemplo 2.1.5 se mostro que R(3,5;2) = 14. La 2-coloraciéon de K3 sin K3
rojos ni K5 azules, presentada ahi, result6 clave para obtener el nimero de Ramsey.
Si bien en aquella ocasiéon no se dijo nada de la idea que llevo a R. E. Greenwood y
A. M. Gleason a obtener esa coloracion, en el presente capitulo se desea aclarar esta
situacion. Para ello sera necesario introducir la siguiente definicion.

Definicién 3.0.1
Sea p un numero primo impar y a un entero tal que mecd(a,p) = 1. Si la

congruencia ctibica z° = a (mod p) tiene solucion, entonces a se dice que es un

residuo cubico de p.

Ejemplo 3.0.1
Para ilustrar la definicion anterior calculemos los residuos cibicos de 13.

Basta con probar con que elementos son congruentes los cubos de los miembros

de la clase de residuos modulo 13. Esto es

13 =1 mod 13
23 = 8 mod 13
3% =1 mod 13
43 =12 mod 13
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53 =8 mod 13

6% = 8 mod 13
7 =5 mod 13
8 = 8 mod 13
9% =1 mod 13
103 = 1 mod 13
113 = 5 mod 13

123 = 12 mod 13

De aqui se sigue que los residuos ciibicos de 13 son aquellos que sean congruentes

modulo 13 con alguno de: 1, 5, 8 o 12.

Para obtener la coloracion de K3 considerense los 13 elementos del campo Z3
numerados de 0 a 12, y tomese cada elemento de este campo como el vértice de una

grafica completa.

Figura 3.1

La coloracion de las aristas de K13 serd como sigue, si la diferencia de dos vértices

es un residuo cubico, es decir, congruente con 1, 5, 8 y 12 (mod 13), la arista que

54



los une se colorea de rojo, en otro caso se colorea de azul. Como 1 y —1 son ambos
residuos ctubicos, el orden en que se efectiia la diferencia carece de importancia. Se

afirma que en esta coloracon de K13 no hay K3 rojos ni K5 azules.

En efecto, veamos primero que no puede haber K3 rojos.Si z < y < z son vérti-
ces de K3 tales que y — x y z — y son ambos residuos cubicos entonces la tercer
diferencia z — 2z = (2 —y) + (y — x) debe tomar alguno de los siguiente valores: 1+ 1,
145, 14+8 1+12,5+5,5+8,5+ 12,848, 8+ 12, 12+ 12, ya que tanto z — y
como y — x son residuos ctbicos. Pero ninguna de estas sumas es un residuo ctubico.
Por tanto, y —x, 2 —y y 2 — x no pueden ser todos residuos ctbicos y asi no hay K3
rojos.

Para ver que tampoco puede haber K5 azules, tomemos un vértices v de K13 y forme-
mos la lista més grade de vértices tal que la diferencia de cualesquier dos elementos
de la lista no sea congruente con 1, 5, 8 0 12 (mod 13) y que satisfaga que v sea
elemento de dicha lista. Como queremos que la diferencia de dos vértices no sea con-
gruente con 1 (mod 13), entonces eliminamos vértices consecutivos, luego los posibles

candidatos para estar en la lista se reduce a:

v, v+ 2, v+4,v+6,v+ 8 v+ 10,v + 12.

Como tampoco puede haber vértices con diferencia de 12, los candidatos se reducen a:

v, v+ 2,v+4,0v+6,v+ 8 v+ 10.

Es claro que hasta el momento no se tienen dos vértices cuya diferencia sea 5. Pero
cuando se eliminan los vértices cuya diferencia es 8 solo quedan 4 posibles elementos,
pues v + 8 se elimina y ademas uno de v+ 2 o v + 10 también tiene que descartarse.

Asi, la lista de vértices tales que no hay dos con diferencia congruente a 1, 5, 8,
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12 (mod 13) es a lo mas de tamano 4, haciendo imposible la ocurrencia de un Kj

azul.
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Figura 3.2: Las aristas rojas y azules de K;3.

Proposicion 3.0.2
Sea N > 1 un entero primo relativo con 10, es decir, med(N; 10) = 1. Entonces

sia € {1,2,...,9}, se cumple que N divide a alguno de los elementos de la
sucesion dada por
Ty =a, Ty=aa,.. T,= 0G..q

5 000

n—digitos

Demostraciéon

Basta con mostrar que uno de los primeros N elementos de la sucesion es divisible
por N. Para esto consideremos los residuos que resultan al dividir los primeros N
elementos de la sucesién por N. Si uno de estos residuos es 0 hemos terminado.
Supongamos pues que todos estos residuos son distintos de 0, es decir, que solo
toman valores entre 1 y N — 1. Como tenemos N residuos, por el Principio del
Palomar debe haber al menos dos términos que dejan el mismo residuo al dividirlos
por N. Sean z; y x; los términos que cumplen lo anterior, sin perdida de generalidad
supongamos que ¢ < j.

Como z; y x; tienen el mismo residuo cuando se dividen por N, por el algoritmo de
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la division tenemos que existen enteros positivos ¢;,q; y 7 con r < N tales que:

r; =¢GN +r

xj = q;N +r.
De aqui se sigue que

zj — i = (¢; — @) N,

luego (x; — z;) es divisible por N.
Observe que si bien hemos logrado probar que z; — ; es divisible por N, este entero
no forma parte de nuestra sucesion. Para obtener un elemento de la sucesion que sea

divisible por N, basta con fijarse que el entero x; — x; esta formado por j — ¢ digitos

iguales a a e i digitos iguales a 0. Esto es:

— _ %
xj—xi—a...aO...O—azj,ilo.

j—i i
De aqui igualamos las dos ecuaciones anteriores
2j-i10" = (¢; — ¢:;)N

Ahora como mcd(N,10) = 1, se sigue que también mcd(N,10°) = 1 y asi N debe

dividir a z;_;.

Ejemplo 3.0.2

Entre los miembros de la sucesion: {3,33,333,3333,...} existe uno que es

divisible por 10001.

Por la proposicion 3.0.2 tenemos que

o7



11=11%1
1111 =101 * 11
111111 = 1001 = 111

entonces
11111111 = 10001 = 1111

Asi 33333333 = 10001 * 3333.

3.1. Teorema de Schur

El teorema de Schur afirma que para cualquier coloracion de los niimeros naturales
siempre es posible hallar subsucesiones monocroméaticas arbitrariamente largas con
la propiedad de que el término mayor de la subsucesion es la suma de los que le
preceden.

Se denomina k-coloracion de los ntimeros naturales a una aplicaciéon que asigna un

color a cada numero natural.
c:N—{1,2,....k}

Los conjuntos C; = ¢~ (i), para ¢ = 1, ..., k, se denominan clases de coloracién de c.
{C1, Oy, ..., Ci} forman una particién de los niimeros naturales. Una k-coloracion es-
ta4 completamente definida si se conocen las k clases de coloracion C, Cs, ..., C. Por

esta razon es habitual referirse a una k-coloracién mediante sus clases de coloracion.

Teorema 3.1.1
Para cualesquiera enteros positivos k,l con [ > 2 existe un ntimero natural

N(k,l) € N tal que, si n > N(k,l) y {C1,Cs,...,Cr} es una k-coloracion

de {1,2,...,n}, entonces existe una clase de coloracion Cy y w1, x9,...,2; €
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{1,2,...,n} (no necesariamente distintos), tales que

-1
{1'1,1'2, "'axl} C Ct y x = § Z;
=il

Demostraciéon

Veamos que si N (k,l) = R(l,1,...,1;2), donde R(l,1,...,1;2) es el minimo entero para
—— ——

k—veces k—veces
el que cualquier coloraciéon con estos k colores se cumple lo especificado en el teorema.

En efecto, sean > R(L,1,...,1;2) y {C4,Cy, ..., Cx} una k-coloracion de {1,2,...,n}.
————

k—wveces

Sea P»({1,2,...,n}) el conjunto de todos los 2-subconjuntos de {1,2,...,n} y defi-
namos una k-coloracion {Aj, ..., Ay} de Py({1,2,...,n}) como: {x,y} € A; siy solo
si |z —y| € Cy, para cada i € {1,...,k}. Esta k-coloracion de P5({1,2,...,n}) es
valida, pues si se tiene que {z,y} € A; N A;, entonces, por definicion, |z —y| € C;
y |z —y| € Cj, como {Cy,Cs,...,Ci} es una k-coloraciéon se tiene que i = j, luego
A=A,

Por el Teorema de Ramsey, existe un t € {1,2,...,k} y un l-subconjunto U =
{uy,ug, ...,y } € {1,2,...,n} tal que Po(U) C A;. Sin pérdida de generalidad po-
demos suponer que u; < ug < ... < w. Luego {u;,u;} € Ay y u; — u; € C; para todo

¢ < j. Finalmente para 1 <1¢ <[ —1sea x; = u;41 —u; y Tt = u; — ug. De este modo

-1
se tiene que z; € C; para todo 1 < <ly z; = Za:z
i=1
O

A continuacién veamos un ejemplo, pero antes de ello definamos que se entiende por

numero de Schur.
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Definicién 3.1.2
Se denomina ntamero de Schur al valor minimo que puede tomar N (k, 1) el cual

denotaremos como Ny(k,[). Asi de la demostracion del teorema 3.1.1 se sigue

que No(k,1) < R(l,1,...,1;2).
————

k—veces

Ejemplo 3.1.1
No(2,3) = 5.

Como k = 2, supongamos que los colores son rojo y azul; y sabemos que
No(2,3) < R(3,3;2) = R(3,3) = 6.

Veamos hasta donde podemos llegar coloreando los enteros positivos sin que se
cumpla la propiedad del teorema 3.1.1

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el 1 se ha coloreado de rojo,
luego el 2 tiene que ser azul ya que 2 = 1 4 1, analogamente el 4 debe ser rojo
pues 4 = 2 + 2; de esto se sigue que el 3 es azul pues 4 = 1 + 3. Hasta este

punto tenemos la siguiente 2-coloracion del conjunto {1,2,3,4}:
1, 2, 3, 4.

Pero ahora el 5 no puede colorearse sin que se cumpla que es suma monocro-
mética de dos nimeros monocromaticos, pues 5 = 1 +4 = 2+ 3. De lo anterior
se sigue que Ny(2,3) < 5. Por otra parte en la coloracion: 1, 2, 3, 4 no existen
tres nimeros con la propiedad del teorema 3.1.1. Por lo tanto Ny(2,3) > 4,y

asi No(2,3) = 5.

3.2. Teorema de van der Waerden

Sea S cualquier subconjunto de los niimeros N. Supongamos que hemos pintado
los elementos de S usando los colores de un conjunto C' de k colores diferentes.

Entonces diremos que hemos especificado una k-coloracion de S. Téngase en cuenta
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que el nimero k se refiere a la cantidad de colores que podemos usar para colorear,
sin embargo en general no pedimos que en una k-coloracion forzosamente aparezca
cada uno de los k colores disponibles; en otros términos: la aplicaciéon f : S — C
no tiene que ser sobreyectiva necesariamente. Diremos que una progresion aritmética
dentro de S es monocromatica si todos sus elementos estdn pintados de un mismo

color.
Ejemplo 3.2.1

. Existe alguna 2-coloracion de S = {1,...,9} con la cual no se tenga ninguna

progresion aritmética monocromaética de longitud 3 dentro de S?

Intentaremos responder de manera ingenua. Colorearemos los elementos de S
empezando por los menores y cada vez que elijamos un color tendremos cuidado
de no generar progresiones monocromaticas. Igual que antes usaremos como
colores dos tonalidades de gris, C' = {claro, oscuro}. Al escoger los colores
para los cuatro primeros elementos, lo tinico que tenemos que evitar es pintar
a tres consecutivos del mismo color. Una de las posibilidades, por ejemplo, es

la siguiente:
OX JONX NONORGRORO,
Figura 3.3

Como ahora no queremos tener progresiones monocromaticas, ni la casilla 5 se
puede pintar clara (si la pintasemos gris claro los nimeros 1, 3 y 5 formarian una

progresion aritmética monocromaética), ni la casilla 6 se puede pintar oscura:

CB é g?}@@

Figura 3.4
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Por la misma razén que antes no se puede pintar oscura la casilla 8, ni clara la

9:

@‘@.‘C{?@’

Figura 3.5

Llegados a este punto, es imposible pintar la casilla 7 impidiendo que aparezca

una progresion aritmética monocromatica de longitud tres:

cevesiios

Figura 3.6

No hemos podido encontrar una coloraciéon que evitase progresiones monocro-
maticas partiendo de la coloraciéon que hemos dado a los cuatro primeros niime-
ros. Lo mismo hubiera ocurrido partiendo de cualquier otra coloracién inicial:
una vez elegidos los colores de los cuatro primeros niimeros, los colores de los
nimeros siguientes van quedando determinados por el requisito de que no haya
progresiones monocromaticas de longitud tres, hasta que se llega una situacion
como la anterior en la que un nimero no puede ser pintado con ninguno de los

dos colores sin dar lugar a una progresion de longitud tres monocromatica.

Teorema 3.2.1

No es posible dar una 2-coloraciéon al conjunto {1,2,..., 17} evitando que apa-

rezcan progresiones monocromaticas de longitud tres.

Demostraciéon
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Sea S ={1,2,...,17} y supongamos que existe una 2-coloracion de S,
f 8 —{claro, oscuro},

careciendo de progresiones monocromaticas de longitud 3. Veamos como esto nos lle-
vard a una contradiccion. Dado un elemento i de {1, ..., 15} consideremos el siguiente
vector de colores: F'(i) = (f(7), f(i + 1), f(i + 2)). Dado que usamos dos colores,
hay 23 = 8 formas de pintar tres elementos consecutivos; de entre estas tenemos que
descartar las dos coloraciones monocromaéticas (claro, claro, claro) y (oscuro, oscuro,
oscuro), que inmediatamente darian una progresion monocromatica de longitud 3.
En consecuencia, los vectores F'(1), F/(2), ..., F'(15) toman sus valores en un conjunto
de seis elementos. Lo que implica que al menos dos de los vectores F'(1), ..., F'(7)
coinciden: llamémoslos F(a) = F(a + d), donde a, d son numeros naturales tales
que a,a+d € {1,...,7}, de manera que a + 2d < 13. Fijémonos ahora en la cadena
F(a). Como tiene tres elementos tomados de un conjunto de dos colores, uno de estos

colores ha de repetirse; supongamos que
fld) = f(d +d) = claro,

en donde ¢, d’ son nimeros naturales que satisfacen o', ' +d' € {a,a+ 1,a + 2}
de manera que a’ + 2d’ < a + 4. Puesto que F(a) = F(a + d), también tenemos que
f(d) = f(d +d) = f(a' +d+ d). Consideremos el siguiente diagrama

d’ d’
A
d d d
d’ d’ O
A
d )

d
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Figura 3.7

A pesar de estar dispuestos en una matriz 3 x 3, los circulos de este diagrama
representan elementos del conjunto S. El circulo de la esquina inferior izquierda
representa a’, y los nimeros representados por los otros circulos estan determina-
dos por el requisito de que, al pasar de un circulo a otro a través de una flecha
vertical u horizontal, sumemos —respetando la orientacion— la cantidad indica-
da por la flecha (haciendo estas operaciones nunca salimos del conjunto S, ya que
a +2d+2d < a+4+2d < 13+ 4 = 17). Entonces las tres filas, las tres co-
lumnas y la diagonal indicada en el diagrama representan progresiones aritméticas
de tres elementos diferentes (la diagonal que no hemos dibujado no tiene por qué
corresponderse con tres elementos diferentes, a menos que d # d').

Para evitar ahora que haya columnas o filas monocromaéticas es preciso pintar de

gris oscuro los cuatro circulos que indicamos en la figura siguiente.

d d’
o0
S

(O
dw

e
00

Figura 3.8

Pero entonces no es posible asociar un color a la esquina superior derecha evitando
la aparicién de una progresion monocromaética: si la pintamos clara, la diagonal
indicada representa una progresion clara de longitud 3; y, si la coloreamos oscura,

tanto la columna derecha como la fila superior representan progresiones oscuras de
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longitud 3. En consecuencia la coloraciéon f que habiamos tomado necesariamente ha
de tener alguna progresiéon monocromatica de longitud 3, lo que contradice nuestra

hipotesis de partida.
O

Un resultado basado en el teorema de Ramsey es el siguiente teorema sobre pro-

gresiones aritméticas:

Teorema 3.2.2 "Teorema de van der Waerden"

Dados cualesquiera ntmeros naturales n, k existe un numero W(n, k) con la
siguiente propiedad: para todo nimero natural N > W(n, k), cualquier k-
coloracion de 1, ..., N contiene al menos una progresion aritmética monocroma-

tica de longitud n.

Demostracién
Utilizaremos inducciéon del modo que en seguida precisaremos. Si n, k son nimeros
naturales, consideremos la afirmacion siguiente
T(n, k) := existe W(n, k) de manera que, si N > W (n, k), cualquier k-coloracion de

1, ..., N contiene una progresion aritmética monocromética de longitud n.

Comencemos observando que, dada cualquier cantidad de colores k, la afirmacion
T(1,k) es cierta y de hecho podemos tomar W(1, k) = 1. Efectivamente, cualquier
nimero es, en tanto que subconjunto de N de un elemento, una progresion aritmé-
tica de longitud 1, que para cualquier coloracién obviamente serd monocromética.
En consecuencia, para probar el teorema de Van der Waerden es suficiente que de-
mostremos el siguiente: Paso inductivo. Sea n > 1 un entero; supongamos que, para
cualquier entero [ > 1, la afirmacion T'(n, l) es cierta; entonces, para cualquier entero
k> 1, la afirmacion T'(n + 1, k) es cierta.

Es de sentido comiin que el teorema de Van der Waerden es consecuencia de
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la validez de T'(1, k) para todo k y del que hemos llamado paso inductivo; este ar-
gumento es un ejemplo de demostracion por induccion. Probemos entonces el paso
inductivo. Tomemos un entero n > 1y asumamos que, para cualquier entero [ > 1, la
afirmacion T'(n,l) es cierta. Es decir, supongamos que existe, para todo [, un entero
W (n,l) con la propiedad especificada por T(n,l). Tomemos un ntmero natural k.
Nuestro objetivo es demostrar T'(n + 1, k) usando la hipdtesis inductiva. (Notemos
que T'(n + 1,1) es trivialmente cierta tomando W(n + 1,1) = n + 1. Por tanto, es
preciso que k > 2 para que T'(n + 1, k) no sea trivial. Aun asi los argumentos que
siguen son validos incluso cuando k = 1.) Para hacer la lectura mas comoda hemos

organizado la prueba dividiéndola en cuatro pasos.

Paso 1. Definimos una sucesion de nimeros naturales Ny, Ny, ..., N, asi:
No=1, N; =2W(n,kNi=1) + N;,_; paratodo1<j <k

Veremos que cualquier k-coloracion de S = 1, ..., Ni contiene alguna progresiéon mo-

nocromatica de longitud n + 1, de manera que podemos tomar W(n + 1, k) = Nj.

Paso 2. Sea C un conjunto de k elementos (los colores) y sea
f:9—0C

una aplicacion cualquiera (la coloraciéon). En este paso construiremos, para todo

entero j del conjunto {1,2, ..., k}:
= tres conjuntos S;/ C S; CS;y

= Uuna progresion aritmética
{aj,+a; +d;+..+aj+ (n—1)d;} C S;-l

con la propiedad de que para todo 0 <t < N;_; ytodo 0 <r < n—1se

cumple
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f(CLj + t) = f(aj + de + t)

y que, ademés,

a;+nd; € S;. (3.1)
Estos conjuntos también satisfaran
S1C SC ...CS,=5.

Procederemos por induccién descendente, empezando con j = k y disminuyendo j
una unidad en cada paso. Definimos:
Sk = {1, 2, ceey 2W(TL, ka_l) + Nkfl} = {1, 2, ey Nk} = S,
% _ N 1
Sy ={1,2,....2W(n, k™ 1)},
1 o N _
S, ={1,2,...,W(n,k™1)}.

Consideremos ahora la aplicacion

Foi Sy — C¥t, ft) = (F(E), F(E+ 1), F(E+2), o F(E+ Ney — 1))

La aplicacion fj, esta bien definida, ya quesit € S,;/ entonces t+N,_1—1 € S, = S.
La clave es que podemos contemplar a f; como una nueva coloraciéon, donde el
conjunto de colores C' se ha sustituido por el conjunto CVs-1 (que, en general, tiene
muchisimos mas elementos que C'). Por tanto, podemos aplicar la hipotesis inductiva
(que afirma la existencia de W (n, [) para cualquier nimero de colores [, en particular

para [ = k™k-1) y deducir que existe una progresion aritmética
A, Qg + dp, ..., ap + (TL — 1)dk C S;,

donde d;, > 1, monocromética respecto de la coloracion fi,. Ademaés, de las definicio-

nes de los conjuntos S, y S, se deduce que
ar + ndy, € S,;

Efectivamente, por un lado a, + (n — 1)dy, € S];', y por otro lado dj, < W (n, kNe-1),

yva que d es la diferencia de una progresion aritmética de longitud > 2 contenida en
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un conjunto formado por W (n, kNk-1) enteros consecutivos; dado que S,; se obtiene
afiadiendo a S, los W (n, kVk-1) enteros que estan a continuacion del elemento més
grande de S,;/, resulta que ax + (n — 1)dy + dr, = ar + ndy, pertenece a S,;. Sea
ahora j un elemento del conjunto 1,2, ...,k — 1 y supongamos que ya hemos definido

! 1

Sit1595415 95115 @1, djp1. Entonces definimos, siguiendo la misma idea de antes,

S; ={ajy1,a501 + 1, .. a1 + 2W (n, KNi=1) + N;_y — 1},
={ajs1,aj41 +1,...,a;41 + N; — 1},
Sllf ={aj11,0;41 +1,...,a541 + 2W(n, kNi-1) — 1},
Sllc, ={ajt1,0;41 +1,...,a541 + W(n, k;qu) —1}.
Observemos que S; C Sj41, ya que:

~ 1! !
L. el elemento mas pequeno de s;, a;y1, pertenece a S;,; C S,y C Sjy1,

2. S; consta de N; elementos consecutivos y

. ~ . / L . .
3. Sj41 se obtiene anadiendo a S;,; los N; ntimeros consecutivos que siguen al

nimero mas grande de S;- 41
Consideremos la aplicacion
fj : S;/ — CNj_l? f](t) = (f(t)a f(t + 1)7 f(t + 2)7 R3] f(t + Njfl - 1))7

que esta bien definida por los mismos argumentos que hemos usado para justificar
la definiciéon de f — k juntamente con el hecho de que S;. Aplicando la hipotesis

inductiva, deducimos que existe una progresion aritmética
"
Qj, aj + dj, ceey + (n — 1)dj C Sj X

donde d; > 1, monocromatica respecto a la coloracion f; . Por el mismo argumento

que antes sabemos ademas que se cumple
a; + nd]- S Sj

como de hecho queriamos.
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Ejemplo 3.2.2
En el caso de dos colores. Cuando & = 2, las construcciones anteriores se

realizan de manera parecida a como hemos representado graficamente las ideas

de la demostracion del teorema 1:

Y F
do do dy /z dg

dq dy dy dy dy

4
da dg dg dy

do
dq O dy O dy dy

2 da
O O - O
A A
a dp do da da
O . O - O : : O - O
A
2

2 dg dg d
: O - O - - - @

n+1

n+1

Figura 3.9

Cada circulo representa un elemento de S. La esquina inferior izquierda repre-
senta a a;. Cuando pasamos de un circulo a otro siguiendo una flecha etiquetada
d; saltamos de un elemento de S al elemento que se obtiene después de sumarle
d; . Por consiguiente, tanto las filas como las columnas como la diagonal in-
dicada representan progresiones aritméticas en S. Para comprender como esta
configuracion resulta de la construccion especificada anteriormente, notemos
que podemos mirar a las filas del diagrama como elementos de una progresion
aritmética monocromética. Cada fila es a su vez una progresion aritmética, de
manera que, si ignoramos el circulo superior de la columna de la derecha (que

hemos etiquetado bs), el diagrama es una «progresion aritmética formada por
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progresiones aritméticas». En este caso se puede terminar la demostracion de la
manera siguiente: dado que tenemos dos colores nada més, para evitar formar
progresiones aritméticas de longitud n + 1 de color oscuro, es preciso que todos
los circulos de la columna derecha sean claros. Pero entonces la columna de
la derecha formaria una progresion aritmética de longitud n + 1 de color cla-
ro. Por lo tanto, en cualquier caso obtenemos una progresiéon monocromatica
de longitud n 4+ 1. Si en lugar de dos colores usamos una cantidad k > 3, el
argumento anterior no funciona ya que podriamos utilizar uno distinto de los
dos ya usados, para el circulo by. Esto motiva que, en general, tengamos que
construir una «estructura k-dimensional» analoga a la que hemos representado

en el caso k = 2.

Paso 3. En los dos lemas siguientes demostraremos algunas propiedades de la

construcciéon anterior que nos permitiran concluir la demostracion.

Lema 3.2.3
Para todo entero 1 < j < k se cumple a; + ndy + ndy + ... + nd; € 5.

Demostracion
Razonamos por induccion ascendente. Cuando 7 = 1 hay que ver que a; + nd; € S,
que es 3.1. Supongamos ahora que j > 1y que a; +nd; + ... + nd;j_; € S;_;. Para
demostrar que a; + nd; + ndy + ... + nd; € S; es suficiente que probemos que, para
todo elemento ¢t € S;_i, se cumple t + nd; € S;. Ahora bien, todo elemento ¢ de
S;j_1 puede ser escrito en la forma t = a; + u, siendo 0 < u < N;_; — 1, de manera
que t +nd; = a; + ndj + u. Gracias a 3.1 sabemos que a; + nd; € S}. Pero como
0 <u < Nj_y, el mismo argumento que hemos utilizado antes permite deducir, de

la altima relacion de pertenencia, que a; +nd; +u € 5.
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Para cualquier conjunto de coeficientes A = (Ay,..., A\x) € A := {0, ...,n}*, escribire-

mos
a(N) = a(Ar, . M) = ar+ Y Ad;.
J

El lema anterior implica que a(A) € S paratodo A € A. Paratodo A = (A1, ..., A\x) € A

definimos

" 0,...,0) € A si A\; <n —1 para todo j
. (A1, X,0,..,0) € A si Ny =ny A; <n—1 para todo j>i.

Lema 3.2.4
Para todo A € A se cumple que f(a(A)) = f(a(\)).

Demostracion
Sea A = (A, ..., A\x) . Para comprobar que f(a(\)) = f(a(\*)) es suficiente demostrar
que:

f(a()\l, ceey )\jfl, )\j, 0, ceey 0)) = f(a()\l, ey )\jfl, 0, 0, ceey 0)) (32)

siempre que \; < n — 1. Consideremos la suma parcial

P = CL()\l, ...,)\j_l,0,0, ,O) =a; + Z)\Zdz

Por el lema 3.2.3 sabemos que p € S;_;. Como {aj,a; + dj,...,a; + (n — 1)d;} C S}
es monocromatica respecto a f; y Sj_1 = {a;j,a; +1,...,a; + N;_; — 1}, resulta que
para todo t € S;_; y todo 0 <r <n —1 se cumple la igualdad f(t) = f(t+rdj). En
particular, tomando ¢t = p y r = A; tenemos f(p + \;d;) = f(p), que es la igualdad

3.2 que queriamos demostrar.

Paso 4. Definimos, para todo 0 < j < k,

j ik

—A
by =a; + ani =a(n,..n;0,...,0).
i=0
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(Cuando k = 2 los ntimeros by, by coinciden con los indicados en el diagrama que
hemos mostrado al final del paso 2, mientras que by = a;.) Como las imagenes
{f(bo), f(b1), ..., f(b)} toman valores en un conjunto de k elementos, tiene que haber
un par de iméagenes iguales. Es decir, han de existir 0 < p < ¢ < k con f(b,) = f(b,).
Consideremos ahora, para todo 0 <[ < n,
p q l
¢ =ay + ;ndi + i;l ld; = by + —(by = by).

Entonces, por el lema 3.2.4, sabemos que

flco) = fler) = ... = flen).

Por otro lado, ¢y = b, y ¢, = b,. En consecuencia f(b,) = f(b,) implica que f(c,) =

f(co). Combinandolo con las igualdades anteriores deducimos que

fleo) = fler) = ... = flen) = flen).

Por tanto, los numeros cy, ¢1, ..., ¢, forman una progresiéon aritmética monocro-

mética de longitud n. Esto termina la demostracion del teorema.
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