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INTRODUCCTION

En el presente trabajo se desarrollan algunas aplicacio-
nes de la teoria de Galois; una teorifia bella e interesante del
dlgebra moderna, belleza que solamente puede apreciarse estu-

diando exhaustiva e ilustrativamente tocda la tecrfa.

La teorfa de Galois y sus aplicaciones permite relacionar
el &dlgebra cl&sica y el dlgebra moderna. Por otro lado, en
ella se muestran, creativamente, conjugados todos los concep-
tos elementales del &lgebra moderna: anillos, campos, espacios
vectoriales, grupos solubles, grupos de permutaciones, ideales
maximales, anillos cocientes, etc.; conceptos que se vuelven
instrumentos imprescindibles para deducir las aplicaciones de

la teoria de Galois.

El objetivo central es mostrar las aplicaciones mé&s impor
tantes del teorema fundamental de la teoria de Galois, con una

exposicidn clara e ilustrativa de los conceptos principales.
El trabajo se desarrolla badsicamente en tres etapas:

En el capitulo I se trata, en parte, de familiarizar al
lector con el lenguaje, notacién y conceptos utilizados que
son propios de la teoria. Se establecen algunas definiciones
de las extensiones de campo y de los grupos de Galois, asi co-

mo ejemplos ilustrativos.

Siempre en el capitulo I, se establece el teorema funda-
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mental de la teoria de Galcocis, que relaciona los campos inter-
medios de una extensién de campo normal separable finita y los
subgrupos de su grupo de Galois. Finalizando el capitulo con

ejemplos ilustrativos del teorema fundamental.

En los capitulos del II al VII, se muestra como el teore-
ma fundamental de la teoria de Galois permite fundamentar las
aplicaciones. Por ejemplo, se demuestra que un polinomioc es so
luble si, y sb6lo si, su grupoc de Galois es soluble; se demues-
tra el teorema fundamental del &lgebra y que el campo
Q(WEE,...,WEk) es de grado nk sobre @. Por su puesto, los con-
ceptos necesarios para asimilar las aplicaciones son claramen-

te desarrollados al inicio de cada capitulo.

Al final del trabajo, capitulo VII, se presenta una idea
que permite construir una teoria de Galois para ecuaciones di-
ferenciales; idea gue puede ser desarrollada en otros trabajos

de este tipo.

Agradecemos de manera muy especial a nuestro asesor Lic.
José Javier Rivera Lazo y a la Sra. Miriam de Y&nez por su pa-

ciencia en la elaboracidn de este manuscrito.



CAPITULO 1

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA TEORIA DE GALOIS

1.1 LA IDEA CENTRAL DE LA TEORIA DE GALOIS

Las ideas contenidas en los teoremas de esta seccidén son el
fundamento del trabajo que desarrollaremos.Veremos como ellas se
relacionan con el estudio de las estructuras de las extensiones

de campo.
1.1.1 TEOREMA:

El conjunto de todos los automorfismos de un campo L forma

un grupo bajo la composicién de mapeos.
1.1.2 DEFINICION:

Sea K un subcampo de un campo L. Un automorfismo o« de L es

un K-automorfismo de L si a(x) = x, para toda x ¢ K.

1.1.3 TEOREMA:

Si L: K es una extensidn de campo entonces el conjunto de
todos los K-automorfismos de L forma un grupo bajo la composi-

cidén de mapeos.



1.1.4 DEFINICION:

El grupo de Galois, I'(L:X), de la extensidén L:K es el grupo

de todos los K-automorfismos de L bajo la composicién de mapeos.

1.1.5 EJEMPIOS:

1) Consideremos la extensién Q(v2): Q. Supongamos que a €S un

D-automorfismo de Q(v2). Sea j = a(Y2), entonces:
2 = (a (/20"
=« (/D7)
= a(2)
= 2
Por tanto: j =z /2.

Ahora, para cualquier x,y ¢ 0 se tiene:

a(x+yY2) = a(x) + a(y).a(V2)

X + vj
Luego, hay dos elecciones para (Q-automorfismos de Q(v2):

a1 (x+yY2) = x + y/2 ¥y

ap (x+yv2) x - yv/2.

Claramente ai (identidad) y o, son @-automorfismos de @(v2).

También a% = a1; asi el grupo de Galois T(@(V2): @) es cicli-

co de orden 2.



2) Consideremos ahora la extensién @(v2, v3): Q@. Supongamos que
o es un Q-automorfismo de Q(v2, v¥3). Como {1,v2, V3,7/2./3} es
una base para @(v/2, V3), se sigue que todo elemento de esta

extensién es de la forma:
p +qgv2 + r/3 + sv2./3, donde p, q, r, s e Q.

Asi, un Q-automorfismo de @ (vV2, ¥3) estd& determinado por sus

valores sobre V2 vy V3. Luego:

I = identidad

o, + V2 > - V2, dejando fijo V3,
g, t V3 > - V3, dejando fijo V2,
63 : 01 ° G"‘.

Son las finicas combinaciones posibles de los valores sobre

Y2, ¥3, vy por lo tanto, todos los Q-automorfismos de @(v2,V3).

Obsérvese que:

0 I g3 Go 03

I I g4 Co g3

g1 o] I g3 g9

gy | 09| O3| I 0]

g3 03 Co 0] I

vy que el orden de grupo de Galois T (@(vV2, V3): @) es 4.

3 3 s
3) Sea la extensidn Q(¥3): @. Si o es un Q-automorfismo de @ (V3),

entonces:



(V3N = a((VD) )

Como Q(%?) c IR, debe tenerse que:
3 3
a (V3) = V3.

Luego, el Gnico Q-automorfismo de Q(??) es la identidad y

F(Q(%f): @) tiene orden 1.

Ahora veremos como el grupo de Galois refleja aspectos de
la estructura de una extensién L:K. Galois hizo el descubrimien
to (por supuesto, expresado por €l en términos de polinomios)
que bajo clerntas hipbtesis hay una correspondencia uno a uno en-

tre:

1) Los subgrupos del grupo de Galois de L:K.

2) Los subcampos M de L, tales que: X c M.

Exploremos como se establece esta correspondencia.
1.1.6 DEFINICION:

Si L:K es una extensidén de campo, llamaremos a un campo M
que cumple: K ¢ M ¢ L, un campo intermedio.
A cada campo intermedio M le asociamos el grupo

M* = r(L:M),

de todos los M-automorfismos de L. Asi:



K* = T(L:K), todo el grupo de Galois.

L* = {IL}, IL la identidad sobre L.

Si M ¢ N, entonces M* o N*, Pues cualguier mapeo que deja

fijos los elementos de N, también deja fijos los elementos de M.

Reciprocamente, a cada subgrupo H de TI'(L:K) le asociamos el
. +
conjunto H de todos los elementos x € L tales que: a(xX) = x, pa

ra todo a ¢ H. Es f&cil probar que H+ es un subcampo de L que

contiene a K.
1.1.7 DEFINICION:

Si H es un subgrupo de T (L:K), H+ es el campo fijo de H.

Si H c G, entonces H+ o) G+. Pues cualquier elemento de L que es
dejado fijo por todo elemento a ¢ G, también es dejado fijo por

cualgquier elemento de H.

Sea M un campo intermedio y H un subgrupo del grupo de Ga-

lois. Entonces:

M+ = T {(L:M) ,
HY = {x ¢ L/a(x) = x, W¥a e H}.
Luego:
M ¢ M*+, pues cada elemento de M es dejado fijo por cada
elemento de M¥*,
(1) <

H c H+*, pues cada automorfismo de H deja fijo los ele-

mentos de H+.



El ejemplo 1.1.5-3 muestra que estas inclusiones no son

siempre igualdades, porgue:
3= 3,
O* = T(@(V3): @) = {I}, I la identidad sobre Q(V3), vy
Q*+ - Q(yg).
*+ *+

De donde: QD c@ y @ # 0.

Si F denota el conjunto de los campos intermedios y (G el

conjunto de subgrupos del grupo de Galois, entonces tenemos dos

mapeos:
*: F > G t.g M awvvans M* Oy
+: > F t.q H ~aavas HY

Los cuales invierten las inclusiones y satisfacen (1). La idea
de Galois puede ser interpretada como dar condiciones bajo las
cuales = y + son mutuamente inversas, estableciendo asi una bi-
yeccién entre F v (3. Las condiciones extras que necesitamos son

llamadas separabilidad y normalidad.
1.1.8 EJEMPLOS:
1) Sabemos que F(Q(/f): @) = <a,: a% = a1> es un grupo ciclico

de orden 2. Es f&cil ver que no hay otros subcampos interme-

dios entre Q(v2) y @ diferente de ellos. Asf pues:



|
—
QR
N
-
QR
[N
s
-

m*_

Q* (V2) = {a3}

CD*+

i
=

o*+ (/2)

Il
a2
S

Por lo tanto, la correspondencia de Galois entre F y (3 es una bi

yeccibn.

Formemos el siguiente diagrama:

donde las flechas verticales representan inclusiones y las hori-
zontales los elementos que se corresponden bajo la corresponden-

cia de Galos.

2) Sea @(vV2), V3): @ (ver 1.1.5-2). Entre los siguientes diagra-

mas, la correspondencia de Galois es biyectiva.



@ (/2)

{I,Oz}

S

@(vV2.V3)

{I,O3}

{I,Ol,02,03}

G



A manera de ilustracidn tenemos:

O* (V2) = {I, o,} o*+(V2) = 0(/2),
@* (V3) = {I, o} @*+(/3) = @(v3),
@*(vV2.Y/3) = {I, o3} Q*+(V2V/3) = Q(V/2.V3)

1.2 NORMALIDAD Y SEPARABILIDAD.

CAMPO DE DESCOMPOSICION.

1.2.1 DEFINICION:

Si K es un campo y f es un polinomio sobre K, entonces f se
descompone sobre K si f puede ser expresado como un producto de

factores lineales, es decir:

f(t) =k(t—on1)(t—a2) . e (t—an) donde

G1r @25 eeey U.nEK.

1.2.2 EJEMPLO:

Sea f(t) = t2 + 1 un polinomio sobre Z,, entonces

t2 + 1 = (t + 1)(t + 1).

1.2.3 DEFINICION:

El campo & es un campo de descomposicidén para el polinomio

f sobre el campo K si K c I y:
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1) £ se descompone sobre i,

2) Si Kc £' ¢ I, y f se descompone sobre I'entonces § = I'.
La segunda condicién es equivalente a:
2') £ = K(ay, @5, ..., op) donde

@1, G5, -+e, O&pn SOn los ceros de f en I.

1.2.4 EJEMPLOS:

1) Sea f(t) = t3 - 1 un polinomio sobre @. Entonces f se factori
za asi:
- . /_ .
£(t) = (t - 1) (t + 12&) (t + l“}#) donde
1, L —2/§ =, L +2£§'1 son las rafces de f(t). Luego el campo

1-V/34i 1+ V31
2 2

de descomposicién de f es {(1, ), el cual

es igual a @(Y3 i).

2) Sea f£(t) = t2 +t + 1 un polinomio sobre Z,. El campo
Z, consta de dos elementos 0 y 1. Evidentemente f es irreduci

ble sobre Z,.

Sea £ un elemento tal que { tenga a f como polinomio mfinimo

sobre Z,. Entonces

il
o

E2 + £ + 1

g2 -z - 1

£2 = £ + 1.
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Como ¢ es rafz de un polinomio minimo de grado 2, los elementos
de Z, (£) son de la forma a + bg, donde a,b e Z,. Luego, los ele

mentos del campo Z, (&) son:
1, 0, ¢, + 1 + ¢g.

Las siguientes tablas muestran el producto y la suma en Z,(g):

+ 0 1 £ 1+¢
0 0 1 £ 1+¢
1 1 0 | 1+¢ £
g £ 1+¢ 0 1
1+¢ 1+¢ £ 1 0
0 1 £ 1+¢

0 0 0 0 0
1 0 1 £ 1+¢
£ 0 £ 1+¢ 1
1+¢ 0 1+¢ 1 g

Tenemos que Z, () tiene cuatro elementos. Y f se descompone so-

bre Z, (g) asi:

t2 + £t 4+ 1= (t=-¢£8)(t-1-2¢g),

pero no sobre un campo mi&s pequeho. Luego, Z, (£) es un campo de

descomposicién para f sobre Z,.
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1.2.5 TEOREMA:

Si K es cualquier campo y f es un polinomio cualquiera so-

bre K, entonces existe un campo de descomposicién para f sobre K.

1.2.6 TEOREMA:

Sea i: K > K' un isomorfismo de campo. Sea T un campo de

descomposicién para f sobre K, T' un campo de descomposicién pa

> T

ra 1(f) sobre K'. Entonces existe un isomorfismo j: T
tal que j/K = i. De otra manera, las extensiones T:K y T':K'

son isomdérficas.

Por lo tanto, tenemos que los campos de descomposicién son

Gnicos.
1.2.7 EJEMPLOS:

Sea f(t) = t3 - 3, que no se descompone sobre Q(?f), donde

3
0(¥3) ¢ W y solamente un cero de f es real.

Asi, f(t) se factoriza en (Q(?f))[tl en un factor lineal,
t - ?§, vy un factor cuadrdtico irreducible. Sea I el campo de

descomposicién de t® - 3 sobre @, entonces

[z: (VD 1[a(V3) : al

= 2.3

[z: @]

= 6
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Hemos mostrado que el campo de descomposicién I sobre @ de t3-3

es de grado 6 sobre Q. Los otros ceros de f(t) en T son:

3 - . _ - .
/j(_l_%_ﬁg_i) v %3(_l_§_ﬁ§_£)

Asi el campo de descomposicién r de t3 - 3 sobre @ es
o( 3, V3 1i).
Normalidad.

1.2.8 DEFINICION:

Y

Una extensidn L:K es normal si todo polinomio irreducible £

sobre K que tiene al menos un cero en L, se descompone en L.

1.2.9 EJEMPLOS:

1) La extensién T: IR es normal, pues todo polinomio sobre IR

(irreducible o no) se descompcone en T.

2) Consideremos la extensién Q(yi): @. El polinomio irreducible
t3 - 3 sobre @ tiene un cero en m(%?), sin embargo no se des-

compone en ese campo. (ver 1.2.7).
1.2.10 TEOREMA:

Una extensidn L: K es normal vy finita, si y s6lo si, L es

un campo de descomposicidén para alglin polinomio sobre K.
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1.2.11 EJEMPLO:

1.2.4-2 muestra que Z,(£): Z, es normal y finita, pues

Z, (&) es el campo de descomposicién para el polinomio t2+t +1

sobre Z,.

Separabilidad.

1.2.12 DEFINICION:

Un polinomio irreducible f sobre K es separable sobre K, si

no tiene ceros midltiples en un campo de descomposicidn.

1.2.13 EJEMPLOS:

1)

Sea f(t) = t2 + 1 un polinomio sobre @. Los ceros de f son i,
-i. Luego Q@ (i) es un campo de descomposicién para f y ademés
f es separable sobre @, pues no tiene ceros m@ltiples en di-

cho campo de descomposicidn.

Sea f(t) = t* + t3 + t2 + t + 1 un polinomio sobre @. f(t) es

irreducible sobre @ y sus ceros son:

2T . 4wi 6ﬂi 8m
5+ 5 5 5
e r e r e r e r

los cuales son diferentes. Luego, el polinomio irreducible

f(t) es separable sobre el @, ya que en el campo descomposi-

27,
5

cidén Q(e ) no hay ceros mdltiplos.
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1.2.14 DEFINICION:

Un polinomio irreducible sobre un campo K es no separable

sobre K, si no es separable sobre K.

1.2.15 TEOREMA:

Si X es un campo de caracteristica 0 (cerc) entonces todo

polinomic irreducible sobre K es separable sobre K.

Si K tiene caracteristica p > 0 entonces un polinomio irre-

ducible f sobre X es no separable, si y sé6lo si,

f(t) = ko + k tP + kpt2P + ... + Kk, tTP

donde ko, kll kz, ooy kr e K.

1.2.16 EJEMPLOS:

1)

2)

Todo polinomioc irreducible sobre IR es separable sobre IR,

pues IR es de caracterisca cero.

Sea f(t) = t* + t2 + 1 un polinomio sobre Z,. Este polinomio

es irreducible sobre Z,. Adjuntemos un elemento o tal que

a* + a2 + 1 =0
a* = a2 + 1.

Los elementos de Z; (o) son de la forma: a0+a1a+a2a2+a3a3, con

ai ¢ Z». Este es un campo de 16 elementos y el polinomio £ (t)
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se factoriza en Z, (o) de la forma siguiente:
£(t) = (£ - a)?(t - (¢ + 1))°

Por lo tanto, f(t) = t% + t2 + 1 es no separable sobre Z,.

1.2.17 DEFINICION:

a) Un polinomio sobre un campo K es separable sobre K, si todos

sus factores irreducibles son separables sobre K.

b) Si L: K es una extensifn, entonces un elemento algebraico
a € L es separable sobre K, si su polinomio minimo sobre K es

separable sobre K.

c) Una extensidn algebraica L: K, es una extensidén separable si

todo o € L es separable sobre K.
1.2.18 TEOREMA:

Sea L: K una extensidén algebraica separable y sea M un cam-

po intermedio. Entonces M: K y L: M son separables.

1.3 GRADOS DE CAMPOS Y ORDENES DE GRUPOS.

La cardinalidad de un conjunto S lo denotaremos por |S

Luego, Si G es un grupo entonces |G| es el orden de G.
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1.3.1 TEOREMA:

Sea G un sugrupo finito del grupo de automorfismos de un

campo K, y sea Ky el campo fijo de G. Entonces:

[x: Ko] = |af.
1.3.2 COROLARIO:

Si G es el grupo de Galois de la extensidén finita L: K y
H es un subgrupo finito de G, entonces:
. [L: K]
[B7: K] = ———
||

1.3.3 EJEMPLO:

2T,
—i

Sea K = Q(w), donde w = e > ¢ L. Ahora w® =1 y 0(w} con-
siste de todos los elementos p + quw + rw? + sw?® + tw", donde
P, 94, ¥, s, t € Q. E1l grupo de Galois de QP(w): @ es ficil de en-

contrar.
Si o es un Q-automorfismo de @(w), entonces:

(e (w))> = a(wd)
= o (1)

=1

Asi que: a(w) = w, w2, w3 6 wt.
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De esto resultan cuatro elecciones para (Q-automorfismos de Q(w):

a;: p + quw + rw? + swd + teh > p + quw + rw® + swd + te"
ol > p + sw + qwz + twd + rot
gt > p + rev + tw? + qw3 + s
oy > p + tw + sw? + rwd + quo"+

Es sencillo verificar que estos son todos los Q-automorfismos de

Q(w) .
Luego:
[o(w): @] = |G]
= 4.
Hay qgue observar este ejemplo que t° - 1 no es el polinomio mini

mo de w, pues es reducible sobre @; es decir:

£S5 - 1 (t-1) (% + €3 + 2 + t + 1)

As{, tenemos que t* + t3 + t?2 + t + 1 es irreducible sobre @, y

lo satisface, entonces este es el polinomioc minimo de w.

1.4 MONOMORFISMOS, AUTOMORFISMOS Y CERRADURAS NORMALES.

El objetivo de esta seccidn es usar K-monomorfismos para
construir K-automorfismos, para luego poder calcular el orden
del grupo de Galois de cualquier extensidn normal separable fini

ta.
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1.4.1 DEFINICION:

Supongamos que K es un subcampo de cada uno de los campos

M y L. Entonces un K-monomorfismo de M en L es un mapeo

p: M > L, el cual es un monomorfismo de campo, tal que:

a(x) = x, para toda x & K.

En general, si K ¢ M ¢ L, entonces cualquier K-automorfismo

de L se restringe a un K-monomorfismo M > L.

Ahora veamos el proceso i1nverso.

1.4.2 TEOREMA:

Supongamos que L: K es una extensién normal finita y

K cMc L. Sea 1 cualquier K-monomorfismo M > L. Entonces

existe un K-automorfismo ¢ de L, tal que:

c/M = 7.

Este resultado puede ser usado para construir K-automorfis-

mos como Sigue:

1.4.3 TEOREMA:

Supongamos que L: K es una extensién normal finita y o, B
son ceros en L del polinomio irreducible p sobre K. Entonces

existe un K-automorfismo o de L, tal que: o(a) = 8.
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CERRADURA NORMAL
1.4.4 DEFINICION:

Sea L una extensidén algebraica de K. Una cerradura normal

de L: K, es una extensién N de L tal que:

1) N: K es normal,

2) S1 L ¢cMc Ny M: K es normal, entonces M = N,

El préximo teorema nos asegura la existencia de cerraduras

normales para extensiones finitas.
1.4.5 TEOREMA:

Si L: K es una extensidén finita, entonces existe una cerra-
dura normal N, la cual es una extensidén finita de K. Si M es
otra cerradura normal, entonces las extensiones M: K y N: K

son isomdrficas.
1.4.6 EJEMPLO:

Sea m(%f): @); esta extensién no es normal, pues el polino-
mio t3 - 3 no se descompone en Q(?f). En 1.2.7 se ha probado que
m(%?, i/3) es el campo de descomposicidén de t3 - 3 sobre ®. Lue-
go, m(%?, i/3) es normal y finita sobre @. Ahora supongamos que

3
M: @ es normal y ®(vY3) ¢ M ¢ ®(¥Y3, iv/3); entonces el polinomio

3
t3 - 3 se descompone en M. Asi, V3, iV/3 e M. Es decir:
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Q(%g, iv3) ¢ M, obteniendo asi que M = Q(%g, iv3).

Por lo tanto,

3 _
©(vV3, iv3)

3
es la cerradura normal de la extensidn Q(v3): Q.
1.4.7 TEOREMA:
Supongamos que K ¢ L ¢ N ¢ M donde L:K es finita y N es una

cerradura normal de L:K. Si 1t es cualquier k-monomorfismo

L

> M, entonces t(L) c N.

1.4.8 TEOREMA:

Para una extensidn finita L:K las siguientes proposiciones

son equivalentes:

1) L:K es noraml.

2) Existe una extensién normal N de K que contiene a L tal gue

todo K-monomorfismo t: L > N es un K-automorfismo de L.

3) Para toda extensidn normal M de K que contiene a L, todo K-mo

nomorfismo t: L > M es un K-automorfismo de L.

1.4.9 TEOREMA:

Supongamos que L:K es una extensidn separable finita de gra
do n. Entonces hay precisamente n distintos K-monomorfismo de L
en una cerradura normal N (y por lo tanto cualcuier extensidn

rBIBUOTECA CENTRAL k
SIDAD DE KL SALVARSE |

. ERIvER
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normal M de K que contiene a L).

Ahora podemos calcular el orden del grupo de Galois de una

extensidn normal separable finita.

1.4.10 COROLARIO:

Si L:X es una extensién normal separable finita de grado n,
entonces hay precisamente n distintos K-automorfismos de L; asfi
que:

T (L:K)| = n.

1.4.11 TEOREMA:

Sea L:K una extensién finita con grupo de Galois G. Si L:K

es normal y separable entonces K es el campo fijo de G.

Hay un reciproco de este resultado, el cual muestra por gqué

debemos considerar extensiones normales separables a fin de ha-

cer de la correspondencia de Galois una biyeccidn.

1.4.12 TEOREMA:

Si L:XK es una extensidén finita con grupo de Galois G. Y si

K es el campo fijo de G, entonces L:K es normal y separable.

Si la correspondencia de Galois es una biyeccién (K*t = K)

entonces K debe ser el campo fijo de el grupo de Galois de L:K;
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asf por 1.4.12, L:K es separable y normal. Que esta hipbtesis
son también suficientes para hacer la correspondencia de Galois

biyectiva, lo veremos en la siguiente seccién.

1.5 TEOREMA FUNDAMENTAL DE GALOIS.

La correspondencia de Galois establece propiedades fundamen

tales entre una extensidén de campo y su grupo de Galois.

Sea L:K una extensién de campo con grupo de Galois T (L:K),

el cual consiste de todos los K—-automorfismos de L.

r(L:XK) = {a:L > I/a es un automorfismo y o (x) = x,¥x ¢ K}.

Sea F el conjunto de todos los campos intermedios y (5 el
conjunto de todos los subgrupos H de T (L:K). Entonces hemos defi

nido dos mapeos:

*: F >
+: (3 > F

Como sigue:

Si M ¢ F, entonces M* es el grupo de todos los M-automorfis

mos de L.
Si H ¢ (3, entonces HY es el campo fijo de H.

Obsérvese que: M ¢ M*t y H c HT*,
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1.5.1 TEOREMA (El Teorema fundamental de la teorfa de Galois):

Si L:K es una extensidn normal separable finita de grado n
con grupo de Galois TI'(L:K), vy s F, G, * v + estén definidos co-

mo anteriormente entonces:

1) El1 grupo de Galois tiene orden n.

2) Los mapeos » y + son mutuamente inversos y establecen una co-
rrespodencia uno a uno que invierten el orden entre F y (; es
decir: M** =M y H+* = H, si M,N ¢ F y si M ¢ N entonces

+

. . +
M* o N*, vy si H,Ge J y si H ¢ G entonces H 2 G .

3) S1 M es un campo intermedio, entonces

[L:M] | M* |

|T(L:K) |
(o] = !

| |

4) Un campo intermedio M es una extensién normal de XK si, y s6lo
si M* es un subgrupo normal de T (L:K).

5) Si un campo intermedio M es una extensién normal de K, enton-
ces el grupo de Galois de M:K es isomorfo al grupo cociente

I (L:K)
—

1.6 CALCULO DE GRUPOS DE GALOIS,

1.6.1 EJEMPLO:

1) i) Sea f(t) = t* = 2 un polinomio, el cual es irreducible so-
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bre @, y sea K un campo de descomposicidn para f. Entonces

KcCyen{, podemos factorizar f como sigue:
£(t) = (£t - g)(t + &) (t - 1ig) (t + ig)

N
donde & = Y2 ¢ TRT. Evidentemente K = Q(g,1i), vy en conse-
cuencia es normal y finita. Como la caracteristica de K es

cero, entonces K: Q es separable.

Por lo tanto, K:Q es una extensién normal separable fi

nita.

Ahora encontremos el grado de K:Q. Tenemos:

[x:@0] = [@(g,1): @) ][@e): @].

veamos el grado de Q(£,1i): Q(&). Como el polinomio minimo
de i sobre Q(¢) es t? + 1, va que: i2 + 1 = 0 e

i ¢ IR 2 @(£). Entonces

[o(g,1): (e)] = 2.

Como & es un cero de f(t) y adem@s f(t) es irreducible so-
bre @, entonces f(t) es el polinomioc mfnimo de & sobre Q.
Luego,

[p(e): @] = 4.

Por lo tanto

[k:@] = 2.4 = 8.

iii) Ahora encontremos los elementos del grupo de Galois de K:(Q.

Una base de Q(&,i) sobre Q(f) es:{1,i}; y una base de
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M(£) sobre @ es: {1, £, €%, £3}., Entonces una base de Q(¢,i) so-

bre D es:
{1, ¢, €%, €3, i, ig, ig?, 1ig3}.

Como K: @ es una extensibn normal separable finita, por el teore

ma fundamental de Galois parte 1 (1.5.1):
iT(x:@) | = [K:@] = 8.
Asi, tenemos que encontrar 8 (Q-automorfismos de K.

Sabemos que cualquier {-automorfismos de K est& completameg
te determinado por sus valores sobre los elementos de la base, y

éstos a su vez, estdn determinados por los valores de £ e 1i.

Sea o0 un Q~automorfismo de K y encontremos o(£) y o(i). Vea
mos:
j = o(g) ,
% = (a(e)) Y,
i* = o(g®)
i* = o(2)

luego: ] = £, —-&, lgr —ig-

&)
Il
Q
'—J
~



luego: £ = 1, =-i.

Todas las posibles combinaciones son:

I o o oo T T To Ty
£ g 1¢g -5 |=1¢g g 1¢g -£ |—-1¢
i i i i i -1 -1 -1 -1

TABLA N¢ 1,

A manera de ilustraci®tn tenemos:
gp,(8) = -ig y o,(1) = 1i.
Ahora:

(to) ()

i
A
—_
Q
—_
oy
S
S

(ot) (&)

I
Q
—
=l
—
gy
~
~

Luego, to # ot Yy en consecuencia T (X:Q) es no abeliano.

La tabla N® 1 podemos volve a escribirla de la manera si-

guliente:
I lof 02 o3 T oT 021 o3t
£ g i¢g -£ -1g g 1§ =-£ | ~1¢g
1 i i i i -1 -1 -1 -1

TABLA N2 2
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donde: o I,

La tabla siguiente

elementos del grupo de

nos muestra las operaciones entre los

Galois de K:Q.

0 I o g2 T oT o2t o371
I I o] ok g3 T oT o271 031
o} o o2 o3 I oT o2t o371 T
g2 o2 o3 I o o2t o371 T oT
o3 o3 I o] g2 o331 T ot o2t
T T o371 o2t ot I o3 02 o)
oT oT T o3 o271 fof I o3 o2
o2t o2t oT T o371 o2 o} I o3
o371 o371 021 oT T o3 o4 fof I
TABLA N2 3,
iv) Entonces tenemos la relacién siguiente:
T(K:Q) = <0, T: o = 12 = I, 19 = o31>.,
v) Los subgrupos de T (K:Q) son obtenidos f&cilmente de la ta
bla N2 3:
orden 8: ' (K:Q).
orden 4: S = {I, o, o2, o3}
T = {I,0%, 1,027}
U= (1,02, ot,031}




Orden 2: A = {I, o2}
B= (I, 11}
C = {I, ot}
D= {I, o2t}
E = {I, o31}.
Orden 1: {1}.
vi) Las relaciones de inclusidén entre los subgrupos de

I (K: @) estdn representados en el

I'(K: @)

7

-

{1}

siguiente diagrama:

29
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vii) Las relaciones de inclusidén entre los campos intermedios

de los subgrupos son:

+
K = {1}
/N
+
D + A’ ct E
AN IF 7
+

T st

N

0= r(K: @

viii) Ahora encontremos los campos fijos de los subgrupos del

grupo de Galois.

De acuerdo a la parte 3) del teorema fundamental de
Galois (1.5.1), hay finicamente tres subcampos de K de

grado 2 sobre (.

Veamos que:
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H
i

Q(/2),
Q(iv2) .

@
I

Ahora cualquier elemento de K puede ser expresado en la forma:

X = ag+a E+aE’+asfi+a,itasit+agit?+asit?, donde
ag,ayy.+.,87 € O. Tomenos el elemento ot de C y apliquémoslo a

X3

aT(X) ao+ali£—a2£2—a3ig3—aqi+a5 (=1) ig-agl (ig) 2—a7i (ig) 3,

agtast-ayt?-asgd~ayi+ta;ig+agi.g?-azic3.
Luego, x es dejado fijo por ot, si y s6lo si,

ag = ag, a; = ag, ap; = -ap, az = =-ay, ay = ~ay, ag = a1, ag = Aagq

a; = —a3. Por lo tanto, ap y ag son arbitrarios.
Reordenando x, tenemos:
i ag ] , 23 _ 3
X = ayp + a1(1+1)£ + —2 {(l+l)€} - —2-{(1‘*'1)&}
Ademds, el elemento (i+i)§ satisface al polinomio irreducible

sobre @: t* + 8, lo cual significa que:

ct = o((1+i)e).

De igual forma obtenemos:

AT = @(i,v2),
8" = 0(8),

DT = @(ig),

ET = Q((1-1)¢&).
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Para obtener los subgrupos normales del grupo de Galois,

utilizamos el siguiente resultado: "Si H es un subgrupo de
G tal que H tiene sblo dos clases laterales derechas enton
ces H es normal en G. En el caso finito esto significa que

el orden de H es la mitad del orden de G".

Aplicando este resultado vemos que S,T y U son subgru
pos normales de T (K:@). También A = S N T es normal, por

ser interseccién de dos subgrupos normales.

Es f&cil verificar que para los subgrupos B,C,D y E
no se cumple la condicién de normalidad (x~1Nx c N,

¥x e G).

Luego, los subgrupos normales del grupo de Galois son:
r(K:@), s,T,U,A e{I}.

Por el teorema fundamental de Galois (1.5.1l), se tie-
+ + + + . ;
ne que: @, S , T, U, A y K serian las Ginicas extenciones
normales de @ contenidas en K. En efecto estos son los campos
de descomposicién sobre @ para los polinomios: t, t2 + 1,
t2 =2, t2 + 2, t* = t2 = 2 y t% - 2 respectivamente. De
+ .
otra manera B :) no es normal, pues t* - 4 tiene un cero,
+

£, en B+ Yy no se descompone en B+. De igual forma C+, D vy

+ .
E no son extensiones normales de (.

De acuerdo a la parte 5) del teorema fundamental de Galois
(1.5.1), el grupo de Galois de A+:@ es isomorfo a

r(K:Q) .
A 7
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vy por la parte 3) de 1.5.1, |F(A+:Q)| = 4,
Calculando Ei%i@l, tenemos:
AT = {1, o02}= Ac¢?

Ag = {0,03} = AO’3

At

Il

{1, o021} = Ag?t

Aot {01, o371} = Ac3t ,

donde: Ao y At son de orden 2. Luego:

Li%i@l = <Ag, AT: A2c = A?%1 = AI>.
I (K:Q) : P
Ahora tenemos que —x — ©s isoméfico a C, x C, (C, es el

grupo ciclico de orden 2)

+ .
Calculemos el grupo de Galois de A :Q, el cual tiene cua-

tro QP-automorfismos:

o B

i i i -1 -1
y como a2 = g2 = I y af = Ba, este grupo es isomorfo a
Cr, x C»o.
Luego
rat.o :'F(K:Q) como anteriormente.

A 4

I (K:D)
A

Para mostrar los isomorfismos entre ’ F(A+:Q) vy
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(C, x C,, se puede hacer uso del siguiente resultado: "si G es
un grupo con dos subgrupos normales M y N tales que

M N N= {e} y MN = G, entonces G = M x N".

-1 + V3 i

> , 1.2.7 muestra que K = Q(%i,i) es una ex-

2) Si ¢ =

tensién normal finita de grado 6. Ademés, la caracteristica

de K es cero, entonces K: Q@ es separable.

Por lo tanto K:Q es una extensién normal separable fini-

ta de grado 6, y por 1.5.1-1 |r(R:Q)| = 6.

Ahora encontremos T (K:Q). Como & satisface al polino-

mio t2 + t + 1, irreducible sobre Q(%3), una base de

@(Y3, £) sobre @(V3) es {1,£}.

— 3 —
Tambi&n una base de Q(?3) sobre Q@ es {l,/3,(?3)2} (ver

1.2.7). Luego una base de K sobre ) es:
3 3= 2 3= 3=y 2
{1, V3, (¥3)2%, ¢, V3g, (¥3)%g}.

Como cualquier Q-automorfismo estd determinado por su efec-
to sobre la base, vemos que s8lo es suficiente investigar

los valores sobre 73 v &.

Vemos que
3 _ 3= 3 3 2
a(V3) = V3, V3 g, V3 ¢ N
(1(5) = £, 52'

asi,

Q

M
A(.U
Gl
~—

il
\UJ
w

um
M
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nos proporciona los seis Q-automorfismos de K.

Ademé&s, a% o a% # a% o a%.

Por lo tanto

r(K:Q) = S3, donde S3 es el grupo simétrico y es el

inico grupo no abeliano de seis elementos.
Sea K = @(v/2, ¥/3), 1.1.5-2 y 1.1.8-2, muestran que:

a) K:0 es una extensién normal separable finita.

b) Que la correspondencia de Galois es biyectiva.

c) T(K:@) = {I, oy, 0y, 0051}.

d) Todos los subgrupos del grupo abeliano T (K:@) son norma-
les.

e) Todos los campos intermedios son normales.

Si M = @(/3), M:0 es una extensién de grado 2. Luego por el
teorema fundamental de Galois (1.5.1), hay dos @-autormor-

fismos de Q(V3) vy

r (M:Q) = Eizigl, donde M* = {I, o1}

| 1* |
en efecto, calculando T (M:Q)) se obtiene que
I (M:@) = <a: a2 = I>, donde I es la identidad y a(V3) = =/3.
Asi
r(M:@) = C,, el grupo ciclico de orden 2.

F(K=@):
| M |

Ahora calculemos



M* = {0y, 0102} = M*gj0;

donde (M*0,)? = M*g3 = M*I y asi:

I (K:Q) <
| M* |

por lo tanto:

m)— ~ I(M:Q).

| M* |

36
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CAPITULO TI1I

SOLUCION DE ECUACIONES POR RADICALES Y LA ECUACION POLINCMIAL
GENERAL

2.1 ALGO DE TEORIA DE GRUPOS: GRUPOS SOLUBLES,

Para aplicar la correspondencia de Galois necesitamos te-
ner a nuestra disposicién ciertos conceptos y teoremas de teo-
ria de grupos.

2.1.1 DEFINICION:

Un grupo G es soluble si tiene una serie finita de subgru

pos
{€} = Gy €G] C cve C G = G teveecsennencsannsannns (1)
tal que:
i) Gi A Gi+1 para i = 0, ..., n-1,
.. i+ . .
ii) G es abeliano para 1 =60, ..., n-1.

1

La notacién Gi A Gi significa que G; es un subgrupo nor

+1

mal de Gi+ Observemos que la condicién 1) no implica que

]
Gi A G, ya que Gi A Gi+1 A Gi+2 no implica Gi A Gi+2'
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2.1.2 EJEMPLOS:

Sea G un grupo abeliano. La serie {e} ¢ G satisface la con-
dicibén 1) de solubilidad, ademés TgT x G es abeliano. Luego

todo grupo abeliano es soluble.

El grupo simétrico S3; es soluble, pues la serie

<e> c <(123)> ¢ S; es tal que:

i)  <(123)> & S,, ya que <(123)> es un grupo de orden 3 (ver

1.6.1-ix).

ii) ii%é%li Z; es abeliano vy,

1

S3
<(123)>

Z, es abeliano.

2

El diédrico Dg de orden 8 es soluble.

Seglin el ejemplo 1.6.1.-v, S es un subgrupo normal de orden

4, pues S es de Indice 2 en Dg; ademds S es ciclico. Por lo
Dg

tanto = x Zp2 es abeliano.

Asi, Dg tiene la serie
{e} ¢ S ¢ Dg, que satisface las condiciones de solubi-

lidad.

-lt>, el grupo diédrico de or

den 2n, es soluble.
En efecto, la serie

<e> ¢ <g> ¢ G, satisface:

i) <o> A G, pues <o> z Z, tiene Indice dos en G.
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.. G )
ii) 5 ° Z, es abeliano, y
<g> z
x N + Z es abeliano también.
<e> {0y n

Sea A4 el grupo alternante de orden 12. Veamos el siguiente

diagrama:

A,
4
¥/
3
2
J. J. 1
/4;§;jﬁij:jij//ﬁ
e >

Ya que V es el Gnico subgrupo de orden 4, es normal en Au.

vV = {e, (12)(34), (13)(24),(14)(23)} = Z, x Z, es abeliano.

Sea la serie <e> ¢ V ¢ A,. Como

< |4r:]>|

= Z3 es abeliano vy,

\
<e>

x V también es abeliano, se sigue que A, es soluble.

El grupo simétrico, de orden 24, es soluble. En efecto, la

serie <e> c V c A, C S,, satisface:

i) VA A, v Ay A Sy

ii) <Z> * V es abeliano de orden 4,
Ay .
< Z; es abeliano de orden 3,

Y
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0

= Z, es abeliano de orden 2.

i
IS

2.1.3 LEMA:

Sean G, H y A grupos.

1) S1IHAG y A c G entonces H N A A A v

2) S1 HA G y Hc A A G entonces H A A4,
G

A, G H .G

H°®' ¥ & " &
H

DEMOSTRACION:

1) S1 H A G, f&cilmente se prueba que HA es un subgrupo de G.

SiheH N A yacAh, entonces a~lha ¢ H ya que
HAG, vy a~lha ¢ A ya que h ¢ A. En consecuencia
a~'ha ¢ H N A, es decir, a~!(H N A) a c¢c H N A para toda

a e A. Por lo tanto HNA A A.

A
H N A

momorfismo sobreyectivo y claramente ker ¢ es H. Luego

Sea ¢: HA >

t.qg ha v (H N A). ¢ es un ho

HA _ A
= E A A Q.D.
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2) H A A sigue de 1) y que % A

TlQ

se prueba ficilmente.

Sea ¢: % > t.g Hg ~vs Ag.

A
Entonces ¢ es un homomorfismo sobreyectivo y claramente

ker ¢ = =. Luego

o

mwﬂmmu
&
Q)
o)
<

En la demostracién anterior hemos hecho uso del siguiente
resultado: "Si ¢ es un homomorfismo de un grupo G sobre un gru
po G, y N = ker ¢, entonces o es isom6rfico a G.

N

2.1.4 TEOREMA:

Sea G un grupo, H un subgrupo de G, y N un subgrupo nor-

mal de G.

1) Si G es scluble entonces H es soluble.
2) Si G es soluble entonces % es soluble.

2) Si N vy % son solubles entonces G es soluble.

DEMOSTRACION:

1) Como G es soluble entonces existe una serie

{e} = Gy 4 G A ...A G, = G, cuyos factores

é son abelia
i
nos.

Sea Hi = Gi Y H, entonces H tiene la serie
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{e} = Hy ¢c Hy ¢ ... ¢ H = H. Ahora veamos que esta serie

satisface las condiciones i), ii) de 2.1.1.

N H c Gi+ 3% Gi A G, por 2.1.3-1

i} Tenemos gque Gi+1 1 Y
se tiene que:
N = ’ = = .
Gi (Gi+1r\H) Gi(\ H Hi A Hi+1 Gi+1(\H
} G, MNH G, N H G. (G, N H)
ii) i+1 - i+1 — i+1 . 1 i+1
H. G.NH G. N (G, NnH) ~ G,
i i i i+1 i

por 2.1.3-1. Ahora bien, Gi+1(\H c Gi+1’

N
Gi(Gi+1 H) < GiGi+1 Y
G; (G, NH) - ©iCi41 _ Cis
G. G, G. °
1 1 1
Gi(Gi+1(\H)
Entonces a es subgrupo del grupo abelia
i
G, H, G. (G, (Y H)
1. Luego ;+1 o é+1 es abeliano también.
i i i
Por lo tanto H es soluble. 0.D.

2) Definamos Gi como anteriormente tenemos que:

N A Gi+1 N v Nc GiN A Gi+1N’ entonces por 2.1.3-2
G;N A
N N
G ,. .
Luego 5 tiene la serie:
ny _ GoN  GN G,N g
E—TAT Ao.oA N _]-T]



Ademés,

G,
1+1

Gi+1

Este iltimo cociente es abeliano,

Gi+1

Gy

es abeliano.

S es soluble.

Por lo tanto N

3) Existen dos series

Go
N

{e} = N, A N; &

Gy
N

0

A A ...

ZiQ

N
N
con cocilentes abelianos.

Consideremos la serie de G

{e} = Ng 4 N; A ees O Ny
N,
1+
N.
1

N

Los coclentes son

G,

1+1

cuales son isom6rficos a

dada por
Gy & G

(que son abelianos) 6

G.

r Y
1+1(\(GiN)

pues

0.D.

A ...
Gi+1

G ’
i

los

nos.

Luego G es socluble.

y que también son abelia-

z| Lo |2

Q0.D.
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Grupos Simples.

2,1.5 DEFINICION:

Un grupo G es simple si sus Gnicos subgrupos normales son

{e} v G.

2.1.6 EJEMPLO:

Sea G un grupo ciclico de orden primo. Los finicos subgru-

pos de G son {e} y G, y por lo tanto no hay otros subgrupos

normales diferentes de ellos. Estos grupos son también abelia-

nos. Luego G es soluble y simple.

2.1.7 TEOREMA:

Un grupo soluble es simple si y sblo si es ciclico de or-

den primo.

DEMOSTRACION.

Supongamos que G es un grupo soluble simple gue tiene una

serie
{e} =Gy 4 G, &4 ... A G, = G, en donde suponemos gue
G. # G, .. Entonces G es un subgrupo normal porpio de G. Pe
1 i+1 n-1 G —
ro G es simple, asi Gn_1 = {ely G = Gn el cual es abeliano.

n-1
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Ya que todo subgrupo de un grupo abeliano es normal, y como to
do elemento de G genera un subgrupo ciclico, G debe ser cicli-
co sin subgrupos propios no triviales. De aqui G debe tener or

den primo.

Para el reciproco ver 2.1.6. Q.D.

2.1.8 TEOREMA:

Si n > 5 entonces el grupo alternante An de grado n es

simple.

DEMOSTRACION:

Supongamos que {e} # N A A . Nuestra estrategia serd como
sigue: primero, observese que si N contiene un 3-ciclo enton-
ces contiene todos los 3-ciclos, y ya que los 3-ciclos generan
An, debe tenerse que N = An. Segundo, probaremos que N contie-

ne un 3-ciclo (es aqui donde necesitamos que n > 5).

Supongamos que N contiene un 3-ciclo; sin perder generali
dad N contiene (123). Ahora para cualgquier k > 3 el ciclo
{(32k) es una permutacién par, asi que estd en An, y por lo tan

to
(32k) =1 (123) (32k) = (1lk2) estd en N.

De aqui N contiene (12k) = (1k2)? para toda k > 3. Ahora

el grupo simétrico es generado por todos los 2-ciclos de la
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forma (1i) para i = 2, ..., n. Ya que An es el conjunto de pro
ductos de un ntmero par de estos, entonces es generado por to-
dos los elementos de la forma (1i) (1j) = (1 ij) . Pero para

i # 2 tenemos, (1 ij) = (123)(12i) (123)~! asf que A_ es gene-

rado por todos los ciclos (12k), lo cual nos muestra que

Ahora probaremos que N debe contener al menos un 3-ciclo.

Haremos esto analizando los casos siguientes:
CASO 1.

Supongamos que N contiene un elemento

x = abc..
donde a,b,c,... son ciclos disjuntos y
a = (ajaz...ap) (m > 4).
Sea t = (ajajaj). Entonces N contiene t~lxt. Ya que t conmuta
con b,c, ... (ciclos disjuntos) se sigue que
t™lxt = t7!(abc...)t
= (t~lat)bc...
= z
asf que N contiene zx~! = (a;ajap), el cual es un 3-ciclo.

CASO 2.

Ahora supongamos gue N contiene un elemento que contenga
al menos dos 3-ciclos. Sin perder generalidad N contiene

x = (123) (456)y,



donde y es una permutacidn que deja fijos 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Sea t = (234). Entonces N contiene

(t=lxt)x-! = (12436).

Entonces por caso 1, N contiene un 3-ciclo.

CASO 3.

Si N contiene elementos no considerados por los casos an-
teriores, entonces todo elemento de N involucra ya sea sélo un
3-ciclo o es un producto de 2-ciclos disjuntos. La primera po-

sibilidad puede ser tratada considerando

x = (123)p
donde p conmuta con x y p? = 1. Entonces N contiene
x2 = (132)p?
= (132),

el cual es un 3-ciclo.

CASO 4.

Supongamos que todo elemento de N es un producto de 2-ci-

clos disjuntos. Pero como n > 5 podemos suponer que N contiene

x = (12) (34)p

donde p deja fijo 1,2,3,4. Si tomamos t = (234) entonces N con
tiene

(t=lxt)x=! = (14) (23)
v si u = (145) N contiene

u—! (t=lxtx-1)u = (45) (23)
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Asi N contiene
(45) (23) (14) (23) = (145)
contradiciendo la suposicién de que todo elemento de N es un

producto de 2-ciclos disjuntos.

Por lo tanto An es simple si n > 5. Q.D.
2.1.9 COROLARIO:

El grupo Sn de grado n no es soluble si n > 5.
DEMOSTRACION:

Si 8§ fuera soluble entonces A seria soluble por 2.1.4-1

y simple por 2.1.8, luego A seria de orden primo por 2.1.7.

Pero |An| = né no es primo si n > 5. Q.D.

P-grupos.

Empezaremos por recordar varias ideas de teoria de grupos.

2.1.10 DEFINICION:

Los elementos a y b de un grupo son conjugados en G si
existe g € G tal que:
a=g-'bg.
El conjugado es una relacidén de equivalencia; las clases

de equivalencia son las clases de conjugados de G.
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Si las clases de conjugados de G son C;, Cp, ..., Cy en-
tonces uno de ellos, digamos C;, contiene sélo el elemento
identidad de G. Por lo tanto |C;| = 1. Ya que las clases de
conjugados forman una particién de G tenemos

|G| =1+ |Co| + vov + [Cp| vevvenin... (1)

la cual es la ecuacibén de clase para G.

2.1.11 DEFINICION:

Si G es un grupo y x ¢ G entonces el centralizador CG(x)

de x en G es el conjunto de todos los g € G para el cual

Xg = gX.

El conjunto CG(x) siempre es un subgrupo de G. Hay una re

lacibén importante entre centralizadores y clases de conjugados.

2.1.12 LEMA:

Si G es un grupo y X ¢ G entonces el nimero de elementos

en la clase de conjugado de x es el indice de CG(x) en G.

DEMOSTRACION:

La ecuacibn
g~lxg = h-lxh
se cumple si y sblo si

hg~lx = xhg~1!,
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lo cual significa que
hg™! ¢ C

lo cual se cumple si y sblo si

es decir, h y g estdn en la misma clase de CG(x) en G. Luego
el nimero de elementos en la clase de conjugado de x es el in-

dice de CG(x) en G. Q.D.
2,1.13 COROLARIO:
El nGmerco de elementos en cualguier clase de conjugado

de un grupo finito G divide al orden de G.

Ahora introducimos la clase de p-grupos.

2.1.14 DEFINICION:

Sea p un primo. Un grupo finito G es un p—-grupo Si su or-

den es una potencia de p.

Por ejemplo, el grupo di&drico Dg es un 2-grupo. Si n > 3
el grupo simétrico S nunca es un p-grupc para cualguier pri-

mo p.

A fin de establecer una importante propiedad de p-grupos

neceslitamos otra definicién.
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2.1.15 DEFINICION:

El centro Z(G) de un grupo G es el conjunto de elementos

x € G tales que xg = gx para toda g ¢ G.

Por ejemplo, 2(S3) = {el, y si G es un grupo abeliano se

tiene que Z(G) = G.

2.1.16 TEOREMA:

Si G # {e}l es un p-grupo finito entonces G tiene centro

no trivial.

DEMOSTRACION:

I.a ecuacidn de clase (1) de G es
p" = |G| =1+ |cy| + ... + |Cy| v por 2.1.13

tenemos

para algln n, > 0. Ahora p divide a p", asi, al menos p-1 valo
res de n; deben ser iguales a cero. Pero si x estd en una cla-
se de conjugado con s8lo un elemento (x # e), por 2.1.12 se
tiene que C (x) = G, y luego g”lxg = x para toda g ¢ G, es de-
cir, Xg = gx. De donde x ¢ Z(G). Por lo tanto Z(G) # {e}.

0.D.
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2.1.17 LEMA:

Si G es un p-grupo finito de orden pn, entonces G tiene

una serie de subgrupos normales

{e} =Gy c Gy c .. ¢ Gy =G
tal que
|Gi| = pl, para i = 0,1,...,n.
DEMOSTRACION:
Usaremos induccién sobre n. Si n = 0 todo es claro. Si no,

sea Z = Z(G) # {el}l por 2.1.16. Ya que Z es un grupo abeliano
de orden pM™ tiene un elemento de orden p. El subgrupo ciclico
K generado por tal elemento tiene orden p y es normal en G va

que K ¢ 7.

Ahora g es un p-grupo de orden p"~!, y por la hip&tesis

K

inductiva existe una serie de subgrupos normales:

G G
K _ ! n
= T%C - S ¥x donde
G, 1
—%— = pl . Pero entonces
G
. K , G
|Gi| =P ypor 2.1.3 7/ = =
= -
K
con lo cual G, 4 G. Si agregamos a la serie G, = {e} se obtie-

ne el resultado requerido. Q0.D.
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2.1.18 COROLARIO:

Todo p-grupo finito es soluble.

DEMOSTRACION:

Por la serie proporcionada por 2.1.17 se tiene que
G,

G. A G

5 41 son de orden p, y como p es primo entonces

i

ciclicos y abelianos. Q.D.

Los siguientes resultados ser&n utilizados para la solu-
cidn de ecuaciones por radicales y para la prueba del teorema
fundamental del &lgebra. S6lo probaremos la parte 1 del teore-

ma siguiente.

2.1.19 TEOREMA (Sylow).

Sea G un grupo finito de orden pa.r donde p es primo y no

divide a r. Entonces:

1) G posee al menos un subgrupo de orden pa,

2) Cualquier par de subgrupos de orden pa son conjugados en G,
3) Cualquier p-subgrupo de G estd contenido en uno de orden pa,
4) El ntmero de subgrupos de G de orden p® deja resfduo 1 al

dividirlo por p.
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2.1.20 DEFINICION:

Si G es un grupo finito de orden par donde p es primo y
no divide a r, entonces un p-subgrupo de Sylow de G es un sub-

grupo de orden pa.
2.1.21 EJEMPLO:

Sea G = S3, el grupo simétrico, que tiene orden 6 = 2.3.
Sabemos que G tiene tres subgrupos de orden 2, entonces hay
tres 2-subgrupos de Sylow. También G tiene un subgrupo de or-

den 3 y por lo tanto un 3-subgrupo de Sylow.

El 2.1.19 nos dice que para grupos finitos los p-subgru-
pos de Sylow existen para todos los primos p, todos son conju-
gados, son p-subgrupos maximales de G, y suceden en un n@mero

limitado.

Para probar la parte 1 del teorema 2.1.19 necesitamos el

siguiente resultado.
2.1.22 LEMA:

Si A es un grupo abeliano finito cuyo orden es divisible

por un nlimero primo p entonces A tiene un elemento de orden p.
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DEMOSTRACION:

Usaremos induccién sobre |A|. Si |A| es primo entonces A
es ciclico y el resultado sique inmediatamente. Ahora tomemos
un subgrupo propio M de A, de orden m, maximal. Si p divide a
m entonces se sigue el resultado por la hipStesis inductiva.
Supongamos que p no divide am. Sea t ¢ Ay t ¢ M, vy sea T el
subgrupo ciclico generado por t. Entonces MT es un subgrupo de
A, que contiene propiamente a M, asi por la maximalidad de M se
tiene que A = MT. Por 2.1.3.

M| ||
|MT| = ——
mOT|
Asi que p divide al orden r de T. Ya que T es ciclico el ele-

r
mento tP tiene orden p. Luego el lema queda probado. Q.D.

DEMOSTRACION DE 2.1.19-1

Usaremos induccién sobre |G|. El teorema es evidentemente

cierto para |G| = 1 6 2. Sean ¢;, C3, ..., Cg las clases de
conjugadas de G, y sea |Ci| = £,. La ecuacién de clase de G es
p%r = &1 + &2 + ... + L.

Sea Z; el centralizador de algln elemento X, e Ci’ y sea

|Zi| = n,. Por 2.1.12 tenemos
“r
n, = %—— ............................ ( =)

Supongamos primero que algln ﬂi es mayor que 1 y no divi-

sible por p. Entonces por ( #* ) n, < par y es divisible por pa.
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De aqui por induccién Zi contiene un subgrupo de orden pa. Por

lo tanto podemos suponer que para toda 1 =1, 2, ..., s se tig

ne que £, =1 &6 p divide a £ . Sea z = |Z2(G)|. Como en
2.1.16, z es el ntmero de valores de 1 tal que ﬂi = 1. Asi
pr = z + kp para algGn entero k.

De aqui p divide a z, y G tiene un centro Z no trivial tal que

p divide a |2

. Por 2.1.22 Z tiene un elemento de orden p, el
cual genera un subgrupo P de G de orden p.. Ya que P ¢ Z se
sigue que P A G. Por induccién g contiene un subgrupo g de or-
de p®*~1l, de donde S es un subgrupo de G de orden p® y el teore

ma estd demostrado 0.D.
2.1.23 TEOREMA (Cauchy).

Si un primo p divide el orden de un grupo finito G enton-

ces G tiene un elemento de orden p.

DEMOSTRACION:
Sea S un p-subgrupo de Sylow de G, asi que S # {el. Por
2.1.17 S tiene un subgrupo normal de orden p. Luego cualguier

elemento distinto de la identidad en S tiene orden p. Q.D.

2.1.24 EJEMPLO:

Sea G = S,, |G| = 24. De acuerdo a 2.1.19 (teorema de Sy-

low) G debe tener subgrupos de orden 3 y 8. Los subgrupos de
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orden 3 son f&ciles de encontrar: cualquier ciclo de longitud
3, tales como (123) &6 (134) 6 (124), generan tales grupos. En
contraremos un subgrupo de orden 8. Sea V el grupo cuatro, el
cual es normal en G (ver 2.1.2-6). Sea t cualguier ciclo de

longitud 2, el cual genera un subgrupo T de orden 2. Entonces

VAT = {e}, y VT es un subgrupo de orden 8.

2.2 SOLUCION DE ECUACIONES POR RADICALES.

El objetivo de esta seccién es usar la correspondencia de
Galoils para dar una condicidén que debe ser satisfecha por una
ecuacibén soluble por radicales, a saber: el grupo de Galois
asociado debe ser un grupo soluble. También veremos que la so-
lubilidad del grupo de Galois es una condicidén suficiente para

que una ecuacién sea soluble por radicales.

EXTENSIONES RADICALES

2.2.1 DEFINICION:

Una extensién L:K es radical si L = K(aj,a5,...,ap) en
donde para cada i = 1,2,...,m existe un entero n(i) tal que
n{i)
o, € K(a1,...,ai_1).

Ios elementos a, se dice gue forman una sucesién radical para

L:XK.

BIBLIOTECA CENTRAL_

SEivERsingg M EA faivanan
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2.2.2 DEFINICION:

Sea f un polinomio sobre un campo K de caracteristica ce-
ro, y sea I un campo de descomposicidén para f sobre K. Decimos
que f es soluble por radicales si existe un campo M que contie

ne a £ tal que M:K es una extensién radical.

2.2.3 EJEMPLOS:

1) P(a, B, Y, &, €):@ es una extensién radical, donde

ad = 11, g2 = 3, v5 = 7+B’ §3 = 4, EY = 1+6.

2) @(vY2, Y3): @ es una extensién radical.
3) si f(x) = x3 + 3x - 2 es un polinomio sobre @, entonces

sus raices son:

N2 + Y1-7/2

G.1=
o = W%E:7§ + WZ?I:7?
a3z = w2173 + ny:7§,

donde

w#1l, wi=1.
luego,
el campo de descomposicién para f sobre @ es
L = @(ay;, ap, a3). Entonces

3 3
Q(v/2, /i+/f, /1—/7, w) es una extensién radical de Q@

=
]

tal que I ¢ M. Por lo tanto, f(x) = x3 + 3x - 2 es soluble
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por radicales.

3 —
También M' = Q(w/f, V14/2) es una extensién radical de Q.
En efecto M' es de la forma Q(wv2, 8) con 83 ¢ Q(w/2), ya que,

/T = 2w/ e QD).
Observemos también

w o= %(w/f)u y 1-v2 = - ?—i——
V1+V2
estan en M'. Luego £ ¢ M'.

Como puede observarse, M no necesariamente, es Gnico.

Claramente 2.2.2 es egquivalente a:
2.2.3 DEFINICION:

Sea f un polinomio sobre un campo K de caracteristica ce-
ro, y sea I un campo de descomposicidén para f sobre K. Decimos

que f es soluble sobre K si hay una sucesién finita de campos:

K=K, cK ¢c...c Kr y una sucesién finita de enteros

ng, -.., ny_; tales que

K. = K, (a,) con a-' ¢ K., y todas las raices de f estan
1i+1 i i 1 i

en K , estoes, L ¢ K_.
r r

La sucesién Ky ¢ K; ¢ ... c K, es llamada una extensidn

de Koy por radicales o extensidn radical de K.
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2.2.4 EJEMPLO:

Si f(x) = x* - 10x%2 + 1 un polinomio sobre @i, entonces

sSus railces son:

a, = V5+/24 = V2 + /3
aw, = /5-V24 = V3 - /2
@3 = T@p; ¥y Gy = —ap

Asi, el campo de descomposicién para f es

= Q(/2, V3).

Entonces podemos formar las siguientes extensiones radicales:

1) @ c @(Y2) ¢ @(/2, /3) z,

2) @ c @(Y3) c V2, V3)

Z,

3) @ c @(1) ¢ @(Yi, V/3) vy I c @(/i, V3).

Por que @(Yi) = @(i, v2). En efecto
- ™ , T1/2 _ ™ . T _ V2 . Y2
/i = (cosi + 1 senzd = cosgp + 1 senz = = + i -
También i/i = - ig + i 1; . Entonces Vi - iv/i = V2.
Obviamente i = (vVi)?2.
Por lo tanto, @(v2, i) ¢ @(Yi) vy ya que Vi = !g + 1 1;, vemos

que @(/i) c @(v/2, i).

4) @ c @(/3) ¢ @(¥Y3, /5) c @(V3, V5, V2) vy
I c0(/3, /5, /2).



61

5) @ ¢ Q(/6) c @(V6, V2)

=z,
6) @ c @(V6) c Q(V6, V2) = I,
7) ® c @(V/6) c @(/6, V5+2V6) = I, ya que
0(/6, V5+2/6) = Q(V5+2V/6) = Q(/2+/3) vy

@(V2 + V3) = @(/2, V/3). En efecto,

/6 = %(/5+2/€)2 - %, vy (V2 + /3)2 =5 + 2/6

estd en Q(/2 + /3), y en consecuencia, también V6 vy
Ve (V2 + V3) = 23 + 3/2 , V2 y V3.

Aasf @(vV2, V3) = Q(Y2 + ¥3), por que QO(VY2, V3) es el campo
mis pequefio que contiene a v2 vy V3.

2.2.5 LEMA:

Supongamos que L:K es finita y M es cerradura normal de
L:K. Entonces M es generada por subcampos L;, L, ..., Lg gque

contiene a K, tal que cada extensién Li:K es isom6rfica a L:K.

DEMOSTRACION:
Como L:K es finita se tiene que L = K(a;,..., o,) para
elementos algebraicos a,, oy, **+, a, sobre K. Sea m, el poli-

nomio minimo de @, sobre K, y sea N un campo de descomposicién
para £ = mj.my...Mmy sobre K, que contiene a L. Entonces N:K es
normal y finita por 1.2.10. Supongamos que L ¢ P ¢ N donde P:K

es normal. Cada polinomio m, tiene un cero a, € P, asi por nor
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malidad f se descompone en P. Ya que N es un campo de descompo
sicidén para £ tenemos que P = N, Asi, N es una cerradura nor-
mal de L:K. También por 1.4.5, las extensiones M:K y N:K son

isom8rficas, asi podemos suponer que M = N.

Ahora si Bi es cualquier cero de m, se sigue que las ex-
tensiones
K(a ceey O, peee, O ¢t X
( 1s ’ i’ ’ r)
K(aty,eee, Bireoes ar):K
son isomérficas. Pero Bi e 1 varian y, las iltimas extensiones

generan a M. Q.D.
2.2.6 LEMA:

Si L:K es una extensién radical y M es una cerradura nor-

mal de L:K entonces M:K es radical.
DEMOSTRACION:

M es generado por L;, L, ..., Ls, segln 2.2.5, y las ex-
tensiones Li:K son todas isomdrficas a L:K, son extensiones ra
dicales. Por induccidén es suficiente probar que si R es genera
do por R; y Ry, donde R;:K y R,:K son radicales, entonces R:K

es radical.

Sean R} = K(a;,...,ap) ¥ R, = K(B7,82,...,B8,) donde los
oy \Y% Bi son sucesiones radicales. Entonces la sucesién combi

nada oj,...,0_ ,81,...,8, €S una sucesién radical, asi que

K(al,...,am,sl,...,sn):K es radical.



Pero esto es R:K es radical. 0.D.

2.2.7 LEMA:

Sea K un campo de caracteristica cero y sea L un campo de
descomposicibn para t-1 sobre K, donde p es primo. Entonces el

grupo de Galois de L:K es abeliano.
DEMOSTRACION:

La derivada de tP - 1 es P tp_1, asf el polinomio no tie-

ne ceros m@iltiples en L.

Claramente sus ceros forman un grupo bajo la multiplica-
cibn; éste tiene orden p ya que los ceros son distintos; asi
es ciclico. Sea £ un generador de este grupo. Entonces L=K(g)
de mcdo que cualquier K-automorfismo de L es determinado por
su efecto ¢. Ademds, los K-automorfismos de L es determinado
por su efecto sobre £. Ademds, los K-automorfismos permutan
los ceros de tP - 1. De aquf cualquier K-automorfismo de L es de

la forma:

3
a. : § > .
] : _
Pero entonces ambos @y y %50, mandan £ a glj, asfi el grupo

de Galois es abeliano. 0.D.
2.2.8 LEMA:

Sea K un campo de caracteristica cero en el cual t"-1 se
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descompone. Sea a ¢ K, y sea L un campo de descomposicién para

t"-a sobre K. Entonces el grupo de Galois de L:K es abeliano.

DEMOSTRACION:

Sea o cualquier cero de t"-a. Ya que tN-1 se descompone
en K, los ceros de t"-a son ga,gza, ...,Ena donde £ es un ce-
ro de t"-1 diferente de uno. Como L=K(a), cualquier K-automor-
fismo de L es determinado por su efecto sobre o. Dados dos

K~automorfismos

p: a > £a,

y: oo > na,
donde £ y n & K entonces ¢y (a) = gna = nga = ¢¥¢ (a). Luego el
grupo de Galois es abeliano 0.D.

2.2.9 TEOREMA:

Si K es un campo de caracteristica cero y K ¢ L ¢ M donde

M:K es una extensidén radical, entonces el grupo de Galois de

L:X es un grupo soluble.

DEMOSTRACION:

1. Sea Ky el campo fijo del grupo de Galois T (L:K). Supongamos

que podriamos probar 2.2.9 reemplazando K por Ky. Ya gque el

grupo de Galois T (L:Ky) es el mismo que I (L:K), por defini-
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cibén, y como M es claramente radical sobre K; o K podemos
deducir 2.2.9. Por lo tanto, podemos reemplazar K por Kj.
Pero por 1.4.12, L:K; es normal, pues, Kg es el campo fijo
de T (L:K) = T(L:Ky). La conclusibén de todo esto es que pode

mos asumir gque L:X es normal.

Si N es una clausura normal de M:K, entonces por 2.2.6 N:K
es radical. Reemplazando M por N podemos asumir M:K es nor-

mal.

T (M:X)

El grupo de Galois T (L:K) T

por 1.5.1-5. Si proba-

mos que T (M:K) es soluble se sigue, por 2.1.4-2, T(L:K) es

soluble. Asi podemos asumir que M = L.

Hemos reducido la prueba a considerar la situacién siguien-
te: L:K es una extensidn radical normal, la cual es separa-
ble por ser de caracteristica cero. Deseamos mostrar que

' ({L:K) es soluble.

Supongamos que M = K(a;,...,an) donde
a?(l) e K(ay,+..,25_1). Adjuntando o adicionales, si es ne
cesario, podemos asumir que n(i) es primo para todo i. En

S

particular hay un primo p tal que al € K.

Ahora usemos induccién sobre n. Sea M; el campo de descompo

sicién de t®-1 sobre M, y sea M; el subcampo de M; generado

por K y los ceros de tP-1 en M.
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0

M///M \\M
.
(Mg

ya que I (M:K) = FTME%%% , €s suficiente probar que I (M;:K) es

—

soluble. Ademds, M; es una extensién normal de K y TI'(M;:K) es
abeliano por 2.2.7. pPero por 1.5.1-4,

I'(Mg:M;) A r(My:K), y por 1.5.1-5

F(MI:K) X 7——11 (;825)1)

Si podemos probar que TI'(My:M;) es soluble entonces, por

2.1.4-3, se sigue gque T (Mjy:K) es soluble.

Sea G = I'(My:M;). Entonces

Sea H= (M;(a;))*, el subgrupo de G que corresponde a M; (aj)

bajo la correspondencia de Galois.

como tP-1 se descompone en M;, M;(a;) es un campo de des-
composicién para t¥ - a% sobre M;. En consecuencia, M;(a;) es
una extensién normal de M; y T(M;j(a;):M;) es abeliano (por

2.2.8). Ademds, por 1.5.1-4 H A G. ¥ por 1.5.1-5,

g x T(Mj(ay):M;) que es soluble.
Pero Mg = M;(a;) (a2, «..,0pn) Yy como

Mg: M (a;) es normal, se sigue por induccién que
I (Mg:M; (a;)) es soluble.
Es decir,
BIBLIOTECA CENTRAL {

HMMIVERBIDAD DE EL BALVARME
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G
g Y H son solubles.

En consecuencia, por 2.1.4-3, G es soluble. Q.D.

La idea de esta prueba es simple: una extensién radical
es una serie de extensiones por raices n-&simas; tales exten-
siones tienen grupos de Galois abelianos; asi el grupo de Ga-
lois de una extensidn radical puede construirse "juntando" una
sucesidén de grupos abelianos. Desafortunadamente hay problemas
tecnicos en realizar la prueba en ese sentido: necesitamos las
raices de la unidad y tenemos gque hacer varias extensiones nor

mal antes de gque la correspondencia de Galois pueda ser usada.
2.2.10 DEFINICION:

Sea f un polinomio sobre un campo K, con campo de descom-
posicidén r sobre K. El grupo de Galois de f sobre K es el gru-

po de Galois T (Ir:K)

Sea G el grupo de Galois de un polinomio f sobre el campo
K. Si o ¢ I es un cero de f entonces f(a) = 0; asi para cual-
quier g ¢ G tenemos f(g(a)) = g(f(a)) = 0. De aqui cada elemen
to g ¢ G induce una permutacidén g' del conjunto de ceros de f
en . Elementos distintos de G inducen, permutaciones diferen-

tes, ya que I es generado por los ceros de f. Se sigue fdcil-

mente que el mapeo g > g' es un monomorfismo de G en el gru

po de todas las permutaciones de los ceros de f. En otras pala

bras, podemos ver en G un grupo de permutaciones sobre los ce-

O ———
—
—

SR
:'BWHJOTECA CENTRA| }
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ros de f.

Ahora podemos reescribir 2.2.9 de la siguiente manera:

2.2.11 TEOREMA:

Sea f un polinomio sobre un campo K de caracteristica ce-
ro. Si f es soluble por radicales entonces el grupo de Galois

de f sobre K es un grupo soluble.
DEMOSTRACION.

Ver 2.2.2 vy 2.2.9 conL = .
Un polinomio de quinto grado insoluble.

2.2.12 TECREMA: Para cualquier n el grupo simétrico Sn es genera-

do por los ciclos (12...n) y (12).

DEMOSTRACION:
Sea ¢ = (12...n) t = (12), y sea G el grupo generado por
c v t. Entonces G contiene c_1tc = (23); de esto c-1(23)c=(34),

... v de aqui o también a todas las transformacicnes (m,m+1).
Entonces G contiene (12) (23) (12) = (13), (13) (34) (13) = (14),
..., Y por lo tanto G contiene todas las transposiciones (1lm).
Pero entonces G contiene (1m) (1lr) (1m) = (mr), y como todo ele-
mento de Sn es un producto de transposiciones, se debe tener

que G = S _. 0.D.

n



2.2.14 LEMA:

Sea p un nGmero primo, y f un polinomio irreducible de
grado p sobre . Supongamos que f tiene precisamente dos ceros
no reales en T. Entonces el grupo de Galois de f sobre @ es el

grupo simétrico SP.
DEMOSTRACION:

"Por el teorema fundamental del dlgebra" T contiene un cam
po de descomposicidén I para f. Sea G el grupo de Galois de f
sobre @, considerando como un grupo de permutaciones sobre los
ceros f. Estos son distintos ya que la caracteristica es cero,
asf G es un subgrupo de Sp. Cuando construimos un campo de des
composicién para f, primero adjuntamos un elemento de grado p,
ast [Z: m] es divisible por p. Por 1.5.1-1, se tiene gue p di-
vide al orden de G. Por 2.1.23, G tiene un elemento de orden
p. Pero los lnicos elementos de Sp gque tienen orden p son los

p-ciclos.

La conjugacidén compleja es un @-automorfismo de T, y por
lo tanto induce un @Q-automorfismo de I. Estos dejan p-2 ceros
reales de f fijos, mientras transponen los dos ceros no rea-

les. Por lo tanto G contiene un 2-ciclo.

Por eleccidén de notacidén, y si es preciso tomar una poten
cia del p-ciclo, podemos suponer que G contiene el 2-ciclo

(12) y el p-ciclo (12...p) por 2.2.12, estos generan todo Sp.
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Por lo tanto G = Sp.
2.2.14 TEOREMA:
El polinomio t°® - 6t + 3 sobre @ no es soluble por radica
les.
DEMOSTRACION:
Sea f(t) = t° - 6t + 3. Por el criterio de Eisensteis f

es irreducible sobre Q. Probaremos que f tiene precisamente 3
ceros reales, cada uno de multiplicidad 1, y de agqui tiene 2
ceros no reales. Ya que 5 es primo, por 2.2.13, el grupo de Ga
lois de f sobre @ es Sg. Por 2.1.9 Sg no es soluble. Luego,

por 2.2.11, f no es soluble por radicales.

Falta demostrar que f tiene exactamente 3 ceros reales
de multiplicidad uno. Como f(-2) = - 17, f£(-1) = 8, £(0) = 3,
£(1) = - 2 y £(2) = 23, parece ser que f tiene solamente 3 ce-
ros reales. En efecto, por el teorema de Rolle los ceros de £
estan determinados por los ceros de Df, y Df = 5t% - 6, el
cual tiene 2 ceros * vrgo Ahora bien, f y Df son primos entre
si; asi f no tiene ceros repetidos (esto también sigue de la
irreducibilidad y caracteristica cero) f tiene a lo sumo 3 ce-
ros reales. Pero seguramente f tiene al menos 3 ceros reales,
ya que una funcidén continua definida sobre la recta real no

puede cambiar de signo excepto gque pase a través de un cero.
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Por lo tanto f tiene precisamente 3 ceros reales, y el resulta

do sigue. Q.D.

2.3 ECUACION POLINOMIAL DE GRADO N,

El objetivo de esta seccifbn es estudiar un polinomio muy
especial llamado polinomio general; cuyos coeficientes no sa-
tisfacen ninguna relacidén algebraica. Veremos que su grupo de
Galois es fé&cil de calcular, y para el polinomio general de
grado n, este es Sn. En particular mostramos que el polinomio
general de grado 5 no es soluble por radicales. Inmediatamente,
también mostramos la solubilidad de las ecuaciones cudrticas,
clbicas, cuadréticas, a través de la estructura S,, S3 vy S,

respectivamente.

GRADO TRASCENDENTE.

2.3.1 DEFINICION:

Una extensidn L:K es finitamente generada si

L = K{(ay,...,0) donde n es finito.

Cbservemos que los a. pueden ser algebraicos o trascenden
i =

tales sobre XK.

2.3.2 DEFINICION:

Si t;, ..., t, son elementos trascendentales sobre un cam
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po K, todos permaneciendo en alguna extensién L de XK, entonces
ellos son independientes si no hay un polinomio diferente de 0

sobre K (en n indeterminadas) tales que P(t;,...,tp) = 0 en L.

2.3.3 EJEMPLOS:

1) Si t es trascendental sobre K y u es trascendental sobre
K(t) entonces K(t,u) es una extensidén de K finitamente gene

rada y t,u son independientes.

2) Si t es trascendental sobre K, también lo es t + 1, pero t
y t + 1 no son independientes. En efecto, si .

P(x1,%2) = X1 — X2 + 1, resulta que P(t,t+1) = 0.

2.3.4 LEMA:

Si L:K es finitamente generada entonces existe un campo

intermedio M tal que:

1) M = K(ay,...,0a,) donde los oj son elementos trascendentales

independientes sobre K.

2) L:M es una extensién finita.

DEMOSTRACION:

Sabemos que L = K(B87,...,8,). S1 todos los B; son alge-

braicos sobre K entonces L:K es finita y podemos tomar M = K.
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De otra manera, algfin Bi es trascendental sobre K. Llamaremos
a1. Si L:K(a;) no es finita existe algfin Bk trascendental so-
bre K. Llamémoslo a,. Podemos continuar este proceso hasta que
M= K(a;,...,2,) sea tal que L:M es finita. Por construccién
los a, son elementos trascendentales independientes sobre K.

Q.D.

El siguiente resultado nos dice que el entero r gque da el
nfimero de elementos trascendentales idependientes sobre K no
depende de la eleccién de M.

2.3.5 LEMA:

Con la notacién de 2.3.4, si hay otro campo intermedio

N = K(Bl,...,BS) tal que B;,...,Bg son elementos trascendenta-
les independientes sobre XK y L:N es finita, entonces r = s.
DEMOSTRACION:

Ya que [L:M] es finita B; es algebraico sobre M, luego
hay un polinomio tal que
P(B1,01,cee,ay) = 0.

Algtn oy sin pé&rdida de generalidad «;, realmente aparece en

esta ecuacidén (de lo contrario B, seria algebraico sobre K).
Entonces o] es algebraico sobre K(B8i,as,..-,0y) ¥
L:K(By1,02,...,2,) es finita, ya que

[L:M] = [L:M(By)][M(B;):M] es finita y
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[L:K(By,00,...,0,)] = [LiM(By)][M(B):K(8;,a0,...,ax)]. Induc-
tivamente podemos reemplazar sucesivamente a, por Bi, a si que
L:XK(By,...,8,) es finita. Si s > r, entonces Br+1 debe ser al-
gebraico sobre K(8;,...,8,), 1o que es una contradiccidén al he

cho de que los Bi son independientes. Por lo tanto s < r. Simi

larmente r < s. Q.D.

Esto significa que el entero r esta bién definido.

2.3.6 TFCREMA:F1 entero r definido en 2.3.4 es el grado trascen-

dente de L:K.

2.3.7 EJEMPLO:

Consideremos K(t,a,u):K, donde t es trascendental sobre K,

2 = ¢, v u es trascendental sobre K(t,a). Entonces M = K(t,u)

a
donde t y u son elementos trascendentales independientes sobre
K, v K(t,u,a): M = M(a):M es finita, ya que o es algebraico so

bre M. Luego el grado trascendente es 2.

EL POLINOMIO GENERAL.

Sea K cualquier campo, y sean t;,...,tp elementos trascen
dentales independientes sobre K. El grupo simétrico S puede
n
considerarse como un grupo de K-automorfismos de K(t;,...,tn)

definiendo



T2

para toda o ¢ Sn. Claramente elementos distintos de S estable
n 5

cen distintos K-automorfismos.

El campo fijo F de Sn contiene todos los polinomios simé-
tricos en los ti, y en particular los polinomios simétricos
elementales s_ = s (t;,...,t ). Dando s_(t;,...,t_ ) es la suma

r r n r n
de todos los posibles distintos productos, tomando r a la vez

de los ti, to,e.., tn . Mostraremos que los s generan a F.

2.3.8 LEMA:

Si1 F es el campo fijo de S,, considerado como un grupo de

K-automorfismos de K(t,,ty,...,tpy), entonces F = K(sy,...,Sp),
donde s;,...,S, son los polinomios simétricos elementales.
DEMOSTRACION:

Primero probaremos que

[K(tll"'ltn): K(S]_,...,Sn)] in[
por induccidén sobre n. Consideremos la doble extensidn

K(t1,+..,tn) © K(s1,+..+.,Sn,tn) o K(sy;,+..,Sn) .

n-1

si £(t) = t" - s;t + ..+ (L) 7sp,E(ty) =0
asi que [K(s;,Sp,...,Sp,tn): K(Sy1,...,8,)] < n.

Si si,sé,...,sé_1 son los polincomios simétricos elementa-
les en ty,...,th_q, tenemos sy = tsi_y + s} y por lo tanto

K(S1,++-,Sn,tn) = K(tn,si,...,sh-1).
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Ahora por induccidn

[Klty,-eertn) K(S),eeerSn,ty)] = [Ktp) (ty, .00, tn-1) :K(ty) (s}, ..., 8821 )],
[K(ty,..e,tn) s K(Sy,...8n,tn)] < (n-1)1.

Luego [K(ty, .o tn): K(sy,82,...,85)] < nl.
Como K(s;,...,Spn) est& claramente contenida en el campo fijo F
de S,r Y por 1.3.1,

[K(ty,...,ty): F] = |S,| = n!, asi por lo anterior
debe tenerse que F = K(s;,...,Sq). Q.D.

2.3.9 COROLARIO:

Cada polinomio simétrico en t,,...,t, sobre K puede ser

escrito como una expresidn racional en S;,...,Sp.

DEMOSTRACION:

Los polinomios simétricos en t;,...,t, permanecen en el

campo fijo F = K(s;,...,Sn). Q.D.

2.3.10 LEMA:

Con la notacidén anterior s;,...,s, son elementos trascen-

dentales independientes sobre K.
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DEMOSTRACION:

K(ty,...,tnh) es una extensién finita de K(s;,...,sp). Si
r es el grado trascendente de K(s;,...,Sy) sobre K, entonces
el grado trascendente de K(t;,...,tp) sobre K es r = n, por
2.3.5. Por lo tanto los si son independientes, pues de otra ma
nera, el grado trascendente K(s;,...,Sp): K serfia menor que n.

Q.D.

2.3.11 DEFINICION:

Sea K un campo y sean s;,...,S, elementos trascendentales
independientes sobre K. El polinomio general de grado n "sobre"
K es el polinomio

£" - st™T 4 os,tPT? - L+ (-1) s _

sobre el campo K(sj,...,Sp).

2.3.12 TEOREMA:

Para cualquier campo K sea g el polinomio general de gra-
do n "sobre"™ K y sea I el campo de descomposicidén para g sobre
K(s1,+.--,5n). Entonces los ceros t;,...,tnh de g en I son ele-
mentos trascentatales independientes sobre K, y el grupoc de Ga

lois de r:K(s;,...,Sn) es todo el grupo simétrico sp.
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DEMOSTRACION:

La extensidén 1: K(s;,...,Sph), por 1.2.10, es finita; asi
el grado trascendente de r[:K es igual al grado trascendente de
K(sy,...,8,): K, llamémoslo n. Ya que ¢ = K(t;,...,t,) se si-
gue que los ti son elementos trascendentales independientes so
bre K, pues de lo contrario una relacidén algebraica entre
ellos disminuiria el grado trascendente. Sean los si los poli-
nomios simétricos elementales. Como, S, actua como un grupo de
automorfismos de 1 = K(t;,...,t,), vy por 2.3.8, su campo fijo
es K(sl,...,sn). Por 1.4.12, z:K(sl,...,sn) es normal y serapa
ble (la normalidad también sigue de la definicién de ) y por

1.3.1, su grado es |s = n.:. Entonces por 1.5.1-1 el grupo de

nl

Galois tiene orden n. y ademds contiene a s . Por lo tanto el

grupo de Galois de r:K(s;,...,s,) es S,. Q.D.

De 2.2.11 y 2.1.9 deducimos:
2.3.13 TEOREMA:

Si XK es un campo de caracteristica cero y n > 5, entonces
el polinomio general de grado n "sobre" K no es soluble por ra

dicales.
Solucidén de ecuaciones cudrticas.

Cuando el polinomio general de grado n "sobre" XK puede
ser resuelto por radicales, es f&cil de decucir una solucidn

por radicales de un polinomio de grado n sobre K, sustituyendo.
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Lo que nos dice 2.3.13 es que lo mejor que podemos espe-
rar es una solucidén para el polinomio general de grado menor
o igual a 4; encontraremos la solucidn analizando la estructu-

ra de Sn y el reciproco de 2.2.9 gque probaremos ahora.

2.3.14 DEFINICION:

Sea L:K una extensidén normal finita con grupo de Galois
G. La norma de un elemento a ¢ L es
N(a) = 1;(a).12(a)...7n(a)

donde t,,...,7, son los elementos de G.

Claramente N(a) estd en el campo fijo de G, asi si la ex-

tensidn L:K también es separable, entonces N(a) € K.

2.3.15 TEOREMA:

Sea L:K un extensidn normal finita con grupo de Galois G

ciclico generado por un elemento 1. Entonces a ¢ L tiene

N(a) = 1 si, y sb6lo si, a = ?T%T para algin b ¢ L, b # 0.
DEMOSTRACION:
sia=—2, b # 0, entonces si |G| = n
T(b) ’ ’
tenemos

n—1(

N(a) = at(a).t2(a)...t a)
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-1
_ b T(b) 12(b) (b)) _
= Ty * TZ(b) ° 3(b) " <A (b = 1 ya que
=1
Reciprocamente, supongamos que N(a) = 1. Sea ¢ ¢ L y defi
namos
do = ac
d; = (a.t(a))t(c)
di = (a.7(a)...ti(a))ti(c)
para 0 < i < n-1. Entonces
d . =N@ ) = " (o)
n-1
vy di+1 = a.t(d,) si 0 <i<mn-2
Definamos b=dyg +d; + ... + dp-1.

Elijamos ¢ tal que b ¥ 0. Supongamos lo contrario que
b = 0 para todas las elecciones de c. Entonces para cualquier
¢ e L tenemos

n—1(

Aot9(c) + Ayt () + ... + Ap-1T c) =0

donde A; = a.t(a)...tt(a) pertenecen a L. Resultando gue los

distintos automorfismos Tt son linealmente dependientes sobre
L, lo gue es contrario al hecho gue cualquier conjunto de dis-
tintos monomorfismos K - L es linealmente independiente sobre

L.

Por lo tanto podemos elegir c¢ tal que b # 0.
Pero entonces

(b)) = T(do) + ... + T(dn_1)
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plo

_ b
per lo tanto a = (B

i©
o

2.3.17 TEOREMA:

Supongamos que L:K es una extensidn normal separable fini
ta con grupo de Galois G ciclico de orden primo p, generado
por t. Asumamos que la caracteristica de K es cero o p, y que

tP-1 se descompone en K. Entonces L = K(a) donde o es un cero de

un polinomio irreducible tP - a sobre K, para algln a ¢ K.
DEMOSTRACION:

Los p ceros de tf - 1 forman un grupo de orden p, el cual
debe ser ciclico, asi los ceros de tP - 1 son potencias de al-
gn ¢ ¢ K donde £P = 1. Pero entonces

N(E) = £, ...5 =1

yva que § ¢ K y asi ti(g) = ¢ para toda i. Por 2.3.15, tenemos
a -
£ = Ty para algn o ¢ L.

De aquf se sigue que t(a) = £-la, 12(a) = £72a,..., v a = of
es dejado fijo por G, y asi estd en K. Luego K(a) es el campo
de descomposicidn para tP - a sobre K, y los K-automorfismos

1, T, 2, ..., 01 mapean a o en elementos distintos, asi
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ellos nos proporcicnan p distintos K-automorfismos de K(a).
Por 1.5.1-1 [K(a):K] > p. Pero [L:K] = |G| = p, asi L = K(a).
Por lo tanto tf - a es el polinomio minimo de o sobre XK, y en

consecuencia t? - a es irreducible sobre K. Q.D.
2.3.18 TEOREMA (reciproco de 2.2.9):

Sea K un campo de caracteristica cero y sea L:K una exten
sidén normal finita con grupo de Galosi soluble G. Entonces

existe una extensién R de L tal que R:K es radical.
DEMOSTRACION:

Como la caracteristica de K es cero todas las extensiones
son separables. Usaremos induccién sobre G. El resultado es
claro cuando |G| = 1. Si |G| # 1 tomemos un subgrupo normal
propio H de G (el cual existe ya que G es un grupo finito). En

tonces % es simple (ya que H es maximal) y soluble por

2.1.4-2. Por 2.1.7 % es ciclico de orden primo p.

Sea N el campo de descomposicidn de tP? - 1 sobre L. Enton

ces N:K es normal; pues, por 1.2.10 L es un campo de descompo-

sicidn sobre K para alglGn polinomio f, asi N es un campo de
descomposicidén sobre K de (tP - 1) .£, y asf N:K es normal por

1.2.10 otra~vez. El grupo de Galois de N:L es abeliano por

' (N:XK)

2.2.7 Y por 1.1.5-5 F(L:K) = m.
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Por 2.1.4-3 T (N:K) es soluble. Sea M el subcampo de N genera-

do por K y los ceros de t? - 1. Entonces N:M es normal. Como
M:K es claramente radical, y como L ¢ N, el resultado seguird
si podemos encontrar una extensidén R de N tal que R:M sea radi

cal.

Afirmamos que el grupo de Galois de N:M es isomdrfica a

un subgrupo de G.

Si 1 es un M-automorfismo de N, consderemos su restric-
cién a L:t/L. Ya que L:X es normal t/L es un K-automorfismo de
L, v en consecuencia tenemos un homomorfismo de grupcs:

d: T(N:M)

> T(L:X).

Si t ¢ ker(¢), entonces 1 fija todos los elementos de M
vy L, los cuales generan N. Por lo tanto 1 = 1, es decir, ¢ es
un monomorfismo, y en consecuencia

r(N:M) es isomdérfico a un subgrupo J de T (L:K).

Si J = ¢(I'(N:M)) es un subgrupo propio de G, entonces por

induccidén hay una extensidén R de N tal que R:M es radical.

La posibilidad que flata es si J = G. Entonces podemos en
contrar un subgrupo I A T'(N:M) de Indice p, I = 6”1 (H). sea P
el campo fijo I+. Entonces [P:M] =p por 1.5.1-3, P:M es nor-
mal por 1.5.1-4, y tP - 1 se descompone en M. Por 2.3.17,

P = M(o) donde of = a ¢ M. Pero N:P es una extensién normal
con grupo de Galois soluble de orden menor que |G|, asi por in

duccidn existe una extensidén R de N tal que R:P es radical.
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Luego R:M es radical y en consecuencia R:K es radical.

Q.D.

2.3.19 TEOREMA:

Sobre un campo de caracteristica cero un polinomio es so-
luble por radicales si, y s6lo si, su grupo de Galois es solu-

ble.
DEMOSTRACION, ver 2.2.11 vy 2.3.18.

2.3.20.

El polinomio general de grado n tiene a S, como su grupo
de Galois y sabemos que para n < 4, S, es soluble (ver 2.1.2).
Por lo tanto para un campo de caracteristica cero el polinomio
general de grado menor o igual a 4 puede ser resuelto por radi

cales.

Podemos usar la estructura del grupo simétrico para encon

trar la solucidén por radicales.

1. Lineal
t_Sln

fdcilmente t; = s; es un cero.

2. Cuddratica
t2 - st + s5.

Sean t; y ts los ceros de la ecuacién cuadr&tica. El gru-

czm
|
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po de Galois s, consiste del mapeo identidad y de un mapeo que

intercambia t; y t,. Luego

(t, - t)?2
estd en el campo fijo de s,, es decir, (t; - t,)? ¢ K(s,,s5).
2
Calculando vemos que (t; - tj)? = sy = 4s,.

Entonces

t: + to S1,

y en consecuencia, tenemos la férmula familiar

s, + Y(s? - 4s,)
t,, t2 = ) .

3. Ctbica

t3 - Slt2 + s>t - s3.

Sean t;, t,, t3 sus ceros. El grupo de Galois s3 tiene la se-

rie normal.

<e> ¢ A3 = <(123)> c s3 con cocientes abelianos

(ver 2.1.2-2). Es decir el grupo de Galois s3 es soluble.

Adjuntemos un elemento w # 1 tal que w3 = 1, y considere-
mos

y = &1 + wty + w2t3.

Los elementos de A3 permutan t;, to y t3 cficlicamente, y
por lo tanto multiplican a y por una potencia de w si
o, = (123), o;(y) = w(y). Enconsecuencia v3 es dejado fijo por

los elementos de Aj.
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Similarmente si
z = t; + U)th + wtjy,

entonces z3? es dejado fijo por todos ‘los elementos de Aj.

También cada permutacién impar es s; intercambia y3 y z3
(si 0, = (13), o,(y) = t3 + wt, + w?t; = w?z ). Asi, que
v3 + 23 ~ y3z3 son fijados por todo sj3, es decir, pertenecen
a K(s;,s,,53). Por lo tanto y® y z3 son ceros de una ecuacién
cuadrética sobre K(s,,s,,s3) la cual puede ser resuelta como

en la parte 2. Luego tomando raices cfibicas, conocemos y ~ z.

Pero
S =ty + ty + t3 '
y = t; + wty, + m2t3 ’
z = t, + wlt, + oty ,

se sigue que t; %(sl + v + 2z)

t, = %(sl + wly + wz)
ty = %‘-(s1 + wy + w?z).

4. Culrticas

£ - Slt3 + szt2 - s3t + sy.

sean t;, t,, t3, ty, sus ceros.

El grupo de Galois s, tiene una serie normal

<e> ¢ V¢ A, ¢ S, donde
v = {1,(12)(34), (13) (24), (14) (23)}

con cocientes abelianos (ver 2.1.2-6), es decir, s, es soluble.
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Consideremos las tres expresiones
y1 = (t1 + tp) (t3g + ty)

(tl + t3)(t2 + ty)

Y2

y3 = (E1 + ty) (t, + t3).

Los elementos y,;, VY», Y3 son permutados entre ellos por
cualguier permutacién de s,; asi que, todos los polinomios si-
métricos elementales en y;, y,, y3 estén en K(s;,s;,s3,S4). En
tonces y;, Yo, Y3 son los ceros de cierta cfibica sobre

K(s;, s, s3, sy) llamada la resolvente cibica.

Como

t1+t2+t3+tl_+=51

podemos encontrar tres polinomios cuadriticos cuyos ceros son
t; + tr ¥y t3 + ty, t; + t3 y tr + ty, £t + ty ¥y tr + t3 . Y de

aqui es fécil encontrar t;, t,, t3, ti.

Establezcamos ahora férmulas explicitas para las solucio-

nes, cuya existencia se asegura en las partes 2 y 3.

3') CGbica. Haciendo u = t - %sl, el polinomio general de gra-

do 3 toma la forma

ud + pu + g, donde

2
S1 182 2 3
Pp=S8S;~—,9qF*= 3~ T S1 T 37S51-

Si podemos encontrar los ceros de esta ltima ecuacidén en
tonces es fdcil encontrar la solucién, de la ctGbica general.

Siguiendo el procedimiento anterior para este polinomio tene-

mos explicitamente



88

vy + 23 = -27q

y323 = _27p3_

de las cuales se sigue v3 v z3 son los ceros del polinomio

cuadratico
t% + 27qt - 27p3.
calculando
2 3
- -4 9a- . P
y =3 > T vt o7
2 3
= -4 - /9%, p°
z =3 2 T T 37

por lo tanto:

u; = %(y+z)
u, = %(wzy + wz),
uz = %(wy + wlz).

Cudrtica. Haciendo la transformacién u = t - 7 s; la ecua-
cibén cuédrtica se reduce a la forma
t% + pt?2 + qt + r.
Siguiendo el procedimiento
yi1 * y2 +y3 =2p
Y1¥e + Y1¥3 + Ya¥s = p? - 4r

Yi¥2¥3 = — 49° .

Entonces la resolvente cfibica toma la forma

t3 - 2pt?2 + (p?-4r)t + g2, cuyas raices son Yir Y2r Y3

Como en este caso: t; + tp + t3 + t, = 0, x> + y; = 0, es
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decir x = * /-y,. Similarmente y = * /-y, y z = % /=y,.

Luego

t; + 2 = vV=y

donde se deduce que:

2t; = V-yy + V-yo + Ymys

2ty = Y-y - V-y2 - V-ys

2ty = =V-y; + Y-y, = Y-y3

2ty = =V-y; - Y-y, + VY-y3 , donde las
rafices cuadradas estan sujetas a V-y;. V-y,.V/-y3 = - q.

| QIBLIOTECA CENTR/
| AVERBIDADR DE =k BALVAl



CAPITULO TITI

CONSTRUCCIONES CON REGLA Y COMPAS

De acuerdo a Platén las Gnicas figuras geomé&tricas "per-

fectas" son la linea recta y el circulo.

En la antigua Grecia esta creencia tuvo el efecto de res-
tringir los instrumentos disponibles para llevar a cabo cons-

trucciones geométricas a dos: la regla y el compés.

Con s8lo estos instrumentos es posible llevar a cabo un
amplio rango de construccionesl Lineas pueden ser divididas en
muchos segmentos iguales, los &ngulos pueden ser bisectados,
lineas paralelas trazadas. Dado cualquier poligono es posible
construir un cuadrado de &rea igual, o dos veces ei &rea, etc.
Sin embargo, hay muchos conceptos geométricos que intuitivamen
te deberian ser constructibles, es para los cuales los instru-
mentos de regla y compas son inadecuados. Hay tres famosas cons
trucciones que los griegos no pudieron llevar a cabo: la dupli
cacidén del cubo, la triseccién del &ngulo, y la cuadratura del

circulo.

No es sorprendente que los griegos encontraran estas cons
trucciones tan dificiles. Ello era imposible. Pero los griegos

ni tuvieron los métodos para probar la imposibilidad ni 1las

90
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sospechas que las soluciones no existian.

Con la maquinaria a nuestra disposicién es relativamente
simple dar una respuesta completa a los tres problemas. Usare-
mos geometria con coordenadas para expresarlos en términos al-
gebraicos, y aplicar la teorfa de extensiones de campo a los

problemas algebraicos gue aparezcan.

3.1.1 FORMULACION ALGEBRAICA.

Nuestro primer paso es formular la idea intuitiva de una
construccidén con regla y compds. Supongamos que nos damos un
conjunto de puntos P,y en el plano Eucliniano 1IR? , vy considera

mos operaciones de las siguientes dos clases:

Operacién 1 (Regla): A través de cualesquiera dos puntos

de P; se traza una linea recta.

Operacion 2 (compds): Trazar un circulo, cuyo centro es
un punto de P,, y cuyo radio es igual a la distancia entre al-

gGn par de puntos en Pj.
3.1.2 DEFINICION.
Los puntos de interseccién de cualesquiera dos circulos o

lineas distintas, trazadas usando operaciones 1 6§ 2, se dice

gue son constructibles en una etapa de Py.

Un punto r ¢ IR? es constructible de P, si hay una suce-
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sién finita
X142, eee,Xy = T

de puntos de IR? tal que para cada i1 = 1,2,...,n el punto r,

es constructible en una etapa del conjunto

Po VU {rl,ry_,...,ri_1}
3.1.3 EJEMPLO:

Mostraremos como la construccidén del punto medio de una
linea puede ser realizada dentro de nuestra estructura formal.

Supongamos que nos damos dos puntos p;,p, € IR? (fig. 1. ) .

Sea pg = {pi1,p2}

1) Trazar la linea p;p,; (operacién 1)
2) Trazar el circulo de centro p; y radio p;p; (operacién 2)
3) Trazar el circulo de centro p, y radio p;p,; (operacidn 2)
4) Sean r; y r, los puntos de interseccidédn de estos circulos
5) Trazar la linea r;r, (operacién 1)

6) Sea r; la interseccidn de las lineas p;pp; ¥y I1TXz-.

Entonces la sucesién r;,r,,r; define una construccién del pun-

to medio de la linea p;p;.
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Fig. 1

Entraremos a la teoria de campo en una forma natural. En cada
una de las etapas en la construccidn asociaremos el subcampo
de IR generado por las coordenadas de los puntos construidos.
Asi sea Ky es subcampo de IR generado por las coordenadas X,y
de los puntos en Pj. Si r, tiene coordenadas (xi,yi) entonces
inductivamente definimos Ki como el campo obtenido de Ki—1 ad-

juntéandole X;r Y1 €8 decir,

Ry = Ry (Ryrys)e

Claramente

- - . -

-
| BIBLIOTECA CENTRAL |
| BmMIvEARIDAD DE EL mALvARBE |



94

3.1.4 LEMA:

Con la notacidn anterior X; ~ Yy,; sSon ceros en K; de poli

nomios cuadriticos sobre Ki 1"

DEMOSTRACION

Hay tres casos a considerar; intersecciones de:

i) recta y recta,
ii) recta y circulo,

iii) circulo y circulo.

Cada caso es tratado con geometria con coordenadas; como un

ejemplo haremos el caso "recta intersectada con circulo".

Fig. 2
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Sean A, B, C puntos cuyas coordenadas (p,q), (r,s), (t,u)

estan en K, _;. Trazar la recta AB y el circulo de centro C, ra

2

dio w, donde w< € Kj_1, como en la figura 2, (observe que

wé e K, _, va que w es la distancia entre dos puntos cuyas co-
i-1
ordenadas estén en Ki-1)' La ecuacidén de la recta AB es
X~ pP_yYy~-49g (1)
r - p s - a
y la ecuacién del circulo es
(x-t)?2 + (y-u)? = w?... (2)

asi la coordenada x de los puntos de interseccién X y Y son

Resolviendo (1) y (2) obtenemos

- 2
(x-t)2 + %é:%% (x-p) + g-u| = w?

asi la coordenada x de los x de los puntos de interseccién X y

Y son ceros de polinomios cuadrdticos sobre Ki 1e Lo mismo se

cumple para la coordena Y. Q.D.

3.1.5 TEOREMA:

Si r = (x,y) es constructible de un subconjunto P, de IR?,
y si K, es el subcampo de IR generado por las coordenadas de
los puntos de P;, entonces los grados

[Ko(x): Kol v [Ko(y): Kol

son potencias de 2.
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DEMOSTRACION:

Por 3.1.4 tenemos que

[Ki_1(x): Ki_1] =102, vy

[Ki_1(y): Ki—1] =1 o 2, (El valor de 2 ocurre
si el polinomio cuadrdtico sobre K._1 del cual X, s un cero,

es irreducible; de otro modo ocurre 1).

Por tanto

—
=
9

e

=]
=
-
[
—
|
|
=
=]
0

by ) iRy g () TR )Ry ]

De donde [Ki: Ki_1j es una potencia de 2.

Por induccién vemos que [K,: Kgq] es una potencia de 2. Pero
[Knt Ko(x)][[Kg(x): Kg] = [Kn: Kq].

Se sique que [K,(x): KJ] es una potencia de 2. Similarmente

[Ko(y): Ko] es una potencia de 2. Q.D.
Pruebas de imposibilidad.

Ahora aplicamos la teoria anterior para pro—ar que no
existen construcciones con regla y compds para los tres proble

mas clisicos mencionados en la introduccién de este capitulo.
.1.6 TEOREMA:

El cubo no puede ser duplicado mediante construcciones

con regla y compés.

o,

{ BIBLIOTECA (‘ENTRALj
| HM!‘ /ERBIDAD DE EL BALVAL
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DEMOSTRACION:

Consideremos un cubo, y sea uno de sus lados el intervalo
unidad sobre eje x. Por lo tanto, podemos suponer que
Py, = {(0,0),(1,0)} es decir K; = @. Si pudieramos duplicar el
cubo entonces podriamos construir el punto (a,0) donde ad = 2.
por 3.1.5 [m(a): m] serfa una potencia de 2. Pero a es un cero
del polinomio t3-2 irreducible sobre @ (criterio de Eisenstein).
Luego t3-2 es el polinomio minimo de o sobre @, y en consecuen

cia [@(a): @] = 3. Esto es una contradiccién. Q.D.

4.1.7 TEOREMA:

El &ngulo % no puede ser trisecado mediante construccio-

nes con regla y compés.

DEMOSTRACION:

, . m .
Para construir un &ngulo trisecando 3 es equivalente a

construir el punto (a,0) dado (0,0) y (1,0), donde o = cos(Z).

(ver figura 3).
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ul
9
(0,0) (1,0)
Fig. 3
De esto podriamos construir (8,0), donde g = 2 cos(%).

Por trigoncometria elemental,
30) = 4(cos3(0) - 3 cos(®).

y Y encontramos dque

Ahora f(t) = t3-3t-1 es irreducible sobre @, ya que
f(t+1l) = t3 + 3t?2 - 3 es irreducible sobre Q@ (criterio de
Eisenstein). Como en el teorema previo tenemos que

[CD(B): (DJ = 3, lo cual es una contradiccién. Q.D.

GxIvESS IBAR o EL mALvVARGR
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4.1.8 TEOREMA:

El circulo no puede ser cuadrado mediante construcciones

con regla y compéas.

DEMOSTRACION:

Tal construccién es equivalente a una del punto (0,Yr) de
{(0,0), (1,0)}. De esto podemos f&cilmente construir (0, 7).
Asi f@(n): m] es una potencia de 2, y en particular w es alge-
braico sobre Q. Por otro lado estd el famoso teorema de Linde-
mann el cual asegura que m no es algebraico sobre Q.

0.D.



CAPITULO TV

CAMPOS ~ FINITOS

En este capitulo daremos una clasificacién completa de to
dos los campos finitos. Estableceremos que un campo finito es-
t4 finicamente determinado por el nlmero de elementos que con-
tiene, salvo isomorfismo; que este nfimero debe ser una poten-
cia de un primo; y que para todo primo p y entero n > 0 exis-

n
ten un campo con p elementos.

Empezaremos por probar la segunda de estas tres afirmacio

nes.

4.1.1 TEOREMA:

Si F es un campo finito entonces F tiene caracteristica p,
donde p es primo, y el nimero de elementos en F es pn donde n

es el grado de F sobre su subcampo primo.
DEMOCSTRACION:
Sea P el subcampo primo de F. P no es isomérfico a @,

pues @ es infinito, asf que P es isomérfico a Z, para algftin

primo p, y por tanto F tiene caracteristica P. F es un espacio

100
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vectorial sobre P. Este espacio vectorial tiene un nGmero fini
to de elementos, asi que debe ser dimensién finita. De esto

[F: P] = n es finito. Sea X;,...,X, una base para F sobre P.

n
Todo elemento de F es expresable en la forma Gnica

A1xy; + AzXp + ... + A Xp, donde Ay, ..., Ap € P. Cada Aj pue-
de escogerse en p formas yva que |P| = p, por tanto, hay p®” de

tales expresiones. Luego

|F| = p . Q.D.

Este resultado nos garantiza que no existen campos con 6,

10, 12, 14, 18, 20, ... elementos.

4.1.2 LEMA:

Sea K un campo de caracteristica p, donde p es primo. En=-

P(x ¢ K) es

tonces el mapeo ¢ : K > K definido por ¢(x) = x

un monomorfismo de campo. Si K es finito ¢ es un automorfismo.

DEMOSTRACION:

Sea x,y ¢ K. Entonces

o (xy) = (xy) ¥
= xPyP
= ¢ (x).0(y).
También
¢ (x+y) = (x+y)F
= xP + pxP7 'y + (g)xp'zy2 + ...+ pxyPTh o+ P
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El coeficiente (E) es divisible por p si 1 < r < p - 1. Por

P P

tanto esta suma se reduce a x° + y°, es decir,

b (x+y) = ¢ (xX) + ¢ (y).

Luego ¢ es un homomorfismo. Pero ¢(1l) = 1 # 0 asi, que ¢ es

un monomorfismo.

Si K es finito cualquier monomorfismo K + K es automitica

mente sobreyectiva, es decir, ¢ es un automorfismo.

0.D.
4.1.3 DEFINICION:

Si K es un campo de caracterfstica p, donde p es primo,
entonces el mapeo ¢: K » K definido por ¢(x) = xP(x ¢ K) es el
monomorfismo de Frobenius de K. Si K es finito es referido co-

mo el automorfismo de Frobenius.
4.1.4 TEOREMA:

Sea p cualquier nGmero primo y n cualquier entero positi-
vo. Un campo F tiene g = p" elementos si y s6lo si es un campo
de descomposicidén para f(t) = t? - t sobre el subcampo primo

P xZ de F.
b
DEMOSTRACION:

Supongamos que |F| = g. Ahora el conjunto F - {0} forma
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un grupo bajo la multiplicacién de orden g-1; asi que si

0 # x ¢ F entonces x3°1 = 1.

Por tanto x4

- x = 0. Ya que 09 - 0 = 0. Todo elemento de
F es un cero de t% - t, yv f(t) se descompone en F. Ya que los
ceros de f agotan F ellos lo generaran, asi F es un campo de

descomposicién para f sobre P.

Inversamente sea K un campo de descomposicién para f so-
bre ZP. Ya gue Df = -1 es primo a f, todos los ceros de f en K
son distintos, y en consecuencia f tiene exactamente g ceros.
Supongamos gque x -~ y son ceros de f. Entonces $7 (x) = x? donde

¢ es el monomorfismo de Frobenius. Por tanto ¢n es también un

monomorfismo.
Entonces
(xy)? - xy = x¥y? - xy
= Xy — XY
= 0.
(X+y)q - (x+y) = x% + yq - (x+y)
= (x+y) - (x+y)
= 0.
(x"H9q - x ' = xT .- x7T
-1 -1
= X - X
= 0.

Es decir, el conjunto de ceros de f en K es un campo, el cual

debe ser todo el campo de descompsicién K. Luego

Q.D.

—

"""‘—-q—.____‘_____
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4.1.5 TEOREMA:

Un campo finito debe tenr g = pn elementos donde p es un
nimero primo y n es un entero positivo. Para cada una de tales
q existe salvo isomorfismo precisamente un campo de descomposi

cién para t? - t sobre Zp.
DEMOSTRACION. ver 4.1.4.

Notacién: El campo con g elementos es escrito GF(q).

El grupo multiplicativo.
4.1.6 DEFINICION.

El exponente e(G) de un grupo finito es el minimo com@n

mﬁltiplo de las O6rdenes de los elementos de G.

Evidentemente e(g) divide al orden de G. En general G no
necesita poseer un elemento de orden e (G); por ejemplo si
G = S3 entonces e(G) = 6, pero G no tiene un elemento de orden
6. Sin embargo, los grupos abelianos tienen un mejor comporta-

miento al respecto:
4.1.7 LEMA:

Cualquier grupo abeliano finito G contiene un elemento de

orden e (G).
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DEMOSTRACION:
e Cn .

Sea e = e(G) = p; reeerP, donde los nimeros primos P,
son distintos y @, > 1. Entonces G debe poseer elementos g, cu
yos 6rdenes son divisibles por p%l de la definicién de e (G).

1

Entonces una potencia adecuada a; de g, tiene orden p?i. Defi-

namos
g=a1.a2...an
supongamos gm = 1 donde m > 1. Entonces
m _ _-m -m _ _-m -m
a; = a; ...a;_,fa; j...a .
. o o3 - o g o mq
= pyl...p izl pTi+l [ p'n = 1.
Asi, si q P P,I7 -PiLT P entonces a; l. Pero g

es primo con el orden de a. ., asi pzi divide a m. Por tanto e
divide a m. Pero claramente ge = 1. Luego g tiene orden e.

Q.D.
4.1.8 COROLARIO:

Si G es un grupo abeliano finito tal que e(G) = |G| enton

ces G es ciclico.
DEMOSTRACION:

El elemento g construido en el lema anterior genera G.

Q.D.

Podemos aplicar este corolario inmediatamente.
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4.1.9 TEOREMA:

Si G es un subgrupc finito del grupo multiplicativo

K - {0} de un campo K, entonces G es ciclico.

DEMOSTRACION:

Ya que la multiplicacién en K es conmutativa, G es un gru
po abeliano. Sea e = e (G). Entonces para cualquier x e G,
x% = 1, asi x es un cero del polinomio t® - 1 sobre K. Este po

linomio tiene al menos e ceros, asf que |G| < e. Pero e < |Gj,

por tanto, |G| = e y por 4.1.8 G es ciclico.

4.1.10 COROLARIO:

El grupo multiplicativo de un campo finito es ciclico.

Por lo tanto para cualguier campo finito F hay al menos
un elemento x tal que todo elemento distinto de cero de F es

una potencia de x. Daremos dos ejemplos.

4.1.11 EJEMPLOS:

1. El campo GF(11l). Las potencias de 2, en orden, son
i, 2, 4, 8, 5, 10, 9, 7, 3, 6, 1

asi que 2 genera el grupo multiplicativo. Las potencias de
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4 son

asi gue 4 no genera el grupo multiplicativo.

El campo GF (25). Este puede ser construido como un campo de
descomposicidn para t?2 - 2 sobre Z;, ya que t2 - 2 es irre-

ducible y de grado 2.

Podemos por lo tanto representar los elementos de GF(25) en
la forma a + ba donde a? = 2. No hay error en escribir

@ = Y2. Considerando 2 + V2, sus potencias sucesivas son:

1, 2 +/2, 1 + 4V2, 4V/2, 3 + 3 /2, 2 + 4 V2
2, 4 + 22, 2 +3 V2, 3/2, 1 + V2, 4 + 3 /2
4, 3 + 4 V2, 4 + V2, V2, 2 + 2V/2, 3 + V2, 3

1+ 3/2, 3+ 2/2, 2 V2, 4 +4 Y2, 1+ 2 V2, 1.

Por tanto 2 + V2 genera el grupo multiplicativo.

4.,1.12. TEOREMA:

si |F| = pn, entonces F es una extensién normal de GF (p).

DEMOSTRACION:

Por 4.1.1, F tiene caracteristica p, asi GF(p) c F. Por

1.4.1, F es el campo de descomposicién de un polinomio separa-

ble sobre GF(p) v asi F debe ser una extensién normal.

Q.D.
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4.1.13 TEOREMA:

Si F es finito de caracteristica p, entonces T (F: GF(p))

es ciclico.

DEMOSTRACION:
Por 4.1.2, ¢: F +» F t.q ¢(x) = xf es un automorfismo.
sea |F| =p" , asf [F: GF(p)] = n, y sea g el generador
del grupo ciclico F* = F - {0} bajo la multiplicacién. Enton-

ces los n elementos

2 (n-1)
g, g%, ..., g " "p, g"P = g son

todos diferentes entre si, y asi los n automorfismos

¢: g = gp
4% g > g"P

son todos diferentes. Por 1.5.1-1 sabemos que
n=|[F: GF(p)] = I'(F: GF(p)), asft
estos n automorfismos son los finicos posibles (observemos que
por 4.1.12 es posible usar el teorema fundamental). Luego
' (F: GF(p)) debe ser ciclico generado por ¢, el automorfismo

de Frobenius. Q0.D.

4.1.4. TEOREMA:

nk)

El grupo T (GF (p : GF(p™)) es isomérfico al grupo cicli-



109

colo Ck z Zk.

DEMOSTRACION:
GF(pnk) es una extensibén normal de GF (p), con caracteris-
tica p.
n nk n
Sea GF(p) ¢ GF(p ) ¢ GF(p "), y como GF(p') es una exten-

sidn normal de GF(p) (por 4.1.12) con
F(GF(pn): GF (p)) ciclico de orden n, entonces, por 1.5.1,

se tiene que:
nk

F(GF (p™) ¢ GF (p) = F(GF(pnk): GF(pl) .
F(GF(o 7): GF(p "))

Ademés, F(GF(pnk): GF (p)) es ciclico de orden nk.

Entonces, necesariamente

IT(GF(p™): GF(p™)) | = k
Yy en consecuencia
F(GF(pnk): GF (p™)) =°C 0.D.



CAPITULO V

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

Un campo es algebraicamente cerrado si todo polinomio se
descompone sobre €l. El resultado referido en el titulo de es-
te capitulo establece que el campo de los nlimeros complejos es

algebraicamente cerrado.

5.1.1 DEFINICION:

Un campo ordenado es un campo K con una relacién < tal

1) x < x para toda x £ K

2) x <y ~ y <z implica que x < z para toda x,y,z & K.

3) x <y . Y X implica que x = y para toda x,y £ K

| A

4) Si x,y £ K entonces x <y & y < x.
5) Si x,y,2eXK y X < y entonces x + z <y + zZ.

6) Si x,y,2 ¢ Ky x <y, 0 < 2z entonces xz < yz.

La relacién < es un orden sobre K. Las relaciones <, >, >

son definidas en la forma obvia, asi como los conceptos positi

vo y negativo.

Ejemplos de campo ordenados son ! y IR . Necesitaremos

110
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dos consecuencias simples de la definicidén de un campo ordena-

do.

5.1.2 LEMA:

Sea K un campo ordenado. Para cualgquier x € K tenemos
x?2 > 0. La caracteristica de K debe ser cero.

DEMOSTRACION:

2

Si x > 0 entonces x“ > por 6). Supongamos que x < 0. Si

tuvieramos =-x < 0, entonces

0 =x+ (-x) < x+ 0= x, una contradiccién. Asi, x > O,
de donde x? = (=x)? > 0.
Por lo tanto 1 = 12 > 0, y de esto para cualguier n fini=-
to:
n.l=1+1+1+ ...+ 150,

de modo que n.l # 0 yv K debe tener caracteristica cero.
0.D.

5.1.3 LEMA:

C v A (el campo de los ntmeros algebraicos) no son campos

ordenados.

DEMOSTRACION

_ En ambos casos tenemos un elemento i = v-1. Si los campos
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fueran ordenados, x? > 0 por 5.1.2. Sin embargo, i2 = -1 > 0,

lo que es una contradiccibén con el hecho de que 1 > 0. 0.D.

Citaremos las siguientes propiedades de IR.

5.1.4 LEMA:

IR, con el orden usual, es un campo ordenado. Todo elemen
to positivo de IR tiene una raiz cuadrada en IR . Todo polino

mio de grado impar sobre IR tiene cero en IR.
5.1.5 LEMA:

Sea K un campo de caracteristica cero, tal que para algfin
primo p toda extensién finita M:K con M # K tiene [M:K] divisi
ble por p. Entonces toda extensién finita de K tiene grado una

potencia de p.
DEMOSTRACION:

Sea N una extensidén de K. La caracteristica es cero. En-
tonces N:K es separable. Pasando a una cerradura normal, pode~
mos suponer que N:K es también normal, asi la correspondencia
de Galois es biyectiva. Sea G el grupo de Galois de N:K, y sea
P un p-subgrupo de Sylow de G. El1 campo fijo P+ tiene grado
[P+:K] igﬁal al indice de P en G. (1.5.1-1), pero este es pri-

mo con p. Por hipbtesis se tiene que pt = K ast que P = G. En-

tonces [N:X] = |G| = p” para algn n. 0.D.
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5.1.6 TEOREMA:

Sea K un campo ordenado en el cual todo elemento positivo

tiene una raiz cuadrada y todo polinomio de grado impar tiene

un cero. Entonces K(i) es algebraicamente cerrado, donde
i2 = -1,
DEMOSTRACION:

K no puede tener extensiones finitas de grado impar mayor

que 1.

Pero supongamos que |[M:K|] = r > 1 donde r es impar. Sea
@ € M - K que tiene polinomio minimo a m. Entonces el grado de
m divide a r, asi es impar. Por hipdtesis m tiene un cero en
K, asi es reducible, lo cual es una contradiccién. Por tanto
toda extensidén finita de K tiene grado par sobre K. La caracte
ristica de K es cero por 5.1.2, y por 5.1.5 toda extensién fi-

nita de K tiene grado una potencia de 2.

Sea M # K(i) una extensién finita de K(i) donde i? = -1,

Tomando una cerradura normal podemos suponer que M:K es normal,
asi el grupo de Galois de M:K es un 2-grupo. Usando 2.1.17 y
1.5.1 podemos encontrar una extensién N de K (i) de grado
[N:K(i)] = 2. Por la férmula para resolver ecuaciones cuadrdti
cas, tenemos

N = K(i) (o)

2 ¢ K(i). Pero si a,b ¢ X tenemos

BIBLIOTECA CENTRAL
TRIVERBIOAD BK &L BALVADGE
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faFBL = yAfalib? jmav/atibl
-2 -2

2 + b? es positiva, y los signos de

donde la raifiz cuadrada de a
las otras raices cuadradas son escogidas de tal forma que su
producto sea igual a b. Las raices cuadradas existen en K ya

que los elementos dentro de ellas son positivos.

Por lo tanto a ¢ K, asi N = K(i), lo cual contradice nues
tra suposicidén sobre N. Luego M = K(i) no tiene extensiones fi

nitas de grado mayor que 1.

Por tanto, cualquier polinomio irreducible sobre K(i) tie
ne grado 1, pues de otra manera un campo de descomposicidén ten
dria grado finito mayor que 1 sobre K(i). Luego K(i) es alge-
braicamente cerrado. 0.D.

5.1.7 COROLARIO: (Teorema fundamental del Algebra).

El Campo T de los nfimeros complejos es algebraicamente ce

rrado.
DEMOSTRACION:

Hagamos K = IR y apliquemos 5.1.6 y 5.1.4. 0.D.



CAPITULO VI

EL TEOREMA DE RICHARD

6.1.1 TEOREMA: (Teorema de Richard)

Sea n un entero, sean p;,...,px nmeros primos distintos
v Ya, a > 0, la rafz n-8sima real positiva. Entonces el campo

Q(¥py,...,Vp,) es de grado n¥X sobre Q.

DEMOSTRACION:

Sea £ = una raiz n-ésima primitiva de la unidad,
R = (D(E>r

7 . k
tai} el conjunto de los n elementos de la forma

1 ry
p? Pes oy pi{n (0 < r; < nj,
{Bi}, en el caso que n sea par, el conjunto de los (%)k

elementos de la forma

El conjunto {a.,} claramente genera Q(3p1,..., ka) sobre

115
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@, vy el teorema es equivalente a la proposicidén de que los aj
son linealmente independientes sobre @§. Ya que el teorema para
cualgquier mGltiplo nn, claramente implica el teorema para n,
sin perder generalidad, podemos asumir gue n es par. Probare-
mos que:

i) [S: Q] =2 ,

i1) [RYp,, ..., Yo Tl = (.

k

Ya gue el conjunto {Bi} genera m(Qpl,...,ka) sobre S,
ii implica que
111) [0y, ..., %0 5] = (DF.

i, iii, implican nuestro teorema:

- — k
]:(D( pl,-.,npk): Q] =n .
Pero antes unos lemas:
6.1.2 LEMA:
Sea F un campo de caracteristica cero. Supdngase a € F y

que el polinomio x" - a se factoriza sobre F. Entonces hay un

m/n, m > 1, una raiz n-ésima £ de la unidad y un valor de
Ya tal que EWE e F.

DEMOSTRACION:

Como x® - a = (x - ¥Ya) (x-£¥a) ... (x-£"""W3a). E1 término

. n -
constante en cualgquier factor de x - a tiene la forma
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r

* £°a™ ¢ F (0 < r < n). Sea s = miximo comfin divisor de r,ny
m = g. Tomenos enteros M, N tales que Mn + N.r = S. Entonces

r

b = aM(gcan)N e F, y en consecuencia
1
N
b = Ec a™. Q.D.

6.1.3. LEMA:

Para cualquier n, los grupos de Galois de R sobre Q@ y de

T sobre ) son abelianos.

DEMOSTRACION:
Tenemos gque R = (&), gn = 1, y todas las raices de
t - 1 son potencias de ¢. Entonces, si o y Tt son dos elemen-

tos distintos de T(R:@), o(&) # 1(§). Pero 0(&) es una raiz de

n

t -1, y por tanto, una potencia de §. Asi
og(g) = gno donde n_ es un entero 1 < n_ <-n. Ademés,
t0(E) = t(o(8)) = 1(e"%) = (t(g))"% = g7 °"°
= ot (&).
Asi, n . =n_.n_ mod n. Luego, el mapeo de ¢ con n_ es un homo

morfismo de T (R:@) en un subgrupo multiplicativo de los ente-
ros médulo n. Ya gque 1 # ¢ implica que t{¢) # o(&), se sigue
que, T # o implica que n # n_, es decir, el mapeo es inyecti-

vo. Por tanto, el homomorfismc es un isomorfismo, o sea,
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r(R:@) . (al grupo multiplicativo de los enteros modelo
n).
Examinando directamente los posibles automorfismos, vemos que
r(T:@) ~ I'(R:@) ® 2, ® Z, ® ... ® Z,, donde el grupo 2,

ocurre un nfimero j < k veces.

6.1.4 LEMA:

Si m es primo y R! = @(¢,), entonces [R!:Q] = m - 1.

DEMOSTRACION:

Sabemos que f(t) es irreducible si y sblo si

g(t) = £(t+l) es irreducible.
. ™ -1
Si ¢(t) = —g——7, entonces
m
b (t+1) = (t+1) 1
t
-1
1 " -
=5 I @F
k=0
m-1 m, m-2 m, ,m-3 m
= t + ()t + (5t +ooee F (o)

Tomando p = m, en el criterio de Eisenstein, resulta gue

¢ (t+1l) es irreducible>sobre 0. Luego

m
EE_;ff es irreducible sobre Q,
y en consecuencia [R': Q(am)] =m- 1. 0.D.

.
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6.1.5 LEMA:

1. Si m es primo y a ¢ @ no tiene raiz m-é€sima racional, enton
ces x™ - a es irreducible sobre R! = ®(g ).

2, Param = 4: si a > 0y a e Q no tiene raiz cuadrada racio-
nal, entonces x"* - a es irreducible sobre R! = Q(i).

DEMOSTRACION:

1. Asumamos dque x™ - a se factoriza sobre R! = Q(Em) entonces
por 6.1.2 resulta que £va ¢ R!, ¢™ = 1, de aqui se deduce
que Va ¢ R!. Luego podemos formar las siguientes extensio-
nes:

0 c ™a) ¢ R!, de donde
[o0Va): o] |[rR!:0].
Como x™ - a es irreducible sobre @, resulta que
[p@2):0] = m, y por 6.1.4
[R1:@] = m - 1, lo que es una contradiccidn.
Q.D.
2. Asumamos que x* - a se factoriza sobre R! = @(i), entonces

por 6.1.2 existe un entero m/4, m > 1, y una tafz cuarta de
la unidad, tal que, £Va ¢ R!. Tenemos dos casos: 6 m = 2, &
m = 4, y en ambos casos se establece gque Ya e D, lo gue es

contrario a nuesta hipétesis.
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6.1.6 LEMA:

Sim> 2 es primo y a ¢ @ es como en 6.1.5-1, entonces el

grupo de Galois de R! (Va) sobre @ no es abeliano.

2. Param =4, a ¢ @ como en 6.1.5-2 el grupo de Galois R! (Va)
sobre @ no es abeliano.

DEMOSTRACION:

1. De los lemas 6.1.4 y 6.1.5-1, sabemos que

[RI:Q] = m
[RI (Va) : @]

1y [RI(Va):R!'] = m, luego

m. (m—-1) .

Observemos que {&,...,£™ '} es una base de R! sobre Q.

fa, %3, ™a)2,..., ™a)™ '} es una base de R! (Va) sobre R!.

De donde, se deduce gue
tta, ..., Na,a, ..., e WA, . e@a™ T, L T B

es una base de R! (Va) sobre 0.

Sabemos que cualquier automorfismo de R! (Va) sobre Q@ queda
completamente determinado por su efecto sobre la base, y ve
mos que esto estd determinado, en iltimo momento, por el
efecto de los automorfismos sobre ¢ y ¥a . En consecuencia
todo los automorfismos de T (R! (Va): @) son de la forma:

¢ka)=as,0<s<m

©
A 0
)
il

X3 ok =0,1,...,m-1.
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Considerando
2
bol(E) = g2
2
4o (Va) = Va , v
2
$1 () = &2

2
¢1(Wa) = EVE, vemos que

2 2 2 2 _2
(o o ¢1)(8) = ¢9(E2) = [¢o(E)] = &%,

2 2 2 2 2
(g o 1) (Va) = ¢0(sVa) = $9(5) .09 (Va) = €2 Va ,
2 2 L
O sea dgque ¢0 o ¢1 = ¢2.

De manera similar,

2 2 2 2 2
(01 o o) (&) = ¢,(E2) = [¢,(E)] = &*
2 2 2
(61 o 09) (Va) = ¢;(Va) = £Va, es decir
2 2 L
d, © dg = ¢1

2 2 2 2
Por tanto ¢g o ¢1 # ¢7 o ¢g

Demanera similar por los lemas 6.1.4 y 6.1.5~2, deducimos
que

[Rl(va): QJ = 4,2

En consecuencia, todos los automorfismos de

r(R! Va): @) son:
k

¢}S<(Lf/§) = (i) Ya, x = 0,1,2,3,

Considerando
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$3(1) = -1, y

0

1 yo_
¢1(/5)=1/a,

1
¢y (1) = 1, vemos que:

3 1 L 3 4 3 3 4 L
(¢0 o ¢1) (Ya) = ¢g(iva) = ¢5(i).¢y Ya) = -iva ,

3 1 3
(bg o ¢1) (1) = ¢p(i) = -1, es decir:
3 1 3
bg o &1 = 93.

Por otro lado,

1 3
(6, o 05) (V@) =i V&

1 3
(01 o ¢g) (i) = -1, o sea:

1 3 3
01 © dg = 91

3 1 . 1 3
Por tanto, ¢5 o ¢ # ¢37 o dg. Q.D.

6.1.7 LEMA:

Aqui n es arbitrario, R y T son como anteriormente. Supén
gase que m > 2, a > 0 a € @, y a no tiene raiz g-&sima en @ pa

ra cualquier g/m, g > 1. Entonces
1 1

zZ
Ya ¢ T = R(pl,...,pﬁ)
DEMOSTRACION:

Basta considerar solamente dos casos, m = primo > 2, y

m = 4. Como T es una extensién finita normal de @, y si Va e T

ﬂi’aLn’\TF(f.‘ CENTR
| pppveasIDAD DE EL R LN
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entonces por el teorema fundamental,

r(RMa): @) = —L(T:@)
r(T:R(Va))

Pero por los lemas 6.1.3 y 6.1.6, sabemos que

I (T:@) es abeliano, r(R(Va): @) es no abeliano, lo gue es una

contradiccién. Q.D.
Ahora volvamos a la prueba del teocrema t.l.1l.

Hemos visto que i1i implica iii. Para probar ii tomemos un

M > k fijo y sea

1 1
2 2
T* = R(pl,..., p).
1 1
T* permaneceré fijo, y sea F_= T*(p?,...,p:) donde k < M.
Probaremos por induccién que [Fk:T*] = (%)k. para k = 1, consi
deremos x% - p? sobre T* y veamos que este polinomio es irredu

cible. Supongamos que no. Entonces por 6.1.2, existe un entero

m/E, m > 1 y una raiz %—ésima de la unidad tal que:

1 n
59/;; e T*; donde 52 =1

1 1
U Y S S .
implica () =1, £€° ¢ T y £ e T*,
Luego

1

& p2 e T*, lo que es contrario a 6.1.7. Por tanto
n 1 a1
x2 - p2 es irreducible sobre T* y pn lo satisface, o sea que,

—1
o
H

*

—§

i
N 3




124

n. k
Asumamos ahora que [Fk: T*] = (5) .
n 1
Deseamos mostrar que x2 - Pi+1es irreducible sobre Fk. Su

pongamos que no. Entonces por 6.1.2 hay un entero m/%, m > 1,

tal gque

Por nuestra hipétesis inductiva, el conjunto {Bi}, que ge

nera a Fk sobre T*, forma una base. Asi
1
2m

(a) ... P = c,B,+...+CyBy, donde c; e T* y N =

2)
k+1 171 ¢

(7

Hay ahora dos casos:

Caso 1. Exactamente uno de los c; # 0, es decir, para algtn i,

= *
Pk+1 cl.Bi, cl e T*.
T
2m
K+1 ¢ 7%, lo que puede llevarse a la for-
Bi

ma

/T

»
k+1

f—/_ . ok

lo que es contrario a 6.1.7.

Caso 2. Tenemos gue C; Y c; son distintos de cero, 1 # j. Ya

que

— ¢ T* , existe un automorfismo ¢ de F, so-

BIBLIOTEC A CE NTH A 17
|

— i =] .L Eas Lv’\“l;
e ——
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8 B -

bre T* talque ¢(E£) # Ei. Pero todos los B8's y también PiT1
J J

son raices n-€simas de enteros,

o(B;) = £7°8, ,

6 (8,) = assj , donde £° # 7,

c (h) .

¢(Bh) = £ Bh' para h # 1,3,
_ 1
2m _ t_2m
¢(Pk+1) = ¢ Pk+1

para algunos r, s, c(h), t. Entonces ya que £ ¢ T*, aplicando

¢ a (a)
1
t 2m _ c(1) r c (k) s c (N)
&P i1 T S8 ByF...+ C,E B, + C.E Bk+...+cj€ Bj+...+cNg By
esta (ltima expresidn:
ey (88 gy g 4 ve, (85 =) B 4e, (6 ey g ire (eCN g®) g =0

pero esta es una continuacién lineal nula de los {Bi} donde no
todos los escalares son cero, puesto que £T # &7, contradicien
do de esta forma la independencia lineal de {Bi} sobre T*.

n

2
Por tanto, x° - P satisface

A=

1
- . n
+1 ©S irreducible sobre Fk’ vy Pk+1

este polinomio, es decir,

. =1 cr*] = ()R]
[F,,,:F, ] = 3. Luego [F_,  :T*] () , Y esto nos prueba
ii.

Reemplazando T* por §§ en la demostracidén anterior, obtene
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mos una prueba de 1. 0.D.

Este resultado muestra gque Vp, no es expresable racional-
mente en términos de otras raices n-&simas, asi por ejmplo, vz

no es una combinacidn racional de raices clbicas de otros nime

ros primos.
6.1.8 TEOREMA:

¥2 no es una combinacidn racional de raices cuadradas de

nlimeros racionales.
DEMOSTRACION:

Si en el teorema 6.1.1, n = 2 y 3, entonces

[@(/Br, e, /Pp): @] = 25,

[m(¥2): @] = 3.
Supongamos que V2 e @(Yp,...,"/Dy),

entonces [Q(Vf): Q] 2k, o sea, 3|2k cosa que no puede suceder.

Q.D.

Similarmente, Y2 no es expresable como una combinacidén

de raices gquintas, y asi, sucesivamente.

6.1.9 DEFINICION:

Definimos los polinomios ciclotédmicos ¢n(t) inductivamen—
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te como:

2. 81 n > 1, entonces ¢n(t)

donde d|n, 4 # n.
6.1.10 DEFINICION:

Llamamos QE al campo ciclotémico obtenido de los raciona-
les adjuntandole todas las raices n—-&simas de la unidad £, bpa-

ra cada n.

Ya sabemos que F(Q(En): @) es abeliano, asi el préximo
teorema podria ser usado en la prueba del teorema de Richard

para mostrar gue

1 1
2 2 _
17 ° n): @) es abeliano

r(@(p <+ /P

6.1.11. TEOREMA:

@(/Z, V3, ¥5,...,Yn, ...) es un subcampo de @

14

£-
DEMOSTRACION:

Es suficiente meostrar que /5 e # , para cada primo p.

(1) Sea p un primo, p > 2, y sea

—— — OTES —
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¢p(t) = tp—1+...+ t + 1 el p-ésimo polinomio ciclotémico.
.. 2
El discriminante A de ¢p(t) es 4 = 1 (¢'-¢?) , donde
i<j
i,j =1,...,p-1 y £ una rafz p-&sima de la unidad.

Ya que £,E%2,... son raices de ¢P(t), tenemos

(t—E)(t-&z)...(t-Ep_1), y diferenciando con res-

©-
‘-t.
]

pecto a t, conseguimos

p=1 . : _
olit) = ] (x=8)...(x-g" YWix-ertTy L (x=£PTT
i=1
¢;(gi) = gty et-etT Yy (g =ty L gt-eP T,

Multiplicando todos los,¢1(€i), obtenemos

[(£-£2) (e-£3) ... (-7 )]

il

sl (g)

1

[(£2-£) (£2-£3)...(g2-gP" "]

[ (P =) (e8P =2y .. (P71 =gP™ %]

Pero también tP-1 = (t—l)¢p(t) y diferenciando,

p-1 _ - 1
pt ¢p(t) + (t l)¢P(t).

(5) Esto da

(6)

i(p-1)

I
o

= (g1 11 i
P& (¢ l)¢P(€ ), ya gque ¢p(€ )

Il
-
~

Multiplicando todas estas expresiones, para 1 « F PREE



(7)

= n(g*-1) mpl(gh

1 1

y usando el hecho de que

P g2 Pm T g L g2 Py o P
mientras
U(Ei-l) = (-l)p_1¢p(l), conseguimos
’ pp_1 = (—l)p_1.p 1ol (gt pues
i P
m(gt-1) = n(1-¢h) = p, porque p-1 es par.
i i

Combinando esto con (3)

p(p=-1) p-1

p-1
2 -
A = (-1) .pF 2
{ pP7?, si 221 es par,
= < —l
[ _pp‘zl si px es impar.

Sin embargo,

P~l o5 par <= p = 1, mod. 4.

N|

K
|_J

es impar <=> p = 3 mod. 4.

N|

129
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Cambiando esto con (8) tenemos

(p.p , sip = 1mod 4,
T—p.p , s1 p = 3 mod 4,

p-3

(p 2 Vp, sip=1mod 4,

N’

\/X = p—-3
Iip .Vp, si p = 3 mod 4.

Por definicidén de A, este es el cuadrado de un elemento

del campo Q(gp), asf VA € Q(gp).
p-3

N&tese que p-3 es par, haciendo p 2 un entero.

Como resultado tenemos

(YA e @(£ ), si p = 1 mod 4,
p-3
VD p2
P = <
-i. ;§3 e @(i, & ), si p = 3 mod 4,
o
| P

y @i, Ey) = D(5,5).

Por tanto, Yp e Qf, para todo primo p > 2.

Mostremos ahora que V2 ¢ Qf.

Evidentemente
2mi

Eg = e B = cos(%) + i sen(%) = 1; (1+1),
- 283 _ 28g(1-1) _ s

ast V2 = 53 = ooy - Ge(lti) e @e

En sintesis, tenemos

‘/5 € (D(EB)I

/_Sem(gp),sipzlmod4, L
i
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/P e @(E,p), sip = 3 mod 4.
(14) En cualquier caso, hemos demostrado gque
®(v/2, V3, /5,...) es un subcampo de @E. Q.D.

6.1.12 COROLARIO:

Si p>2y ace@ no tiene raiz p-&sima racional, enton-
1

¢ @&, pero a’ ¢ QE.

(RPN

ces a

DEMOSTRACION:

1

]
si af ¢ Qs, @ ¢ m(ap,ap) c Q¢ , en consecuencia

rge_,aP): @) = — 8D
b -

g

T(@E: @(E_,a%))
P

seria abeliano, lo que es contrario al 6.1.6.



CAPITULO VII

TEORIA DE GALOIS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Para las ecuaciones diferenciales hay una teorfa semajan-

te a la teoria de Galois para polinomios.

7.1.1 DEFINICION:

Un campo diferencial es un campo K junto con una deriva-

cidn
D: X > K con las propiedades
D(x+y) = D(x) + D(y),
D(x.y) = xD(y) + D(x).y, para toda x,y € K.

7.1.2 EJEMPLO:

El ejemplo candnico y uno de los mas importantes para las
aplicaciones, es cuando K es el campo C(x) de las funciones ra

cionales complejas, y D es la derivada usual.

Podemos definir subcampos diferenciales, extensiones dife
renciales en la forma obvia. La derivacidn debe conmutar con
el mapeo inclusidén. El1 campo de constantes de K es el conjunto

de todas las x ¢ K tal que D(x) = 0; este es un subcampo que
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contiene al subcampo primo.

7.1.3 DEFINICION:

Un automorfismo diferencial o de K es un automorfismo que

hace que el diagrama

W/
N —NRX

conmute, es decir, o ¢ D =D o a.

7.1.4 DEFINICION:

Si M es una extensién diferencial de K entonces el grupo
de Galois de M:K es el grupo de todos los automorfismos dife-
renciales de M los cuales dejan fijo todo elemento de K. Es

usualmente un grupo infinito.

Hasta ahora lo que hemos hecho es poner la palabra "dife-
rencial" en frente de cada concepto referido a polinomios ya

podemos establecer la correspondencia de Galois:

Si I, es un subcampo diferencial de M definimos L* como un
subgrupo del grupo de Galois G de M:K; y si H es un subgrupo
de G definimos u" en la manera usual. Pero.la correspondencia
de Galois no funciona todavia. Un subgrupo H se llama cerrado

si H = H+*, vy un subcampo L es cerrado si L = L**. Entonces *
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y + definen una biyeccidn entre subgrupos cerrados y subcampos

cerrados.

Abordemos ahora las ecuaciones diferenciales. Para y € K

definimos y' = D(y), y" =D

Consideremos la ecuacién diferencial lineal homogenea

(n) (n-1) t —
(1) v + a,y + ... +a _y'+ay=0
donde a;, a,, ..., &, € K. Supongamos que en alglin campo
diferencial més grande Uy, «.., U ., son soluciones de (1).

Entonces podemos mostrar que existen constantes

Ciyy es+s C e K tales que

n+1

cyu; + ... +cC 0 donde no todos los C; son cero.

n+1un+1
Asi hay a lo sumo n soluciones de (1) linealmente indepen-

diente sobre las constantes,

Una extensién diferencial M de K es una extensién

Picard - Vessiot (para la ecuacidén (1)) si:

1. M es el campo diferencial generado por K junto con
Uy, Up, ooy U, donde u, satisfacen (1) y son linealmente

independiente sobre las constantes.
2. M tiene el mismo campo de constantes que K.

En la misma forma que preguntamos si la ecuacidn quintica
puede ser resuelta por radicales, podemos preguntar si una

ecuacidén diferencial particular puede ser resuelta por métodos
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especificos. Dos métodos importantes son los siguientes

1. Adjuncin de una integral. Adjuntar u tal que u'-a = 0, para

a et K.

2. Adjuncién de una exponencial de una integral. Adjuntar u

tal que u' - au = 0, para a ¢ K.

La terminologifia es clara considerando ecuaciones diferen-

ciales para funciones u de valor real.

M es una extensién de liouville de K si existen una cade-
na de subcampos

K = KO C K1 C +e. C Kn = M

tal que cada extensidn K, _,: K, es la adjuncién de una inte-
gral o la exponencial de una integral. Se puede entonces pro-

bar:
7.1.5 TEOREMA:

Si M es una extensién de Liouville de K entonces el grupo

diferencial de Galois es soluble.

Para ir m8s lejos debemos introducir més estructuras so-
bre el grupo diferencial de Galois. Este puede ser considerado
como un grupo algebraico sobre el campo de constantes, es de-
cir, un grupo de matrices (gij) definidas por un sistema de
ecuaciones polinomiales. Asi la ecuacidén det(gij) = 1 define

el grupo algebraico de todas las matrices unimodulares. Las ma
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trices surgen porgque los automorfismos inducen transformacio-
nes lineales sobre el espacio vectorial de las soluciones de

la ecuacidén diferencial generada por u;, Uz, ..., Up.

Para una extensidén Picard - Vessiot se tiene que todo
campo intermedio es cerrado; mientras que los subgrupos cerra-

dos del grupo diferencial de Galois son subgrupos algebraicos.

En nuestro préximo resultado necesitaremos una definicidn
mds. En cualquier grupo algebraico puede definirse una topolo-
gia, llamada la topologia de Zariski. No necesitamos estar re-
lacionados con esta topologia, pero de seguro se divide en com
ponentes conexas. La componente gque contiene el elemento iden-
tidad del grupo es un subgrupo normal llamada componente de la

identidad.

7.1.6 TEOREMA:

Supongamos gue M:K es una extensidén Picard - Vessiot, tal
gue K tiene caracteristica cero y el campo de constantes € es
algebraicamente cerrado. Supongamos gue M puede ser incluido
en un campo diferencial obtenido de K por una serie finita de
extensiones algebraicas simples, adjunciones de integrales, o
adjunciones de exponenciales de integrales. Entonces la compo-
nente de la identidad del grupo diferencial de Galois es solu-

ble.
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Reciprocamente, si el grupo diferencial de Galois de M:K
tiene la componente de la identidad soluble, entonces M puede
ser obtenido de K junto con una extensidén normal finita segui-

da por una extensidfn de Liouville.
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