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PROLOGU

Uno de los objetivos del presente trabajo es relacionar las

estructuras de Orden y las estructuras Algebraicas.

Otro de los objetivos propuestos es lograr gue la presente
obra se constituya como un texto de consulta de algin cur-

so basico sobre Algebra Conmutativa.

Tawbi&n se pretende que esta obra pueda servir de motivacidn
para estudios més avanzados o de investigacidén en este cam-
ro.

1l trabajo se desarrolla en cinco capitulos; los primercs -
tres tratan sobre Relaciones de QOrden, Anillos e Ideales y
Médulos, que sirven de base para explicar la teoria de los
dos (Gltimos capitulos, M6dulos Noetherianos y Médulos Arti-
nianos, en los cuales se establecen, propiedades de cste tuo

po de médulos y se dan algunos e¢jemnplos tbtipos.

Estos temas estan fundamentados en los capitulos 6, 7, 8 de
la obra "Introduccién al Algebra Conmutativa" de M.I'. Ati--

yvat ¢ I. G. Macdonald.

IHemos intentado, de manera cspecilal, reescribhir y desarro--
llar en una forma was clara ordenada y coherente los capitu
los de esta obra, que tratan sobre "CONDICIONES DE CADENA -
DE ANILLOS Y MODULOS NOETHLERIANOS Y ARTINIANOS", de donde -

toma su titulo el presente trabajo de graduacidn.
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RELACION DB ORBGEN



[. KRELACION DE ORDEN

1. DEFINLCION

Una relacidn "x -~ y" definida scbre ¢l conjunto E cs llama-
da "relacidn de orden" si cumple las tres propledades si---

gulientes;

1) % < x, para todo x ¢ E

) x ¢ Y 4 o A) - K T, pard todo w,w b
) (w2 oy oz ooy} o ok oy, para lodo x,y,z

Si sobre E se considera una relacidn de orden se dice que -

"I es un conjunto ordenado®,
1.2 BIJEMPLO:
S1 A # ¢ ¢ un conjunto, la relacién de inclusibn:

"X c¥Y" es una relacion de orden sobre el coanjunto P(A), es
decir sobre el conjunto forwado por todos los subconjuntos

de A.
1.3 DEFINICION
Sca I un conjunto oodesnado.

Ui clemento m o & es 1lanado "elemento maximal®™ si cumnple la

propiedad siguicntce:
Para todo x ¢L: w - % -» X I,

Un elemento n el es llawade "elemento miniwmal", si cumple -



o

la propiedad sigulente;
Para todo x ¢ E: =« < h == x =N
1.4 EJEMPLO

Sea A = lu,b,c,dl.

£l subconjunto {a,b,ct es un elewmenco maximal en el conjun-

to B = (e A / s # It

1l subconjunto {a) e¢s un elowmento wminimal en el conjunto -

H= {BcAn / B # J}.

1.5 DEFINICION

Sea L un conjunto ordenado y I'el, Se dice que "F es total-
mente ordenado" si cumple la propicedad siguientes

Para todo %,y ¢ I': x < y & y < x

1.6 LILMPLO

{tal, la,b,ct, la,bl} c¢s totalmente ordenado

{1at, {tu,ct, la,b,ctl noes totalmente ordenado

1.7 Sean [ un conjunto ordenado, Mcl, € k.

o)

Se dice gque "a és una cobta superior de MY si ose cuwple la -
propiedad siguiente:
Para todo % ¢ M: x < a.

1.8 LEMA DI ZORN

sca I un conjunto totalmente ordenado en el cual todo sub--



conjunto totalmente ordenado admite una cota superior enton

ces en B hay nn elopmeinto maxinal.,






[l ANILLOS B IDEALES

2.1 DEFPINICION
Un conjunto A # ¢ ¢s5 un anillo si escdan definidas en A dos

operdcloncs; x o+ ¥y A Suwa y producto) tales queg

e
-~

1) (A, F) es un grupo coulmutatiyo

[N

Para tudo », y, 2 ¢ &g
x{yz) = (xy)z (Ley asociativia)
¥y +2z) = xy + xy (Ley distribuativa)

(x +ylz = 2z + yz (Ley distributiva)
El anillo A es llamada:

é) Conmutativo, =i wy = yx para todo x, v,

b) Unitario si existc 1 ¢ A tal que x (1 =1 (x = x para -
todo x v A.

2.2 BIRMPLO;

Bl oanillo 4 de los pGmoros cnboros <5 oun anillo unitario

y connmutativo,

En este traboajo se concidoran Gnicamente anillos unitavrios

v oeommuatativos.,

2.3 S1 xch, % es llamado

a) Inversible, ¢l cxiste y oA tal que uwy - 1

b) Nilpotente, si cxiste n > 0 tal que x" = Q

¢) Divisor de cero si existe y %‘O tal que xy = Q

Logs elemenltos Inversibles son tambidén llamaedos "Unidades de A"



2.4 DEFINLICION

Un anitllo A es 1lawadas

1) Dominio cnteroe i el Gnaco divisor de cero es ¢l coero, -

vy Jdecinr;

2) Li_"u'l\],n;.
S1 todo ®x £ U es inversible, cs deciry si o x # 0 -ony = 1
para algdn y,
2.0 EJREMPLO;
£l anillo % de los ndueros enteros os oun dominio entero; ol
cunjunto de lus atweres raclonales s un campo.
2.6 ANILLO PROLUZTU
Scan Ay B dos anillos; ¢l progucto cartesiano A xB tience -
una estrucltura de anillo con Las operacicones siguicntes;
(x,y) + (z,u) = («x + 2, y + u)
{2,y =+ lz,u) = {(xu, vu)
LCn gencral, s¢ deline una cstructura de anillo en
Ap nhy X .x A, wnodonde A, A, oL, A son anillos;
(}:11:’;21-'-::'51() L T PRI ) = (Xl Tyl Mo T Y, e Kt YH)

(K Xppeeap® ) ¢ WY, ¥) = Gy 2,V v Y )

So denota A el producto A x A ¥ VAR g 4\ (n veces)



2.7 MOREFLSMO DI oAb LLOS

Sean A y B dos anillos v L A -

S dice que £oes un morfismo i

1) f(x + v) = £(=x) + £(y) prara

2.8 DEPINLICLON

Louna

funcién,

todo x, y v A

para todo x, vy CA

Sea A un anillo ¢ L oA, I # ¢. se dice que "I ¢s un

de A" 21 cuwple lus propicdades

1) (I, 1) ¢s un subgrupo de (A,

2) 851 x v Ay yuolo ontunces x

2.9 LDJEMPLO:

Il (.'-_)njunl_o de ndimecas Paiies ed

nhnueros enteros.
2.10 BPROPOSTCLON

On canpo K tiene Qnicamente dos
tul v K.
DEMOSTRACION

. . .

Scan K un campo, Lok, © # {07},

Probemos que I = K., Secan x . K,

slgulicntes;

.‘i

)

ideal

wi ideal en elanillo de los

id

1

y €

Ccales
un ddaal.

7

y # 0;

ny €l

porque

v oT; luego xy = 2, 2 t¢l; v es inversible por ser y # U5

¥



entoncus

-1 . _]

XYy = 42 - XYY S H =Ry
cy v I opor que ozl ducgo x oo b, Bo o deolr gque s1ox C K oen-

Lonces X ¢ L. Por taonbto o= 1.
2,110 PROPOSICION

Sean A un anillo, A[x]| ¢l anillo deo polinomics en una inde-
terminada x, con covlicicntes en i, L c:/x[;;] , L un idcal, vy
sea J o= lachA / a es cocticicnte principal de un eloemento -

Je T}, Entonces J e¢s un idoal do .
DEMOSTRACLON

Scan a oA, L od, ¢ ed; vaisten ¢en [ Jdos polinomios L(x), -

gi{x) tales que by ¢ son sus respectivoy coeticicnlos prinel

[ m
pales; scan I(x) = Z gty gl = ) bk, y supongduos =
=0 14

m < n, n=im+ t; por scr T un ideal =t og(x) ¢l, es decir,

in T
hix) = x% -g(x) 15 hix) - =" ) b;xl ) byxttt; el coe-
120 120

ficiente principal de k() oo by £(x) 4+ hi(x) ¢I; el coclfi-

crente principal de (%) 4+ hi{x) es a, + b

L T luego ag, + by Jd;
pero a, = b, by, = ¢, de donde b o+ ¢ oJ; Ltambién af(x) «1 -
porgque 1 s un ideal; ¢l cocficiente principal de af(x) es

td, o decir ab o J. Por tanto, J ¢ oun -

a s Ay lUtA:(’JD a - ag

ideal de A,



2:12 TIPOs bl 1bREALLS

Un ideal 1 oen un anillo A e 1lowado
PRIMO

Si 1 # Ay sl £y |
MAXTMAL

ST A Ay s d es oun ddeal tal que

cenbonces T o &
PRIMARTO

S0 # Ay s oxye 1l cAe LDy

para algiao n o> 0.
TRREDUCLBLL

S1 oparda Lodo par de Taooadles o,

T = J n K- 1 =3 & 1 K
REDUCLELE

S1 existen dos ldeales J, K tales que

J oL, K ¥ 1.
SUMAB LL

Si existen dos ideales J, K tales que

I # K < 1 =J + K.

I cJ

I = J n

T £ J,



2,03 e C Lo

FALLCAL DE UN TDLAL
SLodoos oun ideal de oun acillo A, se lama tradical de IT" al
cubtijuntu

rii) (xoca /2ot para algfin n > 0},

2. L4 PROP LEDADRS

aj) Iy esoun ideal doe o4,

L) r(l) = intersceeidn de los fdeales primos que contiencn
al 1deal L.

2015 PLOPOSICTION

Sea I un dideal de un anillo A, 81 T es un ideal primario on

toncees  ril) es ol wenocr tdeal primo que contienc a I,

LDLEMOS T RACTON

Probaremos que ril) cu P, Seall X Y Lales gue H Yo L (I);

por detinicicn de () cxiste n o~ 0 tal que (xy) ¢ I, c¢s

o i i

A _ " " = - (g1 - .
deciy 'y £1; cono 1 es primario, *» ¢l 6 vy el para al-
gbn om0, lucgo v (1) & oy er{l); por tanto, r(lI) es un

tdeal primo. Caw r(l) co fguadl a la interseceion de todos los  1dea

les primnos que contiecnen a 1, esbo demucestra la proposiclon,
2010 COCLLNTL DI Dos ThEALES

Soal J:, J dos 1deales doe Uir anwl Lo A, S llqlhq "i(,i\,‘i.ll CO-——



(I; J) = lxcA / xJc 1].
(L: J) es un ideal & T ¢ (L J)

In particular, si 1l far, (lol: J)
J" v ose denotba Al (J), co decic guo
1

para todo y e Ji.
2.17 1IDLEAL GLNERALO
Scan A un anillo vy S e A Loanotanog

de todos los idceales de A e
[S} = (i1, u conjunto de sdealoes
) 6] 2.

PROPIEDADLS DE [S]

1) [S} es un ideal, por
2) s clsg]

3) $1i M es un i1deal tal
4) 81 5 # foentonces Li)_| contd tornado
clones lincales de clomentos Jde
B i
50 = X o A X ) .n., o LA
5] {x i/ % Y ,
2.18 IDEAL DRLINCILPAL
Un ideal 1T es 1lamadoe PRINCIPAL si

clemento a ¢ A; es denotado

aj .
L

T
de [ 51,

Segln la propiedad 4)

[a]

{x cA / X = uqua,

conticnen a s ,

ser interscoecidn

10

1lamado "anulador da

U5

AO(Dd) =
I

{x ¢ A / xy = 0,

por [S] a la interscecidn
es decir

[ tuales que S cT.

de 1deales.

gque S oM entonces L)J c M

por todas las comblna

«

S, ws declr

A ¢S, nclN, n > 1}

guonerado per un Gnico

para algin o Al



2019 RO OsTelon

bn ¢l anillo 4@ de bo
SO pplnetpente:

DEMOS TREACTON

soa o 4 I un ideal,

4

esoun ideal princrpal,

J=inegl / n > 0 vy

a ¢ IN el wenor cloemento

¢l algoritmo de buclides

X = a b 4 1, en o dogode 0O
X ~da be L, o) i roel
r o~ a; lucgo g U, o

.20 ROPOSTCLUN

Py 4, Entonces P

SUia

es un Ldeal primo

DEMOSTIACTON

J) (ERE

1)

SUpPLNIYALos U

o

es5 un ideal priwo.

Le e 4 tal que xy
& P divide a y. 51 b
x « [P]. Si P divide

oun ndiero primo siy solo

11

Cribo todos los irdeales

L5

[0} entonces 1T = [U]; luego -

Supeenganos 1A (0] Sea

Y

=

n A I # {0}; seca

puLgue

del conjunto J. Tomewmos x ¢ I; segan

cristen b &y roclI¥N, tales yuc
Crowoa. Como Loos oun ddeal, y o acd,

, oya que vo= s —ab; o rdd opor ser -

donde x a b, l'or tanto % ¢ [.x]; e

5

i [r]

un ndwero pobno y probcimos gue [JJ

catn X,y o 4 tales quo xy CLPJ; CHLS=

ml; como Poes priwo, Podivide a x
divide o o, = = nl, neg %, doe donde
a v, V¥ rk, oo 4, de donde vy o« ‘;L'; .
Pl, es decir ques Poes primo.
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2) Supongawos que el ideal [r] ¢S opring y probemnos que P oes
un ndwero primo, Sca owmoo % oun divisor de Py sea n tal -

que P o= mon. kntoncaes;

T 12 SR wo [0 6 n (1]

m = ap U Ii L, oo %, Lo &;
i al — = Al b= =1 6 n=-L-—>mu=pr &6 wm=-P
n ap P o= malk==~ 1l = i=1 6 = -1

Lucgo, Poes un nmero [ ciwo ya que sus Gnicos divisores
son 1, -1, P y =P.

2,210 OPERACTONLES COH ThBATLES

Sean 1, J dus ideales de un anillo Al

1) Bl conjunto I + J v oA /v =y + 2 para algan yol, zcoJl

es oun tdeal de Aotal gue T+ 0T = [Ty ‘l.:l . En general ITuJ

1o ¢s o oun ideal
2} La Interscceccel1on I0J s un rtdeal de A,

3) El conjunto H = {x¢A / x = yz para algn y ¢©I, z cJ} no
csoun ideal de AL ose denota TJ al ideal de A gencrado

por .

N = . . ! i 4 .
S5¢ denota 1° al ddeal 1.1, Para n > 0, T denota al idcal

1.10.1...17 (n veoes) .
2.22 PROPOSICLON

s 1Ty J son dos Idcales de un anillo Ay v » 0 entLoncaes



X r

'3 e (I g)
PDEMOSTRACION

- , r
Probarcmos que si x ¢l

o

que Xy

- L ¥ : & i
Sea xcl, yod'; x es de la forma x

todo 1 < n oy ko~

en donde X £ I para

oy odt oentonces xy e(LNJ)T,

.
ya

- - (. B . L 4
serla un celoewento cualgquicrd del gencrador de 1 J7 .,

e e o Xy

3

n
y es de la forma v = ) Y5 ¥ ieees¥yp, €n odonde yyy tJ
J=4 - )
Para todo j m, k < r. Entonces
1 I
Xy - } :"'._'L 17 ?\'.l N i ¢ _>: ‘I'I._I | r \/ J Do e _\/j v -
L= 1=1
=) L1Y 510 (5 j2) e (KigYqr) s
L~n
IS
para cada k < r, xjvip ¢ 10VJ, va que xj £l yq, cJd; luego,

xye (I nd)’.

e

23 PROPOS LCTON

Sea A un anillo ¢ T ¢A un Ldeal vy sea
« = 2 ) ol

nevador de I. Si m el entonces [ es

ducltos

r i r i
i 2 3 y .

Koo KT Ayt v X, tales que z

i

DEMOS'TRACLON

n . til

= [8], s = {lly; / y; eJ]

1

{xllhll"'lxﬂ} un

ge

generado por los pro-

(por definieidn de "),
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4 I 11 n
S _ TR . — . - ;= R P - = .
Scea 1 = {“xll / ZLi = wl., Sea xcT, x = nxil, con Eli = I;
1 ] ] 1
- 10
como k.t = x.ex.-c0x. (r. veces) y Lr, = m entonces x = Jly.
1 1 1 1 1 1 1 1
en donde y, E[x1,x?,...,xn}; e¢s decir que TcS, (1)
m L
O ey - , . o= c g v -~ g = P ~ 7
Sea X €5; ¥ Tyi’ y; tI;j como 1 Lth],nz,...,xn}]
n m
cada yv. es de la forma y. = ~u..x., de donde x = _I Q. .X.);
aee Yy i %1 L3ty B Loy gxg)

J=1

al desarrollar cuta exprecion, % resulta ser de la forma
X = Zuizi, en donde cada z, es un elemento de T; es decir -
1

que x ¢ (T]; asi Sc[1] (2)

2.24 PROPOSICION

Sean A un anillo, I Toreees I idceales de A, Si I cA es -

1 I3
uin Ideal primo tal cue I1f\lyr\13r\...(\1“ ¢l entonces cxis

t

o

j < n tal que Ij cT.
DEMOSTRACITON

Supongamos que para todo i < n, I ¢ I; para cada 1 existe -

x, €1, tal que x, { I; cowo I cs un ideal primo,

ol
w
o
™
|

K aX K { 1; pero E RS LR S AT S A S A TP A I

cir gue I N3 NI v...NT ¢T.
I 2 3 n

2,25 DEFINICION

Sea A un anillo, Se llama "cadena de ideales primos de A" a
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toda sucesidn finita y estrictamente creciente

de ideales priwos de A, El ntwero n es llamado "Longitud de

la cadena®,

L1 suprewo de las longitudes de las cadenas de ideales pri-

mo de A es llamado "dimens i 6n de A" y se denota dim A,

H

Por definicién, dimn A > 0 & dim A

-+ <IN
2,206 BEJEMPLOS
L. 8i K es un cuerpo centonces dim A = 0

Un cuerpo K ticne s6lo dos ideales: (0} y K; luego, el -

(inico ideal priwmo de K es [0},

ro

kL anillo % de los ndmeros centeros tiene dimensiédn igual
a 1.

Sean I # {0} v J # {U} dos ideales primos de 4 talus -
que I cJ. kExisten m > 0, n > 0 tales que I = [m],

J = [n], my n nlmeros primos (prop. 2,20)

=
I

- [m] =e mel = mcd => m g[n]

m = an, a t &4;
[ ]
L]

como m y n son dos nlmeros primos, a = 1 6 a = -1 es -
decir m = n 6 1w = -n; luego [m] = [n], o sea I = J.
Por tanto, una cadena de ideales primos de % es de la -

forma: Igcly, con Ig = (0] & 14 = Lm], m un ndmero -
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prino.
2,27 DEFINICLON

ANTLLO COCIENTL,
Sea A un ndllo, I cA un ideal. Se llama "anillo cociente"

al cunjunto % = {x + T / % ¢A)} con las operaciones

(x 4 1) + (v + I) = (x + vy) + 1L

{(x + I){y + T) = gy + 1
En oeste anillo, ¢l cere as el ideal T.
2.28 PROPOSICION
Scan A un anillo ¢ T ¢A un ideal

) SL T es maximal, entonces T es priune.
L) T es prime si y solo si [ &8 oun dominio cntero.

¢) I es nmaximal si vy s6lo si : ¢S un calnpo.

DEMOSTRACION
1) Supongamo:s gque I es un Ideal maximal y probemos gue es -
primo. Para ell., scan x,y cA tales que xye I y x §I; -

demostrenos que y ¢ L

X 4T => Tul + Ay > I + Ay = A (I ¢s maxiwal)
e

2
' —=» 1 =2z + ax(zcl, aceh)
AV ;.&_7 4 a;{y
(z el y =xyel) =» zyel v asy el



5)

Supongamos gue

un

(x 4+ I){y + 1)
(I €s el cexro
(x + I)(y + I)
Supongamos qua
es primo. Para

mostremos

SUROHGAGs que

un campo.,

x + I es

Luego, x -+

Supongamos que

al

maximal

I ¢s un ideal primo y probemos que

dominio entoro,

que x el

Para cllo,

a
I
X,y € A tales que

S¢an

1y demostremos que x + LI = L 6y+1 =1
en ¢l anillo cociente) .
= I = xy + I =~ I =>» xyel ==> xel 0yl
x+ T =106y +1I=
% ¢s un dominlo entero y probenos que I -
ello, scan %,y ¢ A tales que xy el y de-
& voedl.
I I => (x+ I){y + I) = U
i+ I =1 & y+ 1 =1
= xLl & yul,
I es un ideal maximal vy probemos que %:.s

Para ello,

I

= 2 b5
Pl S

inversible,

+ I # 1; s

m

» demostrara que -

= L c I + Ax = I + Ax = A
7
=z k yx o= L (zel, v eh)
yx - 1 el
- ve + 1 = 1 + 1
= (v + I){x + 1) =1 + 1

I es inversible,

A T o .
- €5 un canpo y probewmos que T es un ide-



I # A, ya que si I = A, entonces x + I = I para todo x € A.

Sea % £M, szI, M un ideal tal que T cM;

.

X ¢I = x+ L # 1T - x + I ¢5 lnversible.

Sca vy ¢ A tal que (x + Iy (y -+ I) =1 4+ I;

#y + I =1+ L =>xy - 1ol % xy -1 =2, 2cl =>1=xy -

(x eM vy zCl) = xye M y =—-zt¢M

2.29 DEFINICLON
Sea un anillo AL Delinlmos

1) Nilradical de A, cowo la interseccidn de todos los idea-
les }_.).L‘.i.illu:.; e AL
2} Radical de¢ Jacobson de A, como la interseccidn de todos

los 1deales maximales de A,

Tanto el nilradical como el radical de Jacobson son ideales

por ser intersecciones de ideales

Adends, gso demuestra gue ¢l nilradical de A lo forman todos

los elementos nilpotentes de Al
2.30 PROPOSICION

En un anillo A el nilradical es el radical de {0}).

N
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DEMOSTRACLON

Sea N el nilradical de A, entonces

N {xva / x =20 para algin n ¢ IN|

n iz
= {xuca / x cldb para algun n ¢ Il

'
Hi

r(1ot).

o

31 DEFINICION
Sea A un anillo e I ohi un djdeal de A, Se llawa "descomposi-
¢ion primarvia de I, a una expres=sibon de T como interscccidn

finita d¢ ideales primarios, es decic
8

1 = ll_'\_l‘] , ;I'i un Ldeal primario para todo 1

|~
ol

Se dice gue un ldeal [ cs descowponible si tiene und descow
posicidn priaria.

2,32 pPROPOSICLON

C

Sca I un ideal descomponible cn oun anillo A. BEntonces

1) Todo ideal priwo J tal que T cd conticne un ideal primo

winimal de I;

g

El conjunto de ideales prinos minimales gque contiencn a
I lo torman los clewentos miniwoles del conjunto de Ldca
les primos que contiencen a 1,

LEMOSTRACLON

1l
Sea J un ideal primo tal que L c¢d y sea I = i[)]Qi una des-—-

composicidn primaria minimal de I; para cada i, sea
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Py = r(Q.); P; es un ideal primo (prop. 2,15), J = r(J) por-

cue J es primo.

n i 1
Led o oy ed=> (o Yycer(d) = Nr(Q)cd
i=1 ° i—-1 4 i=1 -
N P.ocud,
1

Como P es primo, existe un indice j < n tal que Pj cJ; si -

I'. es minimal de I, la afirnacibén estd probada; si Pj no es
J

miniwal, existe un fndice kK n tal que P} Lle;
Pj CuJ = PYLSJ; cowe los ddeales Py oson en nlwero finito, -
.. S

cxlstird 1 < n tal que Pj o ominimal vy Pi cJ.

2.33 PROPOSICION

S1 A es un anillo en el cual 1 ideal {0} tiene una descom-

posicidn primaria entonccs

1) Bl ntmero de ldeales primos mininales de A es finito

e
~

El nilradical de A e¢s igual a la interseccidn de los ~--

i

ldeales priwmos minimales de A.

DEMOLTRACION

i
1)y Sea (0} = _lej und descomposicién primaria minlmal del
=1 1+ )
ideal {0} y para cada i, sca Pj = r(Qj); Pi es un ideal

primo (Prop. 2.15), los ideales primos minimales gue con
tienen al ideal {0} (c¢s decir los ideales priwmos wioliwa-
les de A) son los clementos minimales del conjunto

I EI L

Rl rop. 2,32) 5 lucgo el conjunto de ildeales
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primos minimales de A es Lfinito.

51 N = nilradical de A, N es lgual a la interseccidn de
todus los ddeales primcs de A; scegOn (Puvop. 2.32), todo
ideal primoc de A conticnce un ideal primo minimal de A.

sea H = Interscccion de todos los ideales priwos minima-

1

oy
A

§ de A; NcH pues los clementos de N perteuccen a todo
ideal priwmo de A; probemos que HeN. Sea x ¢ll; x pertene
ce a todo ideal primo miniwal; como todo ideal primo de

A conticne un ddeal primo minimal entonces x pertcnece a
todo ideal primo de A; luego H eN. Por tanto, el nilradi
cal de A es igual a la interscccibébn de los ideales pri--

mwos minimales de A,

e dd ANILLO DI FRACCIONLES

Sea A un anillo. Un subconjunto wultiplicativamente cerrado

de A es un subconjunto 5 de A tal que

1) 1es

11) 51 x,y € 5 entonces xy ¢S

Ein A x5 se define la relacién sigulentoe:

"(a,s) = (b,E) <=+ (at = bs)u = 0 para algidn uc8".

Esta relacidn es de eqguivalencias

1)

Retflexiva
(a, s) (a,s) va o que (as - as) 1 =40

2k - —_—
BIiBLIC - \ ENT

| BRIVERS IDAD OF



o
~—

o1
(a,
val

las

nlw

R RE

&l

O
[p

Simétrica

(a,s) = (b,t) = (at = bs)u = 0, ucs

=> (bs - atju = 0, ues
(L, t) (a, 5)

Transitiva
[{a,s) £ (b,t) y (b,t) = (c,u)] => (at - bs)v = 0
y (bu - ctijw = U, v,wes
=> aty = bsv = U y buw - ctw = 0, v,wesS
=> atvuw = bsvuw = 0 y bLuwsv - ctwsy = 0 u,wed
—> abvaw - ctwav = 0 wv,w ¢ 5
=> (aw - cg)tvw = 0, tvw ¢S5 (por gue Lt,v,w e5)
=> (a,9) = (c,u)

lndicamos por - la clase de equlvalencia de un elewento

=

_ . e . .
) CA xS y s1i 8 A dencta el conjunto de clases de equl

. - N . .
enclia, se deline en 8 A una eslructura de anillo con -

operaciones sigulentes

l.:)_ ot iz.l._l:___“'_ k__’)._l_)~
t st

b _ ab

t st

anillo 8 'A es llamado "anillo de fracciones de A con -~

regpecto a S ",
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Sea A un oanillo,

L un 1de

Intonces

PRULA

1} S

1i)  Sea

g = iy

un ideal,

1id)

L

Saean

ideal P

I es

X UdJd.

Plolon L) Ul

5 CA;

<A/ ool para algbn y ¢S5}
2
en oaJp o oexisten 2 o095, oS
r 5 X i 1
un ideal o0 N -
al Z i 4
f, S declto l-a;_L; DL
i
, ) . , A
existe 2 o5 tal gque = ¢ 1
o
es decir que cJd, lueg
a LA cHlste Sotal @]
cl x } s .oax |
— « =01, es decir ~— ¢ 1
1 Z yA

S wultiplicativawente cerrado y sca

s un ldeal de A,

tales gue =cI, %/I—L,I;
. l1:;I; luegao
I :
tanto x 4y e J.
: ~;(:I, por weir Io-
o —-x ¢cd,
) o mr amen grens
ue --¢ I; por scr 1T
; luego, ax gJ.
| BIBLIOTECA

smIVERBRIDAD ©
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111 MODULOS  SOBRE  WUN  ANILLO

3.1 DEPTIMACLON

Lo A oun anillo y sea (M, +) un grupo comnutativo, Se dice
que M oen we Acmddulo siopara todo a oS, ¥ oM existe ax cM
(al que
alx + y) = ax + oay, a vA, £,y oM
(a + b)x = aas + Lu,
(ab)x = a(bx), a,beh, oM

1x = = ' SO
BIEMPLO DE MODULOS
1) Todo anillo A es un A-mbdulo
2) Todo K-espacio vectoroial ¢s un K-médulo,
3.2 MODULO PRObUCLO
Sean Loy M dos A-mddulos; ¢l producto cartesiano L x M tona
cstructura de A-mddulo con las operaciones
(x,y) ¢+ (z,u) = (x + 2z, v + u)

alx,y) = (ax, ay)

En general, se deline una estructura de A-nddulo en

1\11 XM Xx...x M ;o enodonde cada MOoes oun A-nddaulos;
2 I i

(X /% 00, X ) (Y Y seee,¥ ) = (o v TV, e X+ Y
TRy Yprkoreend 1 pry Yy E )
al¥ ;% ,vee,X ) = (U L8N, ee, eee, aX )
12 1 i 2 n
EL addulo Mi XM= ... ¥ M también se denota M", si cada
: 2 I



[\ll == I"I ]-‘n:.ll.i Loda l 11,

Jed DEPINLICIOW

Sca M oun A-nodulo y osen Lo, se dice que L

un subgrupo de M

¥ vl entonces as ol

ST ach ¥y

B EME L )

1. b oun anillio A, los ideales de A son los
modulo A,
2. {0 vy M son subnddulos de M.

El submddulo {0} es denotado por u.

3.4 DEFPINICION

Un A-médulo M es llamado "simple" si

submédulos: {u} y M.

3.5 MODULO CoCLLHwL

Sean M oun A-médulo vy LceM un submddulo.

Se llama "wodulo cociente” ol conjunto

T [X + L/ xcMi o con lag QR LacLones

2]
[Sa]

un subwddulo

submddulos del

ticne Gnicamentce dos -



3.6 PROPOSICLOHN

Sea M un A-modulo y N un subwcdulo de M, 51 [ es un subuddu
| _ ,

lo i entonces el conjunto

es un submddulo de M otal gue N o L.

DEMOSTRACLON

1. Sca I un subwbGdulo de R Probomos que L es submddulo de
M tal gque NclL.
a) Sean #Z,y ¢l
X,y L= x4+ NIl y vy + Nclil

(v 4+ N) = (y + N) ¢l

b) Scan x cL v a4,

X €L => X + Nl - a(x + N) ol
= ax + N ¢l

=> ax ¢ L,

be a) y L), L es subnddulo de M,

Sea X £ N.

o

X ecN => x + N + Nel =>» ¥xeL

i
=

1
»

Luego N ¢ L,



Por Lanto L es un submodulo de M tal que N ¢ L,
3.7 FROPOSLICION

Scan By P dos subwGdulos de un wodulo M tales que K cl' y

L # I', las dos condiciones que siguen son equlvalentes;

1Yy 81 U ¢s un subwaodulo tal jue B cH el entonces L= H e}

)

S R .
2) E1 modulo 0 tiene solamente dos subnddulos:

1 -
B Y (L},

DEMOSTRACTON

1y == 2)

vea T un subnGdulo de 5oy sea L= {x oI

; / x + EeT); L ¢cs -

un submnddulo de P oy B el (Prop. 3.6); lucyo L = E & L = b,

51 L= B

X o+ ke foRX L= oAaeln o ¥ o+ B

il
=

Lucgo T = 11

sl L= M o mel = w oL o

-+

Il 'l Luec W] = = 7T
J0 I

For tanto, los Goicos subaddulos de & son {m} y

2) = 1

I

Sea H un submddulo tal que It cH el il ¢s un submbduloc de ;



zeH => x + E =L => xchk; entonces I = [,

.. H 3
. _ L H - -
X € "*‘/X’f'ht_E'*-'Xﬁ'}L—f 4 ]_’n,. yrH
e x o= yoell, yvell
=ox - oy I,y
- x ell,
Entonces H = [

Por lo tante ' =1 &6 K = T
3.8 SUBMODULO CENERADO

Scan M un A-modulo v S ¢, Denotawmos por [S] a la intcersec-

cioén de todos los submnédulos de M yue contienen a S, es de-

clir
[s] = ]}HL ; £ = Conjunto de submddulos L tales que 5 cL.
- ()

PROPTEDADES

1. [5] es un subwodulo, por ser interseccién de subwédulos
2.5 c[S]

3. 8i H es un submddulo tal gque S ol entonces [S] cH.

4, S1 8 # | entonnw@ [U} estd tormado por todas las combina

ciones lineales de elementos de 5, es decir

n
LS] = {xcM / % = >“;Xi' ETRLCRIVER ¢S, neIN, n > 1}
AT i .

| BIBLIOTECA CENTRAL

EMIVENBIDAD DE BL BALVARSE |
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ve dice yue "5 oes el generador de I.‘:]".

Si 5 es un conjunto Linito, se dice que “[5] &5 un subuddu-

lo de generacion Pincta" & “subwodulo Finitamente generado™.
3.9 PROPOSTCION

Sca Moun A-nddulo vy osca ;l,x %, eee, X clementes de M. Sl
n

S ={x_ ,%X,,.¢.,%5} y L= A + A .. o+ A X
| a2 I o 2K oI
cntonces L:;J = fyhl +J [ui2 = coa ini“ = L

Bastard demostrar las sigulentes propiedadoes

a) L es un submédulo

¢) S1 1 ceM es un submédulo v 5 ¢

chntonces Loch

DEMOSTRACTON

ay i) Sean i e L
i = U x +oow, X 4.0, U X
[ 2 non
n = x - .. Foppox
i J 2 mnon
m o+ n o= (¢ + )% + (. + B ).+ o0+ + B )xK o L

L1) Sea me L Y oo UL
Mostremos que g o L

in = u.l.}{ | o LX T S



by 8 = lxy, 250 ooy %)
Sea o X,ou s
1
¥ ouUbh = X Ox  + Ox. + ... + 0Ox + 1x. + ...
L 1 2 i-1 1
2 ¢ L
L
¢) Seame Lo=>m o= ox, o ow ox, + ...+ ax
1 2 2 I n
xl, Eig eeey x“x o v

Por hipdtesis o o'T;
Luego xo, ® ... el oy cowo P oen un subnddulo
m = % + . X + +.. 0 X ©T.
1 | 2 2 o

Por tanto L c<cT

3.10 OPLERACIONES CON SUBMUDULOS

Sea BE oy 1 dos subwodulos de un wbdulo M.

1y o+ {xcM / x =y + 2z, para algin yeE, 2 ¢F} es5 un
submnddulo de M Lal que I+ P o= [JL‘.U J_j . En general, TuyF
no es submdédulo da M.

2) La interseccidn ENTF es un submdédulo de M,

3.1L MORI'ISMOS DE MODULOS

Sean A un anillo y Loy M dos A-médulos.,

Una funcidon f£: L —- M es un molfismo Si

1) F(x + y) = L£(x) + f(y) ;XY

11) flax) = af(x)

; ach, Xek



31

3.12 NUCLEO DL UN MOk LSMO
Si £ B — P es un worfiswe de modulos, se 1lama "nGeleo -
de % al conjunto
her £ (% £ B ¥ Fix) = 0},
Seoprueba gque es uin subnodalo de 5.

j. 13 PROLPUSLCTON

S1i t: bo—> P es un morddsmo de A-nddulos entonces £{(Q) = 0

vy T{-x) = =F(x), para todo % ¢,
LDisMOS T RACTLON

aYy POy = [F(u+ U) = [0 + () L(0) - 0 = $£(0) + Q) = 1 -= T(U)

C{=x) + £(x) = £(- + ®) T (u) U;

lucgo f(=x) = ~r/{ A
Jobd PROVOSTOCION

SL Ly B —» ¥ es un morfismo de wédulos entonces £ es inycc

tivo si y s6lo s1 ker = {U0].
DLEMOSTRACTON
L. Supongamos que L es inyecbtivo y probemos que ker £ = {0},

Sea x cker [, es decic £(x) = 0. lor Prop. 3,13, £(0) =0;

=) = £(0) = ¥ U, por ser © inycotdlva., Luog:s,



2.

Sta Yy o E tales g

r
oy

Sapongamos gue ker f

32

tal

y probemos que f es inyectivo,

ue f(x)

fly);

fle) =1(y) = £(x) ~L(y)=u Ly + 1 (-y) =40
f{x - y)y =40
= X - Y u ke £
x -y = 0= %=y
Lucgo, I ¢és inyectivo.
3.0% PROPOSTCION
Swa 1 I Poun morfiswo de A-nodulos,
LYy S4 I es un subwédulo de B entonces £(H)Y es sulmbddalo de
.,
2y 51 L es un subuwédulo de P entonces £ '(L) es submédulo
tle 15,
DEMOSTRACLON
1) sea B un submédulo de £; probenos gue f£(n) es subuwddulo
de 1,
a) sean X, oy o E(I) .
X, Y ¢ T(H) x = ft(m) y v = £f{(n), m, ncH
X =y = {wm) - £(n), m, n ¢l
oy Tl - o), m-n il
¥ -y o Eyn,



L) Secan x € £(H), a ¢ A,
% o I (H) Z = flwm), meH
ax = af(m}, mcll, acA
= ax = L (am), amcl
=> ax £ f (1),
De a) y by, £00) ¢o un submddulo de I,
2) Sea L un subwddulo de I'; probemos que £7' (1) es
lo de E.
a) Sean x, yoo oI,
wy Y oo L) L{x) v Loy fly) oL
= f(x) - f(y) ek
= (x - y) ¢ L
Ly 2
> K = y | (1)
b) Secan x e T ' (L), aeA.
¥ e foHEL) f(x) L
ab{x) clL
f(-'.l ) t J_A
by
(SR J (L)
De a) y b), r-' (L) es un submddulo de E.
3.16 SUCESLIONES EXACTAS
Una sucesitn de A-nddulos y de morfismos
fi f1+1
. —> M, —_— S 2 a s
-1 Mi Mi+1

subwodu-



3

Se dice gque "es exacta en M." si o Im(f£) = ker E(L. )
L i L+1

UNA SUCESTON FINITA

cxacta en B, en B vy en H es lloawada "Sucesidn exacka corta
3.17 PRCPOSLICION
Unu suacesion

0 ——> B —ree>» P —2—> || —> 0 es exacta sl y sblo si

T es lnyectivo, ¢  eu sobreyectivo y ker g = ()

DEMOSTRACLION

Hay un mortisno Gnico mw: O -—s B detinido asi: m(0) = 0.
liay un mocrfismo Gnico n: H —- U defingdo asi: n(x) = 0
para todo x. Por delinlceidn, In(m) = {o) y ker(n) = Il.

R SR ¢
Supohgamos que 0 — B s | 2. H—> 0 es exact a; por de-

finicidn 4o sucesion cexactas

ker £ = Im{m), ker g = Lu(f) + ker(n) = Im(g).

Como Jw(m) = {0} v ker(n) = i entonces ker £ = {0}
& lin{g) = i, cu decir gque o oes dinyectivo v g es sobreyec-

(] VO,

kReciprocamente, supongamos que £ es inyectiva, g es sobre—-
vectiva v ker(g) = In(t). Probewos gque Im(nm) = ker(f) vy

ker(m) = Lm(g) .

| BIBLIOIECA CElvi
IVEREIDAD DE KL BALYARER
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t loyectivo s ker o= [0} = ker (f) = Lm(m),
g sohreyectivo < Lufy) = 0 = twm(y) = ker(n)
3.8 PROPOSTCTON

Sca M oun A-modulo y sca N oun subpodulo de M, Luatonces hay -

una sucesion cxaclba

: M :
0 —> N —> M —>" —> 0,
W
DEMOSTRACLON
1) Para cada = o N, sca L(x) = 2, Probenos gue la funcidén -
i N o—> M es un morfiswo inyectivo.

¥ v ¥

. L {x) E(y) =Y
2) rava cada % oM, definimos g(x) = x + N, Probemos que
M o .
g: M —> & cs oun morfiswmo sobreyectivo.

X Wer o x + N
gl + v) = (2 + y) + N = (x + N) + (y + N} = glzg) + gly).

g x) = WX o+ N w(x 4 N = ag ().

¥ b N

1
£
—
v
~—

3) e fN) =» x N => %+ N =N-=» g(x) = N => xcker g.

Lucgo F(N) cker g.



4) x ¢ ker g coglx) =N o x4+ M= N => xc N = Xt f{N)
Luego ker g o E(NY .
Por lo tanto la sucesidn
U ——p N —— y S T 0

es cwacta, ya (ue ©oos dnyectivo, g es sobreyectivo vy
L(N) = ker g {(rop. 3.17)
3.19 PROPOSTCLON
Si k& y I' son dos A-wédulos hay una sucesidn exacta

0 —> B —> K % ' —> F —> 0

DEMOSTRACLON

36

1) Para cada x ¢k, sca f£(x) = (x,0). Probewos que la fun---

cion 't b o —— 2 B & s on o ocwes (%,0) ¢s oul moctisino Inyco-

tivo.

T{x + vyv) = (2 + Y, 0) (%,0) + (y,0) = £(x) + £(y)

f(u x) = (ux, 0) S oa(®,0) = uE(x).

2) Para cada (x,y) ¢ B x F, debinimos g(x,y) = y.

Probemocs gque es un morfiswo sobreyectivo.

- glx,y) + (z,u) =gz + 2z, vy +tu =y+u=glyl +glz+u

’ glulx,y) = ylux,uy)l = wy = uglx,y)

yelb =y =gll,y)



Lucago, L

1) (x,y) ¢ kex

ll,lQL_jU ; KQX

For tantbo

S \'.'.'(’;lfiu, yd

Fe) = ker g.

]

¢ ko

3,20 DEFINLCLION

Una sdeesion M
Se dice gque s
l) Creclionbe
S M ¢cM
n n+ !
2) Decreciente
S10M CM
n+ 1 n

nyectbliva, g es soubreyectivag y

;e e A-modulos

toda n,

e L)
P
jue I oeu
(T_"l\:-i._ 2
v Moy, ]
pParad
para

3) DBstacloudaiia

51 valote mog IN

para tudo

Iy

iy,

Eal

CLodo In.

que M, = My,

37



3,21 PROVOSICION

Sea My, Mo, My, oo, Mo, .. Ul sucesion creclente 6 decre

< 3 [

ciente do subwddulos de un A-wddulo M, IEntonces la unidn -

ica ;

()M, e un subcdulo de My

. 1

1=

DEMOSTRACLON

- ol e . - . 5

sea o=y HL Yo Seald sy oy cxlsten Indices j, k tales -
L=

que ¥ e M., v oo 8L 3 < ki x + ycM siola sucesldn es --—

J L - - K

crecliente yox 4oy ¢ Mj ai la sucesién es decrecicnte,

SiLk < jy x+ yeM s1 la sucesidbn es creciente y x 4y M
SLola sucesion es decreclente, Lntonces, X o+ y 1, S1 v A

cntonces ax e M., de donde gy e,
Por tanto U es un subumddulo de M.
3,22 FROPOSTCION
ed U IBo——— Poun nori oo de A-mbdulos. kntonces;

1) ker(u), ker(u=), ..., ker(u™), ...

¢S odlla sueesidn crecionte de subméGdulos de I

2) (L), Wi (E), ..., ulh(E), L.,

s una sucesion doecrecicente de submdédulos de T,
LDIMOS T RACLON
. - R ol ] Lo 2 - N ) - . B
Por definicion, u?(s) = ulu(x)), a7 (x) = u(u(x)).

1} Probewos que koer (ah) cler (ufth) . 81 % ¢ Ker(uh)



1 el 1 . i

cntonces u (x) = 0 v o oul N (x) = u(ul(x)) = u(0) = 0;

: _ ol L ) n ok

luego wio ken u i por tanto ker (u) ¢ kera
. nel, T . n
2) Probemos alicra que u ()Y cu (1), 91 =% cu (1),

+1 . . .
= u" TNy, v B, de donde w o= ut(u(y)); luego ko W) ;

3% i1 W
pui Lanto Ll” (1%) cu (1)

J024% DEPTNICTON

S5ca M oun A-nodulo, Se Llama "cadena de subuodulos  de MY a

tuda sucesion finita M, FLoy My ey MJ de submcdulos de
§ v :

M tales que

=M _ cM cM,c...cM =M, M. # M. sara todo 1 <.
Lo} M, cM, cM,c M. M, Mo# Mo para todo 1o<m

Ll nduwero n s llawado "longitud de la cadena”
3.44 DUEFINLCION

S5¢ llama "Serie de Composicidn de un Module M" a toda "cade
na maximal', cs decir a btoda cadena MU : M1 ' MZ PR Mx de M
1
M'i 11
tal que —— ¢8 un A-modulo simple, para todo 1 < n.

M
i

Segtn Prop. 3.7, on ouna scrie de composicion no pueden in--
tercalavse submddulos entre Moy Moo
3.25 PROPOSLCLON

Scea Moun A-mddualo, S10M tiene una serie de cowposiciédn de -

|.QI'1(J.1-.L'.\A\J I, Giltlonees

i) Toda sceric de composicion de M LLcne longitud n.



ii) "Toda cadena de submnddulos de M puede ser cxtendida a uana
serie de cowposicion,

LEMOSTRACTION

Denotewos por {(M) la menor longitud de una serie de composi

cidén del wédulo M.

1) "S1i N es un suhddulo de My N # M, entonces L(N) sL(M)"

&)
[
H
.
©

Sea N oun submédulo de Moy sca MU' M1r «+er M una
11

de composicibn de M; consideremos los subnddulos

N,L NOM, de N, I v, L, 2, ..., n. Probemos que para -
. . “ L .
cada 1, ¢l wmodualo N 6 slmple; sea I < n y H un sub-
® i
. 141 ; ;
nodale de ;o Torwenmos I, = {w e N, / x + N, I}
Ni i L+ i
l‘lj
[, es un submddulo de N y = -~ , Cowo N, es sub-
L Lol I‘J 1t
RN
H].
mGdulo de M. II,  es un subncdulo de M, Voo es un -
Lt i Lkl Mi
Mo ’ M, i
| - 4k ) N . - .
submbdulo de -~ ; pOr ser bf| un wddulo simple se Len-
upooM ’
d que = - 5 .=
v que 5 H, = M,
L
Iy My
a) Supongamos - » /sca x ool = N -
o Upongaluo M M s L5 ca % \]L+'I’ XL“‘LII
1 A
Mi t1 IIJ
KoM, XK+Me-—— X+ M — =» X + = | :
it 3 I“l_ P 5 IVl N NIJ, y M ’ y L,,“l
L 1
e y + oz, zo M

Pero: x ¢ N.i.i—l Y Yt IIJ.. 2 XeN ~ yeN=> x - yeN;



to

11

Lucgo, ® = y CNfiM,, es declr « — y N, da donde

%+ NL =y Ni' O s5e4 X f NJ C ;o por tanto
. N .
I L S g o ,!_1,
el § ' ap
i i
Ly Supongaos guc . Mo
H. CcHN 11 AN b, = MM, = I, = N
1 1 J: L L B is
N i
Io= : s L= )
N i
1
N P
i - . - .
Lucgo, porb al) y bl S cs o un modulo simple. Por -

tanto, los submnodulos Ni forman una serlie de composli-
cifn de N cuya longitud r es tal que ¥ < n (se elimi-
nan los submGdulos N, tal que W, = N, }); cowmo

Lt 1 1+

£y < ose tendra L(N) < () (€(N) es la menor longl

tud que pucde tencr una seric de composicidn de N) .

S1 L(N) = (M), N, # “Lr] para todo i <n de donde -
5 )
Ni = ['-lL, para todo 4 <10, vya quoe Nj, CMi =3 Ni = Mi' -

Por ser (Mi)i > L ouna serie de composicién y Ni A {u}
pavra todo i+« 1, IEn particular, }JX = Nh , ts decir -
=z I 1
N = M,
"S1 o una cadena de subnddulos de M tiene longitud k, en--

tonces k o« LMy,

Sca L (;:[A/i le Coo. L =M una cadenag de subwddulos de



M de longitud k., Cowo [‘i ¢s aubdédulo de L. b Y JJJ. # Li-H

para todo 1 <n, cntonces

U = \\.AH) < L'(J,l) » (L) AR O O P BT O .

Ademas L9 ('(J.Jl), 2 < LLL), ..., kK % ,C(L}_), s decle

4 "Moda serie de (I.‘.'mi‘s-.\-.-I':.I_[‘IZ‘-H de M ticne lUIl(thUd Lo

Hua (14‘)L < kK ouna serie do \'*.un]_«‘l;‘.it‘fi.lf'.)l\ de M de lung.itud
bos [por (1) , koo L) llu,.j\., k = (M) ; porn definicidén de

4) "loda cadena de cubmodulos de M opuede extenderse a una -

scerlie do o MU 5 LC1on.

Hoea Ny H1’ o, oo, I una cadena de submddulos de M-
Ll “ 1
de longitud wme 831 mwo o= (M), esta cadena ¢ una scerie de -

composicidn (por 2). 8i wm <« (M), esta cadena no es una
Soerice oo <‘Hml-\:..i;‘1‘«'u1, caodeclr o oes g cadena lll(_‘l.'-iillli’l,l,'
lucgo, pucden lntecvcalalrse nucves términos hasta tener -

una scrie doe composiclon.
3,26 DEFINICION

Segfin la Pro. 3,25, todas las serics de composicidn de un -

nGdulo M ticnen 14 wiswa longdtud COM)Y, Lo cual es Llamada

"longitud de M",



91 Q0 —> L = ol R b ulia sucesidn exacta de -
A-modulos entounces ) L)+ LN
DEMOS T IRACTON
SEd L. 8L, ol 8. L, duna serd e conponicion de Ly
(W] | Ius
L. =0, L L. Sca B Bl ¢,., cN  una serie do cowpo-
U 11 u 1 _ I :
sicion de M; Noo= 0, N = N, Como la sucesldn ¢s cxacta, -
U m
£(L) = Kker g, scva L{L) j I(L\!“); proubcwos gque la suce—-
Si6n finita
. . I, 1 -1 .
I:(l,.u) , | (J.A]) ; oaeng 1 (L.) )N (1‘!1) s 9 INLY, e, g (L\J“) de sulanodulos
L = {l
de M oes una serie de composicion de M; ;E(LO) = 0, ya que -
L =0 y f£(0) =0, g '"(N M oya gue N o= N;
0 11 - 10
- -~ g \ g < b . ! S -
L ¢ 14.[ w1 L (L;L) CcrLL t-l) 3 HJ,_ o H.‘L " g (Nj,) Cy (Ni-l-'l) ;
cowo £ es inyectiv ('rop. 3.17), L) A f(LH_1) porqgue
- | -1 o
Lj fa Lirl | FProbemo jue o (i i) # g (N:H-'l) ; como
[‘J ra Nj Y oxiste ¥ i,.ni o tal i = | [ .'i.; Culivu { es :._iublfk:yt,‘i
tiva (Prop. 3.17), cxiste y oM tal que gly) = x;
E voog R A <'Ju|(N )i lueyo
: i S it j : Tt :
Ty # g e
4 i J 11
por existair y tal que y g (N Yoov g (N ).
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Lueqo, la sucesion

i : S -, -1, -1,
0 = .1;(LU) ut(L,l) G i r(.IJn) e u’\]]) cg (N)c.,.cg (N)=H

in
¢n uha scerle de couposicion doe M, y cowo su longltud es ndw

entonces (M) = n 4 o= C0L) + ()



CAaPlTULU TV
MODULOS Y ANLLLOS  NOLTHERTANOS



[y mMODBLOS Y  ANTLLUS  NOETHERIANOS

4.1 PLROPOSTICLON

Sca M oun A-modulo, Las condiclones que siguen son egquivalen

I- Toda sucesion creciente oo submGdulos de M es cstaclona-

2 - Todo \'n,;ljull.l.-i N Yao La o

subnGdulos de M ticne un ele--
mento moaximal.

3= Todo submodulo de M co de gencracidbn Linita.
DIAOS T RACTON
L) => 2},

Sea W £ ¢oun conjunto de submodulos de My supongauos que il

no tlene un elemento masiial o Sea Ml unt subddulo de M oen -

SR A ) como Ml no ¢s maximal, existe M , E wokbal que

M, ¢ M ; como M, no es5 maximal, existe M el tal que
17.: 2 2 3

M1 coM, C Ms7 de esta torma, tendriamos una sucesidn eslric
-l; &= }f_ N -

tamente creciente de subndadulos de M.

2)  -=» 3.

Sea H un subnodulo de M y oo & el conjunto formado por to-

15



dos los submddulos de H que ticien un geneirador £inlto;

“oF ¢ porque (U] cly; por hipotesis, existe en W un elencnt

e

etz Linal “0; probouwus gque “u = [, 51 “u # tl, s

A

a % v, tal -
que x Iy oo el el cubuddulo i, T Ax o esoun eloenento
de § que contiche cstrictamente a il Lo cual es una contra

diccion porque HO Coomaximal,

Por lo tanto Ho = |I, de donde Il es de generacidn finita.

~cM.cCc,..cM M C o, (1

il | ' ‘1'1 ntl v )
wy

Un.d sucesidn crecicnte de submodulos de ™M v osea o= w0 Mo
. r L
1=

Ihes un submddulo (Prop, 3,21) v ¢s por tanto, de gencera---

cion findta; sea L o= {x , %, .., ¥ } an generador finito

l o m
de H; para cada L o< m, soa M un submodulo en la cadena -
- !

(1) tal que x. €M Y osea o= wdx {n,, N., .., 0 };
1 n; 1 2 1

M cM o, de donde K. EM , para Lodo i< ;o luego

es decdr e ; por lo tante B = Iy la sucesidn (1) cs os

tacionaria:

4,2 DEPINLCLON

Un A-nddulo M es 1llamado "noetheriano' si satisface las con

dicionaes cgui valoentes Jdo la j_.)J'uL.():Ji_'Z'LC‘)l'l 4,1,



51 un anillo A, considerado comoe A-modulo es nqetheriano, -

se dice que ¢s un anillo noctheriano,
4 . 3 J':LJ lf::‘w l '] A()
1L anillo % de las nlmeros entoeros os noetheriano,

rodo ideal 1 de % cs de la forma I = [a], ac% (Prop, 2,19)
luego todo ideal de Z co finitamente generado, es declrs gue

% e un anlllo noctheriano.
d.4 PROPOSLCLON

gea Moun A-wodulo, 51 c¢ada conjunto no yvaclo d¢ subnddulos
linito generados de M Licne un elemento maximal, entonces M

es noctheriano.
PEMOSTRACLON

Sca {0 # rfa., cM submGdulo de M probar que Mg es Tiniltawmen
L0 -—
Lo generado,

-

Sea &L = {M'/M' ¢cM_, M' finitamente gencradol
— ) -

Probemos que

T
Sea KeM o,
L
LA M() =» AX es finitauwente gencrado

AX C o

lucga © # ¢

comg & # ¢, L tiene un elomento maximal



sea Este M

denostrenos que M = M

supongamos que Mg M

Lulste m oM v tal qgue m ‘1
R |

Mo+ A Mo, ademds Mo+ Amoes finitamente generado;

y M Gl Al

Pero esto ¢s una contradiceion porgue M oes maximal en X,
Luego, M = MU

Lor lo tanto, M es finitamente generado.,

Luego, m us noctheriano, (Jur do Tinlcidn) .

4.5 PROPOSTCLION

SLA es o un anillo nocethericnu y S oA os multiplicativamente

cerrado, entonces $7'A ¢s noetheriauno.
DEMOSTRACTON

Sea T eS™'A un ideal y probewos gue es finitamente generado,

bPara ello, sca J = [« A / = I pava alglin y ¢8}; J es un -
’
ideal de A (Prop. 2.35}); coms A es noetheriano, existen -
X , X, va., %o oen A Lales que J = Ax 4+ AX + (.. 1 Ax .
i 2 n 1 2 I

sed ;—LI; ¥ ¢J poy definicion de J; luego existen

ul, Do p ey, ocn A tales que
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b Xy Foagx, oo b ug de donde
v, = (6 i X (S b (S Py €4
pre ‘ ! 2% 2 I 1 1 ] 2 2 It
- - 4 - + yuq - —— -t — e - + v —
Y Y Y ‘ N 1 Y 1 Y
3 ¥, b %
E A | “ § I ; e
Luego £ [f 17 17 vt i oL tanto
X "' .
[ 1 2 11\

*l--l—-, --1', TER JJ es un gencerador [inito de I.

4,0 EJEMPLO DIt ANLLLO NO NOETHERLARNO

Sea X = [ -1, 1]; A es un espachko gpétrico compacto infi-
nito. b todo cspacio métrico X se cumple la propiledad si--

yudente:

.I;_L l"‘ 7—‘ Pt = Wl ('ll.|'i'\;lxi.r} cerrado k](J <y y S].. pd LX y A ti 1‘1

entonces existe una funcibic contlnua i@ X —> IR tal gue -

T(x) = 1y T(y) = U para tudo vy oI,
Scea A = C(x, 1) = conjunto de funciones contlnuas
f: X —> IIk; A un anillo unitario v conmutarivo con las ope

LAaClonue s
(£ + g)(x) = F(x) + g(x)
(Lg) (=) = L(x) (=)
En este anillo, para todo McX, M # ¢, el conjunto

(feA / £(x) = 0 para todo x ¢ M} e5 an ideal de A, ya que

H

(k) =000y glx) = 0 s (%) 4 og{x) = U = (£t ¢)(x)

t{x) = 0 vy g A gl=)[({x) = 0 => (gf){x)

b



Lt
o

) . . 1
In ¥ = [—,L, 1j, para cada nold, no- 1, sea X, = ﬂ"‘. };], Hoyoeaa

A

¢s una sucesion de puntos de X; si para cada n

h — {(_)! 2o, 0% 1 XHT‘;" .-.};

' es un conjunto cerrado, Yy o se tlcne una sucesidn estricta
i - -

mente decreciente de conjuntos cerrados

aoque xooo ST A O
ya o An n ¥ nl‘ [

Parva cada n formenos en A = C{x, ) ¢l ideal

I = {fon / f(x) = 0 para todo x el }; I cI |
n I n+l

va gue £ el =5 f(x) = 0 para todo x ¢ Fr => f(x) = 0 para to
1

Lucgo, se Lileone una succesicn creciente de ideales
2o el ecL.oocl el e

Adenids eslba sacesion es estrictanente croeciente yva ue sio—

W j-“ VA ki'l"'] ,- entohces existe £ oC(x, R) tal quo
I8 [

F(x) =1 y fL(y) = 0 para todo y ¢t ; Lol y L[§1,

n-+ 1l n

es d:’_:L:J'_I‘, Ir cl Akl
1 7: i

Por tanto la sucesion crecientoe de ideales

1. ¢X, € ol &I C oy
I 2 A n L v
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no es cstaclionardia; lucego A = C(x, ) c¢s un anillo que no

¢s nochteriano,
4,7 PROPOSICION

Sca M oun A-wbdulo noehteriano y Us M > M un howmomorfiswo

de modulos.

SL U es suprayectiva, entonces U es lsowmorfizmo,
DEMOSTRACLON

Sca ker(u™) = [(x oM / UM (x) = U}

U: M ——> M

Demostremos que U ¢s lnyccbiva.

U: M ——— M ; ker(U) submGdulo de M
UJ; M Moo kcr(U:) submdédulo de M
U 3 P M oM : ker (U i) Sulbimadalo de M
s Mo —— M s koer(u'") submédulo de M

Lucgo se btilcne una sucosidn crecicnie de submddulow

n .-|) o JoEs (U“) — l-f.-;.l,’([jm—j) _

Ler(U) cher(U7) ey cker (W79 cker (U

Sea x cker(U), es decir U(x) = 0
Sea y tal que UY(y) = x (U" es sobreyectiva por Sscr composi

cion de funciones sobreyectivas)



o
o

i+ 7 :
es decir Y cker(p” ), de donde y e ker (U')

u'(y) =0, 6 sea % = 0

j NS
s
=
=3
(@
<
.
5

Lucego U es

4,8 PROPOSICION

Sea A un anillo no noctheriano y sea el conjunto de idea-

les de A que no son de genceracitn finita, Entonces

1. @ ticne elenentos maxinales

20 1odo elencento waxinal de § oes un ideal primo

DEMOSTRACLION

1. @ # ¢ porque A no es5 noeltheriano (Definicidén de anillo -
noetheriano) . Considercemos ¢ ordenado pox la relacidn de

inclusion y sea @' ¢ un sobconjunto de w totaliente or-

doenado. Sea T = ) Iy probemos que T vs un ideal que
1l
pertencce a @, Si x, y el existen 1, e1l,en ' tales -

que X al1, y yel ; como ' es totalmente ordenado, -

II CIZ &) 12 CI], Lucgo o 4y el

(o}
x
.+.
o
[a]
[

1 2

bos casos x + y o'y S xc?T y «chA, exlste I] et tal
gue x LII; CoIn ;L_l ¢s un ideal, o xe I1; luego a4 xe T.
Por tanto T cg un ideal, Probewos por contradiccién que

P no es de yueneraclon Lindta, Suponganos gue



[Gal
)

Px. oy 3, ooep o x J

c5oun generador tinato de ''; para cada i s n, x. ¢7; sea =
' — 1

. el tal que xi tlj; comno W' oes totalmente ordenado, exis
Ce n tal que l.~:£j pata todo L0 n; lueyo X, Llj para
- - | o

todo 1 < n; Se tendra que [{x], By v~ v o g xn}] C:Ij, de donde

7= [j’ lo cual o puede scr porque I] no s finitamente g
nerado., Luego 1T no es de generacidn tinita v es un elenento
de . Por definicidn de T 1 ¢ para todo I o', es decls gue

1 es una cota superior de OV en U, S5¢ ha probado que touw -
subconjunto totalwente ordenado de @ admite una cota supe-—-

rior en vy lucgo, scgln el Loma de Zorn, on 8 existen oloe--

mentos maxnimales,

Sea Moun cluenento maxinal de Wy proboemos que es oun Idoeal -

Primo. Supongamos que M ono es primo y scan a, b oen A tulces

Jque a 4 M, b{M vy ab M. Como b 4 M, McM + Ab; como M cs -
7

maximal en §, M + Ab  U; es decir que M F Ab es un ideal

Finitamnente generado; sedil x %, ..., % tTales que
] r 7 1 .l
E .- 1

Para cada 1 < n, Xy M + Ab; sean My, oy, ..., mooEn Moy

u}, Way +owy &N A talcs quo x. = m - uib para todo 1 -n;
2 I 1 3 ] -

sed M0 == L{m1, Wor wawy WAL Y proboemos que Mo+ Ab = MO-+1&L

Para ello sca xeM + 8b; xc{le , %, .., X“JJ,



i
S

1 I n n
Fo= Ve ow = YR {m a bk - + Y@ . :
%X %rLAi %pl(mi + Lib) %'1mi { q(bixi)b' luego

X EMO + Ab;  asi, M + Ab cMU + Ab; por definicidn de MD’

Mn cM; de donde I‘-}U AL eM + Ab; asT, M 4+ AL = MO + Al

Probemos ahora quae M = MU + b(M: b); = ¢M=> xeM1 Ab

xzﬂMq A+ Abh o => - vy o+ oub, ¥ EMU, a4 €A; Yy oM porque MUCNL
L

de donde ub = x - y ¢s un elewmento de M, es decir, que

W My b); luego ab e b(M: hb) YO MQ + b(M: b); por tanto
MoM -+ L{M: h); por definicidén de Mooy (Mi: b)), M_cM vy

0

L(M: k) ¢M, de donde .[-10 + bL(M: b) ¢M. Luego, M= M0 + (M b);

(M: b) es5 uan i1deal tal que Mc (M: b); como a 4 M oy ac (M D),

M g(u: D) ; por scr M uh elemento maximal de @, (M: b) 4u, -
7

O sea gque (M) es un ldeal finitamente generado; sca

{u1, ULy ewny un} un generador finito de (M: b);
L

{];)u], bu_, ..., bu_ } es un gencrador Linito de L(M: L) %

o

S = {m Moy wney M bu1, bu , .., bum] es un generador

“

]I

finito de Mu + b (M: bL).

Como M = Mg + L(M: b), 9 es un gecnerador finito de M; eusto
es una contradiceldn porgue M ey, Luego, M e¢s un ideal pri-

o .



[Sa]
J

4.9 PRUFOSLCLON

SioA csoun anillo en ¢l cual todo ideal priwmo es finiltamen-

Ce generado, cntoncoes A os noctheriano.
DEMOSTRACLON

Sca A un anillo en el cual todo idegl primo es finitanence
generado. S1 A no fuera noctheriano, existiria un ideal pri
we M ono finltamente gencerado (Prop. 4.8) . Luego, A debe scr

nockbheriano.,
4,10 PROPOSTCIUN

Frnoun anillo noctheriano, todo ideal conticne una potoencia

de su radical.
DEMOSTRACLON

Sea A un anillo nocthoriano y sea oA un lLdeal, Como A es
novtherianc, todo ideal de A es tinitamente generado; «n =
particular el radical de I es genervado por un conjunto find

17 K, oseey ¥ owd A Lales gque

£ Il

Loy Sedall X

Cada elemento x . pertenece a (L) ; luego, para cada 1~ n
11

It
exiate n, tal que :«"l\J cl, Sca m = 5 (ni - 1) + 1. Sca S el
i=1 )
i v
conjunto forwado por clementos de la Lorma |l Kil e donde
i=1

1
> ¢, o= n; entonces r(m™ = LJ (Prop. 2.23).



que rooson, .,
5 =

]

Probemos por contradiceibdn, que existe j < n tal
Suponganos que r, <N, para todo 1 < n; entonces
Y s n, =- r, < n, =1
1 J 1 - 1
l:l l:l
Lor. < ) (n. - 1)
b i - i
i=1 i1=1
1 l}
Y r. < ) (. - 1) +
1 . i
i=1 i=1
m < n (contradiccibn).

Luego, exicbe j < n otal gque r, > n.; séea £ = n, +
- b= ] J 3

. nyte T t n B

wodo= o - =x J .x ; como x Je¢l e I cs
J J 3 B J
n. r - T

x 3 .x. el o sea x.J cl; tambicn, por ser I ideal,
J ] ]
ry Lo Ly cLo _

X X T L. . XK. v X v L; de donde §
1 2 Jj P!

te [S] ¢ I 0 sea
4,11

PROPOSTCION

hnoun

anillo noctheri

o

DEMOSTRACTON

Sca A un anillo noctheviano y sca N osu nilradical;
2,30, el nilraaical eg el radical de 0 ; por ser A
CRERERS mampes TN s = fa Ve Aamie NT -
riano, existe w cIN tal que N™ ¢ {0}, es decir N =

go N es nilpotunte,

un ideal,

cl y por consigulen

A el anilradical es nilpotente.

por Prop.
noethe-

JLO} . .LUE
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4,100 PhopusIlon
Sea L Mo Looun morfisme de A—wodulos.

1) Si £ es lanyecbive ¥y Loes necthoeriagno, enbtonces M ocs noe-

Choeriano,

2y 50 f es scbreyectivo y M ocs noetheriano, entonces o cu -
hovrther Laiio,

NDEMOSYTRAC LODN

1) Sea P oun subwodolo de My FOY)Y oos subaddule de Lo (PFrop,
1 i ) .o . L . c 9 - 1 .' i — L‘_ .
.19 luego existe O ¢ L, & [inito 1t al Jue £y = [..JJ i
sea 5 = [x Koy v, X tp como S ctf(l), existen

11

Zos T ey 2 clementus de T tules que Xoo= £t{z. ),

W E{z. ), sy %00 0= 1(e ). scea x oDy scan
! 2 L1 i N
Qi B w e epl en A btales que (%) = Lo xX,.; luego
1 & 11 - 1 L
i 11
f{x) )ull(zi) = L()JL;l), por  scr £ oun morfismo; cowo
I - .
19
1 ¢s Inycctivo, sc ticune gue x = }‘L':.‘ % .. Por Ltanto
: i7i
!

{z1, Z.o4 aee, 2 }oes un gencrador finito de ', asi M oes

2) Sca B oun subm@dulo de Lo £71(1) es oun submédulo de M -

(Prop. 3.15) v cowo M ¢s noctheriano existe S cb, S8 [ini

Lo,

cal que 71 = fij; sea 5= dx , x, .o, ¥ ) w0 -

R OLChos LJUL"E { [ L) # {E (’ ) B [ t ( ~ ) i (R g;;]’kCLL,uL('_)lﬂ doe
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L, Tomewmos v 7Ly cono [ es sobreyectiva cxiste z ¢l tal que

vy = £(z); z es de la forma 2z = Euixi povgue z cf T (E) oy
]

Luego y = f(z) = f()a.x.) = Ju E(x.) .

Asi, [F{x ), f(x.), .., £(zx }} es un generador finito de E
Y I. 05 noeetheriano,

4,13 PROPOSICION

S1I0M es un wGdulo noctheriono, todo submodulo de M ¢s noe—--

theriano.,
DEMOSTRACLON

Sea M mdédulo nocthercano y N un submédulo de M,

La tuncion £; N —> M es un morfismo inyectlvo;
w ™ x

lucgo N es noctheviano (Prop. 4.12).

4,14 PROPOSICION

La intersccclon de dos A-ndédulos noctherianos es an Ao wddu-
lo noetlheriano,

LEMOSTRACLON

sean By ' dos A-néduclos noctherianos; TNAF es un A-modulo

(3.10) y es noetheriano porque ENF ckE (Prop. 4.13),



4,15 PROFUSTCLON

Sea 0 L — M N —> 0 una sucesidn expcta de A-o-
dulos. Entonces M es noctheriano sioy s6lo si Ly N son -

noctheriano:.
DEMOSTIACTON

1) supongamos que M ocs ngelthoriane v probenos que Loy N oson
noctherianos, L es noctheriano por scer [ inyectlivo y M es

nocther tano (j.‘;xl'lu BT R v obrop., 4,12).

L owddule N oes nocthoeriano porgque q es sohreyective y M

cs noetheriano (Urop, 3.17 ¢ Vrop, 4,2},

4) Ahova supongamnos qgue Loy N son noctherianos y probemnos

que M es noetheriano. Para cllo, sea

(. coow M
1 ) [L ntl

LUl BUCes100 crecliente de sulbwcdulos de M, Las sucesio—-
s de sulincdulas

7'M ) ef "M e ef M) e f (M)

SO estacicharics en Loy N respectivamente, ya que estos

wbdulos son noetherlianos; scan m, T ann AN tales quc

glM ) = g (M ) = g (M ) = ... S1 s = max (w,r)
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tendroemos (ue | (M) = & (M) Y gmM ) = g (M D) para todo
n 5 - n 3
n > ., Frobomos que M Moopara todo o > s Sea x oMo con
— rn - 0

n o> g; ylx) Lw]u’n[) yVocomo g(M ) o= g(M ), exEiste y oM tal-
. 1 I N

o ‘

que gix) = gly); yon porgue MocM ; lucgo g(x - y) = 0,
it L
Con ®x -~y oM o como kery =l (£) existe 2z oL talque
i i
. -
f(e) = % — y; como 2 —- vyl , 2wl (M) ; de dondu
il il
-~ 1

(=]

et (M) dlucgo L(2) o, oo odecdr X -y oM ;o comu y oM,
N : L S 5

o

FPor tanto Din CM_ y por cousiguicente M = M , para todo n - s,

3 n =
4.10 PROPOSLICLION

Si b oy I' son wédulos noctherianos, centonces L x Y ocs tam---
Lidén noctheriano.

LErOs T RACTUN

Por Prop, 4.15, E x ' ¢s noctheriano porque hay una sucesion
exacta 0 — B —> B gl — —= U {lrop. 3.19)

4,1/ PROPOSTICTION

Sy ¥ oson dos A-wodulos noethorianos, entoucrs E + T oes

Wi A-modulo noelheriang,
PRUBA

La funcion L7 A kB ——- A 4+ B os un worfismo sobreyectivo.
(%, y) v x4+ y

Luego, A + B es noctheriano (Frop. 4,12 y Prop, 4.106)
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4,18 PROPOSICION

Sea M oun A-néGdulo vy N oun subwodulo de M, 51 M es noctheria-

¥

no, cntonces o8 un wodulo noctheriano,

PRULBA

Lo sucesion 0 —» N o—> M — A 0 es exacta (Prop.
. M _

3.1 f)‘) . J_‘t,l\:\}O, 3 (SR Iu'_»{‘.Ll.x.'l"luﬂu (].’L"Latl. 4.]')) .

I

4,19 PROPOSICILON

; . - G L M M
Sea Moun A-uwddulo y scan E oy [P submodulos de M, S1 5 Y 5
) . _ ‘ - . M
son noctherianos también lo es ———
Loy
PRULBA
o f i i1 I'i M + R P (‘ + -[, w + I‘)
caltcl H BV L I 4 L X PR

i) " oestd bilen definida®”

¥ + Ll =y ok BEOVE - ox -y iV

+ E=y+LE vy x+F=y+/F

i) "f es un morlismoe"

S O T S I i N GO (L A D T 0 B0 Y M O (N S V) B S D A W O

= [(x+ENEF) + £(y +E00 ).



AR o EVIYY = F(Ax o+ L0 Y

ibi) "E oes inyectivo!

Hi

flx+RNE) = Ly +E0r) —— (x+4LE, x+71) (y +5I, y +1')
= Wbl = y A4l Yy x+b =y +I

X -~ yelh vy x - ycbk

4
o4
{

vy LENT

)

= x + LENOr =y 4+ ENE
R R o L8 oun modinlo noctheriano (Prup. 4.16); luego

i (D?Hb-‘ es tanbidén noctheriano (Prop. 4.12)

4,20 PROPOSLCION

Ssca M oun A-mddualo noctherianc. Si Loes ol andiquilidor de M
e A, entunces :ﬁ cs oun anillo noctheriano.

DLEMOSTRACION

M ¢s un A-médulo finltawcnte generado (por scr noetheriano) .

Sea { Xy, #y, .., x“} un geherador tinito de M,

Probewos que 1o funclon e M L v (G P N )
R | 2

&u un wmorfiswo inyeclbivo,
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i) Ny esta bien definida
a1 L= b+ L~>a=~Dbcl-7 (- hlx = 0 para todo x &M,
(¢ - b)x, = 0, para todo 1 < n
ax. - bx = 0, para todo L < n
e, = by, para todo 1 < n

) = (}‘1:«;], hix,p ovwy bx )

(el ax vt s
! ’,' y I - “

Y{a) = T(h).

1) “yoes un morfisooh
Y{(a+L) + (b+1)) YOGl L) = ((a+b)x Y (a+b)x ,oo., ((dh) X“)

(e + b, ax, + b, ooy ax ot Lx )

1 | 2 n

= (‘.:.;l, B, een, ax ) o (o, lk, ..., Lu{n)

n

Ylg(a+L)) = ylea+l) = ((u 1)‘.«'_i, (u‘.‘.l)_?-:_), voe, l(uals )
(w{ax ), l_'i(x.l.‘('x,)), veer wilax )
2 n

N axn)

Jid) My es dnyecbivo!

Poab) = D) e o, e, ax )= (i, b, b

| 2 I 2 11
Oe =y, pEa todo 1< n
i L -

ax. - L.-:\._L = U para todo 1 < n
(- blx =0 para todo 1 <n
(a - L)yx =240 para todo x (M

o= b oL

= d I"IJ_L)'f |TR



(o]

. : £\ o
MY es noetheriano (Prop, 4.1u); lucgo [ cs también nocthe--

N

riano (Prop. 40127,
4,21 TROPOSICION

S A es un andllo noctheriano y M oes un A-mddulo de goencra-

cion finita, entonces M es noctheriano,

s MOS T RACTON

—

Scan A un anillo noetheriano y M oun A-uddulo de gencracidn
tinita; sca {.‘--:I, X, ewe, ¥ b oun generador finito de M. POX

i AxAxX... x4 (1

ser A noetheriano, el wddulo prodacto A
vecos) es noctheriano (L op, 4.10); cada elemento x ¢ M es -

de la forma ®x = ). 4, . ¢ A,

i v 1 1
1
) - . - o T
La {tuncion t: AN - - I
(ie. ) 1<n ‘)Q X
: d i

s un morfismo sobreycctivo, lucgo, M es noethieriano (Prop.

4.12).

4,22 DPROPOSICION

51 A es un anlllo noetheviane enbtonces ¢l anillo de polino-
WMLQs ]\L}{'-] s noclheriano.

DEMOSTRACTION

Sca A un anltllo noctheriano e I o /\.[.ﬂ un ideal en ¢l anillo

de polinomios r\[ < ; probaremnos que 1 es de generacidn rinl-



ta. Ll conjunto J = {a A / a e¢s cocliciente principal de -
un polinomio £ ¢1) e¢s un ideal de A (Prop, 2,11); como A Cs
noctheriane, J cs [iniltamente gencrado, es declr existen -

Ay dyy ey, @Gl A tales quo J = LLH’ Ay waey, anﬂ, o sea -

I
que cada a od es de Lo todma a = ) w.od., . A para cadua -
~ L 1 I
. 1
i <« n existe £, eI tal que §0 9= o =1 + (tEroinos de menor gra-
- | ’ i ] -
: : Ly A : -
ao que ; Yy, & sea t 1 = a.x + oo, . un pollinomio doe grado
- 1 L s

si o« Ty stan v mﬂ&(f], I e, ¥ )y H = dideal de h[x]
= = < 14

generado por Lo, L, .., o el yva que £ I para todo -

1 2 1 . 1
Lo< o,
PO T iz 3 i 2 r—1
S M es el A-médulo generado por 1, x, x7, (.., X , Moes -

noctherianoc por ser rinitamcnte gencrado y porque A @3 noe-
theriano (Prop. 4.21); LM es finltanente generado por ser

submédulo del wdHdulo nocthoviane M.

Si {h], oy ey h“? csoun gencerador de LN M entonces
§

th], hz, Cee, hm, £ ; S tn} as un generador finito -

de InM + H., Demosteoenos que L= TOM + L.
" InM+ el

INMcI y HeT = Lod + ol

2y " LoclnM o+ "
1

Sca L o1, £ = ax" 4+ (tdruwinos de grado s < m), es decir

I = ax + b, L un polinowio de grado s < m - 1,

Consideromos dos casas; m<r 6 m > r,



[en)
h

Sim s r, felM; lucgo £oeI0M + H

1
Siw > r, scan G, 4., ..., 0 en A tales que a = )u.a, -
= 1 P4 Il . Lo
n = . i
(Forgue  a cJ); ¢l polinowmio £ = £ - ) iy Flix b es un po
i= 1 :
linomio de grado d < m  ya que
i} m*—ri n i = Y in n‘r—-rl m=r,
. . x = ( \ e { = W AR WX + u oy
2‘ (l i }_ 1(( i ) / *.L -A h1 4 E l.‘J.Lf
| 1
N m [ (e P o 1 _ m=x. il . wri
= gL X A oo X T ) woallx o+ o g .X = ax + )u.q.x
2 i1 Z ) (L 3 J,) Z i94 S Z i9i ’
de donde
h=-v. i il n-r
T £ - ) £.ox = bt ax. = k. x
1 - L_'L 1 ' * } 191
) M- i
=t - 2”iqix , el cual es un polino

mio de yrado d < m.,

Ademas f] €I por ser diferencia de dos polinocmios de I. Si1
f es un polinocmio de grado d < r  entoncoes

m=-1r,
foeInM vy =10 4 ju % L oINnM + H.

| LA 7

y [l o
(2uifix Y eH porque fi e pava todo 1),

S1 Ji es oun polinomio de grado d » v, repeltimos tantas veces
como sSea necesario el proceso de ir restando elewentos de H
hasta obtener un polinowmio g tal que yrado de g < r, y se -

tendrda £ = g + h, heH; grado de g < r => gecInNM. Luego -

Feln M+ 11,

foelnd + H=» IcinM+ i,



Por tanto E - T M + “l' 1 uaetgo,
I vy finidtanente genorada,
4.23 PROPOSICION

Lo un anillo A noctheriano, cada ideal es una Interseccidn

finita de ideales lrreducibles,
PRUCRA (por canhtradiccldon)

Supongamos Jue existen en A ldegles que no son lnlterseccidn
finita de ideales irreducibles, Entonces el conjunto B for-
mado por los ideales de A que no son interseccidn finita de
ideales irreducibles es no vacio. Cowo A e¢s noetheriano, -
sed M e B un elemento waxinmal; todo elemento de B es reduci-
ble (todo 1deal I irvreducible ¢s una interseccildn tinita de
ideales fvreducibles: 1= T I); c¢n particular M es roeduci-
ble; luego existen ideales H y L tales que M = HNL, M # H,
vy M # L Iy L no pertenceen al conjunto B ya que M ;lh Mcl

7&

Y M s mauxlwal; es decir que Iy L oson intersecciones fini-

tas de ddeales Irveducibles, es decily ue existen ideales

irrceducibles H1, H-’ ey Hn, Lw' L;, ey Lm tales que
Il N
=0 ", L= L. ConoM=1U0L,

Mo o= H1(\H?f\..i f\H1f1LI(1L‘r\ ca r\Ln, €5 decir que M es
A 1 - }

una dntoerseccion do ideales arreducibles; esto es una con--

tradiccidn ya que M ¢ B



4,24 DPROPOSIUTON

Ln un anillo noetheriano, todo ideal irreducible es prima-—-

rio.
PRUELA

Sca 4 un anillo woctheriano y sea I ¢A un ideal irreducible,

scan ¥, y tales que xzy o L, v ¢ I. Probarcmos que cxiste m o IN
] o
tal que x eI,
| - [ - 1t . . - .
Para cada n o N sca J1 {ach / ax o1}y Jn =5 un ideal vy
1

s5¢ tience una cadena ascendente de ideales.,

J.ocd. . cd c... th C ...

Como A ¢s noetherianc existe m o IN tal que Jn = J para to-
mn

do n > m. Probewmcs que (Axm + X)) 4+ (Ay + I ) = T,

m - 0 5
Sca z £ (Ax" + I) N (Ay + 1) ; 2z = ax"” + i, z = by + s, a,b A,
r, stvi; 2xol, ya gue zx = byx + sx y yx £€1; cowo
m+ i IR . W .

2y - < + rx, ax = Z¥ ~ Yrx €s un elemento de ; lucyo
a poa e d N J ag declir ﬁ"mt‘L- LOY Lante
= me1d Yy POTAUE Gy w1t ©F HEE A SHte

il . . oo . . : i o
7 = ax + r £ 1; asi, (A« + I )n (Ay + 1) c¢I; trivialwmente,
- - . tl . . B -
Tec(a + I)0 (Ay + I). Por tanto (Ax + L)y iv(Ay + I) = IL.

81
. . . 3 : ; e 11 = - . .
Por ser I irreducikble, se ticne Ax + XL =1 6 Ay + 1 I;
Ay + 1 # T porque y | I; lucgo As" + [ = I, de donde x" ¢I.
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4,25 PROPOSICION

En un anillo noetheriano cada ideal tiene ung descomposi-—-
clén primaria,

PRULBA

Sea Aoun anills pociberiano ¢ L oA un ideal, Por krop, 4,23,

L es una interseccrdn de ildeales ilrreduciblles; por Prop, -
4.24, estos idealcs lrreducibles son primarios; luego L tie

ne una descounposicidn primarid.
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Sea
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sSan

V  MODULOS Y " ANILLOS ARTINIANOS

PLOPOSLCION
M un A-modulo, Las condiclones que siguen son eqguivalen
Toda sucesidn decreciente de submdédulos de M es estacio-

naria,

Podo subconjunto no vacio de sulbmédulos de M posce un -

clemento mdanimal.

1A

Wo#F ¢ oun conjunto de subiddulos de M oy suponguunos Juc bl

no ticne un elemento minimal .
sea MI un subnodulo de M cno w0 (0¥ p) g como M no es minilial,
existe M, cu tal gque M, cM,; como M, no es minimal, cxiste
. ala 7.‘ i oy
M. v tal que M};;M,njml; de esta forma tendriamos una su-
- b= P 'll-', 1
ceslon estrictamente decrecicente de submodulos de M.
Ve M cM c... M, cM, CM
t+1 I 3 < |
la cual no podria ser estacionaria,
2y =» 1)
Seda (M) una sucesitn decrecicnle de submddulos de M, co
i =
mo csta sucesion ¢s un conjunto no vaclio de submddulos de M
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exlste m € 1IN tal que Mm cu o mindual, Para este w se tendrd

que M= Mr para todo n > w; lucgo, la suceslidn es estaclo-
I il -

naria.
5.2 DEPLNLCLON

Un A-wddule M es llawado "Artiniano®, si satisface las con-

diciones equivalentes de la proposicion 5.1,

Un anillo A es llamado "Anilloe Artiniano" si considerado co

mo un wodulo sobre 21 micmo oo un modulo Artiniano,
5.3 EJEMELO DI ANLLLO NO ARTINLANO

Sea p e %, p - 1, La sucesion infindita de jdeales de %,

¢s estrictamente  decrecicnte ya que para todo n > 1

et et e e [ e Y = Wt s 1= gP =P = 16 D
Lueygyo, esta sucesidn no es estacionaria. Por tantoe % es un
anillo no Artiniano.

5.4 PROPOSTCION

Si M es un A-wdduls  Artindiano y F: M -——> M es un norlfiswmo
Lnyectivo entonces £ es un 1scworlLismo,

DEMOSTRACLON

Sca Moun A-modula Avtiniano y sea [ M —> M un endoworfis

mo Inyectivo, La sucesidn de submGdulos de M:



. . s 3 i it
FM), £O(MY, EoM), ..o £0 0, £, L.

£5 decreclente ya (ue

-1 1, LT . A n
e O S G 3 B BN S 0 D B ¢V
: : - R
como M oes Artinianc, cxiste m oI tal que £ (M) = £ (M) pa-

ra todo n o2 ow. Sea y oM

i_.m(y)‘C fm(M) = fm(y)L Lmr](M) ‘i'fm(y) - fm+](xl, Xi M

ST ~ i

o (y)l = £(t(x) —»y = [(x)

- 10 - i 7 < . - P - e = . N
(£ es Inyectiva por ser uha cowposieldu de funciones inycce

tivas) luego, [ e¢s un mocriismo sobreyectivo, y es, por tan-

to, Ul Lsomorlismo,
5.5 PROPOSLICLON
Sea i M o — L ounl morliswo de A-nadalos,

Lo 81 £ es inyectivo y L ocos Acrtiniano entonces M cs Artinia

2,081 £ es sobrevectivo y Mo oes Artiniano entonces L oes Artd

HLallO .

PRUL G

1. Suponcos quo T'oes lnyecbivo y Artiniano, prubaccmoas

i

que M cs Artiniano, Sca (M) . wite sucesidn decreciente
’ 1 11

s

de submbdulos de M; para cada 1 1 sca L. = r(M ) ;
2 i i

(Li)i-1 Coound sucesion decr cicnte de submédulos de L,

va que si M M ooentonces |

k: c (N s O \ o -
] 11 Arln I”l) k’i(ml‘l) ¢ QOO L es



Artinianc, existe r ¢ IN tal que Iﬂl ’-~LI, para todo n > r;

es decir E(Mn) = E(Mr) para todo n > r; como [ e¢s inyec-

tivo, i(Mn) = f(Hr) =2 Mn: M lucgo Mn = M _ para todo -
A '

n > r; asi, M es Artiniano.

2, Suponemos que f e¢s sobreyectivo y M Artiniano; probare--
mos que L es Artiniano, Sea W # ¢ un conjunto formado -
por submédulos de L; para cada e, sea H' = f ' (H);

H' es un submédulo de M; se ticne asf un conjunto &' # ¢

0

formado por submddulos de M; como M es Artiniano, exist
Sel', S minimal; 8 e¢s5 de la forma S = £ (TYy, Tew,; ' -
es minimal en { yva quc

HoeT=> £ (W) cf (1)

— £ an = ey (£7h ) es mainimal)

=> {1 = 7 (f es sobreyectivo)
luego L es un A-modulo Artiniano.
5.6 PROPOSICION
S1 M es un wnédulo Artiniano, todo submédulo de M es Artinia
no.
PRUEBRA
Sea M un médulo Artiniang y N un subwbdulo de M,

La Lenelén £¢ N ——> M es un morfiswo inyectlvo;
Z v X

Luego, N es Artiniano (Prop. 5.5)
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5.7 PROPOSICION

La interseccion de dos wodulos Artinianos es un mddulo Arti

niano.

DEMOSTRACION

Sean E y F dos méddulos Artinianos; el wmbdula ENTF es Arti--

niano porque ENEF ck vy E es Artiniano (Prop, 5,6)

5.8 PROPOSICION

v - N l‘ - a - - - £
sea 0 —>» L —>» M <> N —- 0 una sucesidn exacta de A-nod-

dulos. Entonces M es Artiniano si y s6lo si Ly N son Arti-

nLanos.

DRUEBA

1.

|3

sSupongamos que M es Artiniano y probemos que L y N son -
Artinianos, L es Artiniano porqgue £ es lnyective y M es

Artiniano (Prop., 3.17 y Prop. 5.5).
L 3

El médulo N es Artiniano porque g es sobreyectivo y M e
Artiniano (Prop. 3.17 y Prop. 5.5).
Ahora supongawos que Ly N son Artinianos y prohewmos que

M es Artiniano. Para ecllo, sea

N Mn+J cﬁ%lc... cM2 CMJ

Una sucesidn decreciente de sulmdédulos de M, Las sucesio

nes de sulmbdulos



~1 -~ 1 =] e
v M )ef M )e .ot (ML) e (ML),
n- I 2 1

g (M ).

-rh1) c g(MH) Ceoey €g(M) cg(M

1

son estacionarias en L y N respectivamente ya que estos wo-

dulos son Artiniancs; sean sy r en IN  tales que

-] =]

f (M) = f (WI] para todo n > r vy

g4 ) = g(M_) para todo n > s

Sea t = wax (s, r); tendremos que £ (M) = f

[ta]
—_
=

—\_/
'I

g(Ht) para todo n » t. Scann » t ¥y xt;Mt;

y(x) ¢y (Mt) Yy CONo ('“Mt‘) = g U‘vlr) existe y o« Mn Lal que
33 1

gix) = gly); yu ML porque Mn(;H ; glx -yl = 0, con

X - Yy & Mt; como ker g = I f, existe z oL tal que x - v = {(2);

I
-1, L = }
cComo X -y EML’ w g f (;’\1'_) , do donde z ¢ £ (M\) ; lueco,
L. . 1

(e ..Mn, e¢s declr x — you Llh; COHO Y M“, X o Mn‘
Por tanto M( cMr Y, por consiguiente, ML = M para todo -

o 1 : n
n > t,

Luego, toda sucesion decrecicnte de submbdulos de M es csta

cionarlia, por lo cual es Artiniano.
5.9 PROVUSICION

Sl By P oson médulos Artinianos, entonces I x F oes taw—--

Licn Artiniano.



DEMOSTRACTON

Por Prop, 5.4, B x F ¢s Artinilano porque hiay una sucesidn -
exacta 0 —» E —> B x ' —> T -—> 0 (Prop. 3.19)

5.10 PROPOSICLON

Si W vy P son dos A-mGdulos Artiniancs, entonces I+ P oes

un A=uddulos Artinlano,
DEMOSTRACLON

1

o

La funcion £: A x B oA
(x,y) wves o+

s

s un morliswo sobreyective, lucgo, A + B es Artiniano —=
(Prop. 5.% y Prop. 5.9).,

5.11 PROPOSICION

Sean M oun A-npddulo y N oun subpdgdulo de M, S1I M es Artiniano

M . ) o
entoncues N ¢s oun modulo Artciniano.

DEMOSTRACION

Hay una sucesibn cxzacta

(Prop. 3.18). Luego ﬁ 25 Artiniano (Prop, 5.8).

-

5,12 PROPOSICION

. . = _ . M M
Sea Moun A-madulo y sean B oy M submodulos de M, Si B Yy

- es Artiniana,

_— L M
son Artinianos, también AT
NNt
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DEMOSTRACTON

M M ) = . .. . .
'1[ Y 7 es Artindiano (Prop, 5,.9) vy hay un morfismo inyectl
VO
M [ il : L = S , 4
P (_\_J._' e E X i (demosts AC1Oon de ,[ rop., 4 \ 19 ) : luc_u__JO
-hl ¢s Artiniano (Prop S )
BEar o o L e

5,13 PROPUSICION

En un anillo Artiniano, cada 1deal es una suma finita de -

ideales no sumnables,
DEMOSTRACTION

Haremos la prueba por contradiccion, Sea A un anillo Arti--
niano en el cual ecxisten ideales que no son suma finilta do
ideales no sumables. Entonces el conjunto B formado por los
ideales de A gue no son suma finita de Ideales no sumables
¢s no vacio., Como A s Artiniano, existe M e b, M wminiwmal;
todo elemento del conjunto B es sumable (todo ideal T no su
mable es suma finita de idcales no suawables:; I =1 + I). -
Luego existen ideales U y L tales que M = H + L, M # U v -

M # L; I y L no pertonecen al conjunto B ya que HceM, L gM %
? 7

M es minimal; es decilr que existen ideales no sumables
It

11
My, By, wew, B, Ly, Ly, oo, Lotales que B = JH, y L = JL..
- 1 1

in
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7

Como M = H + L, M = 1T+ H 4 (.. 1 + L + L + ... + L
| s n 1 2 n

es decir que M oes ulia suma Linitta de ideales no swuables;

chlbo o ouna conbradiceidn ya que 8o i
5.14 PROPOSLCLION

S1 A es un antillo Artiniano v M es un A-nddulo de gencrucidn

finita, cntonces M cs Artiniano,

DEMOSTRACION

Scan A un anillo Artiniana, y M un A-woddulo finitamente goe-
nerado; seca {:(:], o4 wss, 4 b oun generador finito de M.
< Il

y 1 5 i Il . .
Por scr A Artinianc, el médulo A7 = A xA x ... xA (n veces)

es Arbiniano (Prop. 5.9); cada elemento x ¢M es de la forua

I
\" ; - . = P ;g - AN -
X = > u.x , « A4, La ftuncion f: A —l M
1 1 1 n n
1=l (W, )., “veer ) oo x,
i1 . i i
— 1=
ES un morfismo  suryecltive, lucgo, M es Artiniano.

5.15 PROPOSICION
En un anillo de Artin todo ideal primo ¢s maximal.
DEMOSTRACION

Sea A un anillo Artinianc y seca I cA, I un ideal primo; con

. : . . . o Lo
sidercmos el anillo cocliente T Por scr A Artiniano, T ©5

un anille Artinilano (fProp. 5.11); por ser I un ideal primo,

o

A e , .
= oes un dominio entexro, Sca ¥ + I # 1 un elemento no nulo

i
de }; dominio entero, x4 T £ 1, paira todo n > 1;

¢ POTr Ser

|
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s o &3 . I L
para cada n ¢ N formemos el ideal A(z + I); se tiene guco

[N |

x M + ToAG + 1) o AT 4 D eal” + D)

+»I::kﬂA“4-1)~~-xNH

I

es decir, que la sucesidn de ideales (A (x + I))n ¢ A

()
v

. A . . . .
decreciente en T cowo e¢ste anillo es Artinlano existe r ¢ IN

tal U [\.(:'.'l + T -« [\\.—.r + I) para todo n r.
. 7 . - Lo . - L -
En pairticular Als - Ly - A(u FoL);
x o+ I A(xl"f I) == x' o+ ;[;-A(x}"+1 + 1)
- e Io= a(.\""l(l + T), ac &, a xj,i.
1 r-f.’l
X 1 L = ax + L
Wb Lo (a o+ D) 1
r : X
¥ o+ 1 (a + D) (x + T)Y(x + 1)
o (LA DA D) = (a4 D+ DD

Pow sel Toun dominio entero, puede aplicarse la ley cancela

tiva, ya que x + 1 # I; luecgo

1+ I (a + 1) (x + TI)

|

. : 2 . A
BEs decir, de x + 1 es inversible en i Lucgo €5 un canpo
e [ es un ldeal maximal (Prop. 2.28) .

5.16 PROPOSICILION

En un anillo de Artin, ¢l nilradical es igual al radical de

Jaccehson.,



ga

DEMOSTRACLON
cea A un anillo de Artin, N su nilradical K sy radical de -
Jacobson, Por definicidén N es igual a la interseccidn de to

ey IL_JLJ;L] a la intersccciodn

~

dos log ideales priwos de Ay |
de todos los ldeales maximales de A, Por ser A un anillo Ar

tiniano, todo i1deal primo es maximal; luego N = R,
5.17 PROPOSICICN

En un anillo do Artin, hay Gnicamente un ndmero finito de -

ideales naximwales,
DLMOSTRACLON

Sca A un anillo de Artin y sea o el conjunto formado por -
ideales de A gue sun uha dnterscecceidn finita de ideales ma-
ximales de A; como A es Artiniano, hay en {0 un elewentc mi-
nimal I = I](\IQ(\.,. I\I“; cacla Ii es un ideal mpaximal, -

Sea M oun ideal maxdimal de A; MWL = M I, I 5 N..,.,NI es -
1 &

un elecwento de &y como 1T es miniwal, MNILT = I; es decir
B T R T B N

& 11
Como M es un ideal primo (Prop. 2.48), existe j talque

I cM (Prop. 2.24); couwo .IJ_ es maximal, Ij = M, Luego, en
J .

A hay Gnicamente n ideales maximales,
5,18 PROPUSTICLON

En un anillo de Artin el nilradical c¢s nilpotente,



DEMOSTRACION

Sea A anillo

un Artiniano y N su
cesién decreciente de Ideales de
ntl Ty
vea C© N N

Por ser A Artiniano, existe
n > r. Prml.,.umu,.;):;s,

Nl,'

SUpONgUuos guu £ 0 vy ica Jd
gsea (= {I'ca / I e¢s un ideal e
b # ¢ porque J e, Sea M un

Artiniano) ; por definicién
wd # 0; md # 0 = A J U
windmal en ooy A oo,

A
(md)J = md° = mJ (ld)}Jd #

Cono m € M,

N R n )
en general, mx = m para

donde x ¢ N; luego,
- . n . . .
tal que x° = 0; asi, m J

diccidn ya que wd # U. Paq

tentce.

5.19 PROPOSICION

sea A un o anille tal que el

M
I

M M. .., de

todo

r t

de Loy

IN

nilradical;

A,

tal

M
J

= Al

U

n

[

Y

1
LU

_Ll.ll('ul‘]‘

Ldeales maximales,

(NS
existe x oJ tal que wm = m
S AN .

X cs nilpotente,

=0

Lanto

{0}

por contradiceicn,

elemento

# 05

2.
Ay

(8]

4

e
N

‘)
C... cN" N

Pero

[

minimal
sea

Al

=> mdJd

X

J
sca que

1o cual

Y

s lgual

cinbonces

81

formemos la su

Nn

it

para todo

= 0.

de O (por ser

mweM tal que

M, va quc M oes

= M.

mx . X = nx = Iluj
r ¢

N™ = N, de -
existe n > U

eSS una contra

N (SR IlilL,L)-—

a un producto



A

(S

3

Nniano,

LrmUS T RACLON

QN

un anillo noctheriano si y s6lo 51 A es un anillo Arti

Oy = MM ... M M, maxiwal, 1 I,
L) 1772 n' i !
Para cada 1 n, ﬁi es un campo {(por ser Mi un ideal maxi--
L
mal).
Sean T Mo, o= M ©Too= MM M e T = MM e, M
‘ ] Tz 12t 12y A 1 © T
Para cada 1 < n =1, para cada a ¢ A y para cada % CTi
definimos el producto.
(a F M, ) (x + T ) = ax + 7,
i 1 i
v probemos que estd bien definido; para ello, secan a A, -
oA, x¢ ‘L‘.l Y ‘"L‘L__ : tales gque a + Mj. = b -t Mi’ x ok TJ = Y+T1;
debe probarse que ax o+ 7 by + 1T
| 1
a + Moo= Lo+ ML a=b+ o, ¢ccM
L .
RS 'I‘i v ok Ti n =y +t 2z, 2 E'l"i
Luego ax = by + bz + cy + cz;
Lz « T, porque z LTi; cz e l, porque z LIG; cy LTi porgue -
oBEN v oy ol
cr ML Y Y l.L -1t
AsT, ax - by = bz + cy 4o ax - by ¢ Ti > ax + "_L"l = hy + T,L

De csta forma

se lha definido un producto am,

Fi3

ST
1



T T,
) - . ; i1=1
Mg —— ; ol catoe P[uﬂ“vt&, ol grupo abeliano vTWw-CS un -

L T
. : A .
CSpaclo vewtuiblal sobre el cuerpo M ¢ por la forma en que
I
I'JI
. . . - 1 - _
um se ha definido, todo subuddalo d“-fP--— como A-mddulo es
Y
N Ti 1
P ‘ = & . , .
un submddulo de o Como e - modulo y viceversa,
Tl 1
l'l\ ) ]
¥ ) . . 1 . L . = . e . L A
Ln particular, - €5 un A-modulo noetheriano, si y sdlo -
1
IJ\
i ¢s oun JE = wodulo noctheriane y -~ es un A-mddulo arti
L i -

: ; ; : A : e
niang si y solo 51 o¢s un —— - madulo artiniano,

B
1
be igual forma, para cada a ¢ y para cadg x ¢ sc defi-
n-
ne vl producto.
(a0 4+ M Jx = ax,
It
Lsta bien definido porque
a + Moo= L +M coa = Lo+ oa, C LM
il LL
oA = by 4+ Cx;
Cx LTF yaoque oMoy 2 e T, es decir cx = 0
1 | S U 1l
(T =M. M, ... M = {0})
1 z [l
o . T e S o e ) . . "
Asi, 1 €5 un g - oeupaclo vectorial y tambilén sera noe--
n-~1 -
il

_ . _ i £\ i . 5 . -
theriane cono - T wodulo si oy sO0lo si lo es como A-modulo,

. A . . . P .
Yy Serd artiniano como vl mwodulo sl y s6lo siL lo es como -~
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A-wddulo,

Considercmos las sucesliones exaclas,

O —> M —> A - —3 0 (1)

G T, = I, — = g (3)
3
T
. : n=23 g
U . S e ——2 () (n-2)
Tk -3 1“_,

0 —> T —> T  — P72 5 (n—-1)

SUuponganos que A cs nocltheriano vy oproboenos uo €3 altlliiano.

s : » s - : _ . < S
s51 A es n\il;"‘tlllf'Lldll\.-‘, 1'[-‘ Y S (S 8 noctherianos (ll.‘J (1) Vs Frop.
"1

| Ml

4.15): por sar Ml noctheriano, 1"y e son nocthoerianos ~
- 4
(por (2) Yy Prop. 4.15)
l‘(
- = | .
AS1 sucesivamente, 'l',‘ M r],' son hoceltherianos, para todo =
1
i n=-1; o sea que si A eb noctheriano, enlonces son Laim—-—
I IL
: . 1= . i-1
bien noctherianos Ty g para todo 1 < n -1, Pero o
) i bl

s tawbién artiniano, por scr espacio vectorlal sobre m -3

I~ n-=1; también T | €S artiniano por ser T - espaclo -
: =



vectorial, Luego Trvr} 'soartintanoe (Frop, 5,8), si T _, ©8

artiniano, tawbidén lo evs T -~ (Prop, 5.8); de igual mancra
| § s} -

son artiniancs T T\ PRI { L Tq, A; o aal, se ha dewas

=4 =2 2 -

trado que si A ¢S noetherviano entonces A es artiniano,

Por razonamiento similar, so prucbhba que i A es artiniano -
cntonces A o8 noctheriano.

5.20 PROPOSLUION

sea Moun A-nodulo, bkntonces M ticne una scrie de conposi---
cion sioy s6lo si M oo noclthoriang vy actinisgno,

DEMOSTIACLON

l) SUpONgaios que Mo Licens una serie de cum%uﬁLcién de longi
§ | i L

tud p vy sea

Una sucesion ascondente de submodulos de M

ol en esta succuidn huabicia p o+ 1 L&rminos distintos,

M. cM..ecM. ecg.5 .M e M.
11 L L3 I} Lot

La sucesion finita

{0 = m ¢M., oM . Cc,.,cM. , M cM. =M

1U 11 e 1p 1t Lp+2
formaria una cadena de subaodulos de M ode longitud cestric
Lawente mayor que p, Lo cual no ¢s posilile porque las se-

ries de cowposicion son las cadenas de longitud mayol -
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(Prop. 3,45).

Luego, en c¢sta sucesion hay a lo suwwo p + 1 térmlinos distin

tos; si M fuera el mayor do éatos térwinos distintos, ten-
) q A
driawows
M = M I’ | N G l(_l(:) 11 : g

i o

7

es ditir, gque la succaidn cs estacionaria, luego, M es un -

nodulo noctheriano.,

Por un tazonawicnto similacr se prucha gue M s un wGdulo ar
tiniano.

Supondgamns que M oes o un A wodule nocthiceriano y artiniano,
Sea W= (" eM / T es subnddulo de M oy T # Mb; como M oes -~
noctheriano, on ¢ : Lay un cloenento maximal de s’z].

Sca s, = AT eM /1 es un subnddulo de vy T # 7T

1 } [ Callu r ]

1

es noctherinao (Prop. 4,13), sea T, un clemento maximal de

t.; asi, sucesivamente tendriamcgs L., T T ., con 1

2 3 a4’ 5 Lt

un clemento wmaximal del conjunto

S = {TeM /T ¢s subndaulo de T, y T # Vb, v formaremcs
i | 1 i

la sucesion decreciente de subnGdulos

M=T ofT oT o ...0%7 o ..,
[} | 2 i

Comno M oes arbinlano cuta sucesldn es cestaclonacia; sea p el

menor subindice tal que T = 7 para todo n » p, Si1 # |
9] P - 1%

existiria T . ¢l elawnto waxinal del conjunto
b
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3 (T cN T oo subnddul e ToFE
iy l'tecm /1 ul dalo d FJP y T # PP}

Luego, ‘L‘L {Q0) v la sucesidu finita (‘Pi). es una serie Jde
¥ a L_:

1‘1.‘1111_,-)';1,(?il'.ill ae M,

5.21 PROPOSICION

SO es un K-espacio vecltorial de dimenuidn finlta entounces

It es un K-wddulo noetheriano y artiniano,

DEMOSTTRACLON

Sea Boun ]"."'t:;}l_,.u_:io \/L_.k,’i:_,‘_g_‘_'i_h_\_-l e (‘leILI\JIJSi(;J’.l J::i_llj.ta n, 'l'OdO -

&

submnédulo de I ew un subcspacio veclborial de dimensidon fini-
ta d n. Sea o F o un conjunto de subnédulos de E; ¢l sub-
modulo de dimensicn mayor scrd un elemento wminimal de &, vy
el submédulo de¢ dimensién wenor serd un clemento minimal.
Luego B e¢s noctheriano y artiniano.

5,22 PROPUSICLON

Sca B oun K-espacio vectorial. Las condiciones que siguen —-—
SOn cyuivalentes:

1) B s de dimension tindita

2y E es noetheriano

3) E es Artinianoc.

DEMOSTRACLON

so es de dimension finita cntonces I es noctheriano y arti-

niano, por prop. S5.21,
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Supongamos (ue I ces noetheriano y probemos que Eesd: dimen-
sién finita. Si E fuera de dimensicdn Infinita existiria unad

sucesion Lnfinita c vae; 0, o4, deovectores Li--

1 !

nealwente indepondicutes; sea para cada n > 1,
A = {“'l’ Cos o aesy o by I ¢l subespacio generado por -

A . IEntonces L 31 E., wesy B, su. BSeria una sucaesibn ctre--
i :
ciente de subcspacios de B lo cual no puede ser estaciona--—

ria por scr estrictawenlte croecicnte; o £ L N
! ' T R

I § I . Lucgo, I no puede ser noctheriano,
i -
Por tanto 2) == 1),

Supongamos ahora que I cs artiniano y probemos gque [ ey de
[

diwensicn finita. Si LI fuera de dimensidn infinita exisbl--

ria unia .‘.Il"_,'k';si("]'l infinita l-l, [ P S N | PR de vectores

2 I
linealmente independientes; para cada n o~ 1 Sea
B o= {e : S vl v P el sdbespacio de B ogenerado
n !t Sne1!t Cnez! Y4y L J

por B,

i

[, ... C3 una sucesidn decregicn

Entonces ., ., I
! 2 i —

IEEREY
te de subwodulos de I, la cual no pucde ser estacicnaria -

por ser est rictamcnte decrecirolite;

I I n [F|



Luego, L no puede ser artiniano; por Lanto 3) =» 1),
5,23 PROPOSICION

S5ca A un anlillo, Entonces A es un anillo de Artin si oy solo

si A es noetheriano y dim A = 10},
DEMOSTRACION
1) Supongamros que A es un anillo de Artin,

oA, todo ddeal priwo oo oun tdoad maddlial (Prop. LoLb)
y o como un ldeal waxiwal no pucde estar incluido propla-—--
mente en otro ideal maximal, toda cadena de ideales pri-

mes en A tiene solamente un término; lucge dim A = G,

Sean .M]M,j, ceoy M los ideales maximwales de A (}‘rul).5.l7)
S1 N = nilradical de A, zea r > 0 tal gue NE =0 (Prop.

5.18), N = M1(1 Moo ..M, porque en A el nilradical
oL 1i

es Igual al radical de Jacobson (Prop. 5.16) .

Entonces o CHL o0 Mo (M N B0 L M )T = N = (0]
“ i &

cs desir gue el ddeal (U} ¢cs oun produclto de idedles muxi

males. Lucgo A ¢s un anillo noctheriano (Prop. 5.19).

2) SLl]_Ju]lH‘lnlu;.S que A ¢S oun anillo nectheriano Y dim A = 0; -
por scer A noctheriano, {0} ticnce una descomposicidn pri-
maria (Frop. 4.25); lucgo A sdlo tiene un nlmero finito

de Ideales primos winimales (Prop. 2.32).,

Sean L], Loy voes Ln los ideales priwmos minimales de A,



o

Cada L, es un ldeal waximal, progque si Mj @5 un ldeal maxi-

mal tal que LoocM, vy L # M

, se toendera una cadena de lon-
L 1 L 1

Il

gitud 1, 1o cual no cu posible por scer dim A {0};

L](\Lw(\...flhr = N (nilradical de A); sea v » 0 tal que -

L i -

NY o= Ul (Lrop. 4.11).

I.’LILKJ(,) Tjjl . l_.l) « 8w L:: o (l.] n L [ . N J_xl ) L = N[‘ = iU} O Sea —
F. i Fa i

que ol ideal {0} es digual a un producto de ideales maxima-—-—

les. Por tanto A ¢os un anrlloe artiniano (l'l'up. 5.19) .



l [}

(98]

Introduccitn al Algebra Conmutativa

Autor; M, K, Atiyvah

. G, Macdonald

Algebra Lineal

Antor; bSoelge Lang

Lstructuras Algebrailcas 11
(Algebira Lincal)

Autor: Lnzo R, Gentbile



