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PROLOGO 

Uno de los objetivos del presente tr bajo s relacionar l as 

estructuras de Ord n y l as estructuras Algebraicas . 

Otro de lo s obj e tivos propuestos es lograr que la pre sente 

obra se constituya como un t exto d. consulta de algún cur

so básico sobre Al gebra Conl utativa. 

Ta wb ién s e pretende que esta obra pu eda servir de motivación 

para estudios más avunzados o de inv s tig a ci6n e n es t e cam-

po. 

El t rabajo se desarrolla en ci l c o capítulo s ; los primeros -

tres trat n s obre Re l ac i ones de Orde n, Anillos e Idea l s y 

Módulo s , que s irven de bas e par explica r la t eoría de lo s 

dos ültimos capítulos, Módulos No e ther i a nos y Módulos Arti

ni no s , n l os cuale " e establ~c en, propi dades de este ti 

po de módulos y se dan algunos e j emplo s t~~os. 

Estos t emas están fun dame n tado s en los capítulos 6, 7, 8 de 

la obra "Introducción a l Alge bra Conmutativa " de M.F. Ati-

yat e l. G. Mac ona l d . 

Hemos intentado , de manera espec ial, r eescribir y desarro-

llar e n una forma más c l ara ordenad y coherente los capít~ 

los de es t obra, que tra"t a n sobr e "CONDICIONES DE CADENA -

DE ANILLOS Y l-10DULOS NOETHERIANOS y ART INIANOS ", de donde -

tOIna su título 1 p esent e traba j o de graduación. 
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R LACrON DE ORLEN 



l. RELAC I ON DE ORDEN 

1. DEPINICION 

Una relaci6n 11 x '. y " o f j_ni e s obre 1 conj un to E es llan1a

da " r 1 ción d onle r " si cumple L:.;;l tr .... s prop j.edades 5 i--

guientes: 

1) x < x , paro to o x E 

L ) ( x 

3 ) ( x 

z y z xl ··> x = Z , jJi.lro · 0 o x,z E 

z y <:: ..;: y ) x pc.lrÚ Lo lJ x ,y, z E. 

Si sobre E se ~on s id~ra una r laci6n de ord2n se di ce que -

"E e", un conjllnto o d e n:l o ". 

1 .2 EJEMPLO : 

S i A # ~ s un conjunto , 1 elac i 6 n d inc lusión: 

"X c Y" es un rel ción d e orden s bre e l cOllj unto P (Al ( es 

decir sobre e l conjunto formado por todos l os sub on juntos 

de l'\.. 

1.3 DEPINICION 

Sea E un conjunt o de ado. 

UIl ~ 18n lento In E E s ll ú. nado 11 e l e en to m x im 1" si cump l e 1 

propiedad siguient : 

Para t odo x e E: 111 <: x .;> x = JT. 

Un l en) nto n . E s 11qrr¡ do " e l ll"l.. nto mini.mal ", si c umple -

1 
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la prop: dad si~uient 

Para todo x e E: x < n ~> x == n 

1.4 EJEMPLO 

El subconjunto La/b,e] .s un c.l In_nto rnaxinr 1 e n e l e njull

to E =:{ B e A / 13 :j- h}. 

El ::,ubeonjunto { } es un elemento minimal en el conjunto 

H = {H eA / 13 :j- ~,} . 

1.5 DEFINIerON 

Sea E un eon j un ·lo or lcndc10 y F cE . .:.>8 d i c lue " F es tola l-

men ordl.!n do " s i e wupl e 1 - ropi~da siguiente ; 

Para to o x,y t:- F: x < y 6 Y < x 

1. 6 EJEMPLO 

l {a} , {u / b , e] , {a,bJ J es ota llllc ntc orden Jo 

{{:d , {L / c} , {a ,u, e}} no es tot.)llll~nte ordenado 

1.7 Sean E un conjunto or l..!Il Jo , M cE " E. 

Se h.ce qll~ " a t.!S un;} cota supor ior e M il s i se cumple l a 

propiedad siguiente : 

Iara todo x t:: M: x < Cl. 

1.8 .Ef.'l.l\ DE ZORN 

Sea E un conj un tot 1m n e orde na ' o n 1 c u a l todo sub- -
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conj un -to -tota lnle n -t e ordena o ildlOi. t e una co ta s up r ior e n t o n 

c es en E hay 11 n el e me DLo max i.ma l. 



e A P 1 TU L o 11 

A N 1 L L o S E 1 o - A L E S 



11 ANILLOS E IDEA LE S 

2, 1 f)'FINICION 

D I COI junio A I ~ ~ un ~ nJllo s i e~tan definid~ s n A Jo s 

operaciones : x + y , xy (S UJll a y proL1uc o ) tcl l es qU E; ; 

1). CA, 1-) e5 un g.L·Upo u nmut Cl tiv u 

2 ) Para t do x , y , Z 811 fI. ; 

x (yz ) = ( xy ) z (Ley aso :i - tiv<:l, ) 

x (y + z ) = xy -1- .ó. y (Le y d' s triLu l: iva ) 

(x + y ) z = xz + z (Ley di s tr i.outiva ) 

El a ¡ül10 A e s l1amüuo: 

a ) Conmuté'\ ti va I s i " Y ;:= yx p a r t o do x , y, 

b ) Uní 't a rio s i e x i t e 1 ~ A l<.l. que x , 1 = l , .x ro .x p. .ca -

todo x c A. 

2 . 2 EJEMPLO ; 

El .:.nillo ~ de l os .,~ s UIl "milla uni tario 

y conmut,ativo . 

En s t e 't a bL jo S~ -'on:::;irJ r n Úni Cd[1l8 ,te 3,n illos uni . ri s 

y conmutativo s . 

2 • 3 ' i x e A, x !j 11 TIlado 

a ) Inve r s iblc , s i '_xi s tl.! y e l\.. ,t ;:¡l qUe xy = 1 

b ) Ni l potentc , s i. ex i s e n ;> O t 1 q Ue X l ' ¡::; O 

c l Divi so r de c ·ro s i x i s t e y t- O tal q u e xy = O 

Los elem 'n tos il v E:~ l.-s ibl es :,.; o n ti'l,Hl i.6 n llamados "Uni d, dt.!s de N ' . 

4 
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2 .4 DEF I NIeruN 

Un anill o A es 1 1 UlI o ; 

1) DOJll inio e /Itero s ·1 - njco div i s or de C8ro o I 

s d e . j r ; 

xy = O - j = O = (J 

2 ) 

Si t o lo x I U ~ s i ve~ s iLl~ , es d~ 'i s i x I O -> xy 1 

P l.l" , :t J CJ Ll 11 y . 

EJEM J. LO ; 

El ni1 1 

conj u n -Lo d e l ()~ r Ú liero!::; l:ac' u ...tl "" ~ es un c nll.J o . 

2 . (j ANI LLO JI'OIJU "1'ú 

éi1 fl l\. Y El uus u'lillos ; L!l i ro e.. Uc cGirtc::s i a n o A x B t i e J ~ 

un es u,-,tU.l ' de 11111 con 1 ~ (J \~ ra ~ i onl..~s s i.gui ' L es ; 

(x , y ) -1- (z , u) = (x -1- 2 , Y + u) 

( X I . ) ( :¿ I U ) ( x~ , y ¡) 

En gen -' r se anillo e n 

A 1 X A 2 X • •• x J\. 1,' CIl don L! Al ' l\. ~ I • • • I All son illo - ; 

1 .l·oduc t o x 1\ x l\. ;{ ,. • • x l\ 
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2.7 MORFI SMO DE ANILLOS 

Sean.PI. Y B dos ilniJlos y 1; A - > I.J una función. 

S., di e qllC f es Ull n o rfi::;mo ~ i 

i) f(x + y l = f(x) + f ( 1J ¿¡ 1: él t do x , y cA 

in f ( Y l ;:: {(xl f(y) [.) ,-u : .:1 tCJUO x , y eA 

iii) f (l) = 1 

2.8 Dl:!:FINICION 

S.a A un nillo ~ C . I 1 i ~l . Se dict:: yUc:: " 1 es un ide 1 -

dc A" s i umpIé I ¡:¡s pro[ j .CCLl ·s s i gu i "ntcs ; 

1) (T, +-) üs llll s uDgr upo el (1\ I -1) 

2 ) S i x e A y Y L 1 e n tUll '<..: S X '::l 1 1 

2 • 9 EJ·EM . LO : 

El cunjuflto le núlllc.;ros ]:Jaros loS lm id -al en e l nillo d e l os -

números e ntl.!.os. 

¿. lO PROPOSICION 

{O} y 1<. 

DEMOS 'I'RACION 
. .. 

Seéln 1< un copo , 1 K, 1 i {O}, 1 Ul l j.dcal. 

Prob mos quw 1 = Sean x L J<, yeI , y '1 O i : Y E 1 porque 

y e l; luego xy = Z I Z E l; Y es invcrs ible por ser y =J O i -
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e ntonc!;.!!.> 

xy ;;::: z -
- 1 _ I 

X Y Y == 7.'1 
,· 1 

Z y r:: I p -, t,[ll " Z t ' 1 i lu c'Jo x L L. I.!: ::; d ' cj. que:: ~i x . K L! ll-

tonc cs x t:- 1 ~ r~or l nnto K == 1 .. 

2 .11 PH.Ol' I CI ON 

Se n /\ UJ - n'110, 1\ [x] (,1 anil l o d e po J.inomi s e n Uf .:l incle-

tonnin:l.d::l x , con c e fjc' ent's " 11 j \ , 1 c/\[x] , 1 un :i.cl e 1 , Y 

~e¡:l J = (ll l. A / il 

d e 1 J . En mC : !:i J es m i ,loCl l le: A. 

DE.fVlOSTfU\CION 

Sean t.A, b - J, e [ J' ; t:'x'st<-! n <-!n . dos polinonios f (x l, 

g(~ t Jles gu ~ b y son s us l"os LJ ctivús oe Eicient.e!:i pri ll '.:!:, 

n 
pal -' s i ) = I él 

i =- u 
J. 

g (x) = 
In 

'1' b.xi. , y s upong':'llnos L J. 
i - Ll 

ro ~ n, 1 = ro + t; po r s -. r 1 un i 1 ,Ix t . 9 ( x ) I , é!S decir , 

11\ 

h(x) = x t ' g ( x) eI i h(x) = x t . I bixi. 
i =-O 

1T1 

\' b·x i + t . 
L J. ' 

.:i. =O 

fj.ciente principdl :l e h( x ) ,s b i f C , ) + h(x) E Ii 

cie nte [cincipal dL! f( x l + h(x ) 

1 coe-

1 oofi-

pero rln = 1J, l.J1I1 :::: e I le ndl:! b + L. J ; también élf ( x ) c. 1 

po que 1 " w un id ' Jl ; el o " fj,cie Jlte pr:i.ncipal de af (x) e!:i 

e J, es ac c i r all I J' . Por t 'lnto , J C C' un 

id 'Cl 1 d A. 



2. 1 2 ~IPOS DL rD~ALE S; 

Un idc~l 1 en un an illo , , ' ll ¡l lll Llo 

PRr.tvlO 

Si 1 j A 

HAXrtv\AL 

entOI 1CCS 

PHI ARTO 

si 

T - " 
_ l . U J ::: 1\ 

Si r j A Y si x y l' 1 ~', ' xLI 

para ~lyaJ n > O. 

IH,RE DUCI13LE 

ó 

S i P .ca t ocJo p ... l. J~ idJ !d L~s J ' , K : 

1 :.:: J ( \ LZ ~.> r = J ó 1 ;.:; 1< 

HEDUCIBLE 

l 1 

11 t: 1 

S i existen cos id8 alt.::s J, 1 ~ till l::!!:> qü _ 1 := J ( \ 

J ;i 1, K 1- I. 

SUMABLE 

.Ji exis t n dos j.d ca l ·s J, K ta , . q u " 1 =1 J ' , 

1 =1 K ~ 1 = J + K. 

8 

K I 
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2 • 1 USl, 'INl 'ION 

r,:AD ICAL DE UN r lJ[AL 

:..;' 1 .. .;J un iU t.;d l ele un éll li llu J\, ~~(' 11, fil a ¡~rad ic.:a.l d <.; I II 1 

cunJunLu 

r ( l ) = fx LA / 
11 

.x [ T PC1 r él 1 gÚll r l , O}. 

2 .14 PNOPIEDAUE S 

1: (1) ':3 un iu ' 1 ¡J . A. 

L) rO} :::. jI t er!;i " CC ' ón d lo s ' ¿11E!~ prilnos que cO llti . 11 ' JI 

. 1 lCl.L 1 .[ . 

2 . 1 S PHOPClSI T01 

111 n :i.lJ o A. S i J ~s un ide al ... rilll .L o "' n 

n'es r (1) 

UI:; fVIOS 'r 1\ ~C O, 

Pru]J ll'Dl) , <[U' [' (1) L.!~ fJl ' i:uu . S 'J.Jl X, Y Vles qUl:! x y l. (I) 

11 el ;C l . I: .x 
. 11 
l. O I X lo 1 6 

n 111 
y 1 J:.l1.r 1-

L 1'(1) 6 Y l .r ( 1); 1:-'0 . t n tI) I r ( 1) e _ un 

:i.. ll .:. 1 p rimo. Com..J r(l ) ' !;~ igual < l e i t e ~ ~ ción de toJo:;; 1 iLll:! ' 

l es primo s L]L1e cúnti ' Jl t;; fl " 1, 's L U e ll1U0 tI':l la propo.oi ición . 

2 .1(; CÚ "IEN'tE LJE LJO ' 1 DFJ\LE'::; 

.Je - n I I J r1 ;.:¡ i do 1 's ( - U 1 \:lJ1 ' 11 A . ~e 11 JIlu. " i ~a l e -- -

-j. ' 11 e " a l un julllu 
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( 1; ' J ) = (x Ji. / x J'c 1}, 

( 1: J) s un id .::! '-I é I c (I: J) 

En pé.lrticullr l si 1 = {O } , (10 ) ; J) '$ 11 Jlw.do " anul~l or de 

J' " y S<.:: -l L.! 11 0t.J. A (,] ), 
¡¡ 

LJ Ll C !\ (J) = {x A/:x¡ = O, 
11 

p arGl t odo 

2 .17 IDEAL e ,' NEl ADO 

S "' a n Ji. un a nil lo ' S _ .TI... L ..:: n <J LLlIl IOS por [ s] a la intcrs L.!cción 

de todo l oe i dcill e s de A qUe co nti ' n e n a S I es decir 

[S] = (I _I, 11 = ' o n j unto dC! .idlC ... l1l'; S .r t ... ll· que S el. 
1 cll 

P80P I EDADES DE [S] 

1) [s] es Lll1 jcl ' é1 l, p OLO SE.:r j. ntcrSl:!~ ión d e i lea le s . 

2 ) S c [s] 

3 ) Si M ~s un icle 1 t~ que cM ' nL J1CeS [S] c M 

4 ) Si S :¡, ,~ n onc -' 5 [S] es "lá forma O por ·toJas las cOJOLina 

cion 10 s lined l ' s de e: ll~ 1I " n O" de: C' 
..:.J , C:.:i de c ir 

1 

[S] = tx LA / x -- )' lt . X . , lX . L A, x. t.. S, n e ]N , n > 1} 
í J, 1 1 1 

2. 18 IDE AL prlNC~~ L 

Un i dea l 1. e_ 11<1111 ' du P TUNCIPAL s j_ 's g e nerado }Jor un único 

e l e Hle llto a e A ; es e 0"l<1 o [ ]. 

SegGn la }Jropiel d 4) d8 [S] , 

[ ] = l e pcl r u l(j un e AL 
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L.l'J IlWl' O,'ICl úN 

1.:; n 1 unillu '!l. e l o.:.. IIÚI\I '.l-U5 L: lI t L.:ro !:.j toa s lo~ i le cl.l t.;: s 

.81'10' "rKAC J {J 

'-' -,.:1 1 e 'lL, 1 un id e.:ll \ S ' 1 := {O 1 n t t') 1 e l! sI:::. [O] i 1 u ' CJ o -

e!:.j un iJ,l:! i: 1 princ .LJ.l<l..l. ~~U IJ¡ d1SJdIlIO!::i 1 -¡. l U) Y ~¡ea 

J' = {n cJN / n > O n 1J ; J ~ ~ p rq e 1 ~ {O} ; s 

1 II ' [ 01' el' II Il;;!J1 o Ll ' 1 con junt J. T melDOS xl i seg úl 

1 19ori JllCJ Ll b'ucli (-,8 ex it:i tl2 Jl l:J y r e ]N , tale que 

x == u b + e l dond O < r < a. C Olll 1 es un ideal , y 1 , 

x ·- ab - l, SL:! r L a LJUC r = x - él b i r ~ J por se 

r < di lu e Sj J = U , l ' Jon l.: X "'- a U. [> r é:ln to.x c [J] ¡ de 

lCJJl 1 1 = [ J 

2.2 U 11{OPOS J ~luN 

::iC:d P L '!L.. I:: fl t e',' P o::.; JJ ÚlllC - fJ,CiJl\ l ", :L y lo t:ii [rJ 

L!":; u n ide':1l p illlo 

DLIvJOS'I'IACION 

1) .:JU jJO I ~PJ110 S CJU " P L!t:i un -, )JII 8 rO lJ riJno y lJl:ou e rnos qUL:! [I:' ] 

un id <..l.l r -üno. ~('an x , y l '!i.. t.Jl - jUC Xl' [] i exis-

L~ m 'Ii. tü c¡ Ut-, x - IlIp¡ COfl\ P > , - Ur i,1Il0 , P livik x 

6 1 ivül ' ¿¡ l'. o' cJiv LLl ' O¡ x, = J d:' , n 'Ii.. I de Llunde , 1 1. f. e 

x L [pJ . .Ji. P ¡ 'V'_ e él y , Y = eP, L 'li.. , de d n e y - [p] . 

Lu e , x L [p] 6 y rp] I s c j]~ l} ll - P 
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2 ) upony mo..; q e e l id c ... d [rJ e ' prillo y probemos qu P - ~ 

un f úm 'n ¡J l. imo, m L ~ un divi~or d~ P Y se~ n t~l -

qu ' P == rn Cnton es ; 

ill J = J? - ",/ 111 n 1, [p J lli L. [llJ 6 1 I [p] 

~ > 11\ == cP Ó n - LP, él e 'I¿ , b - ~ i 

111 == ::lP -=.:..> IIU 1 =- ClPn ~.'.,J 1 = ün ", n == 1 6 n == - 1 ~> ll1 = .P Ó 1Il = 

n - .:..tP _;;c..> p maI' =-/ 1 = l • . ~ 

" 111 == 1 6 Iil == - 1 

Lu ego , P -~ Ufl nÚJllcro J. ,LII IO ya. lJLle ::iUS úni 0_' d :Lvi sore ' 

son 1, - 1, P Y - P. 

2.21 OPEl'AC1 NE 

~~eU. n 1, J dU!:i id~él.l. '·s dL: un é.llli ll.o A. 

1 ) El e njunto 1 -j- J = tX L.A / x == y + Z pLI ca alyÚl1 y c1 , Z L. JJ 

-p 

s un i ~ ' 1 d 0 A t 1 qu e 

no es un id<":Cll 

-1- cJ == [1 U J']. En g n .::tl 1 U J' 

2 ) ... éI in ' ~ s 'ción 1 n J un idt:!31 dI.:! A . 

3 ) El conj nto H == {x cA / x == yz para algún y 'E I , z c JJ no 

s un I~ 1 J o A. se ~noL' I J éLl iLkal de A gen r - Jo 

1 u H. 

e t::!nota 1 2 al i ca l 1 .1. Para Il > 0, In enota e l id 1 

1~1.I. . . 

2 .. ~2 PH,opn I ON 

Si T Y J ' 0 1 Jos i L, ] 125 el 'l 11 - l 1 i l1 0 A y r > ° e l tone --s 
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IJEMOS'TRACION 

P oh ,r.mos qUt! s i . .x c l r y y cJ
r -" nt n es.x y E ( 1 nJ)r, ya 

que x y 
.l.- .l 

un e h.!ln~1ttu c:.;ualcluit!L'u u(;l g c n eraLi r Li l..! 1 ...J • 

11 

LX, X'2 "' Xir l 
, 1 1 1 
1 = 1 

r r Sea x e l , y - O ; x us de la fOlma x = 

en don le x i k E. 1 P r [1 t uO i < n 'i k ~ r i 

n 

y es de la form y = ) Yj ¡'Yj2'" "Yjr' e n dond Yjk J 
J == 1 

rara tollo ::. m, J-• ...:: r . Entoncl;!::; 

nI 

I YJ 1,'ij2' " ' Yjr = 
J= l 

-- ¿ (Xj. 'IY j l) ( Xi¿ j¿ )" ,(XirYjr ) ¡ 
1. < n 
j nI 

para cada k < r , XikY jk ' 1 (\ J, ya que xik r Yjk e J i lU8 o , 

x 'le (1 nJ) ' • 

2 . 23 HOPO 1 ro 

..., a A un nill0 r cl\ un i c1 lé! 1 Y sea {Xl / X ;¿ , • •• , xn} un g~, 

ner dor de 1 . Si m E IN en -ton c es 1 111 e!:.i g n e redo 1 or los pro-

du to -

r J 
xJ 

DEM.o. 'eHAC ON 

ro 
1m 

= [SJ, S = {n'li / 
1 

r 
• XI n ales g u ' 

n 

',' L ' i :::: m 

t: J} (po r 11..!fi i c ión d e ¡m). 

, " 
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n n n 
r· 

Sea l' = { J[x ri / ¿r . = nd. S a x E T, x =- nx. l- , 
J l-

n 

con 'r . L l- m i 
1 j. 1 1. ] 

r ' como x . J. == x . • x ..•. x . 
l- 1 l. 1. 

1U 

(r . ve es ) y rr . = m e ntonc _s x - TIy. 
J. J. , J. 

s de ir que T cS . (1) 

m 
= ITy. , y . e l ; como 1 = 

'1 1 l-

n m m 
c a d a y . e., d . la for.m 

l . 
y, -

1. 
¿ a . . x. , d _ d onde .x = :i. ~" ( ¿ c'\ J' X

J
, ); 

i= l 1 J J J= " 

a l desarro llar sta expre~ion, x r sulta se r d e la fo rma 

x == Il~. Z . , n donde ca a z. es un e l e me nto de T i es d ec ir -
1 1 l-

q u e .h E [ rrJ i asi S e ['l'J (2) 

De (1 ), [ TJ c[ Ji de ( 2 ), [.; ] C[TJ . 

Luego , [s] = [1'J , o se - 1 m = [1'J . 

2. 2 4 PROPOS1 ION 

Sean A un anillo , 1 " 1 2 " ", In i dea l es d e A , Si 1 cA es -

un i dea l pr i mo t a l que 1, n 1 ('\ 1 (') . . , (\ 1 c 1 e ntOl 
2 3 n 

es exi s 

t e j ~ n ta l q u e l . c l . 
J 

DEMOS 1'RAC10N 

upongamo~ que p r todo i n, l i ~,[ ; p - ra c a da i ex i s t e -

x . ¡:; 1 , t a l que x . 41i CO lO 1 os un ide a l pr imo , 
J. J. 

c i r que I n 1 n 1 ( \ ., . n l ~; 1 , 
, 2 3 n 

2 . 25 DEF .NIelO 

A un an i ll . S 1 1 m . " . d e n a de i ' a l s r iI 0 0:> de A" 
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·t d 'uces i6n finj. ta y el. i ctilIl ente cx' ciente 

1 
n 

de ideales primo dA. El nÚllJc:r o n s llamado "Long i tud de 

l a cad 'n a ". 

El supr.lTIo de las l ong itude s d 1 s c ad nas de ideale s rri-

JIl L A es 1.1 - JIIado "dimen .,1.6n de 1\." y se de nota dim A. 

Por d e finición, dim A > O 6 dim A = + ~ 

2 . 26 EJEMPLOS 

1. Si K es un uer o ntonee¿ 1im A = O 

Un eue ' po K ticr e s610 dos 'd ales : (O} y K¡ luego , 1.-

único i e p imo d K es fO}. 

2. El anillo Zl el' l os nÚH\ o s e nteros tie ne d imensi6n iglhll 

a l. 

Sean 1 ~ {O} y J ~ {a} dos ideales primos de ~ tal~s 

que 1 eJ . Existe l m > O, n > O tales que 1 = [m], 

J == [n], m y n números primo. (p rop . 2 . 20 ) 

1 = [m] => ID 1 => ID J ~> ni [nJ 

=> ID = an, 
• • 

E Zl¡ 

como m y n on dos ndmero s p]~imo s , a = 1 6 a = -1 ' s 

decir ro = 11 6 ID = - ni lueg o [mJ = [nJ, o..,e 1 = J. 

Por anta , un e d na de i 1 s primos de ~ es de la -

f rma : lo el" e n lo == {ü} 6 1, = [m], m un número 
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priJuo. 

2.27 DEFINIeION 

ANIL O () 1 =N 

S.!a .i\ un J i110, e A un idea l. SI;:! llalL1a 11 anillo cocientE 11 

al conjunto ~ = {x + l/x c A} con 1 s operac iones 

(x + 1) + (y + 1 ) = (x + y ) + 1 

( x -1- 1) ( y + 1) -= xy + 1 

En es Le ~nillo, e l cero es e l ~ d >a l r. 

2.28 PROPOSI~ION 

Secl1 A un anillo e e l\. un idea l 

.::¡) .. i .i 1 es m ¿lX '. m 11, en 'one -.~ 1 Ce> rimo . 

b) 1 primo ",i sólo ", j 
A 'iominio en't ero . es y 
1 

e un 

e ) 1 m- l si sólo .;Ji A 
's ll1i:lX Y 1 

0.0: U 1 camp o. 

DEMosrrRACION 

1 ) S upong mos que 1 es un ideal m, xima l y probemos que es -

primo. Par ello, sean x,y A tales jI. X Y E 1 Y x ~ 1 i 

d e mo .;; tremo!;) qu ' y e l; 

.x ~; l => l el + Ax ~> 1 + Ax _ . A ( 1 es ro x Íloal ) 
• 7-

=> 1 ;=; z -¡- ax(z E: I , a E Al 

=> y ;=; Zy + xy 

( z 1 y xy l) ~> ,y E l Y e x y E 1 

=> zy ;- xy el 

= > Y [ l. 
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2 ) Supong mos que 1 s u n ' d c.l prim y praL mos 
A s ue 
1 

un dor inio ntc o . P - il el l o, s e lln x , Y E A. tales que 

( x + 1 ) ( y -1- 1 ) = 1 Y deJO stJ~eJllOS qu:; X + 1 ;::;: 1 6y+I = 1 

(1 e s 1 Cero en e l ani l lo o iEnte ) . 

( x + 1) (y + 1) == 1 => xy ,. 1 ;::: 1 => xy e 1 => x E 1 Ó y t. 1 

=> x -1- 1 == 1 6 Y + 1 == 1 

3 ) Supo ngamo s que i e::; un d - mini en 't ero y p rob 110S que 1 -

,.s prüno. P ra ello , sean x,y E A t a l es que xy t-: 1 y d 

mostremos que x E 1 6 Y E l . 

xy E 1 => Y + 1 == 1 => (x + 1 ) (y + 1 ) = 1 

=> x + 1 = 1 Ó y + -- 1 

= > X t: 1 6 Y - l . 

tl) .3uI-ongu.rncs qUé;! 1 es un ide - 1 Jllt. xim .1 A probemos qu _ f e s 

un campo . Par 110, s~t. x + 1 :¡. I i se d -mostrará lU 

x + 1 :¡. 1 => x fF 1 => 1 e 1 + Ax = > 1 + Ax = A 
:¡. 

=> z + yx = 1 (z E l, Y E A ) 

=> y - 1 E 1 

=> yx + 1 == 1 + 1 

=> + 1 ) ( x + I) = 1 ,. l 

Luego , x + 1 es inv e : sible. 

5 ) S ongél. 11 0 gu 

1 m x i 1 

A 
Y s un e mpo y rol: _mos que 1 es un id -
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1 t A, ya que "i 1 = A, e l tonce x + 1 = 1 P ra t o o x EA . 

s x ~ M, xll: I , M un id al t 1 Ll IcM ¡ 
t 

x q. 1 ~ > x + 1 ¡. 1 - .:;" x + 1 e sin v (: r s i b le. 

~ ea y . A t 1. gu (x + 1 ) (y + 11 = 1 + I ; 

xy . 1 = 1 1 ~> xy - 1 I ~> xy 1 = Z , Z EI=-> 1 = xy - z 

(x - M Y z(1 ) => xy M y -zc M 

~> xy - z e f\ i 

=> 1 E M 

=> A = M. 

2.29 DEF1N Ot 

S j a un anillo D" i LilllÚS 

l) Ni.lradi· 1 de A, . ruo la in te . sección de todos lo s i dea -

l es pri.rn s de A. 

2 ) Ra j.cal de J "lcobson de A, c 111 la j . ll t<-.:rs cc i6n to ) 

los iUl:!a le s lflaxirn · 1 s ele A. 

Tanto e l nilradi a l como 1. ra~ical de Jaco0son son id a les 

A o.m s , dcmucstl'i1 qLl'" e l nil . i ea l d~ A lo forman to os 

los l cm ntos nilpatent s A. 

2 . 30 PROPOS1 CION 

En un anillo A el nilradical es el a dica l de {O} . 
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DEMOSTM 1 N 

S'a N e l nj,lra i wl ~ A, ntonces 

N {x A / 
n 

O algún e m} = x = para n 

{x 1\ / 
n e {O} -119 ún lO: JN} - x 1'" l ' c Jl 

== r({On . 

2. 1 DEl" NI ON 

a A un an:l 1 e A u 1 j ,U " 1 de A. e ll - llla "descol1po ' i -

ciónpill " a k 1", Lll 'x r si6n de I eOlll in ter c::cción 

f'nita d~ id ales ~riI ~cios , 05 decir 

n 

Ji. UI id 1 pr 'mari V 'a todo i n. 

Se dice qu un i ec 1 l L! dGsconlp 1 iLJ. e si tiene UIl dl!SCOlll 

pO!::ji 'i6n ri lLl ria. 

2 : 32 P}(O O~) l ' lON 

S , 1 un . l! - l d seoIlip J iblL! l!n un illo A. EntOl e s 

1) l'odo j , (3 1 prüno .} tal qu 1 e J CO I ).(;ne un ideal p ililo 

liI),nim 1 de l i 

2 ) El onjunto dI..:: iue' 1(;; primo s 1O .in :LllI l es qu e n tiencn a 

l o fOClflé.lI l o::; 'lL!llll!ntos 111' JliJll él l es de l conj unto e idea 

1 prilIl s que eo t'enl!l1 a l. 

DE.HO';¡l' A ' ION 

n 
Se J un iLle 1 prim t 1 lUC 1 e J y ... e r = n Q . u na de -

i ;:;J .1. 

• mposici6n prim ri ninirnal de l i ra ad i , sea 
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l?j, :::: r (Qj.); P,i. e U1 iue 1 primo (p p . ¿ .l5 ), J :::: r (J' ) por

ILl' J e p1:' i 10 . 

n n 
1 ~f =-> ,n Q i J => 

~ = I 
( n Q . ) c , (J) => () l' ( Q ,) c J 
i - l i = 1 J, 

Como P :JG P mo , 

Il 

"'-> (lp, e j. 
1.= 1 ~ 

ex sto un í ncJ ',c e j / n ta l que -
p, 

] 
c J; 'i -

p, es lIlinÍIllc 1 d 1, 1 ::1. af ' l ltic :i.6n ' .tá prob da; si P, no es 
J J 

minimal, 'x i , 't ', un ín i Cé! k. .;: n tal que P
k 

CPj i 

P
j 

c .. :T => k cJ¡ OllO l os j, d ' dl c~ ., Pi ::;on e n 1 ful\ ro fi! ito, -

existirá i < n t 1 u e p, 
~ 

inil .:11 y P cJ . 
i 

2. PPOP SI CION 

Ji A e~ un ni110 n 1 cua l e l id al {O} ti ne un descom-

P Ji 161 [rimcria ~ nt0nces 

1) El n6m 'r' o d e:! iu " 1 S p ~ illl~S lllj.rünlul .; s de A es finito 

2) E l nilr d ' ca l de A e S igu 1 a l a int rs cc i6n de l os 

j.u al s p imos minim ' 1 s 1 - A. 

üEMOSTRACION 

1) e {O} ;;: ('¡ Q, un ':l. d 'sconlp :.;icj.6n p , ÍIn , ría minirr al dl.:!l 
i = l 1 

id 1 [O} Y p iré.! d - i , S " il p, = 
J. 

( Q ,) i p, s Ul i d - 1 
~ ]. 

primo (Prop . 2.1 ), l os ide le pr ünos rninima l es que con 

tienen i:l l ide 1 {Ol (es 'c ir l os idei:l les p iInoS minillla-

l es d A) on l os elCln ntos minimales d e l conjunto 

,1 e njunto ~ i ~les 
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primos minimc lL;:s de A 's fini·t . 

2 ) Si N = nilra dical d A, N e~ igual a l a intersección de 

. o os lo s i~u - ' S primos ; ~ 96n (Prop. 2.32 ) I t do 

ideal primo de A o nti 'ne un id al prim fllinimal e A. 

Se a H = int r!5Qcci6n dc to Of los ide ales prünos loinima-

l es d A ¡ N eH pu s l os u 1 m nto . d e N pert nec n a todo 

ide · 1 primo d " A; proben¡ü..:> 4u IT N. Se x e II ¡ x per t en~ 

ce a tocl ide 1 primo miniJ 1 ¡ e tri O todo idea l prin o de 

A conti n . In i deal primo minim 1 ntonces x pertun ce a 

todo ic1L: ::i l pr· rn de A ; lu JO II N. Por tanto , el nilrad~ 

a l d e A es igu~l a la int r s~cc i6n de los ide les pri- -

nos min1.lOal e d A. 

¿~ J I[ ANILLO DE Fl' .CCIO < S 

S a A un n ·11 . U1 SUbCOl junto rnul ·Lir lj.ca tivamcnte c rr do 

de A _ 5 Ul s beo junto Ul:! A i.. 1 ]UL! 

i) 1 S 

ii) Si x / y ES oHces xy e S 

En A x S e dL! i n8 la r e l c i6n ' i g ui e nt ; 

"( a,.c:i l -= (bit) => (at - b s )u = O r ara algún u eS ". 

Esta r 1~ci6n e~ el juiva l encia : 

1) R· ... flexiva 

( / s ) :: ( " s ) ya. gUL! (as - .) 1 = O 

BIBLIOTECA CENTRAL I 
•• IV ••• IDAD g •• L ."L.VA .... 

• 
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( a , s ) -= ( b , t) =;;. ( t - s ) u -- O, U E S 

(b s at)u = O, U ES 

~> ( Lit) -= ( Ll, s ) 

3 ) rl'riln~i t i. v -

[ (._ I . ) ;: ( b , ·t ) y (h, ·t ) -- (e , u) ] => ( a t .- b s ) v = O 

y (bu - ct)w = u, V , W E S 

=> tv - b s v = O Y buw - c tw = O, v, W E S 

=> a tvuw - b Vl W = O Y Luw s v - ' twsv = O u,w S 

=> atvuw - ctwsv = O v, W t: S 

=,> (aw - .a ) tvw = O, t vw c ' (po r que t, v , W E S ) 

=> ( ... , s ) ;: ( ,u) 

S i i .ndieamo s po ~ l a el e e g u i v l _neia d un 1 "Jllent 

(a , s ) c A x S y s i S- lA d e n o t e l c onjunto d e el ses de equ! 

v - len iu , se d fin e e n S- lA un ~true tura de ani llo on 

las operacion es siguiente 

a b (at + b s ) - -1- = s f st 

a b ab 
- . == -s t s 

El ani llo S - l A es llaJO. do "anil l o c1 :E ~accione s de A eon 

. spec to a S ". 
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2 • J' 1-' 1,ü1' :..i 1 : J U 

s ~ A un anl. llo , S A , S r lu l tipl:L a. t i varo n ' t;;; cerJ~ do y ~ea 

1 ' 1 l de S - ] A. un J, C " 

El1ton ' s J = Ix e A / ~ e l [ 1 rct a.lCJún y . S} es un idea l dt;;; A. 
Y 

PRUEBA 

i) 

'. i) 

iii) 

' ¿¡ 1 x ,y e n Ji <2xisten z E S, 111 e S t 
, x Y - r · .L s que -E: z , m t. I 

1 , i eal 1 x 
L. J 

.1 Z E 1 i lu como un ,- y go 
lU 'L. 'L. ro 

x + t. r I 
mz 'L.m 

d" , x+y l' t s ce r --- e IJor - n 
IIl Z I 

x+y t.J . 

e iste Z " C' 
. '-' t l x r x 1 -a que - e . -'- e ' z I Z ' 

por s 'r 1 -

-x un id ' al , es d cir qu_ z- J ' , lUego -x eJ. 

Sean J. L A ¡ .xi!.:it ..,. - S t¿¡l x 1 . 1 x l .... que - por ser 
Z I 

id e l, a x 1 , el c i.r ax 
1 i lue go , E J. un r . - Cti - E ax z z 

BIBLIOTECA CEN 
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111 MÓDULO ~ SOBRE UN ANILLO 

3 .~ DEf'INICION 

Se ~ A un arillo y c'u - ( M, +) un ~rupo corona a tivo . Se dice 

.lU ~ M > s un !\.-mó lulo si pura odo J. .) I X M exi.. te ax ( M 

La l qu '" 

- ( x + y ) == ax + ,y I e t: A, X í Y e M 

( ti + J) x == ax -1- b x , - ,b cA , "(¡VI 

( ab ) x == a (bx ) , a , b EA , xc M 

l x == x X L 1 

EJEMPLO DE MOD LOS 

1 ) T do n'llo A eS UI A- nódulo 

2 ) '.l' K-espac ' o v ·c ' orial -' 5 un K- módulo. 

3.2 MODULO PRODUC~ ' 

S - n L y M do ' A-w ulos i e l ro -¡ueto c art e s i a no L .x M t ID 

stru tu a da A- m6Ju l o 'Ul l b 

(x ,y) + ( z ,a) == ( x + L , + a) 

a (x , y ) = [~x , ay ) 

Ep g c: n - ral , s' d fin una "'s tra c tur d e A-nl6dulo en 

M x M x .•. x M I "' ll don ¿ '~l a H es u n A-m6dulo ; 
1 2 J i 

(x , x , • • • , x ) + ( Y l/ Y~ " "' Y ) == (x + y , x + V ""/x + y ) 
1 2 n ¿ n 1 1 2 --2 n n 

a (x , x , • • . ,x ) = (ilX Ia: , .. f ••• , ax ) 
1 2 n 1 2 n 

El ;-n61ulo M 
'1 

x M x 
') .. .•. x M 

n 
también se d e nota Mn

, si c da 

24 



M. := M a 
1 

lodo i < n. 

DEl"lNH': u 
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SL! .:i 1'-1 un II..-J lÓ ulo y !-i ' ~ L ~ M. S"" di e ~ qu e L es un 'uLmódulo 

1) L e '·' _i;.) un C' ullgrup U"" M 

¿ ) ,.Jia cA y x ' L 'n one ax L 

E,JEMP L(j~) 

1. En un J¡j. ll A , 1 :;J . 1 ' ... l es d !I. son los s ulJllJódulo s del 

rn6 1ulo A. 

2. {Q} Y M ' n SUDlllÓ lulos de M . 

El sUDmó ulo {U} es dL!no .:ido por O. 

3. 4 DEFINIerON 

Un A - módulo M eS llél fl1 ado "s imple 11 .;:j i ti n e únie roe n te dos -

submódulo s : [O } y M. 

3. MODULO COCIEt1E 

St.!an 1'-'1 un ]I, - módulo y L e M un s ubmódulo. 

Se 1.1arna ".1 óuulo eo~ien 11 1 ca junto 

~ ;:: {x -1- L/x cM,} con l a~; oper ei n . . . 
( ~ -1- L) -1- ( -1- L) - (~ -1- y ) + L 

a(x -1- Ll = ax L 
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3.6 PROPO!.)ICIOI 

Sea M un A- módulo y U 1 SUDIIÓUU.lO de N. Si n es un sUDrnódu 

l o l') : ntonc 's 1 conjunto 

L = [x e M / x + N E El} 

es un :::iubm6dlllu L1' M 't::t1 gUt .. : N e L. 

DEMOSTHACION 

1. ' . a JI un !JulJm6dul o J ~ ~. P: (,)beJoo,;:; qu L e~ .;;iubrnóc1ul0 de 

M ta.l Clll N L. 

'.¡) 'e t x/y E L. 

x / y e L ==> x -1- N e H y y + N E 11 

= > (x + N) - ( I + N) E. 11 

:.=.> (x - y ) -1- N - JI 

=.? X - Y L L. 

b) Sean x E L y a r. A. 

x eL _.> x i- N f. II =,,> él(X + N) e ll 

= > x -1- N I1 

= > ax e L. 

De a ) y b ) / L es S UUl 6clu l o d :: M. 

el . a x E N . 

X E N = > x -1- N ;:: N => x -1- N 1-1 => X E L 

Lu -1]0 e L. 

---------- -
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l: or t n -o LE;, un uLl1J6dul c.!L: M t al que N e L. 

3.7 :PHOPOSI JON 

Se n E '1 F lo SUlll\6Ju os ele un mo 11..1 lo M t les qu E e I y 

E i P , l as do ' e nJici nes 1ue li gue n son el1..1ivalent s ; 

1 ) .~i. 1I .;s un ,.iUbl1l6 \..l1 tc1l que E H cE "' n tonees E = H 6 

JI == F. 

" 
2 ) F'l 1n61ulo i ne o lc1IllentL! los subm6dulos ; E 

F 
'." , TI: .1 

DEMOS'I'RACION 

1) =-;.- 2) 

: ... ca .1:' 
'J' un subm6dulo d e E S " ' ·'/ x+E.T} ¡L c 

un submód lo '" F Y E eL (I rop. 3 .6 ) i 11..1 go L = E Ó L 

, i L = E : 

x + l.:: ~ rr ~> X L =:,... x cE => x -l- E == E ' I 

LUL:g '1' = t ' } 

S i L = F : x cF => x t::L =' .. ; x E c.. ']' ; luego , == '1.' 
E 

Por ·tant lo s Ú1 leos subm6 ulo l." {E} F , le 
l~; 

son y 
E 

2 ) = .> 1) 

== F. 

eét H un suum6d 11 0 té.l1 q (: E e H H e . ; E un subm6 ulo de ~ ; 

11..1 
11 { ~,} 6 

11 F 
tj = E- == E 



S ·' Il = [E} : ~ E 

Z E H => x + E = E => x e E i enton e s rr = E • 

. H F 
S1. :¡;;- = r,;- ' 

.L~ J~. 

H 
x E F => x +- E L E => x + E = Y + E , Y - H 

=> x - y . E I Y e H 

== :> X - Y e JI, Y . re 

~> x e ¡l . 

E I1't Oll C8S H = F 

Por l o t nto E == Il 6 E = F 

3 . 8 SU BNODULO GENERAD 

2 8 

Sean M un A-módulo y S c M. Denota mos por [~J a la intc rs ec -

cj.ón d t:: t o os l os submódu l os de I1 que contienen a S ( es de -

c ir 

[S] = Conj un t:o el s ubILló dulQ " L t a l e s :iu s c L. 

prwp 1 EDADE S 

l . [s ] es un subw6 Ju l o I p r ser :i.n te r st::cc i 6 n d e submódulo.::; 

2. S c [S ] 

3: Si H es un ubm6du lo ·ta l que S e H e ntonce s [ S] cH . 

4 . Si S ~ ~ e n to e_s [S] está formndo por t odas las combin a 

cion's linea l es de e1 3 me nt s d S , s d ec ir 

[S] = {x e M / 
n 

x=¿a.x. , 
I 1 J. 

x . e S , n t: JN , 
J. 

n > l } 

BIBLIOTECA CENTRAL 
.'UV ••• IDAD DI: .... A"VA •• 
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ltic ~ L1U 3 " ::; es e g 'ne .. Hl o d e ] 
l ' , . 

Si S es u n C O ljun -o f 'nilr I se i ' ~ qu "[sJ e un ~ubm6du -

lo fin .it. ~\ " é " sLlIJlllOlulo finitame n te gen "rac1o ". 

3 . 9 

L') .a JvI u A-m6dulo y s 'a x l IX 2 ' x. l' •• I x n 0 1 mentos de M. S i 

s - b , '1 I X ? ' ••• , x } 
~ n y 

enton e 

L = A + A ,) ') 
x 1 ~ x~ 

+ 1\.x = L 
n 

él ) L lbInó ulo 

b) S e L 

f i T M. ' s un ubm - dulo y S e'I' 

DEMOSTI-<A :rOI~ 

L L 

m = u. '\ x 1 + 1l¿X 2 + + el. x 
11 n 

= r3 1 X l + :2 X,) + -1- r~ x 
n I 

ii ) S a. m E L Y II e 

Mo ", 't, -~Jno . . g Ü.m r. L 

m = u 1 X'I + 2 X 2 
-1- + CX n 

x 
n 

a. m = (o. , x , -1- Ct
2
x

2 
-1- • t • -1- a x ) 

n n 

;;; (cw x 
I I 

X + ... + Li X 
2 ~ n 

+ A X 
JI Ji 

(a + B ) x e L 
n n n 

L 



j ) 

) 

;:; {xl ' x , ••• , x } 
1 

a x, S 
1. 

X. E ::¡ => x, :::; Ox 
1 .\. 

-1- Ox " -1- • • • -1- Ox, + Ix, 
~ 1- 1 l. 

- ,' x " L 
i 

Sea In F: L => In = o ¡ X l 
-1 .t . , + + a X :r"'2 ... n n 

x 
I ' 

x
2

, ••• I X E c> Y 
J\ 

Por hil:J t "'s j.s S c: Ti 

x e '1' 
n 

COlil ) 'r t: ..... un submódulo 

Jll ;:; (¡ X 1- ( ," X ') -1- ••• Li ti X r E re • 
1 1 ¿ _ 

Por tan to L c '1' 

3.10 OPERACIO E"; COl SUB.M()DULOS 

Se u. E Y F dos subHl6dulo s dL.! un 11Iód l o H. 

30 

... + Ox 
n 

1) E + .E ;:; {x e M / x ;:; y + z , pa l.'éi. a lgún y E , Z E } S un 

submódulo J(: M t - 1 q UL.! E -1- .' :;.: [ " U F] . En 9 ne al , E U F' 

no s subm6 ulo de M. 

2 ) L int r~ecci6n E()F es un ~ubm6duIo de M. 

3.11 MOl ,'1 M S DE MODULOS 

Sean A un a nillo y L Y M do s A- módLllos. 

Unú función f: L -,' 1'<1 !:::i un mOJ7füjTI\o si 

i ) f(x -1- y ) = f( x ) + f(y) x , y e L 

ij. ) f( ' x ) ;:; f(x) LA , x e L 
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J.12 NUCJ EO DE U MO J"U' I SM -

S I • E -~ F > ~ U! ¡IJI,) , S lll O dt2 H16c1 .L )'"' , !..,e llélln II núel o -

de f l! a l ' 0 1 j mto 

1\ , f := l xL E / f(x } - O}. 

Se p.e Ll<.:L':'L q le J :;; UJI .s ubllló d u l o d E. 

Si : E -) 17 s n rn rfj.srn dt! A-m6 ul s - n -one s feO) ;;;: O 

Y fe -x } = - [(x) t !:J,.ea oci o x c E . 

lJ i.:: i-hJb'j ' rU\ 'lOl\] 

a ) f(D) =- f eO + O) = (O) -1- [ (O ) ="> nO ) + O - f ( O) -1- - (O) o f ( O) 

f ( - x ) -1 f ( , ) - f ( - " + x ) - f ( U ) -- o i 

lll C:~JO [ ( -x ) ::: r( x ). 

J .14 .i:'lW l' OS I ] u 

Si [ : E --> F' es u -l n i\..) f '_:...111 -) (1 , ¡ liÓ l 1 s enlonce s f es inyc~ 

- i vo e i y s ó l o S k<.!l.' f -= lÚ], 

DL:Jv OS 'l'RACr N 

1. Sup n g ... mos q u ~ f e il1 ' (.; cUvo y probemos qll k er f ;;;: [ O} . 

Se u. x e k ' r [, (; 5 cJ 'c ' - E ( ,: ) := O. Por Pr p . • 1 3 , f (O) = 0; 

f ( x ) ;;;: (O ) =', • == O, 1:--' r :~ 'r f iny tiva. Lu ..! go , 

k -:r: := oj. 
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2. S jpol1ga nl ::; j U ~ k 'r f ;::: lO} Y prob ' filOS q u e f e s inyecti va . 

Sl:!a x , y - E Lúes qut;.! f ( , ) = f ( y ) i 

f (x ) = f (y ) =,> f (x) - [ (y) == O (x ) -1- t i -y ) ;::: O 

=> f ( x -- y ) = O 

x y t: k.ér f 

~> x - y ;::: O ~ x;::: y 

Lu go , f s i ny c ~ ivo. 

3.15 PROP SI 'ION 

"t:.: c:..I. : : E -> f u lIlorfi. snlo de ]\-lLlódulos . 

1 ) Si. Il s U Il ':'UbllÓ 'lulo e E entone 's f (J-I) es s.ubmólul o el 

F . 

2 ) ~~j. L ~, un SUDJló¡Ju l () de F 1 toncéS f- 1 ( L ) e s subnlódulo 

d E. 

o ' Jv\OS T1{}\CION 

1) Slo:a 1-1 u n submódulo d e E¡ [ r b J(IO!::i q ue - ( H) es s ubmód ulo 

de F . 

S .2 ¡ -". , y L f(I! ) . 

x , Y E: f (H) ~~> x = r (fll) Y y = f (11 ), 111, n E H 

=-"> X - Y ;::: [ (11) f ( n ) , 

.- ;> x - y == f (111 - n ), 

lIl,n - U 

ro - n E I! 

x - y [ f( ll) . 
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b l Sean x E f (I-J) I E A, 

x e f (Hl => .x = f (In) I m e H 

-= > é.lX = - f (111) I rn E E , a e l\.. 

-.~ ax = f ( illll ) I a JlI E H 

=.> ax E f (H) I 

De ¿¡, ) y b) I f (11) es un suLrn6dulo de Po 

2 ) Sea L un ubmódulo d · F i proLelnos que f ·· 1 ( L) es SUbIOóJU-

l o de E. 

- ) S 'an x I y E f - 1 ( L ) • 

X I y .- - 1 (L l _ .> f ( x ) L L Y f (y) L 

=> f (x ) - f (y) e L 

~> ' . (x - y ) e L 

~> .x - y e f - 1 (L) o 

b ) Sean x E'. f-l (L) , EA. 

X t: f - 1 ( L) "-~> f (x ) E L 

-=;.. él! (x ) E L 

=> f ( x ) L 

-=') lX l-: í - 1 ( L ) 

De a ) y b ) I ¡_l (L) e un s ubnóJulo d e E . 

3.16 ~UCESIONE0 ~XA T S 

Unu s u esión de A~n6dulos y de morfi -mos 

f . f . 1 
1- 1-1-

---.> M. > .1>1. 1 
1. J.-I-

---> M. 
1- ~ 1 

---> . o. 

---- ---- --- ---------- ---------- -- -
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S" di '-' "es X¿lct '11 11." s i Úl¡( f . 1 ~ ker .E (f. 1) 
~ 1 1+ 

UNA SUCESION FINITA 

o ---> E f J ---> l " -~-,' 11 ---> O 

.a ,t· -·n '. , en F y'n 11 's LL 'Ul.l,-.,d "8Llces 'ón ex ta orta " 

J.17 PROPOS IC10N 

Un" ~ucesi.6n 

o ---> E __ .L.> lo' --g--> 1I ---> O es -xa.cta. si y s610 si 

DEMOS'l'Rl\CI N 

Hay un orfú'llI único ro: -> E cJ (:! f i 11 i]o a s i : m ( O) O . 

Hay un llIo.cfisl1lo úni co 11: tI -> O definido as.f. : n ( x l O 

pa:c to o x. 'Po efinici6n, lm (m) = {O} y k er (n) = H. 

o _._> E 

fini i6n ¡JI,;; su si6n cxac '1: 

ke . f = Trl, / n.\ 
_LJ.L I \ III J I K i...: ~ 9 = 1 11 ( f) 

[.' -~> Il - o s exac -a ¡ p r de-

y le (n ) = 1m ( g ) • 

Cum I m(rn) = {O} y c r(n) - \[ e ntonces k'r f = {O } 

e l¡n(g ) = il , es deci. ]U8 f 0!:i in cctivo y g es sobre y 'c -

Eccíl. r c.::tme l e , supongfUUos que f 's i.nye ,. iva , 9 es sobre--

y · ctiva. y k" ~ ( g } = lrn(.E ) . P ob lOaS qu Im(m } = k r ( f ) y 

ki. (n ) = 1m ( J }. 

BIBLIOTECA CENTRAL I 
."''''II ••• D4D ., ........ '" •• ~ ! 
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f inycc·U .vo =-) k c [ ;=o {O} "-,.) kl.! _ ( f) = 1m (m) • 

y ~ bT ~y ctivo ~> D"(~) = H =) Im(g ) = ~ r (~ ) 

3.1U PRUPOSICI0N 

Se a M un A-1Ii6dul y s e d. t un ~ uLHlóc1u l o de .M. E¡¡tonce~ b.~y -

una .JL1· ::¡j_6n xact<.-

0 -
JVl N --) M -) - -) O. 
N 

DEIVl S'I'H.AclON 

=c.x ) :=: x, J?r L)(..:/lJOS Jue 1 función 

f: N -) M es un J[O ~ i~lllo ü1y tivo. 
x "v'\.-,. x 

. f (x -1- y ) = x + = f (x ) -/- f ( y ) 

f(Uo x) = x = f ( . ) 

f ( .x ) = f ( y ) :,:..;.:;:;.. X ::... y 

2 ) l J-IL.:I - d ' l X e M , def in 'Tl IO_ 9 ( x ) = x + N. P ·oberno qu 

g: M 
1>1 -) N 

X '\.'\.-+ X + N 

o:> un morfj_ slllO soL rey tivo . 

g(x -1- y ) = (x + y ) + N = (x + N) + ( + N) = g(x ) -1- g (y ). 

g(u x ) = QX -l- N =u (x +N) =ag ( x ) . 

x + N = 9 ( x ) • 

3) X t. f ( N) =) x e N => x + N = N =) ( x ) = N =) X E ker g. 

Lu t2 go f (N) . k er 0 . 
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4 ) x e k " r 9 => 9 ( x ) ;::; N => x -1- N ;::; N =-~> x e N => X E: f (N ) 

Lu "90 le . SJ _ f(l ) • 

P r lo °t nto l -t suc s °ón 

O N 
f 

ji' -.5:1_> ]vI 
O --) --> N 

--;., 

e r xac t~, ya ~U - o f oS iny c tivo , 9 s sobr y ctivo y 

fIN ) = le· _ g. (Prop . .17) 

3 . 1~ PROPOSJ ION 

Si E Y F s n dos A - mó - ulos 11 y UI, s ucesión exact 

o --> E --> E x f' --? }' --> O 

DE.tv10S 'l'RACIO ~ 

1) Par~ c~ua x EE , s f( x ) ;::; ( x , O). P-o Iuosqu l a fun--·-

c i 6n f; E -_o> E x F: x '\.,·V\.. - ~ ( x , O) ' s un luorfi!::illO oOn (;c -

tivo . 

f (x + y ) ;::; (x Y , O) ;::; ( x ,O) -1- ( y/ O) ;::; f ( x ) - f ( y ) 

0( 0. x ) ;::; (Ct' O) = u ( x , O) = u f ( x ) . 

f ( x ) ;::; - ( y ) ~> ( x ,O) -= ( y, O) => x = y 

2 ) Ea a ada (x , y ) E x F , J e fi nimo g(x , y ) ;::; y . 

Probemos qu s un roorfi smo sobr yect ivo. 

• g ((x , y ) + (z,u)) ;::; g (lx -1- z , y + u) ;::; y + u;::; glx,y) l ' g ( ~ -1- u) 

g(c (x / y ) ;::; ~ (u.x , ~ty ) ;::; y ;::; ug ( ' , y ) 

• y E F => Y ;::; 9 ( O , y ) 



3 ) ( I y ) - f (E) => y = O => 9 ( x I y ) = O 

1\1 '(J, L( '; ) 'Jwr lJ 

-1) ( x , y ) e k ~ 9 -> y - O 

= > ( x I y) te f (E ) 

111 go , crV- f(E) 

Po,. - il n too 

f 9 O --> E --> j ,: x J' _ ___ ;> I? --> O 

-~ xac t~, ya que [ ' ~ 'ryec tiv~, 9 e - soL ft yectivq y 

HE) = ke:r g. (P rop. 3. 17) 

J. 20 D~:rINl ION 

S, d' ce que es 

1) " ecien Ll:! 

Si M M P - todo n. 
n n+1 

2 ) Decr ,c' nte 

'i 1-1 ' M PQr to lo n. 
11+1 n 

3 ) Es -acionc rico 

S i exj.:5t ni E lN tal gu~ Mll = Mm 

do n > 1, 

37 
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1.2 1 PHO JO lelO 

'4 • t , M , 
n • • • UIl suce ion c~ cien e 6 dccre 

c i cnte d -: submódu l os cl~ Ul A-módulo ]v! . En · onces 1 .. unión 
., . Cel 

\) M. es U)l suuI161ulo (le Jvl. 
1.= 1 l. 

DEMosrrI ' crO N 

+ 0:" 
C' ~# 11 ;:= U M , Y sC<J.Jl x , • L::cl 

i=l 
J.. 

que x e M j , y - Mk • Si j <: k: 

e JI i e,- i sL l.!n índices j , k 

x - y c M si l u s uc '"' s i ó ) 
k 

c .r i nte " .l X -l· Y f M, ~¡i J - Suc(~s i6n es de 17 cie nt -', 
J 

- a l e!:; 

S 

-

--

S.L le .::. j; X -,- Y e MJ si é.\ suees 'i.6n '8 cr "ci n te y x -1- y M k 

s i 1...1. :::; u ct.!::; i Ón es l ° cl·t.!eicnte. J..:nton ~e " x + y E H. Si ex e A 

en to ne s ex x M . , de donc1 " Ci X E 11 • 
) 

Por téU1to II un ~u~m6du ) o de M. 

3.22 PR POuICI N 

~'8 3. u: E - - :> .F uJt morf.' fj lUO -) ]\-m6dulos . Entone s : 

1) ].:l.!r(u j, 

-' .. Ull s u l..!si6n ere ien·te (-" ""ubm6élulos d e E 

2 ) Ll(E) I u2 ( E ) I ••• , un (") I 

Es una s u c sión elcereeicnt el submódulos de F. 

Dl'::.MUt)'.l:1\.AC10N 

P rdfiniei6n , u 2 (x ) ;::: u (u(x) ), ull -'- 'I( x ) ;:: uLunCx).} • 

.1) Probemos que 
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c: nt n ce 
11 

u (xl ;:: O y U IIT1 ( x l = Ll(UII( x l l = U( O) = Oi 

11 l' 1 
lue~J O X e J 'r u por ";-ll1'I:O kér (un ) c k·.r u ll + 1 

? l r b 1 un 1- 1 (E,) C Ll lL 
( 1,' ) • ~ J: 'O m .., él 10 él que _ )C. 

" n+ l( B) l X . U " 

, , J\ 1- '1 ( ), y }' x -= u l " 1 rll::! d o nde x = u JI (ll ( y ) ); lu ~g 

pJ 

.2:3 :CFr n 'I 

Se Cl ]\1\ un j\-J IÓ L1lü. "e 1 cU IIcad ' ,! 1 dL! ~L bnló dulos de MI/ i..l. 

... , f>. l 
n 

subll16dulos de: 

IVl t - lcs que 

'M = n 
M ~ M Dara todo i ' n . i / ' i+ 1 J; 

El nú¡ -' r o n ' s ll arll - Lio "long i 'tuLi d e L . Cél e n 11 

3 . 211 DE:I- INl ' .LUl~ 

Se ll am l/ S r i e el COJllposi 'i6n :le Uf! M ~ dulo Mil a t o II C e 

na ntClxilllCl ¡j, ,_ M 

tal es un A-módulo - n. 

QegÚJ Pr [J . .7, e n UI i..l. ser 1 ·' e ) lllP s i c i 6n n puede l in--

t:ercc: l arsc ~-;u bm6d Ll] s ,n -re Mi y JIIl , ~ 1 • 

3.2~ Plor S , ClON 

un A- m6dul • .:; i M t ,i IlL! u :>er it;; d comp s ' ción <::-

long .i.. tu 

,i. } 'ruda s '' j.' 1 c Olllpu s i c ión d _ JVI ti 'ne 1 ngituc1 n. 
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11) ~ oda ~~el J e s U~D6Julos d~ M p u -de extendid a una 

s r 'o de mp s j . iÓ1. 

1:.:MOS'l'.HALION 

Dono cmos por l (M) 1 menor l ongi t 1 d una serie de campos! 

ci6n del m6dulo M. 

l } 11 i N s un subJ\6 dulo de .M y N t- M, el tonCc::i { (Nl .:; L (M)" 

. e a N un ~ubm6d lo de M y tic ••• , M una serie 
n 

d mposi _i6n d e M; considu. - ID OS 1)8 s ubm6dulos 

N . 
. l 

d~ N, i = O, 1, 2 , .," ' n, 
N 

Pr tero - qu e para -

c ada . I e l 6d 1 ~+ I . 1 . 
j[J .U o _. --- 8.:i ::i l.l0p e i .,ea 1-

N. 
< n y H un ;;:; ub-

N . 
J. 

m6dulo d 
J + 1 

N . 
fa. l . e TIlo ~ 11 . = {x (. N . / x + N . e 11} i 

H . 
1 

-s Ul 

1 

s ubmó]ulo d e N 

J. 

i+ 1 
y 

J. + 1 1 

11. 
1 

H = r.r- . CalDo N. s s ub-
1 ~ 1 

.l 
II . 

J1,Óllu l o eL M. , 11. 
1+1 1 

.5 un s ubJll dula de M. 
+ 1 Y 

1 

M . 
es un 

subw6du.lo 

U. 
1 

drá que 
Mi 

M . 
. ~ ' 1' 1 o --
M . 

= 
1 

M . 1 1+ 
M . 

1 

a ) Supongam s 
H . 

~ 

M. 
1 

i por se r 

ó 11 . = 
1 

M . 
J 1- 1 = 
M. 

J. 

M . 
1+1 

M. 
1 

M . 
1 

1 

lln lIlódulo silnple se t e n-

I Y sea x e N. 1 i x t: 1\J . => 
1+ 1 1· 1 

Mi l1 Hi 
x e M ~> x + M . ~ - 1,A 0-> x + M e - "'-,> x + M = Y -1- M. I Y Ir . 

i+ 1 l~ . i M. i 1 1 

Pero: 

.L 1 

~> x - y + Z I Z M . 

=> x - y e M. 
J. 

X E N . 
J. + 1 

y y E JI. => x - N A Y E N 0..=> x - y E Ni 
l 
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L 1 go , X - Y i- N('¡M., 
..j.. 

E!..;¡ l: ir x - y e N i ' Je don e 

x + N ;:::; Y + N. , o s e':l + N. H¡ por a,n o 
~ :¡, ¡ 

Ni 11 N. 
lJ 

J 
- Ñ-.- ~ N.--

J .'l-

b} Supongamo s ¡U ' 11. = M. 
l l 

[-l. eN - ,> 11 . ;::; n ll. 0;;;:.;- I1. ;:::; N ( M . Il . ;::: N . 
l 1 J 1 ~ l 

H 
i 

11 {N . ) => ;::; 

fT" => ;::; 

J 
J 

N 
j + '1 

Lu go , por - ) b ) I - N- .- <3S II Inódulo simpl Po 
J 

·tan to , 1 s subruó ulo;J N . form n un serie de compo 'i-
l 

ci6n :1 N cuya 1 itu s t 1 que < n ( s limi-

nan l os ul.Jm6 u os Ni + 1 
tal qU! N . ;::; 

l 
N . ); 

l+l 
eomo 

.t (N) < !:.i(; L ' Ilclrá .f (N) < .tU ) ( .[ ( N ) es l a In n lo g~ 

tud e LI . pLlccl ' '1 el:' un s ' riL! de cOlllposici6n dt,; N ) 

Si ~~ ( N) = .t ( M) N. " N. p.JL'.J to o i < n e d Ol le 
l l+1 

N. = [VI Pilr \: Jo i .;: n i ya q U l.! N . cM. = > N. = I1 . , 
l l' l l l l 

po C' r ( [vl . ) i > 1 UIl.] S "' r j,e <le cOlorJosi i6n y N . " { O J , 
l l 

pa ·todu i. ;. 1. El - rt i c ulilr , N = M es decir 
n n ' 

N = H. 

2 } "Si un 'l a d'n , su m6dulos d · M ti~ne longitu k , ·n--

t o n e . s k < .t CM) " • 

s ' LO c L 1 c L
2 

e . , • Lk =fVJ un o. 'ubl1i6 llo ' dI;,; 



M d ' l o ngit d k , COl lO L , ' 5 SUUJ .6L!ulo de L, . ). J, 

Adenlél S 

k < ,t (M) • 

L ( L ¡} ., ·' ( 1, 2 ) 

' (L
1
1, 2 ::. ,' ( L

2
), 
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y L , f L, 1 
l J."I"' 

" !;i 

J ) "'l'OL1il. sc r i ' d " <":OJ po!'; i c i 6 n clt:; M li ~n " l o ngitud .t CJV1 1 11 

~~ (!¡;l ( L ) i < k u n e ser i e Ll · C I.JJII lJ I S.i.. ~ i 6 1 c: M d e l o ny j. ·tud 
.L 

k ; 1 o r (1), l (M ); u ~ J , k ~ ! (M l, o r defini 'i6n dt:; 

.C ( M) • 

4) " 'l 'od un 

s 1' i de c ' m ¡osi i 6n . 

• • • I I1 UI l il C ¡:L j "' n a l e: s uL.r¡¡ÓUl.J l us 
J\l 

l ~ 1 n =1 j t 1 1 1 l. Si rn = [( J- ) , e ,; t d e n a s un S C J: i e de 

. lllposi i 6 n (p o r 2 ). S i J[l < .[ ( M) I és 't a Cé:td -:' 1 no s una 

s ' r 'L! Lle C O II I ()::; i ' i Ó ll , l ~ !:.; J " i r n o ' s 'I n.:.J. I-ll L! J , JO ' x ima l¡ 

lu -'go , p u ' J e ll 1. '\ e L'e l l.l. L l..! nU L! V OL' t é rmin S h a ,;. t t e n t:;r-

un r ie d " e m sic '6n . 

J.26 DEFIN I '10 

S~gln 1 Pro , 3 . 2 5 , o ~l s ld ::i ~C.r :L! S d e omposiei6n d e un -

11I6d 11 J ]Vl 't 'en 'JI . 1 Il i ~ nl ' l cmg i l: u 'J , (M }, lu (; U 1 e ", lld ll l< da 

lJ 1 11 J i tuel ele .Mil . 
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J.27 PRUrOS! JON 

C; i. O ._;> L ~-> M -2.> t - ;> O "S un ' sucesi ~n exac a d 

lJEMUS'l'.f\A 'l(){\J 

•.• e UHe! F l~r le eh.: 
II 

L' , 
LO = 0 1 L = L. S a N eN o "'N) c ••• "' N unJ. se:rie le eO lfllJO-n U 1 _ JO 

sición d' N i N o :=. O, N ;:::. N. 
m 

"'01110 l a. s u es ión es XíJ,cta , 

f (L) = kt..!r g , 6 SLct flL ) = 
n 

- 1 
(N O); J:1. b clO ' que 1';;1 SLlce--

E(L
O

) I L
1
) ¡ (L ) , 

-01 - 1 _.] (N ) de sulm::xlulos - J (N 1 ) ¡ 9 (N ,, ), ... , 4 <IfI " I 9 m 

de M !.:i ti S it:! eJ e ca üp s Ld.6n d M i f (L 0 1 = O, ya que 

L O f ( O) 0, 
- 1 

) Iv! N = Y = 9 ( = ya qu = N. O In 10 

L o eL . =.~/ f (L . ) e f L. ) i 
~ .1.+ 1 :L l ,o ol . eN. 

l. J. + 1 

- 1 
~-> 9 (N o) 

l 

-1 
9 (N o 1); 

li-

0 1110 f '5 in l!C .LVO (P a l. 3. 17) , l(L
i

) of f (L
i

+
1

) porg e 

L. 'f L. ; Probt.:Jllos 
_. 1 

(N ) ::i. - 1 
( {\J. 1) que Cj Sl i como 

J. ~+1 Jo 
1 1.+ 

N f N o I ex.L. s t12 x L N . t · 1 qUL; x ¡l. N. ; COn! 9 es soD . L:!ye 
J. l+1 l+1 l 

X L N . 01 -.' Y l ., lLle:::l 

- 1 - 1 
g (N . ) f 9 (N . ) 

1. J. -1- 01 

po ex i s l. .ic y tal qlH.! y r g - 1 (No ), y ~ g- I (No)' 
L+l J. 
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Lu -' go , la ~ ULE.!'" ó n 

o ;:: f (Lu} c.E (L } c ... cf (): ... } cg , (N,) cg- ' CN
2

} e ... cg-
J 

(N ) ;=: M 
, t _ tn 

t ::;¡-] un a s "' ic! k: C()]UP ...;ic i611 de ¡VI , y COIIU s u l on g ituu t,;!:> n+ lll 

n 't on t..: ,. E (lvJ) ;=: n ,. lL\ ;.:: .f (l. } + [ ( N) 



CP,PI U LO IV 

MODU OS y NJI LLO NOETH Efn ANOS 



1 V f'l Ó ULO S I\ NI LLO 

4.], Pl\OPOS lt..:J Ot 

.M un A- JI 6 d ] • L i:.t ~ on lic.: j, () l1t~ !-i <jLI (;! sl9u ' n son equiva l e !:: 

t ! ::; : 

1 - 'l'o da su 1~ !ü6 1l C l: 'c ' "" 1 L' d ' SU UlII ÓcJ lt s l e l'1 est cior -

r ü 

2 - I ¡ (J. " 01 j U ll n V ... i C :LO de: 5 tl b llJ6 dul os t1 0 M üm " un l e --

3- Todo su lJili6c1ul o e M e s d e '] ' n'.:! l' ilc i611 fi ) ita . 

s ' ~¿ t- 1/) un on j u n o -tE:.! s u lJ 1I 6cl ul o~3 c1f_ M Y supongi:ullO.;:i qUL! r. 

j , ·' n ·' un t~ J e lll ' 1 L lfl - x im • Se - M I Ull sulJlI1Ó lulo Ll e t-'l t.!ll -

M M' 
1 t- 2 ' 

eOlitO M 
1 

r ¡ Ú -, ~ 11 .:t Y.. .L I Ir.tl , 'xi" Le 1'-1 e \ ¿ 
j l18 

omu 1>1
2 

o es Ill.:l x int 1, e is L - 1'] 1:. n t 1 q e 

e M ; 
=1- J 

~ c - fo r ro . , t C! ndríLlIlos un s u c.: si6n L! s Lr J,c 

' i:.un "nt :. c:: r . ' ,il l l¡ L ' (~sulJ ruó Llulos k: M. 

IV¡ 1 C M'I MJ e .. . M M 
+] 

. .. 
:/ 1- =1- e) 1I c} =1-

L ' <.;uctl no p 1 íd Se L.: S L':¡ C j , (Jl ¿l i .:l . 

2 ) -~> J ) . 
e a H un ub~oJul o njunto fOD lado por to-

45 
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dos 103 ULllllÓL1ulo ele; H que til,men un gen .rador firüto i 

11 f (p porlJu" {ül \t i por J:üp6tGsis, e.xis 

lflélx illlal Ha i 1 r b '1005 qu e Hu ;::: 11. Si Ha -¡. H, s a Á . U , tal -

yu' x ti: lIo i 'Oill H ( : ll, l.! 
U 

~~uL n~ dulo 1I -1- l\x es U l el ~ lllc::n o 
u 

c..1 ~l que Cal t·· 'ne s tl'ic ·t allJente aH, lo cu 1 es una contra 
u 

di ~ ión por . u. Ha ~ . maximal. 

Por o ·tar·to H = tI, el 
() 

Ji = > J ) 

donde H es de ge neración finita . 

(', J'" 
.J . '- " 1 H 2 MJ c .•• cM' M 1 e ••• n n i ' 

( l 

una !:i ucesión cr -c· 'nt' (j suLmódulos d e M y seu fI ;::: U 
i =- 1 

..[vi. i 
L 

JI es un subTII6lule (P (¡p. 1.21) Y l!~:¡ [",' l: tunto, de 9 .n ' ra---· 

n f:Lni t. i a L = {x , x , • •• , x } un 9 n ra.dor f.í 1i to 
1 2 In 

d " H¡ P r i o( m S C4 M u 
I n L 

~ ulJJ!l6dulo en l a c - ue a 

(l) tal lll! . x. E M y !:ieCl. r = lU "' X {n I n ') l 

l ni 1 '-
. . . , n } ¡ 

ll1 

.f\'l cM J d nd ' , x. CM , J,;a:':'l 1.0]0 j , < II1 i l uego 
ni .r' 1.. r 

es I -' c.ir l1 c t~ . por 1 
1: I 

teci nari : 

M 

11 • 2 DEFINI 'ION 

x J] c JvJ l." 
1Il 

'ill to M = [ y la !:iuces "ón ( 1 ) 
r 

;::: JI1 
J: -1- 1 = .~1.L-_1 2 = 

s 

DI A-rnó u lo M e¡;; l élmado 11 n ,tlLrian 1I si s - ti sface 1 s con 

lici n - ~' cquiv 1 'n Le s de l e. propu::; .ic:i_6n 4 . 1 . 
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.:Ji un nillo A, consideracJo omo l\-rllócJulo s nQl:;:ther i¡:¡,no, -

se (.!iCe Cllle s un n ' 110 no t-her ian • 

4 . J EJ ,'MPLO 

El ,nill '/l.. u (; 1 s J WII o S ..:; n 

'l'odo ile::al 1 de U , . d E. la fo J1.J¿.\ I == [a] , q 7l (prop, 2,19 )( 

luego t.lUO 'cJec l d.:. 7l es finit '::tlll entc <] 1 erado, es d '" ir que 

'li.. es un ani llo noo her . éUlQ . 

ti .4 PROPOS. 'C ION 

.:l . !vl un A-n¡ó luLo, ..j . Cí\ 1l.1 conjl..Ilit.o n V~C. o de $Ublll-( u )::; 

1ini o 9 TI .rados . e .M ti t.c: TI e un l C11.1 ' JI -o mcJ.: ' !1l~1 , E:ntonc~s M 

, 8 1 oethcr ia 

DEMOSTRACION 

Sea {O} ¡. 110 e M::iu ódulu dc, .JV1 ; rob r qu - Mo es finit men 

tl3 gel 1''::1 O . 

Sea. L. =: {MI/M I ~Mo' MI fini_ t~l.lnente cencrado} 

Pro cmo~ le 

Sea x t:: M • 
o 

x e Ha => A.x e , fini ta,Joen 

=> Ax e Z 

g ncradQ 



S a ést M 

~~ l..Ipong . mo s q u 

~-'> ¡\1 -1- 1\m e M - ,e lll ti S M -t- l\ m e ~ f:i. n i '':l.mellte gene auo ¡ 

y M ~ Jl I -1- Aw 

P -ro esto es un con t a Ji cc i6n p orqu M es max ima l e n ~ . 

M = ,]\1 o 

Por lo t a nto , Mo es finitdme nte ge n ~aJo. 

Lue <Jo , /\'\ ' 5 no~ the.c -é.l.n o . (Por d -:. [inic ió 1) • 

4.5 PROPOSI ION 

4 8 

Si A es Ul a n i llo no" tl 'J:iéi llO y S -'/\ ~s multiplic iVél. IlJ !:!nt e 

err do, entonces S- l A e l oet heri 11 0 . 

Sea I c S -1)\ un iu "'O 1 y prob 111 0" gu '~ finitame nte 9 nera ua . 

Pa <l ;:, 110, x 
5 'él J = {x e A / - e 1 p ul.: a a l gCtn y e S} ¡ J s un -

id =- a l ct l:! A (}lrap . 2.35) i e mo 1\ e ' na l':! tll lana , xi~· ten 

x x ••• I X "n A a l es que J = + Ax + ... + Ax 
1 ' 2 ' n 2 n 

'::;t.! - l 
x 

c J deLi 1 i,c jo6 n de Ji lueg xi t - e x p 1; n y 

c~ 1 ' O) , ... , ex n 1\ tal GS q ue 
"- J 



x ~ (1 , X'I + a;¿ x + 

u x U 
n 11 '1 

x 
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a 
JI 

x 
n X I...t l X J 2 'X 2 

---+-- t 
y Y Y + ----y y y + - y ' -r + 

X -\ .x II l ' . .. I -E- ¡ p r t c: nto 

x 1 
n > 

-- J s un 9 n rador finito le r . 

,} .6 l.::JEMPLO DE: ANILLO NO Oc;'l'fU;R .L ANO 

Sea X == [ -J I lJ i X es LlIl e , ' ]JLiCÜ) liIctri co c HlFcJ c to infi,-

n ito. En d csracio m~ rico X ·e 'umpl e la propied d 5i- -

.J1..Ü nte : 

Si :¡:;' f (p us un onjUl to ccr- aJo d e: X , y si x c X y x ~' F 

-nt nc -s exi st u func :Ló¡ e tin1..1..l f: X --> JI{ 'La l yue 

{ (x ) = 1 Y [(y ) = O para t olo y " F . 

~ .a A =: e ( X, TId = conjunto de fun c i-one s continuas 

f: X -- IR i A un ,-m illo unitar io conmutarivo con l as o~~ 

racj.Oll "S 

En ste nillo , 

[f A / f(x) ~ O 

( x ) - U Y 

f(x ) = O Y 

p 

( f + g ) ( ' ) ~ J(x) t c.:~(x l 

( 191( "1 ~ f Cx ) . ~ ( x ) 

ra t.odo M e X, M f tjl , ,1 

<:lra tu "lo x r N} s un iLl 

9 ( x ) == O ; . _ ...... f t x ) + 9 ( x l 

conj unto 

al d e A, ya qu e 

- U => ( i + g ) ( x ) 

gEA => 9 ( x ) f (x) == O = > ( g f ) ( x ) 

= O 

== O 

/ 
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En X ;:::: [ - I 1 J, p a:r.'c( ~ '- d n e IN, n ~ 1 , 

e una SU ' - Ión 0 pun t o s d X; ~i para cada n 

;:::: {O, x , x x ",}, 
Il JI 11 -1- 1' 1-t 2 ' 

1" s un onj Ullt c -" r -d,d , \ s e ·U.éll ,n - 'uc e sión ~striet 
n 

m nt d e c r cj e nt d e c o njuntos cerraJos 

ya que X 
n 

f' 
n 

F el? c .. . eF _P I 
n~ '1 11 ¿ 

y 

P¿n-i:;l - .da n fOrml..!lllOS 1 1\ ;:::: e ( X , m) e l :i. -ll..!a l 

1 - {f e A / f (x) ;:::: O 
n 

para t_odo x F }. 
n I 

1 el 
n 11+1 

f E l => 
n 

(x) ;:::: O pe.: a to lo x E: F => f ( x ) ;:::: O P rQ to 
n 

do x L Jo' -/ f L 
n - 1 n+1 

Lu e g o , s -, t: i l.! n Ull Q s u ces i ó n e _ cl.Emte el. ide 1 s 

1
1 

·J.
2

c 1 c c - e J c . .. 3 • • • n , -1' 1 

_e le lte ya que s i -

x _F 
n 

y 

f (x ) == l 

es d ' clr , 

x [~- F e nt 11 '8S ex j_s t '-' f [ e (x , JR ) t a l que 
n + 1 

y f ( y) ;:::: O a ra lodo Y e F i f lO: 1 
n+1 n+J 

y 

1 c 1 • 
n t n 1- 1 

Por tanto l a su e sión rec icnt ~ de ideale~ 

. . . 1 1 J e , , • n n+ . 

f ~ 1 
1 
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no ::l c:::;L.l.c.l n -lri,-t ¡ lUL!go A = e ( " TI») es un an :i.llo que n o 

es noeh terj.élno . 

4 • 7 PROPOS lelOt 

S .a M un l\ - m6 u l n o '''' h 1::. r ia! o y U: M --> ¡VI un homo l1lor f i '; lUO 

de m6dulos . 

(' i U es .' uprdye ctiv- , e ntonces U c;s i :J mor . i ~ l11o. 

DEM O::.i T RA TON 

S "' u k~.c(Un ) = { .x: - M / Ufl( x ) ;::; O} 

U: M --> M 

Demos trelllO'" q ue U es iny ~c tiviJ. . 

U : M --.' M ke r ( U) subrn6dul de .M 
') 

Ir: M --> M 1:0.r (U 2 ) s ublu6dulo de M 

U J : M --> M 
3 ko :J:'(U ) s ubu 6d Lllo d e M 

ul!: M --> ,M k 81' (UII
) !:3 Ub106 ulo de M 

LucCjO se ti n e un s IJ CCS .i..Gn cl l:c iL!ll Le d ' subm61ulos 

? Ji - ¿ n - '1 I n ¡ 1 
k dU) ~ kC!1.: (U " ) ~ , • • ~ J.',l:dU ) c kL:.c(U ), k e,dU ) = ker ((j - ) = 

Sea x E: k e r (U) , ::; deci U( x ) = O 

'e, y t 1 qu Un( y) = X (U ll es sobrey ctiva por s er COl [JO i 

j.6n d - fUllCi s obreyec i VaS ) 



U n + 1 ( y ) =: U ( LJ n (y) ) 

= U( x ) 

= O 

n j n 
es d ' eil' Y e k e l' (U ) , de donde y E kcr (U ) 

U I1 (y ) = O 6 s'~ x = O 

Luego U ~s NYECTIVA. 

4 . 8 PROP SICION 

52 

Seu A U l a nillo n no e ther ian y se n e l conj un to d~ i de -

1 's d~ A que n o son d 9 n orac ió n f i ni t a . En t on ces 

l. n tiell e e l !l1e nto s ll1 x iIfl ¿d .es 

2 . 'roelo e l e m 'nto I,lU.x imal l e I es un idea.l primo 

o "M S 'I'n.AC10N 

l . n t ~ ~orq uc A no s noether i~ l o (Def ini c ión d e a nillo -

no e ther' uno ). Cons ideremo~ ii ord "na.do p r l a r l ~c i óll de 

ine l ubi6n y st.!a n i e S2 un sob e nj unto de n t o t a l rn'nte or-

de nado . S'a T = U 1 Y pro b C::! Htos q u e T es un i dea l que 
rd2 1 

p e rtc:n et..:e a n. Si X , Y e rl' ex isten 1
1 

e 1 
2 

e n n' t a l es 

gu' X E 1
1

, Y Y 1
2 

¡ como \-, ' es tota lmen t e ordt::nac1o , 

1
1 

C 1
2 

6 1
2 

c 1
1

, luego .x -1- y E 1
1 

Ó .x -1- Y E 1 (' e n aro-
2 

to e asas x + y E '1' . S j. x e T y A, ex i s t e Xl en ' t a l 

que x e 1
1 

i corDO 1
1 

s un :i..deaJ. , a. x E 1 Ji lue go ex x E rr. 

Po. tant-o rl' r>r' ÚJl ideal. Prob -mos po r contr adicc i ón q ue 

T no s de <j e n erac i 6n f'l i té!.. :311J?o ng mo. q u e 
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... , x } 
n 

8'0' un genera o finito d~ '1'; P ra ;ac.la i <; n, X . E T i sea 
- J,. 

l . En I 'tal que x. t. l. ; 
J. J. ¡. 

t otalme nte ordenado , exi~ 

t j <; n 'Ca l que l . e pa Cl todo J. < ni llego .x. E 
1 j J,. 

j fJ ra 

todo i <; ni ciC t 'ndrá 11..18 [{x l' x¿ r ••• , X
n

}] e I j , 'l e 'londe 

l' = Ijl 1 cUcll no pu'd s r porqul;'; I j no eS f'nitaJn ~ nte g~ 

nera • Lu go '1' no Ce! el gen rac j.~ n finita. y es un e l 1Il :" ¡ to 

de 1"1 . Por ck.Li.ni ió 1 OC:! ']' . 1 c '1' [.J' ra todo 1 t: Si I , es d e:L.: i r LjU l:! 

T , una cot ' su~~rior le n i en ~ . Su h ' prlbado qu e todo -

s ubcon jun·to tot 1m nte o ' c1 n do de 11 adroi t e un c o t s up - -

rne n ' os maxi llld1 es . 

2 . S 'a M un ,1 ' JlI ~ o l11wXililLll l~ 11 Y pr lIJemos qu es u n i ' t;:;d 1 -

p -üu . S u pongaJl\OS qu. M 10 es primo y s "' a n a , b e n A tules 

yu - t~ M j b~. M Y il b ( .Iv!. .OIllO b ~ M, M .Iv! + Ab i COlllO M es -
1-

maximal en ni M + Ab ~ n; c:!s d cir gue M + Ab es un idea l 

finjo tanl 8 nte gc..:nerad o ; s -:a1 X 
1 ' 

P 'l.ra ca la i < n , 

LX 1 ' • , • I a n 

X. 
l-

' 1 

.M + Ab ; s 

A ·ta l es que 

X,) , .. 11 " I x tales que 
11 

••• f x }] 
n 

X. 
1 

= rn. 
1 

n ]\1 y 

+ Ct.b para todo i~ n¡ 
l-

MO ;::: [( 111 1 , I!2 ' ••• , fu ) J n· y pl·Ol.lL!1lI0· qU E:! Jv1 + AL 

PQr ]10 s x M + l\b¡ ... " , x JJ ; 
JI 

I BIBLlOT CA CENTR L I 
_. IV.. IDAD DIi..~ •• ~VA ••• I 
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n 

X = 's.x. L 1 
luego 

1 

.x e Mo -1- Ab i asi , M + lb C 1'10 -1- Ab j por definic i6n d e Mo I 

M cM' du o I 

].lrob 'mas ha a g \ ' M = Mo + b (M : b); x e M ;-~> x E M - AL 

xcM_ -1- Ah => x ~ y ,- ex b, YEMa ' 
u 

E A ¡ Y ,.M porqu e No cM, 

d e GOl de e b = x - y es u lCl1e nto de M, es decir , q ue 

u e ( JIII : b) j luego exb t: b(M: b) y x c M _ -1- b(M : b ); por ta l to 
u 

M cM + b(M : b} ; por definic i6n J. Mo y (M: b ), Mo cM y 

L(JVl: b ) cM, l e '!onlc Mo +- L(.M: b ) cM . Luego , .M = MO +- b (M: b ) i 

(M: b ) es un ideal tal qu e H c (M: b); como a rf .M y a E (M: b ) I 

M (M: 
1-

b) i por s ':r' JII un el -me l to ma:dlCléll, d ~ , ( 1)1 : b ) ~: 

o s _a gu '" (.M: ' ) e '" un ideal f ' JliL arli t..: l1te g'ne rado i ::; "' d 

••• I u } un gent:!r'ado, 
ID 

finito de (M: b ); 

¿ -I 

••• I bu } es un aenerador m :;J 

f inito de Mo +- b (M: b) . 

Corno M = Mo +- L(M: b ), S s un generador fin ito de M; esto 

eó:l un · contra ~li i 6n PÚl'1 ue 1>1 E: ~;¡ . Lu -,:Jo , M es un idea l pri-

HlO. 
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4.9 I'l'OPOS C ON 

A c' un flni lo ~ n . J. clJal 'S ,fini 11Ie:! -

t 9 n r do , ton 'A ~ n ' thcri no. 

D:81JlO 'l'RACION 

Se - l\ un anj.J.lo (,;n el ual todo j,deal prirno es finit .. '\lll Ice 

~ner do. Si A no fue, ' noeLl e iano , 8xistir!a un ide 1 pr! 

1110 Iv! no f ' ni 'Utffient 9 :. ne rado (P rop. ti. 8 ) . Lu go , A deb " ser 

no ' Lh · l: ial1 ) . 

4.10 IR PO 1 ~IUN 

En 111 anill n 

, EHOS 'I'HACION 

s ~, l\. 1 n anj.llo 11 {.! th 1 ' , no JI S e, 1 A un id .0.1, Corno 1\ ~ s 

11\ u ~ her jano , t odo idea l ] ~ es finitam'n t e gen ad ; en 

pd -ticu1ar ·1 radi c al du 1 8S gunerado por un conjlnL o fini 

to; . ' .. n x, I X ¿ I ... , x e n A i l·s q U e! 
n 

r(I) = [{x" ... , x J] 
n 

ada leInen to x, pu: tenece a r( 1 ) 
1 

n 
I ' 

n , tal lue x , J· el. S 'U!TI := 
.1. 1 

I ( n , - .l ) +l . 
). 

e nju o , ormct o 

i - Ifl¡ . 1 

' 1 me ntus ele.:; 1 f rma 
i ;:: 1 

(Prop. 2 . 23 ). 

X' , 
X 1 

i 

C ' S 1 

n do e 
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Pl."obcmo p o r c ont aéli i6n, que ~Xi S t8 j , n tal que r. > .n .• 
J - J 

Supongé\l llOS qu 

Lu e g o , e xi s ·t 

n J' -1- t = x . = 
J 

r. 
1 

r. 
J-

n . pc r 
1 

< n . 
J. 

to d o i 

=> r . < n. 
l .1. 

n 
=> ¿ < 

i 
:i. = 1 

I 

I r . < 
i = -, 1 

=> m <: 111 

j < j ·tal q ue r. > 
J 

n. i 
J 

n. 
X J 

j 

t 
• x . 

J 

r. 

1 . 

'omo x J [ 1 
j 

ni e nto nces 

- l 

n 

L (n - 1) 
1. 

i = l 
n 

l: (n . -- 1) + 1 
i = l 

J_ 

(contradicc i ón ) . 

Sec1 

r 

r = n.+ ·t¡ 
j J 

s un id - al , 

n· t 
X . J • X . E l o se x. J e l; tambi.8n , por s e r 1 i_deal , 

] J ] 

r 
X 1 

1 

te [S] c 1 

1.' . 

.x J 
j 

r n x 
n 

1 i d I.;! c.1onJ~ S c 1 y P r con5i9 L1i ~:!!. 

O See .c (1) In C 1 

4.11 P.f.OPOSICION 

En un anillo H O ther ; \1 u ü A e l a ni l a d.i.c,:ü :s nilpotcn·- e. 

DEM S'l' c r ON 

$8 , U1 n 110 no t hcr i ano T sea N ~ u nilradi al ; por Pro p. 

i a l s e l rad ' c 1 de O; por ser A noethe-

rían, c xi S'-e m c l~ t 1 q Ul:! Nffi c {O}, ~ S dcci Nffi == { Ojo Lue 

JO N e nflpo -t n '- '. 
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' l. 1 2 P 1'U " l CION 

S él .f; M --;> L un J o f i;.i ll1l) eJe A-filó -lulos. 

1 ) Si f es in yt:: ti)lu y L C~ 1Ql!t: 1\-! .l. i<,.l,t1o , ntonc - M -:; no ,-

tI L!r i rt - • 

2 ) S j f es s un:! -::c tiv y M :5 noc.! tll 'x"an, n -t n c.' L (;:::¡ -

no ·~ - lter "l<lnu • 

DI~MO..; '1' I.AC 1 N 

1) , él '[ ' un sUbnlÓdl1]o le ¡VI; ¡: ('.L') "'-' 1.11 liJ6uul ut:; L () ro lJ, 

.1 S )¡ lu !g l 'x i .ste S , S fi l.' L ,ü :1u f(T) ;:= [S]; 

'C CI. S ;:= [ x ,} J x;¿ ' 

Z z, , . . . , z 
' \ I 2 11 

X;; = f(z), . .... , 

Ct , , (.(2 ' ... . . I ( 
11 

n 

. . x } i L:UIliO S e f ('l' ) exi~tcn . , 
n 

, 

l:! l ClIlentus 8 'f t l.e;:; que .x ;::: f('l ,) 
1 

X ::.:: f ( z ). Sl!iJ X 
1, 11 

T Y s"'a.n 

e n A tales que f(x ) = 

n 

,x, ; 11.1 90 
,L :L 

, 

f ( , ) = L Lt , f ( " ) 
1 L 

= f (2'0, z . ) ¡po r '" ' x' :f un mo fi s lnl) i eOlilO 
'j J. 1 1 

f es jnyC:! 

{Zl ' z , 

n 

- ivo , se i 110 qUe x = Ll1., Z ,. Por -téH to 
'\ ,L J. 

••• f Z } es un g :-. n -",l " ldor finito de '1', así M eS 
11 

III rnó Julo JlOt '~ ll!.í 'an o . 

2 ) S ' el E un "U DJII "' ,,1ulu e L; f- 1 (E) es un s ub.módulo .1 M 

(IJ~ p. J,J5 ) Y 011 H s no ' t lwr i, no ex ' :::, 'te S c i , S [.1.1 i 

't o , tul J e ,- ] (J '; 1 :::: [ ,s] ; S ~, -. {x x x , • •• I 

1 2 n 

proJ.Jl!/!' <..' j le ( f (X,) f(x . ) f ( x ) f es g~nL!ru.dor e .;:¡ f ! ... .. ! 
.!. n 



E. ']'O.lllClllOS y .. E ; ":.:rmo f ero sobrcy ctiv 'x:L., t e Z E M t~l que 

ji 

T :=; .f C:t. ) i Z '8 cJ , l. a LUJ,' Jll - Z :: In ,x, p 
1 J.. J. 

- J 
jue Z E f (El 

f-JeE} :=; [SJ. 
n 

LLl 9 y = f(z} :=; f ()' 

I\.sí, 

y L es noe theriano . 

4.~ J PPOIOS ICION 

, Y.:, } 
J J.. 

••• I 

n 

= Io"f(x ,) 
1 J. J, 

i(x }} eS u 1 9 'ne, 
n 

dor finito de E 

Si ,/\1 es un ru6 lulo nOe theJ: 'a 10 , odo s ubJliódulo ele M es n oe--

'her :Lano. 

D"MOSTRAC ON 

Sea M módulo J oeth ,1.L ' 110 Y N un subm6dulo de M. 

La func.;ión f : N -"> M 
x '\.,-> x 

un morfi ~m iny-ct ivo; 

lu - go N es n o th rl n o (Prop . 4.12 ). 

4.14 PROPO rcrON 

La int rs e _ción de uo s ,A-m6dulos noe; h _r ianos es un 1\ ,u6c1u-

lo n eL.h iallO. 

DEM S'l' l-<l\CION 

S an h y F dos A- m6duclos n o th.ri no~ ; E(\F es un A-módulo 

(3. 10 ) Y ., no t .her i no pO.I'q \l~ E('¡F cE (Prop . 4.~3). 
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4.15 rn PO '1 ION 

Se () - > L - ;- .N ~.;-.. N -;> O Ull(;j, S U C ::' ·j.60 x~c a Ul~ A -h,O-

uulos , 'n t o nces M ~ noctherian o :.:;' ji :;;ó lo e i L Y N S n 

iJl~fvl() ~i 'l'nA ' roN 

e tl1eriano s . L es lloethe rL () Pt...iI" ser f iny e ct ,i vo y M es 

nu't.hel.'i<.inL (PLOp. 3,17 y Prol . 4. 1 2 ). 

1:;]. ruóduJ. N es nUt 't h " .i.d ll::l po.cqu . ~J 's sobre:y .ct ivo y rv¡ 

. 17 }l r o p. 4. 2 } • 

-¿ ) Ahot" supo ny no s 1 e L y N son no ther i no s y pro lJe mos -

que M f~ n "' thcri ' !lo. Püra ' 11 , !:.iea 

un ,! fi U C ~s ióÍl rct.: · cn t c1<.: subJllóuul e M. L~ ~ s u: cs i o--

H eS d ·, , ' ULlIlÓ lo s 

e _ t • cg(M ) cg (M 1) C ... 
n ni-

..:;on te , :ya tiC E::s ·tos 

m6c1 los son no Lher i.'¡n03¡ s , n lTl, , ' 0 IN t ales .fuc 

- 1 (M ) == í- 1 (M ) ;:::; f"'1 (M 
.l I 2 ) == r r+1 

y 

g (M
m

) = 9 (Mili" I ) = 9 ( ll'\ II +2 ) - ... Ci s = má x (m, r l 



6 0 

L .nd f-l (M ) 
- 1 

y (M
n 

) g (M ) to :lo Jl I 
, 11..1 " ;:: .f (JIl ) y = p- r ... 

n s $ 

n ::- , . Pl' I.JCJII ti qu "" .f\1 = M p ... d t odo II > e S a x t: !Vl n ... . .:;J • 

n s Jl 

> ...; ; 9 ( x ) . 9 ( J'iJ ) Y c om 9 (M ) - ~ (J'vl ), ".x is te y cM tal ·-
(1 ~ Jl S 

que y( x ) = g ( y ) ¡ y L 11,\ PV[qu ~ M~ 'M i l Li '90 g ( x - y ) = O, 

cvn x - y e JII1 co no k :~ r 9 = 1 ( f ) 'x. ste z E L t al<...jul::! 
11 

I 
llJ 

1:( Z ) = x - y ¡ 01li0 ~{ - y .M z f - 1 ( M ) de don de I 
1I 

- 1 
Z E f (M

s
) ¡ luego i( z ) M~ , ' s d~ j.r x - y Ms ; COlll0 y C M

s
' 

x e IV] • 
s 

PI- . télnto M M Y por cO IIsi9" ui c n t e M .::; M I p,;¡ra todo n > 5 . 
s s n 

iJ..1 ) PHOP SlCI N 

0_ ' i E Y F son 1116 u1 s 1. 08tb cr '. ' 1 os , Lmt n l,.; s E x P 8..:i t In---

Li6 n no e tl~r iano . 

OEHUS 'l'Rl\ ION 

Po P J:-op. 4.1 S, E x F es no ' L:.h:ric3l1o ¡J rqul! hRY u a:;;u sión 

'X.1C t O - > E -> E x .' -::- 1.' -> U ( lJ:r. J . 3 . 19 ) 

l . 1 7 l'nOpo~a ' IuN 

1" son el O!;; A-nódul o::; l\ü 'ti cri.an )!;;, nt tlí' 0 5 E + " s 

UII i". - rilÓ ul0 nu(~ LI L! la1l0 . 

l 'RU¡ ;UA 

L func i61 f: AxB - - ;-. lo. -1- 1} e ti UJ lilo r f 's n,1o ob ey ' ctivo . 
(x , y) '\/"-> x + y 

Lu go , A + H 5 octh ' _i 1 0 (rr p. 4 , 12 Prop , 4. 1 ) 
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4.18 PRoro 1 N 

~ l M lTI A- l(lócu l o y N un SU1;11lJdul eJ. - M . Si .N S n o t llerj_ -

, > un mó lulo no ''[: 11 ' riclno. 

PIUEBA 

LcJ. uec 'ión O -> __ o> M - ,' !i -> O 
N 

M 
J.J!::l ). Lu -'go , N 's noetl c rLw (P 0l? 1J.15). 

4 .19 P1{OPO~ I 'lU ¡ 

L' M A-HlÓ E r ublll6 1ulo M. Si 
!VI M 

..:l ' \JI U o y f iC éJ,n y c e E y 
F 

no,th ' : je no::.; ·t n bi é n lo 
M son ::; 

E n , 

P lWEBA 

S f; tvl t-oJ M 
El r (x F ) ' él ];;rl f --> 

E 
x : x + 't..." ~ + 4 , .x + F 

i ) " f está iL.; ] e finid l. 

x +- E () F = Y -1- E n F ~,> x - y - ,'('¡ F 

=> x - y e 8 y x - y - F 

=~ x ~ E = Y +- E Y x + F = Y +- t 

(x + E, x + P ) = (y -1- E, Y + [ ). 

, r ( ( . -¡- l': n l" 1 + ( ~! -1- f~ (1 Jo' )) ;:: r ( ( x -1- y ) -1- En .'» 

= (x + y +- E, x +- y + }) 

;:: (( X -j - E ) +- ( y + E ), ( .X ~ , ) -1- ( y + ) ) 

= (x+E , x+F l + ( 1'+':: , -IF) 

- f (x +EnF) + f (y+EnF). 
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• J ( A ( , -1- E (\, F ) 1 ;:o f ( Ax + E 11 F) 

= ( ~x + E, ~ x + F ) 

= A ( • + E , x + F) 

A :f( X + E l ) }'). 

f (x + E n F) = f (y + E r I F ) ' _o/ (:x -1- E , X + r) = ( y + E I Y + F ) 

=) x + E :::: y + E Y X + F = Y + Jo' 

=> x - y e E y x - y e F 

=) x - y e E ('¡ P 

=> x + Er)F = y + Er, F 

tvl H 
x • TI: f - s un m6 Julo n oe 11<': _"i.él.11 0 (Prup . 4. 16 ) ¡ lu e go 

M 
EnF s t illlbié n nu~ thcri,a l lO (P r p . 4.12 ) 

4. 2 0 P1WP O", Cl ON 

S !a M un A-mó d ul o n OGth _r i ~no . Si L ~ s e l aniquilidor de M 

A A 'l -L l' e l. ,n-t u n e ' 3 L ~s un Ct .L • O n o<..: t 1L:rl.J.no. 

O}:;MOS'I'RA I ON 

1-'1 ' s un A- m6 d ulo fi nj, t "lmC¡ e ge n ., r aeo (por s e r noeth L l ano ) . 

• • • I X l! } u n ge ne J: <-l clor f in1 t 

Pl.- 1J -' Jl lO ,' LJu' l a film: i. 6 

~,ll JI :r:.f i srno i.ny(:!ct'v • 

tp l \ _/ 
J, 

de M . 

2 ' •• . , - ~; ) 
11 
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:L) "yJ - . t á b ' t!11 lef inid 11 

a i ' L ;:: L + L ~ ;> b t.·. L - -,,- ( ¡:¡ - 1Jl x ;::; Q p~ : a t odo x: E N, 

-- b ) x . ;:: O 
1. 

pal', todo i < n 

"-r'O dX . - b -X. ;:: O para o do i <, n 
J. -

.... -> e ,X . ;:: bx. , 1 ara t. d i < n 
~ J. 

-> (¿u':. 1 ' ax
2

, . . é:lX 1 ;::; (b l-J " . . bx 1 . , 
n j , ""' 2 ' . , 

n 

:.:;-> 1[1 ( él ) ~ \1' (b 

:i.··.) n \1' S Ul¡ 1101; fi :;;¡ mo l , 

• 11' ( (¿¡ -1- Ll + (b + L ) 1 ;:: I.j! \(a -I-b l + Ll ;:: (( , + b l x
l
, (a, +Llx, . .. ,( ?l+b}.x ) 

- L. n 

- ( ' X + . ~I X -1- bx
2

, c::JV _L bx ) 1 . '1 J ....... 2 ' • " ~Lr.n 1 1 

- (ax 
'1' 

L) ) - \p (o,a. i- L) ;:: ((ua ) Xl' (uGl) XL. ' ... I 

-- ( ex (ax
1

) t \J, ( éLX
2

) , .... I 

= Q (ax1 ' ::LX" , 

:::: U y' (;.¡ -1- L ) 

. .. tr , ax 1 
n 

((-ta l x ) 
n 

e (ax )} 
n 

11' (él. L) = IP (b -'-' ) . ( ¿LX , " ' J"' " il.,'i: ) = (bx , hx , ... , DX ). 
1 _ n ] 2 n 

=;> iJ.X -Bra 
i i 

.. 'lo i n 

;-~> ¿LX = Ü p.J. a todo i < n 
i j , 

~> (a - b) x ;:: 

i 
O 1 " :1ra todo i < n 

- > ( . - b l ;{ == O P ra todo x c M 

--'> iJ. - b t.. L 
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f\. 
I op. h ~ ri no (Prop. 4.16) ¡luego L s t mbié l oetlt--

r.i.d ll (1'.1:01). 4.12) 

4. 21 PEOPOSICION 

un anillo no >ttWl'L ( !le; y M es U] A- módulo d 9 , ~ n ra·-

nlú n ces M s loe heriano. 

S rtn A un c.tn :L lo J oe UlC!,r iuno y M un )\- r ódulo d e ge e , a i6n 

finit ,; s .... {x 1 ' x 
~ 

, . •• , x } UI 
n 

9 ' Ilera,dor f' ni to d M. Por 

s r A no theri~DO, 1 1fl6dul rouucto AU = A x A x. • •• A (n 

v 'ces ) es no ' thér'é'tno (l'rop . 4.1G ) i ctld e l mento x N !:j-

n 
d la iorl a x = ~u ,x , 

:1 l 
Ct , ( A. 

l 

e fUD iÓJl f: A n ---> M 

(u,)i <l1 'I/\..'\" -r 
J. 

Es un rnorfi smo soL r e y c ivo, lu - o , M es no th ri 1 0 (P 

4 .1 2 ) • 

4 . 2':l PHOPO '1 ION 

'í A es UJ ni lo no 'lb , id lO "' lltoll Ce ~¡ <.::::1 an.i.l l o de poli! 0-

J l' os A[ X] t:!S r oe Lllc .c j . .. no. 

1 EJViOS'rr\ACION 

Sea 1\ UD rd.ll D0 8 h ri no C.! 1 A[x] 111 i lea l n 1 ¡üllo 

).JJl ' nomio [x] j pr by['mos :f u _ 1 es de g n ración in1.-
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til, El conjun o J ;::;; L<:t c/\ / '-

un polinomio f E 1J es un ide e. 1 ele A ( .l?:cop. 2 , 11), eOlllo A es 

n th .. iano , J' e.:- fjnitwnente 9 11 'r:ldo , 

. ... I a n Jn 1\. t l e s '-jue J = [{ l' a
2

, . ~ .. , a 

n 
-tch él [ J lo! !:.i d e l Ll f o n 1 d c~ '- ~' LX . 0.. L 1\ i él r a. e D. el t:l. 

L L j' L 
1 

n t..!xi::;tc 1 ti 1 que f . = él . xCi + (té:nlli.n !:.i 'llll.!l ' .1." ~Jl'il-
i . 1. 1 

r. 
do cJ Ll e .l: i ) Ó sea = .X l + g. , g. lln pol inomio Il! jréldo , 

i l. 1- l . 

"" i r. '1 i s(;ú. n r = roáx { .1."2 ' r ) y H ;::: idea l d 8 [x] 
l- 1 ' 

" • Cio , n 

g e n ' ilC o po r f 1 I f 2 ' ". I n 
11 e 1 'a que f. L 1 f ara . elo -

1. 

i < n. 

Si M es 1 A-m6dulo gE::n rado po 1, X , 
2 x , r-l 

•• • I X, M s -

n ,e t l er iano por ser f i.ni - i.l.lIlcn-t e J n o aLto y l orqu e A c. n oe -

th i no ( Pr~p . 4. 2~ ); I ()M es inita me nt g - ne r a do ~or s r 

subm6dulo d l lllódulo n oc therLl M, 

. , " I } es un gl:n(;.L"éld 
III 

d 1 (\ M n ·tone ::i 

lh
1

, 11
2

, •• " m' f 1 , f 2 , ••• , . } es lln g .ner dor fi ni to -
n 

d 1 () M + H. ~ln s t .L-e lClos jU 1 :::: 1 n.M + H. 

1) " InM+Uc " 

1 n .M e 1 )j H e rr ="> 1 ( 1 _M + II e 1 

2 ) ¡, 1 e 1. n M + Ji 11 

Sea f e l , énni os :lJ grado 

:( ::::: 
m 

x + t un poI j noud.o d grad s < ro - l. 

COl ü r lOaS dos :a sos: Jll <; r 6 m > r . 



Si 1Tl <; f E: 1 (\ Mi l uego fIn M + H 

0. 2 ' 4 4 4 , a n A 
n 

Si lTi > :e , ta l s qu 
n 

a ;::: 

ll. - r· 

n 
\' a. a. 
L J. .l 
'1 

66 

(Po .fu'" a Jl i 1 o l inoltlj.o f
l 

= .f - }~ a . :E . .x 1 
J. J. 

es un p~ 

1 Ü10l1\ . () de grét]o d < 

n m-ro n e 
\" J. L a . (a.x ¿ .x = i 1 1 1 

11 

= \' a .a.x ¿ .l]' 

m-
+¿Ctg .x _i 

1 1 

dL; "to l de 

ro y.:1. que 

fl - .r . 
+ g. )x l 

l-

In (¿ a .a. ) x 
1 1 

i = l 

r. m-,I:'. 

l. J. l-u.a .x ,x 
.l J_ 

rll-r· 
+ ¿ a.g .x 1 = 

1 1 

-t- I 
m 

X 

m- ro n m m- r o 
f'J = f - \'a. f .x 1 = ax + t - ax L. 1 J_ 

¿a.g . x 1 
1 1 

m-r o 
a .y.x 

J. l 

]. 

nl-r· 
+ ¿ug.x 1 

1 .l 

m-r o 
= t - Ia.gx 1 

l 1 
e l c u 1 es un polin~ 

mi o d e grado d < m. 

Además f 1 c I po s r clifc cncü. Uí:! dos po li! owios JI . i 

f cs 1..1.n lj o l i n omj_o ele grado el < r e n ·t o ncc., 

m-ro 
f e 1 n M 'i f = f + L L~ . f . xl I n M + H. 

1 l .l 

III -r. n: a . f . X 1 C H porCJu 
1 .l 

f . t: H para todo i) . 
1 

S i f. '5 un polinomio d 9 a o d ~ r , rcp tirr~ s tant 5 v eces 
1 

como ._ e n eces rio 1 proce;jo d e ir reti tando e l eroento~ ll e H 

hasta o bte n er un po linom i.o 9 tal gue grado d e 9 < r , y se 

t n c1r§ f = 9 + h, h H; grado d 9 < r => g cl r1M. Luego 

f e 1 rt M + lI, 

f E: 1 n ~1 -1- H =-> 1 c 1 n~ + I-l, 
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.Por t éLI11: o 1 = (1M + IIi 1'0 go , 

1 ~s fi.nJ~t élJn te 9-'1l r Ldo, 

<1.2J PEOPO::,I ON 

~:n un d,nil1o A no the i.ano, cad .í lc:a1 es una in ters e ión 

finita de i~ les ' rr ~du~ibl e5 . 

PRUEBA (por eontraL ' cei6n ) 

Supollgaroos q'O ' xisten en A. i¡jer~les qUt:: no son j.nLecseceión 

fini ta de j , e 1 irr duciblcs . Entone ,5 1 conjunto B for-

m~do por lo.' i t:: l~s d A que no son int r seceión fin ' t e 

i] , .l es irreducibl - s 12_' no Vc..\cío . Corno A. ~s no th rii3.no , 

se~ M B un l em~n ro xim 1; t do l em nto de B es rt::]'O i-

ble (toclo 'd a l 1 irradue ' ble es 'OnQ il terseceión finita d ' 

id ·a.l. ' s ir ·du\..iblc' : 1 ;=: 1 (\ 1); - n par ticul r M es r -:' L uci-

bl ; luego exist~n icl ' al cs H y L tales que M ;=: H() L , M t H, 

y M 1- Lj H Y L no p L..! r -=- n e c e n al e njunto /) ya jL1e M eH , ,1'-1 L 
'1- 1-

Y M .s max ' Hlal i es decir gue II y L son int rsecci.one ·· fin i-

ta .e ideales irr du~ibl~!::i f es d e ir que existen id~al es 

irre dueibl s H" 

1 

H , 
1.. 

m 

.... , 1I , L . , 1 " n I _ 

11 = n H 
i ='1 i ' 

L = n 1 L . . COJlI .M =: 1I n L I 
1. == .J.. 

111. ... , L tales 
lLl 

lue 

M ;:: I1, n 11- (1 • •. n 1I n L n 1 n 
¿ l. 1 . 

r\ L , e~ decir que M es 
ni 

t.J..· · cJ.i.c j.6n yd lU M ' ti 
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4.~4 PHú:POSIC . ON 

En un anillo no th ~riano , oda id - 1 irreducibl. es prima--

io . 

PRUEBA 

Sei: A un an.i.ll no' t h eriano y se 1 A un id a l " reducib l e , 

s an x , y 'tal " ;; que xy El , y ~I. Pro r 100S que exist m c lN 

ro . a l que xc I. 

J?ilr -¡da 1'1 ( IN s -a J = {il - A / x n L I} i J es un i ea l y 
11 n 

c J c ... 
n 

0 11, 0 \ es no he ano exis te; Il1 L IN ' ¿¡,l que J ;:::: J P ra to-
n 111 

do n 
In m. Prob ma s ]ue (Ax + I J -1- (Ay -1- 1 ) ::; r. 

Sea z (Ax ffi 
-1- I) n -1- 1) ; Z = -x!TI -1- r , Z = by + s , a , b E A, 

r , s f i zx e 1 I ,- que zx = by - + sx y yx E: 1 i eOlt o 

11\+ 1 zx = c.:{ 

a _ J 
ITl + '} I 

a 

-1- rx , 
11+ } 

ax 

e J' pO J-gu 
JI 

J 

= zx - x e~ un e l mento de T; 

J c cir I11 
t. 1 i = - s ax p r 

In In + 1 I 

· rn 
r: 1 i as í, (Ax 

In 
z ::; ax -1- r + 1 ) ('¡ (Ay -1- 1) e 1 i t ,r .1.vi a llLl 

1 ( 11. 1 ) () (Ay 1) nto ( l\x 
In 

1) n. (Ay 1) -1- -1- o t -1- -1- = m 

Por 'er 1 ir e d ib l " , se ti e l\xJn -1- 1 - 1 6 Ay + 1 

Ay -1- 1 ¡. 1 1I 1 i lue ~o A 
!TI + 1 I, de donde In 

por UL.! y = X 

, 

lUego 

t nto 

nte , 

I. 

= Ii 

t: 1. 
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4.2 5 ETIOPOS! ION 

En un a ni.ll.o noeth "ci.Cl.no ~ el iclea. .l :L -'ne UI1¿"\ d CSC 01\lpo:;;i .... ~

ci611 rrima ~ i a . 

PRUEBA 

1 cl\ u n J. de,,"\ l, :Por );'r p, 4,23 , 

s u a int ' ~s 'c l 6n de i de ~s irr~duciL1 - S i por lrop. 

4. 24 , estos ideal s i.r educ;L l ..: ~j ~,on ErijO 'OSi 1u 90 ¡ t'e 

nc una ·l escümpo ~, icLón p .inl.:¡ria. 
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V MODULOS Y ' ANILLOS ARTINIANOS 

5 . ~l PHOl?OSI rON 

Sea M un A-ro6 ulQ, Las condj.cj.on .,:;¡ qu :;¡:i.gu n ~on eCju iv l e n 

L ' s . 

1. rfodo¡ s uc "s i6n 3 "cree ' nt., cle s u ¡nódulos de M e - e tac 10-

2. Toclo subcon junt no vacio de s ubm6dulos de M posee U1 

c l e me to nt:i.n · TIh l . 

PRUl:IlA 

1) ~> 2) 

Sec ~"l ,¡. qJ un con jl.mto e. :;iI..1blllÓ- Lllos de M y s upong ¿ullo:::; qUl.: . 

no i n un 1 men t 111 . nimal. 

S '~.:l M 1 u n su Ill '" lulCJ ue M ~ I ~2 ( &l =) lp); 0111 0 M n o ., s n¡j 11110,,-1.1 , 

-xis " M
2 

E SI ·tal que M¿ e 1'1. i OJ Il M
2 

no e s mininlal, ex i s t 
'f ' 

M] e ~-¿ t 1 qu M c.t-l c:lvj~; de ' s't a forma t ndrÍ¿unos un '" :;;u-
=t- ..::. T I 

c ~ si6n st ict mente L1ecrccicntc dl:: s uumódulos d e M. 

1Vl , e JV1 e .. . e .M
3 

e M
2 

e M " 
1I+ ' II 

la c u 1 } drí ~ ti ,r S' c io r i 0. 

2 ) =-> l ) 

E:!a LMi ) '~ un sucesión d crec il:;:ot ·· dI:;: ..,ulm6dulos de l-1¡ co 

TIlO est\C S \.lC .si6n 's un con j unto no va cío d S Llbm6dul o de 1'1 

70 



_xist(~ m E IN a l Cl u M e 
10 

7l 

mj. l ima. l , Para. s te 1] se t e ndrá. 

'1 u 0::: ]\1 :::: M para '-odo n > H\ i 1 u ~ 90 , J. a s ucesión e s es tacio-
n TI! 

nari . 

5.2 D8FINICrON 

Un 1\- l\ódulo M es ll a, rpa. u lt 1\rt ú 1j a.n !I, si sa. i s fa.ce 1 S e n -

di .iones Iuiv len es le l a prop sie~6n 5,1. 

Un anj.ll0 1\ '5 11 ':lIlla o IIl\nn lo Artt n :i.. - no " s i consider¿:~do e o 

DI un módulo 'obre é l l1l ·.sn o .:;:c' l n rnó 1110 A tinial o. 

~.3 EJEM ~ LO DE NILLO NO AHTIN .A O 

de r _c i 0nte ya que pur todo n > l 

Luego, es ta ~ucest6n no e ~s tGciOlarta . Por t a n to U s un 

anillo no Artini ano. 

5 .4 PFOPOSICION 

Si H s un A-nl6 r1 1Jl.o l\r-t ini,ano y f: M --> 1'-1 es u n morfi..,.JTIO 

i nyecl . vo ento e s f es un isonlorf ' s mo. 

DEM Q:;i 'l'HAC I ON 

rtini.:!n y $e ; M -> .M u n endoluorfis 

mo il1y et'vo. Le succsi6 de sl.lbm dülo,:; de M: 
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2 
f (M), f (ML, f CM 1. , o o o , , , 

r to O n > Ill. oJ " ~ Y L M 

= ,> fli\( y ) = f ln( f(X)) ;=> y = f ( x ) 

(f 1 S inyec iva or st,; r UD eOTIlposü:ión d funei D e in1' c 

·i .v ·:I. ]U8 O , ( ',' UI Il10.c .t :i. s. JO !:JOD l-; Y ct iv , y es , por t ) -

( , un '. !::i I.n .' E . f.i Ill o 

. .,ed f: M -> L un Inoj-fJ. sm 'le ]\- IllÓ ul S o 

v· 
• eI _ es iny ' t'vo L _s \..cti n · -lI10 e tonees M e rtirl.a 

o. 

2 • ..:Ji E T ¡; Livo y .M es A tini no ntonc S ... A t i 

ni a no. 

P P Ul:..l..J4 ' 

1. Suponem jUí ' f ' s in c.; - :vo y iJ Atti nia no , prob ~l elflüS 

jue M s Artil i no. CM) un s uce i6n decr ciente 
ji> , 

d fiU UJI1 Ó lul s Ll e H; P ' L Cüdél i > 1 L ;;:: f ( 1 . )¡ 
i J. 

y u si fil , M e ntolec s I I. M ,) ef (M }¡ como L 
nI n n+ n 
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Artiniano , x ;L~ t " r JN t 1 que L ;;:; L para todo n > r i n r 

es cleci f(H 1 = i (M ) para toLlo n > r i como f es iny c-
n r 

tivo , f(M ) -- f(N ) ;--" ;> M == M ; luego M == N para t odo -
n r n r n r 

n > ri as í, Jv1 s ArtiniéU¡o . 

2 . Sup nemos qu. f sobreyect ivo y MArtiniano ; prob r e- -

mos que L es Artinian . S~a O ~ ~ un conj unto f o rrn do -

I - 1 por subm6dulos de L i para cada fI E: O, s a H ;;:; f (H) i 

H I S un subnl6dulo el e 11 i se tie ne así un conj un to ni t- cp 

formado p r subm6dulos dI;;! M i como M e s Art iniano, xist 

S E: n ', S minimal; S s d(J 1 - forma S = f- 1 ( T ) I T e íl ¡ rr -

s minima l en íl y que 

JI c T = > f - 1 (H) c f - 1 (T) 

= > f - 1 (Il) == f - J ('1') 

=> H = T 

Lu go L es un A-m6dulo Artiniano . 

( f - 1 (T) s ndr ¡ una 1 ) 

(f es sobreyectivo ) 

5 . 6 PROPOSICION 

Si M es un módulo Art in: no, todo submódulo de M es Artinia 

no. 

PHUEBA 

Se ~ un m6 dulo A ttni no y N un su~o6dulo de M. 

Lcl. f \lI ¡ ~ i6n t: 1>1 -;> M s un mor.fú;roo iny ctivo¡ 

Luego, N s Artiniano (P rop . 5 .5 ) 
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5.7 PROp.OSrCrON 

La intersecc ' 6n ue dos ln6Julos Art in i é\nos e s un módulo Arti 

ni,ano. 

DEMOSTRACION 

S _an E y F dos m6dulo~ Ax inianos ; e l :módulo En. F Arti- -

nia no porque En F e E y E es Artiniano CP rop . 5,6 ) 

5 . 8 PROPOSrCI N 

. -. a O - > L -;> M CJ > H - ;.> O m s uc.:c. .. idn e e 1\ - m6-

dulas . En one s M es Ar ni 1 0 si y s610 i L Y N son A i -

nianos. 

PRUEBA 

1. up ngamos qu M s Artin iano y prob mos qu L y N son -

Artini nos. L e s Artin ' ano porqu f s iny c tivo y M es 

Artiniano (Pral. J .l7 Y Prop . 5 . 5 ) . 
• 

El módulo N e s Ar ini - no po r qu - 9 es sobreyectivo y M e~ 

Artiniano (Prop . 3.17 y Prop . 5 . 5 ) . 

2. Ah r s upollgalOo s que L y N son Art in ianos y probelOOs q ue 

M s Ar tin i no. Para ullo, sea 

• •• M 1 e M c... e M 2 e Mj n-r-I n 

Una s ucesi6n decrecí nte de ~ubmódulos de~. Lé\ s uc sio 

n s de subln6dulos 
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- 1 . ~ 1 
'" cf ( M2 ) cf C~1 1. 

9 CM ~ 1) c g(1'1 ) 
n 

c ... cg (M
2

) cg (M
1
), 

so n tacion ri s 'n L y N rcspcc tiv ro nt ya que stos lUÓ-

(" 11105 !;j n l\.r ini no' i sean s y r e n IN a 1es qu 

para oda n > r y 

Sea t ;::: lU x ( s , 

g (M ) ;::: g (M
t

) p 
n 

ytx) e 9 (M ) 
t 

g (x) ;::: 9 (y ) 

x - y E M • t i 

Y 

y 

c mo 

g (M ~ ) par todo n > s 

r 1 i t'rdreIUOS - 1 ) f- 1 (1'-1 ) que f (M ;::: 

r to o n :.-

COIlIO 9 (M
t

) ;::: 

e 1'-'1 porque !VI 
t 

ker 9 :-:= 1 f 
tU I 

t. • • ",,<1 n 

9 ) 
n 

cM 
n t i 

TI t 

n > t Y x EM ti 

'. ' i s te y M tal 
TI 

g (x - yl ;::: 0 , on 

z e L tal que x -

y 

que 

y ;::: f(z )¡ 

como 
- ] 

x y E M z c f (M) - L ' t I 

- 1 
ZE f ( M )¡ 

1 
lu :Jo , 

L M , e 
TI 

U -' ir x - y M ; c lila 
n 

LM , x c M. 
{l n 

Por tanto M e M y , por con s ]' guie r t , M ;::: M par to o 
t n t n 

n > t . 

Luego, L.oda :; u ~t.!~- i6 d e crcc' ' IlLc d~ s ubm6dulos de M. s cst 

c ion~rl , I r lo cUl l es Artini no. 

5 . 9 PR01JUS CION 

Si E Y F ~on m6dulos Ar t il ianos , - nto n c E x F es t c n---

bién Ar ti! ian o . 
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DEMOS'l'HAe JON 

or P rop. 5.8, E x F .. 1 A - tj I lid 10 P ,c ]u e 1 ay un s ces ión -

cxac t o --) E --~ E x F --> F --> O (P rop, 3.~9 } 

.10 PHOP SIC10N 

S:i. ,E: Y F son do A- módulos l\rt i n :i. n s , Jllon es E + F 

un A-módulo s Artin~~l o . 

DEMO STHl\ ON 

L .Eun ' ón f : A x 13 --> 1\ + 1:3 
( X / y ) "V '-+ x i - y 

Es un mo ,. sroa sobrcye ctivo , l u go, A + TI S Artini o 

(Prop. 1: . 1: Y Pro . 5.9). 

5 .11 Pior s.e ON 

S n M U l A-ruó ulo N Ul sU~Dó0ulo ] 0 M. S' M es A tiniano 

e n 't o n es ~ e s UIl mó u l o A.r: tiniCl , o . 

DEMOS'l'RAeION 

Hay Lna sucesi61 exacta 

o - > --,> 
M M --,> _ . --/ O 
N 

M 
(prop. 3.18 }, Lue go ~ es l\ tiniano (P op . 5,8 ), 

C.l2 PROPO r e ON 

M 1 
. u M un A-módu l o y Sea n E y .' SU])loó lulo " de M, Si E Y'p 

son Artiniano , b 'é M rn _n En F es Ar tiniano , 
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DEMOS'I'RACION 

M 
E y 

M 
F 

e: Artini no (Pror , 5 ,9 ) y hay un morfi smo i nyec t ! 

vo 

.!vI !VI fv1 
f : En}' --> E X l" (d t.,;IUostrac ión d e P op . 4 , l 9 ); l uego 

M 
En}' es Artiniano (Prop. 5.5 ). 

5 .13 PROPOSICION 

En un nillo rtillial o , e da iL1e 1 '"' s un sum f in i tu. de 

D1M srI'Rl\ ION 

H - mos l a p ~ u ba por co t rad i ·ci6n . S A un a ni llo Art i - -

n ié.tno 'n el cual 'x i s ten ide ~ lL!..3 que; !l O son s uena f i! it -l le 

id l e no swnables . Entone ~ '1 conjunto B formado por l os 

ide l es d A qu no son swna fi ni ta de ide l es no sumable . 

es n v cío. COlllO 7\ es Ar tinié:lno , ~" . is -e M o, M Juinillla l i 

t o o ~ l emento de l conjunto B es suro b 1 e (todo idea l 1 no s u 

mab l e es s wn finita de ideal no s Uffiélb l es : 1 = 1 + 1 ). 

tu go exis ·t n i d e l es H y L tal s qu e M = H + L, M :j. 1I Y -

M t- L ¡ Il Y L no pertone t:::n a l eon ju to /:) ya q ue H c MI L e M y 
el el 

M e s minün l· I s decir gUt:! exist id al " ::; no WIl b l 's 
11 TU 

1I 1 ' H2 , 
• liI '" I H 

n' L] , L 2 , L t 1/::. 5 que H = hr. y L = ) L . , ~ , ,. , rn 1 :í 1 1 
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Como M = H + L , M = II -1- H ., 1 _ 

e ducir que M es Ul .s u na fin i La 

-1- Un -1- L ] -1- L 2+ ... -1- LIl1 ' 

ide¡:ll S n o. s UIn blcs ; -

S . l l P I OLJOJ I 'ION 

Si A s un al1'llo Artiniano y M ~ un A-m6du l o. de g n-ración 

finitc , e ntonces M 05 A in ' ~no. 

DEHOS~,'RAC ,ON 

Sean A un nillo Artini - no, y M un A-mód ulo i ni tanl - n gu -

ne ,aJo ; se ••• I .x f un <,jene.; t:ld r fi n i ,t o d ' M. 
n 

Por ser A Artinian I el módul o AI1 = A x A x •• • x A (n VC::!C s ) 

es A tini~no (PLop. S.9); e 1 men o x E M es d e l a fonn 

x = 
11 

\' a x 
, L. i i ' 
l= l 

a., EA. L - función f : 
l 

( \J. ) " > 1 
l l 

M 
11 11 

'VVi" l o. . x . 
i = 1 l l 

Es un morfisJl1o su yt2ctj_ () , lU000 , M ~ s Art inia n o . 

5 .1 PROPOSI _ON 

En un a nil lo de Arti n tod6 'd a l primo - max im l . 

DEMO f ClON 

Se' A un nillo Arti i no. y s~ 1 e A, 1 un idea l pr i o ; co n 

s i deremo.s e l ni1 1 e co.ciente ~ . Por s~r A Ar tinian o. , ~ es 

un ni l10 Ar - iniane (pro.p. 5.ll ); por ser l un idea l pr i mo , 

A 
1 

es. u n do.llÜl iü 'nte ü. .,JO x + 1 =/- 1 u n e J Pffi nto no. nulo 

d A A dOIl ' nio 1 t 
II 

+ 1 =/- 1 , t o.do > 1; I ; por ~ - ,r 1 ro. , x p ara n 
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ID form mos el id 'a l A(x
n + 11 ; s t iene que 

es dcei , que la suees' 61 ele idea l es (A (x l1 + 1 )) n IN ~S 

decr cien te como es'c ani llo , , Artiniano x i ste r e ]N 

n 
tal yue A(x + Il - (x r + I) p~a todo n > r. 

En p rticüar A(x
u 

1 + 1) = A(x 
.L' + I) ; 

1: 1 A( 1: 1 ) .r 1 ¡' ( x r + 1 + 11 x -1-, f. X -1- . => X -1- • 

.r -1- 1 
=> X + 1 = a ( x i · 1 ), a lO: 1\ , ~ 1 . 

_O> X r -t 1 

---;:. x 
r + 1 = ( a + 1 ) Cxr + 1 + 1) 

r + 1 (a + 1 ) LX -1- I) ( x r + 1 ) x = 

(1 + 1) (x
r + 1) (a + 1) (x + r 

1) = .. > = ) (x + 

Por 
1\ 

dominio ent.e d apl if arSe la l ey e la ¡j r 
1 

un o, f:Ju c n 

tiva, 
r 

1 =1 1 i luego ya ue x + 

1 -1- 1 = (a -1- ) (x + 

Es d ec ir , de 1 inversible 
A Lu A x -1- e e n r' 9 0 

1 
es un aJOpo 

e s un iu al J11a x i dl (P p . 2.28). 

5.16 PFOPO SIC -ON 

En un a n ill 1<:; Artin, el nil.t:'ud: c.;:l. l i u 1 a l ra i .al d 

J .1cobson. 
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Sea A un - ¡tillo d e l\rtin, N ~1U ni 1 .é~clica.l R S.U ):- ~dic 1 d~ ~ 

JacoLson. Por defini c ión N es iguDl a 1 intcrs cci6n d e to 

dos 1 ~i . d ,- 1 .~ P ·i I Uo~· de A y !¿ ~ iguitl a la. in -e cci6n 

de to 10s los . d e~ü "' :;; Jllt i1O .. 1 85 do 1\. Por s r A un ani llo Ar 

t . niano, todo in Cl l p.e iruo es Illaxillla 1.; lu 90 N ;:::: J(, 

5 .17 PROIOSICION 

En un anill de A. t' n, hay úni ca Ii ~ nt8 un n(1.lnero f ' ni to d" -

ide.:Ües lU¿l xin¡cd '" • 

DI:MO'TRACI N 

Se A u al il10 d e Artil v sea 0 1 on j un ' o fo mado por 

iu .ale s d e A ue son una ··nt e.cs ~ c(;i~n in ' ta de ide.::Ües rn - -

xün l es de A¡ com A es Artiniano , hay n r2 un elero nto rni-

nim" 1 1 == 1 1 n J 2 n .. , (11 ; cada l . es un id - a l maxi1Oa1. 
11 l 

Se a M un i e 1 maxi,al d l\¡ MnI = l'1nI.f\.I ~ n ;;.(\. 1 s -
I ¿ n 

un e ] e me nto ue n y como 

1 I n 1 2 n 

es mnimill , M(\1 == 1 ; e~ d 'c ir 

n 1 cH. 
n 

OlO M -'s un e 1 P i mo (P -o p. 2.2 8), x i te j talque 

1 cM CProp. 2 . 2 4); corno l . s IDux imal , l. ;::; .M. Luego , e n 
j J J 

1\ h - Y única m · n · e n ideales max jm;:ll '5. 

5.18 PROPQSICIQN 

En un an illo d e A tin el ni1radica l es nilpo t e nte . 
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D .:.MOS THACION 

Se A un anillo Artiniano y N su nil dical; form mo~ la su 

cesi6n d c ecient ~ de i a l s de A. 

cN il Nnc ... cN!. ' c N 

Po ser A Ar -ini no, xist r c IN 1 qLlC Nr == Nn p 

n > , . Prob ," 1110 I por contr<ld' ,.; i óJ, qu Nr = O. 

l' Supong - Illos qu ' N ' ¡. O y 
' ) 

J ::. N l ' i J - = 

S i1 í2 == {I cA / I e un ilou l e IJ '1 ü}. 

') = N~ 

todo 

= J 

í2 1- lP porque J íL Se M liT l! l t..: \len to Jllinim ' 1 de í2 (r or s r 

A L i.ni. no); P Ol- cfinici6n de ~¿ , M 1- O; S a mcM tI qu'-
J 

mT 1- Oj mJ 1- 0 => AII.J '1 U -> A1 I1 E~~ -/ Am = M , ya que e~ 

mínim - l e n y I C 1'-1. 

') 

(JftJ} J == mJ ~ == mJ => (mJ)J' '1 U =-> IlIJ 12 - > nhJ = M . 

Como m e M, exist 2 
x e J t a 1 q u ' !O = rnx i mx = mx . x = mx = 111 i 

en gen ral, n 
ITIX = m para 'lo o 11 f. . Pero J == N

r = N, e 

donde x ¿ N; 1 e o , x (;S ni ll::,o t ent~ , o 'ca jU existe n > O 

till n 
O i sí , O mJ O, lo 1 COI tra que x = m = y == cu s un 

ión ¡. O. lo r 
O N nilpo--i .c ya que nJ Por t Jito N == Y s 

t nt 

5. l9 PROPOS ICION 

un UJ i110 L' l dUC el í l1 r O J - s i ua 1 un producto 

... 11 
n 

id-ales lIaxim ' le " nl nc s 
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A es un - nillo IlO thc.cia ll si y ~6lo i A es un anillo Art i 

niano. 

Dt:MOS'I'P CrON 

[O} = M J M'2 ••• M , M. lit · ximc. l,.i. n . 
n l. 

Para d i < n, A es un 
M:- mpo (po ser M. un id al In xi--

1 
j. 

mal) . 

••• I 'I' =]vI M. , 
n 1 _ 

• •• I 

Pél u cadé1 i :5.. n - 1, pdra c d a - A Y pe ad X E '1' 
i - '1 

d f'nim S 1 producto. 

-1- M.l (x + Tl = élX + T 
l 1 i 

y probemos que lá bie n d finido; para e llo , sean a E A, 

b e A , x rr. l ' Y e l' . t el 1 e s "1 u e a -1- M. == b -1- M . 1 :. -1- rr . == 
1- 1 - 1 1 J. j. 

deLe frob~r se qu ~ i1X + T 
i 

= by + '1' 
i 

+ ~1 . = b + M. =-.> él = b + e , e E M . 
1 .1 1 

X -1- r = y + rr . ~:_ > :x == y + 2 , Z E l' . 
1 J. l. 

Lu 'g ax == uy + UZ + ey -1- CZ¡ 

bz rr. porque z '1'. i CZ E '1'. Or.gw ... Z [1'. i Y e '1' . po que 
l. 1 l- ). l. 

o 

M. Y ycT. l' 
.L l. 

Así , ax - by - b z + cy +cz =', ax - by '1' => ax +'r _. Jy 
i i 

A 
es t a fa Jnd se J él. defini o un producto am, a Ez:;r ' 

1 

'r . 
1 

M 
n 
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T 
i - 1 

In E ~ ¡ con ste p o(h¡ ·to, e l g.rup 
1 

. T
i

_
1 

élbeLLa no 'I'- s un -
i 

A esp c io vecto ia~ sobre.; ~ l ~ u e rp) ; por la torma n gu 
M . 

L 

O(Jo :;;ub[f1ocl ulo d 

'1' . 
1. - 1 A un ", ubmódulo d , cono ~ li1 ódu] - 1-' -. - . M. 

1. 

T 

rl' 
] - '1 como A-módul o -T-.-

.). 

y viceversa. 

s 

En p r-tic.:ul r, i - l es un A- lliÓdu!o no the iu,no , si y s610 ---rr,--

s i s un 
A 

. H. 
1 

1. 

m6c..l ti l o no tltcr J.u, no y 
'1' . 
l- 1 

'1' . 
s un A- mó ulo 

1 

niano s i y sólo s i A ·s un 
t-l ' 

l. 

m6iulo artiniano. 

D j.gual forma I para cada a e A y pa a Ce c1,( .x e l' se def i-
n -J 

ne: e 1 pro luc ·to. 

( a + M ) x = ax. 
n 

E~tfi bien de iniclo porlu_ 

él + M = u +M 
n n 

a = L + C , c 1.,M 

=> ax = bx + e 

ex [ 'I' \ e q LlG e L M Y x e 'I' I S de.; ir ex = O 
n n Jl 

(T = ¡.¡ M ') 
J 1 "-

M = {O } ) 
n 

A. i , T 
A es un 

M n ,. J 
n 

- c"pacío vectorial y también s rá no --

thc~rÜlno como A 
M 

mOdulo si y só l o si l o es como A-módulo , 

Y s _rá rtin n 

11 

OIl IO 1\ - 106 'Iul si y só l o i l o s e mo -
1'1. 

n 
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A-m6dulo. 

Con id remos 1 s SUC siones ~xa t s. 

O M --) !\ 
1\ --> O (1 ) --;;. --.' 

I i'-1 
1 

O 
M1 

O ( 2 ) --) T --,' {vl, --> 
'1' ') 

--> 
2 

rj' 
') 

O --) '1' --,' T --> - - -) O ( 3 ) 
3 2 T 

j 

T 
O --> T --> '} ' 

n-l 
O --/ --> 

11- 2 11-] 
, (n- 2 ) 

j - ..; 

'1' 
n- 2 O ---, '1' ---> --/ -'1'-- --> O 

n - 1 11 -2 
( n-l ) 

1 - 1 

'Ul.Jong lUO S que A s oc..: tl c:1 Ü W O 

Si A c..:S noe tlle .1. no , M 'I y 
M I 

son no c..: t l e rian o s ( - r (1) Pr:op . 

4.E,) P r s .... MI () ¡..! t 11 e..: 1- ¡ dI 1 (.) I 

M I 
'1' L Y '1' 

'0 11 n >tlt \ rid l lU~ -
¿ 

( r) r (2 ) Y P o p. 4.1 

, s i s u cc::oiv · lIlL. Jl Le..: I 'l'. y so r HO \ Lll C X' iull :3 I p · .ca Lodo 

<' n - 1; o ~)L!<..l q Ut.! s ' l~ es 1l0 L:'L l '1 ian 

l.J i r no . th ~r i ano T. 
1. 

T 
i. - , 

y par -;r,- t do 
1. 

i < 

JI tO I e ~'::;O t 1\--

n -1. . e . 
'1' 

i - l 

'1' 
j 

s Ctmbién c; Ljnj ~ no , po ser e s pecio ve ct ría l ob A 
- ; 
M . 

j c' • rtj.ll . - J o por s A 
M 

n 

1. 

- esp cío 
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vecLori.3.1. Lueg T c::; - r i nüln) (Pro}), S,8 L si T 'J eS 
n~~ n -~ 

rtj.n .i a n o f 

..... o n __ rtinianos r1' ,'J' I 
11 -4 11 -5 

T 
• t , , :~ I T A' 

1 ' I 

dE:: JlIO . 

tr __ do que s i A "" S nop.theriLlIl cnton 'es A S artin' no, 

Por razon lfIiento sj_m 'lill:' I 50. pr le;1 J. qu s i 1\ es ar-' ni no -

-n t Tl 'e., 1\ es no c· thl i ?lIlO. 

S . 20 rROPOSI ION 

"'; -:> .J M UJ A-n¡6Ju l o. Ent(JncG~; ~1 ticnE~ un,) S rie 'OIUP i---

i6n s i y s610 SJ. M 'S noeLhr:riüllO y ar ini "'\no . 

DEMOS1'J~ACION 

1) SUI.' 119d11l05 qLl..:! Jlj 'LiL.!ne \11 a éI'le el · 0Inp o:;¡ l c 'ón de long~ 

tuci P y sea 

Una su' . i6n dSC n ]en - _ d o sublllódu l os de J.Vl 

":;i en s ,:.. :;; cc.;sión ltuLü ' .r: ... J:-l + 1 t é , min s cH:;;tin - s . 

JVl . 1 
~ 

cM. cfVJ . 
lp .l- p '[· l 

La suc-si6 n fin ' a 

f O} = 1'1. o e M. 1 c 1-'1 . ') c • ., C tvl . 1 M , 1 
1 ). J- ip l0i 

fVl. 2 = M ¡p+ 

formarí un ~ en ' de submódul('~ de ~1 d 10 n itud stric 

tamc nt G m.yor que }J, 10 uUl n e po~ible porque 1 ~ se-

ries d e C 1lI ·osicJ.ó l son las c<..1d n ' de 1 ngi tud III y01' 
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(.J? ro¡. 3, ¿ 5 1 . 

LU -'go , ~ J 5t , '11 e:;.i Ón tl, y '.l, l o ~jLl no 1 + ~ t é.r.minos d i tin 

t o.s i si M fue . el .L rni\yo:r: ]c ésto:;; 'ónuino $ di s t . nto s , en-
q 

d :Ü.l1\10.,;i 

M ;::; M r)~ e l t Jelo n ~ q 
11 q -

es el l ' ir , qUE:! 1 - s (;L!:;:,1on c.:s --s- ~ciün¿¡r ia , 11J go , JIIl - s un -

ni dulo etl1 c.: i a llo . 

P .C Ul l: ,J Z ün~ 1t) .i ' JJto - ulilL...lx ~jC: pn_l 'uu. l ue N ·s u n ll16 dul ar 

t inülllo. 

2 ) S llpon mos gue.M ::; un 1\ módulo no -'lile iano y r-ti n i .no , 

S'" íi ¡ ;:: {r!, c~1 / s suLJlió d 110 eJ e H y '1' ¡i tvI1 ; corno M e s 

o • 
1 

d '" '1' Y T ¡i 'r }; COJil O 'T 
1 1 1 

" 8 J O"- l JerinílO (1' o p. 4.13 ), E:!t..l '.C UJl -ü:!li1e nto ma.xim 1 u 
¿ 

LE:! t ·nurL.U Ü~ 

u 8 1 ement maxin ¡< 1 r1 -1 con ju to 

'1' 
J ' 

on '1' 
i+ 1 

M / T " 5 s uD.m0elul.o ~ '1'. Y T f '1'.} , y fonn - r~nto!:j 
l l 

l a. s uc !:ji6n d crecient ~ dL! subm6]ulo~ 

CO lfl O .M i:< tin' ... no :,:¡ 0 s uc~s ;i.6 n "'s cs t é.tC i OII ri ; ~ea p e l 

m nor s ubí die tal que '1.' ;:: T 
- n 1 

'x:Ls ti,ría T -!1, 
J,,-I 1 

IOi1Xlnlt: 1 el .1 

}l::t a t do n 

n j lu -

> p . Si T =/ 
p 
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n = ('l' M / T ' S !-:i bllióuu lo e 'r y '1' -¡. T } 
p+ '1 P P 

Luego , rr :=: lOJ 
r 

1 - succ ::;J.(.11 f ' 1 i la s e rie 

ompüs i i6n el M. 

5.2 1 ROPOSIC 0 1 

~'i r: (25 1JJl -esp c io VL!Ct.OLL", 1 de Jirn en ~ i 6n finita c ntun CL:! S 

E s un l\ - IIlÓ lulo 1 oe -1 ritl l lO y ar t i nian • 

Dl ':MOS'L'HA ~ION 

S a E un r - ,. le. cio V(~ctor i · 1 (3 dime ) s i6n f il i. ta n. 'l'odo 

s ul.lmódul o . E <-,ti un , 'Ub CS V1 Cio vectú L lal d di.rnensión f in i -

ta d '. n . S g -¡. ~ un conj unto de s u~~du1os de E; e l sub-

¡nó ulo d e dime nsión m yor s ' :í un e l 111 n o mínima 1 de O, y 

el submódulo de dilne n ión me n .r será un e l ll1en 'to rninirllal. 

Lu go E es no tlC!riano yartiniano. 

5 . 22 PROP)SI ~ ION 

S ' c! ].!: Ul K- ' ""p cio ve tori.tll. L ús ondi 'j.oncs qu !:ii:;¡uL;n 

son cquiv - 1 ent~s : 

1) E es d e nsi6n finittl 

2 , E ' s nOL~th :. i n 

3 ) E S Arti ian o . 

DE.lV10STRACI ON 

So _s d dirn n 5 i6n finita n nc E eS no t herian o y ~rt i-

ni no, po prop. 5 . 21. 
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11 2 ..... ;> 1 11 

Supongalnos LJllt::! E 's II O\::! !l J l'Üt,110 y probc.ITlos que E es de dilll n-

si6n fin ' t . Si E fue de dj J1H? n ~-;i6 n in ini 't e..¡cj.stirí un 

Si uc s i 6n .in in}, a el ' , 2 ' ; J' . " . , e , 
n 

.•• de v *ctor " ~ li--

A = {e n 1 I "2 ' ••• , e} 
n 

y 

A . Entone~s E , E ~ , 
u 1 ~ 

liI •• I 

E e l suLe 'pac io 9 n r Jo r . n 

j-l~ I 
1 

una ucesi6n er 

ci ' nl (e ~3ubc S [l cios de E lo 'ual no u de r est eio na--

ria por ser e,~t icv 111 "' nte " l'l.! " i "nLe : ~ E Y 
Tl+l n~J 

e I tE . Luego , E o p Je s~r n etheria O. 
1 I n 

1 0:1:' tall to 2 ) => 1). 

11 3) => J) 

Supongamos a hora J E s artinj no y probe wo s Su E s de 

diJllcn sión finita. Si fuerLl de dirnc nsj.6n inf ini ta. x ' sti--

rí.::J. un üu c!s i 6n ilfüüt (; l ' (:, 2 I ••• , n ' o •• de ve eto es 

linealme ll 't' ind' 'ndient 's; p<1.rCi eacla n ;>.1 S a 

D 
t 

= [e 
1 

por B . 
n 

JI -l' 1 ' ' Il -¡- 2 I 
... } y F 

n 
pa .' o de E g L! n aJo 

En 'tone s F 1 I I' 2 ' l~ J ' 111 •• , F 
n' 

'S una suc i6n dec.;r eü!n 

t el s u~nó ulos de E, la cu 1 no uede s r st eiona ia 

po ' ser s triett\,lllcnt -' d el' CiL.! 11 L.L'; ; 

e en 
1 n 

y e ~ /. 
n 11 '1' 1 
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Lu ego , 8 no pu de se ~ u "tini no ; po r t nt 3 ) => ~) . 

5 . 23 P HO SI ON 

S a A Ll.11 an illo. En o n ce.oi 1\ e:3 un ¿:¡ni llo d e Artir si só l o 

sj. 11. s noe ·lle.rit:u o y di [l l\. ;::; {O } . 

DI~MOS'I'RAC ION • 

1} Supongam s que A " un anil l o d Ar tin. 

~:n 1\ I túJ) id 'r..l L p LL lllu l !:-.i 11 i. ' ..! III lX 111 1 (j! l ' U. ..J . l S ) 

y COlfí un.lcl ~ 1 l(¡dX' w, . .L 11) pu c c1 ' !.~ ~j L r .i.r c Iu ' do pr lJ i --

ment e n otro id a l maxirnill , t o] caele n ele id al e pri-

mas n tiene so l ffielt un té l11ino ; l u _.go dim A = O. 

S 'a n Jvl,M ;¿ I •• • ,./VI l os id a l e s ln- x iJu l es de A (Prop . 5 .17) 

Si N = 1 il raJic 1 de A , sea r > O t: .1. qu e Nr = O ( Prop . 

. .. n M I [JI.J r( j e e n A 
11 

1 nil r c clical 

es igu a l a l reJ.di ' eJ.l d e J cobson (Prop . 5 .16 ). 

Entonces M.; r 
]Vl

r 
(M , nM 2 ("\ 

r Nr {I) }; • M
2 e • •• () M n ) = = n 

I..!S cl~_ i l que e l i ·<-11 U} e ' U J rúd ct d id Cl 1cs nI x i 

mal '.-'. Lu <Jo A - UJ él ill0 noct h ri. él n (P op . 5 . ';) ) . 

2 ) ";upon ill s q e es un c ri llo noe t l r i ano y dim 11. = O; -

por s r A II . h riano , { O} tiene u n o;¡ 1 scomposición p r i. -

mar (Prop . 4. 25 ) ; 1u o A 5610 ti n un ndmero inito 

d L.! id , 1 J;, rr imos m:Ln imét l s (Pro p . 2 . 3 2 ). 

SeanL
1

, L
2

, . . . , L los i 
n 

a l ·'.;;> pri.mo s minimal s e A . 
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Cad a Li es un ideal JU ximal, pr' q U e s i Mi S un ideal maxi -

ma l w l QUt2 L, cM, y L , I M' I se LenJrá UI 
1. l 

de lon-
l. 1 

g ~ tud l , 1 cu" l no C~ po~ib J e pu r se d'rn A = {O}; 

L 1 n L ') ('¡ •• • n L = N (rü Lldi :¿ll eh.: ) ¡ S; 
... n 

"> Ot. l ljH,.! 

(1' r p. 4. LL) • 

Lue go I r L r ([., n L
2 

1\ • •• (1 L 
1: N r lO) . L 2 - ) = := o sea -../ 1 1I n 

que "' 1 ideal { O J s igua l a un rod c t de i de .. l es II 3.x il1 ' 

l es . PnL t a nt A es un clnlllu art inian (Prop . 5 . 1 9 ) . 
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