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PROLOGDO

Una de las inquietudes centrales que ha estado presente en
la elaboracién de este documento, ha sido esencialmente,
realizar un estudio fundamental de dos de los mas relevan-
tes instrumentos de las transformaciones definidas por una
aplicacidn compleja, las Cénicas y la Geometria Descriptiva;
como son las Isometrias en el Plano y el Espacio, y las Si-
militudes; para lograrlo se ha tenido como fundamento el de
sarrollo de tres cusos: Algebra II, Algebra III y Geometria

Moderna, dictados por el Lic. José Javier Rivera Lazo.

Otra de las inquietudes propuestas es que el presente traba
jo se convierta en un texto de consulta de algln curso in-

troductorio de Geometria Moderna.

En el presente trabajo se suponen conocidos los temas rela-
tivos al algebra de conjuntos, relaciones y funciones, a
las estructuras de grupo y subgrupo, a las sucesiones y se-
ries, a los nmeros complejos y otros temas elementales,
que se han tomado en cuenta para desarrollar los seis capi-

tulos, los cuales se describen brevemente a continuacidn:

En el Capitulo I se desarrolla los conceptos, proposicio-
nes y ejercicios necesarios en relacidén a Espacios Vectoria

les, para la construccidén basica del capitulo II.
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En el Capitulo II se trata la construcci6én bésica de los Ls
pacios Euclidianos, sin pretender que su desarrollo sea com
pleto. Solamente se han desarrollado los conceptos, proposi

ciones y ejercicios bésicos a utilizar en el capitulo IV.

En el Capitulo III se desarrolla los conceptos fundamenta-
les de la Geometria Afin como es la nocién de aplicacidn
afin, caracterizacién de las aplicaciones Afines para la
conservacién de los baricentros, Baricentro y su utiliza-
ci6n, y las Homotecias como un ejemplo de las aplicaciones

afines.

Estos elementos, oportunamente son necesarios y Gtiles en

el cuarto, quinto y sexto capitulo.

En el Capitulo IV se procede al estudio de las Isometrias
en el plano, empezando por enunciliar definiciones, proposi-
ciones generales comunes a las isometrias del plano y del
espacio, luego se clasifican las isometrias del plano (sime
tria axial, rotacidén, traslacidn, simetria deslizante) vy
por Gltimo se define la nocidén de &ngulo de semirectas y
rectas. Estos elementos son necesarios y de gran utilidad

en el desarrollo del quinto capitulo y del sexto capitulo.

En el Capitulo V se desarrolla el estudio de las isometrias
en el Espacio, basandose en el capitulo anterior, dejando
globalmente invariante una configuracién simple: el cubo.

Ello permite la manipulacidén de las isometrias y de otras,
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como las rotaciones del espacio.

En primera instancia, del capitulo VI, se introducen las si
militudes como transformacicones que multiplican las distan-
clas por una constante positiva, luego se definen las simi-
litudes directas las cuales se escriben como la composicidn
de un desplazamiento y de una homotecia, y finalmente se es
tudia la representacién compleja de las similitudes direc-

tas.

Este trabajo ha sido fundamentado en los capitulos 20, 21 y

22 de la obra "Mathématiques"” collection N. Dimathéme.

Hemos tratado, de manera particular, reescribir en una for-
ma mias simple y compleja las demostraciones de las proposi-
ciones y ejemplos que aparecen en los Capitulos 20, 21 y 23
de esta obra, denominados "Isometrias en el Plano", "Isome-
trias en el Espacio" y "Similitudes", respectivamente, de

donde toma su titulo el presente trabajo: Tdpicos en Alge-

bra Lineal, Isometrias y Similitudes.

Finalmente, nos complace la oportunidad de expresar mis
agradecimientos al Lic. José Javier Rivera Lazo por su va-
liosa asesoria en la elaboracién de este trabajo y a la se-

nora Miriam de Y&nez por la paciencia y gentileza de mecano

grafiar el presente trabajo.
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CAPITULC I
ESPACIOS VECTORIALES

1. DEFINICIONES

1. DEFINICION.

Sea un conjunto Y dotado de una ley de composicidén interna
anotada por + llamada "adicidén" y de una ley de composicidn
externa anotada por . llamada "multiplicacidén por un real"”
asociada a toda pareja (a,§) de IR x | es un elemento de V

.

anotado por a.v.

Se dice que ({,+,.) es un IR-espacio vectorial si y solamen

te si se verifica lo siguiente:

i) (V,+) es un grupo conmutativo. Es decir:
1. La suma es una ley de composicidén interna en
> > -> >
+: VxV — V: (v,w) > vV o+ w.
-> > > ->
osea (veV ~weVl) — (v +wel)
2. La suma es acociativa en V.
> > > - -> -> , > -
¥ u,ve Y se cumple (u + v) + w = u + (v + w).
B >
3. Existe un vector neutro 0 para la suma en V.

]6 eV tal que ¥ u e\ se cumple u+0+0+u = u.

4. Todo elemento § de \ admite inverso aditivo u opues
to w de V
¥ ve V,HQ-EV tal que v+ w=w+v=20

> -> > ->
Al opuesto de v lo denotaremos con -v, O sea, W=-V.



5. La suma es conmutativa en V.
> > > > - >
v u,ve V se cumple que u + v = v + u.
ii) Cualesquiera que sean los reales a y B, y los elemen-

- > i
tos uy v de VY, se tiene que:

1. ug eV
_) -
2. u.(fR.v) = (ap).v.
3. (W4R).V = n.v + B.v.
> > - >
4. on.(utv) = a.u + w.v.
-> >
5 l.v = v

2. OBSERVACION
Los elementos de | son llamados vectores. Los elementos de
IR son escalares u operadores.

Si en la definicibén anterior, se reemplaza IR por otro cuer
po conmutativo K(D,T, ...), se define un K-espacio vecto-

rial.

3. PROPOSICION

Sea el conjunto IR de las n-uplas de IR, dotado de la adi-

cidn definida:

-> > n
Para u = (u,,Us, ..., Uy) ¥y v = (v{,Vy, ..., vp) de IR  por

> >
U+V:(U1+V], Uy + Vi, «esy Un+Vn)



y de la multiplicacién externa definida:

N n
Para A eIR vy u IR por

=Y

‘u = (hu,,xu,, ..., dup). Verificar que R" es un IR -espa-

cio vectorial.

Asociatividad de la suma en R"

- ->
Yu= (uy,us, ..., Upl, v= (vy,Ve, «.o., V) ¥
> n
W= (Wy,Wa, .«., Wp) IR se cumple:
- > -~ -> -> -
u + (v +w) = (u + v) + w

> > >
u+ (utw)

(u,,uy,...,up) +[(v1,v1,...,vn) + (W, ,Wo,.u.,wp) |

(U}, Wo,ee-,Up) +(Vvi+wW, ,Vo+Ws, ... ,Vptwy)

=(u +[vitwy ], us+[vatwo ], ..., upt[uptwp )
:([u1+v1]+w1,[u2+vz]+w2,...,[un+un]+wn)
=(u;+v,,U+vy, ..., upn+vpy) + (W, Wy, ...,Wy)
=[(u1,u2,...,un) + (vl,vz,...,vn)] + (Wi ,Wo,.0.,Wn)

- >
=(u + v) + w
Identidad para la suma en R .

]6 = (0,0,...,0) ¢eR" tal que ¥ u = (uy,usz,...,up) e IR"

se cumple

> > > > ->
u+ 0 =04+ u = u.
~ N
u+ 0= (u;,us,...,uy + (0,0,...,0).
= (u;+0,u,+0,...,uy+0)
= (ullu?r---lun)

-
= u



0 +u = (0,0,...,0) + (uy,ua,,...,un)

Il

(0O + u;,0 + uy,...,0 + uy)
= (Ulru?r---:un)

_).
= .

Inversos aditivos en IR .

> n > - n
¥ u e IR, }v = -u = (-u;,-us,...,-uy) IR tal que
> - > > 6
u+ v=v+u-=
> -
u+ v = (ui,u2,...,un) + (vy,v2,...,vn) (0,0,...,0)
> >
u+ v = (u;+v;,,ur+vs,...,un+vy) = (0,0,...,0)
uj+vy =0, ¥i = 1,2, ..., n; v, = ~u., =1,2,...,n
De donde (v,,V,,...,vy) = (-u;,~uz,...,-uy).
.. .. n.

Conmutatividad de la adicién en IR

-+ > n
Yu = (u;,Us,...,uy), v=I(vy,va,...,vy) €IR se cumple
-+ - > >
u+ v =v + u.
-> >
u + v = (Ul,U2,...,Un) + (V],Vz,...,Vn)

= (u; + vy,u; + Va,...,un + Vvn)

= (v, +u,, vy + un,..., vy + uyl.

= (VLIVZI---rVn) + (UIIUZ’I-'-IUH)°
->

>
= v + u.

+) es un grupo abeliano.

Ahora verificaremos:

-
. Para todo o,B eIR y u = (u;,us,...,Up) e IR" se cumple que
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[Ua)

(ap) 1.

Q[R(ul,uq,...,un)]

n(Ru, Rus,...,Pup)

(e[pur] alfuz], ... el pu 1)
([apr]uyr, [ap]ua, ..oy [ar]un) .
(aB) (uy,uz,...,uy).

(f) .

Para todo R IR y u = (ul,uz,...,un),
N n
v=(vi,Vv2,...,v,) IR se cumple:
> - - -
d[u + u] = u + av.
B
OL[LH‘VJ = U—[(ulruZI"'lun) + (VIIVZI"'IVn)]
= of(u, + vy, ur + va,..., Up + vp)
= (ou(uy + vy), alus + va), ..., alug + vp))
= (ou; + avi, MUz + OVy, ..., oup + avy)
= (ou;,q02,...,%uy) + (avy,ava,...,avp)
= a(uy,us,...,uy) +a(v;,vo,...,vy)
-> -
= nqu + av.
. -
Para 1 IR y u = (u;,uz,...,uy) IR se cumple
> >
l.u = u.
>
l.u = 1.(u;,u2,...,up)

(lul,lu;_,...,lu

(ur,uz2,...,up)

-
u.

Todo lo anterior nos permite decir que IR"” es un IR -~espa



cio vectorial.
4. Nota.

En particular IR, T = TR?, IR? son espacios vectoriales

5. PROPOSICION

Sea el conjunto F(B,IR) de las funciones numéricas defini-
das sobre un conjunto B. Entonces (F(B,IR),+,.) es un espa-

cio vectorial.

DEMOSTRACION

En F(B,IR) definamos la suma de funciones numéricas y el

producto de escalares por funciones mediante:

i) Si £y gefF(B,IR) entonces f+g: B > IR es tal que

(f+g) (x) = £(x) + g(x), ¥x eB.

ii) Si Ya eIR vy f ¢fF(B,IR), entonces af: B - IR es tal
que:

(af) (%) = af(x), ¥x eB.

Verifiquemos la composicidn interna de (F(B,IR) ,+)

(Vf,g eF(B,IR)) => (f + g ¢F(B,IR), por (i))

. Verifiquemos la asociatividad de (F(B,IR),+)

¥f,g,h € (B,IR) se cumple que f + (g+h) = (f+g)+h



[ £ + (g+h) ] (%)

1l
H
ke

+ (g+h) (x), por i)

= f£(x) + (g(x) + h(x)) por 1)

= (£(x) + g(x) + h(x), por asoc. de (R,+{
= [f + g](x) + h(x)., por i)

= [(f + g + h](x). , por i)

Verificar que el vector nulo es la funcidn nula.

e: B » IR definida por e(x) = 0, ¥x ¢B.

Sea f [ (B, IR)

(f + e)(x) = £f(x) + e(x), por i)
= f(x) + 0
= f(x) , por (IR,+)
luego
f +e=1¢£
Ademés
(e+f) (x) = e(x) + f(x), por i)
= 0 + f(x)
= f(x) , por (IR,+)
Luego
e + £ =1f£

Verificar que el inverso aditivo de f e[ (B,IR) es la fun-
ci6bn -f: B » IR definida por (-f) (x) = —-f(x)

¥x €B.



(-f+f) (x) = (-f)(x) + f£(x), por i)

, por (IR,+)

o sea gue

Ademés

O sea que

Verificar que la suma es conmutativa.
v f,gEV(B,]’R) se Cumple f + g =g + f.

(f+g) (x) = f(x) + g(x) , por i)

Il

(g + ) (x) , por 1i)
Luego:

f+g = g+f, ¥ £f,g ¢fF (B, IR)

g(x) + g(x) , por conmutatividad de (IR,+).

Verificar que: ¥ aeIR . f ¢[F(B,IR) se cumple o feF(B,IR)

(0 eIR . £ eF(B,IR)) => (af sF(B,IR)) se verifica por
ii)) .
Verificar que:

vo,R eIR y f eF(B,IR). Se cumple a(Bf) = (aB)f.



[a (RH) ] (x) = o[ (RE) (x)], por ii)
= (nB)f(x) , por ii)
= [ (wRr)£] (x), por ii)
Luego a(Rf) = (aB)f.

Verificar que:

va,R eIR y £ cF(B,IR) se cumple que

(a+pR)f = af + RE.

[(a+B) £] (x) = (a+B)f(x) , por ii)
= nf(x) + Rf(x), por distributividad en IR
= (af) (x) + (Bf)(x), por ii)
= (af + PRf) (x), por 1ii)

Entonces

(a+B)f = af + Bf.

Verificar que:
vo €eIR, f,g ¢e[F(B,IR). Se cumple a(f+g) = af + ag.

[a(f+g) | (%) = a(f+g(x), por 1ii)

I

a(f(x) + g(x)), por 1)

= af (x) + ag(x), por distributividad en IR

il

(uf + ag)(x), por i)
Entonces

a(f+g) = af + og.

Verificar que:

vf eF (B, IR) se cumple 1f = f.
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(1£) (x) = 1 f(x), por ii)

I

f(x), por producto en IR

Iuego 1 £ = f.

(F(B,R),+,.) es un espacio vectorial de las funciones
numéricas definidas en el conjunto no vacio B y con va-
lores en IR, con las leyes de composicidn y punto a pun

to. Los vectores de este espacio son funciones,

En particular si B = IN, el conjunto F(IN,IR) es el con
junto de sucesiones numéricas definidas sobre IN. Se

puede probar que:

(F(m,IR),+,.) es un espacio vectorial.

PROPOSICIONES

Existen ciertas proposiciones de uso constante y ligadas a la

multiplicacién externa, asi como:

1.

- , > >
0eR y uey, se cumple: Ou = 0
Ya IRy u eV, se tiene:
> >
(a+0)u = au
> > > > ->
au+Ou = aqu, y como el opuesto de au es —-(au)
se tiene:
- > -> > >
-(au) + au + Ou = =(gu) + au

>

> >
Ou = 0.

> -
Ya IR y u ey, se cumple a0 = 0
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G(G+6) = qu
- > >
au +a0 = au
-> > - -> > > >
-(au) + au + a0 = -(au) + ou, -(au) opuesto de qu.
> >
a0 = 0
- > ) >
(hu = 0) = (@ =0 & u=0).
-
Si au = 6, dos casos se presentan:
Cuando o =0y la igualdad at = 0 se verifica para cual-

. =d
quiera que sea u cV

Cuando o # 0, siendo a !

el inverso multiplicativo de

0, se tiene que:
- > >
a (ou) =0
=10
a=20
vu ¢V ~ VYo g IR,
> - >
(=o)u = o(-u) = -(au)
su + (—)u = [a + (~a)]0
>
= Ou
=0
-> > > .
Luego (-o)u = -(au), que es el opuesto de ou, (i).

G[G + (—G)]

=

> >
au + o (-u)

= 0
N
= 0
-> ->
Entonces o (-u) = —-{au), (ii).
-> ->
De (i) e (ii), tenemos: (-o)u = a(-u)
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(También —(WG) = —qu) .

5. (G # 0 ~ o = R) =» (nu = BG)

(0 #G6 ~a=28) = (0#0 -

> > >
au - fu = 0
> >
au = fu
-» > > >
6. (a #0 ~u =v) => (aqgu = av)
(o # 0 ~ u=v) = (o # 0 ~ u - v = 0)

> >
ou + a(-v) = [
-> -
ou - av = 0
- -
au = v

2. PARTES ESTABLES

1. DEFINICION

Sea Y| un parte de un espacio vectoria V.
1. Se dice que W es estable por la adicién en \ si y sbdlo
si:

(V(1,v) eWHu + v el
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2. Se dice que | es estable por la multiplicacién externa

de V si y s6lo si:

(Vo £ TR) (Vv EW)NC cW.

3. Se dice que | es estable por combinaciones lineales si

y sdlo si:

(V(a,R) €IR*)(V(U,v) eW ol + gv eW.

3. SUB-ESPACIOS VECTORIALES

1. DEFINICION

Se dice que una parte |{ de un espacio vectorial VY es un sub
espacio vectorial de V| si y s6lo si W es un espacio vecto-

rial para las dos operaciones V.

2., PROPOSICION

Una parte de un espacio vectorial { es un sub-espacio vecto
rial de V si y sb6lo si la parte es no vacfa y estable por

combinaciones lineales.

Sea W un sub-espacio vectorial de V.

Como W es estable (por definicidn I.2.1 para la multiplica-

cidén externa de |, se tiene que
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(Yo € IR) (¥ CW)@G ceW oy

(V8 € TR) (Vv €W)B§ el , de aqui tenemos que por la defini-
cién I.2.1

(W(au, B0) cH2) ou + U e W.

.- W es no vacio y estable por combinaciones lineales

Puesto que W = ¢, W contiene al menos un elemento v Yy pues-—
to que | es estable para la multiplicacién externa, se tie-

ne que: ov = 0 cW.

-5
Para todo v e, se tiene que:
> -
(-1)v = -v e .

Entonces (W,+,.) es un espacio vectorial.
3. EJEMPLO

El conjunto B de los elementos de TR” de la forma (3x,x) es

un sub-espacio vectorial de IR’?por que:

El conjunto B es una parte de IR*, no vacio, ya que (0,0),

(3,1) eB.

Como B es estable para la multiplicacién externa de IR?, te
nemos que:
(¥ ¢ IR vy u = (3u,u) €B), o(3u,u) = (3au,cu) B

Como B es estable para la adicién en IR?, tenemos que:

(¥ (ou,Bv) €B), au + Bv = (3au,cu) + (3Bv,Rv)
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= (3au + 3Bv, au + Rv) ¢B.

Entonces B es estable por combinaciones lineales.

4. INTERSECCION DE SUB-ESPACIOS VECTORIALES

1. PROPOSICION

La interseccién de una familia de sub-espacios vectoriales

de un espacio vectorial |/ es un sub-espacio vectorial de V.

si (V,+,.) es un IR-espacio, (Ti)i £I es una familia de
sub-espacios de \/, demostraremos que

T = (T. es un sub-espacio de V.
icT

T es una parte de \, no vacio por que:

> . .
0 eT., ¥1 €¢I => 0 en T.
i . i
iel

f

v
“H
=

=> T # ¢

T es estable por la multiplicacidén externa y la adicidn, de

finicidén 1.2.1. En efecto:

> >
(Vu ~ v eT,0,B €IR)
> >
=> (¥u,v ETi,a,B e IR
> > i
=> qgu T, ~ Bv €¢T., ¥i eI
i i

-> -> E
=> qgqu + Bv eTi, Yiel
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- >
=> gu + Rv eT.

. T es estable por combinaciones lineales.

5. COMBINACIONES LINEALES. FAMILIAS GENERATRICES.

1. DEFINICION

. . > > .
Sea una familia (v,,vy,...,Vvy) de vectores de un espacio

. . - .
vectorial V. Se dice que un vector v de V es una combina-

> > >

cién lineal de vectores v;,v:,...,v, si y s6lo si existe
una familia (oi,02,-..,0,) de nfimeros reales tales que:
> -> > >
vV =01V + ave + .. + apvy.
2. PROPOSICION

. . > > -* .
Sea una familia (u,,u,,...,u,) de vectores de un espacio

vectorial V. El conjunto de combinaciones lineales de los

vectores de la familia es un sub-espacio vectorial de V.

-

> > R
Sea A = (Uu,,Us,...,up) cV, entonces el conjunto de combina-

ciones lineales de los vectores de la familia es:

FEPR At i
Probaremos que (A,+,.) es un sub-espacio vectorial de V
-> - -> > . -
Sea u, = lu; + Ou, + ... + Ou,, se tiene que u, e, es de-
cir A # ¢.

Sea A un sub-espacio vectorial de V.
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[\ es estable para la multiplicacién externa y la adicién,
por definicién I.2.1.Efectivamente

(Yu ~ v ep,B ~ X £1IR)

N > n - > n -
=> fBu = B_? 0V o~ AV S A.Z §.V;
1i=1 i=1
- > n -~ n - n - n >
== P + ) = o, + ) \ . = .
fu AV B.Z oLV \'Z §.vy _Z (Bul)vi + ‘Z (Aéi)vi
i=1 i=1 i=1 i=1
EY - n ES
Bu + Av = Z (Ba. + X8 . ) v,
c i i’ 71

i=1

I
Y

Ru + Av ¢ + A es estable por combinaciones lineales.

v, > > ) .
Notaremos por V (v,,v;,...,vy) el subespacio vectorial

- - >
engendrado por (v,,Vi,...,Vph).

3. DEFINICION

Se dice que el conjunto de combinaciones lineales de vecto-
res de la familia como sub-espacio vectorial es engendrado
por la familia o que la familia es una familia generatriz

de este subespacio vectorial.

4. EJEMPLO

El conjunto de todas las combinaciones lineales de los vec-
tores 31 = (1,0,1) vy v, = (1,1,0) IR} es

A
A

I

{A](l,o,l) + )\7(1,1,0)/,\2,}\2 EIR} 6

{(x1,0,31) + (A2,22,0)/X1,)2 IR} &

e
Il

{(Ai+X2,22,21) /21,22 € IR}
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.'. A = {(xlllexa) E]——R;/Xl = Xl + Xz}

5. EJEMPLO

El conjunto de las combinaciones lineales de los vectores
vy = (1,0,0), v5 = (0,1,0) y vy = (0,0.1) IR’ es
A= 1x:(1,0,0) + 4,(0,1,0) + A5(0,0,1)/Xy,2,,%5 e IR} &

A

LAy, A2,03) /A1, 2,03 e IR} = IR?

it

Entonces {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} es una familia genera-

triz de IR?

6. INDEPENDENCIA LINEAL

1. DEFINICION

La familia de vectores A (ul,uz,...,an) cV es libre (Li-

nealmente independiente) si y sélo si la Gnica combinacién
lineal de dicha familia, cuyo resultado sea el vector nulo,
es la trivial.

Simb&6licamente

n
(A es libre] <> Wi: ) q,u, = 0 => o, = 0.



2. PROPOSICION
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Si un vector es combinacidén lineal de una familia libre, en

tonces dicha combinaci&n es ftGnica.

Demostraciodon.,

> >

- . - . - - _> = -
Sea u ¢\ combinacién lineal de la familia (u,,us, ..., n)

libre. Entonces existen escalares o5 tales que

>

63 i u
1

-
u =

Il o~ 3

i

Suponemos que existen escalares Bi tales que

-»> n —>
= .U
u .5 Ql 1
1=1
n n
- N ->
Entonces Z a.u, = ) p.u,
. ii . i1
i=1 1i=1
n n
A N > - e
es decir 2 .U, — Z R.u. =0
i 11 . i i
i=1 i=1
n > B
entonces Z (oo, = . )u, = d
i i° 71

i=1

y como la familia es libre, se deduce que
a. — R, =0 =>q¢0, =p. ¥, =1,2,...,n

.> La combinacién lineal es (nica.
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7. DEPENDENCIA LINEAL
1. DEFINICION
La familia de vectores A ¢V es ligada (Linealmente depen-

diente) si no es linealmente independiente.

La familia de vectores A c\ es ligada (linealmente depen-
diente) si y sdlo si existe una combinacidn lineal no tri-

vial de dicha familia cuyo resultado sea el vector nulo.
Simbdlicamente

n
|A es ligada] <=> []i ) AU, =0 ~ a. # 0—|
2. PROPOSICION

Toda familia en la que uno de los vectores es nulo, enton-

ces la familia es ligada.

> > >

Sea una familia u = (u;,uz,...,up)
. > >
Si uno de los vectores es nulo: uj = 0.
n
e > i
Se verifica Z a.u, = , con
. i1
=1
= U - * o o = v = . = * = = L L .
Oy G o dj—l aj+l oY aj # 0

3. PROPOSICION

Si se le agrega un vector a una familia ligada, entonces se
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obtiene una familia ligada.

»

> - -y
Sea una familia ligada U = {(u:i,u;,...,up)

. > .
Se tiene que o u, = 0 con a. no todos nulos.
i

11
1

I t~13

i
Esta combinacién lineal se puede escribir, considerando un
>

vector cualqguiera u ot
I

n
Y o.u, + 0u = Ya.u, =0
PP A n ii

que es una combinacidén lineal no trivial puesto gue a, no

son todos nulos.
4, PROPOSICION

51 se sustrae un vector de una familia libre, entonces se

obtiene una familia libre.

-> ->
Sea una familia libre U = (u,;,U3,...,Up)

Si le restamos un vector de la familia, la familia gue se

obtiene es libre por gque si ella es ligada, y se le agrega
> >

ese vector se obtiene (u;,u,...,U,) que serfa ligada de

acuerdo a la proposicién 1.7.3. Lo que es contrario a la hi

pbtesis.
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8. BASE DE UN ESPACIO VECTORIAL. COORDENADAS DE UN VECTOR,

1. DEFINICION

L. -> -> -
Una familia U = (u,;,u,,...,u

n) es una base del espacio vec-
torial YV si y solamente si U es a la vez generatriz de \ y

libre.

2. PROPOSICION

Lo -~ - -> .
Una familia U = (u,;,u,,...,u,) es una base de V si y sola-

-> - . . -
mente si todo vector u de | admite una descomposicidn.

>
X.u.
1 1 1

>
u =

1l t~3

i

y esta descomposicidn es finica. Facil de demostrar.

3. DEFINICION

Los reales x,,%X;,...,X, son las coordenadas o componentes

> - >
del vector u en la base (u,,u;,...,uy).

Se disponen las coordenadas de U en la forma de una tabla

. —>
. l1lamada matriz columna asociada de u.
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9. BASE CANONICA DE IR"

1. PROPOSICION

Los vectores gi = (0,...,0,1,0,...,0) (1 < i < n), en las
que todos los elementos son nulos menos el i-ésimo elemento
que es igual a 1, entonces los vectores gi(l < i < n) for-
man una base (gl,gz,...,gn) del espacio vectorial m".
DEMOSTRACION

Sea la familia e = (51,52,...,5n) vectores de IR" donde, pa
ra 1l < 1 < n, e, = (0,...,0,1,0,...0) en esta n-upla todos

— 1

los elementos son nulos menos el i-ésimo elemento que es

igua

La £

tos

(XIIXZI"'IXH)

1 al.

amilia e es generatriz de R" por que todos los elemen-

n .
(X,,X5,...,Xpn) de IR se escribe:

X](l,0,0,...,O) +X2(O,l,0,-..,0) + ... +

XD(OIOIOI"'Il) .

n >
= ) x.e.
T R |
i=1
I3 . - n _—) +
La familia e es libre porque toda relacibn Z Aiei = 0 se
i=1
escribe (Ay;,A,,...,Apn) = (0,0,...,0).
de donde
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2. DEFINICION

- - > ..
La base (e,,e;,...,e,) es llamada base candnica o base natu

ral de IRn

10. DIMENSION DE UN ESPACIO VECTORIAL

1. DET"INICION

Dimensién de un espacio vectorial | es el nfimero cardinal

de cualquiera de sus bases.

Si \ consiste Gnicamente en el vector nulo, diremos que su

dimensidn es cero.

En ambos casos, \ es un espacio de dimensién finita.

11. APLICACIONES LINEALES

1. DEFINICION

Sea V y W espacios vectoriales. Se llama aplicacién lineal
de V sobre W toda aplicacion I de V en | que posee las dos

propiedades de linealidad:

> >

1. (¥(4,v) eV2): p(0+v) = () + p(v)

2. (¥, EIR)(VG eV . 1%@3) = aw(a)



Las condiciones 1. y 2. se pueden reducir a la Gnica

5 R 5 > - > >
(¥(a,R) IR ) (V(u,v) V) y(aurpv) = a (u) + Py (v)
2. EJEMPLO
La aplicacién {: IR’ -——> IR

(x,y,2) — 3x + 4y + 2z

es lineal porque cualesquiera que sea a €¢IR vy (x,v,2),

(u,v,w) =IR', se tiene que:

m[(x,y,Z) + (u,v,w)] = ) (x+u,y+v,z+w)
= 3(x+u) +4 (y+v)+2(z+w)
= (3x+d4y+2z) + (3ut+dv+2w)

= [ (x,y,2)] + W[ (a,v,w)]

aW[(X,y,z)] a(3x + 4y + 22)
= 3(ax) + 4(ay) + 2(uz)

= plax,ay,az)

= W[d(x,y,z)]
3. OBSERVACION

Este tipo de aplicacién lineal es una forma lineal. M&s ge-
neralmente se llama forma lineal toda aplicacidn lineal de

un IR-espacio vectorial | en el espacio vectorial IR.

4. PROPOSICION

Sea i una aplicacién lineal del espacio vectorial | en el

espacio vectorial Y.



26

Sean 0 y 0' los vectores nulos respectivamente de Y y W,

N y
entonces (i (0) = o .

Sea u eV,

g Q) = y (u+0)

Pa) = g+ p(0)
Simplificando para w(ﬁ) obtenemos 0' = w(ﬁ).
Para todo G eV, W(—G) = —w(ﬁ)

Sea{;EV
P+ (-0 = p(a + (1))
= 111(6) = 6'
entonces m(—ﬁ) = —w(ﬁ).
pPara todo u v Gav,w(G-G) = w(G) — P (V)
b (a-v) = ¢ (ut(-v))
= p(0) + P(=-v)
= p(u) + (=) (V)
= P - ¢ (V)
Si p: V —> W es una combinacién lineal, entonces
n > n >
P ( Z aiu.) = Z Giw(u.). (1)
=1 1 =1 1
i) Si n=1 se cumple: w(ulal) = alw(Gl)
ii) Supongamos que sl1 n=k, entonces
k N k N
W(E aiui) = ; uiw(ui)
u="1 1=1

iii) Verificar que (1) se cumple para n=k+1l, es decir
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que:
K+ N K+ .
W(.} ﬂiui) = .; uim(ui)
1= 1=1
en efecto:
k+1 N k N
m(.z Wlui) = W(.Z o, ui + dk+luk+l)
1=1 1=1
k N N
= 'J'(iglw u;) + (v, qu ), por definicién T.11.1.
k‘ > >
= .%1@iW(u1) + Wk+lw(uk+l), por 1i) y definicidn
T 1.11.1
k+1 N
= .Z m_¢(ui)
l:
12. VECTORES LIBRES Y RELACION DE CHASLES

1. DEFINICION

Para toda pareja (A,B)
asociado a una pareja
transforma A en B;
simbolo:

-

AB

de puntos de P,

(A'B)

2. DEFINICION DE RELACION DE CHASLES

Para todo A,B,C P, se tiene que AB + BC =

se llama vector libre

la aplicacién lineal de P que

y que se anota en forma general por el

-
AC.



IEn general:

Para todo A,,A,, .

> ——>

A,A, + A,A; +

+ An-—?An—l

E—— N
-

+ An- A
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CAPTTULG T1

ESPACIOS  EUCLIDIANOS

1. PRODUCTO ESCALAR. (PRODUCTO INTERNO),

1. DEFINICION

Denominaremos producto escalar en un espacio vectorial | a

una funcién V x Y > IR que satisfaga a las condiciones:

u,v > 0.V
> >

¥ou,v,w eV, ¥ ¢IR:

-> -~ > - B S
1 u. (v+tw) = u.v + u.w
2. u.(Bv) = R(u.v)

>
3 u.u > 0

> - -
4 u = 0 <« u = 0

> > >
5 u.v = v.u

Dotado de un producto escalar, como tal todo espacio vecto-

rial es un espacio euclidiano.
2. EJEMPLO

La funcidn definida por

n
- N
u.v = (U,uz,..., uy).(vy,vy, ..., v,) = } u.v. es un pro

ducto interno en IR"



Por II.1.1.1

- ->

Sea u = (uy,uy, ..., uy), v=Av,v,, ..., vy,
> n
w = (w;,W2, ..., w,) £IR

> [N

c
<
+
< |
|

= (ul,uz,...,un).[(vl,vz,...,vn).(wl,wz,...,wn)]

(u,,uy,e..,u ). (v,,vy,...,vp) + (u,,u;,...,up).

(Wl,Wg,...,‘Vn)

n n
= Z u.v, + Z u.w, por definicidén
i1 i
i=1 i=1
> > > >
= u.v + u.w
Por I1.1.1.2
- . n
Sea u = (u,,uy,...,up), v=(v,,vy,...,vp) ¢IR , ¥B ¢IR.
- -
u. (Rv) = (ul,uz,.--,Un).[G(vl,vp,---,Vn)]

= (ullu7_10--lun)-(BVIIE‘VZI---IE‘VD)

n
= ) uy (Bvy)
i=1

n
= 0B z u.v.
. i
1i=1
Por II.1.1.3
- n
Sea u = (u;,us,...,un) IR
- >
u.u = {(Uu;,Uz,...,Up).(u;,uz,...,up)
n
= ) u.u
. i1
i=1
n
2
= z u
i=1



como u? > 0, u3 > 0,..., ujf > 0, tenemos

-

Por II.1.1.5

Sea

c¥

<4

I

I

(0,0, ,0)
ol - rl
=> u.u = ) (0)(0)
i=1
>
> u.u = 0 ¢IR
> n
= (u,,uy,...,up), v = (V;,Vy,...,vpn) IR
(ullUZI"run)-(VIIV?_I°"IVn) =
n
v
R A
1=1
n
Z Vl.ui
i=1

(Vy,Va,eee,Vvp).(uy,uz,...,,up)

<V
cV

31
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3. DETINICION

>

El producto escalar 0. vy, v, e, vp) =

!
c
c

N
c
o]

se llamard el producto escalar candnico en R .
4. PROPOSICION

En todo espacio euclidiano el producto escalar, de cual-

qulier vector y el vector nulo es cero.

Demostracidn

o>

0 £IR, a,u eV

> > > >

0+ (0.u) = .u

-» > -

= (0 + 0).u

it

(0.0) + (0.0)

> >

=> 0 = (0.u) por ley cancelativa en IR
-> > >

Luego: u.0 = 0.u = 0

5. DEFINICION

Se denomina espacio vectorial con producto interno al par
formado por un espacio vectorial VY junto con un producto in

terno fijo . en V.

Si V es un espacio vectorial con producto interno se define
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A

la funcidén q: V -—> IR por g(u) = G.G, llamada la forma

cuadratica asociada al producto interno . en V.

6. PROPOSICION

Sea g la forma cuadratica asociada al producto interno.

¥ u,vel, ¥ cIR, tenemos:

1. q(a) > 0, como G.G > 0 por ITI.1l.1.3
RS - - E >
2. g(u) =0 <=> u =0, come u.u = 0 <=>» u = 0 Por II.1.1.4
N ) o
3. g(Au) = A"g(u)
g(Aa) = (Aw) . (A
= Al (a0 .4
= \\7 (3 1_5)
= Azq(a)
4 q(ﬁ+$) = q(a) + 2u.v + q($)
q({3+3) = (U+V) . (U+V)
- > > >
qg(u+v) = (u+v).u + (utv).v
> > > > > o > >
= u.u + v.u + u.v + v.v

Si u = 0, de acuetrdo con la proposicidén II.1l.4, se verifica
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Si G # 0. Yo, IR, wG + av e\, por IT.1.1.3

-> > > >
0 (u + Rv).(xu + RvV)

A

-~ > o~ > >

0 < a”(a.u) + 2aB(u.v) + B2 (v.v)

- > R
haciendo n = (v.v) y P = —u.v, tenemos:

-~ >, EESEN > oS . R PESRRN

0 < (v.v)2(u.u) -2(v.v)(u.v)? + (u.v)?(v.v)

~ > > > S NN

0 < (v.v) (u.u) - (v.v)(u.v) , entonces

(0.v) 7 < (v.v) (u.u) = (u.u) (v.V)

2. NORMA
1. DEFINICION

Si V es un espacio vectorial con producto interior, denomi-

naremos longitud o norma del vector u el al nimero

Bl = @en? — v @ -+ o

2. PROPOSICION

El cuadrado de la norma de todo vector es igual al producto
escalar de dicho vector consigo mismo.

(i,e; |32 = u.0)

a2 = (+ V q())? = (+ / 4.2 = u.u.




3. PROPOSICION

Si V es un espacio vectorial con producto interior la norma

> >

verifica [u.v| < |al|vll. (Desigualdad de Schwarz) .

5 >

(u.v) * < q(u)q(G), por II.1.6.5 =

N

s > o

(u.G) i_(u.u)(@.v), por definicién II.2.1 =>

> > > > n

(u.v)* < ||| 7|fvl ", por proposicién II.2.2 =>

lu.v|? < (|4]v])?, el cuadrado de un nfmero real es igual

al cuadrado de su valor absoluto. =

A\

G.$| < HGH“GH, ya que las bases son no negativas

4. PROPOSICION

La funcién norma | ||[: V — TR verifica:

u ——> [u

> >
¥ u,veV, ¥i IR

2. Juj =0 <= 1u=20

Estas dos consecuencias son inmediatas de II.1.6.1 y

IT.1.6.2 respectivamente.

3. bl = Il

+ q(Aa), por definicidén II.2.1

+/ 2?q(1), por IT.1.6.3

| 2al
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=+ /0 g

=+ /o I¢] , por definicién IT.2.1
= |A|HGH, por definicién de valor absoluto
(Iy] =+ //A7)
> > - >
4. |ua+v| < lal + |vl (Desigualdad Triangular)
HG+§H2 :q(G+§), por definicién II.2.1

=q(a) + q(v) + 2(4.v), por IT.1.6.4
-~ -~ >
<qfu) + qglv) + 2|u||vl, por prop.Ir.2.3
=|a)?z + |92 + 2|4||V], por def. TII.2.1.
= ([af + IV’
de donde [u+v| i_HGH + |v|], ya que las bases son no ne-

gativas.

5. PROPOSICION

El producto de un vector no nulo por reciproco de su norma

es un vector de norma 1.

Sea u # ]

>

u e
Tomemos —— se verifica que:

| al
>
u 1 -
“ I 3l ‘

[l

1
Il
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3. ANGULO DE DOS VECTORES

Revisando algunos conceptos, dado un nGmero real x se defi-
nen las funciones Cos x y Sen x como los valores respecti-

vos de las series de potencias:

n .
(-1) 21
Cos x = ) o X
iéo (215'.
oo l .
Sen x = ——i:il—-x21+l.
i=0 (2i+1)!

Estas series convergen uniformemente para todo x £IR y dan

las funciones Cos: IR —> IR, Sen: IR > IR; no es dificil

2 2

verificar que (Cos x)? + (Sen x)? = 1, de donde [Cos x| <1

v |Sen x| < 1 siendo ambas funciones continuas y derivables.

Ademds, si 0 < x < 7w, la funcidén x —> Cos X es inyectiva y

define una biyeccién entre los intervalos [0,ﬂ] y [—l,l].

De lo anterior existe la funcidn inversa Arc Cos:

[-1,1] > [o,7m.].

N N .
Sean u y v dos vectores no nulos en un espacio con producto

interior. A partir de la desigualdad de Schwarz.

ja.vl o< Jalivl -

> - > > >
se deduce que ~—|ullv| u.v < [al ||« -

| A

y siendo ||u # 0 # V||, por el producto de las normas de u

+ -
y v, se tiene:
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DEFINICION

El angulo de dos vectores distintos del vector nulo u Yy v

> >
u.v

es el nfimero real o ¢[0,n]| tal que Cos a =|+||+
[af [ vi

De aqui se deduce la siguiente expresidén del producto esca-
lar en funcidn del &ngulo de los vectores u y v y de las

normas de estos:

u.v = [[4llv] cos a
4. DISTANCIA

1. DEFINICION

. » > > -
Distancia entre dos vectores u y v, en un espacio con pro-

ducto escalar, es la norma de su diferencia

B
d(U,V) = ||u"'V .
2. PROPOSICION
Sea la funcién distancia d: { x { —> IR
> > > >
(u, v) > d(u,v).
(V es un espacio vectorial dotado de producto escalar). Se

cumpleg

> >
1. dfu,v) > 0



> > - -
2. d(u,v) =0 <=> u = v
> > > >
3. d(u,v) = d(v,u)
4. d(a,v) < d(a,w) + d(w,v)

La proposicidén IT1.3.2.1 es inmediata de 1I1.2.4.1

L.a consecuencia II.3.2.2. se demuestra asi:

d(a,v) = |o-v| = 0 <=> u-v = 0, por II.2.4.2
0= v.

1

I.a consecuencia II.3.2.3 se demuestra asi:
> > > > > > > > >
d(u,v) = |u-v| = |[~(v-u)| = [v-u] = d(v.9).
ILa consecuencia II1.3.2.4 se demuestra asi:
> > >
d(u,v) = |u-v|
>

< |a-w| + |w-v]| . por IT.2.4.4

- d(u,w) + d(w,v)
5. ORTOGONAL IDAD

1. DEFINICION

Sea V un espacio vectorial con producto escalar.

S
Dos vectores u y v eV

> >
producto escalar u.v es cero.

39

son ortogonales si y solamente si el
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2. PROPCSICION (Teorema de Pit&goras).

-
Si uy vrlY son dos vectores ortogonales, entonces

(R R It R 7

FIGURA N2 1

Asi tenemos:

R S >
a+v (u.v) . (u+v)

Il

> > > > > >
= u.u + u.v + v.u + v.v

5 > >

HG + 2u.v + “3”2, por II.1.1.5

ﬂGH2 + 0 + ”;HZ, por que u Yy v son ortogonales.

1l

- -
Fall? + vl 2.

3. DEFINICION

En un espacio vectorial dotado de producto escalar V, un

5 - -> > X
conjunto de vectores {u,,u,,...,u.} es un conjunto ortogo-
nal si y solamente si dos vectores cualesquiera y distintos

de cero son ortogonales.
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4. DIEFINICION

. > > > B
Un conjunto de vectores {u,,u,,...,uy} es un espacio vecto-

rial dotado de producto escalar { se dice es una base orto-

normal si es ortocgonal y ademis Hhi“ = 1 para todo i < r;
. > - . -
es decir que ui.uj = Gij para 1 < i, j < n.
‘1 £ G = ugeuL = 0
(Una base ortonormal es tal que J
jl el => u,.u, = 1

5. EJEMPLO

; ; n
En el espacio vectorial IR con producto escalar, la bhase

> > -+
canénica {ei,e,,..,enq} es ortogonal.

La base canbénica es ortonormal por que:

e,.6, = (1,0,0,...,0).(0,1,0,...,0) = 0

> >

e,.e; = (1,0,0,...,0).(0,0,1,...,0) = 0,.

etc.

y

e,.e, = (1,0,0,...,0).(1,0,1,...,0) =1,

é,.6, = (0,1,0,...,0).(0,1,0,...,0) = 1,...etc

6. EJEMPLO

Los vectores (Kg, f;), (- K;y ié) forman una base ortonor-

mal de IR? para el producto escalar canénico.



LLa base es ortonormal,

7. PROPOSICION
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puesto que:

V2 /2 Y2, 1 1 _
R A DA S
V2 V2 V2 _ 1 1 _
R A R S S S
V2 2o V2, 1 1
2R S R S S

Todo espacio euclidiano de dimensidn finita admite una base

ortonormal.

DEMOSTRACTION

N

Sea B = {bllbll

>

...,bn} una base cualquiera.

De donde:
. > > >
i) 0 # b, eB. Por lo tanto Hbln # 0
->
b . s
El vector n, = !, es unitario por proposicidn
i |
11.2.5
ii) Supongamos por induccién que C = {c,,c,,...,Cr} €S un

conjunto ortonormal.

-> > ->
Se trata de obtener c 1 tal que {ci1,Ccy,-..,C 1} sea
r

ortonormal.

>
Sea el vector d
r
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Se cumple que d L1 ©s ortogonal a gj,Vj=l,...,r
Y

tod  ..c. = (b T (b ) .E. — o
en efecto r+l.Cj = | l ii1 'r+l'ci ci).cj =
= (b c.) E(E c)(c..c.) =0
= r+1° %5 ey r+1°%17 'C4 Cj B
d_ .2 = (B, .¢0) EB *)8.. =0
r+1'cj = r+l'cj 1:1( r+1'C1) ij
= (b ) - (b ).1 =0
= r+1° %97 7 I
Definamos
>
s _ dr+1
1 T T
| dra]
de donde ”gr+l” = 1, por proposicién II1.2.5, y en consecuen
cila

> >

-
{ci,c2,...,C 1} es ortonormal.

r+

8. EJEMPLO

En el IR-espacio vectorial (IR?,+,.) se considera la base
P

formada por
> >
b, = (1,1),b, = (-1,3)

Por i) de proposicidén II.5.7, tenemos:

D, =/ 12 + 12 = /2

> 5 1 I /2

Cl = o = — (l]l) = (7 7 “2‘)
(N

Por ii) de proposicidn II.5.7.
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(_§2 = 67 - (gz _C;l);:]
> ) 3 V2 V2
d, = (-1,3) - (- = t 5 f?)(j? P )
) V72
= (- - V2 (i= e
(-1,3) 2 (2 r7)
= (_113) - (11]—)
= (-2,2)
|14, = v3¥3 = 2/2
c, = Hd2“ = (—Kg—, i;-) .. la base {gl,gz} es ortonormal.
d»

6. SEGMENTO. DIVISION DE UN SEGMENTO EN UNA RAZON DADA

Tomando unos puntos arbitrarios x,y F,IRrl y considerando el
conjunto de puntos (vectores)
w = Bx + ay, (u,B >0, o+ =1) (1)

determinados por los nmeros no negativos a, B cuya suma es

igual a 1, se tiene

w= (1l -a)x +ay = x + aly-x) (0 < a < 1) (2)
o sea
w =y + P(x-y) (0 < g < 1) (3)

De la iqualdad (2) en el espacio IR? los puntos w completan
el segmento que une x e y. Lo anterior es debido a que el
vector w es la suma del vector x y del vector R(y-x), el

cual es colineal con y - % (ver figura 2. acontinuacidén).



R{y-x)

0
FIGURA N& 2

Por consiguiente, el conjunto de puntos

w = Bfx + ay, (a,B > 0, o + B = 1) representa un segmento

[xy] en IR’ que une los puntos x e y. Para o = 0 se tiene
w = x, para B = 0 se tiene w = y, y para cualquier

B >0 (¢ =1 -3 > 0) wes un punto arbitrario de [x y].

DEFINICION

Se llama segmento [x y] que une los puntos x,y e IR" al con-

junto de todos los puntos w de la forma

w = bx + ay(a,B > 0, aa + p = 1).

7. SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS

1. ESPACIO IR?

Un sistema de coordenadas cartesianas del espacio IR’ es el

conjunto formado por un punto 0 y por una base ortonormal

> > > > > >
(i,j,k) qgue se puede indicar por (0,1,3j,k). El punto 0 se
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denomina origen del sistema. Las rectas orientadas que pa-
san por el punto 0 dandoles la direccidén los vectores 1i,7j,
k, se denominan respectivamente: eje de las abscisas X, eje

de las ordenadas Y y eje de las cotas Z.

Z

Y.

ey

X

FIGURA N2 3

2. PLANO IR?

Un sistema de coordenadas cartesianas del plano IR? es el

conjunto formado por un punto 0 y por una base ortonormal

T2 . . T2 .

(i,j) que se indica por (0,1i,7). El punto 0 se llama origen

del sistema. Las rectas orientadas que pasan por el punto O
> >

dadndoles las direcciones los vectores i,j se denominan res-

pectivamente: eje de las abscisas X y eje de las coordenadas Y.
Y

->

By

CIGURA N2 4
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8. ECUACION VECTORIAL DE LA RECTA.

1. EN EL CASO DEL ESPACIO IR®.

Sea L una recta que pasa por el punto P cuya direccidn es

>
dada por el vector no nulo u. Para gue un punto X del espa-
cio IR’ pertenezca a la recta L es necesario y suficiente,

que exista un nlimero real « tal que:

PX = X + P = au, o ¢IR N
P
asi tenemos la ecuacidén aG
X
¥ =P - au {(a eIR) (1)
0 _

Se denomina ecuacidn de la

/

recta L. FIGURA N2 5

Si la recta L pasa por dos puntos distintos P y Q, la direc
cidén de la recta L ser&d dada por el vector - P, y la ecua

cién vectorial de la recta L es
¥ =P + a(Q - P), (a eIR) (2)
2. LN EL CASO DEL PLANO IR?

Sea la recta L que pasa por un punto P y tiene como direc-
cién el vector U # 0 del plano, la ecuacidn vectorial de L
serd precisamente (1); en el caso de que la recta L esté

definida por dos puntos P y O distintos la ecuacidén vecto-
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rial de 1. serd (2).

9. ECUACIONES PARAMETRICAS DE LA RECTA

1. SEA EL SISTEMA DE COORDENADAS (0,1i,3,k) EN EI, ESPACIO

IR?

=
Sea X = (x,y,2), P = (Xo,Y0,20) y u = (a,b,c), respectiva
mente un punto genérico de L, un punto dado de I, y un vec-

> >
tor u # 0 de direccién paralela a la recta L.

De la ecuacidn vectorial de la recta L:

X = P + au (0 #IR), tenemos:

(x,¥,2) = (X9,Y0,20) + o(a,b,c) = (xq + da, yg + ab, z9 + oc).
X = Xp *+ aa

Luego: <y = yo + ab (o ¢ IR) (3)
2 = 2 0 + ocC

L

=
en que a,b,c no son todos nulos, puesto que el vector u # 0

Asi las ecuaciones de (3) se denominan ecuaciones paramétri-
cas de la recta L, en relacidn con el sistema de coordenadas
fijado, ademas este proceso se puede plantear en forma inver
sa. En el caso que la recta L sea definida por dos puntos

A = (a;,az,a;3;) y B = (b;,b,;,b;3) las ecuaciones paramétricas

de L seran:
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Jx=a] + (b, - a;)

<y = a; + (b, - aj) (0 ¢ IR)

(z = a; + (b - aj)

Y -
En el caso del plano IR?, siendo (0,1i,j) un sistema de coor-

denadas, las ecuaciones paramétricas de la recta L que pasa

por el punto P = (xXy,yYe) y con direccidn del vector no nulo
G = (a,b) son:

[x = Xo *+ na

< (¢ € IR) (4)

[y = vy, + ab

Sea la recta L definida por los puntos distintos

P = (a;,az) vy Q = (b;,b;), las ecuaciones paramétricas de L
son
]X = a; + (by-ay)
1 (o ¢IR)
y = a, + (b,-ay)

en relacién al sistema fijado.

10. ECUACION VECTORIAL DEL PLANO

Sean A un punto de un plano P, Gl Yy Gz dos vectores lineal-
mente independientes paralelos a P. En estas condiciones los
vectores ﬁ],ﬁz y (X-A) con X gP, son siempre linealmente de-
pendientes y asi, para cada X rP existen siempre dos nfimeros
reales ¢, y w,, tales que:

> >
AX = X-A = au; + a,usn.



y

FIGURA N2 6

Asi tenemos la ecuacidn
> -
X = A + nnu; + asrus (('TLI,W.? ¢ IR) (5)

y es llamada ecuacidén vectorial del plano P.

Reciprocamente, el conjunto de puntos X del espacio IR® ta-

les que

> .
X = A + ajuy + aus (Ci,],ﬂ,z £ IR)

> - . . .
con u; y u, linealmente independientes, es un plano que pa-

sa por el punto A y es paralelo a las direcciones de los

> -
vectores u; y u;.

En el caso que el plano P sea determinado por tres puntos
A,B y C no colineales, la direccién del plano P sera dada
por los vectores B-A y C-A que son linealmente independien-

tes, y la ecuacidén vectorial del plano P es:

X =2 + a;(B-A) + «a,(C-h) (ay,02 eIR) .
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11. FECUACIONES PARAMETRICAS DE UN PLANO

>

Sean (0,1,3j,k) un sistema de coordenadas del espacio IR® vy

P un plano gue pasa por el punto A = (Xy,Ye,2Z9) y de direc-
- -

cién dada por los vectores u; = (a,,b,.c;) v u, = (as,b,,c3)

(31 Y G; son linealmente independientes).

. - -»
Siendo X = A + n,u, + n,u- (v, ,00> £ IR)

en relacién al sistema de coordenadas fijado se tiene:

(x,¥,2) = (Xg,¥Y0,290) + o (a,,b,,cy) + as(a,,bs,c5)
X = xXqg *+ w1, + wras

Luego: <y =y, + ai1b, + «ayb, (), £ IR) (5)
z = Zg + 0oy cyp + WoCo

que se denominan ecuaciones paramétricas del plano P.

Reciprocamente, dado el sistema de ecuaciones lineales (5),
se encuentra el plano P en el espacio IR® que contiene un
punto de coordenadas (X,,Y0,20) ¥y tiene como direccidn la
del par de vectores (a,,b,,c,) y (az,b:,c2) que son lineal-
mente independientes en relacién al sistema de coordenadas

fijado.

En el caso en gue el plano P esté determinado por tres pun-
tos A = (x1,¥1,21), B = (X2,v2,22) v C = (X3,Y3,Z31), Nno co-

liniales, siendo (X,-X1, V2-Y1, Z22-21) YV (X3~X1, Y3-Y1 .
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Zz3-21) las coordenadas de los vectores B - A y C - A dan la

direccidn del plano P, con ecuaciones paramnétricas de P:

1+ g (x=x%y) + ar(x3-x)

A —
bd
Il

N
I

vi + o (ye-y1) + ar(ya-y1) (1,02 £1IR)

z = 21 + a1 (z2-27) + ax(z3-2,)

en relacidén al sistema de coordenadas fijado.

12. ECUACION GENERAL DEL PLANO EN EL ESPACIO IR’

La eliminacidén (Posible) de a, y a, del sistema (5) nos da

una ecuacidn cartesiana del plano P:
Ax + By + Cz + D = 0

donde A,B,C y D son ntmeros reales, A,B y C no simultdnea-

mente nulos.

13. ECUACION GENERAL DE LA RECTA L EN EL PLANO IR’

La eliminacidén (posible) de « del sistema (4) nos d&a una

ecuacisén cartesiana de la recta L: Ax + By + C = 0

donde A,By C ¢ IR no simultAneamente nulos.

14. PROPIEDADES

1. Una recta en el espacio estd contenida en una infinidad
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de planos.
2. Dos rectas paralelas determina un plano

3. Una recta es paralela a un plano si y s8lo si la recta

es paralela a una recta contenida en el plano.

4. Dos planos son perpendiculares si y sblo si existe una

recta contenida en uno de los planos que es perpendicu-

lar al otro plano.

5. Una recta es perpendicular a un Plano si y sdlo si la

recta es perpendicular a un recta contenida en él plano.

15. PROYECCION DE UN VECTOR SOBRE OTRO

- - .
Sea u y v dos vectores de un espacio con producto escalar,

> > .
e v # 0. Entonces existe un escalar o, tal que

- > >
(u - av) |v

en efecto

<4
|

> > > >
(u - av).v = 0 => u.

o
<y R

<+
<V¥



N
u-nvAe T o - 74
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FIGURA N2 7.

El vector

> > >
- u.v > _ u.v v
W =3 VE 0" -

v.v | vl fivl

se llama proyeccidén ortogonal de 4 sobre V.

PR . -> >
Identificaremos la proyeccidn ortogonal de u sobre v con el

nimero real

- . - -
Particularmente, si v es un vector de m6dulo 1, se tiene

—
P> u = u.v.
v



CAPITULO TITI
GEOMETRIA  AFIN

1. APLICACION AFIN

1. DEFINICION

Una aplicacién f: | —> H es una aplicacidn

n —> A

afin si:

it

Para todo A,B,C cH, [Aé uAgj => [ATE‘ = uATg'],

A',B',C'" ¢ H, o £IR.

2. APLICACION LINEAL ASOCIADA A UNA APLICACION AFIN.

1. PROPOSICION
Sea f: H —> H una aplicacién afin.

A —> A

— —> ——— —
v A,B,C,DeHl, [AB = CcD] => [A'B' = C'D'].
DEMOSTRACION

—_— —
Si AB = CD, entonces ABDC es un paralelogramo; Sea I el pun

to medio comGn a los segmentos [AD] y [BC].
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B
\\\ I le
Al
C' !
FIGURA N® 8
Dl
Las igualdades:
— —— — _—
IA = - ID e 1IB = -IC
N . —_—— -
implican I'A' = - I'D' e I'B' = - I'C', por ser f afin.

Los segmentos [A'D'] y [B'C'] con el mismo punto medio

I', por consiguiente A'B'D'C' es un paralelogramo entonces
—_ —
A'B' = C'D'.

2. DEFINICION

Sea una aplicacién afin f: H— H: Mm — M'. La aplicacidn
lineal asociada a f es la aplicacién 0: H —> H definida

por la relacidn:

Il
z
z

>
Para todo M,N E}L O (MN)
3. PROPOSICIONES

> o>
Sea a,b vectores de II y o« £IR, entonces se cumple:
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2. 0(a +Db) = 0(a) + 0(b).

Prueba de IIT. 2.3.1

—

— -> > . -
Sea a = MN y o.a = MP. Se tiene que Mp = o MN .

M'P' por definicién II1T.4.1.

—_

= aM'N'

il

D(n.a) = 6(MP)

>
= g.0(a)
Prueba de III.2.3.2

Sea a = MN vy E = NP
—> —_— —

O(a + b) = O(MP) = M'P' = M'N' + N'P"

OBSERVACION 1

La aplicacién 0 con estas dos propiedades, es una Aplica-

cidén Lineal.
OBSERVACION 2

Esta funcidén § es invariable si f lo es, su inversa es la

funcidén e_l(ﬂﬁ) = f“‘(MSf'”(N), la cual seri tambien una

funcidn lineal.

I



4, DEFINICION

La aplicacién 0: H —> H es lineal porque verifica:
> > > > >
Yu,v ¢H, O(utv) = 0 (u) + 0(v),
> > >
Yu eH, Yo ¢IR. O(gu) = ab@(u).

5. PROPOSICION

ELl conjunto de aplicaciones afines biyectivas de H en H do-

tado de la ley composicidn (0), es un grupo no conmutativo.
Este conjunto es el Grupo Afin de H.

Demostracidn

Demostrar que el conjunto de aplicaciones afines biyectivas
de H en H, que lo anotaremos por J, dotado de la ley compo-

sicién, es un grupo no conmutativo.
Cerradura.
Sea f y g eJ. Probar que f og = h eJ.

Es decir Probar que:

h =fog: H
A

> H es una aplicacién afin, es decir que:
> h(A) f(g(A))

i

¥ A,B,C eH, [AC = QAB| = [f(g(a)) £(g(C))] =

Como g es una aplicacidén afin biyectiva de H en H
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¥ A,B,

@)
-
s
[—
>
QY
I
=
m‘(
—— |
|
a
>
Q
N
I

ag(A)g(B)

[
»

a eIR,g(A),qg(B),g(C) <H.

Como f es una aplicacién afin biyectiva de H en H.

Yg(a), g(B), g(C)e }.

> >

[g(B)g(0) = pg(Ag®)] = [£la(m) Elq(0) = 2Elga) £lq(B)) ]

>
=

B eIR,f(g(A)),£f(g(B)),f(g(C)) eH.
Entonces

—_——

AB = QAC => g(A)g(C) = Qg(p)g(B) , por ser g afin.
- > >
=> f(g(A)) £f(g(C)) = Rf(g(A))£f(g(B)), por ser f

afin.

Luego f og es afin.

Identidad

Probaremos que la funcidén identidad f es una aplicacidn

afin biyectiva.

Existe la funcidén identidad que cumple

>
> £{(A) = A

A

¥ A,B,C eh, [gﬁ = aﬂé] => [AB = qi%], o e1IR.

Inversos.

Para que f~! €J se debe probar que

> —_—

v A,B,C eHl,[AC = aAB] => [£-1(A)£-'(C) = af~'(A)F~'(B)],n €IR.




60

Como f es una aplicacién afin biyectiva la aplicacién 1li-
neal asociada a f es 0 la cual es invarsible,

—>

— - 1 > 1 . . .
¥ A,B,C cH, AC = nAB => A7 (AC) = A~ ' (AB), por definicibn
IIT.2.2.

—- H"(AE) = u@—l(AE),e—l es lineal
—— e S )

= f~ YA £ (C) = af"H(A)Ef(B), o IR

por III. 1.4.2.

Observacitn.

Toda funcién lineal inyectiva de H en H es biyectiva.

3. BARICENTRO DE n PUNTOS PONDERADOS (Ai,ci)

1. DEFINICION

Un punto ponderado de H es una pareja (A,«) donde A el vy
o €IR.
Sean n puntos ponderados a (Ai,ni) de H.

(n eN*, ie{1,...,n}).

Funcidn vectorial de Leibniz.

(relativa a n puntos ponderados (Ai,ai))

Sea H el conjunto de vectores de H.

f: H

> H

M
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es llamada funcion vectorial de Leibniz.

2. PROPOSICION

La funcién vectorial de Leibniz relativa a n puntos pondera

dos (Ai,qi) es:

n
1) Biyectiva cuando Z a. # 0;
i=1 1
n
2) Constante cuando Z o, = 0.
i=1

Demostracién de 1).

Inyectividad.

Probar que:

Para un par de elementos M,N ¢H se cumple:

f(M) = £(N) => M = N
n — n —
£(M) = f£(N) => ) (a.MA.) = ) (a.NA.) (por Definicién
. 1 1 . 1 1
i=1 i=1
IIT.3.1)

n n
- — —>

=> ) (uMA) - ] (aNA) =0
i=1 i=1
n —— —=> >

= ) (a,MA. - _NA.) = 0
L i1
i=1
n — — > -

=> )} a.(MA, - NA,) =0
i=1
n . — ,

—> ) o (MR, + AN) = 0
. 1 1 1
i=1

3

=
i
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r\l. —r >
£(M) = £(N) > ) rx.i(MN) =0
i=1
n .
=3 2 nL) MN o= [
i=1
N n
=~ MN = 0, ) a. # O
i=1
=> M = N
Sobre vyectividad.
> ) _ )
Sea v un vector cualquiera de H. Probar que existe una prei

magen Gnica M en H por f.

Serd necesario resolver para:

> n g
v = Z oL HMA .
: i i
i=1
Los cual equivale a:
n . s
- —
v= )0, (MA + A A.)
: i
i=1
n N n R—_—
= nLMA, ‘ZldiAlAi
i=1 1=
> n Y n >
v = { Z o.) MA, + Z o AA
. i
i=1 i=1
n -
Si Z ay # 0, entonces v tiene una Gnica preimagen M, por:
i=1
n —— n —_ > N
() o)AM= le ByAL - v
i=1 =
n — > N
o TRt 1
AIM = SR
¢
L m'l
i=1



f es biyectiva.

3. PROPOSICION

Sea (Al,al),...,(An,@n) una familia

o~

Si

-

1

i

Frobaremos que G es Unico.

4. DEFINICION

El punto G es llamado baricentro de n puntos ponderados

o)

(Ai’ i

' o # 0, existe un {inico punto

n
a. GA. - Z ai
i=1
—_— >
(. GA, o.G'A
1
. —>
a.(GA. + A.G")
1 1
—>
ai(GG ) = 0
—> >
ui) GG' =0
1
n
i=1
GI

¥

de puntos ponderados.

(e

63

n
G tal que Z a.GA. =0
i=1 ot
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5. PROPOSICION

n
Para n puntos ponderados (Ai,ui), donde z N # 0, las pro-
’ i=1

posiciones son eguivalentes:
1) G es el baricentro de n puntos ponderados.

2) Para todo 0 eH, (

| ~13
]
=
Qv
1]

II'L\/J:S
o
o
=1

n n
3) Existe un 0 ¢H. ( ) 0.) 06 = ) (.0A ).

Demostracitn 1) => 2).

Sea f la funcién de Leibniz f(G) = 0 £H, G es el baricentro

de n puntos ponderados (Ai,ai). Tenemos

n - -
£(G) = 0 => ) o, GA, = 6, Por definicién IIT.3.1.

i=1 bt
n N N

=> Y o.(0h, - 0G) =0, w0 eH.
LT
i=1
n —> n — >

— Yo, 0A, - () a,)06 =0, woef.
L i Lod
i=1 i=1

Demostracidn 2) => 3).
Como para todo 0 € H se cumple

m,)d&
1+ i

(

1

e~ 3
Il
| t~3

—
(aiOAi), entonces si existe un 0 €H se cum-
1
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—_—
a. )0G =
1t i

—

ple ( (aiOAi).

1

e~13
o~ 3

Demostracion 3) => 1).

Como existe un 0 ¢H se cumple

n —

n —

(_2 @006 = ] (0,0a;) de donde

i=1 i=1

n n n

Z o d& = Z @.da Z n. # 0
i=1 * i=1 -t i=1 *

n . —> n N n

'E (,\'..(OAi + AiG) = _Z m.OAi , Z o # 0
i=1 i=1 i=1

n _— n - n —_ n

Z o.0A. + E a;A.G = Z o.0A , Z o. #0
i=1 i=1 Tt i=1 T i=1 *
n n

.
Zu” AG = 6, z ., #0
=1+t i=1 *

entonces existe el baricentro G de n puntos ponderados

(Ai,@i) Por proposicién IIT.3.3. y de definicién III.3.4

6. PROPOSICION

Si A # B y C ¢ (AB) entonces existe escalares o y B tales

que o + p = 1 y C es el baricentro de (A,a) y (B,B)
Demostracibn,

Utilizando la ecuacidn vectorial de la recta:




A FIGURA N2 9
donde A(XA,YA) % B(XB,YB)
H L) + - = = - 4
Luego: X, = X + t(Xy = X,) = X, = (-t)X, + (1 + t)3
= + = v = -
Yo=Y, ob (Y, 0 ¥) = Y. = (-t)Y, 4 (14 B)Y

El baricentro es:

= Y = (o + Y+
C (XC C) (aXA BXB, @YA BYB)
donde oo = -t vy £ = 1+t, t IR
7. PROPOSICION
Sean dos puntos ponderados (A,;,1l) vy (A,,1).

El baricentro G de (A,,1l) vy (A;,1l) es el punto medio del

segmento [Al AZJ.
Demostracidn.

(Ay,00) p—— e o (Ay,02)

FIGURA N2 10

N



67

2 — >
Por proposicién IITI.3.3, Z o GAi =0
i=1
Sea 0 ¢}, un origen arbitrario.
2
— — N
Entonces: ) a.(GO + 0A_.) = 0
_ i i
i=1
—— — — — >
(Y_lGO + !.'\i.QGO + f_\t'loA] + 'Y)OA_'} =0
luego:
—_— —— —_—
2(30 + U]\] + 0]\?_ = 6 ’ Q8] = 03 = l-
s — —
20G = 0A; + 0A,
. — 1 = -
Al OG = E(OAI + OA?)

Particularmente si 0 se coloca en la posicién de A; se tie-

ne:
—_— 1 > —>
Z\IG = i—(AlA] + A]Az)
> l—> > N
AlG = jAlAZ 7 AlAl =0

8. PROPOSICION

Sea un triadngulo ABC.

El baricentro G de (A,,a), (A;,1), Aj3,l) es el centro de

gravedad del tridngulo ABC.

Demostraciodn.



68

FIGURA N2 11

3
L

N
n.GA. = 0

Por proposicién 4.3.2.1.,
i

i

Sea 0 £H, un origen arbitrario.

——

o — — ~ ——> — 5
1 (GO + 0A,) + a,(GO + 0A ) + a53(GO0 + 0A,) = 0.

Luego:
— —— — - — >
GO + OA, + GO + OBA, + GO + OBAs = 0, 6, = 0 = 05 = 1.

—

>

—_— — -
3G0 + OAI + 0A2 4 OA:; = 0

- —> — —

30G = 0Ay + 0A, + 0N,
— 1 —> — —
0G = 3‘ (OAI + OA; + OAq)

De la figura 11 A] es el punto medio de A; y A;, es decir,
reemplacemos (A:2,1) y (As,1) por (A},2), Luego G es el bari
centro entre (A},2) vy (A;,1); en donde

-

1, = -

Particularmente si 0 se coloca en la posicibén de A,, se tie
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4. APLICACION AFIN Y BARICENTRO

1. PROPOSICION

Las aplicaciones afines de | en H son las aplicaciones que
conservan el baricentro de todo conjunto de n puntos ponde-

rados de H.

Probar que la aplicacién afin f conserva el baricentro de n

puntos ponderados.

Sea f una aplicacién afin de H en H. La imagen por f de un

punto A es anotada por A'.

Sea 0 la aplicacién lineal asociada a £, G el baricentro de

n puntos ponderados (Ai,ui) v 0 eH.

Se tiene:

entonces:
S o! N ‘ n N
0‘_(121%)04 = GkizlaiOAi), 0 eH
® es lineal
n . n N
(] a;) 0 (06) = ] o008, 0 chH.
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De donde:

f(G) es entonces el baricentro de los n puntos ponderados

Probar que: La aplicacién g de H en H que conserva el bari-

centro de n puntos ponderados es una aplicacidn afin.
Sea A,B y C el tales que AC = AB donde o # 1.
Se tiene que:
— -
(-1)AC + oAB = O;

A es entonces el baricentro de (C,-1) y (B,a). (Proposicidn

IIT.3.3 y Definicidén III.3.4)

Por consiguiente, A' es el baricentro de (C',-1) y (B',a)

> -

se dia de A'C' = aA'B'.

-+ g es una aplicacidn afin.

5. PROPOSICIONES DE LOS BARICENTROS

1. PROPOSICION

Si K es el conjunto de los baricentros de n puntos Ajy si f
es una aplicacidén afin de K en H, entonces f(K) es el con-

junto de baricentros de los n puntos f(Ai).

Sea K = {G ¢ H/G es baricentro de los n puntos Ai}
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Sea G £K

}01, ..., tal gque G es el baricentro de los n puntos pon-
n

derados (Ay,~"y), ..., (A ,an), por proposicidén IIT.4.1 £ (G)

n
es el baricentro de los n puntos ponderados

(EAY) o)y e, (E(A ), ).
n n

f(G) es un baricentro de los n puntos f(Al),...,f(An)

f(K) esta incluido en el conjunto de los baricentros

de los n puntos f(Ai).

Sea x que pertenece al conjunto de los baricentros de los n

puntos f(Ai).

q@ pe ey tal gue % es el baricentro de los n puntos
! n

ponderados (f(Al),ul),...(f(An),un).

Sea y el baricentro de los n puntos ponderados

(A ), (Az,az),...,(An, rl). Por lo anterior, f(y) es el

baricentro de los n puntos ponderados:

(f(Al),al),(f(Az),02),...,(f(An),un). Como el baricentro de
n puntos ponderados es Gnico entonces f(y) = x, de donde

x ¢ £(K).

Luego f£(K) = conjunto de baricentros de los n puntos

2. PROPOSICTION

El conjunto de baricentros de dos puntos distintos A y B de
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H es la recta (AR).

Sea M «H se tiene que:

—_— . >
M e (AB) <=> [{oeIR: AM = aAB]

La

—_— —_— >

== [JQEIR, tal que: AM - «AB = 0

— — —
AM - o (AM + MB) )

-

- -
(1-1x)2AM + gBM = 6, es declir que M es baricentro
de (A,l1-q) vy (B,m)]

<-> M es un baricentro de A y B.

PROPOSICION

imagen de una recta por una aplicacién afin f es una rec

ta o es un punto.

Demostracidn

i)

ii)

Sea d una recta de H. Si la restriccién de f a d es

constante, f(d) es un punto.

Si existen dos puntos distintos A y B de la recta d en
tonces las imdgenes respectivas por f son f£(A) y f(B)
siendo f(A) # f(B). La recta d es el conjunto de bari-
centros de los puntos A y B, entonces f(d) es el con-
junto de los baricentros de los puntos f(A) y £f(B)

(por proposicién IIT.5.1., III.5.2)

La imagen de una recta por una aplicacién afin f es

una recta.



4, PROPOSICION

El conjunto de baricentros de dos puntos distintos A v B

afectados de coeficientes positivos es el segmento [AB].

M E[AB] <= []m >0,r >0, AM = aiﬁ

- - >
AM - aAB = 0, 0 < o < 1

— -
AM - o(AM + MB) = 0, 0 < o < 1
- > >
(L - 0)AM + 0AM = 0 ; (l-g) =8 > 0, a > 0]
<=2 M es baricentro de (A,c) vy (B,a).

5. PROPOSICION
Sean A7,B,C tres puntos no alineados de H.

El conjunto de baricentros de puntos A,B y C es el plano

(ABC) .

Para todo punto M de H, se tiene:

— — —
[M e (ABC)] <=> [Ja,BelR, AM = aAB + BAC.
— —> —
AM - oAB - BAC = O

— — —

> B — .
AM - o(AM+MB) - B(AM+MC) = 0
—-> -~ — >
(L-n-B)AM + oBM + BCM = O
<=> []G,BEIR, M es baricentro de

(A,1-a-R), (B,a), (C,B)]

<=> [M es un baricentro de A,B y C].

73
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6. PROPOSICION

La imagen de un plano por una aplicacidén afin f es un plano,

o una recta, o un punto.
Demostracién.

Sea P un plano de K. Si la restriccidén de f a P es constan-
te, f(P) es un punto. Si no, existen tres puntos distintos
A,B y C alineados del plano P con imdgenes respectivas por
f, £(a), £(B) y f£(C), son distintas. Si la restriccidén de f
a P es la recta d de P, d es el conjunto de baricentros pa-
ra los puntos A y B (A y C 6 By C), entonces f(d) es el
conjunto de los baricentros de los puntos f(A) y £(B) (f(A)

y f£(C) & £(B) y f(C)), por proposiciones III.5.1 y III.5.2.

La imagen de una recta d de P por una aplicacidn afin f

es una recta.

Si no, existen tres puntos distintos A,B y C no alinea-
dos del plano P con imdgenes respectivas por f, f(A),
f(B) yv £(C), son distintos. El plano P es el conjunto
de los baricentros de los puntos A,B y C, entonces f(D)
es el conjunto de los baricentros de los puntos f(A),

f(B) y f£(C), por proposiciones III.5.1 y IIT1.5.2.

La imagen de un plano por una aplicacién afin f es un

plano.
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7. PROPOSICION
Sea f una aplicacidén afin.

Si f es una aplicacidn inyectiva de |} en H, entonces f es

biyectiva.

Demostracidn

f inyectiva => O(Ag) = f(na)f(B) es funcién lineal inyectiva.
=> 0 es funcidén lineal biyectiva.

Sea 0~! la funcidén inversa de 0.

Si 07! (AB) = AC definamos g(B) = C. Esta funcién g es la in

versa de f. Luego f es biyectiva.

8. PROPOSICION

Sea f una aplicacién afin de H en H, sea 4, y d, dos rectas

paralelas de H.

Si f(d,) es una recta, entonces f(d,) es una recta paralela

a f(dl).
Demostracidn

Sea f: H — | wuna aplicacién afin
M > M!
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2

FIGURA N< 12
Sea G un vector director de la recta d; y asi de la recta
d, por ser d, paralela a d,. Existe A,Bed, y C,Ded, tales

>

—_— >
que u = AB = CD.

— —

Se sabe entonces que A'B' = C'D' por que f es afin.

f(d,;) es una recta, los puntos A' y B' son distintos (f(d,)
es el conjunto de los baricentros de A' y B'): Por consi-
guiente C' # D' y entonces, f(d;), no es un punto, es una

recta, por proposicién ITIT.5.3.

Por otra parte, las rectas f(d;) y f(d;) tienen un vector

director comun: A'B'.

. f(d,) y £(d,) son paralelas.

9. PROPOSICION

Sea f una aplicacidén afin.



Si P, y P, son dos planos paralelos de H y si f(P,) es un

plano, entonces f(P»,) es un plano paralelo a f(P,).

Demostracidn.

Sea d, una recta contenida en P,.

Si P, y P, son paralelos, existe d, recta contenida en P,

y paralela a la recta d;.

Por proposicidén III.5.8, la recta f(d,;) es paralela a la

recta f(d,).

Luego, toda recta del plano f£(P,) es paralela a una recta

de f(Pz)

.- f(P,) es paralelo al plano f(P,).

6. HOMOTECIAS

1. DEFINICION

Sea I un punto de || u un real k no nulo.

La aplicacién h: } > H tal que IM' = kIM,
M — M

es llamada homotecia de centro I y de razdn k.

77
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FIGURA N2 13

2. PROPOSICION
Sea k rIR/{0,11},

Una aplicacién h: H ——+ H es una homotecia de razdén K si
A N

y solamente si, para todos los puntos A y B de imdgenes res

pectivas A' y B' por h, se tiene

~

i —
A'B' = kAB.

Sea h una homotecia de razdén k, A y B dos puntos de H de ima

genes respectivas A' y B' por h.

FIGURA N2 14



Fntonces a partir de la figura, tenemos por definicidn

ITI. 6.1.
TB' = kIB, k ¢ IR/{0,1}
TA' = KIA, k r IR/{0,1)
entonces

—

IB' - IA' = kIB - kIA, k £IR/{0,1}

—_ e - —
IB' - IA'" = k(TB - IA)

IB' + A'T = k(IB + AT)

A >
— — —_—
A'I + IB' = k(AT + IBR)
% .
A'B" = kAB, por relacidn de Chasles.

3. PROPOSICION

Toda homotecia de H es biyectiva.

Probaremos que la homotecia h: H
M

> M'
de razdn k es inyectiva.

o

M' = N' => M'N' = 0
,—4> >
=> kMN = 0, k ¢IR/{0,1} por proposicién III.6.2
T >
=> MN = 0
=> M =N
Luego, la homotecia h es inyectiva, entonces por proposicidn

ITIT.5.7 h es biyectiva.



CAPITULO TV

ISOMETRIAS EN EL PLANC

1. GRUPO DE ISOMETRIAS

1. DEFINICION

Una isometria de H es una aplicacién f: H —> H que conser-

A —> A

va las distancias; es decir que:

Q.
=
=
il

d(A],Az) ’ A]IA?_ EH'

2. PROPOSICION

Si f y g son isometrias entonces la composicidén g o f es una

isometria.

DEMOSTRACION

Como f es una isometria, tenemos que:

f: H — H ; entonces
£

A > (A)=A"

d(f(a), f£(B)) = d(A,B),A,B e}. (1)
como g es una isometria, tenemos que:

g: H—> H

A' —> g(p'), entonces
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Luego, g o f: H —=" H
A —> (gof) ()

entonces

A(g(£f(A)), g(f(B)) = d(f(n),f(B))

= d(a,B), »,B eH, por (1)

g of es una isometria por definicién IV.1.1
3. PROPOSICION

Si f es una isometria de H entonces:

- > —
12 f conserva el producto escalar: (AB.CD = A'BT.C'D")

22 f es una biyeccidén afin.

DEMOSTRACION
Sea f: H —> H wuna isometria.
A —> A
Sea A,B,C e}, probar la igualdad.
— T
> >
A'C'.A'B' = AC.AB.
L. . o, >, > >,
Utilizando la relacidn (u-v) = u° - 2uv + v° tenemos:
- _— —_— >

2A'C'.A'B' = A'C'? + A'B'? - (A'C' - A'B'") 2.

= d’(a',c') + a’(a',B') - d?(r',c')

= d*(aA,C) + d*(A,B) - d*(B,C), por ser una isome

tria.
>0 2 o 2
= AC + AB - (AC - AQ)

Il
N
>
@)
5
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DEMOSTRACION

1) Para demostrar que f cs afin serd suficiente verificar
que :
- - — - i
AC = oAB se transforme en A'C' = aA'B',
—_— —— —— —— _—— —_—
(A'C' _ CLAIBI).? — A1C|2 _ 2quci_AlBl + H?’Ava
0 IR 2 2
= AC” ~ 20AC.AB + n“AB

= (AC - GAB)? = 0

de donde XTS. = NA}E'
ii) Demostrar que f es biyectiva.
Sea A,B e H; A' = £(n), B' = £(B) e}
"f(aA) = £(B) entonces A = B"
A' = B' entonces d(A',B') = 0
entonces d(A,B) = 0, por ser f isometria
entonces A = B.

DEMOSTRACION DE 1%

->

>
Verifiquemos la igualdad AB.CD = A'B'.C'D'.

Busquemos un bipunto de origen A que represente al vector

CD.

(¢,D) = (A,D) - (A,QC)

De aqui
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(CID) = (AIA) + (OID'—C)
- (A,A + D-C) = (A,H), de donde AH = CD
Asi:
N N N N e > e —
AB.CD = AB.AH = A'B'.A'H' = A'B'.C'D'; por proposicidn
I171.2.1

4, PROPOSICION:

Si g es una isometria de ||, entonces su reciproca es isone

tria.

DEMOSTRACION

1

Para que g~ sea una isometria, debe probarse que:

o e > H
A —» g '(p); tal que
d(g~'(a),g"'"(B) = d(a,B), A,B ¢},
Sea g una isometria de | tal que
g: H— |
A —s> g(A), d(g(n), g(B)) = d4(A,B), A,B e H.

Sean g '(A),g ' (B) ¢ H, por ser g isometria es biyectiva.
(proposicidén IV.1.3)

entonces

d(g(g-1(Rn)), glg-'(B))) = d(g-'(n),g~ ' (B))

d(a,B)

Il
o
Q
|

=

Q
1
o

g-! es isometria
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5. PROPOSICION

El conjunto de isometrfas de H es un subgrupo del grupo de

las aplicaciones afines biyectivas de }.
Cerradura.
Se cumple de acuerdo a la propesicidn IV.1.2

Identidad.

Probaremos que la funcidén identidad f es una isometria.

Como existe la funcidn: f: H —> H
f

entonces
acf(n),£(B)) = d(n,B)

d(a,R)
Nota: Tdentidad: IdH

Il
o8
~
oo}
o
s}
~

Inversos

Se cumple de acuerdo a la proposicidén IvV.1.4

6. PROPOSTICION

La imagen de una recta I. por una isometria f de P es enton-

ces una recta.

N e . Ry _\ -M |
[ BIBLIOTF A CENTRAL |
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DEMOSTRACION

Sea A(x,;,y1), B(x,,v2) ¢L, A # B.

Entonces f(A) # f(B), f{(p), f(B) €L, va que las isometrias
son inyectivas, entonces f(L) es el conjunto de baricentros

de los puntos f(A) y f(B), por propesicidn ITT.5.3.

2. PUNTOS INVARIANTES DE UNA ISOMETRIA

1. DEFINICION

Dada una aplicacién f: H —> H, se dice gue un punto A es

un punto fijo (o invariante) de f si £(A) = A.
2. PROPOSICION

Sean f,g dos transformaciones del plano P (aplicaciones de

P en P) g se supone biyectiva, y
Sea f = qofo g !
Demostrar que f es biyectiva si y sb6lo si £ 1o es.

DEMOSTRACION

Como f es biyectiva f ! es su inversa, luego

i) Fof ! =(gofog ) o (gof 'og™!)



1i)

1)

- A o
asi f

l

1

goIdfog !

gog ™'

4P

(gof-log-') o (gofog ')
go(f 'og log) o fog™!

IdP

es la funcidn inversa

f es biyectiva.

~ ~
Como f es biyectiva f~! es su inversa, luego:

Sea f = g 'of 0 g.
f of !l = (gTlof og) o (g=lof~log)

86
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= g ', (f ~Idg) o%—]oq
= g le(f e£7") eg

— =1 o A0

= g log = 1d

= g~loldg og
= g~leg
Asi f~! es la funcidén inversa

f es biyectiva,
3. PROPOSTICION

Sean f,g dos transformaciones del plano P (aplicaciones de

P en P) g se supone biyectiva, donde £ = g of og™!

Demostrar que un punto F del plano es fijado por f si y s6-

lo si g(p) es fijado por £.
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= g(P), f£(P) = P por hipdtesis

Demostraremos ( <= ).

"(T(g(P)) = g(P)) => (f(P) = P)"
f(g(P)) = g(P)
(g of og™') (g(P)) = g(P)
g(f(g='(g(P)))) = g(P)
g(f(P)) = g(P)
g (g(£(P))) = g '(g(P))
f£(P) = P.
4. PROPOSICION
Sea f una isometria de} .
i) Si Ay B (A # B) son dos puntos fijos de f, entonces

todo punto de la recta (AB) es un punto fijo de f.

ii) Si f se aplica a tres puntos fijos A,B,C no alineados
entonces todo un punto del plano (ABC) es punto fijo

de f.

Demostracidn de 1i).

Sea C un punto de la recta (AB):
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Existen los reales «,f de suma 1 tales que C es el baricen-
tro del sistema (A,n), (R,R) (por Propos. III.3.6); f es

afin, por ello conserva el bavricentro de 2 puntos pondera-

dos (Propos. IITI.4.1), asi f(C) es el baricentro de (£(a),qa),

(f£(B),R) y puesto que f(Bn) = A vy f(B) = B, f(C) es el bari-
centro de (A,w) y (B,f). Luego f(C) = ¢ por que f(C) y C
son baricentros de (A,x) y (B,R), y la funcidén afin relati-

va a los 2 puntos ponderados (A,wx), (B,R) es biyectiva; se
tiene que o + 2 # 0 y por ello se llama baricentro de 2 pun
tos ponderados (2,u), (B,R) al dnico punto ¢ tal que

méh + HSB = 0 (Por Proposicién I11.5.1,111.3.3 y Definicidn
ITI.3.4). De aqui todo punto C de la recta (AB) es un punto

fijo de £.
Demostracidn de ii)

Sea M un punto del plano (ABC).

Existen los reales a, f, y de suma 1 tales que M es el bari
centro del sistema (A,n), (B,f), (C,y) por proposicidn
IT1.5.5; f es afin, por eso conserva el baricentro de 3 pun
tos ponderados, por proposicidon I1I1.4.1, asi f(M) es el ba-
ricentro de (f(A),a), (£(B)Y,R), (£(C),y) y puesto que

f(n) = A, £f(B) =B y f(C) = C, £f(M) es el baricentro de
(h,a), (B,f) v (C,y). Luego f(M) = M por que f(M) y M son
baricentros de (A,a), (B,R) vy (C,y), y la funcidén afin reli

tiva a los 3 puntos ponderados (A,«), (B,R) y (C,y) es bi-
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yectiva; se tiene que « + 3 + vy # 0 y por ello se llama ba
ricentro de 3 puntos ponderados (A,a), (B,R) y (C,y) al Gni
co punto M tal que AMA + RMB + yﬁC = () por proposicidn
I1T1.5.1, III.3.3 y definicién III.3.4. De aqui todo punto

M del plano (ABC) es un punto fijo de f.
Observacion.

Si H| es el plano significa, en este caso, que f es la iden-

tidad.

3. SIMETRIA AXIAL

1. DEFINICION

Dada una recta D un plano euclidiano P. La simetria axial
ortogonal del eje D es la transformacidn SD que a un punto

A de P asocia el punto A' tal que

d(A,H) = d(H,A") \

H es la proyeccidén ortogonal
de A sobre D.

¥
1. Notaci6n.
FIGURA N2 15

La simetria axial de eje D se anota por SD’

2. Observacidn

El eje D es el conjunto de los puntos fijos de la simetria
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axial de eje D.
3. Observacidn

La composicién de una simetria axial de eje D por si misma

es la identidad del espacio H, es decir SD oSD = IdH.

2. PROPOSICION

En el plano P toda simetria axial (ortogonal) es una isome-

tria.
B Y(hMﬂxlﬂQ)
!
Sea D el eje de la Simetria :
axial f y B una recta per- L Ej E D
pendicular a D. ; :
L\\\\\\N‘~ l
En el sistema de ejes D y B FW) (Y1, -y ») —

f(X) (Xl I_XQ)
FIGURA N2 16
Si x = (x,,%,), £(x) = (x,,-%,)

entonces para todo ¥,y P, se tiene que

dTif(x),f(y)) = (xi-y)? + ((-x3) - (-y2))?
= (x1-y1)" + (xa-y2)?
= d’(x,y)

Lo que demuestra que f es una isometria.
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3. PROPOSICION

Sea f una isometria plana en que el conjunto de puntos fi-

jos es una recta D; entonces f es la simetria axial del eje

D.
Demostracidn

Sean M {D y M' = f£(M)

Demostraremos primero gue M # M'.

M

\D

FIGURA N*® 17

Como M iD y f es una isometria donde el conjunto de puntos
invariantes es la recta D y se tiene que f(M) # M', de aqui

se deduce que M # M'.

Ahora deduciremos que f es la simetria axial Sp-

Como f es una isometria donde el conjunto de puntos inva-

riantes es una recta D, entonces M' = f(M)
H' = f(H) = 1, H eD.
Asi  d(f(M), £(H)) = d(M,H)
d(M',H) = d(M,H)



Por lo tanto: f es una simetria axial.

4. EJEMPLO

Dar la expresidn analitica de la simetrfia de eje D, D es la

recta de ecuacidn x = -2.
D Y
1 X
-2 0

FIGURA N< 18

Solucidn

Cotizaremos algqunos puntos simétricos al eje D.

El simétrico de (1,1) es (-5,1)
El simétrico de (2,1) es (-6,1)

El simétrico de (3,1) es (-7,1)

El simétrico de (1,2) es (-5,2)
Ll simétrico de (2,2) es (-6,2)

El simétrico de (3,2) es (-7,2)
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El simétrico de (1,0) es (-5,0)
L1l simétrico de (2,0) es (-6,0)

El simétrico de (3,0) es (-7,0)

El simétrico de (1,-1) es (-5,-1)
El simétrico de (2,-1) es (-6,-1)

Ll simétrico de (3,-1) es (-7,-1)

Tomando algunas parejas ordenadas cotizadas observamos que

entre sus primeras componentes se manifiesta una sucesidn,

asi:
1 2 3
Ve
-5 -6 -7

entonces

x' = -5 + (x-1) (-1)
x'" =-5-x +1
x' = -4 -x

Por otra parte, las segundas componentes de las parejas or-
denadas es la misma:

Y' =Y
Por lo tanto la expresidén analitica de la simetria de eje D

es:



4.

1.

1e

2

Yy' =Y

COMPOSICION DE DOS SIMETRIAS AXIALES

PROPOSICION

La composicién de dos simetrias axiales de ejes parale-—
los es una traslacidn de vector ortogonal en la direc-

cidn de los ejes.

. . ->
Reciprocamente, si t es la traslacidén del vector v, en-

tonces t = § 5. , donde D, es una recta cualquiera or-

D- "D,

togonal a v y D, la imdgen de D, por la traslacién del

>

1
vector 5 V.

Demostracidn de 1%

¥,
|
|
I
|
:
IH2
|
. !
\Y |
oM,
| ®)
& Hi
|
1
M

FIGURA N2 19
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Sea D,,D, dos rectas paralelas de un plano.

il

S1 M, S (M)

D,

M, = S (M;) = S_ oS (M), se tiene que:

D> D> Dy
> e —* -
MMl = 2H]MI Y MIMZ = 2M]H2; de donde

— %

> >
MM, = MM; + M;M,

—

S
MMZ = 2(“1].\11 + MIHZ)

.

= 2H;H,, por relacidén de Chasles.

—
o>

S1i H;H, =v, tenemos qgue:
> >
MM, = 2v, ¥YM

g = £t -
de donde SD2 o D, 3

Demostracidén de 2%)

™!
|
!
[
3
'H, D
[
' v
My 7
|
:
A P
(Ha
‘M
FIGURA N2 20
_)-
La traslacion t; = SD oSD , donde la direccidén de v es or-
2 1

togonal al eje D;,D; es la imagen del eje D, por la trasla-

>
cidn del vector V.
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—— — —

MM' = M, + H M, + M,H, + 1,M’
AL 141 1z 2

P >

= 2HM, + 2M;H,

= 2(I1,iM, + M,Ii,)
= 211,H,, por relacidn de Chasles

= 2(3x) 1 H;H, =

NS v
N < ¥

= 3, ¥ M de donde

93]
o

wn
I

o+
4

D» D V
2. PROPOSICION

Si f es una simetria y g una isometria, entonces

1

f = gof og” es una isometria.

DEMOSTRACTION

Como f es una simetria es una isometria, por proposicién

Iv.3.2

Por ser g of y g~ ! isometrias (por propiedades IV. 1.2,

TV.1.4), entonces f=go fcg~' es una isometria por proposi

ci6bn IV.1.2

f es una isometria.
3. PROPOSICION

Sea f una simetria de eje axial D y g una isometria

(F(x) = (g of ng=')(x) = x) = (x eg(D))
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NPEMOSTRACION

(=>): (f(x) = x) => (x cqg(D)).

fF(x) = (gofog=")(x)
x = al(f(g™'(x)))

g_](x) = f(g~'(x)), entonces g~ '(x) ¢D y es un punto fijo

(<=) (x eg(D)) => (f(x) = x)
Como x £ g(D) entonces g ' (x) eD y es un punto fijo de f, de
donde:

f(gm'(x)) = g='(x)

g(flg™'(x))) = x,

Luego, x es punto fijo de f.

5. ROTACIONES

1. DEFINICION

Dado un punto 0 de P se llama rotacidn de centro 0 a toda
isometria compuesta de dos simetrias axiales de ejes pasan-

do por 0; si r es una rotacidén de centro 0, el &ngulo

(A,r(A)), es independiente de la semi recta A de origen 0,

es denominado a&ngulo de la rotacién.
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FIGURA N2 21 RN

1: Notacidén: Una rotacidén de centro 0 es una composicidn
de dos simetrias axiales de ejes pasando por

0: r(pr) = SDZ(SDl(A))'

2: Observacidn: La igualdad IdH = SD oSD muestra que es

una rotacidn; se observard que todo punto
de un plano puede ser considerado como Ssu

centro y que el angulo de la rotacidn es

el angulo nulo.

2. FROPOSICION

Sea r una rotacién de centro 0 distinto de la identidad, en

tonces 0 es el {nico punto fijo de r.
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Sean dos rectas distintas D; y D, pasando por un punto 0 y

r = S, 0S8, - Demostrar que 0 es el Gnico punto fijo de r.
2 1

a) Supongamos que M D, D.. Demostrar que M = 0.
Sea M un punto fijo de r y M €D; ) D>.

Caso 1: M €D,

(SD2 OSDI)(M) = M
SDZ(”D,(M)) = M
SDZ(M) = M, ya que M eD,
como M es fijo de SD2 entonces M £D;.
Luego M = 0.
Caso 2: M eD,.
(SDZ oSDl)(M) =M
= S N
SDz(SDz(SDl(M))) D2(M)
S, (M) =M, ya que MeD,
1

Como M es fijo de SD entonces M €D, ;
1

Luego M = 0

b) Supongamos que M ¢D1KJD2; verificar que M y M' = § (M)

D,y
son distintos.
i) Probar que M # M'.
Como M 4D, y Sp. es una simetria donde el conjunto
1
de puntos invariantes es la recta D, v se tiene

que S, (M) # M' de aqui se deduce que M # M'.
1
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ii) M no es invariante, M eD,1'D;, entonces M = 0, va que
0 es punto invariante.

OBSERVACIONES.

1. La proposicién precedente demuestra, (la cual podria

3.

ser puesta en duda), gue una rotacidn no es una sime-

tria axial.

La rotacidén de centro 0, de &dngulo llano, es nominada

simetria de centro O0:

Si M' es la imagen de un punto M por esta simetria en-
- >
tonces OM' = -0M; esta es la composicidn de dos sime-

trias de ejes ortogonales pasando por O.

FIGURA N=< 22

PROPOSICION

Si r es una isometria que tiene un s&6lo punto fijo 0 enton-

ces r es una rotacidn de centro 0.



taoz2

D)
M
FIGURA N& 23
4
N
Demostracidn.
Fijemos un punto cualquiera M # 0 y N = r(M). Probemos que
M # N.
Supongamos M = N M = r(M), entonces M es fijo, de donde

M = 0. Por lo tanto si M # 0 entonces M # N.

Si D, es la mediatriz del segmento [MN] entonces:

S nr(0) = s (0) =0; 0¢gDh,, d(0,M) = d(0,N)
D> Do
SD2 or(M) = SDZ(N) =M
La isowmetrfia SD or tiene entonces 2 puntos fijos 0 yv M; la
2

recta D, pasa por 0 y M estd entonces contenida en el con-

junto de puntos fijos de SD orxr: SD or es la identidad &
? 2
es la simetria axial del eje D, (Por proposicién IV.3.3)
Si S or = Id implicaria que r = SD lo que serfa imposi-
? ?

ble, a causa de los dos puntos fijos.

En conclusidn: from—
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4. PROPOSICION

Si r es una rotacidédn de centro 0 y D; una recta que pasa
por 0 entonces existe una y sdlo una recta D, tal que

r = SD2 OSDl'

Probaremos la unicidad de la recta D,, es decir probemos

que D, = D}

[Sp, °8p, = Spy o8y, ) = [Sp, oSy 08y = Spp 08y 08, ]

5. EJEMPLO

>
Tomando un sistema (0,1,3).

Jx' = P(x,y)
LLa transformacidn anotada es la

Y - C(le)

transformacidén que a un punto M de coordenadas x,y asocia

el punto M' de coordenadas x' = U (x,y),y' = t(x,y).

!

Mostrar que la transformacidn
3 4 4 3
' = Z + — Vo= o L + = v.
X £ X =Y, Y z X s Y (1)

es una rotacidn de centro 0.



Entonces d(A},A})

4
+ §(

U W

(x2-x,)

2
25

2 24

(x,-%x,) " +

16,
+ﬁ(x2 X1)

(x2-X,) "

= d(a,,n,)

Yo—yi1))?

24

25

es una isometria

(xo-x1) (Y2-y1)

Mostrar que 0 es el Gnico punto fijo.

Para ello

3
5

GRS

(1)

Ul &
9

+
U1 W

nos queda:

/|

[Calpnss

GINN

+ —34Y2‘Y1)

16

§§(x2—x1)(y2—y1) + 75r(y

+ (yo-yi)? = (d(A,,B;))7

104

p=y1) o+

2

2



105

Resolvamos el sistema de ecuaciones (2) por reduccidén, asi:

2 4 _
5* ~ 5y =0
8 4 _
srrEY T
2 x = 0 == x = 0
Sustituyendo x = 0 en una de las ecuaciones de (2) para ob-

tener el valor de Y, asi:
2 4 _ _. _ 4 _ _ _
g-(O) “ Ty = 0 = cY = 0 => y =20

De donde 0 = (0,0) y es el Gnico punto fijo.
L.a transformacién es una rotacidn

6. PROPOSICION

Sean f,g dos transformaciones del plano P (aplicaciones de

P en P), g se supone biyectiva:

Sea

f = qgof O(_:]—l

N
Si f es una rotacidén y g una isometria, entonces f es una

rotacién de centro g(0).

DEMOSTRACION
Como f es una rotacidn, entonces f = SD1 oSD2
Se tiene f=g 08, oSy og !

f=(gosS,) o (S, og™ )
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Sea y punto fijo de £.

D1 D2
— 1 1 ,
(y) = SDl(SDz(q (y)))
gl (y) = r(g=' (y))
g_l(y) = 0 Por Proposicion IV.4.2
entonces y = g(0)
entonces f es una rotacidén de centro g(0).

7. OBSERVACION

Se tiene asi el resultado siguiente:

Para toda recta D, pasando por 0 existe una recta D, tal

que r = SD OSD (es suficiente aplicar el resultado prece-
1 2

dente a r~!', que es una rotacién de centro 0).

8. PROPOSICION

El conjunto de las rotaciones de centro 0, dotado de la ley

de composicién, es un grupo conmutativo.

a) Cerradura.

Sea r = S 0S8 , r' =8 08 rotaciones de centro 0. Pro
D2 D D3 D> —

bar que r' or = r", pertenece al conjunto de rotaciones de

centro 0.



' = S S S S
r' ox ( D, © Dz) o D, °© DJ)
= S
Sp, (SD7 n D7) °Sp,
= & 0S8
Dﬁ. D]

b) Identidad.

107

Para que r sea la rotacidén identidad de centro 0 debe pro-

barse que para todo M P se cumple que r(M) = M
M' = S M
Dl( )
= M'
M SDl( )

Sea M P, M

entonces

r (M)

FIGURA N2 24

= (SD] OSDl)(M)
= SD] (SD] (M))
= SDl (M")
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c) Inversos

Para que r~! sea rotacién reciproca de r, de centro 0, se

debe probar que

r = S 08 => raor = (S oS ) or~!, r-! es la recipro
ca de r, ya que

es biyectiva.

=2 IdP = (SD] OSDz) or—!

= Sy, = (SDl ole) oSy or—!

= SDI B SD? cr IdP - SDI SDI
=> Sp, OSD1 = (SD2 OSDo) or—!

=> 8§, oS, = v, IdP = S, oS, .

d) Conmutatividad

Sea r y r' dos rotaciones de centro 0; demostrar que

ror' =r7r'or
Sea r = SD2 oSDI y 1r' = SDq nSD2
r'or = (SD30 SDz) 0 (SD?rwle)

- SDRO (SDz OSDz) mSDl

= Sp,° Sp,

Aplicando la observacién IV.5.7
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= S 0 S
D, ; D3
= n S S
SDJF\(SDZO D7) 0 54
= (SD]H SDz) O(SDy(]SDq)
= ror'

6. DESPLAZAMIENTO., ANTIDESPLAZAMIENTO,

1. DEFINICION

Se llama desplazamiento de un plano a toda isometria gue se
escribe como la composicién de dos simetrias axiales, Anti-
desplazamiento es toda isometria que no es un desplazamien-

to.

OBSERVACION

Un desplazamiento es entonces una traslacién o una rotacidn.

2. PROPOSICION

El conjunto de desplazamientos es un sub-grupo del grupo de

isometrias planas.
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0

FIGURA N¢ 25

DEMOSTRACION

Probaremos que la composicién de dos rotaciones es un des-

plazamiento.

Sean r una rotacidén de centro 0

r' otra rotacién de centro 0' y

D; una recta pasando por 0 y 0'.

Existe una vrecta D, tal que r

Il
0
ol
69}

<

Dy 2
una recta D3 tal que r' = S 0o S ;
Dij Di
' — -
donde r'o r (SD3<WSD]) O (SDIO SDz)
= SDqO(SDIOSDl)OSDp
= SD30 SD2

r'o r es una composicidn de dos simetrias, es entonces un
'

desplazamiento.

Probaremos que la composicién de dos traslaciones es un des
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plazamiento.

>
Sean t3 una traslacidén de vector v.
. . s
t~ es otra traslacién de vector u.
u

D, es una recta que es comGn a las traslaciones

- t-.
t& Yy >
¥ 1 t D, tal e t» = §
Existe una recta 1 al qu 5 D2o SDl
n ecta D, tal que t- =
y una r 3 | o Squ SD;
donde

u Dj Ds D, Dy
_— O 8] S
Dy o (SD2 Dw) g SD1
= S 3 0 S =
SDq(J D, SDZN D, IdH

tGO t; es una composicidn de dos simetrfas axiales, es en-

tonces un desplazamiento.

Probaremos que la composicién de una rotacidén y una trasla-

cidén es un desplazamiento.

Sea r una rotacidn de centro 0.

ta una traslacion de vector u.

D, es una recta pasando por 0 y paralela a D,.

Existe una recta D, tal que r = SDBr SD2

D, t > o=
una recta D, al que tﬁ SDz' D,
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donde
roty = (8p,0 8,0 0 (S oS, )
= SDq“ (SD?o SD;) 0 SDI
= Sy 0 Sp .+ Sy 0 Sy = Tdy

rao tg es una composicidén de dos simetrias axiales, es enton

ces un desplazamiento.

Para tG N r ocurre gue es un desplazamiento.

Identidad
Probaremos que existe el desplazamiento identidad f.

Como existe la isometria

£+ H > H
A > = 0 = .
£(A) (SD SD)(A) A
entonces f = SD 0 SD es una composicidén de dos simetrias
axiales, es entonces un desplazamiento.
Inversos.
Para que f~! sea un desplazamiento se debe de probar que
£ =
SD|O SD2
Sea f un desplazamiento entonces f = SD ol SD
2 1

Luego
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fF=la f = (SD'rwSD?) i (SDjo SD,)
= Sp, 0 (Sp, 08y )0 Sy,
= Sp," Sp, 0 Sp,0 Sp, = Iy
= IdH
f='' = s o s es un desplazamiento.

3. PROPOSICION

Ta composicidn de un desplazamiento y un antidesplazamiento

es un antidesplazamiento.

DEMOSTRACION

Sea f un desplazamiento, g un antidesplazamiento y h = fo g.
Si h es un desplazamiento la igualdad:

g = f7!'o h probaria que g es un desplazamiento, lo cual no

lo es.

h es entonces un antidesplazamiento.

7. DESCOMPOSICION EN SIMETRIAS

1. PROPOSICION

Toda isometria plana es la composicidn a lo sumo de tres si

metrias axiales.
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DEMOSTRACION
Sea f una isometria cualquiera de P.

Sea NP vy A' = f£(A). Designemos por D, la mediatriz del
segmento [AA'] si A # A'. S1 no una recta cualguiera pasan-

do por A; se tiene entonces:

Al decir que A es un punto fijo de SD o f; tenemos tres ca-
1

sos posibles:

i) S o f = Id entonces f = §

D D,
como S of = Id
D,
S f = ¢ S S =
Dlo DIO D, ( D1(>SDl)c)f (SDIO SDI)O S
£ = SD1
11) SD n f es distinta de la identidad pero se tiene otro
]

punto fijo, SD o f es entonces una simetria: f es la
1

composicién de dos simetrias.

Como S f=5,.5, Simetria axial de eje D

\ = S
(SD,O SD1)Of SD1O D,

iii) SD n f con un solo punto fijo A: es una rotacidén r de
1

= f = SD1C>SD2.

centro A. SD o £ = r entonces f = SD 0 r:
1 1
f es la composicidbn de tres simetrias.
Como r es una rotaciédn de centro A,r = S o S



donde SD : Simetria axial de eje D,

SD : Simetria axial de eje D
3 3
S. nf =r
D
S nf =5 » S => (5 o f =85
Dy p, © 7D, (5p,° Sp)! 0, © Sp, @ 5p,)

8. SIMETRIAS DESLIZANTES

1. DEFINICION

Una simetria deslizante de eje D es la composicidn de una

simetria axial de eje D y de una traslacidn del vector de D

no nulo.
D
A r
D
1 -
5 v
D
FIGURA N®° 26
Estudiaremos que f = SD(wr donde r es una rotacidén de cen-
tro A.

Sea D; la recta pasando por A paralela a D; existe una rec-

ta D, tal gque r = S_ o SD , de donde:
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-

FIGURA N*® 27

S
nal a Dy: v

-

u + w.

. > -> >
Descomponiendo v en un vector u de D; y un vector w ortogo-

- > -
De la igualdad v = u + w se tiene

t> = t> ot>, de donde: f =
\Y u 5

= t2>o >0 S .
UO WO D,

Sea D, la recta paralela a D, definiendo t?

= SD30 S
c . S -
tonces tQC)SDz ( Dgr)SD7) 0 SD; de donde t; SD

2 D,

.
Se notarid que si u

0 entonces f es una simetria.

PROPOSICION

Sea D una recta y u un vector de D:

SDO tG
Si u #

0, entonces tGr»SD no tiene punto fijo pero no

es una traslacidn.



N=S (M M
D( ) I i
| |
’ |
| [
l |
— _‘_._ e e ; A e D
I |
| f
! i
S
[ u !
3 el
M P=t-> (M)
u
FIGURA N< 28
Demostraciédn de 12
Sea P = tU(M), M' = SD(P)
i) (SDo t )y (M) = SD(tu(N))
= SD(P)
= M'
Sea S (M) =M, M' = t=>(N)
D u
ii) (tac)SD)(M) = tG(SD(M))
= t (N) = M'
Demostracion de 2¢
Si N =S8 (M), M' =t (N) entonces:
D u
> > >
MM' = MN + NM' pues
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Y 5 Y > -> > >
arm,m) =d’(M,N) + 4’ (M), (M.NM =0, MN | NM')
2 > 2
entonces d°(M,M') > u* = 47 (M,P).
- >
Si u # 0, para todo M se tizne que d{(M,M') # 0
entonces M # M’
Ademds si tGO SD es una traslacién t3 se tendria:
t+o S = t» entonces (t »0t=>)o0S_ =t »0 £t~
u D -u u D -u \Y
de donde S_ =t > ot~ = t> > O
D -u v—u
S.ot> = t*> entonces S_o(t*o0t *») = t+r0t >
D u D u —-u A% -u
de donde S_ = t+n t —» = o
D v -u -utv
3. EJEMPLO
f
JX' =y + 1
Cemostrar que la transformacidén < es
y' = x + 3
8
una simetria deslizante de la cual se precisaré el eje y el
vector v
D:y=x+1
Sea f la transformacidn. _
y = x: Dy
La escribimos como: 3 i 13
1
— = |
£ téo SD1' donde SDl 2 b/ ‘e :
v [ ;
es la simetria de eje D, : |
] /. |
! ]
y tg la traslacién de Y |
I
- 1 ! :
vector v = e B | | X
3 S0 1 2

I

FIGURA N2 29



Entonces f£(x,y)

f
T
0
<

~

(y+1,x+3) = té(SD](X,y))
>y + = 5
t_v(y 1,%x+3) Dl(x,y)
(y,x) = SDl(X'Y)
S, es la simetria de eje la recta y = x.
1
-> - - > 2 1 -1 ]
v = u + w, con u = y w o=
2 1

t oSD es la simetria axial de eje D.

1
Sy = (tgoSDl)(x,y) = t’VS(SD,(X'Y)) = oy, x) = (y=-1,x+1).
de donde D es la recta de ecuacién y = x+1.

9. ANGULOS DE SEMIRECTAS

1. DEFINICION

Sobre el conjunto de las parejas de semi-rectas del mismo

origen se considera la relacidn:
(A1,A2) estd en relacidén con (A}, AY) si existe un desplaza

miento f tal que:

f£(Ay) = Ay vy £(A,) = Ab.
Notacién.

La clase de una pareja de semi~rectas del mismo origen se
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anota (A,,A,) y se denomina &ngulo de (A,,A,).

Ao

—

Ay

FIGURA N#% 30

2. DEFINICION

Sobre el conjunto A de &ngulos se define la suma

-

(ZQ,AE) + (&;,Aa) = (Al,A%) que llamaremos relacidn de

Chasles.
3. DEFINICION

Fijando un punto 0 de un plano y anotemos por Ro el grupo

de rotaciones de centro O.

. . _ /\
Sea f €RO y A una semi-recta de origen 0; el angulo (A,f{A))

es independiente de A: se obtiene asi una aplicacidn:

b
R -

o]

> A

f —— (A,£(7))

>

d es una biyeccién que transforma la composicién de dos ro-
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taciones de centro 0 en la suma de sus &ngulos; es decir:

vf,qg ERO, p(f og) = ¢(f) + $(g).

> >
Sean u, y u, dos vectores no nulos, es dado un punto 0 de

un plano. Sea A, (respectivamente A,) la semi-recta de ori-

gen 0 cambiado por 31 (respectivamente por 32): el &ngulo

(A1,A3) no depende de 0 y se anota (G,,G;).

FIGURA N¢ 31

10. ANGULO DE RECTAS

1. DEFINICIONES

Se llama &ngulo de rectas todo par {a,b} de &ngulos (de

semi-rectas) que difieren de un angulo llano (a-b es un &an-

gulo llano).

Dadas dos rectas D, y D,, se llama &ngulo de una pareja
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dec rectas (D;,D,) el &ngulo de rectas {(31,32), (—Gl,ﬁz)}
>
donde Gl (respectivamente u,) es un vector director de D,

(respectivamente D,); se le anota (5;,D5).

FIGURA N2 32

De la figura 31:

> >
Sea D, y D, dos rectas, u,; (respectivamente u,) un vector
>
director de D, (respectivamente de D,); =-u,; (respectivamen-
te Gz) es asi un vector director de D,; (respectivamente D,)

y se tiene:

57 5

(u;,~u,) = (u;,uz) + Angulo llano

i 5 3~ .

(-u;,u,;) = (u;,u;) + &angulo 1llano
— / -
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11. ADICION DE ANGULOS DE RECTAS

1. DEFINICION

La suma de dos angulos de rectas w, = {a,;,b;}, wy, = {a,,bs}
es definida por wy; = {a, + a, ,a, + byl.

Dados dos &ngulos de rectas w,,w, tal que w, = {a;,b,}.

wy = {a,,b,} se tiene, segln figura 33, que a,; + a, = b,;+b,,
a; + b, a1 + b, = a, + b1 y que los angulos a;+az, ai+b:

difieren de un a&ngulo llano

bs

b,

a+b,

Dy FIGURA N2 33

2. PROPOSICION

1¢ El conjunto de angulos de rectas tienen una estructura
de grupo conmutativo, para la adicidn de &ngulos de rec
tas; el elemento neutro de esta ley es el par {0, &ngu-

lo llano}



124

22 si D,,D,,D; son tres rectas de un plano, se tiene la re

lacién de Chasles:

(D,,D,) + (D,,D3) = (Dy,D3).
Demostracidén de 12
i) Cerradura se cumple por definici6n IV.11.1.

ii) Asociatividad.

Il

Sea w; = {a;,b;}, we = {a,,bs}, w, {as;,b;} &ngulos de rec

tas del conjunto de &ngulos 7.

Verificar que se cumple:

wi + (wy, + wy) (w, + wy) + wj.

wi + (wa + w3) = fa;,by} + ({az,b, + as,bsl})
= {a;,b,} + {a, + a3z, a2 + bi}
= {a; + a; + az,a; + a; + bs}

(Wi+wa) + Wi = ({a;,b,} + {a;,b2}) + {a;,bsl}.

= {a1+ap,a1+b2} + {a3,b3}.

{fa, + a, + as;,a; + a, + biy}.

iii) Identidad por la derecha
En el conjunto de &ngulos A
Probaremos que:

{ la identidad por la derecha x ef\, ¥w, ¢\ tal que
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Sean w; = {a;,b;}, x = {x;,x2} €f.

w, + x = {a;,by} + {x;,x:} = {a,,by} = w,.
N {a; + X1, a; + Xz} = {allbl}

=> a,; + x; = a;, a; + x;, = b,

=> x; =0 ~ x2 = by, - a,

x = {0,by-a,} = {0, Angulo llano}.
iv) Inverso por la derecha.
En el conjunto de &ngulos A.

Probaremos que:

vw; €A, § inverso por la derecha y ef\ tal que:

A

w; + y = {0, Angulo 1llano}

Sean w; = {allbl}l Yy = {YIIYZ} EA'

A

wy +y = {a;,b;} + {y:1,y2} = {0, Angulo 1llano}

A

=> {a, + yi, a1 + y2} =1{0, b,-a,}

o>
v
+

=> a; t+y: = vy, = by~-ar.

=> : Y1 T "4y N Y2 = b2_2a1

Y = [YIIYQ}: {~al,b1—2a]}

v) Conmutatividad

En el conjunto de &ngulos /A

Verificaremos que:
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~— ix -
rectas {(D,;,D;) si existe un vector director u; de D; (res-

pectivamente 32 de D,) tal que x sea una medida del &ngulo

> >
(u,,us),

Observacidn.

Las medidas de los &dngulos seran expresados en radianes.



CAPITULO V
[SOMETRIAS EN EL ESPACIO

1. IMAGEN DE UNA RECTA, DE UN PLANO POR UNA ISOMETRIA

1. PROPOSICION

Sea f una isometria del espacio euclidiano [.

La imagen de una recta L por la isometria f de [ es una rec

ta.
Sea A(XI'Y1121), B(XZIY?,IZZ) EL, A#B‘
Entonces f(A) # £(B), f£(A),f(B) f(L),

ya gue las isometrias sgon inyectivas.
entconces f(L) es el conjunto de baricentros de los puntos

£f(a) y f£(B) (por proposicién III1.5.2).

2. PROPOSICION

Si A y B son puntos fijos de la isometria f, entonces
f(AB) = (AR); ademds, todos los puntos de la recta (AB) son

puntos fijos de f.

Demostracidén

Sea f: H ——> H una isometria

Todos los puntos de la recta (AB) son puntos fijos de f,

porygue el conjunto de baricentros de dos puntos distintos
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Ay B de F es la recta (AB) (por proposicidn III.5.2), y si
(AB) es el conjunto de los baricentros de n puntos Aj, sien

do f afin biyectiva (por proposicién IV.1.3), entonces f(AB)
es el conjunto de baricentros de los n puntos f(Ai) (por

proposiciébn IIT.5.1).
3. PROPOSICION

La imagen de un plano por una isometria de [ es un plano.

Demostracidn.
Sea f una isometria de F-

Sea P un plano de [, A,B y C tres puntos no alineados de P,
entonces f(n), f(B) vy f(C) son imdgenes distintas y puntos
no alineados de f(P) (por ser f isometrfia es inyectiva) en
tonces f(P) es el conjunto de baricentros de los puntos

f(A), £(B) y £(C) (por proposiciones III.5.1 y III.5.6).
Debemos probar que:

Si los puntos f(A), f£(B) y f£(C) no son alineados entonces

la imagen por f de un plano P es el plano f(P).

Supongamos que los puntos f(a), £(B) y f(C) son alineados.

La aplicacién f~! es una isometria, entonces los puntos
£7(E(A)), £MN(EB))y £7'(£(C), es decir A,B y C serian en
tonces alineados, lo cual es contrario a lo que se afirma

para A,B y C.
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4. PROPOSICION

Si A,B y C son puntos fijos de una isometria f, no alinea-

dos, entonces, (ABC) designa el plano pasando por A,B y C:

f (ABC) = (ABC);

Todos los puntos del plano (ARC) son puntos fijos de f£.
Demostracidn.

Todos los puntos del plano (ABC) son fijos de f, por que

si A,B,C son tres puntos no alineados de H, el conjunto de
baricentros de A,B y C es el plano (ABC) (proposicidn
II1.5.5), y si (ABC) es el conjunto de baricentros de n pun
tos Ai’ siendo f afin biyectiva (proposicidén 1IV.1.3), enton-
ces f(ABC) es el conjunto de baricentros de los n puntos

f(Ai) (proposicién II1I1.5.1).
5., PROPOSICION

Si una isometria de | admite 4 puntos fijos no coplanares

entonces la isometria es la aplicacidn identidad de [.

Demostracidn

Sea f una isometria que deja fijos cuatro puntos no coplana

res A,B,C y D. Los puntos del plano (ABC) son fijos de f.

Sea M e[ \ {0}

a) Si la recta (MD) no es paralela al plano (ABC), (MD)
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tiene al menos dos puntos fijos., Probar que £(M) = M.

Como X es fijado por f y

por hipdtesis D es fijado

«B

por f, entonces X y D son
X

- puntos fijos de f. Enton-

'A \\v\ .C
N ces f(XD) = (XD), a lo su
M mo todos los puntos de la
[)\\\ recta son puntos fijos de

FIGURA N$& 34

f, por proposicién V.1.4.
Por lo tanto, comoM e (XD),

entonces f(M) = M.

b) Si la recta (MD) es paralela al plano (ABC), existen

los puntos H y K del plano (ABC) tales que DM = ﬁg.

Probar que f(M) = M.
Sea H = Proyeccidén de M
. 'B
K . H K = Proyeccidn de D,
/ /
/ /
op/ c . y entonces
/ /
/ / d(M,H) = d(D,K).
/ /
b 7
D M

Por PitAgoras, tenemos qgue:
FIGURA N2 35 g ! e

d? (H,M) + d*(M,d) = d?(H,D) (1)
d’ (H,K) + d*(x,n) = a?(#,D) (2)
Como d(M,H) = d(D,K), tenemos que (1) nos queda:

d?(K,p) + d?(M,D) = d?(1,D) (3)
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Igualando (2) y (3), tenemos

a4’ (x,D) + d°(M,D) d%(H,K) + d”(K,D)

d?(M,D) = d?(H,K), de donde
pM? = HK?
entonces
—> —
DM = HK

De a) y b): £ = IdE, para todo M e[

*+ Como Mef, £(M) = M,
6. PROPOSICION

Sea f y g transformaciones del espacio f; g es biyectiva.
El punto M es fijo de f si y sblo si g(M) es punto fijo de

£ o= go fog™t.

Demostracidén de ( —. ).

"Si M es un punto fijo de f, entonces g(M) es un punto fijo
de f = gofog™!".

Sea f (M) = M.

Como f = gof og™!, tenemos que:

F(g(M) = (g of 0g=") (g(M))

= g(f(g~-t(g(M))))

il

Q
—
Hh
—_
—
o
=
-

n
Q
=
=2
I

£f(M) .

g(M) es punto fijo de %.
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Demostracidn de ( <= ),

~

Si g(M) es punto fijo de f = go f o g~!. Probar que M es pun

to fijo de f.

Como %(g(M))

= g (M)
glf(g™ (gM))) = g (M)
g(f(M)) = g(M)
g 'g(fM))) = g~ '(g(M)), g es biyectiva.
f(M) = M.

M es punto fijo de f.

7. PROPOSICION

Si f es una rotacién y g una isometria, entonces

1

Hh >

= go fog™ es una rotacidbn

Demostracidn

Si f es una rotacidén de eje &, f # IdE, entonces § es el

conjunto de puntos fijos de f(f(8) = §).

~

Probaremos que el conjunto de puntos fijos de f es g(d8). Es
decir que:

~

f{g(d)) = g(8)

E(g(8)) = g(f(g™ (g(8))))
= g(f(d8))
= g(d); & = £(8)

~
f es una rotacidn.
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2. CONSERVACION DE PARALELISMO

1, PROPOSICION
1. Sea f una isometria.

Si d, y d; son dos rectas paralelas del espacio euclidiano

F, entonces f(d;) y f(d;) son dos rectas paralelas.

2. 51 P, y P, son dos planos paralelos del espacio euclidia

no f, entonces f(P,;) y f(P,) son dos planos ralelos.

Demostracidn de vV.2.1.1

Como f es una isometria por proposicién IV.1.3 f es una bi-
yeccidn afin, se puede decir que si d, y d, son rectas para
lelas del espacio euclidiano [, entonces f(d,) y f(d,) son

dos rectas paralelas por proposicién III.5.8.

Demostraci6tn de v.2.1.2

Como f es una isometria por proposicidn IV.1.3 f es una bi-
yeccidn afin y como f es una biyeccién afin se puede afir-

mar que si P, y P, son planos paralelos del espacio eucli-

diano [, entonces f£(P,) y f(P;) son dos planos paralelos

por proposicidn III.5.9.
2. PROPOSTICION

Sea f una isometria.

Sea § una recta paralela al plano P. Entonces f(§) es una
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paralela al plano f£(P).

Demostracion.

Sea la recta d cP, d | § entonces f(d)|£(8) (por proposi-
cién v.2.1) como d c¢cP, f(d) cf(P) entonces f(8) es paralela

a £f(P) (por proposicién TITT.14.3)
3. CONSERVACION DE ORTOGONALIDAD
1. PROPOSICION

Sea f una isometria.

1. Si d, y d, son rectas ortogonales de [, entonces f(d;)

y f(d,) son rectas ortogonales.

2. Si d es una recta ortogonal a un plano P, entonces f{(d)

es una recta ortogonal al plano f(P).
Demostracidn de V.3.1.1.

Sea f: H
A

> H una isometria

> A'

- -
Sea u un vector director de la recta d, y uL el vector di-
rector de d; que es perpendicular a U. Existe A,B ed, vy
S>> - -
C,D ¢d., tales que u.u- = AB.CD = 0.
Sabemos entonces que el producto escalar se conserva:

— _—

A'B'.C'D' = 0 por ser f isometrfia (proposicidn IV.1.3).

f(d,) es una recta, porque los puntos A' y B' son distintos
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(f(d;) es el conjunto de baricentros de A' y B') por consi-
guiente C' # D' y entonces, f(d,) no es un punto, es una
recta, por proposicién III.5.3. Por otra parte f(d,) y fi(d,)

tiene, vectores directores perpendiculares.

.~ f(d,) y f£(d,;) son rectas ortogonales.

Demostracién de vV.3.1.2

Sea f: H > H es una isometria
A —> A
i) Como d es una recta ortogonal a un plano P, entonces

la recta d es ortogonal a una recta d, contenida en el
plano P por propiedad II.14.5, entonces f(d) y f(d,)
son rectas ortogonales, proposicidn V.3.1.1 vy como
f(d,) es una recta la cual estd contenida en un plano

del espacio, proposicidén II.14.1.

ii) Como el plano P es el conjunto de los baricentros de n
puntos Ai, siendo f afin biyectiva, por proposicidn
Iv.1.3., entonces f(P) es el conjunto de baricentros

de los n puntos f(Ai), por proposicién III.5.1.

De 1) e ii) f(d,) cf(P), ya que 4, cP (£(d) y f£(P) tie

nen vectores directores ortogonales).

.~ f(d) es ortogonal a f(P).

RLIOTEm o —
1'-_1{(.:,,_*} rr ir;w&’-‘,’
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2, PROPOSICION

Sea f una isometria.

Si Py y P, son dos planos perpendiculares de f, entonces

f(Py1) y £(P2) son dos pnlanos perpendiculares.

Demostracidn
Sea la recta d c¢cP,, d l_Pl entonces
f(d) i f(P,) (por proposicion V.3.2)

como d cP,, f(d) cf(pP,)

entonces f(P,) es perpendicualr a f(P,) (por proposicién

IT.14.4)

4. SIMETRIAS ORTOGONALES RESPECTO A UN PLANO

1. DEFINICION
Sea P un plano de [.
La simetria relativa a un plano P es la aplicacién

E

M

—> —
> F donde MM' = 2MH, H designa la proyeccién ortogonal
> M!

de M sobre el plano P.
2. EJEMPLO
Dar una expresidn analitica de la isometria f.

La isometria f es la simetria de centro A(2,1,-1).
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|
|
|
j
I
|
| FIGURA N2 36
1
|
|
|
|

M A M'
X

Sea M(x,y,z) de imagen M'(x',y',z') mediante la simetria f

de centro A(2,1,-1). A partir de la igualdad de la defini-

cidbn V.4.1:

ﬁﬁ' = 2MX tenemos:
X' - x 2 - x
y' - x| = 2 1 - vy
(X' -z -1 - z
%' - x 4 ~ 2x
y' -yl = 2 - 2y
z' - 2 (-2 - 2z

Por igualdad de vectores, se tiene:



X' = x =4 - 2% => x' = 4 - ¥
y' -y =2 - 2y = y' =2 -y
z' -z =2 - 2z => z2' = -2 - 2

3. PROPOSICION

139

Sea f y g transformaciones del espacio [; ¢ es biyectiva.

Si f es una simetria y g una isometria, entonces

f =gofog~! es una simetria.

g i x) =x ¥ X
P a(p)
:H :g(H)
*f(g (x)) = %' L %!

FIGURA N2 37

Sea x,x' ¢ [.

Hho>
x
I

{(go f()g_l)(x)

x' = g(f(g 'x)))

Por definiciébn 1IV.1.1



d(x,x")

Probaremos que: d(H,g ')x)) =

I
Q.
X

Q
[
a

;

2

que g es isometria.

- 2dH,g7 (),

(I proyeccidn ortogonal de x =

140

(x))), por definicidén IV.1l.1. por

g ' (x)

sobre el plano P), por definicibén V.4.1.

= 2d(g(H),x).

d (g (1) ,x) .

proyeccién de g~ '(x) en el plano P, entonces

Si1 H =
g(H) = Proyeccidén de x en g(P) como
d(H,g" ' (%)) = d(g(H),g(g™"(x)))

= d(g(H),x)

Probaremos que:

S1 Y =

Proyeccidén de x en P,

g(x) en g(P).

entonces c(Y)

= Proyeccidn de

FIGURA N2 38
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Para todo g(z) eqg(P):
"d(g(x),z) > d(g(x),g(¥Y))"
d(g(x),g(Y)) < d(g(x),u), para todo uce g(P).

como d(x,Y) < d(x,z), para todo z €P.

g: E > E X,Y,z EE

hre > x' = g(x)
d(x',¥') = d(x,Y) => d(g(x),g(Y)) = d(x,y)
d(x',z') = d(x,z) => d(g(x),g(=z)) = d(x,2z)

d(g(x),g(y)) < d(g(x),g(z)), para todo z eP.

d(g(x),g(y)) < d(g(x),u), para todo u eg(P).

4, EJEMPLO

Dar una expresién analitica de la isometria f. La isometria
f es la simetria ortogonal relativa a un plano P de ecua-

cién x-y+z+2 = 0.
Ml

<+

FIGURA N2 39
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1

El vector v=|-1 es ortogonal al plano P: x-y + z+2 = 0.
1

Por un punto M(x,y,z) de imagen M'(x',y',z'), anotando con

H la proyeccidn ortogonal del punto M sobre el plano P.

—
i) Como MM' es ortogonal al plano P, MM' es colineal al

vector 3. De donde

(

X' - x 1
jk eTR: |y' - y| =k |-1 es decir que:
z' -z l)
x' - x =k
y' -~y = -k (1)
z' - z =k
ii) Como H e¢P. H(X+§' , y+§' , Z+§') es el punto medio del

segmento [MM'].

Luego, evaluando las coordenadas de H en el plano P:

x-y+z+2 = 0, tenemos:
x+x', _  y+y' z+z' _
Ahora sustituiremos en (2) el punto M'(x',y',z'), cuyas

coordenadas se extraen de (1) y obtenemos k. asi:

x+x'yv o yty! z+z’ _
oy - Iy (B2 v 2 =0
x+x+k, _  y+y-k z+z+k _
T e e R e R
2x + k. 2y - k + 2z + k

5 5 5 + 2 =0
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2x + k - 2y + k + 2z + k + 4 =0

3k = =2x + 2y - 2z - 4
2 2 4

= - — + — - - =
K 3 T 3Y T 3% 7 3

Sustituyendo k en (1) obtendremos los valores de las compo-

nentes del punto M'(x',y',z') asi:
2 2 2 4
': —_— —_\ - =7 - —
X X 3%+ 7Y 32 3
I_}_ +_2_7—.gz—54_,_
T3 T 3Y T3 3°
. 2 2 4
Y =y + §X ?y + §z + €l
2 1 2 4
[ — —_
y' = 3% + 3y + 7 + 3
2 2 2 4
[ — - Ny - Zz -
Z Z X + Y 32 3
2 2 1 4
Vs - Iy o+ Sy o+ Iz - 2
Z 5 Y 32 3

La expresién analitica de la isometria f es:

1 —_ lX + 3 - 2 VA _— i
T3 3 T 3 3
o 1 4

2 2 1 4

' = -— — — — — —

Y 3P 3y 37— 3

5. DEFINICION
Sea A y B dos puntos distintos de [.

Llamaremos a P el plano mediador del segmento [AB] si se
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cumple que:

MeP si y s6lo si d(M,A) = d(M,B),

FIGURA N2 40

6. PROPOSICION
Sea A y B dos puntos distintos de F.

El conjunto P de puntos de [ equidistantes de A y B es el
plano pasando por el punto medio H del segmento [AB] y orto

gonal a la recta (AB).

//////’T
T

L///
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Demostracidn

Probaremos que el conjunto P de puntos de [ equidistantes

de A y B es un plano,

Sea M = (X,er)r A = (alraZIaS) Y B = (blrbZIbS) EE

P ={M= (x,y,2)eb/d(M,A) = d(M,B)]

P = {Mef//(x-a,) *+ (y-a,) “+(z-a3) > = /(x-b)) *+(y-b,) *+(z-bs) *}
P = {DEE/(x~a1)2+(y—az)2+(Z—a3)2 = (x-by) 2+(y-by) ?+(z-bj) ?}

P = (Mef/x’-2xa,+ai+y’-2yar+ai+z’-2zaz+al = x’-2xb,+b]  +y®-2ybi+bl+

22-22zb3+b3}

P = {Mef/(2b,-2a,)x + (2b,-2a,)y + (2b,=2a,) z + (a’+aj+a3-b2-bi-b?) =0}

(1)
P es un plano.
Probaremos que H = (al;b1 , angz ’ a3;b3) es el punto me-
dio del segmento [AB].
Verificar que d(A,H) = d(B,H) = % d(A,B) .
/ 2 N, 2 2
d(A,}l) — (al _il;bl) +(a2 _a2+2'b2) +(a3_a3;b3) —
/ a,+b,,? a,+b, 2 a;+b,, ?
( 1T 2 ) + (b2 ——2—) +(b3 —'—_2—) = d(BIH)
S al—b:_z éz—bz 2 ‘aa—ba 2 _
a(a,m) =/ (BIZPL) T4 (B2002) 4 (3320 T o
b,-a b,-a,.?, ,by-a
/ Ay Ty (Pazary ty (haasy) L g .



a(A,H)

H es punto medio del segmento [A B]

1l
N| =

|
N —

/h}bl‘él)2+(b2‘82)2+(b3—a3)2

Sea el vector direccional de [AB]:

Zbl -

2b, -

2bs -

2a,

232

2a;

y el vector

a P. Verificar que el producto

2b, - 2a;
2b, - 2a,
2by = 2a;
2b; - 2a,
2b, - 2a,
2bsy - 2as3|
= (2b,-2a,

) (

a1+b1
2
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Il
o,
w
=
Il
N =

da(a,B)

que da la direccién

t by
; bo y 0
b
+ b,
2 rh oy
-y
; bs 2
- %) +(2b,-2a,) (22¥P2 _yy 4
+(2by-2ay) (22FR2 7 =

bi-ai-(2b,-2a,)x +bji-ai-(2b,-2a,)y +b3-a3-(2bj-2a;)z =
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= (2b,-2a,;)x + (2b,-2a,)y +(2by-2a,)z + (aj+as+a3-bi-bi-b3)=0,

por definicién de P de (1).
7. PROPOSICION

Sean A,B y C tres puntos no alineados y A',B' y C' tres pun

tos que verifican:
d(a'B') = d(a,B), d(a',C') = d(a,C) y d(B',C') = d(B,C).

Demostrar que existe al menos una simetria g tal que A',B'

y C' son ima&genes respectivas por g de los puntos A,B y C.

FIGURA N2 42
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Demostraciodn.

Sea t la traslaci6n del vector Xh'.

JA —> A

t: <B > B,

c ——> C,

Probaremos que d(A',B;) = d(A',B'}).

Ver figura 42:
d(A',B,) = d(A,B) por traslacién t,

d(A,B) = d(A,B') por hipStesis; de donde por transitividad

d(A',B,) = d(A',B').

Si B, # B', f, designa la simetria relativa al plano media-

dor P, del segmento [B;B'], si no £, = IdE

A —> A'
f,ot: <B > B!

C > Co
Probaremos que d(A',C,) = d(A',C")
Ver figura 42.
d(a',Cc,) = d(A',C,;), por simetria f,,
da(a',c,) = d(A,C), por traslacién t,
d(a,cC) = d(A',C'), por hipdtesis; de donde por transitivi

dad

a(a',c,) = d(a',Cc').

Probaremos que: d(B',C,) = d(B',C")
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Segin la figura 42.

d(B',C2) = d(B ,Ci1) por simetria f',

d(B,,C,) = 4(B,C) por traslacidén t,

d(B,C) = d(B',C") por hipb6tesis, de donde por transitivi-
dad.

d(B',C,) = d(B',C").

Si C, # C', f, designa la simetria relativa a un plano me-

diador P, del segmento [C'CZJ, si no £, = IdE.
La simetria g = f, of,0 t es una isometria.

5. UNA CARACTERIZACION DE LAS SIMETRIAS RELATIVAS A UN PLA

NO .

1. PROPOSICION

Sea P un plano de [.

Una aplicacidén f de [ en [ es la simetria relativa al plano
P si y solamente si f es una isometria en el conjunto de

puntos fijos P.

Demostraremos ( => )

Sea A y B puntos de [, A' y B' sus imigenes respectivas por
SP.

Demostraremos que d(A,B) = d{(A',B')
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\

S g

R

M
FIGURA N2 43

Existe un plano P' que contiene a A y B (Proposiciones

IT.14.1 y IT.14.2) perpendicular a P. (§ es la proyeccién

de (AB)).
Sea § la recta de interseccidn de P y P'.

SP(P') cP' y la restriccién de SP en el plano P' es SG‘

como S6 es una isometria, 4(A,B) = 4d(A',B').

La simetria SP es entonces una isometria en el conjunto de

puntos fijos P.

Demostraremos ( <= ).
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N

FIGURA N*® 44
Ml

Sea f una isometria en el conjunto de puntos fijos P.

Si M P, entonces f(M) = SP(M) =M

Si M ¢P, Ponemos M' = f(M); entonces M' # M por que M ¢P.
Para todo punto N ¢P, d(N,M) = d(N,M') por que f es una iso
metria y £(N) =.N; el plano mediador de [MM'] es entonces

P. (Por definicidén v.4.6.)
Por consiguiente
f(M) = SP(M)'

La aplicacién f es entonces la simetria SP.
2. PROPOSICION

Sea S_ una simetria relativa a un plano P.

p

a) Si Q es un plano paralelo a P, entonces SP(Q) es paralg
lo a P.

b) Si d es una recta paralela a P, entonces Sp(d) es para-

lela a P.
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Demostracidén de a).

S5 (Q)
FIGURA N2 45
Sean los planos P y Q.
Plo => SP(P) = P es el conjunto de puntos fijos de
Sp ~ Sp (P 0
=> S, (P)Q ~ Qls,(Q)
=> 5, (P)[ s, (Q)
Pls,(0)
Demostracién de b).
d
6=SP(6)
SP(d)

FIGURA N% 46
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Sea P un plano y d una recta paralela a P. Existe una rec-
ta § contenida en P y paralela a d (proposicién I1I,14.3),

entonces SP(d) es paralela (prop. V.1l.1) a la recta SP(6)=6

contenida en P. Entonces SP(d) es paralela al plano P.
3. PROPOSICION

Sea SP una simetria relativa a un plano P y Q un plano se-

cante a P, entonces S(Q) NP = QN P.

Probar que S(Q)NP = QNP,

i) Probar que S(Q) NP c QN P.

x ESp(Q)(\P => x cSp(Q) ~ x ePb

como X = S _(y), y €Q

X €0
X eQNPpP
ii) Probar que QNP cSp(Q)(\P.

X €QNP => xXx €Q ~ x P
como x £P.

X = Sp(x) ESp(Q).
X €Q => Sp(x) ESp(Q)
. S
X € p(Q)

NP cS NP,
0 c p(Q)
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4, EJEMPILO

> >
Sea un sistema ortonormal (O,I,j,k) de [ . Para la transfor-

macién de [ anotada:

x' = z
y' = vy , decir si es una isometria, estudiar
z' = x

su conjunto de puntos fijos y determinar si es simetria, ro

tacibén, ...
Solucidn
i) Verificar que la transformacién es una isometria.

Sean A(x,,Y1,21), B(x,,¥2,2,) puntos de [, de im&genes

respectivas A'(x},y{,z}) y B'(xb,y},2%) de [.

Verificar que d(A',B') = d(A,B).

|
o~
b
|
b
o
N
+
~
I
~
o
N
+
N
I
N
o
N

a(a',B')

= //(21 - 22)2 + (y1 - YQ)2 + (x, - Xz)2

d(a,B).

.o Ia transformacidn es una isometria.

ii) Encontrar el conjunto de puntos fijos de la isometria.

sea f: [ > F la isometria y A(x,y,z) punto fijo de
f, es decir que:

f(p) = fix,vy,z) = (x,y,2) = A

A(x,v,2) es un punto fijo si y sdlo si:
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%y =y , es decir y -~y =20
12 = X 1

Luego, A(x,y,z) es un punto fijo de f si y sblo si

X = z. El conjunto de puntos fijos es el plano P cuya
>
ecuacidn es: z - x = 0 que es paralelo al eje (0,7)
iii) Entonces de ii) £ es la simetria al plano P.

5. PROPOSICION

Una isometria de [ que deja fijos tres puntos no aliniados
A,B y C es la aplicacidén identidad de [ o la simetria rela-

tiva al plano (ABC).

Demostracidn.

FIGURA N2 47 M'
Sea P el plano (ABC) y sea M un punto que no pertenece a P.
Pongamos M' = f(M).

Si M = M', entonces f = IdE por que f deja fijos los cuatro

puntos no coplanares. (proposicion V.1.5).
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Si M # M', entonces todos los puntos de un plano P son pun-
tos fijos de f (proposicidn V.l.h), por consiguiente, P es

el plano mediador del segmento [MM'| (Por definicidn V.4.5).

La isometria Spo f deja fijos los cuatro puntos no coplana-

res A,B,C vy M. en efecto.

(S of)(BA) = A = (S o Sp)(f(A)) = S _(A)

(Spo f) (B) => (Spo Sp) (£(B)) = Sp(B)
=> f(B) = 8 (B), IdE =S 0SS .
P
(Sp of)(C) = C => (S o Sp)(f(C)) = Sp(C)
=> C) =8 (C), Id_. =S S
f(C) p( ) E pc> b
(Spc)f)(M) =M => (Spo Sp)(f(M)) = Sp(M)

1
v

f(M) =S (M), Idr = S S .
p'™ E~ "p°"p
de donde

S_of = 1d.=> f = 8
E

p p

6. COMPOSICION DE SIMETRIAS RELATIVAS A PLANOS

1. PROPOSICION

1) La composicién de dos simetrias relativas a planos para
lelos es una traslacién del vector ortogonal a la direc

cién de los planos.
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2) €i t es una traslacién de vector 6, entonces t =Sp<)Sp
2 1

>
donde P; es un plano cualquiera ortogonal a v y Py la

imagen de P, por la traslacién del vector 3/2.

Demostracion de 1).

<

FIGURA N2 48

Sea Me [, H, y H, las proyecciones ortogonales respectivas
de M sobre P, y P,.

Si M, = 8 (M M, = S M = S (s (M)) entonces
1 1 D) ) y 2 p?( 1) p2 pl 4

—

— —_ >
MMl = 2H1Ml Y M1M2 = ZMIHZ

—— — —
De donde: MM, = MM; + M;M,

— — - —

N
MM, = 2H,M; + 2M;H, = 2(H;M, + M,H,)

—
2H,H>
>
Es decir gque, anotemos con v el vector ortogonal a P, en
— ->
que t;(Pl) = P,, MM = 2v.

De donde S oS = t,>
P2 P1 2v
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Demostracidn de 2).

M
|B A
I i
P2 | i
=~
v
M, 5
Z
'.
P, )
l
M
FIGURA N2 49
La traslacion t; = Sp 0 Sp , donde la direccidn de 3 es or-
2 1
togonal al plano P,, siendo P,la imagen del plano P, por la
traslacién del vector %3.

Il

— ——> —_— —_— —_
tG = MM' MA + AM + M;B + BM!'

—— —
= 2AM1 + 2M18

>

—->
= 2(AM1 + I"IlB) i
>
= 2AB , Relacidén de Chasles
>

= 2(-‘21)

= ;, YM, de donde Sp 0 S = t->
7. ROTACIONES

1. DEFINICION

Dada una recta §, se llama rotacidén de eje F a toda trans-

formacién de F que se escribe como la composicidn de dos si
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metrias relativas a los planos secantes que contienen a 6.

M'=r (M)

FIGURA N¢ 50

2. PROPOSICION

Una rotacidn es una isometria.

Demostracién.

Como una rotacién de eje § es una composicién de simetrias,

es decir r = Sp 0 Sp , v sabemos que cada simetria es una
2 1

isometria (Proposiciédn 1IV.3.2). Luego, por la proposicidn

IV.1.2 la composicidn de isometrias es una isometria.

Por lo tanto, una rotacidén es una isometria.

3. PROPOSICION

Una rotacién de eje § deja fijos todos los puntos de §.
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Demostracién.

Sea P, y P, planos secantes que contienen a § como eje de

una rotacién r.

Sea M €34
r(M) = (szo Spl) (M)
= S M
sz( pl( ))

=S5 (M; MegP;,, Mcé
o)

= M; MeP,, Med
4., EJEMPLO
. T 2
Sea un sistema ortonormal (0,1,j,k) de [

Para la transformaciétn de £ anotada:

=

SISESIs

y -1 , decir si es una isometria, estu-

z' =

N

diar su conjunto de puntos fijos y determinar si es sime-

tria, rotacidén,...

i) Mostrar que la transformacidén es una isometria.
Sean M(xi,y1,21),N(x2,y2,22) puntos de g, de imédgenes

respectivas M'(x},y},z})), N'(x},v},2,).

Mostrar que d(M',N') = d(M,N).
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ar ) =/ (xt - x4+ (] - Y12 4 (2! - 21)°
2 ] . N
= (K; X1 — K% ) + 1 Zg 2+ ﬁé y, — 1)%+

(—?x1-+f7y] -1- —sz ——7y2 +71) 2 +(zl—zz)2

= /E;g(xl—xz) - Kgi(y -y )]+ [ﬁ% (x -x ) +

= d(M,N)
ii) Sea f: F —» E 1la aplicacidén y M(x,y,z) punto fijo de
f, entonces f(M) = f(x,vy,z) = (X,y,2) = M.

M(x,y,2) es un punto fijo si y sdlo si:

) /2
x =z x- gyl
) /2
y= 3 x+t 75y~ 1

zZ = Z

entonces resolviendo, asi:

x + vy V2 x => (1-V2)x + y = 0 (1)

x —y=-/2y +2 = x- (1 -V2)y =2 (2)



Multiplicando (1)

por (1 - v2), tenemos:

(3 - 2/2)x + (1-V2) =0 (3)
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Resolviendo el sistema de ecuaciones (2) y (3)
X - (1 -V2) y =2 (2)
(3 - 2/2) x + (1 - V) y =0 (3)
(4 - 2/2)x =2
Entonces x = g—%—iz , N :‘45 De donde
M(x,y,0) = (g +2/7‘, fg-, 0) es un punto fijo de la inter-

seccién de los planos P; y P,, que es una recta §.

iii) Por i)
2 + V2 V2
como M(——§~—— ' , Q)
=
eje (0,k)

tacién de eje la recta §.
5. PROPOSICION

Para todo plano

Demostracidn.

P ortogonal a la recta §,

la transformacién es una isometria, y por ii)

ed y la recta § es paralela al

podemos afirmar que la isometrfia es una ro-

r(r) = P.

FIGURA N2 51

Sea P un plano ortogonal a la recta §
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La rotacién r es una isometria y r(8) = & (Por proposicidn

V.7.3)
8 y P son ortogonales, r(P) es un plano ortogonal a §.

Si 0 es el punto de interseccién de P y de §, 0 es un punto

fijo de r, r(P) pasa por 0O
.. r(P) = P.

Nota: La restriccidén de r al plano P lo anotamos asi:

r/P.
6. PROPOSICION

El plano P por ser ortogonal al eje §, la restriccién a P

de la rotacidén de eje & es una rotacidn de P.

M.

p 2

FIGURA N2 52

Sea d, y d, las rectas de interseccibén de P con P; y Po.

Para todo punto M de P, se tiene:



r(M) = S_ (S, (M))

Donde r/P = S 0S5
2

7. PROPOSICION

Sea P, y P, dos planos del espacio.

a) Entonces existe al menos una isometria g tal que
g(P1) = P,.
b) Entonces S =goS ogqg !
P2 . P J

Demostracidén de a).
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Si los planos P, y P, son paralelos, existe una traslacidn

t tal que g(P,) = t(P,) = P, (Proposicidén V.6.1)

Si los planos P, y P, son secantes, d es su recta comdn.

-

Sea 0 un punto de 4, d, y d, rectas ortogonales a d en 0

respectivamente contenidas en P, y P,.
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Si existen los puntos M, y M, respectivamente sobre d; y d:,

distintos de 0, tales que,

d(o,M1) = d(0,M2). g es la simetria relativa al plano media

dor P del segmento [M, M, ]
Demostracidn de b).

Para todo punto M de P, g‘l(M) ePy,

55,0 g 'M) = go' (M), g ' (M) es punto fijo de sp .
1
go Sp og™'(M) = geog”'(M) = M, todo punto de P, es fijado
1
por goS_ og~! &
Pa
oS o g~! = Idf => S —1 =
go0S, 09 E (gos, ) o (g7iog) =g
—> S =g ; glog = 14
go S, =9 i g o9 F
=> (g7'og) 0S_ = g~log
p1
- _ -1 -
=> Spl = IdE, g~ og = Idf.
Este Glimo es imposible, entonces
0S_og !l =5_.
g P1 d P2
8. PROPOSICION
Sea §, y 6, dos rectas complanares, entonces S, o S es

P 81

una rotaci6tn & es una traslacibén.

Demostracidn

Sea P el plano que contiene a 6, y 6,, P, contiene a §,, P,
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contiene a §, y P1,P2 son perpendiculares a P.

Verifiquemos que S oS = S oS

62 (Sl p2 p1

Para todo punto N de P, se tiene que:

r(N): Sd (Sé (N)) = N', (r/P: restriccidén de r a un plano
2 1

P.).
Para todo punto N de P, se tiene que:

r(N) = sz(sp (N)) = N', ya que r es una rotacidn de eje §
1

(6 contenida en P, y P,).

Por lo tanto: S. o S = S o0 S
S2 S P2 P

ler. Caso: Probar que Sé oS(S es una rotacidn.
2 1

Si P, ¥ P,, entonces por definicibén IV.5.1
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SG 0 S& es una rotacidén, ya que r/p es rotacidén de P.
2 1

2do. Caso: Probar que S o es una traslacidén Si P1||P2

5,0 Sg,

entonces por la proposicién V.6.1 parte la. Sé 0 Sé es una
2 1

traslacidon.
8. PROPOSICION CARACTERISTICA DE LAS ROTACIONES

1. PROPOSICION

Si r es una rotacién de eje §, diferente de Idp, 6 es el

conjunto de puntos fijos de r.
Demostracidn.

Sea r una rotacidn de eje §.
Sea P; y P; planos que contienen a § tales que r = S_ 0o S

Sea M un punto fijo de r. Por lo que:

S (s (M)) = M lo que implica
P2 Pa
S S S M = S M
p2( p2( pl( ))) p2( )
S (M =5 M
D ) p2( )
Pongamos N = S (M) = s_ (M).
P | &)

Si N# M, P, y P, son planos mediadores de [MN], lo que no
es posible si P, = P,, es decir cuando r = IdE esto implica

que todos los puntos de [ son puntos fijos de r.

En el caso donde P, # P,, M = N, entonces M eP;\P,, M es

un punto fijo de S S .
v ’ pr 7 Tp e
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Por consiguiente

2. PROPOSICION

Una isometria es una rotacidén diferente de IdE si y solamen

te si el conjunto de sus puntos fijos es una recta.

DemostraCién- /\‘
N
M

FIGURA N2 55

Sea M el /68, v sea P, el plano pasando por M y contiene a §.

Il

Pongamos M' f(M) .

Sea P; el plano mediador del segmento [MM']; existe porque

M no es un punto fijo de f, M # M'.

Verifiquemos que el plano P, contiene a § es decir que:
Para todo N ¢§, 4d(N,M) = 4d(N,M').

d(N,M)

d(N',M'), por ser f isometria

il

d(N,M'), donde N' = N.

Verifiquemos que Sp o f deja fijos los puntos del plano P;.
: 1
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Sea M P,

(sz o f) (M) D)

il
n
—
Hh
—
=
)
~
~—

S o f = IdE => (S 0S8 ) of =8
S ] P2 P2 P2
=> f = § &}
P2
S o f =78 => (S 0SS J)of=8 o085
P2 P2 P2 p2 P2 P1

Decir que Sp es el conjunto de puntos fijos de f es imposi
) =
ble porque el conjunto de puntos fijos de f es §, f es en-

tonces una rotacién de eje §.
3. PROPOSICION

Si r es una rotacidén de eje § y m; un plano que contiene a

§, existe un dnico plano w, que contiene a § tal que

Probaremos la unicidad del plano y,, es decir probaremos

o T
que T, = mW, .
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= = S =85 S S
OSTT] S'";OSTT)] > [SWQO(STT]O ﬁl) uﬂ;O ( 'ITIO '"1):]
—> [S”z = Sﬂ;, por que S 0 Sy, = IdE]
=> I:TTZ = 7T;
PROPOSICION

El conjunto de las rotacicnes de eje §, dotado de la ley de

composicidn, es un grupo conmutativo.

a)

Sea

que:

b)

Cerradura.
r = S oS , r' =28 oS rotaciones de eje §. Probar
P2 P pP3 P2
r'or = r", es una rotacidén de eje §.
r = (S oS_) o (S 0S8
Ps j o) P2 P1
= S o(S oS )os_ , IdE = S oS .
Ps o) P2 P1 b2 P2
= S oS = r"
P P1

Para que r sea la rotacidén identidad de eje §, debe pro

barse que para todo M ef se cumple que r(M) = M.

M'=SP(M)

/

FIGURA N2 56



Sea Mef, M" =S (M) ¢ef, M=S (M") eF.
entonces
= 5 S (M
r (M) p( p( ))
=S (M")
p
= M.

c) Inversos

1

Para que r~ ! sea rotacién reciproca de r, de eje §,

probar que

r=9S_08S => ror =(S_ 0 S )or™ ', r7! es 1la
P P2 P2 P1

ca de r, ya que es biyectiva.

=> IdF = (s S -1
E ( Plo Pz) °r
=> g = (S 0S )oS or !
B pP1 p1 p2
=> S =65 or!', 1dF =S oS
p1 p2 p1 p2
=> S o S = (S 0SS )or !
p, P, p, P,
=> S oS =71"' Idf = S_ o S
p p p p

171

se debe

recipro
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9. ROTACIONES PARTICULARES,; SIMETRIAS AXIALES

1. DEFINICION

Se llama simetria ortogonal a una recta § a la transforma-

cidén de [ anotada por S, y definida por

S

M

—> —
> M' donde MM' = 2MH,

H designa la proyeccidén ortogonal de M sobre la recta §.

|

|

|
M o

B

|

P, N

2. PROPOSICION
SG es la rotacidén de eje § y de &ngulo llano.

Demostracién. (Ver figura 57)

Sean dos planos perpendiculares P, y P, de recta de inter-

seccibébn §.

Entonces:
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En efecto,

Sea M ef. Consideremos P el plano ortogonal a § y que pasa
por M, sea H el punto de intersecci6n de P y 6;
Pongamos r = S 0o S . Entonces

P2 P1

H es la proyeccidén ortogonal de M sobre §.

3. PROPOSICION

Si P, y P, son planos perpendiculares que contienen al eje

§, entonces S 0o S =S oS8 .
P P2 P2 P

Demostracidn.

Sea M' ¢, Sp (M') = M, ¢F, Sp1(Ml) = Mefl. (Ver figura 57)
2

S (S (M')) =S (My)

P11 P2 P
=M

y si 6 es la recta de interseccidn de P, y P,

SS(M ) = M
Entonces S o S = 5..

joB} p2 6
Sea M ef, Spl(M) = M; ef, Sp (M1) = M' ¢eE. (Ver figura 57)

2
S M = M
p2(Spl( )) sz( 1)
= M'

y si § es la recta de interseccidébn de P; y P,
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— 1
Sé (M) M
Entonces S o S = S..
p2 P $
. S o S = o S
i P1 P2 P2 P!

4. EJEMPLO

Sea un sistema ortonormal (0,1,5,kK) de F.

Il
=

, decir si es una isometria,

A
N e
n Il
N o
I ]
N e

estudiar su conjunto de puntos fijos y determinar si es si-

metria, rotacidn...

i) Mostrar que la transformacidén es una isometria.

Sean T(x,,Y;,2,), G(X,,Y,,2,) puntos de [, de im&genes
respectivas T'(x),y,.2]), G'(x),v5,23) .
Mostrar que 4d(T',G') = 4(T,G).

Sl - kD2 (v - oy o+ (2 - zh)?

a(r',G")

Jo(x,=%,) 7+ (2-y,=2+y,) % + (2-2,-2+2,) 2

=/ (x x,)? + [ (-1 (y1-v2)]2 + [(-1) (z,-2,)]?

//(Xl_ZETZ + (yY,1-y.) 2 + (z,-2,)7

I

a(T,G) .
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ii) Sea f: | > [ una aplicacién y G(x,y,z) punto fijo

de f, entonces

f(G) = f(x,y,2z) = (x,y,2) =G

G(x,y,z) es punto fijo si y solo si:

JX = X X = x => x = 0
y = 2 -y P, , es decir 2y = 2 => y =1
lz = 2 - z :P, 22 = 2 => z = 1

Luego, el conjunto de puntos fijos es la recta §
[interseccién entre los planos P, y P2], pasando por el pun

to G(0,1,1) y paralela al eje (0,1i).

iii) La transformacidn es una simetrfa axial de eje la rec
ta § = {(t,1,1) eR?} (Sg) -
5. EJEMPLO

Dar una expresién analitica de la isometria f.

La isometria f es la simetria ortogonal de eje §, § es una

recta que pasa por A(1,0,0) y cuyo vector director es

Solucién

Para un punto M(x,y,z) de imagen M'(x',y',z"), anotando con

H la proyeccidn ortogonal de M sobre §



8
->
V1ila(,0,0)
M A .
'H
FIGURA N2 58
Como:
x' - x 2
— >
i) MM'.v = 0 6 y' -y -1 =90
LZ' - Z L 1 J
Se obtiene
2(x'-x) - (y'-y) + (z'-2) = 0, (ecuacién del plano)
— >

ii) ]k eIR; AH = Kv., H €

X+x' X+x! _

5 1 5 1 = 2k

yry' o _ - - Jyty' -

—— 0| = k 1 &5 9 5 k

z+z' z+z' _

5 0 1 5 = k

Despejamos de (2)

—— - 1= 2k,
y + v' - _k,
z + z' = k,

a x',y',z':

tenemos x' = -x + 4k + 2]
tenemos y' = -2k - y >
tenemos z!' = 2k - 2z J

176
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Sustituyendo en (1) los valores de (3) y luego despejamos k.

2(-x + 4k + 2 - x) - (-2k -y = y) + (2k - z - z) =0
-2x + 8k + 4 - 2x + 2k + 2y + 2k - 2z = O

-4x + 12k + 2y - 2z + 4 =0

12k = 4x - 2y + 2z - 4
_1 1 1 1
k = §X g-y + EZ ?

Ahora sustituyamos el valor de k en (3) y tenemos los valo-

res de x',y',z' asi:

x' = -x + %x - %y + %2 - % + 2
x' = J'—x - 2y + 22 + 2
-3 3 3 3
1 2
r = - = —_y - — P
Yy 3x + 3y 32 + 3 Y
2 2 1 2
LV S v _
YT T3 T 3Y T 3%t 3
z' = gx N 22 -2
=3 3 732 T 3

Luego la expresién analitica de la isometria es:

1 2 2 2
' = — —_— _— — —
X = 3X 3y + 32 + 3
2 2 1 2
" = = — - = —
y ¥ T 3Y T 3%t 3
z' = a —_ l — 22 — 2
-3 T3 T3 T3
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10. COMPOSICION DE DOS ROTACIONES DE EJES COPLANARES

1. PROPOSICION

Si r y r' son dos rotaciones de ejes § y&8' coplanares, res-
pectivamente, contenidos en un plano P entonces se cumple

la igualdad ror' =S o S

FIGURA N2 59

Sea P el plano que contiene a § y §'.

Sea el plano P, que contiene a ¢ tal que: r = Sp 0 Sp
1
Sea el plano P, que contiene a §' tal que:xr' = Sp o S
P2
Luego, ror' = (S 0S_ ) o (S oS )
P1 P P oF

=S o S ’ IdE = SpoSp

Asi, r or' es:

Una traslacién si P,|P,. (proposicién V.6.1)
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Una rotacién Si P, NP, # ¢ . (Definicidén V,7.1)

11. COMPOSICION DE UNA SIMETRIA RELATIVA A UN PLANO Y UNA

TRASLACION

1. PROPOSICION

1) Ssi Sp es la simetria relativa al plano P y ty una tras-

>
lacidén de vector v ortogonal a P, entonces.

> =
Sp otV Sp'
M,
:B
P I
>
v
M,
.A
p' |
L

FIGURA N2 60

Como t; = Sp oSp,, donde P' es la imagen del plano P por la

traslacidn t(—3/2)
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— — —> — -
MM, = MA + AM, + M;B + BM;

—

—_—
= 2AM, + 2M,B

—_ —
= 2(AM, + M;B)
—
= 2(AB) , Relacidn de Chasles
v
= (3)

>
= Vv

Por consiguiente:

t> =5 0SS , = S ot> = (S 0o S )o s,
p p P v p P
=> S o tx=8,, Idr = S_o0S8
p- v p E P "p
2) Ssi Sp es la simetria relativa al plano P y t; una tras-

lacidén de vector ortogonal a P, entonces

t0 & = §
v

p p
R
lD
- ;
>
v R
¢ C
1
P '
R

FIGURA N2 61
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Como t$ = Sp" oSp, donde P" es la imagen del plano P por la

traslacidn t(3/2)

— — — — —>
RR, = RC + CR; + R,D + DR,

— —
= 2CR1 + 2R1D

—> —
= 2{(CR; + RD)

= 2(66), por relacién de Chasles.

>

= 2(3)
>
= V_
Por consiguiente:
t> =8 .08 => t>08 = 8, S o S8
v~ ®p" °7p v 08p = Spr o (5,0 8)

> tg()SP = Sp", IdE = Spo Sp.

Observacién: Si v # 3, Sp<>t$ # tz 08

12. CASOS ESPECIALES

1. CASO DONDE LA DIRECCION DE 3 ESTA CONTENIDA EN EL PLANO

P. M v

M, M
FIGURA N2 62
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Sp ot; no tiene puntos fijos cuando ; # 0
Ademé&s Spc>t3 = t; oSp
2. CASO GENERAL:

> - - -
El vector v se escribe v; + v, donde v; es ortogonal a P y

=
v, tiene su direccidn contenida en P.

Por consiguiente:

t—> = t-} d ' —_ > -
Spo v Sp.o o onde P t(—v1/2)(P)'
t3 oSp = Sp"o t32, donde P" = t(31/2) (P)

3 OBSERVACION

Se repite las simetrias deslizantes.

13. COMPOSICION DE UNA ROTACION DE EJE 6 Y DE UNA SIMETRIA
RELATIVA A UN PLANO ORTOGONAL A §

1. PROPOSICION

Si r es una rotacidn de eje 6§ y Sp la simetria relativa a

un plano P ortogonal a §, entonces ro Sp = Spo r.
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P
P,
Py
M M
dlw
, d2
FIGURA N2 63
Sea M e¢P, verificaremos que (r()Sp<)r—l)(M) = M.

Il

(ro Spo r-l) (M) r(sp(r‘l(M)))

= r(s_(M)), r*mMm =M
p
en que, Sdz(M) = M, ¢P, Sd (M,) = M' ¢P. asi:
1
-1 —

r=1 (M) Sdl(Sdz(M))

= Sdl([\[ll)

= M'

Entonces



(ro Spo r™')(M) = r(M'); M' es punto fijo de Sp
Entonces
(ros_or ') (M) =M
P
en que, Sdl(M ) = M,, Sdz(Ml) = M asi:
r(M') = Sdz(sd,(M ))
= Sdz(Ml)
= M.
De donde:

12) roS or~ ! = IdE => (r
p
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Lo cual no es posible por que el conjunto de puntos fijos

de ro Spor'l es el plano P y no el espacio [.

-1

22) roS or ' =8 =>roS of(r lor) =
p P p

=> roS =S or, Ider= r ‘tor
P P E

2. CASO PARTICULAR DONDE r ES LA SIMETRIA DEL EJE §.
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[P

Pl

FIGURA N2 64

Sea 0 el punto de interseccidén de P y de 6.
Sea M= .

Consideremos un plano P' pasando por M y conteniendo a § es

te plano P contiene a la recta d.
Los puntos r(M) vy Sp(3r(M)e P' y, en este plano tenemos:

Sp oxr(M) = S4 osé(M)

Como d y & son perpendicualres, M' es el punto simétrico de

M relativo al punto O.

De donde S ¥y = roS = So.
po D 0

donde So es la simetria de centro O



CAPITULO VI
SIMILITUDES

1. PROPIEDADES GENERALES

1. DEFINICION

Se llama similitud de un plano P a toda aplicacién f de P
en P para la cual existe un nfimero real o estrictamente po-
sitivo verificandose, para toda pareja de puntos A,B de un

plano:

d(A',B') = ad(p,B), con A' = f(A), B' = f(B)

o es llamada la razdén de similitud de f.
2. PROPOSICION

Una isometria es una similitud de razén 1.
Demostracidn

Sea f una isometria de Pen P,

Por definicién, tenemos que:

>
—> A' = f(A)

f: P
A
a(a!,Al) = a(a,,r,), A,,A, eP.

la cual podemos escribirla asi:
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d(ay,al) = (1) x d(a,,n,), con AY = f£(A,),
AY = f(A,) eP
donde o = 1 que es la razdn

Por lo tanto f es una similitud de razdn 1.

3. PROPOSICION

Una homotecia de razén P es una similitud de razén |B].
Demostracidn

Sea h una homotecia de P, de razon B

.h: P — P
A ——> A" = h(4)
— —
.A'B' = gAB, h(A) = A*', h(B) = B', B ¢IR -{0,1}
A'B' = BAB2 => d2(A',B') = B24d%(a,B)
=> d(a',B') = |g] d4(a,B), A'=h(An),

B'=h(B).

de razdn |B|
h es una similitud (por definicién VI.1.1)
2. FIGURAS SEMEJANTES

1. DEFINICION

Una figura A se dice semejante a una figura B si existe una

similitud f que transforma A en B.
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3. DESCOMPOSICION DE UNA SIMILITUD

1. PROPOSICION

Sea f:

> P,una similitud
> A'

e

12 Si f es una similitud de razdén ¢ y h una homotecia de

la misma razdén, entonces f se escribe como h og, donde

g es una isometria.

22 Toda similitud es una aplicacidén afin biyectiva.
Demostracidn de 1%2.

Sea f una similitud de razbn o; si ha es una homotecia de
razén o, entonces h™'o f = g es una isometrfia, en efecto si

A y B son dos puntos de un plano, tenemos que si:
A' = f(A), B' = £(B), A" = h™'(A'), B" = h™'(B")
Se obtiene:

d(a',B') = ad(A,B), d(A",B") = o~ 'd(A',B')

y entonces:

~

d(a",B") = o~ '.0d(A,B) = d(A,B)
g es una isometria.
Demostracién de 2%2.
Sea f una similitud de P

La aplicacidén f es inyectiva.
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> ad(A,B) = 0 (por definicién VI.1l.1)

a IR - {0}

\
g
i
w

f es afin e inyectiva es por tanto biyectiva (Por proposi-

cidbn ITII.5.7)

4. SIMILITUDES DIRECTAS

1. DEFINICION

Se llama similitud directa de un plano P a toda aplicacién

f de P en P que se escribe hog, donde g es un desplazamien

to del plano y h una homotecia.

2. PROPOSICION

1® Dada una similitud directa f, existe un Gnico real o > 0
y un Gnico angulo 0 verificandose para toda pareja de
puntos distintos A,B de un plano:

a(a',B') = ad(a,B)
o, (1)
(AB,ATB') = 0
22 Si una aplicacién f verifica la propiedad (1), entonces

es

El

de

una similitud directa.

real o es la razén de la similitud f; O es el &ngulo

la similitud f.



Demostracidn de 12,

Sea f = hp «°9 la similitud directa donde o es un
14

trictamente positivo y g un desplazamiento.

d FIGURA N2 65

190

real es-

Si g es una rotacién, representemos por © el &ngulo de la

rotacién g.

Si g es una traslacién, representemos por 0 = 0.

Se tiene en todos los casos, para dos puntos distintos A y

B de un plano:

— -

(AB, g(a)g(B)) = 0

Puesto que A' = h (g(pA)), B" = h (g(B)), tenemos

A'B' = ag(A)g(B),

pues

Ly
(AB,A'B') = 0O

Demostracidtn de 22,
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Sea f una aplicacién que verifica

BN .
d(A',B') = od(A,B) v (AB,A'B') = 0
Sea un punto P del plano

Si r es una rotacidén de centro P y &ngulo -0. Si h -
pr—O p,a

es una homotecia de centro P y razdn o~ !.

Sea k la aplicacién definida por:

k = rp’_eohp’a_lof.

Para dos puntos A,B distintos del plano

k(A) = rp’_e(hp’u_l(f(A)))
= rp,—O(hp,a‘l(hp,u(g(A)))); £(a) = hp’a(g(A))-
= r _O(g(A)), IdE = h ,u_lohp,u
= A

k(B) = rp,—O(hp,u"‘(f(B)))
= rp’_e(hp’u_l(hp’u(g(B)))), f(B) = hp’a(g(B))
= r _@(g(B)), IdE = h ) _10h o
= B

de donde

a(k(a), k(B)) = d(n,B), (AB, K(MK(B)) = (AB,AB) = 0
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—

Por consiguiente k(A)k(ﬁ) = AB, y entonces k es una trasla-

cifn.

Se tiene que:

k = oh _30f => r ok = or o h _y10f
p,~0" p,a”! p,0 p,0°%p,-0) 0 Bp, =10
=> ok = h -10f, Id- = r or
p,0 ’ ! ! E p,0 p,—0
=> hp,uorp,OOk = (hp,uth,u“l)o f
=> h or ok = £, Idr = h oh —_ e
p,0 prO ! E p.,x pPro !
f = h ofr ok) es una similitud directa.
p,o p,0

5. GRUPO DE SIMILITUDES DIRECTAS

1. PROPOSICION

El conjunto de similitudes directas, dotado de la ley de

composicidén, es un grupo.

(La razén de la composicidén es el producto de las razones,

el &ngulo de la composicién es la suma de los &ngulos).

a) Cerradura

Sea f, y f, similitudes directas de razones o, y a,, de an-

gulos @; y 0, respectivamente.

Sea A y B dos puntos de un plano; pongamos:

A' = f£,(A), B' = £,(B), A" = f,(A'), B" = f,(B")
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BI
¢ A"
/ B
/ AT
202 ey —f
/"' \/;
/kv/
}”@2 o1 > O2
FIGURA N2 66
Se tiene entonces:
d(a',B') = a;d(A,B) y (AB,A'B') = 0,
'.',_; .
d(A",B") — Oﬂzdld(A’B) y (A'B',A"B") — @2
de donde
a(A",B") = a,0,d(A,B) y (AB,A"B"™) =60, + 0,,
puesto que A" = (f, of;)(A) y B" = (f, of;) (B), que es

fo,o £f; una similitud directa de razdén a,a, y de &ngulo

OZ + @1.

b) Identidad
f es la similitud directa identidad.

Como o =1 y ©O =0 tales que para toda pareja de puntos

[BIBLIOTECA C T]

| UNIvERS = |

A,BeP, A # B.
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d(f(n), £(B))

d(aA,B), a =1,

Il

de donde f(A) A y f(B) = B.

= >
as{ (AB,AB) = 0
c) Inversos.

Para que f~! sea similitud directa se debe probar que: exis
te la rezén o y el angulo O tales gque para toda pareja de

puntos A,B P, A # B

d(f '(p), £ '(B)) = od(A,B)
(AB, £-1(A)f~1(B) =0

Sea B la razdén de f y ¢ el angulo de f tales que para toda

pareja de puntos A,B €P, A # B

d(f(an), £(B) = Ad(A,B)
(3B, £(A)EM®)) = ¢

Sean A y BeP, A # B; £-'(A), £71(B) P

ademas f-1(A) # f~!(B), por ser f biyectiva.

se cumple qgue:

I

d(f(f-1(n), £(£-1(B))) pd(f-1(A),£f~-1(B))

d(a,B) = gd(f-1(p),£f71(B))
a(f-1(n),£-1(B)) = % a(a,B)
(—f_l(A)f Y(B),AB) = ¢
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6. CENTRO DE UNA SIMILITUD DIRECTA

1. DEFINICION

Dado un n@mero real positivo o, un Angulo O, un punto P de
un plano, se llama similitud de centro P, de razdn o, de an

gulo 0, la aplicacién f definida por:

JSi M # P: (PM, PM') = 0, d(P,M') = ad(P,M)

lpr =P
2. PROPOSICION

El conjunto de similitudes directas de centro P, dotada de

la ley de composici6n, es un subgrupo de todas las similitu

des directas.

i) Ley de cierre.

Sea £ = h o w;, g =h 0 W, similitudes directas

pra P8
Probaremos que: f og = h es una similitud directa de
centro P.
f og = (hp, ow; ) o (hPrBO W, )
= hp,ao (Wwyoh :B)O Wy

Il
=
o
=y
o
E
o)
E
N
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ii) Identidad

Existe la identidad de P(IdP) la cual es la identidad

de las similitudes directas.
iii) Inversos

Para cada f existe una similitud directa inversa j
tal que se cumple que

foj=jof = IdP
Sea £ = h ow, donde h es una homotecia de cen-

p,o p,o

tro P y razdn o y w es un desplazamiento.

foj = (h  owoij= I
(h .0 w)o j = (hp,ao w) (hp,ao w) !
j = (h a® w) !
j = h—lp,uc>w—1

3. PROPOSICION

Sean los puntos A,B,A', B' de un plano P cor A # B, A' # B'
existe una y solo una similitud directa que transforma A en

A', B en B'.
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Bl
/ 7
/ /
B> / /
/ B
_@/ /// B,
ﬂ/&/
A" FIGURA N2 67
Demostracibn

Sea f una aplicacién que verifica

d(A', B') = kd(A,B) y (AB, A'B') = 0
Sea un punto A' del plano
Si hA' | €5 una homotecia de centro A' y razdn k.
, .
Si Tpi g €5 una rotacidn de centro A' y &angulo 0
R 4
. . . —_—
Si tiz, es una traslacién de vector AA'

Sea f la aplicacidén definida por:

f =h or o t—

A',k "TA',0 TAA'.

Para dos puntos A,B distintos del plano. Ademés A',B, £P,

A' # B,; A', B, eP, A" # B,

De donde: A' = tAZ'(A)’ B, = tAK'(B)’ rA;G(A) = A',
rA',O(Bl) = B», hA',k(A') = A'I hA',k(BZ) = B'.



Entonces:

f(aA) =h

(

.
kTar o tan

kA g @)

i (A'), A' es un punto fijo de r
14

A' es un punto fijo de hA'

ka0 Eak
,k(rA' '@5B1))
'k(B?_)

4. PROPOSICION

(A)))
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Toda similitud directa f gue no es una traslacibén tiene un

inico punto fijo P;

es su angulo, entonces:

f es la similitud de centro P, de razdn o, de angulo O.

FIGURA N2 68

se sigue que si o es la razdn de f y O
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Sea f una similitud directa de razén «a, de &ngulo 0.

Si ¢ = 1, £ es un desplazamiento. El1 conjunto de puntos fi-
jos de f es entonces igual al plano P si f es la identidad

y un punto si f es una rotacidn.
Si o # 1.

Sea (M,M') una pareja de puntos (M #¥ M'), P es punto fijo,

de angulo © la aplicacién f se define asi:

N

Si M # p: (PM, PM') = O (1)

P' = P: d(P,M') = |o|d(P,M) (2)

El conjunto de puntos P verifica (1) es el circulo C de dia
metro [A B] con A que es el baricentro de dos puntos ponde-
rados (M,k) y (M',1) y B es el baricentro de dos puntos pon

derados (M, -k) y (M',61).

El conjunto C' de los puntos P verifican (2) es un arco de
circulo de extremos M y M' donde (MM') - [MM']. Existe un

inico punto P de interseccidén de C y C'.

7. ALGUNOS PRERREQUISITOS DE LOS NUMEROS COMPLEJOS
1. REPRESENTACION GEOMETRICA DE UN NUMERO COMPLEJO.
Definicidn

Sea un nimero complejo cualquiera
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z = a + ib, (a,b) gIR?

La imagen de z, relativa a un sistema de coordenadas orto-

_ — —
normal de ejes (ox,oy) es el punto M(a,b). OM es el vector

imagen de z.
. . -~ _—).
z es el afijo del punto M &6 del vector OM.

Asi, z se representa en el plano complejo.

Y

FIGURA N2 69

2. ARGUMENTO DE UN NUMERO COMPLEJO
Definicidn

Dado un nGmero complejo no nulo z, se llama argumento de z,

se representa por Arg(z), a todo real o tal que:

z = |z|(Cos a+ i Sena).
El segundo miembro se denomina forma trigonométrica de z.

3. SIGNIFICACION GEOMETRICA

Si M es la imagen de z, los valores del Arg(z) son las medi
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—

das en radianes del dngulo (OX, OM) :

~—

o = (OX, OM) + 2km

4. FORMA EXPONENCIAL DE a = Cos 0+ i Sen®

Es conveniente anotar el nlmero Cos 06+ i Sen0® con la expre-

sidén o0 (de mbdulo 1, de argumento 0)

ele = Cos O+ i Sen0. (1)
5. FORMA EXPONENCIAL DE z = r (Cos O + 1 Seno©)

S - i0
z se puede escribir, asi: z = r e, por (1)

8. TRASLACION Y ROTACION EN EL PLANO COMPLEJO

1. TRASLACION DEL VECTOR 6&.

Sea, en el plano complejo, un punto P de afijo z, y un pun-

to fijo M de afijo a.

—_
La imagen P' de P en la traslacién del vector OM es el pun-

to P' tal que:

Si P describe un conjunto B, P' describe un conjunto B',

imagen de B en la traslacién del vector a.
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P'(z")

M(a)

FIGURA N2 70

2. ROTACION DE CENTRO O, DE ANGULO DE MEDIDA 0.

Sea, en el plano coemplejo, un punto P de afijo z y la medi-

da © de un angulo.

La imagen P' de P en la rotacidén de centro O, de angulo de

medida @ es tal que:

d(o,p') = d(o,P)
=5 3~
(OP,0P') = 0
El afijo z' de P' es z' = zelO
Y
P'(z")
\\
N\
\
N\
\
\
=P (z)
0
0
FIGURA N® 71




203

3. ROTACION DEL ANGULO DE MEDIDA © CON RESPECTO AL PUNTO P

DE AFIJO a.

Sea M' (2') la imagen de M(z).

El vector PM tiene por afijo z - a,
el vector PM' tiene por afijo z' - a,
y como d(P,M) = d(P,M")
=5 -
(PM,PM') = 0O
. . B io
se tiene: z' - a = (z - a)e
Y
m'(z'-a) il
\- ~
\~
\\ m(z'fa?
>
5 e
X
0

FIGURA N2 72

Nota:

Se han presentado algunos conceptos sobre la teoria de los
nimeros complejos, para tener alguna idea de lo Gtil que
son para la interpretacidén compleja de las similitudes Di-
rectas. (Dejamos al lector que revice, si es necesario,
otros conceptos sencillos utilizados aqui, para la resolu-

ciébn de problemas).
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9. INTERPRETACION COMPLEJA DE LAS SIMILITUDES DIRECTAS

1. EJEMPILO

Sea a eC*, b ¢f; encontrar la reciproca de la similitud di-

recta representada por:

f: z > az + b
Como z' = az + b, haciendo cambio de variable, tenemos
z = az' + b, luego despejamos z'. Asi:
az' =z - Db
z' = a’'z - a’'b
Para tener seguridad que, f~': z > a’'z - a”'b es la si-

militud reciproca directa, comprobaremos que:

fo £f7! = 14
(fof ") (z) = £(£7'(2)) = f(a~'z - a~'b)
= a(a”'z - a='b) + b
= aa~l'z - 'b + b
=z - b + Db
= z.
£f71: 2z >a 'z - a’'b es la similitud reciproca di-
recta.

2. EJEMPILO

A cada pareja (a,b) de T* x T se le asocia la similitud di-

iBIBUGTFLn E?uih

recta fa b representada por

’

Lf.’...rl.u



205

fa,b: Z —> az + b

Escribir en funcién de a,b,a',b' la pareja asociada a la si

militud directa

far b Tap.
Sea z (.
f fov
z —Jiﬂﬁ»az + b —E—LE> aa'z + a'b + b'
(fa.,b.c)fa’b)(z) = fa',b'(fa,b(z))
fa,’b,(az + b)
= a'(aZ + b) + b'
= aa'z + a'b + b’
La escritura es: (aa', a'b + b').

3. DPROPOSICION

Toda similitud f se representa por una aplicacién de T en C

de la forma z

> az + b donde a e - {0}, b e, y recipro
camente. En esta representacién, |a| es la razén de la simi

litud, arg(a) el &angulo de la similitud; en particular.

a =1 si y solamente si f es una traslacidn.
la] = 1 si y solamente si f es un desplazamiento.
Por otra parte, si a # 1 la ecuacibn az + b = z admite una

inica solucidén zo que es afijo de centro de la similitud f.
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Demostracidn

Sea f una transformacién de P que se representa por la apli
cacibn

2

> az + b.

Sean A,B P, A' = f(A), B' = f(B).

Si zZy €8 el afijo de un punto- M, se tiene:

Zpr T Zp < (azB + b) - (azA + b) = a(zB - ZA)’ de donde
‘gt T Ep
Y
Asi, pues
—y/‘-T;\" _ B' Zp
(AB, A'B'") = arg(——E — ) = argl(a),
B
y d(a', B') = |ZB, ZA,| = azy + b - az, - b
= IazB - azA]
= lallz, - 2,
= |ald(a,B)

La transformacidn f es entonces bien una similitud de razén

|a| y de &ngulo arg(a).
Reciprocamente

Sea f una similitud de razén o y de &ngulo 0; si M y N son

dos puntos distintos del plano, se tiene:

/\ T

—F

a(N',M') = ad(N,M), (N'M', NM) = O
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La relacién entre afijos es:

Z -z = eie(z - z.)
M N' ¢ M N’
En particular para N = 0
z -z = uei@z
M' o' M
i0
zM' = e’z + Z g
. i0 ;
S1 se pone a = ge y b = Zh S€ tiene:
Zyr T Az + b
Esta forma prueba que f se representa por z —> az + b.

4. EJEMPLO

Dar el centro, la razdn y el &ngulo de la similitud directa

en el plano complejo:

Z

> 49z - 1, § =
a) Centro de la similitud
Por la proposicidén VI.6.4, tenemos:

Sea P punto fijo de f.

-1 + iv/3

£(P) = 4( 5

) P~ 1=0P

=> (-3 + 2/3 i) P =1

=> P = 1 =—3—2/§i

-3+ 2/3 i 21
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3 + 2/3 i
21

El centro de la similitud es P = -

b) La razén de a: |al
la] = vVaa = V(-2 + 2 V3 1) (-2 -2/3 i)
= /4 + 12
= V16
la| = 4.
donde a = 43 = -2 + 2V/3 i.
c) El &dngulo de la similitud es Arg(a) = a.

Como a ¢, tenemos que:

a = |al] (Cos a + i Sena)
2 = Cos a + i Sena => =2 Z 2/3 i = Cos o + 1 Senaq
|al
1 2
=> = 5 = Cos o => g = 3T
2
Arg(a) = {gﬂ}

5. EJEMPLO

Escribir la forma de z

> az + b de la similitud de afijo

1 + 2i, de é&ngulo % y de razén %.

Como a = |al (Cos o + i Sena), tenemos que

m . m, _ 1 w/¢i_ 1,3 | i
(Cos 6-+ i Sengd =35 e = Z(_f + 7)

o)
i
N
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V3 + i1
a = —g—=
Como f(P) = P (proposicién VI.6.4), tenemos que
f(P) = aP + b = (Kizi—i)(l + 2i) + b = (1 + 2i) =P
b=l+2i—(—/—3———;;—i)(l+2i)
b = (6 - vV3) + i (7 - 2V3)
4
La forma es: z > (/j + i)z + (6 - /3) + i(7 - 2/3)

4 4

6. EJEMPLO

Sea, en el plano complejo, la similitud directa f de centro

el punto P de afijo 2 - 3i, de &ngulo ul

1 de razén 3V2.

a) Si z es el afijo de un punto M, determine el afijo z'

del punto M' imagen de M para esa similitud.

El afijo a encontrar es de la forma: z' = az + b.
a= |al] (Cos © + i Sen®) = 3/2 (Cos % + i Sen %)
a = 3/2 (Kg + i fg-) = 3(1 + 1)
Usemos el hecho de que f(P) = P (Pvoposicidn VI.6.4)
f(P) = 3(1+i)P + b = P => 3(1+1i)(2-31i) + b = 2 - 31i.
= b = (2 - 3i)(-2 - 3i) = - 13
z' = 3(1l+i)z - 13

b) Expresar en funcién de las coordenadas (x,y) de M las
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coordenadas (x',y') del punto M',

z! = %' + jy' = az + b = a(x + iy} + b =>
2¢ = §'i+ iy' = 3(1 + 1) (x + 1y) - 13

z!' = x’l + iy' = 3(x ; iy + ix - y) -~ 13

z' = x' 4+ iy' = [3(x - y) - 13] + 3(x + y)i

(3(x-y) - 13, 3(x + y))

f

v
®
o

]

7. PROPOSICION

La similitud de centro P, de razdn o, de &ngulo O se repre-

senta por la aplicacién g: € —> € definida por:

glz)y - z, = ae (z - z.),

donde 5 designa el afijo del punto P.
M*' (g(z))

FIGURA N2 73
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Sea M'(g(z)) la imagen de M(z)
——> .
El vector PM tiene por afijo z - z5
el vector PM' tiene por afijo g(z) - zZ,
y como
a(p,M) = d(p,M")
e
el
(PM, PM') = O se tiene la relacidn
g(z) - 2, = ae (z - zP)

8. EJEMPLO

En el plano complejo, sea f la similitud que a un punto M
de afijo z le asocia el punto de afijo 2iz - 4i y g la rota

cién de centro P de afijo 2 + 3i y de &ngulo % T .

¢Cual es el afijo de (go f)(M)?

Como g es una rotacidén de centro P de afijo 2 + 3i y &ngulo
%—ﬂ, es una isometria (Def. IV, 5.1, Prop. IV.3.2 y IV.1.2).

Asi g es entonces una similitud de razdén o = 1 (proposicién

VI.1.2).

Para encontrar el afijo z' de (go g) (M), utilizamos la rela

cidén de la proposicibn VI.9.7:

_ i0 B .
g(z) - Z25 = ae” " (£(M) zP). Asi:

fg (-1 + I)[(2iz - 4i) - (2 + 31)], o = 1,

eie= '/—22(—1+i)



/5

2

SN

{(-1+i) (2iz - 71 - 2) + (2 +
[-2(1 + i)z + 51 + 9] + 2 +
- VZ ez ¢ (3w 221+ 2

212



EIELIOGRAFTA

ANGET, R. TLAPROTONDA / TIIDERA.

"Nagrhra Lineal vy Geometria”

ARMANDO O, ROJO / ET, NTENEQ

"ANgebhya 117,

J. DIFRUDONNE / HERMAMNN

"Linear Mlgebra and Geometry"

MARTE — NORTLE AUNTGIRR y otros / DIDIER

"Math@Amabignes Callection 110 Dimathéme " .



