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PROLOGO 

Una de las inquietudes centrales que ha estado presente en 

la elaboraci6n de este documento, ha sido esencialmente, 

realizar un estudio fundamental de dos de los más relevan-

tes instrumentos de las transformaciones definidas por una 

aplicación compleja, las C6nicas y la Geometría Descriptiva; 

corno son las Isometrías en el Plano y el Espacio, y las Si-

militudes; para lograrlo se ha tenido corno fundamento el de 

sarrollo de tres cusos: Algebra II , Algebra III y Geometría 

Moderna, dictados por el Lic. José Javier Rivera Lazo. 

otra de las inquietudes propuestas es que el presente trab~ 

jo se convierta en un texto de consulta de algún curso in-

troductorio de Geometría Moderna. 

En e l presente trabajo se suponen conocidos los ternas rela-

tivos al algebra de conjuntos, relaciones y funciones, a 

las estructuras de grupo y subgrupo, a las sucesiones y se-

ries , a los números complejos y otros ternas elementales, 

que se han tornado en cuenta para desarrollar los seis capí-

t u los, los cuales se describen brevemente a continuaci6n: 

En el Capítulo I se desarrolla los conceptos, proposicio-

nes y ejercicios necesarios en relaci6n a Espacios Vectoria 

les, para la construcci6n básica del capítulo II . 
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En el Capítulo II se trata la construcci6n básica de los E~ 

pacios Euclidianos, sin pretender que su desarrollo sea com 

pleto. Solamente se han desarrollado los conceptos, proposi 

ciones y ejercicios básicos a utilizar en el capítulo IV. 

En el Capítulo 111 se de sarrolla los conceptos fundamenta

les de la Geometría Afín como es la noci6n de aplicaci6n 

afín, caracterización de las aplicaciones Afines para la 

conservación de los baricentros, Baricentro y su utiliza

ci6n, y las Homotecias como un ejemplo de las aplicaciones 

afines. 

Estos elementos, oportunamente son necesarios y útiles e n 

el cuarto, quinto y sexto capítulo. 

En el Capítulo IV se procede al es tudio de las Isometrías 

en el plano, empezando por enunciar definicione s , proposi

ciones generales comunes a las isometrías del plano y del 

espacio, luego se clasifican las isometrías del plano (sime 

tria axial, rotación, traslaci6n, simetría deslizante) y 

por último s e define la noción de ángulo de semirectas y 

rectas. Estos elementos son necesarios y de gran utilidad 

en el desarrollo del quinto capítulo y de l sexto capítulo. 

En el Capítulo V se de sarrolla el e studio de las isometrías 

en el Espacio, basándose en e l capítulo anterior, dejando 

globalmente invariante una configuración simple: el cubo. 

Ello permite la manipulación de las isometrías y de otras, 
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como las rotac iones del espacio . 

En primera instanc ia, del capít ulo VI, se introducen las si 

militudes como transformaciones que multiplican las distan

cias por una consta nte positiva , luego se definen las simi

litudes directas las cuales se escriben como la composición 

de un desplazamiento y de una homotecia, y finalmente se e~ 

tudia la representación compl eja de las similitudes direc

tas. 

Este trabajo ha sido fund a me ntado en los capítulos 20, 21 Y 

22 de la obra "Mat hématiques " collection N. Dimathéme. 

Hemos tratado, de manera particular, reescribir en una for

ma má s simpl e y compl ej a las demostraciones de las proposi

ciones y ejemplos que aparecen en los Capítulos 20, 21 Y 23 

de esta obra , denominados "Isometrías en el Plano", "Isome

trías en e l Espacio" y "Similitudes", respectivamente, de 

donde toma su título el presente trabajo: Tópicos en Alge

bra Lineal, Isometrías y Similitudes. 

Finalmente, nos complace la oportunidad de expresar mis 

agradecimientos al Lic. José Javier Rivera Lazo por su va

liosa asesor ía en la elaboración de este trabajo y a la se

ñora Miriam de Yánez por la paciencia y gentileza de mecano 

grafiar e l presente trabaj o . 
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CAP 1 TUL O 1 

ESPACIOS VECTORIALES 

1. DEFINICIONES 

1. DEFINIeION. 

Sea un conjunto V dotado de una ley de composición interna 

anotada por + llamada " adición " y de una ley de composición 

e xterna anotada por • llamada "multiplicación por un real" 

-7-

asociada a toda pareja (a ,v) de IR x V es un elemento de V 
-7-

anotado por a .v. 

Se dice que (V,+,.) es un IR-espacio vectorial si y solamen 

te si se verifica l o siguiente: 

i) (V,+) es un grupo conmutativo . Es decir: 

1. La suma es una ley de composición interna en V 

+: V x V - > V: -7- -7- -7--7-

(v,w) ---> V + W. 

-7- -7-

o se a (v E V " w V) => 
-7- -7-

(v + W E V) 

2 . La suma es acociativa e n V. 
-7- -7- -7- -7- -7- -7- -7- -7-

V u, V E V se cump le (u + v) + w = u + (v + w) . 
-7-

3. Existe un vector neutro O para la suma en V. 
JO EV tal que V ~ EV se cumple ~+O+O+~ = ~. 

4. 
+ 

Todo elemento v de V admite inverso aditivo u opue~ 

-7-
to w de V 

-7- -7- :t 
W + V = U 

+ + + -7-
Al opuesto de v l o denotaremos con -v, o sea, w=-v. 
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5. La suma es conmutativa e n V. 
-+ -+ -+ -+ 

V u, V E V se cumple que u + v 
-+ -+ 
v + u. 

ii) Cua le squ i era que sean l o s reales a y S, Y l o s elemen-

-+ -+ 
tos u y v de V, se tiene que: 

- }-

EV 1. l'/. V 

-+ 
2 . a . ( S .v) (aS ) . v . 

-+ -+ -+ 
3. ( + 6 ) . v a .v + S . v. 

-+ -+ -+ 
4 . a . (u+v) = a .u + a .v. 

-+ -+ 
5 . l.v = v . 

2. OBSERVACION 

Los elementos de V son llamados vectores . Los elementos de 

IR son escalares u operadores . 

Si e n la d e finici6n ante rior, se reemplaza IR por otro cue~ 

po conmutativo K(m,~, ... ), se define un K-espacio vecto-

r ial. 

3. PROPOSICION 

Sea el conjunto IRn de las n-uplas de IR, dotado de la adi-

ción de finid a : 

-+ -+ 
u + v = (U I + VI, UI + VI, ... , 



y de la mul t iplicac i6n externa d e finida: 

-+ 
Para A E IR Y u 

n 
IR por 

... , AUn). Ve rificar que IR n es un IR - espa-

cio vectoria l. 

Asociatividad d e la suma e n IR n 

-+ 
V u == ... , y 

n 
., Wn ) E IR se cumple: 

-+ -+-+ 
u + (v + w) == (u + v) + W 

-+ -+-+ 
u + ( U +w) == (u 1 , U 2 , ••• , un) + [ (v 1 , VI' ••• , V n ) + (W 1 , W 2 , ••• , W n ) ] 

== ( u 1 , W 2 , ••• , un) + ( v 1 +W 1 , V 2 +W 2 , ••• , V n +W n ) 

-+ 
== (u + v) + W 

Ide ntidad para la suma e n IR
n 

jo n -+ n 
(0,0, ... ,0) E IR t al q u e Vu == (Ul,U 2 , ••• ,U n ) E IR 

se cumple 

-~ -+ 
u + ° 

-+ -+ 
u + ° - -)-° + u u. 

(Ul,U 2 , ••• ,U n ) + (0,0, ..• ,0) 

(Ul+0,U 2 +0 , .. . ,u n+O ) 

(u } ,U z , .•. ,u n) 

-+ 
== U 

3 



o + u (0,0, • .. ,0) + (UI,U 2 , •.• ,Un) 

(O + Ul,O + U2 , ... ,0 + un) 

(UI,U 2 , ••• ,U n ) 

-+ 
u. 

Inversos aditivos e n IR n . 

-+ n 
V u E m , 
-+ -+ 
u + v 

-+ 
u + v 

-+ 
-u tal que 

-+ -+ 
u + v = ( U 1 +v 1 , U 2 +v 2 I •• I Un +V n) ( ° , ° I • • • , O ) 

O, V i = 1,2, . . . , n; 

De donde (VI ,V 2 ,'" ,vn ) 

V . 
1 

Conmutatividad de la adici6n en IRn • 

-+ 
V u 

-+ 
u + 

-+ 
u + 

= 
-+ 
v 

-~ 

v 

-+ 
(Ul,U 2 ,""U n ), V 

-+ -+ 
v + U. 

-+ -+ = v + u. 

(IR~ +) es un grupo abeliano. 

Ahora verificaremos: 

V. = 1,2, ... ,n 
1 

. Para todo a , B E IR Y u = n 
( u 1 , U 2 , • • • I un) E IR se cumple que 



-+ 
C1 ( [3 u) ( C1P, ) U. 

( a,[ SUI] , a[S u z], ... , a [ Su J) 
n 

([ a SJU1 , [ SJU 21 ... ,[ aSJun ) 

-+ 
(aS )u. 

Para todo !3 E IR y u 

-+ -+] a [u+v 

a[ ~ + ~J 
-+ -+ 

= a u + (1 v. 

= ( a (uI + vd, a (u z + V 2 ) , ... , 

se cumple: 

( a UI + a VI, ('( u 2 + a V 2, •.• , a Un + a v n ) 

-+ 
a u + a y. 

-+ 
Para 1 E IR y u 

-+ -+ 
l.u = u. 

-+ 
l.u = 1.(Ul,U2 , •.. ,U n ) 

(UI,U 2 , •.. ,U n ) 

-+ 
u. 

se cumple 

5 

Todo lo anterior nos permite de cir que IR n es un IR-esp~ 
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cio vectorial. 

4. Nota . 

En particular IR, ~ IR 2
, IR 3 son espacios vectoriales 

5. PROPOSICION 

Sea el conjunto F(B,IR) de las funciones numéricas defini

das sobre un conjunto B. Entonces (F(B,IR) ,+,.) es un espa

cio vectorial. 

DEMOS TRAC ION 

En F( B , IR) def inamos la suma d e funciones numéricas y el 

producto de e scalares p o r f unciones mediante: 

i) Si f Y g EF( B ,IR) e n tonces f+g: B + IR es tal que 

(f+g) (x ) = f (x) + g (x), VX EB . 

ii) Si Va E IR y f F(B,IR), entonces a f: B + IR es tal 

q ue : 

(a f) (x) = a f (x ), Vx EB. 

Verifiq u e mos la composición interna de (F(B, IR) ,+) 

( V f , g E F ( B , IR)) = > (f + g E F (B, IR), po r (i)) 

. Veri f iqu emos la asociatividad de (F(B,IR) ,+) 

Vf,g,h E F(B,IR) se cumple q ue f + (g+h) = (f+g)+h 



[f + (g+h) ] (x) f (x) + (g+h) (x ) , por i) 

= f ( x ) + (g(x ) + h( x )), por i) 

= ( f (x) + 9 (x)) + h(x), por asoc. 

= [ f + g] (x) + h( x )., por i) 

[ ( f + g) + h] (x ) . por i) 

Verificar que el vector nulo es la funci6n nula. 

e: B ~ IR definida por e (x) = O, Vx E B. 

Se a f EF(B,IR) 

(f+ e )(x) f ( x) + e ( x), po r i ) 

= f(x) + O 

luego 

Además 

Luego 

f (x) , por (IR, +) 

f + e = f 

(e+f) (x) = e(x) + f(x), por i) 

= O + f (x) 

f (x) , por (IR, +) 

e + f = f 

7 

de (R, +) 

. Verificar que el inverso aditivo de f EF(B,IR) es la fun

ción -f: B ~ IR definida por (-f) (x ) = -f(x) 

Vx EB . 



o sea que 

Además 

o sea que 

( -f+f) (x) :::: (-f) ( x ) + f ( x ), por i) 

- f ( x ) + f (x ) 

:::: O , por (IR, +) 

e (x) 

(-f) + f = e 

( f + (- f) ) ( x) = f ( x ) + (- f) (x ), po r i ) 

= f ( x ) + (-f (x » 

:::: O, por (IR,+) 

e ( x ) 

f + (- f) = e . 

Verificar que la suma es conmutativa. 

V f,g EV( B,IR ) se cumpl e f + 9 = 9 + f. 

(f+g) ( x ) = f(x) + g(x ) por i) 

Lu e g o: 

g(x ) + g(x ) 

= ( g + f) (x) 

por conmutatividad de (IR,+). 

por i) 

f+g = g+f, V f, 9 E F (B, IR) 

8 

Verificar q u e : V a EIR A f E F(B,IR) se cump l e a f E F(B,IR) 

(a E IR " f E F( B,IR » = > ( a f E F( B ,IR» se verifica por 

ii) ) . 

Verificar que : 

Va , B E IR y f E F( B,IR ). Se c umple a ( S f) = (a B)f. 



[ a ( Sf ) ] (x) = a [ ( Sfl (x ) ] ' por ii) 

(aS ) f(x ) por ii) 

= [( aS )f] (x) , por ii) 

Lu e go a ( Bf) = (aB )f. 

Verificar q ue : 

Va , B E m y f E F (B I IR ) se cumple que 

(a +S)f = a f + Sf. 

[( +S)f](x ) = (a +8 ) f (x ) por ii) 

Entonces 

a f(x ) + Sf (x), por distributividad en IR 

= ( a f) ( x ) + ( B f) ( x ), po r i i ) 

= ( a f + Bf) (x) , por ii) 

(a + B)f a f + SL 

Verificar que : 

Vrt Em , f, g E F( B , m ). Se cump l e a (f+g ) = a f + a g. 

[ a ( f +g ) ] (x) a (f+g ( x ) , por ii) 

= a ( f (x ) + 9 (x ) ), por i) 

Entonce s 

a f(x ) + a g (x ), por distributividad en IR 

(a f + a g) (x ), por i) 

a ( f+g ) a f + a g. 

Verifica r que: 

se c ump l e lf = f. 

9 
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(if) ( x ) == 1 f (x) por ii) 

f(x) por producto en IR 

Luego 1 f == f. 

(F( B,IR ) ,+,.) es un espacio vectorial de las funciones 

n uméricas definidas e n e l conjunto n o vacío B y con va -

lores en IR, con las leyes de compos ición y punto a pu~ 

too Los vectores de este espac i o s on func iones. 

En part i c ul ar si B == IN, e l conjunto F(IN, IR ) es e l con 

junto de sucesiones numé ric a s definidas sobre IN. Se 

pue de probar que : 

(F (IN , IR) , +, .) es un espac io v ectorial. 

6. PROPOSICIONES 

Existen ciertas proposiciones de uso constante y ligadas a la 

multiplicación exte rna , así como: 

-+ -+ 
1. se cumple: Ou = O 

-+ 
Va E IR y u E V, se tiene: 

-+ -+ 
(a +O)u = a u 

-+ -+ -+ -+ -+ 
a u +Ou = a u, y como el opuesto de a u e s -( a u) 

se tiene: 

-+ -+ -+ -+ -+ 
-( a u) + a u + Ou -( a u) + a u 

-~ -+ 
Ou O. 

2. 
-+ -+ 

Va E IR Y u E V, se cumple aO 
-+ 
O 



-+ -+ 
('t u + a O 

-+ 
a u 

-+ 
a u 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ 
-( a u) + a u + 0. 0 -( a u) + a u, -( a u) 

-+ -+ 
0, 0 o. 

3. ~ = O) = > (a = O 6 ~ = O) . 
. -+ -;t 

81 a u = u, dos casos se presentan: 

-+ 
opuesto de a u. 

11 

Cuando a = O Y l a igualdad a~ = -O se verifica para cual

quie ra que sea ~ EV 

Cuando a ~ O, sie ndo a - 1 el inverso multiplicativo de 

a , s e tiene que: 

1~ = -O 
-+ -+ 
u O 

4 . Vu E V A Va E IR f 

-+ -+ -+ 
(-a }u a (-u) = -( a u) 

-+ -+ 
a u + (-a }u [ a + (- a } J ~ 

-+ 
Ou 

= -O 
-+ -+ -+ 

Luego (-a )u = -( a u), que es el opuesto de a u, (i). 

a~ + a (-~) = a [~ + (-~}J 
-+ 

a O 
-+ 
O 

-+ -+ 
Entonces a (-u) - (a u) (i i) . 

-+ -+ -+ 
De (i) e (ii), tenemos: (-a }u = a (-u) = -( a u) 
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(También -( a u) 
-+ 

- a u) . 

-+ t- O B ) 
-+ -+ 

5. (u "- a = = > ( ('t u = Bu) 
-+ 

(u t- O A a (3 ) = > 
-+ 

(u t- -O A 0. - (3 = O) 

~~> 
-+ 

(rx - B)u = O, por 1.1.6.1 

[ a + ( - B) ] ~ = O 

-+ -+ O a u + (- B)u = 
-+ -+ -+ 

a u Ru O 

-+ -+ 
a u = Bu 

-> -+ -+ -+ 
6. (a t- O "- u = v ) = > (a u a v ) 

(a t- O "-
-+ -+ 
u = v) => 

-+ -+ O) (a t- O "- u v = 

= > a [~ - ~J = O, por 1.1.6.2 

a [u + (- ~) ] = O 
-+ -+ O a u + a (-v) = 
-+ O a u a v = 

-+ -+ 
a u a v 

2. PARTES ESTABLES 

1. DEF INIeION 

Se a W un parte de un espacio vectoria V. 

1. Se dice que W es estable por la adici6n en V si y sólo 

si: 

-+ -+ -+ -+ 
(V(u,v) E W2

) U + v E\1. 



13 

2. Se dice q u e W e s estab l e por la multiplicación extern a 

d e V si y sólo si: 

-~ -+ 
( Va IR) (V V E W) a v E W . 

3. Se dice q u e ~ e s estable por combinacione s lineales si 

y sólo si: 

3. SUB-ESPACIOS VECTORIALES 

1. DEFINICION 

Se dice q u e una par t e W de un espacio vectorial V es un sub 

espacio vector i a l de V si y sólo si W e s un espacio vecto-

rial para las dos operac i o n e s V. 

2. PROPOSICION 

Una parte de un espacio vectorial V es un sub-espacio vecto 

rial de V si y sólo si la parte e s no vacía y estable por 

combinaciones lineales. 

( =-=> ) 

Sea W un sub-e spacio vectorial de V. 

Com o W es est able (por def ini c ión 1.2.1 para la multiplica-

ción externa d e V, s e tiene que 
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-+ -+ 
(V-a E IR ) (VU E W) a u E W y 

-+ -+ 
(V- B E IR ) (Vv E W) Bv E W , de aqu í t enemos que por la defini-

ci6n 1.2 . 1 

-)- -+ 
(V( a u, Bu) 

.~ W es no vacío y estable po r comb inacio ne s lineales 

( <= ) 

-+ 
Puesto que W = ~ , W contiene al menos un elemento v y pues-

to q u e W es e stable para la multiplicaci6n externa, se tie

ne que : O~ = O EW. 

-+ 
Para todo v EW, se tiene que : 

-+ -+ 
( -1 ) v = -v E W • 

Enton ces (W,+,.) es un espac io vectorial. 

3 . EJEMPLO 

El conjunto B de l o s e l e me ntos de m 2 d e la forma (3x,x) es 

un sub-espac i o vectoria l de m2 por q u e : 

El conjunto B es una parte de IR 2
, no vacío, ya q u e (0,0), 

(3,1) E B . 

Como B es estable para la multiplicaci6n externa de IR 2
, te 

nemas que : 

-+ 
(Va E IR y u = (3u,u) EB), a (3u,u) = (3a u, a u) E B 

Como B e s estable para l a adici6n en IR 2
, tenemos que: 

-+ -+ -+ -+ 
(V( a u, Bv) EB), a u + Bv = (3 a u, a u) + (3 Bv, Bv) 
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= (3 a u + 3 Bv, a u + Bv ) EB. 

Entonce s B e s estable por combinaciones lineales . 

4. INTERSECCION DE SUB-ESPACIOS VECTORIALES 

1. PROPOSICION 

La intersecc i6n de una familia de sub-espacios vectoriales 

de un espaci o vectoria l V es un s ub-espac io vectorial de V. 

Si (V,+,.) es un IR - espacio , (T.)i E l e s una familia de 
1 

sub-espacios de V, d emostrar emo s que 

T = n T. e s un sub-espacio d e V. 
. 1 1 

l E 

T es una parte de V, no vac ío por que : 

-+ 
O E 'I'., 

1 
'Iali E 1 = > O E n T. 

i EI 1 

= > ·(l I T . 
l E 1 

=> T t- cp 

T es estable por la multiplicaci6n exte rna y la adici6n, de 

finici6n 1.2.1. En efecto : 

-+ -+ 
('Ialu "- v E T, a , B E IR) 

-+ -+ 
= > ('Ialu, v E T . , a , B E IR 

1 

-+ -+ 
= > a u ET . "- Bv E T . , 

1 1 

-+ -+ 

'Iali 

=> a u + Bv E T. , 'Iali E l 
1 

E l 
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-+ -+ 
a u + Bv E T. 

T es estable por combinac i ones lineales . 

5. CO MBINACIONES LINEALES. FAMILIAS GENERATRICES. 

1. DEFINICION 

Sea una famil i a -+ -+ -+ 
(V ¡ , V2 ," . , v n ) de vecto r e s de un espacio 

vectorial V. Se dice que un vector v de V e s una combina-

ci6n l inea l de vectores 
-+ -+ -~ 

V],V 2, ... ,Vn si y s610 si existe 

una familia (0. 1, 0.2 "'" n) de nGmeros reales tales que : 

-+ -+ -+ 
v = a ¡v¡ + a2 V2 + ... + a nvn" 

2. PROPOSICION 

Sea una familia 
-+ -+ -+ 

(U¡,U 2""'Un ) de vectores de un espacio 

vectorial V. El conjunto de combinaciones lineale s de los 

vec t ores de la familia es un sub-espaci o vectorial de V. 

-+ -+ -+ 
Sea A = (U¡,U 2, ... ,un ) c V, entonces el conjunto de combina-

ciones lineal e s de los vectores de la familia es : 

A = {~ 
n -+ ¿ a . v ./0. . 

i= 1 1 1 1 

-+ 
E IR A v. 

1 

Probaremos que (A,+,.) es un sub -espacio vectorial de V 

-+ 
Sea U¡ 

-+ -+ -+ -+ 
1u¡ + OU 2 + ... + OUn' se tiene que U¡ EA, es de-

cir A f. </l . 

Sea A un sub-espacio vectorial de V. 
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A es estable para la multiplicación externa y la adición, 

por definici6n I. 2.1 . Efe ctiv arnente 

(Vu A V E A, S A A E IR) 
n n 

-+ 

2. 
-+ -+ 

L 
-+ 

=> Su := S a .v. A AV := ), <5 . v. 
i = l 1 1 

i = l 
1 1 

n n n n 
-+ -+ 

L 
-+ 

L 
-+ 

L 
-+ 

L 
-+ 

= > Bu + AV = S a . v . + A o .v. := ( So. . ) v. + (A 6 .) v. 
i = l 

1 1 i= l 
1 1 

i=l 
1 1 

i = l 
1 1 

-+ -+ 
n 

-+ 
Su + AV := I ( So. . + A o .) v. 

i = 1 1 1 1 

= > Su + A v E A A es estable por combinaciones lineales. 

e l subespacio ve ctorial 

-+ -+ -+ 
e n g e ndrado por (VI ,V 2 ' ••• 'Vn ). 

3. DEFINIerON 

Se dice que el conjunto de combinaciones lineales de vecto-

re s de la familia como sub-espacio vectorial es e ngendrado 

por la familia o que la familia es una familia generatriz 

de este subespacio vectorial. 

4. EJEMPLO 

El conjunto de todas la s combinaciones lineales de los vec-

-+ 
tores Vl := (1,0,1) y 

-+ 
V 2 := (1,1,0) E IR 3 es 

A = { A¡(1,O,1) + A? (1,1,0) / A2 , A2 E IR} 6 

A { ( AI,O, Ad + (A 2 , A2 ,O) / Al,A 2 E IR} 0# 
:= o 

A := { (>, ¡ + A2 , A2 , Atl/ Al, A2 IR} 
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5. EJ EMPLO 

El conjunto de las combinaciones lineales de los vectores 

-+ -+ 
VI = (1,0,0), V 2 = (0,1,0) y ~3 = (0,0.1) E IR 3 es 

A { ,\ 1 (1, ° , O) + ,\ / (O , 1 , ° ) + ,\ 3 ( ° , ° , 1) /,\ 1 , A 2 , A 3 E IR } ó 

A = { ( A l, A2 ' ~3 ) / A l, A2 , A 3 E IR} = IR 3 

Entonces { (l,O,O), (0,1,0), (0,0,1)} es una familia genera-

triz de IR 3 

6. INDEPENDENCIA LINEAL 

l. DEFINIeION 

-+ -+ -+ 
La familia de vectores A = (U 1 ,U 2 '" .,un ) cV es libre (Li-

nealme nte independi e nte ) si y sólo si la única combinaci6n 

lineal de dicha familia, cuyo resultado sea el vector nulo, 

es la trivial. 

Simbólicamente 

n 
-+ [A es libre] <=> Vi: L a .u. = 

i = 1 1 1 
-o => a . 

1 
O. 
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2. PROPOSICION 

Si un vecto r es combinac i6n lineal de una familia libre, en 

tonces dicha combinaci6n es Gnica. 

Demostración. 

Sea ~ EV combi n ación linea l de la familia 
-+ -+ -)-

(Ul,U 2 ,""Un ) y 

libre . Entonces e xis ten escalare s a i tales que 

-+ 
u 

n 
í -+ L a . u. 

i = 1 1 1 

Supone mos que existen esca lares B . tales que 
1 

n 

i= l 
I a .~. 

1 1 
Entonces 

n 
,. -+ 

es decir L a .u. 
i = 1 1 1 

n 

n -+ 

U Y B . u. 
i ~ 1 1 1 

n 
í -+ 
L B.u. 

i= 1 1 1 

n 

L B .~ . 
i = 1 1 1 

-+ 
entonces I 

i= l 
( ex . - S . )u. 
111 

-+ 
O 

y como la familia es libre, se deduce que 

a . - B . = O => a . = S . v. 
1 1 111 

1,2, ... ,n 

La combinaci6n line al es única. 
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7. DEPENDENCIA LINEAL 

1. DEFINICION 

La familia de v e ctores A c V es ligada (Linealme nte depen-

dient e ) s i no es linealmente inde pendiente. 

La familia de vectores A cV es ligada (linealmente depen-

diente ) s i y s6lo s i existe una combinaci6n lineal no tri-

v ial de dicha familia cuyo resultado sea e l vector nulo. 

Simb6licamente 

n 
[A e s ligada] <=> I a . ~ . 

i = 1 1 1 

2 . PROPOSICION 

Toda familia en la que uno de los vectores es nulo, enton-

ces la familia es U _gada. 

4- 4- -+ 
Sea una familia u = (U l ,U 2 , ... ,un ) 

- r -+ 
Si uno de los vectores e s nulo: u. O. 

n 

Se verifica L a . ~. = O , con 
i= 1 1 1 

a l 

3. PROPOSICION 

J 

a 
n 

y Ct . f. O 
J 

Si se l e agrega un vecto r a una familia ligada, entonces se 



obtie ne una familia ligada. 

-+ -+ -+ 
Se a una familia ligada U = (u¡,U ? , ... ,u n ) 

n 
Se tiene que \' -+ 

L C't iu i 
i = l 

con C't. no todos nul o s. 
l 

2 1 

Esta combinac i6n line a l se puede escribir, considerando un 

-+ 
vector cualquiera u 

n+1 

n n+1 

La . ~. + o ~n+l = í. a . ~ . = O 
i = l l l i "; 1 l l 

q ue es una combinaci6n lineal no trivial puesto que a . no 
l 

son todos nulos. 

4. PROPOSICION 

Si se sustrae un vector de una familia libre, entonces se 

obtiene una familia libre. 

-+ -+ 
Sea una familia libre U (u ] ,U 2 , ••• ,un) 

Si le restamos un vector de la familia, la familia que se 

obtiene es libre por que si ella es ligada, y se le agrega 

ese vector se obtiene que sería ligada de 

acuerdo a la proposici6n 1.7.3. Lo que es contrario a la hi 

p6tesis. 
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8 . BASE DE UN ESPACIO VECTORIAL. COORDENADAS DE UN VECTOR. 

1. DEFINI CION 

-+ -+ -+ 
Una familia U = (u ] ,U 2 ' •.. 'U n ) es una base del e s pac io vec-

toria l V si y so l a mente s i U es a la vez generatriz d e V y 

l ib re. 

2. PROPOSICION 

-+ -+ -+ 
Una familia U = (U¡,U 2 ' ... 'U n ) es una base de V si y sola-

-+ 
mente si todo vec t o r u de V admite una descompos ición. 

-+ 
u = 

n -+ I x.u. 
i= 1 1 1 

y esta de scomposición e s única. Fácil de demostrar. 

3. DEFINICION 

Los reales Xl , X 2 , •.• ,xn son las coordenadas o componentes 

-+ -+ -+ -+ 
d e l vector u e n la base (U¡,U 2 , ••• ,un ). 

Se disponen las coordenadas de ti en la forma de una tabla 

X 
n) 

-+ 
lla mada matriz columna asociada d e u. 



9. BA SE CANONICA DE IR n 

1. PROPOSICION 

-+ 
Los vectores e. = (O, ... ,0,1,0, ... ,0) (1 < i < n), en las 

1 
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que todos los e l ementos son nulos menos e l i-és imo e l emento 

-+ 
que es igual a 1, e ntonces los vectores e . (1 < i < n) for-

1 

man una base ( ~1 ' ~ 2 ' ... ' ~n) del espacio vectorial IR n . 

DEMOSTRACION 

Sea la familia e 

ra 1 < i < n, 
-+ 
e. 

1 
(0, ... , 0 ,1,0, ... 0) en esta n-u p la todos 

los e l e me ntos son nulos menos e l i-ésimo elemento que es 

igual a 1. 

La familia e es generatriz de IRn por que todos los elemen

tos (x¡ , x 2 , ••• , x n) de IR n se e scribe: 

( Xl,X 2 ' ... 'X n ) = Xl (1,0,0, ... ,0) + x2( 0,1, 0, ... ,0) + .. . + 

X n (0, O, 0 , ... ,1) . 
n -+ 

= L x.e .. 
i= 1 1 1 

n -+ 
La famili a e e s lib re porque toda relaci6n L A.e . 

i= 1 1 1 

escribe ( A¡, A2 , . .. , An ) = (0,0, ... ,0). 

de donde 

° 

-+ ° se 



2. DEFINIeION 

-+ -+ -+ 
La base (e¡,e 2'" .,e n ) e s llamada base canónica o base natu 

ral de JRn 

10. DIMENSION DE UN ESPACIO VECTORIAL 

1. DEFINIe ION 

Dimensión de un espacio vectorial V es el número cardinal 

de cualquiera de sus bases. 

Si V consiste únicamente en el vector nulo, diremos que su 

dimensión es cero. 

En ambos casos, V es un espacio de dimensión finita. 

11. APLICACIONES LINEALES 

1. DEFINIeION 

Sea V y W espacios vecto riales. Se llama aplicación lineal 

de V sobr e W toda aplicacion ~ de V en W que posee las dos 

propiedades de linealidad: 

-~ -+ 
2. (Va E IR) (Vu E V): ~) ( a u) = a ljJ(u) 
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Las condiciones 1. y 2. se pueden reducir a la Gnica 

2. EJEJllPLO 

La apli cación l/J : IR 3 - - > IR 
(x, y ,z) ---> 3x + 4y + 2z 

es lineal porque cualesquiera que sea a E IR y (x,y,z), 

(u,v,w) E IR 3 , se tiene que : 

l/J [(x,y,z) + (u,v,w)] = ~ (x+u,y+v,z+w) 

3(x+u)+4(y+v)+2(z+w) 

= (3x+4 y +2z) + (3u+4v+2w) 

= II{ (x, y , z ) ] + 1jJ[ (u,v,w) ] 

a 4) [ (x, y , z ) ] a (3x + 4y + 2z) 

3 (a x) + 4( ay ) + 2 (a z) 

4) (a x , a y , Ci. Z ) 

= ~ ) [ a (x, y , z ) ] 

3. OBSERVACION 

Este tipo de aplicación lineal es una forma lineal. Más ge -

neralmente se llama forma lineal toda aplicación lineal de 

un IR-espacio vectorial V e n el e spacio vectorial IR. 

4. PROPOSICION 

Sea ~) una aplicación line al del espac io vectorial V en el 

espacio vecto rial W. 
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1. Sean a y ~ , los vectores nulos respectivamente de V y W, 
-+ -+ 

entonce s ~ (O) = O'. 

-+ 
Se a u E V, 

~ ( ~ ) ~ ( ~+a ) 

~ (~) = ~ (~) + 1¡;( O- ) 

Simplificando para ~ (u) obten emos ~ , 

-+ -+ 
2. Para todo U E V, lJ; (-U) 

3. 

-+ 
Sea u E V 

-+ -+ -+ -+ 
~ ( u) + ~ (-u) = IP (U + (-u)) 

-+ 
en tonces I¡I (-u) 

-+ -+ -+ -+ 

~ (O) = a, 

-+ -+ = ~ (u) - ~ (v) 

~ (u-v) ~ (u+ (-v)) 

-+ -+ 
~ (u) + ~ (-v) 

-+ 
= ~ (u) + (-~ (v) ) 

-+ -+ 
= ~ (u) - ~ (v) 

4. Si 4; : V - > W es una combinación lineal, entonces 

n 
\' -+ -ll;( L a . . u.) -

i = 1 1 1 

n 
I a . ~ (~ . ) . 

i = 1 1 1 

( 1 ) 

-+ -+ 
i) Si n=l se cumple: tp (a lul) = a l ~ (u¡) 

ii) Supongamos que si n=k, e ntonces 

k -+ 
l/; ( I a .u.) 

u = 1 1 1 

k 

I a . ll; (~.) 
i ~ 1 1 1 

iii) Verificar que (1) s e cumple para n =k +l, es decir 



que : 

k+ 1 
ljJ ( 2. (1 . ~ . ) = 

. · 1 1 1 
l= 

e n efecto: 

k+1 
ljJ ( \' a .~.) = L 1 1 

i = 1 

k+ 1 

2-
i = 1 

k 

-+ .41 (u.) 
1 1 
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~ ( I a . ~ .) + ljJ ( ~ k+l~k+l)' por definici6n 1.11.1. 
i = 1 1 1 

k -+ 
L a . ljJ (~ .) + a k+1 ljJ (uk+1)' por ii) y definici6n 

i = 1 1 1 
1.11.1 

k+ 1 
= I a . ljJ (i"i.) 

i= 1 1 1 

12. VECTORES LIBRES Y RELACION DE CH ASLE S 

1. DEFINICION 

Para t o da pare ja (A,B) de puntos de P, se llama vector libre 

a sociado a una pare ja (A,B) la aplicaci6n lineal de p q u e 

transforma A e n B; y q u e se anota e n forma general por e l 

símbolo: 

- -+ 
AB 

2. DEFINICION DE RELACION DE CHAS LES 

- ->- --+ - + 
Para todo A, B,C EP, s e tiene que AB + BC AC. 
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En ge ne ral: 

Para todo Al ' A2 , ••• , An E P 
- -.-- > - -._> _._- > - _._--> - _ .. > 
A1A 2 + A, A3 + ... + An - , An - l + An-1A A1An 



CAPITULO II 

ESPACIOS EUCLIDIANOS 

l PRODU CTO ESCALAR. (PRODUCTO INTERNO). 

1. DEFINIeION 

De nomina remos producto escalar e n un espacio vectorial V a 

una función V ~ ~ --- > lR ~ que satisfaga a las condiciones: 
u,v --- > u . v 

-+ -+ 
V u, v , w [ V, V S [ IR: 

-+ -+ -+ ~ -+ -+ -+ 
lo u. (v+w) = u.v + U.w 

-+ -+ ..... -+ 
2. u.( Sv ) = S (u.v) 

-+ 
3. U.u > O 

-+ -+ -+ -+ 
4. U.u O <=> u O 

-+ -+ -+ 
5. u. v v .u 

Dotado de un producto escalar, como tal todo espacio vecto-

rial e s un espacio e uclidiano . 

2. EJEMPLO 

La función definida por 
• 

-+ ~ 

u.v = 

dueto interno en IRn 

n 
I u.v. 

i= 1 1 1 
e s un pr~ 



Por 11.1.1.1 

-+ 
W 

-+ -r-+ 
u. (V+W) 

(W ¡ ,W Z , 

-+ ..... , v ..... I 

... , 

(u¡,u z , •.. ,u ).( v ¡,v 2 , ••• ,vn ) + (u1,U ¡ , .•. ,un) 

= 
n 
¡ U.V. + 

i= 1 1 1 

-+ -+ -+-r 
U.V + U. W 

Por 11.1.1.2 

n 

L U .W . 
i = l 1 1 

-+ 
Sea u (U t ,U 2 '··· ,Un), 

+ 
v 

por definición 

-+ -+ 
u. ( Sv) .,Un) .[ S (Vl,V ? , •. ,VIl)] 

n 

'f Ui ( S v . ) 
i = l 1 

n 

S I 
i=l 

U.V. 
1 1 

Por 1I.1.1.3 

-+ n 
Sea u (Ul,U 2 , ••• ,U n ) ( IR 

-+ -+ 
U.U = (U l ,U 2 , ••• ,u n ). (Ul,U 2 , ••• ,un ) 

n 
L U.u. 

i=l 1 1 

n 

= I u: 
i = 1 1 

n 
( IR , VB ( IR. 
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como u f > o, u ~ > o, ... , u ~ > 0, tenemos 
n 

-+ -+ \' 2 
u.u = L u. > O 

i= 1 1 -

Por 11.1.1.4 

( = > ) 
-+ 
u.u o -+ -)

= > u.u 
n 
2 (O) (O) 

i= 1 

-+ -+ 
=> u.u (0,0, .•. ,0). (0,0, •.. ,0) 

= > u = ( 0 ,0, ... ,0) 

-+ -+ 
( <= ) u O (0,0, ... ,0) 

Por 11.1.1.5 

-+ 
Sea u (u 1 , U 2 , ••• , Un) , 

-+ -+ 

IR
n => 

=> 

=> 

u.v (u¡ ,U z , .. ,un) . ( V ¡ ,V 2 , ... ,vn ) 

n ,. 
L UiV i 

i=1 

n 
I v . u. 

i =l 1 1 

-+ -+ 
v.u 

-+ -+ u.u 

-+ -+ 
u.u 

-+ 
u.u 

-+ n 
= O E IR 

= (0,0, ••. ,0) 

(0,0, .•. ,0) 

n 

l ( O) ( O) 
i=l 

= O E IR 

3 1 



3. DEFINICION 

-+ -}-
El producto escalar u.V = (Ul,U 2,'''Un ). (V l ,V 2,"'Vn ) 

n 
\' e .n IRn 
¿ u.v. 

i=l 1 1 

n se llamará el producto escalar canón ico en IR . 

4. PROPOSICION 

En todo espacio e uclidiano el producto esca l ar , de cual -

quier vector y el vector nulo es cero . 

Demostración 

-+ -+ 
O E: IR, O,u E: V 

-+ O -+ O + (O. u) = .u 
-+ 

O) . ~ (O + 
-+ -+ -}-

-- (O. u) + (O. u) 

-+ -+ 
= > O = (O.u) por ley cance lativa en IR 

-+ -+ -+ 
Luego: u.O = O.u = O 

5. DEFINICION 

32 

Se denomina espacio vectorial con producto interno al par 

formado por un espacio v ctorial V junto con un p roducto in 

terno f ijo. e n V. 

Si V es un espacio vectoria l con producto interno se define 
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-+ 
l a fun c i ón q : V ---> IR po r q (u ) 

-+ -+ 
u.u, llamada la forma 

cuadrática a s ci0da a l producto intern o . e n V. 

6. PROPOS I CION 

Se a q la forma cuadrática a sociada al producto interno. 

V U, V EV, VA E IR, tenemos : 

-+ ..... -+ 
1. q(u) > O, como u.u > O por 11 .1.1.3 

-+ -+ -+ -+ -+ 
2. q (u) O <=> u O , como u.u = O <=> u = O Por II .l.1. 4 

3 . q ( A u) A2 q ( ~ ) 

-+ -+ -+ 
q( AU) ( AU) . (Au ) 

A[ (A~ ).UJ 

2 ( ~.~ ) 

A2 q ( ~ ) . 

-+ -+ -+ ->- -+ 
4 . q(u+v) q (u) + 2u. v + q (v) 

q (u+v ) 
-+ -+ -+ 

(u+ v ) . (u+v) 

-+ -+ 
q (u+v) 

-+ -+ -+ -+ -+ 
(u+v) . u + (u+v ) .v 

-+ -+ -+ -+ -+ ->- -+ ->-
u.u + v.u + u.v + v.v. 
->- -+ -+ -+ -+ -+ 

= u.u + 2u. v + v.v 

-+ -+ -+ -+ 
q (u) + 2u.v + q ( v ) 

5. 
-+ ->- -+ ->-

(u . v) 2 < q (u) q(v) 

-+ 
Si u = O, de acue~do c on la proposic ión Il.1.4, se verifica 

-+ -+ 
que u.v = O. 

B I 8 Lt O T t_ (' A ('=- r I r R !\ L 



-+ -+ 
Si u t- O. V rt , ~ F IR , rt U + a V r V, por Ir. 1.1. 3 

-r -+ -+ -+ 
O < ( cm + Bv ) .( ctu + Bv) 

-+ -+ 
+ 2 cd3 (u.v) 

-+ -+ -r -+ 
hacie ndo a = (v . v ) y p, = -u. v , t e n e mos : 

O < 
-+ 2 -+ -+ 

( v . V ) (u.u) - 2 ( ~ . ~ ) (u. ~ ) 2 + ( ~ . v ) 2 ( ~ . ~ ) 

O < 
_\.. -r ') -)- r 

( v .v) ~ (u.u) ( ~ . -;) (~ . ~ ) ? e n ton ce s 

-+ - )- -+ -~ -+ -)- 2 -+ - )-
(v . v ) (u. v ) 2 < (v . v ) (u. u ) 

- )o- - ;.. -+--t - '- -+- -7--+ 

( v . v ) (u.u) = (u. u ) ( v .v) 

2 • NO R ~~A 

l . DEFINICI ON 
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Si V es un espac i o ve c to rial c on p r oducto interior , d e nomi-

nare mos longitud o norma d e l vector u EV al nGmero 

-+ -+ 1 / 2 ¡--
Il ull = ( q (u)) = + q (u) = ¡ -+ -+ 

+ u.u 

2. PROPOS I CION 

El cuadrado d e la norma de t odo ve ctor es i gual al producto 

e scalar d e dicho v e ctor c onsigo mismo. 

-+ -+ 
(i, e ; 110:11 2 = u.u) 

II u II 2 = (+ / q ( ~ ) ) 2 (+ I u.~) 2 
-+ -+ 
u.u. 
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3. PROPOSICI0N 

Si V e s un espacio vectoria l con producto interior la norma 

verifica I~ . ~I ~ II~IIII~II . (Desigualdad de Schwarz). 

=> 

~ ~ 2 ~ ~ ~ ~ ~ 
(u.v) < (u.u) (v.v), por definicion 11.2.1 = > 

(~.~) 2 < 11~11 2 11~1 1 2 , por proposici6n 11.2.2 => 

I ~.; I 2 < ( 11 ~IIII ~II ) 2 , el cuadrado de un número real es igual 

al cuadrado de su valor absoluto. = > 

lu.;1 < II~IIII;II , ya que las bases son no n egativas 

4. PROPOSICI0N 

La func·6n norm 11 11 : V IR verifica: 

u --> lIull 

~ ~ V V U,V E , V >.. E IR 

1. 11 t; 11 > O 

II~II 
~ 

O-2 . = O <=> u 

Estas dos consecuencias son inmediatas de 11.1.6.1 y 

11.1.6.2 respectivamente . 

3. 11 A ~II = 1 A III~II 

11 >" ~II = + / q(A~) , por definici6n 11.2.1 

= + íA2 q(~ ), por 11.1.6.3 
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= + /7 11 ~II , por definición 11.2.1 

-+ 
= 1 \ 111 ull, por definición de valor absoluto 

( 1 \ 1 = + /-;-;-) 

4. 11 ~+~ I I < 11 ~II + 11 ~I I (Desigualdad Triangular) 

-+ -+ -+ 
Ilu+vl1 2 =q(u+v), p or definición 11.2.1 

-+ -+ -+ -+ 
=q(u) + q ( v ) + 2(u.v ), por 11.1.6.4 

< q(~) + q( ~ ) + 211~1111 ~ 11, por prop.I1.2.3 

= 11 ~11 2 + 11 ~11 2 + 211 ~IIII ~ II, por def. 11. 2.1. 

= (11 u 11 + 11 ~ 11 ) 2 

de donde 11 ~+~II < 11 ~II + 11 ~II, ya que las bases son no n e -

gativas. 

5. PROPOSICION 

El producto de un vector n o nulo por recíproco de su norma 

es un vector de norma 1. 

Sea ~ ::J O 

Tomemos 

-+ 
u 

11 ull 

-+ 
u se verifica que: 

II~II 

1 -+ 
-- u = 
Ilull 

II~II Ilull ~-II~II = 1. 
Ilull 
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3. A~GU LO DE DOS VECTORES 

Revisando algunos conceptos, dado un núme ro real x se defi-

ne n las f unc iones Cos x y Se n x como l o s valores respe cti-

vos de las s er i es de potencias: 

Cos x 

Sen x 

n (_l)i 2 i 
L x 

i = O (2i)! 

L 
(-1) i 

i=O (2i+l)! 

2 i+1 x 

Estas s e rie s convergen uniformemente para todo x E IR y dan 

las fun ciones Cos: IR --> IR , Sen: IR --> IR; no es difícil 

verificar que (Cos x) 2 + (Sen x) 2 = 1, de donde Icos xl 2.. 1 

y ISe n xl < 1 sie ndo ambas funciones continuas y derivables. 

Además, si O 2.. x 2.. n , la función x --> Cos x es inyectiva y 

d e fine una biyección e ntre los intervalos [O , nJ y [-l,lJ. 

De lo anterior existe la función inversa Are Cos : 

[ -1, 1] --> [O , 1T. ] 

-+ -+ 
Sean u y v dos vecto r es n o nulo s en un espacio con producto 

interior. A partir d e la des igualdad de Sehwar~. 

1 ;:; . ~ 1 2.. 11;:; 1111 ~ 11 . 

se deduce que - 11 ull ll ~ I I < ;:; . ~ 2.. 11 ;:;1111 ~ II . 

-+ 
y sie ndo " ;:;,, t- O t- II~II , por el producto de las normas de u 

-+ 
y v, se tien e : 
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DEFINI CION 

-+ -+ 
u . v 

II~ I II I ~ II 
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< 1 

-+ -+ 
El ángulo de dos vectores dist intos de l vector nulo u y v 

-+ -+ 

es e l número real a E: [O , n] ta l que Co s a =--,-_u_._v,..--
I1 ~IIII t~ 

De a quí se deduce la siguie nte exp r es ión d e l producto esca-

-+ -+ 
lar en fun ción del ángulo de los vectores u y v y de las 

normas de estos: 

u.~ = 11~llllvll Cos a 

4. DISTANCIA 

1. DEFINICIO N 

Distancia ent r e dos v e ctores ~ y t, en un espacio c o n pro-

ducto escalar, e s la norma de su diferencia 

-+ -+ 
d (u, v ) = 11 u -vii. 

2. PROPOSICION 

Sea la función distancia d: V x V --> IR 
-+ -+ -+ -+ 

(u,v) --> d(u,v). 

(V e s un espacio vectorial dotado de producto e scalar). Se 

• 
cumple : 

-+ 
1. d(u,v) > ° 



-+ -+ -+ -+ 
2. d(u,v) = O <=> u = v. 

-+ -+ -+ -+ 
3 . d(u,v) = d(v ,u) 

-+ -+ -+ -+ 
4 • d(u,v) < 

-+ -+ 
d(u,w) + d(w,v) 

La propos ición 11.3.2.1 es inmediata de 11.2.4.1 

La consecuencia 11.3.2.2. se d e muestra así: 

O, por 11.2.4.2 
-+ 

u = v . 

La consecuencia 11.3.2.3 se demuest ra así: 

-+ -+ -+ -+ ! -+-+ 
d(u,v ) = !!u-v!! = !-(v-u)!! = !! 

-+ -+ ! -+ -+ v-u! = d(v.u) . 

La consecu e ncia 11.3.2 . 4 se d e muestra así: 

por 11.2.4.4 

-+ -+ -+ = d(u,w) + d(w,v) 

5. ORTOGONALIDAD 

1. DEFINIeION 

Sea V un espacio v ect orial con producto escalar. 

39 

-+ -+ 
Dos v ectore s u y v V son ortogonales si y solamente si el 

-+ -+ 
produc to escalar u.v es cero. 



2. PROP OSICION (Teorema de Pit~goras). 

-+ -+ 
Si u y v FV son dos vect ores ortogonales , entonces 

11 ~+~ II ? 11 ~ 11 2 + 11 ~ 11 ? • 

-+ 
v 

-+ - > 

u+v 

-+ 
u 

\ 
\ 

FIGURA N>l. 1 

Así tene mos: 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ 
u.u + u.v + v.u + v.v 

\ 
\ 

\ 
\ 

= 11 ~ 11 2 + 2 u . ~ + 11 ~ 11 2 , po r 1 1 . 1. 1. 5 

-+ -+ 

\ 
\ 
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= 11 ~ 11 2 + O + 11 ~ 11 2 , 

11 ~ 11 2 + 11 vII 2 • 

por que u y v son ortogonal es. 

3. DEFINICION 

En un espacio v e ctor i al dotado de producto escalar V, un 

-+ -+ -+ 
con ~ unto de ve ctore s {u j ,u ? , ... ,u r } es un conjunto ortogo-

nal si y so l a me n te s i do s vectores cual esquiera y distintos 

de c e ro s o n ortogonales. 
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4. DEFINIeION 

-}- + -}-
Un conjunto de vectores {u j ,u 2 , ... ,un } es un e spacio vecto-

rial dotado d e producto escalar V se dice es una base orto-

normal si es ortogonal y además II~ill = 1 para todo i < r; 
-}-

e s decir que u .. u . 
1 J 

él . . pa r a 1 < i, j < n. 
1J 

fe j = > U . • U. 

(Una base ortonormal e s tal que 1 J 

E l = > u . . u. r 1 1 

5. EJE~WLO 

o 

= 1 

En el espac i o vectorial IR n con producto escalar, la base 

{
+ -}- -}- . 

canónica el , e 2 , .. , e n } es ortogonal. 

La base can6nica es ortonorrnal por que: 

(1,0,0, ... ,0).(0,1,0, ... ,0) O 

(1,0,0, ... ,0).(0,0,1, ... ,0) = O, ... 

etc. 

y 

-}- -}-

el.el = (l,O,D, ... ,0). (1,0,1, ... ,0) 1, 
-}- -}-

e 2 • e 2 ( O , 1 , O, ••• , O) • (O, 1, O, ••• , O) = 1, .. . etc. 

6. EJEMPLO 

Los vectores ( _ / 2 /2) 
2' 2 

forman una base ortonor-

mal de IR 2 para el producto escalar can6nico. 
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La base es o r t o no r mal, puesto CJu : 

(/ 2 12 ) . (- 12 12) 1 
+ 

1 
O -T 2"" 2"" = L "2 2 

Y 

(12 / 2 ) . (4"- 12 
) 1 1 1 , 2"" , 2 "2 + "2 2 

(-
/ 2 1;) . (_ / 2 12) 1 1 

lo 2 2 ' "2 + 2" 2 

7. PROPOSICION 

Todo e spacio euclidiano d e dimen s ión finit a admi te una base 

ortono rmal . 

DEMOS'l'RACION 

-r -r -r 

Sea B = {b ¡ , bl , ... , b n } una base cual q uiera. 

De donde : 

i ) -+0 -J. b-+ ¡ r EB. Por lo tanto 

El v e ctor ni es unitario por proposición 

11. 2.5 

ii) Supon gamos p o r inducción que C 
-+ -r -+ 

{ el , e 2 , . . . , e r } e s un 

conjunto orton orma l. 

-+ 
Se trata de obtene r e 

r + l 

ortono rmal. 

-+ 
Sea el v e c to r d 

r+ l 

-r 
b 

r + l 

-r -+ -+ 
ta l que { e l ,e ¿ , . . . ,e } 

r+ l 

r -r -r-r - L ( b .e,)e, 
i =l r+l l l 

sea 

B~BLlOTECA CENTRAL 



+ + 
Se cumple que d

r
+

1 
es o rtogonal a cj,Vj = l, .. . ,r 

+ + 
e n efecto d le C . = 

r+ J 

r 
\' + -+ + + 
L (b +l.C.)c.). c. = O 

i= l r 1 1 J 

r 
+ -+ \' + + + + = (b r +1 · C

J
. ) - L (b l· C .)(C .. C.) = O 

i = 1 r+ 1 1 J 

Definamos 

+ + 
( b +1. C . ) 

r J 

-+ 
= ( b l e C .) r+ J 

r + + 
L (b +l· c .) o . . 

i = 1 r 1 1 J 

O 

O 
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de donde ~ ~r+l~ = 1, por proposici6n 11.2.5, y en c onsecuen 

cia 
.... + + 

{C¡ , Cl , ... , c r +1 } es ortonormal. 

8. EJEMPLO 

En el IR-espacio vectorial (IR l ,+,.) se considera la base 

formada por 

+ + 
b¡ = ( l,l ) ,b l = (-1,3) 

Por i) de proposici6n 11.5. 7, tenemos: 

-+ 
/1 2 IIb 1 11 = + 1 2 / 2 

-+ 
(12 /2 -+ b 1 c¡ -- - (1,1) -¿-) 

11 b 111 12 2 

Por i i) de proposici6n 11.5 .7. 
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dz 
-+ -+- -T -+-

=: b 2 (b 2 ·Cl) C ] 

-+ /2 3 17) ( / 2 / L 
d 2 (-1,3) - (- "2 + 2" "2 2 

(-1,3) - /2 (IL ~) 
2 2 

(-1,3) - (1,1) 

=: (-2,2) 

IL 
(--

2 
12 
"2 

-+ -+ 
la base {Cl ,C Z } es ortonormal . 

6. SEGMENTO, DIVISION DE UN SEGMENTO EN UNA RAZON DADA 

n Tomando unos puntos arbitrarios x,y E IR y considerando el 

conjunto de puntos (vecto res ) 

w =: Bx + a y, (0. , 6 > o, a + B =: 1) ( 1 ) 

determinados por los números n o negativos a , B cuya suma es 

igual a 1, se tiene 

w =: (1 - a ) x + a y =: x + a (y- x) (O < a < 1) ( 2 ) 

o sea 

w =: y + 6 (x - y ) (O < B < 1) (3) 

De la igualdad (2 ) en el espacio IR 3 los puntos w completan 

el se gme nto que une x e y . Lo anterior es debido a que el 

vector w es la suma del vector x y del vector B(y-x), el 

cual e s c o line al con y - x (ver figura 2. acontinuaci6n). 



o 
FIGURA NQ. 2 

Por consiguiente, el conjunto de puntos 

w = Sx + a y, (a , e > O, a + e = 1) representa un segmento 

[xy] en IR 3 que une los puntos x e y. Para a = O se tiene 

w = x, para e = O se tiene w = y, y para cualquier 

e > O (a = 1 - S > O) w es un punto arbitrario de [x y]. 

DEFINICION 
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Se llama segmento [x y] que une los puntos x, y E IRn al con-

junto de todos los puntos w de la forma 

w = Sx + a y( a , S > O, + (3 = 1). 

7. SISTEMA DE COORDENADAS CARTES IANAS 

1. ESPACIO IR 3 

Un sistema de coordenadas cartesianas del espacio IR 3 es el 

conjunto formado p o r un punto O y por una base ortonormal 

7 7 7 7 7 7 
(i,j,k) que se puede indicar por (O,i,j,k). El punto O se 
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de nomina or ige n de l sistema . Las re c ta s ori ntadas q ue pa-

san por e l punto O dándoles la direcci6n los vectores i,j, 

k, se denominan respectivame nte: eje de las abscisas X, eje 

de las ordenadas Y y eje de las cotas z. 

z 

k 

-+ 
j 

y 
O 

x 

FIGURA N.12. 3 

2. PLANO IR 2 

Un siste ma de coordenadas cartesianas del plano IR 2 es e l 

conjunto formado por un punto O y por una base ortonormal 

-+ -+ -+ -+ 
(i,j) que s e indica por (O,i,j). El p unto O se llama origen 

del siste ma. Las r ectas orientadas que pasan por el punto O 

-+ -+ 
dándole s las direcciones los vectores i,j se denominan res-

pectivame nte : e je de las abscisas X y e je de las coordenadas Y. 
y 

-+ 
j 

----------~~------------------x 
O -+ 

i 

FIGURA N.12. 4 



8. ECUACION VECTORIAL DE LA RECTA. 

1. EN EL CASO DEL ESPACIO IR 3 
• 

Se a L una r ecta que pasa por el punto P cuya dirección es 

-)-

dada por e l vector n o nulo u. Para que un punto X del espa-

cio IR 3 perten zca a l a recta L es nece sario y suficiente, 

que exista un nGrnero rea l a tal que: 

->-
PX = X + P = ~ u, a E IR 

z 

as! tenemos la ecuac i ón 

X P - a u ( a E IR) ( 1) 

;','E--------- y 

Se denomina ecuac ión de la 

recta L. FIGURA N.Q. 5 

Si la r ecta L pasa por dos p un tos distintos P y Q, la dire~ 

ción de la recta L será dada por e l vector Q - P, y la ecua 

ción vector ial de la recta L es : 

X P + a (Q - p), ( a E IR ) (2 ) 

2 . EN EL CASO DEL PLANO IR 2 

Sea la recta L que pasa por un punto P y tiene como direc

ción e l vector ~ ~ O del p lano , la ecuación vec torial de L 

s e rá p r e cisame nte (1); en el caso de que la recta L está 

definida por dos pun tos P y Q distintos la ecuación vecto-
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r ial de L s erá (2) o 

9 o ECUACI ONES PARAMETRICAS DE LA RECTA 

1. 
-+ -+ 

SEA EL SISTEMA DE COORDENADAS ( O,i, j,k ) EN EL ESPACIO 

-+ 
Sea X = (x, y , z) , P = (x o , Yo , z o ) y u = ( a ,b, c ), respectiv~ 

mente un punto gen~rico de L, un punto dado de L y un vec-

-+ -+ 
tor u ~ O de dirección paralela a la recta Lo 

De l a ecuación vectori a l de la recta L: 

-+ 
X = P + a u (a E IR) , tenemos : 

(x , y , z ) (xo , Y o , zo ) + a (a,b,c) = (xo + a a, Yo + a b , Z o + a c) o 

fx 
= Xo + a a 

Luego : a b (a E IR ) ( 3 ) 

'1 : 
= Yo + 

= z o + c 
~ 

e n que a,b,c no son todos nulos, puesto q ue el vector ~ ~ O 

Así l as ecuaciones de (3) se denominan ecuacione s param~tri-

cas de la recta L, e n re l ac i ón con e l sistema de coordenadas 

fijado, ade más e ste proceso se p uede plantear e n forma i nve r 

sa o En e l caso que la recta L s ea definida por dos puntos 

de L serán : 
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t = a] + (b 1 - a] ) 

= az + (b z - a z ) (a E IR ) l: = a 3 + . (b ~ - a 3 ) 

-+ 
En e l caso del plano IR 2

, siendo (O,i,j) un sistema de coor-

denadas, las ecuaciones paramétricas de la recta L que pasa 

por el punto P = (xo,Yo) Y con dirección del vector no nulo 

u = (a , b) son : 

Jx Xo + a a 

ly = Yo + a b 
( a E IR) (4 ) 

Sea la recta L d e finida por los puntos distintos 

P = (al,a Z) Y Q = (bl,b z ), las ecuaciones paramétricas de L 

son: 

al + 
( a E IR) 

e n relaci6n al sistema fijado. 

10. ECUAC ION VECTOR IAL DEL PLANO 

,-
Sean A un punto de un plano P, -+ -+ 

u I Y Uz dos vectores lineal-

mente independie ntes paralelos a P. En estas condiciones los 

-+ -+ vectores u],U Z Y ( X-A) con X E P, son siempre linealmente de-

pendientes Y asi , para cada X E P existen siempre dos nGmeros 

reales a l Y az , tales que: 

----+ 
AX X-A 



so 

FIGURA NQ 6 

Así t e ne mo s la ec ua c i6n 

-+ -+ 
x l\. + a ¡u¡ + C'i.2 U2 (a 1 , a 2 E IR ) (5 ) 

y es llamada ecuaci6n vectorial del plano P. 

Rec ípro c ame nte , e l conjunto de puntos X del e s p acio IR 3 ta-

les que 

-+ 
X = A + C'i. ¡U¡ + a2 11 2 (a ¡, C't 2 E IR) 

-+ 
con U¡ y U2 line almente independientes, es un plano que pa-

sa por el punto A y es paralelo a las direcciones de los 

-+ -+ 
vectore s U¡ y U2 . 

En el caso que el plano P sea determinado por tres puntos 

A,B Y C no colineale s, la direcci6n del plano P será dada 

por los vectores B-A y C-A que son linealmente independien-

tes, y l a ecu aci6n vec t or ial d e l plano P e s: 

X = A + J (B-A) + (.'(2 (C-l\) 
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11. ECUACIONES PARAMETRICAS DE UN PLANO 

-+ -+ -+ 
Sean (O,i,j,k) un siste fTla de coord nadas del espac io IR_3 y 

P un p lano que pasa por el pu n to A = (xo , Yo,z o) y de direc-

+ + 
c ión dada por l o s vectores U1 = ( al , b¡ , c ]) y U2 = (a 2 , b 2 , c 2 ) 

+ + 
(UI y Ul son line al mente independientes ) 

+ -~ 

S i e ndo X A + C'i. ¡u¡ + Ct2 U2 

e n relación a l sistema d e coorden adas fijado se tiene: 

l' Xo + a 1a ] + a2 a 2 

Luego: = Yo + Ct ¡b¡ + Ct2 b 2 (a 1 , a 2 E ]R ) 

[: z o + el. ¡C J + a2 C2 

(5 ) 

que se denomin an ecuaciones param~tr icas del plan o P. 

Recíprocamente, dado e l sistema d e ecuaciones lineal es (5), 

se encuentra el plano P en e l espac i o ]R 3 que contiene un 

punto de coordenadas (xo , y o , zo ) Y tiene como direcc ión la 

de l par de vectores ( al,b l , c 1) Y (a 2 , b 2 , c 2 ) que son linea l-

mente independientes e n relac i6n al sistema de coo rde nadas 

fijado. 

En e l caso e n que e l plan o P esté determinado por tres pun-

to s A = ( x 1 , y 1 , Z 1 ), B = ( X 2 , Y 2 , Z 2 ) Y e 
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2 3 -21) las coorde nadas de los vectores B - A Y C - A dan la 

direcci6n de l plano P, con e cuaciones paramétricas de P: 

fx Xl + l 1 ( X 2 - X ¡) + ('(2 ( X 3 - X ¡ ) 

('i 1 ( y 2 - y I ) ('(? ( y 3 -y ¡ ) E IR) 1: y l + + 1 , a 2 

21 + a l ( 2 2 - Z I ) + a2 ( Z 3 - Z ¡) 

e n relaci6n al s i stema de coordenadas fijado. 

12. ECUACION GENERAL DEL PLANO EN EL ESPACIO IR 3 

La eliminaci6n (Posible ) d e a l Y a2 del sistema (5) nos da 

una ecuaci6n cartesian a del p lano P: 

Ax + By + Cz + D = O 

do nde A, B,C y D son números reales, A,B y C no simultánea-

me n te nulos. 

13. ECUACION GENERAL DE LA RECTA L EN EL PLANO IR 2 

La eliminaci6n (posible ) d e , del s iste ma (4) nos dá una 

e cuaci6n cartesian a de la recta L: Ax + By + C = O 

do nde A,B y C E IR no simultáneame nte nulos. 

14. PROPIEDADES 

1. Una recta e n e l espac i o está contenida e n una infinidad 
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d e planos. 

2. Dos rectas para lela s determina un plano 

3. Una recta es paralela a un plano si y s610 si la recta 

es paralela a una recta conte nida en el plano. 

4. Dos planos son perpendiculares si y sólo si e xiste una 

recta contenida en uno de los planos que es perpendicu-

lar al otro p lano. 

5. Una recta es pe rpe ndicular a un Plano si y sólo si la 

re c ta es perpendicular a un recta contenicla en él plano. 

15. PROYECCION DE UN VECTOR SOBRE OTRO 

-+ -+ 
Sea u y v dos vec t o res de un espacio con producto escalar, 

-+ -+ 
e v t O. Entonces exis te un escalar a , tal que 

e n e fe cto 

-+ -+ -+ 
(u a v) .v 

-+ -+ -+ -+ 
O = > u.v - a (v.v) 

= > a 
-+ -+ 
U.v 
-+ -+ 
V.v 

O 



-+ 
u-a v 

-+ 

I -+ 
~----------------------.------~--------------------~~ u 

El vector 

-+ 
a v 

FIGURA N.Q. 7. 

-+ -+ 
U.v -+ 

v 
-+ -+ 
V.v 

-+ -+ -+ 
u.v v 

II~II II~II 

-+ 
a u 

-+ -+ 
se ll ama proyecci6n ortogonal de u sobre v. 
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Identificaremos la proyección ortogonal de Ú sobre ~ con el 

número real 

-+ -+ 
U.v 

II~II 

y escribiremos 

-+ 
P-+u 

v 

-+ -+ 
u.v 

II ~II 

-+ 
Particularmente , si v es un vector de m6dulo 1, se tiene 

-+ 
P-+ u 

v 
-+ 

U.v. 

, ¡ 

i I l 
I t ''t, ·vr- ~ e Ir. f) f) í r:, 
L -- - - ----- ------r! 



e A P 1 TUL o 111 

GEOMETRIA AFIN 

1. APLICACION AFIN 

1 . DEFINICION 

Una aplicación f : H - > H es una aplicació n 

A - > A ' 

af ín s i: 

Para todo A,B , C EH, [A:C 

A', B ', C ' E H, a E IR . 

aÁBJ => [A.-c ' 
- --7 

a A' B ' ] ' 

2. APLI CACION LINEAL ASOCIADA A UNA APLICACION AFIN. 

1. PROPOSICION 

Sea f : H - > Huna aplicaci6n afino 

A - > A ' 

V A,B,C,D E H, 
- -t- ---+ --+ 
CDJ => [A'B' = C 'D'] . 

DEMOSTRACION 

---t ---+ 
Si AB CD, entonces ABDC es un paralelogramo; Sea I e l pu~ 

to medio común a los segmen t os [ADJ y [BC] . 
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A 
~----------------~B 

1 f 

o 

C' 

FIGURA N.Q. 8 

O' 

Las igualdades : 

-4- ~ -4- -+ 
lA ID e lB -IC 

--+ --- r 

implican l' A' 1'0' e I'B' I'C', por ser f afino 

Los s egme ntos CA'O'] y [B 'C'] con el mismo punto medio 

I ', po r consigu i ente A ' S ' O'C' es un paralelogramo entonce s 
---+ ---+ 

A'B' = C 'O'. 

2. OEFINICION 

Sea una aplicación afin f: H - > H: M - > H'. La aplicación 

lineal asociada a f es la ap licación 8 : H - > H definida 

por la r e lación: 
-+ 

Para todo M,N E H, 8 (MN) = 

3. PROPOSICIONES 

-+ 

N'N' 

-+ -+ 
Sea a, b vectores d e H y a E IR I entonce s se cumple: 



-+ 
1. 8 (a .a) = 0. . 8 (a) • 

-+ -+ -+ -+ 
2. 8 (a + b) 8 (a) + 8 (b) 

Prueba de 111. 2.3.1 

-+ 
Sea a 

--+ -r 
MN y a .a MP. Se tiene que MP = a MN. 

-+ ----+ 
O (a . a ) = 8 (MP) = M'P' por definición 111. 4.1. 

= a M'N' 

-+ 
. 8 (a) 

Prueba de 111.2.3.2 

-Sea a MN Y 

-+ -+ 
8 (a + b) 

OBSERVAC10N 1 

b = NP 
-+ 

-r -r 

= 8 (MP) = M'P' = M'N' 

--+ -
8 (MN) + 8 (NP ) 

-+ -+ 
8 (a) + 8 (b). 

+ N'P' 

5 7 

La aplicación 8 con estas dos propiedades, es una Aplica-

ción Lineal. 

OBSERVAC10N 2 

Esta función e es invariable si f lo es, su inversa es la 
-----t 

función e- 1 (MN) 
--------> 

= f- 1 (r -í) f -] (N), la cual será tambien una 

función lineal. 
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4. DEFINICION 

La aplicaci6n 8 : H - - > H e s lineal porque ve rifica: 

7 + + + 4 + 
Vu,y E H , 8 (u+v) = 8 (u) + 8 (v), 

77+ 
\fu E H, Va E IR . 8 (a u) = a A(u). 

5. PROPOSICION 

El conjunto de aplicaciones afines biyectivas de H en H do-

tado d e la ley composici6n (O) I es un grupo no conmutativo. 

Este conjunto es e l Grup o Afín de H. 

Demostración 

Demostrar que el conjun to de aplicaciones afines biyectivas 

de H en H, que l o anotaremos por J, dotado de la l ey compo-

sici6n, e s un grupo n o conmutativo. 

Cerradura . 

Se a f Y g EJ. P robar que f o g = h E J. 

Es deci r Pro b ar q ue : 

h = f o g: H - > H 
A --> h(A ) = 

es una aplicaci ón afín, es decir que: 
f (g (A)) 

V A,B, C E H, [ AC = n ABJ => [f(g(A))f(g(C))] 

n f(g(A))f(g(B))], n -:J O 

Como g e s una aplicac i 6n afi n biyectiva de H en H, 
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H [ -)- -+ ] [ V A,B, e ( I ~c = a AB = > g (A) q (e ) = a g(A)g(B)]. 

Ci E IR, g (A) ,g(B) ,g(C) E H. 

Como f es una aplicaci6n a f ín b i yectiva de H e n H. 

V g ( A ), 9 (B), 9 ( C) E H. 

---, ---> 
[ g (A) g (é ) = Bg(A)g(B) ] 

-_._---> 
=> [f (g (A))f(g(C)) 

------'> 
Bf(g (A) )f( g(B) )] 

B E IR,f( g (A)),f( g (B)),f(g(C)) E H. 

Entonces 

--+ -+ ) - -_.-> 
AB S1 AC = > g (A) g (e ) Qg (A)g(B) I por ser 9 afín. 

____ o > > 

= > f(g(A))f(g( C)) = S"1.f (g(A))f(g(B)), por ser f 

af ín. 

Luego f o 9 es afín. 

Identidad 

Probaremos que la funci6n identidad f es una aplicaci6n 

afín biyectiva. 

Existe la funci6n identidad que cumple 

f: H - > H 
A - - > f (A) A 

V A, B, C E H, [AB = aACJ => [A8 = aACJ , a E IR. 

Inverso s. 

Para que f-l EJ se debe probar que 
> ----_.> 

V A,B, C EH, [AC = a ABJ => [ f - 1 (~)f-l (e) = a f- 1 (A) f- 1 (B)J, a E IR. 
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Como f es una apli c aci6n afín biyectiva la aplicac i6n li-

n e al asoc i ada a f es 0 la cual es invarsible, 

ll I.2 . 2. 

a f - 1 (A) f - 1 (B), a E IR 

por 111. 1.4.2. 

Observaci6n . 

Toda funci6n line al in yectiva de H en H es biye ctiva. 

3. BARICENTRO DE n PUNTOS PONDERADOS (Ai, a i) 

1. DEFINICION 

Un punto ponderado de H e s una pare ja (A, a ) donde A EH Y 

a E IR . 

Sean n p untos ponderados a (Ai, a i) de H. 

(n E IN*, i ( { l, ... ,n } ). 

Funci6n vector ial de Leibniz. 

(relativa a n puntos ponde rados (Ai, a i)) 

Sea H e l c onjunto de vectores de H. 
f: H --> H 

n -4-

M - -> I ( a . MA.) 
i=l l l 
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es llamada función vectorial de Leibniz. 

2 . PROPOSICI0N 

La funció n vectorial de Leibniz relativa a n puntos ponder~ 

dos (A . , a . ) es : 
1 1 

n 
1) Biyectiva cuando I a . i O; 

i=1 1 

2) 
n 

Constante cuando I a . = O. 
. 1 1 1= 

De most rac ión de 1 ) . 

lnyectividad. 

Probar que: 

Para un par de elementos M,N EH se cumple: 

f(M) f(N) = > M = N. 

f (M) = f (N) = > 
n -+ I ( a . MA.) 

. 1 1 1 
1 = 

n 

I 
i=1 

-+ 
( a .NA.) 

1 1 
(por Definición 

111.3.1) 

n n ~ 

=> I ( a .MA.) - ¿ ( a . NA. ) = O 
. 1 1 1 ·'1 1 1 1 = 1= 

n -+ 
=> I ( a . MA. -

i =1 1 1 

- - >- -+ 
. NA .) = O 

1 1 

n 
=> ¿ a . (Mi . - NA. ) 

i ~ 1 1 1 1 

n ~ - > 
=> I a · (MA . + A.N ) 

i =1 1 1 1 

-+ 
O 

BlBLlOTEC./\ CENTRAL 
UIot'\I' qc¡ 0"0 or f L !i'l VOI)(l 



f (M) 
n -+ 

f (N) .= > I a . (~N) 
i = l 1 

= > 
n 

( I ('( .) 
. 1 1 1 = 

--+ 

+ 
O 

= -O 

_}- n 
=> rlN = O, I ('l. . "1 O 

. 1 1 1 = 

= > H N. 

Sob re yect ividad . 

+ 

6 2 

Se a v un ve cto r cu a l quie ra de H. Pro bar que existe una pre~ 

mage n úni c a M e n H p or f. 

Se rá nece sario r eso l ve r para: 

+ 
v 

n --+ 

¿ 0, .HA, 
i=l 1 1 

Lo s cua l e quivale a: 

n 
Si I a . "1 O, 

i=l 1 

n __ o> 

I a , )AIM 
1 

i=l 

--+ 
A¡H 

+ 
v 

n -+ ¿ a ,(HA 
i=l 1 

n 

- > 
+ A A.) 

1 

- >-I Cl iMA] + 
n --> 
I a .AIA. 

i = l 1 1 
i = l 

+ 
v 

n _ -+ n-> 
( I a . ) MAl + I a .AIA. 
i=l 1 i=l 1 1 

+ 
e nto n c es v 

n _.> 
L a . A]A. 

i=l 1 1 

n -> 
L a ,A l A, 

i=l 1 1 

n 
\' L a , 

i=l 1 

+ 
v 

+ 
- v 

t iene una única preimagen M, por: 



f es biyectiva. 

3. PROPOSICION 

Sea (AI, a l) , ... , (A , a ) una familia de puntos ponderados. n n 

n n 
<¡' Si L a . t O, existe un único punto G tal que 

. 1 1 
I a .GA. 

. 1 11 1= 1= 

Probaremos que G es único. 

-+ 
GA. 

1 

n 
l a . 

i=l '1 

4. DEFINICION 

-> 
G'A. = > 

1 

=> 

= > 

= > 

=> 

n 

l a . 
i=l 1 

n 

I (a . 
i=l 1 

n 

-+ 
GA. 

1 

-+ 
GA . 1 

~ L a. (GA. 
. 1 11 
1= 

n -;> 

la. (GG' ) 
i=l 1 

n -+ 

+ 

( l a . ) GG' 
. 1 1 1= 

n 

-

n 
l a . 

i=l 1 

- > 

- > 
G'A. 

1 

a .G'A.) 
1 1 

- > 
A .G') Ú 

1 

-+ 
O 

-+ 
O 

-4-
= > GG' 

-+ 
O , I a . t O 

i=l 1 

= > G G' • 

-+ 
O 

-+ 
O 

El punto G es llamado baricentro de n puntos ponderados 

(A., a .) 
1 1 
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5. PROPOS 1C10N 

n 
Para n puntos ponderados (A . , a .), donde L a . ~ O, las pro-

1 1 . 1 1 
1 = 

pos i ciones son equival e ntes : 

1) G es el baricentro de n p untos ponderados. 

2) Para t o do O EH, 

3) Existe un O EH. 

n -+ 
( L ex . ) OG = 

i =l 1 

n 
L a .)oG = 

i=l 1 

n ~ 

L ( a . OA . ); 
i=l 1 1 

n -+ L ( a .OA.). 
i=l 1 1 

De most raci6n 1) => 2). 

-+ 
Sea f la funci6n de Leibniz f(G) = O E H, G es el baricentro 

de n puntos ponde rados (A., a .). Tenemos 
1 1 

f (G) 
-+ n ~ 
O = > L a .GA. = O, Por definición 1II.3.1. 

i = l 1 1 

n _-+ 
L a .(áh . -OG) = 

i =l 1 1 

-+ 
O, '10 EH. = > 

n 
-t-

=> L ex . OA . 
. 1 1 1 1 = 

n - r 
=> (L a i ) OG 

i=l 

n 
~ -+ L a. ) OG = o, '10 EH. 

i=l 1 

n -+ 

L a. OA., '10 E H. 
i = 1 l. 1 

Demostración 2) = > 3). 

Como para todo O E H se cumple 

n 
(L a .)oG= 
i=l 1 

n -+ 

L (a . OA. ), e ntonces si existe un O EH se cum
i = l 1 1 



n --+ 
pie ( I ~ .. )OG = 

i=1 1 

n 

I (a . OA.) 
i =1 1 1 

De mostra c ión 3) =~ 1). 

Como existe un O EH se cumple 

n -+ n 
( l a .) OG 

. 1 1 
I (a .OA.) 

1 1 
de donde 

l= i=1 

n n 
-+ 

I a .OG 
1 

\' -+ L a .OA. 
. 1 1 1 i =1 l= 

n _-+ -> . 
L a . (OA. +A.G) 

. 1 1 1 1 
l= 

n --+ 
I 0' .. úA. 

1 1 
i =1 

n 
l a . =1 O 

i=1 1 

n 

I a i =1 O 
i=1 

n --r n - > n -+ 

I a . OA. + 
. 1 1 1 
l= 

I a ·A.G = 
. 1 1 1 l= 

n ----+ 
I a · A.G = 0, 

. 1 1 1 l = 
=1 O 

I a .CiA. 
. 1 1 1 l = 

entonces existe el baricentro G de n puntos ponderados 

(A. , a .) Por proposición 111.3.3. y de definición 111.3.4 
1 1 

6. PROPOSICION 

Si A =1 B Y C E (AB) entonces existe escalares a y 6 tales 

que a + B = 1 Y e es el baricentro de (A, a ) y (B, 6 ) 

Demostración. 

Utilizando la ecuación vectorial de la recta: 
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A FIGURA N.s¡ 9 

d onde A(XA,Y
A) y B (X

B
, Y

B
) . 

Luego: Xc = X + t(X XA) => Xc B · B 

YC Y
B 

+ t(Y
B 

O Y A) => v 
-C 

El bari centro es: 

donde ex = -t Y [3 = l+t , t s IR 

7. PROPOSICION 

B ------- -

(-t)X
A 

+ (1 + t)X
B 

(-t)Y
A 

+ (1 + t)Y
B 

Sean dos puntos ponderados (A¡,l) y (A 2 ,1). 
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El baricentro G de (A I ,l) y (A 2 ,1) es el punto medio del 

segmento [Al A2 ]. 

Demostración. 

(AI, a ¡) 

FIGURA N.s¡ 10 



2 
Por proposici6n 111.3.3, ¿ a · 

. 1 
1=1 

Sea O E H, un origen arbj.trario. 

Entonces : 
2 -+ 
L et .(GO + 

i=l 1 

-~ -r -+ --+-+ 
a l GO + Ci2 GO + a IOA¡ + a2 0A 2 = O 

luego: 

---+ - -4- ---+ -;t 
2GO + OA) + OA 2 = U Ci ) 

-? --+ -+ 
20G = OA) + OA 2 

--+ 1 -:-') -----+ 
OG = 2(OA¡ + OA 2 ) 

-+ -t 

GA . = O 
1 

1. 

6 7 

Particularmente si O se coloca en la posici6n de Al se tie-

ne: 

- > 1 - > - > 
AIG 2(A I AI + A ,A 2 ) 

- > 1- > - > 
-+ 

AIG 2AIA 2 AIA¡ = O 

8. PROPOSICION 

Sea un triángulo ABC. 

El baricentro G de (A l , a) , (A2 ,1), A3,1) es el centro de 

gravedad del triángulo ABC . 

Demostrac ión. 

• 



o L-_ ____________ ~ (A; ,1) 

FIGURA N.Il. 11 

Por proposici6n 4.3.2.1., 
3 
L a .GA. 

. 1 11 
1= 

Sea O EH, un origen arbitrario. 

a ..,.-+ --+ --+ --+ 
1 (GO + OA l) + Ci2 (GO + OA 

Luego: 

- -+ ---+ --+ ---+ --+ 
GO + OA l + GO + OA 2 + GO 

- -+ ---+ --+ -~ -+ 
3GO + OA l + OA 2 + OA 3 O 

- -+ ---+ --+ --+ 
30G OA l + OA 2 + OA 3 

--+ 1 -+ - r --+ 
OG = 3' (OA l + OA 2 + OA 3 ) 

+ 

-+ 
OA.) 

1 

--+ 
+ a 3 (CO 

--+ O, OA 3 

-+ 
O 

--+ 
+ OA 3 ) = 

a l a2 

6R 

-+ 
O. 

ev, 3 lo 

De la figura 1 1 A~ es e l punto medio da Az Y A3 , es decir, 

ree mplacemos ( A2 ,l) Y (A 3 ,1) por (A~,2), Luego G es el bari 

centro entre (A~,2) y (Al ,1); en donde 

-+ 1 ---+ --+ 
OG = 3(OA 1 + 20Al) 

Particularmente si O se co l oca e n la posici6n de Al' se tie 



n : 

-> 
AJG 

""* 
" v . 

4. APLI CACION AFIN y BARICENTRO 

1. PROPOSICION 
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Las aplicaciones afines de H e n H son las aplicaciones que 

conservan e l baricentro de todo conjunto de n puntos ponde-

radas de H. 

Probar que la aplicaci6n afin f conserva el baricentro de n 

puntos ponderados. 

Sea f una aplicac ión afin de H e n H. La j_magen por f de un 

punto A es anotada por Al. 

Sea El la aplicaci6n l ineal asociada a f, G el baricentro de 

n puntos ponderados 

Se tiene: 

entonces: 

n -4-

( l a .) OG = 
. 1 l l= 

- n 
(=1 I ( l a .) OG] 

_ i=l l 

G es lineal 

(A., a .) y O EH. 
l l 

n 
I ("f.o , OA . , 

. 1 l l l= 

O EH. 

n -+ ( l a .) El (OG) = 
. 1 l 

n 
l a . G ( OOA . ), G E H. 

l= . 1 l l l= 



De donde : 
n ---- - > n ------> 

( ) a i)f(O)f(G) = 
l=l 

L n . f ( O) f (A . ) , O E ~I. 
. 1 1 1 l= 

f(G ) es n tonces e l barice ntro de los n puntos ponderados 

(f(A.), o .). 
1 1 
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Probar que: La ap li cación g de H e n H que conserva e l bari-

centro de n puntos ponderad o s es una aplicación afino 

-~ 

Se a A,B y C E H tales q ue AC 
-+ 
AB donde a -¡. 1. 

Se tie n e que : 

-+ -t- + 
(-l)AC + a AB = O; 

A e s e nto nces e l bar i centro de (C,-l ) y (B , a ). (P ropos ición 

111.3.3 Y Definición 111.3.4 ) 

Por consiguiente , A ' es e l bar i centro de (C ' ,-1) y (B' , a ) 
--> - > 

s e dá de A' C' = a A ' B '. 

g es una aplicación afín. 

5. PROPOSICIONE S DE LOS BARICENTROS 

1 . PROPOSICION 

Si K es e l conjunto de l os barice ntro s de n puntos Ai , si f 

es una aplicación af in de H e n H, entonces f(K) es el con-

junto de b arice n tros de l os n puntos f(A.). 
1 

Sea K = {G E H/G es baricentro de los n p un tos A. } 
1 
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Se a G E: K 

3 0. 1, •.. , a n tal q ue G es el b ari centro de los n puntos pon-

de rados (A 1 , 0. 1),"" (A , a ), por proposición rr1.4.1 f(G) n n 

es el baricentro de l o s n puntos ponderados 

(f(A j ), 0. j ), ... ,(f(A ), 0. ). 
n n 

f( G) e s un baricentro de los n puntos f(A 1 ), ••• ,f( A ) 
n 

f(K) esta incluido e n e l conjunto de los baricentros 

de los n puntos f(A.). 
l 

Sea x que pe rtene c e al conjunto de los barice ntros de los n 

pun to s f ( A . ) . 
l 

~ a l" .. , tal que x e s e l baricentro de los n puntos - n 

ponde rados (f(A 1 ), a ¡), ... (f(A ), 0. ). 
n n 

Sea y el baricentro de los n puntos ponderados 

(A 2 , 0.2 ) , ••• , (A, ). Por lo anterior, f ( y ) es el 
n n 

barice ntro de los n puntos ponderados : 

(f(A¡), o. ¡),(f(A2 ), evo2 ), ••• ,(f(An ), o.
n

). Como el baricentro de 

n puntos ponderados e s único e ntonces f(y) = x, de donde 

X E: f(K). 

Luego f(K) = conjunto d e baricentros de los n puntos 

f(l\ . ), i < n. 
l -

2. PROPOSrCION 

El conjunto de barice ntro s de dos puntos distintos A y B de 



H es la recta (AB). 

Sea M r. H se tiene que : 

1\1 E (AB) <=> [3 ClE IR; i\M = Ci ÁBJ 
----+ 

<= > [j aE IR, tal que : AM 
-+ -;t 

a AB = u 
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-+ - }- + 
(l- a )A~ + a BM O, es d ec ir que M es baricentro 

de (A,l-a ) y (B,a )] 

<=> M es un baricentro de A y B. 

3. PROPOSICION 

La imagen de una recta por una aplicaci6n afin f es una r e c 

ta o es un punto. 

Demost raci6n 

i) Sea d una r ecta de H. Si la restricci6n de f a d es 

constante, f(d) es un punto. 

ii) Si existen dos punto s distintos A y B de la recta d en 

t o nces las imágenes respectivas por f son f(A) y f(B) 

siendo f(A) ~ f(B). La recta d es el conjunto de bari -

centros de l os puntos A y B, entonces f(d) es el con-

junto de l os baricentros de los puntos f(A) y f(B) 

(por proposici6n 111.5.1., 111.5.2) 

La image n de una recta por una aplicaci6n afin f es 

una r ecta. 
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4. PROPOSICION 

El conjunto de baricentros de dos puntos distintos ~ y B 

afectado s de coeficientes positivos es el segmento [AB]. 

M H. 

M E: [AB ] < => [j 0 , ~O, B ~ O, AM = aAB 
-t- - -+ + 
AM a AB = O, O < a < 1 
--t- -t- ---+ -+ 

AM o. (M1 + MB) = O, O < a < 1 

-+ -+ -+ 
OJ ( 1 a ) AM + a AM O ; ( l-a ) = B > O, a > 

<= > M es baricentro de (A, a ) y (B , a ) . 

5. PROPOSICION 

Sean A,B,C tres p untos no alineados de H. 

El conjunto de baricentros de puntos A,B y C es el p l ano 

(ABC) . 

Para todo punto M d e H, se t i ene : 

-t- -+ --+ 

[H E (ABC)J <=> [j CX , SE IR, ,Ai''l = c.AB + SACo 

~ - o.Ai - BA¿ = O 
--+ 

AM 
- -+ ->- --+- ~ 

a (AM+MB) - B (Ar1H1C ) 
-+ 
O 

-t- - -+ --+- -+ 
(l-a - S )AM + a BM + BCM = O 

<=> [3 a , BE IR, H es baricentro de 

(A, l-- a - B) , (B, ex ) , (C, B)] 

<=> [M es un baricentro de A,B y CJ . 

SI BLlOI 1- c~, CE TRAL 
"NIV,p<;."),r'~. ',' S'lv-no 
,- ----- --
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6. PROPOSIeION 

La imaq n de un p lano por una aplicac ión afin f es un plano, 

o una recta, o un punto. 

Demostración. 

Sea P un plano de H. Si la restricción de f a P es constan

te, f(P) es un punto. Si no, existen tres puntos distintos 

A,B y e alineados del plano P con imágenes respectivas por 

f, f(A), f(B) Y f(e), son distintas. Si la restricción de f 

a P es la recta d de P, d es el conjunto de baricentros pa

ra los puntos A y B (A Y e ó B y e), entonces f(d) es el 

conjunto de los baricentros de los puntos f(A) y f(B) (f(A) 

y f(e) ó f(B) y f(e)), por proposiciones 111.5.1 y 111.5.2. 

La imagen de una recta d de P por una aplicación afin f 

es una recta. 

Si no, existen tres puntos distintos A/B y e no alinea

dos del plano P con imágenes respectivas por f , f(A), 

f(B) Y f(e) I son distintos. El plano P es el conjunto 

de l os baricentros de los puntos A,B y e, entonces f(D) 

es e l conjunto de los baricentros de los puntos f(A) I 

f(B) Y f(e) I por proposiciones 111.5.1 y 111.5.2. 

La image n de un plano por una aplicación afín f es un 

plano. 
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7. PROPOSICION 

Sea f una aplicación afín. 

Si f es una aplicación inye c tiva de H e n H, e ntonces f e s 

biyectiva. 

Demostraci6n 

----> 
~ 

f inyect iva = > 0 (AB) f(A)f(B) es función lineal inyectiva. 

=> 0 es función lineal biyectiva. 

Sea 0 - 1 la función inversa de 0 . 

Si 0 - 1 (AB) = AC definamos g(B ) = C. Esta función 9 es la in 

versa d e f. Luego f es biyectiva. 

8. PROPOSICION 

Sea f una aplicación afin de H en H, sea di y d 2 dos rectas 

paralelas de H. 

Si f(d 1 ) es una recta, entonces f(d 2 ) es una recta paralela 

Demostración 

Sea f: H --- > H una aplicaci6n afin 
M --> H ' 



D f 

A 

-+ 

d' 1 

FIGURA N.Q 12 

B' 

C ' 

A' 

Sea u un vector director de la recta dI y así de la recta 
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d z por s e r dI paralela a d 2 • Existe A, B E dI Y C, D E d z tales 

-+ --+ --+ 
que u = 1\B = CD. 

----+ --+
Se sabe e ntonces que A'B ' C ' D' por que f es afino 

f(d 1 ) e s una recta, l os puntos A ' y B ' son distintos (f(d 1 ) 

es e l conjunto de los bar i centros de A' y B'): Por consi-

guiente C ' ~ D' Y e ntonces , f(d 2 ), no es un punto, es una 

recta, por proposici6n III.5.3. 

Por otra parte, las rectas f(d¡) Y f(d z ) tienen un vector 
--- > 

director comun: A'B'. 

f(d¡) Y f(d z ) son paral e la s . 

9. PROPOSICION 

Sea f una aplicaci6n afino 
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Si Pj y P 2 son dos p lanos para l e l os de H y si f(P I ) es un 

p lano, entonces f(P 2) es un plano paralelo a f(P I ). 

Demost ración . 

Se a dI una r ecta c o nte nida e n PI. 

Si P j y P 2 son paralelos, existe d 2 recta conten ida e n P 2 

y paralela a l a recta d l . 

Por propo sición 111.5.8, la recta f(d j ) e s para l el a a la 

recta f (d 2). 

Luego , toda recta del plano f (P I ) es paralela a una r e cta 

de f (P 2 ) 

f(PI) es parale l o al plan o f(P 2 ). 

6 . HOMOTEC 1 AS 

1. DEFINIeION 

Sea 1 un punto de H u un real k no nulo. 

La aplicación h: H - > H tal que !M' =: 

M - > M' 

-+ 
kIrvI, 

es llamada homote cia de centro 1 y de razón k. 
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N' 

N 

M 

FIGURA N.Q. 13 
M' 

2. PROPOSICION 

Se a k E IR / { O,1 } . 

Una aplicación h: H - - > H e s una homotecj_a de razón K si 
l\ --> TI. , 

y solamente si, para t o dos los puntos A y B de imágenes res 

pectivas A' Y B ' por h, se tiene 

- > 
~ 

A'B' = kAB. 

Sea huna homotecia de razón k, A Y B dos puntos de H de imá 

ge nes r e spectivas A ' y B' por h. 

B ' 

B 

1 <- --

FIGURA NQ 14 A' 



Fn to n c e s a partir de l a fiqura , tenemo s por defin ici6n 

111. 6 .1. 

----t - --t-

lB ' = k 1 B, k F IR / { O , 11 

-+ - -} 
1 A I k 1 l\ , k E IR / { O , 1 } 

entonces 

- -}- ::;:7-
lB ' - Ii'! ' = km - kilt, k E: I R/{O , l} 

--+ ~ - -}- ----+ 
lB ' lA ' = k (lB lA) 

--+ :- ~ --;-

lB ' + 1\ ' 1 = k( I B + Al ) 

-> 
---'- ----+ ---7 

A' I + lB ' = k (AI + l B) 

- > --+ 
A' B" = kAB , por r e l ac i 6 n de Ch as l es . 

3 . P ROPOSICION 

Toda h omotecia de H es biyect iva . 

P r o b a r e mo s que l a homote cia h: H --> H 
M --> MI 

d e razón k es inyec tiva . 

--> -}-

M' = N' = > M' N' = O 
->- -} 

= > k MN = O, k IR /t O,l } por proposici6n 111.6 .2 

~ -+ 
= > MN = O 

=> M = N 

Luego, l a homotecia h e s inyect i va , e n ton ces por p r o p o s ic i 6 n 

111.5 . 7 h e s biyec tiva . 



C~¡PITULO IV 

1 SOnETR IrIS Ei~ EL PLA!'~C 

1. GRUPO DE ISOMETRIAS 

1. DEFINICION 

Una iso metr ía de H e s un a ap licación f: H - > H que conser

A - > A' 

va las distan c ias ; es dec ir que : 

2. PROPOSI CION 

Si f Y g s o n isometr ía s e nton ces la composición g o f es una 

isometría. 

DEMOSTRACION 

Como f es una isometría, tene mos que: 

f: H - > H ; e n tonces 

A - > f (A) -=A' 

d(f(A), f(B» -=d(A,B),A,B E ~¡. ( 1) 

como g es una isometría, ten e mo s que: 

g : H - > H 
A' --> g ( ~ ' ), e nto n ces 

d(g(~' », g (B') -= d(A' , B '), A' ,B' EH. 



Luego, g o f: H --> H 
A --> (g o f) (A) 

entonces 

d(q(f(A)), q(f(B)) = d(f(l\),f (B)) 

d (l\, B), A, B EH, po r ( 1 ) 

g o f es una isometria por d e finici6n IV.l.l 

3 . PROPOSICION 

Si f es una isome tria de H entonc~s : 

+ -+-
1~ f conserva el producto escalar: (AB.CD 

2 g f es una biyecci6n afino 

DEHOS'I'RACION 

Sea f: H --> Huna isomet r ía. 

A --> A ' 

Sea A,B,e H, probar l a igualdad. 

--+ --+ + -+-
A'C' .A'B' = AC.AB. 

utilizando la relac i6n (~_;) 2 = ~ 2 - 2~; + ~2 t e n emos : 

~ ~ ---+- ~ ----+ 
2A'e' .A'B' = A'C, 2 + A' B,2 - (A'C' 

tría. 

-+- -+-
= 2 AC.AB . 

81 
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DEMOS'l'Rl\CION 

i ) Para d e mostrat que f e s afín será suf iciente ve rificar 

que : 

- - r 
-+ -+ 

AC = a AB se transforme e n 1\'C' a A ' B ' . 

- -+ _ ._-+ -----+ 

(A' C ' - a A' B') 2 A , c , 2 2a A ' C ' .A ' B ' + a 2 A'B' 

AC 2 -+ -+ 
a 2 AB 2 = - 2a AC.AB + 

- ).. 

('( AB) 2 = (AC - = O 

_ .-+ ._ .. ---}-
de d o nde A ' C ' a A ' B' 

ii) Demostrar que f es biyectiva. 

Se a A, B EH; A' = f ( l\), B' = f ( B) E H 

" f (A) f (B) e n tonces A B" 

A ' B ' e ntonce s d(A ' ,B') = O 

e ntonces d (A,B) O, por ser f isometría 

e ntonce s A = B . 

DEMOSTRACION OE 1.20 

-+ -+ ~r -----+ 

Verifique mos la igua ldad AB . CO A'B ' . C 'O' 

Bu squ emos un bipunto de origen A que represente al vector 

-+ 
CO . 

(C , O) ( A, O ) (A, C ) (O,O-C) 

Oe aquí 
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(C,D) = (A,A) + (O,D-C) 

-+ -+ = (A, A + D-C) = (A,H), de donde AH = CD. 

Así: 
_._- --+ - -- -r - -----+ --+ 

A'B' . C'D'; por proposición 
-+ -+ 

AB.CO 
-+ -+ 
AB.AH = A'B' .A'H' 

111.2.1 

4. PROPOS1C10N: 

Si g es una isometría de H, entonces su recíproca es isome 

tría. 

DEMOSTRAC10N 

Para que g-I sea una isometría, debe probarse que: 

g - 1: H - > H 
A --> g - l (A); tal que 

d(g-I (A) ,g - I (B) = d(A,B), A,B E ~:. 

Sea g una isometría de H tal que 

g: H --> H 
A - > 9 (A), d (g (A), g (B)) = d ( A, B), A, B EH. 

Sean g - 1 (A) , g- 1 (B) E H, po r ser 9 isometría es biyectiva. 

(proposici6n IV.l.3) 

e ntonces 

d(g(g -I (A)), g(g-I(B))) = d(g-I(A),g - I(B)) 

d(A,B) = d(g - I(A),g-l(B)) 

g _ 1 es iso metría 
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5 . PROPOSICION 

El conjunto de iso metrías de H es un subgrupo del grupo d e 

l as aplicaciones af ines biyectivas de H. 

C rradura. 

Se cumple de acue rdo a la proposición IV.l.2 

Identidad. 

Probaremos que la función identidad f es una isome tría. 

Como existe la función : f : H - > H 

e n tonces 

d(f(l\ ) ,f(B)) 

d(l\,B) 

Nota: Identidad : IdH 

Inversos 

A - > f(A) A , 

d (A,B) 

d(l\,B) , A,B cH. 

Se cumple de acuerdo a la proposición IV.l.4 

6. PROPOSICION 

La image n de una recta L por una isometría f de P es e nton -

ce s una recta. 

B1BlIOTh', CENTRAL 

- . __ ... _--- ._--, 
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DEMOSTRACIóN 

Sea A(Xl, Yl), B(X 2 ,Y 2) E L, Al- B . 

Ento n ce s f(A ) ~ f(B), f(A), f (B) EL, ya que las isometrías 

son in ye c tivas, e ntonce s f(L) e s e l conjunto de baricentros 

de los puntos f(A) y f(B), por pro posición 111.5.3. 

2. PUNTOS INVARIANTES DE UNA ISOMETRIA 

l. DEFINICION 

Dada un a a p lic a c ión f : H - > H, s e dice que un punto A e s 

un punto fijo (o invari a nte) de f si f(A) = A. 

2. PROPOSICION 

Sean f,g dos transformac i o nes de l plano P (aplicacione s de 

p e n Pl g se s upone biye ct i v a , y 

"-
Se a f = g o f o g - 1 

Demos t rar que f e s biyectiv a si y sólo si f lo es . 

DEMOSTRACION 

( => ) 

Como f e s bi ye c t i v a f - 1 e s su inversa, luego 
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ii) 

= g o (f- 10 f) o g - l 

g o Idf o g - 1 

g g -l 
o 

as í f- 1 es l a funció n inversa 
A 

f e s biyect iva. 

( <= ) 

1 A Sea f = g- o f o g. 

Como f es biyectiva f - l es su inversa, luego: 

i) 
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r. A 

g- l o (f n ld q ) o f-1 og 

= g - 1 og = Id 

-1 ( "'f-l - ) ) "f 9 o 090 9 o og 

" 
o f o 9 

Así f- 1 es la funci6n inversa 

f es biyectiva, 

3. PROPOSICION 

Se an f,g dos transformacione s del plano P (aplicaciones de 

P e n P) 9 se supone bi yec tiva, donde f = 9 of o g-1 

Demostrar que un punto P d e l plano es fijado por f si y s6-

" lo si g (p) es fijado por f . 

Demostraremo s ( = > ). 

" 
"(f(P) = P) => (f( g ( P)) = g (P))" 

"-

f(g(P)) = (g o f og -I)(g(p)) 
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= g ( f (P ) ) 

= q ( P ), f (P ) P por h i pótesis 

De mostraremos ( <= ) . 

A 

"( f ( g(P )) = g (P )) = > ( f (P ) = P) ., 

f (g (P ) ) g (P ) 

(g o f og - l ) (g (P )) g (P ) 

9 ( f (g - 1 ( g (P ) ) ) ) = g (P ) 

g ( f (P )) == g (P ) 

9 (g ( f (P))) g - l (g (p )) 

f (P) P . 

4 . PROPOS IC I ON 

Sea f un a i sometr ía de H . 

i ) Si A Y B (A f B) son dos p untos fij o s de f , e n ton ces 

todo pu n to de l a recta (AB ) es un punto f ijo de f . 

ii) Si f se ap l ica a tres puntos f ijos A, B , C no a line ado s 

e n ton ce s todo un p un to d e l pla n o (ABC ) es punto fij o 

de f. 

De most rac i ó n de i). 

Se a C un punto de l a recta ( AB ): 
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Existe n los r e ales I'i , p. de s uma 1 tales que C e s el baricen-

tro del sistema (A. ('/ ) , (T3 , R) (por Propos . 111 . 3 . 6) ; f e s 

afin, por ello con serva e l baricentro d e 2 puntos pondera-

d o s (Propos . 111.4.1), s í f (C ) es e l baricentro d e (f(A) , a ), 

( f (B) , R) y puesto q ue f(~ ) = A Y f (B) = B, f( C) es el bari-

centro de (A , ) Y (B , 8 ). Lu e go f (C) e por que f(C) y C 

son bar i centros de (A , y (B , B), Y la f unci6n afin relati-

va a los 2 puntos o n d radas (A, C't,) , (B, P. ) es biyectiva ; se 

tie n e que a + R t O Y por e ll o se llama barice ntro de 2 pu~ 

tos p o n de rados (n, a ), (B, 8 ) al Gnic o punto C tal Que 

-+ 
a CA + BCB = O (Po r Pro p o sici6n 111.5.1, 111.3.3 Y De fin i ci6n 

111 . 3 . 4 ) . De a quí todo punto C de la recta (AB ) es u n punto 

fijo de f . 

Demostraci6n d e ii) 

Se a M un punto del plano (ABC) . 

Existen los reales , B, y de su ma 1 tales que M es el bar i 

centro de l siste ma (A, a ) , (B, B), (C , y ) por propos ici6 n 

111 . 5 . 5; f es afín , p or so conserva el barice ntro de 3 pu~ 

tos ponderado s, por proposici6n 111 . 4 . 1 , así f (M) es el ba-

ricentro de ( f(A ) , ), (f(B ), B), ( f (C), y ) y puesto que 

f (A) = A, f(B ) = B Y f(C ) = C , f (M) es e l baricentro de 

(A, a ) , (B , B) Y (C , y ). Luego f {M) = M por q u e f {M) y M son 

baricentros de (A , ) , (B , P. ) y (C , y ) , y la f unci6n af ín rela 

tiva a los 3 puntos pond rados (A, a ), (B , B) Y (C , y ) e s bi -
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ye ctiv a; s e tie ne que ~ + B + y ~ O Y po r ell o s e llama b~ 

ricentro de 3 puntos pond e ra,dos (A, a ), (B, S ) y (C, y ) al úni 
- }- ~ - } 

co punto M tal qu e re MA + Rf.1B + yHC = Q por proposición 

111.5.1, 111.3.3 Y d e fini c ión 111.3.4. De aquí todo punto 

M del p lano (ABC) e s un punto fijo de f. 

Observac ión. 

Si H es e l plano significa, e n este caso , que f es la iden-

tidad. 

3. SIMETRIA AXIAL 

1. DEFINICION 

Dada una recta D un plano euclidiano p. La simetría axial 

ortogonal del eje D es la transformación SD que a un punto 

A de p asocia el punto A' tal que 

A' 
d(A,H) = d(H,A ') 

H~D 
H es la proyección ortogonal 

de A sobre D. 
-

Ji. 

1. No tación. 
FIGURA N's¡ 15 

La simetría axial de e j e D se anota por SD' 

2. Obse r v ación 

El ej e O es el conjunto de los puntos fijos de la simetría 
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ax i al de e j e O. 

3 . Observac i ó n 

La c o mposici6n de un a sime tría axial de eje D por si mi sma 

es la ide ntidad del espacio H, es dec ir So oSo = IdH. 

2. PROPOSICION 

En e l plano P toda simetría axial (ortogonal) es una isome-

tría. 
B 

Sea O e l e j e d e l a Simetría 

axial f Y B una recta per- ~~--~~--------------~---- o 

pendicular a o. 

En e l s i stema de ejes D y B 

FIGURA N.Q 16 

e nto n ces para todo x , y t r, se tiene que 

( x 1 -y 1) 2 + (( -x 2 ) - (- y 2 ) ) 2 

= ( x 1 -y 1 ) ? + ( x 2 - y 2 ) 2 

d 2 (x , y ) 

Lo q u e d e muestra q u e f e s un a iso me tría . 
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3. PROPOSICION 

Sea f una isometría plana e n que e l conjunto de puntos fi

jos es una recta O; entonce s f es la simetría axial del eje 

D. 

Demostraci6n 

Sean M f.o y M ' = f(M) 

Demostraremos primero q ue M t M' . 

M 

FIGURA N.2. 17 
M' 

o 

Co rno M ~O y f es una isometr ía donde el conjunto de puntos 

invariantes es la recta O y se tiene que f(M) t M', de aquí 

se deduce que M t M' . 

Ahora deduciremos que f es la simetría axial SO. 

Como f es una isome tría donde el conjunto de puntos inva

riantes e s una recta D, entonces M' = f(M) 

Así d(f(M), f(H)) 

d(M' ,H) 

d(M,H ) 

d(M ,H) 

H ' = f(H) = n, H ( D. 
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Por lo tanto : f es una simetría axial . 

4. EJEMPLO 

Dar la expresi6n analít i ca de l a simetría de eje D, O es la 

recta de ec uaci6n x = -2. 

O y 

-2 O 

FIGURA N~ 18 

Solución 

Cot iz aremos algunos puntos simétricos al eje O. 

El simétrico de (1,1) es (-5,1) 

El simétrico de (2,1) es (-6,1) 

El simétrico de ( 3 ,1) es (-7 ,1) 

El simétrico de (1,2) es (-5,2) 

El simétrico de (2,2 ) es (-6,2) 

El simétrico de (3, 2 ) es (-7,2) 

x 
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El simétrico de (1,0) es (- 5 ,0) 

El s imétr i co de (2,0 ) es (-6,0) 

El simétrico de (3,0) es (-7 , 0) 

El simétrico de (1,-1) es (-5,-1) 

El simétrico de (2,-1) es (-6,-1) 

El simétrico de (3,-1) e s (-7,-1) 

Tomand o algunas pare jas orde nadas cot izadas obse rvamos que 

e ntre sus primeras componentes se manifiesta una sucesión, 

así: 

1 2 3 
-1 + + 

-5 - 6 -7 

entonce s 

X ' - 5 + (x-1) (-1) 

x' - 5 - X + 1 

X ' = -4 - x 

Por otra parte , las segundas componentes de las parejas or-

de n adas e s la misma: 

y' = y 

Por lo tanto la expre sión analít i ca de la simetría de eje D 

es : 
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X ' = -x -4 

y ' = y 

4. COMPOSI CION DE DOS SIMETRIAS AXIALES 

1. PROPOSICION 

1~ La composición de dos simetrías axiales de ejes parale-

los es una traslación de vector ortogonal en la direc-

c i ó n de los ejes . 

-+ 
2~ Recíprocame n te , si t es la tras lación d e l vector v, en-

tonces t = SD 2 oSDJ ' donde DJ es una recta cualquiera or-

-+ 
togonal a v y O2 la imáge n de 0 1 por la traslación del 

1 -+ 
vector "2 v. 

Demostración de 1~ 

-+ 
v 

I * H 1 

I 

M 

FIGURl\ N~ 19 



Sea D¡,D 2 d o s r ectas para l e las de un plano. 

Si M] SD ¡ un 

M2 SD
2 

(Md = S oS (M) , se t.i e n e que: 
D2 O] 

- - -+ ----+ -----+ -+ 
MM¡ = 2H]M¡ Y MlM z = 2M¡ H 2 ; de donde 

-+ 
MM 2 

-+ 
MM 2 

-+ ------+ 

2(H¡I'I] + M]H z ) 

~ 2H¡H 2 , por relación d e Chasle s. 

- }-

Si H¡H 2 =v , t e n e mos que : 

-+ -+ 
Mrv1 2 = 2v, VM 

de d onde S oS = t -+ 
D2 01 ?v 

Oe nostración de 2R) 

----------------------~------~----------------0 2 
IH 2 
I 
I -+ 
.I'~ ¡ 

v 
"2 

I 
I H ¡ 

¡M 

FIGURA NR 20 
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-+ 
La traslaci6n t -+ = S o SO' donde la dirección de v es or-v O2 ¡ 

t ogonal al eje 0¡,0 2 es la image n d e l eje 0 1 por la trasla-

~ 1-+ 
cion del vec t o r 2v. 



- ----t

= 2H1M¡ + 2M¡H z 

2 HJH 2 , por r e l ación (l e Ch as l es 

-+ 
v 
"2 

-+ 
= v, V M de donde SO z 

2. PROPOSICION 

o S 
01 

t -+ 
v 

Si f es una s ime tría y g una isometría , entonces 

f = g o f o g- J es un a i some tría . 

OEMOSTRACION 

Como f es una s imetría es una i some tría, por proposición 

IV.3.2 

Por ser g of y g-1 i sometrías (por propiedades IV. 1-2, 
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"-
IV .1 . 4), entonces f =g o f o g -1 es una isometría por propos~ 

ción IV . l. 2 
A 

f es una iso metría . 

3 . PROPOSICION 

Se a f una simetría de eje axial O y g una isometría 

( f ( x ) = (g o f " g - 1 ) (x ) = x) < => ( x E g ( O)) 
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DEr-10ST RACION 

"-

( => ): ( f (x ) =x ) => (x c q(D) ) . 

"-

Sea x un punto fijo de f 

"-

f(x) (q o f o g - 1)( x ) 

x = q (f ( g - 1 ( x) ) ) 

g-I(X) = f(g-I(x)), e nto nc e s g-l (X) EO y es un punto fij o 

de f. 

Lue go , x E 9 (O) 

( <= ): ( x E 9 ( O)) => (1. ( x ) = x ) 

Como x E g (O) e nto nces g- J (x ) E O Y es un punto fijo de f, de 

donde: 

f(g-l(X )) = g _ I (X) 

g(f (g -l( X))) =x, 

"-

Luego , x es p un to f ij o de f. 

5. ROTACIONES 

l. OZF INICION 

Dado un punto ° de P se ll ama rotación de centro O a toda 

isometrín compuesta de dos simetr ías axiales de e j es p asan-

do por O; s i r es una rotac i ón de centro 0, e l ángulo 

( ~ ,r( ~ )), es indepenQi ente de la semi recta ~ de origen 0, 

es denominad o ángulo d e l a rotac ión. 



/ 

D2 

FIGURA N.ll. 21 

/ 

/ 

r ( 11 ) 
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1: Notación: Una rotación de centro O es un a composición 

2 : 

de dos simetrías axiales de ejes pasando por 

Obse rvación: La i gualdad IdH = SD o SD muestra que es 

una rotac ión; se observará que todo punto 

de un plano puede ser considerado como su 

centro y que e l ángulo de la rotación es 

e l ángul o nulo. 

2. PROPOSICION 

Sea r una rotación d e c Antro O distinto de la identidad, en 

tonce s O es e l único punto fijo de r. 
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Sean dos rectas d i stintas D1 y D2 pasando por un punto O y 

r = SD 2 OS01. Demostrar que O e s el único p un to fi jo de r. 

a ) 

b ) 

Supongamos que M E D! ~I D? _ De most rar que M 

Sea M un p un t o fijo de r y M ED j I)D 2 . 

Caso 1: M E D¡ 

SD 2 (M) M, ya q ue M ED¡ 

como M es fijo de SD2 e n tonces M E D2 _ 

Luego M = O. 

Caso 2 : M E D 2 _ 

= M, ya qu e M E D 2 

Como M es fijo de SDI e ntonces M ED1 ; 

Luego M = O 

O_ 

Supongamo s que ti ~DllJ 0 2 ; verificar que M y M' 

son distintos . 

i) Probar q u e M ~ M' . 

Como M ~D1 Y SDI e s una simetría donde el conjunto 

de p un tos invariantes es la recta DI y se tiene 

que SDI (M) ~ M' de aquí se deduce que M ~ M'_ 
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ii) M no es invaria n t e , M 01 II D2 , e nto nces M O, y a que 

o e s punto in v a r iante . 

OBSERVACIONES. 

1. La p roposición prece de nte d e mu e stra, (la cual p odría 

s e r pue sta en duda), q ue una r o tación n o e s una sime-

t r í a axial. 

2 . La r o tación d e c e nt ro 0 , d e ángulo llano , es nominada 

sime tría d e c entro o: 

Si M' e s la image n d e un punto M por esta simetría en-

-;-.. -t 
t o n ce s OM ' = -OM; esta e s la composición d e dos sime-

trías d e e jes orto gonales pasando por O. 

M' 

M 

FIGURA N..Q 22 

3. PROP OSI CION 

Si r e s una iso me t r ía q u e ti e ne un s61 0 punto fijo O enton-

ce s r e s una ro t ac ión d e centro O. 
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M 

o 

FIGURA N.2 23 

N 
De mostración. 

Fijemos un punto cualquiera M 7 O Y N r(M). Probemos que 

H 7 N. 

Supongamos M = N t-l = r (B), entonces M e s fij o, de donde 

M = O. Por lo tanto si M 7 O entonces M 7 N. 

Si D
2 

es la mediatriz del segmento [MNJ entonces : 

O i O E D 2 , d(O,M) = d(O,N) 

La isome tría SD
2 

o r tiene entonces 2 puntos fijos O y Mi la 

r ec ta DI pasa por O y M est& e ntonces contenida en el con-

junto de puntos fijos de SD o r: SD o r es la identidad ó 
2 2 

es la simetría axial d e l ej e D 1 (Por proposición IV. 3 . 3 ) 

Si SD o r = Id implicaría q ue r = SD lo que sería imposi-
2 2 

ble, a causa de los dos puntos fijos. 

En conclusión: 
elBUOTECc,\ 

·\IIt JI 5' D '." ()" ~ l 

---------------------
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=> => r 

4. PROPOSICION 

Si r es una rotaci6n d e centro O y DI una rec t a que pas a 

por O e nto nces ex i ste un a y só l o una recta O2 ta l que 

r == So o So . 
2 1 

Probaremos la unicidad de la rec t a O2 , es decir probemos 

d' ] 2 

5 . EJEMPLO 

-+ -+ 
Toman do un sistema (O,i,j) 

¡!) (x , y ) 
La transformación anotad a e s la 

e (x , y ) 

transformación que a un punto M d e coordenada~ x , y asocia 

e l punto M' de coordenadas x ' ljJ (x,y) , y ' == 1;; ( x ,y) . 

Mostrar q u e la t r ansformac ión 

x ' == 
3 4 
5 x + 5 y , y ' ( 1) 

es una rotación de centro O. 



¡ 1 [X 1 ( '1 XI 2 XI 

Se a Al, A 2 , A ~ I I ' 

lYI) Y 2 ) lYl) 

3 
- - Xl 

5 

( y ' _y') 2 
2 1 

3 
- - XI 

5 

4 + - y') 
5 

4 
+ - XI 

5 

3 
+ - Y 2 5 
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3 ) 2 - 5 YI • 

16( 2 24 9 + 25 X 2 -X 1 ) - - 25 (X ') -x 1 ) ( y 2 -y 1) + 25 (y 2 -y I ) 2 • 

En ton ce s d (A; , A ~ ) 

Mostrar que O es el único punto fijo. 

Para ello (1 ) nos queda : 

1 4 

1 f~ X 

4 
O X = -x + -y - - y = 

5 5 5 
> 

1~ x 

( 2 ) 
4 3 

J 
2 

O Y = -x + - y + - y = 
5 5 5 
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Resolvamos e l s iste ma de ecuacio nes (2) por r e ducción, así: 

2 4 
O 

5" x - - y 
5 

8 + 4 
O 5 x sy = 

2 x = O = > x = O 

Susti t u yendo x = O e n una de las ecuaciones de (2) para ob-

tener el val or de Y, así: 

2 
5" (O) 

4 
- - Y = O 

5 
= > 

4 
- - Y = O 

5 
=> y O 

Oe donde O = (0,0) y es e l único punto fijo. 

La transformac i ó n es una rotación 

6. PROPOSICION 

Sean f , g dos transformaciones de l plano P (aplicac ione s de 

P en P), 9 se supone biyectiva : 

Se a 

f = 9 o f o g- 1 

A 

Si f es una r o tación y 9 una iso metría, entonces f es un a 

rotación d e centro g(O). 

OEMOSTRACION 

Como f es una rotación, entonces f SOl o S0 2 

A 

Se tiene f = 9 o SOl o SD 2 o g 1 

A 

o g-l) f = (g o So 1 ) o (S0 2 



1 () (, 

Sea y punto fijo de f. 

f (y) (g o S o S o q-l ) ( y ) 
Ol o? 

y 

g-l (y ) = r(g-l (y)) 

g-l (y) = O Por Proposicion IV.4.2 

entonces y = g(O) 

entonces f es una rotación de centro g(O ). 

7. OBSERVACION 

Se tiene así el resultado siguiente: 

Para toda recta DI pasando por O existe una recta 0 3 tal 

que r So o S (es suficiente aplicar el resultado prece-
1 0 2 

de nte a r - 1
, que es una rotación de centro O). 

8. PROPOSICION 

El conjunto de las rotaciones de centro O, dotado de la ley 

de composición , es un grupo conmutativo. 

a) Cerradura. 

Sea r = S0 2 o So l' r ' = So 3 o SD 2 rotaciones de centro O. Pro 

bar que r' o r r ", pertenece al conjunto de rotaciones de 

centro O. 
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r ' o r = (S o So ) () (SO o So ) 
0 3 2 2 ¡ 

= So O S 
3 O ¡ 

r " 

b ) Identidad . 

Para que r sea la rotación i dentidad de centro O debe pro-

barse que para todo M EP se cumple que r(M) = M 

Sea M EP, M' 

e ntonces 

H' S (M) 
Di 

----------------~---------------------01 

M 

M=S (M') 
Di 

E'IGURA N.2 24 
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c ) Inversos 

Para que r- I sea rotación recíproca de r, de centro 0, se 

debe probar que 

Sea r rotac ión de centro ° tal que 

r = So 1 o S0 2 => r o r- 1 = (SO 1 o Slh ) o r- 1, r- 1 es la recípr~ 

ca de r , ya que 

es biyect i va. 

= > 

=> SOl = (SOl o SOl ) o SD 2 o r- 1 

= > SDl = SD 2 o r - I , Idp = SDl S 
DI 

= > S0 2 o SO l ( S0 2 o S0 2 ) o r- 1 

= > S0 2 o So 1 
r- 1 Idp S0 2 o S0 2 , 

d ) Conmutatividad 

Sea r y r ' dos rotaciones de centro O; demostrar que 

r o r' r ' o r 

Sea r = SD
2 

o SD y r ' = So o SD
2 I 

r ' o r = (S0 3 o SD
2 

) o (SD
2 

o SOl ) 

= So o (SD o SO ) () So 
3 2 2 I 

So o 
3 

So 
1 

Aplicando la observación IV.5 .7 
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SOl O S0 3 

= SD () (SO () SD ) O S o 
) 2 2 J 

(SO l O S0 2 ) O ( S O? O SO~) 

r O r ' 

6. DESPLAZAMIENTO. ANTIDESPLAZAMIENTO. 

1. OEFINI CI ON 

Se llama d e splaz ami e n to de un p lano a toda isome t r ía que se 

e scribe como la composic ión d e dos sime trías a x iales, Anti

d e splazamie nto es t o da iso metría que no es un desplazamien-

too 

OBSERVACION 

Un desplazamiento e s entonce s una traslación o una rotación. 

2. PROPOSICION 

El conjunto d e d e splazamie ntos e s un sub-grupo del grupo de 

isometrías planas. 



I I () 

r' 
o 

3 

FIGURA N~ 25 

OEMOSTRACION 

Probaremos que la composici6n de dos rotaciones e s un des

plazamiento. 

Sean runa rotaci6n d e centro O 

r ' otra rotaci6n de centro O' y 

01 una recta pasando por O y O'. 

Existe una r e cta 0 2 tal que r = SOl O 

una recta 0 3 tal que r ' S0 3 0 

donde r' o r = (S0 3 o SOl) o (SO l O S0 2 ) 

= S0 3 o (SO 1 o SOl ) o S 
0 2 

S0 3 0 S0 2 

S0 2 y 

So 1 ; 

r ' o r es una composición de dos simetrías, es entonces un 

desplazamiento. 

Probaremos que la composici6n de dos traslaciones es un des 



plazamiento. 

-r 
Se an t~ una traslac ión de ve~tor v. 

v 

~ 

t~ e s otra traslación de vector u. 
u 

O2 es un a recta q ue es común a las tras laciones 

t ~ Y t~ . 
v u 

Existe una recta DI tal que t ~ 
v 

y una re~ta 0 3 tal que 

donde 

t 
u 

t~ 
v 

t~ = 
u 
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t~ o t~ u v s una composici6n de dos simetrías axiales, es en-

ton ces un desplazamiento . 

Probaremos qu e la c o mpo sici6n de una rotaci6n y una tras la-

c i6n es un desplazamiento . 

Sea runa rotaci6n de centro O. 

t~ una traslac i6n de vector ~. 
u 

O2 es una recta pasando por O y paralela a O] ' 

Existe una recta 0
3 

tal q ue r -

una recta ° I tal qu e tu = S['2 o SO] 



donde 

r (1 t 
u 
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r o t~ es una composici6n de dos simetrias axiales , es e nton 
n 

ces un desplazamiento. 

Para t~ n r ocu rre q ue es un desp l azamiento. 
u 

Identidad 

Probaremos que existe e l desplazami e nto identidad f. 

Como existe la isometria 

f : H - > H 
A ---> f(A ) = ( So o So) (A) = A. 

e n tonces f = So o So es una composición de dos sim tr í as 

axiales , es e n tonces un desplazamiento. 

Inversos. 

Para q ue f - 1 sea un desplazamiento se debe de probar q ue 

Sea f un d e splazamiento e n tonces f 

Luego 
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3. PROPOSICION 

La composici6n de un desp laz ami e nto y un antidesplazami e n to 

es un antidesplazamiento . 

DEMOSTRACION 

Sea f un desplazamiento , 9 un antidesplazamiento y h = f a g . 

Si h e s un d e splazami e nto la igualdad : 

9 = f-1 a h probaría que 9 es un desplazamiento , l o cual no 

lo es. 

h es e nton ce s un antidesplazamiento. 

7. DESCOMPOS ICION EN SIMETRIAS 

1. PROPOSICION 

Toda isometría plana es la composición a lo sumo de tres si 

metrías axiales. 



114 

OEMOSTRACION 

Sea f una isome tr1a cualquie ra de p" 

Se a A cP y A' = f(A). Des ign e mos por DI la mediatr1z del 

segmento [AA ' ] si A i A'. Si no una recta cualquiera pasan-

d o por A¡ s e tie n e e nto n ce s: 

Al dec ir q ue A es un punto fij o de SD o f ¡ t enemos tres ca
l 

sos posibles : 

i) SO l O f = Id e ntonce s f = So 1 • 

como SOl o f Id. 

SOl O f = SO lO SOl = > (SD l o SDl) O f (SO 1 O SD l 
) O 

~> f SDl 

ii) SI) J O f es distinta el e l a ide ntidad pero se tiene otro 

punto fijo, SOl O f e s entonces una simetría: f es la 

composici6 n de dos simetrías . 

Como SD f = So ' So Simetría axial d e e je D . 

(SD
I 

o SDl) o f = SDl O S0 2 = > f = SDl o SD 2 " 

iii ) SDI O f con un solo pu nto fijo A: es una rotaci6n r de 

centro A. SD1 0 f = r e ntonces f = SOl O r: 

f es la composición de tres simetrías. 

Como r es una rotaci6n de centro A,r 

SDl 
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d o n de S Simetrí a axial de e je O2 0 2 

S : Sime tría a x ial d e e j e O 
0 3 3 

S O 
Dl 

f = r 

S Dl 
C) f = S0 2 o S0 3 = > (S n SOl ) o f 

D1 

= > f = 

8. SIMETRIAS DESLIZANTES 

l. DEFINIeION 

Una simetría deslizan t e de eje D es la c o mposición de una 

sime tría axial d e e j e D y de una traslación d e l v e cto r de D 

no nulo . 

D 

r 
---TL---~--~------------------------------D 

D 

FIGURl\. NQ 26 

Estudia remo s que f SD o r donde r es una rotación de c e n-

tro A. 

Sea D I la recta pasan do por A paralela a Di existe una r ec -

ta O2 tal q ue r = So o SD ' de donde: 
1 2 

f = So C) (SD
I

O S D
2

) = (SD C) SDl ) n SD
2 

= t~ o SD
2 



-+ 
w 

- v 

1 

I 

\ 

-+ 
U _ 0 3 
~-----

\~C _ __ D, 

FIGURA N..Q 27 

-+ -}- -+ 
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Descomponiendo v en un vector u de O2 y un vector w ortogo-

-+ -+ 
nal a 0 2 : v = u + w. 

-+ -+ 
De la igualdad v u + w se tiene 

t -+ = t -+ o t -+ de donde: 
v u w' f 

Sea 0 3 la recta paralela a O 2 definiendo t - S o S en-w - 0 3 0 2 ' 

tonces t -+ o S 
W 0 2 de donde t~ o S0 2 = 

Así f = -+ u e s un ve ctor de 0 3 • 

Se notará que si ~ = O entonces f es una simetría. 

2. PROPOSICION 

- }-

Se a O una r e cta y u un vec tor de o: 

2..Q 

S t -+ = t -+u o So · D ° u 

- }-

Si u i O, e ntonces tu n So no tiene punto fijo pero no 

e s una tra s lación. 



__ ------------------------~~ M' 

M 

-+ 
u 

FIGURA N.9. 28 

Oemostrac i 6n d e 1~ 

Sea P = t (M), M' 
u 

i) So(t Un) 
u 

M' 

Sea SO(M) = M M' - t -+ (N) , - u 

ii) 

Demostraci6n d e 2 ~ 

t -+ ( S (M)) 
u O 

t (N) = M' 
u 

Si N = S (M), M' = t (N) 
D u 

é ntonces : 

-~. -+ -+ 
lvIM ' = MN + NM ' p u e s 

1 

.. 1 

p=t-+ (M) 
u 

o 

lJ e T r:: r.,' ~ r ' , l 
~""'''\I-Qc;, .. rt~n oC" F! ;' ... I.\l ° .,n,:_ 

~ -~--_.-- -
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-t -+ 
d 2{M,M' ) = d 2{M,N) + d 2 (N , M'), (MN.M1 ' 

-+ -+ 
O, MN JNM ' ) 

entonce s d 2 {M,M ' ) 
)-

> u 2 = d ? (M, p ) . 

-+ -+ 
Si u i O, para todo M s e ti 2 n e que d {M,M') i O 

entonce :3 M i M' 

Además si t~ o SD es una traslación t
v 

se tendría : 

t -+o S = t -+ e ntonce s (t -)- o t -+ ) o SD 
u D v -u u 

d e donde SD t o t -+ 
-u v t 

v-u ó 

S o t -+ = t -+ ento nces SD o (t -+ o t -+ ) 
O u v u -u 

de donde So t -+ o t -+ = t -t • 
V - u -u+v 

3. EJEMPLO 

Demostrar que la transformación 

t -+ o t -'
-u v 

t -+ o t -+ 
v -u 

y + 1 

x + 3 
es 

11 8 

una sime tría d e slizante de la cual se precisará el e je y el 

vector y 

O: y=x+l 

Sea f la transformación . y = x ; Di 

La es c ribimos c o mo : 

f = t -+ o So ' d o nde SD 
v ¡ 1 

e s la sime tría de ej e O) 

x 

FIGURA NQ 29 



Entonces f(x,y) t ->- (SO (x, y )) 
V 1 

(y+1,x+3) = t + (So (x,y )) 
V 1 

(y , x) = SDI (x , y ) 

So e s la simet ría de e j e la recta y = x. 
1 

[ 
2 

1 
[ -1 - }- + + 

v = u + w, con u = y w = 
2 ) l 1 

Donde f = t + o (t+ o SD ) 
u W 1 

t + o SOl es la sime tría axial de eje 
w 

SD = ( t+ o SD ) (x, y ) = t -r (SD (x,y )) 
W 1 W 1 

1 
) 

D. 

t + (y ,x ) 
W 

de donde D es la recta de e cuación y = x+1. 

9. ANGULOS DE SEM I RECTAS 

1. DEFINIeION 

J 1 9 

(y-1,x+l) . 

Sobre e l conjunto de las parejas de s e mi-rectas del mismo 

origen se considera l a relación : 

( 6 1, 6 2 ) está e n relación con ( 6 ~, 6~ ) si existe un desplaz~ 

miento f ta l que : 

Notación. 

La clase de una pareja de semi-rectas del mismo origen se 
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anota 

FIGURA N.Q 30 

2. DEFINICION 

Sobre el conjunto A de ángulos se define la suma 

que llamaremos relaci6n de 

Chasles. 

• 3. DEFINICION 

Fijando un punto O de un plano y anotemos por Ro el grupo 

de rotaciones de centro O. 

~ 
Sea f E R Y 6 una semi-recta de origen O; el ángulo (6 , f(ru ) 

o 

es independiente de 6 : se obtiene así una aplicación: 

/~ 
f --> (6 , f ( 6 » 

$ es una biyecci6n que transforma la composici6n de dos ro-
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taciones de centro O en la suma de sus ángulos; es decir : 

Vf,g ER , <fJ ( f o g ) = <fJ (f) + lP(g ) 
o 

-+ 
Sean UI Y Uz dos vectores no nul os, e s dado un punto O de 

un plano. Sea 61 ( respect ivamente 6 z ) la semi-recta de ori-

-+ -+ 
ge n O cambiado por Ul ( respect ivame nte por U2 ): el ángulo 

-~ ~ 
( 6 1, 62 ) no depende de O y se a nota (UI ,U Z). 

O 

FIGURA N~ 31 

10. ANGULO DE RECTAS 

1. DEFINICIONES 

Se llama ángulo de rectas todo par {a,b} de ángulos (de 

semi-rectas) que difieren de un ángu lo llano (a-b es un án-

gulo llano) . 

Dadas do s rectas DI y D2 , se llama ángulo de una pareja 



1 2 2 

7 7 
donde Ul (respectivamente U 2 ) es un vector director de DI 

(respectivamente D2 ) i se le anota 

DI 

FIGURA NSl. 32 

De la figura 31: 

7 7 
Sea DI y D2 dos rectas, Ul (respectivamente U 2 ) un vector 

director de DI (respectivamente de D2 ); 

7 ) ~ te U 2 es aSl un vector director de DI 

y se tiene: 

~. 
7 7 

(Ul,U 2 ) + ángu10 llano 

~ 
(-u 1 , U 2 ) + ángulo llano 

7 

-Ul (respectivamen-

(respectivamente D2 ) 
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11. ADICION DE ANGULOS DE RECTAS 

1. DEFINIeION 

La suma de dos anqulos de rectas w l = {al,b l }, W2 = {a2,b 2} 

es definida por W3 = {al + a 2 ,a 2 + b ~ }. 

Dados dos ángulos de rectas Wl,W 2 tal que Wl = {al ,b l }. 

W2 = {a 2,b 2} se tiene, según figura 33, que al + a2 = b l +b 2 , 

al + b 2 , al + b 2 = a 2 + b l Y que l os ángulos al+a 2 , al+b 2 

difiere n de un ángulo llano 

DI 

D3 FIGURA N~ 33 

2. PROPOSICION 

l~ El conjunto de ángulos de rectas tienen una estructura 

de grupo conmutativo, para la adición de ángulos de re~ 

tasi el elemento neutro de esta leyes el par {O, ángu-

lo llano} 
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2~ Si 0¡,0 2 ,0 3 s on t res rect as de un plano, se tiene la re 

laci6n de Chas les: 

Oemostrac i6n d e 1~ 

i) Cerradura se cumple por definici6n IV.ll.!. 

ii) Asociatividad. 

Sea W¡ = {a¡ ,b ¡} , W2 = {a2 ,b 2} , W3 = {a3 , b 3} ~ngulos de r e c 

tas del c onjunto de ~ngulos A. 

Verificar que se cumple : 

W¡ + (W 2 + W3 ) {a¡,b ¡} + ( { a 2 , b 2 + a 3 , b 3} ) 

{a ¡, b¡} + {a 2 + a 3 , a 2 + b d 

= {a ¡ + a 2 + a 3 , a ¡ + a 2 + b 3} 

( {a ¡, b¡} + {a 2 ,b 2} ) + {a3 ,b 3}. 

{a¡+a ? , a¡+b 2} + {a 3 ,b 3}. 

iii) Ide ntidad por la derecha 

En e l conjunto de ~ngulos A 
Probaremos que: 

3 l a i den t idad por l a derecha x E: f\, 'l,fw ¡ E: A tal que 

W¡ + x = W¡. 
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Sean W 1 = {a 1 , b 1 } , x = {x 1 , Xl } E A. 

W 1 + X = {a 1 , b l} + { X J ,;C l } = {a 1 , b 1 } W 1 • 

= > { a l ' + Xl, al + Xl } = {a I ,b 1 } 

= > al + X¡ = al, al + Xl = b l 

= > Xl D A Xl = b l al 

A A 

X = {D ,bl-al} = { D, Angulo llano}. 

iv) ¡ Inverso por la derecha. 

En el conjunto de ángulos A. 

Probaremos que: 

VWI EA, j inverso por la derecha y EA tal que: 

WI + y = {D , Angulo llano } 

Sean WI = {al ,b l }, y = {YI ,Y l } EA. 

WI + y = {a¡,b¡} + {YI,Y l } = {D, Angulo llano} 

= > al + YI o 

= > .. 1 Y¡ = -al A Yl = b l -2a¡ 

y = (YI,Y l }= { -a¡,b¡-2al} . 

v) Conmutatividad 

En el conjunto de ángulos A 

Verificaremos que: 
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------ -+ r e cta s ( 01 ,0 2 ) si e xiste un ve ctor direct o r Ul de 01 (res-

-+ 
pe ctivame nte U 2 d e D2 ) t al q ue x sea una medida del ángulo 

Observación. 

Las me didas de los ángulos seran expresados en radianes. 
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ISOMETRIAS EN EL ESPACIO 

1. IMAGEN DE UNA RECTA~ DE UN PLANO POR UNA ISOMETRIA 

1. PROPOSICION 

Sea f una isometría del espac io euclidiano [. 

La imagen de una recta L por la isometr ía f de E es una rec 

tao 

Entonces f(A) 1- f(B ), f(A) ,f(B) E f(L), 

ya que las isometría s son inyectivas. 

entonces f(L) es e l conjunto de baricentros d e los puntos 

f (A) y f(B) (por proposición III.5.2). 

2. PROPOSICION 

Si A Y B son puntos fijos de la isometría f, e ntonces 

f (AB) = (AB); además, todos los puntos de la recta (AB) son 

puntos fijos de f. 

De mostraci.ón 

Sea f: H ---> Huna isometría 

Todos l o s p untos de la recta (AB) s o n puntos fijos de f, 

porque el con junto de baricentros de dos puntos distintos 
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A Y B de E es la recta (AB) (por proposici6n 111 .5.2), Y s i 

(AB) es e l conjun to de l os baricentros de n puntos Ai, sien 

do f afin biyectiva (por proposic i 6n IV.l.3), e ntonces f (AB ) 

es e l conjunto de baricentros de los n puntos f(Ai ) (por 

proposici6n 111.5.1). 

3. PROPOS1C10N 

La imagen de un plano por una isome trí a de E es un p lano. 

Demos traci6n. 

Sea f una isometría de E. 

Sea P un plano de E, A,B Y C tres puntos no a l i neados de P, 

e ntonces f(A ), f (B) Y f (C) son imágenes dist in tas y puntos 

no alineados de f(P ) (por ser f isometría es inyectiva) en 

tonces f(P) es el conjunto de baricentros de los puntos 

f(A), f(B) Y f(C) (por propos;ciones 111.5.1 y 111.5.6). 

Debemos probar que : 

Si l os puntos f(A), f( B) Y f (C) no son a lineados e n tonces 

la imagen por f de un p l ano P e s e l plano f(P). 

Supongamos que l os puntos f (A), f(B) Y f( C) son a lineados. 

La aplicaci6n f-l es una isometrí a, entonces los puntos 

f- 1 (f(A)), f- 1 ( f (B)) y f-1 ( f (C)), e s decir A,B y C s er ían en 

tonces alineados , lo cual es contrario a lo que se afirma 

para A, B y C . 
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4. PROPOSICION 

S i A,B Y C son p un tos fijos de una isome t ría f, no alinea-

dos , e ntonces , (ABe) desiqna el plano pa sando por A,B y C: 

f(ABC) ;=: (ABC); 

Todos los puntos del p l ano (ABC ) son puntos fij os def. 

Demostración. 

Todos l os puntos del plano (ABC ) s on f ijos de f , por que 

s i A,B , C son tres puntos no alineados de H, el conjunto de 

baricentros de A,B y C es e l plano (ABC ) (proposición 

111.5.5), y si (ABC ) es e l conj unto d e baricentros de n pu~ 

tos A., s i endo f afin biyec tiva (proposici ón IV.l.3) ,enton-
1 

ce s f(ABC) es e l c onjunto de baricentros de los n puntos 

f(A.) (p ropos i ción 111.5.1). 
1 

5. PROPOSICION 

Si un a isometría de E admite 4 puntos fij o s n o coplanares 

entonces la isometría es la aplicación iden t idad de [. 

Demostración 

Se a f una isometría que dej a fijos cuatro puntos no coplan~ 

res A,B,C y D. Los puntos del plano (ABC) son fijos de f. 

Sea M E E \ { O} 

a) Si l a recta (.ND) no es paralela al plano (ABC) , (MD) 
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tiene ~l menos dos puntos fijos. Probar que f(M) = M. 

Como X es fijado por f y 

por hipótesis D es fijado 
.B 

por f, entonces X y D son 
x 

puntos fijos de f. Enton-
·C 

ces f(XD) = (XD), a lo su 

M mo todos los puntos de la 

D recta son puntos fijos de 
FIGURA N2 34 

f, por proposición V.l.4. 

Por lo tanto, comoM r:: (XD), 

entonces f(M) = M. 

b) Si la recta (MD) es paralela al plano (ABC), existen 

-+ --+ 
los puntos H y K del plano (ABC) tales que DM = HK. 

Probar que f(M) M. 

K ,,.....e----------,¡ H 
I / 

I 
• A / 

I 
/ 

I 
h 
D 

C • 

FIGURA N2 35 

/ 

/ 
o 
M 

I 

/ 
/ 

d L (H,M) + d 2 (M,d) = d 2 (H,D) 

d L(H,K) + d 2 (K,D) d 2 (H,D) 

Sea H Proyección de N 

K = Proyección de D, 

entonces 

d(M,H) = d(D,K). 

Por Pitágoras, tenernos que: 

( 1) 

( 2 ) 

Como d(M,H) = d(D,K), tenemos que (1) nos queda: 

d 2 (K,D) + d L (M,D) = d 2 (H,D) ( 3) 
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Igualando ( 2 ) Y ( 3) , t e nemos 

d 2 (K,D) + d 2 (M,D) = d 2 (H, K) t d 2. CK,D) 

d 2 (M,D) = d 2 (H,K), de donde 
~ 

DM 2 
--+ 
HI< 2 

enton ces 
~ ~ 

DH = HK 

De a) y b) : f = IdE, para todo M sE 

Co mo M s E, f (M) = M. 

6. PROPOSICION 

Sea f Y 9 transformacione s del espacio E; 9 es biyectiva. 

El punto M es fijo de f s i y s610 si g(1'1) es punto fijo de 
A 

f = 9 o f o g -l . 

De mostrac i6n de ( => ). 

"Si M e s un punto fi j o de f , entonces g(M) es u n punto fijo 

de f = 9 o f o g-l" . 

Sea f(M) = M. 

Como f = 9 o f o 9 - 1, t e ne mo s que: 
A 

f (g( M)) = (g o f o g - 1)( g (M)) 

= g ( f (g -l( g(M)))) 

9 ( f (I.I) ) 

g(M),N = f(N ). 

A 

g (M) e s punto fijo de f. 
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Demo str ación d e ( <= ) • 

Si g(M ) es punto fij o d e f = 9 o f o g -l. P r obar q ue M es pu~ 

to fi jo de f. 

A 

Como f (g(M)) 9 (M) • 

g (f (g-1 (g(M)))) = g(N ) 

9 (f (M) ) = 9 (M) 

9 - 1 (g ( f (M) ) ) = g-l(g(M)), 9 es biyectiva. 

f (M) M. 

M es punto fijo de f. 

7. PROPOSICION 

Si f es una rot a ción y 9 una isome tría, entonce s 

f = 9 o f o g- 1 es una rotación 

Demostración . 

Si f es una rotación de eje O, f t IdE' e~tonces o es el 

conjunto de puntos fij o s de f(f( o ) = o ). 

Probaremos que el conjunto de puntos fijos de f es g( o ). Es 

decir que : 

f(g( o ) ) 9 ( o ) 
A 

9 ( f (g- 1 (g ( o ) ) ) ) f(g ( o ) ) = 

= g( f ( o )) 

= 9 ( 8 ) ; o = f ( o ) 

A 

f es una rotación. 
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2. CONSERVACION DE PARALELlSMO 

1. PROPOSICION 

1. Sea f una isometría. 

Si dI Y d 2 son dos rectas paralelas del espacio euclidiano 

E, entonces f(d l ) y f(d 2) son dos rectas paralelas. 

2. Si PI Y P 2 son dos planos paralelos del espacio euclidia 

no E, entonces f(P 1 ) y f(P 2) son dos planos ralelos. 

Demos t raci6n de V.2.1.1 

Como f es una isometría por proposici6n IV.1.3 f es una bi

yecci6n afín, se puede decir que si dI y d 2 son rectas par~ 

lelas del espacio euclidiano E, entonces f(d 1 ) y f(d 2 ) son 

dos rectas paralelas por proposici6n 111.5.8. 

Demostraci6n de V.2.1.2 

Como f es una isometría por proposici6n IV.1.3 f es una bi

yecci6n afín y como f es una biyecci6n afín se puede afir

mar que si PI y P 2 son planos paralelos del espacio eucli

diano E, entonces f(P 1 ) y f(P 2 ) son dos planos paralelos 

por proposici6n III.5.9. 

2. PROPOS I C!ON 

Sea f una isometría. 

Sea 8 una rec t a parale la al plano P. Entonces f( 8 ) es una 
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paralela al plano f(P). 

Demostraci6n. 

Sea la recta d cP, d 11 ó entonces f(d) 11 f( ó ) (por proposi-

ci6n V.2.1) como d c P, f(d) cf (P) entonces f( o ) es paralela 

a f(P) (por proposici6n 1I1.14.3) 

3. CONSERVACION DE ORTOGONALIDAD 

1. PROPOSICION 

Sea f una isometría . 

1. Si dI Y d 2 son rectas ortogonales de E, entonces f(d¡) 

y f(d 2 ) son rectas ortogonales. 

2. Si d es una r ec ta ortogonal a un plano P, entonces f(d) 

es una recta ortogonal al plano f(P). 

De mostración de V.3.1.1. 

Sea f: H ---> Huna isometría 

A ---> Al 

Sea ~ un vector directo r de la recta dI y ul el vector di-

rector de d 2 que es perpendicular a Ú. Existe A/B Ed¡ Y 

-+ -+1 -+-+ 
C,D E d 2 tales que u.u- = AB.CD = O. 

Sabemos entonces que el producto escalar se conserva: 
~ ~ 

A'B' .C'D' = O por ser f isometría (proposición IV.l.3). 

f(d¡) es una recta, porque los puntos Al y B I son distintos 
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(f(dl) es e l conjunto de bar icentros de A' y B') por consi-

guiente C ' ~ D' Y e ntonces, f(d 2 ) no es un punto, es un a 

recta, por proposición 111.5.3. Por otra parte f(d 1 ) y f(d 2 ) 

tiene, vectores directores perpendiculares. 

f(d l ) Y f(d 2 ) son rectas ortogonales. 

Demos tración de V.3.1.2 

Sea f : H ---> H es una isometría 

A ---> A' 

i) Como d es una recta ortogonal a un plano P, entonce s 

la recta d es ortogonal a una recta di contenida en e l 

plano P por propiedad 11.14.5, entonces f(d) y f(d l ) 

son rectas ortogonales , proposición V.3.1.1 y como 

f (d l ) es una recta la cual está contenida e n un plano 

del espacio, proposición 11.14.1. 

ii) Como e l plano P es e l conjunto de los baricentros de n 

puntos Ai, s i e ndo f afín biyectiva, por proposición 

IV.1.3., e ntonces f(P) es el conjunto de baricentros 

de l o s n puntos f(Ai), por proposición 111.5 . 1. 

De i) e ii) f(d l ) c f (P), ya que di cP (f(d) y f(P) tie 

nen vectores directores ortogonales) . 

f(d) es ortogonal a 
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2 . PROPOS1C10N 

Sea f un a isometria . 

Si PI Y P 2 son dos planos perpendiculares de E, entonces 

f(P¡) y f (P 2) s on dos planos perpendiculares. 

Demostrac i6n 

Se a la r ect a d cP 2 , d 1 P l e ntonces 

f (d) J f(P¡) (por propos i cion V.3 . 2) 

entonces f(P¡} es perpendicualr a f(P 2) (por propos ici6n 

11.14.4) 

4. SIMETRIAS ORTOGONALES RESPECTO A UN PLANO 

1. DEFIN I e ION 

Sea P un plano de [. 

La simet r ía relativa a un plano P es la aplicaci6n 

E - > 
--+ --+ E donde MM' = 2MB, H designa la proyecci6n ortogonal 

M --> M' 

de M sobre e l plano P. 

2. EJEMPLO 

Dar una expres ión analítica de la isome tría f. 

La isometría f es la simetr ía de centro A(2,1,-1). 



2r----~ 

A 

x 

z 

1 
k------,------------------y 

1-1 
I 
I 
I 

FIGURA NQ 36 

MI 
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Sea r ~ (X,y,2) de imagen MI (Xl ,y',2 1) mediante la simetría f 

de centro A(2,1,-l). A partir de la igualdad de la defini-

ción v.4.1: 

~ - --+ 
MM I = 2MA tenemos: 

(Xl - X 2 X 

yl - x 2 1 - Y 

~ 
Xl - 2 -1 - 2 

(X l - x 4 - 2x 

y l - Y 2 2y 

l2 I - 2 ~-2 - 22 

Por igualdad de vectores, se tiene: 
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x' x = 4 - 2x = > x' = 4 - X 

y' Y = 2 2y = > y ' = 2 - Y 

z' z = -2 2z = > z' = -2 - z 

La expresi6n analítica de la isometría 

fes: 
fX

I = 4 - x 

2 r - y 

z' 2 - z 

3. PROPOSICION 

Sea f Y g transformaciones del espacio [i g es biyectiva. 

Si f es una simetría y g una isometría, entonces 

f = g o f o g- l es una simetría. 

g- l (x) = x x 

P 

,R g(R) 

f (g (x)) = x ' x' 

FIGURA N~ 37 

Seax,x' E E· 
A 

f(x) = (g o f o g-l ) (x) 

x ' g(f(g-I(X))) 

Por definici6n IV.l.l 
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d(x,x ') = d (x , g(f(g-1 (x)))) 

= d(g(g -1( x)),g (f( q-1 (x)))) 

= d (g-1(X) ,f(g-1 (x))), por definición IV.l.l. por 

que 9 es isometría. 

2d(H,g-1 (x ) ¡ r (H proyección ortogonal de x 

sobre el plano P), por definición V.4.1. 

2d(g(H) ,x) . 

Probaremos que: d(H , g-1 ) X)) = d(g(H) ,x). 

Si H proyección de g-1 (x) en el plano P, entonces 

g(H) Proyección de x e n g(P ) como 

d(H,g-l(X)) d(g(H) ,g(g-I (x))) 

d(g(H) , x ) 

Probaremos que : 

Si Y = Proyección de x en P, entonces g(Y) = Proyección de 

g(x ) en g (P). 

y 

\ 

\ 
\ 

\ 

i: 9 ( y ) 

FIGURA NSl. 38 

\ 9 (x) 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

g(Z)=U 
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Par~ todo g(z) E q(P); 

"d(g(x) ,z) 2. d(g(x) ,g(Y))" 

d{g{x) ,g(Y)) ~ d{g{x) ,u), para todo u E g{P) 

como d(x,Y) < d(x,z), para todo z E P. 

g: E - > E x,Y,z E E 

x --> x' g(x) 

d(x',Y') d(x,Y) = > d{g(x),g{Y)) = d(x,y) 

d{x' ,z') = d{ x ,z) = > d{g{x) ,g{z)) = d{x,z) 

d(g(x) ,g(y)) < d(g(x) ,g(z)), para todo z E P. 

d(g(x) ,g(y)) < d(g(x) ,u), para todo u Eg(P) . 

4. EJEMPLO 

Dar una expr es i6n analítica de la isometría f. La isometría 

f es la simetría ortogonal relativa a un plano P de ecua-

ción x-y+z+2 = O. 

I 

fI 

M' 

-+ 
v 

M 

FIGURA N.Q. 39 

P 
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1 
-+ 

El v e ctor v= -1 e s o rtogo n a l al plano P: x-y + z+2 o . 
1 

Por un pun t o M(x, y ,z) d e imagen MI (Xl ,yl ,Zl), anotando con 

H la proyección ortogonal del punto M sobre el plano P. 

i) 

ii) 

---r --+' 
Como MM' es ortogonal al plano P, MM' es colineal al 

-+ 
vector v. De donde 

3k E IR: (~: =:] = k -~1 es decir que: 

z' - z 1) 

x' - x = k 

y ' - y = -k (1) . 

z' - z k 

x+x' 
Como H EP. H( --2--

y+y' Z+Zl 
--2-- , --2--) es el punto medio del 

se gmen to [MM' ] . 

Luego, evaluando las coordenadas de H en el plano P: 

x-y+z+2 = 0, tenemos: 

( 2) 

Ahora sustituiremos en (2) el punto MI (x' , y ' ,z'), cuyas 

coordenadas se extraen de (1) y obtenemos k. así: 

2x + k 
2 

2y - k + 2z + k + 2 
2 2 

o 

o 
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2x + k - 2y + k + 2z + k + 4 = O 

3k -2x + 2y - 2z - 4 

k 
2 2 2 4 

= -x + -y - -z -
3 3 3 3 

Susti tuyendo k en (1) obtendremos los valores de las compo-

nent es d e l punto M'( x',y ', z ') así: 

x ' 2 2 2 4 
= x - "]x + -y - -z 

3 3 3 

x' 1 2 2 4 
= -x + -y - -z - 3 " 3 3 3 

y ' 2 2 2 4 
Y + -x - "]y + -z + "] 3 3 

y ' 
2 1 2 4 

- -x + -y + -z + 3" 3 3 3 

z' 2 2 2 4 
= z - ~x + -y - -z -

3 3 3 3 

z' 
2 2 1 4 

= "]x + - y + -z - 3 3 3 

La expresi6n analítica de la isometría f es: 

x' 1 2 2 4 
= 3x + "]y -z 

3 3 

y ' 2 1 2 4 -x + -y + -z + "] 3 3 3 

y ' 
2 2 1 4 
"]x + -y + -z -

3 3 3 

5 " DEFINIeION 

Sea A Y B dos puntos distin to s de E" 

Llamaremos a P e l plan o mediador del segmento [ABJ si se 



c umple que : 

M E P si y s61 0 si d(M,A) = d(M,B) • 

A...,..-- ----I 

6. PROPOSICION 

P 

H - -----+- ---::;>oB 

M 

FIGURA N~ 40 

Sea A Y B dos puntos distintos de E. 
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El conjunto P de puntos de E equidistantes de A y B es el 

plano pasando por el punto medio H del segmento [ABJ y orto 

gonal a la recta (AB). 
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Demostraci6n 

Probaremos que el conjunto P de puntos de E equidistantes 

de A Y B es un plano, 

P = {M o= (x,y, z )E E/d(M,A) = d(M,B)} 

P +y Z -2yb~+b~+ 

z z-2zb 3+b~ } 

P {MEE/(2b l-2a 1 )x + (2bz-2az)y + (2b 3-2a3)Z + (ai+a~+a~ -bf-b ~ -b ~ ) =o} 

( 1) 

P es un p lano . 

Probaremos que H = (~l+bl 
2 

dio de l s egmen t o [ABJ. 

1 Verif icar que d(A,H) = d(B,H) = 2 d(A,B) . 

d(A,H) = 

d(A,H) 

d(B,H). 
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d(A,H) 

1 = "2 d(A,B) 

H es punto medio del segmento [A BJ 

Sea el vector direccional de [AE]: 

2b l 2al a¡ + b¡ - - x 2 

2b 2 2a 2 el a2 + b 2 dá la direcci6n - y vector - y que 2 

2b3 2a 3) a 3 + b 3 - - z 2 

a P. Verificar que e l producto escalar 

2b ¡ - 2a¡ al + b l - x ---2--

2b 2 2a 2 a 2 + b 2 O - - y = 2 

2b 3 2a3 a3 + b 3 - - z 
\. 2 

2b 1 2al al + b¡ - - x 2 

2b 2 2a2 a 2 + b 2 - - y = 2 

2b3 2a3 a3 + b3 - - z 2 

= (2b l -2a¡ ) (al+b l - x) + (2 b 2- 2a 2) (a 2 +b 2 - y) + 2 2 

+ (2b 3 -2a 3 ) ( a3 +b 3 
2 - z) = 

= b ~ -a f -(2bl-2a¡) x +b ~ -a ~ -(2b 2 -2a 2 )Y +b~-aj-(2b3-2a3)Z = 
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por definici6n de P de (1). 

7. PROPOSICION 

Sean A,B Y e tres puntos no alineados y A' ,B' Y e' tres pu~ 

tos que verifican: 

d(A'B' ) d(A,B), d(A',e') d(A,e) y d(B' ,e') d(B,e) . 

Demostrar que existe al menos una simetría g tal que A' ,B' 

y e' son imágenes respectivas por g de los puntos A,B y e. 

A 

1 

- - 1--

1 

~ ¡-
_ ~--_ JJ31 - -- "-I --:.--- " 

-t" 

1 

1 

- Al ----==- - " e 2- ~- -=- - - - - - - - - - - - - - - -:: - - - - - - - - - - - - -e 1 

FIGURA NQ. 42 

_~e' ----
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Demostración. 

-+ 
Sea t la traslación del vector AA' . 

1: - - ) A' 

t: - - ) BI 

le --) e l 

Probar emos que d(A' ,B l ) = d (A',E'). 

Ver figura 42: 

d (A' ,B 1 ) d(A,B) por traslación t, 

d(A,B) = d(A,B') por hipótesis: de donde por transitividad 

d(A' ,B l ) = d(A' ,B'). 

Si Bl ~ B', f l designa la simetría relativa al plano media-

dor PI del segmento [BIB' ] , si no f l = IdE 
--) A' 

--) B ' 

Probaremos que d(A' ,e 2 ) = d(A' ,e') 

Ver figura 42. 

d(A' ,e 2 ) = d(A' ,el), por simetría f I , 

d(A', e l ) d(A,e), por traslación t, 

d(A,e) d(A' ,e' ) , por hip6tesis: de donde por transitivi 

dad 

d(A' ,e 2 ) = d(A' ,e') . 

Probaremos que: d(B' ,e 2 ) = d(B' ,e') 



Según la figura 42. 

d(B' ,e2) d(B ,ed por simetría f', 

d(Bl,e 1 ) = d(B,e) por traslaci6n t, 
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d(B,e) = d(B' ,e') por hip6tesis, de donde por transitivi

dad. 

d(B' ,e 2 ) = d(B' ,e') 

Si e z ~ e', f 2 designa la simetría relativa a un plano me

diador P 2 del segmento [e'e 2], si no f 2 = IdE' 

La simetría g = f 2 o f 1 o t es una isometría. 

5. UNA CARACTERIZACION DE LAS SIMETRIAS RELATIVAS A UN PL~ 

NO. 

1 . PROPOSIeION 

Sea P un plano de E. 

Una aplicación f de E en E es la simetría relativa al plano 

P si y solamente si f es una isometría en el conjunto de 

puntos fijos P. 

Demostraremos ( = > ) 

Sea A Y B puntos de E, A' Y B' sus imágenes respectivas por 

Sp' 

Demostraremos que d(A,B) = d(A' ,B') 



P' 

r---j - - - - - - - - - - - -1--- --- --, 

, ! 

" I
' I I 

I I 
I I 
II 

FIGURA NQ 43 

Existe un plano P' q u e contiene a A y B (Proposiciones 
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II.14.1 Y II.14.2) perpendicular a P. ( o es la proyección 

de (AB)). 

Sea o la recta de intersección de P y P' . 

Sp(P') cP' y la restricción de Sp en el plano P' es S o ' 

como So es una isometría, d(A,B) = d(A' ,B'). 

La simetría Sp es entonces una isometría en el conjunto de 

puntos fijos P. 

Demostraremo s ( <= ). 



P 

M 

\ 

M' 

I 

/ 

/ 

FIGURA NSL 44 

Sea f una isometría en el conjunto de puntos fijos P. 

Si M EP, entonces f(M) = Sp(M) = M 
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Si M ip, Ponemos M' = f(N)¡ entonces M' 1- M por que M ip. 

Para t odo punto N EP, d(N,M) = d(N,M') por que f es una iso 

metría y f(N) = ·N : el plano mediador de [MM'] es entonces 

P. (Por definición V.4.6.) 

Por consiguiente 

f (M) 

La aplicación f es entonces la simetría Sp. 

2. PROPOSICION 

Sea Sp una simetría relativa a un plano P. 

a) Si Q es un plano paralelo a P, entonces Sp(Q) es paral~ 

lo a P. 

b) Si d es una recta paralela a P, e ntonces Sp(d) es para

lela a P . 



Demostrac ión de a). 

i / 
Q 

L 7
P 

/ 
/sp(Q] 

FIGURA N.Q. 45 

Sean los planos P y Q. 

P~Q = > Sp(Pl = P es el conjunto de punto s fijos de 

Sp A Sp ( p ) 11 Q 

=> Sp (p) 11 Q A QII Sp (Q) 

= > sp{p)llsp (Q) 

pll sp (Q) 

Demostraci6n de b) . 

d 

O=Sp Ui ) 

------------- Sp (d) 

FIGURA N.Q. 46 
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-"-'---- ..... 
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Sea P un plano y d un 3 ~ecta pa~alela a p . Existe una rec-

ta 6 c ontenida en P y paralela a d (proposici6n 11.14.3), 

e ntonces Sp(d) es p aralela (prop. V.1.1) a la recta Sp( o ) =o 

contenida en P. Entonces Sp(d) es paralela al plano P. 

3. PROPOSICION 

Sea Sp una simetría relativa a un plano P y Q un plano se

cante a P, entonces S(Q) (,P = Q(,P. 

Probar que S(Q) (lp = Q rt P. 

i) Probar que S(Q) (, P ~ Qn P. 

x E S (Q) n P = > x E S (Q) " x E P 
P P 

c omo x = Sp( y ), y EQ 

x = S (x) = S (S (y» = y p p p 

x EQ 

x EQn P 

ii) Probar que Q n pcs (Q)(lP. 
p 

X E Q (1 P = > X E Q " X E P 

como x E P. 

x = S (x) E: S (Q). 
p p 

X E: Q = > S (X) E S ( Q) 
p p 

X E S (Q) 
P 

Q n P cS (Q) (1 P. 
P -
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4. EJEM,PLO 

+ + + 
Sea un sistema ortonormal (O,i,j,k) de [. Para la transfor-

maci6n de E anotada: 

Xl Z 

y' = y , decir si es una isometría, estudiar 

z' x 

su conjunto de puntos fijos y determinar si es simetría, ro 

taci6n, 

Solución 

i) Verificar que la transformación es una isometría. 

Sean A(x¡,y¡,z¡), B(X 2 ,Y2,Z2) puntos de E, de imágenes 

respectivas A' (xi,yt,zt) y B' (xLyLz~) de E. 

Verificar que d(A' ,B') = d(A,B). 

d(A,B) . 

La transformación es una isometría. 

ii) Encontrar el conjunto de puntos fijos de la isometría. 

Sea f: E ---> E la isometría y A(x,y,z) punto fijo de 

f, es decir que: 

f ( A) = f (x , y , z) = ( x , y, z) = A 

A(x,y,z) es un punto fijo si y sólo si: 



155 

r ;{ = z 
fz 

x = O 

decir O < y Y es 

1: 
y = 

Iz 

, 

= x x = O t 

Luego, A(x,y,z) es un punto fijo de f si y s6lo si 

x = z. El conjunto de puntos fijos es el plano P cuya 
-+ 

ecuaci6n es: z - x = O que es paralelo al eje ( O, j ) 

iii) Entonces de ii) f es la simetría al plano P. 

5. PROPOSICION 

Una isome tría de E que dej a fijos tres puntos no aliniados 

A,B Y e es la aplicaci6n identidad de E o la simetría rela-

tiva al plano (ABe). 

Demostraci6n. 

M 

.A ·C 

P 

FIGURA NQ 47 M' 

Sea P el plano (ABe) y sea M un punto que nO pertenece a P. 

Pongamos M' f (M) • 

Si M = M', entonces f = Id E por que f deja fijos los cuatro 

puntos no coplanares. (proposicion V.l.S). 
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Si M ~ M', entonces todos los puntos de un plano P son pun-

tos fijos de f (proposición V.1.~), por consiguiente, P es 

el plano mediador del segmento [MM'] (Por definición V.4.5) . 

La isometria S o f deja fijos los cuatro puntos no coplana
p 

res A,B,e y M. en efecto . 

(S o f)(A) = A=> (S o S )(f(A)) = S (A) 
p p p p 

(S o f) (B) 
p 

(S o f) (e) 
p 

(S o f)(M) 
p 

de donde 

e 

M 

= > 

=> 

=> 

=> 

= > 

= > 

=> 

Sp o f = Id E = > f 

f (A) = S (A), 
P 

(S o S )(f(B)) 
P P 

f(B) = S (B), 
P 

(S o S ) (f(e)) 
p p 

f(e) 

(S o 
P 

f (M) 

S 
P 

= S (e), 
p 

S ) (f(M)) 
P 

= S (M), 
P 

Id E = S 
P 

= S (B) 
P 

Id[ = S 
P 

= S (e) 
p 

Id = S 
E p 

= s (M) 
P 

Id[ = S 
P 

o S 

o S 

o S 

o S 

· P 

· P 

· P 

· P 

6. COMPOSICION DE SIMETRIAS RELATIVAS A PLANOS 

1. PROPOSIeION 

1) La composici6n de dos simetrias relativas a planos par~ 

l e los es una traslación del vector ortogonal a la direc 

ción de los planos. 
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-+ 
2) ['i t e s una traslac;í.ón de ve ctor v, entonce s t =8 o 8 

P 2 PI 
-+ 

d onde Pl es un plano c ualquiera ortogonal a v y Pt la 

-+ 
image n de P l por l a traslación del vector v/2. 

De mo s trac i ó n d e 1). 

M 
-+ 
v 

- -----t-

FIGURA N.l:I. 48 

M2 

Sea M E: E, H 1 Y H 2 las proyecciones ortogonales respectivas 

de M sobre PI y P 2 . 

Si MI = 8 (M) Y M2 S (Md S (8 (M) ) , entonces 
PI P 2 P 2 PI 

~ --+ ---+ --+ 
MM I = 2H IMI Y MIM2 = 2M¡H 2 

~ ----+ - -+ 
De donde : MH 2 = MM I + N¡M 2 

-+ ---+ - --+ ---+ 
NM 2 = 2H¡M¡ + 2M¡H 2 2(H¡M¡ + M¡H 2) 

-+ 
Es de cir que , ano t e mos c on v el vector ortogonal a PI en 

--+ -+ 
que t -+ (p¡) = P 2 , MM = 2v. 

v 

De donde 8 o S = t
2v

-+ 
P 2 PI 



Demostraci6n de 2) . 

M' 

l B 

f<1 
FIGURA NQ 49 
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-+ 
La traslación t -+ 

v 
S o S donde la dirección de v es or-

p z PI' 

togonal al plano PI' siendo Pz la imagen del plano PI por la 

1-+ 
traslación del vector 2v. 

--r ----!- ------+ ---+ 
t-+ = HM' =: Iv1..A + AM + HIB + BM' 

v 
--+ . ---+ 

=: 2AM I + 2M I B 

- -+ --+ 
2 (AM] + M1B) I 

---+ 
= 2AB Relación de Chasles 

-+ 
= 2 (~) 

2 

-+ 
= v, VM, de donde S o S =: t-+ 

p z PI V 

7. ROTAC IONES 

1. DEFINICION 

Dada una recta 0 , se llama rotación de eje E a toda trans-

formación de E que se escribe como la composici6n de dos si 
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metrías relativas a los planos secantes que contienen a o. 

M 

/ 
/ 

FIGURA N.Q. 50 

2. PROPOSICION 

Una rotaci6n es una isometría. 

De mostración. 

, 
/ 

/ 

M'=r(H) 

/ 

Como una rotaci6n de eje o es una composici6n de simetrías, 

es decir r = S o S , Y sabemos que cada simetría es una 
P 2 PI 

isometría (Proposici6n IV.3.2). Luego, por la proposici6n 

IV.1.2 la composici6n de isometrías es una isometría. 

Por lo tanto, una rotación es una isometría. 

3. PROPOSICION 

Una rotación de eje o deja fijos todos los puntos de o. 



160 

Demostración. 

Se a P I Y P2 planos secantes que contienen a <5 como eje de 

una rotaci6n r. 

Sea M E <5 

r(M) = (S o S ) (M) 
P 2 PI 

s ( S (M) ) 
P 2 PI 

S (M); M EPI' M E 8 
P2 

M; M EP 2 , M E8 

4. EJEMPLO 

-t- -t- -t-
Sea un sistema ortonormal (O,i,j,k) de E 

Para la transformación de ~ anotada: 

x' 
n ¡ ¿-

+ 1 == 2" x - 2" y 

y' 
¡¿ 

+ 12 -1 decir si = 2" x 2" y es una 

z' == z 

isometría, estu-

diar su conjunto de puntos fijos y determinar si es sime-

tría, rotación, ... 

i) Mostrar que la transformaci6n es una isometría. 

Mostrar que d(M',N') d (M,N) • 
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· /7 12 IL 12 
( 2X 1 + 7 Y ] - 1- 2x 2 - 2 Y 2 + 1) 2 + (z 1 - Z 2 ) 2 

IJ (y -y )J 2 + 
1-[4 (x -x ) + 

+ 1; ( y 1 -y 2 ) ] 2 . + (Z l - Z 2 ) 2 

= 1 }(X 1 -X 2 ) 2 - 2(j) (XI-X2) (YI-Y 2 ) + 4(YI-Y2)2 

:::: d (r1, N) . 

ii) Sea f: E --> E la aplicaci6n y M(x,y,z) punto fijo de 

f, entonces f(H) f(x,y,z) = (x,y,z) = M. 

M(x,y,z) es un punto fijo si y s610 sí: 

12 12 
+ 1 X x - 2 y 

2 

12 12 
1 y = "2 x + 2 y -

z = z 

entonces resolvie ndo, así: 

x + y 12 x = > (1-I2)x + y o ( 1) 

x - y -l2y + 2 = > x - (1 l2)y = 2 ( 2 ) 



Multiplicando (1) por (1 - /~), tenemos: 

(3 - 212)x + (1-/2) = O ( 3) 

Resolviendo e l sistema de ecuac i ones (2) y (3) 

x 

(4 - 2 12) x 

2 + ¡¿
Entonce s x = 2 

(1 - / 2) y = 2 

= 2 

I¿ 
y = -i-

( 2 ) 

( 3) 

De donde 

162 

( 2 + l¿- l2 
M(x, y ,O) = 2 ' 2 ' O) es un punto fijo de la inter-

secc ión de los planos P l y P 2 , que es una recta o . 

iii) Por i) la transfo r maci6n es una isometría, y por ii) 

2 + /2 / 2 
como M( ---2- -- , ~ ,0) E O y la recta o es paralela al 

-+ 
e j e (O,k) podemos afirmar que la isometría es una ro-

taci6n de eje la r e cta o. 

5 . PROPOSICION 

Para todo plano P ortogonal a la recta o, r(~) = P. 
Ó 

De mos trac ión. - - - - -r-----~ 

I1 w 
\ \ O 

FIGURA NoS;¡ 51 

Sea P un plano ortogo n a l a la rec ta o 
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La rotación r es una isometría y r(o) o (Por proposición 

V.7.3) 

a y P son ortogonales, r(P) es un plano ortogonal a a. 

Si O es el punto de intersecc ión de P y de a, O es un punto 

fijo de r, r(P) pasa por O 

r(P) P. 

Nota: La restricción de r al plano P lo anotamos así: 

r/P. 

6. PROPOSICION 

El plano P por ser ortogonal al eje o , la restricción a P 

de la rotac i ón de eje o es un a rotac ión de P. 

- - - - - - -- - - - - - - - f-------~ 

O MI 
dI I 

P 

p 

FIGURA N.2. 52 

Sea dI Y d2 las rectas de intersección de P con PI y P 2 . 

Para todo punto M de P, se tiene: 



7. PROPOSICION 

Sea PI Y P 2 dos planos del espacio. 

a) Entonces existe al menos una isometría 9 tal que 

b) Entonces S 
P2 

Demostrac ión de a). 

g o S o g- I 
PI 
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Si los planos PI y P 2 son paralelos, existe una traslación 

t tal que g(P I ) = t(p¡) = P 2 (Proposición V.6.1) 

Si los planos PI y P 2 son secantes, d es su recta común. 

I 

I , 

di 

, , -- , 
...... - '\.. ,., '" --

2 

I 
I 
I 

-' 

Sea O un punto de d, di Y d 2 rectas ortogonales a d en O 

respectivamente contenidas en p¡ y P2' 
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Si existen los puntos MI y M2 respectivamente sobre di y d 2 , 

distintos de O, tales que, 

d(O,MI) = d(0,M 2). 9 es la simetría relativa al plano media 

dar P de l seg mento [MI M2] 

Demostración de b). 

Para todo punto M de P 2 , g-I (M) EPI, 

s o g-l(M) = g-l(M), g-I (M) es punto fijo de S 
PI PI 

9 o S o g-I (M) = 9 o g-I (M) = l-!, todo punto de P 2 es fijado 
PI 

por 9 o S o g- I Ó 
PI 

go S o g-I = IdE = > (g o S ) o (g-log) 9 
PI PI 

g o SpI = 9 ; g-I og 

=> (g-I og) o S = g-I og - P 

=> 

I 

Este úlimo es imposible, entonces 

9 o S o g- I = S 
PI P2 

8. PROPOSICION 

Sea 01 Y 02 dos rectas complanares, entonces S02 0 SOl es 

una rotación 6 es una traslación. 

Demostraci6n 

Sea P el plano que contiene a 01 y 02, PI contiene a 01' P 2 



contiene a 0 2 y Pl,P 2 son perpendiculares a P . 

o 

O 

P 
I 

1 
I 

- --1-

I 

N I , _Jo 1 
_"?- I 

~ ' : I 

N I 

FIGURA N.2 54 

s o S 
p 2 Pl 

Para todo punto N de P, se tiene que: 
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r(N): S 02 (S Ol(N)) = N', (r/P: r e stricción de r a un plano 

P. ) . 

Para todo punto N de P, se tiene que: 

r(N) = S (S (N)) = - N', ya que r es una rotación de eje 6 
P 2 P 1 

( 6 contenida en Pl y P2). 

S o S 
P 2 Pl 

l e r. Caso: Probar que S 02 o S Ol es una rotación. 

Si P l f P 2 , entonces por definición IV.5.l 
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S OZO SOl es una rotación, ya que r/p es rotación de P. 

2do. Caso: Probar que S020 S 0 1 es una traslación Si p¡llp 2 

entonces por la proposición V.6.l parte la. S ozO S a l es una 

traslación. 

8. PROPOSICION CARACTERISTICA DE LAS ROTACIONES 

1. PROPOSICION 

Si r es una rotación de eje O, diferente de IdE, o es el 

conjunto de puntos fijos de r. 

Demostración. 

Sea r una rotación de eje o. 

Sea PI Y P2 planos que contienen a o tales que r = S o S 
P2 PI 

Sea M un punto fijo de r. Por lo que: 

S (S (M)) = M lo que implica 
P2 PI 

S (S (S (M))) S (M) 
Pz P2 PI P 2 

S (M) 
PI 

= S (M) 
P 2 

Pongamos N = S (M) = S (M). 
PI P 2 

Si N 1 M, PI Y P 2 son planos mediadores de [MNJ, lo que no 

es posible si PI = P 2 , es decir cuando r = Id[ esto implica 

que todos los puntos de E son puntos fijos de r. 

En el caso donde PI 1 P z , M = N, entonces M EPlr,P 2 , M es 

un punto fijo de S y S 
PI P 2 
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Por consiguiente 

M E: 6 . 

2. PROPOSlcrON 

Una isome t r ía es una rotación diferente de rdE si y solamen 

te si el conjunto de sus puntos fijos es una recta. 

Demostración. 

N 

.~------~----~ ---- --~----~ M' 

FIGURA N.o. 55 

Sea M E:E/6 , Y sea PI el plano pasando por M y contiene a 6 . 

Pongamos M' = f(M). 

Sea P2 el plano me diador del segmento [MM'] existe porque 

M no es un punto fijo de f, M ~ M' . 

Verifiquemos que e l plano P 2 contiene a 6 es decir que : 

Para todo N E: 6 , d(N,r1) = d(N,M') . 

d(N,M) = d(N ' ,M'), p o r s e r f isometría 

= d(N,M'), donde N' = N. 

Verifiquemos que S o f dej a fijos los puntos del plano PI' 
PI 



Sea M EPI 

(S o f)(M) =S (f(M)) 
P 2 P 2 

= S (M') 
P 2 

= M 

Se tiene entonces que: 

S o f 
P2 

IdE => (S o S ) o f = S 
P2 P 2 P 2 

=> f = S 
P 2 

6 

S o f 
P 2 

S => (S o S ) o f = S o S 
PI P 2 P 2 P 2 PI 

= > f S o S 
P 2 PI 
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De cir que S es el conjunto de puntos fijos de f es impos~ 
P 2 

ble porque el conjunto de puntos fijos de f es 6 , f es en-

tonces una rotaci6n de eje 6 . 

3. PROPOSICION 

Si r es una rotaci6n de eje 6 y TIl un plano que contiene a 

6 , existe un único plano TI 2 que contiene a 6 tal que 

r = S o S 
TI2 TII 

Probaremos la unicidad del plano TI2' es decir probaremos 

que lf 2 = TI ; • 
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r s O S 
- TI 2 TI I 

= S l O S 1 =-,,) [s o (S o S ) = S I o (S o S ) 1 
TI 2 TI¡ - 1T 2 TrI li ] 1T2 TI] Tr] -

=> [ s - S 1, por que S o S = IdEJ 
TI2 TI 2 TI ] TI I 

- ) [ TI -- Tr 2' ] - 2 

4 . PROPOSICION 

El conjunto de las rotaciones de eje 0 , dotado de la ley de 

composición, es un grupo conmutativo. 

a) Cerradura. 

Sea r = S o S , r l = S o S rotaciones de eje o . Probar 
P 2 PI P3 P 2 

que: 

r l o r = r", e s una rotación de eje ° . 
r l o r = (S o S ) o (S o S ) 

P 3 P2 P 2 p] 

= S o (S o S ) o S ,IdE = S o S 
P3 P 2 P 2 PI P 2 P 2 

= S o S = r" 
P3 PI 

b) Para que r sea la rotación identidad de eje o, debe pr~ 

barse que para todo M E E se cumple que r(M) = M. 

M'=S (M) 
P 

M= S (MI) 
P 

FIGURA N2 56 



Sea M E E, M' 

entonces 

s (M) EE, H 
p 

r(M) = s (S (M» 
p p 

c) Inversos 

= S (~') 
p 

= r1. 

s (H') EE. 
p 
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Para que r- i sea rotaci6n recíproca de ~, de eje 8 , se debe 

probar que 

Sea r rotaci6n de eje 8 tal que 

r = S o S = > r o r - 1 = ( S o S ) o r - 1, r - 1 e s 1 a re c í p r~ 
Pi P 2 P 2 Pi 

ca de r, ya que es biyectiva. 

= > IdE = (S o 
Pi 

S 
P2 

) o r - 1 

= > S = (S o S ) o S o r- i 
Pi Pi Pi P2 

= > S = S o r- 1 , IdE = S o S 
Pi P2 Pi p2 

= > S o S = (S o S ) o r- i 
P 2 Pi P 2 P 2 

= > 
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9. ROTACIONES PARTICULARES: SIMETRIAS AXIALES 

1. DEFINIeION 

Se llama simetría ortogonal a una recta o a la transforma-

ci6n de E anotada por So y definida por 

--+ --+ 
M --- > M' donde ~~' = 2MH, 

H designa la proyección ortogonal de M sobre la recta o. 

M I 
-- - _ 1 __ 

2. PROPOSICION 

I 

--J 
I 

_ --t-
I 
I 
I 

_ 1 

M' 

So es la rotación de eje o y de ángulo llano. 

Demostración. (Ver figura 57) 

Sean dos planos perpendicúlares PI y P 2 de recta de inter-

sección o . 

Entonces: 
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s o S 
P2 PI 

En efecto, 

Sea M EE. Consideremos P el plano ortogonal a 6 y que pasa 

por M, sea H el punto de intersección de P y 6 ; 

Pongamos r = S o S . Entonces 
P 2 PI 

H es la proyección ortogonal de M sobre 6 . 

3. PROPOSICION 

Si PI Y P 2 son planos perpendiculares que contienen al eje 

o I entonces S o S = S o S 
Pl P2 P 2 Pl 

Demostración. 

S (S (MI» = S (Nl) 
Pl P 2 PI 

= M 

y si o es la recta de intersección de P l y P 2 

SO (MI
) = M 

Entonces S o S - S P 1 P2 - o· 

Sea MEE, S (M) = Ml EL S (Mt) = MI EE. (Ver figura 57) 
Pl P2 

S ( S (M» = S (M ¡) 
P 2 Pl P 2 

= MI 

y si o es la recta de inte rsección de P l y P 2 
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So (M) = M' 

Entonces S o S = S o ' P 2 PI 

S o S S o S 
PI P 2 P 2 P l 

4 . EJEMPLO 

Sea un sistema ortonormal (O,i,j,k) de E. 

Para la transformación de E anotada: 

fx' = x 

2 decir si isometría, r = - y es una , 

7,' = 2 - z 

estudiar su conjunto de puntos fijos y determinar si es si-

metría, rotaci6n ... 

i) Mostrar que la transformación es una isometría. 

respectivas T' (x;,Y;tZ;), G' (x;,y;,z;). 

Mostrar que d(T',G') = d(T,G). 

d(T',G') + (z' - Z')2 
1 2 

= d(T,G). 
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ii) Sea f: E ---> E una aplicaci6n y G(x,y,z) punto fijo 

de f, entonces 

f(G) = f(x, y ,z) = (x,y,z) = G 

G(x,y,z) es punto fijo si y solo sí: 

x = x x = x => x = O 

Y = 2 Y : P 1 , es decir 2y = 2 = > Y = 1 

z = 2 z :P 2 2z = 2 = > z - 1 

Luego, el conjunto de puntos fijos es la recta o 

[intersección entre los planos P 1 y P 2 ], pasando por el pu~ 

to G(O,l,l) y paralela al eje (O,i). 

iii) La transformación es una simetría axial de eje la rec 

ta o = {{t,l,l) E IR 3
} 

5. EJEMPLO 

Dar una expresi6n analítica de la isometría f. 

La isometría f es la simetría ortogonal de eje 8 , 8 es una 

recta que pasa por A{l,O,O) y cuyo vector director es 

Soluci6n 

Para un punto M(x,y,z) de imagen M' (x' ,y' ,z'), anotando con 

H la proyección ortogonal de M sobre o 
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o 

;;1 A(l,O,O) 

M 
M' 

I :H 

FIGURA N.2 58 

Como: 
x' - x 2 

--+- -+ 
i) MM' .v ° 6 y' Y -1 ° 

t z' - z t 1 ) 

Se obtiene 

2(x'-x) (y' -y) + (z'-z) = ° , (ecuaci6n del plano) (1) 

jk 
-+ -+ 

ii) E IR i AH = Kv. , H E <5 

x+x' 1 2 x+x' 1 2k -2- - -2- -

y+y' - ° k -1 ~ y+y' 
= -k -2- o -2- ( 2) 

z+z' 

° 1 z+z' k -2- - -2- = 
t ) 

Despejamos de ( 2 ) a x',y',z': 

x + x' 1 2k, tenemos x' + 4k 
21 

- --y- - = -x + 

y + y' -k, tenemos y' -2k 2 = - y > 

J 
z + z' = k, tenemos z' = 2k - z 

2 

( 3) 
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Sustituyendo en (1) los valores de (3) y luego despejamos k. 

2(-x + 4k + 2 - x) - (-2k - Y - y) + (2k - z - z) = O 

-2x + 8k + 4 - 2x + 2k + 2y + 2k - 2z = O 

-4x + 12k + 2y - 2z + 4 = O 

12k = 4x - 2y + 2z - 4 

Ahora sustituyamos e l valor de k en (3) y tenemos los valo-

res de x ' ,y' ,z' así: 

x' = 

x ' = 1 2 
-x - -y 
3 3 

y' 

z' 2 1 + = "Ix - 1"Y 

z, 2 1 = 3 x - -y -
3 

2 2 
+ -z + 3 3 

1 - -z 
3 

1 
3 z -

2 
]z -

2 
+ "I 

2 -
3 

2 
3 

z 

Luego la expresi6n analítica 

x' 
1 2 

= "Ix - -y + 
3 

y' 
2 2 

= - "Ix ]y 

z' 
2 1 
"Ix -y -

3 

de la isometría es: 

2 + 2 
-z "I 3 

1 2 - 3 z + "3 

2 2 
-z - "I 3 
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10. COMPOSICION DE DOS ROTACIONES DE EJES COPlANARES 

1. PROPOSICION 

Si r y r ' son dos r o tac ione s de eje s o y o ' coplan ares, res-

pect ivamente, conte nid o s en un plano P entonces se cumple 

la i gualdad r o r' = S o S 
PI P 2 

/ 

\ , 
\/ 
'\ 

/ \ 

I 

I 

I \ 

/ \ 

, 
I 

I \ 

, 
I 

/ 

FIGURA N.2 59 

Sea P el plano que c ont i ene a o y o'. 

Sea el plano PI que contie n e a o tal que: r 

Sea el p lano P 2 que contiene a o' tál que : r' 

Luego, r o r' = (S o S ) o 
PI P 

(S o S ) 
P p 2 

=S o (S o S) o S 
PI P P P2 

S o S 
Pl P 2 

S o S 
P P 

Así, r o r' es: 

Una t raslaci6n si P 111 P 2 . (proposici6n V. 6.1) 

S o S 
PI P 

S o S 
P P 2 
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Una rotaci6n Si PI nP 2 ~ ~ • (Definición V.7.1) 

11. COMPOSICION DE UNA SIMETRIA RELATIVA A UN PLANO Y UNA 

TRASLAC ION 

1. PROPOSICION 

1) Si Sp es la simetría relativa al plano P y t~ una tras-

-+ 
laci6n de vector v ortogonal a P, entonces. 

S o t -+ = S I 

P V P 

-+ 
v 

MI 

FIGUHA N.Q. 60 

Como t -+ = S o S Ir donde pI es la imagen del plano P por la 
v p p 

traslaci6n t -+ (-v/2) 



-+- -+ -+- --+ ----+ 
MH2 = MA + AMl + H1B + BM 2 

--+ ---+ 
= 2AM 1 + 2M 1B 

-+- --+ 
= 2(AM 1 + M1B} 

----+ 
= 2(AB) Relación de Chasles 

T 
= ( ~) 

2 

-+ 
= v. 

Por consiguiente: 

t -+ 
v s o S I => S o t -+ 

P P P v 

=> S o t -+ = 
P v 

(S o S ) 0 S , 
P P P 

S" P 
s o S 

p p 
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2) Si S es la simetría relativa al plano P y t -+ una tras-
p v 

lación de vector ortogonal a P, entonces 

p" 

P 

t -+ o S S" v p p 

R 

o 

-+ 
v R 

,C 
I 
I 

R 

FIGURA N.lL 61 
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Como t -+ = S " o S , donde P" es la imagen del plano P por la v p p 

traslaci6n t(~/2) 

---t- ---+ --+ ---+ - -+ 
RR 2 RC + CRl + R1D + DR 2 

- --r 
= 2CRl + 2R1D 

--+ --r 
= 2(CR 1 + R1D) 

--+ 
2(CD), por relaci6n de Chasles. 

-+ 
v. 

Por consiguiente: 

t -+ = S o S = > t -+ o S v p" p v p 

= > t-+ o S 
v P 

Observaci6n: 
-+ 

~ O, Si v 

12. CASOS ESPECIALES 

= 

S 

S o (S o S ) p" p p 

S 
p'" IdE = S o S . 

P P 

~ o t -+ t-+ o S 
P v v P 

-+ 
1. CASO DONDE LA DIRECCI0N DE v ESTA CONTENIDA EN EL PLANO 

P. M 

P 

-+ 
v 

M 

- - - - - - - - - - - - t---- ----, 

M' 

FIGURA N5l. 62 



-+ 
S ot-+ no tiene puntos fijos cuando V ~ O 

P v 

Además S o t -+ = t -+ o S . 
P v v P 

2. CASO GENERAL: 

-+ -+ -+ -+ 
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El vector v se escribe VI + Vz donde VI es ortogonal a P y 

-+ 
Vz tiene su dirección contenida e n P. 

Por consiguiente: 

S o t -+ = S 1 0 t -+ , donde pi - t -+ (P) • 
P v P V z - ( -v I /2) , 

t -+ o S = S o t -+ donde p" = t -+ (P) 
v P p" v z ' (vI/2) 

3 OBSERVACION 

Se repite las sime trías deslizantes. 

13. COMPOSICION DE UNA ROTACION DE EJE 8 Y DE UNA SIMETRIA 

RELATIVA A UN PLANO ORTOGONAL A 8 

1. PROPOSICION 

Si r es una rotación de eje 8 y S la simetría relativa a 
p 

un plano P ortogonal a 8 , entonces r o S = S o r. 
p p 
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I 
,----1- - - - - - - -;: '1 _ - - 1 - - ---1------, 

p 

-' 

FIGURA N.!.l. 63 

Sea M E P, verificaremos que (r o S o r- 1) (M) 
- p 

(r o S o r-1)(M) = r(S (r-1(M))) 
p p 

= r(S (MI)), r-1(M) MI 
p 

r- 1 (M) 

Entonces 



(r o S o r- 1 ) (M) 
p 

r( M'}¡ M' es punto fijo de 

Entonce s 

(r o S o r - l) (M) = H 
P 

== M. 

De do nde: 

así: 

S . 
p 

1.Q} r o S p o r - 1 = 1 dE = > ( r- 1 o r) o S p o r- 1 = r - 1 

= > S o (r-1 o r) = r-1 o r. 
p 

Sp = Id E. 
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Lo cual no es posible por que el conjunto de puntos fijos 

de r o S o r- 1 es e l plano P y no el espacio E. 
p 

2.Q} r o S o r - 1 = S = > r o S o (r - lO r) = S o r 
p p p p 

= > r o S = S o r, Id E = r-1 or 
p p 

r o S =S o ro 
p p 

2. CASO PARTICULAR DONDE r ES LA SIMETRtA DEL EJE o. 
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FIGURA N.Q. 64 

Sea O el punto de intersección de P y de o. 

Sea M E [. 

Consideremos un plano pi pasando por M y conteniendo a ó es 

te plano P contiene a la recta d. 

Los puntos r(N) y S o r(M) E pi y, en este plano tenemos: 
p 

Como d y ó son perpendicualres, MI es el punto simétrico de 

M relativo al punto O. 

De donde S o r = r o S = So . 
p p 

donde S o es la simetría de centro O 
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SIMItITUDES 

1. PROPIEDADES GENERALES 

1. DEFINICION 

Se llama similitud de un plano P a toda aplicación f de p 

en p para la cual existe un número real a estrictamente po-

sitivo verificandose, para toda pareja de puntos A,B de un 

plano: 

d(A' ,B') = ad(A,B), con A' = f(A), B' = f(B) 

a es llamada la raz6n de similitud de f. 

2. PROPOSICION 

Una isometría es una similitud de raz6n 1. 

Demostraci6n 

Sea f una isometría de p en P, 

Por definici6n, tenemos que : 

f: p - > P 
A --> A' = f (A) 

la cual podemos escribirla así: 
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donde a = 1 que e s la razón . 

Por lo tanto f es una similitud de razón 1. 

3. PROPOSICION 

Una homotecia de razón S es una similitud de razón Isl. 

Demostración 

Sea huna homotecia de P, de razon S 

.h: P - > P 
A --> Al = h(A) 

-.A lB I 
--+ 

SAB, h(A) = A', h(B) = B I , S E IR -{O,l} 

= > d(AI,B') == Isl d(A,B), A'==h(A), 

B'==h(B) • 

de razón Isl 

. h es una similitud (por definición VI.1.1) 

2. FIGURAS SEMEJANTES 

1. DEFINICION 

Una figura A se dice semejante a una figura B si existe una 

similitud f que transforma A en B. 



3. DESCOMPOS 1 e ION DE UNA S Irll LI TUD 

1. PROPOSICION 

Sea f: p ---> p,una similitud 
A ---> A' 
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1~ Si f es una similitud de razón a y huna homotecia de 

la misma razón, entonces f se escribe como h o g, donde 

g es una isometría. 

2~ Toda similitud es una aplicación afin biyectiva. 

Demostración de 1~. 

Sea f una similitud de razón a ; si ha es una homotecia de 

razón a , entonces h- 1 o f = g es una isometría, en efecto si 

A Y B son dos puntos de un plano, tenemos que si: 

A' = f(A), B ' = f(B), A" = h-1(A ' ), B" = h-1(B ' ) 

Se obtiene: 

d ( A', B ') = a d ( A , B), d (A" ,B" ) 

y entonces: 

d(A",B") = a -1. a d(A,B) = d(A,B) 

g es una isometría. 

Demostración de 2~. 

Sea f una similitud de p 

La aplicación f es inyectiva. 
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A' == B' = > d(A' ,B.) == O 

=> a d(A,B) == O (por definici6n VI .1 . 1) 

=> d(A,B) = O . a ( IR - {O} , 

= > A == B 

f es afín e inyectiva es por tanto biyectiva (Por proposi-

ci6n 111.5.7) 

4. SIMILITUDES DIRECTAS 

1. DEFINIeION 

Se llama similitud directa de un plano P a toda aplicaci6n 

f de P en P que se escribe h o g, donde g es un desplazamie~ 

to del plano y huna homotecia. 

2. PROPOS1CION 

1.l2. Dada una similitud directa f, existe un único real a > O 

y un único ángulo 8 verificandose para toda pareja de 

puntos distintos A,B de un plano: 

d(A' ,B') == a d(A,B) 

~ 
( 1) 

(AB,A'B') 8 

2.l2. Si una aplicaci6n f verifica la propiedad (1), entonces 

es una similitud directa. 

El real a es la raz6n de la similitud f~ 8 es el ángulo 

de la similitud f. 
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Demostraci6n de 1~. 

Sea f = h o g la similitud directa donde q es un real es
p, a 

trictamente positivo y g un desplazamiento. 

B ..-

A~g(A1 /~//' 
\ I~ \ / I 

\ I I ( ) 
\ / A'I g B 
\ / I~ / 
\ 8 / I / 
\ / I YB I 

\ / / 
~ / 
B / 

/ 

I / 
I I 
V 
P 

/ 
/ 

FIGURA N~ 65 

Si g es una rotaci6n, representemos por 8 el ángulo de la 

rotaci6n g. 

"-

Si g es una traslaci6n, representemos por 8 = O. 

Se tiene en todos los casos, para dos puntos distintos A y 

B de un plano: 

4~ 
( AB, g (A) g ( B)) = 8 

Puesto que A' = h (g(A)), B' = h (g(B)), tenemos 
p, a p, a 

pues 

--+ -+ 
A'B' = a g(A)g(B) 

~, 
"-+ ~ 

(AB,A I B ') 8 

Demostraci6n de 2~. 



Se a f una aplicaci6n que verifica 

d(A' ,B') 
~~ 

.....-::t- - -r ' 
a d(A , B) y (AB,A'B') 

Sea un punto P del plano 
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e" 

Si r 8 es una rotación de centro P y ángulo - 8 . Si h -1 p,- - p,a 

es una homotecia de centro P y razón a -l. 

Sea k la aplicaci6n definida por: 

k = r 80 h _l o f. p,- - p, a 

Para dos puntos A,B distintos del plano 

k(A) = r 8 (h _¡(f(A))) 
p,- - p, a 

r 8 (h _1(h (g(A)))); f(A) = h (g(A)). p,- - p, a p, a p, a 

k(B) 

= A 

= r 8 (h -¡(f(B))) p,- - p, a 

h _¡ o h 
p , a p, a 

= r 8 (h _¡(h (g(B)))), f(B) = h (g(B)) p,- - p, a p, a p,a -

B 

de donde 

d (k (A), k (B) ) 

h _l o h 
p , a p,a 

_____________ o 

-:::::; 0 
= d(A,B), (AB, k(A)k(B)) = ~ (AB,AB) o 
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Por consiguiente k(A)k(B) AB, y entonces k es una trasla-

ci6n. 

Se tiene que: 

k = r eo h _l o f = > r eo k = (r eo r e ) o h _l of p,- - p, a p, - p, - p,- - p, a 

=> r eo k = p, - h _l o f, 
p, a = r o r p, e p,-e 

=> h o r eo k = (h oh _ 1) o f p, a p, - p, a p, a 

=> h o r eo k = f, rdE = h oh -l. p, a p, - p, a p, a 

f h o (r Qo k) es una similitud directa. 
p, a p, p 

5. GRUPO DE SIMILITUDES DIRECTAS 

1. PROPOS ICION 

El conjunto de similitudes directas, dotado de la ley de 

composición, es un grupo. 

(La razón de la composición es el producto de las razones, 

el ángulo de la composición es la suma de los ángulos). 

a) Cerradura 

Sea f l Y f 2 similitudes directas de razones al Y a2 1 de án-

gulos e l y e 2 respectivamente. 

Sea A Y B dos puntos de un plano; pongamos: 

A' = fl(A), B' = fl(B), A" = f 2 (A'), B" = f 2 (B') 
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FIGURA N5L 66 

Se tiene entonces: 

d(A' ,B') = o. ld(A,B) 
----', ~- -~~-.. 

y (AB,A'B') = 8 1 

--------"- -d(A",B") o.2 o. l d (A,B) Y (A ' B' ,A"B") 

de donde 

d(A " , B") = o. 2o. ld(A,B) y 
¿-------

(AB,A " B") = 8 2 + 8 1 , 

puesto que A" = (f 2 o fd (A) y B" = (f 2 o f d (B), que e s 

f 2 0 f 1 una similitud directa de raz6n 0.20. 1 y de ángulo 

b) Ide ntidad 

f es la similitud directa ide ntidad. 

Corno a = 1 Y 8 = O tales que para toda pareja de puntos 

A,B EP, A f B. 

BIBLIOTE ca CEN R 
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d(f(l\), f(B» = d(A,B), a = 1. 

de donde f(A) = A Y f(B) = B. 

4-~ 
así (AB,AB) O 

e) Inversos. 

Para que f- 1 sea similitud directa se debe probar que: exis 

te la r a zón a y el ángulo 8 tales que para toda pareja de 

puntos A,B EP, A ~ B 

d(f l(A), f l(B» = a d(A,B) 

--_.-------. - ---=;. ~ 

(AB, f - 1 (A) f - 1 (B}) = 8 

Sea B la razón de f y ~ el ángulo de f tales que para toda 

pareja de puntos A,B EP, A ~ B 

d ( f (A), f ( B» = B d ( A , B ) 

------==t: ) 
(AB,f(A)f(B» = ~ 

además f- 1 (A) ~ f- 1 (B), por ser f biyectiva. 

se cumple que: 

d(f(f- 1 (A», f(f- 1 (B») = Bd(f- 1 (A),f- 1 (B» 

d(A,B) Bd(f-1 (A),f-1 (B» 

d(f- 1 (A),f- 1 (B» = t d(A,B) 

~ -+ 

(f- 1 (A) f- 1 (B) ,AB) = ~ 

~~ 
(AB,f- 1 (A)f- 1 (B» =-~ 
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6. CENTRO DE UNA SIMILITUD DIRECTA 

1. DEFINICION 

Dado un número real positivo a , un ángulo 8 , un punto P de 

un plano, se llama similitud de centro P, de razón a , de án 

gula 8 , la aplicaci6n f definida por: 

JSi M "1- P: 

lp' = P 

,~---=+--
(PM, PM') = 8 , d(P,M') = a d(P,M) 

2. PROPOSICION 

El conjunto de similitudes directas de centro P, dotada de 

la ley de composici6n, es un subgrupo de todas las similitu 

des directas. 

i) Ley de cierre. 

Sea f = h o w1 ' g = h o w2 similitudes directas 
p, a P,S 

Probaremos que: f o g = h es una similitud directa de 

centro P. 

f o g = (h o w1 ) o (h o W 2 ) 
P, a P,S 

h o (w1 o h ) 0 w 2 P, a p,S-

=h o (h o W¡) o w2 p, a P, S 
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i:U Identidad 

Existe la identidad de P (Idp) la cual es la identidad 

de las similitudes directas. 

iii) Inversos 

Para cada f existe una similitud directa inversa j 

tal que se cumple que 

f o j = j o f = Idp 
Sea f h o w, donde h es una homotec ia de cen-

p, a p, a 

tro P y razón a y w es un desplazamiento. 

f o j = (h o w) o j = Idp p, a 

(h o w) o j 
P, a 

j 

3. PROPOSICION 

= (h o w) (h o w) - 1 
P,a P, a 

(h o W)"'l 
p,a 

Sean los puntos A,B,A', B' de un plano P cor A ) B, A' I B ' 

existe una y solo una similitud directa que transform~ A en 

A', B e n B '. 



B' 

I 

I 

I 

A' FIGURA N.Q 67 

Demo straci6n 

Sea f una aplicaci6n que verifica 

d(A', B ' ) = kd (A,B) y 
~--;---

(AB, A'B') = 8 

Sea un punto A' del plano 

Si hA' ,k es una homotecia de centro A' y raz6n 

Si r Ai 8 es una rotación de centro A' y ángulo , 

traslaci6n 
~ 

Si tiA' es una de vector AA' 

Sea f la aplicaci6n definida por: 

197 

k. 

8 

Para dos puntos A,B distintos del plano. Además A ' ,B l EP, 

De donde: A' = t AA , (A), B¡ = tAl' (B), r A! 8 (A) = A', 
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Entonces: 

f (A) = hA' k(rA, 8 (tÑ\' (A))) , , 

hA' k(rA, 8 (A')) , , 

= hA' k (A' ) , A' es un punto fijo de r A, , 8 , 

= A' A' es un punto fijo de hA' , k . , 

f(B) hA' ,k (rA, , 8 (tAA , (B))) 

= hA' k(rA, 8~ Bl)) , , 

hA' k (B 2. ) , 

= B' . 

4. PROPOSICION 

Toda similitud directa f que no es una traslaci6n tiene un 

único punto fijo P; se sigue que si a es la raz6n de f y 8 

es su ángulo, entonces: 

f es la similitud de centro P, de raz6n a , de ángulo 8 . 

P 
C' 

A b M' 

FIGURA N2 68 
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Sea f una similitud directa de raz6n a , de ángulo 8 . 

Si a = 1, f es un desplazamiento. El conjunto de puntos fi-

jos de f es entonces igual al plano P si f es la identidad 

y un punto si f es una rotaci6n. 

Si a ~ 1. 

Sea (M,M') una parej a de puntos (M ~ M'), P es punto fijo, 

de ángulo 8 la aplicaci6n f se define así: 

~ -
Si M ~ P: (PM, PM') = 8 

P' = P: d(P,M') = j a jd{P,M) 

( 1) 

( 2 ) 

El conjunto de puntos P verifica (1) es el círculo C de diá 

metro [A BJ con A que es el baricentro de dos puntos ponde-

radas (M,k) Y (M' ,1) Y B es el baricentro de dos puntos po~ 

derados (M, -k) Y (M' ,1). 

El conjunto C' de los puntos P verifican (2) es un arco de 

círculo de extremos M y M' donde (HM') - [MM'] . Existe un 

único punto P de intersección de C y C' . 

7. ALGUNOS PRERREQUISITOS DE LOS NUMEROS COMPLEJOS 

1. REPRESENTACION GEOMETRICA DE UN NU~..ERO COMPLEJO. 

Definición 

Sea un número complejo cualquiera 
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z = a + ib I (a, b) E: IR 2 

La imagen de z, re lativa a un sistema de coordenadas orto-

--+ ~ ~ 

normal de ejes (ox,oy) es el punto M(a,b). OM es el vector 

imagen de z. 

~ 

z es el afijo del punto M ó del vector OM. 

Así, z se representa en el plano complejo. 

y 

M(z) 

------o~-------------------------------x 

FIGURA N.2. 69 

2. ARGUMENTO DE UN NUMERO COMPLEJO 

Definición 

Dado un número complejo no nulo z, se llama argumento de z, 

se representa por Arg(z), a todo real a tal que: 

z = I z I (Cos a + i Sen a ) . 

El segundo miembro se denomina forma trigonométrica de z. 

3. SIGNIFICACION GEO~~TRICA 

Si N es la imagen de z, los valores del Arg(z) son las medi 
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~ --+ 
das e n radianes de l ángul o (OX, OM) 

"-+ --+ 
a = (OX, OM) + 2krr 

4. FORNA EXPONENCIAL DE a = Cos 8 + i Sen 8 

Es conveniente anotar el número Cos 8 + i Sen 8 con la expre

i 8 sión e (de módulo 1, de árgumento 8 ) 

i 8 
e = Co s 8 + i Sen 8 . ( 1) 

5. FORMA EXPONENCIAL DE z = r (Cos 8 + i Sen 8 ) 

d °b o ... i 8 z se pue e escrl lr, aSl: z = re, por (1) 

8. TRASLACION y ROTACION EN EL PLANO COMPLEJO 

---l' 

1. TRASLACION DEL VECTOR ~M. 

J Sea, en el plano complejo, un punto P de afijo z, y un pun-

to fijo M de afijo a. 

-4-
La imagen p' de P en la traslaci6n del vector OM es el pun-

to p' tal que: 

Zl = Z + a 

Si P describe un conjunto B, p' describe un conjunto B ' , 

imagen de B en la traslaci6n del vector a. 
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y 

B I 

pi (z I ) 

x 
o 

FIGURA N.Q. 70 

2. ROTACION DE CENTRO 0, DE ANGULO DE MEDIDA 8 . 

Sea, en el plano camplejo, un punto P de afijo z y la medi-

da 8 de un ángulo. 

La imagen pi de P en la rotación de centro 0, de ángulo de 

medida 8 es tal que: 

d(O,pl) = d(O,P) 

~ 
(OP, OP 1) = 8 

El afijo Zl de pi es 

y 

o 

Zl = ze i 8 

'-
pi (z I ) 

, , 
\ 

\ 

\ 
\ 
P (z) 

FIGURA N.Q. 71 
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3. ROTACION DEL ANGULO DE ~lliDIDA 8 CON RESPECTO AL PUNTO P 

DE AFIJO a. 

Sea M' (z') la imagen de H(z) • 

El --vector PM tiene por afijo 

el vector PM' tiene por afijo 

y como d(P,M) = d(P,M') 
::::::;--+ 

(PM,PM' ) = 8 

se tiene: z' - a 
i 8 (z - a)e 

y 

z - a, 

z' - a, 

----~~-------------------------------x 
O 

FIGURA N.Q 72 

Nota: 

M' (z' ) 

, , 
\ 

\ 

Se han presentado algunos conceptos sobre la teoría de los 

números complejos, para tener alguna idea de lo útil que 

son para la interpretación compleja de las similitudes Di-

rectas. (Dejamos al lector que revice, si es necesario, 

otros conceptos sencillos utilizados aquí, para la resolu-

ción de problemas). 
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9. INTERPRETACION COMPLEJA DE LAS SIMILITUDES DIRECTAS 

1. EJEMPLO 

Sea a E ~*, b E ~; encontrar la recíproca de la similitud di-

recta representada por: 

f: z - - > az + b 

Como z' az + b, haciendo cambio de variable, tenemos 

z = az' + b, luego despejamos z'. Así: 

az' z - b 

Para tener seguridad que, f-l: z --> a-lz - a-lb es la si-

militud recíproca directa, comprobaremos que: 

f o f- 1 = Id 

(f o f- 1) (z) 

z - b + b 

= z. 

f- l : z ---> a-lz - a-lb es la similitud recíproca di-

recta. 

2. EJEMPLO 

A cada pareja (a,b) de ~* x ~ se le asocia la similitud di-

recta f representada por a,b 

BIBLIOTECA CEN Al 

---



f ' b: Z - --> az + b a, 
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Escribir e n función de a,b,a ' ,b' la pareja asociada a la si 

militud directa 

Sea Z E: a:. 

fa' b ' o f b , a,. 

Z 
f b fa' b' 
a, > az + b ' > aa' Z + a' b + b' 

(f , b' o f b) ( z ) == f , b' (f b (z) ) a ,a, a, a, 

f , b' (az + b) a , 

== a' (az + b) + b' 

aa'z + a'b + b' 

La escritura es: (aa', a'b + b'). 

3. PROPOSICION 

Toda similitud f se representa por una aplicación de a: en a: 

de la forma z ---> az + b donde a Ea: - {O}, b Ea:, y recípro 

camente. En esta representación, lal es la razón de la simi 

litud, arg(a) el ángulo de la similitud; en particular. 

a == 1 si y solamente si f e s una traslación. 

lal == 1 si y solamente si f es un desplazamiento. 

Por otra parte, si a ~ 1 la ecuación az + b == z admite una 

única solución zo que es afijo de centro de la similitud f. 
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Demostrac:Lón 

Se a f una transformación de p que se repre senta por la apl~ 

caci6n . 

z --> az + b. 

Sean A,B E P, A' = f(A), n' = f(B). 

Si zM es el afijo de un punto ' :M, se tiene: 

ZB' - zA' 
a = ------

Z - Z 
B A 

Así, pues: 

~-
(AB, A'B') = 

ZB' - ZA' 
arg ( z - z ) = 

B A 
arg (a) , 

yd(A ',B') Iz Z 1 = B' - A' 

= lallz B - zA I 

= lald(A,B) 

= az + b - az - bl 
B A 

La transformación f es entonces bien una similitud de raz6n 

lal y de ángulo arg(a). 

Recíprocamente 

Sea f una similitud de razón a y de ~ngulo 8J si M y N son 

dos puntos distintos del plano, se tiene: 

------:--~ 
d(N',M') = a d(N,M), (N'M', NM) =8 
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La relaci6n entre afijos es: 

En particular para N = O: 

i G 
zM' - z = a e zM O' 

, i G + 2i M a e z zo' M 

81." i G b se pone a = a e y = zo' se tiene: 

Esta forma prueba que f se representa por z ---> az + b. 

4. EJEMPLO 

Dar el centro, la razón y el ángulo de la similitud directa 

en el plano complejo: 

z ---> 4jz - 1, j = -1 + il3 
2 

a) Centro de la similitud 

Por la proposición VI.6.4, tenemos: 

Sea P punto fijo de f. 

f(P) 4(-1 + = 2 
i/3) P 1 = P 

= > (- 3 + 2/1 i) P = 1 

1 -3 - 2/3 i = > P = = 
-3 + 2/3 i 21 



El centro de la similitud es P = 

b) La razón de a: I a l 

lal la - 1 (-2 13 t} (-2 = a = + 2 

= ~+----rL 

= IR 

I al = 4 • 

donde a = 4j = -2 + 2/ 3 i. 

3 + 2/3 1, 
21 

-2/3 i) 

c} El ángulo de la similitud es Arg(a) = a . 

Corno a E ~, tenernos que: 

a= lal (Cos a +iSen a ) 

a ; S -2 + 2/3 i = Co s a +..L en a => 4 = 

I a l 

= > -
1 2 = Cos a = > a = -TI 2 3 

Arg (a) 
2 

{-TI } 
3 

5. EJEMPLO 

Cos a + i Sen a 
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Escribir la forma de z ---> az + b de la similitud de afijo 

TI 
1 + 2i, de ángulo 6 d ~ 1 

Y e razon 2 

Corno a = I al (Cos a + i Sen a ), tenernos que 



11 + i 
a = ~--

Como f(P) = P 

f(P) = aP + b 

b 

b 

(proposici6n VI.6 .4), tenemos que 

= 

= 

( / 3 + i) (1 + 2i) + b = (1 + 2i) = P 
4 

1 + 2i - (n + i) (1 + 2i) 
4 

(6 - /3) + i (7 - 2/3) 

4 

La forma es : z ---> ( 13 4 + i) z + (6 - 13) + i (7 - 213) 
4 

6. EJEMPLO 
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Sea, en el plano complejo, la similitud directa f de centro 

el punto P de afijo 2 - 3i, de ángulo i, de raz6n 312. 

a) Si z es el afijo de un punto M, determine el afijo z' 

del punto M' imagen de M para esa similitud. 

El afijo a encontrar es de la forma: z' = az + b. 

a = lal (Cos e + i Sen e ) = 3/2 (Cos ~ + i Sen ~) 

a = 3/2 ( / 7 + i 
2 

12 ) = 
2 

3(1 + i) 

Usemos el hecho de que f(P) = P (PDoposici6n VI.6.4) 

f(P) = 3(1+i)P + b = P = > 3(1+i) (2-3i) + b = 2 - 3i. 

=> b (2 - 3i) (-2 - 3i) = - 13 

z' = 3(1+i)z - 13 

b) Expresar en funci6n de las coordenadas (x,y) de M las 
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coordenadas (x' ,y') del punto M'. 

Z' ;:: x' + iy' ;:: az + b ;:: a(x + iy) + b => 

z{ ;:: x'·", + iy' ;:::; 3(1 + i) (x + iy) - 13 
," 

z I = x' + iy' ::::; 3 (x + iy + ix y) - 13 

z I x' + iy' = [3(x - y) - 13J + 3(x + y)i 

= > x' = 3 (x y) - 13 

y' = 3(x + y) 

= > (x', y') = (3( x-y ) -13, 3(x+y» 

7. PROPOSICION 

La similitud de centro P, de razón a , de ángulo e se repre-

senta por la aplicación g: [ ---> [ definida por: 

donde z designa el afi jo del punto P. 
P M' (g(z» 

y 

o 

mi (g( z)-z ) 
p 

FIGURA N~ 73 

" " .' M(z) 

.' 

,. , 



Sea MI (g(~)) la imagen de M(z) 

-)-

El vector PM tiene por afijo z - zp 

--+ 
el vector PM ' tiene por afi jo g(z) - zp 

y como 

d(P,M) = d(P,M') 

--------~ -4 --+, 
(PM, PM') = e se tiene la relación 

8. EJEMPLO 
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En el plano complejo, sea f la similitud que a un punto M 

de afijo z le asocia el punto de afijo 2iz - 4i Y 9 la rota 

ción de centro P de afijo 2 + 3i Y de ángulo i TI . 

¿Cual es el afij o de (g o f) (M) ? 

Como 9 es una rotación de centro P de afijo 2 + 3i Y ángulo 

3 4 TI, es una isometría (Def. IV. 5.1, Prop. IV.3.2 y IV.1.2). 

Así 9 es entonces una similitud de razón a = 1 (proposici6n 

VI. 1 .2) . 

Para encontrar el afijo z' de (g o g) (M), utilizamos la rela 

ción de la proposición VI.9.7: 

9 (z) 
i e 

- Zp = a e (f(M) - zp}. Así: 

z ' - (2+3i) 1 (-1 + I)[(2iz - 4i) - (2 + 3i)], a = 1, 
ie n 

e = 2(-1+i) 
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z, 12 {-l+i) (2iz 7i 2) + (2 + 3i) • = 2" - -

Z I = ~ [-2(1 + i) z + 5i + 9J + 2 + 3i 

/2 512) i 9 z I - (l+i)z + ( 3 + + 2 + 212. 2 
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