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INTRODUGCCION

En el presente trabajo se realiza un estudio de mddulos y anillos
mediante una "topologizacidn", que se produce al definir en ellos
una sucesidn infinita decreciente de submddulos o ideales, segln

sea el caso, llamada filtracidn.

Nuestro objetivo es establecer la existencia y unicidad de comple
taciones de un mdédulo o un anillo, definiendo en ellos previamen-

te una filtracidn.

Se supone gque el lector maneja los conceptos topoldgicos béasicos,
es decir, topologia, abiertos y cerrados, vecindad, clausura, es-

pacio de Hausdorff, base, homomorfismo continuo, etc.

En el Capitulo I, se define una filtracidn {En}n)o en un médulo E,
se hace el estudio de sus propiedades topoldégicas y finalmente se

establece la existencia y unicidad de completaciones de E.

En el Capitulo II, se realiza sintéticamente todo lo del Capitulo
I, para un anillo R con filtracidn {An}n>01 considerdndolo como
un R-mddulo. Luego, se aborda la situacidn en que un mddulo filtra

do esta definido sobre un anillo filtrado.

Por Gltimo, en el Capitulo III, se obtienen mds resultados de md-
dulos y anillos, cuando se considera una filtracidn especial, lla

mada filtracidn multiplicativa.
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CAPITULO I

MODULOS FILTRADOS



1.1 MODULOS FILTRADOS

DEFINICION 1.1

Sean R un anillo con elemento identidad y E un R-mddulo. Una fil
tracidn de E es una familia {En}n>0 de submdédulos de E, ordenada

por enteros no negativos, de manera que
En 2 Ep+1

para todo n.

En otras palabras, una filtracidn de E es una sucesidn decrecien

te
E2 E1 2 E) 2 ...2 EL 2 ...

de submbddulos de E.
A continuacidn se mostrard que toda filtracidn de E determina u-

na topologia de E.

PROPOSICION 1.2
Sea {En§n>0 una filtracidn de E. Entonces, la coleccidn {2 forma
da por los subconjuntos V de E tal gue para todo v €V existe un

entero n tal que
V+Eph & V

es una topologia de E.



PRUEBA:

Obviamente E y su subconjunto vacio pertenecen a JLl .

Sea {Vi}iel una familia arbitraria de subconjuntos de E, con

V; € S para todo i1 & I. Si véUVi, entonces v &V,, para algtn

i€l
i &I. Luego, existe un entero n tal que

V+En < Vié UVi.
iel

Entonces, L)\H_& {2 Y., por tanto, {l es cerrado bajo uniones ar

ier
bitrarias.

Ahora, asumamos que Vir Vo, v 1 Vi pertenecen a {2 Yy sea Vv un

Para cada i (1gigk),

k
elemento de su interseccidn {j 2
i=1

V+En; & Vi

donde nj es un entero no negativo seleccionado adecuadamente.

Entonces,

i=1 7

k k k
f\ ( V+Ep, ) = v+ NEL. < N V-
i=1 i=1

Hagamos n = max {ni/ lgigk} . Entonces,

k

k
V+Ep, = v+'ﬁlEni c 'n1Vi’
1= 1=

k

es decir, (Vi € 11 Y. por tanto, {)l es cerrado bajo intersec
i=1

ciones finitas.

Por consiguiente, hay una topologia de E cuyos conjuntos abier-

-

tos son precisamente aquellos subconjuntos de E gue pertenecen

a 1.
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Ya que la topologia fl se deriva de la filtracidn, podemos refe-

rirnos a ella como la topologia de la filtracidn.

PROPOSICION 1.3

Sea E un R-mddulo con filtracidn {En}n>0 . Entonces, los subcon-
7

juntos de la forma e+E,, donde e €E, forman una base para la to-

pologia de la filtracidn. Los conjuntos de esta base que contie-

nen un elemento dado X tienen todos la forma X+E, .

PRUEBA:

Si V pertenece a la topologia filtracidn de E, entonces
V+Enk c Vv

para todo v &€V y ny un entero no negativo que depende de v. Lue-

go
v= U vy .
VEV,ny 20
Ahora, si x pertenece a e+E,, entonces X+E, = e+E,, lo cual prue

ba que e+E, es abierto. La primera afirmacidn es, por tanto, pro
bada y la segunda afirmacidn se deriva de la observacidn prece-

dente.

PROPOSICION 1.4
Sean E un R-médulo con filtracidn {En}nzo vy K un submddulo de E.
Entonces, K es abierto en E (con respecto a la topologia de la

filtracién) si y sdlo si En € K para algin entero no negativo m.



Si un submbédulo es abierto, entonces es tambien cerrado.
PRUEBA:

Primero supongamos que K es abierto. Ya que 0 € K, vemos que
0+Ep = Ep € K

para algln entero no negativo m. Ademés, el complemento de K en
E es la unién de todos los conjuntos e+Ey, donde e €E, e ¢K. Ya
gque cada uno de estos conjuntos es abierto, el complemento de K
es abierto y, por consiguiente, K es cerrado.

Luego, supongamos que Ej C K. Entonces, K es la unidn de los con

juntos abiertos k+EL, donde k € K. Entonces, K es abierto.

COROLARIO 1.5
Cada uno de los submddulos Ep de la filtracidn es a la vez abier

to y cerrado en E.

Consideremos ahora la clausura de un submddulo de un mddulo £il-

trado.

PROPOSICION 1.6
Sean E un R-mddulo con filtracidn {En‘nzo y K un submddulo de E.
Entonces, la clausura de K (con respecto a la topologia filtra-

cidn), denotada por R, estd dada por

00
K= (Y ( K+E ).
n=0



En particular, K es tambien un submddulo de E.
PRUEBA:

Ya que

B, © K+E,,

por la Proposicidn 1.4, K+E, es un submddulo cerrado de E. Como

K es la interseccidn de todos los conjuntos cerrados de E gue

contienen a K, tenemos
o0
K C () ( K+Ep ).
n=0

&
Sea e € f\( K+En ). Entonces, e pertenece a K+Ep para todo n y
Nn=0
asi e+Ep contiene un elemento de K. Como esto es valido para to
do n, se sigue que cada vecindad de e corta a K. Por consiguien

te, e€K y la igualdad se prueba.

COROLARIO 1.7

La clausura del submddulo cero de E es

o0
M Ep-
n=0

Demos ahora un criterio para que un mddulo filtrado sea un espa

cio de Hausdorff.

PROPOSICION 1.8

Sea E un R-mddulo con filtracidn {En}nzo' Entonces, para que E,



dotado de la topologia filtracidn, sea un espacio de Hausdorff
es necesario y suficiente que

o0

M B, = 0.

n=0
PRUEBA:

Primero asumamos que
oo

En=0
n=90

y sean e, e'

elementos distintos de E. Entonces, existe un ente
rom (m»0) tal gue e—e'ﬂ'Em, pues e-e' # 0. Asi, esE, Yy e'+Ej
son vecindades de e y e' respectivamente y no tienen puntos en
comin. Se sigue gue E es un espacio de Hausdorff. Sea e* # 0
perteneciente a E. Entonces, existe un conjunto abierto conte-
niendo a 0, pero no a-e*, y por tanto, hay un entero s3;0 tal
que e* ¢ Eg. Por consiguiente, la interseccidn de todos los Ej
no contiene a e*. Ya que e* fué un elemento arbitrario de E dis
tinto de cero, esto significa gque

00

(N E, = 0.

n=0
COROLARIO 1.9

Para que E sea un espacio de Hausdorff es necesario y suficien-

te que el conjunto gue consista solamente del elemento cero sea

cerrado.




Examinemos ahora, desde el punto de vista de la continuidad, al-
gunas de las operaciones bésicas que uno ejecuta con los elemen-
tos de un R-m6édulo. Primero, convengamos que a menos que se diga
lo contrario, en una referencia a una topologia de un mbédulo £fil
trado siempre se trata de la topologia de la filtracidn. Esta
convencidn nos ayudard a evitar verbosidad excesiva y la usare-

mos de aqui en adelante.

PROPOSICION 1.10

Sea E un R-mddulo filtrado. Denotemos por 7 : E ——> E el mapeo
definido por 7 (e) = -e; y para cada x€ E, sea ft%: E—>E en
que‘TfX(e) = x+e. Entonces, 7 vy 75X son homeomorfismos de E en
si mismo.

PRUEBA:

Sea {En}ngo la filtracidn en E. Entonces,
Y (e+Ep) = -e+E, = 7 (e)+Ep
y T x(e+tBp) = (x+e)+Ep = [xl(e)+Ey

Esto muestra que Y vy WZX son continuos y es obvio que cada uno
de ellos es un mapeo uno-a-uno de E en si mismo. Ya que 7 es

Su propio inverso, el inverso es continuo. Luego, el inverso de
TTX es 'Uy, donde y=-X. Asi, ’CX tiene tambien un inverso conti

Inuo.



PROPOSICION 1.11
Sean E un R-mddulo filtrado y EXE dotado de la topologia produc

to. Entonces, el mapeo
J: EXE ——> E

en que O(e,e') = e+e' es continuo.

NOTA. Es costumbre describir este resultado diciendo que la adi
cidn en E es una operacidn continua.

PRUEBA:

Probaremos que 0%(e+Em)x(e'+Em)) - OYe,e')+Em.

Sea (x,y) € (e+Ep)x(e'+Enp). Entonces, X € e+Ep vy Y€ e'+Em. Luego,

O(x,y) = x+y € (e+Ep)+(e'+Ep) = (e+e')+Em = O'(e,e')+En.

Tambien la operacidn producto por escalar de R en E es continua.

PROPOSICION 1.12

Sea E un R-mddulo filtrado y r perteneciente a R. Entonces, el

mapeo

Mr: E—E
definido por A, (e) = re es continuo.
PRUEBA:

Si x pertenece a e+Ej, entonces rx€re+En. En consecuencia,

M (e+Bp) & My(e)+Ep.



1.2 HOMOMORFISMOS CONTINUOS, COMPATIBLES Y ESTRICTOS

Ahora pondremos nuestra atencidn en los homomorfismos entre mddu
los filtrados. Es claro gue para que tal mapeo sea significativo
se debe establecer alguna relacidn entre las respectivas filtra-
ciones. Sin embargo, hay varias formas que tal relacidn puede to

mar.

PROPOSICION 1.13

Sean E y E' R-mddulos filtrados y f: E ——> E' un R-homomorfis-
mo. Entonces, para que f sea continuo es necesario y suficiente
gque sea continuo en el elemento cero de E.

PRUEBA:

La condicidn es necesaria por razones triviales. Debemos, por tan
to, asumir que f es continuo en el elemento cero de E y deducir
qgque f es continuo en cualquier otro elemento de E.

Sean {En}n>0 Yy {Eﬁ}n>0 las filtraciones de E y E', respectivamen
te. Supongamos que e €E y que k»0 es un entero dado. Entonces, va
que f es continuo en el elemento cero de E, existe un entero m3>0

tal que f£(Ep) € Ex. Pero, ahora
f(e+Ep) = f(e)+f (Ey) C f(e)+Eg,

con lo cual £ es continuo en E.

De nuevo, sean E y E' R-mddulos filtrados cuyas filtraciones son
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{En}n>0 y {Eﬁ}n>0' respectivamente.

DEFINICION 1.14
Un R-homomorfismo f: E —> E' se dice que es "compatible con

las filtraciones" si

t(Ep) C Ej» (1.2.1)

para todo n0.

DEFINICION 1.15

Un R-homomorfismo f: E ——> E' se dice que es "estricto" si
f(Ep) = f(E)(\Eﬁ, (1.2.2)

para todo nz0.

Es obvio, por (1.2.1), gue un homomorfismo compatible es conti-

nuo en el elemento cero de su dominio. Por tanto, se sigue de la
Proposicidn 1.13, que tal homomorfismo es continuo. Por otra par
te es claro que si f es estricto, entonces es tambien compatible
con las filtraciones. Posteriormente determinaremos en qué& condi
ciones ocurre lo contrario, es decir, cudndo un homomorfismo com

patible seré& estricto.

PROPOSICION 1.156

Sean E un R-mdédulo con filtracidn {En}n>0 y K un submddulo de E.
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Entonces, la familia

{KOEH}WO (1.2.3)

de submddulos de K, constituye una filtracidn de K.

La filtracidn (1.2.3) se conoce como la filtracidén inducida. Ob-

serve que si k € K, entonces
k+KNEp = (k+Ep){) K. (1.2.4)

Se sigue gue un subconjunto de K es abierto en la topologia deri
vada de la filtracidn inducida, si y solo si, es la interseccidn
de un subconjunto abierto de E con K. En otras palabras, la topo
logia derivada de la filtracidn inducida es la misma que la topo

logia gque K adgquiere como un subespacio de E.

PROPOSICION 1.17
Sea E un R-mddulo con filtracidn {En}n>0 y K un submddulo de E.

Entonces, la familia

[(Bn+K) /K30 (1.2.5)

de submddulos del cociente E/K, constituye una filtracidn en E/K.

La filtracidén (1.2.5) es llamada la filtracidon factor de E/K.

Note gue en la sucesidn exacta candnica
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K E E/K

ambos homomorfismos son estrictos, si K y E/K estd&n dotados de
las filtraciones inducida y factor, respectivamente.

Sean E y E' R-mddulos filtrados con {En}n>0 y {Eﬁ}n>0 como sus
respectivas filtraciones. Ademds, sea f: E —> E' un R-homomor
fismo gque es compatible con estas filtraciones. Entonces, ya dque

f(En) C Ens £ induce un homomorfismo
fn: E/Ep —> E'/Ep (1.2.6)

definido por f,(e+Epn) = f(e)+Ep, gque hace conmutativo el diagra-
ma

£
E —> E'

n | l o 1.2.7)

E/E,—> E'/E}
n
donde ¢, es el mapeo natural de E en E/E, y ¢}, tiene un signifi-

cado similar. Se sigue que si e € Kerf, entonces
fn(¢n(e)) = £ (e+Ep) = f(e)+E} = Ej

muestra que ¢n(e)€ Kerf,. Por tanto, para cada n30, ¢n da origen
a un homomorfismo Kerf ———> Kerf,.
Ahora usaremos estos mapeos para obtener un criterio Gtil para

gue un mapeo compatible sea estricto.
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LEMA 1.18
Sean E y E' R-mbddulos filtrados y f: E —— E' un R-homomorfis-
mo compatible con las filtraciones. Entonces, para que f sea es-

tricto es necesario y suficiente que, para cada n»0, el mapeo a-

sociado

Kerf ——> Kerfp (1.2.8)

sea sobreyectivo.

PRUEBA:

Primero supongamos que f es estricto. Con la notacidn previa, un
elemento tipico de Kerf, tiene la forma ¢n(e), donde e€ E vy
fadn(e) = 0. Se sigue, por (1.2.7), que QAf(e) = QA(£(e)) = O v,
f(e) pertenece a Ker¢ﬁ = Ej. Luego, f(e) pertenece a £(E) NE} =
f(Ep) . Por consiguiente, existe ep € E, tal que f(e) = f(ep). Asi,
e-ep estd en Kerf y ¢ (e-ey) = ¢p(e). Asi, ¢p(e) es la imagen del
elemento e-e, de Kerf y, por consiguiente, Kerf ———> Kerf, es so
breyectivo.

Ahora, asumamos que Kerf —— Kerf, es sobreyectivo para todo n
Y sea e' perteneciente a f(E)(\Eﬁ. A fin de completar la prueba,
solamente tenemos que e' estd en f(Bp), pues la otra inclusibn se
cumple por ser f compatible. Ya que e'€ f(E) tenemos e' = £ (x),

para algGn x € E y ahora

=]
=
»
I}
-
:j_
()
I}
(]

fn¢n(x) = ¢ﬁf(x) = ¢

porque e' € Ef} = Ker¢). Asi, ¢,(x) € Kerf,. Pero, Kerf ——> Kerfp
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es sobreyectivo, en consecuencia, Op(x) = On(y), donde y € Kerf.
Se sigue que x-y pertenece a En y f(x) = f(x-y). Asi, e' = f(X)

pertenece a f(Ep).

1.3 MODULOS FILTRADOS COMPLETOS

Como hemos venido haciendo, suponemos que E es un R-médulo y una

filtracidén de E es {En§n>o. Ahora, sea X un elemento de E y
Xlr X247 eece 4 Xpr e

una sucesidn de elementos denotada por {xm}, del mddulo E.

DEFINICION 1.19
La sucesidn {xm} se dice que "converge a X" o gque "tiene a x co-
mo limite" si la siguiente condicidn se satisface:

Dado cualquier entero k30 siempre existe un entero positivo N tal

que xX-Xp € Ex, siempre gque m>N.

En estas circunstancias escribimos xj; —> X.

Es f&acil verificar que si X3 — X ¥y ym —> Y, entonces

(Xp+¥Ym) —> x+y, (1.3.1)
(Xp=Ym) —> x%-y (1.3.2)

y Xy —> X (1.3.3)
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para todo r en R. Supongamos ahora que f: E ——> E' es un homo-
morfismo continuo de E en un segundo R-mddulo filtrado E'. Una
simple aplicacidn de las definiciones muestra gue la sucesibn

{f(xm)} converge a f(x). Entonces,
Xm —> X implica que f(xpn) —> f£(x)., (1.3.4)

siempre que f sea continuo.

LEMA 1.20

Sean K un subconjunto de un R-médulo filtrado E y x € E. Entonces,
X pertenece a K si Y sdlo si existe una sucesidn {xm} tal dque

Xm € K, para todo m y xXpn —> X.

PRUEBA:

Si tal sucesidn existe, entonces toda vecindad de x contiene al
menos un X Y, POr consiguiente, contiene un punto de K. En con-
secuencia, x € K.

Supongamos ahora gque x €X. Entonces, (x+Ep) YK es distinto de va
cio y, por tanto, podemos encontrar xp € K tal gque x-xp € Ep. Se

forma asi la sucesidn xp tal que xp[ —> X.

PROPOSICION 1.21

Sean E un mddulo filtrado y {xm}una sucesidn de elementos de E
tal que Xy —> X ¥y Xm —> X'. Si E es un espacio de Hausdorff, en
tonces x = x'.

PRUEBA:
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Sea k>0 un entero dado, entonces

X=x' = (X-Xp)-(x'-%Xy) € Ex

con tal que m sea suficientemente grande. Se sigue que

o's)
x-x'€ [‘Ek.
k=0

o0
Por la Proposicidn 1.8, f\Ek = 0. Luego, X = x'.
k=0

Entonces, cuando E sea un espacio de Hausdorff los limites son G

nicos. En estas circunstancias usaremos lim Xp = X como una alter
nativa para x; —> X.

Hay otro concepto importante gque necesitamos, relacionado con las

sucesiones, planteado en la siguiente

DEFINICION 1.22

Una sucesidn {xm} de elementos de un mddulo filtrado E es llama-
da una "sucesidn de Cauchy" si:

Dado cualquier entero k30 existe un entero N tal que Xp—-xXy € Ex.,

para cualesquiera m y n mayores gque N.

si {xpl es una sucesién convergente, digamos x; —> X, entonces
es tambien una sucesidn de Cauchy. Dado k>0 existe un entero N
tal que x-x; € Ex para todo m>N. Se sigue que si m,n>N, entonces

Xp~%¥pn = (X-Xp) - (X-Xy) € Ex, lo cual prueba nuestra afirmacidn.
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DEFINICION 1.23
Sea E un R-mddulo con filtracidn {En‘nzo- Se dice que E es "com-
pleto" si las siguientes condiciones se cumplen
a
i) r)En = 0, es decir, E es espacio de Hausdorff.

n=0
ii) Toda sucesidn de Cauchy converge a alglin elemento de E.

Sea {xm} una sucesidn de elementos de E y supongamos que conver-
ge a x. Entonces, tambien X2, X3, X4r -.. CONverge a X y pOr con
siguiente, por (1.3.2), Xp+1-Xy —> 0. Mostraremos ahora que en

el caso de un mddulo completo el converso se cumple.

PROPOSICION 1.24
Sean E un mdédulo filtrado gue es completo con respecto a su fil-

tracién y {xy} una sucesién de elementos de E. Entonces, {xp}

converge a x, si y solo si, lim (Xp+1~%m) = 0.
PRUEBA:
Debemos asumir que lim (Xp4+1-Xp) = 0, para deducir dque {xp} es u

na sucesidn de Cauchy y de aqui, una sucesidn convergente. Esto
establecerd la proposicidn porque la implicacidn opuesta ya ha
sido mostrada.

Sea un entero k0. Existe un entero N tal que Xp41-Xp € Ex para

para cada m»N. Supongamos ahora que s,t>N, entonces

Xg™XN = (XN+17XN) * (XN+27XN+1) *e oo+ (XgmXg-1)
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pertenece a Eyx. Similarmente, xy-xy esté& en Ex. Asi, Xg- Xt € Egk.
Esto muestra que {xp} es una sucesién de Cauchy y, de acuerdo a

la Definicidn 1.23, es convergente.

Algunas veces es conveniente hacer uso de la nocidn de una serie

convergente.

DEFINICION 1.25
Sea {um} una sucesidn de elementos de un mddulo filtrado E y ha-

gamos sp = uj+us+ ... tup. Entonces, decimos gue la serie
Uj+un+ ... +Upt ...

converge a s si s —> s.

Cuando E es un espacio de Hausdorff, entonces escribimos

s = ul+u2+ e e +um+ oo
oQ
O s=§:ui
i=1

PROPOSICION 1.26
Sea E un R-médulo filtrado que es completo con respecto a su fil

tracién. Entonces, una serie
Uq+tUo+ ... +up+ ...

] ’ » »
converge, si y solo si, lim upy = 0.
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PRUEBA:
Se sigue a un mismo tiempo, aplicando la Proposicidn 1.24, a las

sumas parciales
Sp = Uptuz+ ... +up

de la serie.

DEFINICION 1.27
Un subconjunto "afin" de un R-mddulo E es un subconjunto de la

forma e+K, donde e€ E y K es un submddulo de E.

TEOREMA 1.28
Sea E un R-mddulo con filtracidn {En}n>0- Supongamos que E es com
pleto con respecto a su filtracidn y que, para cada n0, E/Eh sa

tisface la condicidbn minimal para submddulos. Si ahora

es una sucesidn decreciente infinita de subconjuntos cerrados y
afines de E, entonces
Qo
an
k=1
es no vacia.
PRUEBA:

Sea Mp = up+Kp, donde up€:E Y Kp es un submddulo de E. Ya que

Ya gque upéb%ﬂ cada elemento de Kp+1 es la diferencia de dos ele
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mentos de Mp+1l ¥ Mpsa < Mp, se sigue que Kp+1 & Kp. Asi
K1 2 Ky 2...:_2Kp?_...

es una sucesidn decreciente de submddulos de E.
Por hipdtesis, E/E; satisface la condicidn minimal para submddu-

los. Entonces, la sucesidn
Kl+E19 K2+ElQ cee D KptE1 2 ...

es estacionaria, es decir, existe un entero v; tal gque
KV1+E1 = Ky+Eq, para todo t3v;.

Ahora, ya que E/E; satisface la condicidén minimal para submddu-

los, la sucesidn

K1+E> 2 Ko+E» 2 cee D

Kp+E2 _D— e s o
es estacionaria, entonces existe un entero vy>vy tal que

Ky,+*Eo = Ky+Ep, para todo tsvy.

2

Ahora, visualizamos que es posible encontrar vi3>vy con la propie

dad

Ky,*+E3 = Ky+E3, para todo tlvi.

3

De esta manera, obtenemos una sucesidn estrictamente creciente

Vir V2, V3, ... de enteros positivos tal qué



KygtEg = Kg*Eg, para todo tivg. (1.3.5)

Ahora, por induccidn, probaremos gue se puede construir una suce

sidn de elementos X1, X2, «.. , Xy, ... tal que
Xi€ My, ¥ Xi+17%i € Ej (1.3.6)

para todo 1, 1 = 1, 2, cvee , L) oo
Para i=1, seleccionamos cualquier elemento x1 de le-
Supongamos ahora que (1.3.6) se cumple para todo i<r y prob&mos-

lo para i = r. Entonces,

M = uy_+K = x,+K C xp+Ky +Ep = xp+K +Ep

por (1.3.5) y, por tanto,

c
MVr+l = MVr §=Xr+er+l+Er'
Luego, uy,.,, = Xr+ky,., , *er, donde la notacidn es explicativa por
. . : - - Vi
si misma. Entonces, haciendo Xy uvr+l er+l€ th+l’ tenemos

que
Xr € MVr Y Xr+1~Xy € Ey.

Esto establece la existencia de la sucesibn {x,} teniendo la pro
piedad (1.3.6). Segln construccidn, lim (%y;:1-Xy) = 0. Entonces,
por la Proposicidn 1.24, la sucesidn {x,} converge. Pongamos

X = lim x4 (recuerde gue E es completo). Para un entero fijo p,

Xy € Mp, cuando r sea suficientemente grande. Entonces, por Lema

[ BIBLIOTECA CENTRAL
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1.20, x€ Mp, pero Mp es cerrado, por lo que xtEMp. Como esto es

cierto para todo valor de p, entonces
oo}
X € ka.
k=0
En consecuencia,
o0
[\Mk
=0

es distinto de vacio.

TEOREMA 1.29
Sea E un R-mddulo con filtracidn {En}nzo- Supongamos que E es com
pleto con respecto a su filtracidn y que, para cada ny0, E/Ep sa

tisface la condicidén minimal para submddulos. Si ahora

K1 D K3 D +vo D KpD .-

es una sucesidn decreciente infinita de submddulos cerrados de E

tal que
aQ
poll\p = 0,
entonces dado cualgquier entero s>0 existe un entero vg tal que

KVs < Eg.
PRUEBA:
Como en la prueba del Teorema 1.28, existe una sucesidn crecien-

te vy, vp, v3, ... de enteros positivos tales que
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KVS+ES = Ky+Eg, para todo tivg.

Pongamos Ly = Kvp' Entonces, los Lp forman una sucesidn decrecien

te de submddulos cerrados de E tal que

0
M Lp = 0y Lp+l+Ep = Lp+Ep, para todo p. (1.3.7)
p=1

Sea s>0. Debemos mostrar que Lg & Eg. Para este fin sea x€&€Lg. En
tonces, x €Lgy1+Eg por (1.3.7), digamos x = eg+Yg+1r donde eg € Eg
Y ¥Ys+1 €Lg+1 € Lg+2+Eg+1. Por tanto, x = egt+teg+1+¥Ys+2r donde aho
ra eg+1 € Egy] ¥ Ys+2€ Lgyo € Lgi3tEgip. Procediendo de esta mane

ra, obtenemos sucesiones
€gr €g41r €541 e

Y Ys+1r Ys+2r Yg+3r e+«

donde eg,i € Eg45 (120), Ys+j € Lg+j (3»1) y, para todo njl
X = (eg*eg+1*.--*€g4n-1)+Ys+n-

Por la Proposicidn 1.26, la serie
egtegriteginte..

converge. Sea e su suma. Entonces, ya gque todas las sumas parcig
les pertenecen a Eg y Eg es un subconjunto cerrado de E (Corola-

rio 1.5), tenemos que e € Eg. Ademds, la sucesidn

Ys+1r Ys+2r Ys+3r =--
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converge a xX-e. Ahora, para un valor fijo de p, todos los térmi-
nos de esta sucesidn pertenecen a Lp con, a lo sumo, un nGmero fi
nito de excepciones. Entonces, por Lema 1.20, y porque L, es ce-

rrado, X-e € Lp. Esto es cierto para todo valor de p. Por tanto,

fo'e}
X-e L, =0
P
p=1
Y, POr consiguiente, X = e € Eg.

1.4 LA COMPLETACION DE UN MODULO FILTRADO

Sea E un R-mddulo y {En}n>0 una filtracidén de E. La nocidn de una
completacidn de E con respecto a su filtracidn es central para
las ideas que estamos desarrollando. La definicidn precisa es co

mo sigue.

DEFINICION 1.30
Una "completacidn de E" con respecto a la filtracidn {En}n>0 es

un objeto que consiste de un R-mddulo ﬁ, una filtracidn {%n}n>0

-~

de E y un R-homomorfismo %H E ——> E, que satisfacen las con-

diciones siguientes:

-~

i) E es completo con respecto a E
ii) el R-homomecrfismo %ﬁ E —> E es estricto

-

iii) WYE) es denso en E

o0
iv) Ker ¥ = f\En
n=0
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En la practica uno tiende a usar una forma un tanto casual de ex
presidn cuando se refiere a completaciones, porgque es muy tedio-
so tener que decir todo completamente. Asi, uno podria decir "Sea
E con filtracidn {En}n>0 una completacidn de un mddulo filtrado
E". Un ejemplo mé&s extremo seria el enunciado "Sea E una comple-
tacidn de E". En ningln caso hay una referencia al importante ho
momor £ismo ¢'. Sin embargo, si mé&s tarde llegue a ser necesario
mencionar este mapeo, entonces seré introducido por alguna frase
tal como "donde ¥ : E ——> E es el homomorfismo candnico". Aho
ra, asumamos que posterior a hacer la observacidn informal "supon
gamos dque E es una completacidn de E" necesitamos mencionar la
filtracidn especial {En}n>0 gque estd implicita en la nocidn de
completacidn. Acompaifiamos esto llamando a {En}n>0 la filtracidn
candnica de E.

Hasta ahora no sabemos que todo mbédulo filtrado posea una comple
tacidn. Se mostrarad que esto es asi en la prdxima seccidn. Tam-
bien necesitamos saber que las extensiones de las completaciones
son Gnicas. Este problema serd tratado en breve, pero es conve-

niente tratar con algunas otras cosas primero.

TEOREMA 1.31
Sean E un R-mddulo con filtracidn {En$n>0 y E con filtracidén
{Enfn20 una de sus completaciones. Si ahora, Y: BE——>Ees el

homomorfismo candnico, entonces

-~

Bn = ¥ I(En) y En = ¥ "' (En). (1.4.1)
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PRUEBA:

Ya que &7: E ——> E es estricto, tenemos gque Z&(En) es igual a
la interseccisén ¥ (E) N E, v, por tanto, ¥ (E,) € Ep. Rhora, por
el Corolario 1.5, En es cerrado en E. En consecuencia, tenemos que

YV (E,) € BEy. Sea £E€f,. Por la Definicidn 1.30, ¥ (E) es denso en

E. Entonces, para todo k20,
(§+Ep+x) M ¥(E)

es distinta de vacio. Seleccionemos 77k € Enix tal que E+7x € U/ (E).

Entonces,
E+7x € Y(E) N Ep = ¥ (Ep)-

Ahora, lim 7x = 0 y, por tanto, lim (&+7x) =& . Asi, & es el limi

te de una sucesidn de elementos, cada uno de los cuales pertenece

a ¥ (Ey) . En consecuencia, por el Lema 1.20, &€ {/ (E,). Se sigue

gque E, = ¥ (Ep). Finalmente

v~tEy Ul e ngy = YN YED)

Ep+Ker ' = Ep,

porgue ker yV € Ep. Asi, Ep = QV_l(En).

TEOREMA 1.32
Sea E un R-mddulo con completacidn E. Entonces, hay una correspon
dencia entre los R-submddulos abiertos U de E y los R-submdédulos

abietos V de E. Esta es tal que si U y V se corresponden y
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Yy &7: E ——> E es el mapeo candnico, entonces

ve W vy u= ¥ iw. (1.4.2)

En esta situacidn, 17 induce un isomorfismo de R-mddulos
E/U —> E/V.

PRUEBA:

Empleamos la notacidn usual para las filtraciones en E y E. Pri-
mero, supongamos que V es un submddulo abierto de E Y pongamos

U = ‘¢r_l(V). Entonces, ya que @¢ es continuo, U es un submddu-
lo abierto de E. Seleccionemos s bastante grande para que ﬁs c V.
Por la Proposicidn 1.4, 97(E)+ﬁs es abierto y, por tanto, tam-

bien un submédulo cerrado de E. Pero, &7(E) es denso en ﬁ, en-

tonces, y7(E)+ES = E. Ahora, @V(U) = yV(E)f1V, por tanto,
Y (u)+Eg = ( W (E)NV)+Eg
= ( Y (E)+Eg) NV
= ENv

= V.

Ya que esto sucede para todo valor grande de s, se sigue, de la
Proposicidn 1.6, que y}(U) = V. Ademas, }¢ induce un isomorfis

mo E/U > E/V. Tambien, si s es grande, ;ﬁ(E)+V' 2 ;/(E)+ﬁs

-~

= Eg. Asi, ¢7(E)+V = ﬁ; que muestra que el homomorfismo en cues
tidn es sobreyectivo. Por otra parte, si }7(e)€ V, entonces,

e e U. Esto muestra que E/U —> E/V es inyectivo y, entonces,
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isomorfismo.

Para completar la prueba, debemos mostrar ahora que si U' es un
submddulo abierto de E, entonces existe un submbddulo abierto V'
de E' tal gque U' = }7'_1(V'). Por la Proposicidn 1.4, podemos en
contrar un entero n tal que E, € U'. Pongamos V' = Q7(U')+ﬁn.
Entonces, V' es ciertamente un submbéddulo abierto de E y ademas

' c &k_qu'). Ahora, si e ¢ %’—l(v'), entonces existe u'€ U' tal

gue Z?(e—u')EZEn. En consecuencia, por el Teorema 1.31, e-u'€& Ep

y entonces e €U'. Se sigue que U' = &7_1(V').

COROLARIO 1.33

Con la notacidén usual, }f induce un isomorfismo
E/Epnh ¥E/Ep

de R-mddulos, para cada n30.
PRUEBA:
Por el Teorema 1.31, podemos tomar U = Ep ¥y V = En en el Teorema

1.32.

Ahora, consideremos un homomorfismo continuo entre dos mddulos

filtrados en relacidn a completaciones de estos mddulos.

TEOREMA 1.34

-

Sean E y E' R-mbddulos filtrados y E, E completaciones de E y E',

respectivamente. Si f: E —> E' es un R-homomorfismo continuo,




entonces existe un Gnico R-homomorfismo continuo f: E ——> E'

tal que el diagrama

A
b &e—— b

es conmutativo (Aqui, ¢% Y ¢’lson los homomorfismos candnicos
de E v E' en sus completaciones).

PRUEEBA:

Denotaremos las filtraciones de E, E', E y E' por {En}n>0r{Eﬁ}n>0
{En}n>0 Yy {Eﬁ}ngor respectivamente. Ya que f es continuo, podemos
encontrar una sucesidn estrictamente creciente vg, Vi, V2: ...

de enteros no negativos tal que
f(EVk) < Ex (1.4.3)

para todo valor de k. Se sigue qgue

Qo oo
£(NVE) & fFYEL,
k=0 k=0

mo
£x: Y(E) —— Yr(E" (1.4.4)

tal que el diagrama
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V) —— Y (E")

f*

es conmutativo; por (1.4.3), tenemos que

£ YE) NEBy) = £50 Y (By)) = Y (E(Eyy))
c YrEp = YrEn N E

entonces
£ YE NEy) ¢ Y (E) N EL (1.4.5)

Sea gwsﬁ. Ya gque Z?(E) es denso en E, existe una sucesidn {um}
de elementos de &7(E) tal que lim up = §. Por tanto, {um} es u-
una sucesidn de Cauchy y ahora vemos, de (1.4.5), que {f*(um)}
es una sucesidn de Cadchy en E'. Pero, E' es completo. Asi,
{f*(um)} tiene un limite en E' y, ya que E es un espacio de Haus
dorff, este limite estd determinado UGnicamente por {umf.
Supongamos gue tenemos una segunda sucesidn, digamos {vm}, tal
que v € }&(E) para todo m y lim vy = £. Entonces, por supuesto,
lim £*(vy) tambien existe. Ahora, lim (up-vy) = 0. De agqui, por
(1.4.5), lim £*(uy=-vy) = 0 y por tanto, lim f£*(up) = lim £* (vy).
Por tanto, lim f* (uy) depende sdlo de f y es independiente de la
seleccibn de la sucesidn {um}.Entonces, podemos definir un mapeo

-~

f: E —— E' por medio de la ecuacidn

Hh)

() = lim £*(up) . (1.4.6)
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-~

Veamos que f es un R-homomorfismo. Si r € R, entonces por (1.3.3),
ambos lim (rup) = r& y lim £*(rup) = r lim £*(up), asi, tenemos
gque f(rg) = r E(g). Por otra parte, si §; y &, pertenecen a ﬁ,
entonces podemos encontrar sucesiones {up} y {vp} de elementos
de ﬂ&(E), las cuales convergen a &1 y &2, respectivamente. Pero,
por (1.3.1), lim (up+vp) = %1+& vy, asi, f($l+$2) = E(el)+f($2)-
Ahora, mostremos que f es continuo. Asumamos que Eéiﬁvk. Por el
Teorema 1.31, ﬁvk = Z?(Evk) Y . por tanto, podemos arreglar que
la sucesidn {um} esté compuesta de elementos de Q;(Evk)

}&(E)f\ EVk’ Pero, en este caso, f*(up) € ﬁg para todo m, en vir

tud de (1.4.5). Ahora, por el Corolario 1.5, Eg es un submddulo

cerrado de E' y por tanto, f(;) = lim £* (uy) € ﬁk. Se sigue que

-~

£( By, ) € Ex (1.4.7)

para todo valor de k. Esto muestra que el homomorfismo f es con
tinuo en el elemento cero. Entonces, por la Proposicidn 1.13, £
es continuo en E.

Por otra parte, si T GZ&YE), podemos tomar por {um} la suce-
sid6n cuyos términos son todos iguales a £ y de esto vemos que
f( &) = £*(&). Asi, £ y £* coinciden en a%(E) Yy, por consi-

guiente, el diagrama
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es conmutativo.

Finalmente, observamos que si dos mapeos, digamos El v 52, tie-
nen las propiedades descritas en la exposicidn del teorema, de-
den coincidir con f£* en ;ﬁ(E). Asi, fl Yy Ez son continuos y

coinciden en un subconjunto denso de E.

COROLARIO 1.35

Sea la situacidn como 1la descrita en el Teorema 1.34 y suponga
mos gque f es compatible con las filtraciones de E y E'. Enton-
ces, f : E—> E' es compatible con las filtraciones de E vy E'.
PRUEBA:

Usando la misma notacidn como fué empleada en la prueba del Teo
rema 1.34, notamos gue la sucesidn vg, Vi, V2, ... puede ser to

mada para consistir de los enteros 0, 1, 2, ... en su orden na-

tural. En este caso, (1.4.7) llega ser £ ( ﬁk_) C ﬁk para todo k.

COROLARIO 1.36

Sea la situacidn como la descrita en el Teorema 1.34 y suponga-
mos gque el homomorfismo f: E ——> E' es estricto. Entonces,

f: E——> E' es tambien estricto.

PRUEBA:

Por el Corolario 1.35, f es compatible con lias filtraciones de

E vy E'. En consecuencia, f( ﬁk ) € ﬁk Yy, tenemos la inclusidn

-~ -~

£ ( Ex ) & £(E) N ER. Ahora, asumamos que E'€ £(E) N ﬁﬁ. Entonces,

—
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existe § €E tal gque f( E) = 5'. Ahora, ya gue Qf(E) es denso en
ﬁ, existe e € E tal que | }?(e)e ﬁk. Se sigue gue £ ;?(e))e ﬁk.
Pero, f( ;ﬁ(e)) = }?'(f(e)) Yy, por el Teorema 1.31, }%'_l(ﬁk)
= Ekx. Asi, f(e)€ Ef y, por tanto, £(e) &€ £(E) (M Ef = £(Eg), por-
que f es estricto. Ahora, vemos que hay un elemento x € Ex tal

gue £(x) = f(e) y, por tanto, £ ( 9¢(x)) = F( }?(e)). Asi,
%(e)— %’(x) € Kerf Yy

= (5- Y+ T+ Ple)- Fx)
pertenece a ﬁk+Kerf. Finalmente,
%' = £(g) e £ (Ex+Kerf) = £(Eg).

El corolario se sigue.

El Teorema 1.34 muestra gque cada homomorfismo continuo E ——> E'
da origen a un homomorfismo continuo bien definido entre una com
pletacidn de E y una completacidn de E'. En adelante, designare
mos automdticamente este homomorfismo colocando una ~ sobre el

simbolo del homomorfismo original.

TEOREMA 1.37

Sean E, E' y E" R-mbdulos filtrados teniendo a E, B Yy E", res-

pectivamente, como completaciones. Suponga yue

f: E— E' vy g: E! —> E"
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son R-homomorfismos continuos. Entonces
gf: E ——> E'

A\
es un R-homomorfismo continuo y gf = gf.

COROLARIO 1.38

~

Sean E y E' R-mbdulos filtrados con completaciones E y E', res-—
pectivamente. Si ahora, f: E —> E' es un isomorfismo continuo

de E en E' y el isomorfismo inverso g: E' —> E es tambien con

-~

tinuo, entonces f: E ——> E' es un isomorfismo continuo de E en

~

E' y su inverso es g.

PRUEBA:
Tenemos gf = i, donde 1 es el mapeo identidad de E. Entonces,
por el Teorema 1.37, &f = i. Sin embargo, es obvio de la defini

cidn que i es el mapeo identidad de E. Similarmente, f@ es el ma

peo identidad de E'. Esto completa la prueba.

El siguiente teorema nos dice que cualesqulera dos completacio-
nes de un mddulo filtrado son virtualmente Gnicas. En vista de
esto es costumbre hablar de la completacidn de un mdédulo filtra

do, mds que de una completacidn.

TEOREMA 1.39

-

Sea E un R-mddulo filtrado y supongamos gue E con filtracidn
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{En}n>0 y E* con filtracidn {Eﬁ}n>o son dos completaciones de E.
Entonces, existe uno y solamente un mapeo continuo w: E — > E*

tal que el diagrama

YN
E ——> E*
\

es conmutativo, donde }? y p%* son los homomorfismos candnicos
asociados con las completaciones.
El mapeo w tiene las propiedades adicionales:
i) es un isomorfismo del R-mddulo E en el R-mddulo E*.
ii) w( ﬁn ) = Eﬁ para todo n.
PRUEBA:
Al tomar E = E' y £ como el mapeo identidad de E, se sigue, del
Teorema 1.34, la existencia y unicidad de w y, del Corolario 1.38,
que es un isomorfismo de R-médulos. Finalmente, por el Corolario

1.36, w es estricto, que en el presente caso significa que

w(Ep) = W(E) M Ej = BE* f\ﬁﬁ = Eﬁ para todo n.
DEFINICION 1.40

Sea R un anillo. Se define el "centro" de R como el conjunto de

todos los elementos r&€ R tal que

para todo x € R.
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Sea f: E—— E' un homomorfismo de un R-mdédulo E en un R-mddu
lo E' y sea r€ R. En general, el mapeo ¢: E —> E' definido

por ¢(e) = r f(e) no es un homomorfismo, porgque no estamos asu-
miendo que R es conmutativo. Sin embargo, 1o serd cuando r per-

tenezca al centro de R. Con esta observacidn damos el siguiente

TEOREMA 1.41
Sean E y E' R-mddulos filtrados con E y E' sus respectivas fil-
traciones. Ademds, sean f, f1 v £ homomorfismos continuos de E

en E' y r perteneciente al centro de R. Entonces
f1+£2, f1-£2 y rf

son homomorfismos continuos de E en E' vy,

. ~ )
rf

N o A P . o~
f1+fp = f1+fp, £f1-fp = f1-f2 y = rf.

PRUEBA:
Probemos solamente la relacidn aditiva, pues las otras se siguen
por medioc de consideraciones similares.

Sea s un entero no negativo. Podemos encontrar t>»0 tal que
f1(Et) € BS vy £f2(Et) € Es.

Se sigue gque
(£1+£2) (Bx) € Eg :

Yy, por tanto, fi1+f2 es continuo. Similarmente, fl + %2 es conti
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nuo. Ya que el diagrama

es conmutativo ( &&jy &%' son los homomorfismos candnicos), te

~ ~

nemos que f::?} = f1+f5.

COROLARIO 1.42
Si f: E ——> E' es un homomorfismo nulo, entonces f: E —> E'

tambien lo es.

Supongamos ahora que E, E', E" son R-mbédulos filtrados y que £, g

son homomorfismos

EII E EI

que son compatibles con las filtraciones apropiadas. Esto da 1lu

gar a la situacidn

{oly)
H‘

-~

E"

L\'s
)
v
)

en la cual, por Corolario 1.35, £ A% § satisfacen similarmente
las condiciones de compatibilidad. Ahora, para cada npy0, tenemos

un diagrama conmutativo
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E"/Ej —> E/Ej —> E'/E}

CTTTT e

E"/El —> E/E, —> E'/E}

Acd, los mapeos de arriba son inducidos por £ y g, mientras que
los de abajo por £ Yy §. Los mapeos verticales, por otra parte,
vienen de los mapeos candnicos de E", E y E' en sus respectivas

completaciones. En consecuencia, por el Corolario 1.33, todos

los mapeos verticales son isomorfismos.

LEMA 1.43
Sea la situacidn como la descrita arriba y supongamos que, en a

dicidn, g es estricto y
E"/EY ——> E/E, —> E'/E}

es exacta, para todo n»0. Entonces, la sucesidn

E" —> E E'

es tambien exacta.
PRUERBA:

Las propiedades del diagrama (1.4.8) muestran que

8v/8n —> B/, — B'/B)

es exacta, para todo n»0. Tambien, por el Corolario 1.36, § es

estricto. Esto significa que para los propdsitos de la prueba po
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demos asumir que E, E', E" son ellos mismos completos y deducien
do que

E" E El

es exacta, establecemos el lema.

Sea e" € E". Ya que el resultado de la composicidn

E"/Ejf —> E/E, —> E'/E}

es un mapeo nulo, se sigue que (fg) (e") € E;, para todo n. Pero,

00
MNE, = 0,
n=0
porque E' es completo. Entonces, (fg)(e") = 0 y, por tanto, fg

es un homomorfismo nulo, es decir, Img & Kerf.
Ahora, probemos la otra inclusidn. Sea ¥ € Kerf; mostraremos que
&= g(7), para algin 7 eE". Para este fin construimos una suce-

sidn 74, 771+ 72, ... de elementos de E" que satisfacen

i) €-g(?7p) € En, Y

11) 77n+1-7n € En,

para todo n. Asumimos, por el momento, que tenemos tal sucesidn.
Por la Proposicidn 1.24 y ii), se sigue que 1lim 77, = 77 (digamos)

existe. Ahora, de i) y el heciho que g es continuo, obtenemos

T= 1lim g(7y) = g( lim 7y ) = g(7)

como es requerido. Asi, solamente resta mostrar que una sucesidn
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70/ 771r 72+ +.. COD las propiedades necesarias puede ser encon-
trada. Esto serd hecho para construir los t&rminos en sucesidn.
Iniciamos tomando »g como un elemento arbitrario de E". Ahora,

supongamos gue hemos obtenido %g, %1, ... + 77k Y que satisfacen
i) y ii), en cuanto que estas condiciones relacionan a estos e-

lementos. Ya que Ee€Kerf, la imagen natural de ¥ en E/Ex,; per-

tenece a

Ker ( E/Exy] —> E'/EfL4q )

= Im( E"/Eff47 —> E/Ex4+1 )

y asi, existe #* &€ E" tal que g(7*)- f€Ek+1. Por consiguiente,
g(#*)-g(7k) € Ex v asi g(¥*-7x) pertenece a g(E") (V Ex = g(E}),

porque g es estricto. Entonces, existe eg € Ef tal que g(Z#*-7¢) =

g(ef). Hagamos %41 =?i+e§. Luego, 7k+l—ﬁk}SEﬂ yr, porque g (Zk4+1)

= g(»*), debemos tener que E-g(x+1) € Ex41. Esto muestra que la

sucesidn ¥qg, 71, --- : 7k puede ser continuada; lo que completa

la prueba.

TEOREMA 1.44
Sean E, E' y E" R-mbdulos con filtraciones {En}n>0r {Eﬁ}n>0 Y

{Eﬂ}n>0 y completaciones E, E' y E". Ademds, sea

g . £

E" E E'

una sucesidn exacta, en la que f y g son homomorfismos estric-

tos. Entonces, para cada n»0, la sucesidn inducida



41

E"/E} —> E/Ep — E'/E} (1.4.9)
es exacta. En adicidn, £ Yy 5 son homomorfismos estrictos y

- g .~ £ .

E" g E E'

es tambien una sucesidn exacta.

PRUEBA:

Solamente es necesario mostrar que (l1l.4.9) es una sucesidn exac-—
ta, porgue entonces el teorema se seguird en virtud del Corolario

1.36 vy Lema 1.43. Obviamente,
Im ( E"/Ej —> E/E, ) € Ker ( E/E, —> E'/E} ).

En lo que sigue, ¢p: E —> E/E, vy Op: E" ——> E"/E} denotarédn
los mapeos naturales.

Sea we€Ker ( E/Ej —> E'/Ej ). Ya que f es estricto, se sigue
del Lemeé 1.18, gque w = ¢n(e), para alglin e € Kerf. Pero, tenemos
dque K¢ = Img. Consecuentemente, e = g(e"), para algln elemento
apropiado e" € E". Asi, w = ¢n(g(e")) = (¢ng)(e"), que muestra gue
w es la imagen de ¢} (e") bajo el mapeo E"/Ej —> E/Ep. Por tan

to, wé€Im ( E"/ERL —> E/Ep ) vy la sucesidn (1.4.9) es exacta.

1.5 LA EXISTENCIA DE COMPLETACIONES

En la seccidn anterior establecimos un nlimero de propiedades de
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las completaciones de mddulos filtrados, pero tenemos que mostrar
que un mddulo filtrado siempre posee una completacidn. Hay més

de una manera en que podemos hacerlo. El método que usaremos em
plea la nocidn de limite proyectivo.

Sea {En}n>0 una filtracidn de un R-mddulo E. Entonces el mapeo

identidad de E induce un R-homomorfismo

para cada n)»l. Por consiguiente, tenemos mapeos

On+l Tn

ee. ——> E/Ep+] —> E/Ep ——> E/Epe] ——> «..
71

—> E/Eq —)E/Eo. (1.5.1)

Supongamos que & = {gh}n>0 es una sucesidn en que xp € E/E pa-
ra todo ny0 y UYxn) = Xp-1 Para todo nyl. La totalidad de tales
sucesiones sera denotada por E. Este es llamado el "limite pro-
yectivo" del sistema (1.5.1). Obviamente E es no vacio. Ademas,
podemos darle la estructura de un R-mddulo, de manera que, si

-~

{xnﬂ Yy 4xﬁf pertenecen a E y r€ R, entonces

{xp + x4t (1.5.2)

{Xn% +dxpt

Y r {xnf = {rxpf. (1.5.3)

Para k30, sea Ek el R-submédulo de E consistiendo de todos los

elementos de E para 1los que xx = 0. Entonces
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EOQE]__D_EZQ"‘Q Ex O ...

-~

Asi, {Ek}k>0 es una filtracién de E y tenemos

00
Ex = 0
k=0
Ahora debemos mostrar que E es completo con respecto a su filtra
cidn.
Sea {E(S)}, donde E((S) - {XAS)}I])/O ys=1,2, 3, ..., una suce

s16n de Cauchy de elementos de E y supongamos que k}»0 es un ente

ro dado. Entonces, E(S+l)— E“ﬂ € Ek cuando s es grande y, por
tanto,
xé5+l) = xﬁs).
- . = (1) (2) (3)
Asi, la sucesidn xx ', Xk ', Xk~ '+ ... eventualmente llega a ser

constante. Sea Xy el valor terminal y hagamos & = {xkszo. Ob-
viamente, € € E cuando s es suficientemente grande. Por tanto,
§(S) —_— 3 Y E ha sido mostrado como completo.

Sea ¢p: E —> E/Ep el mapeo natural. Entonces, para cada e €E
la sucesidn {¢n(e)}n20 es un elemento de E. Podemos definir asi

un mapeo yf: E ——> E tal due

Ye) = {¢n(e)}nyo-
o0

Este es claramente un R-homomorfismo y Ker ;ﬁ = f\En. Afirmamos
n=0
que yf es estricto. En verdad, supongamos que 5=={Xn}n>0 per
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tenece a 17(E)(q Er. Entonces, existe e €E tal que %f(e) = E
Y, por tanto, xp = ¢n(e) para todo nj0. Pero, Xx = 0. En conse-

cuencia, e€Ex vy § = yy(e) € pf(Ek). Se sigue que

YIE) NEx € Y (Ex)

Yy, como la inclusidn opuesta es obvia, nuestra afirmacidén de que
y7 es estricto ha sido establecida.

Hay una propiedad final que debemos comprobar, antes que podamos
asegurar que tenemos una completacidn de E, a saber, debemos mos
trar que la clausura 17(E), de ;?(E), coincide con E. Para ello,
sean 7= {Yn}n>0 un elemento dado de E y k30 un entero dado. En
tonces, yx €E/Ex y, por tanto, existe e €E tal que @y (e) = yx. Si
ahora se sigue que 77 - ZV(e) pertenece a ﬁk Yy, por tanto,

7+ ﬁk corta a ;f(E).*Ademés, esto es cierto para todo k. Esto
muestra que Z?é }7(E) y asi vemos que (E) = E como era reque

rido. Resumimos y asentamos nuestras conclusiones en el siguiente

TEOREMA 1.45
Sea {En}n>0 una filtracidén de un R-mddulo E. Entonces, E posee u
na completacidén con respecto a su filtracidn. Ademds, una comple

tacidn puede ser obtenida como el limite proyectivo del sistema

On+1 Jn
... ——> E/Eps] ——> E/Ep ——> B/Ep-] —> ..

-

01
> E/E] —> E/Eg-



en la manera descrita arriba.
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CAPITULO II

ANTILLOS FILTRADOS
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2.1 ANILLOS FILTRADOS

DEFINICION 2.1
Sea R un anillo. Entonces, una filtracidn de R es una familia

{An}nzo de ideales (izquierdos y derechos) que satisface

An D An+1

para todo nj;o0.

Ahora, si consideramos a R como un mddulo (izguierdo) con respec
to a si mismo, tenemos que R es un mddulo filtrado, con {An}nzo
como filtracidn. Esto nos conducir@ a un nmero de resultados del
capitulo anterior. Por ejemplo, hay una topologia de la filtra-
cién en R que tiene a los conjuntos de la forma A+ Ap, donde

X &R y n20, como una base. Ahora, por la Proposicidén 1.10, el
mapeo R —> R en el gue cada elemento es mapeado a su opuesto
es un homomorfismo y, asi tambien, el mapeo 'Up: R —> R donde
‘Up(r) = r + p. Aqui por supuesto, p es un elemento fijo de R.
Sea RxR dotado con la topologia producto. Ya sabemos, de la Pro-
posicién 1.11, que el mapeo UO: RXR —> R definido por &(r,r')
= r + r'" es continuo. En la presente ocasidn, tambien tenemos un
mapeo multiplicativo ﬁ’: RXxR —> R en que /{(r,r') = rr'. Este
tambien es continuo. Sean %, 4 pertenecientes a R y k»0 un en-

-

tero. Entonces, cuando X pertenece a o+ Ayp y Yy pertenece a
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P+ By, H (x,y) = xy pertenecerd a &p + Ax. Entonces,
H( «+ By, p+ Bx) € M (X, ) + Ak v la continuidad de M que

da demostrada.

Sean fap} v {pn} sucesiones de elementos de un anillo filtra-

do R y supongamos que &K —> X vy ﬂm —> ﬂ>. Ya sabemos que
Xy *+ /bm—> O(+/_’> (2.1.1)
y Xp = Pppn—> X-/ (2.1.2)

Como hemos visto, la multiplicacidn es una funcidn continua; por

lo gque podemos agregar

X fpm —> X3 (2.1.3)

Sin embargo, el concepto de completaciédn de un anillo filtrado

reguiere un breve comentario.

DEFINICION 2.2

Sea {An}n>0 una filtracidn de un anillo R. Una completacidn de

R con respecto a su filtracidén es un objeto que consiste de un
anillo R, una filtracidn {gn}n>0 de ideales de R y un homomorfis
mo de anillos 3&@ R ——> ﬁ, gue satisfacen las siguientes con-

diciones:

i) R es completo con respecto a {ﬁn}nzo

ii) YWiap) = YR () Ay para todo ny0
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iii) ;%(R) es denso en R

o™
iv) Ker y7= f%An .
n=

Como en el caso de mddulos, debemos referirnos a {ﬁn}n20 como

la filtracidn candnica en R y a ?7: R —> R como el homomorfis
mo candnico (suponemos que para un homomorfismo de anillos el e
lemento identidad mapea al elemento identidad). Notemos, de pa-

so, que si R es un anillo conmutativo, entonces lo es tambien R.
Es claro que si 5,7 pertenecen a }&(R), entonces g7 = 7g. Pero,

todo elemento de R es el limite de una sucesidn de elementos de

}&(R). En consecuencia, el acierto se sigue de (2.1.3) y la uni
cidad de limites.

Supongamos que R es una completacidén de un anillo R. Si r€eR y

§e£ﬁ, podemos convertir R en un R-médulo (izquierdo) definiendo

rg = V(r)z;,

donde 'y7es el homomorfismo candnico. Los R-ideales Ap entonces
llegan a ser R-submddulos de R. Podemos considerar, por tanto,

a Ry R como R-mddulos filtrados, teniendo a {Antnyo ¥ {an}n>0
como sus respectivas filtraciones. En este entendido, R es una
completacidén de R, en el sentido que fué& establecido en la sec-
cidn (l1.4). De esta manera, podemos hacer uso de un nlmero de
resultados iniciales sin el problema de examinar sus pruebas pa
ra ver el cambio de mddulos a anillos que hace cualquier diferen

cia esencial. Asi, del Teorema 1.31, se sigue que in es la clau
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sura de J/(Ap) en R y Ap =‘u7_l(£n). Ahora, por el Corolario 1.33,

y7induce una mapeo uno-a-uno
R/A, —> R/Ap

de R/Ap en ﬁ/ﬁn. Ya que }& es un homomorfismo de anillos y Ap, ﬁn
son ideales, el mapeo es efecto un isomorfismo de anillos.

La cuestidn de la unicidad de la completacidn de un anillo filtra
do puede ser establecida con la ayuda de resultados iniciales. Su
pongamos gue R con filtracién {gn}n>0 Yy R' con filtracidn {gﬁ}n>0
son dos completaciones del anillo filtrado R y sean }&: R —> R
y }&': R —> R' los mapeos candnicos. La teoria de los mddulos

filtrados nos dice gue existe uno y sdlo un mapeo continuo
w: R —> R!

tal que el diagrama

V// \w (2.1.4)

es conmutativo. Tenemos que w(Ay) = Aj para todo n, y w mismo es
un isomorfismo de anillos. Adem&s, considerando a R, R Y R' como

médulos filtrados y aplicando el Teorema 1.39, se sigue que

i) w(Ap)

It
=g
-



50

ii) w es un mapeo uno-a-uno de R en R'

iii) si §,,77€R, entonces

WwlEBE+77) =w(g) +wi).

Ahora, pordque (2.1.4) es conmutativo y y*, }9' son homomorfismos
de anillos, vemos que w( 1lg ) = 1lg'. De acuerdo a esto, sblo es

necesario mostrar gque

wigy) = wig)w(zy)

para todo q,'q en ﬁ. Sin embargo, cuando &, ] pertenecen a
}7(R), esto es una consecuencia de las propiedades conmutativas
del diagrama (2.1.4). En el caso general, cada &, 7] en R = }?UU
es el limite de una sucesidn de elementos pertenecientes a }#(R).
Ya gue w es continua,ﬂél resultado se sigue de (2.1.3) y (1.3.4).
Por otra parﬁe, la existencia de completaciones de anillos filtra
dos puede ser establecida modificando el método usado en el caso
de mddulos. Para ver esto, sea R un anillo filtrado con filtracibn

{An}nzo- Entonces, el mapeo identidad induce un homomorfismo so-

breyectivo de anillos
C,: R/A, —> R/Ap-1
para cada n»l. Ahora, sea R el limite proyectivo del sistema

o On -
cee —> R/Apy; —23 r/AL, — O R/ALL] — ...
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¢
—> R/Aj ———i% R/Ag

y sean {xp}nyo- {Yn}nzo elementos tipicos de R. Entonces, R tie-
ne una estructura natural como un anillo con elemento identidad,

en gue

{Xn}nzo * {Yn}nzo = {Xn * Yn}nzo

{Xn}nzoiyn}n>0 = {Xn Yn}n}O‘

El elemento identidad es la sucesidn {Xn}nzo en que, para cada
ny0, x, es el elemento identidad del anillo R/Ap.

Para k30, sea ﬂk el R-ideal gue consiste de aguellas sucesiones
{Yn}nzo para las que yx = 0. Entonces, {ik}kzo es una filtracidn
en R Yy R es completo con respecto a su filtracidn.

Finalmente, sea ¢5: R ——> R/A, el mapeo natural y definamos
Y: R ——> R por Yir) = {¢n(r)}n>0' Entonces, P es un homomor
fismo de anillos. Ademds, R, la filtracidn {gn}n>0 y el homomor-
fismo }? constituyen una completacidn del anillo filtrado R. Las
razones por las cuales ellos tienen las propiedades necesarias
son esencialmente las mismas que aquellas encontradas en la teo-
ria de mddulos filtrados.

A continuacidén, presentamos casos sobre anillos filtrados que tie

nen significado para nuestras investigaciones siguientes.

LEMA 2.3



52

Sea R un anillo filtrado, R su completacidn y %: R ——> R el
homomorfismo candénico de anillos. Si ahora, r pertenece al centro

de R, entonces ]&(r) pertenece al centro de R.

PRUEBA:

Si 77 pertenece a W(R), entonces ?ZV(r) = %(r)?] . Sin embargo,
V(R) es denso en R y la multiplicacidn es una funcidn continua.
Se sigue que ﬁ,W(r) = V(r)s. para todo gef{.

LEMA 2.4

Sea R un anillo filtrado. Denotemos por Ll el subconjunto de R
consistiendo de todos los elementos X tal que x' converge a ce-
ro cuando n tiende al infinito. Entonces, ﬂ es cerrado con res-
pecto a la topologia filtracidn.

PRUEBA: E

Sea {An}n>0 la filtracidn en R y supongamos que y pertenece a la

clausura {1 de L. Si ahora un entero k»0 es dado, entonces

y + Ay corta a {L y por tanto
Yy - X € Ap

para algln x ¢ {L. Pero, Ax es un ideal. En consecuencia,
y T oxD € Ay

para todo n. Sin embargo, xneAk para todo n grande y por consi-

guiente y™ € Ay cuando n es grande. Asi, y! —> 0, que es decir
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vy € L.

PROPOSICION 2.5

Sean R un anillo filtrado completo y B un ideal (izquierdo) de R.
Supongamos que para todo x & B, xI! converge a cero cuando n tien-

de al infinito. Entonces, B esté& contenido en el radical de Jacob
son de R.

PRUEBA:

Sean X€ B y L un ideal maximal (izgquierdo). Serad suficiente mos-

trar que x pertenece a L. Asumamos lo contrario. Entonces,
Rx + L = R

y asf rx + A =1 para elementos convenientes ré€ R y A€&€L. Ponga-
mos rx = y. Entonces, A= 1 -y y y€B. Se sigue que y? — 0 y

por tanto, por la Proposicibn 1.26, la serie
1 +y + y2 + y3 + e
converge. Sea z su suma. Entonces, ya que
(1 +y+y2+y3+ o0 +yP)(1-y)=1-y*l

para todo n»0. Se sigue que z( 1 -y ) = 1. Asi, zA= 1 y ahora

tenemos una contradiccidn, porque L es un ideal propio izquier-

do.
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2.2 MODULOS FILTRADOS SOBRE ANILLOS FILTRADCS

Sean R un anillo filtrado con filtracidn {An}n>0 y E un R-mddulo

con filtracidn {Enknzo' Entonces, podemos completar R para obte-

ner un anillo R Yy tambien completar E para obtener un R-mddulo E.
Naturalmente, esperamos que E tendrd la estructura de un R-mddulo
siempre que las dos filtraciones est&n convenientemente conecta-

das. Esta es la idea que ahora serd explorada.

Ya que E es un R-mddulo, tenemos un mapeo multiplicativo
RXE —> E

en que (r,e) es llevado a re. Ademds, R y E estdn dotados cada u
no de una topologia filtracidn; asi, podemos dotar a RXE

de la topologia producto.

DEFINICION 2.6
Diremos gue la filtracidn en E es "compatible" con la filtracidn
en el anillo R si el mapeo multiplicativo RXE —> E es conti-

nuo.

Supongamos por el momento que este es el caso y sean X —> &« ¥
Xm —> X, donde {cKm} €s una sucesidn de elementos de R y {xm} u

na sucesidn de elementos de E. Entonces, por supuesto,

-
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LEMA 2.7

Las siguientes dos proposiciones son equivalentes:

a) el mapeo multiplicativo RXE ——> E es continuo

b) dado e€ E y k30 existe un entero p)»0 tal que
Ape C Ex.

PRUEBA:
Supongamos que a) es cierto y sean e€ E y k>0 dados. Ya que la
multiplicacidn es continua en (0,e); existen enteros p30, g»0 ta

les que

Ap(e+Eq)CEk.

En particular, Ape C Ek- Asi, a) implica b).

Ahora asumamos que b) es cierta. Debemos mostrar que la multipli
cacidn es continua en (r,e). Para este f£in supongamos gue un en-
tero k es dado. Entonces, Ape C Ex para un entero p. Si ahora «
pertenece a r + Ap Yy X pertenece a e + Ex, entonces &Kx estd en
re + Ex. Consecuentemente, tenemos continuidad en (r,e).
Consideremos la situacidn en cue la filtracidn en E es compatible
con la de R y sean E Y R las respectivas completaciones. Debemos
usar }?R: R ——> R y }?E: E ——> E para denotar los mapeos ca-
nbnicos (Asi, &?R es un homomorfismo de anillos y y?E es un homo
morfismo de R-mbddulos). La notacidn para las filtraciones de R,

~

E, R y E seré&n las usuales.
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Sea e ef: Yy k20 un entero dado. Podemos encontrar entonces e e E
tal que e - %E(e) éﬁk. Ahora, por el Lema 2.7, existe p20 tal

dJue Ape C Ex y, por consiguiente, APVE(e) C ﬁk. Se sigue dque

-~

Apé C Ex- (2.2.2)

Esto muestra que la filtracidn en E es compatible con la filtra-
cidn en R.

Ahora, sea X € R y é € E. Existe una sucesidn fap} de elementos
de R tal que < = lim WR(am) . Supongamos que k»0 es dado y se-
leccionemos p>»0 tal que (2.2.2) se cumple. Hay entonces un ente-

ro positivo N tal que, cuando m,q»N, la diferencia

Yrlan) - Yrlag)

-

pertenece a ip. En este caso, ap - ag pertenece a Vﬁl(ip) = Ap
Yy, por tanto, apé - aqé est& en ﬁk. Esto muestra que {amé} es u-
na sucesidén de Cauchy y, entonces, una sucesidn convergente. Ade
mas, si {arh} es otra sucesidn de elementos de R para la cual

X = 1lim %R(arh] , entonces podemos facilmente verificar que

{amé - amé} converge a cero. Por consiguiente, podemos definir el

producto RXE —> E asi
®xe = lim (apye). (2.2.3)
Observe que si a &R, entonces

Yr(a)é = aé. (2.2.4)
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Ahora supongamos que « eﬁp. Entonces, ya gque ﬁp es la clausura
de WR(AP) , podemos arreglar que todos los elementos ap estén en
Ap. Pero, en este caso, ape ef)k, por (2.2.2), y asi Otééf)k, por

gque ﬁk es cerrado. Esto muestra que
Ape ¢ Ex. (2.2.5)

Ahora, si éef)k y <« es ahora arbitraria, entonces amééﬁk, por-
que ﬁk es un R-mddulo. Asi, obtenemos e ef)k y hemos mostrado

que
XEx C Eg- (2.2.6)

Pretendemos que f) llegue a ser un R-mddulo. Para este fin, supon
gamos que &, [661?{ Yy & € E. Debemos mostrar gue oc(/bé) coincide
con ( o&/&,)é (La verificacidn de los otros axiomas de mddulo es
sencilla y se deja al lector). Seleccionemos sucesiones {am} )%
{bm}, de elementos de R, tal que o« = lim %R(am) y f£= lim 'yfR(bm)
Yy sea k30 un entero dado. Cuando m es suficientemente grande, te
nemos que ABe - bné € Ex y, por tanto, am(ﬁé) - (apbpm) € pertene-
ce a Ex. Por (2.2.3), ap(p@é) —> o (A8&). Ademds, Y 'g(ambm)
Yrlam) Yribp) tiende a o p . Entonces, (apbp)é —> (xp)&. Se
sigue que o((/bé) - | 04/5 )é pertenece a Ek. Pero, esto es cierto
para todo k. Consecuentemente, m(/&é) = (xp )é y nuestra pre-
tensidn estd justificada.

Por (2.2.6), ﬁk es un R-médulo. AsI, {ﬁn}nzo es una filtracidn en

-~

E, cuando E es considerado como un R-mddulo. Por (2.2.5), {Ek}kw
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es compatible con {ﬁk}kzo- Resumimos nuestras conclusiones en el

TEOREMA 2.8

Sea R un anillo filtrado, E un R-mbddulo filtrado y supongamos gque
la filtracidn en E es compatible con la de R. Si ahora, R Yy E son
completaciones de R.y E, respectivamente, y‘%VR: R—> R es el
homomorfismo candénico de anillos, entonces a E se le puede dar la

estructura de un R-mddulo, ya que

i) p?R(r)é = ré para todo r€ Ry &€ E
ii) la filtracién de E consiste de R-submddulos y es compatible

con la de R.

Ademé&s, estos dos requerimientos determinan completamente la es-

tructura de E como unfﬁ—médulo.

Solamente la afirmacién final necesita comentarse. Sin embargo,
cuando todas las condiciones son satisfechas es claro gque debe-
mos tener « & = lim (apé), con tal de que {ap] sea una sucesidén
de elementos de R tal gque {y&R(am)} converge a of . Esto muestra

gque hay sdlo un valor posible para el producto de e y e.

COROLARIO 2.9
Sea la situacidn como la descrita en el enunciado del Teorema

2.8. Entonces, para reR y e € E tenemos el pfoducto
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YElre) = Yrir) YEl(e),

donde L#E: E—>E es el homomorfismo candnico de R-mddulos.
PRUEBA:

Esto se sigue enseguida porgque, por el Teorema 2.8,

YR(X) Ygle) = r¥gle),
y rYgle) = Yglre),

porque P&E es un R-homomorfismo.

COROLARIC 2.10

Con las mismas suposiciones del Teorema 2.8, los R-submddulos a-
biertos de E coinciden con los R-submddulos abiertos de E.
PRUEBA:

Sea V un R-submddulo abierto de E. Debemos demostrar que es tam-
bien un R-submbédulo. El converso es obvio porgque cualqguier ﬁ-sug
mddulo de E es un R-mddulo.

Sea a:eﬁ y veV. Ya que V es abierto en ﬁ, existe un entero k
tal que ﬁk <€ V. Ahora, la filtracién de E es compatible con la de
R. Consecuentemente, pof el Lema 2.7, exXiste un entero p tal que
ﬁpv - ﬁk. Seleccionemos r € R tal que &« - ;9R(r) pertenece a ﬁp.

Entonces
( q-'Wku))veﬁ{gV.

Pero y}R(r)v = rveV, porque V es un R-mddulo. Se sigue que &KV
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V. En consecuencia, V es un R-mddulo de E.

En el futuro, si R es un anillo filtrado, E un R-mdédulo con u
na filtracidn compatible y hablamos de E como un ﬁ—médulo, en
tonces siempre es posible entender gue nos referimos a la es-
tructura , como un ﬁ-médulo, suministrada por el Teorema 2.8.

Esto se aplica, en particular, al teorema gue sigue

TEOREMA 2.11
Sea R un anillo filtrado y E, E' R-mddulos filtrados cuyas

filtraciones son compatibles con las de R. Si ahora
f: E——> E'

es un R-homomorfismo continuo, entonces el mapeo asociado
f: E ——> E°

(ver Teorema 1.34) es un homomorfismo de R-médulos.
PRUEBA:
Sean ®« &R y éeE. Existe una sucesidn {am} de elementos de R
tal que « = lim Y glap) y entonces ape —> xe. En consecuen
cia

lim f(agé) = £(x8),

-~ -~

porque f es continuo. Sin embargo, sabemos que f es un R-homo
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morfismo. Entonces, f(agpe) = apf(8) y, por tanto, tenemos gque

(e).

H)

lim f(age) = ®f(8). Asi, f(xe) = &

61



CAPITULO III

FILTRACIONES MULTIPLICATIVAS



62

Hasta ahora las filtraciones que hemos considerado han sido extre
madamente generales. Ahora debemos investigar filtraciones de una
clase un tanto especial. Estas son tales que la teoria de mddulos
y anillos graduados nos provee de poderosas herramientas para el

estudio de las propiedades de completaciones.

DEFINICION 3.1
Sea {An}n>0 una filtracidn de ideales (izquierdos y derechos) de
un anillo R. Diremos gque {An}n>0 es una "filtracidn multiplicati

va" si

Ag = R ' (3.1.1)
b% An Ap C Ap+pr Para todo m, n > O. (3.1.2)
Un ejemplo muy importante de filtracidn multiplicativa es {In}n>o
donde I es un ideal (izguierdo y derecho) de un anillo R. POr su
puesto, 10 significa R mismo.
DEFINICION 3.2

Sea R un anillo con filtracidn multiplicativa {An}n)0° Diremos

que

G(R) = (BAg/A1) ® (A1/By) ® ... ® (An/Apsy) @ «-- (3.1.3)

.

es el anillo graduado asociado con el anillo filtrado multiplica

tivamente R.
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En primera instancia G(R) es un grupo abeliano, pero podemos con
vertirlo en un anillo sin dificultad. Sean f>6 (Ap/Am+1) ¥ /D'e
(An/Ap+1) con representantes r y r', respectivamente, donde T €
A Yy r'e Ap. Por (3.1.2), rr' pertenece a Ap;p Y Uuno puede veri
ficar sin dificultad que la imagen natural de rr' en Apin/Ap+n+1
depende solamente de P Yy p' y es independiente de la seleccidn
de los representantes r y r'. Despues de esto, es una cuestidn
simple comprobar que G(R) tiene una estructura natural como un a

nillo graduado en gue
P P' = imagen de rr' en Apin/Ap+n+1 (3.1.4)

y los elementos homogéneos de grado m {(m»0) son justamente aque-
llos en Ap/ap+1 (Note gue G(R) posee como elemento identidad la

imagen de 1y en Ag/A; = R/A7),

DEFINICION 3.3
Sea E un R-médulo y {En}nzo una filtracidén en E. La filtracidn
{En}nzo se dird gue es "fuertemente compatible" con la filtracidn

multiplicativa en R si

Eg = E (3.1.5)

y An En < Epen (3.1.6)

para todo m, n > 0.

Ya que esto implica que AR E C Ep, se sigue qgue tal filtracidn es
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compatible con la filtracidn en R en el sentido de la Seccidn 2.2,
Capitulo II.
Asumamos que {En}nzo es fuertemente compatible con {An}nzo- Pon-

gamos
G(E) = (Eg/E1) © (E1/Ep) ® ... ® (Ep/Eps1) © ... (3.1.7)

Para comenzar, G(E) tiene la estructura de un grupo abeliano adi
tivo. Ahora supongamos que f)E(Am/Am+l) Y 7] € (En/Ep+1) . Selec-
cionemos un representante r € Ay para f) Y un representante y € Ep
para Z?. Entonces, por (3.1.6), ry € Ep+pn- Tambien, la imagen de
ry en Epin/Ep+n+1 depende solamente de /3 Y t?y es independien-
te de la seleccidn de sus representantes r y y, respectivamente.
Ahora podemos, en una Unica manera, dotar a G(E) con la estructu

ra de G(R)-mddulo (izquierdo) graduado en gue

/37 = imagen de ry en Epipn/Em+n+1rs (3.1.8)

Yy los elementos de G(E) homogéneos de grado n (n»0) son agquellos

gque pertenecen a Ep/Ep+q-.

TEOREMA 3.4
Sea R un anillo completo con respecto a la filtracidn multiplica
tiva {An}n>0 y E un R-mddulo con una filtracidn {En}n>0 que es

fuertemente compatible con la filtracidn en R y que satisface

oo
(E, = O.
n=0
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Ademés, sean e1, €3, ... , €g elementos de E, donde ejé& Epi’ Y

denotemos por e la imagen natural de ej en Epi/EPi+l de modo gue

€1, €3/ ... , €g son elementos homogéneos de G(E). Si ahora eq,
€, ... , €5 generan a G(E) como un G(R)-mddulo, entonces

a) E = Rep + Reyp + ... + Reg,

p) Ex = Ak-p,€1 * Ak-p,€2 * ... * Ak_p €5 y

c) E es completo con respecto a {En}nzo-

OBSERVACION: Ponemos Ap = R cuando n<0. Esta convencidn se nece-
sita para dar significado a b), para valores de k gue son mé&s pe

guenos gque

max ( P1s P2+ e+ 1+ Pg )

Tambien serd& 4til en el curso de la prueba.
PRUEBA:
Sea k>0 un entero dado y e € Eyx. Debemos comenzar mostrando que e

Xisten sucesiones infinitas

(1) (1) (1) (1)
a}.:_pl, ak_pl+l, ak_pl+2, ° s . r ak_pl+m, e s ’

una para cada valor de 1 (1<igs), tal gque
(1)
ak-pi+m & Ak-pj+m

S m

(1)
Y € - Z (Zak'Pi”‘()ei € Exsm+] (3.1.9)
i=1 4=0
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para todo m30. Para este fin, supongamos gue, para 1£i<s,
(1) (1) (1)
Ak-p;r @k-pi+lr +-+ r @k-pi+m-1
va han sido construidas de conformidad con los reguerimientos de
arriba. Mostraremos gque las sucesiones pueden ser llevadas més a
114. Ya que el método por el cual esto esté& hecho puede ser facil
mente adaptado a mostrar gue las sucesiones pueden ser iniciadas,
estc establecer& la existencia de sucesiones infinitas teniendo
las propiedades necesarias.
Consideremos el elemento
s m—=1
z = E:: E:zak -pi+4)ei-
=1 4=
Por nuestra hip&tesis, tenemos que z € Ex4p. Sea z gue denota la
imagen natural de z en Ex+m/Ex+p+1- Entonces, z es un elemento ho
mogéneo de G(E) cuyo grado es igual a k+m. Por consiguiente, pue

de ser expresado en la forma

zZ = wie1q + woeo T ee. T Wg€gy,

donde w4 pertenece a Ak—pi+m/Ak—pi+m+l si k-pj+m » Q0 y es cero de
(1)

otro modo. En agquel caso, sea Ak-p;+m un representante de wi en

Ak—pi+m Yy, en este caso, sea cero. Entonces, en todo caso, tene-

mos

(1)
Qk-p4+m € Ak—pi+m
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Tambien tenemos

(1) (2) (s)
2 = ak-py+m€l * 8k-py+m€2 * -++ * Ak-p +mSs € Eksm+l-

(1)
Asi, los elementos €k-p;+m Proveen las continuaciones deseadas

de nuestras sucesiones finitas.
Ya gue R es completo con respecto a su filtracidn, se sigue, de

la Proposicidédn 1.26, gque la serie

e’e} .
a(l) p
:Z: k-pi+
g=0 = 7T
(1) .
converge. Sea a su suma. Entonces, todos los términos y sumas
parciales de las series pertenecen a Ak-pi y este es un subconjun

(1) : -
to de R. Asi, a S Ax-p;- Tambien, la sucesidn cuyo m-&simo tér

mino es
S m
2 (> _ax—p;+yg)ei
i=1 4=0
S ,
(1) . .
converge a E a e{ Y, por (3.1.9), la misma sucesidn converge

i=1
a e.Pero, por hipdtesis, E es un espacio de Hausdorff. Consecuen

temente, los dos limites son el mismo y, por tanto,

(1) (2) (s)
e = a e + a e2+...+a eg .

La relacidn b) se sigue y derivamos a) de b} tomando k = 0.

Sea {Em} una sucesidn de Cauchy de elementos de E. Entonces

lim ( Epey - &p ) = O.
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Se sigue que existe una sucesidn infinita vy, vy, v3, ... de en-

teros no negativos tal que vp —> 00 Y {( &p+1 — & )€ EVm para

todo m. Por b), tenemos
Fm+l ~ ¥m = Cmi€1 * Cmpe€2 * ... * Cpses:
donde cpji € Ay -p;i° Asi, cada sucesidn ci14, C2i, C34i, ... CONverge

a cero y por tanto, va que R es completo, la serie
Ci1i ¥ Cp4 *+ C34 * «0oe + Cmpji LR

converge (Proposicidn 1.26). Sea cj su suma. Entonces, como m —> OO

s m
Fm+l ~ &m = EE:(%E:CKi)ei
i=1 4=1

S

tiende a z ciei. Se sigue que {?m} es una sucesidn convergente y
i=1
entonces que el mdédulo filtrado E es completo.

TEOREMA 3.5

Sea R completo con respecto a la filtracidn multiplicativa {An}n>0
Yy E un R-mddulo con una filtracidn {En}n>0 que %i)fuertemente com

patible con la filtracidn en R y que satisface /ﬁ\En = 0. Ademé&s,

n=0
sea G(E) un G(R)-mddulo Noetheriano. Entonces

1) E es completo con respecto a su filtracidn
ii) E es un R-mddulo Noetheriano

11ii) Todo R-submbdulo de E es cerrado en E.
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PRUEBA:

G(E) es un G(R)-mddulo finitamente generado. Por consiguiente, pue
de ser generado por un nlmero finito de elementos homogéneos. El
Teorema 3.4 muestra ahora que E es completo.

Sea K un submddulo de E y pongamos Ky = K Ep. Esto produce una
filtracidn {Kn}nzo en K que es fuertemente compatible con la fil

tracidn en R. Ahora
(K0+El)/El @ (Kl+E2)/E2 @ (K2+E3)/E3 ® ... (3.1.10)

es un G(R)-submddulo homogéneo de G(E). Ademds, KnNEpi; = Kps1-
Consecuentemente, el mapeo inclusidn Ky —> (Kp+Eps+1) induce un

isomorfismo

Kn/Kn+1 & (Kn*Ens1)/Ensg

de R-mddulos para cada n»0. Usando estos mapeos derivamos un 1iso

morfismo entre
G(K) = (Ko/Kl) @ (Kl/KZ) ® ... B (Kn/Kn+l) e ...

considerado como un R-mdédulo y el R-médulo en (3.1.10). En verdad,

un examen del mapeo muestra que este es un isomorfismo gue preser

va grado de G(R)-mbdulos graduados. En consecuencia, podemos con

cluir gue G(K) es generado, como un G(R)—@i?ulo, por un nimero

finito de elementos homogéneos y, ya que fﬂﬁKn = 0, podemos apli
n=0

car el Teorema 3.4. Esto muestra, entre otras cosas, que K es un

R-mddulo finitamente generado y que es completo con respecto a la
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filtracidn
{KnEn}nzo-

Nos resta mostrar gue K es cerrado en E. Sea & que pertenece a la
clausura de K en E. Entonces, § = 1lim ¥, donde &1, &5, §3, ...
e€s una sucesidn de elementos de K y el limite es tomado con res-
pecto a la filtracidén en E. Ademas, {ﬁm} es una sucesibn de Cau-
chy relativa a la filtracidn en E y por tanto tambien relativa a
la filtracidn en K. Pero K es completo con respecto a su filtra-
cidn. Asi, existe g' € K tal que {gm} converge a g', con respecto
a la filtracidn en K. Sin embargo, esto implica que {gm} converge
a g', con respecto a la filtracidn en E. Asi, $'=‘$ porgue E es
un espacio de Hausdorff. Se sigue que § €K y la prueba estd com-

pleta.

Estos resultados ahora seréan aplicados a la teoria de completacio
nes. Sea {An§n20 una filtracidn multiplicativa en un anillo R y

R la completacidén de R. Entonces, R posee una filtracidn candni-
ca por virtud de ser una completacidn. Esta filtracidn sera deno

tada por {ﬁn}nzo' Ahora, para m, n » 0, Ay ApCAnp+n Y asi, con la

notacidén usual

VR“W wR(An) & }/R(Amﬂl) Si\mﬂq-

Pero las clausuras de }&R(Am) Yy ;ﬁR(An) son im Yy Anr respectiva-

mente, y Am+n es cerrado en R. Se sigue que An1£n§§£m+n- Ademéas,
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Ag, ya que es la clausura de pr(Ao) = y&R(R), coincide con R. A
si, la filtracidn candnica en R es tambien una filtracién multi-
plicativa.

El homomorfismo de anillos }&R: R ——> R induce un homomorfismo
R ——> ﬁ/ﬁn+l. En verdad, el hecho que p?R da origen a un isomor
fismo R/An+l“-§/£n+l muestra que R es mapeado hacia ﬁ/£n+1 Yy que
su nlcleo es Ap41. Ahora la imagen inversa de ﬁn/ﬁn+l es y7;l(ﬁn)

= Ap (ver Teorema 1.31). Consecuentemente, para cada n0, ykR in

duce un isomorfismo

An/Bp+1 & An/An+l

de grupos abelianos. Usemos estos isomorfismos para establecer un

mapeo uno—a-uno de

G (R) (Ao/Al) @D (Al/A2) ® ... @ (An/An+l) ® ...

en G (R) (Ag/B1) ® (A1/A5) ® ... ® (Bp/Aps1) © ...

Entonces, se encuentra que este mapeo es un isomorfismo preservan
te de grado del anillo graduado G(R) en el anillo graduado G(ﬁ).
Asi, G(R) y G(ﬁ) pueden ser identificados (como anillos graduados)
en una manera natural.

Ahora sea E un R-mddulo y {Ep}nyo una filtracién en E que es fuer
temente compatible con la filtracidn multiplicativa en R. Ya que

Apn ApnCAnp+nr Sse sigue, del Corolario 2.9, que

VR(Am) %E (En) € Epen -
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PN

donde }¢E: E ——— E es el homomorfismo candnico de E en su com
pletacidn. Pero, &7R(Am) tiene clausura im en R, }7E(En) tiene
clausura En en ﬁ, y la filtracidn en E es compatible con la de R.
De esto concluimos que ﬁm En§;§m+n' Ademés, ﬁo, vya que es la clau
sura de yQE(EO) = 1§E(E) en E, coincide con E. Asi, cuando la fil
tracidn en E es fuertemente compatible con la de R, la filtracidn
canénica en E es fuertemente compatible con la filtracidn candni
ca en R.

Ya ha sido observado que y&R da origen a isomorfismos de cocien-—
tes Ap/Ap+ &~ an/ﬁn+l- En una manera similar, usando @&E en lugar
de pVR, obtenemos isomorfismos Ep/Epi+] & En/ﬁn+l de R-mddulos. Es
to puede ser usado, de una manera obvia, para producir un isomor

fismo entre
G(E) = (Eg/E;) & (E1/E3) ® ... & (Ep/Epsy) © ...
y G(E) = (Eg/E1) ® (E1/Ep) ® ... ® (Ep/Eps1) © ...

donde, en primera instancia, G(E) y G(ﬁ) son considerados como R-
mddulos. Ahora, G(E) es un G (R)-mdbdulo y G(ﬁ) es un G(ﬁ)—médulo,
y tenemos un isomorfismo natural de anillos de G(R) en G(ﬁ). Asi,
es facilmente verificado gue el producto de un elemento de G(R)
con un elemento de G(E) es mapeado en el producto del elemento co
rrespondiente de G(ﬁ) con el elemento correspondiente de G(ﬁ).
Por tanto, el isomorfismo G(E):;G(ﬁ) "iguala" los G (R)-submbddulos

de G(E) con los G(ﬁ)-submédulos de G(E). En particular, G(E) es
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un G(ﬁ)—médulo Noetheriano cuando, y solamente cuando, G(E) es un
G(R) -mbédulo Noetheriano. Combinando esta observacidn con el Teo-

rema 3.5 obtenemos

TEOREMA 3.6
Sea R un anillo con una filtracidn multiplicativa y E un R-mddulo
filtrado cuya filtracidén es fuertemente compatible con la filtra

cidn en R. Adem&s, sea G(E) un G(R)-mddulo Noetheriano. Entonces
i) E es un R-mddulo Noetheriano

ii) Todo ﬁ-submédulo de E es cerrado en E.

COROLARIO 3.7

Asumamos las condiciones del Teorema 3.6 y supongamos, en adicidn,
que K es un R-submddulo de E. Entonces, con la notacidn usual, la
clausura de }7E(K) en E es el R-submddulo de E generado por %@(K).
PRUEBA:

Denotemos la clausura de ;7E(K) en E por y&E(K) Yy sea el ﬁ—submé

dulo de E generado por y7E(K) designado por ﬁ;&E(K). Si

17 I2r ee- ,rpeR

entonces, por el Corolario 2.9,

Vr(r1) YPelk) + Yrira) Yeika) + ..o + Yaizp) Pelkp)
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pertenece a ;#E(K). Pero, y&R(R) es denso en R. Entonces, por con
tinuidad, ﬁ.VE(K)g;}kE(K). O de otra manera, ﬁZ&E(K) es cerrado

en E porgue es un ﬁ—submédulo. Ademas tenemos @?E(K)g;ﬁgﬁf(K). A

si, VE(K) gﬁ%E(K) .

El caso especial en gque E = R es bastante importante para merecer

una mencidn aparte.

COROLARIO 3.8
Sea R un anillo con una filtracidén multiplicativa y supongamos
que el anillo graduado asociado G(R) satisface la condicidn maxi

mal para ideales izquierdos. Entonces
1) R satisface la condicidn maximal para ideales izquierdos
11) Todo ideal izgquierdo de R es cerrado en R.

Ademas, si B es un R-ideal izgquierdo y y&: R —> R es el homo-
morfismo candnico de anillos, entonces

Vie) = R ]/ua)

donde ﬁ;/(B) es un R-ideal izquierdo. En particular, si {gn}n>0

es la filtracidn candnica en ﬁ, entonces
An = R Y(an)

para todo n3;0.
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DEFINICION 3.9
Sea I un ideal (izgquierdo y derecho) de R. Llamaremos "filtracidn

I-&dica en R", a la filtracidén multiplicativa

(1" a0 -

DEFINICION 3.10
Sean E un R-mdédulo e I un ideal (izquierdo y derecho) de R. Llama

remos "filtracidn I-&dica en E", a la filtracidén

{InE}m/O ;

Notese que la filtracidn I-&dica en E es fuertemente compatible

con la filtracidn I-&dica en R.

TEOREMA 3.11

Sea I un ideal (izquierdo y derecho) de R ¥y R la completacidn de
R con respecto a su filtracidn I-&dica. Si ahora Z%: R —> R

es el homomorfismo candnico de anillos, entonces la clausura de
17(1) en R estd contenida en el radical de Jacobson de R. Ademas
hay una correspondencia uno-a-uno entre los ideales maximales iz
quierdos L de R que contienen a I y los ideales maximales izquier

dos M de R. Esta es tal que si L se corresponde con M, entonces

L=t oy wm= Yo .

OBSERVACION: Naturalmente, en este teorema, la expresidn 'ideal
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maximal izquierdo' puede ser reemplazada por 'ideal maximal dere
cho' dondequiera que ocurra y esto no afectaré& la veracidad de
las afirmaciones.

PRUEBA:

Sea Y(I) que denota la clausura de Y/ (I) en R y {gn}n>0 la fil-
tracién canbénica en R. Entonces, }y(l) = ﬁl. Ahora s1 y € p¢un,

entonces yn € W(In)gﬁn y por tanto la sucesidn yn

converge a
cero. Por consiguiente, se sigue, del Lema 2.4, que si x e?ﬁll) =
ﬁl, entonces {Xn} converge a cerc. Asi, por la Proposicidn 2.5,
ﬁl estd contenido en el radical de Jacobson de R.

Recordamos que podemos considerar a R con filtracidn {In]n>o Y R
con filtracidn {in}nzo como R-mddulos izguierdos filtrados. En
este entendido, R sera la completacidn de R, en el sentido de la
teoria de mdédulos filtrados. Ahora sea L un ideal maximal izquier
do de R y supongamos que I CL. Entonces, L es abierto en R y por
tanto, por Teorema 1.32, la clausura L&KL) de }¢UA serd el co-
rrespondiente R-submbddulo abierto de R. Sin embargo, por Corola-
rio 2.10, los R-submddulos abiertos de R son los mismos que los
R-ideales izquierdos abiertos. Asi, }y(L) es un ideal izquierdo

e R. Por otra parte, por Teorema 1.32, R/L y ﬁ/}&KL) son R-mddu

[oN]

los isomorfos y asi no hay un R-submddulo de R estrictamente en-
tre }?(L) Y R. Se sigue gue no hay un R-ideal estrictamente entre
yﬂld Y R. Entonces, LV(L) es un ideal izgquierdo maximal de R.
Finalmente, supongamos que M es un ideal maximal izquierdo de R

Yy pongamcs
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Entonces, ¥7(I) = ilg; M

porgque ﬁl estd contenido en el radical de Jacobson de R. Se sigue
gque M es un R-submddulo abierto de ﬁ, L' es el correspondiente 1
deal izguierdo abierto de R, y }#(L') = M. Ademds, no hay un R-
submédulo de R que esté estrictamente entre R y M, pues un submd
dulo tal seria abierto y entonces un R-ideal izguierdo. Asi, R/M
es un R-mbBdulo simple. Evidentemente ILCL' vy, ya gque (Teorema
1.32) R/L' ¥y R/M son R-médulos isomorfos, L' debe ser un ideal

maximal izgquierdo de R. Esto completa la prueba.

Por otra parte, sea I un ideal (izguierdo y derecho) de R. Ha si
do notado que, hasta ahora, hemos dicho muy poco sobre la natura
leza de la filtracidn candnica en la completacidn I-a&dica de R.
Esto ser& investigado ahora bajo la suposicidn gque I puede ser
generado por un conjunto finito 73, Y2, ... , 75 de elementos
centrales. Esto, por supuesto, impone una severa restriccidn en
el caso de anillos generales. Para anillos conmutativos la limi-
tacidén causada por esta suposicidn es menos notable.

El anillo graduado asociado con R por medio de la filtracidn I-&

dica es
G(R) = (R/I) ® (I/1%) & ... (10/10%%) o ... (3.1.11)

Yy R/I es el subanillo de G(R) formado por los elementos de grado
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cero. Denotemos por ;Ti la imagen natural de 7 en 1/1%. Enton-
ces, ;71, ?72, cee g ;75 pertenecen al centro de G(R) y son homo
géneos de grado uno. Ademds, cada elemento de G(R) puede, en un
significado obvio, ser expresado como un polinomio en.;7l, ;72,

.+« 1+ ¥ g con coeficientes en R/I. Indiquemos esto escribiendo

por
GIR) = (R/I)V[ 71+ 72r vve » 7s ] - (3.1.12)

Supongamos ahora gue k es un entero positivo. El ideal de G(R)

generado por todos los productos-potencia de 7’1, Yor e v Vg

de grado k es
1Ry1k+l g 1kl ,1k+2 g 1k+2,1k+3 g | (3.1.13)

Sea R la completacién I-&dica de R, {in}nzo la filtracidn candni
ca en ﬁ, Yy p?: R — > R el homomorfismo canénico de anillos. Ya
hemos visto gue existe un isomorfismo de anillos natural G(R) =
G(ﬁ). Pongamos }V('Yi) = wi (1<igs). Entonces, wi€ ﬁl Yy, por el
Lema 2.3, wi pertenece al centro de R. Debemos usar Wi para deno
tar la imagen natural de wj en ﬁl/iz. Con esta notacidn, el iso-

morf£ismo G(R)QﬁG(ﬁ) hace gque 7 i corresponda a Wi e iguala el i-

deal (3.1.13) con
f\k/ﬁk.(.l @ f\k_(.l/f\k_{.z 57 Z’ik+2/l’ik+3 O ...

Entonces, si vy, V3, ... , Vg denotan enteros no negativos gque sa

tisfacen
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entonces

E : ~ =V1_V> Vg ~ A ~ ~

G(R)W{ Wp“eeewWg = BAr/BAyx4+1 ® Agi1/Bkin & ... (3.1.14)
(v)

Pongamos E = ﬁk y consideremos a E como un R-m&dulo. Obtenemos u

na filtracidn {En}n>0 en E colocando Ep = ﬁk para 0 ¢ n < k vy

En = ﬁn para nyk. Esta filtracidn es fuertemente compatible con

00
{in}n20 y f\iEn = 0. Ademas
n=0

G(E) = 0 ® ... ® 0 & A/Bypy1 ® Apy1/Bgen © ...
Ahora si vy + vy + ... + Vg = k, entonces
Vi Vo Vg Al V2 Vg ~
W1 Wy ... Wg = }7(-/1 72 e ¥s )€ A = Ex.
= . Vi V2 Vg ~ ~
Ademas, la imagen natural de wi Wy ...Wg en Ayx/Akx+71 €s

—V1-V>y —Vg
W1 Wy ... Wg y, por (3.1.14), tales elementos generan a G(E) co

mo un G(ﬁ)—médulo. Asi, por Teorema 3.4,
- EE:A vy oV \%
Ax = E RwllW22...WSS .
(v)

Ahora IR = wlﬁ + wzﬁ ... 4 wsﬁ. La relacidn de arriba puede ser

ahora reescrita como

Hemos establecido por tanto el
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TEOREMA 3.12

Sea R una completacidn I-&dica de R, donde I es un ideal central
finitamente generado de R. Entonces, IR es un ideal central fini
tamente generado de R. Adem&s, si {ﬁn}n>0 es la filtracidn canb-

nica gque R posee por virtud de ser una completacidn, entonces

-~ -~

A, = ( IR )T

para todo n30.

TEOREMA 3.13

Si el R-mddulc E satisface la condicidbn maximal para submddulos,
entonces la misma condicidn es satisfecha por E[X1, X2, ... ,Xpn]
cuando éste es considerado como un mddulo sobre el anillo

R[Xl, oy eee an.

PROPOSICION 3.14

Sea I un ideal central finitamente generado de R y E un R-mddulo.
Si ahora E/IE es un R-mddulo Noetheriano, entonces G(E) es un

G (R)-mddulo Noetheriano.

OBSERVACION: En esta proposicidn es entendido que G(R) y G(E) son

derivados de las filtraciones I-adicas de R y E, respectivamente.

PRUEBA:
Sea 1 generado por los elementos centrales 71, 72+ «-- + Vs Y
X1, X3, ... , Xg indeterminadas (En lo gque sigue emplearemos la

misma notacidn gque fué& usada en la discusidn dirigida al Teorema
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3.12). Por (3.1.12),

G(R) = (R/I)] 710 Y21 vev v 75 ]
Entonces, existe un homomorfismo de anillos del anillo de poling
mios (R/I)[¥;, X3, ... , Xg] en G(R) en que los elementos de R/I
son izquierdos fijos y Xj es mapeado en 7 i. Usando este homomor
fismo, podemos considerar G(E) como un mddulo con respecto a

(R/I)[Xl, X2, +.. , Xg] ¥ es entonces suficiente para establecer

que
G(E) = (E/IE) ® (IE/I%E) @ ... ® (19E/10"1g) @ ...

es Noetheriano como un (R/I)[X1, X3, ... , Xg]-mdédulo. Ahora E/IE
puede ser considerado como un R/I-mddulo y como tal es Noetheria
no. Se sigue, por el Teorema 3.13, que (E/I)[X1, Xp, ... , Xg] es
un (R/I)[Xl, XKooy eee XS]—médulo Noetheriano. Por tanto, es su-

ficiente para mostrar gue existe un mapeo
(E/IE) [X1, X2, «v. , Xg] —> G(E)

gue es un homomorfismo sobreyectivo de R[X7, X3, ... , Xg]-mddu-

los. Pero si

donde My, v,...vg pertenece a E/IE, es un elemento tipico de

(E/IE) [X1, X2, «+« + Xg]
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entonces un mapeo con las propiedades que se requieren es obteni

do, transportando este elemento en

V1 V2
Z 7/1 V27 s 77vlv2...vs.

La prueba estéd ahora completa.
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