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INTRODUCCION 

En el presente trabajo se realiza un estudio de módulos y anillos 

mediante una "topologización", que se produce al definir en ellos 

una sucesión infinita decreciente de submódulos o ideales, según 

sea el caso, llamada filtraci6n. 

Nuestro objetivo es establecer la existencia y unicidad de comple 

taciones de un módulo o un anillo, definiendo en ellos previamen

te una filtración. 

Se supone que el lector maneja los conceptos topológicos básicos, 

es decir, topología, abiertos y cerrados, vecindad, clausura, es

pacio de Hausdorff, base, homomorfismo continuo, etc. 

En el Capítulo 1, se define una filtración [En}n~o en un módulo E, 

se hace el estudio de sus propiedades topológicas y finalmente se 

establece la existencia y unicidad de completaciones de E. 

En el Capítulo 11, se realiza sintéticamente todo lo del Capítulo 

1, para un anillo R con filtración {An}n)O' considerándolo como 

un R-m6dulo. Luego, se aborda la situación en que un módulo fi l tra 

do está definido sobre un anillo filtrado. 

Por último, en el Capítulo 111, se obtienen más resultados de m6-

dulos y anillos, cuando se considera una filtración especial, lla 

mada filtraci6n multiplicativa. 
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CAPITULO 1 

MODULOS FILTRADOS 
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1.1 MODULOS FILTRADOS 

DEFINICION 1.1 

Sean R un anillo con elemento identidad y E un R- módul o. Una fil 

tración de E es una familia {En}n~o de submódulos de E, ordenada 

por enteros no negativos, de manera que 

para todo n. 

En otras palabras, una filtración de E es una sucesión decrecien 

te 

de submódulos de E. 

A continuación se mostrará que toda filtración de E determina u-

na topología de E. 

PROPOSICION 1.2 

Sea 1Enrn~o una filtración de E. Entonces, la coleccióníl forma 

da por los subconj untos V de E tal que para todo v E V existe un 

entero n tal que 

v+En c. V 

es una topología de E. 
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PRUEBA: 

Obviamente E Y su subconjunto vacío pertenecen a ~ • 

Sea ~Vi}iEI una familia arbitraria de subconjuntos de E, con 

V i E .n. , para todo i él. Si v E U Vi' entonces v E. Vi' para algún 
iEI 

i ~ l. Luego, existe un entero n tal que 

Entonces, U Vi E n y, por tanto, n es cerrado baj o uniones ar 
iE:I 

bitrarias. 

Ahora, asumamos que VI' V2 , 

elemento de su intersección 
k 

, Vk pertenecen a.a y sea v un 

n Vi· Para cada i (l~i~k), 
i=l 

donde ni es un entero no negativo seleccionado adecuadamente. 

Entonces, 

k 
n ( v+En- ) = v+ 
i=l l 

k k 

n En' e n Vi· 
i=l l i=l 

Hagamos n = max {ni/ l~i~k} Entonces, 

v+En 

k 

k k 
V+nEn·C nVi' 

i=l l - i=l 

es decir, n Vi E ti y, por tanto, n es cerrado bajo intersec 
i=l 

ciones finitas. 

Por consiguiente, hay una topología de E cUY9s conjuntos abier-

tos son precisamente aquellos subconjuntos de E que pertenecen 

a .n . 
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Ya que la topología {l se deriva de la filtración, podemos refe-

rirnos a ella como la topología de la filtración. 

PROPOSICION 1.3 

Sea E un R-módulo con filtración {En1n~o . Entonces, los subcon

juntos de la forma e+En , donde eEE, forman una base para la to-

pología de la filtración. Los conjuntos de esta base que contie-

nen un elemento dado x tienen todos la forma X+En • 

PRUEBA: 

Si V pertenece a la topología filtración de E, entonces 

para todo v€V y nk un entero no negativo que depende de v. Lue-

go 

Ahora, si x pertenece a e+En , entonces x+En = e+En , lo cual prue 

ba que e+En es abierto. La primera afirmación es, por tanto, pro __ 

bada y la segunda afirmación se deriva de la observación prece-

dente. 

PROPOSICION 1.4 

Sean E un R-módulo con filtración {Enrn~o y K un submódulo de E. 

Entonces, K es abierto en E (con respecto a la topología de la 

filtración) 
, . 

si y solo Sl Em ~ K para algún entero no negativo m. 
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Si un submódulo es abierto, entonces es tambien cerrado. 

PRUEBA: 

Primero supongamos que K es abierto. Ya que O € K, vemos que 

para algún entero no negativo m. Además, el complemento de K en 

E es la unión de todos los conj untos e+ Em, donde e E: E, e ~ K. Ya 

que cada uno de estos conjuntos es abierto, el complemento de K 

es abierto y, por consiguiente, K es cerrado. 

Luego, supongamos que Em e K. Entonces, K es la unión de los con 

juntos abiertos k+Em, donde k E K. Entonces, K es abierto. 

COROLARIO 1.5 

Cada uno de los submó~ulos En de la filtración es a la vez abier 

to y cerrado en E. 

Consideremos ahora la clausura de un submódulo de un módulo fil-

trado. 

PROPOSICION 1.6 

Sean E un R-módulo con filtración {Enln~O y K un submódulo de E. 

Entonces, la clausura de K (con respecto a la topología filtra-

ción) , denotada por K, está dada por 

00 
K = () K+En ). 

n=O 



En particular, K es tambien un submódulo .de E. 

PRUEBA: 

Ya que 

En e K+Fn, 

por la Proposición 1.4, K+Eh es un submódulo cerrado de E. Como 

K es la intersección de todos los conjuntos cerrados de E que 

contienen a K, tenemos 

00 

K e n ( K+En ). 
n=O 

00 

Sea e f (\ ( K+En ). Entonces, e pertenece a K+En para todo n y 
n-o 

así e+En contiene un elemento de K. Como esto es válido para to 

do n, se sigue que cada vecindad de e corta a K. Por consiguien 

te, e € K Y la igualdad se prueba. 

COROLARIO 1.7 

La clausura del submódulo cero de E es 

00 n En· 
n=O 

Demos ahora un criterio para que un módulo filtrado sea un espa 

cio de Hausdorff. 

PROPOSICION 1.8 

Sea E un R-módulo con filtración tEn}n~o. Entonces, para que E, 

5 



dotado de la topología filtración, sea un espacio de Hausdorff 

es necesario y suficiente que 

00 

n En = O. 
n =O 

PRUEBA: 

Primero asumamos que 

00 

n En O 
n=O 

y sean e, el elementos distintos de E. Entonces, existe un ente 

ro m (m~O) tal que e-el~Em' pues e-el F O. Así, e TEm y el+Em 

son vecindades de e y el respectivamente y no tienen puntos en 

común. Se sigue que E es un espacio de Hausdorff. Sea e* F O 

perteneciente a E. Entonces, existe un conjunto abierto conte-

niendo a O, pero no a -e*, y por tanto, hay un entero s>O tal 

que e*IEs . Por consiguiente, la intersección de todos los En 

no contiene a e*. Ya que e* fué un elemento arbitrario de E dis 

tinto de cero, esto significa que 

00 

n En O. 
n=O 

COROLARIO 1.9 

Para que E sea un espacio de Hausdorff es necesario y suficien-

te que el conjunto que consista solamente del elemento cero sea 

cerrado. 

6 
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Examinemos ahora, desde el punto de vista de la continuidad, al

gunas de las operaciones básicas que uno ejecuta con los elemen

tos de un R-módulo. Primero, convengamos que a menos que se diga 

lo contrario, en una referencia a una topología de un módulo fil 

trado siempre se trata de la topología de la filtración. Esta 

convención nos ayudará a evitar verbosidad excesiva y la usare

mos de aquí en adelante. 

PROPOSICION 1.10 

Sea E un R-módulo filtrado. Denotemos por 7 : E ----->~ E el mapeo 

definido por -¡ (e) = -e¡ y para cada x€ E, sea '1"x: E ) E en 

que 1:" x (e) = x+e. Entonces, -y' y C' x son homeomorf ismos de E en 

si mismo. 

PRUEBA: 

Sea {En1n~0 la filtración en E. Entonces, 

-e+En = -r (e) +En 

y 

Esto muestra que y y ~x son continuos y es obvio que cada uno 

de ellos es un mapeo uno-a-uno de E en si mismo. Ya que 7 es 

su propio inverso, el inverso es continuo. Luego, e l inverso de 

l:'x es 't"y' donde y=-x. Así, l:'x tiene tambien un inverso conti 

nuo. 
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PROPOSICION 1.11 

Sean E un R-módulo filtrado y ExE dotado de la topología produc 

too Entonces, el mapeo 

cr: ExE ) E 

en que O'(e,e l ) = e+e l es continuo. 

NOTA. Es costumbre describir este resultado diciendo que la adi 

ción en E es una operación continua. 

PRUEBA: 

Probaremos que (7((e+Em)x(e ' +Em)) e {J(e,e')+Em. 

Sea (x,y) E (e+Em)x(e'+Em). Entonces, xE e+Em y yE e'+Em. Luego, 

o-(x, y) = x + y E (e + Em) + (e I + Em) = (e + el) + Em = cr ( e, el) + Em . 

Tambien la operación p~oducto por escalar de R en E es continua. 
--

PROPOSICION 1.12 

Sea E un R-módulo filtrado y r perteneciente a R. Entonces, el 

mapeo 

)Lr: E ) E 

definido por folr(e) = re es continuo. 

PRUEBA: 

Si x pertenece a e+En , entonces rx E re+En . En consecuencia, 

fJ-r(e+En ) e )tr(e)+En • 
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1.2 HOMOMORFISMOS CONTINUOS, COMPATIBLES Y ESTRICTOS 

Ahora pondremos nuestra atención en los homomorfismos entre módu 

los filtrados. Es claro que para que tal mapeo sea significativo 

se debe establecer alguna relación entre las respectivas filtra

ciones. Sin embargo, hay varias formas que tal relación puede to 

mar. 

PROPOSICION 1.13 

Sean E y El R-módulos filtrados y f: E ----~) El un R-homomorfis-

mo. Entonces, para que f sea continuo es necesario y suficiente 

que sea continuo en el elemento cero de E. 

PRUEBA: 

La condición es necesaria por razones triviales. Debernos, por taQ 

to, asumir que f es continuo en el elemento cero de E y deducir 

que f es continuo en cualquier otro elemento de E. 

Sean \En\n>o y {E~1n~o las filtraciones de E y El, respectivameQ 

te. Supongamos que e E E Y que k>O es un entero dado. Entonces, ya 

que f es continuo en el elemento cero de E, existe un entero m>O 

tal que f(E m) e Ek' Pero, ahora 

f(e+Em) = f(e)+f(E m) e f(e)+Ek' 

con lo cual f es continuo en E. 

De nuevo, sean E y El R-módulos filtrados cuyas filtraciones son 
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DEFINICION 1.14 

Un R-homomorfismo f: E ---7) E I se dice que es "compatible con 

las filtraciones" si 

(1.2.1) 

para todo n~O. 

DEFINICION 1.15 

Un R-homomorfismo f: E ----')7 E' se dice que es "estricto" si 

(1.2.2) 

para todo n>O. 

Es obvio, por (1.2.1), que un homomorfismo compatible es conti-

nuo en el elemento cero de su dominio. Por tanto, se sigue de la 

Proposición 1.13, que tal homomorfismo es continuo. Por otra pa~ 

te es claro que si f es estricto, entonces es tambien compatible 

con las filtraciones. Posteriormente determinaremos en qué condl 

ciones ocurre lo contrario, es decir, cuándo un homomorfismo com 

patible será estricto. 

PROPOSICION 1.16 

Sean E un R-módulo con filtración {En}n>o Y K un submódulo de E. 
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Entonces, la familia 

(1.2.3) 

de submódulos de K, consti~uye una filtración de K. 

La filtración (1.2.3) se conoce corno la filtración inducida. Ob

serve que si k E K, entonces 

k+K () En = (k+En ) n K. (1.2.4) 

Se sigue que un subconjunto de K es abierto en la topología deri 

vada de la filtración inducida, si y solo si, es la intersección 

de un subconjunto abierto de E con K. En otras palabras, la topo 

logía derivada de la filtración inducida es la misma que la topo 

logía que K adquiere corno un subespacio de E. 

PROPOSICION 1.17 

Sea E un R-módulo con filtración {Entn)o y K un submódulo de E. 

Entonces, la familia 

(1.2.5) 

de submódulos del cociente E /K , constituye una filtración en E/K. 

La filtración (1.2.5) es llamada la filtración factor de E/K. 

Note que en la sucesión exacta canónica 
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K --+) E --+) E/ K 

ambos homomorfismos son estrictos, si K y E/K están dotados de 

las filtraciones inducida y factor, respectiv amente. 

Sean E y E' R-módulos filtrad os con {En}n>o y {En}n~O como sus 

respectivas filtraciones. Además, sea f: E -----+) E' un R-homomor 

fismo que es compatible con estas filtraciones. Entonces, ya que 

f(En ) e En, f induce un homomorfismo 

-----)7 E'/En ( 1.2.6) 

definido por fn(e+E n ) = f(e)+En , que hace conmutativ o el diagra-

ma 

f 
E ) E' 

c1>n 1 1 CPn (1.2.7) 

E/En > E' / En 
f n 

donde CPn es el mapeo natural de E en E/En y CPn tiene un signifi-

cado similar. Se sigue que si e E Kerf, entonces 

muestra que CPn(e) E Kerfn • Por tanto, para cada n~O , CPn da origen 

a un homomorfismo Kerf -------7) K er f n . 

Ahora usaremos estos mapeos para obtener un criterio útil para 

que un mapeo compatible sea estricto. 
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LEMA 1.18 

Sean E Y El R-módulos filtrados y f: E -----+) El un R-homomorfis-

mo compatible con las filtraciones. Entonces, para que f sea es-

tricto es necesario y suficiente que, para cada n~O, el mapeo a-

sociado 

Kerf -----)'7- Kerfn (1.2.8) 

sea sobreyectivo. 

PRUEBA: 

Primero supongamos que f es estricto. Con la notación previa, un 

elemento típico de Kerfn tiene la forma <Pn (e), donde e é E Y 

fn<Pn(e) = O. Se sigue, por (1.2.7), que <Pnf(e) = <Pn(f(e)) = O y, 

f (e) pertenece a Ker<Pn = En' Luego, f (e) pertenece a f (E) n En 

f(En ). Por consiguiente, existe enEEn tal que f(e) = f(en ). Así, 

e-en está en Kerf y <Pn(e-en ) = <Pn(e). Así, <Pn(e) es la imagen del 

elemento e-en de Kerf y, por consiguiente, Kerf -----)7 Kerfn es so 

breyectivo. 

Ahora, asumamos que Kerf -----)7 Kerf n es sobreyectivo para todo n 

y sea el perteneciente a f(E) nEne A fin de completar la prueba, 

solamente tenemos que el está en f(En ), pues la otra inclusión se 

cumple por ser f compatible. Ya que elE f(E) tenemos el = f(x), 

para algún x € E Y ahora 

<b I (e I ) , n O, 

porque e I E En Ker<Pn' Así, <Pn(x) E Kerf n . Pero, Kerf -----+) Kerf n 
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es sobreyectivo, en consecuencia, ~n(x) = ~n(Y)' donde yE Kerf. 

Se sigue que x-y pertenece a En y f(x) = f(x-y). Así, el = f(x) 

pertenece a f(En ). 

1.3 MODULOS FILTRADOS COMPLETOS 

Como hemos venido haciendo, suponemos que E es un R-módulo y una 

filtración de E es {Enln~o. Ahora, sea x un elemento de E y 

, x m' 

una sucesión de elementos denotada por [xml, del módulo E. 

DEFINICION 1.19 . '. 
La sucesión {xm} se dice que "converge a x" o que "tiene a x co-

mo límite" si la siguiente condición se satisface: 

Dado cualquier entero k~O siempre existe un entero positivo N tal 

que x-xm € Ek' siempre que m>N. 

En estas circunstancias escribimos x m --+ x. 

Es fácil verificar que si xm --7 x y Ym --7 y, entonces 

y rXm --7 rx 

(1.3.1) 

(1.3.2) 

(1.3.3) 



para todo r en R. Supongamos ahora que f: E ) El es un homo-

morfismo continuo de E en un segundo R-módulo filtrado El. Una 

simple aplicación de las definiciones muestra que la sucesión 

{f(Xm)} converge a f(x). Entonces, 

xm --7 x implica que f(xm) --7 f(x), (1.3.4) 

siempre que f sea continuo. 

LEMA 1.20 
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Sean K un subconjunto de un R-módulo filtrado E y x € E. Entonces, 

x pertenece a K si y sólo si existe una sucesión {xm} tal que 

xm .;: K, para todo m y xm --7 x. 

PRUEBA: 

Si tal sucesión existe, entonces toda vecindad de x contiene al 

menos un xm y, por consiguiente, contiene un punto de K. En con

secuencia, x E K. 

Supongamos ahora que x € K. Entonces, (x+Em) n K es distinto de va 

cío y, por tanto, podemos encontrar xm € K tal que x-xm €o Em. Se 

forma así la sucesión Xm tal que xm --7 x. 

PROPOSICION 1.21 

Sean E un módulo filtrado y {xm~una sucesión de elementos de E 

tal que xm --7 x y Xm --7 Xl. Si E es un espacio de Hausdorff, en 

tonces x Xl. 

PRUEBA: 



Sea k~O un entero dado, entonces 

con tal que m sea suficientemente grande. Se sigue que 

00 

X-Xl € n Ek. 
k=O 

00 

Por la Proposición 1.8, nEk = O. Luego, X = Xl. 
k=O 

16 

Entonces, cuando E sea un espacio de Hausdorff los limites son G 

nicos. En estas circunstancias usaremos lim x m X como una alter 

nativa para xm --+ x. 

Hay otro concepto importante que necesitamos, relacionado con las 

sucesiones, planteado en la siguiente 

DEFINICION 1.22 

Una sucesión {xm} de elementos de un módulo filtrado E es llama-

da una "sucesión de Cauchy" si: 

Dado cualquier entero k:?O existe un entero N tal que xn-xm E Ek' 

para cualesquiera m y n mayores que N. 

Si {xmt es una sucesión convergente, digamos x m --+ x, entonces 

es tambien una sucesión de Cauchy. Dado k~O existe un entero N 

tal que x-xm € Ek para todo m>N. Se sigue que si m, n>N, entonces 

Xm-Xn = (x-xn ) - (x-xm) € Ek' lo cual prueba nuestra afirmación. 
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DEFINICION 1.23 

Sea E un R-módulo con filtración {Enln~o. Se dice que E es "com

pleto" si las siguientes condiciones se cumplen 

00 
i) () En = 0, es decir, E es espacio de Hausdorff. 

n=O 
ii) Toda sucesión de Cauchy converge a algún elemento de E. 

Sea {xm1 una sucesión de elementos de E y supongamos que conver-

ge a x. Entonces, tambien x2' x3' x4' converge a x y por con 

siguiente, por (1.3.2), xm+1-xm --7 o. Mostraremos ahora que en 

el caso de un módulo completo el converso se cumple. 

PROPOSICION 1.24 

Sean E un módulo filtrado que es completo con respecto a su fil

tración y {xml una sucesión de elementos de E. Entonces, {Xmf 
, . 

converge a x, si y solo Sl, lim (xm+1-xm) O. 

PRUEBA: 

Debemos asumir que lim (xm+1-xm) = 0, para deducir que {xm} es u 

na sucesión de Cauchy y de aquí, una sucesión convergente. Esto 

establecerá la proposición porque la implicación opuesta ya ha 

sido mostrada. 

Sea un entero k?O. Existe un entero N tal que xm+1-xm~Ek para 

para cada m?N. Supongamos ahora que s,t>N, entonces 
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Esto muestra que {x ml es una sucesión de Cauchy y, de acuerdo a 

la Definición 1.23, es convergente. 

Algunas veces es conveniente hacer uso de la noción de una serie 

convergente. 

DEFINICION 1. 25 

Sea ~um1 una sucesión de elementos de un módulo filtrado E y ha-

gamos sm = u1+u2+ •.. +um. Entonces, decimos que la serie 

converge a s si sm --7 s. 

Cuando E es un espacio de Hausdorff, entonces escribimos 

o 
00 

s = ¿Ui 
i=l 

PROPOSICION 1. 26 

Sea E un R-m6dulo filtrado que es completo con respecto a su fil 

tración. Entonces, una serie 

, 
converge, si y solo si, lim um o. 
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PRUEBA: 

Se sigue a un mismo tiempo, aplicando la Proposición 1.24, a las 

sumas parciales 

de la serie. 

DEFINIeION 1.27 

Un subconjunto "afín" de un R-módulo E es un subconjunto de la 

forma e+ K, donde e E E Y K es un submódulo de E. 

TEOREMA 1.28 

Sea E un R-módulo con filtración {En1n~o. Supongamos que E es com 

pleto con respecto a su filtración y que, para cada n~O, E/En sa 

tisface la condición minimal para submódulos. Si ahora 

es una sucesión decreciente infinita de subconjuntos cerrados y 

afines de E, entonces 

es no vacía. 

PRUEBA: 

Sea Mp = up + Kp' donde up € E Y Kp es un submódulo de E. Ya que 

Ya que up € Mp' cada elemento de Kp +1 es la diferencia de dos ele 



20 

mento s de Mp+l y Mp+l c.. Mp' se sigue que Kp+l e Kp. Así 

es una sucesión decreciente de submódulos de E. 

Por hipótesis, E/El satisface la condición minimal para submódu-

los. Entonces, la sucesión 

es estacionaria, es decir, existe un entero vI tal que 

Ahora, ya que E/E2 satisface la condición minimal para submódu-

los, la sucesión 

es estacionaria, entonces e~iste un entero v2>vI tal que 

Ahora, visualizamos que es posible encontrar v3>v2 con la propi~ 

dad 

De esta manera, obtenemos una sucesión estrictamente creciente 

vI' v2' v3' de enteros positivos tal que 



(1.3.5) 

Ahora, por inducción, probaremos que se puede construir una suce 

sión de elementos xl' x2' , xr ' tal que 

(1.3.6) 

para todo i, i = 1, 2, , r, 

para i= 1, seleccionamos cualquier elemento xl de MV1 ' 

Supongamos ahora que (1.3.6) se cumple para todo i <r y probémos-

lo p ara i = r. Entonces, 

MV = Uv +Kv r r r 

por (1.3.5) y, por tanto, 

Luego, uVr +1 = xr+ kvr+1+er' donde la notación es explicativa por 

si misma. Entonces, haciendo xr +1 = uVr+1-kvr+1 E Mvr +1 ' tenemos 

que 

Esto establece la existencia de la sucesión {x rr teniendo la prQ 

piedad (1 .3. 6) . Según construcción, lim (xr+1 - xr ) O. Entonces, 

por la Proposición 1 . 24, la sucesión {xr } converge. Pongamos 

x = lim x r (recuerde que E es completo). Para un entero fijo p, 

X r E Mp ' cuando r sea suficientemente grande. Entonces, por Lema 
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1.20, x E Mp ' pero Mp es cerrado, por lo que x € Mp' Como esto es 

cierto para todo valor de p, entonces 

En consecuencia, 

es distinto de vacío. 

TEOREMA 1.29 

Sea E un R-módulo con filtración {Enln~o, Supongamos que E es com 

pleto con respecto a su filtración y que, para cada n~O, EIEn sa 

tisface la condición minimal para submódulos. Si ahora 

es una sucesión decreciente infinita de submódulos cerrados de E 

tal que 

00 

n Kp O, 
p=l 

entonces dado cualquier entero s>O existe un entero V s tal que 

PRUEBA: 

Kv e Es' s 

Como en la prueba del Teorema 1.28, existe una sucesión crecien-

te v1' v2' v3' ... de enteros positivos tales que 
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Pongamos Lp = Kvp ' Entonces, los Lp forman una sucesi6n decrecien 

te de subm6dulos cerrados de E tal que 

00 

(\ Lp 
p=l 

o y Lp+l+Ep Lp+Ep' para todo p. (1.3.7) 

Sea s> O. Debemos mostrar que Ls t;. Es' Para este f in sea x tE: Ls' En 

tonces, xE.Ls+l+E s por (1.3.7), digamos x = es+Ys+l' donde esEEs 

y Ys+l ELs+l ~ Ls +2+ Es+l' Por tanto, x = e s +es +l+Ys+2' donde aho 

ra es+l € Es+l y Ys+2 E LS +2 C;;; Ls+3+Es+2' Procediendo de esta mane 

ra, obtenemos sucesiones 

y Ys+l' Ys+2' Ys+3' 

donde es+i e:. Es+i (i~O), Ys+j €. Ls+j (j~l) y, para todo n~l 

Por la Proposici6n 1.26, la serie 

converge. Sea e su suma. Entonces, ya que todas las sumas parcia 

les pertenecen a Es y Es es un subconjunto cerrado de E (Corola-

rio 1.5), tenemos que eE.E s ' Además, la sucesi6n 

Ys+l' Ys+2' Ys+3' 
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converge a x-e. Ahora, para un valor fijo de p, todos los térmi-

nos de esta sucesión pertenecen a Lp con, a lo sumo, un número fi 

nito de excepciones. Entonces, por Lema 1.20, y porque Lp es ce

rrado, x-e E Lp. Esto es cierto para todo valor de p. Por tanto, 

00 

x-e n Lp = O 
p=l 

y, por consiguiente, x = e E Es. 

1.4 LA COMPLETACION DE UN MODULO FILTRADO 

Sea E un R-módulo y {En}n~O una filtración de E. La noción de una 

completación de E con respecto a su filtración es central para 

las ideas que estamos qesarrollando. La definición precisa es co 

mo sigue. 

DEFINICION 1.30 

Una "completación de E" con respecto a la filtración {Enln~O es 

un objeto que consiste de un R-módulo E, una filtración {En}n~O 

-de E y un R-homomorfismo ~: E ------7) E, que satisfacen las con-

diciones siguientes: 

i) E es completo con respecto a 

ii) el R-homomorfismo ~: E -
-----+) E es estricto 

iii) ~(E) es denso en E 
00 

iv) Ker ?jr = () En 
n=O 
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En la práctica uno tiende a usar una forma un tanto casual de ex 

presión cuando se refiere a completaciones, porque es muy tedio-

so tener que decir todo completamente. Asi, uno podria decir "Sea 

E con filtración {En}n>o una completación de un módulo filtrado 

E". Un ejemplo más e x tremo seria el enunciado "Sea E una comple-

tación de E". En ningún caso hay una referencia al importante ho 

momorfismo ~. Sin embargo, si más tarde llegue a ser necesario 

mencionar este mapeo, entonces será introducido por alguna frase 

tal como "donde ?Lr: E ---7) E es el homomorfismo canónico". Aho 

ra, asumamos que posterior a hacer la observación informal "supo!!. 

gamos que E es una completación de E" necesitamos mencionar la 

filtración especial {En}n~O que está implícita en la noción de 

completación. Acompañamos esto llamando a {En}n~O la filtración 

canónica de E. 

Hasta ahora no sabemos que todo módulo filtrado posea una compl~ 

tación. Se mostrará que esto es así en la próxima sección. Tam-

bien necesitamos saber que las e x tensiones de las completaciones 

son únicas. Este problema será tratado en breve, pero es conve-

niente tratar con algunas otras cosas primero. 

TEOREMA 1.31 

Sean E un R-módulo con filtración {En1n40 y E con filtración 

{Enln~O una de sus completaciones. Si ahora, ~: E ---)'7- E es el 

homomorfismo canónico, entonces 

En = -W (En) Y En 
¡Ir -1 ~ 
'f/ (En) . (1.4.1) 
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PRUEBA: 

Ya que 7/í: E -----+) E es estricto, tenemos que ~(En) es igual a 

la intersección ~ (E) n En y, por tanto, ~(En) ~ En' Ahora, por 
~ ~ 

el Corolario 1.5, En es cerrado en E. En consecuencia, tenemos que 

P"(En)<;En . Sea ~E.En' Por la Definición 1.30, ~(E) es denso en 
~ 

E. Entonces, para todo k~O, 

es distinta de vacío. Seleccionemos 77k E. En+k tal que ~+7Jk €. ~(E) . 

Entonces, 

Ahora, lim 7Jk = O y, por tanto, lim (9+7Jk) = 9' Así, 9 es el lími 

te de una sucesión de ~elementos, cada uno de los cuales pertenece 

a ~(En)' En consecuencia, por el Lema 1.20, q. € ?ff (En)' Se sigue 
~ 

que En = ~(En)' Finalmente 

En+Ker ?/í En' 

porque ker ~ ~ En. Así, En = 

TEOREMA 1.32 

1 ~ 

~- (En)' 

~ 

Sea E un R-módulo con completación E. Entonces, hay una corres~o~ 

dencia entre los R-submódulos abiertos U de E y los R-submódulos 

abietos V de E. Esta es tal que si U y V se corresponden y 
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y y?': E -----)~ E es el mapeo canónico, entonces 

v = ~ (U) y U = 11/"-1 (V) • (1.4.2) 

En esta situación, ~ induce un isomorfismo de R-módulos 

E/U ) E/V. 

PRUEBA: 

Empleamos la notación usual para las filtraciones en E y E. Pri

mero, supongamos que V es un submódulo abierto de E y pongamos 

U = ?/r -1 (V). Entonces, ya que 7jr es continuo, U es un submódu

lo abierto de E. Seleccionemos s bastante grande para que Es ~ V. 

Por la Proposición 1.4, ~(E)+Es es abierto y, por tanto, tam-

bien un submódulo cerrado de E. Pero, 

tonces, ~(E)+Es = E. Ahora, ~(U) = 

~(E) es denso en E, en

~(E) nv, por tanto, 

= 

Vr (E) t1 V) +Es 

1f (E) +ES) n V 

EnV 
= v. 

Ya que esto sucede para todo valor grande de s, se sigue, de la 

Propos ición 1.6, que 1f (U) V. Además, }r induce un isomorfis 

mo E/U -----> E/V. Tambien, si s es grande, 

= Es' Así, ~ (E)+V = E: que muestra que el homomorfismo en cues 

tión es sobreyectivo. Por otra parte, si ~(e) € V, entonces, 

e E U. Esto muestra que E/U -----)~ E/Ves inyectivo y, entonces, 



28 

isomorfismo. 

Para completar la prueba, debernos mostrar ahora que si U' es un 

submódulo abierto de E, entonces existe un submódulo abierto Vi 

de E' tal que U' ~-l(VI). Por la Proposición 1.4, podernos en 

contrar un entero n tal que En ~ U'. Pongamos Vi = ~(U')+En. 

Entonces, Vi es ciertamente un submódulo abierto de E y además 

U' S t -1 (V'). Ahora, si e €. ~ -1 (V'), entonces existe u ' € U' tal 

que ~(e-u') € En. En consecuencia, por el Teorema 1.31, e-u ' € En 

y entonces e € u ' • Se sigue que U I = W- 1 (V') • 

COROLARIO 1.33 

Con la notación usual, ;r induce un isomorfismo 

E/En ~ E/~n 
'. 

de R-módulos, para cada n~ O. 

PRUEBA: 

-Por el Teorema 1.31, podernos tornar U = En y V = En en el Teorema 

1.32. 

Ahora, consideremos un homomorfismo continuo entre dos módulos 

filtrados en relación a completaciones de estos módulos. 

TEOREMA 1.34 

Sean E Y E' R-módulos filtrados y E, E' completaciones de E y E', 

respectivamente. Si f: E ----~)~ E' es un R-homomorfismo continuo, 

J 



29 

~ 

entonces existe un único R-homomorfismo continuo f: E ----+ El 

tal que el diagrama 

f 
E ) El 

P 1 1 JY' 
~ 

E ) El 

f 

es conmutativo (Aquí, ~ y ~'son los homomorfismos can6nicos 

de E Y El en sus completaciones). 

PRUEBA: 

Denotaremos las filtraciones de E, El, E y El por {Enln~o,fEnfn~o 

{Enln~o y {En]n~o' respectivamente. Ya que f es continuo, podernos 

encontrar una sucesi6n estrictamente creciente vo' vi' v2' 

de enteros no negativos tal que 

(1.4.3) 

para todo valor de k. Se sigue que 

ro 00 

f(()Ek) ~ ()Ek' 
k=O k=O 

es decir, que f(Ker p0) G Ker ~'. Así, f induce un R-homomorfis 

mo 

f*: }V-(E) ) ~' (E 1) (1.4.4) 

tal que el diagrama 



E 
f 

) El 

Jf 1 1 Jfl 
~(E) ) VI (El) 

f* 

es conmutativo; por (1.4.3), tenemos que 

entonces 

f* ( fI (E) n EVk ) = f* ( ~ (EVk )) = ?tí' I (f (EVk ) ) 

e ~I (Ek) = Sffl (El) n Ek' 

30 

(1.4.5) 

Sea 9 E. E. Ya que P(E) es denso en E, existe una sucesión {um} 

de elementos de ~(E) tal que lim u m = 9. Por tanto, {umt es u

una sucesión de Cauchy y ahora vemos , de (1.4.5), que {f*(Um)l 
~ ~ 

es una sucesión de Cauchy en El. Pero, El es completo. Así, 

\f*(um)} tiene un límite en El y, ya que E es un espacio de Haus 

dorff, este límite está determinado únicamente por {umr. 

Supongamos que tenemos una segunda sucesión, digamos {vm}' tal 

que v m E ~(E) para todo m y lim v m = ~. Entonces, por supuesto, 

lim f*(vm) tambien existe. Ahora, lim (um-vm) = O. De aquí, por 

(1.4.5), lim f* (um - vm) = O Y por tanto, lim f* (um) = lim f* (vm). 

Por tanto, lim f*(um) depende sólo de ~ y es independiente de la 

selección de la sucesión {Umr.Entonces, podemos definir un mapeo 

f: E -----)T El por medio de la ecuación 

f(~) lim f*(um). (1.4.6) 
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Veamos que f es un R-homomorfismo. Si réR, entonces por (1.3.3), 

ambos lim (rum) = rf y lim f*(rum) = r lim f*(um). Así, tenemos 

que f(r9) = r f(~). Por otra parte, si ~1 y ~2 pertenecen a E, 

entonces podemos encontrar sucesiones {umt y {vmt de elementos 

de ~(E), las cuales convergen a ~1 y ~2' respectivamente. Pero, 
~ ~ ~ 

por (1.3.1), lim (um+vm) = ~1+~2 y, así, fn1+~2) = f(~1)+f(~2). 

Ahora, mostremos que f es continuo. Asumamos que ~ e EVk. Por el 

Teorema 1.31, EVk = ~(EVk) Y , por tanto, podemos arreglar que 

la sucesión {umt esté compuesta de elementos de 9Í(EVk ) = 

~(E) n EVk. Pero, en este caso, f*(um) € Ek para todo m, en vir 

tud de (1.4.5). Ahora, por el Corolario 1.5, Ek es un submódulo 
~ ~ 

cerrado de E' y por tanto, f(9) = lim f*(um) € Ek. Se sigue que 

(1.4.7) 

para todo valor de k. Esto muestra que el homomorfismo f es con 

tinuo en el elemento cero. Entonces, por la Proposición 1.13, f 
~ 

es continuo en E. 

Por otra parte, si ~ € ~(E), podemos tomar por {um} la suce-

sión cuyos términos son todos iguales a ~ y de esto vemos que 

f(~) = f*( ~). Así, f y f* coinciden en ?f(E) y, por consi-

guiente, el diagrama 

E f 7 E' 

vI 1 W' 
~ 

E ) E' 
f 
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es conmutativo. 

Finalmente, observamos que si dos mapeos, digamos fl y f2' tie-

nen las propiedades descritas en la exposición del teorema, de

den coincidir con f* en ~(E). Así, f1 y f2 son continuos y 

-coinciden en un subconjunto denso de E. 

COROLARIO 1.35 

Sea la situación como la descrita en el Teorema 1.34 y supong~ 

mos que f es compatible con las filtraciones de E y E'. Enton-

- - - -ces, f : E -----)7 E' es compatible con las filtraciones de E y E'. 

PRUEBA: 

Usando la misma notación como fué empleada en la' prueba del Te~ 

rema 1.34, notamos que la sucesión vO' v1' v2' puede ser t~ 

mada para consistir de los enteros O, 1, 2, ... en su orden na-

tural. En este caso, (1.4.7) llega ser f( Ek ) ~ Ek para todo k. 

COROLARIO 1.36 

Sea la situación como la descrita en el Teorema 1.34 y suponga-

mos que el homomorfismo f: E -----)~ E' es estricto. Entonces, 

f: E -----+) E' es tambien estricto. 

PRUEBA: 

Por el Corolario 1.35, f es compatible con las filtraciones de 

- - -E Y E'. En consecuencia, f( Ek ) ~ Ek y, tenemos la inclusión 

f ( Ek ) e f (E) n Ek. Ahora, asumamos que ~' E. f (E) n Ek. Entonces, 
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existe ~ €o E tal que f ( ~) = ~ '. Ahora, ya que W(E) es denso en 

E, existe e E E tal que ~- JV(e) € Ek. Se sigue que f ( p"(e)) €. Ek. 

Pero, f ( P (e)) = lf' (f (e)) y, por e 1 Teorema 1.31, -p- , -1 (Ek) 

= EJ(. Así, f(e) €. EJ( y, por tanto, f(e) €. f(E) n EJ( = f(Ek), por-

que f es estricto. Ahora, vemos que hay un elemento x € Ek tal 

que f(x) = f(e) y, por tanto, f( ~(x)) = f( ~(e)). Así, 

]Ó'(e) - y(x) E Kerf y 

~ = ( ~ - W ( e) ) + ~ (x) + ( ]y( e) - f( x) ) 

~ ~ 

pertenece a Ek+Kerf. Finalmente, 

~ ~ 

~' = f (~) € f (Ek+Kerf) = f (Ek) • 

El corolario se sigue. 

El Teorema 1.34 muestra que cada homomorfismo continuo E ---)~ E' 

da origen a un homomorfismo continuo bien definido entre una com 

pletación de E y una completación de E'. En adelante, designare 

mos automáticamente este homomorfismo colocando una ~ sobre el 

símbolo del homomorfismo original. 

TEOREMA 1.37 
~ 

Sean E, E' Y E" R-módulos filtrados teniendo a E, E' Y E", res-

pectivamente, como completaciones. Suponga yue 

f: E ---+) E' Y g: E' ---+) E" 
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son R-homomorfismos continuos. Entonces 

gf: E ----~) El 

~ 
es un R-homomorfismo continuo y gf = gf. 

COROLARIO 1.38 
~ 

Sean E y El R-módulos filtrados con completaciones E y El, res-

pectivamente. Si ahora, f: E -----)~ El es un isomorfismo continuo 

de E en El y el isomorfismo inverso g: El -----+) E es tambien con 
~ 

tinuo, entonces f: E -----+) El es un isomorfismo continuo de E en 

El Y su inverso es g. 

PRUEBA: 

Tenemos gf = i, donde i es el mapeo identidad de E. Entonces, 

por el Teorema 1.37, gf = i. Sin embargo, es obvio de la defini 

ción que i es el mapeo identidad de E. Similarmente, fg es el ma 

peo identidad de El. Esto completa la prueba. 

El siguiente teorema nos dice que cualesquiera dos completacio-

nes de un módulo filtrado son virtualmente únicas. En vista de 

esto es costumbre hablar de la completación de un módulo filtra 

do, más que de una completación. 

TEOREMA 1.39 

Sea E un R-módulo filtrado y supongamos que E con filtración 
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~En1n)0 y E* con filtración {Efi}n~O son dos completaciones de E. 

Entonces, existe uno y solamente un mapeo continuo w: E ---)~ E* 

tal que el diagrama 

E ----+) E* 
w 

es conmutativo, donde ~ y ~* son los homomorfismos canónicos 

asociados con las completaciones. 

El mapeo w tiene las propiedades adicionales: 

i) es un isomorfismo del R-módulo E en el R-módulo E*. 

-ii) w( En ) = Efi para todo n. 

PRUEBA: 

Al tomar E = El Y f como el mapeo identidad de E, se sigue, del 

Teorema 1.34, la existencia y unicidad de w y, del Corolario 1.38, 

que es un isomorfismo de R-módulos. Finalmente, por el Corolario 

1.36, w es estricto, que en el presente caso significa que 

w(En ) 

DEFINICION 1.40 

Sea R un anillo. Se define el "centro" de R como el conjunto de 

todos los elementos rE R tal que 

rx = x r 

para todo x E R. 
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Sea f: E -----)~ E' un homomorfismo de un R-módulo E en un R-módu 

lo E' Y sea rE R. En general, el mapeo cp: E ---+~ E' def inido 

por cp(e) = r f(e) no es un homomorfismo, porque no estamos asu-

miendo que R es conmutativo. Sin embargo, lo será cuando r per-

tenezca al centro de R. Con esta observación damos el siguiente 

TEOREMA 1. 41 

Sean E Y E' R-módulos filtrados con E y E' sus respectivas fil-

traciones. Además, sean f, f 1 Y f2 homomorfismos continuos de E 

en E' Y r perteneciente al centro de R. Entonces 

son homomorfismos continuos de E en E' y, 

PRUEBA: 

Probemos solamente la relación aditiva, pues las otras se siguen 

por medio de consideraciones similares. 

Sea s un entero no negativo. Podemos encontrar t~O tal que 

Se sigue que 

y, por tanto, fl+f2 es continuo. Similarmente, fl + f2 es conti 
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nuo. Ya que el diagrama 

f1+ f 2 
E ) El 

?ji 1 1 v' 
~ 

E ) El 

f1+ f 2 

es conmutativo ( W y 7,11 son los homomorfismos canónicos), te 

~ 
nemos que f1+f2 = f1+f2. 

COROLARIO 1.42 
~ 

Si f: E -----)7 El es un homomorfismo nulo, entonces f: E -----)7 El 

tambien lo es. 

Supongamos ahora que E, El, El! son R-módulos filtrados y que f, g 

son homomorfismos 

9 f 
El! ------7) E ------7) El 

que son compatibles con las filtraciones apropiadas. Esto da lu 

gar a la situación 

g 
~ 

E" ----~) E 
f 

------»> E I 

en la cual, por Corolario 1.35, f Y g satisfacen similarmente 

las condiciones de compatibilidad. Ahora, para cada n,O, tenemos 

un diagrama conmutativo 
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E" I En ) EIEn ) E' lEn 

1 1 1 (1.4.8) 

E"IEn ) EIEn ) E' lEn 

Acá, los mapeos de arriba son inducidos por f y g, mientras que 

los de abajo por f y g. Los mapeos verticales, por otra parte, 

vienen de los mapeos canónicos de E", E Y E' en sus respectivas 

completaciones. En consecuencia, por el Corolario 1.33, todos 

los mapeos verticales son isomorfismos. 

LEMA 1.43 

Sea la situación como la descrita arriba y supongamos que, en a 

dición, g es estricto y 

E" lEn --+) EIEn ---)r E' lEn 

es exacta, para todo n~O. Entonces, la sucesión 

~ 

E" --~) E ---)r E' 

es tambien exacta. 

PRUEBA: 

Las propiedades del diagrama (1.4.8) muestran que 

E"IEn --~) EIEn ---)r E' lEn 

es exacta, para todo n~O. Tambien, por el Corolario 1.36, g es 

estricto. Esto significa que para los propósitos de la prueba po 
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demos asumir que E, E', En son ellos mismos completos y deducien 

do que 

En 9 f 
--~) E ---7-) E' 

es exacta, establecemos el lema. 

Sea en € En. Ya que el resul tado de la composición 

En/En --~) E/En ---)~ E' /En 

es un mapeo nulo, se sigue que (fg) (en) E En' para todo n. Pero, 

00 

n En = O, 
n=O 

porque E' es completo. Entonces, (fg) (en) = O y, por tanto, fg 

es un homomorfismo nulo, es decir, Img ~ Kerf. 

Ahora, probemos la otra inclusión. Sea 9 tKerf¡ mostraremos que 

~ = g ('7), para algún '1 E. En. Para este fin construimos una suce-

de elementos de En que satisfacen 

ii) 77n+l-'l'nEEn, 

para todo n. Asumimos, por el momento, que tenemos tal sucesión. 

Por la Proposición 1. 24 Y ii), se sigue que lim 7'ln = -r¡ (digamos) 

existe. Ahora, de i) y el hecho que g es continuo, obtenemos 

~= lim g(~n) = g( lim7Jn) = g("'7) 

como es requerido. Así, solamente resta mostrar que una sucesión 



~o, ry1' ~2' ... con las propiedades necesarias puede ser encon

trada. Esto será hecho para construir los términos en sucesión. 

Iniciamos tomando ~o como un elemento arbitrario de E". Ahora, 

supongamos que hemos obtenido 10' ~ll , ~k Y que satisfacen 

i) Y ii), en cuanto que estas condiciones relacionan a estos e-

lementos. Ya que ~ € Kerf, la imagen natural de ~ en E/Ek+1 per-

tenece a 

Ker( E/Ek+1 ---)~ EI/Ek+1 ) 

= Im( E" / Ek+l ---7) E/Ek+1 ) 

y así, existe7'(*E.E" tal que g(77*)-~€Ek+l. Por consiguiente, 

g(i7*)-g(7Jk) E Ek Y así g(7?*-7?k) pertenece a g(E") n Ek = g(Ek)' 
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porque g es estricto. Entonces, e x iste ek € Ek tal que g ('?*-l?k) = 

g(ekl. Hagamos 1k+l ='lk+ek· Luego, '?k+l-i?k E Ek y, porque g('lk+l) 

= g(~*), debemos tener que ~-g(i7k+1) E Ek+1. Esto muestra que la 

sucesión '10' 7(11 , ~k puede ser continuada; lo que completa 

la prueba. 

TEOREMA 1. 44 

Sean E, El Y E" R-módulos con filtraciones {Enfn1-01 {Eilrn1-0 y 

- - -y completaciones E, El Y E". Además, sea 

E" --g-7- E 
f 

---),r. El 

una sucesión exacta, en la que f y g son homomorfismos estric-

tos. Entonces, para cada n~O, la sucesión inducida 



En /En --~) E/En ---+) E' /En (1.4.9) 

es e xacta. En adición, f y g son homomorfismos estrictos y 

E" 
g ~ 

---):;.- E 
f 

---+) E' 

es tambien una sucesión exacta. 

PRUEBA: 
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Solamente es necesario mostrar que (1.4.9) es una sucesión e xac-

ta, porque entonces el teorema se seguirá en virtud del Corolario 

1.36 Y Lema 1.43. Obviamente, 

1m ( E"/En ) E/ En) e Ker ( E/En ---+) E'/En)· 

En lo que sigue, ~n: E ) E/En y ~n: E" ---+) E" /En denotarán 

los mapeos naturales. 

Sea w € Ker ( E/En ---)r E'/En). Ya que f es estricto, se sigue 

del Lem? 1 .18, que w = ~n(e), para algún eéKerf. Pero, tenemos 

que KE. = lmg. Consecuentemente, e = g(e"), para algún elemento 

apropiado e" E. E". Así, w = ~n(g(e")) = (~ng) (e"), que muestra que 

w es la imagen de ~n(e") bajo el mapeo E"/En ---'?-) E/ En. Por tan 

to, w E 1m ( E 11 / En --~)r E/En) y la sucesión (1.4.9) es e xacta. 

1.5 LA EXISTENCIA DE COMPLETACIONES 

En la sección anterior establecimos un número de propiedades de 
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las completaciones de módulos filtrados, pero tenernos que mostrar 

que un módulo filtrado siempre posee una completación. Hay más 

de una manera en que podernos hacerlo. El método que usaremos em 

plea la noción de límite proyectivo. 

Sea {Entn~o una filtración de un R-módulo E. Entonces el mapeo 

identidad de E induce un R-homomorfismo 

d'n: E/En --+) E/En -1 

para cada n~l. Por consiguiente, tenernos mapeos 

--7) E/En +1 
O'n+1 
--7) E/En 

O'n 
--7) E/En -1 

0'1 
--7) E/Eo. 

---+) ... 

(1.5.1) 

Supongamos que c;. = { X"':~}n~o es una sucesión en que x n G E/En pa

ra todo n>O Y ~(xn) = x n -1 para todo n?l. La totalidad de tales 

sucesiones será denotada por ~. Este es llamado el "límite pro

yectivo" del sistema (1.5.1). Obviamente ~ es no vacío. Además, 

podernos darle la estructura de un R-módulo, de manera que, si 
~ 

pertenecen a E y rE:. R, entonces 

(1.5.2) 

y (1.5.3) 

~ ~ 

Para k~O, sea Ek el R-submódulo de E consisti é ndo de todos los 

elementos de E para los que xk = O. Entonces 
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Así, {Ek}k?O es una filtración de E y tenemos 

-Ahora debemos mostrar que E es completo con respecto a su filtra 

ción. 

Sea i ~(s) ~,donde ~ (s) = {xA s) r n~O y s = 1, 2, 3, ... , una suce 

sión de Cauchy de elementos de E y supongamos que k?O es un ente 

d d E t ~(s+l)_ >(s) ~ d d ro a o. n onces, v y e Ek cuan o s es gran e y, por 

tanto, 

(s+l) (s) 
xk = xk . 

Así, la sucesión x~l), x~2), x~3), ... eventualmente llega a ser 

constante. Sea xk el valor terminal y hagamos ~ = i xk tk~O. Ob-

viamente, ~€ E cuando s es suficientemente grande. Por tanto, 

~ (s) -----)~ ~ Y E ha sido mostrado como completo. 

Sea <Pn: E ---....,)~ E/En el mapeo natural. Entonces, para cada e é E 

la sucesión {<Pn(e)}n~o es un elemento de E. Podemos definir así 

un mapeo JLf: E -
---)~ E ta 1 que 

Este es claramente un R-homomorfismo y Ker ~ = 

que ~ es estricto. En verdad, supongamos que 

00 

n En. Af irmamos 
n=O 
c;= {xnrn>o pe!:. 
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tenece a W(E) n Ek. Entonces, existe e c:: E tal que P (e) = ~ 

y, por tanto, x n = ~n(e) para todo n~O. Pero, xk = O. En conse- -

cuencia, eE.Ek y ~= }Ú'(e) E P'(Ek). Se sigue que 

y, como la inclusión opuesta es obvia, nuestra afirmación de que 

~ es estricto ha sido establecida. 

Hay una propiedad final que debemos comprobar, antes que podamos 

asegurar que tenemos una completación de E, a saber, debemos mos 

trar que la clausura )ir (E), de 
~ 

coincide con E. Para ello, 

sean ~= ~Yntn~O un elemento dado de E y k~O un entero dado. En 

tonces, YkE'E/Ek y, por tanto, existe eEE tal que ~k(e) = Yk. Si 

ahora se sigue que ~ - ~(e) pertenece a Ek y, por tanto, 

~ + Ek corta a PV(E) . ~ Además, esto es cierto para todo k. Esto 

muestra que ~é JV(E) y así vemos que Jf (E) = E como era requ~_ 

rido. Resumimos y asentamos nuestras conclusiones en el siguiente 

TEOREMA 1.45 

Sea {Entn~o una filtración de un R-módulo E. Entonces, E posee u 

na completación con respecto a su filtración. Además, una compl~ 

tación puede ser obtenida como el límite proyectivo del sistema 

---T) E/En +1 
O'n+1 
--7) E/En 

O'n 
---T) E/En -1 --.,..) ••• 
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en la manera descrita arriba. 



CAPITULO 11 

ANILLOS FILTRADOS 



2.1 ANILLOS FILTRADOS 

DEFINIeION 2.1 

Sea R un anillo. Entonces, una filtración de R es una familia 

{An}n~O de ideales (izquierdos y derechos) que satisface 

para todo njO. 
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Ahora, si consideramos a R como un módulo (izquierdo) con respe~ 

to a si mismo, tenemos que R es un módulo filtrado, con tAn1n~o 

como filtración. Esto nos conducirá a un número de resultados del 

capítulo anterior. Por ejemplo, hay una topología de la filtra

ción en R que tiene a"'; los conjuntos de la forma 0(+ An' donde 

~ ¿ R Y n~O, como una base. Ahora, por la Proposición 1.10, el 

mapeo R -----)*. R en el que cada elemento es mapeado a su opuesto 

es un homomorfismo y, así tambien, el mapeo 't p : R ) R donde 

~p(r) = r + p. Aquí por supuesto, p es un elemento fijo de R. 

Sea RxR dotado con la topología producto. Ya sabemos, de la Pro-

posición 1.11, que el mapeo ~: RxR ) R definido por ~(r,rl) 

= r + r 1 es continuo. En la presente ocasión, tambien tenemos un 

mapeo mUltiplicativo 1: RxR -----7) R en que 1 (r,r l ) = rr l . Este 

tambien es continuo. Sean ~, ~ pertenecientes a R y k~O un en

tero. Entonces, cuando x pertenece a ~+ Ak Y Y pertenece a 



-
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f' + Ak' J{ (x ,y ) = xy pertenecerá a o<.f:J + Ak. Entonces, 

H. ( eX + Ak' fJ + Ak) ~ J1 ( 0(, f-;) + Ak Y la continuidad de 11 que 

da demostrada. 

Sean i~m} y {~mr sucesiones de elementos de un anillo filtra

do R y supongamos que O(m --7- o( Y fo m --7- fo • Ya sabemos que 

O(m + ~m --7- o<. + fo (2.1.1) 

y O( m - fo m --7- O(. - ¡?J (2.1.2) 

Como hemos visto, la multiplicación es una función continua; por 

lo que podemos agregar 

(2.1.3) 

Sin embargo, el concepto de completación de un anillo filtrado 

requiere un breve comentario. 

DEFINICI ON 2.2 

Sea {Anln~o una filtración de un anillo R. Una completación de 

R con respecto a su filtración es un objeto que consiste de un 

anillo R, una filtración {An}n>o de ideales de R y un homomorfi~ 

mo de anillos lt": R ------)* R, que satisfacen las siguientes con-

diciones: 

i) R es completo con respecto a {An}n~o 

ii) ~(An) = }V(R) n An para todo n~O 
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iii) ~(R) es denso en R 
ro 

iv) Ker f = () An . 
n=O 
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Como en el caso de módulos, debemos referirnos a {An}n¿o como 

la filtración canónica en R y a ~: R -----~) R como el homomorfis 

mo canónico (suponernos que para un homomorfismo de anillos el e 

lemento identidad mapea al elemento identidad). Notemos, de pa-

so, que si R es un anillo conmutativo, entonces lo es tambien R. 

Es claro que si ~,'l pertenecen a f(R), entonces ~~ = 7?~. Pero, 

todo elemento de R es el límite de una sucesión de elementos de 

J1(R). En consecuencia, el acierto se sigue de (2.1.3) y la uni 

cidad de límites. 

Supongamos que R es una completación de un anillo R. Si r € R Y 

-~ €. R, podemos convertir R en un R-módulo (izquierdo) definiendo 

donde 'Ves el homomorf ismo canónico. Los R- ideales An entonces 

llegan a ser R-submódulos de R. Podernos considerar, por tanto, 

a R y R como R-módulos filtrados, teniendo a {Anrn¿O y {An}n~o 

como sus respectivas filtraciones. En este entendido, R es una 

completación de R, en el sentido que fué establecido en la sec-

ción (1.4). De esta manera, podemos hacer uso de un número de 

resultados iniciales sin el problema de exa~inar sus pruebas p~ 

ra ver el cambio de módulos a anillos que hace cualquier difere~ 

-cia esencial. Así, del Teorema 1.31, se sigue que An es la clau 
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sura de 1t'(An ) en Ry An =1j--1(An ). Ahora, por el Corolario 1.33, 

~induce una mapeo uno-a-uno 

---+) R/An 

de R/An en R/An . Ya que ~ es un homomorfismo de anillos y An , An 

son ideales, el mapeo es efecto un isomorfismo de anillos. 

La cuestión de la unicidad de la completación de un anillo filtra 

do puede ser establecida con la ayuda de resultados iniciales. Su 

pongamos que R con filtración {An}n~O y R' con filtración {AA}n~O 
~ 

son dos completaciones del anillo filtrado R y sean ~: R --~)r R 

y ']f': R ---)~ R' los mapeos canónicos. La teoría de los módulos 

filtrados nos dice que existe uno y sólo un mapeo continuo 

~ 

w: R ---)~ R' 

tal que el diagrama 

R 

~/\~' (2.1.4) 

R ------+) R' 
W 

es conmutativo. Tenemos que W(An ) = AA para todo n, y W mismo es 

un isomorfismo de anillos. Además, considerando a R, R Y R' como 

módulos filtrados y aplicando el Teorema 1.39, se sigue que 

i) W(An ) = AA 
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~ 

ii) w es un mapeo uno-a-uno de R en R' 
~ 

iii) si ~, 7J € R, entonces 

w( F,+?J = w(~) + w(-r¡). 

Ahora, porque (2.1.4) es conmutativo y )V, ~' son homomorfismos 

de anillos, vernos que w( 1R ) = 1R'. De acuerdo a esto, sólo es 

necesario mostrar que 

w( ~r¡) = w( ~)w( 1J) 

~ 

para todo ~, -r¡ en R. Sin embargo, cuando ~,.", pertenecen a 

!V(R), esto es una consecuencia de las propiedades conmutativas 

del diagrama (2.1.4). En el caso general, cada ~,?? en R = ]V"(R) 

es el límite de una sucesión de elementos pertenecientes a ~(R). 

Ya que w es continua, el resultado se sigue de (2.1.3) y (1.3.4). 

Por otra parte, la existencia de completaciones de anillos filtra 

dos puede ser establecida modificando el método usado en el caso 

de módulos. Para ver esto, sea R un anillo filtrado con filtración 

{Antn~o. Entonces, el mapeo identidad induce un homomorfismo so

breyectivo de anillos 

(j n: R/ An --+) R/An -1 

~ 

para cada n~l. Ahora, sea R el límite proyectivo del sistema 

--*) R/An +1 ~n+* R/An ---+) ... 
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--7-) R/Al 
a-

__ 17-) R/AO 

y sean {xn}n~O' {Yn}n~O elementos típicos de R. Entonces, R tie-

ne una estructura natural como un anillo con elemento identidad, 

en que 

y 

El elemento identidad es la sucesión {xn}n~o en que, para cada 

n~O, x n es el elemento identidad del anillo R/An • 
~ 

Para k~O, sea Ak el R-ideal que consiste de aquellas sucesiones 

\Yn1n~o para las que Yk = O. Entonces, {Ak}k~O es una filtración 
~ ~ 

en R y R es completo con respecto a su filtración. 

Finalmente, sea ~n: R -----)~ R/An el mapeo natural y definamos 

v: R --?-) R por V(r) {~n (r)} n~O. Entonces, y es un homomor 

fismo de anillos. Además, R, la filtración {An}n~o y el homomor

fismo ~ constituyen una completación del anillo filtrado R. Las 

razones por las cuales ellos tienen las propiedades necesarias 

son esencialmente las mismas que aquellas encontradas en la teo-

ría de módulos filtrados. 

A continuación, presentamos casos sobre anillos filtrados que tie 

nen significado para nuestras investigaciones siguientes. 

LEMA 2.3 
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Sea R un anillo filtrado, R su completación y ~: R 
~ 

--7) R el 

homomorfismo canónico de anillos. Si ahora, r pertenece al centro 
~ 

de R, entonces )1(r) pertenece al centro de R. 

PRUEBA: 

Si 7? pertenece a ]V (R), entonces -r¡ }y(r) = f(r) '? • Sin embargo, 

}V(R) es denso en R y la multiplicación es una función continua. 

Se sigue que ~ "W(r) = ]Y (r) ~ para todo 

LEMA 2.4 

Sea R un anillo filtrado. Denotemos por il el subconjunto de R 

consistiendo de todos los elementos x tal que x n converge a ce

ro cuando n tiende al infinito. Entonces, !1 es cerrado con res-

pecto a la topología filtración. 

PRUEBA: 

Sea {An1njO la filtración en R y supongamos que y pertenece a la 

clausura n de.n.. Si ahora un entero k~O es dado, entonces 

y + Ak corta a i1 y por tanto 

para algún x ~!l. Pero, Ak es un ideal. En consecuencia, 

para todo n. Sin embargo, x n E Ak para todo n grande y por consi-

guiente yn~Ak cuando n es grande. Así, yn --7 O, que es decir 
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y E,íl. 

PROPOSICION 2.5 

Sean R un anillo filtrado completo y B un ideal (izquierdo) de R. 

Supongamos que para todo x€. B, xn converge a cero cuando n tien

de al infinito. Entonces, B está contenido en el radical de Jacob 

son de R. 

PRUEBA: 

Sean XG B y L un ideal maximal (izquierdo). Será suficiente mos

trar que x pertenece a L. Asumamos lo contrario. Entonces, 

Rx + L = R 

y así rx + 'A = 1 para elementos convenientes r é R Y 1\ €o L. Ponga

mos rx = y. Entonces, ).. = 1 - Y Y yE:B. Se sigue que yn --+ O Y 

por tanto, por la Proposición 1.26, la serie 

1 + y + y2 + y3 + ... 

converge. Sea z su suma. Entonces, ya que 

( 1 + Y + y2 + y3 + .•. + yn ) ( 1 - Y ) = 1 - yn+l 

para todo n~O. Se sigue que z ( 1 - Y ) = 1. Así, z A = 1 Y ahora 

tenemos una contradicción, porque L es un ideal propio izquier

do. 
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2.2 MODULOS FILTRADOS SOBRE ANILLOS FILTRADOS 

Sean R un anillo filtrado con filtración {An1n>o y E un R-módulo 

con filtración tEn~n~o' Entonces, podemos completar R para obte

ner un anillo R y tambien completar E para obtener un R-módulo E. 

Naturalmente, esperarnos que E tendrá la estructura de un R-módulo 

siempre que las dos filtraciones estén convenientemente conecta

das. Esta es la idea que ahora será explorada. 

Ya que E es un R-módulo, tenernos un mapeo multiplicativo 

RxE ) E 

en que (r,e) es llevado a re. Además, R y E están dotados cada u 

no de una topología filtración; así, podernos dotar a RxE 

de la topología producto. 

DEFINIeION 2.6 

Diremos que la filtración en E es "compatible" con la filtración 

en el anillo R si el mapeo multiplicativo RxE ----~) E es conti-

nuo. 

Supongamos por el momento que este es el caso y sean o(m -+ o<.. y 

x m -+ x, donde {o<..m 1 es una sucesión de elementos de R y {xm} ~ 

na sucesión de elementos de E. Entonces, por ,supuesto, 

o(m x m -+ 0\ x. (2.2.1) 
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LEMA 2.7 

Las siguientes dos proposiciones son equivalentes: 

a) el mapeo multiplicativo RxE ------+) E es continuo 

b) dado e E E Y k1-0 existe un entero p~O tal que 

PRUEBA: 

Supongamos que a) es cierto y sean e e. E y k>--O dados. Ya que la 

multiplicación es continua en (O,e); existen enteros p~O, q1-0 ta 

les que 

En particular, Ape ~Ek. Así, a) implica b). 

Ahora asumamos que b) es cierta. Debemos mostrar que la multipli 

cación es continua en (r,e). Para este fín supongamos que un en-

tero k es dado. Entonces, Ape ~ Ek para un entero p. Si ahora ~ 

pertenece a r + Ap Y x pertenece a e + Ek' entonces oc x está en 

re + Ek. Consecuentemente, tenemos continuidad en (r,e). 

Consideremos la situación en que la filtración en E es compatible 

- -con la de R y sean E y R las respectivas completaciones. Debemos 

usar VR: R -
----7) E para denotar los mapeos ca-

nónicos (Así, ~R es un homomorfismo de anillos y }ifE es un horno 

morfismo de R-módulos). La notación para las filtraciones de R, 

- -E, R Y E serán las usuales. 



Sea e E E y k~O un entero dado. Podemos encontrar entonces e E. E 

tal que e -sb--E(e)E.Ek. Ahora, por el Lema 2.7, existe p~O tal 

que Ape ~ Ek y, por consiguiente, Ap}VE(e) e Ek. Se sigue que 
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(2.2.2) 

Esto muestra que la filtración en E es compatible con la filtra-

ción en R. 

Ahora, sea O( E. R y e E E. Existe una sucesión ~ a m r de elementos 

de R tal que ~ = lim ~R(am). Supongamos que k~O es dado y se-

leccionemos p~O tal que (2.2.2) se cumple. Hay entonces un ente-

ro positivo N tal que, cuando m,q~N, la diferencia 

pertenece a Ap. En est~ caso, a m - a q pertenece a ~Rl(Ap) = Ap 

y, por tanto, ame - aqe está en Ek. Esto muestra que {ame} es u-

na sucesión de Cauchy y, entonces, una sucesión convergente. Ade 

más, si {aro} es otra sucesión de elementos de R para la cual 

~ = lim ~R(am)' entonces podemos fácilmente verificar que 

{ame - ame} converge a cero. Por consiguiente, podemos definir el 

producto RxE ---7-) E así 

(2.2.3) 

Observe que si a E R, entonces 

~ 

ae. (2.2.4) 
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~ ~ 

Ahora supongamos que O( E. Ap. Entonces, ya que Ap es la clausura 

de ~R(Ap), podemos arreglar que todos los elementos a m estén en 

Ap. Pero, en este caso, ame éEk' por (2.2.2), y así ote EEk' por 
~ 

que Ek es cerrado. Esto muestra que 

(2.2.5) 

Ahora, si e E. Ek y o( es ahora arbitraria, entonces ame E Ek' por

que Ek es un R-módulo. Así, obtenemos O\. e E.. Ek y hemos mostrado 

que 

(2.2.6) 

~ 

Pretendemos que E llegue a ser un R-módulo. Para este fin, supo~ 

gamos que 0<., ~ € R y e E. E. Debemos mostrar que o<. ( fb e) coincide 

con ( ~fo) e (La verificación de los otros axiomas de módulo es 

sencilla y se deja al lector). Seleccionemos sucesiones {am} y 

~bml, de elementos de R, tal que o<. = lim iR(am) y ¡¿= limVR(bm) 

y sea k~O un entero dado. Cuando m es suficientemente grande, te 

nemos que fo e - bme é Ek y, por tanto, a m (f> e) (ambm) e pertene

ce a Ek. Por (2.2.3), a m(/t2>e) ---+ o<.((!>e). Además, YR(ambm) = 

VR(am)'VR(bm) tiende a ~¡o. Entonces, (ambm)e ---+ (<Xf.»e. Se 

sigue que o<.. ( (b e) - (o<.fo) e pertenece a Ek. Pero, esto es cierto 

para todo k. Consecuentemente, = ( ex f3 ) e y nuestra pre-

tensión está justificada. 

Por (2.2.6), Ek es un R-módulo. Así, {En}n~o es una filtración en 

E, cuando E es considerado como un R-módulo. Por (2.2.5), tEklk~ 
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es compatible con {Ak}k~O. Resumimos nuestras conclusiones en el 

TEOREMA 2.8 

Sea R un anillo filtrado, E un R-módulo filtrado y supongamos que 

- -la filtración en E es compatible con la de R. Si ahora, R y E son 

completaciones de R y E, respectivamente, y ~R: R ---~) R es el 

homomorfismo canónico de anillos, entonces a E se le puede dar la 

estructura de un R-módulo, ya que 

-ii) la filtración de E consiste de R-submódulos y es compatible 

con la de R. 

Además, estos dos requerimientos determinan completamente la es-

tructura de E como un~ R-módulo. 

Solamente la afirmación final necesita comentarse. Sin embargo, 

cuando todas las condiciones son satisfechas es claro que debe-

mos tener ~ e = 1 im (ame), con tal de que l a m} sea una suces ión 

de elementos de R tal que {tR (am)} converge a OC. Esto muestra 

que hay sólo un valor posible para el producto de ~ y e. 

COROLARIO 2.9 

Sea la situación como la descrita en el enunciado del Teorema 
# 

2.8. Entonces, para rE. R Y e €o E tenemos el producto 
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}trE (re) = fR (r) "fE (e) , 

donde ?fE: E 
~ 

-----)~ E es el homomorfismo canónico de R-módulos. 

PRUEBA: 

Esto se sigue enseguida porque, por el Teorema 2.8, 

y r 'VE (e) = 1f E (re) , 

porque >fE es un R-homomorfismo. 

COROLARIO 2.10 

Con las mismas suposiciones del Teorema 2.8, los R-submódulos a-
~ ~ 

biertos de E coinciden con los R-submódulos abiertos de E. 

PRUEBA: 
~ 

Sea V un R-submódulo abierto de E. Debemos demostrar que es tam-

bien un R-submódulo. El converso es obvio porque cualquier R-sub 
~ 

módulo de E es un R-módulo. 
~ ~ 

Sea o( E. R Y v E V. Ya que V es abierto en E, existe un entero k 

tal que Ek ~ V. Ahora, la filtración de E es compatible con la de 

R. Consecuentemente, por el Lema 2.7, existe un entero p tal que 

ApV ~ Ek. Seleccionemos r €. R tal que oC - fR (r) pertenece a Ap. 

Entonces 

oc. - y R (r ) ) v ~ Ek e V. 

Pero VR(r)V rv é V, porque V es un R-módulo. Se sigue que ocv 
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~ 

V. En consecuencia, V es un R-m6dulo de E. 

En el futuro, si R es un anillo filtrado, E un R-m6dulo con u 
~ ~ 

na filtraci6n compatible y hablamos de E como un R-m6dulo, e~ 

tonces siempre es posible entender que nos referimos a la es-

tructura , como un R-m6dulo, suministrada por el Teorema 2.8. 

Esto se aplica, en particular, al teorema que sigue 

TEOREMA 2.11 

Sea R un anillo filtrado y E, El R-m6dulos filtrados cuyas 

filtraciones son compatibles con las de R. Si ahora 

f: E ----*> El 

es un R-homomorfismo continuo, entonces el mapeo asociado 

~ 

f: E ----*> El 

(ver Teorema 1.34) es un homomorfismo de R-m6dulos. 

PRUEBA: 

Sean C(. € R y e E E. Existe una sucesi6n {am 1 de elementos de R 

ta 1 que C(. = 1 im Jtf R (am) y entonces ame ------7 oc e. En consecuen 

cia 

f( oce), 

porque f es continuo. Sin embargo, sabemos que f es un R-homo 



rnorfisrno. Entonces, f(arne) = arnf(e) y, por tanto, tenemos que 

lirnf(arne) = c:(f(e). Así, f(oce) =ocf(e). 

61 



CAPITULO 111 

FILTRACIONES MULTIPLICATIVAS 
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Hasta ahora las filtraciones que hemos considerado han sido extre 

madamente generales. Ahora debemos investigar filtraciones de una 

clase un tanto especial. Estas son tales que la teoría de m6dulos 

y anillos graduados nos provee de poderosas herramientas para el 

estudio de las propiedades de completaciones. 

DEFINICION 3.1 

Sea {An}npo una filtraci6n de ideales (izquierdos y derechos) de 

un anillo R. Diremos que {An}n~o es una "filtraci6n mUltiplicati 

va" si 

AO = R (3.1.1) 

y Am An e Am+ n , para todo m, n ~ o. (3.1.2) 

Un ejemplo muy importante de filtraci6n multiplicativa es {In]n~o 

donde 1 es un ideal (izquierdo y derecho) de un anillo R. Por su 

puesto, 10 significa R mismo. 

DEFINICION 3.2 

Sea R un anillo con filtración multiplicativa {An}n~o. Diremos 

que 

G (R) 

es el anillo graduado asociado con el anillo filtrado multiplic~ 

tivamente R. 
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En primera instancia G(R) es un grupo abeliano, pero podernos co~ 

vertirlo en un anillo sin dificultad. Sean p é (Am / Am+l) y p' é 

(An/An+l) con representantes r y r', respectiv a mente, donde r E 

Am y r' é. An. Por (3 .1.2 ) I r r' pertenece a Am+n y uno puede veri 

ficar sin dificultad que l a imagen natural de rr' en Am+n / Am+n+l 

depende solamente de p y P' y es independiente de la selección 

de los representantes r y r'. Despues de esto, es una cuest i ón 

simple comprobar que G(R) tiene una estructura natural corno un a 

nillo graduado en que 

f' P' = imagen de rr' en Am+n / Am+n+l (3.1.4) 

y los elementos homogéneo s de grado m (m~O) son justa mente aque-

llos en Am/am+1 (Note que G(R) posee corno elemento identidad la 

DEFINIeION 3.3 

Sea E un R-módulo y {En}n~o una filtración en E. La filtración 

tEnln~o se dirá que es "fuertemente compatible" con la filtración 

multiplicativa en R s i 

EO = E (3 . 1.5) 

y (3 .1. 6) 

para todo m, n ~ o. 

Ya que esto implica que Am E e Em l se sigue que tal fil tración es 
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compatible con l a filtración en R en el sentido de la Sección 2.2, 

Capítulo 11. 

Asumamos que {En1n~o es fuertemente compatible con {An}n~o. Pon

gamos 

G(E) (3.1. 7) 

Para comenzar, G (E ) tiene la estructura de un grupo abeliano adi 

tivo. Ahora supongamos que pe (Am / Am+l) y 7J ~ (En/ En+l). Selec

cionemos un representante r E Am para f y un representante y € En 

para 7? Entonces, por (3.1.6), r y E Em+n . Tambien, la imagen de 

r y en Em+n / Em+n + 1 d e pende solamente de p y r; y es independien

te de la selección de sus representantes r y y, respectivamente. 

Ahora podemos, en una única manera, dotar a G(E) con la estructu 

ra de G(R)-módulo ( izquierdo) graduado en q ue 

f r¡ = imagen de ry en Em+n / Em+n+l' (3 .1.8) 

Y los elementos de G( E) h o mogéneos de grado n (n~O) son aquellos 

que pertenecen a En / En+l. 

TEOREMA 3. 4 

Sea R un anillo completo con respecto a la filtración multiplic~ 

tiva tAn1n 4o y E un R-módulo con una filtración {En}n¡O que es 

fuertemente compatib le con la filtración en R y que satisface 
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, es elementos de E, donde ei€ Epi' y 

denotemos por ei la imagen natural de ei en Epi / Epi+l de modo que 

, es son elementos homogéneos de G(E) . Si ahora el' 

e2' , es generan a G(E) como un G(R) - módulo, entonces 

a) E = Rel + Re2 + ... + Res' 

c) E es completo con respecto a {En}n~o. 

OB SERVACION: Ponemos An = R cuando n <O. Esta convención se nece-

sita para dar significado a b), para valores de k que son más pe 

queños que 

max ( Pl' P2' , Ps ). 

Tambien será útil en el curso de la prueba. 

PRUEBA: 

Sea k~O un entero dado y e E. Ek' Debemos comenzar mostrando que e 

xisten sucesiones infinitas 

( i) ( i) ( i) 

a k-Pi' ak - Pi+l' a k - Pi+2' 

una para cada valor de i (l~i~s), tal que 

y 

( i) 
ak-Pi+ m ~ Ak-P i +m 

s m ( i ) 

e - 2: (L a k - p i +-1') ei E Ek+m+l 
i=l 1 =0 

(3.1.9) 
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para todo m~O. Para este fin, sup ongamos que, para l~i~s, 

( i ) (i) (i) 

a k -Pi' ak-Pi+1' , ak-Pi+ m- 1 

ya han sido construidas de conformidad con los requerimientos de 

arriba. Mostraremos que las sucesiones pueden ser llevadas más a 

ll á. Ya que el método por el cual esto está hecho puede ser fácil 

mente adaptado a mostrar que las sucesiones pueden ser iniciadas, 

esto establecerá la existencia de sucesiones infinitas teniendo 

las propiedades necesarias. 

Consideremos el elemento 

-Por nuestra hipótesis, tenemos que ZE Ek+m. Sea Z que denota la 

imagen natural de Z en Ek +m/Ek +m+l. Entonces, z es un elemento ho 

mogéneo de G(E ) cuy o grado es igual a k+m. Por consiguiente, pu~ 

de ser e xpresado en la forma 

-
Z wl e l + w2 e 2 + ... + wse s ' 

donde wi pertenece a Ak-Pi+m/Ak-Pi+m+l si k-Pi+m ~ O Y es cero de 
(i) 

otro modo. En aquel caso, sea ak-Pi+ m un representante de wi en 

Ak-Pi+ m y, en este caso, sea cero. Entonces, en todo caso, tene-

mos 

( i ) 
a k -Pi +m E Ak-Pi +m 
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Tambien tenemos 

(l) ( 2) ( s) 
z ak-P1+me1 + ak-P2+ me2 + ••• + a k - ps+me s e Ek+m+1· 

( i) 
Así, los elementos ek-Pi+ m proveen las continuaciones deseadas 

de nuestras suces iones finitas. 

Ya que R es completo con respecto a su filtración, se sigue, de 

la Proposición 1.26, que la serie 

00 (i) 
Lak-P' +u ).( = O 1'[ 

(i) 
converge. Sea a su suma. Entonces, todos los términos y sumas 

parciales de las series pertenecen a Ak-Pi y este es un subconju~ 

to de R. , lilE b ' 1 " AS1, a Ak-Pi. Tam len, a suceslon cuyo m-ésimo tér 

mino es 

s m 

~{2::ak-p'+1)ei 
i=l "(=0 1 

s ti) 
converge a 2::a ei y, por (3.1.9), la mi sma sucesión converge 

i=l 
a e. Pero, por hipótesis, E es un espacio de Hausdorff. Consecuen 

temente, los dos límites son el mismo y , por tanto, 

(1) (2) ( s ) 
e = a el + a e2 + ... + a es 

La relación b) se sigue y derivamos a) de b) tomando k = o. 

Sea {~m1 una sucesión de Cauchy de elementos de E. Entonces 

1 im ( ~ m+ 1 - ~ m) O. 
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Se sigue que existe una sucesión infinita vl' v2' v3' de en-

teros no negativos tal q ue v m --+ 00 y (~m+l - ~m ) f Ev para m 

todo m. Por b), tenernos 

donde cmi € Av _p'. Así, cada sucesión cli' c2i' c3i' m 1. 
converge 

a cero y por tanto, ya que R es completo, la serie 

C1i + c2i + c3i + ... + cmi + ... 

converge (Proposición 1.26). Sea ci su suma. Entonces, corno m -700 

s 
tiende a LCiei. Se sigue que {~m} es una sucesión convergente y 

i=l 
entonces que el módulo filtrado E es completo. 

TEOREMA 3.5 

Sea R completo con respecto a la filtración multiplicativa fAn}n~o 

Y E un R-módulo con una filtración {En}n~o que 

patible con la fi l tración en R y que satisface 

sea G(E) un G(R)-módulo Noetheriano. Entonces 

i) E es completo con respecto a su filtración 

ii) E es un R-módulo Noetheriano 

iii) Todo R-submódulo de E es cerrado en E. 

es fuertemente com 
00 

n En = O. Además, 
n=O 
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PRUEBA: 

G(E) es un G(R )- módulo finitamente generado. Por consiguiente, pu~ 

de ser generado por un número finit o de elementos homogéneos. El 

Teorema 3.4 muestra ahora que E es completo. 

Sea K un submódulo de E y pongamos Kn = KnEn . Esto produce una 

filtración tKn}n~o en K que es fuertemente compatible con la fil 

tración en R. Ahora 

(3 . 1.10) 

es un G(R) - submódulo homo~éneo de G(E). Además, Kn nEn +1 = Kn +1. 

Consecuentemente, el mapeo inclusión Kn -----+) (Kn +E n +1) induce un 

isomorfismo 

de R- módulos para cada n~O. Usando estos mapeos derivamos un iso 

morfismo entre 

G(K) 

considerado como un R- módulo y el R- módulo en (3.1.10) . En verdad, 

un examen del mapeo muestra que este es un isomorfismo que prese~ 

va grado de G(R) - módulos graduados. En consecuencia, podemos co~ 

cluir que G(K) es generado, como un G(R) - módulo, por un número 
00 

finito de elementos homogéneos y, ya que n Kn = O, podemos apl~ 
n =O 

car el Teorema 3.4. Esto muestra, entre otras cosas, que K es un 

R-módul o finitamente generado y que es completo con respecto a la 
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Íiltración 

Nos resta mostrar que K es cerrado en E. Sea ~ que pertenece a la 

clausura de K en E. Entonces, ~ = lim ~m' donde ~l' ~2' ~3' 

es una sucesión de elementos de K y el límite es tomado con res-

pecto a la Íiltración en E. Además, {~m} es una sucesión de Cau

chy relativa a la Íiltración en E y por tanto tambien relativa a 

la filtración en K. Pero K es completo con respecto a su filtra-

ción. Así, existe ~' €. K tal que {~m1 converge a '9', con respecto 

a la Íiltración en K. Sin embargo, esto implica que {~m1 converge 

a r, con respecto a la filtración en E. Así, ~'= 9 porque E es 

un espacio de Hausdorff. Se sigue que ~ E. K Y la prueba está com-

pleta. 

Estos resultados ahora serán aplicados a la teoría de completaciQ 

nes. Sea \An~n~o una Íiltración multiplicativa en un anillo R y 

R la completación de R. Entonces, R posee una filtración canóni-

ca por virtud de ser una completación. Esta filtración será denQ 

tada por {An}n~o. Ahora, para m, n ~ O, Am AnC:Am+n y así, con la 

notación usual 

Pero las clausuras de ~R(Am) y ~R(An) - -son Am y An' respectiva-

mente, y Am+n es cerrado en R. Se sigue que Am AnCAm+ n . Además, 
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Ao, ya que es la clausura de ~R(AO) = ~R(R), coincide con R. A 

sí, la filtración canónica en R es tambien una filtración multi-

plicativa. 

El homomorfismo de anillos ~R: R 
~ 

-----)~ R induce un homomorfismo 

R ) R/An+1' En verdad, el hecho que 1VR da origen a un isomor 

fismo R/An+1~ R/An+1 muestra que R es mapeado hacia R/An +1 y que 

su núcleo es An+1' Ahora la imagen inversa de An/An+1 es ~;l(An) 

= An (ver Teorema 1.31). Consecuentemente, para cada n~O, ~R in 

duce un isomorfismo 

de grupos abelianos. Usemos estos isomorfismos para establecer un 

mapeo uno-a-uno de 

en 

Entonces, se encuentra que este mapeo es un isomorfismo preservan 

te de grado del anillo graduado G(R) en el anillo graduado G(R). 

Así, G(R) Y G(R) pueden ser identificados (como anillos graduados) 

en una manera natural. 

Ahora sea E un R-módulo y [En}n~O una filtración en E que es fuer 

temente compatible con la filtración multiplicativa en R. Ya que 

Am An~Am+n' se sigue, del Corolario 2.9, que 
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------)r E es el h omomorfismo canónico de E en su com 

pletación. Pero, ~R(Am) tiene clausura Am en R, ~E(En) tiene 

- - -clausura En en E, y la filtración en E es compatible con la de R. 

- - -De esto concluimos que Am EnCEm+n . Además, Ea' y a que es la cla~ 

sura de }VE (Ea) = )YE(E) en E, coincide con E. Así, cuando la fil 

tración en E es fuertemente compatible con la de R, la filtración 

canónica en E es fuertemente compatible con la filtración canóni 

-ca en R. 

Ya ha sido observado que ~R da origen a isomorfismos de cocien

tes An/An+l ~ An / An +l . En una manera similar, usando ~E en lugar 

de ~R' obtenemos isomorfismos En / En+l ~ En/En+l de R-módulos. E~ 

to puede ser usado, de una manera obvia, para producir un isomor 

fismo entre 

G(E) 

y 

donde, en primera instancia, G(E) y G(E) son considerados como R-

módulos. Ahora, G(E) es un G(R)-módulo y G(E) es un G(R) - módulo, 

y tenemos un isomorfismo natural de anillos de G(R) en G(R). Así, 

es fácilmente verificado que el producto de un elemento de G (R) 

con un elemento de G(E) es mapeado en el producto del elemento co 

rrespondiente de G(R ) con el elemento correspond i ente de G(E). 

Por tanto, el isomorfismo G (E) ~ G (E) "iguala" l os G (R) -submódulos 

- - ~ de G(E) con los G(R)-submódulos de G(E). En particular, G(E) es 



73 

un G(R) - módulo Noetheriano cuando, y solamente cuando, G(E) es un 

G(R)-módulo Noetheriano. Combinando esta observación con el Teo-

rema 3 .5 obtenemos 

TEOREMA 3.6 

Sea R un anillo con una filtración multiplicativa y E un R-módulo 

filtrado cuya filtración es fuertemente compatible con la filtr~ 

ción en R. Además, sea G(E) un G(R)-módulo Noetheriano. Entonces 

~ 

i) E es un R-módulo Noetheriano 

- -ii) Todo R-submódulo de E es cerrado en E. 

COROLARIO 3.7 

Asumamos las condiciones del Teorema 3.6 y supongamos, en adición, 

que K es un R-submódulo de E. Entonces, con la no tación usual, la 

clausura de ~E(K) en E es el R-submódul o de E generado por ~E(K). 

PRUEBA: 

Denotemos la clausura de ~E(K) en E por }VE(K) y sea el R-submó 

dulo de E generado por ~E(K) designado por RJVE (K) . Si 

y 

entonces, por el Corolario 2.9, 
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pertenece a YVE(K). Pero, ~R(R) es denso en R.. Entonces, por cog 

tinuidad, R VE (K) e fE (K). o de otra manera, R VE (K) es cerrado 

en E porque es un R.-submódulo. Además tenemos lE (K) CR VE (K). A 

sí, VE(K) CRfE (K) . 

El caso especial en que E R es bastante importante para merecer 

una mención aparte. 

COROLARIO 3.8 

Sea R un anillo con una filtración multiplicativa y supongamos 

que el anillo graduado asociado G(R) satisface la condición maxi 

ma l para ideales izquierdos. Entonces 

-i) R satisface la condición maximal para ideales izquierdos 

- -ii) Todo ideal izquierdo de R es cerrado en R. 

Además, si B es un R-ideal izquierdo y ~: R ------+) R es el homo -

morfismo canónico de anillos, entonces 

donde R9V(B) es un R-ideal izquierdo. En particular, si {AnJn ~ o 

es la filtración canónica en R, entonces 

para todo n>O. 
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DEFINICION 3.9 

Sea 1 un ideal (izquierdo y derecho) de R. Llamaremos "filtración 

I-ádica en R", a la filtración multiplicativa 

DEFINICION 3.10 

Sean E un R-módulo e 1 un ideal (izquierdo y derecho ) de R. Llama 

remos "filtración I-ádica en E", a la filtración 

Nótese que la filtración I-ádica en E es fuertemente compatible 

con la filtración I-ádica en R. 

TEOREMA 3.11 
~ 

Sea 1 un ideal (izquierdo y derecho) de R y R la completación de 

R con respecto a su filtración I-ádica. Si ahora pV: R 
~ 

------+) R 

es el homomorfismo canónico de anillos, entonces la clausura de 

}V(I) en R está contenida en el radical de Jacobson de R. Además 

hay una correspondencia uno-a-uno entre lo s ideales maximale s iz 

quierdos L de R que contienen a 1 y los ideales maximales izquie~ 
~ 

dos M de R. Esta es tal que si L se corresponde con M, entonces 

L = y -1 (M) y M 

OBSERVACION: Naturalmente, en este teorema, la expresión 'ideal 
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maximal izquierdo' puede ser reemplazada por 'ideal maximal de re 

cho' dondequiera que ocurra y esto no afectará la veracidad de 

las afirmaciones. 

PRUEBA : 

Sea yv(I) que denota la clausura de ~(I) en 

tración canónica en R. Entonces, ~(I) 

R y {An 1npo la fil

Ahora si y ~ pf(I) , 

entonces yn E 9V(I n )CAn y por tanto la sucesión yn converge a 

cero. Por consiguiente, se sigue, del Lema 2.4, que si x E }1(I) = 

Al' entonces {xnt converge a cero. Así , por la Proposición 2.5, 

-Al está contenido en el radical de Jacobson de R. 

Recordamos que podemos considerar a R con filtración {Inln~o y R 

con filtración {An}n~O corno R-módulos izquierdos filtrados. En 

este entendido, R será la completación de R, en el sentido de la 

teoría de módulos filtrados. Ahora sea L un ideal maximal izquie~ 

do de R y supongamos que I~L. Entonces, L es abierto en R y por 

tanto, por Teorema 1.32, la clausura ~(L) de }V(L) será el co

rrespondiente R-submódulo abierto de R. Sin embargo, por Corola-

rio 2.10, los R-submódulo s abiertos de R son los mismos que los 

R-ideales izquierdos abiertos. Así , ~(L) es un ideal izquierdo 

de R. Por otra parte, por Teorema 1 .3 2, R/L Y R/~(L) son R-módu 

los isomorfos y así no hay un R-submódulo de R estrictamente en

tre }y(L) y R. Se sigue que no hay un R-ideal estrictamente entre 

~(L) Y R. Entonces, YV(L) -es un ideal izquierdo maximal de R. 

Finalmente, supongamos que M es un ideal maximal izquierdo de R 

y pongamos 
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L' = 1f-1 (M) 

Entonces, 

~ ~ 

porque Al está contenido en el radical de Jacobson de R. Se sigue 

que M es un R-submódulo abierto de R, L' es el correspondiente i 

deal izquierdo abierto de R, y ~(L') = M. Además, no hay un R-
~ 

submódulo de R que esté estrictamente entre R y M, pues un submó 

dulo tal sería abierto y entonces un R-ideal izquierdo . Así, R/M 

es un R- módulo simple. Evidentemente 1 eL' y, y a q ue (Teorema 

1.32) R/L ' Y R/M son R- módulos isomorfos, L' debe ser un ideal 

maximal izquierdo de R. Esto completa la prueba. 

Por otra parte, sea 1 un ideal (izquierdO y derecho) de R. Ha si 

do notado que, hasta ahora, hemos dicho muy poco sobre la natura 

leza de la filtración canónica en la completación I -ádica de R. 

Esto será investigado ahora bajo la suposición que 1 puede ser 

generado por un conjunto finito 11' i2' , is de elementos 

centrales. Esto, por supuesto, impone una severa restricción en 

el caso de anillos generales. Para anillos conmutativos la limi-

tación causada por esta suposición es meno s notable. 

El anillo graduado asociado con R por medio de la filtración I-á 

dica es 

G(R) (3.1.11) 

Y R/ I es el subani llo de G(R) formado por los elementos de grado 
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cero. Denotemos por i i la imagen natural de 1 i en I I 1 2 . Enton-

ces, -r l' 7' 2 ' -r s pertenecen al centro de G (R) Y son horno 

géneos de grado uno. Además, cada elemento de G(R) puede, en un 

significado obvio, ser expresado como un polinomio en 7' l' -¡ 2' 

, y s con coeficientes en R/I. Indiquemos esto escribiendo 

por 

(3.1.12) 

Supongamos ahora que k es un entero positivo. El ideal de G(R) 

generado por todos los productos-potencia de -( l' -r 2' , -¡ s 

de grado k es 

(3.1.13) 

Sea ~ la completación ~-ádica de R, {~nln)o la filtración canón! 
~ ~ 

caenR,yY:R -----)~ R el homomorfismo canónico de anillos. Ya 

hemos visto que existe un isomorfismo d e anillos natural G(R) ~ 

G(R). Pongamos Y( -ti) 
~ 

= wi (l ~ i~ s). Entonces, wi~ Al y , por el 

Lema 2.3, wi pertenece al centro de R. Debemos usar wi para deno 

tar la imagen natural de wi en A1 / A2. Con esta notación, el iso

morfismo G (R) ~ G (R) hace que "1 i corresponda a wi e iguala el i-

deal (3.1.13) con 

, Vs denotan enteros no negativos que sa 

tisfacen 
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Vl + v2 + ... + v s = k , 

entonces 

~ 

Pongamos E = Ak Y consideremos a E como un R-módulo. Obtenemos u 

na filtración {En}n~o en E colocando En = Ak para O ~ n < k Y 

para n~ k . Esta filtración 
00 

es fuertemente compatible con 

y n En = O. Además 
n=O 

~ ~ 

G (E) = O @ ... @ O @ Ak/ Ak+1 @ Ak+1 / Ak+2 @ ... 

Ahora si v1 + v2 + ... + Vs = k , entonces 

V1 v2 Vs Además, la imagen natural de w1 w2 ... ws en Ak / Ak +1 es 
_v1-v 2 _ v s w1 w2 ... ws y, po r (3.1.14), tales elementos generan a G(E) co 

mo un G(R)-módulo. Así, por Teorema 3.4, 

E 

~ ~ 

Ahora IR + wsR. La relación de arriba puede ser 

ahora reescrita como 

Hemos establecido por tanto el 
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TEOREHA 3.12 

Sea Runa completación I-ádica de R, donde 1 es un ideal central 
~ 

finitamente generado de R. Entonces, IR es un ideal central fini 

tamente generado de R. Además, si {Anrn~o es la filtración canó

nica que R posee por virtud de ser una completación, entonces 

~ ~ 

An IR )n 

para todo n~O. 

TEOREMA 3.13 

Si el R-módulo E satisface la condición maximal para submódulos, 

entonces la misma condición es satisfecha por E[X1' X2' 

cuando éste es considerado como un módulo sobre el anillo 

PROPOSICION 3.14 

Sea 1 un ideal central finitamente gene rado de R y E un R-módulo. 

Si ahora E/lE es un R-módulo Noetheriano, entonces G(E) es un 

G(R)-módulo Noetheriano. 

OBSERVACION: En esta proposición es entendido que G(R) y G(E) son 

derivados de las filtraciones l-ádicas de R y E, respectivamente. 

PRUEBA: 

Sea 1 generado por los elementos centrales ~l' Y2' 1's y 

, Xs indeterminadas (En lo que sigue emplearemos la 

misma notación que fué usada en la discusión dirigida al Teorema 
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3 . 12) . Por (3.1.12) , 

G(R) = ( R / l ) [ 7 1' i2' -( s J. 

Entonces, e x iste un h o momorfismo de anillos del ani ll o de polinQ 

mios (R/ l) [Xl ' X2 ' , Xs J en G(R) en que los elementos de R / l 

son izquierdos fijos y Xi es mapeado en 1 i' Usando este homomo~ 

fismo, podemos considerar G (E) como un módulo con respecto a 

, Xs J y es entonces suficiente p ara establecer 

que 

es Noetheriano como un (R I l) [Xl ' X2 ' ... , XsJ -módulo. Ahora El lE 

puede ser considerado como un R/ I-módulo y como tal es Noetheria 

no. Se sigue, por el Teorema 3.13, que (E / l) [Xl ' X2' , XsJ es 

un (R / l ) [X l' X2' ... , Xs]-módul o Noetheriano. Por tanto, es su-

ficiente para mostrar que e xi ste un mapeo 

(E l lE) [Xl' X2 ' --+) G( E) 

que es un homomorfismo sobreyectivo de R[X1' X2 ' , XsJ - módu -

los. Pero si 

donde ~V1V2"'Vs pertenece a E l lE, es un elemento típico de 
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entonces un mapeo con las propiedades que se requieren es obteni 

do, transportando este elemento en 

La prueba está ahora completa. 
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