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¡1'lrll~rl¡ííjlllír 
INVENTARIO: 1011 7820 

I N T R O D U C e ION 

En el presente tra bajo hemos recopilado alguna ín-

formación sobre los conjuntos convexos y las funciones 

convexas y decimos alguna porque, sobre tales temas, el 

trabajo realizado por los Matemáticos Europeos y Nortea 

mericanos es relativamente abundante . 

Nuestro propósito al realizar esta recopilación com 

prende los siguientes aspectos: 

1. Conocer de tales temas ya que, la teoría sobre 

los conjuntos y funciones convexos, no es muy 

conocida en nuestro medio. 

2. Establecer un punto inicial en el estudio de 

los fundamentos de una de las rama s de la Mate-

mática Aplicada: La Optimización. 

Durante nuestra l abor de recopilación hemos podido 

darnos cuenta de que para realizar una investigación se-

ría sobre estos temas es necesario poseer bases te6ricas 

s6lidas ~obre Topología, Geometría y Análisis Funcional. 

Con esta aclaración debe quedar entendido que nuestro 

trabajo es incip ien te. 

i 
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El Capítulo 1 está dedicado a recordar conceptos -

topo16gicos y de análisis matemático básicos que son em 

plea dos explícita o implícitamente en los dos capítulos 

posteriores. Otros conceptos tales como las propieda -

des de las funciones definidas sobre espacios vectoria

les y sus derivadas nos eran completamente desconocidos. 

Ahora, sabemos que se puede estudiar este campo con ma

yor amplitud. 

Los Capítulos II y 111 tratan, respec t ivamente, so 

bre los conjuntos convexos y las funcion es convexas. 

El material que hemos reunido en esos capítulos es poco, 

puede investigarse más sobre estos temas. Existe una -

íntima relación entre las funciones convexas y los con

juntos convexos ya que, éstos son el dominio natural de 

aquellas y las propiedades de esos conjuntos determinan 

las propiedades de las funciones convexas. 

Finalmente, queremos dejar constancia de nuestro -

agradecimiento a las personas que nos ayudaron en la e

laboración de este trabajo: Ing. Carlos Mauricio Canj~ 

ra, nuestro Asesor; Sra. Nohemy de Rovelo, quien reali

zó la mecanografía y Sr. Mauricio García, quien hizo la 

impresi6n. 
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CAPITULO 1 
ESPACIOS VECTOR IALES Y ESPACIOS METRICOS 

La teoría y métodos de los espacios vectoriales y to-

pológ;cos se han convertido en instrumentos indispensables 

para el estudio de la optimización. En este capitulo revi 

samos propiedades fundamentales de la teoría de los espa -

cios vectoriales, de las funciones definidas sobre ellos y 

de las derivadas de estas funciones. 

1. Espacios Vectoriales. 

Sea V un conjunto no vacio con elementos llamados pu~ 

tos o vectores y (K, +, .), un campo conmutativo, a quien -

representaremos únicamente con el símbolo K y llamaremos, 

simplemente, campo. la estructura algebráica formada por 

el conjunto V; la operación binaria interna +: V X V + V, 

suma de vectores; la operación binaria externa o: K x V + V, 

multiplicación por escalar; que satisface los siguientes ~ 

xiomas es llamada el espacio vectorial V sobre el campo K. 

51) 'Ix, y, z e V, (x+y) + z = x + (y+z). 

52) 'Ix, y e V, x + y = y + x. 

53) Existe o e V, llamado el vector nulo tal que Vx e V, x + o = x. 

5~ Para cada x e V, existe (-x) e V, llamado el inverso -

aditivo de x, tal que x + (-x) = o. 
PI) V oc, eeK; V x e V, (<<S) x = «(ex). 

P2) Voce K; 'Ix, y e V, «(x+y) = «x + «y. 

1 
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P3) Vo:, Be K; V x e V, (0:+8) x ::: <xX + 8X. 

P4) V x € V, lox = x, con 1 representando la identidad -

multiplicativa. 

Por comodidad, representaremos los espacios vectoriales -

con el mismo símbolo que empleamos para representar el c~ 

rrespondiente conjunto de vectores. Por otra parte, en -

la mayoría de veces, omitiremos la escritura del símbolo ~ 

de la multiplicación por escalar. 

Algunas de las propiedades de los espacios vectoriales que 

se deducen, inmediatamente de los axiomas, aparecen en la 

proposición 1.2 . 

1.2 Proposición. 

Sea V un espacio vectorial sobre el campo K. Entonces, 

1. El vector nulo o es único. 

2. El inverso aditivo de cada vector es único. 

3. V o: e K, - -0:0 ::: o . 

4. VxeV, o~x = -o, con O 1 a identidad para la suma de -
escalares. 

5 • V a: e K; V x e V , (-a:) X :::: o:(-x) = - (o:x). 

6. o:X :::: -o, con a: e K y x e V, implica«= O ó x = -o. 

7 . V ex e K; Vx, y e V , a:(x-y) = o:X - o:y. 

8. o:X :::: o:y, con o: ., O, implica x = y. 
-9. o:X = ex, con x t o, implica o: = 8 • 
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1.3 Ejemplos de Espacios Vectoriales. 

l. Sea K un campo y Kn ={(cx1 .•• ,cxn)/«ieK,i=1, •.• ,n}. En 

tonces, Kn con la adici6n de vectores y la multip1ic~ 

ción vector por escalar definidas así: 

(cx 1 ,···,O:n)+(8 1,···,8n ) = (ClCl+Sl,···,cxn+Bn)' 

con cx i ' 8i , k e K, es un espacio vectorial. Se repre 

senta con Kn . Un caso particular de esta clase de es

pacios vectoriales es ~n; con m, el campo de los núme-

ros reales. 

2. El conjunto de todos los pol inomios en una indeterminada 

x con coeficientes ai' i = 1, ... ,n, en un campo K; cun 

la suma y multiplicación por un ~sca1ar usuales. 

3. El conjunto de todas las matrices de orden mxn cuyas -

componentes son elementos de un campo arbitrario K, 

con la adici6n y la multiplicación por un escalar usu~ 

les. 

4. Sea K el campo de los números reales y F. el conjunto 

de todas las funciones reales continuas definidas so -

bre el intervalo Ca,b] f:m. F, con la suma de funciones 

reales y la multiplicaci6n de un real por una función 

forman un espacio vectorial sobre m. 
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La comprobaci6n de que los ejemplos citados son espa -

cios vectoriales, Sé omi t e . 

2. Subespacios Vectoriales. 

2.1 Definición. 

Sea V un espacio vectorial sobre el campo K. Si WCV, 

con las operaciones adición de vectores y multiplicación -

vector por escalar, definidas en V, forman un espacio vec

torial; entonces, W es llamado un subespacio de V. 

2.2 Ejemplos de Subespacios Vectoriales. 

1. Sea V un espacio vectorial sobre el campo K. V Y 

{o} son los subespacios triviales de V. Cualquier 

subespacio de V que no sea V es llamado un subespa

cio propio de V. 

2. El conjunto M de todas las matrices simétricas A = 

I~ij Jnxn, con a ij = a ji , la suma de matrices y el 

producto de un escalar por una matriz, restringi -

das a M, es un subespacio del espacio vectorial de 

las matrices cuadradas de orden n. 

3. El conjunto de los polinomios de grado menor o igual 

que n, con la suma de polinomios y el producto de un 

escala r por un polinomio es un subespacio del espa -

cio vectorial de los polinomios. 
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2.3 Proposición. 

Sea V un espacio vectorial sobre el campo K. WCV 

es un subespac;o de V s i y sólo si 

1. W t 0. 

2. Vx, y e W, (x + y) e W. 

3. >¡'a:eK,VxeW,ocxeW. 

Demostración. 

Si W es un subespacio de V, W es un espacio vectorial 

y satisface las condiciones 1, 2 Y 3. 

Ahora, supongamos que se satisfacen estas condiciones. 

Los axiomas de conmutatividad y asociatividad para la adi 

ción de vectores y los axio mas de la multiplicación vector 

por escalar son válidas para los elementos de W, puesto q~ 

son válidas para todos los ejementos de V y W e v. Por lo 

tanto, para mostrar esta segunda parte del teorema, sólo -

es necesario comprobar la existencia, en W, del vector nu

lo y de un inverso aditivo para cada x € W. Sea x e W un 

elemento cualquiera, por hipótesis, a:X e W, V oc e K, V x e W 

luego, ox = o y (-1) x = - x están en W. 

2.4 Proposición. 

Sea V un espacio vectorial sobre el campo K. W ~V 

es un subespacio de V si y sólo si W t ~ y 
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Yoc,BeK; lJx, yeW, (ocx + BY) e W. 

Demostración. 

Si W es un subespacio de V; entonces, de acuerdo con 

1 a pro p. 2. 3, pá g. 5 , W :f O; oc x, B Y e W Y (oc x + By) e W 

Va;, Be K; Vx,yeW. 

Si W :f ~, podemos seleccionar en W, dos elementos cuales -

quiera x,y. Luego x + y = l ox+1 oY, y cx:x+Ooy = ocX es 

tán, por hipótesis, en W y de nuevo, por la prop.2~3~ pág. 

S, W es un subespacio de V. 

2.4.1 Corolario. 

Sea V un espacio vectorial sobre el campo K. W e V 

es un subespacio de V si y s610 si W :f ~ Y ~a;eK , 

Vx, yeW, (a;x + y) e W. 

Demostración. 

Este corolario es una consecuencia inmediata de la -

pro p . 2 . 4, pá g. 5, sic o n s i de r a m o s B = 1. 

2.5 Proposici6n. 

Sea V un espacio vectorial sobre el campo K y C, una 

colecci6n no vacfa de subespacios de V; entohces, nCj' con 

cjeC, es un subespacio de V. 
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Demostración. 

-n eJ' t 0 ya que o € c., 11., por ser C. un subespacio. 
J J J 

Si x,yenC
J
.; entonces, x, y e C., V .. Luego, 

J J 

(cx:x + sy)eC., \l.; 'tcx:, BeK y, en consecuencia, (x:x+BY) eIlC .. 
J J J 

El teorema está probado. 

3. Generadores Lineales y Combinaciones Lineales. 

Sea X un subconjunto de un espacio vectorial sobre un 

campo K Y F, la colección de todos los subespacios de V 

que contienen a X. Como X e v y V es un subespacio de sí 

mismo, F t 0. La intersección de los elementos de 

F: ()F j , Fj e F es, de acuerdo con la proposición 2.5, un 

subespacio de V. Las propiedades características de este 

subespacio se muestran en la siguiente proposición: 

3.1 Proposición. 

El subespacio nF
j

, FjeF, con F la colección de todos 

los subespacios del espacio vectorial V sobre el campo K -

que contienen a X e v, tiene las siguientes propiedades: 

1. 

2. 

3. 

XCrlF .. 
- J 

Si un subespacio vectorial U de V contiene a X, () F .cU. J-

n Fj es único. 

Demostración. 

Para 1. Cada elemento de X es un elemento de cada subespa-
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cio F . y, por lo ta n to , un elemen t o de ( F . . Luego, 
J J 

X e F .. 
- J 

Para 2 . Sí U cont iene a X, U € F Y si x e () F . , x perten~ 
J 

ce a cada elemento de F' , en particular a U. Así que, 

n F. 
J 

e u. 

Para 3. Sea W un subespacío que satisface las condiciones 

1 y 2. Entonces, como n F . 
J 

satisface 2 , Wc nF y, como tam 

bién W satisface 2. n F. 
J 

e w. Por lo tanto, W = ('\F
j

. Es-

te resultado nos permite afirmar que n F. es el mínimo sub
J 

espacio vectoria l de V que contiene a X. 

3.2 Definición. 

Seé'. V un espacio vectorial sobre el campo K, X e V y F, 

la colecc ión de subespacios de V que contienen a X. Al mí-

nimo subespacio vec tori a l de V que contiene a X, nF.,F.eF, 
J J 

con j recorriendo un conjunto de índices, le llamaremos el 

subespacio vectoria l generado por X y 10 denotaremos con -

Gen(X). Recíprocamente , X es el gener ador de () F .. 
J 

Definimos Gen(0) = {o} . 

Si S es una familia no vacía de subespacios del espacio vec 

torial V; entonces , US ., 
J 

acuerdo con .1 a p.rop .. : 3.1, 

S.eS es un subconJ'unto de V- y, de J . . 

pág. 7, Gen(US.) es el mínimo sub
J 

espacio de V que contiene a US .. 
J 
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3.3 Definic ión. 

Sea SI Y 52 dos subespacios de1 espacio vectorial V 

sobre el campo K. La suma de estos subespacios se deno

ta y se defi ne así: 

SI + S2 = {xeV/x = SI + 52' 51eS l , s2 e S2}' 

3.4 Proposición. 

Si SI Y S2 son dos subespacios del espacio vectorial 

V sobre el campo K; entonces, la suma SI + $2 es el menor 

subespacio de V que contiene a $1 y a $2 y, por lo tanto, 

a SI U $2; es decir, SI + $2 = Gen(SI US 2)' 

Demostración. 

Como o € SI' $2 Y o = ° + Ó, o € SI + $2' Luego, 

SI + $2 r 0. 

Supongamos que SI + 52' 53 + s4 están en SI + $2 Y k, en K. 

Entonces, (sl+s2)+(53+s4) = (sl+53)+(52+s4) y k (SI+s2)=ksl+ks2 es-

tán en S1+S2 ya que , por ser SI y S2 5ubespacios, 51+s 3 ,ks1 

están en SI y s2 + s4' k5 2 , en S2' Luego, SI + S2 es un -

subespacio de V. 

inmediatamente, que S2 e SI + S2' De igual manera concluí 

mas que SI ~ SI + S2' Por 10 tanto, SI y S2 son subespa -
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Ahora, sea Z un subespacio de V que contiene a SI y a S2' 

Entonces, precisamente por ser subespacio debe contener to 

das las sumas sI + s 2 ' con sI € SI Y s2 e S2' Es decir, 

SI + S2 ~ Z. Así, SI + S2 es el mínimo subespacio de V -

que contiene a SI U S2; en otras palabras, SI+ S2=Gen(SI US 2)' 

3.5 Definición. 

Sea SI" ",Sn subespacios del espacio vectorial V so-

bre el campo K. Entonces, SI+",+Sn={xeV/x=s l+ .' .+sn,s;sSpi=l, ... ,n}. 

3.6 Proposición. 

Si Sl • ... 'Sn son subespac i os del espacio vectorial V 

sobre el campo K; entonces, la suma Sl+" ,+Sn es el menor 

subespacio de V que contiene a S., ;=1 •.. . ,n y, por lo -

tanto, a US i , i =l, ... ,n; es decir, Sl+S2+ ... +Sn =Gen(Si),i=I, ... ,n. 

Demostración. 

Apoyándose en la prop. 3.4, pág. 9, la demostración se ha ce 

por inducción sobre n, el número de subespacios de V. 

3.7 Proposición. 

Sea V un espacio vectorial sobre el campo K;X, YcV ; U, 

un subespacio de V. Entonce s , 
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1. Si X e Y, Gen(X) e Gen (Y). 

2. Gen(U) = U. 

3. Gen (X U Y ) = Gen(X) + Gen (Y). 

Demostración. 

Para l. X ~ Y, Y e Gen(Y) implican X ~ Gen(Y) y, por de

finición de generado por X, tenemos que Gen(X) e Gen(Y). 

Para 2. Por definición de generado por U, U e Gen(U). -

Por esa misma definición y por ser U un subespacio de V, 

Gen(U) e U. En consecuencia, Gen(U) = U. 

Para 3. X e Gen(X) y Y e Gen(Y) implican XUY~Gen(X)UGen(Y). 

Además, Gen(X) U Gen(Y) e Gen [Gen(X)UGen(Y)]=Gen(X)+Gen(Y). 

Por lo tanto, X U Y e Gen(X} + Gen(Y) y como Gen(XUY) es -

el mínimo subespacio vectorial que contiene a XUY, 

Gen(XUY) ~ Gen(X) + Gen(V). (1) 

Por otra parte, X e XUY y y e XUY impl ican Gen(X)c Gen(XUY) 

y Gen(Y) CGen(XUY); luego, Gen(X) UGen(Y)~Gen(XUY). Como 

G(X) + G(Y) es el mínimo subespacio vectorial de V que con 

tiene a Gen(X)U Gen(Y) tenemos que Gen(X)+Gen(Y)cGen(XUY). (2) 

Combinando (1) y (2) tenemos que Gen(XUY)=Gen(X)+Gen(Y). 

3.8 Definición. 

Sea X un subconjunto del espacio vectorial V sobre el 

campo K. Si X = 0, se define la combinación lineal de sus 
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-elementos como o. Si X t 0 ,xl' .. .,xn€X y oc 1, .•• ,ocn € K; 

n 
= ) ~ .x. es llamada una com-

.~ , 1 1 . 

minos de la combinacíón lineal. Cada término no nulo es 

llamado no trivial. x es el valor de la combinación. 

Dos combinaciones lineales de vectores de X son idénticas, 

si consisten de los mismos términos no triviales e igua -

les, si tienen el mismo valor. 

Una combinación lineal con, al menos, un término no tri -

vial es llamada no trivial. 

3.9 Proposición. 

Sea X un subconjunto del espacio vectorial V sobre -

el campo K. El conj un to de todas las combinaciones linea 

les de vectores de X es, precisamente, Gen(X}. 

Demostración. 

Sea L(X) el conjunto de todas las combinaciones 1i-

r.eales de vectores de X, para X t 0. Vx € X, lox = x es 

una combinación lineal de vectores de X; luego, X CL(X). 

Ahora, mostraremos que L(X) es un subespacio de V. Supo-

niendo que VI y v 2 son co mbina ciones lineales de los mis-

mas vectores xl'" "xn podemos escribir 

a: X , n n con CY. . € K. 
1 

s · € K. 
1 
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Luego, v1+v 2 = (oc 1 + Sl)x 1+·· .+( oc n + Bn) xn y 

kVl .- (koc1)x 1+ ... + (kocn)xn~ pat'a cualquier k e K, 

están en L(X). Así, L(X) es un subespacio de V y, por defi

nición de generado por X, Gen(X) ~ L(X). 

Pos otra parte, como X ~ Gen(X) y ésta es un subespacio de 

V, toda combinación lineal de elementos de X está en Gen(X). 

Así, L(X) e Gen(X). En conclusión, L(X) == Gen(X). 

Si X = ~, definimos l(X) = {o}. 

3.10 Definición. 

Sea V un espac i o vectorial sobre el campo K. Un con-

junto de vectores {xi} e V, con í recorriendo un conjunto 

de índices, es llamado un conjunto de ~eneradores si, para 

cada x e V, existe un número finito de vectores x1 , ... ,x n 

e n {x i} tal e s q u e x e s u n a c o m b ; n a ció n 1 i n e a 1 d e xl" '" xn . 

3.11 Ejemplos de Generadores. 

l. Para el espacio vectorial de todos los polinomios en -

2 . 

2 n la indeterminada x, {l,x,x , ... ,X , ... } es un conjunto 

de generadores. Asimismo, {1,x,x 2 , ... ,x n} es un con -

junto de generadores para el espacio vectorial de los 

polinomios de grado menor o igual que n. 

{el'e 2,··· ,en} con 

el == ( 1 , O ,.0 , ... , O ) 

e 2 = (0,1,0, ... ,0) 

en = (0,0,0, ... ,1) 
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es un conjunto generador del espacio vectorial ffin. 

4. Depe ndencia e Independencia Lineales. 

4.1 Definición. 

Sea V un espacio vectorial sobre el campo K. X e V 

es linealmente dependiente si y sólo si existe Y e X tal 

que Gen(Y) ~ Gen(X). X es lin ealmente independiente si y 

sólo si no es linealmente dependiente. 

Como 0 no tiene subconjuntos propios es line almente inde

pendiente. 

-Sea x e V, x t o. Entonces, {x} es linealmente indepen -

diente pues su único subconjunto propio es 0 y Gen(0)~{o}tGen({x}). 

Sea X e V, con o e X. Entonces. X es linealmente dependien-

te ya que Y == X-{ó}C X, YU{o} = X Y 

Gen(X) = Gen(YU{o})= Gen(Y) + Gen({o}); por 3, prop. 3.7, pág. 10 

== Gen(Y) + {e}; por 2, prop. 3.7, pág. 10. 

= Gen(Y). 

4.2 Proposición. 

Sea V un espacio vectorial sobre el campo K y X ~ V. 

Entonces, las s iguientes proposiciones son equivalentes: 

1. X es linealmente dependiente. 

2. Algún vector x € V es el valor de una combinación 1;-

neal de vectores en X - {x}. 
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3. Algún vector de Gen(X) es el valor de más de una com-

binación lineal de vectores de X. 

4. Hay una combinación lineal no trivial de vectores de 

X de valor o. 

Demostración. 

1 ~ 2. Sea Y eX tal que Gen(Y) = Gen(X). Como Y 

es un subconjunto propio de X, existe x e X y x ~ Y. Así, 

y ~ X - {x} eX. De estas inclusiones se deduce que 

Gen(X) = Gen(Y) ~ Gen (X-{x}) e Gen(X) y que Gen(X)=Gen(X -{x}} . 

Como x e X e Gen(X), x e Gen(X-{x}) y se concluye 2. 

2 ~ 3. Sea x una combinación li neal de vectores de 

X - {x}. En esta combinación no aparece x. Como x=l o x, x 

es el va lor de, al menos, dos combinaciones lineales dis -

tintas de vectores de X, y siendo xeXcG2n(X), x satisface 3. 

que los vectores xl'" "xn sean todos distintos entre sí. 

Sin pérdida de generalidad podemos considerar que solamen-

-nación lineal no trivial de vectores de x con valor o y se 

cumple 4. 
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de vectores de X con "'1 1 O. Entonces, 

- '" 2 - '" 
Xz + + n x ( 5 ) xl = ... 

'" , 0:

1 n 
1 

Sea Y = X - {X l } . Entonces, Gen(Y) e Gen(X). Como 

x2 , ... 'X n € Y , xl € Gen(X) de acuerdo con ( 5 ) Y como 

y e Gen(Y) se sigue que YU{x 1}= X ~Gen(Y) y X es lineal

mente dependiente. 

4.3 Proposición. 

Sea V un espacio vectorial sobre el campo K y X e V. 

Las siguientes propos ici ones son equivalentes: 

l. X es linealmente independiente. 

2. Ningún vector X e X es el valor de una combinación 1i 

neal de vectores de X - {x}; es decir , para cada x € X, 

x i Gen (X- {x}). 

3. Cada vector de Gen(X) es el valor de una sola combina-

ción lineal de ve ctores de X. 

-4. Toda com bi nac i ón lineal de vectores de X de valor o es 

trivial. 

Demostración. 

La propos i c ión es una consecuencia directa de la pro

posición 4.2. 
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5. Bases y Dimensi6n. 

5.1 Definición. 

Sea V un espacio vectorial sobre el campo K. Todo-

conjunto generador de V linealmente independiente es lla-

mado una base de V. 

La base del subespacio { a} es 0 ya que Gen(0)= {a} y 

o es linealmente independiente. 

Sea K el cuerpo de los números reales. Entonces, el 
n conjunto generador de K, {e1, ... ,e n} el cual es lineal -

mente independiente, es una base para Kn . Es la llamada 

base canónica. 

1 2 x , x , ... } es una base del espacio vectorial P de -

todos los polinomios sobre IR en la indeterminada x 

y 1 n x ,..., x }, una base del subespacio de P que con 

siste de todos los polino mi os de grado menor o igual que n. 

5.2 Proposición. 

S e a V u n e s p a c i o ve c t o r i a 1 s o b r e el c a m p o K y A= {v l' ... ,v n} , 

un conjunto de vectores de V. Entonces, A es un conjunto -

linealmente independiente o algún vector vi de A puede ser 

escrito como una combinación lineal de los vectores de me -

nor subíndice . 
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Demostración. 

Si A es linealmente 'n de pendiente ninguno de sus vec-

tores puede ser escrito como una combinación l ineal de los 

otros. Su pongamos que A es linealmen te dep e ndiente; ento~ 

c e s, d e a c u e r d o co n 1 a pro p. 4 .2, pá g. ,14 , a: 1 v 1 + •.• +a: V = O • 
.1 n n 

Sea k el mayor entero para el cual oc k r O. 

El teorema queda probado. 

5.3 Proposic i ón . 

Como a:. = O, -
1 

Sea V un esp a c i o vectoria . sobre e l c ampo K, A = 

{VI, ... ,v n }, un conj unto generador de W, un subesp a cio de 

v y B = {vI'" .,v k }, c on k ~ n, un conjunto lin eal me nte in 

dependiente. Entonces, podemos e ncontrar un subconjunto de 

A, e = {VI,···,V k, vil'" . ,V i r}, li neal mente i ndependiente, 

que también genera a W. 

Demostración. 

Si A es linealmen t e ind e pendien t e e l teorema está pro-

bada . Si no 10 es, e l i min emos de A e l primer vector vj que 

sea una combinació n 1 ' nea l de los vec t ores de menor índice. 
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Como B es linealme nt e i ndep e nd ien te , j > k . El s ub conju~ 

to así determin a do {v1 .. .. ,vk , .. . V; l 'v , l' . . .• v } tiene n - 1 
J- J + - n 

elementos y es claro que e l s ube s pa cio que ge neran está 

conten ido en W. Ademá s , e s e s ube s pacio e s i gu a l a W ya 

que , ca da w € W, puede ser escrito como una combinación 1; 

nea1 de VI'" .,vn ' combinación en l a que podemos reemp1a -

zar v j por una combinació n lineal de v1 ' ... vj _ l . Por lo -

tanto , w puede ser escrito como una combinación lineal de 

VI'" .,V j _ l ' Vj + I '··· ,v n ' Cont i nuando con este proceso ob 

tenemos un con junto {VI" ",v k 'v, , ... ,V. } , que aún gene-
' 1 ' r 

ra a W. Como en es te conjunto no hay eleme ntos que sean -

combinaciones lineales de otros de menor índice, de acuer-

d o e o n 1 a pro p. 5. 2, P á g. 1 7, d e b e s e r U n con j u n t o 1 i n e a 1 m e n -

te independiente. 

5.3 .1 Corolario. 

Sea V un espacio vector i al de dimensió f inita sobre 

e l campo K. Entonces, V co ntiene un conjunto finito 

A = {VI" .. ,v n }, linealmente in depe ndiente, que genera a V. 

Demostración. 

Como V ti ene dimensión finita es generado por un núme -

ro finito de e l eme ntos, digamos, u1 ' ... ,um' De acuerdo con 

1 a prop. 5.3, pág.18 podemos encontra r un número fi nito de 
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tales vectores, los cuales denotamos con vI , ... ,v n , lineal 

m en te i n d e pe n die n t e s q u e gen e r a n a ·V. 

El enunciado de este corolario también puede ser expr~ 

sado de la manera siguiente: Si V es un espacio vectorial 

de dimensión finita sobre el campo K y si {u1' ... ,um} gene-

ra a V; entonces, existe un subconjunto de ese generador, 

{vl' ... ,V n} que constituye una base de V. 

5.4 Proposición. 

S e a V u n e s p a c i o ve c t o r ; a 1 s o b r e e 1 c a m p o K. S; {v 1" .. , v n } 

es una base de V y si {w 1 ' ... ,w } e V es un conjunto linear m -

mente independiente; entonces, m < n. 

Demostración. 

Cada vector de V y, en particular wm' puede ser expre-

sado como una combinación lineal de los elementos de 

A = {vI" .. ,v n}. Luego, B = {wm,v 1 ' ... ,v n} es un conjunto 

linealmente dependiente que genera a V ya que A 10 genera, 

por hipótesis. Por 10 tanto, existe un subconjunto de 

S, e = {Wm,v i1 '····v;k}' con K < n - 1, que es una base -

para V) por 5.3.1~ pág. 19. Para formar esta base hemos -

cambiado, al menos, un vector v € A por wm' Formemos el -

conjunto D = <Wm_1' wm' Vil,···,Vik~' O es un generador 
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de V y, de acuerdo con el mismo corolario 5.3.1. de este 

conjunto linealmente dependiente ,podemos extraer una base 

{Wm- 1• wm' Vj1 ····,V js}, con s::. n - 2. 

Repitiendo este proceso llegamos a tener una base de 

no puede ser expresado como una combinación lineal de 

w2 •...• wm_1 y E es una base, E debe tener como elemento -

algGn veA. Para tener la base E hemos introducido m - 1 

elementos W y, por cada uno de ellos se ha eliminado. al -

menos. un elemento v E A; no obstante, todavía hay en E al 

gún elemento de A. Por lo tanto, m-l < n-l y m < n. 

5.4.1 Corolario. 

Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre 

el campo K. Entonces, dos bases cualesquiera de V tienen 

el mismo número de elementos. 

Demostración. 

Entonces. como B es un con jun to linealmente independiente, 

de acuerdo con 1 a prop. 5.4,pág. 20, m .::. n. Con el mi smo ar 

gumento concluimos que n < m. Luego, m = n. 

~IBUOTECA CE " 
UNI'IfRSI I'U UF F. SP VI' lQR 
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5.5 Definición. 

Sea V un espacio vector i al sobre el campo K. Defini 

mos la dimensió n de V de l a manera siguiente: 

dim V = O, si V = {o} . 

= n, si V tiene una base con n vectores. 

= 00, si no ocurre alguno de los casos anteriores. 

Si dim V = O ó dim V = n, decimos que V tiene dimensión fi 

nita. En el último caso, la dimensión es infinita. 

Sea U = Gen ({x}), x e V. Como {x} es una base de U, 

dim U = 1. 

Sea P el espacio vectorial de los polinomios sobre R 

en una indeterminada x y Pn ~ P, el espacio vectorial so

bre R de los po linomi os de grado menor o igual que n. 

e ro 1 2 } {O 1 n, omo lX , x , x , ... y x, x , ..• , X J son, respectiva -

mente, bases de P y Pn' dim P = 00 y dim Pn = n + l. 

5.6 Proposición. 

Sea V un espacio vectorial sobre el campo K, con 

V t {o}, y A={vl, .. . ,v n} una base de V. Entonces, cual -

quier vector x € V tiene una representación única como 

combinación lineal de los vectores de A. 

Demostración. 

Supongamos que x € V tiene las dos representaciones 



x = 

n 

n 
= ¿B .v., con ~,. , S"eK. 

1 1 1 
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Entonces, 

o=¿ (o:. 
1 1 

s . ) V . , 0:: . = B· y, la representaci6n de x es ú-
11 1 1 

nica. 

6. Isomorfismos de Espacios Vectoriales. 

6.1 Definición. 

Sea U Y V dos espacios vectoriales sobre el campo K. 

La función h: U + V es l lamada un homomorfismo entre esp~ 

cíos vectoriales si y sólo si~ V xl' x2 € U Y V k e K, 

l. h (xl + x2) = h (xl) + h(x 2 ) y 

2. h (kx l ) = k h(x 1). 

Cuando h es biyectiva se dice que h es un isomorfismo 

de espacios vectoriales y U, V son llamados espacios 

vectoria es isomorfos. 

6 .2 Prop osición. 

Sea V un espac io n-dimension al sobre el campo K y Kn , 

el espacio vectoria l de todas las n-u~as formadas con ele

mentos de K. Entonces, V es isomorfo con Kn . 

Demostración. 

Sea B = {vI'" .,V n } una base de V. Como cualquier 

• 



n 
vector x € V tiene una representación única x = y. 

1 
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ce.v. , con 
1 1 

ce e K, para cada x € V, dado B, hay sólo una n-upla 
i 

(<<l""'~n) € Kn asociada con X; es decir, existe una fun-

ción biyectiva f: V -+ Kn , con f{x) = (O:l""'ce n). 

Mostremos que f es un homomorfismo entre V y Kn . Con 
n n 

sideremos los dos vectores x=¿ ex.V. e y=¿ s,' v,' de V. Enton-
1 " 1 

n 
ces, x + y = L (ex:. + B.)V .• 

1 1 1 1 
Para esta suma tenemos que 

n 
para kx = í. (ka:; )v i ' con k € K, que 

1 

f(kx) = (kv l , ... ,kv n ) = k(v 1, ... ,v n) = kf(x). El teorema 

está probado. 

Como una consecuencia inmediata de prop. 6.2, pág. 23 tenemos 

6.2.1 Corolario. 

Cada espacio vectorial sobre el campo K y de dimensión 

finita n es isomorfo con el espacio vectorial ~n. 

El espacio vectorial de todos los polinomios en una -

indeterminada de grado menor o igual que n sobre el campo 

real ~ es isomorfo con Kn+1 . 
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7. Es pacio s Vectoriales con Producto Interno. 

La definición de espacio veétorial incluye un campo 

conmutativo K. Cuando K es el c am po de l os números rea

les el espacio es llamado espacio vectorial real. Es un 

espac i o de esta clase que se definen lo s conceptos de 

norma, d i stancia y ortogonalidad. 

7.1 Definición. 

Sea V un espacio vectorial real. Diremos que V es -

un espacio rea l con producto interno si existe una función 

. g: V x V -+ R, con g(x,y) = <x,y>, que satisface, Vx. yeV y 

v oc e R, los siguient es axiomas: 

Hl. 0, ° si sólo si -<x , x> > con <x,x> = y x = o. -

H2. <ocx,y> = ex: <x,y>. 

H3. <x,y > = <y,x>. 

H4. <x+y,z> :::: <x,z> + <y,z>. 

Sea el espacio vectorial n n n :IR y g:lR xJR -+:IR, con 
n 

g(x,y) :::: i xiYi' x= (x1'··· , xn ) e y=(Yl'···'Yn)· Entonces, 

:IR" Y la función 9 forman un espacio vectorial con produc-

to interno ll amado el n-espacio Euclideano. 

Sea V el espacio vectorial de l as funciones reales 

continuas definidas en el in tervalo @,b};;R y<,>:VxV-+JR, con 
b 

<f,g> = Jaf (t) g(t) dt. V y la func i ón <,> también for -
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man un espacio con producto inte rno. 

7.2 Definición. 

Sea V un espacio vectoria l real con producto interno 

y x e V. Definimos la longitud o norma de x, la cual re-

presentamos con 1I xII, co mo la función 

1I 11 : V -+ JR, con 1I x II = I< x , x>. 

Un espacio vectorial sobre el cual se ha definido una 

norma es llamado espacio vectorial normado. 

X € V es un vector unitario si y sólo si 11 x 11 = 1. Si x 

no es un vector unitario podemos transformarlo en unitario 

haciendo u = 
x Al hacer esto decimo s que x ha sido II x II 

normalizado. 

7.3 Proposición. Desigualdad C.B.S (Cauchy-Bunyakovskii

Schwarz). 

Sea V un espacio vector i al con producto interno. En-

tonces,Vx,ye V, l< x,y> I 2.lIxl! Ilyll· 

Demostración. 

Si x = o ó y = o los dos miembros de !<x,y>1 2. ¡Ix 11 lIy 11 

son iguales a cero y la proposición es cierta. Supongamos, 

pues, que ni x ni y son el vector nulo. 



Si u = 1I ~ I1 y v = nfrr ~ entonces, 11 u !I = 11 v 11 = 1 Y 

2 O .:::llu-v!! = <u-y , u-v> = <U,u> + <U.-u> + <-v. u> + <-v,-v> , 

o ~lluI12+1¡ v 11
2 -2 <U, v> == 2-2 <u,v> == 2 (l-<u ,v» . Luego, 

o ~l-<u,v>, < u,v>~l , < W ' lT11T > -=--1 Y <x,y> -=--llxll Il yll 
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Ahora, reemplazando x por -x tenemos que <-x,y> ~ !I -x 11 lIyll, 

- <x,y> < 11 x 11 11 y 11 y <x,y> ~ - 1I x ii I!YII· Por 10 tanto, 

l<x,y> 1 < Il xll Il y ll · 

7.4 Proposición. 

Sea V un espacio real normado. Entonces, Vx,yeV y Vtte1R, 

NI. 11 xii ~ 0, con 11 xii = O si y só lo si x = O. 

N2. I1 ",x ii = I o: 1 /I x li 

N3. 11 x+y ll -=-- Il x 11 + 11 y ll (Desigualdad triangular). 

N4. Ill xl l - Ilyill ~ Il x-y l! . 

Demostración. 

NI es una consecuenc ia inmediata de Hl. 

Para N2. 

Para N3. 

11 a: x ii = 1< a:X, cr. x > = 1 2 
ex < X,X > 

11 x+y 11 = /< x+y, x+y > 

11 x+ y 11
2 = < x , x > + < y ,y> + 2 

= 11 x 11
2 

+ 1 ¡ y I ¡2 

impl i ca 

<x,y> 

+ 2 <x, y> 

= ! o: 1 11 x 11 . 
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Ahora, por la desigualdad C.B .S tenemos que 

IIx+YIl2.:..llxI12+IIYlf+21Ixll Iyl! ='( llxll + lIylD
2

. Luego, 

11 x+y 1\ .:.. 1\ x 1\ + 11 y I! . 

Par a N 4 . 11 x 1I == II ( x -y) + y 11 2 IIx - y I! + 11 y 11 ; m p 1 i e a 

11 xII - Ilyll 2 II x-yl!. Similarmente, tenemos 

que Ilyl l - Ilxl[ 2 11 x-y 11 . Luego, 

11 x 11 - 11 y 11 :: - 11 x-y 11· As í ,! !lxll -IIYII 1.::.llx-y 11· 

Sobre un espac io vector i al es posible definir más de 

una norma. Por ejemplo, sobre el espacio vectorial ffin_ 

se definen las siguientes normas: 

11 xii} = Ixll + .. . + Ixnl 

1I xl1 2 ::.máx <Ixll, . . . , Ix n !)· (la norma sup.) 

1I xii 3 = ( x l 2 + • .. + x ~ ) 1/2 . ( 1 a no r m a E u e 1 í d e a ) 

Par a e I [O, IJ, e 1 e s p a c i o ve e t o r i a 1 de t o d a s 1 a s fu n -

e ion e s d e valor r e a 1 e o n t i n u a s de fin ida s s o b r e [O, 1] 1 a s 

dos funciones sig uient es son normas: 

I1 11
1 

: e [o , l J -+ IR , e o n 1I f 11 1 == m á x 1 f (x ) 1, X € [O , 1 J . 

r JI 2 J.1/2 
I1 11 2 : e [O, 1J ->- 1R, con 11 f 11 2 == L f (x) dx' , X € [O, 1J . 

o 



.29 

7.5 De fini c ión. 

Se a V un espacio vectorial re al sobre e l cual se ha 

definido un producto interno. Diremos que x, y € V son -

ortogonales si <x,y> = O. Es ob vi o que el vector nulo 0, 

es ortogonal con x, V x € V. 

7.6 Definición. 

Sea V un espacio vectorial real sobre el cual se ha -

definido un producto interno y A = {x l •... , xn} ~ V. A es 

llamado un conjunto ortonormal si 

1. Il xi ll = 1 , Vi . = 1,2, ... ,n. 

2. <X.,X.> = O, Vi f j. 
1 J 

En un conjunto orto normal cada vector es unitario y, 

además, or togo nal con cada uno de los otros vectores. 

7.7 Def i nición. 

Sea V un espacio vectorial real sobre el cual se ha 

definido un producto interno. Una base es l la mada ortog~ 

nal si s us elementos son, mutua mente, ortogonales. Si, ~ 

demás, cada vector es unitario se dice que la base es orto 

normal. 

8. Espacios Métricos. 

8.1 Definic ión . 

Sea L un conjunto no vacío. La funci6n d: LxL + m 
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es llamada una métrica o funció n distan cia si, ~x,y,zeL, 

satisface los siguientes axiomas~ 

DI. Si x t- y; entonces, d(x,y) > O. 

02. d(x,x) = O . 

03. d(x,y) = d (y, x) . 

04. d(x,z) < - d(x,y) + d (y, z ) . 

d(x,y) es la distanc i a entre los puntos x,y. 

8.2 Proposición. 

Si d: LxL + m es una fu nción distancia; entonces, 

Id(x,z) - d(y,z) I < d(x ,y) . 

Demostración. 

d(x,z} ~d(x ,y) + d(y, z} implica que d(x,z)-d(y,z) ~ d(x,y}. 

Por otra par t e, d(y,z) ~d(y,x) + d(x,z)=d(x,y)+d(x,z) im -

plica que d(y,z) - d(x,z} ~ d(x ,y) ; luego, 

d(x,z) - d(y,z} ~ -d (x,yl. Así, tenemos que 

I d (x ,z} - d (y, z } [ ~ d (x, y) . 

8.3 Definic·ión. 

Un espacio métrico es un par (L,d) formado por un con

junto no vacío, L y por una métrica, d, definida sobre L. 

~ara L=~n, d:Rn xlRn+R, con d(x,y) = ({(Xi - Yi]2}1I2 Y 

n n n 
d: lR xlR +~, con d(x,y) = L Ix; - Yi l 

1 
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son dos mªtri cas de f i n i das sobre n JR ; 1 uego. pa ra ambos -

casos, el par (JRn,d) es un espacio métrico. 

( 1 
Para L=C[O,l], d:LxL-)- lR, con d(f,g ) =J lf(x)-g(x) ldx es una métri ca . 

o 

En con sec uencia, (C I~ ,lJ, d) es ta mbién un espacio métrico. 

8.4 Proposic i ón. 

Sea V un espac i a vec t or i al r ea l normado. Si definí -

mas d:VxV -)o- JR, con d(x,y ) = Il x - y 11 ; enton ces, (V,d) es -

un espac ia métrico. 

Demostrac i ón. 

La fun ci ón d es una métrica. En efecto, si x,yeV, 

con xt-y,(x-y)eV y Il x-y l! > O; si x=y, ¡Ix-y l: = 11 611 = o. 
Así, d satisface l as condiciones DI y D2. 

Como Ilx-y l! =1-1 1 Ilx-y li = 11 (-l)(x-y) 11 = Il y-xll ,d(x,y) = d(y,x) .. 

Final men te, tenemos que 

d(x,z) = Ilx-y + y- z ll.2.ll x-y ll + Il y-z ll = d(x,y) + d(y,z). 

E1 teorema es t á probado. 

d es 1lamada la métrica inducida po r la norma. Cualquier 

espacio vectorial normado puede ser convertido en métrico 

por medio de la métrica inducida. 

Algunas veces, representaremos un espacio métrico con 

e l símbolo de1 conjunto que forma dicho espacio y cons ide-
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raremos que d es la métrica asociada . 

8.5 Defi ni c iones . 

Ahora, recordamos mucho s concept os fundamentales de 

l os espacios mét ricos los cuales, citaremos con frecuen

c i a. Sea, entonces, (L , d) un espacio métrico. Para 

xeL y r > 0, los conjuntos B(x,r)={yeL/d(y,x) <r} , B(x,r)= {yeL/d(y,x)<r} 

son las bo l as abierta y cerrada de centro x y radio r. 

V e L es un vecindario de x E L si V contiene una bola ce

rrada de centro x y radio r. De acuerdo con esta def i ni -

ción B(x,r) y B(x,r) son vecindarios de x. 

El punto x € U el es un punto interior de U si exis 

te un vecindario de x completamente co nte nido en U. x e U 

es un punto exterior de U si existe un vecindario de x -

disjunto con U. x € U es un punto f rontera de U si cada 

vecinda ri o de x con tien e, al meno s un punto q ue pertenece 

a U y, al meno s, un punto qu e no pertenece a U. la colee 

ción de todos los puntos front e ra de U es la fr ontera de U. 

Un conjunto es abierto si cada uno de sus elementos -

es un punto interio r . El conjunto de todos los puntos in

teriores de U, es llamado el interi or de U; 10 re pr esenta

remos con Uo. Un co njunto es cer ra do s i su complemento es 

ab i erto. 

X € U e L es un punto de acumula c ión de U si cada 
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conjunto abierto que contiene a x cont iene, a l menos, un 

punto de U diferente de x . El conjunto de todos los pu~ 

tos de acumulación de U es llamad o el conjunto derivado 

de U. La clausura del conju nto U es la unión de U con -
-

su conjunto derivado. Lo representaremos con U. En to-

pología se muestra que un conjunto es cerrado si y sólo 

si contiene todos sus puntos de acumulación. Mostrare

mos esta proposición en ffin . 

U na col ección de conjuntos abiertos O., í recorriendo 
1 

un conjunto de índices, es un cubrimiento abierto de U -

si U c: U 0i' El conjunto U es compacto si cada cubrimie~ 

to abierto de U contiene una subcolección finita que tam-

bién es un cubrimiento de U. 

Una sucesión de puntos de L, {xn} converge a z € L, 

si para cada € > ° existe N € ]N tal que si n €]N Y n> N; 

entonces, d(xn,z) < € . Cuando esto ocurre esc ribimos 

lím xn = z y llamamos a z un punto límite. Una sucesión 
n-+oo 

es convergente si existe, a l menos, un punto al cual con-

verge. 

Se dice que e1 conjunto U es acotado si existe un nú 

mero real M tal, que IJ x E U, Il x ll < M. 

Si (V,d) Y (Vl'd 1 ) son dos espacios métricos; entonces, 
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la biyección f: V ~ VI es llamada una isometría si 

dI ( f ( x ), f (y)) = d (x ,y); lJ x, y € V. S e di ce q u e u n a i s o -

metría preserva l as distan c ias. 

Dos espacios métricos son isométricos si existe una 

isometría definida de uno sobre el otro. 

8.6 Proposición. 

Si (V,d) es un espacio métrico y si A S V, con A t 0; 

entonces, (A,d'), con d' definida por d' (x,y)=d(x,y),\Jx,yeA, 

es un espacio métrico . Este espacio es llamado un subes-

pacio métrico de (V,d). 

Demostración. 

,.. 
Puesto que A i 0 para probar que (A,d') es un espacio 

métrico sólo es necesario mostrar que d' es una métrica. 

Esta demostración es inmediata ya que, d ' es una restric 

ción de d, sobre A e V. 

8.7 Proposición. 

Sea (V,d) un espacio métrico y A ~ V un conjunto com-

pacto. Entonces, s í F e A es cerrado en V, F es compacto. 

Demostración. 

Sea 0i' con i recorriendo un conjunto de índices, un 
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cubrimiento abierto de F. Como F es cerrado, su comple-

me nto en V, CF, es abierto. LU ego, si a l a colección de 

10s Di agregamos CF obtendremos un recubrimiento abierto 

de A. Por ser A compac to existe una subcolección finita 

R de este re cu brimiento que aún cubre a A y, por consi 

guiente, a F. Si CF no está en R hemos encontrado una -

subcolección finita de los 0i que recubre a F. Si CF es 

tá en R 10 podemos descartar y tener, todavía, un cubri-

miento finito de F. Por 10 tanto, F es compacto. 

8.8 Proposición. 

Sea V un espacio métrico y A e V un conjunto compac-

too Entonces~ todo subconjunto infinito de A tiene un 

punto de acu mula ción en A. 

Demostración. 

Sea X e A un conjunto infinito. Supongamos que nin-

gún punto de A es punto de acumulación de X; entonces, 

V x € A existe una bola abi erta B(x,r ) tal que 
x 

B(x,r) /IX == 0, si x i X Ó B(x,r ) flX == {x}, si x e X. x x 

La colección de bolas B(x,r ), con x E A, es un cux 

brimiento abierto de A y, como A es c ompacto, un número 

finito de ell as B(x 1 rx ) , ... , B(x ,r ), 10 recubren. 
1 n x n 



Puesto que X e A este número f ini to de bolas, también re 

cubre a X; pero e sto es un a contradicción ya que X es in 

finito y cada un a de ta le s bolas contiene, a 10 sumo, un 

punto de X. 

8.9 Proposición. 

Sea el espac i o mé t rico Rn . Entonces, A cffi n es ce 

rrado si y sólo s i contiene todos sus puntos de acumula-

ción. 

Demostraci6n. 

Supongamos que a e s un punto de a cumulación del con-

junto cerrado A. Puesto que cada bola abierta B(a,r) co~ 

tiene puntos de A y CA es a bierto, a no puede ser un pun-

to de CA. Luego, a e A. 

Rec1pro camen te, s upon ga mos que A con t iene todos sus 

puntos de acumulación. Si b € CA' b no es punto de acu-

mulaci6n de A de modo que, existe una bola abierta B(b,r) 

que no contiene puntos de A. Co mo b es un punto cualqui~ 

ra de CA, és t e co nju nt o es abierto y, en consecuencia, A 

es cerrado. 

8.10 Propos i ci6n. 

Sea V un espacio métrico y {x n } una sucesi6n de pun-
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tos de V. Si V es compacto, {x n} tiene una subsucesión 

convergente en V. 

Demostración. 

Sea S el conjunto de i mágenes de la suce s ión {x n }. 

Si S es finito podemos definir una subsuc es; ón cons t ante 

de {x n} la cual. obviamen te, será conv ergente . 

Supongamos S infinito. Puesto que, por hipótesis, V 

es compacto, S tiene un punto de acumulación x € V. 

8.8, página 35 Las bolas B(x , 1),B(x,1/2), ... ,B(x~1/k), ... 

contienen, respectivamente, los puntos 

en con t r a r x € [B (x, 11 k) () S], V k € JI. D e a q u í s e de d u ce q u e nk 

lím xn k-Hl" k 
= x; pues, d ( x , x) < -k1 , V k e n k 

lN . 

8.11 Proposición. 

Si A cffim y B cffi n son conj unto s co mpactos; en tonces, 

A x B es un s ubconjunto compacto de ffim+n. 

Demost r aci ón . 

Sea {(an,b n) } una sucesión de puntos de A x B. Puesto 

que A es un co njunto compacto, la s uce sión {a n } tiene una 
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subsucesión {a } que converge a un punto a e A. Simi n. 
1 

larmente, {b n} tie ne una subsucesión {b } que converge n. 
1 

a un p u n t o b e B. A sí, {( a n . ' b n . ) } e S u n a s u b s u e e s ión de 
1 1 

{(an,b n ) } que conve rg e al punto (a,b) e A x B. 

8 . 11.1 Corolario. 

S e a 1 1 = [a 1 ' b 1] ' ..• ,In = [a n ' b nJ, con 1 i c]R, ; = 1 , ... , n . 

Entonces, Ilx ... x1n es un subconjunto compacto de ]Rn. 

8.12 Definición. 

Una sucesión {x n} de puntos de un espacio métrico V 

es llamada acotada si e l co njun t o de imágenes de la suce-

sión es acotado; es dec ir, si el conju nto de imágenes es

tá contenido en una bola B(x,r), para algún x e V. 

8.13 Proposición. 

Toda sucesión acotada en ]Rn, tiene una subsucesión -

convergente . 

Demostración. 

Si {x n} es una sucesi6n acotada, e l conjunto de imág~ 

nes está contenido en el compac t o 

1 ~Rn, con 1 = Ilx ... x1n e Ii ~lR, i = 1, ... ,n, un intervalo -



e e r r a d o yac o t a do. L u e 9 o, d e a c u e r d o con 1 a pr o p. 8. 10. pá 9 . 

36 , {x n} tiene una subs ucesión convergente. 

8.14 Teorema de Heine - Borel. 

Sea el espac io métrico IR n . Entonces, J\ c::: IR n es -

compacto si y s610 si A es cerrado y acotado. 

Demostración. 

Su pongamos que A es compacto. Entonce s , si a es un 

punto de acumulación de A para cada entero positivo n, -

existe un punto a
n 

tal que d(an,a) < l/no Lue go, a es el 

único punto límite de la sucesión {a n}' Como A es compa~ 

to {a n J debe tener un punto límite en A; por 10 tanto, 

a € A Y A es cerrado. 

Ahora, supongamos que A es cerrado y acotado. Selec 

cionemos r > O de modo que A e B(O,r). Si 1= [-r,rJ; en

tonces, A es un subconjunto cer' rado del compacto IxlxI ... xI 

(n ve c e s) y, d e a c u e r d o con 1 a p t~ o p. 8 . 7 • pá g. 34, A e s c o 111 -

pacto. 

8.15 Propos ici6n . 

Sea el espacio métrico IR n . Entonces, A es compacto 

si y só l o si todo subconjunto infinito de A tiene un pun-

to de acumu l ación en A. 
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Demostración. 

Supongamos A compacto. Entonces, de acuerdo con la 

pro p. 8. 8 , pá g. 35, t o d o s u b con j u n t o i n fin i t o d e A t i e n e u n 

punto de acumulación en A. 

Ahora, debemos mostrar que A es compacto; es decir, 

cerrado y acotado. Haremos la prueba por contradicción . 

Supongamos que A no es acotado. Entonces, Vn € m 

existe xn e A tal que Il xn ll > n. Luego, el conjunto 

S = {x n}, n e m es infinito y, por hipótesis, existe un 

punto y e A que es punto de acumulación de S. Como exis 

te m € m tal que m > 1 + Ilyll ; tenemos que, 

-llyll> 1-m, 11 x -yll.:..llx ft - ll y I1 >I¡x 1I +l-m >m+l-m = 1. De este m m m 

resultado deducimos que la bola B(y,l ) sólo puede conte-

ner un nOmere finito de puntos de S; pero, esto es una -

contradicción al hecho de que si p es un punto de acumu

lación de un conjunto E, todo vecindario de p contiene -

infinitos puntos de A (Principios de An~lisis Matem~tico, 

Rudin, segunda edición, pág. 40, teorema 2.22). Por lo -

tanto, A debe ser acotado. 

Mostremos ahora que A es cerrado. Sea x un punto de 

acumulación de A. Las bolas abiertas B(x,l/k), K e m con 

tienen puntos distintos xk € A. Sea S = {xk} , k € m. Es 
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claro que x es un punto de acumu l ación de S y; por ser és 

te un conjunto infinito, por hipótesis, S tiene un punto 

de acumulación en A. Mostremos que x es el único punto de 

acumulación de S. Supongamos que y f x es otro punto de a 

cumulación de $; entonces, para XkeS, tenemos que 

Ily-xll~ I!y-xk ll+llxk- x ll < lIy-xk ll + l/k. Así, si escogemos 

ko e ]N tal que k ~ ko impl ique i liy- x 11 > t tendremos que 

i ¡¡y-xii < Ily-x k 11, 10 cual indica que xk ; B(y,r), con 

r = ~ !ly-xll , si k 2: ko. Luego, y no puede ser un punto -

de acumulación de S. Como x se tomó arbitrariamente y no 

puede haber para S un punto de acumulación que no esté en 

A, A contiene todos sus pun t os de acumulación y por ello, 

es cerrado. 

8.15.1 Corolario. Teorema de Weierstrass . 

Todo subconjunto infinito y acotado del espacio métri 

co mn tiene un punto de acumulación en mn . 

8.16 Definición. 

Sea (V,d) un espacio métrico. Una sucesión de puntos 

de V, {xi}' es una sucesi6n de Cauchy si, para todo € > Q 

existe N e W tal que si m,n €]N Y m,n ~N; entonces, 

d(Xm,X n ) < e: • 
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Cuando V es un espacio vectorial normado {x.} es una 
1 

sucesión de Cauchy si para todo E > O 

existe N e IN tal que s; m,ne JIl y m,n~N; entonces, Ilxm-xnll < E • 

8.17 Proposición. 

En todo espacio métrico toda sucesión convergente es 

una sucesión de Cauchy. 

Demostraci6n. 

Sea {x n} una sucesi6n convergente con lím xn=a. En-

tonces, para cada E > O existe N € IN tal que neIN y n>N 

implica d(xn,a) < €/2. 

Aho,ra, si p, q e JIl y si p,q~N tendremos que d(xp,a)< 'C./2 y d(xq,a)<E:/2. 

Luego, d(xp'xq) .::.d(xp,a) + d(xq,a) < E!2 + 'C./2 = E Y la sucesión 

es de Cauchy. 

8.18 Definición. 

Un espacio métrico V es llamado completo o de Banach 

si cada sucesión de Cauchy {x n} de puntos de V converge a 

un punto x e V. 

8.19 Proposición. 

El espacio métrico n 1R es completo. 
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Demostración. 

Sea {x n} una sucesión de Cauchy en ffin. Mostraremos 

que la sucesión es convergente . 

Si el conjunto I de imágenes en la sucesión es un con 

junto finito, a partir de un determinado subíndice las imá 

genes serán constantes y la sucesi6n, convergente. 

Sea I un conjunto infinito. Mostremos que I es acota 

do. Puesto que la sucesión es de Cauchy existe N e ~ tal 

que si n ~ N, d(xn,X N) < l. Así, si 

es decir, 1 e B (O,M+l). Luego, I es un conjunto infinito 

y acotado en ffin y por eso, tiene un punto de acumulaci6n 

x e lR • Vea mo s a h o r a, q u e 1 í m x n = x. Par a c u al q u ; e rE> O 
n +00 

existe N € ]N tal que si m,n .:.. N; entonces, d(xm,xn) < <,/2. 

Ademá s, 1 a bol a a b i e r t a B ( x , E / 2) con t i e n e un p un t o xm de I, 

con m>N. Luego, si n>N, d(x ,x)<d(x ,xm)+d(x ,x) < <-¡2+E/2 = e:. Así, n-n m 

lím xn = X. 
n+co 

9. Funciones Contínuas en Espacios Métricos. 

9.1 Definición. 
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A e v1,xo € A Y f: A ~ V2 ' una funci6n. Decimos que f es 

continua en xo si, para cada E > O existe ó > O tal que 

Esta definición también puede ser expresada de la ma 

nera siguiente: f es continua en Xo € A si, para cada bo-

la abierta B(f(xo),B) existe una bo1a abierta B(xo,ó) ta1 

que si x € (B(xo,o) nA); entonces, f(x) e B(f(xo),e:). · 

Oiremos que f es continua si es contínua en cada pun-

to de su dominio A. 

9.2 Proposición. 

Sea VI' V2 , dos espacios métricos y f: VI ~ V2 ' una -

función. Entonces, las siguientes afirmaciones son equiv~ 

lentes: 

1. 

2. 

3. 

f es continua en VI. 

f-1(O) es un conjunto abierto, para todo conjunto abier 
to O ~ V2 . 

-1 
f (C) es un conjunto cerrado, para todo conjunto cerra 

do C ~ V 2. 

Demostraci6n. 

1 ~2. Sea O un conjunto abierto de V2 y Xo e f- 1(O). En-
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tonces, f(x o) e O y, por ser este un conjunto abierto, 

ex i:s t e u n a bol a a b i e r t a B ( f (x o ) , E) c: O . A h o r a, por s e r f 

continua en Vl 10 es en Xo y; por lo tanto, existe ó > O 

tal que x € B(x o,6) impl ica f(x) € B(f(xo),E). Así, 

f(B(xo,ó)) ~ B(f(xo ) ,E). Luego, 

B(xo,ó) c:f-1 [f(B(xo,ó)] Cf-1 (B(f(xo,e:)) cf-1 (O) y Xo. un 

punto arbitrario de f-l(O) es un punto interior; por eso, 

f-l(O) es un conjunto abierto. 

2 => 1. Sea E > O Y Xo E VI' un punto cualquiera. Puesto 

que la bola B(f(xo), E) es un conjunto abierto de V2 , 

f- 1(B(f(xo ),E) es un conjunto abierto de VI' Ahora, como 

-1 
Xo € f ~ B(f(xo),E)), existe o > O tal que 

B(xo,ó) C:f-1(B(f(xo),d y, en consecuencia,f(B(xo,ó))cB(f(xo),e:) 

Luego, f es cont fnu a e n Xo y, por la arbitrariedad con que -

fue selecc i onado xo, f es contfnua en VI' 

2 =>3 . Si ° es un conjunto abierto, el complemento de O, CO, 

es cerrado. Como por hipótesis f-1(O) es abierto, Cf-1{O) 

es cerrado. De la igua lda d f- 1(CO) = Cf- 1 (O) deducimos 3. 

Con un razonamiento simi l ar se muestra que 3 ~ 2. 

Hemos mostrado que 1<=>2 y 2<=>3; luego, 1<=>3. 

9.3 Proposición. 

Sea VI' V2 , espacios métric os, A S VI Y f:A + V2 , 
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una función. Si A es un conjunto compacto y si f es con

tinua en A; entonces, f(A) es un subconjunto compacto de 

Demostración. 

Sea 0i' con i recorriendo un conjunto de índices 1, un 

cubrimiento abierto de f(A). Como f es continua en A, los 

conjuntos f - 1 (Oi) ' i e 1, son abiertos en A, cuando A es -

con s i de r a d o u n e s p a c i o m é tri c o . ( pro p o sic ión 9.2, pá g. 44). 

~ - 1 - 1( ) . Adema s, r e s u 1 t a q u e A e f ( U O i) = U f O i ,le 1; e s de -

cir, tenemos un cubrimiento abierto de A de l cual, por ser 
-1 A compacto, podemos extraer un cubrimiento finito, f (O;), 

1 

... , 1 n -1{ ) f - ( O i ) q u e t a m b i é n c u b r e a A. As í, A e V f O i y, 
n k=1 k 

Resulta, pues, que f( A) es compacto como se afirmaba. 

9.3.1 Corolar i o. 

S i e n 1 a pro p. 9. 2 p.á g. 44 , V 2 = IR n, en ton c e s, d e a c u e.!:. 

do con l a prop. 8.14, pág. 39 , f(A) es cerrado y acotado. 

9.4 Defin i ción. 

Sea V un espac io vectorial normado cuya norma es 1I 11 . 
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Entonces, decimos que la función f: V ~ mn es acota 

da, si existe M ,. O tal que Il f(x) 11 < M, V x e V. 

9.5 Definición. 

Sea (V I ,d l ), (V 2 ,d 2 ), espacios métricos y f: VI ~ V2 , 

una funci6n. 

Decimos que f es uniformemente contínua en VI si, pa

ra cada f; > O existe ó > O tal que si x, y e VI .y dI(x,y)<ó; 

entonces, d(f(x), f{y)) < E. 

Se deduce, inmediatamente, que toda función uniforme

mente contínua definida sobre un espacio métrico es conti

nua en tal espacio. Sólo es necesario cons i derar en la de 

fin;ción 9.5 que el punto y, despué s de haber sido selec -

cionado arbitrariamente, es fijo. 

9.6 Proposición. 

Sea (V I ,d l ), (V 2 ,d 2 ), espacios métricos; f:V 1 ~ V2 , 

una función y A ~ VI' Si A es compacto y f contínua en A; 

entonces, f es uniformemente contínua en A. 

Demostración . 

Sea E > O. Como f es continua en cada punto y € A, 

e x i s te ó y > O tal q u e s i x € [S (y , ó y) nA]; e n ton e e s , 
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La colecc i ón formada por l os conjuntos B(y,~ o yi, -

con y € A, resulta ser un cubrimiento abierto de A y, c~ 

mo por hipótesis, A es compacto podemos encontrar puntos 

YI"" 'Y n e A de modo que sea A c. J B(Yi'}Oy)' Ahora,-
- 1 1 

1 1 
sea ° = mín {2 01""'2 0n}' x, y € A tales que d1(x,y)< ó. 

1 Es evidente que existe y . e A tal que xeB(y, ' -20Y · ) cB(y. ,oy. ); 
10 lo l o - 10 lo 

por 1 o q u e, d 2 ( f ( x ) , f (y. ) < t. / 2 . Por o t r a par te, 
1 o 

d1(y,y i ) 2. d1(y,x) + d1(x'Yi) < ° + i 0y. 2,0y. ' pue5to que 
lo lo 

Luego, y € ¡-B(y . ,óY,' ) () A] 
- lo o 

, por ello 

tenemos que, d
2
(f(y), f(y . )) < t./2. Así, resulta que 

1 o 

teorema está probado. 

9.7 Proposición. 

Sea V un espacio métrico, A ~ V Y f: A + m, una fun-

ción. Entonces, si A es un conjunto compacto y f, contí-

nua en A, f alcanza sus valores extremos superior e infe-

rior. 
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Demostración. 

El coro 9.3.1, pág. 46nos permite af i rmar que f(A) es 

acotado. Por el axioma del extremo superior sabemos que 

existen M = sup f(A) y m = inf f(A). Como m y M son pu~ 

tos de acumulación de f(A) y éste, es un conjunto cerra

do, m, M E f(A); es decir, existen x l ,x 2 € A tales que 

M = f(x l ) y m = f(x 2). 

9.8 Definición. 

Sea V un espacio métrico . El diámetro de U ~ V,d(U), 

con U t 0, se define como la mínima cota superior de las 

distancias entre los puntos de U; es decir, 

d(U) = sup {d(x,y) / x, y € U}. 

Si d(U) es finito; es decir, s i d(U) < 00 decimos que 

U es acotado y si d(U) = 00, que U no es acotado. 

9.9 Definición. 

Sea (V,d) un espac i o métrico. U cV es un conjunto 

totalmente acotado si para cada ~ > 0, existe un número -

finito de conjuntos 

Al' ''' ,An tales que U = AlU .... UAn, con d(Ai) < s, i = 1, ... ,n. 

9.10 Proposición. 

Sea (V,d) un espacio métrico. Si U e V es un conjunto 
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totalmente acotado; entonces, U es acotado. 

Demostración. 

Sea E = 1. Por hipótesis, U=A1U ••• UAn, con d(Ai)~l,i=l, ••• ,n. 

Seleccionemos en cada Ai un punto xi y tomemos ó=máx dlxj,x;), 

i,j = 1, ... ,n. Para x, y e A tenemos que 

x e A; e y e Aj' i, j = 1, ... ,n. Luego, 

d(x,y) < d(x,x.) + d(x.,x.) + d(x.,y) < 1 + o + 1 = 2 + ó y d(U} < ~. 
- J J 1 1 

9.11 Proposici6n. 

Sea (V,d) un espacio métrico. Entonces, toda suce -

si6n de Cauchy {X n} de puntos de V es totalmente acotada 

y, en consecuencia, acotada. 

Demostración. 

Sea E > O. Mostraremos que existe una descomposici6n 

de {x n} en un número finito de conjuntos cuyos diámetros -

son menores que E. Puesto que {x n} es una sucesi6n de Ca~ 

chy, existe N e ]N tal que si m,n e]N y m,n > N; entonces, 

d (xm ' x n) < E. L. u e g o, B = {x N +' l' x N + 2""} ti e n e un -

diámetro menor que E:. Así, {xl}"'" {x N}, B es una des-

composición finita de {x n} en conjuntos cuyos diámetros son 

menores que E:. Por lo tanto, {x n} es totalmente acotada y, 
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, 
por ello, acotada. 

9.12 Definición. 

Sea V un espacio métrico. Una sucesión de funciones 

{fn} definida en V converge uniformemente en V hacia una 

función f si y sólo si para cada ~ > O hay un número natu 

ral N tal que n ~ N implica d(fn(x),f(x) ~ ~, V x e V. 

9.13 Proposición. Criterio de Cauchy sobre convergencia 
uniforme de functones. 

Sea V un espacio métrico. La sucesión de funciones 

{fn} definida en V converge, uniformemente en V si y sólo 

si para cada E > O existe un número natural N tal que 

m,n > N Y x e V implica d(fn(x), fm(x) ~ ~. 

Demostración. 

Supongamos que {f n} converge uniformemente en V hacia 

la función límite f . Entonces, existe un natural N tal -

que m,n ~ N Y x e V implica que 

d(fm(x),f(x) < ~/2 y d(fn(x),f(x) ~ E/ 2 . Luego. 

d(fm(x),fn(x» ~ d(fm(x),f(x»+ d(fn(x),f(x» < E. 

Recíprocamente, supongamos que se cumple la condición 

de Cauchy. Entonces, la sucesión {fn(x)} converge, para -
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todo x, hacia un límite que podemos llamar f(x). Luego, 

la sucesión {fn} converge en V hacia f. Debemos mostrar 

que la convergencia es uniforme. Sea ~ > O Y elijamos -

un natural N de tal modo que, para cada e: > O; m,n~N y xeV 

implique d(fn(x), fm(x))~ E. Ahora, fijemos n y hagamos 

m ~ ~; entonces, 

1 ím d( f n (x), f m (x» 2. 1 ím E 

m~~ m~~ 

d(fn(x), 11m fm(xl) ~ E. 
m~co 

y f es uniformemente continua. 

10. Distancia entre conjuntos. 

10.1 Definición. 

Sea V un espacio métrico, F ~ V un conjunto cerrado 

y b e V, un punto cualquiera. Definimos la distancia de 

b a F, la cual denotaremos con d(b,F), como la menor de 

las distancias de b a cada uno de los puntos de F; es -

decir, d(b,F) = inf{d(b,x) I x e F} . 

Se acepta, convencionalmente, que d{b,~n = (10. 

10.2 Proposici6n. 

Sea V un espacio métrico, F e V un conjunto cerrado y 
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b E V. Entonces, d(b,F ) > O. 

Demostrac i ón . 

Puesto que d(x,y) ~ 0, Vx, y € V; se sigue, inmediata 

mente, de la def. 10 . 1,pág.52,que d(b,F) = O, si b € F. 

Mostremos que debe ser d(b,F) > O, si b • F. Supong~ 

mos, junto con esta última condición, que d(b,F) ~ O. Co

mo, por definición, d(b, F) no puede ser nega t iva, tiene que 

ser d(b,F) = O. Ahora, por ser d un ínf i mo, tenemos que 

V E: > O existe Yo € F tal que d(b,yo)<d(b,F}+ E: = O + E:. Así, 

resulta que la bola B(b,E) contiene, al menos, un punto de 

F distinto de b; y por eso, b es un punto de acumulación de 

F. Como F es un conjunto cerrado, b € F; pero, esto contr~ 

dice nuestra hipótesis de que b ~ F. Por l o tanto, si 

b • F, d(b,F) > O. 

10.3 Proposición. 

Sea V un espacio métrico y F ~ V, un conjunto cerrado. 

Entonces, la función f: V+lR, con f(x) = d(x,F) es contí -

nua. 

Demostración. 

S e a a, b d o s P u n t o s d e V. Par a c u a 1 q u i e r a q u e s e a ó > O, 

existe un punto x € F tal que d(a,x) .::. d(a,F) + o ya que, 
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d(a~F) es un ínfimo y F es cerrado. Ahora, por la desigual 

dad tri a n g u 1 a r ten e mo s q u e. d ( b , x ) '.2. d (a , x) + d ( a • b) Y 1 u e g o , 

que d(b,x) .2. d(a,F) + d(a,b). Por ot ra parte, d(b,F)<d(b,x), 

V x e F ya que, d(b,F) = ínf {d(x,F)/x e F } . Por último te 

nemos que d(b,F) .2. d(a,F) + d(a,b) pues, o > O es un número 

arbitrario . Así, d(b,F) - d(a,F) ~ ~(a,b). 

con u n r a z o n a m i e n t o s i mil a r; pe ro, i n ter c a m b i a n do los 

papeles de a y b deducimos que d(a,F) - d(b,F) < d(a,b) y -

1 uego, que d(b,F) - d(a,F) ~ - d(a,b). Así, ! d(a,F) -d(b,F) I .2. d(a,b). 

Ahora, si hacemos d(a,b) = .s resulta que If(a)-f(b) ! < E: . 

De esta expresión se deduce que f es uniformemente continua; 

luego, contínua. 

10.4 Proposición. 

Si en un espacio métrico V todas las bolas cerradas son -

conj untos compactos; entonces, pa r a F e v cerrado, con F f 0, 

y para todo a € V, existe un punto a: € F tal que d(a,a:)=d(a,F). 

Demostración. 

-
Hagamos r = d(a,F) y consideremos la bola B(a,r+l).-

De acuerdo COrl la proposición 8.14, B () F es un conjunto -

compacto. Ahora, definimos la funci6n f:BII F-+lR, con f(x)=d(a,x). 

Con un argumento similar al de la pr op.10.3. pág. 53, se de-

duce que f es continua. Entonces, f (B n F) es compacto 
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como imagen directa de un compacto bajo una f unc i ón contí

nua. Luego, f alcanza s u valor mí nimo en B n F, sea m 

ese valor. Así, pues, existe o: e B n F tal que 

m = f(o:) = d(a, o: ) = ínf {d (a,x)/ x € B () F}. Ahora, pode -

mos afirmar que 

d(a,o:) ~d(a,x) ~r + 1, V x e B (\ F, 

d(a ,ce) 2. r+l 2. d(a ,x), para x € F, x , B (l F; Y de aquí, que 

d (a , ce) ~ d ( a , x ), V x e F. L u e g o, d ( a ,ce) = d ( a , F ) . 

10.5 Definición. 

Sea V un espacio métrico y F1 , F2 dos subconjuntos ce

rrados de V. Llamaremos distancia de F1 a F2 al 

ínf {d(x,y)/ x € F1, Y e F2} y la denot a remo s con d(F 1,F 2). 

Convencionalmente, se acepta que d(A,~) = d(~,A ) = ro 

10.6 Proposición. 

Sea V un espacio métrico y F1 , F2 subconjuntos de V, 

con Fl compacto y F2 , cerrado. Si Fl n F2 = 0; entonces, 

d = d(F 1 ,F 2) > O. Además, si todas las bolas cerradas de V 

son conjuntos compactos, d es un mínimo. 

Demostrac ión . 

D e fin a m o s 1 a f u n ció n g; F 1 -+ IR , con g ( x 1 )= d ( xI' F 2 ) . 
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Razonando como en la prop.10.3 , pág . 53, podemos afirmar que 9 

es continua. Ahora, g(F 1 ) ~ffi es . compacto. Luego, g al 

canza su valor mínimo, mayor que cero, sobre Fl porque F1 

es compacto y F1 () F2 = 0; es decir, existe 0': 1 € Fl tal 

que g(~l) = d(oc 1 ,F 2 ) > O. Así, d = d(F 1,F 2 ) > o. 

Ahora, si todas las bolas cerradas de V son conjuntos 

compactos, sabemos que existe oc 2 e F2 tal que 

Similarmente, podemos afirmar que existe oc 1 € Fl tal 

que d(oc2'~1)=d(oc2,Fl),oc2 € F2· Luego, d(~1,F2)=d( ~ 1'~2)=d(oc2,Fl) = 

d(F1,F2) > O. 

11. Isomorfismo Topológico en Espacios Vectoriales Normados. 

11.1 Definición. 

Sea V un espacio vector i al normado y [1 111 , 11 11 2 

dos normas definidas sobre V. Decimos que 1I 111 y 1I 112 

son topológ;camente equivalen t es si existen números reales 

positivosm 1 ym 2 tales que II x l12 < m111x l1 1 y 

II xiiI ~ m2 I1 x 112 , \j x e L. 



Ejemplo. 

En el espacio vectorial normado mn, las normas 

11 X 11 1 = má X 1 Xi 1, ; = 1, ... ,n ; 

1I xll2 = IX 1 1+ .•. +l xn l, con x = (x p " qXn), 

11 xl1 3 = (xi + ..• + x~)1/2 
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Son topo16gicamente equivalentes ya que, como puede 

fácilmente, mostrarse 11 x 11 1 ~ Ii x 113 < 11 x 112~ n 11 xliI 

11.2 Proposici6n. 

Sea V un espacio vectorial de dimensión finita. En

tonces' todas las normas definidas sobre V son topo16gica

mente equivalentes. 

Demostración. 

Sea {u1' ... ,u n} una base para V. Entonces, cualquier 

x e V puede ser representado en la forma x=x I u1+ ... +x nun . 

Es fácil mostrar que I! x 11=(xi+ .. . +x~)1/2 es una norma en V 

y que la equivalencia topo16gica es una relación transiti~ 

va. De acuerdo con esta última afirmaci6n, para probar la 

proposici6n, será suficiente mostrar que cualquier otra -

norma 11 11 1 , definida sobre V, es topo16gicamente equiva-

1 ente con 11 11. 
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S M -á 11 '1 . - , . t ea - m x 1I u; I , 1 - .l , •• • ,n , en onces, 

¡¡X!!I=/[ x 1ul+· · · +xnunlll~ Ixl l !I ullll+;· ·+ lxnl Ilun 1I1~ 

t>'1( Ixll + ... + I xn 1) ~ M n máx 1 xi 1 ~ M n 11 xli· 

Ahora, supongamos que no existe un número real m tal que 

II x II .::. m 11 x " 1 , Ent onc es, correspondiente a cada entero 

pos i ti vo k, e x i s t e un vector y k tal que ti y k 11 > k 11 y k 11 1 . 

Yk 
Hagamos zk = 11 Yk 1I entonces, I1 zk 11 :: 1 y 

= II Yk 11 1 < 

I1 Yk I1 

1 
k 

Puesto que llzk ll ::: 1, la su ce sión {(zlk, . .. , znk) } es acot~ 

da en el espacio Euclídeo ffin y, de acuerdo con la prop. -

8.13, pág . 38, dicha sucesión contiene una subsucesión que 

converge, digamos, a (Zl, ... ,zn)' Para simpli ficar la no

tación supongamos que tal subsucesión es la sucesión misma. 

L u e 9 o, s i z ::: Z 1 u 1 +. . . + Z n u n te n e mo s q u e 

aquí se sigue que lím Ilzk l l::J~h1ím I!zk" y, por 10 tanto, que 
k-~ k-~ 

lím Ilzk 11 ::: IIz 1I ::: 1. 
k~ 
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Por otra parte, Ilzlll~llz-zkl l l +llzk!!l ~Mnllz-zkll+l/k y, 

puesto que estas desigualdades son c'ertas para c ualquier k 

arbitrariamente grande, resulta que I1 z l ll = O; es decir, 

z = O; pero, esto es una contradicción al hecho de que 

II zll = 1. Así, existe, un número real positivo m tal que 

¡¡ xii .2. m II xi II y el teorema está probado. 

Dentro del marco de esta demostración se ha establecí 

do una relación entre normas definidas sobre espacios vec

toriales diferentes: 1I II Isobre V y 11I1 sobre IR
n . Sa-

b e m o s, por 1 a pro p . 62, pá g. 23, q Li e 'i' V -}- lR n, con 

'i' (x) = (x1' ... ,x n) es un isomorfismo. Al considerar k=Mn 

hemos mostrado que l!xll l <k 111Y( x) Il y que !11Y( x)!1 ~m ll xl! 

11 .3 Definición. 

Sea U Y V dos espacios vectoriales normados cuyas nor-

ma s s o n , re s p e c t i v a me n te ,11 II y II 11 1 , En ton c e s, s i f: U -)- V 

es un isomorfismo de espacios vectoriales y si existen cons 

tantes reales positivas, m y k, tales que 

¡¡xii::. k Ilf(x)11 1 , llf(x)11 1 < m li x i l , decimos que los espa -

cíos son topológicamente equiva l entes, f preserva la es -

tructura vectorial entre los dos espacios y también, la es 

tructura topológica; es decir, en este último caso, prese~ 

U NI\I ~ ,.. ) , 

--------
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va cualquier propiedad que dependa del concepto de conjun

to abierto. 

Lo que ha quedado establecido lo enunciamos como 

11.4 Proposición. 

Cada espacio vectorial normado de dimensión finita n 

es topológicamente isomorfo con mn . 

De acuerdo con esta proposición toda propiedad que 

dependa del concepto conjunto abierto y que sea probada -

en ffin ~s, automáticamente, válida en cualquier espacio vec 

torial normado de dimensión f inita n. Así, 

11.5 Proposición. 

Si V es un espacio vectorial normado de dimensión fi

nita n; entonces: cada sucesión de Cauchy converge a un -

punto de V, cada subconjunto infinito acotado de V tiene -

un punto límite y, A e V es compacto si y sólo si es cerra 

do y acotado. 

Demostración. 

Cada enunciado de esta proposición es una consecuen -

cia inmediata de la comb i naci6n de las proposiciones 8.14, 

8.15. (pág. 39), 8.19 (pág. 42) con la prop. 11.4 (pag. 60). 
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12. Funciones en Espacios Vectoriales Normados. 

Ahora estudiamos propiedades de las funciones linea

les y afines que tienen dominio y rango en espacios vecto 

riales normados. Estas funciones son llamadas transforma 

ciones. 

12.1 Definición. 

Sea L Y M dos espacios vectoriales normados. Deci-

mos que 

l. T: U eL + M es una transformación lineal si 

v x, y e U y « e ~, 

T(x + y) = T(x) + T(y) 

T{«x) = «T(x). 

2. A: U eL + M es una transformación aftn si ~x e L, 

A(x) = T(x) + b, con T una transformación lineal y b e M, 

una constante. 

Cuando M = ~ las transformaciones son llamadas fun -

cionáles y, cuando L = M = m las funciones lineales yafi 

nes son descritas, respectivamente, con las ecuaciones 

T(x) = mx y A(x) = mx + b. Observemos que si T es lineal, 

T{o) T(O.x) O.T(x) -= = = o y si A es afín, A(o} = b. 

12.2 Proposición. 

Sea T: U eL -+ M una funci6n definida entre espacios 
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vectoriales normados. Entonces, T es lineal si y sólo st 

T(~x + BY} = «T(x) + ST(y}; V x, Y e U Y para cualquier «,6 en~. 

Demostración. 

Si T es 1 ineal, T(<<x+SY} = T(«x)+T(Sy}=<<T(x)+sT(Yl, con «,se R. 

Si T(<<x+BY) · = «T(x) + ST(y); entonces, al hacer sucesivamente, «=B=1 Y 

6=0 resulta que T(x+y) = T(x) + Tey} Y T(<<x) = ~T(x). 

12.3 Ejemplos de Funciones Lineales. 

1. 1: L -+ L, con I(x)~x, V x e L y L, un espacio vectorial. 

2. o: ° -+ O, con o(f) la derivada de f e O, con O el espa

cio vectorial de todas las funciones infinitamente dife 

renciables. 

3. 1: C -+ :IR, con lI(f) =. Jb f Y C, el espacio vectorial de 
9 

todas las funciones continuas definidas sobre el inter-

val o Ca, b] e lR • 

12.4 Ejemplos de Funciones Afines. 

l. A: L -+ L, con A(x) = x + y, y un vector fijo del espa " 

cio vectorial L. La transformación lineal asociada con 

A es la identidad. A es llamada una traslación del vec-

tor y. La traslación del vector nulo; es decir, la tran~ 

formación identidad es afín. 

2. A: L -+ L, con A(x} = Y + r (x - y), Y e L es un punto -
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fijo y r € ffi, un número fijo. A es llamada homotecia 

de centro y y radio r. La transformación lineal aso 

ciada con A es la homotecia vectorial T: L-+-L, con 

T(x) = rx. 

En general. con dos puntos cualesquiera y. z e L y 

una transformación lineal T: L -+- L, podemos construir 

la transformación afín A: L -+- L, con A(x) = z+T(x-y). 

12.5 Proposición. 

Sea T: U e L -+- M una transformación 

n 
x = l. o: • x . , con x .• i = 1, ... ,n, vectores 

1 
1 1 1 

n 
ros reales. Entonces, T(x) = l 0:. 

1 1 
T(x i )· 

Demostración. 

lineal y 

de L y ex: i • núme 

La prueba es por inducción sobre n. Para n = 2 la -

demostración aparece en la proposición 12.2, pág. 61. 

[~ ex:;x;} 
k 

(k+l ) Si T = l 0:. T(x i ); entonces, T L a:.X . = 
1 

1 1 1 1 

T (~ ";X;+"k+l Xk+1] 
k k+l 
L ce . 

T(x i ) + cx k+1 T(xk+I ) L T(xi ) . = 1 = ce. 
1 1 

1 

12.6 Proposición. 

A: L -+- M es una transformación afín si y sólo si 
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n 
= ¿ 0:. 

1 ' 
A(x.), 

1 
(1) para cualquier sele~ 

c;ón de vectores x. e L y para cualquier se1ección de nú, 
n 

meros reales «i' con 2 
1 

a: = 1 i . 

De mostración. 

Si A es afín, A (I
1 

O: 'X.}=T(r cx:.x .)+b=I o:.T(X .)+br 0: . 

'1 1' 1 1 1 1 l' 

n n 
= ¿ a:. cr (x . )+bJ = ¿ a:. A ( x . ) 

1 1 , l' 1 

Supongamos que la función A satisface la condición -

(1) Y hagamos T(x) = A(x) - A(o) . Para cualquier número 

real ce, 

A ( o: x ) = A [a: x+ (1- ce ) oJ = ex: A ( x ) + (1- ce) A ( o ) . L u e 9 o , 

T(cex)=A(cex}-A(o}= o:A(x} + (1-0:) A(o)-A(ó)= "'[A(x)-A(ó)] = ttT(x). 

= 2 [A(~ xl + t X2)-A(ó)]= 2{tlf.(x1)-A(0)J+t[A(X2}-A(0)]} 

= [P,(x1)-A(o)] + [A(x2) - A(o)J= T(x1) + T(x2)· 

Así, T es una función lineal y A(x) = T(x) + A(o), afín. 

12.7 Definición. 

Sea f: U e L ~ M una función entre espacios vectoria-
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les normados. Decimos que f es continua en x e U si para 

cada e: > O e x i s te él > O tal q u e si y e U y 1I y - xl! < él ; 

entonces, 11 f(y)-f(x)ll < E. 

Como hemos visto, en la sección precedente, las nor

mas asociadas con los espacios vectoriales l y M pueden -

ser diferentes; pero, para representarlas usaremos el mis 

mo s i m bolo 1I 11 , ex ce p t o e n a q u e 11 o s ca s o s en los q u e, -

distinguirlas sea indispensable. 

12.8 Proposici6n. 

Sea l, M los espacios vectoriales normados y T:L+M, 

una transformación lineal. Entonces, las tres propiedades 

que siguen son equivalentes: 

1. Existe un número real k>O tal quellt(x)ll2. k IIxll ' Vxel. 

2. T es continua en x, V x e l. 

3. T es continua en el origen. 

Demostraci6n. 

1 =>2. Sea Xo e L y t. > O. Si Ilx-xoll <E/k; entonces, 

1I T(x)-T(xo)1I = 11 T(x-xo)1I ~ kll x-xcII <k f = e:. 

Asf, T es continua en Xo y, como Xo es un punto arbitrario 

de l, T es continua en L. 
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2 => 3. Si T es continua en x, 11 x eL, es contínua en el 

origen. 

3 =>4. Siendo T cont inua en el origen existe ó > O tal 

que si 1I xii < ó; entonces, II T(x)11 < 1. Lu ego , para 

cualquiera x e L, con x f 0, tenemos que 

11 T (x) 1I = l ( ": 11. ó :\ JLill 1
1 

T ~ 1 \' 1I xl ! XI = ó (11 x 1I x 
. Ahora, como 

111I~1l xll=ó, deducimos que, IIT(x)11 < ~ .1=k ll xll,con k= ! 

12.9 Definición. 

Sea T: L + M una transformaci6n lineal entre espacios 

vectoriales normados y B = {jI T(x)11 /xeL, 11 xii =1}. Si B tie-

ne una cota superior mínima diremos que la transformación 

lineal T es acotada. 

12.10 Corolario. 

La transformac i ón lineal T: L + M, con L y M dos es-

pacíos vectoriales normados, es contínua si y sólo si es 

acotada. 

Demostraci6n. 

Si T es contí ua existe k > O tal que 

1I T (x) I1 .:.. k 11 X 11, 11 x e Al considerar los vectores x de 
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la bola unitaria con centro en el origen tenemos que, 

1I T(x)!! < K Y T es acotada. 

Mostremos que si T es acotada; entonces, es contí -

nua. Supongamos que T no es continua; entonces, no 10 -

será en el origen. Luego, podemos encontrar una sucesión 

{Xi}' con 11 xill < l/i de modo que 1I T(x;)11 > ~, para al 

gQn ~ > O. Sigue, entonces, que para todo i 

= 1 
1I T (x i ) 11 > ; E; ¡ I xi 1I 

10 cual contradice el acotamiento de T sobre la bola uni-

ta ri a . 

12.11 Proposición. 

Sea T: L ~ M una transformación lineal entre espa -

cios vectoriales normados. Si L es de dimensión finita; 

entonces, T es contínua. 

Demostración. 

Porque todo espacio vectorial de dimensión finita es 

topo16gicamente isomorfo con Rn sólo es necesario probar 

el teorema para cuando L = Rn . Usando la base canónica 

podemos representar cualquier vector unitario x e L de la 

siguiente manera: 
n 

x = l. ""iei' con a:; e R. Ahora, si m=máxllT(ei)1I ,1~i~n, 
1 
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tendremos que 
p n n 

11 T(x}!1 =11 Te¿ c:.e.)II ~ I I«· I lI T (e·) II.~mIIa: · 1 
1" l' 1 l' 

y, como a: .=<x,e.>, 
1 1 

¡OC i 1=I<x,ei>l~ 11 xII 11 e; l! = 1, concluimos que 11 T(x) 1I < mn. Así, 

T es acotada y, por ello contlnua. 

12.12 Proposición. 

Sea T: L -)-:R una funcional lineal. Entonces, 

N ~ {x e L/T(x)= O} es un subespacio de L. Este subespa-

cio es llamado el espacio nulo de T. 

Demostración. 

T(o) = T(O.x) = OT(x.) = o y o € N. Por lo tanto, N 'f 0. 

Si x,y e N y ce, ae R; entonces, T( <<x+SY) = «T(x)+ST(y)=«.o+a.O=O y, 

OCx+sy pertenece a N. 

El teorema está probado. 

12.13 Definición. 

Sea L un espacio vector i al y N, un subespacio de L. 

N es un subespacio propio maxima1 de L si, para cualquier 

otro subespacio K de L, se ti ene que si N e K e L; enton

ces, N = k 6 k = L. 

12 . 14 Proposici6n. 

N es un subespac f o propio maximal del espacio vecto -
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rial normado L si y sólo si N es el espacio nulo de una 

funcional lineal no idénticamente- nula. El subespacio 

propio maximal es cerrado si y sólo si la funcional lineal 

es contínua. 

Demostración. 

Sea N un subespacio propio maximal de l. Entonces,

existe un vector y e L que no pertenece a N. Con este vec 

tor formemos K = {~y+x/xeN y oce ffi} y mostremos que este -

conjunto con las operaciones suma de vectores y producto 

por escalar constituyen un subespacio de L. 

Si 0:=-1 Y x=y, ex:y+x = o e k. Así, k f 0 

Si u,v e k; entonces u+v= oc1y+xl+0:2y+x2=(~1+~2)y+(xl+x2)' 

con x1 ,x 2 e N y 0:1'~2 e m. Como (~1+CX:2) e m y x1 ,x 2e N 

implica (x 1+x 2 ) e N, por ser N un subespacio, deducimos -

que (u+v) e K. 

Si "A elR y u e K; entonces, u = cx:y+x, con xeN,cx:eIR 

y"AU = (Aex:)y+AX. Como "Acx:€ lR y "AxeN, por ser N un subes-

pacio, "Auek. 

Haciendo ex: = O podemos ver que N está contenido pro

piamente en k; luego, N ~K ~ L, K = L y los elementos de 

L pueden ser escritos en la forma ~y+x. 

Definamos T: L ~ IR, con T(ex:y+x)= ex: , mostremos que T 
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es una funcional lineal y N su espacio nulo . 

T[(O:l Y+x 1) + (0:2 Y+x2)]= T[lO: l +0:2) i+ (x1+x2)]= O: l+0:2=T(0: 1Y+x1) + 

T(0:2y+x2) . 

Ya vimos que N se obtiene a partir de K haciendo o: = o. 
Luego, T(O.y+x) = T(x) = 0, con x € N, Y N es el espacio 

nulo de T. 

Ahora, supongamos que T es una funciona l lineal no -

idénticamente nula con espacio nulo N. Sea, además, K un 

subespacio que contiene propiamente a N; es decir, sea 

N <;;.K c.;. L. Entonces, existe 

y € K t a 1 que T (y) = o: " O. Si hacemos Yo= y , será T(yo)=l T(y)=l. 
o: o: 

Como K es un subespacio, K contiene todos los elemen 

tos de la forma Syo+x, con x € N Y Yo E K. Selecc·onemos cual -

quier vector z e L Y hagamos x = z - T(z)yo; entonces, -

T(x) = T(z)-T(z)T(yo)= T(z)I)-T(yo)] =T{z). 0=0. 

Luego, x e N. Esto significa que cualquier z E L puede -

ser escrito en la forma z = T(z)yo+ X y que; por 10 tanto, 

siendo z e K, L e K. 

Así, K = L Y N un subespacio propio maximal de L. 

Hemos probado la primera parte del teorema. Probemos 

la segunda parte. 
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Si l a funcional i neal es co ntínua, para cualquier suce-

si6n {x n} de puntos de N que co ~verj a a x, O = 

lím T(x ) 
n 

n+co 

= T (' ím x n ) 
n+co = T{x). Así, x e N; es deci r, N 

contiene sus puntos de acumulación y por eso, es cerrado. 

Supongamos que el espacio nulo N de una funcional 

lineal T es cerra do. Ya se ha mostrado que todo z e L 

puede ser escrito en la form a l = «Yo + x, con Yo f N,xeN 

y o: =T(z). Puesto que N es cerrado podemos enco ntrar un 

vecindar i o de Yo, W = V(Y o, s), con WnN = o . Entonc es, 

lJ x € N, 11 x-Y o 1I > s y puesto que -x e N, es 

II-x-yo!!= 11 x+YolI > s. P~ra cua l quier z e L. 

Esto muestra que T es una funcional lineal acotada; 

y por eso, contínua. 

13. Transformaciones Lin eales y Matr ic es. 

13.1 La transformación l ineal asociada con un a matriz. 

Sea A = l~i jJmxn una matriz y Ln,L m dos espacios ve~ 

toriales normados de dimensi ones n y rn, respectivamente. 

Entonces, asociamos con la matriz A una función 

T: Ln 
-+ Lm,con T{x} = Ax, para cada ve ctor co lumna xeLn 

y Ax, un producto de matrices. 
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Mostraremos que T es una transformación lineal -

usando las propiedades del producto de matrices: 

T(x+y) = A(x+y) = Ax + Ay = T(x) + T(y), 

T(~x) = A(~x) = «(Ax) = «T(x); Vx, y € Ln y V tt € R. 

13.2 La matriz asociada con una transformación lineal. 

Sea Ln y Lm dos espacios vectoriales normados con 

dimensiones n,m, respectivamente y T: Ln ~ Lm, una trans 

formación lineal. Probaremos que existe una matriz 

A = I-a .. ] 
- 1 J mxn tal que V x e L, T(x) = Ax. 

Supongamos que {Il, ... ,I n } y {J 1 , ... ,J m} son bases 

con vectores unitarios de Ln y lm, respectivamente. 

Cualquier vector x E Ln puede ser expresado como una com 

binación lineal de los vectores I 1 , ... ,1 n , así: 

Ahora, por linealidad tenemos que 

Podemos escribir T(11), ... ,T(In) € Lm en términos de 

J 1,··.,Jm; pues, existen escalares a ij tales que 

(*) 

ó 
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, .. , , 

usando vectores coordenados. Así, 

T(x) ::: xl 11 + x2 -0. 12 - + ... + xn In 

amI am2 amn -

Xl -al1x1+·· .+a1n al! a1n Xl 

::: ::: Ax 

am~ xl + ... +amn~n J amI amn xn 

A, la matriz buscada, es la transpuesta de la matriz de 

coeficientes del sistema de ecuaciones (*). 

13.3 Ejemplo. 

Sea T: m2 
+ m3 una transformación lineal con ecua-

Determinemos la matriz asociada a T ·con respecto a las ba

ses canónicas {I 1,I 2} y {J 1,J 2 ,J 3} de m2 y m3. 
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Solución. 

la matriz asociada con T es A = 1 1] 1 -1 
11, 

Yl - 1 1 

Y2 1 -1 -Xl] = 

Y3 1 1 x2 

Recordemos que la matriz A, asociada con la trans -

formación T, depende de las bases seleccionadas para los 

conjuntos de partida y de l1egada en la definición de 

T. {k 1,k 2}, con k1=(1,1) y k2=(1,-1), es una base para -

R2; mientras que, {Ll'L2,l3}' con ll=(1,I,I), L2=(0,1,1) Y l3=(0,0,I), 

lo es para m3. Para determinar la nueva matriz asociada 

con T de'bemos, otra vez, encontrar 10s .e1ementos a .. para 
lJ 

3 
los cuales, T(k i ) = I a .. L., i = 1,2. 

1 1 J , 

T ( k 1 ) = T [(1, ° ) + ( ° , 1 )] = T (1 , ° ) + T ( ° , 1) = (1, 1 , 1 ) + ( 1 , -1 , 1) = ( 2 , ° , 2 ) 

=2 (I,O,l) = 2(L1-L2+L3) = 2Ll-2L2+2L3' 

T(k2)=T [0,0)-(0,1)] = T(l,0)-T(0,1)=(J,1,1)-(1,-1,1}=OL1+2L2+OL 3, 
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Por 10 ta n to , 

A = 2 

: 1 
··2 

2 

entonces, 

W1 2 O 

w2 = -2 2 zl 

J z2 
w3 2 O 

Con el símbolo [TJ representaremos a la matriz asociada 

con una transformación lineal T para indicar que se ha -

seleccionado una base para cada espacio que aparece en la 

definici6n de T. 

Para que la imagen ' de x e L, T(x) pueda ser obteni-

da como un producto de matrices consideraremos a x como 

un vector columna, siempre que x aparezca en una ecuación 

ma tri c i al. 

Cuando el producto interno de dos vectores x, y e ~n 

deba considerarse como un producto de matrices, escribi

remos <x,y> = xt y. Para ser consistentes con la conven-

ción de que x representa un vector columna deberíamos es

cribir xt = (Xl" .. ,x n); pero, para evitar el uso de índi 

ces t escribiremos X = (x 1 , ... ,x n) cuando no haya confusión. 
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14. La clase de las Transformaciones Lineales Continuas. 

14.1 Definición. 

Sea L Y M dos espacios vectoriales normados. Repre

sentaremos con L(L,M) la clase de todas las transformacio 

nes lineales continuas T: L + M. Definimos, para esta cla 

se, la suma y la multiplicación por escalar de la siguien

te manera: 

. + L(L,M)xL(L,M) + T(L,M), con +(S,T)(x)=(S+T)(x)= S(x) + T(x). 

o KxL(L,M) + T(L,M), con o (<<,T)(x) = (<<T)(x) = «T(x), con« un es

calar del campo K. 

T(L,M) representa la clase de todas las transformacio 

nes lineales. 

14.2 Proposición. 

Si S:L + M Y T:L + M son dos transformaciones linea -

les continuas entre espacios vectoriales; entonces, la su

ma y el producto escalar definidos en 14.1 son transforma 

ciones lineales contínuas. 

Demostración. 

La prueba es inmediata a partir de las definiciones -

de 14.1 y de la continuidad de S y T. 

14.3 Proposición. 

La clase L(L,M) y las operaciones suma y producto es-
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calar definidas en 14.1 constituyen un espacio vectorial. 

Demostraci6 n. 

Es inmediata y 1a omitimos. 

14.4 Proposición . 

El co njunto L(L,M), cuyos elementos son tr ansformaci~ 

nes lineales c?ntfnuas, pued e ser descrito como l a c las e -

de las transformaciones 1 in ea les acotadas (cor.12 .10,pág .66). 

Es decir, si T es una transformación lineal contfnu a , 

B ::: {II T(x) 11 /x € L, 11 xII :: l}está acotado superiormente 

por k:: 1/0 (prop. 12.8, pág. 65) y, por l o tanto, tiene una 

cota infer ior mflima. Basándonos en esta observación defi 

nimos l a función 

11 11: L ( L,~1) -+ R, con ti T 1I ::: sup II T(x) 11 , 11 x il :: 1. (1) . 

Puesto que s i TeL(L,M), IIT(x)l l.::. kl l xll. V xeL y sie ndo, por 

def in ición , liT 11:: sup 11 T(x)1 1 el menor valor que puede -

toma r k es 1[ T 1I ; 1 uego, . podemos dec i r que 

IIT(x)l l.::. 11 T ¡lllxll. V x € L. 

14.5 Propos i ción. 

La función definida en 14.4 es una norma sobre L(L,M). 

Demostración . 

• Como 11 T(x)11 ~ O, V x e L, es sup 1I T(x)11 ::: liT 1I > O. 
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• Mostremos que 11 To 11 = O si y sólo si To es la transformación nula. 

Sea T = To • Entonces, T(x) = 0, VxeL. Luego, liT 1I =sup 11 T(x)I!=O, 
-

con x € B (0,1). 
-

Ahora, Sea IITII = O. Entonces, sup 11 T(x)lI=o, Vxe 8(0,1). 

Para xeV arbitrario, x10, tenemos que x = 11 x II~ ; luego, 

11 T(x)!1 = Ilx 11 !IT [rx-n- JII = !I x ]! . 
-O == O. Así, 

T(x)=o,VxeL yT=T o • 

1I00TII= sup 11 (o:T)(x) 11 = sup (10:1 IIT(x)li) = I«lsup 11 T{x)lI= [0:1 lITI! . 

• sup IIT1(x)+T2(x)l!.::.sup( II T1(x) I[ + 11T2(x)I\):= 

supll T1(x)11 + sup 11 T2(x) I! ;luego, 11 T1+T2 11.::. 11 TI 11 + II T2 11. 

14.6 Proposición. 

Si en la clase de las transformaciones lineales acota-

das L(L,M), M es un espacio de Banach; entonces, L(L,M) es 

un espaciO de Banach. 

Demostración. 

Supongamos que {T n} es una sucesión de Cauchy en L(L,M). 

Para x = ó se deduce, i nmediatamente, que la sucesión 

{Tn(x)} es de Cauchy. Sea, pues, x € L, x 1 ó y s > O, en 

tonces, 
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Por ser {T } una sucesión de Cauchy existe N e m 
n 

€: . 

< I! x II y, en consecuencia, 

1I Tn(x)-Tm(x)11 < €: siempre que m,n:>N. Así, {Tn(x)} es 

una sucesión de Cauchy en M. Como por hipótesis, M es -

completo, {Tn(x)} converge a algún elemento en M; 10 cual, 

nos permite definir la función T: L + M, con T(x) =lím Tn(x~ 
n-+oo 

Mostremos que T e L(L,M) y que {T } converge a T. 
n 

Pa ra x, y e L y ce, a e JR 

T(cex+BY)= lím Tn(ceX+BY)= lím[ceTn(x)+STn(y~l=ocT(x)+8T(y) y t es lineal. 
n~ n~ 

Sea k una cota para Tn (todas las sucesiones de Cau -

chy son acotadas). Por la continuidad de la función norma 

tenemos que, para cualquier 

xeL, 11 T(x)11 =//lím Tn(x)11 = lím I!Tn (x)11 ~ límllTn 1IIIx 1I ~ k Ilx 11· 
n-)o<X> n-)o<X> n~ 

Luego, T es acotada sobre la bola unitaria y por eso, contí 

nua. 

Puesto que 11 Tn-TII=supll(Tn-T)(x)lI) sobre la bola unitaria; existe 

para cualquier €: :> O un vector unitario x tal que 

11 Tn-T 1I ~ I1 (Tn-T)(x)I1 + t =11 Tn(x)-T(x)ll + t y como lím Tn(x)=T(x), 
n-:-«> 

I! Tn(x)-T{x)1l puede hacerse menor que <-/2 tomando n suficien 
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temente grande. Para este n, IIT n - TII < E: Y Tn converge a T. 

Así, L(L,M) es un espacio de Banach. 

15. El espacio dual de un espacio vectorial normado. 

El conjunto de todas las funciones lineales continuas 

l(L, IR) es un espacio vectorial normado llamado el espacio 

dual de L y es representado, usualmente, con 

L*. Es decir, L* ={f:L ~ lR/f es lineal}. De acuerdo con -

nuestra última proposición L* es un espacio de Banach. 

Sea L un espacio vectorial con producto interno; ento~ 

ces, para cualquier a e L, definimos T: l ~ lR, con T(x) =<a,x>. 

15.1 Proposición. 

T:l -+ lR, con T(x) :: <a,x> y a e L, es un elemento del 

espacio L*. 

Demostración. 

Sea x, y e L yo.:elR. Entonces, 

T(x+y) = <a,x+y> :: <a,x> + <a,y> = T(x) + T{y). 

T(o.:x) = <a,o.:x > = <a:x,a>:: o.:<x,a>. 

y T es una transformación lineal. 

Ahora, usando la desigualdad C.B.S tenemos que 

IIT(x)II=! <a,x>1 ~lIall Ilxll; es decir, T es acotada en la bo 

la unitaria; luego, T es continua. 
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15.2 Proposición. 

Sea T:L + M una transformación lineal biyectiva entre 

espacios vectoriales, con T- 1: M + L, su transformación in 

versa. Entonces, T- 1 es una transformación lineal. 

Demostración. 

Sea Yl'Y2 e M y ex e IR. Supongamos que 

xl = T- 1 (Y1) Y x2 = T- 1(Y2)' Entonces, Yl=T(x 1) y Y2=T(x 2)· 

Así que, 

T-l{Yl+Y2)=T-llj(xl)+T(x2)]= T-1[T(x1+x2)]= x1+X2=T-1(Y1)+T- 1(Y2) , 

T-l(ClCYl)=T-l[a:T(x1)]= T-1[r(a:x1)]= <xxI = <xT-l(Yl), Y T- l es lineal. 

15.3 Proposición. 

Si T: L + M es una transformación lineal entre espa -

cios vectoriales sobreyectiva y si su núcleo es {a}; enton 

ces, T tiene una aplicación lineal inversa. 

Demostración. 

Mostraremos que T es inyectiva. Sea {a} el núcleo de 

T Y T(x) = T(y), con x, y e L. Entonces, 

T(x) - T(y) = T(x-y) = a y (x~y) e {a}; luego, 
-x-y = o, x = y. Así, T es biyectiva y tiene una transfor-

mación inversa. 
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15.4 Proposición. 

Sea L un espacio vectorial normado de dimensi6n fini

ta n. Entonces, el espacio dual L* es también de dimensión 

finita y dim L* = n. 

Demostraci6n. 

Supongamos que {vI' ... ,v } es una base para L. Oetern 

minaremos una base para L*. Sea f1, ... ,fn e L* las funcio-

nales lineales definidas por 

f.(v.) = 
1 J {

1, si i = j 

0, si i 1- j 

Mostraremos, primero, que {fl, ... ,f n} genera a L*. Sea 

f un elemento arbitrario de L* con f(v 1 )=k 1 ,···.f(vn ) = kn . 

g(v i ) = (k I f 1+k 2f 2 + ... +knfn)(v;), i = 1,2 •...• n 

= k1f
1

(v.)+k 2 f 2 (v.)+ ... +k.f.(v.)+ ... +k f (v.) 
1 1 111 nn 1 

Así. f(v i ) = g(v i ), ; = 1,2, ... ,n; es decir, f y 9 tienen -

los mismos valores para cada uno de los elementos de la ba-

se {v 1 ,v 2 , ... ,v n} y, en consecuencia, tienen los mismos va-

lores sobre cada combinación lineal de los elementos de es-

ta base, por eso, f y 9 son iguales sobre L. Es decir, 
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Ahora, mostraremos que {f 1 , ... ,f n} es un conjunto lineal 

mente independiente. Supongamos que 

-= o o vi = O; entone·es, 

a. O 1 = , i = 1 , . . . ,n . 

Como {f 1 , ... ,fn} es una base para L*, dim L* = n y el teo-

rema está probado. 

15.5 Definición. 

Recordemos que un producto escalar es llamado no dege-

nerado si, cuando x € L, con L un espacio vectorial, y 

-<x,y> = O, V Y e L; entonces, x = o. 

15.6 Proposición. 

Sea L un espacio vectorial normado de dimensión finita 

sobre el campo K con un producto escalar no degenerado. En 

* tonces, T:L->L , con T(v) = Lv y Lv: L -+ R, con Lv(x)=<v,x> es una 

transformación lineal. Además, T es un isomorfismo y una 

isometría entre espacios vectoriales. 
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Demostraci6n. 

Sea u, v , e L y ~ e K. Ento nces , 

T(u+v)(x)=L + =<u+v,x>=<u,x>+<v,x>==L (x)+L (x)=T(u)(x)+T(v)(x), 
u v u v 

T(<x:u)(x) = L (x) =<a:u,x>=a:<u,x>::",L (x) :: ",íT(u)(x)] • y T es 1 inea1. 
a:U U L 

Ahora, como e l prod ucto esca l ar es no degenerado, el 

núcleo de T es {o} y T es inyecti va y, como dím L=dím L*, 

T es sobreyectiva. Así, T es biyectiva y tiene una trans

formación inv ersa T- 1 :L* -rL y es, por eso , que T es un iso 

morf i smo. 

Para proba r que T es una isometría mostremos, prime-

ro, que 1I T (v) 11 = 1I v II. 

Por la desigualdad C. S.S. tenemos que 

1I T(v)(x)l l = l <v,x> 1 ~ 11 v I111 xiI ; luego, 

su~ II T(v)(x)1I < sup ll v 1I Ilxll :: [Ivll. Así, 11 T(v)II~llvll· 
xeB(O,l) xeB(O,l) 

Ahora, 11 T v [11 ~ 11 J 11 ~ I < v, 11 ~ 11 > h ~ 11 1 <v , v> I ~ 11 ~ 11 • /1 v 11
2 ~ /1 v 11 . 

As í ,liT v ! I == 11 v 11 . 

Cuando ocurren la s condiciones de la hipótesis de la 

* proposición 15.6 cad a tran s for mac ió n lineal de L puede-

ser definida co n un producto interno. Si T: mn 
+ m satis 
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face dichas condiciones podemos escribir 

T (x) = < a , x> = a t x '" 11] , e o n IIJ . = I-a 1 ... a ] . - x - - n 

16. Derivadas en Espacios Vectoriales Normados. 

Para funciones que tienen derivadas direccionales en 

todas las direcciones, la existencia de estas derivadas no 

es suficiente para conocer el comportamiento brdsco o mod~ 

rado de estas funciones. Con el fin de conocer este com -

portamiento se introduce la derivada de Fréchet, la cual, 

definimos a continuación. 

16.1 Definición. 

Sea L Y M dos espacios vectoriales normados, con 11 11, 

la norma de L, y U ~ L, un conjunto abierto. La función 

f: U ~ M es diferenciable en Xo e U si existe una trans -

formación lineal T: L ~ M tal que, para he L suficiente-

mente pequeño, es 

f(x o + h) = f(x o ) + T(h) + Ilhll dxo,h), 

con e: (x o , h) € M a pro x i m á n do s e a o c u a n do Ilh 1I ~ O • La 

transformación lineal T es llamada la derivada de f y deno 

tada con f' (x o ). 

Consideremos esta definición aplicada a funciones 

f: ]Rn ~ 1R m , con 
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Yl = .{: ( x .•. , x n ) ' 1 ' 1 

Y2 = f 2 (x l' . . . • xn ) 
f : 

y determinemos [fl (x o )]. la matriz asociada con la trans

formación lineal f l(XO)' 

16.2 Propos i ción. 

Si f: IR n ~ lRm es diferenciable en X; entonces, todas 

las de rivadas parciales de as funciones coordenadas de f 

exis t en y, 

¡-fl (x)] = I af 1 L ax ( x ) 
1 . . 

II ~~m (x) . .. 
o X1 

Demostrac i 6n. 

af 
1 (x) aX n 

(x) 

De acuerdo con la de finici 6n de la derivada de Fréchet 

para f, existe un a transforma ci6n ltneal T: L ~ M, cuya ma-

triz asociada es I~ij] mxn' tal que para h=tej(e j un vector 

de la base can6nica de lR n), 

f 1 (x+te) f 1 (x) aH a12 ... al~! O E:l(x,tej) 
f 2 (x+t ej ) f 2lX) a~l a22 ··· a:n I E2(x,te) 

+ ¡ti . = a;1 am2 0 o oa;J t 
e:m(x:tej~ f (x+te.) fmt x) m J 

O 
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Entonces, para c ualq uier i = 1,2, .. . ,m 

Lím 
t-+Q 

f,.(X 1,· ··,X
J
.+t, ... ,Xn) - f;. (x1,···,xn) af 1· a , . , ' 1 J= , •.. ,n. 

t 
:::- = l J 

élX. 
J 

16.3 Ejemplos. 

2 . 
1. Sea f: R -rlR, con f(x,y) = (x-y} sen(3x + 2y). Entonces, como 

3(x-y) cos(3x+2y ) + sen(3x+2Yl ;: (O. n/3)= -} (n+ 13) y 

~; = 2 (x-y) cos (3x+2y) - sen (3x+2y) , ~ = (O , TI /3) =i (2n - 313) 

[ ] = fl
2
1 (TI + 13) resulta que fl (0,rr/3) - ~ 

2. Sea f : ]R2-rR2, con f(x,y) = (x2_y2,2xy). Si hacemos f 1(x,y)=x2_y2 

y f 2(x,y) = 2 x y tendremos que 

élf2 2y,ay = 2x y, pa ra (x,y) = (2,1), 

af1 af1 af2 · af2 ~ (2,1) = 4, ~ (2,1) = - 2, ~ (2,1} =2,~ (2,1)=4; por consi 

,4 -2 ] 
guiente [f1(2,1)] =L 2 4 . 

16.4 Proposición. 

Sea U cm n un conjunto abierto y f: U -r mm una fun 

ción def in ida por funciones coordenadas que tie nen deriva 
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das parciales en cada punto de U. Entonces, f' (x) exis

te para cada x e U. 

Excepto porque se trata de la derivada de Fréchet 

este teorema es similar al teorema de la existencia de f' 

en el cálculo diferencial de varias variables y puede, és 

te, ser consultado en los libros: Advanced Calculus 

[Creighton Buck, 1965, pág. 264J ' Análisis Matematics -

[T . M. A p o s t o 1, 1 95 7, p á g. 11 7] . 

16.5 Proposición. 

Sea L, M dos espacios vectoriales normados y U ~ L, 

un conjunto abierto. Si la función f: U + M es diferen -

ciable en Xo e U; entonces, f - f'(X O ) es contínua en Xo. 

Demostración. 

lI(f-f'(xo))(x} - (f-f ' (xo»)(xo )1I = 1I(f-f'(XII~(~);!ÍI-f'(xo)Xxo}lIl1x_xolI 

Luego, cuando x+xo, 11 (f-f'(xO}Xx) - (f-f'(x»(xo)1I + O y; por eso, 

f-f' (x o) es continua en Xo. 

16.5.1 Corolario. 

La transformación lineal f'(X O ) es continua en Xo 

si y solamente si f es continua en Xo. 

Demostración. 

Escribamos f'(xo}=f-(f-f'(XO»Y f=f'(xO)-(f'(xO)-f). Entonces, 
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si f es continua en xo, fl (x o) es continua por ser, fl (x o ) 

una diferencia de funciones conti~uas. Con el mismo razo

namiento se concluye que si fl (x o) es continua, f 10 será 

en xo. 

Si fl (x o) es continua; entonces, fl (x o ) es una tran~ 

formaci6n lineal acotada; luego, es un elemento de L(L,M) 

y para cualquier h € L podemos escribir que 

16.6 Proposici6n. Regla de Cadena. 

Sea L, M, N tres espacios vectoriales normados y 

U ~ L, V e M dos conjuntos abiertos. Si f: U ~ M Y 

g: V ~ N, con f(U) S V, son funciones continuas, si 

Yo = f(x o) Y si f' (x o), gl (Yo) existen; entonces, H=gOf 

es diferenciable en X o Y H' (x o) = g' (Yo)o fl (x o). 

Demostración. 

Las condiciones supuestas de diferenciabilidad nos 

permiten escribir, para h y k suficientemente pequeños, 

que 

f(xo+h) = f(x o) + f' (xo)(h) + IIhlk1 (h), 

. 9 (yo + k) = g CYo) + 9 1 (Yo) ( k) + 11 k\IE 2 ( k ) . 

Luego, H(xo+h) = g[f(xo+h)] = 9 [f(xo)+f l (xo)(h)+1I h IIEl (h)]. 

Ahora, al hacer k = fl (xo)(h)+11 h Ik 1 (h) tendremos que 
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Ilkll~ IlhU [11 f'(x o) 11+ Ilc 1(h) 11 ; de modo que, cuando 

h -+ Ó, k -+ ó y H ( x o ) = 9 [f ( x o ) ] = 9 (Yo) . A d e má s, por 1 a -

linealidad de g'(yo), tenemos que 

H(xO+h) = g(f(xo)+k) = g(yo+k) = g(YO)+gl (yo){k)+11 k IIE 2(K) 

'" g(YO}+gl (Yo)o fl (xo)(h)+ [g' (Yo}(!I h Be 1 (h) + 11 k 1Ie:2(k) J 

Puesto que 

IIg 1 (yo)(11 h 1 le: 1 (h»+1l k IIE2(k) 1I ~ IIg' (yo)(11 h /lE! (h~I+1l h 11 11 [fl (X o) 11 + 

II E1(h)!1 ]E2(k)11 ~lIh 11119'(Yo)E1(h)+1I [f l (x o)II+IIE1(h)U ]e:2{k)1I 

cuando h -+ 0, el miembro de la derecha tiende a cero. 

como el segundo término del miembro derecho tiende a ce-

-ro con h -+ o, se tiene que HI (x o) = gl (yo)of l (x o ), por -

definici6n de derivada de H en Xo' 

Cuando L, M Y N son espacios vectoriales de dimen-

si6n finita de modo que gl (Yo) Y fl (x o) pueden ser repr~ 

sentadas con matrices,la regla de la cadena indica que -

la representación matricial de H(x o ) es el producto de ma 

16.7 Definición. 

Sea f: U e L -+ M una función definida entre espa -

cios vectoriales, continua en U, derivable en todo U con 
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la derivada una función contínua; es decir, con 

fl: U ~ L(L,M) contínua. Entonces, f es llamada una fun 

ción continuamente diferenciable. 

Si además, fl es diferenciable en xo , fll(x) será 

una transformación lineal contínua definida de L hacia 

l ( L , M) . En ton c e s, f 11 (x ) ( h) E l ( L , M) Y [f" ( x ) ( h)] (k) 

queda definida para k e L. [f"(x)(h)] (k) es lineal en 

h y k. Es decir, fll(X): lxL ~ M, denotada con f"(x)(h,k), 

es una transformación bilineal. 

17. Formas Bilineales. 

17.1 Definición. 

Sea V un espacio vectorial de dimensión finita so -

bre el campo K. Una forma bilineal sobre V es una aplic~ 

ción f: VxV + K que satisface 

1. f(~u1 + BU2,V) = ~f(u1'v) + Sf(u2,v), 

2. f(u,«V 1+BV2)=«f(u,V1)+Bf(u,v2); V«,BEK, Vui,v i e V, i = 1,2. 

17,2 Ejemplos. 

Sea 0 y ~ dos funcionales lineales definidas sobre 

V y f: V x V + IR, con f ( u , v ) = 0 ( u ) 'JI ( v ). En ton e e s ·, f e s b i 1 i 

neal porque 0 y ~ son lineales. Una forma bilineal de es 

ta clase es llamada producto tensorial de 0 y ~. 
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Sea f el producto escalar sobre mn; es decir, sea 

f(u,v) = <u,v>. f es una forma bil'ineal sobre mn . 

S e a A = ra .. ] n x n u n a m a tri z de fin ida s o b r e e 1 c a m 
- 1 J 

po K. A es considerada como una forma bilineal f sobre 

Kn definida por 

n Va, b e K, l/X., Y. e K . 
1 1 

y f es lineal en la primera variable. 

lineal en la segunda variable. Luego, f es una forma bi

lineal sobre lR n . 

17.3 Formas Bilineales y Matrices. 

Sea f una forma bil i neal sobre el espacio vectorial 

v y {e1, ... ,e n}, una base de V. Si u, v e V, con 



= a1b! f(el,el)+albZf(el,eZ)+' .. +a1bnf(e1,en)+·· .+ ... 

+ anblf(en,el)+anb2f(en,e2)+· · ·+anbnf(en,en)· 

n 
= y. a.b. f(e.,e . ) 

i ,j;' 1 1 J 1 J 
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Así, f está ·completamente determinada por los n2 valores 

f{e.,e.). 
1 J 

La matriz A= I-a ] con a .. =f(e.,e.) es llamada la re 
- ij nxn lJ 1 J -

presentación matricial de f relativa a la base {el'" .,e n}· 

Esta matriz representa a f en el sentido de que 

[~e denota el vector columna coordenado de u e V en la 

17.4 Definición. 

Una forma bil;neal f definida sobre el espacio vec-

torial V es llamada simétrica s; f(u,v) = f(v,u), Vu,veV. 
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17.5 Proposición. 

Una forma bilineal f definida sobre el espacio vec-

torial V es simétrica si y sólo si su representación ma -

tricial es simétrica. 

Demostración. 

Si A es una representación matricial para f, pode-

mos escribir f(X,y)=XtAY={XtAy)t=ytAt x, pues XtAY ~s un 

escalar. Luego, si f es simétrica ytAtX=f(X,Y)=f(X,y)=ytAX . 

Como esta igualdad es cierta para todos los vectores 

x, y e V, tenemos que A = At , es decir, A es simétrica. 

Recíprocamente, si A es simétrica, 

f(X,Y) = XtAY = XtAty = (XtAty)t = ytAX = f(y,X). 

17.6 Definición. 

Sea V un espacio vectorial definido sobre ~. Una 

forma bilineal simétrica real es llamada semidefinida no 

negativa si f(v,v) ~ 0, V v e V y, definida positiva si 

f(v,v) > 0, V v e V, v f Ó. 

17.7 Ejemplo. 

1. Sea f: IR n x]Rn ~ IR, con f(x,y) = <x,y>. f es s;mé -

trica ya que f(x,y) =<x,y>=<y,x>= f(y,x). Además, 
2 2 f es definida positiva, pues, f(x,x) = x1+.· .+x n > 0, 
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Ahora, utilizando la regla de cadena mostraremos 

la siguiente propos i ción , la cual; necesitaremos en el 

Capítulo IrI. 

17.8 Proposi~i6n. 

Sea V un espacio vectorial normado, U t;; V un conju.!!. 

to abierto y f: U -+ m una función continuamente diferen -

ciable sobre U. Además, supongamos que f"(x) existe ~xeU. 

Entonces, para cualesquiera x,xoeU existe s e (0,1) tal que 

f{x) = f(xo)+f' (Xo}(h)+ ~ f"(xo+sh)(h,h), con h = x - Xo. 

Demostraci6n. 

Dados x, Xo e U, definimos 0: (a,b) -+ lR, con 

o ( t) = f (x o + t h) Y [O, 1] s: (a, b ) . E n ton c e s, a p 1 i can d o s u -

cesivamente la regla de la cadena a 0{t) y a f'(xo+th){h) 

resulta que 

0'(t) = f' (x o + th)(h) 

0"(t) = f"{x o + th)(h,h) . 

Por otra parte, de acuerdo con el teorema de Taylor, 

sabemos que para t > O existe s e (O,t) tal que 

0(t) = 0(0) + 0'(0)t + ~ 0"{s}t2 . 

Como 0{O)=f(xo),~' (o)=f' (xo)(h) y 0"{s)=fn(xo+shHh,~) tenemos que 

0(t) = f(xo+th) ~ f(x o)+f'(xo)(th) + ~fll(XO+Sh}(t2h~t2h) 

Ahora, haciendo t = 1 resulta 

f(xo+h) = f{x o) + f' (xo)(h) + ~ f"(xo+sh){h,h). 



CAPITULO Ir 
CONJUNTOS CONVEXOS 

La convexidad aparece como un concepto fundamental 

en diversos contextos te6ricos: Algebra Lineal. Progr~ 

ma c i 6 n L i n e al, A n á 1 i s i s Fu n c ion al, G e o m e t ría A na 1 í tic a 

Local, Teoría de Juegos, Teoría Econ6mica, etc. Su es

tudio, como puede apreciarse, no carece de importancia. 

En este capítulo hemos reunido definiciones y pro

posiciones de carácter primario por 10 cual, puede ser 

considerado como una introducción al estudio de la con

vexidad en espacios vectoriales. 

Para evitar constantes repeticiones advertimos que 

todos los espacios vectoriales mencionados en las defi

niciones y proposiciones están asociados al campo de los 

números reales m. 

l. Conjuntos Convexos y Conjuntos Afines. 

1.1 Definición. 

Sea L un espacio vectorial. U ~ L es llamado un -

conjunto 

i) convexo, si V x, y € U Y V a: € [0,1J ,z=a:x+(l-a:) y está en U. 

in afín, si V x, y € U Y Va:€ R, z = a:X + (1-a:) y .está en U. 

96 



1.2 Definlción. 

n 
Sea L un espacio vectorial. x = ¿ ~ixi' con 

1 
n 
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xieL Y- r cc 1 = 1 es llamada una combinaci6n af'n de los ve~ 
1 

Si además, ec. > 0, i = 1. ... ,n, se dice 
1 -

que x es una combinaci6n convexa de x1 , ... ,x n . 

Para conjuntos convexos y afines z = cc X + (1-«) y es, 

respectivamente~ una combinación lineal convexa, una combi 

nación lineal afín. Las definiciones de conjuntos convexo 

y afín presuponen la formación de estas combinaciones por 

10 que, dichos conceptos son concebidos en espacios que ad 

miten una estructura lineal. Luego, podemos hablar de rec 

tas y segmentos de rectas. 

Geométricamente, un conjunto es convexo si conti,ene 

al segmento de recta que une dos cualesquiera de sus pun -

tos y afín, si contiene la recta que pasa por dos cuales 

quiera de sus puntos. 

1.3 Ej~~p16s de Conjuntos Convexos. 

·Los espacios y subespacios vectoriales son convexos ya -

que contienen toda combinación lineal de cualésquiera dos 

de sus puntos y, por consiguiente, la combinaci6n convexa 

de ellos. 
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'los conjuntos unitarios y el conjunto vacío. 

'Los subespacios afines y los conj~ntos afines. 

·El conjunto de soluciones factibles para un problema de 

programaci6n lineal. 

·Cada bola cerrada (abierta) en un espacio vectorial nor 

mado. En efecto, si xl'x 2 son elementos de B={xEL/d(x,y)~r}, 

una bola de centro y , radio r, con d(x,y) = IIx-yll ~ r ; 

entonces, Z = <xxI + (1-ex:) x2 ' con a: € [O .IJ, está en B -

ya que 

Al considerar la desigualdad estricta queda mostrado que 

una bola abierta es un conjunto convexo. 

'los triángulos, paralelogramos y círculos en R2; las es

feras, los cubos y paralelepípedos en R3 , etc. 

1.4 Ejemplos de Conjuntos Afines. 

-Cada espacio vectorial, los conjuntos unitarios y el con 

junto vacío. 

·las rectas en R2 y las rectas y planos en R3 . 

1.5 Proposición. 

Sea L un espacio vectorial. U e L es un conjunto a-

fín si y sólo si es una traslación de un subespacio de L. 
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Demostración. 

Sea U = xo+ W = {xo+w/xoeL,weW} una traslación del 

pertene-

cen a U y si oc e:IR; entonces, 

W es un subespacio de L, W3€W, zeU y éste es un conjunto 

afín. 

Supongamos que U es un conjunto afín. Con xo, un 

elemento cualquiera de U formemos el conjunto 

w= - xo+U. Si w = 1 

cen a W; entonces, para oc € :IR 

= - X o + z. 

pertene -

e U f # 1 1 2 (1) (1 ) 1 omo es a ln, y='2xl+z"x2, v= y + - Xo , W = ocv+ -oc xl son e e-

mentos que le pertenecen; luego, - Xo + z está en W, W es 

un subespacio y U = Xo + W es una traslaci6n de W. 

1.6 Proposición. 

Sea L un espacio vec t orial. U e L es un conjunto -
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convexo (afín) si y sólo si le pertenece toda combinación 

convexa (afín) de sus puntos. 

Demostración. 

Si cada combinación convexa (afín) de puntos de U -

es un elemento de U~ por definición~ U es convexo (afín). 

Supongamos que U es convexo y mostremos, por induc-

ción sobre el número de puntos de U que aparecen en una -

combinación convexa, que ella es un elemento de U. Para 

n = 2 la conclusión del teorema es consecuencia de la de-

fin;c;ón. Ahora~ supongamos que la conclusi6n es cierta 

para cualquier combinación con n o menos puntos y conside 
n+l 

remos una con n + 1 puntos, x = ¿ ~ixi' Entonces, 
1 

n ~. 

= (1-~ 1) \' , x· + n+ Í l-tt
n+l 1 ~n+l Xn+1' 

Como tt.>O~ ;=1,2, ... ,n y como 
1-

n+l 
La:· = 
1 ' 

0:. n n a:. 

1 tenemos que 

1_~1 > O, 1-~rl+l = Ltt ,. 

n+l 1 
L l-a:' = 1. Luego~ de a-
l n+l 

n tt •• 

cuerdo con nuestra hipótesis inductiva y= L 1 x . per 
1 l-~n+l ' -

tenece a U y x = (1-a: n+1)y + "'n+l xn+1 es una combinación 

convexa de dos puntos de U que también pertenece a U. 

La prueba, en el caso de un conjunto afín~ es similar. 
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2. Formación de Conjuntos Convexos y Conjuntos Afines. 

2.1 Proposición. 

Si {Uí}' i e 1, es una familia de conjuntos conve -

x o s ( a fin e s ); en ton c e s, M = (1 U i' i el, es' con ve x o ( a f í n ) . 

Demostración. 

Si x, y e M; x, y e U., V. e 1. Luego, «x+(1-a:)y , 1 

está en Uí , Vi € 1, con ex: e I~O,(I porque Ui es convexo. 

En consecuencia, «x+ (1-«)y está en II.U., i € 1 Y M es 
1 

convexo. 

El caso afín se trata de manera similar. 

2.2 Proposición. 

Sea U1, U2 , ... ,Um, respectivamente, subconjuntos co~ 

v e x o s ( a fin e s) del o s E s p a c ; o s E u c 1 í d e o s 1R nI , 1R n2 , . . . JR n m . 

En ton e e s, W U. e s u n s u b e o n j u n t o e o n ve x o ( a f í n) de 1R ¿n i . 
1 1 

Demostración. 

m 
tos de nu i , con x 1r, x s x r x s 

1 1 e U 1 ' •.. , m' m .é Um• Para 

ex: e [0,1J tenemos que 
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«(x1
r , x2r, ... ,x~) + (1-«) (xI

S , x2
s , ... ,xm

S
) =' (<<x¡r + (1-«)x1

s, ... , 

o:X r + (1-«) X S). Ahora, este nuevo punto, dado que los con m m 

juntos Ui son convexos para i=1,2, ... ,m, tiene sus compo -

nentes 

«x r + (1-«) xm 
s en Um, 

m 
m 

de lo cual resulta que pertenece a n U .• 
1 

En otras pala -
1 

m 
bras n Ui es convexo. 

1 

El caso afín es similar. 

2.3 Definición. 

Sea U1, ... ,U r , r subconjuntos del Espacio Euclídeo 
r 

Definimos la suma directa de estos subconjuntos ¿Ui' 
1 

como el conjunto de todos los puntos y e ~n tales que 

y = 
r 
¿ x., 
1 1 

con Xi e Ui ; i = 1,2, ... ,r. 

2.4 Proposici6n. 

Sea U
I

, ... , Ur , r subconjuntos convexos (afines) del 
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r 
Espacio Euclídeo ~n. Entonces, r Ui es convexo (afín). 

1 

Demostración. 

r 
Hagamos Y = l. Ui y tomemos dos puntos x, y e Y. 

1 

Es claro, que existen xisU; , Yi6Ui,i=1, ... ,r tales que 

r r 
x = LX,' , y = ¿y .. Tomemos 0:6 [0,1J; entonces, 

1 1 ' 

r 1;: r 
«x+(1-o:) y=o: IX.+(l-o:)¿Y. = ¿ [<xx.+{1- )y.J. 

l' l' 1 1 'l 
Ahora, para i=1,2, ... ,r 

tenemos que O:X; + (1-0:) Yi está en Ui , pues cada Ui es -

convexo . Por lo tanto, <xX + (l-o:)y está en Y y Y es con 

vexo. 

Seguimos el mismo patrón de prueba en el caso afín. 

2.5 Definición. 

Sea U e L un conjunto del espacio vectorial L. La 

envolvente convexa de U, representada con H(U), es defini 

da como la intersección de todos 10s conjuntos convexos -

que contienen a U. Así, si U cA y A es un conjunto con-

vexo cualquiera, H(U) ~ A. 

La envolvente afín de U, A(U), es la intersección -

de todos los conjuntos afines que contienen a U. Si U c. A 

Y A es un conjunto afín cualquiera, A(U) cA. 
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De acuerdo con la prop. 2.1, pág. 101~ toda envolvente 

convexa es convexa y toda envolvente afín es afín. 

2.6 Propos ición. 

Sea L un espacio vectorial . Para cualquier subcon-

junto U de L, la envo l vente convexa (afín) de U es igual 

al conjunto de todas las combinaciones convexas (afines) 

de elementos de U. 

Demostración . 

Representemos con H(U) la envolvente convexa de U y 

con K(U), el conjunto de las combinaciones convexas de e 

lementos de U. Mostraremos, por inclusión recíproca, que 

H(U) = K(U). 

Por definición U c:. H(U). Como H(U) es convexo, to 

da combinación convexa de sus punto s le pertenece por 10 

que, l e pertenece toda combinación convexa de puntos de U. 

Así, K(U) c: H(U). 

K(U) contiene a U ya que, VueU, u=l.u+O.u está en K(U). 

S i x 
n 

= \' L 
1 

cx:.x. 
1 1 

m 
y = I B. y. son do s elementos de K(U), 

1 J J 

n m 
z = "x+(l-,,) y \' A X + \' (1 ,,) B es otro elemento de K(U) = Í ex: i i i \ - jY j 

ya que, 
n 
L A oo. 
1 1 

m 
+ ¡(l-A)8 j = l. 

I 

Luego, K(U) es un conjunto 
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convexo que contiene a U; por eso, H(U) C. K(U). 

La prueba para el caso afín es similar. 

Para construir la envolvente convexa de U e L~ L un 

espacio vectorial, es necesario considerar todas las posi 

bles combinaciones convexas de puntos de U; pero, si L 

tiene dimensión finita n, s610 es necesario formar las 

combinaciones convexas de, a 10 sumo, n + 1 puntos arbi-

trarios de U. Esta afirmación está expresada en el teo

rema de Carathéodory, al cual, hemos llamado proposición 

2.8. 

2.7 Definición. 

Sea L un espacio vectorial y U e L. La dimensión 

de un conjunto afín U es la dimensión del subespacio del 

cual, U es una tras1ación. La dimensión de un conjunto 

convexo U es la dimensión de su envolvente afín A(U). 

Antes de mostrar la validez del teorema de Cara -

théodory hagamos las siguientes observaciones: 

(a) Si X ~ Y; entonces, A(X) ~A(Y) y dim A(X) ~ dim A(V). 
r r 

Si zeA(X), z= I ce-X_, x-eX, I 0::. = 1. Como X cY, x.eY,V.; por 
11111' - 11 

eso, z e A(Y). Luego, A(X) e A(Y) lo cual significa 

que, el subespacio del cual A(X) es una traslación es 

un subconjunto del subespacio del cual A(Y) es una tras 
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lación; por eso, dim A(X) < dim A(Y). 

( b) A (X) = A [ H (X) ] 

x ~ H(X) implica que A(X) CA[ H{X) Jde acuerdo con 

(a). 
r r 

Si zeA [H ( X)] , z=¿ ~.X., x.eH(X), L ~. = l. 
l 1 1 1 l' 

luego, 

z = f ~. (r 8 y . . ), con ~ 8·· = 1, y .. e X. Como 
1 1 1 ij lJ 1 lJ lJ 

(e) Sea M un subconjunto de un espacio vectorial l. Si M 

es afín y es la traslación del subespacio W, éste es 

único. Además, si M = A ({x o , xl •... ,xn}), la envol 

vente afín de un conjunto finito; entonces, M es la 

En este caso, dim M=n si y s610 si {x 1-x o , •• • ,xn-x o } es 

un conjunto linealmente independiente. 

Supongamos que M es una traslación de los subespacios 

W y W
1 

de L. 

Mostraremos que W = W1 . 

Si v € M; entonces, v = Xo + W, con W e W y v = 

yo + w1 ' con wI e W1. Como xoeM podemos escribir 

W1 = \'1
2 

+ w , W = w1 + (-w2). Siendo W1 un subespacio 
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- w2 € W1, w € W1 y W ~ W1. Con un razonamiento aná-

10go aplicado a Yo se muestr~ que W
1 
~ W. 

Puesto que M es afín, M es la traslación del subesp~ 

cio -Xo + M (prop. 1.5, pág.98). Ahora, sabemos que -

este subespacio es único. Debemos, por 10 tanto, 

mostrar que -Xo + M = N. Si x € (-x o + M), 

x = - Xc + m = 

n 
Luego, "'o + ¿ 

1 

n 
= - Xo l. 0:. 

1 
1 

elemento de 

0:. = 
1 

n 
+ L 

1 

N. 

- Xo 

n 
+ ¿ ",.X., 

1 1 1 
con x. 

1 

1 implica ~o - 1 

o:·x . 
1 1 

oc.X. 
1 1 

n 
= (0: 0 - 1) Xo + ¿ 

1 

n 

o:.x . 
1 1 

n 
= L 0:. (Xi - xo)=I oc. 

1 1 
1 1 

Así, - Xo + M e N. 

n 
€ M y¿o:.=l. 

o 1 

y tenemos que 

(x. 
1 

- xo) es un -

Si suponemos que X € N, un razonamiento inverso al que 

hemos seguido nos lleva a la conclusión de que N~(-xo+M). 

Sea B ={xl-xo, ... ,xn-x o } y Gen (B) el subespacio generado por B. 

Si B es un conjunto linealmente independiente, 

dim Gen(B) = dim Gen(B U{oJ) = n. 

[Vea gen e r a d o r e s, b a s e s y d i m e n s ; ó n e n e 1 cap í tul o 1 ] . 

Como N es un subespacio generado por {O,X 1 - Xo ,"" 

xn-x o }, dim N = n y, siendo M una tras1ación de N, es 

dim M = n. 
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Ahora, supongamos que dim M = n. Puesto que dim M = 

d i m N = di llJ Gen (B) = n y N e s u n s u b e s p a e i o gen e r a d o por 

{o, xl - X o ,"" xn - xo} debe ser B una base para N y 

por consiguiente, ser un conjunto linealmente indepen -

diente. 

2.8 Proposición: Teorema de Carathéodory. 

Sea U un subconjunto del espacio vectorial L. Si 

la dimensión de la envolvente convexa de U, H(U) es m; 

entonces, para cada z e H(U). existen m + l puntos 

xo,···, Xm en U tales que z es una combinación convexa -

de ellos. 

Demostrac~6n. 

n 
Si ze H (U) • z = '\ O:.X·, con x.eU.o:.>O, 

~ 1 1 , 1 

n 
'\ 0:. 
/. 1 o 

= 1. Su 

pongamos que n + 1, el número de términos en la combina-

ción convexa z, es mayor que m + 1 y formemos el conjunto 

B = {x o, ... ,x n}. De acuerdo con las observaciones que se 

hicieron previamente podemos afirmar que 

dim A(B) ~ dim A(U) = dim A(H(U)) = dim H(U) = m < n - 1 y, por -

consiguiente, que {Xl - X o , ...• xn - xo} es un conjunto 1i 

nealmente dependiente. Por lo tanto, existen constantes 

81 , ... ,8n , no todas cero, tales que ~ 8.(x. - x o ) = o. 
1 11 

Sea 80 
n 
L 8·· 
1 1 

n 
L 8;x o , al sumar 60 xo en 
l 
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n 
ambos miembros de esta igualdad , resulta que L 8. x. = 1 1 o 

n n 
I - L O . Puesto los escala-SoX o + S· XO = o y f) . = que 
1 

1 o 
, 

res ~i son positivos podemo s encontrar un número positi-

vo t tal que Yi = «i - t 8. 
1 

~ O, i = O, 1 , ... ,n y y k = O, para 

"" . 
algún k. tse obtiene tomando el mínimo de los cocientes 1 

~' 
1 

con 

Si > O. Ahora, «i = y. + ts· 
1 1 

a: .-t 
1 

y z = 
n 
\ a:.x.::\{y.+ t S.)x. 
~ , 1 l. 1 , 1 

n 
= 1: y.x.+tIs.x.= I y.x. 

ifK 1 1 o 1 1 itK 1 1 

- O 
n 

= I a:. = 1. 
o 1 

Así, hemos representado a z como una combinación convexa 

de los puntos X o,"" xk- 1 ' xk+l' ... ,x n , Si n, el número 

de estos puntos es igual a m + 1, el teorema está probado; 

si no es así, podemos repetir el proceso las veces que sea 

necesario hasta tener n = m + 1 . Eventualmente, z puede -

ser representado con m + 1 puntos de U y, tal vez, con me-

nos. 

2.9 Poliedros Convexos. 

Los conjuntos convexos m~s simples son . las envolve~ 

tes convexas de conjuntos finitos de puntos; es decir, co~ 

juntos de la forma U = H ( {xo, ... ,x n}). Estos conjuntos -

son llamados poliedros convexos o politopos. 
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S i xl - x o , ••• , x n-x o S o n 1 in e a 1 me n te in de pe n die n-

tes; entonces, U = H({x o , ••• , x }) es llamado un n-simple 
n 

con vértices Xo , •• "xn ' Un o-simple es un punto; un 1-si!!!. 

ple 9 un segmento de recta; un 2-simple. un triángulo; un 

3-simple, un tetraedro; etc. Un punto x de un n-simple -

n 
tiene una representación única, x = ¿ «ix., como combina-

o 1 

ción convexa de los vértices. Los escalares «. son llama 
1 -

das las coordenadas baricéntricas de x. El número de vér 

tices menos uno es la dimensi6n del n-simple. 

3. Propiedades Topológicas de los Conjuntos Convexos. 

Todos los resultados presentados y las definiciones 

dadas en las secciones anteriores están basadas en las 

propiedades lineales de un 2spacio vectorial. Ahora, co~ 

sideraremos algunas propiedades de los conjuntos convexos 

en un espacio vectorial normado L. 

3.1 Proposici6n. 

Si U e L es un cunjunto convexo; entonces, su inte -
o -rior U y su cierre U, son convexos. 

Demostración. 

o 
Sea x, y e U , z = «x + (1-o:)y, con o:e(O,l). z e U 

o o 
porque U e U y U es convexo. Como x e U • existe una -
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bola abi¿ i~ ca B(x,r) <;;U; luego , si u es un vector tal que 

11 u/a:11 2. r, (x + u/a:) e U y la combinación de vectores 

z+u = «x +(I-a:)y+u =I~(x+u/ a: ) + (1-0:)yJ está en U. Es de 

cir, existe una bola con centro en z completamente conte-
o o 

nida en U; por 10 tanto, z e U y U es convexo. 

-Sea x, y € U. Como U es cerrado existen sucesiones 

{X j } y {Yj} de puntos de U que convergen a x e y, res -

pectivamente. Si a: € (0,1), Zj = a:Xj + (l-«)Yj está en U 

1 ím y z = j+cx> 
1 ím z. =0:. X. + 

J J+cx> J 
(1-0:) lím 

j+cx> Yj está en U. Es de-

cir, z = a:X + (1-«)y es una combinación convexa de x,yeU 
-que está en U; por 10 tanto, U es convexo. 

3.2 Proposición. 

Si U es un conjunto abierto en el espacio vectorial -

L, su envolvente convexa H(U) es un conjunto abierto. Si 

U es compacto y L, de dimensión finita; entonces, H(U) es 

compacto. 

Demostración. 

n 
Sea U un conjunto abierto y x = L 

1 
ex.x., x· e U, un -
111 

n 
elemento cualquiera de H(U). Entonces, x + u = I <x. (x~+u) Y 

1 1 '\ 

como U es abierto, (Xi + u) e U cuando I1 u I1 es suficiente-
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mente pequeña. Luego, x + u está en H(U) como combina -

ción convexa de elementos de U y por eso, existe una bo-

la abierta de centro x completamente contenida en H(U). 

Así, x es un punto interior y H(U), un conjunto abierto. 

Ahora, supongamos que U es un conjunto compacto. 

Entonces, existe M tal que il xii < M, V X € U. Puesto-

que L es de dimensión finita, digamos n, la dimensión de 

H(U), llamémosla m, es menor o igual que n; 1uego, finí-

tao Sí y € H(U), por el teorema de Carathéodory sabemos 

que existen m + 1 puntos de U tales que 

m m m 
y = L ~l'x" con m = dim H(U). 

o 1 
Entonces, IlYll ~~ ~i IIx; H ~ ¡ ~i M=M. 

Así, H(U) también está acotado por M. Ahora probaremos que toda sucesión de 

H{U) converge a un punto de H(U). Sea {x } Jna sucesio'n j 

de puntos de H(U) que converge a x. Por el teorema de Ca 
m 

rathéodory podemos escribir x· = L ~., x,., con x .. € U. 
J o lJ lJ lJ 

Para cada i, las sucesiones {o: .. } y {x .. } están acotadas 
1 J 1 J 

por 1 Y M, respectivamente; por 10 que, contienen subsuc~ 

siones convergentes. Puesto que, la cantidad de subíndi-

ces i es finita podemos seleccionar una subsucesión {jk} 

de enteros positivos tales que {oc
1
'J'} y {x ,. } converjan, 

k 1 J k ' 

para cada i, digamos a oc i y zi' respectivamente. Así, te 

nemas que 
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m m ~ lím = L k-)oa> (0:.. x .. ) 
o 1Jk l Jk 

= ¿ 
o 

Los números 0:. 
1 . 

> O ya que, son elementos del con 

junto de números 
Jk 

o: •• > O. 
lJ -

Además, cada xj es un elemen-
k m 

to del conjunto formado por los x
J
' por 10 que, Loc .. = l. 

o 1 J k 

1 ím lím m m · 
Ahora, 0::, = o: , • y l a: •• = I ce, = 1. Como U es 

1 k+oo 1Jk k+oo lJ k 1 o o 

cerrado cada z ' 
1 

está en U; así Que, x es una combinación 

convexa de elementos de U y x E H (U) . 

4. Hiperplanos. 

-

El concepto de hiperplano, en un espacio vectorial L, 

es una generalización de las nociones de recta en ~2 y de 

plano en ~3. 

4 . 1 Definici6n. 

Todo subconjunto afín maximal propio de un espacio 

vectorial L ó, equivalentemente, toda traslación de un sub 

espacio propio maximal de L es llamado un hiperplano. 

4.2 Proposición. 

H es un hiperplano del espacio vectorial L si y sólo si 

H = {zeL/f(z) = 0:, con f una funcional lineal no nula}. 
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Demostraci6n. 

Sabemos que cada subespacio propio maxima1 de L es 

el espacio nulo N de una funcional lineal no nula, f:L-)-lR. 

Como H es una traslación de N, cada Z E H puede ser es -

crito en la forma z = Zo + x, con x E N y, puesto que f 

es nula sobre N, fez) = f(zo) + f(x) = « • 

Luego, H = {z € L/f(z) = 0:, con f una funcional no nula}. (1) 

Supongamos que H está definido en la forma (1) y se -

leccionemos cualquier zoEH para formar el conjunto 

N = {x E L/x = z - Zo, z eH } . 

Como f(x)=f(z-zo)=f(z)-f(zo) = 0, N es un subespacio pro -

pio maximal de L y, puesto que H es el conjunto de todos 

los vectores z = x + Zo, con x e N, H es una traslación de 

N y, por consiguiente, un hiperplano. 

4.3 Definición. 

Sea L un espacio vectorial y H ~ L, un hiperplano. 

Entonces, los conjuntos H+ = {zeL/f(z»a:} y 

H- = {zeL/f(z)<a:} son llamados los semi-espacios abiertos 

determinados por H. 
-+ 

Las cerraduras de estos conjuntos H y H son los semi-es 

pacios cerrados determinados por H. 
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4.4 Definición. 

S ean U y V d o s s u b con j un t o s del e s p a c i o ve c t o r i al l. 

El hiperplano H separa a U y V si U y V están contenidos, 

respectivamente, en cada semi-espacio cerrado determinado 

por H. H separa fuertemente a U y V si H está, "estricta 

mente, situado ll entre dos traslaciones de H que separan a 

U y V. La separación fuerte requiere que los conjuntos -

U Y V sean disjuntos; mientras que la separación simple, 

no. 

4.5 Hiperplanos del Espacio Euclídeo mn . 

Ahora, estudiamos los hiperplanos del Espacio Euclí

deo Rn . Puesto que mn es un espacio vectorial sobre m 
con producto escalar no degenerado, <,>: mn x mn +m, enton

ces f: mn + m definido por f(x) = <C,X>, con ce mn fijo, 

es una funcional lineal y por 10 tanto para o::€ IR 

H = {x € IRn/<c,x>= 0::, c 1 O} 

es un hiperplano. 

Si c = (c1' ... ,c n ) y x = (x1' ... ,x n ) la ecuación de

sarrollada del hiperplano H es <c,x> = c1x 1+ ... +c n Xn=O::. (2) 

Cualquier x e mn cuyas coordenadas satisfagan (2) -

pertenece al hiperplano H. 
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Puesto que e 1 o~ un hiperplano H pasa por el ori -

gen si y sólo si <c~x> = O. En este caso, c es ortogonal 

con cada vector de H y decimos que e es normal al hiper -

plano. Cuando ",,= O Y x,x1€H, <e~x-xI> = O Y e es ortog~ 

nal con x - Xl' Como este vector es "paralelo" con H, c 

es normal al hiperplano. En todo caso, c es normal con H. 

Si mul tipl icamos <c,x> = a: por el escalar A ;. O tene-

mos <AC,X> = Aa:; es decir, si un híperplano está definido 

por c y a:,también lo está por AC y A<X, A ;. O. Como e es 

normal al hiperplano, AC también lo es. Ahora, si 

A = Ilc 11- 1 ; entonces, <11 e 11-1 c,x>=llcll- 1 <x=<n,x>= b re -

presenta un hiperplano H y n es llamado un vector unitario 

normal con H. También, -n es un vector unitario normal -

con H. 

4.6 Proposición. 

Los hiperplanos de ffin son conjuntos convexos cerrados. 
Demostraci6n. 

Sea H un hiperplano con ecuaci6n <c,x> = oc. Entonces, 

~nH = {x e Rn/f(x) t oc l, con f(x) = <c,x>. 

Como f es una función lineal definida de ffin en ffi, f es con 

tinua. Además, SRnH = f-1 [(-,«>,0:) U (o:,«»J. 

Por otra parte, como (-«>,<x), (a:,«» son conjuntos abiertos 

y la unión de conjuntos abiertos es un abierto, 
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-1 1-f j-oo,a:) u (ce,to )J es un abierto en .IR. ya 

que f es cont inua . Luego, H es un conjunt o cerrado. 

Mostremos que H es un conjunto co vexo . Sea xl'x2€H; 

Los teoremas que siguen tienen gran a pli cac i ón en un 

amplio rango de problemas en prog ramación lineal, en teo-

ría de la dec i s ión y en teoría de juegos. 

5. Teoremas de Separación de Conjuntos Convexos. 

Aunque la separac ión fuerte de dos conjuntos conve-

xos U Y V requi ere que seen disjuntos, esa exigen cia no -

la garantiza; para asegurarla, uno de l os conjunt os debe 

ser compacto y el otro cer rad o. Es 10 que se muestra en 

5. 1 Prop osi ción. 

Se a U Y V dos subconjuntos de ffin disjun tos, conve -

xos , no vacíos con U compacto y V cer r ado. Entonces, e

xiste un hiperplano que separa fuertemente a U y V. 

Demostración. 

Para la demostración nos apoyamos en la fig ura 2.1 

y en la pr oposic ión 10 . 6, página 55. 
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v 

Zo 

H u 

fig. 2.1 

Por ser U compacto, V cerrado y U()V = 0 existen 

x o e U • Y o € V tal e s q u e d ( U , V ) = in f 11 x -YlI = IIx o -y 011 > O. M o s -
xeU,yeV 

traremos que un hiperplano H que pasa por el punto 

z o € S e 9 [}c. o • Y oJ Y q u e, a de má s. e s o r t o 9 o na 1 e o n e s t e s e g-

mento separa a U y V, fuertemente. 

El hiperplano H1 ortogonal eon el segmento 1]<0, Yo] 

y que pasa por Xo ti-ene, por ecuación,<yo-xo, Z-Z';> = o. 

Con x € U de fin i mo s 'l': lR ->- lR, con 

'l' (A) = 11 Yo - [x o +A(x-Xo)]~2. Entonces, 

'l' {A) = «Yo - xo) - A(X-X o), (Yo - x o ) - A (x - xo» 

Como 'l' es difereneiable, por ser una función polino -
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mial. tenemos que ~I(A) = - 2 <Yo-x o,x-x o>+2x<x-x o,x-x o>. 

Siendo Xo € U el punto más cercano a Yo se tíene: 

o < IIYo-xo l l~IIYo-zll; V z e U, con z = Xo+A(X-X o). 

Luego, IlYo- xo ll2.::. 1I yo-zll2 Y '1' (O).::. 'f (i\), con A eCO,l]. 

A ~ I (O) lí m '1' ( A ) - '1'\ O ) . ' (O) 2 O S1, '1'+ =),-70+ A .::.0; es declr, '1'+ =- <yo-xo,x-xo>'::' . 

Luego, <Yo- X. x - Xo> ~ O, V x e U. 

Por medio de un argumento similar aplicado al hiper

plano H2 que pasa por yo Y que es ortogonal con el seg -

mento [xo, YoJ encontramos que, <x o- Yo, y-Yo>~O. Vy e V. Así, 

tenemos que 

combinando este resultado con el anterior <Yo-xo.x-x o > ~O, 

v x e U, hemos probado que H1 separa a U Y V. Un resulta

do similar se obtiene para H2 . Ahora, como H "está entre 

H1 Y H2", éstos son traslaciones de aquel y H separa fuer 

temen te a U Y V. 

5.2 Proposición. 

Sea U Y V dos conjuntos convexos de mn con UO ~ 0 Y 

UO nv = 0. Entonces, existe un hiperplano que separa a 

u y V. 
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Demostraci6n. 

-La verdad del teorema para U y V implica la verdad 

del mismo para U y V de modo que, no hay pérdida de gen~ 

ra1idad si consideramos a U y V, cerrados. 

Par a x o € Uo d e fin i m o s 

formemos el conjunto Un = Bn()Dn' [fig.2.2J. 

fig. 2.2 

Dn es convexo. 

S e a y l' Y 2 e D n y o: € [O. 1]. En ton e e s , 

Z=O:Y1+(1-0:)Y2 o:[xo + (l-~) (xl - xo)] + (l-Q<) [xo+ (l-~) (x2-x1)];con x¡,Xz€U. 

= Xo + (1-*) [Q«x1-xo}+ (1-0:) (x2 - xo)] 

= Xo+ 

= Xo+ (1-}) (x-xo) ya que, x = o:x1 + (l-Q<) x2 está en U por ser éste 
• 



un conjunto convexo. 

Dn es cerrado. 

Sea {V m} una sucesi6n de puntos de Dn' Entonces, 

lím Y m 
m+oo 

= lím [xo + (l-~) (xm - xo)] , xm e U. 
m..¡.oo 
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= Xo + (1-~) (x - xo) con lím Xm = x en U, puesto 
m..¡.o<> 

que U es cerrado. Así, hemos mostrado que Dn es convexo 

y cerrado. 

Como toda bola cerrada en mn es convexa, Bn es un -

conjunto convexo cerrado y; por consiguiente, también 10 

es U , como intersecci6n de dos conjuntos convexos cerra n -

dos. Además, Un es acotado puesto que Bn es acotada y -

U e B. En conclusión, U es convexo y compacto. Pro-n-n n 
bemos que Un n V = ~L Como UO() V = ~, por hipótesis, 

y Un e Dn bastará mostrar que Dn ~ uo. Sea y e Dn; ento~ 

ces, y = ~ Xo + (1- ~)x, con Xo e UO y x e U. Si xeUo, 

ye U ° por q u e U ° e s con ve x o . L u e g o, U n e U ° Y Un () V = ~. 

Si x € Fr(U), y e seg [xo,x [~UO ya que y no puede ser 

igual a x; pues, si lo fuera tendríamos que . 

x = 1 x o + x n 
1 -n x, O = X o - x, X o = x y x sería un pun-

to de UO, lo cual contradice nuestra hipótesis. Así, tam 
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bién en este caso Un n V ::: 0. 

Ahora, apo yánd onos en la prop. 5.1,pág.1l7 podemos a-

firmar que ex i s te un hiperplano Hn, con ecuación<un,x> :::cc n 
que separa fuertemente a Un y V. Así, para xeU ,<U ,x><ccn; n n -

mientras que, para y e V, <un'y> ~ ccn' Podemos asumir, 

al escribir estas relaciones, que los vectores U han si , n -

do normalizados de modo que, Hunll ::: 1. Entonces, las 

sucesiones {un} y { ce } son acotadas, la última porque n 

de U y V, respectivamente. Así, podemos seleccionar sub 

suces iones {Un } y {ce n }. las cuales son convergentes 
k k 

digamos, a u y a cc . Para cualquier x e uo, x estará en 

Un ' para k suficientemente grande. 
k 

Para este k, <u ,x> < cc y, consecuentemente, nk - n k 

<u,x> < cc, V x e Uo ya que, 

1 ím < u ,x> = 
k-)oO> nk 

/1 im 
'-k -+-00 

U
nk

, x) < lim cc = cc ;y,<u,x> < '" . (3) 
k -)0<)0 nk 

Sea x e Fr(U). Por ser U cerrado existe una suce -

sión de puntos de U, {x n} que convergen a x y que satis-

facen la desigualdad (3). 

Luego, lím 
n-)oO> 

<U,x > n ::: fu. lím Xn\ = 
." - n-)oO> I 

<U,x> < "'. Esta Ú 1 tima 
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desigualdad es cierta para todo x e U. 

Si milarmente, se deduce que ~ ~ <u,y>, VyeV. El hi-

perplano que separa a U y V es H = {zeL/<u,z>= ~ } . 

5.3 Definición. 

Sea U un conjunto convexo y Xo € Fr(U). Decimos que 

el hiperplano H, con ecuación <u,z> = ~, es un soporte p~ 

ra U en Xo si <U,Xo>=a:: y si U es un subconjunto de uno de 

los semi-espacios cerrados determinados por H. 

5.4 Proposic i ón. 

Si Xo € U es un punto frontera del conjunto convexo 

n U ~ffi , con UD ~ 0; entonces, existe un hiperplano sopor-

te para U en xo. 

Demo s tración. 

Hagamos V = {xo}. Entonces, V es un conjunto conve-

xo. Además, U, por hipótesis, es convexo con U01 0. Sie~ 

do X o e Fr(U) tenemos que V {\ uo =13. Luego. utilizando 

1 a pro P. 5.2, pá g. 119, po d e m o s a f i r m a r q u e e x i s t e un h; pe r -

plano H que sepa r a a U y V pasando por xo. Ahora, apoyá~ 

don o s e n 1 a de f . 5. 3 , pá 9 .123 , a f i r m a m o s q u e H e s un h i pe r -

p1ano soporte para U en Xo -

5.5 Definición . 

Un punto Xo de un conjunto convexo U es llamado un -
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punto extremo si no es punto interior de algún segmento de 

recta contenido en U; es decir, si no existen puntos 

xl' x2 e U y ~ e (0,1) de modo que X o = oc X + 
l 

Los puntos extremos de una bola cerrada son sus puntos 

frontera; los de un cubo, en m3 sus ocho vértices; los de 

los polígonos convexos en m2, sus vértices, etc. Un semi-

espacio, aunque sea cerrado, no tiene puntos extremos. 

5.6 Proposición. 

Sea U un subconjunto convexo cerrado de mn y H, un hi 

perplano soporte para U en Xo' Si x es un punto extremo -

de H () U; entonces, x es un punto extremo de U. 

Demostración. 

Supongamos que x e H () U no es un punto extremo de U. 

Entonces, existen xl' x2 E U tales que x =Ax l +(1-A)x 2 , con 

A e(O,I). Mostraremos que, en estas condiciones, xl y x2 

deben ser elementos de H nu. Como xl' x2 e U sólo falta 

mostrar que están en H. Si xl' x2 + H, están en el semi-

espacio abierto E determinado por H y que contiene a U. -

Luego, el segmento [xl'x 2J G E ya que, E es un conjunto -

convexo, y x + H rlU. Así, tenemos que existen 

xl' x2 e H (\ U tales que x = AX 1 +(1-A)X 2, con Ae(O,l); 
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es decir, x no es un punto extremo de H (1 U; esta concl~ 

s;ón es una contradicción y x debe - ser un punto extremo -

de U. 

5.7 Proposición. 

Sea U cmn un conjunto convexo, compacto no vacío. -

Entonces, U es la envolvente convexa de sus puntos extre-

mos. 
Demostración. 

En la demostración usaremos inducción sobre la dime~ 

s;ón m del conjunto U. 

Si m = O, dim A(U) = dim W = O, con W un subespacio -

del cual A(U) es una traslación. Entonces, W = {o} y 

A(U) = Como U f 0 y U ~ {x o }, de 

be ser U = {xo~. Por otra parte, 

H(U) = {xeJRn/x = CXX o + (l-a:)x o , xoeU,cxe ¡g,l]} ={xoL Así, U=H(U). 

Si m = 1, dim A(U) = dim W = 1, con A(U) una traslación del 

subespacio W. Entonces, W={Ax/xeRn,AelR}, A(U)={Xo+Ax/AxeW} es -

u n a r e c t a y U = Ca, b J. Por o t r a par te, 

H(U) = {x e lRn/x = a:a+(1-a:)b, a:€ [a,l]}= [a,bJ. Así, también en es 

te caso, es U = H(U). 

Ahora, supongamos cierto el resultado para cualquier -

conjunto compacto de dimensión, a lo sumo, m, con m < n-l. 
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Sea m + 1 l a dimensión de U y consideremos a U incluido en 

,Rm+l. Si X o es un punto frontera de U, por la prop. 5.4, pág. 

123, sabemos que hay un hiperplano soporte H (un conjunto 

afín m - dimensional) para U que pasa por Xo • El conjunto 

H () U es convexo y cerrado, por ser la intersección de dos 

conjuntos convexos cerrados. Además, es acotado ya que, -

UIIHs:U y U es acotado. Así que, H () U es convexo, compa~ 

to y su dimensión no excede a m. Entonces, de acuerdo con 

nuestra hipótesis inductiva Xo es una combinación convexa 

de los puntos extremos de H nu y, por consiguiente, una -

combinación convexa de los puntos extremos de U (prop.5.6, 

pág.124). Consideremos, por último , el caso en que X o es 

un p u n t o i n ter i o r d e U. E n e s te c a s o, c u al q u i e r re c·t a q u e 

pasa por Xo tiene como i ntersección con U un segmento con 

puntos extremos Xl' x2 los cua1es, son puntos frontera de 

U. Como Xl y x2 son combinaciones convexas de puntos extr~ 

mas y Xo lo es de Xl y x2 ' Xo es una combinación convexa de 

puntos extremos. 

Los teoremas relacionados con la separación, soporte -

y puntos extremos han sido probados en ffin; luego, por el i

somorfismo vectorial y topológico que existe entre este es

pacio y los de dimensión finita, dichos teoremas están pro

bados para cua lquier espacio vectorial normado de dimensión 

finita. 
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6. Conos Convexos en ~n. 

La última clase de conjuntos convexos que estudiamos 

son los conos convexos. Estos conjuntos t i enen un papel 

importante en el análisis económico, especialmente, en la 

teoría de la producción. 

6.1 Definici6n. 

Un cono e c~n es un conjunto de puntos que presenta 

la siguiente propiedad: si x e e; entonces, AX e e, V>.>O. 

El cono generado por un conjunto U C~n es el conjunto 

e = {yeJRn/y = >.x, V X e: U, V>. > O}. 

-El punto o es un elemento de cualquier cono y es llama 

do el vértice del cono. 

El negativo de un cono C es el conjunto e-={-y/yee}. 

Es claro que, e es un cono si y sólo si e 10 es. 

6.2 Definición. 

la suma de dos conos el ~lR~ e2 clR n denotado con 

el + e2 se define como 

6. 3 Definición. 

Un cono e eRn es un cono convexo si e es un conjunto 

convexo. 
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6.4 Proposición. 

n Un conjunto e e lR es un cono convexo si y sólo si 

(1) x € C; entonces, AX e C, V A > O. 

(2) Xl' x2 € C; entonces, (xl + x2 ) € C. 

Demostración. 

Sea C un cono convexo. Entonces, si x e C, A X 

11 A > O, por definición de cono. Ahora, veamos que -
cumple (2) : Dado que e es un cono podemos escribir 

Xl = AV I , O < A ~ l , v1 - e C; x2 = (l-A) v2 ' V2 e C 

y afirmar que Xl' x2 e c. Luego, como e es convexo, 

AV I + (1-1. ) v2 está en C; es decir, Xl + x2 está en 

e e, 

se -

c. 

Supongamos que se cumplen las condiciones (1) y (2) 

y mostremos que e es un cono convexo. La primera condi -

ción indica, por definición, que e es un cono. El cono e 

será convexo si AV l + (1-A)v 2 ,O 2 A > 1, está en e cuando 

VI Y v2 10 están. Si VI' v2 e e, por la primera condición, 

podemos afirmar que AV I , (1-A)v 2 e C y, por la segunda con 

dición, que AV I + (I-A)v Z está en C. Luego, e es convexo. 

6.5 Ejemplos de eonos Convexos. 

La semi -recta e = {y e n :m /y =AX, A~O}, con x un vector 

cualquiera de mn diferente del vector nulo. 
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Los semi-espacios~ H :: {x€ ~n/ <u~x> < O} Y 

-+ n H :: {x € ~ I <u~x> ~ O}. 

El ortante no negativo de ~n. ~~ :: {x e ~n/x > a}, 

Cualquier subespacio vectorial de Rn . 

6.6 Proposici6n. 

La suma de dos conos convexos Cl y C2 de ~n es un ca 

no convexo. 

Demostración. 

Puesto que~ A(U + v) = AU + AV; AU € Cl , si ueC! y 

CI + C2 es un cono. 

Sea xl y x2 dos puntos cualesquiera de la suma Cl +C 2" 

Por la definición de suma es 

Luego~ para cualquier punto x que sea una combinación con-

vexa de xl y Xz tenemos que 

Como AU1 + (1-A)u2 está en Cl y AV1 + (l-A)v2 está en C2, x e Cl + C2 
y Cl + Cz es un cono convexo. 
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6.7 Proposición. 

Sea {e i }, i = l, ... ,m, una famil i a finita de conos -

lR n . 
m 

de Entonces, e = I c. es un co no. Además, si cada 
1 

1 

C~, i = l, . .. ,m, es un cono convexo, e es convexo. 
I 

Demostración. 

La demostración es inmediata si aplicamos inducción -

sobre m, el número de conos, y los resultados de la propo-

sic ; ón 6.6, página 129. 

6.8 Proposición. 

Si { Ci }, i = 1, ... ,m, es una familia de co nos conve-

xos de :IR n ; ent once s, la in t ersección 

vexo . 

Demostración. 

m 

m 
() C. es un cono con 
1 1 

Que nc. es un conjunto convexo se sigue de la propo-
1 1 

s;c;ón 2. 1, página 101. 

I)l 

Sea e = r;c;. Si x e e, x € Ci , Vi' i = l,o .. , m. Como 

C. es un cono; V i - 1 m' AX € e 1 ;' - " 0" " i' 

luego, Ax e C y e es un cono . 
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6.9 Proposici6n. 

El cono C generado por un conjunto convexo es un cono 

convexo. 

Demostración. 

Dado el conjunto convexo U deseamos probar que 

C = {ye JRn/y= AX, VA ~ O, V X € U} es un cono convexo. 

Es claro, por la definición, que C es un cono. 

Xl' x2 € U, Al ~ O Y 1.. 2 ~ O. Vamos a mostrar que 

y = «Yl + (1-«)Y2' con O < ~ ~ 1, está en C. Ahora bien, 

con 

Como U es convexo x = YX 1 + (1-y)x 2 está en U e y = Bx, en C. 

Si A = O, y=o, y ó eC. El teorema está probado. 

6.10 Definición. 

S e ]R n. ea un cono convexo en Entonces, el dual o 
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* polar de C, denotado con C es definido como 

{y e n m /<x,y> ~ 0, v x e C}. 

6.11 Proposición. 

Si C es un cono convexo en mn; entonces, su dual 

C* es un cono convexo. 

Demostraci6n. 

Puesto que C* es el dual de C, <x,y> ~ 0, VxeC. 

Luego, <X,Ay> ~ O, V ~ > 0, V x e C, Ay e C* y C* es un 

cono. 

Sea Ael~,lJ y u,v e C*; entonces, 

<x,u> ~ 0, <x,v> ~ 0, <x,Au> ~ O, <x,(l-A)V> ~ O, 

<X,AU> + <y,(l~A)V> = <x+y, AU+(1-A1V> ~ O y AU+(l~A)v 

está en C*. 

Por 10 tanto, C* es un conjunto convexo. El teo -

rema está probado. 



CAPITULO III 

FUNCIONES CONVEXAS 

1. F unc ; one s Convexa s en :R. 

1. Definición. 

Sea 1 C;;;~ un intervalo. La función f; 1 -)-lR es 

con v e x a s i f G x + (1- a: ) yJ < a: f ( x) + (1 - a: ) f (y ); 11 x ,y el; 

« e (0,1). (1) 

Alternativamente a: pOdría tomarse del intervalo -

[9,0. 

f es cóncava si f Gx + (1-o:)yJ > ce f(x)+(1-a:)f(y);1Ix,yeI; 

a: e (0,1). (2) 

f es estrictamente convexa o estrictamente cóncava cuando 

las desigualdades (l) y (2) son estrictas para x r y. 

La concavidad y la concavidad estricta corresponden, 

respectivamente, a la convexidad y a la convexidad estric -

ta; por consiguiente, el estudio sobre las funciones conve

xas puede adaptarse a las funciones cóncavas. 

f es cóncava si y sólo si - f es convexa ya que 

fGx + (1-«) y] > o: f(x) + (l-«)f(y) si y s610 si 

-fGx + (1-«)yJ < ex [(-f)(x) + (1-«) [(-f)(Y)]. 

2. Proposición. 

f: 1 ~:R es una función convexa si y sólo si, para 

1 fez) - f{x) < f{y)-f(x) < f(y)-f{z) (:» x,z,y e ,con x<z<y, v z-x y-x - y-z 

133 
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Demostración. 

x < z < y implica z = ceX + (l-ce)y,· ce e(O,l), de lo cual se 

deduce que ce= ?:.::.Y... = 'i..:::J:.. ; 1- ce = x-z = z-x 
x-y y-x x-y y-x 

Supongamos f convexa. Entonces, 

f G x + ( 1 - a: ) y] ~ ex: f ( x) + (1- ce) f ( y ); V x, y el; ce e ( O , 1) y, 

f(z)~a: [}(x) - f{y)]+f(y)=~=~ [}(x) - f(Y)] + f(Y). 

Luego, 

fez) - f(y) <f(x) - f(y) ; f(y) - f(x) < f(y)-f(z) (4) 
y - z - y - x y - x - y - z 

También, f(z)~cef(x)+f{x)-f(x)+(1-ce)f(y)=f(x)+{l-a:) [}(y)-f(x] 

Así que, f(z)_f(x)<z-x rt"(y)-f(x\l -y-x ~ u 

fez) - f(x) < f(y) - f(x) 
z - x y - x 

(5 ) 

Por tran s itividad, aplicada a (4) y (5), obtenemos las de-

sigualdades del teorema. 

Ahora, supongamos que las desigualdades en (3) son -

ciertas. Entonces, 

f ( z) 2. f ( x) + [f (y) - f ( x)] ~ = ~ = 

f(x) + (1-oc) I}(y) - f(xU = cef(x) + (l-ce) f (y) , 

-fez) ~ [}(y) - f(x[] ~ - f(y) = y-x 

[ley) - f(x[lce- f(y) = - cef(x) + (ce- 1) f{y) y 

fez) ~ ce f(x) + (1 - oc) f(y). 

En todo caso resulta que f es convexa. 
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Como x, Z, y e 1, los puntos P = (x,f(x)) , 

Q = (z, f ( z )) y R = (y, f (y )) e s t á n. e n el 9 rá f i e o de f. L a s 

expresiones en las desigualdades de (3) representan respe~ 

tivamente, de izquierda a derecha, las pendientes de los -

segmentos PQ, PR Y QR. Así que, geométricamente, con la -

proposición 2 se afirma que si f es convexa el punto Q es

tá en la cuerda PR o bajo ella, lo cual significa que el -

gráfico de f coincide con dicha cuerda o está bajo ella en 

el; n ter val o ~, y] par a c u a 1 e s q u i e r a x, ye 1 . ( f i g. 3. 1 ) . 

Q. x Z y o 

z = ~ x + (l-~)y; ~ e (0,1). 

fig. 3.1 

3. Proposición. 

x z y 

Sea f: 1 + IR una función y S = {(x,y) € IR2/y~f(x}, 

~xeI}. Entonces, f es convexa si y sólo si S es un conju~ 

to convexo. 

Demostración. 

Si f es convexa, si (xl' YI)'(x 2 , Y2) son dos puntos 
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cualesquiera de S y si o:e[9,1]; entonces, fez) = 

fGxl + (1-a:) X2J~ a: f(X 1 ) + (l-!"') f(x 2 ) 2.O<:Yl+(1-o:) Y2 y 

P = [;x 1 + ll-c:)xz, O::Yl + (l-cc)yZ] está en S ya que, zeI. 

Además, 

P = a:(x l , Y1 ) + (1-a:) (x 2 ' Y2); luego,S es convexo. 

Si S es convexo, (Xl' y 1 ), (x 2 ' Y2) son dos puntos -

cualesquiera de S y f, con Yl = f(x 1 ), Y2 = f(x
2

) y si 

a:e[9,[l ; entonces, 

o:(x 1 ,y 1 ) + (1-0:) (x 2 ' Y
2

) = Gx 1+(l-o:)x 2 ,a:Yl+(l-a:)y;1 está 

en S; luego, fGx1 + (I-0:)x 2 ] < ce f(x 1 ) + (1-0:) f(x 2 ) y 

f es convexa. 

Con un procedimiento similar se prueba que: 

4. Proposición. 

Si f: 1 -+ IR es una función y S = {(x,y)e IR 2 /y < f(x), 

v X € I}; entonces, f es cóncava si y sólo si S es convexa. 

5. Ejemplos de Funciones Convexas. 

Toda función afín f: 1 e IR -+ lR, con f(x) = mx+b. 

. g: lR -+ IR, con g(x) = 2 x . 

h: IR -+ IR, h(x) x con = e . 
; : 1R+ -+ IR, con i(x) = xP , P > lo 

j : lR+ -+ lR, con j(x) = x 10g x. 
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1.1 Continuidad. 

Si una función convexa no es ' contínua en todo su do-

minio, las discontinuidades sólo pueden ocurrir en los pu~ 

tos frontera de su dominio, es 10 que se deduce de la pro-

posición 2 que demostraremos a continuación. 

1. Proposición. 

Sea f: [j.,tU + IR una función convexa acotada. Enton-

ces, f está acotada superiormente por M = máx {f(a), f(b)} 

e, inferiormente, por m = 2f (a ~ . b) - M. 

Demostración. 

Si z = a:a + (l-a:)b, con cx:E [9,lJ, es un elemento cual

quiera de [}.,~; entonces, f Ga+(1-a:)bJ2.a:f(a)+(1-cx:)f(b) 2. 

a: M + (1-a:) M = M. 

Supongamos que z a + b = 2 + t es un elemento cualquie-

ra de [}.,bJ. 

Entonces, 

f(a~b} = f G ( a~b + t J + i [a ~ b - t JJ < -

1 f (a~b + t J + 
1 f (a~b t) y, "2 "2 

f ( a+b -2- + t) ~ 2 f ra ~b ] - f (~ - tJ~ 

2 f (a~b)_ M = m ya que , -f [ a~b - t 1 > -M. 
) -

Así, para cualesquie ra x,ye[}.,bJ, f(x) - f(y) < M-m. 
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2. Proposición. 

Si f: 1 ->- m es una función convexa, f sati sface una 

condición de Lipschitz sobre cualquier intervalo cerrado 

[j.,~ S; l°, con l° el interior de 1. En consecuenc'ia, f 

es absolutamente continua en ~,tU y contínua en l°. 

Demostraci6n . 

Seleccionemos E > O de modo que a - E Y b + E perte

nezcan a l. Sea M y m, respectivamente, el supremo y el 

ínfimo de f en ~ - E, b +e:J. 

Con x e y dos puntos cualesquiera de ~,bJ (fig. 3.2) 

hagamos 

z = y + ! y : x! (y - x) y ex = ~ * I ~J x!' En ton c e s , 

ze í.;a b+ :-T 1 E =! T -x! z + E X = ~-e:, e:~, -ex= e:+!y-x! e y e:+ y-xl e:+!y-xl 

<xZ + (1 - a:) X. 

Luego, tenemos que, 

f(y) < a: f(z) + (1 -a:) f(x) = ex[f(z) - f(x)] + f(x) y 

f(y) - f(x) < a:(M-m) < ¡y-xl (M-m) = K!y-xl, con K= M-m 
E E 

Como f(y) - f(x) ~ K!y -x l es cierto para cualesquiera 

x, y e ~,tD; es cierto, entonces que f(x)-f(y)~Kly-xl y 

por ello, que If(y)-f{x)1 ~ Kly-xl. 
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Así, f es Lipschitz. 

S e a {( a . ,b . ) }, i = 1 , ... , n, u n a col e.c ció n d e s u b i n ter val o s 
1 1 

abiertos disjuntos de [},b]. Por ser f Lipschitz, 

!f(b,.) - f(a,·)1 < K (b. - a.). Luego, 
- 1 1 

n n n 
l If(b.)-f(a·) 1 < KI (b.-a.). 
1 1 1 -1'1 

n 

Si hacemos KI(b.-a.) 
1 1 1 

< E 

n 
tendremos que L (bi-a i ) < ~ implica L [f(bi)-f(ai)1 

1 1 
< e 

y f es absolutamente contínua en ~,bJ; de aquí, unifor 

m e m e n te con t í n u a e n ~, bJ, con t í n u a e n ~, bJ yen 1 o • 

• • 
a-e a 

x 
• 

y 
• 

fig. 3.2 

1.2 Diferenciabilidad. 

• • 
b b+e: 

Una función convexa no es necesariamente diferencia -

ble, aún en puntos interiores de su dominio; pero, la di-

ferenciabilidad lateral es una consecuencia inmediata de 

la convexidad. 

1. Proposición. 

Sea f: 1 -+ lR una función convexa. Entonces, 

1) Si x es un punto interior de 1, las derivadas latera-

les derecha f~(x) e izquierda f~ (x)existen y f~Q<)<f~(x). 

2) Si f es diferenciable en y e 1; entonces, para x e 1 se 

tiene fl (y) (x-y) < f(x) - f(y). 



·140 

3) Si x e y son dos puntos interio res de 1 con x < y; 

entonces, f~(x) < f~(x) :.. f~(y) :.. f~(y). 

Demostración . 

Pa ra ( 1) . Sea r,s,t, E 1 , con r < S < t. Por ser f 

una función convexa sabemos que 
fes) - f(r) f(t) - f(r) f(t) - fes) 

(6) < < s - r - t - r - t - s 

Como x € l °, existe E: > O tal que (x - €, X + E:) Col. 

Trabajaremos en este intervalo. Si aplicamos la desigual-

dad de la izquierda de (6 ) a r = x, s = x + k2 , t = x + k1 , 

con O < k2 < k1 < E:, Y a r=x, s=x + h1 , t = x + h2 , con 

- e:: < h 1 < h2 < O tendremos, respectivamente, que 

(a ) f(x + k2 } - f(x) f(x + k 1 ) - fe ,, ) 

k2 
< k

1 
-

( b ) f(x + h 1 ) - f( x ) f(x + h2 ) - f(x) 
h1 

-< h
2 

-

De ( 6 ) se deduce que f~rl-f(s} < 
f(t}-f(s) Si aplicamos r - s - t - s 

esta desigualdad a r = :< + h 2 , s = x, t = x + k 2 , con 

- € < h2 -< O < k2 < € , te ndremo s 

f(x + h2 ) f" ( . f(x + k2 ) - f(x) (e) - . x) 
< -

h2 k2 

Combinando ( a) , ( b ) Y (c) res ulta 

f(x+h 1)-f(x) f(x + h2)-f(x) f(x+k 2 )-f.(x) f(x+k 1)-f(,q (7) 

h1 
-< h2 

< k2 
-< k1 

- - -

con - e:: < h1 -< h2 < k2 < k1 < E:. 
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De estas desigualdades se deduce, inmediatamente, que 

i) f(x+h)-f(x) no decrece y está acotada superiormente 
h 

cuando h < O tiende, monótonamente, a O. 

ii) fLx+k)-f{x) no crece y está acotada inferiormente -
k 

cuando h > O tiende, monótonamente, a O. 

Luego, 

f' ( )=lím.. f(x+h)-f(x) . f' (x)=lím f(x+k)-fW existen. 
- x h-+o h ' + k-+o+ k ' 

Observando (7) se deduce, inmediatamente, que f:(x)~f~(x). 

Para (2). 

(a) Sea x>y, r = y e t=x en (6). Entonces, 

iJ2)-f(y)<iJ X)-f(y) implica lím f(s)-f~<f(x)-f(y); 
s - y - x - y s-+y s - y x - y 

es decir, f' (y)<f(x)-f(U Luego, f' (y) (x-y)~f(x)-f(y). 
- x - y 

(b) Sea y>x. r = Y, t = Y en (6). Entonces, 

f(y)-f(x)<f(y)-f(S) implica f(y)-f~lím f(y)-f(s). 
y - x Y - s y - x -s-+y y-s ' 

es dec i r, 

f(y)-f(x )<.f ' (y) ,f' (y) (y-x»f(y)-f(x) y-x - - f I (y) (x-y)~f(x)-f(yL 

Para (3). 

De (6) deducimos que f(s)-f(r) f(s)-f(t) Si aplicamos 
< t· s - r - s-

e s t a d e si g u al dad a r = x, t= Y , s, con x < s < y, Y s i ha -
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cemos k = s - x > 0, h = s - y < O tendremos que 

f(x + k) - f(x) 
k 

< f(y + h) - f(y) 
h 

Luego, de acuerdo con la primera parte (a), tenemos que 

f~(x) < 
f(x+k)-f(x) f(y+h)-f(y) < 

k ~ h f~(y) y, además, que 

Esto significa que f~ y f~ son crecientes en el interior 

de 1. 

Si f fuese estrictamente convexa, f ' y f' serían estríe -
+ 

tamente crecientes en l°. 

1.3 Caracterización. 

Caracterizaremos las f unciones convexas con propie-

dades de la primera y segunda derivadas y con la existen 

cia de rectas soporte. 

1. Proposición. 

Sea f: (a,b) c.1R -r JR una función diferencíable en (a,b). 

En ton c e s, f e s e o n ve x a [} s tri e t a m e n t e con ve x a] e n ( a , b) s i 

Y sólo si f' es creciente [}strictamente creciente] en e

se intervalo. 

Demostración. 

Supongamos f convexa ~strictamente convexa]. Enton 
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ces, f~ Y f~ s on crecientes ~st , i c t ame nte cre c ien tesJ -

en ( a ,b). Como f es diferenciable en (a,b), f'=f~=f~ y f' 

es c reciente ~strictamente crecient~ en dicho intervalo. 

Ahora, supo ngamos que f ' es crecient e en (a,b) . Para prQ. 

bar que f es convexa mostrar emo s que para cualesquiera 

x,y€(a,b),f(t)-f(X) <f(y)-fl~1<f(y)-f( t ), con x <t<y. 
t -x - y-x - y-t 

Puesto que f es con tinua en [2<,yJ y di f erenciable en (x, y) 

el teorema de l valo r medio nos asegura que existe ze(x,y) 

tal, que fl(z) <f(y)-f(x) y como f' es c r eciente en (x,y) 
- y - x 

tenemos que 

i) f' (t\ < f(y)-f(x) 
I - Y - x 

i i f ' (t) > f(y) - f (x) 
- y - x 

Por ot ra parte, 

si x < t < z 

siz<t~y. 

a) f' (t)(x-t)~f(x )-f(t) imp li ca f' (t)~f(~)=f~x),Si x<t. (8) 

b) f ' (t)(y-t )~f(y)-f(t) impli ca f ' (t)<f(y)-f(t) , si t<y. 
- Y - t ( 9} 

[prop. 1, pág i na 139 ]. 

Al combinar , respec t ivamente, (8) con (i) y (9) con (ii) 

obtenemos 

f(y) - f(x1 > f(t) - f( x) si t (10 ) x < y - x - t - x 

f(Y) - f(t) f(y) - f~ si t ( 11 ) > < y y - t - Y - x 

y, por transitiv i dad apl icada a (lO) y (11), resulta q ue 
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f~t) - f(x) <f(y) - f(x) < f(y) - f{ t) 
t - x y - x y - t 

si x <t< y 

Para f estric tamente creciente se sigue el mismo procedi 

miento con la desigualdad estricta . 

2. Proposición. 

Sea f:(a,b) ~m + ffi una función dos veces diferencia 

ble en (a,b). f es convexa si y sólo si fll(X)':"O, Vxe(a,b). 

Si fl/(x»O sobre (a,b), f es estrictamente convexa en ese 

intervalo. 

Demostraci6n . 

Si f es convexa, f' es creciente y flt(x).:..O sobre (a,b). 

Si fll(X )':"O, lJxe(a,b), f' es creciente y f es convexa sobre 

(a,b). Cuando sea f"(x»O, V-xe(a,b), f' será estrictamen

te creciente y f, estrictamente convexa sobre (a,b). 

Ahora, resulta fáci1 comprobar que las siguientes funcio-

nes son convexas: 

'f: lR + m, f(x) ::: eX 

+ 
9 (x) 10g · g: IR +ffi, = - x. 

· h: [0,(0) + IR, h{x} = - xP, o < p < 1. 

· j : lR+ + IR, j (x) ::: X 109 x 

· k : ffi + ffi, k(x) ::: (a +bx 2 )1/2; a > O, b > O. - -
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3. Definición. 

Sea f: 1 e 1R -+ 1R una función y X o€ l. f tiene sopo!. 

te en Xo si y sólo si existe una función afín 

A(x) = f(x o) + m(x - xo) tal, que A(x)~f(x), VxeI. El 

gráfico de 1a función soporte A es la recta de soporte p~ 

ra f en xo • 

4. Proposición. 

f: (a,b) ~1R -+ IR es una función convexa si y sólo si e 

xiste, al menos, una recta de soporte para f en cada 

X o e (a,b). 

Demostración. 

Supongamos f convexa, Xo e(a,b) y meIT~(xo), f~(xo[l. 

Entonces, f(x)-f(x o) ~ m, si X>X o ; f(x)-f(x o) <m, si x<xo. 
x - Xo x - Xo 

En cualquiera de los dos casos resu1ta que 

f(x) ~f(xo) + m (x-x o); luego, hayal menos, una 1ínea de 

soporte para f en cada punto de (a,b) ya qu e Xo es un ele 

mento cualquiera de (a,b). 

Antes de mostrar la segunda parte de1 teorema observemos -

que si A: (a,b)~1R -+ lR es una función afín; entonces, 

AGx+(l-«)yJ= cx:A(x) + (1-cx:) A(y). 

En efecto, por ser A afín, su ecuación es de la forma A(x)= 

mx + b. Luego, 
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AGx+(l- ex: )y]= mG x+(l - ex:) y] + b=m ex:x +ex: b + m( l - ex: )y+b- ex: b 

= ex: (mx+b) + ( l- ex: ) (my +b) = ex:A(x )+(l-ex:) A{y) 

Ahora, supongamos que f tiene una línea sopo r te en cada -

punto de (a,b). 

Sea x,ye(a,b),x o =ex:x+(1- o: )y, o: €[9,1]y A(x)=f(xo)+m(x-x o ), 

la función soporte de f en xo. Entonces, tenemos que 

f ( x o ) = f [ o: x + ( 1 - oc ) y] = A ( x o ) = A G x + ( 1 - o: ) yJ = oc A ( x ) + ( 1 - o: ) A (y ) 2. 

a: f(x) + (1-0:) f(y) y, f es co nvexa. 

1.4 Operaciones Cerradas. 

Ahora estudiamos las operaciones con funciones conve 

xas que dan como resultado ot ra función convexa. 

1. Pro posición. 

Si f: 1 ~lR -,. IR , g: l clR ..,. lR son funciones convexas 

y si >.. > O; entonces, f+g y >.. f son funciones convexas so

bre l. 

Demostración. 

Como f Y 9 son convexas, te ne mos que Vx, y€1 y para cre(O,l) 

fGx + (1-a:)yJ 2. ex:f(x) + (l- a: )f(y), 

gGx + (1-a:)yJ < oc g(x) + (1-a:) g(y). 

Luego, 
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( f + 9 ) G x + ( 1 - a: ) y].:.. o: [J f + 9 )( x )] + ( 1 - o: ) [] f + 9 ) (y)] Y f + 9 e s 

convexa . 

De inmediato se deduce que Af es co nvexa pues , 

AfGx+{1- a:)y]= A {fGx+{1-a:)Y]}2 A [; f(x)+(l-a:)f(y}] 

< a: [JAf)(x[J + (1- 00 ) [JAf)( y)]. 

2. Proposición. 

Sea f: 1 c.1R ->- IR y g: J s;:.:.lR ->-lR dos funciones tales 

que el rango de f es un subconjunto de J. Si f Y 9 son 

convexas con 9 creciente ; entonces , la función compuesta 

gof: 1 c::.lR ->- IR es convexa. 

Demostración. 

Sea x, y e 1 y a: e ( J .l). 

( 9 o f) l:" x + (1- a: ) y] = 9 { f G x + ( 1 - o: ) y]} ~ 9 G f ( x ) + ( 1 - o: ) f (y J] ya 

que f es convexa y g , creciente. Luego, 

( 9 o f) G x + ( 1- o: ) y] ':"9 ~ f ( x [] + 9 [J 1- a: ) f (y)] < ~ lC9 o f) ( x )] + 

(1-0:) (gof)(y)] porque 9 es convexa. El teorema está prQ. 

bado. 

3. Proposición. 

Si f: 1 <;:.lR ->-lR y g: 1 ~IR ->-lR son dos funciones no 

negativas, decrecientes [S:recientes] y convexas; enton

ces; h(x) = f(x)g(x) también es no negativa, decreciente 

(Sreciente] y co nvexa. 
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Demostración. 

Es claro que el producto fg es no negativo. 

Sea x,yeI con x<y. Entonces, f(x)~f(y) y g(x)~g(y) imp1l 

ca (fg)(x)~(fg)(y). Es decir, fg es decreciente. 

Es obvio el resultado (fg)(x)~(fg)(y) cuando f y 9 son cre 

cientes y x < y. 

Ahora, mostramos que h es convexa. 

Si x < y; entonces , 

[1(x)-f(y)] [9(y)-g(x)] 2-0 y 

f(x)g(y)+f(y)g(x) ~f(x)g(x) + f(y)g(y) 

Pa ra a: > O, B > O Y ex + B = 1 tenemos 

f(exx+BY)9(a:x+BY) ~ Gf(x)+ sf(Y)] ~9(X)+B9(Y)J 

~ a:2f(x)g (x )+0:6 [l (x)g (y )+f(y)g (x)] +s2f (y) 9 (y) 

(12 ) 

~ a: 2f(X)9(X)+a:B[f(X)9(X)+f(y)g(yñtif(y)9(y), por (12) 

~ a: (oc+S)f(x)g(x)+S(a:+B)f(y)g(y) 

~ a:f(x)g(x)+Sf(y)g(y) = o:[(fg)(x)]+S[(fg)(y)] 

La demostración de la convexidad de fg en el caso en que f y 9 son cr~ 

cientes es si'mi,lar. 

4. Proposición. 

Sea (fi)ieA una familia arbitraria de funciones con -

vexa s con f,.: 1 <; lR + lR. Sí f(x)=sup f. (x) y J={xeI/f(x)<oo} es 
." 1 lE,... 

no vacío; entonces, J es un intervalo y f es convexa so bre J. 
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Demostración. 

Sea x, y € J Y ~ € (0,1). Entonces, 

f ( z) = f G x + (1 - a: ) y] = s u P f i G x + (1- a: ) y] 
ieA 

:::.sup Gf,.(x)+(1-a:)f,.(y[1 , por ser f. convexa, 
1 . A ieA le . 

<a:SUp fi(x)+(1-a:) sup fi(y), por propiedad del 
- ieA ieA Supo 

:::. ex f (x) + (1-a:) f (y ) . 

Como f(x)<~, f(y)<oo, ccf(x)+(l -cc)f(y )<oo y zeJ. Así, J es un intervalo 

(contiene todo punto entre dos cualesquiera de sus puntos) 

y f es convexa sobre él. 

5. Proposición. 

Si f : 1 e 1R -r lR es una sucesión de funciones convexas n -

que convergen a una función 1 imite acotada f: I S-lR -r lR; 

entonces, f es convexa. Aún má s, la convergencia es uni-

forme sobre cualquier subintervalo cerrado de ro, el inte-

rior de 1. 

Demostración. 

Sea x,yeI y O:E(0,1). Entonces, 

fGx+(l-a:)y] = lím 
n -~oo f n ~ x + (1- ex ) y] 

< 1 ím ~ f (x) + (1 ) f ( JO n-rOO L n -o: n y 

< 

< o:f(x) + (l-~)f(y) Y f es convexa. 
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Sea a < c < b tres puntos cualesquiera de 1, 

o: = sup fn(a), y = inf fn(c), S = sup f (b). Sea, ade 
n 

más, Ll' L2 Y L3 las tres funciones afines que satisfa -

cen L1(a) :: IX , L1(b) :: B , L2(c) :: Y. L2(b) :: .8, L 3 (a) = a: 

y L
3

(c) = y. [fig. 3.3 ] 

Mostraremos que {f n} está uniformemente aco 

tada por estas funciones afines. 

s 

oc 

y 

o a e b 

fig. 3.3 

Si x = Aa + (l- A) b es cualquier punto de [?,b]; entonces, 

para un n arbitrario, fn(X) ~ Á f n (a)+(I-Á)f n (b) ~ 

es afín. 

Si x es cualquier punto de ~,c] podemos escribir 
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c = >..x + (l->..)b, con >..€(O,l) y x = ~ c + A~l b. Luego, 

es afin. 

Simi1armente, s; x€ [1:,bJ escribimos C=Ax+(1-A)a,;\€(O,J]. 

L X = 1 e + ;\-1 uego, ;\ -A- a, 

L3(c)~fn(c)=Afn(x)+(1-A)fn(a)~Afn(x)+(1-A) L3(a) y 

fn(x)d- L3(c) + \1 L3(a) = L3( f c + A~l aJ = L3(x), ya que tam-

bién L3 es afín. 

Así, {fn} está aco tada superiormente por Ll sobre ~,bJ ' 

inferiormente por L
2 

sobre [}.,c] y por L3 sobre [S,b]. 

Por otra parte, sabemos que una fun ción convexa satisface 

una condición de Lipschitz sobre cua l quier compacto conte-

nido en el interior de su dominio l. Luego, existe K, in-

dependiente del número natural n, tal que 

Ahora, sea E > O Y seleccionemos un conjunto finito E de -

puntos de[},~ de modo que cada punto de este intervalo -

esté a una distanc ia menor o igual que ;K de, al menos, un 

punto de E. Puesto que E es finito existe N E m para el -
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cual m,n .:: N implica !fn( z) - fm(z ) ¡ .::. ~ , lIzeE, ya que -

la sucesión es converge nte. Luego, s i 

X € [a,b] , zeE, Iz - x l < 3E:K Y m, n ~ N tendremo s que 

[ f n (x) -f m (x) 1.::.1 f n (x) -f n (z) 1+ ¡ f n (z) -fm (z) ! + I f m (z) -f m (x) I 

~ Klx-z ! + J + K!x -z l .::. e. 

lo cual es, precisamente, la condición de Cauchy para la convergen

e ; a un i f o r m e s o b r e [a, bJ . 

1.5 Funciones Logarítmicame nt e Convexas. 

1. Definición. 

La funció n f : 1 c;:.lR -+ lR es logarítmicamente con -

vexa si f es posit i va y si la función 10g f es convexa so-

bre l. 

2. Proposición . 

f: 1 clR -+ 1R es 10garí tm icamente convexa si y sólo si 

f es positiva y f (""x + Sy) < f""(x) f6(y), con x,yeI,"" > 0, 

B > O , "" + B= l. 

Demostración. 

Supongamos f l oga rítmica ente convexa. Entonces, f 

es positiva y 10g f, convexa sobre 1; lu ego, para"" > O, 

6 > O Y "" + 6 = 1 t enemos que 

10g f (crx + BY ) < "" 10g f(x) + 6 log f(y) 

< 10g f""(x) + log f6(y) 

< 10g fa:(x) f6(y) 
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De esta Gltima desigualdad se deduce que f(<<x+ BY) < 

("(x) fS(y). 

El reciproco se muestra siguiendo un proceso inverso . 

Puesto que f(x) = exp Oog f(x)] es una composición de 

dos funciones convexas con exp una función creciente, se 

sigue que una función logarítmicamente convexa es convexa. 

3. Proposición. 

La suma Y el producto de dos funciones logarítmicame~ 

te convexas definidas sobre un intervalo 1 son funciones 

logarítmicamente convexas. También el límite de una suce 

s;ón convergente de funciones logarítmicamente convexas -

es lo ' arítmicamente conve ::a. si tal función existe Y es -

positiva. 

Demostración. 

+ Sea a,b,c,d, « ,se ffi con «+ 8 = 1 . Entonces, 

a«bS= exp[}og att:t!]=expGlog a+slog JiI::.."'~xp(log a)]+B~xp(1og b)] Y 

a "'b B <",a + S b. 

Luego, 

a"'bS + c"'dB 

(a+c t (b+d) B 

1 y, 

(13) 
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Como f Y 9 son logaritmicamente convexas; para x,y e 1 te 

nemos que 

f(a:x+SY)+9(a:x+l3y)~fO:(x) fS(y) + ga:(x) g/3(y)~[(f+g)O:(x)] [{f+g)l3(y)J, de 

acuerdo con 1a desigualdad (13). Lo que muestra la afir-

mación para la suma. 

Si x,yeI, 0:>0,/3> O y a: + B :: 1; entonces, 

log [(fg) (a:x+SY)] :: 10g f (a:x + BY) + 10g g (a: X + BY) 

< a: 10g f(x) + 810g f(y) + 0:109 9 (x)+Slog g(y) 

< o: 10g [(fg)(x)]+ 1310g [(fg)(y)] 

2. 109 [(fg) (x)] 
a: B 

[(fg)(y)] y, 

a: 13 
(fg)(o:x+8Y) ~ [(fg)(x)] [(fg)(y)] , y queda mostrada la 

afirmación para el producto. 

Sea {fn}, co~ f n : 1 c;;;:IR + IR, una sucesión convergente de -

funciones logarítmicamente convexas cuyo límite es 

f: 1 ~lR + 1R; o: > O, S> O Y o: + 8 :: 1. Entonces, 

1 ím r: ] ~ n~ ~log fn(x) + 8109 fn(y) 

< o: 11 09 lím f (x0 + J10g lím f (y0; es decir, - L n-+oo n ~ L n-~ n ~ 

10g f(o:x+8Y) ~ o: 10g f(x) + slog f(y} 

~ 10g fOC(x) fB(y). 

De esta última desigualdad resulta que f(O:X+By)~fa:(x)fS(y). 
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2. Funciones Convexas en Espacios Vectoriales Normados. 

En esta sección generalizamos el concepto de función 

convexa con valores rea l es tomando, como conjunto de parti 

da, un espacio vectorial normado cualquiera L. Luego, es-

tudiamos la continuidad de estas funciones y algunas carac 

terizaciones de las funciones convexas, por medio de la di 

ferenciabilidad. 

1. Definición. 

Sea L un espacio vectorial normado y U ~ L un conjunto 

convexo. Entonces; f:U + m es una función convexa sobre U 

s; 

fGx+(l-a:)il 2. a:f(x) + (l-a:)f(y); Vx, yeU; a:€ (0,1) 

Las demostracio nes de la s proposiciones que se refie -

ren al comportamie nto de una fun ció n convexa f: UcL + JR, 

en un punto particu lar Xo € U, se simplifican utilizando -

la función 

g:VcL+1R, con g(x) = f (x+xo) - f(x o ) y V ={ xeL/(x+xo)eU} ya . que, 

el estudio de 9 es equi valente al de f, como 10 veremos -

más adelante. Obs erve mos que si y = x + xo, x = y - Xo y 

cuando y = Xo, -x = o; es de ci r , el origen está en el domi-

nío de g. Además. 9 (o) = O. 

2. Proposición. 

Sea f: U ~ L + 1R una función convexa y g: V ~ L + JR, 
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la funció n de f inida por g(x) = f(x+x o) - f(x o ) con 

v = {X € L / (x + x o ) e U } . En t o n'c e s , Ves u n e o n j un t o e o n ve x o 

y g, una función conve xa . Además, V es un conjunto abie~ 

te (cerrado) si y sólo s i U es un conjunto abierto (cerr~ 

do) . 

Demostración. 

Sea xl' x2eV y a:e(O,l). Entonces, (xl + x o). (x 2 + xo) pert~ 

necen a U e y = a: (x1+xo)f(1-a:) (xZ+x o ) =: a: x1+(l- a: )x2+xo está en U, 

por ser U convexo; luego, a:x1 +(1- o: )x2 está en V y V es con 

vexo. 

V es abierto (cerrado) si y sólo si U es abierto (cerrado) 

ya que toda traslación es un a función continua y V se ob -

tiene de U por traslac i ón. 

Por último, mostramos que 9 es convexa. 

gGx1+(1-o:)x2 J = fGx 1+(1 - o:)x2+xJ- f( x o ) 

= f[0;(x1+x o )+(1-o:)(x2+x o )] - f(x o ) 

~ a: f(x 1+x o)+(1-a:)f(x2+x o ) - f(x o ) 

~ a: [f(x 1 +x o ) -f(x o )] +( 1-0;) [f(x2+x o ) -f(x o )] 

< a: g(x1) + (1-0:) g(x2) 

3. De fin i ció n . 

Sea U un subconjunto del espacio vectorial normado 
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L Y f: U -)- IR, una función. Se dice que f está localmente 

acotada en U, si para cada x e U existe un vecindario sobre 

el cual f está acotada. 

4. Proposición. 

Sea U ~ L un conjunto abierto y convexo del espacio -

vectorial normado L y f: U -+ :IR , una función convexa. f es 

tá localmente acotada en Xo si y sólo si la función g, de 

la proposición 2. está 10ca l mente acotada en o. 

Demostración. 

Si f está localmente acotada en Xo existe un vecinda

rio V(xo,e:) c;; U tal que If(x) ! .s.. M, V x € V(xo,e:). Sea 

(x + x o. € V (x o , S ); en to n c '~ s, (x + x o) € l Y x € V. 

Además, como I l x+x o-xo l l = I l x l l < E: , X€ V (o, s ); luego, 

g(x) = f(x+xo)-f ( xo) ~ M- f (xo) y 9 está local y superior-

mente acotada en el origen . Mostraremos que 9 también es

tá local e inferiormente acotada en O. Puesto que, 

I ¡-xl l=¡ Ix l I < s, -xeV(o , s) y como o = ~ x + ~ (-x) y 9 es convexa, 

( -) 1 (\ 1 9 o .s.. 2 9 Xl + 2 g(-x). Luego. g(x)~ 2g(0)-g(-x) =-g(-x) ~ f(xo)-M 

ya que, g(o) = O Y g(-x) .s.. M-f(x o). Así,g está 10calmente acotada en 

el origen. 

Recíprocamente, supongamos que 9 está localmente acotada en el origen. 

Entonces, existe un vecindar i o V(o,E:) e v tal que 
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¡Ix I1 < E, xeV y s i xoeU, (x+x o)eU . Además , 
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( x + x o) € V (XC'.E) ya q u e, 1 i x + x o - X o 1I '" ¡ 1 x 11 < E: . L u e 9 o , 

Así, f está lo cal y superiormente acotada en xo puesto -

que x + Xo es un punto cualquiera de V(xo, E) . Sólo fal-

ta mostrar que f está local e inferiormente acotada en Xo. 

Como Ilxo-x-xo ll::: lI -x ll < E: , ( xo -x)eV(x o, d, f convexa y 

1( 1 1 1 Xo'" '2 x+xo)~xo - x), f(x o) .:: '2f (x+xo) + "2 f(xo-x). As í, tenemos -

que f(x + xo) ~2 f(x o ) - f(xo-x) ~ f(x o) - M pues, f(xo-x) .::~¡ + f(xc ) 

implica - f (xo-x) > -M-f(x o) 

5. Pr e posic ión. 

Sea L un espacio normado y d, la distanc ia i ndu ci da -

por la norma de L. E ,tonces , para cad a A ~ E no vacío y 
+ para cada r e m , V(A,r)= {xeL/d(x , A) < r } es un vecinda -

ric abierto de A. 

Demostración. 

Si x€V(A,r ) , d( x ,A) < r y r-d(x,A) > O. Consideremos 

la bo la abierta B(x,r - d(x,A)) y mostremos que está incluida 

en V(A,r}. Si y pertenece a esta bola, d(y,x) < r-d(x,A). 

Como d(y.A) - d(x,A) < d(y,x) t enemos que d(y ,A) < r. Así, y e V(A,r) 

y para cada x € V(A,r) podemos encontrar una bola B(x, r-d (x,A)) 
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completamente contenida en V(A,r). Además A~V(A,r) ya -

que d(x,A) = O < r, si x e A. Así, V(A,r) es un vecinda 

rio abierto de A. 

Cuando A = {a}, V(A,r) = V( {a},r)={xeL/d(x ,a )<r}= B(a,r) 

y se dice que esta bola abierta es un vecindario de a. 

6. Proposición. 

Sea U ~ L un conjunto abierto y convexo del espacio vecto

rial normado L y f: U -+ IR, una función convexa. Si f está 

acotada super i ormente en un vecindario de un punto Xo e U; 

entonces, f está localmente acotada. 

Demostración. 

Supongamos, por conveniencia, que f está acotada superior

mente por B en el vecindario V(o, E:). Entonces, de acuer

do con la primera parte de l a demostración de la prop. 4,pág. 

157 , f está inferiormente acotada en V(o, E: ). 

Considerando como cierto que f está acotada superiormente 

por B en V(o, e) mostraremos que f está acotada en un ve

cindario de y e U, con y t o. 

Seleccionemos r > 1 de modo que z = ry estén en U y -

hagamos A = l/r; entonces, de acuerdo con 1 a prop. 5, pág.158, 

M = {veL/v = (l-A) x + AZ, xeV (o,c)} es un vecindario de 

y = A Z con r a dio (1 - A )E: ya q u e , 



II (l-A) x + AZ - Azl l == (1-A ) It x 11 < (l-Ah. 

Luego, f(v) ~ (I-A) f(x) + A f(z)~ 
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Ahora, puesto que O < A < 1, A f ( z} < f(z), si f(z) .::. O. 

Además, (1->..) f(x) < B. Así que, en este caso, f(v)~B+f(z). 

Por otra parte, si f(z) < O, >..f(z) ~ O. Además, como 

x e V(o,E), f(x) .::. f(o) - B, -Af(x}.::.. A [8 - f(o)] y 

A I)(z) - f(x)] ~ A [B - f(o)]. Así, de f(v)<f(x) +A[f(z}-f(x)] 

se deduce que f(v) ~B + A [B - f(o)]. 

En ambos casos, f está 10cal y superiormente acotada 

e n u n v e c i n dar i ° d e y; 1 u e 9 o, d e a c u e r d o e o n 1 a s e 9 u n da -

par t e del a pro p. 4, pá 9 .157, f e s t á 1 o cal m e n t e a c o t a d a e n e 1 

punto arbitrario y e U y por eso, localmente acotada en U. 

7. Prop os ición. 

Sea f una función convexa definida sobre el conjunto 

abierto y convexo U del espacio vectorial normado L y Xo€U, 

un punto arbitrario. Entonces, g: (a,b) cJR -)- IR, con 

g(t) = f(x o + ty),con (x o + ty) € U; (a,b) un intervalo -

que contiene al origen e y € L, un punto cualquiera; es -

una función convexa. 

Demostración . 

(a,b) es un conjunto convexo abierto por ser un ínter 

va10 abier to. Ahora, s' t¡,t2 € (a,b); entonces, para ceE (0,1) 
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9 [aet 1 + ( 1- ae ) t 2J = f {x o + [ae tI + (1- 0: ) t 2J y} 

= f [o: ( X 0+ t 1 y) , + (I-ae) (X o + t 2 y)] 

< a::f(x o+ tI y) + - (1-0:) f (x o + t
2 

y) 

< o: g(t
1

) + 
-

(1- 0:) 9 (t 2) . 

8. Definición. 

Sea U ~ L un conjunto abierto en un espacio vectorial normado 

L Y f: U -+ IR, una función. Se dice que f es localmente 

Lipschitz si para cada x e U existen, un vecindario V(x,e:) 

y una constante k(x) tales que, si y, z e V (x,e:); entonces, 

¡f(y) - f(z)1 .::. k Ily-z 11 . Cuando esta desigualdad es cie.c 

ta en W ~ U, con k independiente de x, se dice que f es 

L i pschi tz sobre W. 

9. Proposición. 

S e a f y 9 1 a s fu n c ion e s de fin ida s en 1 a pro p. 2, pá 9 . 155. 

Entonces, f es Lipschitz sobre U si y sólo si 9 es Lipschitz 

sobre V. 

Demostración. 

Si f es lipschitz en U, If(x)-f(y) 1 .::. k 11 x-y 11 ,Vx, yeU. Sea 

xl' x2 € V; entonces, g(x1) = f(x 1 + xo) - f(xo),g(x2)=f(x2+xo)-f(xo) , 

Ig(x1)- g(X2)! = If(x 1+X o )-f(X2+X o)I.::.kl1x1- x2 11 . 

Si 9 es Lipschitz en V, Ig(x)-g(y)l.::.kllx-yl!, Vx, yeV. Enton 
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ces, ya que Xl + Xo € U Y X2 + Xo € U~ 

f(x l + Xo) - f(x 2 + Xo) = f(x l + Xo)-f(Xo) - [f(X2+XO)-f(Xo)] 

y, I f (X) - f (y) 1 = I 9 (Xl) - g (x 2 )1.::. k 11 xl - x 211 = k ¡¡ xl + x o - (x 2 + x o) 11 = 

k 1I x - y 1I . 

10. Proposición. 

Sea U e L un conjunto abierto y convexo del espacio 

vectorial normado L y f: U + m una función convexa acota-

da superiormente en un vecindario de un punto de U~ ento~ 

ces , f es localmente Lipschitz en U y Lipschitz sobre cual 

quier s ub conjunto compacto de U. 

Demostración. 

De acuerdo co n 1 a prop. 6, pág. 159, f está localmen

te acotada y por eso, para Xo € U podemos encontrar un ve

c ind ar i o V(x o, 2E) ~ U sobre el cual f está acotada, dig~ 

mos, por M. Supongamos que f no satisface la condición -

de Lip schitz sobre V(xo,s); entonces, podemos seleccionar 

Xl' X2 E V (x o, E) tales que f(X2) - f(xl) > 2M 
11 x2 - x2 11 E 

(14) . 

ti x3 - x211 = E, a: > O. En efecto, si IIx 3 

tenemos a: = 
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comb in ac i6 n co nvexa de x l y x3 . Luego, por ser f convexa 

sobre e1 segme nto que co ntiene a xl' x2 y x3 podemos es -

cribir que 

f(x 3 ) - f(x 2 ) 

11 x3 x2 1 [ > 
f ( x 2) - f ( xl) 

1I x2 XIII 
(15 ) 

Aplican do tran s itividad en (14) y (15) t enemos 

f(X 3) - f(x 2 ) 

1I x3- x2 11 
> 

2M 

tradiciendo el hecho de que f está acotada por M en V(x o , 2E:). 

Ahora , mostremos que f es Lipschitz sobr e cualqui e r -

subco njunto compacto V de U. Sea { N. } un cubrimiento a bier . l ' -

to de V. Siendo V compacto podemos e xt raer de { Ni} un cu-

bri mient o finito e = {N l' ... , N } ta 1 que V c: UN . , i = 1, ... , r . r - 1 

Tomemos Xo € Ns e e, X o E u; entonces, Ns es un vecindario 

abierto de Xo y existen u, V € N , con U,V E U para los cuª, s 

l es , por ser f localmente Líps chitz, If(u) - f(v) l.2.k ll u- vll . Se -

l eccio nemos x, y e V; entonces, x e N., yeN . y existen -
1 J 

w, .Z € U con W E ~ . , Z E N. tal e s q u e x, y € S e 9 1_-w , z J . 
1 J 
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Luego, defi ni mos 

9 : (a,b)~ Di. -l-lR , con g(t) = f l~ + t(z-w)]- a,b € lR. (fig.3.4). 

I 

• w 

(a ) 

fig . 3.4 

(w,f(w) 

I 
I 
I 

• x 

I • y 

(b) 

I 
I 
I 

• z 

(z, f( z)J 

En el gráfico (b) de la figura 3.4 puede verse que la 

relación (16) f(x) - f(w) 
x - W 

< 

cierta porque 9 es convexa. 

f(y) - f(x) 
y - x 

< f(z) - f(y) 
z - y 

es 

Para w, x € N . ; y, z € N . tenemos, respectivamente, -
1 J 

que - k < f ( 7 ) - f ( w) < k _ k < f (z ) - f p-: t < k_ P o' r s e r f 1 o _ 
1 - j¡ x - w 11 - l' 2 - 11 z - y I - '2' 

ca1mente Lipschitz. 
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Si tomamo s k = máx {k 1 ,k 2} podemos escribir, de acue~ 

. f(~) - fLU d o con 1 a re 1 a c ió n (16) q u e - k.2. 11 y x IT ... ~ k Y 1 u e 9 o , 

que I f{y ) - f(x) I ~ k Il y-x 1I 

10 . 1 Coro la r i o. 

g, la función definida en l a prop . 2.pág.155 es l oca l -

mente Lipschitz en V y Lipschítz sobre c ua lquier subconju~ 

to compacto de V. 

Este corolar io se deduce inmedia ta ment e de las propo-

s i c io nes 9 Y lO, páginas 161 y 162. 

2.1 Contin uidad . 

1. Proposició n. 

S e a f y 9 1 a s fu n e ion e s d e fin ida s e n 1 a pro p. 2, pá 9 . 155 . 

Entonces, f es continua en Xo e U si y sólo si 9 es conti -
-nua en o. 

Demostración. 

f cont inua en X o implica que V E: > 03 <5 > O tal que 

si x € U Y Ilx - Xo ll < o; e ntonces, If( x) 

Como x E U podemos escribir x = Xl + Xo, con Xl e V. Lue

go , lJ E: > O 10> O tal que Ilx l + X o - Xol l = Il xl ll < o im-

p 1 i e a If (x l + x o) - f ( X o ) I = i 9 ( Xl) I < E:. A sí, 9 e s con t i -

-nua en o. 
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Con un razonamiento similar in icia do con g se deduce 

que f es continua en xo. 

2. Proposición. 

Sea L un espacio vectorial normado y f: U ~ L ~ m u

na función convexa definida sobre el conj unto abierto y -

convexo U. Si f es tá acotada superiormente en un vecind~ 

río de un punto de U; entonces, f es continua en U. 

Demostración. 

De acuerdo con la hipótesi s podemos afirmar que f es 

localmente Lipschitz. Luego, para cada x € U existe un -

vecindario V(X,E) y una constante K(x) tales que si 

y, z € V(x,d, I f{y) - f(z) I ~ K Ily-z \1. Así que, para 

z = x tenemos If( y) - f(x) l ~ K lly - xll y si hacem os o=E/K 

ten d remo s K 11 y - x 11 < E Y 1 f (y) - f ( x ) I < €. Por 1 o tan

to, f es con ti nua en x, V x € U; es decir, continua en U. 

3. Proposición. 

Sea U e ffin un conju nto abierto y convexo, f: U ~ m 
u n a fu n ció n con ve x a . En ton c e s, f e s L i p s c hit z s o b re c u al -

quier subconjunto compacto de U y continua en U. 

Demostración. 

Haremos la demostración considerando, de nuev o, la -

función 9 de la prop. 2,pág. 155. Seleccionemos ex: > O sufi -
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cientemente pequeño de modo que la envolvente convexa 

V = H (o, o: e l , ... , a:en) sea un subconjunto de U. Obser-

o 
vemos gue V tiene un interior V t 0. Luego, cualquier 

X € V tiene la representac i ón x = 

n 
A; ~ O, ~ A; = 1 Y g(x) ~ Aog(o) + 

n 
I Ai g(a: e ;). 
1 

Sea M = máx {g(o), .. . , 9 ( o: e n )}. Entonces, 

n 
g(x) ~ >'0 g(o) + I t.. . g(e o) ~ M (I Ao}. o 1 l ' o, ,= 1>0 

con 

As í, 9 

está acotada superiormente sobre el conjunto abierto no v~ 

cío V; por 10 tanto, 9 es Lipschitz sobre cua lqu ier subcon 

junto compacto deV, prop.10, pág o162 y conti nua sobre V, prop.2, 

pág. 166. Ahora, el resu ltado de nuestro teorema se deduce 

de la prop. 1, página 165 . 

2.2 Funciones Convexas Diferenciales. 

1. Proposición. 

Sea f una función definida sobre un conjunto convexo 

abierto U de un espacio vectorial normado L. Si f es con-

vexa sobre U y diferenciab le en Xo ; entonces, para x € U, 

(17 ) 

Si f es diferenciable en U; entonces, f es convexa si y srno 

si (17) e s c i e r t a par a t o d o x, x o € U o Aún más, f es estric 
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tamente convexa si y sólo si la desigualdad (17) es es -

tricta. 

Demostración. 

Si f es convexa; entonces~ para t € (0,1) 

f [xo + t(x-xo)] = f[(l-t) Xo + txJ 2.. (I-t) f(xo)+t f(x). 

Haciendo h = x - Xo obtenemos 

f(x o+ th) 2.. f(x o) + t[f(x) - f(x o)] y f(xo+th) - f(x o) 2.. 

t [f(x o + h) - f(x o )] (18 ) 

Restando f'(XO)(th) de ambos miembros de (18) y divi-

diendo por t resulta f(Xo+th)-f(X;)-f ' (xo)(th) < 

(19 ) 

Ahora, cuando t ~ O~ el miembros de la izquierda se aproxi-

ma a cero; mientras que, el miembro de la derecha siendo in 

dependiente de t, permanece constante. Luego, 

Si f es estrictamente convexa , (18) será una desigualdad estrif. 

ta la cual, al combinarse con (17), da como resul tado 

Ahora, t[f(xo+h) - f(x o )] >t flexo) (h) implica 

f ( x o + h) - f ( x o) > f I (x o) ( h) ; e s de c i r ~ f (x):.. f (x o) > f' (x o )(x- x o). 

Supongamos que f es diferenciable y que satisface (17) en 

todo U. Para Xl' x 2 € U , t € (0,1) hacemos xo=tx1+(1-t)x2. 
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Entonces, o = t X1-tx o+(1- t) x2+txo-x o=t(xl -x o)+(1-t)XZ-(1-t)xo 

= t(x1 - xo) + (l-t) (x2 ~ xo) 

Luego, O = fl (x o) [t(xl-xo) + (1- t)( x2 - xo)] , porque fl (x o) es 

lineal. f(x o) = f(x o) + f' (xo )[t(x1-xo) + (l-t) (x2 - xo)] 

Usando la propiedad de linealidad de fl(XO) podemos escri 

bir esta última igualdad de las maneras siguientes: 

f(xo)=f(x o) + t fl (xo) (Xl - xo) + (l-t) fl (xo)(xZ-x o) + tf(xo)-tf(xo) 

f(xo)=t[f(x o) + f'(x o)(x1 - xo)] + (1-t)ff(x o)(x2-xo) + (l-t)f(xo) 

f(xo)=t[f(xo)+f' (xo)(x1 - xo)] + (l-t) [f(xo)+ff (x o)(x2 - xo)]. 

Puesto que (17) es cierta para x = xl y x = x2 tenemos que 

f(x o) 2. t[f(x o) + f(x1) - f(x o)] +(l-t) [f(xo) + f(x2) - f(x o)] 

f(x o) 2. t f(x1) + (l-t) f(x Z) (20) 

Así, queda probado que f es convexa. 

Por úl timo, si (17) es una desigua ldad estricta, (20) tam 

bién lo será. 

2. Definición . 

Sea f : U e L + m una f unción y L un espacio vectorial 

normado. Decimos que fl es mon óto na crec i ente si para 

x, y e U, [tI (x) - f l (y)] [x -y] .:: O ( 21) 

fl es estrictamente monótona creciente si la desigualdad 

(21) ' es estricta para x t y. 
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3. Proposición. 

Sea f: U e L + ~ una función continua y diferencia -

ble sobre el conjunto convexo abierto U. f es convexa 

(estrictamente convexa) si y sólo si f' es monótona (es -

trictamente monótona) creciente sobre U. 

Demostración. 

Para una funci6n convexa diferenciable sobre U, la -

prop. 1, página 167, nos permite afirmar que 

f(x) - f{y) > - f I (y) (x-y) 

f(y) - f(x) > - f I (x) (y-x) 

Luego, O > - f' (y) (x-y) + f'(X)(Y-x) 

O < - f' (x) (x-y) - f'(y)(X-Y) 

O < [f I (x) - f' (y)J [x-y] -

y hemos probado la primera parte del teorema. Las desigual 

dades estrictas ocurren cuando f es estrictamente convexa. 

Ahora, supongamos que f' es monótona creciente y definamos 

la función 0 [o , 1] + lR, con 0 (A) = f CA x + (1 - A ) y]. M o s -

traremos que 0 es convexa. 

u = 2 

U2-u1 =A2x+Y-A2Y-A1x - y + A1Y = A2(x-y) - A1(x-y) = (A 2-A 1)(x-y) y 

O~[f' (u2)-f ' (u1)] [u2-u1J = (A2-A1) [f' (u2)-f' (u 1)] (x-y) pues f I 



es monótona creciente y u I ' u2 están en U. Luego, 

f ' (U 1) (x - y) 2 f'(u
2

) (x - y-). 

Por otra parte, ~' ( Al)=f' [AIx + (1-·\l)yJ (x+O-y) ::: f' (u1)(x-y) 

0' (A 2)=f' [A 2X + (1-A 2)yJ (x+O-y) = f' (u 2)(x-y). 
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Por tan t o, 0'(Al) 2. 0'(A2); es decir~ 0' es crec ien te. 

Lue go, 0 es convexa. (estrictamente conve xa si las desi -

gualdades son e strictas). 

Finalmente, tenemos f[AX +(1- A)yJ ::: 0(.\) = 0[A(1) + (1-1.) OJ 

< A 0(1) + (1-,,) 0 (O) 

< A f ( X) + (1- A ) f (y ); e s d e -

cir, f es conv exa. 

4. Pro pos i ción. 

Sea U e L un c onjunto co n vexo abierto del espacio 

vectorial no r mado L y f : U ->- lR, una función continuamente 

diferenciab1e c uya segunda derivada exi s te en t odo U. En 

tonces~ f es convexa sobre U si y sólo si f"(x) es "defi

nida no negativa" para cada x e U. Si f"(x) es "definida 

positiva " sobre U; entonces, f es estri c tamente convexa. 

Demostración. 

De acuerdo c on la prop. 17.8, pág . 95 del capítulo 1 pode -

mos afirmar que, para cualeiquiera x, Xo € U 

f(x) ::: f(x o ) + f' (xo){h) + t f"(x o + sh) (h,h), con s € (O~l) y 

h ::: X - X o ' 
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Supongamos que f"(X) es definida no negativa. Enton 

ces, es inmediato que f(x) > f{x~) + fl (x o ) (x - x o ) 

f(x) - f(x o ) > fl (x o ) (x - x o ) 

y f es convexa. 

Recíprocamente, supongamos f convexa y definamos, p~ 

ra x e U y h € L, la funci6n g: (a,b) cIR -+ IR, con 

g ( t) = f (x + t h ). En ton c e s, d e a c u e r d o e o n 1 a pro p. 7, pá gi 

na 160, 9 es convexa en un vecindario del origen y 

gl (t) = fl (x + th) (h) 

gll(t) = fll(X + th) (h , h). 

La convexidad de 9 imp1ica que para cada t € (a,b), 

g"(t) > O, en particular, que g"(O) > O; así que, 

fll(h) (h,h) ~ O. Puesto que h € L se tom6 arbitrariamente, 

f"(X) es definida no negativa. 
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