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UES BIBLIOTECA CENTRAL

Y

INVENTARIO: 10117820

En el presente trabajo hemos recopilado alguna in-
formacidén sobre los conjuntos convexos y Tas funciones
convexas y decimos alguna porque, sobre tales temas, el
trabajo realizado por los Matematicos Europeos y Nortea

mericanos es relativamente abundante.

Nuestro propésito al realizar esta recopilacién com

prende 1os siguientes aspectos:

1. Conocer de tales temas ya que, la teorfia sobre
1os conjuntos y funciones convexos, n¢c es muy

conocida en nuestiro medio.

2. Establecer un punto inicial en el estudio de -
fjos fundamentos de una de las ramas de la Mate-

mdtica Aplicada: La Optimizaciodn.

Durante nuestra labor de recopilacidn hemos podido
darnos cuenta de que para realizar una investigacidn se-
ria sobre estos temas es necesario poseer bases tedricas
s6lidas sobre Topologia, Geometria y Andlisis Funcional.
Con esta aclaracién debe guedar entendido que nuestro -

trabajo es incipiente.



i

ET Capitulo I estd dedicado a recordar conceptos -
topolégicos y de andlisis matemdtico basicos que son em
pleados explicita o impiicitamente en los dos capitulos
posteriores. Qtros conceptos tales como las propieda -
des de las funciones definidas sobre espacios vectoria-
les y sus derivadas nos eran completamente desconocidos.
Ahora, sabemos que se puede estudiar este campo con ma~-

yor amplitud.

Los Capitulos II y III tratan, respectivamente, SO
bre los conjuntos convexos y las funciones convexas. -
E1 material que hemos reunido en esos capitulos es poco,
puede investigarse mas scbre estos temas. Existe una -
intima relacidén entre las funciones convexas y los con-
Juntos convexos ya que, éstos son el dominio natural de
aquellias y las propiedades de esos conjuntos determinan

las propiedades de ias funciones convexas.

Finalmente, gueremos dejar constancia de nuestro -
agradecimiento a las personas que nos ayudaron en la e-
laboracifn de este trabajo: Ing. Carlos Mauricio Canju
ra, nuestro Asesor; Sra. Nohemy de Rovelo, gquien reali-
z0 la mecanografia y Sr. Mauricio Garcia, quien hizo la

impresion.
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CAPITULO I
ESPACIOS VECTORIALES Y ESPACIOS METRICOS

La teoria y métodos de los espacios vectoriales y to-
polégicos se han convertido en instrumentos indispensables
para el estudio de la optimizacién. En este capitulo revi
samos propiedades fundamentales de la teoria de los espa -
cios vectoriales, de las funciones definidas sobre ellos y

de las derivadas de estas funciones.

1. Espacios Vectoriales.

Sea YV un conjunto no vacio con elementos llamados pun
tes o vectores y (K, +, -), un campo conmutativo, a quien -
representaremos Gnicamente con el simbolo K y 1lamaremos,
simplemente, campo. La estructura algebrdica formada por
el conjunto V; la operacidén binaria interna +: V x V > V,
suma de vectores; la operacidén binaria externa o°: Kx V+V,
multiplicacidn por escalar; que satisface los siguientes a
xiomas es llamada el espacio vectorial V sobre el campo K.
S1) ¥X, y, ze V, (xty) + z = x + (y+z).

S2) ¥x, yeV,x+y=y+X.

S3) Existe o € V, 1lamado el vector nulo tal que Vx'e V, x + 0 = x.

S4) Para cada x € V, existe (-x) € V, 1lamado el inverso -
aditivo de x, tal que x + (-x) = o.

P1) V¥V «, ReK; ¥ x € V, (=g) x = «(gx).

P2) ¥=xe K; ¥x, vy € V, =(x+y) = «x + «y.



P3) V¥«, ge K; ¥ x ¢ V, («+g) X = «x + BX.
P4) ¥ x € V, 1ox = x, con 1 representando la identidad -

multipliicativa.

Por comodidad, representaremos 1os espacios vectoriales -
con el mismo simbolo que empleamos para representar el co
rrespondiente conjunto de vectores. Por otra parte, en -
la mayoria de veces, omitiremos la escritura delsimbolo o

de Ta multipiicacidn por escalar.

Algunas de las propiedades de los espacios vectoriales que
se deducen, inmediatamente de leos axiomas, aparecen en la

proposicién 1.2.

1.2 Proposicidn.

Sea V un espacio vectorial sobre el campo K. Entonces,

1. E1 vector nulo o es dnico.

2. E1 inverso aditivo de cada vector es dnico.

3. ¥ « € K, =0 = 0.

4. V¥xeV, o.x = 0, con 0 la identidad para la suma de -
escalares.

5. Vee K; ¥ x eV, (-«) x = «(=-x) = - («x).

-

6. «x = 0, con « € Ky x € V, implica«== 06 x = 0.

7. Voe K; ¥x, vy € V, «(x-y) = «x - «y.

8. «Xx «y, con « # 0, implica x y.

il

9. «x = Bx, con X # 0, implica « 8.
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Ejemplos de Espacios Vectoriales.

Sea K un campo y K" ={(a1...,«n)/«ieK,i=1,...,n}. En
tonces, K" con la adicién de vectores y 1a multiplica
cién vector por escalar definidas asi:
(“1’---,“n)+(319~--38n) = (“1+Bl,---9“n+8n)’
k(“1s--~,¢n) = (k«l""’ktn)’

con «

j> B k € K, es un espacio vectorial. Se repre

-i,
senta con K". Un caso particular de esta clase de es-
pacios vectoriales es R"; con R, el campo de los ndme-

ros reales.

E1 conjunto de todos l1os polinomios en una indeterminada
X con coeficientes as, i=1,...,n, en un campo K; con

la suma y multiplicacidén por un escalar usuales.

E1 conjunto de todas las matrices de orden mxn cuyas -~
componentes son elementos de un campo arbitrario K, -

con la adicién y la multiplicacién por un escalar usua

les.

Sea K el campo de l1os nimeros reales y F, el conjunto
de todas las funciones reales continuas definidas so -
bre el intervalo |},b] CR. F, con la suma de funciones
reales y la multiplicacién de un real por una funcién

forman un espacio vectorial sobre R.



La comprobaci6én de que los ejemplos citados son espa -

cios vectoriales, se¢ omite.

. 2. Subespacios Vectoriales.

2.1 Definicién.

Sea V un espacio vectorial sobre el campo K. Si WCV,

con las operaciones adicién de vectores y multiplicacidén -

vector por escalar, definidas en V, forman un espacio vec-

torial; entonces, W es 1lamado un subespacio de V.

2.2

1.

Ejemplos de Subespacios Vecteoriales.

Sea V un espacio vectorial sobre el campo K. V y
{0} son los subespacios triviales de V. Cualquier
subespacio de V que no sea V es Tlamado un subespa-

cio propio de V.

E1l conjunto M de todas Tas matrices simétricas A =

ljij Jnxn, con a;; = a;4» la suma de matrices y el

producto de un escalar por una matriz, restringi -
das a M, es un subespacio del espacio vectorial de

las matrices cuadradas de orden n.

El conjunto de Tos polinomios de grado menor o igual
que n, con la suma de polinomijos y el producto de un
escalar por un polinomio es un subespacio del espa -

cio vectorial de los polinomios.



2.3 Proposicidn.

Sea V un espacio vectorial sobre el campo K. WCV

es un subespacio de V si y s6lo si

1. W # 2.
2. ¥Xx, y e W, (x + y) e W.
3. ¥ea=ce K, ¥xe W, =x € W.

Demostracion.

Si W es un subespacio de V, W es un espacio vectorial

y satisface las condiciones 1, 2 y 3.

Ahora, supongamos que se satisfacen estas condiciones. -
Los axiomas de conmutatividad y asociatividad para Ta adi
cién de vectores y los axiomas de 1a multiplicacidn vector
por escalar son validas para 1os elementos de W, puesto gue
son validas para todos los ejementos de Vy WC V. Por lo
tanto, para mostrar esta segunda parte del teorema, sb6lo -
es necesario comprobar la existencia, en W, del vector nu-
lo y de un inverso aditivo para cada x € W. Sea x € W un
elemento cualquiera , por hipdtesis, «=x e W, ¥xe K, ¥ x ¢ W

Tuego, ox = 0 y (-1) x = - x estdn en W.

2.4 Proposicidn.

Sea V un espacio vectorial sobre el campo K. W<V

es un subespacio de V si y s0lo si W # @ y
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Ve,Bek; ¥x, yeW, («x + gy) e W.

Demostracidn.

Si W es un subespacio de V; entonces, de acuerdo con
la prop.2.3, pdg. 5, W # 0; =x, By € Wy (=x + gyle W ;
Y, Be K; ¥x,yeW.

Si W # @, podemos seleccionar en W, dos elementos cuales -
quiera x,y. Luego x + y = lox+loy, y e«xt0,y = «x es -
tdn, por hip6tesis, en W y de nuevo, por la prop-2.3, pég.

5, W es un subespacio de V.

2.4.1 Corolario.

Sea V un espacio vectorial sobre el campo K. W CV
es un subespacio de V si y s6lo si W # @ y V¥«eK ,

¥x, yeW, («x + y) e W,

Demostracién.

Este corolario es una consecuencia inmediata de la -

prop. 2.4, pag. 5 si consideramos g= 1.

2.5 Proposicidn.

Sea V un espacio vectorial sobre el campo Ky C, una
coleccidon no vacfa de subespacios de V; entonces, NCj, con

CjeC, es un subespacio de V.



Demostracion.

r\Cj # @ ya que 0 ¢ Cj’ Vj, bor ser Cj un subespacio.

Si x,yer\Cj; entonces, x, y € Cj, Vj. Luego,

(=x + By)ecj, Vj; V<, BeK y, en consecuencia, k& x+8y) encj.

El teorema estda probado.

3. Generadores Lineales y Combinaciones Lineales.

Sea X un subconjunto de un espacio vectorial sobre un
campo K y F, 1a coleccién de todos los subespacios de V -
que contienen a X. Como X <& V y V es un subespacio de si
mismo, F # #. La interseccidn de los elementos de
F: r\Fj, F‘j € F es, de acuerdo con la proposicidén 2.5, un

subespacio de V. Las propiedades caracteristicas de este

subespacio se muestran en la siguiente proposiciodn:

3.1 Proposicion.

E1 subespacio r\Fj, FjeF, con F la coleccidn de todos

los subespacios del espacio vectorial V sobre el campo K -

que contienen a XC V, tiene las siguientes propiedades:

. XC NF..
: - J

2. Si un subespacio vectorial U de V contiene a X, f\Fjg;U.

3. r\Fj es Gnico.

Demostracidn.

Para 1. Cada elemento de X es un elemento de cada subespa-



cio F. ¥y, por lo tanto. un elementc de (\Fj. Luego,
J

X CF..

- J
Para 2. S1 U contiene a X, Ue F y si xe N Fj, X pertene
ce a cada elemento de F: en particular a U. Asi que,

NFE. C U.
\'] —_—

Para 3. Sea W un subespacio que satisface las condiciones

1 y 2. Entonces, como HFj satisface 2, W NF y,como tam
bién W satisface 2, T\Fj CW. Por lo tanto, W = N Fj‘ Es-
te resultado nos permite afirmar que (\Fj es el minimo sub-

espacio vectorial de V que contiene a X.

3.2 Definiciodn.

Se¢ V un espacio vectorial sobre el campo K, X C V y F,
la coleccidén de subespacios de V que contienen a X. Al mi-
nimo subespacio vectorial de VY gue contiene a X, (le,FjeF,
con J recorriendo un coniunto de indices, le 1lamaremos el
subespacic vectorial generado por X y lo denotaremos con -
Gen(X). Reciprocamente, X es el generador de fWFj.

Definimos Gen(@) = {o}.

Si S es una familia no vacis de subespacios del espacio vec

torial V; entences., USi, SjeS es un subconjunto de V y, de

(e}

acuerdo con la prop.- 3.1, pég. 7, Gen(USj) es 1 minimo sub-

espacio de V gue contiene 2 usj.

N



3.3 Definicidn.

Sea 51 y 82 dos subespacios del espacio vectorial V
sobre el campo K. La suma de estos subespacios se deno-
ta y se define as’i:

S1 + 82 = {xeV/x = Sq + Sos Slesl’ S, € SZ}'

3.4 Proposicidn.

Si S1 y S2 son dos subespacios del espacio vectorial
V sobre el campo K; entonces, la suma S1 + 52 es el menor

subespacio de V que contiene a S1 y a S2 y, por lo tanto,

i

Gen{S,US

a S1 U 52; es decir, S1 + S 1 2).

2

Demostracidn.

Como 0 € Sy» S, Y 0 =0+0, 0 € S, * S,. Luego,
51+Sz#0.

Supongamos que Sy * S,, S

+ Sy estan en Sl + 52 y k, en K.

3
Entonces, (51+52)+(S3+54) = (sl+s )+(52+54) y k (sl+52)=ksl+ks2 es-

3

tdn en Sl+52 ya que, por ser S1 y S2 subespacios, sl+s3,ks1
estan en S1 Y s, + Sg» ksz, en SZ. Luego, S1 + S2 es un -
subespacio de V.

Puesto que SZ={5}+SZ={er/x=5+sz=SZ,aesl,52652} se deduce,

inmediatamente, que S2 c Sl + SZ' De igual manera conclui

mos que S1 g:S1 + 82. Por 1o tanto, S1 N 52 son subespa -



.10

: g 1
cios de S1 + 52 Y alJ S2 C:S1 + SZ‘

Ahora, sea Z un subespacio de V que contiene a S1 y a 52.
Entonces, precisamente por ser subespacio debe contener to
das las sumas 51 + So, COR 54 € S1 Y s, € 52' Es decir,

S+ S, CZ. Asi, S, + S

1 1 2
gue contiene a S1 U S,5 en otras palabras, Sl+52=Gen(51U82L

es el minimo subespacio de V -

3.5 Definicidn.

Sea Sl""’sn subespacios del espacio vectorial V so-

bre el campo K. Entonces, Sl+...+Sn={er/x=sl+...+sn,sieSi,iﬂ4u.

3.6 Proposicién.

Si Sl“"’Sn son subespacios del espacio vectorial V
sobre el campo K; entonces, Ta suma 51+"‘+Sn es el menor
subespacio de V que contiene a S,, i=1.,...,n y, por lo -

tanto, a US,, i=1,...,n; es decir, 51+32+"'+Sn =Gen(5i),i=1,...,n.

i

Demostracion.

Apoyandose en la prop. 3.4, pdg. 9, Ta demcstracidn se hace

por induccidén sobre n, el nimero de subespacios de V.

3.7 Proposicidn.

Sea V un espacio vectorial sobre el campo K;X,YcgV ; U,

un subespacio de V. Entonces,

s Nk
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1—
v’

Si X ¢V, Gen{X) C Gen (Y).
2. Gen{U) = U.
3. Gen (X U Y ) = Gen(X) + Gen (Y).

Demostracion.

Para 1. X <Y, Y < Gen{(Y) implican X < Gen(Y) y, por de-

fincién de generado por X, tenemos que Gen(X) < Gen(Y).

Para 2. Por definicién de generado por U, U < Gen(U). -
Por esa misma definicidn y por ser U un subespacio de V,

Gen{U) ¢ U. En consecuencia, Gen(U) = U.

Para 3. X < Gen(X) y Y < Gen(Y) implican XUYcGen(X)UGen(Y).
Ademds, Gen(X) U Gen(Y) < Gen [ Gen{X)UGen(Y) | =Gen(X)+Gen(Y).
Por lo tanto, X U Y < Gen(X) + Gen(Y) y como Gen(XUY) es -
el minimo subespacio vectorial que contiene a XUY,

Gen(XUY) ¢ Gen(X) + Gen(Y). (1)
Por otra parte, X < XUY y Y < XUY implican Gen(X)< Gen(XUY)
y Gen(Y) < Gen(XUY): Tuego, Gen{X) UGen(Y)c<Gen(XuY). Como
G(X)}) + G(Y) es el minimo subespacio vectorial de V que con
tiene a Gen(X)U Gen(Y) tenemcs gque Gen{X)+Gen(Y)cGen(XUY). (2)

Combinando (1) y (2) tenemos gue Gen(XUY)=Gen(X)}+Gen(Y).

3.8 Definicidn.

Sea X un subcenjunto del espacio vectorial V sobre el

campo K. Si X = @, se define la combinacién 1ineal de sus



elementos como o. Si X ¥ Q,xl,.“,xneX)fml,”.,a e K;

n

n
entonces, X = o x F.L ke x 0= ’ @ Xy es 1Tamada una com-~
1

binacidn lineai de X1 Xn R s X, son los tér

minos de la combinacidn lineal. Cada término rno nulo es
Tiamado no triviai. x es el valor de 1a combinacion.

Dos combinacicnes lineales de vectores de X son idénticas,
si consisten de los mismos términos no triviales e igua -
les, si tienen el mismo valor.

Una combinacién lineal con, al menos, un término no tri -

vial es 1lamada no trivial.

3.9 Precposicidn.

Sea X un subconjunto del espacio vectorial V sobre -
el campo K. El1 conjunto de todas las combinaciones linea

les de vectores de X es., precisamente, Gen(X}.

Demostracidn.

Sea L{X) el conjunto de todas las combinaciones 1i-
reales de vectores de X, para X # f. ¥x € X, lox = x es

una combinacién lineal de vectores de X; luego, X < L(X).

Ahora, mostraremos que L(X) es un subespacio de V. Supo-

niendc que Vi ¥ v, son combinaciones lineales de los mis-

mos vectores xl,...,xP podemos escribir

v = o + ...+ « n «=. €
1 1%1 “pfne €O i

vV, = le1+...+ ann, con g, € K.
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Y
kvy = (kml)x +oLt (ke )x‘, para cualguier k e K,

estan en L(X). AsT, L{X) es un subespacio de V y, por defi-
nicién de generado por X, Gen(X) < L(X).

Pos otra parte, como X < Gen(X) y ésta es un subespacio de
V, toda combinacidén lineal de elementos de X estd en Gen(X).
AsT, L(X) < Gen(X). En conclusidn, L(X) = Gen(X).

Si X = @, definimos L(X) = {o}.

3.10 Definicion.

Sea V un espacic vectorial sobre el campo K. Un con-
junto de vectores {xj} < V¥, con i recorriendo un conjunto
de indices, es llamado un conjunto de «generadores si, para

cada x € V, existe un ntmero finito de vectores xl,...,x

n
en {Xi} tales que X es una combinacidén lineal de XqoeeaXy
3.11 Ejemplos de Generadores.
1. Para el espacio vectorial de todos los polinomios en -
. . Z n .
la indeterminada x, {l1,x.,x"....,%X ....} es un conjunto
de generadores. Asimismo, {l,x,xz,...,xn} es un con -

junto de generadores para el espacio vectorial de los

polinomios de grado menor o igual que n.

2. {el,ez,...,en} con

e, = {1,0,0,...,0)
= (0,1,0,...,0)

ey = (0,0,90,...,1)
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. . . n
es un coniunto generador del espacio vectorial R .

4. Dependencia e Independencia Lineales,

4.1 Definicidn.

Sea V un espacio vectorial sobre el campo K. X c V
es linealmente dependiente si y s6lo si existe Y < X tal
que Gen(Y) = Gen{X). X es linealmente independiente si y

s6lo si no es linealmente dependiente.

Como @ no tiene subconjuntos propios es linealmente inde-

pendiente.

Sea x e V, x # 0. Entonces, {x} es linealmente indepen -
diente pues su lnico subconjunto propio es @y Gen(@)={o}#Gen({x}).
Sea X< V. con 0 € X. Entonces, X es linealmente dependien-

te ya que Y = X-{o}& X, YU{o} = X vy

Gen(X)

1]

Gen(YU{o})= Gen(Y) + Gen({0}); por 3, prop. 3.7, pdg. 10

Gen(Y) + {o}; por 2, prop. 3.7, pag. 10.

Gen(Y).

4.2 Proposicidn.

Sea V un espacio vectorial sobre el campo Ky X < V.

Entonces, las siguientes propesiciones son equivalentes:

1. X es Tinealmente dependiente.
2. Algdn vector x € V¥ es el valor de una combinacidon 1i-

neal de vectores en X - {x}.
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Algin vector de Gen(X} es el

.15

1

valor de mas de una com-

binacidon lineal de vectores de X.

4. Hay una

combinacidn lineal no trivial de vectores de

X de valer o.

Demostracién.

1 = 2.

Sea Y <= X tal que Gen(Y) = Gen(X). Como Y

es un subconjunto propio de X, existe x e Xy x ¢ Y. Asi,

Y < X - {x}

Gen(X)

Como x & X < Gen(X), x ¢ Gen{X-{x}) y se concluye 2.

2 = 3.

— X. De estas inciusiones se deduce que

Gen{Y) ¢ Gen (X-ix}) = Gen{X) y que Gen(X)=Gen(X-{x}).

L)

Sea x una combinacidn Tineail de vectores de

X - {x}. En esta combinacidn no aparece x. Como x=1loXx, X

es el valor

de, al menes, dcs combinaciones lineales dis -

tintas de vectores de X, y siendo xeX¢c Gen(X), x satisface 3.

3 =4,

1 (X)) X=e X+ ..+ = +_ ..+
Sea x e Gen(X)con x X1t X =B Xy BoXp, tal

que los vectores Xis...5X, s€aN todos distintos entre s¥7.

Sin pérdida

puesto gque «

de generalidad podemos considerar que solamen-

Entonces, 0 = («, - ﬁi)x1+..,+(« - B )X

n n Y

n

1 - 8170, (“1 - 61)x1+...+(mn - Bn)xn es una combi-

nacidén Tineal no trivial de vectores de x con valor 0 y se

cumple 4.

Sea ¢ = @ Xqt..ote X oouna combinacién lineal
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de vectores de X con «, # 0. Entonces,

Xy = 2 + L. 4 %% (5)

Sea Y = X - {x;}. Entonces, Gen(Y) < Gen(X). Como

XosovwsX, € Y, X, € Gen{X} de acuerdo con (5) y como

Y < Gen(Y) se sigue que YU{X1}= X < Gen(Y) y X es lineal-

mente dependiente.

4.3 Proposicidn.

Sea V un espacio vectorial sobre el campo Ky X V.
Las siguientes proposicicnes son equivalentes:
1. X es Tineaimente independiente.

2. Ningln vector x e X es el valor de una combinacidn 11
neal de vectores de X - {x}; es decir, para cada x e X,

x £ Gen (X-{x}).

3. Cada vector de Gen{X) es el valor de una sola combina-

cién lineal de vectores de X.

4. Toda combinacidén lineal de vectores de X de valor o es

trivial.

Demostracidn.

La proposicidn es una consecuencia directa de la pro-

posicion 4.2,
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5. Bases y Dimensidn.

5.1 Definiciodn.

Sea VY un espacio vectorial sobre el campo K. Todo -
conjunto generador de V linealmente independiente es 1la-

mado una base de V.

La base del subespacio {0} es @ ya que Gen(@)= {0} ¥y

§ es linealmente independiente.

Sea K el cuerpo de los nimeros reales. Entonces, el
conjunto generador de Kn, {el,...,en} el cual es lineal -
mente independiente, es una base para k". Es 1a llamada

base candnica.

{x°, xl, xz,...} es una base del espacio vectorial P de -

tecdos los polinomios sobre R en la indeterminada x
¥y {x°, xl,...,xn}, una base del subespacio de P que con

siste de todos los polinomios de grado menor o igual que n.

5.2 Proposicidn.

Sea V un espacio vectorial sobre el campoKy A={v1“..,vn},

un conjunto de vectores de V. Entonces, A es un conjunto -
linealmente independiente ¢ alglin vector £ de A puede ser
escrito como una combinacidn lineal de los vectores de me -

nor subindice.
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Demostracidén.

Si A es Tinealmente independiente ninguno de sus vec-
tores puede ser escrito como una combinacidn Tineal de los

4

otros. Supongamos gue A es iinealmente dependiente; enton

ces, de acuerdo con la prop. 4.2, pdg. 14 |, «. v,+.. .4« v_ = O.
L1 nn
Sea k el mayor entero para el cual "k # 0. Como =5 = 0, -
para 1 > k, oclv]+...+ockvk =0y
= CC_-l - (e o} a = Cx—l o cz:-loc \
Ve m s vy -y mm e Yg) s e T v s e

El teorema queda probado.

5.3 Proposicidn.

Sea V un espacio vectoria®™ sobre ei campo K, A =

{Vla---avn}a un conjunto geonerador de W, un subespacio de

Vy&B-= {vl,...,vp}

N

» con k < n, un conjunto Tinealmente in

dependiente. FEntonces, podemcs encontrar un subconjunto de
p! .
A, C = {Vl""’vk’ Vi]""’virj>, linealmente independiente,

gue también genera a W.

Demostracian,

Si A es Tinealmente independiente el teorema estd pro-

bado. Si no lo es, eliminemos de A el primer vector Vj que

sea una combinacidn 1ineal de To0s vectores de menor indice.
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i |
o
L S |

Como B es lTinealmente independiente, j > k. subconjun

to asi determinado {v......v, ,...v, v b otiene n - 1

elementes y es ciaro que el subespacio gque generan estd
contenidec en W. Ademads, ese subespacio es igual a W ya -

que, cacda w € W, puede ser escrito come una combinacion 11

neal de VsV combinacidn en la que podemos reempla

zar vj por una combinacidén lineal de Vs ooV -
L J

Por 1o

tanto, w puede ser escrito como una combinacidn lineal de

v Continuande con este nroceso ob

13---5Vj_15 Vj""l,"-’vn.

tenemos un conjunto {v],...,vk,vi yee sV }, aue adn gene-
. ‘ ! r

ra a W, Como en este conjuntoe no hay elementos que sean -
combinaciones lineales de otros de menor indice, de acuer-
do con la prop. 5.2, pag. 1/, debe ser un conjunto linealmen-

te independiente.
5.3.1 Corolario.

Sea V un espacio vectorial de dimensidn Tinita sobre
el campoe K. Entonces, V contiene un ceonjunto finito

A = {vl,...,vn}, lTinealmente independiente, gue genera a V.

Demostracion.

Come V tiene dimensidn finita es generado por un nime-

ro finito de elementos, digamos, bgseeesUp De acuerdo con

la prop. 5.3, pdg.18 podemos encontrar un nGmerc finito de -
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tales vectores, los cuales denotamos con VisesesVpo lTineal
mente independientes que generan a V.
E1l enunciado de este corolario también puede ser expre

sado de la manera siguiente: Si V es un espacio vectorial

de dimensidén finita sobre el campo K y si {ul,...,um} gene-

ra a V; entonces, existe un subconjunto de ese generador,

{vl,...,vn} que constituye una base de V.

5.4 Proposicién.

Sea V un espacio vectorial sobre el campo K. 51w1”..,ng
es una base de V y si {wy,...,w } <V es un conjunto Tineal

mente independiente; entonces, m < n.

Demostracion.

Cada vector de V y, en particular W puede ser expre-

sado como una combinacién lineal de 1os elementos de
A = {vl,...,vn}. Luego, B = {wm,vl,...,vn} es un conjunto
linealmente dependiente que genera a V ya que A 1o genera,

por hip6tesis. Por lo tanto, existe un subconjunto de -

B, C = {wm,vil,...,v1k>., con K < n ~ 1, que es una base

para V, por 5.3.1, pag. 19. Para formar esta base hemos

cambiado, al menos, un vector v ¢ A por W Formemos el

conjunto D =<<wm_1s W Vil"..,vik}" D es un generador



de V vy, de acuerdo con el mismo corolaric 5.3.1, de este

-

conjunto Tinealmente dependiente podemos extraer una base
{Wm_l, wm, vj]-,-.-)v\jS}’ Con S _‘(_n - 2.

Repitiendo este proceso llegamos a tener una base de

W .}. Ya que w, -

1a forma E = {wz,..., W 1

m-1° "m® "« g> "
no puede ser expresado como una combinacidn Tineal de

w2,...,wm_1 y E es una base, E debe tener como elemento -

algln v ¢ A. Para tener la base E hemos introducido m - 1
elementos w y, por cada uno de ellos se ha eliminado, al -
menos, un elemento v € A; no obstante, todavia hay en E al

giin elemento de A. Por lo tanto, m-1 < n-1ym<n.
5.4.1 Corolario.

Sea V un espacio vectorial de dimensidn finita sobre
el campo K. Entonces, dos bases cualesquiera de V tienen

el mismo nimero de elementos.

Demostracidn.

Sea A = {vl,...,vn; y B = {wl,...,wm} dos bases de V.,

Entonces, como B es un conjunto linealmente independiente,
de acuerdo con la prop.5.4,pdg. 20, m < n. Con el mismo ar

gumento concluimos que n < m. Luego, m = n,
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5.5 Definicidn.

Sea V un espacio vectorial sobre el campo K. Defini
mos la dimensidn de V de Ta manera siguiente:

dim V = 0, si V = {0}.

n, st ¥V tiene una base con n vectores.

= w, S$1 no ocurre alguno de 105 casos anteriores.
Si dimV =06 dim V = n, decimoes que V tiene dimension fi
nita. En el Gltimo caso, la dimensidén es infinita.

Sea U = Gen ({x}), x € V. Como {x} es una base de U,

dim U 1.

Sea P e] espacio vectorial de los polinomios sobre R
en una indeterminada x y P C P, el espacio vectorial so-
bre R de los polinomios de grado menor o iguail que n.
Como {x°, xl, xz,n..} y {x°%, xl,..,, x"y son, respectiva -

mente, bases de P y Pn, dim P = o y dim Pn =n + 1.

5.6 Proposicidn.

Sea V un espacio vectorial sobre el campo K, con

V # {0}, y A={vy,...,v } una base de V. Entonces, cual -

quier vector x e V tiene una representacion Gnica como -

combinacidon JTineal de los vectores de A.

Demostracion.

Supongamos que x € V tiene las dos representaciones
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X = ? =Vis X F %&fg, con e, GieK. Entaonces,

_ n

o:Z (mﬁ - 8.} vy, =: = B, y, la representacifn de x es -
1

nica

6. Isomorfismos de Espacios Vectoriales.

6.1 Definicidn.

Sea U y V dos espacios vectoriaies sobre el campo K.
La funcidn h: U » V es 1lamada up homomorfismo entre espa

cios vectoriales si1 y sélc si, ¥ X1 Xp € Uy ¥ kelk,

Cuando h es biyectiva se dice que h es un isomorfismo

de espacios vectoriales y U, V son 1lamados espacios

s

vectoriales isomorfos.

6.2 Proposicion.

Sea ¥V un espacio n-dimensional sobre e1 campo K y Kn,
el espacic vectorial de todas las n-uplas formadas con ele-

. , . n
mentos de K. Entonces, ¥ es isomorfo con K .

Demostracidn.

Sea B = {v .sv, 1 una base de V. Como cualguier -

12
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.V, , €CON

vector x € V tiene una representacidn Gnica x = 3V

—~13

«=. ¢ K, para cada x € V, dado B,'hay s6io una n-upla

n

(ml,...,mn) e K' asociada coen x; es decir, existe una fun-

cién biyectiva f: V » k". con f{x) = (al,...,m ).
Mostremos que f es un homomorfismo entre V y K". Con

n n
sideremos los dos vectores x=§«ivie y=) Bsv; de V. Enton -
1

+ B.)v,. Para esta suma tenemos que
Flx+y) = eg + By 8 )= (=5 o 4By 5108 ) =F(X)+F(y) s

n
para kx = ) <kai)vi’ con k € K, que
1

f(kx) = (kvl,...,kvq) = k(vl,...,v ) = kf{x). E1 teorema

n

esté probado.

Como una consecuencia inmediata de prop. 6.2, pdc. 23 tenemos
6.2.1 Corolariog.

Cada espacio vectorial sobre el campo K y de dimensidn
. . . " . . n
finita n es isomorfo con el espacio vectorial R .

ET espacio vectorial de todos Tos polinomios en una -

indeterminada de grado menor o igual que n sobre el campo

. n+
real R es isomorfo con K 1.
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~
]

spacios Vectoriales con Producto Interno.

La definicion de espacic vectorial inciuye un campo
conmutativo K. Cuando X es el campo de los nimeros rea-
les el espacic es Tlamade espacio vectorial real. Es un
espacio de esta clase que se definen los conceptos de -

norma, distancia y ortogonalidad.

7.} Definicidn.

Sea ¥V un espacio vectorial real. Diremos que V es -
un espacio real con producto interno si existe una funcidn
g: Vx V>R, con g(x,y) = <x,y>, que satisface, ¥x, yeV y

¥ = ¢ R, los siguientes axiomas:

Hl. <x,x> > 0, con <,x> = 0 si y s61o si x = o.

1}

HZ. <ax,y> = « <x,y>.

1}

H3. <X,y >

<Y,X>.

HE. <x+y,z> = <X,z> + <y,z>.

Sea el espacio vectorial R" y g:m”ﬂmn-+m, con

g(x,y) =} X35 X={x ,...,xn) e y=(y1,...,yn). Entonces,

1’ 1
n 5 . . .
R y 7a funcigén g forman un espacio vectorial con produc-
to interno 1lamado el n-espacio Euclideano.
Sea V el espacio vectorial de las funciones reales
continuas definidas en el intervalo fa,b]cR y<,>:VxV->R, con

<f,g> = j f(t) g(t) dt. V y la funcién <,> también for -
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man un espacio con producto interno.

7.2 Definiciodn.

Sea V un espacio vectorial real con producto interno
y x € V. Definimos ia longitud o norma de x, la cual re-

presentamos con || xl] , como la funcidn
ol : v+R, con |Ix{ = Y<x , x>.

Un espacio vectorial sobre el cual! se ha definido una

norma es llamade espacio vectorial normado.
x € V es un vector unitario si y sélo si || x| = 1. Si x
no es un vector unitario podemos transformarlo en unitario

haciendo wu = TrfTr. Al hacer esto decimos que x ha sido

normalizado.

7.3 Proposicién. Desigualdad C.B.S (Cauchy-Bunyakovskii-

Schwarz).
Sea V un espacio vectorial con producto internc. En-
tonces, ¥x, y e V, {<x,y>) < x| iyl
Demostracidn.
Si x =008 y =0 los dos miembros de {<x,y>| < [[xI| {ly]
son iguales a cero y la proposicién es cierta. Supongamos,

pues, que ni x ni y son el vector nulo.



Si u = TxT YV~ Ttifr . entonces, [ull=|lvi =1y
0 i“ u--VH2 = <U-V, U-V> = <y.U> + <U,-u> + <-v,u> + <-V,~v>

2 2 - o PR ' P u
0 <[fullF+] v I -2 <u,v> = 2-2 <u,v> = 2 (l-<u,v>). Luego,

-

0 <l-<u,v>, <u,v><i, < TT§TI R TT7¥WT > < 1y <x,y» 2 x| ’IYI|-
b 1, W

Ahora, reemplazando x por -x tenemos que <-x,y> <||-x || Iyl

- <xoys < x|l hyllb y o <xoys = - lix || [yll. Por lo tanto,

[<xoy>1 < (I« Nyl

7.4 Proposicidn.

Sea V un espacio real normado. Entonces, ¥x,yeV y V=eR,

NI1. || x|]] > 0, con {[x]|] =0 si y sdlo si x = 0.

N2, flex]] = e | lix]]

N3. || x+yll < lix]| + lyll . (Desigualdad triangular).
Na I x ]l - Ty T < Hx=y ]

Demostracidn.

N1 es una consecuencia inmediata de HI.

IO: = o o 4 = 2 = or
Para N2. || =x]|| V< ex, =x> = /T X.x > e ] x || -
Para N3. |[[x+y|| = V< x¥y, x+y = implica
|2 -
ey lP = exoxs + <yLys+2 <x,y>

i

1G

2 ¥
Ix 7+ lIyll" +2 <x,y>



.28

Anora, por la desigqualdad C.B.S tenemos que

Iy I < IxZ+ 1l ylf 2 xll Tyl = (=l + vy DZ . Luego,
Fx+xll < Il + Iyl
Para N&. [[x[| = ] (x-y) +y [l < Ix-yI[ + [ly[l implica
Wxl - Iyl < [l x-yll. Similarmente, tenemos
que [[y |l - | x|l < [[x-y[l . Luego,
Ix =y o= - eyl o Asty | Ixl=lvl] T=lx-y Il

Sobre un espacio vectorial es posible definir mas de
. . . n
una norma. Por ejemplc, sobre el espacio vectorial R -
se definen las siguientes normas:

Ixlly = Ixgl +eet I,

n

[[xf)z:méx (1X11s-»-- [ %, 1. (1a norma sup.)

!lelq = (x,% + ..+ xi )L/ﬁ.(la norma Euc]idea)
x = | ).

para \le---sxn}

Para C'[0,1], el espacic vectorial de todas las fun-
ciones de valor real continuas definidas sobre [0,1] las

des funciones siguientes son normas:

1y s ¢l0,1] =R, con [[f][; = mix [f(x)], x e {0,1].

- 1 1/2 )
Flp: e <R, con [ £11,= [ [ F20ex |7, x e [0.1].
0
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7.5 Definicidn.

Sea V un espacio vectorial real sobre el cual se ha
definido un producto interno. Diremos que x, y € V son -
ortogonales si <x,y> = 0. FEs obvio que el vector nulo o,

es ortogonal con x, ¥ x e V.

7.6 Definicidn.

Sea V un espacio vectorial real sobre el cual se ha -

definido un producto interno y A = {xl....,xn} < V. A es

Ttamado un conjuntc ortonormal si
Lo dlxg |l =1, ¥iv i = 1,2,...,0.

2. <Xi,xgr o= 0, ¥ +

(¥}

Er. un conjunto ortenormal cada vector es unitario vy,

ademds, ortogonai con cada uno de los otros vectores.

7.7 Definicidn.

Sea V un espacio vectorial real sobre el cual se ha
definido un producto interno. Ura base es llamada ortogo
nal si sus elementos son, mutuamente, ortogonales. Si, a
demas, cada vector es unitario se dice que Ta base es orto

normal.

8. Espacios Métricos.

8.1 Definicion.

Sea L un conjunto no vacio. La funcién d: LxL - R
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es llamada una métrica o funcidn distancia si, ¥x,y.,zek,

satisface los siguientes axiomas:

Dl. Si x # y; entonces, d(x,y) > 0.

Q.

DZ2. d(x,x)
D3. d(x,y) = d(y,x).

D4. d(x,z)

| A

d(x,y) + d{y.z).

d(x,y) es la distancia entre los puntos Xx,y.

8.2 Proposicién.

Si d: LxL -~ R es una funcidén distancia; entonces,

|d(X,Z) - d(y,z)l = d()”\,)’)

Demostracit6n.

d(x,z) <d(x,y) + d(y,z) implica que d(x,z)-d(y,z) =< d(x,y).
Por otra parte, d(y.,z) <d{y,x) + d(x,z)=d(x,y)+d(x,z) im -
plica que d(y,z) - d(x,z} < d(x,y): Tuego,

d(x,z) - d(y,z) > -d(x,y}. Asf, tenemos que

|ld(x,z) - d(y.z)| < d{x,y).

8.3 Definicibn.

Un espacio métrico es un par (L.d}) formado por un con-

junto no vacio, L y por una métrica, d, definida sobre L.

n
bara L=R", d:R” x R" =R, con d(x,y) = [ Z(xi - yi]2}1/2
1

d: R" x R™> R, con d(x,y) = ixi - yi!

= ~105



P N n
son dos métricas definidas sobre R ; luege, para ambos -
cascs, el par ( R".d) es un espacio métrico.

1

Para L=C[0,T], d:LxL> R, con d(f,q) =J [F{x)-g(x)ldx es una métrica.
0

En consecuencia, {(C/0,17, d) es también un espacio métrico.

8.4 Proposicifn.

3
\

Sea ¥ un espacio vectorial real normado. Si defini -
al

mos d:VxV =~ R, con d{(x,y} =|lx - y|l; entonces, (V.d) es -

un espacio métrico.

Demostracién.

La funcidn d es una métrica. En efecto, si x,yeV,

con Xx#y.{x-y)eV y |l x-y|

W

> 05 st ox=y, [ix-yi = [lol] = 0.

Asi, d satisface las condiciones D1 y D2.

|7

Como || x=yli =/-1] |x=yl| = [ (-1} Cx=y) 1l = [ly-x{] .d{x,y) = d{y.x).

Finalmente, tenemos que

]

x=y + y-zll < I x=y{l + lly-z|| = d(x,y) + d(y,z).

d{x,z) =|

E1 teorema estd srobado.

d es 1Tlamada la métrica inducida por la norma. Cualquier
espacio vectorial normado puede ser convertido en métrico

por medio de 1a métrica inducida.

Algunas veces, representaremes un espacio métrico con

el simbolo del conjunto que forma dicho espacio y conside-



raremos que d es Ta méetrica asocia

3.5 Definiciones.

Ahora, recordamos muchos conceptos fundamentales de
los espacios métricos los cuales, citaremos con frecuen-
cia. Sea, entonces, (L.,d) un espacioc métrico. Para
xel y r > 0, los conjuntos B{x,r)={yeL/d(y.x)<r}, B{x,r)={yeL/d(y,x)<r}
son las bolas abierta y cerrada de ceniro x y radio r.
VclL es un vecindario de x € L si V contiene una bola ce-

rrada de centro x y radio r. De acuerdce con esta defini -

cion B{x,r) y B{x,r) son vecindarios de x.

El punto x € U <L es un punto interior de U si exis
te un vecindario de x completamente contenido en U. x € U
es un punto exterior de U si existe un vecindario de x -
disjunto con L. x e U es un punto frontera de U si cada
vecindario de x contiene, al mencs un punto que pertenece
a Uy, al menos, un punto gue no pertenece a U. La colec

cion de todos los puntos frontera de U es la frontera de U.

Un conjunto es abierto si cada uno de sus elementos -
es un punto interior. ET conjunto de todos los puntos in-
teriores de U, es l1lamacdo &1 interior de U; Jle¢ representa-
remos con U°. Un conjunto es cerracdo si su complemento es

abierto.

x e UCL es un punto de acumulacién de Y si cada -
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conjunto abierto que contiene a x contiene, at menos, un
punto de U diferente de x. £E1 conjunto de todos los pun
tos de acumulacién de U es liamado e? conjunto derivado

de U. La clausura del! conjunte U es 1a unidén de U con -
su conjunto derivade. Lo representaremos con U. En to-
pologfa se muestra que un conjuntc es cerrado si y sélo

si contiene todcs sus puntes de acumulacién. Mostrare -

. - n
mos esta proposicidén en R

Una coleccién de conjuntos abiertos Oi,i recorriendo
un conjunto de Sndices, es un cubrimiento abierto de U -
s1 U g;U Oi' El conjunto U es compacto si cada cubrimien
tc abierto de U contiene una subcoleccidén finita que tam-

bién es un cubrimiento de U.

Una sucesidén de puntos de L, {xn} converge a z € L,

si para cada ¢ > 0 existe N e IN tal que sine Ny n>N;

entonces, d(xn,z) < g¢. Cuando esto ocurre escribimos
1im X, =z Yy Tlamamos a z un punto limite. Una sucesidn
n--co

es convergente si existe, al menos, un punto al cual con-

verge.

Se dice gue el conjunto U es acotado si existe un ni

mero real M tal, que ¥ x e U, || x]|[ < M.

Si (v,d) vy (VPdl) son dos espacios métricos; entonces,
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la biyeccidn f: ¥V - Vl es llamada una isometria si

dl(f(x), f{y)) = d(x.y): ¥x,y e V. Se dice que una iso -

metria preserva ltas distancias.

Dos espacios métricos son isométricos si existe una

isometria definida de uno sobre el gtro.

8.6 Proposicién.

Si (V,d) es un espacio métrico y si AcV, con A ¢ @;
entonces, (A,d'), con d' definida por d'{x,y)=d(X,y),¥x,yeA,
es un espacio métrico, Este espacio es llamado un subes-

pacio métrico de (V,d)}.

Demostracidn,

Puesto que A # @ para probar acue (A,d") es un espacio
métrice s61o es necesario mostrar que d' es una métrica.
Esta demostracidn es inmediata ya que, df es una restric

cidn de d, sobre A < V.

8.7 Proposicidn.

Sea (V,d) un espacio métrico y A < ¥V un conjunto com-

pacto. Entonces, si F < A es cerrado en V, F es compacto.

Demostracidn.

Sea Oi’ con 1 recorriendec un conjunte de indices, un
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cubrimiento abierto de F. Como F es cerrado, su comple-

~

mento en Y, CF, es abierto. HLuego, si a la coleccidn de

Tos Oi agregamos CF obtendremos un recubrimientoc abierto
de A. Por ser A compactoc existe una subcoleccidon finita
R de este recubrimiento que ain cubre a A y, por consi -

guiente, a F. Si CF no estd en R hemos encontradoc una -
subcolecci6n finita de los O, que recubre a F. 51 CF es
ta en R lo podemos descartar y tener, todavia, un cubri-

miente finito de F. Por lo tanto, F es compacteo.

8.8 Proposicidén.

Sea ¥V un espacio métrico y A CV un conjunto compac-

i

to. Entonces, todo subconjunto infinito de A tiene un -~

punto de acumulacién en A.

Demostracidn.

Sea X A un conjuntc infinito. Supongamos que nin-

i

gln punto de A es punto de acumultacidén de X; entonces,

¥ x € A existe una bola abierta B{x,ry) tal que

/
N

B(x,r,) nX =@, si x ¢ X3 B(x,rx} AX = {x}, st x e X.

La coleccidon de bolas B(x,rx), con Xx & A, es un cu-

brimiento abierto de A y, como A es compacto, un nimero

finito de ellas B{(xy;,r. ),s..., B{x_,r_ ), lo recubren. -
1° 7 xq n’ix,



Puesto que X € A este namero finito de bolas, también re
cubre a X; pero esto es una contradiccitén ya que X es 1in
Finito y cada una de tales bolas contiene, a 1o sumo, un

punto de X.

8.9 Proposicidn.

) P n :
Sea el espacio métrico R". Entonces, A c R es ce

rradec si y s6lo si contiene todos sus puntos de acumula-

cién.

Demostracidn.

Supongamos gue a e$ un punto de acumulacidén del con-

junto cerrado A. Puesto que cada bola abierta B(a,r) con

tiene puntos de A y CA es abierto, a no puede ser un pun-
to de CA. Luego, a & A.

Reciprocamente, supongamos que A contiene todos sus
puntos de acumulacidn. 351 b e CA’ b no es punto de acu-

mulacidén de A de modo que, existe una bola abierta B(b,r)
que no contiene puntos de A. Como b es un punto cualquie

ra de CA, éste conjunto es abjerto y, en consecuencia, A

S cerrado.

§.10 Proposicifn.

Sea V un espacio métrico y {x } una sucesién de pun-
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tos de V. Si V es compacto, {xn} tiene una subsucesidn

convergente en V.

Demostracidn.

Sea S el conjunto de imagenes de la sucesidn {xn}.

S1 S es finito podemos definir una subsucesidn corstante

de {xn} ta cual, obviamente, serd convergente.

Supongamos S infinito. Puesto gue, por hipOtesis, V
es compacto, S tiene un punto de acumulacidén x € V. (prop.
8.8, pdagina 35 . Las bolas B{x,1),B(x,1/2),...,B(x,1/k},...
contienen, respectivamente, 10os puntos

X oX. se.-3X_ ,... de S, con No>N-sesM>Ny g5e s Luego, podemos

I -

encontrar X e|ﬁ(x¢Jk) n S],Vk e N. De agqui se deduce que
k

“«

K|
7
m
2

im ox_ = X3 pues, d(x, ,x) <
koo Tk 'k

128

8.11 Proposicién.

Si A Q;Rm y B g;Rn son conjuntos cowmpactos, entonces,

. m+n
A x B es un subconjunto compacto de R 7.

Demostracidn.

Sea Kan,bn)} una sucesién de puntos de A x B. Puesto

que A es un conjunto compacto, la sucesidn {an} tiene una



subsucesion {an } que converge a un punto a € A. Simi -

1

larmente, {bn} tiene una subsucesidn {bn } gue converge
g

a un punto b e B. Asi, {{a_ ,b_ }} es una subsucesifn de

n. n
1 1

{(an,bn)} que converge al punto (a,b) € A x B.
8§.11.1 Corolario.
Sea Il=[}1,b1],...,In=|}n,bn], con I. R, i=1,...,n.

Entonces, le...xIn es un subconjunto compacto de RrR".

8.12 Definicién.

Una sucesidn {xn} de puntos de un espacio métrico V

es llamada acotada si el conjunto de imdgenes de la suce-
sidén es acotado; es decir, si el conjunto de imdagenes es-

td contenido en una bola B(x,r), para algin x e V.

8.13 Proposicidn,.

. n - v
Toda sucesidn acotada en R, tiene una subsucesidn -

convergente.

Demostracion.

S1 {x,} es una sucesidn acotada,el conjunto de imdge

nes esta contenido en el compacto

1cR", con I-= le...xIn el.cR, 1=1,...,0, un intervalo -



cerrado y acotado. Luege, de acuerdo con ia oro

O
—
Lan)

o
£y

oy
'

36 {xn} tiene una subsucesién convergente.

8.14 Teorema de Heine - Borel.

n n
. Entonces., A < R es -

Sea el espacio wétrico R

compacto si y solo si A es cerrado y acoctado.

Demostracidn.

Supongamos que A es compacto. Entonces., si a es un
punto de acumulacidén de A para cada entero positivo n, -

existe un punto a, tal que d(an,a) < 1/n. Luego, a es el
nico punto 1imite de la sucesién {a_}. Como A es compac
to {an; debe tener un punto 1imite en A; por 1o tantoc, -
a e Ay A es cerrado.

Ahora, supongamos que A es cerrado y acotado. Selec
cionemos r > 0 de modo gue A ¢ B{(O,r). Si I= [-r,r]; en-

tonces, A es un subconjunto cerrado del compacto IxIxI...xI

{(n veces) y, de acuerdo con la prop. 8.7,pag. 34, A es com-

pacto.

8.15 Proposicidn.

. e n
Sea el espacio métrico R . Entcnces, A es compacto
si y sélo si todo subconjunto infinito de A tiene un pun-

to de acumulacidn en A.
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Demostracion.

Supongamos A compacto. Entonces, de acuerdo con Ja
prop. 8.8,pag. 35, todo subconjunto infinito de A tiene un

punto de acumulacién en A.

Ahora, debemos mastrar que A es compacto; es decir,

cerrado y acotado. Haremos la prueba por contradiccién.

Supongamos que A no es acotado. Entonces, ¥n e N
existe x e A tal que |x {[ > n. Luego, el conjunto
1 H
S = {xn}, ne N es infinito y, por hipdtesis, existe un

punto y € A gue es punto de acumultacidén de S. Como exis
temeN tal que m > L + {[yll ; tenemos que,

-yl > 1omy [fx =y [ 2% 6 = Ty [} > lixg [ +1-m >mti-m = 1. De este

resultade deducimos que la hela B(y,1) sélo puede conte-
ner un nimerc finito de puntos de S; pero, esto es una -
contradiccidn al hecho de gque si p es un punto de acumu-
lacién de un conjunto E, todo vecindario de p contiene -
infinitos puntos de A (Principios de Andlisis Matematico,
Rudin, segunda edicidén, pdag. 40, teorema 2.22). Por lo -

tanto, A debe ser acotado.

Mostremos ahora que A es cerrado. Sea x un punto de
acumulacién de A. Las bolas abiertas B(x.1/k), K e N con

tienen puntos distintos Xy € A. Sea S = {xk}, k e N. Es
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claro que x es un punto de acumulacidén de S y; por ser €s
te un conjunto infinito, por hipdtesis, S tiene un punto

de acumulacidén en A. Mostremos que x es el Gnico punto de
acumulacién de S. Supongamos que y 7 x es otro punto de a

cumulacién de S; entonces, para xkeS, tenemos que
ly-x|| < Hy—ka+¢|xk—xi| < Hy—ka + 1/k. Asi, si escogemos

ko € N tal que k > ko implique % ly-x|| > % tendremos que

POf

ly-xIl < Hy-x, I, 1o cual indica que x, # B{y,r), con

= %HY-XH , i k > ko. Luego, y no puede ser un punto -

~

de acumulacién de S. Como x se tomd arbitrariamente y no
puede haber para S un punto de acumulacidn que no esté en
A, A contiene todos sus puntos de acumulacidén y por ello,

es cerrado.

8.15.1 Corolario. Teorema de Weierstrass.

Todo subconjunto infinite y acotado del espacio métri

n o, . ..
co R tiene un punto de acumulacidn en R" .

8.16 Definicidn.

Sea (V,d)} un espacio métrico. Una sucesi6én de puntos

de V, {Xi}’ es una sucesidn de Cauchy si, para todo ¢ > 0

existe N e NN tal que si m,rn e N vy m,n > N; entonces,

d(Xm,Xn) < g
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Cuando V es un espacio vectorial normado {Xi} es una

sucesion de Cauchy si para todo ¢ > 0

existe N e N tal que si m,ne Ny m,n=N; entonces, |[X -X [ < e .

8.17 Proposicién.

En todo espacio métrico toda sucesidn convergente es

una sucesidn de Cauchy.

Demostracion.

Sea {xn} una sucesidén convergente con 1im X =a. En-

tonces, para cada ¢ > 0 existe N e N tal que ne N y n>N

implica d(x ,a) < €/2.

Ahora, si p, q e Ny si p,q>N tendremos que d(x _,a)< /2y d(xq,a)<€/2.

X
p
Luego, d(xpaxq)_id(xp,a) + d(xq,a) < ®/2+ %/2=¢ y la sucesidn

es de Cauchy.

8.18 Definicidn.

Un espacio métrico V es 1lamado compieto o0 de Banach

si cada sucesidén de Cauchy {xn} de puntos de V converge a

un punto x € V.

8.19 Proposicién.

E1 espacio métrico R" es completo.
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Demostracidn.

.- n
Sea {xn} una sucesidén de Cauchy en R . Mostraremos

que la sucesidn es convergente.

Si el conjunto I de imdgenes en la sucesidn es un con
Junto finito, a partir de un determinado subindice las ima

genes serdn constantes y Ta sucesifn, convergente.

Sea I un conjunto infinito. Mostremos que I es acota
do. Puesto que Ta sucesidon es de Cauchy existe N e NN tal

que si n > N, d(x XN) < 1. Asi, si

n,
M = max {x; ..., [[Xyll}; entonces, [[x || < M + 1, ¥ne N;
es decir, I «B (0,M+1). Luego, I es un conjunto infinito

y acotado en R" y por eso, tiene un punto de acumulacién

x € IRR. Veamos ahora, que 1im Xp = X Para cualquier >0
n->o

existe N e N tal que si m,n > N; entonces, d(x_,x,) < ®2.

Ademis, la bola abierta B(x,%/2) contiene un punto &ndel,

con m>N. Luego, si n>N, d(xn,x)gﬂ(xq,xm)+d(xm,x)<572+€/2 =¢. AsT,

1im x_ = X.
n
N>

9. Funciones Continuas en Espacios Métricos.

9.1 Definicidn.

Sea (vy,d;) y (v,,d,) dos espacios métricos,
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A c Vl,x° e Ay f: A~ Vo, una funcidén. Decimos que f es

continua en x, si, para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que

si x € Ay si dl(x,xo) < §; entonces, dz(f(x), f(xo)) <e.

Esta definicion también puede ser expresada de la ma
nera siguiente: f es continua en x, € A si, para cada bo-
la abierta B(f(xo.),e) existe una bola abierta B(x.,§) tal

que si X € (B{xo,68) MNA); entonces, f(x) € B(f(xo),c).

Diremos que f es continua si es continua en cada pun-

to de su dominio A.

9.2 Proposicion.

Sea V V,, dos espacios métricos y f: V., > V2, una -

1 1

2
funcién. Entonces, las siguientes afirmaciones son equiva

lentes:

1. f es continua en Vl'

2. f'l(O) es un conjunto abierto, para todo conjunto abier
to 0 g:VZ.
3. fnl(C) es un conjunto cerrado, para todo conjunto cerra

do Cgvz.

Demostracion.

1 ==2. Sea 0 un conjunto abierto de V2 Y Xo € f'l(O). En-



tonces, T(xo) € 0 vy, por ser este un conjunto abierto, -
existe una bola abierta B{f(x,),e) «=0. Ahora, por ser f
continua en V. 1o es en x, y; por 1o tanto, existe § > 0
tal que x € B(x,,5) implica f(x) € B{f(Xs),2). Asi,
f(B{Xxo0,8)) < B(f(xs),e). Luego,

-

B(Xo,8) = F 0 [F(B{x0,8)] < % (B(f(X0,e)) _gf"l {0) ¥ Xo, un
-1

punto arbitrario de f “(0) es un punto interior; por eso,

-1 . ..
f “(0) es un conjunto abierto.

2 =1. Sea ¢ >0 y x. e V,, un punto cualquiera. Puesto

que la bola B{f(xo.),c) es un conjunto abiertc de V2,

'F&(Sﬁﬂxo),d es un conjuntc abierto de V]. Ahora, como

Xo € T H/B(f(xo),e)), existe 8 > 0 tal que
“(B{f(Xxo), =2} y, en consecuencia, f{B{x0,8)) < B{f(xo),e)
Luego, f es continua en x, ¥, por Ta arbitrariedad con que -

fue seleccionado X., T 5 continua en Vl'

2 =3. Si 0 es un conjuntc abierto, el complemento de 0O, CO,

es cerrado. Como por hipdtesis f—l(O) es abijerto, Cf—l(O)
es cerrado. De la jgualdad f'l{CO) = Cf'l(O) deducimos 3.

Con un razonamiento similar se muestra que 3 => 2.

Bemos mostrado que 1<=>2 y 2<=>3; Juego, l<=>3.

9.3 Proposicion.

Sea Vi» V2, espacios métricos, A c VY fFiA > Vs,



.46

una funcién. Si A es un conjunto compacto y si f es con-
tinua en A; entonces, f(A) es un subconjunto compacto de

V2.

Demostracidn.

Sea Oi’ con i recorriendo un conjunto de indices I, un
cubrimiento abierto de f(A). Como f es continua en A, Tos
conjuntos f"l(Oi), i e I, son abiertos en A, cuando A es -
considerado un espacio métrico. (proposicidon 9.2, pag. 44).
Ademds, resulta que A g;f—l(UOi) = Uf'l(Oi), i e I; es de -
cir, tenemos un cubrimiento abierto de A del cual, por ser

-1
(0 )5

A compacto, podemos extraer un cubrimientec finito, f
-1 .. - n .1
oy T (Oi ) que también cubre a A. Asi,Acy f (0., )y,

n -1 '_1 n
O tHo = us et )] cu o
k=1 K | k=1 k =

- —-

nC

k

Resulta, pues, que f(A) es compacto como se afirmaba.

9.3.1 Corolario.

Si en la prop. 3.2 pag. 44, V2= R", entonces, de acuer

do con la prop. 8.14, pdg. 39 , f(A) es cerrado y acotado.

9.4 Definicidn.

Sea V un espacio vectorial normado cuya norma es || |.
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-

p . g n
Entonces, decimos que la funcidn V - R es acota

)]
-

da, si existe M > 0 tal que [[f(x)!] - M, ¥ x

13

9.5 Definicidn.

Sea (V,,d;), (V,,d,), espacios métricos y f: V, > V,,

una funcidn.

Decimos que f es uniformemente continua en V., si, pa-

1

ra cada € > 0 existe § > 0 tal que si x, y € V1 y dﬁx,y%ﬁ;

entonces, d(f(x), fly)) < e.

Se deduce, inmediatamente, que toda funcidén uniforme-
mente continua definida sobre un espacio métrico es conti-
nua en tal espacio. SO61lo es necesario considerar en la de
finicidn 9.5 que el punto ¥y, después de haber sido selec -

cionado arbitrariamente, es fijo.

9.6 Proposicién.

Sea (Vl,dl), (VZ‘dZ)’ espacios métricos; f:V, - V,,

1
una funcidn y A g;vl. Si A es compacto y f continua en A;

entonces, T es uniformemente continua en A.

Demostracidn.

Sea ¢ > 0. Como f es continua en cada punto y e A,

?B(yaéy)f‘A]; entonces,

%
b

existe ay > 0 tal que s1 x €
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d, (F(x), fly)) < °/2.
La coleccién formada por los conjuntos B(y,%—éy), -
“
con y e A, resuita ser un cubrimiento abierto de A y, co

mo por hipdtesis, A es compacto podemos encontrar puntos

1 1
Yys-+-sy, € A de modo que sea Ac % B(yi’?dyﬁ)‘ Ahora, -

- 1 1 p
sea 6§ = min {7 61,...,7-6n}, X, y € A tales que dlwgy)<6.

LY. )

Es evidente que existe y; € A tal que xeB(yi ,%-Gyi ) g__-_B(y1 ;
< (o] 0 Q o]

por To que, d,(f(x),f(y; ))< /2. Por otra parte,

.

dl(y,yio) §_d1(y,x) + dl(x,yio) <8+ 5 Gyi f'éyi , puesto que

§ = min {6 lsy‘ Luego, y & [B( §y. ) nAj] por ello
2 yl,“., 20n) SUEE RSN DR S P ’

tenemos que, dz(f(y), f{y. )) < /2. Asi, resulta que

To
dE(x),F(¥)) < dp(F(x)Fly; )] + dp(Flyy s Fly))< 52+ %/2 = ¢ y el

teorema estd probade.

9.7 Proposicidn.

Sea V un espacio métrico, Agc vy f: A - R, una fun-
cidn. Entonces, si A es un conjunto compacto y f, conti-
nua en A, f alcanza sus valores extremos superior e infe-

rior.



P~
w

Demostracion.

A

E1 cor. 9.3.1. pag. 46 nos permite afirmar que f{A) es
acotado. Por el axicma del extremo superior sabemos que
existen M = sup f{A) y m = inf f{(A). Como m y M son pun
tos de acumulacidn de f(A) y éste, es un conjunto cerra-
do, m, M e f(A); es decir, existen X1:Xo € A tales que

M

It
-+
P
=
et
<
=3
'
—_
P
<

9.8 Definicidn.

Sea YV un espacio métrico. E! didmetro de U <« V,d(U},

con U # @, se define como ia minima cota superior de 1las
distancias entre 1os punteos de U: es decir,

d(U} = sup {d{x,y) / x, y e Ul.

o~

Si d(U) es finito; es decir, si d{U) < = decimos cue

U es acotado y si d(U) = =, gque Y no es acotado.

9.9 Definicidn.

Sea (V,d) un espacio métrice. U ¢V es un conjunto
totalmente acotado si para cada ¢« > 0, existe un nGmero
finito de conjuntos

Ais---0A, tales que U = A,U....UA_, con d{(Ai) < e, T =1,...,n.

1
i '

9.10 Proposicidn.

Sea (V,d) un espacio métrice. Si U gV es un conjunto
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totalmente acotado; entonces, U es acotado.

Demostracion.

Sea ¢ = 1. Por hipGtesis, U=A1U...UAn, con d(Ai)<l,i=1,...,n.
Seleccionemos en cada Ai un punto X5y tomemos §=mdx db%,xi},

isj = 1,...,n. Para x, y € A tenemos que

X € Ai eyehA, i, 3§ =1,...,n. Luego,

d(x,y) 5_d(x,xj) + d(xj,xi) + d(xi,y) <l+sg+1=2+6ydU) <e.

9.11 Proposicion.

Sea (V,d) un espacio métrico. Entonces, toda suce -

sign de Cauchy {xn} de puntos de V es totalmente acotada

Y, en consecuencia, acotada.

Demostracidn.

Sea ¢ > 0. Mostraremos gue existe una descomposicidn

de {x,} en un nimero finito de conjuntos cuyos didmetros -
son menores que . Puesto que {xn} es una sucesidén de Cau

chy, existe N e IN tal que si m,n e Ny m,n > N; entonces,

d(xm,xn) < e. Luego, B = {xy ¥ 10 XN 4 o»..-} tiene un -
didmetro menor que e. AsT, {xl},..., {xN}, B es una des-
composicion finita de {xn} en conjuntos cuyos didmetros son

menores que . Por lo tanto, {xn} es totalmente acotada y,
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por ello, acotada.

9.12 Definicién.

Sea V un espacio métrico. Una sucesidn de funciones

{fn} definida en V converge uniformemente en V hacia una

funcidn f si y sélo si para cada ¢ > 0 hay un nimero natu

ral N tal que n > N implica d(f (x),f(x)) < e, ¥ x e V.

9.13 Proposicién. Criterio de Cauchy sobre convergencia

uniforme de funciones,

Sea V un espacio métrico. La sucesidn de funciones

{fn} definida en V converge, uniformemente en V si y s6lo

si para cada £ > 0 existe un nGmero natural N tal que

m,n >Ny x € V implica d(fn(x)a fm(x)) < €.

Demostracidn.

Supongamos que {fn} converge uniformemente en V hacia

Ta funcidén 1imite f. Entonces, existe un natural N tal -
que m,n > N y x € V implica que

d(f (x),f(x)) < ®/2 y d(f (x),f(x)) < °/2. Luego,

d(fn(x),F,(x)) < d(f (), F(x))+ d(F (x).F(x)) < e.

Reciprocamente, supongamos que se cumple la condicién

de Cauchy. Entonces, la sucesién {fn(x)} converge, para -
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todo x, hacia un 1imite que podemos Tlamar f(x). Luego,

la sucesidn {fn} converge en V hacia f. Debemos mostrar

que la convergencia es uniforme. Sea ¢ > 0 y elijamos -
un natural N de tal modo que, para cada ¢ > 0:m,m>N y xeV

implique d(fn(x), f.(x))< e. Ahora, fijemos ny hagamos

m + «; entonces,

1im d(fn(x), fm(x))i 1im ¢

M=o M-+

d(f,(x), 1im £ (x)) < e.

Mo

d(F(x), F(x)) < e.

y f es uniformemente continua.

10. Distancia entre conjuntos.

10.1 Definicidn.

Sea V un espacio métrico, F € V un conjunto cerrado
y b e V, un punto cualquiera. Definimos la distancia de
b aF, 1Ta cual denotaremos con d(b,F), como la menor de
las distancias de b a cada uno de Tos puntos de F; es -

decir, d{(b,F) = inf {d(b,x) / x € F}
Se acepta, convencionalmente, que d{b,@) == .

10.2 Proposicién.

Sea V un espacio métrico, F< V un conjunto cerrado y
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b e V. Entonces, d(b,F) > 0.

Demostracidn.

Puesto que d(x,y) > 0, ¥x, y € V; se sigue, inmediata

mente, de la def. 10.1,pag.52,que d{(b,F) = 0, si b e F.

Mostremos que debe ser d(b,F) > 0, si b & F. Suponga
mos, junto con esta dGltima condicidén, que d(b,F) < 0. Co-
mo, por definicidn, d(b,F) no puede ser negativa, tiene que
ser d(b,F) = 0. Ahora, por ser d un infimo, tenemos que -
¥ ¢ > 0 existe y, € F tal que d(b,y.)<d{(b,F)+e= 0 + ¢ . Asf,
resulta que la bola B{b,e) contiene, al menos, un punto de
F distinto de b; y por eso, b es un punto de acumulacidn de
F. Como F es un conjunto cerrado, b € F: pero, esto contra
dice nuestra hip6tesis de que b ¢ F. Por 10 tanto, si

b é F, d{(b,F) > 0.

10.3 Proposicidn.

Sea V un espacio métrico y FC V, un conjunto cerrado.
Entonces, la funcidén f: V=R, con f(x) = d(x,F) es conti -

nua.

Demostraciodn.

Sea a,b dos puntos de V. Para cualquiera que sea § >0,

existe un punto x e F tal gue d{(a,x) < d(a,F) + 6 ya que,
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d(a,F) es un infimo y F es cerrado. Ahora, por la desigual
dad triangular tenemos que d(b,x)<d(a,x) + d(a.b) y luego,
que d(b,x) < d{a,F) + d(a,b). Por otra parte, d(b,F)<d(b,x),

¥ x € F ya que, d(b,F) = nf {d{(x.F)/x e F}. Por Gltimo te
nemos que d{b,F) < d{(a,F) + d{a,b} pues, & > 0 es un nimero

arbitrario. As{, d(b,F} - df{a,F) < d(a,b).

con un razonamiento similar; pero, intercambiando los
papeles de a y b deducimos que d(a,F) ~ d{(b,F) < d(a,b) y -
luego, que d{b,F) - d{a,F) > -d(a,b). Asf, |d(a,F) -d(b,F)| < d(a,b).

Ahora, si hacemos d{a.b) = e resulta que [f(a)-f(b)| < <.
De esta expresidn se deduce que f es uniformemente continua;

luego, continua.

10.4 Proposicién.

Sien un espacio métrico V todas las bolas cerradas son -
conjuntos compactos; entonces, para F ¢ V cerrado, con F # @,

y para todo a & V, existe un punto =« ¢ F tal que d{a,«)=d(a,F).

Demostracidn.

Hagamos r = d(a,F) y consideremos la bola Bf{a,r+l). -
De acuerdo con la proposicion 8.14, B N F es un conjunto -
compacto. Ahora, definimos la funcién f:BAF+R, con f{x)=d(a,x).
Con un argumento similar al de la prop.16.3, pag. 53, se de-

duce que T es continua. Entonces, f (B N F) es compacto
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como imagen directa de un compacto bajo una funcidn conti-
nua. Luego, f alcanza su valor minimo en B N F, sea m -~
ese valor. Asi, pues, existe « ¢ B NF tal que

m = f(=) = d(a,=) = Inf {d(a,x)/x ¢ B AF}. Ahora, pode -

mos afirmar que
d(as‘x) _<_d(a,x) <r + 1, ¥xe B nN F,

d@,s < d(a,x), ¥ x e F. Luego, d{(a,=) = d(a,F).

10.5 Definicidn.

Sea V un espacio métrico y Fl’ F2 dos subconjuntos ce-

rrados de V. Llamaremos distancia de F1 a F2 ail

inf {d{x,y)/ x € F1» ¥ € F,} y la denotaremos con d(Fl,Fz).

Convencionalmente, se acepta que d(A,9) = d(P,A) = =,

10.6 Proposicion.

Sea V un espacio métrico ¥y Fl’ F2 subconjuntos de V.,

con F1 compacto y FZ’ cerrado. Si Fl N F2 = @; entonces,

d = d(Fl’FZ) > 0. Ademds, si todas las bolas cerradas de V

son conjuntos compactos, d es un minimo.

Demostracidn.

Definamos la funcidon g: F;+ R, con g(x;)=d(x{,F,).
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Razonando como en la prop. 10.3,pdg. 53, podemos afirmar que g
es continua. Ahora, g(Fl) <R es compacto. Luego, g al

canza su valor minimo, mayor que cero, sobre Fl perque F1

es compacto y F1 N F2 = P; es decir, existe “y € F1 tal

que g{(=,) = d(=;,F,) > 0. As?, d = d(F;,F,) > 0.

5)

Ahora, si todas las bolas cerradas de VY son conjuntos

compactos, sabemos que existe w5 € F2 tal que

— /
d{=gamp) = dl=1,F)s =y € Fy.

1

e F

1 tal

Similarmente, podemos afirmar gue existe = 1

que d\mz,m1)=d(m2,F1),w2 e FZ. Luego, d\ml,F2)=d\al,«2)=d(m2,Fl) =

d(F.,F,) > 0.

1’2)

11, Isomorfismo Topoldgico en Espacios Vectoriales Normados.

11.1 Definicibn.

Sea V un espacio vectorial normado y [[ |, » [ I,

dos normas definidas sobre V. Decimos que || IH y Ib -

son topoldégicamente equivalentes si existen nimeros reales

positivos m; y m, tales que !fx[lz < m1{|x‘|1 y

Ixfly = my Ix]l,, ¥ xelL.
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Ejemplo.

. . : n
En el espacio vectorial normado R , las normas

I xlly = mdx |x;], i = 1,...,n;
{ x“g N iX1|+-..+[xnl, con X = (xl,...,xn),
I xll 5 = (x s x5)1/2

Son topoldgicamente equivalentes ya que, como puede

facilmente, mostrarse [[x||; < {[xll3 < llx]Ib=z nilxl,

11.2 Proposicidn.

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita. En -
tonces, todas las normas definidas sobre V son topoldgica-

mente equivalentes.

Demostracion.

Sea {ul,...,un} una base para V. Entonces, cualquier

X € V puede ser representado en la forma x=x1u1+...+xnun.

Es fdcil mostrar que [!xik(x§+...+xﬁ)l/2 es una norma en V
Y que la equivalencia topolfgica es una relacion transiti-
va. De acuerdo con esta (Gltima afirmacién, para probar Tla

proposicidn, serd suficiente mostrar que cualquier otra -

norma || {Il, definida sobre V, es topolfgicamente equiva-

lente con || || .
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Sea M = mdx {[u;|l, 7 = 1,...,n; entonces,

MCxp L +ooorfx 1) s Maomax [xg] < Mnfix]] .

Ahora, supongamos que ng existe un nimero real m tal que

[ Ix]] < m|x Entonces, correspondiente a cada entero

positivo k, existe un vector y,  tal que [y, [{> k Hyklll.
; entonces, [z |l = 1y

Escribam L2 gt .-
Fscribamos Z Zlk“l an“n

Puesto que [[z, [| = 1, Ta sucesidn {(zy ... )} es acota

an

A . n ,
da en el espacio Euclideo R vy, de acuerde ceon la prop. -

8.13, p&g. 38, dicha sucesidn contiene una subsucesidn que
converge, digamos, a (zl,...,zn). Para simplificar la no-

tacidén supongamos que tal subsucesidn es la sucesidn misma.

Luego, si z = Z Uy +.. .+ Za Uy tenemos gue

1im ||z -zp = 19m ((Zlk 1)2 . (znk-zn)ﬂ}'/2 = 0. Ahora, por N4 de la

ko0 Ko

prop. 7.4, pag. 38, podemos escribir ||z, | -] z-z <[ zl<[lz~z | +/[z, | . De

J

aqui se sigue que T. m ||z, {[<ll<Tim Iz /| ¥> por lo tanto, que
o

..).co

=~

Vim {lz, [ = [[z]]
-0
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Por otra parte, ([zjilgjiz—zk{€_+{§zki{1 E_MnHz-zk||+1/k ¥s
puesto que estas desigualdades son ciertas para cualquier k

arbitrariamente grande, resulta que || z!],= 0; es decir,

z = 0; pero, estc es una contradiccién al hecho de que -

izl
x|l

1

1. Asf, existe, un numero real positivo m tal que

A

m [[xiliy el teorema esta probado.

Dentro del marco de esta demostracibén se ha estableci

do una relacidon entre normas definidas sobre espacios vec-

toriales diferentes: | Iilsobre Vy [l sobre R". sa-
bemos, por la prop. 62, pdg.23, que v : V = Rn, con

y (x) = (Xl""’xn) es un isomorfismo. Al considerar k=Mn
hemos mostrado que i{x[[l <k [J¥(x) |1y que [¥{x)]| <m|[x;-

11.3 Definicidn.

Sea U y V dos espacios vectoriales normados cuyas nor-

i

mas son, respectivamente,|| ||y |

| I, . Entonces, sif: U~V
es un isomorfismo de espacios vectoriales y si existen cons
tantes reales positivas, m y k, tales que

Il < &k TEOCO s TGO < m [[x]], decimos que Tos espa -

cios son topoldgicamente equivalentes. f preserva la es -
tructura vectorial entre los dos espacios y también, Ta es

tructura topeclbgica; es decir, en este (1timo caso, preser
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va cualquier propiedad que dependa del concepto de conjun-

to abierto.

Lo que ha guedado establecido 1o enunciamos como

11.4 Proposicién.

Cada espacio vectorial normado de dimensién finita n

P . n
es topoldgicamente isomorfo corn R

De acuerdo con esta proposicidon toda propiedad que -
dependa del concepto conjunto abierto y que sea probada -
en R" es, automdticamente, vdlida en cualquier espacio vec

torial normado de dimensidn finita n. Asfi,

11.5 Proposicidn.

Si V es un espacio vectorial normado de dimension fi-
nita n; entonces: cada sucesidén de Cauchy cenverge a un -
punto de V, cada subconjunto infinito acotado de V tiene -
un punto 1imite y, A < V es compacto si y sélo si es cerra

do y acotado.

Demostracidn.

Cada enunciado de esta proposicidn es una consecuen -
cia inmediata de 1a combinacién de las proposiciones 8.14,

8.15. (pdg. 39), 8.19 (pag. 42) con la prop. 11.4 (pag. 60).
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12. Funciones en Espacios Vectoriales Normados.

Ahora estudiamos propiedades de las funciones linea-
les y afines que tienen dominio y rango en espacios vecto
riales normados. Estas funciones son 1lamadas transforma

ciones.

12.1 Definicidn.

Sea L y M dos espacios vectoriales normados. Deci -

mos que

1. T: Ucl » M es una transformacidén lineal si

¥ x, ye Uy « ¢ R,

T(x + y) = T(x) + T(y)
T(=x) = «T(x).

2. A: UclL + Mes una transformacién afin si ¥x e L,
A(x) = T(x) + b, con T una transformaci6n lineal y b e M,

una constante.

Cuando M = R las transformaciones son 1lamadas fun -
cionales y, cuando L = M = R las funciones lineales y afi
nes son descritas, respectivamente, con las ecuaciones -
T(x) = mx y A(x}) = mx + b. Observemocs que si T es lineal,

T(o) = T(0.x) = 0.T(x) = 0 y si A es afin, A(0) = b.

12.2 Proposicidn.

Sea T: Uc L » M una funcidn definida entre espacios



.62

vectoriales normados. Entonces, T es lineal si y s6lo si

T(=x + gy) = «T(x) + gT(y); ¥ x, y € U y para cualquier «,8 en R.

Demostracifn.

Si T es lineal, T(=x+gy) = T(«x)+T(By)=«T(x)+8T(y), con«ge R.

Si T(=x+gy) = =T(x) + 8T(y); entonces, al hacer sucesivamente, ==g=1 y

=0 resulta que T(x+y) = T(x) + T(y) y T(ex) = «T(x).

12.3 Ejemplos de Funciones Lineales.

1. I: L -+ 1L, con I(x)=x, ¥ xe L yL, un espacio vectorial.

2. &8: D+ D, con 6(f) la derivada de f € D, con D el espa-
cio vectorial de todas las funciones infinitamente dife
renciables.

b
3. I: C+ R, conI(f) = J fyC, el espacio vectorial de

g
todas las funciones continuas definidas sobre el inter-

valo [a,b] R.

12.4 Ejemplos de Funciones Afines.

1. A: L > L, con A(x) = x + y, y un vector fijo del espa =~
cio vectorial L. La transformacién lineal asociada con
A es la identidad. A es 1lamada una traslacién del vec-
tor y. La traslacién del vector nulo; es decir, la trans
formacion identidad es afin.

2. A: L+ L, conA(x) =y +r (x -y), y e L es un punto -
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fijo y r € R, un nimero fijo. A es llamada homotecia
de centro y y radio r. La transformacidén lineal aso
ciada con A es 1a homotecia vectorial T: L-+L, con
T(x) = rx.

En general, con dos puntos cualesquiera y, z € L y -
una transformacidon Tineal T: L - L, podemos construir

la transformacidn afin A: L - L, con A(x) = z+T(x-y).

12.5 Proposicidn.

Sea T: Uc L - M una transformacidén Tineal y

=;X5, COn x., i = 1,...,n, vectores de L y «., nime

x
1
=13

n
ros reales. Entonces, T(x) = } o T(xi).
1

Demostracion.

La prueba es por induccidn sobre n. Para n = 2 la -

demostracidn aparece en la proposicién 12.2, pdg. 61.

{ (k“'l
«; T(x;); entonces, 7 { % “ixi} =

w
—

....4‘
TN
Ny
]

.
>
-t
L——
"
0N

1
P0G ey i) = 4oy T

<

|
= R

k
T [g R xk+1J =

12.6 Proposicidn.

A: L - M es una transformacidén afin si y sélo si
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h!
!

JIERY

cibn de vectores X € L y para cualquier seleccidén de ni-

103
a

i A{x.), (1) para cualquier selec

3
I

meros reales =i CON

I
f
o}
|
—

Demostracidn.

Si A es afin, A (A

=T 55
R
=
ey
N
1
—
———

n
. [T{x; )+b] = % as Ax;)

=103

Supongamos gque ia funcidén A satisface la condicidn -
(1) y hagamos T{(x) = A{x) - A{(o). Para cualquier nimero

real «,

A{=x)=Aluxt{l-«)0] = «A(x)+{1-=) A(o). Luego,

T(=x)=A(=x)-A(0)= «A(x) + (1-=) A(0)-A(0)= =[A(x)-A(0)] = «T(x).

[
—
l\)i

!

Ademas, T(xl+x2) =

11

2 [0z %, + § 2)-A)] = 23 Tx))-AGT) HiR(x,)-AGT])

Alxy)-A0)] + [Alxy) - A(0)]= T(xy) + T{x,).
Asi, T es una funcidn Tineal y A(x) = T{(x) + A(o), afin.

12.7 Definicidn.

Sea f: U< L - M una funcidén entre espacios vectoria-
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les normados. Decimos que f es continua en x € U si para

cada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que si ye Uy |ly-x|| <& 3

M

entonces, || f(y)-f(x)|| €.

Como hemos visto, en la seccidén precedente, las nor-
mas asociadas con los espacios vectoriales L y M pueden -
ser diferentes; pero, para representarlas usaremos el mis

mo simbolo || || , excepto en aquellos casos en los que, -

distinguirlas sea indispensable.

12.8 Proposicidn.

Sea L, M los espacios vectoriales normados y T:L-+>M,
una transformacidn lineal. Entonces, las tres propiedades

que siguen son equivalentes:

1. Existe un nimero real k>0 tal quellt(x)] < k ||x]|[ » ¥xeL.
2. T es continua en x, ¥ x e L.

-

3. T es continua en el origen.

Demostracicdn.

1 =2. Sea xo € L ye>0. Si]|lx-xo|l<%/k; entonces,

HTO)-Tlx) 1= ] Tx=xo) || = kit x-xoll <k = €.

AsT, T es continua en X, y, como X, es un punto arbitrario

de L, T es continua en L.
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2 =3, Si T es continua en x, ¥ x e L, es continua en el
origen.

3 =>4. Siendo T continua er el origen existe & > 0 tal -
que si || x|| < ¢&; entonces, |l T(x)|| < 1. Luego, para -

cualquiera x € L, con x # 0, tenemos que

l'l 8 X} " ocra como
© frim] |- wvor

.con k= 1.
R

|< T(x)[|=HT QIEIBp )'

HTT%TTxuza » deducimos que, [|T(x)|[ <5 1=k x|

12.9 Definicidn.

Sea T: L - M una transformacién lineal entre espacios
vectoriales normados y B = {|| T(x)||/xeL, || »|l=1}. Si B tie-
ne una cota superior minima diremos gque la transformacion

Tineal T es acctada.

12.10 Coroiario.

La transformacidén lineal T: L - M, con L y M dos es-
pacios vectoriales normados, es continua si y s6lo si es

acotada.

Demostracidn.

S1i T es contiaua existe k>0 tal que

HTx}] <kl|[x]l, ¥ x e L. Al considerar los vectores x de
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la bola unitaria con centro en el origen tenemos que,

HT(x)|| < Ky T es acotada.

Mostremos que si T es acotada; entonces, es conti -
nua. Supongamos que T no es continua; entonces, no lo -
serd en el origen. Luego, podemos encontrar una sucesidn

{x5}, con ||X1[| < 1/i de modo que !iT(xi)[[ > g, para al

gin ¢ > 0. Sigue, entonces, que para todo i

I bt - b e

lo cual contradice el acotamiento de T sobre la bola uni-

taria.

12.11 Proposicidn,

Sea T: L - M una transformacion 1ineal entre espa -
cios vectoriales normados. Si L es de dimension finita,

entonces, T es continua.

Demostraciodn.

Porque todo espacio vectorial de dimensidn finita es
topoldgicamente isomorfo con R" s610 es necesario probar
el teorema para cuando L = R". Usando la base canénica
podemos representar cualquier vector unitario x € L de la

siguiente manera:

n
x = ) =.€., con =. € R. Ahora, si m=max|[T(e,)[| ,1zi<n, -
1
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tendremos que

n n
I TN =0T <o)l < Byl 1Tl lw;] ¥, como = j=exse,
1 T 7 1

|=;1=l<xse5>|< || x|| [l e;]]= 1, conclufmos que [ T(x)]| <mn. AsfT,

T es acotada y, por ello continua.

12.12 Proposicifn.

Sea T: L - R una funcional lineal. Entonces,

N ={x e L/T(x)= 0} es un subespacio de L. Este subespa-

cio es 1lamado el espacio nulo de T.

Demostracidn.

T(o) = T(0O.x) = 0T(x) =5 y 0 € N. Por lo tanto, N # @.
Si X,y € Ny «, ge R; entonces, T(=x+gy) = «T(x)+pT(y)==.0+8.0=0 Yy,
«X+gy pertenece a N.

E1 teorema estd probado.

12.13 Definicidn.

Sea L un espacio vectorial y N, un subespacio de L.
N es un subespacio propio maximal de L si, para cualquier
otro subespacio K de L, se tiene que si N K< L; enton-

ces, N =k 6 k = L.

12.14 Proposicidn.

N es un subespacio propio maximal del espacio vecto -
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rial normado L si y s6lo si N es el espacio nulo de una -
funcional lineal no idénticamente nula. E1 subespacio -
propio maximal es cerrado si y s6lo si la funcional lineal

es continua.

Demostracidn.

Sea N un subespacio propio maximal de L. Entonces, -
existe un vector y e L que no pertenece a N. Con este vec
tor formemos K = {=y+x/xeN y «e R} y mostremos que este -
conjunto con las operaciones suma de vectores y producto

por escalar constituyen un subespacio de L.

Si «=-1y x=y, «y+x = 0 e k. Asi, k # @

Si u,v € k; entonces u+v= “1y+x1+m2y+x2=(m1+¢2)y+(x1+x2),
con Xy,x, € N y “127p € R. Como (m1+a2) e R y X1sXp€ N
implica (xl+x2) e N, por ser N un subespacio, deducimos -
que (utv) e K.

Si A eR y u e K; entonces, u = =y+x, con xeN, «=e R
yAau = (A«)y+ix. Como A=<e R y axeN, por ser N un subes-
pacio, Auek.

Haciendo « = 0 podemos ver que N estd contenido pro-

piamente en k; luego, NeK <L, K=L y los elementos de

L pueden ser escritos en la forma =y+x.

Definamos T: L » R, con T(«y+x)= « , mostremos que T
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es una funcional lineal y N su espacio nulo.

T[(ocl y+x1) + (‘mz y+x2)]: TLcrl +cc2:1 \y‘+ (X],erz)j: a:l+cc2:T(czly+xl) +

. )
T{epy+x,) .
T[}(«ly+xl)]= T(Amly+xxl) A, = AT(a1y+xl).

Ya vimos que N se obtiene a partir de K haciendo « = 0.
Luego, T(O0.y+x) = T(x) = 0, con x ¢ N, y N es el espacio

nulo de T.

Ahora, supongamos que T es una funcicnal lineal no -
idénticamente nula conrn espacio nulo N. Sea, ademds, K un
subespacic que contiene propiamente a N; es decir, sea
N cKgl. Entonces, existe

y e Ktal que T{y) = « # 0. Si hacemos yo= {-, serd T(yo)=%-T(y)=1-

Como K es un subespacio, K contiene todos los elemen
tos de la forma gy.tx, con x € N y v, € K. Seleccionemos cual -
quier vector z € L y hagamos x = z - T(z)y.; entonces, -

T(x) = T(2)-T(2)Tyo)= T(z)[1-T(yo)] =T(z). 0 = 0.

Luego, x & N. Esto significa que cualquier z e L puede -
ser escrito en la forma z = T(z)y.+* X yque;por lo tanto,

siendo z e K, L C K.

Asi, K = L y N un subespacio propio maximal de L.

Hemos probado la primera parte del teorema. Probemos

la segunda parte.
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Si la funciconal lineal es continua, para cualquier suce-

si6n {x } de puntos de N que converje a x, Q =
- Tim *n - .
Tim T(x_ ) = 7 ! ] - T(x). AsT, x e N; es decir, N
n N->e J

N

contiene sus puntos de acumulacién y por eso, es cerrado.

Supongamos que el espacio nule N de una funcional -
lineal T es cerrado. Ya se ha mostrado que todo z e L
puede ser escrito en la forma z = «y, + X, €oOn yo ¢ N,xeN
y «==T(z). Puesto que N es cerrado podemos encontrar un
vecindario de yo, W = V(yo,e), con WnN = @#. Entonces,
Yy x e N, || x-yo|| > & y puesto que -x e N, es

| =x-y¥oll= || x*yo|l > €. Para cuaiquier z e L.

Lall=lerotll = Wilve + 2x11 5 o =e|T(@) |y, T LD

o

-~

Esto muestra que T es una funcional lineal acotada;

Yy por eso, continua.

13. Transformaciones Lineales y Matrices.

13,1 La transformacidén iineal asociada con una matriz.

- R n m .
= HAA + }
Sea A lﬁii]mxn una matriz y L ,L° dos espaciocs vec

toriales normados de dimensiones n y m, respectivamente.

Entonces, asociamos con la matriz A una funcidn

n

T < n
T: L = Lm, con T{x) = Ax, para cada vector columna xel

y AX, un producto de matrices.
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Mostraremos gue T es una transformacidén 1lineal -
usandoc las propiedades del producto de matrices:

T(x+y) = A(x+y) = Ax + Ay = T(x) + T(y),

T(=x) = A(xx) = «(Ax) = «T(x); ¥x, y e L" y ¥ « ¢ R.

13.2 La matriz asociada con una transformacidon lineal.

n m . .
Sea L y L dos espacios vectoriales normados con

. 3 . n m
dimensiones n,m, respectivamente y T: L - L, una trans

formacidén lineal. Probaremos que existe una matriz

A = tal que ¥ x € L, T(x) = Ax.

{Pij] mxn

T 1
Supongamos ague {Ll,...,ln} Y {Jl,...,JmJ son bases

. . n m h
con vectores unitavrios de L y L, respectivamente. -

. n
Cualquier vector x € L puede ser expresado como una com

binacién 1ineal de 1os vectores Il""’In’ asi:

X = x111+...+x I, con XqsenasX las componentes de x.

n-n n’

Ahora, por linealidad tenemos que

Podemos escribir T(IIL...JKIn)e L™ en términos de

Jl, ,Jm; pues, existen escalares aij tales que

T =

M(I) = apdy +oo v a0y (%)
\ :. i . -~

T(In/ = alnul + . amn Jm ¢



Ty) = fagg) TR = a12' T(1,) = a1y
212 3z2] 2n

- - l .
fmk fmd fmq

usando vectores coordenados. AsT,

T(x) = x; gy - +x2lam—-h“+xn @1 -

412 ‘322 42n
I
_aml J __am2 ] _mn |
appXpte-tag, X | A 310l *1
= - = - = Ax
- 1 -
i am1x1+"'+amnxn i __aml Tt amn____xn ]

A, la matriz buscada, es la transpuesta de la matriz de

coeficientes del sistema de ecuaciones (*).

13.3 Ejemplo.

Sea T: ]R2 +1R3 una transformacidn lineal con ecua-

ciones T(Il) = (1,1,1) y T(Iz) = (1, -1,1); con Il=(1,0) e 12=(O,1).

Determinemos Ta matriz asociada a T con respecto a las ba-

@y 2 3
r 1
ses canodnicas {11,12} y xdl,Jz,JBJ de R™ y R".
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Solucién.

. - e
Como T(Il) = (1,1,1) = J1+J2+J3 y T(Iz)—J1 J2+J3,

la matriz asociada con T es A =/

J O —
§
[

t
[ M= |

$1 x=x;I%x,1, ¥ T(x) = y1Jl+y2J2+y3J3; entonces,

Yy 11
Yo - 'l 1 -1 Hxl—
| X
) y3 ] L 1 1 J 2

Recordemos que la matriz A, asociada con la trans -
formacidén T, depende de las bases seleccionadas para los
conjuntos de partida y de llegada en la definicidn de

T. {kl,kz}, con k1=(1,1) y k2=(1,—1), es una base para -

Rz; mientras que, {Ly,L,.L5}, con L1=(1,1,1), L2=(0,1,1) y Lj%0,0,l)s

1o es para R3. Para determinar T1a nueva matriz asociada

con T debemos, otra vez, encontrar los elementos aij para

3
los cuales, T(ki) = % a5 Leo 1= 1,2,

T(k1)=T [(1,0)+(0,1)] = T(1,0)+T(0,1) = (1,1,1)+(1,-1,1) = (2,0,2)

=2 (1,0,1) = 2(Ly-Ly*Ly) = 2Ly-2L,%2L .

+OL

T(k,)=T [(1,0)-(0,1)] = T(1,0)-7(0,1)=(1,1,1)-(1,-1,1)=0L,+2L,

3"
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Por lo tanto,

A = 2 0 !
~Z2 2 |
L2 o

y six = Zlkl + 22k2’ T(x) = wlL1 + w2L2 + w3L3 ; entonces,

| :
W4 ] i 2 0 _ ]

| = |-2 2 . i

Ws I | } 2, |
W é ] 2 0 - -

Con el simbolo [ T] representaremos a la matriz asociada

T

con una transformacidn lineal T para indicar que se ha -
seleccionado una base para cada espacio gue aparece en la

definicitn de T.

Para que Ta imagen de x € L, T(x) pueda ser obteni-
da como un producto de matrices consideraremos a x como
un vector columna, siempre que x aparezca en una ecuacion

matricial.

Cuando el producto interno de dos veciores x, y € R"

deba considerarse como un producto de matrices, escribi-

remos <x,y> = xt y. Para ser consistentes con la conven-

cidon de que x representa un vector columna deberiamos es-

t

cribir x~ = (xl,...,xn); pero, para evitar el uso de indi

ces t escribiremos x = (xl,...,xn) cuando no haya confusion.
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14. La clase de las Transformaciones Lineales Continuas.

14.1 Definicidn.

Sea L y M dos espacios vectoriales normados. Repre-
sentaremos con L(L,M) la clase de todas las transfcrmacio
nes lineales continuas T: L ~ M. Definimos, para esta cla
se, la suma y la multiplicacion por escalar de la sigqguien-
te manera:

+ : L(L,M)xL(L,M) > T(L,M), con +(5,T){x)=(S+T)(x)= S(x) + T(x).
o & KxL(L,M) » T(L,M), con o («,T)(x) = (=T)(x) = «T(x), con= un es-

calar del campo K.

T(L,M) representa la clase de todas las transformacio

nes lineales.

14.2 Proposicion.

Si S:L + My T:L » M son dos transformaciones linea -
les continuas entre espacios vectoriales; entonces, la su-
ma y el producto escalar definidos en 14.1 son transforma

ciones lineales continuas.

Demostracion.

La prueba es inmediata a partir de las definiciones -

de 14.1 y de la continuidad de S y T.

14.3 Proposicidn.

La clase L(L,M) y Tas operaciones suma y producto es-
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calar definidas en 14.1 constituyen un espacio vectorial.

Demostracién.

£s inmediata y 1a omitimos.

14.4 Proposicidn.

ET conjunto L(L,M), cuyecs elementos son transformacio
nes lineales cpntfnuas, puade ser descrito como la clase -
de las transformaciocnes lineaies acctadas (cor.12.10,pdg. 66).
Es decir, si T es una transformacidn lineal continua,

B o= {]| TOO!|/x e L, |

= 1} estd acotado superiormente
por k = 1/6 (prop. 12.8, pdg.65) y. por io tanto, tiene una
cota infericr minima. Basdndonos en esta observacidn defi

nimos 1a funcidn

[l s LLM)Y >R, con [T = sup || TOO] 5 I x]] = 1. (1).
Puesto que si TelL(L,M), [|[T(x)]] < k{lx]|. ¥ xelL y siendo, por
definicidn, |[T|| = sup || T{x}|| el mener valor que puede -

tomar k es {[T|| ; Tuego, podemos decir que

ITOO < (T H i, ¥ xoe L.

14.5 Proposicidn.

La funcidn definida en 14.4 es una norma sobre L{L,M).

Demostracidn.

* Como | TO)[[2 0, ¥ x ek, essup [[T(x)} = [|[T]] >o0.
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- Mostremos que |[T,|| = 0 si y s6lo si T, es la transformacidn nula.
Sea T = T,. Entonces, T(x) = 0. ¥xeL. Luego, ||T||=sup || T(x}||=0,
con x € B (0,1).

Ahora, Sea [|T]| = 0. Entonces, sup || T(x)|] =0, ¥xe 5(0,1).

i . s X
Para xeV arbitrario, x7o0, tenemos que x = || x||-=m ; luego,

ol
=
w
|

ool = s l|r 2]l = i o

}

T(x) =0, ¥xelL yT=T,.

=Tl = sup [ («T)(x)| = sup ([«| || T(x)D) = [e[sup || TC= [=] IIT |-

sup || TL 0T, 00 [ < sup( ]| 7,001+ § T, ) =

; 1
|
Y

|

sup|| T O+ sup || T, 00 [3Tuego, || To+T, 01 < (1T 1+ 1IT

14.6 Proposiciodn.

Si en Ta clase de las transformaciones lineales acota-
das L(L,M), M es un espacio de Banach; entonces, L{(L,M) es

un espacio de Banach.

Demostracidn.

Supongamos que {T_} es una sucesion de Cauchy en L{L,M).

Para x = o0 se deduce, inmediatamente, gue la sucesién

{Tp(x)} es de Cauchy. Sea. pues, x € L, x # 0oy ¢ > 0, en

tonces,

0 < Il T, 00T (= T, T 60 [ < I T 0 e

n ) N
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Por ser {Tn} una sucesidn de Cauchy existe N e N -

E

< en consecuencia
’T’x[ ,V: )

tal que para m,n>N, || T _-T T

N
1[Tn(x)-Tm(x)|[ < ¢ siempre que m,n>N. AsfT, {Tn(x)} es
una sucesién de Cauchy en M. Como por hipdtesis, M es -

completo, {Tn(x)} converge a algin elemento en M; lo cual,

nos permite definir la funcidén T: L - M, con T(x) =1im Tn(x)

N =-co

Mostremos que T e L(L,M) y que {Tn} converge a T.

Para x, y e Ly «, e R

n

T(ex+gy)= 17m T _{ex+py)= 1fm[}Tn(x)+3Tn(y[|=mT(x)+BT(y) y T es lineal.
n-e N

Sea k una cota para Tn (todas Tas sucesiones de Cau -

chy son acotadas). Por la continuidad de 1la funcidn norma

tenemos que, para cualguier

wel, | TOO | =]

tin T, (0| = Tl G0l < 1T U< kDl

Luego, T es acotada sobre la bola unitaria y por eso, conti

nua .

Puesto que || Tn—TH=sup|KTn-T)(x)H, sobre 1a bola unitaria; existe

para cualguier € > 0 un vector unitario x tal que

[T T M M)+ 5 =0 T (0)-T(x) + 5 y como 19m T _(x)=T(x),

N-roo

n

| T,(x)-T(x)|| puede hacerse menor que “/2 tomando n suficien
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temente grande. Para este n, [[T - T[[< ey T converge aT.

Asi, L(L,M) es un espacio de Banach.

15. El espacio dual de un espacio vectorial normado.

E1l conjunto de todas las funciones lineales continuas
L{L, R) es un espacio vectorial normado llamado el espacio
dual de L y es representado, usualmente, con
L*. Es decir, L* ={f:L ~ R/f es lineal}. De acuerdo con -

nuestra 4ltima proposicidén L* es un espacio de Banach.

Sea L un espacio vectorial con producto interno; enton

ces, para cualquier a € L, definimos T: L -~ R, con T(x) =<a,x>.

15.1 Proposicidn.

T:L > R, con T(x) = <a,x> y a e L, es un elemento del

espacio L*.

Demostracién.

Sea x, y e L y=e R. Entonces,
Tx+y) = <@,x+y> = <a,x> + <a,y> = T(x) + T(y).
T(eXx) = <a,xx > = <aX,a> = a<X,a>.
y T es una transformacidon lineal.
Ahora, usando la desigualidad C.B.S tenemos que
| T(x)l =1 <a,x>] < |la|| !lx|]; es decir, T es acotada en la bo

la unitaria; luego, T es continua.
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15.2 Proposicién.

Sea T:L - M una transformacidn lineal biyectiva entre

1,

espacios vectoriales, con T~ M > L, su transformacibn in

versa. Entonces, T-l es una transformacidn lineal.

Demostracion.

Sea Y15, € My =¢€R. Supongamos que
-1 -
X = T (yl) Yy Xy = T 1(yz). Entonces, y1=T(x1) y y2=T(x2).
Asi que,

T Hy 4y, =T T T (0] = THT 0 )]= xp#,=T My 4T 7H,)

-1 oy I -1 -1 :
T (°‘)’1)=’T Eﬁ(xlh= T IUme1ﬂ= wxy = T (yl),y T " es lineal.

15.3 Proposicién.

Si T: L - M es una transformacién lineal entre espa -
cios vectoriales sobreyectiva y si su nicleo es {0}; enton

ces, T tiene una aplicacién lineal inversa.

Demostraciodn.

Mostraremos que T es inyectiva . Sea {0} el ndcleo de
Ty T(x) = T(y), con x, y € L. Entonces,
T(x) - T(y) = T(x-y) = 0o y (x-y) e {0}; luego,
X-Y = 0, X =y. Asi, T es biyectiva y tiene una transfor-

macidn inversa.
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15,4 Proposicidn.

Sea L un espacio vectorial normado de dimensidén fini-
ta n. Entonces, el espacio dual L* es también de dimensidn

finita y dim L* = n.

Demostracifn.

Supongamos qgue {vl,...,vn} es una base para L. Deter-

minaremos una base para L*¥. Sea fl""‘fn e L* Tas funcio-

nales lineales definidas por

(1, si i =]
f.(v:) =
VR iO,sii%j
Mostraremos, primero, que {fl,...,fn} genera a L*. Sea
f un elemento arbitrario de L* con f(v1)=k1,...,f(vn) & kn.

Si tomamos g = k1f1+k2f2+...+kn fn; entonces,

g(vi) (k,f.+k,f +"‘+knfn)(vi)’ F = Talssessh

1'1 722

klfl(vi)+k2f2(vi)+"‘+kifi(vi)+‘"+knfn(vi)

k1.0+k2.0 +.. .0+ ki.l S kn.O = ki

Asi, f(vi) = g(vi), i = 1,2,...,n; es decir, f y g tienen -

los mismos valores para cada uno de los elementos de la ba-

se {Vl’VZ""’Vn} ¥y, en consecuencia, tienen los mismos va-

lores scbre cada combinacidn Tineal de los elementos de es-

ta base, por eso, f y g son iquales sobre L. Es decir,
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fo=kyfy + kofy 4ok k Ffoy {F

*
1 .,fn} genera a L*.

1>+

Ahora, mostraremos que {fl,...,fn} es un conjunto lineal
mente independiente. Supongamos que

alfl(v1)+a2f2(v2)+...+aifi(vi) +.. .4 anfn(vi) =0 g v; = 0; entorces,

al.o + a2.0 +...+ ai.l +...4 an.O = (.

i =0, i=1,...,n.

Como {fl,...,fn} es una base para L*, dim L* = n y el teo-

rema estd probado.

1

{fl,...,fn} es 1lamada la base dual de {vl,...,vn;.

15.5 Definicidn.

Recordemos gue un producto escalar es llamado no dege-
nerado si, cuando x € L, con L un espacio vectorial, y

<x,y> = 0, Vy e L; entonces, x = 0.

15.6 Proposicidn.

Sea L un espacio vectorial normado de dimensién finita
sobre el campo K con un producto escalar no degenerado. En

*
tonces, T:L-L , con T(v) = Lv y Lv: L~» R, con Lv(x)=<v,x> es una

transformacién lineal. Ademds, T es un isomorfismo y una

isometria entre espacios vectoriales.
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Demostracifn.

Sea u, v, e L y = e XK. Entonces,

T(utv){(x)=L

U+v=<u+v,x>=<u,x>+<v,x>=Lu(x)+Lv(x)=T(u)(x)+T(v)(x},

T(eu)(x) = Lmu(x) =<«u,x>=m<u,x>=aLu{x) = «[T(u)(x)] , ¥y T es Tineal.

Ahora, como el producto escalar es no degenerado, el
nicleo de T es {0} y T es inyectiva y, como dim L=dim L*,
T es sobreyectiva. Asi, T es biyectiva y tiene una trans-
formacidn inversa T'1 :L*>L y es, por eso, que T es un iso

morfismo.

Para probar que T es una isometria mostremos, prime-

ro, que | T(v)|[=ilvi] .

Por la desigualdad C.B.S. tememos gque

TGO = f<vox>] < [Iv[{|{x] 3 luego,
sup [[TOVOOT < supflv D Ix [T =lIvI[. AsT, {[ T(v)[] <[]v]l.
XeB(Q,1) xeB(0,1)

v_ ) 1 _ 1
Ahora, ’gTv [[v }}}= £< v,{!z[I>!= V] <v,v>%“ lll|[.l v[lzzl[vl!.
Ast, T 1= vl

Cuando ocurren las condiciones de la hipdtesis de 1la
- -~ ~ e - -*
proposicidén 15.6 cada transformacidén l1ineal de L puede -

ser definida con un producto interno. Si T: R" > R satis
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face dichas condiciones podemos escribir

T(x)= <a,x> = a'x = |[T] , con [T] = [a;...a].

16. Derivadas en Espacios Vectoriales Ncrmados.

Para funciones gue tienen derivadas direccionales en
todas las direcciones, la existencia de estas derivadas no
es suficiente para conocer el comportamiento brusco o mode
rado de estas funcionmes. Con el fin de conocer este com -
portamiento se introduce la derivada de Fréchet, la cual,

definimos a continuacidn.

16.1 Definicion.

Sea L y M dos espacios vectoriales normados, con | |,
la norma de L, y U <L, un conjunto abierto. La funcién
f: U > Mes diferenciable en x, € U si existe una trans -
formacion lineal T: L - M tal que, para h e L suficiente-
mente pequefio, es
f{xo + h) = f(xo) + T(h) + [Ih]] e(xo,n),
con e (Xxo,h) € M aproximdndose a o cuando |[fhj] +~ 0. La -
transformacidn lineal T es llamada la derivada de f y deno

\

tada con f'(x.).

Consideremos esta definicidn aplicada a funciones

f: R" - Rm , COn
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y‘]:f (){-‘f*:vr-\;

Y = o (xpsooaxy)

y determinemos [f’'(x,)], 7a matriz asociada con la trans-

formacidon lineal f'(x.).

16.2 Proposicién.

n m (g .
- R" es diferenciable en X; entonces, todas

Si f: R
las derivadas parciales de Tas funciones coordenadas de f

existen y,

" | -
- af 3 €
;f'(x)] = L (x) 1y
%, )
3 F 3 f
m M
/\n

Demostracion.

De acuerdc con la definicidn de la derivada de Fréchet
para f, existe una transformacidén lineal T: L - M, cuya ma-

triz ascciada es |a

7 1 = . -
-1jl nxn> tal que para h teJ(eJ un vector

. .. n
de ia base candnica de R},

_fl(x+tejf P’l(x)— Fll a32...a; [O‘ Zl(x,tejT
F,(x) a
|
L

1
2n|
[

fz(x+tgj) 12,1 35p- az(x,tej)

+]t] :
Em(x:tej)

S I R S :
fm(x;t?j{j {fmfx{_ i?él amZ"'aéq_;

O enrct ss 0
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Entonces, para cualquier 1 = 1,2,...,m

- Y = \ ' . =
fi(x+tej) fi(xf taij + {tlgi(x,tej) ¥y, para x (xl,...,xn) ,

) of.

Lim nt __ 1. aij’ J=1,...,n.

t+0 t ‘ X

fi(xl""’xj+t""’xn) - fi(xl,...,x

16.3 Ejemplos.

1. Sea f: R2—+R, con f(x,y) = (x-y) sen(3x + 2y). Entonces, como

£
%£.= 3(x~y) cos(3x+2y) + sen(3x+2y) , %;-(o, 1/3)= %—(n+ /3) y
of . of _1 N
3y " 2(x-~y) cos(3x+2y) - sen(3x+2y) , 5;-(0, n/3) —E'(ZH_ 3/3)

=}

1, = 1
resulta que [f'(0,1/3)] = [% (n + v3) 6(2H—3/§{]

2 2 2_2

2. Sea f: RZa-R , con f(x,y) = (xz—y ,2xy). Si hacemos fl(x,y)=x -y

y fz(x,y) = 2 x y tendremos que

afl afl afz afz

a~x——=2x,gy—= 2ys 5 F 2ysy = 2x ¥s para (x,y) = (2,1),

afl afl afz af2 _
W (2,1) = 4, —ay— (2,1) = = 2, —BT (2,1)"2,3},— (2,1)'—'4; por consi

i 4 -2
guiente |F'(2,1)] = P

16.4 Proposicion.

Sea U gan un conjunte abierto y f: U > R™ una fun-

cidn definida por funciones coordenadas que tienen deriva
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das parciales en cada punto de U. Entonces, f'(x) exis-

te para cada x € U.

Excepto porque se trata de la derivada de Fréchet
este teorema es similar al teorema de la existencia de f'
en el cdlculo diferencial de varias variables y puede, és
te, ser consultado en los 1ibros: Advanced Calculus ~--
[Creighton Buck, 1965, pdg. 264] , Andlisis Matematics -
|T.M. Apostol, 1957, pdg. 117].

16.5 Proposicifn.

Sea L, M dos espacios vectoriales normados y U c L,
un conjunto abierto. Si la funcién f: U - M es diferen -

ciable en x, € U; entonces, f - f'(x,) es continua en x..

Demostracion.

HOF-F' (x0))(x) = (F-F'(xo0))(Xo)] = CF-£ (xo DX )= (F=F" (xo )X x0 )l

[ = Xof|

[[ X=Xl

Luego, cuando x-X,, || (F-F'(xo)x) - (f-f'(x)}(xc)]| > O y; por eso,

f-f'(x,) es continua en X,.

16.5.1 Corolario.

La transformacién lineal f'(x.) es continua en Xo.

si y solamente si f es continua en X,.

Demostracidn.

Escribamos f'(xo)=f-(f-f'(Xx,))y f=f'(xo)-(f'(x.)-f). Entonces,
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si f es continua en Xo, T'(Xo) s continua por ser, f'(x,)
una diferencia de funciones continuas. Con el mismo razo-
namiento se concluye que si f'(x,) es continua, f lo sera

en Xg.

Si f'{x.) es ccntinua; entonces, f'(x.) es una trans
formaci6n lineal acotada; luego, es un elemento de L(L,M)
y para cualquier h € L podemos escribir gue

I} ' {xa)(h) ]l < IF' (xa) ] Il

16.6 Proposicidén. Regla de Cadena.

Sea L, M, N tres espacios vectoriales normados y
Ucl, VcMdos conjuntos abiertos. Si f: U -+ M y
g: V> N, con f(U) <V, son funciones continuas, si
Yo = f{xo) y si f'(xs)», g'(yo) existen; entonces, H=g°f

es diferenciable en xo ¥y H'(Xo) = ' (Vo)o f'{xo).

Demostracidn.

Las condiciones supuestas de diferenciabilidad nos
permiten escribir, para h y k suficientemente pequefios,

que

f(xoth) f(xo) + f'(xo)(h) +

Ihlle; (h),
g(yotk) = glyo) + g'(yo) (k) + |[[Kie,(k).
Luego, H(xoth) = g[f(xo*+h)] = g [Flxo)+f' (xo)(R)*+[[ hlle,(h]].

Ahora, al hacer k = f‘(x¢)(h)+i|hﬂel(h) tendremos que
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Tkl < IRil I F' (o) [+ [leq(n) || 5 de modo que, cuandoe

o
¥
o
.
~
Y
o

y HB{xo.)= g[f(xs)]= é(yo)- Ademds, por la -
Tinealidad de g'(yo.), tenemos que
H{xoth) = g(f(xo)+k) = glyotk) = glyo)+a (yo) (k)+[[k [le,(K)

= glyoltg' (yedo £ (xo)(N)*+ [g' (yo)([[hfle; (h)+ [{k Jley (k) ]
Puesto que
g (yo) ([ hles () )+l k flen (k)T < lg" (ye) (I h [l h)ﬂ+ﬂhllH F' (xo) || +
fle (1l Te (K I <l R lg" (yo)eq (h)+|l [F* (xo)[[+l[eq (M) ]| Je, (k)]

cuando h - o, el miembro de la derecha tiende a cero.

Ahora, H(xoth)-H(xe)=g" (yo)of' (xo)(n)+[3" (yo) ([hfey (M) *+ kI e, (K)] v,
como el segunde término del miembro derecho tiende a ce-
ro con h +~ 0, se tiene que H'(xo) = g'(yo)of'(Xo)», por -

definicibén de derivada de H en x,.

Cuando L, M y N son espacios vectoriales de dimen-
sién finita de modo que 9'(yo) y f'(x,) pueden ser repre
sentadas con matrices,la regla de la cadena indica que -

la representacidén matricial de H(x,) es el producto de ma

H' (x0)] = [3'(yo)] [F'(x0)]

trices

16.7 Definicidn.

Sea f: U< L -~ M una funcidn definida entre espa -

cios vectoriales, continua en U, derivable en todo U con
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la derivada una funcidén continua; es decir, con
f': U > L(L,M) continua. Entonces, f es 1lamada una fun

cion continuamente diferenciable.

Si ademds, f' es diferenciable en x,, f"{(x) serd
una transformacidén Tineal continua definida de L hacia
L{L,M). Entonces, f"(x)(h) e L(L,M) y [F"(x)(h)] (k)
queda definida para k € L. [f"(x)(h)] (k) es lineal en
hy k. Es decir, f"(x): LxL = M, denotada con f"(x)(h,k),

es una transformacidn bilineal.

17. Formas Bilineales.

17.1 Definici6n.

Sea V un espacio vectorial de dimensifén finita so -
bre el campo K. Una forma bilineal sobre V es una aplica
cidn f: VxV - K que satisface

1. f(mul + BU,,V) = mf(ul,v) + 6F(uy,v),

2. f(u,mv1+sv2)=¢f(u,v1)+sf(u,v2); ¥, gek, Vui,vi eV, i=1,2.

17,2 Ejemplos.

Sea @ y ¥ dos funcionales lineales definidas sobre
Vy f: VxV+ R, con f(u,v)=@(u)¥(v). Entonces, f es bili
neal porque § y ¥ son lineales. Una forma bilineal de es

ta clase es llamada producto tensorial de @ y v.
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Sea f el producto escalar sobre R ; es decir, sea

. ' n

flu,v) = <u,v>. f es una forma bilineal sobre R .
Sea A = {}ij] nxn una matriz definida sobre el cam

po K. A es considerada como una forma bilineal f sobre

k" definida por

‘_ _ 1
| Gyg Bey 35 alg{ Y1
| %21 %22 - aZn! Y2
t |

f(x,y) = X°N = (xl,xz,...,xn) | R .
1 1 ;
| a ., @ - . Yoo
L nl "nZ nql B nJ

Va, b e K, VX, Y. e K.

Fn efecto,

SIAY = axFav+pxt

faX +bX,,Y) = (aX +bX h ;

t - t
1 23 AY = (aXl+bX

) AY=af (X , Y)+bf (X,,Y),

y f es lineal en la primera variable.

= aXtAY +bXtAY2:af(XsYl)'*'bf(X’Y?)s Y fes

_ b y
f(X,aY +bY,) = X A(aY *bY,) 1

1 1

lineal en la segunda variable. Luego, f es una forma bi-

Tineal sobre Rn.

17.3 Formas Bilineales y Matrices.

Sea f una forma bilineal sobre el espacio vectorial

Vy {el,...,en}, una base de V. S1 u, v e V, con

= + + = +...+ e 1
u aje t...ta ey b1e1 . bn n entonces,
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flu,v) = f(ale1 ..t a e, blel +,. .+ bnen)

1

2y f(el,b1e1+...+bnen)+...+an f(en,b1e1+...+bnen)

= albl f(el,e1)+a1b2f(e1,e2)+...+a1bnf(e1,en)+...+...

+

{
anblf(en,e1)+anb2fLen,e2)+...+anbnf(en,en).

n
¥ a.b. fle,,e
i.4z 1 i

i

;)

2

Asi, f estd completamente determinada por los n" valores

f(e_i,e‘j).

La matriz A= [a con aij:f(ei’ej) es 1lamada la re

ij] nxn

presentacidn matricial de f relativa a la base {el,...,en}.

Esta matriz representa a f en el sentido de que

n
t
flu,v) = i g;laibj flejseg)=(ag,....a A . =[u] _ A[v],»> VYupveV.

L °n]
(U], denota el vector columna coordenado de u € V en la

base {el,...,en}.

17.4 Definicion.

Una forma bilineal f definida sobre el espacio vec-

torial V es llamada simétrica si f(u,v) = f(v,u), ¥u,veV.
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17.5 Proposicidn.

Una forma bilineal f definida sobre el espacio vec-
torial V es simétrica si y so0lo si su representacidn ma -

tricial es simétrica.

Demostracion.

Si A es una representacidon matricial para f, pode-
mos escribir f(X,Y)=XtAY=(XtAY)t=YtAtx, pues xtay és un
escalar. Luego, si f es simétrica YCATX=f(X,Y)=f(X,¥)=Y AX.
Como esta igualdad es cierta para todos los vectores -

X, Yy € ¥, tenemos que A = At, es decir, A es simétrica.

Reciprocamente, si A es simétrica,

fix,y) = XtAY = XtAtY = (xtAty)t = ytAx = F(Y,X).

17.6 Definicidn.

Sea V un espacio vectorial definido sobre R. Una
forma bilineal simétrica real es 1lamada semidefinida no
negativa si f(v.,v) > 0, ¥ v e V y, definida positiva si

f(v,v) > 0, ¥veV, v #5.

17.7 Ejemplo.

1. Sea f: R" x R" = R, con f(x,y) = <x,y>. f es simé -

trica ya que f(x,y) =<x,y>=<y,x>= f(y,x). Ademds,

f es definida positiva, pues, f(x.x) = x§+...+x§ > 0,

cuando x = (xl,...,xn) 7 0.
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Ahora, utilizando 1a regla de cadena mostraremos
la siquiente proposicién, la cual, necesitaremos en el

Capitulo III.

17.8 Proposicion.

Sea V un espacio vectorial normado, Ug V un conjun
to abierto y f: U -~ R una funcién continuamente diferen -
ciable sobre U. Ademds, supongamos que f"{x) existe ¥xel.
Entonces, para cualesguiera x,x.eU existe s e {(0,1) tal que

fx) = Fxo)+f' (%) (h)+ %—f“(x°+sh)(h,h), con h = X - Xo.

Demostracién.

Dados x, X, € U, definimos @:(a,b) -~ R, con’
g(t) = f(xo +th) y [0,1] < (a,b). Entonces, aplicando su-
cesivamente la regla de la cadena a @(t) y a f'{(xo+th)(h)
resulta que
g'(t)
g (t)

f' (xo + th)(h)

f'"(xo + th)(h,h).

Por otra parte, de acuerdo con el teorema de Taylor,
sabemgs que para t > 0 existe s € (0,t) tal que
B(t) = #(o) + 9' (o)t + 2 9" (s)tP.
Como @(0)=F(xo),8' (0)=Ff'(xo)(h) ¥ 8"(s)=F"(xo*+sh)(h,h) tenemos que
B(t) = Fxo¥th) = Flxa)+F' (xo)(th) + 1" (xo+sh) (t%h,t%h)

Ahora, haciendo t = 1 resulta

F(xoth) = F(xo) + F'(xo)(h) + 3 F"(xo*sh)(h,h).



CAPITULO II
CONJUNTOS CONVEXOS

La convexidad aparece como un concepto fundamental
en diversos contextos tefricos: Algebra Lineal, Progra
macidén Lineal, Analisis Funcional, Geometria Analitica
Local, Teoria de Juegos, Teoria Econémica, etc. Su es-

tudio, como puede apreciarse, no carece de importancia.

En este capitulo hemos reunido definiciones y pro-
posiciones de cardcter primario por 1o cual, puede ser
considerado como una introduccidon al estudio de la con-

vexidad en espacios vectoriales.

Para evitar constantes repeticiones advertimos que
todos los espacios vectoriales mencionados en las defi-
niciones y proposiciones estdan asociados al campo de los

ndmeros reales R.

1. Conjuntos Convexos y Conjuntos Afines.

1.1 Definiciodn.

Sea L un espacio vectorial. U« L es llamado un -
conjunto

i) convexo, si ¥ x, ye Uy V¥ «e [0,I],zzax+(1-=) y estd en U.

ii) afin, si ¥ x, ye Uy ¥<€e R, z = «x + (1-«) y estd en U.

96
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1.2 Definicién.

- n
Sea L un espacin vectorial. x = } ={X;, COn
1

n Ll -
x.eL y ) =, = 1 es 1lamada una combinacidon afin de los vec

1
tores Xy,...,x . Si ademds, «. > 0, i = 1,...,n, se dice
que X es una combinacién convexa de XqowesXp.

Para conjuntos convexos y afines z = ex + (1-=) y es,
respectivamente, una combinacién lineal convexa, una combi
nacidn lineal afin. Las definiciones de conjuntos canvexo
y afin presuponen la formacién de estas combinaciones por
lo que, dichos conceptos son concebidos en espacios que ad
miten una estructura lineal. Luego, podemos hablar de rec

tas y segmentos de rectas.

Geométricamente, un conjunto es convexo si contiene
al segmento de recta que une dos cualesquiera de sus pun -
tos y afin, si contiene Ta recta que pasa por dos cuales -

quiera de sus puntos.

1.3 Ejemplos de Conjuntos Convexos.

‘Los espacios y subespacios vectoriales son convexos ya -
que contienen toda combinacidén lineal de cualesquiera dos
de sus puntos y, por consiguiente, la combinaci6n convexa

de ellos.
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-Los conjuntos unitarios y el conjunto vacfio.
-Los subespacios afines y los conjuntos afines.

-E1 conjunto de soluciones factibles para un problema de

programacidén Tineal.

-Cada bola cerrada (abierta) en un espacio vectorial nor

mado. En efecto, si x;,x, son elementos de B={xeL/d(x,y)<r},

una bola de centro y , radio r, con d(x,y) = ||x-y|[<r ;

entonces, z = ax; + (1-e) X,, con = € |0,1], estd en B -

ya que
| z-y [l =%y - )+ (1-=) (ko= W) [ <= (| xq-yl| #(1==) ] [xp=y[| <=r+(1-=)r=r.

Al considerar la desigualdad estricta queda mostrado que

una bola abierta es un conjunto convexo.

‘Los tridngulos, paralelogramos y circulos en Rz; las es-

feras, los cubos y paralelepipedos en R3, etc.

1.4 Ejemplos de Conjuntos Afines.

-Cada espacio vectorial, JTos conjuntos unitarios y el con

junto vacio.

3

-Las rectas en R2 y las rectas y planos en R

1.5 Proposicién.

Sea L un espacio vectorial. Uc L es un conjunto a-

fin si y s6lo si es una traslacidn de un subespacio de L.
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Demostracion.

Sea U = Xot W = {X.+w/Xo.elL,weW} una traslacidon del
subespacio W de L. Si x1=x°+w1 y x2 = xoi-wz pertene-
cen a Uy si « € R; entonces,
z=ax1+(1-«)x2=«(x°+w1)+(1-a)(x°+w2) = xo+[%w1+(1-a)wé]=xo+w3. Como

W es un subespacio de L, w3eN, zelU y éste es un conjunto

afin.

Supongamos que U es un conjunto afin. Con X,, un
elemento cualquiera de U formemos el conjunto

W= - x.+U. Si Wy = = Xo F X7 ¥ Wy = = Xo ¥ X, pertene -

cen a W; entonces, para « € R

{]

W1+mw2 - Xo *+ axl - uxl -xX, *+ xl + aX

= - Xo + = [(x

= - Xo + « L?[%xl + %XZ] = x{}+ [1_a)x1

= - X, t+ Z.

Como U es afin, y=%x1+%x2, v=2y +(-1)Xo , W = «v+(1—m)x1 son ele-

mentos que le pertenecen; luego, - X, *+ z esta en W, W es

un subespacio y U = x, + W es una traslacidn de W.

1.6 Proposicion.

Sea L un espacio vectorial. U <L es un conjunto -
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convexo (afin) si y s6lo si le pertenece toda combinacidn

convexa (afin) de sus puntos.

Demostracidn.

Si cada combinacidn convexa (afin) de puntos de U -

es un elemento de U, por definicién, U es convexo (afin).

Supongamos que U es convexo y mostremos, por induc-
cidn sobre el nimero de puntos de U que aparecen en una =
combinacidén convexa, que ella es un elemento de U. Para
n =2 la conclusién del teorema es consecuencia de la de-
finicién. Ahora, supongamos que la conclusién es cierta

para cualquier combinacidén con n o menos puntos y conside

n+l
remos una con n + 1 puntos, x = } =.x,;. Entonces,
1
n noo=,
X = { u:-.IX_i'l-a:n_!_l xn+1 = (1-'1n+1) § 1_«'n_+1 X_i + utn+1 Xn+1.
n+1
Como «.>0, i=1,2,...,n y como ] =. = 1 tenemos que
1
" ‘Z‘ § i
Too—— 2 05 l== = «, , +— = 1. Luego, de a-
n+1 S R
n <,
cuerdo con nuestra hipdtesis inductiva y= } Tr:lﬂ; X; per
1 n+

tenece a U y x = (1~un+1)y + « .1 Xpe1 €S Una combinacidn
convexa de dos puntos de U que también pertenece a U.

La prueba, en el caso de un conjunto afin, es similar.
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2. Formacién de Conjuntos Convexos y Conjuntos Afines.

2.1 Proposiciodn.

Si {Ui}’ i e I, es una familia de conjuntos conve -

xos (afines); entonces, M = fiui, i eI, es convexo (afin).

Demostracidn.

ST x, yeM x,yelU, ¥, el. Luego, ex+(l-=)y
estd en U, ¥; e I, con = e |0,1] porque U; es convexo. -

En consecuencia, «x + (l-=)y estd en N Us» T e T yMes -
convexo.

ET caso afin se trata de manera similar.

2.2 Proposicifn.

Sea U UE""’Um’ respectivamente, subconjuntos con

1’
vexos (afines) de los Espacios Euclideos RrRM, rR"™2 ... R™m,

” . ) i
Entonces, 1 U; es un subconjunto convexo (afin) de e

1

Demostracidn.

r r S s S
o ey Xp )y (x1 sXo™ 5o vaaX ) dos pun

o
Sea (x1 . X 0

m
tos de HUi, con xyr

S r S g
1 x> e UI""’ XploXp® € Um. Para

« e |0,1] tenemos que
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&l r r e s s Y = (ax T <)y, S
(xl s Xolauioxy ) + (1-<) (xl ) %o ,..f,xm ) = X"t (1 )xl dise »3
axmrﬁ-(1~m)xm5). Ahora, este nuevo punto, dado que los con

juntos Ui son convexos para i=1,2,...,m, tiene sus compo -

nentes

- r - L S
Xyt (1 )xl en U

mxzr + (l-u)xzs en U,

«x T e S
X # (1-=) x en Um’

m
m
de 1o cual resulta que pertenece a I Ui' En otras pala -
1
m
bras I Ui €s convexo.
1

E1 caso afin es similar.

2.3 Definicibn.

Sea Ul""’U r subconjuntos del Espacio Euclfdeo

.r.!

n

r
R Definimos la suma directa de estos subconjuntos ZUi,
1

como el conjunto de todos los puntos y € R" tales que

r
¥ = § %ps CON Xg € Usy 4 = 120 00,

2.4 Proposicién.

Sea Ul""’ U r subconjuntos convexos (afines) del

r.’
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r
Espacio Euclideo R". Entonces, y U, es convexo (afin).
1

Demostracidn.

Hagamos Y = U. y tomemos dos puntos X, y € Y.

1

=T 7

Es claro, que existen xieUi 5 yieui,i=1,...,r tales que

r r
X = %x. s ¥y %yi. Tomemos =e [0,1]; entonces,

r r
ext(l-e) y=« in+(1—m)Eyi =7 [%xi+(1— )yi]. Ahora, para i=1,2,...,r
1 1 1

tenemos que =X + (1-«) ¥s estd en Ui’ pues cada Ui es -

convexo. Por lo tanto, =x + (l-«)y estd en Y y Y es con

vexo.
Sequimos el mismo patrdén de prueba en el caso afin.

2.5 Definiciédn.

Sea U c L un conjunto del espacio vectorial L. La
envolvente convexa de U, representada con H(U), es defini
da como la interseccidon de todos los conjuntos convexos -
que contienen a U. Asf, si UcA y A es un conjunto con-

vexo cualquiera, H(U) < A.

La envolvente afin de U, A(U), es 1a interseccidén -
de todos los conjuntos afines que contienen a U. Si UcCA

y A es un conjunto afin cualquiera, A(U) < A.
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De acuerdo con la prop. 2.1, pag. 101, toda envolvente

convexa es convexa y toda envolvente afin es afin.

2.6 Prooosicion.

Sea L un espacio vectorial. Para cualquier subcon-

junto U de L, Ta envolvente convexa (afin) de U es ijgual

\

al conjunto de tod

1Y)
o)

s las combinaciones convexas (afines)

de elementos de U.

Demostracidn.

Representemos con H(U) ta envolivente cenvexa de U y
con K{U), el cenjunto de Tas combinaciones convexas de e

lementos de U. Mostraremos, por inclusién reciproca, que

Por definicidn

in
i 4
ol

Como H(U) es convexo, to
da combinacidn convexa de sus puntcs le perienece por 1o
que, le pertenece %toda combinacidn convexa de puntos de U.

Asi, K(U) < H(U).

K(U} contiene a U ya que, ¥Yuel, u=1.u+0.u estd en K(U).

n m
Si x = g = Xi o,y T ; Biy; son dos elementos de K{U),
1 _L ' ~
n m
z = Ax+(1-a) vy = ) 2 <K %3;(1~A)fﬁyi es otro elemento de K(U)
‘ 1 vooow
Yl m
ya que, , A =, 4 X(l-x}ej = 1. ‘Lyego, K(U) es un conjunto
i ;
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convexo que contiene a U; por eso. H(U) < K(U).
La prueba para el caso afin es similar.

Para construir la envolvente convexa de U<« L, L un
espacio vectorial, es necesario considerar todas las posi
bles combinaciones convexas de puntos de U; pero, si L -
tiene dimensi6én finita n, sélo es necesario formar las -
combinaciones convexas de, a 1o sumo, n + 1 puntos arbi-
trarios de U. Esta afirmacidn estd expresada en el teo-
rema de Carathéodory, al cual, hemos llamado proposicidn

2.8,

2.7 Definicidn.

Sea L un espacio vectorial y U L. La dimensidn
de un conjunto afin U es T1a dimensidon del subespacio del
cual, U es una traslacidén. La dimensién de un conjunto

convexo U es la dimensién de su envolvente afin A(U).

Antes de mastrar la validez del teorema de Cara -

théodory hagamos las siguientes observaciones:

(a) Si X < Y; entonces, A(X) < A(Y) y dim A(X) < dim A(Y).

n T
Si zeA(X), z= ) =.x., x;€X, ) «. = 1. Como X <Y, x.eY,¥.; por
A - M = 3 j

eso, z € A(Y). Luego, A(X) < A(Y) To cual significa
que, el subespacio del cual A(X) es una traslacidn es

un subconjunto del subespacio del cual A(Y) es una tras
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lacién; por eso, dim A(X) < dim A(Y).

(b) A(X) = A[_H(X) ]

(c)

X < H(X) impTica que A(X) < A[_ H(x) Jde acuerdo con
(a).

r r
Si zeA[H(X]], z=] «=;x;, x;eH(x), § =; = 1. Luego,
1 1

r S
7 = ; F {§ Bij yij }, con % ﬁij = 1, yij e X. Como

r S
§ ‘I-i [§ B-lJJ: ]—: Z € A(X) Y AI:H(X)] EA(X)

Sea M un subconjunto de un espacio vectorjal L. Si M
es afin y es la traslacidn del subespacio W, éste es

inico. Ademds, si M = A ({xo., xl,...,xn}), la envol

vente afin de un conjuntoe finito; entonces, M es 1la

traslacidn del subespacio N = A ({5,x1-x°,...,xn—xo}).
En este caso, dim M=n si y sélo si {xl—xo,...,ﬁfxg}es

un conjunto linealmente independiente.

Supongamos que M es wuna traslacidén de los subespacios

Wy W, de L.

1
Mostraremos que W = wl.
Si v € M; entonces, v = X, + W, con weWyyv =

yo * Wy, con w, ¢ wl. Como x.eM podemos escribir
Xo = yo + w2, caon wz <4 ”1, Luego, v:y°+w2+w=yo+w1’

Wy =W, tw ,w==wl-+(—w2L Siendo Nl un subespacio



_ \ \ |
w2 € ”1’ W € hl

L

logo aplicado a y. se

Puesto aque M es afin

(&) ]

cio -Xo + M (prop. 1.

este subespacio es 1

mostrar que -x, + M

[ s e |

X

elemento de N,

S1 suponemos gue x

hemos seguido nos

Si B es un conjunto linea

dim Gen(B) dim Gen(B U{

[Vea generaderes, bases y

Como N es un subespacio g

xn—xo}, dim N = n y, sien

dim M = n.

"\’ C !’F\I— .

muestra que W
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Con un

razonamiento and-

N
;] S W

n del subespa

Anora, sabemos que

Debemos, por 1c tanto,

ST x e (-x, + M),

[t s e

razonamientio inverso al que

la conclusidn de que Nc{-x,+M).

(B) el subespacio generado per B.

Tmente independiente,

0}) = n.

v

capitulo I .

dimensién en el

D
3

t

enerado por {6,x,l - Xas ...

do M una traslacion de N, es
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Ahora, supongamos que dim M = n. Puesto que dim M =
dim N =dim Gen(B) = n y N es un subespacio generado por

{o, X1 7 Xoseuwn Xpo- X.} debe ser B una base para N y

por consiguiente, ser un conjunte linealmente indepen -

diente.

2.8 Proposicién: Teorema de Carathéodory.

Sea U un subconjunto del espacio vectorial L. Si
la dimensidén de la envolvente convexa de U, H(U) es m;
entonces, para cada z e H(U), existen m + 1 puntos
Xos«wws X €N U tales que z es una combinacidn convexa -

de ellos.

Demostracidn.

Si zeH(U), z =

n
@.X5, con x.el,=.>0, Z «, = 1. Su

of~13

pongamos que n + 1, el nimeroc de términos en la combina-

cidn convexa z, es mayor que m + 1 y formemos el conjunto
B = {xo,...,xn}. De acuerdo con las observaciones que se
hicieron previamente podemos afirmar que

dim A(B) < dim A(U) = dim A(H(U)} = dim H(U) =m<n -1 y, por -

consiguiente, que {xl T Xoseas Xoo- Xs} es un conjunto 1i

nealmente dependiente. Por lo tanto, existen constantes

Bl,...,s s no todas cero, tales que ? B.(x: - Xo) = 0.
n 1 1 1
n n n
Sea Bo = - ) B.. Como J B.X, = J B.Xe, @l sumar BoXo en
i 1 1 1 1 1
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ambos miembros de esta igualdad., resulta que

13
m
>
H

n
BoXo + Xo =0 y J B, = 0. Puesto que los escala-

13
W
wd

res =, son positivos podemos encontrar un nimero positi-

vo t tal que Ty = Ey = t;—:i >0, i=20,1,...,n Yy Yp © 0, para

oo .

- : B ; i
algin k. tse obtiene tomando el minimo de los cocientes -, coOn

.i

8. > 0. Ahora, . = vy; P tg, yz-= g mixi=E(yi+ t E’1'))(1'
_ Z g =V
- 1%Kyixi+t§81xi—1%KYix1
n n n n A
- iiKYi: pepteg)l = et [8 =)oy =0=jw =l

Asi, hemos representado a z como una combinacidn convexa

de Tos puntos Xgs.--» Xpo1o Xpapr--2%pe Si n, el namero
de estos puntos es igual a m+ 1, el teorema esta probado;
si no es asi, podemos repetir el proceso las veces que sea
necesario hasta tener n = m+ 1. Eventualmente, z puede -

ser representado con m + 1 puntos de U y, tal vez, con me-

nos.

2.9 Poljedros Convexos.

Los conjuntos convexos mas simples son las envolven
tes convexas de conjuntos finitos de puntos; es decir, con
juntos de la forma U = H ({xo,...,x,}). Estos conjuntos -

son llamados poliedros convexcs o politopos.
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Si X1 = Xos.ses Xp = Xo SON linealmente independien-

tes; entonces, U = H({Xos-:.., xn}) es 1lamado un n-simple

con vértices Xo,...,x . Un o-simple es un punto; un 1-sim
ple, un segmento de recta; un 2-simple, un tridngulo; un

3-simple, un tetraedro; etc. Un punto x de un n-simple -

tiene una representacidén dnica, x «=.X., como combina-

1717

of~13

cién convexa de los vértices. Los escalares ©; son 1lama

das las coordenadas baricéntricas de x. E1 nimero de vér

tices menos uno es la dimensién del n-simple.

3. Propiedades Topoldgicas de los Conjuntos Convexos.

Todos los resuitados presentados y las definiciones
dadas en las secciones anteriores estdn basadas en las -
propiedades lincales de un espacio vectorial. Ahora, con
sideraremos algunas propiedades de 1os conjuntos convexos

en un espacio vectorial normado L.

3.1 Propesicién.

$Si U« L es un cunjunto convexo; entonces, su inte -

o

rior U y su cierre U, son convexos.

Demostracidn.

Sea x, y € v’ » 2 = X + (l-=)y, con «e(0,1). z ¢ U

=] [a]

porque U < U y U es convexo. Como x € U , existe una -
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bola abierta B(x,r) < U; luegdgo, si u es un vector tal que
Hu/e«||] < r, (x + u/=) e Uy Ta combinacién de vectores
ztu = ax +(1l-=)y+u =[e(xtu/=) + (l-=)y] estd en U. Es de
cir, existe una bola con centro en z completamente conte-

o

nida en U; por lo tanto, z e U y U es convexo.

Sea x, Yy € U. Como U es cerrado existen sucesiones

{xj} Y {yj} de puntos de U que convergen a X e ¥, res -

pectivamente. Si « e (0,1), 25 = exy + (l-uc)yj estd en U
1im Tim Tim -

zZ = . Z. == ;o - ) ; ta en U. Es de-
’ joe % jow Xy T Ame) g, Vg oesta

cir, z = =x + (l-=)y es una combinacidn convexa de x,yelU

que estd en U; por lo tanto, U es convexo.

3.2 Proposicion.

Si U es un conjunto abierto en el espacio vectorial -
L, su envolvente convexa H(U) es un conjunto abierto. Si
U es compacto y L, de dimensidn finita; entonces, H(U) es

compacto.

Demoscracidn.

n
Sea U un conjunto abierto y x = ] «.x
1
n
elemento cualquiera de H(U). Entonces. x + u = } mib%+u)y
1

como U es abierto, (xi + u) € U cuando |Ju|| es suficiente-
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mente pequefia. Luego, x + u estd en H(U) como cembina -
cién convexa de elementos de U y por eso, existe una bo-
la abierta de centro x completamente contenida en H{U).

Asi, x es un punte interior y H(U), un conjunto abierto.

Ahora, supongamos que U es un conjunto compacto. =~
Entonces, existe M tal que || x|] < M, ¥ x e U. Puesto -
que L es de dimensién finita, digamos n, la dimensidn de
H(U), 1lamémosla m, es menor o igual que n; luego, fini-
ta. Si y e H(U), por el teorema de Carathéodory sabemos
que existen m + 1 puntos de U tales que

m

m
Y =} =:x;, conm = dim H(U). Entonces, [ly]| <} =, [x;ll < M=M.

at~13
a

.i

Asi, H(U) también estd acotado por M. Ahora probaremos que toda sucesién de

H(U) converge a un punto de H(U). Sea {xj} una sucesidn
de puntos de H(U) que converge a x. Por el teorema de Ca
m
a ibi =V o, X.. .. .
rathéodory podemos escribir xj L %53 XwJ’ con x1J e U
Para cada i, las sucesiones {”ij} v {xij} estdn acotadas

por 1 y M, respectivamente; por lo que, contienen subsuce
siones convergentes. Puesto que, la cantidad de subindi-

ces 1 es finita podemos seleccionar una subsucesidn {jk}

de enteros positivos tales que {mij by x5 } converjan,
13 \

para cada i, digamos a s ¥ Z;, respectivamente. Asfi, te

nemos que
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19m 1im T 1im i
A A S R R

Los nlmeros s > 0 ya que, son elementos del con -

Ik
junto de nimeros s > 0. Ademds, cada X; €s un elemen-
k

m

to del conjunto formado por 10s X3 por lo que, z“ij = 1.
a

Ahora, =, = 1M, lim ? ¢ = ? «. = 1. Como U es

N ke iJk k+e & i3, oo

cerrado cada z; estd en U; asi que, X es una combinacidén -

convexa de elementos de U y x e H(U).

4, MHiperplanos.

E1 concepto de hiperplano, en un espacio vectorial L,
es una generalizacidn de las nociones de recta en m2 y de

plano en R3.

4.1 Definicidn.

Todo subconjunto afin maximal propic de un espacio -
vectorial L 6, equivalentemente, toda traslacidon de un sub

espacio propio maximal de L es 1lamado un hiperplano.

4.2 Proposicién.

\H es un hiperplano del espacio vectorial L si y sd6lo si

H = {zeL/f(z) = «, con f una funcional 1ineal no nula}.



Demostracidn.

Sabemos que cada subespacio propio maximal de L es
el espacio nulo N de una funcional lineal no nula, f:L-R.
Como H es una traslacién de N, cada z e H puede ser es -
crito en la forma z = zo + X, con X € N y, puesto que f

es nula sobre N, f(z) = f(z.) + f(x) = «

Luego, H = {z € L/f(z) = =, con f una funcional no nula}l. (1)

Supongamos que H estd definido en la forma (1) y se
leccionemos cualquier z,eH para formar el conjunto

N = {xelL/x =12 -2y, zZ & H}.

Como f(x)}=f(z-z,)=Ff(z)-f(z.) = 0, N es un subespacio pro

pio maximal de L y, puesto gue H es el conjunto de todos

1

los vectores z = x + Z,, con x € N, H es una traslacidén de

N y, por consiguiente, un hiperplano.
4.3 Definicidn.

Sea L un espacio vectorial y H< L, un hiperplano. -
Entonces, 1os conjuntos H' = {zelL/f(z)>=} y

H™ = {zeL/f(z)<=} son 1lamados los semi-espacios abiertos

determinados por H.
Las cerraduras de estos conjuntos H y H™ son los semi-es

pacios cerrados determinados por H.
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4.4 Definicidn.

Sean U y V dos subconjuntos dél espacio vectorial L.
E1 hiperplano H separa a Uy V si Uy V estdn contenidos,
respectivamente, en cada semi-espacio cerrado determinado
por H. H separa fuertemente a U y V si H estd, "estricta
mente, situado" entre dos traslaciones de H que separan a
Uy V. La separacidon fuerte requiere que 10s conjuntos -
Uy V sean disjuntos; mientras que la separacidn simple,

no.

4.5 Hiperplanos del Espacio Euclideo R".

Ahora, estudiamos los hiperplanos del Espacio Eucli-
deo R". Puesto que R" es un espacio vectorial sobre R
con producto escalar no degenerado, <,>: R" x Rn-+R, enton-

n

ces f: R + R definido por f(x) = <c,x>, con ce R" fijo,

es una funcional lineal y por 1o tanto para «e R

H={x €¢ R"/<c,x>= =, ¢ # 0}

es un hiperplano.

Si ¢ = (cl,...,cn) y x = {x .,xn) la ecuacion de-

17

sarrollada del hiperplano H es <c,x> = CyXyt...+Cp xn=¢.GD

Cualquier x € R" cuyas coordenadas satisfagan (2) -

pertenece al hiperplano H.
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Puesto que ¢ # 0, un hiperplano H pasa por el ori -
gen si y sélo si <c,x> = 0. En este caso, ¢ es ortogonal
con cada vector de H y decimos que ¢ es normal al hiper -

pltano. Cuando «=0y x,xleH, <c,x—x1> = 0 y ¢ es ortogo

nal con x - Xq - Como este vector es "paralelo" con H, ¢

es normal al hiperplano. En todo caso, ¢ es normal con H.

ST multiplicamos <c¢c,x> = «=por el escalar A # 0 tene-
MOS <AC,X> = X=; es decir, si un hiperplanc estd definido

por ¢ y =,también lo estd por Xc ¥y Xe, A # 0. Como ¢ es

normal al hiperplano, Ac también lo es. Ahora, si

A =[|cl['1; entonces, <[|c[|_lc,x>=ﬂc|l_1c=<n,x>= b re -
presenta un hiperplano H y n es llamado un vector unitario
normal con H. También, -n es un vector unitario normal -

con H.

4.6 Proposicién.

Los hiperplanos de R" son conjuntos convexos cerrados.
Demestracién,

Sea H un hiperplano con ecuacifn <c,x> = «, Entonces,

QRnH = {x € Rn/f(x) # « }, con f(x) = <c,x>.

Como f es una funcién lineal definida de R" en R, f es con

tinua. Ademds, CpnH = T (o) U (=,=)].

Por otra parte, como (-=,«), («,~) son conjuntos abiertos

y Ta unidn de conjuntos abiertos es un abierto,
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que f es continua. Luego, H es un conjunto cerrado.
Mostremos que H es un conjunto convexo. Sea X ,X,eh;
sTa Y X:)\X2+(].'>\)x_5/\~e[oa]-] estd en H

entonces, “C, X >=<C, X
o+ (1-a)<c,x>=het (1-0 fome,

f1 - -
(1=A)x4>=x<C,X

ya que, <c,x>=<c,Ax2

Los teoremas que siguen ftienen gran aplicacidén en un
en teo-

decisidén y en teorfa de juegos.

s Convexos.

D

amplic range de problemas en programacién lineal,

ria de la

Teoremas de Separacidn de Conjunto

separacion fuerte de dos conjuntos conve-
esa exigencia no

conjuntos debe

Aunque la

Xxos U y V requiere gue seen disjuntos,

uno de los

la garantiza; para asegurarla,
el otro cerrado. Es To gue se muestra en

ser compacto ¥y

Proposicidn.
+ . H . -
dos subconjuntos de R disjuntos, conve -

5.1

Sea U y V
U compacto y V cerrado. Entonces, e-

X0s, no vazios con
Xiste un hiperplano que separa fuertemente a U y V.

Demostracion.

ion nos apoyaemes en la figura 2.1

-

Ta demostrac

Para
10.6, pdgina 55.

Yy en ia proposicidn
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XoFA (X-Xg)
Zeg
Yo X

fig. 2.1

Por ser U compacto, V cerrado y UNV = @ existen

Xo € U , yo € V tales que d(U,V)= inf [[x-¥[=|xe-yo|[> 0. Mos-
xel,yeV

traremos que un hiperplano H que pasa por el punto
zZo € seg |Xo.Yo| Yy que, ademds, es ortogonal con este seg-
mento separa a U y V, fuertemente.

E1 hiperplano H; ortogonal con el segmento [Xos Yol

Y que pasa por X, tiene, por ecuacion,<Ye¢-Xo, Z-Zo> = 0.

Con x € U definimos ¥v: R -~ R, con

H

¥ (A) = Il ye - [Xo + A (x-x2)]]%. Entonces,

i}

¥ (A) <(yo - Xo) = h(X”Xo), (YO = Xo) - A (x - xo)>

2
Yo=Xos Yo=Xo>=2A<Y¥o= Xos X-Xo>+ A~ <X=Xos X=Xo> .

Como ¥ es diferenciable, por ser una funcidén polino -



mial, tenemos que ¥'(A) = = 2 <Yo=XosX~Xo>+2A<X=Xo,X-Xo>.

Siendo x, € U el punto mas cercano a y, se tiene:

0 < || Yo=Xoll < ]| yo-2l| 5 ¥ 2z € U, con z = Xxo+ A (X-Xo).

Luego, [lyo- xo|fz Il yo-z|F y ¥ (0) <¥ (1), con a e[0,1].

< wifmy < 17m¥())-w0) _ . v
AsT, ¥+(0) e % > 0; es decir, ¥, (0)=-2¢yo-Xo,X~Xo> > 0.

Luego, <yo- Xe X - Xo><0, ¥ x € U.

Por medio de un argumento similar aplicado al hiper-
plano H2 gue pasa por yo y que es ortogonal con el seg -

mento [Xo, Yo| encontramos que, <Xo- Yo, Y-¥o><0, ¥y € V. Asf,

S y e V, <yo- Xo» ¥Y-Yo> > 0. COMO <¥yo-Xos Yo=- Xo> > 0
tenemos que

<Yo~Xos Y-Yo> *<Y¥Yo=XosYo-Xo> = <Yo-XosY-Xo> > 0. Ahora,
combinando este resultado con el anterior <yo=Xo,X-Xo> <0,
¥ x e U, hemos probado que HI separa a Uy V. Un resulta-

do similar se obtiene para H Ahora, como H "estd entre

5
H1 y H2", éstos son traslaciones de aquel y H separa fuer

temente a U y V.

5.2 Proposicion.

Sea U y V dos conjuntos convexos de R" con U® # @ y
U° NV = @. Entonces, existe un hiperplano que separa a

Uy V.
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Demostracidn.

La verdad del teorema para U y v implica la verdad
del mismo para U y V de modo que, no hay pérdida de gene

ralidad si consideramos a U y V, cerrados.

Para x., € U definimos
By {xeR"/ [[x-xo]| < n}y D (xo + (1- %) (x-x0)/ x € U}. Ahora,

formemos el conjunto U =B ND . [fig. 2.2].

fig. 2.2

D, es convexo.
Sea y;,y, € D,y = € [0,1]. Entonces,

z=ay (l-=)y, «[xo + (1-%) (%7 = %o)] + (1-=)[xot (1—%) {%5=x1)]5c0n X, %,€U.

Xo + (1-7) [=(xp=xo)* (1-=) (%, - x,)]

it

Xet (1-5) [ex; + (1-=) X, - Xo]

il

Xot (1—%0 (x-xo) ya que, x = «xj + (1-=) x2 estd en U por ser éste
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un conjunto convexo.

Dn es cerrado.

Sea {Ym} una sucesién de puntos de Dn' Entonces,

il

% % 1
Tim Y = 1im [Xs * (1-5) (x

- Xo)] 5 x, € U.
m->wo M=o

m

= Xo * (1-%) (X - Xo) con 1im Xp = X en U, puesto
m->o

que U es cerrado. Asi, hemos mostrado que Dn es convexo

Yy cerrado.

Como toda bola cerrada en R" es convexa, Bn es un -
conjunto convexo cerrado y; por consiguiente, también lo
es Un, como interseccidn de dos conjuntos convexos cerra
dos. Ademas, Url es acotado puesto que Bn es acotada y -
Un ngn. En conclusion, U, es convexo y compacto. Pro-
bemos que Un N V=¢g. Como U°N V = @, por hipbtesis,

y Un g;Dn bastara mostrar que Dn c U°. Seay € Dn; enton

=1

ces, y = Xo + (1- %Jx, con X, € U° y x € U. Si xeU°®,

yeU® porque U®° es convexo. Luego, Un c u° y Un nv = p.

$i x € F .(U), y e seg [Xxosx [_cU® ya que y no puede ser
igual a x; pues, si 1o fuera tendriamos que

1 1 = -
X = = Xo * X - = X, 0 = Xo - X, Xo = X ¥ X seria un pun-

to de U®, 1o cual contradice nuestra hipotesis. Asi, tam
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bién en este caso U, OV = @,

Ahora, apoyéndonos en la prop. 5.1,pdg. 117 podemos a-
firmar que existe un hiperplano Hn, con ecuacién<wvx> ol
que separa fuertemente a Un y V. Asi, para xeqf<ungo§gn;

mientras que, para y e V, WU sY> > ey Podemos asumir,

al escribir estas relaciones, que los vectores u, han si
do normalizados de modo que, HunH = 1. Entonces, las
sucesiones {un} Y {mn} son acotadas, la Gltima porgue

Uy 2 Xo> < = < <Ups Yo, CON Xo 4 Yo dos puntos fijos -

de U y V, respectivamente. Asi, podemos seleccionar sub

sucesiones {Un Py {=q 1}, las cuales son convergentes
3 k k

digamos, a uy a «=. Para cualquier x € U°, x estard en

Un , tara k suficientemente grande.
k

Para este k, <u_ .x> < = Y. consecuentemente,

<U,X> < «, ¥ x € U® ya que,

19m < u_ x> = /Yim u_, x> < Time =« ;Yy.<u,x> <« . (3)
n, n =y n =

k-rco k RV k kKoo K
Sea x € Fr(U). Por ser U cerrado existe una suce -

sién de puntos de U, {xn} que convergen a x y que satis-

facen la desigualdad {3).

Luego, 1im «<u,x > = /u, Tim x \ = <u,x> < «. Estadltima -
n N n -
M- /
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desigualdad es cierta para todo % € Y.
g p

R

Similarmente, se deduce que < <u,y>, ¥yeV. El1 hi-

n

perplano que separa a U y V es H {zel/<u,z>= =}.

5.3 Definicifn.

Sea U un conjunto convexo y Xo

m

Fr(U). Decimos que
el hiperplanc H, con ecuacifn <u,z> = «, es un soporte pa
ra U en Xo Si <u,Xx.>=<= y si U es un subconjunte de uno de

1os semi-espacigs cerrades determinados por H.

5.4 Proposicion.

Si Xo € U es un punto frontera del conjunto convexo
n . .
Uc R", con U° # @; entonces, existe un hiperplano sopor-

te para U en xo.

Demostraciodn.

Hagamos V = {x.}. Entonces, V e&s un conjunto conve-
xo. Ademas, U, por hipdtesis, es convexo con U°# §. Sienr

do X, € Fr(U) tenemos que V N U° = @ Luego, utilizandoe

la prop, 5.2,pag. 119, podemecs afirmar que existe un hiper -
plano H que separa a U y V pasando por Xx,. Ahora, apoyan

donos en la def.5,3,p8g.123 , afirmamos que H es un hiper -

bt

plano soporte para U en Xx,.

5.5 Definicidn.

Un punto x, de un conjunto convexo U es llamado un -
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punto extremo si no es punto interior de algiin segmento de
recta contenido en U; es decir, si no existen puntos

X1» Xp € Uy = e {(0,1) de modo que Xo = «x, + (l-=«) X

1

Los puntos extremos de una bola cerrada son sus puntos -
3 .

frontera; l1os de un cubo, en R™ sus ocho vértices; los de

1o0s poligonos convexos en RZ, sus vértices, etc. Un semi-

espacio, aunque sea cerrado, no tiene puntos extremos.

5.6 Proposicion.

Sea U un subconjunto convexo cerrado de R" y H, un hi
perplano soporte para U en x,. Si x es un punto extremo -

de H ™ U; entonces, X es un punto extremo de U.

Demostracion.

Supongamos que x € H N U no es un punto extremo de U.

Entonces, existen X1, Xy € U tales que x =Ax1+(1—A)x2, con
» €(0,1). Mostraremos que, en estas condiciones, X{ Y %,
deben ser elementos de H NnU. Como X1, Xp € U s6lo falta
mostrar que estan en H. Si X1s Xo ¢ H, estdn en el semi-

espacic abierto E determinado por H y que contiene a U. -

Luego, el segmento [}I,XZJ < E ya que, E es un conjunto -

convexo, y x ¢ H NU. Asi, tenemos que existen

X1» X, € H n U tales que x = AXy +(1—A)x2. con re(0,1);



“125

es decir, x no es un punto extremo de H N U; esta conclu
sién es una contradiccidn y x debe ser un punto extremo -

de U.

5.7 Proposicidn.

n . -
Sea U <R un conjunto convexo, compacto no vacio. -
Entonces, U es 1a envolvente convexa de sus puntos extre-

mos.
Demostracidn.

En 1a demostracidn usaremos induccidn sobre la dimen

sion m del conjunto U.

Sim=20, dim A(U) = dim W = 0, con W un subespacio -
del cual A(U) es una traslacién. Entonces, W = {0} y
A(U) = {xo + 0/Xo € R"} = {x,}. Como U # @ y UcC {xo}, de
be ser U = {xo... Por otra parte,
H(U) = e R"/x = exo + (1= )Xo, Xo€U, =€ [0,1]} = {xo}. Asf, U=H(U).

Sim=1, dim A(U) = dim W = 1, con A(U) una traslacidn del

subespacio W. Entonces, w={)\xfxeRn,Ae1R}, A(U)={xo*+rAx/AXxEW} e5 -

1]

una recta y U = [a,b]. Por otra parte,

H(U) = {x e R"/x

«a+(1l-=)b, «e [0,1]1= [a,b]. Asi, también en es

"

te caso, es U H(U}.

Ahora, supongamos cierto el resultado para cualquier -

conjunto compacto de dimensidén, a 1o sumo, m, conm < n - 1.
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Sea m + 1 Ta dimensidn de U y consideremos a U inciuido en

R . Si Xo es un punto frontera de U, por la prop. 5.4, pag.
123, sabemos que hay un hiperplano soporte H {un conjunto
afin m - dimensional) para U gue pasa pOr X,. Ei1 conjunto

H NnU es convexo vy cerrado, por ser la interseccién de dos

o

conjuntos convexos cerrados. Ademds, es acotado ya que, -
UNHeU y U es acctade. Asi que, H 00 U es convexo, compac
t0 y su dimensidn no excede a m. Entonces, de acuerdo con
nuestra hipdtesis inductiva x, es una coembinacién convexa

de 1os puntos extremos de H NU y, por consiguiente, una -
combinacién convexa de los puntos extremos de U (prop. 5.6,
pag. 124 ). <Consideremos, por Gltimo. el caso en que X, es
un punto interior de U. En este cas¢, cualquier recta que
pasa por X, tiene como interseccidén con U un segmento con

puntcs extremos X1 X Tcs cuales, son puntos frontera de

U. Como x, vy X, SON combinaciones convexas de puntos extre

mos ¥y Xo 10 25 de X

-

y XZ’ Xo €S una combinacidén convexa de

purtos extremos.

Los teoremas relacionades cen la separacidn, soporte -
Y puntos extremos han side probados en Rn; Tuego, por el i-
somorfismo vectorial y topoldgico gue existe entre este es-
pacio y 1os de dimensidn Tinita, dichos teoremas estan pro-
bados para cualquier espacio vectorial normado de dimensidn

finita.



|

J—
™)

n
6. Conos Convexos en R .

La G1tima clase de conjuntos convexos que estudiamos
son los conos convexos. Estos conjuntos tienen un papel
importante en el andlisis econdmico, especialmente, en la

teoria de la produccidn.

6.1 Definicidn.

Un cono C g;Rn es un conjunto de puntos que presenta

la siguiente propiedad: si x € C; entonces, Ax e €, ¥1>0.

E1 cono generado por un conjunto U g;Rn es el conjunto

C=1{yeR"Yy

1

Ax, ¥ X e U, ¥ > 01,

E1 punto 0 es un elemento de cualquier cong y es llama

do el vértice del cono.

E1 negativo de un cono C es el conjunto C ={-y/yeC}.

Es claro que, C es un cono si y sélo si C 1o es.

6.2 Definicidn.

La suma de dos conos C, g;RT C2 g;Rn denotado con

C, # C2 se define como {u+v € R"/u € Cl’ vV € Cz}.

1

6. 3 Definicidn.

n . .
Un cono C <R es un cono convexo si C es un conjunto

canvexo.



128

6.4 Proposicidn.

: n ' = - .
Un conjunto € &« R es un cono convexo si y s0lo si

(1) x € C; entonces, ax € C, ¥ a > O.

(2) X1» X, € C; entonces, (x1 + XE) e C.

Demostracidn.

Sea C un cono convexo. Entonces, si x € C, AXx € C,
¥ 2 > 0, por definici6n de cono. Ahora, veamos que se -

cumpie (2): Dado que C es un cono podemos escribir

Xy = AV, 0 < =<1, vy € C; X, = (1-2) Vos V, € C

y afirmar que X1s %o € C. Luego, como C es convexo,

Avy * (1-2) Vo estd en C; es decir, x, + Xo estd en C.

1

Supongamos que se cumplen las condiciones (1) y (2)
y mostremos que € es un conc convexo. La primera condi -
cidon indica, por definicidén, que C es un cono. EI1 cono C

serd convexo si Av, + (1—A)v230 < A > 1, esta en C cuando

1
ViY v, 1o estan. Si Vis V, € €, por la primera condicién,

podemos afirmar que AV (l—A)vz e C y, por la segunda con

dicién, que Avy * (l—x)v2 estd en C. Luego, C es convexo.

6.5 Ejemplos de Conos Convexos.

La semi-recta C = {y e Rn/y =AX., A>0}, con x un vector

cualquiera de R" diferente del vector nulo.
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Los semi-espacios, H™ = {xe R"/ <u,x> < 0} y

S n

H = {x e R/ <u,x> > 0}.

E1 ortante no negativo de R", Rﬂ = {x e R"/x > 0},
con x = (xl,...,xn), x; 20, i = 1,...,n.

Cualquier subespacio vectorial de R".

6.5 Proposicidn.

La suma de dos conos convexos Cl Y C2 de R" es un co

No convexo.

Demostracion.

i

Puesto que, A(u + v) AU+ avs au e Cpy 57 ueCy y
Av e Chy sive C,y ¥220; rMu + v)e Cp + Cos V22 0 y

C1 + C2 es un cono.

Sea Xq ¥ Xo dos puntos cualesquiera de 1a suma Cl+CZ.
Por la definicidén de suma es
Xy = Uy + Vis Xp = U, * vy, con Ugs U, € C1 Y vis v, € C2.
Luego, para cualquier punto X que sea una combinacidén con-
vexa de X1 ¥ Xy tenemos que
X = AXy + (1-,\)x2 = Aug ¢+ (1—A)u2 vy ot (1—x)v2.

Como aup + (l—A)u2 estd en CI Y avy + (1—,\)v2 estd en C2, X € Cl + C2

Y C1 + CZ es un cono convexo.



6.7 Proposicidn.

Sea (.}, + =
34
n ~
de R . Entonces, C
Ci’ i 1,...,m, es

Demostracidn.

.a demostracion

A ,my una familia finita de conos
m

=} C. es un cono. Ademds, si cada
1

un cono convexo., £ es gonvexo.

es inmediata si aplicamos induccidn

scbre m, el nimero de conos, y les resultados de
sicidn 0.6, pagina 129.
6.8 Proposicidn.
ST {C.¥, 1 = 1,...,m, es una familie de cono
n m
x0s de R': entonces, la interseccidn 5\Ci es
Vexo.

Demostracidn.

Que rxci es un

o)

sicidon 2.1,

Sea C

Ci eS un cono; ¥i’ i

Tuego, Ax e C y C es un

njunto convexo se sigue de

101.

€ L, X € Ci’ V., 7 =1, .m.
= 1,, ,M; AX & Ci’ ¥x>0.¥

conro.

.
[

QJ

la propo-

S

conve-

un cono con

la propo-
Como
5.;:1'_-- sm;



.131

6.9 Proposicién.

El cono C generado por un conjunto convexo es un cono

convexo.

Demostracidn.

Dado el conjunto convexo U deseamos probar que

C={ye Rn/y = AX, ¥A > 0, ¥ x e U} es un cono convexo.

Es claro, por la definicidén, que C es un cono.

Sea Yi» ¥y € C. Entonces, ¥y = lel’ Y2 = AZ X5, CON
X1s Xy € U, Al >0y AZ > 0. Vamos a mostrar que

y = =y, ¢t (l-x)yz, con 0 < = < 1, estd en C. Ahora bien,

) (1-=) A
= —cc\ =|lx +{l - 1 2
y ==X+ {l=e)aoxps (=it -= Ry {'mx‘lﬂ\l-‘«‘f 1T S, Xz}

ehy + (l-a)r, - «)
- i 2 1
=B I:Y Xl + E X2

= B [Yxl + (1*Y)X2] s

xA

con pg= ‘IAl + (1—05))\2 0, vy= "‘é’l Y O_"\'_Yf_l.

Como U es convexo x = YXq + (1-y)x2 esta en U e y = Bx, en C.

Si A =0, y=0, ¥ o0eC. El teorema estd probado.

6.10 Definicidn.

n

Sea C un cono convexo en R Entonces, el dual o -
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polar de C, denotado con “es definido como

{y € Rn/<x,y> < 0, ¥ xe Cl.

6.11 Proposicién,

) n
Si C es un cono convexo en R ; entonces, su dual

C* es un cono convexo.

Demostracidn.

Puesto que C* es el dual de C, <x,y> < 0, ¥xeC. -
Luego, <x,Ay> <0, ¥ 2 >0, ¥xeC, AyeC*yC* es un

cono.

Sea Ae|0,1] y u,v e C*; entonces,
<x,u> < 0, <x,v> < 0, <x,2u> < 0, <x,(1-a)vy> < 0,
<X,Au> + <y,(l-a)v> = <x+y, Aaut{l-a)v> < 0 y rxu+(1l-a)v

estd en C*,

Por 1o tanto, C* es un conjunto convexo. E1 teo -~

rema estd probado.



CAPITULO ITII
FUNCIONES CONVEXAS

1. Funciones Convexas en R.

1. Definicidn.

Sea I R un intervalo. La funcidn f: I -~ R es
convexa si flex + (l-=)y] < « f(x) + {l-«)f(y); ¥x,yel;
« e (0,1). (1)

Alternativamente « podria tomarse del intervalo -
(0.1].
f es concava si f [=x + (1-=)y] > « F{x)+(l-=)f(y);¥x,yel;
« e (0,1). (2)

f es estrictamente convexa o estrictamente céncava cuando

las desigualdades (1) y (2) son estrictas para x # y.

La concavidad y la concavidad estricta corresponden,
respectivamente, a la convexidad y a 1a convexidad estric -
tas; por consiguiente, el estudio sobre las funciones conve-

xas puede adaptarse a las funciones concavas.

f es cOncava si y s6lo si - f es convexa ya que

flex + (1-«) y] > = f(x) + (1l-=)f(y) si y s6lo si
~flex + (l-=)y] < = [(-f)(x) + (1-«) [(-F)(y)].
2. Proposicidn.

f: I » R es una funcidn convexa si y sdlo si, para

f(z) - f(x) _ fly)-f(x) <f(1)'f(z)(3)
zZ-X - y-X - Y-z

X,Z2,y € I, con x<z<y,

133
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Demostracion.

X <z <y implica z = =x + (l-=}y, =e(0,1), de 1o cual se

ez Z2Y - ¥=Z . q_ o= X2Z - Z-X
deduce que X~y Vvox 1 Toy yox

Supongamos f convexa. Entonces,
flax+(l-«)y]< =f(x) + (1-=) f(y); ¥x, yel; =e(0,1) vy,
flz)e= [F(x) - Fyd+r(y)=t=% G(x) - Oy + fly).

y-x
Luego,
flz) - fly) f{x) - f(y)  fy) - F{x)  fly)-Flz) (q)
y - z - ¥ =X y - X -y -z
También, f(Z)<mf(x)+f(x)—f(x)+(1-a)f(y)=f(x)+(l_c)[}(y)_f(xﬂ
Asi que, f(z)-f( xJ]
flz) - f(x) _ fly) - f(x) . (5)

z - X — y - X

Por transitividad, aplicada a2 (4) y (5), obtenemos las de-

sigualdades del teorema.

Ahora, supongamos que las desigualdades en (3) son -

ciertas. Entonces,

flz) < £f(x) + [Fy) - FOx)] 55 =

Flx) + (1-=) [Fly) - F(x]] = «f(x) + (1-=) £ (y) ,

-flz) 2 [Fly) - f(x]] 325 - f(y) =

[Fy) - f(x == fly) = - «f(x) + («- 1) f(y) vy
fz) <« f{x) + (1 - «) f(y).

En todo caso resulta que f es convexa.
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-

Como x, z. y € I, los puntos P = (x,f(x)) ,
Q = (z,f(z)) y R = (y,f(y)) estdn en el grdfico de f. Las
expresiones en las desigualdades de (3) representan respec
tivamente, de izquierda a derecha, las pendientes de los -
segmentos PQ, PR y QR. Asj que, geométricamente, con la -
proposicion 2 se afirma que si f es convexa el punto Q es-
td en la cuerda PR o bajo ella, lo cual significa que el -
grafico de f coincide con dicha cuerda o estd bajo ella en

el intervalo [x,y] para cualesquiera x,yel. (fig. 3.1).

x -
N @~ ---

3. Proposicidn.

Sea f: I - R una funcidon y S = {(x,y) e Rz/yif(x),
¥xel}. Entonces, f es convexa si y s6lo si S es un conjun

to convexo.

Demostracidn.

Si f es convexa, si (Xl’ yl),{xz, ¥,) son dos puntos
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cualesquiera de S y si «e[0,1]; entonces, f(z) =

fEx1+ Ufm)x2]i°:ful)+ (1-=) fuz)iﬂq+ﬂ-m)y2y

P = [}xl + (1—a}x2, =yq * (1—a)y2:] estd en S ya que, zel.

Ademas,

P o= =(xys y;) * (i-=) (x,,y,); Tuego,S es convexo.

Si S es convexo, (xl, yl), (x2, yz) son dos puntos -
cualesquiera de S y f, con ¥y = f(xl), Y, = f(xz) ¥ si
«e{0,I] ; entonces,

“(Xl’yl) + (1-=) (XZ’ yz) = [}x1+(l-m)xz,my1+(1-m)yé] estd
en S; luego, fl=x, + (1-=)x, ] < = fxg) + (1-=) f(x,) ¥y

f es convexa.

Con un procedimiento similar se prueba que:

4. Proposicidn.

Si f: I >R es una funcidén y S = {(x,y)e RZ/y < f(x),

¥ x € I}; entonces, f es céncava si y s6lo si S es convexa.

9. Ejemplos de Funciones Convexas.

Toda funcidén afin f: I <R - R, con f(x) = mx+b.
2
x“.

g: R >R, con g(x)

1

h: R + R, con h{x) e”.

i: RT > R, con i(x) = xP, p ~ 1.

NE R R, con j(x)

]
=
—
o

e}
=
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1.1 Continuidad.

Si una funcidon convexa no es continua en todo su do-
minio, las discontinuidades s6lo pueden ocurrir en los pun
tos frontera de su dominio, es lo que se deduce de la pro-

posicion 2 que demostraremos a continuaciodn.

1. Proposicién.

Sea f: [a,b] = R una funcidén convexa acotada. Enton -

ces, f estd acotada superiormente por M = mdx {f(a), f(b)}

e, inferiormente, por m = 2f [a Z b} - M.

Demostracion.

Si z = «xa + (l-«)b, con «xe [0,1], es un elemento cual-
quiera de [a,b]; entonces, ¢ [=a+(l-=)b]<=f(a)+(l-=)f(b) <
= M+ (1-=) M = M.

Supongamos que z = a Z b 4 t es un elemento cualguie-

ra de [a,b].

Entonces,

. f
f[——azb} = f [l (a+h tJ + 3 :[a+b—t—! <

2\ 2 L 2 5!
1 [a+b .T 1 {a+b )
S R L
2 2 J 2 2 }"
fa+b) [a+b )
f(§—+—+tJ>2fﬁl—f1 -t
2 = {2 ) L2 1=
2 f (gig]— M =m ya que, -f {iiﬁ - t} > ~M
2 ’ L 2 jo—

Asi, para cualesquiera x,yef[a,b], f(x) - f(y) < M-m.
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2. Proposicidn.

Si f: I » R es una funcidn convexa, T satisface una
condicidn de Lipschitz sobre cualquier intervalo cerrado
[a,b] < I°, con I° el interior de I. En consecuencia, f

es absolutamente continua en [a,b] y continua en I°.

Demostracion.

Seleccionemos € > 0 de modo que a - ¢ y b + ¢ perte-
nezcan a I. Sea M y m, respectivamente, el supremo y el

infimo de f en [a - e, b +¢].

Con x e y dos puntos cualesquiera de [a,b] (fig. 3.2)
hagamos

[

= - - x = —LX—X
z y Ty-xT (y-x) vy SrTy-x] - Entonces,

= £ = € =
ze [a-es brel, Io== mrymr e v = STy 2 STyl

«z + (1 - =) x.

Luego, tenemecs que,
fly) <= f(z) + (1 -=) f(x) = =[F(z) - F(x}] + f(x) vy
fly) - £x) < «(M-m) < XGm) = K[y-x|. con k= "M

= €

Como f(y) - f{x) < K|y-x| es cierto para cualesquiera
X, y € [a,b]; es cierto, entonces que f{x)-f(y)<K|y-x] ¥

por ello, que |[f(y)-f(x)| < Kly-x].



.139

Asi, f es Lipschitz.

Sea Kai’bi)}’ i=1,...,n, una coleccién de subintervalos

abiertos disjuntos de [a,b]. Por ser f Lipschitz,

If(bi) - f(ai)[ < K (bi - ai). Luego,
n n n
- ] v - 3 i c -
% [ F{b,)-fla )| < K% (b;-a.}. Si hacemos K§(bi a;) < e
n n
tendremos que % (by-a;) < %—imp1ica % [ f(bs)-flas)]| < ¢

y f es absolutamente continua en [a,b]; de aqui, unifor

memente contfnua en [a,b], continua en [a,b1 y en I°.

I
r * @ ; Az, - - 1
L a-e a b b+e J
fig. 3.2

1.2 Diferenciabilidad.

Una funcidn convexa no es necesariamente diferencia -
ble, ain en puntos interiores de su dominio; pero, la di-
ferenciabilidad Tateral es una consecuencia inmediata de

Ta convexidad.

1. Proposicidn.

Sea f: I - R una funcidn convexa. Entonces,
1) Si x es un punto interior de I, las derivadas latera-
les derecha f(x) e izquierda fl (x)existen y fL) <F(x).
2) Si f es diferenciable en y € I; entonces, para x € I se

tiene f'{y) (x-y) < f(x) - f(y).
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3) Si x e y son dos puntos interiores de I con x < y;

entonces, fl(x) < f.l(x)

f A

friyy < f,(y).

Demostracidn.

Para {(1). Sea r,s,t, e I, con r< s < t. Por ser f

una funcidn convexa sabemos que

f(s) - fr) . £(t) - £(r) . £(t) - (s)
s - r — t - r - t - s

(6)

Como x € 1°, existe ¢ > 0 tal que (x -~ e, x +g) &1I.
Trabajaremos en este intervalo. Si aplicamos la desigual-

dad de la izquierda de (6) @ r = x. s = x + kz, t = x + k1

con 0 < kz < kl < g, ¥y a r=x, 5=x + hl, t o= x + h2, con

- & < h,; < h2 < 0 tendremos, respectivamente, que
1

fix +

I ~ { - “
(a) AZ) fx) ) f{x + kl) ()
kz — kl
(b) f(x + hl) - £{x) ) f{x + hy) - F(x)
h1 -~ Ny
Y <5 s \ _ {
De (6) se deduce que f(:/ fSS' < f(fl fés) Si aplicamos
I - - W -
esta desigualdad a r = x + h2, s = x, t = x + k2’ con

- € < h2 < 0 « k7< e. tendremcs

(c) fx + hz} - f(x} f(x + kz) - f{x)

h2 kz

Combinando (a}, {(b) y {c) resulta
f(x+h1)—f(x) f{x+ hz}—f(x) f(x+k2)-f(x) f(x+k1)~f@

«< i <

| A

con - £ < h, < h2 < k2 < kl < g,

(7



De estas desigualdades se deduce, inmediatamente, que

i) f{x+h)-f{x) no decrece y estd acotada superiormente

cuando h < 0 tiende, mondtonamente, a 0.

11) f{x+k)-f(x) no crece y estd acotada inferiormente -
k

cuando h > 0 tiende, mondtonamente, a 0.

Luego,

; - y 14 k) -
f.(x)_hm fxth)-f{x} f,(X\:.Tme(A+K} f{x)

“hso h s TLANRIT 6T ” , existen.

Observando (7) se deduce, inmediatamente, que fl(x)ifi(x)

Para (2).
(a) Sea x>y, r=y e t=x en {(6). Entonces,
FLe)-f0y) FOO-FLY) sri1ieq 1T Fls)-Fly) Flx)-Fly)s
Sy T X -y ' sy s -y T X -y
F _Ff
es decir, f‘(y}iﬁiéljiiii-. Luego, ' (y){x-y)<f(x)}-f(y)
(b) Sea y>x ., r =y, t =y en (6). Entonces,
PP F)=F(s) Lo i ) -F00 TTm g()-F(s)
Yy -~ x = y - s s ' Y - X =S~y y-5 ’
es decir,
f -1 ) 3 i ' <
T ) ) (wex)aF ()= F(x) s 0 () By ) <F ) - F(y),
Para (3)

De (6) deducimos que f(s)-f(r) _ f(s)-f(t) Si aplicamos
s - r - s - t -

esta desigualdad a r=x, t=y, 5, com X < s < y, y Si ha-
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cemos k = s - x>0, h = s -y < 0 tendremos que

fix + k) - fix)
k

Cfly th) - fly).

h

Luego, de acuerdo con ia primera parte (a), tenemos que

\ -
f_:_(X) < f(X‘*‘k‘)("f(L/ < f()"*‘h% ’C(Y) < f_',(.Y) ¥, ademés, que

f1(x)

A
-h
+_
—
>
—
_h
l—
—
<
N
A
—h
N
g
—

Esto significa que f! y f; son crecientes en el interior
de I.

51 f fuese estrictamente convexa, f' y f, serian estric -

o

o |

tamente crecientes en

1.3 Caracterizacién.

Caracterizaremos las funciones convexas con propie-
dades de la primera y segunca derivadas y con la existen

cia de rectas soporte.

1. Proposicién.

Sea f:{a,b) @¢R = R una funcidén diferenciable en (a,b).
Entonces, f es convexa [éstrictamente convexéj en (a,b) si
y s6lo si f' es creciente [estrictamente creciente] en e-

se intervalo.

Demostracidn.

Supongamos f convexa [estrictamente convexa|. Enton



+ ! son crecientes [estrictamente crecientes| -
en {a,b}). Como f es diferenciable en (a,b), f'=fl=f' y f'

es creciente [estrictamente creciente]| en dicho intervalo.

Ahora, supongamos que f' es creciente en (a,b). Para pro
bar que f es convexa mostrarcmos que para cualesquiera

F(E)-F(x) Fly)-F(x) Ffly)-*(
x,yef{a,b),— t) _{(ﬂ Pl -flx) ‘_%i”)’—'*‘i)‘ t

v
- : cn x <t <y,
t X — y t ¢ LY

!
>

1

Puesto que f es continua

D
=

y diferenciable en (x,y)

b

el tecrema del valor medio nos asegura que existe ze(x,y)

A Fly)Y-F(x) .
tal, que f'(z} i»Jifpffi—a y como f' es creciente en (x,y)
tenemos que
Elul_Flyv)
i) f{t) = —ﬁ?wiéJJ . ST X <t <z
Fly)~F({x)
i1y f (t)3;~%%—4%é4- st z <t < y.

{+)_
a) F(t) (x-t)<f(x)-F(2) implica £ (t)> 00 e o)

t
£ 3 o £ (4 f‘/ )—f(t‘] : .
b) £ () (y-t)<f(y)-F(t) implica F'(t)eimysy si tay. (9)

A

prop. 1, pagina 139 1.

1 combinar, respectivamente, (8} con (i) y (%) con (ii)

cbtenemos
Fly) - \ FEt) = F(; . )
(X’ f(X,_ - _\;l_______,,".(,). , S1 X < t (10)
y - X - t - x
. ool f."\' e £l w) N
f(j& - _:t(tl E’_ ,_}"\)/ = ;\‘-\)‘1 ., 51 t <« Y (11)

Y

» por transitividad aplicada a (10} y (11), resulta que
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% _— » ST X<t<y

Para T estrictamente creciente se sigue el mismo procedi

miento con la desigualdad estricta.

2. Proposicidn.

Sea f:(a,b) <R = R una funcidén dos veces diferencia
ble en (a,b). f es convexa si y sdio si f"(x)>0, ¥xe(a,b).
Si f"(x)>0 sobre {(a,b), f es estrictamente convexa en ese

intervalo.

Demostracifn.

Si f es convexa, f' es creciente y f"(x)>0 sobre (a,b).
Si f"{x)>0, ¥xe(a,b). f' es creciente y f es convexa sobre
(a,b}. Cuando sea f"(x)>0, ¥xe(a,b), f' serd estrictamen~

te creciente y f, estrictamente convexa sobre (a,b).

Ahora, resulta fdcil comprobar cue las siguientes funcio-

nes son convexas:

“f: R =R, fi{x) = &*.
-G R+-+R, g(x) = - leg x.
‘h: [o,=) »R. hix) = - xP, 0 < p < 1.

<j: R - R, j{x) = x logx

ki R >R, k(x) = (a +bx2)%%; a4 > 0, b > 0.
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3. Definicidn.

T

Sea ¥: I €¢R » R una funcién.y X, 1. f tiene sopor
te en x, si y s6lo si existe una funcidén afin
A(x) = f(xo) * m{x - Xx,) tal, que A{x)<f(x), ¥xelI. E1 -
grafico de la funcidn soporte A es 1a recta de soporte pa

ra f en xo.

4. Proposicién.

f:{(a,b) ¢R » R es una funcibén convexa si y s6lo si e
xiste, al menos, una recta de soporte para f en cada

Xo € (a,b).

Demostracidn.

—

Supongamos f convexa, X, €(a,b) y me[f.(xo), f;(xclj.

F{x)-f(xo) > M, $1 X>Xo f(X)—f(x°)<m

Entonces, M, S1 X<Xo.
X = Xo X - Xo

En cualquiera de los dos casos resulta que
f{x) >f(xo) + m (x-Xo,)3; luego, hay al menes, una Tinea de
soporte para f en cada punto de (a,b) ya que x, es un ele

mento cualquiera de (a,b).

Antes de mostrar la segunda parte del teorema observemos -
que si A:(a,b)ecR = R es una funcidn afin; entonces,

Alex+(1-=)y]= =A(x) + (1-=) A(y).

En efecto, por ser A afin, su ecuacidn es de la forma A(x)=

mx + b. Luego,
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Alaex+(1-«)y]= miex+(1-a)y] + b=mex +=b + m({l-«)y+b~ab

= «(mx+b) + (1-«) (my+b) = «A(x)+(1-«) A(y)

Ahora, supongamos que f tiene una linea soporte en cada -
punto de (a,b).

Sea x,ye(a,b),xo=ex+{1l-a)y, =e[0,1]y Alx)=f(xo)*+m(x-Xo),
la funcidén soporte de f en x,. Entonces, tenemos que
fxo)=F[ ax+(l-=)y]= A(xo)=A[ex+{1-=)y]==A(x)+(1-=)A(y)x

« f(x) + (1-«) f(y) y, f es convexa.

1.4 Operaciones Cerradas.

Ahora estudiamos las operaciones con funciones cecnve

Xxas que dan como resultado otra funcidén convexa.

1. Proposicién.

S1 f: TR +R, g: T <R + R son funciones convexas
Y s1 x > 0; entonces, f+g y A f son funciones convexas so0-

bre I.

Demostracion.

Como f y g son convexas, tenemos que ¥x, yel y para «e(0,1)
flex + (1-=)y] < =f(x) + (1-=)f(y),

glex * (l-=)y] < = g(x) + (1-=) g(y).

Luego,
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(f+g) [ox+(1-=)yl= ~

[
~h
1
L

—~
>
\/}

1=y [{f+g)(y)] vy f+g es

canvexa.

De inmediato se deduce qgue if es convexa pues,
A [ox+(1-a)y]= 2 {Flax+{l-=)y]i< r [=f(x)+(1-=)f(y]]
<= [OF)(x]] + (1-=) [OaF)(y])].

2. Proposicién.

Sea f: ] «cR »R y g: J <R » R dos funciones tales
que el rango de f es un subconjunto de d. Si f y g son
convexas con g creciente; entonces, la funcidn compuesta

gef: I <R » R es convexa.

Demostrac idn.

~

ea x, y e Iy =¢€ {7,1).

—
Y
1
R

(gof) [ox+(1-=)y]=g{flex+(1-=)y][} < gl=f(x)+(1-=)f(y]] ya
gue f es convexa y g, creciente. Luego,

(gof) [ex+(l-=)ylegler(x)]+a[{1-=)F(y}]z=Gef)(x]]+

(I-=) (g°f)(¥)] porque g es convexa. El teorema estd pro

bado.

3. Proposicién.

Si f: I cR Ry g: I cR ~»R son dos funciones no
negativas, decrecientes [crecientes] y convexas; enton -
ces; h{x) = f{x)g(x) también es no negativa, decreciente

[creciente] y convexa.
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Demostracidn.

Es c¢laro gque el producto fg es no negativo.

Sea x,yel con x<y. Entonces, f{x)>f(y) y g(x)>g(y) impli

ca (fg){(x)>(fg)(y). Es decir, fg es decreciente.

Es obvio el resultado (fg)(x)<(fg)(y) cuando f y g son cre

cientes y x « y.

Ahora, mostramos gque h es convexa.

Si x < y; entonces,
LFOO)=-F(y)][g(y)-g(x)]
f(x)g(y)+fly)glx) <Flx)g(x) + fy)aly) (12)

Para « > 0, 8 > 0y =+ 8 =1 tenemos

0y

[/\

f(extgy)g(=x+gy) < [«f(x)+ af{y)][=g(x)+8g(y)]

28 (x) g () +=8F (x)g(y)+F(y)a(x)T+a7F (y)a(y)

<28 (x)g(x) 8 [F(x)g (x)+F(y ]+B?f 5(y), por (12)

| A

IA

e (et ) f(x)g(x)+a{=+8)f(y)g(y)
< «f(x)g(x)+8f(y)aly) = «[(fg)(x)]+s[(fg)(y)]

| A

La demostracion de la ceonvexidad de fg en el caso en que T y g son cre

cientes es similar.

4. Proposicidn.

Sea (fi)ieA una familia arbitraria de funciones con -

vexas con f.: I €R + R. Si f(x)=sup f (x) y Jd={xel/f(x)<=} es
ieh

no vacio; entonces, J es un intervalo y f es convexa sobre J.
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Demostracién.

Sea x, y e Jy «¢€ (0,1). Entonces,

flz) = fl=x + (1-=)y]= sup f. [=x + (1-=)y]

ieA

< sup [:f +(1-¢)fi(yij , por ser f. convexa,
iehA ieh.

<wsup fi(x)+(1-=) sup fi(y), por propiedad del
ieA ieA sup.

<ef(x) + (1-=) f(y).

Como f(x)<=, f(y)< (x)+(1-=)f(y)<= y zed. AsT, J es un intervalo
(contiene todo punto entre dos cualesquiera de sus puntos)

y f es convexa sobre é&1.

5. Proposicidn.

Si fn: I cR »~ R es una sucesidon de funciones convexas
que convergen a una funcion limite acotada f: I CR » R;
entonces, f es convexa. AlUn mds, la convergencia es uni-
forme sobre cualquier subintervalo cerrado de I°, el inte-

rior de I.

Demostracion.

Sea x,yel y ~e(0,1). Entonces,
flex+(1-=)y] 1m L LExH(l-=)y]

Nn->co

A

1T G (x) + (1-e)f (y]]

VI e (k) + (1-0) 1M £ (y)

n-oo n oo

| A

«f(x) + (1-=)f(y) y f es convexa.

| A
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Sea a < ¢ < b tres puntos cualesquiera de I,
@ = Sup fn(a), y = inf fn(c), B = sup fn(b). Sea, ade -
mas, Ll’ L2 N L3 las tres funcicones afines que satisfa -

cen Ly(a) = «, L (b) = 8, L(c) = v, L,(b) = B.L;(a) = =

y. | fig. 3.3 ]

<
—
W
Py
o
S
1

Mostraremos que {fn} estd uniformemente aco

tada por estas funciones afines.

fig. 3.3

Si x = xa + (1-a)b es cualquier punto de [a,b]; entonces,

para un n arbitrario, fn(x) < A fn(a)+(1—A)fn(b) <
A Ll(a) + (1—A)L1(b) = Ll[}a+(1—x)§]= Ll(x), puesto que L1

es afin.

Si x es cualquier punto de [E,Q] podemaos escribir



c = ax + (1-a)b, con 2e(0,1) y x =

Lz(c)gfn(c)gﬁfn(x)+(1—A)fn(b) E_Afn(x) + (1-a) Ly (b) vy

i A-L o :
Ter —b J— ngx), puesto que L2

fn(x)zgth(c) - Ail-LZ(b) - L [ -

2

es afin.

Similarmente, si xe [c,b] escribimos c=xx+(1l-x)a,re(0,1].

21 A-1
Luego, x = Y C + 2

Ly(e)sf (c)=af (x)+(1-2)F (a)<af (x)+(1-2) Ly(a) v

Fo(X)m Ly(e) + 25 Lo(a) = L

[ %—c s a} = L3(x), ya que tam-

3 A

bién L3 es afin.
Asi, {f } estd acotada superiormente por L, sobre [a,b] >

inferiormente por L2 sobre [a,c] y por L, sobre [c,b].

Por otra parte, sabemeos que una funcién convexa satisface
una condicién de Lipschitz sobre cuaiquier compacto conte-
nido en el interjor de su dominio I. Luego, existe K, in-
dependiente del nlUmerc natural n, tal gue

|Fo(y) = £ ()] < Kly-x[5 ¥nelN, ¥x, yel.

Ahora, sea € > 0 y seleccionemos un conjunto finito E de -

puntos de [a,b] de modo que cada punto de este intervalo -

esté a una distancia menor o igual que fﬁ de, al menos, un

punto de E. Puesto gue E es finito existe N ¢ N para el -
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cual m,n > N implica |fp(z) - f , ¥zeE, ya que -

=
—~
~N
N’
A
wm

la sucesidn es convergente. Luego, si

=

x e |a,b|, zeE, |z - x| < v m,n > N tendremos que

[fn(x)—fm(x)[5jfn(x)-fn(z)}+[Fn(z)«f (z){+|fm(z)~f

et

ey

< K|x-z] + %—+ K|x-z} < e.

lo cual es, precisamente, 1a condicidon de Cauchy para la convergen -

cia uniforme sobre [a,b].

1.5 Funciones Logaritmicamente Convexas.

1. Definicidn.

La funcidon f: I <R ~ R es logaritmicamente con -
vexa si f es positiva y si la funcién log f es convexa so-

bre I.

2. Proposicién.

f: TR +R es logaritmicamente convexa si y sélo si
o<

f es positiva y f (=x + 8y) < £ (x) f2(y), con x,yel,= >0,

g > 0 , « +p=1.

Demostracidon.

Supongamos f logaritmicamente convexa. Entonces, f
es positiva y 1eg f, convexa sobre I; luego, para « > 0,
B8 >0y «+ 3 =1 tenemos que
x) + 8 log f(y)
) + Tog 5(y)

“(x) f2(y)

log f (=x + gy)

A
]
—d
Q
-+ 0
_h
X~

A
—
(@]
o]
--h
—
>
e



E1 reciproco se muestra siguiendo un proceso inverso.

Puesto que f(x) = exp [log f(x)] es una composicidn de -
dos funciones convexas con exp una funcién creciente, se

sigue que una funcidén logaritmicamente convexa es convexa.

3. Proposicidn.

La suma y el producto de dos funciones lTogaritmicamen
te convexas definidas sobre un intervalo I son funciones
logaritmicamente convexas. También el limite de una suce
5i0n convergente de funcicnes logaritmicamente convexas -
es iocaritmicamente convera, si tal funcidn existe y es -

positiva.

Demostracidn,

+.
Sea a,b,c,d,=,ge B con «+8 = 1. Entonces,

a“bt= exp[log aaﬂ%]=exp[§1og a+plog b]<=[exp(log a)]+a[exp(log b)] ¥

a"bPe=a + 8b.

Luego,
a“b® + c"d® ( a Y (b }B L () (d)e
(a+c)™(b+d)® latc; (b+q) atc; \b*d
a b C d ~ ~
S IR v B

a"bf+ %P <(atc)” (b+d)®. (13)
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Como f y g son Jjogaritmicamente convexas; para X,y € I te
nemos que

flaxtay)+g(extay)<f(x) £3(y) + ¢7(x) ¢P(y)<[(F+9) ()] [F+a)P(y)], de
acuerdo con ia desigualdad (13). Lo que muestra la afir-
macion para la suma.

Si x,yel, «>0,8> 0 y = + g8 = 1; entonces,

Tog [{fg) (=x+gy)]

"

log f (=x + gy) + log ¢ (« x + By)
<« log f(x) + 8log f(y) + =log g (x)+8log g(y)
= log [(fg)(x)]+ slog [(fg)(y)]

. B
Tog[fa)(x)] [(fg)(y)] v,

| A

(fg) (e=x+gy) < [(fg)(X)]a[(fg)(y)}B, y queda mostrada la

afirmacidén para el producto.

Sea {fn}, con f.: I <R » R, una sucesi6n convergente de -
funciones logaritmicamente convexas cuyo 1imite es

f: CR >Ry « >0, 8> 0y =+ g =1, Entonces,

Tog [i1m f (ax+3y51 = ;;z [Tog fn (ex+ gy)] (Por continuidad de Log).

1im [=1og fn(x) + glog fn(Y)I

N-><o

[

. 1im o 1im _ .
o« {}og Porce fn(xi] + ﬁjog Mloses f”(yil’ es decir,

IA

log f(=x+gy) < « Tog f(x) + pleg f(y)
Tog £7(x) fP(y).

[ A

De esta GIltima desigualdad resulta que f(ax+6y)ifm(X)f8(y).
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2. Funciones Convexas en Espacios Vectoriales Normados.

En esta seccidn generaiizamos el concepto de funcidn
convexa con valores reales tomando, como conjunto de parti
da, un espacio vectorial normado cualquiera L. Luego, es-
tudiamos la continuidad de estas funciones y algunas carac
terizaciones de las funciones convexas, por nedio de la di

ferenciabilidad.

1. Definicidn.

Sea L un espacio vectorial normado y U < L un conjunto
convexo. Entonces; f:U - R es una funcidn convexa sobre U
S

Flex+(l-e)y] < «f(x) + (1-=)F(y); ¥x, yel; «=e (0,1)

Las demostraciones de las proposiciones qgue se refie -
ren al comportamientoc de una funcidn convexa f: Ucl » R,
en un punto particular X, € U, se simplifican utilizando -
la funcién
g:VclL-R, con g(x) = f(x+xo) - f{xo) ¥ V =1{ xeL/(x+xo)eU} ya que,
el estudio de g es equivalente al de f, como lo veremos -
mads adelante. Observemos que Si y = X + Xo, X = ¥y - Xo V¥
cuando y = Xo, X = 0; es decir, el origen estd en el domi-

nio de g. Ademis, g (o) = 0.

2. Proposicidn.

Sea f: Uc L » R una funcidn convexa y g: V<L -+ R,
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la funcidén definida por g{x) = f(x+x.) - f(x,) con
V = rxelL/(x + xo)eU}. Entonces, V es un conjunto convexo
y g, una funcidn convexa. Ademds. V es un conjunto abier

to (cerrado) si y sélo si U es un conjunto abierto (cerra

do).

Sea xl,xzeV)fanLl). Entonces, {x; * Xo), (x5 + xo) perte

necen a U e y = «(x;#x)H1-)(Xy*Xo) == X +H(1-x)X +Xo estd en U,
por ser U convexo; luego, mx1+(1—«)x2 estd en V y Y es con

vexo.

V es abierte (cerrado) si y sO0lo si U es abierto {cerrado)
ya gue toda trasiacion es una funcidon continua y V se ob -

tiene de U por trasiacidn.

Por Gl1timo, mostramos gque g es convexa.

g[§x1+(1~a)x2]:= ‘[§x1+(1—a)x2+x;1— f(Xo)

1

\
—i

Flo(x#x6 )+(1mm) (Xt 1] = Fx0)

< = Fxxo)H(1-=) FXo#%0) = F(xo)

< w[Flxy#x0) - Fxo )] +(1-=) [F(Xy+x0)~F(x0)]
< e g(xg) + (I-=) glx,)

3. Definicidn.

Sea U un subconjunto del espacio vectorial normado



et
o
~d

Ly f: U >R, una funcién. Se dice que f estd localmente
acotada en U, si para cada x ¢ U existe un vecindario sobre

el cual f estd acotada.

4. Proposicidn.

Sea U c L un conjunto abierto y convexo del espacio -
vectorial normado L y f: U - R, una funcidn convexa. f es
td localmente acotada en %, si y sélo si ia funcidn g, de

1a proposicidén 2, estd localmente acotada en 0.

Demostracion.

Si f esta localmente acotada en x, existe un vecinda-
rio V{xo.,e) U tal que |f(x)] < M, ¥ x € V(Xo,e). Sea
(x + X0 € V (Xo.e); entonczs, {(x + xo) € ! 'y x € V.
Ademds, como ||X+Xo~Xo|| = I]x]] < ¢, xe V (0,¢e); luego,
g{x) = f{x+xo)-f(xo) < M- f(xo) y ¢ estéd local y superior-
mente acotada en el origen. Mostraremos que ¢ también es-
td local e inferiormente acotada en o. Puesto que,
[I=x][=]{x|] < e, -xeV(0,e) y como 0 = %~x + %—(-x) v g es convexa,

g{o) 5_%-9(X) + %—g(-X). Luego, g(x)> 2g{0)-g(-x) =-g(-x) > f(x,)-M

ya que, g{0) = 0y a(-x) < M-f(x,). Asf,g estd localmente acotada en

el origen.

Reciprocamente, supongamos que g estd localmente acotada en el origen.

Entonces, existe un vecindario V(o,c) < V tal que
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g(x) < M, ¥xe V (0,e). Si x estd en ese vecindario,

mas,

D

[Ix | < e, xeV y si xoelU, (x+xo.)el. Ad

(x+xo) € V (xoa=) ya que, |[x+xo- xo|l = |/x || < . Luego,

g

fx+xo) - Fxol=g(x) < M impiica que F(x+x,) < M+f(x,).

Asi, f estd local y superiormente acotada en x, puestc -

o fal-

[al}

que X + X, es un punto cualquiera de V(Xo,e). S

ta mostrar que f estd local e inferiormente acotada en X..

Como || xo-x-%xof| = Jl-x|| < e, {xo -%x)eV¥{xo, ), f convexa y

~

, 1 1 .
Xo= %( +Xo)+%(xo'x)s £(xo) ﬁ_%f(X+Xo) + 5 flxe-x). Asi, tenemos -

que fx + Xo) >2 f(xa) - fxo-x) > f(xo) - M pues, FXxo-x) <M + f(x,)

implica - f (Xo-%x) > -M-f(x,)

5. Prcposicién.

Sea L un espacio normado y ¢, la distancia inducida -
por la norma de L. ntences, para cada A £ no vacio y
para cada r e R, V(A,r)={xelL/d(x,A) < r} es un vecinda -

ric abjerto de A.

Demostracion.

Si xe¥Y(A,r), d{x,A) < r y r-d{(x,A) > 0. <Consideremos
la bola abierta B(x,r-d(x,A))y mostremos que estd incluida

en V(A,r). Si y pertenece a esta boia, d{y,x) < r-d(x,A).

Como d(y,A) - d{x,A) < d(y.,x) tenemos que d{y,A) < r. Asi, y e V(A,r)

y para cada x € V{A,r) podemos encontrar una bola B{x, r-d (x,A))



compietamente contenida en V(A,r). Ademds AcV(A,r) va -
que d{x,A) = 0 < r, si x e A. Asi, V(A,r) es un vecinda

rio abierto de A.

=3
o

Cuando A = {a}, V(A,r) = V{{al.r)={xelL/d(x,a)<r}= B(a,r)

y se dice gue esta bola abierta es un vecindaric de a.

6. Proposicidn.

Sea U < L un conjunte abierto y convexo del espacio vecto-
rial normado L y f: U =~ R, una funcidn convexa. Si f esta

acotada superiormente en un vecindario de un punto X, € Y;

-3

t
fn
Q
(]
Y]

entonces, f es v Imente acotada.

pgemostracion.

Supongamgs, por conveniencia, que f estéd acotada superior-
mente por B en el vecindario V(2, ¢ ). Entonces, de acuer-
do con la primera parte de la demostracidn de la prop. 4,pdq.

9, £ ).

—~~

157 , f estd inferiormente acotada en V

Considerando como cierto que f estd acotada superiormente
por B en V{c, ) mostraremos gue f estd acotada en un ve-

cindario de v € U, con y # o.

+

seteccionemos r > 1 de modo que z = ry estén en U y -
hagamos x = 1/r; entonces, de acuerdo con la prop., 5, pag.158,
M = {vel/v = (1-x) x + az. xeV (0,e)} es un vecindario de
Y = Az con radic {1-x)sya que,
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Luego, f(v) < (1-a) f(x) + x f(z).

Ahora, puesto que 0 < A <« 1,xfl{z)} < f(z), si f{z) > 0.
Ademds, (1-2) fl{x) = B. Asi que, en este caso, f(v)<B+f{z).
Por otra parte, si f{z) < 0, af(z) < 0. Ademds, como

x e V(o,e), F(x) » f(o) - B, -xf(x) < & [B - f(o

——
!

Y
Ao[f(z) - f(x)] < x [B - f(0)]. Asi, de f{v)<f(x) +a[f(z)}-(x]]

En ambos cascs, f estd local! y superiormente acotada
en un vecindario de Y¥: luego, de acuerdo con la segunda -
parte de la prop. 4, pag.157, f estd locaimente acotada en el

punto arbitraric ¥ € U y por eso, locaimente acotada en U.

7. Propcsicifn.

Sea T una funcidn corvexa definida sobre el conjunto

abierto y convexo U del espacio vectorial normado L y X.el,

un punto arbitravio. Entonces, ¢: {a,b}) <R >R, con

[£)]

g{t) = f(xo + ty),con (xo + ty) U; {a,b) un intervalo -
que contiene al origen e y < L, un punto cualguiera; es -

una funcidn convexa.

Demostracitn.

(a,b) es un conjunto convexo abierto por ser un inter

valo abierto. Ahora, s° tl,t2 e (a,b); entonces, para «¢ (0,1)
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8. Definicidn.

Sea U C L un conjunto abierte en un espacio vectorial normado
Ly f: U+ R, una funcidn. Se dice que f es localmente -
Lipschitz si para cada x € U existen, un vecindario V{(x.ec)

y una constante k{x) tales que, si ¥, Z e V (x,ec); entonces,
[fly) - f{z)] < k |ly-z|l. Cuando esta desigualdad es cier
ta en W < U, con k independiente de x, se dice que f es -

Lipschitz sobre W.

9. Proposicidn.

Sea f y g las funciones definidas en la prop. 2,pdg.155.
Entonces, f es Lipschitz sobre U si y s6lo si g es Lipschitz

sobre V.

Demostracibn.

Si f es Lipschitz en U, [f(x)-f{y)| < ki x-y{| ,¥x, yeU. Sea
X1» %, € V3 entonces, g{x;) = f(x; + xo) - f{xo)>9(x5)=F{xy+%0)-FXo)
19(x1 -9 () | = [Flxg+xe)-FOmxe) <k =%, Il

Si g es Lipschitz en V, {g{x)-g(y)|<kilx-yll, ¥x, yeV. Enton



Ces, ¥a que X, * Xo € Uy %, + xo & U

™

f(x1 + Xo) - f(xz o Xo) = fxy + xo)-f{xg)—:?(X2+Xo)—f(xo)]
yo TEO)-Fy) =lalx)-g ()< kllxg=x5= Kkl x +xo=-{x,+xa) ||
klix - vl

10. Proposicidn.

Sea U < L un conjunto abierte y convexo del espacio
vectorial normado L y f: U = R una funcidn convexa acota-
da superiormente en un vecindaric de un punto de U: enton
ces, f es Tocalmente Lipschitz en U y Lipschitz sobre cual

guier subconjunto compacto de U.

Demostracidn.

De acuerdc con 1a prop. 6, padg. 159, f estd lecalmen-
te acotada y por esc, para X.e U podemos encentrar un ve-
cindario V{x., 2c) = U sobre el cual f estd acotada., diga
mos, por M. Supongamos gue f no satisface ia condicidén -

de Lipschitz sobre V{(x,,c); entonces, podemos seleccionar

Xy X, €V (Xo» =) tales que flxp} - fixq) N ad (14).
%, = %, | ©
Si Xg = X, ¥ a{xz - %;) estd en V(xo,, Ze) vy
[[x3 = Xpil = ey = > 0 En efecto, sw'\xg - xz[i~ £,
tenemos « = ————— > (0 y si x5 = x|l < 2eresulta que



)]

« | xpmxqll = lixpmxell < [l = (x-xg) + {xp-xo} [ = 2 <
1 8 s (1 23 - € w2 . -
| Xn=Xq | <28t Xo=Xg | <32, 7 < 3 = 3« .y « >0.
I PR ST K= X0 | > To-x] ¥
x3 Of.x
De Xq = Xt = (x2~ xl) se deduce que X, = 755 F Ty s una

combinacidén convexa de X, y X Luego, por ser T convexa

n
ol

sobre el segmento gque contiene a Xis Xo ¥ Xg podemos es -
cribir que

f(xq) - 'F(Xz) f(xz,\»‘ 'F(Xl)

™ 51
Z 2 TTxa = x.] (15)
DG = %0 > Tx, = %]
Apiicando transitividad en {(14) y (15) tenemos
f(x3) - f(xz) 2M
Xy ]] > T, ‘(x%)-f(x2)>2M ¥ f(xq)>M+f(x2), con-
3 "2 - N -

tradiciendo el hecho de gue f estd acotada por M en V(x,,2¢).

Ahora, mostremes que f es Lipschitz sobre cualquier -
subconjunto compacte V de U. Seas IN.Toun cubrimiento abier
to de V. Siendo V compacto podemos extraer de fNi} un cu-

brimiento finito ¢ = {N,,...,N_} tal que V g:UNi, i=1,...,r.

r

Tomemos x, € NS e C, X, & U; entonces, NQ e€s un vecindaric

abierto de x, y existen u, Vv ¢ NS, con Uu,v e U para los cua

les, por ser f localmente Lipschitz, |[f(u)-f{v)|<kllu-v]l . Se -

leccionemes x, y € V; entonces. x € N., y ¢ Ni y existen -

v

w, Z € U con w e No.ozZoe N tales que X, y e Seg [w,z|.

o



Luego., definimos

g: {a,b)e R>R, con g{t) = flw+ t{z-w}] ; a,b e R. (fig. 3.4).

En el grdfico (b) de la figura 3.4 puede verse que la

fix) - flw) _ fly) - f{x) _ f(z) - Fly)
X - W — Y - X - zZ -y

relacion {(16)

cierta porque g es convexa.

Para w, x € N, ; y, z € Ni tenemos, respectivamente, -
t N
£ - flw ' 4:(
H x) l ﬂ) ir k IS
que -k < - < Ko, - K< or ser f lo-
1— fIx-wl] = 1 2= |z —'y KZ P

calmente Lipschitz.



Si tomamos k = max {k,,k,} podemos escribir, de acuer
4 [ & -
. fly) - f(
do con la relacién (16) gue -k < ~ﬁféﬂj~(j—l < k y luego,
S Ll

que [f(y) - F{x)] < x|ly-x]
10.1 Corolario.

g, la funcidn definida en ia prop.2.pdg.155 es local -
mente Lipschitz en V y Lipschitz sobre cualquier subconjun

to compacto de V.

Este corolario se deduce inmediatamente de las propo-

siciones 9 y 10, pdginas 161 y 162.

2.1 Continuidad.

1. Proposicién.

Sea f y g las funciones definidas en 1a prop.2, pag.155.
Entonces, f es continua en x, € U si y s6lo si g es conti -

nua en 0.

Demostracion.

f continua en x, implica que ¥ ¢ > E § > 0 tal aque
si x e Uy |lx - xofl < &; entonces, |[T{x) - fxo)|< e.

Comoc x € U podemos escribir x = X, t Xo, CON X1 € V. Lue-

go, ¥ e » 01 6 >0 tal queilx; + xo - xof| = [|xq([ < & im-
p]icalf(xl + Xo) = flxo)| = Jglxy)| < 2. Asf, g es conti-

nua en o.
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Con un razonamiento similar iniciado con g se deduce

que f es continua en Xx..

2. Proposicién.

Sea L un espacio vectorial normado y f: U< L - R u-
na funcidn convexa definida sobre el conjunto abierto y -
convexo U. Si f estd acotada superiormente en un vecinda

rio de un punto de U; entonces, f es continua en U.

Demostracidn.

De acuerdo con la hipbétesis podemos afirmar que f es
localmente Lipschitz. Luego, para cada x € U existe un -
vecindario V(x,e) y una constante K(x) tales que si
Y. z e Vix,e), [fly)y - f{z)| < K |y-z |. Asi que, para
z = x tenemos |[f{y) - f(x)! < K]y - x|l y si hacemos §=¢/K

tendremos K ||y - x

| < ey [fly) - f(x)|] < ¢. Por lo tan-

to, f es continua en x, ¥ x € U; es decir, continua en U.

3. Proposicidn.

Sea U g;Rn un conjunto abierto y convexo., f: U > R
una funcidén convexa. Entences, f es Lipschitz sobre cual -

quier subconjunto compacto de U y continua en U.

Demostracion.

Haremos la demostracidn considerando, de nuevo, la -

funcidén g de la prop. 2,pdg. 155. Seleccionemos « > 0 sufi-
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cientemente pequefic de modo que la envolvente convexa -

V=H (o, “@) s cen) sea un subconjunto de U. Obser-
vemos que YV tiene un dinterior V # P. Luego, cualquier
_ n
x € V tiene la representacidn X = A,0 4 in(mei), con
1
n _ n
Apo2 00 F g = 1y glx) 2 aeg(0) + >{ vy ogl=ey).
Sea M = max {g(o),..., g («e )} . Entonces,

g(x) < 2o glo) +
;

o~

npogles) <M [T i}, AsT, g
11>0

1
esta acotada superiormente sobre el conjunto abierto no va
cio V; por 1o tanto, g es Lipschitz sobre cualguier subcon
junto compacto deV, prop.10, pdg. 162 v continua sobre V, prop. 2,

pag. 166. Ahora, el resultado de nyestro teorema se deduce

de Ta prop. 1, pdgina 165.

2.2 Funciones Convexas Diferenciales.

1. Proposicidn.

Sea f una funcidn definida sobre un conjunto convexo
abierto U de un espacio vectorial normado L. Si f es con-
vexa sobre U y diferenciabie 2n x,; entonces, para x € U,

f(X) - f(xo) > f (Xo) (X - xo)- (17)

Si f es diferenciable en U; entonces, f es convexa si y sélo

si {17) es cierta para todo x, %o e U. AGn mds, f es estric
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tamente convexa si y s6lo si la desigualdad (17) es es -

tricta.

Demostracion.

Si f es convexa; entonces, para t e (0,1)

f o Xo + t{x-x5)] = F[(1-%) x, + tx] < (1-t) fxo)+t f(x).
Haciendo h = x ~ X, obtenemos

f(Xot th) < fxo) + t[F(x) - f(xo)] ¥y fxotth) - f(xo) <

t [f(xo + h) - f(xo)] (18)

Restando f'(x,)(th) de ambos miembros de (18) y divi-

f(xo*th)-F(xo)-f'(xo)(th)

diendo por t resulta T <

f(xo + h) - f(xo) - f'(xo) ( h) (19)

Ahora, cuando t » 0, el miembros de ta izqujerda se aproxi-
ma a cero; mientras que, el miembro de 1a derecha siendo in

dependiente de t, permanece constante. Luego,
0 < f(x) - f{Xo) = ' (%o} (X-Xo0) 5 F(x) - flxo) > f'(xo) (X - Xo).

Si f es estrictamente convexa, (18) serd una desigualdad estric
ta 1a cual, al combinarse con (17), da como resultado

t[f(xo+h) - f(xo)] > fxe+ th) - f(Xo) > F'(Xo)(xo + th - Xo)=F'(Xo)(th)

Ahora, t|[f(xo.+h) - f(x.)] >t f'(x,) (h) implica
f(Xxo + ) = f(xo) > F'(xo) (h) ;3 es decir, f(x)-F(Xo)>F'(Xo) (X-Xo).
Supongamos que f es diferenciable y que satisface (17) en

todo U. Para X1» X € U, te (0,1) hacemos x&tx1+(L4ﬁx2.
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Entonces. o 'tx1—txo+(1-t)x7+txo—xo=t(x1—x0)+(1—t)x2—(1-t)xo

= t(xl - Xo) + (1't) (XZ - Xo)
Luego, 0 = f'(xo) [t(xl—xo) + (l—t)(x2 - Xo)] » porque f'(x,) es
Tineal. f(X,) = f(x,) + f'(xo)[t(xl-xo) + (1-t) (x2 - Xo)]

Usando la propiedad de Tinealidad de f'(x,) podemos escri
bir esta uUltima igualdad de las maneras siguientes:

F(xo)=f(Xo) + T £'(xo) (x{ = xo) + (1-t) ' (Xo){xy%o) + tF(Xo)-tf(xo)
fxo)=t[Fxo) + £'{xo){xy = xo)] + (1-1)F' (xo) (xp=%0) + (1-t)F(xs)
F(Xo)=t [F(xo)+F (X0 {x] = xo)] + (I1-t) [F(xo)+F' (xo)(x, - xo)]-
Puesto que (17) es cierta para x = x; y x = X, tenemos que
fxo) < t[flxo) + Flx) - FxoJ] +(1-t)[F(xo) + £(x,) - fxo)]

Flxo) <t flxg) + (1-t) Flxy) (20)
Asi, queda probado que f es convexa.

Por Galtimo, si (17) es una desigualdad estricta, (20) tam

bién 1o serg.

2. Definicidn.

Sea f: U c L » R una funcibn y L un espacio vectorial

normadc. Decimos que f' es mondtona creciente si para

X, y e U, [F7(x) - f'(y)] [x-y] >0 (21)

f' es estrictamente mondétona creciente si Ta desigualdad

(21) es estricta para x # y.
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3. Proposicidn.

Sea f: Uc L +~R una funcibén continua y diferencia

ble sobre el conjuntc convexo abijerto U. f es convexa

(estrictamente convexa) si y s6lo si f' es mondtona (es -

trictamente mondtona) creciente sobre U.

Demostracidn.

Para una funcifn convexa diferenciable sobre U, la -
prop. 1, padgina 167, nos permite afirmar que
f(x) - fly) > f'(y) (x-y)
fly) - £f(x) > f'(x) (y-x)
Luego, 0 > f'(y)(x-y) + f'(x)(y-x)
0 < f'{x)(x-y) - f'{y)(x-y)
0 < [F'(x) - £ {y)]Ix-y]

| v

| v

y hemos probado la primera parte del teorema. Las desigual

dades estrictas ocurren cuando f es estrictamente convexa.

Ahora, supongamos que f' es mondtona creciente y definamos
lTa funcién ¢ : [0.1] = R, con @ () = f[ax + (1-a)y]. Mos-

traremos que @ es convexa.

Para 0 < Ay o< Ay = 1, sea Up = Aqx ¥ (lﬂl)y, y

t

Uo Apx + {1-2,)y. Entonces,
U2-U1 =X2X+y-X2y-A1X -yt Aly = Az(x‘y) - AI(X‘Y) = (AZ_AI)(X—Y) y

0<[F" (uy)-F* (up)] [uy-uy] = (Ag=A) [F' (up)~F' (uy )] (x-y) pues f



es mondtona creciente v u., u, estan

L
ot
aF
D
—
-
1]
(s}
o
-

8' (a,)=F Do+ (1-2,)y] (x#0-y) = ' (u,) (x-y)

Por tanto, §'(x,) <« @'(x,); es decir, ' es creciente.

-
|
N

Luego, @ es convexa. (estrictamente convexa si las desi -

gualdades son estrictas;.

Finalmente, tenemos fax +(1-A)y] = 9(x} = @[a(1) + {1-2) O

cir, f es convexa.

4. Proposicidn.

Sea U <L un conjunto convexo abierto del espacio -
vectorial normado L y f: U =+ R, una funcidén continuamente
diferenciable cuya segunda derivada existe en todo U. En
tonces, f es convexa sobre U si y sale si f"(x) es "defi-
nida no negativa" para cada x e U. Si f"(x) es "definida

positiva" sobre U; entonces, es estrictamente convexa.

Demostracidn.

!

De acuerdo con ia prop. 17.8, pdg. 95 <del capitulo I pode-
mos afirmar que, para cua*e§quiera X, Xo € U

~ P l o £ t 1
F(x) = f{xe) + F'{xo}(h) + 5 f'(x, + sh) (h,h), con s ¢ (G,1) vy

h = X - X,.
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Supongamos que f"(x) es definida no negativa. Enton
ces, es inmediato que f(x) > f(x¢) + F'(x,) (x - Xo)
flx) - fxo) > F'ixo) (x - xo)

y f es convexa.

Reciprocamente, supongamos f convexa y definamos, pa
ra xe Uy helL, Ta funcién g: (a,b) cR ~ R, con
g(t) = f(x + th). Entonces, de acuerdo con la prop. 7, pagi
na 160, g es convexa en un vecindario del origen y
g'(t)
g"(t)

it

f'(x + th) (h)

f'(x + th) (h,h).

La convexidad de g implica que para cada t e (a,b),
g"(t) > 0, en particular, que g"(0) > 0; asi que,
f"(h) (h,h) > 0. Puesto que h € L se tomd arbitrariamente,

f"(x) es definida no negativa.
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