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INTRODUCCION 

Al desarrollar este trabajo nos hemos propuesto la siguiente idea: 

tratar de divulgar en nuestro medio uno de los temas más~ugestivos e impor -

tantes del Análisis Numérico, cual es el tema de la Resolución de Ecuaciones. 

Nuestro pensamiento ha sido el de clarificar y ayudar en la medida de nues -

tras posibilidades al estudio de este terna, es decir a la resolución de todo 

tipo de ecuaciones o sistemas de ecuaciones, ya sean lineales o en especial -

de las no lineales. En un Capítulo especial nos ocuparemos de las ecuaciones 

polinómicas. 

Para ello hemos buscado ayuda tanto de las explicaciones gráficas, 

como sobre todo de la Programación. Nuestro interés ha sido el de llegar con 

una solución numérica a la ejemplificación del algoritmo deseado. Con ello -

hemos obtenido un método fácil, susc~ptible de posterior empleo por medio de 

la computadora y que pueda servir como corroboración de los resultados obteni 

dos de una manera teórica. 

El trabajo lo hemos dividido en cuatro Capítulos; los dos prime -

ros referentes a las funciones reales, tanto lineales como no lineales. En

el primero planteamos los algoritmos principales y en el segundo vemos la ma

nera de acelerar la convergencia de esos métodos de solución numérica. Nues 

tro tercer Capítulo tiene un estudio de la solución de los sistemas de ecua -

ciones, siempre referentes a los no lineales y posible de utilizar por los li 

neales. Y en el Capítulo cuarto con un estudio preliminar y algo general de 

las ecuaciones de diferencia, nos ubicamos en el método de Bernoulli que nos 

permite la solución de todo tipo de polinomios. 



Dentro de cada Capítulo se ha hecho un detenimiento especial y de 

tallado del funcionamiento . de cada algoritmo, de sus condiciones de conver

gencia y sobre todo hemos puesto énfasis en la peculiar rapidez con que nos 

llevan a la solución deseada~ 

El orden en que están presentados los algoritmos es el orden cre

ciente de mayor rapidez de convergencia. 

No podemos también en cada caso de tratar de buscar una converge~ 

cia sin determinar una cota para el error que dé validez a la respuesta en -

contrada. 

Caso especial han sido las ralees de multiplicidad variada. El

algoritmo toma entonces una forma especial si se quiere que ~antenga su pro

pia rapidez de convergencia. 

Antes de acabar esta introducción, señalaremos la especial for

ma en que se desarrollan los t~~as de Análisis Numérico. Lejos de creer que 

olvidan las normas de la rigidez matemática, han de verse como una fellz a -

plicación de ésta a los varios problemas que nos presenta la naturaleza y el 

quehacer humano. 
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CAPITULO 1 

METODOS ITERATIVOS DE CONVERGENCIA LINEAL 



1. 

1.1 METODO DE BISECCION 

Posee las siguientes exigencias: 

Que la función f(x) sea continua en Iao) bol, sabiendo de antemano que la 

raíz x está contenida dentro del intervalo a estudiar) es decir que 

a o < x ~ bo' 

Que exista la raíz: o dicho de otra forma que fea ).f(b ) < O. 
O O 

1.1.1 Descripción del Método 

Consideremos el punto medio del intervalo, es decir x = 
1 

calculemos f(x). Pueden ocurrir tres condiciones: 
1 

1) Que f(x
1

) = o + E, entonces se ha obtenido la solución. 

(a+b) 
2 

y 

2) Que f( x ) 
1 

sea del mismo signo que fea) y por la hipótesis de un sola -

raíz se tendría que el valor 

encuentra en el intervalo de 

estaría x 
1 

[x , b ]. 
1 O 

< x < b , o sea que la raíz se 
O 

3) Que f(x ) sea de signo contrario a fea), por el mismo razonamiento ante 
1 

rior se tendrá que la raíz está en a < x < x . 
1 

En los casos anteriores 2) y 3) se volvera a iniciar de nuevo el calculo p~ 

ro con la ventaja de que el intervalo se ha reducido a la mitad. 

1.1.2 Algoritmo del Método de Bisección 

Inicialización: a o = a, b
O 

= b. LUego hacer el calculo de f(a o)' 

Calcular x. = (a. + b.)/2. Calcular f(x.) 
111 1 

Probar si f(x.) < € 
1 - 1 

y si (b. - a.)/x. < E 
1 1 1 2 

Modificación: Sustituir-a_ ó b . por x. dependiento del signo de f(x.).f(a. ) 
1 1 1 1 1 
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3 . 

1.1.~ Convergencia del Método de Bisección 

En cada etapa del algoritmo, la longitud del intervalo del cual se 

sabe que contiene una raíz aislada, se r educe a la mitad del intervalo ; 

siempre en este método se puede localizar una raíz con cualquier exactitud 

deseada. 

Para analizar la convergencia de la sucesión' {x } generada por el algoritmo 
n 

definamos como S el punto de convergencia y como e = x - S n n el valor -

del error en la n-esima iteración. 

Los errores en las sucesivas iteraciones irán definidos y acotados de la 

siguiente ' forna: 
la o 

I - b I 
x - S O eo = < 

O 2 

la l - b11 lao - bol 
el = x - S < = -

2
2 1 2 

Por inducción se prueba fácilmente que e está acotado por 
n 

Luego 11m 
n +00 

Es decir que: 

Ix - si n 

e < 
n 

= o. 

1.1.5 Rapidez de Convergencia 

Al observar la convergencia en cada iteración hemos podido notar 



que la longitud del intervalo se reduce cada vez a la mitad, o sea que: 

e /2 
n 

de donde afirmamos que tiene una convergencia lineal. 

1.1.6 Ventajas de este Método 

4. 

1) Es un método que siempre converge y sin muchas exigencias de hipótesis. 

2) El error nunca da aproximaciones absurdas por eso lo llaman estable con 

respecto a una posición limitada. 

1.1.7 Desventajas de este Método 

1) No es posible encontrar raíces de multiplicidad par, excepto tal vez ac 

cidentalmente. 

2) Su convergencia es muy lenta, para encontrar raíces simples, ya que 

existen otros métodos con mayor rapidez de convergencia. 

3) Se puede obtener la raíz más rápidamente considerando a f(x) en el pro-

medio ponderado (regula falsi) en vez del punto medio. 
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1.1.9 PROGRAMA 1 

l a REM PROGRAMA DEL MElODO DE BISECCION 
2B REM ENCONTRAR LA RAIZ DE LA ECUACION FCX)=X-f).2*SEHeX)-O.5 
3 9 DIM ACS91,BC59l,XC591 
49AC11=9.5 
s e Br 1 ]=1 
6 0 DEF FNA(X)=X-9.2*SIN(X)-e.s 
/ 8 PRINT ""''','' XCI) "," 

qe 1::1 
1139 :<CIl=(ACIl+SCI1)l2 

ERROR " 

11 8 PR UIT K, XC 1], TAS< 313 >, ASS« A( 1 ]-BC 11)/2"'( l+ 1 n 
1 29 Ir ABS<FNAeX[ IJ>H1E-B9 THEN 229 
138 IF AES( (Br 1 ]-AC 1 J )/X( 1 ])( lE-e~ THEt' 22e 
149 IF <FMA ( ACIl)*FNA(XCln){O THEN 179 
I5a Af:I l =X(IJ 
16e GOTO tse 
17e BCI]=:(,CIJ 
lee AC 1+1 J=AC I J 
1 ~13 BtI+11=8[I1 
2ee K=K+l 
210 GOTO 199 
220 STOP 
239 EMD 

N X( 1 ) ER,ROR 
1 9.75 9.125 
2 8.625 8.8625 
3 8.5625 e.93125 
4 9.53375 e.915625 
5 a . 60~37S 7.81258E-fJ3 
6 9.6171875 3.~9625E-e3 

7 9.613213125 1.~5313E-83 

S 9.615234375 9.76563E-94 
~ 9 . 616219938 4.88281E-84 
10 9.615722656 2.44141E-f)4 
11 9.615478516 1.229?8E-04 
12 9.615356445 6.18352E-95 
13 9 . 615417489 3.9S17óE-OS 
14 9.6154479':'8 1.52588E-95 
15 9.615463257 7 . 62949E-06 
16 9.615479886 3.81476E-06 
17 9.615467972 1.9t3735E-66 
18 13.615468979 9.53675E-07 
19 9.615468825 4.76838E-El7 
29 9.6t5468592 2.38428E-97 
21 6.615468264 1.192UJE-97 
22 9.615468144 5.~6e5I3E-68 

23 9.615468294 2.9892SE-6S 
24 9.6154613174 1 . 49IHH}E-6S 
25 e.61546815~ 7.45eI39E-99 
26 8 . 615468167 3.72seeE-09 
27 9.615468179 1.86258E-e9 

6 . 



7. 

PROGRAMA 1 

Las variables utilizadas en el primer programa son las siguien-

tes: 

A(l) = Extremo inferior del intervalo. 

B(l) = Extremo superior del intervalo. 

A(SO) = Dimensión de la sucesión de 

BeSO) = Dimensión de la sucesión de 

X(SO) = Valor correspondiente. 

1, K = Contadores. 

FNA(X) = Definición de la función. 

1.2 METODO DE LA REGULA FALSI 

1.2.1 Condiciones de este Método 

Hipótesis : a) f(x) continua en tao' boj 

b) 

c) 

[a o' boj tenga una raíz aislada 

f(a ).f(b ) < O 
O O 

1.2.2 Descripción del Método 

extremos 

extremos 

inferiores. 

superiores. 

Fijamos el valor x* (el cual representa el valor de la función 

hacia la cual van dirigidas todas las secantes en las siguientes iteracio 

nes) . 



Pueden darse los siguientes casos: (Ver figura 

i) 

ii) 

Si f"(x) < 

Si f"(x) < 

Si f"(x) > 

Si f"(x) > 

Cálculo de 

O Y 

O y 

O y 

O y 

x 
n+l 

Evaluamos f(x ) 
n+l 

= 

f(b ) < Q entonces 
O 

f(b ) O entonces < 
O 

f(ao) > O entonces 

f(b ) > O entonces 
O 

x~( f(x ) - x f(x~'c) 
n n 

f(x ) - f(x1:) 
n 

Prueba: Ver si f(x ) = O ± € 
n-t-l 

x)': 

~': X 

,'~ x 

x ~': 

8. 

1. 2.1+) 

::: bo (A) 

(e) ::: a 
O 

= a (B) 
o 

= b (D) 
O 

y luego calculamos el siguiente término de la sucesión 

1.2.3 Obtención del Algoritmo de la Regula Falsi 

Hipótesis: 

e 

X-. Tesis: 

+ é: 

fA" E 11 ~ e 
< A::: e::: 90° 

[
f<X) función que corta en 
D y E 

x* f(x ) - x f(x*) 
n n 

f(x ) 
n 
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10. 

Los triángulos ~ABE y ~BCD son semajantes por tener sus tres án-

gulos iguales. Por lo tanto los lados homólogos son proporcionales. De--

donde 

x - x 
n+l n 

x - x n+l 

= 
-f(x ) 

n entonces 

f(x1:)x -F( ~':) + f(x )x ·k f(x )x O _ x x - = n+l n n+l 

y 

x n+l 

n n 

(f(x~':) rex ) ) f( x~':)x - = n n 

x* f(x ) - x f(x*) 
n n x = 

n+l f(x ) - f(x*) 
n 

f(x )x 
~': -

TI 

l.q.q.d. 

1 . 2~5 Algoritmo del Método Regula Falsi 

Inicialización: fijación de x* y evaluación de 

Cálculo: 
~~; 

X 

x = n+ 1 

Evaluación de f(x ) 
n+l 

f(x 
n 

rex n 

Prueba: f( xl) n+ = O ± E 

ó 

) x f( x~o:) 
n 
.0. 

) - f(x") 

Modificación: Cálcu.lo del nuevo término. 



1.2.6 Rapidez de Convergencia 

* ~ x f(x) - x f(x') 
n n 

x = n+l 

x* f(x ) - x f(x*) + x f(x) - x f(x) 
x = n+l 

x : 
n 

Xn+l = 

x = x 
n+l n 

x = x n+l n 

x - 8 n+l = 

= e n 

n n n n n n 

Ir(x ) - f(x:")] f(x ) [x - x:"] 
n n n 

f(x ) - fCx)':) 

f(x ) 
n [ f(x ) 
n 

f(x ) 

x - 8 
n 

n 

n 

- fe x':) 1 [ x -
f(x ) n - n - f{x") f(x ) 

n 

(x .'. - '" X / 
n 

.'. 
f(x) - f(x") 

n 

ex -8) - (x"'-S) 
f(x ) __ ~TI ____________ __ 

n f(x) - f(x*) 
n 

-xf(x:':) · 1 

le fCx) - e f(x*)1 [Ce - e*) f(x)] 
TI n 

= 

e 
n 

e = 
n+l 

e~'~ 

e = n+ 1 

n n n 

f(x ) -
TI 

f(x 
n 

) -

f(x n 
) -

f(x ) 
n 

- f(X1~) 

e f( xi') E! 
n n 

.'. 
f(x 

n 
) f(x") 

e f(x"') 
n 

fe x;<) 

f (x ) + e:"f( x ) 
n n 

11. 



Aplicando el desarrollo de Taylor al Numerador 

= 

= 

= 

e 
n 

}': 
[ feS) + f'(S)e e + n 

e n 
[f(S) + f'(S)e 

.', 2 
~': 

e'~ e 
fl (S) n e e + n 2 

e (e1:) 2 f1'(S) 
n 

2 

fIleS) [e 
2 e)'c 

2 n 

f"(s)e2n ..... ] + + 2 

* fll(S)(e1:)2 .. ... ] + 2 + 

f"(S) 
':,': 

+ ..... - e e n 

e Ce7:)2] + ..... n 

fl (S) 

Aplicando el desarrollo de Taylor al Denominador 

= 

= 

e 
n+l 

feS + e ) 
n = - feS + e~':) 

f"(S)e2 

feS) + f'(S)en + --:2::----
n + + 

e 
n 

e~': f"(S)/2 (e - e"C) 
n 

í'CS) Ce ...: e*) 
n 

e 
n 

+ 
fIleS) '
~~ (e -

2 n 

e '" n+l 

e~', f" (S) 

2 f'(S) 

entonces 

12. 

+ 



-:, 
Siendo e = cte y f,J (S) = cte' 

y f'(S) = cte" => 

e "Ke n+l n 
e ~': f" (S) 

y - k=2f J (S) 

La convergencia es lineal. 

13. 
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15. 

:: • 2. 8 PROGRAt-"lA 2 

!9 RE~ PROGRAMA DEL ~ETODO DE LA REGULA FRlSI 
~Q RE" ENCONTRAR LA R~IZ DE LA ECUACrOH FCX)~ X-B.2*SEHeX)-9.5 
:; 9 el I?' X [ S e 1 
49 DEF FHA(X)=X-9.2*SIH(X)-B.S 
69 M'-'i 
e·e E= l E-O<; 
:9 XCl J=9 . 5 
S0 1=1 
<:'1 e x [ 1:+ 1 ] = ( M * F N!H X tI) ) - x ( r j * F N A ( 11 ) ) I ( F N A <: :< [ 1 ~) - F N ~H ~ ) ) 
]~e IF ABS(FHA(X(Il)){E THEN 139 
110 I=I+í 
120 GOTO 99 
130 PRINT .. N-," x( r ) " .. I 

148 FOR J~l TO I 
158 PR!NT J,XCJ1/ASS(FHA(XCJ)) 
160 NEXT ,J 
1 78 E~iO 

N X<I ) 
1 e.5 
2 9.612122481 
3 e . 615367726 
4 9.6154G5151 
5 0.615468879 
G 9.6154158167 
7 9.615468169 

ERROR .. 

ERROR 
0 . 1395885188 
2.7~S69E-a3 

8.484B5E-85 
2 . 52548E-81& 
7 . 5B~8eE-a8 

2.28U1I3E-99 
?39fHl9E-l1 



16. 

PROGRAMA 2 

Las variables utilizadas son las siguientes: 

M = Valor correspondiente del "pivote". 

X(50) = Dimensión de lu sucesión generada. 

E = Cota de error. 

FNA(X) = Definición de la función. 

I, J = Contadores. 

1.3 METODO DE LA SECANTE 

1.3 . 1 Condiciones de este Método 

Podemos decir de este método que a.cE'lera la convergencia con res 

pecto u los anteriores, y que posee sus peculiaridades propias. 

Hipótesis: Duda una función f(x) continua en el intervalo [a , b] Y sa -
O O 

biendo que aO ~S ~ bO' es decir que la raíz S se ha aislado en el interva-

Además dos puntos consecutivos X
o 

V Xl que pertenecen al inter 

valo [ao ' boJ . 

1.3.2 Descripción del AlgoritTIo 

Calculamos el valor x 1 tal que n+ 

= 
:fe X ). x 1 n n+ 

f(x ) -
n 

f( x ). x 
n-1 n 

f(x ) 
n-1 

luego evaluamos f(x 1) v preguntamos si f(x ) n+ n+l 

gativo calculamos la siguiente iteración. 

= o + E: Y en caso ne-
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1.3.4 Etapas del Algoritmo 

- Inicialización: Evaluar f(x) y f(x ) 
n n-l 

- Calculo de x 
n+l 

f (xn )xn_l 
= f(x ) 

n 

- Evaluar f(x 1) n+ 

f(x )x 
n-l n 

f(x ) 
. n-l 

Prueba: Probar si f(x ) n+l = O ± E: 

- Modificación: Calcular un núevo término de la sucesión. 

1.3.5 Rapidez de Convergencia 

18. 

Sea la sucesión {x} generada por el algoritmo del método de la se 
n 

cante. Estudiemos la rapidez de convergencia de este. 

x n+l = 
f(x ).x In n-

f(x ) 
n 

f(x' ).x 
n-l n 

f(x ) 
n-l 

por pasos algebraicos podemos expresar la anterior fórmula por 

= x n 

f(x) 
n 

f(x ) - f(x ) 
n n-l 

x x 
n n-l 

de donde, restando a ambos lados S nos da el error 

(x - x ) n n-l = e n f(x ) - f(x )' f(xn ) 
n n-l 

y haciendo común denominador 

e = n+l 

e f(x) 
n-l n 

e f(x ) 
n n-l 

f(x ) 
n 



19. 

Haciendo el desarrollo de Taylor de Segundo Grado alrededor de la 

raíz S para el numerador tenemos que: 

e f(x) 
n-l n 

= 

y para el denominador 

e f(x ) 
n n-l 

F"(S) 
2 (en - e ) n-l 

f(x )-f(x ) = feS + e ) - feS + e ) 
n n-l n n-l 

F'(S)(e - e ) 
n n-l + 

fileS) 2 2 
" (e - e ) 
L n n-l 

podemos anular el segundo término por insignificante por lo que quedará algo 

mayorizado el error y podemos concluir del numerador y denominador que 

Siendo 

ó 

FileS) 
A = 2F' (S) 

e n+l 

e ~ 
n+l 

F"(S) 
2F' (8) 

A e e 

e e 
n n-l 

n n-l 

Estudiemos ahora si el método de la secante tiene convergencia li -

neal o cuadrática. 

Hemos obtenido que e ~ A e .e 
n+l n n-l 

Sea e + n 1 
= iterando obtenemos (2) 



20. 

B e m e = y n n-l 

-l/m l/m 
e = B e n-l n 

Sustituyendo valores en (1) 

::< A -l/m l/m 
en+l 

. e . B e n n 

de donde tenemos el siguiente sistema 

fen+1 
= A B- l /m 1+1/m 

e n 
< 

len+l 
B m 

= e 
n 

fA 
-l/m 

B 
fB 

B = = 
< => < 

[1 1 
lm

2 
+- = m - m - 1 = O 

m = 

m = 

m 

1 ± rs 
5 

1.6180. 

siendo para el valor positivo 

Sustituyendo en (2) nos queda e 1 n+ = B e1. 6180 
n 

siendo por lo tanto una convergencia intermedia entre la lineal y la cuadrati 

ca. 

1.3.6 Comentario sobre este Método 

En el algoritmo de la secante, la expresión: 

x = n+ 1 

f(x)x 1 f(x l)x n n- n- n 

f(x ) 
n-l 

f(x ) 
n 



tiene varias formas equivalentes: 

ó 

f(x ) - f(x ) 

= x 
n 

21. 

ex 1 - x ) 
() n- n 

f .xn . f(x 1) - f(x ) 
n- n 

f(x ) 
n 

f(x
n

_
1

) - f(x
n

) 
en donde x - x 

n-l n 

n-l n 
es la pendiente de la secante a f(x) que pasa por el pun-x - x 

n-l n 

to (x , f(x » y ex, f(x »; por tanto igual a la pendiente de 
n-l n-l n n 

f(x) en algún punto situado entre x 1 
n-

y x , si f(x) es diferenciable. 
n 

Si en la expresión anterior reemplazamos la pendiente de la secante a 

f(x) por la tangente de f(x) en x se obtiene una fórmula de iteración 
n 

= 
f(x ) 

n que es el método de Newton, --

que se vará en el Capítulo 11 por t ener mayor rapide? de convergencia y -

merecer un estudio detallado por sus múltiples aplicaciones. 

SIBLlOTE:; 
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1.3.8 PROGRAMA 3 

. 0 RE" PROGRAMA DEL "ETODO DE LA SECANTE 
:9 RE~ EH~ONTRAR LA RAIZ DE LA ECU~CION F(X)= X-8.2~SEH(X)-a.5 
38 DI!'! )((593 
'O XCi J=1 
:;9 ;«23=0.9 

O E=lE-e'~ 
~ e DEF FHA(X)=X-8.2*SIH(X)-9.S 
a I =2 

23. 

~ e x ( 1 + 1 1::: ( F HIH X [ 1 ] ) '" x [ 1 -1 J - F HA ( X( 1 - 1 n *X 1: 1 J '1 ( F N A ( X [ I 1 ) - F IHH X ( 1 - 1 1 ) ) 
.. 013 IF ASSCFNA(XCIDHE THEN 138 
1 !E) 1=1+1 
:28 GOTO 99 
138 PRIHT .. N-,· 
i-lE) FOR J=l TO 1 

X( 1 ) .. " , 

~50 PRIHT J,XCJ1,ABS<FHA(XCJ1» 
: 60 NEXT .! 
17 8 EN!) 

N X( 1 ) 
1 

~ 9.9 
3 9.624644840 

9.6156673&9 .. 
9.61S46B296 

6 9.615468169 

ERROR .. 

ERROR 
9.331785S83 
9.243334618 
7.68300E-93 
1.666$2E-04 
1.eS94€lE-97 
5.seaaeE-12 
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PROGRAMA 3 

Cuadro de variables del tercer programa: 

X(1) = Valor inicial. 

X(2) = Valor inicial. 

E = Cota de error . 

FNA(X) = Definición de la función . 

1 = Contador de la sucesión . 

J = Contador de impresión. 

X(50) = Dimensión de la sucesión . 

- - ------ 9 ---~----

1 . 4 EL METODO DE WHITTAKER 

1 . 4 . 1 Descripción del Método 

El método de Whittaker surge como una variante muy útil en el 
f(x ) 

n f'(x ), que es el método Newton . 
n 

calculo del algoritmo x 1 = x n+ n 

Con un valor real m evita el calculo a veces algo engorroso de la deriva -

da. 



J 
~ 

--------

25. 

x 

o 
------ X 



26. 

Este valor real surge como "el apropiado" y siempre de acuerdo con la función. 

Por no usar el valor óptimo que tiene la derivada~ su convergencia 

es lineal en vez de cuadrática como el de Newtoll. No obstante es muy útil 

de considerar por su ventaja de no usar la derivada. Puede no obstante tener 

una convergencia más rapida cuanto mas se acerque el valor de m a f I (S) . 

1.4 . 3 El Algoritmo de Whittaker 

- Inicialización: Se pvalúa f(x o) y se da un m adecuado. 

Calculo del Algoritmo: 

Prueba : f(x 1) = ±c 
n+ 

x 
n+l = x 

n 

f(x ) 
n 

m 
y se evalúa f(x ). 

n+l 

- Modificación : Generar el siguiente valor de la sucesión . 

1 . 4 . 4 Rapidez de Convergencia 

Sea m un valor real "apropiado" a la función. Consideremos el va-

lor del error en la n- ésima iteraciór.: 

= x n 

f(x ) 
n 

m 

dado que e = x - S: obtenemos 
n n 

= e 
n 

fes + e ) 
n 

m 

mGR 

y por el desarrollo de Taylor de Segundo Grado alrededor de S 

= e 
n 

1 
m 

[feS) + f ' (S) e 
n 

f"(S) 2 
+ 2 e + .... ] 

n 
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de donde 

e ::: G. - fl~S~ e + Ó n+l n 

e n+ 1 
::: A e . con A constante y 

n 

A ::: G - fl~S~ 
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1.4.6 PROGRAMA Lf 

le REM METODO ~HITTAKER 

29 RE~ EHCONTRAR LA ~AIZ DE LA ECUACION FeX)=X-B.2*SEN(X)-e.5 
39 1) P: :o:( 59 J 
.:;.8 X[1 J=l 
SO 1'1::2.5 
69 C=iE-a9 
70 I)E~ FN~(X)=x-e.2*SIH(X)-e.5 

81) 1 =: 
~e F'R!NT" M"," :>{(I) 
loe :1(: r+l J=Xt r l-FNA<xr 11 )!i'! 

.. .. , 

118 F ABS(FNIHXrrn <= C) THEN 
128 E=ABSCF'NA(XCIl)-C> 
138 P!;,INT I,X(ILE 
149 1=1+1 
158 G')TO 188 
168 S"'OP 
1 78 D'D 

H 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
~ 

10 
1 1 
12 
1 3 
14 
15 
1!.5 
17 
18 
19 
213 
21 
22 
'"'"7 
~" 

24 
25 
26 
27 
28 

X ( 1 ) 
1 
9.86731767~ 

e 781398332 
0.725188825 
8.688178157 
8.663712883 
9.647518861 
8.636762754 
13.629625311 
'3.624882543 
8.621729687 
9.61~633176 

9 . 618238831 
8.617311369 
8.616694489 
8.61628'3977 
8.616019927 
8.615829278 
8.615788414 
8.615628808 
B 615574513 
8.;15538~21 

8.61551S242 
e.615499488 
8 615489aec; 
9.6154821333 
9.615477393 
9.615474396-

ERROR .. 

160 

ERR OR 
8.331795882 
8.21473S36'; 
8 148543766 
8.8'325266ftS 
8.861145185 
8.84851331355 
8.826e78266 
13.1317343696 
O.e11856~1'3 

7 .88214E-83 
5.2412<3E-83 
3.48S86E-83 
2.31St;SE-83 
1.54248E-93 
1 . 821&138E-03 
6.82623E-84 
4.'54141E - O,~ 

3.8213"JE-04 
2.81915E-84-
1.33737E-84 
e.8~i'69E-t)5 

5.91974[-95 
3.93848E-IJS 
2.62031E-OS 
1 .74331E-85 
1.15982E-f)5 ... . 71619E-86 ( 

5.13348E-06 

29. 



29 e.~15472252 3.41S02E-96 
30. 

39 a.61547aSe6 2.2717'5[-90) 
31 8.61!i46~~7? 1.51118E-96 
32 9.615463372 1.98Se3E-86 
33 9 . 615468'363 6.68336E-07 
34 9.615468792 4.4431'3E-97 
35 13.615468524 2 . 95283E-137 
36 8.615468495 1.9G122E-87 
37 8 . 615468326 1 . 3131SaE-8i' 
38 9.615468274 e.6254eE-E)S 
39 8.61546823<3 5.79548E-98 
48 8.615468216 3.762~eE-!)8 

41 9 .61546e2a~) 2.46998E-08 
42 8.615468198 1.6e~7eE-E)8 

43 9.615468183 1.93729E-98 
44 9.615468179 6.56689E-89 
45 8.615468176 4.f336130E-89 
46 8.615468173 2.35300E-09 
47 9.615468172 1.22680E-99 
48 8 . 615468171 4.88{HHlE-18 



31. 

PROGRAMA 4-

Cuadro de variables para el cuarto programa: 

M = Valor de la pendiente empleada en el algoritmo. 

C = Valor de la cota del error. 

FNA(X) = Definición de la función. 

X(1) = Valor inicial. 

X(50) = Dimensión de la sucesión generada por el algoritmo. 

E = Error. 

1 = Contador. 

1.5 ITERACION EN EL PUNTO FIJO 

1.5.1 Descripción del Método 

Hemos mencionado la iteración del punto fijo como un método posi 

ble de obtener una raíz de la ecuación f(x) = o. 

P-'x'a la aplicación de est~ método deducimos una ecuación de la -

forma x = g(x) de modo que cualquier soluci6n de esta ecuación~ es decir, 

cualquier punto fijo de g(x) es una solución de f(x) = o. 

Ejemplo. Dada la función f(x) entre las posibles --

funciones g(x) que podemos deducir es~án las siguientes: 

i) g(x) 

ii) g(x) 

iii) g(x) 

= 

= 

= 

x-2 

h+x 

1 + 2 
x 

A la función g(x) se le llama función de iteración. 
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1. 5. 2 Algoritmo del Plmto Fijo 

Dada una función de iteración g(x) y con una escogencia arbitraria 

de un punto Xo 8 1 (Intervalo de convergencia), se genera la sucesión {x
n

} 

recursivamente mediante la relación 

x = g(x) 
n+l n 

para n = 0, 1, 2, 

Para ver las condiciones "necesarias" para la convergencia del al 

goritmo estudiaremos las siguientes funciones: 

a) 

b) 

c) 

g (x) 
1 

g (x) 
2 

g ex) 
3 

= 

1 
::- 1 +- + 

x 

3 
= x 2x 

en 1 = [0,2] 

1 
en 1 [1,3] 2" = 

x 

2 
+ 3/2 en 1 = 

= O 

con Xo = 1 

[0,2] con Xo = 0.5 

Para que el algoritmo esté definido hemos de dejar claro que dado 

I = [a,b] ~ g(I) c I, ya que si Xo G I podemos decir que todos los términos 

de la sucesión {x } están en l. 
n 

De la misma forma podemos notar que si la funciún g(x) no es continua en 1 

no tenemos garantía de que intersecte a la gráfica y = x. 

Analizando las tres funciones anteriores tendremos que las tres sop 

continuas y g.(I) e 1 
~ 

y. i = 1,2,3. 

Analizando y estudiando cada una de las funciones anteriores por se 

parado tenemos los siguientes resultados: 

a - gl(x) = h+x 1 = [ 0,2] con Xo = O 

x = O 
o 

g(xo) = 1. U142 = Xl 



y además 

g(x ) 
1 

g(X2 ) 

;:: 

;:: 

1. 8477 

1.9615 

g(x) :: 1. 9999 
8 

;:: 

;:: 

Este algoritmo converge a 2; analizando la función: 

i) Es continua en I 

ii) g(I) c 1 

ya que O < x < 2 - - Y 2 < x+2 < 4 

de donde O < /2" < I x+2 < 14- ::: 2 

tenemos que su pendiente máxima la alcanza en "O" 

g' (O) :: 1/2/2 < 1 luego g'(x) < 1 V x g I 

g (x) 
1 1. 

[1,3] b - ;:: 1+- + 2 en 1 = Xo = 1 
2 x x 

Xo ;:: 1 

g(xo) ;:: 3 ::: Xl 

g(x
1

) ::: 1.44444 ::: x 
2 

g(x
2

) :: 1.17160 ;:: x
3 

g(x ) :: 1.67250 = xL!: 3 

g(x
4

) :: 1.95540 ;:: Xs 

g(x ) ;:: 1.77293 = Xc. 
5 

g(x ) ;:: 1. 88217 = x
7 6 

33. 
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Con lo cual su punto fijo o su punto de convergencia es 1.8392 y 

la función cumple: 

que g'(x) 
Z 

i) Es continua en l. 

ii) g(I) e 1 

Veamos el valor que alcanza la pendiente en el intervalo 1: Dado 

= 

g (x) c -
3 

x = 
O 

g(xo) 

g(x
1

) 

g(x2) 

g(x
3

) 

g(x4) 

g(x s) 

g(x6) 

entonces su máximo valor vendrá dado por: 

Ig'(l)1 = 1-31 = 3 
2 

3 2 = x - 2x + 3/2 

0.5 

= 1.125 :: xl 

= 0.39257 :: x2 

:: 1.25228 = x3 

= 0.32742 = x,~ 

= 1. 32069 = x 5 

:: 0.31514 = x
6 

= 1.33267 = x
7 

en I = [0,2] Y con Xo = 0.5 

Su punto fijo lo tiene alrededor de 0.77. Claramente la iteraciC',h 

no converge y en cada nuevo paso se aleja cada vez mas del punto fijo. 

Analizando esta función tenemos que: 

i) g3(x) es continua en el intervalo I. 

ii) g/I) e 1. 
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Pr,eguntandonos cuál será la máxima pendiente que alca.nza la fun -

ción en r tenemos: que g~(x) 
.;> 

2 
::: 3x - 4x • Claramente alcanzara su máxi-

mo valor en x = 2 siendo por lo tanto g'(2) = 4. 
3 

Este estudio comparativo de las funciones g.(x) ~on i = 1,2,3; 
~ 

nos lleva a las siguientes condiciones: 

ira.) Que la función de iteración debe ser continua en todo el in 

tervalo r. 

2da.) Dado r = [a,b] la función de iteración debe de pertenecer a 

1, o sea que gel) c r. 

3ra.) Igt(x)1 < 1 v x e r. Ya que con esta hipótesis nos est~ 

mas garantizando que no tenga variaciones rápidas y que posea una pendiente 

suave que permita la convergencia en el ,intervalo. Puede darse que el algo 

ritmo converja, como se ha visto, aún a pesar de que Ig'(x)1 > 1. Por lo -

que deducimos que esta condición es "necesaria" pero no suficiente. 

1 .5.4 Equivalencia para . Lipschitz 

Proposición: Sea f es diferenciable en un intervalo r. Entonces f satisfa 

ce la condición de Lipschitz en r si y sólo si If'(x)1 < L, LgJR, VxgI. 

Demostración: 

i) c=» Sea Xo g 1 

If(xo + h) - f(xo) I < LI111 para h ~ O 

!fCxo t h) - f(xo ) 
< L de donde 

h o -



f(xQ + h) - f(x
Q

) 
L. Aplicando L < '< _.- h -

Lím f(x + h) - f(xo ) 
L < Q < L por 

h+O 
h 

¡f'(xo)1 < L 

ii) «===) Sean xl' Xz 8 1 entonces 

tal que f(x
2

) - f(x l ) ~ 

entonces If(xz) - f(x1)1 

f'(X*)(X2 - Xl) T.V.M. 

== If'(x~':) IIx
2 

- xII 

< L IX n - X " - ¿ 1 

Lím 
h+O 

10 tanto 

1.5.5 Existencia, Unicidad y Convergencia del Eunto Fijo 

a) EXistencia: 

37. 

"En el algoritmo x = g(x) existe una solución en el intel"va-
n+ i n 

lo 1 == [a,b] " . 

Construyamos la función f: R -+ R tal que f(x) = x - g(x) V x ~ l. 

Tenemos que f(x) es continua por diferencia de funciones continuas. 

Además satisface que fea) .::.. O y que f(b) > O, ya que g(a) ~ a y que g(b) 2. b. 

De donde se deduce que existe x ~ 1 donde la función f(x o) deba anularse 
O 

por el teorema de Rolle. Lo cua~ 

s g 1 == Ia,b] tal que feS) = O; 

b) Unicidad: 

quiere decir que existe SeS = x ) 
O 

de donde se deduce que g(S) = s. 

con 

ttCon las hipótesis dadas anteriormente la existencia de la raíz es 

única" . 
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Se·3.D SI Y S2 G 1 valores distintos "tales que SI = g(Sl) y 

s? = ,,(S2)' Ento:ices te!"',emos que 

Is - S I = 
1 2 

¡g(S)-g(S)I<L!S -si 
1 2 - 1 2 

< IS - S I 
I 1 2 

ya qve O ..::. L < 1, lo cual es una contr¿::dicción, por lo que SI = S2 y la so 

lucién es única. 

e) Convergencia: 

Veremos que el algoritmo x = g(x ) con las hipótesis anterio -
n+1 n 

res, además de existir Q~a solución, ésta es única y converge. 

Podemos decir que: 

e = 
n Ix - si = n 

= 

Ix - Si n 
= 

Ig(x ) - g(S)1 
n - 1 

L 1 g( x ) - g( S) I 
n-2 

si 

< Llx - si 
n-1 

< 

Aplicando límit:es a la expresión anterior, cuando n -+ 00 

L1m 
n-+ oo 

e 
n = Lím Ix - si 

n -)o"" n 
= L1m 

va que O < L < 1. De lo que podemos concluir que: 

L1m x 
n 

~L. 5. e Rapide~ de Convergencia 

= o 

An."'llicemos la rapidez de convergencia del punto fijo. Sea 

n = S - x ~ g(S) - g(x 1) = gl(X*)(S - X ) 
-p n n- n-1 
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por aplicació~ del teorema del valor medio. Nota: x 
~'r 

está entre x y S. 
n-l 

o'. 
Cuando n -+ 00 , X -+ S por convergencia y x" -+ S por lo tanto 

n 
~" 

g'(x') -+ g'(S) por ser gf(X) una función continua por lo tanto 

e ~ g'(S)e . Claramente tiene un6 convergencia lineal. 
n n-l 

Nota: O ~ ¡g'(S) I < 1. 

1.5.7 El error después de un número finito de pasos 

Nuestro propósito es el de definir una cota para el error Ix -si 
n 

que esté en función de valores conocidos y que se pueda encontrar después de 

haber efectuado cierto número de pasos. 

s x = S - x + x n-l n n 

Is - xn_11 = Is - x I + n 

Por el teorema de Valor Medio 

Ix \ n 

x 
n-l 

- x l. 
n-l 

podemos decir que a 

Is - x I = Ig(S) - g(xn_l)I~lg'(x~"n_l)lls n' 

su vez 

- x 1 n-l 
.-. 

para x" B (S, x ,). Como por hipótesis Ig'(x) I < L pdra todo x G 1 Y 
n-1 n- ¡ 

o :$.. L < 1 obtenemos 

js - xn-1 1 < Lis - x 1 + IX - x I n-l I TI n-l 

Is -
xn- 1 ' 

- Lis - x I < ¡x - x I 
n-l n n-l' 

15 xn_11 
1 Ix - < - x 1 

1 - L 1" 
o n-l TI 

IS - x I Lis xn_ll 
L 

Ix - x I < - < 
n - 1 -- L n n- J; 

ó Is - x 1 n 
< !x - x I 

1 - L n n-l 
L 
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Podemos demostrar por incur::ción que 

Ix - x 1 n+l n < 

de donde, se sigue que: 

18 - x 1 < n -



CAPITULO II 
ACELERACION DE LA CONVERGENC!A 
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2.1 EL METODO AITKEN 

2.1.1 Ac ~leración de la Converg€~cia 

En el estudio de l a rapidez de convergencia del punto fijo, se 

obtuvo: 
e 
n 

g '(S). e 
n-l 

También hemos hablado que es un método de convergencia lineal, ya que el 

error esta dispuesto en una función lineal. Estudiaremos ahora la acele 

'ración de convergencia y en general otros métodos que permitan encontrar 

raíces de una manera mucho mas rapida que las an"teriores. 

2.1.2 Obtención del Algoritmo 

Supongamos ahora que la función g satisface ser continuamente 

diferenciable en el intervalo 1 y que g'(x) t O para todo x que perten~ 

ce a 1, además de las hipótesis exigidas en la iteración del punto fijo . 

Podremos así estudiar cómo acelerar la convergencia. Se tiene 

e 
n 

s - x 
n 

s - xn+l 

dividiendo obtenemos 

S - x 
n 

s - x 
n+l 

= 
= 

2 
(S - x ) 

n 

operando obtenemos: 

g'(S)(e 1) 
n-

g'(S)(S - x
n

_
1

) 

g'(S)(S - x ) 
n 

s - x 
n-l 

s - x 
n 

(s - x )(S - x ) 
n-l n+l 

'" x x n-l n+l 

2 
x 

n 



o también 

S(x - 2x + x ) 
n+l n n-l 

de donde 

s 

2 
~ x x - x + 2x .X + 

n-l n+l n n n+l 

2 
- x - 2 x x n+l n n+l 

2 
(x - x ) 

n+l n 

2 + x n+l 

42. 

De esta forma, es de esperarse que, para un valor de n grande, 

obtenemos un~ mejor aproximación a S con la siguiente expresión: 

(x - x )2 
n+l n 

x - 2x + x n+l n n-l 

Esta expresión la podemos denotar más convenientemente por me -

dio del operador de diferencias "D.". 

Sea {x } una sucesión cualquiera 
n 

D.x ::: X x n ::: 0.1,2 •.... n n+l n 

D.
2

x = ó(D.x ) = D.x l:!x = n n n+l n 

~ x - 2x + x ~ 
n+2 n+l D 

recursivamente 

n-l 
t:,( l:! )x. 

n 

De esta forma 

Xl = x 
n n+l x 2x + x 

n+l n n-] 



es equivalente a 

X' = x 
n n+l 

2 
CÓ,x ) 

n 
2 

t:" x 
n-l 
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A este proceso de obtener una sucesión a partir de una conocida 

encontrando otra xó' xl' xi, •... , que se espera con -

verja más rapidamente, se le llama proceso de Aitken. 

2 . 1.3 Algoritmo de Aitken 

Dada una sucesión de números {x }, se genera de ella una nueva 
n 

sucesión {x'} por medio de la expresión 
n 

x' 
n = x -

n+l 

2.1.4 Error Asintótico 

2 
(~ ) 

2 
b. 

n 

x 
n-l 

La expresión X' = x n n+l 

para n 

2 
(t:"x ) 

n 
2 

!'J. x 
n-l 

= 1,2, ..... 

obtenida de la sucesión 

{x }, generada por el método iterativo del punto fijo~ con la condición -
n 

adicional de que la primera derivada de la función iterativa sea distinta 

'S . de cero para todo x en 1, nos evidencia de que si x f ,nlnguna x 
O n 

es -

igual a la solución exacta S. Tenernos entonces que el proceso de itera-

ción no termina en un número finito de pasos, es decir que existe siempre 

un valor significativo para el error. Le llamamos "error asintótico" y -

su expresión nos la proporciona el siguiente lema. 
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2.1.5 Lema 1 "El error nunca es cero" 

Sea g una función que cumple las hipótesis del punto fijo~ 

además continuamente diferenciable en 1 y g'(x) t O en todo x que pert.:=. 

nece a 1, si Xo t S, entonces ninguna x
n 

es igual a la solución exacta S, 

es decir e nunca es cero y por venir dado por la siguiente expresión le 
n 

llamamos "erl'or asintótico": 

e :: (g! (S) + g ) e 
n n- 1 n-l 

donde 9 es un valor que tiende a cero cuando n + oo. 
n-1 

Prueba 

Supongamos que para cierto n, xn = S, entonces g(x
n ) :: x , sien 

n 

do n el primer iterando para el cual esto sucede. Entonces x 1 x y 
n1' n-1 

g(x ) :: X :: g(x ) 
n n n-1 

o :: g(x ) g(x ) :: g'(x~':)(x X ) 
n-1 n n-1 n 

'I: 
8 (x ) . 1. V.M. con x x 

n-1 n 

Como x ~ xl' entonces g! (x~:) :: O lo que es contradictorio a la hipót~ 
n n-

sis de que g'(x) t O pRra todo x que pertenece a r. 

Determinemos ahora el valor que tiene el error: 

e = x S t O 
n n 

e :: g(x ) - S n n-1 

e = g(S + e ) - g(S) :: g' (.; )e 
n n-1 n n-1 

para algún Sn G (S, S + e ) 
n-1 

luego, Lím s :: S. n n -).. 00 



De donde lím g'<s) = g'(S), ya que g' es continua. 
n 

Además 

donde 

e ~ g'(S)e + 9 e 
n n-1 n-1 n-1 

9 + O cuando n + 00 

n 

e = (g'(S) + g )e 
n n-1 n-1 

2.1.6 Lema 2 "El Algoritmo está bien definido" 

Sea {x} una expresión convergente al límite S tal que 
n 

45. 

e = (gr(s) + 9 )e t O. Con Q + O cuando n + oo. Entonces {Xl] 
n n-1 n-l n n 

2 

derivada de {x } por la expresión Xl 
n n 

:= x -n+ 1 

(6x ) 
n está bien defini 

da y 

Prueba 

converge a S. 

Dara esta prueba hasta d~mostrar que 6
2 

x t o. Tenernos que: 
n· 1 

6
2 

x = x 2x + ,.; 
n-1 n+1 n n-1 

2 
6 x = e 2e + e 

n-1 n+1 n n-1 

por hipótesis e = (g'(S) + 9 )e ; iterando 
n n-1 n-1 

luego 

6
2 

x = n-1 

2 
6 x = n-1 

e
n
+

1 
= (g'(8) + G )(g'(8) + Q )e 

- n n-l n-1 

reg'es) + 9 )(g'(S) + G ) 
n n-1 

2(g'(8) + 9 + 1)] e 
n-1 n-1 

2 
[(g'(S) - 1) + (9 + 9 )g'(5) + 9 9 - 29 ] 

n-1 n n n-1 n-1 
e 
n-1 



haciendo rt>n = (G 
n-l 

2. 
[eg'(S) Ó x = -n-l 

G -+ O por lo tanto n 

x' = n 

está bien definida. 

Veamos que 

x' = x 
n n+l 

= x n+l 

= x n+l 

= x 
n+l 

cp 

+ G )g'(S) + fl g 2 9 
n n n-l n-l 

2. 

+ 1) + cjl ] e O para n grande 
n n-l 

..... O luego 
n 

(6x 
2 

) 
n x 

2 

x' 
n 

n+l 
t:, x 

n-l 

converge a S 

x - x 
n+l n 

x -2x +x 
n+2 n+l n 

x - x 
n+l n 

(x - x ) - (x 
n+2 n+l n+l 

1 
x - x 

n+2 n+l 1 x - x n+l n 

1 

g '( x~':)(x - X ) 
n n+l n 

~--~----~--~ - 1 (x - y.) 
n+l n 

1 

x ) 
n 

= x -n+l 
- 1 

46. 

tenemos que: 

ya que si n + 00, 

Como por hipótesis I g I (x:';) I < 1, nunca el denominador se hará 
n 

cero y x' + S. 
n 
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2.1.7 Aplicación del Método de Aitke~ 

La aplicación de este método no se limita sólo a las sucesiones 

que surjan de un proceso iterativo, sino que también es aplicable a suce-

siones arbitrarias con ciertas propiedades de convergencia. 

2.1.8 Teorema de Rapidez de Convergencia 

Sea {x } una sucesión que converge al límite S, tal que 
n 

e = x - S t O 
n n 

y 

IAI < 1 Y 9 -)- O 
n-1 

e 
n = 

para n -)- oo. Entonces 

donde A es una constante~ 

la sucesión 1X'} - n derivada 

de {x } por medi o del Algoritmo de Aitken está bien definida y converge a 
n 

S más rápidamente que la sucesión {x } . 
n 

Prueba 

La expresión x' 
n = x 

n+1 

«(jx )2 
n 

está bien definida, ya que 

por el Lema 2 

/::,2 
'"'n - 1 = 

2 
[(g'(S) - 1) + ~ ] e t O 

n n-1 

2 2 
Haciendo A = g'(S) tenemos que (j Xn-

1 
= [(A-1) + <l>n]en_1f 0. 

Probemos que {x'} converge a S m"' s aprisa que {x}. Para esto haremos 
n n 

uso del siguiente criterio: 

Lím 
Xl - S 
--.;.n_-:=_ = 

- S x 
n 

te que x -)- S. 
n 

O, con lo cual garantizamos que x' -)- S 
n 

De la expresión x' = x 
n n+1 

2 
(M~ ) 

n 
2 

Ó. 

mas rapidamen 



tenemos Xl 
n s = 

2 
(t,x ) 

n 

y de las expresiones en+l = CA + 9 )e 
n n 

tenemos 

y 

llx = n 

(lIx )2 = n 

2 
1I x = 

n 

óX = v 

n "n+l 

CA + G l)e 
n n 

CA ') " 
+ 9 1)'- e -

n n 

2 
[ (A-l) + 1> ] e 

'n n 
CA + 9 ) 

n-] 

- X = e n n+l 

luego sustituyendo en la expresión 

Xl - S 
n 

obtenemos: 

= 

2 
(tl:X ) 

e - --=2~n_-
n+1 1I 

X 
n-l 

CA + 9 )(A + 9 -1)e2 
n-l n n 

Xl - S = CA + Q )e 
[CA - 1)2 + ~ ] e n n n 

n n 

2 
Xl - S CA + 9 )(A + 9 -1) 

n A + 9 n-l n = 2 e n n CA - 1) + 4> n 

Xl .. S 

[A 
C 1\ + 9 )(A 

Lírn n Lím 9 n-1 = + 
X - S n 

(A 
2 n+ oo n n+ oo - 1) + 

ya que si n + 00, entonces 9 -+ O 
n 

y ~ -)- O. 
'i'n 

Luego Xl + S 
n 

más rápidamente que x -+ -S. 
TI 

LIS. 

- e n 

+ sn-di = O 

<Pn 
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2.1.9 Aplicación de Aitken a iter2ción 

Corolario 1 

Supongamos que la función iterativa g además de c~~plir las hi-

pótesis del teorema del punto fijo, tiene una derivada continua y 

g'(x) t O para todo x en 1; si Xo t S, entonces la sucesión {xn} satis 

face las hipótesis del teorema anterior y el algoritmo de Aitken acelera 

la convergencia de {x }. 
n 

Prueba 

Por el lema 1 y 2 garantizamos las hipótesis del teorema ante-

rior. 
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2.1.11 PROGRAMA 5 

: 0 RE~ MElODO ITERATIYO DEL PUNTO FIJO Y MErODO DE AITKEN 
'8 REM ENr.OHTR ~ R LA RAIZ DE LA ECUACION F(X)=X-.2~5IN(X)-8.S 
313 I)IM X(158),S[1991 
49 X[11=1 
5 8 1 =1 
'9 DEF FNA(X)=+e.2*SIH<X)+B.S 
faxcr+l1::::F'NAeXrrn 
89 IF (ABs<n¡AeXCI1)-XCIIHIE-un THEN 118 
99 I:::I+l 
lee GOTO 7e 
1 1 t;) K::: 1 
1 29 S[Kl=X[Kl-eX(K+l)-X[Kl)~2/(X(K+21-2*X(K+l]+X[KJ) 
138 IF (ASSeFH ACSrK])-SrK]){lE-19> THEN 168 
!48 K=K+1 
lse GOTa 129 
169 PRIHT ·ITER~CIONES·,·PUHTO FIJO·,·"ETODO AITKEN" 

. 178 PRIHT 
lee PRIHT • N",M 
1 'Hl FOR R=1 TO !( 

xc 1) 

288 PRrHT R,XCRl,S[Rl 
219 H[XT R 
228 FOR R=K+l TO 1 
238 PRIHT R,XCRl 
248 NEXT R 
2~O END 

ITERACIONES PUNTO F Id o 

N XC 1 ) 
1 1 
2 0.668294197 
3 0.623929688 
4 8.616845778 
5 e.61S6~3a24 

6 8.615584885 
7 a.615474"GS 
8 9.G1546~149 

9 a.61546832~ 

10 9.615~~8196 

1 1 9.615468174 
12 8.615468178 
13 9.615468170 

. .. , s( n 

"'ETODO AITKEH 

$( 1 ) 
8.';17979853 
a . 61549~i'S8 

e.61S4,a~i'7 

a . 61S4~al~1 

9.61546817 
8 . 615468178 

• 

51. 



PROGRAMA 5 

Cuadro de variables del quinto programa: 

X(150) = Dimensión de la sucesión del Punto Fijo. 

S(100) = Dimens ión de la sucesión de Aitken. 

X(1) = Valor Inicial. 

FNA(X) = Función iterativa. 

I,K,R = Contadores 

52 . 
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? .2 EN BUSCA DE UNA MAYOR RL\PIDEZ DE CONVERGENCIA 

2.2.1 En busca de una mayor rapidez de Convergencia 

Observando el ejemplo anterior, podemos afirmar que efectivamen 

te el método de Aitken logra una mayor aceleración que la computación di-

recta, cumpliendo la exigencia de que r'(x) + O. 

Un análisis de los métodos estudiados y el ejemplo anterior, --

muestra que una mejor aceleración de convergencia restringe el campo de 

aplicación, ya que las exigencias de las hipótesis son mayores. 

De esto podemos decir que para lograr una mayor aceleración de 

las convergencias ya estudiadas, se harán necesarias mayores hipótesis. 

Haremos ahora un estudio de las hipótesis necesarias que requie 

re una convergencia más acelerada; partamos de la aproximación de Taylor 

de una función que cumple las hipótesis del punto fijo alrededor de ese -

punto. Si f es continuamente diferenciable m veces, en un vecindario X=S 

tenemos por la aproximación de Taylor 

f(x) - feS) = (x-S)f'(S) + •... 

+ 
Cx-S)m 

m! 

que: 
(x_S)m-l 

+ (m-l)! 

para A = 1,2, •••• , m-l , 

tenemos: 

f(x) - S = 

f( x ) - S = 
n 

m m 
(x -S) f (1;) 

n 
m! 
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~ G (x , S) t.q. si n~ (lO E; ~ S 
n 

, 

em ?(O 
n e = n+l m! 

e 
n+l fm(S) 

Lím = 
n ~(X) m m! e 

n 

m fm (S) e 
de donde ~ 

n e 
n+l m! 

Con lo que notamos que dependiendo de las hipótesis que cumpla 

la función f, así será la rapidez de convergencia; estudiamos algunos ca 

sos: 

2.2.2 Convergencia Cuadrática 

Si f'(x) = O en un vecindario x=S, f dos veces continuamente 

diferenciable y f cumple las hipótesis del teorema del punto fijo, obten-

dríamos por el desarrollo anterior la expresión: 

e
2 

f"(S) 
n 

2! 

Este tipo de convergencia mejora notabl~~ente a la convergencia 

lineal, ya que e es aproximadamente proporcional al cuadrado del error 
n+l 

del paso anterior. Por ello a este tipo de convergencia le llamamos "con 

vergencia cuadrática"; caracterizada porque el número de cifras signific~ 

tivas se duplican aproximadamente en cada paso. 

2.2.3 Convergencia CUbica 

Si fC:\)(x) :: 0, A = 1,2 en un vecindario x=S, f es tres ve 
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ces continuamente diferenciable y f cumple las hipótesis del teorema del-

punto fijo, se obtendría la expresión 

e
3 f"T(S) 
n 

31 

Esta convergencia es aún mas rápida que la convergencia cuadra 

tica porque e es aproximadamente proporcional al cubo del error del -
n+l 

paso anterior, por ello le llamamos "convergencia cúbical! . 

Observemos que en la practica este tipo de convergencia y en -

los demas casos en que si bien es cierto que la convergencia es mucho mas 

rapida no tienen una mayor aplicación por las exigencias que piden de una 

función. Es por eso que nuestro objeto de estudio sera sobre métodos -

que nos garanticen una convergencia cuadratica; como lo son el método -

de Steffensen y el método de Newtop- en el que haremos mayor énfasis por 

sus múltiples aplicaciones. 

2.3 METO DO DE STEFFENSEN 

2 . 3.1 Descripción del Algoritmo 

Este método se deriva del Algoritmo de Aitken; surgió al obser 

val" que xk, (Algoritmo de Aitken) es una aproximación mucho mejor a "SI! -

que xk (Algoritmo del punto fijo); parecía mas razonable iniciar la ite 

ración del punto fijo con ~, que continua~ generando ~+1' ~+z' etc .... 

y es así, que éste algoritmo consta de dos etapas. La primera etapa es 

la iteración del punto fijo para encontrar dos valores a los que en la -

segunda etapa se les aplica la iteración de Aitken; iniciandose un nuevo 

" . ( '., " ./ 
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ciclo y aplicándole a este último valor el mismo proceso. 

Nota 

Antes de establecer el algoritmo vamos a hacer notar que la ex 

presión x -n+l 

2 
(óx ) 

n+l 

basta desarrollarlo. 

es equivalente a x 
n 

2.3.2 Algoritmo de Steffensen 

2 
c~x ) 

n 
2 

6 x 
n 

Dada g(x), función iterativa, y un punto Yo' 

Inicio: 

Cálculo: 

k x :: 
n 

k 
xn+1 

:: 

k 
xn+2 

:: 

Definamos: 

d(xk ) 
n 

k H(x ) 
n 

Yk+l 
:: 

= 

= 

0,1,2,3, .... 

k g(x ) 
n 

k 
g(x 1) n+ 

k k 
x - x n+l n 

k k x - 2x 1 + x n+2 n+ n 

(d(xk » 
2 

rx~ n 
k H(x ) 
n 

< 

lx~ 

; para su prueba -



As!: 
o 

Xo = 

° x = 
1 

° x = 
2 

X' = 
O 

x' = 1 

x' = 
2 

Y1 1 
g(x' ) > Y2 O 

J g(x' ) 
1 

etc. 

= 

x' = O 

o 
X 

O 

(X' 
1 

x' 
2 
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2 O XC) X + 
1 1 

2 
- xt) 

O 

- 2x' 
1 

+ x' 
1 

Si el denominador de la fórmula de Aitken es cero, entonces -

Yk+1 = Yk ' terminando así la iteración. 

Proporcionaremos una manera equivalente de exponer el algoritmo 

con el propósito de estudiar su convergencia. Como Xl = g(x o)' 

x2 = g(x1 ) = g(g(xO» es conveniente definir para x en los reales 

y 

H(x) = g(g(x» - 2g(x) + x 

y(X) = 

2 
(g(x) - x) 

Hex) 

Notemos que la función está bien definida. 

H(x) t O 

H(x) = O 
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2.3.3 Teorema de Convergencia 

Sea g una función iterativa que cumple las hipótesis del teore-

ma del punto fijo y g sea tres veces continuamente diferenciable, enton -

ces, la sucesión {y } que genera el Algoritmo de Steffensen converge cua
n 

dráticamente a S, solución de g(x) = x. 

Para ello bastará probar que cumple las hipótesis de la conver-

gencia cuadrática: 

a) y es dos veces continuamente diferenciable en un vecindario x=S. 

b) Y'CS) = O Y 

e) y satisface y(S) = s. 

Para demostrar que Y es dos veces continuamente diferenciable y 

facilitar el trabajo, introducimos una función auxiliar, definida como: 

rg(s+~)-S hfO 

f(h) = 

h = O 

Cuyas dos primeras derivadas tienen r€spectivamente las siguientes expre-

siones: 

- g(S+h) + S 
h- t O 

f'(h) = -( 

h = O 



fh
2 

I 
fttCh) = < 

g"(S+hl - 2h g'(S+h) + 2g(S+h) - 28 

h3 

19m (S)/3 
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h t O 

h = O 

Notemos que f es al menos 2 veces continuamente diferenciable -

cerca de 

haciendo 

donde 

h = o. Por la definición de f tenemos: 

g(S+h) = S + h f(h) 

g(g(S+h» = g (S + h f(h» 

x 

= S + h f(h) f(h.f(h» 

= S+h 

H(x) = g(g(x» - 2g(x) + x = h F(h) 

F(h) = 1 - 2f(h) +-f(h).f(h.f(h» 

Como f es dos veces continuamente diferenciable en un vecinda -

rio de h, tenemos entonces que F también lo es y F(O) ~ O ya que: 

F(O) 
2 = 1 - 2g'(S) + (g'(S» 

2 
= (1 - g'(S») ~ O 

porque g'(S) t 1, ya que g cumple la Condición de I.ipschitz. Para un va 

lor de x = h suficientemente pequeño, F(x) l O y N(x) l O y 

Y(x) = 

si x = S+h, tenemos: 

Y(S+h) = 

Y(S+h) = 

x -
2 

(g(x) - x) 
H(x) 

+ h 
_ (S+h.f(h) - S - h) 

S h.F(h) 

2 
S + h _ h(f(h) - 1) 

FO;)--

2 
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esta representación de Y muestra que es dos veces continuamente diferencia 

ble. 

Como F(O) ~ O, evaluando la función Y en S, se tiene: 

y(s) = S 

además 

y' (S) Lím 
yeS+h) - S = 

h~O 
h 

rl (f(h) - 1) 2) 
Y T (S) = Lím F(h) J h -)- O t 

y' (S) 
(f(O) - 1)2 

= 1 F(O) 

y 1 (S) (g'( S ) - 1)2 
= 1 -

(g'(S) - 1)2 

y! (S) = O 

2. 4 EL METO::"' O DE NEí-TTON-RAPHSON 

2.4 .1 Condiciones Requeridas 

Es tal vez el más popular de todos los procesos iterativos para 

la resolución de ecuaciones. Proporciona una convergencia rápida y tiene 

sus peculiaridades que han de Tenerse bien en cuenta. 

Hipótesis 

Dada una función 3 veces continuamente diferenciable en un in -

tcrvalo I = [a,b] tal que: 

i) f(a) . f(b) < O 

ii) f' (x) t O V- x 8 [a.b] 



". 1 
/ 

? 4 .. 2 INTj:S ~~(...-.. 'E..lAC.l~-t <5i--t;:.a~E-"'T""'P..\c:..~ 

-:-: ...... '_ .t! .... L..,;0RJ..-~ r- C:~ Nt"'-"'T'r--.'" RI!:..P"""'SO"""-l 

/ 

¡,/ 
j / 

l 
j 

/ 

fiV:,/ , 
:::;. I 

61. 

- : / V · ---:::;;:ao_~"':--":"'--.lI- ~-----_--..!.._----------'.'" 
S X¿ Xl ).;'" X 



62. 

En este caso se da que el Algoritmo de Newton-Raphson converge 

a la solución S t,al que f( S) ::: O, ccn la elección de un X
o 

próximo a S. 

2.1-1-.3 Descripción del Algoritmo 

Calculemos el valor de x tal que 
n+ 1 

g(x) ::: X ::: X 
n n+l n 

f(x) 
n 

f I (x ) 
n 

luego evaluamos f(x 1) y nos preguntamos si f(x 1) ::: O ± 8 . En el -
n+ n+ 

caso de que no se cumpla la anterior igualdad calculamos la siguiente 

iteración. 

2 . 4 . 4 Etapas del Algoritmo 

- Inicialización: Dar un valor de X o próximo a S. 

- Cálculo de f(x ) 
n 

y 

- Luego cálculo de x 1 
n+ 

f' (x ) 
n 

::: 

Prueba: Ver Sl f(x 1) 
n+ 

::: 

n ::: 0,1,2, .. . . . 

f(x) 
n 

o ± G 

- Modificación : Calcular el nuevo término de la sucesión. 

2.4.5 Rapidez de Convergencia 

Sea {x } la sucesión generada por el algoritmo de Newton-Raphs8~ 
n 

Estudiemos su rapidez de convergencia . 

El valor en la n- esima iteración viene dado por: 

f(x) 
::: n 



rest.ando S .::l ambos lados, ~e da qUA 

::: C' 
n 

feS + e) 
TI 

r(s + e ) 
n 

e fl(S + e ) feS + e ) 
TI n n = f'(S + e ) 

n 
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Haciendo el desarrollo de Taylor de segundo grado para el numR-

rador y el denominador alr~~dedo-r de S . tenemos que 

e f ' (S + e ) 
n n 

rcS+e) 
n 

fIleS) 2 
=:! e 

2 n 

ya que f( S) = O, Y como f' (:-:) + O para todo x 8 [ a . b] 

o mejor 

e 
n+l 

:: 

e = n+l 

f"(S) 
2 
f' (S) 

2 
e 

n 

2 
fIl eS) en 

2 f'(S) 

Podemos deducir de ello eue su convergencia es cuadrática . 

Nota 

Conviene sefi~lar ~n el algoritmo de Newton como en todos los de 

más ~lgoritTIos, que éstos son un caso par~icular del punto fijo . Dado 

que nosotros queremos la se'luc ión de fe x) = O, con la condición en Newto"'1 

de que f'(x) + O para todo x en [a,bJ . Y claramente si se quiere una 

convergencia cuadrática, la función iterativa 

g(x ) 
n = Yn+1 = 

f(x) 
n 

debe además c\llTlplir de que g'(S) = O Y g(x) sea al menos 2 veces conti-

nuamente diferenciable. 
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2.4.6 Convergencia "no local ll • 

Hemos trabajado el Algoritmo de Newton, siempre tomando un pun -

to Xo próximo a la raíz S. Esta proximidad es condición necesaria para -

la convergencia en Newton. Al tomar un punto x no próximo a l a r aíz 
O 

puede suceder que el algoritmo converja hacia otra raíz S' o no converja . 

Esto claramente se producirá cuando f" (x) cambie de signo en un vecinda -

rio de la raíz como lo muestra la figura siguiente: 

Cambio de S a S' por poca proximidad de Xo a S. 



65. 

2 . 4.7 Teorema de Convergencia para la elecciGn de un punto arbitrario en 
Ia,b] . 

Si a las hipótesis anteriores del Algoritmo de Newton añadimos 

las siguientes condiciones: 

ira. Que fl!(x) no cambie de signo dentro del intervalo. 

'He) I 2da. Sea e el extremo de Ia,b] donde If'(x)1 es más pequeña y !flCC) .::.(b-a). 

Entonces el Algoritmo de Ne~~on conver8e a S en Ia,bl para cual 

quier elección de Xo en el intervalo anterior. 

Bajo las hipótesis anteriores se pueden dar los siguientes ca -

sos: 

a) Ha) > 0, feb) <: O, f"(x) < O (c = a) 

b) fea) > 0, f(b) <: O, fl'(X) > ° Cc = b) 

c) Ha) <: 0, f(b) > 0, fl!(x) > O Ce = a) 

d) fea) < 0, f(b) > 0, f"(x) < ° Cc = b) 

2.~.7.1 Prueba para el caso a) 

Sea S la única solución en la,b] de f( x) = O. Supongamos prim~ 

ramente que 

S <: x .::. b, 
O 

tenemos que: f(x ) <: 
O 

y que f' (x ) <: ° 
O 

luego x 
1 

- O 

<: x . 
O 



frs . 

..... ,--------- ----r-



6i. 

Probaremos por inducción que {x} ~s acotada inferiormente y monótona de 
n 

Para n = O se cumple por lo anterior. Supongamos que es cierto para 

n = k-1, tenemos 

~-l < S y X < v 
k-l - "k' 

= ( - S)fI(X~': ) xk _ 1 k-l por el Teorema del Valor Me 

dio y por hipótesis inductiva y fl(X) decreciente para 

todo x 8 I. 

.'. 
Obtenemos que f'(x~_l) 

> (x - S) f'(x
k 

) 
k-l -1 

Por lo tanto Xk > S. 

> f I (x
k 

) 
-1 

también 

> S. 

luego 

- f(x
k

_
1

) 

f' (x ) 
k-l 

0e lo anterior podemos Obtener que f(xk ) ~ O 

> s - x
k -1 

luego xk+
1 = < con lo que completamos la inducción. 

Como toda sucesión monótona decreciente y acotada inferiorment~ 

tiene un límite, podemos decir que Lím 
n-+ oo 

esta relación queda: 

x = w donde w > S. 
n 

fCx) 
x 

n+l 
= n 

Al sustituir 

ya que f y f' son continuas tenemos que w = w -
f(w) 
f' (w) 

de donfe f(w) = O 

y para que se cumpla lo anterior se deriva que w = s. 



Consideramos el caso en que él. < X _ o < s. 
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Por el teorema del valor medio 

.'. 
COI! xI) < X~ < S 

f' es decreciente, por lo tanto 

y 

Veamos abara s i Xl ~ b 

X -o 

Por t.v.m. ftb) - fe: o) = (b-xo ) rl(,,~:) 

ó f(xo ) = f(b) - (b-xo ) f'(x~) 

tenemos por (1) que: 

= < 
Ha) 
r'ta) 

Nota: Véase la interpretación geométr~ca. 

Como - ~;~~) = b-a por hipótesis; tenemos que 

y como 

se tiene 

> 

> s (1) 
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Generalizando todos los casos 

Podemos reducir el caso c) al caso a~ y el d) al b) basta consi 

derar la función -f en ~uga!' de f; y el caso e) se red'lce al a) reempla -

zando x por -x. 

La sucesión {x } se t-r>ansforT'la en {-x } que converge a -s . Es -
n n 

pues suficiente probar el caso a). 

2.4.8 Aplicación del Algoritmo de Newton 

A. Cálculo de la raíz r-ésima de un número A. 

Este método de ~ncont~ar raíces proviene de la resolución de la 

ecuación xr - A = O. El método de Newton, con f(x) 

el siguiente ~lgoritmo 

x = x 
n+l ti 

x = x n+l n 

r Yo. 

= 

1 
:-

r 

1 
x = n+l r 

f(x ) 
n 

fl(';; ) 
n 

r-l r x 
n 

r-l x n n 
r-l 

1:' x n 

[ r x (r-1) 
n 

r-l 
x n 

[ (r-l)Xn 

r 
+ A x 

n 

+ ,[-1 
+ 

x:-' J 

= xr _ A nos da -
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En especial pax'a r = 2, teu:!mos la raíz cuadrada de un número A 

y 

x 
n-'rl 

1 = 2 [ X + A ] n x 
n 

Este es un ejemplo de convergencia Ilno local" ya que f(x) 
2 

"" x -A 

cumple las hipótesis requeridas; f!(x) > O y fll(X) > O para x > O 

(caso c), de donde S = lA, y 
1 _ _A) 

b>-~a t" 
-2 a que garantizan I fea)1 < b-a 

f' (a) - , 

2da. hipótesis del teorema de convergencia "no local". La pendiente más 

suave es·tá en a. Por lo tanto la sucesión converge para 

X o ~ ] O, 1/2 (a + ~) [ • 

B. Raíces de multiplicidad p 

Es posible también generalizar el Algoritmo de Newton para el -

caso e:1 el cual la raíz S sea de multiplicidad p. Es el caso en qUe 

f'(S) = O Y que habíamos puesto como ~ondición su no cumplimiento en 

las hipótesjs. 

Haciendo h(x) = f(x}l/p tenemos que 

x 
n+l 

x 
n+l 

h(x ) 
n = x 

n h I(X ) 
n 

= 

= 

x 
n l/p 

f(x ) 
n x - p • 

n f'(x ) 
n 

E' ex ) 
n 



c. La interpretación geomét"'ica t ara p ::: ? 
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La interpretación geométrica de :<n+l ::: 

J 
/ 

I 

r , /1 \(y,O) 

1" 
// I 

/ ( J 
,/ I I 

" I I I 

.' 
I 

I 

I 

i ' 

I 

r 
¡ - ('O(~)/ 

,1 ' /Z 

I ' 

f(x ) 
2 n 

- f' (x ) 
n 

guiente: A la iteración ~ormal del Algoritmo ¿e Newton 

f(x) 

n. 

es la ~~i 

x 
n 

n 
f' (x ) 

n 
se le asigna el doble pa.ra evitar una convergenci.a 



lineal. 
~': 

Gráficamente se encuentra xl buscando primero xl = X -o 

73. 

;": 
Luego se un,= xl con f(xo )/2. A partir de f(:.:o) tazo lma paralela a 

y el lugar donde corte al eje X será ;< • 
1 

2.4.9 Cota de error para el Algoritmo de Newton 

Nuestro propósito es encontrar una cota para el error Ix - si -
n 

después de un número finito de pasos. El Algoritmo de Newton nos dice 

que 

g(x) = x 
n n 

f(x ) 
n 

f' (x ) 
n 

Sea h(x) = 
n 

f(x ) 
n 

f' (x ) = x - x 
n+l n 

para x en el conjunto de los Realcs~ 
n 

definamos 

g(x) = x -
f(x) 
f' (x) 

IHx) 1 
. f' (x) 

y 

donde g(x) es una función que cumple las hipótesis del Teorema del Punte 

Fijo, teniendo por ello su cota de error adecuada 

Ix - si n 
< 

L 
1-L Ix - x I 

n n-l 

Con Ig'(x)! = L < 1. Derivando g(x) obtenemos: 

, f(x) f"(x) I 
I = L < 1 f'(x) . f'(x) 

(2) 
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Sea M = SUPr !fll(X) I ;l donde obtenemos 1i3. ~iguiente relación 
f'(x) 

...... 8 

con (2) 

L M 
y < 

1-L 1 

Luego Ix - si 
In 

L < 

lhl 
Ihl - M 

< 

Por lo tantolxn - si 

PROGRAMA 6 

M 

L 
1-L 

< 

lhl 

Ix x I n n-l 
< 

Variables del programa número 6, por orden de aparición: 

Y,Z = Valores Iniciales. 

X(SO) = Dimensión de la sucesión de Newton-P,aphson. 

S(50) = Dimensión de la sucesión de Steffensen . 

X(l) = Valor Inicial. 

FNA(X) = Función. 

FNB(X) = Derivada de la función. 

FNC(X) = Función iterativa. 

I,K,R = Contadores. 
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40 Z=C' 
59 Dr~ X(~OJ,Z[58J 

(,0 ;-{[ 1 ~=1 
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110 DEF FNB(X)=1-0 . 2~COS(X) 

1 2 o X t I + 1 ~". X [ r ~ - ( F N A ( :H 1 ) ) ).-' ( F N 8 ( X ( L : ;, : 
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CAPITULO 111 
ITERACION PARA LA SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES 
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3.1 ESTUDIO DEL VECTOR FIJO 

3.1.1 Resoluci6n de un Sistema de Ecuaciones 

L0S anteriores algoritmos son aplicables a ecuaciones lineales 

y no lineales, siempre dentro del conjunto de los números Reales. Nues-

tro propósito es el de generalizar lo visto anteriormente para sistemas -

de ecuaciones. 

Dado el siguiente sistema de ecuaciones: 

( 
f (x x x ) :: O I 1 1 ' 2' 

.... , 
n 

f (x 
1 ' 

x 
2' 

• lO •• , x ) = O 
" n "-

~. , 

f (x , xZ' •••. , x) = O 
n 1 n 

que tiene n ecuaciones con n incógnitas xl' xz' •.•. , x
n

. Trataremos de 

encontrar una raíz S en la ecuación vectorial f(X) = O; considerando los 

vectores en pD. O sea que: 

x = 

x 
n 

f(X) :: S :: 

f (X) 
n 

s 
2 

s 
n 

Las funciones f , f , .•.. , f son supuestas continuas y con 
1 2 n 

relación a nuestro conJ'unto de variables, x x x , diferencia -1'·2'····' n 

ble3 hasta el orden deseado. 
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3 ~1.2 Algoritmo del Vector Fijo 

n n Sea G una función definida así, G: D c R -+R. Tal que 

G(X) = X ± f(X). 

Donde f(X) es una función a la cua l queremos encontrar su solu 

ción en D para f(X) = O. 

Nuestro algoritmo vendrá definido de la siguiente forma: 

X = G(X) 
n+l n 

n = 0,1,2, •... 

En el siguiente teorema veamos bajo qué condiciones el algorit-

= G(X) converge hacia la raíz S en D a partir de un vector ini 
n 

Nota: Sean X, Y vectores arbitr2.rivs. La expresión IIG(X)-G(Y) 112. L !lx-YII 

llamada condición de Lipschitz, desarrollada para una función G: D c Rn+Rn 

es condición suficiente para que: IIJG(X)" < L. 

'''!''enemos que: 
- G1(Y) 1 G1(X) 

- G2(Y) I G
2

(X) I x - y 1 1 1 

x
2 

- y 
2 

< L 

G (X) - G (y) 
n n x - Yn n 

.por el Teorema del Valor Medio, 

G1(X) - Gl(Y) 
aG1 
a .-, x" 1 

G2(X) - G2CY) aG 
2 

< 

G (X) - G (y) 
n n 

d Xi"~ 
.2 

j aG 
n 

p. x" 
n 

por otra parte 

x 
1 

x 
2 

x - y 
n n 



··c 
donde X' = ( 't: ~'e x , X , 

1 2 
... . , y 6 = d(X,Y). 

ración de 1 3s dos desigualdades po¿ ~mos establecer qu r 

IOG11 
ax 

1 

ílGz 
aX

2 

aG 
n 

ax 
n 

< L < 1, de donde 

3 . 1 . 3 Teorema del Vector Fijo 

élG 
1 

ax 
1 

aGz 
a~2 < ~ .... 

l aG 
n 

ax 
n 
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Por compa-

Sea BcD la bola cerrada con centro w y un radio apropiado r, donde 

r G R+. La designaremos por B(w, r). 

G la función iterativa continua en D. 

Si para todo X G ~(w, r) se tiene que G(X) 8 B(w, r) . 
... 

y si existe una constante k GR', con 0.2 k .::.1, tal que dados Xl y 

Xz e B(w, r) se tiene que 

k 1I X - X 11 
l 2 

Entonces: TJa ecuación X = G(X) j G(X) = X::!: fU) admite una sola -

raíz S G Be w ,r). Siendo S el límite de la sucesión Xo' \ = Gex o )' \ = G( Xl ) , 

.. .. , X = G(X), ... cualquiera que sea la escogencia del vector ini-
n+l n 

cíal XO' 

Demostración : Probaremos. 

a) La existencia y convergencia en S para la sucesión 

b) La unicidad de la solución S G D. 

X 
n 

Para a). Tomemos la matriz jacobiana de la función G: D e R
n ~Rn. 

aG
I ,G l . 1 

a~l dX 
J eX) =: 

n 

G aG 

~J --1l. . . . . 
ax ax 

L 1 n 
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Dados Xo y X ~ F( w, r) y aplicando el T'~orerna del Valor Me -
1 

dio en n variables se tiene que: 

x - S = G(X) - G(8) = J(~) (Xo ~ S) 
1 

se deduce que l/x - sil 
1 

< donde k g :R y v x ~ B; 

< k < 1, dada la ftsuficiencia" con la condición de Lipschitz. 

que: 

De manera análoga a como se vió en el punto fijo, se deduce -

Ilx - sil < k
n lIxc- - s'l , de donde se tiene que: 

n 

Lím X 
n = s, ya que O < k < 1. 

Ahora bien, dado que la sucesión { X} G a la bola cerrada 
n 

B(w, r)c D C Rn y R n . 't· 1 l~ X S es un espaclo me rlco, y e lm = . 
n 

Entonces 
n -+00 

tenemos qu~ S ~ B(w, r) . 

Nota: (Proposición 11, página 84 Topología de Mauricio Marroquín Escoto). 

Para b). Unicidad de la solución S 

Sean S Y S dos soluciones distintas de {X } tales que 
1 2 n 

= y = G(S2); entonces se tiene que : 

II s
1 

- s2" = IIG(sl) - G(S2) 11.2 k Ils l S211 

< II s
1 

- 5
2

11 por O < k < 1 

de donde se tiene 11 S - S 11 < 11 S - S 11 lo cual es una contradicción; se 
1 2 1 2 
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deduce pues que SI = S2' 

Con esto hemos probado que las hipótesis anteriores son suficientes para 

garantizarnos que en el Dominio de G no es posible la existencia de dos 

vectores fijos; es deci!' de dos soluciones de la ecuación fCX) = c. 

'3.2 CONVERGENCIA CUADRATICA: NEWTON-RAPHSON 

'3.2.1 Convergencia cuadrática para Sistemas de Ecuaciones 

Supongamos que la función G cumple las condiciones del "vector 

fij o S". Y G es por lo menos dos veces continuamente diferenciable. A-

proximando por Taylor la función G en el valor x , 
n 

alrededor del vector 

fijo S, por lliL polinomio de primer grado, tenemos que : 

GCX ) = n 

donde C = 

y donde 

e 
n+l 

2 
e 

n 

(x - S) J~2) (e) 

G(S) + (X
n 

- S) JG(S) + -n---:2"""'!=------

Cc , c , ..... , e ) y C8B(S, o) con o = d( S, X ) 
n 1 2 n 

a f I di l ) d 

(Ji rc- de. 
. . . 

dC li=l 1 l n 

(2) 
J

G = 

l él ( n af ) d 
r I ac. lit ac~ . . . 

de 
1 l n li=l 

Si se cumple que JG(S) = O entonces: 

= 
J( 2) (e) 

G 
2! 

donde e = X - S 
n n 

~l 1 dC .) 
l 

::~) 
l 

(n = O. 1, .... ) 
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y Lím 
'--n+l 

e = nI 
L. 

ya que cuando n -+ 00 se tiene que e -+ s y 
n-+ oo n 

G es dos veces continuam~nte diferenciable, por lo tanto 

2 
e 

n 
2! 

3 . 2,2 Newton- Raphson en Sistemas de Ecuaciones 

A. Su obtención. 

En el caso de querer solucionar f(X) = O, el Algoritmo de New 

ton- Raphson se puede obtener a partir del siguiente desarrollo . 

Construyamos un polinomio de grado < 1 alrededor de X re B (w,r). 
n 

Estará definido de la siguiente forma: (2) .'. 2 
J

f 
(C")(X - X

n
) 

= 

f(X) = f(X) + J(X )(X - X ) + 

ec~':~ .'. 
1 c;. .... ., 

n n n 

y donde c':re B(X , re) 
n 

2! 

y = d(X , X). 
n 

Bl3cando la solución de ur sistema de ecuaci lnes f(X) = O Y re 

teniendo la parte lineal, tenemos: 

O 

X 

= f(X) + J(X )(X - X ) de donde 

= X n 

n n n 

J-1ex ) f(X). Haciendo X = X ya que es una 
n n n+l ' 

nueva aproxi~ación, y si J(X ) t O pa~a n = 0,1, .•.. se tiene 
n 

= X 
n 

obteniéndose así el Algoritmo de Newton-Raphson para Sistemas de Ecuacio-

nes. 
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Si converge, obtenemos la raíz S del sistema f(X) = 0, 

Nota: Este algoritmo estará bien definido si el jacobiano J no se anu-

la en ningún vector de la sucesión {X }, 
n 

Obtendremos una convergencia a S con un vector inicial Xo sufi -

cientemente próximo a S. Por similitud en una variable habrá una duplici-

dad en las cifras para cada paso iterativo, característica fundamental de 

toda convergencia cuadrática. Como se muestra en tema de la siguiente sec 

., 
c~on. 

3.2.3 Convergencia Cuadrática de Newton-Raphson en Sistemas de Ecuaciones 

La sucesión generada por el Algoritmo de Newton-Raphson converge 

a S. Nuestro objetivo es mostrar que esa convergencia es cuadrática. 

Para ello definamos G: D c R
n -+-:nt f(X) 

tal que G(X) = X - J (X) 

de donde G(X ) 
n 

JG(X) 

de donde 

JG(X) 

JG(X) 

= 

= 

= 

= 

fCx} f 

X 
n 

n Derivando la función G obtenemos: 

I -
[Jfex)]L - feX) J~2)ex) 

[J/X)] 2 

1 - I + 
f(X) Ji

2
)CX) 

1JiX)]2 

f(X) J;2\X) 

[J/X)]2 

evaluando en S tenemos que: 
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Como feS) ::: ° y se tiene que JG(S) = 0, 

lo que nos indica que el Algoritmo de Newton-Raphson para Sistemas de 

Ecuaciones cumple las hipótesis de la convergencia cuadrática. 

'3.2.4 Utilización del Algoritmo de Newton-Raphson 

Del punto de vista práctico el Algoritmo de Newton-Raphson pue-

de ser utilizado bajo la siguiente forma: 

J(X) 6X ::: -f(X ) 
n n n 

Con la ventaja de que este sistema puede utilizarse sin el empleo de la 

matriz inversa J-1CX
n

), y proporcionará las correcciones ÓXo' 6X 1, . . .. 

a los puntos: 

("') Nota: 

X n+l 

::: 

= 

y en general 

= x + ÓX 
n n 

t. X se define como: 6X = X - X o más claramente: 
n n n+l n 

6x fxn+1,1 x 
n,l n,l 

t.x 2 x x n, n+l,2 n.2 
= 

6x x x n,n n+l,n n,n 
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3.2.5 Solución General de Newton-Rapnson para n-variables 

Tenemos que: J(X ) • 6(X ) = -f(X ) n = 0,1,2, ..•. n n n 

df
1 

(lf
1 af 1 G (x ,x , 1 

6x 1 ) 
dX dX oX · ... ,x 

n,l n,2 n,n n 1 1 I 1 n,l n,2- n,n 

af
2 

ef
2 

H 2 
6x f (x ,x ) = · ... , x dX n,l dX ax n . 2 2 n,1 n,2 n,n n,2 n,n 

. J Clf df af n n n 

J 
Óx f (x ) eX eX dX n,n ,x , · ... ,x 

n,1 n ,2 n n,1 n,2 n,n 
n~n 

nxn nx1 nx1 

que nos proporciona el siguiente sistema de n-ecuaciones con n-incógnitas 

resoluble por cualquier sistema de eliminación. 

< 

r Clf 1 af 1 
.Óx + 

OX 1 TI, 1 Clx n, n,2 

af2 Clf2 
d .ÓX + 
x 1 n, l eX 2 n, n, 

df af 
n .Óx n 

+ eX n,l eX n,l n,2 

Notación: X 
n,i 

.ÓX + n,2 

.ÓX + n,2 

.6x + n,2 

fi: 

= < 

ln: 

• . •. + 

• • tI.... + 

...... + 

i-ésima 

n-ésima 

af
1 

ax n,n 
.ÓX 

n,n 

af2 
--.Óx 
3x n,n 

n,n 

af 
n .6x 

dX n,n 
n,n 

componente 

iteración 

= -f ex ,x , .... ,x ) 
1 n,1 n,2 n,n 

= -f ( .. - ,x , . (jo •• ,x ' 
2 n,l n,2 n,n 

-f (x ) = ,x , .•.. ,x 
n n,l n,2 n,n 

i = 1, .... , n 

n = 0, 1, .... 
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Nota: El anterior sistema de ecuaciones tendrá solución única siempre -

que las filas 

of. af. af . 
l l l 

a...... • óx + • óx 2+' . . . + '" n,l eX 2 n, eX n,l n, n,n 
.Óx 

n,n 

sean linealmente independientes y si los -f.(x l' x 2' .•. , X ) 
J. n, n, n,n 

pueden ser escritos como combinación lineal de las anteriores filas. 

3.2.6 Ejemplo 

2 + y - 1 

La resolución del sistema 

+ x - 1 

Utiliza el Algoritmo de Newton de la siguiente forma: 

dado J(X ) ó(X) = -f(X) 
n n n 

para nuestro caso puede aplicarse 

afl íH l 

ax- ay 
n n 

af2 af2 
"§;{ ay n n 

de donde 

¡ af (x , y ) 
1 n n 

dX n 
< 

l 3f2(x
n

, y ) 
n 

3x 
n 

1 
b.x 

n 

by 
n 

b.x + n 

b.x + n 

=: 

f¡(X , y ) 
n n 

f (x , y ) 
2 n n 

af1(xn , y ) 
n . óy ay n 

y ) 

n 

af2(xn , n . Óy ay n 
n 

= 

=: 

=: o 

o 

- f (x , y ) 
1 n n 

- f 2(x , y ) n . n 



y obtendríamos 

f
2X ÓX 

n n t 2y by 
n n 

t x by 
n n 

= 

= 

2 
-(x 

n 
2 

+ y 
n 

- 1) 

-(x y + x ) 
n n n-l 

Resolviendo por Cramer obtendríamos en general que 

l:!. x = 
n 

l:!. Y . = n 

- f ex , y ) 
1 n n 

- f
2
(x , y ) 

D n 

a f 1 (Xn ' y ) 
n 

a x n 

a f
2

(x
n

, y ) 
n 

a x 
n 

a f llxn , Yn ) 

a x n 

a f (x , y ) 
2 n n 
a x 

D 

a f 1 (x , y ) n n 
a x n 

d f 2(x , y ) 
n n 

a x 
n 

d f 1 (x , y ) n n 
d y n 

él f
2
(x

n
, y ) 

n 
a y n y que 

d f 1 (xn ' y ) 
n 

a y 
n 

a f 2 (x
n

, y ) 
n 

a y 
n 

- f 1 (Xn ' y ) I 
n 

- f
2
(x , y ) 

n n 

a f1(xn , y ) 
n 

d y n 

d f 2(x , y ) 
n n 

a y 
n 

87. 
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y en nuestro caso especial: 

2. 
- x - y 

n 

- x Yn 
/1. x = n 

n 2x 
n 

(Yn+
1

) 

2x 
n 

Ó Yn 
::: 

(yn+1) 

2x 
n 

(Yn+1) 

2. 
+ 1 2y 

n n 

- x + 1 x 
n n 

2y 
n I 

x I n 

2. 2. 
+ 1 ¡ -x - y n n 

-x y 
n n - x +11 n' 

2y 
n 

x 
n 

::: 

= 

2. 2 
x (-x - y + 1) -2y (-x y - x +1) 

n n n n nn n 
" 

2x"'- - 2y (y 1) 
n n n+ 

2 
2x (-x y - x )-(y )(-X 

n n n n+l n+1 n 

2x2 - 2y Cy ) 
n n n+l 

2. 
- y + 1) 

n 

Como definimo3 X ::: X + ~X 
n+l n n 

Nuestro vector 

x 1 
n+l 

Yn+l 

::: 

::] + [::: 

de donde 

rXn+1 
::: X + ÓX 

n n 
< 

lYn+1 
::: Yn 

+ óy 
n 

Para nuestro caso 

X ::: 
n+l 

2 x (-x2 - y + 1)-2y e-x y - x +1) 
n n n n nn n 

x + ~~~~--~~2------~--~~----~---
n 2x - 2y (y +1) 

n n n 
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= 
2x (-x y - x +l)_(y +1)(_x2 - y2 + 1) 

n n n n TI" n n 
y + --~--~~--~2~----~----~----~----

n 2x _ 2y (y +1) 
n n n 

(n = 0,1,2,3, .... ) 
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3.3 ITERACION DE STEFFENSEN PARA SISTEMAS DE ECUACIONES 

3.3.1 Método de Steffensen para Sist~~as de Ecuaciones 

Surge la inquietud de aplicar la iteración de Steffensen a los 

sistemas de ecuaciones, dado que por este método obtuvimos antes una con-

vergencia cuadrática. 

Al estudiarlo en Sistemas de Ecuaciones es claro que tiene que 

presentar notables modificaciones, debido a que sus elementos de trabajo 

son ahora vectores. 

Denotamos por {X } a la sucesión de vectores generada por el Al 
n 

goritmo del vector fijo . S es el vector solución de X n+l 

es el vector error en el enésimo paso. 

3.3.2 Obtención del Algoritmo 

= G(X ) y e 1 n n+ 

Partimos de la aproximación de Taylor de la función iterativa 

G, alrededor del vector S. 

Suponemos, como en el caso de una variable, que la función G cum 

pIe las hipótesis del vector fijo y es por lo menos tres veces diferen -

ciable en un vecindario de X = S. 

Obtenemos 

GeX) = 
J~2\S)(C )(X-S) 2 

G(S) + JG(S)CX-S) + ~----~2~1~-----

donde C = Ce, e , .•.• , c)y C G B(X, 6) con 6 = d(X, S). 
1 2 n 

Iterativamente, 

G(X ) 
n 



Reteniendo su parte lineal obtenemos: 

G(X ) = G(5) + JG(S) (X -- S) 
n n 

o 

[:+1 -S = JG(S) (X 
n S) I 

iterando la expresión anterior obtenemos 

X S = J~(X 1 - S) Y restando a~~as 
n+2 ~ n+ 

X 
n+2 

X 
n+1 = JG(X n+l 

o por notación de diferencias: 

llX 
n+l = 

resolviendo para S en (<<) 

ó 

S - J S = X G n+1 

(I - J)S 

= X n+l 

x ) 
n 

Si suponemos que (1 - J
G

) es una matriz no 

(I - )-1 llX + X S = J
G n n 

Is = X + (I - T )-1 
6Xnl n LG 

singular, 

91. 

n = 0,1,2, .... (a;) 

(y) 

Nuestro problema ahora es que desconocemos JG(S). Para ello --

buscaremos una equivalencia con datos conocidos. 
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R) Definamos la matriz 

= ex ,X 1" .•. , X NI) n nt n+ -

donde X es el enésimo vector de la sucesión {X }, N representa el número n n 

de componentes del vector. 

finido así 

x . = utl. 

Mas claramente, X • es un vector columna de n+l. 

x . 1 ntl., 

x . N n+l., 

para i = 0, 1, ..•. , N-l. 

Luego, expandiendo la expresión anterior, se tiene que la matriz 

~(N x N) 

Notación: 

está representa por 

x n,l 
x 
n+l,l 

x 
n+2,1 · · · · · x 

n+N-l,l 

x n,2 x n+l,2 xnt2.,2. · · · · · x n+N-l,2. 

x x x · n,3 ntl,3 n+2,3 · · · · x n+N-l,3 

= 

x 
n,N 

x 
n+l,N xn+2 ,N .•.•. xn+N-1,N 

fnti ::: iteración (i = 0,1, ... ., N-l) . 

x -< 
n+i,j l j ::: componente e = 1,2, ... , N) . J 

NxN 
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b) Un operador de diferencias 

Aplicando a CS) nos da que 

y si suponemos a la matriz Ó. ~ no singular se tiene que 

J
G 

= (ó. y )-1 Ó. y 
''n . l'n+l 

Ahora bien 

C! = 

= Gó. ~ - ó. ~ )(1::. ~)-1 J-1 
+1 

[ (L\. ~+l 
-1 

= - L\ ~)ló. ~)-l ] 

Dado que (A.B)-l 1 -1 = B- . A para A y B matrices N x N se tiene que 

( e) 



Sustituyendo la expresión (ó) en (y) 

s ::: ¡'j. X • 
n 

obtenemos 

94. 

2 
- S) 

Esta fórmula 
J~2) (C) (X 

la hemos obtenido desprecia~do el resto __ v ______ ~_n __ --__ 
2 

de donde inferimos que u:! vector aprcximado a S, lJamémosle X' vendría 
n 

dajo por: 

x' 

donde XI 
n 

::: Esta fórmula podría aplicarse a una sucesión de 

x' 
N 

vectores {X } ya construida, obteniéndose una nueva sucesión {X'} que se 
n n 

presume converge a S más rápidamente que {X}. Podría l lamarse a {X'} la 
n n 

sucesión de vector~s generada por el Algoritmo de Aitken. 

3.3.:3 Algoritmo de Steffensen 

(O) 
Escójase un vector inicial X y generes e la sucesión de vecto~es 

k ::: 0,1,2, ..•. 

Iniciac'ón: x ::: 
O 

Cálculo X ::: G(X) 
n+l n 

n :::: 0,1,2, .... , N-lo 

(N ::: número de campo entes del vector inicial) 

Generación XI 
O 

::: 

Modificación X(k+l) ::: X' 
O 
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Ejemp~o_: Dado el siguiente sistema de ecuaciones 

Jx = 

ly = 

g (x v)) 
1 ' - 1 

G(x, y) .- = 
I 

g (x, 
2. 

y) I 
J 

r r (k) r 
{X(k) ] •. < 1 xn 1> 

n II /k) I 
J n J 

[ :: 1 

[ x~k) 1 = (k) 
Yn ) 

(x 1 íill< 

I 
n 

= 

rx~k+l) 1 
(k+l) J 

lYn 
[y] L 6Yn 

donde óx = g (x y )-x 
n 1 n' n n 

ídem para l::.y , -n 

" / . 

Idem para (). y . - n J 

Óx 
n+l y 

Z 
x 

2 
x 

k 

= 

2 
+ y 

2 
- y 

[ , 2. 

) . :2 
+ y 

La sucesión 
2 - T 

= 0,1,2, a ....... 

y 

AXn+1 

l::.Yni-l 

x -
n+l 

x 
n 

6Yn+l 

2 
1:1 Y . 

ntl 

2. 
Ó X 

n 

2 
!::. y 

n 

n+ n 02X 1 fiOX l 

¡,zYn+1 l AyJ 

+ g (x ,y ) 
1 n n 
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3.3.4 Comentario 

l Q • Al estudiar el Hétodo de Steffensen para Sistemas de Ecuaciones he -

mos tratado de aplicar los conocimientos adquiridos en el Capítulo II r e-

lativos a l a aceleración de la convergencia, Nuestro empeño ha sido el 

de tratar de buscar una mayor rapidez de conver gencia. 

2Q., El problema básico encontrado ha sido el que no se ha podido hallar 

. . (2 -1 solución para los casos en que no eXlsta la matrlz 6 xo) . 

3Q., Con todo hemos procurado dar un estudio general y susceptible de ul-

terior investigación, El hecho de tener que buscar una matriz inversa lo 

hace largo, complicado y a veces sin solución, 

4Q., Pensamos que pueda haber ci ertos casos para los cuales aún, con to -

das esas dificultades sea aplicable y pueda, utilizando un programa ade -

cuado para una computadora, encontrar una solución cuadráticamente conver 

gente. 

r 
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3.3.6 PROGRAMA 7 

J RE') P ~ ;) G R A I'! A D ~ . ? U N T /) F I J O PAR ~ V A'" r A S V A R r A S L E S 
) D!~ xrSeJ,YCS91 
, ~E~ FHA(X):9.?*SIH(X) 

DEF FNB(Y)=8.2*COS(Y) 
DE; FHC(X)=0.7*COS(X) 
DEf FND(Y>=-e.2 ~ SIN (Y~ 

X( 1 1=9 
J H' 1=6 
~ ?RIHT "ITERt=lCIO~ES", " METODO·,"PUNTO Fl.JO" 
~t) r=l 
la X( r+l J=FtirHXt IJ )+FHB('t'( 11) 
)f) 'HI+ll=FHC( ){tI3H FNIH,«(IJ) 

98. 

nI Ir (¡:¡SS<X(Il-FNACX(l])-FttS(YCIpnABSC'(C!l-FNC(XCIl)-FHDeYCIJ»)) THEN 161=) 
HJ I~ ( ABS(YtIl-FNC(XtIJ)-FND (y(I liH1E-El9> THEtt l~e 

59 GOTO ti'9 
>9 IF (AESeX r Il-FHAcxrr 1)-FNB(Y(! DHIE-f:i9i THEN 1913 
~e 1=1+1 
HJ GOTO 119 
;13 FOR R=l TO 1 
Je PRIHT R-I,XtRl,Y[ R l 
l a NEX T R 
~e STOP 
;13 END 

N xCI) 

' ERAC ONES "E TODO 
e 
9.2 
13. '": 92036969 
a.:;7127'1'378 
a.42292~624 

13.4582<J7142 
9.4817'39537 
9 .4'37334437 
9.5e753e5~6 

9.514199422 
13.51&525448 

1 9.521341216 
9.5231674'4 
e.52435ae8~ 

0.52511"'224 
8.5256132'9 
8 . 525334313 
8.~26142a3S 

O.~26276426 

9.5263~3364 

9.526419684 
1 8.526455985 

13.526479518 
9 .. 526494748 

4 9 . 526594587 
.j 9.526518956 

8.526515876-
9.526517741 

Y(r) 

PUrtTO F 1 J Q 

e 
13.7 
8.'55729 .'; 067 
8.51:)4598791 
9.545213'1236 
a.53459¡9S'3 
8.525867181 
9.51'924026-
9.5l.5837326 
9.513119468 
e .511395923 
9.5113122325 
a . 5e~34~5e3 

8.588846776-
9.598529282 
9.588398568 
8.5138171461 
9.5eS9825B4 
a.5fJ8fJ258~4 

13 . 5137 9 $7832 
8.51379;3821 
13 . 5137948248 
9 .5B7 ~3S173 

9.537931656-
9.59 7927441 
8 . 587924714 
9.5137922958 
O.507921S0C3 
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28 0 .5215519465 8.587921871 
2t~ 13 526529589 e.5037':'-2135':1t3 
38 8 . 526521391 8.587928285 
31 e 526521767 13.5979291385 
32 9.526522963 e 587':.\1~:JSG 
7'" -J .)- 0.5265222&4 8.:587913872 
34 8 .526 5223·~1 0 .58 (,919B18 
3 5 8.526522472 e.59791?783 
36 8.526522525 8.587919768 - .. .:: ~ O.5 2652 255<J a.587919746 
3e a.52652258l 9.587919736 
7.9 9. 526522536 8.513731~730 

49 13.526522695 9 . 5137919726 
4< ¡ 8 . 526522611 8 . 5137919724-
4 2 0.526522615 8.58791972 2 
43 El.S 2~522617 a.S07~1~721 
4.¡ 8.52~522t;19 8.587919728 
45 0.526522152 8.587919720 



PROGRAMA 7 100 . 

EXPLICACION D= VARIABLES 

X(SO) = Jimensión de la sucesión para X( 1). 

Y(50) = ~imeT'sión de la sucesión para yO ) . 

? NA(X) = Definición de la función i-terativa en X. 

FNB(Y) = Definjción de 12 función iterat iva en Y. 

FNC(X) = DefiTlición de la furción iterativa en X. 

FND( Y) = Definició!l. de la. función iterativa en Y. 

X( 1), 1(1) = Valores Iniciales. 

I,R ::. Contadc""cs 
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3.3.8 PROGRAMA 8 

RE~ S0LUCIOH DE UN SISTEMA DE ECUACIONES POR NE~TON RAP HS ON 
n • 
;} l 

" ... -_ c.. 

:.;[ "58 J, 'fe 58 ] 
FNXeX)=X-O . 7*SINeX) 
FW!( y ~::-9. 2~'COS( y) 

FN~(X'=-9.7*SOS(X) 

FH~(Y)=Y+8.2~SIN{Y) 

F''l':{:1, )::::1-8. "(*-C:)$( X) 
F¡~C< '( ):::13.2 *3!!H 'i;' 

':: '¡' ~ 1 J""; 
~: ?7'I NT t' N",tr ;"\ ( r ) 
,',,\ .,. -" 
,~, _ - l. 

:""' !:' ;: rNT" 8",:<[1],';'[lJ 

" " I 

S í) ::: ( FN':( :f,[ 1] )*FNF( H I ] ~ ;,-< F1HH n! J )*!="NE( XC! ];,) 

102. 

8 E 0: ': ( - <: F N :.; ( :< [ r J )+ ¡:- N Y ( ",' ~ r J ) ;. ~ F N F <: YC 1 J ;, H ( ( F N U ( X [ 1 J ; + F N V ( Yf. r J : > lj: F N D ( 'r'[ r J ) );, :: 
!J F = ': F N r: ( X [ r J ;. * ( - ( F N U ( X t r ] ;, + F N Ir' ( Y [ I J ) ) ;. + F N E ( X [ r 1 ) >1: < F N X ( :< [ 1 J ;, + F N Y ( Y [ 1 J ;, ; :o ,/ :: 

C' :<~! +: j=X( r J+E 
8 y= r +1 ::: '"f[ r J+F 
;':1 Q:;' fNT 1, :<[ I -q j, >·'[ !·H] 
!J re (~2S(P'¡:f,(X[I]HFNY(nr]»>A8S(FNU(:<[rl;'+FN'U,¡,[I]:)) THEN 250 
'J 1 C" (A 8 3 ( F N U ( ~~ ( 1 J H F N V ( 'f [ 1 ] ) :> -( 1 E - 8 ';;\:. T H E N 2 8 8 
1) G'::TiJ 2;0 
lJ ~~. (Ac.S( F!'O:<:<r I n"FN'(( '([ r];. Hl E-O'n THEN 288 
1) :-1+1 
,"" ..l ": ro ~6 0 

13 S:OP 
'_ t:::!!) 

11 
0.f.66t;G66G7 
8.536239 '%4 
!). 52f,5t;1'~98 

O.52G522623 
8 . 526522622 

\' ( r ;. 
e 
0.583333333 
8. ~HJ884 '~ 68c 

0 .5137931938 
8.587'H~719 

8.5;37919719 
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EXPLICACION DE VARIABLES 

X(50), yeSO) 

DEF FNI(X) 

Y(l), X(1) 

E, F 

1 

= 

= 

= 
= 

= 

Dimensi6n de cGda una de las sucesiones. 

Definici6n de funciones ya sean iterativ1S 
o derivadas. 
Valores iniciAl~s. 

Incrementos para las sucesiones 

Contador . 



CAPITULO IV 

EL METODO DE BERNOULLI 
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4.0 INTRODUCCION 

4.0 .1 Objetivos Específicos 

:) G~neralizar el estudio de la resolución de Ecuaciones . Con la utili~a 

ción del método de Bernoulli aplic~do a polinomios, logramos dar un2 -

visión más general y total a la solución de ecuaciones . 

2) Lograr un método que pueda utilizarse para los casos que por no cum -

plir las hipótesis requeridas no han podido ser estudiados en los meto 

dos anteriores. 

3) Objetivo específico del método de Bernoulli es el de dar una aproxima

ción inici~l al valor de la raíz dominante (de mayor módulo) . Sirve

adecuadamente como método para aislar raíces. 

4 .0.2 Justificación Programática 

Al estudiar este método hemos querido dar unas razones sobre la 

inclusión de este método que se apar'"a del esquema lle'-:J.do durant e todo e.' 

trabaj o. 

En primer lugar creemos que este método complementa los anterio~ 

mente vistos para la solución de las ecuaciones. Nos presenta una solu -

ción de las ecuaciones polinómicas en general . 

Queda plenamente justificado en nuestro trabajo su estudio por -

ser un método enteramente iterativo y con mucha similitud en su forma de -

desarrollarse a los métodos de resolución de los capítulos anteriores; con 

una rapidez de convergencia adecuada, asequible de poderse acelerar, etc . 

Al llegar al capítulo final de este trabajo hemos ~pnsado que el 
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estudio de este método si!"'ve para dar una visión más completa de "los mé-

todos iterativos para l;:¡ solución de las ecuaciones". 

4.1 ECUACIONES DE DIFERENCIA 

En el Capítulo 11 cuando estudiábamos el Método de Aitken que -

permitía una mejor aceleración de la convergencia vimos el operador de di 

ferencias "6" que falicitaba la expresión del Algoritmo de Aitken. 

Nuestro propósito ahora es el de hacer un estudio somero de las 

ecuaciones de diferencia que cstán basadas en las diferencias finitas, p~ 

ra una posterior aplicación en el Método de Bernoulli. 

4.1.1 Definición de Diferencias Finitas 

"Son las relaciones que existen entre los valores asumidos por 

una función, cuando la variable independiente toma valores en progresión 

aritmética ll
• 

Sea: U: D c R -+ R, una ftmción( ~':) . 

Cuando x --r (x + 6x) 

entonces y(x) -+ y (x + 6x). 

Primera diferencia : 6U = U - U x x+l x 

2 
t.( 6U ) Segunda diferencia : 6. U = = U 2U + U 

x x x+2 x+l x 

6
S S;-l 

) Y recursivamente: U = 6(t:.~ U S = 1,2, .... 
x x 

(*) NOTA: D: dominio de e10rn0ntoG discretos. 
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LL.1. 2 ProDiedades • 

a) /:;c = c - c = O, c una constante. 

b) /:;px = O si p es una función periódica de período lo 

n 
c) fj (c U ± k V ) = c /:;n U ± k /:;n V k, c constantes. x x x x 

4 . 1 . 3 Definición de Ecuación de Diferencia 

"Son ecuaciones que expresan la relación entre la variable inde 

pendiente y diferencias sucesivas de una variable dependiente". 

Ejemplo : /:;3 U 
x + 

4.1 . 4 Orden de Una Ecuación 

2 /:; U + U 
x x = O 

"El orden de una ecuación de diferencia viene dado por la mayor 

diferencia presente en la ecuación" . 

3 
ecuación El ejemplo /:; U + 2 /:; U + U = O es una de 

x x x 

diferencia de orden 3. 

Sl en el ejemplo /:;3U + 2 /:; U + U = O operamos las di -
x x x 

ferencias, la ecuación se simplifica a U = O. 
x+2 

Esto nos muestra que la notación de diferencias muchas veces os 

curese la información. Por ello generalmente, se escriben de manera di -

recta en términos de valores de U . 
x 

Ejemplo: U + a U + 
x+n l, n x+n-l + 

donde a 
k ,n 

y b 
n 

son sucesiones dadas. 

a U 
N,n x+ N·n 

= b 
n 

k = 1,2, .... , N. 

En nuestro estudio adoptamos una notación simple para un manejo mas fácil 



de los términos, así: (para el ejemplo anterior ) 

x 
n 

+ a x 
1 n -l 

+ + a x 
n-N 
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= o 

son los coeficientes dados y {x } 
n 

la sucesión solución a determinar. 

4,1 .5 Solución de Ecuaciones de Diferencia Homogéneas 

Sea x + a x + .... + a x = O. n 1 n-l N n-N 

Asociamos a esta ecuación un polinomio del mismo orden; al cual 

le daremos el nombre de polinomio característico pez): 

pez) = 
n 

z + + .. •. + 

Los ceros o raíces de pez) serán Zl' 2 2 , ....• 2 N. Según las di 

ferentes clases de r aíces que obtengamos en pez) = O, obtenemos los si --

guientes casos . 

1) Si z1 t z2 + .... t zk' es decir si los ceros o raíces son diferentes. 

las sucesiones solución s on las siguientes: 

n 
{z }, 

3 

2) Si existen en pez) ceros de multiplicidad k. Por Ej., para k=2 la sol~ 

ción de la ecuación de diferencia viene dada por la combinación li --

neal de: 

3) Si existen en pez) ceros comp ejos: la sucesión solución de la ecua -

cción de diferencia viene dada por la combilación lineal de : 
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La solución general de la ecuación de diferencia es la combina -

ción lineal de las sucesio es solución ncontradas anteriormente. Podría 

representarse como: 

x 
n = + + ••.. + 

donde {x(k)'J tI' l'~ d d 1 represen a as suceSlones so UClon para ca a uno e os ca -
n 

sos anteriores, así: 

1) 
k n Caso {x } = {zk} para k = 1 , 2, .... , N 
n 

2) {xk } {n k k Caso = zl} para k = 0, ...... , N 
TI 

Caso 3) {x(l)} {zn} , { (2-), en, = x j = 2
1

) 
n 1 n 

donde zk es cero o solución del polinomio característico pez) . 

4 . 1 . 6 Ejemplo 1Q 

Múestrese que la solución general de la ecuación de diferencia 

x 
n + 

resentarse 

A = - 2r 

Prueba: 

+ 

como x 

cos <j¡ 

y. 

B x 
n-2-

= n 

y 

+ A 

2 
= o con A - 4B < O, A Y B reales; puede re-

rn(k cos nq, + k sen n<j¡), donde 
1 2 

2 
= r . 

x + B x = O 
n n-l n-2 

su polinomio característico viene dado por 

2 
Z + A z + B = O 

Solución : 

A 
.J.. ~ Z = ,., - 4 L 
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2 
por hipótes i s A - 4B < O; entonces las solucio,es complejas y conjugada~ 

son así : 

La 

La solución 

x :: 
n 

x :: 
n 

Si c
l 

+ c
2 

x :: 

n 

x :: 
n 

r :: 

·2 
r :: 

z 
1 

:: 

:: 

A 
"2 + i 

:: 
A 
2 

representación en forma 

zl :: r(cos <ji + ~ 

'~ l 
:: r(cos <j¡ + i 

general de la ecuación: 

n 
c

1 
(r ( cos n<p + i sen 

n n<jJ(c + c
2

) r cos + 
1 

:: k
1 

y iC c , c
2

) 
.:. 

i vCB - A 
2 

2 

polar de z 
1 

sen<j¡) 

sen <1» 

y z1 será: 

ncp) ) n 
..1.. c

2 
C::.~ C cos n <1> 

n 
sen n<l>(i)(c

1 
c

2
) r -

:: k
2 

entonces : 

k 
n 

<P k
2 

n 
sen nq:. r cos + r 

1 

n Ck r 1 cos n <P + k2 sen n <1» l.q.q.d. 

): + 
2 

I Z11 B 
A lB :: - - :: 
4 

B y 

i 

A cos <j¡ :: r 
2 

A :: - 2 r cos q, donde r es real. 

Sen n<l») 
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4,,2 EL NETODJ Ds BE.R)TOULU 

4 . 2,1 ~eneralidades 

Nu"'s''::ro objetives eTJcontri3.r los C0ros o ra,íces de un pelinori0 

P(;:;} . "Para la resolución de es-';:", problema nes valdremes del método de 

Pernoulli; que consiste er; asoci·> r a pez) una ecuación de diferencia. pare:: 

l~ cual pez) es el po:inomio caracte~istico, 

Iterando entonces la ecuación de diferencias~ obtendremos fácil-

mente1:J. información sobre 103 ceros de pez) . 

A. Dehnición : "Ce o caminante de un polinomiol! 

"Es uno de los ceros del polinomio, tal que su módulo mayo iza -

al módulo de los restantes ceros del polinomio!! . Es decir z1' z2' . . .. , zN 

ceros de P(z) y Iz
1
1 > IZ,<:I pa:"a k = ;;,3 ~ .. • , ., N. Ento71ces el cero domi 

nante es 2 1 , 

B. Descripción del Algoritmo 

= + 
N- l + •.. , + a , ;d Dolínomio al CUé', 

TI 

queremos enco~trar las raíces; le asociamos una ecuación de diferencia tal 

que pez) sea su polinomio característico; 

+ a x .;-
1 n 

+ a x 
n n-N+l 

Escogemos los valores arbitrarios xo · xl' 

= 

mas la sucesión {x }. 'Jor '::".'1 r~lación de recurrencia: n .• 

a x + r- -;: 

1 "1 -"2 ' n-' + + 
= 

2 
O 

luego podemos formular la suc<"'sión de cocientes : 

o 

x N" y genera -
- ! T..;. 



::: 

x 
n+l 

~11. 

n ::: 0,1.2 , 

?i3!'.J. U"'1 valor de r: 2prc:'piado, qn llega ."1. qer un punto fij o. t"'-r 

min.:::ndo pard <.'!_lo l a i-;:cracií"r; es valores . 

C. Al;;oritno de Br:r'1oulli 

Iniciación: Car 

Calculo; ::: 

la succ<!ién 

va: res iniciales x x . .. . .. x N . . O' 1 - ,+1 

+ 

:: 

x 
n+l 

+ + a x 
n n- N+l 

TI = 0,1,2, .. .. 

?ru'2ba : e I < G, entonces termina la iteración. 
.~ 

4. 2 . 2 Solución de Zcu·2.cio!l.es 

sos: 

Considc:remos el polinomio p(z) de grado N: 

:: a 
JII- ! 

z + .... 

COel re:::;pecto a :L03 ceros de P( z) I'odemos o~te .er d i stintos ca -

p~::;) cienr:' ~¡ ceros 1":::a1e::; distintos. 

pez) tiene ceros de multiplicidad mayor de 1. 

- F(z) tiene ceros complejos. 

Co. side:remos i n ici,:::.::'nv:;'1tc el caso de un cero dominante único . 

A. Cero dominan"::", úr:ico 

Si P(~ ) tie~e K ~e~os ~eale3 distiltos, en~onces existe z1 tal 
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c:ue Iz11 > Izkl, k = 2 , .... , N. zl es cero dominante único de ?(zJ. --

Si a ?(z) 1'2 asociamos la. ecu2ción de diferencia: 

+ + + aN x N n- = o donde pez) es su 

polinomio característico, entonces {x } es la sucesión solución que ven -
n 

(IrÉ representada de la siguiente forma : 

x 
n 

por ser zl' 

= 
n 

c . Z 
.l 

+ 
N 

\....'" Z"" L L + + 

ceros distintos de pez). 

n z 
N 

y si les valores iniciales escogidos para encontrar {x } de la 
n 

ecuaclon difere. cial, son tales que. el t O (el es el coeficiente que aco~ 

paña al cero dominante) enton-:es x -l. O n j 
para n = 1,2, En efecto, 

T! n n 
x = c z. + c..., z + -1- c N zN n 1 1 .(.. 2 

Y z es cero dominante, es decir si 
1 

1 z 1 1 > 1 Zk I para k = 2,3, . . .. , N entonces zl + O. 

T~orema le Convergencia 

Si p(z) = + . . .. + ~ tiene un cero dominante único~ 

y si los valores iniciales son tales que c
l 

~ 0, entonces la sucesión co

c iente {q} n = 0,1,2, .... , converge al cero domina.nte de p(z). 
n 

Prueba: 

Consideremos ahora la razón de dos valores consecutivos de la. -

sucesión solución de la ecuación de diferencia 

:1.+1 n+l +1 
x el 

? + c
2 z~ + + c

N ZN n+l '~ l L 

= 
X n n . 

n ro Z. + ("2 2
2 + + eN zN ~l 1. 



113. 

Como por hipótesis c
l f O tenemos qua 

C2 [:2)"' ,., 

[:~r " 
-N 

.1. + + + 
X el l-'"l c l 
r+1 = z 
x 1 

[::f [::r n c 2 eN 
1 +- + .... .. .. + c

l 
ro 
-1 

Como IZ 1 i 
I I 

> I zk! k = 2, •••• , N 

en"':onces 

Cuando n -)- .- para k = 2 . ....... :"1 N, uego la fracción que multi-

plica a zl -tiende él. 
~ 

V ...L., 

X 
n+l Lím = zl x n -r';'(' n 

Rapidez de Convergenc ' a 

Cansid remos e 
n = y analicemos la forma como el error 

e tiende a cero, baj las hipótesis del tec' ~ema de convergencia. 
n 

Como la cODsidE:ración para los ce os de P(z.) es que sean ceros 

disti!Los y reales, se tiene entonces, que el cero que sigue al dominante 

ep- su módulo es ú ice. represeptado por z2 en ~a 

de la ecuación de diferencia 

ucesión solución {x } -
'1 

Tomemos valor~s iniciales t.q. c t O, bajo estas hipótesis 
2 

x 1 - 2 1 x n+ n = 



e 
n 

e 
n 

= 

C (z 
2 2 .. 

n - Zl)Z2. + 
n 

c
l Zl + 

podemos escribirlo en la forma: e 
n 

A = y 

1 + 
c 3 (Z3 - Zl) rZ3

) n + 
C2 (Z2 Zl) \'Z2 

1 + 9 = 

+ 

+ 

h 

. '" .. . + 

n c2 [zf . [:~r 1 + 
c

N - - .,.. ....... + 
c l zl c

1 

por hipótesis I z
2 1 > jZk l 

cuando n --+ ~ luego Lím 
n + <X> 

entonces e + O 
n 

k = ..., 
v, .... , 

(1+8)-:1 
n 

(a:) 

consideremos la razón: 

= 

e 1 + º n+l h 
n + l = e 1 + º n n 

e 
n+l Lím = h Y e n-+ oo n 

N 

+ e 
n 

CN(ZN .-

c 2 (Z2 -

Y z" 
<-

;:'1) 

z ) 
1 

es 

y Lím 
n +00 

( 8) 

.... -' ...... 
L 

h = 
2.

1 

[~n~n 
Z2) 

único; 

o = O 
n 

114. 
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I? '\, h e 
n+l n 

(z ] 
ó (> 'V l z: en n+l 

luego la r2.picez de convergencia GS lineal. 

Aceleraci(\l. de Convergencia 

La sucesión {q }del algoritmo de Bernoulli tiene una convergen
""TI 

cía ~2.neal. Corr.probaremos que esta sucesión cumple las hipótesis del Coro 

lario 1° del ~eorema de aceleración de convergencia de Aitken. 

con 10: 
n 

En efecto por (~) tenemos que e 4 0, por (s) 
n 

+ G 

= h n+l 
1 + 9 

donde 
e 
n+l = h(1 + E: ) 

C' 
TI 

8 
n+1 
1 + 

- G 
n 

n 

-r O cuando n -r 00 

e n 
n 

y h = < 1. 

Comprobadas las h;pótesis anteriores, tenemos ent onces que l a -

sucesión {~]- derivada e la sucesión {~J por medio de la fórmula de 

liitken 

q ' = 
(6~) 

2 
Ó 

L 

converge más rápidamente al cero dominante zl que l a sucesión {~}. 

B. Ce~os de ~ultiplicidad mayor a uno 

En nuestro est~dio hemos considerado hasta ahora el caso de ce 

ros de mult~p~~icidad igu-3l a 1 . Vere 10:::· ahora , los que poseen una multi-

plicidad mayor a 1 . 



Por efectos de estudio podemos ca sid'?rar dos '='3.8 0 ::::: 

a) Si el polinomio pez;) tiene ceros no dorniPant~s rr::petidos. 

b) Si el polinomio p( z) tiene el cero dominant e .rep'?~: '.0.0. 

Caso a) Ceros no dominantes repetidos 

Para este caso, en que los ceros repetidos son los ceros J'V -:10-

minan tes , tenemos aún la hipótesis de que el cero dominante es 0.n5.cC' . 8S 

decir que : 

para k = 2, . . . . , n . 

La solución general de la ecuación de ri.if~r€Dcia por 

ros 

y 

de 

q 
n 

mu.ltiplicidad 

= x 
n 

m, contiene términos de 

Cm-l) 
contiene términos n 

(m-l) 
la fOrl,a : n 

tenor es 

n 
~k 

por ser el cero don¡ina~tc único, ·::"'nr-:rnos 

que 

Entonces también 

(m- 1 ) 
n 

cuando n -+ ca 

( ~n 
¡zk\ 

lz J \ 1 

-+- 0 cu.ando n -+ <>J 

para cualquier valor fijo de m. 

Luego para este caso la sucesión {~} 

una sucesión convergente al cero dominante . 

TI = 0,1,2 

-
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Caso b) El polinomio pez) tiene el cero dominante repetido 

Si el polinomio pez) tiene el cero dominante repetido, es de -

Clr, ~l cero dominante tiene multiplicidad mayor a 1~ supongamos de mul-

tiplicidad 2. Entonces la solución general de la ecuación de diferencia 

vendría dada por: 

x 
D 

= n 
c n z + + 

1 1 

donde zl es el cero dominante (Izkl < IZ
1 
I 

suposición de que e f O. 
1 

= 

= 

x 
n+l 
x 

n 
= 

n+l ( z e 
1 l(n+l) 

+ C ) 
2 

c,) 
¿ 

+ 

+ 

dividiendo entre zD+l(c (n+ 1 ) + c2) nos queda: 
1 1 

= 

= 

1 + 

z Ce (n+ 1 ) + c
2

) 
1 1 

c (n+l) + c 
1 2 

+ 

k = 3, . . .. , n) y COD la -

+ 

+ 

G:r + • • • .J 

+ 

+ 



~ 

Como 

= z 1 
[c (n+!) 

1 cI(n) 

c1(n+l ) + c 2 
c

l 
(n) + c

2 

1+ 

c 2] 
+ 

+ c
2 

1 + 

= 
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c 3 f:2r+
1 

c (n+1) T + c 2 \,zl 1 un 
c~ 

[Z3 In J 

c
l 
(n) + c 2 z¡J + 

cuando n + ro es claro 

que {~} + zl pero con una velocidad mucho más lenta que en los casos a~ 

(Zkf 
teriores, ya que la convergencia no sólo depende de l~J 

riores) sino también del factor l/n. 

Problema: 

(casos ante -

"Diséñese un esquema de aceleración análogo al de Aitken para -

el caso de un cero dominante únicb de multiplicidad 2!l . 

Desarrollo: 

"De la ecuación (S), despreciando el segundo factor, tenemos: 

haciendo c = obtenemos que el -

error n-esimo 

e = q - Z 
n n 1 

::: 

::: 
zl 

de donde y e n+l (n+l) + c 
, 

(n+c) 
zl zl 

1 + 1 = - + e e 
n+l n 



== e (z + e ) 
n+ l 1 n 

== (q - z ).z 
"'!l 1 1 

(q - z )q 
"'nt 1 1 "'n 

= 

de donde + == o 

z == ~±/~ (q 
- ~+l 

) 
1 -n 

por lo t anto 

{~} = ~ ± I~ (~ - qn+l 
) 

con o < q < q n+l n' 

ó 

< 

Elección de Vectores Iniciales 

Si los valores iniciales se escogen 

X_N+1 = X_N+2 = == x -1 == o· 

la condición del método de Bernoulli que c l t O se satisface. 

119. 

Consideremos ahora la solución general de la ecuación de dife -

rencia asociada a un polinomio de grado 2. 



= 1 y 

x = n 

= O 

Aplicando Cramer 

C = 
1 

1 1 

con ~ = = 
1/z

1 
1/z2 

donde 

Como zl + O y 

obtenemos el sistema 

= z - z 
1 2 

= 
1/~ 
- "'2 
-!::,-

entonces C l + O. 
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Consideremos la solución de la ecuación de diferencia asociada 

a un polinomio de grado 3. 

para x = 1, 
O 

x 
n 

x_
1 = 

f1 
<o 

lo 

= 

O, 

= 

= 

= 

+ + 

x_2 = O obtenemos el sistema: 

c l + c 2 + c 3 

cl/z1 + c2/z2 + C/Z 3 

2 
C/Z l + 2 C2/Z 2 + 2 

C/Z 3 
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1 1 1 
y 

1 
O 1/z2 1/z

31 C
l 

:: 
f1 

O 1/z
2 l/Z~1 2 

1 1 1 

Con f1 :: 1/Z
1 

1/z2 1/z3 

l/Z~ 1/z2 
2 

1/z2 
3 

Este determinante es llamado de "Vandermonde" cuya solución vie 

ne dada por el producto de las diferencias posibles entre los términos di 

fel'entes de la segunda fila. 

Esta representado por: 

De 

rr 
i>j 

esta forma obtenemos que: 

Ó [z12 - ;1) f-'- - -,-] [ 1 1 ) :: 

l z3 z1 z3 z2 

z1 - z2 z - z z2 - Z3 1 3 
6 :: 

zl . z2 z z3 z2 z3 1 

(zl - z)(z - z)(z - z ) 
Ó 

2 1 3 2 3 = 2 
(z z z3) 

1 2 



c = 1 

= 

c + o. 
1 

Para el valor de: 

1 1 1 
, 
/ 

1 _11 O = z.., Z3 L 

O 
1 1 

-y-- - 2-

z2 z3 

1 1 ~ 
.J. 

1 
1!z2 1/z3 O = /j 

O l/z 
2 

l/z 
2 

2 3 

( - z )(z - ). 
Zl 2 1 Z3 

1 1 
2 2 

Z Z Z2 2 3 

(z Z z ) 
1 2 3 

(z 
1 

- z )(z -
2 1 

= 
Z3 

2 

z )(z 
3 2 

y 

z2 - z 
3 

2: 
(Z2 Z3) 

- z ) 
3 

z t O 
1 

122 . 

(z2 - z3) 

(z 
2 

Z3) 
2 

de donde: 

Consideremos la solución je la ecuación de l iferencia ssociada 

a un polinomio de grado N. 

n n n n 
x = c l z1 + e 2 z2 + c

3 23 + .t- cN ZN n 

con X _ N+l = x_N+2 = = x = 0, xo = 1 -1 

se obtendrá el sistema 

r: 
= c + c2 + .... + c

N 1 

c c cN = _1 + -2 + + 
< . z l z2 ZN 

l~ c
l 

c
2 

CN = + + . ... + N-1 N-l N-l 
Z1 2

2 
Z 

N 
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Sistema cuya solución para C
l 

se puede inferir por la naturaleza 

de los determin~~tes que siempre son similares: 

= 
N-l z 
1 

- z )(z 
3 1 

y 

- z ) 
l¡ 

Zl * 0, se sigue que c l f O. 

Caso Particular: "Un polinomio de segundo grado con ceros conjugados" 

"Consideremos ahora la solución general de la ecuación de dife-

rencia asociada a un polinomio de grado 2 y con ceros complejos conjugados". 

para Xo = 1 Y 

11 = 
< 

lo = 

x 

x 
n 

-1 

c
l 

e 
1 

+ 

-+ 
C 

2 

aplicando la regla de 

1 J O c
l = 

I 1 1 

I 
11 / Z1 1íZ""1 

c l f O 

= + 

= O obtenemos el sistema 

c 2 

c
2 

zl 

Cramer 

1/z 
1 z 

+ 1 = 
zl - z z - z 1 

1 1 

por lo tanto 

z z 
1 1 
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1 1 
1 

O 1/z z1 Z 
1 1 

~ 
C = - ---- = por lo tanto 

2 
, 

1 1 z - z z - zl 1 1 1 

1/z
1 

1/z
1 zl zl 

c 2 = c
l i O. 

C) Dos Complejos conjugados como ceros dominantes 

Para completar nuestro estudio, falta considerar cuando pez) de 

coeficientes reales, tiene como ceros dominantes un par de complejos con-

jugados: 

= Zl ' de multiplicidad 1. 

Sin perder generalidad, podemos asumir que los ceros no dominan 

tes tiener multiplicidad 1. EstOE ceros cumplen la lesigualdad: 

IZkl < Iz11 para k = 3, 4, .... , N. 

Si tomamos las mismas consideraciones anteriores para los valo 

res iniciales de la sucesión {x} la sucesión solución toma la forma: 
n ' 

x = n + + + + 

(~':) Nota: Ver el caso particular an"terior. 

= r e 

c y zl' números complejos, al representarlos en forma polar: 
1 

icJ> 
y c = con r = 1 z 1, 

1 
r > O y a > O. 
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Supongamos que ~1 es ur- cero situado en el semiplano superior. 

es decir: O < ~ < TI 

La sucesión solución 

x 
n = io TI incf> -iQ n -in<P n 

a e r e + a e r e + c 3 z3 

+ + 

n n 

+ 

x = a r (eiCn<j>to) + e - i(n</>+o)) + c
3 z3 + ... . 

E: n = 

n 

x 
n 

x 
n 

Luego f: ---+ O 
n 

= 

= 

2 a 
n cos(nq,+o) r + c 

3 

2 a r
n 

[cos (ncp+o) + E: ] 
n 

+ 

cuando TI ~ oo. 

n n 
z.., + ..... . + cN zN 

.:> 

donde I z: I < 1. 

n 
+ c

N zN 
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Nues-cro objeLo es r>n('cr¡~Y'3.r los valores de r y <t> en la sucesión 

SOlllC':Ór.; p2r'a '2Sto supongamos Sn = O tenernos entonces 

-:: 
TI 

n 
Sier¡do esta la represent~cién de c

l 
zl 

-n 
y de el ~l ' en form2 

pola.'" tenemos que es solución de la ecuación de diferencia 

>~ fAx +Bx =0 
n n-l n - 2 

Por 

los 

con 

el ejemplo (1) tenemos: 

Para enconTrar los 

x + A x + n n-~ 

< 

l xn+1 
+ A x + n 

resolvemos por la Y'cglé' 

A = 
E 

n 
D 

n 

' x ;.~ 
n n-2 

E -:: 
n 

x :-: 
n+l n-l 

Veamos como D 

* 
O 

D 
n 

TI 

= 
2 2n-2 2 = 4 a r sen~. 

B = 
2 

r 

val_res de 

:s x = n-2 

B x = 
n-l 

de Crrtmer 

B = 

y 

Como O < ~" < 1T, entonces D + O. 
TI 

y 

y 

A y 

O 

O 

D 
n+ l 

D 

D 
n 

n 

A 

B 

= 

= - 2r cos 4' . 

de 

x x 
n-l n-2 

x :---: 
n-l n 



y los valores de r y $ vendrán dados por: 

r = 

cos <t> = 

~ I"n+! D ' 
TI 

A 
2r = 

E 
D 

2/n . D 
n n+l 

pero esto resuelve el problema, siempre que e: = o. 
n 

Si {x } es una solución donde E i O tenemos: 
n n 

x = 2 a r
n 

[cos (n$+ú) + e: ] 
n n 

x x 
'1-1 n-2 

D = = x 
2 

x x 
n n-l n n-2 

¡Xn x n'-l 

x 
Xn- 2 ! TI 

E = = x x x n n n-l n+l 
x n+l x 

n-l 

De donde 

127 . 

x 
n- 2 

n = r 2 2n-2 2 ) 
1.4 a r (eos (n-1)<P+ó) - cos((n-2)+ó).cos(n<t>+ó 

= 

n 

+ e cos((n-1)~+ó) + 
n-l 

2 
E: 
n- l 

"a2 2n - 2[ 2 ~ r en rj¡ 

cos( (n -,2)<jl+O)E: 
n 

+ 

E: E: + 
n n-2 

/] 
n-l 



y E 
n = 2 2n- 1 

2 a r ( cos ~ - 80S ?) + 
2 

4 a 2n-1 
r 
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[cos (n<l>+6)E + cos C(n-l)~+8)E 
n-l n 

cos (Cn+l)q, +8 ). 

... + E E ] 
n+l n+2 

Como E -r O cuando n -r <'> y transformando los cosenos a la for
n 

ma exponencial tenemos: 

Lím 
n-+'" 

Lím 
n -+ 00 

Al¡::;oritmo: 

S." {x } n 

a o x 
n 

se calculan 

D 
n 

E 
n 

2 D 
n 

D n+l 
D n 

es 

+ a 

x 

= 
x 

::: 

= 

= 

la 

x 
1 

n-l 

n 

r (cos <1> - cos 3.) 
2 

1+ sen <1> 

r(4 
2 

<1> ) cos <P sen 
2 

1+ sen <1> 

4 
2 r 2 2 a = r 

2 
4 a 

sucesión se lución de 

+ + a x 
n-l n 

x 
n-2

1 
E 

n 
xn_ 1 I 

obtiene ~~a sucesión de cocientes 
D 
n+l 
D 

y 
n 

= 
3 r( cos <1> - 4 cos <1> r 3 cos<p) 

2 
4 sen <p 

::: r cos <1> 

la ecuac~ón de diferenci a 

::: 0, 
n-N 

x x 
n n- 2 

= Y se 
x n+l 

x 
n- l I 

E 
n 

2 D 
n 

los cuales convergen a 

2 r y r cos ~ respectivamente obteniéndose de estos 2 valores el valor 

de 2 1 , la raíz compleja de pez). 
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\DIM~La:/ J ~ú) ,«(') ,A[l) 

CA~~" Lb'" ~ lj 
DE.:::-IN\<'11 

t><c. ~A. 
J'" J t-1 I 

fUNCION / 

_.¡-~ 

1-:.:1 To~ k=-1 , J-4 

I 

I :!M?:E¡;."" 
'K , ~ (1<.. \ \¡le;::.) 1:. \"\PR:t:.S\Ol\.l 

I A(+<') bf.: TIIUl..OS 

'-----"'"'11 'PRüXl ""1 e k 
\... ./ 

4.2.3 METOt:>O e,. ... ~ÑOu1..).,.\ 

v bc::.E..l..Ef2.A G \O.... t:>E. 
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~¿ r EH~ONTAR LA RArZ DDMIH~NTE DE LR ECUAGIOH XA4-5*XA3+9*XA2-7*X + 2~ X=? 

~E H METO DO DE BERHO ULLI y ACElER~C : 1N DE RITKEN 
'1 I ~!' X r 1 a e ], Q 1: 1 a a J, A [ 1 8 a 1 
r r.:. :PD Xt1 ],X(ZLX(31,X[4J 
~ DE F FNR (X)=X~4-5*X~3+'.XA 2 -7*X+ 2 

r -= . 
"3 <:'r.':I~T " !~","X{N)" ,· QOl)~,"AITKEN " 

t ~[ ~~ =5*X[4]-'*X[31+7*X[21-2*XCl J 
'j X C " +51= 5*X( 1+4 l-'H<XC 1 +3 l+7*XC I+2 3-2>1<:'-;( 1 +1 1 
o: ::H . +4J :=X[!+511X(1+4J 
2 '1 r~ A3SCFI'lAC!HI+4DHI E- 93 THEN 158 
:::,] I-=I+l 
4:3 ':;lH!J ~ a 

5 3 ·)=5 
6'3 AEJ )=9.CJ1-(fHJ+l1-!HJ)"2/(Q[J+2 i- 2*Q[J+lHQ(Jl) 
78 I~ ABSCFNACACJJ»{IE-ag !HEN 29 9 
S8 ·)=J+1 
'9 GGT O 160 

, 8S FSR K=l TO J-4 
: 18 PR!HT K,X[K+4J,Q[K+41,AE K +4J 
20 NEXT K 

~ za FOR L=J-4 ro 1-4 
4 0 PRrNT l,XCL+4l,Q[l+41 
'38 NEXT L 

:68 DATA 8,(3,8,1 
: ?O EH!) 

xoo 
1 5 
2 16 
-. 42 .:. 

4 ~9 

:5 219 
, 466 ? 

7 968 
8 1981 
'3 4917 
1 13 Slee 
1 1 16278 
12 32647 
13 65393 
14 138918 
15 261972 
16 524997 
1 7 1948365 
18 21396928 
19 4194858 
28 8388331 
~1 1677631::5 
22 33554Ul6 
~'T 
G. .,! 671a8~12 

24 13421734~ 

~5 26843::594'3 
"' ... o!.~ 536879476 
'" ... 1873741358 ~ ( 

Qon 
-:J " .,J.G. 

2,625 
2 . 3 5 7 1428 S? 
2.212121212 
2.127,8:5388 t 
2.9(' 72532 19 
2.84648,693 
2.82(('1;::;756 
2.9 1643131 72 
2 . a:n62~; 3e 

2.985599367 
2.8932 1622 2 
2.8e18348~ 

2 .ar,Hf:l388 lS 
2.aee5 S413 32 
2.899326275 
2.988 1812 35 
2.a88103 147 
2. 88eGS~H178 
2.898839 16 
2 .98~¡.HG451 
2 . 99aee834 
2.888;3(;,4843 
2.888692615 
2.913 8881 498 
2.0a9a 98 756 
2 .808988 4135 

AITKEN 
::: . 123 546512 
2 . 94999623 
2.01a~ 73572 

2.8812139935 
1 .398767872 
1 . ?-986498S5 
1 . ~9'H)49178 
1 .9 ·H427347 
l'99tJG81644 
1 .999831135 
1 .3999131392 
1.9999559~7 

1 . 9999779~9 

1 . 999989876 
1 .9999'H59S 
1 . 9'39997334 
1 .999998685 
1 .999'99352 
1 .99999368 
1.999999842 
1.39~9~9~22 

1 . ~9~~3~961 
1 . 99'9'33~c) 
1 . ~'39993~~ 
1.~3333~9'3S 

1 . ':>9~99S\9'38 
1 .~ 9~99':.''3'39 
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28 2147483151 2 . 989ge9217 1 . 99'3~999~9 
28 2147483151 2. .SS9IH192.17 
2'3 4294966767 2. .990808115 
3 9 8589934939 2.8geOeeeGl 
31 1.717~9E+1a 2.e Oaeeee33 
32 3.43S~7E:+18 2.. 09EHHHHl! 7 
33 6.S7!<;I5Etl8 2.e8ai39aee~ 

PROGRAMA 9 

COMENTARIO DE VARIABLES 

X(100) = Dimensión para la sucesión de iterandos. 

Q(100) = Dimensión para la sucesión de cocientes. 

A(100) = Dimensión para la sucesión de Aitken . 

I,J ,K ,L = Contadores 

FNACX) = Definición de la función 

xCI) = Valores Iniciales (I = 1, 2, 3, 4) 
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K+l 
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G)(\..) I A (1..) 
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.L 
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RE! ENCO NTRAR RAIZ DO"IHANTE CON MULTIPLICIDAD 2 PARA XA 4 -,xft3+axA2+~~ -' 
PE ~ ~E-OVO VE BERHOUlLr-~ITKEN-MODI~lC~OC 

() ! '1 X [ 2. El a J. Q t 1 e a L A [ 1 e a J , IH 1 e El 1 1 e ( 1 el:)) 

p~ & NT t N·,·Q(H)H,~~!TKEHU,uAITKEH-MOD~ 

~, ( ::- 1 = 6 • X ( 4 )- S ;)< X ( 3 3 - r; '1< X [ 2 1+ 9 JI<:H 1 J 
1 =' 
" C ~ +SJ=6!l<X(I.)o4J-gij:X[I+3 j-6*XC I+2J+<?*X( 1+1) 
p. r T +4 J=xr [+5)/:<[ I+4 J 
~_ F FHA(X)=Xft4-6.XA3+S*XA2.6~X-9 

AB~(F HA{Q(I+41»<lE-e2 THEN 146 
~ 1 + 1 

.J ""5 
At J J=Q[ ,j J-(!H J+ 1 j-Q.( J J )"'2/( Q( J+2 1-2 *Q( H 1 J+Q[.; J) 
IF ABS(FNACA(J])){IE-92 THE~ 199 
J=J+l 
GOTO 158 
K=5 
IF qrr-l*<Q[Kl-Q[K+lJ)(a THEH 358 
BC K ]=QC K J+SQReQ( K H( Q[ K ]-lH K+ 1 ]) :' 
C[ K J=Q[ K ] - So.IHQ[ K l :H Q( K )-Q( K+l J)) 

rF ASSCFHA( BC KJ> ( lE-82) THEH 279 
IF ASS<FNACC(KJ)(lE-32 ) THEN 319 
K=K+ l 
GI. TO 2ea 
FOR L=l TO 1(-4 
PPINT l ,Q(L+41 ,~[L+4J,erL+4J 

~tEX T l 
G TO 349 
FOR l'I=l TO K-4 
PDINT M,Q[M+4J,A[M~411C[M+4J 
NEX :1 
GCTO 378 
p~rNT ~NO SE PUEDE UTILIZAR RITKEK MQDIF!CADO« 
K=5 
FOR N=K-3 ro J-4 
PI:'IIH tL QOH4 J. Al N+4 J 
:..¡EXT N 
F¡JR 0=J -3 ro 1-5 
P¡;-IHT 0,12[0+41 
HEXT f) 

DATA $,9,9,1 
EHD 

QUO 
<t- -. G 6 €o 6 t; 6 t; 6 (' 
4.871428571 
3.79S245G14 
3.6364849138 
3.S2162S4-g,~ 

3.4443641~2 

3.3871388316 
3.342850587 

AiTKEN 
3.566518436 
.3.363~Z4213 

.3. 32e45Sb~,3 
3.25548B219 
3.222967749 
3.19275248~ 

3.17153527 , 
3.153735622 

!HTKEN-MCD 
Z .88BG8fHHJ8 

• 



12 · -· -' 
15 

1 "7 

• n " ::;, 
19 
28 

22 

29 

- < .;¡ ! 

34 
35 
36 
37 
38 
39 
48 
41 
42 
41 
44 
45 
46 
47 
48 
43 
5lj 

51 
52 
53 
54 
55 
56 
5T 
S8 
5~ 

61 

65 
:;6 
67 

3.3e76~;'15~5 

3.27?6S3181 
3.255319'385 
:3.2352?4 1J64 
3.2181.81812 
3.2:;)3389825 
3.1'~1347G133 

.;.17'3184477 
3. 1 f;'~ 814884 
::; .168888S,]'3 
3.151898734 
2 . 144578312 
:; .137931'J3.! 
1.1318~8132 

3.126315789 

::;.11~584854 

3.112149533 

3 .184347~~26 
3.18884033f; 
3.097568976 
3. S'~448S 18'? 
'::'.891r;r:J38S::: 

3.~83916084 

3.081632653 
3.8796;78199 
3.87741Sl3SS 
3.Cl754?1r;~8 

3.873~1¡~G2:2 

3.8:;337142':; 
.3.::'67J3~9H~ 

3.0 6557377 
3.9;4171123 
3.f;J~2827225 

.3. ~)615384?2 

3.B~e3'115eS 

3 . 853113.3 
:3.~5 7S'7131'5 

3.SS;872838 
3.955813953 
3.05479452 
.3.853811659 

:::. 8~: 9·~·8IJ52 
::: . 'J 5 1 O 6 ::: :;; 3 l~ 
3.05928':.\295 
:;.:)4~3S271~ 

3. 13435·32 ·1~::> 

:3. ~J4(8e87Er5 

3.34(858824 
:}. 34;:;~:32iJ4G 

3 !344~4382 

'3 '3442894<:'3 

3.127'6448 

::;.1 J'SI:)8S':J89 
3.1'311&95157 

3.e895522b? 
3.984507912 
::; 980088!394 
3.875949363 
3.e7:~28916·· 

3.fJ689r;S513 
::; . 8r¿.S'~34;}~.1 

3.er:.315!B98 
3.860686856 
3.0582524Z3 
3. 'J5~87-t767 

3.854954054 

3.858428171 
3.84870848 
3.847244194-
:~ . 8458e1523 

:3 044444.142 

3.941958048 
3.849816323 
3.83?-7351013 
3.938709(;8 
3.837735848 
3.03~8B~823 

"3.fI3:3?:28145 
::::. ::J:35'jS37789 



71 
72 
73 
.., .. 
, "1-

.., ~ 
( ., 

7 ~. 
77 
78 
7'? 
38 
,.. . 
~ . ... 

X(200) 

Q(100) 

fl(100 ) 

s(100) 

I , ~T , 

xC) 

FNA(X) 

= 

= 

= 

= 
. .. . , O = 

= 

= 

:3. 'J4.3S 18753 
3 . 842402827 
3.041811847 
3.041237113 
3.841)~77 '~6C: . 
3.t]49 1 3Z.7'7~ 

3 . 83~~'33'% 

3.e39887t~48 

3.e3?~3526Sl 

3 . 8338'35238 
3 . a37~li555 

3.837151783 
3.,)36;~(¿48 

EXPLICACION 

Dimensión para 

Dimensión para 

Dimensión para 

Dimensión para 

Contadores 

DE 

l a 

la 

la 

la 

Valores Iniciales 

Definición de la 

135. 

LAS VARI/\BLES EMPLEADAS 

sucesión de iterandos . 

sucesión de cocientes . 

sucesión de Aitken . 

sucesión de Aitken-Like 

(I = 1, 2, .... 4) .j , 

función . 
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PROGRAMA 1 1 

Explicación de Variables 

N = Número de filas. 

M = Número de columnas. 

C(X) = Vector de Ordenamiento. 

I,J,K, ••• = Contadores. 

A(K,K) = Elemento "pivote" en la matriz 
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