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INTRODUCCION

Al desarrollar este trabajo nos hemos propuesto la siguiente idea:
tratar de divulgar en nuestro medio uno de los temas més.sugestivos e impor -
tantes del Anf&lisis Numérico, cual es el tema de la Resolucidn de Ecuaciones.
Nuestro pensamiento ha sido el de clarificar y ayudar en la medida de nues --
tras posibilidades al estudio de este tema, es decir a la resolucidn de todo
tipo de ecuaciores o sistemas de ecuaciones, ya sean lineales o en especial -
de las no lineales. En un Capitulo especial nos ocuparemos de las ecuaciones

polintmicas.

Para ello hemos buscado ayuda tanto de las explicaciones graficas,
como sobre todo de la Programacidn. Nuestro interés ha sido el de llegar con
una solucidn numérica a la ejemplificacidn del algoritmo deseado. Con ello -
hemos obtenido un método facil, susceptible de posterior empleo por medio de
la computadora y que pueda servir como corroboracidn de los resultados obteni

dos de una manera tedrica.

El trabajo lo hemos dividido en cuatro Capitulos; los dos prime -
ros referentes a las funciones reales, tanto lineales como no lineales. En -
el primero ﬁlanteamos los algoritmos principales y en el segundo vemos la ma-
nera de acelerar la convergencia de esos métodos de solucidn numérica. Nues
tro tercer Capitulo tiene un estudio de la solucidn de los sistemas de ecua -
ciones, siempre referentes a los no lineales y posible de utilizar por los 1i
neales. Y en el Caﬁitulo cuarto con un estudio preliminar y algo general de
las ecuaciones de diferencia, nos ubicamos en el método de Bernmoulli que mos

permite la solucidn de todo tipo de polinomios.




Dentro de cada Capitulo se ha hecho un detenimiento especial y de
tallado del funcionamiento de cada algoritmo, de sus condiciones de conver-
gencia y sobre todo hemos puesto énfasis en la peculiar rapidez con que nos

llevan a la solucidon deseada.

El orden en que estadn presentados los algoritmos es el corden cre-

ciente de mayor rapidez de convergencia.

No podemos tambi@n en cada caso de tratar de buscar una convergen
cia sin determinar una cota para el error que dé& validez a la respuesta en -

contrada.

Caso especial han sido las raices de multiplicidad variada. E1 -
algoritmo toma entonces una forma especial si se quiere que mantenga su pro-

pia rapidez de convergencia.

Antes de acabar esta introduccidn, sefalaremos la especial for-
ma en gue se desarrollan los temas de An&lisis Num@rico. Lejos de creer que
olvidan las normas de la rigidez matemdtica, han de verse como una feliz a -
plicacidn de &sta a los varios problemas que nos presenta la naturaleza y el

quehacer humano.
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CAPITULO 1
METODOS ITERATIVOS DE CONVERGENCIA LINEAL



1.1 METODO DE BISECCION

Posee las siguientes exigencias:

Que 1la

AT 1
raiz x

estd contenida

a

0 b _.

< X
- Q

{A

1.1.1 Descripcidn del MEtodo

Consideremos el punto medio del

calculemos f(xl).

1)} Que f(xl) = 0 + g, entonces se ha obtenido la solucidn.

2) Que f(xl) sea del mismo signo que f(a) y por la hipdtesis de un sola -
raiz se tendria que el wvalor estaria X, < X < bo, o0 sea que la raiz se
encuentra en el intervalc de [x}, bo].

3) sea de signo contrario a f(a), por el mismo razonamiento ante

Que f(xl)

rior se tendra que la raiz estd en a < x

En los casos anteriores 2) y 3) se volverd a

ro con la

Calcular x

¥ 3

Sy

Calcular

por x. dependiento del signo de f(xi).f(a

dentro del intervalo

ventaja de que el intervalo se ha

& estudiar, es decir que

Que exista la raiz: o dicho de otra forma que f(ao).f(bo) < 0.

intervalo, es decir xl 5

Pueden ocurrir tres condiciones:

< X
— 1

reducido a la mitad.

. Luego hacer el c3lculo de f(a

_ (am)

iniciar de nuevo el cidlculo pe

0

. v =( g y s
funcidn f(x) sea continua en [ag, DO], sabiendo de antemano que la

).

y

./



1.1.3 INTERPRETAZION GEOMETRICA
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1.1.4 Convergencia del Método de Biseccidn

En cada etapa del algoritme, la longitud del intervalec del cual s

(L

sabe que contiene una raiz aislada, se reduce a la mitad del intervalo; --

siempre en este método se puede localizar una raiz con cualquier exactitud
deseada.

Para analizar la convergencia de la sucesién'{xn} generada por el algoritmo
definamos como S el punto de convergencia y como e, T X - 5 el valor ~

del error en la n-&sima iteracidn.

Los errores en las sucesivas iteraciones iran definidos y acotados de la -

siguiente forma:

e+ s s 2

Por induccidn se prueba facilmente que e, estd acotado por

0 0 . -
) . Es decir que:
2
a -b
0 0
®n < +1
n o
Luego 1im x -S| = 0.
n
n-—>o

1.1.5 Rapidez de Convergencia

Al observar la convergencia en cada iteracidn hemos podide notar



que la longitud del intervalo se reduce cada vez a la mitad, © sea que:

T
H

(i)
~
)

n+l n

de donde afirmamos que tiene una convergencia lineal.

1.1.6 Ventajas de este Método

1)

2)

Es un método que siempre converge y sin muchas exigencias de hipdtesis.
El error nunca da aproxXimaciones absurdas por eso le llaman estable con

-

respecto a una posicidn limitada.

1.1.7 Desventajas de este M2todo

1)

2)

3)

¥o es posible encontrar raices de multiplicidad par, excepto tal vez ac
cidentalmente.

Su convergencia es muy lenta, para encontrar raices simples, ya que --
existen otros métodos con mayor rapidez de convergencia.

Se puede cbtener la raiz mds rapidamente considerando a f(x) en el pro-

medio ponderado (regula falsi) en vez del punto medio.
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1.9

PROGRAMA 1

19 REY PROGRAMA DEL METODO DE BISECCION

22 REM ENCONTRAR La RRIZ DE LA EGUACION FOX)=n-8. 2%¥5ENC(X)-8.5

30 DIM ACSH1.BL501, %0581

<9 alf11=8.3
59 BLI1=1

L0 DREF FNACX)I=XH-2 2+SINHCX)»-8.5

78 PRINT = H®,"
28 K=1
28 I=i

X I

1898 KLII=CACII+BLIN/2

119 PRIMNT K, XCTI1,Ta&BC(38 ABSCCALLI-BOLIxWa~Ci+1 >

L]

120 IF ABS(FNACHLII»:{1E-BS THER

139 IF ABSCCBEII-ACIIX/XII1XK1IE-G2 THEN

ERROR ®

-
LA

149 IF (FHACALIIX*FNACALII X240 THEN 178

158 RILII=NLI
16 GOTY 188
170 BLII=NLIZ
188 Al I+t i=all]
192 BEI+#1 I=BLI]
288 K=K+1

210 GOTO 188
228 57ToP

238 END
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.38625
.32373
.682375
.el71873
.61228129
615234375
6162189238
613722656
5613478315
.613356443
.61341748¢0
.61544792¢8
.615463257
.615470586
.8l134¢7072
6153468979
.6154680253
.615468582
615468264
.613468144
6154682204
.6153462174
613468152
.613468187
613468170
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ERROR

125

.8823
.B83125
.B13625
.B1239E~-0D2
.286235E-83
L23213E-08Z
.76S63ZE~-04
.88201E-04
.44141E-94
.2287RE-24
.18352E-853
.B3175E-03
.332388E-87
.E2924RE-RE
.81470E-9¢6
.2RT7ISE-DE
.33873E-27
.76B3IRBE-BT
.2B420E-B7
.1921BE-87
.9683BE-B2
.28825E~-88
L4908 BE-83
.45BRRE-B2
.725R0E~-89
.B6238BE-92
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PROGRAMA 1

Las variables

FNA(X)

Extremo inferior del intervalo.

th

1]

Extremo superior del intervalo.

1

Dimensidn de la sucesion de extremos inferiores.

Dimensidn de la sucesidn de extremos superiores.

1]

Valor correspondiente.
= Contadores.

Definicidn de la funcidn.

1.2 METODO DE LA REGULA FALST

1.2.1 Condiciones de este Método

Hipbdtesis: a)
b)

c)

f(x) continua en [ao, bo]

[ao, bo] tenga una raiz aislada

Efq )
"(ao)'f(bo‘ < Q

1.2.2 Descripeidn del Método

utilizadas en el primer programa son las siguien-

Fijamos 21 valor X (el cual representa el valor de la funcidn

hacia la cual van dirigidas todas las secantes en las siguientes ite

nes).

r
i

aci



Pueden davse los siguientes casos: (Ver figura 1.2.4)
=2 (=}

i) SifMx)< 0 vy f(bf} < 0 entonces X© = by (A)
0
Si f"(x2 < 0 y f(bn) < 0 entonces x° = a )
i1) €i f"(x) > 0 ¥y fa ) » 0 entonces x = a (B)
U 0
Si f"(x) » 0 vy f(bD) > 0 entonces x° = bo (D)
-~ Calculp de

x flx ) - x £(x)
n n

*ar1 Fx) = FG)

- Evaluamos f(u )
n+l

-~ Prueba: Ver si f(x ) = 0+ ¢
n+1

-y luego calculamos el siguiente término de la sucesidn

1.2.3 Obtencidn del Algoritmc de la Regula Falsi
} © AE ||pc
! Hipotesis: < A = C = 90°
|
| f(x) funcidn que corta en
! Dyk
l
:
| bid &
| A c xF(x ) - ox £Gx)
R v = * Tesis = =
Wl Ry 1 F(x ) - £(x°)
%

PARA B coano D
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1N

Los tridngulos AABE y ABCD son semajantes por tener sus tres an-

gulos iguales. Por lo tanto los lados homdlogos son propercionales.

donde

- % -f(x )
n  _ n )
= SRS entonceas
x - x f(x")

= % F3 N =
fx )xn+1 F(x )xn + f(xn)x - f(anhn+1 0

% (£(x") - ‘(xn)) = f(x*)xn - f{xn)x*
x* £f(x ) - x £(x™)
_ n n

= = l.q.q.4.
f(x_) -~ £(x)
n

<

=
n+1

i.2.5 Algoritmo del Método Regula Falsi

e

Eh

Inicializacidn: fijacidn de x

(=), f(ao) o f(bg)

Célculo: . N
x" flx ) - = £f(x™)
n n

x + = o’
T F(x ) - £(x™)
el

Evaluacidén de f(x
n+1

Prueba: f(xn+1) = 0 *E

Modificacidn: Calculo del nuevo término.

v evaluacidn de

De --



Rapidez de Convergencia

b - _ £ v'.':
X ¢(xn} . (%)

a1 T ®
2 £lx ) - £Ex" 3
xa’: flx ) - x f(x:':) +x flx ) - x flx)
x - n n n_n LI
n+l £(x ) - £(x")
T
x [£x ) - 861 - £ ) [k - x¥]
X s = 3 ‘ .
n+l £f(x ) - £(x™)
Tl
£(x_ ) - £(x) X, =X
_ n = 5 I
a1 “n J fg)

Flx ) - £(x)
n

(x_ - x™)

pL 3
n+1l n T

flzx ) - f(x*)
n

f(x ) -~ £(x5
Il

(%, -8) -~ (&7=8)

-8 = % -8 =~ f(x)

n

B
n+1 n

(e - &%)
e = e -f(x) '™
Tt I

n+1 '
f(xﬂ) - £(x*)

[en f(xn) - e F(x™)] - [(en - 9*) f(xr)]

Ff(x ) - £(x™)
n

1

n+l

e flx ) -e f(xF) - a
n n n

F(x ) - £(x9)
n

f(x ) + &% f(x )
n T

e
n+l

of £(x ) - e £(xF)
n n

nt+l £z ) = (&)
T1

flx ) - £(x
11

[N

b



Aplicando el desarrolle de Taylor al Numerador

(s +e) - e £(S+ ")
n n
3 F"(s)pzn
= e [f(5) + ' (Sle + =F——# ... ] +

£(s)(e%)*

T pﬁ
-~ B [£(5) + £(8)e™ + et ga s 1
% e:': el‘- f” ( :-_: } .
= e e f£'(38) + o +  wnsces -e" e F£'(S8) +
n 2 hot
&2
" :
) e (™) £"(8)
i
£" 2 *.2
. __%El. fet &* — o &™T 4 .o
E R % £U(8) o %
e e 5 (en e )

Aplicando el desarrollo de Taylor al Deneminador
£(x ) - £(x) = £(S +e) - £(S + )

2
£ q
£ (h)en

= f(S) + £'(S)le. + ——— + ... F
n 2

n p'-'f 2
- f(8) - f'(s)e* - f¥£§%£;—l - .

. 5 £71'(8) , 2 %y 2
= £'(8) {En ~e’] + 2a (en - (") ), entonces

e eF (S)/2 (e - &%)
e = = =
n+1
2 £ 2 =
£1(8) (e, = &y ¢ 8L (& s iiehh
n - n
e eF £7(8)

n+1 2 £7(3)

12.



. B
Siendo e = cte v £1'(8) = cte!

y £'(S) = cte" =>

. )
= Ry Y- k® 5

La convergencia es lineal.

13.
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1.2.8 PROGRAMA 2

RE% PROGRAMA DEL HMETODD DE LA REGULY FrLSI
REHM ERCONTRAR LR RAIZ PE LA ECUACION FOX)= ¥-B_2x%SENCK)-8.5
DIn XI381
DEF FNA(XI=X-8.2*5INCX)~-8.3
M=i
=1E~-B%
“L1)=9.5
I=1 :

XLI+11=(HM*«FNACEITI)-RLTI I*FNACHY D/ (FNRCHTII)-FNGO R )2

B ek pek e

[

-

ot LR <N O LN T o

IF ABS(FHNACHLTI)X{E THEN 1280

I=1+1

GO0TO 98

PREINT ®LT2 N ERROR "

FCR Jd=1 TO I

PREINT J,XLJ1:ABS(FNR(RLIJI)Y

HEXT

END

XCL2 ERRAR

6.5 8.893885198
B.612122481 2.72809E-33
8.61536772¢ 2.40495E-93
8.6154635151 2.52342E-9%
8.613462879 7.589808E-98
8.613468167 2.28188E-872
0.61546816%2 7.38800E~-11



16.

PROGRAMA 2

Las variables utilizadas son las siguientes:

M = Valor correspondiente del "pivote™.
X(50) = Dimensidn de la sucesidn generada.
E = Cota de error.
FNA(X) = Definicidn de la funcidn.
I, J = C(Contadores.

1.3 METODO DE LA SECANTE

1.3.1 Condiciones de este Mé&todo

Podemos decir de este método que acelera la convergencia con res

pecto a los anteriores, y que posee sus peculiaridades propias.

Hipdtesis: Dada una funcidn f£(x) continua en el intervalo [ao, bU] y sa -

biendo que aO__S_i bo, es decir que la raiz S se ha aislado en el interva-

1o [ao, bO]'

Ademids dos puntos consecutivos X ¥ X, que pertenecen al inter

valo [ao, bD]'

1.3,2 Descripcibn del Algoritmo

Calculamos el valer LI tal que
£ 4

- £ X
i f(xn).xn+l h(xn_l) 3
a1 T %) - Hx_ )
n n-1
= e = 5 " = Q e
luego evaluamos E(xn+l) vy preguntamos si ‘(hn+1) + £ y en caso ne

gativo calculamos la siguiente iteracidn.
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18.

1.3.4 Etapas del Algoritmo

- Inicializacidn: Evaluar f(xn) y f(xn 1)

- Calculo de = i
n+l

Flx )x - f(x
% - N Reil n-=1"n
n+1 flx ) - £(x_ )
n n-j
-~ Evaluar f(x )
n+l
~ Prueba: Probar si f(x ) = 0+ e
n+1l

— Modificaci®n: Calcular un nlevo término de la sucesibn.

1.3.5 Rapidez de Convergencia

Sea la sucesidn {xn} generada por el algoritmo del método de la se
cante. Estudiemos la rapidez de convergencia de éste.

£ = 3 y
_(xn).xn_1 f(xh_l) x

*ney (=) - f(x_ )
ks ) n

por pasos algebraices podemos expresar la anterior formula por

F(x )
x = x - D
n+1 T flx ) -~ £f(x_ )
n n-1
X - X
n n-1

de donde, restando a ambos lados S nos da el error

. - %_.J
o = & - o el . Flx)
n+1 n f(x ) -flx_ ) " *'m
n n-1
v haciendo comiin denominador
e flx ) - e f(x )
n-1 n n n-1

n+l flx ) - f(x )
n n-1



19.

Haciendo el desarrollo de Taylor de Segundo Grado alrededor de la
raiz S para el numerador tenemgs que:

e flx) - e f(x )
n=1 n o n-1

= &g f(S+e) - e F(S+ e )
1 n n n-1

. F'"(S) .
N en en—l 2 (en n-1°

y para el denominador

flx )-f(x ) = f(S+e ) -Ff(S+e )
n n n n

tr( 2 2
& FUSHe -e ) + T8l 2 2
n n-1 2 n n-1

podemos anular el segundo término por insignificante por lo que quedard algo

mayorizade el error y podemos concluir del numerador y denominador que

" rn(s) a 3
n+l 2F'(8) n n-l1

D

(o]
"

en+1 A en en-l

F"(S)

Siendo A = SFT(S)

Estudiemos ahora si el método de la secante tiene convergencia 1i -
neal o cuadritica.

(1)

Hemos obtenido que e = A e .e
n+1 n n-j

mo .
Sea e = Be iterando obtenemos (2)
n+l n



_ m
= B en~1 h's

B-I/m a 1/m

n

Sustituyendo valores en (1)

- 1
= A.e . B hm e /a

n n

de donde tenemos el siguiente sistema

{en+1
<

e
[ n+]

m
siendo por lo tanto

ca.

i

- 1+1
A B 1/m " +1/m
3 8
B em
n
L
[A UL [B = A"
< =_D <
ll + L3 = m lmz -m-1
m
+ /5
l—%——i siendo para el valor positivo
1.6180. Sustituyendo en (2) nos queda e

n+l

una convergencia intermedia entre la lineal y

1.3.86 Comentario sobre este Método

En el algoritmo de la secante, la expresion:

flx )x
n n

- f(= )x
n n

-1 =1

X
n+l

(=
"'1-.

i

1) - f{xn)

20.

1
o

1.6180
e
n

= B

la cuadrati



M
(o
.

tiene varias formas equivalentes:
(xn ' -xn)
% x = x - f(x ). -
n+l n C nJ fFlx_ ) - £(x)
-1 n
5}
F(x )
% b4 = ¥ - L
n+l n f(x ) - f(x )
n-1 n
en donde
X =
n-1 n

es la pendiente de la secante a f(x) que pasa por el pun-

to (xn s Bl ) ¥ (xn. f(xn)); por tanto igual a la pendiente de --

“1 n-1

f(x) en algln punto situado entre x y X si f(x) es diferenciable.

n-1
Si en la expresidn anterior reemplazamos la pendiente de la secante a

f(x) por la tangente de f(x) en x ~se obtiene una férmula de iteracidn

fx )
X = R < E 2 que es el método de Newton, --
n

que se vard en el Capitulo II por tener mayor rapider de convergencia y -

merecer un estudio detallado por sus milltiples aplicaciones.

.
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1.3.8 PROGRAMA 3

RE® FROGRARMA DEL HMETODD DE
REY EMNECONTRAR LA RAIZ DE LA
DIM ¥EsSel

X[11l=t

AL23=0.9

E=1E-1?

DEF FHROX)=X-8 . 2%5I8HCA-B.3

I=2

REI+1I=(FHNACKLII)*XLI-1 I-FHACAL I-1 I0*X 013X/ CFNACKLIIM=-FRACALI-112)

IF ABSCFMACKLITXXKE THEN 1
I=1+1

G2TO 28

PREINT * HN"," RO I "
FOR ¢=1 TO I

FREINY J,XLJ1,ARESCFNRCXCII2
HEXT o

END

XCI2

K

. 62464482840
.6136673€90
.615468296
.615468169

Lea e o> T s I v ]

LA
E

78

3

A e =N @D @

C

SECANTE
u

RCION FCX2=

ERROR

ERROR

.3317E3802
.2433346198
.6RIQHNE-93
.6b6B22E-D4
.B3%4pE-87
.BegeRE-12

X-0 . 2=SENCX -0 .3

23.



PROGRAMA 3

Cuadro de variables del tercer programa:

X(1) = Valor inicial.
X(2) = Valor inicial.
E = Cota de error.
FNA(X) = Definicién de la funcidn.
I = Contador de la sucesidn.
J = Contador de impresidn.
X(50) = Dimensidn de la sucesidn.

1.4 EL METODO DE WHITTAKER

1.4.1 Descripcidn del Método

El método de Whittaker surge como una variante muy Gtil en el --
f(x_)
Il

cdlculo del algoritmo x x - ?TT;;T‘ que es el método Newton.

n+l

Con un valor real m evita el cdlculo a veces algo engorroso de la deriva -

da.
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Este valor real surge como "el apropiado”™ y siempre de acuerde con la funcidn.
Por no usar el valor optimo que tiene la derivada. su convergencia

es lineal en vez de cuadratica comc 21 de Newton. No obstante es muy Gtil

de considerar por su ventaja de no usar la derivada. Puede no obstante tener

una convergencia mds rapida cuanto mas se acerque el valor dem a £'(S).

1.4.3 E1 Algoritmo de Whittaker

-

Inicializacitn: 5e evalla f(xg} y se da un m adecuado.

Ff(x )
n

Calc itmo: = R — se evalla f(x :
dleulo del Algoritmo: x .. 5 - v ( n+l)

a: = =*
Prueba f(xn+1) £

Modificacidn: Generar el siguiente valor de la sucesidn.

1.4.4 Rapidez de Convergencia

Sea m un valor real “"apropiado" a la funcidn. Consideremeos el va-

lor del error en la n-ésima iteracidr.:

f(xn)
= X - — meR
Xl n m
dado que e, = K, - S: obtenemos
f(5 + e )
_ e
& = e -
ntl be! m

[

y por el desarrollo de Taylor de Segundo Grade alrededor de S

£8) 2,

S e =3 [HE) +£%De
n hugl n Tl

e
n+1



de donde

n+l

.
o+l

1]

o
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1.4.6

PROGREAMA 4

RE#® METOOOQ WHITTAKER

REM ENCONTRAR LA RAIZ DE LA ECURCION FOX=X-2. 2*#SENC(X)-8.3

DIn HLS9]
X[11=t1
=2.3
C=i1E-89
DEF FNa(Xi)=X-8 2#SIN(X:-2.3
I=1
FRIMNT = H%;* RCLI ®iy ™
REI+1 I=XLII-FNRCKROII2/M
I AES{FMACKILIY <= C» THEW
E=ABSCFHNACXLII>-C?
FRINT I,X[T1:E
I=1+1
G2TH 180
3TOP
END

XCIL

.27 3Ll7e7
7813298322
.723130825
.688178157
6837120832
.647510261
636762754
622625311
62483823472
.621729687
. 619833176
.6122382831
.617311367
.b16594489
.616283977
.eleB19927
615822278
.61370841 4
613628808
.215574513
.56155389221
.e13315242
.61549924870
.61348200¢
613482833
.215477393
.615474306

MO0 ODRODODODOIIDIIDIIODODODDD A~

AN~ e e WU = RO ARG~ 00 000300

ERRQOR
2317958082
214792236

1485343766
.N925266%8
LBE1143183
.B485828B53
.B262870266
.Bi7242504%
.811856212
.E€8214E-07
.2412%E-82
.48386E-03
.Zi885E-03
.5424BE-07Z
.B26BRE-0Z
.82623E-0¢%
.94141E-04
.BZ137E-04
.8iB15E-B%
.23737E-0U4

.159282E-63
.Tle19E-08
.1334BE-0¢

3%
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38
3t
32
33
34
35
36
37
39
39
40
41
42
43
44
45
46
47
42
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.613472252
615479886
8134692977
.6134892372
.61546296%
.B13463782
.615468324
.615468485
.615468322¢6
.6154638274
.6134682329
6135468215
.615488289
.615462199
615462183
615468179
815488176
.613468173
.6153468172
.6134868171

ot DO OB Yo e G O Q0 e = ) o e D

R

.

=~ 2
b I A ]
o

(& ]

E.—
E-t

[V 4N

1
7

.91118E-98
.B8303E~35
L &8336E-07
A431IE-8 7
.25283E-87
L96122E-87
.30158E-87
.62548BE-08
.7B340E-BE
.f62%0E-B8
.46998E-038
.68270E-88
.B37ZPE-98
.56600E-072
.82600E-8%
.352009E~D9
.22600E-97
.82000E-18

0.
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PROGRAMA 4

Cuadro de variables para =1 cuarto programa:

M = Valor de la pendiente empleada en el algoritmo.
C = Valor de la cota del error.
FNA(X) = Definicién de la funcidn.
X(1) = Valor dnicial.
X(50) = Dimensidn de la sucesién generada por el algoritmo.
E = Error,
I = Contader.

1.5 ITERACION EN EL PUNTQ FIJO

1.5.1 Descripcidn del Método

Hemos mencicnado la iteracidn del punto fijo como un método posi
ble de obtener una raiz de la ecuacidn f(x) = 0.

Prra la aplicacién de este método deducimos una ecuacidn de la -
forma x = g(x) de modo que cualquier solucidn de esta ecuacidn, es decir,
cualquier punto fijo de g(x) es una solucidn de f(x) = 0.

o

Ejemplo. Dada la funeidn f(x) = % -x -2, entre las posibles --

funciones g(x) que podemos deducir es:3n las siguientes:

i) glx) = =-2
il glx) = v2+x
iii) glx) = 1 + ;

A la funcidn g(x) se le 1llama funcidn de iteracidn.
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1.5.2 Algoritmo del Punto Fijo

Dada una funcidn de iteracidn g(x) y con una escogencia arbitraria
de un punto %, € I (Intervalo de convergencia), se genera la sucesidn {xn}
recursivamente mediante la relacidn

X = g(xq) paran=0,1, 2, ....

Para ver las condiciones '"necesarias" para la convergencia del al

goritmo estudiaremos las siguientes funciones:

a) gl(x) = V2+x en I = [0.2] con Xy = 0
(%) = 12 [1,3]
b) g, X) = 1+ =+ ;i' en T =1[1,3 con % = 1
3 2
e) g (x) = x - 2x +3/2 en I = [0,2] con x_ = 0.5

Para gque el algoritmo esté definido hemos de dejar claro que dado
I = [a,b]? g(1) ¢ I, ya que si %, € I podemos decir que todos los tEérminos
de la sucesidn {xn} estan en I.
De la misma forma podemos notar que si la funcidn g(x) no es continua en I
no tenemos garantia de que intersecte a la grafica vy = =x.

Analizando las tres funcionesz anteriores tendremos que las tres son
continuas y gi(I) ¢l ¥ 1 =1,2,3.

Analizando y estudiande cada una de las funciones anteriores por se
parado tenemos los siguientes resultados:

V2+x I=[0,21 conx, =0

a - gl(x)

9
Can Y
k]

=)

S

Il
’_.n
s
-4
=
o]

1]
=<



g(xl) = 1.8477 = x,
glx,) = 1.9615 = x
g(xe) = 1.9999

Este algoritmo converge a 23 analizando la funcidn:
i) Es continua en I
ii) g(I) eI
ya que 9 < x < 2 y 2 < x¥2 < 4
de donde 0 < v2 < /x+2 < Vit = 2

Y ademds tenemos que su pendiente maxima la alcanza en "OV

g'(0) = 1/2v2 < 1 luego g'(x) <1 ¥xelI
) i 4 1 [
L= gz(x_ = 1+-x xz en I = [1,3] xo = 1

*n = 1

glx,) = 3 =R,

g(xl) = d.bulbl =Rk

g(x,) = 1.17160 = x,

glx,) = 1.67250 = x,

g(x,) = 1.95540 = x,

B(x.) = 1.77203 = x,

g(xa) = 1.88217 = X?

g(x,.) = 1.33928



ab.

Con lo cual su punto fijo o su punto de convergencia es 1.8392 vy
la funcidn cumple:
i) Es continua en I.
il) g(I) ¢ I

Veamos el valor que alcanza la pendiente en el intervalo I: Dade
-1 2

que g'(x) = —5 - —3 » entonces su maximo valor vendrd dado por:
¢ X ®
'(1) = -3 = 3
] = |-3)
3 2
c - ga(x) = x - 2x" + 3/2 en I = [0,2] y con ®y = 0.5
x = 0.5
]

g(xu) = 1.125 = x;
g(xl) = 0.39257 = x,
g(xz) = 1.25228 = g

- TLT -
glx,) = 0.32 = %,
g(xq) = 1.32068 = x,

= 0,31814 =
g(xs) . X
g(x,) = 1.33267 = x,

Su punte fijo lo tiene alrededor de 0.77. Claramente la iteraciéin
no converge y en cada nuevo pasc se aleja cada vez mas del punto fijo.

Analizando esta funcidn tenemos que:

i) ga(x) es continua en el intervalo I.

ii) ga(I) c I.
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Preguntandonos cudl serd la maxima pendiente que alcanza la fun -
cidn en I tenemos: que g%(x) = Sxa - Lx, Claramente alcanzard su maxi-
mc valor en x =2 siendo per lo tanto g%(?) = k.

Este estudio comparativo de las funciones gi(x) con 1 = 1,2,3; -
nes lleva a las siguientes condiciones:

ira.) Que la funcidn de iteracitn debe ser continua en todo el in

tervalo I.
2da.) Dado I = [a,b] la funcidn de iteracidn debe de pertenecer a
I, o sea que g(I) c I.

3ra.) |g'(x)]| <1 ¥ x € I. Ya que con esta hipdtesis nos esta
mos garantizando que no tenga variaciones rapidas y que posea una pendiente
suave que permita la convergencia en el intervalo. FPuede darse que el algo
ritmo converja, como se ha visto, afin a pesar de que |g'(x)] > 1. Por lo -

que deducimos que esta condicidn es "necesaria" pero no suficiente.

1.5.4 Equivalencia para Lipschitz

Proposicidn: Sea f es diferenciable en un intervalo I. Entonces f satisfa

ce la condicidn de Lipschitz en I si y sblo si |f'(x}f <L, LEeR, ¥x¢el.

Demostracidn:

i) (==>) Seax, €I
|£(x, + h) - £(x,)| < L|n| para h # 0

f(x, + h) - £(x,)
% | < L de deonde




Flx, + h) - £lx,)

- L = T < L, Aplicando Lim
’ h+0
- L < Lim Elxy h)t_ H) £ L por lo tanto
h=+0 .
|£'(x,) < L
ii) (<==) Sean X,s %, 2 I entonces X @ (xl, xz)
tal que £(x,) - f(x;) = f'(x*)(x? - %) T.V.M.

1

entonces |f(x2) - f(xl)l If'{xﬁ)||x2 - x

.|
!

por lo tanto |f(x ) - f(xl)[ < L Ix? ~ %1

1.5.5 Existencia, Unicidad y Convergencia del puntc Fijo

a) Existencia:

"En el algoritma x
L

i = g(xn) existe una solucidn en el interva-

In I = [a,b]".
Construyamos la funcidén £: R + R tal que f(x) = x-g(x) ¥ x € I.
Tenemos que f(x) es continua por diferencia de Funciones continuas.
AdemSs satisface que f(a) < ¢ y aue £(b) > 0, ya que g(a) > a y que g(b) = b.
De donde se deduce que euiste xo € I donde la funcidn f(x;) deba anularse -
por el teorema de Rolle. Lo cual quiere decir que existe S(§S = xo) con

eI = [a,b] tal que f(3) = 0; de donde se deduce que g(S) = S.

b) Uniecidad:

"Con las hipOtesis dadas anteriormente la existencia de la ralz es
3%

fnica".



ya que 00 < L < 1, lo cval es una contradiccidn, por lo gque 5, = 8, y la so

lucién es Unica.

c) Convergencia:

Veremos que el algeritmo x

= X con las hipdtesis anterio -
n+1 &l n) P

rez, ademis de existir una sclucidn, ésta es finica y converge.

Podemos decir que:

e, = |xn -8 = |g(xn_1) - g(S}f < len-: ~ 8|
= Liglx _)-g(8)] < L“|xn_2 - s
- - =
B T By = s| = L Ixo =

Aplicando limites a la expresi®n anterior, cuando n -+ o,

i
D

- - - rn
Lim e = Lim |x -8 = Lim L |x - S|
Il o o n-+o n n-»o D

va que 0 <L < 1. De lc gue podemos concluir que:

=

I —>+ox

1.5.% Rapidez de Convergencia

-

Analicemos la rapidez de convergencia del punto fijo. Sea

Py = — = = Car ), = 105" B o
. 8 - x g(s} glx ] g (x") (S xn_l)



a o o 2 Lid i
por aplicacign del teorema del valer medio. Nota: x estd entre X 1 y 5.

. ) B
Cuando n » =« | ® =5 por convergencia y X *+ § por lo tanto

§51

e,

g'(x") + g'(8) por ser g'(x) una funcidn continua per lo tanto

S = g'LS)en ,+ Claramente tiepe una convergencia lineal.

Nota: 0 < |g'(3)]| < 1.

1.5.7 El error después de un nimero finito de pasos

Nuestro propdsito ss el de definir una cota para el error ]xn—s[
que est? en funcidn de valores conocidos y que se pueda encontrar después de

haber efectuado cierto nlimero de pasos.

w
i
)
i1
w
[}
F
4
"
|
-1

w
i
E3
il
W
I
"
+
x
I
*

FPor el teorema de Valor Medio podemes decir que a su vez

ls - xn[ = |a(s) - g(xn_l)l_ilg'(xhn*l)lfs - xn_1|
para x*'f (s, X 1). Como por hipdtesis |g'(x)| < L para todox €I y
I -
n<LL<i obtenemos
[ - xn_1[ < L|s - xn-ll + 1xﬂ - An—ll
',S-xn_1| ~ Lls-xn_li < Ixn—v.n_l]
1 ' |
S = xn—ll e —— 1xn = Kn-li
o : L
| xnl = Lls - -1l 2 T P T %
5 g en) £ gy - Rl




[EXp

Podemos demostrar por induccidn que

n
|xn+1 - xnl E D [xl - xo[
de donde, se sigue que:
LT.'I
|S - xnl = Eh:—i-}xl - %,



CAPITULO 11
ACELERACION DE LA CONVERGENC:IA
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2.1 EL METODO AITKEN

2.1.1 Ac:zleracidn de la Convergencia

En el estudio de la rapidez de convergencia del punto fijo, se

obtuvo: e = g'(8). e
n = n-1

También hemos habladeo que es un método de convergencia lineal, ya que el
error estd dispuesto en una funcidn lineal. Estudiaremos ahora la acele
racidn de convergencia y en general otros métodos que permitan encontrar

raices de una manera mucho mas rapida que las anteriores.

2.1.2 Obtencidn del Algoritmo

Supongamos ahora que la funcidn g satisface ser continuamente
diferenciable en el intervale T y que g'(x) # 0 para todoe x que perteng
ce a I, ademas de las hipdtesis exigidas en la iteracidn del punte fijo.

Podremos asi estudiar cdmo acelerar la convergencia. Se tiene

e, = g'(S)(en_l}
s - LI g'(s)(s - xn—l)
G, & g'(s)(s - xn)

dividiendo obtenemos

S - % 8 - x

sl 5 n-1
= € -

5= % 9= Ay
)2 (s )(8 )
- ~ - - ¥ ]
(8 -, *n-1 N+l

operando obtenemos:
b

- - ) — 3 = -
S(xnﬂ. 2Mn xn-l) Kn—l n+l T



L2,

o también
< 2
S{x A ) o= x X - % F 2% . +
n+il T n-1 n-1 n+] n n ntl
2
- X -2 % x + xz
. n+1 n ntl n+l
de donde 2
(x - 2
_ ntl n)
& = % +1 X = 2R HF
B n+1 n n-1

De esta forma, es de esperarse gue, para un valor de n grande,

obtenemos una mejor aproximacidn a S con la siguiente expresidn:
2
- %)

b4
¢ n+l I

T ox - 2% + =
B n¥1 n+1 n ' n-l

Esta expresidn la podemos denotar més convenientemente por me -
dio del operador de diferencias "A".

Sea {xn} una sucesidn cualguiera

&xn = xn+1 ~ Rn n = 051,265,
2 =
A% = AlAx ) = Ax -~ A% =
n Tl n+l n
= R - 2X + X .
n+2 n+l o
recursivamente
n-1
A% = A(AT T )x_.
n n
De esta forma =5
(x -x )
gt = B -+ n
n n+1 - 2%X + X




es equivalente a

A este proceso de obtener una sucesidn a partir de una conocida
s Xps Xps o eenn encontrando otra xj, X/, X3}, ...., QuUe se espera con -

verja mas rapidamente, se le llama procesc de Aitken.

2.1.3 Algoritmo de Aitken

Dada una sucesidn de nameros {xn}, se genera de ella una nueva

sucesidn {xé} por medic de la expresidn

2
(ax_)
x' = X - 2 para n = 1,2,...
e A e wBes s
A m
n-1
2.1.4 Error Asintotico 2
(Ax_)
La expresicn x; = Ry obtenida de la sucesidn --
A =
n-1

{xn}, generada por el métode iterativo del punto fijo, con la condicidn -

adicional de que la primera derivada de la funcidn iterativa sea distinta
. - . | .

de cero para todo ®x en I, nos ovidencia de que si ® F S, ninguna x es -

igual a la solucidn exacta S. Tenemos entonces que el proceso de itera-

cion no termina en un nimereo finito de paseos, es decir gque existe siempre

un valor significative para el error. Le llamamos "error asintdtico" y -

su expresidn nos la proporciona el sipguiente lema.



2.1.5 Lema 1 "El error nunca es cero'

Sea g una funcidn que cumple las hipdtesis del punto fijo, -
ademds continuamente diferenciable en I y g'(x) + 0 en todo x que perte
nece a I, si 2, 1 3, entonces ninguna x es igual a la solucidn exacta 5,
es decir e, Dunca es cero y por venir dado por la siguiente expresidn le
llamamos "ervror asintdticeo':

= '
®n (&™(S) + 0, ey

donde Qn_l 2s un valor que tiende a cero cuando n > =.

Prueba
Supongamos que para cierto n, X = S, entonces g(xn) = %5 sien
do n el primer iterando para el -cual esto sucede. Entonces xn * xn_l v
g(xn) = x = g(xn_l)
= b - b = g & - X
o g(kn_l) g(xn. g'(x )(xn_l n)
con % € (x " T.V.M.
n-1 Il

Como x + x entonces g'(x”) = 0 lo que es contradictorio a la hipdte

n-1°
sis de que g'(x) * 0 para tode x gue pertenece a I.

Determinemos ahora el valor gue tiene el error:

= -5 L
en xn F 0
o = ( - g
e, glx, )
- = » - 1
e = g(s + B ) - g(s) g (En)en—l

para algln &, € (s, S+e )

luego, Lim £ = 8.



De donde 1im g'(g ) = g'(S), ya que g' es continua.
N "
Ademés
e = g'(S)e + & e
n n-1 n-; n-1

donde 8 =+ 0 cuando n = =
n

- 1
e (g'(3) + Gn~1)en-1

2.1.8 Lema 2 "E1 ﬂlggrirmo gstd bien definido"

Sea {xn} una expresidn convergente al limite S tal que

e = (g'(8) +9_ e + 0. Con 6 =0 cuando n -+ «. Entonces {x']
n n-1" n-1 n T
2
(ﬁxn)
g E - L ‘ = s - - - -
derivada de {xn} por la expresion x! xn+1 -;z—;-—— est@ bien defini
n-1

da y converge a 3.

Prusba
2
Para esta prueba hasta demostrar que 4 R + 0. Tenemos que:
% .
4 x = X - 2x + =
n-1 n+l n n-1
62 2e +
= A =
*n-1 “n+1 “n " nmy
por hipdtesis e = (g'(3) + Hn_l)en_l; iterando
= (g'(3) + f + &
€ i1 (g'(3) Gn)(g (8) gn—l)en-l
luego
2
: = t(s . ! - 2g'(s 9 +1
AT x [(g'(s) + 8 )(g"(s) + 0 ) (g'(s) + o, MMoe
2 2 . 1
= "(s) - g '(5 -
pox o= [gh(s) -1) + (e +e6)e'(s)+e o -29 le



LG,

haciendo = & + g '"(sy + 8 @ ~ 28 “enemas 5
¥n ¢ n-1 n)g (8] n n-l e, RRONKEs: G
2 2 )

AT x = [(g'(8) -1) +¢] e 3+ 0 pars n grande ya que si n + =,
n-1 n n-1 h
Gn *+ 0 por lo tanto ¢n == ) luego
2
{ax )
. n
x! = = = =5
n n+l <
A x
n-

estd bien definida.

Veamos que x' converge a 3
n

X - %
[ - n+1 Tl
xr N xn+1 T x - 2% + X
) ' n+2 n+1 n
- w B n+l  “n
- + X -x_ ) - {x - X
BTl ( n+2 n+1 ( n+1 n)
i R . 1
n+l Xn+ 2 = KT‘H‘T

- - = 1

Rk %
~ _ 1
T T+l i b

b 3 - %
g (vn}({n+1 ‘)
-1
(x - % )
+1 n

_ _ 1
- X11+1

o % _ 1
= (xh}

Como por hipdtesis ]g'(x;)[ < 1, nunca el denominador se hara

cero y xé + 8.
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2.1.7 Aplicacidn del Madtodo de Aitken

La aplicacidn de este método no se limita sdlo a las sucesiones
que surjan de un proceso iterative, sino que también es aplicable a suce-

siones arbitrarias con ciertas propiedades de convergencia.

2.1.8 Teorema de Rapidez de Convergencia

Sea {xn} una sucesidn que converge al limite S, tal que

e = x -8 * 0 y e = (A+8_ e donde A es una constante,
n o n n-1 n-l1

Al <1 ¥ Gn ; =~ 0 para n > =. Entonces la sucesidn {xé} derivada

de {xn} por medio del Algoritmo de Aitken estd bien definida y converge a

S mas rdpidamente gue la sucesién {xn}.

Frueba 5
(Ax )
La expresidn x& = B E e estd bien definida, ya que
A x
por el Lema 2 n=1
2 2
., = 1(aY - ES
AT w [(g'(s) - 1) + ¢n] e . F0

2 2
y lg'(8)| < 1. Haciendec A = g'(8) tenemos que b L [(a-1) -+¢n]en_1¥ 0.

Probemos que {x;} converge a S m.s aprisa que {xn}. Para esto haremos

uso del siguiente criterio:

x!' - 8§
- n < - .
Lim s ° 0, con lo cual garantizamos que x; * 5 mas rapidamen
n->e n -

te e -+ O
que X S

i - B
De la expresidn X = X Pl




2
(A=)
. 1 _ S . . R il
Tenemoas )frl ~n+1 2
A x>
'I_'l— 1
y de las expresiones e 41 (A + On)en
Ax ER - = @ - e
n n+l T n+1 n
tenemos Ax = (A + 6 - 1)e
n n n
2 "
(Ax )" = (A+86 -1)7e
n Il )5
2
5 [(A-1)" + 4 le
a s n n
¥ n B +8 )
n-3

luego sustituyendo en la expresidn

(ax )"
x' -5 = e -
n - n+l ﬁ: .
T Tn=1
obtenemos: 2
(a+8 A +g-1e
x!' -5 = (A+6)e - L 5 L %
[(a-1)" +9] e
. 2
x! -8 (a+e  )a+a -1)
n (A -1) + ¢n
x! - § (A+6__)a+o 17
Lim —-I}'-':—-g" = Lim A-i-l:?n- 12 -
n+® p n-+o ' (A - 1) + ¢

ya que si n + «, entonces Gn =0 y ¢ -+ 0.

Luego ®' =+ § mAs rapidamente que x_ - 5.
| n

ug.
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2.1.9 Aplicacidn de Aitken a iter=cidn

Corolario 1

Supongamos que 12 funcidn iterativa g ademds de cumplir las hi-
potesis del teorema del punto fijo, tiene una derivada continua y
g'(x) 3 0 para todo » en T; si %y + S, entonces la sucesidn {xn} satis
face las hipGtesis del teorema antericr y el algoriimo de Aitken acelera
la convergencia de {xn}.
Prueba

Por el lema 1 y 2 garantizamos ias hipotesis del teorema ante-

rior.
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2.1.11 PROGRAMA &

19 RE® METODO ITERATIVO DEL PUNTOD FIJO Y METODDO
28 REYM ENCONTREAR LA RRIZ DE LA ECURCION FOXI=X~
30 DIM KLiSB1.S{18B01]

48 XL11=i

59 I=t

68 DEF FNACX)=+8 2Zx5IHC(X)+8.5

78 XLI+1I=FNACXITII1)

DE ARITKEH
L2XSINCRY-0.3

B2 IF CABSCFNRCXLTII>-¥LTIX{1E-182> THEN 1iB

280 1=I+1

189 GITO 7@

it K=1

120 SIKI=ALKI-CXIK+1I-RLK1ID2/0KIK+2T-22XCK+1TJ+XLKIY
138 IF C(RESCFMACSIKI)-SCKIX{IE-18) THEN 1468

148 K=K+1

138 GOTO 129

160 PRINY "ITERACIONES ", "PUNTO FIJOG","HETODO AITKEN"®
178 PRINT

182 PRINT = NW=°," A A gCIX “

1908 FOR R=1 T0O X

288 PRINT R,XIR1,S8I[R1]

210 NHEXT R

228 FOR R=K+1 TD I

2289 PRINT R,%[R1

248 HERT R

230 END

ITERRCIDMNES PURTD FId0 METODOG AITKEN
N ®CID SCID

1 i B.617079853
2 B.668294197 9.615492275%8
3 9.623%22%2:88 8.5615488977
4 B.516843778 B.615468191
3 8.615693824 0.61346817
) 0.613594883 8.613468170
7 B.615474165

5 B.61546214°

a 8.61346832%

ie 8.615405819%¢

11 8.615468174

12 B.615408170

12 B8.615468170



PROGRAMA 5

Cuadro de variables del quinto programa:

X(150)
5(100)
x(1)

FNA(X)

I,K,R

Dimensidn de la sucesidn del Punto Fijo.
Dimensidn de la sucesion de Aitken.
Valor Inicial.

Funcidn iterativa.

Contadores

52.



2 .2 EN BUSCA DE UNA MAYQR RAPIDEZ DE CONVERGENCTA

2.2.1 En busca de una mayor rapidez de Convergencia

Observando el ejemplc anterior, podemos afirmar que efectivamen
te el método de Aitken logra una mayor aceleracidn que la computacidn di-
recta, cumpliendo la exigencia de que T'(x) # 0.

Un anflisis de los métodos estudiados y el ejemplo anterior, --
muestra que una mejor aceleracidn de convergencia restringe el campo de
aplicacién, ya que las exigencias de las hipbtesis son mayores.

De esto podemos decir que para lograr unza mayor aceleracidn de
las convergencias ya estudiadas, se hardn necesarias mayores hipotesis.

Haremos ahora un estudio de las hipbtesis necesarias que requie
re una convergencia mas acelerada; partamos de la aproximacidn de Taylor
de una funcidn que cumple las hipdtesis del punto fijo alrededor de ese -
punto. 8Si f es continuamente diferenciable m veces, en un vecindario =S

tenemos por la aproximacion de Taylor que:

m=1
£(x) = £(8) = (x=S)E'(S) + .... + ~X=S) ° gm=legy
(m-1)1
m
——-——(ES) £(g)
51 f(A)(x) = 0 para A = 1,2,....,m~1,
tenemos:
(x-5)" £7(E)
f(x) - 8§ = —
(x_-8)™ €7(8)
flx )-8 = —2
n M



Sh.

E € (Xn, g) Fogs sin > e, E~>S
n+l m!

Lim =
By oM m!
n

m
e £ ()

n+1 m!

Cn+1 £7(35)
T

i

de donde =@

Con lo que notamos que dependiendo de las hipdtesis que cumpla
la funcidn £, asl serd la rapidez de convergencia; estudiamos algunos ca

S0s:

2.2.2 Convergencia Cuadratica

Si £'(x) = 0 en un vecindario x=5, £ dos veces continuamente
diferenciable y £ cumple las hipGtesis del teorema del punto fijo, obten-

driamos por el desarrolle anterior la expresidn:
2
e_ £M(38)
~ I

Cn+l 21

a

Este tipo de convergencia mejora notablemente a la convergencia

lineal, ya que e es aproximadamente proporcional al cuadrado del error

n+l

"

del pasc anterior. Por elleo a este tipo de convergencia le llamamos "con
vergencia cuadratica"; caracterizada porque el niumero de cifras significa

tivas se duplican aproximadamente en cada paso.

2.2.3 Convergencia Clibica
(A)

Si £ 7'(x) =0, & =1,2 en un vecindario x=8, f es tres ve



ces continuamente diferenciable y f cumple las hip&tesis del teorema del
punto fijo, se obtendria la expresidn

93 fnv (S)
n
e —

n+l 3!

Esta convergencia es afin m&8s rdpida que la convergencia cuadrd

tica porgue e es aproximadamente preporcional al cubo del error del -

n+1
paso anterior, por ello le llamamos "convergencia cfibica’,

Observemos que en la practica este tipo de convergencia y en -
los demd@s casos en que si bien es cierto que la convergencia es mucho mi3s
rapida no tienen una mayor aplicacidn por las exigencias que piden de una
funcidn. Es por eso gue nuestro objeto de estudio serd sobre métodos -
que nos garanticen una convergencia cuadratica; como lo son el métode -

de Steffensen y el método de Newton en el que haremos mayor &nfasis por

sus miltiples aplicaciones.

2.3 METQODOQ DE STEFFENSEN

2.3.1 Descripcitn del Algoritmo

Este método se deriva del Algeritmo de Aitken; surgid al obser
var que xi (Algoritme de Aitken) es una aproximacidn muche mejor a "S" -
que X, (Algoritmo del punto fijo); parecia mds razonable iniciar la ite

i . . .
racidn del punto fijo con Xy s que continuar generando Xp1? o etc....
Y es asi, que éste algoritmo consta de dos etapas. La primera etapa es

la iteracidn del punto fijo para encontrar dos valores a los que en la -

segunda etapa se les aplica la iteracidn de Aitken; inici&ndose un nuevo

BIBLIOTECA GENTRAI

[ra

T F L PR -]
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ciclo y aplicdndole a este Gltimo valor el mismo proceso.

Nota
Antes de establecer el algoritmo vamos & hacer notar que la ex
2 2
(ax . .) _ (8x_)
presidon x 25 = Zn es equivalente a X, ~ -3 i para su prueba -
& A %, A X

basta desarrollarlo.

2.3.2 Algoritmo de Steffensen

Dada g(x), funcidn iterativa, y un punto -
{n = 0,1,2,

Inicio: X = YI—’ <

=
—
=
)

053 52585 vuin

Calculo:
k _
X1 g(x_)
k. K
fnez glx 1)
Definamos:
d(xk) = xk - %
n n+l n
ky _ .k ko,
H(xn) = X 2xn+1 o
k 2
¢ (d(x"))
k
X - —p— , H(x) 340
H(x )
n
Yke1 T
xk s H(xk) = 0
n n




0 3
Asi: X, = Y,
0 0.2
0 0 (xl - xo)
x = glx) > y, = x_ -
0
1 0 : 0 = 2¢? 4 2%
0 ( 0) 2 i
ho = A
2 g Fl J
T 1
¥ 7 N
(xi - xa)
x]’. = g(xé) = }'2 = xé -
R v '
x2 2x1 + »
x' = glx')
2
- etc.

Si el denominador de la formula de Aitken es cero, entonces -
=y termi i cidn.
Yieer = Ve nando asi la iteracidn
Proporcionaremos una manera equivalente de exponer el algoritme
con el propdsitc de estudiar su convergencia. Como X, = g(xo),
%, = glx;) = glg(xy)) es conveniente definir para x en los reales

Hix) = glg(x)) - 2g(x) + =

- 2

(g(x) - x)
x——g—Hzx)—, H(K) :} 0
Y(x) = <

%X . H(x) = 0

Notemos que la funcidn estd bien definida.
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2.3.3 Teorema de Convergencia

Sea g una funcidn iterativa que cumple las hipdtesis del tecre-
ma del punto fijo y g sea tres veces continuamente diferenciable, enton -
ces, la sucesidn {Yn} que genera el Algoritmo de Steffensen converge cua-
draticamente a S, solucidn de g(x) = x.

Para elle bastard probar que cumple las hipbtesis de la conver-
gencia cuadratica:

a) Y es dos veces continuamente diferenciable en un vecindario x=S.
b) Y'(S) =0 y
@) Y satisface Y(S) = S.
Para demostrar que Y es dos veces continuamente diferenciable y

facilitar el trabajo, intrcducimos una funcidn auxiliar, definida como:

g(S+:) -5 ) h 40
f(h) = <
g'(s) 5 h=0

Cuyas dos primeras derivadas tienen respectivamente las siguientes expre-

siones:

-

£ g'(8+h) - z(S+h) + 8 h$o
2

h
£'(h) = <

g"(8)/2 . h =10



(h® g"(S+h) - 2h g'(S+h) + 2g(5+h) - 28

b
hS

fn(h) = <

gM(8)/3 , h=0

.

Notemos que £ es al menos 2 veces continuamente diferenciable -

cerca de h=0. Por la definicidn de £ tenemos:

g(3+h) = S + h £(h)
g(g(s+h)) = g (S + b £(h))
= 58 + h £(h) £(h.£(h))
haciende ¥ = S+p
Hx) = glg{x)) - 2g(x) + x = h F(h)
donde F(h) = 1 - 2f(h) + £(h).£(h.£(h))

Como f e= dos veces continuamente diferenciable en un vecinda -
rio de h, tenemos entonces que F tambi&n lo es y F(0) +0 ya que:

F(0)

il

1 - 25(8) + (g'(s))°

2
(1 -g'(s)) # 0

porque g'(s) # 1, ya que g cumple la Condicidn de Lipschitz. Para un va

lor de x =h suficientemente pequefio, F(x) $ 0 y N(x) 30 y

2
¥(x) = x - £E£§%;§_§l

si x = 8+h, tenemos:

2
_ (8+h.f(h) - S - h)
n.F(h)

u
(7))

Y(S+h) + h

2
h(f(h) - 1)

TRy

Ul
(V3]

Y(5+h)
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esta representacidn de ¥ muestra que es dos veces continuamente diferencia

ble.
Como F(0) 4 0, evaluando la Ffuncién ¥ en S, se tiene:
Y(S) = s
ademas
. =
Y'(s) = Lim (S+E) :
h=+0
oo i [o o 02 0
0 F(h)
e (£¢0) - 1)°
1(8) = 1 -5
yis) = 1 - &8 - 1)2
(g'(c) - 1)
¥'(5) = 0

2.4 EL METCZQ DE NEWTON-RAPHSON

2.4.1 Condiciones Requeridas

Es tal vez el mis popular de todos los procesos iterativos para
la resolucidn de ecuaciones. Froporciona una convergencia rapida y tiene
sus peculiaridades gque han de Tenerse bien en cuenta.

HipStesis

Dada una funcidn 3 veces continuamente diferenciable en un in -

tervalo I = [a,b] tal que:

i) f(a).f(b) <0

ii) f£'(x) # 0 ¥ x € [a.b]



2.4.2
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En este caso se da que el Algoritmo de Newton-Raphson converge

~

2 la solucidn § tal que £(S) = 0, con la eleccidn de un X proximo a S.

2.4.3 Descripcidn del Algoritmo

Calculemes el valor de x +1 tal que
n

f(xn)
g(xn) BT S U f'(xn5

s £ & 3 51 = €. Enel -
luego evaluamo -(xn+1) vy nos preguntamos si f(xn+1) 0*e€ ne
caso de gue no se cumpla la anterior igualdad calculamos la siguiente -

iteracidn.

2.4.4 Etapas del Algoritme

- Inicializacidn: Dar un valor de x, proximec a S.

- Calculo de f(xr) y f'(xn)  YRER < 1S A DU

- Luego cilecule de x = x - =
n+l n f ixn)

- Prucha: Ver =i f(xn ) = pte

+1

- Modificacidn: Calcular el nuevo término de la sucesidn.

2.4.5 Rapidez de Convergencia

Sea {xn} la sucesidn generada por el algoritmo de Newton-Raphson
Dstudiemos su rapidez de convergencia.

El valor en la n-8sima iteracién viene dade por:

flx )

x = b4 - n
n+1 “n £F'(x )
n
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restando S a ambos lados, se da que

e f'"(S+e) - ©(5+e.)
Il n

£f'(S + e_)
n

Haciendo el desarrollo de Taylor de segundo gradec para el nume-

rador y 21 denominador alrededor de 3, tenemos que

1 2
e £f' (S +e) - f(S+e) = i—;él 2
n n 19| 2

va que £(8) = 0, y como £'(%) # 0 para todo x € [a.b]
f"(S) 02
- 2 n

el F7(5)

—

o mejor 2
R _ £%(8) °n
o+l 2 £'(S)

Podemos deducir de ellc cue su convergencia es cuadratica.
Conviene sefialar en =1 algoritmo de Newton come en todos los de
mis algoritmos, que &stos son un casc particular del punto fijo. Dado --

=

0., con la condicidn en Newton

i

que nosotros quevemos la seolucidn de F(x)
de cue f'(x) # G para tode % en [a,b] . ¥ claramente si se quiere una

convergencia cuadratica, la funcidn iterativa

f(xn)
g(x“) N el - xn T F xn)

debe ademds cumplir de que g'(S) = 0 y g(x) sea al menos 2 veces conti-

nuamente diferenciable.
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2.4.6 Convergencia "no local,

Hemos trabajade el Algoritmo de Newton, siempre tomando un pun-
to x4 proximo a la raiz S. Esta proximidad es condici®n necesaria para -
la convergencia en Newton. Al tomar un punto ®, PO proxime a la raiz --
puede suceder que el algoritmeo converja hacia otra raiz S' o no converija.

Esto claramente se producird cuando f"(x) cambie de signo en un vecinda -

rio de la raiz como lo muestra la figura siguiente:

Cambic de S a 8' por poca proximidad de x, a S.




2.4.7 Teorema de Convergencia para la eleccidn de un punto arbitrario en

la,bl.

31 a las hipGtesis anteriores del Algoritmo de Newton afiadimos
las siguientes condiciones:
lra. Que £"(x) no cambie de signo dentro del intervalo.

< (b-a).

= | - £(c)
Q- i [=) ' S
2da. Sea C el extremo de [a,b]l donde |£'(x)| es mis pequefia v l??Tzﬁ
Entonces el Algoritmo de Newton converge z S en [a,b] para cual
quier eleccidn de X, en el intervalc anterior.

Bajo las hipdtesis anteriores se pueden dar los siguientes ca -

sos:
a) f(a) > 0, £f(b) < 0, F"(x) < 0 (e = a)
b) f(a) » 0, f(b) < 0, f"(x) >0 (c = b)
c) f(a) <0, £(b) > o, f"(x) >0 (e = a)
d) f£(a) <0, £(b) > 0, f™(x) <0 (c = Db)

2.4.7.1 Prueba para el caso a)

Sea S la finica solucidn en [a,b] de f(x) = 0. Supongamos prime
ramente que

g < x. < by

4}

tenemos que: f(xo) <0

y que f'(xo) <0

f(xu)
X .

1 = - —
luego x, = %/ f'(xg) = R
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Probaremos por induccidn que {xn} es acotada inferiormente y mondtona de

creciente. (x > 35) v (= < x ).
( n, =~ Y n+tl — n

Para n=0 se cumple por lo anterior. Supongamos que es cierto para

n = k-1, tenemos

ety 212 Yoo 2
~ £(S) = - S)EN(xT r el T 2
Como f(xk-l) £(s) (xk—l S) dk—l) por el Teorema del Valor Me
dio y por hipbtesis inductiva 5 < xi < v £'(x) decreciente para
S PR

todo x € I.

Obtenemos que f'(x;~l) > £%(x _1) luego

= Flag 4
- 8) £ ié = S -
f(xk_l) > (xk_l ) (xk_]} también ?TT;;:;j—- > Xy
Flxn,. 1}

de donde x, = =x - %4 > g

K k-1 Flg_ ) =

Por lo tanto xk 3‘8.

ve lo anterior podemos obtener que f(xk) <0 vy f'(xk) < 0,

E{x )
luego ) s ® = ,xk < % con lo que completamos la induccién.
+1 ke F x ) = k

Como toda sucesidn mondtona decreciente y acotada inferiormente

tiene un limite, podemos decir que Lim x_ = w donde w > S, Al sustituir
Il —rom

esta relacidn gueda:

£(x )
X A .
n+l n f'=x
: n
] & ; o - £(w) _
va que f y f son ceontinuas tenemes que W = W - 7 0w) de donfe f{w) =10

y para que se cumpla lo anterior se deriva que w =8,
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Consideremos el caso en que a2 < %, < S.

Por el teorema del valor medic

E(8) - E(x,) = f£'0GGI(E - x,)

als
con X, < Ry €5

£

f' es decreciente, por lo tanto

Filx,) =2 f'(x:) y como

f£'(x,) <0 se tiene

Flx,)
- Fils > 8B -x
y
£(x,)
Veamos ahora si %y <b
Por tuwv.m. E(b) - £(:,) = (bex,) £'(x%) con %, < xg <

6 £lx,) = E(b) - (b-x,) £'(:x)
tenemos por (1) que:

» = x - f(xo) < x - _f...(.ill___ - (= _5)

1T e TFGY S e T 0" ?

Nota: V&ase la interpretacidn geométrica.

£ 5,2 .
Como - ?%%%T = b-a por hipotesis; tenemos que

* < %, + (b-a) - (x,~a) = b
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Generalizando todos los casos

Podemos reducir el caso ¢) al caso a) ¥ 1 d) al b) basta consi
derar la funeidn -f en lugar de f; y el casc ¢) se reduce al a) reempla -
zando X por —X.

La sucesidn {xn} se transforma en {—xn} que converge 3 -S. Es -

pues suficiente probar el caso a).

2.4.8 Aplicacidn del Algoritmo de Newton

A. Calculo de la raiz r-ésima de un nfmero A.

Este método de encontrar raices provienc de la resolucién de la
P

ia. T by
ecuacitn x - A = 0. El método de Newton, con flx) = % - A nos da -

el siguiente algoritmo

£(= )
X = x - 1
n+l n £'(x
X - A
x = b4 _-n_
D] n =]
r X
n
r- T
r ® e % - %+ A
N n n s
r|—.
v w1
n
% (1)
1 xn_'r_ A
= = +
r r—1 r=1
¥ x
n n |
. =i A
. x = = (r-1)x +
n+1 T n =1
Es




Tk

En especial para r=2, teremos la raiz cuadrada de un nmero A

. . i 2
Este e3 un ejemplo de convergencia "mo local" ya que £(x) = x -A

cumple las hipdtesis requeridas; f'(x) >0 y f"(x) >0 parax > 0

1 A, i f(a
(caso c), de donde S = /A, y b,i-gfa + —) que garantizan ET%;% < b-a,
c I _
2da. hipdtesis del teorema de convergencia "no local”. La pendiente mas

suave estd en a. Por lo tanto la sucesidn converge para

Ry G:[O, 1/2 (a + g—)l:

B. Raices de multiplicidad p

Us posible también generalizar el Algoritmo de Newton para el -
caso en el cual la raiz S se2 de multiplicidad p. Es el caso en que
I'"(8) = 0 y que habiamos puesto como ~2ondicidn su no cumplimiento en —-
las hipdtesis.

. _ 1/p .

Haciende h(x) = f(x) tenemos que

hix )

n

* = x -
*n+l n h'(xn5

1
F(x ) /p
* = BT - 1/0)
B#l B yp Ex PP piix )
n T
f{x )
4 n
- e = X =T &

a1 n ' £ri{x )
n
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C. La interpretacibén geométrica para p=?2

La interpretacitn geométrica de i . en
4] n »

I
s

i
rd
m
2]
F.—!
p

13

guiente: A la iteracidn normal del Algoritmo de Newton

f(xn)
b = % - se le asigna ¢l doble para evitar una convergenci
41 5 ml;)*- s igna <] bla p n ;2 a
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F(x, )
= x

lineal. Graficamente se encuentra x, buscando primerc x¥ = X ey
X,

o .
Luego se une x; con £(x,)/2. A partir de f(x,) trazo una paralela a

£(x%,)/2 . %, y el lugar donde corte al eje X serd x_.

2.4.9 Cota de error para el Algoritme de Newton

Nuestro propdsitc es encontrar una cota para el error lxn - 8| -

después de un nmero finito de pasos. EI Algoritmo de Newton nos dice

que

flx )
glx ) = = - 2
n n f'(xri
f(xn)
Sea h(xn) = - ?TTE;T = ¥ ., - % parax en el conjunto de los Reales,
definamos
N F(x)
glx) = =~ £r1{x) ¥
flxr)
LI £r{x)

donde g(x) es una funcidn que cumple las hipdtesis del Teoremd del Punte

Fijo, teniendo por ellc su cota de errcr adecuada

[xn - S! 2 1-1 |xn - “n—1l
Con |g'(x)| = L < 1. Derivando g(x) obtenemos:
: I IR GO il ¢.0] R
[g G = ]f'(x) “EFey] T s
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=41 I g | L
Sea M = Sur.I ;,E;; 1o donde obtenemeos la ciguiente relacian
cen (2)
L < M |hj
L M |n!
Y I £ 1T - In
L L |l
Luego lx - S‘ < E:i-l L = xr—ll T

PROGRAMA &

Variables del programa nimerc 6, por orden de aparicidn:

Y, Z = Valores Iniciales.

X(50) = Dimensidn de la sucesidén de Newton-Raphson.
5(50) = Dimensidn de la sucesidn de Steffensen.
X(1) = Valor Inicial.

FNA(X) =  Funcidn.

FNB(X) = Derivada de lz funcién.

FNC(X) =  Funcidn iterativa.

I ¥R Contadores.
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1a
38
49
58
&0

-
K

2D

28

180
119
128
139
140
130
1e1
179
188
128
2e0
210
229
2349
249
2eJ8
ced
e7B
28e
298
388
J1a
Ize
338
40
58

ITE

RS I I -

SRR AR, B
1 DUOCRAMA R

REX METGLT DE MNEWTON R&PHSON Y METCD? DE STEFFENSER

REN ENHCONTRAR L& RRIZ DE LA ECHACION FOXi=¥-u Z23SENIX Y-8 §
¥ =

z=0

DI XIS01.503501

{1 3=1

DEF FNA(X )=¥-D 2»SIRKRIX>)-8.5

=1

PRINT "ITERACIONES", "NEWTOH-RAPHSON" , TRE( IS », "STEFFEHNSEN"
PRINWY * H=," XCIN ",TAEBC3IEY, " SOOI

DEF FNBCXY=1-0.2%C0S5CX )

ALI*L I=ACT I-CFHACRKRET TX D/ CFHBCAREL 10D

IF ABSCFMNACALTIM1E-18) THEN

I=1+1
GOTD 128
SL131=%01]

¥Y=FHCCRCL 11~

Z=FNCCY D

K=1

DEF FHC(S»=8.2¢SIN(S)*2 .5

168

SLK+L =50 K 1-(Y-SEK1a/(2-2#7+5[K ]

Y=FHLCCSLK*112
Z=FHCLY )

IF CAESCFRCCSIKIY-SOKII<IE-10)
K=K+1

G270 218

I= I <= K THEN 328

FOR R=1 TO I

FRINT R, RIRI,TABC33>, SLR1]
NEXT P

G2T0 235C

FOR R=1 TO K

PRINT RLX[RI.TABCZSY,5IR]
MEXT ¢

END

RACIONES NEWTON-RAFHZON

XCI)

1

8.62818738¢8
3.61347923904
8.615462179

THEN

27n

STEFFENSEN

e cn R s I

SC12

.e17072233
.615482127
615462 16%



CAPITULO TII
ITERACION PARA LA SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES
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Los anteriores algoritmosz son aplicables a ecuaciones lineales

y nc lineales, siempre dentro del conjunto de los nlmercs Reales. Nues -

He

tro propdsite es el de generalizar lo visto anteriormente para sistemas -

de ecuaciocnes.

Dado el sipuiente sistema de ecuaciones:

f fl(xl, Bys wenes xn) = 0

4 N S @G . = 0
fz(xl, = ) Kn)

fanl, Xys cnnes xn) = 0

que tiene n ecuaciones con n incdgnitas Rys Kga eeeny X Trataremos de
encontrar una raiz S en la ecuacifn vectorial £(X) = O0; considerande los

n
vecteres en R°. 0 sea que:

) - (3 (.
(*"1 tl{x)l s
* £,00 s
X = . F(x) = . S = .
% f (X) s
oty n J n

Las funciones £ , T

g ¥ =% 3 fn son supuestas continuas y con
1

relacidn a nuestro conjunte de variables, xl, xz, serey Ko diferencia -

blez hasta el orden deseado.



3.1.2 Algoritmo del Vector Fijo

Sea G una funcidn definida asi, G: D ¢ R® — R". Tal que
G(x) = X £(X).
Donde f(X) es una funcidn a la cual queremos encontrar su solu
«idn en D para £(X) = O.

Nuestro algoritmo vendrd definido de la siguiente forma:

Xn+1

i

G(x ) n=0,1,2,0n0.

En el siguiente teorema veamos bajo qué condiciones el algorit-

mo Xn+l = G(Xn) converge hacia la raiz S en D a partir de un vector ini

cial X,.

Nota: Sean X, Y vectores arbitrarius. La expresidn HG(X)—G(Y)IIE_L I x-¥]|
1lamada céndicién de Lipschitz, desarrollada paraz una funcidn G: D c R" >R"
&3 condicidén suficiente para que: HJG(X)[I< L.

Tenemos que:

[ 6, (X) - 6,(¥) B s ¥y
GZ(X) = UZ(Y) X2 - y?-
< L . , por otra parte
G _(X) - 6_(Y) X -y
LI n _ | n n |

por el Teorema del Valor Medio,

BGI
™G, (X) - G ()] i | = 5 i ]
1 1 31? % ¥y
GE(X} - G?(Y) BGZ x2 = y2
& Brtf
— L
aG
G (X) - G (¥ % -
I‘l( ‘( )— - If B N yn_'
o _|
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o

donde X = (x?, xi, s xﬁ) v X e BT §) y 6 = d(X,Y). Por compa-

racidn de las dos desigualdades podemos establecer qu

— - — —

Efl_ éGl
axl o
3G, 363
E?; <L <1, de donde sz < .
aén BGn
Laxh_, | a8, 3

3.1.3 Teorema del Vector Fijo

- Sea B ¢ D la bola cerrada con centro w v un radio apropiado r, donde
+ s =
r €R . La designaremcs por B(w, r).

G la funcidn iterativa continua en D.

- i para todo X € B(w, r) se tiene que G(X) € B(w, 1).

Y si existe una constante k G3R+, con 0<k<1, tal que dados X, y
X, e B(w, r) se tiene que

Hs(xl) - G(XZ)H <k Hxl - xzu

Entonces: La ecuacidn X = G(X) o G(X) = X #* £(¥) admite una socla -
raiz S € B(w,r). Siendo 5 el limite de la sucesidn XU’ Xl :G(Xo), X2‘=G(KI),
e xn+1 = G(Kn), ... cualguiera que sea la escogencia del vector ini-
cial X,-

Demeostracidn: Probaremos.

a) La existencia y convergencia en & para la sucesidn ){_l
1

b) La unicidad de la solucidn S 2 D.

£ 2 : o 0 n
Para a). Tomemos la matriz jaccbiana de la funcidn G: D e R R .

3G, . ael'j
% %
JO=| : "
G 36 3G
R P
i IxX




Dades X, ¥ Xl € B(w, r) y aplicando el Toorema del Valor Me -
dic en n variables se tiene que:

XI -8 = G(X ) - G(S)

H

J(eg) (X, - 8)

donde £ € B(X,, v )c B

¥ B B d(X,, 8)
se deduce que ”Xl - S|| < k||X, - S|| donde k ER y ¥ x € E}
”qu)I] < k « 1, dada la "suficiencia" con la condicidn de Lipschitz.

De manera analeoga a como se vid en el punto fijo, se deduce -

que:
n ;
”Xn - S[] < k HXO - S||, de donde se tiene que:
Lim X = §, va que 0 < k < 1.
7 =

n-—+.

Ahora bien, dado que la sucesidn {Xn} € a la bola cerrada
ﬁtw, r)e D c R y R’ es un espacio métrico, y el 1im X_ = S. Entonces

n—+mw

tenemos que S € B(w, r).

Nota: (Proposicidn 11, pagina 84 Topologia de Mauricio Marroquin Escoto).

Para b). Unicidad de la solucidn S

Sean 8, y 5, dos solucicnes distintas de {xn} tales que
8, = 6(8,) y 8§, = G(S,); entonces se tiene que:
s, = s, Il = llets)) - ats |l < ks, -s,ll
< |st -52|| por 0<k<1

de donde se tiene ”81 - S°[| < ”81 - 82[] lo cual es una contradiccidn: se

L
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deduce pues que S1 = 52'
Con este hemos probado gue las hipdtesis anteriores son suficientes para

garantizarnos que en el Dominio de G no es posible la existencia de dos

vecteres fijos; es decir de dos soluciones de la ecuacién £(X) = C.

‘3.2 CONVERGENCIA CUADRATICA: NEWTON-RAPHSON

'3.2.1 Convergencia cuadrdtica para Sistemas de Ecuaciones

Supongamos que la funcidn G cumple las condiciones del "vector
fijo 8". Y G es por lo menos dos veces continuamente diferenciable. A& -
proximando por Taylor la funcidn G en el valor % s alrededor del vector
fijo S, por un polinomio de primer grade, Tenemos que:

(2)

(xn - 3) JG ()

a(x ) = @6(8) + (X =2) g.(s) +
n n G

donde C = (¢ s € 4 «ceuyc ) y CEB(3,8) con § = 4d(s, Xq)

¥ 2 n
y donde
— £ ke o
(3 5.}
Gy Lisy 3°i= dc 154 3ciJ
(2)
J = .
G |
I af
: ig 3f) > (3 )
[ - ~ o
%y Y=g % 9, iz %%
Si se cumple que JG(S) = 0 entonces:
53
25 .- RO donde e = X -8 (n= 0,1, .c..)
2 24 n n



12 (s)
B "+l 6 - .
y Lim = = = ya que cuando n + = se tiene que C + 5 y
n -+ n ’

L w»

G es dos veces continuamente diferenciable, por lo tanto

2 (2)
J
en e}
n+l 21!

(s)

3.2.2 Newton-Raphson en Sistemas de Ecuaciones

A. Su obtencibdn.

En el casc de querer solucicnar f(X) = 0, el Algoritmo de New
ton-Raphson se pusde obtener a partir del siguiente desarrollo.

Construyamos un polinomio de grado < 1 alrededor de Xn -3 (w,r).

Estard definido de la siguiente forma: (2)y = 2
Je 7 (e X - X))
f(X) = £(X) +JIX )X -X) + ;
T n n 2!
& = o * e 3 . -
g = (cl, Cps wreen cn) v donde C'€ B(Xn, ey y e = d(Xn, X).

Bt scando la solucidn de ur sistema de ecuacimes f(X) =0 y re

teniende la parte lineal, tenemos:

0 = £#(X )+ JX )X -x) de donde

n n n
-1 3
= - J 3 - © 4 = - = ¢
X X (Xﬂ) f(Xn) Haciendo X Xn+1 ya que es una
nueva aproximacidn, y =i J(Xﬂ} $0 paran=20,1, .... se tiene
— e -—1 -
Xy = X, -9 (X)) f{xn),

obteni&ndose asi el Algoritmo de Newton-Raphson para Sistemas de Ecuacio-

nes.
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Si converge, obtenemos la raiz S del sistema f(X) = O.

Nota: Este algoritmo estard bien definido si el jacobiano J no se anu-

la en ninghn vector de la sucesitn {X 1.
n
Obtendremos una ceonvergencia a § con un vector inicial X, sufi -
cientemente proximo a S. Por similitud en una variable habrd una duplici-
dad en las cifras para cada paso iterative, caracteristica fundamental de
toda convergencia cuadrdtica. Como se muestra en tema de la siguiente sec

cidn.

3.2.3 Convergencia Cuadrdtica de Newton-Raphson en Sistemas de Ecuaciones

La sucesidn generada por el Algoritmo de Newton-Raphson converge
2 S. Nuestro objetivo es mostrar que esa convergencia es cuadridtica.

Para ello definamos G: D ¢ R® * R tal que G(X) = X - 4.9,

Jx)
£(X_) ¥
de donde G(Xn) = Xn -~ E;TE;T— . Derivando la funcién G obtenemos:

[a.01% - 00 3P0

J(X) = I- £
: [7.(x)1°
de donde ‘o)
£(X) 97700
JG(X) = I JF

[7. (1%

£

£(X) Jiz){x)

JG(X) = = =
[Jf(X)]

evaluando en 5 tenemos que:
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£(3) J(z)(S}

3g(8) = s
[7£(81]
Como f(8) = O y Jf(S) + 0 se tiene que JG(S) = 0,

lo que nos indica que el Algoritmo de Newten-FRaphson para Sistemas de --

Ecuaciones cumple las hipdtesis de la convergencia cuadratica.

'3.2.4 Utilizacidn del Algoritmo de Newton-Raphson

Del punto de vista prictico el Algoritmo de Newton-Raphson pue-~
de ser utilizado bajo la siguiente forma:

J(x_ ) OX = -£(X_) ()
n n n

Con 1la ventaja de que este sistema puede utilizarse sin el empleo de la
T~ =1 3 5 %

matriz inversa J (Xn), ¥ proporcicnara las correccilones &Xo, axl, N

a los puntes:
= ) A

X xo + XU

X = X + 86X

2 1 1

y en general

X = X+ AX
n+l n n
(%) Nota: AX se define como: AX = X - X © mis claramente:
—_— n n n+l n
- -1 £ 1 r ]
X X

% n+l,1 n,1

ﬁxn,Z “n+1,2 *n.2
Laxn,nJ kxn+1,n | T,0




2.2.5 Solucion General de Newton-Rapnscon para n-variables

Tenemos que:

df1 3f1
2
Xn,l an,z
3f2 3r2
A
-xn11 axn,z
of af

n n
axnsl axn‘z

JX ) . A
n n

af I
-1
ar

n,n

af

2

nxn

-

Ax

Ax

n,l

n.2

-F(X )
n

nxl

n

f (x

X
n mn,1’'n,2
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B s -

que nos proporciona el siguiente sistema de n-ecuaciones con n-incdgnitas

resoluble por

[ af
1 Ax
axn,l el
sz
I .&xn :
n,l T
<
Bfn
3% AR
| 1'1,1 n?l
Notacidn:

+

+

af1

cualquier sistema de eliminacidn.

1
ARt e + Ax = -f (x b
n,2 ax o8 o1 15 med ¥ a8
n,n
afz
JAx S . A% = = (- » X
n,2 an,n n,n 2 Mel™ A2
of
n
A+ oL+ LAx = -f (x _,x
52 ax s P s! n oyl nyl
n,n
i: i-8sima componente 1 =1, ..,.., D
T
{n: n-ésima iteracidén n =0, 1, ....



oo
o

Nota: EL anterior sistema de ecuaciones tendra solucidén {inica siempre -

que las filas

Bfi afi afi

: LAx + JAx p SRR Ax

B) a 2 X Rl

xn,l n,l xn52 T, 9 - n,n

gsean linealmente independientes y si los -f.(x s X s eena X_ )
ST ¢ (| n,2 n,n

pueden ser escritos como combinacidén lineal de las anteriores filas.

3.2.6 Ejemplo

I'd

La resolucidn del sistema <

it
o

xy + x -1

Utiliza el Algoritmo de Newton de la siguiente forma:

dado JX ) AMX ) = —£(X)
n n n

para nuestro caso puede aplicarse

—— — p— — — —_

Bfl of,
ax Ay Axn f1(xn’ yn)
n n
3f2 afz Ay fFx ,y.)
an A n 2 n°°n
de donde
[ F.(x , v) AF (x4, v )
1 n n l n "mn _ B
T . bx o+ 5y by = £ (x ., y)
n n
<
f (x_, v.) af (x , v )
2 n n 2~ tn -~ N
T ; ﬁxn + aYn : &yn = fzfxn, yn)




Y obtendriames

2 2
-(x_ + y_  -1)
n n

i

[an bx  + 2y Ay
|
<

£ = oY '}
l(ynﬂ) &xn + ox (.\,rn (xnyn + % )

et n-1

Resolviendo por Cramer obtendriamos en general que

0 Ff.(x , v)
1""n? “n
- fl(xn, yn) T
n
2 fz{xn, yn)
- fz(xn, Yn) av
Lwx = L. ¥ que
n g Fofx ) 2 F (x )
L "1 n’ }fn ‘-1 n’ yn
a }:n d yn
3 fz(xn, yn) 3 fz(xn. yn)
¢ Kn 3 yn
E 3
£ G s Yn) x 2 ;
3 % T IR Iy
g E (% oy )
2 3 1 - B0 5 V)
2 x 2*"n" “n
Ay, = ’ ‘
o fllxn, yn) 9 fl(xn, Yn)
2 X d :
3 fz(xn, yn) 3 ‘2(xn’ Yn)
g =
)n 3 yn

87.



Y en nuestro caso especial:

88.

%" v + 1 2
n Yn “Tn
® x +1 = x ( x2 2 + 1)-2y (-x x_+1)
A = n 'n D n _ _n_m n n- Y0 T % -
n 2% 2y R
n = -2y (v )
(yn+1 5
2
- - +
2% C T S
=2 - x+1 2% (- - - - - 2-+1)
_ (yn+1) xnyh xn B xn( xnyh “ﬁ+1) (yn+1)( % Yn
A Yn . = c )
n n
S *n
Como definimos X = X + AX
n+1 n Tl
Nuestro wvector
X [x (A x
n+1 n
= +
Y1 }yn A:F
de donde
[x = x + Ax
n+l
<
lynﬂ Yy T
Para nuestro caso . 5
—xl - - . - 3 — +1)
% ( e A 1) 2yn( %y, - % vl
= x +
n+l n



yn+l

¥

n

+

2% (-x_ vy - x *1)=(y +1)(=x" ~ y> + 1)
n n"n n ja s n n

2
9 - Jv +1
2% %, (yn )

(n = 0,1, 2, 3, «..2)

89.
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3.3 ITERACION DE STEFFENSEN PARA SISTEMAS DE ECUACIONES

3.3.1 Método de Steffensen para Sistemas de Ecuaciones

Surge la inguietud de aplicar la iteracidn de Steffensen a los
sistemas de ecuaciones, dado que por este método cbtuvimos antes una con-
vergencia cuadratica.

Al estudiarlo en Sistemas de Ecuaciones es claro que tiene que
presentar notables modificaciones, debido a que sus elementos de trabajo
son ahora vectaores.

Denotamos por {Xn} a la sucesitn de vectores generada por el Al
goritmoe del vector fijo. & es el vector solucidn de Xn = G(Xn) y e

+1 n+l

es el vector error en el en&simo paso,

3.3.2 Obtencidn del Algoritmo

Partimos de la aproximacion de Taylor de la funcidn iterativa
G, alrededor del vector S.

Suponemos, como en el caso de una variable, que la funcidn G cum
ple las hipdtesis del vector fijo y es por lo menos tres veces diferen -

ziable en un vecindaric de X = S.

Obtenemos
2 2
3P e -8
G(X) = 6(8) + JG(S)(X-S) + ¥
dende C = (cl, Chaanes cq}y Ce B(X, §) con § = d(X, S).

Iterativamente,

2 (@& -9
‘Tl..G n

G(Xn) = G(8) + JG(S)(Xn - 8) e

°
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iterande la expresidon anterior obtenemos

T

-8 = J.(X - g sEEARds: :
il S UG(“n+1 S) y restando ambas
X = X = J_ X - X
n+2 “n+1 G( n+l n)

o por notacidn de diferencias:

A¥ = J, AXn (/)

(@1}

(I-J)8

5
+
P
=
’
<
g
>

81 suponemos que (I - JF) es una matriz no singular,

-

-1

g = (I - JG) axn + xL
s = x + (I -0 ax (v)
n G o}

Nuestre problema ahora e

7]

que desconocemos JG(S). Para ello --

buscaremos una equivalencia con datos conocides.




a) Definamos la matriz

Xn - (Xn’ Kn+1’ Bl Xn+N~l)

dende Xn es el enésimo vector de la sucesidn [Xn], N representa el nimerc
de componentes del vector. Mas claramente,?€n+i es un vector columna de

finido asi X

n+i

I’
| MLy &
X . =
n+1
X
nti, N

Luego, expandiendo la expresién anterior, se tiene que la matriz

para i = 0, 1, ...., N-1.

Xj(N:{N) estd representa por

A

X X X Hos ow ox om %
n,l ntl,1 n+2,1 n+N-1,1
x X : x o w & o K
T n+l.2 n+2,2 nt+N-1,2
X b4 R o5 s v & w B
n,3 n+l,3 nte,d n+N-1,3
® x x & ¥ X
n,N n+l ,N n+2 M n+N-1,N j
L N =N
Notacidn:
fati = iteracién (i = 0.1, ..., N-1}-

e
n+i,] .
{ 3 coemponente
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b) Un operador de diferencias

a xn : Xr+l - xn
Aplicande a (B) nos da que

oo X = 2 X

Y si suponemos 2 la matriz A xn no singular se tiene que

- _1 Y
JG = (4 Xn) Axnﬂ

Ahora bien i

(I-37" = E - X) xm;[

- -1
= |A )g1 (a )’(n)"1 = 4 )(n)‘1 A XHH:{
~ _ i3
= ja X, - aX,)0 xn)“l:[
- -1
= - (X, - 4X)G@ Xn)'l]
-, Pt
= - |a X @ X) :[
Dado que (a.3)"' = 371 a7 para A v B matrices NxN se tiene que

¢ = JG)‘1 = = xnmz X (&)




ay

Sustituyendo la expresidn (§) en (y) obtenemos

2 o -1
= ( ;
L. Xn.a Xn) AY .

n (o

V3]
1]
et

Esta formula 12 hemos obtenide despreciardc el resto

-
a

de donde inferimos que un vector aprcximado a 5, llamémosle Xé vendria

daio por:

X' = X -8 Xn(az Xn>'1 8 X

x?

t
|
’ : = Esta formula podria aplicarse a una sucesidn de
® ¥
N

vectores {Xn} va construida, obteniéndose una nueva sucesidn {Xé} que se

donde ¥°' =
T

presume converge a S mis rapidamente que {Xn}. Podria llamarse a {X'} 1z

sucesidtn de vectora2s generada por el Algoritmo de Aitken.

3.3.3 Algoritmo de Steffensen

(03

Escdjase un vector inicial X v gendrese la sucesidn de vectores

(K
txi B s e ) VR

-  Iniciacidn: Xy = L(k)
~  Calcule X = 3(X ) n = 0,1,2, ..... N-1.
e n+1 o

(¥ = n@mero de componentes del vector inicial)

G in X' 4 X (" X )y ax

- eneracion X = - A

eneraci i § ; Ag 0
uis Lkl

- Modificacidn A( ) = X!
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ecpacionas

de

donde Ax

Ox

idem para éyr,

n+l

a
F A

\ yn,

A
[A

ldem para



96.

3.3.4 Comentario

12, Al estudiar el Método de Steffensen para Sistemas de Ecuaciones he -

mos tratado de aplicar les conocimientos adguiridos en el Capitule II re-

=L

lativos a la aceleracidn de la convergencia. HNuestro empefio ha sido el

de tratar de buscar una mayor rapidez de convergencia.

22. E1 problema basico encontrado ha sido el que no se ha podido hallar

= : g 2 -1
solucidn para los casos en que no exista la matriz (A xo) .

32, Con tode hemos procurade dar un estudic general y susceptible de ul-
terior investigacién. El hecho de tener que buscar una matriz inversa lo

hace largo, complicade y a veces sin solucidn.

42, Pensamos que pueda haber ciertos casos para los cuales afin, con to -
das esas dificultades sea aplicable y pueda, utilizando un programa ade -

cuado para una computadora, encontrar una solucidn cuadraticamente conver

gente.
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CAPITULO IV
EL METODO DE BERNOULLI
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4.0 TINTRODUCCION

St

Generalizar el estudio de la resolucidén de Ecuacicnes. C

0]
1
J—I
&
o
+
.
]
=
1

1

cidn del métode de Bermculli aplicade a polinomios, logrames dax uno -

"

visidn mis general y total a la solucidn de ecuaciones.

2) Lograr un método que pueda utilizarse para les casos que por no cum --
plir las hipotesis requeridas no han podido ser estudiados en los méto

dos antericres.

3) Objetive especifico del método de EBernoulli es el de dar una aproxima-
cidn inicial al valor de la ralz dominante (de mayor mddulo). Sirve -

-

adecuadamente como método pars aislar ralces.

4.0.2 Justificacidn Programitica

Al estudiar este método hemos querido dar unas razones sobre la
inclusidon de este método que se apar-a del esquema llevado durante todo e’
trabaje.
En primer lugar creemos gue este método complementa los anterior
mente vistos para la solucidn de las ecuaciones. Nos presenta una solu --

cidn de las ecuaciones polindmicas en general.

u estudio por

1}

Queda plenamente justificado en nuestro trabajo
ser un método enteramente iterativo y con mucha similitud en su forma de -
desarrcllarse a los métodos de resolucidn de los capitulos anteriores; con

una rapidez de convergencia adecuada, asequible de poderse acelerar. etc.

Al llegar al capitulo final de este trabajo hemos rensado que el



estudio de este métode sirve para dar una visidn mas completa de "los mé-

-

todos iterativos para la solucidn de las ecuaciones’.

4.1 ECUACIONES DE DIFERENCIA

En el Capituln II cuande estudidbamos el Mé&todo de Aitken que -
permitia una mejor aceleracidn de la convergencia vimos el operador de di
ferencias "A" que falicitaba la expresidn del Algoritmo de Aitken.

Nuestro propdsite ahora es =1 de hacer un estudic somero de las
ecuaciones de diferencia que estan basadas en las diferencias finitas, pa

ra una posterior aplicacidn en el Matodo de Bernoulli.

4,1.1 Definicidn de Diferencias Finitas

"Son las relacicnes gue existen entre los valores asumidos por
una funcifin, cuande la variable independiente toma valores en progresién
aritmética®.

Sea: U: D ¢ R — R, una funcidn(s).

Cuando x — (x + Ax)

entonces y(x) — y(x + Ax).

Primera diferencia: AU = U . -0
b x+1 Y
2
Se di ncia: s u) = U - 20 + U
Segunda diferencia: 4 Ux ﬂ(&ux Gai Aoy -
; S -1 -
v recursivamente: A U? = A(A UV) S =1:25....

() NOTA: D: dominic de elementos discre



4.1.2 Propiedades

b = 0 si p es una funcidn periddica de periodo 1.
WA . . Tl n
c) A (cU ¢+ kV) = chA U S Y k, ¢ constantes.
: X X by

4.1.3 Definicidn de Ecuacion de Diferencia

"Son ecuaciones que expresan la relaci®n entre la variable inde
pendiente y diferencias sucesivas de ung variable dependiente”.

Ejemplo: A U+ 24 u, ot UY = 0

4,1.4 Orden de Una Ecumcién

4

"El orden de una ecuaciin de diferencia viene dado por la mayor

diferencia presente en la ecuacidn'.

El ejemplo A U + 2 A0 + U = 0 es una ecuacitn de
bd

diferencia de orden 3.

g
=

S1 en el ejJemplo 0 U + 24y + U = 0 operamos las di-
Jemt " % * I
ferencias, la ecuacidn se simplifica a y _ = 0.
x+2
Esto nos muestra que la notacidn de diferencias muchas veces os
curese la informacidn. For ello generalmente, sSe escriben de manera di -

recta en términos de valores de U .

A =

Ejemplo: U + a u + ...+ a U = b
’ x+n 1,0 Xt~} N, X+ N-D T
donde a, v b son sucesicnes dadas, k = 1.7, ...., N.
k,n - n
En nuestro estudio adoptamos una notacidn simple para un manejo mis facil
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X + a X o+ e a

a son los coe

r\
Hhy
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0
[
1]
5
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1)
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[aN
il
=4
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m
et

a determinar.

*n-1 ” Ty w7

1

. S a. @ .
1 N
Los ceros o raiges de P(z) seran Bl T oweees Ty Segln las di
2 !
ferentes clases de raices que cobtengamos en P(z) = 0, obtenemos los si --

. ! " - » "
1) Siz % Z, F oe..- % z, 5 €8 decir si los ceros o raices scon diferentes

las sucesiones sclucidn son las sigulientes:

I "1} 1 ._n 1 ! HI-‘;'] T ,-—
e Joa oo 4 < b - - - - - a syt @
1 277 3 N

2)

erencis viene dada por la ceombinacitn lineal de:




[y
o
fas]

La solucidn general de la ecuacidn de diferencia es la combina -

anteriormente. Podria

b
1
&l
.
t
n
.

.‘_
t
8]
b

r3
o
o
o]
D
)]
Pl
(=]
prt
ol
U
vy
1]
| o4
¥
i o

»siones solucidn para cada uno de los ca -

n “k

k k k
Caso 23} {xﬂ} = {n zl} para Xk = 0, ...., N

N (1) ol g -7

Caseo 3} {x_ "} = {z 1}, {x 7"} = {2}

n 1 n ]
donde 2, @3 cero o s lucidén del polinomio caracteristico P(z).
i S : A~ 1%
1.1.6 FEjemplo 1

MGestrese que la solucidn general de la ecuacidn de diferencia

7
b + Ax ., + B x = 0 con A ~ 4B < 0, A y B reales; puede re-
n n-* n-2 ’
n 3
presentarse como Xg = ® (k. cos n¢ + k_ sen n¢), donde
1 £
A = = 2r co= ¢ W B =1 .
Prueba:
b4 + A x + B x = 0
n n-1 n-2

su polinomio caracteristico viene dado por




109

2
nor hipdtesis A - 4B < Qi entonces las soluc ion compleias v
S0Nn asi:
A _
Z-. >, - 7 + 1 —
1 ol ¥
- A nE - A
L S Y )
en forma polar de z_ vy . seri:
¢ + i send)
z, = vl(cos ¢ + 1 sen ¢)
i
La solucidn general de la ecuacidn:
o Tyt - i g 8}y + c (rleos nd ; son b))
x_ = r (cos n$ + 1 sen ng)) c,{r (cos n¢ - i sen né))
o 1" : ' s
n n V(e N
X = v cosnpl{c, + e ) + v senndlidMc - c))
n . ;
- v Y = 1
T ey, TR Y ile; ~¢,) = Kk
n n
® = kX r cos ¢ + k. v sen nd
n 1 2
x = ri(k cosntd + k, sen n®) l.g9.q.d.
n 1 <
' _ =
r = |z = = ¥Yb
%
v o=
,-‘f\r\,_‘fr:. T es




DE BERNOULLT

neralidades

Nues*ro cbjetivo

< o raices de un pelinomie
F(z). Para la resclucidn de este problema nes valdremos del método de —-
Pernoullii gue consiste en aSociar a T(z) una ecuacidn de diferencia. para
la cual P(z) 23 el polinomic caracteristico.

Iterando entences la ccuacién de diferencias, cbtendremos facil-
mente la infermacién sobre lcs ceros de P(z).

A. Defipicidn: '"Cerc dominante de un pelinomio”

"Zs uno de los ceres del polinomio, tal que su mddule mayoriza -
al mddule de los restantes ceros del polinomic”. Es decir Zys Toa oseees Ty
ceros de P(z) ¥ lzll >'zk1 para k = 2,8,...-, N. Entonces el cero domi
nante es Ty
B. Descripcidn del Algoritmo

N -1 . )

Se. P(z) = a, = + a o toA 31 polinomio a2l cus

queremos encontrar las raices: le asociamos una ecuacidn de diferencia tal

a_ X + 8. % Toa-..e  Tooa® = 0
0 ©ntl 1 n n n-N+1
Ezcogemos leos valores apbitrarios % . X ., «.... % .V genera -
. ¢ i i —-NTIT
mos la sucesidn {x_}, por la relacién de recurrencia:
- ]
4, = t a_, X + ... + @, =
1 8 2 np-l N  n-N+1
o = -
+X .
5 “o
luego podemos formular la sucesitn de coclentes:



(BS
(=

Fara vm valor de n aprgpiade, g llega a ser un punte fijo,

Iniciacidn: Dar leoz valores inicizales X, ¥ ¢ vesen X .
1 ~N+1

d. R + a3, X y SRTC RIS

e

a x
n  n-N+1

.- - ~
T = Mg ligdla LR Y

Generar: la suceeidn ¢ = =25 02 B2y w.ns

- ) Rl = '

Prusba: '&q*l < €, entonces termina la iteracidn.
4.2.2 Selucidn de Ecuacione

Considervemes el polinomic P(z) de grado N:

. N N-1

o = a, = + P 5 £ 3,

Fyvg) A a, + RN

Con respacto & 1oz cercs de P(z) rodemos obtener distintos
S08:

icizimente 2l caso de un cerc dominante Umnico.




= + a_ X [ 4 53 ¥h + a,., X \J es su
9 mn I -3 N “n-N
nolinomic caracteristico, entonces {x } es la sucesidn solucidn cue wen -
Tl -
a de 13 siguiente forma:

n I N n

e = e, 3z T OBy By o oen €. &

n 1 2 7 N "N

LY ey o -

FaTaiar=1a
404 8 0=

- - - k oy - e
al cerc dominante) entonces x_ 7 0 paran = 1,2, ..... En efecto,
n I ; 3
- - n

i
“+
i
3
~
-+
e
[
+
+
(@]
N
»
—H-
fe!

pa! 1 1 2 Py N "N "




Como por hipltesis ¢, 3 0 tenemos que

¢ yDH ©yn+1
c Zn - o bz °
2 |“2| N |°N
T+ = |= L.+ — 2
c. |z o iz
% 1 IJ =i | =1
n+l L \
:-11"‘ uT : & ot "g'ﬂ X - T
n 2 1%, °y |Zy
S " R B X
C o - o
._1 Ay \_,l ;.]

1 t {
Como |z, | = iz | k = 2, ...., N tenemos |z < 1
1 I b k/z.
(Z,
%
entonces ——] — 0.
Cuando n — ~ para k = 2. ....., N, Ivego la fraccidn que muliti-
plica & =, tiende a 1, v

b e T g9 -2, ¥ analicemeos la forma como el error
td a cerc, I » las hipdtesis del teorema de convergencia

B J

, 3¢ tiene entonces, gue ¢l cero gue

sigue a2l dominante

, ©n la sucesidn solucidn {x } -
] n

Tomemos valores iniciales t.g. ¢ * 0, bajo estas hipdtesis
T+l ‘1 7n

e. = T

il a



111

n+l n+1
:'I '7.‘: + ey :-'f\ + naas + c_
e = r ;
e = =
c.Z. o+ o, % +
1 1 7 =g
. T 2 :
- (= - = = ~ (= - e -
-,’2\_-:)’ 1_.1)_42 + “a s w + (_?.‘I\.J_:\‘: ,_T‘_‘. N
. - ] ] 177N
n n n
c. 2z S SRS S
L 1 N N
1@
podemos escribirlio en la forma: e = Ah(1 + 8)
Ins ‘l'l
e (z. - =z Z

it
|
=
l
|

p
1 —f-:ff'. =

o .
por hipotesis




" 1
(=] n e
'l"|_ -t '| ™
|z
a =] ny _— 1 e
n+1 [z n

luego la rapidez ce convergencia es lineal.
~ Aceleraci?n de Convergencia
La sucesidn iqﬂ}del algoritmo de Bernoulli tiene una convergen-

cia lineal. Comprobaremcs que esta sucesidn cumple las hipdtesis del Ceoro

1=t

elerac

0

on do convergencia de Aitken.

Ex que e_ 3 0, por (R)
S-SR 1+ € . 2 +1
Txhid n+l % 5 n+
= ——— onde _ = £
= h TG dond 2 h(1 + n)
T n n

= =
n ; 2 )
con £ = — — 0 cuando n —> ® y h = = < 1.
11 _1_1 L.l
Comprobadas las hipdtesis anteriores, tenemos entonces que la -
oo [y - - 1 - - -
sucesion 1q'rs derivada de la sucesidn {qvf por medio de la férmula de -~
-ﬂ)i"::}‘:'_n 3
(Ag )
N n
(a) = a] —_
e N i
4 q
il
converge mis »apidamente al cerc dominante 2, que 1z sucesién {qn},
B. Cercs de 3 uno
En nuestro estudio hemos considerado hasta aghora el caso de ce

igual a 1. Veremosz aheora, los gque poseen una multi-



An astFndilio mad
S1ud Ble

1. e ] ’
A > 12 | para % T 2. ..... D.

1z de diferencia e
r",__l' 1
e la g
(m~1)
y = contiene 131 -
P f - ¥ T i 3 BT Cymiiog o ek o g
Como peor hindgtesis z /2, <14 por ser el cero dominarte Unice, Tenemos
- = 5 b 13 i ¥ :
que
I
Zki
<] — 0 cuando n —~ <.
17_',1 !
{ 1)
Entonces
i 1
(m-1 )
1 - () n > o
nara cualauier valor m-
Luego para BE Q145 i oz
Luego para 7 o2
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Caso b) E1 polinomic P(z) tiene el ceroc dominante repetido

i el polinomic F(z) tiene el cero dominante repetido, es de -
cir, el cerc dominante tiene multiplicidad mayor a 13 supongamos de mul-

tiplicidad 2. Entonces la solucidn general de la ecuacidn de diferencia

! n n
X = e . mzZ + ez + ¢_ Z + .
n 1 1 2 1 3 3
donde 2, es el cero dominante ( zk] < ]: i k=2, ...., ) y con la -
. ]

suposicidn de que c_ ¥ O.

. . ﬁ]’""rl ) n+1 n+l
I SRS L C: S O T G By By By B suo
9 7 TR - n n o
n Siepy Z1 f C2 2 * 333t ...
Zn+1(c +¢c) + c zn+1 +
_ 1 1(n+1) "2 3 73 o
9, -~ n n
z, (CI(P) R
e n+l
dividiende entre z, (c_(n+l) + c¢,) nos queda:
1 2

[IES

SN oy tl
+ — + ..
c (n+t1) + ¢ 7
2

b S

e.(n) + e, (2, c. Z4\n
. 4 = +‘
el : 2
ulfcz(,+ ) CE{A | (71 e (n) + ¢, ;
— Cq Z,\ 0]

14 — SN

zl(clfn+l) + Cg) N c,(n+l) + ¢, {2z,
g - : : ‘J

5] c.(n) + c, e Z T
1 2 { )



[— Cg TZ Yyt -
1 i+ o= b ERNET R T
(c1(n+1) 4 cﬂ] c (ntl) + ¢, 17
q = z | == = = 1 (8)
L L ~) 1 % s fs + . i
c,(n) + ¢, (7 '
L x -
cl(n+15 ¥ @, 4
Como —~ = 1 4+ —————— cuando n -+« e3 clarc
c (n) + ¢, n o+ c./o,
1 2 P 1
Gue {q?} > z, pero con una velocidad mucho mds lenta que en los casos an

7N
teriores, ya que la convVergencia no sclc depende de {

] o I ,

1!

(o]

ricres) sino tambidn del factor 1/m.

Problema:

e un esquema de aceleracidn andlogo al de Aitken para

(D
3
(&
(o
O

minante Gnico de multiplicidad 2".

I |
[ i b 9_ .
q, = z, |1 + —| , haciendo ¢ = — obtenemos que el
| ..l ? c
£ 1
[ n % ——
CqJ
grror n-esimo
h‘.-]
e = g -z >
hel Tl 1 n+c
1 g 1 3
o = de dondae
5 ntl (n+1) + ¢ ?
z, z,
{(n+c) + 1 = = + 1




Z = =
s S 0+l
{ I —
vg iaZ =
T 1 1

de donde z

n
=
1+ 1

1 n n n nti
z = g * Vg (a - q )
1 1 2 PR o 1
por lo tanto
19 = - + 0 & M
{qu; 4y /q (1n qn+1/

con 0 < < .
© qnﬂ—l qI'fL
6 Id
<
‘kqn < O

~ Eleccidn de Vectores Inicilales
Si les valores iniciales se escogen
® = x = e = X = 0
-N+1 -N+2 -1
la condicidn del me&todo de Bernoulll que c. 40
Consideremos ahora la solucidn general

rencia ascciada a un polinomio




n T 51t T %
para x, = iy X, 07 Y el
;('1 = C 4+
- ] T
< - -
c, <M
Q - —_— _f.
Aplicando Cramer
]’1 1
1/2
| /2,
ul - A
1 1
Z. - Z
L
con A = = 2 =
" o
1/% 1/z = Fg
“1 fo2
donde
Z_ Z } z
1 12 | _ 1
C. = —_— ————=! =
j 7z Z. = Z { Z - 2
2 1 27 1
Como z, # Q y Zy % Zy =ntonces
Consideremosz la solucidn de la

a un polinomio de grado 3.

para x = 1. x . =0,
o=
<I‘Z] =
lai .=
(o=

= 0
+ cq
+ cz/z2
2
+ c./a.
&

IS
>}

n

S = 8

3 3

obtenemos
+ cC

asociada



v

Con A = 1S

Ezte determinante

.

N

ne dada por el producto de

o

%]
rt
41}

j

e

=

las

ferentes de la segunda fila.

121.

llamadeo de "Vandermonde" cuya solucidn

diferencia

De esta forma obtenemos

que:

s posibles

PR S S ) S
3\.—;2 Z-[_; \ Z 3 /41)] g 2o
Z - 2 2 - 4 d - =z
1 2 1 3 2 3
A = s z N Z ” h z 7
“1 " 72 1 73 2 73
fo = om Vv - =)
(z, - z,)(z, z,)(z 2.
A = =
(z 2z 2
_'1 1"? u3

entre los términos

ai



s Ao

ALl
Para el valor de:
1 3 1 |
1 1 1 1 T2 T 73
0 ——— = i = ————— e
- B | 2 2 2
£ o z g, (z._ z.)
7 3 2 73 2 73
1 1
z, z,
1 1 1 5
(z z =) (z. -2z

9]
11
o

Q
}_\
.
M
=
.
L2

1

]
el
1

0 1/z° 1/=z

0
i
—

(onsideremos la ie de 1iferencia ssociada
a un polinomio de grado N.
n n n
3 = ¢, z oc. 2 + < = ..+
n 1 2 2 3 73
. ; = b = = = §) r = 4
con X_yo g A‘j+2 c e %4 ). X, 1
se obtendrd el sistema
{ o c :‘r\
) - ’—1"'?‘-"-"_-"’{‘..-» .;._._i.
brd A bd
<. “1 S2 N
!.
) s c
g = 4 Fo et T oee . -
N-1 N=1
i z




Sistema cuva solucidn para ¢, se puede inferir por la naturaleza

e los son similares:
N-1
::1
= ke
N R ) ZZ )z -z ) 7 o |
2 y AT B 4 L Z 2 oowza e KD Z,,
1 2 1 3 1 4 1 N

Tomo Zl # Z

- Caso Particular: "Un polinomio de segundo grado con ceros conjugados”
g g Jug

"Consideremos ahora la soluciin general de la ecuacidn de dife-

rencia asociadae a un polinomic de grado 2 y con ceros complejos conjugados'.

para xo = 1 N'§ x =20 obtenemos el sistema
2
P - I + o
| 1 2
<
l o c
] 2
s} - — 4 —
{ c -
9 z
= 1
aplicando la regla de Cramer
11| “
| 1/21 =
0 1/ g .
o = + = i por lo tanto
i - Z - = -
{ 1 1 z_ - 4 1 1




c_ = = = . por lo tant
< ! . i —_ <

t 1 1 .- = z - =z,

i 1 1 : i

C) Dos Complejos conjugados como ceros dominantes

Para complstar nuestro estudio, falta considerar cuando P(z) de

coeficientes reales, tiene come ceros deminantes un par de complejos con-

jugados:

Z.y =@ = z_  , de multiplicidad 1.

Sin perder generalidad, podemos asumir que los ceros no dominan

lesigualidad:

Si tomamos las mismas consideraciones anteriores para 1os ralo

pes iniciales de la sucesion {x F, la sucesidn solucidn toma la forma:
jos
n — —n n T
bd = e, Z + ¢zt 4+ el = £ cwmes b Gy B (A)

= ~ - n T - - ) ~r o N
2, = re v ‘ = ae con r = |5 |, r>90 b a > 0.



es decir:

Supongamos que 2 es.n cero situado en el

I =

125.

w0

emiplane superior,

0<¢ <1

]

]

e &
+ zn
3 3
+ o zo
- o a NJJN
n , i(ndé+d) ~-i(ne+d) n
r (e + e Y+ Cg 2y + eeen + Cp Zy
n n n
a r cos(n¢+d) + c, Zy ot toey Zy
L
ar [cos (ne+td) + En]
- - n 7
.
.+ _-{-——N-) donde S8 e
2a | r - r

cuando n —+ =™,



Nuestro objeto es encentrar los valores de r y ¢ en la sucesidn

solucidn; para esto supongames ©_ = 0 tenemos entonces

e n
- n
x, = 2 ax (202 (n¢+d)) ()
3 = n — —n
Ciendo esta la representacitn de e, 2y ¥ de C; Z; . en forms

polar tenemos que es solucidn de la ecuacidn de diferencia

v o+ Ax + B ox = 0
st n-1 n-2
T 2
Por el ejemplo (1) tenemos: B = r ¥ A = -2r cos 9.

Para encontrar los valores de A y B de

X + A= + B ox = 0
] n n-1 -2

\ = ....Tl o ot 5
- D T D
n 31
con % - % %
3 n-2 n-1 -2
En = ¥ Dn 22
* : x X
n+1 n=1 hal n-1
Vaamos como Er + 0
]
2 n-2 . -
D, = 4a 20 o [(n-1)848] - cos(nd+8). cosl(n-2)9+6]}
= 4 a% p?2 can? ¢,
Como 0 < ¢ <T, entonces D_ + 0.



y los valores de r y ¢ vendran dados por:
o T “n+l
r=yvE s 5 "
n
. A B
cos ¢ = - — =
Zr
2¥D .D
n nt+i
pero esto resuelve el problema, siempre que €7 0.
83 {xn} es una solucidn donde e # 0 tenemos:
n .
x = 2ar [cos (ndp+8) + ¢_]
n n
x X
n—-1 n-2
D = = x - % =
bl n-1 n n-2
% X
n n-1
bq X
n n-2
= = = » %X - .
n n n-1 n+1l
> =
n+l n-=1
De donde
2 2n-2 2
D = g a” o (cos (n-1)d+8} - cos((ni=2)+38)
n
ke 2
+ € cos((n-1)8+3) + ¢ - =_ £ .
n-1 n o ne2

cos((n—2)¢+ﬁien)}

3 n-2 2
a- r [zen™ @

= 4 + cq_lcos((n—1)¢+5) - cos(nt+8&)
- cos((n—?)¢+5)cn = By Ehn q;_l

i

.cos(né+8)

- cos{nt+d)e
Nn—

. E



2 ap.l
7 E — ':’ _l“- 'g_'-hn {
. T1
fcos (nt+8)e + cos
) n-1
e, T cos ((p-2)¢+
TI— £
Como € * 0 ¢
n

ma exponencial tanemos:

T3m 14 =
Jf& 2D
n =+ 8!
D 1
L‘:n n+i .
B D
n-—+ = n
- : =
Algoritmo:
S° {x_} es la
a,. x + a =
0 n 1
se calculan
x
n-1
D =]
i
pid
n

obtiene una sucesitn de

r 2os b

, la raiz compleja

v (cos ¢ - coz 3¢9)

[N
)
w

({n+1)d+6 3.

transformande los

2
cos .b — T _'_-‘q'_::'l 4 153 a-
((n-1)d+8)e_ - cos
n
Y = - - &=
cJ ‘.1_'!1"1 _:_L "T‘l—l e
uande n * ™ vy

cosenos a 13 ror—

3 AY
r{cos ¢ - 4 cos ¢ +3 cost)

respectivamente obtenifndose

de P(z).

estog 2

. =
L L
L sen ¢ 4 senn ¢
B Y
(4 cos ¢ sen ¢)
= = 1 cos b
L osen &
4 a“ p? 2
Z - r
L+ a
sucesitn sc lucidn de la ecuacidn de diferencia
... + a 2 = 0,
n-1 n n-N ’

x b4 x .

n-2 Il -«

E = 7ose
. ¥
*®
n~][ n+1l n-1
D E
N n+l gs!
cocientes 5 vy oo los cuales convergen 2
n n

valores el valor
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ENCONTAR LA RRIZ DOMINA
METGDO DE EERNDULLI ¥ &
it X 1g@ 31,1981, A01981]
REsD RO11.RL21.8L31,%0413
PEF O FNALK =8~ 4 -5 3+9%X

CFREINT “NY".“X{NX™,."QC(N",

33354106
67188312
134217349
2668435049
33687047 ¢%

SON

"Z-7RKPZ

"AITHKEN"

.BB? “515
.0g235814882
.508838736

=0%RC4]1-2xXL 31+7x¥L 2 1-2%K011]
+31=532¥l I+4 1-9xXLI+3 J+7=+xRL [+22-2
AT T+4 1=XLI+51/X01+4]
[F ASSCFHNACRL [+43>2412-83 THEN 13582
[=1+1
GOTO 98
J¢5
AL J I=Q0J 1-(R[J+13-REJ 22 2/ QAL J+2 -2 %
IF BREBS(FHRACALJIXI2{1E-B2 THEN 287
J=J +1
CTTO 160
FOR K= T 4-4
FEINT K, XLK2431,@8IK+41,ALK+41]
HEXT K
F23R L=4-4 TO I-4
FEINT L, XLL+471,R[L+471
NEXT L
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8 21474831351 2.908888217 H
g 2147483151 2.pooeEB2LY
2 12942867 ET 2.986888113
8 838992340323 2.8090680s81
1 1.21799E+18 2.809889833
2 2.43597E+19 2.0888B800817
3 £.87123E+19 2.8088350988%2
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PROGRAMA 9

COMENTARIO DE VARIABLES

#(100) = Dimensidn para la sucesidn de iterandos.
Q(100) = Dimensidn para la sucesidn de cocientes.
A(100) = Dimensidn para la sucesidn de Altken.
I,7,K,L = Contadores

FNA(X) = Definicidn de la funcidn

®{(1) = Valores Iniciales (I =1, 2, 3, 4)
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u.72.6 PROGRAMA 10

'EM ENCONTRAR RAIZ DOMINANTE CON MULTIPLICIDRD 2 FPARA X"4

Eft METDDO DE BERNOULLI-QAITKEM-MODIFICRODD
AlEpRl.eL 108 7. ALtER 1. BLi1AG]. CLIE]

0 XC131,KL21,%0323,%04]

(NT ° HN®,"8CKHX", "AITKEN", "RITKEN-NOL*®
SI=6w¥C47~82X0 T3 ]~6xKL2]+9*%K[1]

[1+51=6%%0 I+4 1-8* X0 I+3 J-64X[ [+23+9%KL1+1]
CT43=RUI+51/KI 1+ 4]
DIF FHACKISRA4-6#KAT+ERE 2+5wK -9
TT ABSCFHACRLI+41))C1E-82 THEN 148

“1+1
G270 86

J=
AT J I=GL 8 I-COCJ+11-Q0 1) 2/CQLI+2 1-2# QL d+1 1400 573
IF ABSCFNACALJI)ICIE-82 THEN 198

i

CIKI=R{KI-S@8R(RLKI*(RIKI-FLK+1 13}
IF ABSCFHACEBLKI)C1E-B2) THEN 278
IF ABPS(FNACCIKIXIE-B2X THEN 318
K=K+1i

COTO 287

FOR L=1 T0 K-4

PRINT L,20L+41,800L+41,BLL+41]
NEXT L

GOTO 248

FOR H=1 70 ¥K-4

PEINT N, QL M+4], ATM+4 ], C0M+4]
HEXT "

zCTO 278

PRINT "NOQ SE FUEDE UTILIZAR AITEKEK MORIFICADO"
K=5

FOR H=K-3 7O J-4
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HEXT H
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PRINT D.Q[0+4]

NEXT 9
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ERD

23 FITKEN GITKEN-WMOD
4 GBE6REHGT 2.565651843¢ 2.98865400897%
4.871422371 3.7635242132
J3.728245614 F.3208438663
3.638424988 3.23548621%
7.5216284%2%2 2.222267749
3.444364162 J.i92735248¢%
3.38798831lg 3.17153327%
3.Z42850387 3.1537335622

=
a2
o

~EXNT+BRA24EH



O
C
s
[+3]
o
[l
[
I

wed

w
2
-
iy
o

8]

vl

o

i

'n]
0
Gl
o
—

uwy
i

(41

i
L
<1
-
(. 08
)]
iy
LRp]
)

Fee
i
At
I

i3

War

£
e
(N
-l
Lo
s
£
el
)

Mo

=i
ir2
o
T

£
£}
g}

I}
a1}
o
(1]
o
I
o]
i
[a1]

[

Gin
3
o
a7}
)
u?
(a3
o
o

M

(23]
et
N3]
e
=
LA
o

2]

(&)

o
o
()
7y

(24
o

)

P

=3

vl
(s3]
™

i

~f
Lk}
L)
o«
L]
i
o
o
(4]

L]

oy

o

"
Cr
o
G

I~
i

Lad'd
[
o
e
o
el
L'

v

R R T
wd 131 B
[[p <X €}
[T S &
wh Ve Y
Gy G oy
L T ]
WD e
[y 2]
L S
Lo B B!
w MY
1 0 et
[ )
I~ B ow
e G oo
R
Iy b
i i v
R S
Ly 1)
0] ool

ey
ry

w
o
i
L]
A
(xa]

™

[
w
F
I

7

3]

el

i)

ra
M
1.h\
]
Iy
©al
oo
s
a

=

¥
o
LS
0
(]
Ll
(8]

v

ho g

¥
v
Q.
*}

cul
Loyl
i

el

u

[y}
e

in

]
=2

o]

t
(A
g
oy
~+
yet
)
L]

el

5]

v
L]
e
-
wed

o
i

[

o
(=]

i

(=)
-
i
o

v

o

fe

(g1}

L

e

o
w
[}
[nx]

o
<+
[

[Aal

[

koo

4419

(o}
Ta
-

r

(X

o
LA
[Xq]
g
I~
{5
[x3 ]

(]

o

Fo

Lnhl
o

(o]
o

L
[}

s

[¢3]
w3
b ]

Lo
Lo

&

(4t
1
(il
as]
o
LU
v
L 29
(1]

[&)]

R S T B ]
(TR S € VR e
7 S ol AR ]
Uy 00 o Uy
WU o M
L SR ¢
Y v Dy O
B - S ]
L R an B 4
S e A b
L T TS o o
[l i <l T
[ B "SR s BN
DO =R RN A7)
LAV RN AP o B ]
LU A AR
(AR b
Lo I B (]
foea I L < )
PO 1y 0
[V Sl LR

{ae]
“w
G
Lo

[

1

"

r~

r
3

e
I~

Lar]

[esl

(3
(&}
o
[
md
o
LS
[

o

el
(431

e
[
<
g
P
[cn ]

s

[

u

L
o
(8]
o
s
e

(a2

[sa)

4]
L0
T3]
()
et
P

2]

P

W
L4y]
kL
[as]

=

Vel 08 I

N 1]

Fs
S
s
[

w0
oo

i
04
-l
et
e
i

R

Y

')
€l
()
I~
o

ol

]

]
iy
e
[
A7)

£
(e8]
g
xi)
fan]

D

™

b VR LI S )
[V o ¥ S I A o ISV o B TN S O B A I o T A B A - A R ™ - L Gl T S T O T 28 T T T B T TN TR Vo Y T B Vi LKV LT

O
o
vl
Ll
iy

y

{xx]

FER I e A
— 1
LU < S L]
= 0
Fee e wed
Gy 00 oD
re W 7
[Tl I Ty
oo G
A0 T AP I o)
1 O8]

il
n

W

O

[
[ead

m

R

i

L
i)
3%
oy
0
o

i

)

Lenl
Lo
~

(i)
it
[
[Fg]

r

1

Ly
r
)
[
W
(un}
el
(g

[ ]

183
[eh]
IS}
[x2}
L)

/]

KD

)

W
o
nn
£l
o
r
DO

[4a)

2

i

{ig]
A
re
oo

L]

<}

73}
e e
L]
]
[xa]
Fe
<
e}

(o]

[AX]
gy

aa
=

™
4}
g
)
<

5

"

Lo
[
o

it
')
LAl

ca

e

(1]

1

N
+
o
o
)

o

[aal

b1
i
L
[Xa)
%]
AD
™
o

[ ]

=

b S S
WD LD D

W



AR £
Up el
[
Ll
-—t
VAl o
64
A5 S o
[ i BN )
S
Tl ]
(N £

e

€0 vt
P
P
[N o
e wed

oo

S I )

ST S
F— I~ I«

F
Les)

]

i
Fe e

™2

O

™

» o

i
oo
]

[
LA
o)
[\l
[
Lz ]

P2

v
n}

I~
Ll
W
e
L]
[k

£

Wt OO O
P~ Fe I~ 0 €O

P
o

e O
v e
Iy o
4 f..l__
| SN
B I
A
L
Ly MY |

o

SRAMA

005G

T

0 ]

A

MPLEAD

_—
o

VA

LAS

»

BE

PLICACION

wr

—™
Lad

Y

Q(100)

tl

A(100)

s{100)

Ly

ntador

Co

FNACK)



ST E RdTriag s TR

T PR Sy e

.
T et — t e { )

- = ™
\ e rza. [ (‘\\ :frﬁ”'q‘- L= i L™ \\\'
el A ,'{ \ - _/

r' !
:. AN o =
| 1

e

_____ h & L =S By
]’Eﬂ cA Lz A P ! L |
R e T -G P S ~ |
lammoiurn B L ! fe B
[ IEsHan corarana vy ! .
(AEATS LA ER T A TILA

— . S \ S ]
1 o

IMTE R cbrAamy s, | |

|

| !

P L N

[ ey T
| \, +

Bace 1 r»-'&“\'[ T

| e s {
7 f.-—--——‘ & s

t £ "
—_—— g o N LY
VoSavwe & e K T R e
i s g

1
e e T ]
s@Enye alx,w) |

L}

o
v

P

—

/

(.

/
y -

FLOU I DT AIA  FTAcao A
TOIL A T I Ry T v T ey A ~
=R FeuafioacoeaEm s, T o=

B R R ) DE GAITD o @SR
b ™y



11

AMA

nyatatal
1.2.8 PROGE

s

€
r,'}
[}
~ <L
€3} b
= [as NN =)
i o
) P I - =
- o E
Ly} L0 ey
- o u 2
- Il
b 0y
2 (A% i
b i [l & (&) T
Ld D & wof; wsct Y
[ ] fu o T
LE S o B = > u =S -
e B S 3 ] (851 [ b= -
LRt I o) ] ~ <5 Lt 7~ (&
0. d e Lox R o | b= o W (4}
(8] ' > 2 b= &
. Ao < ~ IO o L]
wer L1t £ L i oo # cr = .
{rs L ¥ T | t <. ™ 3 F T
[A}] O - 18] -t & =] e
Iy 2x = I» a2l Cy > + [12] ] ik o
w53 I x 1 » <L 3 E [ Ll
oo B L ~ (=T s o I | (2] Ll (& Lt {
[ A A I % T e S 4 et ic = [&] - LEx] WA | i
L) <L <L > b ~ l ¥ in b @ T [ ¥
T XEZTITC —i E 2 i) v | & il
b I i - hal B fiy] G Ll R g L
() Bl X v z & e v £ 51 <t ¥ L)
4] v 4 0 4T ~ (&) iy = = z & |
aty Rt {01 o S v . it & =l 1 (o L Gy £3
b L td L 1 IR N e, =y = Y S b AR 1 a
[ Gl o Voo w m he L] [ L 0oy LA ¢ L i
Lt W O (B e 2 i AR TEET ~ K = [ b o | '3 Tl = oL -
Z OO Z EY e t =¥ b= (L > - L x ~ . LER k )
o L e -~ = la] o Y 5 — Ly 0wy e G b on Lt ™ (e T I SC | R L LU IS Cir o
[t B s B O 4 LI € S o B = = Q o k- & el [ R } (] 2 b} L - wa \ AL [
LYy & 3 D e o~ [a) Ly Nk I & ™ok ki o & & ' . LU K= Y x) i L&) L s
T DD E s D e N (YR V= 5 T v e o AN ~ X skl My g e - P TSN R i s h
I T R SUR UL - RS - a2 N || [T T TR 7 T TR BT RO S -l S - | R A B AR 5 X b AT T S 0ot oo ‘e
Lo I % S L I TR I VR PSR . S F1 | 2 b N (3 B A [ T T S o B ] O T . F SN | (13 S T SO B S | 1) 15]
woE X W .J & [ ¥ ] E- T v ™4 b = L [ T & - T o ~ Fk
=] L oo o Ly 30 ¥ o o F @ s > XK = L = L G
Yo ¥R R & B B 6 Ly! Cr Lo B oar Wl W L e B4 T VA SCRNIVY I =it V1R 1 L (I i
L L L lad L b e o T D L b TSR T SR S M B S o I L WO Y R § S PY M« A« A S B A S ¥ S S {4 0 L SR L S TR «
v O & o (€ & £ & B o5 Gr €D
OO D0l DED DO EEe 0D @00 O O0O0A oD DO oGO R D T e
D O@O@INGEED OGO MY ) @l 0 6« NI Y U W Pe @ 0w (80 I g 1w e 00 0 owe TPy W b B0 W e (0 G G N DD
PRI O NN & TS A S ' B S SO B -SSR IS A R T SR SRR S VIS SN W ¥ S NN ¢ VAR 0 N SN AV B £ NN DO S o S N T & o Y VO VR S0 o S AT R P Y SR U IS LA B TP IR TP A



L
F
A3

t

d
SO

M@ oo

in

iy

i

n

=l
2

w
LEs
w0

il

- @

0

@ @

m 23 w4
m oA

=

4 o= v 11
= Lot Lrd dys
-2 S ol 4
IT* ¥ A
"o -
A 4
e g
13 %)

2] I pEgy i 5.08a8
g -2 goan -4 o080 -1.0088
a9 20889 1 . 20686 2.an0a98
2 2 9999 -3.0000 > 9400
9 6 -z 1,908 CEEE:
e b -2 -4 fne ~1 Aafnn
antn 1.22905 3 1.8908R 5.8
) 2 . @maaas 2 -3 .88898 2.88109

2 9893 7 Q.3233 2
noea T oaAnRon 2 = 2200 ~3
Fara 19000 5 TRa =

@
'
]
o]
o]
)
o]
2
D
]
1

(e}
5]

0 z -9, 2

299 -1 a9 -2.3333 -4 -3

na7o T aa S Anang t S

g209 z.9987 2 29289 -3 2

3259 2 .8989 -0 G567 2 3333 2 6687
o -1 9989 -2.32333 -

el

i[O
I
(x
H
o
i)
e ~d

(¥}

fas]
i
)
o) &
(]
BR8]

P
i

o
|

al
LU IR R

2 oed L

bl > = - i) A
= 2 -2 66 9 2 5667
o () -1 - -4 -3 . 5667
ey s [ o - 2232 °7
RS A 5 > A S
goco -2 z A -2 ZI3IT
9378 z - 7 8, 32333 5 56
100 - 2 aae A . 3=23z -3 = [ . R T
o - == -t - - i e - - o ol
f -3 .90892 .23 9,323z -2.3323
9 ~1i.90a0912 -2.323232 -4 . 33322 -2.45a7
~ - - o -~ s e
= 2 = i DRD
- 1 . « 4
] ==l R 1 1
"9 C 73 2 -0
8370 -2.2333 - 4 -3 5847

o]
=]
o
v
(]
]
[}
")
iy
1
~
1
"]

[N
]
2
5‘

ah

o

!

- -~ " p

2079 1.9899 -1 8557 ! 33z 1. GGET
2 -3 .06 &, 3333 a.33273 -3 2323
2 -3 .9 -2 2273 ~4 7373 =2 BEET
2 9 2 ~3.2333 -1
"0 t 2 -1.6667 1.2333 1.65887
@ a 99 1.3333 5.8233 4,.6567
'8 ~1.80288 -2.3233 -4 3333 -3 . 6667

. 8070 9.0980 2.6667 -3 I -0
9028 1.9999 -1 7 1.8333 1
gane 3 3 t 3 3 d %




RO

i

[N

VaoaTy 1Yy

[

0

o
S

2 v 2

VI P ]

1D 6D
[ NS B¢

0

L B |
1D i3 O

[a> B av]

=

s

D D 0D

s

@D 0
D

3
0y

i o B o
803 3

o
(5]

[V IR
iy ok

AR

.aa
2o

[al

2

i
[x¥]

LR o]

D

i}

{3 v
3

s

M

(3]

N
&

L]
]

[ev'

[

@

wJ

@

e
D

w3

53]

QDO

B

T d

=

&

[ T s Iy 3

3]
2
B

i

oo

[xi ]

83}

o m oo

LS o B K i R |

o)

) ra

<

o

o

fal

2

Fie I

a0

i M

5 ®
D ]

15
v

(Ao R u B <)

]

Do o R

o5
(5]
[es

[ I o B B

oD e

3

¥
ey}
=

i3]

D

5

]
3]
D

k)

3y

)
A

13

[y

5531 o]
o 9 A
(v B ]

(53]
D
sv]

B2

oo
D M
O D
2 O

anpnn
angn

sl
(e

ex vz I 1)
e I 2 T R |

D@
L
[ R Cs ]

o
@ D

[a)
(O]
s}
o] i3

3
e
57}

[ B e B )
3D
33 M
[ e ]

[

s

gk

P T T A

=5

A 1Y)

Y e

R W

=~ 0D

vJ

5]

o)

1
L
@

Ly |

- e
» ¢
5657

a3
213
2o
BR

o
ot
W i
g

s e i |

a3 )
L)
e}
ty

oo
aRMnn
(AR RORS
ooen
anen

1

[+ = i3]

(%]

[}

() O o

A

&) a—

1] W«

L0 B IR

Gy M LA

A

3

& ]

L]

)

S e

(L]

s B |

Py

DO

b

]

pery

oy

£ B

@ Gl

o =
AR
2730
N E D
250
p i 1 4
£333
aannA
S750
A
G299
a0
Bag

2B e
s B R

[ue]

0
[ BRG]
Py B B |
[ I )

a
I

©3 o0
D
o

Y

fa [y oet

&

o

&

s

&

]

R L

I

L]

)

r’s

oWy T (% BN (51

f3

IO

rd (53}

[ ]

D]

3

8@

[ B

135

i

i

£n

15

(S BE)
y 0

]

anag
=

5

=

Ly

a0
)

[ I )

[




PROGRAMA

+ A

Explicacidn de Variables

N = Nimero de filas.
M = Nimero de columnas.
c(X) = Vector de Ordenamiento.

LK

Contadores.

A(K,K)

i

Elemento '"pivote" en la matriz

140.
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