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INTRODUCCION 

El presente trabajo tiene por objeto ampliar nuestros 

conocimientos matemáticos sobre las estructuras algebrái-

caso El terna central consiste en el desarrollo de la Teo-

ría de ideales. 

En el Capítulo 1 se define un conjunto con dos opera-

ciones binarias que cumplen ciertas propiedades elementa -

les y que se denomina Anillo . En el Capítulo 11 se trata 

de la definici6n y ejemp l os de subconjuntos de Anillos, -

con características especiales, llamados Ideales. Asimis-

mo, y aprovechando la idea de los grupos Cocientes, se de-

finen los anillos cocientes. El Capítulo 111, mediante los 
e 

conceptos de "divisor de cero" y "Unidades, se definen ani-

llos, llamados: Dominios de integridad y campos, y además 

se discute el importante terna de los ideales principales. 

Una, también importante, clase de ideales se analiza en el 

Capítulo IV, estos son los ideales maximales y los ideales 

primos. Con estos conceptos se trabaja en el Capítulo V -

para definir dos conjuntos de gran trascendencia: El Ni l-

radical y el Radical de Jacobson. Finalmente, en el Capí-

tulo VI, se estudian varias operaciones elementales que pu~ 

den verificarse con ideale s. 
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CAPITULO 1 

ANILLOS Y HOMOMORFISMOS DE ANILLOS 

1.1 ANILLO, ANILLO ABELIANO, ANILLO CONMUTATIVO CON IDENTIDAD. 

1.1.1 DEFINICION. 

Un anillo A es un conjunto con dos operaciones binarias: 

ADICION (+) y MULTIPLICACION (.), tales que para cuales

quiera x, y, Z E A se verifican las propiedades siguien 

tes: 

1) 

2) 

3) 

4) 

(x+y) + Z = x + (y+z) 

x+y = y+x 

A tiene un elemento ce 

ro, que se denota por 

O, tal que : 

x+O = O+x = x 

Para cada x E A existe 

- x A tal que: 

x + ( - x ) = O 

1 

(Ley asociativa de la a

dición) . 

(Ley c onmutativa de la a 

dici6n) . 

(Existéncia de elemento -

neutro aditivo) . 

(Existencia de elemento -

inverso aditivo) . 



5) 

6) 

(X.y) .Z x. (y+z) 

x. (y+z) = x . y + X.z 

y (y+z).x = y.x + Z.x 

(Ley asociativa de la mul 

tiplicaci6n) . 

(Ley distributiva de la 

multiplicaci6n con res -

pecto a la adici6n). 

Es decir, <A ,+,· > es un anillo si: 

i) <A,+ > es un grupo abeliano, 

ii) <A ,· > es un s emigrupo y 

iii) La multiplicaci6n es distributiva con respecto a 

la adici6n. 

1.1.2 DEFIN1CION. o 

Un anillo A en el que la multip licaci6n es conmutativa, 

es decir que, para cualesquiera x, y E A se tiene que: 

x .y = y.x, se llama ANILLO CONMUTATIVO O ANILLO ABELIA 

NO. 

1.1.3 DEFINICION. 

Un anillo A en el que existe elemento neutro para el -

producto, es decir que, existe 1 E A tal que : 

x .1 = 1.x = x, se llama ANILLO UNITARIO. 



1.1.4 DEFINICION. 

Un anillo conmutativo y que tiene elemento neutro para 

el producto se llama ANILLO CONMUTATIVO CON IDENTIDAD. 

1.1.5 NOTA: En este trabajo la palabra "anillo" significa -

ANILLO CONMUTATIVO CON IDENTIDAD. 

1.1.6 EJEMPLOS. 

1.1.6.1 <Z, +, . > es el anillo de los enteros y es un 

anillo conmutativo con identidad. 

1.1 .6. 2 <Q, +, . > es el anillo de los racionales y es 

un anillo conmutativó con identidad. 

1.1.6.3 <~, +, . > es el anillo de los reales y es un 

anillo conmutativo con identidad. 

1.1.6.4 El conjunto de los enteros pares, con las ope 

raciones suma y producto, es un anillo conmu

tativo no unitario. 

1.1.7 PROPOSICION. 

En un anillo A se cumplen las siguientes propiedades: 

i) El cero es único, 

ii) La identidad en A es única, 



iii) 

iv) 

v) 

vi) 

vii) 

DEMOSTRACION: 

i) 

Si x E A, entonces - x E A es único, 

Se cumple la ley cancelativa para la adici6n, 

x.O = O.x = O, 

Para cada x, y E A, (- x) . y = - (x .y) x.( - y), 

Para cada x E A, -(-x) = x. 

Supongamos que existe Z E A tal que: x+z 

para todo x E A, entonces: 

x, 

O + z O 

z + O z 

(Por hip6tesis Z es neutro). 

(Por la propiedad 3 de la definici6n 

1.1.1) 

Luego z = O (Sustituyendo O + z = z + O por z) 

ii) Supongamos q ue existe e E A tal que: x.e = x, 

iii) 

para todo x E A, entonces: 

Le 1 

e . 1 e 

Luego e 

(Por hip6tesis e es neutro en el produ~ 

to) . 

(Por definici6n 1.1.3, 1 E A es neutro 

para el producto) 

1 (Sustituyendo 1.e e.1 = e) 

Supongamos que existe s E A que verific a que 



x + s = O, entonces: 

-x = -x + O 

- x = - x + x+s 

- x = [-x +x] + S 

-x O + s 

- x = s 

(Existencia de elemento neu 

tro aditivo) . 

(Por hip6tesis x+s = O) 

(Ley Asociativa de la Adi 

ci6n) . 

(Por propiedad 4 de defini

ci6n 1.1.1) 

(Existencia de elemento neu 

tro aditivo) . 

Luego el inverso aditivo es único. 

iv) Si x, y, Z E A Y x + Y = Z + y, entonces x = Z. 

x + y Z + y (Por hip6tesis) 

(x+y) + (-y) ~ (z+y) + (-y) (Corno y E A por pro

piedad 4 de defini

ción 1.1.1 existe 

x + Iy+(-y)]= Z + [y+(-y)] 

- y E A el cual pode

rnos sumarlo a la de

recha) . 

(Ley asociativa de la 

adición) . 



v) 

x + o z + o 

x - z 

o 

(Existencia de inverso a 

ditivo) . 

(Existencia de elemento 

neutro aditivo) . 

Luego: en un anillo A se cumple la ley cancelati 

va de la suma. 

a.O = O + a.O 

a. (0+0) = O + a.O 

a.O + a.O O + a.O 

a.O = O 
o 

(Existencia de elemento neu 

tro aditivo) . 

(Como cero es neutro 0=0+0) . 

(Ley distributiva) . 

(Ley cancelativa de la suma) 

vi) Probaremos primero que (-x).y = - (x.y) 

x + (-x) = O 

[x + (-x)].y = O.y 

x.y + (-x).y O 

Luego (-x).y - (x.y) 

(Existencia de inverso adi

tivo) . 

(Multiplicando por y a la -

derecha) 

(Ley distributiva y v) de 

esta misma proposici6n) . 

(El inverso aditivo es -

único) . 

Ahora probaremos que x. (-y) = - (x.y) 



y + (-y) = o 

x.[y+(-y)]= x.O 

x. y + x. (-y) = O 

Luego x. (-y) = 

vi) x + (-x) = O 

Luego - (-x) = x 

(Existencia de inverso aditi 

vo) . 

(Multiplicando por x a la iz 

quierda) . 

(Ley distributiva y v) de es

ta misma proposici6n) . 

(x. y) (El inverso aditivo es ú 

nico) . 

(Existencia de inverso aditi 

vo) . 

(El inverso aditivo es único) . 

1.1.8 NOTA: Definiremos la diferencia entre a y b como a-b 

a + (-b). 

1.1.9 PROPOSleION. 

En un anillo A si 1 = O, es decir que si para cada 

x E A se tiene x = x.1 = x.O = O, entonces A = {O } . 

DEMOSTRAeION: (Por doble inclusi6n). 

"e" 

x E A = > x x.1 (A es un anillo unitario) 

=> x = x.O (1 = O) 

= > x O (Por v) de proposici6n 1.1. 7) 

=> A c { O} (x es un elemento cualquiera de 

o 
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.. ';) .. 

a E A 

=> {a} c A 

(Por propiedad 3 de definici6n 1.1.1) 

(Definici6n de inclusi6n). 

Luego: Como A c {O } y {O} c A, A = {O} . 

La proposici6n anterior establece que A es el ANILLO -

CERO que denotaremos por {O}. 

1.1.10 DEFINICION. 

s C A, S f ~ , es un subanillo de A si S es cerrado re~ 

pecto a la multiplicaci6n y la adici6n y contiene el e 

lemento identidad de A. 

1.1.11 EJEMPLOS. 

1.1 . 11 . 1 {O } y A son subanillos de A, llamados subani 

llos impropios. 

1.1.11.2 Z es un subanillo del conjunto Q. 

1.2 HOMOMORFISMOS DE ANILLOS. 

1.2.1 DEFINIeION. 

Un homomorfismo de anillos es una aplicaci6n f de un a

nillo A en un anillo B tal que: 

i) f(x + y) = f(x) + f(y) 



ii) f(x.y) = f(x). f(y) 

_ii) f(l) = 1 

Significa que f de A en B es un homomorfismo de 

anillos si f respeta la adici6n, la multiplica

ci6n y el elemento id~ntico. 

La igualdad dada en i) significa que f es homo

morfismo de grupos abelianos, consecuentemente si 

O denota el cero de A lo mismo que el cero de B 

debernos concluir que: 

iv) f(O) = O, ya que 

f ( O ) = f (O + O) = f ( O ) + f ( O ) (Por i)) 

-f(O) + f(O) = - f(O) + [f(O) + f(O)] (Sumando -f(O) 

a la izquier 

da) . 

O = [- f ( O ) + f (O ) ] + f (O ) (Ley asociati

va de la suma 

y existencia -

de inverso adi 

tivo en el ani 

O o + f(O) 

110 B) 

(Existencia de inver 

so aditivo en B) . 



() 

v) f ( - x) 

o 

- f (x) I ya que 

feO) (Por iv» 

.LV 

o = f Ix + (-x)] (Existencia de inverso aditi 

v o en A) 

0= f( x ) + f( - x) (Por i» 

Luego fe- x) = - f ( x~ (Porque el inverso aditivo 

es único) . 

vi) f(x- y) = f(x) f(y) I y a que 

f(x - y) = f [x + (- y )] (Nota 1.1.8) 

= f(x) + fe-y) (Por i) ) 

= f(x) - f(y) (Por v) ) 

1.2.2 PROPOSICION. 

Si S es un subanillo de A, la aplicaci6n id~ntica de S 

en A es un homomorfismo de anillos. Es decir: 

f S -+ A x ~~~> x es un homomorfismo de anillos. 

DEMOSTRACION: 

i) f(x + y) = x + y 

= f (x) + f (y) (Por definici6n de apl~ 

caci6n id~ntica) . 



ii) 

iii) 

f(xy) 

1 E S 

xy 

= f(x) .f(y) 

.1.1 

(Por definici6n de aplica

ci6n id~ntica). 

(Por ser S subanillo de A), entonces 

f (1) = 1 (Por definici6n de aplicaci6n id~nti 

ca) . 

1.2.3 PROPOSICION. 

Si f de A en B y 9 de B en C son homomorfismos de ani

llos, entonces la composici6n de f con 9 es tambi~n un 

homomorfismo de anillos. 

DEMOSTRACION. 

i) 

ii) 

(gof) (x+y) = 9 [f (x+y)] 

Q 

(Por definici6n de com

posici6n de funciones) . 

= 9 [f (x) +f (y)] (f es un homomorfismo) . 

= 9 [f (x)] +g [f (y)] (g es un hararorfisrro). 

(Por definici6n 

de composici6n 

de funciones) . 

9 [f (xy)] (Por definici6n de composi-

ci6n de funciones). 

= g[f(x)f(y)] (f es un homomorfismo) 



iii) 

= g [f (x)] g [f (y)] (g es un homomorfismo) 

= [g of] (x) Ig of] (y) (Por definici6n de -

composici6n de fun

ciones) . 

(Por definici6n de composici6n 

de funciones). 

g(l) (f es un homomorfismo) 

1 (g es un homomorfismo) . 

Luego la composici6n gof : A 7 e cumple con las 

tres propiedades de la definici6n 1.2.1, entonces 

es un homomorfismo de anillos. 



CAPITULO 11 

IDEALES. ANILLOS COCIENTES. 

2.1 IDEALES. 

2.1.1 DEFINICION. 

Si un subconjunto no vacfo S de un anillo A es un sub 

grupo aditivo y es cerrado bajo la multiplicaci6n, en 

tonces <S, +, • > es un anillo. S es llamado subani-

110 de A. Dos subanillos triviales de A son {O } y A. 

Si S f {O } y S f A, entonces S es llamado subanillo 

propio de A. 

2.1.2 DEFINICION. 

Un : ideal 1 de un anillo A es un subconjunto de A que 

es un subgrupo aditivo y tal que A 1 C 1 (es decir 

x E A Y Y E 1 implica xy E 1). {O } y A son ideales 

de A, denominados ideales triviales. 

N6tese que un ideal 1 de A es un subanillo de A tal 

que xy E 1 para todo x E A Y Y E 1. 

2.1.3 PROPOSICION. 

{O} es un ideal en A. 

13 



DEMOSTRACION: 

i) {o} c A (O es el elemento neutro para la suma 

en A) 

ii) x E { O} => x E A ({O} c A) 

=> x-x O E {O } (Existencia de ele 

mento inverso adi 

tivo en un anillo) 

Luego {O } es un subgrupo aditivo de A. 

iii) Para todo x E A Y Y E {O} , xy = O E {O } , en-

tonces A { O} c {O}. 

Q Luego {O} es un ideal en A. 

2.2 ANILLOS COCIENTES. 

Si I es un ideal de A, entonces I es un subgrupo adi~ 

tivo de A consecuentemente podemos formar el grupo co-

. 1/ . Clente- como slgue: 

~ = {x + I / x E A} 

donde x + I = {x + Z / Z E I} 

1 Pro osici6n 2.2.4 . 



\ 

15 

2.2.1 PROPOSICI0N. 

Para cualesquiera x,y E A, 

x + 1 = Y + 1 <=> x - y E 1 

DEMOSTRACI0N. 

" => " 

11 <= n 

Sean m E x + 1 Y n E y + 1 tales que 

m n. 

m E X + 1 = > m 

n E Y + 1 = > n 

m n = > x + z 

x + z tal q ue z E 1 (Por definici6n 

de x + 1) . 

y + z' tal que z' E 1 (Por definici6n 

y + Z' 

de x + 1). 

(Su~tituyendo por su i

gual) . 

= > x - y z' - z (Como A e 1 son grupos 

y E A Y i E 1 impli

ca que existen -y E A 

Y -Z E 1). 

Como 1 es ideal de A y por ende un anillo, entonces 

z' - Z E 1, entonces x - y E l. 

Por doble inclus i6n proba r e mo s que si 



x - y E I = > X + I = Y + I 

Sea m = X + Z, Z El. X - Y = n, para algún n E I, 

X = n + y. 

.lo 

m X + Z = (n+y) + Z 

m = (y+n) + z 

(Sustituyendo X por su igual) 

(Ley conmutativa) 

m = y + (n+z) 

Luego m E y + I 

(Ley asociativa) 

(n+z E I ya que n E I Y 

z E I e I es un ideal) 

Corno m x+z E y+I, x+I c y+I. 

Sea p = y+t, t E I. x-y = q, para algún q E 1, 

Y = X q . 

P = y+t = (x - q) + t (Sustituyendo y por su igual) 

p = X + (- q+t) (Ley asociativa) 

p = x + (t - q) (Ley conmutativa) 

Luego p E X + 1 (t - q E 1 ya que t, -q E 1 e 

1 es ideal) . 

Corno p y+t E x+I, y+I x+I 

x + 1 Y + 1 

2.2 . 2 COROLARIO . 

x + 1 = 1 <=> X E 1 

DEMOSTRACION. 

x + 1 = 1 <=> x + 1 = O + 1 (O es neutro) 



<= > x - o E I (Proposici6n 2.1.1) 

<=> X E I (O es neutro) 

2.2.3 DEFINIeION. 

A 
Definiremos la adici6n (+) en I por 

(x + I) + (y + I) = (x + y) + 1 Y la multiplicaci6n 

(o) por 

(x + I).( y + I) (x.y) + 1 

Demostraremos que estas operaciones est¿n bien defini-

das. 

La adici6n est¿ bien definida si x + 1 x' + 1 Y 

y + 1 = y' + I implica que (x + y) + 1 = (x' + y') + l. 

x + 1 = x' + 1 => x x' E 1 (Por proposici6n 2 . 2 .1 ) 

y + 1 = y' + 1 => Y - y' E 1 (Por proposici6n 2.2.1) 

(x - x ') + (y - y') E 1 (1 es un ideal) 

(x+y) - (x' +y') El (Ley asociativa y distri 

butiva en 1) 

(x + y) + 1 = (x' + y') + 1 (Por proposici6n 2.2.1) 

A Luego la suma en 1 est¿ bien definida. 

Ba jo la misma hip6tesis de que x + l x' + 1 Y 

y + 1 = y' + 1 se tiene que x - x' = u y y' - y' = v 



HS 

para algún u, v E 1, esto por proposici6n 2.2.1; en-

tonces: 

xy = (x' + u) (y' + v) (x x' + u y y = y' + v) 

xy = x' y' + uy' + X lV + UV 

Puesto que 1 es un ideal uy', XlV, UV E 1, luego la su 

ma uy' + XlV + uv est~ en 1, entonces xy - x'y' = 

uy' + XlV + uv también está en 1. Por proposici6n 2.2.1 

xy + 1 x ' y' + 1 

A Luego la multiplicaci6n est~ bien definida en 1 . 

2.2.4 PROPOSICION. 

El conjunto ~ con las operaciones definidas en 2.2.3 es 

un anillo conmutativo con identidad denomina ro "el ani-

110 cociente" (o anillo conmutativo con identidad). 

DEMOSTRACION. 

i) < ~, + > es un grupo conmutativo. 

ASOCIATIVIDAD. 

[(x+I) + (y+I)] + (z+I) [(x+y) +1]+ (z+I) (Definici6n 2.2.3) 

[(x+y) + z] + 1 (Definici6n 2.2.3) 



l ~ 

= [x + (y+Z)] + I (Ley Asociativa 

en A) 

= (x+I) + [(y+Z)+I] (Iefinici6n 

2 . 2.3) 

= (x+I)+[(y+I)+(Z+I)] (Definici6n 

2.2.3) 

CONMUTATIVIDAD. 

(x+I) + (y+I) = (x+y) + 1 (Definici6n 2.2.3) 

(y+x) + I (Conmutatividad en A) 

= (y+ I) + (x+ 1) (Definici6n 2.2.3) 

EXISTENCIA DE ELEMENTO NEUTRO . 

" 
A 

El cero para la adici6n en 1 es l . 

PRUEBA. 

(x+I) + I = (x + 1) + (O +1) (O E 1 ~> O + 1 = 1 por 

Corolario 2.2.2) 

= (x + O) + 1 (Definici6n 2.2.3) 

= x + 1 (O es neutro en A) . 

EXISTENCIA DE ELEMENTO INVERSO ADITIVO. 

Para cada x + 1 E ~ existe - (x + I) = -x + 1 tal 

q ue (x+I) + (-x+I) = 1 (el cero del anillo cocien 



LU 

PRUEBA. 

(x+I) + (-x+I) = (x - x) + 1 (Definici6n 2.2.3) 

= O + 1 (-x es el inverso 

de x en A) 

= 1 (O E 1 => O + 1 = 1 

por Corolario 2.2.2 

ii) < ~ 
1 ' 

• > es un semigrupo. 

ASOCIATIVIDAD. 

Dx+I) (y+I)J (y+I) = Dxy)+I (y+I)] (Definici6n 2.2.3) 

(xy)z + 1 ,(Definici6n 2.2.3) 

= x (yz) + 1 (Asociatividad en A) 

(x+I) : DyZ)+IJ (Definici6n 2.2.3) 

(x+I) [(y+I) (z+I)J (Definici6n 2.2.3) 

iii) LA MULTIPLICACION ES DISTRIBUTIVA RESPECTO A LA 

ADICION. 

(x+I) [<y+I) + (Z+I)] = (x+I) [(y+Z)+I] (Definici6n 2.2.3) 

= x (y+z) + 1 (Definici6n 2.2.3) 

(xy + xz) + 1 (Distributi vidad en A) 

= (xy + I)+(xz+I) (Definici6n 2.2.3) 

(x+I) (y+I) + (x+I) (z+I) (Def. 2.2.3) 



¿l. 

Además como A es un anillo conmutativo con identidad 

(Nota 1.1 . 5) el anillo cociente ~ tambi~n es un ani 

llo conmutativo con identidad. 

a) A La multiplicación en y es conmutativa. 

Sean (x + 1), (y + 1) 
A 

E Y , entonces: 

(x + 1) (y + 1) = xy + 1 (Definición 2.2.3) 

= yx + 1 (xy E A Y A es un 

anillo conmutati 

vo) . 

= (y+I) (x+I) (Definición 2.2.3) 

b) A 
Existe 1 + 1 E Y tal que (x + 1) (1 + 1) = (x + 1). 

" 1 + 1 es llamado elemento id~ntico del anillo cocien 

te. 

Sean (x + I), 
A 

(1 + 1) E Y , entonces: 

(x + 1) (1 + 1) = x.1 + 1 (Definición 2.2 . 3) 

= x + 1 (1 E A por Nota 

1.1.5) 

Con a) b) concluye la prueba de A y que y es un -

"anillo conmutativo con identidad" . 

2.2.5 PROPOSICION. 

La aplicación cp x ~~~> x + 1 es un homomorfis 

BIBLIOTECA CENTRAL , 
UNI VER!!lIOAD DE EL ALVA. 
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mo suryectivo. 

DEMOSTRACION. 

? 
i) <jJ (x + y) <jJ (x) + <jJ (y) 

<jJ (x + y) = (x+y) + 1 (Por definici6n de <jJ) 

= ( x+ 1 ) + ( y+ 1 ) (Por definici6n 2.2.3) 

<jJ(x) + <jJ(y) (Por definici6n de <jJ) 

ii) <jJ (xy) ? <jJ (x) <jJ (y) 

<jJ (xy) (xy) + 1 (Por definici6n de <jJ) 

= (x+I) (y+I) (Por definici6n de 2.2.3) 

<jJ (x) <jJ(y) (Por definici6n de <jJ) 

iii) 1 E A Y 
A 

1 + 1 El' entonces <jJ (1) = 1+1, es de 

cir <jJ(1) es igual al id~ntico del producto 

iv) <jJ es un homomorfismo suryectivo. 

A 
en y . 

y + 1 
A 1 => y+1 = <jJ(y) , (Por definici6n de <jJ) 

con y E A 

<jJ es suryectivo. 



~.2.6 PROPOSICION. 

Existe una correspondencia biyectiva que conserva el 

orden entre los ideales J de A que contienen a 1, y 

A -1 
los ideales K de 1 ' dada por J = ~ (K) . 

Sea 1 e A un ideal en A, 

M {J c A / J ideal en A e 1 c J } , 

N {K c A 
/ K es ideal } . = un 

1 

Existe f : M -+ N tal que si J c T, entonces 

f(J) c f(T) y f biyectiva. 

Sea f M -+ N J 'VVv> f (J) K {x+I / xEJ} 
o 

i) "K es un elemento de N". 

x+I, y+I E K = > x,y E J (f(J) K = {x+I/x E J}) 

=> x+y E J (J es ideal en A) 

= > (x+I) + (y+I) = (x+y) + I EK (X+YEJ) 

Luego K es cerrado respecto a la suma. 

x+I E K = > X E J (f(J) = K {x+I / x E J}) 

= >-x E J · (J es un ideal en A) 

=> - x + 1 E K (Por definición de K) 
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A Luego K es subgrupo aditivo de 1 

A 
x+I E 1 = > X E A 

y+I E K = > Y E J 

(x+I) (y+I) = xy + 1 

=> xy E J 

(Por definiciÓn de ~) 
1 

(Por definici6n de K) 

(DefiniciÓn 2.2.3) 

(J es un ideal en A) 

=> (x+I) (y+I) E K {Por DefiniciÓn de K} 

=> f (J) 
A = K c 1 (x+I es un elemento 

l · de A) cua qUlera 1 

Luego f(J} = K es un ideal en ~ . 

ii} "f es biyecti va" 

f es inyectiva. 

Supongamos f(J) = f(J'), entonces 

x + 1 E f(J} = > x + 1 E f(J') 

=> X E J Y x E J' 

=> J c J' 

y + 1 E f(J ' } => y + 1 E f(J) 

= > y E J' Y y E J 

=> J' c J 

() 



Luego J = JI Y f es inyectiva. 

f es sobreyectiva. 

A Sea P c 1 ' entonces existe J E A tal que 

f(J) = P. 

Por definici6n de f(J) debe existir J tal que, 

P = {x + 1 I x E J}, entonces, sea J = {xix + 1 E p}; 

"J es ideal en A" 

x,y E J => x + 1, Y + 1 E P 

=> (x + 1) + (y + 1) E P 

'" => (x + y) + 1 E P 

= > x + Y E J 

Luego J es cerrado respecto a la suma. 

x E J => x + 1 E P 

=> - x + 1 E P 

= > -x E J 

Luego J es un subgrupo de A. 

X E A => x + 1 E P 

J = > + 1 P 
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=> (x + I) (y + I) E P 

= > xy + I E P 

=> xy E J 

Luego AJ c J 

J es un ideal en A. 

Finalmente, probaremos que f preserva el orden es de 

cir J c H => f(J) c f(H). 

x + I E f(J) => x E J (f(J) {x + I / x E J}) 

= > X E H (J c H) 

= > x + I E f(H) (f(H) {x + I / x E H}) 

=> f (J) 'c f (H) 

2.2.7 DEFINICION. 

Si f: A + B es un homomorfismo de anillos, llamare

mos núcleo de f, llamado también Kerf, al conjunto: 

Kerf = {x E A / f(x) = ü} 

2.2.8 PROPOSICION. 

Si f A + B es un homomorfismo cualquiera de anillos 
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a) El núcleo de f = Kerf es un ideal, 

b) La imagen de A = feA) es un subanillo de B, 

c) f induce un isomorfismo de anillos, 

d) -1 Si 1 c B es un ideal, entonces f (1) es un i-

deal. 

DEMOSTRACION. 

a) El Kerf es un Ideal. 

i) Kerf c A (Definici6n 2.2.7) 

ii) Kerf f <P (O E A Y feO) = O ya que 

Q f es homomorfismo) . 

iii) Sean x,y E Kerf, entonces 

f(x) = O y f(y) = O (Por definici6n 

2.2. 7) 

f(x) + f(y) = O (f(x), f(y) E B,B 

es un anillo) . 

f(x+y) = f(x) + f( y ) o (f es un homomor 

fismo de A en B) 

x + Y E Kerf (Por definici6n 2.2.7) 

Signi f ica que el Kerf es c e rrado respecto 

a la suma. 
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vi) Por propiedad de homomorfismo 

f (-x) = - f (x) = - 0=0 = > (x E Kerf " -x E Kerf). 

Por i - iv) el Kerf es un subgrupo aditivo 

de A. 

v) Si x E A Y Z E Kerf, entonces 

x Z E A, ya q ue Z E Kerf + Z E A Y A es un 

anillo. 

f (x Z) f(x) f(z) (f es un homomorfismo) 

f (x) • O (z E Kerf) 

o (Por proposici6n 1.1. 7 v)) 

Luego xz E Kerf (Definici6n 2.2.7) 

Por i) - v) Kerf es un ideal de A. 

b) f(A) es un Subanillo de B. 

f (A) {y E B/f(x) = y, para algún x E A} 

f(A) f ~ , ya que como f es un homomorfismo. 

f (O) O, entonces O E f(A). 

Sean y, y ' E f(A), entonces existen x,x' E A tal 



Q 

29 

que f(x) = y y f(x') = y', como f es homomor-

fismo f (x) + f (x') = f (x + x') = y + y' E f (A) . 

Significa que feA) es cerrado, respecto a la su 

ma . Asimismo f(x) f(x') = f(xx') = yy' E f(A). 

Significa que feA) es cerrado resp ecto a la mul-

tiplicaci6n. 

Además si y = f(x), - y = - f( x ) = f(-x), por 

propiedad de homomorfismo, entonces -y ~ f(A). 

Por tanto feA) es un subanillo de B (por Defini 

ci6n 2.1.1.) . 

c) F induce un Isomorfismo de Anillos. 

Sea A 
g : Kerf 7 f (A) : X + Kerf ~~~> f( x ), g es 

un homomorfismo biyectivo. 

i) g está bien definida. Esto es: x + Kerf 

x' + Kerf, entonces g (x + Kerf) = 

g(x' + Kerf) . En efecto. 

x + Kerf = x ' + Kerf <= > x-x' Kerf (Propo 

sici6n 2.2.1) 

<= > f(x-x')=O (Defini-

ci6n de Kerf) 

f (x - x 1) o 7f (x) - f(x')=O (Por Propiedad 

de homomorfismo) 



.:Su 

-+ f(x) = f(x') (El inverso adi

tivo es único) 

-+ g(x+Kerf) = 

g(x'+Kerf) (Definici6n de g) 

ii) g es un homomorfismo. 

g[(x + Kerf) + (y + Kerf)]= g[(x+y) + Kerf] 

= f(x + y) 

= f(x) + f(y) 

= g(x + Kerf) + g(y+Kerf) 

Luego g respeta la adici6n. 

g [(x+Kerf) (y + Kerf)] = g [xy + Kerf] 

f (xy) 

= f(x) f(y) 

= g(x + Kerf) g(y + Kerf) 

() 

g(l + Kerf) = f(l) = 1. Significa que g 

respeta la identidad. 

iii) g es sobreyectivo. 

f(x) E f(A) => f(x) = g (x + Kerf) 
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A 
=> x + Kerf E Kerf 

jl. 

iv) g es inyectivo. 

Sean g (x + Kerf) , g(y + Kerf) E f(A) tales 

que g (x + Kerf) = g (y + Kerf) (Hip6tesis) 

f(x) = f(y) (Definici6n de 

g) 

f (x) + (-f (y) = f (y) + (-f (y) ) (Existencia 

de inverso 

adltivo en B) 

f(x) + f(-y) = f(y) + f(-y) (Proposici6n 

de Homomor-

fismo) . 

f(x-y) = f(y-y) = f(O) o (f es homomorfis 

mo) 

x-y E Kerf ~ x+Kerf=y+Kerf (Prop. 2.2.1) 

d) Si 1 c B es un ideal f- 1 (1) es un ideal. Defina 

mos 

f-1(1) = {x E A/f(x) E 1} 

i) 
"':'1 

f (1) t ~ ya que como 1 es un ideal de B 

f(O) puesto que f es homomorfis 

- 1 mo, entonces O E f (1) . 

BIBLlOTE 
UNIVE 



ii) 

iii) 

x E f- 1 (I) 

y E f- 1 (I) 

32 

~ f(x) E 1 . , (Por definici6n de 

~ f(y) E 1 f- 1 (I» 

~ -f(y) E 1 (1 es un ide'a1) 

~ fe-y) E 1 (Por propiedad de 

homomorfismo -f(x)= 

f (-x) ) 

~ f(x)+f(-y)EI (1 es un ideal) 

~ f(x-y) E 1 (Por propiedad de 

x-y E f-1(I) 

homomorfismo f(x)+ 

fe-y) = f(x-y) 

-1 
(Por def. de f (1» 

Luego f-1(I) es un subgrupo aditivo de A. 

-1 Sea y E f (1), entonces f(y) E 1 (Por de-

finici6n de f- 1 (1») ademá~ para todo x E A, 

f(x) E B ya que f es un homomorfismo de A en 

B. Como 1 es un ideal en B,f(x) f(y) E 1, -

entonces por propiedad de homomorfismo, 

f(x) f(y) = f(xy) E 1, como xy E A tambi~n 

xy E f- 1 (1), entonces A f-1(I) c f- 1 (1). 

Por tanto f- 1 (1) es un ideal en A. 
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CAPITULO 111 

DIVISORES DE CERO. ELEMENTOS NILPOTENTES. UNIDADES. 

3 . 1 DIVISORES DE CERO . 

3.1 . 1 DEFINICION. 

Un divisor de cero en un anillo A es un elemento x 

que "divide cero", es decir para el cual existe un 

y + O en A tal que xy = O. 

3 .1. 2 EJEMPLOS . 

a) Sea A el anillo de las matrices cuadradas y sean 

C , B E A tal que: 

e = [: -:] y B = [ -: -:] 
entonces: 

2 4 O 2 O 

:] B . e = 
- 1 - 2 O -1 O 

c "divide cero " . 

33 
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b) Los anillos Z, Q, ~ y ~ no tienen divisores de 

cero. Es decir, en cada sistema xy = O implica 

siempre o bien x = O o bien y = O. 

3.1.3 DEFINICION. 

Un anillo A sin divisores de cero distintos de cero -

(yen el cual 1 f O) se denomina "DOMINIO DE INTEGRI-

DAD" . 

3.1.4 PROPOSICION. 

En un dominio de integridad A se cumple la ley de can 

celaci6n para la multiplicaci6n. 
Q 

DEMOSTRACION: 

Sean x,y,z € A, con z f O, tales que 

xz yz 

xz - yz 

(x-y)z = O 

x - y = O 

x = y 

O 

(Por hip6tesis) 

(Sumando el inverso de yz a la de 

recha) 

(Ley distributiva) 

(Como A es dominio de integridad 

no tiene divisores de cero) . 

(Sumando a la derecha el inverso 

de -y) . 
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3.1.5 PROPOSICION. 

El conjunto Z de los números enteros es un dominio de 

integridad. 

DEMOSTRACION: 

Sea x,y E Z tales que xy = O para algún y + O, como 

Z Q . t 1 c eXlS e - E Q, entonces 
y 

1 (xy) - = 
y 

1 
x . (Y.y) 

x.1 = O 

x O 

0.1:. 
y 

O 

3.2 ELEMENTOS NILPOTENTES . 

3.2.1 DEFINICION. 

(Multiplicando a la derecha por 

(Ley asociativa y v de proposi-

ci6n 1.1.7) 

(Existencia de inverso multipli 

cativo en Q) . 

(1 es neutro en el producto) 

Un elemento x E A es nilpotente n si x O para algún 

n > O. 

U I • ----
o c 
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3.2.2 PROPOSICION. 

Si x E A, x 4 {O} ({O} el anillo cero) es un elemen-

to nilpotente, entonces x es divisor de cero. 

DEMOSTRACION: 

Para que x E A sea divisor de cero debe existir y 4 O 

en A tal que xy = O. 

n Sea n el menor entero positivo tal que x 

n-l ces x + O, entonces: 

Para algún n > O (hipótesis) 

O, enton 

n-l x.x = O (Por propiedad ae producto de poten-

cias iguales). 

n-l luego x es divisor de cero porque x es distinto 

de cero ya que n es el menor entero positivo que ha-

n ce x = o. 

3.2.3 NOTA: 

La reciproca de la proposición 3.2.2 no se cumple en 

general, es decir, 

"x E A es divisor de , cero" +> "x E A es nilpotente". 
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POR EJEMPLO: 

Sabernos que c ~ [: J e s un divisor de cero ya que 

existe B =l-: J tal que B . C~ ¡: :J sin em -

bargo ¡: T f O para todo n E: N . 

- 1 

En efec t o: 

° 21 O 2] = ° -2] 

- 1. O - 1 O 1 

Para n = 2 , 

O 

O -2] [O 2] = [0 2] 
1 O - 0-1 

Para n = 3 , 

° 

Para n par . . . A = [0 2] n = [0 -2] 
O - 1 ° 2 

Para n impar ... A = [0 2]n = [0 2] 
,0 - 1 ° -1 

3.3 UNIDADES . 

3.3.1 DEFINIeION 

Una unidad en un anillo A es un elemento x que "divi 
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de 1", es decir para el cual existe un elemento 

y ~ 1 en A tal que xy = 1. 

3.3.2 PROPOSICION. 

Si x E es una unidad en A el elemento y E A est~ 

-1 1 unívocamente determinado por Xi se escribe x 0-
x 

DEMOSTRACION: 

Sea x una unidad en A, esto es xy = 1 para algún 

y E A, Y ~ 1. Sea xz = 1 para algún z E A, z f 1. 

A probar que y = z. 

xy = 1 ~> z (xy) = z.l (Multiplicando por x 
Q 

a la izquierda) 

=> (zx) y = z (Asociatividad y exis 

tencia de idéntico). 

= > 1.y = z (Por hip6tesis z tam-

bién es unidad) . 

= > y - z (1 es neutro en el 

producto) . 

Luego y es único. 



3.3.3 PROPOSICION. 

Las unidades en A forman un grupo abeliano multi -

plicativo. 

DEMOSTRACION: 

Bastará probar cierre y existencia de elemento inver 

so las demás propiedades se heredan del anillo. Cie 

rre. 

Sean xl' x 2 unidades en A, entonces: 

1 para algGn y E A, Y t 1 (Defin.3.3.1) 

(Defin. 3.3.1) X 2 z = 1 para algGn z E A z t 1 

Xl (y x 2 z ) = 1 

xl (x 2 y z) = 1 

(xl x 2 ) (yz) = 1 

1.1 (Multiplicando a 

la 'derecha por 

x 2 z) 

(Ley asociativa) 

(Ley Gonmutativa) 

(Ley asociativa) 

Como ·y f 1 Y z f 1, entonces yz f 1, entonces por 

definición 3 .3.1 x x 2 es una unidad en A¡ signifi-
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ca que el conjunto de unidades en A es cerrado res-

pecto al producto. 

"EXI STENCIA DE INVERSO" 

Por proposici6n 3.3.2 Si x es unidad en A existe 

-1 
x 

1 
x 

so de x. 

tal que 

3.3.4 PROPOSICION. 

Los múltiplos a x 

-1 xx -1 1, entonces x es el inver 

de un elemento x E A forman un i-

deal denominado "Ideal principal" . Este ideal se de-

nota por [x], es decir, " 

I x] = f ax / a E A Y x es un elemento dado de A}. 

DEMOSTRACION. 

[x] C A y a que para todo a E A Y x E A a x E A (A 

es anillo). 

Sean m,n E Ix], m = a x para algún a E A Y n b x 

para algún b E A . Entonces 

m-n ax - bx (a-b) x (Por ley distributiva) 
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Corno a-b E A por ser A un anillo (a-b) x E [x], en 

tonces m-n E [x]; lo que demuestra que [ x] es un 

subgrupo de A. 

Sea y E A Y m E [x] , m ax para algún a E A. 

y m = y (ax) = (y a) x E Ix], porque ya E A. Entonces 

AIx] c [x] . 

Por tanto Ix] es un ideal de A. 

3.3.5 NOTA: 

El ideal principal Ix] se dice que es generado por 

x E A. x es el generador de [x]. El ideal generado 

por cero IO] = {O}. 

3.3.6 PROPOSICION. 

[x] A <= > x es una unidad en A. 

DEMOSTRACION. 

11 11 

=> 

1 E [x]; ya que t xJ = A Y A es un anillo conmutativo 

con identidad, entonces: 



ax = 1 ya que [xJ= {ax / a E A Y x dado en A}. 

x es una unidad en A por definición 3.3.1. 

" " 
<= 

m E rxJ = > m = ax 

= > m E A 

= > [x] c A 

(Proposición 3.3.4) 

(A es un anillo) 

(m es un elemento cualqui~ 

ra de [x]). 

Ahora sea y E A Y xz = 1, para algún z E A, (x 

es unidad en A), entonces: 

y(xz) = y.l 

y (zx) = y 

(yz) x = y 

(YZ) x E [x] 

Y E [x] 

A c x 

[x A. 

o 

(Multiplicando por xz = 1 a 

la derecha) 

(Conmutatividad y existen

cia de elemento idéntico -

para el producto) . 

(Asociatividad en el anillo 

A) 

(yz E A) 

(Sustituyendo por su igual) 

(Y es un elemento cualquie~é 

de A) 



" 

4:3 

3.3.7 COROLARIO. 

A = [lJ 

DEMOSTRACION. 

Si [lJ es ideal generado por 1, entonces [1] = 

{x .1 / x € A} = {x / x € A}, ya que 1 es id~ntico en 

A, entonces [lJ A. 

3.3.8 DEFINICION. 

Un anillo A en el que 1 ~ O Y cada elemento no nulo 

es una unidad es llamado cuerpo. 

3.3.9 PROPOSICION. 

Todo cuerpo es tambi~n un dominio de integridad. 

DEMOSTRACION. 

Sean x~y € A (A cuerpo) tal que xy = O Y Y f O, en 

-1 -1 tonces existe y € A tal que xy 1 

-1 -1 (xy)y = O.y 

x.(yy -1) = O 

(Multiplicando a la derecha 

por y -1) . 

(Asociatividad en A y V de -

proposici6n 1.1.7) 
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x.1 o (Por proposición 3.3.2) 

x = O (1 es el elemento neutro del 

producto en A) • 

Significa que A no tiene divisores de cero, entonces 

por definici6n 3.1.3 A es un dominio de integridad. 

3.3.10 NOTA: 

La recíproca de la proposici6n 3.3.9 no es general-

mente cierta, ya que Z el conjunto de los números -

enteros es un dominio de integridad (Proposici6n 

3.1.5), pero a excepci6n 1, -1 E Z ningún otro ele-

mento tiene inverso multiplicativo, por tanto Z no 

es un cuerpo. 

3.3.11 PROPOSICION. 

Sea A un anillo, A + {a}, las siguientes afirmacio-

nes son equivalentes. 

i) A es un cuerp o. 

ii) Los únicos ideales de A son {O } y [lJ = A, es 

decir un cuerpo no tiene ideales propios. 

iii) Cada homomorfismo de A en un anillo no nulo B 

es inyectivo. 

-----T L 

I I 
L 



DEMOSTRACION. 

i => ii 

Si 1 + {O} es un ideal de A y x E 1, x + O, 

x es unidad porque A es un cuerpo, entonces 

[x] = A = I1] por proposici6n 3.3 .6 y 3.3.7 de -

donde I1] = [x] c 1. Además como 1 es ideal de A, 

1 c A. Por tanto 1 = A = [1]. Por otra parte en 

proposici6n 2.1.3 se prob6 que {O} es un ideal de A. 

ii => iii 

Sea ~ : A 7 B un homomorfismo de anillos, enton 

ces Ker ~ es un ideal de A (Proposici6n 2.2.7 

Ker ~ = [1] 6 Ker ~ = {O} (Por ii), pero Ker ~ + [lJ 

(Porque ~ (1) = 1 por propiedad de homomorfismo), en 

tonces Ker ~ = {O}, por tanto ~ es inyectiva (Por -

Proposición 2.2.6). 

iii => i 

Sea x un elemento de A que no es una unidad. 

Entonces Ix] + f1] (Por proposici6n 3.3.6) Por tanto 

B = ~ no es el anillo {O} ya que 1 + Ix] + Ix] por 
[x] 

que si 1 + Ix] = Ix] ,1 E [x] (Por corolario 2.2 . 2) . 
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lo cual es contrario a la hip6tesis de que x no es -

una unidad. Sea ~ A + B el homomorfismo natural, 

con núcleo Ix] (el cero del anillo cociente). Por

hip6tesis ~ es inyectiva, entonces [ x] = {O}, por no 

ta 3.3.5 x = O, por tanto A es un cuerpo (Definici6n 

3.3.8) . 

o 

" 



CAPITULO IV 

IDEALES PRIMOS E IDEALES MAXI~ffiLES. 

4.1 IDEALES PRIMOS. 

4.1.1 DEFINICION. 

Un ideal P en A es primo si P + A 

y si x y E P = > X E P o y E P. 

4 .1.2 PROPOSICION. 

" => " 

P es primo si y sólo si A 
P es un dominío de integri 

dad. 

A 
"p es primo => p es un dominio de integridad 

Sean (a + P), (b + P) E: tales que: 

(a + P) (b + P) = ab + P = P (hipótesis) 

ab + P = P ~> ab E P (Corolario 2.2.2) 

=> a E P ó b E P (P es primo) 

=> a+P = P ó 

b+P P (Corolario 2.2 . 2) 

A = > P es un dominio de integridad ya que . 

como P es el cero del anillo cociente, se cumple la 

47 



" => " 

definici6n 3.1.3. 

"A 
P 

a) 

b) 

es un dominio de integridad = > P es primo". 

P f 

Si P 

A 

= A A A => = P A (Por sustituci6n) 

= > A O 1 (A es el cero del anillo 

cociente y l+A = A es -

la unidad) 

A = > no es domi -
P 

nio de integri 

dad. (Definici6n 3.1.3). 
Q 

= > P f O (Por hip6tesis : es do

minio de integridad) 

ab E P = > ab + P = P <Corolario 2 . 2.2) 

= > (a+P) (b+P) = P (Definici6n 2.2.3) 

= > a + P = P 6 

b + P P 

= > a E P 6 

b E P 

(~ es un dominio de 
P 

integridad) 

(Corolario 2.2.2) 

. P es Primo (Definici6n 4.1.1) 



4.1.3 PROPOSICION. 

n " 
=> 

" = > 11 

El ideal cero ( {O} ) es primo si y sólo si es un do-

minio de integridad. 

Sean x,Y E A tal que xy = O (hip6tesis), entonces 

xy E {O } , como {O} es primo x E {O} ó y E {O}, luego 

x = O Ó y = O; se cumple entonces la definición 

3.1.3 Y por consiguiente A es un dominio de integri 

dad. 

a) Como A es un dominio de integridad 1 t O, entonces 

I1J t {O}. 

b) Por otra parte: Si xy E {O} => xy E A ({O} es 

ideal de A) • 

= > xy = O (Por definición -

de {O}). 

=> x=O Ó y=O (xy está en el 

dominio de irite 

gridad A) . 

{O} es un ideal primo en A (Definic. 4.1.1) 
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OBSERVACION: 

Que {O} es un ideal se prob6 en proposición 2.1.3. 

4.1.4 PROPOSICION. 

Si f : A ~ B es un homomorfismo de anillos y K es un 

ideal primo en B, entonces f-1(K) es un ideal primo 

en A. 

{xEA/f (x) EK} . 

DEMOSTRACION: 

a) f-1(K,) es un ideal de A. 

f- 1 (K) T ~ ya gue o E f- 1 (K) porgue como f es ho 

momorfismo f(O) = O E K ya gue K es un ideal en 

B. 

Sean -1 a,b E f (K), entonces a,b E A Y f(a), 

f(b) E K. Como K es un ideal f(a) - f(b) E K, -

pero f(a) - f(b) = f(a) + f(-b) = f(a -b) 

propiedad de homomorfismo), entonces 

f (a-b) E K Y a-b E f- 1 
(K) . 

-1 Luego f (K) es un subgrupo de A. 

(Por -



b) 

:.JJ.. 

-1 
Sean m E A Y n E f (K), entonces: n también 

está en A. Además f(m) ~ B Y f(n) E K. Como 

K es ideal en B f(m) f(n) E K, pero f(m) f(n) = 

f{mn) (Por propiedad de homom'Orfismo), enton-

ces f(mn) E K Y mn E f- 1 (K). Por consiguien

te A f- 1 (K) c f- 1 (K) . 

-1 Por tanto f (K) es un ideal en A . 

-1 Probaremos que f (K) es primo. 

1 E f- 1 (K) => f(l) = 1 E K 

=> K = [lJ = B 

=> K no es primo 

,l. -l Pero K es primo => 1 t f (K) 

Por otra parte: 

(Por propiedad de 

homomorfismo) 

(Corolario 3.3.7) 

(Definici6n 4.1.1) 

A. (Corolario 

3.3.7) 

ab E f- 1 (K) => f(ab) E K (Por definici6n de 

f- 1 (K)). 

= > f(a) f{b)E K (Por propiedad de 

homomorfismo) . 



.. 
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= > f (a) E K 6 

b(b) E K (K es primo) 

= > a E f- 1 (K) 6 

b E f- 1 (K) (Por definici6n f-1 (K)) 

f- 1 (K) es un ideal Primo en A. 

4.2 IDEALES MAXIMALES. 

4.2.1 DEFINICION. 

'Un ideal M en A es maximal si M + A Y no e x iste nin-

gún ideal I~ 1 + A e 1 t M, tal que M c 1 c A. 

4.2.2 PROPOSICION. 

A M es maximal <= > es un cuerpo. 
M 

DEMOSTRACION. 

11 = > " 

A Para demostrar que M es un cuerpo hay que demostrar 

que todo elemento no nulo de ~ tiene inverso multi

plicativo. 

Tf ,A CENTR L 
A..J ..lE EL LV'" 



Sea p + M E ~ tal que p + M + M (hip6tesis), enton

ces p i M (por Corolario 2.2.2) 

Consideremos el conjunto 1 [p, M] (Ideal generado 

por P y M) • 

l = {a + px / a E M A X E A} 

M c l, ya que para todo a E M, a 1 + p.O. 

¿l es un ideal en A? 

l + ~ porque O E l y a que O 

y O E A. 

Z,Z' E l = > Z a + px y Z' 

y x,y E A. 

O + p.O y O E M 

b + py, con a,b E M 

z+z' = (a + px) + (b + py) = (a+b) + P( x + y), con 

a + b E M Y x+y E A, entonces z + z' E l. Luego l 

es cerrado con respecto a la suma. Además z = 

o 

(a + px) - a - px = - a + p(-x), con a E M Y - x E A 

entonces - z E l. 

Luego l es un subgrupo de A. 

Sean m E A Y z E 1, entonces z = a+px, con a E M Y 

x E A. Luego mz = m (a + px) = ma + (mp)x; como 

ma E M por ser M ideal en A y mp E A , por ser A ani 

110, entonces mz E l. 



ti 11 

<= 

Por tanto 1 es un ideal en A. 

Por otra p arte p E 1 I y a que P = O + p.1 I Y P ~ M, 

entonces 1 ~ Mi con lo que se concluy e que e x iste un 

ideal 1 en A tal que M c 1 y como M es maximal (por 
f 

hip6tesis) 1 = A. Entonces y E A se puede escribir 

en la forma: 1 = a + p.x , entonces: 

A 
M 

1 + M (a + p.x) + M 

= (a + M) + (p x + M) 

= M + (px + M) (Ya que a E M Y por pro 

posici6n a E M => a+M=M) 

= px + M (M es el cero del ani-

" 11 . A_ ) o coclente M 

= (p + M) ( x + M) (p I X E A = > (p+M) (p+M) 

= p x + M) . 

(p + M) (x + A) = 1 + M => x + M es el inverso mul 

A tiplicativo de p + M E M ; ya que 1 + M es el i-

déntico del anil l o cociente. 

A 
M 

es un cuerpo ( Definici6n 3.3.8 ) 

es un cuerpo a probar que M e s max ima l en A. 
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Supongamos que M no es maximal en A, implica que e-

xiste un ideal l c A, l + M el f A, tal que M c l C A. 

Probaremos que l = A con lo cual se contradice la -

hip6tesis de que M no es max imal por lo tanto M es -

maximal. 

Sea r un elemento cualquiera de A y P un elemento -

cualquiera de l - M, definiremos (p + M)-l (r + M) = 

S + M, entonces: 

r + M = (p + M) (s + M) ( A_ 
M es un cuerpo y porque como 

p ~ M, P + M + M) 

= > r + M p s + M (Por definición 2~2.3) 

= > (r - PS) + M = M (Sumando a ambos miembros 

-ps) 

= > r - ps E M ( COTolario 2.2.2) 

= > r - ps E l (Por hipótesis M c l) 

= > r E l (Por hipótesis p E l) 

Luego A c l y como por hipótesis, también, l C A¡ 

l = A. Por tanto M es maximal. 

4.2.3 NOTA: La proposición de max imales correspondiente a 

la proposición 4.1.4 no es generalmente cier-

Q 



56 

ta, es decir, si f: A + B es un homomorfis-

mo de anillos y M es un ideal max imal en B 

-1 esto no implica necesariamente que f (M) 

sea un ideal maximal en A. 

Por ejemplo: 

Sea A = Z (anillo de los enteros) y B = Q (a 

nillo de los racionales) sin embargo M = {O} 

es un maximal en Q, pero f- 1 (M) = f- 1 ({ O} ) no 

es un maximal en Z • 

DEMOSTRACION: 

~ es un cuerpo, entonces los únicos ideales de Q son 

{O} y [lJ = Q (Propos'ici6n 3.3.11). Además {O} + [lJ = Q, 

ya que 1 + O en Q, por consiguiente { O} es max imal -

(definici6n 4.2.1). 

Por otra parte f: Z + Q : x ~~~> x es un homomor-

fismo de anillos (Por proposici6n 1.2.2) y 

[m] = m Z = {x E Z / m divide a x } para algún número 

natural m, m t 1 Y m t O, es un i real en Z generado 

por m ; {O} C [m] ya que O = m. O E [m] , por consi -

uiente {O} no es un max imal en Z • 
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4.2.4 PROPOSICION. 

Si M es maximal en A, M es primo. 

DEMOSTRACION: 

ab E M Y a ~ M => M c [a,M] (Ideal generado -

por a y M, similar al que se us6 en la demostraci6n 

de la proposici6n 4.2.2) 

Como M es maximal ~,M] = A. Entonces, 

1 = ca + m para algún c E A Y algún m E M. Multi-

plicando por ·b E M tenemos b = cab + ·mb. 

b E M , b E A ; (ab E A Y como mb E M por ser M i-

deal, entonces b = cab + mb E [a,M] (Por definici6n 

de [a,M]). Como ab E M, cab E M por ser M ideal de 

A, entonces cab + mb E M. 

Luego b E M Y por sonsiguiente M es primo. 

4.2.5 PROPOSICION. 

Cada anillo A + {ü} tiene por lo menos un ideal maxi-

mal. 

(Esta proposici6n es una aplicaci6n del Lema de Zorn 



por lo que recordaremos, previo a la demostración, 

dicho lema). 

4.2.5.1 DEFINIeION. 

Si R es una relaci6n en A tal que: 

i) a R a Para todo a E A (R es reflexiva) 

ii) a R b Y b R a > a=b (R es antisinétrica) 

iii) a R b Y b R c > a R c (R es transitiva) 

A es un conjunto ordenado. 

Si existen m,n E A tal que m ~ n y n ~ m, 
Q 

se dice que A es un conjunto parcialmente or 

denado. 

4.2.5.2 DEFINIeION. 

Una cadena en A es un subconjunto S de A tal 

que para todo a,b E S, o bien a R b ó b R a. 

4.2.5.3 DEFINIeION. 

Si en un conjunto A, ordenado por la relación 

"'::''', existe u E A tal que a < u para to-



do a E A, diremos que u es el último ele-

mento de A. 

4.2.5.4 DEFINIeION. 

Si en un conjunto A, ordenado por la rela-

ci6n " <", existe m E A tal que, para to-

do a E A, In < a = > a m, diremos que m es 

un elemento maximal. 

4.2.5.5 LEMA DE ZORN. 

"Si . cada cadena (Conjunto total o linealmen 

te ordenado) S en A tiene una cota superior 

en A, entonces A tiene, por lo menos, un e 

lemento maximal". 

DEMOSTRACION PROPOSICION 4.2.5. 

Sea L = {T C A / T es un ideal en A y T t A}. 

Ordenemos L por la relaci6n "c" (inclusi6n). 

L t ~ ya que {O} E L y {O} + A es un ideal en A. 

Sea M = (P.). 1 una cadena en \ de manera que para -
l l E L 

cada par de índices e o 

BIBLIOTECA CENTRAL \ 
1110 o DE EL ... ALV~D • UNIV-



Sea T = .LJ
1 

P . 
l E 1 

60 

demostraremos q u e T es u n ideal. 

a) T + ~ (y a que como al menos { a } E I, a E . l J
1 

P .). 
lE 1 

b ) 

e) 

x , y E T => X E P. Y Y E P . como e s tamos en 
1 1 

1 2 

una caden a x , y E P . 6 x,y E P. Y por s e r l os 
1 1 1 2 

P . i deales x - y E P . 6 x - y E P . , entonces 
1 1

1 1 2 

u P . x - y E i EI 1 T por lo q u e T es u n s ubgrupo a -

ditivo de A. 

Sea x E . U
1 

P. , entonces x E P . p ara algún i EI, 
l E 1 1 

si Y E A, xy P . y a q ue los P . son ideales en A¡ 
1 1 

por consigui ente x y E .lJ1 P . . Luego AT e T . 
lE 1 

T e s un i deal en A. 

Por otra parte. 

Como 1 ~ T puesto que 1 ~ Pi ya que Pi t A por 

pertenecer a ¿, entonces T t A . 

T es cota superior en I, y a que ~ara un idea l 

P . E M, P. e ' Ur P . , luego por el Lema de Zorn exis 
1 1 l E 1 
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te por lo menos un elemento maximal en I. 

Ahora probaremos que si M es maximal en I, M es ma-

ximal en A. 

Supongamos que M no es maximal en A, entonces existe 

L ideal en A tal que : M C L y L f A, pero si L f A, 

entonces L E I de donde M = L. Por tanto M maximal 

en A. 

4 .2. 6 COROLARIO. 

Si I f A es un ideal en A, existe un ideal maximal 

de A que contiene ~ l . 

DEMOSTRACION: 

Sea H {M/M ideal, 1 C M, M + A} 

H + ~ ya que I C H. 

Ordenemos H por inclusión y sea B una cadena de H. 

N = \.J I 
ceEB ce => N E H (Ya que I C N, ce para todo I E B) 

ce 

=> N + A (Por definici6n de H) 

=> N es cota superior de B (1 t N) 



= > H posee al menos un elemento maximal 

(por el Lema de Zorn). 

=> N es maximal en A (Por proposici6n -

4.2.5) 
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existe en A un maximal que contiene a 1 

4.2.7 PROPOSICION. 

Cada elemento de A que no es una unidad está conteni 

do en un ideal maximal. 

DEMOSTRACION: 

Sea x E A tal que x no es una unidad en A. En

tonces [x] t A (ya que si [x] = , A => x es unidad 

en A por proposici6n 3.3.6) . 

Luego por el Corolario 4.2.6 podemos asumir que exis 

te un ideal maximal M en A tal que [x] c M, como x 

es el generador de [x], x E [x]. 

X E M. 

4.2.8 PROPOSICION. 

Si A es un cuerpo A posee únicamente un ideal maximal. 



DEMOSTRACION: 

A + {O} porque A es un cuerpo y un cuerpo es diferen 

te del anillo {O} (Por proposici6n 3.3.11). 

Los únicos ideales de A son {O} Y [lJ (Propos. 3.3.11) 

[lJ no es maximal en A porque [lJ = A, pero corno ca

da anillo A + {O} tiene por lo menos un ideal maxi

mal (Proposici6n 4.2.5 ), entonces el único ideal -

maximal de A es el ideal {O} . 

4.2.9 DEFINICION. 

C) 

Un anillo A que tiene exactamente un ideal maximal M 

se denomina "Anillo local". El cuerpo ~ se denomina 

"Cuerpo residual de A". 

4.2.10 PROPOSICION. 

Sea A un anillo y M + [lJ u n ideal de A tal que 

X E A - M es una unidad en A. Entonces A es un ani 

110 local y M su ideal maximal. 

DEMOSTRACION: 

Si M + 1 es un ideal en A, existe N C A, N ideal -



maximal en A tal que M C N (Corolario 4.2.6). Sea 

X E N, entonces x no es unidad en A ya que N + [D 
por ser maximal, entonces x ~ A - M Y X E M por 

lo que N C M. Luego M = N (Por doble inclusi6n). 

Por tanto M es ideal maximal en A y es el único ma-

ximal en A ya que N fu~ seleccionado arbitrariamen-

te. 

A es un anillo local y M su ideal maximal. 

4.2.11 PROPOSICION. 

Sea A un anillo y M un ideal maximal en A tal que -

cada elemento de 1 + M es una unidad en A. Enton 

ces A es un anillo local. 

DEMOSTRACION: 

Sean 1 + M = {1 + x / x E M} un conjunto de unida-

des en A, x E A - M Y [x] + M = { yx + m/y E A A m E M } 

el ideal oenerado por x ,m. M c [x] + M (ya que 

O .b + m = m E M) , entonces [x] + M = [1J por ser M -

maximal. Por tanto existe y E A Y t E M tal que 

yx + t = 1· luego yx = 1-t E Y + M (Porque yx = , 

1 - t = 1 + (-t) Y (-t) E M) Y por tanto yx es una 

unidad en A, entonces yx E A-M. 

A es anillo local (Por proposici6n 4.2.10) 
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4.2.12 PROPOSICI0N. 

En el anillo Z de los enteros. 

a) Todo ideal es principal. 

b) [m] es primo <=> m O 6 m es primo . 

c) Si m es primo, [m] es maximal . 

d) Si m primo, Z 
de m elementos. es es un campo 

[m] 

DEMOSTRACI0N: 

a) "Todo ideal en Z es principal". 
o 

Sea 1 un ideal en Z. 

1 = {O}, entonces 1 { mx / x= O y m E Z}. Co 

mo cada elemento de Z es de la forma mx con m E Z 

y X fijo, 1 es ideal principal en Z. 

1 + {O}¡ si a E 1, entonces por ser 1 ideal 

-a E 1, entonces 1 contiene enteros positivos 

(ya que si a < O -a > O o viceversa) . 

Como z+ es bien ordenado 1, contiene un entero po-

sitivo mínimo, sea e. 

BIBLIOTECA CENTRAL 
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Sea b E I, entonces b = e.g + r 

con g,r E Z y O < r < e . (Por el algo-

ritmo de la di 

visi6n) . 

Como b E I, e.g E I luego r = O. 

(b = e . g + r) . 

Entonces b = e.g < I {e.g/e fijo en I y g E Z} 

I es un ideal principal en Z. 

" [m] es primo <=> m O 6 m es pr imo". 

" " = > 

[m] 
Q 

es primo => m O o m es primo 

Supongamos: 

m f O Y m no primo; entonces m puede desco~ 

ponerse en un conjunto de factores primos, po~ 

gue m E Z. 

Sea (X . ). I el conjunto de factores primos de 
l l E 

m, es decir m = xl' x 2 · x 3 .. . . . xn 

1,j. I 
l E 

(ya que como x . es primo no puede 
l 

expresarse como mx, x E Z) . 



Q 

b 7 

que (xl' x 2 · x 3 ·· .. x n ) E [m] 6 x n E [m], en-

tonces [m] no es primo. 

Pero esto es c ontrario a la hip6tesis de que 

tm] es primo. Luego m es primo. 

" 11 

<= 

m = O 6 m es primo = > [m] es primo . 

m = O € Z => [m] es un ideal primo en Z 

(Proposici6n 4.2.12.a) 

Sea m un número primo y QnJ = {p/p = mx, x E Z} 

Sean x , y E Z tal que xy E [m], entonces: 

xy = mk, para algún K E Z, entonces m l xYi luego 

mlx o mlY, por ser m primo en Z. 

Entonces x = mz 6 y mz, para algún z E Z, 

entonces x E [m] 6 y E [m] y por tanto [m] es 

primo. (Definici6n 4.4.1) . 

c) "Si m es primo, [m] es maximal". 

Supongamos que [m] no es maximal, entonces exis 

te 1 c Z, 1 =f Z e 1 =f [m] y [m] e 1 (Por de-

finici6n 4 .2. 1). 
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X E 1 Y x ~ [m] => x f mt, para todo tEZ. 

=> m no divide a x. 

=> El m.c.d. de xy m es 1. 

Entonces podemos expresar 1 como una combina-

ci6n lineal de x y m, es decir: 

1 ax + bm. Como 1 es un ideal de Z, 

a,b E Z yz , m E 1 => ax, bm E 1 Y 

entonces 1 = ax + bm E 1 por lo que 

1 = [lJ = Z. Por tanto [mJ es maximal en Z. 

"Si m es primo, Z 

[m] 
es uri campo de ITP elementos.J 

.Por c) si m es primo, [m] es maximal 

entonces Z 

[m] 
es un campo. 

Z 

[mJ 
tiene m elementos ya que 

(Proposición 4.2.2 ) 

Z 

[m] 
= {O + fB!J, 1 + I m], 2 + [In], ... (m-l) + [m]} 

donde [mJ {a E Z/a - r (rr6:iulo m) } 

Ahora demostraremos que para cualquier x E Z 



Q 

r + [m] z 
[rn] 

siempre que O < r < m 

Sea x E Z => X ~ 

r a 
(Teorema del residuo) 

= > x = arn + r O < r < m 

=> x - r am 

= > x - r E [m] (am E [m]) 
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=> (x - r) + [m] = [n!] (Corolario 2.2.2) 

(x + [m] ) - (r + [m] ) = [m] 

x + [nD = [m] + (r + [m] ) 

x + [m] = r + [m] ; O < r < In 

[m] 
Z 

(x + [m] 
Z 

=> r + E -- E --
[m] [rn ] 

Verificaremos ahora que los elementos de 

distintos. 

Sean r.q E Z I O < r < m A O < q < m 

rfq => r + [m] = q + [m] 

Supongamo s que r + [m] q + [m]. 

f7 
LJ 

[m] 
son 
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r E r + Gn] (r = O.m) 

=> r E q + [m] (r + [m] = q + [m]) 

= > r = q + bm (Definici6n de q + [m]) 

=> q = r (Teorema del residuo) 

z es un campo de m elementos. 
[m] 

4.2.13 DEFINICION. 

Un dominio de integridad en el que cada ideal es -

principal llámase DOMINIO DE IDEALES PRINCIPALES. 
o 

4.2.14 PROPOSICION. 

Si A es un dominio de ideales p rincipales y J c A 

es un ideal primo y J T {O} entonces J es un ideal 

maximal. 

DEMOSTRACION: 

Supongamos que J c A no es maximal, entonces exis 

te 1 c A tal que J c 1 C A , I T J e ITA. 



Q 

I .1. 

Como A es un Dominio de ideales principales: 

J = [x] = {x . b/b E: A} e 1 = [y] = {y . m/m E: A}, 

X E: J = > X E: 1 (Por hip6tesis J c 1) 

=> x = ym , para algún m E: A . 

generado por y) 

(1 es el ideal 

=> y m E: J Y Y ~ J (J e 1 e J f 1) 

=> m E: J (Ya que J es primo) 

=> m = b.x para algún b E: A. 

generado por x) . 

(J es el ideal 

=> x = ym = ymx (Sustituyendo m por su igual) 

=> 1 = ym (l . x = ymx y A es un domin i o de 

integridad) 

Luego 1 = [y] = [1] A. 

J es un ideal maximal en A . 



CAPITULO V 

NILRADICAL y RADICAL DE JACOBSON. 

5.1 NILRADICAL. 

5.1.1 DEFINICION. 

5.1. 2 

El conjunto de todos los elementos nilpotentes en un 

anillo A se denomina "NILRADICAL" de A . 

PROPOSICION. 

Si N denota el nilradical de A entonces N es un i

deal y el nilradical de ~ tiene s610 un elemento. 

DEMOSTRACION: 

N es ideal en A . 

a) Sea x , y E N, entonces (N es el conjunto de 

para algún m > O Y pa- todos los elementos 

ra algún n > m O, x = O nilpotentes en A) . 

n y x = O 
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1011.0 DE EL 



b) 

m+n-l (x+y) es una su-

ma de múltiplos ente-

r s ros de productos x y , 

donde r+s = m+n-l 

r s x y 
m+n-l O Y (x+y ) 

Luego x+y es nilpo -

tente. 

. x+y E N 

m x E N => x para al-

gún m > O. 

n n (-x) = (-l.x) = 

(_l)n xn = O entonces 

-x E N. 

O 
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(Por el teorema del bi 

nomio que es válido -

en todo anillo conmu-

tativo) . 

(Ya que r < m y s < n 

no pueden presentarse 

simultáneamente) . 

(Porque e x iste m+n-l > O 

t 1 (x+y) m+n-l 
a~ que _ O 

y m+n-l > O porque 

m > O Y n > O) 

(N es el conjunto de e-

lementos nilpotentes) . 

(Ya que n 
x O) • 

Luego N es un subgrupo aditivo de A. 



c) 

I '± 

Sea a E A Y x E N. Si (N es el conjunto de los 

n xEN, x =0 para algún elementos nilpotentes) . 

n > O. 
n n n n (ax) =a x = a .0=0 (x es nilpotente). 

de donde ax E N Y 

AN C N. 

Por tanto N es un ideal en A. 

Probaremos ahora que el nilradical ~ s6lo tiene 

un elemento , esto equivale a probar que ~ no

tiene ningún elemento nilpotente distinto de ce 

ro. 

o A 
Sea x + N E N un elemento nilpotente, entonces 

existe n > O tal que (x + N)n = N, donde N es -

el cero del anillo cociente. Pero n 
(x + N) = 

(Por la definici6n de producto en el -

n anillo cociente), entonces x + N = N, luego, 

por Corolario 2 .2. 2 n x E Ni entonces exis 

O 1 f •• n) m .nm te m > ta que IX = X O, de donde x E N, 

en tonces, por cor olario nilpotente 2.2.2 x + N = N. 

Por tanto el único elemento del anillo cocien-

te es N (El cero del anillo cociente) . 
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5.1.3 PROPOSICION. 

Sea x E A. Entonces x es nilpotente si y sólo si 

x pertenece a todo ideal primo de A. 

DEMOSTRACION: 

ti => 11 

11 = > 11 

Sea x nilpotente y P un ideal primo de A. Entonces 

existe n n n > o tal que x = O, X E P porque O está 

en todo ideal de A, luego n x E P ya q ue x = x .x.x ... x 

(n veces) y P es p rimo. 

Probaremos que si x no es nilpotente entonces e x is-

te un ideal primo en A que no contiene a X. 

Supongamos que y no es nilpotente, entonces para to 

do n 
n > ° x =t O. 

Sea L el conjunto de ideales P tales que xn ~ P para 

todo n > O. L =t ~ ya que {O} E L (Porque como 

xn =+ 0, x n ~ {O} ). 

Ordenamos L por inclu

si6n llegamos a que L 
tiene e l emen t o maximal. 

(Por el Lema de Zorn de-

sarrollado en propos i-

c i 6n 4.2. 5) . 



Sea P maximal en L 

z ,q ~ P => P C P + [z] 

P =1= P + [z] 

P C P + [q] 

=> P + [z], P + [gl 

m 
= > x t: P + [z J y xn t: P + [q] 

para algunos m,n mayo 

res que cero. 

m 
algún => x = p + m. z para 

m t: A Y P t: P 

n + al-x = p n.q para 

gún n t: A Y P t: P. 
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(Porque x t: P => x=x+O.z) 

(Porque O+l.z = z ~ P) 

(Porque xt: P => x = x + O.q) 

(Porque O + 1.q = q ~ P) 

(Porque P ex maximal en L ) 

{Porque m x , 

{P + [z] ={ p + ro. z/p t: p" m t: A}) 

m n 
=> x .x (p + m.z) (p + n.q) 

2 
= P + mzp + nqp + mnzq 

2 Como p , rnzp, nqp t: P (por ser este ideal en A) y 

rnnzq es un múltiplo de zq se tiene que: 

ro n x .x xm+n t: P + [zq] 



.. 

I I 

=> P + [zq] ~ L (Por definición de L) 

=> P + [zq] f P (Porque P E L) 

=> z q ~ P (Si zq E P => P + [zq] P) 

=> P es primo. 

Además x ~ P. (p E L y x 
n x con n = 1). 

5.2 RADICAL DE JACOBSON. 

5.2.1 DEFINICION. 

El conjunto R formado por la intersección de todos -

los ideales maximales en A se denomina RADICAL DE JA 

COBSON. 

5.2.2 PROPOSICION. 

X E R si y sólo si 1 - xY es una unidad en A para 

todo y E A . 

DEMOSTRACION: 

11 " 

= > 

Supongamos que 1-xy no es una unidad en A , entonces 

1-xy E M, M maximal e n A (Por corolario 3.3 . 7 ). 



11 " 

=> 
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Pero x E R C M, entonces x E M. Y E A Y x E M, 

entonces xy E M, puesto que M es ideal en A y por -

la misma razón M es cerrado respecto a la suma, lue 

go 1 - xy + xy = 1 E M, entonces M = [lJ = A, lo 

que es absurdo porque M es maximal en A. Por tanto 

1 - xy es una unidad en A . 

Supongamos que x ~ M 

Entonces M C M + [x] 

para algún ideal maximal M en A. 

(Porque m E M, m = m + O. x ) y 

M + M + [xJ (Porque O + 1 . x = x ~ M), luego M + [x] 

= A (-Porque M es maximal y M C M + Ix] y M + M + [x]) 

o 
Entonc€s 1 E A, 1 m + xy, para algún m E M Y al-

gún y E A , de donde m = 1 - xy E M Consecuentemen 

te 1 - xy no es una unidad (Por corolario 3.3.7), 

lo que es absurdo 1 - xy es una unidad. Por tanto 

X E M, para todo M maximal, entonces x E ~. 

5.2.3 PROPOSICION. 

a) Si x E A es nilpotente entonces l+x es una uni 

dad. 

Por definici6n 3.2.1 una unidad en A es un ele 
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mento x E A, para e l c ual existe un elemento 

y + 1 en A tal que xy = 1. 

DEMOSTRACION: 

Asumamos entonces que para 1 + x existe 

n - 1 

y ilo (_ l)i xi + 1 tal que: 

( 1 + x y lo 

1 

Para 2 Y I ( - 1) i i 
1 n = = x = - x i=O 

(1 + x) (1 - x) 1 - x2 = 1 - O = 1 (x2 = O ya que 

Para n = 3 2 
Y = 1 - x + x 

(1 + x) (1 - x + x2) = 1 + 3 
x 

Para n 4 
2 3 

y = 1 - x + x - x 

2 3 
(1 + x) (1 - x + x - x ) 

En general para n ,par y 

2 n- 1 (1 + x) (1 - x + x - . . . - x ) 

x es nilpote::: 

te) 

1 + O = 1 

1 - 0=1 

n-1 
x 

1 - xn = 1 - O = 1 



80 

y para n impar 2 
Y = 1 - x + x n-1 + x 

(1 + x) (1 - x + x2 - n 
l+x =1+0 1. 

n-1 

Corno para n > 2 = I (_l)i xi ~ , entonces 
i=O 

1 + x es una unidad. 

b) Si x E A, x Nilpotente y z es unidad, entonces x + z 

es unidad. 

DEMOSTRACION: 

x + z es unidad si (x + z) k = 1 

Para algún k + 1 en A 

n x O, para algún n > O 

zy = 1, para algún z ~ 1 

n n n n 
(xy) = x.y = O.y = O 

= > xy es nilpotente. 

=> 1 + xy es unidad 

= > (1 + xy 1) p = 1 para 

algún p t 1. 

(Definición 3.2.1) 

(x es nilpotente) 

(z es unidad) 

(Por ser x nilpotente) 

(Por a de este misma -

Proposición) . 

(Definición de unidad) . 

-, CEI TR .... L 
\ 8\8L10TEC E EL SALVAD • 
llJNIVE SID D D ---
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=> (zy + xy) P = 1 (Sustituyendo 1 por zy) 

=> (3 + x ) g P = 1 (Por Ley Distributiva) 

z + x es unidad ya q ue y f O y P f O 

zp f 1 Y (z + x) yp = 1. 

5.2.4 PROPOSICION. 

" c " 

En el anillo A [x] (Anillo de polinomios en una inde-

terminada x c on coeficientes en A) el nilradical es 

igual al radical de Jacobson. 

Sea N el nilradical en el anillo A [x] y R el radi

cal de Jacobson en el anillo A Ix]. Probar que 

N = R. 

f E N => para todo g E A [x] 

fg es nilpotente n = O.g = O) 

=> -fg es nilpotente (-fg = f(-g)) 

=> 1 - fg es unidad (Proposición 5.2.3.a: 

=> f E R (Proposición 5.2.2) 

N C R . 
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Esto es cierto ya que como todo ideal maximal es 

primo R e N. 
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CAPITULO VI 

OPERACIONES CON IDEALES 

6.1 SUMA DE IDEALES. 

6.1.1 DEFINICION. 

Sean I,J dos ideales de A. El conjunto I + J = 

{x + y / x E I, Y E J} se llama "Suma de I y J". 

6.1.2 PROPOSICION. 

I + J es el ideal generado por I lJ J. 

DEMOSTRACION: 

a) "I + J es un ideal". 

x+ y E I + J, x 

n,s E J¡ -y = 

m + n, y = r + s, m,r E I, 

(r + s) = r s ¡ x - y = (m - r) 

+ (n - s) ¡ como m - r E I Y n-s E J se tiene -

que x - y E I + J. Luego, I + J es un subgrupo 

aditivo de A¡ además si Z E A entonces z (m + n) = 

zm + zn es un elemento de I + J ya que zm E I Y 

zn E J, o sea que z x E I + J. 

es un ideal. 
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Por tanto I + J 

o 



b) "1 U J c 1 + J". 

Sea x E 1 U J ; si x E 1, x = 1 + O es un ele-

mento de 1 + J; si x E J, x = O + x es elemento 

de 1 + J; luego 1 U J c 1 + J . 

c) "Sea T un ideal tal que 1 l.J J c T entonces 

1 + J c T". 

Sea x E 1 + J, x = m + n, m El , n E J; m + n E T 

ya que m E 1 U J Y n E 1 U J; es decir x E T, 

entonces 1 + J c T. 

6.2 lNTERSECCI0N DE IDEALES. 

" 
6.2.1 PROPOSICI0N. 

"Si 1 Y J son dos ideales 1 ('¡ J es un ideal". 

DEMOSTRACI0N: 

Sea x,y E 1 n J; x E 1, x E J, Y E 1, Y E J; x-y E 1 

Y x - y E J por ser 1 y J subgrupos; luego x - y E 1 " n Ji 

por tanto 1 n J es subgrupo. 

Sea Z E A Y x E 1 !I J; x E 1, X E J; zx E 1 Y 

zx E J por ser 1 y J ideales; luego xz E 1 n J. Lue 

go 1 n J es un ideal. 
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6.3 PRODUCTO DE IDEALES. 

6.3.1 DEFINICION. 

Sean 1 Y J dos ideales y sea 

K = {xy / x El , Y E J } este conjunto no es siempre 

un ideal, por lo que definimos: 

IJ = [K], es decir que 1 J es el ideal generado por 

los productos xy, con x E 1, Y E J. 

6.3.2 PROPOSICION. 

Si 1, J Y K' son ideales en A entonces "I(J + K) = 

IJ + IK". o 

DEMOSTRACION: 

" 11 

c 

" ;) 11 

Si x E 1, Y E J, Z E K, x(y + z) es un elemento 

del generador de I(J + K); pero x(y + z) 

= xy + xz = > x(y + z) E IJ + IK; luego IJ + IK es 

un ideal que contiene al generador de 1 (J + K) por 

tanto 1 (J + K) c IJ + IK. 

n 
Sea x E IJ;x es de la forma x= I y i zi' 

1 

y. El , 
l 

Z. E J; 
l 



n 
x = L 

1 
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y. (z. + O), x es una suma finita de elemen
l l 

tos de 1 (J + K) ¡ ' luego x E 1 (J + K) ¡ de donde 

IJ c 1 (J + K). De igual forma 1 K C 1 (J + K), de 

donde IJ U IK c 1 (J + K) ¡ luego IJ + IK c 1 (J + K) 

(IJ \) IK es el generador de IJ + IK) . 

6.4 EJEMPLOS. 

6.4.1 PROPOSICION. 

Sea A = Z (anillo de los enteros) y sea I,J dos i-

deales de Z ¡ si 1 = C9J y J = [b] entonces I+J = [d] 

en donde d = m.c.d (a,b) 

o 

DEMOSTRACION: 

dEl + J, ya que el m.c.d (a,b) es una combinación 

lineal de a y b, es decir existen m , n E Z tales 

que d = ma + nb. Sea x E 1, Y E J¡ x = pa, y = qb 

(por ser 1 = Ca] y J = rb]) ¡ además como d es un di 

visor de a y de b existen r, s E Z tales que a = rd, 

b = sd, de donde x+y = pa + qb = prd + qsd = (pr + qs)d¡ 

luego si T es un ideal ta-l que d E T entonces x +YE T, 

es decir 1 + J c T. 

Por tanto 1 + J = [dJ . 



6.4.2 PROPOSICION. 

Sea A Z (anillos de los enteros) ¡ s i a E Z 

b E Z e I = [a] y J = I1:>J entonces 1 f\ J = 

donde m = m.c.m (a,b). 

DEMOSTRACION: 

01 

y 

[m] , en 

Como m es un múltiplo de a y de b entonces m = pa, 

m = qb, p,q E Z¡ luego m E [aJ y m E ~J es decir 

m E 1 Y m E J ¡ 1 uego m E I ('¡ J. Sea ahora T un 

ideal tal que m E T Y sea x E I n J¡ como x E 1, 

x = ra¡ como x E J, x = rb¡ luego x es múltiplo de 

a y de b; por ser m el m.c.m (a,b), x es ~últiplo 

de m, es decir x = zm¡ asf x E T porque m E T. 

Luego :I n J c T. 

6.4.3 PROPOSICION. 

En el anillo Z si I=[aJ y J [bJ entonces IJ = [abJ 

DEMOSTRACION: 

ah E IJ ya que a E I Y b E J. 

Sea ahora T un ideal tal que ab E T Y p robemos que 

IJ c Ti si x E I Y Y E J, x = ma, y nb, de donde 
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xy = manb = mn.ab¡ así xy E T¡ luego T es el ideal 

que contiene al generador de IJ¡ por tanto IJ c T. 

6.4.4 PROPOSICION. 

En Z Si I = [a], J = [b], a > O, b > O entonces 

IJ I (\ J si y sólo si a y b son primos entre sí. 

DEMOSTRACION: 

11 => 11 

" " <= 

Sea m = m.c.m(a.b) ¡ si IJ = I n J entonces [ab] = [m] 

luego a b E [m] y m E [ab] es decir ab = km y m = 

t. a. b, de donde m tab = t km implica tk 1 ¡ con 

t > O Y k > O, t = k = 1, es decir ab = m¡ así 

a y b son primos entre sí. 

Si a y b son primos entre sí, ab = m = m.c.m. (a,b) ¡ 

luego [ab] = [m] es decir IJ = I n J. 

6.4.5 PROPOSICION. 

Sean I, J dos ideales de un anillo A tales que 

I + J = A. Entonces I n J = IJ. 
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DEMOSTRACION: 

11 C 11 

11 :J 11 

Sea x E 1 n Ji x E 1 , x E Ji sea ro E 1 , n E J ta-

les que 1 = m+n; entonces x = x .1 x (m+n) = xrn + xn; 

xrn E IJ ya que x E J Y m E Ii xn E IJ ya que x E 1 

Y n E J; l uego x E IJ; por tanto 1 n J c IJ. 

Si x E 1 Y Y E J, xy es un elemento del generador 

de IJi xy E 1, xy E J porque 1 y J son ideales; lue

go x E 1 n Ji así, 1 n J contiene al generador de 

IJ, de donde IJ c 1 (\ J. 

1 (\ J IJ. 

6.5 IDEALES PRIMOS ENTRE SI. 

6.5.1 DEFINICION. 

Dos ideales I,J son primos entre sí,si 1 + J = A. Ya 

se probó que si 1 y J son primos entre sí entonces 

1 () J = IJ. (Proposición 6.4.5). Además es fácil 

verificar que 1 y J son primos entre sí si y solo 

si existen m E 1, n E J tales que l = m + n. 
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6.5.2 DEFINICION. 

Si A Y B son dos anillos su producto cartesiano 

A X B es un anillo conmutativo y unitario con las 

operaciones 

(x,y) + (m,n) = (x + m, y + n) 

(x, y) (m,n) = (xy , mn) 

Su elemento identidad es (1,1) 

Las funciones P 1 
A x B -+ A (x,y) 'v'\/\..> X 

P
2 

: A x B -+ B : (x,y) ~~~> y 

Son dos homomorfismos de anillos llamados "proyecci~ 

nes". 

6.5.3 PROPOSICION. 

Sea A un anillo y sea I y J dos ideales de A y sea 

~ el homomorfismo de anillos 

x ~~~> (x + I, x + J) 

Entonces 

1) ~ es sobreyectiva si y sólo si I y J son primos 

entre sí. 
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2) cp es inyectiva si y sólo si 1 ('¡ J = {ü}. 

DEMOSTRACION: 

a) "Si cp es sobreyectiva 1 y J son primos entre sf". 

Sea x E A tal que cp(x) = (1 + I,J), entonces 

x + 1 = 1 + 1 1 Y x + J J es decir que 

x - 1 E 1 Y x E J; tambi~n 1 - x E 1 Y - x E J, 

luego, 1 = m+n, m E 1, n E J, m = 1 - x, n = -x. 

Por tanto 1 y J son primos entre sf. 

b) "Si 1 Y J son primos entre sf, cp es sobreyecti-

.va". 

" 
Como 1 Y J son primos entre sf, existe m E 1, 

n E J t .ales que 1 = m + n. Sea (x + 1, Y + J) 

A A 
un elemento de i x J ' y sea z = xn + y m 

Tendremos 

Z + 1 = xn + ym + 1 = xn + 1 (Ya que ym + 1 = 1); 

pero xn - x x(n 1) = m es un elemento de 1, 

de donde xn + 1 = x + 1; por tanto z + 1 = x + l. 

De igual forma z + J = Y + J; asf cp es sobreyec-

tiva. 
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c) "Si <p es inyectiva, 1 ('¡ J = {O}" 

d) 

Sea x E 1 n J¡ se tiene que x + 1 = 1 

Y x + J = J, es decir que <P (x) = (x + 1, x + J)= 

(I,J) ¡ pero también <P(O) = (O + 1, O + J) = (I,J), 

es decir que <P(x ) = <P (O) ¡ como <p es inyectiva, 

x = O ¡ 1 uego 1 n J = {O}. 

"Si 1 (\ J {O}, <p es inyectiva" 

Sea x,y E A tales que <p(x ) = <P (y), es decir 

(x + 1, x + J) = (y + 1, Y + J) ¡ por igualdad -

de pares ordenados, x + 1 y + 1 Y x + J = 

y + J¡ de donde x - y E 1 Y x - y E J¡ 

x y E 1 n J, luego x y = O, o sea x = y, 

Por tanto <p es inyectiva. 

6.5.4 PROPOSICION. 

Si 1 Y J son dos ideales primos y K es un ideal 

incluido en 1 U J entonces K C 1 6 K c J. 

DEMOSTRACION: 

Supongamos que K t 1 Y K t Ji e x isten x E K, Y E K 

tales que x ~ 1 Y Y ~ J. Si x ~ 1, x ~ 1 LJ J. Si 
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y ~ J, Y ~ I lJ J. Supongamos x E J Y Y E I; en 

tonces x + y ~ I, pues si no x serfa un elemento de 

I; también x + y ~ J, porque si no, y serfa un ele

mento de J. Por tanto hemos probado que si K ~ I Y 

K ~ J entonces K ~ I U J. 

6.5.5 PROPOSICION. 

Sea K un ideal primo y sean I y J dos ideales tales que 

I n J c K. Entonces I c K Ó J c K. 

DEMOSTRACION: 

Supongamos que I 4 K Y J 4 K; e xiste entonces x E I, 

Y E J tales que x ~ K, Y ~ K; z = xX es un elemento 

de I n J y z ~ K (Porque K es primo) . 

Luego: (I ~ K, J ~ K) => I n J ~ K. 

6.6 IDEAL COCIENTE. 

6.6.1 DEFINICION. 

Sean I,J dos ideales de un anillo A; el conjunto (I:J)= 

{x E A/x J e I} es llamado "ideal cociente de I y J". 



6.6.2 PROPOSICI0N. 

Sean l, J, K tres ideales. Entonces: 

1) (I :J) es un ideal. 

2) 1 c (I:J) 

3) (I:J)J c 1 

4) «l:J):K) = «I:K):J) (1: JK) 

5) (1 n J:K) = (l:K) n (J:K) 

6) (I:J+K) = (I:J) () (l:J) 

" 
DEMOSTRAClON: 

1) "(I:J) es i ,deal" 

i) Sea x E ( l : J), y E ( l : J), Z E J. 

Entonces XZ E l, yz E 1; luego 

(x - y)Z = xz - yz es un elemento de l. 

Por tanto x - y E (l:J). 

ii) Sean x E (I:J), y E A, Z E J. Tendremos: 

(yx )z = y (x z) E l ya que xz E 1 e 1 es idea ] 



o 

Luego, por i), ii) (I:J) es ideal. 

2 ) "1 c ( 1 : J )" 

Sean x E 1, Y E Ji xy E 1 p o r ser 1 un ideal¡ 

luego x E (I :J), entonces 1 c (1 :J ) . 

3 ) "( 1 : J ) J c 1". 

95 

Sean x E (I:J), y E J¡ x y E 1 p o r definici6n de 

(l:J). Luego (I:J) J c l. 

4) a) 11 ( (1 : K) : K) c ( 1 : J K) ) 11 

Sean x E (1 :J) :K), y E J, Z E K¡ 

XZ E (l:J) y (Xz) y E 1 (Por definici6n de 

ideal cociente)¡ 

Luego x (yz) = (Xz)y E 1, de donde x E (l:JK) 

b) 11 (1 : JK) c ((I: J) : K) 11 

Sean x E (I:JK) y E K, Z E J¡ 

tendremos (xy )z = x( YZ) E l. Luego 

x y E (l:J) y x E (l:J): K 

De a) y b): (( 1 : J) : K) = ( 1 : JK) 

c) Como (l:JK) = (l:KJ) (Por ser KJ = JK) se 

tiene 
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( (1 : J) : K) = (1: JK) = ( 1 : KJ) = 

((I:K):J). 

5 ) a ) "( 1 n J : K ) e (1: K ) n ( J : K) " 

Sean x E (1 () J: K), Y E K; xy E 1 n J, 

xy El, xy E J, de donde x El: K y x E (J: K) 

b) "(I:K) (\ (J:K) e (1 n J:K)" 

Si x E (I:K) n (J:K) y y E K tendremos 

... 
xy E 1 Y xy E J, o sea xy E 1 n J. 

6) a) "(I:J+K) e (I:J) f"t (I:K) 11 

Sean x E (I:J + K), Y E J, Z E K; 
Q 

y E J + K, Z E J + K; luego xy E 1 

y XZ E 1, por tanto x E (I:J) y 

X E (1: K) • 

b) "(I:J) n (I:K) e (I:J+K) 11 

Sean x E (I:J) n (I:K) 

y E J, Z E K; tendremos 

x (y + z) = xy + XZ E 1, ya 

que x y E 1, xz E 1. 
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6.7 RADICAL DE UN IDEAL. 

6.7.1 DEFINICION. 

Si 1 es un ideal de un anillo A , se llama "radical de 

1" al conjunto r (1) = {x E: A/Xn E: 1, para algún n > O} 

6.7.2 PROPOSICION. 

A 
Sea 1 un ideal y ~ : A + 1 es el homomorfismo de ani 

110s: x 'V'V'V> x + 1. Entonces 

1) A 
x E: r(I) <=> x + 1 es nilpotente en 1 

2) r(I) es un ideal. 

3) 1 c r (1). 

4) r(r(I» f(I) 

5) r(IJ) r (1 n J ) = r ( 1 ) n r (J), J un i de al. 

6) r(I) = A <=> 1 = A 

7) r (1 +J) = r (r (1 ) + r (J) ) . 

8) Si 1 es primo r(I n ) 1 para todo n > O. 

DEMOSTRACION: 

1) a) 
n 

S i x E: r (I), X E: 1 par a un n > O; enton 



b) 

ces (x + l)n = xn + l 

A 
es nilpotente en 1 

Si (x + l) es nilpotente 

(x + l)n = l para cierto 

(;\ + l)n = 1 implica que 

x E r( l) . 

l, de donde x + l 

A en 1 entonces 

luego n + l n· x = , 

n 
li luego, x E 

Por tanto, x E r(l) <=> x + l es nilpoten-

A 
te en 1 

2) "r(I) es un ideal". 

Según la parte 1, r(l)" = ep -1(R) en donde R es el 

nilradical de A luego r(l) es un ideal, ya que 
l 

A 
R es un ideal de - y ep es un homomorfismo de a

l 

nillos. 

3) "lcr(l)" 

4) 

n x E l = > X E l para todo ni luego x E r(l). 

"r(r(l)) r (l) " 

a) X € r(r(l)) => n x € r(l) para cierto n > O. 

= > (xn)m € 1 para cierto m. 

=> xnm E 1 = > X E r(I) 
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Luego r(r(I)) e r(I). 

b) En general, I e r(I)¡ luegor(I) er(r(I)). 

5) "r(IJ) r(I n J) = r(I) (\ r(J)" 

a) "r(IJ) e r(I () J)" 

n 
Sea x E r(IJ) ¡ e x iste n > O tal que x E IJ¡ 

corno IJ e I n n 
J, x E I n J¡ luego 

x E r(In J). 

b) "r(I n J) e r (I) (\ r(J)" 

Sea x E r(I n J)¡ e x iste n > O tal q ue 

o 
n n n 

x E I n J¡ r c: I Y x E: J¡ luego 

X E r(I) y x E: r(J). 

e) "r (I) (\ r (J) e r (IJ)" 

Sea x E: r(I) (\ r(J) ¡ e x iste m,n > O 

m n m+n 
t a les que x E: I, x E J; de donde x 

x mx n es un elemento de IJ; así x E: r(IJ). 

De a), b), e) tenernos la igualdad 

r(IJ) = r(I n J) = r (I) n r(J) 
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6 ) " r ( 1 ) = A <= > 1 A" 

a) "r (1) = A = > 1 = A" 

Como 1 E r(I)~ e x iste n > O tal que 

n luego 1 E 1 ya que 1 = 1¡ por 

tanto 1 = A. 

b) 1 = A = > r(I) = A 

X E A => X E 1 => X E r (1). Luego A = r (1) 

7 ) " r (I +J ) = r ( r( 1 ) + r (J) )" 

a ) " r ( 1 +J ) c r (r ( 1 ) + r (J)) " 
o 

Sea x E r(I+J) ¡ e x iste n > O tal que 

n x E 1 + J¡ como 1 c r(I) y J c r (J) 

n tenemo s que x E r(I) .+ r(J). Luego 

X E r (r(I) + r (J)). 

b) "r(r(I) + r (J)) c r (1 + J)" 

Sea x E r (r(I) + r (J)) ¡ e x iste 

n > n O tal q ue x E r(I) + r(J ) ¡ sea 

y E r(I) I Z E r (J) t ale s q u e xm = y + Z¡ 
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m existen m > O, r > O tales que y E I, 

r 
Z E J¡ ( ) m+r 

y + Z 

m+r 
L 

i=O 

i 
Y 

m+r-i 
Z 

en esta sumatoria, los p rimeros m+1 sumandos 

son elementos de J y los dem~s sumandos son 

elementos de I¡ luego, se tiene un elemento 

d n(m+r) ( z)m+r e I + e I + J. Luego x = y + ~ J¡ 

as í, x E r (I + J) • 

n "Si I es p rimo y n > O e ~ltonees r (I ) I" 

n Corno I e I, n Sean x E r(I ) ¡ exis 

m te m > O tal que x E I¡ como I es primo x E l. 

L r(In) I uego, e. 

n n n n Sea x E I, x E I ¡ luego x E r(I) As!, I e r(I ) 

Por tanto: r(I n ) = l. 
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