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INTRODUCCION

Trnas incalculables esfuernzos he concluido el presente
thabajo, s4in embargo, estoy consciente que €sto como su -
nombre Lo indica, no es mds que una Antroduccddn al mundo
gabutoso de La Simulacddn por computadonras. Perno me sien-
to orgulloso porque La dinreccddn de este thabajo rhompe con
Los esquemas tradicionales y es un reto para abrin brechas

en 0tros campos del conocimiento.

En el Capltulo 1, se ha tratado de resumin al maxLmo
Los conceptos de sdstemas y modelos; en el Capitulo 11, se
estudian Los conceptos proplos de La simufacién; en ef Ca-
pitulo 111, se Andcda dando una breve exposdicidén de Los -
conceptos estadisticos y de probabilidad bdsicos que se ne
cesitan para el estudio concdenzudo de Los sistemas. Se -
estudia La generacidn de ndmeros aleatorlos, pruebas esta-
disticas que se aplican a Los generadores de ndmeros alea-
tondios, asdi como proghramas para generar ein La computadora
valores de vardlables aleatorndias con clentas distribuciones
de probabilidad y Los nesultados obZendidos. Se plantea a-
demds el famoso problema en ef cdlculo de probabilidades,
"ef método de Las agufas de Buffon para calculan un valos

aproximado af vafor de N". Se resuelve analifticamente y -
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también usando un programa de simulacdén mosindndose Los ne
sultados obtendidos. En el Capitulo 1V, se estudian Lobs 545
temas de cofas y La simulacdidn de sistemas de cofas; finali
zando en el Capftufo V con Los s4isftemas de Linventarios Y La

Admulacilin de Los milsmos.

No me nesta mds que expresar mis agradecdimientos a:
La Dra. Mandie Duflo pon La atencibn prestada en Los aspecitos
tebricos de La Simulacdbn de Colfas e Inventarndios, Ing. Can-
Los Maundcdo Canjura, por su ayuda en el campo delf AndlAsis

Matemdtico; Lic. Manuef de Jesds Contez Alvanrez, Ing. Ga -

brief Meléndez Mayorga, Ing. Samuelf Mantdnez Gémez, Br. WA

LLiam Castro, porn su ayuda bibliogrdfica; Br. Juldlo Césarn

Montes, porn ef uso de su compulador pernsonal para obtenen
Los nesultados de Los programas; Ing. VLctorn Hugo Anzora, -
pon su planteamdlento del problema de Las agujas de Buffon; a
mLs compaifienocs de trabajo Lic. Jesds ALgredo Canjura y Lic.
Manio Robento Najanho, por su comprensidén y ayuda, a La se-
Aora Nohemy de Rovelo pon La mecanografia def Zrabajo y ak
sefioh Maundiedlo Garnela pon La nrealizacddn de Los dLagramas y

ghdgicos,

Guitlermo Mejla DLaz.
Noviembre de 1984.
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CAPITULO I

SISTEMAS Y MODELOS

1.1 SISTEMAS.

El término sistema se utiliza de muchas formas y tie-
ne significados reservados en todas las disciplinas y todos
los campos de investigacién. Se dard a continuacidn una de

finicidén general de sistema.

Definicidén 1.1.1

Un sistema es un conjunto de entidades (o componentes)
interrelacionadas através de los atributos (propiedades o -

caracteristicas) que cada una posee.

Todo sistema tiene tres caracteristicas: tiene fronte

ras, existe dentro de un medio ambiente y tiene subsistemas.

Definicidén 1.1.2

El ambiente de un sistema es el conjunto de todas las
entidades que:
i) Tienen atributos cuyo cambio afecta al sistema.

ii) Sus atributos sufren cambios debidos al comporta-

miento del sistema.



La frontera distingue las entidades dentro del siste-

ma de las entidades que constituyen su medio ambiente.

En las definiciones anteriores se mencionan conceptos
gue son inherentes en el estudio de los sistemas: entida-
des o componentes; atributos, propiedades o caracteristi -

cas, de las entidades; y, relaciones entre las entidades.

Las entidades o componentes de un sistema pueden ser
en gran n@mero y de naturaleza diversa. Por ejemplo, el -
sistema solar tendria como entidades a los planetas, saté-
lites, cometas, estrellas, etc. En cambio, el sistema de nu

meracién decimal tiene como entidades a los nfimeros 0, 1,

En un sistema de colas (ver Cap. 1IV) los componentes
son, los canales de servicio y las unidades que llegan a -

recibir el servicio.

En un sistema de inventario (ver Cap. V) los componen
tes son, los articulos en inventario y la demanda de dichos

articulos.

Los atributos son las caracteristicas o propiedades -
gue poseen las entidades, y son los gue permiten hacer su

descripcibn.



Por ejemplo, un articulo en inventario tendr& los si-
guientes atributos: existencia en inventario, demanda, -
etc., y son &stos los que permitir&n hacer un andlisis a-
cerca de si es necesario, o no, hacer un nuevo pedido y -

cuédnto pedir.

Las relaciones que existen entre las unidades estruc-
turan el sistema. Asi, un sistema de colas se estructura
cuando m&s de una unidad llegan a solicitar servicio a un

canal que s6lo puede dar servicio a una unidad a la vez.

Dado el conjunto de entidades y atributos, se podréan
establecer numerosas relaciones. El estudio del sistema -
se enfoca en las relaciones que se consideran necesarias -

para describir el sistema y explicar el modo en gue cambia.

A continuacibn se presentan ejemplos de sistemas, sus

entidades y atributos de las entidades.



SISTEMA ENTIDADES ATRIBUTOS
de Inventario Articulos existencia en inventa-
rio.
Demanda deterministica o alea-
toria.
Costos de preparacidén, de al-

macenamiento, proporcio
nales al costo de pro-

duccibn, etc.

de Colas Canales de capacidad de servicio,
Servicio tiempo de servicio,
etc.
Unidades Esperan recibir servi-
cilo.
Colas longitud.

A partir de las definiciones de sistema y ambiente es

factible subdividir un sistema en subsistemas:

Definici6tn 1.1.3

Un subsistema, es un subconjunto de entidades del sis
tema reunidas por una propiedad o atributo especial, que -

permite caracterizarlo.



Asi, por ejemplo en un sistema de inventario, donde
existen muchos articulos diferentes en el inventario, un
subsistema podria estar formado por la existencia y la de

manda de un articulo en particular.

Para definir el estado de un sistema, recuérdese que
un sistema se define como un conjunto de entidades interre
lacionadas através de sus atributos. Con el tiempo, los a

tributos pueden ir asumiendo diferentes valores.

Definicidbn 1.1.4

Se define el estado del sistema en cualguier punto -

del tiempo, como el valor actual de sus atributos.

Son dos elementos gque describen el cambio de estado

del sistema:

a) Magnitud.

b) Retraso.

Definicién 1.1.5

Se define la "magnitud" de un cambio de estado, como
la diferencia absoluta en el valor de un atributo durante
un periodo especifico comparado con su valor antes del cam

bio.



Asi, si X representan los estados en los

t ¥ Feyr
tiempos t y t+1 entonces Xt+l - Xt , representa la
magnitud del cambio de estado de t hasta t+l1l. Por ejemplo,
en una empresa la magnitud del cambio de estado puede ser,

el aumento en las utilidades de este ano con respecto al -

ano anterior.

En la mayor parte de sistemas un estimulo externo pro
duce un cambio en el estado del sistema, este cambio puede
ocurrir al instante de recibir el estimulo o después de -

transcurrido alglin tiempo.

Definici6n 1.1.6

Se llama "retraso", al lapso de tiempo que transcurre
entre el estimulo y el cambio de estado por parte del siste

ma.

En un estudio tebrico de los sistemas de inventario,
con frecuencia, se asume por simplicidad, gue no existe re-

traso entre el hacer un pedido y la recepcibdn del mismo.
1.1.1 CLASIFICACION DE LOS SISTEMAS.

Hay varios patrones de clasificacif6n de los sistemas,
se mencionardn Gnicarmente dos, pero gqueda a la espectativa

la existencia de otras clasificaciones.



Los sistemas se pueden clasificar en:

a) Abiertos o Cerrados.

b) Adaptables o Inadaptables.

Un sistema es Abierto si se intercambia objetos, ener
gia o informacidn con su ambiente; y es cerrado, si no exis

te ning@Gn intercambio.

Un sistema de Colas puede ser abierto o cerrado. Es
abierto, si las unidades al salir del canal de servicio, -
luego de ser atendidas, pasan a otros sistemas (0 subsiste-
mas). Y es cerrado, si las unidades al salir del canal -
vuelven a la fuente de origen, para entrar nuevamente al -

sistema.

Un sistema es adaptable si reacciona convenientemente
ante los cambios ambientales, teniendo en cuenta la finali-
dad para la que fueron disenados. Y es inadaptable si no -
reacciona convenientemente o sencillamente no reacciona an-

te los cambios ambientales.

Un sistema de inventario puede ser adaptable o inadap
table. Es adaptable en la medida que pueda satisfacer la -
demanda de los articulos, es decir, si sus existencias (en
inventario o en pedidos por llegar) satisfacen la demanda.

Y serd inadaptable, si existe demanda de un articulo gue no



se tiene en existencia y cuya produccibn ya se haya discon-

tinuado.

1.1.2 ANALISIS DE SISTEMAS.

Asi como la palabra sistema se usa de muchas maneras,
al término Andlisis de Sistemas se le atribuyen varios sig-
nificados. Sin embargo, dado un fenfmeno o situacibn no es
tructurada, interesan dos cosas: su descripcibn, y la ex-
plicaci6bn de la conducta observada para efectos de predic-

cibn y control.

Dado un sistema, puede interesar estudiar uno o més -
fenbmenos en funcién de &1, en cuyo caso los objetivos gene

rales del andlisis serén:

i) Aprender c6mo cambian los estados del sistema.
ii) Predecir dichos cambios de estado.
iii) Controlar los cambios de estado.

1.1.3 RENDIMIENTO DE LOS SISTEMAS.

Se ha mencionado que tres objetivos de analizar un -
sistema son comprender cbmo ocurre el cambio de estado del
sistema, asi como predecirlo y controlarlo. Estas razones
nacen del deseo de mejorar el funcionamiento o ejecuci®én -

de un sistema en cierto aspecto. Se definen a continuacidn



los conceptos de ejecucibn y rendimiento de los sistemas.

Definicién 1.1.7

Ejecuci6bn del sistema, es la secuencia de estados que

un sistema adopta durante un intervalo especifico de tiem-

po.

Definici6n 1.1.8

Rendimiento del sistema, es el aporte del sistema a -
la satisfaccién de los objetivos o finalidad con que fué -

creado.

1.1.4 OPTIMIZACION.

El objetivo ideal es optimizar el rendimiento del sis
tema, lo cual supone, controlar algGn aspecto del sistema,
de manera que se pueda obtener el mejor rendimiento posible.
Por lo general, algunos aspectos del sistema quedan fuera -
del control del analista, y estos imponen restricciones so-
bre el comportamiento del sistema, los cuales excluyen una
optimizaci6n ilimitada. En tales casos, el objetivo es op-

timizar la ejecucibn sujeta a las restricciones.

1.2 MODELOS.

El andlisis de sistemas y la construccidén de modelos
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son ideas inseparables. Describir un sistema significa que
se construye algCn tipo de representacién de €l. Es mds, los
modelos constituyen una necesidad central del procedimiento
cientifico, ya que ninguna parte del universo es tan simple
como para comprenderse y controlarse sin abstracci6n, la -

cual consiste en reemplazar la parte del universo bajo con-
sideraci6én, por un modelo de estructura similar, pero mds -

simple.

Definici6n 1.2.1

Un modelo es una abstracci6én de alglin sistema real -
que tiene la posibilidad de emplearse para prop6sitos de -

prediccibn y control.

Son caracteristicas de los modelos:

1. Hace posible gque un investigador organice sus conoci -
mientos tebricos y sus observaciones empiricas sobre un
sistema y deduzca las consecuencias 1l6gicas de esta or-

ganizaci6n.

2. Favorece una mejor comprensién del sistema.

3. Acelera el andlisis.

4. Es mds fdcil de manipular gue el sistema mismo.
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5. Hace posible controlar mds fuentes de variaci6n que lo

que permitirfa el estudio directo del sistema.
6. Suele ser menos costoso.
1.2.1 CARACTERISTICA DE LOS MODELOS PARA LA SIMULACION.

Para aplicar la simulacibn (ver Cap. II) a un modelo,
Este necesariamente debe incorporar elementos de dos atribu
tos en conflicto: realismo y simplicidad. Por un lado, el
modelo ha de servir como una aproximacién razonable al sis-
tema real y debe incorporar la mayor parte de los aspectos
importantes de éste; por otro, no es conveniente que el mo-
delo resulte tan complejo.y sea imposible entenderlo o mani

pularlo.

En general, todo modelo debe constar de las siguien-

tes partes:

a) Componentes,
b) Variables,
c) Paré8metros, y

c) Relaciones funcionales.

Los componentes de un modelo, en general, se pueden -
clasificar en abstractos y fisicos. En un caso particular,

la clase de componentes a utilizar depende en gran parte -
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del sistema a simular.

Las variables que se emplean para relacionar un compo-

nente con otro se clasifican en:

1) Variables Ex6genas.
ii) Variables de Estado.

iii) Variables Endbgenas.

Son Variables Ex6genas, las independientes (o de entra
da) del modelo, y se supone que han sido suministradas y pre
determinadas independientemente del sistema que se modela. -
Puede considerarse que estas variables actfGan sobre el siste

ma pero que no reciben accién alguna por parte de él. Las va

riables Ex6genas se clasifican en:

1) Controlables (o instrumentales).

2) No controlables.

Son Variables Ex6genas Controlables, aquellas suscep-
tibles de manipulaci6én o control por quienes toman decisio-
nes o crean politicas para el sistema. Por ejemplo, una em-
presa en un momento determinado es capaz de controlar la can
tidad de materia prima que compra y el nfimero de trabajado-
res que se emplean, entonces las variables ex6genas contro-
lables seré&n la cantidad de materia prima que se compra y el

nimero de trabajadores que se emplean.
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Son variables Ex6genas no Controlables, aquellas que -
son generadas por el medio ambiente en el cual el sistema mo

delado existe o por los encargados de tomar decisiones.

Las variables de Estado, describen el estado del mode-
lo o de uno de sus componentes, ya sea al comienzo, al final
o durante un periodo de tiempo. Estas variables interaccio-
nan con las variables exbgenas y con las endbgenas, de acuer
do a las relaciones funcionales supuestas para el sistema.
En un modelo de inventario, la variable de estado puede ser

la existencia en inventario de un articulo.

Son variables endbgenas o dependientes, las de salida
del modelo, y son generadas por la interaccidén de las varia
bles exbgenas con las de estado de acuerdo con las caracte-
risticas de operaci®6n del sistema. Por ejemplo, en un sis-
tema de inventario de varios periodos con demanda aleatoria,
la variable endbgena al final de cada periodo seria la exis

tencia en inventario de un articulo.

Las variables ex6genas, pueden ser consideradas tam-
bién como pardmetros (determinados por el medio ambiente o
por el que toma las decisiones), los cuales tienen que esti
marse con anterioridad y almacenarse hasta que sean usados
en el modelo, en el cual se introducen como datos de entra-

da.
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Las relaciones funcionales describen la interaccibn -
entre las variables y los componentes de un modelo. Hay dos

relaciones funcionales:

1) Identidades.

2) Caracteristicas de operacibn.

Ambas se usan para generar el comportamiento del siste

ma.

Las identidades toman la forma de definiciones o decla
raciones tautoldgicas, relativas a los componentes del mode-
lo. Por ejemplo, en una empresa, la utilidad total se defi-
ne como la diferencia entre los ingresos y los costos tota-

les.

Una caracteristica de operacidn, es generalmente una
hip6tesis (casli siempre una ecuacibn matem&tica) que rela-
ciona las variables endbgenas y de estado con las exbgenas.
En un sistema de inventario la funcibén costo es una caracte-

ristica de operacién.

Para ilustrar como se relacionan las partes de los mo-
delos, considérese el siguiente ejemplo: Modelo de un fend-

meno de espera de una sola cola con canales de servicio en -

serie.
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Los componentes de este modelo se ilustran en la si-
guliente figura; vy consisten en "6rdenes" (unidades) que -

llegan al sistema y "procesos" através de los cuales una or

den pasard& antes de completarse.

El prop6sito del modelo es relacionar el tiempo total
que requiliere una orden para pasar através de los n procesos,
con la forma en que llegan las O6rdenes y el tiempo que con-

sume cada uno de tales procesos.

Ordenes
que
llegan Proceso 1 Proceso 2 Proceso n

O—0+ 00 [O}-0-0 0 [OF-0-00 00

Figura 1. Modelo de fenbmeno de espera de una sola cola con

canales en serie.

El modelo contiene las siguientes variables, paréme-

tros, caracteristicas de operacién e identidades:

Variables Ex6genas:

T. : Intervalo de tiempo entre la llegada de la i-ési

ma orden y la (i-1)-ésima orden, donde
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Tij : Tiempo de procesamiento para la i-€sima orden en
el j-ésimo proceso. i =1, 2, ..., m ;
=1, 2, .., D.

Variables de Estado:

TEij : Tiempo que espera la i-ésima orden para entrar
al j-ésimo proceso (después de salir del proce
so j-1). i=1, 2, ..., m; j =1, 2, ..., n.

TOij : Tiempo de ocio del j-€&simo proceso, mientras -
espera la llegada de la i-€&sima orden.
i=1, ..., m; j=1, ..., n.

TTij : Tiempo total que la i-ésima orden permanece en
el j-ésimo proceso. i =1, ..., m;
j=1, ..., n.

Variable End6gena:

TTi : Tiempo total gque la i-&sima orden permanece en -
el sistema, es decir, el tiempo requerido para

pasar através de 1los n procesos.

Par&metros:

E(T) : Tiempo esperado entre las O6rdenes.

Var (T) : La varianza del tiempo entre las 6rdenes.
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E(T.) : Tiempo esperado de duracibén del j-&simo pro-

J
ceso, j =1, ..., n.
Var(Tj) : La varianza del tiempo en el j-é&simo proceso,
j=1, ..., n.

Caracteristicas de Operacifn:

£(T) : La funcién de densidad de probabilidad para el

tiempo entre llegadas de las Ordenes.

f(T.) : La funcibén de densidad de probabilidad para el
tiempo de duraci6n del j-€&simo proceso,

j =1, ..., n.

Identidades:

Cuando la primer orden llega al sistema (i = 1), las -

siguientes ecuaciones describen el sistema de procesos milti-

ples:
Tl = 0
TE1j = o , para j = 1, , n
TOll = 0
n-1
T = = =
1012 = Ty » TOy3 = Tyg + Typse--s TOpy jZlle
Para Ordenes subsiguientes (i = 2, 3, ee, m), las -

ecuaciones de tiempo se convierten en:
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TT,, = TE;; + T;q 5 1 =2, ..., m.
T = =

TP. o = TE,, + T,p ; 1 =2, ..., m.
T, =TE. + T._ ; i=2, ..., m.

Para investigar el tiempo de espera y el tiempo de o-
cio, obsérvense las siguientes diferencias, pues del signo -
de ellas dependerd si existe o no, tiempo de espera o de o-

cio.
En todos los casos se supone gque 1 = 2, 3, ..., m.

DIFyp = TTi1,1 - T3

Si DIFil > o, entonces para el primer proceso el tiem-
po de ocio serd nulo y el tiempo de espera para la segunda or

den serd@ precisamente el valor de DIFil'

Si DIFil < o0, entonces el tiempo de espera ser& nulo

y el tiempo de ocio seré& precisamente - DIFil (ya que el tiem

po siempre es considerado positivo).
Las dem&s diferencias son:

DIF o = (TTyq,1 * Ty 1,00 = (T4 i1 T i

n _
DIF, = z TT, ) - [ T, + z TE.. + T..



donde i = 2, 3, m.

. o = 7

Asi, si DIF.. > o
1]
tiempo de ocio serd nulo

Se con:

TE.. =
13

DIF.. 1 =
17
Si DIF.. < o para
1]

po de espera serd nulo y

TO.. =

- DIF.. 1
ij i

J
S1i DIFij = O para

po de espera y el tiempo

19

para el j-&simo proceso, entonces el

y el tiempo de espera puede calcular

1, n.

e s o g

el j-€simo proceso, entonces el tiem-

el tiempo de ocio seré:

=2,..., m H j=1,..., n.

el j-ésimo proceso, entonces el tiem-

de ocio ser&n nulos.

1.2.2 CLASIFICACION .DE LOS MODELOS.

Asi como en los sistemas existen varios patrones de cla
sificacibn, también los modelos se pueden clasificar de dife-
rentes maneras. Pero, para efectos de aplicacifn, en este tra
bajo s6lo se mencionard un patrén de clasificacibn, el gque cla

sifica los modelos en deterministas y de probabilidad.

Los sistemas a los gque representan los modelos determi-
nistas, estdn privados de incertidumbre y los cambios de esta-
do se pueden predecir perfectamente. En los modelos determi-

nistas ni las variables ex6genas ni las end6genas pueden ser -
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variables aleatorias (ver Cap. III); se suponen relaciones -
exactas para las caracteristicas de operaci6n en lugar de -

funciones de densidad de probabilidad, como sucede en los mo

delos de probabilidad.

Los modelos deterministicos requieren menos procesa-
miento en computadora que los modelos de probabilidad y, con
frecuencia es posible resolverlos analiticamente por medio -
de técnicas como el cdlculo de m&ximos y minimos. Hay dife-
rencia entre el tipo de informacién que proporciona un modelo
de probabilidad y la que se puede obtener mediante un modelo
determinista. No es correcto decir que la solucibén o, més -
bien, el procesamiento de un modelo de probabilidad dar& como
resultado una soluci6n 6ptima (aunque a menudo por abuso del
lenguaje se hace), dado gque se ha modelado adecuadamente un -
proceso aleatorio con el cual se pueden trazar los estados fu
turos probables del sistema; pues, nunca hay una completa se-
guridad de que las variables asumir&n la secuencia de valores

que da el modelo.

En los Capitulos IV y V se estudian sistemas de colas

e inventarios, donde se plantean ambos tipos de modelos.



CAPITULO II

SIMULACION DE SISTEMAS

METODOLOGIA

2.1 SIMULACION DE SISTEMAS.

En el sentido mé&s general, simulacidén significa repre-
sentacién de la realidad; por ende, la descripcibn verbal y -
la representacién esquem&tica o grédfica de alguna parte del -
mundo real constituyen una simulacién. Sin embargo, no es es
te el tipo de simulacibén que interesa desarrollar, sino aquel
en el gue se tenga que usar una computadora para su ejecucidn,
por lo que se darén dos definiciones, la primera un tanto ge-
neral y la segunda mis particular con respecto al objetivo del

trabajo:

Definicién 2.1.1

La Simulacidén de un sistema (o0 un organismo) es la ope
racién de un modelo (Simulador), el cual es una representa -
cibn del sistema. La operacib6n de un modelo puede estudiarse
y con ello, inferirse las propiedades concernientes al compor

tamiento del sistema o subsistema real.

21

N
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Antes de proponer una definicién de la simulacifén en
computadora, es conveniente notar algunas aplicaciones de la
técnica. Pese a que el concepto de la simulacibn de siste -
mas cristaliz6 a principios de los anos 1950, su desarrollo
ha sido muy acelerado y sus aplicaciones son en casi todos -

los campos de la ciencia.

Algunas de las primeras simulaciones senaladas por los
especialistas en ciencias sociales implicaban la construccién
de modelos para representar grandes sistemas econfmicos y SoO-
ciales. Trabajando con datos de los censos, los sociblogos -
modelaron poblaciones humanas de los Estados Unidos; en el mo
delo se incluyeron los procesos de la vida y la muerte, los -
gue conducen al matrimonio y a la formacidén de una familia, el
ingreso y la salida de la fuerza de la mano de obra y otros -

procesos.

La simulacién ha permitido estudiar algunos procesos -
en los que se ven afectados los individuos en un sistema so -
cial; por ejemplo, ¢C6mo se difunde la informacién sobre nue
vos métodos agricolas entre la poblaci6n de una nacibdn econd-
micamente subdesarrollada?, ¢Hay algCn sistema de causalidad
quese pueda modelar para explicar los conflictos entre los in-

dividuos o naciones?

Los analistas de sistemas administrativos han logrado
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construir modelos de similacibdn en computadoras para analizar
un proceso como el flujo de trabajo en grandes talleres. Tam

bién se ha modelado conductas de los consumidores; como la fi

delidad a una marca o el cambio de marcas.

Los modelos de simulacién gue mayor publicidad reciben
son los que se efectfan en la NASA, especialmente los utiliza
dos para los vuelos espaciales tripulados. Esos programas em
plean una gama muy amplia de modelos y técnicas analiticas; -
pero lo m&s importante ha sido el empleo de simulaciones lle-
nas de imaginacidn en las que el hombre y el vehiculo interac

tan en ambientes creados por las computadoras.

Por todo lo anterior se puede concluir gque ha habido -
una verdadera explotacibén de la simulacién en los @ltimos a-
nos; sin embargo, no es simplemente la popularidad de la téc-
nica ni la facilidad con que se puede emplear lo que la hace
recomendable. Es preciso comprender por qué se aplica la téc
nica y qué la distingue de los métodos tradicionales de ané&-

lisis y resolucién de problemas.
2.1.1. CUANDO USAR LA SIMULACION DE SISTEMAS.

La simulacién ha llegado a utilizarse cada vez més, pa
ra estudiar la conducta de sistemas cuyo estado cambia con el

tiempo. El estudio de un sistema comprende en primer lugar,
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la formulacif6n de un modelo del mismo. En general, al tra -
tar de desarrollar un modelo matem&tico para un determinado

sistema se presenta uno de los tres casos siguientes:

1. El sistema puede someterse a la descripcibn y al

andlisis mediante un modelo matem&tico.

2. El sistema puede someterse a la descripcibn por -
medio de un modelo matem&tico; sin embargo, el a-
nélisis correcto del modelo se encuentra m&s allé&
del nivel de refinamiento, en matemd&tica, por par

te del analista.

3. El sistema es tan complejo que su descripcidn por
medio de un modelo matemdtico estd por encima de

las capacidades del analista.

Los casos 2 y 3 se prestan a la utilizacibn de la simu
lacién para resolverlos; los problemas de simulacién se carac
terizan porque han resultado matemdticamente intratables y -
han resistido a la resolucibén por m&étodos analiticos. Por 1lo
general, los problemas incluyen muchas variables, numerosos -
pardmetros, funciones que no se comportan bien en matemdtica
(Irresolubles), y variables que pueden tomar valores aleato -

rios (Variables Aleatorias, ver Cap. III).

Asi, la simulaci6n es una técnica a la gue se recurre -
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en filtima instancia; aunque hoy en dfa se dedican muchos es-
fuerzos a la simulacibn en computadora, porque es una técni-

ca que da respuestas, a pesar de sus dificultades, su costo

y tiempo requerido.

2.1.2 OBJETIVOS QUE SE DEBEN TENER EN CUENTA EN EL PROCESO

DE SIMULACION.

Para que la simulaci6n pueda ser una técnica eficiente
de andlisis para la determinacibén de normas eficaces y racio-
nales, hay diferentes objetivos que es preciso tener en consi

deracién en el proceso de simulacibn:

1. Objetivo del sistema gque se estd estudiando. En -
general, el objetivo consiste en utilizar los re-
cursos asignados de tal modo que se optimicen una
O varias cantidades que se reconocen como meta del

sistema.

2. Objetivo del modelo de simulaci6n. Este objetivo,
bajo el supuesto que el modelo representa adecuada
mente al sistema, consiste en generar eficientemen
te estadisticas de salida. Estas iltimas son los
parémetros que se deben conocer para ajustar el mo

delo de la aplicacidn.
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3. Objetivos del analista de simulaci6n. Este objeti
vo consiste en distribuir 1los recursos del presu-
puesto del proyecto de simulaci6n de tal modo gque
se maximicen los beneficios esperados (gracias a -
recomendaciones hechas con los resultados del pro-
yecto). Esto quiere decir, que el objetivo del a-
nalista de simulacién consiste en determinar nor-

mas eficaces con tanta eficiencia como sea posible.

Existe una jerarquia entre esos objetivos; el del sis-
tema que se estudia debe preceder necesariamente a los demés;.
la realizacibén o el alcance de ese objetivo es primordial pa-
ra la organizacibn; el segundo en importancia es el del ana -
lista de simulaci6n y en Gltimo lugar aparece el objetivo del

modelo de simulacio6n.

Esto significa que el sistema no existe con el Gnico -
fin de gue lo analicen y, el analista no tiene que escribir -

necesariamente programas para simular en computadoras.

Esos objetivos estdn siempre presentes en todos los -
andlisis de simulacibn, y se deben tener en consideracifn pa

ra obtener los beneficios m&ximos del proyecto.
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2.1.3 APLICACIONES GENERALES DE LA SIMULACION.

Las dos aplicaciones generales de la simulacibén son:
a) El diseno de Sistemas.
b) E1 anédlisis de la conducta de los Sistemas.

El diseno o el problema del diseno significa que, el
analista tiene medios alternativos para reunir los componen-—
tes del sistema. Dada la especificacién del resultado desea
do del sistema propuesto, se busca un diseno que optimice al
guna medida del comportamiento del sistema, tal como los be-
neficios, los costos, el tiempo, la utilizacién de recursos
y la estabilidad. Se procesa un modelo del sistema, incluyen
do cambios sucesivos que corresponden a disenos alternativos.
Se traza la influencia del diseno sobre la medida de eficien-
cia, y a continuacifén el analista tiene una base para selec-
cionar el diseno que logre eficazmente el resultado deseado

del sistema.

Como ilustracibn, considérese el problema de disenar -

un sistema de inventario al menudeo (Figura 2.1).

Fntradas Salidas
Informacién Sistema de Informacifn sobre
sobre Materiales Inventario Materiales

Figura 2.1 Modelo de un sistema de inventario.



28

Las entradas al sistema son recepciones de nuevas e-
xistencias de los abastecedores y los pedidos de los clien-
tes. Los resultados son materiales enviados y pedidos de -
reabastecimiento. El tiempo promedio para procesar o llenar
un pedido se selecciona arbitrariamente como medida de la e-
ficiencia del sistema. La casilla identificada como sistema
de inventario representa el conjunto de entidades, renglones
de existencias, empleados y documentos que el disenador puede
disponer en cualquier orden para minimizar el tiempo promedio

de procesamiento de pedidos.

Cuando se especifica el contenido de la casilla (enti-
dades, atributos de entidades y relaciones; por ejemplo, el
modo en gque los atributos asumen valores), el disenador pro-
pone una alternativa de diseno. Supfngase gue, en este caso,
el analista desea considerar y comparar las alternativas de
diseno A, By C (el diseho A es la configuracidn estdndar, en
cambio B y C representan alteraciones o cambios del diseno A).
Los disenos alternativos pueden diferir en el ntmero de emplea
dos, la cantidad de documentacién, el orden en que se le da -
servicio a los clientes, las reglas para el repedido de exis-
tencias y asi sucesivamente. Ahora supfngase que se proporcio
na un modelo del diseno A con informacién sobre una secuencia
de pedidos de los clientes y gue el modelo se procesa O se poO-

ne en ejecucién, de tal modo que incluya la actividad de satis
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facer pedidos y completar existencias de renglones de inventa
rio. Supbfngase también que puede hacerse el modelo para in-
formar sobre valores perib6dicos de diversos atributos: nivel
de inventario, existencia sobre pedidos, pedidos atrasados y
otros. A partir de esta informacidén el analista puede obtener

la medida de la eficiencia dependiente del disenho A.

A continuacidén se modifica el diseno A, de modo gue se
introducen las alteraciones o los cambios gue se resumen COmo
diseno B. El procedimiento se repite. Luego, se hacen los -
cambios correspondientes a la alternativa de diseno C y se -~

procesa el modelo.

Utilizando los tres valores de la medida de eficiencia,
el analista tiene una base comparativa para decidirse por uno
de los disenos para su aplicacién, o sea, la construccién en
el mundo real. Este procedimiento se muestra esquemdticamen

te en la Figura 2.2 .
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La segunda aplicacién general tiene por objeto anali-
zar el comportamiento de los sistemas. El1 analista observa
entradas y salidas de sistemas y trata de explicar c6mo se -
logra la transformacidén. Postula una configuraci6n del sis-
tema en términos de entidades y sus relaciones, compone un -
modelo de computadora de su sistema tebrico, proporciona al
modelo entradas como las del sistema real y trata de producir

salidas del modelo gue correspondan a las del mundo real.

El punto hasta el cual logra hacerlo se toma como me-
dida de la validez del modelo, o sea, una verificaci6n de gue

el analista pueda explicar lo gue ocurri6 en el sistema real.

Las dos aplicaciones parecen similares, pero en reali
dad no lo son. En el primer caso, se utiliza la simulacibn -
para obtener informacién sobre un sistema que ha creado el a-
nalista y sobre el cual sabe mucho. En el segundo caso, el a
nalista emplea la simulacidn para comprobar hip&tesis sobre -
un sistema que no conoce bien y cuyo comportamiento s&6lo pue-
de explicarlo presuponiendo la existencia de entidades y rela
ciones particulares. El procedimiento para el andlisis de -
sistemas por medio de la simulacibn se muestra esguemdticamen

te en la Figura 2.3.
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Mundo Real

Entradas Salidas
(17 Xpr eeny X)) —— SISTEMA — (Yir Yor ever ¥)
Entradas Simulacitn Salidas
- Modelo del I
(pr Xor wee %) Sistema Real (90 2p0 veer 2p)

Figura 2.3 Andlisis de Sistemas por medio de la Simulacién.

Como ya se indic6, la teoria del comportamiento del -
sistema, representado por el modelo, se valida comparando di
ferencias entre salidas del sistema del mundo real,

Y Y

o1 e Y salidas del modelo del sistema,

1’ n

Zl’ Zz, . Zn' Se hacen modificaciones y se vuelve a po-
ner en ejecucidn el modelo hasta que las salidas sean arbi-

trariamente similares o hasta que el analista descarte su -

teorfa particular en favor de la otra.
2.1.4 DIFERENTES TIPOS DE SIMULACION.

Existen varios tipos de simulacién (o formas de simu-

lar modelos de sistemas) :

a) Simulacién por identidad.
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b) Simulacién por Cuasi-identidad.
c) Simulaci6n de Laboratorio.
d) Simulaci6n por Computadora.

El espectro que comprende los modelos de la simulacién de
sistemas es extenso. En un extremo se encuentran los mo-
delos gue sustentan la simulacién por identidad, en la -
cual el mismo sistema es considerado como modelo para ob
tener conocimiento de su comportamiento. Esta simulacidn
por identidad pasa por alto algunas reglas fundamentales
de los modelos. Por lo general es cara, rara vez es fac-
tible y, permite muy poco o ninglin control sobre los fend
menos gue afectan la respuesta. No es competente cuando
se necesitan las respuestas en un periodo breve en compa-
racién con el intervalo necesario para un estudio real -

que hace uso del sistema verdadero.

Por ejemplo, si el Ministerio de Defensa quisiera probar
la defensa marina de la nacién. Un enfoque seria utili-
zar los yates guardacostas de la Marina Nacional y, supén
gase gque se consideran como invasores enemigos los barcos
pesqueros del Golfo de Fonseca, una simulacif6n por identi
dad exigirfia que los guardacostas atacaran realmente a -

los barcos pesqueros.
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Un pasO muy semejante a una simulaci6én por identidad es
tratar de establecer el modelo que conserve todos los -
aspectos posibles del sistema real pero excluya elemen-
tos cuya presencia harfan imposible una simulacidén por
identidad. Por ejemplo, en el caso anterior, lo que im-
posibilita una simulacién por identidad es que los guar-
dacostas ataqguen verdaderamente a los barcos pesqueros,
por tanto, si se sustituyen éstos por boyas colocadas en

lugares estratégicos se obtendria una simulacién por cua

si-identidad.

La simulaci6n de Laboratorio ofrece un método de andli-
sis mds factible y econfmico que las simulaciones ante-
riores: preservando al mismo tiempo las caracteristicas
esenciales del sistema en cuestién. Los componentes del
laboratorio consisten en elementos tan diversos como per
sonas, computadoras, maquinaria, procedimientos de opera

ci6bn, funciones mateméticas y distribuciones de probabili

dad. Se mencionan dos tipos de simulacién de laboratorio:
1. Los juegos operacionales.
2. La Simulaci6n hombre-md&quina.

En los juegos operacionales, se utiliza una computadora -
para reunir, procesar y producir informacién gue los juga

dores humanos, usualmente adversarios, necesitan para to-
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mar decisiones sobre la operacifn del sistema. E1l objeti
vo de cada jugador es operar lo mejor que le sea posible,
dada cierta informacidén especifica. Adem&s, las decisio-
nes de cada jugador afectan la informacifén gue proporcio-
na la computadora conforme avanza el juego durante el -
tiempo simulado. La computadora también puede desempenar
una funcifn activa tomando medidas predeterminadas o alea
torias a las cuales responden los jugadores. Las dos for
mas de juegos operacionales mi4s ampliamente usadas, son -
los juegos militares y los juegos de gerencia. Los prime
ros constituyen un instrumento para entrenar dirigentes -
militares, gue permite probar los efectos de las estrate-
glias alternativas bajo condiciones simuladas de guerra.
Los juegos de gerencia, forman también un tipo de instru-
mento educativo para el entrenamiento de directores de em
presas, ya sea en ejercicio presente o futuro. En la ac-
tualidad ha surgido con mucho auge un juego operacional -
conocido como juegos electrdnicos o mis com@Gnmente como -
"Las maquinitas", en el que pueden interactuar dos perso-

nas o una sola persona contra la m&guina.

En la simulaci6én hombre-m&quina, adem&s de la computadora
se usan m&quinas y personas gue participan activamente en
el juego, y es el hombre mismo el gque analiza y toma las

decisiones; por ejemplo, se puede hacer la simulaci6n de
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dos grandes sistemas de logistica a fin de comparar su -
eficiencia bajo diferente administracibén y las politicas
de aprovechamiento de recursos. Cada sistema consiste

de hombres y mé&quinas, junto con las reglas para la polfi
tica de utilizaci6n de recursos en situaciones simuladas
de conflicto, como lo es la guerra. El medio ambiente -
simulado requiere de un nGmero especifico de aviones en

estados de vuelo y alerta; la capacidad del sistema para
satisfacer dichos objetivos estd limitada por partes gue
funciona mal, retrasos en la obtenci6n y transporte de

los recursos, etc.

El componente humano representa al personal administrati-
vo y las politicas de nivel superior para el aprovechamien
to de 1o0s recursos son simuladas en computadora. El crite-
rio final de la eficiencia de cada sistema es el nGmero -
de aviones operacionalmente listos y el costo de mantener
este nmero en vuelo, criterio que es utilizado por el a-

nalista para decidir gqué sistema es el mejor.

Simulacién por Computadora; si se elimina al personal y
al equipo en el concepto de la simulacién de laboratorio
y se conserva la Computadora, las reglas de trabajo, las
funciones matem&ticas y las distribuciones de probabili-
dad, se tendr&n las caracterfisticas esenciales de una si-

mulacifén total por medio de una computadora.
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La segunda definicién de simulaci®én a considerar es la

sigulente:

Definicidén 2.1.2:

La Simulacidén, es una técnica numérica para conducir ex-
perimentos en una computadora digital, los cuales requieren -
ciertos tipos de modelos 16gicos y matemdticos, que describen
el comportamiento de un sistema (o algln componente de €1l) en

periodos extensos de tiempo real.

En esta definicibén se observa la referencia a las computa
doras y a los modelos matem&ticos. Puesto que los modelos de
sistemas se procesan en computadoras, son modelos de computa-
dora, de acuerdo a cbémo se definid este t€rmino en el capitu-
lo anterior. La simulacién de un modelo de computadora con-
siste en emplear una computadora para trazar numérica o gré&afi
camente las trayectoras de tiempo de todas las variables end$

genas generadas por el modelo.

La simulaci6tn por computadora ofrece muchas conveniencias,

algunas de ellas son:

a) Puede comprimir el tiempo de manera que varios anos de ac
tividad puedan simularse en minutos (y a veces en segun-

dos) .

Esta propiedad hace posible que el investigador pueda exa
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minar diversas caracteristicas del sistema simulado que
desea estudiar, en un lapso muy pequeno del tiempo nece-

sario para probar cada una en el sistema real.

También puede expandir el tiempo, haciendo que se obten-
gan las estadfisticas de interés en pequenos intervalos de
tiempo simulado, de esta manera el investigador puede es-
tudiar el cambio en un sistema real, aunque no se pueda -
observar el cambio en el tiempo real. Esta expansién fi-
gurada del tiempo es especialmente Gtil cuando se dispone

de pocos datos sobre el cambio del sistema real.

Tiene la capacidad que en ella se pueden identificar y con
trolar las fuentes de variacién. Esta capacidad es impor
tante cuando se lleve a cabo un andlisis estadistico de -
la relacifén entre factores independientes (entradas) y de
pendientes (salidas) en un experimento. En una simulacién
por computadora, se debe explicitar las fuentes de varia-
cién y el grado de variacién de cada fuente, a fin de ha-
cer la ejecucidn de la simulacién; lo gue permite elimi-
nar fuentes inconvenientes de variacién simplemente omi-
tiéndolas de la simulacién. Sin embargo, esta capacidad
también exige que el investigador dedigue suficiente aten
cién a un sistema para que comprenda debidamente cémo des

cribir en forma cuantitativa las fuentes de variacidén de
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la entrada que desea incluir.

En este tipo de simulaci6én no ocurren errores de medi -
cibn, y los errores de redondeo debidos a la longitud -
finita de palabras en una computadora, se pueden hacer

relativamente insignificantes si se tiene cuidado.

En el curso de un experimento suele convenir "detener"

el experimento y "revisar" los resultados que ya se han
obtenido, lo cual significa que todos los fenOmenos rela
tivos al experimento tendrdn que mantener sus estados co
rrientes hasta que el experimento se reanude. Por lo que
la parte de "terminacién del Programa" debe contener ins-
trucciones para "registrar" todos los estados importantes
y cuando el experimento continfia los estados terminales -
se convierten en los estados iniciales de manera que no -

se pierde la continuidad.

Los conceptos como: '"detener", "revisar", "terminacidén -

del programa", "registrar"; son propios de la programacion

de Computadoras.

Permite hacer réplicas de los experimentos. Las réplicas
significan repetir un experimento con cambios selecciona-
dos de los paré&metros o de las condiciones operantes gque

hace el investigador.
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Si bien la utilidad de la simulacién por computadora, es
considerable, el método también ofrece gran flexibilidad para
estudiar diversos problemas. Segln se mencioné anteriormente
la simulacibn por computadora se convierte en un método legi-
timo de investigaci6n cuando los métodos analfiticos conocidos

no pueden resolver un problema.

2.1.5 METODOS DE MONTECARLO.

Al inicio de la década de los 40, durante la segunda -
guerra mundial, y especificamente en la construccibén de reac
tores nucleares, se present6 el problema de difusién de neu-
trones através de diversos materiales. Debido al carécter tan
complejo del problema, no se pudo dar una respuesta directa.
Por un lado, la solucidén experimental resultaba demasiado cos
tosa y llevaba mucho tiempo. Por otra parte, se conocian las
distancias promedio que recorre un neutrén de velocidad dada
dentro de una sustancia antes de chocar con un nlcleo. Se sa
bfia la probabilidad de gque el neutrén fuera rechazado por el
nGcleo y se conocia la energia gque probablemente perderia el
neutrén después del chogue. Sin embargo, no fué posible unir
todas estas consideraciones en una férmula pré&ctica para pre-

decir el resultado de una secuencia completa de tales eventos.

Para resolver este problema, J. Von Neumann y S. Ulam,

propusieron un método en el cual las probabilidaces de los -



41

even£os separados se combinan paso a pasco en un modelo to-
tal gque proporciona una solucifén aproximada. Esta técnica
recibi6 el nombre de "Clave de Montecarlo", y a partir de
entonces, se ha hecho un amplio uso de la misma, recibien-
do ademds los nombres de: Mé&todos, Andlisis, Técnicas de

Montecarlo.

En si este método involucra la solucién de un problema
matemdtico no probabilistico, mediante la simulacién de un
proceso estocdstico cuyos momentos o distribuciones de pro-
babilidad satisfacen las relaciones matemdticas del proble

ma no probabilistico.

Después de la segunda Guerra Mundial una de sus prime-—
ras aplicaciones se tuvo en la solucién de ecuaciones inte-
grales lineales. Otras aplicaciones se tuvieron en la reso
lucidn de ecuaciones de diferencias, asociadas con ecuacio-
nes diferenciales parciales elipticas, asi como en problemas
de mecdnica estadistica. Con la aparicién de la computadora
de gran velocidad han sido posibles aplicaciones en el campo
de la investigaci6n de operaciones, en problemas tales como

operaci6n de telé&fonos, control de trdfico, inventarios, etc.

Ejemplo: 2Aplicar el mé&todo de Montecarlo para estimar el n@mero
I através del problema de la aguja de Buffon; el problema con

siste en encontrar el valor de II, tomandc una aguja de longi-
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tud L, y lanzdndola sobre una superficie plana en donde se
tiene un conjunto de lineas paralelas separadas entre si -

por una distancia D (ver Figura 2.4).

El proceso se repite varias veces y se anota cada una
de las ocasiones en que la aguja intersecta una de las 11i-
neas. Si N es el nlmero de veces que se lanza la aguja y
n el nfimero de aciertos logrados al cruzar las lineas, en-

tonces cuando N es suficientemente grande se cumple:

Es decir, I se puede obtener en forma aproximada de la

. N
relacidn o -

N _— -

e
~

\
/
/

™~
e

m/ _—

\
=/

\/

|

Figura 2.4 Problema de la Aguja de Buffon, para estimar el

valor de 1.

2.2 METODOLOGIA.

La metodologia general de la simulacidén por computadora



se bosqueja en la gré&fica de flujo de la Figura 2.5.

Figura 2.5
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2.2.1 FORMULACION DEL PROBLEMA.

El estudio de la simulacifén por computadora tiene que
comenzar con la formulaci6n de un problema o con una decla
racibn explicita de los objetivos del experimento, es decir,
que es necesaria en primer lugar, la definicidén clara de 1los
objetivos de la investigaci6n antes de hacer cualquier inten
to encaminado a planear la realizacidén de un experimento u-
sando simulacib6n. Resulta frecuente que la exposicién origi
nal del problema varie considerablemente de la versién final,
va que la formulaci6n del problema es un proceso secuencial
que generalmente requiere una reformulacién continua y pro-
gresiva y un refinamiento de los objetivos del experimento

durante su realizaci®n.

Por consiguiente, deben tomarse dos decisiones importan
tes antes de comenzar a trabajar con cualquier experimento
de simulacién. En primer término, hay que decidir los obje
tivos de la investigacidén, y en segundo lugar, es necesario
decidir el conjunto de criterios para evaluar el grado de -
satisfaccidén al que deba sujetarse el experimento a fin de

que cumpla los objetivos.

En general, los objetivos pueden ser:

- Preguntas que deben contestarse.
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~ Hipbtesis que deben probarse.
- Efectos por estimarse.

Si el objetivo del estudio de simulacifn es oObtener -
respuestas a una o mds preguntas, es necesario plantear é€s
tas desde el inicio del experimento, atn cuando sea posi-
ble refinarlas en el transcurso del mismo; estas preguntas
deben redactarse en forma especifica. Adem&s, debe especi
ficarse los criterios objetivos para evaluar las posibles
respuestas a estas preguntas, es decir, debe especificarse
lo que se entenderd por una respuesta adecuada a una pre -
gunta. Asi, por ejemplo, es necesario definir lo que se -
entenderd por utilizacibén 6ptima de las pistas de aterriza

je, si se desea encontrar respuesta a la pregunta:

¢Cuéntas pistas se requiere en el aeropuerto internacional de

Comalapa, durante los picos de servicio?

2.2.2 RECOLECCION Y PROCESAMIENTO DE DATOS TOMADOS DE LA

REALIDAD.

Podré& argumentarse, legitimamente, gque una discusifn -
sobre los requisitos para procesar los datos en experimentos
de simulacién, tendria que preceder a la formulaci6n del pro

blema, por ser simplemente imposible formular un problema o
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un conjunto de objetivos para un experimento, sin tener acce
so adecuado a la informacién (cuantitativa o de otra clase)
acerca del sistema que se investiga. Sin embargo, resulta
irrelevante que los requerimientos para el procesamiento de
datos precedan a la formulaci6én del problema, o viceversa; si
se ha de dirigir experimentos de simulacibén, es necesario que
ambas funciones se realicen. Existen por lo menos cinco ra-
zones por las cuales es necesario disponer de un sistema efi-
clente para el procesamiento de datos, gque permita alcanzar

el éxito al realizar los experimentos de simulacién:

a) La informacién descriptiva y cuantitativa (datos) refe-

rente al sistema que se va a i1nvestigar.

b) Los datos, pueden sugerir hip6tesis de cierta validez,
las cuales se usaran en la formulacién de los modelos

que describen el comportamiento del sistema.

c) Los datos, pueden sugerir mejoras o refinamientos en

los modelos gue ya se tienen del sistema por simularse.

d) Es necesario gque los datos, reducidos a una forma fi-
nal, se utilicen para estimar los paré&metros de las ca
racteristicas de operacibén relativas a las variables en

d6genas, exb6genas y de estado del sistema.
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Sin los datos, seria imposible probar la validez de un

modelo para la simulacién.

Es posible identificar seis funciones importantes del

procesamiento de datos que forman parte integral del proce-

dimiento para implementar experimentos de simulacifn en com

putadoras:

a)

b)

c)

Recoleccibén de Datos: Es el proceso de captacibn de los

hechos disponibles, con lo cual

éstos pueden ser procesados poste

riormente.

Almacenamiento de Datos:

Esta es una consecuencia impli-
cita del paso a), pues al ser
recolectados los datos ya se im
plica un almacenamiento de los
mismos, es decir a) y b) ocu

rren simultdneamente.

Conversi6n de Datos: La utilizaci6n de la informacio6n

como datos de entrada a una compu

tadora exige que la informacién -

sea codificada en el Lenguaje que

la m&guina entiende.
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d) Transmisifén de los Datos: Que es el transporte (o acce

so) de la informaci6n desde
una localidad hasta el lugar

donde seré& procesada.

e) Manipulacién de los Datos: Son las operaciones que se

hacen con los datos como las
de clasificar, cotejar (com-—
parar), intercalar, recuperar

informacién, etc..

f) Salida final de los Datos: Son los resultados finales que

se obtienen.

2.2.3 FORMULACION DE MODELOS.

Se puede resumir la formulacién de modelos en tres pa-

sos'segﬁn las caracteristicas de los mismos vistas en 1.2.1.
1. Especificaci6n de los Componentes.
2. Especificacién de las variables y los pardmetros.
3. Especificaci6n de las relaciones funcionales.

Se presentan a continuacifén algunas consideraciones que

deben tomarse en cuenta en la formulacién de modelos:
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La primera consiste en saber cudntas variables se de-
ben incluir en el modelo. Se encuentra poca dificul-
tad en lo referente a las variables end6genas o de sa
lida del modelo, debido, por lo general, a gue estas

variables se determinan al comenzar el experimento, -
cuando se formulan los objetivos. Obviamente, existe
un limite superior en el nGmero de las variables endl
genas posibles, impuesto por el tamano de la computa-

dora.

Sin embargo, la dificultad real surge en la elecci6n

de las variables ex6genas (algunas de las cuales pudie
ran ser aleatorias) que afectan a las variables end6ge-
nas. La existencia de muy pocas variables exfgenas pue
de conducir a modelos invdlidos, en cambio la abundancia
de ellas hace imposible la simulacién debido a la insu-
ficiencia en la capacidad de memoria del computador, o
bien, por complicar de modo innecesario el programa de

computacidn.

No deben construirse modelos tan complejos y gue usen
un tiempo irrazonable de computacién. Por lo general,
interesan modelos que produzcan descripciones o predic
ciones, razonablemente exactas, referentes al compor-

tamiento de un sistema dado y reduzcan a la vez el -
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tiempo de Computacién y Programacién.

2.2.4 VALIDACION DEL MODELO Y DE LOS PARAMETROS ESTIMADOS.

Es necesario hacer un juicio del valor inicial de la -
suficiencia de nuestro modelo una vez que se ha formulado -
un conjunto de modelos que describen el comportamiento del
sistema en estudio y se ha estimado los par&metros de sus
caracteristicas operacionales sobre la base de observacio-
nes tomadas del mundo real; para lo cual debe responderse a

las siguientes preguntas:

1. ¢Se ha incluido variables que no sean pertinentes, en
el sentido de que contribuyen muy poco a nuestra capa-
cidad de predecir el comportamiento de las variables

end6genas del sistema?

2. ¢Se ha omitido la inclusién de una o mds variables exs
genas gue pudieran afectar el comportamiento de las va

riables end6genas del sistema?

3. ¢Se ha formulado incorrectamente una o mds relaciones
funcionales entre las variables ex6genas y end&genas

del sistema?
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4, é¢Se ha apreciado debidamente las estimaciones de los
pardmetros de las caracteristicas operacionales del

sistema?

5. cSon estadisticamente significativas las estimaciones

de los paré&metros en el modelo?

6. (C6mo se comparan los valores tebricos de las varia-
bles end6genas del sistema con los valores hist&ricos
o reales basados en cdlculos manuales? (Ya gue a@in

no se formula un programa de Computadora).

S6lo si se responde satisfactoriamente a las 6 pregun-

tas se procede al paso (5): La formulacién de un programa
para la Computadora. De otro modo, se repiten los pasos del
(1) al (4) (ver Figura 2.5), hasta que sea posible responder

satisfactoriamente a las preguntas ya mencionadas.

En el caso en gue las caracteristicas operacionales to-
men la forma de distribucicones de probabilidad, serd necesa-
rio aplicar pruebas de bondad de ajuste gque determinen qué
tan bien se ajusta una distribuci6n hipotética de probabilidad
a los datos del mundo real, de los cuales se ha derivado. -
Se deseard también probar la importancia estadfstica de las

estimaciones de los valores esperados, varianzas y Otros pa-
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rdmetros de estas distribuciones de probabilidad; los cua-

les se estudiaré&n en el Capfitulo III.

2.2.5 FORMULACION DE UN PROGRAMA PARA LA COMPUTADORA.

La formulacidén de un programa para computadora, cuyo -
prop6sito sea dirigir los experimentos de simulacién con -

los modelos del sistema bajo estudio, requiere lo siguiente:

1. Diagrama de Flujo.

2. Lenguaje de la Computadora.

1. Al escribir un programa de simulacidén para computadora,
la primera etapa requiere la formulacién de un diagrama
de flujo que bosqueje la secuencia l6gica de los pasos
que realizard la computadora, al generar los tiempos -
planificados para las variables end&genas del modelo.
En el Capitulo III, se formularé&n suficientes diagramas

de flujo.

2. En cuanto se termine el diagrama de flujo con la 1l6gica
del experimento, debe considerarse el problema de escri
bir el c6digo para la computadora, que se utilizard en
las ejecuciones de los experimentos, para lo cual se dis

pone generalmente de dos alternativas:
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a) Escribir el programa en un lenguaje de Prop6sitos
generales como el FORTRAN, BASIC, ALGOL, PASCAL o

PL/I.

b) Emplear uno de los nuevos lenguajes de simulacién
de propbsitos especiales como el GPSS, SIMSCRIPT,

GASP, SIMPAC, SIMULA, DYNAMO o PROGRAM SIMULATE.

E1l ahorro en tiempo de programacidn constituye la
principal ventaja de estos lenguajes ya gque han sido -
creados para facilitar la programacidn de ciertos tipos
de sistemas. Por ejemplo, PROGRAM SIMULATE, se disend
teniendo en mente la simulacidn de sistemas econdmicos
de gran escala. Por otro lado GPSS, SIMSCRIPT y GASP
son particularmente (tiles para los problemas de planea
cidn y fenbmenos de espera, que se veran en el Capitulo
IV. Otra ventaja importante de los lenguajes de simula
cidén de propbsitos especiales consiste en que proporcio
nan té&cnicas para la bGsqueda de errores, muy superio-
res a las provistas por el FORTRAN, ALGOL, etc. EIl usar
lenguajes de propdsitos especiales tiene la desventaja
que reduce la flexibilidad en los modelos e incrementa -

los tiempos de cbmputo.
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2.2.6 PROCESAMIENTO DEL MODELO.

Este aspecto involucra la ejecucidn del programa por la
computadora, desde la introduccidn de los datos hasta la ob

tencidén de las salidas o reportes de salida.

Los datos y los parametros del modelo se introducen en
el momento gue se comienza a simular, pero tambié&n pueden -
ser generados internamente en el computador usando las téc-
nicas numéricas para la generacibdn de datos que se estudia-
ran en el Capitulo III. La clase de reportes de salida, ne
cesarios para dar la informacidn relativa al comportamiento
del sistema bajo simulaci®én, constituye una consideracidn -
final en el desarrollo de un programa de computadora y si -
se decide usar un lenguaje de propdsitos generales como el
FORTRAN entonces existird un minimo de restricciones impues
tas sobre el formato de los reportes de salida. Sin embargo,
si se utiliza un lenguaje como el SIMSCRIPT, se deberd ajus-
tar a los requisitos en el formato de salida, impuestos por

este lenguaje.

2.2.7 ANALISIS DE LOS RESULTADOS.

Esta etapa comprende el an8lisis de los datos generados
por la computadora, a partir del modelo que se simula. Tal

andlisis consiste de tres pasos:
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a) Recoleccidn y procesamiento de los datos simula

dos.

b) Cé&lculo de la estadistica de las pruebas.

c) Interpretacidén de los resultados.

El paso (a) es similar a la recoleccidn y procesamien
to de datos tomados de la realidad, salvo que ahora estos -
datos se obtienen de los resultados provistos por la compu-
tadora. Sin embargo, los pasos (b) y (c) difieren un poco
del andlisis de los datos del mundo real, pues en &ste, la
forma en la cual la aleatoriedad se toma en cuenta en el -
muestreo de las distribuciones est&8 bien entendida y existe
la posibilidad de enunciarla explicitamente; en cambio, en
los experimentos de simulacién la aleatoriedad se considera
en una forma m&s complicada y por lo general, sus relacio-
nes no son enunciables explicitamente excepto en el algorit

mo para calcular los valores numéricos.

Otra diferencia que dificulta el an&lisis de los da-
tos simulados se debe a que la salida es un conjunto de se
ries relacionadas de tiempo, cuyo an&lisis es mé&s dificil
que el de un conjunto de nmeros gue representan la muestra

de una distribucidn dada en la realidad.
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2.2.8 DISENO DE EXPERIMENTOS.

Esta es la etapa final del proceso de simulacidn, y
consiste en construir o hacer nuevos experimentos de simu-
lacibén, en base al que ya se ha hecho, finicamente haciendo

los cambios pertinentes en el modelo utilizado.

2.3 EJEMPLO ILUSTRATIVO.

Para mostrar los conceptos y la metodologia de la si
mulacidén, considérese el siguiente ejemplo que tiene como
finalidad mostrar algunas caracteristicas del procedimien-—

to, sin mucho rigor.

FORMULACION DEL PROBLEMA:

Suponga que un repartidor de peribddicos intenta esta
blecer una regla de pedido de periddicos (pedido de inventa

rio) que haga aumentar al mé&ximo sus beneficios.

OBJETIVO:

Establecer una regla de pedido de inventario para ma-

ximizar las ganancias del repartidor de periddicos.

Se entiende por ganancia méxima, el mayor ingreso que
le es posible obtener al repartidor por la venta de peri&di

CcOs.
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En esta situacibén existe incertidumbre, porgue no es
posible predecir el ntmero de perifdicos que adquirirén dia

riamente sus clientes,

RECOLECCION DE DATOS TOMADOS DE LA REALIDAD:

Supbngase que el vendedor sabe, por experiencia pro-
pia, que la demanda diaria de los clientes puede ser de 15,
16, 17, 18, 19 6 20 peribdicos. También conoce la frecuen
cia relativa con que ocurrid cada valor y, por lo tanto, -

puede construir la siguiente tabla:

Demanda Frecuencia Relativa

15 1/12
16 2/12
17 4/12
18 3/12
19 1/12
20 1/12

Total —— 12/12

Considera que el valor de la Demanda, D, se determi-
na en forma aleatoria, pero gue a la larga, los valores se

presentan con la frecuencia indicada.
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FORMULACION DEL MODELO:

En el sistema de inventario presentado, se tienen las

entidades:

a) Peribdicos , b) Clientes , c¢) Vendedor , d) Beneficios
La entidad peribdicos, tiene las variables:
Q_.: Cantidad pedida cada dia (Pedidos a la fébrica).
Vn: Cantidad vendida cada dia.

Dn: Cantidad demandada cada dfia (demanda diaria).

el subindice n sirve como calendario y cada dfia asume el

valor siguiente del conjunto de enteros.

Estas variables se registran en unidades del articu-
lo de inventario, el cual tiene los parémetros: Costos (C)

y Precio (P).

Con valores unitarios de 5 y 15 centavos respectiva-

mente, es decir, C =¢ 0.05 y P = ¢ 0.15.

Los beneficios tienen una variable interesante, su -
magnitud diaria, la cual se denota por Gn’ y se calcula a-

través de:

G, = (v, . P) - (Qrl . C)
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Se deben generar las variables de estado Q y V. Q a-
sume diariamente valores producidos utilizando una regla ar
bitraria de decisibn establecida por el vendedor de periddi
cos; esta regla constituye el MODELO y, consiste en: "Pe-
dir cada dfia una cantidad de peri&dicos igual a la cantidad
de la demanda del dfa anterior", asi: Q, = D1

recordando que n es la fecha del dia de hoy.

V se determina en parte por el evento ex6geno D y es
también funcién de Q. Se evaldan dos relaciones condicio-

nales, una de las cuales produce a V:

I
&)

1. Si Dn < Qn , entonces Vn

2. Si D_ > Q , entonces V
n n n n

Il
10

Los valores de V son condicionales, y el criterio an-
terior se aplica simplemente para asegurar que V < Q (Para
simplificar la ilustracién, se pasa por alto la pérdida de

oportunidad, cuando D > Q).

SIMULACION DEL MODELO:

Con la tabla proporcionada por la experiencia del ven
dedor, se construye un tipo de rueda de ruleta en la que el
drea total se divide en seis segmentos, cada uno marcado -

con un valor de la variable y con cada segmento proporcio-



60

nal, en tamano, a su frecuencia relativa.

19 16

18 20

15
17

Cada dfa se hace girar la rueda y se considera que -
el nmero del segmento es el valor de la variable D. El -
vendedor estd listo para simular el sistema y comprobar su
regla de pedido. La tabla siguiente muestra una ganancia

diaria promedio de ¢ 1.62, y resume la actividad de 10 dias.

SIMULACION DEL VENDEDOR DE PERIODICOS.

n Dn Qn an_Qn Dn> Qn Vn Gn Gn Acumilativa
0 18 - - - - - -
1 17 { 18} si - 17 1.65 1.65
2 17 1 17| si - 17 1.70 3.35
3 16 | 17| si - 16 1.55 4.90
4 17 | 16 - si 16 1.60 6.50
5 15| 17| si - 15 1.40 7.90
6 17 | 15 - si 15 1.50 9.40
7 18 | 17 - si 17 1.70 11.10
8 20 | 18 - si 18 1.80 12.90
9 17 | 20| si - 17 1.55 14 .45
10 18 | 17 - si 17 1.70 16.15
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Para iniciar 1la simulacién, el vendedor hace girar
la rueda generadora de la demanda y hace que el primer va

lor represente a Dn_l(Do). Esto es necesario, puesto que
su modelo requiere de un valor anterior (en su intento ese

valor fué Do = 18); por tanto, Ql = 18 periddicos.

A continuacibn, se usa la rueda para generar D es

ll
decir, la demanda para el primer dfa. Al realizar la simu

laci6n, ese valor result6 17.

Al comparar la demanda y la cantidad pedida para el
dia 1, la demanda de los clientes fué inferior a la canti-

dad pedida. Mediante esta regla el vendedor determina que

Vl =17 vy
Gl = (17) (0.15) - (18) (0.05) = ¢ 1.65.
En seguida, la variable n toma el valor n + 1 = 2, lo
gue conduce al segundo dfa simulado. Se repite la activi-

dad durante 10 dfas.

DISENO DE EXPERIMENTOS.

El vendedor puede ahora proponer cambios en el siste
ma, sobre todo en la regla de pedidos. Puede desear pro-

bar una regla en la que, por ejemplo, pida una cantidad -
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igual a las ventas promedios de los tres o los cinco Glti-
mos dfas. Puede proponer también otros cambios. No se su
giere que una simulacién de 10 dfas produzca informacién -
fidedigna, ni gue se hayan considerado todas las propieda-
des del sistema; pero la ilustracién sirve para sehalar el
modo en que se aplica la metodologfa. Si se ampliara el -
modelo y se propusiera una simulacién de varios cientos o
miles de dias para cada uno de una serie de disenos del sis
tema, se pone en evidencia la cantidad de esfuerzo necesa-

rio, es por esto gue se recurre a las computadoras.



CAPITULO IIT

CONCEPTOS DE TEORIA DE LA PROBABILIDAD

Lo gue se presenta a continuaci6n no es un desarro-
llo formal de la teorfa de la probabilidad, sino un estudio
elemental en el gue se mencionan los conceptos que se nece-
sitar&n en éste y en los siguientes capitulos. Se sugiere
para un estudio formal, revisar la bibliografia gue se men
ciona al final.

3.1 CONCEPTOS.

3.1.1 ESPACIO MUESTRAL.

Definicidén 3.1.1

Se llama "experimento" o "experiencia aleatoria", a
cualquier experimento real o hipotético que pueda dar lugar
a varios resultados sin que sea posible anunciar con certe

za cuél de estos resultados va a ser observado.

Definicién 3.1.2

Se llama "espacio muestral" de una experiencia alea
toria, al conjunto cuyos elementos son, los posibles resul
tados diferentes a que puede dar lugar la experiencia en -

cuestiédbn. A los elementos del espacioc muestral se les acos

63
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tumbra llamar "puntos muestrales" o, simplemente "puntos".
Si el conjunto de puntos es finito o infinito numerable, el
espacio muestral es "discreto"; y, si el conjunto de puntos

es no numerable el espacio muestral es continuo.

Usualmente se denota por € a una experiencia aleato-
ria, y por S al espacio muestral asociado a ella. Asi, si
el experimento, e, se refiere al tiempo hasta que el primer
cliente llega a una tienda, como &€ste puede llegar en cual-
quier instante hasta que la tienda cierre (suponiendo un dia
de 8 horas), para los fines de este experimento se puede con
sidar el espacio muestral como todos los puntos de la recta
real entre cero y 8 horas. Por tanto, S consta de todos los
puntos s tales que 0 < s < 8. Bajo el supuesto que al me

nos llega un cliente al dia.

Un evento o suceso se define como un conjunto de re-
sultados del experimento (o dicho de otra manera, como cual

guier subconjunto del espacic muestral).

Se dice que un suceso A ocurre, si y s6lo si, al rea

lizar € el resultado es un punto de A.

Los sucesos pueden combinarse, conduciendo en conse-

cuencia a la formaci®6n de nuevos sucesos:

1. Si Ay B son sucesos, entonces A U B es el su-
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ceso que ocurre ssi A o B o ambos ocurren.

2. A N B es el suceso gque ocurre ssi A y B ocurren.

3. El suceso complementario de A, denotado por A', -

es el suceso gque ocurre ssi A no ocurre.

4. Sea e un experimento y S su espacio muestral. Si
€ se realiza dos veces, entonces S x S se puede
utilizar para representar todos los resultados de

e S xS

esas dos repeticiones, es decir, (s s

1’ 2)

significa que s, resultd cuando se realizd € la -

1
primera vez y S5 cuando € se realiz6é la segunda -

vez.

Por supuesto, se pueden extender todos estos concep-
tos para un nimero finito de eventos y realizaciones, segln

sea el caso.

Definicién 3.1.3

Se dice que dos sucesos A y B son mutuamente excluyen
tes, si no pueden ocurrir simultd&neamente, esto se expresa -

escribiendo A N B = ¢.

3.1.2 PROBABILIDAD.

Definir el concepto de probabilidad con todo rigor es
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t4 mds alld del propdsito de este texto. No obstante, para
la mayor parte de los fines basta con postular la existencia
de valores numéricos P{E} asociados con los sucesos E del es
pacio muestral. E1 valor P{E} se conoce como "probabilidad
de ocurrencia del suceso E". Ademds, se supondrid que P{E} -

satisface las siguientes propiedades razonables:

1. 0 < P{E} < 1. Esto implica que la probabilidad

de un suceso siempre es no negativa y nunca pue-

de ser mayor que 1.

2., &1 EO = ¢ , significa que EO €s un suceso gue nho

puede ocurrir (un suceso nulo) en el espaclio mues

tral, entonces P{EO} = 0.
3. Si E =5, es decir si el suceso consiste en el
espacio muestral completo, entonces P{s} = 1.

4. Si E, y E

1 5 SONn sucesos excluyentes en S, entonces:

} = P{El} + P{E?_}.

AGn cuando estas propiedades son un tanto formales, -
conforman la noci6én intuitiva de la probabilidad. Sin embar
go, no pueden utilizarse estas propiedades con el fin de ob-
tener valores para P{E}. En ocasiones, resulta conveniente

la determinacién de valores exactos, © al menos valores apro
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ximados. Pueden obtenerse valores aproximados, junto con -
una Iinterpretacién de la probabilidad, através de una inter

pretacién de frecuencia de tal probabilidad. Puede enunciar

se esto de manera precisa como sigue:

Sean € un experimento, E un suceso, n el ntmero de -
veces que se realiza € y m el ntGmero de ocurrencias con éxi
to del suceso E. Entonces, para tal fen6meno, P{E} puede

aproximarse a

33

cuando n toma valores suficientemente gran

des.

Puede utilizarse la razén % para obtener una aproxi
macién de P{E}. Adem3s, % satisface las propiedades reque

ridas de las probabilidades; es decir,

1. 0<2 <1
— n —

2. % = 0. (Si el suceso E no puede ocurrir, entonces
m = 0).

3. % = 1. {Si el suceso E ocurre cada vez que se -
realiza el experimento, entonces m = nj.

m, + m m m
4. 1 = 2 _ 7% + 7%_, si El y E, son excluyentes.

(S1 el suceso El ocurre ml veces en las n tentati-

vas y el suceso E2 ocurre m, veces en las n tenta
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tivas, vy El b E2 son excluyentes, entonces el ng
mero total de ocurrencias con &xito del suceso -

El U E2 es simplemente m, + m2).

Como estas propiedades son verdaderas para un n fini-

to, resulta razonable esperar que sean verdaderas para P{E}.

3.1.3 VARIABLES ALEATORIAS.

En muchas situaciones experimentales, se desea asig-
nar un ndmero real x, a cada uno de los elementos s del es-
pacio muestral S. Es decir, x = X(s) es el valor de una -

funcién X que va del espacio muestral S a los nlmeros reales,

X : S

> IR.

Definici6n 3.1.4

Se llama variable aleatoria unidimensional o simple -
mente variable aleatoria, a toda funcién X que asigna a ca-

da uno de los elementos s de S, un nUGmero real X(s).

Se puede hablar de variables aleatorias n-dimensiona
les, pero para los propfsitos del presente texto, bastaré

con la definicién dada. Si se desea ampliar estos concep-
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tos, sirvase revisar la bibliograffa indicada al final del -

texto.

En general, TR no es el rango de la variable aleato-
ria X. Se llama "recorrido de X", al conjunto de todos 1los

valores posibles de X, y se denota por RX. Asi, X:S —4>RX.

Definici6n 3.1.5

Una variable aleatoria X es discreta si, y sb6lo si,
su recorrido es finito o infinito numerable. Y en caso con

trario, se dice que la variable aleatoria X es continua.

Para ejemplarizar el concepto de variable aleatoria,
suponga que se ha concluido el experimento de medir los -
tiempos de primera llegada (de un cliente) en dos dias, con
el fin de determinar a qué hora se debe abrir la tienda. -
Antes del experimento la tienda se abria a las 9 A.M., y el
dueno de la tienda decide que si el promedio de los tiempos
de llegada es mayor que una hora, de alli en adelante abri-

rd a las 10 A.M.

Obsérvese que este es un caso en el gque el experimen-
to de observar la primera llegada a la tienda en un dia se -
realiza dos veces, luego el espacio muestral para el experi-
mento de los dos dias tendré& la forma SxS y sus puntos -

(sl, 52). Adem&s, el promedio de los dos tiempos de llegada
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S1 Y Sy no es un punto del espacio muestral y, por tanto, -

1
el dueno no puede tomar su decisibn observando directamente
el resultado del experimento. Por el contrario, toma su de-—

cisibén de acuerdo con los resultados de una regla que asigna

el promedio de S, Y s, a cada punto (sl, 52) en 82.

Asi; X : 52 —> R

(sl, 52) > X(sl, S

2) 2
es la variable aleatoria que representa a la regla usada por

el duerio.

Definicibn 3.1.6

Sea £ un experimento, S su espacio muestral, X una va

riable aleatoria definida en S vy RX su recorrido. Sea B
un suceso respecto a RX , es decir, B c Rx' Supbngase que
A se define como: A = {s € S§/X(s) € B}. En este caso, se -

dice que A y R son sucesos equivalentes.

Definici6n 3.1.7

Sea B un suceso en el recorrido RX, se define a P (B)

como: P(B) = P(A) donde A = {s e S/X(s) € B}.

N6tese que P(B) es una probabilidad diferente a P(A),
puesto que no estédn definidas sobre el mismo espacio mues-

tral, aungue usualmente no se hace distincibén entre ambas.
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3.1.4 FUNCION DE: PROBABILIDAD, DENSIDAD DE PROBABILIDAD, Y

DISTRIBUCION ACUMULATIVA.

Definici6tn 3.1.8

Sea X una variable aleatoria discreta. Entonces, Rx
puede asumir a lo sumo, un nfimero infinitc numerable de valo
res x,, Rog wee Con cada resultado posible X se asocia
un nimero P(xi) para 1 =1, 2,... ; los cuales deben cumplir

las condiciones:

a) P(Xi) > 0 , para todo 1i.

o
| ~1 8
av]
e
Il
}—l

La funcién P definida de esta manera recibe el nombre
de "funcibn de probabilidad" (o funcién de probabilidad pun-
tual) de la variable aleatoria X. Y al conjunto de pares -
(Xi’ P(xi)) , 1 =1, 2, ... se le llama "Distribucidén de pro
babilidad de X".

Definici®tn 3.1.9

Sea X una variable aleatoria continua. La funcién £
se llama "funcidén de densidad de probabilidad de X" denotada

por fdp de X, si satisface:

a) f(x) > 0 , para todo x.
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Observaciones:

1.

Se suele definir una variable aleatoria continua X como

sigue:

X es una variable aleatoria continua, si y s6lo si, e-
xiste una funcibtn de densidad de probabilidad de X, tal

que, para cualgquier a,b con - ® < a < b < ® ge tiene:

b .
P (a < X < b) = J f(x)dx.

a
Fundamentalmente, se quiere decir que X es una variable
aleatoria continua, si X puede tomar todos los valores
en algfin intervalo (c,d) donde c y d pueden ser -~® y o
respectivamente. Ademds, si X s6lo toma valores en un
intervalo [a,b], se establece f(x) = 0 para todo x ¢ [a,b]
y asi, la fdp de X, estd definida para todos los valores

reales de x.

f(x) no representa la probabilidad de nada, solamente -
cuando la funcidn se integra entre dos limites se produ-

ce una probabilidad.

De acuerdo con las definiciones 3.1.6 vy 3.1.7, se de
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fine lo siguiente.

Definicibtn 3.1.10

Sea X una variable aleatoria, entonces P {X < b} lo -
cual se denota por FX(b) ; recibe el nombre de "funcibn de -
distribucidn acumulativa de X" (fda de X) y estd definida pa
ra todos los valores reales de b. Y cuando no existan posi
bilidades de confusifn, la fda de X se denotaré& por F(b); es

decir,

F(b) = FX(b) P {s/X(s) < bl = P {X < b}

Si X es una variable aleatoria discreta, F(b) = z P(xj).

En donde la suma se toma sobre los Indices j tales que: inb'

Si X es una variable aleatoria continua, con fdp de

X = £, entonces
b
F(b) = [ f(x)dx.
— 00

La fda de una variable aleatoria X, es una funcién de
valor numérico definida para todo b, —® < b < ®, y cumple

las propiedades:

1. Fy(b) es una funcién no decreciente de b.

2. Eim FX(b) = FX(—m) = 0.
»>—c0
3. Lim FX(b) = Fy () = 1.

b
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Suéesos de la forma {s/a < X(s) < b}, es decir, el -
conjunto de resultados s en el espacio muestral, tales que
la variable aleatoria X toma valores mayores gue a pero gue
no sean mayores que b, pueden expresarse en términos de suce
sos de la forma B = {s/X(s) < b}. En particular, B puede

expresarse como la unibdn de dos sucesos excluyentes, como si

gue:

B = {s/X(s) < b} = {s/X(s) < a}l U {s/a < X(s) < b}.

Es una conclusién inmediata que, P{s/a < X(s) < b}

= P{a< X < b}
= F_(b) - F_(a).
X( ) X( )

Un teorema que es de mucha utilidad y gque se presenta
sin demostrar es el siguiente: Sea F la fda de una variable
aleatoria continua con fdp f, entonces: f(x)=é%— F(x).

Los graficos para la fda son tipicos en el siguiente
sentido:

a) Si X es una variable aleatoria discreta con recorrido fi
nito, entonces el grafico de F se formarad de trazos hori
zontales (funcidn escalonada) y ser& continua por tramos.

b) Si X es una variable aleatoria continua, F serd una fun -

cidén continua para todo x.
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3.1.5 ESPERANZA Y VARIANZA.

Definicidn 3.1.11

a)

b)

Sea X una variable aleatoria discreta, con valores posi-

bles x Xa, -+. . Sea P(x.) = P(X=x.) con 1=1,2,...
3 i i

ll X2I

El valor esperado de X (o esperanza matematica de X), de

notada por E(X), se define por:

E(X) = -z X P(xl)
i=1
si la serie ) X5 P(x.) converge absolutamente, es de-
i=1
oo
cir z |xi| P(xi) < e, [El nGmero resultante, también
i=1
se llama valor promedio de X].
Sea X una variable aleatoria continua con fdp f. El1 va-

lor esperado de X se define por:

E(X) = J xf(x)dx

— 00
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Como es posible que la integral impropia no converja,

se dice gue E(X) existe,si y sb6lo si,

{ |x| £(x)dx es finita.

-— 00

Definicibn 3.1.12 (Esperanza de una funcién de una variable

aleatoria).
Sea X una variable aleatoria y sea Y = H(X).

a) Si Y es una variable aleatoria discreta, con valores po-

sibles Yir Yoree- ¥ si<3Wi):=IWY :yi), entonces
E(Y)= } vy, aly;).
i=1

b) Si Y es una variable aleatoria continua con fdp g, se

define

[s.e]

E(Y)= J y g(y)dy

[o2]

Obsérvese que para encontrar E(Y), es necesario cono-
cer la distribucidn de probabilidad de Y. Ante esta situa-

cibn existe la siguiente alternativa.
Teorema:

Sea X una variable aleatoria y sea Y = H({X).
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a) Si X es una variable aleatoria discreta y P(Xi) = P(X=xi),

entonces

b) Si X es continua con fdp f, entonces

E(Y) = E(E(X)) = JH(x)f(x)dx

-0

Este teorema hace mucho mé&s facil la evaluacidn de -
E(Y), puesto que no se necesita conocer la distribucidén de
probabilidad de Y, basta con conocer la distribucidén de pro

babilidad de X.

Propiedades del Valor Esperado.

l. Si X = C, donde C = constante, entonces E(X) = C.

2. 81 C es constante y X es una variable aleatoria
E(CX) = CE(X).

3. Sean X e Y variables aleatorias,

E(X + Y) = E(X) + E(Y).

Definicidén 3.1.13 (VARIANZA)

Sea X una variabla aleatoria, se define la varianza

de X, denotada por V(X), como sigue:
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V(X) = E(X - E(X))2.

La rafz cuadrada positiva de V(X) se llama desviacién
estdndar de X y se denota por Oy-

El cédlculo de V(X) se simplifica usando

V(X) = E(X%) - I:E(X):Iz.

Propiedades de la Varianza.

1. 81 C es una constante, entonces V(X + C) = V(X).

2. 8i C es una constante, V(CX) = C2 vV(X).

3. Si X,Y son variables aleatorias independientes
V(X + YY) = V(X)) + v(Y).

4, Sea X una variable aleatoria con varianza fini-

ta, entonces para cualquier valor real o,
2 2
V(X) = E [(X -a)7] - [E(X) - o] .
3.1.6 DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE PROBABILIDAD.

DISTRIBUCION BINARIA O DE BERNOULLT.

Considérese una experiencia aleatoria en la cual s6-
lo hay dos resultados posibles, que se pueden llamar en ge

neral, "éxito" y "fracaso" asociados con la aparicifén O no
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del suceso en el cual se tenga interés. Una experiencia de
esta naturaleza se llama "ensayo de Bernoulli", su espacio
muestral consta Gnicamente de dos puntos y es muy frecuente
definir en &1 una variable aleatoria X, gue toma el valor 1
si el resultado es un éxito y el valor 0 si el resultado es
un fracaso. §&i la probabilidad asignada a un &xito es "p"
entonces la funcién de probabilidad de la variable aleato-

ria X, seré&:

Y se dice que X tiene una distribucién binaria o de -
Bernoulli con paré&metro p. Se acostumbra hacer la sustitu-

ci6én 1-p = qg.

La esperanza y la varianza de la distribuci6n de Ber-

noulli esté&n dadas por: E(X) = p y VI(X) = pqg.
DISTRIBUCION BINOMIAL.

Considérese la experiencia aleatoria consistente en
llevar a cabo N ensayos independientes de Bernoulli, es de
cir, que la realizacidén de un ensayo, no afecta en nada a
la realizaci6n (ni a los resultados) de los otros ensayos.

Considere la variable aleatoria

X = nlmero total de éxitos en los N ensayos. Es cla

ro gque X puede tomar los valores: 0, 1, 2, ..., N.
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La funcib6n de probabilidad de X est& dada por:

N
P(X=K) = pk qN—k con k=20,1, ..., N yv g=1-p

K

Y se dice que X tiene una distribuci6n binomial con -

pardmetros N y p.

La esperanza y la varianza de X esté&n dadas por:
E(X) = Np Yy V(X) = Npqgq.
DISTRIBUCION GEOMETRICA.

Considérese la experiencia aleatoria en llevar a ca-
bo una serie de ensayos independientes de Bernoulli. Inte
resa en este caso conocer cudl es la distribucién del nlme
ro de ensayos efectuados "hasta obtener el primer é&xito"
(es decir, el nUGmero de fracasos consecutivos hasta obte-
ner el primer éxito). Sea X = nlmero de repeticiones nece

sarias hasta obtener el pri

mer éxito.

La funcién de probabilidad de la variable aleatoria

X seré&:

Y se dice que la variable X tiene una distribucién -

geométrica con pardmetro p. La esperanza y la varianza de
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X estdn dadas por:

DISTRIBUCION DE POISSON.

Sea X una variable aleatoria que toma los valores po-
sibles 0, 1, 2, ..., n, ... . ©S5i X tiene la siguiente fun

cién de probabilidad:

k
A" exp (-A) conk=20,1, ..., n, ... ; A>0

P(X = K) = =

entonces se dice que X tiene una distribucién de Poisson -
con pardmetro A. Obsérvese que en la definici6n de P, se -
ha utilizado exp(-A) para indicar e_x y, en lo sucesivo, -

siempre que sea necesario utilizar la funcién exponencial -

de base e, se escribir& "exp".
La esperanza y la varianza de X estén dadas por:
E(X) = A Y V(X) = A.

Esta distribucién resulta apropiada en muchas situa-
ciones en las que ocurre un ‘“suceso" sobre un periodo, co
mo la llegada de un cliente; cuando es tan probable que o-
curra este "suceso" en un intervalo como en cualguier otro;

también, la ocurrencia de un "suceso" no tiene efecto en la
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ocurrencia o no de otro "suceso". Con frecuencia se supone
que el nGmero de llegadas de clientes en un tiempo fijo tie

ne una distribuci6n de Poisson.
3.1.7 DISTRIBUCIONES CONTINUAS DE PROBABILIDAD.

DISTRIBUCION UNIFORME.

Sea X una variable aleatoria, gue toma todos los valo

res en el intervalo real [a,b], si la fdp de X estd dada -

por:

—a,sia<x<b.

0, en otro caso.

entonces se dice que X esté distribuida uniformemente en el
intervalo [h,b] y el grdfico de su fdp es el de una constan

te en el intervalo |a,b] igual al reciproco de la longitud

del mismo, asi:
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Una expresidén para la fda de una variable aleatoria

distribuida uniformemente es:

X
Recuérdese que F(x) = P(X < x) = J f(s)ds

F(x) = ] v¥— , s1 a < x < b.

Grédficamente:

F(x)4

\
Y
b

X=a X=b

La esperanza y la varianza para una variable distri

buida uniformemente en el intervalo [a,b] estdn dadas por:

2
E(X) = == y V(X) = i%ﬁ;l_
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DISTRIBUCION NORMAL (O GAUSSIANA).

Una variable aleatoria continua X, con fdp de X dada

por

se dice gque es una variable aleatoria normalmente distribui

da con pardmetros U y o. La esperanza y la varianza de X

estdn dados por E(X) = u vy V(X)) = 02.

La fda de X estd dada por:

b 3
1 1 |[x-p
F(b) = exp |- = P——} ax

- 00

Haciendo la transformacién E = = la fda puede es

cribirse como

-_ 00

De donde afin cuando esta funcién no es integrable, se

encuentra ampliamente tabulada.

En la siguiente figura se ilustra grdficamente una -

funcién de densidad normal tipica.
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Se observa la forma de campana caracteristica propia -
de esta funcibn, con eje de simetrfa en x = u y estaréd, tan-
to méas concentrada alrededor de su eje de simetrfa, cuanto -

menor sea 0.
DISTRIBUCION EXPONMNENCIAL.

Una variable continua X, con fdp dada por

a exp (-ax), si x > 0. <con o > 0.
0, en otro caso.

se dice gue estd exponencialmente distribuida, con paréme-

tro a.

La fda de X estd dada por:

X
F(x) = J a exp(-at)dt = 1 - exp(-ax) -
o
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La esperanza y la varianza de X est&n dadas por:

————2-— .
(o4

Los gré&ficos de la fdp y la fda de X tienen la forma:

£ del
[ 17

S X =
O + o - @) + oo >

DISTRIBUCION GAMMA.
Una variable aleatoria continua X, con fdp dada por

o k-1
T K) (ox) exp(-ax) , x>0, a>0, k>0.

f{x) = W

0, en otro caso.

se dice que tiene una distribucidén gamma, con pardmetros g

Yy k. T(k) se define como:

'k)y = J xk_l exp (-x)dx, para todo k > 0.

O
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En particular, si k es un entero positivo, la integra

cibn repetida por partes conduce a I'(k) = (k - 1)! , apoyén
dose en gque I'(1) = 1. La fda de X no existe en forma expli
cita, sin embargo se encuentra tabulada. La esperanza y la

varianza de X est&n dadas por:

y v o= 5
[0

Relacionada con la funcién gamma, se encuentra la dis-

tribuci6én "ji cuadrada". Si X es una variable aleatoria que
tiene una distribucibén gamma con paré@metros a=1 y k = % '

+ . : i
v e 2 entonces se dice gue una nueva variable aleatoria -
Z = 2X tiene una distribuci6n "ji cuadrada" con v grados de

libertad.
3.2 GENERACION DE NUMEROS ALEATORIOS.
Considérese el siguiente fenfmeno:

A un conductor de Buses, de una cooperativa transpor-
tista urbana, se le entrega cada vez al iniciar su jornada
de trabajo, un conjunto de talonarios con igual nGmero de -
boletos numerados en orden creciente, que €l entregard a ca

da una de las personas gue aborden el bus.

Suponga que el conductor introduce en una caja el con
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junto de talonarios que se le da y los revuelve, entonces al

iniciar su jornada de trabajo escoge al azar un talonario.

Resulta claro, gue no se sabra cu&l serd el nfimero del
boleto inicial del talonario seleccionado (excepto el del 4l
timo talonario extrafdo) y, también es claro, que una vez co
nocido el nfimero del boleto inicial del talonario selecciona
do los nfmeros de los boletos consecutivos del talonario gque

dan completamente determinados.

En el fen6meno anterior se pueden distinguir dos conjun
tos de nfimeros, el conjunto de los nfimeros de los boletos ini
ciales de los talonarios seleccionados al azar (excepto el -
del Gltimo talonario) y el conjunto formado por los n@imeros -

de los boletos restantes de los talonarios seleccionados.

La finalidad del presente estudio es analizar las pro-
piedades de los ntimeros aleatorios {(nGmeros obtenidos al -
azar) utilizados en experimentos de simulacién, asi como de
presentar algunos métodos para generar dichos ntmeros y, £i-
nalmente presentar algunas pruebas estadisticas que se apli-

can a los ntmeros para determinar su aleatoriedad.
3.2.1 NUMEROS ALEATORIOS.

Los nimeros aleatorios para ser considerados como tales
deben poseer ciertas caracteristicas, entre las que se mencio

nan:
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a) Deben estar uniformemente distribuidos.
b) Deben ser estadisticamente independientes.

c) Deben pasar satisfactoriamente varias pruebas de

aleatoriedad.

Existen antecedentes histSricos muy interesantes con
respecto a la generacién de sucesiones de nGmeros aleato -
rios formulando diferentes métodos de acuerdo a las capaci-
dades técnicas de la época entre los que se mencionan, se-

gln su aparicién:

a) Métodos Manuales. (Usando ruletas, barajas, lan-

zando monedas, etc...).

b) Tablas de ntGmeros aleatorios. (Usando los métodos

manuales se construfan tablas).

c) Métodos de Computacibn analbgica. (Usando computa

doras Anal6gicas).

d) MEtodos de Computacibn digital. (Usando Computado

ras digitales).

No se hard ninguna extensién de los mé&todos (a), (b),
(c); sino Ginicamente de los expresados en (d), pero antes -
de analizar métodos para disefiar generadores de ntmeros alea
torios o dar ejemplos de ellos, se examinaré&n las propieda-

des que debe poseer todo generador de nfimeros aleatorios.
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Obsérvese que como sb6lo se analizard el caso de la ge

neracién de sucesiones de ntmeros aleatorios por métodos de

computacién digital, habr4 necesidad de establecer un pro-

grama de computadora para generar dichas sucesiones, por en

de, las caracteristicas que se mencionen starén atribuidas

a tales programas.

Las caracteristicas que debe poseer todo programa gene

rador de nGmeros aleatorios son:

1.

La serie de ntimeros que produce el generador deje ajus-

tarse lo mé&s posible a la distribucién uniforme.

Los nGmeros de la serie deben ser estadisticamente inde-

pendientes.

La generacién de un n@Gmero debe hacerla en el menor tiem
po posible, es decir, el generador debe ser répido. -
Puesto que el tiempo de computacién suele ser muy costo

SO.

La serie de ntmeros aleatorios debe tener un periodo lar
go; el periodo de un generador de nimeros aleatorios es

una medida de la cantidad de nfimeros que se generan, an-
tes que reaparezca la misma secuencia de nlmeros ya gene

rados.

Cuando comienza a reaparecer la misma secuencia de ntme-
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ros, se dice gue el generador comienza a "repetir el ci
clo". Por lo tanto, decir gue cierto generador de nflime
ros aleatorios tiene un periodo de N nlmeros significa
gue se generar&n N términos antes gque el generador CoO-
mience a repetir el ciclo. El generador puede repetir
el ciclo, sin comenzar necesariamente del primer nlmero
de la secuencia generada, sino gue puede comenzar, por
ejemplo, a partir del séptimo ntmero de la secuencia ge

nerada y siempre se considera gque dicho generador ha co

menzado a repetir el ciclo.

5. El generador debe ser capaz de reproducir la misma serie
de ntimeros las veces que se desee. (Por ejemplo, para -
hacer repeticiones de experimentos bajo las mismas condi

ciones).

6. El generador debe ser de naturaleza no degenerativa. Se
dice gue un generador se degenera cuando comienza a re-
producir continuamente el mismo n@mero. Si el generador
tiene degeneracién, el programa debe poder hacer correc

ciones y continuar.

En general, se puede decir, que un generador de ntlme-
ros aleatorios debe ser un programa breve y ré&pido gue pro-
duzca una larga secuencia de nlmeros aleatorios (que pasen

las pruebas estédndar) antes de comenzar a repetir el ciclo
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Y que tenga una naturaleza recurrente.

NOTAS :

1. Si un generador dado de nGmeros aleatorios genera perfec
tamente 30 nGmeros aleatorios antes de repetir el ciclo
y s6lo se necesitan 20 para el experimento, entonces ese
generador es el apropiado. en general, basta tener un ge
nerador con un periodo mé&s largo de la cantidad de ntme-

ros que son necesarios para un experimento dado.

2. Antes se indic6 que el generador debe ser de naturaleza -
recurrente, esto es, gue se utiliza el resultado del célcg
lo anterior para determinar el siguiente. Asi, el término
I sirve para calcular el I+1l, y el I+l sirve para calcular
el I+2, y asi sucesivamente; esta propiedad permitird re-
producir la misma secuencia de nlmeros aleatorios para po

der repetir un experimento bajo las mismas condiciones.

3. Los métodos que aqui se presentan para la generacién de -
ntimeros aleatorios son verdaderamente deterministicos -
puesto gue todos ellos involucran una técnica repetitiva
0 una relacibén de congruencia, expresada por medio de al
guna férmula. Por lo gue muchos autores, hablan de "gene
radores de nlmeros pseudoaleatorios" en lugar de "genera

dores de ntGmeros aleatorios". Por comodidad, en este -
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trabajo, se utilizar& la segunda advirtiendo que puede -

faltar cierta precisifén en la terminologia.
3.2.2 GENERADORES DE NUMEROS ALEATORIOS.

No estd dentro del alcance de este t6pico, repetir en
forma detallada los antecedentes de la generacibén de secuen-
cias aleatorias, sin embargo, se revisar&n algunas de las -

primeras técnicas de generacidén de nfimeros aleatorios.
METODO DEL CUADRADO MEDIO.

El primer método propuesto para la generacifén de nfime-
ros aleatorios se conoce como "técnica del cuadrado medio";
fué propuesto por Von Neumann y Metropolis en 1946. También
se le conoce con el nombre de técnica de los cuadrados cen-
trales. En este método, cada n@mero sucesivo se genera to-
mando los n dfgitos centrales del cuadrado del nGmero ante-
rior de n digitos. Por ejemplo, supfngase que se desea gene
rar nGmeros aleatorios de tres digitos. Tomando arbitraria-
mente como primer valor el nlmero de tres digitos 239, se ob

tiene la siguiente secuencia:

(239)2

= 57121 . 712
(712)° = 506944 > 694
(694)° = 481636 > 163
(163)° = 26569 > 656
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Los problemas que se presentan con este método depen-
den del valor inicial considerado; dependiendo de éste el -
método pierde rapidez y puede degenerar al cabo de pocos -
términos. Por ejemplo, supéngase que se desea generar n{ime
ros aleatorios de cuatro digitos y que el n-é&simo nlmero ge

nerado sea 3500, obsérvese la secuencia que sigue:

r2 = 12 250 000 —> = 2500.
n n+l
2
r = 625 000 —> I _ 5~ 2500.
n+l
Se ha llegado a una condicidén degenerada. Por lo tan-

to, es preciso comprobar siempre la serie de ntmeros, tal y
como se genera para evitar este problema. Ademds, para apli
car este método en un lenguaje de alto nivel, se necesitan -
por lo menos dos multiplicaciones y quizd tres divisiones pa
ra poder tener acceso a los cuatro digitos centrales en una
computadora binaria de palabras fijas, en consecuencia, este

método no es muy rdpido.
METODO DEL PRODUCTO MEDIO.

Otro método de generacién de ntmeros aleatorios se de-
nomina técnica del producto medio, en la gque el nlmero aleato
rio resultante se genera tomando los digitos centrales del -

pProducto de los dos ntGmeros aleatorios anteriores.
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Esta técnica implica la eleccién inicial de dos n@me-

ros aleatorios ry Y Iy, cada uno de ellos con n digitos,

luego se multiplica r, por r, para obtener ) . Se hace rs
igual a los n dfgitos centrales de . A continuacidn Ty
es igual a los n digitos centrales del producto de r, con
ryr Y asi sucesivamente. Por ejemplo, sean

r, = 712 vy r, = 694

r, X ry, = U = 494 028 > ry = 402 ,

r, X r3 = L)2 = 278 988 > r, = 898 ’

Ty X I, = ys = 360 996 > rg = 099 ; etc.

Una modificacién de este método consiste en utilizar -
un multiplicador constante, en lugar de nGmeros aleatorios,
© sea: I ., = K x r (Tomando s6lo los n digitos centrales

de K x r ).
m

Estas técnicas tienen también sus desventajas relati-

vas a los valores iniciales que se escogen.
METODOS CONGRUENCIALES.

Las técnicas que utilizan los métodos de congruencia -

estédn basadas en la siguiente definicidén de congruencia.

Definicitn 3.2.1

Se dice gue un entero a es congruente con otro entero b
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médulo m, si y s6lo si, la diferencia a-b es mGltiplo en-

tero de m.

Y usan la relaci6n: r. zar. +c¢c (mdm) ; 0 < r. <m.
i+l i - i =
que se lee: "ri+l es congruente con ar, + ¢, m&dulo m" vy,
r, nunca puede ser mayor que m, para todo 1i=0, 1, 2,...., N,.c..
La relacién implica que r.,, se obtiene como el resi-

duo al efectuar la divisién entera de ari+c entre m, segfln

el siguiente esquema:

ar. + c |m donde a, r;, r, m son enteros

k

r positivos y k entero.

i+1
Este método exige que sean proporcionados inicialmente,
los valores de a, ¢, m y 1, (r,, recibe el nombre de semi

lla) .

Como una ilustraci6én de la aplicacién de esta técnica,

considérense:

Sustituyendo en: r ari4-c (mod m) se obtiene:

i+l

6(1) + 1 (mod 25) - r, = 7 (mod 25)

r 1

1

y r, se obtiene como el residuo de la divisién entera de 7

entre 25.-+rl =7
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>
0
[t}
al
"

6(7) + 1 (mod 25) » r 43 (mod 25) - r, = 18

2 2

= 6(18) +1 (mod 25) > r 109 (mod 25) > r, =9

3

al
1

3

De los métodos de congruencia, el método multiplicati-
vo fué el primero en aparecer, propuesto por Lhemer (1949),
el cual suponfia particularmente que c¢=0, obteniéndose la -

relacibn: rl.+l = ari (mod m) .

Apareciendo posteriormente modificaciones a la rela -

cibén presentada por Lhemer, credndose los métodos:

(mod m) .

]
at
|
H

1) Mé&todo Aditivo: iy 7Yy i1

2) Método Mixto: ri+l = ari + C (mod m) .

Como ilustracibn, considérese la siguiente aplicacifn
del mé€todo multiplicativo de congruencia en computadoras bi
narias. Esta técnica estd cimentada por toda una teoria al
gebr&ica que puede revisarse en la bibliografia recomendada.
Las caracteristicas necesarias para optimizar la aplicacidn

del método, pueden resumirse como sigue:

Sea m = 2b, donde b es el ntmero de bits en cada pa-

labra; a y r, primos relativos con 2b. [En general a debe
escogerse como el primo relativo més préximo a 2, gue sea de

la forma aZ*3 mod (8)].
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En una computadora binaria, el perfodo m&ximo, h, que

se puede obtener viene dado por:

h = Zb_2 , para b > 2.
Considérese b = 4, el proceso producir& cuatro nlmeros
aleatorios antes de repetir el ciclo |h = 2472 é} . Sea
m = 24 = 16. Elfjase r, = 7, lo gue eqguivale a r, = 0111 en
forma binaria. Como a debe ser de la forma
a=z=z=3 (mod 8) - a = 8K * 3 , K # 0.
11 con K=1
> a =
5 con K=1
se escoge el valor mds préximo a 2, asfi: a = 5, gue equiva-

le a a=0101 en forma binaria.

ar seré: ar_ = (0101) (0111) = 00100011 -~ r, = 0011 vy,

para obtener un valor uniformemente distribuido, hé&gase:

r
;% As{, n, = f% = 0.1875 que representa al primer nd

mero aleatorio.

_ _ _ _ 15 _
ar) = (0101) (0011) = 00001111 » r, = 1111 y n, = T = 0.9375
ar, = (0101) (1111) = 00001011 - 1011 y n, = 1f = 0.6875
2 - T3 Yy n3=15 -0
- - - =1 _
ary = (0101) (1011) = 00000111 » r, = 0111 y n, = 7= = 0.4375
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Obsérvese que r_ = Tpr Y al hacer ar, el ciclo comenza

r& a repetirse.

Se presenta a continuacién un programa gue genera nGme-
ros aleatorios por el método multiplicativo de congruencia -

codificado en lenguaje FORTRAN IV y palabras de 35 bits.

FUNCTION RANDU (IX , IY)
Iy = IX % 03125
IF(IY) 5, 6, 6

5 IY = IY + 2 #** 35

6 YFL = IY

RANDU = YFL % 2.0 x* (-35)

IX = 1Y
RETURN
END

lo Gnico que debe hacerse el proporcionar el primer ntmero -
aleatorio y asegurarse gue es impar de cinco digitos. Este

método ademés de ser rédpido requiere poco almacenamiento.
La definici6én de las variables es como sigue:

RANDU: Nombre de la funcidn Generadora de nUGmeros alea

torios.

IX: Primera entrada, debe contener cualquier n@mero
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entero impar de cinco digitos; después de la
la. entrada IX deberd ser el valor anterior -

de IY calculado por la funcién.

IY: Un nGmero aleatorio entero resultante gue se
reguiere como siguiente entrada de la funcién.
El intervalo de este nGimero se encuentra entre

cero y 2x%35,

YFL: Es el nmero aleatorio de punto flotante unifor

memente distribuido en el intervalo de cero a

1.0.

La subrutina que sigue, escrita por IBM, funciona para

la computadora IBM System/360. Calcula nfmeros uniformemen-

te distribuidos sobre el intervalo [D,{}. Se entra a la -

subrrutina mediante la proposicién CALL RANDU (IX, IY, YFL).

La definici6n de las variables es como sigue:

IX:

IY:

Para la la. entrada debe contener cualguier nGmero en-
tero impar con nueve o menos digitos. Después de la -
la. entrada, IX deberé& ser el valor anterior de IY cal

culado por la subrrutina.

Ndmero aleatorio entero resultante gue se reguiere pa-
ra la entrada siguiente a esta subrrutina, el interva-

lo de este nGmero se encuentra en cero y 2**31,
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YFL: El n@mero aleatorio y punto flotante resultante, uni-

formemente distribuido en el intervalo [D,i].
La lista de subrrutina es la siguiente:

SUBROUTINE RANDU (IX, IY, FYL)
IY = IX *x 65539
IF(IY) 5, 6, 6

5 IY = IY + 2147483647 + 1

6 YFL = IY
YFL = YFL * .4656613 E - 9
RETURN
END

3.2.3 PRUEBAS SOBRE GENERADORES DE NUMEROS ALEATORIOS.

Uno de los andlisis b&sicos gue se deben hacer siempre
es el de la validacién de la uniformidad de la distribucién.
Para ello se pueden aplicar dos pruebas bdsicas de buen a-

juste:
i) La prueba de ji cuadrada.
ii) La prueba de Kolmogorov - Smirnov.
Estas pruebas reciben el nombre de buen ajuste, ya gque
ambas se interesan por el grado de acuerdo (concordancia) -

gue existe entre la distribucién de una muestra de ntGmeros

aleatorios generados y la distribucién uniforme teSrica. -
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Ademds, las dos pruebas se basan en una hipStesis nula de -
que hay una diferencia no detectable entre una distribucién
muestral y la teb6rica. Las dos pruebas se basan en el agru

pamiento de datos muestrales en clases, dentro del interva-

lo Jo0,1].
PRUEBA DE JI CUADRADA.

Se trata de comprobar la hipdtesis de que>no existe di
ferencia entre la distribucién de frecuencias de la muestra
y la distribucién uniforme tebérica. Supdngase gue se han -
generado n nlmeros Ul’ .oy Un' Se divide el intervalo -
unitario en r subintervalos iguales* de manera que, bajo

la hipbtesis de uniformidad, la probabilidad de gue un ntme

ro Uk’ 1 < K < n, quede en un subintervalo particular es

% . También el ndmero esperado de "ntmeros aleatorios" en
un subintervalo especifico es n-% - 8i se esté probando -
nfimeros en una computadora decimal, entonces r = 10 hace -

gue se examinen los o digitos mé&s significativos para buscar

la uniformidad; y en mé&quinas binarias, una selecci6n de -

r = 2% , permite probar los ¢ bits mds significativos, siem
pre para buscar la uniformidad. Sea f. , la frecuencia con
la cual los nfimeros caen dentro del intervalo [1%3 , %} .
si {U.} es una sucesién de nlGmeros aleatorios independien

j>1

* Clases de equivalencia, también llamadas celdas.
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tes distribuidos uniformemente, entonces el estadistico:

2
Xy

Il

ol Rt
N o~1H
kh

|
|3

tiene una distribucidén gue converge hacia la distribucién -
"ji cuadrada" con r-1 grados de libertad conforme n cre-
ce. Se recomienda la selecci6n de n > 5r para reducir la

probabilidad de gue existan muy pocos nGmeros en un subinter

valo cualquiera.

Bajo la hipdtesis de independencia y uniformidad, se es-

pera que:

Donde @ es un valor critico seleccionado, por ejemplo,
0.05 6 0.1 y Ql—a (r-1) es el punto sobre la distribucién -
acumulativa Jji cuadrada con r-1 grados de libertad corres

pondiente a la probabilidad 1-o

No se presenta ningln ejemplo especifico de esta prue-
ba, sin embargo, se dan a continuacién varias consideracio-

nes generales sobre la aplicacién de esta técnica.

1. La eleccitdn del nGmero de subintervalos se recomendd an

. o .
teriormente que fuera r = 10~ para computadoras decima
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o . . . 3
les, vy r = 27 para binarias; siendo & un valor criti-
co seleccionado en base al nivel de significancia de -

la prueba.

2. Cuando n > 2, no se deberd utilizar la prueba Jji cua
drada en caso de que méds del 20% de las frecuencias es
peradas sean menores que cinco o cuando cualquier fre-
cuencla esperada sea menor gue uno; para que no existan

muy pocos nmeros aleatorios en un intervalo cualquiera.

3. La cantidad de nGmeros aleatorios que se generen deberd

basarse en la aplicacién propiamente dicha.
PRUEBA KOLMOGOROV - SMIRNOV.

Una vez mds, interesa el grado de concordancia entre la
distribucién muestral de frecuencias y la distribucién uni-
forme tefrica, bajo la hipStesis de que, de hecho, no existe

diferencia entre ellas.

Sea FX(x) la funcién acumulativa continua para la dis-

tribuci6n uniforme. Es decir, que para cualquier valor de
x, el valor de FX(X) es la proporcién de observaciones* espe

radas con valores menores o iguales que Xx.

Sea ST(x) la distribuci6n acumulativa de frecuencias -

observada en una muestra de T nfimeros aleatorios, es decir,

* Cada observacifén, es la generacién de un ntGmero aleatorio

por el generador.
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que para cualquier nfimero aleatorio dado, x, ST(X) = % '
donde m denota el total de nlGmeros aleatorios menores o

iguales que x.

La prueba de Kolmogorov-Smirnov se ocupa de la mayor -
desviacién simple entre FX(X) y ST(X) sobre el intervalo
unitario. De acuerdo con la hip6tesis nula, se espera de -
que estas desviaciones sean pequenas Y que se encuentran den
tro de los limites de los errores aleatorios. En esta prue-
ba, la mayor desviacién, D, entre FX(X) y ST(X), se denomi

na madxima desviaciodn, donde

D = mé&x FX(X) - ST(X)

La distribucién muestral de D se conoce y es dependien-—

te de la distribucidn T.

El procedimiento general para realizar esta prueba con-

siste en:

1) Especificar la funcién de distribucidén acumulativa pa-
ra la distribucién uniforme basada en el ntmero de in-

tervalos.

2) Ordenar la muestra observada de nGmeros aleatorios en -
una distribucién acumulativa de frecuencias con e€so0os -

mismos intervalos.
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Encontrar el méx FX(X) - 5 (%) , determinando asi el

valor de D.

Consultar la siguiente tabla para encontrar el valor -
critico de D correspondiente al error o especificado.
S1 el valor de la tabla, Dl—a es menor gue D, se recha-

za la hip6tesis de gue los datos proceden de la distri-

bucién uniforme.
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TABLA PARA APLICAR EN LA PRUEBA DE KOLMOGOROV-SMIRNOV

Valores criticos, d(N), de la diferencia md&xima absoluta en-

tre las distribuciones acumulativas de la muestra y la pobla

cibén*.
Tamano Nivel de Significacién (a)
Muestral
(N) 0.20 0.15 0.10 0.05 0.01
1 0.900 0.925 0.950 0.975 0.995
2 0.684 0.726 0.776 0.842 0.929
3 0.565 0.597 0.642 0.708 0.828
4 0.494 0.525 0.564 0.624 0.733
5 0.446 0.474 0.510 0.565 0.669
6 0.410 0.436 0.470 0.521 0.618
7 0.381 0.405 0.438 0.486 0.577
8 0.358 0.381 0.411 0.457 0.543
9 0.339 0.360 0.388 0.432 0.514
10 0.322 0.342 0.368 0.410 0.490
11 0.307 0.326 0.352 0.391 0.468
12 0.295 0.313 0.338 0.375 0.450
13 0.284 0.302 0.325 0.361 0.433
14 0.274 0.292 0.314 0.349 0.418
15 0.266 0.283 0.304 0.338 0.404
16 0.258 0.274 0.295 0.328 0.392
17 0.250 0.266 0.286 0.318 0.381
18 0.244 0.259 0.278 0.309 0.371
19 0.237 0.252 0.272 0.301 0.363
20 0.231 0.246 0.264 0.294 0.356
25 0.21 0.22 0.24 0.27 0.32
30 0.19 0.20 0.22 0.24 0.29
35 0.18 0.19 0.21 0.23 0.27
Mis de 35 1.07 1.14 1.22 1.36 1.63
VN /N VN VN YN
* Valores de d(N) tales que P[méx|S(x) - Fo(x)| > d(N)] = «

en donde F,(x) es la distribucién acumulativa tefrica y
S(x) es una distribucién acumulativa observada para una

muestra de N.
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Ejemplo: Supfngase gue se ha generado 100 nGmeros aleato-
rios y se desea comprobar su uniformidad sobre 10 interva-

los equidistantes, utilizando la prueba Kolmogorov-Smirnov.

Sea el nivel de significacién a = 0.05 y siguiendo el

procedimiento ya explicado, se obtiene la siguiente tabla:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
FX(X) 0.10 , 0.20/0.30|0.40(0.50|0.60({0.70]0.80|0.90|1.00
ST(X) 0.08 |0.25/0.30/0.3510.47]0.65|0.70|0.84,0.97/1.00

. +D
|Fx(x)—sT(x)| 0.02 | 0.05|0.00|0.05(0.03{0.05/0.00/0.04[0.07/0.00 |0.07

el valor critico D, en la tabla de pruebas Kolmogorov-Smir

nov es a = 238 = g.136
v100
=+ D < d .". la secuencia del generador estd uniformemente

distribuida sobre (0,1).
PRUEBAS DE RACHAS.

Las pruebas anteriormente utilizadas pudieran sugerir -
que se puede suponer gue una secuencia de numeros se ha ge-
nerado a partir de una poblacién uniforme y, no cbstante,
el orden de los ntGmercs dentro de la secuencia puede ser de

fndole tal gue haya dudas sobre la aleatoriedad de los ntme



109

ros. Considérese por ejemplo, la siguliente secuencia de -

nmeros:

Una aplicacién sencilla de la prueba de Kolmogorov-Smirnov

pone de manifiesto la uniformidad de la distribucién de esos
nfimeros, pero es diffcil afirmar su aleatoriedad. Es asi -
como también interesa el orden particular de los nGmeros -
dentro de la secuencia, para determinar su aleatoridad. La
finalidad de las pruebas de rachas es evaluar el cardcter -

de aleatoriedad de la secuencia de ntGmeros.

Se dan a continuacibén conceptos propios, en forma ejem

plarizada, de este tipo de pruebas:

Supbngase que se lanza al aire una moneda 10 veces, ob
teniéndose los siguientes resultados: corona, cara, corona,
corona, cara, corona, cara, cara, cara, corona. Es posible
dividir los casos posibles (las ocurrencias posibles) en un
conjunto de tres resultados o eventos mutuamente excluyen -

tes:

a) No hay evento.
b) Caras.

c) Coronas.
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La ocurrencia de los casos b) y «¢) es trivial; la
ocurrencia del caso a), se interpreta como sigue: La pri
mera corona de la secuencila va precedida por "No hay even-
to", y la ltima corona va seguida por "No hay evento". -
Nétese que por ser excluyentes los eventos, también la pri
mer cara va precedida por "No hay evento" y, la ltima ca-
ra va sucedida por "No hay evento". Por ende, se puede de
cir que cada secuencia de eventos comienza y termina sin -

eventos.

Asi, una racha se define como una sucesién de eventos
similares precedidos y seguidos por un evento diferente. -
La longitud de una racha constituye el n@mero de eventos que

ocurren en la racha.

En el ejemplo del lanzamiento de la moneda al aire se
tienen siete rachas: La primera y la segunda de longitud -
uno, la tercera de longitud dos, la cuarta y la quinta de -
longitud uno, la sexta de longitud tres y la séptima de lon

gitud uno.

Al evaluar la aleatoriedad de una secuencia de nlimeros,
puede interesar la longitud de las rachas que se producen.
En este caso interesardn dos tipos de rachas: ascendentes

y descendentes.
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Si se tiene una secuencia de nfmeros de Indole tal que
a cada uno de los nfmeros siga otro mayor, la secuencia seré

ascendente. §Si cada nfmero va seguido de otro menor, la se

cuencia serd descendente.

Se asocia un signo + &6 - a cada n@mero de la secuen
cia, de la siguiente manera; si a un nmero le sigue otro ma
yor, se le asigna + y, sl el nGmero siguiente es menor se
le asigna - . Puesto que el Gltimo nlmero de cada secuen-
cia va seguido por un evento "nulo" no se le asigna ni +
ni -. Cada sucesi6n de signos "+" &6 "-" constituye una
racha, cuya longitud la determina el nGmero de signos igua-

les gque contiene.

Ejemplo: TOmese en consideracién la siguiente secuencia de
20 ntmeros de un s&lo digito: 3, 1, 2, 3, 6, 4, 5, 4, 1, 2,
6, 8, 9, 7, 5, 2, 3, 1, 5, 1. Se tiene entonces la siguien
te secuencia de signos: —+++—+--++++-——+-+-. Por tanto, -
la primera racha es descendente de longitud 1, la segunda -

es ascendente de longitud 3, y asi sucesivamente.

Una secuencia de ntmeros puede ser no aleatoria si se
tienen demasiadas o muy pocas rachas [Estas corresponden a

las dos colas en una distribucién normal est&ndar, de las
gue dado un cierto nivel de significacién, o , se puede con

cluir que si la probabilidad de una secuencia particular -



112

cae en cualguiera de las dos colas, dicha secuencia no se

puede considerar aleatoria].

Por ejemplo, considérense las siguientes secuencias:
Secuencia A: 28, 47, 49, 63, 77, 82, 87, 91, 96, 99
Secuencia B: 01, 61, 32, 94, 21, 78, 39, 42, 17, 34.

En la secuencia A, se tiene una sola racha ascendente,
y en la secuencia B se tienen nueve rachas cinco ascendentes
y cuatro descendentes. Se descartan estas secuencias como -
aleatorias ya gue no se puede esperar que los nlmeros verda-
deramente aleatorios aumenten continuamente, por otra parte
el otro extremo es también inaceptable, en el gue los nlGme-

ros aumentan, disminuyen, aumentan, disminuyen, etc...

Por lo tanto, se espera que el ntimero de rachas presen
tes en una secuencia de N nGmeros aleatorios, se encuentre
entre el nGmero médximo (N-1) y el nlmero minimo (1) de ra-

chas.

Sea C el ntGmero total de rachas en una secuencia. La

media y la varianza de C vienen dadas por:

2N - 1 - 2
By = =1y y(oy = 16N - 29

Para un valor de N suficientemente grante (N > 20) es
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posible aproximarse a la distribucién de C, mediante una -

distribucié6n normal con la media y la varianza dadas.

Como ya se senal6, se puede rechazar la hipStesis de
gue una secuencia de nGmeros es aleatoria, cuando haya un
nimero excesivo o demasiado bajo de rachas. Por lo gue se
requiere una prueba de dos colas para saber si se ha presen
tado alguna de esos casos. Usando como estadistica de la

prueba:

donde Z tiene una distribucién normal con media cero y va-

rianza la unidad. Z también puede escribirse como:
c - 2N ; 1
7 =
/16N - 29
90
Sea o el nivel de significancia y Zl_ (@/2) el nivel de

= O :
Z gque hace gque P{Z > Zl—kV2J = -~ , entonces si lz| > Z1—(a/2)
se rechaza la hip&tesis de aleatoriedad.
Ejemplo: Determfnese si los nGmeros, de rachas, gque apare-

cen en la siguiente secuencia son tales gue se pueda recha-

zar la hipbtesis de gue son aleatorios. Sea o = 0.05 (este
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valor es escogido arbitrariamente de acuerdo a las exigen-

cias del problema).

59, 12, 19, 05, 59, 58, 83, 18, 36, 00, 61, 47, 24, 41, 42,
98, 23, 67, 84, 43, 29, 71, 88, 74, 60, 10, 46, 23, 15, 11,
78, 31, 11, 91, 99, 57, 28, 18, 32, 21, 12, 95, 38, 76, 07,

96, 33, 63, 10, 05.

La secuencia de nimeros ascendentes y descendentes es

como sigue:

R Tk T e et e ot ST

Por consiguiente C = 33.

Puesto que N = 50, para la media y la varianza de C,
se tiene:

B(c) = 21 - 2 - 33

vic)y = 2 =29 - 7ML~ .57

7 C - E(QC) 33 - 33 _ 0.00

= 1.96 (Valor que se encuen

tra en Tablas para
la distribucidn nor

mal) .
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Puesto que ‘Z[ < ZO 975 DO se puede rechazar la alea-

toriedad de los ntmeros sobre la b se de esta prueba.

La prueba anterior no es del todo adecuada para evaluar
la aleatoriedad de una secuencia de nfimeros. En efecto, con

sidérese la siguiente secuencia de 50 ntmeros:

59, 52, 78, 61, 98, 54, 97, 84, 91, 60, 78, 71, 54, 55, 63,
68, 53, 82, 88, 63, 58, 67, 92, 90, 84, 42, 47, 10, 07, 00,
35, 21, 14, 41, 48, 33, 29, 08, 18, 10, 02, 41, 32, 33, 21,

48, 21, 29, 17, 11.

El an&lisis de rachas antes descrito, proporciona la -

siguiente secuencia:
-ttt -ttt ——F =~ —F—— |

Esta secuencia es idéntica a la que aparece en el ejem
plo anterior. Por consiguiente, el andlisis hecho induciré
a pensar que esos nlimeros son verdaderamente aleatorios. -
Sin embargo, esta aseveracidén no es muy clerta ya que los
primeros 25 nimeros caen por encima de la media (49.5) mien

tras que los 25 restantes caen por debajo de ella.

Una modificacién de la definicién de racha permitir& -
aplicar una variante del an&lisis de rachas descritoc ante-

riormente, para comprobar la propiedad recién descrita.
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Se distinguir&n para este fin las rachas, diciendo que
estdn pcr encima o por debajo de la media y, un signo + de

notard una observacibén por encima de la media y un signo -

denoctard una observacién por debajo de la media.

Ejemplo: Sea la siguiente secuencia: 9, 4, 5, 6, 1, 0, 6,

La media de dicha secuencia es: 4.5

Tiénese entonces la siguiente asignacifén de signos +

Y - =z
I S 2 T

en este caso se tienen: wuna racha de uno sobre la media, se
guida de una racha de uno bajo la media, seguida de una ra-
cha de dos sobre la media, y asi sucesivamente. Se tienen -
en total siete rachas por encima de la media y 7 por debajo

de ella.

Sean S y b el nimero de observaciones individuales so-
bre y bajo la media, respectivamente. Sea C el n@mero to-
tal de rachas. Para la prueba de rachas por encima y por de
bajo de la media, la media y la varianza de C estédn dadas -

por:

E(C) = 2sb 1 v(c) = 2sb (§Sb - 5 - b)
(s+b) (s+b-1)

s+b
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Para s 6 b suficientemente grande (> 20), C tiene una
distribucifn normal y la estadfstica de la prueba viene dada

por:

_C - E(Q)

Y V(C)

y se rechaza la hipdtesis de aleatoriedad si |Z| > 2. «a
siendo o el nivel de significancia.

Hasta ahora se ha centrado la atencif6n en el nfimero de
rachas gue aparecen .en una secuencia dada de nfmeros, sin te
ner en cuenta la longitud de esas rachas. Caso que se estu-

diar&d ahora.

Sea Ri el nimero de rachas de longitud 1 en una secuen

cia de N nGmeros, para el valor esperado de R, se tiene:

1

E(R.) = 2N [EJi [BJz

para rachas por encima y por debajo de la media y N grande.

2
(L + 3)!

3

I:N(i2+3j_+l) - (1 +3i2—i—4)}para i<N-2

y E(Ri) = l

para rachas ascendentes y descendentes.
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Utilizando la prueba "ji cuadrada", se puede comparar
el nimero observado de rachas de una longitud dada con el nd
mero esperado. Es decir, si Oi es el nmero observado de

rachas de longitud i, se tiene como estadistica de la prueba:

_ 2
2 % 0y - E(r]
=1 E(R;)

donde L=N para rachas por encima y por debajo de la media y

L = N-1 para rachas ascendentes y descendentes.

Y si X2 < X2

1. & entonces no se puede rechazar la hipé-

tesis de gue los nimeros dados no son aleatorios. Siendo a el

nivel de significacién y Xi—fi se encuentra en tablas.
2

PRUEBAS DE CORRELACION (O AUTOCORRELACION) .

Las pruebas de correlaci6én examinan la tendencia de los
nimeros a ir seguidos por otros ntmeros. Examinese la siguien

te secuencia:

.20, .96, .78, .18, .92, .90, .80, .02, .53, .05, .30, .70,

.59, .

9
9

[e0]

, .90, .03, .37, .86, .73, .06, .53, .25, .67, .78,
.33, 7,

.63, .25, .33, .72, .91, .00, .24, .64, .90, .08,

.33, .94, .33, .16, .45, .70, .18, .07.
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Obsérvese que a partir del segundo ntmero, cada sexto -
nimero siguiente varia en magnitud sucesivamente de muy gran-
de a muy pequeno. Este ejemplo manifiesta la propiedad que -

se investigaré§.

Supbngase gue se desea determinar si hay alguna relacitn

- es

entre los nlGmeros T, ¥

. r. r. r. ;
i+m’ “i+2m’ " Ti4Mm’ i+ (M+1)m’

decir, se desea investigar la amplitud de la autocorrelacidén -
entre cada m-€simo nfimero aleatorio, partiendo del i-ésimo.

Y suponiendo ademds que la distribucién de los nfimeros es uni-
forme e independiente, se tiene que la media y la varianza del

producto de dos ntmeros aleatorios son:

'_l

7

Titkn it (k+lmy 7Y V{ri+km "Tit(k+l)m) 144

E

Para analizar la correlacidén general para todos los pa-

res sucesivos de nUGmeros aleatorios, se usard la estadistica:

M
!
Pim = M + 1 kzo ’:ri+km ri+(]<+1)m]
Con media y varianza dadas por: E(pim) = % = 0.25
13M + 7

y Vloy) = Toam + 1)2

Para valores grandes de M, la distribucién de Pim €5 &

proximadamente normal, si las variables
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c ey ri+(M+l)m no estén correlacionadas. La esta

distica de la prueba para determinar la significancia de 1la

autocorrelaciébn para la secuencia propuesta de M + 1 nfime-

ros es:
, _ fim ~ Ein) _ Pim - 0.25
V(. ) V13M + 7
12 (M+1)

que tiene una distribucif6n normal con media cero y varianza

la unidad, bajo la suposici6én de independencia.

Puesto que 1o que interesa es la detecci6n de los valo-
res grandes y pequenos de pim’ se requiere una prueba de dos
colas. Por consiguiente, se rechaza la hipétesis de la inde
pendencia si: |Z| > Z)_(as2) donde a, es el nivel de sig-

nificancia de la prueba.

Ejemplo: Determinese si el 20., 70., 120., 1l70., 220. nGme-

ro aleatorio de la siguiente secuencia, est&n autorrelaciona

dos. a = 0.10

0.13, .91, .11, .02, .65, .33, .86, .63, .05, .25, .28, .80,
.82, .10, .78, .88, .76, .29, .20, .66, .17, .71, .45, .40,

.35

Puesto gue interesa el grado de autocorrelacién de cada

quinto nGmero a partir del segundo, se tiene:
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> 05 = 7 kio (Topsk) (Faus (ke1))
b, =3 [(0.91) (0.86) + (0.86) (0.80) + (0.80) (0.76)+(0.76) (0.71]
= 0.6546
v oo, " B = 0aa
, _ 0.6546 - 0.25 _ . ..

0.141
Y en tablas se encuentra que ZO 95 = 1.645

Y se tiene entonces que |Z| > Zy g5 s POr lo que debe -
rechazarse la hipdtesis de que los ntimeros analizados no estén
autorrelacionados significativamente (es decir, gue los nlme-

ros si est&n correlacionados).

El estudio precedente concentra la atencién en el andli
sis de un cierto conjunto de nlmeros dentro de la secuencia

total de N ndmeros.

Un andlisis més generalizado consiste en examinar la au-

tocorrelaci6n para cada secuencia del tipo

Y., r. ’ Para obtener esa prueba de-

r. .. .
i i+m i+2m’ ! r1+(M+l)m
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finase:

i+m

Para N grande en relacién a m, Om tiene aproximadamente
una distribucién normal con media y varianza dadas por:

138 - 19m
144(N - m)?

E(pm) = 0.25 v V(pm) =
Ejemplo: Determinese la significancia de la autocorrelacién
para cada décimo nfimero en la secuencia de nfimeros gue se di6

en el ejemplo anterior.

1
i Titm T I3 .z Ti - Tis1o Y2 due

= ¢ [(0.13)(0.28) + (0.91) (0.80)+
(0.11) (0.82) + (0.02) (0.10)+
(0.65) (0.78) + (0.33) (0.88)+
(0.86) (0.76) + (0.63) (0.29)+
(0.05) (0.20) + (0.25) (0.66)+
(0.28) (0.17) + (0.80) (0.71)+
(0.82) (0.45) + (0.10) (0.40)+

(0.78) (0.35) ]

il

0.264
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_ V/13(25) - 190 _
= s = 0.065

(0]
P10
Y al utilizar Z como estadistica de la prueba se tiene:

0.264 - 0.25
z = 0.065 = 0.215

Como antes, es apropiada la prueba de dos colas y como

2y g5 = 1.645 se tiene que |Z]| < Zy g5 Y no es posible re

chazar la hip&tesis de gue los datos tal y como se analiza-

ron, no esté&n autocorrelacionados.

Aparentemente, los resultados se contradicen en los -
dos ejemplos mostrados. Lo cual podria plantear dudas so-
bre la propiedad relativa de las dos pruebas analizadas.
[Es decir, c¢deberfia haberse analizado separadamente o en -
grupo cada una de las 15 secuencias posibles de
ri, ri+lO’ etc...?]. A continuacifn se menciona 1la dificui

tad que aparece cuando se aplican pruebas mGltiples sobre -

el mismo conjunto de datos.

Supbéngase que se ha analizado cada una de las 15 se -

cuencias posibles de r.,

ir Ti4107--7 utilizando un a = 0.10.

Adem&s, supbngase que, de hecho, no hay autocorrelacién en-

tre cada una de esas secuencias.
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La probabilidad de que se llegue a la conclusiln correc
ta de falta de una autocorrelacién significativa, en cual -
quier prueba simple, es de 0.90 [ya que a = 0.10, es precisa
mente la probabilidad de rechazar la "hip6tesis nula", sien-
do cierta. En este caso la hip6tesis nula es, que las secuen

cias no esté&n correlacionadas].

La probabilidad de que se llegue a esa misma conclusién
en las 15 pruebas es de (0.90)15 = 0.20589113 = 0.2. Dicho -
de otra manera, la probabilidad de gue se encuentre una auto-
correlacién significativa en una o m&s secuencias es de apro-

ximadamente el 80%.

Por lo tanto, la contradicci®n observada en ambos ejem-

plos anteriores no es completamente inesperada.

Existen otro tipo de pruebas en las que se estudian las
propiedades relacionadas con los dfgitos individuales que con
tiene un determinado nfimero. Por ejemplo, los nlmeros gue si
guen se considerarfan aleatorios sobre la base de todas las -

pruebas que se han visto:

0.599, .122, .199, .055, .599, .588, .833, .188, .366, .000,
.611, .477, .244, .411, .422, .988, .233, .677, .844, .433,

.299, .711, .888, .744, .600
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Sin embargo, un simple vistazo a la secuencia indica -
que el tercer digito en cada nfimero no es de ninguna manera

aleatorio.

Tres pruebas encargadas de revisar esta propiedad son:

a) La Prueba de Huecos.

b} La Prueba de P&guer.

c) La Prueba de Yule.

PRUEBA DE HUECOS.

Esta prueba se utiliza para determinar la significancia
de los intervalos entre la repeticién de cierto digito. Si
el digito k wva seguiro por x digitos distintos de k,
antes que vuelva a aparecer k, se dice gue existe un hueco

de tamano x. Si k aparece N veces habrd N-1 huecos.

En una secuencia de N ntGmeros de los cuales r son -

distintos entre si, se tendr& un total de N -r huecos.

Si se tiene una secuencia de N nGmeros de un digito
cada uno, la probabilidad para cualgquier digito dado k, de
gque vaya seguido por x digitos distintos de Kk, antes que

vuelva a aparecer k, estd dada por:
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P(x/k) P (k vaya seguido de exactamente x digitos dis-

tintos de k)

(0.9)% (0.1) , x=20, 1, 2, ...

para una secuencia dada de digitos se anota el nlmero de ve-
ces que aparecen huecos de longitudes 0, 1, 2,... Luego se
compara la frecuencia acumulativa relativa observada con la
frecuencia acumulativa tefrica, y mediante la prueba de Kolmo
gorov-Smirnov se concluye sobre la aleatoriedad de los ntmeros

de la secuencia.

La distincifén de frecuencias acumulativas teSricas, pa

ra este caso, viene dada por:

(0.1) (0.9)" = 1 - (0.9)*"1L

B!
s
I
I 1

PRUEBA DE POQUER.

Esta prueba se utiliza para analizar la frecuencia con
gque se repiten los dfgitos en ntmeros aleatorios individua-
les. Por ejemplo, si se tiene una secuencia de nlmeros de
cinco digitos cada uno, interesard examinar la frecuencia con

gue ocurre lo siguiente (en cada nlmero):
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1. Los cinco digitos son diferentes.

2. Hay exactamente un par (un digito repetido exacta-

mente una vez en un ntmero aleatorio).
3. Hay dos pares diferentes.
4. Tres digitos iguales (trio).
5. Tres digitos iguales mds un par (Full).
6. Cuatro digitos iguales (P&quer).
7. Cinco difigitos iguales (Poquerin).

Para aplicar la prueba del P6quer, se escoge primeramen
te un nivel de significancia, a, y se enumeran todas las com
binaciones diferentes que indican el grado de repeticidén de -

los digitos.

A continuacién, se calculan las probabilidades de apari
ci6n de cada una de esas combinaciones. Luego, se examina la
frecuenclia con que se presenta cada combinaci6n en la secuen-
cia de nGmeros estudiados. Se compara posteriormente la fre-
cuencia observada con que aparece cada combinacién con la fre
cuencia esperada, mediante la aplicacién de la prueba Jji cua

drada.
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PRUEBA DE YULE.

Esta prueba involucra la suma de los digitos gue apare-

cen en cada nfimero de la secuencia, de la siguiente manera:

Sea r un nGmero de cuatro dfgitos (r es una variable
aleatoria), de tal forma que cada uno de los cuatro digitos
esté distribuido uniformemente sobre el intervalo 0 a 9. -

Sea r. el i-ésimo digito de r entonces

Definase Y como la suma de los cuatro digitos de
4
r : Y = z r. . La funcién de probabilidad de Y, PY(y),

estd dada por:

4
(y + 3). 1 . -
EG [To} Py =010 9
vy sy - (1) " 10
K y-10)'3¢| |To] ' ¥ ot eees 20,

P (y) = {

Y (39 - y) ! (29 - y)! 114 _
U BT EEEN [TﬁJ Py =19, 20, ..., 26,
(39 - v) 14, y-= 27, 28 36
(36 - y) ' 3¢ |10] SEATERERRAR
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Si se tienen N nGmeros aleatorios, de los gue cada nG-
mero se compone de cuatro digitos y si los ntmeros aleato-
rios esté&n uniformemente distribuidos sobre el intervalo de
0 a 9999, entonces el nlmero esperado de veces gue se presen-

taréd la suma "y" estd dado por N.PY(y).

La funcién de la Prueba Yule es determinar si el nGmero
esperado de veces qgue se produce la suma y es significativa

mente diferente de N.PY(y).

Sean E(y) = el ntmero esperado de veces gue aparece la
suma y
= N.PY(y) , y=20,1, 2, ..., 36.
Yy O(y) = el ntmero observado de veces gue aparece la

suma y.

Si los ntGmeros estln uniformemente distribuidos sobre el
intervalo de 0 a 9999, la cantidad T estard distribuida co-

mo x2 con 36 grados de libertad:

_ 3 o) - BEwn?
T= 1 B (y)
y=0 Y
Si T > xi (36), entonces debe llegarse a la conclusién de
-

gque los dfgitos no aparecen aleatoriamente dentro de los ntGme

ros aleatorios generados.
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CONSIDERACION SOBRE EL NIVEL DE SIGNIFICANCIA (o).

Recuérdese que 0 es la probabilidad de rechazar la hipé

tesis nula siendo cierta.

Si se tuviera que aplicar n pruebas diferentes a una
serie de nfimeros y el nivel de significancia para cada prue-
ba tuviera que ser ¢; entonces el nivel compuesto de signifi

cancia, Qs estd dado por:

_ _ _ n
aT =1 (1 a)

O sea, si la hipbtesis nula para cada prueba es realmen
te verdadera la probabilidad de que se rechace una o mds de
esas hip6tesis est& dada por Olrp - Por ende, para un G da

do, el error o para cada una de las pruebas individuales es-

t& dado por:
= - - 1/n
o 1 (1 aT)

Por ejemplo, si se tienen que aplicar cinco pruebas di-
ferentes a una serie de ntmeros aleatorios de modo que la -
probabilidad de rechazo incorrecto en una o m&s pruebas, -

(aT), sea de 0.05, el error o para cada prueba seré:

0.2
o =1 - (0.95) = 0.01
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3.2.4 GENERACION DE VALORES DE LAS DISTRIBUCIONES DE PROBA

BILIDAD USANDO UNA COMPUTADORA,

El objetivo principal de este tema, es el de proveer un
conjunto de técnicas especificas para generar coOn una compu-
tadora valores de las variables aleatorias a partir de las -
distribuciones de probabilidad m&s conocidas y que ya han si

do presentadas en este capitulo.

Antes de detallar la forma en gue se generardn por medio
de la computadora estos valores, se dard una breve explica -
cién de los procedimientos matem&ticos que cimentan estas -

técnicas.

Se tienen dos métodos bdsicos para generar los valores
de variables aleatorias a partir de las distribuciones de -

probabilidad:
a) El método de la transformacién inversa.
b) El1 método de rechazo.

EL METODO DE LA TRANSFORMACION INVERSA.

Si se desea generar los valores X: de las variables a-
leatorias a partir de cierta estadistica de poblacidén cuya

funcién de densidad de probabilidad (fdp) esté dada por -
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f(x), se debe en primer lugar obtener la funcibn de distri-
bucién acumulativa (fda) dada por F(x) (Que para el caso -

continuo viene dada como

F(x) = P(X < x) = [Xf(t)dt con 0 < F(x) < 1).
) = =
Puesto gue F(x) se define sobre el intervalo de 0 a 1
(Rango de F(x)), se pueden generar nGmeros aleatorios dis-
tribuidos uniformemente y ademds hacer F(x) = r , lo que -
permite Aeterminar univocamente a x. Se sigue entonces -
gue para cualguier valor particular de r, por ejemplo r,, -
siempre es posible encontrar un valor de xX; en este Caso X4,
gue corresponde a r, aplicando la funcién inversa de F, si

es conocida. Es decir,

Donde F_l(x) es la transformaci6tn inversa de r sobre el
intervalo unitario en el dominio de x. Si se generan n(me-
ros aleatorios correspondientes a una F(x) dada, este método

se puede resumir como sigue:

X
r = F(x) = J f(t)dt (1)

1

Entonces P(X < x) = F(x) = P(r < F(x)) = P(F ~(r) < x)

Y consecuentemente P—l(r) es una variable que tiene a £ (x)

como fdp.
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Este criterio eguivale a resolver la ecuacif6n (1), en

términos de r.

Ejemplo: Genérense los valores x de variables aleatorias

con una funcién de densidad f(x) = 2x , 0 < x < 1.

De la ecuacib6n (1) resulta que

r = F(x) = J 2t dt , 0 < x < 1.
e}
2
r = x .
Tomando la transformacién inversa F_l(r) (es decir, re-
solviendo para x) se tiene:
-1 _ —
x =F "(r) = Vr , 0<r1r <1,
Por lo tanto, los valores de x con fdp f(x) = 2x se

pueden generar al determinar la rafiz cuadrada de los ntmeros

aleatorios r.
EL METODO DE RECHAZO.

Si f(x) es una funcién acotada y x tiene ademds un -
Dominio finito, como a <X < b, entonces se puede utilizar
la técnica de rechazos para generar los valores de variables
aleatorias. La aplicaci6én de esta técnica requiere gue se

realicen las siguientes etapas:
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Normalizar el rango de f mediante un factor de escala

C, tal que:

c.f(x) < 1 ; a < x < b.

Definir x como una funcién lineal de r, es decir,

X = a + (b-a)r.
Generar parejas de nlmeros aleatorios (r

1 r2).

Se aceptarédn Gnicamente las parejas que satisfagan la re

lacidén

r, < c.f[} + (b—a)rlj.

y se utilizard x = a + (b—a)rl como el valor generado

de la variable aleatoria.

Esta técnica se apoya en el hecho que
Iﬂ}'f_c.f(x)] = C.f (%)

En conclusi6n, si se elige x al azar dentro del inter

[a,b] , se acepta de acuerdo con la ecuaci6n dada en -

el numeral 2, pero se rechaza en el caso de que r > c.f(x).

La fdp de los valores x aceptados deber& ser f(x).

Ejemplo: ~Utilice el método de rechazo para generar valores -
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de x de las variables aleatorias con una fdp

f(x) = 2x , 0 < x < 1.

Puesto que x ha sido definida sobre el intervalo unita

rio, a=0 y b=1 y se tendrd en x = a +(-aJr que x=r.

Pero f(r) = 2r, estd definida en el intervalo

0 < £(r) < 2.

Entonces, hay que normalizar, haciendo: g(r) = L% fr)

Longrando asi, pasar a f(r) al intervalo unitario y ob

teniendo que g(r) = r.
El método de rechazo consta de los siguientes pasos:

1. Generar ry vy calcular g(rl).

2. Generar r, Y compararlo con g(rl).

3. Si r, < g(rl), se acepta a r, tomd&ndolo como una X de
£(x);
Si rs > g(rl), se rechaza a r, y se vuelve a empezar por

el paso 1.

4. Este proceso se repite hasta haber generado n valores de Xx.

Se representard a continuacién un diagrama de flujo y -

un programa FORTRAN para generar valores de las variables -
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aleatorias mediante una computadora digital, tratando en pri-

mer lugar las distribuciones continuas y luego las discretas.

Las proposiciones FORTRAN se presentar&n como subruti
nas (SUBROUTINE) y suponen la existencia de un programa prin-
cipal de simulacién, el cual llama a las apropiadas subruti-

nas mediante la proposicidén CALL.

A fin de evitar complicaciones notacicnales al escribir
subrutinas FORTRAN que contenga otras subrutinas, se esta-
blecerd que los ntmeros aleatorios est&n generados por una -
funcibn propia del compilador y disponible en un programa al
macenado y previamente programado (programa de biblioteca).
Esta funci6n se denota por RND y se supone programada de a-
cuerdo a uno de los métodos de generacidén de ntGmeros aleato-

rios ya vistos.

A fin de evitar confusiones con las variables FORTRAN
que llevan subfindice, se utilizan los simbolos EX vy VX para
indicar, respectivamente, la media (o valor esperado) y la va

rianza de X, en lugar de E(X) y V(X).
DISTRIBUCIONES CONTINUAS DE PROBABILIDAD.
LA DISTRIBUCION UNIFORME. (UNIFRM) .

Matemdticamente la fdp para la distribucién uniforme se
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define como:

5%5 , a < x < b
f(x) =

0 , fuera del intervaloc (a,b).

Para generar la distribucién uniforme sobre cierto in-
tervalo conocido (a,b) se deberd en primer lugar obtener la

transformacién inversa para la fda, asi:

La fda F(x), para una variable aleatoria X, distribui-
da uniformemente viene dada por:
X
F(x)=Jb_Ladt=ﬂ , 0 < F(x) <1
a
Por lo tanto, de acuerdo con el método de la transforma

ci6n inversa, se tiene: x = a+ (b-a)r , 0 < r < 1.

La siguiente figura presenta un diagrama de flujo, aso-
ciado a la l6gica gue debe emplearse al simular una distribu-

cibn uniforme para un intervalo dado (a,b).
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Programa
Principal
CATLL
(*) UNIFRM (A,B,X)
i La subrutina para esta ge
SUBROUTTNE P
nera :
UMIFRM (2,B,%) racidén viene dada por
La varia
ble R es GENERAR R
una varia
ble global i
SUBROUTINE UNIFRM (A, B, X)
(**) X=A+ (B-A) *R
¢ R = RND(R)
X=A+ (B -A) xR
Programa
Principal
(*) Forma parte del programa vprincipal UNIFRM: Nombre de la -
subrutina. A y B: representan los paré&metros a y b res-
pectivamente.
(**) FEl1 valor x se genera por medio de la subrutina y se regresa

al programa principal con la instruccién RETURN.

X: Representa la variable aleatoria uniforme.
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La segunda proposicién de esta subrutina es una funciédn
predefinida (de biblioteca) cuyo efecto es el de asignar a la
variable R un ntGmero aleatorio generado por la funcidén RND;
cada vez gue se'llama la subrutina se genera un nuevo valor -

para R.
NOTA:

El nombre de la subrutina consta de seis caracteres, gque es -
la longitud usual de los nombres de las variables, aungque al-
gunos compiladores aceptan hasta un méximo de 15 caracteres -

como el de la HP-3000.
LA DISTRIBUCION EXPONENCIAL. (EXPENT) .

Se dice gque una variable aleatoria X tiene una distri

bucidén exponencial, si se puede definir su fdp como:

f(x) = a.exp(-ox) con a>0 y x>0.

donde o es el paré&metro.

La fda de X estd dada por:

X
F(x) = [ a exp(-at)dt = 1 - exp(-gx) VY
o
. “ 1
la media se puede expresar como: EX = J x o exp(-ax)dx = ol

e}

L

Luego el parfmetro ¢ se puede expresar como o = X
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Puesto que F(x) existe explicitamente, la técnica de la
transformacién inversa permite desarrollar mé&étodos directos -

para la generaci6n de valores para la variable aleatoria X.

Por lo tanto sea r = exp(-ax) => x = - % In(r)
=> x = - EX 1ln{(r)

Existen funciones predefinidas, para la funcién logarit-
mo natural y exponencial las cuales estan denotadas por LOG y

EXP respectivamente.

Por consiguiente, para cada valor del nfimero aleatorio

r, se determina un Gnico valor para x dado por: X = - EX x LOG(r).

Los valores de x toman magnitudes no negativas debido a
que LOG(r) < 0 para 0 < r < 1, y ademds se ajustan a la fdp
de la variable aleatoria que se comporta exponencialmente, con

un valor esperado EX.

Diagrama de flujo para la generacién de valores de varia
bles aleatorias gque se comportan exponenclialmente (o gque tie-

nen una distribucién exponencial):
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Programa
Principal
—
CALL
EXPENT (EX,X)

4} Y la subrutina para di
SUBROUTTINE cha generacién viene -
EXPENT (FX,X) dada por:

GENERAR R
l SUBROUTINE EXPENT (EX, X)
R = RND (R)
= - X ¥ I0G(R) X = - EX % LOG (R)
¢ RETURN
RETURN

Programa
Principal



142

Conviene aclarar que en una computadora digital, el -
cdlculo del logaritmo natural involucra una expansifén en -
serie de potencias (o una técnica equivalente de aproxima-
cién) para cada valor de la variable aleatoria que se deba
generar; sin embargo, el método expuesto conserva una lige
ra diferencia en rapidez con respecto a otros métodos uti-

lizados para el mismo propédsito.

LA DISTRIBUCION GAMMA.

La funcién Gamma puede ser descrita por la siguiente

fdp:

con paré@metros o« > 0 y k > 0, tomando x > 0.

La media y la varianza de esta distribucifén se expre

san por:

_k _ k
EX = &" y VX = —2
(64
2
B _ EX _ (EX)
= o = 3% y X = 3%

Debido a que para una distribucién gamma no es puede
formular explicitamente una funcién de distribucién acumu

lativa, debe considerarse un método alternativo para gene
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rar valores de variable aleatoria con distribucién gamma.

T6mese la suma de los k valores de variable aleatg

ria con distribucifn exponencial Xl’ Xor «-ep X CUYO =
. . 1
valor esperado es el mismo e igual a 5 - Entonces el va

lor x de la variable aleatoria se puede expresar COmMO:

k k
x = )Y x, = - % ) LOG(r;). Y para efectos del
= i=1

c&lculo en el computador se substituye por:

P

Il

|
R

LOG

==
H

En el siguiente diagrama de flujo, para generar valo-
res de variable aleatoria con distribucién gamma, se utili

zan A y K para denotar oo y k, respectivamente.



Programa

Principal

CALL
caMma  (X,A,X)

!

SUBROUTINE
GAMMA (K, A,X)

TR + 1.0

Programa
Principal
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Y la subrutina FORTRAN en
la gque K toma finicamente
valores enteros viene da-

da por:

SUBROUTINE GAMMA (K, A, X)

TR = 1.0

DO 5I =1, K

R = RND(R)

TR = - LOG(TR) /A

RETURN
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1A DISTRIBUCION NORMAL, (NORMAL)

Un método para generar valores de una variable aleato-
ria distribuidos en forma normal es el del lfimite central, -
que est& basado en el teorema del 1limite central, el cual -

postula lo siguiente:

La distribucidén de probabilidad de la suma de N valores
de variable aleatoria X independientes pero idénticamente -
distribuidos con medias respectivas ui Yy varianzas oi , se -
aproxima asint6ticamente a una distribucidén normal, a medida
que el valor de N aumenta y, que dicha distribucién tiene como

media y varianza respectivamente, a:

Se presentan a continuacién algunos conceptos sobre la

distribuci®dn normal.

Si la variable aleatoria X tiene una fdp dada por:

2
f(x) = = exp [— i} [5—:—£} , — ® < X < o

entonces X tiene una distribucidén normal con pardmetros u y O.

Y la media y la varianza vienen dadas por: EX = py VX =0
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La fda de X no existe en forma explicita. Por otra -
parte, si los parédmetros tienen los valores u =0 y o =1
la distribucién se llama normal estédndar y la fdp viene dada

por:

£(z) = 2 exp[—%z2] , me<z<w
V2Tl

Y cualgquier distribucién normal puede estandarizarse me

diante la sustitucidn

A fin de simular una distribucién normal con media u y
. 2 . . .
varianza ¢° conocidas, se presenta la siguiente interpreta -

ci6bn del teorema del limite central:

Si r Tor «eer Iy representan variables aleatorias in

ll
dependientes, cada una de las cuales posee la misma distribu-

cibn de probabilidad caracterizada por E(rl) =0y V(ri) = 02,

entonces

=
un
3
o
jo)]
A
A
o
i
o
Qs
N

donde:
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N
NG = E .z r.
\1=l
N
No =V z r.
. i
(1=1 -
N
z ri - N6
7 = i=1
o VN

[ En estas expresiones se ha usado la escritura usual pa

ra la media y la varianza, es decir, E(X) y V(X) ]

Tanto de la definicidén de la distribuci®én normal estén-
dar como de la ecuacién (1), se sigue gque Z es un valor de va

riable aleatoria con distribuci®n normal esté&ndar.

El procedimiento para simular valores normales requiere

el uso de la suma de K valores de variable aleatoria distri-

buideos uniformemente en el intervalo (a = 0 , b = 1); es de-
cir, la suma de r,, o, ..., ¥, , con cada r. definida en -
1 2 k i
el intervalo 0 < r, < 1. Se encuentra entonces que:
g . a+tb _ 0+1_ 1
- 2 2 2
G = b-a _ 1
V12 V12
K
] r, -3
, - i=1 * (2)
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Pero, por definicibén, Z es un valor de variable aleato-
ria con distribuci6én normal esté&ndar que se puede escribir en
la forma sugerida por la ecuacién (1), donde x es un valor
de variable aleatoria distribuido forma normal gue se va a si

. . 2 .
mular, con media p y varianza ¢ . Igualando las ecuaciones -

(1) vy (2) se obtiene:

= ;, ¥ resolviendo para x, se

tiene:

12)% K
X =0 [——]2 Y or. - A I
X .
l=

Por lo tanto, con esta Gltima ecuacidén se puede generar
valores de variable aleatoria normalmente distribuidos cuya -
media sea igual a p y varianza 02; para lo cual bastard con
sumar K nGmeros aleatorios distribuidos en el intervalo de -
0 a l, y sustituir el valor de esta suma junto con los valo-
res de py y o en la ecuacién anterior. Con un valor de K = 12
se logra cierta ventaja computacional, aungue para mayor pre-
cisibén podria usarse K = 24, teniendo en cuenta que el tiempo

de mdguina también aumenta al aumentar K.



Programa
Principal

CALL
NORMAL (EX,STDX,X)

!

SUBROUTINE
NORMAL, (EX,STDX,X)

X « STDX * (SUM-6.0) + EX

!

RETURN

Programa
Principal

Diagrama de Flujo para la
generacién de valores de
variable aleatoria con dis

tribucién normal. (K = 12).

En la subrutina se usa 1la

siguliente notacién:

EX =1
STDX = o©
SUM = IR

La subrutina viene dada por:

SUBROUTINE NORMAL (EX, STDX, X)
SUM = 0.0

DO 5 I = 1,12

R = RND(R)

SUM = SUM + R

X = STDX * (SUM - 6.0) + EX

RETURN
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DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE PROBABILIDAD.
LA DISTRIBUCION BINOMIAL: (BINOM)

La distribucién Binomial proporciona la probabilidad de
que un evento o acontecimiento tenga lugar x veces en un con-
junto de n ensayos, donde la probabilidad de éxito, en cada -
ensayo, estf dada por p. La funcién de probabilidad para es-
ta distribucién se expresa como:

n
f(x) = pX q donde x se toma como un entero -

X

finito entre 0, 1, ..., n y al que se le asocia el valor

g = (1 - p). La media y la varianza de la variable binomial
X son:
EX =np ; VX = npq.
EX - VX (EX)2
=> p = —Ex Yy n ='ﬁ§@V§T , con EX vy VX conocidas.

La distribucién normal proporciona una buena aproxima-
cién para la distribucién binomial, para n grande. Puesto
que con la distribucién normal resulta posible manipular va-
lores negativos, los cuales no interesan, deber§ ser despre-
ciablemente pequena la probabilidad de registrar observacio-
nes negativas. En la préctica esto significa que el valor -

esperado deberd ser por lo menos tres veces mayor que la des
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viaci6én esténdar, es decir:
np > 3 (npq)l/2 => n > 9q/p

Los valores de variable aleatoria con distribucién bino
mial, en el caso gque n sea moderado, se pueden generar me-
diante la reproduccién de ensayos de Bernoulli siguiendo el -
método de rechazos. Este método empieza con valores conocidos
de p y n y consiste en generar n nfimeros aleatorios des-
pués de fijar x, = 0. Para cada nGmero aleatorio r; (1<i<n)
se efectlla una prueba y la variable X, se incrementa de acuer

do con el siguiente criterio:
X, = X, +1 s1 1, < ; X, = X, si r. > p.
i i-1 i 2P X P

Después de haber generado n n(meros aleatorios, el va
lor X, ser& igual al valor de la variable aleatoria con dis-
tribucién binomial x. Este proceso se puede repetir tantas

veces como valores binomiales se reguieran.



152

Programa Diagrama de flujo para la

Principal
generaci6én de valores de va

CAIL riable aleatoria con distri
BINOM (N,P,X)

}

bucidén binomial.

SUBROUTINE b . TRAN
BINOM (N, P, X) Subrutina FORTRAN para gene
¢ rar valores de variable a-
X <« 0.0 leatoria con distribucién -

binomial.

SUBROUTINE BINOM (N, P, X)

X=20.0

DO = RND(R)

IF (R - P) 6, 6, 7

6 X =X + 1.0
7 CONTINUE

RETURN

Programa
Principal
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LA DISTRIBUCION GEOMETRICA. (GEOMET)

Los valores de variable aleatoria gue se generan al con
tar el nGmero de fracasos en una sucesién de ensayos de Bernou
11i antes de que ocurra el primer éxito, son valores de varia
ble aleatoria que se ajustan a una distribucibén geométrica; -
la cual gueda descrita por la siguiente funcifén de probabili-

dad:

f(x) = pg- , x=0, 1, 2,..., con pardmetro p.

vy la fda estd definida por:

X
F(x) = ) pgq , X=0,1, 2, ..., X.

Puesto que por definicibn se tiene gque F(x) = P(X < Xx),

y como P(X =0) = F(0) = p, el rango de F(x) es p < F(x) <« 1.

Por otra parte P(X » x)=1 - F(x) = P(X>0) = g, y ademids

+
1 - F(x) = qx l. La Esperanza y la varianza de la variable

con distribucién geométrica estdn dados por:

EX =

T

N
<
>
I
|

Il
|

El parametro p, se puede encontrar en funcién de la ex-—

peranza Ccomo:

P = 777X
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Para generar valores de una variable aleatoria con dis
tribucién geométrica se emplea la técnica de la transforma -

cién inversa y la ecuacién

+1 - . .
1 - F(x) = qX . Como el rango de 1-Fix) es unitario, -
resulta gue r = qX con 1 = 1—:agi§l y en consecuencia:
_ LOG(r) .
X = oG (q) donde x siempre se re

dondea al entero prdéximo menor.

El diagrama de flujo y la subrutina FORTRAN para esta -
distribucidén se especifican a continuacién, donde Q es la pro

babilidad fija dada para los fracasos.



Diagrama de flujo para ge~-

Programa

Principal .
nerar valores de variable

aleatoria con distribucién
CALL
CEOMET (Q,X) geométrica.
SUBROUTINE
GEOMET (Q,X) Subrutina FORTRAN para la
i generacibén de valores de -
OR + LOG(Q) variable aleatoria con dis
i tribucién geométrica:
|
GENERAR R SUBROUTINE GEOMET (Q, X)
l OR = LOG(Q)
TR <+ R R = RND(R)
v TR = R
X + INT[LOG(TR) /OR] X = INT (LOG (TR)/QR)
‘ RETURN
RETURN

Programa
Principal
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LA DISTRIBUCION DE POISSON (POISON).

Una variable aleatoria X tiene una distribucién de Poi

sson con parametro A , si su fdp est& dada por:

f(x) = exp(-x)

son x =20, 1, 2,... vy Ax > 0.

Para simular una distribucién de Poisson con pardmetro A,
se puede usar la conocida relacién entre las distribuciones ex-
ponenciales y las de Poisson en la que se afirma gque la probabi

lidad de gue ocurran x eventos en el tiempo t viene dada por:

X
f(x) = exp(-At) 1%21— ; para todo x y para todo t.

En particular, el nGmero de eventos x que ocurren durante un
tiempo unitario seguirén una distribucién de Poisson, con espe

ranza A.

Un método para generar valores de variable aleatoria con
distribucién de Poisson deber& considerar la generacién de in-
tervalos de tiempo tl’ t2, ... distribuidos en forma exponen -
cial con valor esperado igual a 1; acumul&dndolos hasta gue su

suma exceda al valor de A.

En términos matematicos, el valor Poissoniano se deter-

mina haciendo uso de la desigualdad:

¥+1
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donde los valores de la variable aleatoria ti se generan
por medio de la f&rmula: ti = - LOG(ri) con una media uni

taria.

Sin embargo, un método m&s ra&pido para generar los va-
lores Poissonianos x es el que consiste en reformular la ine

cuacién anterior como sigue:

Il =X

ri > exp(-A) > I r

Representando a » por P se obtiene la siguiente sub-
rutina FORTRAN para generar valores de variable aleatoria -

con distribucién de Poisson:

SUBROUTINE POISON (P,X)

X = 0.0
B = EXP(-P)
TR = 1.0

5 R = RND(R)

TR = TR x R

IF (TR - B) 10, 8, 8
8 X =X+ 1.0

Gg T@ 5

10 RETURN.
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A continuacifén se presentan programas que generan va
lores de diferentes distribuciones de probabilidad y los

resultados obtenidos.
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Para mostrar una aplicacién de la generacién de nfime-
ros aleatorios, utilizando la funcién generadora de la com
putadora; considérese el problema de encontrar el valor de
T (aproximado), através del método de la aguja de Buffon,

simulando los lanzamientos de la aguja en la computadora.

En general, el método establece que si se tiene un con
junto de lineas paralelas coplanares separadas entre si por
una distancia D, y una aguja de longitud L {(con D > L), es
lanzada al azar sobre la superficie gue contiene a las para
lelas, entonces la probabilidad de que la aguja corte a una

2L

cualquiera de las paralelas es: P = D

Este resultado se justifica mediante el sigquiente ané&-
lisis: Si un extremo de la aguja cae a una distancia -
b (b < L) de cualquier paralela, la probabilidad de que la
aguja corte a una paralela es la misma en todos los casos.

(Ver Figura 1).

b
b @ b
—® e—
b
¢ b
. b
e—
b
b
[ b b
—e 0

FIGURA 1. (b < L).
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Por lo anterior, la cuesti6n se simplifica si se discu
te la probabilidad en los puntos del segmento OA de longitud

D/2, comprendido entre el punto medio entre dos paralelas -

consecutivas y una de ellas. (Ver Figura 2).
D
O e —8 A
Py )
FIGURA 2. (OA = D/2)

En general, deben considerarse dos casos:
. D
Caso I : si 0 < L < 5

Caso II: si < L < D

IS e

Se estudiard Gnicamente el caso I; existen dos varia
bles independientes B y @, donde B representa al punto
sobre el segmento OA (Ver Figura 3) ocupado por un ex -
tremo de la aguja y 0O el &ngulo gue forman la aguja con el

segmento (0B.
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Ademés, B es una variable uniforme en [b, % ] -
ya que en todo el segmento OA ningln punto tiene preferen

cia sobre otro, es decir, el extremo de la aguja puede ocu-

par indistintamente cualquier punto del segmento OA de lon

gitud % . Y O también es una variable independiente en.-
[0,T]. (Ver Figura 3).
/—’\\\
b ~
/ AN
L
/ \
/ \
/ ; -
! O ° > X
\ >/ s }
\ . /
\ /
N /
N S
\\ //
FIGURA 3.

En virtud de la simetria se puede considerar gue (O es-

td variando indistintamente entre 0 y T radianes.

Considerando gue el segmento OA se encuentra sobre -
el eje real x y gue O coincide con el origen de coorde-

nadas se puede escribir la fdp de B como:
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. D
m,sloibi‘j

fB(b) =

] 0 , si b estd en otro lugar

La fdp de © vendria dada por:

=N

, s1 0 < 6 < I

£.(08) =

@(
0 , para cualqguier otro 9.

De la figura 3 se observa que 0 se puede escribir en
funcién de b y L, de la siguiente manera:

6 = Arc Cos [%] (del tri&ngulo BOC).

Y ademéds, de la misma figura se deduce gque la aguja -
cortard a la paralela Gnicamente si las siguientes condi -

ciones se cumplen simultdneamente:

a) 0 < 6 < arc cos

b) 0 < b < L

Entonces la probabilidad de que la aguja corte a la pa
ralela se puede establecer en términos de la funcién de den
sidad de probabilidad conjunta de la variable bidimensional

{B, 9), la cual vendrd dada por:



Asi,

P

P {corte}

5|

5|~

2L

D
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L 6=arc cos {f]
2
i) d 6 db
6=0
_ b
b=L arc cos {f]
6 db
0
b=0
b=1.
b
arc cos (f] db
b=0
b=L
b arc cos (f] - L2 - b2 }
b=0
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Tomando el caso particular D = 2L, entonces en P = %%
se tiene: P = L De acuerdo con la teoria de probabilida

T -

des, si N es el nGmero de veces que se lanza la aguja, ¥y
n el nmero de veces gue corta a una paralela, entonces el

cociente % tiende a la probabilidad P cuando N toma -

valores suficientemente grandes; bajo esta consideracién -

n .
P = 5§ r €S decir,

1
I

Pz e

que es la relaci6n a utilizar para encontrar un valor apro-

ximado para II.

Para simular el proceso de lanza la aguja, conviene con
siderar la Figura 4, donde se muestra una posicién cualguie-

ra que puede tomar la aguja al caer cerca de una paralela.

<

Py

o
| A
>
| A
[

N
| A
@
| A
N =t
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Se observa la posibilidad de cortar la paralela, se -
puede establecer en términos de X y ©, siendo X 1la dis
tancia del extremo de la aguja (sobre el cual se hace girar
el otro extremo) y la paralela, y O es el menor &ngulo que
forman la aguja y la paralela. Asf, si X < L Sen (0) la
aguja deberd cortar a la paralela, y si X > L Sen (@) la -
aguja no la cortar&. De la figura se observa que X y 0O -

gquedan limitados por:
0 <X <L N -

Para simular el lanzamiento de la aguja, se generan -
dos ntmeros aleatorios, uno servird para representar la dis
tancia del extremo de la aguja a la paralela, asf, si U -
es el n{imero aleatorio, X se obtendrd por: X = U * L , -
siendo L la longitud de la aguija. Y el otro nGmero aleé—

torio, supdngase W, servird para representar el &ngulo en-

tre la aguja y la paralela, asf © se obtendr& por:

0 = (W -~ %) x* I, esto es asfi porgue © varfa entre
I I,
2 Y 3

Luego, se calcula el valor Y =L % Sen(9) y, si el -

valor de X es menor o igual gque Y se contabiliza como

un corte. Se procede a generar otros dos nGmeros para si-
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mular un nuevo lanzamiento. El proceso se repite N veces
. . N
y s1 n es el nlmero de aciliertos, entonces I = o A con-

tinuacién se muestra un diagrama de flujo que representa -
los pasos a seguir, y en seguida se presenta un programa en
lenguaje BASIC, el cual se ha ejecutado 6 veces para N = 100

y L =3, vy 7 veces para N = 10,000 y L = 3 mostrandose los

resultados obtenidos.

(o)
/// L,N /// Y = L * SIN(T)

| PI < 3.1415926 NO
I ¥ <y
NA « O
Y ST

J P + N/NA
X*€U* 1, v
| p
W+ RND (1)

e C e D
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CAPITULO IV

CONCEPTOS BASICOS DE LA TEORIA DE COLAS

Y SIMULACION DE SISTEMAS DE COLAS

La Teoria de Colas, también conocida como teoria de los
fenémenos de espera, tiene una abrumadora aplicacién en la -
vida diaria, pues se forma parte de Colas o lineas de espera
en muchas facetas de la vida: Se hace cola para abordar el
autobus, esperando el verde de un sem&foro, esperando ser a-
tendido en una clinica de asistencia médica, realizando lla-
madas telefdnicas a teléfonos cuyas lineas estdn ocupadas -
(es interesante hacer notar que los origenes de la teoria de
colas se encuentran en los problemas de congestién de redes
telefbébnicas; atribuyéndose a Erlang, ser el iniciador de los

trabajos en este campo) .

La presente teorfa y sus aplicaciones serdn estudiadas
reduciendo al minimo los implementos matem&ticos necesarios;

aunque habré excepciones, en las que se hard algGn detalle.

4.1 CONCEPTOS BASICOS DE LA TEORIA DE COLAS.

En general un fendmeno de espera presenta las siguien-

tes caracteristicas:

180



Por ejermplo, entrada de clientes a una tienda,

181

Llegade de unidades (a veces también denominadas: clien

tes o _ lamadas) a intervalos de tiempo, regulares o -

irregul.ares, a un punto dado llamado centro de servicio.
llegadas
de barc-os a un puerto, llegadas de camiones a una esta-

cién de carga, etc.; estas unidades se llamar&n entradas

o llege:das.

Uno o -arios canales de servicio o estaciones, reunidos
en el c:entro de servicio. Estos canales de servicio
pueden ser cajas registradoras, muelles, pistas de ate-

rrizaje , etc.; las unidades deben esperar eventualmente

gue un canal se encuentre disponible para que puedan

ser ate ndidas.



Ejemplos de Fenfmenos de Espera:

CANALES O ESTACIONES

ENTRADAS NATURALEZA DEL SERVICIO
Clientes Venta de Artfculos Vendedores
Barcos Descarga Muelle
Aviones Aterrizaje Pistas
Llamadas Telefdbnicas Conversacién Circuitos telefénicos
Incendios Extincisn Carros de Bomberos
Alumnos Educaci6n Profesores

Z8T
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Se profundizard en la estructura de estos fenfmenos,

con el fin de identificar varios casos para las entradas y

los canales

4.1.1 ENTRADAS.

Una de las caracteristicas asociadas a las entradas -
de los fenSmenos de espera es el intervalo de tiempo que -
transcurre entre el aparecimiento de dos entradas sucesivas

por lo gue se puede establecer una clasificacién seglGn esta

caracteristica.

Las entradas pueden ser:

a) Separadas por intervalos de tiempo iguales;

b) Separadas por intervalos de tiempo desiguales pero
determinados;

c) Separadas por intervalos de tiempo desiguales, co

nocidos segtin probabilidad; se dice entonces que

lJos intervalos son aleatorios.
4.1.2 DURACION O TIEMPO DE SERVICIO.

De igual forma gue los intervalos entre las entradas,

el tiempo de servicio puede ser:
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a) Constante;
b) Variable pero determinado;
c) Aleatorio (por lo tanto, conocido en probabilidad).

Se puede considerar gque los intervalos entre las llega
das sucesivas son irregulares y desconocidos en probabili-
dad; pero ese caso no interesa puesto gque nada puede prever

se o estimarse. Esta observacién también vale para el tiem

po de servicio.
4.1.3 ESTRUCTURA DE UN FENOMENO DE ESPERA.

Para gue aparezca una cola o linea de espera, basta -
que las entradas y/o el servicio, se produzcan a intervalos
irregulares. También, puede formarse una cola para interva
los constantes de entradas y de tiempo de servicio, si la -
duracién del servicio es mé&s alta que el intervalo de tiem-
PO gque separa las llegadas; entonces la linea de espera au-
menta regularmente y en forma indefinida. Un caso de esta

naturaleza, no es interesante en este estudio por lo gque no

se analizara.

Existen diversas estructuras de los fendmenos de espe-
ra, las cuales en general, estédn determinadas por el nGmero

y la forma en que los canales de servicio participan en el
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fendmeno; y por la disciplina de espera; asi, se puede ha-

blar de sistemas de espera de canales mltiples en serie,

en paralelo, etc.

Con el propésito de hacer aparecer la diversidad de es

tructuras de los fenSmenos de espera, se representa en la

siguiente figura un esquema de fenbdmeno de espera, en el

cual existen tres fuentes, dos colas (o lineas de espera) y

cinco canales (o estaciones de servicio).

El conjunto de las Colas (Lineas de espera) y los cana

les (estaciones) constituyen el "Sistema de espera'.



la. Fuente

\\\\\\ Linea 1

O OO OOO T 7 ,’/’ Hacia las fuentes de ori
_W Estaci6n 2 A gen (Sistema Cerrado) o
, ) 4 hacia otros sistemas (Si§
2a. Fuente 0y ) tema abierto).
7/ / /

- ,
Estacién 3 ) )/

Cf

Linea 2

000 000
3%. Fuente B |

- /
Lstaciotn 4 /

4

/
/
14

=
Estacién 5

-lO] |0} |O] o]0

Fuentes o Entradas. Colas. Bﬂ Canales o Estaciones. D]

eVl

SISTEMA DE ESPERA. [n]|

FENOMENO DE ESPERA. [m]

98T
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Las letras encerradas en los corchetes, denotan lo si

guiente:
m : Nmero de unidades en el fentmeno de espera (pue-
de ser finito o infinito).
n : N@mero de unidades en el sistema (haciendo cola o
recibiendo servicio).
v : Namero de unidades en las colas.
j : N@Gmero de unidades recibiendo servicio.

Otras variables importantes:

©
Il

Nmero de canales desocupados.

S = N@mero total de canales o estaciones de servicio.
Se deduce entonces que:

j , s1 n < 8§,

v+ 3, sin>2©S.

Varias concepciones se pueden hacer de todo lo anterijior:

Por ejemplo, cada fuente puede tener diferente distribucién
de probabilidad. Se pueden concebir ademds, varias Colas,

ubicdndose las unidades en la cola m&s corta, o establecién-
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dose prioridades; dando lugar a lo que se conoce como "disci
plina de espera" o "disciplina de las colas", gue no es méas

que el conjunto de relaciones de orden o prioridades gue in-

tervienen en las lineas.

Otra consideracidén puede hacerse con respecto al compor
tamiento de las unidades, el cual puede ser variable: Las -
unidades que llegan pueden "rebelarse" (es decir, no unirse
a la cola), ya sea por la longitud de la cola existente o -
simplemente por no guerer esperar, originando como consecuen

cia, que se "pierdan" las unidades.

Las unidades también pueden "renunciar", es decir, que
estando en la cola decidan retirarse de ella. También puede
haber colusi6n; varias unidades estdn en colusién cuando una
sola unidad espera en linea mientras las demds se encuentran
libres. También pueden haber traslados, cuando las unidades

pueden trasladarse de una linea a otra.

En lo que sigue se supondrd gue, una vez gque queda 1li-
bre un canal apto para servir a una unidad que espera, la -

unidad entra al canal sin pérdida de tiempo.

Una instalacidén de servicio puede constar de varios ca-

nales los cuales pueden estar:



a)

b)

c)
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En paralelo

En serie

Combinados, por ejemplo: si varios canales estdn -
en paralelo, algunos de ellos pueden estar en serie
con otros; o varios canales en paralelo pueden con-

ducir a uno o varios canales en serie.

A continuaci6n se da una ilustracién gré&fica de estos -

sistemas de espera, comenzando con el més simple:

Sistema de Canal

O—— 000 --- O0O0—— O simple y Fase Sim

Fuente

O—— QOO --- 000

Fuente

Linea de Espera Canal ple

Sistema de Canales
MGltiples en Para-

Zf;_____%,. lelo (o en Fase Sim
O

1
Linea de Espera ple)

Sistema de Cana-

O——— OO0 - - OO [::};-()() - OO0 |OF— 1les mdltiples en

Fuente

serie (0 en Mul—-

Linea Espera Canal Linea Espera Canal tifase).
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=
O— OO-00 : 0000 : OO—
ol N[O~

Fuente

O
N Z?\
O

Sistema de canales miltiples en paralelo en serie (o Sistema Multicanal

de Fase simple en multifase).

Considérense los siguientes ejemplos para concretizar

la ilustracién de estos sistemas de espera:

1. En el Banco Central de Reserva, en las ventanillas rotu
ladas "PAGADOR", se observa un sistema de espera de ca-
nales simples en fase simple; ahi una persona abandona
el canal luego de habérsele cambiado su cheque e inme-
diatamente la siguiente persona entra al canal para la

misma operacién.

2. En la ventanilla de venta de boletos para entrar a un -

cine, se observa un sistema de espera de canal simple y

fase simple.

3. En una gasolinera, se observa un sistema de espera de -

canales mGltiples en paralelo (o un sistema multicanal
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en fase simple); donde cada conductor se ubica en la -

bomba de gasolina (canal) gue encuentra desocupada.

Otro sistema de espera, aungue talvez no conocido por -
la generalidad, pero, evidentemente un sistema de cana-
les mGltiples en paralelo, se encuentra en las oficinas

del registro civil de la Alcaldfa Municipal de San Sal-

vador.

Los sistemas de espera de canales mGltiples en serie, -
es comin observarlos en los procesos industriales, don-
de un articulo para su fabricacifén, pasa por varios ca-

nales (m&guinas) .

Si en una de nuestras super carreteras, las estaciones
de peaje fueran totalmente funcionales, es decir, si -
funcionaran todas las ventanillas, se observaria un sis

tema de canales mGltiples en paralelo en serie.

Finalmente, otro ejemplo de sistema de espera con cana-
les mltiples en paralelo se pudiera encontrar en un -
proceso industrial, si existieran réplicas de magquina-
rias para determinados procesos, de tal manera que va-
rios articulos estén realizando la misma operacién al
mismo tiempo, esto podria hacerse con el fin de aumen-

tar la produccién en el menor tiempo posible.
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Se estudiaré&n a continuacién, con algin rigor matemdti
co, el sistema de espera de un solo canal en fase simple vy

el sistema multicanal en fase simple, extendiéndose para al

gunas variantes de ellos.

Al estudiar un sistema de espera, interesaré&n algunas -

caracteristicas, tales como:

1. La probabilidad de varios ntmeros de unidades en las co

las, en cualquier momento dado.

2. El tiempo esperado o promedio que pasard una unidad en

las instalaciones de servicio.

3. La probabilidad de gque las instalaciones de servicio es

tén ociosas.

4. El tiempo ocioso de las instalaciones durante todo el -

tiempo de simulacidn.
5. La longitud esperada o promedic de la cola.

6. La longitud m&xima de la cola; y mds caracteristicas, -

las cuales dependerdn del objetivo de la simulacién y -

del sistema a simular.
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4.1.4 SISTEMA DE ESPERA DE CANAL SIMPLE Y FASE SIMPLE.

Considérese el sistema de la siguiente figura:

O—— 00 - 00— |[O}——

Fntrada Cola Canal

En el cual existen unidades que llegan a una instalacidn
para pedir servicio. Si el canal estd vacio, la unidad -
(una a la vez) entra y recibe servicio. Si el canal estd -
ocupado, la unidad que llega debe tomar su lugar al final -
de la cola y esperar su turno para recibir el servicio (dis
ciplina de la cola: se atienden las unidades sobre la base

de "primero en llegar primero en ser servido").

Por simplicidad, supfngase que el sistema es totalmente
de Poisson y, por ende, satisface todas las caracteristicas
de un proceso de Poilsson; entonces el tiempo entre las lle-
gadas tienen una distribucién exponencial y, el tiempo nece
sario para dar servicio tiene también una distribucién expo

nencial. SupbSngase ademé&s, que 1interesa desarrollar un mo-

delo para predecir:

1. La probabilidad de varios n@meros de unidades en el sis

tema (o0 mejor dicho, en la cola del sistema de espera),



en cualquier momento dado.

2. El tiempo promedio gue pasard una unidad en

3. La probabilidad de gue las instalaciones de

tén ociosas.

Para iniciar, supfngase que la instalacién
(canal) estd equipada de tal modo gue pueda dar

en promedio, a H unidades por unidad de tiempo.

194

el sistema.

servicio es

de servicio
servicio, -

Por lo tan

to, p es también el nGmero promedio de salidas del canal du

rante cada unidad de tiempo. Conviene observar gue U repre

senta el nGmero promedio de unidades gue pueden recibir ser

vicio por unidad de tiempo, suponiendo que el canal se man-

tiene ocupado y no ocioso (un canal estd ocioso,

prestando servicio).

si no estéa

A continuacidén, considérese a t como un momento en

el tiempo. Se comenzard por examinar el sistema de espera

en el tiempo t.

Podria interesar desarrollar un modelo para determinar

la probabilidad de gue haya varios ntmeros de unidades en

el sistema, en este momento del tiempo. Para lo cual, con

sidérese una parte fraccionaria de unidad de tiempo mé&s -

alld de t, dado por t + At.
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Siendo el sistema Poissoniano, At es tan pegueno que

entre t y t + At es imposible mads de una llegada o una

salida.

A continuaci6n designese por Pn’ la probabilidad de -
que haya n unidades en el sistema en algin momento dado,

siendo n > 1. Este valor de n debe ser asi, para poder

utilizar pu con confianza.

En efecto, si n = 0 no se tendrfa ninguna unidad en
el sistema y éste estarfa ocioso. BAhora bien, en tanto gue
en el canal exista siempre al menos una unidad, se podréd -

suponer que dard servicio a un promedio de p unidades por -

unidad de tiempo.

Bajo todas estas consideraciones y, para buscar una le}
lucién al problema preglintese primero cudl es la probabili-
dad de gque haya n unidades en el sistema en el tiempo

t + At, es decir, Pn(t + At).

Pero, n unidades en el sistema en el tiempo t + At

pueden presentarse de cuatro maneras diferentes, mutuamente

exclusivas:

1. Se podria tener n unidades en el sistema en el tiempo
t, cero entradas durante el intervalo At vy cero sali-

das durante el intervalo At.
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Supbngase en este caso gue Pn(t) es la probabilidad de
n unidades en el sistema en el tiempo t. La probabi-
lidad de n en el sistema en el tiempo t + At puede

razonarse l6gicamente como sigue:

Se ha supuesto que no es posible tener m&s de una lle-
gada durante el intervalo At. Por consiguiente en el
intervalo At se tendré&n de cero a una llegadas. La

probabilidad cero llegadas es igual a uno menos la pro
babilidad de una llegada y, la probabilidad de una lle
gada es AAt. Asi, la probabilidad de cero llegadas es
igual a 1 - AAt, durante el intervalo At, siendo X el

nGmero promedio de llegadas durante el intervalo At.

Como se ha supuesto gue u es el nlmero esperado de uni
dades que recibiré&n servicio en el canal durante una u
unidad de tiempo, si el canal no esté ocioso, se tiene
que la probabilidad de una salida del sistema (y por -
ende del canal) durante el intervalo At es uyAt. Y la

probabilidad de cero salidas es 1 - uAt.

Entonces la probabilidad de la existencia de n unida
des en el sistema en el tiempo t, cero entradas y sali

das durante el intervalo At es:

Pn(t) - (1 - AAtY - (1 - uAt)
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2. Se podria tener n - 1 unidades en el sistema en el -
tiempo t, una llegada durante el intervalo At y cero sa
lidas durante el intervalo At. Si se razona igual gue

antes, se concluye gue la probabilidad para este caso -

es .

Po_(E) = (AAE) - (1 - uAt)

3. Se podrfia tener n + 1 unidades en el sistema en el -
tiempo t, cero llegadas durante el intervalo At vy una

salida durante At. La probabilidad para este caso es:
P (t) - (1 - XAt) - (uAt)

4. Se podria tener n unidades en el sistema en el tiempo

t, una llegada y una salida en el intervalo At. La pro

babilidad de esto es:
Pn(t) - (AAt) - (uAt)

Entonces, la probabilidad de n unidades en el siste-
ma en el tiempo t + At es, la suma de las probabilidades -
de los cuatro casos individuales en los cuales se puede pro

ducir, es decir,

P_(t + At) = P_(£) - (1 - AAt) (1 - ubt) +
Po_q(t) « (Aaf) - (1 - pat) +
Py (6) « (1= aAt) - (uAt) +
P_(t) - (AAE) - (uAt)

n
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Asi, Pn(t + At) = Pn(t) - uAt Pn(t) - AAt Pn(t) +

2
ukPn(t) AtT 4+ AAL Pn (t)

-1

2

= WAP._,(¥) AtT + pAt P

+1 )

\ 2 2
- AU Pn+1(t) At™ + Pn(t) uA AtT.
En donde, desechando los infinitésimales de orden (At)2
y haciendo un arreglo se tiene:

P, (£ +At) - Pn(t)
— = pn(t) - (=X =)+ APn_l(t) + ‘JPn+1(t)'

Ahora, percdtese que el modelo provisional anterior no

es vdlido, porgue supone que no puede haber méds de una lle-

gada o una salida durante el intervalo At. Evidentemente,

si se hace At menor la suposicibn serd més cierta y mejorara

la validez del modelo. Especificamente, si se deja gue At

tienda a cero como limite, la expresién anterior se conver-

tiréd en la ecuaci6tn diferencial:

dPn(t)

—3— = - G+ w) P (R) AP (8) +uP_ . (E) (1)
donde n > 1.

Para determinar el caso especial en que n = 0, se ra-
zona simplemente que cuando n = 0, la probabilidad de n -1

es cero, puesto que es imposible tener menos de cero clien -
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tes en el sistema, reemplazando Pn—l(t) por cero en la -

ecuacibén (1) se tiene:

dp, (t)
— —— = — AP, (t) - uP, (t) + WP, (t) - (2)
dt
Obsérvese gue el término -uP,(t), tiene relacidén con
el nimero esperado de salidas del sistema. Y de acuerdo -

con el cdlculo de la probabilidad de gque haya n unidades

en el sistema, si n = 0, el sistema estar& vacio y no po-
dr& haber salidas; por lo tanto, el término -pP,(t) se -
anula y la ecuaci6én (1) para el caso n = 0 se convierte
en:

dP, (t)

= - AP (t) + WP

It 1 (8) (3)

Obsérvese gue en las ecuaciones (1), (2), (3) el miem
bro izgquierdo es la derivada de la probabilidad de varios
nGmeros de clientes en el sistema, y dado gue la derivada
(como se muestra en el lado derecho del signo igual) es una
funcién del tiempo (t), entonces las probabilidades de que

haya distinto nimero de unidades en el sistema cambian con

el tiempo.

Suponiendo que un sistema se encuentre funcionando inin

terrunpidamente, podria tenerse entonces, que el sistema se
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encuentre en estado estacionario o en estado transitorio -
(si se estd asentando para llegar a una condicién estable).
Para ejemplarizar esto, supdngase gque se comienza con el -
sistema de colas vacio a las 8 a. m., entonces serd8 menos -
probable de que hayan 10 unidades en &1 a las 8:01 a. m., -
de que las haya a las 12:00 m. y, suponiendo que el sistema
siga funcionando ininterrumpidamente, por ejemplo, durante
cinco dias el sistema se estabilizard, de tal forma que la
probabilidad de encontrar n unidades a las 8 a. m. del -
quinto dfia ser& aproximadamente igual que la probabilidad -
de que haya n unidades en el sistema a las 8 a. m. del -

dfia cuarto.

Ambos estados, estacionario y transitorio son de gran
interés, aunque por el momento sbélo se estudiardn sistemas

en estado estacionario.

A partir de (1) y (3) se puede desarrollar el modelo
hacia el cual se tendfia desde el principio. Estando el -
sistema en estado estacionario, la derivada (o sea, la ra-
z6n de cambio en el tiempo) de la probabilidad de gque haya
varios nlmeros de unidades en el sistema es cero y (1) se

convierte en:

(A + u)Pn = KPn + uPn+l (4)
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Se ha suprimido la t, puesto que la probabilidad es in
dependiente del tiempo; asi, Pn significard ahora la proba-

bilidad de gue hayan n unidades en el sistema en cualqguier

momento, en el estado estacionario.

De la misma manera, (3) se convierte en:

Y resolviendo (4) para Pn+l se tiene:
_ A+ H _ A
Prt1 7 [ u } "n [ﬂ] Pn-1 (5)
Y tomando n = 1 en esta ecuacién, se tiene que:

N _ A
P2_[ M }Pl [U}P"

Sustituyendo el valor de Pl se tiene:

Nuevamente, haciendo n = 2 en (5) se sigue que:

), (X - AR _[A
P3 = { 0 ] P2 [U] Pl y sustituyendo P2 = [U] P,y Pl = P,
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Se tiene:

2
b= [A + u] [1] D
3 u u
3
A
ey - (1] .
3 4 XS
Si se continCia se descubrird que: P, = |—| P, , = |=| P,
4 u ° 5 109
L0

y por induccién, se infiere que Pn = [E] P, (6)

Por otra parte, se sabe que al aumentar n sin limite,

se cumple:

P, + Py + P, + +pP =1
2 n
Por ende, P, + [A} P, + [A} P, + + {A] p, =1
H H M
Y P,= L

El denominador es una serie geométrica con primer tér-

minc 1 y razén % y siempre que % < 1 la serie converge

'__\

Yy Su suma es:

'__\
|
= >
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Por lo gue, la expresién para P, queda:

Ahora con este valor de P,, se puede resolver para P

a partir de (6), asi:

Se tiene ahora, un modelo general para determinar la
probabilidad de que haya n unidades en un sistema de es-
pera de canal simple, en estado estacionario, donde el naG-
mero promedio o esperado de llegadas por unidad de tiempo,

A, es menor que el tiempo promedio de servicio, u .

Otras caracteristicas que interesan estudiar en este -
sistema de colas de canal simple son el porcentaje de tiem

po ocioso y el porcentaje de utilizacién. Se tratard, pri-

mero, de dar una respuesta a:

¢Qué cantidad de tiempo estard vacfa la instalacién de

servicio, y por ende, el sistema ocioso?

Esto es sencillamente, la probabilidad de cero en el -

sistema, es decir,
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Y si la probabilidad de gue el sistema esté ocioso es

A . U . . ;
de 1 - 0o entonces se sigue que la utilizacidén fraccionaria

de la capacidad total de la instalacién de servicio es:

1—'1—%=
u

| >

¢Cudl es el ntGmero esperado de unidades en el sistema?

Esto vendria dado por: la probabilidad de 1 en el sis
tema por 1, mds la probabilidad de 2 en el sistema por 2,

mé&s la probabilidad de 3 en el sistema por 3, es decir,

B b e B e
¢ -4 Eﬂnxm...

Esto resulta ser una serie infinita de la forma:

2 3 n
ar + 2ar” + 3ar” + ... + nar +

donde a = 1 - % y I =
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Y por lo tanto, el nGmero esperado de unidades en el -

sistema es

éCudl es el ntmero esperado de unidades en espera de re

cibir servicio? (Nimero de unidades esperando en la cola).

Puesto que el nlGmero promedio o esperado en el sistema
es el nGmero esperado en el canal + el nmero esperado en
la cola, se tiene gue el nGmero esperado en la cola es el -

nmero esperado en el sistema menos el nmero esperado en el

canal. Preglintese entonces:
¢Cudl es el nUGmero esperado en el canal?

Serfa: 1. El nGmero en el canal cuando esté ocupado

por la probabilidad de que esté ocupado,

mas

2. El nimero en el canal cuando esté ocioso,

por la probabilidad de que esté ocioso.

Es decir:

El ntmero esperado en el canal es:

{1;»([5] + o lox |1 -2 =2
" " b
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A

Como el nimero esperado en el sistema es TR ; enton

ces, el nmero esperado en la cola, aguardando servicio es

¢Cudnto es el tiempo esperado que permanece una unidad

promedio en el sistema, es decir, aguardando en la cola y re

cibiendo el servicio?

El tiempo esperado en el sistema es el nlimero esperado
en el sistema dividido entre A [ya que resulta 16gico afir-
mar que el ntmero esperado en el sistema es A por el tiempo
esperado en el sistema]. Asi:

A

El tiempo esperado en el sistema es: H ; A = y } 5

iCudnto tiempo debe pasar en promedio cada unidad espe

rando en la cola para recibir el servicio?

Esto ser&, el tiempo total esperado en el sistema menos

el tiempo esperado en el canal; puesto que el tiempo espera-

do en el canal es % se tiene:

4

El tiempo promedio de espera en la cola: L L A

uo- A u g = A)

La probabilidad de n en la cola, es simplemente la -

probabilidad de n + 1 en el sistema. Ya que si hay n uni
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dades en la cola habrd n + 1 wunidades en el sistema, pues

to que habrd una en el canal.

Esto se aplicaré& finicamente cuando n > 0, va que la

probabilidad de 0 en la cola es igual a la probabilidad de

1] en el canal.

4.1.5 SISTEMA DE ESPERA DE CANALES MULTIPLES EN PARALELO.

Este sistema es similar al anterior, en el sentido de
la disciplina de la cola, porque a medida que llegan las uni
dades, van tomando su lugar en la cola, si no es posible ob
tener el servicio inmediatamente. No obstante, se supone -
aqui, que hay mds de un canal disponible para el servicio.
La primera unidad de la linea de espera entra al primer ca

nal de servicio que gqueda disponible. La figura ilustra -

este sistema:

O—— COO0O - --- 000 ——

Entrada Linea de Espera

[¢]
O

Or—

Canales
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Para poder desarrollar el modelo requerido para este -
sistema, se incluir&n conceptos estadisticos, tales como la
coﬂocida relacién entre la distribucifén exponencial y la de
Poisson, la cual es valida aqui, porgque si el tiempo entre
eventos sucesivos se distribuye exponencialmente, la distri
bucién del ntmero de eventos que tienen lugar en cualquier
intervalo de tiempo sigue una distribucién de Poisson. Es-
ta relacién indica la probabilidad de n 1llegadas en el -

tiempo t vy viene dada por:

P (t) = —— e , con n =20, 1, 2,

y A el pardmetro de la distribucién exponencial del tiempo

entre llegadas.

Para este caso, supbngase que el nGmero de llegadas en
el tiempo t tiene una distribucién de Poisson, con parédme
tro At; y gue el nUmero de servicios por tiempo, T, tiene -
también una distribucién de Poisson, con pardmetro uT pa-—

ra cada uno de los canales.

Sea K el nGmero de canales en paralelo. Antes de desa
rrollar la distribucién de probabilidad del ndmero de unida
des en el sistema, es preciso reconocer gque la probabilidad
de que se produzca un servicio en un pequeno intervalo de -

tiempo At, depende del nlmero de canales ocupados durante
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ese intervalo At. Supbngase que r de los K canales es

tan ocupados.

Puesto que los canales son de Poilisson, la probabilidad

de mds de un servicio por canal en el tiempo At es cero.

La probabilidad de un servicio en algin tiempo, entre

los r canales ocupados es:

P(Un servicio en At) = Pl(At) = r (pAt) e_UAt

puesto que el servicio puede producirse en cualquiera de los

r canales.

Obsérvese que esta probabilidad tiene esa forma porque
la distribucidén de los tiempos de servicio es exponencial -

con paré@metro uT, para cada uno de los canales de servicio.

Para el caso en gue se consideren n de los K canales
{0 < n < K), v haciendo un andlisis parecido al del sistema
de canal simple se oObserva que para este sistema, s6lo hay

tres maneras de obtener n unidades en el tiempo t + At

y éstas son:

(1 - At e M%) 11 - npat e‘”Atil

1. Pn(t)

Que representa la probabililidad de encontrar n unida

des en el sistema en el tiempo t, cero entradas en el -
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tiempo At y cero servicios en At dado gue hay n ca-

nales gque pueden prestar servicio, n < K.

2. P__, (&) - One e MY L1 - (-1 e &MY

Que es la probabilidad de encontrar n - 1 unidades en
el sistema en el tiempo t, una entrada en At vy cerosali

das en (n- 1) canales de los n existentes en At.

-AAt, -ulAt
3. Pn+l(t) - (1 - XAt e ) ((n + 1) uAt e )

Que es la probabilidad de encontrar n + 1 unidades en
el sistema en el tiempo t, cero entradas y una salida en

el canal (n + 1).

Obsérvese gue el caso 4 del canal simple no se puede -

dar acd, porque no estd permitido tener mds de una entrada

en el tiempo At.

Por lo tanto,

P (& +4At) =P (t) - (1 - Adt e—AAt) (1 - nuAt e—“At) +
Pn—l(t) . (AAt e_AAt) . “l - (n - l)UAt e—UAt] +
- — _AAt —UAt
Pn+l(t) (1 - Xt e ) '}n + 1) uAt e J

Y efectuando los productos y pasando Pn(t) al lado izqguier-

do de la ecuacién y dividiendo entre At se tiene:
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t +At) - P (t
P ( ) rl( ) W) e—uAt .
At n n

P_(t) n AuAt oA+ AL Ly g eTME

n-1
-(A + WAt
- Pn—l(t) (n - LAuyAte
—uAt
+ Pn+l(t) n+ 1) pe
- (A + WAt

- Pn+l(t) (n + 1)AuAt e

Y al tomar el 1imite cuando At - 0 se tiene:

ar_(t)
n
dt

= - nuPn(t) - kPn(t) + AP (t) + (n 4+ 1) uP (t) (1)

n-1 n+1

Puesto que interesa de estado estacionario:

Lim dPn(t)
to dt

Por consiguiente, en el estado estacionario se tiene:

(A + nu) Pn XPn—l

Patl T D e T T o PTh 2 e KL ()

Obsérvese gue por ser la probabilidad, independiente -
del tiempo (en estado estacionario) se ha suprimido la varia

ble t.
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Para n = 0, en (1) se tiene:

dp, (t)

—_—— = = AP, (t) + uPl(t), por un andlisis similar al
dt

del sistema de canal simple; y en estado estacionario se tie

ne:
_ A
P, = [ﬂ P, (3)
A partir de las ecuaciones (2) y (3) se tiene: Para
_ A+ U A
A+ U A A
= 2l P, - =— P
2u [u} ° 2u - °
- B
U 2]
2
1 |A
Para
_ _)\ + 2Ll A
n=2, P3— e P2 m Pl




Al aumentar

La

mente.
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n sin limite se cumple:
+ ... + P = 1
n
2 3 n
A 1 (A 1 A 1 A
g g e B e
1
2 3 n
l+.>_\_+£{l +_l_2\_ +._.+il
v 2 30 U ni |u
1
x . ..n , para el caso particular en gue n
L e [
e Pt W varie de cero a K.

suma del denominador, no se puede resolver analfitica

Se presenta a continuacién, un resultado m&s general,

en el gue el nlGmero de unidades en el sistema excede al nG-

mero de canales en servicio. No se hard ninguna deduccién

de este resultado.

Se ha tradado el caso en gue existen K canales de ser

vicio de los cuales

n estén en actividad, n representa

a la vez el nimero de unidades en el sistema con 0 < n < K

y se trat6 por aparte el caso n = 0, ahora incluyendo el -

caso en que

n > K

se tiene que la distribuci®édn del ndmero



total de unidades en el sistema es:
n
l, [l] Po; n=20, 1, 2, ... , K.
n! |u
P = n
n n_i {l] P.;n=%k+ 1, K+ 2, ..
K Kt M
Donde P, viene dado por:
Po = - K+1
3
Ko " M
) n' |u + A
n=o T+ (¥ KK! |1 ——]
Ku

La distribucidén del nGmero de unidades en la cola,

puede deducir de la distribucién del ntmero de unidades

sistema.

Sea Qm la probabilidad de gque haya m

cola en un punto aleatorio del tiempo. Si
Entonces Q, = P (NGmero de unidades en el sistema
sea < K)
K n
1 A
=> QO = z 'IT [—J] Po
n=o

Y aprovechando el hecho que al aumentar

la suma de Pn sobre todos los n
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m, se

en el

unidades en la

= 0.

sea

n sin lfmite

es igual a uno, como exis
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ten K canales de servicio se tendria:

K n @ n
1= ) nin [A} P, + ) fkl— {A] P,
n=o - n=k+1 X" k: M
= n
1 A
— 1=0Q,+ ) — [—] P, (4)
nk+1 KK kW
B _ T 1 A .
= Q,=1- —=—— |3| Po - La sumatoria se puede
n=k+1 K° k! M

resolver asi:

Il
'}‘i'l'}i'
g/

o
3
i
P
+
'__\

Of [%]“ e k of ]n

n=k+1 Kn—k

K!

_E | ) 5 2T
K ° n=o ku n=o ku
Kk [)\ k+1
_ 1 1 —-lku *
=xr Fo [T - X (Nota)
1 - = 1 - —
ku ku
* (Nota): La primera suma es una serie geométrica con pri

mer término 1 y razdn %%-y la segunda obedece a:
kK n
Z a = allma) | En efecto,

1-a

k o k n __nt+l _ _n+l
Ean a+2 n_l+a(la)_la+aa 1 a

a = 1-a 1-a I

I

n=o n=1
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ku
[l}k—*-l
K
= PO
. A
e 1o )
[)\Jk+l
Por consiguiente Q, = 1 - H N P,
’l —_— -
KK [l kUJ
Y en el caso que m > 0,
Qm = P (NGmero de unidades en el sistema sea = XK + m)
o _ 1 [&]k+m .
gk M °
51 la capacidad del sistema es limitada, n < N, los

limites de la suma en la ecuacifn (4) son de K + 1 a N,

asfi:

P L AP

neerl KK ke

L]n _F [L]n _
ku n=o~ku

Y haciendo uso del resultado mostrado en la nota, se

tiene:
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\ k+1 ‘ X N+1
N 1 A ¢ K {ﬁ} - [Rh']
Lol PeTwT P,
n=k+1 K" K! : {1 _L]
ku

Lo cual modificarfia a @Q,, de la siguiente manera:
[)\Jk+l ) {)\ N+1

R
& ; o
[“m]

Para determinar el nimero esperado de unidades en la

Qo =1

cola, siempre bajo el supuesto gue se tienen K canales
de servicio en paralelo y gque la distribucidn del tiempo -

de servicio por canal es exponencial, con un fndice medio

U ; se tendria:
E(m) = 0.Q, + ) m Q. , gue no es mds que una gene
m=1
ralizacién del caso de ca-
nal simple.
co k+m
E(m) = _ [l] P
m=1l K K. H
k
A oo {X m
U .
E(m) = , } om _} P (5)
K- m=1 ku °
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(
Pero como Ii] n an = a i I§ an = a i a(l - aN)
n=1 da da 1

N n _ 1 - (N + lh£q+-N aN+l
) na =a
n=1 (1 - a)?

Si se toma el 1limite cuando N tiende a « se tendria:

Por lo que la ecuacidén (5) queda:

5
B = 7 o o
-
Bl ol
E (m) = 1;(' . )\kuz'Po=>E(m)= ISTRQN b
’ (ku-2) (k=1) 1 (ku=-1)

Para determinar la distribucién del tiempo de espera
en la cola, W, es evidente que, siempre gue el nfmero de
unidades en el sistema sea menor gue K (nGmero de canales

en el sistema) una unidad que llegue no tendrd gue esperar.
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Se ha estudiado distribuciones discretas y continuas,

y la distribucién del tiempo de espera es, a la vez,

dis-
creta y continua. Esto es asi, porque pueden haber unida
des cuyo tiempo de espera en la cola sea cero (W= 0), y

otras tendrdn W > 0.

En efecto, para W =0 , fw(w) = P(n < K)

Puesto que si el nUmero de unidades en el sistema es

menor que el ntGmero de canales de servicio, éstas recibi-

rdn atencién inmediatamente. Asft,
folw) =1 - P (n > K)
k oo n
Al e B
- WM n=k+1 K k! M

Donde el segundo término del lado izguierdo, que se

obtuvo de P(n = k), se puede introducir en la sumatoria,

asi:
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o0 n @ n k-1 n
A A A
Donde ) L—J 2 J - 2 { }
n=k ku n=o K n=o ku
2l
o1 -~ b
A A
STy -
)"
ku
B A
1- Eﬁ

Por lo tanto:

|7
~

w) =1 - - P, =1- P, , w=0.
K - 8

Para el caso en que W > 0.

Supbngase que la llegada se produce en el tiempo cero,
en cuyo momento hay n > K unidades en el sistema. Si se
tienen n - K servicios en w Yy un servicio en un pegue-
no intervalo de tiempo Aw entonces el tiempo de espera de

la unidad gque llegue estd entre w y w + Aw.
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n-k Servicios 1 servicio
e e N T TN
} ‘ 5 tiempo
O w wHAW
Llegada
Y probabilisticamente se tendria:
P(w < tiempo de espera < w + Aw)
= FW(w + Aw) - FW(w) (6)

Donde cada uno de los K canales da servicio continua

mente, durante el intervalo de tiempo w.

Puesto gue la distribucién del tiempo de servicio es
exponencial con paré@metro p para cada canal, la distribu-
ci6én del nGmero de unidades servidas en w es de Poisson

con parametro y.

Si Xi es el nGmero de unidades servidas por el -

i-ésimo canal en el tiempo w, entonces:

“
(pw) 7L —Hw

Sea Y el ntimero total de servicios en los K canales,
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es decir,

Y siendo cada una de las variables Xi de Poisson con
paradmetro U se tiene que Y es también una variable aleato

ria de Poisson pero con paré&metro Ku.

Asi, P(w < tiempo de espera < w + Aw)

(o)
= ) P P(n - k servicios en w) -P (1 servicio en Aw).

Y desarrollando:
P(w < tiempo de espera < w + Aw)

o n n-k
2 1 [AJ .- (Ruw) e—kuw

ok g W Bk

Y usando el resultado mostrado en (6) se tiene:

UKAW o KHAwW

L
_ g Z K n
_ Kk Po Rpaw e Kudw 2 [U] (Riw) e—kuw

FW (W + Aw) - FW (w)

K! (Kuw)k D=k K (n-k)!
~ Fw(w + Aw) - Fw(w) _ . e—kpAw . 2 (Aw)n e—kUW
hw ) ® k-1t 0 ok MR

y al tomar el 1limite cuando Aw + 0, se tiene la funcién -

de densidad de probabilidad de W:
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S ()\w)n ~kuw
£ (w) = B p, ) ol e , W > 0
w (L) X (k-1)" nox (nk)E
Haciendo m = n - k se tiene:
f(w) = H P § (A )m+k —kuw
W () (k=1) ¢ m=o m .
k - m
- U (Aw) P 2 (Aw) e—kuw
(uw)k (k=1) ! m=0 m!
k o m
_ u(Aw) p ~kuw ) 2 {(Aw)
() & (k=1) 1 m=o M-
_ u(kw)k p e—kuw ] eXw
(L) & (k-1)
u A k - (ku-x)w
fw(w) = k=1 [ﬁ} P, e ;, w > 0.

Asi, la funcién de densidad de prcobabilidad de W es-

td determinada por:

( K
_ (A/u) _
L - gxr (@ - 3/kgy Fer W=O
£ (w) =
w 7 [A}k b e (ku-Mw o, w >0
(k = 1). |u °
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El tiempo total de espera en el sistema es el tiempo
esperado en la cola mé&s el tiempo esperado de servicio, es

decir,

[ee]

k
_ w U A —(ku-A)w 1
O

8
E(t) = \H
)

& - 1) (g - A)2

1
Po + 3

Sin demostrar, se afirma que el nfimero de unidades en
.. A . . .
servicio es: T es decir si h es el nGmero de unidades

en servicio,

- A
E(h)—U
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4.2 SIMULACION DE SISTEMAS DE COLAS.

En la seccidén 4.1 se investigaron los aspectos matemé-
ticos de algunos sistemas elementales de colas. Se presen-
tan ahora, los conceptos bdsicos de la simulacibn, segln co

mo se aplican a los sistemas de colas.
4.2.1 SIMULACION DE SISTEMAS DE CANAL SIMPLE.

Se construird un modelo de simulacién para el sistema
de colas de Poisson de canal simple presentado en la seccidn

4.1.

En la Figura 1, se ilustra el sistema en el que las u-

nidades llegan a las instalaciones en busca de servicio.

O—= 000 - 000— |O]

Fuente Linea de Espera Canal de
Servicio
FIGURA 1. Sistema de colas de Poisson de canal simple.

Si el canal no estd ocupado, la unidad que llega al sis
tema entra y recibe servicio. Si existe ya una unidad en el
canal, la unidad gue llega debe tomar su lugar en la linea -

de espera (cola), y aguardar su turno para recibir el servi-
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cio que se da por orden de llegada. La distribuci6n del -
tiempo entre llegadas sucesivas al sistema se supone expo-
nencial, al igual que la distribucib6n de tiempo para dar -
servicio a una unidad. Recuérdese que, si el tiempo entre
eventos sucesivos se distribuye exponencialmente, entonces
la distribucidén del ntmero de eventos que tiene lugar en -
cualquier intervalo de tiempo sigue una distribucién de -

Poisson.

El sistema de colas de canal simple suele presentarse
mucho en la vida cotidiana, por ejemplo en los cines, se -
entra en un sistema de canal simple para adquirir los bole

tos de entrada.

A continuacién se establecerd c6mo construir un modelo
de simulacifn en computadora para un sistema de Poisson de
canal simple. En primer lugar debe establecerse el objeti
Vo que se persigue al estudiar este tipo de sistema. Supén
gase que se desea investigar los siguientes aspectos del -

sistema de colas de canal simple:

1. El tiempo promedio gue pasa una unidad en el sis-
tema y la distribucif6n de frecuencias de ese tiem

po .

2. La utilizacidén promedio del canal de servicio.
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3. El nGmero promedio de unidades en el sistema y su

distribuci®&n de frecuencias.

4. El tiempo promedioc gque pasa una unidad en la cola

y su distribucién de frecuencias.

A este respecto, se puede decir gque el objetivo del -
programa de simulacidn es proporcionar informacién respecto
al funcionamiento de un sistema de colas de Poisson. Se su
pondré& que esto es suficiente para dar el siguiente paso, -

que es la construccidn del modelo de computadora.

Se estd tratando con un sistema en el gue las unidades
llegan aleatoriamente a la instalacién de servicio. El mo-
delo de computadora gue se construir&@ debe ser capaz de re-
producir este comportamiento. Ademés, el sistema debe ser-
vir a las unidades sobre la base del orden de llegada. Por
tanto, es probable que algunas unidades se vean obligadas a

esperar en la cola hasta que les llegue su turno para reci-

bir el servicio.

Se examinard el sistema desde el punto de vista del -
andlisis del "evento siguiente". Asi, se puede comenzar a
observar el sistema en cualquier punto arbitrario del tieg
po v tratar de descubrir lo gue va a suceder. Entonces la
pregunta a la gue debe buscarse respuesta es: iQueée va a -

suceder?



En este sistema s6lo hay dos posibilidades:
i) Una unidad entra al sistema, o

ii) El canal de servicio pone fin a la atencifn pres

tada a una unidad.

Esto simplifica afin m&s el an&lisis, porgue lo (nico
gque se hard a continuacién es tomar una decisién respecto

a lo gue se debe hacer en caso de gue ocurra alguno de esos

eventos.

Examinese el esquema de la Figura 2, para ver qué de-

be realizar el simulador cuando se produce el primer even-

to.

FIGURA 2. Diagrama de operaciones de una unidad que entra en el

Sistema.

1 La Unidad entra en
el Sistema

cEstéa
ocupado el
Canal de Ser-
vicio?

y

[

Entra en el Canal Entra en el cola del
para reciblr serv. Canal de servicio.
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Se observa que los "estados" posibles de una unidad que
entra al sistema son:

1) Se encuentra en la linea de espera, o

2) Recibe servicio.

Examinese ahora el esquema de la Figura 3, recuérdese

que interesa la situacidén de las instalaciones de servicio -

al completarse el servicio.

"FIGURA 3. Diagrama de operaciones de la instalacifén de

servicio al completar el servicio dado.-

Servicio recién concluido
para una unidad.

cHay

Se retira la Unidad
que espera en cola

otra unidad
esperando recibir

Comienza el tiem
po de inactividad

serv.?

]

Comienza el serv.
dado a esta unidad

Se observa que las instalaciones de servicio tienen -

s6lo dos estados:

i) Estén  /ocupadas (el servicio a la siguiente uni-

dad comienza inmediatamente), o
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ii) Estén inactivas (ninguna unidad espera para reci-

bir servicio).

Siguiendo con esta idea de andlisis del evento siguien
te, se investigard posteriormente, cémo se puede modelar to
do el sistema, gque incluye las unidades en la cola, la uni-
dad que est& recibiendo servicio y las instalaciones de ser
vicio propiamente dichas. Se verd gue es posible incluir -
en el modelo la idea de los "estados" de una unidad dada o

las instalaciones de servicio.

Mientras tanto, la siguiente pregunta gue interesa con
testar es la de c6mo hacer gque ocurran los eventos menciona

dos en un tiempo simulado.

Para este andlisis, se adoptaré la idea de "relojes" -

para "vigilar" lo que debe ocurrir a continuacién en el mo-

delo.

En general, lo que hace el modelo de computadora es -
transformar el tiempo real. A veces la
transformacifén es de naturaleza comprimida, como cuando se
simulan meses de funcionamiento en la fdbrica en minutos de
tiempo de computadora; a veces, la transformacién es de na-
turaleza expansiva, como cuando se simulan las reacciones -

atémicas de unos cuantos nanosegundos (mil millonésimas de
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segundo) en minutos u horas.

En la mayoria de los sistemas de colas, el tiempo es -
considerado como una variable aleatoria. Sin embargo, se -
estd interesado en los eventos gue ocurren aleatoriamente -
en el tiempo. En la realidad no se sabe el tiempo exacto -
en el gue ocurrirdn los eventos, por ejemplo, el empleado -
gue vende boletos de entrada en la tagquilla de un cine, no

sabe cué&ndo llegard la persona siguiente para adgquirir una

entrada.

No obstante, en un modelo de computadora se sabe cuan-
do se producird la siguiente llegada, puesto gue se conoce
la distribucién de probabilidad del tiempo entre llegadas -
sucesivas, al igual gue de la duracién de un servicio dado;
y porque es posible generar los valores de esas distribucio

nes en el computador usando las subrutinas gue se mostraron

en 3.2.4.

Sean tl Yy t, relojes gue caminan hacia atréds des-

de cualgquier momento dado hasta cero, donde

tl : Marca el tiempo hasta que se produce la siguien-

te llegada al sistema.

t2 : Marca el tiempo hasta que se termina el servicio

dado a la unidad gue se encuentra en el canal.
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Los valores reales de tiempo ajustados inicialmente en
esos relojes se generaradn por el hecho de que se conocen tan
to la distribucidén del tiempo entre llegadas como la del -
tiempo de servicio. Asi, cuando llega una unidad al siste-
ma, lo inico gque se hace es generar un tiempo entre llegadas

para la llegada siguiente y colocar ese valor en el reloj a-

propiado.

Finalmente, se instalard en el modelo un "reloj maestro"
(control maestro del tiempo), para mantener un registro gene

ral del tiempo total transcurrido en la simulacién.

Se supone que todos los relojes funcionardn con la mis

ma unidad bédsica de tiempo (minutos, horas, dfas, etc.).

Para ilustrar el uso de esos tres relojes, véase el -

ejemplo que continua, el cual se resume en la siguliente ta-

bla:
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TABLA 1: Relojes en un ejemplo de sistema de colas.
Reloj Reloj de Reloj de Unidades Unidades
Maestro llegada servicio en servicio | en la cola

(CMT) (tl) (t2) (X)

o v O
(e e Jw e
= NI RO o
R R N e
S = =)

~J
w
| o
=
=

L.a simulacidén comienza en el instante cero, cuando el
sistema estd vacio. Puesto gque no hay ninguna unidad en -
el canal, no se puede producir ningfin servicio, hasta la -
llegada de la primera unidad que entre en el canal. Por -
ende, la simulacién tiene como primer evento la llegada de
una unidad y, se tiene que generar el momento en gue se -

produce esa llegada.

Supbdngase gue el valor generado fué 2 unidades de tiem
po del reloj. Se coloca un "2" en el reloj de llegada, lo
que significa gue la llegada se producird en dos unidades

de tiempo del tiempo del reloj maestro (CMT).
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Cada vez gue se ajusta uno de los relojes, es preciso

hacerse la pregunta ¢Se sabe cuidl serid el evento siguiente

en la simulacién y cu&ndo se produciréa?.

En este instante, se mira hacia el futuro a partir -
del tiempo cero del reloj maestro, y se observa que el si-
guiente evento es una llegada, en el tiempo "2" del reloj
maestro. Por tanto, se avanza el reloj maestro y, se ha-

ce que la unidad entre al servicio.

Después de ajustar el reloj, debe preguntarse cudndo -

se producird el evento siguiente y cudl serd ese evento.

En el momento "2" del reloj maestro, no se sabe si el
servicio dado a la unidad que se encuentra en el canal con

cluiréd o no antes de que se produzca la siguiente llegada.

Para determinar cuidl serd el evento siguiente en la -
simulacién, es preciso generar el tiempo que debe transcu-
rrir hasta la llegada siguiente y el tiempo de servicio a
la unidad que acaba de entrar al canal. SupSngase que ese
tiempo es "5" y el tiempo de llegada es "3". Se incluyen
esos valores en el reloj de servicio y de llegada en el -
tiempo "2" del reloj maestro. El evento gque se produce a
continuacidén en la simulacién es una llegada gue tendrd -

lugar en el tiempo "5" del reloj maestro. Por consiguien
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te se ajustan todos los relojes en tres unidades. El re-
loj maestro avanza a "5" y el de servicio disminuye a "2",
puesto gque se completardn tres unidades de tiempo de ser-

vicio al producirse la llegada en el tiempo "5" del reloj

maestro.

Puesto que el canal de servicio estd ocupado, la llega
da deberd formarse en la cola. Nuevamente, ¢Cudl es el e-
vento siguiente y cudndo se producird?. No se puede deter
minar hasta qgue se conozca cudl es el tiempo que falta has
ta la llegada siguiente. Supbngase gue ese tiempo es de -
una unidad. Incluir ese tiempo en el reloj de llegadas en
el tiempo "5" del reloj maestro. Obsérvese que esa llega-
da es el siguiente evento simulado que se produce. Asi, se
avanza el reloj maestro en "1" unidad, se reduce el reloj -
de servicio en "1" unidad y, se hace entrar en la cola a la

unidad que llega, haciendo gue su longitud sea dos.

Supdngase que el tiempo hasta la siguiente llegada sea
"4" unidades de tiempo, lo que indica que el siguiente even
to es la conclusién del servicio dado a la unidad que se en

cuentra en el canal, en el momento "7" del reloj maestro.

Se avanza el reloj maestro a "7" y se reduce el reloj
de llegadas a tres unidades de tiempo, se retira la unidad

del canal de servicio, disminuyendo la longitud de la cola
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a uno. Para determinar el evento siguiente, se genera un
tiempo de servicio para la unidad que acaba de entrar en
el canal, supdngase que este tiempo es "2" unidades. Se

incluye ese valor en el reloj de servicio en el tiempo -

"7" del reloj maestro.

El siguiente evento gue se produce es la conclusién
del servicio dado, lo que tiene lugar en el tiempo "9" del
reloj maestro. Se avanza el reloj maestro en "2" unidades,
reduciendo en la misma cantidad el reloj de llegadas, se -
retira la unidad que se encuentra en el canal, se hace en-
trar a la unidad que espera al canal y se reduce la longi-
tud de la cola a "0". Nuevamente, para determinar el even
to siguiente, es preciso generar el tiempo de servicio pa-
ra la unidad que acaba de entrar en el canal. Se prosigue
la manipulacién de los tres relojes hasta gue se haya si-
mulado el sistema durante un perficdo de tiempo necesario -

para el an&lisis

Un método para construir un modelo de computadora para

este sistema de colas consiste en disenar dos matrices b&-

sicas:

i) La matriz unitaria (MU), que contiene la informa-

cidén pertinente sobre cada una de las unidades -

del sistema.



237

., 1i) ©La Matriz Evento Siguiente (MES), gue en esencia
contiene la informacién perteneciente a los relo

jes t vy t

1 2°

Finalmente, se mantendrid un reloj maestro CMT para la

acumulacién del tiempo simulado total.

Se estudiard a contuacidén cémo estard formada la Matriz

Unitaria (MU). La Figura 4, muestra la matriz en forma con-

ceptual.

FIGURA 4 Matriz Unitaria (MU)ij.

1 2 3 4 . . . . M
Ntmrero CMT de la CMT de la
Estado
de entrada Actual entrada
Unidad inicial al al estado
sistema actual
1
2
3
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Las filas de esta matriz se definen como sigue: Cada
vector horizontal MUi,j (3 =1,...,M) se denomina vec=or
unitario. Existe un vector por cada unidad que se ticre -
en el sistema. ©Las j columnas contienen toda la inf~rma
ci6én pertinente sobre la i-€ésima unidad (i =1, 2,..., H).

Para el caso sencillo de colas que se estudia, bastars con

las primeras cuatro columnas de las cuales se describen co

mo sigue:

1. ©NGmero de Unidad: Se trata de un nfimero secuencial a-
signado con fines de identificacién a una unidad gene-

rada por el simulador e incluida en el sistema de colas.

2. CMT de la entrada inicial al sistema: Contiene el tiem
po del reloj maestro de la simulacibn, registrado cuan

do la unidad entr6 al sistema.

Obsérvese gue una unidad entra al sistema cuando llega
a la cola. Evidentemente, si la longitud de la cola es

cero y el canal estd vacifio, pasa directamente al canal

de servicio.

3. Estado Actual: S6lo hay dos posibles estados para la -

unidad que entra al sistema (estado 1l: entra en la cola;

estado 2: entra al canal).

Cuandoc MU, = 1, MU, = MU. . Esto se debe a que la
i-3 i i,?2
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unidad entr6 en la cola al mismo tiempo que ingresé al

sistema. Sin embargo, cuando MUi 3 = 2 1la MUi 4 Y
1

la MUi 5 Do serdn necesariamente iguales; pero -
7

MUi 4 = "CMT de la entrada al canal de servicio".
7

En la Figura 4, se observa que se pueden agregar mas -
columnas a la matriz unitaria, esto es Gtil cuando se estén
analizando otros sistemas de colas por ejemplo, de canales
en serie; donde se podrian agregar columnas con informacidn
referente al tiempo de servicio para cada uno de los cana-

les existentes en el sistema.

Para ilustrar el uso de la matriz unitaria, se construi
r& para el ejemplo descrito en la Tabla 1. La informacidn
resumida e€s para las unidades gque se encuentran en el siste-
ma de colas en las seis unidades de tiempo del reloj maestro
de la simulacién. La matriz unitaria para estas unidades se

presenta en la Tabla 2.

TABLA 2: Ejemplo de MU en CMT = 6.

Nirero de CMT de la entrada Estado CMT de la entrada al
Unidad inicial al sistema Actual estado actual

1 2 2 2

2 5 1 5

3 6 1 6
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En el punto del tiempo gue se tiene en consideracifn,
las tres primeras llegadas se encuentran todavia en el sis
tema. La primera llegada entrd6 en el sistema en CMT = 2.
En este instante est& en estado 2 (en el canal de servicio)
y entrd en su estado actual en CMT = 2., La segunda llegada
entrd en el sistema en CMT = 5 y estd actualmente en estado
1 (en la cola), habiendo entrado en su estado actual en -
CMT = 5. La tercera unidad ingresdé al sistema en CMT = 6,

estd en estado 1 y entrd en €1 en CMT = 6.

Si se examina la matriz unitaria en CMT = 7, se obser
va que s6lo han ingresado la segunda y la tercera unidad,
porque la primera ha recibido su sexrvicio y ha abandonado -

el sistema. La MU en CMT = 7 se da en la Tabla 3.

TABLA 3: Ejemplo de MU en CMT = 7.

NGmero de CMT de la entrada Estado CMI' de la entrada
Unidad inicial al sistema Actual al estado actual
2 5 2 7
3 6 1 6

En CMT = 8 la MU gqueda igual gque en CMT = 7; en -

CMT = 9 y la MU es como sigue:
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TABLA 4: Ejemplo de MU en CMT = 9.

Nmero de CMT de la entrada Estado CMT de la entrada
Unidad inicial al sistema Actual al estado actual
3 6 2 9

Se observa que la MU cambia con respecto al tiempo -
simulado pues toda unidad que concluye su servicio abandona

el sistema.

En la Figura 5, se muestra en forma conceptual, la ma-

triz de eventos siguientes (MES).

FIGURA 5. Matriz de eventos siguientes (MES).

J
1 2
Condici6n de entra Reloj de 1la
da al sistema instalacidn

1 Tiempo hasta que
ocurre el evento

Namero de la uni
dad en cuestidn

Las inscripciones de las columnas j 1indican las con-

diciones en lo gue respecta a los relojes tl Y t2. La -

primera posicién de la columna "condicién de entrada al sis
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tema", se denomina tiempo hasta que ocurre el evento siguien
te, es decir, tl: tiempo que pasa hasta que la unidad si -
gulente entra en el sistema. La sigulente posicién se deno-
mina "nGmero de la unidad en cuestién" y contiene el nfimero
de la unidad al incluirse en MUi,l para la unidad gque en-
trard al sistema en tl' La primera posicién de la columna
"reloj de la instalacidén" contiene la cantidad de tiempo gue
estari ocupado el canal, dando servicio a la unidad que con-
tiene en ese momento. La segunda posicibén designa el ntmero
con el que se registra en MUi,l a la unidad que estd reci-

biendo el servicio.

Para ilustrar el empleo de la matriz de eventos siguien
tes (MES) considérese el ejemplo descrito en la tabla 1. La

MES para CMT = 2 se da en la Tabla 5.

TABLA 5: Ejemplo de MES en CMT = 2,

Condicién de entra Reloj de la
da al sistema instalacién
Tiempo hasta que 3 5
se produce el -
evento
Namero de la uni- 5 1
dad en cuestidn
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En CMT = 2, se producird la llegada siguiente al cabo
de tres unidades de tiempo, y esa llegada serd la segunda -
unidad que entra al sistema. El servicio presente se comple
tard dentro de cinco unidades de tiempo, servicio que esté&

siendo dado a la primera unidad que entrd al sistema.
La MES para CMT = 6 se da en la Tabla 6.

TABLA 6: Ejemplo de MES en CMT = 6.

Condicién de entra Reloj de la
da al sistema instalacidn
Tiempo hasta que 4 1
ocurre el evento
Namero de.hiuni 4 1
dad en cuestidn

La siguiente unidad que llega es la nfGmero 4 y lo haré
dentro de 4 unidades de tiempo. La unidad que estd recibien

do servicio es la 1 y permanecerd en el canal durante una -

unidad m&s de tiempo.

A continuaci6n se definen otras variables que seré&n Gti

les para reunir informacién sobre el sistema de colas en es-

tudio.

U : Contador para registrar el nGmero de unidades que

hay actualmente en el sistema.



TS

TT

244

Variable ocupada para acumular la cantidad total de

tiempo que el canal permanece ocupado.

Vector para reunir la distribucién de frecuencias -

del tiempo total gque pasa una unidad en el sistema.

Variable utilizada para acumular el total de tiempos
que permanecen las unidades en el sistema. Se utili

zar& para calcular un tiempo promedio al concluir la

simulacidén.

Vector para reunir la distribucién de frecuencias -

del nGmero de unidades que hay en el sistema.

Variable utilizada para acumular el tiempo total de

espera de una unidad en la cola.

Vector utilizado para reunir la distribucién de fre-

cuencias de los tiempos de espera en la cola.

"Interruptor de ocupacién" para el canal. IO = 0
implica gue el canal estd inactivo. IO = 1, indi-

ca gue estd ocupado.

Por ahora, basta con las anteriores para comenzar a reu

nir las piezas. Se establecer& en primer lugar un Macrodia-

grama de flujo de las operaciones del modelo de simulacidn,
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tal y como funcionard en un momento de tiempo. En la Figu
ra 6, se presenta este macrodiagrama de flujo, en el cual
se muestran las diversas funciones del simulador que, en -
el programa real, se segmentar&n en subrutinas. En este -
modelo, se ha escogido como criterio de terminacién del ex
perimento un limite superior para el valor de CMT. Es de
cir, que se permite gue el programa se ejecute durante cier
ta cantidad especificada de tiempo simulado. Aungue bien -
pudo haberse utilizado otro criterio, por ejemplo, "anali-
zar el sistema hasta gue hayan pasado por el X unidades".
La eleccifn se basa primordialmente en los objetivos del ex

perimento.

Se presenta un programa FORTRAN para simular el sistema
de colas de Poisson de canal simple al final del libro, jun-

to con un programa FORTRAN para simular los sistemas de inven

tarios.
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CAPITULO V

TEORIA DEL INVENTARIO. (CONCEPTOS BASICOS)
Y SIMULACICON DE SISTEMAS DE INVENTARIO.

INTRODUCCION:

Cuando se menciona la palabra inventario, se puede i-
maginar el levantamiento de un censo de los bienes y habe-
res de una persona O empresa; sin embargo, la acepcién que
se le da a esta palabra en esta teoria es mucho més rica,
pues pone de manifiesto una serie de actividades y, permi-
te tomar decisiones gue pueden afectar sustancialmente el
comportamiento o las politicas de trabajo de la empresa u

organizacién que la utilice.

Mantener un inventario para ventas o usos futuros es
muy comlin en los negocios, asi como también en organizacio
nes de servicio, pues €éstas deben conservar un inventario
de los articulos necesarios para prestar sus servicios.

Al analizar problemas de inventario, la pregunta a la gque
se debe responder no se refiere a si es preciso o no lle-

var un inventario, sino de qué tamano deberd ser y cémo se

podr& mantener.

247
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5.1 TEORIA DEL INVENTARIO. (CONCEPTOS BASICOS).

Puede decirse, que el problema de Inventario se pre-
senta bajo la forma fendmeno de espera de una naturaleza
muy particular. Pues en lugar de admitir que las unida-
des llegan o se les atiende una por una, SsSe supone que -
las llegadas y el servicio se refieren a conjuntos de uni

dades.
En general, cualquier problema de inventarios incluye:

1. Una demanda de ciertos artfculos que, en general, es a
leatoria siendo una funcién del tiempo, pero estadisti

camente estable.

2. La existencia de articulos para satisfacer la demanda,
esta existencia se agota y debe haber reaprovisionamien
to. El reprovisionamiento puede ser continuo, periddi-

co o0 realizarse a cualquier intervalo de tiempo.

3. Costos asociados a las operaciones: 1nversiones, de-

preciaciones, seguros, almacenamiento, etc.

Estos costos permiten establecer una funcidén econémi-

ca, la cual se debe optimizar.

4, Objetivos por alcanzar o restricciones gue intervienen
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de acuerdo con la naturaleza misma del problema.

La demanda de un producto influye con seguridad en el
tamano del inventario. Se presenta una demanda cada vez que
se hace el intento de comprar un articulo, en cambio, una -
venta se produce s&6lo cuando el cliente concluye la compra
de un articulo. Por ejemplo, si un cliente pide un articu
lo que no se tiene en existencias, se produce una demanda,
pero no una venta. El cliente puede ir a hacer su compra a
otro lado, en cuyo caso se perderd la venta y por ende los
beneficios de la misma; o bien, puede estar dispuesto a es
perar hasta que se completen las existencias para adquirir

el producto, en cuyo caso la demanda se registra como pedi

do retrasado.

Conforme se van retirando unidades del inventario, su
nivel descenderd y llegard a un punto en el gue serd nece-
sario renovar las existencias, es decir, habrd necesidad -

de realizar un reaprovisionamiento.

Este punto se conoce como punto de repedido (o reno-
vacibn de pedido, o bien, nivel de reaprovisionamiento).
Cuando el nivel de inventario llega al punto de repedido
o cae por debajo de €1, se hace un pedido de cierta canti

dad de unidades gue, cuando lleguen, hardn gque aumente el
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nivel de inventario. El nimero de unidades solicitadas ca

da vez se conoce como cantidad de pedido y se denota por Q.

El tiempo de espera de obtencién o, simplemente, tiem
po de espera es la demora entre la decisién de hacer un pe
dido y la recepcién de los articulos o unidades. El tiem-
po de espera, ejerce una influencia significativa en el mo
mento en que debe hacerse un pedido. Por ejemplo, si se —
debe recibir un pedido el viernes y el tiempo de espera es
de cuatro dias, se deberd hacer el pedido el lunes. El1 -

tiempo de espera puede ser constante o una variable aleato

ria.

Se dice que un inventario se rompe o sufre déficit, si
el nivel del mismo es cero y todavia se tienen pedidos por
satisfacer, es decir, si se agotan las existencias de algln

articulo y se tienen pedidos retrasados.

Se presenta a continuaci6n un breve panorama de los -
costos que pueden tomar parte en un sistema de inventario.
Aunque en los modelos que se estudiardn no se incluirdn to

dos por razones de simplicidad.

Considérense los siguientes ejemplos, en los gue se -

involucran algunos costos, que luego se estudiardn con més

detalle:
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Ejemplo 1: ©Una compania fabricante de televisores produce

sus propios altoparlantes, los cuales se usan en la produc
ci6n de sus aparatos. Los televisores se montan en una 1%
nea de produccifén continua a una tasa de 8000 por mes. -

Los altoparlantes se producen en lotes porque no vale la pe
na mantener una lfinea de produccibn continua y pueden produ

cirse cantidades relativamente grandes en un tiempo corto.

La compahia se interesa en determinar cudnto y cué&ndo

producir.
Se deben considerar varios costos:

1. Cada vez que se produce un lote, se incurre en un cos-
to de preparacién de ¢ 12,000. Este costo incluye o-
tros costos, tales como: costos administrativos, cos-
to de llevar registros, de uso de las herramientas, de

mano de obra calificada, etc.

Es de notar, que la existencia de este costo aboga por

producir grandes lotes de altoparlantes.

2. La produccitn de altoparlantes en grandes lotes condu-
ce a un inventario grande. Se estima que el costo de
mantener un alto parlante de inventario es de ¢ 0.30 -
por mes. Este costo incluye el costo del capital para

lizado, el espacio de almacenamiento, seguro, impuestos,
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proteccién, etc.

La existencia de un costo de almacenamientc aboga por

producir lotes pequenos.

El costo de produccidén de un solo altoparlante (exclu-
yendo el costo de preparacién) es de ¢ 10.00 y se pue-
de suponer que es un costo unitario independiente del
tamano del lote producido (sin embargo, en general, el
costo unitario de produccidén puede no ser constante y
es posible «cue decrezca dependiendo del tamano del lo

te) .

La politica de la companfa prohibe planear deliberada-
mente algln déficit (falta, escasez, carestfa) de cual
guiera de sus componentes. Sin embargo, en ocasiones
se descubre un déficit de altoparlantes y se ha estima
do qgue cada altoparlante del gue no se disponga cuando
se le requiera cuesta ¢ 1.10 por mes. Este costo in-
cluye el costo de instalar altoparlantes después de que
el televisor estd completamente armado, el espacio de
almacenamiento, el ingreso retrasado, llevar registros,

etc.

Ejemplo 2: Un distribuidor de bicicletas al por mayor es-

td teniendo dificultades con el déficit repetido del modelo
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mds popular de 10 velocidades y, actualmente est& revisan

do la polftica de inventario para este modelo. El distri

buidor compra este modelo mensualmente y, a continuacién,

se ]Jo suministra a diversas tiendas en el occidente del -

pais. A solicitud de €stas, el distribuidor vende al por

mayor las bicicletas a cada una de las tiendas en su re -

gién. El distribuidor ha analizado sus costos y ha deter

minado que los siguientes son importantes:

1.

El costo del déficit, es decir, el costo de no tener -
una bicicleta a la mano cuando se necesita. En géne-
ral, las tiendas aceptan un retraso en la entrega. -
pero el distribuidor siente que incurre en una pérdi-
da estimada de ¢ 15.00 por bicicleta, alin cuando pueda
permitirse algtn déficit. Este costo representa una -
evaluacién del costo de la pérdida de la buena disposi
cibn, costos administrativos adicionales en que se in-

curre y el costo del retraso en el ingreso recibido.

En otros modelos, que compiten (en precio), las tiendas
no aceptan retrasos, lo que conduce a ventas perdidas.
En este caso, se debe incluir el costo de la venta per

dida en el costo del déficit.

El costo de almacenamiento, es decir, el costo de man-

tener un inventario es de ¢ 1l.o00 por bicicleta que que
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da al finalizar el mes. Este costo representa el cos-
to del capital paralizado, el espacio del almacén, se-

guro, ilmpuesto, etc.

3. El costo de hacer el pedido, es decir, el costo de si-
tuar un pedido mds el costo de la bicicleta; el papeleo
de situar o un pedido se estima en ¢ 200.o00 y el costo

real de una bicicleta es de € 35.00

En estos ejemplos se han mencionado los siguientes -

costos:

a) Costo de hacer un pedido o de fabricar;
b) Costos de almacenamiento o de conservaciodn;
c) Costos de Penalizacidébn por demanda no satisfecha

O por por déficit.

Otros costes que intervienen y gue no se han conside

rado son:

d) El costo total del ingreso;
e) El costo de rescate o salvamento;

f) La tasa de descuento.

El costo de hacer un pedido o de fabricar una canti-
dad Q, puede representarse por una funcién, C(Q). La for-

ma mds simple de esta funcidén es una que sea directamente
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Donde p representa el precio pagado por unidad. Otra
forma es, que C(Q) se componga de dos partes: un término

gque es directamente proporcional a la cantidad pedida y o

tro que es una constante K para Q > O. Y cero para -
Q = 0. Para este caso, si Q > O, el costo de hacer el -
pedido, o de produccidén, estd dado por C(Q) = K + p.Q. La

constante, K, suele llamarse costo de preparacién y generalmente
incluye el costo administrativo de hacer el pedido, el tra

bajo preliminar y otros gastos para iniciar una serie de

produccidn.

En el ejemplo 1, el costo de preparacidén para la se-

rie de produccidén es de ¢ 12,000. Cada altoparlante cues-
ta ¢ 10.00. Entonces el costo de produccidén viene dado -
por: C(Q) = 12,000 + 10.Q , Q > 0 Y en el ejemplo 2, el

costo de hacer el pedido estd dado por:
Cc(Q) = 200 + 35.0 , Q > 0.

Los costos de almacenamiento o conservacidn represen
tan los costos asociados con el almacenamiento del inventa
rio hasta que se vende o se usa, pueden incluir: el costo
del capital paralizado, del espacio, del seguro, de la pro-
tecci6n y los impuestos atribuidos al almacenamiento. Es-

te costo puede ser una funcién de la cantidad md&xima con-
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servada durante un perifiodo, de la cantidad promedio almace
nada o del exceso acumulado de abastec imientos por encima

de la cantidad reguerida. Esta Gltima es la m&s usual.

En el ejemplo 2, se utiliz6 este Gltimo punto de vis
ta, el costo de almacenamiento fué de ¢ 1l.o00 por bicicleta
gue se tuviera al final del mes. Esto puede interpretarse
como la pérdida de intereses al mantener el capital parali
zado en una bicicleta "innecesaria" por un mes, el costo -

del espacio extra de almacenamiento, el seguro, etc.

Se incurre en el costo de penalizacién por demanda no
satisfecha o por déficit, cuando la cantidad del artficulo -
requerido (demanda) es mayor gque la existencia disponible.
Este costo depende de la estructura del modelo, pues pue-
de ser gue el modelo acepte o no déficit, como se verd pos

teriormente.
Este costo puede interpretarse como sigue:

1) Si la demanda es mayor que el inventario disponible y

se satisface por un pedido de prioridad; o bien,
2) No se satisface en lo absoluto.

En (1) puede suponerse el costo de penalizacifn como
el costo completo del pedido de prioridad gque se utiliza -

para satisfacer la demanda en exceso. En (2), situacién -
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en la gue se pierde la demanda no satisfecha, puede supo-
nerse el costo de penalizacif6n como la pérdida de ingre -

S0OS.

Se suele hablar de acumulacién y no acumulacién de -
la demanda no satisfecha; se dice que la demanda se acumu-
la, si el cliente estd decidido a esperar un reabastecimien
to para satisfacer su pedido. Y, no se acumula si el clien
te decide hacer su compra en otro establecimiento o si las
existencias son mayores gque la demanda. Lo gue verdadera-
mente interesa son los costos de penalizacién asociados -
con la acumulacién de la demanda no satisfecha. Los de la
no acumulacién fueron considerados en las dos situaciones
anteriores. En cambio, entre los costos de penalizacién -
asociados con la acumulacién de la demanda estdn: La pér-
dida de la buena disposici6n del cliente, su renuencia pos
terior a llevar a cabo negocios con la empresa, el costo -

del ingreso retrasado, el tener que llevar registro extra,

etc.

En general, el costo de la demanda no satisfecha es

una funcibén del exceso de la demanda por encima del nivel

de inventario.

El costo total del ingreso puede incluirse o no en -

el modelo. Si se supone que tanto el precio como la deman
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entonces el ingreso por las ventas es independiente de la
politica de inventario de la empresa y puede despreciarse.
Sin embargo, si se desprecia el ingreso en el modelo, enton
ces debe incluirse la pérdida de ingreso en el costo de pe-
nalizacidén por demanda no satisfecha, siempre que la empre-
sa no pueda satisfacer la demanda y se pierda la venta, es-
to es en el caso de que la demanda no se acumule, y si se -
acumula entonces debe incluirse el costo del retraso en el

ingreso, en el costo de la demanda no satisfecha.

El valor de rescate de un artficulo es el valor de un
articulo rezagado a la terminaci6n del perfodo de inventa-
rio. Si se desarrolla una politica de inventario para un
nGmero indefinido de periodos, y no existe obsolescencia,
no se tienen articulos rezagados. Ya que lo que queda al -
final de un periodo es la cantidad disponible al principio
del perfiodo siguiente. Por otra parte, si se va a desarro-
llar la politica Gnicamente para un periodo, el wvalor del
rescate representa el valor de enajenacién del articulo pa
ra la empresa (es decir, lo que el articulo le estd negando
a la empresa), por ejemplo, el precio de venta. Al negati
vo del valor de rescate se le llama "costo de rescate" (o

costo de Salvamento) .

La tasa de descuento, toma en consideracién el valor
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del dinero con el tiempo. Esto es importante, ya gue cuan
do una empresa paraliza capital en inventario, no puede -
utilizar ese dinero para otros fines. Por ejemplo, pudo -
invertirse el dinero en inversiones seguras, imaginese, bo
nos del gobierno, y tener una ganancia sobre la inversiofn,
por decir algo, del 7% de aquf a un ano. Por tanto, un co
16n invertido ahora valdrfa ¢ 1.07 de aguifi a un aho, o -
bien, la utilidad de un colén de aguf a un ano es equivalen

1

te a o = 107 la cantidad o se conoce como "factor de des

cuento". Asf, al considerar la "rentabilidad" de una poli
tica de inventario, la utilidad o los costos de aqui a un
ano deben multiplicarse por o; de aqui a dos anos, por az-

I

y asi sucesivamente.

La convencit6n de elegir un factor de descuento a que
se basa en el valor actual de un coldén liberado de aqui a
un ano es arbitraria y pudo haberse usado cualquier perfio-

do, por ejemplo, 1 mes.

En problemas que tienen "horizontes limitados de -
tiempo" (tiempos cortos), puede suponerse que o = 1 y des
preciarse, porque el valor actual de un col6n liberado du-
rante este horizonte limitado de tiempo no cambia mucho.
Sin embargo, en los problemas que tienen horizontes de -

tiempo largos, debe incluirse el factor de descuento.
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5.2 CLASIFICACION DE LOS MODELOS DE INVENTARIO.

Existen varias clasificaciones de los modelos de in-
ventarios, generalmente se clasifican seglin se conozca la
demanda para un perfiodo, en cuyo caso se dice gue la demanda
es deterministica; o bien, puede ser que la demanda para un
periodo sea una variable aleatoria con distribucifn de pro-

babilidad conocida, en este caso se dice gque la demanda es

aleatoria.

Otra clasificaci6n resulta de acuerdo a la forma en

gue se revisa el inventario: continua o periédicamente.

En la revisién continua, se hace un pedido tan pron-
to como el nivel de existencias cae por debajo (o llega)
al punto de repedido. En cambio, en el caso de revisiédn
periédica, el nivel de inventario se comprueba a interva-
los discretos, por ejemplo, al final de cada semana, y se
toma la decisidén de hacer un pedido en este instante, atn
cuando el nivel de inventario haya cafdo por debajo del -

punto de repedido en el periodo que finaliza.

Con frecuencia se hace la consideracifn de gue no -
existen retrasos en la entrega de los articulos pedidos o
producidos; de hecho esta consideracifn no es vdlida, ya
gque en general, siempre existen retrasos en la entrega, -

por lo gue puede haber necesidad de incorporarlos en el mo
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delo de inventario. En este estudio, por razones de sim-

plicidad, se supondré& que la entrega es instanténea.
5.3 MODELOS DETERMINISTICOS DE INVENTARIO.

Esta seccit6n se refiere a los problemas de inventario
en los que se supone conocida la demanda real. Se estudia-
rd el caso en el gque no se permite ningGn déficit y, el ca-
so en el que si se permite déficit, ademd&s el caso en el -
que hay descuentos dependiendo de las cantidades (produci-

das o pedidas) y no se permiten déficit.
REVISION CONTINUA - DEMANDA UNIFORME.

El problema mds com@in de inventario se refiere al ca
so en el que los niveles de existencia se agotan con el -
tiempo y, entonces, se surten de nuevo por medio de la llg
gada de articulos nuevos. Un modelo sencillo que represen
ta esta situaci6n es el llamado "tamano econbémico del lo-
te" o, "cantidad econ6mica", o simplemente "lote'"; en el -
cual se supone que los articulos se extraen continuamente
a una tasa conocida constante, denotada por r; es decir, se
requieren r articulos por unidad de tiempo. Ademds, 1los
articulos se producen (o se piden) en n@meros iguales, Q
a la vez, y todos los Q articulos llegan simulté&neamente
cuando se desean. Los inicos costos que se consideran -

son: El costo de preparacién K (cargado en el instante



262

de la produccién, o de hacer el pedido). El costo de pro
duccién (o costo de compra) de C colones por articulo.

Y un costo de almacenamiento (o de mantener el inventario)
de h colones por articulo por unidad de tiempo. El pro-
blema del inventario es determinar la frecuencia con la gue
debe hacerse una serie de producci6én (o un pedido) y cudl -
debe ser el tamano del lote, de manera tal que el costo por
unidad de tiempo sea minimo; usando como politica del inven
tario la de revisi6én continua. El ejemplo de la produccién

de altoparlantes coincide con este modelo.
CASO 1: NO SE PERMITE NINGON DEFICIT.

Se define un ciclo como el tiempo entre las series de
produccién (o como el tiempo entre pedidos). En lo que si-
gue, se hablard Gnicamente de serie de produccién; sin em-

bargo, debe tenerse presente que también se puede hablar

de pedidos:
Se tiene que la longitud del ciclo viene dada por: % .

Asi, si se producen 24,000 altoparlantes en cada se-

rie de produccién y se usan a la tasa de 8,000 por mes, -
. . 24,000 _

entonces la longitud del ciclo es de 5000 3 meses.

En la siguiente figura se ilustra cémo varia el nivel de

inventario con el tiempo.
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Nivel de Inventario

Q7 [

\o

0 20 30
r

r r
La figura muestra el nivel de inventario como funcibn

r

del tiempo; no se permite déficit, los segmentos sobre %
%? , etc., son verticales puesto que no existe retraso.
Como la demanda es uniforme, la diagonal que representa grd
ficamente a la demanda tiene por ecuacién Q - rt, puesto -
que la pendiente es -r vy el intercepto es Q,y debe ser -

asi, pues el nivel de existencias disminuye uniformemente

por ser uniforme la demanda.

El costo por unidad de tiempo, T, se obtiene como si

gue:
0, si Q0 =0
i) El costo de produccién

por ciclo estd& dado por:
K+ cQ, si Q > 0.

ii) El costo de almacenamiento por ciclo, se razona

como sigue:
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El nivel promedio de inventario durante un ci-

clo es ig—%—gl = % artficulos por unidad de
. . hQ
tiempo y el costo correspondiente es: — por
unidad de tiempo. Como la longitud del ciclo es
% el costo de almacenamiento por ciclo estéd da-
2
. ho
dopor. T
iii) ©Por todo lo anterior el costo total por ciclo es:
2
K+ e+ 5 -
iv) Entonces el costo por unidad de tiempo, T, wviene
dado por:
2
hQ
Q Q 2

r

Usando el criterio de la primera y segunda derivada,

*
se encuentra el valor, Q , gue minimiza T.

En efecto, al hacer dT _ § se obtiene: =X 4B _
do 2 2
Q
2
entonces Q* = Vv 2%5 y €s un minimo ya que QJ§ > 0.
dQ

. * . .
El tiempo, t , gue se requiere para producir este va-

lor 6ptimo de 0" estd dado por:
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N

* _ Q%
e = = Yy

Aplicando estos resultados al ejemplo de los altopar-
lantes, se tiene:

Costo de preparacién: K = 12,000

Costo de almacenamiento: h = 0.30

Tasa mensual de montaje:

a}
|

8,000

De ahi que:

/2(8,000) (12000)

* =
Q 0.30

= 25,298.22 = 25,298

25,298

_§7556 3.2 meses.

y t* = 3,162

24

De donde, la linea de producci6n es iniciar cada 3.2

meses y producir 25,298 altoparlantes.

Para dar una ilustracién gré&fica, se puede obtener -

una tabla de valores para T en funcién de Q, (recuérde-

se que C = 10), como
T = XX 4 o 4 RO
q 2
r = 26000 000 , 44000 + (0.15) O.

Q



Asfi:

Q T

5,000 99,950
10,000 91,100
15,000 88,650
20,000 87,800
25,000 87,590
25,298 87,589
30,000 87,700
35,000 87,993
40,000 88,400
50,000 89,420
60,000 90,600
70,000 91,874
80,000 93,200
90,000 94,567
100,000 95,960

266
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Costo total por unidad de tiempo.

T%10°

105 ~
100 T
95 + Costo unitario ¢ 10.00
90 +
85 T
Q
B S I a IR S S s e e e B LB s Cantidad
10,000 25,000 80,000 100,000 pedida
CASO 2: DEIFICIT PERMITIDOS. (DEMANDA UNIFORME) .

Supbngase que se permite algln déficit y, que el costo
por cada unidad de demanda no satisfecha por unidad de tiem

po es de P colones.

Sea £ la existencia con la gque se cuenta al principio
del ciclo, se utilizardn las variables del caso 1, y se ob
tendrd@n resultados semejantes. El problema se ilustra en

la siguiente figura:
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Nivel de Inventario

(E-rt)

B liaa
RO

g

Durante el lapso = el nivel de la existencia es su-

ficiente para satisfacer la demanda; después, durante el -

lapso 9—%—2 hay déficit.

Al final de cada periodo % ; se emite un lote (o lle

ga un pedido) Q destinado por una parte a satisfacer la de
Q - &

manda Q - £ que no pudo ser satisfecha durante —

Yy por otra parte, a reconstruir el inventario ¢§.

El costo total por unidad de tiempo, T, se obtiene -

como sigue:

i) El1 costo de produccién 0, s10Q=0

por ciclo estd dado por: K +Co, si 0> 0.

ii) El1 costo de almacenamiento por ciclo, se razona

como sigue:

Obsérvese que el nivel de inventario es positivo

0 ' tiempo (t)
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Q.
r

para un tiempo

El nivel promedio de inventario durante este tiem-

po es: é—%—g = % articulos por unidad de tiempo y
el costo correspondiente es: %? por unidad de tiem-

po. Por consiguiente, el costo total de almacena-
miento en el que se incurre durante el tiempo en -
el que el nivel de inventario es positivo es el -

costo de almacenamiento por ciclo, el cual estd -
2
hé £ _ h&

dado por: > = 5T

Del mismo modo, los déficit se presentan para un

Q - &

tiempo T

El monto promedio de los déficit durante este tiem

po es:

0 + (g - &) _0Q 5 & artfculos por unidad de tiem

po y el costo correspondiente es pig—%él por uni-

dad de tiempo.

Por consiguiente, el costo total del déficit en -
el que se incurre durante el tiempo en el que exis
te déficit es el costo del déficit por ciclo, el

cual est& dado por:

P(Q-E) . (0-E) _ P(Q-£)°
2 r 2r
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iv) El costo total por ciclo es la suma de los tres costos anteriores,

asi: 5 5
hg P(Q - &)
K+ o+ =50+ —a2r

v) El costo total por unidad de tiempo, T, viene dado por:
2 2
he” . P(0-E)

T,ZK + O+ 2r 2r
Q
r
2 2
_IK h§ P(QO - &)

Este modelo tiene dos variables de decisién Q y &,

en-—

tonces los valores O6ptimos Q* y £* se obtienen aplicando el

criterio de las derivadas, en este caso parciales. Asi, al
hacer:
9T _ aT . .
3 " 0 v 0 0 se tiene:
3T _ hE _ P(Q - &) _ _ _ PO
ok Q Q R =
2 2
9T _ _ rK _hE”  P(O - &) _P(Q-E)" _
2 2 2
2 2
— ZER_BEL L, JPE_ELBL PP g
Q 2Q 20
=> -2rK - hgz + 2Q2P - 2QPE§ - Q2P + 2QP¢ - sz = 0
s _ _ g2 2 _ . _ PO
=> -2rK E°(h + p) + O P =0 vy sustituyendo § = h + p)

se tiene:

2.2
=>—2rK - -Pw—z (h + p) + Q2P =O
(h+p)
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2 _ 2rK _h

P ox /2r /h+

oy
| +

Luego sustituyendo Q* en el valor encontrado para £ se

obtiene:

h + P

La longitud 6ptima del periodo est& dada por

SNy Y x:

El déficit miximo se expresa por:

* 2rk h + p /P
Q - & = / h »j P B h + p }
2rk | h
h vP vh + P
* * _ Jark |
Q -t /% T /r+3

De la figura, se observa que la fracci6n de tiempo en

*

*

la que no existe déficit est& dada por:
*
£ K / P
r _ v h + P
*

o* 2
r

K
oy
g

5

SgPs
o)

H
=
+
H

Lo cual es independiente de K.
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En el ejemplo de los altoparlantes, cuando existia dé-

ficit, su costo se estimd en ¢ 1.10 por altoparlante, ade-

mas K = 12,000
h = 0.30
r = 8,000

de modo que:

£x = //(2)(8000)(120005 . / 1.1
- 0.30 1.1 +0.3

s £* = 22,424
2y (8000) (1200) 1.1 + 0.3 =
* . I~
Q / 0.30 7.1 28,540
t* %%%%g = 3.6 meses.

Asi, cuando se permite déficit, debe iniciarse la 11-
nea de produccién cada 3.6 meses y producir 28540 altopar-
lantes. Se permite un déficit de 6,116 altoparlantes -

(Q* - &%).
CASO 3: DESCUENTO DE CANTIDADES, NO SE PERMITE DEFICIT.

En los modelos considerados, se ha supuesto que el -
costo unitario de cada artfculo es el mismo, independiente
mente de la cantidad producida. Esta suposicién condujo a
las soluciones 6ptimas que resultaron ser independientes de

este costo unitario. Supdngase ahora que existen rupturas
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del costo; es decir, gue el costo unitario varia con la can

tidad pedida o producida.

Sean: C1 si 0 < Q < a

C3 si b <Q los precios de produccién -

donde Cl > C2 > C3.

La funcidén T(Q) tiene la siguiente forma:

TWQ)A
* -
Tl(Ql)
Ty
Tz(Q;) N L
N |
\ |
X
l\\ I
N PN
T3(Q3) ______ :_——‘{':
| |
|
! |
| i
] |
| I
; ' Q
0 a *b
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El c&lculo se haré& de la siguiente manera:

1°) Calcular Q; , si Qg > b entonces la cantidad eco-
némica es Qg
o . * * . 1/
2°) Si Q3 < b, calcular Q2 , donce necesariamente=— Q2 <b.

En consecuencia se tiene que Q; < a 6 Q; > a
i) si Qg <b y acx< Q; < b entonces comparar -
*
T,(Q,) ¥ T3(b).

La gue proporcione el valor mé&s pequeno de T es

la cantidad econ®mica.

ii) 81 Qg < b vy Q*2 < a, calcular Q; el cual satis-
face necesarjamente la desigualdad Q; < a. En -
este caso, comparar: Tl(QI) , T2(a) 3% T3(b) para

determinar la cantidad econfémica, gue serd la que

proporcione el menor valor para T.

En el caso de los altoparlantes, supdngase que el cos-
to de producir un altoparlante es Cl = ¢ 1l.00 si se pro-
ducen menos de 10,000 altoparlantes; c, = ¢ 10.00 si la -
produccibén cae entre 10,000 y 80,000 vy, C3 = ¢ 9.50 si la
produccién es mayor que 80000. Investigar cudl es la poli

tica 6ptima de produccién.

1/ Ver Demostracién, después del ejemplo.
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Para hacer las gré&ficas respectivas, aunque no es ne-

bastard hacer una tabla de valores, tomando los -

resultados del modelo de tamaho econdémico de lote (sin dé&-

ficit) visto anteriormente,

unidad de tiempo,

Costo Total por unidad de tiempo

== + rC. + %%

se tiene:

el costo total por

si el costo de produccién es Cj como :

2, 3.

La figura muestra la gré&fica de la funcién de Q.

105,000

100,000 +

95,000

90,000

8,500

82,500

» Ty(C=11)

T, (C=
o7 670

L’f"' T3(C3=9.5)

10,000 25,00¢C

80,000
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Sin calcular Qg va que segGn la gr&fica es menor gue

80,000 p&sese al paso 2, ya gque Q; se ha calculado en el -

*
caso 1 basta entonces comparar T2(Q2) con T3 (80,000)
5 = 25,298 T, (Q%) = 87,589
Q2" [ 2Q2 - !
y T3(80000) = 89,200.

Es mejor entonces, producir en cantidades de 25,298 vy,
por lo tanto, éste es el valor 6ptimo para este conjunto de

descuentos de cantidades.

Se demostrard a continuacién, por qué necesariamente -
Q; < b si es que Qg < b (dado que C3 < C2), bajo el si-

gulente razonamiento:

Ampliando el modelo de revisidn continua y demanda uni
forme en el que no se permite déficit se demostrard que si
la sucesi6bn de costos unitarios de compra es decreciente -
entonces la sucesi6n de valores Optimos de pedido serd cre
ciente. Para lo cual habrad que mostrar que el costo unita
rio de compra es inversamente proporcional a la cantidad -

de pedido, y tener asi el resultado deseado.

Se ha obtenido en el modelo mencionado que el costo -
total por ciclo es:

2
K+ CQ + %%7 donde C : Costo unitario de compra

Q@ : Cantidad pedida



277

K : Costo de preparacioén
h : Costo unitario de almacenamiento
r : Tasa media de demanda.

Considérese ahora que el costo unitario de almacena-

miento es proporcional al costo de produccién.

Ademds, sea N la demanda total para un intervalo de -

tiempo O, es decir N = nflmero de articulos requeridos para

el periodo 0.

La duracidén del ciclo es

o+
I
RO

y, el costo total de
almacenamiento durante t es: =— - Sea m el nGmero de

ciclos en el periodo 0.

Sea o el coeficiente de proporcionalidad entre el cos

to unitario de almacenamiento, h, y el valor o + X

5 , es -
decir,
_ h _ _ ho _
d—m—>d—m->hQ—d(CQ+K)
Q

Entonces el costo total durante el perfiodo O es:

T(Q) = )K +oCco o+ I%t}n
—> T(Q) = |K + co + o (CQ ; K)t—’m
T(Q) = Km + com + &EM €O, oktm

2 2
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Considérense las relaciones:

5 N Y @M 0 (=> QOm N)
=>%=}n (=> tm=0)
Luego, T(Q) = % + CON + OLCZQO + u12<@
=> T(Q) = %; + 9%%9 + CN + 9%9

Derivando con respecto a Q e igualando a cero, se tie

ne:

Q
_, aCO _ KN
2 0 2
Q
_ 2 _ 2KN
= Q= 30

Resulta entonces evidente que si se escoge una suce-
sibén decreciente de costos unitarios de compra entonces -
se obtendrd una sucesién creciente de valores 6ptimos de

pedido como se deseaba demostrar.

Resulta ahora claro, que si Q} < b entonces 0} < b

ya que QE < Q; siempre que C, < C

3 2
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5.4 MODELOS ESTOCASTICOS DE INVENTARIO.

Se estudiar8 ahora los problemas de inventario en los
qgue la demanda para un periodo es una variable aleatoria -
que tiene una distribucién de probabilidad conocida. Se -

analizan tanto modelos de un solo periodo como con varios

periodos.
5.4.1 MODELO CON UN SOLO PERIODO SIN COSTO DE PREPARACION.

Sea D 1la variable aleatoria demanda y den&tese por
PD(d) la probabilidad de que la demanda sea igual a d; es

decir,
PD(d) =P {D =4} .

Se supondrd que se conoce PD(d) para todos los valores

d; es decir, se especifica la distribucidén de probabilidad.

El modelo de un solo perfiodo que se estudiard& puede -

representar el sistema de inventario de un articulo que:

1. Se vuelve obsoleto r&pidamente, como un diario.

2. Se hecha a perder (o se arruina) con rapidez, co-

mo los vegetales.

3. Se tienen en existencia una sola vez, como las -

partes de repuesto para una sola serie de produc-

ciétn de un nuevo modelo de avién.
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4., Tiene un futuro incierto m&s alld de un solo periodo.

En general, el modelo de inventario a considerarse es

el siguiente:

Los articulos se producen para un solo periodo a un cos

to unitario de "c" colones, sin costo de preparacidn (K = 0).

El costo de almacenamiento, el costo unitario neto de -
almacenar artfculos rezagados menos su valor de rescate (o
salvamento), est& dado por "h" colones por artfculo, es de-
cir, h es el costo unitario de almacenamiento, y se carga -
como una funcién de la existencia en exceso por encima de la

cantidad requerida.

El costo unitario de la demanda no satisfecha es de -

"p" colones, donde p > c. Se supone gque no se tiene inven
tario inicial a la mano, es decir, la existencia, &, es de

cero articulos (£ = 0).

Sea QO la cantidad pedida (o producida) al principio
del periodo y, sea D 1la variable aleatoria que denota la

demanda durante el periodo.

El problema consiste en determinar cu&l es la cantidad
-dptima a pedir; probablemente resulta deseable tener més -

que la demanda esperada pero, es obvio que se requlere me-
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nos que la demanda m&xima. Se necesita una combinacién en-
tre:
1. El riesgo de guedar corto y, en consecuencia, incurrir

en costos por déficit, vy

2. El riesgo de tener un exceso y, €n consecuencia, incu-

rrir en costos desperdiciados por hacer pedidos y man-

tener unidades en exceso.

El criterio gque usa el modelo es elegir el nivel de in-

ventario que minimice el valor esperado de la suma de estos

costos.

La cantidad vendida estd dada por el minimo de:
D, si D < Q
Q, si D > 0Q

asi, la cantidad vendida es + min (D,Q).

De donde, el costo en el gque se incurre si la demanda

es D vy se tiene en existencia Q, estd dado por
C(D,Q) =cO+pmix (0, D-Q) + h m& (0, 0 - D)

El modelo, por generalidad debe incluir ambos costos,
aunque realmente s6lo uno de ellos participa, seglin sea el

caso.
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Dado gque la demanda es una variable aleatoria [?on dis
tribucién de probabilidad PD(d)I, el costo C(D,Q) también

lo es. Entonces el costo esperado estd dado por C(Q), don

de:

C(Q) = E C(D,Q) L [c0+ pmax (0,d-0) + h max(0,0-d)] Py (d)

d=o

I cop (@ + ] Pmix(0, a0) P

= (@ +
d=o d=o P
} hmax(0, 0 - & PL(d)
d=o
[« Q_l
C(Q = CQ+ ] p@Q Py@ + } h(Q-4a P .
d=o d=o

Es evidente que C(Q) depende de PD(d).

En la prictica la demanda varfa sobre un nfimero grande
de valores posibles, por lo que se hace una aproximacién a
esta variable aleatoria discreta de demanda por medio de -
una variable aleatoria continua. Ademds, cuando la deman-
da varfa sobre un nGmero grande de valores posibles, esta
aproximacién generalmente conducird a pequenas diferencias,
en los valores numéricos, de las cantidades &6ptimas del in-
ventario que debe tenerse en existencia. Por lo que, en lo
que sigue, se supondrd una demanda continua, y la funcién de

densidad de probabilidad de esta variable aleatoria se deno
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tard por: f_(X).

D Entonces el costo esperado se denota -

por:

o]

cQ=E [C(D,Q)]

I

J [cQ + P m&x(0,%X-Q) + h max(0,0-X)] Fp, (%) dx
O

J cQ fD(X) + J P max (0Q,X-Q) fD(x)dx +
o) o

[ h mix (0,0-X) £ (x)dx
O

@ Q
= cQ + J P(X—Q) fD(X)dx + J h (0—X) fD(X)dX.
Q o

C{Q = cO+ L(Q , donde L(Q) recibe el nombre
de déficit esperado més el
costo de almacenamiento.

Entonces,

se hace necesario hallar el wvalor de Q, su-

pbngase Q*, gue minimice a C(Q).

A continuacién, se dar& una demostracién de que la -

cantidad O6ptima gue debe pedirse, Q*, es aguel valor que

satisfaga:
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donde la funcidn F(a) es la funcibébn de distribucidn acumu-

lada de la variable aleatoria de demanda; es decir,

Demostracifn: Se tiene que D es una variable aleatoria -

con fdp dada

fD(x) , si x>0
por:
o , si x <0
[a
y con fda, F, dada por: F(a) = fD(x)dx
o
Definanse g (X, Q) como:
[h(Q - X) ,si0Q0>X y h>0.
g(X,Q)=
1P(X—Q) , s1 Q<X y P > 0.
Y G(Q) = J g(X, Q) fD(x)dx + CQ , donde C > 0.
o

[ee]

(x)dx + P(X-0Q) bede-+CQ

Q
Entonces G(Q) = J h(0-X) £
o) Q

Se aplicard el criterio de la la. y 2a. derivada para

encontrar un valor minimo para Q. Obsérvese gue G(Q) tiene
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la misma forma de C(Q)

0 -
%’—hi J (0-X) (x)dx+Pi{ (x=0) f_(x)ax + ¢

“al C —
=hJ 3 (Q—fD(x)] dX+pJ 9 (xa-QfD(x)] dx 4+ ¢
o Q

Q o
= h fD(x)dx +p J —fD(x)dx + C

o Q
( & N
ac(Q) _
—Eﬁ—--—h fo(x)dx - p J fyxiax + C
/ 0
o <

[e o] Q oo
Pero J fD(x)dx = 1, entonces J fD(x)dx + J fD(x)dx =1
o] o) Q

Q Q
dc(Q
Es asi como: —a%l-= h‘L fyx)ax - p +p J beddX+-C

O

Se prueba en efecto que el valor 6ptimo de Q es aquel

*):P—C

que satisface la condicidén F(Q p + h
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Q* Q*
Sea h fD(x)dx - p +p fD(x)dx + C =0
o) o
= hF(Q") -p+PF () + C =0, por definicién de F.
Luego F(Q¥) (h + p) = P - C, asf:
*x, _p =-C
F(Q") D n
Q'k
el valor S6ptimo se encuentra al resolver { beddx==§ ; E
o

En efecto el valor &Sptimo de Q es un minimo, ya gue la se

segunda derivada es positiva:

Q Q
2
d"G(Q) _ d _dp d dc .
0 = h &%) J beddx aé—kp 551[ fD(x)dx-l-a5
o e}

=h £,(0) + P £(0)

(h + p) fD(Q) >0 yaqee h>0,p>0 vy fD(Q) > 0.

Todos estos conceptos pueden ser ejemplarizados hacien
do algunas consideraciones al ejemplo 2 de la seccifén 5.1 -
(referido a un distribuidor al por mayor de bicicletas de -
10 velocidades). Supdngase que a este distribuidor se le -

ofrecen condiciones muy favorables en la compra de un mode-



lo <= bicicleta de marca famosa cuya produccidn

diszz-ntinuar, por lo cual se ha avisado a todas

que —o es posible hacer nuevos pedidos.

E1l costo de cada bicicleta es de ¢ 20.00 vy

rre =2n costo de preparacidén,. asi: C = 20 vy K

El costo de mantener un inventario es de

por opicicleta. Este costo incluye: 1 colén,

ta €l costo del capital paralizado y

valor de rescate de cada bicicleta.

Asf, h = -

287

se va a -

las tiendas

no se incu-

= 0.

-9 colones

que represen

-10 colones que es el

9.

Cada bicicleta se vende por ¢ 45.00, con una utilidad

de ¢ 25.00. S8i la demanda es mayor que el abastecimiento

disponible entonces el costo unitario de la demanda no sa-

tisfecha es de ¢ 45.00 (y no s6lo la utilidad perdida).

As{: p = 45.

supfngase que la demanda tiene una distribucién expo-

nencial con esperanza A (paré&metro) dada por:
X
1 -X
X e ’ Xio
fr(x) =
0 ;, X < 0.
entonces:
2 x x |a a
F(a) = %— e M ax=-e =1 e
o
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Luego, la cantidad 6ptima que debe pedirse, Q*, es -

aquel valor que satisfaga:

Q*
x. - A _ p-c
F(Q') =1 e = 5 5
Q*
_ - X p - C
=> e = 1- D n
Q*
_ - A _ h + c
=> ln e = 1n [m]
. o h + ¢
~ *oT A [h + p}
B * h + ¢
=> Q = A 1n T p]
. . . * 20 - 9
En particular si A = 10000, se tendria: Q = - 10000 1ln Yy
> o* = - 10%. (-1.185805500) = 11858

5.4.2 MODELOC DE UN SOLO PERIODO CON UN COSTO DE PREPARACION.

El costo de preparacibén es constante y se denota por K.
Se supondrd que los costos por déficit y almacenamiento son
cada uno lineales. Su efecto resultante entonces estéd dado

por L(Q), donde:

@ Q
L(Q) = p (X-0Q) fD(X)dx + h (0-X) fD(x)dx.
Q o



289

Por —anto, el costo total esperado en el gue se incu-
rre si s= hace un pedido hasta completar @ Dbajo el supues

to de gu= existe un nivel inicial dado por x es:

K+ c(0 - %) + L(Q) , Si 0O > x

L(x) , si Q0 = x.

Nét=zse que ¢ Q + L(Q) es el mismo costo esperado gue
se consiZ=2rd en el modelo anterior, cuando se omitidé el -

costo de »oreparacidn.

Si == grafica C(Q) = cQ + L(Q), su gré&fico es c6ncavo

. - . *
hacia arr-iba con minimo en Q°, asfi:

Q + L(Q)

donde ¢ es el menor valor de (Q para el cual

cqg + L(g) = K + CQ™ + L(0*).
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A partir de la figura, se concluye que si x > o* Yy

-~ > » entonces K + cQ + L(Q) > cx + L(x) => K + c(Q - x) +

2 (Q: » L(x), donde el primer miembro de le desigualdad re-

71

resa2nta el costo total esperado si se hace un pedido has-

—a completar Q y el segundo miembro de la desigualdad re

{

'

recsenta el costo total esperado si no se hace pedido algu

~o. Luego, la polfitica 6ptima es no hacer pedidos si x>>Q*.

De la figura también resulta que, si g < x < QF
entcnces, para Q > x se cumple:
K+ cQ + L(Q) > cx + L(x)
=> K + c(Q - x) + L(Q) > L(x).

y, huevamente no hacer pedido es menos caro gque hacerlo.

Finalmente, siempre de la figura se concluye que si

X < g entonces:

min [K+cQ + L(Q)] =X+ Q" + LQ*) < cx + LX)
0>x

= K+ c(@* - x) + L(Q) < L(x)

Asf, min [K + c(Q - x) + L(Q)] < L(x).
0>x

De modo que se obtiene beneficio al hacer un pedido,

y el costo minimo se logra al hacer un pedido hasta comple

tar Q*.
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En consecuencia, la politica 6ptima de hacer pedidos

puede resumirse como:

i) si x < g, higase un pedido hasta completar QF

ii) si x > g, no se haga ningln pedido.

El valor de Q° se obtiene siempre a partir de:

*x, _ p - C
F(Q ) - p h 7
Yy g es el menor valor que satisface: cg + L(g) = K + cQ* + L(Q%).
Con referencia al ejemplo de las bicicletas, Q%= 11858
y A = 10000.
Si k =800, ¢ =20, p =45y h = -9 se obtiene gq a -
partir de:
® - q W
1 10000 1 10000 _
20g + 45 [ (w-q o000 © dw - 9 J (g - w) 16000 © dw =
q o)
o W
1 10000
800 + 20(11858) + 45 [ (w - 11858) 16000 ©
11858
11858 -4
-9 { (11858 — w) % e” W0 T 4,
10

O
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5.4.3 MOCZLO DE INVENTARIO CON DOS PERIODOS SIN COSTO DE

PREZ?ARACION.

En muchas situaciones se presenta perifdicamente una -
oportunidad de hacer un pedido, por ejemplo, mensualmente,
y el gererite de inventarios debe tomar una decisifn acerca
de si debe tener existencias y cudntas deben ser estas exis
tencias. Es posible que se tenga interés en estas decisio-
nes para un horizonte de los prdéximos 2 meses, 6 meses, 12

meses o, incluso, por tiempo indefinido.

En general, la politica de revisién peri&dica de usar
la solucidén O6ptima para un periodo tantas veces como perio-

dos se tengan no es la politica 6ptima.

Para el problema de dos periodos, comiinmente se pue -

den lograr costos menores aplicando los métodos de la "pro-

gramacidén dindmica". Por lo que se presenta a continuacién

los elementos bésicos que caracterizan a los problemas de -

programacidén dindmica:

1. El problema puede dividirse en etapas, con una decisién

de la polfitica requerida en cada etapa.

2. Cada etapa tiene un cierto ntmero de estados asociados
a ella. En general, los estados son las diversas con-
diciones posibles en las que el sistema podria estar -

en esa etapa del problema.
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El efecto de la decisifén de una politica en cada etapa
es transformar el estado actual en un estado asociado

con la -etapa siguiente (posiblemente de acuerdo con una

distribucibtn de probabilidad).

Dado el estado actual, una politica Optima para las eta
pas restantes es independiente de la politica adoptada

en las etapas previas.

El procedimiento de solucibn empieza por hallar la polf

tica 6ptima para cada estado de la Gltima etapa.

Se dispone de una relacién recursiva que identifica la
politica para cada estado en la etapa n, dada la poli-

tica 6ptima para cada estado en la etapa (n + 1).

Usando la relacién recursiva, el procedimiento de solu-
cifn se mueve hacia atréds, etapa por etapa (hallando en
cada ocasién la politica 6ptima para cada estado de la

etapa) hasta gue se encuentra la polftica 6ptima cuando

se parte de la etapa inicial.

Para efectos de generar el modelo de inventario con -

dos perjiodos, teniendo en consideracidén los elementos pre-

sentados, supbfngase que se permite al distribuidor de bici

cletas hacer Gnicamente dos pedidos, uno el 15 de octubre

y otro el 15 de noviembre. Las hipdtesis respecto a los -
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costos son semejantes a las presentadas en los modelos an-

teriores.

Supbngase que la compra conduce a la entrega inmedia
ta. Se reunen los dé&ficit al final del primer periodo, -
si existen (es posible la acumulacidén de pedidos al final
del primer periodo, pero no al final del segundo); no se -
permite enajenacién de las existencias, es decir, gque el -

valor de rescate es despreciable.

Ademéds, las demandas Dl’ D2 para los dos pericdos -
son variables aleatorias independientes, idénticamente dis
tribuidas, gque tienen la densidad fD(w). El costo de com
pra es lineal, es decir, cQ, donde Q es la cantidad pedi
da (no se tiene costo de preparacién), y los costos por dé
ficit y almacenamiento también son lineales, con costos uni

tarios respectivos denotados por p y h.

Como se indic6, la solucién a este problema no es usar
la cantidad 6ptima para un periodo dos veces. Pueden lograr
se costos inferiores imaginando el problema desde un punto
de vista de programaci6n dindmica para dos perlfodos. Ordé-
nense los periodos de manera tal, que el inicio del periodo
1 implique que quedan dos periodos en el horizonte. De ma-
nera andloga, el principio del perifodo 2 implica gue gueda

un perfodo en el horizonte (el filtimo periodo estd empezando) .
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El problema es hallar los ntmeros criticos que describen la
politica 6ptima para hacer los pedidos. Se demostrar& que
estos nfimeros criticos son Gnicos para cada perfiodo. Sean
Q; Y Q; estos ntimeros y, sean Ql Yy Q2 la cantidad de
existencias hasta las cuales se haya llegado después de ha-

cer el pedido, al principio del periodo respectivo.

Denftese por Cl(Xl) el costo esperado de seguir una po

litica 6ptima (costo minimo) desde el principio del periodo
1 hasta el final del periodo 2, dado gue se tienen Xy unida
des a la mano. Y denétese por C2(x2) el costo esperado de
seguir una politica 6ptima (costo minimo) desde el princi-
pio del periodo 2, dado gue se tienen X5 unidades a la -
mano. Cl(Xl) es la expresifn que se busca, porque ésta se
obtiene sigquiendo la politica O6ptima para el horizonte com-
pleto (de dos periodos). A fin de obtener Cl(Xl) es necesa
rio hallar primero C2(X2). De los resultados para el mode-

lo de un solo periodo, la politica S6ptima estd dada por un

solo nGmero critico hallado a partir de:

., _p-cC

es decir, si X2 es la cantidad disponible al principio del

Gltimo periodo, entonces:
1 18 * %) i < 05
. Pidase (Q2 2) » siox, Q2

2. No se haga pedido alguno, si Xy 2 Q;



296

Se puiede expresar el costo de esta politica 6ptima co

mo:

. *
L(x2) , siox, 3_Q2

*

C(Q; - x2) + L(Q;) » 81 %, <0,

en donde ¢ es el nfimero critico inico determinado con an-

D %

terioridac y L(Q), es el costo esperado por déficit mds al
macenamier to, para un solo periodo cuando se tienen Q uni

dades disponibles.

L(Q) puede expresarse Como:

Al principio del perfiodo 1, los costos en gue se 1ncu-
rre constan del costo de compra c(Ql - Xl), el costo espera
do por déficit m&s almacenamiento L(Ql) v los costos aso-
ciados con seguilr una politica 6ptima durante el segundo pe
rfiodo. Por tanto, el costo esperado de seguir la politica
6ptima durante los dos periodos estd dado por:

C,(x) = minimo {c(Q, - X;) + L(Q;) + E|C,(X,)]}
Q1 2%

en donde E[C,(x,)] se obtiene de la siguiente manera:
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Notese que X, €s una variable aleatoria que depende -
de la cantidad de existencias a la mano al principio del -
perfiodo 2; es decir, X, = Ql - Dl' Asf, sustituyendo en -
C2(x2) se tiene:

L, -D;) , siQ -D >0 .
C, %, =C,(Q) - D)) =

* *

* .
C(Q2 -0t Dl) + L(Q2) , Si Ql - Dl <05 .

de donde C2(x2) es una variable aleatoria y su valor espe-

rado, por definicién, estd dado por:

E(C2(X2)) = C2(Ql - W) fD(w)dw
‘0
0,-05 °°
= L(Q, - w) f(w)dw + EC(Q; - Q) +w) + L@)] £, w)aw.
0 0,705

N6tese que en virtud de que se admiten los déficit -
(Ql - w)} puede ser negativo; nétese ademds que EICz(xz)] es
simplemente una funcidn de Ql Yy Q;, con Q; obtenida a par-

tir de la solucién para el problema de un solo perfodo.
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Por lo tanto, Cl(xl) se puede expresar CoOmo:

0,707
Cl(xl) = minimo {C(Ql - xl) + L(Ql) + ‘ L(Ql - W) fD(w)dw
Ql kd Xl o

+'[ E¢(QZ ~ 0 tw + L(Q;)] £ (W) dw
0,03

Se demostrard a continuacidn que Cl(xl) tiene un mini-
mo f(nico, QI , que satisface la ecuacidn:

* *

979

-p + (p + h) F(Q]) + (c - p) F(Q] - Q) + (p+h) F(Q] = w) £, (w)dw=(

Para encontrar el minimo, se usari el criterio de la -

la. y 2a. derivada, asi{ como los siguientes teoremas:

b b
1. 11—J £(x,y) dx = J Y gy

dy Y
a a
h(y) h(y)
d | (x,y) dhiy) _ dg (y)
2. & f(x,y)dx —J e dx + f(h(y),y) ay flg(y),y) &
‘g(y) gly)
Y
3. S| fwax = £(y)
3y Y :
‘0O

Donde las funciones a considerar (de una o varias varia
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bles) poseen primera y segunda derivadas continuas, y de-

rivadas parciales en todas partes.

Demostracidn:
*
9179
Cl(xl) =clQ) - Xl) + L(Q)) + L(Ql - W) £y (W) daw
‘0
* *
+ J;C(Qz - Qpfw) + LQ)] f(w) dw.
Ql_Q2
*
ac, (x)) , 4 Q79
‘0
+ 4 [c@) -0, +w) + LEH] £ w) aw
dQl 2 1 2 D .
) _ *
Q9
o Ql
- _ d
Pero L (Ql) = 561- J plv - Ql) fD(v) dv + J h(Ql - V) fD(v) av
Ql o
o Q1
=G ( ) £ (W)dv + =5 | h(Q, - v) £.(v) &
Ql o
o Ql
=-_pJ thﬂ dv4—h‘[thﬂ dv ; de aplicar el teo
Q o rema 2, y del hecho

que fD(w) =0
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9 9 ”
=-p |1 - fD(v) dv|+h fD(V) dv , yva que fD(V) dv = 1,
o o o
9 1

-p+p fD(v) dv + h fD(V) av

o o
a
L'(Ql) =-p+ (p+h) F(Ql) ya que F(a) = J fD(v) dv, es
o
la f.d.a de fD(V).
* *
Q-0 Q,-Q
) d t 1 ZBUQl w) (W)
También, a@; L(Ql - W) fD(w) aw = BQl aw
o o

*) *)

por el T. 2.

*
0= 9%
= * * AL(Q,~w) f_ (W)
oQ
1
« Ql—w ©
Pero 30, = 50, P (v=0.+w) £y (V) av +| h(Q)—w-v) £, (v) AV)if, (W)
Ql—w (@)
{ © Ql_w
_ | 3 3 )
= lséz- p(v—Ql+w) fD(V)dV'+ 551' h(Ql—w v)fD(v)dv fD(w)

Ql—w O
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oo Ql—w
= | -p fD(v) dv + h fD(v) dv fD(w) , Ce aplicar el T. 2.
Ql—w o
=-p fD(w) +p fD(v) dv fD w) + h fD(v)dv fD(w)
o o
Ql—w
=-p fyw + (p+h) | fovidv £ (w)
(@)
=-p fD(W) + (p + h) F(Ql -w) fD(W)
* *
Q9 Q-9
d _ * _ _
Ast, a0, L(Q~w) £ (w)dw =L(Q,) £,(0;=0)+ | |-P £ W)+ (P+h)F(Q-w) £ (w) | dw
¢ @)
= L(Q%) f. (@, -0% - p F(Q, -0%)
=Ly I © -0y P FlO) -0
*
179
+ (pth) F(Ql—w) fD(w)dw.
o0 O [e o]
d * *. ] _ * *
Y, a‘Q: [C(Qz‘Ql +w) +L(Q2)_| fD(W)dw = - L(QZ) fD(Ql_QZ) -C fD(w)dw
*
90, 01-05

“2
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Q-9

- L) £, (003 —¢|1 | £

J ]

* * *

Sustituyendo todos los resultados obtenidos se tiene:

dCl(Xl)

* * *
—ag; = © P () FlQ) + L) £50r0) - p F(O-0)

*
Ql_ Q2

* * *
+ (p+h) | F(Q;-w) fywidw - L(Q,) £,(0-05) - ¢ + ¢ F(Q-0))
O *
Q7%
= - p+ (pth) F(Q)) + (c-p) F(Q;-Q3) + (pth) | F(Q; -w) £ (w)dw

O

. - *
Al igualar a cero esta derivada se encuentra gue Ql es
el minimo si satisface la ecuacifn:

* *

- p+ (pth) F(Q]) + (c-p) F(Q) - Q) + (pth) | F(Q] - w) £ (w)dw = 0.

Después de encontrar este resultado, verificar gue 1la
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segunda derivada es positiva es trivial, por lo que se deja

como ejercicio.

Finalmente, si1 la funcifén de densidad de probabilidad

de la demanda es exponencial, es decir,

a
Entonces la fda seria: F(a) = % -

Y el valor dptimo, Q;, es aquel gue satisface la relacifn:

* *
* - * _* Q.—-0 *
et Rl e
-p + (pth) |1 - e A + (c-p) |1 -e A + (pt+h) E—e A }
o
w
%e_x dw = 0
* *
i} . 0179
*
! a9 w
=> h-(pth) e + ¢c -p+ (pc) e A + (p+h) %—e— A dw
o
* *
Q.0
1>=2 *
&
—) | e M aw=0
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* * % * % *
Q Q-0 Q=0 « w9
acw - >\ - )\ (p+h) (Ql_Qz) ___>\_
=> h-(z+h) e "+ cp+(p-c)e +(pth) —-e +1 - 5 e
* * * *
o Q—X—l—Qz o) ©-0f) L
=> 2h—= - (pth) e x —(cth) e - % 172 % . 0
o NN x % o
Y _AT2 () @ -0) 1
=> 2h+z =(pth) e A + (cth) e A A e !

Resulta gue en esta expresibn, al intentar despejar Q;

por 1os métodos ortodoxos, el resultado siempre queda en fun

cibn de Q;.

?or lo que s6lo es posible aproximarse a Q; tanto como

se quiera, con el auxilio de los métodos numéricos y una com

putadora.

Para evidenciar esto, h&gase la sigulente sustitucidn

* *
Q-9
Zo = 'T 14
* * * * *
1, %2 % L%
en: 2h+c = (pth) e A A k+ (h+tc) e +
* * *
Q Q, Q
* % 1 2 2
(pth) (Ql_Q2) T + 3T
A
* *
0, 05

—> 2htc = (pth) e 2° T My (o) e %o 4+ (prh)z, e Ze T A

=> Zhtc

I
o
o]
7
=z
®
+
o
&
+
E
N
o]
®
>J
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Donde, para valores conocidos de h, c, p, A y Q; esto

se puede reducir a: Kl e_Z° + K2 Z, e_Zo + K3 = 0, donde

Kl, K2, K3 son constantes.

Es posible encontrar una aproximacién al valor de Z.,
usando métodos numéricos tales como el método de biseccidn

(0 intervalo medio), el método de Newton-Raphson, etc. Lue

_ *
gol Ql - )\Zo + Q2

Ejercicio: Pruébese que si la funcién de densidad de pro-
babilidad de la demanda es uniforme sobre el intervalo de -

0 a t, es decir,

ot

, s1 0 < w < t

0 , en caso contrario,

entonces puede obtenerse Q; a partir de la expresifn:

/
* *2
ot =/ on?+

—m -

“2t(c-p) ] o . £2[2p(pth) + (hic)?] t (hic)
9 * 2 ©h)
_ (pth)
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5.5 SIMULACION DE SISTEMAS DE INVENTARIOS.

Se construird un modelo gque se pueda utilizar en el -
andlisis tanto de sistemas de punto repedido como en los -
sistemas de revisiones peridédicas. El concepto del evento
siguiente, desarrollado en la simulacién de sistemas de co-
las, se reutilizar& en la construccién del modelo de simula
cién (simulador). Se analizaradn los eventos que se pueden
producir y se investigar&n sus resultados en lo que se re-
fiere a los dos tipos de sistemas. Finalmente, se combina
r&n los conceptos de los dos sistemas en un modelo de simu-

lacién "parametrizado", gue pueda simular a cualquiera de -

esos dos sistemas.

Existen tres caracteristicas del modelo que se cons -

truird que son claramente distintas a las del modelo de si

mulacién de colas:

i) Todos los valores del tiempo se mantendr&n como

variables reales en el programa de simulacién.

ii) Habré algo equivalente a la matriz de eventos -
siguientes (MES), pero en este algo se manten-
dr&n los valores del tiempo segln el reloj maes
tro de simulacién, en lugar del método del tiem

po hasta el evento siguiente, es decir, que las
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anotaciones de los relojes menores contendrén va
lores acumulativos de tiempo, en lugar de valo-

res de tiempo entre eventos.

iii) Se incluye una opcién en la matriz de eventos si
guientes, que le permitir& al analista actuali-
zar las estadisticas pertinentes, imprimir en la
salida informaci6n operacional, o ambas cosas, -

con valores de incrementos de tiempo.

5.5.1 EVENTOS QUE SE DEBEN CONSIDERAR EN LA SIMULACION DE

INVENTARIOS.

Para los fines del anédlisis, se definen a continuaciodn
cinco eventos distintos gue pueden ocurrir en el tiempo en

una simulacién general de inventarios.

El' La demanda de artfculos del inventario.
E2. La recepcién de un pedido.
E3. La revisién de la posicién de inventario para determi-

nar si se debe hacer o no un pedido de existencias adi

cionales.

Ey- El resumen (y/o la salida) de informacién sobre el -

estado del sistema en un momento dado.

E5. El final de la corrida de simulacidn.
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Obsérvese que E4 Y E5 estdn "orientados al modelo"
y no tienen una significancia dada en un sistema de inventa
rios real. La ventaja es, que al definir los eventos de es
ta manera, se puede construir un programa general de simula
cién que maneje tanto el modelo de punto de repedido como
el de revisiones perifdicas. Se define la medida de efica
cia de los dos sistemas como el costo total del sistema al
ano. En el costo total del sistema se incluyen los costos
anuales de llevado de inventario, el costo anual de los ago
tamientos de existencias, y el costo anual de revisidén del
sistema y la expedicifn de pedidos para reabastecer el inven
tario. Las decisiones relativas a cué&ndo y qué cantidades
pedir se basan en la posicién del inventario. Las variables
de decisién son generalmente "cu&ndo hacer un pedido y por -
qué cantidad". El objetivo del modelo de simulaci6n serd ob
tener un valor para la medida de eficacia, basado en valores
especificos de las variables de decisi6n. Se realizar8 es-
to, permitiendo que el modelo simule un periodo deseado de
funcionamiento. Se comenzaré& a describir el proceso gene-
ral de simulacién. En la Figura 1, se ilustra una escala -

de tiempo sobre la que funcionard la simulacidén de 1los sis-—

temas de inventarios.
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FZGURA 1. Escala de tiempo para eventos durante la similacién de

Inventarios.

Zs
4
B E, E E. E
E, B, E;E,By Ey ByEy By Ey By By By By B, 53E, By By By 5y 55
0 1 2 3
TIEMPO
Para los fines del andlisis, supdngase que T = 3 anos.

Ademds, supdngase que se desea obtener un resumen de infor-
macibn estadistica al final de las operaciones de cada ano.
Esto se muestra en la escala por medio de las flechas mar-—
cadas E4. Obsérvese que el punto T = 3 en la escala se

denomina también ES’ puesto que se produce también el even

to E5. Todas las flechas marcadas El representan los mo
mentos en que se producen las demandas. En este caso, la -
distancia entre dos flechas El sucesivas no es constante.

Las flechas E3, representan los momentos en que se re
visa la posicién de inventario con el fin de tomar una deci

si6n sobre si se hace o no un pedido. En la figura, se -
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ilustra un sistema de revisiones periédicas, pero en un sis
tema d= punto de repedido cada punto de la escala marcado -
con urnz flecha El lo estar& también por una flecha E3 -
gue coincide; es decir, gue se revisard@ la posicién de in-
ventario cada vez gque se produzca una demanda. Los puntos
en la escala marcados con flechas E

5 representan los pun-

tos en el tiempo en gue se recibe un pedido.

Los valores de tiempo de los eventos E4 Y E5, pue-
den ser considerados como pardmetros de entrada. El simula
dor debe funcionar de tal forma que siempre gue se produzca

cierto evento, se registre el punto en el tiempo en gque ocu

rra el siguiente evento similar.

El método para encontrar la "distancia" entre dos mo-
mentos de eventos similares depender& de la naturaleza del
modelo simulado. Asimismo, cuando se produzca el evento 3,
se podr& determinar en general, tanto cu&ndo ocurrirg el -
evento 3 siguiente como cudndo se producira el evento 2 co
rrespondiente. §Si el tiempo de Espera es cero las flechas
E, coincidiré&n con las E3. Esto guiere decir que, cuan-
do se produce una revisit6n queda determinada la siguiente
(en un modelo de revisi6n periddica) asi como también-cudn
do se recibird un pedido, si es gue se hizo alguno en ese

momento de la revisidn.
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Al revisar el sistema general de inventarios de la ma
nera anterior, se pueden comenzar a analizar ramificacio-
nes especificas hacia eventos dados. Obsérvese gue cuando
se hace que el simulador vaya de un punto a otrc en la es-
cala de tiempo, se debe actualizar continuamente la infor-

macién pertinente a los costos que se refine.

Sobre todo, al recorrer una distancia At en la esca
la de tiempo, en donde At es el tiempo entre dos eventos
gque cambian el estado del sistema de inventario, se deben
modificar los valores para las unidades-ano de inventario
a mano, asi como también para las unidades-ano de pedidos
atrasados (si se tratara de un caso de pedidos atrasados).
Esto se realiza multiplicando At por el nivel de inventa
rio y por el nGmero de pedidos atrasados, si un agotamiento
de las existencias da como resultado un pedido atrasado. -

Los niveles de inventario y pedidos atrasados por los gque -

se multiplica At, son los gue existen al iniciarse el pe-

riodo At.

A continuacifén se revisar&n algunos de los aspectos -
que se incluirédn en el modelo de simulacién, basados en las

caracteristicas de los eventos, dentro de la simulacién.

CARACTERISTICAS DE UNA DEMANDA.

Se asumird que una peticién al sistema de inventarios,
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de artfculos habidos y por haber en existencia constituye -
una demanda. Las caracteristicas del patrén de la demanda
se puede analizar por separado, sin tomar en cuenta el ti-
po de sistema de inventario que se esté simulando. Se su-
pone que el patrén de la demanda es independiente de la ma-

nera en que se administre el sistema de inventarios.

Se desea poder simular sistemas con todos los tipos de
patrones variables de demanda. El patrdén de la demanda se
especifica por el tiempo entre demandas sucesivas, asi como
también por el ntimero de unidades solicitadas por demanda.
Serfa Gtil que se tomara en consideracién la inclusién de -
parémetros en el modelo de simulacién, que permitan especi-
ficar esas dos caracteristicas. También es conveniente de-
jar margen para los tiempos constantes o distribuidos alea-
toriamente entre demandas sucesivas. Al tomar disposiciones
para los tiempos constantes entre demandas, se pueden mode-
lar sistemas en los gue se registra la demanda como, por -~
ejemplo, la demanda diaria o mensual. Entonces, se podré& -
simular el funcionamiento del sistema sobre una base de dia
en dfia o de mes en mes. También se desea dejar margen para
un nGmero de unidades constante o distribuido aleatoriamen-
te, como objeto de cada demanda. Todo esto es posible me-

diante el empleo de subprogramas.



313

CARACTERISTICAS DE UN PEDIDO.

Uno de los aspectos relevantes relativos a los pedi-
dos, que interesard incluir en el modelo es el siguiente:
El tiempo de espera, es decir, el tiempo entre la expedi-
cién de un pedido y su recepcibn. En general, se desea -

permitir un margen para valores de tiempo de espera cons-—

tantes y distribuidos aleatoriamente. En cierto momento
puede haber pendientes varios pedidos. Ademds, los pedi-
dos se pueden cruzar. En la Figura 2, se da un ejemplo -

de pedidos cruzados.

FIGURA 2. Cruce de Pedidos.

Se hace Se hace Se hace Se recibe Se recibe Se recibe
pediio i pe?ido 3 pedido k t pedij? 1 pedido k pfdido 3

! '

Tiempo de espera de kK |

1
-

 Tiempo

. Tiempo de espera de j

Tiempo de espera de i |

¥

Obsérvese gque, aungque el pedido K se hizo después -
del j, se recibi6 antes. Obsérvese también que en tiempo
t hay tres pedidos pendientes. Resulta evidente que, si -

los valores de tiempo de espera son constantes, los pedidos
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no se cruzar&n. Recufrdese gque la norma gue establece el
momento de hacer un pedido se basa en la posicidén de inven

tario; por tanto, el cruce de pedidos no debe afectar la -

decisidén de hacer un pedido.

También tiene gran importancia el nfimero de unidades
pedidas, es decir, la cantidad de pedido, la cual es consi
derada como una variable de decisi6n. Finalmente, se debe
tomar en consideracién el costo de hacer un pedido, se con

siderarda que este costo es independiente del ntmero de uni

dades pedidas.
CARACTERISTICAS DE UNA REVISION.

En el modelo de revisiones periédicas se examina a in
tervalos fijos el estado del inventario. Cuando se emplea

un modelo de punto de repedido, el estado del inventario

se revisa muy a menudo.

En realidad, s6lo se requiere una revisién, cuando -
ocurre un evento, que pueda hacer que la posicién de inven
tario caiga al punto de repedido o por debajo de €1. Pues
to que una demanda representa el inico evento que puede -
provocar ese ajuste de la posicién de inventario, se puede
decir que una revisidn al sistema coincide con una demanda,

cuando se utiliza el modelo de punto de repedido. En un mo
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delo de revisiones perifdicas, el tiempo entre revisiones

es una variable de decisidén y se leerd como entrada en el

programa.

Generalmente, no se toma en consideracidén el costo de
la revisi6n en un modelo de punto de repedido, puesto que
ese costo no influird en las normas operacionales Gptimas
de este tipo de modelo. Sin embargo, si se va a comparar
la norma de punto de repedido con otra de revisiones perif

dicas, seri necesario incluir en ambos modelos el costo de

una revisién.
5.5.2 DESCRIPCION DEIL. PROGRAMA.

El programa simula ya sea al sistema de inventario de
punto de repedido o al de revisiones perifdicas, con ventas
perdidas o pedidos atrasados. Ademés, la cantidad del pe-

dido puede ser constante o variar de un pedido a otro.

El programa se construye en torno al concepto del even
to siguiente y emplea los cinco eventos mencionados. El1 -
modelo se compone de un programa principal y diez subprogra
mas. El programa principal tiene la responsabilidad de in-
troducir datos de entrada, impulsar la simulacién e impri-
mir informaci6én operacional intermedia. A continuacién se

dan los subprogramas con una breve descripcién de sus fun-

ciones.
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Determina qué evento serd el siguien
te en la simulacidén. Es similar a
la SUBROUTINE BAR en el simulador de

dolas.

Acumula tanto las unidades-ano de in
ventario como las unidades-ano de pe
didos atrasados (en el caso de que -

se acumulen pedidos atrasados).

Revisa la posicidén de inventario pa-
ra determinar si se debe hacer un pe
dido © no. Si es preciso hacerlo, -
se calcula la cantidad y se programa
la recepcidn del pedido como evento

posterior. Aumentando posteriormen-—
te la posicién de inventario en la -

cantidad pedida.

Actualizar el sistema después que se
produce una demanda, determinando si:
se satisface la demanda, se pone en

pedidos atrasados o se pierde.

Maneja el sistema despué€s de recibir

se un pedido.
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6. SUBROUTINE TES : GCenera los valores del tiempo de -
espera.

7. SUBROUTINE DEM : Genera el tiempo hasta la demanda
siguliente.

8. SUBROUTINE UNI : Genera el nlmero de unidades socli-

citadas en cierta demanda.

9. SUBROUTINE STD

e

Calcula la media y la desviacibn es
tdndar de la media de las 6 cantidg
des siguientes, por separado:

1. Unidades-ano de inventario.

2. Unidades-ano de agotamiento de

existencias.

3. NGmero de agotamientos de exis-

tencias.
4. NGmero de pedidos.
5. NGmero de revisiones.

6. Costo total del sistema.

10. SUBROUTINE RAND : Genera ntGmeros aleatorios uniformg

mente distribuidos.
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Aunque el programa utiliza el concepto del evento si-
guiente para realizar las operaciones, noO se& Ccrea una ma -
triz de eventos siguientes, sino gue se utilizan variables
separadas para almacenar los valores de tiempo para los -
cinco eventos definidos en la simulacién. Esas cinco va-

riables se dan a continuacién:

1. TD : Tiempo del reloj maestro para la demanda siguien
te.
2. PP(I): Vector que contiene tiempos del reloj maestro -

para la recepcién de pedidos pendientes.

3. TR : El tiempo del reloj maestro al que se produciréd
la siguiente revisién de la posicién de inventa

rio.

4., TA : Tiempo del reloj maestro al que se produciré -

la siguiente actualizacién estadistica y/o im-

presién de salida.

5. TL : El tiempo del reloj maestro para el final de

la corrida de simulacién.

A continuacién se presenta un Macrodiagrama de flujo
del simulador general de inventarios. Luego se ilustrara
el modo en gue se manejan los tiempos de espera en el pro-

grama.



INICIO

localiza al mfnimo de MES (1,1} y =5 (1,2) :

fija un apuntador scbre este elemento y
llama al tiempo minimo MIN.

!

Se resta MIN de MES (1,1) y DE MES (1,3).
Se suna MIN al OTT.

e

El tiemo minimo

El tiempo minimo
estd en MES (1,1)

estd en MFS (1,2)

Se examina
el apuntador sohre la
ent.de menor tiemo

Se localiza en MU el vector con el Se localiza en MU el vector con
nimero dado en MES (2,1). Y se ha- el nGnero dado en MES (2,2). V
cen las sigquientes operaciones: se hacen las siguientes operacio-—
1. MU (1,2) = QT nes:

_ 1. Calcular CMIT-1%1(1,2), se tabu-
2. MU (1,3) =1 la el valor en T(l) y se suma
3. MU (1,4) = QT a TT.

i 2. Borrar todos los valores del

vector unitario.

Se hace U = U+l, y se tabula el
valor de U en el vector N(J). l

l Hacer U = U-1 y tabularlo en
Se incrementa U y se pone en N(J)
MES (2,1). Se genera el tiempo
siguiente entre llegadas y se -
pone en MES {1,1). Se localiza
el ler. vector disponible en MJ
y se hace MU{1,1)=NGnero unidari.

Hacer MES (1,2) = a un va
lor muy grande para que no NO
se escoja er el siguiente
barrido de la MFS
I0 =0
¥ —2)
1. Se obtiene una distrib. acum. Se localiza en MU el vector cuyo
de frecs. de: T, N y TC. valor es mfnimo para i(1,2).
2. Se calcula UTIL = TS/QMT. Y se realizan las siguientes opera
3. Se calcula el tiemo prom./cola ciones:
4. Se calcula t. prom.en sistema. 1.CvT-#U(1,4) . Tabular el resulta-
l do en TC y sumarlo a TEC.
2.8e hace MU(1,4)= QIT y MU(1,3)=2
3.%e hace N(2,2) - MI(1,1)
Se imprimen los resultados 4.Se genera un tiemyn de servicio
calculados t, y se hace MFS(1,2)=1.
Se hace TS = TS + 1.

1

1I0=1

FIGURA 3. MACRODIAGRAMA DEL FLUJO DE OPERACIONES DEL SIMULADOR DE
INVELTARIOS.



320

El vector PP(I) se utiliza para almacenar los valo-
rzs del tiempo para la recepcién de todos los pedidos pen-—
cZentes. Cada vez gue se hace un pedido, se calcula el -
tiempo para la recepcién y se almacena en el vector PP, -
Luego, se investiga el vector para determinar el valor mi-
nrimo de PP(I). Se fija en este elemento un indicador de-
nominado MIN. Asi, en cualquier momento dado, PP (MIN) in
dica la posicién dentro del vector en la gque se encuentra
el tiempo de la recepcidén del pedido siguiente. En la Fi-

gura 4.A se llustra este vector. La variable NPP cuen

ta el nimero de pedidos pendientes en cualguier momento.

FIGURA 4. A - El vector PP antes del tiempo 11.

(NPP = 5 , MIN = 3).

B - El1 vector PP después del tiempo 11.

(NPP = 4 , MIN = 2).
PP PP
1] 25 1| 25
2 | 17 2 | 17
3 11 3 20
4| 20 4 | 30
5 |30 5
6 6 _
' LA
A B

Seg@in la Figura 4.A, hay cinco pedidos pendientes -

(NPP = 5) y el siguiente pedido que se recibird& es el nlme



321

ro tres (MIN = 3) en el momento 11. Al recibir este pedi-
do se fone en el inventario y luego se destruye, es decir,
se elirina o borra de PP(I). En ese instante, el vector
PP(I) se redispone como se muestra en la Figura 4.B; -
guedanco cuatro pedidos pendientes (NPP = 4) vy el pedido

que se recibird a continuacién es el nGmero 2 (MIN = 2), -

en el tiempo 17.

La SUBROUTINE REV, desempena la funcién de calcular -

los tiempos de las recepciones, poniéndolos en PP vy deter

minando el valor de MIN.

La SUBROUTINE UES, retira el elemento PP (MIN) y com
prime PP, elevando a la vez, todos los demés valores del -

tiempo. Luego se investiga el vector para determinar el -

nuevo valor de MIN.

En correspondencia con el vector PP, se encuentra el
vector Q, gue contiene el nGmero de unidades que se van a
recibir. Por ende, cuando se recibe un pedido I, Q(I)
contiene el nGmerc de unidades de ese pedido. Asf, el -
evento PP (MIN) contiene el tiempo de recepcidn del pedi

do siguiente y Q(MIN) el nGmero de unidades gue se reci

birén.

A diferencia del reloj de colas, este simulador fun-
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ciona con valores acumulados de tiempo para todos los even
tos. Para ilustrar esto, considérese la Tabla 1. En esa

Tabla se encuentran los valores acumulados de tiempo para

una corrida de simulacién de 20 unidades de tiempo. La co
lumna denominada "T1" indica el "tiempo presente" o la -
equivalencia del CMT en el simulador de colas. Los gene

radores de procesos utilizados generan todavia el tiempo -
entre eventos; sin embargo, el tiempo utilizado para pla-
near los eventos es: ese tiempo generado mé&s el valor de
T1. qu ejemplo, supbdngase que el tiempo generado por la
SUBROUTINE DEM, entre la primera y la segunda demanda fué
de 4 unidades de tiempo. Esas cuatro unidades (colocadas -~
en la columna denominada DEM) sumadas al valor de T1 dan

el valor siguiente de TD, que es de 7.
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TABLA 1. Ejemplo del Paso del Tiempo en un Simulador de Inventario.

EVENTO T1 TD PP (MIN) TR TA TL, DEM
1 3 @ xkH K 4 10 20 4
2 47 Kok @ 10 20 -
3 7 (1) wee 8 10 20 2
4 8 9 Kk 10 20 -
5 s (9) 14 12 10 20 4

6 10 13 14 12 20 -

7 12 13 14 @ 20 20 -
8 13 @ 14 16 20 20 2
9 14 15 16 20 20 -
10 15 @ Kok 16 20 20 3
11 16 18 Kok 20 20 -
12 18 KHxk 20 20 20 4
13 20 22 Kk ok 20 20 -

14 20 22 Kk 24 20 -
15 20 22 Kk 24 30

***%  Representa un valor extremadamente grande.

Al examinar la columna marcada TR, se deduce gue se

trata de un sistema de revisiones periédicas con un tiempo
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ent-e revisiones de 4 unidades de tiempo. El modelo se ajus

t6 —ambién para actualizar las estadfsticas cada 10 unidades

de =—iempo.

Obsérvese gque el tiempo para la recepciébn de un pedido
I:PP(MIN) ] se estableci6 inicialmente muy alto para evitar
ser =2scogido por la subrutina del evento siguiente. Duran-
te €1 cuarto evento, gue era una revisién, se tomé la deci-
si6r. de hacer un pedido y se gener6 el tiempo para su recep
ciér., que se puso en la variable PP (MIN). Una vez recibi-

do el pedido (evento 9), volvid a ajustarse esa variable a

un valor muy alto.

Se daré el programa principal para el simulador de in-

ventario, en lenguaje FORTRAN.

La lista del programa principal se muestra en la Figu
ra 5. El programa se ajusta para manejar varios conjuntos
de problemas. El nGmero de conjuntos de problemas se lee
en la variable NSIM. Ademids, cada problema se puede si-
mular varias veces, para repetir el experimento. La varia
ble ITER especifica este valor. La secuencia de proposi
cicnes posteriores a la 70 s6lo son vélidas para los sub-
programas DEM, TES y UNI, incluidos en el programa. Si -
se cambian esos subprogramas las instrucciones carecerén -

de sentido. Los valores iniciales del nivel y la posicidn
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de inventario se ajustan arbitrariamente en la suma del -
punto de repedido mé&s la cantidad de pedido; aungue se po-
drian utilizar valores casi de cualquier tipo. Las varia-

bles principales se definen al inicio del programa.

El programa se ajusta para acumular informacién perti
nente para toda la corrida de simulacidén, asi como también
para el perfodo de tiempo entre impresiones sucesivas de sa
lida. Las variables pertinentes para toda la corrida de -
simulaci6ébn se marcan; comenzando con la palabra: "Espera-

do" = "Esperanza" = "NGmero Esperado”.
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