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INTROVUCCION 

T~a~ inealQulable~ e~6ue~zo~ he QonQluido el p~e~ente 

t~abajo, ~in emba~go, e~toy eon~ei ente que ~~to eomo ~u 

nomb4e lo indiea, no e~ m~~ que una int4odueei6n al mundo 

dabulo~o de la Simulaei6n p04 eomputado~a~. Pe~o me ~ien

to o~gullo~o po~que la di~eeQi6n de e~te t~abajo 40mpe Qon 

lo~ e~quema~ t~adiQionale~ y e~ un ~eto pa~a ab~i4 b4eeha~ 

en ot~o~ eampo~ del eonoeimiento. 

En el Cap~tulo T, ~e ha t4atado de 4e~umi4 al máximo 

lo~ e oneepto~ de ~i~tema~ y modelo~; en el Cap~tulo II, ~e 

e~tudian lo~ eoneepto~ p~opio~ de la ~imulaei6n; en el Ca

p~tulo III, ~e inieia dando una b~eve expo~iQi6n de lo~ 

Qone epto~ e~tad~~tieo~ y de p~obabilidnd b~~ieo~ que ~e ne 

Qe~itan pa~a el e~tudio eoneienzudo de lo~ ~i~tema~. Se 

e~tudia la gene~aQi6n de núme~o~ aleat04io~, p~ueba~ e~ta

d~~tiea~ que ~e apliean a lo~ gene~ado~e~ de núme~o ~ alea 

to~io~, a~l eomo p40g~ama~ pa4a gene~a~ en la eomputado~a 

valo~e~ de va~iable~ aleato~ia~ Qon eie~ta~ di~t4ibueion e~ 

de p4obabilidad .y lo~ ~e~ultado~ obtenido~ . S e plalltea a

demá~ el 6amo~0 p~oblema en el e~lQulo de p~o babilidade~, 

"el m~to do de la~ ag uj a~ de ButÍ tÍ 011 pa4a ea.teula4 un valo ~ 

ap40ximado al valo4 de TI". Se ~e~uelve alla[..Ctieame.n.te. lj -

I 
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tambitn u~ando un p~og~ama de ~imula~i6n mo~t~~ndo~e lo~ ~e 

~ultado~ obtenido~. En el Cap1tul o IV, ~e e~tudian lo~ ~i~ 

tema~ de ~ ola~ y la ~imula~i6n de ~~~tema~ de ~ola~; ~~nal~ / 

zando en el CapItulo V ~on lo~ ~i~tema~ de inventa~io~ y la 

La V~a. Ma~ie Vu6lo po~ la aten~~6n p~e~tada en lo~ a~pe~to~ 

te6~i~o~ de la Simula~i6n de Cola~ e Inventa~io~, Ing. Ca~-

lo~ Mauni~io Canjuna, pon ~u ayuda en el ~ampo del Análi~~~ 

Matem~ti~o; L~~. Manuel de Je~ú~ Contez Alvanez, Ing. Ga -

bniel Meltndez Mayo~ga , Ing. Samu el Ma~tInez G6mez, B~. Wi

lliam Ca~tno, po~ ~u ayuda bibliogná6i~a; B~. Julio Ct~a~ -

Monte~, pon el u~o de ~u ~omputadon pe~~onal pana obtenen -

lo~ ~e~ultado~ de lo~ p~ognama~; Ing. VIQto~ Hugo Anzo~a, -

po~ ~u planteamiento del pnoblema de la~ aguja~ de Bu66on; a 

mi~ ~ompañe~o~ de t~abajo Li~. Je~ú~ Al6ne do Canjuna y Li~. 

Man~o Robento Naja~~o, pon ~u ~ompnen~~6n y ayuda, a la ~e-

ñona Nohemy de Rovelo pon l a me~anogna61a del tnabajo y al 

Gu~llenmo Mejla Vla z. 
Nov~embne de 198 4 . 
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CAPITULO I 

SISTEMAS Y MODELOS 

1.1 SISTEMAS. 

El t~rmino sistema se utiliza de muchas formas y tie

ne significados reservados en todas las disciplinas y todos 

los campos de investigaci6n. 

finici6n general de sistema. 

Definici6n 1.1.1 

Se dar~ a continuaci6n una de 

Un sistema es un conjunto de entidades (o componentes) 

interrelacionadas atrav~s de los atributos (propiedades o -

caracterfsticas) que cada una posee. 

Todo sistema tiene tres caracter1sticas: tiene fronte 

ras, existe dentro de un medio ambiente y tiene subsistemas. 

Definici6n 1.1.2 

El ambiente de un sistema es el conjunto d e todas las 

entidades que: 

i) Tienen atributos cuyo c ambio afecta al sistema. 

ii) Sus atributos sufren cambios debidos al comporta

miento del sistema. 

1 
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La frontera distingue las entidades dentro del siste-

ma de las entidades que constituyen su medio ambiente. 

En las definiciones anteriores se mencionan conceptos 

que son inherentes en el estudio de los sistemas: entida-

des o componentes; atributos, propiedades o característi -

cas, de las entidades; y , relaciones entre las entidades. 

Las entidades o componentes de un sistema pueden ser 

en gran número y de naturaleza diversa. Por ejemplo, el -

sistema solar tendría como entidades a los planetas, saté-

lites, cometas, estrellas, etc. En cambio,el sistema de nu 

meraci6n decimal tiene como entidades a los números 0, 1, 

2,3, ..., 9. 

En un sistema de colas (ver Cap. IV) los componentes 

son, los canales de servicio y las unidades que llegan a -

recibir el servicio. 

En un sistema de inventario (ver Cap. V) los componen 
. 

tes son, los artículos en inventario y la demanda de dichos 

artículos. 

Los atributos son las características o propiedades -

que poseen las entidades, y son los que permiten hacer su 

descripci6n. 
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Por ejemplo, un artículo en inventario tendrá los si

guientes atribut.os: existencia en inventario, demanda, 

etc., y son éstos los que permitirán hacer un análisis a

cerca de si es necesario, o no, hacer un nuevo pedido y 

cuánto pedir. 

Las relaciones que existen entre las unidades estruc-

turan el sistema. Así, un sistema de colas se estructura 

cuando más de una unidad llegan a solicitar servicio a un 

canal que s610 puede dar servicio a una unidad a la vez. 

Dado el conjunto de entidades y atributos, se podrán 

establecer numerosas relaciones. El estudio del sistema -

se enfoca en las relaciones que se consideran necesarias 

para describir el sistema y e xplicar el modo en que cambia. 

A continuaci6n se presentan ejemp los de sistemas, sus 

entidades y atributos de las entidades. 



SISTEMA 

de Inventario 

de Colas 

ENTIDADES 

Artfculos 

Demanda 

Costos 

Canales de 

Servicio 

Unidades 

Colas 

ATRIBUTOS 

existencia en inventa

rio. 

determinfstica o alea

toria. 

de preparación, de al

macenamiento, proporci~ 

nales al costo de pro

ducci6n, etc. 

capacidad de servicio, 

tiempo de servicio, -

etc. 

Esperan recibir servi

cio. 

longitud. 

4 

A partir de las definiciones de sistema y ambiente es 

factible subdividir un sistema en subsistemas: 

Definición 1.1. 3 

Un subsistema, es un subconjunto de entidades del sis 

tema reunidas por una propiedad o atributo especial, que -

permite caracterizarlo. 
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Asf, por ejemplo en un sistema de inventario, donde 

existen muchos artfculos diferentes en el inventario, un 

subsistema podrfa estar formado por la existencia y la de 

manda de un artículo en particular. 

Para definir el estado de un sistema, recuérdese que 

un sistema se define como un conjunto de entidades interre 

lacionadas através de sus atributos. Con el tiempo, los a 

tributos pueden ir asumiendo diferentes valores. 

Definición 1. 1. 4 

Se define el estado del sistema en cualqui~r punto -

del tiempo, como el valor actual de sus atributos. 

Son dos elementos que describen el cambio de estado 

del sistema: 

a) Magnitud. 

b) Retraso. 

Definici6n 1.1. 5 

Se define la "magnitud" de un cambio de estado, como 

la diferencia absolut a en el valor de un atributo durante 

un período específico comparado con su valor antes del cam 

bio. 
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Así, si Xt y Xt +1 representan los estados en los 

tiempos t y t+1 entonces IXt +1 - Xtl, representa la 

magnitud del cambio de estado de t hasta t+1. Por ejemplo, 

en una empresa la magnitud del cambio de estado puede ser, 

el aumento en las utilidades de este año con respecto al -

año anterior. 

/ En la mayor parte de sistemas un estímulo externo pro 

duce un cambio en el estado del sistema, este cambio puede 

ocurrir al instante de recibir el estímulo o después de 

transcurrido algún tiempo. 

Definici6n 1.1.6 

Se llama "retraso", al lapso de tiempo que transcurre 

entre el estímulo y el cambio de estado por parte del siste 

ma. 

En un estudio te6rico de los sistemas de inventario, 

con frecuencia, se asume por simplicidad, que no existe re-

traso entre el hacer un pedido y la recepci6n del mismo. 

1.1.1 CLASIFICACION DE LOS SISTE~ffiS. 

Hay varios patrones de clasificaci6n de los sistemas, 

se mencionarán únicanente dos, pero queda a la espectativa 

la existencia de otras clasificaciones. 
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Los sistemas se pueden clasificar en: 

a) Abiertos o Cerrados. 

b) Adaptables o Inadaptables. 

Un sistema es Abierto si se intercambia objetos, ener 

gfa o informaci6n con su ambiente; y es cerrado, si no exis 

te ningún intercambio. 

Un sistema de Colas puede ser abierto o cerrado. Es 

abierto, si las unidades al salir del canal de servicio, -

luego de ser atendidas, pasan a otros sistemas (o subsiste-

mas) . y es cerrado, si las unidades al salir del canal 

vuelven a la fuente de origen, para entrar nuevamente al 

sistema. 

Un sistema es adaptable si reacciona convenientemente 

ante los cambios ambientales, teniendo en cuenta la finali

dad para la que fueron diseñados. Y es inadap table si no -

reacciona convenientemente o sencillamente no reacciona a n 

te los cambios ambientales. 

Un sistema de inventario puede ser adaptable o inadap 

tableo Es adaptable en la medida que pueda satisfacer la -

demanda de los artículos, es decir, si sus existencias (en 

inventario o en pedidos por llegar) satisfacen la demanda. 

y será i nadaptable, si existe demanda de un artículo que no 
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se tiene en existencia y cuya producci6n ya se haya discon

tinuado. 

1.1.2 ANALISIS DE SISTEMAS. 

Asf corno la palabra sistema se usa de muchas maneras, 

al término An~lisis de Sistemas se le atribuyen varios sig-

nificados. Sin embargo, dado un fen6meno o situaci6n no es 

tructurada, interesan dos cosas: su descripci6n, y la e x 

plicaci6n de la conducta observada para efectos de predic

ción y control. 

Dado u n sistema, puede interesar estudiar uno o m~s -

fenómenos en funci6n de él, en cuyo caso los objetivos gene 

rales del an~lisis ser~n: 

i) 

ii) 

iii) 

Aprender c6mo cambian los estados del sistema. 

Predecir dichos cambios de estado. 

Controlar los cambios de estado. 

1.1.3 RENDIMIENTO DE LOS SISTEMAS. 

Se ha mencionado que tres objetivos de anal izar un -

sistema son comprender cómo ocurre el camb io de estado del 

sistema, asf como p redecirlo y controlarlo. Estas razones 

nacen del deseo de mejorar el f uncionamien to o ejecución -

de un sistema en cierto aspecto . Se definen a continuación 
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los conceptos de ejecución y rendimiento de los sistemas. 

Definición 1.1.7 

Ejecución del sistema, es la secuencia de estados que 

un sistema adopta durante un intervalo especifico de tiem-

po. 

Definición 1.1.8 

Rendimiento del sistema, es el aporte del sistema a -

la satisfacción de los objetivos o finalidad con que fué 

creado. 

1.1.4 OPTIMIZACION. 

El objetivo ideal es optimizar el rendimiento del sis 

tema, lo cual supone, controlar algún aspecto del sistema, 

de manera que se pueda obtener el mejor rendimiento posible. 

Por lo general, algunos aspectos del sistema quedan fuera -

del control del analista, y estos imponen restricciones so

bre el comportamiento del sistema, los cuales excluyen una 

optimización ilimitada. En tales casos, el objetivo es op

timizar la ejecución sujeta a las restricciones. 

1.2 MODELOS. 

El an~lisis de sistemas y la construcción de modelos 
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son ideas inseparables. Describir un sistema significa que 

se construye algún tipo de representaci6n de él. Es m~s, los 

modelos constituyen una necesidad central del procedimiento 

científico, ya que ninguna parte del universo es tan simple 

como para comprenderse y controlarse sin abstracción, la -

cual consiste en reemplazar la parte del universo bajo con

sideración, por un modelo de estructura similar, pero más -

simple. 

Definición 1.2.1 

Un modelo es una abstracción de algún sistema real 

que tiene la posibilidad de emplearse para propósitos de 

predicción y control. 

Son caracterfsticas de los modelos: 

1. Hace posible que un investigador organice sus conoci -

mientos teóricos y sus observaciones empíricas sobre un 

sistema y deduzca las consecuencias lógicas de esta or

ganización. 

2. Favorece una mejor comprensión del sistema. 

3. Acelera el an~lisis. 

4. Es m~s f~cil de manipular que el sistema mismo . 
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5. Hace posible controlar más fuentes de variaci6n que lo 

que permitiría el estudio directo del sistema. 

6. Suele ser menos costoso. 

1.2.1 CARACTERISTICA DE LOS MODELOS PARA LA SIMULACION. 

Para aplicar la simulaci6n (ver Cap. 11) a un modelo, 

éste necesariamente debe incorporar elementos de dos atribu 

tos en conflicto: realismo y simplicidad. Por un lado, el 

modelo ha de servir como una aproximaci6n razonable al sis

tema real y debe incorporar la mayor parte de los aspectos 

importantes de éste; por otro, no es conveniente que el mo

delo resulte tan complejo. y sea imposible entenderlo o mani 

pularlo. 

En general, todo modelo debe constar de las siguien

tes partes: 

a) Componentes, 

b) Variables, 

c) Parámetros, y 

c) Relaciones funcionales. 

Los componentes de un modelo, en general, se pueden -

clasificar en abstractos y físicos. En un caso particular, 

la clase de componentes a utilizar depende en gran parte -
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del sistema a simular. 

Las variables que se emplean para relacionar un compo

nente con otro se clasifican en: 

i) 

ii) 

iii) 

Variables Exógenas. 

Variables de Estado. 

Variables Endógenas. 

Son Variables Exógenas, las independientes (o de entra 

da) del modelo, y se supone que han sido suministradas y pre 

de~minadas independientemente del sistema que se modela. 

Puede considerarse que estas variables actúan sobre el siste 

ma pero que no reciben acción alguna por parte dé él. Las va 

riables Exógenas se clasifican en: 

1) Controlables (o instrumentales) . 

2) No controlables. 

Son Variables Exógenas Controlables, aquellas suscep

tibles de manipulación o control por quienes toman decisio

nes o crean polfticas para el sistema. Por ejemplo, una em

presa en un momento determinado es capaz de controlar la can 

tidad de materia prima que compra y el número de trabajado

res que se emplean, entonces las variables exógenas contro

lables serán la cantidad de materia prima que se compra y el 

número de trabajadores que se emplean. 
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Son variables Ex6genas no Controlables, aquellas que -

son generadas por el medio ambiente en el cual el sistema mo 

delado existe o por los encargados de tomar decisiones. 

Las variables de Estado, describen el estado del mode

lo o de uno de sus componentes, ya sea al comienzo, al final 

o durante un período de tiempo. Estas variables interaccio

nan con las variables exógenas y con las end6genas, de acue~ 

do a las relaciones funcionales supuestas para el sistema. 

En un modelo de inventario, la variable de estado puede ser 

la existencia en inventario de un artículo. 

Son variables endógenas o dependientes, las de salida 

del modelo, y son generadas por la interacci6n de las varia 

bles ex6genas con las de estado de acuerdo con las caracte

rísticas de operación del sistema. Por ejemplo, en un sis

tema de inventario de varios períodos con demanda aleatoria, 

la variable endógena al final de cada período sería la exis 

tencia en inventario de un artículo. 

Las variables exógenas, pueden ser consideradas tam

bién como parámetros (determinados por el medio ambiente o 

por el que toma las decisiones), los cuales tienen que esti 

marse con anterioridad y almacenarse hasta que sean usados 

en el modelo, en el cual se introducen como datos de entra

da. 
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Las relaciones funcionales describen la interacci6n -

entre las variables y los componentes de un nodelo. Hay dos 

relaciones funcionales: 

1) Identidades. 

2) Características de operaci6n. 

Ambas se usan para generar el comportamiento del siste 

ma. 

Las identidades toman la forma de definiciones o decla 

raciones tautológicas, relativas a los componentes del mode

lo. Por ejemplo, en una empresa, la utilidad total se defi

ne como la diferencia entre los ingresos y los costos tota

les. 

Una característica de operación, es generalmente una 

hip6tesis (casi siempre una ecuaci6n matem~tica) que rela

ciona las variables end6genas y de estado con las ex6genas. 

En un sistema de inventario la funci6n costo es una caracte

rística de operaci6n. 

Para ilustrar como se relacionan las partes de los mo

delos, considérese el siguiente ejemplo: Modelo d e u n fen6-

meno de espera de una sola cola con canales de serv icio en -

serie. 
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Los componentes de este modelo se ilustran en la si-

guiente figura; y consisten en "6rdenes" (unidades) que -

llegan al sistema y "procesos" através de los cuales una or 

den pasará antes de completarse. 

El prop6sito del modelo es relacionar el tiempo total 

que requiere una orden para pasar através de los n procesos, 

con la forma en que llegan las 6rdenes y el tiempo que con-

sume cada uno de tales procesos. 

Ordenes 
que 
llegan Proceso 1 Proceso 2 Proceso n 

~ ... 00 [Q}-o ... O O [Q}-o ... OO~ 

Figura 1. Modelo de fen6meno de espera de una sola cola con 

canales en serie. 

El modelo contiene las siguientes variables, paráme-

tros, caracterfsticas de operación e identidades: 

Variables Ex6genas: 

T . Intervalo de tiempo entre la llegada de la i-ési 
1 

ma orden y la (i-1)-ésima orden, donde 

i = 1,2, ... , m 
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T. . Tiempo de procesamiento para la i-ésima orden en 
1J 

el j-ésimo proceso. i = 1,2, ... , m; 

j = 1,2, ... , n. 

Variables de Estado: 

TE .. 
1J 

TO . . 
1J 

TT .. 
1J 

Tiempo que espera la i-ésima orden para entrar 

al j-ésimo proceso (después de salir del proce 

so j-1). i = 1, 2, ... , m ; j = 1, 2, ... , n. 

Tiempo de ocio del j-ésimo proceso, mientras 

espera la llegada de la i-és i ma orden. 

i = 1, ... , m ; j = 1, ... , n. 

Tiempo total que la i-ésima orden permanece en 

el j-ésimo proceso. i = 1, ... , In ; 

j = 1, ... , n. 

Variable Endógena: 

TT. Tiempo total que la i-ésima orden permanece en -
1 

el sistema, es decir, el tiempo requerido para 

pasar através de los n procesos. 

Parámetros: 

E(T) Tiemp o esperado entre las órdenes. 

Var (T) La varianz a del tiempo entre las órdenes. 



E (T . ) 
J 

Var(T.) 
J 
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Tiempo esperado de duración del j-~simo pro-

ceso, j = 1, ... , n. 

La varianza del tiempo en el j-ésimo proceso, 

j = 1, ... , n. 

Características de Operación: 

f(T) 

f (T . ) 
J 

La función de densidad de probabilidad para el 

tiempo entre llegadas de las órdenes. 

La función de densidad de probabilidad para el 

tiempo de duración del j-és~mo proceso, 

j = 1, ... , n. 

Identidades: 

Cuando la primer orden llega al sistema (i = 1), las -

siguientes ecuaciones describen el sistema de procesos múlti-

pIes: 

TE1j = o , para j 

T011 o 

1, ... , n. 

n-I 
I TI · 

j =1 J 

Para órdenes subsiguie ntes (i = 2 , 3, ... , m), l as -

ecuaciones de tiempo s e c onv i er t en en : 
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i = 2, . . . , m . 

i = 2, ... , m. 

TT. = TE. + T. 1n 1n 1n i = 2, ... , m. 

Para investigar el tiempo de espera y el tiempo de 0-

cio, obsérvense las siguientes diferencias, pues del signo -

de ellas dependerá si existe o no, tiempo de espera o de 0-

cio. 

En todos los casos se supone que i = 2, 3, ... , m. 

Si D1Fil > o, entonces para el primer proceso el tiem

po de ocio será nulo y el tiempo de espera para la segunda or 

den será precisamente el valor de DIF
i1

. 

Si DIFi1 < o, entonces el tiempo de espera será nulo 

y el tiempo de ocio será precisamente - DIF i1 (ya que el tiem 

po siempre es considerado positivo) . 

Las demás diferencias son: 

DIF. 1n 

n 

= ( \' TT. 1 . L 1-, J 
j=l 

J - ( T . + 
1 

n-1 
I 

j=l 
TE . . + T .. J 

1J 1J 
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donde i 2, 3, ... , m. 

As!, si DIF .. > o para el j-ésimo proceso, entonces el 
lJ 

tiempo de ocio ser~ nulo y el tiempo de espera puede calcular 

se con: 

TE .. = DIF .. 
lJ lJ i = 2, •.. , m j = 1, ... , n. 

Si DIF .. < o para el j -ésimo proceso, entonces el tiemlJ 

po de espera ser~ nulo y el tiempo de ocio ser~: 

TO .. = 
lJ 

Si DIF .. 
lJ 

DIF.. i = 2, ... , m lJ j=l, ... ,n. 

o para el j-ésimo proceso, entonces el tiem-

po de espera y el tiempo de ocio ser~n nulos. 

1.2.2 CLASIFICACIONDE LOS MODELOS. 

As! como en los sistemas existen varios patrones de cla 

sificación, también los modelos se pueden clasificar de dife-

rentes maneras. Pero, para efectos de aplicación, en este tra 

bajo sólo se mencionar~ un patr6n de clasificaci6n, el que cla 

sifica los modelos en deterministas y de probabilidad. 

Los sistemas a los que representan los modelos determi-

nistas, est~n privados de incertidumbre y los cambios de esta-

do se pueden predecir perfectamente. En los modelos determi-

ni stas ni las variables ex6genas ni las endógenas pueden ser -
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variables aleatorias (ver Cap. 111); se suponen relaciones -

exactas para las características de operaci6n en lugar de 

funciones de densidad de probabilidad, como sucede en los mo 

delos de probabilidad. 

Los modelos determinísticos requieren menos procesa

miento en computadora que los modelos de probabilidad y, con 

frecuencia es posible resolverlos analíticamente por medio -

de técnicas como el cálculo de máximos y mínimos. Hay dife

rencia entre el tipo de informaci6n que proporciona un modelo 

de probabilidad y la que se puede obtener mediante un modelo 

determinista. No es correcto decir que la soluci6n o, más -

bien, el procesamiento de un modelo de probabilidad dará como 

resultado una soluci6n 6ptima (aunque a menudo por abuso del 

lenguaje se hace), dado que se ha modelado adecuadamente un -

proceso aleatorio con el cual se pueden trazar los estados fu 

turos probables del sistema; pues, nunca hay una completa se

guridad de que las variables asumirán la secuencia de valores 

que da el modelo. 

En los Capítulos IV y V se estudian sistemas de colas 

e inventarios, donde se plantean ambos tipos de modelos. 



CAPITULO 11 

SIMULACION DE SISTEMAS 

METODOLOGIA 

2.1 SIMULACION DE SISTEMAS. 

En el sentido más general, simulaci6n significa repre-

sentaci6n de la realidad; por ende, la descripci6n verbal y -

la representaci6n esquemática o gráfica de alguna parte del -

mundo real constituyen una simulaci6n. Sin embargo, no es es 

te el tipo de simulaci6n que interesa desarrollar, sino aquel 

en el que se tenga que usar una computadora para su ejecuci6n, 

por lo que se darán dos definiciones, la primera un tanto ge-

neral y la segunda más particular con respecto al objetivo del 

trabajo: 

Definición 2.1.1 

La Simulación de un sistema (o un organismo) es la ope 

raci6n de un modelo (Simulador), el cual es una representa -

ción del sistema. La operaci6n de un modelo puede estudiarse 

y con ello, inferir se las propiedades concernientes al compor 

tamiento del sistema o subsistema real. 
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Antes de proponer una definición de la simulación en 

computadora, es conveniente notar algunas aplicaciones de la 

técnica. Pese a que el concepto de la simulación de siste -

mas cristalizó a principios de los años 1950, su desarrollo 

ha sido muy acelerado y sus aplicaciones son en casi todos -

los campos de la ciencia. 

Algunas de las primeras simulaciones señaladas por los 

especialistas en ciencias sociales implicaban la construcción 

de modelos para representar grandes sistemas económicos y so

ciales. Trabajando con datos de los censos, los sociólogos -

modelaron poblaciones humanas de los Estados Unidos; en el mo 

delo se incluyeron los procesos de la vida y la muerte, los -

que conducen al matrimonio y a la formación de una familia, el 

ingreso y la salida de la fuerza de la mano de obra y otros -

procesos. 

La simulación ha permitido estudiar algunos procesos -

en los que se ven afectados los individuos en un sistema so 

cial; por ejemplo, ¿Cómo se difunde la información sobre nue 

vos métodos agrfcolas entre la población de una nación econó

micamente subdesarrollada?, ¿Hay algún sistema de causalidad 

guese pueda modelar para explicar los conflictos entre los in

dividuos o naciones? 

Los analistas de sistemas administrat ivos han logrado 
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construir modelos de sirrulaci6n en computadoras para analizar 

un proceso corno el flujo de trabajo en grandes talleres. Tam 

bién se ha modelado conductas de los consumidores; corno la fi 

delidad a una marca o el cambio de marcas. 

Los modelos de simulaci6n que mayor publicidad reciben 

son los que se efectúan en la NASA, especialmente los utiliza 

dos para los vuelos espaciales tripulados. Esos programas em 

plean una gama muy amplia de modelos y técnicas analíticas; -

pero lo más importante ha sido el empleo de simulaciones lle

nas de imaginaci6n en las que el hombre y el vehículo interac 

túan en ambientes creados por las computadoras. 

Por todo lo anterior se puede concluir que ha habido -

una verdadera e xplotaci6n de la simulaci6n en los últimos a

ños; sin embargo, no es simplemente la popularidad de la téc

nica ni la facilidad con que se puede emplear lo que la hace 

recomendable. Es preciso comprender por qué se aplica la téc 

nica y qué la distingue de los métodos tradiciona les de aná

lisis y resolución de problemas. 

2.1.1. CUANDO USAR LA SIMULACION DE SISTEMAS. 

La simulaci6n ha llegado a utilizarse cad a vez más, pa 

ra estudiar la conducta de sistemas cuyo e stado cambia con el 

tiempo. El estudio de un sistema comp r end e en p rimer lugar, 
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la formulaci6n de un modelo del mismo. En general, al tra -

tar de desarrollar un modelo matemático para un determinado 

sistema se presenta uno de los tres casos siguientes: 

1. El sistema puede someterse a la descripci6n y al 

análisis mediante un modelo matemático. 

2. El sistema puede someterse a la descripci6n por -

medio de un modelo matemático; sin embargo, el a

nálisis correcto del modelo se encuentra más allá 

del nivel de refinamiento, en matemática, por par 

te del analista. 

3. El sistema es tan complejo que su descripci6n por 

medio de un modelo matemático está por encima de 

las capac~dades del analista. 

Los casos 2 y 3 se prestan a la utilizaci6n de la simu 

laci6n para resolverlos; los problemas de simulaci6n se carac 

terizan porque han resultado matemáticamente intratables y -

han resistido a la resoluci6n por métodos analfticos. Por lo 

general, los problemas incluyen muchas variables, numerosos -

parámetros, funciones que no se comportan bien en matemática 

(Irresolubles), y variables que p ueden tomar valores aleato -

rios (Variables Aleatorias, ver Cap. 111). 

Asf, la simulaci6n es una técnica a la que se recurre -
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en última instancia; aunque hoy en dfa se dedican muchos es

fuerzos a la simulación en computadora, porque es una técni

ca que da respuestas, a pesar de sus dificultades, su costo 

y tiempo requerido. 

2.1.2 OBJETIVOS QUE SE DEBEN TENER EN CUENTA EN EL PROCESO 

DE SIMULACION. 

Para que la simulación pueda ser una técnica eficiente 

de an~lisis para la determinaci6n de normas eficaces y racio

nales, hay diferentes objetivos que es preciso tener en consi 

deraci6n en el proceso de simulación: 

1. Objetivo del sistema que se est~ estudiando. En

general, el objetivo consiste en utilizar los re

cursos asignados de tal modo que se optimicen una 

o varias cantidades que se reconocen como meta del 

sistema. 

2. Objetivo del modelo de simulaci6n. Este objetivo, 

bajo el supuesto que el modelo representa adecuada 

mente al sistema, consiste en generar eficientemen 

te estadfsticas de salida. Estas últimas son los 

parámetros que se deben conocer para ajustar el mo 

delo de la aplicaci6n. 



26 

3. Objetivos del analista de simulación. Este objeti 

vo consiste en distribuir los recursos del presu

puesto del proyecto de simulación de tal modo que 

se maximicen los beneficios esperados (gracias a -

recomendaciones hechas con los resultados del pro

yecto). Esto quiere decir, que el objetivo del a

nalista de simulación consiste en determinar nor

mas eficaces con tanta eficiencia como sea posible. 

Existe una jerarqufa entre esos objetivos; el del sis

tema que se estudia debe preceder necesariamente a los dem~s; . 

la realización o el alcance de ese objetivo es primordial pa

ra la organización; el segundo en importancia es el del ana -

lista de simulación y en último lugar aparece el objetivo del 

modelo de simulación. 

Esto significa que el sistema no existe con el único -

fin de que lo analicen y, el analista no tiene que escribir -

necesariamente programas para simular en computadoras. 

Esos objetivos est~n siempre presentes en todos los -

an~lisis de simulación, y se deben tener en consideración p~ 

ra obtener los beneficios m~ximos del proyecto. 
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2.1.3 APLICACIONES GENERALES DE LA SIMULACION. 

Las dos aplicaciones generales de la simulación son: 

a) El diseño de Sistemas. 

b) El análisis de la conducta de los Sistemas. 

El diseño o el problema del diseño significa que, el 

analista tiene medios alternativos para reunir los componen-

tes del sistema. Dada la especificación del resultado desea 

do del sistema propuesto, se busca un diseño que optimice a! 

guna medida del comportamiento del sistema, tal corno los be-

neficios, los costos, el tiempo, la utilización de recursos 

y la estabilidad. Se procesa un modelo del sistema, incluyen 

do cambios sucesivos que corresponden a diseños alternativos. 

Se traza la influencia del diseño sobre la medida de eficien-

cia, y a continuación el analista tiene una base para selec-

cionar el diseño que logre eficazmente el resultado deseado 

del sistema. 

Corno ilustración, consid~rese el problema de diseñar -

un sistema de inventario al menudeo (Figura 2.1) 

Entradas Salidas 

Información Sistema de Informaci6n sobre 
sobre Materi a les Inventario ~Bteriales 

Figura 2.1 Mode lo de un sistema de i nven t ar i o . 
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Las entradas al sistema son recepciones de nuevas e

xistencias de los abastecedores y los pedidos de los clien-

tes. Los resultados son materiales enviados y pedidos de -

reabastecimiento. El tiempo promedio para procesar o llenar 

un pedido se selecciona arbitrariamente como medida de la e-

ficiencia del sistema. La casilla identificada como sistema 

de inventario representa el conjunto de entidades, renglones 

de existencias, empleados y documentos que el diseñador puede 

disponer en cualquier orden para minimizar el tiempo promedio 

de procesamiento de pedidos. 

Cuando se especifica el contenido de la casilla (enti

dades, atributos de entidades y relaciones; por ejemplo, el 

modo en que los atributos asumen valores), el diseñador pro-

pone una alternativa de diseño. Sup6ngase que, en este caso, 

el analista desea considerar y comparar las alternativas de 

diseño A, B Y C (el diseño A es la configuraci6n estándar, en 

cambio B y e representan alteraciones o cambios del diseño A) ; 

Los diseños alternativos pueden diferir en el número de emple~ 

dos, la cantidad de documentaci6n, el orden en que se le da -

servicio a los clientes, las reglas para el repedido de e xis 

tencias y así sucesivamente. Ahora sup6ngase que se proporci~ 

na un modelo del diseño A con informaci6n sobre una secuencia 

de pedidos de los clientes y que el modelo s e procesa o se po

ne en ejecuci6n , de tal modo que incluya la actividad de satis 
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facer pedidos y comp letar existencias de renglones de invent~ 

rio. Sup6ngase tambi~n que puede hacerse el modelo p ara in

formar sobre valores periódicos de diversos atributos: nivel 

de inventario, existencia sobre pedidos, pedidos atrasados y 

otros. A partir de esta informaci6n el analista puede obtener 

la medida de la eficiencia dependiente del diseño A. 

A continuación se modifica el diseño A, de modo que se 

introducen las alteraciones o los cambios que se resumen como 

diseño B. El procedimiento se repite. Luego, se hacen los -

cambios correspondientes a la alternativa de diseño e y se 

procesa el modelo. 

Utilizando los tres valores de la medida de eficiencia, 

el analista tiene una base comp arativa para decid irse por uno 

de los diseños para su aplicación, o sea, la construcción en 

el mundo real. Este procedimiento se muestra esquemáticame~ 

te en la Figura 2.2. 



Pedidos de los 
Clientes 

Información 
descriptiva de 
la conducta pa 
ra e/diseño. -

INICIO 

Modelo del Diseño A 
del Sisterra 

Entradas 

Ejecución de 
la Simulación 

Salida 

¿Se 
tuvieron 

en cuenta to
dos los dise

ños? 

SI 

Comparaci6n de 
los resultados 

Selección del 
Diseño 

FINAL 

NO Cambiar de 
Diseño 

Se hacen los 
cambios B y lue 
go C. 

FIGURA 2 . 2. Simulación para el Diseño d e un Sistema. 
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La segunda aplicación general tiene por objeto anali

zar el comportamiento de los sistemas. El analista observa 

entradas y salidas de sistemas y trata de explicar cómo se -

logra la transformación. Postula una configuración del sis-

terna en términos de entidades y sus relaciones, compone un -

modelo de computadora de su sistema teórico, proporciona al 

modelo entradas corno las del sistema real y trata de producir 

salidas del modelo que correspondan a las del mundo real. 

El punto hasta el cual logra hacerlo se torna corno me

dida de la validez del modelo, o sea, una verificación de que 

el analista pueda explicar lo que ocurrió en el sistema real. 

Las dos aplicaciones parecen similares, pero en reali 

dad no lo son. En el primer caso, se utiliza la simulación -

para obtener información sobre un sistema que ha creado el a

nalista y sobre el cual sabe mucho. En el s egundo caso, el a 

nalista emplea la simulación para comprobar hipótesis sobre -

un sistema que no conoce bien y cuyo comportamiento sólo pue

de explicarlo p resuponiendo la existencia de entidades y rela 

ciones particulares. El procedimiento para el análisis de -

sistemas por medio de la simulación se muestra esquemáticame~ 

te en la Figura 2.3. 



Entradas 

(xl' x2 ' ... , x ) n 

Entradas 

-1 
Mundo Real 

SISTEMA 

S imulaci6n 

.t-1odelo del 
Sisterra Real 
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Salidas 

~ (y l' Y2' ... , Yn ) 

Salidas 

Figura 2.3 Análisis de Sistemas por medio de la Simulaci6n. 

Como ya se indic6, la teorfa del comportamiento del -

sistema, representado por el modelo, se valida comparando di 

ferencias entre salidas del sistema del mundo real, 

••• I 

... , 

y 
n 

salidas del modelo del sistema, 

Se hacen modificaciones y se vuelve a po-

ner en ejecuci6n el modelo hasta que las salidas sean arbi-

trariamente similares o hasta que el analista descarte su -

teoría particular en favor de la otra. 

2.1.4 DIFERENTES TIPOS DE SIMULACION. 

Existen varios tipos de simulaci6n (o formas de simu-

lar modelos de sistemas): 

a) Simulaci6n por identidad. 
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b) Simulaci6n por Cuasi-identidad. 

c) Simulaci6n de Laboratorio. 

d) Simulaci6n por Computadora. 

a) El espectro que comprende los modelos de la simulaci6n de 

sistemas es extenso. En un extremo se encuentran los mo-

delos que sustentan la simulaci6n por identidad, en la -

cual el mismo sistema es considerado como modelo para ob 

tener conocimiento de su comportamiento. Esta simulaci6n 

por identidad pasa por alto algunas reglas fundameptales 

de los modelos. Por lo general es cara, rara vez es fac-

tibIe y, permite muy poco o ningún control sobre los fen6 

menos que afectan la respuesta. No es competente cuando 

se necesitan las respuestas en un perfodo breve en compa

raci6n con el intervalo necesario para un estudio real -

que hace uso del sistema verdadero. 

Por ejemplo, si el Ministerio de Defensa quisiera probar 

la defensa marina de la naci6n. Un enfoque serfa utili-

zar los yates guardacostas de la Marina Nacional y, sup6n 

gase que se consideran como invasores enemigos los barcos 

pesqueros del Golfo de Fonseca, una simulaci6n por identi 

dad exigirfa que los guardacostas atacaran realmente a -

los barcos pesqueros. 
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b) Un paso muy semejante a una simulaci6n por identidad es 

tratar de establecer el modelo que conserve todos los -

aspectos posibles del sistema real pero excluya elemen

tos cuya presencia harfan imposible una simulaci6n por 

identidad. Por ejemplo, en el caso anterior, lo que im

posibilita una simulaci6n por identidad es que los guar

dacostas ataquen verdaderamente a los barcos pesqueros, 

por tanto, si se sustituyen éstos por boyas colocadas en 

lugares estratégicos se obtendrfa una simulaci6n por cua 

si-identidad. 

c) La simulaci6n de Laboratorio ofrece un método de análi

sis más factible y econ6mico que las simulaciones ante-

riores: preservando al mismo tiempo las características 

esenciales del sistema en cuesti6n. Los componentes del 

laboratorio consisten en elementos tan diversos como pe~ 

sonas, computadoras, maquinaria, procedimientos de opera 

ci6n, funciones matemáticas y distribuciones de probabil~ 

dad . Se mencionan dos tipos de simulaci6n de laboratorio: 

1. Los juegos operacionales. 

2. La Simulaci6n hombre-máq uina. 

En los juegos operacionales, se utiliza una c omputadora -

para reunir, procesar y producir informaci6n que los jug a 

dores humanos, u sualmente adversarios, necesitan para to-
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mar decisiones sobre la operaci6n del sistema. El objeti 

va de cada jugador es operar lo mejor que le sea posible, 

dada cierta informaci6n específica. Además, las decisio

nes de cada jugador afectan la informaci6n que proporcio

na la computadora conforme avanza el juego durante el 

tiempo simulado. La computadora también puede desempeñar 

una funci6n activa tomando medidas predeterminadas o alea 

torias a las cuales responden los jugadores. Las dos for 

mas de juegos operacionales más ampliamente usadas, son -

los juegos militares y los juegos de gerencia. Los prim~ 

ros constituyen un instrumento para entrenar dirigentes -

militares, que permite probar los efectos de las estrate

gias alternativas bajo condiciones simuladas de guerra. 

Los juegos de gerencia, forman también un tipo de instru

mento educativo para el entrenamiento de directores de em 

presas, ya sea en ejercicio presente o futuro. En la ac

tualidad ha surgido con mucho auge un juego operacional -

conocido como juegos electr6nicos o más comúnmente como -

"Las maquinitas", en el que pueden interactuar dos perso

nas o una sola persona contra la máquina. 

En la simulaci6n hombre - máquina, además de la computadora 

se usan máquinas y personas que participan activamente en 

el juego, y es el hombre mismo el que analiza y toma las 

decisiones; p o r ej emp lo, se puede hacer la simulaci6n de 



36 

dos grandes sistemas de logfstica a fin de comparar su -

eficiencia bajo diferente administración y las polfticas 

de aprovechamiento de recursos. Cada sistema consiste 

de hombres y máquinas, junto con las reglas para la polf 

tic a de utilizaci6n de recursos en situaciones simuladas 

de conflicto, como lo es la guerra. El medio ambiente -

simulado requiere de un número especffico de aviones en 

estados de vuelo y alerta; la capacidad del sistema para 

satisfacer dichos objetivos está limitada por partes que 

funciona mal, retrasos en la obtención y transporte de 

los recursos, etc. 

El componente humano representa al personal administrati-

vo y las polfticas de nivel superior para el aprovechamien 

to de los recursos son simuladas en computadora. El crite-

rio final de la eficiencia de cada sistema es el número -

de aviones operacionalmente listos y el costo de mantener 

este número en vuelo, criterio que es utilizado por el a-

nalista para decidir qué sistema es el mejor. 

d) Simulaci6n por Computadora; si se elimina al personal y 

al e q uipo en el concepto de la simulación de laboratorio 
. 

y se conserva la Computadora, l a s reglas de t raba jo, las 

fun ciones ma temáticas y las distribuciones de p robabili-

dad, se tendrán las caracterfsticas esenciales de una si-

mulación total por medio de una computadora. 
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La segunda definición de simulación a considerar es la 

siguiente: 

Definición 2.1.2: 

La Simulación, es una técnica numérica para conducir ex

perimentos en una computadora digital, los cuales requieren -

ciertos tipos de modelos lógicos y matem~ticos, que describen 

el comportamiento de un sistema (o algún componente de él) en 

períodos extensos de tiempo real. 

En esta definición se observa la referencia a las computa 

doras y a los modelos matem~ticos. Puesto que los modelos de 

sistemas se procesan en computadoras, son modelos de computa

dora, de acuerdo a cómo se definió este término en el capftu-

lo anterior. La simulación de un modelo de computadora con-

siste en emplear una comp utadora para trazar numérica o gr~fi 

camente las trayectoras de tiempo de todas las variables endó 

genas generadas por el modelo. 

La simulación por computadora ofrece muchas conveniencias, 

algunas de ellas son: 

a) Puede comprimir el ti empo de manera que var ios anos de ac 

tividad puedan simularse en minutos (y a veces en segun

dos) . 

Esta propiedad hace pos i ble que el investigador pueda e x a 

81 LI 
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minar diversas características del sistema simulado que 

desea estudiar, en un lapso muy pequeño del tiempo nece

sario para probar cada una en el sistema real. 

b) Tambi~n puede expandir el tiempo, haciendo que se obten

gan las estadísticas de inter~s en pequeños intervalos de 

tiempo simulado, de esta manera el investigador puede es

tudiar el cambio en un sistema real, aunque no se pueda -

observar el cambio en el tiempo real. Esta e xpansiÓn fi-

gurada del tiempo es especialmente útil cuando se dispone 

de pocos datos sobre el cambio del sistema real. 

c) Tiene la capacidad que en ella se pueden identificar y con 

trolar las fuentes de variación. Esta capacidad es impo~ 

tan te cuando se llev e a cabo un análisis estadístico de -

la relaciÓn entre factores independientes (en tradas) y d~ 

pendientes (salidas) en un experimento. En una simulaciÓn 

por computadora, se debe e xp licitar las fuentes de varia

ciÓn y el grado de variaciÓn de cada fuente, a fin de ha

cer la ejecuciÓn de la simulaciÓn; lo q ue permite elimi

nar fuentes inconvenientes de variaciÓn simplemente omi -

ti~ndolas de l a simulaciÓn. Sin embargo, esta capacidad 

tambi~n e x ige q ue el i nves tigador dedique suficiente a t en 

ciÓn a un sistema para que comprenda debidamente cÓmo des 

cribir en forma cuantitativa las fuentes de vari aciÓn de 
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la entrada que desea incluir. 

d) En este tipo de simulaci6n no ocurren errores de medi -

ci6n, y los errores de redondeo debidos a la longitud 

finita de palabras en una computadora, se pueden hacer 

relativamente insignificantes si se tiene cuidado. 

e) En el curso de un experimento suele convenir "detener" 

el experimento y "revisar" los resultados que ya se han 

obtenido, lo cual significa que todos los fen6menos rela 

tivos al experimento tendr~n que mantener sus estados co 

f) 

rrientes hasta que el experimento se reanude. Por lo que 

la parte de "terrninaci6n del Programa" debe contener ins

trucciones para "registrar" todos los estados importantes 

y cuando el experimento continúa los estados terminales -

se convierten en los estados iniciales de manera que no -

se pierde la continuidad. 

Los conceptos corno: "detener", "revisar", "terminaci6n -

del programa", "registrar"; son propios de la programaci6n 

de Computadoras. 

Permite hacer r~plicas de los experimentos . Las réplicas 

significan repetir un experimento con cambios selecciona

dos de los par~metros o de las condiciones operantes que 

hace el investigador . 
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Si bien la utilidad de la simulaci6n por computadora, es 

considerable, el m~todo tambi~n ofrece gran flexibilidad para 

estudiar diversos problemas . Según se mencion6 anteriormente 

la simulaci6n por computadora se convierte en un m~todo legí

timo de investigaci6n cuando los m~todos analíticos conocidos 

no pueden resolver un problema. 

2.1.5 METODOS DE MONTECARLO. 

Al inicio de la década de los 40, durante la segunda 

guerra mundial, y específicamente en la construcci6n de reac 

tores nucleares, se present6 el problema de difusi6n de neu-

trones através de diversos materiales. Debido al carácter tan 

complejo del problema, no se pudo dar una respuesta directa. 

Por un lado, la soluci6n experimental resultaba demasiado cos 

tosa y llevaba mucho tiempo. Por otra parte, se c onocían las 

distancias promedio que recorre un neutr6n de velocidad dada 

dentro de una sustancia antes de chocar con un núcleo. Se sa 

bía la probabilidad de que el neutr6n fuera r e chazado por el 

núcleo y se conocía la energía que probablemente perdería el 

neutr6n después del choque. Sin embargo , no fué posible unir 

todas estas consideracione s en una fórmula p ráctica para pre 

decir el resulta do de una secuenc ia c omp l e ta de tales eventos. 

Para res olver este p roblema, J. Von Neumann y S. Ulam, 

propusieron un m~todo en el cual las proba bilidades de los -
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eventos separados se combinan paso a paso en un modelo to-

tal que proporciona una solución aproximada. Esta técnica 

recibió el nombre de "Clave de Montecarlo", y a partir de 

entonces, se ha hecho un amplio uso de la misma, recibien

do además los nombres de: Métodos, Análisis, Técnicas de 

Montecarlo. 

En sí este método involucra la solución de un problema 

matemático no probabilístico, mediante la simulación de un 

proceso estocástico cuyos momentos o distribuciones de pro

babilidad satisfacen las relaciones matemáticas del proble 

ma no probabilístico. 

Después de la segunda Guerra Mundial una de sus prime

ras aplicaciones se tuvo en la solución de ecuaciones inte-

grales lineales. Otras aplicaciones se tuvieron en la reso 

lución de ecuaciones de diferencias, asociadas con ecuacio

nes diferenciales parciales elípticas, así como en problemas 

de mecánica estadística. Con la aparición de la computadora 

de gran velocidad han sido posibles aplicaciones en el c ampo 

de la investigación de operaciones, en problemas tales como 

operación de teléfonos, control de tráfico, inventarios, etc. 

Ejemplo: Aplicar el rrétodo de Mont ecarl o para es timar el número 

TI através del problema de la aguja de Buffon ; el problema co~ 

siste en encontrar el valor de TI , tomando una aguja de longi -
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tud L, Y lanzándola sobre una superficie plana en donde se 

tiene un conjunto de líneas paralelas separadas entre sí -

por una distancia D (ver Figura 2.4) . 

El proceso se repite varias veces y se anota cada una 

de las ocasiones en que la aguja intersecta una de las lí-

neas. Si N es el número de veces que se lanza la aguja y 

n el número de aciertos logrados al cruzar las líneas, en-

tonces cuando N es suficientemente grande se cumple: 

N _ TI n 

Es deci4 TI se puede obtener en forma aproximada de la 

relaci6n N 
n 

D 

- - -f-- 1- L ~ / ----
Figura 2.4 Problema de la Aguja de Buffon, para est imar el 

valor de TI . 

2.2 1'1ETODOLOGIA . 

La metodología general de la simulac i6n por c omputadora 

BIDAD D 



se bosqueja en la gráfica de flujo de la Figura 2.5. 

INICIO 

Fonnulaci6n 
del Problema 

Recolecci6n y Pr~ 
samiento de Datos 

M8<lelo 
Aceptado 

Formulaci6n 
de M:xlelos 

Vali
daci6n 
del 

(4 ) 

Fonnulaci6n del 
Programa para la 
Ccmputadora 

Prcx:esamiento 
del M8<lelo 

Análisis de los 
Resultados 

Diseño de 
Experirrentos 

FINAL 

(1) 

(2) 

(3) 

!-bdelo 
Rechazado 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

Figura 2.5 Procedimiento de la Simulaci6n. 
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2.2.1 FORMULACION DEL PROBLEMA. 

El estudio de la simulación por computadora tiene que 

comenzar con la formulación de un problema o con una dec1 a 

ración explfcita de los objetivos del experimento, es decir, 

que es necesaria en primer lugar, la definición clara de los 

objetivos de la investigación antes de hacer cualquier inte~ 

to encaminado a planear la realización de un experimento u-

sando simulaci6n. Resulta frecuente que la exposici6n orig~ 

nal del problema varfe considerablemente de la versi6n final, 

ya ' que la formulaci6n del problema es un proceso secuencial 

que generalmente requiere una reformulación continua y pro

gresiva y un refinamiento de los objetivos del experimento 

durante su realizaci6n. 

Por consiguiente, deben tomarse dos decisiones importan 

tes antes de comenzar a trabajar con cualquier experimento 

de simulaci6n. En primer t~rmino, hay que decidir los obj~ 

tivos de la investigaci6n, y en segundo lugar, es necesario 

decidir el conjunto de criterios para evaluar el grado de -

satisfacci6n al que deba sujetarse el experimento a fin de 

que cumpla los objetivos. 

En general, los objetivos pueden ser: 

Preguntas que deben contestarse. 
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Hip6tesis que deben probarse. 

Efectos por estimarse. 

Si el objetivo del estudio de simulación es obtener -

respuestas a una o más preguntas, es necesario plantear ~~ 

tas desde el inicio del experimento, aún cuando sea posi

ble refinarlas en el transcurso del mismo; estas preguntas 

deben redactarse en forma especffica. Además, debe especi 

ficarse los criterios objetivos para evaluar las posibles 

respuestas a estas preguntas, es decir, debe especificarse 

lo que se entenderá por una respuesta adecuada a una pre -

gunta. Asf, por ejemplo, es necesario definir lo que se -

entenderá por utilización 6ptima de las pistas de aterriza 

je, si se desea encontrar respuesta a la pregunta: 

¿Cuántas pistas se requiere en el aeropuerto internacional de 

Comalapa, durante los picos de servicio? 

2.2.2 RECOLECCION y PROCESAMIENTO DE DATOS TOMADOS DE LA 

REALIDAD. 

Podrá argumentarse, legftimamente, que una discusi6n -

sobre los requisitos para procesar los datos en experimentos 

de simulaci6n, tendr fa que preceder a la formulación de l pr~ 

blema, por ser simplemente imposible formular un problema o 
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un conjunto de objetivos para un experimento, sin tener acce 

so adecuado a la información (cuantitativa o de otra clase) 

acerca del sistema que se investiga. Sin embargo, resulta 

irrelevante que los requerimientos para el procesamiento de 

datos precedan a la formulación del problema, o viceversa; si 

se ha de dirigir experimentos de simulación, es necesario que 

ambas funciones se realicen. Existen por lo menos cinco ra-

zones por las cuales es necesario disponer de un sistema efi

ciente para el procesamiento de datos, que permita alcanzar 

el éxito al realizar los e xperimentos de simulación: 

a) La información descriptiva y cuantitativa (datos) refe

rente al sistema que se va a investigar. 

b) Los datos, pueden sugerir hipótesis de cierta validez, 

las cuales se usarán en la formulación de los modelos 

que describen el comportamiento del sistema. 

c) Los datos, pueden sugerir mejoras o refinamientos en 

los modelos que ya se tienen del sistema po r simularse. 

d) Es necesario que los d a tos, reducidos a una forma fi

nal, se utilicen para estimar los parámetro s de las c~ 

racterísticas de operación relativas a las variables en 

dógenas, exógenas y de estado del sistema. 
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e) Sin los datos, ser fa imposible probar la validez de un 

modelo para la simulación. 

Es posible identificar seis funciones importantes del 

procesamiento de datos que forman parte integral del proce

dimiento para implementar experimentos de simulación en com 

putadoras: 

a) 

b) 

c) 

Recolección de Datos: Es el proceso de captación de los 

hechos disponibles, con lo cual 

~stos pueden ser procesados poste 

riormente. 

Almacenamiento de Datos: Esta es una consecuencia implf

cita del paso a), pues al ser 

recolectados los datos ya se im 

plica un almacenamiento de los 

ConversiÓn de Datos: 

mismos, es decir a) y b) ocu 

rren simultáneamente. 

La utilización de la información 

corno datos de entrada a una comp~ 

tadora exige que la información -

sea codificada en el Lenguaje que 

la máquina entiende. 
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d) Transmisi6n de los Datos: Que es el transporte (o acce 

so) de la informaci6n desde 

una localidad hasta el lugar 

donde será procesada. 

e) Manipulaci6n de los Datos: Son las operaciones que se 

hacen con los datos corno las 

de clasificar, cotejar (com

parar), intercalar, recuperar 

informaci6n, etc . . 

f) Salida final de los Datos: Son los resultados finales que 

se obtienen. 

2.2.3 FORMULACION DE MODELOS. 

Se puede resumir la formulaci6n de modelos en tres pa

sos según las caracterfsticas de los mismos vistas en 1.2.1. 

1. Especificaci6n de los Componentes. 

2. Especificaci6n de las variables y los parámetros. 

3. Especificaci6n de las relaciones funcionales. 

Se presentan a continuaci6n algunas c on sideraciones que 

deben tomarse en cuenta en la formulaci6n d e mode los: 
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a) La primera consiste en saber cuántas variables se de-

ben incluir en el modelo. Se encuentra poca dificul-

tad en lo referente a las variables end6genas o de sa 

lida del modelo, debido, por lo general, a que estas 

variables se determinan al comenzar el experimento, -

cuando se formulan los objetivos. Obviamente, existe 

un lfmite superior en el número de las variables end6 

genas posibles, impuesto por el tamaño de la computa-

dora. 

Sin embargo, la dificultad real surge en la elecci6n 

de las variables ex6genas (algunas de las cuales pudie 

ran ser aleatorias) que afectan a las variables end6ge-

nas. La existencia de muy pocas variables ex6genas pue 

de conducir a modelos inválidos, en cambio la abundancia 

de ellas hace imposible la simulaci6n debido a la insu-

ficiencia en la capacidad de memoria del computador, o 

bien, por complicar de modo innecesario el programa de 

computaci6n. 

b) No deben construirse modelos tan complejos y que usen 

un tiempo irrazonable de computaci6n. Por lo general, 

interesan modelos que produzcan descripciones o predic 

ciones, razonablemente exactas, referentes al compor-

tamiento de un sistema dado y reduzcan a la vez el 

B/8l' 1 
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tiempo de Computaci6n y Programaci6n. 

2.2.4 VALIDACION DEL MODELO Y DE LOS PARAMETROS ESTIMADOS. 

Es necesario hacer un juicio del valor inicial de la 

suficiencia de nuestro modelo una vez que se ha formulado -

un conjunto de modelos que describen el comportamiento del 

sistema en estudio y se ha estimado los parámetros de sus 

características operacionales sobre la base de observacio

nes tornadas del mundo real; para lo cual debe responderse a 

las siguientes preguntas: 

1. ¿Se ha incluido variables que no sean pertinentes, en 

el sentido de que contribuyen muy poco a nuestra capa

cidad de predecir el comportamiento de las variables 

end6genas del sistema? 

2. ¿Se ha omitido la inclusi6n de una o más variables ex6 

genas que pudieran afectar el comportamiento de las va 

riables end6genas del sistema? 

3. ¿Se ha formulado incorrectamente una o más relaciones 

funcionales entre las variables ex6genas y end6genas 

del sistema? 
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4. ¿Se ha apreciado debidamente las estimaciones de los 

parámetros de las características operacionales del 

sistema? 

5. ¿Son estadfsticamente significativas las estimaciones 

de los parámetros en el modelo? 

6. ¿C6mo se comparan los valores te6ricos de las varia

bles end6genas del sistema con los valores hist6ricos 

o reales basados en cálculos manuales? (Ya que aún 

no se formula un programa de Computadora). 

s610 si se responde satisfactoriamente a las 6 pregun

tas se procede al paso (5): La formulaci6n de un programa 

para la Computadora. De otro modo, se repiten los pasos del 

(1) al (4) (ver Figura 2.5), hasta que sea posible responder 

satisfactoriamente a las preguntas ya mencionadas. 

En el caso en que las caracterfsticas operacionales to

men la forma de distribuciones de probabilidad, será necesa

rio aplicar pruebas de bondad de ajuste que determinen qué 

tan bien se ajusta una distribuci6n hipotética de probabilidad 

a los datos del mundo real, de los cuales se ha derivado. 

Se deseará también p robar la importancia estadfstica de las 

estimaciones de los valores esperados, vari anzas y otros pa-
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rámetros de estas distribuciones de probabilidad; los cua

les se estudiarán en el Capftulo 111. 

2.2.5 FORMULACION DE UN PROGRAMA PARA LA COMPUTADORA. 

La formulación de un programa para computadora, cuyo -

propósito sea dirigir los experimentos de simulación con 

los modelos del sistema bajo estudio, requiere lo siguiente: 

1. Diagrama de Flujo. 

2. Lenguaje de la Computadora. 

1. Al escribir un programa de simulación para computadora, 

la primera etapa requiere la formulación de un diagrama 

de flujo que bosqueje la secuencia lógica de los pasos 

que realizará la computadora, al generar los tiempos -

planificados para las variables endógenas del modelo. 

En el Capftulo 111, se formularán suficientes diagramas 

de flujo. 

2. En cuanto se termine el diagrama de flujo con la lógica 

del experimento, debe considerarse el problema de escr~ 

bir el código para la computadora, que se utilizará en 

las ejecuciones de los experimentos, para lo cual se dis 

pone generalmente de dos alternativas: 
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a) Escribir el programa en un lenguaje de Propósitos 

generales como el FORTRAN, BASIC, ALGOL, PASCAL o 

PL/I. 

b) Emplear uno de los nuevos lenguajes de simulación 

de propósitos especiales como el GPSS, SIMSCRIPT, 

GASP, SIMPAC, SIMULA, DYNAMO o PROGRAM SIMULATE. 

El ahorro en tiempo de programaci6n constituye la 

principal ventaja de estos lenguajes ya que han sido -

creados para facilitar la programaci6n de ciertos tipos 

de sistemas. Por ejemplo, PROGPAM SIMULATE, se diseñ6 

teniendo en mente la simulaci6n de sistemas econ6micos 

de gran escala. Por otro . lado GPSS, SIMSCRIPT y GASP 

son particularmente útiles para los problemas de planea 

ci6n y fen6menos de espera, que se verán en el Capitulo 

IV. Otra ventaja importante de los lenguajes de simula 

ción de prop6sitos especiales consiste en que proporcio 

nan técnicas para la búsqueda de errores, muy superio

res a las provistas por el FORTRAN, ALGOL, etc. El usar 

lenguajes de prop6sitos especiales tiene la desventaja 

que reduce la flexibilidad en los modelos e incrementa -

los tiempos de c6mputo. 



54 

2 . 2.6 PROCESAMIENTO DEL MODELO. 

Este aspecto involucra la ejecución del programa por la 

computadora, desde la introducción de los datos hasta la ob 

tención de las salidas o reportes de salida. 

Los datos y los parámetros del modelo se introducen en 

el momento que se comienza a simular, pero también pueden -

ser generados internamente en el computador usando las téc

nicas numéricas para la generación de datos que se estudia

rán en el Capítulo 111. La clase de reportes de salida, n~ 

cesarios para dar la información relativa ' al comportamiento 

del sistema bajo simulación, constituye una consideración -

final en el desarrollo de un programa de computadora y si -

se decide usar un lenguaje de propósitos generales como el 

FORTRAN entonces existirá un mínimo de restricciones impue~ 

tas sobre el formato de los reportes de salida. Sin embargo, 

si se utiliza un lenguaje como el SIMSCRIPT, se deberá ajus

tar a los requisitos en el formato de salida, impuestos por 

este lenguaje. 

2.2.7 ANALISIS DE LOS RESULTADOS. 

Esta etapa comprende el análisis de los datos generados 

por la computadora, a partir del mode l o que se simula . Tal 

análisis consiste de tres pasos: 
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a) Recolección y procesamiento de los datos simula 

dos. 

b) Cálculo de la estadística de las pruebas. 

c) Interpretación de los resultados. 

El paso Ca) es similar a la recolecci6n y procesarnien 

to de datos tornados de la realidad, salvo que ahora estos -

datos se obtienen de los resultados provistos por la compu

tadora. Sin embargo, los pasos Cb) y Cc) difieren un poco 

del análisis de los datos del mundo real, pues en é~te, la 

forma en la cual la aleatoriedad se torna en cuenta en el -

muestreo de las distribuciones está bien entendida y existe 

la posibilidad de enunciarla explícitamente; en cambio, en 

los experimentos de simulación la aleatoriedad se considera 

en una forma más complicada y por lo general, sus relacio

nes no son enunciables explícitamente e x cepto en el algorit 

mo para calcular los valores numéricos. 

otra diferencia que dificulta el análisis de los da

tos simulados se debe a que la salida es un conjunto de s~ 

ries relacionadas de tiempo , cuyo análisis es más difícil 

que el de un conjunto de números que representan la muestra 

de una distribución dada en la realidad. 
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2.2.8 DISEÑO DE EXPERIMENTOS. 

Esta es la etapa final del proceso de simulaci6n, y 

consiste en construir o hacer nuevos experimentos de simu

laci6n, en base al que ya se ha hecho, únicamente haciendo 

los cambios pertinentes en el modelo utilizado. 

2.3 EJEMPLO ILUSTRATIVO. 

Para mostrar los conceptos y la metodologfa de la si 

mulaci6n, considérese el siguiente ejemplo que tiene como 

finalidad mostrar algunas caracterfsticas del procedimien

to, sin mucho rigor. 

FORMULACION DEL PROBLEMA: 

Suponga que un repartidor de peri6dicos intenta esta 

blecer una regla de pedido de peri6dicos (pedido de inventa 

rio) que haga aumentar al máximo sus beneficios. 

OBJETIVO: 

Establecer una regla de pedido de inventario para ma

ximizar las ganancias del repartidor de peri6dicos. 

Se entiende por ganancia máxima, el mayor ingreso que 

le es posible obtener al repartidor por la venta de peri6d~ 

coso 
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En esta situaci6n existe incertidumbre, porque no es 

posible predecir el número de peri6dicos q u e adquirirán dia 

riamente sus clientes. 

RECOLECCION DE DATOS TOMADOS DE LA REALIDAD: 

Sup6ngase que el vendedor sabe, por experiencia pro

pia, que la demanda diaria de los clientes puede ser de 15, 

16, 17, 18, 19 6 20 peri6dicos. También conoce la frecuen 

cia relativa con que ocurri6 cada valor y, por lo tanto, -

puede construir la siguiente tabla: 

Demanda Frecuencia Relativa 

15 1/12 

16 2/12 

17 4/12 

18 3/12 

19 1/12 

20 1/12 

Total -- 12/12 

Considera que el va lor de la Demanda , D, se determi

na en forma aleatoria, pe ro que a la larga, los valores s e 

presentan c on la frecuenc i a indicada . 
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FORMULACION DEL MODELO: 

En el sistema de inventario presentado, se tienen las 

entidades: 

a) Peri6dicos, b) Clientes, c) Vendedor, d) Beneficios 

La entidad peri6dicos, tiene las variables: 

Qn: Cantidad pedida cada día 

V: Cantidad vendida cada día. n 

(Pedidos a la fábrica) . 

D: Cantidad demandada cada día (demanda diaria) . n 

el subíndice n sirve como calendario y cada día asume el 

valor siguiente del conjunto de enteros. 

Estas variables se registran en unidades del artícu-

lo de inventario, el cual tiene los parámetros: Costos (C) 

y Precio (P). 

Con valores unitarios de 5 y 15 centavos respectiva-

mente, es decir, C = ~ 0.05 Y P = ~ 0.15. 

Los beneficios tienen una variable interesante, su -

magnitud diaria, 

trav~s de: 

la cual se denota por G , Y se calcula a
n 
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Se deben generar las variables de estado Q y V. Q a-

sume diariamente valores producidos utilizando una regla ar 

bitraria de decisi6n establecida por el vendedor de peri6di 

cos~ esta regla constituye el MODELO y, consiste en: "Pe-

dir cada día una cantidad de peri6dicos igual a la cantidad 

de la demanda del día anterior", así: Q - D n - n-1 

recordando que n es la fecha del día de hoy. 

V se determina en parte por el evento ex6geno D y es 

también funci6n de Q. Se evalúan dos relaciones condicio-

nales, una de las cuales produce a V: 

1. Si D 
n 

< Q 
n 

, entonces = D . n 

2. Si D > Q , entonces V = Q . n n n n 

Los valores de V son condicionales, y el criterio an-

terior se aplica simplemente para asegurar que V < Q (Para 

simplificar la ilustraci6n, se pasa por alto la pérdida de 

oportunidad, cuando D > Q). 

SIMULACION DEL MODELO: 

Con la tabla proporcionada por la experiencia del ven 

dedor, se construye un tipo de rueda de ruleta en la que el 

área total se divide en seis segmentos, cada uno marcado -

con un valor d e la variable y con cada segmento p roporc io-



60 

nal, en tamaño, a su frecuencia relativa. 

Cada día se hace girar la rueda y se considera que -

el número del segmento es el valor de la variable D. EI-

vendedor está listo para simular el sistema y comprobar su 

regla de pedido. La tabla siguiente muestra una ganancia 

diaria promedio de ~ 1.62, Y resume la actividad de 10 días. 

SIMULACION DEL VENDEDOR DE PERIODICOS. 

n D Qn D < ~ Dn> ~ V G G Acumulativa 
n n_ n n n 

O 18 - - - - - -
1 17 18 si - 17 1.65 1.65 
2 17 17 si - 17 1. 70 3.35 
3 16 17 si - 16 1.55 4 .90 
4 17 16 - si 16 1.60 6.50 
5 15 17 si - 15 1.40 7.90 
6 17 15 - si 15 1.50 9.40 
7 18 17 - si 17 1. 70 11.10 
8 20 18 - si 18 1.80 12.90 
9 17 20 si - 17 1.55 14.45 

10 18 17 - si 17 1.70 16.15 
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Para iniciar la simulación, el vendedor hace girar 

la rueda generadora de la demanda y hace que el primer va 

lar represente a D 1 (D ). n- o Esto es necesario, puesto que 

su modelo requiere de un valor anterior (en su intento ese 

valor fu~ D = 18); por tanto, Q = 18 periódicos. o 1 

A continuación, se usa la rueda para generar D1' es 

decir, la demanda para el primer día. Al realizar la simu 

lación, ese valor resultó 17. 

Al comparar la demanda y la cantidad pedida para el 

día 1, la demanda de los clientes fu~ inferior a la canti-

dad pedida. Mediante esta regla el vendedor determina que 

v = 17 1 y 

G1 = (17) (0.15) - (18) (0.05) ¡l 1.65. 

En seguida, la variable n toma el valor n + 1 = 2, lo 

que conduce al segundo día simulado. Se repite la activi-

dad durante 10 días. 

DISEÑO DE EXPERIMENTOS. 

El vendedor puede ahora proponer cambios en el siste 

ma, sobre todo en la regla de pedidos. Puede desear pro-

bar una regla en la que , por ejemplo, pida una cantidad 
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igual a las ventas promedios de los tres o los cinco últi-

mos días. Puede proponer tambi~n otros cambios. No se su 

giere que una simulaci6n de 10 días produzca informaci6n -

fidedigna, ni que se hayan considerado todas las propieda

des del sistema; pero la ilustraci6n sirve para señalar el 

modo en que se aplica la metodología. Si se ampliara el -

modelo y se propusiera una simulaci6n de varios cientos o 

miles de días para cada uno de una serie de diseños del sis 

tema, se pone en evidencia la cantidad de esfuerzo necesa

rio, es por esto que se recurre a las computadoras. 



CAPITULO 111 

CONCEPTOS DE TEORIA DE LA PROBABILIDAD 

Lo que se presenta a continuaci6n no es un desarro

llo formal de la teoría de la probabilidad, sino un estudio 

elemental en el que se mencionan los conceptos que se nece

sitarán en éste y en los siguientes capítulos. Se sugiere 

para un estudio formal, revisar la bibliografía que se men 

ciona al final. 

3.1 CONCEPTOS . 

3.1.1 ESPACIO MUESTRAL . 

Definici6n 3.1.1 

Se llama "experimento" o "experiencia aleatoria", a 

cualquier experimento real o hipotético que pueda dar lugar 

a varios resultados sin que sea posible anunciar con certe 

za cuál de estos resultados va a ser observado. 

Definici6n 3.1.2 

Se llama "espacio muestral" de una experiencia alea 

toria, al conjunto cuyos elementos son, los posibles resu! 

tados diferentes a que puede dar lugar la experiencia en -

cuesti6n. A los elementos del espacio muestral se les acos 

63 
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tumbra llamar "puntos muestrales" o, simplemente "puntos". 

Si el conjunto de puntos es finito o infinito numerable, el 

espacio muestral es "discreto"; y, si el conjunto de puntos 

es no numerable el espacio muestral es continuo. 

Usualmente se denota por E a una experiencia aleato

ria, y por S al espacio muestral asociado a ella. Así, si 

el experimento, E, se refiere al tiempo hasta que el primer 

cliente llega a una tienda, como ~ste puede llegar en cual

quier instante hasta que la tienda cierre (suponiendo un día 

de 8 horas), para los fines de este experimento se puede con 

sidar el espacio muestral como todos los puntos de la recta 

real entre cero y 8 horas. Por tanto, S consta de todos los 

puntos s tales que O < s < 8. Bajo el supuesto que al me 

nos llega un cliente al día. 

Un evento o suceso se define como un conjunto de re

sultados del experimento (o dicho de otra manera, como cual 

quier subconjunto del espacio muestral) . 

Se dice que un suceso A ocurre, si y sólo si, al rea 

lizar E el resultado es un punto de A. 

Los sucesos pueden combinarse, conduciendo en conse

cuencia a la formación de nuevos suceso s: 

1. Si A Y B s on sucesos, entonces A U B es el su-
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ceso que ocurre ssi A o B o ambos ocurren. 

2. A n B es el suceso que ocurre ssi A y B ocurren. 

3. El suceso complementario de A, denotado por Al, -

es el suceso que ocurre ssi A no ocurre. 

4. Sea € un experimento y S su espacio muestral. Si 

€ se realiza dos veces, entonces S x S se puede 

utilizar para representar todos los resultados de 

esas dos repeticiones, es decir, (sI' s2) € S x S 

significa que sI result6 cuando se realizó € la -

primera vez y s2 cuando € se realizó la segunda 

vez. 

Por supuesto, se pueden extender todos estos concep

tos para un número finito de eventos y realizaciones, según 

sea el caso. 

Definici6n 3.1.3 

Se dice que dos sucesos A y B son mutuamente excluyen 

tes, si no pueden ocurrir simultáneamente, esto se e xpresa -

escribiendo A ('¡ B = <P • 

3.1.2 PROBABILIDAD. 

Definir el c oncep to de probabilidad con t odo rigor es 
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tá más allá del prop6sito de este texto. No obstante, para 

la mayor parte de los fines basta con postular la existencia 

de valores num~ricos P{E} asociados con los sucesos E del es 

pacio muestral. El valor P{E} se conoce como "probabilidad 

de ocurrencia del suceso E". Además, se supondrá que P{E} -

satisface las siguientes propiedades razonables: 

1. O < P{E} < 1. Esto implica que la probabilidad 

de un suceso siempre es no negativa y nunca pue-

de ser mayor que 1. 

2. Si E = ~ , significa que E es un suceso que no 
o o 

puede ocurrir (un suceso nulo) en el espacio mues 

tral, entonces P{E } = O. o 

3. Si E = S, es decir si el suceso consiste en el 

espacio muestral completo, entonces p{S} = 1. 

4. Si El Y E2 son sucesos excluyentes en S, entonces: 

Aún cuando estas propiedades son un tanto formales, -

conforman la noci6n intuitiva de la probabilidad. Sin embar 

go, no pueden utilizarse estas propiedades con el fin de ob-

tener valores para P {E}. En ocasiones, resulta conveniente 

la determinaci6n de valores exactos, o al menos valores apro 
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ximados. Pueden obtenerse valores aproximados, junto con -

una interpretación de la probabilidad, atrav~s de una inter 

pretaci6n de frecuencia de tal probabilidad. Puede enunciar 

se esto de manera precisa como sigue: 

Sean E un experimento, E un suceso, n el número de -

veces que se realiza E y m el número de ocurrencias con ~xi 

to del suceso E. 

aproximarse a 

des. 

m 
n 

Entonces, para tal fenómeno, P{E} puede 

cuando n toma valores suficientemente gran 

Puede utilizarse la razón m 
n para obtener una aproxi 

maci6n de P{E}. Además, m 
n 

satisface las propiedades reque 

ridas de las probabilidades; es decir, 

1. 

2. 

3 • 

4 • 

O 

O 
n 

n 
n 

< 

= 

m - < n 

O • 

1. 

1 

(Si el suceso E no puede ocurrir, entonces 

m = O) • 

(Si el suceso E ocurre cada vez que se 

realiza el experimento, entonces m = n) . 

son excluyentes. 
n n 

(Si el suceso El ocurre mi veces en las n tentati

vas y el suceso E2 ocurre m2 v e c e s en las n tenta 

BIBL10TEC CE 
UNIV IUAU o L 
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tivas, y El Y E2 son excluyentes, entonces el nú 

mero total de ocurrencias con éxito del suceso -

El U E2 es simplemente m1 + m2 ) . 

Como estas propiedades son verdaderas para un n fini

to, resulta razonable esperar que sean verdaderas para P{E}. 

3.1.3 VARIABLES ALEATORIAS. 

En muchas situaciones experimentales, se desea asig

nar un número real x, a cada uno de los elementos s del es-

pacio muestral S. Es decir, x = X(s) es el valor de una 

función X que va del espacio muestral S a los números reales, 

X : S --> ]R. 

Definición 3.1.4 

Se llama variable aleatoria unidimensional o simple -

mente variable aleatoria, a toda funci6n X que asigna a ca

da uno de los elementos s de S, un núme ro real X(s) . 

Se puede hablar de variables aleatorias n-dimensiona 

les, pero para los prop6sitos del presente texto, bastará 

con la definici6n dada. Si se desea ampliar estos concep -
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tos, sírvase revisar la bibliografía indicada al final del -

texto. 

En general, ~ no es el rango de la variable aleato-

ria X. Se llama "recorrido de X", al conjunto de todos los 

valores posibles de X, Y se denota por R. Así, X: S - > R . x x 

Definici6n 3.1.5 

Una variable aleatoria X es discreta si, y s610 si, 

su recorrido es finito o infinito numerable. Y en caso con 

trario, se dice que la variable aleatoria X es continua. 

Para ejemplarizar el concepto de variable aleatoria, 

suponga que se ha concluido el experimento de medir los 

tiempos de primera llegada (de un cliente) en dos días, con 

el fin de determinar a qué hora se debe abrir la tienda. 

Antes del experimento la tienda se abría a las 9 A. M., Y el 

dueño de la tienda decide que si el promedio de los tiempos 

de llegada es mayor que una hora, de allí en adelante abri-

rá a las 10 A.M. 

Obsérvese que este es un caso en el que el experimen-

to de observar la primera llegada a la tienda en un día se -

realiza dos veces, luego el espacio muestra l p ara el experi-

mento de los dos días tendrá la form a Sx S y sus puntos 

(SI' s 2) ' Además, el promedio de los do s tiempos de llegada 
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sl y s2' no es un punto del espacio muestral y, por tanto, -

el dueño no puede tomar su decisi6n observando directamente 

el resultado del experimento. Por el contrario, toma su de-

cisi6n de acuerdo con los resultados de una regla que asigna 

2 
el promedio de sl y s2 a cada punto (sl' s2) en S . 

Así; X --------> ~ 

es la variable aleatoria que representa a la regla usada por 

el dueño. 

Definici6n 3.1.6 

Sea E un experimento, S su espacio muestral, X una va 

riable aleatoria definida en S y R x su recorrido. Sea B 

un suceso respecto a R ,es decir, B c R . x x 
Sup6ngase que 

A se define como : A = {s E S/X(s) E B} . En este caso, se -

dice que A y B son sucesos equivalentes. 

Definici6n 3.1.7 

Sea B un suceso en el recorrido R , se define a P(B) 
x 

como: P(B) = P(A) donde A = {s E S/X(s) E B} . 

N6tese que P(B) es una probabilidad diferente a P(A), 

puesto que no están definidas sobre el mismo esp acio mues-

tral, aunq ue usualmente no se hace d istin ci6n entre ambas. 
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3.1.4 FUNCION DE: PROBABILIDAD, DENSIDAD DE PROBABILIDAD,Y 

DISTRIBUCION ACUMULATIVA. 

Definición 3.1. 8 

Entonces, R 
x 

Sea X una variable aleatoria discreta. 

puede asumir a lo sumo, un número infinito numerable de valo 

res 

un número P (x . ) 
1 

las condiciones: 

Con cada resultado posible x., se asocia 
1 

para i = 1, 2, ... ; los cuales deben cumplir 

a) P(x.) > O , para todo i. 
1 

ro 

b) L P( x i ) = 1. 
i=l 

La funci6n P definida de esta manera recibe el nombre 

de "funci6n de probabilidad" (o funci6n de probabilidad pun-

tual) de la variable aleatoria X. y al conjunto de pares 

(x., P (x.)) , i = 1, 2, ... se le llama "Distribución de pro 
1 1 

babilidad de X". 

Definici6n 3.1.9 

Sea X un a variable aleatoria continua. La función f 

se llama "función de densidad de probabilidad de X" denotada 

por fdp de X, si satisface: 

a) f (x) > O , par a t odo x . 
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00 

b) f_oo f(x)dx = 1. 

Observaciones: 

1. Se suele definir una variable aleatoria continua X corno 

sigue: 

X es una variable aleatoria continua, si y sólo si, e-

xiste una función de densidad de probabilidad de X, tal 

que, para cualquier a, b con - 00 < a < b < 00 se tiene: 

-- J b P (a < X < b) f(x)dx. 

a 

2. Fundamentalmente, se quiere decir que X es una variable 

aleatoria continua, si X puede tornar todos los valores 

en algún intervalo (c,d) donde c y d pueden ser _00 y 00 

respectivamente. Además, si X s6lo torna valores en un 

intervalo [a, bJ, se establece f (x) = O para todo x ~ [a,bJ 

y así, la fdp de X, está definida para todos los valores 

reales de x. 

3. f(x) no representa la probabilidad de nada, solamente 

cuando la funci6n se integra entre dos lfmites se p rodu-

ce una probabilidad. 

De acuerdo con las definiciones 3.1.6 y 3.1.7, se de 
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fine lo siguiente. 

Definici6n 3.1.10 

Sea X una v ariable aleatoria, entonces P {X < b } lo -

cual se denota p or FX(b) , recibe el nombre de "funci6n de -

distribuci6n acumulativa de X" (fda de X ) y está definida pa 

ra todos los valores reales de b. Y cuando no existan posi 

bilidades de confusi6n, la fda de X se denotará p o r F(b); es 

decir, 

F(b) = Fx(b) P { s /X (s) ~ b} = P {X < b } 

Si X es un a variable aleatoria discreta, F(b) = L 
j 

En donde la suma se toma sobre los índices j tales que: 

Si X es una variable aleatoria continua, con fdp de 

X = f, entonces 

b 

F(b) Loo f (x ) dx . 

La fda de u n a variable aleatoria X, es una funci6n de 

valor numérico definida para todo b, - 00 < b < 00 , y cump le 

las propiedades: 

1. F X(b) es una func i ón no decreciente de b. 

2. 

3 . 

Lim F x(b) 
b -+ - oo 

Lim 
b -+oo 

F (-00 ) 
X 

o . 
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Sucesos de la forma { s/a < X(s) ~ b } , es decir, el -

conjunto de resultados s en el espacio muestral, tales que 

la variable aleatoria X toma valores mayores que a pero que 

no sean mayores que b, pueden expresarse en términos de suce 

sos de la forma B = {s/X(s) < b}. En particular, B puede 

expresarse como la unión de dos sucesos excluyentes, como si 

gue: 

B = {s Ix ( s ) < b} = {s Ix ( s ) < a} U { s I a < X ( s ) < b}. 

Es una conclusi6n inmediata que, P{s/a < X(s) < b} 

P { a < X < b } 

= 

Un teorema que es de mucha utilidad y que se presenta 

sin demostrar es el siguiente: Sea F la fda de una variable 

aleatoria continua con fdp f, entonces: d f (x)=- F ( x) . 
d x 

Los gráficos para la fda son típicos en el siguiente 

sentido: 

a) Si X es una variable aleatoria discreta con recorrido fi 

nito, entonces el gráfico de F se formará de trazo s hori 

zontales (función escalonada) y sera continua por t ramos. 

b) Si X es una variable aleatoria continua, F será una fun -

ción continua para todo x . 
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l 
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f(x 

1 

x 
x o 

3.1 . 5 ESPERANZA Y VARIANZA. 

Definición 3.1.11 

a) Sea X una variable aleatoria discreta, con valores posi -

b) 

Sea P(x . ) 
l 

P (X=x.) con i = 1,2, ... 
l 

El valor esperado de X (o esperanza matemática de X), de 

notada por E(X), se define por: 

si la serie 

cir 
ro 

I IXi I 
i=l 

ro 

E(X) I x. P(x.) 
i=l l l 

ro 

I x. P(x.) converge absolutamente, es de-
l l i=l 

P (x . ) 
l 

< 00 [El número resultante, también 

se llama valor promedio de X]. 

Sea X una variable aleatoria continua con fdp f. El va-

lor esperado de X se define por: 

E(X) = J ro xf(x)dx 

- 00 
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Corno es posible que la integral impropia no converja, 

se dice que E(X) existe, si y sólo si, 

Ixl f (x) dx es finita. 
_ 00 

Definición 3.1.12 (Esperanza de una funci6n de una variable 

aleatoria) . 

Sea X una v ariable aleatoria y sea Y H ( X ) • 

a) Si Y es una variable aleatoria discreta, c on valores po-

sibles 

00 

E (y)= L 
i=l 

y . q ( y . ) • 
l l 

b) Si Y es una variable aleatoria continua con fdp g, se 

define 

00 

E (Y)= f Y g(y)dy 
- 00 

Obsérvese que para encontrar E(Y), es necesario cono-

cer la distribución de probabilidad de Y . Ante esta situa-

ci6n existe la siguiente alternativa. 

Teorema : 

Sea X una variable aleator i a y sea Y H ( X ) • 

BIBII 
u 

L 
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a) Si X es una variable aleatoria discreta y P(x.) = P(X=X. ), 
1 1 

entonces 

(X) 

E(Y) E(H(X)) = L 
j=l 

H(x.) P (X.) 
J J 

b) Si X es continua con fdp f, entonces 

E(Y) E(H(X)) f~(X)f(X)dX 
- (X) 

Este teorema hace mucho m~s f~cil la evaluación de 

E(Y), puesto que no se necesita conocer la distribución de 

probabilidad de Y, basta con conocer la distribución de pr~ 

babilid ad de X. 

Propiedades del Valor Esperado . 

1. Si X = C, donde C constante, entonces E (X) C. 

2. Si C es constante y X es una variable aleatoria 

E(CX) = CE(X). 

3. Sean X e Y variables aleatorias, 

E(X + y) E(X) + E(Y). 

Definición 3.1.13 (VARIANZA) 

Sea X un a variabla aleatoria, se define la varianza 

de X, denotada por V(X) , como sigue: 
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V(X) = E(X - E(X))2. 

La rafz cuadrada positiva de V(X) se llama desviaci6n 

est~ndar de X y se denota por a . 
x 

El cálculo de V(X) se simplifica usando 

Propiedades de la Varianza. 

1. Si C es una constante, entonces V(X + C) = V(X) . 

2. Si C es Una constante, V(CX) = c 2 V(X) . 

3. Si X,Y son variables aleatorias independientes 

V(X + y) = V(X) + V(Y) . 

4. Sea X una variable aleatoria con varianza fini-

ta, entonces para cualquier valor real a , 

2 2 
V(X) = E [(X - a) ] - [E( X) - a] . 

3.1.6 DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE PROBAB ILIDAD. 

DISTRIBUCION BINARI A O DE BERNOULLI. 

Considérese una experiencia ale a toria en la cual s6-

lo hay dos resultado s posibles, que se p ueden llamar en ge 

neral, "éxito" y "fracaso " asociados con la aparici6n o no 
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del suceso en el cual se tenga inter~s. Una experiencia de 

esta naturaleza se llama "ensayo de Bernoulli", su espacio 

muestral consta únicamente de dos puntos y es muy frecuente 

definir en ~l una variable aleatoria X, que toma el valor 1 

si el resultado es un ~xito y el valor O si el resultado es 

un fracaso. Si la probabilidad asignac.a a un ~xi to es "p", 

entonces la función de probabilidad de la variable aleato

ria X, será: 

P(X 1) p y P(X O) = 1 - P 

y se dice que X tiene una distribución binaria o de ~ 

Bernoulli con parámetro p. Se acostumbra hacer la sustitu

ci6n 1-p = q. 

La esperanza y la varianza de la distribución de Ber

noulli están dadas por: E(X) = P Y V(X) = pq. 

DISTRIBUCION BINOMIAL. 

Considérese la experiencia aleator ia consistente en 

llevar a cabo N ensayos independientes de Bernoulli, es de 

cir, que la realizaci6n de un ensayo, no afecta en nada a 

la realización (ni a los resultados) de los otros ensayos . 

Considere la variable aleatoria 

X = número total de éxitos en los N ensayos . Es cla 

ro que X puede tomar los valores: O, 1, 2, ... , N. 



La funci6n de probabilidad de X está dada por: 

P (X = K) 
N-k 

q con k O, 1, ... , N Y q = 1-p 
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y se dice que X tiene una distribuci6n binomial con -

parámetros N Y p. 

La esperanza y la varianza de X están dadas por: 

E (X) Np y V(X) = Npq. 

DISTRIBUCION GEOMETRICA. 

Considérese la experiencia aleatoria en llevar a ca-

bo una serie de ensayos independientes de Bernoulli. Inte 

resa en este caso conocer cuál es la distribuci6n del núme 

ro de ensayos efectuados "hasta obtener el primer éxito" 

(es decir, el número de fracasos consecutivos hasta obte-

ner el primer éxito). Sea X = número de repeticiones nec~ 

sarias hasta obtener el pr~ 

mer éxito. 

La funci6n de probab ilidad de la variable aleatoria 

X será: 

P(X = K) k q p con K = O, 1, 2, ... Y q = 1-p. 

y se dice que la var iable X tiene una distribuci6n 

geométr ica con parámetro p. La es pe ranza y la varianza de 



X están dadas por: 

E(X) s. 
p 

y v (X) 

DISTRIBUCION DE POISSON. 

q 
2 
p 
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Sea X una variable aleatoria que torna los valores po-

sibles O, 1, 2, .. . , n, Si X tiene la siguiente fun 

ción de probabilidad: 

P (X = K) con k O, 1, ... , n, A > O 

entonces se dice que X tiene una distribución de Poisson 

con parámetro A. Obsérvese que en la definici6n de P, se -

ha utilizado exp(-A) para indicar e- A y, en lo sucesivo, -

siempre que sea necesario utilizar la función e xponencial -

de base e, se escribirá "exp". 

La esperanza y la varianza de X están dadas por: 

E( X) y v ( X ) A • 

Esta distribuci6n r e sulta apropiad~ en muchas situa-

ciones en las que ocurre un "suceso" sob re un período, co 

mo la llegada de un cliente; cuando es tan p robab l e que 0-

curra este "suceso" e n un intervalo corno e n cualquie r otro; 

también, la ocurrenc ia de un "suceso" no tiene e f ecto en la 
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ocurrencia o no de otro "suceso". Con frecuencia se supone 

que el número de llegadas de clientes en un tiempo fijo tie 

ne una distribuci6n de Poisson. 

3.1.7 DISTRIBUCIONE S CONTINUAS DE PROBABILIDAD. 

DISTRIBUCION UNIFORME. 

Sea X una variable aleatoria, que toma todos los valo 

res en el intervalo real [a,b], si la fdp de X está dada 

por: 

f (x) 

entonces se dice que X está distribuida uniformemente en el 

intervalo [a ,b] y el gráfico de su fdp es el de una constan 

te en el in'tervalo I~, b] igual al recíproco de la longitud 

del mismo, así: 

f (x) = 

x=a 

f (x) 

1 
b-a 

x=b 
x 



Una expresi6n para la fda de una variable aleatoria 

distribuida uniformemente es: 

[ReCUérdese que F( x ) P(X < x) 

0, si x < a. 

F ( x ) x-a 
b-a ' si a < x < b. 

1, si x > b. 

Gráficamente: 

F(x) 

----~~4_-------------+------------------------------~~ X 
x=a x=b 

La esperanza y la varianza para una variable distri 
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buida uniformemente en el intervalo [a,b] están dadas por : 

E ( X ) 
a+b = -2- y V(X) = 

(b-a) 2 
12 
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DISTRIBUCION NORMAL (O GAUSSIANA) . 

Una variable aleatoria continua X, con fdp de X dada 

por 

f(x) = _1_ 0m [ 1 (x -flJ 2J exp - - --
2 o con -oo<x< oo y o > O 

se dice que es una variable aleatoria normalmente distribui 

da con parámetros fl y o. La esperanza y la varianza de X 

están dados por E(X) = fl Y 2 V(X) = o . 

La fda de X está dada por: 

F(b) r 1 
-- exp 
ahn 

- 00 

Haciendo la transformaci6n E 

cribirse corno 

F(b) 

J 
- 00 

a 

1 exp [-~2l dz 
/2IT 

dx 

X-fl 
a 

, la ida puede es 

De donde aún cuando esta funci6n no es integrable, se 

encuentra ampliamente tabulada. 

En la siguiente fi gura se ilustra gráficamente una 

funci6n de densidad normal típica . 
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f (x) 

x 

+ - 00 + 00-+ 

Se observa la forma de campana característica propia -

de esta función, con eje de simetría en x = ~ y estará, tan-

to más concentrada alrededor de su eje de simetría, cuanto -

menor sea a. 

DISTRIBUCION EXPONENCIAL. 

Una variable continua X, con fdp dada por 

exp (- ax) , si x > O. con a > O. 

f(x) = 
O, en otro caso. 

se dice que está exponencialmente distribuida, con paráme-

t,ro a. 

La fda de X está dada por: 

F(x) IX", 
u. exp( - a t)dt 1 - exp(-ax) . 

o 



La esperanza y la varianza de X están dadas por: 

1 E( X) = 
a y V( X) = 1 

-2 
a 
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Los gráficos de la fdp y la fda de X tienen la forma: 

f (x) F(x) 

1 

x 
o o 

DISTRIBUCION GAMMA . 

Una va r iable al e ato ria continua X, c o n fdp d ada p o r 

(ax)k-l exp (-ax) , x > O , a > O , k > O. 

f(x) = 

0, e n otro caso . 

se dice que tiene u na d istribución g amma , c on pa r áme tro s a 

y k. r (k) se defi ne c omo : 

r (k) = k - l x exp( - x)dx , para t odo k > O. 

o 

x 
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En particular, si k es un entero positivo, la integr~ 

ción repetida por partes conduce a f(k) = (k - 1) ~ , apoyán 

dose en que f(l) = 1. La fda de X no existe en forma explf 

cita, sin embargo se encuentra tabulada. 

varianza de X están dadas por: 

E(X) k 
a. y V(X) k 

2" 
a. 

La esperanza y la 

Relacionada con la función gamma, se encuentra la dis-

tribución "ji cuadrada". Si X es una variable aleatoria que 

tiene una distribuci6n gamma con parámetros a. = 1 v 
y k = "2 

V E: entonces se dice que una nueva variable aleatoria 

z = 2X tiene una distribuci6n "ji cuadrada" con v grados de 

libertad. 

3.2 GENERACION DE NUMEROS ALEATORIOS. 

Considérese el siguiente fenómeno: 

A un conductor de Buses, de una cooperativa transpor-

tista urbana, se le entrega cada vez al iniciar su jornada 

de trabajo, un conjunto de talonarios con igual número de -

boletos numerados en orden creciente , que él entregará a ca 

da una de las personas que aborden el bus. 

Suponga que el conductor introduce en una caja el con 
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junto de talonarios que se le da y los revuelve, entonces al 

iniciar su jornada de trabajo escoge al azar un talonario. 

Resulta claro, que no se sabra cuál será el número del 

boleto inicial del talonario seleccionado (excepto el del úl 

timo talonario extrafdo) y, también es claro, que una vez co 

nocido el número del boleto inicial del talonario selecciona 

do los números de los boletos consecutivos del talonario que 

dan completamente determinados. 

En el fen6meno anterior se pueden distinguir dos conjun 

tos de números, el conjunto de los números de los boletos in~ 

ciales de los talonarios seleccionados al azar (excep to el -

del último talonario) y el conjunto formado por los números -

de los boletos restantes de los talonarios seleccionado s. 

La finalidad del presente estudio es analizar las p ro

piedades de los números aleatorios (números obtenidos al 

azar) utilizados en experimentos de simulación, asf como de 

presentar algunos métodos para generar dichos números y , fi

nalmente presentar algunas p rue bas estadfsticas que se apli

can a los números para determinar su a l e atoriedad . 

3.2.1 NUMEROS ALEATORIOS. 

Los números aleatorios para ser considerados como tales 

deben poseer ciertas c ara cte rfsticas, entre las que s e me ncio 

nan: 
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a) Deben estar uniformemente distribuidos. 

b) Deben ser estadísticamente independientes. 

e) Deben pasar satisfactoriamente varias pruebas de 

aleatoriedad. 

Existen antecedentes hist6ricos muy interesantes con 

respecto a la generaci6n de sucesiones de números aleato -

rios formulando diferentes métodos de acuerdo a las capaci

dades técnicas de la época entre los que se mencionan, se

gún su aparici6n: 

a) Métodos Manuales. (Usando ruletas, barajas, lan-

zando monedas, etc ... ). 

b) Tablas de números aleatorios. (Usando los métodos 

manuales se construían tablas) . 

e) Métodos de Computaci6n ana16gica. (Usando computa 

doras Ana16gicas) . 

d) Métodos de Comp utaci6n digital. (Usando Computado 

ras digitales) . 

No se hará ninguna extensi6n de los mé t odos (a ) , (b), 

(e) i sino únicamente de los e xpresados en (d ) , pero antes -

de analizar métodos para diseñar generadores de números ale~ 

torios o dar ejemplos de e llos, se examinarán las propieda

des que debe poseer todo generador de números aleatorios. 
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Obs~rvese que como s610 se analizará el caso de la ge 

neración de sucesiones de números aleatorios por m~todos de 

computaci6n digital, habrá necesidad de establecer un pro

grama de computadora para generar dichas sucesiones, por e~ 

de, las característícas que se mencionen starán atribuidas 

a tales programas. 

Las características que debe poseer todo programa gene 

rador de números aleatorios son: 

1. La serie de números que produce el generador deje ajus

tarse lo más posible a la distribuci6n uniforme. 

2. Los números de la serie deben ser estadísticamente inde

pendientes. 

3. La generación de un número debe hacerla en el menor tiem 

po posible, es decir, el generador debe ser rápido. 

Puesto que el tiempo de computación suele ser muy costo 

so. 

4. La serie de números aleatorios debe tener un período lar 

go; el período de un generador de números aleatorios es 

una medida de la cantidad de números que se generan, an

tes que reaparezca la misma secuencia de números ya gene 

rados. 

Cuando comienza a reaparecer la misma secuencia de núme-
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ros, se dice que el generador comienza a "repetir el ci 

cloro . Por lo tanto, decir que cierto generador de núme 

ros aleatorios tiene un período de N números significa 

que se generarán N términos antes que el generador co-

mience a repetir el ciclo. El generador puede repetir 

el ciclo, sin comenzar necesariamente del primer número 

de la secuencia generada, sino que puede comenzar, por 

ejemplo, a partir del séptimo número de la secuencia ge 

nerada y siempre se considera que dicho generador ha co 

menzado a repetir el ciclo. 

5. El generador debe ser capaz de reproducir la misma serie 

de números las veces que se desee. (Por ejemplo, para -

hacer repeticiones de experimentos bajo las mismas condi 

ciones) . 

6 . El generador debe ser de naturaleza no degenerativa. Se 

dice que un generador se degenera cuando comienza a re-

producir continuamente el mismo número. Si el generador 

tiene degeneraci6n, el programa debe poder hacer corree 

ciones y continuar. 

En general, se puede decir, que un generador de núme

ros aleatorios debe ser un programa breve y rápido que pro

duzca una larga secuencia de números aleatorios (que pasen 

las prueba s estándar) antes de comenzar a repetir el ciclo 
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y que tenga una naturaleza recurrente. 

NOTAS: 

1. Si un generador dado de números aleatorios genera perfe~ 

tamente 30 números aleatorios antes de repetir el ciclo 

y sólo se necesitan 20 para el experimento, entonces ese 

generador es el apropiado. en general, basta tener un ge 

nerador con un período más largo de la cantidad de núme 

ros que son necesarios para un experimento dado. 

2. Antes se indicó que el generador debe ser de naturaleza -

recurrente, esto es, que se utiliza el resultado del cálcu 

lo anterior para determinar el siguiente. Así, el t~rmino 

I sirve para calcular el I+1, y el I+1 sirve para calcular 

el I+2, y así sucesivamente; esta propiedad permitirá re

producir la misma secuencia de números aleatorios para p~ 

der repetir un experimento bajo las mismas condiciones. 

3. Los métodos que aquí se presentan para la generación de -

números aleatorios son verdaderamente determinísticos 

puesto que todos ellos involucran una técnica repetitiva 

o una relaci6n de congruencia, expresada por medio de a! 

guna f6rmula. Por lo que muchos auto r e s, hablan de "gen~ 

radores de números pseudoaleatorios" en lugar de "genera 

dores de números aleatori o s". Por c omod idad, en este 
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trabajo, se utilizará la segunda advirtiendo que puede -

faltar cierta precisi6n en la terminología. 

3.2.2 GENERADORES DE NU~lliROS ALEATORIOS. 

No está dentro del alcance de este t6pico, repetir en 

forma detallada los antecedentes de la generaci6n de secuen-

cias aleatorias, sin embargo, se revisarán algunas de las 

primeras técnicas de generación de números aleatorios. 

METODO DEL CUADRADO MEDIO. 

El primer método propuesto para la generaci6n de núme-

ros aleatorios se conoce corno "técnica del cuadrado medio"; 

fué propuesto por Von Neumann y Metropolis en 1946. También 

se le conoce con el nombre de técnica de los cuadrados cen-

trales. En este método, cada número sucesivo se genera to-

mando los n dígitos centrales del cuadrado del número ante-

rior de n dígitos. Por ejemplo, sup6ngase que se desea gene 

rar números aleatorios de tres dígitos. Tornando arbitraria-

mente c orno primer valor el número de tres dígitos 239, se ob 

tiene la siguiente secuencia: 

(239)2 = 57121 --> 712 

(712)2 = 506944 ---> 694 

(694) 2 = 481636 ---> 163 

(163)2 26569 ---> 656 

r 01 11 
I u 

-
L 
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Los problemas que se presentan con este método depen-

den del valor inicial considerado; dependiendo de éste el -

método pierde rapidez y puede degenerar al cabo de pocos 

términos. Por ejemplo, sup6ngase que se desea generar núme 

ros aleatorios de cuatro dígitos y que el n-ésimo número ge 

nerado sea 3500, obsérvese la secuencia que sigue: 

2 
r 
n+1 

12 250 000 

625 000 

---> r n+1 = 2500. 

-----> r 2= 2500. n+ 

Se ha llegado a una condici6n degenerada. Por lo tan-

to, es preciso comprobar siempre la serie de números, tal y 

como se genera para evitar este problema. Adem~s, para apli 

car este método en un lenguaje de alto nivel, se necesitan -

por lo menos dos multiplicaciones y quizá tres divisiones p~ 

ra poder tener acceso a los cuatro dígitos centrales en una 

computadora binaria de palabras fijas, en consecuencia, este 

método no es muy rápido. 

HETODO DEL PRODUCTO MED IO. 

Otro método de generaci6n de números aleatorios se de-

nomina técnica del producto medio, en la que el número aleato 

rio resultante se genera t omando los dígitos centrales del -

producto de los dos números aleatorios anteriores. 
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Esta t~cnica implica la elecci6n inicial de dos núme-

ros aleatorios r 1 

luego se multiplica 

y r 2 , cada uno de ellos con n dígitos, 

r 1 por r 2 para obtener U . Se hace r 3 

igual a los n dígitos centrales de ~). A continuación r 4 

es igual a los n dígitos centrales del producto de r 2 con 

r 3 , y así sucesivamente. Por ejemplo, sean 

r 1 = 712 Y r 2 = 694 

r 1 x r 2 = U 1 494 028 ----> r 3 = 402 

r 2 x r 3 = U 2 = 278 988 ---> 

LJ 3 = 360 99 6 ----> r s 099 etc. 

Una modificaci6n de este m~todo consiste en utilizar -

un multiplicador constante, en lugar de números aleatorios, 

o sea: rm+l = K x r m 

de K x r ). m 

(Tomando sólo l os n dígitos centrales 

Estas t~cnicas tienen tambi~n sus desventajas relati-

vas a los valores iniciales que se escogen. 

METODOS CONGRUENCIALES. 

Las técnicas que utilizan los m~todos de congruencia -

están basadas en la siguiente definición de congruenc ia. 

Definici6n 3.2.1 

Se dice que un entero a es congruente con otro entero b 
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m6dulo m, si y sólo si, la diferencia a-b es múltiplo en-

tero de m. 

y usan la relación: _ aro + c (mod m) ; O < r. < m. 
1 - 1-

que se lee: "ri+1 es congruente con ar i + c, módulo m" y, 

r. nunca puede ser mayor que m, para todo i = O, 1, 2, .... , n, .•. 
1 

La relación implica que r i +1 se obtiene corno el resi

duo al efectuar la división entera de ar.+c entre m, según 
1 

el siguiente esquema: 

aro + C m 
1 ~--------

k 

donde a, r., r, m son enteros 
1 

positivos Y k entero. 

Este método exige que sean proporcionados inicialmente, 

los valores de a, c, m y ro (ro, recibe el nombre de semi 

lla) . 

Como una ilustración de la aplicación de esta técnica, 

considérense: 

m = 25, a 6, c 

Sustituyendo en: 

1 

_ ar. + c (mod 
1 

m) se obtiene : 

r 1 = 6(1) + 1 (mod 25) ~ r 1 = 7 (mod 25) 

y r 1 se obtiene como el residuo de la div isión entera de 7 

entre 25. ~r1 = 7 
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Así, r 2 - 6 (7) + 1 (rrod 25) + r 2 - 43 (rrcxi 25) + r 2 18 

r
3 

- 6(18) +1 (rrod 25) + r 3 - 109 (rrod 25) + r
3 

= 9 

De los m~todos de congruencia, el m~todo multiplicati-

vo fu~ el primero en aparecer, propuesto por Lhemer (1949), 

el cual suponía particularmente que c=O, obteni~ndose la -

relación: r i +1 - aro 
l 

(mod m) . 

Apareciendo posteriormente modificaciones a la rela -

ción presentada por Lhemer,· creándose los m~todos: 

1) M~todo Aditivo: 

2) M~todo Mixto: 

- r. 
l 

- ar o 
l 

- r i - 1 
(mod m) . 

+ C (mod m) . 

Como ilustración, consid~rese la siguiente aplicación 

del m~todo multiplicativo de congruencia en computadoras bi 

narias. Esta t~cnica está cimentada por toda una teoría al 

gebráica que puede revisarse en la bibliografía recomendada. 

Las características necesar i as para optimizar la aplicación 

del método, pue den resumirse como sigue: 

Sea m = 2b , donde b es el número de bits en cada pa-

labra; a y r o primos relativos con 2b . [En general a debe 

escogerse como el primo relat ivo más próximo a 2, que sea de 

l a forma a::±3 mod (8)J. 
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En una computadora binaria, el perfodo máximo, h, que 

se puede obtener viene dado por: 

para b > 2. 

Consid~rese b = 4, el proceso producirá cuatro números 

aleatorios antes de repetir el ciclo [h = 2 4 -2 = 4J Sea 

4 m = 2 = 16. Elfjase r = 7, lo que equivale a r = 0111 en o o 

forma binaria. Como a debe ser de la forma 

a = ± 3 (mod 8) + a = 8K ± 3 K :f O. 

con K=l 

+ a 
con K=l 

se escoge el valor más pr6ximo a 2, asf: a = 5, que equiva-

le a a = 0101 en forma binaria. 

ar será: ar = (0101) (0111) o o 00100011 + r 1 = 0011 y, 

para obtener un valor uniformemente distribuido, hágase: 

r
1 Asf, 3 

0.1875 rep resenta al primer nú n 1 = n
1 = 16 = que m 

mero aleatorio. 

(0101) (0011) 00001111 + r 2 1111 
15 

0.9375 ar = = = y n
2 = 16 = 1 

(0101) (1111) 00001011 + r
3 

1011 
11 

0.6875 ar2 = = y n
3 = 16 = 

(0101) (1011) 00000111 + 0111 7 
0.4375 ar

3 
= r 4 = y n

4 = 16 = 
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Obsérvese que 

rá a repetirse. 

r 
o 

r 4 , y al hacer ar 4 el ciclo comenza 

Se p resenta a continuaci6n un programa que genera núme

ros aleatorios por el método multiplicativo de congruencia -

codificado en lenguaje FORTRAN IV Y palabras de 35 bits. 

FUNCTION RANDU (IX , IY) 

IY = IX * 03125 

IF ( IY) 5, 6, 6 

5 IY = IY + 2 ** 35 

6 YFL = IY 

RANDU = YFL * 2.0 ** (-35) 

IX = IY 

RETURN 

END 

lo único que debe hacerse el proporcionar el primer número -

aleatorio y asegurarse que es impar de cinco dfgitos. Este 

método además de ser rápido requiere poco almacenamiento. 

La definici6n de las variables es como sigue: 

RANDU: Nombre de la funci6n Generadora de números alea 

torios. 

IX: Primera entrada, debe contener cualq uier n úmero 
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entero impar de cinco dígitos; después de la 

la. entrada IX deberá ser el valor anterior -

de IY calculado por la funci6n. 

IY: Un número aleatorio entero resultante que se 

requiere como siguiente entrada de la función. 

El intervalo de este número se encuentra entre 

cero y 2**35. 

YFL: Es el número aleatorio de punto flotante unifor 

memente distribuido en el intervalo de cero a 

1. O . 

La subrutina que sigue, escrita por IBM, funciona para 

la computadora IBM System/360. Calcula números uniformemen-

te distribuidos sobre el intervalo [O, 1J . Se entra a la 

subrrutina mediante la proposici6n CALL RANDU (I X, IY, YFL). 

La definición de las variables es como sigue: 

IX: Para la la. entrada debe contener cualquier número en

tero impar con nueve o menos dfgitos. Después de la -

la. entrada, I X deberá ser el valor anterior de IY cal 

culada por la subrrutina. 

IY: Número aleatorio entero resultante que se requiere pa

ra la entrada siguiente a esta subrrutina, el inte rva

lo de este núme r o se encuentra en cero y 2**31. 
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YFL: El número aleatorio y punto flotante resultante, uni

formemente distribuido en el intervalo [O, 1J . 

La lista de subrrutina es la siguiente: 

SUBROUTINE RANDU (IX, IY, FYL) 

IY = IX * 65539 

IF (IY) 5, 6, 6 

5 IY = IY + 2147483647 + 1 

6 YFL = IY 

YFL YFL * .4656613 E - 9 

RETURN 

END 

3.2.3 PRUEBAS SOBRE GENERADORES DE NUMEROS ALEATORIOS. 

Uno de los análisis básicos que se deben hacer siempre 

es el de la validaci6n de la uniformidad de la distribuci6n. 

Para ello se pueden aplicar dos p ruebas básicas de buen a

juste: 

i) La prueba de ji cuadrada. 

ii) La prueba de Kolmogorov - Smirnov. 

Estas pruebas reciben el nombre de buen ajuste, ya q ue 

ambas se interesan por el grado de acuerdo (concordancia) -

que existe entre la distribuci6n de una muestra de .úmeros 

aleatorios generados y la distribuci6n uniforme te6rica. 
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Adem~s, las dos pruebas se basan en una hipótesis nula de -

que hay una diferencia no detectable entre una distribución 

muestral y la teórica. Las dos pruebas se basan en el agru 

pamiento de datos muestrales en clases, dentro del interva-

lo [O, 1J . 

PRUEBA DE JI CUADRADA. 

Se trata de comprobar la hip6tesis de que no existe di 

ferencia entre la distribución de frecuencias de la muestra 

y la distribución uniforme te6rica. Supóngase que se han -

generado n números ••• , U • 
n 

Se divide el intervalo 

unitario en r subintervalos iguales* de manera que, bajo 

la hip6tesis de uniformidad, la probabilidad de que un nÚffie 

ro Uk , 1 2 K 2 n, quede en un subintervalo particular es 

1 
r 

Tambi~n el número esperado de "números aleatorios" en 

un subintervalo específico es 1 n·- . 
r 

Si se est~ probando -

a números en una computadora decimal, entonces r = 10 hace-

que se examinen los a dígitos más significativos para buscar 

la uniformidad; y en máquinas binarias, una selección de 

r = permite probar los a bits más significativos, sie~ 

pre para buscar la uniformidad. Sea f . , la frecuencia con 
J 

la cual los números caen dentro del intervalo 
[
j-1 

r ' ~J 
Si {U . } es una sucesión de números aleatorios independien 

J j2.1 

* Clases de equivalencia, tambi ~n llamadas celdas. 
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tes distribuidos uniformemente, entonces el estadístico: 

~ Í [fJo ~12 
j=l 

tiene una distribuci6n que converge hacia la distribuci6n 

"ji cuadrada" con r-1 grados de libertad conforme n cre-

ce. Se recomienda la selecci6n de n > Sr para reducir la 

probabilidad de que existan muy pocos números en un subinter 

valo cualquiera. 

Bajo la hipótesis de independencia y uniformidad, se es-

pera que: 

p [x ~ < Q 1-a ( r -1) ] = 1 - a . 

Donde a es un valor crítico seleccionado, por ejemplo, 

0.05 6 0.1 Y Q1-a (r-1) es el punto sobre la distribuci6n -

acumulativa ji cuadrada con r-1 grados de libertad corres 

pondiente a la probabilidad 1-a · 

No se presenta ningún ejemplo específico de esta p rue-

ba, sin embargo, se dan a continuaci6n varias consideracio-

nes generales sobre la apl icaci6n de esta técnica. 

1. La elecci6n del número de subintervalos se recomend6 an 

teriormente que fue r a a r = 10 para computadoras decima 
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les, y r = 2a para binarias; siendo a un valor críti

co seleccionado en base al nivel de significancia de -

la prueba. 

2. Cuando n > 2, no se deberá utilizar la prueba ji cua 

drada en caso de que más del 20% de las frecuencias es 

peradas sean menores que cinco o cuando cualquier fre

cuencia esperada sea menor que uno; para que no existan 

muy pocos números aleatorios en un intervalo cualquiera. 

3. La cantidad de números aleatorios que se generen deberá 

basarse en la aplicación propiamente dicha. 

PRUEBA KOLMOGOROV - SMIRNOV. 

Una vez más, interesa el grado de concordancia entre la 

distribución muestral de frecuencias y la distribución uni

forme teórica, bajo la hip6tesis de que, de hecho, no existe 

diferencia entre ellas. 

Sea FX(X) la función acumulativa continua para la dis

tribuci6n uniforme. Es decir, que para cualquier valor de 

x, el valor de FX(X) es la proporci6n de observaciones* esp~ 

radas con valores menores o iguales q ue x. 

Sea ST(x) la distribución acumulativa de frecuencias -

observada en una muestra de T números aleatorios, es decir, 

* Cada observaci6n, es la generaci6n de un número aleatorio 

por el generador. 
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que para cualquier número aleatorio dado, x, ST(x) = ~ , 

donde m denota el total de números aleatorios menores o 

iguales que x . 

La prueba de Kolmogorov-Smirnov se ocupa de la mayor -

desviación simple entre FX(X) y ST( x) sobre el intervalo 

unitario. De acuerdo con la hipótesis nula, se espera de 

que estas desviaciones sean pequeñas y que se encuentran den 

tro de los limites de los errores aleatorios. En esta p rue-

ba, la mayor desviación, D, entre FX (X) 

na máx ima desviación, donde 

y ST(x), se denomi 

La distribución muestral de D se conoce y es dependien

te de la distribución T. 

El procedimiento g eneral para realizar esta p rueba con

siste en: 

1) Especificar la función de distribución acumulativa pa

ra la distribución uniforme basada en el número de in

t e rvalos. 

2) Ordenar l a muestra observada de números aleatorios en -

una distribución acumulativa de frecuencias con esos 

mismos intervalos . 

e T l 
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3) Encontrar el máX!Fx(X) - ST(X)! ' determinando así el 

valor de D. 

4) Consultar la siguiente tabla para encontrar el valor 

crítico de D correspondiente al error a especificado. 

Si el valor de la tabla, Di es menor que D, se recha- a 

za la hipótesis de que los datos proceden de la distri-

buci6n uniforme. 
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TABLA PARA APLICAR EN LA PRUEBA DE KOLMOGOROV-SMIRNOV 

Valores criticos, d(N), de la diferencia máxima absoluta en-

tre las distribuciones acumulativas de la muestra y la pobla 

ci6n*. 

Tamaño Nivel de Significaci6n (a) 
Muestral 

(N) 0.20 0.15 0.10 0.05 0 . 01 

1 0.900 0.925 0.950 0.975 0.995 
2 0.684 0.726 0.776 0 . 842 0.929 
3 0.565 0.597 0 . 642 0 . 708 0.828 
4 0.494 0.525 0.564 0.624 0.733 
5 0.446 0.474 0.510 0.565 0.669 

6 0 . 410 0.436 0.470 0.521 0.618 
7 0.381 0.405 0.438 0.486 0.577 
8 0.358 0.381 0.411 0.457 0.543 
9 0.339 0.360 0.388 0 .432 0.514 

10 0.322 0.342 0.368 0.410 0.490 

11 0.307 0.326 0 . 352 0 .391 0.468 
12 0.295 0.313 0.338 0.375 0.450 
13 0.284 0.302 0.325 0.361 0.433 
14 0.274 0.292 0.314 0.349 0.418 
15 0 . 266 0.283 0.304 0.338 0.404 

16 0.258 0.274 0.295 0.328 0.392 
17 0.250 0.266 0.286 0.318 0.381 
18 0.244 0.259 0.278 0.309 0.371 
19 0.237 0.252 0.272 0.301 0.363 
20 0.231 0.246 0.264 0.294 0.356 

25 0 . 21 0.22 0.24 0.27 0.32 
30 0.19 0.20 0.22 0.24 0 . 29 
35 0.18 0.19 0.21 0.23 0.27 

Más de 35 1.07 1.14 1.22 1.36 1.63 

IN IN IN IN IN 

* Valores de d(N) tales que pQnáxlS(x) - F o (x) I :> d (N)] = a 

en donde F o (x) es la distribuci6n acumulativa te6rica y 

S (x) e s una distribuci6n acumulativa observada para una 

muestra de N. 
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Ejemplo: Sup6ngase que se ha generado 100 números aleato-

rios y se desea comprobar su uniformidad sobre 10 interva-

los equidistantes, utilizando la prueba Kolmogorov-Smirnov. 

Sea el nivel de significaci6n el = 0.05 y siguiendo el 

procedimiento ya explicado, se obtiene la siguiente tabla: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

FX(X) 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0 .70 0.80 0.90 1.00 

ST(x) 0.08 0.25 0.30 0.35 0.47 0.65 0.70 0.84 0.97 1.00 

-+ D= 

IFx(x)-ST(x) I 0.02 0 .05 0.00 0.05 0.03 0.05 0.00 0.04 0.07 0.00 0.07 

el valor crftico D, en la tabla de pruebas Kolmogorov-Smi~ 

noves 

-+ D < d 

d = 1.36 = 0.136 
1100 

la secuencia del generador está uniformemente 

distribuida sobre (0,1). 

PRUEBAS DE RACF~S. 

Las pruebas anteriormente utilizadas pudieran sugerir -

que se puede suponer que una secuencia de números se ha ge-

nerado a partir de una poblaci6n uniforme y , no obstante, 

el orden de los números dentro de la secuencia puede ser de 

fndole tal que haya dudas sobre la aleatoriedad de los núme 
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ros. Considérese por ejemplo, la siguiente secuencia de -

números: 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 

0, 1, 2, 3, 4 , 5, 6, 7, 8, 9, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9. 

Una aplicación sencilla de la prueba de Kolmogorov-Smirnov 

pone de manifiesto la uniformidad de la distribución de esos 

números, pero es difícil afirmar su aleatoriedad. Es así -

como también interesa el orden particular de los números 

dentro de la secuencia, para determinar su aleatoridad. La 

finalidad de las pruebas de rachas es evaluar el carácter -

de aleatoriedad de la secuencia de números. 

Se dan a continuación conceptos propios, en forma ejem 

plarizada, de este tipo de pruebas: 

Supóngase que se lanza al aire una mone da 10 veces, ob 

teniéndose los siguientes resultados: corona , cara, corona, 

corona, cara, corona, cara, cara, cara, corona. Es posible 

dividir los casos posibles (las ocurrencias pos ibles) en un 

conjunto de tres resultados o eventos mutuamente excluyen -

tes: 

a) No hay evento. 

b) Caras. 

e) Coronas. 
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La ocurrencia de los casos b) y c) es trivial; la 

ocurrencia del caso a), se interpreta como sigue: La pri 

mera corona de la secuencia va precedida por "No hay even

to", y la última corona va seguida por "No hay evento". 

Nótese que por ser excluyentes los eventos, también la pri 

mer cara va precedida por "No hay evento" y, la última ca-

ra va sucedida por "No hay evento". Por ende, se puede de 

cir que cada secuencia de eventos comienza y termina sin -

eventos. 

Asf, una racha se define como una sucesión de eventos 

similares precedidos y seguidos por un evento diferente. 

La longitud de una racha constituye el número de eventos que 

ocurren en la racha. 

En el ejemplo del lanzamiento de la moneda al aire se 

tienen siete rachas: La primera y la segunda de longitud 

uno, la tercera de longitud dos, la cuarta y la q uinta de -

longitud uno, la sexta de longitud tres y la séptima de lon 

gitud uno. 

Al evaluar la aleatoriedad de una secuencia de números, 

puede interesar la longitud de las rachas que se producen. 

En este caso interesarán dos tipos de rachas: 

y descendentes. 

ascendentes 



111 

Si se tiene una secuencia de números de fndole tal que 

a cada uno de los números siga otro mayor, la secuencia será 

ascendente. Si cada número va seguido de otro menor, la se 

cuencia será descendente. 

Se asocia un signo + 6 a cada número de la secuen 

cia, de la siguiente manera; si a un número le sigue otro m~ 

yor, se le asigna + y, si el número siguiente es menor se 

le asigna Puesto que el último número de cada secuen

cia va seguido por un evento "nulo" no se le asigna ni + 

ni Cada sucesi6n de signos "+" 6 "_" constituye una 

racha, cuya longitud la determina el número de signos igua

les que contiene. 

Ejemplo: T6mese en consideraci6n la siguiente secuencia de 

20 números de un s610 dfgito: 

6, 8, 9, 7, 5, 2, 3, 1, 5, 1. 

3, 1, 2, 3, 6, 4 , 5, 4, 1, 2, 

Se tiene entonces la siguie~ 

te secuencia de signos: -+++-+--++++---+-+-. Por tanto, -

la primera racha es descendente de longitud 1, la segunda -

es ascendente de longitud 3, y asf sucesivamente. 

Una secuencia de números puede ser no aleatoria si se 

tienen demasiadas o muy pocas rachas [Estas corresponden a 

las dos colas en una distribuci6n normal estándar, de las 

que dado un cierto nivel de significaci6n, a , se p uede co~ 

cluir que si la probabili dad de una secuencia particular -
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cae en cualquiera de las dos colas, dicha secuencia no se 

puede considerar aleatoria] . 

Por ejemplo, considérense las siguientes secuencias: 

Secuencia A: 28, 47, 49, 63, 77, 82, 87, 91, 96, 99 

Secuencia B: 01, 61, 32,94, 21, 78, 39,42, 17, 34 . 

En la secuencia A, se tiene una sola racha ascendente, 

y en la secuencia B se tienen nueve rachas cinco ascendentes 

y cuatro descendentes. Se descartan estas secuencias como -

aleatorias ya que no se puede esperar que los números verda-

deramente aleatorios aumenten continuamente, por otra parte 

el otro extremo es también inaceptable, en el que los núme-

ros aumentan, disminuyen, aumentan, disminuyen, etc . . . 

Por lo tanto, se espera que el número de rachas prese~ 

te s en una secuencia de N números aleatorios, se encuentre 

entre el número máximo (N-1) y el número mfnimo (1) de ra-

chas. 

Sea C el número total de rachas en una secuencia. La 

media y la varianza de C vienen dadas por: 

E(C) 2N - 1 
3 y V(C) = 16N - 29 

90 

Para u n v a lor de N suficientemente gran te > 20) es 

------~ 

B 
r 
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posible aproximarse a la distribuci6n de C, mediante una -

distribuci6n normal con la media y la varianza dadas. 

Como ya se seña16, se puede rechazar la hip6tesis de 

que una secuencia de números es aleatoria, cuando hay a un 

número excesivo o demasiado bajo de rachas. Por lo que se 

requiere una prueba de dos colas para saber si se ha presen 

tado alguna de esos casos. Usando como esta dística de la 

prueba: 

z C - E(C) 

IV(C) 

donde Z tiene una distribuci6n normal con media cero y va-

rianza la unidad. Z tambi~n puede escribirse como: 

z = 
2N - 1 C -

3 

j16 N - 29 
90 

Sea a el nivel de significancia y Z 1 - (a/ 2) el nivel de 

Z que hace que P (z ~ Zl_ (0/2)) = ~ , entonces si I z I > Z 1- (a/2) 

se rechaza la hip6tesis de a l e atoriedad. 

Ej emplo: De t e r mf ne s e si l o s núme r o s, de rac ha s, que a pare-

c e n en la s iguiente secuenc ia son t ale s que se p ueda r echa-

zar la h i pó t esis de q ue son aleatorios. Sea a = 0.05 (este 
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valor es escogido arbitrariamente de acuerdo a las exigen-

cias del problema) . 

59, 12, 19, OS, 59, 58, 83, 18, 36, 00, 61, 47, 24, 41, 42, 

98, 23, 67, 84, 43, 29, 71, 88 , 74, 60, 10, 46, 23, 15, 11, 

78, 31, 11, 91, 99, 57, 28, 18, 32, 21, 12, 95, 38, 76, 07, 

96, 33, 63, 10, 05. 

La secuencia de números ascendentes y descendentes es 

corno sigue: 

-+-+-+-+-+--+++-++--++---+---+--++---+--+-+-+-+--

Por consiguiente C = 33. 

Puesto que N = 50, para la media y la varianza de C, 

se tiene: 

E(C) = 2N - 1 
3 

V(C) 16N - 29 
90 

z = C - E(C) 
fV(C) 

= 99 
""3 

771 

= 33 

= 9() 

33 - 33 

í8.57 

y Z 1- (a/2) = Z 1 _ O. O 5 = Z O • 9 75 -2-

8.57 

= 0.00 

1.96 (Va l or q u e s e encuen 

t ra en Tab l a s para 

la dis t r i buc i 6 n nor 

mal) . 
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Pues t o que Iz l < zO.975, no se puede rechazar la alea

t oriedad de los números sobre la b se de esta prueba. 

La prueba anterior no es del todo adecuada para evaluar 

la aleatoriedad de una secuencia de números. En efec to, con 

sidérese la siguiente secuencia de 50 números : 

59, 52, 78, 61, 98 , 54 , 97, 84, 91, 60, 78, 71 , 54, 55, 63, 

68, 53, 82, 88, 63, 58 , 6 7, 92, 90, 84, 42, 47, 10, 07, 00, 

35, 21 , 14 , 41, 48 , 33, 29 , 08, 18, 10, 02, 41 , 32, 33, 21, 

48 , 21, 29, 17, 11. 

El análisis de rachas antes descrito, proporciona la -

s i g u iente secuencia: 

- +- +- +-+- +- - +++- ++- - ++- - -+---+- - ++- - -+--+-+- +- +- - . 

Esta secuencia es idéntica a la que aparece en el eje~ 

plo anterior. Por consiguiente, el análisis hecho inducirá 

a pensar que esos números son verdaderamente aleatorios . 

Sin embargo, esta aseveración no es muy cierta ya que los 

primeros 25 números caen por encima de la media (49.5) mien 

tra s que los 25 restantes caen por debajo de ella. 

Una modificación de la definición de racha permitirá -

aplicar una variante del análisis de rachas descrito ante 

riormente , para comprobar la p ropiedad reci~n descrita. 
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Se distinguirán para este fin las rachas, diciendo que 

están por encima o p or debajo de la media y, un signo + de 

notará una observaci6n por encima de la media y un signo 

denotará una observaci6n por debajo de la media. 

Ejemplo: Sea la siguiente secuencia: 9, 4, 5, 6, 1, 0, 6, 

6, 4, 9, 2, 8, 4, 0, 3, 7, 5, 5, 5, 7, 1, 8, 9, 1, O. 

La media de dicha secuencia es: 4.5 

Ti~nese entonces la siguiente asignaci6n de signos + 

y 

+-++--++-+-+---+++++-++--

en este caso se tienen: una racha de uno sobre la media, se 

guida de una racha de uno bajo la media, seguida de una ra-

cha de dos sobre la media, y así sucesivamente. Se tienen -

en total siete rachas por encima de la media y 7 por debajo 

de ella. 

Sean S Y b el número de observaciones individuales so-

bre y bajo la media, respectivamente. Sea e el número to-

tal de rachas. Para la prueba de rachas por encima y por de 

bajo de la media, la media y la var i anza de e están dadas -

por: 

E ce) 2sb + 1 
s+b v ce) = 2sb (2sb - s - b) 

(s+b) 2 (s+b-1) 



117 

Para s 6 b suficientemente grande (> 20), C tiene una 

distribuci6n normal y la estadística de la prueba viene dada 

por: 

z C - E (C) 

IV(C) 

y se rechaza la hipótesis de aleatoriedad si Izl 

siendo a el nivel de significancia. 

> 

Hasta ahora se ha centrado la atenci6n en el número de 

rachas que aparecen ·en una secuencia dada de números , sin t~ 

ner en cuenta la longitud de esas rachas. Caso que se estu-

diará ahora. 

Sea R. el número de rachas de longitud i en una secuen 
1 

cia de N números, para el valor esperado de R. se tiene: 
1 

E(R.) = 2N 
1 (NSJ i (bJ:iJJ 2 

para rachas por encima y po~ debajo de la media y N grande. 

y E (R. ) 
1 

(i ~ 3)~ ~(i2 + 3i + 1) - (i
3 

+ 3i
2 

- i - 4)J para i < N-2 

2 
N~ , para i = - 1 

para rachas ascendentes y descendentes . 



118 

utilizando la prueba "ji cuadrada", se puede comparar 

el número observado de rachas de una longitud dada con el nú 

mero esperado. Es decir, si O . 
l 

es el número observado de 

rachas de longitud i, se tiene corno estadfstica de la prueba: 

2 
X 

L 

I 
i=l 

2 
- E(R . )] 

l 

E (R. ) 
l 

donde L=N para rachas por encima y por debajo de la media y 

L = N-1 para rachas ascendentes y descendentes. 

y si X2 
< xi_ ~ entonces no se puede rechazar la hip6 -

2 

tesis de que los n~~eros dados no son aleatorios. Siendo a el 

nivel de significaci6n y se encuentra en tablas. 

PRUEBAS DE CORRELACION (O AUTOCORRELACION) . 

Las pruebas de correlaci6n examinan la tendencia de los 

números a ir seguidos por otros números. Examfnese la siguien 

te secuencia: 

. 20, .96, . 78, .18, .92, .90, .80, · 02, .53, .05, .30, .70, 

.59, .98, .90 , . 03, .37 , .86 , .73, · 06, .53, .25, .67 , .78 , 

. 33 , .97 , .63, .25, .33, .72 , .91, • O O, .24, .64, .90, . 08, 

.33, .94 , .33, .16, .45, . 70, .1 8 , · 07 . 
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Obs~rvese que a partir del segundo número, cada sexto -

número siguiente varía en magnitud sucesivamente de muy gran-

de a muy pequeño. Este ejemplo manifiesta la propiedad que -

se investigará. 

Supóngase que se desea determinar si hay alguna relaci6n 

entre los números r i , ri+m' ri+2m' ... , r i +Mm , r i +(M+1)m; es 

decir, se desea investigar la amplitud de la autocorrelaci6n -

entre cada m-~simo número aleatorio, partiendo del i-~simo. 

y suponiendo además que la distribuci6n de los números es uni-

forme e independiente, se tiene que la media y la varianza del 

producto de dos números aleatorios son: 

7 
144 

Para analizar la correlaci6n general para todos los pa-

res sucesivos de números aleatorios, se usará la estadfstica: 

y 

1 
M 

L 
k=o 

[r i + km r i + (k + 1 ) m] M + 1 

Con media y varianza dadas por: E ( p . ) 
lm 

v (p. ) 
lm 

= 
13M + 7 

144(M+1)2 

1 
= 4" = 0.25 

Para valores grandes de M, la distribuci6n de p . es a lm 

proximadamente normal , si las variables 
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r i , r i +m, ... , r i +(M+1)m no están correlacionadas. La esta 

dística de la prueba para determinar la significancia de la 

autocorrelaci6n para la secuencia propuesta de M + 1 núme-

ros es: 

z 
p. - E(p. ) 

lm lm 

Iv (p. ) 
lm 

= Pim - 0.25 

113M + 7 
12 (M+1) 

que tiene una distribuci6n normal con media cero y varianza 

la unidad, bajo la suposici6n de independencia. 

Puesto que lo que interesa es la detecci6n de los valo-

res grandes y pequeños de p. , se requiere una prueba de dos lm 

colas. Por consiguiente, se rechaza la hip6tesis de la inde 

pendencia si: I z I > z - 1-( a /2) donde a , es el nivel de sig-

nificancia de la prueba. 

Ejemplo: Determínese si el 20., 70., 120., 170., 220. núme-

ro aleatorio de la siguiente secuencia, están autorrelaciona 

dos. a = 0.10 

0.13, .91, .11, .02, .65, .33, .86, .63, .05, .25, .28, .80, 

.82, .10, .78, .88, .76, .29, .20, .66, .17, .71, .45, .40, 

.35 

Puesto que interesa el grado de auto c orre laci6n de cada 

quinto núme r o a partir de l segundo, se tiene : 



i = 

-+ 

Y 

2 , m = 5, N = 25, M = 

1 3 

P25 = 4 I (r 2+5k ) 
k=o 

1 
P25 -4 [(0.91) (0.86) 

a = 
P25 

z = 

= 0 . 6546 

113(3) + 7 
12 (4) 

0.6546 - 0.25 
0.141 

3 

(r 2+5 (k+1)) 

+ (0.86) (0.80) + (0.80) 

0.141 

= 2.87 

y en tablas se encuentra q ue zO . 95 = 1.645 
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(0.76)+(0.76) (0.71J 

y se tiene entonces que Izl > zO.95 ' por lo que debe -

rechazarse la hip6tesis de que los números analizados no están 

autorrelacionados significativamente (es decir, que los núme-

ros si están correlacionado s). 

El estudio precedente concentra la atenci6n en el análi 

sis de un cierto conjunto de números dentro de la secuencia 

total de N números. 

Un análisis más generalizado consiste en examinar la au-

tocorrelaci6n para cada s ecuencia del tipo 

r i , r i +m, r i + 2m , ... , r i +(M+l)m Para obtene r esa p rue ba de-
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N-m 

1 r i · ri+m 
i=l 
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Para N grande en relación a m, P tiene aproximadamen t e 
m 

u na di s tribuc ión normal con media y varianza dadas por: 

E (p ) 
m 0 . 25 y V(p ) = 

m 
13N - 1 9m 

2 144(N - m) 

Ejemplo: Determínese la significancia de la autocorrelaci6n 

para cada d~cimo número en la secuencia de números que se dió 

en el ejemplo anterior. 

ex = 0 . 10 

1 N- m 
1 15 

Pm I r . . ri+m = 
15 I r . . r i + 10 ya que N - m i= l 1 i=l 1 

N = 25 Y m = 10 . 

1 
[(O .13) (0 . 28) + (0.91) (0 . 80)+ = 

15 

(0.11) (0.82) + (0.02) (0.10)+ 

(0.65) (0.78) + (0 . 33) (0 . 88)+ 

(0.86) (0.76) + (O . 63) (O . 29)+ 

(0 . 05) (0.20) + (0 .25) (0 . 66)+ 

(0.28)(0.17) + (0 .80) (0.71)+ 

(0.82) (0. 45 ) + (0 . 10) (0.40)+ 

(0.78) (O . 35)J 

= 0.264 



= 113(25) - 190 
180 

= 0.065 

y al utilizar Z como estadística de la prueba se tiene : 

Z 
0.264 - 0.25 

0.065 0.215 
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Como antes, es apropiada la prueba de dos colas y como 

ZO.95 = 1.645 se tiene que Izl < y no es posible r~ 

chazar la hip6tesis de que los datos tal y como se analiza-

ron, no están autocorrelacionados. 

Aparentemente, los resultados se contradicen en los -

dos ejemplos mostrados. Lo cual podría plant ear dudas so-

bre la pro p iedad relativa de las dos pruebas analizadas . 

[ES decir, ¿debería haberse analizado sep aradamente O en -

grupo cada una de las 15 secuencias posibles de 

r i , r i +10 , etc ... ?]. A c ontinuaci6n se menciona la dificul 

tad que aparece cuando se apl ican pruebas múltiples sobre -

el mismo conjunto de datos . 

Sup6ngase q ue se ha analizado cada una de las 15 se -

cuencias posibles de r i , r i +10 , ... ; utilizando un a = 0.10. 

Además, supóngase q ue, de hecho, no hay autocorrelaci6n en-

tre c ada una de e sas secuencias. 
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La probabilidad de que se llegue a la conclusi6n corree 

ta de falta de una autocorrelaci6n significativa, en cual -

quier prueba simple, es de 0.90 [ya que a = 0.10, es precis~ 

mente la probabilidad de rechazar la "hip6tesis nula", sien-

do cierta. En este caso la hip6tesis nula es, que las secuen 

cias no están correlacionadas] . 

en 

La probabilidad de que se llegue a esa mi sma conclusi6n 

las 15 pruebas es de (0.90)15 = 0.20589113 ~ 0.2. Dicho-

de otra manera, la probabilidad de que se encuentre una auto

correlaci6n significativa en una o más secuencias es de apro-

ximadamente el 80 %. 

Por lo tanto, la con tradicci6n observada en ambos ejem

plos anteriores no es comple tame nte inesperada. 

Existen otro tipo de pruebas en las que se estudian las 

propiedades relacionadas con los dfgitos individuales que con 

tiene un determinado número. Por ejemplo, los números que si 

guen se considerarfan aleatorios sobre la base de todas las -

pruebas que se han v isto: 

0.599, .122, .199, .055, .599, .588, .833, .188, .366, .000, 

.611, .477, .244, .411, . 42 2, .98 8 , .233, . 677 , . 844 , .433, 

.299, .711, . 888 , .744, . 600 
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Sin embargo, un simple vistazo a la secuencia indica -

que el tercer dfgito en cada número no es de ninguna manera 

aleatorio. 

Tres pruebas encargadas de revisar esta propiedad son: 

a) La Prueba de Huecos. 

b) La Prueba de P6quer. 

c) La Prueba de Yule. 

PRUEBA DE HUECOS. 

Esta prueba se utiliza para determinar la significancia 

de los intervalos entre la repetici6n de cierto dfgito. Si 

el dígito k va seguiro por x dígitos distintos de k -, 

antes que vuelva a aparecer k, se dice que existe un hueco 

de tamaño x. Si k aparece N veces habrá N -1 huecos. 

En una secuencia de N números de los cuales r son-

distintos entre sí, se tendrá un total de N - r huecos. 

Si se tiene una secuencia de N números de un dígito 

cada uno, la probabilidad para cualquier dfgito dado k, de 

que vaya seguido por x dígitos distintos de k, antes que 

vuelva a aparecer k, está dada por: 
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P(x/k) P (k vaya seguido de exactamente x dígitos dis-

tintos de k) 

(O.9)x (0.1) x = O, 1, 2, 

para una secuencia dada de dígitos se anota el número de ve -

ces que aparecen huecos de longitudes O, 1, 2, ... Luego se 

compara la frecuencia acumulativa relativa observada con la 

frecuencia acumulativa te6rica, y mediante la prueba de Kolmo 

gorov-Smirnov se concluye sobre la aleatoriedad de los números 

de la secuencia. 

La distinci6n de frecuencias acumulativas te6ricas, pa 

ra este caso, viene dada por: 

(0.1) (O . 9)n 1 - (0.9) x+ 1 

PRUEBA DE POQUER. 

Esta prueba se utiliza para a nalizar la frecue ncia con 

que se repiten los dígitos en número s aleatorios individua-

les. Por ejemplo, si se tiene un a s e cuencia de núme r o s de 

cinco dígitos cada u no , interesará examinar la frecuencia con 

que ocurre lo si g uie nte (en cada número): 
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l. Los cinco dígitos son diferentes. 

2. Hay exactamente un par (un dígito repetido exacta-

mente una vez en un número aleatorio). 

3. Hay dos pares diferentes. 

4. Tres dígitos iguales (trío). 

5. Tres dígitos iguales m~s un par (Full). 

6. Cuatro dígitos iguales (P6quer). 

7. Cinco dígitos iguales (Poquerín). 

Para aplicar la prueba del P6quer, se escoge primeramen 

te un nivel de significancia, a , y se enumeran todas las com 

binaciones diferentes que indican el grado de repetici6n de -

los dígitos. 

A continuaci6n, se calculan las probabilidades de apari 

ci6n de cada una de esas combinaciones. Luego, se examina la 

frecuencia con que se presenta cada combinaci6n en la secuen-

cia de números estudiados . Se compara posteriormente la fre-

cuencia observada con que aparece cada combinaci6n con la fre 

cuencia esperada, mediante la aplicaci6n de la prueba ji cua 

drada. 

B' 
UNI 
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PRUEBA DE YULE. 

Esta prueba involucra la suma de los dígitos que apare-

cen en cada número de la secuencia, de la siguiente manera: 

Sea r un número de cuatro dígitos (r es una variable 

aleatoria), de tal forma que cada uno de los cuatro dígitos 

est~ distribuido uniformemente sobre el intervalo O a 9. 

Sea r. el i-~simo dígito de r entonces 
1 

r y 

r. = O, 1, ... , 9 
1 

i = 1, 2, 3, 4. 

Defínase Y corno la suma de los cuatro dígitos de 

4 

L 
i=l 

r. 
1 

La función de probabilidad de Y, Py(y), 

está dada por : 

(y + 3) ~ 

3~ y~ 

4 . 
(110J ; Y = O, 1, ... , 9. 

[(y + 3)~ 
[y~ 3~ 

[ (39 - y) ~ 
L(36- y ) : 3~ 

(39 - y) ~ 
(36 - y ): 3: 

4 (y - 7)] r 1 J4 
(y-lO) : 3 ~J 10 ; 

y = 10, 11, ... , 18. 

(29 - y ) :] 
4 (26-y ): 3~J (1

10J 4 Y = 19, 20, ... , 26 . 

Y'= 27,28, ... , 36 . 
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Si se tienen N números aleatorios, de los que cada nú-

mero se compone de cuatro dígitos y si los números aleato-

rios están uniformemente distribuidos sobre el intervalo de 

o a 9999, entonces el número esperado de veces que se presen-

tará la suma "y" está dado por N .Py( Y) . 

La funci6n de la Prueba Yule es determinar si el número 

esperado de veces que se p roduce la suma y es significativa 

mente diferente de N .Py(Y). 

Sean E( y) = el número esperado de veces q ue aparece la 

suma y 

N .Py(Y) y O, 1, 2, ... , 36. 

y O(y) = el número observado de veces que aparece la 

suma y. 

Si los números están uniformemente distr i b uidos s obre el 

intervalo de O a 9999, la cantidad T es tará distribuida c o -

2 mo X con 36 grados de libertad: 

Si 

36 
T L 

y=o 

2 (O(y) - E(y )) 
E(y) 

2 
T > x (36), en t onces debe llegars e a la conclusi6n de 

l-a 

que los dígitos no aparecen aleatoriamente dentro de los núme 

ro s aleatorios generados. 
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CONSIDERACION SOBRE EL NIVEL DE SIGNIFICANCIA (a ). 

Recu~rdese que a es la probabilidad de rechazar la hip~ 

tesis nula siendo cierta. 

Si se tuviera que aplicar n pruebas diferentes a una 

serie de números y el nivel de significancia para cada prue-

ba tuviera que ser a ¡ entonces el nivel compuesto de signifi 

cancia, a T , está dado por: 

o sea, si la hipótesis nula para cada prueba es realmen 

te verdadera la probabilidad de que se rechace una o más de 

esas hipótesis está dada por a To Por ende, para un da 

do, el error a para cada una de las pruebas individuales es-

tá dado por: 

l/n a = 1 - (1 - a ) T 

Por ejemplo, si se tienen que aplicar cinco pruebas di-

ferentes a una serie de números aleatorios de modo que la 

probabilidad de rechazo incorrecto en una o más pruebas , 

(a T), sea de 0.05, el error a para cada prueba será: 

a = 1 - (0.95)°·2 ~ 0.01 . 
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3.2.4 GENERACION DE VALORES DE LAS DISTRIBUCIONES DE PROBA 

BILIDAD USANDO UNA COMPUTADORA. 

El objetivo principal de este tema, es el de proveer un 

conjunto de técnicas específicas para generar con una compu-

tadora valores de las variables aleatorias a partir de las -

distribuciones de probabil idad más conocidas y que ya han si 

do presentadas en este capítulo. 

Antes de detallar la forma en que se generarán por medio 

de la computadora estos valores, se dará una breve explica -

ci6n de los procedimientos matemáticos que cimentan estas 

técnicas. 

Se tienen dos métodos básicos para generar los valores 

de variables aleatorias a partir de las distribuciones de -

probabilidad: 

a) El método de la transformaci6n inversa. 

b) El método de rechazo. 

EL METODO DE LA TRANSFORMACION INVERSA. 

Si se desea generar los valores x. de las variables a
l 

leatorias a partir de cierta estadística de poblaci6n cuya 

funci6n de densidad de probabilidad (fdp) esté dada po r 

1
- BIBLl OTEC 

UNIVE. ~.[JAD eL: LL 
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f(x), se debe en primer lugar obtener la funci6n de distri-

buci6n acumulativa (fda) dada por F(x) (Que para el caso 

continuo viene dada corno 

F (x ) = p( X < x) fX f(t)dt c on O < F(x) < 1). 

- 00 

Puesto que F(x) se define sobre el intervalo de O a 1 

(Rango de F(x)), se pueden generar números aleatorios dis-

tribuidos uniformemente y además hacer F(x) = r , lo que -

permite determinar unívocamente a x. Se sigue entonces -

que para cualquier valor particular de r, por ejemplo ro, -

siempre es posible encontrar un valor de Xi en este caso xc, 

que corresponde a ro aplicando la funci6n inversa de F, si 

es conocida. Es decir, 

-1 
Donde F (x) es la transformaci6n inversa de r sobre el 

intervalo unita rio en el dominio de x . Si se gen eran nÚffie-

ros aleatorios corre s pondientes a una F( x ) dada , este mé todo 

se puede resumir corno sigue: 

r = F(x ) = fX f(t)dt ( 1) 

- 00 

Entonces P( X < x ) = F( x ) = P(r < F(x ) ) = P( F- 1 (r) < x ) 

-1 y c onsecuentemente F (r) e s u na variable que t iene a f(x) 

c orno fdp. 
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Este criterio equivale a resolver la ecuaci6n (1), en 

t~rminos de r. 

Ejemplo: Gen~rense los valores x de variables aleatorias 

con una funci6n de densidad f(x) = 2x , O < x < 1. 

De la ecuaci6n (1) resulta que 

r F(x) 
x 

f 2t dt 
o 

2 r = x . 

O < x < 1. 

Tomando la transformaci6n inversa F - 1 (r) (es decir, re-

solviendo para x) se tiene: 

x Ir O < r < 1. 

Por lo tanto, los valores de x con fdp f(x) = 2x se 

pueden generar al determinar la rafz cuadrada de los números 

aleatorios r. 

EL METODO DE RECHAZO. 

Si f(x) es un a funci6n acotada y x tiene además un -

Dominio finito, como a < x < b, entonces s e puede utilizar 

la t é cnica de rechaz o s para generar los valores de variables 

aleatorias. La aplicaci6n de esta técnica requiere que se 

realicen las siguientes etapas : 
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1. Normalizar el rango de f mediante un factor de escala 

C, tal que: 

c.f(x) < 1 a < x < b. 

2. Definir x como una funci6n lineal de r, es decir, 

x = a + (b-a)r. 

3. Generar parejas de números aleatorios (r 1 , r 2 ). 

4. Se aceptarán únicamente las parejas que satisfagan la re 

laci6n 

valo 

r 2 .::. c.f[a + (b-a)r 1]. 

y se utilizará x = a + (b-a)r
1 

como el valor generado 

de la variable aleatoria. 

Esta t~cnica se apoya en el hecho que 

P '-r < c. f (x)] C.f(x) 

En conclusi6n, si se elige x al azar dentro del inter 

[a,b] se acepta de acuerdo con la ecuaci6n dada en -

el numeral 2, pero se rechaza en el caso de que r > c.f(x ) . 

La fdp de los valores x aceptados deberá ser f( x ). 

Ejemplo: ' Utilice el mé t odo de rechazo para generar valores -
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de x de las variables aleatorias con una fdp 

f( x ) = 2x o < x < 1. 

Puesto q ue x ha sido definida sobre el intervalo unita 

rio, a = O Y b = 1 Y se tendr§. en x = a + (b-a) r que x = r. 

Pero f(r) 

O < f(r) < 2. 

2r, est§. definida en el intervalo 

Entonces, hay que normalizar, haciendo: g(r) = (iJ f(r) 

Longrando así, pasar a f(r) al intervalo unitario y ob 

teniendo que g(r) = r. 

El método de rechazo consta de los siguientes pasos : 

1. Generar y calcular g(r
1

). 

2. Generar r 2 y compararlo con g(r 1 ). 

3. Si r 2 < g(r 1 ), se acepta a r 1 tom§.ndolo como una x de 

f (x) i 

Si r 2 > g(r1 ), se rechaza a r 1 y se vuelve a empezar por 

el paso 1. 

4. Este proceso se repite hasta haber generado n valores de x. 

Se represent a rá a continuación un diagrama de flujo y -

un programa FORTRA i para generar valores de las variables 
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aleatorias mediante una computadora digital, tratando en pri

mer lugar las distribuciones continuas y luego las discretas. 

Las proposiciones FORTRAN se presentarán como subruti 

nas (SUBROUTINE) y suponen la existencia de un programa prin

cipal de simulaci6n, el cual llama a las apropiadas subruti

nas mediante la proposici6n CALL. 

A fin de evitar complicaciones notacionales al escribir 

subrutinas FORTRAN que contenga otras subrutinas, se esta

blecerá que los números aleatorios están generados por una -

funci6n propia del compilador y disponible en un programa a! 

macenado y previamente programado (programa d e biblioteca) . 

Esta funci6n se denota po r RND y se supone programada de a

cuerdo a uno de los métodos de generaci6n de números aleato

rios ya vistos. 

A fin de evitar confusiones con las variables FORTRAN 

que llevan subfndice, se utilizan los sfmbolos EX y VX para 

indicar, respectivamente, la media (o valor esperado) y la va 

rianza de X, en lugar de E(X) y V(X). 

DISTRIBUCIONE S CONTINUAS DE PROBABILIDAD. 

LA DISTRIBUCION UNIFORME. (UNIFRM) . 

Matemáticamente la fdp para la distribución uniforme se 
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define como: 

a < x < b 

f(x) 

fuera del intervalo (a,b). 

Para generar la distribución uniforme sobre cierto in-

tervalo conocido (a,b) se deberá en primer lugar obtener la 

transformación inversa para la fda, así: 

La fda F(x), para una variable aleatoria X, distribui-

da uniformemente viene dada por: 

x 
F(x) J b=a dt 

x-a 
b-a o < F(x) < 1 

a 

Por lo tanto, de acuerdo con el m~todo de la transforma 

ción inversa, se tiene: x = a + (b-a) r o < r < 1. 

La siguiente figura presenta un diagrama de flujo, aso-

ciado a la lógica que debe emplearse al simular una distribu-

ción uniforme para un intervalo dado (a ,b ) . 

BI811 
.l 



Programa. 
Principal 

CALL 
(*) UNIFFM (A,B,X) 

La varia 
ble R es 
una varia 
ble globc3l 

(**) 

SUBROUTINE 

UNIFRM (A,B,X) 

~ 

GENERAR R 

j 

X=A+ (B - A) * R 

~ 

REI'UFN 

~ 
Programa 
Principal 
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La subrutina para esta g~ 

neraci6n viene dada por: 

SUBROUTINE UNIFRM (A, B, X) 

R = RND(R) 

X = A + (B - A) * R 

RETURN 

(*) Forma parte del progra~a principal UNIF~1: Nombre de la -

subrutina. A y B: representan los parámetros a y b res

pectivamente. 

(**) El valor x se genera por medio de la subrutina y se regresa 

al programa principal con la instrucci6n RETU~ . 

X: Representa la variable aleatoria uniforme. 
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La segunda proposición de esta subrutina es una función 

predefinida (de biblioteca) cuyo efecto es el de asignar a la 

variable R un número aleatorio generado por la función RND¡ 

cada vez que se llama la subrutina se genera un nuevo valor -

para R. 

NOTA: 

El nombre de la subrutina consta de seis caracteres, que es -

la longitud usual de los nombres de las variables, aunque al-

gunos compiladores aceptan hasta un máximo de 15 caracteres -

como el de la HP-3000. 

LA DISTRIBUCION EXPONENCIAL. (EXPENT) . 

Se dice que una variable aleatoria X tiene una distri 

bución exponencial, si se puede definir su fdp como: 

f (x) = a . exp (- ax) con a > O y x > O. 

donde a es el parámetro. 

La fda de X está dada por: 

F(x) Ix", 
u. exp(- a t)dt 

o 
= 1 - exp(- a x) y 

la media se puede expresar como: EX = J: a exp (- a x) dx = ~ 
o 

Luego el parámetro a se puede expresa r como a = 1 
EX 
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Puesto que F(x) existe exp1fcitarnente, la t~cnica de la 

transformaci6n inversa permite desarrollar m~todos directos -

para la generación de valores para la variable aleatoria X. 

Por lo tanto sea r = exp(-ax ) = > x = - (~) ln(r) 

= > x - EX ln(r) 

Existen funciones predefinidas, para la función logarit

mo natural y exponencial las cuales están denotadas por LOG y 

EXP respectivamente. 

Por consiguiente, para cada valor del número aleatorio 

r, se determina un único valor para x dado por : X = - EX * LCX3 (r) . 

Los valores de x tornan magnitudes no n e gativas debido a 

que LOG(r) < O para O ~ r ~ 1, Y además se ajustan a la fdp 

de la variable aleatoria que se comporta exponencialmente , con 

un valor esperado EX. 

Diagrama de flujo para la generación de v alores de varia 

bles aleatorias que se comportan exponencialmente (o que tie

nen una distribución exponencial): 

--------
11 TI"" C"-: T 
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Prograrra 
Principal 

J 
CALL 

EXPENT (EX,X) 

~ y la subrutina para di 

SUBROUTINE cha generación viene -

EXPEl\1I' (EX,X) 

t 
dada por: 

GENERAR R 
SUBROUI'INE EXPENI' (EX, X) 

~. 
R = RND (R) 

X= - EX * . u:x; (R) X = - EX * LOG(R) 

} RETURN 

REI'URN 

t 
PrograJ11a 
Principal 
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Conviene aclarar que en una computadora digital, el -

cálculo del logaritmo natural involucra una expansi6n en 

serie de potencias (o una técnica equivalente de aproxima-

ci6n) para cada valor de la variable aleatoria que se deba 

generar; sin embargo, el método expuesto conserva una lig~ 

ra diferencia en rapidez con respecto a otros métodos uti-

lizados para el mismo prop6sito. 

LA DISTRIBUCION GAMMA. 

La funci6n Gamma puede ser descrita por la siguiente 

fdp: 

f(x) = 
(k-1) - ax 

x e 
(k - 1)! 

con parámetros a > O Y k > O, tomando x > O. 

La media y la varianza de esta distribuci6n se expre 

san por: 

=> a 

EX 

EX 
= Vx 

k 
a y 

y 

VX = 

K 

k 
2 a 

(EX) 2 

VX 

Debido a que para una distribución gamma no es puede 

formular explícitamente una funci6n de distribución acumu 

lativa, debe considerarse un método alternativo para gene 
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r~r valores de variable aleatoria con distribuci6n gamma. 

T6mese la suma de los k valores de variable aleato 

ria con distribución exponencial xl' ... , xk cuyo-

valor esperado es el mismo e igual a Entonces el va 

lor x de la variable aleatoria se puede expresar como: 

k 
x = L 

i=l 
x. = 

1 

1 
a 

k 

L 
i=l 

y para efectos del 

cálculo en el comp utador se substituye por : 

x = 1 
a 

k 
TI 

i=l 

En el siguiente diagrama de flujo, para generar valo-

res de variable aleatoria con distribución gamma, se utili 

zan A Y K para denotar a y k , respectivamente. 
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Prograna 
Principal 

t 
CAIL 

G.l\MMA (K , A , X) 

t 
SUBROUTINE y la subrutina FORTRAN en 
GA~ (K,A,X) 

~ 
la que K toma únicamente 

valores enteros viene da-
TR + 1.0 

~ 
da por: 

IX) 
SUBROUTINE GAMMA (K, A, X) 

1 = 1, K 
TR 1.0 

t DO 5 1 = 1 , K 

GENFRJI.R R R = RND (R) 

~ 5 TR = - LOG(TR)/A 

TR+TR* R RETURN 

-------~ 
X+ - LCG(TR ) lA 

~ 

REI'URN 

~ 

( PrCX]rama 
Princ~l 

----------
T 

U l' 



145 

LA DISTRIBUCION NORMAL. (NORMAL) 

Un método para generar valores de una variable aleato-

ria distribuidos en forma normal es el del límite central, 

que está basado en el teorema del límite central, el cual 

postula lo siguiente: 

La distribuci6n de probabilidad de la suma de N valores 

de variable aleatoria x. independientes pero id~nticamente -
l 

distribuidos con medias respectivas ~ . 
l 

2 Y varianzas o. , se -
l 

aproxima asint6ticamente a una distribuci6n normal, a medida 

que el valor de N aumenta y, que dicha distribuci6n tiene como 

media y varianza respectivamente, a: 

N 

~ = I ~i 
i=l 

y 
2 

a = 
N 

L 
i=l 

2 o. 
l 

Se presentan a continuaci6n algunos conceptos sobre la 

distribuci6n normal. 

Si la variable aleatoria X tiene una fdp dada por: 

f(x) 1 

o l 2 IT 

entonces X tiene una distribuci6n normal con parámetros ~ y o . 

y la media y la varianza vienen dadas por : EX 2 
= ~yVX=o . 
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La fda de X no existe en forma explícita. Por otra 

parte, si los parámetros tienen los valores ~ o y cr 1 

la distribuci6n se llama normal estándar y la fdp viene dada 

por: 

f (z) 1 

12IT 
- 00< z< oo 

y cualquier distribuci6n normal puede estandarizarse me 

diante la sustituci6n 

z = x - ~ 

cr 
( 1) 

A fin de simular una distribuci6n normal con media ~ y 

2 varianza cr conocidas, se presenta la siguiente interpreta 

ci6n del teorema del límite central: 

Si r 1 , r 2 , ... , r N representan variables aleatorias in 

dependientes, cada una de las cuales posee la misma distribu-

2 ci6n de probabilidad caracterizada por E(r1 ) = e y V(r i ) = cr , 

entonces 

P [a < 

N 

J :- ~ I r . 
- N8 1 2 

i=l 1 1 
z 

Lim < b -- dz 
N+oo IN o 12IT a 

donde: 
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N 8 E [I r.] 
. 1 1 1= 

No2 V [Y r.] 
. 1 1 1= 

N 

L r. - N 8 
i=l 1 

Z = 
OvN 

[ En estas expresiones se ha usado la escritura usual p~ 

ra la media y la varianza, es decir, E(X) y V (X) ] 

Tanto de la definici6n de la distribución normal están-

dar como de la ecuaci6n (1), se sigue que Z es un valor de va 

riable aleatoria con distribuci6n normal estándar. 

El procedimiento para simular valores normales requiere 

el uso de la suma de K valores de variable aleatoria distri-

buidos uniformemente en el intervalo (a = O , b = 1); es de-

cir, la suma de r 1 , r 2 , ... , r k ' con cada r. 
1 

definida en -

el intervalo O < r. < 1. Se encuentra ento nces que: 
1 

8 
a + b O + 1 1 

= = 2 2 "2 

b - a 1 a --
/i2 /i2 
K 

K I r. - "2 i=l 1 ( 2 ) 
Z = 

lA 
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Pero, por definición, Z es un valor de variable aleato-

ria con distribuci6n normal estándar que se puede escribir en 

la forma sugerida por la ecuaci6n (1), donde x es un valor 

de variable aleatoria distribuido forma normal que se va a si 

mular, 2 con media ~ y varianza 0 . Igualando las ecuaciones -

(1) Y (2) se obtiene: 

K 

I 
x - ~ i=l 
----o = , y resolviendo para x, se 

tiene: 

x = 0 r. 
l 

Por lo tanto, con esta última ecuaci6n se puede generar 

valores de variable aleatoria normalmente distribuidos cuya -

d · . 1 . 2 1 me la sea 19ua a ~ y varlanza 0 ; para o cual bastará con 

sumar K números aleatorios distribuidos en el intervalo de 

o a 1, y sustituir el valor de esta suma junto con los valo-

res de ~ y 0 en la ecuación anterior. Con un valor de K = 12 

se logra cierta ventaja computacional, aunque para mayor p re-

cisi6n podría usarse K = 24, teniendo en cuenta que el tiempo 

de máquina tambi~n aumenta al aumentar K. 
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Pr ogrartB. Di agr a ma de F lu jo para l a 
Pr i ncipal 

+ 
generaci6n de va lores de 

CALL 
va r iabl e al e ator i a c on di s 

NORMAL (EX , SruX , X) tr ibuc i6n normal . (K = 1 2 ). 

i 
SUBIDUTINE 

NORMAL (EX , SruX, X) 

t 
SUM + 0 . 0 

En la s ubrutina s e us a la 

~ sigu iente no t a c ión : 

00 

--
1 = 1, 12 

EX 

~ STDX o-

SUM = L: R 
GENERAR R 

~ La subrut ina v i ene dada por: 

SUM + SUM + R 
SUBIDUTINE NORMAL (EX , srux , X) 

1---------~ SUM = 0 . 0 

X + srux * (SUM- 6 . O) + EX 
DO 5 1 = 1,12 

J 
R = RN D (R ) 

5 SUM = SUM + R 
REIURN 

X = STDX * (SUM - 6 . O) + EX 

1 RE TURN 
Programa 
Principal 
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DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE PROBABILIDAD. 

LA DISTRIBUCION BINOMIAL: (BINOM) 

La distribuci6n Binomial proporciona la probab i lidad de 

que un evento o acontecimiento tenga lugar x veces en un con -

junto de n ensayos, donde la probabilidad de éxito, en cada -

ensayo, está dada p or p . La funci6n de probabil idad para es-

ta d istribuci6n se expresa corno: 

f( x ) ~ [:] 
x n - x p q donde x se torna corno un entero -

f inito e n tre O, 1, ... , n y al que se le asocia el valor 

q = (1 - p) . La media y la varianza de la variable binomial 

X s on : 

EX 

=> p = 

np 

EX - VX 
EX 

VX 

y n 

npq. 

(EX) 2 
(EX- VX) , con EX y VX conocidas. 

La distribuci6n normal proporciona una buena aproxi ma -

ci6n para la distribuc i 6n binomial, para n grande . Puesto 

q ue con la distribuci6n norma l resulta posible manipular va-

lores negativos, los cuales no interesan, deberá ser despre -

ciablemente pequeña la probabilidad de registrar observacio-

nes negativas . En la práctica esto significa que el valor -

esperado deberá ser por lo menos tres veces mayor que la des 
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viación estándar, es decir: 

np > 3 (npq) 1/2 = > n > 9q/p 

Los valores de variable aleatoria con distribución bino 

mial, en el caso que n sea moderado, se pueden generar me-

di ante la reproducción de ensayos de Bernoulli siguiendo el -

m~todo de rechazos. Este m~todo empieza con valores conocidos 

de p y n y consiste en generar n nümeros aleatorios des-

pu~s de fijar X o = o. Para cada nümero aleatorio r. (1 < i < n) 
l --

se efectúa una prueba y la variable x . se incrementa de acuer 
l 

do con el siguiente criterio: 

X . = x . 1 + 1 si r. < p 
l l- l-

X . 
l 

si r. > p. 
l 

Despu~ s de haber generado n nümeros aleatorios, el va 

lar xn será igual al valor de la vari able aleatoria con dis-

tribución binomial x. Este proceso se puede repetir tantas 

veces corno valores binomiales se requieran. 



Prograr.la 
Principal 

~ 
CAIL 

BINOM (N ,P IX) 

~ 
SUBROurINE 

BINOM (N, P, X) 

X -+- 0.0 

IX) 

1 = 1 I N 

GENERfI...R R 

X -+- X + 1.0 

Programa 
Principal 
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Diagrama de flujo para la 

generación de valores de va 

riable aleatoria con distri 

bución binomial. 

Subrutina FORTRAN para gene 

rar valores de variable a-

leatoria con distribución -

binomial. 

SUBROUTINE BINOM (N, P, X) 

X = 0.0 

DO = RND (R) 

IF (R - P) 6 I 6 I 7 

6 X = X + 1.0 
> o 

7 CONTINUE 

RETURN 
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LA DISTRIBUCION GEOMETRICA. (GEOMET) 

Los valores de variable aleatoria que se generan al co~ 

tar el número de fracasos en una sucesión de ensayos de Bernou 

lli antes de que ocurra el primer éxito, son valores de varia 

ble aleatoria que se ajustan a una distribución geométrica; -

la cual queda descrita por la siguiente función de probabili-

dad: 

f (x) x pq x O, 1, 2, . .. , con parámetro p. 

y la fda está definida por: 

x 
F(x) = L 

X=o 

x 
pq x O, 1, 2, ... , x . 

Puesto que por definición se tiene que F(x) = p(X < x), 

y como P(X =0) = F(O) = p, el rango de F( x) es p < F(x) < 1. 

Por otra parte P( X > x)= 1- F(x) => P (X >O) = q, y además 

x+1 
1 - F(x) = q La Esperanza y la varianza de la variable 

con distribución geométrica están dados por: 

EX 9. 
p 

y VX = q 
2" 
p 

EX 
P 

El parámetro p, se puede encontrar en función de la ex-

peranza como: 

1 
p = 1 + EX 
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Para generar valores de una variable aleatoria con dis 

tribuci6n geométrica se emplea la técnica de la transforma -

ci6n inversa y la ecuaci6n 

1 - F(x) = qX+1 

x resulta que r = q 

Como 

con 

el 

r 

rango 

1 -= q 

1 - F (x) de es unitario, 
q 

F(x) 
y en consecuencia : 

-

x = LOG(r) donde siempre se re LOG(q) x 

donde a al entero próximo menor. 

El diagrama de flujo y la subrutina FORTRAN para esta -

distribuci6n se · especifican a continuaci6n, donde Q es la pro 

babilidad fija dada para los fracasos . 
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Programa Diagrama de flujo para ge-

Principal 

1 
nerar valores de variable 

aleatoria con distribuci6n 
CALL 

GErMEI' (Q , X) geométrica. 

J 
SUBROUTINE 

GECMEI' (Q, X) Subrutina FORTRAN para la 

J generación de valores de -

QR + U:X;(Q) variable aleatoria con dis 

¡ tribuci6n geométrica: 

GENERAR R SUBROUTINE GEOMET (Q, X) 

¡ QR = LOG (Q) 

TR + R R = RND (R) 

T TR R 

X+ INT [ u:x; (TR) /QRJ X = INT (LOG (TR)/QR) 

¡ RETURN 

REIURN 

~ 
Programa 
Principal 
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LA DISTRIBUCION DE POISSON (POISON). 

Una variable aleatoria X tiene una distribuci6n de Poi 

sson con parámetro A , si su fdp está dada por: 

f(x) = exp(-x) son x O, 1, 2, ... Y A > O. 

Para simular una distribuci6n de Poisson con parámetro A, 

se puede usar la conocida relaci6n entre las distribuciones ex-

ponenciales y las de Poisson en la que se afirma que la probab~ 

lidad de que ocurran x eventos en el tiempo t viene dada por: 

f(x) = exp(-At) 
(At) x 
x~ 

para todo x y para todo t. 

En particular, el número de eventos x que ocurren durante un 

tiempo unitario seguirán una distribuci6n de Poisson, con espe 

ranza A. 

Un método para generar valores de variable aleatoria con 

distribuci6n de Poisson deberá considerar la generaci6n de in-

tervalos de tiempo t
1

, t 2 , distribuidos en forma exponen -

cial con valor esperado igual a 1; acumulándolos hasta que su 

suma exceda al valor de A. 

En términos matemáticos, el valor Poissoniano se deter-

mina haciendo uso de la desigualdad: 

x 

L 
i=o 

t. 
1 

< A < 
x +1 

L 
i=o 

t. 
1 

(x 0, 1, 2, ... ) 



donde los valores de la variable aleatoria t. se generan 
1. 
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por medio de la f6rmula: t. - - LOG(r.) con una media uni 
1. 1. 

taria. 

Sin embargo, un método más rápido para generar los va-

lores Poissonianos x es el q ue consiste en reformular la ine 

cuaci6n anterior como sigue: 

x 
JI 

i=o 
r. 

1. 
> exp(-A) > 

x+1 
JI 

i=o 
r. 

1. 

Representando a A por P se obtiene la siguiente sub-

rutina FORTRAN para generar valores de variable aleatoria -

con distribuci6n de Poisson: 

SUBROUTINE POISON (P, X) 

x = 0.0 

B = EXP( -P) 

TR = 1. O 

5 R = RND (R) 

TR = TR * R 

IF (TR - B) 10, 8, 8 

8 X = X + 1.0 

G~ T~ 5 

10 RETURN . 
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A continuaci6n se presentan programas que generan v~ 

lores de diferentes distribuciones de probabilidad y l o s 

resultados obtenidos. 

10 F<Ei'¡ F" ti:.:: () e, ir:;:-::_ c=::¡; ¡~n-t E-:: >< ~-=-'- C. ~ --: e: ¡---i e: ~~. t=---j, L 
;;;:u Or: C:r': t; .'.~ : 

C¡ 'íD (~ 
:=: [1 i? EJ'¡ E::; ¡ ¡:~ F' F:: c: C:' rJ-¡j'¡ Fi Ci E ¡ i E F:J:¡ I'/¡-i L. U ¡::: l:: ::' ~o E I.J 1 :=,;'¡- k: 1 F: iX. 1 '--' l '! E ;:-.: ¡:: ,=¡ 1 1 i:Jk. 1 ':'1 L 
.:;'(1 F::2=-1 : 

El=2 

~:'U F' i~: 1 l-rí Cl--iF:~:¡: < ]. t; > !i ::'::5::·:: I! .; 

7"u F'F,: n-iT eh!':::- '.: 1.;;) , .:.~ ~'I -" 
:~I~j ¡=-tIF: 1 == 1 -¡el :I~J 

~:!:~:I F:';"'=FJ·::Ü < F::;;:: ::' 
100 X~=-El~.~OG·~2::' 
:i. .l [i í':'F.: H-iT Ct--i~~:~: i::' > " i S ¡, .; ;:-:;:2.; 
12.0 F id rfT C¡--;r':: -i ~ 6:' "', '_.' .. : :<~ 
i 3U 1··iE_::-:-, 1 
1. ~i!) C. l~. Ci ~:; t: 1:1 
j. :.:,U l:,:JE¡ 

CE T 



TABLA DE VALORES CON DISTRIBUCION EXPONENCIAL 
~ R 

• ¡.:14252Ci,::412 
~ 22(11 t.(954 

"( . 5366S[í 14 

i .. ::;:~;2S 1 ':-'69 
:~:. S 1 :::[i~-l1(i2 
· ~:::,;::tA2111 

11: C¡:~14"( ~¡:::73 
:~: ~ 7(;5¡~5Ct5:~; 

4. CII;:::::: i 245 

11 4 '~ I ':: ~~ I"~i ;:; C¡ .;. 
j .. 143[1634i; 
l. 2745':::':: 1 ::; 
ti 12¿:::,~,:;[i¿:::, 

• :~ ~ ..l::;ti~~12 
al ~:If;:; ~ :::~ ~- ':-·l.~, 

- - - - -, '-' - -. .: ... :i ~.c... ':I -t 1 .:' I 

--- - _._--
.. t·~):=¡~:;·t,:I~J . .:; 
- ,-, ,- ,-,- - - -,.-. 
.=:.. • • :. '-:: ( " CI:: . .:' 

:' .. ~ -':'~~ ;I~(? ~ 

- - --'- - - -1 • ~.~ I .::,,::>,:-,_ , ~ 

. - - , -
.:-- " - -' '-' -' -' --' 
.: It ,-. __ ' __ : • .,:..,:,:" 

-
--~ - - - - -.-

.:.. • '_ J "_' ::': 

2 .991964 72E - (1::: 

.. :::~7::;964~J::: 6 

• :::9575:::9~39 
. 16103 1701 
.022407::::2 45 

· 1 2 ::: i 72 i 4 ? 
.. ~(i4¿7Ci4'?::: 
.. G (' :1 ~) S 1 ~ t: :: ! 
.. 71:;4Ci39:::;.~;::; 
11 i55 ~ :':~;:~,6-: 
.. 5 i ~:62E,Ci :::2 

• 6~;.4 f':;~~¡ i 5¡.J::! 
.. 1;f5621 7:::¿ 
;1 11;(154::::77::: 
• 536~=iS;6 3;::7 
.. i 567:::571 7 

a? 1;~ (+'=1'(::'55 
t: ::;~"3 .~; 1 5 7::,'-i 5 
1; 51::.23t.S?':~:::: 
11 5~;::71 :::513 
:1 ::-; ~ ~_'¡ t.:,'".:, .:::: ,=- ':' 
.. -;-7;'=':1;=,¿1~12;2 

11 :L+':4 :jS71'~:~ 
.. 514 ~~ :=:::"'i::i.~: 
.. _:,~=,l~1 :,~, J ~ _.;:: 

~ .: :-' :. :.: :' ~ :. 
11 .! ._ " _1 . __ I_,.t.. '_' 

ti ~;9f~12,~1:;CI72 

-,~ '-.-' - ,-o 
:: .:..~ .. ~.~,) . .:..I::I~~ 

-! ,-. - -! -'-.""-. -

• .:. : .. ::, _ e, . .:' .... _1 c' 

. -..: - - - - , - .. 
• '-t~ . .l ;:..tl':I.': I'::'·~ 

" CL2:,,~ ::.':;',::1:;67 
----- -

:. ... í ,,:': ::- :. _''-7':'_ 
- -,=- .' 

¡, -_,~._I""'I .. 1 ::'-rC' 

I - : -::. .: _ I .,: 

• .:. - :. - ¡' ~ ::. --

= 
-... '- -



:i (, F::;:'f I ¡:-.:" .~-: el r.::::¡ o::;;: ,c-=., r"1 
15 el ¡:-, f::r·~ ,_!, Lo';' 

11::· :=-'1 =;. 
f;'::"=::::, . 
ri.=-i 
F..e}"¡ E::;I¿ ¡:·¡: . C,;=.~:ñ, 'ji::" 

PPINT ~5,CrlF$(l6 . 

~':I~..:o ¡=-;:;: Ir·~T #5.1 ;=.¡-;=;f,( 1::
t:. iJ F ,=1 F.: I:::! I e ~,,-

. ,-
.:+ '" ~-

c~ ~¿=~~T\~¿-ni/iPl 
.::' "_1 F t-' ~ li I :;, :. ." ,_, ~l::-. ~- 1 ~ ,.1 !I 1 .? 1 ,;. I i 

'.-1 0 __ 

1,::,:-:, I l 

= "_ L _:.: =- _ 
l •• __ -'.u 

, -
;:.: ¡-j :~ ~ .:: 'C-I' i!:: _'. '::i. c: ".-1 U. fl1 i ':'1: "I~ 
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TABLA DE VALORES ~ON DISTRIBUCION UNIFORME 
X R 

3.00000006 
3.65756174 
4.35792817 
4.79151782 
3.3220634 
3.04481565 
3.07305843 
3 .2563443 
4.00854096 
4.35012254 
4.56819868 
3.31030673 
4.02725206 
3.28198883 
4.91541944 
4.28920301 
3.91243564 
3.32108756 
4. 19219398 
3.31357144 
3.2615162 
4.82881531 
4.60631569 
4.12593348 
4.05743704 
4 .88133785 
4 .54 100081 
4.9348~582 
4.88933427 
4.02893957 
4.8000035 
3.33 679636 
3 .79245615 
3.44933804 
4.47539969 
3.48107058 
3.37232681 
3.00207466 
3.92253265 
3.05972977 
3.88797709 
4 .25088383 
4 . 4891585 
3 .87353415 
3.13981147 
3.71 114347 
4.0S563923 
3.6606935 
4.2755~33 
3 .73172664 

2.99196472E-08 
.328780872 
. 978964086 
.895758909 
.161031701 
.0224078245 
.0365292185 
.128172149 
.504270478 
.675061268 
.784099338 
.155153367 
.513626032 
.140994413 
.957709718 
.644601505 
.45621782 
.160543778 
.596096987 
.156785717 
.1307581 
.914407655 
.803157845 
. 562966738 
.5287185 19 
.940668926 
.770530402 
.96744791 
. 944967132 
.514469783 
.900001748 
.16839818 
.336228072 
.22466502 
.737699845 
.240~352S 
. 186163436 
1.03733097E-03 
. 461266324 
.0298648867 
. 443988542 
.625441946 
. 744573243 
. 436767073 
.0699057352 
.35557 1734 
.547819644 
.33034675 
.637779649 
.365863318 



Listin9 of poisson on 29/10/84 at 21:26 

10 PEr'1 F u F~: C~ C. F: A r'-~ w~= el I ==;: :=~ el r--~ 
20 CrF'Hi l2.' 4 
30 REM ESTE PROGRA MA GENERR VALORES CON DI3TRI1UCION D~ POISSON 
50 ¡::'F HiT fF 12 ., CHF.::$: (: 1. 6::' !I 14" .: ¡¡ t .. 3.b 1.3. dE' "','.3.10t·-·e:::· con di ::;.tr· i bu.c i on de Poi ::;.::;.on 11 

55 FOF.: t,j=i TO 3: 
P F' rrH # 1 2 : 

['iD-n L,~ 

60 F'R 1 rH *f 1 ;;-~ .' C¡-¡F::t < 16::' !I 21 ::< " .; 
70 F'F: ür! tf12.' CHF.:::t: ( 16> !! 46t.T: 
80 FOR 1=1 TO 50 

R:::=l : 

9Ci F.~:::::=i?r·~ Ii < F::::) 
i 00 T:~:=r~::+:F.:::: 
110 IF (T3-EXP(-P3))(0 GOTO 140 
12~3 :;.::!::== ;:.:::::+ 1 
i 30 [,OTO 90 
140 PF 1 r-H 'r'F :2., uw:t 1::' !! 19 ¡¡ .; >'::::: .; 
150 F'RHH ~t 2 .. CH~: ';~ 16 "40" .; T3 
1 f:;;:-1 ¡··ü:;:.:;r 1 
17U CLO:::;E i;;;: 
1:::0 i:JiD 
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TABLA DE VALORES CON DISTRIBUCION DE POISSON 

17 

21 
24 
16 
20 
1 ::: 
19 
20 
24 
19 
22 

.-,. -, 
¿¿ 

24 
.-,t:" 
.:":,,,-' 

17 
::' 1 
lb 
15 

15 
1 ~: 
21 
20 
24 
.-... t::' 
.:- ,_1 

19 
1"-· 0.) 

24 
24 
15 
1 ::: 
1,.
lr 
29 
26 
13 
12 

1';: 
17 
24 
26 
12 
17 
14 
.-,C" 
,::,._, 

T"":· 
"-' 

1.59209275E-11 
1.9034:::426E- 09 
1.55517393E-09 
1 • 921 :36~: E -09 
5. 7652467;::E - i (1 

1 . 27-t21966E -09 
1 . 70546242E- 09 
1 . 2550504:::E -09 
i .1 0406329E- 09 
6. 74~~176591 E - 10 
1 . 061:~:41E-Hj 
:::. 2::: 12:3S42E - 1 ~3 
9 . 4:::970956E -1 0 
7. 15627267E -1 ~~I 
7 • 257:3[i26SIE -1 [1 
1 a 9614::::~:9:3E - ~~j9 

1 . 2:312~:1:3 5 1 E -09 
3.20105243C:-10 
1 . 5;;~ 4 :::7697E -(1:3 
1 -= :j6292 :~: [15E -1219 
4. :::4;:'::74911 E -1 ti 
:~:. 75716469E-l0 

1. 172435 13E-09 
1 • 66&:+:3~:1962E - ~~19 

~," . '562::: 11 :~: :3E -1 0 
1 . ::::425131E-09 
1 a 55765631 E -~~19 
1 • 679c:9 :::09E - 09 
6.4497:::612E-l0 
7 . 9550205 :~:E -1 0 
6 . 5 L2 4146 :~; E -1 (1 

9 . :;: 57 1224i5E -1 (i 
1 . 1942 :~: 265E - 09 
9 • 4::: 1 :~:::: 6 1 4 E - 1 1] 

1. 59499092E- 09 

1. 0 4561 ~:¡ 42E -[19 
i.526i796E- (1 9 
3 .4 1721926E-1 0 
1 "' :;::3::': 14:::56E -- (i9 
i . 420(i(i:::74E -09 
1. 7 :3005 i :::4¿ -09 
~5. ::::f~967565E -1 (, 
.; . :::72:=;65 :~:4 E -1 C1 

1 . 17567929E-09 
~ . 24::!65776E - 1 [ i 
2 . ¿.22 11547E- 1[1 
;2 e i 4¿. 166 ::;5E - l lj 
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'--,- ~-_I~I -: )o~ _. 1:, 

J." 

e-. ' FC¡:; .1. = 1 
... 

_ ' ... l 

::; .. ..:.1 ~'-'r' 

1. CiL~l 
11 [, 

r =:!=·;:-."i~i : .. ;::' 
l~ .. F.~,-F i .. 1 <.::::ll ¡h~r'" 

' .. ':='=¡' ,::!--r 1 
120 rE. , ~ ._-

- -- -. , '- .. ;- ..:. ". ':" 1.:.": 

1 ::! J r {!:)::T -
~ r.:, .. '"1 :~. L _ .. :.~:. 

1 ,I~', c.:,I, 

, .... - . .. . : _l. 

l c.. i ¡;: - ,', - ..:. ,~- ,- ) :,,_, 
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TABLA DE VALORES CON DISTRIBUCION BINOMIAL 

~ o 
4 
1 
9 
9 
7 
I 

I 

b 
4 
~ o 
-: -: -
I 
-
o 
-: , -, -
6 
-: -: -
9 
I 

I 

1 
9 
, 

I 

4 
, 
I 

e 
~ 

6 
8 
-, -, , -
I 

b 
9 
6 
b 
6 
9 
9 
e 

I -
~ 

I -
7 
I 

1 
i 
6 
7 
I 

1 
1 
4 
8 
7 
( 

b 

, 
x , , 

1 

0 

0 
0 

0 
0 

R 
.957709718 
.514469783 
.0699057352 
.728991898 
.424791679 
. 936074588 
.338019112 
.158735545 
.737044139 
.860955748 
.269986207 
. 756393964 
.0220915013 
.47336075 
.965444245 
.671144341 
.903956639 
. 0526207 
.951030187 
.594625287 
.148507633 
.434940845 
.536266009 
.195282495 
.45063785 
.365638466 
.105164737 
.389319332 
.648957531 
.491288876 
.806137061 
. 759012432 
.621512803 
.587764655 
.630293113 
.44517854 
.891155043 
.739090901 
.650684346 
. 086173213 
.23991 4631 
.197129817 
. 201837396 
.201C~4d79 
.15501396 
n 744242006 
.892239602 
.530051767 
.759236306 
.265661632 



Listin9 of normal on 29/10/84 at 20:03 

10 PEt'i F" t-:: CU 13 ~-..;;: 64 t-1 t -{ Cü F.: I'-ti f::iJ L 
20 OF'Et'i ::: .,4: 

u'm ::: 
30 REM ESTE PROGRAMA GENEPA VAL ORES DE DISTRIBUCION NORMAL 
40 1<:2=12: 

R4=:-' i : 
Ii::o::=l : 
E;;-:=:0 

::~0 Pi? 1 r·n CHP:t.:: 16) " 16 !! .; "t.3.b 1.3. de '..".3.10('';:-:::· COYI el i :=.t.r· i bu.c i on f:O(·r'·1.3.l I! 

60 FOR ~,~::::i TO 3: 
F'RIHT : 

t·lE::'::T ~,~ 
70 PI? 1 tn CHF.::t.:: 16:;' iI 25::< JI .; 

:::0 F'F.: 1 r-ir CHP:t.:: 16> IJ 47:=.r¡'l" 
90 FOR 1=1 TO 50 
91 ::;1'1:::0 

100 FOR J=l TO K2 
110 R4::::RND'::R4> 
120 SM=SM+R4 
i 30 t··IE>::T J 
140 X4=DX+<SM- K2/2)) +E2 
15 (1 F' P ItH CllF.: $ 1 6 > JI i :3 JI .; ::-< 4 .; 
160 F'R 1 rH C¡-¡R~~ 16::' JI 40 JI .; ::; J'í 
i 70 ¡"~D::T 1 
1 :::0 CLCi':;E ::: 
i90 []·m 



TABLA DE VALORES CON DISTRIBUCION NORMAL 

, , 
~ 

-1 .32977076 
.0378663093 
1 . 33430083 

- 1.76724738 
-.323224314 
-. 487502376 
- .43307264 

1.72570238 
.836400617 
.72 1464571 
.817161527 
. 352705196 

-.0390623994 
. 242181215 

-.0399229769 
- .363844611 
-1.89277561 

.165964436 

. 571447257 

.338960543 
-9. 18623619E-03 
- 1.46896939 

1.5608753 
1.06397065 

-1.65415775 
-1.09647893 
-1.73126045 

.859561052 

.871736202 
1.19991376 
1.46473932 
.271713821 
1.44969696 

-1.500 2659 
- .494047577 

1.12048532 
. 628030952 

-. 273037048 
. 1458271 07 
.383775482 

-.264116947 
1.96743387 

- 1.57293616 
.326347852 

-.8 17034747 
5 . 83535805E-03 
.784985954 
.928519068 

-. 0937697105 
-. 635070993 

3M 
4.67022924 
6. 03786631 
7.33430083 
4.23275262 
5~67677569 
5.51249763 
5.56692736 
7 .72570238 
6.83640062 
6.72146457 
6.817 161 53 
6.3527052 
5 . 96093761 
6.24218122 
5.96007702 
5.63615539 
4.10722439 
6.16596444 
6.57144726 
6.33896054 
5.99081377 
4 .53103061 
7.56087531 
7.06397065 
4 .34584225 
4 .90352107 
4.26873955 
6.85956106 
6.8717362 
7.19991376 
7.46473932 
6.27171382 
7 ~44963696' 
4.4997341 
5 .50595242 
7.12048532 
6.62803095 
5.72636295 
6.14582711 
6.38377548 
5.73588305 
7.96743387 
4.42706384 
6.32634785 
5.18296525 
6 . 00583536 
6.78498596 
S.92851 907 
5.90623029 
5.36492901 



Listin9 of gamma on 29/10/84 at 21:37 

10 PEi'1 F" F-: C) C-i F: A 6""'-¡ C3i A 1·-= t-I! ft-:::¡¡ 
20 OF'H~ 7,,4 
30 REM ESTE F'POGRAMA GENERA VALORES DE DISTRIBUCION GAMMA 
40 K1==4: 

T1::::1: 

F:3::::-1 
50 F'F.: 1 r'H #7 " CHR:!- ( 1. 6) I! :l 6 " ,; iI 1::.,3,b l,:;!, di;:' ',/,3,1 o 1'-' t;' :;:, coy, el i ::;,tr i bu,c i on '~,3.r,.,rl', ,3, 11 

60 F'RHiT #7 
7[1 F'F.: HiT #7 
:::0 ¡:'F.: 1 t-H #7" CHR~t: < 16) "25::<"; 
9 [1 F' R ItH *F 7 .. eH I? ,l < 1 ::: > " 47 t 1 11 

100 FOR I=l TO 50 
101 T1=1 
110 FOR J=l TO K1 
120 R3=RND<R3) 
130 T1=TliR3 
140 r'iE>::T.J 
150 IF <T1=0 OR Ti(=10t(-8 )) THEN 

Tl=l: 
CiOTO i 1 (1 

160 X3=-LOG (T l)/A3 
1 ~7[i F' F~ 1 t··ll- #7 ., C:Hi?$ < 1 f'; i1 19" .; ::< :~: .; 

1 ::;0 F'FI rH #7" CHPt( 16 "40" ,; Ti 
190 t'iD::T 1 
200 CLCi:::;E 7 
210 am 



TABLA DE VALORES CON DISTRIBUCION GAMMA 

v 
{~ 

5.49426154 
1.59207753 
1.55381419 
2.49210034 
1.45881188 
.49613596 
1.30400307 
2.0740084 
6.4 18543 13 
i .20227226 
2.70202872 
1.54868053 
3.16237913 
1.36143407 
1.65372904 
1.54597318 
3.39585658 
1.42792242 
4.34342574 
1.55868306 
1.06008289 
3.04321791 
.380780007 
.639197367 
1. 94851166 
1.48033549 
1.21316683 
2.90575065 
1.18982106 
1.80045155 
1.35929204 
1.48216963 
.855131183 
1.97236608 
1.37233729 
2.68811955 
1.420984 15 
1.48835816 
3.30960048 
1.31944355 
1.49157318 
1.8304584 
1.48482111 
2.27553201 
1.0801 1687 
4.517869 13 
1 . 7984 7853 
3.85137696 
2. 82082518 
3.93988831 

T1 
1.68944891 E-05 
.0414132226 
.0447068572 
6. 8452474E-03 
.0540619986 
.370733456 
.073681307 
.0157957116 
2. 6602612E-06 
. 0903066197 
4. 49829235E-03 
.045168242 
1.79139925E-03 
.0656860876 
.036609113 
.04541 34775 
1.12304317E-03 
. 0575072157 
1. 68790629E-0 4 
.044273626 
.120011 731 
2. 27349764E-03 
. 46693743 
.278483982 
.0203022547 
.05 17841599 
.088360 1988 
2. 9929334E-03 
.0925837056 
.0272990576 
.0659680937 
.0515945487 
.180818346 
.0193564 
.0642692123 
4. 62513408E- 03 
.0583 107802 
.0509598953 
1. 33449683E-03 
.0714407321 
.0506332722 
.0257089318 
.0513216693 
.0105559666 
.115298169 
1. 19077232E-04 
. 027"069933 
4.51581852E-04 
3.54700971E-03 
3.78317556E-G~ 
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Para mostrar una aplicaci6n de la generaci6n de nÚIDe-

ros aleatorios, utilizando la funci6n generadora de la co~ 

putadora¡ consid~rese el problema de encontrar el valor de 

TI (aproximado), através del método de la aguja de Buffon, 

simulando los lanzamientos de la aguja en la computadora. 

En general, el método establece que si se tiene un con 

junto de líneas paralelas coplanares separadas entre si por 

una distancia D, y una aguja de longitud L (con D > L), es 

lanzada al azar sobre la superficie que contiene a las par~ 

lelas, entonces la probabilidad de que la aguja corte a una 

cualquiera de las paralelas es: 2L 
p = ITD 

Este resultado se justifica mediante el siguiente aná-

lisis: Si un extremo de la aguja cae a una distancia 

b (b < L) de cualquier paralela, la probabilidad de que la 

aguja corte a una paralela es la misma en todos los casos. 

(Ver Figura 1). 

b 
b 

b 

b 
b 

b 

b 

b 
b b 

FIGURA l. (b < L). 
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Por lo anterior, la cuesti6n se simplifica si se discu 

te la probabilidad en los puntos del segmento OA de longitud 

D/2, comprendido entre el punto medio entre dos paralelas -

consecutivas y una de ellas. (Ver Figura 2). 

D 

o A 

FIGURA 2. (OA = D/2) 

En g e neral, deben considerarse dos casos: 

Caso 1 si 

Caso 11: si 

Se estudiará únicamente el caso 1; existen dos varia 

bles independientes B y 8 , donde B representa al punto 

sobre el segmento OA (Ver Figura 3) ocupado por un ex -

tremo de la aguja y 8 el ángulo que forman la aguja con el 

segmento OB. 
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Además, B es una variable uniforme en [o, ~ ] 
ya que en todo el segmento OA ningún punto tiene preferen 

cia sobre otro, es decir, el extremo de la aguja puede ocu-

par indistintamente cualquier punto del segmento OA de Ion 

gitud 
D 
"2 y 0 también es una variable independiente en.-

[o , TI] • (Ver Figura 3). 

- -
C ...... 
/' '-...... 

/ "-
L 

/ \" 
/ \ 
I A \ 

O 
I 

>- x 
\ B 

\ / 
\ 

L / 

\. / 
"- / 

--- / 

FIGURA 3 . 

En virtud de la simetría se puede considerar que 0 es-

tá variando indistintamente entre O y TI radianes. 

Considerando que el segmento OA se encuentra sobre -

el eje real x y que O coincide con el origen de coorde-

nadas se p uede escribir la fdp de B como : 
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r 

1 si O < b < 
D 

D72 "2 

fB(b) = 

1 O , si b está en otro lugar 

La fdp de e vendría dada por: 

¡ 1 si O < 8 < TI 
TI f e (8) = 

O , para cualquier ot"'::"o 8 . 

De la figura 3 se observa que e se p uede escribir en 

función de b y L, de la siguiente mane ra: 

e = Arc Cos (~J (del triángulo BOC) . 

y además, de la misma figura se deduce que la aguja -

cortará a la paralela ú n icamente si las siguientes condi -

ciones se cumplen simultáneamente: 

a) O < 8 < arc cos [~J 

b) O < b < L 

Entonces l a p robabilidad de que la aguja corte a la p~ 

ralela se puede es tablecer en t~rminos de la función de den 

sidad de probabi lidad conjun ta de la variable bidimensional 

(B, e ), la cual vendrá dada por: 
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~ ,si O"::' b ..::. ~ A O < e < TI 

O , en otro caso. 

Así, P P {corte} = P {O < b < L A O < 8 < arc cx)s r~J} 

= r
L rar2C cos [~ 1 

ITD d 8 db. 

b=O 8=0 

2 r
L 

e 

rrc cos [~ l 
db = TID 

O 
b=O 

· 2 

rb~L 

cos r~) db = TI D 

j 
arc 

b=O 

{ b arc J~~: } 2 
cos (~ J _ /L2 _ b 2 

TI D 

P 
2L = TID 
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Tomando el caso particular 2L 
D = 2L, entonces en P = TI D 

se tiene: P = 1 TI • De acuerdo con la teoría de probabilida 

des, si N es el número de veces que se lanza la aguja, y 

n el número de veces que corta a una paralela, entonces el 

cociente n 
N 

tiende a la probabilidad P cuando N toma 

valores suficientemente grandes; bajo esta consideración 

n P o:! _ 

N 
es decir, 

que es la relaci6n a utilizar para encontrar un valor apro-

ximado para TI . 

Para simular el proceso de lanza la aguja, conviene con 

siderar la Figura 4, donde se muestra una posici6n cualquie-

ra que puede tomar la aguja al caer cerca de una paralela . 

B 

o < X < L 

I 

I~ ____ _ -

f-- L Sen (8) .... 1 

FI GURA 4 . 
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Se observa la posibilidad de cortar la paralela, se -

puede establecer en t~rminos de X y 8, siendo X la dis 

tancia del extremo de la aguja (sobre el cual se hace girar 

el otro extremo) y la paralela, y 8 es el menor ángulo que 

forman la aguja y la paralela. Así, si X < L Sen (8 ) la 

aguja deberá cortar a la paralela, y si X > L Sen (8) la 

aguja no la cortará. De la figura se observa que X y 8 -

quedan limitados por: 

o < X < L y 

Para simular el lanzamiento de la aguja, se generan 

dos números aleatorios, uno servirá para represen tar la di~ 

tancia del extremo de la aguja a la paralela, así, si U 

es el número aleatorio, X se obtendrá por: X = U * L 

siendo L la lonqitud de la aqula. y el otro número alea-

torio, supóngase W, servirá para representar el ángulo en-

tre la aguja y la paralela, así 8 se obtendrá por: 

8 = ( Vol - !) 
* 2 TI, esto es así p orq ue 8 varía entre 

TI TI 
2" y "2 

Luego, se calcula el va lor Y = L * Sen( 8 ) y , si el -

valor de X es menor o i gua l que Y se contabiliza como 

un corte. Se procede a generar otros dos números para si-

BI BLlOTEC L 
U NIVE .... D :J 0_ EL 
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mular un nuevo lanzamiento. El proceso se repite N veces 

y si n es el número de aciertos, entonces N 
TI = -n 

A con-

tinuaci6n s e muestra un diagrama de flujo que representa 

los pasos a s eguir, y en seguida se presenta un p rograma en 
lO 

lenguaje BASIC, el cual se ha ejecutado 6 veces para N = 100 

y L = 3, Y 7 veces p ara N = 10,000 Y L = 3 mostrándose los 

resultado s obtenidos. 

INICIO 

PI *- 3 . 1415926 NO 
x < y 

NA *- O 

I 1, N NA*-NA+ 1 

u + m.1D (1) 

P *-

X*-U*L 

W *- RND (1) 

FINAL 
T *- PI * (W- 1j2) 



Listin9 of Prueba on 18/1 0/84 at 13:55 

20 REM-- INICIALIZANDO 
OF'Er'~ 1,4: 
REAl! L., t ·~ : 
HA=O: 

: ~: 0 F O R 1 = 1 T O t·4: 
u=ptm< i > : 
::<=Ut.L: 
~, .!:::PHD < J. ::. : 

40 IF Y):::X THEN 
t··iA:=¡"11:¡+ 1 

~:'0 t·iE::n 1 
f.; \-j F' ::: [,4 A ,"l4 : 

F' 1::: 1. ,/F' 
70 F'RINT#1,TAB<15>;PI: 

CLO::;E i: 
aH:! 

:::0 I¡¡:iTt="i 3, 1()[1 

RESULTADOS OBTENIDOS 



Listin9 of Prueba on 18/10/84 at 14:14 

20 REM--INICIALIZRNDO 
OF'Et·~ i .. 4 : 
I?EAD L .. H: 
hA=0: 

:::: 0 F [1 F: 1 == 1 T (1 r'~: 
u=pt·m< 1) : 

40 IF ~) ==X THEN 
~·iA=t·~A+ i 

50 '···Ic·n 1 
60 P::::t·~A..·l~: 

F' 1 == 1.····P 
70 F'PINT#1,TAB(15);PI: 

CL03E 1: 
um 

:::[1 nt=¡TA :~:.' 10(100 

RESULTADOS OBTENIDOS 

:2. 9 4i l~::'647 



CAPITULO IV 

CONCEPTOS BASICOS DE LA TEORIA DE COLAS 

Y SIMULACION DE SISTEMAS DE COLAS 

La Teoría de Colas, tambi~n conocida corno teoría de los 

fen6menos de espera, tiene una abrumadora aplicaci6n en la -

vida diaria, pues se forma parte de Colas o líneas de espera 

en muchas facetas de la vida: Se hace cola para abordar el 

autobus, esperando el verde de un semáforo, esperando ser a

tendido en una clínica de asistencia médica, realizando lla

madas telefónicas a tel~fonos cuyas líneas están ocupadas 

(es interesante hacer notar que los orígenes de la teoría de 

colas se encuentran en los problemas de congesti6n de redes 

telefónicas; atribuyéndose a Erlang, ser el iniciador de los 

trabajos en este campo). 

La presente teoría y sus aplicaciones serán estudiadas 

reduciendo al mínimo los implementos matemáticos necesarios; 

aunque habrá excepciones, en las que se hará algún detalle. 

4.1 CONCEPTOS BASICOS DE LA TEORIA DE COLAS. 

En general un fen6meno de espera p resenta las siguien

tes características: 

180 
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1. Llegadc de unidades (a veces tarnbi~n denominadas: clien 

tes o ~ l amadas) a intervalos de tiempo, regulares o 

irregul. a res, a un punto dado llamado centro de servicio. 

Por ej e~mplo, entrada de clientes a una tienda, llegadas 

de bar :os a un puerto, llegadas de camiones a una esta

ci6n d e carga, etc.; estas unidades se llamarán entradas 

o llegc~das. 

2. Uno o " 'a rios canales de servicio o estaciones, reunidos 

en el Gentro de servicio. Estos canales de servicio 

pueden s er cajas registradoras, muelles, pistas de ate

rrizaj e , etc.; las unidades deben esperar eventualmente 

que un c anal se encuentre disponible para que puedan 

ser at E.; ndidas. 



ENTRADAS 

Clientes 

Barcos 

Aviones 

Llamadas Telefónicas 

Incendios 

Alumnos 

Ejemplos de Fen6menos de Espera: 

NATURALEZA DEL SERVICIO CANALES O ESTACIONES 

Venta de Artículos Vendedores 

Descarga Muelle 

Aterrizaje Pistas 

Conversaci6n Circuitos telefónicos 

Extinci6n Carros de Bomberos 

Educaci6n Profesores 

f-' 
ro 
N 
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Se profundizará en la estructura de estos fen6menos, 

con el fin de identificar varios casos para las entradas y 

los canales 

4.1.1 ENTRADAS. 

Una de las características asociadas a las entradas -

de los fen6menos de espera es el intervalo de tiempo que -

transcurre entre el aparecimiento de dos entradas sucesivas 

por lo que se puede establecer una clasificaci6n según esta 

característica. 

Las entradas pueden ser: 

a) Separadas por intervalos de tiempo iguales; 

b) Separadas por intervalos de tiempo desiguales pero 

determinados; 

c) Separadas por intervalos de tiempo desiguales, c~ 

nocidos según probabilidad; se dice entonces que 

los intervalos son aleatorios. 

4.1 .2 DURACION O TIEMPO DE SERVICIO. 

De igual forma que los intervalos entre las entradas, 

el tiempo de servicio puede ser: 
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a) Constante; 

b) Variable pero determinado; 

c) Aleatorio (por lo tanto, conocido en probabilidad) . 

Se puede considerar que los intervalos entre las llega 

das sucesivas son irregulares y desconocidos en probabili -

dad; pero ese caso no interesa puesto que nada puede preve~ 

se o estimarse. Esta observación también vale para el tiem 

po de servicio. 

4.1.3 ESTRUCTURA DE UN FENOMENO DE ESPERA. 

Para que aparezca una cola o linea de espera, basta -

que las entradas y/o el servicio, se produzcan a intervalos 

irregulares. También, puede formarse una cola para interva 

los constantes de entradas y de tiempo de servicio, si la -

duración del servicio es más alta que el intervalo de tiem-

po que separa las llegadas; entonces la linea de espera au-

menta regularmente y en forma indefinida. Un caso de esta 

naturaleza, no es interesante en este estudio por lo que no 

se analizará. 

Existen diversas estructuras de los fenómenos de espe-

ra, las cuales en general, están determinadas por el número 

y la forma en que los canales de servicio participan en el 

í BIBLlOT-r e 
UN .J L ~ 

. , 
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fenómeno; y por la disciplina de espera; así, se puede ha

blar de sistemas de espera de canales múltiples en serie, 

en paralelo, etc. 

Con el prop6sito de hacer aparecer la diversidad de es 

tructuras de los fen6menos de espera, se representa en la -

siguiente figura un esquema de fen6meno de espera, en el 

cual existen tres fuentes, dos colas (o líneas d e espera) y 

cinco canales (o estaciones de servicio). 

El conjunto de las Colas (Líneas de espera) y los cana 

les (estaciones) constituyen el "Sistema de espera". 



la. Fuente 

() 19< 

~ Línea 1000 \ "" 000 '"' 
2a. Fuente 
() ~ 

Estac 

3a. Fuente 

() ~ 

- - - - - - - - - - - - - -,.=------= =-=-: .... , ·6 1 ,',.-:-=_-_-_-"1 l n , ,. 1 •• ___ ~1"1 
"'" ;' l' 111' 

, / / ,.//~ 
,,'" ,// 1/ 

." ,. ,. 1/ I Hacia las fuentes de ori 
i6n 2 /;' / gen (Sistema Cerrado) o 

,." l/hacia otros sistemas (Sis 
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Las letras encerradas en los corchetes, denotan lo si 

guiente: 

m Número de unidades en el fenómeno de espera (pue-

de ser finito o infinito) . 

n Número de unidades en el sistema (haciendo cola o 

recibiendo servicio). 

v Número de unidades en las colas. 

j Número de unidades recibiendo servicio. 

Otras variables importantes: 

p = Número de canales desocupados. 

S Número total de canales o estaciones de servicio. 

Se deduce entonces que: 

n < S. 

n 

si n > S. 

Varias concepciones se pueden hacer de todo lo anterior: 

Por ejemplo, cada fuente puede tener diferente distribución 

de probabilidad . Se pueden concebir además, varias Co las, 

ubicándose las unidades en la cola más corta, o e stab leci~n-
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dose prioridades; dando lugar a lo que se conoce como "disci 

plina de espera" o "disciplina de las colas", que no es más 

que el conjunto de relaciones de orden o prioridades que in

tervienen en las líneas. 

Otra consideración puede hacerse con respecto al compor 

tamiento de las unidades, el cual puede ser variable: Las -

unidades que llegan pueden "rebelarse " (es decir, no unirse 

a la cola), ya sea por la longitud de la cola existente o -

simplemente por no querer esperar, originando como consecuen 

cia, que se "pierdan" las unidades. 

Las unidades tambi~n pueden "renunciar", es decir, que 

estando en la cola decidan retirarse de ella. Tambi~n puede 

haber colusión; varias unidades están en colusión cuando una 

sola unidad espera en línea mientras las demás se encuentran 

libres. Tambi~n pueden haber traslados, cuando las unidades 

pueden trasladarse de una línea a otra. 

En lo que sigue se supondrá que, una vez que queda li

bre un canal apto para servir a una unidad que espera , la -

unidad entra al canal sin pérdida de tiempo . 

Una instalación de servicio puede c ons tar de varios ca

nales los cuales pueden estar : 
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a) En paralelo 

b) En serie 

c) Combinados, por ejemplo: si varios canales están -

en paralelo, algunos de ellos pueden estar en serie 

con otros; o varios canales en paralelo pueden con-

ducir a uno o varios canales en serie. 

A continuaci6n se da una ilustraci6n gráfica de estos -

sistemas de espera, comenzando con el más simple: 

o ;. 000·· · 00 0----- C~ 
Sistema oe Canal 
Simple y Fase Siro. 
ple Fuente Línea de Espera 

o ~ 

Fuente 

o ::o 

Fuente 

[QJ~~ 

000· .. OOO/IQ]---!Oo-
Línea de Espera ~ : 

~[QJr--~ 

Sistema de Canales 
~1úl tiples en Para
lelo (o en Fase Sim 
ple) 

000··· O~ [Q}-OO··· 00 [Q}-----
Línea Espera Canal Línea Espera Canal 

Sistema de Cana
les múltiples en 
serie (o en Mul
tifase) . 
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[Q] 
¿[QJ~ 

o--- 00-·- 00 : 00 
Fuente ~I 6 1/ 

Sistema de canales múlt iples en paralelo en serie (o Sistema Multicanal 

de Fase s imple en multifase) . 

Considérense los sig uientes ejemplos para c oncre ti zar 

la ilustraci6n de estos sistemas de espera: 

l. En el Banco Central de Reserva, en las ventanillas rotu 

ladas "PAGADOR", se observa un siste ma de espera de ca-

nales simp les en fase simple; ahí una persona abandona 

el canal luego de habérsele cambiado su cheque e inme-

diatamente la siguiente persona entra al c anal para la 

misma operaci6n. 

2. En la ventanilla de venta de boletos para entrar a un -

cine, se observa un sistema de espera de canal simple y 

fas e simple. 

3. En una gasolinera, se observa un sis t ema de espera de -

c anale s múltiples en paralelo (o un sistema multicanal 

BIBLIOTECA CEN L 
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en fase simple); donde cada conductor se ubica en la 

bomba de gasolina (canal) que encuentra desocupada. 

4. Otro sistema de espera, aunque ta1vez no conocido por -

la generalidad, pero, evidentemente un sistema de cana

les múltiples en paralelo, se encuentra en las oficinas 

del registro civil de la Alcaldía Municipal de San Sal

vador. 

5. Los sistemas de espera de canales múltiples en serie, -

es común observarlos en los procesos industriales, don

de un artículo para su fabricaci6n, pasa por varios ca

nales (máquinas). 

6. Si en una de nuestras super carreteras, las estaciones 

de peaje fueran totalmente funcionales, es decir, si -

funcionaran todas las ventanillas, se observaría un sis 

tema de canales múltiples en paralelo en serie. 

7. Finalmente, otro ejemp lo de sistema de espera con cana

les múltiples en paralelo se pudiera encontrar en un -

proceso industrial, si existieran réplicas de maquina

rias para determinados procesos, de tal manera que va

rios artículos estén realizando la misma operaci6n al 

mismo tiempo, esto podría hacerse con el fin de aumen

tar la p roducci6n en el menor tiempo posible. 
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Se estudiarán a continuación, con algún rigor matemáti 

co, el sistema de espera de un solo canal en fase simple y 

el sistema multicanal en fase simple , extendi~ndose para al 

gunas variantes de ellos . 

Al es tudiar un sistema de espera, interesarán algunas -

caracterfsticas, tales como: 

1. La probabilidad de varios números de unidades en las co 

las, en cualquier momento dado. 

2. El tiempo esperado o promedio que pasará una unidad en 

las instalaciones de servicio. 

3. La probabilidad de que las instalaciones de servicio es 

t~n ociosas . 

4. El t iempo ocioso de las instalaciones durante todo el -

tiempo de simulaci6n. 

5. La longitud esperada o promedio de la cola. 

6 . La longitud máxima de la cola ; y más caracterfsticas, -

las cuales dependerán del objetivo de la simulación y -

de l sistema a simular . 
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4.1.4 SISTEMA DE ESPERA DE CANAL SIMPLE Y FASE SIMPLE. 

Considérese el sistema de la siguiente figura: 

O'-~- 00 o o----=...,~ [QJ-----
Entrada Cola Canal 

En el cual existen unidades que llegan a una instalaci6n 

para pedir servicio. Si el canal está vacío, la unidad 

(una a la vez) entra y recibe servicio. Si el canal está 

ocupado, la unidad que llega debe tomar su lugar al final -

de la cola y esperar su turno para recibir el servicio (dis 

ciplina de la cola: se atienden las unidades sobre la base 

de "primero en llegar primero en ser servido"). 

Por simplicidad, supóngase que el sistema es totalmente 

de Poisson y , por ende, satisface t odas las características 

de un proceso de Poisson¡ entonces el tiempo entre las lle-

gadas tienen una distribuci6n exponencial y , el tiempo nece 

sario para dar servicio tiene también una distribución exp~ 

nencial. Sup6ngase además, q ue interesa desarrollar un mo-

delo para predecir: 

1. La probabilidad de var i os números de unidades en el sis 

tema (o mejor dicho, en la cola del sistema de espera) , 
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en cualquier momento dado. 

2. El tiempo promedio que pasará un a unidad en el sistema. 

3. La probabilidad de que las instalaciones de servicio es 

t~n ociosas. 

Para iniciar, sup6ngase que la instalaci6n de servicio 

(canal) está equipada de tal modo que pueda dar servicio, -

en promedio, a ~ unidades por unidad de tiempo. Por lo tan 

t o, ~ es tambi~n el número promedio de salidas del canal du 

rante cada unidad de tiempo. Conviene observar que ~ repre 

senta el número promedio de unidades que pueden recibir ser 

vicio por unidad de tiempo, suponiendo que el canal se man-

tiene ocupado y no ocioso (un canal está ocioso, si no está 

prestando servicio) . 

A continuaci6n, consid~rese a t como un momento en 

el tiempo. Se comenzará por examinar el sistema de espera 

en el tiempo t. 

Podría interesar desarrollar un modelo para determinar 

la probabilidad de que hay a varios números de unidades en 

el sistema, en este momento del tiempo. Para lo cual, con 

sid~rese una parte fraccionaria de unidad de tiempo más -

allá de t, dado p o r t + 6 t. 

r BIBLIOTECA CENTRAL 
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Siendo el sistema Poissoniano, ~t es tan pequeño que 

entre t Y t + ~t es imposible más de una llegada o una 

salida. 

A continuaci6n desígnese por Pn , la probabilidad de -

que haya n unidades en el sistema en algún momento dado, 

siendo n > l. Este valor de n debe ser asf, para poder 

utilizar ~ con confianza. 

En efecto, si n = O no se tendría ninguna unidad en 

el sistema y éste estaría ocioso. Ahora bien, en tanto que 

en el canal exista siempre al menos una unidad, se podrá -

suponer que dará servicio a un promedio de ~ unidades por -

unidad de tiempo. 

Bajo todas estas consideraciones y, para buscar una so 

lución al problema pregúntese primero cuál es la probabili-

dad de que haya n unidades en el sistema en el tiempo 

t + 6t, es decir, P (t + 6 t). n 

Pero, n unidades en el sistema en el tiempo t + ~t 

pueden presentarse de cuatro maneras diferentes, mutuamente 

exclusivas: 

l. Se podría tener n unidades en el sistema en el tiempo 

t, cero entradas durante el intervalo 6 t y cero sali-

das durante el intervalo 6 t. 



196 

Supóngase en este caso que P (t) es la probabilidad de 
n 

n unidades e n el sistema en el tiempo t. La probabi-

lidad de n en el sistema en el tiempo t + ~t puede 

razonarse lógicamente como sigue: 

Se ha supuesto que no es posible tener más de una lle-

gada durante el intervalo ~ t. Por consiguiente en el 

intervalo ~t se tendrán de cero a una llegadas. La 

probabilidad cero llegadas es igual a uno menos la pro 

babilidad de una llegada y , la probabilidad de una lle 

gada es A~t . Así, la probabilidad de cero llegadas es 

igual a 1 - A~t, durante el intervalo ~ t, siendo A el 

número promedio de llegadas durante el intervalo ~ t . 

Como se ha supuesto que ~ es el número esperado de uni 

dades que recibirán servicio en el canal durante una u 

unidad de tiempo, si el canal no está ocioso, se tiene 

que la p robabilidad de una salida del sistema (y por -

ende del canal) durante el intervalo ~ t es ~ 6 t. Y la 

probabilidad de cero salidas es 1 - ~6t. 

Entonces la probabilidad de la existencia de n unida 

des en el sistema en el tiempo t, cero entradas y sali 

das durante el intervalo ~t es : 

P (t) 
n 

(1 - A~t ) (1 - ~6 t) 
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2. Se podría tener n - 1 unidades en el sistema en el 

tiempo t, una llegada durante el interv alo 6 t y cero sa 

lidas durante el intervalo 6t . Si se razona igual que 

antes, se concluye que la probabilidad para este caso -

es: 

Pn - 1 (t) (:\6t) (1 - ]16t) 

3. Se podría tener n + 1 unidades en el sistema en el 

tiempo t, cero llegadas durante el intervalo 6 t y una 

salida durante 6t . La probabilidad para este caso es: 

Pn+1 (t) (1 - :\6 t) 

4. Se podría tener n unidades en el sistema en el tiempo 

t, una llegada y una salida en el intervalo 6t. La pro 

babilidad de esto es: 

(A6t) 

Entonces, la probabilidad de n unidades en el siste-

ma en el tiempo t + 6t es, la suma de las probabilidades -

de los cuatro casos individuales en los cuales se puede pr~ 

ducir, es decir, 

P (t + 6t) = Pn(t) (1 - :\6 t) (1 - ]16 t) + 
n 

Pn _ 1 (t) (:\6 t) (1 - ]16 t) + 

Pn+1 (t) (1 - :\6 t) ( ]16 t) + 

P (t) n (:\6 t) (]1 6 t) 
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Asf, P (t + 6t) = P (t) - lJ6t P (t) - A6t P n(t) + n n n 

lJAP (t) 6t2 + A6 t P n-1 (t) n 

- fl AP n _ 1 (t) t.t 2 + fl t. t Pn +1 (t) 

- Afl Pn+1 (t) t.t 2 
+ P (t) 2 

lJA 6t . n 

2 En donde, desechando los infinit~simales de orden (t.t) 

y haciendo un arreglo se tiene: 

Pn (t + 6t) - Pn(t) 

t.t = P ( t ) . (- A - fl) + AP 1 (t) + lJ P +1 (t) . n ~ n 

Ahora, percátese que el modelo provisional anterior no 

es válido, porque supone que no puede haber más de una lle -

gada o una salida durante el intervalo 6 t. Evidentemente, 

si se hace 6t menor la suposici6n será más cierta y mejorará 

la validez del modelo. Especfficamente, si se deja que 6t 

tienda a cero como lfmite, la expresi6n anterior se conver-

tirá en la ecuaci6n diferencial: 

dPn(t) 

dt 

donde n > l. 

- (A + lJ) P (t) + AP l(t) + lJP +l(t) n n- n 
( 1) 

Para determinar el caso especial en que n = 0, se ra-

zona simplemente que cuando n = 0, la probabilidad de n - 1 

es cero, puesto que es imposible tener menos de cero clien -



tes en el sistema, reemplazando Pn - 1 (t) 

ecuaci6n (1) se tiene: 

dP o (t) 

dt 
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por cero en la 

(2 ) 

Obsérvese que el término -~Po(t), tiene relaci6n con 

el número esperado de salidas del sistema. Y de acuerdo -

con el cálculo de la probabilidad de que haya n unidades 

en el sistema, si n O, el sistema estará vacío y no po-

drá haber salidas; por lo tanto, el término -~Po(t) se 

anula y la ecuaci6n (1) para el caso n = O se convierte 

en: 

dP o (t) 

dt 
(3 ) 

Obsérvese que en las ecuaciones (1), (2), (3) el mi em 

bro izquierdo es la derivada de la probabilidac de varios 

números de clientes en el sistema, y dado que la derivada 

(como se muestra en el lado derecho del signo igual) es una 

funci6n del tiempo (t), entonces las probabilidades de que 

haya distinto número de unidades en el sistema cambian con 

el tiempo. 

Suponiendo que un sistema se encuentre funcionando inin 

terrumpidamente, podría tenerse entonces, que el sistema se 
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encuentre en estado estacionario o en estado transitorio 

(si se está asentando para llegar a una condici6n estable) . 

Para ejemplarizar esto, supóngase que se comienza con el 

sistema de colas vacío a las 8 a. m., entonces será menos -

probable de que hayan 10 unidades en ~l a las 8:01 a. m., -

de que las haya a las 12:00 m. y, suponiendo que el sistema 

siga funcionando ininterrumpidamente, por ejemplo, durante 

cinco días el sistema se estabilizará, de tal forma que la 

probabilidad de encontrar n unidades a las 8 a. m. del 

quinto día será aproximadamente igual que . la probabilidad -

de que haya n unidades en el sistema a las 8 a. m. del 

día cuarto. 

Ambos estados, estacionario y transitorio son de gran 

interés, aunque por el momento s610 se estudiarán sistemas 

en estado estacionario. 

A partir de (1) y (3) se puede desarrollar el modelo 

hacia el cual se tendía desde el principio. Estando el 

sistema en estado estacionario, la derivada (o sea, la ra

z6n de cambio en el tiempo) de la probabilidad de que haya 

varios números de unidades en el sistema es cero y (1) se 

convierte en: 

(\ + l-l)P 
n \ Pn - 1 + l-lPn+1 (4 ) 
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Se ha suprimido la t, puesto que la probabilidad es in 

dependiente del tiempo; así, P significará ahora la proba 
n 

bilidad de que hayan n unidades en el sistema en cualquier 

momento, en el estado e s tacionario. 

De la misma manera, (3) se convierte en: 

y resolviendo (4) para P n+ l se tiene: 

= (1- ~ fl ) Pn+ l ... P - [~) P n fl n-l 
(5) 

y tomando n 1 en esta ecuaci6n, se tiene que: 

Sustituyendo el valor de P l se tiene: 

Nuevamente, haciendo n = 2 en (5) se sigue que: 
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Se tiene: 

Si se continúa se descubrir~ que: P4 = (~)4 Po, Ps = (~tpo , ... 
y por inducción, se infiere que Pn = (~r Po' (6) 

Por otra parte, se s abe que al aumentar n sin límite, 

se cumple: 

Po + P1 + P 2 + ., . + Pn = 1 

Por e nde, P o + (~) Po + (~) 2 P o + '" + r~)n Po 1 

1 
y 

+ ... + 

El denominador es una serie geomé trica con p rimer t~r-

A siempre q ue A 1 Y < 
~ ~ 

la serie converge mino 1 Y ra zón 

1 
y su suma es: 

1 A 
~ 



Por lo que, la expresi6n para Po queda: 

Po 
1 
1 

1 _ A 
1-1 

= 1 _ A 
].l 
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Ahora con este valor de Po, se puede resolver para P 
n 

a partir de (6), asf: 

donde A < 1 
].l 

Se tiene ahora, un mode lo general para determinar la 

probabilidad de que haya n unidades en un sistema de es -

pera de canal simple, en estado estacionario, donde el nú-

mero promedio o esperado de llegadas por unidad de tiempo, 

A , es menor que el tiempo promedio de servicio, ].l • 

otras características que interesan estudiar en este -

sistema de colas de canal simple son e l porcentaje de tie~ 

po ocioso y el porcentaje de utilizaci6n. Se tratará, pri-

mero, de dar una respuesta a: 

¿Qué cantidad de tiempo estará vacfa la instalaci6n de 

servicio, y por ende, el sistema ocioso? 

Esto es sencillamente, la probabilidad de cero en el -

sistema, es decir, 
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= > Po = 1 _ A 
~ 
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y si la probabilidad de que el sistema est~ ocioso es 

A 
, entonces se sigue que la utilizaci6n fraccionaria 

~ 

de la capacidad total de la instalaci6n de servicio es: 

¿Cuál es el número esperado de unidades en el sistema? 

Esto vendría dado por: la probabilidad de 1 en el sis 

tema por 1, más la probabilidad de 2 en el sistema por 2, 

más la prob~bilidad de 3 en el sistema por 3, es decir, 

[1 -&] [ill x 1 + ~ - ~] [ill2 x 2 + ~ -~] ~j 3 x 3 + '" + 

+ [1-~ ~n x n+ 

conforme n ~ 00 • 

Esto resulta ser una serie infinita de la forma: 

ar + 2ar 2 + 3ar3 + n + nar + ... 

donde 1 - A A La suma de esta serie a = y r - es: 
~ lJ 

[a] [(1 r r)~ ~-~ x ¡l ~ w]= A 
x = A lJ -
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y por lo tanto, el número esperado de unidades en el 

A 
sistema es A 

fl -

¿Cuál es el número esperado de unidades en espera de r~ 

cibir servicio? (Número de unidades esperando en la cola) . 

Puesto que el número promedio o esperado en el sistema 

es el número esperado en el canal + el número esperado en 

la cola, se tiene que el número esperado en la cola es el -

número esperado en el siste ma menos el número esperado en el 

canal. Pregúntese entonces: 

¿Cuál es el número esperado en el canal? 

Sería: 1. El número en el canal cuando est~ ocupado 

por la probabilidad de que est~ ocupado , 

más 

2. El número en el canal cuando est~ ocioso, 

por la probabi lidad de que est~ ocioso. 

Es decir: 

El número esperado en el canal es: 
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Como el número esperado en el sistema es 
11 - A 

enton 

ces, el número esperado en la cola, aguardando servicio es 

fl - X 

¿Cuánto es el tiempo esperado que permanece una unidad 

promedio en el sistema, es decir, aguardando en la cola y re 

cibiendo el servicio? 

El tiempo esperado en el sistema es el número esperado 

en el sistema dividido entre A [ya que resulta l6gico afir-

mar que el número esperado en el sistema es A por el tiempo 

esperado en el sistema]. Así: 

El tiempo esperado en el sistema es: fl - A 
A 

1 
11 - A 

¿Cuánto tiempo debe pasar en promedio cada unidad espe 

rando en la cola para recibir el servicio? 

Esto será, el tiempo total esperado en el sistema menos 

el tiempo esperado en el canal; puesto que el tiempo espera

do en el canal es ~ se tiene: 
11 ' 

El tiempo p romedio de espera en la cola: 1 1 A = 11 fl(lJ - A) 11 - A 

La probabilidad de n en la cola, es simplemente la -

probabilidad de n + 1 en el sistema. Ya que si hay n uni 

BIBLIOTECA CENTRAL 
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dades en la cola habrá n + 1 unidades en el sistema, pue~ 

to que habrá una en el canal. 

Esto se aplicará únicamente cuando n > O, ya que la 

probabilidad de O en la cola es igual a la probabilidad de 

1 en el canal. 

4.1.5 SISTEMA DE ESPERA DE CANALES MULTIPLES EN PARALELO. 

Este sistema es similar al anterior, en el sentido de 

la disciplina de la cola, porque a medida que llegan las uni 

dades, van tomando su lugar en la cola, si no es posible o~ 

tener el servicio inmediatamente. No obstante, se supone -

aquí, que hay más de un canal disponible para el servicio. 

La primera unidad de la línea de espera entra al primer c~ 

nal de servicio que queda disponible. La figura ilustra -

este sistema: 

0'-----'3>- 000 000 
Entrada Línea de Espera 

Canales 
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Para poder desarrollar el modelo requerido para este -

sistema, se incluirán conceptos estadísticos, tales como la 

conocida relaci6n entre la distribuci6n exponencial y la de 

poisson, la cual es válida aquí, porque si el tiempo entre 

eventos sucesivos se distribuye exponencialmente, la distri 

buci6n del número de eventos que tienen lugar en cualquier 

intervalo de tiempo sigue una distribuci6n de Poisson. Es-

ta relaci6n indica la probabilidad de n llegada s en el 

tiempo t Y viene dada por: 

P (t) = n 
- At e , con n O, 1, 2, 

y A el parámetro de la distribuci6n exponencial del tiempo 

entre llegadas. 

Para este caso, sup6ngase que el número de llegadas en 

el tiempo t tiene una distribuci6n de Poisson, con paráme 

tro At; Y que el número de servicios por tiempo, T, tiene -

también una distribuci6n de Poisson, con parámetro ~T pa-

ra cada uno de los canales. 

Sea K el número de canales en paralelo. Ante s de desa 

rrollar la distribucf6n de probabilidad del número de unida 

des en el sistema , es preciso reconocer que la probabilidad 

de que se produzca un servicio en un pequeño intervalo de -

tiempo 6t, depende del número de canales ocupados durante 
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ese intervalo 6t. Supóngase que r de los K canales es 

tán ocupados. 

Puesto que los canales son de Poisson, la probabilidad 

de más de un servicio por canal en el tiempo 6t es cero. 

La probabilidad de un servicio en algún tiempo, entre 

los r canales ocupados es: 

puesto que el servicio puede producirse en cualquiera de los 

r canales. 

Obs~rvese que esta probabilidad tiene esa forma porque 

la distribuci6n de los tiempos de servicio es exponencial -

con parámetro ~T, para cada uno de los canales de servicio. 

Para el caso en que se consideren n de los K canales 

(O < n < K), Y haciendo un análisis parecido al del sistema 

de canal simple se observa q ue para este sistema, s610 hay 

tres maneras de obtener n unidades en el tiempo t + 6 t 

y ~stas son: 

1. P (t) 
n 

Que rep res e nta la probabililidad de e ncontrar n unida 

des en el sistema en el tiempo t, cero entrad as en el -
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tiempo ~t Y cero servicios en ~t dado que hay n ca-

nales que pueden prestar servicio, n < K. 

Que es la probabilidad de encontrar n - 1 unidades en 

el sistema en el tiempo t, una entrada en ~ t y cero sali 

das en (n - 1)· canales de los n existentes en ~ t. 

Que es la probabilidad de encontrar n + 1 unidades en 

el sistema en el tiempo t, cero entradas y una salida en 

el canal (n + 1) . 

Obsérvese q ue el caso 4 del canal simple no se puede -

dar acá, porque no está permitido tener más de una entrada 

en el tiempo ~t. 

Por lo tanto, 

Pn(t + ~t) = Pn(t) . (1 - A~t e-A~t) (1 - n~~t e-~~t) + 

p n_lit) • IAllt e - AIIt) • 11 - In - 1) ~6t e -~6~ + 

p n+1 It) • 11 - AIIt e - AIIt) • [n + 1) ~M e -~6~ 

y efectuando los productos y p asando P (t) al lado izq uie r
n 

do de la ecuaci6n y dividiendo entre ~ t s e tiene : 



P (t + 6t) - P (t) 
n n 

6 t 
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P (t) n).1 e-).16t - P (t) Ae-A6t 
n n + 

P (t) n A).16t e-( A + ).1) 6t + P (t) Ae- A6t 
n n-1 

- P l(t) (n - l)A).16te-( A + ).1)6t 
n-

+ P (t) (n + 1) ).1e-).16t 
n+1 

y al tomar el límite cuando 6 t 7 O se tiene: 

dP (t) 
n ---= 
dt n).1P (t) - AP (t) + AP l(t) + (n + 1) ).1P +l(t) n n n- n (1 ) 

Puesto que interesa de e stado e stacionario: 

Lim 
t 700 

dP (t) 
n 
dt O 

Por consiguiente, en el estado estacionario se tiene: 

(A + n).1) P 
n 

(n+ 1) ).1 

P A n-1 
(n+1)).1 ,n=l, 2, ... , K - 1 ( 2 ) 

Obsérvese que por ser la probabilidad, independiente -

del tiempo (en estado estacionario ) se ha suprimido la varia 

ble t. 
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Para n = 0, en (1) se tiene: 

dP o (t) 

dt 
= - AP o (t) + ~P 1(t), por un análisis similar al 

del sistema de canal simple; y en estado estacionario se tie 

ne: 

P 1 

A part ir de las 

n=l, P2 
A + ~ p -

21-1 1 

A + ~ (~) 2lJ 

Para 

n= 2, P = A + 2 lJ P 
3 3lJ 2 

1 
3T 

= [~) Po 

ecuaciones ( 2 ) 

A 
Po 

2~ 

Po 
A 

Po 2lJ 

Para la solución genera l se tiene : 

Y ( 3 ) 

P 
n 

= ~ fl)n P , o , 
n. llJ 

n=O, 1 , 2 , ... , K . 

( 3 ) 

se tiene: Para 



Al aumentar n sin límite se cumple: 

=> 

=> 

1 

1 

1 
+ ..• + n~ 
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1 

= > k para el caso particular en que n 

I 
n=o 

1 
n~ varíe de cero a K. 

La suma del denominador, no se puede resolver analítica 

mente. 

Se presenta a continuación, un resultado m~s general, 

en el que el número de unidades en el sistema excede al nú-

mero de canales en servicio. No se hará ninguna deducción 

de este resultado. 

Se ha tradado el caso en que existen K canales de ser 

vicio de los cuales n están en actividad, n representa 

a la vez el número de unidades en el sistema con O < n < K 

y se trató por aparte el caso n = O, ahora incluyendo el -

caso en que n > K se tiene que la distribución del número 

BIBLIOTECA CENT AL 
U NIVERSIDAD DE EL SALVJl.D 
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total de unidades en el sistema es: 

P 
n 

Po = 

1 
~ 

1 
n-K 

K K~ 

n o , 1, 2, , K. 

k + 1, K + 2, 

Donde Po viene dado por: 

1 

[~) K+l 
K 1 (~) n + L nT 

( 1 :~) n=o KK~ 

••• , K+M=N, ••• 

La distribuci6n del número de unidades en la cola, m, se 

puede deducir de la distribuci6n del número de unidades en el 

sistema. 

Sea Q la probabilidad de que haya m unidades en la 
m 

cola en un punto aleatorio del tiempo. Si m = O. 

Entonces Qo P (Número de unidades en el sistema sea 

K 
=> Qo = L 

n=o 

sea < K ) 

1 
n~ 

y aprovechando el hecho que al aumentar n sin límite 

la suma de P sobre todos los n es igual a uno, como exis 
n 
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ten K canales de servicio se tendrfa: 

K 
fA)n Po + 

00 

(~)n 1 L 1 L 1 
Po = 

n~ n=o JI n=k+1 r-k 
K~ 

00 

(~)n Po 1 = Qo + L 1 
(4) => 

~-k k~ n=k+1 

00 

(~r => Qo 1 - L 
1 

Po La sumatoria se puede = 
n=k+1 ~-k K~ 

re s o l ver asf: 

00 [~)n Po 00 

L Kk I = (k~)n KT Po n=k+1 n - k n=k+ 1 K K~ 

K
k 

~L [k~) n _ 
k 

[k~rJ = KT Po L 
n=o 

~ 
Po ~ 1 

r~)k+1 ] 1 - kf.l * (Nota) - K~ X A 1 - -
kf.l k1-l 

* (Nota) : La primera suma es una serie geom~trica con pri 

mer 
k 

A 
t~rmino 1 y raz6n kf.l y la segunda obedece a: 

n a (l_an ) L a = En efecto, 1- a n=l 

k 
I a

n = a
O 

+ 
n=o 

k n 
\ n = 1 + a (l-a ) = 
L a l - a 

n=l 

n+1 
l-a + a-a 

1 - a 
1 

n+1 - a 
1-a 
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Kk rkAj.l) k+1 
Po = KT (1 - kAj.l) 

[~)k+1 

me (1 - k~) 
Po 

Por consiguiente = 1 -

y en el caso que m > O, 

Qm = P(Número de unidades en el sistema sea = K + m) 

[~Jk+m P • o 

Si la capacidad del sistema es limitada, n 2 N, los 

límites de la suma en la ecuaci6n (4) son de K + 1 a N, 

así: 

N 1 [A In 
I r-k K~ j.l) Po n=k+1 

= I2< P Y (~In 
K~ o n=k+1Q<j.l) 

y haciendo uso del resultado mostrado en la nota, se 

tiene: 



N 

I 
n=k+1 

[~k+l _ [~rl 
[1 - :~ ) 
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Lo cual modificaría a Qo' de la siguiente manera: 

Q =l_If 
o K~ 

(~)k+1 _ [~)N+1 

[1 - k~ ) 
Po 

Para determinar el número esperado de unidades en la 

cola, siempre bajo el supuesto que se tienen K canales 

de servicio en paralelo y que la distribuci6n del tiempo 

de servicio por canal es exponencial, con un índice medio 

~ ; se tendría: 

ro 

E (m) = O·Q o + I m Q que no es más que una gen~ 
m=l m 

ralizaci6n del caso de ca-

nal simple. 
ro 

(~)k+m E(m) I m 
Po = 

m=l Km K~ 

E(m) 
= (fr)k 

K~ 

ro 

Po (5) L 
m=l 



N 
Pero como L 

n=l 

n 
n a d = a-

da 

N 

L 
n=l 

n n a 

d a
da 

218 

= a 11_-_(_N_+_1-=-) a_N_+_N_a_
N

_+ II 
[ (1 - a) 2 J 

Si se toma el límite cuando N tiende a 00 se tendría: 

00 

a) 2J L n 1 n a = a 
n=l (1 -

Por lo que la ecuaci6n ( 5 ) queda: 

(~) k 
\ Po 

E(m) = 
~ KlJ 

[1 -k~f 

E (m) 
[~)k \ k lJ . Po > E (m) 

AlJ [~)k 
= = Po ~ 2 2 (klJ-\) (k-1) ~ (k lJ- \) 

Para determinar la distribuci6n del tiempo de espera 

en la cola, W, es evidente que, siempre que el número de 

unidades en el sistema sea menor que K (número de canales 

en el sistema) una unidad que llegue no tendr~ que esperar. 
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Se ha estudiado distribuciones discretas y continuas, 

y la distribuci6n del tiempo de espera es, a la vez, dis-

creta y continua. Esto es así, porque pueden haber unida 

des cuyo tiempo de espera en la cola sea cero (W = O), Y 

otras tendrán W > o. 

En efecto, para W O fW(w) = P(n < K) 

Puesto que si el número de unidades en el sistema es 

menor que el número de canales de servicio, éstas recibi -

rán atenci6n inmediatamente. Así, 

1 - P (n > K) 

= 1 _ ~(l)k 
K ~ ~ 

P -o 

0Cl 

1 
I n-k 

n=k+l K 

Donde el segundo término del lado izquierdo, que se 

obtuvo de P(n = k), se puede introducir en la sumatoria, 

así: 

0Cl 

r~)n fw (w) 1 - L 
1 

Po n-k n=k K K~ 

Kk 0Cl 

rk~) n 1 - Po L KT n=k 
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00 

rk~) n 
00 

r:~)n _ 
k-1 

rk~)n Donde L = L L 
n=k n=o n=o 

1 1 - (:~r 
= 

1 A 1 A 
- k~ - k~ 

(k~)k 
= 

A 1- -
k~ 

Por 10 tanto: 

~ 
r~lk [~)k lk~) 

~(w) = 1 - Po = 1 - Po w = O. 
k~ 

[1 - :~) K~ [1- :~J 

Para el caso en que W > O. 

Supóngase q ue la llegada se produce en el tiempo cero, 

en cuy o momento hay n > K unidades en el sistema . Si se 

tienen n-K servicios en w y un servicio en un peque -

no intervalo de tiempo ~w entonces el tiempo de esper a de 

la unidad que llegue está entre w y w + ~w . 
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n-k Servicios 1 servicio 

r---------------A------------~~ ~ 

I ... tiernpJ 
o 

Llegada 

y probabilísticamente se tendría: 

P(w < tiempo de espera < w + ~w) 

( 6 ) 

Donde cada uno de los K canales da servicio continua 

mente, durante el intervalo de tiempo w. 

Puesto que la distribuci6n del tiempo de servicio es 

exponencial con parámetro ~ para cada canal, la distribu-

ci6n del número de unidades servidas en w es de Poisson 

con parámetro ~. 

Si X. es el número de unidades servidas por el 
1. 

i-ésimo canal en el tiempo w, entonces : 

x ' 
(~w) 1. - ~w 

P (x.);= I e 
X . 1. x .. 

1. 1. 

x . 
1. 

O, 1, 2, 

Sea Y el número total de servicios en los K canales, 

BIBLIOTECA CEt r 
UNIVEI'l 10"0 DE EL ~L 



es decir, 

k 
y = I 

i=1 
X. 

1 
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y siendo cada una de las variablesX. de Poisson con 
1 

parámetro ~ se tiene que Y es también una variable aleato 

ria de Poisson pero ' con parámetro K~. 

Así, P(w < tiempo de espera < w + 6W) 

00 

¿ P 
n 

P{n - k servicios en w) .p (1 servicio en 
n =k 

y desarrollando: 

p(w < tiempo de espera < w + 6W) 

= I 1 (1-.. \ n p . (K~w) n-k e -k~w 
n=k r-k K~ ~J o (n-k) ~ 

y usando el resultado mostrado en (6) se tiene: 

= 0 Po K~6w e-k~6W 

K~ (K~w)k 

(~r (K~w)n 00 

¿ 
n=k r (n-k) ~ 

00 ( I-..w) n ¿ -k~w e 
n=k (n-k) ~ 

-k).lw e 

6W) . 

y al tomar el límite cuan d o 6w 7 O, se tiene la función -

de densidad de p robabilidad de W: 
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<Xl 
(AW)n 

fw(w) = 11 Po ¿ -k11W W > O k (n-k) ~ 
e , 

(11 W) (k-l) ~ n=k 

Haciendo m = n - k se tiene: 

<Xl (AW) m+k 
fw(w) = 11 P o ¿ -k11 W 

k m~ 
e 

(11W) (k-l) ~ m=o 

<Xl 

k ¿ (AW) m -k11w = 11 ( AW ) 
Po k m~ 

e 
(11W) (k-l) ~ 

m=o 

k <Xl 
(AW) m 

= 11 ( t..w ) 
Po 

-k11w 
1: k e 

m~ (11 W) (k-l) ~ m=o 

k -k)..lw t..w = 11 ( t..w) 
Po e e k (11W) (k-l) ~ 

fw(w) = 11 (~) k Po 
-(k11- t..)W W > O • (k-l) ~ 

e 

Así, la funci6n de densidad de probabilidad de W es -

tá determinada por : 

Po, W = O 

W > O 
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El tiempo total de espera en el sistema es el tiempo 

esperado en la cola más el tiempo esperado de servicio, es 

decir, 

E (t) ~oOO(k ~ i): r~t Po 
- (k ]J - >- )w ~] + 

1 = e 
]J 

r>-t 1 
E (t) = ]J ~]J 

Po + 
(k - 1) ~ (k]J - >-) 2 ]J 

Sin demostrar, se afirma que el número de unidades en 

servicio es: 

en servicio, 

>- d·· - ,es eC1r Sl 
]J 

E(h) A 
]J 

h es el número de unidades 
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4.2 SIMULACION DE SISTEMAS DE COLAS. 

En la secci6n 4.1 se investigaron los aspectos matemá-

ticos de algunos sistemas elementales de colas. Se presen-

tan ahora, los conceptos básicos de la simulaci6n, según co 

mo se aplican a los sistemas de colas. 

4.2.1 SIMULACION DE SISTEMAS DE CANAL SIMPLE. 

Se construirá un modelo de simulaci6n para el sistema 

de colas de Poisson de canal simple presentado en la sección 

4.1. 

En la Figura 1, se ilustra el sistema en el que las u-

nidades llegan a las instalaciones en busca de servicio. 

Qf--------'>:;.... 

Fuente 

FIGURA 1. 

000 000 
Línea de Espera Canal de 

Servicio 

Sistema de colas de Poisson de canal simple. 

Si el canal no está ocupado, la unidad que llega al sis 

tema entra y recibe servicio. Si existe ya una unidad en el 

canal, la unidad que llega debe tomar su lugar en la línea -

de espera (cola), y aguardar su turno para recibir el servi-

l 
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cio que se da por orden de llegada. La distribuci6n del -

tiempo entre llegadas sucesivas al sistema se supone expo

nencial, al igual que la distribuci6n de tiempo para dar -

servicio a una unidad. Recu~rdese que, si el tiempo entre 

eventos sucesivos se distribuye exponencialmente, entonces 

la distribución del número de eventos que tiene lugar en -

cualquier intervalo de tiempo sigue una distribuci6n de 

Poisson. 

El sistema de colas de canal simple suele presentarse 

mucho en la vida cotidiana, por ejemplo en los cines, se -

entra en un sistema de canal simple para adquirir los bole 

tos de entrada. 

A continuaci6n se establecerá c6mo construir un modelo 

de simulaci6n en computadora para un sistema de Poisson de 

canal simple. En primer lugar debe establecerse el objeti 

vo que se persigue al estudiar este tipo de sistema. Sup6n 

gase que se desea investigar los siguientes aspectos del -

sistema de colas de canal simple: 

1. El tiempo promedio que pasa una unidad en el sis 

tema y la distribuci6n de frecuencias de ese tiem 

po . 

2. La utilizaci6n promedi o del canal de servicio. 
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3. El número promedio de unidades en el sistema y su 

distribución de frecuencias. 

4. El tiempo promedio que pasa una unidad en la cola 

y su distribución de frecuencias. 

A este respecto, se puede decir que el objetivo del -

programa de simulación es proporcionar informaci6n respecto 

al funcionamiento de un sistema de colas de Poisson. Se su 

pondrá que esto es suficiente para dar el siguiente paso, -

que es la construcción del modelo de computadora. 

Se está tratando con un sistema en el que las unidades 

llegan aleatoriamente a la instalación de servicio . El mo -

delo de computadora que se construirá debe ser capaz de re-

producir este comportamiento. Además, el sistema debe ser-

vir a las unidades sobre la base del orden de llegada. Por 

tanto, es probable que algunas unidades se vean obligadas a 

esperar en la cola hasta que les llegue su turno para reci

bir el servicio. 

Se examinará el sistema desde el punto de vista del -

análisis del "evento siguiente ". Asf, se puede come nzar a 

observar el sistema en cualquier punto arbitrario del tiem 

po y tratar de descubrir lo que va a suceder. 

pregunta a la que debe buscarse respuesta e s: 

suceder? 

Entonces la 

¿Qu~ va a -



2 28 

En este sistema sólo hay dos posibilidades: 

i) Una unidad entra al sistema, o 

ii) El canal de servicio pone fin a la atención pre~ 

tada a una unidad. 

Esto simplifica aún más el análisis, porque lo único 

que se hará a continuación es tomar u na decisi6n respec to 

a lo que se debe hacer en caso de que ocurra alguno de esos 

eventos. 

Examínese el esquema de la Figura 2, para ver qué de-

be realizar el simulador cuando se produce el primer even-

to. 

FIGURA 2. Diagrama de operaciones de una unidad que entra en el 

Siste ma. 

NO 

Entra en el canal 
para recibir serv . 

La Unidad entra en 
el Sistema 

¿Está 
ocupado el 

Canal de Ser
vicio? 

SI 

Entra en e l cola del 
Canal de servicio . 
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Se observa que los "estados" posibles de una unidad que 

entra al sistema son: 

1) Se encuentra en la lfnea de espera, o 

2) Recibe serv icio. 

Examínese ahora el esquema de la Figura 3, recu~rdese 

que interesa la si tuaci6n de las instalaciones de servicio -

al completarse el servicio. 

' FIGURA 3. Diagrama de operaciones de la instalaci6n de 

servicio al completar el servicio dado. 

Comienza el tiem 
po de inactividad 

servicio reci~n concluíoo 
para una l.midad . 

¿Hay 
otra unidad 

esperando recibir 
serv.? 

SI Se r etira la Unidad 
que espera en cola 

ConlÍenza el serv. 
dado a esta unidad 

Se observa que las instalaciones de servicio tienen -

s610 dos estados: 

i) 
/ 

Están / ocupadas (el servicio a la siguiente uni-

dad comienza inmediatamente), o 
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ii) Están inactivas (ninguna unidad espera para reci

bir servicio). 

Siguiendo con esta idea de análisis del evento siguie~ 

te, se investigará posteriormente, c6mo se puede modelar to 

do el sistema, que incluye las unidades en la cola, la uni

dad que está recibiendo servicio y las instalaciones de ser 

vicio propiamente dichas. Se verá que es posible incluir -

en el modelo la idea de los "estados " de una unidad dada o 

las instalaciones de servicio. 

Mientras tanto, la siguiente pregunta que interesa con 

testar es la de c6mo hacer que ocurran los eventos menciona 

dos en un tiempo simulado. 

Para este análisis, se adoptará la idea de "relojes" -

para "vigilar" lo que debe ocurrir a continuaci6n en el mo

delo. 

En general, lo que hace el modelo de computadora es -

transformar el tiempo real. A veces la 

transformaci6n es de naturaleza comprimida, como cuando se 

simulan meses de funcionamiento en la fábrica en minutos de 

tiempo de computadora; a veces, la transformaci6n es de na

turaleza expansiva, como cuando se simulan las reacciones -

at6micas de unos cuantos nanosegundos (mil millonésimas de 
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segundo) en minutos u horas. 

En la mayoría de los sistemas de colas, el tiempo es 

considerado como una variable aleatoria. Sin embargo, se -

está interesado en los eventos que ocurren aleatoriamente -

en el tiempo. En la realidad no se sabe el tiempo exacto 

en el que ocurrirán los eventos , por ejemplo, el empleado -

que vende boletos de entrada en la taquilla de un cine, no 

sabe cuándo llegará la persona siguiente para adquirir una 

entrada. 

No obstante, en un modelo de computadora se sabe cuán

do se producirá la siguiente llegada, puesto que se conoce 

la distribuci6n de probabilidad del tiempo entre llegadas -

sucesivas, al igual que de la duraci6n de un servicio dado; 

y porque es posible generar los valores de esas distribucio 

nes en el computador usando las subrutinas que se mostraron 

en 3.2.4. 

relojes que caminan hacia atrás des-

de cualquier momento dado hasta cero, donde 

tI Marca el tiempo hasta que se produce la siguien

te llegada al sistema. 

t 2 Marca el tiempo hasta que se termina el servicio 

dado a la unidad que se encuentra en e l canal. 
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Los valores reales de tiempo ajustados inicialmente en 

esos relojes se generarán por el hecho de que se conocen tan 

to la distribuci6n del tiempo entre llegadas como la del 

tiempo de servicio. Así, cuando llega una unidad al siste

ma, lo único que se hace es generar un tiempo entre llegadas 

para la llegada siguiente y colocar ese valor en el reloj a

propiado. 

Finalmente, se instalará en el modelo un "reloj maestro" 

(control maestro del tiempo), para mantener un registro gene 

ral del tiempo total transcurrido en la simulaci6n. 

Se supone que todos los relojes funcionarán con la mis 

ma unidad básica de tiempo (minutos, horas, días, etc.). 

Para ilustrar el uso de esos tres relojes, v~ase el 

ejemplo que continua, el cual se resume en la siguiente ta

bla: 
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TABLA 1: Relojes en un ejemplo de sistema de colas. 

Reloj Reloj de Reloj de Unidades Unidades 
Maestro llegada servicio en servicio en la cola 

(CMr) (ti) (t
2) 

(X) 

O 2 O O O -

2 3 5 1 O - -
, 

5 1 2 1 1 
-

6 4 1 1 2 -

7 3 2 1 1 
-

9 1 1 O 

La simulaci6n comienza en el instante cero, cuando el 

sistema está vacío. Puesto que no hay ninguna unidad en -

el canal, no se puede producir ningún servicio, hasta la -

llegada de la primera unidad que entre en el canal. Por-

ende, la simulación tiene como primer evento la llegada de 

una unidad y, se tiene que generar el momento en q ue se 

produce esa llegada. 

Supóngase que el valor generado fué 2 unidades de tie~ 

po del reloj. Se coloca un "2" en el relo j de llegada, lo 

que significa q ue la llegada se producirá en dos unidades 

de tiemp o d e l ti e mpo del reloj maestro (CMT). 

!
'--B-IB-L-IO-T-f-~------

UNIVE ID o 
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Cada vez que se ajusta uno de los relojes, es preciso 

hacerse la pregunta ¿Se sabe cu~l será el evento siguiente 

en la simulación y cu~ndo se producirá? 

En este instante, se mira hacia el futuro a partir 

del tiempo cero del reloj maestro, y se observa que el si

guiente evento es una llegada, en el tiempo "2" del reloj 

maestro. Por tanto, se avanza el reloj maestro y, se ha-

ce que la unidad entre al servicio. 

Después de ajustar el reloj, debe preguntarse cu~ndo 

se producirá el evento siguiente y cu~l ser~ ese evento. 

En el momento "2" del reloj maestro, no se sabe si el 

servicio dado a la unidad que se encuentra en el canal con 

cluirá o no antes de que se produzca la siguiente llegada. 

Para determinar cuál será el evento siguiente en la -

simulación, es preciso generar el tiempo que debe transcu

rrir hasta la llegada siguiente y el tiempo de servicio a 

Sup6ngase que ese la unidad que acaba de entrar al canal. 

tiempo es "5" y el tiempo de llegada es "3". Se incluyen 

esos valores en el reloj de servicio y de llegada en el -

tiempo "2" del reloj maestro. El evento que se produce a 

continuaci6n en la simulación es una llegada que tendrá -

lugar en el tiempo "5" del reloj maestro. Por consiguie~ 
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te se ajustan todos los relojes en tres unidades. El re-

loj maestro avanza a "S" y el de servicio disminuye a "2", 

puesto que se completarán tres unidades de tiempo de ser

vicio al producirse la llegada en el tiempo "5" del reloj 

maestro. 

Puesto que el canal de servicio está ocupado, la lleg~ 

da deberá formarse en la cola. Nuevamente, ¿Cuál es el e-

vento siguiente y cuándo se producirá? No se puede deter 

minar hasta que se conozca cuál es el tiempo que falta ha~ 

ta la llegada siguiente. Sup6ngase que ese tiempo es de -

una unidad. Incluir ese tiempo en el reloj de llegadas en 

el tiempo "5" del reloj maestro. Obsérvese que esa llega-

da es el siguiente evento sim?lado que se produce. Así, se 

avanza el reloj maestro en "1" unidad, se reduce el reloj -

de servicio en "1" unidad y, se hace entrar en la cola a la 

unidad que llega, haciendo que su longitud sea dos. 

Supóngase que el tiempo hasta la siguiente llegada sea 

"4" unidades de tiempo, lo que indica que el siguiente even 

to es la conclusi6n del servicio dado a la unidad que se e~ 

cuentra en el canal, en el momento "7" del reloj maestro. 

Se avanza el reloj maestro a "7" y se reduce el reloj 

de llegadas a tres unidades de tiempo, se retira la unidad 

del canal de servicio, disminuyendo la longitud de la cola 
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a uno. Para determinar el evento siguiente, se genera un 

tiempo de servicio para la unidad que acaba de entrar en 

el canal, supóngase que este tiempo es "2" unidades. Se 

incluye ese valor en el reloj de servicio en el tiempo 

"7" del reloj maestro. 

El siguiente evento que se produce es la conclusión 

del servicio dado, lo que tiene lugar en el tiempo "9" del 

reloj maestro. Se avanza el reloj maestro en "2" unidades, 

reduciendo en la misma cantidad el reloj de llegadas, se -

retira la unidad que se encuentra en el canal, se hace en

trar a la unidad que espera al canal y se reduce la longi-

tud de la cola a "O". Nuevamente, para determinar el even 

to siguiente, es preciso generar el tiempo de servicio pa

ra la unidad que acaba de entrar en el canal. Se prosigue 

la manipulación de los tres relojes hasta que se haya si

mulado el sistema durante un período de tiempo necesario -

para el análisis 

Un método para construir un modelo de computadora para 

este sistema de colas consiste en diseñar dos matrices bá

sicas: 

i) La matriz unitaria (MU), que contiene la informa

ción pertinente sobre cada una de las unidades 

del sistema. 
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, ii) La Matriz Evento Siguiente (MES), que en esencia 

contiene la información perteneciente a los relo 

Finalmente, se mantendrá un reloj maestro CMT para la 

acumulación del tiempo simulado total. 

Se estudiará a contuaci6n cómo estará formada la Matriz 

Uni taria (MU). La Figura 4, muestra la matriz en forma con-

ceptual . 

FIGURA 4 Matriz Uni ta.ria 

1 2 3 

NÚIrero 01I' de la Estado de entrada Actual Unidad inicial al 
sistema 

1 

2 

3 

N 

(MU) , , . 
lJ 

4 

CMI' de la 
entrada 
al estado 
actual 

M 



Las filas de esta matriz se definen como sigue: Cada 

vector horizontal MU o o (j = 1, ... , M) se denomina vec~or 
1,J 

unitario. Ex iste un v e ctor por cada unidad que se t i ~~ e -

en el sistema. Las j columnas contienen toda la i nf0rma 

ción pertinente sobre la i-~sima unidad (i = 1, 2, ... , N). 

Para el caso sencillo de colas que se estudia, bastar[ con 

las primeras cuatro columnas de las cuales se describen .co 

mo sigue: 

1. Número de Unidad: Se trata de un número secuencial a-

signado con fines de identificación a una unidad gene-

rada por el simulador e incluida en el sistema de colas. 

2. CMT de la entrada inicial al sistema: Contiene el tiem 

po del reloj maestro de la simulaci6n, registrado cuan 

do la unidad entr6 al sistema. 

Obs~rve se que una unidad entra al sistema cuando llega 

a la cola. Evidentemente, si la longitud de la cola es 

cero y el canal está vacío, pasa directamente al canal 

de servicio. 

3. Estado Actual: Sólo hay dos posibles estados para la -

unidad que entra al sistema (estado 1: entra en la cola; 

estado 2: entra al canal) 

Cuando MU o 3 = 1, MU . 4 
1- 1, 

MUo 2. 
1, 

Esto s e debe a que la 
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unidad entró en la cola al mismo tiempo que ingresó al 

sistema. Sin embargo, cuando MU. 3 = 2 
1, 

la MU . L1 1 , _ 

la MU. 2 no serán necesariamente iguales; pero 
1, 

MU. 4 = "CMT de la entrada al canal de servicio". 
1, 

En la Figura 4, se observa que se pueden agregar más 

y 

columnas a la matriz unitaria, esto es útil cuando s e están 

analizando otros sistemas de colas por ejemplo, de canales 

en serie; donde se podrían agregar columnas con información 

referente al tiempo de servicio para cada uno de los cana-

les existentes en el sistema. 

Para ilustrar el uso de la matriz unitaria, se construi 

rá para el ejemplo descrito en la Tabla 1. La información 

resumida es para las unidades que se encuentran en el siste-

ma de colas en las seis unidades de tiempo del reloj maestro 

de la simulación. La matriz unitaria para estas unidades se 

presenta en la Tabla 2. 

TABLA 2: Ejemplo de MU en CMT 6. 

NÚITero de CMI' de la entrada Estado CMI' de la entrada al 
Unidad inicial al sistema Actual estado actual 

1 2 2 2 

2 5 1 5 

3 6 1 6 
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En el punto del tiempo que se tiene en consideraci6n, 

las tres primeras llegadas se encuentran todavía en el sis 

tema. La primera llegada entró en el sistema en CMT = 2. 

En este instante está e n estado 2 (en el canal de servicio) 

y entró en su estado actual en CMT = 2. La segunda llegada 

entró en el sistema en CMT = 5 Y está actualmente en estado 

1 (en la cola), habiendo entrado en su estado actual en 

CMT = 5. La tercera unidad ingres6 al sistema en CMT = 6, 

está en estado 1 y entró en ~l en CMT = 6. 

Si se examina la matriz unitaria en CMT = 7, se obser 

va que s610 han ingresado la segunda y la tercera unidad, 

porque la primera ha recibido su servicio y ha abandonado 

el sistema. La MU en CMT = 7 se da en la Tabla 3. 

TABLA 3: Ejemplo de MU en CMT = 7. 

Núrrero de CMr de la entrada Estado CMr de la entrada 
Unidad inicial al sistema Actual al estado actual 

2 5 2 7 

3 6 1 6 

En CMT = 8 la MU queda igual que en CMT = 7; en 

CMT = 9 Y la MU es como sigue: 
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TABLA 4: Ejemplo de MU en CMT = 9. 

NÚIrero de CMT de la entrada Estado (MI' de la entrada 
Unidad inicial al siste:rra Actual al estado actual 

3 6 2 9 , 

Se observa que la MU cambia con respecto al tiempo -

simulado ,pues toda unidad que concluye su servicio abandona 

el sistema. 

En la Figura 5, se muestra en forma conceptual, la ma-

triz de eventos siguientes (MES). 

FIGURA 5. Matriz de eventos siguientes (MES ). 

j 
1 2 

Condici6n de entra Reloj de la -da al sistema instalaci6n 

1 
Tiempo hasta que 
ocurre el evento 

i 
Núrrero de la uni 
dad en cuesti6n-2 

Las inscripciones de las columnas j indican las con-

diciones en lo que respecta a los relojes t
1 

y t 2 . La

primera posici6n de la columna "condición de entrada al sis 



242 

tema", se denomina tiempo hasta que ocurre el evento siguien 

te, es decir, t 1 : tiempo que pasa hasta que la unidad si 

guiente entra en el sistema. La siguiente posici6n se deno-

mina "número de la unidad en cuesti6n" y contiene el número 

de la unidad al incluirse en MU. 1 
l, 

para la unidad que en-

trará al sistema en t 1 . La primera posici6n de la columna 

"reloj de la instalaci6n" contiene la cantidad de tiempo que 

estará ocupado el canal, dando servicio a la unidad que con-

tiene en ese momento. La segunda posici6n designa el número 

con el que se registra en MU. 1 
l, 

a la unidad que está reci-

biendo el servicio. 

Para ilustrar el empleo de la matriz de eventos siguien 

tes (MES) considérese el ejemplo descrito en la tabla 1. La 

MES para CMT = 2 se da en la Tabla 5. 

TABLA 5: Ejemplo de MES en CMT 2. 

Condici6n de entra Reloj de la 
-da al sistema instalaci6n 

Tiempo hasta que 
3 5 se produce el -

evento 

NÚTrero de la uni-
2 1 dad en cuesti6n 
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En CMT = 2, se producirá la llegada siguiente al cabo 

de tres unidades de tiempo, y esa llegada será la segunda -

unidad que entra al sistema. El servicio presente se comple 

tará dentro de cinco unidades de tiempo, servicio que está 

siendo dado a la primera unidad que entró al sistema. 

La MES para CMT = 6 se da en la Tabla 6. 

TABLA 6: Ejemplo de MES en CMT = 6. 

Condici6n de entra Reloj de la 
-da al sisterra instalaci6n 

Tienpo hasta que 
4 1 ocurre el evento 

NÚITero de la uni 4 1 dad en cues ti6n-

La siguiente unidad que llega es la número 4 y lo hará 

dentro de 4 unidades de tiempo. La unidad que está recibien 

do servicio es la 1 y permanecerá en el canal durante una -

unidad más de tiempo. 

A continuaci6n se definen otras variables que serán úti 

les para reunir informaci6n sobre el sistema de colas en es-

tudio. 

U Contador para registrar el número de unidades que 

hay actualmente en el sistema. 
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TS Variable ocupada para acumular la cantidad total de 

tiempo que el canal permanece ocupado. 

T (1) Vector para reunir la distribuci6n de frecuencias -

del tiempo total que pasa una unidad en el sistema. 

TT Variable utilizada para acumular el total de tiempos 

que permanecen las unidades en el sistema. Se utili 

zará para calcular un tiempo promedio al concluir la 

simulaci6n. 

N(J) 

TEC 

TC(I) 

10 

Vector para reunir la distribuci6n de frecuencias 

del número de unidades que hay en el sistema. 

Variable utilizada para acumular el tiempo total de 

espera de una unidad en la cola. 

Vector utilizado para reunir la distribuci6n de fre

cuencias de los tiempos de espera en la cola. 

"Interruptor de ocupaci6n" para el c anal . 10 = O 

implica que el canal está inactivo. 

ca que está ocupado. 

10 = 1, indi-

Por ahora, basta con las anteriores para comenzar a re~ 

nir las piezas . Se establecerá en primer lugar un Macrodia

grama de flujo de las o peracione s del modelo de simulación, 
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tal y como funcionará en un momento de tiempo. En la Figu 

ra 6, se presenta este macrodiagrama de flujo, en el cual 

se muestran las diversas funciones del simulador que, en -

el programa real, s e segmentarán en subrutinas. En este -

modelo, se ha escogido como criterio de terminaci6n del ex 

perimento un límite superior para el valor de CMT. Es de 

cir, que se permite que el programa se ejecute durante cier 

ta cantidad especí f icada de tiempo simulado. Aunque bien -

pudo haberse utilizado otro criterio, por ejemplo, "anal i-

zar el sistema hasta que hayan pasado po r el X unidades" . 

La elecci6n se basa primordialmente en los objetivos de l ex 

perimento. 

Se presenta un programa FORTRAN para simular el sistema 

de colas de Poisson de canal simple al final del libro, jun-

to con u n p r ograma FORTRAN para simular los sistemas de inven 

tarios. 

BIBLlOT~C CEt TR L 
U NI ~_ DIO~O o::: EL 15" AD a 



Se inicializan varia 
bles y se establece- el 

tiarpa del pr :iJrer eve: to. 

Se ajusta el tiempo 
del Gltimo evento al 
tiempo actual 

Se llama la sub
rutina del evento si 

guiente 

da? 

¿El e
vento que 

gue es una 
si6n? 

sigue es una re
cepci6n de pedi

do? 

ca? 

SI Se llama la Sub 
rutina 

USS 

Se llama la 
Subrutina 

REV 

Se llama la 
Subrutina 

UES 

Se resume la infor 
rraci6n 

estadística 

¿Se 
desea una im
presi6n estadfs 

tica? -



CAPITULO V 

TEORIA DEL INVENTARIO. (CONCEPTOS BASICOS) 

y SUlULACION DE SISTE10J\.5 DE INVENTARIO . 

INTRODUCCION: 

Cuando se menciona la pa labra inventario, se puede i

maginar el levantamiento de un censo de los bienes y habe

res de una persona o empresa; sin embargo, la acep ción que 

se le da a esta palabra en esta teoría es mucho más rica, 

pues pone de manifiesto una serie de actividades y , permi~ 

te tomar decisiones que pueden afectar sustancialmente el 

comportamiento o las polfticas de trabajo de la empresa u 

organización que la utilice. 

Mantener un inventario para ventas o usos futuros es 

muy común en los negocios, asf como tambi~n en organizaci~ 

nes de servicio, pues ~stas deben conservar un inventario 

de los artfculos necesarios para prestar sus servicios. 

Al analizar problemas de inventario, la pregunta a la que 

se debe responder no se refiere a si es preciso o no lle

var un inventario, sino de qu~ tamaño deberá ser y cómo se 

podrá mantener. 

247 
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5.1 TEORIA DEL INVENTARIO. (CONCEPTOS BASICOS). 

Puede decirse, que el problema de Inventario se pre

senta bajo la forma fen6meno de espera de una naturaleza 

muy particular. Pues en lugar de admitir que las u~ida-

des llegan o se les atiende una por una, se supone que 

las llegadas y el servicio se refieren a conjuntos de uni 

dades. 

En general, cualquier problema de inventarios incluye: 

1. Una demanda de ciertos artículos que, en general, es a 

leatoria siendo una funci6n del tiempo, pero estadísti 

camente estable. 

2. La existencia de artículos para satisfacer la demanda, 

esta existencia se agota y debe haber reaprovisionamien 

too El reprovisionamiento puede ser continuo, peri6di

co o realizarse a cualquier intervalo de tiempo. 

3. Costos asociados a las operaciones: inversiones, de-

preciaciones, seguros, almacenamiento, etc. 

Estos costos permiten establecer una funci6n econ6mi

ca, la cual se debe optimizar. 

4. Objetivos por alcanzar o restricciones que intervienen 
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de acuerdo con la naturaleza misma del problema. 

La demanda de un producto influye con seguridad en el 

tamaño del inventario. Se presenta una demanda cada vez que 

se hace el intento de comprar un artfculo, en cambio, una -

venta se produce s6lo cuando el cliente concluy e la compra 

de un artfculo. Por ejemplo, si un cliente pide un artfcu 

lo que no se tiene en e x istencias, se produce una demanda, 

pero no una venta. El cliente puede ir a hacer su compra a 

otro lado, en cuyo caso se perderá la venta y por ende los 

beneficios de la misma; o bien, puedé estar disp uesto a e~ 

perar hasta que se completen las existencias para adquirir 

el producto, en cuyo caso la demanda se registra corno pedi 

do retrasado. 

Conforme se van retirando unidade s del inventario, su 

nivel descenderá y llegará a un p unto en el que será nece

sario renovar las existencias, es decir, habrá necesidad -

de realizar un reap rovisionamiento. 

Este punto se conoce corno punto de rep edido (o reno

vaci6n de pedido, o bien, nivel de reaprovisio namiento ) . 

Cuando el nivel de inv entario llega al punto de rep edido 

o cae por debajo de ~l, se hace un pedido de cierta canti 

dad de unidades que, cuando lleguen, harán que aumente el 
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nivel de inventario. El número de unidades solicitadas ca 

da vez se conoce como cantidad de pedido y se denota por Q. 

El tiempo de espera de obtenci6n o, simplemente, tiem 

po de espera es la demora entre la decisión de hacer un p~ 

dido y la recepci6n de los artfculos o unidades. El tiem

po de espera, ejerce una influencia significativa en el mo 

mento en que debe hacerse un pedido. Por ejemplo, si se -

debe recibir un pedido el viernes y el tiempo de espera es 

de cuatro dfas, se deber~ hacer el pedido el lunes. El 

tiempo de espera puede ser constante o una ' variable aleato 

ria. 

Se dice que un inventario se rompe o sufre d~ficit, si 

el nivel del mismo es cero y todavía se tienen pedidos por 

satisfacer, es decir, si se agotan las existencias de algún 

artículo y se tienen pedidos retrasados. 

Se presenta a continuación un breve panorama de los -

costos que pueden tomar parte en un sistema de inventario. 

Aunque en los modelos que se estudiarán no se incluir~n to 

dos por razones de simplicidad. 

Consid~rense los siguientes ejemplos, en los que se -

involucran algunos costos, que luego se estudiarán con más 

detalle: 
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Ejemplo 1: Una compañía fabricante de televisores produce 

sus propios altoparlantes, los cuales se usan en la produc 

ci6n de sus aparatos. Los televisores se montan en una lí 

nea de producci6n continua a una tasa de 8000 por mes. 

Los altoparlantes se producen en lotes porque no vale la pe 

na mantener una línea de producción continua y pueden produ 

cirse cantidades relativamente grandes en un tiempo corto. 

La compañía se interesa en determinar cuánto y cuándo 

producir. 

Se deben considerar varios costos: 

1. Cada vez que se produce un lote, se incurre en un cos-

to de preparaci6n de ~ 12,000. Este costo incluye 0-

tros costos, tales como: costos administrativos, cos-

to de llevar registros, de uso de las herramientas, de 

mano de obra calificada, etc. 

Es de notar, que la existencia de este costo aboga por 

producir grandes lotes de altoparlantes. 

2. La producci6n de altoparlantes en grandes lotes condu

ce a un inventario grande. Se estima que el costo de 

mantener un alto parlante de inventario es de ~ 0.30 -

por mes. Este costo incluye el costo del capital par~ 

lizado, el espacio de almacenamiento, seguro, impuestos, 
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protecci6n, etc. 

La existencia de un costo de almacenamiento aboga por 

producir lotes pequeños. 

3. El costo de producci6n de un solo altoparlante (exclu

yendo el costo de preparaci6n) es de ~ 10.00 Y se pue

de suponer que es un costo unitario independiente del 

tamaño del lote producido (sin embargo, en general, el 

costo unitario de producci6n puede no ser constante y 

es posible 0 ue decrezca dependiendo del tamaño del lo 

te) . 

4. La política de la compañía prohibe planear deliberada

mente algún d~ficit (falta, escasez, carestía) de cual 

quiera de sus componentes. Sin embargo, en ocasiones 

se descubre un d~ficit de altoparlantes y se ha estima 

do que cada altoparlante del que no se disponga cuando 

se le requiera cuesta ~ 1.10 por mes. Este costo in

cluye el costo de instalar altoparlantes despu~s de que 

el televisor está completamente armado, el espacio de 

almacenamiento, el ingreso retrasado, llevar registros, 

etc. 

Ejemplo 2: Un distribuidor de bicicletas al por mayor es

tá teniendo dificultades con el d~ficit repetido del modelo 
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más popular de 10 velocidades y, actualmente está revisan 

do la polftica de inventario para este modelo. El distri 

buidor compra este modelo mensualmente y, a continuaci6n, 

se lo suministra a diversas tiendas en el occidente del 

pafs. A solicitud de ~stas, el distribuidor vende al por 

mayor las bicicletas a cada una de las tiendas en su re -

gi6n. El distribuidor ha analizado sus costos y ha deter 

minado que los siguientes son importantes: 

1. El costo del d~ficit, es decir, el costo de no tener -

una bicicleta a la mano cuando se necesita. En gene-

ral, las tiendas aceptan un retraso en la entrega. 

pero el distribuidor siente que incurre en una p~rdi-

da estimada de ~ 15.00 por bicicleta, aún cuando pueda 

permitirse algún d~ficit. Este costo representa una -

evaluaci6n del costo de la p~rdida de la buena disposi 

ci6n, costos administrativos adicionales en que se in-

curre y el costo del retraso en el ingreso recibido. 

En otros modelos, que compiten (en pre~io), las tiendas 

no aceptan retrasos, lo que conduce a ventas perdidas. 

En este caso, se debe incluir el costo de la venta per 

di da en el costo del d~ficit. 

2. El costo de almacenamiento, es decir, el costo de man-

tener un inventario es de ~ 1.00 por bicicleta que que 

CENTRAL 
o DE EL 
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da al finalizar el mes. Este costo representa el cos

to del capital paralizado, el espacio del almacén, se

guro, impuesto, etc. 

3. El costo de hacer el pedido, es decir, el costo de si

tuar un pedido más el costo de la bicicleta; el papeleo 

de situar o un pedido se estima en ~ 200.00 Y el costo 

real de una bicicleta es de ~ 35.00 

En estos ejemplos se han mencionado los siguientes 

costos: 

a) Costo de hacer un pedido o de fabricar; 

b) Costos de almacenamiento o de conservaci6n; 

c) Costos de Penalizaci6n por demanda no satisfecha 

o por por d~ficit. 

Otros costos que intervienen y que no se han conside 

rado son: 

d) El costo total del ingreso; 

e) El costo de rescate o salvamento; 

f) La tasa de descuento. 

El costo de hacer un pedido o de fabricar una canti

dad Q, puede representarse por una funci6n, C(Q). La for

ma m~s simple de esta función es una que sea directamente 
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proporcional a la cantidad pedida, es decir, C(Q) = p. Q 

Donde p representa el precio pagado por unidad. Otr a 

forma es, que C(Q) se componga de dos partes: un t~rmino 

que es directamente proporcional a la cantidad pedida y o 

tro que es una constante K para Q > O. Y cero para 

Q = O. Para este caso, si Q > 0, el costo de hacer el -

pedido, o de producci6n, está dado por C(Q) = K + p .Q. La 

constante, K, suele llamarse costo de preparación y generalrrente 

incluye el costo administrativo de hacer el pedido, el tra 

bajo preliminar y otros gastos para iniciar una serie de 

producci6n. 

En el ejemplo 1, el costo de preparación para la se

rie de producci6n es de ~ 12,000. Cada altoparlante cues

ta ~ 10.00. Entonces el costo de producci6n viene dado 

por: C(Q) = 12,000 + 10.Q , Q > O Y en el ejemplo 2, el 

costo de hacer el pedido está dado por: 

C(Q) = 200 + 35.Q Q > O. 

Los costos de almacenamiento o conservaci6n represen 

tan los costos asociados con el almacenamiento del inventa 

rio hasta q ue se vende o se usa, pueden incluir: el costo 

001 capital paralizado, del espacio, del seguro, de la pro 

tecci6n y los impuestos atribuidos al almacenamiento. Es

te costo puede ser una funci6n de la cantidad máxima con-
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servada durante un período, de la cantidad promedio almace 

nada o del exceso acumulado de abastecimientos por encima 

de la cantidad requerida. Esta última es la más usual. 

En el ejemplo 2, se utiliz6 este último punto de vis 

ta, el costo de almacenamiento fu~ de ~ 1.00 por bicicleta 

que se tuviera al final del mes. Esto puede interpretarse 

como la p~rdida de intereses al mantener el capital parali 

zado en una bicicleta "innecesaria" por un mes, el costo -

del espacio extra de almacenamiento, el seguro, etc. 

Se incurre en el costo de penalizaci6n por demanda no 

satisfecha o por d~ficit, cuando la cantidad del artículo -

requerido (demanda) es mayor que la existencia disponible. 

Este costo depende de la estructura del modelo, pues pue

de ser que el modelo acepte o no d~ficit, como se verá po~ 

teriormente. 

Este costo puede interpretarse como sigue: 

1) Si la demanda es mayor que el inventario disponible y 

se satisface por un pedido de prioridad; o bien, 

2) No se satisface en lo absoluto. 

En (1) puede suponerse el costo de penalizaci6n como 

el costo completo del pedido de prioridad que se utiliza -

para satisfacer la demanda en exceso. En (2), situaci6n -
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L 

en la que se pierde la demanda no satisfecha, puede supo

nerse el costo de penalizaci6n como la pérdida de ingre -

sos. 

Se suele hablar de acumulaci6n y no acumulaci6n de -

la demanda no satisfecha; se dice que la demanda se acumu

la, si el cliente está decidido a esperar un reabastecimien 

to para satisfacer su pedido. Y, no se acumula si el clien 

te decide hacer su compra en otro establecimiento o si las 

existencias son mayores que la demanda. Lo que verdadera-

mente interesa son los costos de penalizaci6n asociados 

con la acumulaci6n de la demanda no satisfecha. Los de la 

no acumulaci6n fueron considerados en las dos situaciones 

anteriores. En cambio, entre los costos de penalizaci6n -

asociados con la acumulaci6n de la demanda están: La pér-

dida de la buena disposici6n del cliente, su renuencia po~ 

terior a llevar a cabo negocios con la empresa, el costo -

del ingreso retrasado, el tener que llevar registro extra, 

etc. 

En general, el costo de la demanda no satisfecha es 

una funci6n del exceso de la demanda por encima del nivel 

de inventario. 

El costo total del ingreso puede incluirse o no en -

el modelo. Si se supone que tanto el precio como la deman 
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da del producto no están bajo el control de la compañía, -

entonces el ingreso por las ventas es independiente de la 

política de inventario de la empresa y puede despreciarse . 

Sin embargo, si se desprecia el ingreso en el modelo, enton 

ces debe incluirse la pérdida de ingreso en el costo de pe

nalización por demanda no satisfecha, siempre que la empre 

sa no pueda satisfacer la demanda y se pierda la venta, es

to es en el caso de que la demanda no se acumule, y si se -

acumula entonces debe incluirse el costo del retraso en el 

ingreso, en el costo de la demanda no satisfecha . 

El valor de rescate de un artfculo es el valor de un 

artículo rezagado a la terminación del perfodo de inventa

rio. Si se desarrolla una política de inventario para un 

número indefinido de períodos, y no existe obsolescencia, 

no se tienen artículos rezagados. Ya que lo que queda al -

final de un período es la cantidad disponible al principio 

del período siguiente. Por otra parte, si se va a desarro

llar la política únicamente para un período, el valor del 

rescate representa el valor de enajenación del artículo pa 

ra la empresa (es decir, lo que el artículo le está negando 

a la empresa), por ejemplo, el precio de venta. Al negati 

vo del valor de rescate se le llama "costo de rescate" (o 

costo de Salvamento) . 

La tasa de descuento, torna en consideración el valor 
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del dinero con el tiempo. Esto es importante, ya que cuan 

do una empresa paraliza capital en inventario, no puede -

utilizar ese dinero para otros fines. Por ejemplo, pudo -

invertirse el dinero en inversiones seguras, imagínese, bo 

nos del gobierno, y tener una ganancia sobre la inversi6n, 

por decir algo, del 7% de aquí a un año. Por tanto, un co 

16n invertido ahora valdría ~ 1.07 de aquí a un año, o 

bien, la utilidad de un co16n de aquf a un año es equivalen 

te a a = 1 la cantidad a se conoce como "factor de des 1.07 

cuento". Así, al considerar la "rentabili dad" de una polí 

tica de inventario, la utilidad o los costos de aquí a un 

año deben multiplicarse por a¡ de aquf a dos anos, por 

y así sucesivamente. 

2 a ¡ 

La convenci6n de elegir un factor de descuento a que 

se basa en el valor actual de un co16n liberado de aquí a 

un año es arbitraria y pudo haberse usado cualquier perío-

do, por ejemplo, 1 mes. 

En problemas que tienen "horizontes limitados de 

tiempo" (tiempos cortos), puede suponerse que a = 1 Y des 

preciarse, porque el valor actual de un co16n liberado du-

rante este horizonte limitado de tiempo no cambia mucho . 

Sin embargo, en los problemas que tienen horizontes de 

tiempo largos, debe incluirse el factor de descuento. 
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5.2 CLASIFICACION DE LOS MODELOS DE INVENTARIO. 

Existen varias clasificaciones de los modelos de in

ventarios, generalmente se clasifican según se conozca la 

demanda para un perfodo, en cuyo caso se dice que la demanda 

es determinfstica; o bien, puede ser que la demanda para un 

perfodo sea una variable aleatoria con distribuci6n de pro

babilidad conocida, en este caso se dice que la demanda es 

aleatoria. 

Otra clasificaci6n resulta de acuerdo a la forma en 

que se revisa el inventario: continua o peri6dicamente. 

En la revisi6n continua, se hace un pedido tan pron

to como el nivel de existencias cae por debajo (o llega) 

al punto de repedido. En cambio, en el caso de revisi6n 

peri6dica, el nivel de inventario se c omprueba a interva

los discretos, por ejemplo, al final de cada semana, y se 

torna la decisi6n de hacer un pedido en este instante, aún 

cuando el nivel de inventario haya cafdo por debajo del -

punto de repedido en el período que fin a liza. 

Con frecuencia se hace la conside raci6n de que no -

e x isten retrasos en la entrega de los artfculos pedido s o 

producidos; de hecho esta consideraci6n no es vá l ida, y a 

que en general, siempre e x isten r e trasos en la entrega, -

por lo que puede haber necesidad de incorporarlos en el mo 
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delo de inventario. En este estudio, por razones de sim-

plicidad, se supondrá que la entrega es instantánea. 

5.3 MODELOS DETERMINISTICOS DE INVENTARIO. 

Esta sección se refiere a los problemas de inventario 

en los que se supone conocida la demanda real. Se estudia-

rá el caso en el que no se permite ningún d~ficit y, el ca-

so en el que si se permite d~ficit, además el caso en el -

que hay descuentos dependiendo de las cantidades (produci-

das o pedidas) y no se permiten d~ficit. 

REVISION CONTINUA - DEMANDA UNIFORME. 

El problema más común de inventario se refiere al ca 

so en el que los niveles de existencia se agotan con el 

tiempo y, entonces, se surten de nuevo por medio de la lle 

gada de artículos nuevos. Un modelo sencillo que represe~ 

ta esta situación es el llamado "tamaño económico del 10-

te" o, "cantidad económica", o simplemente "lote"; en el -

cual se supone que los artículos se extraen continuamente 

a una tasa conocida constante, denotada por r; es decir, se 

requieren r artículos por unidad de tiempo. Además, los 

artículos se producen (o se piden) en números iguales, Q 

a la vez, y todos los Q artículos llegan simultáneamente 

cuando se desean. Los ún ico s costos que se consideran 

son: El costo de preparaci6n K (cargado en el instante 

,-, 
\ 
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de la producci6n, o de hacer el pedido). El costo de pro 

ducción (o costo de compra) de C colones por artículo. 

y un costo de almacenamiento (o de mantener el inventario) 

de h colones por artículo por unidad de tiempo. El pro-

blema del inventario es determinar la frecuencia con la que 

debe hacerse una serie de producción (o un pedido) y cuál -

debe ser el tamaño del lote, de manera tal que el costo por 

unidad de tiempo sea mínimo; usando corno política del inven 

tario la de revisi6n continua. El ejemplo de la producción 

de altoparlantes coincide con este modelo. 

CASO 1: NO SE PERMITE NINGÚN DÉFICIT. 

Se define un ciclo corno el tiempo entre las series de 

producción (o corno el tiempo entre pedidos) . En lo que si-

gue, se hablará únicamente de serie de producción; sin em-

bargo, debe tenerse presente que también se puede hablar 

de pedidos: 

Se tiene que la longitud del ciclo viene dada por: Q 
r 

Así, si se producen 24,000 altopar¡antes en cada se-

rie de producción y se usan a la tasa de 8,000 por mes, -

entonces la longitud del ciclo es de 2~:~~~ = 3 meses. 

En la siguiente figura se ilustra cómo varía el nivel de 

inventario con el tiempo. 



Q 

263 

Nivel de Inventario 

Q 

o 
Q 
r 

2Q 
r 

3Q 
r 

tiempo 
(t) 

La figura muestra el nivel de inventario como funci6n 

del tiempo; no se permite d~ficit, los segmentos sobre 2 , 
r 

2Q 
r 

etc., son verticales puesto que no existe retraso . 

Como la demanda es uniforme, la diagonal que representa grá 

ficamente a la demanda tiene por ecuaci6n Q - rt, puesto -

que la pendiente es -r y el intercepto es Q,y debe ser -

así, pues el nivel de existencias disminuye uniformemente 

por ser uniforme la demanda . 

El costo por unidad de tiempo, T, se obtiene como si 

gue: 

O, si Q = O 
i) El costo de producci6n 

por ciclo está dado por : 
K + cQ, si Q > O. 

ii) El costo de almacenamiento por ciclo, se razona 

c omo sigue : 
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El nivel promedio de inventario durante un ci-

clo es (Q + O) 
2 

= ~ artículos por unidad de 

tiempo y el costo correspondiente es: hQ 
""""2 por 

unidad de tiempo. Como la longitud del ciclo es 

Q 
r 

el costo de almacenamiento po r ciclo está da-

do por: 

iii) Por todo lo anterior el costo total por ciclo es: 

hQ2 
K + cQ + 2r 

iv) Entonces el costo por unidad de tiempo, T, viene 

dado por: 

T 

hQ2 
K + cQ + 2r 

Q 
r 

rK + re + hQ 
Q """"2 

Usando el criterio de la primera y segunda derivada, 

* se encuentra el valor, Q , que minimiza T. 

dT 
En efecto, al hacer dQ o se obtiene: 

entonces y es un mínimo ya que 

-rK h 
Q2 +"2 

d 2T 

dQ2 
> O. 

o 

El tiempo, t*, que se requiere para producir este va-

lor 6ptimo de Q* está dado por: 



t* = Q* 
r 

/ 2K 
/rh 
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Aplicando estos resultados al ejemplo de los altopar-

lantes, se tiene: 

Costo de preparación : K = 12,000 

Costo de almacenamiento: h = 0.30 

Tasa mensual de montaje: r = 8,000 

De ahí que: 

Q* = /2(8[000) (12000) = 25,298.22 ~ 25,298 
0.30 

Y t* = 25,298 = 3,162 ~ 3.2 meses. 8,000 

De donde, la línea de producci6n es iniciar cada 3.2 

meses y producir 25,298 altoparlantes . 

Para dar una ilustración gráfica, se puede obtener -

una tabla de valores para T en función de Q, (recuérde-

se que C = 10), como 

T = rK 
q 

+ rc + hQ 
2 

T = 960g0 000 + 80000 + (0.15) Q. 
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Así: 

Q T 

5,000 99,950 

10,000 91,100 

15,000 88,650 

20,000 87,800 

25,000 87,590 

25,298 87,589 

30,000 87,700 

35,000 87,993 

40,000 88,400 

50,000 89,420 

60,000 90,600 

70,000 91,874 

80,000 93,200 

90,000 94,567 

100,000 95,960 

BIBLlOTEC 
L1f,¡IVr;: 
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100 

95 

90 

85 

Costo total por unidad de tieI:1po. 

Tx103 

10,000 25,000 

~ 

CASO 2: DEFICIT PERMITIDOS. 

267 

Costo unitario ~ 10.00 

80,000 100,000 

(DEMANDA UNIFORME) . 

Q 
Cantidad 
pedida 

Sup6ngase que se permite algún d~ficit y, que el costo 

por cada unidad de demanda no satisfecha por unidad de tiem 

po es de P colones. 

Sea ~ la existencia con la que se cuenta al principio 

del ciclo, se utilizarán las variables del caso 1, y se ob 

tendrán resultados semejantes. El problema se ilustra en 

la siguiente figura: 
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'Nivel de Inventario 

t;, 

~ 

( ~-rt) 

Q 
r 

O tiE'lTIfD(t) 

Durante el lapso ~ 
r 

el nivel de la existencia es su-

ficiente para satisfacer la demanda; después, durante el -

lapso Q - ~ 
r 

hay déficit. 

Al final de cada período g , se emite un lote (o lle 
r -

ga un pedido) Q destinado por una parte a satisfacer la de 

manda Q - ~ que no pudo ser satisfecha durante Q - t;, 
r 

y por otra parte, a reconstruir el inventario ~ . 

El costo total por unidad de tiempo, T, se obtiene -

como sigue: 

i) 

{ 
O , si Q = O El costo de producci6n 

por ciclo está dado por: K + CQ, si Q > O • 

ii) El costo de almacenamiento por ciclo, se razona -

como sigue: 

Obsérvese que el nivel de inventar i o es positivo 
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para un tiempo Q -
r 

El nivel promedio de inventario durante este tiem-

E; + O E; po es: 2 = 2 artículos por unidad de tiempo y 

~ costo correspondiente es: hi por unidad de tiem

po. Por consiguiente, el costo total de almacena-

miento en el que se incurre durante el tiempo en -

el que el nivel de inventario es positivo es el -

costo de almacenamiento por ciclo, el cual está -

h E; E; = h E; 2 
dado por: 2 r 2""Y 

iii) Del mismo modo, los d~ficit se presentan para un 

tiempo Q - E; 
r 

El monto promedio de los d~ficit durante este tiem 

po es: 

O + (Q - E;) _ Q - E; 
2 2 artículos por unidad de tiem 

po y el costo correspondiente es p(Q - ~ ) por uni-
2 

dad de tiempo. 

Por consiguiente, el costo total del d~ficit en -

el que se incurre durante el tiempo en el que exis 

te d~ficit es el costo del d~ficit por ciclo, el 

cual está dado por: 

( Q - ~) 

r 
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iv ) El costo total p:>r ciclo es la surra de los tres costos anteriores, 

así: 

+ 

v) El cost o t otal p:>r unidad de tiempo, T, viene dado fX)r : 

K + CQ + 
h~ 2 

+ 
p(Q_ ~)2 

2r 2r 
T = Q 

r 

T = rK h~2 P(Q - ~ )2 
+ rc + 2Q + 2Q Q 

Este modelo tiene dos variables de decisión Q y ~ , en-

tonces los valores óptimos Q* y ~* se obtienen aplicando el 

criterio de las derivadas, en este caso parciales. Asi, al 

hacer: 

aT O aT 
O tiene: 

~ 
= y aQ = se 

aT h~ p(Q - ~) O PQ 
~ 

= = => ~ = h+p Y Q Q 

aT r K h~2 P(Q - ~) P(Q - ~) 2 
= + O aQ Q2 2Q2 Q 2Q2 

=> -rK h~2 p P~ P + P~ 
p~2 

O 7 2Q2 
+ - 2" 2Q2 

= Q Q 

=> -2rK - h~2 + 2Q 2P _ 2QP~ _ Q2P + 2QP~ _ p~2 O 

=> -2rK - ~2(h + p) + Q2 P = O Y sust ituyendo ~ = 

se tiene: 

PQ 
(h + p) 



2 p 2 
Q (P - h+p) = 2rK 

2 
=> Q = 2rk 

hp 
h+p 

2 
=> Q h + P 

P 
=> Q* 
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= j2rK . Jh+p 
h P 

Luego sustituyendo Q* en el valor encontrado para ~ se 

obtiene: 

E* = fi~K 

La longitud 6ptima del período está dada por 

t* Q; =~ Jh ; P 

El déficit máximo se expresa por: 

Q* - 1; * 

= j2~k - h 

IP Ih + 

Q * _ 1; * = j 2
prk I h . h + P 

De la figura, se observa que la fracci6n de tiempo en 

la que no existe déficit está dada por: 

* ~ ~ Ih P 
r + P p 

/2K 
= 

* ¡n =+ P h + p 
Q p rh r 

Lo cual es independiente de K. 
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En el ejemplo de los altoparlantes, cuando existía dé-

ficit, su costo se estimó en ~ 1.10 por altoparlante, ade-

más K = 12,000 

h 0.30 

r = 8,000 

de modo que: 

l;* 

=> l;* ~ 

Q* 

t* = 

/
(2) (8000) (12000) 

0 . 30 

22,424 

/(2) (8000) (1200) 
0.30 

28540 

I 1.1 
1.1 + 0.3 

. /1.1 + 0.3 
1.1 = 28,540 

3.6 = meses. 
8000 

Así, cuando se permite déficit, debe iniciarse la lí-

nea de producción cada 3.6 meses y producir 28540 altopar -

lantes. Se permite un déficit de 6,116 altoparlantes 

(Q* - l;*) . 

CASO 3: DESCUENTO DE CANTIDADES, NO SE PERMITE DEFICIT. 

En los modelos considerados, se ha supuesto que el 

costo unitario de cada artículo es el mismo, independiente 

mente de la cantidad producida . Esta suposición condujo a 

las soluciones óptimas que resultaron ser independientes de 

este costo unitario . Sup6ngase ahora que existen rupturas 
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del costo; es decir, que el costo unitario varía con la can 

tidad ped ida o producida. 

Sean : Cl si O < Q < a 

C2 si a < Q < b 

C3 si b < Q los precios de producción -

donde Cl 
> C2 > C3 · 

La función T(Q) tiene la siguiente forma: 

T(Q) 
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El cálculo se hará de la siguiente manera: 

Calcular si Q; > b entonces la cantidad eco-

nómica es 

Si * * 1/ * Q3 < b, calcular Q2 ' donce necesariamente- Q2 <b. 

En consecuencia se tiene que Q* 2 < a 6 

i) 

ii) 

a < Q* < b 
2 entonces comparar 

La que proporcione el valor más pequeño de T es 

la cantidad econ6mica. 

Si Q; < b * * y Q 2 < a, calcular Q1 el cual satis-

face necesariamente la desigualdad Q* < a. 
1 

En -

este caso, comparar: Tl(Q~) , T2 (a) y T3 (b) para 

determinar la cantidad econ6mica, que será la que 

proporcione el menor valor para T. 

En el caso de los altoparlantes, sup6ngase que el cos-

to de producir un altoparlante es C1 = ~ 11.00 si se pro

ducen menos de 10,000 altoparlantes; C2 = ~ 10.00 si la -

producción cae entre 10,000 y 80,000 y , C3 = ~ 9 .50 si la 

producci6n es mayor que 80000. Investigar cuál es la polf 

tica 6ptima de producción. 

~ Ver Demostraci6n, despu~s del ejemplo. 
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Para hacer las gráficas respectivas, aunque no es ne-

cesario, bastará hacer una tabla de valores, tornando los -

resultados del modelo de tamaño económico de lote (sin dé-

ficit) visto anteriormente, se tiene: el costo total por 

unidad de tiemp o, si el costo de producción es C . corno: 
J 

T. 
J 

donde j = 1, 2, 3. 

La figura muestra la gráfica de la función de Q . 

T(Q) 

i 
·rl 
+l 

~ / T1 (C1=11 ) ,. 
" 'U 105,000 ro ,. 

re ,,-
·rl ./ ,. 
§ ./ .,-

100,000 
,.,-

H 
.,-, .,-

a ..-
"' ..-

"' ...- ... 
" ..... \ .... - ---- T2 (C2=10 ) fl " , ,. 

95,000 ,.,-

~ 
, ,. , 

\ 

.8 T3 (C3=9.5) 
UJ 90,000 , 
o \ 
U \ , 

.,., 
8,500 "' " -" .... .. - - -- Q 82,500 

10,000 . 25, 000 80, 000 
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Sin calcular Q; ya que según la gráfica es menor que 

80,000 pásese al paso 2, ya que Q; ' se ha calculado en el -

* caso 1 basta entonces comparar T 2 (Q2) con T
3 

(80,000) 

* Q2 = 25,298 

y T3 (80000) = 89 ,200. 

Es mejor entonces, producir en cantidades de 25,298 y, 

por lo tanto, ~ste es el valor óptimo para este conjunto de 

descuentos de cantidades. 

Se demostrará a continuación, por qu~ necesariamente -

Q* < b· Q* < b 2 Sl es que 3 (dado que C3 < C2 ), bajo el si-

guiente razonamiento: 

Ampliando el modelo de revisión continua y demanda uni 

forme en el que no se permite d~ficit se demostrará que si 

la sucesión de costos unitarios de compra es decreciente -

entonces la sucesi6n de valores óptimos de pedido será cre 

ciente. Para lo cual habrá que mostrar que el costo unita 

rio de compra es inversamente proporcional a la cantidad -

de pedido, y tener asf el resultado deseado. 

Se ha obtenido en el modelo mencionado que el costo -

total por ciclo es: 

hQ2 
K + CQ + ~ donde C Costo unitario de compra 

Q Cantidad pedida 



277 

K Costo de preparaci6n 

h Costo unitario de almacenamiento 

r Tasa media de demanda. 

Considérese ahora que el costo unitario de almacena-

miento es proporcional al costo de producci6n. 

Además, sea N la demanda total para un intervalo de -

tiempo 8 , es decir N = número de artículos requeridos para 

el período 8. 

La duraci6n del ciclo es 

almacenamiento durante t es: 

ciclos en el período 8 . 

t = 
Qht 
-2-

Q 
r 

y, el costo total de 

Sea m el número de 

Sea a el coeficiente de proporcionalidad entre el cos 

to unitario de almacenamiento, h, y el valor CQ ~ K , es -

decir, 

h hQ 
hQ a = = > a = => 

CQ + K CQ + K 
Q 

Entonces el costo total durante 

T (Q) = 

=> T(Q) 

T(Q) 

[K + CQ + h~tjm 

a tm CQ a ktm 
Km + CQm + 2 + -2-

a(CQ + K) 

el período 8 es : 
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Consid~rense las relaciones: 

t Q N (=> Qm N) 8" = y m = N Q 

= > t 1 (=> tm = e ) e = m 

Luego, T(Q) KN + CN + aCQe + 
aKe 

= -2- -2-Q 

= > T(Q) KN 
+ aCQe + CN + aKe 

= -2- -2-Q 

Derivando con respecto a Q e igualando a cero, se tie 

ne: 

NK 
+ 

aC e o 
Q2 

-2-

=> a Ce KN 
-2- = 

Q2 

=> CQ2 2KN 
ae 

Resulta entonces evidente que si se escoge una suce-

si6n decreciente de costos unitarios de compra entonces -

se obtendrá una sucesi6n creciente de valores 6ptimos de 

pedido como se deseaba demostrar. 

Resulta ahora claro, que si Q* < b 
3 

Q* Q* ya que 2 < 3 siempre que C3 < C2 . 

entonces 

--
I \ .,. 

Q* < b 
2 
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5.4 MODELOS ESTOCASTICOS DE INVENTARIO. 

Se estudiará ahora los problemas de inventario en los 

que la demanda para un período es una variable aleatoria -

que tiene una distribución de probabilidad conocida. Se -

analizan tanto modelos de un solo período como con varios 

períodos. 

5.4.1 MODELO CON UN SOLO PERIODO SIN COSTO DE PREPARACION. 

Sea D la variable aleatoria demanda y den6tese por 

PD(d) la probabilidad de que la demanda sea igual a d; es 

decir, 

Se supondrá que se conoce PD(d) para todos los valores 

d; es decir, se especifica la distribuci6n de probabilidad. 

El modelo de un solo período que se estudiará puede -

representar el sistema de inventario de un artículo que: 

l. Se vuelve obsoleto rápidamente, como un diario. 

2. Se hecha a perder (o se arruina) con rapidez, co

mo los vegetales. 

3. Se tienen en existencia una sola vez, como las -

partes de repuesto para una sola serie de produc

ción de un nuevo modelo de avi6n. 
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4. Tiene un futuro incierto más allá de un solo período. 

En general, el modelo de inventario a considerarse es 

el siguiente: 

Los artículos se producen para un solo período a un co~ 

to unitario de "c" colones, sin costo de preparación (K = O) . 

El costo de almacenamiento, el costo unitario neto de -

almacenar artículos rezagados menos su valor de rescate (o 

salvamento), está dado por "h" colones por articulo, es de

cir, h es el costo unitario de almacenamiento, y se carga 

como una función de la existencia en exceso por encima de la 

cantidad requerida. 

El costo unitario de la demanda no satisfecha es de 

"p" colones, donde p > c. Se supone que no se tiene inven 

tario inicial a la mano, es decir, la existencia, ~, es de 

cero artículos (~ = O). 

Sea Q la cantidad pedida (o producida) al principio 

del período y, sea D la variable aleatoria que denota la 

demanda durante el período. 

El problema consiste en determinar cuál es la cantidad 

6ptima a pedir; probablemente resulta deseable tener más -

que la demanda esperada pero, e s obvio que se requiere me-
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nos que la demanda máxima. 

tre: 

Se necesita una combinaci6n en-

1. El riesgo de quedar corto y, en consecuencia, incurrir 

en costos por déficit, y 

2. El riesgo de tener un exceso y, en consecuencia, incu

rrir en costos desperdiciados por hacer pedidos y man

tener unidades en exceso. 

El criterio que usa el modelo es elegir el nivel de in

ventario que minimice el valor esperado de la suma de estos 

costos. 

La cantidad vendida está dada por el mínimo de: 

{

D , si 

Q, si 

D < Q 

D > Q 

así, la cantidad vendida es + mín (D,Q). 

De donde, el costo ,en el que se incurre si la demanda 

es D y se tiene en existencia Q, está dado por 

C(D,Q) cQ + P máx (O, D - Q) + h ~ (O, Q - D) 

El modelo, por generalidad debe incluir ambos costos, 

aunque realmente s610 uno de ellos participa, según sea el 

caso. 
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Dado que la demanda es una variable aleatoria [Con di~ 

tribución de probabilidad PD(d)], el costo C(D,Q) tambi~n 

lo es. Entonces el costo esperado está dado por C(Q), don 

de: 

00 

C(Q) = E C(D,Q) = I [cQ + P m1x (O,d-Q) + h m1x(O,<;r<l)] PD(d) 
d=O 

00 00 

= I cQPD(d) + I P m1x(O , d-Q) PD (d) + 
d=o d=o 

00 

I h m1x (0, Q - d) PD (d) 
d=o 

00 Q-1 
C(Q) = CQ + I p(d-Q) PD (d) + I h (Q - d) PD(d) . 

d=ü d=o 

Es evidente que C(Q) depende de PD(d) . 

En la práctica la demanda varfa sobre un número grande 

de valores posibles, por lo que se hace una aproximación a 

esta variable aleatoria discreta de demanda por medio de -

una variable aleatoria continua. Además, cuando la deman-

da varfa sobre un número grande de valores posibles, esta 

aproximación generalmente conducirá a pequeñas diferencias, 

en los valores num~ricos, de las cantidades óptimas del in-

ventario que debe tenerse en existencia . Por lo que, en lo 

que sigue, se supondrá una demanda continua, y la función de 

densidad de probabilidad de esta variable aleatoria se deno 
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tará por: fD(x). Entonces el costo esperado se denota -

por: 

CQ E [e (o,Q)J ~ 1 ~~Q + P máx (O,X-Q) + h máx(O,Q-X)J FO (x) dx 

o 

= 

(O,X-Q) fD(x)dx + 

J ~ h máx (O ,Q-X) fo (x) dx 

o 

cQ + J ~ P (X-Q) 

Q 

fO(x)dx + J Q h(Q-X) fO(x)dx. 

o 

C(Q) = cQ + L(Q) donde L(Q) recibe el nombre 

de d~ficit espe rado más el 

costo de almacenamiento. 

Entonces, se hace necesario hallar el valor de Q, su-

* póngase Q , que minimice a C( Q). 

A continuación, se dará una demostración de que la -

. * cantidad óptima q ue debe pedirse, Q , es aque l valor que 

satisfaga: 

p - c 
p + h 
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donde la funci6n F(a) es la funci6n de distribuci6n acumu-

lada de la variable aleatoria de demanda; es decir, 

Demostraci6n: Se tiene que D es una variable aleatoria -

con fdp dada 

{ 

fD(x) 
por: 

O I 

si x > O 

si x < O. 

y con fda, F, dada por: F(a) ~ J~ fD(x)dx. 

o 

Defínanse g(X, Q) como: 

X) si Q > X Y h > O. 
g(X,Q) = 

Q) si Q < X Y P > O. 

y G(Q) = LCXlg( X1 Q) fD( x)dx + CQ I donde C > O. 

Entonces G(Q) ~ J Q h(Q-X) 

o 

f
D 

(x) dx + J ro P (X-Q) 

Q 

f
D 

(x )dx + CQ 

Se aplicará el criterio de la la. y 2a. derivada pa r a 

encontrar un valor mínimo para Q. Obs~rvese que G(Q) tiene 



la misma forma de C(Q) 

Q 
dG(Q) d 
dQ =hdQ J (Q-X) fO (x)dx + P d~ J = (X-Q) 

Q 

dG(Q) 
dQ 

o 

=h dx+ JOO el [(X - fD (x) ] 
p 3Q 

Q 

~ h J ~o(X)dx + p J= -fo(x)dx + e 

o Q 

~ h JQ fO (x) dx - P J= fo(x)dx + e 

o O 
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dx + C 

<Xl 

Pero entonces fo(x)dx + JQ fo(x)dx ~ 1 

~> t:o(X)dx ~ 1 - LQ 

fo(x)dx 

Es as! como: d~~) ~ h i Q fo(x)dx - P + P f Q fo(x)dx + e 
o o 

Se prueba en efecto que el valor 6ptimo de Q es aquel 

que satisface la condici6n F(Q*) = ~ : ~ 

I I 

U I 



Sea 
J 

Q* 

h fD(x)dx 

o 

Q* 

- p + P f fD(x)dx + e ~ o 
o 
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* * > h F(Q ) - p + P F (Q ) + e = O, por definici6n de F. 

Luego F(Q*) (h + p) = p e, as f : 

= p - e 
p + h 

el valor óptimo se encuentra al resolver P - e 
p + h 

En efecto el valor 6ptimo de Q es un mínimo, ya que la se 

segunda derivada es positiva: 

d = hdQ 

= (h + p) fD(Q) > O ya que h > O, p > O y fD(Q) > O. 

Todos estos conceptos pueden ser ejemplarizados hacien 

do algunas consideraciones al ejemplo 2 de la secci6n 5.1 

(referido a un distribuidor al por mayor de bicicletas de -

10 velocidades). Supóngase que a este distribuidor se le -

ofrecen condiciones muy favorables en la comp ra de un mode -
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lo ¿~ bicicleta de marca famosa cuya producci6n se va a 

dis~ =ntinuar, por lo cual se ha avisado a todas las tiendas 

que ~o es posible hacer nuevos pedidos. 

El costo de cada bicicleta es de ~ 20.00 Y no se incu-

rre en costo de preparación, así: C = 20 Y K = O. 

El costo de mantener un inventario es de -9 colones 

por ;:' icicleta. Este costo incluye: 1 co16n, que represen 

ta el costo del capital paralizado y -10 colones que es el 

val o r de rescate de cada bicicleta. Asi, h = - 9. 

Cada bicicleta se vende por ~ 45.00, con una utilidad 

de ~ 25.00. Si la demanda es mayor que el abastecimiento 

dis ponible entonces el costo unitario de la demanda no sa-

tisfecha es de ~ 45.00 (y no s610 la utilidad perdida). 

Así: p = 45. 

Supóngase que la demanda tiene una distribuci6n expo-

nencial con esperanza A (parámetro) dada por: 

entonces: 

F(a) = 

x 
1 
X- e - X- x > O 

O x < o. 

x x a a 
- X- - X-

e dx= - e 1 - X-= -·e 

o 
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Luego, * la cantidad 6ptima que debe pedirse, Q , es 

aquel valor que satisfaga: 

* F(Q ) = 1 - e 

Q* 
T = 

=> e 

=> ln e 

=> 
Q* 

-T 

Q* 
T 

Q* 
T 

p - c 
1-

P + h 

(h ++ pC) = ln ;-h--

p - c 
p + h 

Q* -- - 10000 ln (24~r:: - 99 J En particular si A. = 10000, se tendría: .J 

=> (-1.185805500) _ 11858 

5.4.2 MODELO DE UN SOLO PERIODO CON UN COSTO DE PREPARACION. 

El costo de preparaci6n es constante y se denota por K. 

Se supondrá que los costos por d~ficit y almacenamiento son 

cada uno lineales . Su efecto resultante entonces está dado 

por L(Q), donde: 

L (Q) ~ p J oo(X _ Ql 

Q 

f
D 

( x ) dx + h J Q(Q-X) f
D 

(x) dx. 

o 
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Por ~anto, el costo total esperado en el que se incu-

rre si S é hace un pedido hasta completar Q bajo el supue~ 

to de qu¿ existe un nivel inicial dado por x es: 

K + c(Q - x) + L(Q) si Q > x 

L(x) si Q x. 

Nóté3e que c Q + L(Q) es el mismo costo esperado que 

se consi = ~ró en el modelo anterior, cuando se omitió el 

costo de ? reparación. 

Si =2 grafica C(Q) = cQ + L(Q), su gráfico es cóncavo 

hacia ar~iba con mínimo en Q*, as!: 

+ 

8 

q Q 

/ 

k 

* 

/ 
/ 

/ 
/ 

donde q es el menor valor de Q para el cual 

cq + L(q) = K + CQ* + L( Q*). 

Q 
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A partir de la figura, se concluye que si x > Q* Y 

e > x entonces K + cQ + L(Q) > cx + L(x) => K + c(Q - x) + 

~ (Q ) > L(x), donde el primer miembro de le desigualdad re-

~ res2nta el costo total esperado si se hace un pedido has-

~a c J mpletar Q y el segundo miembro de la desigualdad re 

~ resenta el costo total esperado si no se hace pedido algu 

~o. Luego, la política óptima es no hacer pedidos si x > Q*. 

De la figura tambi~n resulta que, si q < x < Q* 

entonces , para Q > x se cumple: 

K + cQ + L(Q) > cx + L(x) 

=> K + c(Q - x) + L(Q) > L(x) 

y , nuevamente no hacer pedido es menos caro que hacerlo. 

Finalmente, siempre de la figura se concluye que si 

x < q entonces: 

min [K + éQ + L(Q)] 
Q~x 

K + cQ* + L(Q*) < cx + L(x) 

- > K + c(Q* - x) + L(Q*) < L(x ) 

Así, min [K + c(Q - x) + L( Q)] < L(x). 
Q>x 

De modo que se obtiene beneficio al hace r un pedido, 

y el costo mínimo se logra al hacer un pedido hasta compl~ 

* tar Q . 
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En consecuencia, la polftica 6ptima de hacer pedidos 

puede resumirse como: 

i) si x < q, hágase un pedido hasta completar Q* 

ii) si x > q, no se haga ningún pedido. 

El valor de Q* bt · · t· d se o lene slempre a par lr e: 

F(Q*) = P - c 
P + h 

y q es el menor valor q ue satisface: cq + L(q) = K + cQ* + L(Q*) . 

Con referencia al ejemplo de las ·bicicletas, Q* = 11858 

y A = 10000. 

Si k = 800, e = 20, P = 45 Y h = -9 se obtiene q a-

partir de: 

800 + 20(11858) + 45 

1
11858 

- 9 (11858 - w) 

o 

1 e 10~OO dw - 9 t~q -w) 1 
10000 10000 

J 
00 (w - 11858) 

11858 

1 

10
4 e - w10 -4 

dw. 

1 
10000 e 

w 
10000 

w 

e 10000 dw = 
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5.4.3 MOC~LO DE INVENTARIO CON DOS PERIODOS SIN COSTO DE 

PRE?ARACION. 

En m~~has situaciones se presenta peri6dicamente una -

oportunidc d de hacer un pedido, por ejemplo, mensualmente, 

y el gerente de inventarios debe tomar una decisi6n acerca 

de si debe tener existencias y cuántas deben ser estas exis 

tencias. Es posible que se tenga interés en estas decisio-

nes para un horizonte de los próximos 2 meses, 6 meses, 12 

meses o, incluso, por tiempo indefinido. 

En general, la polftica de revisión periódica de usar 

la solución 6ptima para un perfodo tantas veces corno perfo

dos se tengan no es la polftica óptima. 

Para el problema de dos perfodos, comúnmente se pue -

den lograr costos menores aplicando los métodos de la "pro

gramaci6n dinámica". Por lo que se presenta a continuación 

los elementos básicos que caracterizan a los problemas de -

programaci6n dinámica: 

1. El problema puede dividirse en etapas, con una decisi6n 

de la polftica requer ida en cada etapa. 

2. Cada etapa tiene un cierto número de estados asociados 

a ella. En general , los estados son las diversas con-

diciones posibles en las que el sistema podría estar -

en esa etapa del problema. 
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3. El efecto de la decisión de una política en cada etapa 

es transformar el estado actual en un estado asociad 

con la -etapa siguiente (posiblemente de acuerdo con una 

distribución de probabilidad) . 

4. Dado el estado actual, una política óptima para las eta 

pas restantes es independiente de la política adoptada 

en las etapas previas . 

5. El procedimiento de solución empieza por hallar la polf 

tica óptima para cada estado de la última etapa. 

6. Se dispone de una relación recursiva que identifica la 

política para cada estado en la etapa n, dada la polí

tica óptima para cada estado en la etapa (n + 1). 

7. Usando la relación recursiva, el procedimiento de solu

ción se mueve hacia atr~s, etapa por etapa (hallando en 

cada ocasión la política óptima para cada estado de la 

etapa) hasta que se encuentra la polí t ica óptima cuando 

se parte de la etapa inicial. 

Para efectos de generar el modelo de inventario con -

dos períodos, teniendo en consideración los elementos pre

sentados, supóngase que se permite al distribuidor de bici 

cletas hacer únicamente dos pedidos, uno el 15 de octubre 

y otro el 15 de noviembre . Las hipótesis respecto a los -
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costos son semejantes a las presentadas en los modelos an-

teriores. 

Supóngase que la compra conduce a la entrega inmedia 

tao Se reunen los d~ficit al final del primer período, -

si existen (es posible la acumulación de pedidos al final 

del primer período, pero no al final del segundo); no se -

permite enajenaci6n de las existencias, es decir, que el -

valor de rescate es despreciable. 

Además , las demandas D1 , D2 para los dos períodos -

son variables aleatorias independientes, id~nticamente dis 

tribuidas, que tienen la densidad fD(w). El costo de com 

pra es lineal, es decir, cQ, donde Q es la cantidad pedi 

da (no se tiene costo de preparaci6n), y los costos por d~ 

ficit y almacenamiento tambi~n son lineales, con costos uni 

tarios respectivos denotados por p y h. 

Como se indic6, la soluci6n a este problema no es usar 

la cantidad óptima para un período dos veces. Pueden lograr 

se costos inferiores imaginando el problema desde un punto 

de vista de programaci6n dinámica para dos períodos. Ord~-

nense los períodos de ma nera tal, que el inicio del período 

1 implique que quedan dos períodos en el horizonte . De ma -

nera análoga, el principio del período 2 implica que queda 

un período en el horizonte (el último período está empezando) . 

\ 

-;16UOTEC CE TR l I 
"ID o E r:::L SALVAD • 

UN' ... ·.. -
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El problema es hallar los números crfticos que describen la 

polftica 6ptima para hacer los pedidos. Se demostrará que 

estos números críticos son únicos para cada período. Sean 

* º* º1 Y 2 estos números y, sean º1 y º2 la cantidad de 

existencias hasta las cuales se haya llegado despu~s de ha-

cer el pedido, al principio del período respectivo. 

Den6tese por C1 (X 1 ) el costo esperado de seguir una po 

lítica 6ptima (costo mínimo) desde el principio del período 

1 hasta el final del período 2, dado que se tienen xl unida 

des a la mano. Y denótese por C2 (x 2 ) el costo "esperado de 

seguir una política óptima (costo mínimo) desde el p rinci-

pio del período 2, dado que se tienen x 2 unidades a la -

mano. C1 (X 1 ) es la expresi6n que se busca, porque ~sta se 

obtiene siguiendo la polftica óptima para el horizonte com-

pleto (de dos períodos). A fin de obtener C1 (X 1 ) es necesa 

rio hallar primero C2 (X 2 ). De los resultados para el mode

lo de un solo período, la política 6ptima está dada por un 

solo número crítico hallado a partir de: 

* p - c 
F(º2) = p + h 

es decir, si X2 es la cantidad disponible al principio del 

último período , entonces: 

1. si 

2. No se haga pedido alguno, si 
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Se pu¡ede expresar el costo de esta polftica 6ptima co 

mo: 

si 

* en donde C 2 es el número crftico único determinado con an-

teriorida¿ y L(Q), es el costo esperado por déficit más al 

macenamie~to, para un solo perfodo cuando se tienen Q uni 

dades dis f- ·onibles. 

L(Q) p uede expresarse como: 

L(Q) = r =p (w - Q) fD(w)dw + J Q h (Q - w) fD(w)dw. 

}'J o 

Al pr i ncipio del perfodo 1, los costos en que se incu-

rre consta n del costo de compra c(Q1 - Xl)' el costo espera 

do por déficit más almacenamiento L(Q1) y los costos aso

ciados con seguir una polftica óptima durante el segundo pe 

ríodo. Por tanto, el costo esperado de seguir la polftica 

óptima durante los dos perfodos está dado por: 

en donde E [C 2 (x 2 )] se obtiene de la siguiente manera: 
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Nótese que x 2 es una variable aleatoria que depende -

de la cantidad de existencias a la mano al principio del -

período 2; es decir, x 2 = 01 - D1 0 Asi, sustituyendo en -

C2 (x 2 ) se tiene: 

de donde C2 (x 2 ) es una variable aleatoria y su valor espe

rado, por definición, está dado por: 

E (C 2 (x2
)) = fOOC

2 
(Ql - w) f

D 
(w) dw 

o 

fD(w)dw + fCC(Q; - Ql + w) + L(Q;)] fD(w)dw. 

°1-Q2 

Nótese que en virtud de que se admiten los déficit 

(Q1 - w) puede ser negativo; nótese además que EIc 2 (x 2 )] es 

simplemente una función de * * Q1 Y Q2' con Q2 obtenida a par-

tir de la soluci6n para el problema de un solo periodo ° 
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Por lo tanto, Cl(xl ) se puede expresar como: 

Cl (xl) = mínirro 
Ql~xl 

{ J 

Q1Q; 

c(Ql - xl) + L(Ql) + L(Ql - w) 

o 

Se demostrará a continuación que Cl(x l ) tiene un míni

mo único, Q~ , que satisface la ecuaci6n: 

* * 

f 

Ql-Q2 

+ (p+h) o F (Q~ - w) f
D 

(w) dw = e 

Para encontrar el mínimo, se usará el criterio de la -

la. y 2a. derivada, así c omo los siguientes teoremas: 

1. 
b Jb ~ J f(x ) dx = af(x,y) dy ,y ay 
a. a 

2. 
J 

h(y) J h(y) 
~ f(x )dx = af(x,y) 
dy ,y ay 

g(y) g(y) 

3. ~ rf{X1dx ~ f{yl 

o 

dx 

dx + f(h(y) ,y) dh(y ) 
dy 

_ f(g(y),y) dg(y) 
dy 

Donde las funciones a considerar (de una o varias varia 
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bies) poseen primera y segunda derivadas continuas, y de-

rivadas parciales en todas partes. 

Demostraci6n: 

+ r ~(Q; - Q1+ w) + L(Q;)] fn(w) dw. 

Ql- Q2 

. d 
+ dQ 

1 
r ~(Q; -Q1 +w) + L(Q;)] fn(w) dw. 

Ql- Q2 

= ~ 100 p(v - Q ) 
dQl 1 

Ql 

Ql 

fn(v)dv + d~l f h(Q1 - v) fn(v) dv 

o 

de aplicar el teo 

rema 2, Y del hecho 

que fD( oo ) = O 
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dv = 1. 

rOl rOl 
= - p + P J fD(v) dv + h J fD(v) dv 

o o 

a 
, 

Lfo(V1 L (Q1) = - p + (p + h) F (Q1) ya que F (a) = dv, es 

la f.d.a de f
D 

(v) . 

J Ql-Q; r- Q

; fD(w) 
También, d 

L(Q1 - w) f
D 

(w) 
_ atiQ1 - w) 

dw 
dQ1 dw - dQ 

1 
o o 

por el T. 2 . 

J 

ce J Q -w o } 

p(v-Q1+wlfo(vldv + :(Q1-W-Vlfo(VldVI o(wl 

Q - w o 1 

~ a~lJ : (v-Q1+w1 fO(vldv + a~l J :~::-W-VlfO(Vldv fo(wl 

JQ~W o 
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= - p fD(v) dv + h 

Q - w 
1 

Q - w 
1 

= - p fD(w) + p f D (v) 

o 

o 

00 
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Q -w 
1 

f D (v) dv fD(w) I de aplicar el T. 2. 

o 

dv f D (w) + h 

Q -w 
1 

o 

o 

Q - w 
1 

fD(v)dv fD(w) 

o 

[

l - Q; 

+ (p+h) F (Ql - w) 

o 
00 
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Sustituyendo todos los resultados obtenidos se tiene: 

+ (p + h) 

o 

* Al igua lar a cero e sta derivada se encuentra q ue Q1 es 

el mínimo si satisface la ecuaci6n: 

* * * - p + (p+h) F (Q1) + (c-p) F (Q1 - Q2) + (p+h) 

o 

Después de encontrar este resultado, verif icar que la 

BIB' \ El; 
I .. oH OAU CE EL S",LVA 
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segunda derivada es positiva es trivial, por lo que se deja 

corno ejercicio. 

Finalmente, si la funci6n de densidad de probabil idad 

de la demanda es exponencial, es decir, 

W 

fD(w) 
1 - X-
A 

e para w > O . 

~F 
w a 

la fda sería: F(a) X- - X-Entonces e dw = 1 - e 

o 

* y el valor 6ptimo, Ql' es a quel que satisface la relaci6n: 

[ 

Q~J ,- Q*- Q* J fQ~- Q; Q*-w 

-p + (P+h) 1 - e - T + (c-p) ~ - e - \. 2 + (P+h) ~-.;- \ J 
o 

Q* 
1 

=> h-(pth) e T + C - p+ (p-c) e 

Q*-Q* 
1 2 

A 

Q*-Q* 
1 2 

w 

1 - r [ W] X-e dw=O 

+ (pth) 
1 - X-
X- e m..¡ 

o 

j
Q~-Q; 

1 -
(pth) r e 

o 

Q* 
1 

T dw = O 



> 

Q* 
1 

-A 
- > 2h+-= - (p+h) e - (c+h) e 

Q* 
1 

-T 
-> 2h+-= = (p+h) e + (c+h) e 

+ (p+h) -e +1 -

+ 

(p+h) 

(p+h) (Q* - Q*) 
1 2 
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~e su1ta que en esta expresi6n, al intentar despejar Q~ 

por l J S métodos ortodoxos, el resultado siempre queda en fun 

* ci6n d e Q1. 

* ?or lo que s610 es posible aproximarse a Q1 tanto como 

se quiera, con el auxilio de los métodos numéricos y una com 

putadora. 

Para evidenciar esto, hágase la siguiente sustituci6n 

en: 

Q* Q* Q* 
-~+ ~ - ~ 

2h+c = (p+h) e A. A. A. + (h+c) e 

Q* Q* 
2 2 

=> 2h+c = (p+h) e-Zo - ~+ (h+c) e-Zo + (p+h)Z o e-Zo - T 

-Z = > 2h+c = e o 

Q* 
2 

e- T + h+c + 

+ 
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Donde, para valores conocidos de h, c, p, A Y Q; esto 

se puede reducir a: K -z o K Z -Z o K O d d 1 e + 2 o e + 3 = , on e 

K
i

, K2 , K3 son constantes. 

Es posible encontrar una aproximación al valor de Zo, 

usando métodos numéricos tales como el método de bisección 

(o intervalo medio), el método de Newton-Raphson, etc. Lue 

Ejercicio: Pruébese que si la función de densidad de pro-

babilidad de la demanda es uniforme sobre el intervalo de -

o a t, es decir, 

1 
t 

si O < w < t 

o , en caso contrario, 

entonces puede obtenerse Q~ a partir de la expresi6n: 

Q* = /(Q*) 2 + 1- 2t (c-p) ] 
1 2 p+h 

Q* + t
2 

[2p (p+h) + (h+c) 2J 
2 (p+h) 2 

t (h+c) 
(p+h) 
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5.5 SIMULACION DE SISTEM~S DE INVENTARIOS. 

Se construirá un modelo que se pueda utilizar en el -

an~lisis tanto de sistemas de punto repedido como en los -

sistemas de revisiones peri6dicas. El concepto del evento 

siguiente, desarrollado en la simulaci6n de sistemas de co

las, se reutilizará en la construcci6n del modelo de simula 

ci6n (simulador). Se analizarán los eventos que se pueden 

producir y se investigarán sus resultados en lo que se re

fiere a los dos tipos de sistemas. Finalmente, se combina 

rán los conceptos de los dos sistemas en un modelo de simu

laci6n "parametrizado", que pueda simular a cualquiera de -

esos dos sistemas. 

Existen tres características del modelo que se cons -

truir~ que son claramente distintas a las del modelo de si 

mulaci6n de colas: 

i) Todos los valores del tiempo se mantendrán como 

variables reales en el programa de simulación. 

ii) Habrá algo equivalente a la matriz de eventos -

siguientes (MES), pero en este algo se manten

drán los valores del tiempo según el reloj maes 

tro de simulaci6n, en lugar del método del tiem 

po hasta el evento siguiente, es decir, que las 
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anotaciones de los relojes menores contendrán va 

lores acumulativos de tiempo, en lugar de valo

res de tiempo entre eventos. 

iii) Se incluye una opción en la matriz de eventos si 

guientes, que le permitirá al analista actuali

zar las estadfsticas pertinentes, imprimir en la 

salida información operacional, o ambas cosas, -

con valores de incrementos de tiempo . 

5.5.1 EVENTOS QUE SE DEBEN CONSIDERAR EN LA SIMULACION DE 

INVENTARIOS. 

Para los fines del análisis , se definen a continuación 

cinco eventos distintos que pueden ocurrir en el tiempo en 

una simulación general de inventarios. 

El' La demanda de artfculos del inventario. 

E2 . La recepción de un pedido . 

E3 ' La revisión de la posición de inventario para determi

nar si se debe hacer o no un pedido de existencias adi 

cionales. 

E4 ' El resumen (y/o la salida) de información sobre el -

estado del sistema en un momento dado. 

ES' El final de la corrida de simulaci6n. 
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Obsérvese que E4 y ES están "orientados al modelo" 

y no tienen una significancia dada en un sistema de inventa 

rios real. La ventaja es, que al definir los eventos de es 

ta manera, se puede construir un programa general de simula 

ci6n que maneje tanto el modelo de punto de repedido como 

el de revisiones periódicas. Se define la medida de efica 

cia de los dos sistemas como el costo total del sistema al 

ano. En el costo total del sistema se incluyen los costos 

anuales de llevado de inventario, el costo anual de los ago 

tamientos de existencias, y el costo anual de revisión del 

sistema y la expedición de pedidos para reabastecer el inve n 

tario. Las decisiones relativas a cuándo y qué cantidades 

pedir se basan en la posici6n del inventario. Las variables 

de decisi6n son generalmente "cuándo hacer un pedido y por -

qué cantidad". El objetivo del modelo de simulación será ob 

tener un valor para la medida de eficacia, basado en va lores 

específicos de las variables de decisión. Se realizará es-

to, permitiendo que el modelo simule un período deseado de 

funcionamiento. Se comenzará a describir el proceso gene -

ral de simulación. En la Figura 1 , se ilustra una escala -

de tiempo sobre la que funcionará la simulaci6n de los sis

temas de inventarios. 
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F: GURA 1. Escala de tiempo para eventos durante la simulación de 

Inventarios. 

E E E E E 
2 3 1 

I 

j 1 
i 
I 

t 
1 2 3 

TIEHPO 

Para los fines del análisis, supóngase que T = 3 anos. 

Además, supóngase que se desea obtener un resumen de infor-

mación estadística al final de las operaciones de cada año. 

Esto se muestra en la escala por medio de las flechas mar-

cadas E4. Obs~rvese que el punto T = 3 en la escala se 

denomina tambi~n ES' puesto que se produce tambi~n el even 

to ES. Todas las flechas marcadas El representan los mo 

mentos en que se producen las demandas . En este caso, la -

distancia entre dos flechas El sucesivas no es constante. 

Las flechas E
3

, representan los momentos en que se re 

visa la posición de inventario con el fin de tomar una deci 

sión sobre si se hace o no un pedido . En la figura , se 

-------e . TRAL 
E eL !SALVAD 
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ilustrs un sistema de revisiones periódicas, pero en un sis 

tema d~ punto de repedido cada punto de la escala marcado 

con uns flecha El lo estará tambi~n por una flecha E3 

que co~ncide; es decir, que se revisará la posición de in-

ventar~o cada vez que se produzca una demanda. Los puntos 

en la e scala marcados con flechas E2 representan los pun

tos en el tiempo en que se recibe un pedido. 

Los valores de tiempo de los eventos E4 y ES' pue-

den ser considerados como parámetros de entrada. El simula 

dor debe funcionar de tal forma que siempre que se produzca' 

cierto evento, se registre el punto en el tiempo en que ocu 

rra el siguiente evento similar. 

El m~todo para encontrar la "distancia" entre dos mo

mentos de eventos similares dependerá de la naturaleza del 

modelo simulado. Asímismo, cuando se produzca el evento 3, 

se podrá determinar en general, tanto cuándo ocurrirá el -

evento 3 siguiente como cuándo se producirá el evento 2 ca 

rrespondiente. Si el tiempo de Espera es cero las flechas 

coincidirán con las Esto quiere decir que , cuan-

do se produce una revisión queda determinada la siguiente 

(en un modelo de revisión periódica) así c omo tambi~n ' cuán 

do se recibirá un pedido, si es q ue se hizo alguno en ese 

momento de la revisión. 
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Al revisar el sistema general de inventarios de la ma 

nera anterior, se pueden comenzar a analizar ramificacio

nes específicas hacia eventos dados. Obs~rvese que cuando 

se hace que el simulador vaya de un punto a otro en la es

cala de tiempo, se debe actualizar continuamente la i nfor 

mación pertinente a los costos que se reúne. 

Sobre todo, al recorrer una distancia ~t en la esca 

la de tiempo, en donde ~t es el tiempo entre dos eventos 

que cambian el estado del s is t ema de inventario, se deben 

mod ificar los valores para las unidades-año de inventario 

a mano, así como tambi~n para las unidades-año de pedidos 

atrasados (si se tratara de un caso de pedidos atrasados) . 

Esto se realiza multiplicando ~t por el nivel de inventa 

rio y por el número de pedidos atrasados, si un agotamiento 

de las existencias da como resultado un pedido atrasado. 

Los niveles de inventario y pedidos atrasados por los que -

se multiplica ~t , son los que existen al iniciarse el pe

ríodo ~t. 

A continuación se revisarán algunos de los aspectos -

que se incluirán en el modelo de simulación, basados en las 

características de los eventos , dentro de la simulación. 

CARACTERISTICAS DE UNA DEMANDA. 

Se asumirá que una petición al sistema de inventarios, 
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de artículos habidos y por haber en existencia constituye -

una demanda. Las características del patr6n de la demanda 

se puede analizar por separado, sin tomar en cuenta el ti

po de sistema de inventario que se est~ simulando. Se su

pone que el patr6n de la demanda es independiente de la ma

nera en que se administre el sistema de inventarios. 

Se desea poder simular sistemas con todos los tipos de 

patrones variables de demanda. El patrón de la demanda se 

especifica por el tiempo entre demandas sucesivas, así como 

tambi~n por el número de unidades solicitadas por demanda. 

Sería útil que se tomara en consideraci6n la inclusión de -

parámetros en el modelo de simulaci6n, que permitan especi-

ficar esas dos características. Tambi~n es conveniente de-

jar margen para los tiempos constantes o distribuidos alea-

toriamente entre demandas sucesivas. Al tomar disposiciones 

para los tiempos constantes entre demandas, se pueden mode

lar sistemas en los que se registra la demanda como, por 

ejemplo, la demanda diaria o mensual. Entonces, se podrá -

simular el funcionamiento del sistema sobre una base de día 

en día o de mes en mes. También se desea dejar margen para 

un número de unidades constante o distribuido aleatoriamen

te, como objeto de cada demanda. Todo esto es posible me

diante el empleo de subprogramas. 
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CARACTERISTICAS DE UN PEDIDO. 

Uno de los aspectos relevantes relativos a los pedi-

dos, que interesará incluir en el modelo es el siguiente: 

El tiempo de espera, es decir, el tiempo entre la expedi -

ci6n de un pedido y su recepci6n. En general, se desea -

permitir un margen para valores de tiempo de espera cons-

tantes y distribuidos aleatoriamente. En cierto momento 

puede haber pendientes varios pedidos. Además, los pedi -

dos se pueden cruzar. En la Figura 2, se da un ejemplo -

de pedidos cruzados. 

FIGURA 2. Cruce de Pedidos. 

Se hace Se hace Se hace Se recibe Se recibe Se recibe 
pedido i pedido j :JdO K 

t 
pedil0 i 1idO k 7didO 

~ ~ 1 . ~ ¡Tlempo 

Tiempo de espera de k 

Tiempo de espera de j 

Tiempo de eS1Jera de i 

Obsérvese que, aunque el pedido K se hizo después -

del j, se recibi6 antes. Obsérvese tambi~n que en tiempo 

t hay tres pedidos pendientes. Resulta evidente que, si -

los valores de tiempo de espera son constantes, los pedidos 
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no se cruzarán. Recuérdese que la norma que establece el 

momento de hacer un pedido se basa en la posici6n de inve~ 

tario; por tanto, el cruce de pedidos no debe afectar la -

decisi6n de hacer un pedido. 

También tiene gran importancia el número de unidades 

pedidas, es decir, la cantidad de pedido, la cual es consi 

derada como una variable de decisi6n. Finalmente, se debe 

tomar en consideraci6n el costo de hacer un pedido, se con 

siderará que este costo es independiente del número de uni 

dades pedidas. 

CARACTERISTICAS DE UNA REVISION. 

En el modelo de revisiones peri6dicas se examina a in 

tervalos fijos el estado del inventario. Cuando se emplea 

un modelo de punto de repedido, el estado del inventario 

se revisa muy a menudo. 

En realidad, s610 se requiere una revisi6n, cuando -

ocurre un evento, que pueda hacer que la posici6n de inven 

tario caiga al punto de repedido o por debajo de él. Pues 

to que una demanda representa el único evento que puede -

provocar ese ajuste de la posición de inventario, se puede 

decir que una revisión al sistema coincide con una demanda, 

cuando se utiliza el modelo de punto de repedido . En un mo 
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delo de revisiones periódicas, el tiempo entre revisiones 

es una variable de decisi6n y se leerá como entrada en el 

programa. 

Generalmente, no se toma en consideración el costo de 

la revisión en un modelo de punto de repedido, puesto que 

ese costo no influirá en las normas operacionales óptimas 

de este tipo de modelo . Sin embargo, si se va a comparar 

la norma de punto de repedido con otra de revisiones perió 

dicas, será necesario incluir en ambos modelos el costo de 

una revisi6n. 

5.5.2 DESCRIPCION DEL PROGRAMA. 

El programa simula ya sea al sistema de inventario de 

punto de repedido o al de revisiones periódicas, con ventas 

perdidas o pedidos atrasados. Además, la cantidad del pe

dido puede ser constante o variar de un pedido a otro. 

El programa se construye en torno al concepto del even 

to siguiente y emplea los cinco eventos mencionados. El

modelo se compone de un programa principal y diez subprogra 

mas. El programa principal tiene la responsabilidad de in

troducir datos de entrada, impulsar la simulación e impri

mir informaci6n operacional intermedia. A continuaci6n se 

dan los subprogramas con una breve descripción de sus fun

ciones. 



1. SUBROUTINE SIG 

2. SUBROUTINE ADU 

3. SUBROUTINE REV 

4. SUBROUTINE USS 

5. SUBROUTINE UES 
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Determina qué evento será el siguien 

te en la simulaci6n. Es similar a 

la SUBROUTINE BAR en el simulador de 

dolas. 

Acumula tanto las unidades-año de in 

ventario como las unidades-año de pe 

didos atrasados (en el caso de que -

se acumulen pedidos atrasados). 

Revisa la posici6n de inventario pa

ra determinar si se debe hacer un pe 

dido o no. Si es preciso hacerlo, -

se calcula la cantidad y se programa 

la recepción del pedido como evento 

posterior. Aumentando posteriormen

te la posici6n de inventario en la -

cantidad pedida. 

Actualizar el sistema después que se 

produce una demanda, determinando si: 

se satisface la demanda, se pone en 

pedidos atrasado s o s e p i erde . 

Maneja el sistema después de recibir 

se un pedido . 

B L 



6. SUBROUTINE TES 

7. SUBROUTINE DEM 

8 • SUBROUTINE UNI 

9 . SUBROUTINE STD 

10. SUBROUTINE RAND 

317 

Genera los valores del tiempo de -

espera. 

Genera el tiempo hasta la demanda 

siguiente. 

Genera el número de unidades soli

citadas en cierta demanda . 

Calcula la media y la desviaci6n es 

tándar de la media de las 6 cantida 

des siguientes, por separado: 

lo Unidades-año de inventario. 

2 . Unidades-año de agotamiento de 

existencias. 

3. Número de agotamientos de exis-

tencias. 

4 . Número de pedidos. 

5. Número de revisiones. 

6. Costo total del sistema. 

Genera números aleatorios uniforme 

mente distribuidos. 
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Aungue el programa utiliza el concepto del evento si

guiente para realizar las operaciones , no se crea una ma -

triz de eventos siguientes, sino que se utilizan variables 

separadas para almacenar los valores de tiempo para los 

cinco eventos definidos en la simulaci6n. 

riables se dan a continuaci6n: 

Esas cinco va-

1 . TD 

2. pp(r) 

3 . TR 

4 . TA 

5 . TL 

Tiempo del reloj maestro para la demanda siguien 

te. 

Vector que contiene tiempos del reloj maestro 

para la recepci6n de pedidos pendientes . 

El tiempo del reloj maestro al que se producirá 

la siguiente revisi6n de la posici6n de inventa 

rio. 

Tiempo del reloj maestro al que se producirá -

la siguiente actualizaci6n estadfstica y/o im

presi6n de salida. 

El tiempo del reloj maestro para el final de 

la corrida de simulaci6n. 

A continuaci6n se presenta un Macrodiagrama de flujo 

del simulador general de inventarios. Luego se ilustrará 

el modo en gue se manejan los tiempos de espera en el pro

grama. 



Se localiza al rnfnirro de ~1ES (1,1) y~:2S (l , 2) 
Se fija un a . untador sobre este elemento y 1 
Se llam3 al tiempo rnfnirro HIN . 

Se resta HIN 
Se suma ~lIN 

de ~1F'..s (1, 1) Y DE ~1F'..s (1 , J) . 
al GfI'. 

El ti6l1= rn1nirro 
está en HI;S (1,1) 

Se localiza en ~lU el vector con el 
nÚfrero dado en ¡.m:; (2 , 1) . Y se ha
cen las siguientes operaciones : 

1. ~1ll (1 , 2 ) GIT 

2 . ~lU (1 , 3) 1 

3 . ~lU (1,4) GIT 

Se hace U = U+l , y se tabula el 
va l o r de U en e l vector N(J) . 

Se incrementa U y se pone en 
MF...5 (2 ,1 ) . Se genera el tiempo 
sigui ent e entre llegadas y se -
pone en ~ (1,1 ). Se localiza 
e l 1e r. vector disponible en ~lU 
y se hace ~lU (1 , 1) =NÚIrero uniélan . 

NO NO 

IV 

1. Se obtiene una distrib. aCLUn . 
de frecs . de : T , N Y Te . 

2 . Se calcula UTIL = TS/GIT. 
3. Se calcula el tiempo prom . /cola 
4. Se calcula t. prcrn . en sistema . 

Se 

en ~1ES . 

El ti~ rn1nirro 
estti en r·tFS (1,2) 

Se localiza en ¡'!L1 el vector con 
e l nÚIrero dado en ~1ES (2,2) . Y 
se hacen las siguientes operacio
nes : 

1. Calcular a·IT-~ (1,2) , se tabu-
la el valo r en T(I ) y s e suma 
a TI . 

2. Borrar t odos l os valo res de l 
vector unitario. 

Hacer U = U-1 y tabularlo en 

N(J) . 

Hacer ~1ES (1 , 2 ) = a un va 
l ar muy granne para que no 
se escoja er el siguiente 
barrido de ln ~!F'5 

SI 
U = O 

Se localiza en ~1ll el vect o r cuyo 
valor es rn1nirro para ilU(1 ,2 ). 
Y se r eal i zan las siguientes oper~ 
ciones : 

1.0·rr-~lU (1,4 ) . Tabular el r esul ta -
do en Te y sumarlo a TEX:. 

2 . Se hace ~lU (1 , 4)= GIT Y r·1ll (1 , 3)= 2 
3 . Se h ce N(2 , 2 ) - r·:U (l ,I ) 
4 . Se gcn~ra un ti~ de servici o 

t , y se hace ~~S(1 , 2)=1 . 

Se Mce TS = T 

FI GURA 3. HIICROD IAGRN·IA DEL FLUJO DE OP ERACI OI.JE S DE L S H1ULIIDOR DE 

INVE¡:TARIOS. 
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El vector PP(I) se utiliza para almacenar los valo-

=2S del tiempo para la recepci6n de todos los pedidos pen-

éientes. Cada vez que se hace un pedido, se calcula el 

~iempo para la recepci6n y se almacena en el vector PP. 

~~ego , se investiga el vector para determinar el valor mí-

nimo de PP(I). Se fija en este elemento un indicador de-

nominado MIN. Así, en cualquier momento dado, PP(MIN) in 

dica la posici6n dentro del vector en la que se encuentra 

el tiempo de la recepci6n del pedido siguiente. En la Fi-

gura 4.A se ilustra este vector. La variable NPP cuen 

ta el número de pedidos pendientes en cualquier momento. 

FIGURA 4 . A - El vector PP antes del tiempo 11. 

(NPP = 5 , MIN = 3). 

B - El vector PP despu~s del tiempo 11. 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

I 

(NPP = 4 , MIN = 2). 

PP PP 

25 

17 

11 
20 

30 

. . 
"""'--' 

A 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

25 

17 

:ID 

30 

. . 
~ 

B 

Según la Figura 4.A, hay cinco pedidos pendientes 

(NPP = 5) Y el siguiente pedido que se recibir~ es el núme 
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ro tres (MIN = 3) en el momento 11. Al recibir este pedi

do se Fone en el inventario y luego se destruye, es decir, ' 

se elicina o borra de PP(I). En ese instante, el vector 

PP(I) se redispone como se muestra en la Figura 4.B; 

quedanco cuatro pedidos pendientes (NPP = 4) Y el pedido 

que se recibirá a continuación es el número 2 (MIN = 2), -

en el tiempo 17. 

La SUBROUTI NE REV, desempeña la funci6n de calcular -

los tiempo s de las recepciones, poni~ndolos en PP y deter 

minando el valor de MIN. 

La SUBROUTINE UES, retira el elemento PP(MIN) y com 

prime PP, elevando a la vez, todos los demás valores del -

tiempo. Luego se investiga el vector para determinar el -

nuevo valor de MIN. 

En correspondencia con el vector PP, se encuentra el 

vector Q, que contiene el número de unidades que se van a 

recibir. Por ende, cuando se recibe un pedido 1, Q(I) 

conti ene el número de unidades de ese pedido. Asf, el 

evento PP(MIN) contiene el tiempo de recepci6n del pedi 

do siguiente y Q(MIN) 

birán. 

el número de unidades que se reci 

A diferencia del reloj de colas, este simulador fun-
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ciona con valores acumulados de tiempo para todos los even 

tos. Para ilústrar esto, consid~rese la Tabla 1. En esa 

Tabla se encuentran los valores acumulados de tiempo para 

una corrida de simulaci6n de 20 unidades de tiempo. La co 

lumna denominada "T1" indica el "tiempo presente" o la -

equivalencia del CMT en el simulador de colas. Los gene 

radores de procesos utilizados generan todavía el tiempo -

entre eventos; sin embargo, el tiempo utilizado para pla-

near los eventos es: ese tiempo generado más el valor de 

T1. Por ejemplo, sup6ngase que el tiempo- generado por la 

SUBROUTINE DEM, entre la primera y la segunda demanda fu~ 

de 4 unidades de tiempo. Esas cuatro unidades (colocadas -

en la columna denominada DEM) sumadas al valor de Tl dan 

el valor siguiente de TD, que es de 7. 
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TABLA 1. Ejemplo del Paso del Tiempo en un Simulador de Inventario. 

EVEN'ID T1 'ID PP(MIN) 'IR TA TL DEM 

1 3 0 **** 4 10 20 4 

2 4 7 **** 0 10 20 

3 7 0J **** 8 10 20 2 

4 8 9 **** 0 10 20 

5 9 0) 14 12 10 20 4 

6 10 13 14 12 @ 20 

7 12 13 14 @ 20 20 

8 '13 @ 14 16 20 20 2 

9 14 15 @ 16 20 20 

10 15 @ **** 16 20 20 3 

11 16 18 **** @ 20 20 

12 18 @ **** 20 20 20 4 

13 20 22 **** @ 20 20 

14 20 22 **** 24 @) 20 

15 20 22 **** 24 30 @) 

**** Representa un valor extremadamente grande. 

Al examinar la columna marcada TR, se deduce que se 

trata de un sistema de revisiones peri6dicas con un tiempo 
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ent~e revisiones de 4 unidades de tiempo. El modelo se aju~ 

t6 ~ambién para actualizar las estadísticas cada 10 unidades 

de ~iempo. 

Obsérvese que el tiempo para la recepci6n de un pedido 

[PF (MIN) ] se estableci6 inicialmente muy alto para evitar 

ser ~scogido por la subrutina del evento siguiente. Duran-

te é l cuarto evento, que era una revisi6n, se tom6 la deci

si6~ de hacer un pedido y se gener6 el tiempo para su receE 

ció~, que se puso en la variable PP(MIN). Una vez recibi

do él pedido (evento 9), volvi6 a ajustarse esa variable a 

un ~alor muy alto. 

Se dará el programa principal para el simulador de in

ventario, en lenguaje FORTRAN. 

La lista del programa principal se muestra en la Fig~ 

ra 5. El programa se ajusta para manejar varios conjuntos 

de problemas. El número de conjuntos de problemas se lee 

en la variable NSIM. Además, cada problema se puede si-

mular varias veces, para repetir el experimento. La varia 

ble ITER especifica este valor. La secuencia de proposi 

ciones posteriores a la 70 s610 son válidas para los sub-

programas DEM, TES Y UNI, incluidos en el programa. Si -

se cambian esos subprogramas las instrucciones carecerán -

de sentido. Los valores iniciales del nivel y la posición 
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de inventario se ajustan arbitrariamente en la suma del 

punto de repedido más la cantidad de pedido; aunque se po-

drfan utilizar valores casi de cualquier tipo. Las varia-

bles principales se definen al inicio del programa. 

El programa se ajusta para acumular información perti 

nente para toda la corrida de simulación, así corno tambi~n 

para el período de tiempo entre impresiones sucesivas de sa 

lida. Las variables pertinentes para toda la corrida de -

simulación se marcan; comenzando con la palabra: "Espera-

do" = "Esperanza" = "Número Esperado". 

I BIBLlOTE~. 
NIVE o 
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