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INTRODUCCION

El objetive principal de este trabajo es presentar una genera
lizacidn de los Teoremas de Sylow en los grupos solubles, pero, como es na
tural, para mostrar esta generalizacidn, es necesario dar a conocer prime-
ro en que consisten tales teoremas y ademd@s estudiar algunas de sus apli-

caciones mis elementales en teoria de grupos.

Por lo anteriormente expuesto, es que nos hemos ocupado en el
primer capitulo, en sentar las bases e introducir los conceptos fundamenta

les que nos serviran para desarrollar el segundo y parte del tercero.

N

En el Qltime capitulo, se dan a conocer primero los conceptos
de redes, series subinvariantes y principales, para luego, definir la es -
tructura de grupo soluble y poder por Gltimo, abordar el tema principal --

que es la "Ixtensidn de los Teoremas de Sylow'.



CAPITULO I

DEFINICIONES, CONCEPTOS Y PROPOSICIONES FUNDAMENTALES

Un conjunto y una o mé&s operaciones definidas en é;, o que lo -
vinculan con otro conjunto, pueden constituir segfin las propiedades que -
cumpla o cumplan esa o esas operaciones, una estructura algebraica deter-
minada.

Estudiadas las propiedades de una estructura, ellas son aplica-
bles a todos los conjuntos que junto con las operaciones definidas en ellos
© que los relacionan con otro conjunto, tengan esa misma estructura, lo -
cual facilita y simplifica notablemente su estudio.

Algunas de las estructuras algebraicas mds conocidas son: Monoi
de, Semigrupo, Grupo, Anillo, Cuerpo y Espacio Vectorial.

En nuestro trabajo trataremos casi exclusivamente con grupos.

DEFINICION 1.1

Un conjunto G no vacio se dice que forma un grupo si en &l estd
definida una operacidn binaria %, generalmente llamada producto tal que:
. i) a, b € G implica que axb = ¢; ¢ © G (Ley de Cierre).
ii) a, b, ¢ € G implica que ax(bsxc) = (axb)xc (Ley Asociativa).
iii) Existe uﬁ elemento e 8 G tal queAa*e = e%a = a para todo
a 6 6. (Existencia del elemento identidad).

iv) Para todo a € G existe un elemento a ' € G tal que

-1 -1 . . .
ara- = a 8 = e. (Existencia de elemento inverso en G).



Algunos ejemplos de grupos son les siguientes

12. Supongamos que G estd constituido por el conjunto de los nimeros ente
ros, Z con axb, para a, b € G, definida como la suma usual entre nime
r'os enteros.. .

22. Tomemos a G como el conjunto de los nlimeros racionales menos el cefo,
Q - {0} con axb, para a, b € G definida como el producto usual en -
tre nlmeros racionales.

32, Consideremos a G constituido por los n(meros reales menos el menos uno,
R - {-1} con asb, para a, b € G, definida asi: axb = a + b + ab.

42, Sea G el_cénjunto de los nfimeros racionales menos el cero, Q - {0} -

con axb, para a, b € G, definida asi: axb = - -

DIFINICION 1.2

Un grupo G se dice que‘es abeliano o conmutativo si para cuales-
qilera a, b € G se tiene: axb = bra.

Un grupo que no es abeliano se llama no abeliano.

Como ejemplos de grupos abelianos podemos citar:
12. El conjunto {0, 1, 2, 3} y la suma modular, mbédulo cuatro.
2%, El grupo formado por el conjunto {1, -1} y la multiplicacidn entre -

nimeros reales.

32, Sea A # ¢y P(A) = {x/ x ¢ A} y %* una operacién binaria definida -

en P(A) asi: X*Y = (XyY) - (XNy)

Un subcnnjunto de los elementos de un grupo G, puede &l mismo -~

formar un grupo con respecto al producto definido en G. Este subconjunto



de elementos H se llama un subgrupe de G.
2
En cualquier grupo G la identidad e satisface e = e. Ademis,

. 2
si x es un elemento de G tal que X = X, entonces-

x = x—lk (xz) = qu * x = e. Entonces la identidad de un subgrupo H, co
me ha de satisf;;tcer'x2 = X, debe ser la misma que la identidad del grupo
G.

En lo sucesivo por comodidad escribiremos la identidad e =1 y
X'y = xy.
TEOREMA 1.1

Un subconjunto no vacio H de un grupo G es un subgrupo si satis-
face las condiciones siguientes:

i) sia€H, be€H, entonces ab € H.

ii). Si a € H, entonces a_1 € H.
RPUEBA:

La condicidn uno garantiza la condicidn de cierre en H. La con-
dicidn dos y la uno garantizan que la identidad estd en H y ademds la con-
dicidn dos afirma la existancia de inversos en H. Como los elementos en
H estin en G, entonces satisfacen la ley asoclativa.

Un grupo G es llamado fimito si estd constituido por un niimero
finito de elementos, de lo contrarioc es llamado infinito.

Como en algunos casos los hechos son totalmente diferentes para
grupos finitos que para grupos infinitos, entonces aclaramos que en adelan

te trataremos con grupos finitos mientras no se diga lo contrario.



Para un subgrupo H de un grupo G definese como clase lateral iz-
quierda de H en G, al conjunto de elementos de la forma ha, h € H, a € G,
a fijo. Para designar este conjunto escribimos Ha. En la misma f;rma, al
conjunto de todos los elementos ah, con todos los h € H, a € G, a fijo,

se llama clase lateral derecha de H en G y se nota aH.

TECREMA 1.2

Dos clases laterales izquierdas de H en G son disjuntas o son i-
dénticas.
PRUEBA

Sean las clases laterales Ha y Hb. Si Ha N Hb = ¢, no hay nada
que probar. Supongamos entonces que Ha N Hb + ¢, esto implica que existe
c € Ha y c € Hb, Entonces ¢ = hla y c = hzb por lo que hla = hzb y
a= h;lhzb, ha = h h'l'lhzb, ‘ ha = h'b  lo que implica que
Ha ¢ Hb. En la misma forma b = h;lhla y hb = h;lhla = h'a, por lo que

Hb ¢ Ha. Luego Ha = Hb.

TEQREMA 1.3

Una claee lateral izquierda de H en G, tiene el mismo nfmero de.
elementos que H.
PRUEBA

Sea Ha una clase lateral izquierda de H en G. Definamos la fun
cidn ¢y tal que y: H » Ha: h vw»» ha. Supongamos que para hl,,h2 € H

w(hl),= wéhz), por lo que hla =ha y h1 =h, yy es inyectiva.



Ahora supongamos que tenemos b 6 Ha, luego b serd de la forma
b=has= w(hl) y ¥ es sobreyectiva. Luego y es una biyeccién y por lo -
tanto H y Ha tienen el mismo‘nﬁmero de elementos.

Para las clases laterales derechas las pruebas son.ané;ogas.

El elemento x = X1 = 1x pertenece a las clases laterales xH y
HX y se llama el representante de la clase lateral. Cualquier elemento
u € Hx puede tomarse como rebresentante puesto que por el Teorema 1.2
Hu = Hx.

Dado un grupo G y dos subgrupos H y K, no necesariamente distin-
tos, al conjunto de elementos HaK, donde a es algln elemento fijo de G, se

le llama clase lateral doble.

TEOREMA 1.4

Dos clases laterales dobles HaK y HbK son disjuntas o identi-

cas.
PRUEBA
Sea c € HaK y ¢ © HbK, entonces ¢ = hlak1 = hzakz’
a= h;lhzbkzkII , hak = hh;lhzbklkzl,k, luego Hak ¢ Hbk. Por andlo

go razonamiento Hbk c¢ Hak. Por lo que Hak = Hbk.

Una clase lateral doble Hx K contiene todas las clases laterales
izquierdas de H de la forma Hxk y todas las clases laterales derechas de
K de la forma hxK. Ademds HxK estd constituido por la unidn de todas -

las clases laterales Hxk y todas las clases laterales hxK.



'TEOREMA 1.5

Sea G un grupo, H un subgrupo de G, y %, y € G. Entonces
Hx = Hy si y solamente si xy'q1 e H. ‘
PRUﬁBA . .

Asumamos que Hx = Hy. Entonces x = ;x'G Hx = Hy, luego x = hy
para algn h € H. De donde xy-1 = h € H. Ahora asumamos que xy-1 e H.
Entonces existe h € H tal que xy-.1 =h y x=hy. Tomemos h1 € H, en-
tonces hlx = hlhy, por lo que Hx c Hy. Ahora veamos que si xy-1 € H, tam

bign (xy )7! = y x ! exn y por igual razonamiento Hy ¢ Hx. Luego Hx =Hy.

TEOREMA 1.6

Sea H un subgrupo de un gruﬁo G. Entonces existe una biyeccidn
entre las clases laterales derechas de H en G y las clases laterales iz --
quierdas de R en G.
PRUEBA

Definamos la funcidn

Y: {Hx/ x € G} ———— {xH/ x 6 G}

H v xR

Veamos primero que la funcidn ¢ est&@ bien definida. S8i Hx = Hy,
entonces por el Teorema 1.5, x ynl € H, lo que implica que y x“1 eH vy
por el mismo Teorema 1.5 x—1Hi= y“lﬁ; Luego la funcibn estd bien defini-
da. Si x, y € G con y(Hx) = y(Hy), entonces x " H = yani y nuevamente por

1

el teorema 1.5 (x—l)_ly— = X y_l 6 H de lo que se sigue.por el mismo

Teorema que Hx = Hy y la funcidn es inyectiva.
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Ahora tomemos x H 6 {xH/ x 6 G}, entonces xH = (x‘l)-lH = w(Hxﬁl). Luego
¥ es sobreyeétiya ; por lo %aﬁ#o biyectiva. |

Por lo visto en el Teorema anterior podemos afirmar .que gl nime-
ro de clases laterales derechas de un subgrupo H en un grupo G es igual al
nlmero de clases laterales izquierdas de H en G.

Ll3mase indice de H en G al nfimero cardinal r de clases latera -
les izquierdas o derechas de un subgrupo H en un grupo G y se nota [G: H].

Llamase orden de un grupo G al nfimero cardinal n de elementos de

TEOREMA 1.7 (Teorema de Lagrange)

El orden de un grupo G es el producto del orden de uh subgrupo -~
H de G y el indice de H en G. .
PRUEBA

El indice, r = [G: Hl, de H en G es el nfmero de clases latera -
les izquierdas o derechas de H en G y por Teorema 1.3 una clase lateral de

H en G, tiene el mismo nlimero de elementos que H, que es el orden de H. -

Luego el orden de G es igual al producte de IG: H] por el orden de H.

TEQOREMA 1.8

Sea G un grupo y H y K dos subgrupos de G tales que Kc H ¢ G,
entonces [G: K] = [6: HI[H: X].
PRUEBA

Como H -es subgrupo de G y K es subgrupo de H entonces



@
1

\ cenn
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3

Hxi N ij b, i # 3

Ky; N Xy ¢, 1373

Luego, para g € G, g hxj, h 86 H, de forma Gnica, y

h = Kyi, k € K, también en forma Gnica. Entonces las clases laterales

de K en G seraén Kyixj, i=1,2, .., 1, j=1, 2, «.., 8. Para -
que dos de estas clases latedales sean iguales, tendrdn que pertenecer
a la misma clase lateral de H, luego tener el mismo Xj' S8i multiplica-
ié

mos Kyixj por xgl a la derecha, se ve que estas tambi&n habrian de tener

\

la misma ¥y Entonces las clases laterales de K en G estan dadas por

Kyixj, y estas son diferentes, por lo que [G: K] = [G: H][H: K].

DETINICION 1.3

Un grupo G es llamado ciclico si existe un elemento a € G, &
fijo, tal que todo elemento x € G, es igual a una potencia ai.
Si se da el caso en que todas las potencias de Qn elemento de
a GlG son distintas, entonces el niimero de elementos de G es indefinido
y se dice que G es de orden infinito. Si es el caso de que no todas las
m

. R - t
potencias de a son distintas entonces se tendrd el caso a = a conm>t

y my t enteros, por lo que am“t = 1 con m-t positivo.
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. e n
Si llamamos m al menor de los enteros positivos tal que a = 1,
2 n-1
entonces se ve que los elementos del grupo son 1, @, @ , «.., & y que
su nlimero es finito, por lo que se dice que el grupo G es de orden fini-

to.

DEFINICION 1.4

Llamamos orden de un elemento a € G al orden del grupo ciclico

<a> generado por el elemento.

TEOREMA 1.9

Sea G un grupo tal que G # {1}. Entonces G es un grupo ciclico
de orden primo si y sdlo si G no tiene ningln subgrupo excepto €1 mismo y
la identidad.
PRUEBA

Si Gles un grupo ciclico de orden primo p, entonces por el teo-
rema de Lagrange, G no puede tener subgrupos cuyo orden no sea p & 1, y
estos solo pueden ser el mismo G y {1}. Ahora si G # {1} y ademis sus
inicos subgrupos son &1 mismo y {1}, entonces existe a 3 1, a€ 6 tal -
que el grupo ciclico generado por a, <a> 3 {1} y por lo tanto <a> = G.
Ademds si a es de orden infinito, entonces a2 genera un subgrupo propio,
qué es el que sus elementos son de la forma a2i. Luego a es por fuerza
de orden finito, n, y at = 1., 8i n es primo ia prueba esti concluida, pe
ro si no lo.es, entonces n = uv, u>1, v > 1 y entonces las poten --
cias de a" generan un subgrupo propio de orden v, por lo que n tiene que

ser por fuerza primo y G un grupo ciclico finito de -orden primo.
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TEOREMA 1.10

Si Ay B son gubgrupos de un grupo G entonces ANB es subgrupo
de G.
PRUEBA

Sean a, b € AnB, entonces a, b€ A y a, b6 B, luego ab € A
y @ab 6 B, lo que implica que ab € ANB. Ademés si a € AN\B, entonces
a€A y ae€B, luego a_1 €A y a—l € B, por lo que a—1 € ANB, N

por Teorema 1.1 afirmamos que ANB es subgrupo de G.

DEFINICION 1.5

Si A y B son subgrupcs de un grupo G, llamamos juntura de A y B
al conjunto de todos los productos finitos g - Bye vnr +8g> donde cada g .

pertenece a A & B. Este conjunto lo representamos escribiendo A||B .

TEOREMA 1.11

Si A y B son subgrupos de un grupo G. Entonces Allp es subgru

po de G.
PRUEBA

Sea Bye eee A € AllB y bl‘ b2. “oe 'br € Allﬁ, entonces
e 8y, eee. A, bl' b2, o 'br es el producto finito de s+r elementos

de G en donde cada uno de ellos pertenece a A & B, por lo que

- - 1
aj+ @ ... ca. b .b . ... b €A[[B. Ademds si B - Bze -vr By € Al|B

-1 -1 1 -1
entonces gS e 8y 8y e ALLB, ya que cada g pertenece a A & B segln
i
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-3 1 - .
que gi pertenezca a A & B, y g o .8 g es ¢l inverso de
2 1
g1g2 BN gs, puesto que
- G~l - -1 -1l -l 1 Luego por
3182 e B8, e g, gl g .- g2 81 glgz T Bg . g0 P

teorema 1.1 AllB es subgrupo de G.

TEOREMA 1.12

S1 A y B son subgrupos de un grupo G. Entonces

[allp: B] > [a: anBl.

PRUEBA

Sea AMB = D, entonces D ¢ A y por Teorema 1.10, D es subgru-
pe de G.
Sea A = D DX2 U qu Uoeee U DXr con DX; N ij = ¢ para i + I, ¥

X, € A. Podemos atirmar entonces que las clases laterales B, BX R ...,BX
2 r

son todas distintasz en Allﬁ. En efecto =i Bxi = ij, i % 7, entonces
x, F b x_j ~on b € B. Pero %, xj pertenecen ambos a A, luego por ellc

también b € A, de donde b € ANB = D; luego las clases laterales Dxi y

ij tienen en comGn el elemento ¥, = b Xj’ le cual es contrario a lo su
puesto.

TEOREMA 1.13

Si Ay B son subgrupos de un grupo G, y si [AllB: B] v

[A]]|B: A] son finitos y primos relativos, entonces [A||B: B] = [A: ANB]

y [al|B: &1 = [B: anBl.
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FRUEBA

P-pr Teorema 1.8 afirmamos que

[al[B: anB] = [a]|B: BI{B: AnB] = [a}|B: alla: anB],
y por Teorema 1.12 afirmamos que [A][B: Bl » [A: ANB]. Por hipbtesis
sabemos que [Allﬁ: Bl vy [Allﬁ: Al son primos relativos, entonces en la
relacién [A]|B: BI[B: anB] = [a||B: al[A: ANB], resulta que
ta]|B: B] di\;ide a [A: AnNBl, 1o que implica que [A[|B: Bl < [A: ANB],
luego concluimos qué [A|[B: Bl = [A: ANB] y por andlogo razonamiento

fal|B: Al = [B: ane].

DEFINICION 1.6

$i $§ es un conjunte cualquiera de elementos de un grupo G, ¥
' . X
% € G, entonces llamamos transformado de S por x al conjunto S cuyos -~

. -1
elementos son de la forma x s X, donde s € S.

TEQOREMA 1.14

Si S es subconjunto de un grupo G, S % ¢. Entonces Sy s* con

tienen el mismo nimero de elementos.

PRUEBA
. v a X -1
Definamos la funcidn ¢: S+ § @ s Vv x s x, Tomemos
w(S. ) = ¥(s,) entonces x—ls x = x_ls ®
\.1 d 2,, A 1 2 3
~1 -1 -1 -1 . .
XX 8 XX = XX szxx ) s, = s2 , luego ¥ es inyectiva. Tomemos

X s e -1
v 6 S, entonces por definicion de ng y es de la forma y = X s X,

s €8, luegoy = y(s), luego ¥ es sobreyectiva y por lo tanto es una bi
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yeccidn entre S y Sx, de modo que S y §° deben tener el mismo nimero de

elementos.

DEFINICION 1.7

8i Sy S' son dos conjuntos en G, H es un subgrupo de G, y exis
te algﬁn X € H tal que S' = s*, entonces decimos que S y S' son conjuga-
dos respecto a H.

Puede probarse que la relacidn de conjugacidn respecto a H es de

equivalencia.

TEOREMA 1.15

Todo conjunto conjugade de un subgrupc de un grupo G es también
un subgrupo de G.
PRUEBA

Sean H y K subgrupos de un grupo G y S un conjunto de elementos

de G, tal que S = Kx, x € H. Tomemos s, ¥ s, que pertenecen a S, enton-
_ -1 !

ces s, = x klx y s, =X kzx con k1 y kz en K.
! -1 -l o

sls2 = X klx X kzx = X klkzx vy k1k2 € K por ser K subgrupo de

G. Entonces s, S, €S5. Ademds si s €S y s = x_lkx, entonces existe
-1 - -1 - - - -1 -

k e K y S - p:4 1k 1x, sSs 1. pd lkx pd 1k 1x = 1. Luego por

Teorema 1.1, S es subgrupo de G.

. =1 - . . ~1
Si x le = §, entonces S = xSx 1. Si tambi&n y Sy = S, enton

-1
ces S = (xy) S(xy). Luego el conjunto de todos los x € H tales que
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s* = g es un subgrupo de H al que llamaremos el normalizador de S en H y

lo representaremos por NH(S).

También el conjunto de todos los x € H tales que x-lsx = s -
para todo s € S, puede mostrarse de modo anialogo que es un subgrupo de H
al que.llamaremos el centralizador de S en Hy lo represeﬁtaremos por
CH(S). Observamos que si S consta de un solo elemento, entonces el norma
lizador y el centralizador son idénticos. Cuando H = G es habitual ha-
blar simplemente del normalizador y del centralizador de S. Al centrali-
zador de G en G se le llama el centro de G. Si x € CH(S), entonces
X 'sx = s, para todo s € S, lo que implica que 2 lsx = s y X 6 NH(S),

por lo que CH(S) c NH(S).

TEOREMA 1.16

El nlmerc de conjugados de S respecto a H es el indice en H del
normalizador de S en H.
PRUEBA

Escribamos NH(S) = D y supongamos que H = D UJ sz V... U L,
r = [H: NH(S)].

=1 1

Entonces x 1Sx = y-ISy, X, y€H siysbdlosi, S = (yx-l) SCyx )3
es decir, yx 1 €D o y € D -

Por lo que dos"conjugados de S respecto a H son iguales si y sblo si los

elementos transforﬁantes pertenecen a la misma clase lateral izquierda de
D. De donde deducimos que el nfimero de conjudados distintos es el indice

de D en H.
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DEFINICION 1.8

Un subgrupo H de un grupo G es llamado subgrupo normal de G si

-1
NG(H) = B, o sea que x Hx = H para todo X € G.

TOEREMA 1.17

Si T es subgrupo normal de un grupo G, entonces el conjunto H
cuyos elementos son las clases laterales izquierdas de T en G, y el pro-
ducto de clases laterales izquierdas definido por (Txi)(ij) = Tx» si

X? tiene estructura de grupo.

X.X. € Tx
173
PRUEBA
Probaremos que el producto estd bien definido. Tomemos tlxi

y tzxj’ elementos arbitrarios de Txi y ij respectivamente. Por ser

-1 -1
: . . = LIox. XX, =t XX, X, =
T subgrupo normal t1x1t2xj ‘tlxl oXs X 3 1*:%5 thxl 5
tt x.x, = X.X,.
1413 ts i7j

Pero si xixj e Txk, también tsxixj e Txk.
Luego todos los productos de un elementos de Txi y u: elemento de ij --
son elementos de una misma clase lateral Txk. Entonces el producto depen
de solamente de las clases laterales y no de la eleccidn de representan -
tes; por lo que el producto en H estd bien definido.

Como el producto estd bien devinido, entonces (T)(Txi) = Txi y
(Txi)(T) = (T)(Txi) = Tx;. Luego en H la identidad es T. El producto es
iati T = = = Tx. =
asociativo, va que (Txi 'xj)TXk Txixj Txk Txixjxk Tx, xjxk

Tx.(Tx. Tx, ),
bR k
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- - -1 ~1
Ademads, si x, 6 Tx., entonces Tx, Tx, contiene a x.,x, =1 vy Tx, Tx,=T.
i j i ii i

Luego en H, ij es el inverso de Txi ya que también ij Tx, contienen a
i

Xg X, = 1 vy ij Txi = T. Ahora podemos afirmar que H es un grupo.

Al grupo H cuyos elementos son todos las clases laterales de un
subgrupo normal T, de un grupo G, en G, le llamaremos grupo factor de G con

respecto a T y lo representaremos H = %w

TEOREMA 1.18

Sea T un subgrupo normal de un grupo G. Hay entonces una corres-
pondencia biunivoca entre los subgrupos K* de H = %- y los subgrupos K de G
tales que G 2 K © T, donde K consiste en todos los elementos de G mapeados
sobre elementos de K*. Si K* es normal en H, entonces K es normal en G y -
reciprocamente. Ademas [G: K] = {H: K*].

PRUEBA
Sea la funcidn
¥: {K/ K es subgrupo de G, K2 T} ~» {K*/ K es subgrupo de H}
K v K= 9(K) = {k T/ k € K}

En esta funcidn, la imagen de K, K subgrupo de G es, trivialmente,
un subgrupo de H. Ahora, si K* es un subgrupo de H, la imagen inversa K de
K*, contendrd a T, que es la imagen inversa de 1.

También la imagen inversa satisface trivialmente los requerimien-
tos para ser subgrupo de G.

De aqui se deduce que la imagen inversa de un subgrupo K* de H es

": - - 0
un subgrupo finico K tal que G 2 X o0 T, y la misma K es la imagen uUnica
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de X en la aplicacidn ¥. De aqui que K 7 K es una coreespondencia biu-
nivoca entre {K/ G 2 K © T} y K/ H 2 K" 01},

. ¥ -1 ~1
Si K© es normal en H, entonces, puesto que x Tx =T ¢ x Kx,

., M L,
o -

se le puede aplicar la funcidn a x_le N x_le - xflK X = K“, de donde
xthx c K para caalquier x. Luego K es normal en G. De nuevo si K es
normal en G, la normalidad de su imagen K* en H es trivial. Finalmente —-
probaremos que existe una biyeccidn entre las clases laterales de un sub -
grupo K en G y las clases laterales de su imagen K* en H. En efecto, con-
sideremos la funcidn:

v: {gk/ g e G} — {g"k¥/ g% ¢ H}

(=]

gK s g* K = {gT KT/ Xk € X}
= {gkT/ % e K}
Tomemos gTK* = gzK*, entonces'{glkT/ k € K} = {gsz/ k € Ki.

Sea glk1 € glK, esto implica que glle € {glkT/ k € K}, por lo que

gk T € {ngT/ k € X}. Luego existe un k2 €K v teT tales que

glkl = gzkzt, k2t € K. De donde glkl e gZK y por lo tanto

glK_g g,K. Por idéntico razonamiento g,K 2.81K> por lo que glK = gzK vy
¥ es inyectiva. Ahora tomemos un A € {g*K’/ g* ¢ H}, entonces A es de -

la forma A = {gkT/ k€KX, g6&G, gfijo} y A = y(gK), por lo que

y es sobreyectiva. Luego ¥ es una iiyeccidn. De donde [G: K] = [H: K*].
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DEFINICION 1.9

Una aplicacidn ¢ de un grupo G en un grupo H se dice que es un
homomorfismo si para a, b € G cualesquiera siempre se tiene que

v(ab) = p(a) ¢(b).

EJEMPLO
Y: G>+G: x v x para todo Xx € G es un homomorfismo de G en
G puesto que si x, y € G, vixy) = xy = px) ¥(y).

DEFINCION 1.10

Si ¢ es un homomorfismo de un grupo G en un grupo H, entonces

se llama nficleo de ¥, Kw

Si un homomorfismo cumple ser una inyecccofi y sobreyeccidn, en-

, al conjunto K¢ = {xe6/ ¥(x) =1, 1€ H}.

tonces se le llama isomorfismo.

Un homomorfismo de un grupo G en si mismo se llama un endomor -
fismo de G u operador sobre G.

En un grupo G, si un endomorfismo cumple a la vez ser isomorfis
mo, entonces es llamado avtomorficsmo.

. -1

Un automorfismo o de la forma a_ i Xxza xa para tode x € G

se denomina automorfismo interior.

Dos grupos G y H, entre los cuales se puede establecer un isomor

fismo son llamados isomorfos.

DEFINICION 1.11

Un subgrupo H de un grupo G se dice que es admisible con respec-

to a una familia de endomorfismos € si para todo endomorfismo o € §2,

a(H) ¢ H.
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Si A y B son dos subgrupos admisibles con respecto a una fami -
lia de endomorfismos § entonces para ¢ € @ y x € Al4ﬁ se tiene que
a(x) = a(glgz - gs) cong, A S g, €3, alx) = a(gl)a(gz)...a(gs) -
con a(gi)e A D a(gi)e B. Luego a{x)€ A|[B y a(a][B) ¢ A|[B, por lo
gque las junturas de grupos admisibles son subgrupos admisibles. Ademds si

® € Q yv x € ANB, entonces como x €A y x € B, a(x)e A y a(x)6 B,

Luego a(x)e ANB y a(ANB) ¢ ANE y las intersecciones de subgrupos

o,

admisibles son también subgrupos admisibles.

DEFINICION 1.12

Dos grupos A y B son llamados operadores isomorfos si hay una co

rrespondencia A 7 B y también o, z Bi entre los grupos y los peeradores

sobre ellos tal que a 2T b es un dsomorfismo y ai(a) be Bi(b) en este iso-

morfismo.

TEOREMA 1.19

Dado un grupc G y un conjunto 2 de operadores sobre G, suponga -
mes que A es un subgrupo admisible de G y T un subgrupo adminisle normal.

Entonces ANT es un subgrupo admisible normal de A y los grupos factores

allT

A . -
T Y IAT son operadores isomorfos.
PRUEBA
Como A y T son admisibles respecto a {1, entonces AT es admisi

-1
ble respecto a 2. Siu € ANT, a € A, entonces a ua € A. Ademds co-
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mo T es normal en Gy u € T, entonces a-'1 uaeT y a_l ua6ANT, lue-
go ANT es 2ormal en A.
Hagamos AMT = D vy

= - "‘ = - °
A Dy Da, U ... U Da_, Da; N Day = ¢, idg

Afirmamos entonces gue

AllT = T U Ta, U ... U Ta,

usando los mismos representantes de las clases laterales de D en A. Tene-

. -1
mos en efecto que si Tai = Taj, entonces a:.L aj

€ Ty pero a, afl € A, de
13
donde a, agl € ANT = D, contrario a lo supuesto. Las clases laterales

Tai son por lo tanto todas distintas. Por otra parte como T es un Sub-

grupo normal, entonces All? = TA, y por tante cualquier clase lateral de T

en All? es de la forma Ta = Tdai, con a = dai. Pero como 4 € T,
Tdai = Tai, ¥y por tanto las clases laterales Ta:.L en All? cubren totalmen
te a A||T. Ademd3s la correspondencia Da ) Ta, es una biyeccidn entre

las clases laterales de D en A y las de T en All?, y por tanto una biyec -
AllT

s A A - -] - >
I p =

c10on entre los elementos de ANT y los de T Adem&s, si aiaj d ak

con d € D, como D cT, tendremos simulténeamente Dai Daj = Daia_.r = Dda}’ = Dak
v Ta.Ta, = Ta.a, = Tda, = Ta . Luego la correspondencia Da, J Ta, es un

i 77 17 k k i+ 1
, AT
un isomorfismo entre los grupos factores — y T Un operador ¢ € Q
AllT

determina un operador en %— y también uno en-—ﬁﬁ— por las reglas a(Dai) =Da(ai)
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y a(Tai) = Ta(ai). Para los operadores dados en esta forma, es inmedia-
to que la correspondencia Da, 7 Tai determina un isomorfismo de operado -
1 <

res. Lo que completa la prueba.

Verificaremos que un subgrupo K de un grupo G es un subgrupo nor
mal si y s6lo si es admisible respecto a la familia de automorfismos inte-
riores de G. En efecto, si K es normal en G y aa pertenece a la familia -
de automorfismos interiores de G, entonces se tiene para aa(k) € aa(K),

-1 -1 . .
aa(k) = a ka€a Ka=K, y aa(K) ¢ K. Luego K es admisible. Tome-

mos ahora a K como subgrupo admisible respecto a los automorfismos interio

-1
res de G, entonces aa(K)‘g_K para todo a, a € G, y aa(k) = a ka € K.
Por lo que K es normal en G.

DEFINICION 1.13

Si H es un subgrupo de un grupo G y H es admisible resbecto a to
dos los automorfismos de G entonces H es llamado un subgrupo caracteristi-
co. Si H e: admisible respecto a tcdos los endomorfisocs, entonces H es
1lamado un subgrupo totalmente invariante.

Como ejemplo de un subgrupo caracteristico tenemos el centro Z -
de un grupo G, ya que zg = gz para todo g € G, implica que para un auto -
morfismo o tenemos a(z)a(g) = al(glalz), y como al recorrer g todos los ele
mentos de G, alg) recorrerd todos los elementos de G, concluimos que
alz) € Z.

Hay que hacer notar gue el centro de un grupo no es necesariamen
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te un subgrupo totalmente invariante. Como ejemplo consideremos el grupo

. . . . 4 2 2 -1
@ de orden 16 definido por las relaciones a = 1, b =c =1, ba = a& b,
ca = ac, cb = bec y cuyos elementos constituyen el conjunto
2 3 2 2 2 2
{1, a,a , a, b, ¢, ab, ac, ba, be, a b, a ¢, a ¢, abc, bac, a be}. Aqui

2 2
el centro 2 es de orden 4 y estid formado por el conjunto {1, a~, ¢, a ¢}

el cual es generado por a2 y ¢. Pero la aplicacitn a =+ b, b =>b, c=+Db
define un endomorfismo de G que nos lleva del elemento del centro ¢ al ~--
elemento b que no es del centro,

Trataremos ahora de definir el preducto divecto de dos grupos.
Sean A y B dos grupos, podemos formar, partiendo de ellos, el conjunto de
todos losz pares Qrdenados (a, b), aeca, b € B. Estos pares ordenados
serédn los elementos de un nuevo grupo, que llamaremos el producto directo
A xB, en donde defiﬁiremos al producto por la regla

55 blbz)' Se ve con claridad que si se toma (1, 1)

(a.b))a b)) = (a2
como elemento identidad, entonces el conjunto AxB y el producto definido
en &l satisface los axiomas de grhpo, puesto que la validez de estos axio-
mas solo depende de la validez de los mismos para A y B.

Pér otra parte puede establecerse un iscmorfismo entre AxB y
BxA, que es la correspondencia (a, b) L (b, a), de modo que podemos ha
blar del producto directo de dos grupos sin especificar el orden. Ademés
puede establecerse el isomorfismo a 7 (a, 1), entre A y el conjunto de ele

mentos de AxB con la identidad comc segundo elemento.

En forma andloga b 7 (1, b) es un isomorfismo entre B y el sub -
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grupo de elementos (1, b). Por lo anterior es que algunas veces identifi-
camos a A y B con estos subgrupos y de acuerdo con ella decimos que
G = AxB es el producto directo de susg subgrupos A y B.

Como (a, 1)(1, d) = {a, b) = (1, b){a, 1), se sigue que en AxB
todo elemento de A commuta o permuta con todo slemento de B; es decir
ab = ba para a €A y b & B.

. -1 -1 -1 -
En el producto directo (a,b) =(a ", b ). De agui que

(2> )7 Ma,, 1)a, b)) = (a 'a a

) ,21° 1), luego A es un subgrupo nor -

mal DPe AxB. Por idéntica vazdn B es un subgrupo normal de AxB. El (ni-
co elemento que es simult&neamente de la forma (a, 1) y de la forma (1, b)
es (1, 1), por lo que ANNE = 1. Por otra parte AliB incluye todos los —-

productos de la forma (a, 1){(1, b) = (a, b), de donde A]|B = AxB.

TEOREMA 1.20

Un grupo G es isomorfo al producto directo de dos subgrupos A y
B si Ay B son subgrupos normales tales que ANB = 1 v Allﬁ = G.
PRUEBA

Supongamos que A y B son subgrupos normales de G, con ANB = 1,
Allﬁ = G. Consideremos un elemento aﬁlbulab cona€& A y b€ B, enton-

1

-] - Iy S § N B
Iyt y ademds a b ab =(a b a)b & B por ser

- -1
ces a b ab = a 1(b ab)e

o

. -1, -1
A y B normales. Luego a ‘v ab € ANB = 1, por lo que a b ‘ab = 1 y

ab = ba. Ahora tomemos g € G, g es tal que g = Xl x2 <-- X, con

X, €A O X, € B, probaremos primerc que este g puede exXpresarse en la -

<o

+ ' -1
forma ab, a e A, b € B. Por ser B normal un producto ba = aa "ba = ab!
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y por ser A normal, ba = bab b = a'b de meodo que podemos zscribir el --

producto de forma que ningin b 6 B preceda a un a 6 A, por lo que el pro

H

ducto ab tema la forma ab @ - 8 o «oa s8.+ b. b, . ... .b_ donde
1 2 ] J+1 1+2 s

T

a; €A y bi € B. Luego G = AL|B = AR, de donde g puede poherse en la

forma g = ab, a e A, b € B. Por otra parte, esta forma es tnica. ya

que si alb1 = azbz, entonces a;IaI = bzbll ¢ ANB = 1, de donde a, = a,
% b1 = bz, Si g € G, g = ab, establezcamos la funcidn Y: G > A xB.

g=ab v+ (a,b)}
si W(gl) = w(gz), 'gl = albl’ g, = azbzﬁ entonces (al,bl) = (52;b2
lo que implica que a1 = a2 v b1 = bz, por lc que g, =%, ¥ es in -
yveccidn.

Si (a, b)e AxXxB, entonces existe g = ab € AB = G, de modo que ¥{g) = (a.b;

por lo que y es sobreyeccidn. Ademds si g . gz & G, g} = a‘bl,
g, = azbz, entonces g.g, = alblaZD = (alaz)(blbz) y

- - I ¢ - \ 3 -
w(&ng) = (alaz, blbzl = (al, b, )a,, b,) = w(g])¢(g£,, vy ¢ preser

va los productos v es un isomorfismo entre G y A= 3B.

Podemos definir el producto directo de cualquier nlmero de gru -
pos, finito o infinito. Supongamos que nos es dado un sistema de grupos
Ai donde i toma los valores de un sistema de Indices I. Construimos pro-

. Un producte formal es simplemente una eleccidn -

ducteos formales I ay
16

I

de un elemento a; de cada unc de los grupos Ase Todes los productos forma

N
J
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lez forman un gruro que es el producto cartesiano de los A donde la re

& sy g i =
zla del preoducto es:
Boay, . 0 b = Loe., “1 Cib‘“ Para tode I & I,
i ¢ der ier * *
El subgrupo del preducto cartesiano en  que a. = 1 para todos,
zalvo un nlmero finito de indices, se llama el productc directo de los A..
i

Claramente, producto divecto v producto cartesiano ceinciden cuando el nfi~

miero de factores es finite. En ambos casos, los elementog I

iel

de a, =1 para i ¥ j, forman un subtrupo ncrmal isomorfo a A, e
5

ficando Ai con  este subgrupo en cada caso, observamos que

i \ - .
A, N (-#L Ai) = 1. Agui .LL Aj es la juntura.

e
.

TCOOREMA 1.21

Un grupo

(]

es isomorfo al producto directo de subgrupos A,, 161,
i

2

1} Todo A, es un sugrupo normal
R .
2) A, n (ha =1 peratodojerl
3 ip. 1 !
1%7]
P
3) 6 = 1L 4,
iel
PRUITBA

permuta con todo producto finito ds &.-os

(=3

A

Y cada g € 3 se puede expresar como un

o
(o]

producto finite de elmennros de los A., y, aparte del orden, tiene una For
l ——

ma Gnica come producto en que aparezca, cuando més, un factor de cads A

FEERNNEN
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Esto neos da un isomorfismo entre G v el producto directo de los A.. Un
' 1

elemento de 3 puede ponerse en la forma g=1 % g=D>b_ b

1 2 m
b, 31, k=121, 2, ..., donde las b son de diferente Ai. Aqui g se
orresponde con el elsmente T &., donde a. = b si hay un b, € A. en
. i hi k k i
i€l
:l producte para g ¥ a. = 1 en otro caso. Esta correspondencia nos da -

[N

2l iscmorfismo entre G y el producto directo de los A,.

Tratavemos ahora un poco los grupos abeliancos. Consideremos e

4

grupo multiplicative de todos los nimeros complejos excepto el cero. Es-

[ER

te grupo es de orden infinitc w es abelianc, ademés contiene elementos de

orden infinito y también de todos los drdenes finites. Como puede obser-

varse, su estructura nos parece mas o wenot complicada, sin embargo resul

' -

ta ser mas © menos senci

{

1la si la comparamos con la de algunos grupos abe

lianos de orden infinito.

Si en un grupe abelianc A encontramos elementos a y b tales que

n m , =1l.n T .
a o} b = 1, entonnes (a W1 oy (ep)™ = 1, luego el conjunto

-

1}

o~

de los elementes de orden finito en cualgquier grupo abeliano A forman un

subgrupo F. Tedo endomorfismo o de A mapea un elemento de orden finite

en un elemente de orden finite. Por tante ¥ es un subgrupo totalmente in

variante de A. Ademds si llamamoes grunc perlddico a todo grupo en el que

todos sus elementos son de ovden finito, entonces F 23 también un grupo -

dentidad es de -

8

Un grupe en el que ningln elemento excepto la

orden finito es llamade grupo aperiddice o sin torsién.
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Py

. A
Sea F el subgrupo formade po los elementos de orden fini
o LR s A aa g
o de un grupo abelianc A. Entonces = ez aperibdico.
PRUEBA
: o A \ . -
Supcngamos que X € =, x ¥ 1 es de orden finito m. Entonces
. A W m
en el homomorfismeo ¥: A +-fi u e X tepnemos que u WV x = 1, de don

mwo_ m e .l - m.n mn
deu €7 v u es de orden finito, digamos n. Luego (u ) =1, u =1

y u es de orden finito, por lo que u € F y y{u) v+ 1 = x, 1o que es con
trario al supuesto.

Divemos que un conjuntco de elementos (a,) de un grupo abeliano

€1 iGJ
e, e
.. 1 i
A es independiente si un producto finite I a = 1 solamente cuando a "= 1
i 1 i
para tode i. 5i los a_ son independientes v ademis generan A, decimos ~-
I .

que los a, forman una base de A. Tenemos por tanto que los elementos ai
i
forman una bese de 8 si y s8lo si A es el producto directo de los grupos

ciclices generados por los a..
> i

Si un grupo abeliano A ectd generado por los elementos

a B s sovs ar, entonces, toto elemento de A es de la forma
1 2 )
i uz u X, xr
1 T . . & . )
& ,a", v... 2, donde los u. son enteros. Adem3s si a1‘ c.. @’ =
3 2 . X s
~%, -x
. - 2 ; r
es una relacidn de estos generadores, decimos qQue &, "4 ..., a, =1 es

au relacidn inversa.

De un conjuntoe § de relaciones que se verifican en A podemos de

rivar otras tomande el producto de relaciones de S e inversas de relacio-
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nes de S. Dos conjuntos de relaciones S1 Ni 82 son llamados equivalentes
si las relaciones de cada conjunto pueden derivarse de esta forma de las
del otro. Decimos que un conjunte S es un conjunto de relaciones defini
torias para A si toda relacidn que se verifica en A puede derivarse de -
las de S.Puede probarse que un conjunte arbitraric de relaciones S sobre
generadores a5 3,5 .05 8 €S UN conjunto de relaciones definitorias -
para aquel grupo abeliano A generado por al, a5 eeny 3, en gque las re-

p4

laciones derivadas de S sé verifican, pero ninguna otra se verifica.

TEOREMA 1.23

Un grupo abeliano generado por un nimero finito de elementos,
r, tiene una base de cuando mis r elementos.
PRUEBA

El teorema es cierto para r=1, pues entonces el grupo es cicli

co. Supongamos gue A estd generado por @5 Bys sees B Entonces la --

i P L

rueba se basard en la induccidn scbre v, v para uvn r fijo sobre el mini-
5 P

mo entero positivo m tal que X, =m en una relacidn

8i la Gnica relacidn existente es aquella en que todos los X, = 0, enton-
ces A es el producto directo de los grupos ciclicos infinitos <ai> y el
teorema es cierto. De otro modc, alguna relacidn o su inversa contendrén
algunos exponentes positives. Runumeremos los a; de modo que el minimo

exponente positivo en una relacidn es ¥, =m. Sim=1
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v A estd generado por los r-1 elementos 8gs 845 -+25 &5 ¥ POT induccidn

el teorema es cierto. Supongamos ahora gue Xl =m > 1 en la relacidn

m L Xr .
(1) a . a . «...a = 1.
ES 2 I\
Sean y_, y?, cees Y, los exponentes en otra relacidn. Entonces, para --

cualquier entero K, de tal relacidn y la (1) podemos derivar una relacidn

con exponentes v, - km, Y, - kxz, o> Y, " er, Podemos escoger k de
modo que O j_yl -~ km < m. Pero como m era el exponente minimo en cual --

quier relacidn, debemos tener v, - km = 0, de donde la relacidn con ex-

ponentes yl, Yo cees ¥V, puede derivarse de la relacidn (1) y la rela ~--

2

cidn con exponentes 0O, yz-kxz, cves yr-er. Luego el conjunto de todas
las relaciones para A es equivalente al conjunto S consistente en la rela

cidn (1) y las relaciones en las Que tan solo aparecen az, a cuey B

b
3 r

En la relacidn (1) sea X, = kzm + s N krm + S, donde he -

29

mos escogido ki’ i=2,3, ..., r tales que 0 < s, <m. Si tomamos un

nuevo elemento

'

entonces ai, 3, @5 +.-, @ generan también a A, y en términcs de estos

27 73
generadores, la relacidn (1) toma la forma

(2) moa? i

8i aqui algin s es diferente de cero, ha de ser un nimero positivo menor

que m y podemos aplicar nuestra hipdtesis de induccidn. Pero si
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s = ...=s5_= 0, entonces.(2) se hacer

(3) a":m = 1

y como la relacidn (1) y las relaciones en las que solc aparecen

8,5 3,5 wevs 3 constituyen un conjunto definitorio de relaciones para A

2’ 73

en términos de los generadores al,.az, sees @, S sigue que la relacidn

{3) y las relaciones en que tan solo aparecen a,, a cees @ forman un

27 73?

conjunto definitorio de relaciones en términos de los generadores

al, az, cees A Luego A es el producto directo del grupo ciclico de or-
den m generado por at y el grupo generado por los r-1 elementos

a, a

) -5 2, que por nuestra hipdtesis de induccidn es el producto

3’
directo de, cuando mds, r-1 grupos ciclicos. Quedando asi el teorema pro

bado en todos los casos.

TEQREMA 1.24

Si x es un elemento de orden mn en un grupc G, comm y n ente -
ros y primos relativos. Entonces x tiene una representacidn finica
X = yz = 2y, donde y es de orden m y z de orden n. Tanto y como z son po
tencias de x.
PRUEBA

Decir que m y n son primos relativos es afirmar que el maximo
comln divisor dem vy n (m, n) = 1. Entonces por el Algoritmo de Euclides,
existen enteros u y v tales que um + vo = 1, y de agul inferimos que

(um +vn) um  vn vn  um vn wm
X = % x X

= X X . Seany =x 7, z = X . Entonces
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X = yz = zy y ¥y =X =1, y z =X = 1. Luego el orden de

y es alghn divisor m de m, y el de z algin divisor n, de n. Pero de -

X = yzZ = zy se sigue que el orden de x es un divisor m n_ de mn. Pero -
11

el orden de X esmn, luegom, =m y n_ =n, por lo que el orden de y

1 1

esmy el de z es n, S1I x tuviera una segunda representacidn x = ylzl==zly1

con y1 de orden m y z de orden n, entonces y1 y z1 permutarian con x, --

uesto e X = zZ = X Xz, T Z.y.Z. = Z.X. P entonces
P ue Xy = YA, TR Y 1 17171 1 ero Y3

vy z1 permutarian con y y z, que son potencias de x. Ahora bien,

-1 -1
yz = x = ylzl nes lleva a w = Y19 = le . Peroyy y,son elementos que

permutan de orden m, y Z ¥ z, scn elementos que permutan de orden n. Lue
go el elemento w satisface w' = 1 y también wo= 1, y como (m, n) = 1,

esto implica w = 1; de modo que y, =y ¥y 2z =z Esto rrueba la uni-

cidad de la representacidn.

COROLARIO 1.1

Si x es un elemento de orden n = n . L donde
1
(ni, nj) = 1 para i ¥ j. Entonces x tiene una representacidn Gnica
¥ = X . X ... X donde x.X, = ¥X.X. ¥ x. es de orden n. y cada x.
1 2 r J 1 17 1 1 1

es una potencia de x.
PRUEBA

Aplicande rebetidamente el Tecrema 1.24 queda probado este coro
lario.

) . . . 2
Particularmente si consideramos a n como n = p !, p . ....p "

1 2 r
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donde P, 32, e Pr son primos distintos, se puede aplicar el corolario

e,
. . 1
anterior haciendo n, = P, -
1

Tomemos zhora un grupo abeliano A con la condicidn de que A sea
periddico. Tomemos el conjunto P formado por los elementos de A cuyos or-
denes son potencias de un primo fijo p, en donde se incluye la identidad -

a b
. 0 . .
como potencia de orden p = 1, si x =1, v vy = 1, entonces si
c c
- . -1
¢ = max(a,b) tendremos que (xy)P =1 y (x )P = 1. Luego P es subgru-

po de A. Al subgrupo P le llamamos el p-subgrupo de Sylow, S(p). A P le

llamamos tambi&n un p-grupo abeliano.

TEOREMA 1.25

Si A es un grupo abeliano periddico, entonces A es el producto de
sus subgrupos de Sylow.
PRUEBA

Tomemos la juntura de los subgrupos de Sylow de A, [l s(p). Esta
p

juntura es subgrupo de A. Pero, para x € A, podemos afirmar que x es de -

e, e

orden m = p . ... - P ¥ X=X, X, wee - X COL X ¢ S(pi), esto -

por el corolario 1.1; luegc todo elemento x de A pertenece tambiin a la qu

tura ||S(p), por lo que A = 1] s(p)
P P

Como la juntura es isomorfo con el producto directo, entonces la prueba es_

t4 completa.

TEOREMA 1.26

e e
1 T
Un grupo abeliano finito de orden nn = R P. es el pro -

ducto directo de los subgrupos de Sylow S\pl), S(pz), cees S(Pr)- En esta



e,
expresidn S(pi) ez de orden p © y es el producto directo de grupos cicli
: =3

e, e.
- il is
cos de drdenes p.” , ..., P. , dondee. + ... *te. = e..
1 1 11 13 1

PRUEBA

Si tomamos un grupo abelianc A, de orden n, entonces el orden
de cualquiera de sus elementos serd un divisor de n, luego un p-subgrupo
de Sylow, tal que p es un primo que no divida a n tiene que consistir so
lamente en la identidad, y por lo tanto, si pl, pz, -++» P, son los dis-
tintos primos que dividen a n, entonces el grupo A, es el producto direc-
to S(pl). S(pz). che .S(pr). Ahora trataremos los Ordenes de los S(pi).

Cada S(pi) puede ser la identidad o el producto directo de grupos cicli-

e. e. e

- 1 2 i -
cos de ordenes pil , P * ey pils, entonces el orden de S(pi) serd el

t.
producto de estos drdenes. Supongamecs que el orden de S(pi) es pil, con

i >

t., = e,, +te, + ...+ e, v como el orden n de A es el producto de los
1 11 12 is

ordenes de los S(p.), entonces por factorizacidn Gnica del entero n, ten-
i

t. e,
- i i N %
dré que ser P = P en cada caso, y el tecrema queda asi demostrado.

TEOREMA 1.27

Todo subgrupo de un grupo ciclico infinito diferente de la iden
tidad es un grupo ciclico infinito de indice finito, y hay un subgrupo --
tnico para cada indice finito. Todo subgrupo de un grupo ciclico finito
de orden n es un grupo ciclico de orden que divide a n, y hay un subgrupo

tnico para cada divisor de n de orden igual a ese divisor.
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PRUEBA

Sea G un grupo ciclico generado por un elemento b y H un subgru-
pode Gy H # <1>. Si bi € H, entonces b-i € H y uno u otro de estos ex
ponentes es positivo. Supongamos que m es el exponente positivo minimo de
cualquier elemento que pertenezca a H, y sea bt un elemento cualquiera de
H. Entonces escogiendo r adecuadamente tenemos t = mr+s con 0 < s < m.
Luego 3:;c = (bm)r b°%. Como tanto bt como b pertenecen a H, se sigue que
b® pertenece también a H. Pero si s es un entero distinto de cero y
0 < s < m, esto estaria en conflicto con la definicidn de m como el minimo
exponente positivo de b que aparece en un elemento de H. Luego s=0, ¥y
bt = (bm)r, y todos los elementos de H resultan ser potencias de " de
donde H es ciclico. Como para cualquier u que sea entero tenemos u = km+1i,
donde i = 0, 1, ..., (m-1) verificamos facilmente que

G = HUH U ... U B

Esta ecuacidn contiene todas las posibles clases laterales de H y estas -
son diferentes, ya que bi = hbj con 1 # i en el rango de 0 a m-1 nos -
daria una potencia positiva de b mds pequefla que m en H, que seria bi_j
o bj:i . Luego [G: H] = m, de donde afirmamos que m es la menor potencia
positiva de b que pertenece a H y también es el indice de H en G. Asi --
pues si G es infinito, como para todo m positivo los elementos de la forma
(bm)r, r € Z, forman un subgrupo de G, entonces hay un subgrupo (nico
<b™> de indice m de G.

Si G es finito de orden n, entonces p” = 1, luegon = mr, y m es un divi ~

sor de n.
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Entonces para cualquier m gque divida a n, si n = mr, tenemos los elemen -

tos 1, B", p™, .., plr-dm

que forman un subgrupo de orden r e indice
m. Como n = mr puede ser cualquier factorizacidén de n en dos factores,
vemos gque hay un y solamente un subgrupo de G de orden r para cada r divi-
sor de n.

Como una consecuencia del Teorema 1.26 y del Teorema 1.27 pode -

mos afirmar el enunciado siguiente

COROLARIO 1.2

Si G es un grupo abeliano de orden n y p es un primo que divide
a n, entonces existe b € G tal que b es de orden p.
Si A(p) es un p-grupo abeliano finito, entonces A(p) puede escri

birse como producto directo de grupos ciclicos en varias formas. Asi, si

2 4 \
suponemos que a =1 y b = 1, entonces A(2) <a> x <b> es de orden 32.

. . L
En la misma forma si ponemos que ¢ = ab y 4 = a b, entonces

8 L 5.-1
C

8
8 2 R = (a%)%p* = 1; quedando a = ¢°d

=a’=a =1 y 4 =

y b= c*d  Ahora A(2) = <e> x <d:. Observamos que A(2) es el producte ~

b

directo de grupos ciclicos en dos formas diferentes, pero el nimero de fac
tores y sus Ordenes son los mismos. En general este resultado es cierto
para p-grupos abglianos finitos, pero no es cierto para grupcos abelianos -
finitos que no sean p-grupos abelianos. Asi por ejemplo el grupo ciclico
de orden 6 es el producto de grupos ciclicos de orden 2 y 3.

Si A(p) es un p-grupo abeliano que es el producto directo de gru

e e e
Ped > -~ 2 r
pos ciclicos de Ordenes p 1, P, ..., p , entonces estos nlmeros son lla
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mados los invariantes del grupo. En el caso en que todos los invariantes
son P, P » .+-p , decimos que A(p) es un grupo abeliano elemental. Puede
verse facilmente que los invariantes de un p-grupo abeliano A(p), determi
nan a A(p) salvo isomorfisme. La imﬁortancia de estos invariantes se des

taca en el teorema siguiente:

TEOREMA 1.28

8i un p-grupo obeliano finito A es el producto directo de gru -
pos ciclicos en dos formas, A =_A1 X A2 X oas X Ar = B1 X B2 X oo X BS,
entonces el nimero de cactores es el mismo en ambos casos, r=s, y los or-

denes de Al’ A cevs Ar son los mismos, después de cierta reordenacidn,

23
que los de los Bl’ Bz’ ey Bs'
PRUEBA
La prueba la haremos aﬁlicando induccidn sobre el orden de A, to
mando en cuenta que cuando el orden de A es p el teorema resulta trivial.
Supongamos que A es un p-grupo abelianp cualquiera y denotemos

por AP al subgrupo cuyos elementos x satisfacen xF = 1 y por AP al sub -

grupo cuyos elementos son de la forma yp con y € A. Supongamos que A -—-
e.
tiene una base a1 8ps cees donde a; es de orden p l, i=1, 2, ...,r

y numeremos las a-es de forma que e > e; > ... > e, Verificamos enton-

1 2 -
et e -1 v
ces que Ap tiene una vase a, s sass ag y es de orden p'. Si A es

un abeliano elemental, entonces AP = 1. En caso de no ser A abeliano ele-

mental, sea e, el 01ltimo exponente mayor que 1, es decir,
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1. Entonces AP tiene una base

@
v
v
0]
{v
¢
i
u
o
It

Sea bl’ bz, aees bS una segunda base de A, donde bi es de or-

£,

den p 1, i=1,2, ..., s y £ >fF

> ... > £ . Entonces A es de or
1 2 - — s P —

r : . 8
den p por ser al,_az, <ee5 &, UNA base de A, y de orden p por ser

también'bl, b, «..s bs base de A. Luego r=s. Si A es abeliano elemen

25

tal, la prueba estéd completa, pero si no lo es, sea

f >f > ... >f ¥ = ...=f =1. Entonces AP tiene invariantes
1— 2 — —n n+} s
el—l e2—1 em—l fl—l fz-l fn—l
P > D s +eos5 D y también invariantes p s P 5 +eea P .
Por induccidén m = n y el-l = fl-l, e, e -1 = fm—l. De esto y del he
. m -
cho de ser s=r, se sigue que e1 = fl’ T = fr'

Como consecuencia de lo anterior podemos enunciar el siguiente:

COROLARIO 1.3

Si dos p-grupos abelianos finitos no tienen los mismos invarian

tes, no son isomorfos.
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CAPITULO II

TEOREMAS DE SYLOW

En este capitulo destacaremos la importancia de tres teoremas -
conocidos como los tres teoremas de Sylow. El primero de estos teoremas
~garantiza la existencia de subgrupos cuyos drdenes son una potencia de un
nfmero primo, el segundo nos asegura que en todo grupo finito G, los p-sub
. grupos de Sylow son conjugados y el tercero que.nos sirve para calcular el
nlimero de p-subgrupos de Sylow que hay en un grupo finito G. Ademds el --
concepto de producto directo junto con los teoremas de Sylow, nos permi ~
ten clasificar los grupos finitos, de los cuales estudiafemos los de peque
fio orden, orden menor o igual a 11.

El Teorema de Lagrange asegura que el orden de un subgrupo H de
un grupo G, divide al orden de G: Pero en general no es cierto que si un
nimero m divide al orden de un grupo G, entonces existe un subgurpo H de
G cuyo orden es m. Sin embargo, si m es primo entonc;s con seguridad exis

te H subgrupo de G tal que H es de orden m. Este y ctros resultados cons-

tituyen los teoremas de Sylow.

DEFINICION 2.1

Llamase una clase de elementos conjugados de X en un grupo G al
conjunto x =‘{§_1 xy/ y € Gl}.

En el Teorema 1.16 si S consta de un solo elemento s, los conju-
- gados respecto a G forman una clase. Por tanto las clases de elementos --

conjugados en G son una particidn de los elementos de G, y puede escribirse
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G = C1 U C2 U ..o CS

en donde los Ci son clases distintas y cada elemento de G se encuentra -
exactamente en una sola clase. La identidad 1 es siempre una clase. Por
el teorema 1.16 el nfmero de elementos en una clase Ci es el indice de

un subgrupo y por tanto un divisor del orden del grupo.

TEOREMA 2.1

Si G es un grupo finito y p es un primo que divide al orden de
G, entonces G contiene un elemente de orden p.
PRUEBA

Sea G un grupo de orden n = mp. Si m=1, entonces orden de G -
igual p y G es el grupo ciclico de orden p y el teorema es cierto. Proce
damos por induccidn sobre m. Si G contiene un subgrupo propio H cuyo in-
dice [G: H] no es divisible por b, entonces p divide él orden de H, luego
por induccidn H contiene un elemento de orden p. Supongamos ahora que to
do subgrupo propio de G tiene un indice divisible por p, entonces
n = n1‘+ Ly * ...t D, donde cada n, es el nlmerc de conjugados en -
una clase de elementos de G. Cada n. % 1 es el indice de un subgrupo --
propio de G, luego por hipdtesis, divisible por p. Pero n1 = 1 por ser
la identidad una clase. Luege el nimero de n, - s tales que n, = 1 ha-
bria de ser un miltiplo de p. Un elemento a, es una clase en G si y sdlo
si pertenece al centro 2 de G. Luego el centro Z seria de orden divisible
por p. Pero para z € Z y cualquier g € G tenemos que zg = gz, de don -
de, forzosamente todes los elementos de Z permutan entre si y Z es un gru-

po abeliano. Pero por el corolario 1.2, Z contiene un elemento de orden P.
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TEOREMA 2.2 (Primer Teorema de Sylow)

Sin = pms es el orden de un grupo G donde p es primo y p no -
divide a s, entonces existen subgrupos de G de drdenes pi, 1i=21,2,...,m,
y cada subgrupo de orden pi, i=1,2,.-.,m~1, es un subgrupc normal de
al menos un subgrupo de orden pi+1.

PRUEBA

Efectuaremos esta prueba por induccidn sobre i. Por el teorema
2.1 afirmamos que G contiene un subgrupo de orden p. Sea P un subgrupo -
de orden pi, i > 1. Escribamos G en términos de clases laterales dobles
de P,

G = P U Px2P U U PXPP,

vy sea aj el nlmero de clases laterales derechas de P incluidas en ijP.

Entonces [G: P] = a + a_ + .+ oa , donmde a. = [x *Px.: x 'px, N P],
1 2 r i J 3 J

y 8, =1 para la clase lateral doble P1P = P. Ahora bien, aj =1 o una
potencia de p. Como p divide a [G: P], entonces el nimero de las aj igua

les a 1 debe ser un mGltiplo de p. Si aj = 1 entonces x~1ij =P y

xj debe pertenecer al normalizador K de P, y ij = ij estd incluido en

. . -1
K. Reciprocamente, si Xj € K, entonces xj Px, = Py aj = 1. Luego
4

[K: P] es el nUmero de las aj = 1 y por tanto p divide a [K: P]. Luego

el grupo factor-% tiene orden igual al [K: P] vy es divisible por p.

Luego-% contiene un subgrupo J* de orden p. Ahora por el teorema 1.17



b1,

’,
k1

J oLt
J = T donde J c K y- Jo: Pl = [g™: 1] = p; luego J es un subgrupo de
i+1
orden pl+ que contiene a P como un subgrupo normal.

DEFINICION 2.2

Un grﬁpo P es un p-grupo si todo elemento de P excepto de iden-

tidad tiene como orden una potencia de un primo p.

DEFINCION 2.3

Un subgrupo S de un grupo G es un subgrupo de Sylow de G si y so
lo si es un p-grupo y no estd contenido propiamente en ingln p-grupo que
sea un subgrupo de G.

De acuerdo a estas definiciones podemos expresar dos consecuen -

cias del primer Teorema de Sylow.

COROLARIO 2.1

Todo grupo finito G de orden n = pms con p que no divide a s, p
primo, contiene un subgrupo de Sylow de orden pm, y todo p-grupo que es un
subgrupo de G estid contenido en un subgrupo de Sylow de G.

Cada grupo de orden pm es un p-grupo. Por Teorema 2.1 si el or-
den de un grupo es divisible por dos primos diferentes, no puede ser un --
p-grupo. Luego todo p-grupo finito es de orden igual a una potencia de p,

digamos pm.

CORQLARIQO 2.2

Todo subgrupc de un p-grupo P de orden pm estd contenido en un --
subgrupo maximal de orden Pm—I, y todos los subgrupos maximales son subgru-

pos normales.
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Supognamos que el orden de P es pm = pm.l, entonces por el Pri-
mer Teorema de Sylow P contiene subgrupos de drdenes pl, 1=1,2,00., m,

- 2
de modo que P1 c P y de ordenes p, p , ps, cans pm respecti-

cen P
Poaeg

m

. iz m -
vamente y existirad un subgrupo de orden p que serd un subgrupo normal

m
de al menos un subgrupo de orden p que no puede ser otro mds que P.

TEOREMA 2.3 (Segundo Teorema de Sylow)
En un grupo finito G los p-subgrupos de Sylow son conjugados.

PRUEBA
Sean P1 y P2 dos p-subgrupos de Sylow. Entonces

= P

G P1P2 U Plx2~

2 W oeae U PlstZ' Sea bi el nimero de clases laterales

derechas de P2 incluidas en PlxiPz. Entonces

-1 -1 . \
.= . . . 8 de p. P
b1 [xi Plxl X, Plz’(:L N PZ] y es1 duna potencia de p ero

b1 + b2 *oee.e ¥ by - [G: PZ] no es un miltiplo de p. Luego para algin i,

-1
bi =1 vy xi P1xi PZ'

TEOREMA 2.4 (Tercer Teorema de Sylow)

El nfmero de p-subgrupos de Sylow de un grupo finito G es de la
forma 1 + kp, y es un divisor del orden de G.
PRUEBA

S1 existe solamente un p-subgrupo de Sylow, entonces el teorema

es trivial. Sea S0 un p-subgrupo de Sylow y Sl’ S oo Sr los restan-

Xl
4

tes. Se pueden agrupar estos en conjuntos disjuntos de conjugados entre
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si con respecto a la transformacidn por elementos de Sg» Por el Segundo -
Teorema de Sylow, Si es el Gnico p-subgrupo de Sylow en su normalizador X,.
i

Luego el normalizador de Si’ con 1 # 0, es un subgrupo propio de Sys ¥ por
tanto, el nlmero de conjugados de Si bajo SO es una potencia de p, pe, e>1.

: e e -

- 1 S

Deaqui quer = p 4+ ...t D = kp, y hay 1+r = 1+kp p-subgrupos de

Sylow de G. El nlimero de p-subgrupos de Sylow es, por el Segundo Teorema -~

de Sylow, el indice del normalizador de Sgs luego un divisor del orden de G.

TEOREMA 2.5
Sea G un grupo finito, P un p-subgrupo de Sylow de G y K el norma
Jizador de P en G. Si se tiene un subgrupo H, de G tal que
G 2H2K2P, entonces H es su propio normalizador en G.
PRUEBA
Supongamos xﬁlﬂx = H. Entonces Ho x-lPx = P', que debe ser un -
p-subgrupo de Sylow de H. Luego éara algln u € H, u—lP'u = P, de donde
u_lx—lqu =P y xué€ K. Luego x € H, y H es su propio normalizador.
Gracias a los Teoremas de Sylow podemos tratar el problema de la
construccidn de grupos finitos, ya que ellos nos afirman que si el orden de
e e

1 r .
un grupo G es n = P, ~ <=+ + Pp o entonces para cada 1 hay un subgrupo

e.
i - . .
de orden Py s Y ademés que todos los subgrupos de este orden son isomorfos,

puesto que son conjugados.

La construccidn de grupos finitos puede considerarse en dos partes:
la. la construccidn de grupos cuyo orden es igual a una potencia de un pri

mo y 2a. la combinacién de grupos cuyos ordenes son iguales a potencias --
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de primos g e dividen a un nfimero n. con el objeto de formar un grupo de
orden n.

Nos ocuparemos en esta opeortunidad de resolver la primera parte,
va que haciéndolo asi tendremos construidos los subgrupos que utilizaremos
en la solucidn de la segunda, la cual se dejara para el prdximo capitulo.

Un hecho de mucha importancia scbre los p-grupos lo constituye -

el teorema que enunciamos a continuacidn.

TEOREMA 2.6

El centro de un p-grupo finito es siempre mayor que la identi -

dad.
PRUEBA
S1i P es un p-grupo finito, entonces escribamos P en la forma;
P = C1 ¥ C2 U oL U Cr donde C1 consta solo de la identidad y todas

las Ci son clases. Sea hi el nlmero de elementos en Ci’ entonces por el

teorema 1.1! es el indice de un subgrupo de P, por lo jue hi es 1 para un
elemento del centro o una potencia de p en otro caso. Pero si P es de or-

a

den pm debemos tener pm = h1 + h? toee. + hr en donde h1 = 1, luego

los restantes h2, h ., ..., hr’ no pueden ser todos potencias de p, por lo

3
que debe haber alguna de las h-es posteriores a h1 igual a 1. Esto impli
ca que el centro de P es mayor que.la identidad.

Del Primer Teorema de Sylow también se desprende que en un p-gru

po, ningun subgrupo propio es su propio normalizador. Tambi&n el recipro
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co de esta consecuencia es verdadera y lo probaremos en el teorema siguein

te:

TEOREMA 2.7

En un grupo finito G ningln subgrupo propio es su propio normali
zador si y solamente si G es el producto directo de sus subgrupos de Sylow.
PRUEBA

Supongamos que ningln subgrupo propio de G es su.propio normali-
zador. Supongamos que K es el normalizador de un subgrupo de Sylow P. En
tonces G2 K2 K2 P y por teorema 2.5 K es su propio normalizador; pero

como G no tiene ningln subgrupo propic que sea su propio normalizador, en-

tonces debe ser K = G. Luego P es un subgrupo normal de G. De esto y el.
teorema 1.21 se sigue que G = 'GIPi' Luego G es el producto directo de
i
sus subgrupos de Sylow. Ahora supongamos que G = P1 XPyx .o x Pr
e.

~

donde Pi es un grupo de orden Pil v Pj 4 Pi si i % j. 381
g =868, - B, con g, & Pi, las condiciones del corclario 1.1 se ve-

rifican y cada g; es una potencia de g. Luege cuando un elemento g perte

nece a un subgrupo H de G, cada uno de sus componentes g, es también un
elemento de H. Luego H mismo debe ser un producto directo

H = H xH_x ... x H, donde H, = HNP. es un subgrupo de P.. Si H

1 2 r 1 1 1
es un subgrupo propio de G, entonces algin Hj es un subgrupo propio de Pj’
y reemplazahdo este Hj por un subgrupo mayor de Pj en el que Hj sea nor

mal, obtenemos un subgrupo mayor que el H en el que H es normal.
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Intentaremos .ahora un somero estudio de grupos cuyo orden sea
menor o igual que once.

Supongamos un grupo G de orden primo p, p < 11. G no puede te-
ner ningln subgrupo propio y por lo tanto debe ser un grupo ciclico, gene-
rado por cualquier elemento diferente de la identidad, puesto que por el
teorema 1.9 sabemos que un grupo G no constituido tan solo por la identidad
no tiene ningiin subgrupo propio si y sole si G es un grupo ciclico de or -
den primo. Por lo anterior podemos afirmar que salvo isomorfismo no exis
te més que un sdlo grupo de orden 1, 2, 3, 5, 7, 11.

Supongamos un grupo G de orden pz, P = 2, 3. Este grupo G, si
no es ciclico, contendrid dos subgrupos distintos de orden p, digamog el --
grupo generado por a, <a> y el grupo generado por b, <b>, donde aP = 1,
b =1 v <a> )} <b> = 1. Adem&s, por el corolarioc 2.2 ambos subgrupos
serén normales, de donde por el teorema 1.22 afirmamos que G = <a> x <b>;
por lo que G es un grupo abeliano con &, b como base. De modo que exis -
ten, salvo isomorfisme, dos grupos de crden p2, el ciclico, cuya relacidn
definitoria es ap2 = 1 vy el abelianc elemental, con relaciones definito -
rias af = 2, bP = 1, ab = ba. Como hemos dicho que p = 2,3, pode-
mos afirmar que existen, salbo isomorfismos, dos grupos distintos de orden
4 y 9. En efecto podemos considerar los grupos llamados Zq y grupo de
Klein que son de orden cuatro y de definen de acuerdo a las tablas siguien

tes:
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Zq Grupo de Klein
. 0|23 . |lelJa]|btle
0] 01112} 3 e | eja|blec
1]1 21310 al a é ¢ | b
2 ({2f(3]0]1 b|blc]e}la
3 3 0 1 2 c ¢ b a e

Supongamos que G es de orden pq, donde p < g, P ¥V g son primos.
Por el Tercer Teorema de Sylow 2.4, el nlmero de subgrubos de orden g es
de la forma 1 +kp y divide a p, luego debe ser 1, y el inico subgrupo de
orden q sera normal, digamos <b>, con bql= 1. El nGmero de subgrupos de or
den p es de la forma 1 +kp y divide a q, por lo que es 1 6.q. Sies 1 te
nemos para algin a un subgrupo nérmal <a> con’ & = 1, ¥y G es el produc-
to directo de <a> y <b>. Pero aqui c¢c = ab es de orden pq y G es ciclico.

Falta solamente el caso en que 1+kp = q subgrupos de orden p, donde un -

subgrupo <a> de orden p no es normai. Entonces tenemos af = 1, bP = 1,

-

-1 .
y como <b> es normal, a ba = br paaa algin r. Si r = 1, entonces G es

abeliano y es el grupo ciclico mencionado anteriormente. Luego r 3 1. En
-1 1 ir . . -1r r?

tonces a b'a=b para todo i, y en particular a 'b"’a = b , de donde

2

-2..2 -1.r r

J
a ba =a ba=0b r

. Mas generalmente encontramos que adpal = b5 .

Luego para j=p tenemos b = a Ppaf = brp, de donde rf es congruente con

1 mddulo q. Por lo expuesto concluimos que existen, salvo isomorfismo, so
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lamente dos grupos de orden pg, con p < q, py q primes y g = 1+kp. Si
g # 1+kp, entonces solamente existe uno. Luego existe, saivo isomorfis
mo, solamente dos grupos distintos de orden 6 y de orden 10.

Para grupos de orden p3, con p prime hay tres tipos distintos
de grupos abelianos, con invariantes respectivos (pg), (pz, p} vy (p, p, P)

cuyas relaciones definitorias son:

2

1la. ap = 1
2
20. af = 1, bP = 1, ba = ab
3o. ap = 1, B = 1, P = 1, ba = ab, ca = ac,
ch = be.

Supongamos que p =2, Yy consideremos los grupos no abelianos de
orden 8. No puede haber ningQn elemento de orden 8, pues en tal caso el

grupe seria ciclioo. Si todos los elementos son de orden 2, entonces

o2 2, .2 .
{ab) =1, o sea abab = 1, ba =a bab = ab, y el grupo es abeliano.

2
Debe por lo tanto haber un elemento de orden 4, digamos & = 1. Si

. 2 2
b ¢ <a» = A, entonces G = AUAD y b €A. Sib = a o b =a, -

i
[N
(o)}

2
entonces b es de orden 8 v el grupo G es ciclico. Luego b

2 2 R -1 -1 . -1 3
b =a. También b ab € A, pues A es normal, vy b ab=a & b ab=a,

-1 .
puesto que es un elemento de orden 4. Pero si b ab = a, entonces G serd

. -1, 3
abeliano. Luego b "ab = a . Hemos encontrado entonces dos grupos no abe-

Jianos, de orden 8, distintos cuyas relaciones definitorias son:
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ilo. a =1, b =1, b ab=a

Y 2 2 -
20. a =1, b =a, b 1ab = a3

primero se le conoce con el nombre de grupe diedro y al segun
grupo cuaternic.

lo anterior se desprende que existen solamente, salbo isomor—
grupos disnintos de orden 8, de los cuales tres son abelianos
abelianos.

tabla siguiente nos resume el nlimero de grupos distintos que

cada orden, siendo el orden menor o igual que once.

Orden

del Grupo 1 2 3|4 5 6 7 8 9 |10 (11

N2 de

Grupos Distintos| 1 111 2 1 2 |1 5 2 2|1
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CAPITULO III

"EXTENSION DE LOS TEOREMAS DE SYLOW

La extensidn de los Teoremas de Sylow consiste en una generaliza
cifn de dichos teoremas para grupos solubles en términos de subgrupos cuyo
orden m es primo relativo con su indice n sin el requerimiento de que m --
sea la potencia de umr: primo.

Para tratar este tema es necesario, como es natural, dar algunos
conceptos y definiciones que nos permiten llegar a definir y conocer algu-~
nas propiedades de los grupos solubles, ya que ellos constituyen el objeto

principal de estudio en este capitulo.

DEFINICION 3.1

Un conjunto parcialmente ordenado es un sistema S de elementos en
el que estd definida una relacidn a o b para algunos pares de elementos de

S tales que

ii) Siaob y Dbo c, entonces adc

H
lea

iii) Siaob y Do a, entonces a
Si ademds el conjunto S satisface que
iv) Para cualquier a, b & ao b & b o a, entonces decimos
que S es un conjunto simplemente ordenado o una cadena.
En algunas ocasiones escribiremos b ¢ a como equivalente a a o b.
También escribiremos a ©b si aob y atb. Otra notacidn que usaremos
es a > b, que leeremos "a cubre a b" y que significa, a°o b y a2 x3 b

implica x=a © x=b.
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DEFINICION 3.2

Una cota superior de un subconjunto T de un conjunto S parcial -
mente ordenado es un elemento X de S tal que x 2 t para todo t de T. En

la misma forma, cuna cota inferior de T es un y tal que t 5 y para todo t

de T.

DEFINICION 3.3

Un supremo (Sup) de un subconjunto T de un conjunto S parcialmen
te ordenado, es un elemento x tal que:
i} .x es cota superior de T.
ii) Si z es una cota superior de T entonces z o X.
En la misma forma un infimo (Inf) de T, es un y tal que:
i) y es una cota inferior de T.
ii) Si z es una cota inferior de T, entonces y o z.
En general un subconjunto T no necesariamente tiene que poseer un
supremo O un infimo, pero si lo tiene entonces, ya sea supremo o infimo, -

es Gnico, ya que de no serlo, se contendrian cada uno al otro, lo que por -

ser S un conjunto parcialmente ordenado implicaria que son iguales.

DEIFNICION 3.4

Una red es un conjunto parcialmente ordenado tal que cualesquiera
dos de sus elementos a, b tienen un supremo aiib y un infimo o interseccidn
afnb.

Comc tanto alib como allb son nicos, entonces ll_y la intersec

cidn son operaciones binarias bien definidas en una red.



TEOREMA 3.1

En una red se verifican las siguilentes leyes:

H

1. Leyes de Idempotencia xf1xX = X y xii; X

22, Leyes Conmutativas xMNy = yMix v xily = yllx
(xNy)Nz v z| [(v]l2) = (x| ]]=

Xy xllﬂx(\y) = X.

32. Leyes Asociativas xN(y MNz)

4., TLeyes de Absorcidn x(l(xlly)
PRUEBA

Para las leyes de 1, 2 y 4 se ve claramente que son consecuencia
inmediata de las definiciones de supremo e infimo. Para 3 sean yAz = u
y xXMNu = w. Aqui w es una cota inferior de x y u, y por tantc lo es de
X, Y y 2. Pero cualquier cota inferior de x, y y =z estd contenida en
u, luego en xNu = w. Luego w es el infimo de x, y y z. Pero andlogamen
te {(xN\y) Nz es el infimo de X, y* y 2z, de donde xn(yNz) = (xNy)nz.

Por igual razonamiento, tanto x||(yllz) como (x]|y)[lz son ambos el supre

mo de X, y y 2z, por lo que xllﬁyliz) = (xily)llz.

DEFINCIIN 3.5

Una red L1 se dice que es isomorfa a una red L2 si hay una fun --

cidn biyectiva X, e i entre los elementos X de L1 y oY de L, tal que

Nx. + > :
® % Ty Yy xiJ_LXj by yiﬂyj

DEFINICION 3.6

Una red L es llamada modular si satisface que si a o b, entonces

aiiﬁb()c) = blliarmc).
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Una red se dice que satisface la condicidn minimal si cualquier

cadena a2 a,0a > .. es necesariamente finita, y que satisface la

condicidn maximal si cualquier cadena al c a, c a3 C ... €8 necesariamen

te finita.

DEFINICION 3.7

En una red L, una cadena finita x = xo_o_ X2 .2 x4 Ty
se dice que es maximal si Xi cubre a Xi+1 para 1= 0, 1, ..., d-1 es -
decir, si x = x0 > x1 > eee 2%y =Y. De tal cadena se dice que tiene

lognitud d.

DEFINCION 3.8

Un elemento x de una red L tiene dimensidn finita 4, escrita d(x)
si L tiene un elemento cero 0, siempre que toda cadena desde x a 0 sea fi
nita y que d sea la longitud de la cadena maximal de mayor longitud desde x
a 0.

En cualquier red, el conjunto de las x tales que a 2 x o b for -

X
. a .
man una subred a la que llamaremos el cociente T - Dos cocientes que pue -

al|b

den ser puesto en las formas ~5— Y 'a;ib se dice que son perspectivos
a.
uno con respecto al otro, y si E&- es perspectivo con Para
i ity
. . a. . an
i=1,2, ..., n-1, decimos que _2* es proyectivo con T
b n

TEOREMA 3.2°

En una red modular, los cocientes perspectivos son isomorfos.
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PRUEBA
‘ . a_]_J_b a
Sean los cocientes 5 y TG ° en una red modular. Definamos
a -1 ' B a-l—l-b
para.cualquier x en —m== y(x) = x||b. Para cualquier y en 5 > defina
N alls
mos a su vez x(y) = yna.
La primera aplicacidn
‘a
lleva elementos de anb a b
: al|b
a elementos de 5 y la . X
segunda lleva elementos de anb
allp a a .
5 a elementos de anD " .Para un X en anb ° se tiene,
xKy(x)] = (xj_[_b) Na. Como a 2 x, podemos aplicar la ley modular y
a(x||b) = x|[(anb) = x, yaque x o anb. Tenemos pues que x[y(x)] =x.

Analogamente, para y en » por aplicacidn de la ley modular y[x(y)] =y.

a
Luego x + y(x) y vy -+ x(y) nos proporciona una funcidn biyectiva entre
los dos cocientes. Adem&s esta funcidn preserva las operaciones de la red.

En efecto, para xl s X_ en tenemos:

_a_

2 andb’

Y(x-ll_[_X'z) = _(-",1J_-l,x2)_|_|_b = (xl_u_b)l_[_(xzub) = y(xl)J_Lygxz). Ademg_lss -
si X X(YI) y %, % x(yz), se tiene:

= ' . = Y = (‘ : = .
x NX, A x(yl)_r\ x(yz) Q/l na)n(y,na) (y1 .yz),(la. x(y, Ny,)

De donde y(x‘1 ()xz) = y[x(y1 (\yz)] =y N y, = y(xl)r\y(xz). Luego am-
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bas operacicnes se preservan en la funcidn x - y(x). En aniloga forma pue
de demostrarse que también la funcidn y -+ x(y) preserva las operaciones

de la red.

TEOREMA 3.3
En una red cuyos elementos son de dimensidn finita, la ley
d(x) + d(y) = d(xlly) + d(xny)
se verifica si y sb6lo si la red es modular.

PRUEBA

xly

Por el teorema 3.2 en una red modular los cocientes y

;je; son isomorfos. La longitud de una cadena maximal finita en cada uno
N

de estos es respectivamente d(x|[|y) - d(x) y d(y) - d(xny). Por isomo
fismo estas dos longitudes son iguales, o sea gque

aly) - alxny) = dlx]]y) - d(x)
por lo que d(x) + d(y) = d(x]|y) + d(xNy).

Reciprocamente, supongamos que d(x) + d(y) = 'd(xliy) + d(xNy)
se verifica en una red. Supongamos Ao B; consideremos las expresiones
An(B[|c) vy Bl||ANnC).

Tenemos aqui:
BcA
B E_Bllp
c An(elle)

AnC c A

lov]
[¢]

ANc ¢ ¢ ¢ B]]C

ANC o An(B_|_Lc)
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Bll(anc) ¢ an(sl[c)
De donde estas dos Gltimas expresiones serdn iguales si sus dimensiones --

son iguales. Pero usando

d(x) + d(y) = dGx]]y) + dlxny)

se tiene:
d(anc) + a(8) = 1B [(AnC)] + dlBN(ANC)]

de donde:
a(B) + danc) = @d[Bn(anc)] = alB||(ANC)]
d(B) + d(AnC) - a(BnC) = 1d[B|[(ANC)]
a(]|c) - da(c) + d(anc) = dfB][(ANC)]
a(Bl|c) + da(a) - dcafjc) = d[B][(ANC)]
d(A) + a(B]|c) - da(A[(8]|c) = d[B][(ANC)]
d[an(B}[M] =/HBLKAHCH

Por lo que AMN(B||C) = B[|(ANC) y la ley modular se verifica.

En témrinos de la relacidn de cubrimiento A > B, definimos dos

propiedades Je semimodularidad que pueden verificarse cn una red.

DEFINICION 3.9

Semimodularidad inferior: Una red es inferiormente semimodular si
siempre que A >B y A >C, B 3C, entonces B> BNC y C > BNC.

Semimodularidad superior: Una red es superiormente semidomular si
siempre que A< B y A< C, B % C, entonces B <« 3llp y C«< Biip.‘

Se ve con claridad que las dos clases de semimodularidad son dua-
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les, y por lo visto en el teorema 3.2 las dos son concecuencia de la modu
laridad.

Estudiaremos ahora una cadena de subgrupos de un grupo G, en don
de cada uno de ellos es subgrupo normal del que le precede. Asi:

A o A 5 «vao A

02 132 T2 2 n

en donde cada Ai es un subgrupc normal de Ai X es una cadena en la cual

a los grupos Ai se le da el nombre de grupos subinvarientes de G y a la ca-
dena se le llama serie subinvariante. Si ademds cada Ai es subgrupo nor -

mal de G, entonces llamaremos a la cadena G = Ay 2 Al_g A, .02 A, se

rie normal o serie invariante. Una serie normal en la que cada Ai es un

subgrupo maximal normal contenido en Ai se llamard una serie principal. -

Una serie subinvariante en la que cada Ai es un subgrupo maximal normal de

Ai 1 se llamarid una serie de composicidn. En la terminologia de redes, si

las inclusiones en G = AO o) A1 ) AZ.E ce. D An son cubrimientos, una se -

rie ncrmal se llama una serie principal, y una serie subinvariante se llama
una serie de composicidn. Podemos ademds exigir que los grupos Ai sean --
subgrupos admisibles con respecto al conjunto de operadores Q.

Supongamos que G = AO_Q Al_g vee D An = H es una serie de com-

posicidn de un grupo G a un grupo H. Entonces por definicidn Ai+1 es un --

A,
subgrupc normal maximal de Ai' Por lo que A =
i+1

es un grupo simple (Un gru

po G es llamade simple cuando no contiene ningln subgrupo normal propio),
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A,

hi
Aie

ya que un subgrupo normal de

se corresponderia con un subgrupo normal

de Ai que contuviera a Ai esto segln el teorema 1.18. De agui que

1

si es agbeliano, entonces no puede contener nigln subgrupo propio y

Ai+1
ademds debe ser finito de orden primo.

Cuando se tienen dos series subinvariantes de subgrupos admisi -
bles desde un grupo G a un grupo H, entonces es posible refinar ambas se -
ries por la insercidn de grupos subinvariantes admisibles adicionales. Con
objeto de probar este hecho importante demostraremos dos lemas, pero antes
definiremos cuando es que dos subgrupos son permutables.

Diremos que los subgrupos A v B de un grupo G son permutables si

los subconjuntos de G, AB y BA son iguales. Cuando esto sucede se verifi

ca con facilidad que AllB = AB = BA, vy AB = BA es un subgrupo.

LEMA 3.1
Sean A, B, C subgrupos de un grupo G tales que Ao B. Entonces
una condicidn suficiente para gque
ancelley = Bllanc)
se verifique, es que B y C sean permutables.
'PRUEBA
Por teoréma 3.3 sabemos que si A2 B, entonces
Bl[(anc) = AN(BL[O)
Falta, entonces probar la inclusidn opuesta. Un elemento

ae A(\(Biip) es de la forma a = bec, con a € A, b € B, c € C pues a
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simulténeamente ha de ser un elemento de A y tambi&n de Blip, y como By C
permutan, los elementos de Biip son de la forma bc. Aqui ¢ = b_la € A

va que B ¢ A. De donde este ¢ € ANC, y por tanto bc € BliﬁArYC). Luego

AN (_BJ_LC) < BJ_L('A-’\_C), y el lema estid probado.

LEMA 3.2

Sean U = A 2 A 2 ...2 An =V y

0 1
U = BO Q_Bl_g ses O Bm =V dos cadenas de U a V en una red modular. En

tonces es posible refinar ambas cadenas finitas por insercidn de elementos
adicionales Ai = A, DA 2 ... D A = A,, i=1,2, .., n y

1 i,0— 1,1 — i,m i

B. = B, o B, O ... 0 B. = B., i = 1,2, ..., m de tal forma
j-1 3,0~ Tj,1 - = Tj,m 3 . e >

A, . B. .
que los cocientes 2> 371 y NN N proyectivos.

A. . B. .
1,] RS
PRUEBA
= A, B. B. .= B.[|(B. .NA.
Pongamos Ai,j Aillﬁ l_lr\ j), 5. jliﬂ 5-1 R
i =1,2, ..., n y J = 1,2, ..., m
A, . 1 A._1 n B._1
Agqui —%ll:—- es perspectivo con 2o ] s ya que por ser
i.3 A. nBI[(A.NB, )
i,3 Ay [ NEy 11ea, 5-1
B. ¢ B. tenemos:
J— -1

( B.) = A.||[(A. nNB. ).
; 0By LI, 0B 18 By
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Ademgs (Ai_lm B]._l){\ [AiJ—L“‘i*x“ Bj)]

1

(Ai—1r\Bj)ll(Ai-1r\Bj~1{\Ai)

(\B. YB.
Y 3)_Ll_(Alr Bg-l)’

. . ] - i i-
usando la modularidad en las expresiones anteriores. Andlogamente —Jf——l
. 3,1
es perspectivo al cociente

A, N B, -
1-1 -1

LCVIRUE RN RS- N

y con esto el teorema estd probado.

TEOREMA 3.4 (Teorema de Refinamiento)

Sea G un grupo con operadores {I, y sean G = Ao_g Aﬁlg eee D Ah==H

y G = B, o B

0 9 ...0 B_=H dos series subinvariantes de subgrupos

1 m
admisibles desde G a H. Entonces es posible refinar ambas series por la
insercidn de grupos subinvariantes admisibles adicionales

A, = A, ©° A, o ...0 A, = A,, i
- — Ti,m i

n
[N
»
“
o}

y B. = B, o B, ;2 ...0 B, =B, i=1, «.., m

A, . B, .
i, -1 i i-1
A Y

1,5 .1

sean operadores isomorfos.
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PRUEBA
Por el teorema 1.19 los grupos cocientes perspectivos de subgru-
pos admisibles son operadores isomorfos. Por tanto, para demostrar este

teorema por la prueba del lema 3.2 debemos mostrar que en los cocientes %

que en ella aparecen Y es normal en X y que el uso de la ley modular es --
vélido. Como la juntura e interseccidn de subgrupos admisibles es también

admisible, todos los subgrupos usados en la prueba son admisibles. Ahora

. . = A, . . NB, . s . = A, . .
A Al lCa; \B,) es un subgrupo normal de A; allca; N B,

1,3 D

ya que tanto Ai como Ai 1(1Bj son transformados en si mismos por

A. NB, .. Analogamente, B. . es normal en B. ., .. Tanto'A.  NB,
1-1 J-1 J.1 Js 1-1 1-1 J

como Ai{\Bj—1" y por tanto también su juntura, son subgrupos normales de

. A, NB, .
' -1 9=1 .
A, NB. , de donde TS = . . es un grupo cociente. En
i-177 731 ' (a;_, Bj) | (ainBj_17

(Ai_1(lBj_l)jllAillﬁAi_l(\Bj)], como A, es mnormal en Ai—l" Ai permu-

ta con cualquier subgrupo de Ai—1 y en particular con Ai_lf\Bj. Luego por

el lema 3.1 la ley modular puede aplicarse, quedandc, con esto,probado el

teorema.

TEOREMA 3.5
Sea H un subgrupo normal de un grupo G tal que hay una serie de
composicién de G a H. Entonces hay una serie principal de G a H

G = B 2B 2 ...2B =H
o 1 -oom



B.
y cada grupo factor es el producto directo de un nlmero finito de ~-
itl '
B,
grupos simples isomorfos. Reciprocamente, si tal serie existe con -
i+l

como un producto directo de un nlmero finitc de grupos simples isomorfos,
entonces hay una serie de composicidn de G a H.
PRUEBA

Toda serie normal de G a H puede refinarse a una serie de compo
sicidn por la insercién de nuevos términos. De donde cualquier serie nor-
mal de G a H es necesariamente m&s corta que una serie de composicidn y por

tanto de longitud finita. De donde debe haber una serie principal de G a H

es un grupo simple y el teorema es cierto. Usemos induccidn

Sim=1, %

~ .B B
sobre m, de donde cada uno de los Eg m-2

> ees g €S el producto directo
1 m-1

de un nlmero finito de grupos simples isomorfos. Queda probar que g-
m

0]
ot

producto directo de un nlmero finito de grupos simples isomorfos.
B

Cualquier subgrupo normal de corresponde & un grupo normal

m
en B que contiene a Bm. Por tanto existe un subgrupo minimal normal
K B 1
—=— donde K o Bm y K es normal en Bm . SiK=2B . entonces g

- -1 m~-1 m

es simple y no queda nada por probar. Consideremos ahora los conjugados Kj

de K respecto a G.Kj g_Bm_l, ya que Bm__1 es normal en G. Por otra parte,
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w

como las transformaciones por un elem=2nto de G inducen un automorfismo en

B cada Kj es un subgrupo normal de B_n . Ademés il_K. es un subgrupo
- m- -
i

normal de G ya que la transformacidn por un elemento de G lo finico que ha-

ce es permutar los Kj entre ellos. De aqui que iin = Bm ! ya que no hay
j -

ningln subgrupo normal de G entre Bm_1 \'§ Bm. Tenemos K = Kl’ K2 %—Kl’
K3 #_Klilk?, v Kj i_K,ll_...il_Kj_l. Cada uno de los

Uj = Klil_...il_Kj es un subgrupo normal de Bm__1 y contiene al Uj-1 pre

cedente. Como hay una serie de composicidn de G a Bm gue incluye a Bm )

1

sdlo puede haber un nlimero finito de Uj—eﬂ de donde para algin j finito,

-

Bm*1 = Klii_... ll_Kj. Ahora bien, un Ki no contenido en la juntura -

de los restantes K debe intersectar la juntura de los restantes en Bm, ya

gue cada X es un subgrupo minimal normal de Bm gue contienie a Bm' De don

~1
de, prescindiendo de los K contenidos en la juntura del resto,

B K K,

K -
2'1 = EL ll..._LLEE donde cada gf.es un subgrupc normal de —%—l inter
R L
m m m m m

sector de la juntura de los restantes en la identidad. Pero por el teorema

B K K K
1.23, —%;ik es el producto directo de El-, iy §E" Ahora bien, si T
m m m m

tuviera un subgrupo normal propio, &ste seria un subgrupo normal de

o3
~

- ) 1 .
» ya que seria normal en =— y seguramente normalizado por los restan

m m

m~-1
B

o]
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K
tes factores Jirectos. .Pero se habla supuesto que El- era un subgrupo mi-
K, g ™
. . 1 . m- .
nimal normal; por tanto F~ ©S un grupo simple y T el producto direc
m m

to de los s grupos simples isomorfos.
Para la parte reciproca del teorema obsérvese que

Bm c Ke U2 c U3 C .va C Bm . es parte de una serie de composicidn, ya que

cada grupc factor es simple.
En un grupo G al elemento x—ly_lxy se le llama el conmutador de
Xy y, ¥y escribimos x"1y~1xy = (%, y). Definimos también conmutadores de

orden mids alto por la regla recursiva (xl,...,xn 1,xn) = ((xl,...,x

n—1)’xn)'

Estos son los conmutadores simples. Mas generalmente, el conjunto de todos
los elementos que pueden obtenerse por oonmutaciones sucesivas se llama el
complejo de conmutadores: por ejemélo, ((a,b), (c,d,e)). Definimos el peso
w de un conmutador en forma recursiva diciendc que los elementos g de G son
de peso uno, w(g) = 1, y estableciendo w(x,y) = w(x) +w(y). Asi el peso de
un elemento que es un conmutador depende de la forma del conmutador por el
cual se expresa y no del elemento en si mismo.

Por la definicidn (x,y) = 1 =iy sdlo si yx = xy. Luego todos
los conmutadores en G son 1 =i y sdlo si G es gbeliano, y los commutadores
pueden considerarse como midiendo la extensidn a que un grupo se aleja de
ser abeliano. EI subgrupo G' de G generado por todos los conmutadores

-1 - .
X'y 1xy es llamado el subgrupo conmutador o grupo derivado. Claramente

G' es un subgrupo totalmente invariante de G.
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TEQOREMA 3.6

El grupo factor é%~ es abeliano. 8i K es un subgrupo normal de
G tal que %i es abeliano, entocces Ko G'.
PRUEBA

En la aplicacidn G +‘é%== H, sean u, v elementos arbitrarios de

-1 -1 -1 -1
H, y supongamos x > u, y > v. Entonces x 'y Xy =+ u v ‘uv.  Pero

-1 -

u v uv, por lo que vu = uv

-1 -1 . -1 -
X 'y xy € G', de donde x 1y 1xy — 1

v éi- es abeliano. Supongamos ahora que %- es abeliano. Parax, y € G y

-1 -1 -1 -
X > u, y +v en G > tenemos X 'y Xy — u 1v uv = 1. Luego todo

F»
-1 -
conmutador x 'y 1xy pertenece a K, y por tanto Ko G'.

DEFINICION 3.10

Un grupo G se dice que es soluble si la sucesidn

..., donde cada grupo G(l) es el grupo derivado

del precedente, termina en la identidad en un nlmero finito de pasos, diga-

(e)

mos G = 1.

8i observamos la sucesidn Go G'o G" o5 ... 5 ...5 G ., clara-

mente vemos que por aplicacidn directa del teorema 3.6 los grupos

(1)
ETE:TT son abelianos y ademds si G
G

(3) _ (D) (1) _ ()

, entonces G =G pa-

ra todo j > i. De donde lds inclusiones en la definicidn de grupo soluble

(1) _

son todas propias hasta que G 1.
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TEQOREMA 3.7

Todos los subgrupos y grupos factores de un grupo soluble, son
solubles.
PRUEBA

Sea G un grupo soluble y H un subgrupo de G. Entonces, por defi
nicidn H' ¢ H', ya que H' estd generado por todos lés conmutadores de ele-
mentos en H y G' por todos 1los conmutadores en G. Luego H" ¢ G", etc., y

por tanto si G(e) = 1, ‘también H(e) =1 y H es soluble.

Claro .que H(l) puede ser la identidad para lagin i < e. 8i Q =-§—-

es un grupo factor de G, consideremos el homomorfismo G +~ Q. Todo conmu-

tador en Q es la iImagen de un conmutador en G, luego G' + Q'. Continuando

asi, G(e) - Q(e) de donde Q(e) =1 si G(e) = 1 vy de nuevo Q(l) puede -
ser la identida para algln i < e.
TEOREMA 3.8 (Teorema de Jordan-Holder)
81G=A0_:>_A1_:_>_...2AD=H y

G = Bo_g Bl_g «es D Bm = H son dos series principales (o dos series de

Bia
composicidn) con operadores @, entonces m=n y los grupos factores A

i
B._1
son operadores isomorfos a los grupos factores —%r—- en algln orden.
: .

PRUEBA
Este teorema es una consecuencia directade la biyeccidn que exis-~
te entre los grupos factores que aparecen en el teorema 3.4 (Teoreaa de Re-

finamiento) de modo que se cumple que m=n.
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En el caso de series normales, todos los subgrupos, por ser sub-

grupos normales, son admisibles respecto a todos los automorfismos inte -
. -1 . . - . . .

riores X + & Xa, y podemos incluir todos los automorfismos interiores en

el conjunto de operadores Q.

TEOREMA 3.9
Un grupo de orden finito es soluble si y sdlo si los grupos facto
res en una serie de composicidn de G a 1 son ciclicos de orden primo.

PRUEBA

Supognamos 6 = A © A °...0 A = 1, donde cada ;-1 s
B i

i=1,2, ..., r es ciclico de alglin orden primo. Por el teorema 3.6, co-

mo gi- es abeliano, Al_g G'. Analogamente, Azfi A{.E G", y finalmente

Arjz G(r) Juego G(r) =1 y G es soluble. Reciprocamente, supongamocs que G
es soluble y finito. Como é%- es abeliano, en
oG5 6" 0...06") =1,

existird un subgrupo maximal normal Alji G'. Como éi— es simple y abeliano,

1
entonces es ciclico de orden.primo. Andlogamente, como A1 es soluble, A; -

A
contiene un subgrupo maximal normal A2 tal que Kl‘ es ciclico de orden pri-
2 A
. 1-1 o ae
mo. Continuando tememos G = AOD A1 D ...0 Ar = 1 con cada X clcli
i

co de orden primo. Por el teorema 3.8 (Teorema de Jordan-Holder) podemos

afirmar que lo mismo es cierto para todas las series de composicidn.
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TEQREMA 3.10-

S8i G es un grupo soluble finito y G =C, o C o ... D CS es

Q 1

i
ey

una serie principal, entonces los grupos factores

< > i=1, 2, ..., s son grupos abelianos.
i
PRUEBA
- c..
Atendiendo al teorema 3.5 afirmamos que T es el producto déi
i

recto de grupos simples isomorfos y por el teorema 3.7 afirmamos que estos
grupos simples son solubles y por tanto ciclicosde orden primo. Luego

i1

C,
i

es el producto directo de grupos ciclicos del mismo orden primo p y
un grupo abeliano elemental.

TEOREMA 3.11

Si G es un grupo, las tres propiedades siguientes son equivalen-

tes.

1) G es soluble.

jo
.
9]
-8
u
[

2) G tiene una serie normal finita G = Ay 2A 2A

i=1, ..., s es abeliano.

2
By
AL
3

en la que cada

3) G tiene una serie subinvariante finita

G = B,2B .2...2B =1

i-1

en la que cada i=1, ..., t, es abeliano.
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PRUEBA
Si G es soluble, entonces su serie derivada (i-1)
(r) . G
GoG'oG"o ... oG = 1 es una serie normal finita en la que A
. . el 1!

es abeliano para i =1, 2, ..., r, de donde la propiedad 2 se cumple y se

verifica tambié&n la 3. Ahora supongamos que se cumple la propiedad 3,

entonces G = B, g'Bl_g “ee 2 Bt = 1 es una serie subinvariante con ;‘1

B
-2

1 B1

i

abeliano para i = 1, 2, ..., t, luego como es abeliano se tiene

UJ'G)

2 G(l-l), entonces B, o B! _ o G(l).

ue B o G'. An3logamente, si B,
q 1= e i i-1 = iZ i1 2

Por lo tanto, finalmente, 1 = Bt_g G s v G = 1, de donde G es solu-

ble.

COROLARIO 3.1

Un grupo G es soluble si tiene un subgrupo normal H tal que tanto

H como %— sean solubles.

PRUEBA

Si

9_%: y HE’_B

)6
mL;>

o) D aead 0 ...90 B 2 1 son series

1 — 8~1—

que satisfacen la tercera propiedad del teorema 3.11 para %-y H, respectiva

mente, entonces G 2 A1 2 ...2 Ar . 2 HD Bl_g eena 2 Bs_lg_i es una serie

que satisface la segunda propiedad del teorema 3.11 y por lo tanto G es so-
luble.

Abordaremos ahora la propia extensidn de los Teoremas de Sylow,
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explicando primero en que consiste. tal extensiéﬁ.

Sabemos ya’que todo subgruéo de Sylow de un grupo finito goza de
la propiedad de que su orden m = pa, P primo, es primo con relacidn a su
indice n, o sea que el m&ximo comln divisor de m y n es igual a 1. Pues -
bien, el Sr. Philip'Hall en su t?abajo titulado "A note on soluble group",
publicado en J. London Math. Soc. 3(1928), 98—105; ha mostrado que 1los teo
remas de Sylow se gerer;lizan para grupos solubles en términos de subgrupos
cuyo orden m es primo con relacidn al indice n pero sin el requerimiento de
que m sea la potencia de un primo. Esta generalizacidn es lo que constitu-
ye la extensidn de los teoremas de Sylow y es lo gque mepstraremos en lo gque

sigue.

TEOREMA 3.12

Sea G un grupo scluble ae orden mn donde m y n son primos relati-

vos, (m,n) = 1. Entonces:

1) G posee al menos un subgrupo de orden m.

2) Dos subgrupos cualesquiera de orden m son conjugados.

3) Cualquier. subgrupo cuyo orden m' divide a m estd contenido en un subgru
po de ordem m.

4) El nfmero hm de subgrupos de orden m puede ser expresado come un pre -
ducto de factores, cada unc de los cuales (a) es congruente con 1 mddu-
lo alghn factor primo de m, y (b) es una potencia de un primo y divide

a uno de los factores principales de G.
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FPRUEBA

La prueba seri por induccidn sobre el orden de G, observ;ndo que
es tirvialmente cierta cuando el orden de G es una potencia de un primo,
puesto gque de ser asi, las propiedades (1) y (3} se dan en el primer teore
ma de Sylow y la propiedad (2) es el resultado del segundo teorema de --
Sylow, quedandc la propiedad (4) como un resultado m&s fuerte que el ter -
cer tecrema de Sylow. Adem&s la prueba se apoyard en la estructura de una .
serie principal de G como se vid en el teorema 3.3 y en la estructura de -

los grupos factores, seglin teorema 1.18.

CASO 1.

G tiene un subgrupo normal propio H de orden mln1 e indice mn,
rA

donde m = m_m

= i < R
1Mo n=mn, yon n

1

Para la propiedad (1) ﬁ- por induccidn contiene un subgrupo de or
den m, que corresponde a un subgrupo D de G de orden mn, . D por induccidn
contiene un subgrupo de orden m.

Para la propiedad (2}, si M y M' son dos subgrupos de orden m,

Mllﬂ = MH vy M'JJH = M'H son subgrupos cuyos ordenes dividen mlmzm n

11
wlly

ya que segln teorema 1.19.——E—- Y Wng S0 operadores isomorfos,
MLLH M \ . . e s
“H 2 W¥RE Como el orden también divide a mn, debe dividir a mnl. Pero

es tambi&n un miltiplo de m y un mGltiplo de n . De donde tanto M| |H como

Colls el
H y

H

M‘llﬁ son de orden L = mnm, y por tanto son subgru-

112
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G . .. .
pos de g de orden m, y son por induccidn conjugados.

M5 M||H

en , yaenGnos lleva a a por el ho

H H
M| |8

o

&

(4
Sia en‘gf transforma

momorfismo G =+ %,

entonces a  (M'||H) a nos lleva a una imagen en

-1 -1
en otras palabras a (M'|[|H)a = Mllﬁ. Aqui a M'a y M son de orden m -

en M H y son por induccidn conjugados. De donde M y M' son conjugados -
de G.

Para la propiedad (3), si Ml es un subgrupo de orden m', un divi-

Ml__]_j_H

sor de m, entonces el orden es un divisor de m y por tanto pertene-
2

ce a un subgrupo de %- de orden m, . Luego M1 pertenece al correspondiente

subgrupo de G de orden mn. y por induccidn sobre este grupo M1 pertenece a

1
un subgrupo de orden m.
Para la propiedad (4), siguiendo a la prueba de (2), el nlmero hm

de conjugados de M de orden m es el producto de hm » el nimero de subgrupos
2

de orden m, en g- v el nimero de conjugados de M en MLLH = D. Aqui los --

factores principales de D dividen a los de G y los factores principales de
%— son un subconjunto de los de G. Luego por induccidn hm es el producto

de dos factores, los cuales satisfacen la propiedad (4) por lo que la pro -
piedad se prueba.

Fijémonos ahora en que el subgrupo normal minimo K en una serie -
principal es de orden pa con p un primc. K satisfard los requerimientos pa

ra el H del caso 1 a menos que n = pa. Luego podemos suponer que todo sub-
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grupo minimal normal es de orden pa. Pero como subgrupos de  Sylow de ~-

orden.pa solo puede haber uno.
CASO 2.

G contiene un subgrupo minimal normal fmico K de orden n = pa.

Para la propiedad (1) sea L un subgrupo normal minimal que con-
tiene propiamente a K. Entonces-% es de orden qb con q # p. Sea Q un
subgrupo de Sylow de L de orden qb y sea M el normalizador de Q en G. --
Consideremos MMNK = T. T es un subgrupo normal de M y, como un subgrupo
de K, es abeliano elemental. Todo elemento de T permuta con todo elemento
de Q, ya que un conmutador de un elemento en Q y un elemento en T pertene-
ce aﬁT(]Q = 1. Luego T pertenece al centro C de L, que, como un subgrupo
caracteristico de L, es un subgrupo normal de G. Como K es minimal y Gni-
co, =K 1 C=1. 8iC =K, entonces L = KxQ, y Q es un subgrupo nor
mal de G en contra de la unicidad de K. Luego T = C = 1. Luego Q es su
propio normalizador en L y fiene tantos conjugados en L como su indice en
L; es decir, Q tiene n = pa conjugados en L. Cualquier conjugado de Q
en G estd en L, ya que L es normal. De donde Q tiene n = pa conjugados
en G, de donde M es de indice n = pa en G y por tanto de orden m.

Para la propiedad (2) y (4), los normalizadores de lés pa conju-
gados de Q son conjugados y distintos. Luego tenemos ba subgrupos conjuga
dos de orden m. Adem3s pa = 1 (mod q) como el nfimero de subgrupos de Sylow
de orden'qb en L. Ahora bién, si M' es un subgrupo cualquiera de orden m,
el orden de M'JJL es divisible por ambos m y n, de donde MKLLL = G.

Ml

WAL 0 Vemos que M' ML es de orden qp y por lo tanto un conju

G
C —_—=
omo L
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gado de Q. Ademds, M'MNL es normal en M', de donde M' es el normalizador
de un conjugado de Qq“”Lqego los pa subgrﬁpos conjugados de orden m ya en
contrados constituyen. todos los subgrupos de orden m. Lo que prueba tan-
to (2) como (¥). |

Para la propiedad (3), sea M' un subgrubo de orden m' que divide
a m. Entonces, si'M es de orden m, M}\(M‘llx) = M* es de orden m', y por
la propiedad (2) para M'|]K, M* es conjugado de M'. De donde M' estd con
tenido en un conjugado de M, probando asi a (3).

Puede ﬁrobarse que la primera propiedad del teorema 3.12 caracte
riza a los grupos solubles; pero para ello necesitamos de un teorema, lla~
mado teorena de Burnside, el cual asegura que un grupo G de orden pa'qb . =
donde p v q son primos, es soluble. Pero para probar este teorema necesi-
tamos apartarnos mucho del objetdo que se persigue en este trabajo, por lo
que lo aceptamos como cierto'y dejamos para el lector acucioso, investigar
lo en las obras siguientes:

1®. Group Theory, Rudolf Kochendoerffer,

McGraw-Hill. London, Capitulo 13, pagina 278.

22. Teoria de los Grupos, Marshall Hall, Jr.,

Editorial F. Trillas, S.A. México, Capitulo 16,
Pigina 301.

En un grupo G de orden g, un p-complemento es. un subgrupo Sé cu-

yo indice pe es la potencia maxima de p que divide a su orden g. Por tanto

la primera propiedad del teorema 3.12 asegura la existencia de p-complemen-

tos en los grupos solubles.
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Usando el resultado del tecrema de Burnside orobaremos el si —-

guiente:

"TEOREMA 3.13

Si un grup§ G contiene un p-complemento para cada primo p que
divida a su orden, entonces G es soluble.
PRUEBA

Sea gelordende Gy g = p Lo T, donde los 19 son pri

°r
1 e. e,

mos. Si H1 v H2 son subgrupos de indices pi:L vy pjj, respectivamente,

entonces como los indices son primos relativos segln tecrema 1.13,

e, e,

H = HI(\HZ es de indice pil y pjj. La interseccidn de le con un

12
e, e, e
k

pk-complemento serd de nuevo por el teorema 1.13 de indice pil pjj Py -

Continuando de esta forma, si g ; nm con (m,n) = 1, podemos encontrar un
subgrupo de orden @ e indice n, que serd la interseccidn de p-complementos
para primos p que dividen a n. Luego la existencia de p-complementos es -
suficiente para probar la existencia de un subgrupo de orden m primo a su
Indice n y por tanto para probar completamente la primera propiedad.
Supondremos que es clerto el teorema para grupos de orden menor
que g y procederemos por induccidn. En un grupo de oxrden pa todo subgrupo
maximal es de indice p y un subgrupo normal (segln corolario 2.2), y por -
tanto un grupo de orden pa es soluble. Aceptamos el teorema de Burnside -
de gque un grupo de orden Pa(fv es soluble, y de aqui que ahora solo poda-

mos considerar casos en que el orden de G es divisible por al menos tres -
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primos distintos. G contiene un subgrupo H de orden paqb =m primoc con
su indice n, mn = g, donde p y q son dos primos diferentes que dividen
a g. Ahora bien , H, como grupo soluble, contiere un subgrupo normal mi
nimo K que, por el teorema 3.10, es abeliano elemental con la potencia de
un primo como orden, digamos pi. K estard contenido en un subgrupo de -
Sylow P £ HC G de orden pa. Aqui un g-complemento L* en G contendrid un
subgrupo de Sylow p* conjugado de P en G. De donde una transformacidn por
algln elemento de G llevara L* a un g-complemento L que contenga a P. --
Agui L2 P y H2 P, y por tanto, por sus ordenes, LNH = P, Lllﬂ = G,
y en realidad, LH = G, ya que LH contienen g elementos distintos. Asi --
pues, toda clase lateral de L contiene un elemento de H, por tanto, todos
los conjugados de L se obtienen por transformaciones por elementos h € H.
Pero h—thlg K, ya que h_lKh = K, pues K es normal en H. Luego la inter-
seccidn M de los conjugados de L es un subgrupo de G, ya que K¢ Mc L, y
siendo una interseccidn de un conjunto completo de conjugados es un-subgru
po normal de G.

Por tanto G contiene un subgrupo normal propio M. Si Sﬁ es un -

p-complemento en G, entonces S;(\M es un p-complemento en M y

‘Rﬁ'_ es un p-complemento en e Luego tanto M como y Poseen p-complemen

tos y por induccidn son solubles. Luego G es soluble.
En el capitulo anterior cuando tratamos el problema de la construc

cidn de grupos finitos, dividimos el caso en dos partes, primero la cons --
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truccidn de grupos que tienen como orden la potencia de un primo, y segun
do, la combinacidn de grupos de drdenes potencias de primos que dividen a
un nimerc n para formar un. grupo de orden n. La primera parte -ya fué —-
tratada pero la segunda es de la que nos ocuparemos ahora.

El problema‘tiene solucidon cuando todos los subgrupos de Sylow
con ciclicos, aunqﬁe para resolverlo necesitamos conocer algunos teoremas

previos.

TEOREMA 3.14

Sea G un grupo de orden g y sea C una clase de h elementos conju
gados. El nimero de soluciones de X = c, donde ¢ recorre C es un milti
plo de (hn, g).

PRUEBA

Designemos por A(k, n)‘al conjunto de aquellos elementos de G cu
ya enésima potencia se encuentra en el subconjunto K de G, y sea a(k, n)
el nmero de elementos en A(k, n). Parag =1, (bn, g) = (bn, 1) =1, ¥y
el resultado es trivial, mientras que para n=1 el nfmero de soluciones
es h = (h,g). Usaremos induccidn sobre g y n, suponiendo que el teorema -
es cierto para cualquier g' < g y n' < n.

8i ' = u_lcu y X = c, entonces Cuflxu)n = ¢', dando una co

rrespondencia uno a unc entre las soluciones para un elemento ¢ y cualquie

. .n
ra de sus conjugados. Por tanto a(C, n) = h.alc, n). Si x = c, enton

1 -1, n n . n .
ces X cx = ¢ (x)x=%x =c¢, y las soluciones de Xx = ¢ se encuentran

en el normalizador NC de C, que por el teorema 1.14 es de orden'%u De don
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de si h > 1, siendo cierto el teorema para NC, alc, n) es un miltiplo

de (n,-%), y por tanto, a(C, n) = h.alc, n) es un niltiplo de
h(n, %J = (bn, g), quedando probado el teorema.

Supqngémos ahora h=1. 8in = n.n, ., (nl, n2) =1, n, > 1,
n, > 1, y si D = A(C, nz), entonces A(C,.n) = A(D; nl). D consta de

clases completas. Por induccidn (n], g) es un divisor de a(C, n) y, ana-
logamente, (nz, g) es un divisor de a{(C, n). Pero entonces, como (nl, g)
y (nz, g) son primos relativos, su producto (nl, g)(nz, g) = (nlnz,g)
= (n, g) divide a a(C, n), probindose asi el teorema. Podemos ahora supo
ner gque n = pe, es la e-&sima potencia de un primo. Si p divide al orden
u de C, entonces un elemento x en A(c, n) tiene orden nu. Entonces exacta
mente n elementos en el subgtupo ciclico generado por X pertenecen a A(c, n)
y todos ellos generan el mismo subgrupo. De donde A(c, n) es divisible por
n.

Finalmente supongamos que n = pe es primo relativo al orden u de
c. Como h=1, c¢ estd en el centro de G. Los elementos en el centro de
G cuyos drdenes no son admisibles por p forman un grupc abeliano B cuyo or
den b no es divisible por p.

Sean ahora c,¥¢c, dos elementos de B. Como p no divide a b, la

ecuacidn c, = cly” tiene una solucidn finica y en B. Pero entonces si

n . .
X = ¢ , tenemos )" = c, ¥ por tanto, a(c, n) tiene el misme valor pa-

ra todo ¢ € B. Finaleente la ecuacidn

} a(c, n) + bale, n)
cdB

o
1]
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cuenta los g elementos de G de acuerdo a la clase en que se encuentran sus
n-ésimas potencias, contande primerec para aquelias clases que no estdn en
B, y al final para B, b veces el nlmero para una de ellas. Ahora bien,
(n, g) divide cada término a(C, n) en la primera suma, puesto que cada --
término de ella se encuentra cubierto por la induccidn o una parte previa
de la prueba. Ademas como (n, g) divide a g y es primo con b, debe seguir
se que (n, g) divide a a(c, n), completindose asi la prueba del teorema en
todos los casos.

Este teorema no es mds que la generalizacidn del teorema de
Frobenius y hay que observar que si ¢ es la identidad, entonces h=1 y te-
nemos la forma original del teorema. Aqui x® =1 para todos los elemen~

. n . m
t9s, y por tanto, si (n, g) =m, dex =1 se sigue x = 1.

TEOREMA 3.15

Si el orden de un grupo G es divisible por n, entonces el nlmero
. n .

de soluciones de x = 1 en G es un miltiplo de n.

Observemos que como la identidad satisface las ecuaciones, el nime
ro de soluciones no es cero y debe por tanto ser al menos n.

Es interesante hacer notar que con relacidn a este teorema hay una
conjetura que dice: Si n divide al orden de G y hay exactamente n soluciones

n _ .

de X~ = 1  entonces las soluciones forman un subgrupo normal de G. Queda al

AN

lector investigar sobre esta conjetura.

TEOREMA 3.16

Si dos grupos factores consecutivos de grupos derivados
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G'?2 @G"©° " 2 ... de un grupo G son clclicos, entonces el Gltimo es la

identidad.
"PRUEBA
) t G"
Podemos tomar G™ = 1, tomando gr Y gm como ciclicos, y 'de
bemos demostrar que G" = 1. Sea b un generador de G". Ahora G es el nor

malizador de G", y si Z_ es el centralizador de G", éi es isomorfo a -

b b

un grupo de automorfismos de un grupo ciclico, y, por tanto, abeliano. -

De donde Zb_z G'. Pero entonces G" es el centro de G' y G' estd dado por

la adjuncidn de un solo elemento a G". Pero entonces G' es abeliano, ¥

por tanto G" = 1, como queriamos demostrar.

DEFINICION 3.11

Un grupo G es metaciclico si é%— y G' son ambos ciclicos.

TEOREMA 3.17

Si los subgrupos de Sylow de un grupo. finito G de orden g son to
dos ciclicos, entonces G es metaciclico y estd generado por dos elementos
a y b con las relaciones definitorias:

=1
a = 1, bt = 1, b ab = a,

g

2,

P [te-1dn, m] = 1, " = 1(mod m).

Reciprocamente, un grupe dado por tales relaciones definitorias tiene to -
dos sus subgrupos de Sylow ciclicos.

PRUEBA

e, . e
Tenemos que mostrar primero que G es soluble. Sea g = p1 - pss,
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P, <P, € -ve <P la descomposicidn de g en sus factores primos. Mos -
e

F, e,
- 3 J+1 s 2 P
traremos que para m = pj pj+1 sas Pgs fj < ej, la ecuacidn x =1

tiene exactamente m soluciones. Esto es seguramente cierto para m=g. -
Luego es suficiente mostrar gque si P = 1 tiene exactamente mp solucio
. - . m .

nes y p es el primo mds pequefio que divide a mp, entonces x = 1 tiene -

exactamente m soluciones. Como el subgrupo de Sylow que pertenece a p es

PN .+l . _—

ciclico, entonces si p es la mayor potencia de p que divide a pm, hay

f+l ; mp

elementos de orden p en G; por tanto no todas las soluciones de x © =1
ca . m s m

son tambieén soluciones de x = 1. De donde las km soluciones de x

seglin teorema 3.15 son una parte propia de las soluciones de xP =1

1]
[y
L 4

por tanto 1 < k < p. Un elemento que satisface P =1 pero no xm =1 -

. .e s +1
tiene un orden t exactamente divisible por pf . Habra aqui ¢(t) elemen -
tos, todos generando el mismo grupo ciclico, todos los cuales tienen un
ea s f+1 f+1 .. . . s
orden exactamente divisible por p » Como p divide a t, ¢(t) es divi-

sible por p-1. De donde pm - km = (p-k)m, el nlmero de elementos que sa

tisfacen xmp

= 1 pero no X" = 1, es divisible por p~1. Como p era el --
primo minimo que dividia a m, p-1 no tiene ninglin factor en comlin con m.
Luego p-1 divide a p~k, y como 1 < k < p, esto es posible solamente si k=1

. . . . . .
es decir, si x =.1 tiene exactamente m soluciones. En particular para

m=p s, X" = 1 ' tiene exactamente m solucicnes.- Pero hay un subgrupo

S

de Sylow de este orden que debe por tanto ser un subgrupo normal de G. Es

te es ciclico y, por tanto, soluble.
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Hemos .mostrado que un grupo G con subgrupos ciclicos de Sylow

-debe tener un subgrupo normal H. Luego ambos H y %f también tienen sub-~

grupos ciclicos de Sylow. Podemos suponer inductivamente que H y g- son

solubles y por tanto G es tabbién soluble, ya que un gruﬁo de orden primo
es soluble.

Un grupo abeliano cuyos subgrupos de Sylow son ciclicos es el -
mismo ciclico. De donde en G @ G' © G" 2 ... los grupos factores son ci
elicos y por el teorema 3.16 G" = 1. 8i G' = 1, entonces G es ciclico
y este caso estd cubierto si tomamos b = 1, r = 1, n=1, m=g. Su

pongamos pues G' # 1, y sea a un generador de G' con a’ =1. Seab un e-

elemento de una clase lateral G'b que es un generador del grupo ciclico

-1
factor é%—. Aqui ay b generan G, y b ab = a" con r 3 1, ya que G' es

un subgrupo normal; si r = 1, G seria abeliano y por tanto ciclico, en -

. G
contra de lo supuesto. Si g es de orden n, entonces

b *ab” = at = a y r® = 1 (mod m). Ahora bien, todo elemento de G

es de la forma b’ al, de donde el commutador més general (buav, bjal) -

P k .t
puede expresarse en t&€rminos de conmutadores de la forma (a, b ); estos -

. -1,~1 r-1 -
en turno son potencias de a lbl ab = a . Luego a® ; genera G' y por tan

]

to (r-1, m) = 1. Ahora b" € G' es una potencia a” de a tal que permuta

con b, de donde ad = a], pero como (r-1, m) = 1,7 j§=0 y por tanto bn==1.
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Si m y n tuvieran un factor primo p en comin, am/P y bn/P ,generarian
un subgrupo no ciclico de orden'pz, en contraric al hecho de que los sub-
grupos de Sylow son ciclicos. De donde (m, n) = 1." Esto completa la par-
te directa de la prueba. ‘

Reciﬁrocamente, supdngamos que m, n, r y g satisfacen las rels-
ciones definitorias. Entonces a - ar, como Pl = 1(mod m), es un automor-
fismo del gruéo'ciclico generado por a, cuya n-&sima potencia (y posible -
mente una potencia inferior) es la identidad. Asi con mn elementos bjai,

j médulo n, i mddulo m, y la ley de producto b]al_bkat = pitk ah,

.k A ‘s . . .
h = ir +t, podemos verificar la ley asociativa y la existencia de inver -

. m n
sos de donde tenemos un grupo de orden g = mn con relacicnes a =1, b =1,

1 . _
b ab = a" y podemos cbservar que la ley del producto es una consecuencia
de estas relaciones definitorias. En este grupo cada conmutador es una po-

r—l" de donde como (r-1, m) = 1, G' estd generado --

tencia de a b lab = a
por a. Como (m, n) = 1, todo subgrupo de Sylow es un conjugado del sub -

grupo <a> o del subgrupo <b> y por tanto ciclico.

COROLARIO 3.1

Todo grupo G en cuyo orden no aparecen cuadrados es mateciclico -
del tipo descrité en el teorema 3.17.
Se sigue esto de que los subgrupos de Sylow son todos de orden -

primo y necesariamente ciclicos.



1)

2)

3)

u)

5)

6)

7)

-8,

BIBLIOGRAFIA

Kochendorffer, R., GRQUP THEORY, McGraw-Hill

London, 1970.

Mitchell A.R. - Mitchell R.W., AN INTRODUCTION TO ABSTRACT ALGEBRA,

Wadsworth Publishing Company, 1970.

Hall M., TEORIA DE LOS GRUPOS, Editorial F. Trillas, 1369.
Birkhoff-Mac Lane, ALGEBRA MODERNA, Editorial Vicens Vives, 1963.
Herstein I.N., ALGEBRA MODERNA, Editorial Trillas, 1973.

Paley H. - Weichsel P.M., A FIRST COURSE IN ABSTRACT ALGEBRA,

Holt Rinehart and Winston, 1966.

Baumslag B. - Chandler B., TEORIA DE GRUPOS,

Libros McGraw-Hill, 1972.



