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INTRODUCCION 

El objetivo principal de este trabajo es presentar una gener~ 

lización de los Teore."'llas de Sylow en l os grupos solubles, pero, como es na 

tural, para mostrar esta generalización, es necesario dar a conocer prime­

ro en que consisten tales teoremas y además estudiar algunas de sus apli­

c.aciones más elementales en teoría de grupos. 

Por lo anteriormente expuesto, es que nos hemos ocupado en el 

primer capítulo, en sentar las bases e introducir los conceptos fundament~ 

les que nos servirán para desarrollar el segundo y parte del tercero. 

En el último capítulo, se dan a conocer primero los conceptos 

de redes, series subinvariantes y principales, para luego, definir la es -

tructura de grupo soluble y poder por último, abordar el tema principal -­

que es la "Extensión de los Teoremas de Sylow!l. 



CAPITULO I 

DEFINICIONES, CONCEPTOS Y PROPOSICIONES FUNDAMENTALES 

Un conjunto y una o más operaciones definidas en el, o que lo -

vinculan .con otro conjunto, pueden constituir según las propiedades ' que -

cumpla o cumplan esa o esas operaciones, una estructura algebraica deter-

minada . 

Estudiadas las propiedades de una estructura, ellas son aplica-

bles a todos los conjuntos que junto con las operaciones definidas en ellos 

o que los relacionan con otro conjunto, tengan esa misma estructura, lo -

cual facilita y simplifica notablemente su estudio. 

Algunas de las estructuras algebraicas más conocidas son: Monoi 

de, Semigrupo, Grupo, Anillo, Cuerpo y Espacio Vectorial. 

En nuestro trabajo trataremos casi exclusivamente con grupos. 

DEFINICION 1.1 

Un conjunto G no vacío se dice que forma un grupo si en él está 

definida una operación binaria *, generalmente llamada producto tal que: 

i) a, b g G implica que a*b = c; c ~ G (Ley de Cierre). 

iii) Existe un elemento e g G tal que a"e ::: e*a = a para todo 

a g G. (Existencia del elemento identidad}. 

iv} Para todo a g G existe un elemento a-1 6 G talque 

. -1 -1 
a*a' = a *a = e. (Existencia de elemento inverso en G). 
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Algunos .ejemplos de grupos son las siguientes 

1·2. • . Supongamos que G está constituido por el conjun.to de losnÚIneros ente 

ros ~ Z con a~~b 7 para a? b ~ G ~ definida como la sum.a usual entre núme 

ros enteros. 

22 • Tomemos a G como el conjunto de los nOmeros racionales menos el cero, 

Q _. {O} con a*b, para a, b ~ G definida como el producto usual en -

tre números racionales. 

3~ . Consideremos a G constituido por los números reales menos el menos uno, 

R - {-1} con a~'tb, para a, b g G, definida así: a~'(b = a + b + abo 

4'2 . Sea G el conjunto de los ·números racionales menos el cero, Q _. {O} 

ai,b, a, b g G, definida asi: ab con para a~',b = -. 
2 

Un grupo G se dice que es abeliano o conmutativo si para cuales-

Un grupo que no es abeliano se llama no abeliano. 

Como ejemplos de grupos abelianos podemos citar: 

12 • El conjunto· {O~ 1, 2, 3} Y la suma modular, módulo cuatro. 

2~l El grupo formado por el conjunto {1 ~ -1} Y la multiplicación entre-

números reales. 

3Q • Sea A + ~ y P(A) = {xl x c Al y ~', una operación binaria definida -

en pe;.) así: X,.,y = .(XU y ) - (Xny) 

Un subcnnjun.to de los elementos de un grupo G, puede él mismo 

f( )rmar un grupo con respecto al producto definido en G. Este subconjunto 
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de elementos H se llama un subgrupo de G. 

2. 
En, cualquier grupo G la identidad e satisface e ::; e. Adem~s, 

2. , 
si x es un elemento de G tal que 'x ,= x ? entonces · 

-1 2. -1 ' 
x ::; X fe (x)::; x' ~': X = e. Entonces la identidad de un su:bgrupo H~ co 

2. 
mo ha de satisfacer 'x = x, debe ser la misma que la identidad del grupo 

G. 

En lo sucesivo por comodidad escribiremos la identidad e ::; 1 Y 

x~"y ::; xy. 

TEOREMA 1.1 

Un subconjunto no vacío H de un grupo G es un subgrupo si satis-

face las condiciones siguientes: 

'RPUEBA: 

i) Si a g H, 

ii). Si a g H, 

b g H, entonces ab g H. 

. -1 
entonces a g H. 

La condición uno garantiza la condición de cierre en H. La con-

dición dos y la uno garantizan que la identidad está en H y ademas la con-

dición dos afirma la existan,cia de inversos en H., Como los elementos en 

H estan en G, entonces satisfacen la ley asociativa., 

Un grupo G es llamado finito si está constituído por un número 

finito de elementos, de lo contrario es llamado infinito. 

Como en algunos casos los hechos son totalmente diferentes para 

grupos finitos que para grupos infinitos, entonces aclaramos que en adelan 

te trataremos con grupos finitos mientras no se diga lo contrario. 
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Para un s ubgrup o H de un grupo G defínese como clase lateral iz-

qui.erda de H en G? al conjunto de elementos de la forma ha~ h g H, a g G, 

a fijo. Para designar este conjunto escrib.imos Ha. En la mi.sma forma, al 

conjunto de todos los elementos ah, con todos los h ~ H, a G G, a .fijo, 

se llama clase lateral derecha de H en G y se nota aH. 

TEOREMA 1.2 

Dos clases laterales izquierdas de H en G son disjuntas o son i-

dénticas. 

PRUEBA 

Sean las clases laterales Ha y Hb. Si Ha·· () . Hb = ~, no hay nada 

que probar. Supongamos entonces que Ha (\ Hb f ~, esto implica que existe 

e g Ha y e g Hb. Entonces e = h1a y e = h b 2 
por lo que h1a = h b 2 Y 

h-1h b 
_1 

a = 1 2' ha = h h¡ h2b, ha = h'b lo que implica que 

Ha c Hb. En la misma forma b = h-1h a y hb = h-lh = h 'a, por lo que 
2 1 2 la 

Hb c Ha. Luego Ha = lib. 

TEOREMA 1.3 

Una claee lateral izquierda de H en G, tiene el mismo número de . 

elementos que H. 

PRUEBA 

Sea Ha una clase lateral izquierda de H en G. Definamos la fun 

ción 1jI tal que 1jI: H -+ Ha: h '\NV+ ha. Supongamos ~ue para h1 , h2 g H 

y h
1 

= h2 Y 1jI es inyectiva. 
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Ahora supongamos que tenemos b S Ha, luego b sera de la forma 

b :: ~ a = 1P(h
1

) y 1/1 es sobreyecti.va,., Luego 1/1 es una biyección y por lo -

tanto H y Ha tienen el mismo número de elementos. 

Para las clases laterales der echas las pruebas son análogas. 

El elemento x = xl = lx pertenece a las clases laterales xH y 

Hx y se llama el representante de la clase lateral. Cualquier elemento 

u S Hx puede tomarse como representante puesto que por el Teorema 1.2 

Hu = Hx. 

Dado un grupo G Y dos subgrupos H y K, no necesariamente distin-

tos, al conjunto de elementos HaK, donde a es algún elemento fijo de G, se 

le llama clase lateral doble. 

TEOREMA 1.4 

Dos clases laterales dobles HaK y HbK son disjuntas o identi-

caso 

PRUEBA 

Sea c S HaK y c S HbK, entonces c = h1ak1 = h2ak2 , 
-1 -1 

a = h1 hzbkzk1 ' 
-1 - 1 hak = hh
1 

h2b\ \ k, luego Hak c Hbk., Por análo 

go razonamiento Hbk c Hak. Por lo que Hak = Hbk~ 
Una clase lateral doble H x K contiene todas las clases laterales 

izquierdas de H de la forma H x k y todas las clases laterales derechas de 

K de la forma h x K. Además H x K está constitúido por la l.lnión de todas -

'las clases laterales H x k y todas las clases laterales h x K. 
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. TEOREMA 1. 5 

Sea G un. gru1?o r H. un s~grul?o de G~ y x, y g G, Entonces 

Hx = Hy si y solamente si xy 
.,..,1 

S Ro, 

PRUEBA 

Asumamos que Hx ~ Hy .. Entonces x = lx S Hx = Hy, . luego x = hy 

para algún h S H. De donde xy -1 = h S H. Ahora asumamos que 
-1 

xy e H. 

Entonces existe h e H 
":1 

tal que xy . = h 

tonces h1x = h1hy, por lo que Hx c Hy. 

y x = hy. Tomemos h1 e H, en­

-1 
Ahora veamos que si xy eH, tam 

bién Cxy -1 ):"'1 = Y x -1 e H y por igual razonamiento Hy c Hx. Luego Hx = Hy. 

TEOREMA 1.6 

Sea H un subgrupo de un grupo G. Entonces existe una biyección 

entre las clases laterales derec~as de H en G y las clases laterales iz --

quierdas de H en G. 

PRUEBA 

Definamos la función 

1jJ : {Hx/ x e G} ----4~· {xH/ x S G} 
. . . . . ... -l· 

Hx . 'VV\IVI.IVVVIJ+ X H 

Veamos primero que la función 1/1 está bien definida.. Si Hx = Hy, 
-1 . .. -1 

entonces por el Teorema l .. S~ x y S H~ lo que J.IJlpl~ca que y x . S H Y 

-1 ·· -l· por el mismo Teorema 1.5 x H = Y H. Luego la función está bien defini-
-l · ... 1. 

da. Si x, y e G con 1/J(Hx) = i¡JCHy), entonces x H = Y H Y nuevamente por 

el teorema 1. ·5 ( .. -1)-ly-1 -1 ;.., H d 1 . 1 . 
Vi. = . x y . ~ e o que se sl.gue . por e m~smo 

Teorema que Hx = Hy Y la función es inyectiva. 
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Ahora tomemos x H g' {Xli/ x 9 G}~ entonces xH = (x~l}~lH = ~CHx-l). L~ego . 

1jJ es sobreyecti.va. y por lo tanto biyecti"V'a~ 

Por lo visto en el Teorema. anterior podemos afirmar .que elnUme­

ro de clases laterales derechas de un subgrupo H en un grupo G es igual al 

número de clases laterales izquierdas de H en G. 

Llamase índice de H en G al número cardinal r de clases latera -

les izquierdas o derechas de un subgrupo H en un grupo G y se nota [G: Hl. 

Llamase orden de un grupo G al número cardinal n de elementos de 

G. 

TEOREMA 1.7 (Teorema de Lagrange) 

El orden de un grupo G es el producto del orden de un subgrupo -

H de G y el índice de H en G. 

PRUEBA 

El índice, r ::l IG: Hl, de H en G es el n'Úmero de clases latera -

les izquierdas o derechas deH en G y por Teorema 1.3 una clase lateral de 

H en G, tiene el mismo número de elementos que H, que es el orden de H. 

Luego el orden de G es igual al producto de lG~ al por el orden de H. 

TEOREMA 1.8 

Sea. G un grupo y a y K dos subgrupos de G tales que K c H c G, 

entonces IG:Kl = [G: HlIH: K] ~ ' . 

. PRUEBA 

Como Hes subgrupo de G y K es subgrupo de H enton.ces 
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G = H U Hx
2 

U Hx
3 

U U Hx y s 

H = K U KY2 U KY3 U ..... U Ky r 

y 

Hx. n Hx. = ~~ i t j 
~ J 

Ky. (\ Ky. = $, i 1 j ~ ) 

Luego, para g e G, g = hx. , h e H, de forma única, y 
) 

h = Ky., k e K, también en forma única. Entonces las clases laterales 
~ 

de K en G serán Ky.x., i = 1, 2, •.. , r, j = 1, 2, ••• , s. Para-
~ J 

que dos de estas clases laterales sean iguales, tendrán que pertenecer 

a la misma clase lateral de H, luego tener el .mismo x.. Si multiplica-
. J 

mos Ky.x. por x: 1 a la derecha, se ve que estas también habrían de tener 
~ J J 

la misma y.. Entonces las clases laterales de K en G están dadas por 
lo 

Ky.x., y estas son diferentes, por lo que [G: KJ = [G: H] [H: K]. 
lo J 

DEFINIeION 1.3 

Un grupo G es llamado cíclico si existe un elemento a e G, a 

fijo, tal que todo elemento x e G, es igual a una potencia ai • . 

Si se da el caso en que todas las potencias de un elemento de 

a e G son distintas, entonces el número de elementos de G es indefinido 

y se dice que G es de orden infinito. Si es el caso de que no todas las 

m t 
potencias de a son distintas entonces se tendrá el caso a = a con m > t 

t t 1 am-t -- 1 Y m Y en eros, por o que con m-t positivo. 
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n 
Si llamamos m al menor de los enteros positivos tal que a = 1, 

. 2 
entonces s e ve que los elementos de l grupo son 1, a, a , ... , n-l 

a y que 

su número es finito, por lo que se dice que el grupo G es de orden fini-

too 

DEFINIerON 1.4 

Llamamos orden de un elemento a e G al orden del grupo cíclico 

<a> generado por el elemento. 

TEOREMA ·1.9 

Sea G un grupo tal que G t {1}. Entonces G es un grupo cíclico 

de orden primo síy sólo si G no tiene ningún subgrupo excepto él mismo y 

la identidad. 

PRUEBA 

Si G es un grupo cíclico de orden primo p, entonces por el teo-

rema de Lagrange, G no puede tener subgrupos cuyo orden no sea p ó 1, y 

estos solo pueden ser el mismo G y {1}. Ahora si G t· {1} y además sus 

únicos subgrupos son él mismo y {1}, entonces existe a * 1, a e G tal­

que el grupo cíclico generado por a, <a> t {1} y por lo tanto <a> = G. 

2 
Además si a es de orden infinito, entonces a genera un subgrupo propio, 

que es el que sus elementos son de 2i la forma a Luego a es por fuerza 

d d f ·· n 1 e or en ~n~to, n, y a = . Si n es primo la prueba está concluída, p~ 

ro si no lo es, entonces n = uv, u > 1 , v > 1 Y entonces las poten 

cias de aU generan un subgrupo propio de orden v, por lo que n tiene que 

ser por fuerza primo y G un grupo cíclico finito de orden primo. 
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TEOREMA 1.10 

Si A Y B son subgrupos de un grupo G entonces A()B es subgrupo 

de G. 

PRUEBA 

Sean a, b g A()B, entonces a, b G A Y a, b g B, luego ab g A 

y ab 6 B, lo que implica que ab g A()B. Además si a g A()B, entonces 

" A "B 1 -1 " A a- l " B, 1 -1 " A('B a o:> y a e , uego a l:; y -e por o que a -e 1, Y 

por Teorema 1.1 afirmamos que A ('¡ B es subgrupo de G. 

~ 

DEFINIeION 1.5 

Si A Y B son subgrupos de un grupo G, llamamos juntura de A y B 

al conjunto de todos los productos finitos g . g .••.• g , donde cada g; . 
1 2 s ... 

pertenece a A 6 B. Este conjunto lo representamos escribiendo AJJLB . 

TEOREMA 1.11 

Si A Y B son subgrupos de un grupo G. Entonces AllB es subgr~ 

po de G. 

PRUEBA 

Sea al' •••. as 6 AllB Y b1· b2· .. . . br g AliB, entonces 

al' a 2 , •••. as' bl , b2 , .••• br es el producto finito de s+r elementos 

de G en donde cada uno de ellos pertenece a A ó B, por lo que 

-1 
entonces gs 

.a . b . b . .... b g AllB. Además si g . g2' ••.. g 6 AllB 
s 1 2 r 1 s 

_1 _1 11, -1 
... g2 ·gl G A~, ya que cada g pertenece a A ó B según 

i 



que g. pertenezca a A ó B, 
~ 

::: 

-1 
Y g 

- 1 
g 

s 

teorema 1.1 A __ I_I B es subgrupo de G. 

TEOREMA 1.12 

_1 -1 
.g g 

2 1 

11. 

es el inverso de 

::: 1. Luego por 

Si A Y B son subgrupos de un grupo G. Entonces 

PRUEBA 

Sea A () B = D, entonces D c.tl y por Teorema 1.10, D es subgru-

po de G. 

n D ::: <P Sea A - D \) D U Dx U • •• U Dx 
x 2 3 r 

con D 
x. 

J.. 
x . para i + j, y 

J 

x. \;; A. 
~ 

Podemos afirmar entonces que la.s clases laterales B, B ~ •.• , B x
2

- x
r 

son todas distintas en A.UB. En efecto si Bx. = Bx., 
J.. J 

i 4 j, entonces 

X. ::: b x. ("'.on b G B. Pero x. . y x.. pertenecen ambos a A, luego por elle 
J.. J J.. J 

ta.ilbién b G A, de donde b El AnB ::: D- l uego las clases laterales Dx. y , 
lo 

Dx . tienen en común el elemento x . ::: b x., lo cual es contrario a lo su 
J ~ J 

puesto. 

TEOREMA 1.13 

Si A Y B son subgrupos de un grupo G, y si [A~: Bl y 

[AllB: A] son finitos y primos relativos, entonces! [AllB: B] = [A: A{)B] 

y [A11B: A] ::: lB: A( Bl. 
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PRUEBA 

pr-r Teorema 1. 8 afirmamos que 

y por Teorema 1.12 afirmamos que! (AllB: B] >i [A: A () B]. Por hipótesis 

sabemos que [AllB: B] y .' [A lLB: Al son primos relativos, entonces en la 

relación [AjlB: B] [B: A()B] _. [AllB: Pi] [A: AnB], resulta que 

[AllB: B] divide a [A: A(tB], lo que implica que! tAllB: B] < [A: A()B], 

luego concluimos que [AllB: Bl := [A: A()B] y por análogo razonamiento 

DEFINIerON 1.6 

Si S es un conjBnto cualquiera de elementos de un grupo G, y 

x 8 G, entonces llamamos transformado de S por x al conjunto SX cuyos-

elementos son 
-1 

de la forma x s- x, donde s 8 S. 

TEOREMA 1.14 

Si S es subconjunto de un grupo G, S t 41. 
x Entonces S y S con 

t ienen el mismo número de element os. 

PRUEBA 

Definamos la función 1)1: S + Sx: 
-1 

S 'V\r-)- X S x, Tomemos 

-1 -1 
xx s xx 

1 

-1 
entonces x slx 

-1 -1 = xx s xx s = s 

:= 

2 1 2 
luego 1)1 es inyectiva. Tomemos 

n SX d f' .. ~ d SX d 1 ~ -1 Y e , entonces por e lDlClOD e , y es .e a rorma y := X S x, 

s 8 S, luego y = 1)1(s), luego 1)1 es sobreyectiva y por lo tanto es una bi 
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x x yección entre S y S, de modo que S y S deben tener el mismo número de 

elementos. 

DEFINIeION 1. 7 

Si S Y S' son dos conjuntos en G, H es un subgrupo de G, y exis 

te algún x G H tal que S' = SX, entonces decimos que S y S' son conjuga-

dos respecto a H. 

Puede probarse que la relación de conjugación respecto a H es de 

equivalencia. 

TEOREMA 1. 15 

Todo conjunto conjugado de un subgrupo de un grupo G es también 

un subgrupo de G. 

PRUEBA 

Sean H Y K subgrupos de un grupo G y S un conjunto de elementos 

de G, tal que S 

= x-1k x 
1 

-1 s s = x k x 
1 2 1 

y 

-1 
x k2x 

x G H. Tomemos sI y s2 

-1 
s2 = x k2x 

-1 
= x k1k2x 

con k Y k 
1 2 

y k1k2 

G. Entonces s182 G S. Además si s G S y s = 
-1 

G K -1 -1 -1 -1 -1 
k y s = x k x, ss = x kx 

Teorema 1.1, S es subgrupo de G. 

que pertenecen a S, enton-

en K. 

G K por ser K subgrupo de 

-1 x kx, entonces existe 

-1 -1 
lo Luego por x k x = 

-1 -1 . -1 
Si x Sx = S, entonces S = xSx . Si también y Sy = S, enton 

_1 
ces S = (xy) -Sexy) . Luego el conjunto de todos los x G H tales que 
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SX = S es un subgrupo de H al que llamaremos el normalizador de S en H y 

lo representaremos por NH(S). 

También el conjunto de todos los x e H 
-1 

tales que x sx = s 

para todo s e S, puede mostrarse de modo análogo que es un subgrupo de H 

al que llamaremos el centralizador de S en H y lo representaremos por 

CH(S), Observamos que si S consta de un solo elemento~ entonces el norm~ 

lizador y el centralizador son idénticos. Cuando H = G es habitual ha-

blar simplemente del normalizador y del centralizador de S. Al centrali­

zador de G en G se le llama el centro de G. Si x e CH(S), entonces 

-1 -1 
x sx = s, para todo s e S, lo que implica que x Sx = S Y x e NH(S), 

por lo que CH(S) c NH(S). 

TEOREMA 1.16 

El número de conjugados de S respecto a H es el índice en H del 

normalizador de S en H. 

PRUEBA 

Escribamos NH(S) = D Y supongamos que H = ) U DX
2 

tJ ••• U I><r' 

r = [H: NH(S)]. 

-1 -1 Entonces x 5x = y 5y, 

-1 es decir, yx e D o 

,.. H . "'1 . 5 = (yx-l):"1 S(yx-l)., x, y e s~ y so O s~, 

y e D . x 

Por lo que dos' conjugados de S respecto a H son iguales si y sólo si los 
" 

elementos transforman tes pertenecen a la misma clase lateral izquierda de 

D. De donde deducimos que el número de conjudados distintos es el índice 

de D en H. 
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DEFINIcrON 1.8 

Un subgrupo H de un grupo G es llamado subgrupo normal de G si 

-1 ' 
NG(H) = G, o sea que x Hx = H para todo x g G. 

TOEREMA 'l.17 

Si T es subgrupo normal de un grupo G, entonces el conjunto H 

cuyos elementos son las clases laterales izquierdas de T en G, y el pro-

ducto de clases laterales izquierdas definido por (Tx.)(Tx.) = T~ , si 
~ J k 

x.x. g Tx
k

, tiene estructura de grupo. 
~ J 

'PRUEBA 

Probaremos que el producto esta bien definido. Tomemos t x. 
1 ~ 

elementos arbitrarios de Tx. y Tx. respectivamente. 
' ~ J 

Por ser 

T subgrupo normal: t x.t
2
x. 

1 1. ) 

t t x.x. 
14 ~ J = t

3
x.x .• 

' ~ J 

= -1 
t x.t2x. x.x. 

. 1 ~ ~ ~ J 

Pero si x.x. Q T~, también t x.x. Q Tx
k

• 
~ J k 3 ~ J 

= -1 
t x.x. t,.x.x. 

1 ~ ~ ~ ~ J 

Luego todos los productos de un elementos de Tx. y U~l elemento de Tx. - -
~ J 

son elementos de una misma clase lateral Txk . Entonces el producto depe~ 

de solamente de las clases laterales y no de la elección de representan -

tes; por lo que el producto en H está bien definido. 

Como el producto está bien devinido, entonces (T)(Tx.) = Tx. y 
~ ~ 

(Tx. )(T) = (T)(Tx.) = Tx.. Luego en H la identidad es T. El producto es 
~ ~ ~ 

Tx.(Tx. Tx
k

). 
~ J 

= 



-1 
Además, si x. G Tx., 

~ J 
-1 

entonces Tx. 'rx. contiene a x.x. = 1 
~ J ~ ~ 

16. 

y Tx. Tx. = T. 
.1. ] 

Luego en H, lx. es el inverso de Tx. ya que también Tx. Tx. contienen a 
J ~ J ~ 

-1 
x. x. = 1 Y Tx. Tx. = T., A.hora podemos afirmar que H es un grupo. 

l l J l 

Al grupo H cuyos elementos son todos las clases laterales de un 

subgrupo normal T, de un grupo G, en G, le llamaremos grupo factor de G con 

respecto a T y lo 

TEOREMA 1.18 

G 
representaremos H = T' 

Sea T un subgrupo normal de un grupo G. Hay entonces una corres-

)" G 
pondencia biunívoca entre los subgrupos K' de H = Y los subgrupos K de G 

T 

tales que G ~ K ~ T, donde K consiste en todos los elementos de G mapeados 

sobre elementos de K*. Si K* es normal en H, entonces K es normal en G y -

recíprocamente. 
1" 

Además [G: KJ = {H: K J . 

PRUEBA 

Sea la función 

1/1: {K! K es subgrupo de G, Xi? T} -+ {K":/ K": es subgrupo de H} 
"le 

K 'vVv-r K = 1/J CK) = {k TI k G K} 

En esta función, la imagen de K~ K subgrupo de G es, trivialmente , 
.'. 

un s1.l:bgrupo de H. Ahora, si K" es un subgrupo de ti, la imagen inversa K de 

'"4': 
K , contendrá a T, que es la imagen inversa de 1. 

También la imagen inversa satisface trivialmente los requerimien-

tos para ser subgrupo de G. 

* De aquí se deduce que la imagen inversa de un subgrupo K de H es 
,.: 

un subgrupo único K tal que G ~ K ~ T, Y la misma K es la imagen única 
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. '. 
de K en la aplicación 1/1. De aquí que K -:. K" es una coreespondencia biu-

nivoca entre {K/ G J K J T} y H "O K1: "O 1}. 

Si K~': -1 -1 
es normal en H, entonces, puesto que x Tx = T ~ x Kx, 

-1 
se le puede aplicar la función a x Kx y de donde 

-1 
x Kx c K pat'a caalquier x . Luego K es normal en G. De nuevo si K es 

normal en G, la normalidad de su imagen K* en H es trivial. Finalmente--

probaremos que existe una biyección entre las clases laterales de un sub -
.•. 

grupo K en G y las clases laterales de su imagen K" en H. En efecto, con-

sideremos la f unción: 

1/1: {gK/ g G G} ---r {g*K*/ g* g H} 

Tomemos ~':K~': 
gl = 

gK ~ g*K* = {gT kT/ k G K} 

= {gkT/ k 8 K} 

entonces · {g kT/ k G K} = {g kT/ 
· 12 

k 8 K}, 

esto implica que g k T G {gIkT/ k G K}, por lo que 
1 1 

Luego existe un k G K Y t G T 
2 

tales que 

y por lo tanto 

1/1 es inyectiva. Ahora tomemos un A 8 {g*K*/ g* G H}, entonces A es de -

la forma A = {g k T / k G K, g G G, g fijo} y A = 1/I(gK) , por lo que 

1/1 es sobreyectiva. Luego 1/1 es una iiyección. De donde [G: K] = [H: K*J. 
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DEFINICION 1 . 9 

Una aplicación ~ de un grupo G en un grupo H se dice que es un 

homomorfismo si para a, b G G cualesquiera siempre se tiene que 

~(ab) = ~(a) ~(b). 

EJEMPLO 

~: G + G: x ~ x para todo x € G es un homomorfismo de G en 

G puesto que si x, y g G, ~(xy) = xy = ~(x) ~(y). 

DEFINCION 1.10 

Si ~ es un homomorfismo de un grupo G en un grupo H, entonces 

se llama núcleo de ~, K~, a l conjunto K~ = {x g G/ ~(x) = 1, 1 g H}. 

Si un homomorfismo cumple ser una inyecccon y sobreyección, en-

tonces se le llama isomorfismo. 

Un homomorfismo de un grupo G en si mismo se llama un endomor -

fismo de G u operador sobre G. 

En un grupo G, si· un endomorfismo cumple a la vez ser isomorfis 

mo, entonces es llamado automorfis~o. 
_1 

Un automorfismo a de la forma a : x t a xa para todo x g G a a 

se denomina automorfismo .interior. 

Dos grupos G y H, entre los cuales se puede establecer un isomor 

fismo son llamados isomorfos. 

DEFINICION 1.11 

Un subgrupo H de un grupo G se dice que es admisible con respec-

to a una familia de endomorfismos Q si para todo endomorfismo a G Q, 

a(H) c H. 
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Si A Y B son dos subgrupos admisibles con respecto a una fami-

1ia de endomorfismos n entonces para a G n y x G AllB se tiene que 

a(x) = a(g g ... g ) con g . G A ó g. G B, a(x ) = a(g )a(g2) .•• a(g ) 
1 2 s 1 1 . 1 s 

con a(g.)G A ó a(g.)G B. 
1 J. 

Luego a(x)G AllB y a(AllB) ~ AllB, por lo 

que las junturas de grupos admisibles son subgrupos admisibles. Además si 

a G n y x G A()B, entonces como x g A Y x g B, a(x)G A y a(x)G B. 

Luego a(x)G A()B y a(A()B) c A(1B y las intersecciones de subgrupos 

admisibles son también subgrupos admisibles. 

DEFINICroN 1.12 

Dos grupos A y B son llamados operadores isomorfos si hay una co 

rrespondencia A t B y también a. t S. 
J. J. 

entre los grupos y los peeradores 

sobre ellos tal que a t b 

morfismo. 

TEOREMA 1.19 

es un isomorfismo y a.(a) + S.(b) 
J. + J. 

en este iso-

Dado un grupo G y un conjunto Q de operadores sobre G, suponga -

mos que A es un subgrupo admisible de G y T un subgrupo adminisle normal. 

Entonces A(1T es un subgrupo admisible normal de A y los grupos factores 

AllT 

T 
A 

Y AnT son operadores isomorfos . 

PRUEBA 

Como A Y T son admisibles respecto a n, entonces A(\T es admisi 

-1 
ble respecto a n. Si u G A()T, a G A, entonces a u a G A. Además co-
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T n0rmal en G y u e T, 
-1 

u a e T 
-1 

uaeAnT, lue-m0 es entonces a y a 

go A(\T es . ormal en A. 

Hagamos A(\T = D Y 

A = D U Da
2 U U Da r' Da. n Da. = <1>, i + j 

1. J 

Afirmamos entonces que 

Al1T = T U Ta 
, 2 

U ... U Ta r' 

usando los mismos representantes de las clases laterales de D en A. Tene-

. -1 a-. l ro d mos en efecto que s~ Ta. = Ta., entonces a. a. e T; pero a. e A, e 
~ J ~ J ~ J 

-1 donde a. a. e A()T = D, contrario a lo supuesto . Las clases laterales 
~ J 

Ta. son por lo tanto todas distintas. Por otra parte como T es un sub-
1. 

grupo normal, entonces Al1T = TA, Y por tanto cualquier clase lateral de T 

es de la forma Ta = Tda., con a = da .. 
~ ~ 

Pero como d e T, 

Tdai = Tai , y por ta.nto las clases laterales Tai en AJlT cubren totalmen 

te a AlLT. Además la correspondencia Da. + Ta. es una biyección entre 
~ + l. 

las clases laterales de D en A y las de 

A 
ciónentre los elementos de A()T y los 

T en Allr, 
Allr 

de -T- . 

y por tanto una biyec -

Además, si a .a . = d a
k ~ J 

con d e D, como D ~ T, 

y Ta.Ta. = Ta .a. = Tdak = 
l. J l. J 

un isomorfismo entre los 

A determina un operador en 
D 

Luego la correspondencia Dai : Tai 
es un 

A 
grupos factores 

D 

y "también uno en 

AllT 
y T' 

Al1T 
--por 

T 

Un operador a e Q 

las reglas a(Da.) =Da(a .) 
l. 1 . 
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y aCTa.) = Ta(a.)~ Para los operadores dados en esta forma~ es inmedia-
J. J. 

to que la correspondencia Da . t Ta. determina un isomorfismo de operado -
J. J. 

res. Lo que completa la prueba. 

Verificaremos que un subgrupo K de un grupo G es un subgrupo no~ 

mal si y sólo si es admisible respecto a . la familia de automorfismos inte-

r iores de G. En efecto, si K es normal en G y a pertenece a la familia 
a 

de automorfismos interiores de G, entonces se tiene para a (k) g a (K), a a 

a (k) 
a = -1 -1 

a ka g a Ka = K, y a (K) c K. 
a 

Luego K es admisible. Tome-

mos ahora a K como subgrupo admisible respecto a los automorfismos interio 

res de G, entonces a (K)c K para todo a, 
a 

Por lo que K es normal en G. 

DEFINICroN 1.'13 

a g G, y 
-1 

a (k) = a ka g K. 
a 

Si H es un subgrupo de un grupo G y H es admisible respecto a to 

dos los automorfismos de G entonces H es llamado un subgrupo característi-

cO. Si H es admisible respecto a tedos los endomorfi~ lOS, entonces H es -

llamado un subgrupo totalmente invariante. 

Como ejemplo de un subgrupo característico tenemos el centro Z -

de un grupo G, ya que zg = gz para todo g g G, implica que para un auto -

morfismo a tenemos a(z)a(g) = a(g)a( z) , y como al recorrer g todos los ele 

mentos de G, o.(g) recorrerá todos los elementos de G, concluimos que 

a(z) g Z. 

Hay que hacer notar que el centro de un grupo no es necesariamen 

8IBLI("IT~C" r.~NTP. 
U"IVC.óI~II"AU O~ lL 11"' ... 1" l 
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te un subgrupo totalmente invariante. Como ejemplo 

G de orden 16 definido por las r elaciones a
4 = 1, 

consideremos el grupo 

2 2. 
·b = c = 1, 

ca = ac, cb :; be y cuyos elementos co~stituyen el conjunto 

_1 
ba = a b, 

2 3 2. 2. 3 
{1, a, a , a , b, e, ab, ac, ha, bc, . a b, a c, a e, abe, 

-2 
bae, a bc}. Aquí 

2. 2. 
el centro Z es de orden 4 y está formado por el conjunto {1, a , c, a c} 

2 
el cual es generado por a y c. Pero l a aplicación a -+ b, b -)- b, e -+ b 

define un endomorfismo de G que nos lleva del elemento del centro c al 

elemento b que no es del centro. 

Trataremos ahora de definir el producto directo de dos grupos. 

Sean A Y B dos grupos, podemos formar, partiendo de ellos, el conjunto de 

todos los pares ordenados Ca, b), a G A, b G B. Estos pares ordenados 

serán los elementos de un nuevo grupo, que llamaremos el producto directo 

A x B, en donde definiremos el protlucto por la regla 

como elemento identidad, entonces el conjunto A x B y el producto definido 

en él satisface los axiomas de grupo, puesto que la validez de estos axio-

mas solo depende de la validez de los mismos para A y B. 

Por otra parte puede establecerse un isomorfismo entre A x B y 

BxA, que es la correspondencia (a , b) -:. eh, a), de modo que podemos h~ 

blar dél producto directo de dos grupos sin especificar el orden. Además 

puede establecerse el isomorfismo a ~ (a , 1), entre A y el conjunto de ele 

mentos de A x B con la identidad como segundo elemento. 

En forma análoga b ¡ (1, b) es un isomorfismo entre B y el sub -
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grupo de elementos (1 , b). Por lo anterior es que algunas veces identifi-

camas a A y B con estos subgrupos y de acuerdo con elld decimos ,que 

G = A x B es el producto directo de sus subgrupos A y B. 

Como Ca, 1)(1, b) = ~,a, b) = (1) b)(a, 1), se sigue que en AxB 

todo elemento de A conm ta o permuta con todo elemento de B; es decir 

ab = ba para a G A Y b G B. 

-1 -1-1 En el producto directo (a,b ) = (a ,b ). De aquí que 

= luego A es un subgrupo nor -

mal De A x B. Por idéntica razón B es un subgruk o normal de A x B. El úni-

ca elemento que es simultáneamente de la forma (a, 1) y de la forma (1, b) 

es (1, 1), por lo que A()B = 1. Por otra parte AllB i ncluye todos los 

productos de la forma Ca, 1)(1, b) = Ca, b), de donde AlL.B = AxB. 

TEOREMA 1. 2 O 

Un grupo G es isomorfo al producto directo de dos subgrupos A y 

B si A y B son subgrupos normales tales que Ar)B = 1 Y AllB = G. 

PRUEBA 

Sup'ongamos que A y B son subgrupos normales de G, con A n B = 1, 

-1 -1 
Consideremos un elemento a b ab con a G A Y b G B, en'ton-

-1-1 ' -1 -1 -1 -1 -1 _1 
ces a b ab = a (b ab)G A y además a b ab = (a b a)b g B por ser 

A Y B normales. -1 -1 -1 -1 
Luego a b ab G A()B = 1 , por lo que a b ab = 1 

ab = bao Ahora tomemos g G G, g es tal que g = x 
1 

x 
2 

x , 
s 

con 

y 

x. G A ó x. G B, probaremos primero que este g puede expresarse en la -
~ ~ 

forma ab, a G A, b G B. Por ser B normal un producto ba 
-1 = aa ba = ab' 
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_1 
Y por ser A normal, ba:: bah b ::: a'b de modo que podemos escribir el --

roducto de .i. orma que ningún b ~ B preceda a un a ~ A) por lo que el pr...:, 

donde ducto ab toma la forma ab ~ a . a . • • • • a. .. . 
. 1 2 J 

b . 
J+l 

b. 
J+2 

.b 
s 

a . G -A Y b. G B. Luego G :: AlLB :: AB, de donde g puede ponerse en la 
l. l. 

f orma g ::: ah, a G A, b G B. Por otra parte , est a forma es única, ya 

si a1b 1 
a

2
b

2
, 

-1 ::: b b- 1 
G AnB 1, de donae a que ::: eLtonces a al ::: :: a 2 2 2 1 1 

g ::: ab , establezcamos la función 1/1: G --~ A x B. 

g=ab 'VV+ (a,b) 

g ::: a b , 
1 1 1 

lo que implica que al ::: a
2 

y 

yección. 

g2 :: a b , 
2 2 

y 

(a ,b ) 
2 2 

es in 

Si Ca, b)G A x B, entonces existe g :: ab G AB ::: G, de modo que 1/J (g ) ::: (a,b) 

por lo que 1/1 es sobreyección. Además s i gl ' g2 ~ G, 

1/J(g g ) 
1 2 

:: 

entonces 

Ca a , b b2 ) 
121 

::: 

::: 

( a a )(b b ) 
1 2 1 2 

::: 

va los productos y es un isomorfismo en-tre G y A x B. 

gl -- a b • 
1 1 -

y 

y 1jJ preser-

Podemos definir el producto directo de cualqu i er número de gru -

pos, finito o infinito. Supongamos que nos es dado un sis-tema de grupos 

A. donde i toma los valores de un s istema de índices r. Construimos pro­
l. 

duetos formales Ji 
iGI 

a .. 
1. 

Un product o formal es simplemente una elección -

de un elemento a. de cada uno de los grupos A.. Todos los productos forma 
1. 1. 



le~ forma.n un grupo que es el producto cartesiano de los A.) donde la ré -
lo 

gla del producto es: 

TI 
i81 

a . 
1 

JI 
181 

b. 
1 = TI 

i8I 
C. 

1 
:: a.b., 

J. 1 
pa!'a 1:0<'10 

El subg!'upo del producto cartesia~ o en que a i ::: 1 para to¿os~ 

salvo un lúmero finito de índices, se llama el producto directo de los A." 
1, 

Claramente, producto directo y producto cartesiano coinciden cuando el nü-

mero de factores es finito. En ambos casos~ los elementos n 
iGI 

de a. = 1 para i :! j, forman un subtrupo normal isomorfo a A. , e identi-·· 1 
, 

ficando A. con este 
J 

A . () .., 
J 

TEORErvr.A t . 21 

subgrupo en 

Aquí II A. 
iGI l. 

J 
cada caso, observamos qUe 

es la juntura. 

Un grupo G es isomorfo al producto dikecto de subg!'upos 

si: 

1) 

2) 

-:<) v, 

PRUEBA 

Todo A. es un sugrupo normal 
1 

A. n cli A . ) = 1 para todo 
J i~j 

1 

G = Jl A. 
HH 1 

j 8 1 

• ¡'"í' :í.. G I, 

Por 1) Y 2 ) cada a. permu"ta con todo producto fiuí to de a.-0 
J 1 

con i ~ j. Además por 1), 2) Y 3) cada g 8 G se puede expresa'.!:' ct:Jmo tm 

producto finito de elmennros de los A., y, aparte del orden, tiene una fOí:' 
1 

ma única como producto en que aparezca, cuando más 1 un fa ct or de cada 



Esto nos da un isomorfismo entre G y e l producto dir ecto 

e lemento de S puede ponerse en la 70rroa g = 1 g =- b 
1 

de l os A . • 
1. 

26. 

Un 

b ~ ro 

k=-1,2, ••• , m donde las b son de diferente A •• 
1. 

Aquí g se 

~orresponde con e l e l emento rr 
HE 

donde a. :: 
1. 

si hay un bk G A. 
• J.. 

en 

e l producto para g y a . = 1 en otro caso. Esta correspondencia nos da -
1. 

el isomorfismo entre G y el product o dir ecto de l os A . . 
1. 

Trataremos ahora un poco l os grupos abelianos. Consideremos e l 

grupo multiplicativo de todos los números complej os excepto el cero. Es-

te grupo es de 0r den i nfi nito y es abeliano, además conti ene el ement os de 

orden infinito y también de todos l os órdenes finitos. Como puede obser-

varse, su estruct ura nos parece más o menos comp licada , sin embargo resu~ 

ta ser mas o menos sencilla si la comparamos con l a de algunos grupos abe 

l ianos de orden infinito. 

Si en un grupo abeliano A encontramos elementos a y b tale s que 

n 
a = 1, bm ( - l)n = 1, entonces a =- 1 y (ab)mn =- 1 , l uego el conjunt o 

de los elementos de orden finito en cualquier grupo abeli ano A f orman un 

subgrupo F. Todo endomorfismo ex. de A mapea un elemento de orden f inito 

en un e l emento de orden finito . Por tanto F es QD subgrupo t otalmente in 

variante de A. Además si llamamos grupo per iódico a todo gr upo en e l que 

t odos sus elementos son de orden f inito, entonces F es t ambié un grupo -

periódico. 

Un grupo en el que ningún e l emento excepto l a i dent idad es de -

orden finito es llamado grupo ape.riódico o sin t orsi.ón . 



27 . 

. 22 

Sea F el subgrupo formado por todos los elementos de orden fini 

t o de un grupo abeliano A. A Entonces - es aperiódico. 
F 

PRUEBA 

Supongamos 
A 

que x g 'f' x ~ 1 es de orden finito m. Entonces 

A 
en el homomorfismo i/J: A -+ f: U rV1r)- X 

m m 
tenemos que u "\IVo+ x. == 1, de don 

d m ~ m d f' · d· Lu.ego (um)n == 1, umn 
== 1 e u e t y U es de or en .lnlto, 19amos n. 

y u es de orden finito, por lo que u e F y i/J(u) 'VV+ 1 == x, lo que es con 

trario al supuesto. 

Diremos que un conjunto de elementos (ai)ieJ de un grupo abeliano 
e. e 1 . 

A e s independiente si un producto finito rr a == 1 solamente cuando a 1: 1 
i i i 

para todo i. Si los a
i 

son independientes y además generan A, decimos 

que los a. forman ~~a base de A. Tenemos por tanto que los elementos a. 
1 1 

forman una base de A si y sólo si A es el producto directo de los grupos 

cíclicos generados por los a . • 
1 

Si un grupo abeliano A está generádo por los elementos 

a , a , ••. , ar , entonces, tato elemento de A es de la forma 
1 Z 

u u 
a1,a Z, • • • , 

1 2 
donde los u. 

1 
son enteros. Además 

-Xl 
es 1.1 a relación de estos generadores , decimos que al ' •.. , 

su relación inversa. 

. .. 

es 

De un conjunto S de relaciones que se verifican en A podemos de 

rivar otras tomando el producto de relaciones de S e inversas de re1acio-
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nes de S. Dos conjuntos de relaciones SI y S2 son llamados equivalentes 

si las relaciones de cada conj unto pueden derivarse de esta forma de las 

del otro. Decimos que un conjuIlto S es un conjunto de relaciones defini 

torias para A si toda relación que se verifica en A puede derivarse de -

las de S.Puede probarse que un conjunto arbitrario de relaciones S sobre 

generadores a, a , ••. , a es un conjunto de relaciones definitorias -
1 . 2 r 

para aquel grupo abeliano A generado por a , a , "', a en que las re-
1 2 r 

laciones derivadas de S sé verifican, pero ninguna otra se verifica. 

TEOREMA 1.23 

Un grupo abeliano generado por un número finito de elementos, 

r, tiene una base de cuando más r elementos. 

PRUEBA 

El teorema es cierto para r~l, pues entonces el grupo es cíc1i 

co. Supongamos que A está generado por al' a
2

, ... , aro Entonces la 

prueba se basara en la inducción sobre r, y para un r fijo sobre el míni-

mo entero positivo m tal que x. = m en una relación 
~ 

x 
r a ~ 

r 
1 

Si la única relación existente es aquella en que todos los x. = 0, enton­
~ 

ces A es el producto directo de los grupos cíclicos infinitos <a.> y el 
~ 

teorema es cierto . De otro modo, alguna relación o su inversa contendrán 

algunos exponentes positivos. Runumeremos los a. de modo que el mínimo 
~ . 

exponente positivo en una relación es Xl = m. Si m=l 

-x -x -x 
1 2 r 

al = a a a 
1 2 r 
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y A esta generado por los r-l elementos a 2 , a
3

, ••• , ar , y por inducción 

el teorema es cierto. Supongamos ahora que x ::: m > 1 en la relación 
1 

(1) 
x 

r .a 
r 

::: 1. 

Sean Y1, Y2, ... , Y
r 

los exponentes en otra relación. Entonces, para -­

cualquier entero K, de tal relación y la (1) podemos derivar una relación 

con exponentes y - km, 
1 

... , Y - kx r r' 
Podemos escoger k de 

modo que ° < y - km < m. Pero como m era el exponente mínimo en cual -­
- 1 

quier relación, debemos tener y - km = 0, de donde la relación con ex-
1 

ponentes y , y , •.• , y puede derivarse de la relación (1) y la rela --
1 2 r 

cíón con exponentes 0, y - kx , •.. , y - kx . 
2 2 r r 

Luego el conjunto de todas 

las relaciones para A es equivalente al conjunto S consistente en la rela 

ción (1) y las relaciones en las que tan solo aparecen az' a 3, . . . , a . 
r 

En la relación (1) sea x = k ro + s , .•. , k m + s, donde he -
222 r r 

mos escogido k., 
1. 

nuevo elemento 

i=2,3" .. ,r 

::: 

tales que ° < s. < m. 
- 1. 

Si tomamos un 

)'e entonces al' a 2 , a
3

, .• " ar generan también a A, y en términos de estos 

generadores, la relación (1) toma la forma 

(2) 
~'~m 

a 
1 

s 
r 

.a 
r 

::: 1. 

Si aquí algún s" es diferente de cero, ha de ser un número positivo "menor 

que ID Y podemos aplicar nuestra hipótesis de inducción. Pero si 



s = 
2 

::: S = 0, entonces ,(2) se hacer 
r 

(3 ) *m a ::: 1 
1 

y como la relación (l} y las relaciones en las que solo aparecen 
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a , a , ••• , a constituyen un conjunto definitorio de relaciones para A 
2 3 r 

en términos de los generadores a "a, •.. , a , se sigue que la relación 
, ' 1 2 r ' 

( 3) y las relaciones en que tan solo aparecen a
2

, a
3

, •.. , a forman un 
r 

conjunto definitorio de relaciones en términos de los generadores 

l'C 
a , a , ••. , a. Luego A es el producto directo del grupo cíclico de or-

1 2 r , ... 
den m generado por a" y el grupo generado por los r-l elementos 

1 

a que por nuestra hipótesis de inducción es el producto ' 
r 

directo de, cuando mas, r-l grupos cíclicos. Quedando así el teorema pr~ 

bada en todos los casos. 

TEOREMA 1.24 

Si x es un elemento de orden mn en un grupo G, com m y n ente -

ros y primos relativos. Entonces x tiene una representación única 

x ::: yz ::: zy, donde y es de orden m y z de orden n. Tanto y como z son p~ 

tencias de x. 

PRUEBA 

Decir que m y n son primos relativos es afirmar que el máximo 

común divisor de ro y n Cm, n) = 1. Entonces por el Algoritmo de Euclides, 

existen enteros u y v tales qU,e uro + vn ::: 1, Y de aquí inferimos que 

Cum + vn) uro VD VD uro 
x = x = x x = x x 

VD Sean y ::: X 
um 

z = x Entonces 
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x = yz = zy' 
m vnm n umn 

y = x = 1, Y z = x = 1. Luego el orden de y 

y es algún divisor m de m, y el de z algún divisor n
l 

de n. Pero de -
1 

x = yz = zy se sigue que el orden de x es un divisor m n de mn. Pero 
1 I 

el orden de x es mn, luego mI = m y nI = n, por lo que el oro en de y 

es m y el de z es n. Si x tuviera una segunda representación x =yz =zy 
1 1 1 1 

con y de orden m y z de orden n, entonces y y z permutarían con x, 
1 . 1 1 

y xz = z yz = z x. Pero entonces Yl 
1 1 '1 1 1 

y zl permutarían con y y z, que son potencias de x. Ahora bien, 

Pero y y y son elementos que 
1 

permutan de orden m, yz y zl son elementos que permutan de orden n. Lue 

1 1 . f m b ' ''' n () 1 go e e emento w satls ace w = 1 Y tam len w = 1, Y como m, n = , 

esto implica w = 1; de modo que Yl= y 

cidad de la representación. 

COROLARIO 1.1 

y Zl = z. Esto rrueba la uni-

Si x es un elemento de orden n = n . n
2 
..••• n donde 

1 r 

(n., n.) = 1 para i 1 j. Entonces x tiene una representación única 
l J 

x = x . x . ' ...• x 
1 . 2 r 

donde x.x. = x.x. 
] l l J 

es una potencia de x. 

PRUEBA 

y X. 
l 

es'de orden n. y cada x. 
l l 

Aplicando repetidamente el Teorema 1.24 queda probado este coro 

lario. 

Particularmente si consideramos a n como n 

.' 

e 
r 

• p , 
r 
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donde PI ' P2 , •.. , PI" son primos distintos, se puede aplicar el corolario 

anterior hac~endo n. 
1. 

e. 
1. = p . . 

1. 

Tomemos ahora un grupo abeliano A con la condición de que A sea 

pel' iódico.. Tomemos el conjunto P formado por los elementos de A cuyos ór-

denes son potencias de un primo .c:' • 
.1l.JO p, en donde se incluye la identidad -

O a b 
como potencia de orden p = 1, si xP = 1, Y yP = 1, entonces si 

c 
(x -1 )p 

c 
e = max(a,b) tendremos que (xy)p = 1 y = 1- Luego P es subgru-

po de A. Al subgrupo P le llamamos el p-subgrupo de Sylow, S(p). A P le 

llamamos también un p-grupo abeliano. 

TEOREMA 1. 25 

Si A es un grupo abeliano periódico, entonces A es el producto de 

sus subgrupos de Sylow. 

,PRUEBA 

Tomemos la juntura de los subgrupos de Sylow de A, ilS(p). Esta 
p 

juntura es subgrupo de A. Pero, para x 8 A, podemos afirmar que x es de -

e, 
orden n = PI • . x 

r 
con x. G S(p.), esto 

1. 1. 

por el corolariq 1 .. 1; luego todo elemento x de A pertenece tambian a la juE. 

tura ilS(p) , por lo que A = lL sCpt~ 
p p 

Como la juntura es isomorfo con el producto directo, 

tá completa . 

,TEOREMA 1.26 
el 

Un grupo abeliano finito de orden n = P l . 

ducto directo de los subgrupos de Sylow S(Pl)' S(P2)' 

entonces la prueba es 

. e 
r 

PI" es el pro -

... -. , S{P ) . En esta 
r 
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e. 
expresión S(p.) ez de orden p l Y es el producto directo de grupos cícli 

l i 
e i1 

cos de órdenes p. 
l 

PRUEBA 

, ...... , 
e. 

lS p. , 
1. . 

donde e
l
'
l 

+ o,, + e. 
lS 

= e .. .l 

Si tomamos un grupo abe liana A, de orden n, entonces el orden 

de cualquiera de sus elementos será un divisor de n, luego un p-subgrupo 

de Sylow, tal que p es un primo que no divida a n tiene que consistir so 

lamente en la identidad, y por lo tanto, si PI' P2' ... , Pr son los dis­

tintos primos que dividen a n, entonces el grupo A, es el producto direc-

to S(p ). S(p ) ..... S(p). Ahora trataremos los órdenes de los S(p.). 
1 2 r l 

Cada S(p.) puede ser la identidad o el producto directo de grupos cícli­
l 

, ... , 
e. 
lS 

p. 
l 

entonces el orden de sep.) será el 
l 

t. 
producto de estos órdenes. Supongamos que el orden de S(Pi) es Pi.l, con 

t. = e'
l 

+ e. + 
l l l2 

+ e, y como el orden n de A es el producto de los 
lS 

órdenes de los Sep,), entonces por factorización única del entero n, ten­
l 

t. 
drá que ser p,l 

1. 

TEOREt-1A 1.27 

= 
e, 

l p. 
l 

en cada caso, y el teorema queda así demostrado. 

Todo subgrupo de un grupo cíclico infinito diferente de la iden 

tidad es un grupo cíclico infinito de índice finito, y hay un subgrupo --

único para cada índice finito. Todo subgrupo de un grupo cíclico finito 

de orden n es un grupo cíclico de orden que divide a n, y hay lli~ subgrupo 

único para cada divisor de n de orden igual a ese divisor. 
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PRUEBA 

Sea G un grupo cíclico generado por un elemento b y H un subgru-

po de G y H t <1>. -i 
entonces b e H y uno u otro de estos ex 

ponentes es positivo. Supongamos que m es el exponente positivo mínimo de 

t cualquier elemento que pertenezca a H, y sea b un elemento cualquiera de 

H. Entonces escogiendo r adecuadamente tenemos t = mI' + s con O < s < m. 
r 

Luego bt = (b
m

) bS
• 

t m 
Como tanto b como b pertenecen a H, se sigue' que 

bs ambo, H pertenece t len a • Pero si s es un entero distinto de cero y 

° ~ s < m, esto estaría en conflicto con la definición de m como el mínimo 

exponente positivo de b que aparece en un elemento de H. Luego s = 0, y 

y d 1 1 d H 1 . de bm to os os e ementos e resu tan ser potenclas de 

donde H es cíclico. Como para cualquier u que sea entero tenemos u = km + i, 

donde i = O, 1, ... , (m-1) verificamos facilmente que 

G = m-l 
H U Hb U •. , U Hb . 

Esta ecuación contiene todas las posibles clases laterales de H y estas -

son diferentes, ya que bi = hb j con i i j en el rango de O a m-l nos­

daría una potencia positiva de b más pequeña que m en H, que sería bi - j 

o 
j=i 

b . Luego [G: Hl = m, de donde afirmamos que m es la menor potencia 

positiva de b que pertenece a R y también es el índice de H en G. Así--

pues si G es infinito, como para todo m positivo los elementos de la forma 

(bm)r, r n Z. f b d h ub ún' e , arman un su grupo e G, entonces ay un s grupo leo 

< bm
> de índice m de G. 

Si G es finito de orden n, entonces bn = 1, luego n = mI', y m es un divi -

sor de n. 
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Entonces para cualquier m que divida a n, si n = mr, tenemos los elemen -

tos 1, bm,b
2m

, ~ .• , b(r-l)m que forman un subgrupo de orden r e índice 

m. Como n = mr puede ser ,cualquier fa,ctorización de n en dos factores, 

vemos que hay un y solament e un subgrupo de G de orden r para cada r divi-

sor de n. 

Como una consecuencia del Teorema 1.26 y del Teorema 1.27 pode -

mos afirmar el enunciado siguiente 

COROLARIO ·1.2 

Si G es un grupo abeliano de orden n y p es un primo que divide 

a n, entonces existe b 8 G tal que b es de orden p. 

Si A(p) es un p-grupo abeliano finito, entonces A(p) puede escri 

birse como producto directo de grupos cíclicos en varias f ormas. Así, si 

8 4 
suponemos que a = 1 Y b = 1, entonces A(2) = <a> x <b> es de orden 32. 

En la misma forma si ponemos que c = ab Y 

c8 = a8b8 = a 8
(b

4
)2 = 1 y 

4 
d = a b, entonces 

5 -1 
quedando a = c d 

y b = c4
d Ahora A ( 2) = < c> x < d~ . Observamos que A(2) es el producto _. 

direct o de grupos cí clicos en dos formas diferentes, pero el número de fac 

tores y sus órdenes son los mismos. En general este resultado es cierto 

para p-grupos abelianos finitos, pero no 'es cierto para grupos abelianos -

finitos que no sean p-grupos abelianos. Así por ejemplo el grupo cíclico 

de orden 6 es el producto de grupos cíclicos de orden 2 y 3. 

Si A(p) es un p-grupo abeliano que es el producto directo de. gr~ 
e e e 

pos cíclicos de órdenes p 1, P 2, "', P r entonces estos números son l la 
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mados los invariantes del grupo. En el caso en que todos los invariantes 

son p, p , ••• P ? decimos que A Cp) es un grupo " abeliano elemental. Puede 

verse fácilmente que los invariantes de unp-grupo abelianQ A(p), determ! 

nan a A(p) salvo isomorfismo. La importancia de estos invariantes se des 

taca en el teorema siguiente: 

TEOREMA 1.28 

Si un p-grupo obeliano finito A es el ·producto directo de gru-

pos cíclicos en dos formas, A = Al x A2 x •.• x Ar = B¡ x B2. x ••• x Bs ' 

entonces el número de cactores es el mismo en ambos casos, r = s, y los ór-

denes de Al' A
2

, ••• , Ar son los mismos, después de cierta reordenación, 

que los de los B
l

, B
2

, 

PRUEBA 

. . . , B . 
s 

La prueba la haremos aplicando inducción sobre el orden de A, t~ 

mando en cuenta que cuando el orden de A es p el teorema resulta trivial. 

Supongamos que A es un p-grupo abelian,p cualquiera y denotemos 

por A" al subgrupo cuyos elementos x satisfacen xP = 1 Y por AP al sub -p 

grupo cuyos elementos son de la forma ? con y e A. Supongamos que A --
e. 

tiene una base al' a2 , donde de orden ~ i = 1, 2, ... , a a. es p , ... ~r r ~ 

y numeremos las a-es de forma que e > e > 
1 2 

> e. Verificamos enton­
r 

e -1 
P 1 

ces que Ap tiene una vase al 
e -1 

P r r .•. , ar y es de orden p. Si A es 

un abeliano elemental, entonces AP = 1. En caso de no ser A abeliano ele-

mental, sea e el último exponente mayor que 1, es decir, 
ID 



e > 1 . 

aP 
1 , . a

P 
2.' 

> e > e = m - ·m+l 

.. .. . , aP .. 
m 

= e = 1. Entonces AP ·tiene una base "r' 
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Sea b
1

, b
2

, <11 _ , .. , b s 
una segunda base de A, donde b. es de or-

J. 

f. 
den J. i 1, 2, f > f > > f Entonces A es "de p = ..... , s y . 01" 

1 

den pr' por ser ... , a 
r 

2. - "s 

una base de A, y de 

p 

s orden p por ser 

. . . , b s base de A. Luego r = s . Si A es abeliano elemen 

tal, la prueba está completa, pero si no lo es, sea 

f > f > ••• > f > f = ... = f = 1. Entonces AP tiene invariantes 
1 2. - n n+l s 

e -1 
P 1 

e -1 
P 2. , ..• , P 

Por' inducción m = n 

e -1 
m 

y 

f -1 
Y también invariantes P I , P 

e -1 = f -1, ... , e -1 = f -lo 
1 ' 1 m m 

cho de ser' s = r, se sigue que el = f
l

, . .. , er' = f . 
r 

f -1 
2. 

f -1 
" n , ~ •• , p 

De esto y del "he 

Como consecuencia de lo anterior' podemos enunciar el siguiente: 

COROLARIO 1.3 

Si dos p-gr>upos abelianos finitos no tienen los mismos invar'ian 

tes, no son isomorfos. 
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CAPITULOII 
I 

TEOREMAS DE SYLOW 

En este capitulo destacaremos la importancia de tres teoremas 

conocidos como los tres teoremas de Sylow, El primero de estos teoremas 

garantiza la existencia de subgrupos cuyos órdenes son una potencia de un 

número primo, el segundo nos asegura que en todo grupo finito G, los p-suE. 

grupos de Sylow son conjugados y el tercero que- nos sirve para calcular el 

número de p-subgrupos de Sylow que hay en un grupo finito G. Además el 

concepto de producto directo junto con los teoremas de Sylow, nos permi -

ten clasificar los grupos finitos, de los cuales estudiaremos los de pequ~ 

ño orden, orden menor o igual a 11. 

El Teorema de Lagrange asegura que el orden de un subgrupo H de 

un grupo G, divide al orden de G. Pero en general no es cierto que si un 

número m divide al orden de un grupo G, entonces existe un subgurpo H de 

G cuyo orden es m. Sin embargo, si m es primo entonces con seguridad exis 

te H subgrupo de G tal que H es de orden m. Este y otros resultados cons-

tituyen los teoremas de Sylow. 

DEFINICION ·2.1 

Llámase una clase de elementos conjugados de x en un grupo G al 

- . '-1 
conjunto x = {y xyl y G G}. 

En el Teorema 1.16 si S consta de un solo elemento s, los conju~ 

gados respecto a G forman una clase . Por tanto las clases de elementos --

conjugados en G son una partición de los elementos de G, y puede escribirse 
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en donde los C. son clases distint as y cada elemento de G se encuentra -
~ 

exactamente en una sola, cla,se. La identidad 1 es siempre una clase. Por 

el teorema 1.16 el número de elementos en una clase C. es el índice de 
~ 

un subgrupo y por tanto un divisor del orden del grupo .. 

TEOREMA 2.1 

Si G es un grupo finito y p es un primo que divide al orden de 

G, entonces G contiene un elemento de orden p. 

PRUEBA 

Sea G un grupo de orden n = mp. Si m = 1, entonces orden de G -

igual p y G es el grupo cíclico de orden p _y el teorema es cierto. Proce 

damos por inducción sobre m. Si G contiene ud subgrupo propio H cuyo ín-

dice [G: HJ no es divisible por p, entonces p divide al orden de' H, luego 

por inducción H contiene un elemento de orden p. Supongamos ahora que to 

do subgrupo propio de G tiene un índice divisible por p, entonces 

n = donde cad.a n. 
1-

es el número de conjugados en -

una clase de elementos de G. Cada n. f 1 es el índice de un subgrupo -­
~ 

propio de G, luego por hipótesis, divisible por p. Pero n = 1 por ser 
1 

la identidad una clase. ,Luego el número de n. - s tales que n. = 1 ha-
l l 

bría de ser un múltiplo de p. Un elemento a. es una clase en G si y sólo 
l 

si pertenece al centro Z de G. Luego el centro Z sería de orden divisible 

por p. Pero para z G Z y cualquier g G G tenemos que zg =gz, de don -

de, forzosamente todos los elementos de Z permutan entre si y Z es un gru-

po abeliano. Pe·ro por el corolario 1.2, Z contiene un elemento de orden p. 
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TEOREMA 2.2 (Primer Teorema de Sy low:) 

S
. m 
~ n = p s es el orden de un grupo G donde p es primo y p no -

i divide a s, entonces existen subgrupos de G de órdenes p, i = 1,2, ••• ,m, 
· i 

y cada subgrupo de orden p, i = 1,2 , • .. ,m-l, es un subgrupo normal de 

al menos un subgrupo de orden p 
i+1 

PRUEBA 

Efectuaremos esta prueba por inducción sobre i. Por el teorema 

2.1 afirmamos que G contiene un subgrupo de orden p. Sea P un subgrupo -

i 
de orden p, i > 1. Escribamos G en términos de clases laterales dobles 

de P, 

G = P U Pxz P U ••• U Px r P , 

v sea a. el número de clases laterales derechas de P incluidas en Px.P. 
W J J 

Entonces r G: P] [ -1 -1 ( = a + a +... + a, donde a. := .x. Px.: x Px . ) P], 
1 2 r J J J J 

y al := 1 para la clase lateral doble P1P := P. Ahora bien, a. = 1 o una 
J 

potencia de p. Como p divide a IG: p], entonces el número de las a . igu~ 
J 

les a 1 debe ser un múltiplo de p. 

x. debe pertenecer al normalizador 
J 

Si a. := 1 
J 

le de P, y 

-1 entonces x Px. = P 
J 

y 

Px. = x.P está incluido 
J J 

en 

Reciprocamente, si x. 
-1 P 1- Luego K. G K, entonces x. Px . = y a. = 

J J J J 

[K: P] es el número de las a. = 1 . Y por tanto p divide a {K: P]. 
J 

Luego 

el grupo factor K tiene orden igual al IK: p] 
P 

y es divisible por p. 

K :.'c 
Luego p contiene un subgrupo J de orden p. Ahora por el teorema 1.17 
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donde J c K y ; IJ: pJ - L/c ~ 1J = p; luego J es un subgr'upo de 

i+l 
orden p que contiene a P com.o un subgrupo normal. 

DEFINICION 2.2 

Un grupo P es un p~grupo si todo elemento de P excepto de iden-

tidad tiene como orden una potencia de un primo p. 

DEFINCION 2.3 

Un subgrupo S de un grupo G es un subgrupo de Sylow de G si y s~ 

lo si es un p-grupo y no está contenido propiamente en ingún p-grupo que 

sea un subgrupo de G. 

De acuerdo a estas definiciones podemos expresar dos consecuen -

cias del primer Teorema de Sylow . 

COROLARIO 2.1 

ID Todo grupo finito G de orden n = p s con p que no divide a s, p 

m 
primo, contiene un subgrupo de Sylow de orden p, y todo p-grupo que es un 

subgrupo de G está contenido en un subgrupo de Sylow de G. 

m Cada grupo de orden p es un p-grupo. Por Teorema 2.1 si el or-

den de un grupo es divisible por dos primos diferentes, no puede ser un 

p-grupo. Luego todo p-grupo finito es de orden igual a una potencia de p, 

d
. m 
~gamos p . 

COROLARIO 2.2 

Todo subgrupo de un p-grupo P de orden pm está contenido en un -­

m-l subgrupo maximal de orden p ,y todos los subgrupos maximales son subgru-

pos normales. 
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Supognamos que el orden de P es pm = pm. 1 , entonces por el Pri­

merTeorema de Sylow P contiene subgrupos de órdenes pi~ i = 1, 2, •.• , m, 

de modo que P c P c ••• c P 
1-2- - , m 

' 2 ' 3 m 
y de órdenes p, ,p , p , ••• , p respecti-

rn-I 
varnente y existirá un subgrupo de orden p que será un subgrupo normal 

m de al menos un subgrupo de orden p que no puede ser otro más que P. 

TEOREMA 2.3 (Segundo Teorema de Sylow) 

En un grupo finito G los p-subgrupos de Sylow son conjugados. 

PRUEBA 

Sean PI Y Pl dos p-subgrupos de Sylow. Entonces 

Sea b. el número de clases laterales 
J. 

derechas de P incluidas en P x.P. Entonces 
2 1 J. l 

b. -1 -1 
P ] i es 1 óuna potencia de Pero - [x. P x.: x. P x. (') p. 

J. J. I J. J. 1 J. 2 

b + b + + b = : [G: P ] ho es un múltiplo de p. Luego para algún i, 
1 l s 2 

-1 ' 
P2' b. = 1 Y x . P x. = 

J. J. 1 J. 

TEOREMA 2.4 (Tercer Teorema de Sylow) 

El número de p-subgrupos de Sylow de un grupo finito G es de la 

forma 1 + kp, y es un divisor del orden de G. 

PRUEBA 

Si existe solamente un p-subgrupo de Sylow, entonces el teorema 

es trivial. Sea So un p-subgrupo de Sylow y SI' S2' .. . , Sr los restan-

tes. Se pueden agrupar estos en conjuntos disjuntos de conjugados entre 
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si con respecto a la transformación por elementos de SO' Por el Segundo -

Teorema de Sylow , S. 
l 

es el único p-subgrupo de Sylow en su normalizador K .. 
l 

Luego el normalizador de Si~ con i t 0, es un subgrupo propio de So' y por 

tanto, el número de conjuga,dos de S . baj o S es una potencia de p, p,e, e > 1. 
l o 

De aquí que r 
el e s 

=p t·"tl? = kp , y hay .1+r = .1 + kp p-subgrupos de 

Sylow de G. El número de p-subgrupos de Sylow es, por el Segundo Teorema -

de Sylow, el índice del normalizador de So' luego un divisor del orden de G. 

TEOREMA 2.5 

Sea G un grupo finito, P un p-subgrupo de Sylow de G y K el norma 

lizador de P en G. Si se tiene un subgrupo H, de G tal que 

G ~ H ~ K ~ P, entonces H es su propio normali zador en G. 

PRUEBA 

-1 -1 
Supongamos x Hx = H. Entonces H o x Px = P', que debe ser un -

p-subgrupo de Sylow de H. Luego para algún u G H, 
-1 u P'u = P, de donde 

-1 -1 u x Pxu = P y xu G K. Luego x G H, Y H es su propio normalizador. 

Gracias a los Teoremas de Sylow podemos tratar el problema de la 

construcción de grupos finitos , ya que ellos nos afirman que si el orden de 

un grupo G es n = 

e. 

e 
r 

.. .... .. Pr ' entonces para cada i hay un subgrupo 

de orden Pi l
, y además que todos los subgrupos de este orden son isomorfos, 

puesto que son conjugados., 

La construcción de grupos finitos puede considerarse en dos partes: 

la. la construcción de grupos cuyo orden es igual a una potencia de un pri 

mo y 2a. la combinación de grupos cuyos órdenes son iguales a potencias --
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de primos q'c.e dividen a lUlnÚ!nero n ~ con el objeto de formar lUlo grupo de 

orden .n.. 

Nos ocuparemos en esta oportunidad de resolver la primera parte, 

ya que haciéndolo así tendremos construidos los subgrupos que utilizaremos 

en la solución de la segunda, la cual se dejará para el próximo capítulo. 

Un hecho de mucha importancia sobre los p-grupos lo constituye -

el teorema que enunciamos a continuación. 

TEOREMA 2.6 

El centro de un p-grupo finito es siempre mayor que la identi -

dad. 

PRUEBA 

Si P es un p-grupo finito, entonces escribamos P en la forma; 

P :: e1u e2 U • • • U el" donde el consta solo de la identidad y todas 

las C. son clases. Sea h. el número de elementos en e., entonces por el 
~ ~ l 

teorema 1.it es el índice 

elemento del centro o una 

den m 
debemos tener m p p 

los restantes h , h , 
2 3 

... , 

de un subÉ,L'upo de P, por lo .Jue h . es 1 para un 
. ~ 

potencia de p en otro caso. Pero si P es de or-

:: h h + h en donde h 1, luego + + :: 
1 2 r 1 

h , no pueden ser todos potencias de p, por lo 
r 

que debe haber alguna de las h-es posteriores a h igual a 1. Esto impli. 
1 

ca que el centro deP es mayor que la identidad. 

Del Primer Teorema de Sylow también se desprende que en un p-gru 

po, ningun subgrupo propio es su propio normalizador. También el recípro 
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co .de esta consecuencia es .verdadera y lo probaremos en el teorema sigue iE. 

te: 

TEOREMA 2.7 

En un grupo finito G n~ngún s ubgrupo propio es su propio normali 

zador si y solamente si G es el producto directo de sus subgrupos de Sylow. 

PRUEBA 

Supongamos que ningún subgrupo propio de G es su -propio normali-

zador. Supongamos que K es el normalizador de un subgrupo de Sylow P. En 

tonces G 2 K 2 K 2 P Y por teorema 2.5 K es su propio normalizador; pero 

como G no t iene ningún subgrupo propio que sea su propio normalizador, en-

tonces debe ser K = G. Luego P es un subgrupo normal de G. De esto y el 

1L 
teorema 1.21 se sigue que G = i8I Pi' Luego G es el producto directo de 

sus subgrupos de Sylow. Ahora supongamos que 

donde P. 
~ 

e. 
d orden P.~ es un grupo e ~ v P. *= P. 

J J ~ 

G = PI x P 2 x 

si i t j. Si 

g . con g. G P., Jas condiciones del corolario 1.1 se v e-
r ~ 1. 

rifican y cada g. es una potencia de g. Luego cuando un elemento g pert~ 
~ 

nece a un subgrupo H de G, cada uno de sus componentes g. es también un 
. .J. 

elemento de H. Luego H mismo debe ser un producto directo 

H = H x H x ... x H donde H. = Hnp. es un subgrupo de PoO Si H 
1 2 r' 1. ~ 1. 

es un subgrupo propio de G, entonces a l gún H. es un subgrupo propio de P., 
. . J J 

Y reemplazando este H. por un subgrupo mayor de P. en el que H. sea nor 
J J J 

mal, obtenemos un subgrupo mayor que el H en el que H es normal. 
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Intentaremos .ahora un somero estudio de grupos .cuyo orden sea 

menor o igual que once., 

Supongamos ~ grupo G de orden primo p, p <11. G no puede te-

ner ningún subgrupo propio y por lo tanto debe ser un grupo cíclico, gene-

rado por cualquier elemento' diferente de la identidad, puesto qu~ por el 

teorema 1.9 sabemos que un grupo G no constituído tan solo por la identidad 

no tiene ningún subgrupo propio si y solo si G es un grupo cíclico de or -

den primo. Por lo anterior podemos afirmar que salvo isomorfismo no exis 

te mas que un sólo grupo de orden 1, 2, 3, 5, 7, 11. 

Supongamos un grupo 
2 G de orden p , p = 2, 3. Este. grupo G, si 

no es cíclico, contendrá dos subgrupos distintos de orden p, digamos el -­

grupo generado por a, <a> y el grupo generado por b, <b>, donde aP = 1, 

bP = 1 Y < a> n < b> = 1. Ademas;, por el corolario 2. 2 ambos subgrupos 

serán normales, de donde por el teorema 1.22 afirmamos que G = <a> x <b>; 

por lo que G es un grupo abeliano con a, b como base. De modo que exis -

2 
ten, salvo isomorfismo, dos grupos de orden p ,el cíclico, cuya relación 

P2 
definitoria es a = 1 Y el abeliano elemental, con relaciones definito -

rias aP = 2, ab = bao Como hemos dicho que p = 2,3, pode-

mos afirmar que existen, salbo isomorfismos, dos grupos distintos de orden 

4 Y 9. En efecto podemos considerar los grupos llamados Z4 y grupo de 

;K1ein que son de orden cuatro y de definen de acuerdo a las tablas sigui e~ 

tes: 



47. 

Grupo de Klein 

. O 1 2 ' 3 e ~ 'b c 

O O 1 2 3 e e a b c 

1 1 2 3 'o el. a e e b - r 

2 2 3 O 1 b b c é a 

3 3 O 1 2 c e b a e 

Supongamos que G es de orden pq, donde . p < q, P Y, g son primos. 

Por el Tercer Teorema de Sylow 2.4, el número de subgrupos de orden q es 

de la forma 1 + kp Y divide a p, luego debe ser 1, Y el único subgrupo de 

orden q será normal, digamos <b>, con bq = 1. El número de subgrupos de or 

den p es de la forma 1 +kp Y divide a q, por lo que es 1 ó q. Si es 1 te 

nemos para algún a . un subgrupo normal < a> con~ aP = 1, Y G es el produc-

to directo de <a> Y <b>. Pero aquí c = ab es de orden pq y G es cíclico. 

Falta solamente el caso en que 1 +kp = q subgrupos de orden p, donde un -

subgrupo <a> de orden p no es normal, Entonces tenemos aP = 1, bp = 1 , 

y como <b> es normal, .. lb: br 
a a = paaa algún r. Si r = 1, entonces G es 

a.beliano Y es el grupo cíclico mencionado anteriormente. Luego r t 1. En 

-lbi bir ' d' ' . -lbr br2 d d d tonees a .a = para to o ~, y en part~cular a a = , e on e 

-2 . 2 
a ba 

Luego para j = p 

Más generalmente encontramos que a-jbaj = 

P P rP 
tenemos b = a- ba = b , de donde r P es congruente con 

1 módulo q. Por lo expuesto concluimos que existen, salvo isomorfismo, so 
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lamente dos grupos de orden P'i1 con P < 'i? P Y q primos y q = 1 + kp. Si 

q t 1 + kp; entonces solamente existe uno.. Luego existe? salvo isomorfis 

mo, solamente dos grupos distintos de orden 6 y de orden 10, 

Para grupos de orden 
3 

P , con p primo hay tres "tipos distintos 

32 
de grupos ahelianos, con invariantes respectivos (p ), (p ,p} y (p, p, p) 

cuyas relaciones definitorias son: 
3 

la. aP = 1 

2. 

20. aP = 1, bP :: 

30. aP :: 1 " , bP :: 1,-
cb :: bOa 

1, ba :: ah 

cP = 1, ba = ah, ca = ac, 

Supongamos que P = 2, Y consideremos los grupos no abelianos de 

orden 8. No puede haber ningún elemento de orden 8, pues en tal caso el 

grupo sería cíclioo. 
2 

Si todos los elementos son de orden 2, entonces 

2. 2. 
( ah) = 1, o sea ab ah :: 1, ba =a bah = ab, y el grupo es abeliano. 

2. 
Debe por lo tanto haber un elemento de orden 4, digamos a = 1. Si 

2 2. 2. 3 
b $ <a> :: A, entonces G = At)Ab y b 8 A. Si b = a ó b = a , 

2. 
entonces b es de orden 8 y el grupo G es cíclico. Luego b :: 1 

2 2. -1 _1 
ó b = a . También b ah 8 A, pues A es normal , y b ah = a 

_1 

.. 
o 

_1 
b ah = a 

puesto que es un elemento de orden 4 . Pero si b ab :: a, entonces G será 

b-1ab :: 3 
abeliano. Luego a . Hemos encontrado entonces dos grupos no abe-

l ianos, de orden 8, distintos cuyas relaciones definitorias son: 

3 
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1+ 2. -1 3 
10'. a :: 1, 'b :: 1, b ab :: a 

4 .b 2. 2. b-1ai, 3 
20~ a :: 1, :: a , :: a 

Al primero se le conoce con el nombre de grupo diedro y al seg~ 

do con el de grupo cuaternio. 

De lo anterior se desprende que existen solamente, salbo isomor-

fismo, cinco grupos disnintos de orden 8, de los c uales tres son abe lianas 

y dos son no abelianos. 

La tabla siguiente nos resume el número de grupos. distintos que 

existen para cada orden, siendo el orden menor o igual que once. 

Orden del Grupo 1 .2 .3 .4 5 . 6 . 7 . 8 . 9 . 10 . 11 

N12. de Grupos Distintos 1 .1. .1. 2 1 . 2 1 5 .2 . 2 1 
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CAPITULO I 1 1 

EXTENS¡ON 'DE LOS TEOREMASDESYLOW 

La extensión de los Teoremas de Sylow consiste en 'una generaliz~ 

ción de dichos teorem,as para g;r:'upos solubles en términos de , subgrupos ,cuyo 

orden m es primo relativo con, su índice n sin el requerimiento de que m --

sea la potencia de urr: primo. 

Para tratar este tema es necesario, como es natural, dar algunos 

conceptos y definiciones que nos permiten llegar a definir ,y conocer algu-

nas propiedades de los grupos solubles, ya que ellos constituyen el objeto 

principal de estudio en este capítulo. 

DEFINIeroN 3.1 

Un conjunto parcialmente ordenado es un sistema S de elementos en 

el que está definida una relación a o b para algunos pares de elementos de 

S tales que 

i) a o a 

ii) Si a.~ b y b o c, entonces a ~ c 

iii} Si a o b y b o a, entonces a :: b 

Si además el conjunto S satisface que 

iv) Para cualquier a, b ó a o b ó b ~ a, entonces decimos 

que S es un conjunto simplemente ordenado o una cadena. 

En algunas ocasiones escribiremos b c a como equivalente a a2 b. 

También escribiremos a o b si a 2 b Y atb. Otra notación que usaremos 

es a > b, que leeremos na cubre a b lT y que significa, a o b y a2, x 2, b 

implica x:: a ~ o x:: b. 
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DEFINICION 3.2 

Una cota superior de un subconjunto T de un conjunto S parcial -

mente o¡:,denado es un. elemento x de S ta,l q,ue x 2 t para todo t de T. En 

la misma forma, cuna cota inferior de T es un y t al que t ~ Y para todo t 

de T. 

'DEFINIcrON 3.3 

Un supremo (Sup) de un subconjunto T de un conjunto S parcialmeE,. 

te ordenado, es un elemento x tal que: 

i) ,x es cota superior de T. 

ii) Si z es una cota superior de T entonces z;) x. 

En la misma forma un ínfimo Onf) de T, es un y tal que: 

i) y es una cota inferior de T. 

ii) Si z es una cota inferior de T, entonces y ~ z. 

En general un subconjunto T no necesariamente tiene que poseer un 

supremo o un infimo, pero si lo tiene entonces, ya sea supremo o ínfimo, -

es único, ya que de no serlo, se contendrían cada uno al otro, lo que por -

ser S un conjunto parcialmente ordenado implicaría que son iguales. 

DEIFNICION 3.4-

Una red es un conjunto parcialmente ordenado tal que cualesquiera 

dos de sus elementos a, b tienen un supremo alJ? y un infimo o intersección 

ar\b. 

Como tanto allb como a()b son únicos, entonces lly la intersec 

cian son operaciones binarias bien definidas en una red. 
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TEOREMA 3.1 

En una ;r'ed se .yerifican.. las siguientes leyes: 

1Q.. Leyes de Idempote.ncia x{)x = x y xlix = x 

2Q., Leyes Conmutativas 'xny =. ynx y xID = yJlx 

3Q.. Leyes Asociativas x () (y nZl = (xny) (lz y . zl1Cy'11z) = (~lli)llz 

4Q.. Leyes de Absorción x()(xlJy2 = x y xu(x(')y) = x. 

PRUEBA 

Para las leyes de 1, 2 Y 4 se ve claramente que son consecuencia 

inmediata de las definiciones de supremo e ínfimo. Para 3 sean yt\Z = u 

Y x{)u = w. Aquí w es una cota inferior de x y u, y por tanto lo es de 

x, y y z. Pero cualquier cota inferior de x, y y z está contenida en 

u, luego en x()u = w. Luego w es el ínfimo de x, y y z. Pero análogame~ 

te (X{)y) nz es el ínfimo de x, y' y z, d.: donde xn(y()z) = (x()y)()z. 

Por igual razonamiento, tanto xlJiyuz) como (xlJy)l1z son ambos el supr~ 

mo de x, y y z, por lo que xl1Cyllz) = (xlJy)l1z. 

DEFINCIIN 3.5 

Una red L
1 

se dice que es isomorfa a una red L
2 

si hay una fun --

ción biyectiva xi ~ Yi entre los elementos xi de L1 y 

x. nx. ++ y.()y. 
l J l ' J 

DEFINIcrON 3.6 

y x .11x. -:. v .lli .. 
l J W l J 

Una red L es llamada modular si satisface que si a o b, ~ntonces 

allCb U c) = . bllCa n c ) . 
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Una red se dice que satisf ace la condición minimal si cualquier 

cadena a J a J a J ••• es necesariamente finita. y que satisface la 
1 2 3 . T 

condición maximal si cualquier cadena a.
l 

c a.2 c a
3 

c ". es necesariamen 

te finita. 

DEFINIerON 3.7 

En una red L, una cadena finita x = X J X J ... J x
d 

= 0 - 1- - y 

se dice que es maximal si xi cubre a xi+l para i = 0, 1, "" d-1 es -

decir, si x = x > x > 
O 1 

y. De tal cadena se dice que tiene 

lognitud d. 

DEFINCION 3.8 

Un elemento x de una red L tiene dimensión fini~a d, escrita d(x) 

si L tiene un elemento cero 0 , siempre que toda cadena desde x a Osea fi 

nita y que d sea la longitud de la cadena maximal de mayor longitud desde x 

a O. 

En cualquier red, el conjunto de las x tales que a ~ x ~ b for-

man una subred a la que llamaremos el cociente ~ Dos cocientes que pue -

aJlb 
den ser puesto en las formas --b--

a 
Ya(lb se dice que son perspectivos 

.a. 
uno con respecto al otro, y si ~ es perspectivo b. 

~ 

a. 
i = 1,2, . . . , n-1, dec imos que l es proyectivo 

b 
i 

TEOREMA . 3 . 2 . 

ai+l 
con~. 

~+l 

con 91. 
b 

n 

.Para 

En una red modular, l os cocientes perspectivos son isomorfos, 
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PRUEBA 
. allP a 

Sean los cocientes ~ Y
anb

, en una red modular. Definamos 

alJp ... a 
para .cualquier x en ~nb y(x) = xlJl>. Para cualquier y en -b- , defina 

mos a su vez x(y 1 = y na. 

La primera aplicación 
.. ' a 

lleva elementos de anb 

allb 
a elementos de -¡;- y la 

segunda lleva elementos de 

allb 

a 

alli . a 
-b- a elementos de a n b . . 

a 
Para un x en a () b' se tiene, 

. xly(x)] = Cxl1?) na. Como a ~ x, podemos aplicar la ley modular y 

anCxJ1b) = x, ya que x ·~ ·anb. Tenemos pues que 'x[y(x)] = x. 

Analogamente, para y en ~ , . por aplicación de la ley modular y[x(y)] = y. 

Luego x -+ y(x) y y -+ x(y) nos proporciona una función hiyectiva entre 

los dos cocientes. Además esta función preserva las operaciones de la red. 

á En efecto, para x ,x en --b-" tenemos: 
l ' 2 an 

= Además , -

= y(x)(\y(i ) . 
1 2 

Luego arn-
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bas operaciones se preservan en la f unción x + y(x).. En análoga forma pu~ 

de demostrarse que tambienla función y + x(y) preserva las operaciones 

de la red. 

TEOR.EHA 3 .• 3 

En una red cuyos elementos son de dimensión finita, la ley 

d(x) + d(y) = d(xJjy) + d(x('\y) 

se verifica si y sólo si la red es modular. 

PRUEBA 
xlJ.y 

Por el teorema 3.2 en una red modular los cocientes 
x 

y 

~ son isomorfos. La longitud de una cadena maximal finita en cada uno 
xn.y 

de estos es respectivamente dExlJy) - d(x) y d(y) - d(X(1Y). Por isomo 

fismo estas dos longitudes son iguales, o sea que 

d(y) - d(x(\y) = d(xJly) d(x) 

por lo que d(x) + d(y) = d(xlJy) + d(x()y). 

Recíprocamente, supongamos que d(x) + d(y) = d(xlJy) + d(x(\y ) 

se verifica en una red. Supongamos A o B; consideremos las expresiones 

Tenemos aqui: 

B e A 

B ~ BllC 

B ~ A() (BllC) 

AnC ~ A 

A () e e e ~ B llc 

Anc ~ A n (Bllc) 
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De donde estas dos últimas expresiones seran ,iguales si sus dimensiones -­

son ,iguales . Pero usando 

se tiene: 

de donde: 

d(x) + d(y) :=; d(xJly) + d(}{ ('ty) 

d(A nc) + d(B) = IdIBl1CA n C)] + d[ B n (A n C)] 

d(B) + d(Af\C) = JdIBn(Anc)] = Id[Bil(AnC)] 

d(B) + d(AnC) d(B(\C) = , Jd[Bll(Anc)] 

d(BllC) d(C) + d(AnC) = 'd[Bil(AnC)] 

d(BllC) + d(A) d(AllC) = ;d[Bll(Anc)] 

d(A) + d(BllC) - d(AllCBllC) = id[BllCAf\C)] 

d[A(\(BllC)] = ld[Bll(Af\C)] 

Por lo que A (i(BllC) = BllCA(\C) y la ley modular se verifica. 

En témrinos de la relación de cubrimiento A > B, definimos dos 

propiedades ' e semimodularidad que p-teden verificarse 8n una red. 

DEFINICroN 3.9 

Semimodularidad inferior: Una red es inferiormente semimodular si 

siempre que A > B Y A > C, B 1 c, entonces B > Bnc y C > Bnc. 

Semimodularidad superior: Una red es superiormente semidomular si 

siempre que A < B Y A < C, B t C, entonces B < B 11.C ":l C < B tiC •. 

Se ve con claridad que las dos clases de semimodularidad son dua-
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les, y por lo visto . en el teorema, 3.2 las dos son concecuencia de la modu 

laridad. 

Estudiaremos ahora una cadena de subgrupos de un grupo G~ en don 

de cada uno de ellos es subgrupo normal del que le precede. Así: 

en donde cada A. es un subgrupo normal de A. l' es una cadena en la cual 
~ ~-

a los grupos A. se le da el nombre de grupos subinvarientes de G y a la ca­
~ 

dena se le llama serie subinvariante. Si además cada A. es subgrupo nor­
~ 

mal de G, entonces llamaremos a la cadena G = Ao ~ Al .:2. A2 ~ ..• ~ An , se 

rie normal o serie invariante. Una serie normal en la que cada A. es un 
~ 

subgrupo maximal normal contenido en A. se llamará una serie principal. -
~ - l 

Una serie subinvariante en la que cada A. es un subgrupo maximal normal de 
~ 

A. se llamará una serie de composición. En la terminol.ogía de redes, si 
~-l 

las inclusiones en G = A ;::¡ A ;::¡ A ;::¡ ••• ;) A son cubrimientos, una se -
0- 1- 2- n 

rie normal se llama una serie principal, y una serie subinvariante se llama 

una serie de composición. Podemos además exigir que los grupos A. sean-­
~ 

subgrupos admisibles con respecto al conjunto de operadores Q. 

Supongamos que G = es una serie de com-

posición de un grupo G a un grupo H. Entonces por definición A. 1 es un 
~+ 

subgrupo normal maximal de A .. 
1. 

A. 
Por lo que ~ es un grupo simple (Un gr~ 

~+l 

po G es llamado simple cuando no contiene ningún subgrupo normal propio), 



.A. 
ya que un subgrupo normal de --¡;-!- se correspondería con un subgrupo normal 

1.+1 

de Ai que contuviera a Ai tI i. esto según el teorema 1 ~ 18.. De aquí que 

A. 
si 1. es abeliano, entonces no puede contener nigún su~grupo propio y A. 

:1.+1 

además debe ser finito de orden primo. 

Cuando se tienen dos series subinvariantes de subgrupos admisi -

bIes desde un grupo G a un grupo H, entonces es posible refinar ambas se -

ries por la inserción de grupos subinvariantes admisibles adicionales. Con 

objeto de probar este hecho importante demostraremos dos lemas, pero antes 

definiremos cuando es que dos subgrupos son permutables. 

Diremos que los subgrupos A Y B de un grupo G son permutables si 

los subconjuntos de G, AB Y BA son iguales. Cuando esto sucede se verifi 

ca con facilidad que AllB = AB ~ BA, Y AB = BA es un subgrupo. 

LEMA 3.1 

Sean A, B, C subgrupos de un grupo G tales que A o B. Entonces 

una condición suficiente para que 

se verifique, es que B y C sean permutables. 

'PRUEBA 

Por teorema 3.3 sabemos que si A ~ B, entonces 

Falta, entonces probar la inclusión opuesta. Un elemento 

a ~ A n. (13 JlC) es de la forma a = bc, con a ~ A, b ~ B, e ~ C pues a 
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simultáneamente hade ser un elemento de A y también de Bllc, y como B y C 

permut.an, los elementos .de alLc son. de la l;orma be. ... -1 
Aqu~ e = b a G A 

ya q,ue B ~ A. De donde este e G Arte, y por tanto be G BllCAnC). Luego 

A(\CSllC) ~BlL(A(\C}, y el lema está probado. 

U = 

Sean U = A o A o ••• o A = V Y 
0- 1- - n 

BoB o .•. oB =V 
0- 1- - m dos cadenas de U a V en una red modular. En 

tonces es posible refinar ambas cadenas finitas por inserción de elementos 

adicionales A. = A. o A. o. •. ;) A. = A., 
~-1 ~,O - ~,1 - l,m ~ 

i = 1,2, ... , n y 

B. 1 = J-
B ;) B. ;) 
j,O- J,l-

;)B. =B., j = 1,2, ... ,m, de tal forma 

Ai ,j_1 
que los cocientes 

A •• 
~,J 

PRUEBA 

y 

J ,m J 

B. . 
J, l-l - sean proyectivos. 
B •• 
, ] ,~ 

Pongamos A. . = A .1lcA . n B • ) , 
l,J l ~-l · J 

B •. = B.liCB. nA.), 
J,J.. J J-1 l 

i = 1,2, .. . , n y j = 1,2, ... , m. 

A .• 1 
~,J -Aquí -
A •• 
l,] 

es perspectivo con 
A . .. (\ B. 1 · 

J..-1 J-

(A . n B . ) 1L ( A • n B • ) 
~-1 J ~ J-1 

ya que por ser 

B. e B. tenemos: 
J - J-1 

CA . () B . ) I lA. I I CA. . n B • ) = A . ti ( A . n B • ) • 
J..-1 J-1 J..J.: J...LL l -1 J J.. J..-1 J-1 



:; CA. · t\B.)llcA. ·1 n B. ·1 ('¡ A.) 
. 1.-1J . 1.'"" . . J'"" ... 1. 

= CA . () B. ) I I (A. () B. ) , 
. 1.-1 · ) ~ 1. . J'""l 

usando la modularidad en las expresiones anteriores. 

es perspectivo al cociente 

A' l OB • . . 
1.- J-I 

(A • n B .) 11 CA. (lB. ) 
. 1.-1 J 1.) - 1 . 

y con esto el teorema está probado. 

TEOREMA 3.4 (Teorema de Refinamiento) 

Análogamente 

60. 

B • .• 
J, 1.-1 

B. . 
),1. 

Sea G un. grupo con operadores r¡, y sean G = A ;) A ;) ...;) A = H 
0- 1- - n 

y dos series sub invariantes de subgrupos 

admisibles desde G a H. Entonces es posible refinar ambas series por la. 

inserción de grupos subinvariantes admisibles adicionales 

A. = A. O ;) A. 1 ;) ... ;) A. 
2-1 2, - 1., - 1,m 

y Bj_1 = B. O;) B. 1 ;) ... ;) B. 
J, - J, - J ,n 

de tal forma que los grupos cocientes 

.A. . 1 
1, J-

A •• 1,J 

sean operadores isomorfos. 

y 
B.. 1 J, 1.-

B .• 
J,1. 

= Aq i 
2 

= B. , j 
J 

= 1, ... , n 

= 1, ... , m 
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PRUEBA 

Por el teorema 1.19: los grupos cocientes perspectivos de subgru-

l?os admi.sibles son 0l?era,dores isomorfos., Por tanto, l?ara demostrar este 

teorema por la prueba del lema 3;.2 , debemos mostrar que en los cocientes ~ 

que en ella aparecen Y ,es normal en X y , que el uso de la ley modular es --

válido. Como la juntura e intersección de subgrupos admisibles es también 

admisible, todos los subgrupos usados en la prueba son admisibles. Ahora 

A •• 
~,J 

= A .lJ..CA . n B • ) 
l: ~-1 ' J 

es un subgrupo normal de A. ' . = A. I I CA. n B. ) 
, ~, J-1 ~..LL: ~-1 J-1 

ya nue tanto A. como A. (lB. 
'1. ~ ~-l ' J 

son transformados en si mismos por 

A. r\B. 
1-1 J-1 

Analogamente, B .. 
J,1 

es normal en B. 
J, i-1· Tanto ·A. '1 (\ B. ' 

1- J 

como A. (\B. , Y por tanto también su juntura, son subgrupos normales de 
~ J-1 ' 

A. (lB. , 
1-1 ' J-1 de donde Ca. nB.) 11 (a.()B.' 1) 

2-1 J J. J-

, A. ' I(J ,B. '1 ' 
1- 'J- es un grupo cociente. En 

CA. (\B. )nIA.II(A. (lB.)], corooA. es normalenA';_l' A. permu-
. ~-1 J-1' ~...u... ~-1 J 1. .... 1 

ta con cualquier subgrupo de A. Y en particular con A. 1 () B. . Luego por 
~-1 ~- J 

el lema 3.1 la ley modular puede aplicarse, quedando, con esto,probado el 

teorema. 

,TEOREMA 3. 5 

Sea H un subgrupo normal de un . grupo G tal que hay una serie de 

composición de G a H. Entonces hay una serie principal de G a H 

;) B = H 
ro 



. B. 
~ Y cada grupo factor ¡--

i+l 

grupos simples isomorfos. 
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es el pl~odu.cto directo de un nú.lllero finito de 

B. 
Recíprocamente, si tal serie existe con -~- -

B·. 1 
~+ 

como un producto directo de un número finito de grupos simples isomorfos, 

entonces hay una serie de composición de G a H • 

. PRUEBA 

Toda serie normal de G a H puede refinarse a una serie de comp~ 

sición por la inserción de nuevos términos. De donde cualquier serie nor-

mal de G a H es necesariamente más corta que una serie de composición y por 

tanto de longitud finita. De donde debe haber una serie principal de G a H 

Si m = 1, 
G 
H es un grupo simple y el teorema es cierto. Usemos inducción 

,B
O sobre m, de donde cada uno de los B ' 
1 

... , 
B 
m-2. 

B 
m-l 

es el producto directo 

de un número finito de grupos simples isomorfos. Queda probar que 
B 
m-l 
B 

es 

el producto directo de un número finito de grupos simples isomorfos • 

. . B . 

m 

mI ' Cualquier subgrupo normal de ~ corresponde a un grupo normal 
m 

en B que contiene a B • 
m-l m 

Por tanto existe un subgrupo minimal normal 

K 
B rn 

donde K ~ B 
m 

y K es normal en B 
m-l 

Si K = B , . m-l 

Bm_l 
B 

entonces 
m 

es simple y no queda nada por probar. Consideremos ahora los conjugados K. 
J 

de K respecto a G.K. c B , ya que B es normal en G. Por otra parte, 
J - m-l m-l 
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com.o las transformaciones por un. elemento de G' inducen unautomorfismo en 

Además Jl K. 
J ] 

B cada K. 
m-l J 

es un subgrupo normal de B . . 
. m-l es un subgrupo 

normal de G ya que la transformación por un elemento de G lo único que ha-

ce es permutar los K. entre ellos. De aquí que llK. :: Bm __ l ya que no hay 
J j J 

ningún subgrupo normal de G entre B y B . 
m-l m 

Tenemos K ::: K , 
1 

y 

U. 
J 

:: es un subgrupo normal de B y contiene al U. pr_e 
m-l J-1 

cedente. Como hay una serie de composición de G a B que incluye a B l' 
m m-

sólo puede haber un número finito de U. 
J-es 

de donde para algún j finito, 

B 
m-l 

::: Ahora bien, un K. no contenido en la juntura -
~ 

de los restantes K debe intersectar la juntura de 10$ restantes en B , ya 
m 

que cada K es un subgrupo minimal normal de B que contiene a B. De don 
m-l m 

de, prescindi endo de los K contenidos en la juntura del resto, 

B 
-E:..:l. :: 

B m 

sector 

1.23, 

Kl ti llK - ... ~ donde 
B B ' m m 

K. B 
cada ~ es un sub grupo normal de ~ 

B m 
m 

de la juntura de los restantes en la identidad. Pero por el 

B K K 
m-l el producto directo de 1 s Ahora bien, 
B 

es B , ... , B' 
m m m 

tuviera un subgrupo normal propio, éste sería un subgrupo normal ~e 

inter 

teorema 

K1 si 
B m 

B 
m-l 

-B-
Kl . 

ya que sería normal en B y seguramen"te normalizado por los restan 
m m 
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K 
te::; factores (:irectos. Pero se había supuesto que t- era unsubgrupo mi-

K B ro. 

nimal n.orma l; por tanto 
1 . 

B es un gru.po ~ . simple y B es el producto direc 
m ro. 

to de los s grupos simples isomorfos. 

Para la parte recíproca del teorema obsérvese que 

B c K c U c U c ..• c B es parte de una serie de composición, ya que 
m 2 3 m-l 

cada grupo factor es simple. 

-1 -1 En un grupo G al elemento x y xy se le llama el conmutador de 

x y y, y escribimos x-1y-1xy = ex, y). Definimos también conmutadores de 

orden mas alto por la regla recursiva (x ~ ... ~x ,x) = «x , .•• ,x ),x). 
. 1 n-l n 1 n-l n 

Estos son los conmutadores simples. Más generalmente, el conjunto de todos 

los elementos que pueden obtenerse por oonmutaciones sucesivas se llama el 

complejo de conmutadores: por ejemplo, «a,b), (c,a,e». Definimos el peso 

w de un conmutador en forma recursiva diciendo que los elementos g de G son 

de peso uno, w(g) = 1, Y estableciendo w(x,y) = w(x) +w(y). Así el peso de 

un elemento que es un conmutador depende de la forma del conmutador por el 

cual se expresa y no del elemento en s i mismo. 

Por la definición (x,y) = 1 si Y sólo si yx = xy . Luego todos 

los conmutadores en G son 1 s i y sólo si G es abeliano, y los conmutadores 

pueden considerarse como midiendo la extensión a que un grupo se aleja de 

ser abeliano. El subgrupo G' de G generado por todos los conmutadores 

-1 -1 
x Y xy es llamado el subgrupo conmutador o grupo derivado. Claramente 

G' es un subgrupo totalmente invariante de G. 
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TEOREMA 3.6 
, " G 

El grupo factor GT es abelia,no . Si K es un s~bgrupo normal de 

G 
G tal que K es abeliano~ entocces Ko GI, 

PRUEBA 
, , G 

En la aplicación G + -- = H sean, u, v elementos arbitrarios de G' " 

H, Y supongamos x + u, y + V. 
-1 -1 -1 -1 Entonces x y xy + u v uv. Pero 

, -1 -1 ' 
de donde x y xy -+ 1 = -1 -1 

u v uv, por lo que vu = uv 

G 
Y GT es abeliano. G Supongamos ahora que K es abeliano. Para x, y 9 G Y 

x + u, y+v en G G 
+ -

K ' 
-1 -1 -1 -1 tenemos x y xy -+ u v uv = 1. Luego todo 

-1 :"1 
conmutador x y xy pertenece a K, y por tanto K o G'. 

DEFINIeroN 3.10 

Un grupo G se dice que es soluble si la sucesión 

G J G' o G" J ••• J G(i) J ••• , donde cada grupo G(i) es el grupo derivado 

del precedente, termina en la identidad en un número finito de pasos, diga-

mos G(e) = 1. 

S · b 1 ." G G' G'l G(i) 1 ~ o servamos a suces~on ~ ' ~ 2' .. ~ ... J ,c ara-

mente vemos que por aplicación directa del teorema 3.6 los grupos 

'G(i) . G(i) G(i~l) 
(i+1) son abelianos y además s~ = , entonces G(i) = G(j) pa-

G 

ra todo j > i. De donde lás inclusiones en la definición de grupo soluble 

Ci) 
son todas propias hasta que G = 1. 
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. TEOREMA 3. 7 

Todos los .subgrupos y. grupos factores de un ·grupo soluble~ son 

solubles. 

PRUEBA 

Sea G un grupo soluble y H un subgrupo de G. Entonces, por défi 

nición H' ~ H', ya que H' está. generado por todos los conmutadores de ele.-

mentos en H y G' por todos los conmutadores en G. Luego H" ~ G"~ etc., y 

por tanto si GCe ) = 1, tambien H(e) = 1 Y H es soluble. 

Claro que HCi ) puede ser la identidad para lagÚD i < e. 
. G 

Si Q =­
K 

es un grupo factor de G, consideremos el homomorfismo G + Q. Todo conmu-

tador en Q es la imagen de un conmutador en G, luego G' + Q'. Continuando 

así~ G(e) + Q(e) de donde Q(e) = 1 si G(e) = 1 Y de nuevo Q(i) puede-

ser la identida para algún i < e. 

TEOREMA 3.8 (Teorema de Jordan-Holder) 

Si G = ••• o A = H 
n 

y 

G = B oB o ••• oB =H 
0- 1- - m 

son dos series principales (o dos series de 

composición) con operadores n~ entonces m = n 
. A. 1 

~-Y los grupos factores -x:-
~ 

5. 1 
son operadores isomorfos a los grupos factores ~ en algún orden. 

~ B. 
J 

PRUEBA 

Este teorema es una consecuencia directa de la biyección que exis-

te entre los grupos factores que aparecen en el teorema 3.4 (Teoreaa de Re-

finamiento) de modo que se cumple que ID = n. 
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. En el caso de series normales~ todos los subgrupos~ por ser sub-

grupos n.ormales, son admisibles . respecto a. todos . los automorfismos inte -
-1 ' . 

riores x -+- a xa? y podemos incluir todos los automorfismos interiores en 

el conjunto de operadores Q, 

TEOREMA 3.9 
I 

Un grupo de orden finito es soluble si y sólo si los grupos facto 

res en una serie de composición de G a 1 son cíclicos de orden primo. 

,PRUEBA 
.A. 

Sup.ognamos G A Al o .•. o A 1, donde ~-l = o = cada --¡;::-
O r 

~ 

i = 1, 2, ... , r es cíclico de algún orden pri.-no. Por el teorema 3.6, co-

G abeliano, A G' • Análogamente, A A' o Gil, y finalIDente \:no - es o 2~ A 1-'- 1-
1 

A o G(r) (r) 
1 y G soluble. Recíprocamente, supongamos que G luego G = es r-

es soluble y fínito. Como ~~ es abeliano, en 
\:J 

G o G'o Gil o ... oG(e) = 1, 

existirá un subgrupo maximal normal Al ~ G '. 
' G 

Como ¡-o es simple y abeliano, 
1 

entonces es cíclico de orden .primo. Análogamente, como A es soluble, Al -
1 

contiene un subgrupo maximal normal A 
2 

mo. Continuando tenemos G = A o A 
O 1 

A 
tal que f-

2-

o ••• o A 
r 

es cíclico de orden pri­

.A
i

_
1 con cada --¡:::- cícli 

~ 

= 1 

co de orden primo. Por el teorema 3.8 (Teorema de Jordan-Holder) podemos 

afirmar que lo mismo es cierto para todas las series de composición. 



TEOREMA 3.10 

Si G es un grupo . soluble finito y G = Co o C
l 

.0 

una serie principal, entonces los grupos factores 

.C. 1 
~ ... 

C. ~ 
l. 

PRUEBA 

i = 1, 2, •• " s son grupos abelianos. 

"'. oC = 1 s 

68. 

es 

C. 1 J. -Atendiendo al teorema 3.5 afirmamos que ---- es el producto di 
C. 

l. 

recto de grupos simples isomorfos y por el teorema 3.7 afirmamos que estos 

grupos simples son solubles y por tanto cícliccsde orden primo. Luego 

C. 1 
].-

C. 
l. 

es el producto directo de grupos cíclicos del mismo 

un grupo abeliano elemental. 

TEOREMA 3.11 

orden primo p y 

Si G es un grupo , las tres propiedades siguientes son equivalen-

tes. 

1) G es soluble. 

2) G tiene una serie normal finita G =Ao ~ Al ~ Az o 
. A

i
_

1 en la que cada -¡;::- i = 1,· •.• , s es abeliano . 
~ 

3) G tiene una seriesubinvariante finita 

G = B. o B . _o 
. O - 1 

o B = 1 
- t 

.B. 1 l.-en la que cada ~, i = 1, • •. , t , es abeliano. 
]. 

o A = 1 - s 
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· l?RUEBA 

. Si G es soluble~ entonceS su serie derivada 

G o G~ o G" o .. •• o G(r) = 1 
u-o 

G es una serie normal finita en la que ~~~ 
GCil 

es abeliano para i = 1, 2, • .• , r? de donde la propiedad 2 Se cumple y se 

verifica también la 3. ' Ahora supongamos que se cumple la propiedad 3, 

entonces G = B ;) B o 
0- 1-

. B. 
o B = 1 es una serie subinvariante con ~ 
- t B. 

lo 

abeliano para i = 1,2, ... , t, 
GBo 

luego ~omo ,~ = B es abeliano se tiene 

que B1_o. G'. Anál.ogamente, si B. o GU-I) 
~-l .:- ' 

Por lo tanto, finalmente, 1 = B o G(t) 
t - , y 

ble. 

COROLARIO 3.1 

1 1 

entonces B. ;) B~ 10 G(i). 
~ - J.- -

de donde G es solu-

Un grupo G es soluble si tiene un subgrupo normal H tal que tanto 

G H como H sean solubles. 

PRUEBA 

S
. G . . Al · . Ar_l H 
J. H ~ H~ "'~--g-2.. H ' Y H;) B o ••• ;) B ;) 1 son series 

- 1 - - s-l- . 

que satisfacen la tercera propiedad del teorema 3.11 para ~ y ' H, respectiv~ 

., .. ~ BOl 
s-l-: 

es una serie 

que satisface la segunda propiedad del teorema 3.11 y por lo tanto G es so-

luble. 

Abordaremos ahora la propia extensión de los Teoremas de Sylow, 
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explicando primero en que consiste - tal extensión. 

Sabemos ·ya .que todo subgrupo de Sylow de un grupq finito .goza de 

la propiedad de Q,ue su orden m = p,\ p primo, es primo con relación a su 

índice n, o sea que el máximo com.ÚI1 divisor de m y n es igual a 1. · Pues -

bien, el Sr. Philip Hall en su trabajo titulado "A note on soluble group", 

publicado en J. London Ma·th. Soco 3(1928L 98-105, ha mostrado que los teo 

remas de Sylow se gereralizan para grupos solubles en términos de subgrupos 

cuyo orden m es primo con relación al índice n pero sin el requerimiento de 

que m sea la potencia de un primo. Esta generalización es lo que constitu-

ye la extensión de los teoremas de Sylow y es lo que mostraremos en lo que 

sigue. 

TEOREMA 3.12 

Sea G un grupo soluble de orden mn donde m y n son primos relati-

vos, Cm,n) = 1. Entonces: 

1) G posee al menos un subgrupo de orden m. 

2) Dos subgrupos cualesquiera de orden m son conjugados. 

3) Cualquier. subgrupo cuyo orden m' divide am está contenido en un subgr~ 

po de ordem m. 

4) El número h de subgrupos de orden m puede ser expresado como un pro -
m 

dueto de factores, cada uno de los cuales Ca) es congruente con 1 módu-

lo algún factor primo de m, y (b) es una potencia de un primo y divide 

a uno de los factores principales de G. 
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PRUEBA 

La prueba sera por inducci6n sobre el orden de G~ observando que 

es tirvialmente cierta cuando el orden de G es una potencia de un primo, 

puesto que de ser así~ las propiedades (1) y (3) se dan en el pr~er teore 

ma de Sylow y la propiedp.d (2) es el resultado del segundo teorema de 

Sylow, quedando la propiedad (4) como un resultado mas fuerte que el ter -

ce!' teorema de Sylow. Ademas la prueba se apoyara en la estructura de una ' 

serie principal de G como se vió en el teorema 3.3 y en la estructura de -

los grupos factores, según teorema 1.18. 

CASO 1. 

G tiene un subgrupo normal propio H de orden m n e índice m n 
1 1 2 2 

donde m = m
l
m

2
, n = n i n2 y nI < n. 

Para la propiedad (1) [ por inducción contiene un subgrupo de o~ 

den m
2 

que corresponde a un subgrupo D de G de orden mn
l

• D por inducción 

contiene un subgrupo de orden m. 

Para la propiedad (2) , si M y M' son dos subgrupos de orden m, 

M' lLH ::: MIH son subgrupos cuyos ordenes dividen m m m n 
1 2 1 1 

illq 
ya que según teorema 1.1g --H-- Y son operadores isomorfos, 

"r--J1H M 
-H-"=' M('\H 

es también un 

M'liH son de 

Como el orden también divide a mn, debe dividir a mn • 
1 

múltiplo de m y un múltiplo de n . De donde tanto M.lLH 
1 

Pero 

como 

orden tanto MIk M,llN 
son subgru-mn = mnro y por y 

1 1 1 2' H H 



G pos de -
H 
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de orden m2 y son por inducción conjugados~ 

.¡~ G M ~ JlH MlLH 
Si a en H transform.a H. en -a- ' ,': 

y a en G nos lleva a a por el ho 

momorfismo G ~ Q 
H ' 

... 1 11, . . MliH 
en.tonces a CM 1.,u H.} a nos lleva a. una irD:agen en -H- ; 

_1 11 , en otras palabras a (M'~H)a :: . MUH. _1 
Aquí a M'a y M son de orden m 

en M H Y son por inducción conjugados ~ De donde M y M' son conjugados -

de G. 

Para la propiedad (3), si M 
1 

.es un subgrupo de orden m', un divi- · 

sor de m, entonces el orden 
MIllH 

es un divisor de m por tanto pertene-H y 
2 

G ce a un subgrupo de H de orden m
2

, Luego MI pertenece al correspondiente 

subgrupo de G de orden mn I y por inducción sobre este grupo MI pertenece a 

un subgrupo de orden m, 

Para · la propiedad (4), siguiendo a la prueba de (2), el número h m 

de conjugados de M de orden m es el producto de h , e l número de subgrupos 
m 

2 

de orden y el número de conjugados de M en MJlH :: D. Aquí los --

factores principales de D dividen a l os de G y los factores principales de 

G 
H 

son un subconjunto de los de G .. Luego por inducción h 
m 

es el producto 

de dos factores , los cuales sat isfacen la propiedad (4) por lo que la pro -

piedad se prueba. 

Fijémonos ahora en que el subgrupo normal mínimo K en una serie -

· a 
principal es de orden p con p un primo. K satisfara los requerimientos p~ 

a ra el H del caso 1 a menos que n :: p. Luego podemos suponer que todo sub-
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grupo minimal normal es de orden pa. Pero como subgrupos de' Sylow de --

a orden p solo puede haber uno. 

CASO 2. 

G contiene un .. sU,bgrupo minimal normal úni.co K de orden n = p a • 

Para. la propiedad (1) sea L un subgrupo normal minimal que con-

tiene propiamente a K. 
L b 

Entonces K es de orden q con q f p. Sea Q un 

subgrupo de Sylow de L de orden qb y sea M el normalizador de Q en G. 

Consideremos M('K = T. T es un subgrupo normal de M y~ como un subgrupo 

de K, es abeliano elemental. Todo elemento de T permuta con todo elemento 

de Q~ ya que un conmutador de un elemento en Q y un elemento en T pertene-

ce a T n. Q = 1. Luego T pertenece al centro C de L, que ~ como un subgrupo 

característico de L~ es un subgrupo normal de G. Como K es mínimal y úni-

co~ C = K í C = 1. Si C = K~ entonces L = K x Q, y Q es un subgrupo no!.. 

mal de G en contra de la unicidaa de K. Luego T = C = 1. Luego Q es su 

propio normalizador en L y tiene tantos conjugados en L como su índice en 

L; es decir, Q tiene n = pa conjugados en L. Cualquier conjugado de Q 

en G esta en L, ya que L es normal. De donde Q tiene n a = p conjugados 

en G, de donde M es de índice n a = p en G y por tanto de orden m. 

Para la propiedad (2} y (4), los normalizadores de los pa conju­

gados de Q son conjugados y distintos. Luego tenemos p a subgrupos conj.uga 

dos de orden m. Ademas p a 
:: 1 (mod q) como el número de . s.ubgrupos de Sylow 

de orden b en L. q Ahora bien, si M' es un subgrupo cualquiera de oroen m, 

el orden de M'llL es divisible por ambos m y n, de donde MIllt = G. 

. G ' M' 
Como - = ~--,-.,""' L M' nL ~ 

vemos que M' nL b es de orden q y por lo tanto un conj~ 
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gado de Q. . Además, M' n L es normal en M' , .. de . donde M' . es el .. normalizador 

de un conj.ugado de Q" . Lu:ego . los pa .subgrupos conj,ugados .de orden · m ya en 

con.trados constituyen. todos 10ssU:hgrupos de orden m.. Lo que prueba tan-

to . (2.} como (4). 

Para la propiedad . (3}, sea . M' un subgrupo de orden m' que divide . 

a m. Entonces, si M es de orden m, M()(M'llK) = M* es de orden m', y por 

la propiedad (2) para M'llK, M~' es conjugado de M'. De donde M' está con 

tenido en un conjugado de M, probando así a (3). 

Puede probarse que la primera propiedad del teorema 3.12 caracte 

riza a los grupos solubles; pero para ello necesitamos de un teorema, lla­

a b mado teorena de Burnside, el cual asegura que un grupo G de orden p q , -

donde p y q son primos, es soluble. Pero para probar este teorema necesi-

tamos apartarnos mucho del objetb que se persigue en este trabajo, por 10 

que lo aceptamos como cierto y dejamos para el lector acucioso, investiga~ 

lo en las obras siguientes: 

1~ . Group Theory, Rudolf Kochendoerffer, 

. McGraw-HilL London, Capítulo 13, página 278. 

22 . Teoría de los Grupos, Marshall Hall, Jr .. , 

Editorial F. Trillas, S.A. México, Capítulo 16, 

Página 301. · 

En un grupo G de orden. g~ un p-complemento es un subgrupo s; ~u­
· e 

yo índice p es la potencia máxima de pque divide a su orden g. Por tanto 

la primera propiedad del teorema 3.,'12 asegura la existencia dep-complemen-

tos en los grupos solubles. 
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Usando el resultado del t eorema de Burnside probaremos el si--

guiente: 

' TEOREMA 3.13 

Si un grupo G contiene un p-complemento para cada primo p que 

divida a su orden, entonces G es soluble. 

P:mJEBA 

Sea g el orden de G y g = 
, e. 

mos. Si H Y H son subgrupos de índices p.2 
12 , 2 

y 

donde los p. son pri 
e. ~ 

P.J, respectivamente, 
] 

entonces como los índices son primos relativos según teorema 1.13, 

e' 
= H ('H d "" d· 2 1 I 2 es e 2n 2ce Pi y 

e. 
J p .• 

J 
La intersección de H

12 
con un 

e. e
j 

e
k Pk-complemento será de nuevo por el teorema 1.13 de índice Pi2 Pj Pk. 

Continuando de esta forma, si g = nm con (m,n) = 1, podemos encontrar un 

subgrupo de orden m e índice n, que será la intersección d~ p-complementos 

para primos p que dividen a n. Luego la existencia de p-complementos es -

suficiente para probar la existencia de un subgrupo de orden m primo a su 

índice n y por tanto para probar completamente la primera propiedad. 

Supondremos que es cierto el teorema pa~a grupos de orden menor 

que g y procederemos por inducción. a En un grupo de orden p todo subgrupo 

maximal es de índice p y un subgrupo normal (según corolario 2.2), y por -

a tanto un grupo de orden p es soluble. Aceptamos el teorema de Burnside -

a b de que un grupo de orden p q es soluble, y de aquí que ahora solo poda-

mas considerar casos en que el orden de G es divisible por al menos tres -
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primos distintos. a b G contiene un subgrupo H de orden p q = m primo con 

su índice n, mn = g, donde p y q son dos primos diferentes que dividen 

a g. Ahora bien, H, como grupo soluble, contiene un suhgrupo normal m,! 

nimo K que, por el teorema 3.10? es abeliano elemental con la potencia de 

un primo como orden, digamos p i K estará contenido subgrupo de . en un 

a .'~ 
Sylow P .2. H .2. G de orden p . Aquí un q-complemento L' en G contendrá un 

s1ibgrupo de Sylow p)': conjugado de P en G. De donde una transformación por 

algún elemento de G llevará L)~ a un q-complemento L que contenga a P. 

Aquí L ~ P y H ~ P, y por tanto, por sus órdenes, LnH = P, LllH = G, 

y en realidad, LH = G, ya que LH contienen g elementos distintos. Así 

pues, toda clase lateral de L contiene un elemento de H, por tanto, todos 

los conjugados de L se obtienen por transformaciones por elementos h ~ H. 

-1 -1 
Pero h Lh ~ K, ya que h Kh = K, pues K es normal en H. Luego la inter-

sección M de los conjugados de L es un subgrupo de G, ya que K ~ M c L, Y 

siendo una intersección de un conjunto completo de conjugados es un·subgr~ 

po normal de G. 

Por tanto G contiene un .suhgrupo normal propio M. Si SI es un -
p 

p-complemento en G, en.tonces S·, nM es un p-complemento en M y 
p .. 

S,IIM 
p.il 

M 
G 

es un p-complemento en M' 
. G 

L~ego tanto M como M poseen p-compleme~ 

tos y por inducción son solubles. Luego G es soluble. 

En el capítulo anterior cuando tratamos el problema de la construc 

ción de grupos finitos, dividimos el caso en dos partes, primero la cons --
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trucción de grupos que tienen como orden la potencia de un primo, y segUE. 

do, la combinación de, grup'osde órdenes potencias de primos que dividen a 

un número n para form,ar UD; gruJ?o de orden n.. La primera parte ya fué 

tratada pero la segunda es de la que nos ocuparemos ahora. 

El problema tiene solución cuando todos los subgrupos de Sylow 

con cíclicos, aunque para resolverlo necesitarnos conocer algunos teoremas 

previos. 

TEOREMA 3~14 

Sea G un grupo de orden g y sea C una clase de h elementos conj~ 

gados. El número de soluciones de xn = c, donde c recorre C es un múlti 

plo de (hn, 'g). 

PRUEBA 

Designemos por A(k, n) al conjunto de aquellos elementos de G c~ 

ya enésima potencia se encuentra en el subcon.junto K de G, y sea a(k, n) 

el número de elementos en A(k, n)& Para g = 1, (hn, g) = (hn, 1) = 1, Y 

el resultado es trivial, mientras que para n = 1 el número de soluciones 

es h = (h,g). Usaremos inducción sobre g y n, suponiendo que el teorema -

es cierto para cualquier g' .::. g y n' < n. 

-1 
Si c l = u cu y 

n -1 n 
x = c, entonces (u xu) = ~f, dando una co 

rrespondencia uno a uno entre las soluciones para un elemento c y cualqui~ 

ra de sus conjugados. Por tanto a(C,n) = h.a(c, n). S ~ xn .... = c, enton 

-1 -1 n n n 
ces x cx = c ex)x = x = c, y las soluciones de x = c se encuentran 

1 1 d 
, g 

en el normalizador N
c 

de C, que por el teorema . 4 es de or en h' De don 
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de si h > 1, siendo cierto el teorem.a para Nc ' alc, n) es un múltiplo 

de (n,.~), y por tanto, atC? n) = h~. a(c, n) es un múltiplo de 

h(n, ~} . ::: (hn, g}, quedando probado el teorema. 

n > 1 , 
2 

Supongamos ahora h = 1 ,, ' Si n = nI n2 ~ 

y si D = A(C, n2), entonces A(C, n) = 

(nI? nz) = 1, nI > 1, 

A(D, nI)' D consta de 

clases completas. Por inducción (n , g) es un divisor de a(C, n) y, aná-
1 . 

logamente, (nn' g) es un divisor 
~ 

de a(C, n). Pero entonces, como (n , g) 
1 

son primos relativos, su producto (n , g)(n , g) 
1 2 . 

:: 

= (n, g) divide a a(C, n), probándose así el teorema. Podemos 'ahora supo 

e ner que n = p, es la e-ésima potencia de un primo. Si p divide al orden 

u de C, entonces un elemento x en A(c, n) tiene orden nu. Entonces exacta 

mente n el~~entos en el subgtupo cíclico generado por x pertenecen a A(c, n) 

Y todos ellos generan el mismo subgrupo. De donde A( c, n) es divisible por 

n. 

e Finalmente supongamos que n :: p es primo relativo al orden u de 

c . Como h = 1, c está en el centro de G. Los elementos en el centro de 

G cuyos órdenes no son admisibles por p forman un grupo abeliano B cuyo or 

den b no es divisible por p. 

Sean ahora c
l 

y c
2 

dos elementos de B. Como p no divide a b, la 

ecuación c
2 

:: c
1
y" tiene una solución única y en B. Pero entonces si 

n n x = c
l

' tenemos (xy) = c
2 

y por tanto , a(c, n) tiene el mismo valor pa-

ra todo c e B. Finaleente la ecuación 

g = a(C, n) + ba(c, n) 
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cuenta los g elementos de G de acuerdo a la clase en que s e encuentran sus 

n-ésimas potencias, contando p:r'imero para aquell as clases que no están en 

B, Y al final paraB, b veces el nÚln.ero para una de ellas, Ahora bien, 

en,. g) divide cada termino alC ~ n ) en l a primera suma, puesto que cada --

término de ella se encuentra cubierto por la i nducción o una parte previa 

de la prueba. A'demás como en, g) di vide a g y es primo con b, debe seguir 

se que en, g) divide a a(c, n)~ completándose así la prueba del teorema en 

todos los casos. 

Este t eorema no es más que la generalización del teorema de 

Frobenius y hay que observar que si c es la identidad, entonces h=l Y. te-

nemos la forma original del teorema. Aquí x
g = 1 para todos los elemen-

t o t t . () de· xn -_ 1 . m 1 ~, Y por an o, s~n, g = m, se s~gue x = • 

TEOREMA 3.15 

Si el orden de un grupo G es divisible por n, entonces el número 

de soluciones de xn = 1 en G es un múltiplo de n. 

Observemos que como la identidad satisface las ecuaciones, el núme 

ro de soluciones no es cero y debe por tanto ser al menos n. 

Es interesante hacer notar que con relación a este teorema hay una 

conjetura que dice: Si n divide al orden de G y hay exact·amente n soluciones 

de xn = 1 . entonces las soluciones forman un subgrupo normal de G. Queda al 

lector investigar sobre esta conjetura . 

TEORElI.A 3 ~ 16· 

Si dos grupos factores consecutivos de gr upos derivados 
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de un grU!?O G son. cíclicos? entonces el últi.!no es la 

identidad .. 

. PRUEBA 

Podemos tomar G lit 
G1 

= 1 ~ tomando Gi' y como cí.clicos, y . de 

bemos demostrar que Gil = 1. Sea b un generador de GIl. Ahora G es · el nor 

malizador de G"~ y si Zb 
. . G 

es el centralizador de G", 
Z.b 

es isomorfo a -

un grupo de automorfismos de un grupo cíclico, y, por tanto, abeliano. 

De donde Zb ~ G'. Pero entonces Gil es · el centro de G 1 Y G' está dado por 

la adjunción de un solo elemento a G". Pero entonces G' es abeliano, y 

por tanto Gil = 1, como querl.amos demostrar. 

DEFINIerON 3.11 

Un grupo G es metacíclico si G~ y G' son ambos cl.clicos. 

TEOREMA · 3~17 

Si los subgrupos de Sylow de un grupo finito G de orden g son to 

dos cíclicos, entonces G es metacíclico y está generado por dos elementos 

a y b con las relaciones definitorias~ . 

m 
a = 1, 

-1 r 
b ab = a mn = g, 

Hr-l)h, m] = 1, r n _ 1(mod m). 

Recl.procamente, un grupo dado por tales relaciones definitorias tiene to -

dos sus subgrupos de Sylow cíclicos. 

PRUEBA 
el e s 

Tenemos que mostrar primero que G es soluble. Sea g = p .•• 
1 Ps ' 
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Pl< P2 < ... < Ps la, . descomposición de g en sus factor es primos. Mos -
.T. e. 1 . e 

traremos que para J J+ S f. < ej, la, ecua,ción m 
=1 m = Pj Pj+l ... Ps ~ x 

J - . 

tiene exactamente ro soluciones~ Esto es seguramente cierto para m = g. 

Luego es suficiente mostrar que si xmp = 1 . tiene exactamente mp soluci~ 

nes y p es el primo mas pequeño que divide a mp, entonces xrn = 1 tiene-

exactamente m soluciones. Como el · subgrupo de Sylow que pertenece a p es 

.. l' . f+l . d' 'd c~c ~co, entonces s~ p es la mayor potenc~a de p que ~v~ e a prn, hay 

f+l mp elementos de orden p en G; por tanto no todas las soluciones de x = 1 

son también soluciones de xm = 1. De donde las km soluciones de xm = 1, 

según teorema 3.15 son una parte propia de las soluciones de xmp = 1, Y 

por tanto 1 ~ k < p. Un elemento que satisface xmp = 1 
m pero no x = 1 

. d d' . 'bl f+l t~ene un or en t exactamente ~v~s~ e por p Habra aquí ~(t) elemen -

tos, todos generando el mismo grupo cíclico, todos los cuales tienen un 

_-'1 d' . 'b' 1 f+l o~~en exactamente ~v~s~ e por p Como pf+l divide a t, $(t) es divi-

sible porp-l . De donde pm - km = (p-k)m, el número de elementos quesa 

tisfacen xmp = 1 m pero no x = 1, es divisible por p-1. Como p era el 

primo mínimo que dividía a m, p-l no tiene ni.ngún factor en cómún con m. 

Luego p-l divide a p-k, y como 1 ~ k < p, esto es posible solamente si k=l 

es decir, si xm = 1 tiene exactamente ro soluciones. En particular para 

. e 
s m ::; p , 

s 

m x = 1 . tiene exactamente m soluciones •. - .Pero hay un suhgrupo 

de Sylow de este orden que debe por tanto ser un subgrupo normal de G.Es 

te es cíclico y, por tanto, soluble. 
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HemosmostI'a,do que un, gI'UpO G con subgrupos cíclicos de Sylow 

deb t b 1 u L amb H · G ~_1-..".. ub . e ener un su, grupo norma u ... uego . os y H to,xll.""J.~n tJ..enen s -

grupos cíclicos. de Sylow, G .Podemos su~oner inductivamente que R y H son 

solubles y por tanto G es tabbién soluble, ya que un grupo de orden primo 

es soluble. 

Un grupo abeliano cuyos subgrupos de Sylow son cíclicos es él -

mismo cíclico. De donde en G o G' o G" o los grupos factores sonc! 

clicos y por el teorema 3.16 G" = 1. Si G f = 1, entonces G es cíclico 

y este caso esta cubierto si tomamos b = 1, r = 1, n = 1, m = g. Su 

pongamos pues Gf t 1, Y sea a un generador de G' con am = 1. Sea b un e-

elemento de una clase lateral G'b que es un generador del grupo cíclico 

G Aquí a b generan b-1ab = r 
=t 1, ya que G' factor GT . y G, Y a con r es 

un subgrupo normal; si = 1, G ... abeliano y por tanto cíclico, r serJ.a en -

contra de lo supuesto. 
• . G 

SJ. G' es de orden n, entonces 

n 
b-n abn r r n :: 1 (mod m) • Ahora bien, todo elemento de G = a = a y 

es de la forma b
j 

ai
, de donde el commutador mas general (buav , j i 

b a ) --

d '" . ( kt) pue e expresarse en termJ.nos de conmutadores de la forma a , b ; estos -

-1 -1 r-l . r-l 
en turno son potencias de a b ab = a .. • Luego a genera G' y por tan 

to (r-1, m) = 1. Ahora b" ~ G' es una potencia a j de a tal que permuta 

con b, de donde arj = a j
, pero como (r~l,m) = 1,. 
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Si m y n tuvieran un factor primo p en común, am/ p y 
2 

b
n/p 

generarían 

un. su?grupo no cíclico de orden 'p ? en contrario al hecho .. de que . los sub-

grupos de Sylow: son cíclicos~ De donde (rn:~ n) = 1. · E.sto completa ·la par-

te directa de la prueba. 

Reciprocamente, supongaI!l0s .que m, n, r y g satisfacen las rela-

ciones definitorias. E 
. r ntonces a -)- a , n . ) como r :: lemod m , es un automor-

fismo del grupo · cíclico generado por a, cuya n-ésima potencia (y posible -

mente una potencia inferior) es la identidad. Así con ron elementos bjai , 

j módulo n, i módulo m, 1 1 d d b j i bk t Y a ey e pro ueto a. a = b
j+k h 

a , 

h 
. k = lor + t, podemos verificar la ley asociativa y la existencia 'de inver -

sos de donde tenemos un grupo de orden g = mn con relaciones am = 1, n 
b = 1, 

-1 ' r 
b ab =. a y podemos observar que la ley del producto es una consecuencia 

de estas relaciones definitorias. En este grupo cada conmutador es una po-

-1-1 · r-1 ' 
tencia de a b ah = a , de donde como (r-l, m) = 1, G' esta generado --

por a. Como (m, n) =1, todo subgrupo de Sylow es un conjugado del sub -

grupo < a> o del subgrupo <b> y por tanto cíclico. 

COROLARIO 3.1 

Todo grupo G en cuyo orden no aparecen .cuadrados es mateclclico-

del tipo descrito en el ' teorema 3.17. 

Se sigue esto de que los subgrupos de Sylow son todos de orden -

primo y necesariamente cíclicos. 
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