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PROLOGO 

El p~e~en~e ~~abajo ~e 6undamen~a en el e~~ud~o de 

An~llo~ e Ideale~; ~on~epto~ que ~~hven de ba~e paha el e~ 

tud~o de E~pe~tho~ Ph~mo~ ~~endo t~to, un po~o de m~~ phO-

6und~dad a d~~ho tema; el objetivo phimohd~al de ~~te, e~ 

que pueda ~eh ut~l~zad o ~omo texto de ~on~ulta~ en el Cu~

~o de Sem~nah~O de Algeb~a, Cuh~O que e~ de ~mpo~~an~~a p~ 

ha lo~ e~tud~ante~ de L~~en~~a~uha en la ~ama de Ma~em~~~

~a puha. 

Q 

En el Cap~~ulo O; e~t~ 6ohmado de ~on~ epto~ phel~mi 

na~e~ donde ~e he~uehdan de6~n~~~one~ elemen~ale~ y b~~~~a~ 

paha lo~ dem~~ Cap~tulo ~ . 

El Cap~tulo 1; e~ un e~tud~o ~obhe Ve6~ni~ione~ de -

E~pe~~~o Ph~m o , ~n~luyendo ~u~ Vemo~tha~~one~. 

Cap~~ulo II; ~e ~~ata del de~a~~ollo de ~onjun~o~ de 

Ab~e~~o~ B~~~~o~ pa~a la Topolo9~a de Za~~~~~. 



En el Cap~tulo III ~e e~tudian pa~ti~ula~mente, la~ 

p~opiedade~ de lo~ E~pe~t~o~ P~imo~. Vemo~t~ando ~ada uno 

de ello'!:'. 

Cap~tulo IV. En é~te ~e t~ata de p~oba~ ~ada uno -

de lo'!:' eje~~i~io~ mO.!:,t~ado en el texto llamándole a~i : P~o 

piedade~ Funto~iale~. 

Cap~tulo V, que e~ la 6inaliza~i6n de la'!:' Vemo~t~a

~ione~ de di~ho tema. 

He de ha~e~ ~on~ta~ que la inve~tiga~i6n ~ealizada -

ha tomado 6undamentalmente el Capitulo de Eje~~i~~o~ , deno

minado "E~pe~t~o~ P~imo~" del texto M. F. ATIYAH "Int~odu~

tiol'l. to Commutative Algeb~a " ; po~ ~e~ t~an~~~ito y demo~t~a 

do en un lenguaje má~ 6á~il de ~omp~ende~. 

Vebido a que el tema e~ un po~o de~~ono~ido en nue~

t~o medio, en la ~ealiza~i6n de e~te t~abajo tuve di6i~ul

tad po~ la 6alta de bibliog~a6ia. Pe~o g~a~ia'!:' a la valio 

~a y e~me~ada ~olabo~a~i6n del Li~. Jo~é Javie~ Rive~a La

zo , 6ué po~ible lleva~lo a 6eliz té~mino, a quien le exp~e

~o mi~ ag~ade~imiento~. A~i ~omo a todo~ lo~ do~ente~ que 

me b~¿nda~on la p4epa4a~¿6n pa4a el p4e~ente log4o y a la -

~eño~a Nohemy de Rovelo p04 ~u ayuda da~tilog~á6i~a. 



VEVICATORIA 

A mi~ Padh~~: Julio C~~ah M~dhano y 

Fhanei~ea Gabhi~la d~ M~dhano 

pOh el apoyo mOhal que ~iemphe 

m~ bhindahon. 

A mi E~ po~ o : 

A mi Hija 

Salvadoh Sandoval 

pOh ~u ayuda y eomph~n~i6n, 

eon todo mi amoh. 

Am~lia Azue~na, 

paha qu~ ~~to ~~a un ine~ntivo 

~n ~u vida. 
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Capitulo O 

CONCEPTOS PRELIMINARES. 

() 

1 
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V~n¡n¡~¡on~~, ~o nolan¡o~ y pnop¡~dad~~ nundam~n~al~~ 

pana ~l pn~~~n~~ ~nabajo qu~ ha ~¡do ~la b onado ~n ba 

~~ a ~on~~p~o~ ~~~ud¡ado~ ~n ~l d~~annollo d ~ la~ ~la 

~~~ d~ la a~¡gna~una "S ~m¡nan¡o d~ Alge..bna "; pnonundi 

zan do a~~ un po~o má~ ~n ~f ~~~ud¡o d~: ESPECTROS 

PRIMOS VE ANILLOS E IVEALES. 

0.1 DEFINICION DE ANILLO: 

La terna (A, +, .) formada por el conjunto A no vacío 

y las dos operaciones binarias + y • definidas en A, 

se dice que es un anillo conmutativo con identidad si 

satisface las siguientes condiciones: · 

a) El par (A, +) es un Grupo Abeliano; 

b) El par (A, .) es un Semigrupo Co nm utativo con iden 

tidad . 

c) La Ley Distributiva de la Operación "." sobre la 

operaci6n "+" 

0.2 DEFINICION DE ANILLO DE BOOLE: 

Un anillo A es de Boole si satisface lo siguiente: 

x2 = x para cada x E A. 
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0.3 DEFINleION DE IDEAL: 

Sea A un anillo e 1 un subconjunto no vacío de A (1 e A); 

se dice que 1 es un ideal en A si se satisfacen las si -

guientes condiciones: 

a) 1 es un subgrupo aditivo, es decir que -x + y E 1, 

para cualesquiera x e y de l. 

b) lA c 1, es decir que para x E A e y E 1 se tiene -

que xy E l. 

0.4 DEFINleION DE IDEAL PRIMO: 

Sea P un ideal de A (anillo), se dice que P posee la -

~ropiedad de ser primo si: 

a) P f A 

b) Si xy E P entonces x E P Ó y E P. 

Es de hacer notar que en lo sucesivo la letra A i

dentifica siempre un anillo; 1, J Y P ideales de A. 

0.5 DEFINleION DE IDEAL GENERADO: 

Sea E c A, se dice que un ideal 1 en A es generado por 

E (1 = [El) si se satisfacen las condiciones siguientes: 

a) E es un ideal; 
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b) E c 1; 

c) Si J es un ideal y E c J entonces 1 c J. 

Observación: [1] = A 

0.6 DEFINIeION DE IDEAL MAXIMAL: 

Sea M un ideal en A; se dice que M en A es maximal si 

se satisfacen las condiciones siguientes: 

a) M f [lJ (A = [lJ) ; 

b) No existe ningún ideal 1 tal que M c 1 c [lJ 

0.7 DEFINIeION DE IDEALES PRIMOS ENTRE SI: 
o 

Dos ideales I, J se dice que son primos entre si (o co

m a x i m a 1 e s) sil + J [1 J . 

0.8 PROPIEDAD: 

Todo ideal maximal es primo. 

0.9 DEFINIerON DE ELEMENTO NILPOTENTE: 

Un elemento x en A se dice que es nilpotente si xn O, 

para algún n > O (n es un número natural). 
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0.10 DEFINIeION DE ELEMENTO UNIDAD: 

Sea x E A; se dice que x es un elemento unidad si: Es 

un elemento que divide a 1, es decir, un elemento tal 

que xy = 1 para algún y E A. 

0.11 PROPIEDAD: 

Si 1 f [1J es un ideal en A, existe un ideal ma x imal 

de A que contiene l. 

0.12 PROPIEDAD DE IDEALES PRI MOS ENTRE SI : 

Para ideales primos entre sí (1, J) se tiene que 

1 n J = lJ. 
Q 

Demostraci6n: 

11 C 11 

II J 11 

Sea x E 1 n J entonces x E 1 Y x E J; por hip6te

sis, existen a E 1 Y b E J tales que a+b = 1 (De

finición 0.7); por otra parte como x = x.1 entonces 

x = x (a+b) luego x = xa + xb, además como x E J Y 

a E 1 entonces xa E IJ Y x E 1 Y b E 1 Y b E J 

entonces xb E IJ finalmente xa + xb = x E IJ. 

Por definición de ideales se tiene IJ c 1 y IJ c J 
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finalmente IJ c 1 n J (porque J c A y lA c I ade 

más I c A y JA c J). 

0.13 PROPIEDADES DE NILRADICAL: 

a) El conjunto formado por los elementos nilpotentes 

de un anillo se llama: nilradical (identificado 

por la letra n ). 

b) El conjunto n de todos los elementos nilpotentes 

en un anillo A es un ideal. 

c) El ideal n se denomina el nilradical de A y ade

más se prueba que es la intersección de todos los 

ideales primos de A. 

Demostración: 

Para la prueba del litera~ c) primeramente supongamos 

el conjunto Z formado por la intersección de todos -

los ideales primos y probemos que n = Z siendo n el 

nilradical. 

Sea x un elemento de n entonces xn = O para algún n > o. 

Además xn E P siendo P un ideal primo. Luego x E P -

por tanto x pertenece a la intersección de todos los 

deales primos es decir x E Z. Por tanto n c Z. 
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Demostremos ahora que Z c n. 

Sea x ~ n Y definimos el conjunto "I" cuyos elementos 

son los ideales 1 tales que para todo n > O xn ~ 1 

d · n ,l. es eClr que x q. n ; además sabemos que el conjunto -

"I" es diferente de vacío ya que el ideal cero perte

nece; es decir O E l. Además el conjunto "I" es bien 

ordenado por inclusión y como el lema de Zorn es apll 

cable a este conjunto, podemos decir que posee un ele 

mento maximal; por tanto "I" tiene un elemento maxi-

ma 1 . 

Sea P un elemento maximal del conjunto "I". Se pro-

bará que P es un ideal primo. 

Solución: 

Sean x ,y ~ P entonces los ideales P + ex) y P + (y) 

contienen estrictamente a P; por tanto el ideal 

P + ( x ) ~ I y P + (y) ~ l· 

Además como P + (x) ~ L entonces xn. E P + . (x) para al 

gún n > O. y 

como P + (y) ~ I entonces xm E P + (y) para algún m > 0. 

Por tanto xn xm E P + (xy) entonces xn+m 
E P + ( xy) es 

decir que el ideal P + (xy) ~ I. 
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Por tanto xy ~ P. Por lo que se tiene un ideal primo 

P tal que x ~ P. 

Por tanto x i Z. 

Luego Z c n de donde Z = n . 

0.14 DEFINICION DE ESPECTRO PRIMO DE UN ANILLO: 

El espectro primo de un anillo A es el conjunto de to 

dos los ideales primos del anillo y se denota por: 

Spec (A) = {P/P es un ideal primo de A}. 

0.15 DEFINICION DE ESPACIO TOPOLOGICO: 

Sea X un conjunto no vacío. Una clase T de subconjun

tos de X es una topología de X si cumplen: 

a) X Y ~ pertenecen a T. 

b) La unión de cualquier colección de conjuntos de T 

pertenece a T. 

c) La intersección finita de conjuntos cualesquiera 

de T pertenecen a T. 

(Los elementos de T se llaman Conjuntos Abiertos). 

0.16 DEFINICION DE TOPOLOGIA INDUCIDA: 

Sea X un espacio Topológico y E un subconjunto de X _ 
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llamaremos "abierto de E" a todo B c E que es de la -

forma B = E n o en donde o es un abi erto de X. 

A la Topología así definida en E se le llama Topolo

gía Inducida. 

0.17 DEFINICION DE ENTORNO: 

Sea p un punto de un espacio topológico X. Un subcon 

junto W de X es un entorno de P si y solo si W es un 

superconjunto de un conjunto abierto G que contiene a 

P. 

0.18 DEFINICION DE CONJUNTO CERRADO: 
Q 

Sea X un espacio Topológico. Un subconjunto F de X 

es un conjunto cerrado si y solo si su complemento 

(F c ) es un conjunto abierto. 

0.19 DEFINICION DE PUNTO DE ACUMULACION: 

Sea X un espacio topológico; un punto P E X es un pu~ 

to de acumulación o punto límite de un subconjunto -

A de X si todo conjunto abierto "o" que contiene a P 

contiene algún punto de A diferente de P. 

0.20 DEFINICION DE ADHERENCIA: 

Un punto P E X es un punto de adherencia de A c X si y 



solo si P E A o P es un punto de acumulación de A. 

Para el conjunto A su adherencia se denota por A 

(llamada también clausura de A). 

0.21 DEFINICION DE CONJUNTO DENSO: 

10 

Un subconjunto A de un espacio topológico X es denso 

en B c X si B está contenido en la adherencia de A es 

decir B c A. 

En particular A es denso en X si y solo si A = X. 

0.22 DEFINICION DE CONTINUIDAD: 

Sean X ,Y espacios topológicos; una funci6n f de X 

en y es continua si y solo si la imagen recíproca 

(f- 1 (H)) de todo subconjunto abierto H de Y es un 

subconjunto abierto de X. 

0.23 TEOREMA: 

Sean X ,Y espacios topo16gicos y sea la funci6n 

f : X + Y. Entonces las condiciones siguientes son 

equivalentes: 

a) f es continua en X. 
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b) Si o c Y es abierto, entonces f-1(0) es abierto 

en X. 

c) Si F c Y es cerrado entonces f- 1 (F) es cerrado 

en X. 

0.24 DEFINICION DE ESPACIO NORMAL: 

Un espacio Topológico X es normal si y solo si F1 y F
2 

son subconjuntos cerrados y disjuntos de X; entonces 

existen conjuntos abiertos y disjuntos G y H tales -

que: 

o 
0.25 DEFINICION DE ESPACIO SEPARABLE: 

Un espacio topológico X es separable si: X contiene 

un subconjunto denso contable . 

0.26 DEFINICION DE FUNCIONES HOMEOMORFAS: 

Dos espacios topológicos X ,Y son homeomorfos o to-

pológicamente equivalentes si e xiste una función biye~ 

tiva f : X ~ Y tal que la función y su inversa es con-

tinua. 



12 

0.27 DEFINICION DE CASI COMPACTO: 

X es casi compacto, es decir, cada recubrimiento a-

bierto de X tiene un subrrecubrimiento finito. 

0.28 DEFINICION DE COMPACTO: 

Un subconjunto l de un espacio topológico X es com 

pacto si todo recubrimiento abierto de Z es reducible 

a un recubrimiento finito. 

0.29 ESPACIO LOCALMENTE COMPACTO: 

Un espacio topológico X es localmente compacto si y 

sólo si todo punto de X posee un entorno compacto. 

0.30 DEFINICION DE RECUBRIMIENTO: 

Un subconjunto finito de Y será un subconjunto finito 

de l, digamos l· 

y E {G. U 
1 1 

0.31 PROPOSICION: 

= {G. , G. , .... 
1 1 1 2 

..... U G. } 
1 n 

G. } tal que 
1m 

Sean X, Y, Z espacios topológicos si las funciones 

f : X + Y Y g : Y + Z son continuas y f(X) c Y -
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entonces g o f es continua en X. 

0.32 DEFINICION DE HOMEOMORFISMO: 

Sean X ,Y espacios topológicos. Una función f: X-t- y 

se llama homeomorfismo si sumple las condiciones si -

guientes: 

a) f es biyectiva. 

b) f f -1 f' t· Y son unClones con lnuas. 

0.33 TEOREMA: 

Una funci6n f: X -t- Y es continua si y solo si la i

magen recfproc~ de cada uno de los elementos de una Ba 

se B de Y es un subconjunto abierto de X. 

0.34 DEFINICION DE ESPACIO DE HAUSDORFF: 

Un espacio topológico X es un espacio de Hausdorff o 

espacio separado, si cumple la condici6n siguiente -

(llamado Axioma de Hausdorff). 

Cualquiera que sean dos puntos distintos x,y de X 

existe una vecindad V de x y una vecindad W de y 

(V, W c X) ta 1 que V n W = <p. 
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0.35 PROPIEDAD: 

Todo espacio de Hausdorff compacto es normal. 

0.36 PROPIEDAD: 

Sea E un subconjunto compacto de un espacio de Haus

dorff localmente compacto X y sea E un subconjunto -

de un conjunto abierto o f X. 

Entonces existe una función continua f 

tal que: 

a) f(E) = {O} 

b) f(oc)= {l} 

0.37 PROPIEDAD: 

X + [O, 1J 

Sea D el conjunto de las fracciones cuyos denominado

res son potencias de dos y que pertenecen al interva-

lo unidad [0,1J 

decir O = [0,1J 

0.38 LEMA DE URYSOHN: 

se tiene que D es denso en [0,1J es 

Sean Fl Y F2 subconjuntos cerrados y disjuntos de un 

espacio normal X. Entonces e xiste una función conti

nua f: X + [0,1J tal que f [F 1J = {O } y f [F2]={1}. 
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SUB-ESPACIO DE UN ESPACIO DE HAUSDORFF: 

Todo sub-espacio de Hausdorff es a su vez un espacio 

de Hausdorff. 

SOLUCION: 

Sea (X, T) un espacio de Hausdorff y sea (y, T) un -

sub-espacio de (X, T) donde x,y E Y c T tal que x f y. 

Como (X, T) es un espacio de Hausdorff entonces podemos 

afirmar que existe G, H E T (conjuntos abiertos) tales 

que x E G, Y E H entonces G () H = <p. 

Además por definición de sub-espacio se tiene que 
<> 

y n G y Y n H son conjuntos Ty-abiertos tales que 

satisfacen lo siguiente: 

X E G , X E Y => X E Y n G 

y E G , Y E Y => Y E Y n H 

G n H <p > (y () G) ('¡ (y n H) = Y n (G n H) 

= y ('¡ <t> 

= <p 
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Sea C (X, ffi) la clase de todas las funciones continuas 

de codominio real, definida en un espacio topoló~ico X. 

Demostrar que si C (X, IR) separa puntos entonces ' X es 

un espacio de Hausdorff. 

SOLUCION: 

Sean x ,y puntos distintos qu e pertenecen a X pero -

por hipótesis existe una función continua f X -+ ffi 

" tal que f{ x ) T f{y) ; Y como 1R es un espacio de Haus " 

dorff ; entonces ex isten subcon j untos abi e rtos G y H 
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disjuntos de m que contienen a f(x) y f(y) respecti-

vamente. Entonces por definición los respectivos recí 

y son disjuntos, abiertos y -

contienen a x e y, respectivamente. Por tanto X es un 

espacio de Hausdorff. 

LEMA DE URYSOHN. 

SOLUCION: 

Por hipótesis tenemos que F1 
(') F2 = cP ; luego, F1 c c 

F2 · 

En particular, como F2 es un conjun t o cerrado, FC 
2 es un 

superconjunto abierto del conjunto cerrado F 1 . Y por 

teorema ya demostrado que dice: * ( S i X es un espacio 

de Hausdorff, entonces toda sucesi&n convergente de X 

tiene un límite único) entonces existe un conjunto a-

bierto G1/ 2 tal que F1 c G1/ 2 c G1/ 2 c F~. 

Nótese que G1/ 2 es un superconjunto abierto del conju~ 

c to cerrado F1 , y que F2 es un superconjunto abierto -

del conjunto cerrado G1/ 2 . Luego por el mismo teore -

ma ( * ) e xisten conjuntos abiertos G1/ 4 y G3/ 4 tales 

que F1 c G1/ 4 c G1/ 2 c G 1/2 c G3/ 4 c G3/ 4 c FC 
2 se re-

pite este proceso y se ob t iene, para cada t E D, donde 

D es el conjunto de las fraccione s cuyos denominadores 

son potencias de 2 y que pertenecen al intervalo unidad 
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[O,lJ, un conjunto Gt tal que si tI ' t 2 E D Y tI < t 2 
entonces Gt c Gt . 

1 2 

Definiendo la función f en X de la siguiente manera: 

si x E F2 

Nótese que, para todo x E X, ° < f(x) < 1, es decir f 

aplica el conjunto X en [O,lJ. 

Obsérvese, además, que, F1 c Gt para todo t E D; lu~ 

g o, f [F 1] = {O}. M á s aún, por de fin i c i 6 n f [F 2J = {1}. 

En consecuencia, lo único que falta por demostrar es 

que f es continua y por un ejercicio ya demostrado -

que dice: (f es una función de un espacio topológico : 

X en el intervalo unidad [O,lJ Entonces f-1 [(a,lJJ 

Y f- 1 [[O,b)] son subconjuntos abiertos de X para to

dos ° < a,b < 1 entonces f es continua). 

Aseguramos que : 

i) f-1[[0,a)] = U {G t t < a } . 

i i ) f-l [(b.l]J= - c 
U {G

t 
: t > b } . 

Entonces. cada una de ellas es la uni6n de conjuntos 



abiertos y, por consiguiente, es abierta. 

Demostrar cada uno de los literales anteriores: 

i ) Sea x E f- 1 [[O ,a) ] . Luego, f ( x) E [O, a ) , 

cir O < f ( x ) < a . 

como D es denso en [O ,1J ' existe t x E D 

f ( x ) < t x < a . Esto e s , 

f(x) = inf { t . X E Gt } < t < a x 

Por consiguiente, x E Gt donde t x < a. 
x 

es 

tal 

19 

de-

que 

Luego, x E U {G t : t < a}. Hemos demostrado que 

t o d o e 1 e m en t o de f - 1 rco , a ) ] t a m b i é n pe r ten e c e a 

U {G t : t < a}, es decir, 
o 

Pbr otra parte, sup6ngamos que y E U {G t t < a}. 

Entonces 3 t y E O tal que t y < a 

En consecuencia, f(y) = inf {t y E Gt } < t < a y 

por tanto y E f - 1 [[O , a ) ] . Es decir 

U {G t t < a} c f - 1 [ [O , a ) ] . 

Por tanto f-l[[o,a)] = U {Gt t < a}. 

i i ) S e a x E f - 1 [( b , 1] J. En ton c e s, f ( x) E (b, 1J ' 
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es decir b < f(x) ~ l. Puesto que O es denso en 

IO,lJ , existen tI' t 2 E O tales que b < tI < t 2 

< f(x). Es decir, f(x) = inf {t 

por tanto, x ~ Gt . N6tese que tI < t 2 implica 
2 

que Gt c Gt . Entonces, x tampoco pertenece a 
1 2 

En consecuencia, x E donde tI > b; con 

lo que x E U {G ~ : t > b}. Por otra parte, sea 

y E U G
c .. t > b} t . Entonces, existe un t y E D 

tal que t > b Y Y E GC por tanto, y no pe.!:. y t 
Y 

tenece a Gt . Ahora b i en, t < t implica que 
y y 

c Gt ; de modo que y ~ Gt , para todo t 
y 

menor que t por consiguiente, 
y 

f(y) = inf {t y E Gt } ~ t > b y de donde, 

y E f-1 ( b ,1J . Esto es, 

U {G C . t > b} e f-1 [(b,IJ] t 

Por tanto f es continua y queda demostrado el le-

ma de Urysohn. 
0.39 DEFINICION DE RADICAL: 

Si l es un ideal cualquiera de A, e l radical de les: 
r(I) = {x E A : xn E l para a lgún n>O} . 

0.40 PROPOSICION. 

El radical de un idea l 1 es la intersección de los 

deales primos que contienen l. 
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l.1 DEFINIeION: 

Sea A un anillo, X el conjunto de todos los ideales prl 

mas de A. 

Pa r a cada subconjunto E de A, se define por V(E ) el con-

junto de todos los ideales primos que contienen E. (Es 

decir, si I E V(E) entonces E c 1). 

1.2 PRO P O SIC ION : 

a) Si 1 es un ideal generado po r E, entonces V(E) = 

V(I) V(r(I) ) . 

b) V ( O) = X V ( 1 ) = <P 

'" 

c ) Si ( E . ). 1 
1 1 E 

es una familia cualquiera de subconjun-

tos de A, entonces V ( U E . ) = n V ( E . ) 
i E 1 1 i E 1 1 

d) V ( 1 ('\ J) = V ( 1 J ) = V ( 1 ) U V ( J ) para cualesquiera 

ideales 1 ,J de A. 

DEMOSTRACION: 

a) Si 1 es un ideal generado por E, entonces 

V ( E ) V ( 1) =, V ( r ( 1 ) ) . 

V(E) = V(I) 
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J E V(E) => E c J 

= > 1 c J (Definición O . 5 ) 

= > J E V ( 1 ) 

= > V ( E ) c V ( 1 ) 

J E V(I) = > 1 c J 

= > E c 1 

=> E c J 

=> J E V(E) 

=> V ( 1) c V ( E ) 
" 

V ( E) = V ( 1 ) . 

V(I) = V(r(I)) . 

r ( 1) { x E A / 
n 

= x E 1 para algún n > O} 

pa ra J E V(I) se tiene que 1 c J y si x E r(I) en-

tonces n x E 1 para algún n > 'o y como 1 c J enton-
n J algún x E pa ra n > O entonces dI) c J lu ego 

J E V(r(I)) por tanto V ( 1 ) c V ( r ( 1 ) ) . 

J E V(r(I)) => r(I) c J 

si y E 1 entonces y E r(I) 

8 1 r: nR L 
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Además r(I) c J = > Y E J 

= > 1 c J 

= > J E V(I) 

= > V ( r ( 1 )) c V ( 1 ) 

.'. V (r(I)) = V(I) 

b) V(O) = X ; V(l) = ~ 

V (O) = X 

V (O) = {I E X / O E I} = X 

Esta demostración es inmediata ya que V(O) es el -

conjunto de todos los ideales primos; y X es el 

conjunto de ideales primos por tanto V(O) = X. 

V(l) = ~ 

V(l) = {I E X / 1 E I} 

Esta igualdad también se da ya que V(l) es el con

junto de todos los ideales primos que contienen al 

uno; pero ningún ideal está en uno; ni mucho menos 

el ideal primo. 

Por tanto V(l) = ~ . 
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Si (E.) . 1 es una familia cualquiera de subconju~ 
1 1 E 

tos de A entonces V( , Ur E . ) = JI
1 

V(E.) 
l E 1 l E 1 

1 E V (. U 1 E . ) <=> . U 1 E. c 1 
1 E 1 1 E 1 

<=> E. c 1 V i E 1 
1 

<=> 1 E V (E i) 11 i E 1 

<=> V(E. ) 
1 

. .. V ( i ~ 1 E i) = i ~I 1 V ( E i ) 

d ) V(1 n J) = V(1J) = V(I) U V (J) para cualesquiera 

ideales I,J de A. 

V (I n J) = V(IJ) 

K E V (1 n J) = > 1 n J c K 

= > 1 J e 1 n J (Corolario 0.12) 

= > 1 J c K 

=> K E V (1 J ) 

V (1 n J) c V(IJ) 

J E V(IJ) => IJ e J 

X El n J ~ x E 1 Y x E J 

~> x.x E IJ 

\ 818 \'" T ro. 

\ nflV o 
\ 

<> 



= > X2 E IJ 

= > x E IJ 

=> X E J 

=> 1 n J e J 

= > J E V (1 n J) 

V(IJ) = V(I) u V(J) 

K E V ( 1 J) => 1 J e K 

Probar que K E V ( 1 ) 

Supolbgamos K ~ V(I) 

K ~ V(I) => 1 ~ K 

= > 3 Y E 1 

= > xy E IJ 

= > xy E K 

= > x E K 

=> J e K 

o 

tal 

( x 

( 1 J 

= > K E V(J) 

V(I n J) = V(IJ) 

K E V(J) 

que Y ~ K 

E J) 

e K) 

= > K E V(I) U V(J) 

.'. V(IJ) e V(I) UV(J) 

26 



K E V(I) u v (J) = > K E V(I) O K E V(J) 

K E V(I) 

1 J c 1 

K E V(J) 

1 J c J 

= > 1 c K 

=> 1 J c K 

=> K E V (1 J ) 

= > J c K 

=> 1 J c K 

= > K E V (1 J ) 

= > V(I) u v (J) c V(IJ) 

27 

... V(IJ) = V(I)UV(J) 

Estos resultados muestran que los conjuntos V(E) satisfa

cen los axiomas de los conjuntos cerrados en un espacio 

topológico. 

La topologfa resultante se denomina Topologfa de Zariski . 

El espacio topológico X se denomina el Espectro Primo de 

A y se denota asf: Spec (A). 

r • 
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2.1 DEFINICION: 

Xy = {I E X / y ~ I}; siendo Xy el conjunto de abiertos 

básicos de X = Spec (A). 

Para cada y E A, se define Xy el complemento de V(y) en 

X = Spec (A). 

2.2 PROPOSICION: 

a) Probar que la familia de abiertos básicos (X) 
Y 

forma una base de conjuntos abiertos para la tOPQ 

logia de Zariski. 

b ) Xs n Xz = X sz 

c ) Xs = cp <= > s e s nilpotente. 

d) X = s X <= > s e s Unidad. 

e) X = X <= > r( [s]) = r ( [z ] ) s z 

DEMOSTR.ACION: 

a) Probaremos primeramente que los conjuntos Xy for

man una base de conjuntos abiertos para la topolQ 

gia de Zariski, es decir, el conjunto formado por: 

{ X s / s E A} forman una base. 

L 
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o el conjunto abierto en X entonces o = CF, con F 

cerrado en X. 

F V(I) con 1 un ideal de A entonces 

Como C V(I) = {J / J es primo e 1 ~ J} 

= {J / J es primo y 3 Y E 1 el cual 

y ~ J} 

= {J es primo / J E Xy para algún y E I } 

Demostrando concretamente el literal a); es decir 

u X = {J primo / J E X para algún y E I}. YEI Y () Y 

k E U X = > 3 Yo tal que K E X YEI Y Yo 

=> K E {J primo / J E Xy para algún y}. 

Por tanto 

U X y c {J primo / J E X 
Y 

para algún y}. 
YEI 

K E { J primo / J E X 

para algún Yo E 1 

Y 
para algún y E I} => K E 

Yo 

=> K E U 
YEI 

Como Xy es una intersección finita de los conjuntos 

abiertos X y o es la unión de intersecciones finis 

X 
Y 
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tas de Xs ; por tanto el conjunto {X s / s E A} es -

una base de X. 

x x z sz 

1 E Xs n X 
Z 

<=> 1 E Xs e 1 E X 
Z 

<=> 1 E e v ( s ) x e 1 E e v ( z) x 

<= > 1 ~ V (s ) e 1 ~ V ( z) 

<=> s ~ 1 Y z ~ 1 

<= > s z ~ 1 

<= > ~ V ( s z ) 

<= > 1 E e V ( s z) 

<= > 1 E X S Z 

X s (~ X z = X s z . 

c) X s = cp <=> s e s ni 1 po ten te. 

<=> V (s) = X 

<=> S E Pi par a t o d o Pi' i d e al p r i m o . 



d) 

o 

e) 

X 

X 

s 

<=> S E n 
i E 1 

P. 
1 

con Pi ideal primo. 

<= > S E Nilradical (Propiedad 0.13 b) 

<= > s es Nilpotente (Propiedad 0.13 a) 

= s X 

= X s 

<= > s es unidad. 

=> Cx V ( s) = X 

=> V ( s) = <P 

= > s t p. lJ Pi i d e a 1 p r i m o . 
1 

=> s ~ M lJM idel maximal. 
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=> s es una unidad (Definici6n 0.10) 

U n ida d = > s ~ P. lJ P. i d e a 1 p r i m o 
1 1 

= > V ( s) = <P 

= > C X V ( s) = X 

=> Xs = X 

Xs = X si y solo si s es Unidad. 

Xs = X <=> r([sJ) = r ( [zJ ) z 

X = X => Cx V ( s ) = C V ( z ) 
s z x 



=> V ( s ) = V(z) 

X E r [S] = > X E 1 para todo 

=> X E 1 para todo 

= > X E 1 para todo 

= > X E 1 para todo 

= > X E 1 para todo 

= > X E 1 para todo 

= > x E r [z] 

Luego r [s] e r ¡-z] 

x E r [z] = > x E 1 para todo 

= > x E 1 para todo 

= > X E 1 para todo 

= > X E 1 para todo 

=> X E 1 para todo 

=> x E; 1 para todo 

=> x E r [s] 

Luego r [z] e r [s] 

Sea 1 E X S ' S ~ 1 => [s] ~ 1 

= > r [s ] ~ 1 

= > r [z] ~ 1 

= > [z] ~ 1 

= > 'z ~ 1 

= > 1 E Xz 

1 E X tal que 

1 E X tal que 

1 E X tal que 

1 E X ta l que 

1 E X tal que 

1 E X tal que 

1 E X tal que 

1 E X tal que 

1 E X ta l que 

1 E X tal que 

1 E X tal que 

1 E X ta l que 

por tanto r 
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[s] e 1 

s E 1 

1 E V(s) 

1 E V ( Z ) 

Z E 1 

[z] e 1 

[z] e 1 

z E 

1 E 

1 E 

s E 

[s] 

IsJ 

1 

V ( Z ) 

V ( s) () 

1 

e 1 

= r [z] 

tT~ 
El. !lAL:::':~. I 



Q 

z ~ 1 => rz] ~ 1 

=> r [z] ~ 1 

=> r [sJ ~ 1 

= > [s] ~ 1 

=> s ~ 1 => 1 E X S por tan t O 

x = X <= > r ([s]) = r (ez]) s z 

34 
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3.1 DEFINICION: 

* es un espacio To si para dos puntos distintos 

x,y de X, existe un entorno de y que no contiene 

x o e xiste un entorno de x que no contiene y. 

3.2 PROPOSIC10N: 

a) El conjunto {1 } es cerrado (se dice que 1 es un -

punto cerrado) en Spec (A) <=> I es maximal. 

b) {I} = V (1) 

c) J E {T} <= > 1 c J. 

d) X es casi compacto (es decir, cada recubrimiento 

e) 

abierto de X tiene un subrrecubrimiento finito). 

X es un espacio T . o 

OEMOSTRACION: 

a) {I} es cerrado en Spec(A) <=> I es maximal 

11 = > 11 

Supongamos {1 } es cerrado en Spec(A) y Probaremos 

que 1 es maximal. 

Que 1 sea maximal significa que para un Ideal 
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J tal que l c J se debe tener que J = A o J l. 

Por hipótesis {l } es cerrado entonces es de la for 

ma V(H) = {I } siendo H un ideal. 

Es decir { I} = V(H) = {K E X / H c K} 

pero V(E) = {l/E c I } y por definición de ideal 

se tiene que 1 c J; entonces por proposición 1.1 -

se afirma que si 1 E V(J) entonces J c 1; además -

si J t A entonces J c M siendo M ma x imal y si M es 

ma x imal entonces M es primo (por definición). 

y como V(H) = {l } entonces por definición de ideal 

pri mo H c 1, pero 1 c J c M luego H c M lo que se -

afirma por definición de ideal primo M E V (H) por 

tanto M = l. 

11 11 

<= 

Supongamos que 1 es ma x imal y Demostrar que { l} es 

cerrado en Spec(A). Es decir que { l} = V(l). 

Sea J E V(l) entonces 1 c J (definición de ideal 

primo), y como 1 es ma xi mal se tiene 1 = J de don-

de V(I) c {I} 

y como l c 1 (de f inición de ideal) enton-
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ces 1 E V(l) por tanto { l} c V(l) luego {l } = V(I) 

b) { l } = V ( 1 ) 

V(I) = {H / 1 c H} 

Para demostrar esta igualdad es necesario demostrar 

las condiciones siguientes: 

i) v(I) es cerrado. 

ii) {I} c V(I) 

iii) Si T es ce r rado , {I} c T entonces V(I) c T. 

DEMOSTRACION: 

i ) V(I ~ es cerrado . 

Esta De mostración es inmediata; se da por de 

finición de ce r rado. 

ii ) { I} c v(I). 

Es inmediata, porque 1 c l. 

iii) Dado T cerrado, { I } c T probar que V(I) c T. 

Sea J E V(l) entonces 1 c J 

y como { l } c V(W) siendo W un ideal entonces 

W c 1. 

I I TECA CENTRAL , 
IV. I "u'" Fl ",'1 "'J. 
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Como W c 1 c J entonces W c J 

entonces J E V(W) , W ideal. 

c) J E {I} <= > 1 c J 
-

H 11 

=> 

J E {I} = > J E V ( 1 ) 

= > 1 c J 

11 11 

<= 

1 c J => J E V ( 1) 
-

=> J E {I} 

d) X es casi compacto (es decir cada recubrimiento a-

bierto de X tiene un subrrecubrimiento finito). 

Para demostrar d i cho literal es suficiente consi -

derar un recubrimiento de X por subconjuntos abie~ 

tos básicos de X = Spec (A) supongamos X = .u 
l E S 

con Yi E A. 

J . = [Y iJ entonces A L [Y iJ 1 i ES 

Supongamos que 1 J. ~ A. i ES 1 

Sea M un ideal maximal tal que L J. c M i E S 1 

X . 
y . ' 

1 
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J. e .L J . e M => J. e M V i E S. 
1 1 E S 1 1 

Y. E J . , 
1 1 

J. 
1 

e M = > y. 
1 

E M V i E S 

M E V ( Y . ) => M ~ X V i E S 
1 y. 

1 

=> M ~ U X i Es y. 
1 

=> M ~ X 1 o que contradice, ya que M 

es primo. Por tanto .L J. = A • lES 1 

Demostrar ahora que los Ji generan el ideal unidad 

y por tanto se tiene una ecuación de la forma. 

l .= Z. J. 
1 J 

(Zi E A) donde (W es un subconjun-

to finito de 1 ; entonces {X. }. _ recubre X. 
Ji lE 1 

L l E A entonces l E iEW Ji ' 3 J c 1, J finito. 

L entonces l = iEW 

son sumas finitos. 

X. 
1 

L los elementos de iEW Ji 

Luego l = xl + x2 + x3 + .... + xn con 

Demostrar que X 

, .... 

n 
U 

r= l X Y . 
1 r 

EJ. 
1 

n 



n 
Sea J E X , supongamos que J ~ r~1 X y. 

1 r 
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Vr => J ~ X ,J ~ X 
Y i y. 

'y 
, .... , J ~ X y . 

, n 

= > Y. E JI ,Y. E J 2 , 
1 1 1 2 

. . .. , J. E J r 
1 r 

= > J. E JI , J. E J 2 ' .... , J. E 
, 1 ' 2 ' r 

n n 
= > L J. J L J. A. c pero = i = 1 1 i = 1 , 

= > A c J 

= > J = A lo que contradice ya que J 

es primo. 

n 
por tanto J E r~l 

e) X es un espacio To ' 

X y. 
, r 

J r 

Que X sea un espacio T-sub cero significa que para 

dos puntos cualesquiera l, J de X se tiene que: e

xiste un entorno XI de l que no contiene aJó que 

existe un entorno XJ de J tal que no contiene a l. 

La notación de entornos para XI 6 XJ se puede 

asegurar porque V(l) es el conjunto de ideales pri 
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mos que contienen a l. 

Además V(I) son cerrados y XI es el complemento 

de estos V(I). (Lo mismo se puede asegurar para 

los V(J)); 

Sean I,J puntos distintos de X (ideales primos). Para 

I se puede obtener V(I) y también XI posee la forma si 

guiente: 

XI = {K E X / K E eX V(I)} = ex V(I) 

Por definición de la to~ología de X (Topología de Za

riski) y el conjunto XI son abiertos. 

Es decir que pertenecen a la topología y no contiene -

al. 

XI = eX v ( 1) = ex {W E X / w es ideal que contiene a I} 

Necesariamente J E XI por ser I f J Y además si J ~ XI 

entonces J E V(I) por 1 o que se afirma que J E XI que 

es el entorno de abiertos buscados. 

Resumiendo lo anterior se tiene: 
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XI = {K E X / K E Cx V(I)} 

= {K E X / K E V(I)} 

= {K E X / I ~ K} 

Por tanto J E XI. 

Además V(I) = {K E X / I E K} entonces I ~ XI que 

es el entorno de abiertos que no contienen a l. 

3.3 DEFINICION: 

Un espacio topológico X se dice que es irreducible si 

X f ~ y si cada par de conjuntos no vacíos en X se -

cortan, o lo que es equivalente, si cada cDnjunto a

bierto no vacío es denso en X. 

3.4 PROPOSICION: 

Spec(A) es irreducible si y s610 si el nilradical de -

A es un ideal primo. 

DEMOSTRACION: 

Por propiedad sabemos que el nilradical de A es la in-
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tersección de todos los ideales primos de A; y lo re-

presentaremos por "r¡". 

Supongamos que Spec(A) es irreducible y demostremos -

que el nilradical de A es un ideal primo. 

Como el nilradical es la intersección de los ideales 

primos de A (r¡) y por propiedad esta intersección es 

un ideal. 

Solamente resta probar que r¡ es un ideal primo. Es de 

cir; si x i r¡ y y i r¡ entonces xy i r¡. 

Para demostrar esta implicación nos daremos dos conju~ 

tos abiertos es decir Xx ,Xy definidos de la siguie~ 
<> 

te forma: 

Xx = {I E X Ixi I} 

Xy {I E X I y i I} 

Además x i r¡ y por la forma en que está definido los 

con j un t o s ·a b i e r t o s; X f cP , y s i y i 1 s i en d o 1 un y 

ideal primo entonces y i r¡ 

Luego por ser los conjuntos abiertos irreducible se a 

f i rm a q u e X x n X y f cp . 
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Existe 1 tal que 1 E Xx e 1 E X entonces xiI 
Y 

e y i 1 (por definición de abierto básico). 

Entonces xy ~ 1 ; Y si el producto no está en el ideal 

primo, mucho menos en la intersección. 

Por tanto xy ~ n. 

3.5 PROPOSICION: 

Sea X un espacio topológico. Si Y es un subesp~ 

cio irreducible de X entonces la clausura V de Y 

en X es irreducible. 

DEMOSTRACION: 

Sean 01 Y O2 dos conjuntos abiertos tales que 

0 1 c y y O2 c y y sean w1 y w2 subconjuntos 

abiertos de X tales que 01 = Y () w1 y 

o = 
2 y n w

2 entonces 

y n w1 es un abierto de Y y además 

y n w2 es también un abierto de Y. 

Luego por ser V un subespacio irreducible de X se tie 

ne que (V n W1 ) n (V n W2) t <1> entonces 
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y (j (W 1 ('¡ W2 ) f cp pero como Y c Y se tiene que 

y n (W
1 

n W
2

) c y í\ (W
1 

(1 W2 ) pero esto es 

igual a (V ('\ W
1

) n (V (I W
2

) y esto es igual a 

01 n O 2 + cp • 

Sea X un conjunto no vacío. Una clase T de subconju~ 

tos de X es una topología de X si y solo si se verifi 

ca los axiomas siguientes: 

i) X Y cp son abiertos de T. 

i i ) 

·i i i ) 

U 
i s I 

n 
(1 
id 

Q 

w. s T (Unión de abiertos es abierto). 
1 

' w. s T (Intersección finita de abier-
1 

tos es abierto). 

(Los el~mentos de T se llaman Conjuntos Abiertos). 

Demostrar que T es una Topología de los Complementos de V(I). 

SOLUCIO N: 

i) V(l) = cp (Proposición 2.b) 

CV(l) = C cP 



ii) 

a 

i i i ) 

e(V(l)) = X Y como {l} c A entonces 

X es un abierto en T. 

V(O) = X (PropOSición 2.b) 

ev(o) = ex 

ev(o) = ~ y como {O} CA entonces 

~ es un abierto en T. 

Sea (W.). 1 una familia de elementos de T. 
1 1 E: 

Probar que 

SOLUCION: 

U 
( W • ) = i E: 1 1 

= 

= 

U 
i E: 1 

U 
i E: 1 

e 

(w.) E: T. 
1 

e (V(y)) i 

fl v (y) . 
i E: 1 1 

e V(Z) E: T 

Por tanto U 
i E: 1 

haciendo . U 1 
1 E: 

( W • ) 
1 

E: T 
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y. 
1 

Sea (W ) una familia de elementos de T i l <i <n 

Demostrar que 

(abiertos) 
n 
(1 

i = 1 
(W.) E: T. 

1 

= Z 



Q 

SOLUCION: 

n 
(l 

i = 1 

n 
U 

= C i=l 

CV 

CV(Y) . 
1 

v ( y . ) 
1 

CV ( W ) haciendo tI 

n 
(\ 

( W • ) T i = 1 E 
1 

· T es una Topoloqía. 
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( Y . ) vi 
1 



Capitulo IV 

PROPIEDADES FUNTORIALES. 

Q 
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4.1 DEFINICION: 

Sean A v B anillos y sea la función f A -+ B IJn ho

momorfismo de anillos, X = Spec(A) y y = Spec(B~ Si 

I E Y , E X (es un ideal primo de A). 

* De esta forma f induce una aplicaci6n f 

* Es decir f y --> X 

* I 'vv\, > F (I) 

y -+ X. 

4.2 PROPOSICION: 

a) Si W E A entonces f*-l (X w) = Yf(w) y por tanto 
o 

* f es continua. 

b) Si I es un ideal de A, entonces f*-l(V(I)) = V(I e ) 

c) Si J es un ideal de B, entonces 

* d) Si f es inyectiva, entonces f (Y) es denso en X. 

* De manera más precisa f (Y) es denso en 

X <= > Ker(f) c n . 
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e) Sea h : B ~ e otro homomorfismo de anillos. 

* * * Entonces (h of ) = f o h 

DEMOSTRACION: 

a ) Si w E A entonces f*-I(Xw) y f(w) y por tan-

* to f es continua. 

* Probar que f es continua en Y. 

Sea w E A Y Xw un abierto básico; (referencial) 

siendo Xw = e V(w) con V(w) conjunto cerrado 

de todos los ideales primos que contienen a w. 

Probar entonces que f*-I(X ) es un abierto en t . 
w 

f*-I(XW) = Yf(w) (Yf(w) es un abierto básico de Y). 

* - 1 ()' * ( ) J E f X <=> f J E X 
W W 

<=> E Xw 

<=> f (w) ~ J 

<=> J E Yf(w) 
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b) Si 1 es un ideal de A entonces f*-l(V(I)) = V(I e ) 

J E f*-l(V(I)) <=> f* (J) E V(I) 

* <= > 1 c f (J) 

<=> 

<= > f(I) c J 

<=> [ f ( 1 ) J c J 

<=> 1 e c J 

<= > J E V (1 e) 
o 

c) Si J es un ideal de B. entonces 

* f (V(J)) = V(Jc) 

* * 11 = > 11 1 E f (V(J)) => 1 = f ( T ) T E V ( J ) • 

1 = f-1(T) ; J C T 

J C T => f-l ( J ) C f- 1 ( T) 

=> f-l ( J ) c 1 

=> JC c 1 

* 
=> f (V(J)) c V(Jc) 
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Por tanto por ser cerrado 

* f (V(J)) c V(J c ) 

1I 11 

<= 

V(Jc) c f* (V{J)) es decir 

e f (V(J)) c e V(J c ) 

* Sea I E e f (V(J)) entonces existe un abierto -

* básico Wx ' l E Wx tal que Wx c e f (V(J)); x~l 

Probar que l E C. V{Jc) es decir l E C V (f-1{J)) 

es decir f-1(J) 4 l. Q 

S e a L un i d e al pr i m o. J c Len ton c e s f - 1 ( J ) c r 1 (L) 

pero f-1{L) E f*(V(J)) entonces f-1(L) ~ Wx • 

X E f-1(L) entonces f(x) E L para todo ideal "L" 

primo tal que J c L entonces f(x) E r(J) (Prop.0.40) 

entonce5 3 A > O tal que f(x)n E J (Def. 0.39) 

pero f(x)n f(x n) por ser f homomorfismo enton 

ces xn E f-1(J) 

pero x ~ I de donde xn ~ I (por ser Ideal primo) 

Luego f- 1 (J) ~ I 

por tanto I E e V(JC) 
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* d) Si f es inyectiva entonces f (Y) es denso en X. 

* De manera más precisa f (y) es denso en 

x <=> Ker (f) ~ n. 

Para demostrar la primer igualdad partimos de: 

* f (Y) es denso en X <= > Ker (f) ~ n. 

por definición de densidad afirmamos 

* f (Y) = X <= > Ker (f) ~ n. 

Sabiendo por propiedades anteriores que n es la 

intersección de todos los ideales primos; además 

V(Q) = Y. Entonces 
Q 

* -r*--------
f (Y) = f (V(Q)) 

= V (Ker (f)) entonces X = V(Ker (f)) 

Si 1 E X entonces 1 E V (Ker (f)) 

entonces Ker(f) c 1 siendo 1 un ideal 

primo. 
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Si x E Ker (f) entonces x E n ya que Ker(f) c 1 

para todo ideal primo l . 

Si x E Ker (f) y si x t Q en t onces x E 1, si-

endo 1 un ideal primo entonces. 

Ker (f) c I por tanto 

Ker (f) c n. 

de donde concluimos que si: 

1 E X entonces Ker (f) c n. 

Para la otra igualdad se deduce de manera in me-

diata ya que si f es inyectiva entonces 

Ke r (f) {Q} pero . { Q} c n por tanto 

Ker (f) c n. 

e) Sea h : B + e otro homomorfismo de anillos. Entonces 

* * * (h of) f oh. 

* (h of) = (h of )-l 
( 1 ) ( 1 ) 

f- 1 (h - 1 ( 1 ) ) 

* * (f oh )1 
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Sea A un anillo de Boole y sea X = Spec(A). 

Para cada Z E A, el conjunto X es a la vez abierto y z 
cerrado en X. 

DEMOSTRACION: 

Sabemos Dor definición que un anillo es de Boole si 

2 
x = x para x E A; además los X son los conjuntos de 

y 

abiertos básicos y los V(y) es el complemento de ellos; 

es decir que podemos demostrar X = V(l - y) 
y 

= > y t 1 

Q 

= > 1 - Y E 1 
( 

y(l-y) porque 

1 

y(l-y) 

J E V ( 1 - y) => 1 - Y E J 

=> y ~ J por q u e (1-y) + y 1 

s i Y E J 1 E J 

.2 
= y - y 

= y - y 

= O 

E 1 



Capitulo v 

ESPECTROS MAXIMALES. 

57 

\ 
BICLlOT :C CE TR L l 

UNI'IE::n D~ L~ !I ... LV .... ~ ~ 



58 

5.1 DEFINIeION: 

Sea A un anillo, el subespacio del espacio de Spec(A) 

formado por todos los ideales maximales de A, con la 

topología inducida, se denomina el Espectro Maximal -

de A y se designa por Max (A). 

Para Anillos Conmutativos arbitrarios no tiene las 

mismas propiedades functoriales de Spec (A). (Propi~ 

dades 5). 

Ya que la imagen inversa de un ideal maximal en un ho

momorfismo de anillos no es necesariamente maximal. 

o 

5.2 DEFINIerON: 

Sea X un espacio de Hausdorff compacto y sea C(X) el 

anillo de todas las funciones continuas reales sobre X. 

Se define las operaciones suma y multiplicación de fun 

ciones; de la siguiente manera: 

Sean f Y g funciones pertenecientes a C(X) tales que: 

+ C(X) x C (X) - > C(X) 

(f ,g) ~~~~> f + g 
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donde (f + g)(x) = f(x) + g(x) para t odo x E X. 

•. e (X) x e (X) - > e (X) 

(f ,g) ~~~~> f . g 

donde (f.g)(x) = f(x) . g(x) para todo x E X. 

5.3 DEFINIeION: 

Para cada x E X; Mx es el conjunto de todas las f E e(X) 

tales que f(x) = O. 

El conjunto Mx es un ideal maximal en e(X). Se puede 

observar que el ideal Mx es maximal por ser el núcleo 

del homomorfismo (Suproyectivo). 

e ( X) --> IR q u e a p 1 i c a u n a f u n ció n · f Y n o s 1 1 e v a a 

f (x) . 

~ 

Si X denota Max (e(X)) se obtiene la definición de una 
'V 

aplicación ~ : X ~ X , tal que x ~'V'V'V> Mx. 

5.4 PROPOSICION: 

'V 

Demostrar que ~ es un homeomorfismo de X sobre X. Es 

decir: 
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i) ~ es biyectiva. 

ii) ~ es continua. 

DEMOSTRACION: 

i) Primeramente se probará que ~ sea Inyectiva. 

SOLUCION: 

Para esta demostración nos auxiliaremos del lema 

de Urysohn. (0.38) 

Es qecir: 

Si X es compacto de Hausdorff y si x + y enton

ces demostrar que M J M . 
. Q X r y 

Además sabemos que si X es de Hausdorff y compacto 

entonces es Normal. Luego un espacio de Hausdorff 

compacto vale el Lema de Urysohn. 

Si x + y. Además como X es separado {x } y {y } son 

cerrados disjuntos; entonces e xiste f: X ~ ffi con 

tinua tal que f ({x}) = {O} y f ({y} = {l}. 

Es decir f(x) = O Y f(y) = 1, además 
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f E MX ~ en to nces f ~ My 

Luego ~ es inyectiva. 

Demostrar que ~ es Sobreyectiva: 

Sea M· un ideal maximal cualquiera de C(X)~ y sea 

v = V(M) e l conjunt o de l os ceros comunes de las -

funciones en M~ es decir~ V = {x E X : f(x) = O 

para todo f E M}. 

Supongamos que V es vacío: 

Entonces para cada x E X existe fx E 'M tal que 

f (X) x t O . Puesto que f x es continua~ existe un 

entorno abierto U de x en X en el que f no se x x 
anu l a es decir que en ese entorno f x no es cero. 

En virtud de l a compocidad un nOmero finito de en 

tornos U ~ .... ~ Ux recubren X es decir que -
xl n 

n 
si Z E X entonces X = U 

i = l 

recubrimiento). 

U (por definición de x. 
1 



n 
U 

Entonces Z E i = 1 

Z E U x. 
J 

entonces f 

2 
( z ) además f > O x . 

J 

Ux . ; existe un j tal que 
1 

( Z ) =1= a x . 
J n 

f(z) ¿ 
sea = f ;=1 
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2 
( Z ) 

x· 
1 

ya que f(x) f a por tanto es una Unidad en C(X) 

ya que existe el multiplicativo inverso por ser 

distinto de cero. 

Sea x un punto de V. Entonces M c Mx; y como M 

es maxima1 se tiene que M = M . 
x 

Por tanto ~ es sobreyectiva. 

ii) ~ es conti~ua y ~ -l es con t inua. Es decir que ~ -

es homeomo~fismo. Q 

Sea la función f que pertenece al anillo de todas las 

funciones continuas reales sobre X; es decir f E C(X). 

y sean los conjuntos abiertos. 

{x E X f(x) f a } y 

f f M} . 

Los abiertos de esta forma Wf forman una base de la To 

po10gía de X. 

'V 

Los abiertos de la forma Wf forman una base de la TopQ 

~/\ CE. TRAL 
EL LVAD. ------
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logia de X. 

Mostremos que 

'\¡ 

11 ~ (W ) f c Wf 
11 

Sea 1 E ~ (W f) 
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entonces 1 = ~x f(x) f O 

entonces 1 M x y como Mx es el con

junto de todos los 

fE C(X) tal q. f(x)=O entonces f ~ Mx (Por que f(x) f O) 

"'-
entonces 1 E Wf (Por hip6tesis) 

'\¡ 

Sea M E Wf entonces f ~ M; como ~ es biyectiva 

existe x ta1 que M = ~ = M pero x x 

M x = {g / g( x) = O} Y c o m o f ( x) +, O en ton c e s 

entonces M E ~ (W f ). 

-1 Probar que ~ y ~ es continua. 

'\¡ 

Sea H c X, siendo H un abierto básico. 
'\¡ 

Entonces H Wf 
entonces ~-1 (H) = 

j.l es continua. 



Sea o c X un elemento de la base de X 

entonces o = W 
f 

(,,-1)-1 (Wf) entonces 1-' 

-1 
l.l es continua. 
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