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PROLOGO

EL presente trabajo se fundamenta en el estudio de
Anillos e Tdeafes; conceptos que sinven de base para el es
fudio de Espectrnos Primos sdendo ésto, un poco de mds pro-
fundidad a dicho tema; el objetivo primordial de Este, eb
que pueda sen uftifizado como texto de consultas en ef Cun-
50 de Seminanio de Algebra, Cunbso que es de LAmporfancia pa
na Los estuddiantes de LicenclLatura en La nama de Matemdti-

ca pura.

A continuacibn descrnibo el sigudLente nesumen de Lo

trhatado en dicha Anvestigacibn.

<

En el Capiitulo 0; estd formado de conceptos prelimi
nares donde se necuerdan defindclones elementales y bdsicas

para Los demds Capitulos.

EL Capitulo 1; es un estuddlo sobne Deginiciones de -

Espectrno Paimo, Lncluyendo sus Demostraclones.

Capitulo 11; se trata del desarnollo de conjuntos de

Abilentos Blsdcos para La Topologia de Zardshi.
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En el Capitulo 111 se estudian particularmente, Las
propledades de Los Espectros Prdimos. Demostrando cada uno

de efllos.

Capitulo 1V. En éste se thata de proban cada uno -
de Los efencicios mostrado en el texto LLamdndole asi: Pro

pLedades Funtorniales.

Capitulo V, que es La finalizacibn de Las Demosthra-

ciones de dLcho tema.

He de hacern constarn que La Anvestigacdibn healizada -
ha fomado fundamentalmente el Capfltulfo de Ejencicios, deno-
minado "Espectros Primos" del fexto M. F. ATIVYAH "Introduc-
tion to Commufative Algebra; por sen trnanschito y demostra

do en un Lenguaje mds fdcil de comprenden.

Debido a que el tema es un poco desconocddo en nues-
tho medio, en La realizacibn de este trabajo fuve dificul-
tad porn La falia de biblLiografla. Pero gracias a La valio
sa Yy esmenada colaboracidn del Lic. José Javien Riverna La-
20, 4ué posible LLevarnlo a feliz Lénmino, a quien Le expre-
50 mALb agnédecimLQHIOA. AsfL como a todos Los docentes que

me brindanon La preparacidn para el presente Logrno y a £a -

senora Nohemy de Rovelo por su ayuda dactilogrdfica.



LALAL

DEDICATORIA

A mis Padrneas:

A mi Esposo:

A mi Hijfa

Julio Césan Medrnano y
Francisca Gabrniela de Medrano
porn el apoyo moral que sLemphe

me baindanon.

- Saltvador Sandoval

por su ayulda y comprensdidn,

con todo mi amon.

Amefia Azucena,

para que Esto sea un Lncentdlvo

en su vida.

Azucena.



Lv

SIMBOLOGIA UTILIZADA

Anillo

Ideales

Ideal Generado por uno

Unién e Interseccién

Implicaciédn

Doble implicacidn

Conjunto vacfio

Espectro de A

Complemento

Nicleo de f

Interseccidn de los jdeales primos de A (Nilradical)
Inclusion

Existencia

Menor que ; mayor o igual que

Conjunto abierto

Pertenencia

Infimo

Conjunto de todos Tos ideales Primos que con-

tienen E.
Conjunto de abiertos bdsicos.
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CONCEPTOS PRELIMINARES.
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Defindciones, conolarnios y phopledades fundamentales
para el presente trhabajo que ha sido elaborado en ba
be a conceplos estudiados en el desarnollo de Las cla
ses de La asignatura "Seminandio de Afgebra; profundi
zando asf un poco mds en el estudio de: ESPECTROS -

PRIMOS DE ANILLOS E IDEALES.

DEFINICION DE ANILLO:

La terna (A, +, <) formada por el conjunto A no vacio
y las dos operaciones binarijas + y -« definidas en A,
se dice que es un anillo conmutativo con identidad si

satisface las siguientes condiciones:

a) E1 par (A, +) es un Grupo Abeliano;

b) E1 par (A, +) es un Semigrupo Conmutativo con iden

tidad.

c) La Ley Distributiva de la Operacidn "+" sobre la

operacién "+"
DEFINICION DE ANILLO DE BOOLE:
Un anillo A es de Boole si satisface 1o siguiente:

x2 = X para cada x € A.
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DEFINICION DE IDEAL:

Sea A un anillo e I un subconjunto no vacio de A (I ¢ A);
se dice que I es un ideal en A si se satisfacen las si -

guientes condiciones:

a) I es un subgrupo aditivo, es decir que -x + y e I,

para cualesquiera x e y de I.

b) IA ¢ I, es decir que para x ¢ A ey e I se tiene -

que xy e 1.

DEFINICION DE IDEAL PRIMO:

Sea P un ideal de A (anillo), se dice que P posee la -

Propiedad de ser primo si:
a) P £ A
b) Si xy € P entonces x ¢ P 6y e P.

Es de hacer notar que en 1o sucesivo la letra A i-

dentifica siempre un anillo; I, J y P ideales de A.

DEFINICION DE IDEAL GENERADO:

Sea E ¢ A, se dice que un ideal I en A es generado por

E (I = [E]) si se satisfacen las condiciones siguientes:

a) E es un ideal;



c) Si J es un ideal y E ¢ J entonces I ¢ J.

Observacidn: [1] = A

0

.6

.8

DEFINICION DE IDEAL MAXIMAL:

Sea M un ideal en A; se dice que M en A es maximal si

se satisfacen Tlas condiciones siguientes:

a) M+ [1] (A = [1]) ;

b) No existe ningin ideal I tal que M ¢ I ¢ [1]

DEFINICION DE IDEALES PRIMOS ENTRE SI:

e
Dos ideales I, J se dice que son primos entre si (o co-

maximales) si I + J = [1].

PROPIEDAD:

Todo ideal maximal es primo.

DEFINICION DE ELEMENTO NILPOTENTE:

Un elemento x en A se dice que es nilpotente si x" = 0,

para algdn n > 0 (n es un ndmero natural).
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DEFINICION DE ELEMENTO UNIDAD:

Sea x € A; se dice que x es un elemento unidad si: Es
un elemento que divide a 1, es decir, un elemento tal
que xy = 1 para algin y e A.

PROPIEDAD:

Si I # [1] es un ideal en A, existe un ideal maximal
de A que contiene 1.

PROPIEDAD DE IDEALES PRIMOS ENTRE SI:

Para ideales primos entre si (I, J) se tiene que

I N J= 1J.

Demostracién:

Sea x € I N J entonces x € I y x € J; por hipbte-

sis, existen a ¢ I y b e J tales que a+b 1 (De-
finicién 0.7); por otra parte como x = x.l entonces
x = x (a+b) Tuego x = xa + xb, ademds como x € J y

a € I entonces xa ¢ Id y x el y bel y beld

entonces xb ¢ IJ finalmente xa + xb = x ¢ IJ.

Por definicidén de ideales se tiene IJ ¢ I y IJ ¢ J



finalmente IJ ¢ I n J (porque J c A y TIA c I ade

mds I ¢ A y JA ¢ J).

0.13 PROPIEDADES DE NILRADICAL:

a) E1 conjunto formado por Tos elementos nilpotentes
de un anillo se 1lama: nilradical (identificado

por la letra n).

b) ET1 conjunto n de todos los elementos nilpotentes

en un anillo A es un ideal.

c) E1 ideal n se denomina el nilradical de A y ade-
mds se prueba que es la interseccidn de todos Tos

ideales primos de A.

Demostracidn:

Para la prueba del literal c) primeramente supongamos
el conjunto Z formado por la interseccidén de todos -
1os ideales primos y probemos que n= Z siendo n el -

nilradical.
Sea x un elemento de n entonces x" =0 para algin n>0.

Ademds x" ¢ P siendo P un ideal primo. Luego x ¢ P -
por tanto x pertenece a la intersecci6én de todos los i

deales primos es decir x ¢ Z. Por tanto n c Z.



Demostremos ahora que Z ¢ n.

Sea x 4 n y definimos el conjunto ")" cuyos elementos
son los ideales I tales que para todo n > O x" ¢ 1
es decir que x" ¢ n; ademds sabemos que el conjunto -
"Y" es diferente de vacfo ya que el ideal cero perte-
nece; es decir 0 ¢ Z. Ademas el conjunto ”Z” es bien
ordenado por inclusidn y como el lema de Zorn es apli
cable a este conjunto, podemos decir que posee un ele
mento maximal; por tanto ")" tiene un elemento maxi-

mal.

Sea P un elemento maximal del conjunto ")". Se pro-

bard que P es un ideal primo.

©

Solucién:

Sean x,y ¢ P entonces los ideales P + (x) y P + (y)

contienen estrictamente a P; por tanto el ideal

P+ (x) ¢ ) y P+ (y)é].

Ademds como P + (x) 4 J entonces x" e P + (x) para al

gin n > 0. Y

como P + (y) & ) entonces xM e P o+ (y) para algdn m>0.

m

Por tanto x" x™ ¢ P + (xy) entonces xEm

e P+ (xy) es

decir que el ideal P + (xy) ¢ ).
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Por tanto xy ¢ P. Por 1o que se tiene un ideal primo

P tal que x ¢ P.
Por tanto x ¢ Z.

Luego Z ¢ n de donde Z = 7.

DEFINICION DE ESPECTRO PRIMO DE UN ANILLO:

E1 espectro primo de un anillo A es el conjunto de to

dos 1os ideales primos del anillo y se denota por:

Spec (A) = {P/P es un ideal primo de A}.

DEFINICION DE ESPACIO TOPOLOGICO:

Sea X un conjunto no vacio. Una clase T de subconjun-
tos de X es una topologia de X si cumplen:
a) Xy ¢ pertenecen a T.

b) La unidn de cualquier coleccién de conjuntos de T

pertenece a T.

c) La interseccidén finita de conjuntos cualesquiera
de T pertenecen a T.

(Los elementos de T se 1laman Conjuntos Abiertos).

DEFINICION DE TOPOLOGIA INDUCIDA:

Sea X un espacio Topoldgico y E un subconjunto de X -
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1lamaremos "abierto de E" a todo B ¢ E que es de la -

forma B = E 1N 0 en donde 0o es un abierto de X.

A 1la Topologia asi definida en E se 1le 1lama Topolo-

gia Inducida.

DEFINICION DE ENTORNO:

Sea p un punto de un espacio topolégico X. Un subcon
junto W de X es un entorno de P si y solo si W es un

superconjunto de un conjunto abierto G que contiene a

P.

DEFINICION DE CONJUNTO CERRADO:

Sea X un espacio Topoldégico. Un subconjunto F de X
es un conjunto cerrado si y solo si su complemento -

(FC) es un conjunto abierto.
DEFINICION DE PUNTO DE ACUMULACION:

Sea X un espacio topoldégico; un punto P € X es un pun
to de acumulacidén o punto Timite de un subconjunto -
A de X si todo conjunto abierto "o" que contiene a P

contiene algin punto de A diferente de P.

DEFINICION DE ADHERENCIA:

Un punto P & X es un punto de adherencia de A ¢ X si y
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solo si P € A o P es un punto de acumulaci6n de A.

Para el conjunto A su adherencia se denota por A -

(1lamada también clausura de A).

DEFINICION DE CONJUNTO DENSO:

Un subconjunto A de un espacio topoldgico X es denso

en B ¢ X si B estd contenido en 1a adherencia de A es

decir B ¢ A.

En particular A es denso en X si y solo si A = X.

DEFINICION DE CONTINUIDAD:

Sean X , Y espacios topolégicos; una funcibén f de X

en Y es continua si y solo si la imagen reciproca

(f_l(H)) de todo subconjunto abierto H de Y es un

subconjunto abierto de X.

TEOREMA:

Sean X , Y espacios topoldgicos y sea la funcién

f : X = Y. Entonces las condiciones siguientes son

equivalentes:

a) f es continua en X.
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b) Si o ¢ Y es abierto, entonces f‘l(o) es abierto

en X.

c) Si F cY es cerrado entonces f"l(F) es cerrado

en X.

DEFINICION DE ESPACIO NORMAL:

Un espacio Topoldgico X es normal si y solo si F1 y F2
son subconjuntos cerrados y disjuntos de X; entonces
existen conjuntos abiertos y disjuntos G y H tales -

que:

DEFINICION DE ESPACIO SEPARABLE:

Un espacio topolégico X es separable si: X contiene

un subconjunto denso contable.

DEFINICION DE FUNCIONES HOMEOMORFAS:

Dos espacios topoldgicos X , Y son homeomorfos o to-
pol6gicamente equivalentes si existe una funcidon biyec
tiva f : X - Y tal que la funcidén y Su inversa es con-

tinua.
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DEFINICION DE CASI COMPACTO:

X es casi compacto, es decir, cada recubrimiento a-

bierto de X tiene un subrrecubrimiento finito.
DEFINICION DE COMPACTO:

Un subconjunto Z de un espacio topoldégico X es com -
pacto si todo recubrimiento abierto de Z es reducible

a un recubrimiento finito.
ESPACIO LOCALMENTE COMPACTO:

Un espacio topoldégico X es localmente compacto si y

solo si todo punto de X posee un entorno compacto.

DEFINICION DE RECUBRIMIENTO:

Un subconjunto finito de Y serd un subconjunto finito

de 7, digamos 7' = {Gi s Gi s e Gi } tal que
1 2 m
Y ¢ {G. v G.  ..... U G. 3}
i Ly Th
PROPOSICION:

Sean X, Y, Z espacios topoldgicos si Tlas funciones

f:X-+Y y g : Y > 17 son continuas y f(X) c Y -
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entonces g o f es continua en X.

DEFINICION DE HOMEOMORFISMO:

Sean X , Y espacios topoldégicos. Una funcidén f : XY
se 1lama homeomorfismo si sumple las condiciones si -

guientes:

a) f es biyectiva.

b) f 'y f—l son funciones continuas.

TEOREMA:

Una funcién f : X - Y es continua si y solo si la i-
magen reciproca de cada uno de los elementos de una Ba

se B de Y es un subconjunto abierto de X.

DEFINICION DE ESPACIO DE HAUSDORFF:

Un espacio topoldgico X es un espacio de Hausdorff o
espacio separado, si cumple Tla condicidn siguiente -

(11amado Axioma de Hausdorff).

Cualquiera que sean dos puntos distintos x,y de X
existe una vecindad V de x y una vecindad W de y

(V, Wec X) tal que V. N W = ¢.
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PROPIEDAD:

Todo espacio de Hausdorff compacto es normal.

PROPIEDAD:

Sea E un subconjunto compacto de un espacio de Haus-
dorff localmente compacto X y sea E un subconjunto -

de un conjunto abierto o % X.

Entonces existe una funcidén continua f : X > [0,1]

tal que:

a) f(E) = {0}
b) f(o%)= {1}
PROPIEDAD:

Sea D el conjunto de las fracciones cuyos denominado-
res son potencias de dos y que pertenecen al interva-
To unidad [0,1] ; se tiene que D es denso en [0,1] es

decir D = [0,1].

LEMA DE URYSOHN:

Sean F1 y F2 subconjuntos cerrados y disjuntos de un
espacio normal X. ©Entonces existe una funcidén conti-

nua f : X » JO0,1] tal que f [Flj = {0} y f [F2]={1}.
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SUB-ESPACIO DE UN ESPACIO DE HAUSDORFF:

Todo sub-espacio de Hausdorff es a su vez un espacio

de Hausdorff.

SOLUCION:

Sea (X, T) un espacio de Hausdorff y sea (Y, T) un -

sub-espacio de (X, T) donde x,y ¢ Y ¢ T tal que x ¥f y.

Como (X, T) es un espacio de Hausdorff entonces podemos
afirmar que existe G, H € T (conjuntos abiertos) tales

que x e G, y € H entonces G N H = ¢.

Ademds por definicidén de sub-espacio se tiene que
Y " G y Y N H son conjuntgs Ty-abiertos tales que

satisfacen lo siguiente:
x e G, xe¥Y=xe¥Y n G
yelb ,yeVY=yeY¥YnnH

G N H

o= (Y n G) n (YN H)

Y N (G N H)
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DIAGRAMA DE HAUSDORFF

— ‘\ /___\\

// \_\ /// N
/ \ / N
i G \ , H Y

|
B d ! ‘ b ;
\ / \ /
N /
~_ __~ \\\ ///
Y
X
G N H = ¢

Sea C (X, R) Ta clase de todas las funciones continuas
de codominio real, definida en un espacio topolégico X.
Demostrar que si C (X, R) separa puntos entonces X es

un espacio de Hausdorff.

SOLUCION:

Sean X,y puntos distintos que pertenecen a X pero -
por hip6tesis existe una funcidén continua f : X » R
tal que f(x) i f(y) ;3 y como R es un espacio de Haus

dorff; entonces existen subconjuntos abiertos G y H
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disjuntos de R que contienen a f(x) y f(y) respecti-
vamente. Entonces por definicidén los respectivos reci
procos f'l(G) y f'l(H) son disjuntos, abjertos y -

contienen a x e y, respectivamente. Por tanto X es un

espacio de Hausdorff.
LEMA DE URYSOHN.
SOLUCION:

Por hipdtesis tenemos que F1 N F2 = ¢; luego, F1 c Fg.

En particular, como F2 es un conjunto cerrado, Fg es un

superconjunto abierto del conjunto cerrado Fl' Y por
" teorema ya demostrado que dice: * (Si X es un espacio
de Hausdorff, entonces toda sucesidtn convergente de X

tiene un 1imite dnico) entonces existe un conjunto a-

c G c FC.

cG 1/2 2

" bierto G tal que F

1/2 1 1/2

Nétese que 61/2 es un superconjunto abierto del conjun

to cerrado Fl’ y que F; es un superconjunto abierto -

del conjunto cerrado 51/2. Luego por el mismo teore-
. . . .

ma (*) existen conjuntos abiertos G1/4 y G3/4 tales

que F, ¢ G

= = c

1 1/4 c 61/2 c 61/2 c G3/4 C G3/4 c F2 se re-
pite este proceso y se obtiene, para cada t ¢ D, donde
D es el conjunto de Tas fracciones cuyos denominadores

son potencias de 2 y que pertenecen al intervalo unidad
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[0,1], un conjunto G, tal que si t; , t, e Dy t, <ty

entonces Gt c G

1 t

-
Definiendo la funcién f en X de Ta siguiente manera:

f(x) = |inf {t : x ¢ Gt} si x ¢ F2
1

si x € F2

Nétese que, para todo x € X, 0 < f(x) < 1, es decir f

aplica el conjunto X en [0,1].

Obsérvese, ademds, que, F1 C Gt para todo t € D; lue

go, f [Flj = {0}. Md&s aflin, por definici6n f [F2]= {1}_

En consecuencia, To Gnico que falta por demostrar es
que f es continua y por un ejercicio ya demostrado -
gue dice: (f es una funci6n de un espacio topolégico.

a7

Y f'l [[O,b)] son subconjuntos abiertos de X para to-

X en el intervalo unidad [0,1] . Entonces f~

dos 0 < a,b < 1 entonces f es continua).
Aseguramos que:

i) f1[[0,a)] = U {6,

i) £l [(b,1]]= U {Ei :t > b}.

Entonces, cada una de ellas es la unién de conjuntos
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abiertos y, por consiguiente, es abierta.
Demostrar cada uno de los literales anteriores:

i) Sea x ¢ f ![[0,a)]. Luego, f(x)e [0,a), es de-
cir 0 < f(x) < a.
como D es denso en [0,1], existe t e D tal que

f(x) < tx < a. Esto es,

—
—
x
—
It

inf {t : x ¢ Gt} < tx < a
Por consiguiente, x ¢ Gt donde tX < a.
X
Luego, x € U {Gt : t < a}. Hemos demostrado que
todo elemento de f'lfto,a)] también pertenece a

U {6 t < a}, es decir,

t - .
f'l[[o,a)] c U{G, : t < a}l.
Por otra parte, sup6ngamos que y € U {Gt 0t < al.

Entonces 4 ty e D tal que t, < a y y ¢ Gt

Y y

En consecuencia, f(y) = inf {t : y ¢ Gt} < ty < a

por tanto y g f'l[[O,a)]. Es decir

U {6, : t<a}c fl[[0,a)].

t

Por tanto f_l[rO,a)1 = U {G

[ ] t t < a}.

ii) Sea x € £l [(b,1]]. Entonces, f(x) e (b,1],
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es decir b < f(x) < 1. Puesto que D es denso en

[0,1] , existen t;s t, € D tales que b < t; <t

< f(x). Es decir, f(x) = inf {t : x € Gt} > t

2

2

por tanto, x ¢ G, N6tese que t; < t, implica

2
que Gt c Gt . Entonces, x tampoco pertenece a
1 2
G, . En consecuencia, x € G donde t. > b; con
t1 t1 1
1o que x ¢ U {Gi :t >bl. Por otra parte, sea

y € U Gi : t > b}. Entonces, existe un ty e D

tal que t > b y y ¢ Gi ; por tanto, y no per

Y y

tenece a Et . Ahora bien, t < ty implica que
Yy

G, ¢ 6, c G ; de modo que y ¢ G,», para todo t

t
y y

menor que ty por consiguiente,
f(y) = inf {t : y ¢ Gt} > ty > b de donde,

ye £l (b,1]. Esto es,

u {6

C ot > pd e £ [(b,1]]

Por tanto f es continua y queda demostrado el le-

ma de Urysohn.
DEFINICION DE RADICAL:
Si I es un ideal cualquiera de A, el radical de

r(I1) = {x e A : x" e I para algln n>0}.

PROPOSICION.

E1 radical de un ideal I es la interseccion de 1los

deales primos que contienen 1.

I

es:

i
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DEFINICION:

Sea A un anillo, X el conjunto de todos los ideales pri

mos de A.

Para cada subconjunto E de A, se define por V(E) el con-

junto de todos Tlos ideales primos que contienen E. (Es

decir, si I e V(E) entonces E c I).

PROPOSICION:

a) Si I es un ideal generado por E, entonces V(E) =

V(I) = Vv(r(1)).

Ei iel es una familia cualquiera de subconjun-

tos de A, entonces V( U E.) = n V (Ei)
iel iel
d) VvV (I nJ) = V(IJ) = V(I) UV (J) para cualesquiera

ideales I,J de A.

DEMOSTRACION:

a) Si I es un ideal generado por E, entonces

V(E) = v(I) = v(r(I)).
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J e V(E)

{

>FE ¢ d

=> 1 ¢ J (Definicidn 0.5)

=> J e V(I)

Je V(I) =1 c¢cJ

=>F ¢ J

=>J ¢ V(E)

{(x e A/ x" el para algin n > 0}

-
Lo
—
~—
1l

para J € V(I) se tiene que I ¢ J y si x e r(I) en-

tonces x" g I para alglin n >0 y como I ¢ J enton-

x" e J para algin n > 0 entonces r(I) ¢ J Tluego

J e V(r(I)) por tanto V(I) ¢ V(r(I)).

J e V(r(I)) = r(I) ¢ J

si y e I entonces y e r(I)
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Ademds r(I) ¢ J =>y € 4

{1 e X/ 0¢el} =X

<Z
—
[ew]
~—
"

Esta demostraci6n es inmediata ya que V(0) es el -

conjunto de todos los ideales primos; y X es el -

conjunto de ideales primos por tanto V(0) = X.
V(1) = ¢
V(1) = {I ¢ X / 1 ¢ 1}

Esta igualdad también se da ya que V(1) es el con-
junto de todos los ideales primos que contienen al
uno; pero ningln ideal estd en uno; ni mucho menos

el ideal primo.

Por tanto V(1) = ¢.



Si (E.)

i‘iel
_ N
tos de A entonces V(igl Ei) = V(Ei)
LeVv (U By) <= 43U E5 ¢l
<=> Ei c I Viel
<=> T ¢ V (Ei) Viel
= N
<= T ;o VIES)
= M
Vg By =y
V(I n J) = V(IJ) = V(I) UV (J) para cualesquiera
ideales I1,J de A.
V (I n J) = V(IJ)
Ke V(I n J) =>TInJ cK
= I JclInNJ (Corolario 0.12)
=> 1 J ¢ K
— K eV (1J)

v (1

J g V(IJ) = I3 ¢ J
x el N IJ=x¢e¢l y x e

=x.X ¢ IJ

25

es una familia cualquiera de subconjun

n J) c V(IJ)

V(E,
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V(IJ) = V(I) U V(J)

K e V(IJ) => IJ ¢ K

Probar que K ¢ V(I) o K ¢ V(J)
Supongamos K ¢ V(I)
K ¢ V(I) = 1 ¢ K
=> 3y ¢ I tal que'Y ¢ K
=> Xy € IJ (x ¢ J)
=> xy e K (IJ ¢ K)

=> x ¢ K

=> K ¢ V(J)
=> K ¢ V(I) U V(J)

V(IJ) c V(I) uv(J)
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Ke V(I) UV (J) =>KeV(I) o Ke V(J)
Ke V(I) => 1 ¢ K

1 Jcl => 1 J ¢ K

K e V(J) =>J ¢ K
IJd ¢ d => IJ ¢ K
= Kk e V (1J)
=> V(I) UV (J) ¢ V(IJ)
V(IJ) = V(I)Uv(J)
Estos resultados muestran que 1os conjuntos V(E) satisfa-

cen los axiomas de 1os conjuntos cerrados en un espacio

topoldégico.
La topologia resultante se denomina Topologfa de Zariski.

E1 espacio topolégico X se denomina el Espectro Primo de

Ay se denota asi: Spec (A).
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2.1 DEFINICION:

Xy = {l e X/ y¢ I}; siendo Xy el conjunto de abijertos

bdsicos de X = Spec (A).

Para cada y ¢ A, se define Xy el complemento de V(y) en

X = Spec (A).
2.2 PROPOSICION:

a) Probar que la familia de abiertos bdsicos (Xy)
forma una base de conjuntos abiertos para Ta topo

logia de Zariski.

b) XS N XZ = XSZ
c) X¢ = ¢ <=> s es nilpotente.
d) XS = X <=> s es Unidad.

D
~—
><
I

. X, <=> r([s]) = r ([z])
DEMOSTRACION:

a) Probaremos primeramente que 10Ss conjuntos Xy for-
man una base de conjuntos abiertos para Ja topolo

gia de Zariski, es decir, el conjunto formado por:

{XS / s £ A} forman una base .
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o el conjunto abierto en X entonces o = CF, con F

cerrado en X,
F = V(I) con I un ideal de A entonces
0 = CXV(I).

Como C V(I)

{J / J es primo e I ¢ J}

{0/ Jes primoy 3y e I el cual
y ¢ J}

{J es primo / J € Xy para algin y e I}

Demostrando concretamente el literal a); es decir

| _ . -
y%l Xy {J primo / € Xy para algin y e I}.

U =
yel Xy > 3 y, tal que K e Xyo.

=> K e {J primo / J € Xy para algidn y }.

Por tanto
U X, ¢ {J primo / J € X _ para algin y}.
yel Yy Yy

K e {J primo / J ¢ Xy para algin y € I} => K ¢

para algin Yo € I => K e U X

yel Y

Como Xy es una interseccién finita de 10s conjuntos

abiertos XS y o es la unidn de intersecciones fini-
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tas de X3 por tanto el conjunto {XS / s ¢ A} es -

una base de X.

A
I

> T e CV (sz)

X. = ¢ <=> s es nilpotente.

><
I
=
A
I
v
o

<=> V(s) = X

<=> 5 ¢ Pi para todo Pi’ ideal primo.
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e N P. ~con P. ideal primo.
iel ! !
¢ Nilradical (Propiedad 0.13 b)
es Nilpotente (Propiedad 0.13 a)
<> S es unidad.
=> Cx V(s) = X
=> V(s) = ¢
=> S ¢ P. ¥ Pi ideal primo.
=> S 4 M ¥M idel maximal.

=> S es una unidad (Definicién 0.10)

Unidad => s ¢ P. ¥ P, ideal primo

1]
>
N

=> V(s) = ¢
=> CX V(s) = X
=3 XS = X
X =X siysolo sis es Unidad.
<> r([s]) = r ([2])



xer [s] = x eI

=> x € I
= x g I
=> x g I
=> x g 1
=> X g I

Luego r [s] ¢

xer [z] => x e I para
=> x € I para
=> x e I para
=> X ¢ I para
=> x £ I para
=> X g I para
=> x e [s]
Luego r

todo I
todo I
todo I
todo 1
todo I

todo I

todo 1
todo 1
todo 1
todo 1
todo 1

todo I

(2] e r [s]

Sealexs,s¢1=> [s]¢ 1

=rls]¢ 1

—r[z]¢
~ []¢

=> I

Lo IR o |

¢ 1

e X

e X tal
e X tal
e X tal
e X tal
e X tal

e X tal

e X tal
e X tal
e X tal
e X tal
e X tal

e X tal

que

que

que

gque

que

que

que

que

que

que

que

que
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I € V(s) o

s g 1

[s] c 1

por tanto r [s] = r|Z]



Sea I ¢ X_
z

z 41 = [z] ¢1
=>r(z] ¢ 1
=>r[s] ¢ I

NSRS

=>5S ¢ I =>1c¢ XS

X, <=>r ([s]) = r ([2])

por tanto

34
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3.1 DEFINICION:

X es un espacio To si para dos puntos distintos
X,y de X, existe un entorno de y que no contiene
x 0 existe un entorno de x que no contiene y.

3.2 PROPOSICION:

a) ET1 conjunto {I} es cerrado (se dice que I es un -

punto cerrado) en Spec (A) <=> I es maximal.
b) {I} =V (1)
c) Je {I} <=> 1 ¢ J.

d) X es casi compacto (es decir, cada recubrimiento

abierto de X tiene un subrrecubrimiento finito).
e) X es un espacio Ty

DEMOSTRACION:

a) {I} es cerrado en Spec(A) <=> 1 es maximal

Supongamos {I} es cerrado en Spec(A) y Probaremos

que I es maximal.

Que I sea maximal significa que para un Ideal
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J tal que I ¢ J se debe tener que J = A o J = 1.

Por hip6tesis {I} es cerrado entonces es de la for

ma V(H) = {I} siendo H un ideal.

Es decir {I} = V(H) = {K e X / H c K}

pero V(E) = {I / E c I} y por definicidon de ideal

se tiene que I c¢ J; entonces por proposicidn 1.1 -
se afirma que si I € V(J) entonces J ¢ I; ademas -
si J %+ A entonces J ¢ M siendo M maximal y si M es

maximal entonces M es primo (por definicién).

Y como V(H) = {I} entonces por definicidon de ideal
primo H ¢ I, pero I ¢ J ¢ M luego H ¢ M 10 que se -
afirma por definicidn de ideal primo M & V (H) por

tanto M = 1.

Supongamos que I es maximal y Demostrar que {I}es

cerrado en Spec(A). Es decir que {I} = V(I).

Sea JeV(I) entonces I ¢ J (definicidon de ideal -
primo), y como I es maximal se tiene I = J de don-

de V(I) ¢ {I}

Y como I ¢ I (definicidon de ideal) enton-
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ces I € V(I) por tanto {I} ¢ V(I); Tuego {I} = V(I)
b) {1} = V(I)
V(I) = {H / I ¢ H}

Para demostrar esta igualdad es necesario demostrar

las condiciones siguientes:

i) V(I) es cerrado.
ii) {1} c v(I)
iii) Si T es cerrado, {I} ¢ T entonces V(I) c T.
DEMOSTRACION:

i) V(I) es cerrado.

Esta Demostracidn es inmediata; se da por de

finicidn de cerrado.

i) {I} c Vv(I).

Es inmediata, porque I ¢ 1I.

iii) Dado T cerrado, {I} ¢ T probar que V(I) c T.

Sea J ¢ V(I) entonces I ¢ J
y como {I}c V(W) siendo W un ideal entonces

Wecll.
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Como W ¢ I ¢ J entonces W ¢ J

entonces J € V(W) , W ideal.

c) Je {1} <=1c¢J

Je {I} = J ¢ V(I)

d) X es casi compacto (es decir cada recubrimiento a-

bierto de X tiene un subrrecubrimiento finito).

Para demostrar dicho literal es suficiente consi -

derar un recubrimiento de X por subconjuntos abier

tos bdsicos de X = Spec (A) supongamos X = 135 Xy ;
.‘l

con y; € A.

Ji = [Yij entonces A = .o [Y1]

Supongamos que . Ji 4 A.

1€S

Sea M un ideal maximal tal que 123 J. ¢ M
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=M ¢ U X
1€esS yi

=> M ¢ X 1o que contradice, ya que M
es primo. Por tanto s Ji = A,
Demostrar ahora que 10s Ji generan el ideal unidad

y por tanto se tiene una ecuacidén de la forma.

1= .0 7.0, (1.

i € A) donde (W es un subconjun-

to finito de 1 ; entonces {Xj }igI recubre X.
1‘

Z ..
1 ¢ A entonces 1 ¢ PEW Ji , 3 J c I, d finito.

entonces 1 = PEW Xi ; 1los elementos de iew Vs

son sumas finitos.

Luego 1 = Xq + Xo T Xg + ...t X, con
X, € J. s, X, £ J s » X g d
1 Ty 2 1o n Th
n
- u
Demostrar que X r=1 Xy
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n
U
Sea J ¢ X , supongamos que J ¢ a1 Xyi
r
J X Vr => X , J X s eee. 5 U X
¢ Y ¢ Y ¢ Y ¢ y
r y
=> Y. ed; , Y. € J,, , Jd. g d
1 1 1o 2 i
=> J. € J , J. g Jds, , Jd. € d
Tq 1 i, 2 i
) )
=>
i=1 Yy ¢ J pero .o, Ji o= A.

=> A c J

=> J = A 1o que contradice ya que J

es primo.

por tanto J €

=
nc>s
><

X es un espacio TO.

Que X sea un espacio T-sub cero significa que para
dos puntos cualesquiera I, J de X se tiene que: e-
Xxiste un entorno XI de I que no contiene a J 0 que

existe un entorno XJ de J tal que no contiene a I.

La notacidén de entornos para XI 6 XJ se puede

asegurar porque V(I) es el conjunto de ideales pri
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mos que contienen a I.

Ademds V(1) son cerrados y XI es el complemento

de estos V(I). (Lo mismo se puede asegurar para
los V(J)).
PRUEBA ;
Sean I,J puntos distintos de X (ideales primos). Para

I se puede obtener V(I) y también XI posee la forma si

guiente:

XI = {Ke X/ KeC

Por definicién de la topologia de X (Topologia de Za-

riski) y el conjunto XI son abiertos.

Es decir que pertenecen a la topologia y no contiene -

V(I) = Cy {W e X/ W es ideal que contiene a I}

Necesariamente J e X; por ser I + J y ademds si J ¢ X1
entonces J ¢ V(I) por 10 que se afirma que J ¢ XI que

es el entorno de abjiertos buscados.

Resumiendo 1o anterijor se tiene:
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>
1

{Ke X/ Ke CX V(I)}

{Ke X/ KeV(I)}

{Ke X/ 1¢K}

Por tanto J ¢ XI‘

Ademds V(I) = {K e X / I € K} entonces 1 ¢ X; que

es el entorno de abiertos que no contienen a 1.

3.3 DEFINICION:

Un espacio topoldgico X se dice que es irreducible si
X+ ¢ y si cada par de conjuntos no vacfos en X se -
cortan, o 1o que es equivalente, si cada conjunto a-

bierto no vacio es denso en X.

3.4 PROPOSICION:

Spec(A) es irreducible si y sélo si el nilradical de -

A es un ideal primo.
DEMOSTRACION:

Por propiedad sabemos que el nilradical de A es Ta in-
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terseccién de todos los ideales primos de A; y 1o re-

presentaremos por '"n

Supongamos que Spec(A) es irreducible y demostremos -

que el nilradical de A es un ideal primo.

Como el nilradical es la interseccidn de l1os ideales

primos de A (n) y por propiedad esta interseccifn es

un ideal.

Solamente resta probar que n es un ideal primo. Es de

cir; si x ¢ ny vy ¢ n entonces xy ¢ n.

Para demostrar esta implicacidn nos daremos dos conjun

tos abiertos es decir XX , Xy definidos de la siguien

<

te forma:
X, = {I e X/ x ¢ 1}
Xy={IeX/y¢I}

Ademéds x ¢ n y por la forma en que estd definido los
conjuntos .abiertos; Xy + ¢, y si y ¢ I siendo I un

ideal primo entonces y & n

Luego por ser 1los conjuntos abiertos irreducible se a

firma que X n Xy 6.
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Existe I tal que I ¢X e Ie X entonces x g I

e y ¢ 1 (por definicidn de abierto bdsico).

Entonces xy ¢ I ; y si el producto no estd en el ideal

primo, mucho menos en la interseccién.

Por tanto xy & n.

3.5 PROPOSICION:

Sea X un espacio topolégico. Si Y es un subespa
cio irreducible de X entonces la clausura Y de Y

en X es irreducible.
DEMOSTRACION:

Sean 0, ¥ 0, dos conjuntos abiertos tales que

0 CYy ¥y 0, Cy yseanw, y W, subconjuntos

]
<
>
=

abiertos de X tales que 04 1 Y
o2 =y N w2 entonces

y 0 Wy es un abierto de Y y ademds

y N w, es también un abierto de Y.

Luego por ser Y un subespacio irreducible de X se tie

ne que (Y N W.) n (Y N W,) ¢ entonces
1 2
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Y n (w1 N w2) £ ¢ pero como Y ¢ Y se tiene que

jgual a (Y n wl) n (Y n w2) y esto es iqual a

Sea X un conjunto no vacio. Una clase T de subconjun
tos de X es una topologia de X si y solo si se verifi

ca los axiomas siguientes:

i) X y ¢ son abiertos de T.

<

ii) 1.21 w; € T (Unién de abiertos es abierto).
n
A1) 121 w. o€ T (Interseccién finita de abier-

tos es abierto).
(Los elementos de T se 1laman Conjuntos Abiertos).

Demostrar que T es una Topologfa de los Complementos de V(I).

SOLUCION:

i) V(1) = ¢ (Pfoposicién 2.b)
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C(v(1)) = X y como {1} ¢ A entonces

X es un abijerto en T.

V(0) = X (Proposicidén 2.b)
Cv(0o) = CX
CV(0) = ¢ y como {0} CA entonces

¢ es un abierto en T.

ii) Sea (W.)

. una familia de elementos de T.
i’9el

U
Probar que .., (wi) e T.

SOLUCTON:
! U
jer (M) =y © VD),

_ A ) U
C et V(y)1 haciendo .U,
= CV(Z) T

U
Por tanto ., (Wi) e T

iii) Sea (wi)

1<i<n una familia de elementos de T

(abjertos)

n
Demostrar que 1LH (W.) e T.



SOLUCION:

CV (W) haciendo N

T es una Topologfa.

)

W

48
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DEFINICION:

Sean A v B anillos y sea 1a funci6én f : A - B un ho-
momorfismo de anillos, X = Spec(A) y Y = Spec(B). Si

I €Y, f( ) e X (es un ideal primo de A).

De esta forma f induce una aplicacién f* Y > X,

*

Es decir f ¥ —> X

*

I ans Fo(1) = £ 1(1)

PROPOSICION:
) Si A Fr-1 -
a i w e entonces (Xw) = Yf(w) y por tanto
*

f es continua.
. . *-1 _ e
b) Si I es un jdeal de A, entonces f (V(I1)) = Vv(I7)

c) Si J es un ideal de B, entonces

*
d) Si f es inyectiva, entonces f (Y) es denso en X.
*
De manera mds precisa f (Y) es denso en

X <=> Ker(f) ¢ n.
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e) Sea h : B ~C otro homomorfismo de anillos.
* * *
Entonces (hof) = f o h
DEMOSTRACION:
. *_1
a) Si w e A entonces f (X ) =Y f(w) y por tan-

*
to f es continua.

*
Probar que f es continua en Y.

Sea w e A y Xw un abierto bdsico; (referencial)
siendo Xy = C V(w) con V(w) conjunto cerrado

de todos los ideales primos que contienen a w.

*_
Probar entonces que f 1(Xw) es un abierto en Y.



b)

* _
Si I es un ideal de A entonces f 1(V(I)) =

Je £ o))

Si

J es un

ideal de

*

£ () e V(1)
I c f(J)

1 ¢ £1(a)
£(1) ¢ J
[f(1)] ¢ J
e

c J

Je Vv (1%)

B, entonces

52

V(1®)
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Por tanto por ser cerrado

*

£(V(J)) ¢ V(I©)

CF (V({IT) ¢ C V(JI%)

*
Sea I ¢ C f (V(J)) entonces existe un abierto -

*

bgsico W , T e W  tal que W c C foo(v(d)) 5 x4

Probar que 1 € C V(J®) es decir I ¢ C V (f_l(J))

es decir f_l(J) ¢ I. o
Sea L un ideal primo, J ¢ L entonces f"l(J)c f'lﬂJ
-1 * -1
pero f (L) e f (V(J)) entonces f “(L) ¢ wx ,
X € f'l(L) entonces f(x) ¢ L para todo ideal "L"

primo tal que J ¢ L entonces f(x) e r(J) (Prop.0.40)

entonces 3 n > 0 tal que f(x)" ¢ 0 (Def. 0.39)

pero ()" = f(x™) por ser f homomorfismo enton -

-1y

ces x" ¢ f
pero x ¢ I de donde x" ¢ I (por ser Ideal primo)
Luego £l (J) ¢ 1

por tanto I g C V(J©)
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*
Si f es inyectiva entonces f (Y) es denso en X.

*
De manera mds precisa f (Y) es denso en

X <=> Ker (f) ¢ n.

Para demostrar la primer igualdad partimos de:

*
f (Y) es denso en X <=> Ker (f) c n.

por definicién de densidad afirmamos

f (Y) = X <=> Ker (f) ¢ n.

Sabiendo por propiedades anteriores que n es la
interseccidon de todos los ideales primos; ademds

V(0) = Y. Entonces

V (Ker (f)) entonces X = V(Ker (f))

Si 1 € X entonces I ¢ V (Ker (f))
entonces Ker (f) ¢ I siendo I un ideal

primo.
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Si x € Ker (f) entonces x € n ya que Ker(f) ¢ I

para todo ideal primo I.

Si x ¢ Ker (f) y si x # 0 entonces x ¢ I, si-

endo I un ideal primo entonces.

Ker (f) ¢ I por tanto
Ker (f) ¢ n.

de donde concluimos que si:

I ¢ X entonces Ker (f) ¢ n.

Para la otra igualdad se deduce de manera inme-

diata ya que si f es inyectiva entonces

Ker (f) = {0} ; pero.{0} ¢ n por tanto
Ker (f) ¢ n
e) Sea h : B >~ C otro homomorfismo de anillios. Entonces
* * *
(hof) = f o0 h
* -1
(hof) = (hof) :
(1) (1)
_ o1 -1
= f (h (I))
* *

1}
—
“H
[e]
o0
~—
—



56

Sea A un anillo de Boole y sea X = Spec(A).

Para cada z € A, el conjunto XZ es a la vez abierto y

cerrado en X.

DEMOSTRACION:

Sabemos por definicidn que un anillo es de Boole si
2 . .
X = X para x ¢ A;ademds 1los Xy son Tos conjuntos de

abiertos bdsicos y 1os V(y) es el complemento de ellos;

es decir que podemos demostrar Xy = V(1 - y)
I e X =y ¢l

= 1 -y el porque y(1l-y)

I

<
i

<

I

<
I

<

Jde V(l-y) => 1-y e J
=> y ¢ J porque (l-y) +y =1,

si y e d 1l ¢4




Gapitulo V

ESPECTROS MAXIMALES.
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DEFINICION:

Sea A un anillo, el subespacio del espacio de Spec(A)
formado por todos los jdeales maximales de A, con Ta
topologia inducida, se denomina el Espectro Maximal -

de A y se designa por Max (A).

Para Anillos Conmutativos arbitrarios no tiene las -
mismas propiedades functoriales de Spec (A). (Propie

dades 5).

Ya que la imagen inversa de un ideal maximal en un ho-

momorfismo de anillos no es necesarjamente maximal.

<

DEFINICION:

, Sea X un espacio de Hausdorff compacto y sea C(X) el -

anillo de todas las funciones continuas reales sobre X.

Se define las operaciones suma y multiplicacién de fun

ciones; de la siguiente manera:

Sean f y g funciones pertenecientes a C(X) tales que:

+ 0 C(X) x € (X) > C(X)

(f , g) o> f o+ g
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donde (f + g)(x) = f(x) + g(x) para todo x € X.

«: C (X) x C (X) —> C (X)

(f , g) vuune> flg

1
—
—

>
~—

donde (f.g)(x) g(x) para todo x & X.

DEFINICION:

Para cada x & X; M, es el conjunto de todas las f e C(X)

tales que f(x) 0.
E1 conjunto Mx es un ideal maximal en C(X). Se puede
observar que el ideal Mx es maximal por ser el ndcleo

del homomorfismo (Suproyectivo).

C(X) —> R que aplica una funcién f y nos lleva a
f(x). |

Y]
Si X denota Max (C(X)) se obtiene la definicién de una
aplicacién p : X - ; , tal que x ~vv> Mx'

PROPOSICION:

Y]
Demostrar que p es un homeomorfismo de X sobre X. Es

decir:



i)

i)
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U es biyectiva.

u es continua.

DEMOSTRACION:

i)

SOLUCION:

Primeramente se probara que pu sea Inyectiva.

Para esta demostracidn nos auxiliaremos del Tema

de Urysohn. (0.38)
Es decir:

Si X es compacto de Hausdorff y si x # y enton-

ces demostrar que M_ # M_.
o X y

Ademas sabemos que si X es de Hausdorff y compacto
entonces es Normal. Luego un espacio de Hausdorff

compacto vale el Lema de Urysohn.

Si x ¥ y. Ademés como X es separado {x} y {y} son

cerrados disjuntos; entonces existe f : X - R con

tinua tal que f ({x}) = {0} y f ({y} = {1}.

Es decir f(x) =0 y f(y) = 1, ademés
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f e M_ , entonces f ¢ M
X M

por tanto M, + My

Luego py es inyectiva.
Demostrar que u es Sobreyectiva:

SOLUCION:

Sea M un ideal maximal cualquiera de C(X), y sea

V = V(M) el conjunto de los ceros comunes de las -
funciones en M, es decir, V = {x € X : f(x) =0

para todo f & M},
Supongamos que V es vacio:

Entonces para cada x ¢ X existe fx e M tal que
fx(X) + 0. Puesto que fx es continua, existe un
entorno abierto Ux de x en X en el que fx no se

anula es decir que en ese entorno fx no es cero.

En virtud de Ta compocidad un nimero finito de en

tornos Ux s e e e e s an recubren X es decir que -
1

n
si z £ X entonces X = U UX (por definicién de

recubrimiento).
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Entonces z € 1 U ; existe un j tal que

zel entonces f (z) # 0
X . X s
J J n
2 2
ademds f_ (z) >0 ; sea f(z) = -Z f (z)
j i

ya que f(x) ¥ 0 por tanto es una Unidad en C(X)
ya que existe el multiplicativo inverso por ser

distinto de cero.

Sea x un punto de V. Entonces M c MX; y como M
es maximal se tiene que M = Mx'

Por tanto p es sobreyectiva.

u es continua y u'l es continua. Es decir que p -

es homeomorfismo. o

Sea Ta funcidn f que pertenece al anillo de todas 1las

funciones continuas reales sobre X; es decir f e C(X).

Y sean los conjuntos abiertos.

We = {x e X : f(x) % 0} vy
" oy
We = (M e X : f ¢ M},

Los abiertos de esta forma W, forman una base de la To

pologia de X.

Y

Los abiertos de la forma We forman una base de Tla Topo
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v

logia de X.

Y
Mostremos que m(We) = W

Sea I ¢ u(wf) entonces I u, , f(x) $£ 0

X

entonces I M. , y como Mx es el con-

X
junto de todos Tlos

fe C(X) tal gq. f(x)=0 entonces f ¢ M, (Por gque f(x) F 0)

e

entonces I ¢ wf (Por hipdtesis)

.,

||wf c .}4 (wf)u

n,
Sea M e W, entonces f ¢ M; como p es biyectiva

existe x tal que M = M, = Mx pero

Mx = {g / g(x) = 0} y como f(x) +'O entonces

x € He 5 entonces M e U(Wf).

Probar que yu y p_l es continua.

Y
Sea H ¢ X, siendo H un abierto bdsico.

v

Entonces H = wTC

entonces u"l (H) = u_l (wf) = W

u es continua.



Sea 0 ¢ X un elemento de la base de X

entonces o0 = wf

Ly-1 ¢

entonces (u Wf) U(Wf)

1l
=

. -1 .
.U es continua.
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