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PROLOGO

Uno de los objetivos fundamentales del presente trabajo es, rea
lizar un estudio introductorio de dos de los mas importantes -
instrumentos técnicos del Algebra Conmutativa, como son la for-
macidn de Anillos de Fracciones y el proceso asociado de Locali
zacidn; teniendo como soporte el desarrollo de dos cursos: "Teo
ria de Anillos" y "Teoria de M&dulos", dictados por el Lic. Jo-

sé& Javier Rivera Lazo.

Otro de los objetivos propuestos es lograr que el presente tra-
bajo se constituya como texto de consulta de alglin curso intro-

ductorio al Algebra Conmutativa.

El presente trabajo se desarrolla en cuatro capitulos, de los -

cuales, a continuacidén se hace una breve descripcidn.

En el capitulo I se desarrolla todo lo referente a Anillos e --
Ideales. En su mayoria, los teoremas aqui presentados solamente
se enuncidn, ya que en un trabajo de graduacidn previo denomina
do "Anillos e Ideales", fueron demostrados. Se ha agregado Gni-
camente lo referente a Radical de ideales y Contraccidn y Exten

cién de Ideales.

En el Capitulo II se aborda el desarrollo de la Teoria de Mddu-
los, sin pretender gue su estudio sea exhaustivo. Solamente se
desarrollan los elementos necesarios a utilizar en el tercer ca

pitulo.

En el Capitulo III se procede a la construccidén de los Anillos

y Mddulos de Fracciones y a estudiar el proceso de Localizacidn,



finalizando con el estudio de la Extensidn y Contraccidén de --

Ideales en Anillos de Fracciones,

El Capitulo IV estd dedicado exclusivamente a las aplicaciones
de la teoria desarrollada en el capitulo anterior, en la resolu

cién de problemas especificos.

La elaboracién de este trabajo estd fundamentada en los tres --
primeros capitulos de la obra "Introduccidén al Algebra Conmuta-

tiva" de M.F. Atiyah e I.G. Macdonald.

He intentado, de manera especial, reescribir de una forma mas -
legible y comprensible el capitulo III de esta obra, denominado
"Anillos y Médulos de Fracciones", de donde toma su titulo el -

presente trabajo.

Finalmente, deseo expresar mi especial agradecimiento al Inge--
niero José Francisco Marroquin por su valiosa asesoria en la --
preparacidén del trabajo y a la sefiora Mirian de Y&nez por la pa

ciencia y gentileza de mecanografiar el documento.
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CAPITULO I

ANILLOS E IDEALES



1.1 ANTLLOS Y HOMOMORFISMOS DE ANILLOS
DEFINICION 1,1.1

La terna (A, +, -) formada por el conjunto A no vacio y las dos
operaciones binarias + y * definidas en A, se dice que es un --
anillo conmutativo con identidad si satisface las siguientes -—-—

condiciones.

i) El par (A, +) es un grupo abeliano
ii) E1 par (A, +) es un semigrupo conmutativo con identidad

iii) La ley distribuitiva de la Operacidn "-" sobre laoperacién "+"
NOTA 1.1.2

A lo largo de este trabajo anillo significar& anillo conmu-
tativo con elemento de identidad, y en este capitulo se repre--

sentard por A, aunque no se especifique.
PROPOSICION 1.1.3

En un anillo A si 1 = 0, es decir que si para xe A se tiene - -

X =x -1 =x - 0, entonces A = {0}

La proposicidn anterior establece que A es el ANILLO CERO que -

denotaremos por {0}.
DEFINICION 1.1.4

Un Homomorfismo de anillos es una aplicacidén f de un anillo A -

en un Anillo B tal que:
i) f(x +y) = £(x) + f(y)

ii) fi(xy) = f(x) f(y)



iii) £(1) =1
PROPOSICION 1.1.5

Sea f: A —> B un homomorfismo de anillos entonces se cumplen

las siguientes propiedades

c) f(x-y) = £(x) - f(y)
DEFINICION 1.1.6

Sea f: A —> B un homomorfismo de anillos, llamaremos nficleo

de f, llamado también Ker £, al conjunto

Kerf = {xeA/f(x) = 0}

DEFINICION 1.1.7

Sea f: A —> B un homomosfismo de anillos, llamaremos imagen

de A, gue representaremos por f(a), al conjunto

f(a) = {yeB/f(x) =y, para algtn x € A}

1.2 DIVISORES DE CERO, ELEMENTOS
NILPOTENTES., UNIDADES., IDEALES
DEFINICION 1.2.1

Un divisor de cero en un anillo A es un elemento x que "divi-
de cero", es decir para el cual existe un y # 0 en A tal que

xy = 0.
DEFINICION 1.2.2

Un anillo A sin divisores de cero, diferentes de cero (y en -



el cual 1 # 0) se denomina "DOMINIO DE INTEGRIDAD"
DEFINICION 1.2.3

A . . .n
Sea A un anillo, un elemento xe A es nilpotente si x° = 0, pa

ra algin n > 0.
DEFINICION 1.2.4

Una unidad en un anillo A es un elemento x que "divide 1", es
decir para el cual existe un elemento vy # 1 en A tal que

Xy =1
PROPOSICION 1.2.5

Si xe A, es una unidad, el elemento ye A estd univocamente de

. . "‘l - l
terminado por x; y se escribe x o =

DEFINICION 1.2.6

Un anillo A en el que 1 #¥ 0 y cada elemento no nulo es una -

unidad es llamado CUERPO.
DEFINICION 1.2.7

Un ideal I de un anillo A es un subconjunto de A gue es un -
subgrupo aditivo y tal que AIcI (es decir xeA y ze I impli

ca xz¢e1I)
OBSERVACION 1.2.8

Sea xe A, denotaremos por [x], al ideal de A gue consiste de
todos los mGltiplos de x, lo llamaremos el ideal generado por

X

I
h=

En particular [1]

y [0]



PROPOSICION 1.2.9

Sea A un anillo, XcA, sea J = {EBL » B ideales que

nen a X, J es ideal.
DEMOSTRACION

i) a) J # 0 ya que 0eJ
b) Sean x,yeJ=> x,yeBL,Vi

=> - B., Wi
X yeB,,

ii) Sea xe€edA, yeJ => xyE:BL, VA

=> xyed
luego

J es un ideal

OBSERVACION 1.2.10

contie-

Denotaremos a J de la definicién anterior por [X] y le llama-

remos el ideal generado por el subconjunto X.

PROPOSICION 1.2.11

Sea A un anillo # {0}. Las siguientes afirmaciones son equiva--

lentes.

i) A es un cuerpo

ii) Los Gnicos ideales de A son (J vy [1]

iii) Cada homomorfismo de A en un anillo no nulo B es inyecti

VO.



1.3 ANILLO COCIENTE

DEFINICION 1.3.1

Sea I un ideal de 3,
A
I

PROPOSICION 1.3.2

El cociente % ’

las operaciones siguientes:

a) (x + I) + (y + I)

b) (x + I) (y + I)

DEFINICION 1.3.3

%— es llamado Anillo cociente
PROPOSICION 1.3.4

En el anillo cociente %

des

es dotado de una

sea %-definido de la siguiente manera

= {x + I/ xeA}

estructura de anillo con -

(x + y) + I-

xy + I.

se cumplen las siguientes propieda-

1) El elemento neutro es el conjunto I.

2) 1 + 1

3) 81 x¢ A entonces x + I =

es la identidad de =

A
I

I <—> x¢e¢1I.

1.4 IDEALES PRIMOS E IDEALES MAXIMALES

DEFINICION 1.4.1

Un ideal P en A es primo si P # [1] y si

xy eP => xeP 0

yebP



PROPOSICION 1.4.2

P es primo si y solo si %— es dominio de integridad.
PROPOSICION 1.4.3

Si f: A —> B es un homomorgismo de anillos y P es un ideal -

primo en B, entonces f—l(P) es un ideal primo en A,
£75(p) = {xen / f(x) eP}
DEFINICION 1.4.4

Un ideal M en A es maximal si M # [1] y no existe ningln ideal

I tal que Mc:Ic:[l] (las incluciones en sentido estricto).
PROPOSICION 1.4.5

M es maximal <—> %— €S un cuerpo.

PROPOSICION 1.4.6

Si M es maximal en A entonces M es primo.

PROPOSICION 1.4.7

Cada anillo A = {0} tiene por lo menos un ideal maximal
COROLARIO 1.4.8

Si I # [1] es un ideal en A, existe un ideal maximal de A que
contiene a I.

1.5 OPERACIONES CON IDEALES

DEFINICION 1.5.1
Sean I, J ideales en un anillc A, su suma I + J se define asi

I +J3J={x+y/ xel, yed}



PROPOSICION 1.5.2
I +J es el menor ideal de A que contiene a I y a J
DEFINICION 1.5.3

Sean I, J dos ideales en un anillo A, el producto I J se defji

ne asft

IJ = {(ZCXLYL/ x. eI, yLeJ}

PROPOSICION 1.5.4
El producto de ideales de A, es un ideal de A.
DEFINICION 1.5.5

Sean I, J dos ideales de un Anillo A, el conjunto
(I: J) = {xeA / xJcI} es llamado "IDEAL COCIENTE DE I
y J".

como un caso particular de la definicidn anterior tenemos
DEFINICION 1.5.6

Al conjunto ((), J) se le denomina anulador de J y se denota -

por Ann (J) y se define de la siguiente manera
Ann (J) = {xedA / xJ = 0}
DEFINICION 1.5.7

Sea I un ideal de un Anillo A, se llama "RADICAL DE I" al con
junto

r(I) = {xean / xMe 1, para algCn n > 0}



PROPOSICION 1.5.8

Sea I un ideal de un 2nillo A, entonces Icrxr(I)

DEMOSTRACION:
Sea xeg 1 —>.x1€I
—> x ¢ r(I)
luego
Icrxr(I)

1.6 EXTENCION Y CONTRACCION DE IDEALES

PROPOSICION 1.6.1

Sea f: A —> B un homomorfismo de anillos. Si I es un ideal -

de A, entonces f(I) no es necesariamente un ideal en B.

DEMOSTRACION

Sea Z el anillo de los enteros, @ el cuerpo de los racionales.
f: Z —> @, una inyeccidn

Sea [2] un ideal %, f([2]) = [2]

probaremos que Q f([2]) ¢ f([2])

como [2] ¢z, si %&:Q => %-[2] ¢ [2]

va que si XE%[Z] = x=%:y, ye£2]
=> x ¢ Z

DEFINICION 1.6.2

Sea f: A —> B un homomorfismo de anillos.

'Si I es un ideal de A, se define la extencidn Ie de I como el



ideal Bf(I) generado por f(I) en B, es decir
1€ = {%yéf(xi)/ x €1, yLE:B}

PROPOSICION 1.6.3

Sea f: A —> B un homomorfismo de anillos, si I es ideal de -

B, entonces f T(J) es siempre un ideal de A, donde
£7(J) = {xen| £f(x) e J}

DEMOSTRACION:

-1

i) a) £1(J) # # ya que O¢e £1

(J)

b) sean x, yE:f—l(J) => f(x)ed, £(y)eJd

=> f(x)ed, - f(y)ed

1i1) sean xe A, yef “(J) = f(x)eB, fly)eJd

DEFINICION 1.6.4

Sea f: A —> B un homomorfismo de anillos, si J es un ideal -
. -1,
de B, entonces la contraccién de J se define como f "~ (J) y se

denota
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PROPOSICION 1.6.5

Sea f: A —> B un homomorfismo de anillos, si J es un ideal -

; c : .
primo de B entonces J es necesariamente primo en A.

DEMOSTRACION

g
I
+h
-
il

{xenr / f(x)ed }

sea xyef_l (J) => f(xy)led

luego

J° es primo.
PROPOSICION 1.6.6

Sea f: A —> B un homomorfismo de anillos, I un ideal de A, J

un ideal de B entonces

i) IgIec
ii) 3€cy
iii) J° = g®®°
iv) 1° = 1°°°

v) Si C es el conjunto de los ideales con-
traidos en A y si E es el conjunto de -
los ideales extendidos en B.
entonces

1, 18C

C I}

E={J /s 3¢ = 3}

> I% es una aplicacidén biyectiva de C sobre E, cuya -




> Jd

inversa es J
DEMOSTRACION

i) IgIec
Sea xe I => £f(x) e £(I)

=> f(x) ¢ 1€

=> XE€ f—l(Ie)
=> XE Iec
luego
IE:_Iec
ce

ii) J cJd

sea J° = {xeA / £(x) eJ, J ideal de B}
(39 = [£0°)] = [{£(x) eB / xeJ}]
PROBEMOS
£(3%) cJ

Sea ye £(J°) => y = £(x) ¢ B, xed”
=> f£(x) eJd

=> yed
tenemos que
£(3%) ¢ J
como J es un ideal =—> [f(Jc)]<:J

©v€cg

=> (J
luego

ce
cJ
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iii) a) J°cg®®c
como J° es siempre un ideal de A (1.6.3) la inclucidn

se cumple por (i)

b) j¢ec . 5€
. ce
por (ii) tenemos que J ~cJ
%€ ca = £ ¢ f_l(J)
_> g€ec . €
por a y b tenemos
c cec

iv) a) Iec Iece

por i) Ic 1€ = f£(I) c £ (1°°)

= [£(D)] c[£(1%%)]

I~ =J, J ideal de B

J%€cyg por ii

como J = Ie => Iecec Ie

por a y b

v) c ={1 /7 1°° = 1}



a;) "c
sea IeC = T = J°
g% = 3°%€ por iii
_, gctec _ ec
—> T = 1SC
luego
ccf{1r /1°¢ =1}
a2) oM
Sea Je {1 / 1°° = 1} = g = J°°
=> JeC
por a; y a, tenemos
c={1/1% =1}
b) E={J/ 3° =73}
b) "e"
Sea JeE => J = 1€ s 7€ = rece
como I€ = 1°¢° por iiil
= J = J°°
luego
Ec{J / 3¢ = 3}
b2) "on

Sea Te{Jg /3 =3} => 1 =1

=> Ic¢kE

13
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" por bl vy b2
E=1{J/3°=0
PROPOSICION 1.6.7

Sea f: A —> B un homomorfismo de anillos, sen Il’ 12 idea--

les de A entonces

1) (1, +1,)% =17+ 1,
ii) (Il . 12)e = Ii . I§
iii) r(D)® ¢ r(1%)
PRUERA
i) a) "c"
Sea xe (I, + I2)e => xe:[f(Il + Iz)j

- xe I? + I
b) non
Sea Xe:(Ii + IS) => xe:([f(Il)] + [f(Iz)])
como f(Il)cf(Il + 12)
f(Iz) cf(Il + 12)

=> xe[£(I; + I,)]

=> x¢e (I, + 12



ii)

iii)

similar a (1)

Sea X ¢ r(I)e

es decir existe ng,

O 5ea qgque

n
z bL'f(yL'), b, eB, yLEI(I)

ng
para cada 4 tg Y, e I

e £(I) ¢ Iegr(Ie) Por 1.5.8

15



CAPITULDO I1

Mo DULOS



2.1 MODULOS Y HOMOMORFISMOS DE MODULOS

DEFINICION 2.1.1

Sea A un anillo (como en 1.1.2). Un médulo sobre A, o un A-md

dulo, es un grupo abeliano aditivo M junto con una funcidn.

H ¢ AXM > M

que satisface las propiedades siguientes
(M;) La funcidn u es biaditiva, es decir

p (a+b,x) = ypla,x) + p(b,x)

U (a,x+y) = pla,x) + ula,y)
son cilertas para todo a,beA y para todo x,yeM
(M,) Para cualquier a,beA y xeM se tiene
u (a, u(b,x)) = p(ab,x)
(M3) Para todo elemento x e M
pil,x) = x

La funcidn p recibe el nombre de multiplicacidn escalar del -
mdédulo M. Para cada ae€A y cada xe M, el elemento u(a,x) de M

se llamar& producto escalar de x por a, y se designard por ax.

Con esta notacidn simplificada las condiciones (M.) - (M3) se

1

espresan mediante las cuatro siguientes igualdades

a (x +y) = ax + ay
(a + b) x = ax + bx
(a b) x = a(bx)
1x = x

16
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‘que se cumplen para cualquier a,be A, x,ye M.
PROPOSICION 2.1.2

Sea M un A-médulo entonces se cumple

a) 0-x =0 ¥xeM
b) a0 =0 Yae A
c) a(-x)=-(ax)
d) (-a)x=-(ax)

DEMOSTRACION:
a partir de la definicidn
DEFINICION 2.1.3

Sean M,N, A-médulos una aplicacién f: M —> N es un HOMOMOR

FISMO de A-mbdulos (o es A-LINEAL) si

fix +y) = £(x) + £(y)

f(ax)

af (x)

para todo aceA y todo x,yceM.

PROPOSICION 2.1.4

Sea f: M —> N un homomorfismo de A-mddulos entonces

1) £(0) = 0, f(-x) = - f£(x),¥xeM

2) el conjunto ker f = {xeM/f(x) = 0} llamado mlicleo de f es
un submdédulo de M; el conjunto f(M) = {f(x)/x e M} llamado

la imagen de f; denotados por Imf es un s »mddulo de N

3) £ es un morfismo inyectivo ssi ker f = {C
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DEMOSTRACION
i) £(0) = £(0 + 0) = £(0) + £(0) => £(0) = 0
f(x) + £(- x) = f(x - x) = £(0) = 0 => f(- x) = - f(x)

ii) como f es un morfismo de grupos
ker f y £(M) son subgrupos de M y N respectivamente
si oeA, xeKerf, yeM.
f(o x) = af(x) = a0 =0

=> ox € ker £

af(y) = fla y) € £(M) => af(y) ¢ £(M)
1i1) "=
f es inyectivo, xekerf => x = 0 ya que f(x) = £(0)
me_m
ker £ = {0}, £(x) = f(y) => x =y, yva que f(x - y) =0
PROPOSICION 2.1.5
Sean M, N, P, A-mddulos. Sean f;: M —> N
g: N —> P dos homomorfismos de A—méaulos entonces
gof: M —> P
es un homorfismo de A-médulos
PROPOSICION 2.1.6
Sean f: M —> N, g: N —> P homomorfismos de A-mbédulos y -

h = go f entonces si h es sobreyectivo también lo es g.
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2.2 SUBMODULOS Y MODULO COCIENTE

DEFINICION 2.2.1

Sea A un anillo, M un A-médulo arbitrario, S un suconjunto de

M, diremos que S es un submbédulo de M si

a) S es un subgrupo del grupo (M, *+)

b) AscsS

Es decir que ScM es un submédulo si es también un A-médulo -

en las mismas operaciones que lo es M.
PROPOSICION 2.2.2

Sea M un A-mdédulo, M' un submédulo de M entonces para todo =--

achA y xeM
{a(x + m)/meM'}cax + M’
PROPOSICION 2.2.3

Sea M un A-mdédulo, M' un submédulo de M al grupo abeliano M/M’

hereda una estructura de A-médulo de M, definido por

a(x + M') = ax + M'
DEMOSTRACION
M/M' = {x + M'/x e M}
sea u: A x M/M!' > M/M!
(a,x+M") v——> ax + M'

probemos que y estd bien definida
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sea (a,x + M'") = (b,y + M')<=>a = b
X + M =y + M'
<=> x -y M'
=> a(x - y) M
—> ax - ay M!'

=> ax + M' = ay + M' = by + M'

[WR

) a((x + y) + M") a(x +y) + M
= ax + ay + M'
= ax + M' + ay + M'

= a(x + M") + a(y + M)
ii) (a + b)(x + M') = (a + b) x + M'
= ax + bx + M'

= ax + M' + bx + M'

= a(x + M'") + b(x + M")

iii) (ab) (x + M')

i

abx + M'
= a(bx) + M'

= a(bx + M')

iv) 1(x + M'")

1x + M'

X + M!'
luego
M/M' es un A-mddulo.
DEFINICION 2.2.4

El A-mddulo M/M' se le llama MODULO COCIENTE de M por M'.
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PROPOSICION 2.2.5

Sean M, N, dos submddulos de un A-mddulo P entonces

M;N={n+M/neM}
DEMOSTRACION
a) "c"
SeazeM;N=>z=x+M,xeM+N
=> 2z =m+n+ M, meM, neN
=> z =m+ M+ n + M
=z =M+ n + M
=> 2z =n+ M, neN
—> z¢e {n + M/ne N}
b) "o

Sean + Me{n + M/n e N}

=>n+ M=n-+m+ M, ¥YmeM

M + N
=> i
n+ Me¢ M
PROPOSICION 2.2.6
Sea f: M —> N, un homomorfismo de A-m6dulos, M' un submédu-

lo de M tg M' c ker £, entonces f da lugar a un homomorfismo

f: M/M" > N

X+M' ——> f(x)
DEMOSTRACION

f estd bien definido
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X+ M =y +M = (x-y) +M =0

=> f(x - y) =0
=> f(x) - f(y) =0

= f(x) = f(y)

. f es un homomorfismo

fix +y)y + M) = £f(x + vy)

f(x) + £(y)

f(x + M') + f(y + M")

f (ax + M') = f(ax)
= af(x)
=a f(x + M")

El homomorfismo f se dice que es inducido por f. Como un caso

particular de la proposicidn anterior tenemos:
PROPOSICION 2.2.7
Sea f: M —> N un homomorfismo de A-mbédulos entonces

f: —> N

M/kerf
x+ker £ ~—> f(x)

es un isomorfismo de A-mddulos.
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DEMOSTRACION
f es un homomorfismo por 2.2.6

f evidentemente es inyectivo

f es sobreyectivo por la forma en que estd definido.

2.3 OPERACIONES CON SUBMODULOS

DEFINICION 2.3.1

Sea M un A-mddulo y sea (Mi)ieI una familia de submddulos de

M. Su suma ZM., es el conjunto de todas las sumas (finitas) -
z X, donde X/(:EM/(: para todo Le I y donde casi todas las X, -

(Es decir, todas salvo un nmero finito) son cero.
PROPOSICION 2.3.2

IM. es el menor submédulo de M gque contiene a los M.

DEMOSTRACION

EML' # ¢ ya que OEEML

SeameZ_ML. > m= Ix. ; X e M,

£ e A A
— 1
sea neZ'mL. > n = Z'YL' ,yL.aML
A e
> -n = -, y. r Y. eM
£ A
> m-n=15% x, - LY
i A LA
= Ix, -y o, X, -y eM,
A
> W - ne ML
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“AIM.cC IM.
4T T4

sea am et AZ M. >am = aLx,, X.€eM,
© A P4 L £
AL AL
—_—D = ax., ax.eM.
am E X i £

> amexM

luego:

AIM.cZIM.
Lt Lt

PROPOSICION 2.3.3

La interseccién de cualquier familia de submbédulos de un A-mO

dulo M es un submddulo de M.
DEMOSTRACION

Sea (X;)

) una familia de submddulos de M.

L7 1el

Probemos que N X . es un submddulo de M.
LeT *

a) N X. a que 0e N X.
. LeI AL .7{ q) Y 4 Lel 4

b) sean x, ye N X,
£el A

> x,yeX, Vi, L€l

_ ‘ oied
> ye:XL Yo, LE

_— X - ye:Xi Y4, £1

==> x - ye N X,
{eT *

A (NX.)ec N X.
4 LeIl 4
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Sea meA(N X.) —> m=ay, aecld, yeX,, (¥)({ieI)
LeI 4 *
—_— ayeX,. , (VL) (L e T)
=D me NX.
L

PROPOSICION 2.3.4

Si N,P son dos submddulos de M, se define el conjunto (N:P)

de la siguiente manera
(N:P) = {ae A/aP c N}
PROPOSICION 2.3.5
El conjunto (N:P) de la definicidén anterior es un ideal de A.
DEFINICION 2.3.6

Sea (0:M) = {aeA/aM = 0} este ideal se denomina el ANULADOR

DE M y se indica por Ann (M).
PROPOSICION 2.3.7

i) Ann (M + N) = Ann (M) N Ann (N)

1i) (N:P) = Ann (

DEMOSTRACION

> x(M + N) = 0
como Mc(M + N), Nc(M + N)

A
I

i) Sea x eAnn(M + N)

A
I

>xM =0y xN =0

> xe Ann(M) y xe Ann(N)

A
I

> x & (Ann (M) ()Y Ann (N))

A
I
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ii) Como Y ; L {p + N/pe P} por 2.2.3
Ann[§—§—g} = {ms:A/m[N ; P} = N}
= {me A/m(p + N) = N, para todo pe P}
sea x€ (N:P) <=> xPcN
<=>xp + N=N, V¥peP
<=> x(P+N) =N, V¥peP

<=> xe:Ann[N ; P]

2.4 MODULOS FINITAMENTE GENERADOS

DEFINICION 2.4.1

Sea M un A-m&dulo, se dice que M es de tipo finito o también
que M es finitamente generado, si existen elementos llamados

generadores.
XyrXgr «enwy X
pertenecientes a M, tales que para todo x &€ M existen:

alla2I s se, d en A

tales que:

O en otros términos, "todo" elemento de M es una combinacidn

lineal de x »X, con coeficientes a;,...,a en A

l’--- n n

OBSERVACION 2.4.2

En virtud de las condiciones de la definicién 2.4.1 escribi--
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mos:

M = (xl,...,xn>
que leeremos el A-M6édulo M generado por xl,...xn.
PROPOSICION 2.4.3
M es un A-médulo con generacidén finita ssi M es isomorfo a -
un cociente A" para alglin entero n> 0.
DEMOSTRACION
n_ym

Sean X1rXopeoe X Un sistema de generadores de M, definamos:

Y. An > M

(al,az,...,an) —> agXq toasx, fo... +oax

es claro que ¥ es un homomorfismo de A-mddulos, y por 2.2.7
tenemos que:

n

M Aoy (i)

n <=ll

Se tiene un homomorfismo y de An sobre M por 2.2.6-

si e, = (0,...,0,1,0,...0) (el 1 ocupa el i-ésimo lugar), en

tonces e , (1<« <n) genera a A" por tanto w(ei) genera a M.

2.5 SUCESIONES EXACTAS

DEFINICION 2.5.1

Una sucesibn de A-mddulos y A-homomorfismos



28

AL L+1
> M&._l —_— M&, —_ MJLJrl > ...

se dice que es exacta en ML si

Im(fé) = ker(fi+l)
La sucesibn es exacta si es exacta en cada ML

DEFINICION 2.5.2

Una sucesidn exacta de la forma:

f

0 sM s ML oM 50

se llama sucesibn exacta corta

PROPOSICION 2.5.3

a) 0 > M —£—> M es exacta ssi f es inyectiva
b) M _£—> M" —> 0 es exacta ssi f es sobreyectiva
c) O > M!' —£—>D4—g—> M" —> 0 es exacta ssi f es inyecti

va, g sobreyectiva y g induce un isomorfismo de M/f(M')

sobre M".
DEMOSTRACION
a) "=>"
Denotaremos por 0, al homomorfismo 0 —> M'.
Como la sucesién es exacta ker f = {0} = Im0, => f es inyectiva.

"eo—w

{0}

f es inyectiva => ker f

=> Im 0, = ker £
luego

la sucesidn es exacta



b)
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ll=> n
denotaremos por 0* el homomorfismo nulo-.
Como la sucesién exacta ker 0* = Imf

=> f es sobreyectiva

" <=||

*
Como f es sobreyectiva => Imf = M" y ademés ker 0 = M"

*
=> kerf = ImO0
H=> "

Como f(M') = kerg
por la proposicién 2.2.7,g induce un isomorfismo de A-md-

dulo que representaremos por g.

Como f es inyectiva tenemos que 0 —> M' JE> M es exacta.
Como g es sobreyectiva tenemos que M 95 M" —> 0 es exac
ta.
Demostremos que ker g = £(M')
Sea x ekerg <=> g(x) =0

<=> g(x + £(M"'")) =0

<=> x + f(M') =0

<=> xe f(M")

luego:

kerg = £(M') = Imf
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2.6 PRODUCTO TENSORIAL DE MODULOS

DEFINICION 2.6.1

Sean M,N,P tres A-mbdulos. Una aplicacidn
f: MxN — P

es llamada A-bilineal si y solo si

fla;x, + ayx,,y) = a;f(x;,y) + a2f(X2,y)

f(x,b + byy,) = b,f(x,y;) + byf(x,y,)

1Y1 2Y5 1

Para todo xl,xz,xs:M, yl,yz,ye:N \% al,az,bl,bze:A

PROPOSICION 2.6.2

Sean M,N A-médulos. Entonces existe un par (T,g) formado por un
A-mdédulo T y una aplicacidn A-bilineal g: MxN —> T, con la

siguiente propiedad:

Por cada A-mbédulo P y cualquier aplicacidn

A-bilineal f: MXN —> P existe una aplicacidn
A- lineal finica f': T —> P tal que f = f' . g.

(Es decir, cada funcidén bilineal sobre Mx N se factoriza a -

través de T).

Ademés, si (T,g) y (T',g') son dos pares con esta propiedad,
entonces existe un isomorfismo finico

j: T —> T' tal que jeg = g'
OCBSERVACION 2.6.3

El médulo T de la proposicidén anterior se denomina PRODUCTO
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TENSORIAL DE M y N, y se indica por M 8N, o solo por M 8 N
A
si no hay ambiguedad sobre el anillo A.

Est& generado como A-mbddulo por los <<productos>> X g y. Si

(x.)

). ) 111 N res--
e (y/»)u_:I son familias de generadores de M y
pectivamente entonces los elementos X R Y, generan a M 8 N,
por consiguiente todo elemento te M ® N puede escribirse de la -

forma:

#
I
I e~

1=1

donde xLE:M v yiE:N, (WL (L = 1,..., n)

OBSERVACION 2.6.4

La notacién x@® y es intrinsicamente ambigua si no se especi

fica el producto tensorial al gue pertenece.

Existen varios de los llamados <<isomorfismos candnicos>> al

gunos de los cuales se establecen a. continuacidn.
PROPOSICION 2.6.5
Sean M, N, P A-mddulos, entonces existen isomorfismos Gnicos
i) M@ N —>N@g M
ii) (Mg N)g P —> Mg (NgP) —> Mg NGg?P
iii) A g M —> M
tales que:
a) x 8y v—W y 8 x

b) (x8y)g8z v—>x8 (y 8 z) V— X8 Y 0 2
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C) a ® X vV—> ax
DEMOSTRACION

i) La funcién h: MxN —> N g M
(m,n) »~>n @ m
es bilineal.
efectivamente
Sea m,m'eM, n,n'e Ny a,beA

h(am + bm', n) = n ® am + bm

ngam+n ® bm

= a(n®m + b(n & m)

= ah ((m,n)) + bh ((m,n))

(an + bn'") g m

h(m,an + bn')

= an 8 m + bn' 8 m

= a(n gm + b(n' g m)

ah((m,n)) +ph((m,n"))

Por la propiedad del producto tensorial existe £ de M g N en

N 8 M de manera que el siguiente diagrama es conmutativo.

M8 N—> M N

Y
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De manera semejante la funcién
h': NxM —> M@8N
(n,m) Ne—————>m @ N

es bilineal, luego existe g de N 8@ M en M 8 N tal que el dia

grama siguiente es conmutativo.

N x M g M

S
(n,m) N—> / n @ m
h' g
Y
M N
& n

m

ahora bién

(f o g)(n g m) f(g(n g m))

f(m & n)

(g o £f) (m ® n) g(f(m ® n))

g(n ® m)

luego, f y g son isomorfismos
Yy M B N~ NBM

ii) De manera semejante que (1)
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iii) La funcidn
g: AXM—>M

(aIX) —>s ax

es bilineal y claramente sobreyectiva.

Luego existe un Gnico homomorfismo

h: A g M > M tal que h(a ® x) = ax

y que hace conmutativo el ' siguiente diagrama
AxM-———>AQgM
/
g /h
M

- Probemos que h es inyectiva.
Sea teA ® M, entonces existen elementos

XqrXgree. X, €D M y a an en A tal gue

lra21~--r

n n
t =L£1(ai® Xi) = z (1 ® aixi)

entonces:

h(t)

1l
oy
N
|_|
=
——
.
Il t~
|_|
]
Y
&~
— A
L

I
oy
Hh
=
0~
o
X

I
=2
o]
+h
=

1
o)
w
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=> h(t)

If
o
&
o+
il
-
a
o
Il
o

=> ker h {0}

=> h es inyectiva

- Probemos que h es sobreyectiva

Como hef =g y g es sobreyectiva
=> h es sobreyectiva.por 2.1.6
PROPOSICION 2.6.6

Sean A y B anillos, sea M un A-médulos, P un B-médulo y N un
(A,B) - bimédulo (Es decir, N es a la vez un A-mdédulo y un --—-
B-médulo y las dos estructuras son compatibles en el sentido
que a(xb) = (ax)b, para todo ae A, beB, xeN). Entonces -~

M N es naturalmente un B-mddulo y N ® P es un A-médulo y -

B
A B
se tiene:

(M@N)ngMQ(NQP)

DEMOSTRACION

La multiplicacidn escalar que da a M g N la estructura de B-mb

dulo es:
B x Mg N >M @ N
A A
N> . .
(b,%mi g ni) EmL g an

como se demuestra a continuacidn:

sea b,b' eB,m,m' e M,n,n' ¢ N



sea x,

yEM % N=>X=Im. ® n.

b(x + y)
(b+b"') x
(bb*) x

1x

Im. & bn. + Im" @ bn!
L % A 4 £ A
bx + by

L A
Emi g (b + b )né
Emi g (bn. + b ni)
i, bn. + Emi ® b'n

(bb')(imé g ni)

Zmi g b(b né)

36



Ia multiplicacién escalar que da a N g P la estructura de A-mddulo es:

B
> Ng P
B

(a,Zn, 8 p;,) > Lan; B p;
s £ A £

La comprobacidn es idéntica a la anterior.

Demostremos que:

(M® N) 8 P~ Mg (N P)
A B A B
La funcién
h: (M ® N) x P >M (M B P)
A A B
Im. 8 n.,p) Y—> Im. ® (n, ® p)
(L"A P {i4tAa 4B

es B-bilineal

sean a,beB, p,geP

h(afm. ®8 n. + bIm' 8 n', p)
it At i A
= h(fm, a + Im. ® bn., p)
L A ® an A A A P
= im. ® (an. ® p) +Im’ ® (bn., ® p)
£ A ‘Bp i YA B
—aim.® (n. ® p) + bIm" ® (n, ® p)
i 4 pn 4B i*ta *B
= ah(Zm. g n., p) +13h(§;m5 ® n', p)

37
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ap + bq)

o3
™~
=]
>
3

= 2Im, ® (n. ® (ap + bq))

A &~ A
= Im.® (n. gap+n. ® bq)
TR S ‘B
= Im. ® (n, 8 ap +Im. @ (n; ® bq)
=arm.® (n., gp) +bim 8 (n, B q)
i ta taw A S
=ah(ZIm.®n., p) +bh(Im, ®8 n., q)
. L £
AL A A A

Luego existe f, de manera que el siguiente diagrama es conmu-

tativo.
(M ® N) x P > (Mg N) 8P
A A B
(m ® n, p) “———> (m ® n) @ p
A \ A B
h \x £
M® (NB P)
A B
m® (ng® p)
A B
De manera semejante h' definida por
h': M x (N 8 P) > (M ® N) g P
B A B
(m,Zru:g pi) gv > I(m® n.) ® P,
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es bilineal, luego existe g, de manera gque el siguiente dia--

grama es conmutativo.
Mx (NRBP) —>
B

(m, n & p) "
B

TR -

Ademés:

(gef)(m®n) @ p=g(f((m & n)
A B

2.7 PROPIEDADES DE EXACTITUD DEL PRODUCTO TENSORIAL

PROPOSICION 2.7.1

Sea

M! ¥§> M 9. M" —> 0

® (N ® P)
A B
® (n ® p)
A B
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una sucesibn exacta de A-mddulos y homomorfismos, y sea N un

A-médulo cualquiera.

Entonces la sucecidn

f@1 g1

>M®8N > 0

M' 8 N > M" g N
(donde 1 designa la aplicacidn identica en N) es exacta.

OBSERVACION 2.7.2

En general no es cierto que, si

jul > M > M' es una sucesidn exacta de A-médulos y homo-

> M" ® N obteni-

morfismos, la sucesidn M' g N > M®N

da tensorizando con un A-mddulo arbitrario N sea exacta.
EJEMPLO 2.7.3
Témese A = Z y considere la sucesidn exacta:

0 > Z f > 7 donde f(x) = 2x

para todo xeZ. Si se tensoriza con N = %/2z, la sucesidn --
0O —>2%Z B N £8l, 7 g w no es exacta, puesto que para cada -

X B yeZ B N se tiene

f

(f @ 1)(x® Y) 2XBYy

X g 2y

de manera que f 8 1 es la aplicacidén nula, mientra que

Z g N #0
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'DEFINICION 2.7.2

Un A-médulo N es plano, si dada la sucecidn de A-mddulos

0 > M > M' es exacta entonces 0 —> M & N —> M' ® N es

exacta.
PROPOSICION 2.7.3

Para un A-mbédulo N, las siguientes propiedades son equivalen-
tes
i) N es plano
ii) i 0 —> M' —> M —> M" —> 0 es una sucesidn exacta --
cualquiera de A-mddulos, la sucesidn tensorizada
0O —> M'"8®8N —>MB8N-—>M"'8® N — 0 es exacta.
iii) si £f: M' —> M es inyectiva, entonces
f® 1: M 8 N—> M g N es inyectiva
iv) si f: M' —> M es inyectiva y N, M' son de generacidén fi

nita, entonces:
f® 1: M 8 N —> M 8 N es inyectiva.
PROPOSICION 2.7.4

Si £f: A —> B es un homomorfismo de anillos y M es un A-mddu-

lo plano entonces MB =B g M es un B mdbdulo plano.
A



CAPITULO I11

ANTLLO Y MODULOS DE FRACCIONES



3.1 ANILLOS DE FRACCIONES

DEFINICION 3.1.1

Sea A un anillo, ScA, S es multiplicativamente cerrado en A
Si
i) 1es

ii) S es cerrado con respecto a la multiplicacidn
DEFINICION 3.1.2

Sea A un conjunto y R una relacién en A. Se dice gque R es una
relacidn de equivalencia si se verifican las siguientes pro--

piedades:

i) aRa, ¥achA (Propiedad reflexiva) .
ii) aRb, implica bRa (Propiedad simétrica) .
iii) aRb y bRc (implica a Rc Propiedad transiti--

va) .
DEFINICION 3.1.3

Sea A un conjunto y R una relacién en A. Para todo xe A, se -
llama "clase de equivalencia de x mdédulo R" (o segln R) a la

imagen por R de {x}.

En simbolos

R(x) = {yedA/x R y}
PROPOSICION 3.1.2

Sea A un anillo, Sc A, multiplicativamente cerrado se define

una relacidédn = en A X S de la siguiente manera:

42



43

(a,s) = (b,t) <=> (at - bs) u =0, ues
entonces la relacibén asf definida es de equivalencia en A x S.
DEMOSTRACION

Reflexiva

Sea (a,s) €A x S => (as - as) 1 =0, 18

=> (a,s) = (a,s), ¥(a,s) eA xS
Simetrica
Sea (a,s) = (b,t) => (at - bs) u =0, ues

=> - (at - bs)u= 0, ues

=> (bs - at) u = 0, ues

luego
(b,t) = (a,s)

Transitiva
si (al,sl) = (ay,s,) v (a,,s,) = (a3,83)

=> 3 m, g5 tg (alSZ - aZSl) my = 0

3 m, €S tg (a253 - a352) m, = 0

tenemos entonces las siguientes ecuaciones
l)(als2 ) myp =0, mes

2)(a2s3 - a352) m, = 0, m, € S

Multiplicando (1) por Sam, ¥ (2) por sqm; Y distribuyendo te

- a25

nemos:

1) a1S,MyS3My ~ a8y S, =

a,s m,s.m, = 0

2) apsgmys my - agS,mySimy
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Sumando las ecuaciones anteriores tenemos que

Sy samy — azsymysmy = 0

Aplicando ley distribuitiva tenemos que
(als3 - a3sl)82mlm2 =0

como S es multiplicativamente cerrado

Siﬁmzes
Por tanto

(alsl) = (a3,s3)
OBSERVACION 3.1.3
Indicaremos a/s la clase de equivalencia de (a,s) es decir

a/s = {(m,n) eA xS/ (a,s) = (m,n)}

y se indica por S_lA el conjunto de las clases de equivalen--

cia, es decir

s7a = {a/s / aen y se8S}

COROLARIO 3.1.4

La terna (S_lA, +, ) forma una estructura de anillo con las

operaciones de suma y producto definidas asi:

(a/s) + (b/t) = (at + bs)/st

(a/s) (b/t) ab/st

i) Probemos que la suma esta bién definida

sea al/Sl = a2/S2 — ﬂul.es tg (ays, - aps;iu; =0

a3/S3 = a4/s4 —> ﬂuzezs tg (azs, - aysylu, =0



ii)
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tenemos entonces las siguientes ecuaciones

(1) a

Il
o

15241 T @381y

(2) azsyuy, - aygszu, =0

multiplicando (1) poxr U, 835, Y (2) por u;s;s,

tenemos:
] —
(1') ajsjuju,sgs, - agsjujuysys, = 0
] —_
(2') agsyujugs) s, - a;sjuyu s;s, = 0
sumando (1') y (2') tenemos

a152u1u253s4 + a3s4u2ulslsz - azslulu253s4 - a4S3u2u15152 =

asociando, conmutando y aplicando ley distribuitiva, por

ser todos elementos del anillo A tenemos que

((als3 + a251)5254 - (azs4 + a4sz)sls3) uju, = 0
con uluzszs, por ser S multiplicativamente cerrado
entonces

luego la suma estd bien definida.

Probemos que el producto estd bien definido

sean

a1/s, = 32/s,=> qU1e8 ta (338 - agsy) vy = 0

?3/s5 = /s, JuyeS tq (s3sy = a483) up =
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tenemos entonces las siguientes ecuaciones

(1) a S,u, — a,s =0

15291 21"
(2) a38,U, ~ a,sju, = 0
multiplicando (1) por 2;5,u, y (2) por a,s;u;

tenemos
(1") a1S7Uq835,U, - @,8,U835,Uy = 0
] _ — O

(2") a3S4uya,8 Uy a,83Uy3,8,U,

sumando (1') y (2'), asociando y conmutando por ser elemen

tos del anillo A tenemos
a,835,S,u5u, - 353,583 U, =
(ala352s4 = 253451S3) Uju, = 0, uju, €S

luego

ala3 _ a3a

5153 5254

por tanto el producto est& bien definido.
Probemos(S_lA,+) es un grupo abeliano

i) Asociatividad
-1
Sean a/b, e/d, e/f, €S A

((a/b) + (c/d)) + (e/f) {ad +_cb

__Bd**] + (e/f)

(ad + cb)f + ebd
bdf

adf + cbf + ebd
bdf
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adf + (cbf + ebd)
bdf

a(df) + (cf + ed)b
b(df)
cf + ed
df

(a/b) +

(a/b) + ((c/d) + (e/f))
ii) Existencia del elemento de identidad para la suma

£ S_lA va que 0eA y 1leg85S

Hlo

probemos que % es el elemento de identidad para la suma

sea ngs—lA
b(1)
_a + 0
b
= @&
b

iii) Para cada a/s ¢ S_lA existe elemento inverso.
sea a/se:S_lA entonces | -a/s¢ s~ 1a ya que -a€h, SE€S
Probemos que

(a/s)+ (-a/s) = 0/1

(a/s) + (-a/s) as - as
S2

I

0
T

iv) Probemos que (S—lA,+) es abeliano
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ad + cb

(a/b) + (c/d4d) 5d

cb + ad
db

(c/d) + (a/b)

4) Probemos que (S_lA,-) es un semigrupo conmutativo con iden

tidad

i) Asociatividad

Sean a/SI m/n' p/l € S_lA
(a/s) ((m/n) - (p/1)) = (a/s) [%
_amp
snqg
_ (am)p
(sn)qg
= [@] (p/q)
sn)

= ((a/s) (m/n)) (p/q)

1i) Conmutividad ~

Sean (a/s), (m/n)E:S—lA
(a/s) (m/n) = &M
s n
_ Ina
T ns

= (m/n) (a/s)

iii) Existencia del elemento de identidad para el producto
l/le:S_lA ya que leA y 1le8S
Probemos que 1/1 es el elemento de identidad para el

producto.



Sea a/bE:S—lA

]
[

(a/b) (1/1)

SJ”

=
o))

=
o

a
b

5) Distribuitibidad del producto sobre la suma

Sean a/b, m/n, p/le s™1a

i) (a/b) ({(m/n) + (p/a))

mg + pg

almg + pn)
bng

amg + apn

bng

amq apn
Y + —_—
bng bng

_ am ap
at 4 2&
bn bg

(a/b) (m/n) + (a/b) (p/q)

ii) ((a/b) + (m/n)) + (p/q) = [ﬂ‘mﬁ—mb)]m/q)

(an + mb)p
bng

(anp + mbp)
bng

anp mbp
bng bng

- ap , mp
bg ng

(a/b) (p/q) + (m/n) (p/a)



Por tanto

(S—lA,+,-) es un anillo.

COROLARIO 3.1.5

Sea f: A —> S_l

A tqg f(x) = x/1
entonces £ es un homomorfismo de anillos

DEMOSTRACION

i) £ estd bien definida

= p —s & _ Db
sea a = b => T = 1
—> f(a) = f£(b)
luego

f estd bien definida.

ii) - f(x+y) = X ; b4
_ X Y
=1t7T
= f(x) + f£(y)
=% Y
1 1
= f(x) £(y)
et
f(1) =71
-1
luego

f es un homomorfismo de anillos
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COROLARIO 3.1.6

f definido como en el corolario 3.1.5 no es en general inyec-

tivo.
DEMOSTRACION
Demostremos gque

si f(xl) = f(xz) =k X, = X,

sean xl, x2£:A, no ampbos ceros
X X

1 _ 72 _
4 =1 —>3J ues tq (x; - x,)u=20
entonces x, = x, si u =1

1 2
pero si u # 1, Xq # X,

luego £ no es inyectivo

DEFINICION 3.1.7

-1
Si A es un DOMINIO DE INTEGRIDAD y S = A - {0} entonces 5 "A,

es llamado CUERPO DE FRACCIONES DE A.
DEFINICION 3.1.8

1

El anillo S "A se denomina el anillo de fracciones de A con -

respecto a S.
S-lA tiene una propiedad universal que es
TEOREMA 3.1.9

Sea g: A —> B un homomorfismo de anillos tal que g(s) es una

unidad en B para todo se S.

Entonces existe un tinico homomorfismo de anillos
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h: S "A —> B
tal que

g =hof
DEMOSTRACION
i) Probemos unicidad

ii)

Si satisface las condiciones, entonces

h(a/1) = h(f(a)) = (ho f)(a) = gl(a) ¥aecA
por tanto si se S, l/ss:S—lA
-1
h(1l/s) = h((s/1) ™)
= h(f(s)™ 1)
= h(h(s™ 1))
= ((hof)(s) !
= g(S)_l
y por tanto
h(a/s) = h((a/1)(1/s))
_ -1
= h((a/l1) (s/1) 7)
- h -1
= h(a/1l) h(s/1)
-1
= (hof)(a)(hof)(s)
= g(a) g(S)_l

de manera que h esta univocamente determinado por g.

Existencia
Sea h(a/s) = g(a) g(s) l, entonces h serd evidentemente -
un homomorfismo de anillos siempre qgue esté bien defini--

do.
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Supongamos entonces que

a/s = a'/s' entonces 4te S tg (as' - a's)t = 0
g((as' - a's)t) = g(0)
g((as' - a's))g(t) = 0, g homomorfismo
(glas') - g(a's))g(t) = 0
(g(a)g(s') - gla')g(s))g(t) = 0

gla)g(s') - gla')g(s) = 0 , g(t) unidad en B

g(a)g(s') = g(a')g(s)

g(a)g(s)"l = g(a')g(s')_l , g(s),g(s') unidades
en B.

h(a/s) = h(a'/s"')

PROPOSICION 3.1.10

El anillo S—lA y el homomorfismo f£: A —> S_lA tienen las si-

gulentes propiledades.

i) se S —> f(s) es una unidad en S—lA

ii) f(a) = 0 —> as = 0 para alglin se S
1ii) cada elemento de s_lA es de la forma
f(a) f(s)

para algGn ac A y algGn s€ S

DEMOSTRACION

f: A > 8 A
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’ i) Demostremos que ¥ f(s) e s ia
Jee)™h tg f(s)£(s)7 = £(s) THE(s) = 1.
Sea f(s) ¢ ST'A entonces f(s,)_l = %e;s—lA ya que s™la es

un anillo.

ii) £(a) = 0 = § = %
—>dseS tg s(a-0) =0
=> sa =0

iii) sea a/se STA —> (a/s) = (a/1) (1/a)

(a/l)(s/J.)_1 por 3.1.9

- f(a)f(s) T

Reciprocamente, estas tres condiciones determinan el ani
_l . .
llo S A salvo isomorfismo.

De forma méds precisa
COROLARIO 3.1.11

Si g: A —> B es un homomorfismo de anillos tal que
i) s€ S => g(s) es una unidad en B
ii) g(a) = 0 => as = 0 , para algfin se S

iii) cada elemento de B es de la forma

entonces

Existe un isomorfismo finico

h: s™'a —> B tg g = hof



DEMOSTRACION
h existe, es finico y es homomorfismo de anillos por 3.1.9

Probemos entonces que h es inyectivo y sobreyectiva.
a) h es sobreyectivo por (iii)

b) Para demostrar que h es inyectivo demostraremos que

kerh = {0}, es decir:
h(a/s) = 0 => a/s = 0/1
h(a/s) = (h(a/1) h(1/s))
= g(a) g(s)~
= 0
Como g(s)_l es una unidad en B tenemos que g(a) = 0
Como g(a) = 0 =—> at = 0 para algln te S por (ii)
—> t(a(l) - 0(s)) =0

luego
h es inyectiva
EJEMPLO 3.1.12

Sea A un anillo, P un ideal de A.

A - P es multiplicativamente cerrado <—> P es primo.

DEMOSTRACION
Il____> n
leA - P <=> lg{P

<> # [1]
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“Sea xyeP <=> xy¢A - P,

A
f

> x¢A - P & y¢A - P, ya que A - P es multiplica

tivamente cerrado
<=> xeP & yeP

luego

P es primo
v
Como P es primo P # ]:l] => 1gP
=> l¢A - P
si xX,ye€eBA - P=xgP y ygP
=Xy gP, por ser P primo
=>XyeA-P
NOTACION:
En este caso se escribe A, en vez de S_lA, es decir
Ap = {a/s / aeh, sgP}
COROLARIO 3.1.13
Sea A un anillo, P un ideal primo de A.
Sea M = {b/s / beP y sg¢P} entonces M es un ideal de Ap

DEMOSTRACION

i) McAp, por la forma en que estd definido.

ii) Probemos que (M,+) es un subgrupo aditivo de AP

1) M # ¢ vya que b/leM
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2) sea b/s y m/n en M.

bm + ns
+ R —
b/s n/m S £ M

ya gque bm + nse€ P por ser P un ideal

y smgP yaque s¢gP y mgP y

P es primo.

Luego
(M,+) es subgrupo aditivo.
3) APMCM
am
Sea a/se:AP y m/neM=> (a/s)(m/n) = SpEM

ya que ameg P, por ser P primo
Y sn¢g P por ser P primo
luego

M es un ideal de AP

PROPOSICION 3.1.14

Sea M el ideal del corolario énterior, P un ideal primo -

del anillo A si b/teM entonces b/t es una unidad en Ap
DEMOSTRACION

Si b/teM —=—> begP
—> beA - P

=—> b/t es una unidad en Ap por 3.1.10
DEFINICION 3.1.15

Un anillo A gue tiene exactamente un ideal maximal J se -

denomina ANILLO LOCAL.
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'PROPOSICION 3.1.16

Sea M el ideal definido en 3.1.13, entonces M es el Gnico --

ideal maximal en AP
DEMOSTRACION

Sea B un ideal en AP v BSEM, entonces B contiene una unidad -

por 3.1.14, y por tanto B = A luego M es el tinico ideal maxi

PI
mal en AP.

En otras palabras Ap €s un ANILLO LOCAL
OBSERVACION 3.1.17
El proceso de pasar de A un A_ se denomina LOCALIZACION EN P.

P

EJEMPLO 3.1.18

s™'A es el anillo cero ssi Oe S
DEMOSTRACION
N
a/s =2 =>Jtes tq (all) - s(0))t = 0
=> at =0
si tomamos a = 1
=D t = O
luego
0e S
ll<_ll
~.a _ o0 -1
0e S = = = T ¥{(a/s) € S A
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luego

S_lA es anillo cero.
OBSERVACION 2.1.19
El ejemplo 3.1.18 justifica el hecho de que se pida que 0 gS
EJEMPLO 3.1.20

Sea A un anillo, ac€A y sea S = {an}n>0! En este caso Aa re—-

presenta S_lA.

EJEMPLO 3.1.21

Sea A un anillo, B un ideal cualesguiera de A y sea S = 1 + B,
el conjunto de todos los 1 + x, donde x ¢ B, entonces S es mul

tiplicativamente cerrado.
DEMOSTRACION
a) 1 =1+ 0, 0OeB => 1¢B

b) seam=1 + x 1 4+ B

n=1+x'" €1+ B
a probar gque mnegel + B

mn = (1 + x) (1 + x')

1 + x + x' + xx!

1 +%k, keB, k=x 4+ x'" + xx'
luego

1 + B es multiplicativamente cerrado.
EJEMPLO 3.1.22

Este ejemplo es especifico del ejemplo 3.1.12
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A =% , P =[p], pprimo.

A, = {m/n / n es primo con p}

EJEMPLO 3.1.23

Este ejemplo es especifico del ejemplo 3.1.20.

Si aceZ y a#0
a_{p/a / q-=2a"}

hemos construido S—lA a partir de un anillo A, veremos que la
construccidn de S_lA puede efectuarse también con un A-mbédulo
M en vez del anillo A, veremos esta construccidn en detalle -

en el siguiente numeral que llamaremos.

3.2 MODULOS DE FRACCIONES

DEFINICION 3.2.1

Sea M un A-mddulo, Sc A, definido como en 3.1.1 se define una

relacidén = en M x S de la siguiente manera:
(a,s) = (a',s') <=>JteS tg t(sa' - s'a) =0

entonces la relacidn asi definida es de equivalencia en M x S.

DEMOSTRACION
Reflexiva
Sea (m,s) eM x S => 1(sm - sm) = 0, 1l¢gS&.
=> (m,s) = (m,s) ¥(m,s)eM x S
Simétrico
(my,s7) = (my,s,) =>Jtes' tg tlsymy - s,my) =0
=> - (t(slm2 - s2ml)) =0
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=> t(szml - Slmz) =0
=> (m2,52) = (ml,Sl)
» Transitiva
Si (my,s,) = (my,s,) Y (my,5,) = (my,8,)
=>Jt;,t,eS tg t;(sym, - s,m) =0
=0

t2(52m3 - 53m2)

Tenemos entonces las siguientes ecuaciones
(1) tysym, - t;s,m, =0
tysomy - t253m2 =0

multiplicando (1) por s t2 y (2) por Sltl

3
(1) syty,tisym, = syt tis,m, =0
1] —_ =
(2') sjtitysomy - s tytosgmy = 0

sumando tenemos

Slt1t252m3 - S3t2t182m1 = Q

como M es un A-mddulo

t.t,s,(s.m

1tys,(symy = s3my) = 0, t;t s, €5

luego
(ml’sl) = (mg,s5)
OBSERVACION 3.,2.2

Indicaremos por m/s la clase de equivalencia de (m,s) es de--
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rcir
m/s = {(m',t) eM x S/(m,s) = (m',t)}

. . -1 . .
e indicaremos por S "M el conjunto de las clases de equivalen
cia, es decir

s = {m/s /meM y seS}

COROLACIO 3.2.3

S_lM forma una estructura de S_lA—médulo junto con las opera-

ciones de suma y producto escalar definidas asi:

_ s'm + sm'
ss'

(m/s) + (m'/s")

(a/s) (m/s"') = 2n

SS
DEMOSTRACION

i) Demostremos que la suma estd bien definida.
sean

nm

- =0
1/s M3/s, = qtpeS ta (symy = Symy)

i

M2/s, = Ma/s, = Jtye8 ta tylsymy - symy) =0

tenemos las siguientes ecuaciones

(1) tysqmg - tysamy =0

(2) t252m4 - t254m2 = 0

multiplicando (1) por (—t25254) y (2) por (—tlsls3)

tenemos



1 - =
(1) t25254t151m3 + t252s4tls3ml 0

(2") —tlsls3t252m4 + t15153t2s4m2 =0

sumando (1') y (2') tenemos

tityS38,8,my + titysgs,simy -t toSS,5,m,

- tlt2s1s253m4 = 0

Todos los sumandos son elementos del A-mddulo M

entonces

tlt25354(52ml + Slm2) _t1t25152(54m3 + S3m4) =0

tlt2(53s4(s2ml + Slm2) - tlt2s152(54m3 + 53m4) =0

como

ii) (S_lM, +) es grupo abeliano

Asociatividad

ml/sl + (m2/52 + m3/s3) = ml/sl { s, S

it

63
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B Elemento de identidad

O/ls:S_lM ya que 0egM, 1le8S

Probemos que 0/1 es el elemento de identidad de S-lM
_ (1)m + s(0)
(m/S) + (O/l) - S(l)
_ m+ O
- S
= I
B )

-1 . .
Para cada m/se S "M, existe elemento inverso

-1
sea m/s €S "M entonces existe -m/seM, -meM, se S tal que:

_m -n
(m/s) + (-m/s) = s
-0 s' = ss
= §" =
=0
_0
1
Conmutatividad
s.m, + S.m sS.m~, + S.m
(ml/sl) + (m2/52) _ 271 172 _ 7172 271
S185 S,5

N

(m ) + (m )
2/s2 l/sl

iii) Demostremos que el producto estd bien definido
Sean al/sl - a2/s3:> atl €S tq tl(SBal - sja,) =0

m

/s, = M2/s,~ Jtpes ta tylsymy - symy) =0

tenemos entonces las siguientes ecuaciones



(1) tysqa; - t;sja, =

(2) tys,my, =~ tys,m =0
Como M es un A-mbébdulo tenemos que —t252m2£:M
multiplicando (1) por la derecha por (-ty,s,m,) ¥ (2) por

tls3al por la izquierda

tenemos
(17) = tysqa,tp8,m, + £ys.a5t,8,my = 0
(2') tysza tys,my - tys3a;t,8,m = 0
sumando (1') y (2') tenemos
tltzslszazm2 ~ t1t284a1m1 =0

como ambos sumandos son elementos de un A-mddulo M tenemos

tlt2(8152a2m2 - s3s4alml) = 0, t,e S
luego
a my _ a,m,
5.5, S35,
m.) a/ses ia e s™m
1/ sean ass © M1/s 0 M2/s,
S,Mm, + S.m
271 12
(a/s) (m + m ) = (a/s)
l/sl 2/s2 S5,

65
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m2) sean (S/Sl)’ (b/sz)e

(a/sl + b/sz)(m/s3)

S152

(s.a + slb)m

2

$18,53

szam + slbm

518253

szam s.bm

518253 Sl

am bm

m3) sean (a/sl), (b/sz)e S

i

((a/sl)(b/sz))(m/s3)

m,) Sea le S—lA, m/se:S—lM

+
S183  S253
(a/sl)(m/s3) + (b/sz)(m/s3)

1

~1a, (m/s,) € S M

ab
——| (m/sy)
slsz] 3

abm

815253

a |bm
S1 |52%3

a/Sl((b/Sz)(m/53))

66
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2, M es un A-mddulo
luego
e e e -1 -1 -
por i,ii,ii, § "M es un S ~A-mddulo.
COROLARIO 3.2.4

Sea Ut M —> N un homomorfismo de A-mddulos este da lugar a

un homomorfismo de S TA-mddulo

DEMOSTRACION

51y {Szml + Slmz] Uls,my + sym,)

5182

s~ 1y { am } _ U(am)

5152 $152
_ aU (m)
S1%2
= (a/sl) U (m)
S2

= (a/s))s 'U(m/s,)



" COROLARIO 3.2.5

Sean

m/s v—> V{(m) /s

homomorfismos de S—lA—médulos entonces

S—l(VoU) = (S—lV) °(S—lU)

DEMOSTRACION

Sea m/s € S_lM

s71(V o U) (m/s)

-

(s U (m/s))

1

(s o s71u) (m/s)
luego
sTlvou) = (s'lv)<>(s'lU)
PROPOSICION 3.2.6

. . -1 . .
La operacidn S es exacta, es decir si

M! —£> M 95 M" es exacta en M,

entonces
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es exacta en S_lM.

DEMOSTRACICON
-1 -1
Probemos que Im(S "f) = ker(S —g)
-1 -1 — -1 ' ' 1g@
Im(S "f) = {m/seS M/ m/s =S “f(m'/s'), para algin
m'/s' e s M)
-1 -1 -1 _
ker(s "g) = {m/seS M/ S “g(m/s) = 0}
"C"
Como M' ji> M 9> M oes exacta
=> Im(f) = ker(qg)
luego
(go £)(x) = g(f(x))
= 0, W¥xeM'
entonces
gof = 0
-1 N B 1 /et e g7
sea m/s Im(S "f) =>m/s = S “f(m'/s'), para algln m'/s' ¢ M
> s g(m/s) = s ig(sTlEm'/s'))
= (slgeslEy(m/sn)

il
o
3
N
0

Luego

m/se:ker(S_lg)
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por tanto
Im(S f)(:ker(S—lg)
ll:)ll
-1 -1 n
Sea m/s e ker(S “g), entonces g(m)/s = 0 en S ~M",
por tanto existe te S tal que tg(m) = 0, en M"
Pero tg(m) = g(tm) = 0, ya que g es un homomorfismo de -
A-mddulo, por tanto tme ker(g) = Im(f)
Yy por tanto tm = f(m'), para algln m'eM'.
Pero en S_lM se tiene
_ f(m') _ -1, (m' m' -1,
m/s = ST = (S f)[gg]con ggfis M
' -1
por tanto m/s e Im(S ~f)
Luego
ker(S_lg)gglm(S_lf)
de donde
Im(s™lf) = ker (s™1g)

COROLARIO 3.2.7

En particular se deduce de 3,2.6 que si M' es un submddulo de

-1

M, la aplicacién s 'm' 5 _£. 571y o5 inyectiva.
DEMOSTRACION

0 —> M!' 1 > M es exacta, M' submddulo de M

-1, s7hi -1 e

0 —> 5 "M! > S "M es exacta por proposicidn 3.2.6

luego la aplicacidn
-1

S M'—> S—lM es inyectiva



71

y por tanto S_lM' puede considerarse como un submdédulo de S_%m

con este convenio.
COROLARIO 3,2.8

La formacidn de fracciones conmuta en la formacidn de sumas -

finitas y cocientes,

De manera més precisa, si N y P son submddulos de un A-mddulo,

entonces
i) stn+p) = st + sTHp)
- - -1
ii) sThannp) = sT'an ns e
- - . T |
iii) los S lA—médulos S l(M/N) y (S "M/S "N) son --
isomorfos,
DEMOSTRACION
"C"
- +
i) Sea me S l(N + P) =>m = EEE’ neN, peP
=> m = 2. + E .
S S
- -1
=> meS “(N) + S ~(p)
luego
sty + p)es™in) + s71p)
"0"
-1 -1 _ n o) ,
Sea ke S "(N) + & (P) => k = g"+ v neN, peP

1 2
S,n + S1P
5152

1

—> ke S " (N+P), por ser N y P,A-mbédulos
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-1 -1 -1

S "(N) + S "(P)cS (N + P)

ii) m/SE:S—l(N)(\S— (P) <—> m/SE:S—l(N) y m/se:s'l(P)
<> megN y mebP

<—> meNNP

<—> m/s € S_l(Nf\P)
iii) 0 —> N —> M —> M/N —> (0 es exacto
entonces
-1 st -1 s7h -1
0 —> SN2 % g7 M29 g (M/N) —> 0 es exacta
por 3.2.6
Luego S_lg induce un isomorfismo de
sy -1
0 —T sobre S ~(M/N) pero como
S ~i(S "N)
s7tis™) = sTn
tenemos que
571 -1 ‘
es isomorfo a S ~(M/N)
-1
S N
PROPOSICION 3.2.9
- —l - _l _l
Sea M un A-mddulo. Entonces los S "A-mbédulos S My S A @ M-
A

son isomorfos; de manera mds precisa existe un Gnico isomor--
fismo.

_lA 2 M —> STlM para el cual

A

f: S

f((a/s) ® m) = am/s, V¥aelA, meM, seS (1)



DEMOSTRACION

1 1

Sea g: S A xXxM-—> S M
(a/s,m) ~—> am/s

i) Demostremos que g estd bien definida

Sean (al/sl' my) = (a2/52’ my) => al/s2 = 92/s

=> a.n = a.m
1 l/sl 2 2/s2

=> g(al/sllml) = g(al/s2

ii) Probemos que g es A-bilineal

Sean Oyq 05 eA, meM
0.a O,a
171 272
(o, (a + o, (a m) = + — m]
g l( l/Sl) 2 2/52)’ g sq S5
_ (sza.l.a1 + slmzaz)m
S1%2
B S,0,a,m + S,a5a,m
S1%2
_ a,aqm . Oya,m
Sq1 S
e i e i
1 S1 1 Sy

73
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g(a/s,oclml + o

por i y 1i g es bilineal

Y por tanto, por la propiedad universal del producto tenso—---
rial induce un A-homorfismo

1

f: S A®M —> S—lM que satisface (1)

evidentemente es sobreyectiva y univocamente definida por (1).

Demostremos que f es inyectiva. *
Sea I (a. ) 8 m, un elemento cualguiera de
. A/s . AL -
L L
-1 . .
S AR M. Si s=1Is.eS yt. = 183
. A L ..
L L#7

se tiene que por propiedades del producto tensorial

ai aiti
L— 8 m. Z—E—-Q m .

. S. £ £
L L 4

1
Lo @ atmy
AL
1 1 -1
g—g iaitim{’ con EEIS A

Y a.t.m. eM
AL AL
L



. -1
de manera que cada elemento de S "A @ M es de la forma

(1/s) 8 m
Demostremos que ker f = {0}
supongamos que f((1/s) @ m) = 0
f(l/s 8 m) = m/s = 0
=>dJteS tqgtm = 0
por tanto
1 _ t
1
= E@tm
1
= 0
luego
l—@ m = 0
s

por tanto f es inyectiva y f es un isomorfismo.

COROLARIO 3.2.10

S_lA es un A-mddulo plano
DEMOSTRACION

g h "
Sea 0 —> M' => M —> M" —> O

una sucesidn exacta

como STIA @ M' ~ s I
s'aem = sy
s7la @ mn = g7y
tenemos que
0 —sstaam . s laem > slaem

0



-1 .
es exacta por lo tanto S "A es un mddulo plano.
PROPOSICION 3.2.11

Si My N son A-mddulos, entonces existe un isomorfismo Gnico de

s™1a médulos.

£: 571y ® sTin . st W
s™1a A
((m/s) ® (n(t)) n, M 8N
st
DEMOSTRACION
1 1
(n/s) 8® (n/t) S M ®8 S N
4 s™1a s™ia
2 por 3.2.9
v -1
(1/s ® m) ga n (S A ® M) LA N
H A s A A S A por 2.6.5 y por ser S_;A un -
ed —
v A-médulo y un S 1A modulo.
m8 (1/s @ n/t Mo (sTa @ s
A S A A S A
% por 3.2.9
Voo -1
m ® n/st M ® S "N
A A .
2 por 3.2.9
?
v -1
m ® (a/st ® n) M® (S A 8 N)
A A A A
n por 2.6.5
v -1
1/st ® (m ® n) S A R® (M® N)
A A
N por 3.2.9
v
m & n S_l(M 8 N)
st A

cada uno de los insomorfismos anteriores es fnico.

Como cada uno de los isomorfismos anteriores es Gnico, existe -

un fnico isomorifismo.
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£: sTIm @ 57N - S_l(M 2 N)
2
(m/s) @ (n/t) n_> M 80D
st

En particular si P es un ideal primo

como AP mbdulos.

3.3 PROPIEDADES LOCALES

DEFINICION 3.3.1

Una propiedad "k" de un anillo (o de un A-mdédulo M), se dice

que es una propiedad local si lo siguiente es cierto.
A(OM) tiene k <—> A (OM,) tiene k
para cada ideal primo P de A.

Las siguientes proposiciones dan ejemplos de propiedades loca

les
PROPOSICION 3.3.2

Sea M un A-mddulo, entonces las propiedades siguientes son -

equivalentes.
i) M = 0
ii) M, = 0, para todo ideal primo P de A.
iii) MT = 0, para todo ideal maximal T de A.
DEMOSTRACION

1) —> ii)
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M_ = 0, para todo ideal primo de A.

Como todo ideal maximal es primo tenemos que M, = 0, para

todo T ideal maximal de a.

1ii) => i)
Haremos la prueba por contradiccidn
Supongamos que se cumple iii y que M # 0.

Como M # 0, sea xeM, x # 0 y sea a = Ann(x), o es un ideal
diferente de [l]

Por tanto estd contenido en un ideal maximal T por 1.4.8.

Sea x/le:MT, como M, = 0 por hipbtesis se tiene que
x/1 = 0;
Por tanto x es anulado por alglin elemento de A - T lo que

es imposible puesto que

Ann(x) ¢ T

PROPOSICION 3.3.3
Sea ¢ : M —> N un homomorfismo de A-mddulos entonces las si
gulientes proposiciones son equilvalentes

i) ¢ es inyectiva

s pr €S inyectiva para todo ideal primo P
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iii) Orp MT —> N, es inyectiva para cada ideal maximal T.

Analogamente sustituyendo en todas partes <<inyectiva>>
por <<sobreyectiva>>
DEMOSTRACION
1) —> ii)
Como ¢: M ——> N es inyectiva
0 —> M —> N es exacta
por lo tanto

0 —> MP —> N_ es exacta por 3.2.6

P
es decir:
¢P es inyectiva.
ii) => iii)

Puesto que todo ideal maximal es primo

iii) ==> 1i)
Sea M' = ker (¢) entonces la sucesidn
O —> M' —> M _ > N es exacta

Por tanto, para cualquier ideal maximal T

0 —> M'T —> MT —> NT es exacta por 3.2.3

luego
¢ es inyectiva
Para la otra parte de la proposicidn basta cambiar el sen-

tido de las flechas.
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PROPOSICION 3.3.4

Para cada A-mdédulo M, las siguientes aplicaciones son egquiva-

lentes.

i) M es un A-mddulo plano

1i) M, es un A-mddulo plano para cada ideal primo P

P
iii) MT es un A-mdédulo plano para cada ideal maximal T. ]
DEMOSTRACION
i) => 1ii)

Sean N, N', N" A-mddulos

Sea 0 —> N —> N' —> N" —> 0
una sucesidn exacta.

0 —> N® M —> N'"8& M —> N"R M —> 0
A A A

es una sucesidn exacta ya que M es un A-mddulo plano.

0 —>(N M) & A —> (N' R M) & A

P —> N" & (M 8 AP) —_

P

es exacta por 3.2.10

0 —> N & (M R AP) —> N' & (M & AP) —> N" & (M & AP) —>

como M ® AP X MP por 3.2.9

0 —> N ® MP —> N' 8 MP — > N" @& MP —> 0

es exacta.

Por lo tanto

M, es un A-médulo plano
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1i) => iii)
Puesto que todo ideal maximal es primo
i1ii) => i)
S1 N —> P es un homomorfismo de A-mddulos y T es cual--

guler ideal maximal de A, entonces

N —> P es inyectiva entonces N_ —> MT es inyectiva por

T
3.3.3.
Entonces N, & M —> P_ ® M_ es inyectiva por 2.7.3
T T T T
AT A
T
entonces
(N & M), —> (P 8 M) es inyectiva por 3.2.11
T T
A
entonces

N®M-— P ®& M es inyectiva por 3,3.3
A A

por tanto

M es plano en virtud de 2.7.3

3-4 EXTENCION Y CONTRACCION DE IDEALES EN ANILLO DE.FRACCIONES -

DEFINICION 3.4.1

Sea A un anillo, S un subconjunto multiplicativamente cerrado

de A y

-1

f: A > 8 TA

a n > a/l
el homomomorfismo natural.

Sea C el conjunto de todos los ideales contraidos en A, es de
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cir:
C = {0/a®® = o, o ideal en A}

. i -1
y sea E el conjunto de todos los ideales extendidos en S A -

es decir
. -1
E = {B/8€€ = B, B ideal en S A}
PROPOSICION 3.4.2

-1 -1
Si o es ideal en A, su extencidn o€ en S "A es S “a

DEMOSTRACION
s7lo = {g / aea, seS}
V. X,
€ = -1 B e A 1
o {mes A / m ZS,LTJ’ X Eq, yé/sLeS A}
£
Probemos que
af = S_la
"C"
n
Sea aga® => a = ) Yoo XL
‘=1 s;
= E R X. € Q
a= L5 Y%
4=1 "4
X
a = ——
s.
L
donde
n
X = ) sivixg
=1
SJ; = Sl SzL’—l' S/(‘+l, ,Srl
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d .
-=>m=7% -5, cond.ca, s.€8
S L
L
=> me a®
luego
-1
a® = S “q

PROPOSICION 3.4.3

i) Cada ideal en s A es un ideal extendido.

ii) Si o es un ideal en A, entonces a®C = US (a:8)
se

por lo tanto a® = [l] ssi o corta S.
iii) a e C <=> ningun elemento de S es divisor de cero en A/a.

lA estan en correspondencia bi--

iv) Los ideales primos de S
yvectiva (P <=> P_l) con los ideales primos de A gue no -
cortan a S.

. 2 -1 . ..
v) La operacidn S conmuta con la formacidn de sumas fini-~

tas, productos intersecciones y radicales.,.

DEMOSTRACION

i) Sea B un ideal en S-lA, demostremos que B = pC€

llcll

Sea x/seB =>x/1¢e8B
=> x ¢ RC

=> x/s g BC€

ii) a) Sea xe¢ a®C = ( por 3.4.2

a
= 5, para algun aea, s&8
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<=> HtEZS tg (xs - a)t =20
<=> x(st) e ¢

<=> xg ) (a: S)

SeS
b) a® = [1] ssi o corta S
a€ = [1] <= a€C = [1] =\ (a: S)

seS

<=>JseS tqg le (a: A)
<=>35€Stqs€a
iii) aec <=> g€C ¢ o <=> (sxe a, para algun se S => x€ )

<=> ningun s € S es divisor de cero en -

A/a

iv) Si B es un ideal primo en S_lA, entonces BC es un ideal
primo en A. Reciprocamente si o es un ideal primo de A,
entonces A/a es un dominio de integridad por 1.4.2; si -
S es la imagen de S en (A/q)
se tiene:

s™tass7te * 57 (a/a)

Demostremos que

S_l(A/a) &~ E”i(A/a)

h: s'l(A/a) > 5 (BA/a)
a + o A >a+OL
s s + a
a; + @ a, + o
a) Sea s = = <=> HSBE:S tqg 53(52a1+a-52ajﬁﬂ
1 2
s.a., + a) = d
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- _ ta) = o
=> (S3+oc) (_sza,1 518, o) 0-,s3+aes
a + a +
<=> __.l__—_. = __.2.+—
al + o S2 o

luego

h estd bien definida y es inyectiva.

b) Es sobreyectiva por la forma en que estd definida.
Por tanto se tiene S_l(A/a) = §_l(A/a) gque O €s Cero o
esta contenido en el cuerpo de fracciones de A/a y por -
tanto es un dominio de integridad y por tanto S_la O es
primo o es el ideal unidad; en virtud de (ii) la ultima

posibilidad se presenta si y solo si a corta S.
v) Para sumas y productos se da por 1.6.7

-+ Sea (XL)LEI una familia de submddulos de un A-mddulo M -

entonces

Nn_s iy = g1,
14e1 e S (/ch XL)

sea T e n s_lx, <> 1 -1
S LeT A S

e N_X.
41 4

A
I
v

=

<> B s7l(n x )
S Lel 4
Para los radicales tenemos que

S_lr(a)

If

{g/xnsza, para algn n>0, se S}

1 1

r(s ~a) o, para algGn n > 0}

{gfiA/(X/S)nE:S_

Por 1.6.7 se tiene que

r(S_la)C:S_lr(a)
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Probemos que

1

sea gf;s_ r(a) => xng:a, para algn n> 0, se 8

DEFINICION 3.4.4

Sea A un anillo, el NILRADICAL DE A es la interseccidn de to-
dos los ideales primos de A.

Y lo representamos por

COROLARIO 3.4.5

. . -1 -1
Si N es el nilradical de A, el nilradical de S A es S "N
DEMOSTRACION

{P/ P es un ideal primo de A, PNS = ¢}

I

Sea ¥y

{M/ M es un ideal primo de 2 y MNS # ¢}

N = (rn.p)y N(n M)
Pey Me X
— S‘lN = S‘l(( YP)y n( NM)
PgX Mea
-st e n s nm
Pey Me A

(ms—lp) N ( nS M) por 3.4.3 (v)
Pex Mel
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= S P
Pey

luego

sIN es el nilradical de S_lA.

PROPOSICION 3.4.5
Si P es un ideal primo de A, los ideales primos del anillo lo

cal AP estan en correspondencia biyectiva con los ideales pri

mos de A contenidos en P.
DEMOSTRACION

Sea s = A - P

sTIr es primo en s71ia = A,
<=>T N (A -~ P) = ¢
<=> TcP, y por 3.4.3 (iv)

se completa la prueba.
PROPOSICION 3.4.6
Sea M un A-médulo de generacidn finita, S un subconjunto de A
multiplicativamente cerrado, entonces
-1 -1
S " (Ann (M)) = Ann (S M)
DEMOSTRACION

Si es cierto para dos A-mddulos M, N es cierto para M + N.

S~1(Ann(M + N)) = S—l(Ann(M) N Ann(N) por 2.3.7

s (ann (M) N s™!(Ann(N) por 3.2.8

it

-1

IMy N ann (s7r )

Il

Ann (S~
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Ann(S “ (M) + S T (N) por 2.3.7

Ann(S “ (M + N)) por 3.2.8

Por tanto basta probar 3.4.5 para M generado por un sblo ele-

mento.
Como M es de generacidn finita tenemos que

M X A/a (como A-mddulo) donde a = Ann (M)

-1
st = sTha/e) = B por 3.2.8
S "o
Demostremos que
-1_}
Ann S_lA = S_la
S T
-1 -1 -1
s~ Al _ ,=— s A - s A _-1
Ann |=——| = {ae=—7—/ a —{ = S o}
S o S ¢ S o
llcll
-1 -1
- = S Al __ —,a -1 _ o1 a -1 S A
Sea a £ Ann —1 | = a(g + S o) = S Ta, VE + S "oce¢ =1
S da S "o
— - -1
=> a(% + S la) =S o
=> g + S_la = S—la
- -1
=> aesS o
HDII
a
sea 2¢ 5 1 y Leg 1y
S
1
a aa
al 1, g1, = 1, S Ta, aa, £
S|sq ssl 1
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= S—ld , SSlE:S_la
1
luego

— ¢ Ann S—lA

E T

S o
por lo tanto

-1
Ann S_lA = S_la
S "o
de manera que
Ann(S_lM) = S_la = S_l(Ann(M))

COROLARIO 3.4.7

Si N, P son submddulos de un A-mddulo M y si P es de genera--—

cidbn finita entonces
STT(N: P) = (S "N: S "P)
DEMOSTRACION

Como P es de generacidén finita, sea {Xl’XZ""’Xn} el conjun-

to de generadores de P, es decir para todo peP

n
p = Z ai xé, con ais:A, xis:P
£=1
N + . . ..
Demostremos que N es de generacidn finita
Sea Ef:N ; P => b = (n + p) + N, con neN
=> b =p + N
— b = +
> Db (alxl + asXx, + ... + anxn) N
=> b = + ... + (a.x_ + N)
> b (ale + N) + (a2x2 + N) n¥n
— p = : + N
=> b = al(xl + N) + a2(x2 + N) + ... + an(xn )
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N+ P
N

_ n
=> b = 2 a.{x. + N) con aLE:A’XL + Ne¢

+ N, x. + N,...,xn + N} es un conjunto
de generadores de

N + P
N

luego

pzd
+
av]

es de generacidén finita.

=z

+ P
N

(N: P) = Ann [N ] por 2.3.7

S—l(N: P) = S_l Ann (N ; P}}
= Ann S—l[N ; P] por 3.4.6
sty + p)
= Ann T por 3.2.8
S N
-1 -1
= Ann S _I S P por 3.2.8
S 'N
= (S lN S_lp) por 2.3.7
PROPOSICION 3.4.8
Sea A —> B un homomorfismo de anillos y a un ideal primo de

A. Entonces o es la contraccién de un ideal primo de B ssi -

ecC
a = da

DEMOSTRACION
ll=> n

Sea o = B¢ = gCeC por 1.6.6
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" <___|I

Sea a®C = o, sea S la imagen de A-o en B.

Como o€

{m/ m==Zny(x£), X, €0, yie.B}

s = {y/ y=:f(zi), zie:a}

entonces o®Ns = ¢

1 )
Por tanto por 3.4.3 la extencién de o€ en S "B es diferente -
de [i], por lo tanto es un ideal propio y est& contenido en -

un ideal maximal M de S_lB por 1.4.8.

Si B es la contraccidén de M en B entonces B es primo por -——-

1.4.3
y ofc B por 1.6.6
y 80 5= ¢ por 3.4.3
a= a®, 0€c B => g€Cc gC
—> o ¢ BC

como RS = ¢
Sea ge B = f_l(q)gz/ A-o
=> RCN(A - a)= ¢

=> RCca

luego



CAPITULO TV

APLICACIONES
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PROPOSICION 4.1.1

Sea S un subconjunto multiplicativamente cerrado de un anillo

A, y sea M un A-mb6dulo con generacibén finita. Probar que

sTim = 0 si y solo si existe se€S tq sM = 0

DEMOSTRACION
n_yn
Sean Myyeee, M generadores de M.
-1, _ . ™M™ _ o0 _
Como § M = 0 => T 7 entonces Hle:S tq s my; = 0
M o
T = 1 entonces 352 €S tg S,M, = 0
™ _ 0
1 1
tomando S = sls2,...sn
s(alml + ...+ ann%Q = so my + + sa.m_ = 0
= 0 +. + 0
= 0
luego
Sm = 0
ll<:_|I
1 1 - m -1
Sea s'eS tg s'M = 0, sea g-E:S M
S s's s's
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DEFINICION 4.1.2

Sea A un anillo, llamaremos RADICAL DE JACOBSON DE A a la in--

terseccidn de todos los ideales maximales de A.

Y lo denotaremos por
R

Se puede caracterizar de la siguiente manera

PROPOSICION 4.1.3

x e R si y solo si 1 - xy es una unidad en A, para todo y € A.
PROPOSICION 4.1.4

Sea I un ideal de un anillo A, y sea S = 1 + I.

Probar que S—lI estd contenido en el Radical de Jacobson de -

A. s 1A,

DEMOSTRACION

S =1+T1I

es multiplicativamente cerrado por 3.1.21

- . -1
Sea gfzs lI demostremos que 1 - (g)(%%) es una unidad en S A
1- &) =1- 22
1 1
_ SSl - ba
5S,

como S es multiplicativamente cerrado sS4 €S

entonces ssl =1+ x, con x¢el

ademas bae I, por ser I un ideal
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entonces

S8, ~ ba 1+ x+y

sS4 S84
luego

1+ (x+ty) eSS, vaque x + yel

y 1 - (9)(£L) es una unidad en S_lA

s’ sy

por lo tanto b e R _~1
S S A

-1
vy S I(:RS lA

donde RS—lA denota al radical de S—lA.

PROPOSICION 4.1.5

Sea f: A —> S_lA un homomorfismo de anillos y S un conjunto -

multiplicativamente cerrado de A, entonces f(S) es multiplica-

tivamente cerrado de S_lA.

DEMOSTRACION

f(S) = {% / se8S}

Sq1 52
sea a,be f(S) => a = a4 b = T
S.S
P12
=> ab = T ’ 5152 €S
=> ab e £(S)

PROPOSICION 4.1.6

Sea A un anillo, S,T subconjuntos multiplicativamente cerrados

de A entonces ST es multiplicativamente cerrado en A.



DEMOSTRACION

ST = {x / x = st, s«

i) 1eST ya que 1 = (1)(1), co
ii) sean x,ye ST => x = Sltl
y = 52t2

=> Xy = Sltl 52t2

= sp(®y8)) %

= Sl(SZtl)

= SlSZtltZ

=>xy = st con s

luego

ST es multiplicativament
PROPOSICION 4.1.7

Sea A un anillo, sean S,T dos sub

cerrados de A y sea U la imagen d

anillos (ST)—lA Yy U_l(S—lA)son is
DEMOSTRACION
-1, _ [a
(8T) "A = ﬁ-/ acah,
v l(s7ta) = %/ nes t
a
= / aech

95

S, teT}

nlesS 1egT.

sls

Il

t

e cerrado de A.

conjuntos multiplicativamente
e T en S—lA. Probar que los -

omorfos.

me ST}

A, ucUu}

sesS, teTlT
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a
= Slt / ach, ste8T
a
= —%— / aehA, me ST
sea
h: (sm) " ta . uTt (s71a)
a
a m
= AN I
h bien definida e inyectiva
a1 42
Sean EI = 55- <=>d ke ST tal que k(mya; - mja,) = O
<=> ?;(m2al la2) = 0
t -
<=> T(m2al - mlaz) =0
a a
<=> % _1 _2) = 0, multiplicando por m:;
1 %2
m m
L<==> _l = ._2 )
1 1
a a
1
1 2

* h es homomorfismo

hr

mzal + mla2

f_l

a
+ 2
2

|
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hia|— =h(—m—)

PROPOSICION 4.1.8

Sea f: A —> B un homomorfismo de anillos y sea S un conjunto

multiplicativamente cerrado de A.

Sea T = f(S). Probar que S_lB 3% T—lB son isomorfos como S_lA——

mddulos.
DEMOSTRACION
B es un A-médulo, en el producto definido asi:

©: AxB > B

(a,b) ~——> a © b = f(a)b

- Demostremos que © esta bien definida
sean a = a

b = b’

l

\
o1}
®
o
[

o))
@
o



98

(A,+) es un grupo abeliano.

a0 (x+y)=f(a)(x + vy)

(a + b) © x

f(a)x + f(a)y

aoex+aoy

f(a + b)x

(f(a) + £f(b))x

f(ayx + £(b)x

ao®x + b o0 x

(ab) © x = £(ab)x

f(a)f(b)x

f(a) (f(b)x)

= a 0 (b ® x)

1 ®©x = £f(1)x

es un S_lA—médulocnn el producto ‘siguiente;

a b a b f(a)b
n,. > =
2 SlSZ

(S_lB,+) es un grupo abeliano.

Ol

estd bien definido

a a' _
sean —— = —— => 4 tes tg t(s;a - sqa') =0
1 3
b _ b" B -
s, = Ez._> Htlszs tq t(s,b s,b ) 0

t(sya - s;a') = 0 => f£(t) (£(sy)£(a) - £(s;)f(a’)) = 0
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tl(s4b - szb') = 0 => f(tl)(f(s4)b - f(sz)b') =0

tenemos entonces las siguientes ecuaciones

2) f(t])f(sy)b - £(t

multiplicando (1) por f(t;)f(s,)b' y (2) por f(t)f(s3)f(a) te-

nemos:

1Y) f(tl)f(t)f(szs3)f(a)b' - f(tl)f(tz)f(slsz)f(a')b’ =0

2') f(tl)f(t)f(s3s4)f(a)b - f(tl)f(tz)f(s£s3)f(a)b' =0
sumando 1') y 2') tenemos
fFlt)f(t)f(sys,) f(a)b - f(tl)f(t)f(slsz)f(a')b' = 0
f£(t))£(t) (f(sy5,)f(a)b - f(s;s,)f(a")b') = 0

f(tlt)(f(s3s4)f(a)b - f(slsz)f(a')b') =0

como tlte S tenemos que f(tlt)e T

_ NpY =
entonces tlt ® ((s3s4) ® f(a)b (5152) ® f(a')b"h 0

tenemos gue

f(a)b f(a')b'

S152 S35y
a , P1 . Pa a4 |S3P1t Spby
5. O (G-t g)=5-0 s
1 S2 3 1 S1°3
_ f(a).(s3bl + s,b,)
S15283




S.S,85

2153 T 338,
152%3

f(als2 + azsl)b
S152%3

S2f(al)bl slf(a

100

2)b

$15,853 $152%3

f(ala2)b
$152%3

f(al)f(az)b

S,545S

17273
_ f(al) f(a2)b-
51 | ®2%3
51 2 3]
a a
= S_l®' S—2®' 3
1 2 S3)
f(l)x
1x
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-1 - . .
T B es un S lA—-médulo con el producto siguiente

o": sla x v 1s > 77 1p
a b s & gnw b _ f(a)-b
sS4 £(s,) N £(s,) f(sl)f(s2)
: (T—lB,+) es un grupo abeliano

Semejante a como se probd para ©'.

Sea

S "B = {2 / beB, seS}

T "B = {%/ beB, te T}

:{f%%T / beB, seS}

definamos

.

b
> f(s)

s

h bien definida e inyectiva

—i=_§<=>aseSth@(szebl—lebz)=0
<=> 5 @ (f(SZ)bl - f(sl)bZ) =0
<=> f(s)(f(sz)bl - f(sl)bz) = 0
s bl _ b2
£(s;) £(s,)

-1 .
* h es un homomorfismo de S ~A-mddulos
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s.b, + s.b

S155 f(slsz)

Il
=

sean ELE:S_lA ; ELE:S—lB
s S

Sl 82

h es sobreyectiva por la forma en que esta definida.
PROPOSICION 4.1.9

Sea A un anillo. Supdngase que para cada ideal primo P el ani-
1llo local A, no tiene elemento milpotentes #¥ 0. Entonces A no

tiene elementos nilpotentes.
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DEMOSTRACION

Sea x €A, X # 0, tqg %7 =0
sea ¢ = Ann(x), o es ideal # 1

entonces a e M, M ideal maximal por 1.4.8

n

X X —
sea I—EZAM entonces T = 0 por tanto
% = 0, pero eso no es posible ya que

AM no tiene elementos nilpotentes # 0,
PRCPOSICION 4.1.10

Sea A un anillo # 0 y sea I el conjunto de todos los conjuntos

mulplicativamente cerrados S de A tales que 0¥ S. Probar que

a) I tiene elementos maximales

b) Se I es maximal si y solo si A - S es un ideal primo mini--
mal de A,
DEMOSTRACION

Como la demostracidn de la parte (a) es una aplicacidén del le-

ma de Zorn, enunciaremos previamente este lema.

LEMA 4.1.11 (LEMA DE ZORN)

Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado . Si cada cadena
(conjunto total o linealmente ordenado) M en A tiene una cota
superior en A, entonces A tiene, por lo menos un elemento maxi

mal.
Demostremos ahora la proposicidédn 4.1.11

a) . tiene elementos maximales.
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Sea £ = {Sca/ Od:S, S multiplicativamente cerrado}

I #9¢ yaque {1} e y {1} es multiplicativamente cerrado
de A.

Ordenemos I por la relacidn "c"

Sea M = <PL)LEI una cadena en ! de manera gue para cada par
de indices Lle:I 042 el
P/C cP. o PL CPL
1 2 2 1
sea K = A%[PL’ demostremos que K es multiplicativamente ce--
LE
rrado de A.
a) 1eK vya que 1legPd VL
b) sea x,y e K => xeP, Y yg;PL , para Ll, 12 eI

1 2

como estamos en una cadena

X, yeP. 6 x,yebP.
<4 Loy

Por ser los P multiplicativamente cerrados

xyeP. e} xyeP.
“1 “2

entonces xve.lJ_ P,
Y Ll 4

Por lo gue K es multiplicativamente cerrado de A.

0 g K ya que OfZPL VLEI

S es una cota superior en I, ya que para un ideal

P.eM, P.c y_P., entonces por el lema de Zorn X tiene --
L L LET A

elemtos maximales.
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b) Sel es maximal si y solo si A - S es un ideal primo mini--

mal de A.

Nesn

Sea P ideal primo de A tqg PcA - S
=>ScA -P , A -P es multiplicativamente cerrado de A.
=> S5 = A - P por hipotesis
como S =A-~-P => A -S=2A- (A -P)
=P
luego

A - S es minimal
" <=ll
Sea S' el tal que ScsS'.

a) como ScS' => A - S'cA - S
b) S' multiplicativamente cerrado => A - S' es primo por 3.1,12
=> A - ScA - S' por ser A - S
primc minimal de A.
por a y b tenemos A - S = A - S'

de donde § = A!
DEFINICION 4.1.12

Un conjunto multiplicativamente cerrado S de un anillo A, se -
dice que es saturado si

abe S <—> aeS y besS
PROPOSICION 4.1.13

S es saturado ssi A - S es una unidn de ideales primos.
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‘DEMOSTRACION

Sea xe€ A - S se tiene que ]:x] CA - S

ya que kxe A - S VvkeA.

sea § = {IcA - S/ I es ideal y [x] c I}

demostremos que ¢§ tiene elementos maximales
§ # & ya que [x] )

ordenemos § por la relacidn de "c"

Sea M = (PL)LEI una cadena en 8 de manera que para cada par de
indices &1E:I e L,¢€ I
tenemos que P. cP. 6 P. cP.
<q Lo <o 44
sea K = i&[Pi demostremos que K es un ideal de A.
LE

- K # 0, ya que como al menos [x] € §

entonces

xe \J_ P.
L€l 4

- sea %X, yeK => XEZPLly yE:P&.2

como estamos en una cadena

X, yeb. o) X,y eP.
“1 “2

como los PL son ideales tenemos que

X - yeP, 65 x -y EPLZ

entonces

X - e \J_P.,
Y Lel «



AKc K

Sea a€A, yeK => yer,jEI
=> ayeP. , P. ideal
J J
=> ay e K

como [x] c P/C Viel
tenemos que [x](:L)P.
LeT
K es cota superior en § ya que PLEZM, P&C U
el lema de Zorn § tiene elementos maximales.
Sea IX maximal en §. Probemos que IX es primo
Sea ab e IX Yy supongamos que a,b g IX.
1 =

En este caso IX IX + [a]_ _?_IX

s A n = +
y también I I, [5] 2_IX
luego I NS # ¢ y I'NS # ¢

. ] 11

sean al-+61a eIX(\S, a2-+52b eIX(\S

=> (al + Bla)(a2 + sz)e S

=> alaz + alezb + azela + Bzabs:IX

=> IX(\S # ¢, lo cual no puede ser

luego

IX es primo; ademas LJIXSZA"S

por lo tanto

107

entonces por
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L] <="

Sea F = {PcA / P primo} y sea F'cF tg

Sea xyeS => xy g P, YP e F '
=>x¢P, yeP, ¥PelF' porque son ideales primos
=> X€85, vyeS

PROPOSICION 4.1.14

Sea S un subconjunto multiplicativamente cerrado de un anillo
A, existe un Gnico subconjunto multiplicativamente cerrado sa-

turado minimo S que contine a S, y tal que S es el complemento

en A de la unidén de los ideales primos que no cortan a S.
DEMOSTRACION
Sea F = {PcA / P es primo} y sea F'cF tq

A - S = P
PeS'

Como la interseccidn de saturados es saturado.

entonces
S=10n K
KES
K saturado
Ahora bien, si S'" = A - yP <=> A - S' = UP => S' es satura

PriLs=9 P s=d
do por 3.1.16

Como ademds (UP) NS = ¢ entonces ScS' => Sc s’

(U
P S=0¢

Por otro lado como S es saturado
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A-S = UP => SNP =¢ ¥Pef'

luego

OBSERVACION 4.1.15

Al conjunto S de la proposicidn 4.1. se le denomina SATURA--

CION DE S.
PROPOSICION 4.1.16

Sean S,T subconjuntos multiplicativamente cerrados de A, tales

-1 1

que ScT sea ¢: S "A —> T ~A el homomorfismo gue aplica cada -

-~ -1
a/ses lA a a/s considerado como un elemento de T “A.

Probar que las siguientes condiciones son equivalentes:
i) ¢ es biyectiva
i1i) Para cada te T, t/1 es una unidad en S_lA
i1i) Para cada te T, existe xeA tal que xte S
iv) T estd contenido en la saturacidén de S

v) Cada ideal primo que corta T corta también S.

DEMOSTRACION

>

1i7=> iii —> iv

Probemos
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i) => 1ii1)
-1.1 -1,t 1
0T = eT(T )
_ -1 t -1.,1
= ¢ (P (R
ot .-1.1
= o)
ii) => iii)
t . -1
Como T es una unidad en S A
ta _ 1
= 15 - T
=> t—a = i
S 1
=> ds'es tg (ta-s)s' = 0
=> tas' - ss' = 0
=> tas' = s.¢s'

iii) => iv)

Sea m€T=>3xeA tg xmeS

iv) => v)

TcS <=> TcA - UP , P ideal primo
NS

<=> ¥P, primo, PNS = ¢ => PNT = o

> ¥P, primo, PNS # & => PNS # 0

A
[



111

v) => ii)

Sea te T y supongamos que t/1 no es una unidad entonces existe
un maximal en S_lA que contiene a t/1, obtenemos asi un primo

P que no corta S y sin embargo t e P, lo gue es una contradic-—-
cidn.

iii) => i)

¢ es inyectiva por la forma en gue est& definida.

si d(a/s) = ¢(a'/s') entonces a/s = a'/s' en T—lA

luego existe te€ T tal que t(s'a - sa') = 0.

Sea xe A tal que xteS
=> xt (s'a -sa') =0 en xXteS

=> a/s = as—, conS_lA

PROPOSICION 4.1.17

El conjunto S, de todos los no divisores de cero en A es un --

conjunto multiplicativamente cerrado saturado de A.
DEMOSTRACION
i) s # ¢ ya que legS,
ii) Sean X,YESO <=>x2 # 0, ¥Yzeh, z #0
vz #0, YzeA, z # 0
<=> x2zyz # 0, ¥zehA, z # 0
<=> xyzz # 0, Yzea, z # 0
<=>xyz #0, ¥zeh, z # 0

<=> Xy eSS,
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luego

S_~es multiplicatiyamente cerrado saturado.

PROPOSICION 4,1.18

Sea D el conjunto de los divisores de cero en A

entonces D es una unidn de ideales primos

DEMOSTRACION

Como D =A - S, vy S,es saturado

entonces D es una unidn de ideales primos por 4.1.13

PROPOSICION 4,1.19

El anillo S,

1p se denomina ANILLO TOTAL DE FRACCIONES DE A, -

Probar que

i) S, es el mayor subconjunto multiplicativamente :rrado de
A para el cual el homomorfismo A > S:lA es i 'ectivo.
ii) Cada elemento en S;lA es divisor de cero o una 1idad.
iii) Cada anillo en el que cada unidad es un divisor de cero -
es 1gual a su anillo total de fracciones (es decir
A > S;lA es biyectiva)
DEMOSTRACION

i) Veamos que A

> S:lA es inyectiva

a/l =a'/l=>dses, tqgq s(a-a') =0

como s no es un divisor de cero

Sea S multiplicativamente cerrado tg A

a-a'=0=>a=a'

> 8§ .. es inyectil
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vO, a demostrar gque todo elemento de S es no divisor de -
cero.

Dado se S, si aaezA tal que sa = 0, entonces

0 - .
% = s pero como A > 8 lA es inyectivo a = 0

Sea a/SE:S:lA no divisor de cero, entonces afirmamos que
aesS,, ya que de lo contrarioakneA, b # 0 tal que ab =0,
luego

ab
s 1

~l o

=0 vy # 0, porque de lo contrario

[y

SES,, sb 0, y contradecimos el hecho de que S,

i

no tiene divisores de cero

luego gEZS—lA => 2— €s una unidad.

1ii) Ademostrar que en este caso A > S:lA es biyectiva.

Por 1) es inyectivo y como cada elemento se S, es unidad,

1

C o -1
entonces dado 24:80 A el elemento as £ A y ademas

-1 _a
fas 7) = s

DEFINICION 4.1.20

Sea A un dominio de integridad y M un A-mddulo un elemento -
S €M es un elemento de torsidn de M si Ann(x) # 0, es decir si

¥ es anulado por alglin elemento no nulo de A.
PROPOSICION 4.1,21

Sea A un dominio de integridad y M un A-mbdulo probar que los

elementos de torsidn de M forman un submddulo de M.
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DEMOSTRACION
Sea F = {xeM / x es un elemento de torsidn de M}
i) F# ¢ ya que 0e¢F

ii) Sea x,yeF => Hal,azs:A, a; # 0, a, # 0 tg

a;x = 0

a,y = 0
=> = ay = 0
= a,a;x = 0

~ajay = 0
=>  aja;x - a,a,y = 0
=> 2;8,X - aja,y = 0
=> alaz(x -y) =0, a;a, # 0
=> X - yePF
AF cF
Sea xeA, meF =>JaeA, a# 0 tgma =0
=> xma = 0

DEFINICION 4.1. 22

El submdédulo formado por los elementos de torsién de M se deno

mina el SUBMODULO DE TORSION DE M y lo denotaremos por T(M).
OBSERVACION 4.1. 23

Si T(M) = 0 se dice que el mdédulo M es sin torsidn,
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PROPOSICION 4.1.24
Sea A un dominio de integridad, demostrar que
i) 81 M es un A-mddulo cualquiera entonces M/T(M) es sin tor
sidén.

ii) si f: M > N es un homomorfismo de médulos, entonces

£(T(M))c T(N)

iii) si 0 > M' £ 5 M -9 > M" es una sucesidn exacta enton

ces la sucesidn

0 > T(M') £ > T(M) g’ > T(M") es exacta.
DEMOSTRACION
i) Sea aE:T(T?L))=> a=m+ T(M), aa = 0
tg am + T(M) = T(M)
=> 4B # 0 tg (Ra)m # O
Ba # 0
=> me T(M)

ii) Sea me £(T(M)) => m = £(x), para algGn x e T(M)
COomo XE:T(M), aaE:A, a # 0
tgax =0

=> 0 = f(ax)
=> 0 = a f(x)
=> 0 = am
=> me T(N)
iii) Como g' - £f' = g o £ = 0 tenemos

que Imf' cker g'.
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Probemos que ker g' c T(M)

xeker g'cT(M) , g(x) =0

=>3yeM' tg f(y) = x, pero como

xeT(M) =>dJa #0 tg ax =0

=> af(y) = ax = 0

=> f(ay) = 0

=> ay = 0, por ser f inyectivo
=> ye T(M)

PROPOSICION 4.1.25

Sea S un subconjunto multiplicativamente cerrado en un dominio

de integridad. Probar que

(™M) = s71(mm)
DEMOSTRACION
ncu
-1 _ a 0 a m _ 0
Sea m/s e T(S "M) => -S_#I tg - 1=7
1 1
—>352€S tg Sz(am) =0
=> (sza)m =0
pero s,a # 0 => me T(M)
= m/s e s TT(M)

"O"

m/s € S_lT(M) => me T(M)

=>daeM, a#0 tg am = 0

=> —i—# 0, i}e S_lA y ademas
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|
w3
Il
(@)

=> m/se:T(S_lM)

PROPOSICION 4.1.26

Sea A un dominio de integridad, M un A-médulo entonces las si-

guientes proposiciones son equivalentes

i) M es sin torsidn

ii) M, es sin torsidn para todo ideal primo P

iii) MM es sin torsidn para todo ideal maximal M

DEMOSTRACION
i) => ii)
T(M) = 0 => (TM)P = 0 por 3.3.2
=> T(M,) =0
=> M, es sin torsidén
ii) => iii) Ya que todo ideal maximal es primo
iii) => i)

Sea xe T(M), x # 0 => HM maximal tal que

Ann(x) ¢ M por 1.4.8
Consideremos S = A - M y sea (T(M)M

€ (T(M))M = T(MM)

X

o

X
1
=>30¢€A—M tg oax = 0
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y esto contradice el hecho que ann(x) c M
PROPOSICION 4.1.27
Sean M un A-mddulo, I un ideal de A.

Se supone que MM = 0 para todos los ideales maximales M I.

Entonces M = IM

DEMOSTRACION
Para el A -Mddulo M se cumple que
I IM
My
= = 3.2.8
,(M/IM)M (IM)M 0 , por

Para todo maximal M de A/I.

0 por 3.3.2

|
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