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PROLOGO 

'\.. 

Uno de los objetivos fundamentale s del presente trabajo es, rea 

lizar un estudio introductorio de dos de los más importantes 

instrumentos técnicos del Algebra Conmutativa, como son la for­

mación de Anillos de Fracciones y el proceso asociado de Locali 

zación¡ teniendo como soporte el desarrollo de dos cursos: "Tea 

ría de Anillos" y "Teoría de Módulos", dictados por el Lic. Jo­

sé Javier Rivera Lazo. 

Otro de los objetivos propuestos es lograr que el presente tra~ 

bajo se constituya como texto de consulta de algGn curso intro­

ductorio al Algebra Conmutativa. 

El presente trabajo se desarrolla en cuatro capítulos, de los -

cuales, a continuación se hace una breve descripción. 

En el capítulo 1 se desarrolla todo lo referente a Anillos e -­

Ideales. En su mayoría, los teoremas aquí presentados solamente 

se enuncián, y a que en un trabajo de graduaci6n previo denomina 

do "Anillos e Ideales", fueron demostrados. Se ha agregado Gni­

camente lo referente a Radical de ideales y Contracción y Exten 

ción de Ideales. 

En el Capítulo 11 se aborda el desarrollo de la Teoría de Módu­

los, sin pre tender que su estudio sea e xhaustivo. Solamente se 

desarrollan los elementos necesarios a utilizar en el tercer ca 

pítulo. 

En el Capítulo 111 se procede a la construcción de los Anillos 

y Módulos d e Fracciones y a estudiar el proceso de Localización, 



finalizando con el estudio de la Extensión y Contracción de 

Ideales en Anillos de Frqcciones. 

El Capítulo IV está dedicado exclusivamente a las aplicqciones 

de la teoría desarrollada en el capítulo anterior, en la resolu 

ción de problemas específicos. 

La elaboración de este trabajo está fundamentada en los tres -­

primeros capítulos de la obra "Introducción al Algebra Conmuta­

tiva" de M.F. Atiyah e LG. Macdonald. 

He intentado, de manera especial, reescribir de una forma más -

legible y comprensible el capítulo 111 de esta obra, denominado 

"Anillos y Módulos de Fracciones", de donde toma su título el -

presente trabajo. 

Finalmente, deseo expresar mi especial agradecimiento al Inge-­

niero José Francisco Marroquín por su valiosa asesoría en la 

preparación del trabajo y a la senora Mirian de Yánez por la pa 

ciencia y gentileza de mecanografiar el documento. 
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1.1 ANILLOS Y HOMOMORFISMOS DE ANILLOS 

DEFINICION 1 . 1.1 

La terna (A , + , ~ ) formada por el conjunto A no vacio y las dos 

operaciones binarias + y • definidas en A, se dice que es un 

anillo conmutativo con identidad si satisface las siguientes 

condiciones . 

i) El par (A, +) es un grupo abeliano 

ii) El par (A, . ) es un semi grupo conmutativo con identidad 

iii) La ley distribuitiva de la Operación " . " sobre 1 a operación "+" 

NOTA 1.1 . 2 

A lo largo de este trabajo anillo significará anillo conmu-

tativo con elemento de identidad, y en este capí t ulo se repre- ­

sentará por A, aunque no se especifique . 

PROPOSICION 1.1 . 3 

En un anillo A si 1 = O, es decir que si para x E: A. se tiene - -

x = x . 1 = x . 0, entonces A = {O} 

La proposición anterior establece q ue A es el AN I LLO CERO que -

denotaremos por {O}. 

DEFINICION 1.1.4 

Un Homomorfismo de anillos es una a p lica ción f de un anillo A -

en un Anillo B tal que: 

i) f( x + y) = f( x ) + f(y) 

ii) f( x y) = f( x ) f( y ) 

1 



iii) f (1) = 1 

PROPOSICION 1.1.5 

2 

Sea f: A -- > B un homomorfismo de anillos entonces se cumplen 

las siguientes propiedades 

a) f ( O) = O 

b) f(-x) = - f(x) 

c) f(x-y) = f(x) - f(y) 

DEFINICION 1.1.6 

Sea f: A --> B un homomorfismo de anillos, llamaremos núcleo 

de f, llamado también Ker f, al conjunto 

Ker f = {x E: A/f(x) = O} 

DEFINICION 1.1.7 

Sea f: A -- > B un homomosfismo de anillos, llam~remos imagen 

de A, que representaremos por f(A), al conjunto 

f (A) = {y E: B/f (xl = y I para algún x E: ,A. } 

1.2 DIVISORES DE CERO, ELEMENTOS 

NILPOTENTES, UNIDADES, IDEALES 

DEFINICION 1.2.1 

Un divisor de cero en un anillo A es un elemento x que "divi-

de cero" , es decir para el cual existe un y t- O en A t~l que 

xy = O. 

DEFINICION 1. 2.2 

Un anillo A sin divisores de cero, diferentes de cero (yen -
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el cual 1 I O) se denomina "DOMINIO DE INTEGRIDAD" 

DEFINICION 1.2.3 

Sea A un anillo, un elemento x E A es nilpotente si xn = O, p~ 

ra algún n > o. 

DEFINICION 1.2.4 

Una unidad en un anillo A es un elemento x que "divide 1", es 

decir para el cual existe un elemento y I 1 en A tal que 

x y = 1 

PROPOSICION 1.2.5 

Si x E A, es una unidad, el elemento y E A está univocamente de 

. -1 ~ 1 terminado por Xi y se escrlbe x o x 

DEFINICION 1. 2.6 

Un anillo A en el que ~ I O Y cada elemento no nulo es una 

unidad es llamado CUERPO. 

DEFINIcrON 1.2.7 

Un ideal 1 de un anillo A es un subconjunto de A que es un 

subgrupo aditivo y tal que A I c I (es decir x E A Y Z E r impl~ 

ca x Z E I) 

OBSERVACION 1.2 .8 

Sea x E A, denotaremos por [x], al ideal de A que consiste de 

todos los múltiplos de x, lo llamaremos el ideal generado por 

x. 

En particular [1J = A 

Y [OJ = O 



PROPOSICION 1.2.9 

Sea A un anillo, X c A, sea J = 2 Bi 

nen a x, J es ideal. 

DEMOSTRACION 

i) a) J =1- o. ya que OEJ 

b) Sean X, y E J => X, Y E B . , Vi 
.{. 

=> - y E B . Vi 
.{. 

=> x - y E B . , V"¿ 
.{. 

ii) Sea x E A, Y E J => xy E B . , V"¿ 
.{. 

= > xy E J 

luego 

J es un ideal 

OBSERVACION 1.2.10. 
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B. ideales que contie­
.{. 

Denotaremos a J de la definición anterior por [XJ y le llama-

remos el ideal generado por el subconjunto X. 

PROPOSICION 1 . 2.11 

Sea A un anillo =j. {o.}. Las siguientes afirmaciones son equiva--

lentes. 

i) A es un cuerpo 

ii) Los únicos ideales de A son O y [lJ 
iii) Cada homomorfismo de A en un anillo no nulo B es inyecti 

vo. 



DEFINICION 1.3.1 

Sea I un ideal de A, 

PROPOSICION 1.3.2 

A 
Y 

1.3 ANILLO COCIENTE 

A sea I definido de la siguiente manera 

= {x + l/x E A} 

El cociente A Y , es dotado de una estructura de anillo con 

las operaciones siguientes: 

a) (x + I) + (y + I) = (x + y) + l. 

b) (x + I) (y + I) = xy + l. 

DEFINICION 1.3 . 3 

A 
I 

es llamado Anillo cociente 

PROPOSICION 1.3.4 

5 

En el anillo cociente A 
I 

se cumplen las siguientes propieda-

des 

1) El elemento neutro es el conjunto l. 

2) 1 + I es la identidad de A 
I 

3) Si x E A entonces x + I = I <- > X El. 

1.4 IDEALES PRIMOS E IDEALES MAXIMALES 

DEFINICION 1.4.1 

Un ideal P en A es primo si P f [lJ Y si 

xy E P => X E P ó y E P 



PROPOSICION 1.4.2 

P es primo si y solo si 

PROPOSICION 1.4.3 

A 
P 

6 

es dominio de integridad. 

Si f: A --> B es un homomorgismo de anillos y P es un ideal -

primo en B, entonces f-1(p) es un ideal primo en A, 

f-1(p) = {x E: A / f(x) E: p} 

DEFINICION 1.4.4 

Un ideal M en A es maximal si M =1- [lJ Y no existe ningún ;ideal 

I tal que M c I c [lJ (las incluciones en sentido estricto) . 

PROPOSICION 1.4.5 

M es maximal <-- > 

PROPOSICION 1.4.6 

A 
M 

es un cuerpo. 

Si M es maximal en A entonces M es primo. 

PROPOSICION 1.4.7 

Cada anillo A = {O} tiene por lo menos un ideal maximal 

COROLARIO 1.4.8 

Si I =1- [lJ es un ideal en A, existe un ideal maximal de A que 

contiene a l. 

1.5 OPERACIONES CON IDEALES 

DEFINICION 1.5.1 

Sean I, J ideales en un anillo A, su suma I + J se define asf 

I + J = {x + y / x E: I, Y E: j} 
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PROPOSICION 1.5.2 

I + J es el menor ideal de A que contiene a 1 y a J 

DEFINICION 1.5.3 

Sean 1, J dos ideales en un anillo A, el producto I J se def;l 

ne así 

IJ= O~x.y./X.EI, y.EJ } . .{..{..{. .{. 
.{. 

PROPOSICION 1.5.4 

El producto de ideales de A, es un ideal de A . 

DEFINICION 1.5.5 

Sean 1, J dos ideales de un Anillo A, el conjunto 

(1: J) = {x E A / x J c I} es llamado "IDEAL COCIENTE DE 1 

y J". 

como un caso particular de la definición anterior tenemos 

DEFINICION 1.5.6 

Al conjunto (0, J) se le denomina anulador de J y se denota -

por Ann (J) y se define de la siguiente manera 

Ann (J) = {x E A / x J = O} 

DEFINICION 1.5.7 

Sea 1 un ideal de un Anillo A, se llama "RADICAL DE 1" al con 

junto 

r(I) = {xEA / Xn EI, para algún n > O} 



PROPOSICION 1.5.8 

Sea 1 un ideal de un Anillo A, entonces 1 c r (1) 

DEMOSTRACION: 

1 
Sea x E 1 -> I X E 1 

- > X E r (1) 

luego 

Icr(I) 

1.6 EXTENCION y CONTRACCION DE IDEALES 

PROPOSICION 1.6.1 

8 

Sea f: A --> B un homomorfismo de anillos. Si 1 es un ideal -

de A, entonces f(I) no es necesariamente un ideal en B. 

DEMOSTRACION 

Sea ~ el anillo de los enteros, ~ el cuerpo de los racionales. 

f: ~ -- > ~, una inyecci6n 

Sea [2J un ideal ZL, f([2]) = I2] 

probaremos que ~ f([2J) ~ f([2J) 

corno [2J c ~, si ~ E ~ => } [2J ~ [2J 

ya que s i x E ~ [2J => 1 
x = 5" y, y E [2J 

=> x ~ ~ 

DEFINICION 1.6.2 

Sea f: A --> B un homomorfismo de anillos. 

e ' Si 1 es un ideal de A, se define la extenci6n 1 de 1 corno el 
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ideal Bf(I) generado por f(I) en B, es decir 

le = {I y . f (x .) / X. El, y. E B} 
.,{. ,{. ,{. ,{. 

,(. 

PROPOSICION 1.6.3 

Sea f: A --> B un homomorfismo de anillos, si I es ideal de -

-1 
B, entonces f (J) es siempre un ideal de A, donde 

f- 1 (J) = {x E A I f(x) E J} 

DEMOSTRACION: 

i) a) f- 1 (J) i f3 ya que 

b) sean x, -1 y E f (J) 

O E f-1(J) 

=> f (x) E J, f (y) E J 

=> f(x) E J, - f (y) 

= > f (x) - f (y) E J 

=> f (x - y) E J 

=> x - Y E f - 1 (Jl 

E J 

ii) sean x E A, Y E f- 1 CJl => f (xt E B, f (y) E J 

=> 

=> 

=> 

DEFINICION 1.6.4 

f(x). f(y) E J 

f (x y) E J 

xYEf-1 (J) 

Sea f: A -- > B un homomorfismo de anillos, si J es un ~deal -

de B, entonces la contracción de J se define corno f- 1 (J) y se 

denota 
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PROPOSlClON 1.6.5 

Sea f: A --> B un homomorfismo de anillos, si J es un ideal -

primo de B entonces JC es necesariamente primo en A. 

DEMOSTRAClON 

-1 
(J} f(XY)EJ sea xyEf => 

=> f (x) f (y) E J 

=> f (x) E J ó f (y) E J 

-1 ... -1 
=> x E f (J) o y E f (J) 

luego 

c J es primo. 

PROPosrcrON 1.6 . 6 

Sea f: A --> B un homomorfismo de anillos, r un ideal de A, J 

un ideal de B entonces 

i) l c lec 

ii) Jce c J 

iii) JC = Jcec 

iv) re = rece 

v) Si e es el conjunto de los ideales con-

traidos en A y si E es el conjunto de -

los ideales extendidos en B . 

entonces 

e = {r / rec r} 

E = {J / Jce = J} 

Y r ---- > re es una aplicación biyectiva de e sobre E, cuy a -



C 
inversa es J ----> J 

DEMOSTRAcrON 

i) r c rec 

Sea x E r = > f(x) E f(r) 

luego 

ii) Jce cJ 

c Sea J = 

=> 

=> 

=> 

f(x) E re 

XE f-l(Ie) 

r c rec 

{x E A / f(x) E J, J ideal de B} 

( J c) e = [f (Jc)] = [ { f(x) EB / X E J C
}] 

PROBEMOS 

f (Jc) c J 

c 
=> y = f (x) E B, X E J 

=> f (x) E J 

=> y E J 

tenernos que 

f (JC) c J 

corno J es un ideal => [f (Jc)] e J 

=> 

luego 

11 
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iii) a) JC c Jcec 

corno JC es siempre un ideal de A (1.6.3) la incluci6n 

b) 

se cumple por (i) 

por (ii) 
ce 

tenemos que J e J 

por a y b tenernos 

por i) rcrec 
=> f(r) ef (r

ee
) 

rece e re 

re = J, J ideal de B 

Jce c J por ii 

corno J = re => r eee c re 

por a y b 

re = rece 

v) e = {r / r ee = r} 



al) "c" 

sea r E e => r = JC 

JC = Jcec por iii 

=> Jcec = rec 

=> r = rec 

luego 

e c {r / rec = r } 

a 2 ) "o" 

Sea J E {r / rec = r } => J = Jec 

=> J E C 

por al y a 2 tenemos 

e = { r / rec = r} 

b) E = {J / Jce = J} 

b
1

) "c" 

Sea J E E => J = re => Jce = rece 

como re = rece por iii 

=> J = Jce 

luego 

E c {J / Jce = J } 

":J" 

Sea r E {J / Jce = J } => r = rce 

=> r E E 

13 
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E = {J / Jce = J } 

PROPOSICION 1.6.7 

Sea f: A - > B un homomorfismo de anillos, sen 1
1

, 1
2 

idea-­

les de A entonces 

i) (1
1 

1 ) e e le + = 1 1 + 2 2 

ii) (1
1 

. 1 ) e = le . le 
2 1 2 

iii) r(I)e e r(Ie ) -

PRUEBA 

i) a) "e" 

Sea e 
x E [f(I 1 + 1 2 )J x E (1 1 + 1

2
) => 

=> X E [f(I 1 ) + f(I 2 )] 

= > XE[f(I 1 )] + [f(I 2 )] 

e le => x E 1 1 + 2 

b) ";)" 

Se a x E (le + le) => x E ([f(I1 )] + [f(I2 }]) 1 2 

como f(IJ.} ef(I1 + 1 2 ) 

f(I 2 } e f(I
1 

+ 1
2

) 

=> xE[f(I 1 + I 2 }] 

= > X E (1 1 + 1 ) e 
2 

luego por a y b 

(Il + 1 ) e = le + le 
2 1 2 



- ii) similar a (i) 

iii) Sea xsr(l)e=> xs[r(l)] 

n 
=> x = I b,¿ f (y ,¿), b,¿ s B, Y,¿ E r ( l) 

i=l 

n,¿ 
es decir existe n,¿, para cada -<- tq Y i E l 

o sea que 

n. 
f(y.-<-) E f(I) c le c rCle ) Por 1 . 5 .8 

..(. 

n 
=> x = I b,¿f(Y,¿l E r(l

e
) 

i=l 

15 
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2.1 MODULOS y HOMOMORFISMOS DE MODULOS 

DEFINICION 2.1.1 

Sea A un anillo (como en 1.1.2). Un módulo sobre A, o un A-m~ 

dulo, es un grupo abeliano aditivo M junto con una función. 

11 : A x M --> M 

que satisface las propiedades siguientes 

(MI) La función 11 es biaditiva, es decir 

11 (a+b,x) = l1(a,x) + l1(b, x ) 

11 (a,x+y) = II Ca,x) + 11 Ca, y) 

son ciertas para todo a,b E A Y para todo x,y E M 

(M 2 ) Para cualquier a, b E A Y x E M se tiene 

11 (a, l1(b,x)) = l1Cab,x) 

(M 3 ) Para todo elemento x E M 

l1(~/x) = X 

La función 11 recibe el nombre de multiplicación escalar del -

módulo M. Para cada a E A Y cada x E M, el elemento 11 (a I x) de M 

se llamará producto escalar de x por a, y se designará por ax. 

Con esta notación simplificada las condiciones (MI) - (M3 ) se 

espresan mediante las cuatro siguientes igualdades 

a (x + y) = ax + ay 

(a + b) x = ax + b x 

(a b) x = a(bx) 

Ix = x 

16 



-que se cumplen para cualquier a,b E A, x,y E M. 

PROPOSICION 2.1.2 

Sea M un A-módulo entonces se cumple 

DEMOSTRACION: 

a) O·x = O 

b) a' O = O 

c ) a (-x) = - ( ax) 

d) (-a) x = - (ax} 

VXEM 

Va E A 

a partir de la definición 

DEFINICION 2.1 . 3 

17 

Sean M,N, A-módulos una aplicación f: M ---> N es un HOMOMOR 

FISMO de A-módulos (o es A-LINEAL) si 

f(x + y) = f(x) + f(y) 

f(ax) = af(x) 

para todo a E A Y todo x,y E M. 

PROPOSICION 2 . 1.4 

Sea f: M --- > N un homomorfismo de A-módulos entonces 

1) f(O) = O, f(-x) = f( x ) ,Vx E M 

21 el conjunto ker f = {x E M/f(x) = Q} llamado múcleo de f es 

un submódulo de Mi el conjunto f (M) = {f (x) Ix E M} llamado 

la imagen de f i denotados por 1m f es un s ;)módulo de N 

3) f es un morfismo inyectivo ssi ker f = {O 
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DEMOSTRACION 

i ) f ( O ) = f (O + O) = f ( O ) + f ( O ) = > f ( O ) = O 

f(x) + f(- x) = f(x - x) = feO) = O => f(- x) = - f(x) 

ii) como f es un morfismo de grupos 

ker f y f(M) son subgrupos de M y N respectivamente 

s i a E A I X E Ker f I y E M. 

fea x) = af(x) = aO = O 

=> ax E ker f 

af(y) = fea y) E f(M) => af(yl Ef(M) 

iiit H=> H 

fes inyectivo , x E kerf = > x = O ya que flx) = feO) 

H<= " 

ker f = {O}, f ex) = f (y) => x = y I ya que f ex - y) = O 

PROPOSICION 2.1.5 

Sean M, N, P, A-módulos. Sean f: 1-1 --> N 

• 
g: N - '- > P dos homomorfismos de A-módulos entonces 

9 o f: M --> P 

es un homorfismo de A-módulos 

PROPOSICION 2.1 . 6 

Sean f: M --> N, g: N --> P homomorfismos de A-módulos y 

h = 9 o f entonces si h es sobreyectivo también 10 es g. 
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2.2 SUBMODULOS y MODULO COCIENTE 

DEFINICION 2.2.1 

Sea A un anillo, M un A-módulo arbitrario, S un suconjunto de 

M, diremos que S es un submódulo de M si 

a) S es un sub grupo del grupo (M, +) 

b) A S c S 

Es decir que S c M es un submódulo si es también un A-módulo -

en las mismas operaciones que lo es M. 

PROPOSICION 2.2.2 

Sea M un A-módulo, MI un submódulo de M entonces para todo -­

asA y xsM 

{a (x + m) /m E MI } c ax + MI 

PROPOSICION 2 . 2 . 3 

_ Sea M un A-módulo, MI un submódulo de M a l grupo abeliano M/M I 

hered~ una estructura de A-módulo d e M, definido por 

a(x + MI) = ax + MI 

DEMOSTRACION 

M/M I = {x + MI/x E M} 

sea ~ : A x M/MI ---- > M/MI 

(a, x +M') ~> a x + MI 

probemos que ~ está bien definida 



sea (a,x + MI) = (b,y + MI )<=> a = b 

x + MI = Y + MI 

<=> X - Y MI 

=> a (x - y) MI 

=> ax - ay MI 

=> ax + MI = ay + MI = by + MI 

i) a{{x + y) + MI) = a(x + y) + MI 

= a x + ay + MI 

= ax + MI + ay + MI 

= a{x + MI) + a{y + MI) 

ii) (a + b) Cx + MI) = Ca + b) x + MI 

= ax + bx + MI 

iii) (ab) (x + MI) 

= ax + MI + bx + MI 

= a (x + MI) + b ex + MI} 

= a b.x + MI 

= a(bx) + MI 

= a (bx + MI) 

iv} I{x + MI) = Ix + MI 

= x + MI 

luego 

M/MI es un A-módulo. 

DEFINIcrON 2.2 . 4 

El A-módulo M/MI se le llama MODULO COCIENTE de M por MI. 

20 
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, 
PROPOSICION 2.2.5 

Sean M, N, dos submódulos de un A-módulo P entonces 

M + N 
M = {n + MI n E M} 

DEMOSTRACION 

a) "e" 

Sea M + N 
xEM N Z E => Z = x + M, + M 

= > z = m + n + M, JI) E M, 

= > Z = m + M + n + 

=> Z = M + n + M 

=> z = n + M, n E N 

=> Z E {n + M/n E N} 

b) ":J" 

Sea n + ME {n + MinEN} 

=> n + M = n + m + M, Vm E M 

M + N 
=> n + M E M 

PROPOSICION 2.2.6 

M 

nEN 

Sea f: M --- > N, un homomorfismo de A-módulos, MI un submódu-

lo de M tq M I ~ ker f, entonces f da lugar a un homomorfismo 

f: M/M ' --> N 

x+M I "--> f ( x ) 

DEMOSTRACION 

. f está bien definido 

B'~lIOTECA CENTRAL 1 
u A>l C.E EL !SALVAD • 
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x + MI = Y + MI => (x y) + MI = O 

=> (x - y) E MI 

=> X - Y = O 

=> f(x - y) = O 

=> f (x) f ( y) = O 

=> f(x) = f(y) 

. f es un homomorfismo 

f«x + y) + MI) = f(x + y) 

= f(x) + f(y) 

= f(x + MI} + f(y + MI) 

f (ax + M') = f (ax) 

= af(x) 

= a f ex + Mil 

El homomorfismo f se dice que es inducido por f. Como un caso 

particular de la proposición anterior tenemos: 

PROPOSICION 2.2.7 

Sea f: M --- > N un homomorfismo de A-módulos entonces 

f: MI --> N ker f 

x +ker f 'V--> f (x) 

es un isomorfismo de A-módulos. 
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DEMOSTRACION 

· f es un homomorfismo por 2.2 . 6 

· f evidentemente es inyectivo 

· f es sobreyectivo por la forma en que está definido. 

2 . 3 OPERACIONES CON SUBMODULOS 

DEFINICION 2.3.1 

Sea M un A-módulo y sea (M . ) . I una familia de submódulos de ..(. ..(.e 

M. Su suma ¿ M. es el conjunto de todas las sumas ( f initas) -
..(. 

¿ x . donde x .E:M. para todo i E: I Y donde casi t o das l as x . 
.{. .{. .{. .{. 

(Es decir, todas salvo un número finito) son cer o . 

PROPOSICION 2. 3 . 2 

¿ Mi es el menor submódulo de M que contiene a los Mi 

DEMOSTRACION 

· ¿ M. :f <P y a 
..(. 

.{. 

sea m E: ¿ M. 
..(. 

..(. 

sea n E: ¿ m. 
..(. 

.{. 

que O E:¿ M . 
.{. 

.{. 

--> m = ¿ x . 
.{. 

.{. 

--> n = ¿ y. 
i .{. 

y . E: M . 
.{. .{. 

--> -n = - ¿ Y. 
i .{. 

, Y·E:M . 
..(. .{. 

--> m - n = ¿ x. - ¿ y. 
i .{. i .{. 

= ¿ ( x . - y . ) . .{. .{. 
.{. 

- - -> m - n E ¿ Mi 
.{. 

x. - y. E: M . 
.{. .{. .{. 



. AIH. c IM. 
i..t i..t 

sea a m E A I M. => am = a l: x . , X. E M . 
i ..t i..t..t . ..t 

luego: 

PROPOSlClON 2.3.3 

=> am = 2:ax., ax . EM· 
i ..t ..t ..t 

=> a m E l: M. 
i -<. 

AIM.cl:M. 
i -<. i -<. 
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La intersección de cualquier familia de submódulos de un A-mó 

dulo M es un submódulo de M. 

DEMOSTRAClON 

Sea (X.) . l una familia de submódulos de M. 
-<. -<'E 

Probemos que n x. es un submódulo de M. 
- iEl-<' 

a) (L X. =j. <p ya que O E n X. 
iEl -<. iEl -<. 

b) sean X, y E n x. => X, Y E X; 
iEl ..t "'-

A ( () X .) c {\ X. 
• ..t iEl -<. 

=> - Y E X. 
-<. 

Vi, i E l 

=> x - Y E x . Vi, ..t E l 
..t 

=> x - Y E n X. 
iE 1 -<. 



Sea mEA((l X.) => m = ay, aEA, y ,EX ;, (Vi)(iEI) 
iEI .{. "-

=> 

= > 

PROPOSICION 2.3.4 

ayEX. , , (Vi)('¿EI) 
.{. 

mE ('¡X. 
-<. 
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Si N,P son dos submódulos de M, se define el conjunto (N:P) -

de la siguiente manera 

{N:P} = {a E A/ap c N} 

PROPOSICION 2.3.5 

El conjunto (N:P) de la definición anterior es un ideal de A. 

DEFINICION 2.3.6 

Sea (O :M) = {a E A/aM = O} este ideal se denomina el ANULADOR 

DE M Y se indica por Ann (M). 

PROPOSICION 2.3.7 

i} Ann (M + N) = Ann {M} (1 Ann (N) 

ii) (N:P) = Ann 

DEMOSTRACION 

i) Sea x EAnn(M + N} <=> x(M + N} = O 

como M'c(M + N} , Nc (M + N) 

<=> xM = O Y XN = O 

<=> X E Ann (M) y x E Ann (N) 

<=> x E (Ann (M) () Ann (N) ) 
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ii) Como N + P {p + N/p E p} por 2.2.3 = 
N 

Ann[N ~ p) {m E A/m (N + p) N} = = N 

= {m E A/m (p + N) = N, para todo PE p} 
sea x E (N: P) <=> xPcN 

<=> xp + N = N, VpEP 

<=> x(P+N) = N, Vp EP 

<=> [N + p} X E Ann N 

2.4 MODULOS FINITAMENTE GENERADOS 

DEFINICION 2.4.1 

Sea M un A-módulo, se dice que M es de tipo finito o también 

que M es finitamente generado, si existen elementos llamados 

generadores. 

xl' x 2 ' ••• , x n 

pertenecientes a M, tales que para todo x E M existen: 

tales que: 

••• I 

n 
x = ¿ a.x. 

'¿=1 -<.. -<.. 

a m en A 

o en otros términos, "todo" elemento de M es una combinación 

lineal de Xl "" ,xn con coeficientes al' . .. ,an en A 

OBSERVACION 2.4.2 

En virtud de la s condiciones de la definición 2 . 4 . 1 escribi--
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mos: 

que leeremos el A-Módulo M generado por x
1

, • . . x n , 

PROPOSICION 2 . 4 . 3 

M es un A-módulo con generación f~nita ssi M es isomorfo a -

un cociente An para algún entero n > O. 

DEMOSTRACION 

"=> " 

Sean x 1 , x 2 , . . . , x n un sistema de generadores de M, definamos: 

--------------> M 

es claro que ~ es un homomorfismo de A-módulos, y por 2.2.7 

tenemos que: 

" <=" 

Se tie n e un homomorf i smo ~ de An sobre M por 2 . 2 . 6 -

si e . = ( 0, •. . ,0,1,0 , • •• 0) (ell ocupa el i-ésimo lugar), en 
.{. 

tonces e¡ , (1 < ¡ < n) genera a An por tanto ~ (e¡) genera a M. 

2.5 SUCESIONES EXACTAS 

DEFINIeION 2.5.1 

Una sucesión de A-mó dulos y A-homomorfismos 



> M . 1 
.{.-

f . 
.{. ---..;;.- > M . 

.{. 

se dice que es exacta en M. si 
.{. 

----> ... 

La sucesión es exacta si es exacta en cada M . 
.(. 

DEFINICION 2.5.2 

Una sucesión exacta de la forma: 

o --> M' _f_> M ~> Mil --> O 

se llama sucesión exacta corta 

PROPOSICION 2.5.3 

a) O M' f M exacta ssi f inyectiva --> --> es es 

b) tv1 
f Mil O exacta ssi f sobreyectiva --> --> es es 

28 

c) O --> M' f g 
--> M--> Mil --> O es exacta ssi f es inyect~ 

va, g sobreyectiva y g induce un isomorfismo de M/f(M ' ) -

sobre Mil. 

DEMOSTRACION 

a) "=> " 

Denotaremos por 0* al homomorfismo O - > M' . 

Corro la sucesión es exacta ker f = {O} = 1m 0* -> f es inyectiva. 

" <= " 

f es inyectiva = > ker f = {O } 

=> 1m 0* = ker f 

luego 

la sucesión es exacta 
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b) n=>n 

denotaremos por 0* el homomorfismo nulo. 

Como la sucesión exacta ker 0* = 1m f 

=> f es sobreyectiva 

"<=" 

* Como f es sobreyectiva => 1m f = Mil Y además ker O = Mil 

c) "=>" 

Como f (M ') = ker g 

=> ker f * 1m O 

por la proposición 2.2.7,g induce un isomorfismo de A-mó-

dulo que representaremos por g. 

"<= " 

f Como f es inyectiva tenemos que O --> M' --> M es exacta. 

Como g es sobreyectiva tenemos que M JL> Mil --> O es exac 

tao 

Demostremos que ker g = f (M ') 

Sea x Ekerg <=> g(x) = O 

<=> g(x + f(M ' )) = O 

<=> x + f(M ' ) = O 

< => X E f (r.1 ' ) 

luego: 

ker g f (M' ) Im f 
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2.6 PRODUCTO TENSORIAL DE MODULOS 

DEFINICION 2.6.1 

Sean M,N,P tres A-módulos. Una aplicación 

f: M x N -> P 

es llamada A-bilineal si y solo si 

f(a 1x 1 + a 2x 2 , y) = a 1f(x 1 ,y) + a 2f(x2 ,y) 

f(x,b 1Y1 + b 2Y2) = b 1f(x'Y1) + b 2f(x'Y2) 

Para todo x 1 ,x2 ,x E M, Y1 ,Y2 ,Y E N Y a 1 ,a2 ,b1 ,b2 E A 

PROPOSICION 2.6.2 

Sean M, N A-módulos. Entonces existe un par (T, g) formado por un 

A-módulo T y una aplicación A-bilineal g: M x N -> T, con la 

siguiente propiedad: 

Por cada A-módulo P y cualquier aplicación 

A-bilineal f: M x N - > P existe una aplicación 

A- lineal única f': T - > P tal que f = f' o g. 

(Es decir, cada función bilineal sobre M x N se factoriza a -

través de T). 

Además, si (T,g) y (T',g') son dos pares con esta propiedad, 

entonces existe un isomorfismo único 

j: T - > T' tal que j o g = g I 

OBSERVACION 2.6.3 

El módulo T de la proposición anterior se denomina PRODUCTO 
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TENSORIAL DE M Y N, Y se indica por M i8I N, o solo por M 8 N 
A 

si no hay ambiguedad sobre el anillo A. 

Está generado corno A-módulo por los «productos» x 8 y. Si 

(x .) . I ' (y.). I son familias de generadores de M y N res--
..{. ..{.E ..{. ..{.E 

pectivamente entonces los elementos x. 0 y. generan a M 0 N, 
..{. ..{. 

por consiguiente todo elemento t E M ~ N puede escribirse de la -

foma: n 
t = L (x. 181 y.) 

. 1..{. ..{. 
..{.= 

donde X . E M Y y. E N, (V..¿ ) (..¿ 
..{. ..(. 

1, ... , n) 

OBSERVACION 2.6.4 

La notación x 3 y es intrinsicamente ambígua si no se espec.:!:. 

fica el producto tensorial al que pertenece. 

Existen varios de los llamados «isomorfismos canónicos » al 

guqos de los cuales se establecen a _ continuación. 

PROPOSICION 2.6 .5 

Sean M, N, P A-módulos, entonces existen isomorfismos únicos 

i) M 8 N --> N 3 M 

ii) (M 3 N)3 P --> M 3 (N 3 P) --> M 0 N 3 p 

iii) A 181 M --> M 

tales que: 

a) x 181 y ~--> y 181 x 

b) ( x i8I y) ~ Z 'V--> X 3 (y 3 z) 'V--> x i8I y @ z 



e) a ® x '\,-> a x 

DEMOSTRACION 

i) La func ión h: M x N - > N 13 M 

(m,n) 'V-> n 13 m 

es bilineal. 

efectivamente 

Sea m, m' E M, n, n' E N ya, b E A 

h (am + bm', n) = n ® a m + b m 

n0am+n0bm 

= a(n 0 m) + b(n 13 m) 

= ah ( (m, n)) + b h ( (m, n) ) 

h (m, an + bn') = (an + bn') 13 m 

= an 13 ~ + bn' 13 m 

= a(n 0 m) + b(n' 0 m) 

=ah«m,n)) +bh«m,n')) 
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Por la propiedad del producto tensorial existe f de M 0 N en 

N ~ M de manera que el siguiente diagrama es conmutativo. 

M 13 N -----> M ~ N 

n 0 In 
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De manera semejante la función 

h': N x M ----> M ~ N 

(n, m) 'V---> m 3 n 

es bilineal, luego existe g de N 3 M en M ~ N tal que el dia 

grama siguiente es conmutativo. 

NxM >N0M 

V....----> n ® m 

m ~ n 

ahora bién 

(f o g) (n 3 m) = f(g(n 3 m)) 

= n ~ m 

(g o f) (m ~ n) = g(f(m ® n)) 

g(n ® m) 

luego , f Y g son isomorfismo s 

ii) De manera semejante que (i) 



iii) La funci6n 

g: A x M --> M 

(a,xl "'--> ax 

es bilineal y claramente sobreyectiva. 

Luego existe un único homomorfismo 

h: A ® M --> M ta 1 que h (a ® x) = a x 

y que hace conmutativo el " siguiente diagrama 

A x M --->A13M 

g h 

M 

- Probemos que h es inyectiva. 

Sea t E A ~ M, entonces existen elementos 

n n 
t = L (a.~ x.) = L (1 ® a .x. ) 

. 1 .{. .{. . 1 .{. .{. 
.{.= .(.= 

entonces: 

= 1 ® [ Y a.x.) . .1 .{. .{. 
.(.= 

n 
= h(f((l, L a.x.)) 

. 1 .{. .{. 
.{.= 

n 
= (hof) ((1, L a.x.)) 

. 1 .{. .{. 
.(.= 

n 
= g((l, I a.x.)) 

. 1 .{. .{. 
.{.= 
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n 
= L a.x. 

. 1 .{. .{. 
.(.= 

=> h(t) = O => t = 1 ~ . O = O 

=> ker h = {O} 

=> h es inyectiva 

- Probemos que h es sobreyectiva 

Como h o f = g y g es sobreyecti va 

=> h es sobreyectiva . por 2.1.6 

PROPOSICION 2.6.6 
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Sean A Y B anillos, sea M un A-módulos, P un B-módulo y N un 

(A,B)- bimódulo (Es decir, N es a la vez un A-módulo y un 

B-módulo y las dos estructuras son compatibles en el sentido 

que a (x b) = (a x)b, para todo a E: A, bE: B, x E: N). Entonces 

M ® N es naturalmente un B-módulo y N ® P es un A-módulo y -
A B 

se tiene: 

(M ® N) ® P ~ M ® (N ® p) 
B A B 

DEMOSTRACION 

La multiplicación escalar que da a M ~ N la estructura de B-m6 
A 

du l a es : 

B x M ® N ---> M ® N 
A A 

(b, ¿m. ~ n.) 
i .{. A .{.. 

'V--> ¿r:l. ® b n . 
i .{. A .{. 

como se demuestra a continuación : 

sea b,b' E: B,m ,m' E: M,n,n ' E: N 



sea x, y E M ~ N => x 
A 

b(x + y) = b (¿m. 
Á.. ,(. 

= ¿m . ® 
Á.. 

,(. A 

= bx + 

® n. + ¿m'. 
A ,(. 

,(. 
,(. 

bn. + ¿m'. €) 
,(. Á.. ,(. A 

by 

(b+b')x = (b + b' ) (¿ID ® n) 
,(. A 

= ¿; ID . ® (b + b') n . 
,(. ,(. A ,(. 

= ¿m '. ~ n '. 
,(. ,(. A ,(. 

® n '. ) 
A ,(. 

bn'. 
,(. 

= ¿m. ® (bn . + b' n .) 
,(. A ,(. ,(. Á.. 

= ¿rn . ~ bn. + ¿rn . ® b'n . 
,(. 

,(. A ,(. ,(. A ,(. 
,(. 

= b x + b ' Y 

(bb' ) x = (bb' ) ( ¿rn . ® n .) 
Á.. ,(. A ,(. 

= ¿ID . ® b(b'n .) 
,(. 

A ,(. 

= b ¿rn . ® b' n . ) 
,(. 

,(. A ,(. 

= b (b' ¿ID . ~ n .) 
Á.. ,(. A ,(. 

= b (b' x) 

Ix = I (¿rn . ® n . ) 
Á.. ,(. A ,(. 

= ¿rn . ® ( I) n · Á.. ,(. A ,(. 

= ¿ ID . ® n · 
,(. 

,(. A ,(. 

36 
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La multiplicación escalar que da a N ® P la estructura de A-módulo es: 
B 

A x N ® P ----> N ® P 
B B 

(a,¿n. ® p.) 'V-> ¿ano ® p. 
i ~ ~ ~ ~ ~ 

La comprobación es idéntica a la anterior. 

Demostremos que: 

(M ® N) ® P ::: H ® (N ® p) 
A B A B 

La función 

h: (M ® N) x P ---> M ® (M ® p) 
A A B 

( ¿m. ® n . ,p) '\,--> ¿m . ® (n . ® p) 
i ~ A ~ i ~ A ~ B 

es B-bilineal 

sean a, b € B, p, q € P 

h (a ¿ m. ® n. + b L m'. ® n '. , p) 
~ 

~ A ~ 
~ 

~ A ~ 

= h ( ~ m . ® an . + ~ m . ® bn . , p) 
~ ~ ~ ~ ~ A ~ 

= ¿ m . ® (an. ® p) + ¿; m'. ® (bn. ~ p) 
~ A ~ B i ~ A ~ B 

~ 

= a ¿; m . ® (n . ® p) + bL:m '. ® (n . ® p) 
,¿ ~ A ~ B ~ A 

~ 
B ~ 

= ah(L:m . ~ n . , p) + b h( ¿; m'. ® n '., p) 
~ ~ i ~ A 

~ 
~ A 
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h ( E m. ® n . , a p + b q) 
Á... .{. A .{. 

= L: m . ® (n . ~ ap + n. ® b q) 
Á... 

-<.. 
A 

-<.. 
B 

.{. 
B 

= L: m . ® (n . ® ap + ¿m . 0 (n . ® b q) 
Á... 

-<.. A -<.. 
B -<.. A -<.. B -<.. 

= aL:m. ~ (n . ~ p) + bL:m . ® (n . ~ q) 
-<.. 

A 
-<.. 

B 
-<.. 

A 
-<.. 

B -<.. -<.. 

= ah L: m . ® n ., p) + bh (Em. ® n Á... , q) 
Á... 

-<.. A -<.. • -<.. 
A -<.. 

Luego existe f, de manera que el siguiente diagrama es conmu-

tativo. 

(H 0 N) x P > (M ® N) ® P 
A A B 

(m ® n, p) "- > (m ® n) ® p 
A A B 

h 
f 

M ® (N ® 
A B 

m ® (n ~ p) 
A B 

De manera semejante h ' definida por 

h ': M x (N ® P) 
B 

--------> (M ® N) ® P 
A B 

(m,En. ®p.) '\.,,----> E (nl 0 n.} ® p. 
-<.. ' -<.. A -<.. -<.. 
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es bilineal, luego existe g, de manera que el siguiente di~--

grama es conmutativo. 

M x (N ® P) 
B 

(m, n ~ p) 
B 

--------> M ® (N ® P) 
A B 

m ~ (n ~ p) 
A B 

(M ® N) ® 
A B 

(m ~ n) ~ p 
A B 

Además: 

(g o f) (m ® n) ~ p g(f((m~n) ~p)) 
A B A B 

= g (m ~ (n ~ p)) 
A B 

= , (n ~ n) ~ p 
A B 

(f o g) (m ~ (n ~ p) ) f(g(m ® (n ~ p) ) ) 
A B A B 

= f ( (m ® n) ~ p) 
A B 

= m ® (n ® p) 
A B 

luego f Y g son isomorfismos 

y (M ~ N) ~ P ~ M ~ (N ~ p) 
A B A B 

2.7 PROPIEDADES DE EXACTITUD DEL PRODUCTO TENSORIAL 

PROPOSICION 2.7.1 

Sea 

M I ~> M JL> M" --> O 
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una sucesión exacta de A-módulos y homomorfismos, y sea N un 

A-módulo cualquiera. 

Entonces la suceción 

MI ® N f ~ 1> M .® N 'g ~ 1> Mil ® N --> O 

(donde 1 designa la aplicación identica en N) es exacta. 

OBSERVACION 2.7.2 

En general no es cierto que, si 

MI __ > M --> MI es una sucesión exacta de A-módulos y homo-

morfismos, la sucesión MI 18 N --> M 18 N --> Mil .® N obteni-

da tensorizando con un A-módulo arbitrario N sea exacta . 

EJEMPLO 2.7.3 

Tómese A = ~ y considere la sucesión exacta: 

f O --> Z --> Z donde f(x) = 2x 

para todo x E: ll. Si se tensoriza con N = Z{, j2Z: I la sucesión 

O --> tz ® N f ®l> Z ® N no es exacta, puesto que para cada -

x ~ y E: 7l ® N se tiene 

(f ® 1) (x ® y) = 2 x ® y 

= x ® O 

= O 

de manera que f ~ 1 es la aplicación nula, mientra que 
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DEFINICION 2.7.2 

Un A-m6dulo N es plano, si dada la suceci6n de A-módulos 

o ---> M ---> M' es exacta entonces O --> M ~ N --> M' ® N es 

exacta. 

PROPOSICION 2.7.3 

Para un A-m6dulo N, las siguientes propiedades son equivalen-

tes 

i) N es plano 

ii) Si O - > M' --> M -> Mil --> O es una sucesi6n exacta 

cualquiera de A-m6dulos, la sucesi6n tensorizada 

O - > M' ® N - > M ® N --> Mil ® N --> O es exacta. 

iii) si f: M' --> M es inyectiva, entonces 

f ® 1: M' ® N - > M ~ N es inyectiva 

iv) si f: M' --> M es inyectiva y N, M' son de generaci6n fi 

nita, entonces: 

f ® 1: M' ® N --> M ® N es inyecfiva. 

PROPOSICION 2.7.4 

Si f: A - > B es un homomorfismo de anillos y M es un A-m6du-

lo plano entonces MB = B ~ M es un B m6dulo plano. 
A 



CAP 1 TUL O 111 

ANILLO Y MODULOS DE FRACCIONES 



3.1 ANILLOS DE FRACCIONES 

DEFINICION 3.1.1 

Sea A un anillo, S c A, S es multiplicativamente cerrado en A 

si 

i) lES 

ii) S es cerrado con respecto a la multiplicación 

DEFINICION 3.1.2 

Sea A un conjunto y R una relación en A. Se dice que R es una 

relación de equivalencia si se verifican las siguientes pro-­

piedades: 

i) a R a, Va E A (Propiedad reflexiva) . 

ii) a R b, implica b R a (Propiedad simétrica) . 

iii) a R b Y b R c (implica a R c Propiedad transi ti-­

va) . 

DEFINICION 3.1. 3 

Sea A un conjunto y R una relación en A. Para todo x E A, se -

llama "clase de equivalencia de x módulo R" (o según R) a la 

imagen por R de {x}. 

En símbolos 

R ( x) = {y E Al x R y} 

PROPOSICION 3.1.2 

Sea A un anillo, S cA, multiplicativamente cerrado se define 

una relación = en A x S de la siguiente manera: 

42 
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(a,s) = (b,t) <= > (at - bs) u = O, UES 

'entonces la relaci6n así definida es de equivalencia en A x S. 

DEMOSTRACION 

· Reflexiva 

Sea (a , s) E A X S = > (as - as) 1 = O, 1 E S 

=> .(a, s) - (a,s) , V Ca, s) EAxS 

· Símetrica 

Sea (a, s) - (b, t) = > (at - bs) u = O, UES 

=> - (at - bs)u= O, U E S 

= > (bs - at) u = ° , U E S 

luego 

( b , t) - Ca , s ) 

· Transitiva 

tenemos entonces las siguientes ecuaciones 

1) (a 1 s 2 a 2 s 1 ) m1 
O , m1 E S 

2) (a 2 s 3 a 3 s 2 ) m2 = O , m2 E S 

Multiplicando ( 1) por s3m2 y ( 2) p o r slm1 y distribuy endo te 

nemos : 

2) 
= ° 
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Sumando las ecuaciones anteriores tenernos que 

Aplicando ley distribuitiva tenernos que 

corno S es multiplicativamente cerrado 

Por tanto 

OBSERVACION 3.1.3 

Indicaremos a/s la clase de equivalencia de (a,s) es decir 

a/ s = {( m, n) E: A x S / (a, s) := (m, n) } 

y se indica por S-lA el conjunto de las clases de equivalen--

cia, es decir 

y S E: S} 

COROLARIO 3.1 . 4 

-1 La terna (S A, +, . ) forma una estructura de anillo con las 

operaciones de suma y producto definidas así: 

(a/s) + (b/t) = (at + bs)/st 

(a/s) (b/t) = ab/st 

i) Probemos que la suma esta bién definida 

sea a 
l/sl tq 

o 
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tenemos entonces las siguientes ecuaciones 

(1) = O 

tenemos: 

(1 ' ) = O 

sumando (1') Y (2') tenemos 

= O 

asociando, conmutando y aplicando ley distribuitiva, por 

ser todos elementos del anillo A tenemos que 

con u
1 

u
2 

E: S, por ser S mul tip1icati vamente cerrado 

entonces 

= 

luego la suma está bien definida. 

ii) Probemos que el producto está bien definido 

sean 

a 1/
S1 

= a 2/
s2

=> jU1 E:S tq (a 1 s 2 

a 3 /
s3 

= a 4/
s4

=> 3U2 E: S tq (s3s4 - a 4s 3 ) u 2 = O 



tenernos entonces las siguientes ecuaciones 

multiplicando (1) por a3s 4u2 y (2) por a 2s 1u1 

tenernos 

= O 
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sumando (1') y (2'), asociando y conmutando por ser elemen 

tos del anillo ]!.. ten e s 

= O 

luego 

= 

por tanto el producto está bien definido. 

3) Probemos (S-lA, +) es un grupo abeliano 

i) Asociatividad 

-1 
Sean a/b, e/d, e/f, E S A 

«a/b) + (c/d» + (e/ f) = [adb~ Cb) + (e/f) 

= (ad + cb)f + ebd 
bdf 

adf + cbf + ebd = 
bdf 
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= adf + (cbf + ebd) 
bdf 

= a(df) + (cf + ed)b 
b(df) 

= ( a/b ) + (c f d+ f ed J 

(a/b) + «cid) + (e/f)) 

ii) Existencia del elemento de identidad para la suma 

ya que O E A y 1 E S 

O probemos que T es el elemento de identidad para la suma 

sea ~ E s-lA 

(a/b) + (O / 1) = 

= 

= 

a(l) + O(b) 

b (1) 

a + O 
b 

a 
El 

iii) Para cada a/s E s-lA existe elemento inverso. 

sea a/s E s-lA entonces 3 -a/s E s-lA ya que -a E A, s E S 

Probemos que 

(a/s)+ (-a/s) = 0/1 

(a/s) + (-a/s) = as - as 
s2 

o 

o 
= T 

. iv) Probemos que (S-lA,+) es abeliano 



4) 

(a/b) + ( c/d) ad + cb = bd 

= cb + ad 
db 

= (c/d) + (a/b) 

Probemos que (S-lA,.) es un seroigrupo conmutativo 

tidad 

i) Asociatividad 

Sean a/s, m/n, p/1 E S-lA 

(a/s) ((m/n) . (p/1» = (a/s) (~~] 

ii) Conmutividad 

= a ro p 
snq 

= (aro)p 
(sn)q 

= [arol (p/q) 
sn) 

= ((a/s) (m/n) ) (p/q) 

Sean (a/s), (m/n) E S-lA 

(a/s) (m/n) = 

= 

aro 
sn 

ma 
ns 

= (m/n) (a/s) 
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con iden 

iii) Existencia del elemento de identidad para el producto 

l/lE S -lA ya que 1 E A Y 1 E S 

Probemos que 1/1 es el elemento de identidad para el 

producto. 



(a/b) (1/1) a l 
= b1 

= la 
lb 

a 
b 

5} Distribuitibidad del producto sobre la suma 

-1 Sean a/b, m/n, p/1 E: S A 

i) (a/b) «m/n) + (p/q» = (a/b) (mq
n +qpq) 

a (mq + pn) 
= bnq 

= amq + apn 

bnq 

= amq + apn 
bnq bnq 

= am + ap 
bn bq 

= (a/b) (m/n) + (a/b) (p/q) 

ii} «a/b) + (m/n}) + (p/q) = (anb~ mb}) (p/q) 

= (an + mb)p 
bnq 

= (anp + mbp) 
bnq 

= anp + mbp 
bnq bnq 

= ap + 
mp 

bq nq 

= (a/b) (p/q) + (m/n) (p/q) 
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Por tanto 

-1 
(S A,+,·) es un anillo. 

COROLARIO 3.1.5 

Sea f: A --> S-lA tq f(x) = x/1 

entonces f es un homomorfismo de anillos 

DEMOSTRACION 

i) f está bien definida 

sea a = b => ~ b 
= 1" 

= > f(a) = f(b) 

luego 

f está bien definida . 

ii) f (x+y ) = x 1 y 

x + y = T T 

= f (x) + f (y) 

. f (x y) = xy 
1 

x y 
= l l 

= f(x) f(y) 

f( l ) 1 . = "1 

- 1 

luego 

f es un homomorfismo de anillos 
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COROLARIO 3.1.6 

f definido como en el corolario 3.1.5 no es en general inyec-

tivo. 

DEMOSTRACION 

Demostremos que 

sean xl' x 2 E A, no ambos ceros 

Xl x 2 T = T = > j U E S tq (xl - x 2 ) u = O 

entonces xl = x 2 si u = 1 

pero si u t 1, xl t x 2 

luego f no es inyectivo 

DEFINICION 3.1.7 

Si A es un DOMINIO DE INTEGRIDAD Y S = A - {O} entonces s-lA, 

es llamado CUER~O DE FRACCIONES DE A. 

DEFINICION 3.1.8 

-1 El anillo S A se denomina el anillo de fracciones de A con -

respecto a S. 

-1 S A tiene una propiedad universal que es 

TEOREMA 3.1.9 

Sea g: A --> B un homomorfismo de anillos tal que g(sl es una 

unidad en B para todo s E S. 

Entonces existe un único homomorfismo de anillos 



tal que 

g = h o f 

DEMOSTRACION 

i) Probemos unicidad 

Si satisface las condiciones, entonces 

h(a/1) =hCf(a» = (hof)(a) =gla) VaEA 

por tanto si s E S, l/s E s-lA 

h(l/s) = h«(s/l)-l) 

= h (f ls) -1) 

= h(h(s-l» 

= ((h o f) es) 1 -1 

y por tanto 

h (a/s) = h( (a/1) (l/s» 

= h ( (a/l) (s/l) -1) 

= h (a/1) h(s/l)-l 

= (h o f) (a) (h o f) (s) 

g (a) -1 
= g (s) 

-1 

de manera que h esta univocamente determinado por g. 

ii) Existencia 
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-1 Sea h(a/s) = g(a) g(s) , entonces h será evidentemente -

un homomorfismo de anillos siempre que esté bien defini--

do. 
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Supongamos entonces que 

a/s = a' /s' entonces j t E S tq (as' - a' s) t = O 

g((as' - a's)t) = g(O) 

g((as' - a's))g(t) = O, g homomorfismo 

(g(as') - g(a's))g(t) = O 

(g(a)g(s') - g(a')g(s))g(t) = O 

g(a)g(s') - g(a')g(s) = O , g(t) unidad en B 

g(a)g(s') = g(a')g(s) 

-1 -1 g (a) g (s) = g (a' ) g (s ' ) ,g (s) , g (s ' ) unidades 

en B. 

h(a/s) = h(a'/s') 

PROPOSICION 3 . 1 . 10 

El anillo s-lA y el homomorfismo f: A - > S-lA tienen las si-

guientes p r op i edades . 

i) s E S = > f (s) es una unidad en S-lA 

ii) f( a) = O => as = O para algún s E S 

iii) cada ele mento de s-lA es de la forma 

f(a) f (s) -l para algún a E A Y algún s E S 

DEMOSTRACION 

x 
X '\.....--> 1 

T L 
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i) Demostremos que V f (s) E S-~A 

3 f~s)-l tq f(s)f(s)-l = f(s)-l f (s) = 1. 

-1 -1 1 -1 -1 Sea f(s) E S A entonces f(s) = -( S A ya que S A es 
s 

un anillo. 

ii) f(a) = O => a O 
T = 1 

= > j S E S tg S (a - O) = O 

= > sa = O 

iii) sea a/s E s-lA => (a/s) = (a/l) (.l/a) 

= (a/~) (s/.1)-1 por 3 . 1 . 9 

= f(a)f(s)-l 

Reciprocamente, estas tres condiciones determinan el ani 

110 s-lA salvo isomorfismo. 

De forma más precisa 

COROLA,RIO 3 . 1.11 

Si g: A --> B es un homomorfismo de anillos tal que 

i) S E S = > g(s) es una unidad en B 

ii) g (a) = O = > as = O , para algún s E S 

iii) cada elemento de B es de la forma 

entonces 

-1 g(a) g(s) 

Existe un isomorfismo único 

-1 
h : S A --> B tq g = h o f 



DEMOSTRACION 

h existe, es único y es homomorfismo de anillos por 3.1 . 9 

Probemos entonces que h es inyectivo y sobreyectiva. 

a) h es sobreyectivo por (iii) 

b) Para demostrar que h es inyectivo demostraremos que 

ker h = { O} , es decir: 

h(a/s) = O ==> a/s = 0/1 

h(a/s) = (h(a/1) h(l/s)) 

-1 = g(a) g(s) 

= O 

Como g(s)-l es una unidad en B tenemos que g(a) = O 

Como g (a) = O = > at = O para algún t E S por (ii) 

=> t(a(l) - O(s)) = O 

=> O 
a/s = "1 = O 

luego 

h es inyectiva 

EJEMPLO 3.1.12 

Sea A un ani l lo, P un ideal de A. 

A - P es multiplicativamente cerrado <- > P es primo. 

DEMOSTRACION 

"=> " 

1 E A - P <=> 1 1 P 

<=> P :f [lJ 
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"'Sea xy E P <=> xy ~ A - P, 

<=> x ~ A - P Ó y ~ A - P, ya que A - P es multiplica 

tivamente cerrado 

<=> X E P ó Y E P 

luego 

P es primo 

"<=" 

Como P es primo P t [lJ => 1 Y P 

=> 1 E A - P 

si x, Y E A - P -> x 1 p y y 1 p 

=>xy 1 P , por ser P primo 

=> x y E A - P 

NOTACION: 

En este caso se escribe Ap en vez de S-lA, es decir 

Ap = {a/ s I asA, s~p} 

COROLARIO 3.1.13 

Sea A un anillo, P un ideal primo de A. 

Sea M = {bis I b E P Y s ~ p } entonces M es un ideal de Ap 

DEMOSTRACION 

i) M c Ap , por la forma en que está definido. 

ii) Probemos que (M,+) es un subgrupo aditivo de Ap 

1) M t <P ya que b lIs M 



2) sea bis y mln en M. 

bis + n/m = bm + ns E M 
sm 

ya que bm + ns E P por ser P un ideal 

y sm ~ P ya que s ~ P y m f/ P y 

P es primo. 

Luego 

(M,+) es subgrupo aditivo. 

Sea a/s E Ap y m/n E M => (a/s) (m/n) 

ya que am E P, por ser P pr imo 

y sn ~ P por ser P primo 

luego 

M es un ideal de Ap 

PROPOSIC ION 3.1.14 

= am E M 
sn 
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Sea M el ideal del corolario anterior, P un ideal primo -

del anillo A si b/tEM entonces bit es una unidad en Ap 

DEMOSTRACION 

Si b / t E M => b E P 

=> b E A - P 

=> bit es una unidad en Ap por 3.1.10 

DEFINICION 3.1.15 

Un anillo A que tiene e xactamente un ideal maximal J se -

denomina ANI LLO LOCAL . 



58 

PROPOSICION 3.1.16 

Sea M el ideal definido en 3.1.13, entonces M es el único 

ideal maximal en Ap 

DEMOSTRACION 

Sea B un ideal en Ap y B $- M, entonces B contiene una unidad -

por 3.1.14, y por tanto B = Ap ' luego M es el único ideal maxi 

mal en Ap. 

En otras palabras Ap es un ANILLO LOCAL 

OBSERVACION 3.1.17 

El proceso de pasar de A un Ap se denomina LOCALIZACION EN P. 

EJEMPLO 3.1. 18 

S-lA es el anillo cero ssi O E S 

DEMOSTRACION 

"=> " 

O al s = 1 => 3 t E S tq (a ( 1) - s ( O) ) t = O 

=> at = O 

si tornarnos a = 1 

=> t = O 

luego 

"<= " 

o E S 

O E S 

= > a = O 
s T' 

= > (a ( 1 ) - s ( O) ) O O 
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luego 

-1 
S A es anillo cero. 

OBSERVACION 2.1.19 

El ejemplo 3 .1.18 justifica el hecho de que se p;i.da que O t S 

EJEMPLO 3.1.20 

Sea A un anillo, a E A Y sea S = {an } n >O' En este caso Aa re-­

presenta s-lA. 

EJEMPLO 3 .l. 21 

Sea A un a nillo, B un idea l cualesquiera de A y sea S = 1 + B, 

el conjunto de todos los 1 + x, donde x E B, entonces S es mul 

tiplica t ivamente cerrado. 

DEMOSTRACION 

a} 1 = 1 + O, O E B => 1 E B 

b) sea m = 1 + x E 1 + B 

n=l+ x I E1+B 

a probar que m n E 1 + B 

mn = (1 + x) (1 + Xl) 

= 1 + x + Xl + X Xl 

= 1 + k, k E B, k = x + Xl + XX I 

luego 

1 + B es mul tiplicativamente cerrado. 

EJEMPLO 3.1 . 22 

Este e jemplo es específico del ejemplo 3.1. 1 2 



A = ~ p = [p], p primo. 

Ap = {m/n / n es primo con p} 

EJEMPLO 3.1.23 

Este ejemplo es específico del ejemplo 3.1.20. 

Si a E Tl Y a::f O 

/ q 
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hemos construido s-lA a partir de un anillo A, veremos que la 

-1 construcción de S A puede efectuarse también con un A-módulo 

M en vez del anillo Al ve.remos esta construcción en detalle -

en el siguiente numeral que llamaremos. 

3.2 MODULOS DE FRACCIONES 

DEFINICION 3.2.1 

Sea M un A-módulo, S c A, definido como en 3 . 1.1 se define una. 

relación - en M x S de la siguiente manera: 

(a, s) == (a', s ') <=> J t E S tq t ( sa I - s' a) = O 

entonces la relación así definida e s de equivalencia en M x S. 

DEMOSTRACION 

. Reflex iva 

Sea (m,s) E M x S => l(sm - sm) = O, l E S. 

=> (m, s) :: (m, s) V (m, s) E M x S 

. Simétrico 
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. Transitiva 

Tenemos entonces las siguientes ecuaciones 

( 1) = O 

sumando tenemos 

como M es un A-módulo 

luego 

Cm 1 ' s 1 ) = ( m 3 ' s 3 ) 

OBSERVACION 3.2 . 2 

~ndicaremos por mis la clase de equivalencia de (~,sl es de--
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cir 

mIs = {(m 1, t) E M x sI (m, s) == (m t , t) } 

-l e indicaremos por S M el conjunto de las clases de equivale~ 

cia, es decir 

S -1M = {mI s I m E M y S E S } 

COROLACIO 3.2.3 

-1 1 S M forma una estructura de S- A-módulo junto con las opera-

ciones de suma y producto escalar definidas así: 

(mI s ) + (m lIs 1) = 

(a/s) (m/s ' ) = 

DEMOSTRACION 

slm + sm' 
s s' 

am 
ss' 

i) Demostremos que la suma está bien definida. 

sean 

tenemos las siguientes ecuaciones 

= O 

= O 

tenemos 



= o 

sumando (1') Y (2') tenernos 

Todos los sumandos son elementos del A-módulo M 

entonces 

corno 

ii) (S-\i, +) es gru¡:x:> abeliano 

. Asociatividad 

m1 / s + (m2/ s + m3/ s ) = ml/s 
1 2 3 . 1 

= 

s2 s 3m1 + sl(s3 ffi2 + s2m3} 

s1 s 2s 3 

s3(s2 ffi1 + s1m2) + s1 s 2m3 

sl s 2 s 3 

~ [S2
m
!l +S2

Slffi2
] + [

ID

3/S 3] 

=(m1 / S1 + m2/S2]+[m3/S3) 

8' 
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iii) 

. Elemento de identidad 

-1 
0/1 E S M ya que O E M,l E S 

Probemos que 0/1 es el elemento de identidad de S-1M 

(m/s) + (0/1) = (l)m + s(O) 
5(1) 

m + O = s 

m 
= -

s 

-1 Para cada mis E S M, existe elemento inverso 
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-1 
sea mis E S M entonces existe -mi s E M, -m E M, s E S tal que: 

(m/s) ( -mis) m - n + = s s 

O s' = - , = ss 
S' 

= O 

O = T 

Conmutatividad 

= (m 2/ s ) + (m1 / s ) 
2 1 

Demostremos que el producto está bien definido 

Sean a = a 2/ s => 3 t 1 E S tq t 1 (s3a 1 sla 2} = O 
1/51 3 

m = m2/ s = > 3 t 2 E S tq t 2 (s2 m2 - s4m1.} = O 
1/52 4 

tenemos entonces las siguie ntes ecuaciones 



Corno M es un A-módulo tenernos que -t
2

s
2

m
2 

E M 

multiplicando (1) por la derecha por (-t
2

s
2

m
2

) y (2) por 

t 1 s 3a 1 por la izquierda 

tenernos 

sumando (1') Y (2') tenernos 

corno ambos sumandos son elementos de un A-módulo M tenernos 

luego 

= 

- 1 sean a/s E S A, 

= 

as 2m1 + as 1m2 
s Sl S2 
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= 

= 

= 

= 

(5
2

a + 51b)m 

51 5 2 5 3 

5 2aIn + 5 1bm 

51 5 25 3 

-1 -1 m3 ) 5ean (a/51 ), (b/s
2

) E s A, (m/5
3

) E S M 

((a/s l ) (b/s 2 )) (mis)) ~ [s~~J (mis)) 

abm = 51 5 2 5 3 

a r b m 1 = 51 5 2 5 3 

-1 -1 m4 ) Sea 1 E S A, m/s E S M 
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= 

= 

luego 

l(m) 
TITS 

m 

s' M es un A-módulo 

por i,ii,ii, 
-1 -1 

S M es un S A-módulo. 

COROLARIO 3.2.4 
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Sea U: M --> N un homomorfismo de A-módulos este da lugar a 

un homomorfismo de S-lA-módulo 

. s-lu [ s::J = 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

U (am) 

sl s 2 

aU (m) 

sl s 2 

(a/s 1) 

--> 

m/s 'V_ > U(m)/s 

U(s2m1 + slm2) 

sl s 2 

U(s2m1) + U(slm2) 

sl s 2 

s2u (m1 ) + slU (m2 ) 

sl s 2 

U(m1 ) u(m2 ) 
---+ 

[us~m) 1 
-1 (a/s 1 ) S U (m/s 2 ) 



COROLARIO 3.2.5 

Sean 

mis 'V_ > U(m)/s 

mis '\-> V(m)/s 

homomorfismos de S-lA-módulos entonces 

DEMOSTRACION 

- 1 
Sea mis E S M 

= 

s-l (V o U) (m/s) = (V o U) (in) 
s 

= V (U (m) ) 
s 

= s-lv (U ~m) ) 

= s- l v ( S -lu (m/ s) ) 

= -1 -1 ( S VoS U) (m/ s ) 

luego 

S -1 (V o U) = ( S-lV) o (S -lu ) 

PROPOSICION 3.2.6 

L .~ s-l t a operaclon es exac a, es decir si 

M' ~> M 2 > Mil es exacta en M, 

entonces 
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es exacta en S-1M• 

DEMOSTRACION 

Probemos que Im(S-lf) = ker(s-lg ) 

1 1 -1 Im(S- f) = {mis E S- M/ m/s = S f(m' /s'), para algún 

-1 
m'/s'ES M} 

-1 
ker eS g) = { -1 

m/s E S M/ 
-1 

S g(m/s) = a } 

"e" 

Corno M' ~> M ~> Mil es exa,cta 

= > Im(f) = ker(g) 

luego 

(g o f) (x) = g(f(x» 

= a, \Ix E M' 

entonces 

9 o f = O 
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sea m/s 
1 1 -1 

Im(S- f) = > m/s - = S- f(rn'/s'), para a,lgún mi/si ES M 

Luego 

-1 = > S g(m/s) 

-1 
mis E ker (S g) 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

S-lg (s-l f (m'/s'» 

(S-lg o S-lf) (mi/sil 

S-l(g o f) (m' /s') 

O(rn'/s') 

o 



por tanto 

-1 -1 Im(S f) c ker (S g) 

":J" 

-1 Sea. m/s E ker (S g), entonces g (m) /s = o en s-1M", 

por tanto existe t E S tal que tg (m) = O I en M" 

Pero tg(m) = g(tm) = O, ya que g es un homomorfismo de 

A-módulo, por tanto tm E ker (g)_ = 1m (f) 

y por tanto tm = f (m' ), para algún m' E M' • 

-1 
Pero en S M se tiene 

m/s = 

. -1 
por tanto m/s E Im(S f) 

Luego 

-1 - 1 ker ( S g) c 1m ( S f) 

de donde 

= 

COROLARIO 3.2 . 7 

f (m' ) 
st = 
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En particular se deduce de 3.2 . 6 que si M' es un submódulo de 

S-1M, s-lf> s-1M es M, la aplicación inyectiva. 

DEMOSTRACION 

i O --> M' ----> M es exacta, M' submódulo de M 

-1. 
O --> s-lMi ~> s-1M es exacta por proposición 3.2.6 

luego la apl icación 
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y por tanto s-1M, puede considerarse como un submódulo de S-~, 

con este convenio . 

COROLARIO 3.2.8 

La formación de fracciones conmuta en la formación de sumas -

finitas y cocientes. 

De manera más precisa , si N y P son submódulos de un A-módulo, 

entonces 

i) s-lCN + Pl = S-l(N) + S-l(p) 

ii) S-l(N(\P) = S-l(N) ns- 1 (p) 

iii) los s-lA-módulos S-l(M/N) y (S-lM/S-lN) son --

isomorfos. 

DEMOSTRACION 

"e" 

l
O) -l Sea m E S (N + P) => m = n+p 

-s-' n E N, pEP 

luego 

":J" 

=> m = n + ~ 
s s 

=> m E S-l (N) + s-l (p) 

S-l (N + P) e S-l (N) + S-l (P) 

Sea k E S-l ( N ) + S-l (p) => k = n p -+- n EN s s' , 

=> k 

1 2 

s2n + slP 

sl s 2 

=> k E S-l (N+P) , por ser N y P , A-módulos 
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luego 

S-1 (N) + S-1 (P) c S-1 (N + P) 

ii) mis E: s-1 (N) n s-1 (p) <-> mis E: s-1 (N) y mis E: s-1 (p} 

<-> m E: N Y m E: P 

<-> m E: N ti P 

-1 
<- > m/ s E: S (N n P) 

iii) O --> N --> M --> M/N --> O es exacto 

entonces 

Luego S-1g induce un isomorfismo de 

-1 sobre S (M/N) pero como 

tenemos que 

-1 
es isomorfo a S (M/N) 

PROPOSICION 3.2 . 9 

por 3.2 . 6 

Sea M un A-módulo . Entonces los S-lA-módulos s-1M y s-lA ® M-­
A 

son isomorfos¡ de manera más precisa existe un único isomor--

fismo. 

f: s-lA ~ M --> S~lM para el cual 
A 

f ( (a/ s) 0 m) = ami s I Va E A I m E M, S E S (1 ) 



DEMOSTRACION 

(a/s,m) ~> am/s 

i) Demostremos que g está bien definida 

=> 

=> 

ii) Probemos que g es A-bilineal 

Sean a l' a 2 E A, m E M 

(
a l a 1 a 2a2 m) 

g( a 1 (a1 /
sl

) + a 2 (a 2/
s2

)' m) = g ~ + -s;- , 

= 

= 

= 

( s 2 a la 1 + sl a '2 a 2 ) m 

sl s 2 

5 2a 1 a l m + sla 2a 2m 

5
1

s
2 

73 



74 

= 

a:ct 1m 1 + a ct 2
m

2 = 
sl 

ct1 am1 + 
ct 2am2 = 

s1 s1 

= a [aml] + ct [am 2 ) 
1 s1 2 s2 

por i Y ii g es bi1ineal 

y por tanto , por la propiedad universal del producto tenso---

rial induce un A- homorfismo 

-1 -1 f: S A ® M _._> S M que satisface (l) 

evidentemente es sobreyectiva y univocamente definida por (1). 

Demostre mos que f es inyectiva. 

Sea L(a ,/ ) ~ m , un elemento cualquiera de , .{. s , .{. 
.{. .{. 

M. Si s = TI s ' E S 
.{. 

.{. 

y t, = 
.{. 

se tiene que por propiedades del producto tensorial 

. a, 
L ~ ~ m , 
, s' .{. 

.{. .{. 

1 . 1 -l = - ~ La .t.m., con - E S A s ,.{. .{..{. s 
.{. 

L a , t ,m, E M 
.{. .{. .{. 

.{. 



de manera que cada elemento de S-lA ~ M es de la forma 

(l/s) ~ m 

Demostremos que ker f = {O} 

supongamos que f((l/s) ~ m) = O 

f(l/s ~ m) = m/s = O 

= > :J t E: S tq tm = O 

por tanto 

luego 

! ~ m 
s 

! ~ m 
s = o 

= 

= 

= 

= 

t ~ m 
st 

1 ~ tm 
st 

1 ~ O 
st 

o 

por tanto f es inyectiva y f es un isomorfismo. 

COROLARIO 3.2.10 

-1 
S A es un A-módulo plano 

DEMOSTRACION 

Sea O - > M' l > h M - > M" -> O 

una sucesión exacta 

corno s-lA ~ M' '" s-1M, -
s-lA 2 M - s-1M -
S-lA ~ M" ::::: s-1M" 

tenernos que 

75 
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-1 
es exacta por lo tanto S A es un módulo plano. 

PROPOSICION 3.2.11 

Si M Y N son A-módulos, entonces existe un isomorfismo único de 

s-lA módulos. 

DEMOSTRACION 

(m/s) 

r v 
(l/s 

r 
v 

(l/s 0 
s-lA 

n/st 

(a/st ® n) 
A 

n/t 

«m/s) ~ (n(t)) 

11 

11 

M 0 (S-lA 
A 

11 

M 0 s-IN 
A 

/1 

M ® (S - lA 
A 

11 

s-lA 0 (M 
A 

11 

s-1 (M ® N) 
A 

m 0 n 'V_ > 
st 

por 3.2.9 

-1 
por 2.6.5 y por ser S A un 

A-módulo y un S-lA módulo. 

!Ol S-IN) 
S A 

por 3.2.9 

por 3.2.9 

0 N) 
A 

por 2.6.5 

® N) 
A 

por 3.2.9 

cada uno de los insomorfismos anteriores es único. 

Corno cada uno de los isomorfismos anteriores es único, existe -

un único isomorifismo. 



f: S-1M ~ S-1N -> S-1(M ~ N) 
A 

(m/s) ~ (n/t) ~--> m s~tn 

En particular si P es un ideal primo 

como Ap módulos. 

DEFINICION 3.3.1 

- (M ~ N)p 
A 

3.3 PROPIEDADES LOCALES 
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Una propiedad "k" de un anillo (o de un A-módulo M), se dice 

que es una propiedad local si lo siguiente es cierto. 

para cada ideal primo P de A. 

Las siguientes proposiciones dan ejemplos de propiedades loca 

les 

PROPOSICION 3.3.2 

Sea M un A-módulo, entonces las propiedades siguientes son 

equivalentes . 

i) M = O 

ii) Mp = O, para todo idea l primo P de A. 

iii) MT = O, para todo ideal maximal T de A. 

DEMOSTRACION 

i) --> ii) 



M = = {~/O 
s 

=> M = O 
P 

ii) => iii) 

M, s ~ p } = O 

Mp = O, para todo ideal primo de A. 
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Como todo ideal maximal es primo tenemos que MT = O, para 

todo T ideal maximal de a. 

iii) => i) 

Haremos la prueba por contradicción 

Supongamos que se cumple iii y que MiO. 

Como M i O, sea x E M, x i O Y sea a = Ann (x) I a es un ideal 

diferente de [lJ 

Por tanto está contenido en un ideal maximal T por 1.4.8. 

Sea x/1 E MT , como MT O por hipótesis se tiene que 

xiI = O; 

Por tanto x es anulado por algún elemento de A - T lo que 

es imposible puesto que 

Ann (x) c T 

PROPOSICION 3 . 3.3 

Sea ~ ; M --> N un homomorfismo de A-módulos entonces las si 

guientes propos iciones son equivalentes 

i) ~ es inyectiva 

ii) ~ p: Mp --> Np ' es inyectiva para todo ideal primo P 



iii) ~ T: MT --> NT es inyectiva para cada ideal maximal T. 

Analogamente sustituyendo en todas partes «inyectiva» 

por « sobreyectiva » 

DEMOSTRACION 

i) => ii) 

Como ~ : M __ > N es inyectiva 

O --> M --> N es exacta 

por lo tanto 

O - > Mp --> Np es exacta por 3.2.6 

es decir: 

~ p es inyectiva. 

ii) => ¡ii) 

Puesto que todo ideal maximal es primo 

iii) => i) 

Sea MI = ker ( ~ ) entonces la sucesión 

O - > MI - > M -> N es exacta 

Por tanto, para cualquier ideal maximal T 

O - > MI T - -> MT --> N
T 

es exacta por 3 . 2 . 3 

luego 

~ es inyectiva 
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Para la otra parte de la proposición basta cambiar el sen­

tido de las flechas . 
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PROPOSICION 3.3.4 

Para cada A-módulo M, las siguientes aplicaciones son equiva-

lentes. 

i) M es un A-módulo plano 

ii) Mp es un A-módulo plano para cada ideal primo P 

iii) MT es un A-módulo plano para cada ideal maximal T. 

DEMOSTRACION 

i) = > ii) 

Sean N, N' I N" A-módulos 

Sea O - > N - > N' - > N" - > O 

una sucesión exacta. 

O - > N ~ M - > N' ~ M - > N" ~ M - > O 
A A A 

es una sucesión exacta ya que M es un A-módulo plano. 

O - > (N ~ M) ~ Ap - > (N' ~ M) ~ Ap - > N" ~ (M ~ Ap) - > O 

es exacta por 3 . 2.10 

corno M ~ Ap ~ Mp por 3 . 2.9 

O - > N ~ Mp - > N' ~ M - > N" ~ M - > O p P 

es e x acta. 

Por lo tanto 

Mp es un A-módulo plano 
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"ii) => iii ) 

Puesto que todo ideal maximal es primo 

iii) = > i) 

Si N --> P es un homomorfismo de A-módulos y T es cual--

quier ideal maximal de A, entonces 

N --> P es inyectiva entonces N
T 

--> MT es inyectiva por 

3.3.3. 

Entonces N
T 

~ MT --> P
T 

~ MT es inyectiva por 2.7.3 
AT AT 

entonces 

entonces 

(N ~ M)T --> (P ~ M)T es inyectiva por 3.2.11 
A 

N ~ M --> P ~ M es inyectiva por 3.3.3 
A A 

por tanto 

M es plano en virtud de 2.7.3 

3.4 EXTENC ION y CONTRACC ION DE IDEALES ENAN 1 LLO DE. FRACC IONES ' 

DEFINICION 3 . 4.1 

Sea A un anillo, S un subconjunto multiplicativamente cerrado 

de A Y 

a '\..---> al1 

el homomomorfismo natural. 

Sea C el conjunto d e todo s los ideales contra idos en A, es de 
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eir: 

C = {a / a ee = a , a ideal en A} 

-1 
Y sea E el conjunto de todos los ideales extendidos en S A-

es decir 

-l 8, B ideal en S A} 

PROPOSICION 3 . 4.2 

Si a es ideal en A, 
-1 -1 

su e x teneión a e en S A es S a 

DEMOSTRACION 

-1 . a 
S a = {- / a E a , s E S } 

S 

Probemos que 

"e" 

Sea a E a e => a = 
n 
'i' y, x' 
L -t (~) 

-i=1 s ' 1 -t 

x ' E eJ. , 
-t 

a = 
n y ,x, 
'i' ~-t, L Y ,.x ., E a 

' l S ' -t -t 

donde 

11:) JI 

a = 

-t= -t 

x 
s ' -t 

n 
X = I Sl.-i y -i x-i 

-i= 1 

Si, 
-t 

Sea ID E S-la => m = a a E a , s E S s' 

-1 } y -/s ' E S A 
-t -t 



=> rn 
d. 

= ¿ .{. 
~' 

.{. 

=> m E a e 

luego 

PROPOSICION 3.4.3 

con d . E a , 
.{. 

s . E S 
.(. 

i) Cada ideal en s-lA es un ideal extendido. 

ii) Si a es un ideal en A, entonces a ec = U (a:S) 
SES 

por lo tanto a e = [lJ ssi a corta S. 
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iii) a E C <=> ningun elemento de S es divisor de cero en Ala. 

-1 iv) Los ideales primos de S A estan en correspondencia bi--

-1 yectiva (P <=> P ) con los ideales primos de A que no -

cortan a S. 

v) La operaci6n s-l conmuta con la formaci6n de sumas fini-

tas, productos intersecciones y radicales. 

DEMOSTRACION 

i) Sea 8 un ideal en s-lA, demostremos que S = Sce 

"c" 

Sea xl s E S => xll E S 

=> x E SC 

=> xls E Sce 

":::>" 

S ~ Sce o 1 6 6 ...... P r . . 

-1 c ii) a) Sea x E a ec = (S a ) por 3.4.2 

x a 
<=> T = s ' para algun a E a, s E S 
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<=> JtES tq (XS - a)t = O 

<=> x (st) E a 

<=> x E U ( a : S) 
SES 

b) a e = [lJ ssi a corta S 

a e [J] <=> a ec = [lJ = l) (a: S) 
SES 

<=> jS E S tq 1 E Ca: A) 

<=> JS E S tq S E a 

iii) aE C <=> a ec ca <=> (sxE a , para algun SES = > XEa) 

<=> ningun S E S es divisor de cero en 

A/a 

iv) Si S es un ideal primo en s-lA, ' entonces SC es un ideal 

primo en A. Reciprocamente si a es un ideal primo de A, 

entonces A/a es un dominio de integridad por 1 . 4.2¡ si -

S es la imagen de S en (A/a ) 

se tiene: 

Demostremos que 

S-l(A/a) ~ S-l(A/a ) 

h: S-l (A/a ) __ > S -1 (A/a ) 

a + a 
s 

a + a 'V __ > 
s + a 



85 

<)=> (~3+a ) CS2a.l-sl s2+a ) = a , s3+a E S 

al + a .a 2 
+ a 

<=> = 
al + a s2 + a 

luego 

h está bien definida y es inyectiva. 

b) Es sobreyectiva por la forma en que está definida. 

-1 
Por tanto se tiene S (Aja) = s-l(Aja ) que o es cero o 

esta contenido en el cuerpo de fracciones de Aja y por -

-1 
tanto es un dominio de integridad y por tanto S a o es 

primo o es el ideal unidad; en virtud de (ii) la ultima 

posibilidad se presenta si y solo si a corta S. 

v) Para sumas y productos se da por 1.6.7 

. Sea (X .) . r una familia de submódulos de un A-módulo M -.{. ,tE 

entonces 

m (' -1 m -1 'tI ¡ sea E . I S X. <=> - E S X., "V "'-
s ,tE r .{. s .{. 

<=> ro E X ., v..t 
.{. 

<=> ro E Ji X . 
.{. El .{. 

<=> ~ S -1 (n X.) 
s ..tEr.{. 

Para los radicales tenemos que 

-1 r(S a ) 

e~/Xn Ea , para algún n > O, S E S} 
s 

Por 1.6.7 se tiene que 
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Probemos que 

-1 -1 
S r(a) c r(S a ) 

x -1 n 
sea SES r(a) => x Ea, para algún n > 0, SES 

n n => x E a, s E S 

DEFINICION 3.4.4 

Sea A un anillo, el NILRADICAL DE A es la intersección de to-

dos los ideales primos de A. 

y lo representamos por 

N 

COROLARIO 3.4.5 

N 1 1 d 1 dE;. S-lA es s-IN Si es e ni1radica1 de A, el ni ra ica 

DEMOSTRACION 

Sea X = { PI P es un ideal primo de A, p(I S = cp} 

= {MI M es un ideal primo de lA. y M n. S t- <p } 

N = ( rt P) n_ (n M) 
P EX MEA 

= > s-lN = S-l(( n P) · () ( ()M) 
PE X MEA 

= S-l((\p) (1 S-l( () M) 
PEX MEA 

-1 
() n S-1M) 3.4.3 (v) = ( n S P) ( por 

P EX M EA. 



-1 = (') S P 
PE X 

luego . 

s-l N es el nilradical de S-lA. 

PROPOSICION 3.4.5 
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Si P es un ideal primo de A, los ideales primos del anillo lo 

cal Ap estan en correspondencia biyectiva con los ideales pr! 

mos de A contenidos en P. 

DEMOSTRACION 

Sea s = A - P 

-1 -1 
S T es primo en S A = Ap 

<=> T n. (A - P) = cp 

<=> T c P. y por 3 . 4.3 (iv) 

se completa la prueba. 

PROPOSICION 3.4.6 

Sea M un A-módulo de generación finita, S un subconjunto de A 

multiplicativamente cerrado, entonces 

-1 S (Ann (M)) 

DEMOSTRACION 

-1 
Ann (S M) 

Si es cierto para dos A-módulos M, N es cierto para M + N. 

-1 1 S (Ann (M + N)) = S- (Ann (M) n Ann (N) por 2.3.7 

= S-l (Ann (M) ns-1 (Ann (N) por 3.2.8 

= Ann(S-lM) n Ann (S-l(N)) 



= Ann(S - l(M) + S-l(N) por 2 . 3 .7 

-1 = Ann(S (M + N)) por 3.2 .8 
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Por tanto basta probar 3 . 4.5 para M generado por un sólo ele-

mento. 

Como M es de generación finita tenemos que 

M ~ Ala (como A-módulo) donde a = Ann(M ) 

S-l(M) ~ S-l(A/a ) ~ S=~A por 3. 2 .8 
S a 

Demostremos que 

Ann 
-1 

S a 

Ann [:=~:l ~ 
-l 

{- S A I a E -=-r-
S a 

"e" 

Sea- a E Ann [~l 

"O" 

- a S-la ) => a (- + s 

=> 
- 1 
a (.1 + S-la ) 

- - 1 => a + S a = 

- -l 
=> a E S a 

a -1 al 1 Sea - E S a y - E S- a 
s s1 

aa1 -1 
+ S a f 

sSl 

-1 
= S a , 

= 
-1 

S a 

-1 
S a 

\7~ 
-1 s-lA 

+ S aE --s -1 
S a 

~I e CENTR~L 
u OE eL AL\{ 



luego 

por lo tanto 

de manera que 

COROLARIO 3. 4.7 

-1 
= S a 

[
S-lA] ~ E Ann s-la 

-1 
S a 
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Si N, P son submódulos de un A-módulo M y si P es de genera--

ción finita entonces 

S-l(N: P) = 

DEMOSTRACION 

Como P es de generación finita, sea {x1 ,x2 "."xn } el conjun­

to de generadores de P, es decir para todo p E P 

n 
p = l a. x-<. , 

-<'=1 .{. 
con a. E A, X. E P 

.{. .{. 

N + P Demostremos que 
N 

es de generación finita 

Se a b E N ~ P => b = (n + p) + N, con n E N 

=> b = p + N 

=> b (a 1x 1 + a 2x 2 + ... + 

=> b (alx l + N) + (a 2x 2 + 

=> b al (xl + N) + a
2

(x 2 + 

a x ) n n 

N) + 

N) + 

+ N 

+ (a x + N) n n 

. . . + a (x + N) n n 



luego 
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n 
=> b = ¿ a. (x. + N) con a. E: A, x. + N E: N ~ P 

. 1.{. .{. .{..{. 
.{.= 

=> {xl + N, x
2 

+ N, ... ,x
n 

+ N} es un conjunto 

N + P 
N 

(N: P) 

de generadores de 

N + P 
N 

es de generación finita. 

Ann [N + pJ por 2.3.7 = N 

S-l(N: P) s-l (Ann [N + PJ) = N 

= Ann[s-l[N ~ p) por 3.4.6 

= Ann[S-l~~l: Pl] por 3.2.8 

[S-iN + s-.ip] 3.2.8 = Ann -1 por 
S N 

por 2.3.7 

PROPOSICION 3 . 4.8 

Sea A --> B un homomorfismo de anillos y a un ideal primo de 

A. Entonces a es la contracción de un ideal primo de B ssi 

a ec = a 

DEMOSTRACION 

"=> " 

Sea a = SC = Scec por 1.6.6 



"<= " 

Sea a ec = a, sea S la imagen de A-a en B. 

Como a e = {mi m=L:y.f(x.), x.sa, y . sB} 
~ ~ ~ ~ 

S = {yl y=f(z .), 
~ 

en tonces a e f\ S = cp 

z . s a} 
~ 
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Por tanto por 3.4.3 la extenci6n de a e en s-lB es diferente -

de [D, por lo tanto es un ideal propio y está contenido en 

un ideal maximal M de s-lB por 1.4.8. 

Si S es la contracci6n de M en B entonces S es primo por 

1.4.3 

y aec . S por 1.6.6 

y S () S = <p por 3. 4 • 3 

=> a c SC 

como S n S = cp 

Sea q s S => f- 1 (q) 51 A - a 

=> SC n (A - a) = cp 

luego 



e A P 1 TUL o 1 V 

A P L 1 e A e ION E S 
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PROPOSICION 4.1.1 

Sea ~ un subconjunto multiplicativamente cerrado de un anillo 

A, Y sea M un A-módulo con generaci6n finita. Probar que 

s-1M = O si y solo si existe s E S tq sM = O 

DEMOSTRACION 

"=>" 

Sean m1 , ... , mn generadores de M. 

-1 m1 O 
Corno S M = O => T = 1 entonces 3 Si E S tq slm1 = O 

tomando S = 

s( a 1m1 + + a n mn ) = 

= 

= 

luego 

Sm = 

" <=" 

Sea s I E S tq s 1M = O, 

=> 

=> 

m 
s 

slm 
sls 

O 
sls = O = 

s a 1m1 + • .. + s e¿ m = O n n 

O + ... + O 

O 

O 
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~EFINICION 4.1.2 

Sea A un anillo, llamaremos RADICAL DE JACOBSON DE A a la in--

tersección de todos los ideales maximales de A. 

y lo denotaremos por 

R 

Se puede caracterizar de la siguiente manera 

PROPOSICION 4.1.3 

X E R si y solo si 1 - xy es una unidad en A, para todo y E A. 

PROPOSICION 4.1.4 

Sea I un ideal de un anillo A, y sea S = 1 + l. 

-1 Probar que S r está contenido en el Radical de Jacobson de-

-1 
A. S A. 

DEMOSTRACION 

S = 1 + I 

es multiplicativamente cerrado por 3.1.21 

Sea ~s E s-l r d emostremos que 1 _ (~) (al) 
s sl 

1 - (~) (~ ) = 1 _ ba 
s sl sSl 

sSl - ba 

sSl 

-1 
es una unidad en S A 

como S es multiplicativamente cerrado sSl E S 

entonces sSl = 1 + x , con x E I 

ademas ba E l, por ser I un idea l 



entonces 

luego 

= 1 + x + y , y = ba 
sSl 

1 + (x+y) E S, ya que x + y E 1 

b a -1 y 1 - (-) (--) es una unidad en S A 
s sl 

por lo tanto ~ E Rs -1A 

donde R
s
-1

A 
denota al radical de s-lA. 

PROPOSICION 4.1.5 
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-1 Sea f: A --> S A un homomorfismo de anillos y S un conjunto -

multiplicativamente cerrado de A, entonces f(S) es multiplica­

tivamente cerrado de s-lA. 

DEMOSTRACION 

f(S) = {a / s E S} 
1 

a,bEf(S) 
sl 

b 
s2 

sea => a = T = T 

= > ab 

=> ab E f (S) 

PROPOSICION 4.1.6 

Sea A un anillo, S,T subconjuntos multiplicativamente cerrados 

de A entonces ST es multiplicativamente cerrado en A. 
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DEMOSTRACION 

ST = {x / x = st, s E S , t E T} 

i) 1 E ST ya que 1 = (1) (1), c on 1 E S 1 E T. 

ii) sean x, y E ST => x = S.1 t l 

Y = s2 t 2 

=> xy= slt 1 s2 t 2 

= sl(tl s 2 )t2 

= Sl(s2 t l) t 2 

= Sl s 2 t .1 t 2 

=> xy = s t con s = Si s2 

luego 

ST es multiplicativamente cerrado de A. 

PROPOSICION 4.1.7 

Sea A un anillo, sean S/T dos subconjuntos multiplicativamente 

-1 cerrados de A y sea U la imagen de T en S A. Probar que los -

-1 -1 - 1 anillos (ST) A y U (S A)son isomorfos. 

DEMOSTRACION 

(ST)-lA = {a 
m / a E A, ro E ST } 

U- l (S-lA) {~ / 
-1 u c U} = n E S A, u 

= [ i / a E A, s E s, t E T] 
- ----, 



sea 

h: (ST) -lA 

a 
m 

--> 

'V_ > 

= [ s:t / a E A , st E ST] 

= [ ~ / a E A, ID E ST] 

. h bien definida e inyectiva 

= <=> j k E ST tal que k (m2a l - ml a 2) 

st 
~(m2al - ml a 2 ) = O <=> 

<=> 

<=> 

96 

= O 

1 
O, multiplicando por ml m2 

al 

<=> 
ml 
T = 

a 
h(~) 

ml 
<=> 

. h es homomorfismo 

= 

= 

m2a l + ml a 2 
ml m2 

1 

al a 2 
- + -ml m

2 
1 

a 2 
m2 
T 

h (a 2 ) = m2 



aa 
m = T 

a cd-) 
m = -1-

= a [~l 
a = a h (-) 
m 

PROPOSICION 4.1.8 
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Sea f: A --> B un homomorfismo de anillos y sea S un conjunto 

multip1icativamente cerrado de A. 

1 1 -1 Sea T = f(S). Probar que S- B y T- B son isomorfos como S A--

módulos. 

DEMOSTRACION 

B es un A-módulo, en el producto definido así: 

0: AxB ---> B 

(a,b) '\-> a 0 b = f(a)b 

. Demostremos que Q esta bien definida 

sean a = al 
=> f ( a ) = f ( al) 

b = b l 

=> f(a)b = f(a')b l 

=> a 0 b = al e b l 
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, 
· (A,+) es un grupo abeliano. 

· a 6 (x + y) = f(a) (x + y) 

= f(a)x + f(a)y 

= a 0 x + a 0 y 

• (a + b) 0 x f(a + b)x 

= (f(a) + f(b))x 

= f(a)x + f(b)x 

= a 0 x + b 0 x 

· (ab) 0 x = f(ab)x 

= f(a)f(b)x 

= f(a) (f(b)x) 

= a 6 (b 0 x) 

· 1 0 x = f(l)x 

= 1 x 

= x 

S-lB es un S-lA-módulo con el producto -siguiente; 

0 ' : s-lA x S-lB --> s-lB 

¡~ , :2] 'V __ > a 
0' 

b f Ca) b - - = 
sl sl s2 sl s2 

-1 
· (S B,+) es un grupo abeliano. 

· 0' está bien definido 

a a' j t E S tq t(S3 a s a') = O sean -- = - => -
sl s3 1 

b b' 3t~ E S tq t(s4b s b') O = - = > - = 
s2 s4 2 

t ( s 3 a - s 1 a ') = O => f (t ) (f ( s 3) f ( a) - f ( s 1 ) f (a ' 1)_ = O 
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tenemos entonces las siguientes ecuaciones 

1) f(t)f(s3)f(a) - f(t)f(s1)f(a') = O 

multiplicando (1) por f(t1)fes2)b' y (2) por fet)f(s3)feal te-

nemos: 

sumando 1') Y 2') tenemos 

como t 1 t E S tenernos que f ct.1 t) E T 

tenernos que 

a 
. s 

1 

f (a) (S3b1 + S2b 2) 
= 

s1 s 2 s 3 

s3 f (a)b1 + .s2 f ea )b2 
= 

s1s 2 s 3 
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.8 3 f (a) b 1 8 2f(a)b 2 = + 51 5 2 8 3 5 1 5 25 3 

f(a)b 1 f(a)b 2 = + 51 5 2 5
1

8 3 

a 
(!)' 

b 1 a (JI 
b 2 = - - + -

51 52 51 8 3 

. [al + a2 ] (!)' b [a1 5 3 + ah] 
0 ' 

b = 8 1 8 2 53 5 1 5 2 8 3 53 

f(a
1

8 2 + a
2

51 )b 
= 8 1 5 25 3 

5 2f(a
1

)b
1 

51f(a 2 )b 
= + 5 1 8 25 3 51 5 25 3 

= 

. [ala2] , b f(a 1 a 2 )b 
-- (!) = 51 53 53 51 5 25 3 

f(a
1
)f(a2 )b 

= 5 1 5 25 3 

f (al) [f(a2)b] 
= 

51 5 2 5 3 

f (al) 
= 

51 

al 
0' = 

51 

1 e' x = f(l)x 

= 1 x 

= x 



-1 -1 
T B es un S A-módulo con el producto siguiente 

= 

-1 
· (T B,+) es un grupo abeliano 

Semejante a corno se probó para e'. 

Sea 

s-lB = {b / 
s 

T- 1B = {b / 
t 

definamos 

b E B, s E S} 

b E B, tE T} 

b - "'-> 
b 

nsT s 

• h bien definida e inyectiva 

= 

<=> 

-~ · h es un homomorfismo de S A-módulos 

f (a) ·b 
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= 

= 

a -1 . sean - E S A 
SI 

= 

= 

= 

f(s2)b l + ~(sl)b2 

f(Sl s 2) 

f(s2)b l + f(sl)b 2 
f(sl)f(s2) 

f(s2)b l 
f(sl)f(s2) 

f(a)b 
f(sl s 2) 

f(a)b 
f(sl)f(s2) 

a 
el" b -

f(s2) sI 

a 
0" 

h [~2l -
sI 

b 

h es sobreyectiva por la forma en que esta definida. 

PROPOSICION 4.1.9 
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Sea A un anillo. Supóngase que para cada ideal primo P el ani-

110 local Ap no tiene elemento milpotentes t O. Entonces A no 

tiene elementos nilpotentes. 



DEMOSTRACION 

Sea x E A, x =f 0 , n 
tq x = O 

sea a = Ann(x) I ex es ideal =f 1 

entonces ex E M, M ideal maximal por 1.4.8 

x 
sea 1 E AM 

n 
x entonces lL = O por tanto 

x 1 = O, pero eso no es posible ya que 

AM no tiene elementos nilpotentes =f O. 

PROPOSICION 4.1.10 
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Sea A un anillo =f O Y sea ¿ el conjunto de todos los conjuntos 

mulplicativamente cerrados S de A tales que O t S. Probar que 

al ¿ tiene elementos max imales 

b) S E ¿ es maximal si y solo si A - S es un ideal primo mini--

mal de A. 

DEMOSTRACION 

Corno la demostración de la parte (a) es una aplicación del le-

ma de Zorn , enunciaremos previamente este lema. 

LEMA 4.1.11 (LEMA DE ZORN) 

Sea (A, ~) un conjunto parcialmente ordenado. Si cada cadena -

(conjunto total o linealmente ordenado) M en A tiene una cota 

superior en A, entonces A tiene, por lo menos un elemento maxi 

mal . 

Demostremos ahora la proposición 4.1,11 

a) ¿ tiene elementos maximales . 

----~-----------~~-----------------------------------------------------
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Sea ¿ = {S c Al O ~ S, S multiplicativamente cerrado} 

¿ ~ ~ ya que {1} E ~ Y {1} es multiplicativamente cerrado 

de A. 

Ordenemos ¿ por la relación "c" 

Sea M = (P.) . l una cadena en ¿ de manera que para cada par 
.{. .(. E 

de indices i
1 

E l o i
2 

El 

sea K = lJ P demostremos que K es multiplicativamente ce-­
¡El ¡' 

rrado de A. 

a) 1 E K ya que 1 E Pi Vi 

b) sea x, y E K => X E P . 
.{.1 

y 

como estamos en una cadena 

x,YEP . 
.{.2 

Por ser los P multiplicativamente cerrados 

ó 

entonces xy E ,U
l 

P . 
.{.E .{. 

xy E P . 
.{.2 

Por lo que K es multiplicativamente cerrado de A. 

o }1 K ya que O 1 P ¡ V ¡ El 

S es una cota superior en ¿, ya que para un ideal 

P . E M, P. c .u P., entonces por el lema de Zorn I: tiene 
.{. .{. .{. E 1 .{. 

elemtos maximales. 
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b) S E ¿ es maximal si y solo si A - S es un ideal primo mini-­

mal de A. 

"=> " 

Sea P ideal primo de A tq P c A - S 

=> S c A - P A - P es multiplicativamente cerrado de A. 

= > S = A - P por hipotesis 

como S = A - P = > A - S = A - (A - P) 

= P 

luego 

A - S es minimal 

" <=" 

Sea S I E L tal que S c S'. 

a) como S c S I => A - S' c A - S 

b) S' multiplicativamente cerrado => A - S' es primo por 3.l.12 

=> A S c A - S I por ser A - S 

primo minimal de A. 

por a y b tenemos A - S = A - S' 

de donde S = A' 

DEFINICION 4.1.12 

Un conjunto multiplicativamente cerrado S de un anillo A, se -

dice que es saturado si 

ab E S <-> a E S Y b E S 

PROPOSICION 4.1.13 

S es saturado ssi A - S es una unión de ide ales primos . 
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DEMOSTRACION 

Sea x E A - S se tiene que [x] c A - S 

ya que kx E A - S Vk E A. 

sea 6 = {I c A - S / I es ideal y [x] c I} 

demostremos que 6 tiene elementos maxima1es 

o =J c}l ya que [x] E o 

ordenemos o por la relaci6n de "c" 

Sea M = (P.) . I una cadena en o de manera que para cada par de 
.{. .{.E 

índices i
1 

E I e i
2 

E I 

tenemos que p. c P . 
,{.1 .{.2 

6 P . c p . 
,{.2 .{.1 

sea K = .U . P . demostremos que K es un ideal de A • 
.{. E I ,{. 

. K =J O, ya que como al menos [x] E o 

entonces 

X E U P. 
-tEI ,{. 

. sea :x ,y E K = > X E P. Y Y E. P . 
,{.1 .{.2 

como estamos en una cadena 

X,YEP. o 
,{.~ 

como los P . son ideales tenemos que 
.{. 

entonces 

x - Y E p . 
.{. 

6 

x - Y E .U P . 
.{. E I .{. 



• AK e K 

Sea a E A, Y E K => Y E P j I j E 1 

=> ay E P. I P. ideal 
J J 

=> ay E K 

• como [x] e P. Vi E I 
-<.. 

tenemos que [x] e U P . 
. I-<" -<"E 

K es cota superior e n o ya que P. E M, P. e U 
-<.. -<.. 

el lema de Zorn o tiene elementos maximales. 

Sea 1 maximal en O. Probemos que 1 es primo x x 

Sea ab E 1 Y supongamo s que a, b 1 1 . x x 

En este caso 1 1 = 1 + [a] ;2. 1 x x . x 

y también I" = 1 + [b] ~ 1 x x x 

luego 1 In S =1 qJ y I"(')S =1 <P x x 

=> 

=> 

=> I ns =1 <P , lo cual no puede ser 
x 

luego 

1 es primo; ademas l) 1 cA - S x x-

por lo tanto 

A - S l ) Ix 
xEA-S 
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entonces por 



n<=n 

Sea F = {PcA / P primo} y sea F'cF tq 

A - S = u P 
PEF' 

Sea xy E S => xy ~ P, VP E F ' 

= > x ~ P, y E P, VP E F' porque son ideales primos 

= > X E S, Y E S 

PROPOSICION 4.1.14 
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Sea S un subconjunto multiplicativamente cerrado de un anillo 

A, existe un único subconjunto multiplicativamente cerrado sa-

turado minimo S que contine a S, y tal que S es el complemento 

en A de la unión de los ideales primos que no cortan a S. 

DEMOSTRACION 

Sea F = {PcA / P es primo} y sea F' c F tq 

A - S = U P 
PES' 

Como la intersección de saturados es saturado. 

entonces 

S = (\ K 
K:JS 

K saturado 

Ahora bien, si S' = A - U P <=> 
prL S= <p 

do por 3.1.16 

A - S' = uP => S' es satura 
P n S= <P 

Como además (U P) n S = <P entonces S c S' => S c S' 
P ('¡ S= q, 

~or otro lado como S es saturado 
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-A - S = U P = > s nP = cp V P E f' 
PEF ' 

de aquí que 

A - S c A - S' => S ' c S 

luego 

S' = S 

OBSERVAClON 4.~.15 

Al conjunto S de la proposición 4.~ . se le denomina SATURA--

ClON DE S. 

PROPOSlClON 4 . 1 . 16 

Sean S,T subconjuntos multiplicativamente cerrados de A, tales 

que S c T sea <iJ : s-lA - > T-~A el homomorfismo que aplica cada -

a/sE s-lA a a/s considerado como un elemento de T-
1

A. 

Probar que las siguientes condiciones son equivalentes ; 

i) <iJ es biyectiva 

ii) Para cada t E T , t/1 es una unidad en S-lA 

iii) Par a cada t E T, e x iste x E A tal que xt E S 

iv) T está contenido en la saturación de S 

v) Cada ideal primo que corta T corta también S. 

DEMOSTRAClON 

Probemos 

~~ .. '-' . . . . 
11 ==> 111 ~> 1V 
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i) => ii) 

= 

= 

= 

ii) => iii) 

Como 
t unidad s-lA 
1" es una en 

t a 1 
=> 1" - = 1" s 

ta l 
= > = s 1 

= > 3 s' E S tq (t a - s) s' = O 

= > t a s' s s' = O 

= > t as' = s .s' 

iii) = > ivl 

Sea mET => jx E A tq xmE S 

=> xmES 

-
= > x E S Y mES 

iv) = > v) 

TeS <=> Te A - UP , P 
P n S= <P 

ideal primo 

<= > V P, primo, pns = <P => PrLT = <P 

<= > V P, primo, pnS 1- <P = > pn S 1- O 
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v) => ii) 

Sea t E T Y supongamos que, t/l no es una unidad entonces existe 

un maximal en S-lA que contiene a t/1, obtenemos así un primo 

P que no corta S y sin embargo t E P, lo que es una contradic--

ción. 

iii) => i) 

~ es inyectiva por la forma en que está definida. 

Si ~ (a/s) = ~ (a'/s') entonces a/s = a'/s' en T-
1

A 

luego existe t E T tal que tes' a - sa') = O. 

Sea x E A tal que x t E S 

=> x t (s' a - sa') = O en x t E S 

=> a/s = a' 
SI 

-1 
con S A 

PROPOSICION 4.1.17 

El conjunto So de todos los no divisores de cero en A es un --

conjunto multiplicativamente cerrado saturado de A . 

DEMOSTRACION 

~D S t- <P ya que .1 E S o o 

LO Sean x ,y E S <=> xz t- 0, Vz E A, z t- ° o 

yz t- O, VZ E A, z t- ° 
<=> xzyz t- 0, VZ E A, z t- ° 
<=> xyzz t- 0, Vz EA, z t- O 

<=> xyz ~ 0, V Z E A, Z ~ O 

<=> x y E So 
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luego 

S es multiplicatiyamente cerrado saturado . 
o 

PROPOSICION 4 . 1 . 18 

Sea D el conjunto de los divisores de cero en A 

entonces D es una unión de ideales primos 

DEMOSTRACION 

Como D = A - So Y Soes saturado 

entonces D es una unión de ideales primos por 4.l.13 

PROPOSICION 4 . ~.19 

El anillo s:lA se denomina. ANILLO TOTAL DE FRACCIONES DE A. 

Probar que 

i) So es el mayor subconjunto multiplicativamente ~ rrado de 

A para el cual el homomorfismo A --> S:lA es i . ectivo. 

iil Cada elemento en s:lA es divisor de cero o una 'lidad . 

iii) Cada anillo en el que cada unidad es un divisor de cero -

es igual a su anillo total d e fracciones (es decir 

A --> s:lA es biyectiva) 

DEMOSTRACION 

l') V -1 eamos que A --> So A es inyectiva 

a / 1 = a ' / l => 3 s E S o tq s (a - a') = O 

como s no es un divisor de cero 

a - a' = O => a = a ' 

-1 Sea S multip licativamente cerrado tq A --> S _ es inyecti 
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vo, a demostrar que todo elemento de S es no divisor de -

cero . 

Da do s E S, si J a E A tal que s a = O, entonces 

O -1 T = T' pero como A --> S A es inyectivo a = O 

-1 Sea a/s E So A no divisor de cero, entonces afirmarnos que 

a E So, ya que de lo contrario jb E A, b f O tal que a b = O, 

luego 

a b 
s T = O Y 

b T f O, porque de lo contrario 

O, Y contradecirnos el hecho de que So 

no tiene divisores de cero . 

a -1 a 
luego - E S A => es una unidad. 

s s 

ii i) .ki.demostrar que en este caso A --> s:lA es biyectiva. 

Por i) es inyectivo y corno cada elemento s E So es unidad, 

a - -1 -1 
entonces dado - E S A el elemento as E A Y ademas s o 

DEFINICION 4.~.20 

a 
s 

Sea A un dominio de integridad y M un A-módulo un elemento -

s E M es un elemento de torsión de M si Ann (x) =1 O, es decir si 

x es anulado por algún elemento no nulo de A. 

PROPOSICION 4.1.21 

Sea A un dominio de integridad y M un A-~6dulo probar que los 

eiementos de torsión de M forman un submódulo de M. 



DEMOSTRACION 

Sea F = {x E M / x es un elemento de torsión de M} 

i) F =1- <P ya que O E F 

ii) Sea x,y E F = > ja1 ,a2 E A, al =1- O, a 2 =1- O tq 

a 1x = O 

a 2y = O 

= > - a 2y = O 

=> a 2a 1x = O 

- al a 2y = O 

=> a 2a l x - a 1a 2y = O 

=> a 1a 2x - a l a 2y = O 

= > a 1a 2 (x - y) = O , a 1a 2 =1- O 

AF c F 

= > x - Y E F 

Sea x E A, m E F => j a E A, a ::J O tq m a = O 

= > x m a = O 

= > x m E F 

DEFINICION 4.1.22 
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El submódulo formado por los elementos de torsión de M se deno 

mina el SUBMODULO DE TORSION DE M Y lo denotaremos por TtMl . 

OBSERVACION 4.1.23 • 

Si T(M) = O se dice que el m6dulo M es sin torsi6n . 

• 
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PROPOSICION 4.1.24 

Sea A un dominio de integridad, demostrar que 

i) Si M es un A-módulo cualquiera entonces M/T(M) es sin tor 

sión. 

ii) Si f: M ---> N es un homomorfismo de módulos, entonces 

f(T(M))c T(N) 

iii) Si O ----> MI __ f _ > M ~> Mil es una sucesión exacta enton 

ces la sucesión 

fl g l 
O ---> T(M I ) ---> T(M) ---> T(M") es exacta. 

DEMOSTRACION 

i) Sea a E T(TPM)) => a = m + T(M), jo. ~ O 

tq am + T(M) = T(M) 

=> j S =f O tq ( So.) m =f O 

So. =f O 

=> m E T (M) 

ii) Sea m E f(T(M)) = > m = f (x) , para algún x E T (M) 

como x E T (M) , j a E A, a i 

tq a x = O 

= > O = f (a xl 

=> O = a f (x) 

=> O = am 

=> m E T (NL 

iiil Como gl o fl = g o f = O tenemos 

que Imf I c ker g! . 

O 
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Probemos que ker g I e T (M) 

X E ker g I ~ T (M) g(x) = O 

=> JY E MI tq f(y) = x , pero como 

x E T(M) => 3a t O tq ax = O 

=> af (y ) = a x = O 

= > f (ay ) = O 

=> ay = O, por ser f inyectivo 

=> yET(!·1} 

PROPOSICION 4.~.25 

Sea S un subconjunto mu1tip1icativamente cerrado en un dominio 

de integridad . Probar que 

DEMOSTRACION 

"e'! 

Sea m/sE T(s-lM) => 3 a t O tq 
Sl "1 

=> J s2 E S tq 

pero s2a t O => m E T(M) 

=> -1 miSE S T(M) 

,,~" 

. -1 
m/s E S T (M) => m E T (M) 

=> :3 a E M, a t O tq 

=> a t 
1 

O, ~ E s-lA 
1 y 

a m 
sl 1 

am = O 

ademas 

O 
1 

= O 



PROPOSICION 4.1.26 

~ ~ = O 
1 s 

-1 
=> m/s E T(S M) 
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Sea A un dominio de integridad, M un A-módulo entonces las si-

guientes proposiciones son equivalentes 

i) M es sin torsión 

ii) Mp es sin torsión para todo ideal primo P 

iii) MM es sin torsión para todo ideal maximal M 

DEMOSTRACION 

i) => ii) 

T (M) = O => (TM)p = O por 3.3.2 

=> T (Mp ) = O 

=> Mp es sin torsi6n 

ii) => iii) Ya que todo ideal maximal es primo 

iii) => i) 

Sea x E T (M) , x t- O => j M maximal tal que 

Ann (x) c M por l .4,8 

Consideremos S = A - M Y sea (T(M)M 

=> x 
TE (T(M»M = T (MM) 

x O => 
T = T 

=> jaEA - M tq (Xx = O 
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y esto contradice el hecho que ann (xl c M 

PROPOS1C10N 4.1.27 

Sean M un A-módulo, 1 un ide al de A. 

Se supone que MM = O para todos los ideales rna x irnales M I. 

Entonces M = 1M 

DEMOSTRACIeN 

Para el ~ -Módulo ;M se cumple que 

,(M/1M) M -
MM 

(1M) M 

Para todo maximal M de A/1. 

1M 
M = O por 3.3.2 

=> M = 1M 

= O , por 3.2 . 8 
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