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INTRODUCCTION

El presente trabajo no es Teoria de Galois
en el sentido estricto de la palabra, es méds bien

un breve estudio de dicha Teoria.

Es asf como el Capfitulo I estd formado s6lo
por conceptos elementales, siendo hasta en el Capi-
tulo II que se estudia Teoria de Galois; para termi
nar en una aplicacién de dicha Teoria en el Capitu-

lo IIIT.

Las proposiciones, definiciones y corolarios,
no se han separado por Capitulos, sino que se numeran

en forma correlativa.



CAPITULO I
CONCEPTOS ELEMENTALES

1- GRUPOS
Sed 5 un cohjunto. Se llama ley de composicién (de S en
si mismo) a una aplicacidn

SX8§—~——5S .

DEFINICION 1

Un monoide es un conjunto G, con una ley de composicidn
asociativa, y que posee un elemento e llamado neutro, tal que

Xe =¢e x = x, para todo x € G,

DEFINICION 2

Un grupo G es un monoide tal que para todo elemento x6G,

existe un elemento x € G, para el cual
Xy=yx=e

este elemento y se llama inverso de x.

El inverso es @inico, ya que si y' es también inverso de x,

y'ey'e=zy'(xy)=(y' ®)ysey=y.

Un grupo G es abeliano si para cualesquiera a, b € G; se

cumple que a b = b a,

NOTACION

. -1
Representaremos el inverso de x por x =~ (& por -x cuando

la ley de composicidn es aditiva).

DEFINICION 3
Sean G, I grupos.

Un homomorfismo de grupos de G en F es una aplicacién

f: G——F
tal que f(xy) = f(x) f(y) para todo par x, y € G.
Observamos que f aplica el elemento neutro de G en el de
F, ya que
f(e) = f(e e) = f(e) f(e) .



Si £f: G ——>TF es un homomorfismo de grupos enton-

ces
f(x 1) = £(x)7t

ya que si e, e! son los respectivos elemenitos unidad de G, F

e! = fle) = f(xx—l) = f(x) f(x_l) .

DEFINICION 4

Sean G, F dos grupos.
Un homomorfismo f : G ——— F se llama isomorfismo

si f es biyectiva, es decir si f es inyectiva y sobreyectiva.

Si G =T entonces llamaremos al isomorfismo, automor-
fismo.

Sea G un grupo y S un subconjunto de G. Diremos que S
engendra a G (6 que S es un conjunto de generadores de G) si to-
do elemento de G se puede expresar como producto de elementos de

S & Ce sus inversos.

DEFINICION &

Un subconjunto H de un grupo G, es un subgrupo de G si

respecto a la operacidn definida en G, H es un grupo.

PROPOSICION 1

Un subconjunto no vacio H del grupo G, es un subgrupo de
G si y sdlo si
i) Para a y b que pertenecen a H, tenemos que ab pertenece a H,
ii) Para un elemento a que pertenece a H, se cumple que a—l perte

nece también a H.

Prueba
(== ) Trivial.
(c_—..)

Como la ley asociativa es vilida para G, es claro que --

también es v&dlida para H.



)

S1 d € H, tenemos por i1) que ale H, luego por i)

aa € H; pero a a—l = e.

PROPOSICION 2

Si H es un subconjunto finito no vacio de un grupo G y
H es cerrado respecto a la multiplicacidn, entonces H es un sub-

grupo de G.

Prueba

Sea a € H, entonces

a = aat€Ht
ad = aza € H
n ° n-1

a = a aekht.,
Luego la coleccidn infinita de elementos
a, a? 5 @7 5 ceees @ 5 eee

debe estar contenida en H.

Por lo tanto debe haber repeticiones de elementos; es de

cir, para algunos enteros r, s con r > s > 0

T s
a = a
entonces
r-s
a = e
5 sea que e €H
r-s r-s-1
e = a = aa
entonces
r-s-1
e H,
asi
-1 r-s-1
a = a

de donde a—l € H.



DEFINICION 6

Sea G un gripo y H un subgrupo.

Una clase lateral izquierda de H en G es un subconjunto
de G de la forma a H, para cierto elemento a € G.

Un elemento de a H recibe el nombre de representante
de la clase a H.

La aplicacidn
# : H————— aH

D QA AVAAVAVAVA VATV S 4
induce una biyeccidén de H en a H. De lo que resulta que dos cla-
ses laterales izquierdas tienen el mismo cardinal, es decir el --

mismo nimero de elementos.

Si a y b son elementos de Gy las clases aH y b H

tienen un elemento comin, a H y b H coinciden. En efecto, sea

ax=-by con X,y €H
a=by x—l
pero y xt € H y por lo tanto
aH:b(yx"l)H = b H
ya que para todo z € H, tenemos que 2z H = H.

DEFIRICION 7

Si H es un subgrupo de G, el indice de H en G es el niime

ro de distintas clases laterales derechas de H en G.

Como cualquier a € G estd en una Gnica clase lateral,
las clases laterales izquierdas (6 derechas) saturan a G. Luego
si n representa el nfimero de distintas clases laterales de H en G,

debemos tener que
n-o(H) = o(G) o(H) = orden de H.

Tenemos asi que si G es un grupo finito

indice de Hen G = .



DEFINICION 8

Un subgrupo N de G decimos que es un subgrupo normal de

G, si para todo X € G y todoc n€N, xn x-l e N.

PROPOSICION 3

N es un subgrupo normal de G si y sdlo si

aNalt = w para todo a € G .
Prueba
(=)
Para a € G, tenemos
aNa?t ¢ w

como a € G, entonces
atw@hHtew

y como

-1

a N (a_l)_'L - a7t

entonces

1
1]
=
v

a_l Na ¢ N.

Tenemos asi que
N =a (a—l N a) a—l calN a-l c N

luego

( :=)
Si1 a N a_l = N, para todo a € G, entonces

aNat ¢ N

por lo tanto N es normal en G.

PROPOSICION 4

El subgrupo N de G es un subgrupo normal de G, si y sblo si
toda clase lateral izquierda de N en G es una clase lateral derecha
de N en G.



Prueba
Por la proposicidén 3, sabemos que a N a-_l = N para todo
a € G. Luego
{(a N a_l)a = N a
aN = Na.
(==)

Supongamos que toda clase lateral izquierda de N en G es

una clase lateral derecha de N en G. Como

a = aee€alk
cualquiera que sea la clase lateral derecha que resulte ser a N,
debe contener a a pero a estd en la clase lateral derecha N a
y dos clases laterales derechas (6 izquierdas) distintas no tie--

nen elementos en comin, luego

aN = Na

PROPOSICION 5

Si un subgrupo N de G, es un subgrupo normal de G enton-
ces el producto de dos clases laterales derechas de N en G es de

nuevo una clase lateral derecha de N en G.

Prueba

Sean Na y ND dos clases laterales derechas de N en
G, entonces

NaNbDb

N(a N) b
= N(N a)b
= NNab
= Nab.



NOTACION

Representaremos por %- el conjunto de clases laterales

del subgrupo normal N en G, es decir que

S = (Nalaeo}
El conjunto %- cumple ser un grupo para la operacidn --
producto que definimos N a Nb = Nab , a este grupo le llama

remos, el grupo cociente de G por N.

La aplicacidn

x vwwwnaanwynes a(x) = N x

cumple ser un homomorfismo sobreyectivo.

DEFINICION 9

El niicleo del homomorfismo a : G — > H, del grupo

G en el grupo H, es el conjunto
N={x€eG | alx) = e, e identidad de H } .

PROPOSICION 6

Si o : G———— H es un homomorfismo sobreyectivo de

nlicleo K, entonces K es un subgrupo normal de G.

Prueba

i) Si x, y € K, tenemos que
a(xy) = a(x) a(y) = e e = e , donde e es la identidad de H
por lo tantc x y € K.
Ademds

-1

alx 7)) = (oz(x))—l = e = e ,

asi x t e K.

ii) Sea a€G y x€K

ala x a—l) = ala) a(x) ala



a(a) e (a(a))t

= €

PROPOSICION 7

Si o es un homomorfismo sobreyectivo de G sobre H con nfi

G . .
cleo K, entonces — es isomdrfico con H.

K
Prueba
Sea

G

A X —> H
K a vwanans A(K a) = aa) .

i) Si Xa=Kb , entonces a=kb, con k€K
como a = kb
a(a) = a(k b) = a(k) a(b) = a(b).

a (a) ; aé€gG
a (a) = A(K a) .

ii) Para x € H, x

X

iii) MK a KX b) = (K a b)
= a(a b)
= a(a) a(b)
= A(K a) MK b).

iv) Para probar que A es inyectiva es suficiente demostrar que el

niicleo es igual a la identidad del conjunto de partida

A(K a) e e identidad en H

a(a) e

Por lo tanto a estd en el nlicleo de a, & sea, en K; pero es-

to implica que K a = K y ya sabemos que K es la identidad
G
de K.

DEFINICION 10

Sea S un conjunto que posee n elementos.
Llamaremos grupo simétrico de grado n y lo denotaremos Sn’
al conjunto de todas las aplicaciones biyectivas del conjunto S so-

bre si mismo.



2- ANILLOS E IDEALES

DEFINICION 11

Una terna (R, +, .) es un anillo si

i) R es un conjunto (no vacio).
ii) (R, +) es un grupo conmutativo.
iii) (R, .) es un semigrupo.

iv) Para a, b, ¢ que pertenecen a R, tenemos

a. (b +c) (a.Db)+ (a.c)

(b+c).a=(.a)+(c.a.

El anillo se llamarid conmutativo si para cualesquiera

elementos a, ben R, se cumple a . b =D>b . a .

DEFINICION 12

Si A es un anillo conmutativo, entonces 0 $ a € A deci
mos que es un divisor de cero si existe un b € A, b + 0, tal

que ab = 0.

DEFINICION 13

Un anillo R con elemento unidad, se llama anillo unitario.

DEFINICION 14

Un anillo conmutativo unitario es un dominio entero si no

tiene divisores de cero.

DEFINICION 15

Un anillo recibe el nombre de anillo con divisidn si sus

elementos distintos de cero forman un grupo bajo la multiplicacidn.

DEFINICION 16

Un campo es un anillo conmutativo con divisidn,
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DEFINICION 17

Un ideal I a la izquierda en un anillo A, es un subgrupo

del grupo aditivo de A, tal que para i €I y ac A, ai¢€l.

Si ia €1 entonces decimos que I es un ideal a la de-
recha y si tanto a i como i a estdn en 1, entonces diremos --

simplemente que I es un ideal de A.

DEFINICION 18

Llamaremos ideales principales de A, a los ideales de la

forma (a) ={xa|xea}.

DEFINICION 19

Una aplicacidén a del anillo A en el anillo R decimos que

es un homomorfismo si

i) aa + b) aa) + a(b)

ii) a(a b ) = aa) a(b) para a, b 6 A.

PROPOSICION 8

Sean A y R anillos y a un homomorfismo sobreyecti-
vo de A sobre R de nlicleo K. Entonces R es isomorfo a %—, donde
%={a+K|aGA}.

Ademds hay una correspondencia biyectiva entre el conjun
to de ideales de R y el conjunto de ideales de A que contienen a
K. Esta correspondencia puede obtenerse asociando a cada ideal J
en R, el ideal I de A definido por I ={ x6 A | alx) €J }.

Con I asi definido %— es isomorfo a %-,

Prueba
A
P -
1) Sea ¢ % R
atk- vvvvvnan qla) .

i) a+K=b+K = a=b+k, k e K
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a(a) = alb + k) = a(b) + a(k) = a(b)

es decir que ¢(a + K) = ¢(b + K)

ii) #((a + K) + (b + K)) ¢((a + b) + K)

a(a + b)

ti

u

a(a) + a (b)

dla + K) + (b + X) .

iii) ¢((a + K)(b + K))

¢((a b) + X)

= ala b)

= aa) a(d)

= ¢(a + K) ¢(b + K) .

iv) x € R — x

a(a) , a € A.

x = aa) = ¢(a + K) .
v) ¢(a + K) = ¢ R e identidad en R
a(a) = e
ot ae kK
> a+K=XK.

2) Jvvar I ={xeA|alx)ed}.

i) Probaremos que I es un ideal de A.
Sea a€A; i€l — aiké€A.
Ademds a(a i) = a(a) a(i) € J

€R eJ

Para que I sea ideal bastard que sea cerrado para la suma

a€l —= acA y a(a)ed

belI =—= beA y alb)ed

(atb)eA y (a(a) + a(b)) € J
ala +b) ed
=:>(a+b)GI.
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Por lo tanto I es un ideal de A.
ii) Veremos si K c I.
k € K = a(k) = 0.
Como J es un grupo 0 € J, es decir a(k) € J y como
k € A, tenemos que k € I, 8 sea K c I.
iii) Sea L un ideal de A tal que K c L y sea
J={reR|r=a(2), 2€L}

Tenemos para j €J y g€ R que Jjgé€R.

Ademas

j g = a(f)g para algin 2 € L

a(2) a(a) para algln a €:A

a(2a) con 2ae€el

por lo tanto j g € J, es decir J cumple ser un ideal de
R.

iv) Para probar la sobreyectividad de la funcidn que hemos de
finido, veremos que todo ideal L de A tal que K ¢ L, es
de la forma I ={ xe A | alx) € J }.

Sea i€ I, entonces a(i) € J.
Por la definicidn de J, a(i) = a(f) para algn £ € L

por lo tanto

a(i) - a(2) = e
afi - 2) = e
S (i -2) € K ¢ L

= ieKecl
_ i1i€eL .

Sea 2 €L, entonces 2 € A, ademas a(f) = r para

algn r € R, por ser o sobreyectiva, es decir 2 6 I.

v) La inyectividad es trivial.-
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= R
3) Para probar que %—= %-, bastarad demostrar que Y¥: A — T €S
un homomorfismo sobreyectivo y luego aplicar la primera parte

del teorema

t A — —
¥ A 35

a vwvawvwrnawnwnq ala) + J .

i) Para m € R, existe a € A tal que afa) = m , es decir

para a(a) + J, existe a € A tal que Y¥(a) = a(a) + J.

ii) ¥(a +b) = o(a +Db) +J
= (a(a) + J) + (a(d) + J)
= ¥(a) + ¥(b) .
iii) ¥(ab ) = alabd) +J
= (aa) + J) (a(d) + J)
= ¥(a) ¥(b)
iv) Probaremos que I = nficleo de Y .
ieIl == a(i) ey
= Y¥(i) = a(i) +J =J

——= 1 € Nicleo

= I c¢cN.
Ademd@s si n 6 N, tenemos que
¥(n) = 0
a(n) +J = 0
= a(n) €J
= nel

> NcI.

- I =N, 1luego

— >
i)
G

PROPOSICION 8

Si I es un ideal del anillo R, entonces
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R
. —_—— s =
Qa R I

D EAYATAYATAYAVAVAVA L VSR SR O |

es un homomorfismo sobreyectivo con nficleo I.

Prueba

trivial.

DEFINICION 20

Sea I un ideal en un anillo R. Diremos que I es un ideal
maximal si I # R y si no hay un ideal M % R que contenga a I

y sea distinto de I.

PROPOSICION 10

Sea A un anillo conmutativo con elemento unitario cuyos -

inicos ideales son (0) y el mismo A. Entonces A es un campo.

Prueba

Sea 0 % a e A.
Consideremos el conjunto Aa = { xa | x€A}.

Si m, n € Aa entonces

m = xja X; €A
n = Xsa xp € A
m+n = xja+xya = (x3 + xp)a € Aa
también
-m = -xja = (-x1)a € Aa .

Luego Aa es un subgrupo aditivo de A.

Ademds para y € A tenemos que

ym = y(xija) = (yx1)a € Aa .

Por lo tanto Aa es un ideal de A.

Tenemos entonces por hipdtesis que Aa = (0) 3 Aa

1]
B>
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como O # a = la € Aa
afirmamos que Aa # (0) y que Aa = A .

Por lo tanto todo y € A se puede expresar
y = xa con X € A

como 1 € A, debe existir un b€ A talque ab=1.

PROPOSICION 11

Si A es un anillo conmutativo con elemento unidad y I es

un ideal de A, entonces I es un ideal maximal de A si y solo si

%— es un campo.

Prueba

(=)
I es un ideal maximal de A; pero por las proposiciones 8
y 9, existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de idea
les de A que contienen a I y el conjunto de ideales de %— por lo -
que %— sdlo puede tener 2 ideales, (0) y &1 mismo.
Ademds %— es conmutativo y posee un elemento unidad, ya
que A posee esas dos propiedades.

Luego por la proposicidn 10 concluimos que %— es un cam-

po.
(=)
. A . A
$i T es un campo, tenemos para (0) # T un ideal de T
A
que I ¢ T -
Ademds si x € %—, entonces 1 x €I, con 1€T1I
asi

Gx)it e 1
x € I

de donde concluimos que los {inicos ideales de un campo son (0) y
€1 mismo.

Por las proposiciones 8 y 9 existe una correspondencia
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. . . . A .
biyectiva entre el conjunto de ideales de T y el conjunto de

ideales de A que contienen a I.
. A
El ideal I de A se corresponde con el ideal (0) de TV
. A A
y el ideal A de A se corresponde con el ideal T—de I

Por lo tanto no existe ideal entre I y A,

DEFINICION 21

Si D + 0 es un dominio de integridad contenido en un

campo F, entonces
K={ab'|a, bep, bto}

es el campo cociente o campo de cocientes de D en F.

PROPOSICION 12

Sean D y D' dominios de integridad isomdrficos, con
isomorfismo o : D ——— D', contenidos respectivamente en cam
pos © y F' y sean K, K' los respectivos campos cocientes.

Entonces o puede ser extendido de una inica manera a un

isomorfismo af : K ——— K!

Prueba

Si existe una extensidn a' de a , entonces para cualquier

a b_l € K, tenemos

a'(a) OL'(Ib)_l
I:a'(a):[ I:a' (b):[-'1
Cata)] Coato)]™

por lo que si a' existe debe ser finica.

a'(a b_l) = a'(a) a'(b-l)

Sea a' : K——— K'
ab™! v ot (abh) = ala) a) T .
Doatadbd) = ar(eca™)
a(@) a®)™ = ale) a(@7t
== o(a) a(d) = alc) alb)
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—= afa d) = a(c b)
S ad = ¢ b
= a b—l = c d_l
ii) si xy-l g K' =—— x,yepDn’
= x = a(a) y = a(b) a, bebd
=== a' (a b_l) = xy

iii) a'(a b—l + c d—l)

o' [(ad+bc)bd)t]

alad + b c) alb d)'l

"

Cala) ald) + ad) ale)] [a@m™ a@™]
= a(a) o)t + ale) a(@)t
= a'(a b_l) + a'(c d“l

iv) o' (a b_l)(c d_l):[

).

a'[(ac) (bad) 1]
=alac) o a)?t

= a(a) ale) a®) ™ a@™
= a(a) ot ale) al)t

= a'(a b‘l) a'(c d_l)

DEFINICION 22

Un dominio entero D es de caracteristicas 0 si la rela-
cidn ma = 0 donde 0% a€D y mes un entero , puede sola
mente verificarse si m = 0.

D es de caracteristica finita si para algin a + 0 enD
y algln entero m # 0 , ma = 0. Definimos entonces la caracteris
tica de D como el minimo entero positivo P tal que p a = 0 para

algn a $ 0 en D.

PROPOSICION 13

Un anillo unitario F de caracteristica 0 posee un nfimero

infinito de elementos.
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Prueba

n veces

ii) B(n) = B(m)
n..1 =m 1
(nt+m)l = 0

Como F es de caracteristica 0, tenemos que
n-m = 0

n = m.

Existe por lo tanto una inyeccidn entre Z y un subconjun
to A de F; por lo tanto A es infinito, tenemos entonces que F es

infinito.

PROPUSICION 14

Sea R un anillo conmutativo en donde todo ideal es prin-
cipal, a, b € R. Entonces existen d, r, s € R tal que d es un

maximo divisorde a y b y d=ar +5bs.

Prueba

Como R es un anillo de ideales principales, el ideal
Eé, E] (generado por a y b) debe ser un ideal principal (d) para
algin 4 en R,
Entonces
a=gd y b=had

para algunos g, h en R y ¢+ es comlin divisor de a y b.

Como d € I:a, b:[ ., entonces d = ar + bs para r, s
en R, 3i dF es un comln divisor de a y b, entonces
a=g'ad' y b =nh'ad' para g', h' en R
tenemos entonces que
d =g'd'r + h'd's = d'(g'r + h's)
luego d' | d.
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DEFINICION 23

Sea R un anillo conmutativo con unidad. Un elemento p de
R es primo si siempre que p divide un producto a b de elementos de

R, entonces p divide al menos uno de los dos.

DEFINICION 24

Para un anillo conmutativo R; un ideal P de R decimos que
es un ideal primo de R si ab e P, a, b€ R implica que a €P

5 b e P, Esto es equivalente a decir que P es un ideal primo de R

, P . . .
si § esun dominio de integridad.

PROPOSICION 15

Si el ideal principal I = (p) es primo, entonces p es -

primo.

Prueba

%
[ol}
|
i

r para algin r

= abeéel por ser I primo, tenemos que

ael S} b eTI.

Si aelI,

a=pk
=—=> p divide a "a"

de manera semejante para b.

PROPOSICION 16

Sea R un dominio de integridad de ideales principales.

8i I es un ideal primo, entonces I es maximal.,

Prueba

I = (p) para algin elemento primo p € R.
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Si a es cualquier elemento de R que no estd en I, en-
tonces el méximo comiin divisor de a y p es el elemento unidad

e y por la propesieidn 14, tenemos que

e = r»ra+sp
para algunos r, s € R.

Entonces

(e) =Rc [a, I]cR

= [a, I]=R y I es maximal.
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3- ANILLO DE POLINOMIOS

DEFINICION 26

Sea F un campo. Llamaremos a

F x| = {ap+aix +amx?+ ...+ anxn | aiGF, i20,1,2,...,0 }

el anillo de polinomios sobre F.

n
24+ ... +ax
n

Si  f(x)

ag.t a;x + azx

bg + byx + b2X2 + ...+ bmxm

i

g(x)

definimos las operaciones suma y producto, asi

£(x) +g(x) = (ag + bg) + (a; + by)x + (az + bp)x% + ....
£(x)g(x) = agbg +(ajbg + agby)x + (azby + ayb; + agbha)x? + ...
S X+ CyX 4 + . xm
it 0 1 e s 0 0 n+m
donde K
¢, = Y a,b, = J a.b .
Kooqpga 130 4z 2K

DEFINICION 26

. . . n
Si en el polinomio f£(x) = ap + ayjx + .... + ax , tene
mos que a * 0, entonces diremos que f(x) es de grado n;
n »° - - . . - - - .
a x serd llamado el término principal y a, coeficiente princi

pal.

El polinomio cero, es aquel en que todos sus coeficientes
son cero,

Un polinomio f(x) € F[:x:l se llamard mdnico si su coe

ficiente principal es la unidad.
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PROPOSICION 17

Dados dos polinomios f(x) y g(x) de F[:x:], con

g(x) + 0 , existen entonces dos polinomios t(x) y r(x) en

F[xj tales gque
£f(x) = t(x) g(x) + r(x) donde r(x) =0
8 grado r(x) < grado g(x)

Prueba

Si grado f(x) < grado g(x), basta hacer t(x) =0 vy

r(x) = £f(x), logrando entonces lo deseado, es decir
f(x) = 0g(x) + f(x).
Supongamos que

£f(x)

m
ag +aijx + .... +ax con a # 0

g(x) =

]
o’
[eo]
+
o’
—
x
+

..... +b_x" con bn + 0y n<m

procederemos por induccidn sobre el grado de f(x).

Supongamos que el resultado es vdlido para cualquier po-
linomio de grado menor que m.
Sea

)Xm—n

-1
f1(x) = £f(x) - (ambn g(x)
es claro que grado f;(x) <m - 1 , entonces tenemos por nuestra
hipb6tesis inductiva que
£fi1(x) = t1(x) g(x) + r(x)

-

donde grado r(x) = 0 & grado r(x) < grado g(x) entonces

f]_(X)

t1(x) g(x) + r(x)
1

£(x) = (a b ) x " glx)
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asi

(t1(x) + amb;l Y g(x) + p(x)

f(x)

F(x) = t(x) g(x) + v(x)  con t(x) = t;(x) +a b ¥ ",
mn

Vemos que t(x) y r(x) pertenecen a F[ x | y ademds r(x)=0

6 grado r(x) < grado g(x).

PROPOSICION 18

F[ x | es un anillo de ideales principales.

Prueba
Sea I un ideal de F[ % |.
Si I consiste solamente del elemento 0, tenemos
I=(0)={px) |px)er[x]?}

Si I % (0) , entonces exist. p(x) € F[ x [, p(x) $ 0 tal que
p(x) e I.
Consideremos un polinomio g(x) € I de grado minimo,

tenemos entonces por la proposicidén 17 que existen polinomios
t(x), r(x) ¢ F[ x | tal que
p(x) = t(x) q(x) + r(x)

donde r(x) =0 & grado r(x) < grado g(x).
Como q(x) €I e I es un ideal de F[ x |, tenemos
que

t(x) g(x) e I .

Como ademds p(x) € I, entonces

[P(x) - t(x) q(x)] e T

y como

r(x) = p(x) - t(x) q(x)

concluimos que r(x) € I.



24

Si rv(x) # 0, entonces grado r(x) < grado q(x) y esto
contradice el hecho de que q(x) es el polinomio de grado minimo

en I.

Por consiguiente r(x) = 0.

p(x) = t(x) q(x)

Luego F[:x:] es un anillo de ideales principales.

DEFINICION 27

Un polinomio p(x) de F[:x:l decimos que es irreduci

ble sobre F, si siempre que p(x) = q(x) t(x) entonces uno de -

los dos q(x) & t(x) tiene grado cero.

PROPOSICION 19

Todo elemento en F[x:[ ¢ es una constante en FI:X:[

6 puede escribirse como el producto de un nlmero finito de ele-

mentos irreducibles de F[:x:].

Prueba
Sea f(x) e F[ x |.

La prueba la haremos por induccidn sobre el.grado de f(x).
Si el grado de f(x) es 0, entonces f(x) es constante. Su-
pongamos que la proposicidn es cierta para los elementos

g(x) ¢ F[ x| tal que grado g(x) < grado f£(x).

Lo probaremos para f(x).
Si f(x) es irreducible sobre F no hay nada que probar.,

Supongamos pues que

f(x) = q(x) r(x)

donde tanto q(x) como r(x) no son constantes,
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Sabemos que

grado £(x)

grado q(x) < grado (q(x) r(x))

y grado r(x) < grado (q(x) r(x)) = grado £(x)

entonces por la hipdtesis inductiva, g(x) y r(x) pueden escri-
birse como un producto de factores irreducibles de F[:x:] s €8

decir

a(x) = mp(x) mp(x) ...... mn(x)

r(x) = Ki(x) Ko(x) ...... Ks(x)

donde los mi(x) y los Kj(x) son elementos irreducibles de

F[xj.Pm’b'mmm

f(x) = q(x) r(x) = mp(x) mp(x) .... mn(x) Ki(x) Ko(x) ... KS(x)

y asi f(x) se descompone en factores irreducibles.

PROPOSICION 20

El ideal A = (p(x)) en F[_ x | es un ideal maximal
si y sb6lo si P(x) es irreducible sobre F.
Prueba
(=>)
Supongamos que p{(x) no es irreducible sobre I, entonces
p(x) = t(x) q(x)
con t(x), q(x) € F[:x:] y ni" t(x), ni q(x) constantes.

Sea

I = (t(x))
entonces p(x) € I, de modo que (p(x)) ¢ I.
Ademds I $F[x | v (x))+I yaquesi I=F[x],

entonces 1 € I, de modo que

1 = r(x) t(x) para algin r(x) € F[ x|

entonces t(x) seria de grado 0, lo que contradice la hipltesis.
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Por otra parte si (p(x)) = I.
entonces
t(x) € (p(x))
de donde
t(x) = r(x) p(x)
para algin r(x) € F[x | ,
luego
p(x) = r(x) q(x) p(x)
de donde 1r(x) q(x) =1
pero entonces q(x) es constante y esto es nuevamente contradic-
cidn.
Por lo tanto ni A, ni F[:x:] son iguales a I y como

A c I, entonces A no puede ser un ideal maximal de F[:x:] .

( =——= )

Sea U un jdeal tal cue
A=(p(x))cU ¢ F[x]

Por ser F[:x:] un anillo de ideales principales

U = (a(x)) alx) e F[Lx | .
Como p(x) € A = p(x) €U
= p(x) = q(x) m(x)

como p(x) es irreducible, q(x) & m(x) es constante si q(x)

es constante, para el caso c, entonces
U = (q(x)) = (c)

luego para cualqudéer polinomio f(x) € F[:x:]

F(x) = ¢t f(x) ¢ = £(x) €U

=’>F|:x:[ c U

=>F|_—_x:[=U.
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Si m(x) = c constante
entonces
p(x) = q(x) ¢
= ¢"'p(x) = q(x)
—_— q(x) ¢ (p(x))
St U ¢ A
> A = U.

DEFINICION 28-a

Si p(x) € F[:x:l, llamaremos raiz de p(x) a un elemento

r que pertenece a un campo que incluye a F, si p(r) = 0.

PROPOSICION 21

Si p(x) e F[ x | y si K es un campo tal que F c K, en
tonces para cualquier elemento b € K, p(x) = (x-b) q(x) +p(b)
donde q(x) € K[ x | y donde grado q(x) = grado p(x) - 1.
Prueba

Como F ¢ K, F[x:[ c K[x:[ de donde podemos conside-
rar que p(x) € K[ x |

Tenemos por la proposicidn 17 que

p(x) = (x - b) q(x) + r(x) donde q(x) € K[ x| vy

r(x) =0 & grado r(x) < grado (x - b).

Entonces r(x) = 0 & grado r(x) = 0.

Como

p(x) = (x - b) g(x) + r(x)

p(b) = (b - b) g(b) + r(b)
luego

p(x) = (x - b) q(x) + p(b)
§OROLARIO 1

Si r es una raiz de p(x) € F[:x:] , donde F c¢ K enton
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ces en K[x:[ , (x - r) divide a p(x).

Prueba

p(x) = (x - r) qlx) + p(r)
como

p(r) =0

p(x) = (x - r) q(x)

DEFINICION 28 -B

El elemento r € K es una raiz de p(x) € F[ x | de

m+1
T) no

multiplicidad m si (x - )" divide a p(x) vy (x

divide a p(x).

PROPOSICION 22

S1I T] , P2 5 ceees v € F son distintas raices de
p(x) € F[:x:] , entonces p(x) es divisible por el producto

(x ~rp)(x -ry) oo (x - rk)

Prueba

Por el corédlario 1, sabemos que el resultado es valido
para k = 1.

Procederemos por induccidn sobre k.

Supongamos que el resultado es vd@lido para k =i - 1,

i>1, de modo que

p(x) = (x - rp)(x - rp)... (x - ri—l) q(x)

entonces

p(r.) (ri - rl)(ri - 1) ... (2, - ri_l)q(ri) =0

como las r. son todas distintas y F no posee divisores de cero,

tenemos que q(ri) = 0, por lo tanto

q(x) = (x - ri) h(x)

p(x) (x -~ r)(x -13) ... (x - ri_l)(x - ri) h(x).
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PROPOSICION 23

Un polinomio p(x) de grado n sobre un campo F tiene cuan

do mds n raices en cualquier campo extensidn de F.

Prueba

Si p(x) es de grado 1, entonces debe ser de la forma
ax +b donde a, b estdnen F y donde a # 0 cualquier r tal

que p(r) = 0 debe implicar que

oo

ar + b = 0, es decir r = -

0 sea que p(x) tiene la Gnica raiz -

0o

Supongamos que el resultado es valido en cualquier campo
para todos los polinomios de grado menor que n.

Supongamos que p(x) es de grado n sobre F.

Sea K una extensidn cualquier de F.

Si p(x) no tiene ninguna raiz en K, entonces la propo-
sicidn es cierta.

Supongamos que p(x) tiéne al menos una raiz r € K y
que r es una raiz de multiplicidad m.

Como (x - )" divide a p(x), tenemos que m < n ,

p(x) = (x -~ )" q(x) donde q(x) € K[ x|
con grado de q(x) = n - m .

1

+ . .
Como (x - )" no divide a p(x), concluimos que (x-r)

no divide &« q(x), es decir que r no es raiz de q(x).
Si o + r es una raiz en K de p(x), entonces

0= plry) = (rp - )" qlry)

y como (rp; - r) # 0 concluimos que q(ry) = 0.

Es decir cualquier raiz de p(x) en K distinta de r debe

ser una raiz de q(x).
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Como q(x) es de grado n -m <n , q(x) tiene de
acuerdo a nuestra hipdtesis de induccidén, cuando mds n - m rai
ces en K, que junto con la otra raiz r, contada m veces nos da

que p(x) tiene cuando mds m + (n - m) = n raices en K.

DEFINICION 29

Un conjunto no vacio V decimos que es un espacio vecto-
rial sobre un campo F si V es un grupo abeliano respecto a una -
operacidn que denotaremos +, y si para todo a € F, v € V estd
definido un elemento, escrito como a v de V, con las siguientes

propiedades

1) al(v + w) av+aw

2) (a + b)v av+byv

3) a(bv) (ab)v

) 1v = v .

DEFINICION 30

Si V es un espacio vectorial y si V], V3, ..., v, es-

tén en V diremos que tales elementos son linealmente dependien-

tes sobre F si existen elementos aj, @z, ..., a en F no todos
cero, tales que aj3vy + asvp t .... + av. = 0 .
Si los elementos Vi, «..., v ~To son linealmente de--

pendientes, entonces son linealmente independientes.
Un subconjunto B de un espacio vectorial V, se llama ba
se de V, si B consiste en elementos linealmente independientes

que generan a B.

PROPOSICION 24

Si Vi, Vo 5 ...y vy estdn en V, entonces & son lineal-~
mente independientes o algln v, es una combinacidn lineal de los

que Epreceden Vi, Vo 4 ... , Vie1 -
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Prueba

Si Vi, V2 5 cenu, v son_linealmente independientes no
hay nada que probar.

Supongamos que ajvy; t+ ... + av, = 0 donde no todos
los ai son cero.

Sea k el mayor entero para el que ak + 0

Como a; = 0 para i >k

+ ... =
a;vp ta vy 0 con a, # 0
luego

v, = a_l(—a V] - av a v

kK~ k 171 272 7 e k-1 k-1

= (-a,_"aj)vy + (-atay)vy + oo. 4 (a’ta v
k K “2772 k “k-1""k-1
COROLARIO 2
Si V] 5, V2 o, veey v de V generan a W y si vy, ..., Vi

son linealmente independientes, entonces podemos encontrar un sub
conjunto de v; , ..., v de la forma vy, ..., Vi Vil, ey Vir

consistente de elementos linealmente independientes que generan tam

bién a W.
Pruegba

Si Vi, eoeny v~ son linealmente independientes, no hay
nada que probar.

Si Vs seeoes v ~Do son linealmente independientes, sagquemos

de este conjunto la primera vj que sea combinacidn lineal de los --

elementos que la preceden.
Como V] , vesey v, son linealmente independdentes, J >k;

el subconjunto

V]s eooy Vi 3 eeey V . es vn tiene

-1 7 Vj+1 ?
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n - 1 elementos, por lo tanto el subespacio que generan estd
contenido en W; pero en realidad es igual a W, ya que para todo
m €& W, m puede escribirse como una combinacidn lineal de

Vi s .e.» V5 DETo en esta combinacidn lineal podemos reempla-

zZar vj por una combinacidn lineal de v] , ..., vj Entonces

-1°

m es una combinacidn lineal de v s 5 V. v, cee sV
1 » 9 ]—l’ ]+l, LI

Continuando con este proceso, llegamos a un subconjunto

V] 5 ees 5V v

ko Vi v, que todawia generan a W; pero en

T
el que no hay elemento que sea una combinacidn lineal de los -
gue le preceden. Entonces por la proposicidn 24, los elementos

Vi eee s Vi s Voos el 5V deben ser linealmente independien

k 1] r

tes.

PROPOSICION 26

Si vy , ... ,Vn es una base de V sobre F y wy;, ... wm

son elementos linealmente independientes de V, entonces m < n.

Prueba

Todo vector en V y, en particular w > €5 una combinacidn
lineal de vy, ... ,Vn. Por lo tanto los vectores W s V] s eees vn
son linealmente dependientes y generan a V.

Por lo tanto existe algin subconjunto propio de dicho
conjunto;

W_ s V. 5 eeey V, con k<n-1
m 13 lk -

que forma una base de V.

Para formar esta nueva base hemos cambiado un w por al
Menos un V..
Vemos que del conjunto w SW_ sV, 5 aee 5 V, lineal
m-1 m i1 i, —
mente dependiente, podemos extraer, segln el corolario 2, una ba-

se de la forma
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W W v, ves o V. ; s <n-2.
m-1 " m > "§;° ? Ig > =

Repitiendo este proceso llegaremos a obtener una base

W o, V. 4,V

de V de la forma wo , ... , wm_l > W o g > ot

Como wj

no es una combinacidén lineal de wo , ... , W > W la ante-

m~-1
rior base debe incluir algin v.

Para llegar a esta base hemos introducido m-1 ele-
mentos w y en cada una de estas introducciones hemos eliminado
al menos una v y sin embargo nos queda al menos una v, por lo

tanto m-1 <n-1 luego m < m.

COROLARIO 3

Sea c¢ja. + coa. + ... + c a. .
1941 2 ip ri = 0 i=1, 2,...n<7r
un sistema de n ecuaciones lineales homogéneas en r incdg
nitas con coeficientes ai en un anillo de divisidn D. Enton-
J
-]

ces existen elementos c¢3 Co 5 s04 5 C en D no todos cero,
- T

que son una solucidn para este sistema de ecuaciones.

Prueba
Consideremos el espacio vectorial sobre D, cuya base es
e; = (1, 0, ..., 0), ey = (0, 1, ...y 0), ... 2T
TR (0, ..., 0, 1).
Sea
. = dj.e;p +an.ep + ...+ = .
Y 1,61 + an.ep a e, (a1l s 825 > ,an.)
i i
tenemos que
c + c + ... +¢c = 0
1y1 2¥2 v
si y sblo si
a. t ... +ca, = 0 i=1, 2, ..., n.
clllr rlr 2 2 2

Pero si r > n, entonces {yj, ¥25 «-u> Y } es lineal-
mente dependiente y por lo tanto existen c¢j, Cop, «.., c, en D

no todos cero que satisfacen la ecuacidn.



34

CAPITULO IT
EXTENSIONES DE CAMPOS

1- EXTENSIONES ALGEBRAICAS

DEFINICION 31

Si F es un subcampo de un campo K, entonces K es un cam-

po extensidén de F.

DEFINICION 32

Si M es algln conjunto de elementos de K, entonces por
F(M) representaremos la interseccidn de todos los subcampos de K
que contienen a F y M.

Si el conjunto M consta de un solo elemento ¢ y ¢ ¢ F,
entonces F(c) es una extensién simple de F.

Si tomamos los elementos de K que pueden expresarse en
la forma ap + ajc + ... + ancn con a, €F y n>1 como
este ¢S un elemento de K, pue’e multiplicarse por cualquier inver
so (lo que se tomard como una divisidn); siempre que sea distinto
de cero.

Sea U el conjunto de todos los cocientes.

Claramente U contienc a F y c, es decir F(c) ¢ U. Adenmas
cualquier subcampo de K que contiene a F y c debe ser cerrado res
pecto a la suma y la multiplicacidn; debe contener entonces todos

n .
los elementos ag + ajx + ... + a x  para a. € F cualesquiera.

Asi F(c) debe contener todos esos elementos y por ser un
subcampo de K, también debe contener a los cocientes de dichos --

elementos. Luego U c F(c).

DEFINICION 33

Sea r # 0 un elemento de K.

K un campo extensidn- del campo F.

El elemento r es algebraico sobre F, si existen elemen-
tos ag , ap , ..., @y (n > 1) de F, no todos iguales a cero,

n
tales que ap + ajr + ... + ar = 0.
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PROPOSICION 26

Sea x una variable sobre F, entonces r es algebraico so-

bre F, si el homomorfismo
a: F[x] —— K 5 K campo extensidén de F

que es la identidad sobre F y aplica x sobre r tiene un nicleo

distinto de cero.

Prueba
Como
Nicleo de a = { £ [ f(r) =0} # ©
debe existir al menos un f(x) ¥ 0 tal que f(r) = 0 es decir

hay elementos ag , a; s ... » a mo todos cero en F tal que

n
f(r) = ag + ajr + apr? + ... + ar =0

DEFINICION 34

Si un elemento ¢ no es algebraico sobre F, entonces es

trascendental sobre F.

DEFINICION 36

El campo K es una extensidn algebraica del campo F, si
todo elemento de K es algebmaico sobre F.

Si F(r) es una extensidén simple de F, entonces F(r) =s
algebraica o trascendental de acuerdo a que el elemento r sea al
gebraico o trascendental.

Si por ejemplo Q es el campo de los nlimeros racionales,
entonces Q(v2 ) es una extensidn algebraica de Q, ya que V2 sa-
tisface %2 - 2 = 0 ; mientras que Q(Il) es una extensidn trascen
dental de Q.

Es claro que todo campo es una extensidn algebraica de

&1 mismo,

PROPOSICION 27

Si My N son dos partes cualesquiera del campo K, enton
ces F( M UN) = F(M)(N) = F(N)(M).
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Prueba

F( M U N) es un campo que contiene a F y M U N, es de-
cir contiene a F, M y N,

Como T(M) es el menor campo que contiene a F y M enton-
ces F(M) ¢ F(M U N). Por lo tanto F(M U N) contiene a F(M)(N).

Ademds TF(M)(N) es un campo que contiene a FUMUN vy

por lo tanto contiene a F(M U N).

PROPOSICION 28

Si K es una extensidén de F y ¢ un elemento de K trascen-
dental sobre F. Entonces la extensién simple F(c) (c ¢ F) es iso
mdrfica a F(x) (campo de todas las funciones racionales en la in-
determinada x con coeficientes en F) y el isomorfismo o puede ser
escogido de modo que F permanezca fijo para cada elemento, es de-

cir o(m) = m para todo m € T,

Prueba

Consideremos la funcidn

a :F[x]-——————+F[c]
f(x) v a(£(x)) = £f(c).

i) Dos elementos distintos f(x) y g(x) de F[:x:] no pueden te-

ner la misma imagen bajo o puesto que si asi fuera, tendriamos
. =
f(c) = glc) == f(c) - g(c) =0

lo que implicaria que c es algebraico sobre F, y esto contra-
dice nuestra hipdtesis. Por lo tanto a es inyectiva.

. n
ii) Para f(c) = ag + ajc + azc? + ... + a_¢  que pertenece a

f{:c:] existe agp + arx + asx® + ... + anxn tal que

a(f(x)) = F(c).

Esta propiedad vale para todo ¢ ya sea algebraico 8 no.

iii) a(f(x) + g(x)) = a((f + g)(x)) = (f + g)(c)
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f(e) + gle)

a(f(x)) + alg(x)).

iv) a(f(x)g(x)) = £(c)glc) = al(f(x))alg(x)).
Luego o es un isomorfismo.

n
Como para ag + aijx + ap X2 + ... + a X en F[:x:],

. n n
se tiene afag + ajx + ... + a_x ) =ap +ajc+ ... tac

vemos que el elemento a; se mantiéne sin variacidn, luego si
el polinomio estd@ constituido sdlo por el elemento a € F, enton

ces of(a) =a para todo a € F.

Por la proposicidn 12 el isomorfismo o entre los dominios
de integridad F[:x:] y F[:c:] puede ser extendido nicamente
al isomorfismo

o1 : F(x) —— F(e)

considerados F(x)y F(c) como :ampos cocientes.

PROPOSICION 28

Sea r un elemento del campo K, algebraico sobre el campo

F, siendo K un campo extensidn de F. Entonces F(r) = F[r | ¥

. 2 F .. . . - s
es isomdrfico a (P(i)) , donde p(x) es el {inico polinomio mdni-
co irreducible, teniendo r como una raiz (en K).

r es una raiz de un polinomio g(x) en F[ x | <— g(x)

es divisible en F[ x | por p(x).
Prueba
Consideremos la funcién
@ : F[x ] —— F[r]

f(x) AANNNANANANA f(r)
o cumple ser un morfismo sobreyectivo.

Si N es el nficleo de o, entonces por la proposicidn 8
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Flx ]
N

Como sabemos que r es algebraico sobre F, entonces N no

vemos que y F[r ] son isomérficos.

puede constar sdlo del elemento 0, adem&s no puede ser que N=F Ex:[
ya que si ese fuera el caso Fl:r:[ constaria sblo del elemento

0, 10 que no puede ser porque r # 0 vy re FI_—_r-:[.
Por lo tanto N es un ideal propio de F[ x |.

Como F[x Jes un dominio de integridad en donde todo ideal

es principal, N debe ser un ideal principal, es decir N = (p(=)).

Como el anillo F[r:[ es un subconjunto del campo F(r),

entonces F[ r | es un dominio de integridad.

Flx]

Ademds como ——— y F[r | son isomérficos, enton

Flx ] FLx]
ces -——N—— cumple ser un dominio de integridad, pero si ——;—-
es un dominio de integridad, entonces N es un ideal primo y como

N = (p(x)) entonces por las proposiciones 16 y 20 concluimos que
p(x) es irreducible. F es un campo por 1o que podemos escoger a
p(x) ménico. Un elemento g{x) GFEX]_ tiene r como raiz si y sdlo
si g(x) =p(x)q(x) para q(x) GFI:x:[, es decir si y sdlo si

g(x) es divisible en F[x ] por p(x), entonces st

m(x) es un polinomio mdénico irreducible en F]:x:[ que tiene r
como raiz, tenemos que p(x) y wm(x) se dividen mutuamente, co
mo ambos son ménicos, esto es posible sdlo si p(x) = q(x), lue-

go p(x) es finico.

Como F[x:[ es un dominio de integridad en donde todo

ideal es principal y el ideal (p(x)) es primo, entonces tenemos por la

proposicién 16 que (p(x)) es maximal y por la proposicidn 11

Flx]
afirmamos que ——— es un aampo, luego F[r:[ €S un campo

(p(x))
y como F(r) es el mds pequefio campo que contiene a F y y conclui
mos que F[ r | = F(r).
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DEFINICION 36

Para un elemento r algebraico sobre F, al finico polino-
mio ménico irreducible p(x) en F[ x | que tiene r como raiz
le llamamos el polinomio minimo de r sobre F y al grado de p(x)

le llamamos el grado de r sobre F.

PROPOSICION 30

Sean r y m dos raices del polinomio p(x), irredutible
sobre el campo F. Entonces F(r) y F(m) son isomdrficos bajo un
dsomorfismo tal que a m le corresponde r y todos los elementos

de F permanecen fijos.

Prueba

Sean f(r) en F(r) y £(m) en F(m), con a(f(m)) = £(xr)
es decir que a un polinomio le corresponderi otro que tenga exac
tamente los mismos coeficientes.

Tenemos que cuando

f(r)

g(r)

f(r) - glr) =0

pero como ya vimos en la proposicidn 29, debe entonces cumplirse

que p(x) divide a f£(x) - g(x) 1lo que implica que

f(m) - g(m)

0

f(m) = g(m)
por tanto cumple ser inyectiva la aplicacidn.
Las otras propiedades de un isomorfismo son triviales

por la definicitn de F(r) y F(m).

PROPOSICION 31

Bajo las operaciones ordinarias del campo K, K es un es

pacio vectorial sobre F.

Prueba

Trivial.
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DEFINICION 37

Considerando a K como espacio vectorial sobre F, diremos
que K es una extensidn finita & infinita de F, seglin que la dimen

sidn de este espacio vectorial sea finita o infinita.

NOTACION

Por [ K : F:] denotaremos la dimensidn de K como espa-

cio vectorial sobre F,

PROPOSICION 32

Sea K = F(r) una extensidn simple algebraica del campo
F, donde el polinomio minimo de r sobre F es de grado n, Entonces
[:K : F:] = n y todo elemento de K puede ser representado finica-

mente en la forma

n-1
ag tar + ... +ta v ags Als eevs an_lGF.
Prueba
Lo Gnico que necesitamos probar es que el conjunto
n-.
{1, r, ..., 1 1 } es una base de K sobre F.
. n-
Si ap + ajr + ar® + ... + a Y L. 0
n-1
Con 8Q 5, 8] 5 vy an—l € F, es claroque apg = a) = ..o = an-l=

ya que el polinomioc minimo satisfecho por r es ' de gradon y

n- .
ag + aijr + a2r2 + ...t a1 T es de grado n - 1.
Ademé@s como r es de grado n sobre F, tenemos gque para
k . . a . n-1
k>nj; r debe ser una combinacién lineal de 1, ry, ..., T .

n-1 }

es decir que { 1, r, ..., es un conjunto generador lineal

mente independiente de K sobre F & sea es una base.

PROPOSICION 33

Si K es una extensidn finita de F, entonces K es algebrai

co sobre F.
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Prueba

Sea c €K, c + 0.

Las potencias de ¢ : 1, ¢, 2, ., M , .se DO pue-
den ser linealmente independientes sobre F para todo entero posi
tivo n, pues si asi fuera, la dimensidén de K sobre F seria infi-
nita. Existe pues un entero m tal que 1, ¢, ¢?, ... ,cm son 1i
nealmente dependientes, es decir

2 4 ... 4a <=0

ag + a;¢ + asc -

en donde no todos los a; son iguales a cero.

PROPOSICION 34

Si F es un campoy K c E son campos extensiocnes de F,

se verifica que

E:f-[:dK: .

Si {Xi}ieI es una base de K sobre F.
{xj}jQJ es una base de E sobre K
entonces
{Xin}(i,j)GIxJ es una base de E sobre F,
Prueba
Sea Z € E.

Por hipdtesis existe un nlmero finito de elementos tj

distintos de cero, en K tales que

z = 2 L. Y. .
jed
Ademds, para cada j € J hay elementos bji € F, casi todos cero,
tales que

tj = Y b

. X,
jer I 12
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y, por tanto,

z= 3 ) b. X.Y,
jes ier  Ji * 3

tenemos asi que {Xi Y.} es una familia de generadores de E so-

3
bre F, ya que z€E y b, €F.,
i
. falt
Para que {Xi Yj}(i,])GIXJ cumpla ser una base, falta

probar que es linealmente independiente.

Sea {Ci } una familia de elementos de F, casi todos
3

nulos, tal que

n
o

Yy Y C. X. Y.
jeg ier 5 * 3

entonces, para cada j,

} c.ox. =0
ie1 5

ya que los elementos Yj son linealmente independientes sobre K.

Como {Xi} es una base de K sobre F, tenemos que {Xi}

es linealmente independiente, luego Ci = 0 para cada i.
3
Por lo tanto {Xi Yj}(i,j)GIxJ cumple ser una base de E
sobre T,
COROLARIO 4

Si E es una extensidn finita de F y si K es un subcampo

de E que contiene a F, entonces

E(:E[ divide a EEEZ[
De aqui concluimos que cuando [E : E] es un nfimero primo, no

existe un campo entre E y F.
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COROLARIO 6

La extensidn E de F es finita si y sdlo si E es finita

sobre K y K es finita sobre F.

COROLARIO 6

Si E es una extensidn de F de grado finito, un cuerpo in
termedio K entre E y F, la relacidn [E : Ej = [K : f] es equiva
lente a K = E y la relacidn [E : K] = [E : E] es equivalente a
K = E.

Prueba

Sabemos que E;IZ[:EEK:[BH

E:f=[K:f]
tenemos Eﬁ : EZ[ = EI : lg__[Ei : Ez[
luego E_i : K:[ = 1 =— E =K.

PROPOSICION 35

Si F(r) es una extensidn finita de F, entonces el elemen

to r es algebraico sobre F.

Prueba

Sea F(r) una extensidn finita de F, tal que

[Efr) : E] = n

consideremos los elementos
l, r, r? 5 e 3 rn
todos estdn en F(r) y son en nlmero de n + 1 y por lo tanto li-
nealmente depend.ientes sobre F.
Hay por lo tanto elementos by , by, ..., bn € F no
todos 0 tales que

by + byr + bor? + ... + b r = 0

luego r es algebraico sobre F y satisface el polinomio distinto
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de cero
p(x) = by + byx + ... + b_ x"  con coeficientes en F.
NOTACION
Siendo F un subcuerpo de Ky aj , as; +.., a, elementos
de K, representaremos por F(aj, azs, ..., an) el subcuerpo mas
pequefio de K que contiene a F y aj, az, ..., a, -

Sus elementos son todos los cocientes

f(als 25 e an)

g(ay, as, +ov » an) ‘
donde f y g son polinomios en n variables con coeficientes en F,

siendo g(ay, ap , -.., an) } 0.

DEFINICION 38

Decimos que el campo K es de generacidn finita sobre F

si hay una familia finita de elementos aj, asg, ..., a de K tal

que K = F(aj, @z, «.«, an)

PROPOSICION 36

Si K es un campo extensidn del campo F, con a, b que -

pertenecen a K, tenemos que F(a, b) = (F(a))(b).

Prueba

F c F(a).

a e F(a).

b e (F(a))(b).
—_— F(a, b) ¢ (F(a))(b)

ya que F(a. b) es el menor campo que contiene a F, a y b.

Ademds, para m € (F(a))(b), tenemos
m= fga) + £1(a)b + F(a)b? + ... + fn(a)bn

por ser F(a, b) un campo, cumple la propiedad de cliusura para
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las operaciones suma y producto, luego m € F(a, b)
= (F(a))() ¢ F(a, b)

por lo tanto F(a, b) = (F(a))(b).

PROPOSICION 37

Si E es una extensidn algebraica del campo Ky si K es
una extensidn algebraica del campo F, entonces E es una extensidn

algebraica de T.
Prueba

Sea r un elemento cualquiera de E.
Por ser E una extensidn algebraica de K, existen elemen-
tos @ 5, @ 5 e, a, € K tal que r satisface el polinomio

n n-1 -
X+ ai¥ t ... ta . Llomo aj, az, ... , a pertenecen a K
y K es algebraico sobre F, entonces los elementos a; ¢ K

i=1, 2, ..., n; son algebraicos sobre F.

Por la proposicidn 32 tenemos que [f(ai) : E] es finita

para cada i =1, 2, ..., n y siendo n un nimero natural conoci-

do concluimos que

M =TF(ay, @y +ees an) = (Flay, ags +ees a

@)

es una extensidn finita de F, ya que a es algebraico sobre F y

con mayor razdn lo es sobre T(ap, as, ... , a_ l)'
. . . n n-1
Como r satisface el polinomic X + ai;X + ... + a, vy
sabemcs que aj, a@s, ..., a € M concluimos que r es algebraico

sobre M, pero entonces por la proposicidn 32 tenemos que M(r) es

una extensidn finita de M.
Como M : F] y [M(r) : M] son finitos, también lo es

() « ] [B : £
Tenemos entonces por la proposicidn 32 que [M(r) : F] es
finita y como [M(r):E] = [M(r) : F¢r)][F(r) : F]. Concluimos que

[f(r): El es finita y por la proposicisn 33 afirmamos que r es al-

gebraica sobre T.
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2-- CAMPOS DE DESCOMPOSICION

DEFINICION 39

Sea p(x) un polinomio sobre el campo F y K un campo ex-
tensidn de F.

Decimos que p(x) se descompone en K si p(x) puede ser
escrito como un producto de factores lineales sobre Kj; pero no
en ningln subcampo propio de K, es decir si existen elementos

rys rzs ..., roen K tal que p(x) = an(x-rl)(x-rz) ...(x-—rn)

donde a  es el coeficiente principal de p(x) y tal que

K = F(ry, ro, «.., rn) estd engendrado por todas las raices de

p(x). K recibe el nombre dz campo de descomposicidén de p(x).

PROPOSICION 38

Si p(x) es un polinomio en F[:x:] de grado mayor & igual
a 1 y es irreducible sobre F, entonces p(x) tiene una raiz en un

campo K extensidn de F, tal que [E : ﬁz = grado de p(x).

Prueba

Sea Ff:x:] el anillo de polinomios en X sobre F y sea
I = (p(x)) el ideal de F[ x | generado por p(x), tenemos por la
proposicidn 20 que I es un ideal ma3ximo de F[:x:]9 entonces por
proposicidn 11, F[xj

K = I

es un campo.

) Kk .. b
i) K es una extensidn de [ F[:X:]

Sea la funcidén o : F[x:[

¥

I

f(x) s () + 1

restringiendo o a [ tenemos:
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a| : F ———F endonde F = {a+1I | a e r}.
F

Probaremos que o cumple ser un isomorfismo

a; (a) = a; (b)
g e

a+I = b+1I

= a-b €I,
Como los elementos de I son de la forma
a-b = q(x) p(x)
con grado p{(x) > 1 , esta igualdad puede darse sblo cuando
q(x) = 0, es decir si
a-b =0
luego a = b.
Sea m € f; entonces m = a + I, es decir existe a € F

tal que a(a) = m .

al (a+b)=(a+Db)+1I
F =(a+I)+(b+1)
=a| (a) + (!l (b)
T r
al (ab) = ab+1
F = (a+ I)b + 1)
= al (a) al (b).
3 3

Tenemos asi que F y F son.isomorfos, como ademids K es
una extensidn de F, podemos considerar a K como una extensidn
de F, aunque en realidad no lo es.

Denotemos 6l elemento o(x) = x + I en el campo K por r.

Dado f(x) € F[ x | , tenemos que si

f(x) = bg + bix+ ... + b X
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entonces

a(£(x)) = albg) + a(by) a(x) + ... + a(b ) a(x’)
a(f(x)) = by + bya(x) + byal x2 ) + ... + b_ alx")
a(£(x)) = by + byalx) + by(a(x)2 + ... + b_(a(x))°
a(f(x)) = £f(r)

en particular como p(x) € I

a(p(x))

0 (cero del cociente)

pero a(p(x)) = p(r)

luego el elemento o (x) = r en K es una raiz de p(x).

Sabemos por la proposicidn 29 que F(r) y K son isomor-
fos.

Por la proposicidn 22, tenemos que

[F(r) : E] = n
donde n = grado del polinomio minimo de r sobre F, luego, enton

ces

COROLARIO 7

Si p(x) € F[_ x |, entonces hay una extensién finita K
de T en que p(x) tiene una raiz.

Ademds [K : F| < grado p(x).

Prueba

Basta que p(x) se exprese como un producto de factores
irreducibles y apliquemos la proposicidn 38 a uno de los facto-

res.

PROPOSICION 39

Sea f(x) € F[ x | de grado n > 1. Entonces hay una

extensidn K de F de grado cuando mds n! en que f(x) tiene a lo
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mas n ralces.

Prueba

Seglin el corolario 7 hay una extensidn K de F con
[B : f] < n en que f(x) tiene una raiz r.

Entcnces en K[:x:], f(x) se factoriza como
f(x) = (x - r) q(x) donde q(x) es de grado n - 1. Continuando
con el mismo proceso anterior nos damos cuenta que hay una ex-
tensidén E de K de grado menor o iguél que (n - 1)! en que
g(x) tiene n - 1 raices. Como cualquier raiz de f(x) es r &
una raiz de q(x), vemos que en E se encuentran todas las raices

de f(x). Ademds

E::Ej=@:l(jﬁ(:£ji(n—l)!n=n'.

PROPOSICION 40

Cualquier polinomio =(x) sobre un campo F tiene un cam-

po de descomposicidn K.

Prueba

Haremos la prueba por induccidn sobre el grado de p(x).
Si el grado de p(x) es 1, entonces la proposicidn no es mds que
una reafirmacidn del corolario 7.

Supongamos entonces que el resultado es valido para to-
do polinomio de grado menor que n.

Sea p(x) un polinomio de grado n.

Como n es mayor que 1, entonces p(x) debe tener algin
factor irreducible f(x), entonces por el corolario 7, existe un
campo extensidn F(r) de F donde r es una raiz de f(x), por lo -
tanto p(x) tiene la raiz r en F(r) y por la proposicidn 20 tene
mos que p(x) = (x - r) q(x) con p(x) en F(r)[:x:]. Como el --
grado de g(x) es n - 1 tencmos por la hipdtesis inductiva que -
existe un campo extensidn

K = F(r) (r2, r3, .-+, rn)

= F(r, T3, T3, sosy T_)



50

de q(x) sobre F(r), donde vy, rz, ..., r_~ son las raices de

q(x).

Entonces en K[x:[ tenemos

p(x) = (x - v)g(x) = (x - r)an(x - ry) .. (x - rn)

p(x) an(x -r)x-rp) ... (x - )
y tenemos asi que K es el campo de descomposicidn de p(x).

PROPOSICION 41

Sea p(x) un polinomio sobre el campo F y sea p(x) el co-
rrespondiente polinomio sobre un campo isomérfico F , con K y K
los campos de descomposicidn de p(x) y p(x) respectivamente. En-
tonces el isomorfismo entre F y F puede ser extendido a los cam-

por K y K.
Prueba

Sea ¥: F—F

tenemos asi que
¥(p(x)) = p(x)

es decir
n —_ —_ — 1
t ... tax ) =ag + a1x + ... + ax .

¥(ag + a;x + ayx®

Procederemos para la prueba por induccidn sobre el gra-
do [E : Ej = m.

Si m =1 el isomorfismo existe y es el mismo Y ya que
entonces K = F.

Supongamos que el resultado es valido para p(x) sobre F
y Elx) sobre T en donde K y K son sus respectivos campos de des

composicidn y el grado de p(x) y p(x) es menor que m > 1,

Como [E : fj > 1, concluimos de que no todas las raices
de p(x) esté&n en F y por lo tanto debe existir un factor irredu-

cible q(x) de p(x) sobre F de grado d > 1.
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Sea q(x) el polinomioc sobre F que corresponde a q(x), -
también el grado de q(x) = d.
Sea adem&s r una raiz de q(x) y r una raiz de q(x), en

tonces K y K contienen a r y r respectivamente.

Definamos
o F(r) > F(r)
+ajr+ +a rd_l A apg +a T o+ +a f‘d—l
ao 1 s o d*l 0 1 RPN d-1

Probaremos que o es un isomorfismo y para ello nos bastard que
sea inyectiva ya que las demds condiciones son semejantes a las
vistas en proposiciones anteriores.
f(r) = g(r) = f(r) - g(r) = 0
= q(x) divide a f(x) - g(x) (Prop. 27)
= q(x) divide a f(x) - g(x)
= f(r) - g(r) =0
== f(r) = g(r)
Como K es un campo de descomposicidn de p(x) sobre F(r)

y [E : F(ri] =

Ademés K es un campo de descomposicién de p(x) sobre F(r)

y B? : F(r)] = g-< m.

< m.

SE

Entonces por la hipdtesis inductiva, el isomorfismo o
que es una extensidn de Y puede extenderse a un isomorfismo & en
tre K y K.

Es claro que
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PROPOSICION 42

Si el polinomic f£(x) € F[ x | tiene una raiz mdltiple,
entonces f(x) y f'(x) (la derivada de f(x) ) tienen un factor

comiin de grado positivo.
Prueba
Sea r una raiz multiple de f(x), entonces
£(x) = (x - )" p(x) donde n > 1
derivando esta igualdad tenemos

fr(x) = n(x - r)n_lp(x) + (x - )" p'(x)

£1(x) = (x-r) [n(x-)" %p(x) + (x=r)"7L pr(x)]

Por lo tanto f(x) y f(x) tienence (x -~ r) como factor

comin.

COROLARIO 8

Para f(x) € F[:X:J, irreducible, se cumple que si la ca

racteristica de T es 0, entonces f(xX) no tiene raices miltiples.

Prucba

Por ser f£(x) irreducible, sus Gnicos factores en F[ x |
son 1y f(x).

Supongamos que f(x) tiene una raiz miiltiple, entonces
por la proposicidn 42, f(x) y f£f'(x) deben tener un factor comiin

de grado positivo y como f(x) es irreducible, debe cumplirse gque

F(x) | £'(x)
pero como el grado de f'(x) es menor que el grado de £(x), esto sdlo pue
de ser posible si f'(x) = 0 y como la caracteristica de T es 0,
entonces

f(x) = constante
y por lo tanto no tiene ninguna raiz, con lo que queda probado

el corolario.
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3- EXTENSIONES SEPARABLES

DEFINICION 40

El polinomio irreducible p(x) en F[:x:] es separable si
no tiene raices miltiples en su campo de descomposicidn, es de~
cir, si al factor p(x) sobre su campo de descomposicidn en facto

res de grado uno, no existen factores repetidos.

DEFINICION 41

Un polinomio arbitrario f(x) € F[:x:l es separable si

cada uno de sus factores irreducibles es separable.

DEFINICION 42

Un elemento r, algebraico sobre F, es separable si su
poliromio minimo sobre F es ceparable. Una extensidn algebraica
K de F se llama separable sobre F si todos sus elementos son se
parables. Un elemento r algebraico sobre F decimos que es sepa-

rable sobre F si F(r) es separable sobre F,

PROPOSICION 43

Si F es de caracteristica 0, y si r, s son algebraicos
sobre F, entonces existe un elemento t en F(r, s) tal que
F(r, s) = F(t).

Prueba
Sean f(x) y g(x), de grados m y n los polinomios irredu
cibles sobre F satisfechos por r y s respectivamente.

Sea K una extensidn de F en que tanto £(x) como g{x) se
descomponen completamente con
r=r1,r2,..,,rm y S=81,Sz,...,8n

sus raices respectivas, todas distintas por corolario 8.

Podemos escoger c en F tal que
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es decir

para todo i y todo j mayores que 1. Como g(x) es irreducible y

s es separable, tenemos la garantia de que s - sj + 0, ademas
por ser F de caracteristica 0 tiene un ntmero infinito de elemen
tos. Los polinomios g(x) y £f(t - cx) son satisfechos por s, con-
siderando a g(x) y £f(t - cx) como polinomios sobre F(t)[:x:] por
lo que g(x) y f(t - cx) tienen un maximo comiin divisor h(x) que
tiene a s como raiz. Pero g(x) y f(t - cx) no tienen otra raiz
en comin en ningln campo, ya que ninguna de las otras raices de
g(x); Sp 5, S35, ¢00, sn es raiz de f(t - cx), por la escogencia
de c entonces la Gnica raiz de h(x) en cualquier campo, es la -

raiz simple s y h(x) debes por lo tanto ser de grado 1, es decir
h(x) = (x - s).

As1 tenemos que (x - s) € F(t)[:x:], es decir s € F(t)

y como r = t - cs, entonces r € F(t), es decir
F(r, s) ¢ F(t)

y como t = r + cs, tenemos que t € F(r, s) b sea F(t) ¢ F(r, s),

asi

F(r, 8) = F(t).

DEFINICION 43

Diremos que un cuerpo K es algebraicamente cerrado si
todo polinomio de K[:x:] », de grado n > 1 tiene una raiz en K.
Observemos que si p(x) € K[:x:], entonces existe a € K

tal que p(a) = 0, es decir
p(x) = (x - a) q(x)

donde q(x) es un polinomio en K[:x:]9 para el que a su vez exis-
te b € K tal que gq(b) = 0, d sea
q(x) = (x - b) r(x)
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si seguimos este razonamiento, nos damos cuenta que para un poli-

nomio p(x) € K[_x | todas sus raices est&n en K.

Sea F un cuerpoy o : F ———— K un homomorfismo in-
yectivo de F en un cuerpo algebraicamente cerrado K. Analizaremos

las extensiones de a a extensiones algebraicas E de F.

PROPOSICION 44

El nlimero de posibles extensiones de a a F(r), donde r
es algebraico sobre F, es menor o igual que el nlmero de raices
del polinomio mdnico irreducible de r sobre F, p(x), y es igual

al nimero de raices distintas de p(x).

Prueba

Sea b una raiz de o(p) en K.

Dado un elemento de F(r) = E{:rf], podemos expresarlo
en la forma f(r) para cierto polinomio f(x) € F[ x |.

Definamos una extensidn de a aplicando

f(r) vvwwwnans (a(f))(b)
veamos si1 estd bien definida.

Si g(x) estd en E{:x:] y es tal gue

glr) = f(r)
_ g(r) - f(r) = 0
= (g - B)(r) =0

entonces por proposicidn 29, tenemos que p(x) divide a g(x) - £(x).
Por tanto (a(p))(x) dividirad a (a(g))(x) - (a(£))(x) y
(a(g))(b) = (a(£))(b).
Esta aplicacidén es adem@s un homomorfismo que induce o

sobre F y es una extensidén de o a F(r).

PROPOSICION 45

Sea T un cuerpo, E una extensidn algebraica de Iy
o : F———— K un homomorfismo inyectivo de F en un cuerpo al

gebraicamente cerrade K. Existe entonces una extensidn de o a
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un homomorfismo inyectivo de E en K. Si E es algebraicamente ce
rrado y K es algebraico sobre a(F); toda extensidn de este tipo

de o es un isomorfismo de E en K.

Sea S el conjunto de todes los pares (L, T), donde L
es un subcuerpo de E que contiene a I, y T, una extensidn de o
a un homomorfismo inyectivo de L en K.

si (L, 1) y (L', t') son dos de tales pares, escribire

mos (L, 1) < (L', ") si LclL' y 1! =1

Observemos que S es no vacio ya que contiene al menos
a (F, o).

Sea {(Li , Ti)} un subconjunto totalmente ordenado de
S. Si hacemos L = U Li y definimos T sobre L como igual a Ty

sobre cada L, , tenemos que (L, T) es un mayorante para el subcon
junto totalmente ordenado, por lo tanto S es inductivo. Tenemos
entonces por el lema de Zorr, que existe un elemento maximal

(H, A) de S, donde X es una extensién de «a.

Probaremos que H = E.

Si H + E, debe existir r en E, tal que r no pertenece a
H, entonces por la proposicidn 44, el homomorfismo inyectivo A
tendria una extensidn a H(r) lo que contrddice el hecho de que

(H, A) es maximal. Por lo tanto existe una extensidn de o a E.

Si E es algebraicamente cerrado, y K es algebraico sobre
a(F), entonces A(E) es algebraicamente cerrado y K es algebrai

co sobre A(E), tenemos asi que

K = A(E)
ya que para k € K, existen A(eg), Aley), ..., A(en) en A(E)
tal que Aleg) + Alep)k + Mepdk? + ... + )\(en)kn =0 y por

ser A(E) algebraicamente cerrado k € A(E).
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COROLARIO 9

Sea F un cuerpo y E, H extensiones algebraicas de F.
Si E, H son algebraicamente cerrados, existe entonces
un isomorfismo T : E ———— H que induce la identidad sobre

F.

Prueba
Sea @ : F——H
= BAVAVAVAVAVAVAVAVLV, S
extendemos o al cuerpo E y aplicando el teorema tenemos el iso-

morfismo deseado.

DECINICION 44

Una extensidn algebraica y algebraicamente cerrada de F
estd determinada por un isomorfismo. Esta extensidn se llama cl&u

sura algebraica de F.

DEFINICION 45

Sea K una extensidn algebraica de un cuerpo F, y sea

a : F——— L
un homomorfismo inyectivo de F en un cuerpo algebraicamente ce-

rrado, L. Con L cldusura algebraica de a(F).

Sea Sa el conjunto de extensiones de o a un homomor-
fismo inyectivo de E en L.
Sea H otro cuerpo algebraicamente cerrado y
T:F——H
un homomorfismo inyectivo, con H una cliusura algebraica de 1(F).

Por la proposicidn U5, existe un isomorfismo

A:L——H

que extiende la aplicacién T , o al cuerpo a(F).

Esto se aclara con el siguiente diagrama
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- A
H L
T:’: a:':
“ E ¥
(F) . _ a(F)
T a

Sea ST el conjunto de extensiones de T a un homomor-
fismo inyectivo de E en H.

Si a® ¢ Sa es una extensidn de a a un homomorfismo
inyectivo de E en L, entonces A , o serd una extensidén de T
a un homomorfismo inyectivo de E en H, ya que restringiendo a¥*

a F tenemos

Vemos entonces que A induce una aplicacidn de Sa en ST,

Ademds si T% € ST con las mismas condiciones anteriores tenemos

yt o TH = AL o T
= a T—l o T
= o .
Asi A~  induce una aplicacidn de ST en Sa s por lo

tanto Sa y ST estan en biyeccidn por la aplicacidn

a¥ AN ) o .

(o}
Tenemos asi que el cardinal de Sa coincide con el cardi
. " .. E
nal de ST . Este cardinal que depende sdlo de la extensidn T >

lo simbolizaremos por
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y le llamaremos grado de separabilidad de E sobre F.

PROPOSICION 46

Sean F ¢ K ¢ E cuerpos. Se tiene

E:fl, - E:q, K.

Ademds, si E es finita sobre T, [E : E]s es finito y

E:el, < [E:¥]

el grado de separabilidad es alo sumo igual al grado.

Prueba

Sea o : F—> L
un homomorfismo inyectivo de F en un cuerpo algebraicamente ce=
rrado L.

Sea {ai}iGI la fanilia de extensiones distintas de a

a Ky sea {Ti } para cada i la familia de extensiones distintas
J

de o. ak.
i

Tenemos entonces que cada @, tiene [E : @]s extensio-

nes a homomorfismos inyectivos de E en L; el conjunto {Ti } tie-
3
ne E] : K:[s E( : I—'Z[S elementos.

En cuanto a los homomorfismos inyectivos de E en L so-
bre o, vemos que cualquiera de ellos debe ser uno de los Ti s

por lo tanto J

Befl, - B, -,

]

Supongamos ahora que %— es finito.

Podemos obtener entonces E como una sucesidn de extensig
nes, en la que cada componente estd engendrado por un {nico ele-
mento:

F c F(a;) ¢ F(aj, az) ¢ ... ¢ Flag, @z, o-«. ar) =E .
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Definamos inductivamente K = Kn(a

), tenemos enton
nt+l ? -~

n+l

ces por la proposicidn U4, que

|:Kn(an+l) : Kn:[s = |:Kn(an+l) : Kn:[ )

Resulta asi que la desigualdad es cierta para cada componente de
la sucesidn; por la multiplicabilidad, vemos también que lo es -

... E
para la extensidn T -

COROLARIO 10

Sea E finita sobre F, y F ¢ K ¢ E. Se verifica la igual-
dad [E : E]s = [E : E] gi y s6lo si la igualdad correspondiente

es vdlida para cada componente de la sucesibén, es decir, para

E K

k7Y ¥

Pruyeba

(=) .
Si [E : @]S = [E : @] tenemos lo deseado
51 E:x], < [E:x

P
1
1
=1
17

=1
el
T
It
|
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=1
el
®
H
=1
(A2l

entonces

repetimos ahora la siguiente

DEFINICION 46

Sea K una extensidn finita de F, diremos que K es sepa-

rablesobreriE(:ﬂS=E<:ﬂ.

PROPOSICION 47

Una extensidn finita K de F es separable sobre F siy

sblo si cada elemento de K es separable sobre F.

Prueba
Supongamos que K es separable sobre F y sea r € K.
Consideremos
FcF(r) cK

tenemos por la proposicidn 46 que

[F(r) : Pi[s = [F(r) : E]

de donde concluimos que r es separable sobre F, ya que el nimero

de factores de descomposicidn coincide con el grado.

( —= )
Supongamos que cada elemento de K es separable sobre F.

Como K es finita podemos escribir K = F(rj, ro, ... rn)

donde cada r. es separable sobre F.

Consideremos la sucesidn

Fc Flry) ¢ F(r;, r2) ¢ ... ¢ F(ry, P2, «v., rn)

como cada r; es separable sobre T, cada r. serd separable sobre

F(ry, -.., ri—l) para 1 > 2; tenemos que K es separable sobre F.

Vemos, pues, que si K estd engendrado por un nimero fi-
nito de elementos, cada uno de los cuales es separable sobre T;

K es tambié&n separable sobre F.
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4- EXTENSIONES NORMALES

PROPOSICION 48

Sean K y K; campos y oy, Qs 5 .. o distintos iso-

morfismos de K hacia Kj; . Entonces

ajap(k) + agon(k) + ... + anan(k) = 0 para todo k € K
y las constantes a3 , @ 5, .. an en K;
= a = a = ...=a = 0.
Prueba

Procederemos por induccidn sobre n.

Si n=1 y aj o;(k) = 0 para todo k € K

entorces

a] (!1(1) al =0

puesto que a1(1) es el elemento identidad de K; asumamos ahora
que el resultado. es valido para m distintos isomorfismos, con

1l <m< n.

Supongamos
a; o1(k) + ap ar(k) + ... + a an(k) = 0
para todo k € K y aj, @z , <.+ a no todos cero en Kj.

Implicamos de nuestra asuncidn que a; + 0 para todo i.
Como a; ¥y o son distintos, debe existir algn h € K tal
que

a; (h) # an(h) .
Hagamos k = h g para algin g € K.
Tenemos
a; aj(h) a;(g) + ap ar(h) as(g) + ... + anan(h)an(g) =0

multiplicando por a;l(h)9 tenemos
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_ -1
(1) bja;(g) + boar(g) + ... + bnan(g) =0 bi--aiai(h)an (h)
entonces b = a y si a
n n
aja;(g) + azar(g) + ... + anun(g) = 0 le restamos (1)
tenemos
(a; - bylaj(g) + (ap - bolaglg) + ... + (a - bn_l)un_l(g) =0
y

(a1 - bl) = al[l—al(h) d;l(h)___‘ %— 0

puesto que aj(h) # an(h). Pero esto contradice nuestra hipd-

tesis inductiva. Por lo tanto el resultado es valido para todo n.

DEFINICION 47

Los isomorfismos aj ,ap, ... > O de el campo K hacia

el campo K; tal que cuando
ajay(k) + azan(k) + ... + anan(k) = 0 para todo keK

entonces aj = aps = ... = a 0 son llamados linealmente inde

pendientes sobre K;

DEFINICION 48

Sean K y Kj; campos y sea A = {ai | i € I} un con-
junto de isomorfismos de K hacia Kj .

Un elemento k € K es llamado fijo para A si

ai(k) aj(k) para todo i, j €1

El conjunto de todos los k € K que son fijos para A

lo denotaremos KA.

PROPOSICION 49

Sean K, K; y A los elementos de la definicidn 48. Enton

ces KA es un subcampo de K.

Tae ="
o
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Prueba
Sean r, k € KA y a,B €A entonces
alr - k) = a(r) - a(k) = B(r) - B(k) = B(r - k)

luego K, es un subgrupo aditivo de X.

Si k % 0, entonces

a(rk™) = alr) ax™) = alz) o)™t = B(r) g
= 8(r) 8k 1) = Bk,
Por lo tanto los elementos distintos de cero de K for-

A
man un subgrupo multiplicativo de el grupo multiplicativo de K.

Asi KA es un subcampo de K.

DEFINICION 49

KA serd llamado el campo fijo de K por A.
PROPOSICION 50

Sea A = {a] ,00 , +.. an} un conjunto de n distintos iso-
morfismos de un campo K hacia un campo K;. Entonces n < [B: KA:I.
Prueba

Supongamos que nuestra conclusidn es falsa, de modo que K

tiene una base {U; , Up , ..., U_} donde m < n.
Entonces por corolario 3 existen c¢; , Cp , ..., ¢, Do
todos cero en K; tal que
Clal(ui) + czaz(ui) + ... 4 cnan(ui) =0 i=1,2, ..., m
Sea k un elemento cualquiera de K y
k = bju; + bous + ... + bmum para algunos bi, bz, ...bmeﬂ1KA
como aj(bi) = g; para algiin g; €Kiy todo j =1, 2, ..., n.

Sea aj(bi) = g, para algin 8 6 Ky ytodo j=1,2,..,n
tenemos
cro1 (k) + cpap(k) + ... + c a (k)

= cja;(bju; + ... + b um) + ...+ cnan(b1u1+ eeo + bmum)
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|:clg1a1(u1) + ... F clgmal(um):[ + ..+ |:cng1an(u1) + ... T
.+ cngman(umi]

= gl[clal(ul) + ... t CnOLn(ul):[ + ... + gm[clal(um) + ... t
vee tca (ul)]

=0 .

Pero esto contradice la proposicién 48, por lo que con-

cluimos que nuestra suposicidn es falsa y por lo tanto
n 5_[B : KA:] .

COROLARIO 11

Sea A = {a;,0p, ... ,an} un conjunto de distintos

automorfismos de un campo K. Entonces

n 5_[B : KAZI.

DEFINICION 50

Sea K un campo y sea F un subcampo de K.

El grupo de todos los automorfismos o de K para los cua
les F E-Ka lo llamaremos el grupo de automorfismos de K sobre
F y lo denotaremos GKI
) F
PROPOSICION 61

Sea KA el campo fijo del campo K por un grupo

A={ay = e, 0p , «.iu, an}

de automorfismos de K. Entonces [E : KA:] = n.

Prueba

Sabemos que n < E( : KA:[.

Supongamos que mn < [E : KA:] , €8 decir que existen
U]y, Up 5 e-s, U elementos de K, linealmente independientes

nil

sobre KA .
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Existen entonces cCj , Cp , «oe. C 41 ©n K, no todos

cero, que satisfacen el sistema de n ecuaciones lineales homogé

neas en n + 1 incdgnitas:

xn+lai(un+l) =0 i=1,2,..,0.

(1) xlai(ul) + xzai(uz) T
De entre todas las soluciones no triviales de (1), se-
leccionemos una que tenga el minimo nlmero posible m, de miembros
distintos de cero.
Tenemos entonces que 1 < m, ya que si m = 1 tendria-

mos

cp a, (up) =0

y entonces c; seria cero, lo que seria contrario a nuestra condi
cidn de que los c. no son todos ceros (ui(ul) + 0 puesto que

uy 0 y %1 es un automorfismo).

Podemos entonces asumir que Cj, C2, «+-» ¢, son dis-

tintos de cero y Chtl -ttt T Coy1 T 0.

Mutliplicando todos los Cj por c;l tenemos

(um_l) + ai(um) =0

(2) Clai(“ ) + czai(uz) oot g0

Cuando i = 1 , tenemos que a; = e, asi

ciuy] + coup + ... + u +u =0
151 272 “m-1 “m-1 m
de aqui concluimos que Ci1, Coy cesy ¢ _p Do estdn todos en KA’
puesto que Uy ..., u_ ~son linealmente independientes sobre KA.

Supongamos que ¢ ¢ KA , entonces

cy] - aj(cl) $ 0 para alglin oy

aplicando este oy a (2) tenemos
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aj(clai(ul)) + uj(czai(uz)) + ...+ aj(ui(um)) =0 1i=1,2,..,D0

es decir

i
o

(3) aj(cl)ai.(ul) + oo+ uj(cm_l)ai.(um_l)1—ai.(um)

] J J

donde o, = a.(a.).
lj jooi

Como A es un grupo, los elementos alj ’G2j 5 ¢ ,anj
son simplemente una permutacidn de oy, Gy, .., a

Restando (3) de (2) tenemos

- o, . + ... t - a, . =0
(cy aj(cl))al(ul) (cm_l aj(cm_l))(al(um_l))
1l =1,2,..,00
Pero entonces
cy - aj(cl) s weesC g T aj(cm—l)’ 0, ov., O

es una solucidn no trivial de (1) que posee menos de m elementos

distintos de cero. Entonces nuestro supuesto de que n < [B : KA:I

es falso y por lo tanto [B : KA:I = n.

PROPOSICION 52

GKI es un subgrupo del grupo de todos los augomorfis-
F
mos de K.
Prueba
Para o ,B € GK y a € F, tenemos
|F
(apB)(a) = a(B(a))
= a(a)

= a
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el automorfismo identidad, evidentemente pertenece a GK y la
composicidn de funciones es asociativa, ademés F
a(a) = a
-1 -
o Ha@) = ol
a = a_l(a)
luego para o € G tenemos que a-l € G
K K
| |F
DEFINICION 61
Si [E : f] es finito y KG = F, entonces decimos que K
K
|F
es una extensidn normal de F y GK es llamado el grupo de Ga-
|F

lais de K sobre F.

PROPOSICION 63

Sea K normal sobre F. Entonces K es separable sobre F y
todo elemento k € K es una raiz de un polinomio £f(x) en F[ x |,

el cual se descompone en K.

Prueba
Sea G = {a; = e, 3, «.., a_} , donde [B : E] = n.
K|F n
Para k € K, sean k = kj, ko, ... , km los distintos elementos
del conjunto {ai(k) | i =1, 2, ..., n}.
Como GK es un grupo, tenemos
|F
a.(k,) = a.(a.(k)) = k para algln r.
J 1 J 1 r
Ademis
a_(k.) = a_(k.)
r i roj

implica que

k.
i

o Mo (k.))=a T (k.)) = k.
r v i r r ] j

por lo tanto aj(kl), aj(kz), vees aj(km) son distintos, enton-
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ces los factores de
F(x) = (x - kp)(x - kg) ... (x - km)

son simplemente permutaciones para algun o de GK
|F

Asi los coeficientes de f(x) permanecen inalterables para

cualquier a, de GK y deben por tanto estar en F, ya que K es
|F

normal sobre F.
Ademds k = k; es una raiz de un polinomio separable

f(x) en F[:x:l y f(x) se descompone en K,

PROPOSICION 64

Sea K una extensidén normal de I y sea A un subgrupo de

G .
K F

Sea K, = {x €K | a(x)

A X, para toda o € A} el cam-

po fijo de A. Entonces

Prueba
Como todos los elementos de A dejan fijos a todos los ele

mentos de K tenemos que

A’

A
c GK .
A
Sabemos por la proposicidén 50 que el orden de GK es
K
A
menor o igual que E( : KAj(O GK < E( : KA]) y como
K,
0A < OGK|K
A
tenemos
0A < OGKK < ey ]
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Ademds por la proposicidn 51, sabemos que

0a = [K:K ]

por lo tanto

0O0A = 0G
K|K
A
de aquil tenemos que
A = G
KlK
A
ya que A es un subgrupo de GK
X,

DEFINICION 62

Sea Sn el grupo simétrico de grado n, considerado como si
actuara sobre el conjunto {1, 2, ..., n}; para a 6 Sn e 1 en-

tero, con 1 < i <n; sea o(i) la imagen de i bajo a.
Podemos hacer actuar a Sn sobre F(xy, Xp, «ee> Xn) de

la siguiente manera: para ao 6 Sn y

F(X1s K2y vves xn) € F(Xy, X2, «ses xn) definimos la aplica-

).

cidn que lleva f(xy, X2, -.-., xn) sobre f(xa(l) s eres Xy

El campo fijo de F(Xy, Xp, ..., xn) respecto a Sn’ con-
siste entonces de todas las funciones racionales f(xj, xz,...,xn)

tales que

F(X1, X2y weey xn) = f(x ) para todo aes

a(1) > 2 Fa(n)
A estos elementos fijos en F(xy, X5, ..., xn) les llamaremos fun
ciones racionales simétricas.

Como son el campo fijo de Sn forman un subcampo de
F(X1, X2, «.., Xn) al que llamaremos el campo de las funciones

racionales simétricas y lo representaremos por S.

Veamos algunas funciones de S construidas con

X1y X1y cees X conocidas como funciones simétricas elementales

en X1, X2, +..5 X 3 las definimos:
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o1}
—
1
»
—
+
x
[
+
+
»
1]
I"e~1J
»

i

az = 2 Xi X

ag = Z Xs xj X

. i<j<k
an = Xj X2 . Xn
PROPOSICION 55
Sea T un campo vy F(X71, X2, +.0y xn) el campo de las fun-

ciones racionales en X, X2, s, X sobre F. Supongamos que S
es el campo de las funciones racionales simétricas, entonces
GF(xl, Koy sees xn)|S = Sn
Prueba
Como el grupo Sn es un grupo de automorfismos de F(xj, Xo ..,xn)
que deja a S fijo, entonces S

c G
n F(X1, X2y ovo Xn)|S
por la proposicidn 50 afirmamos que

! = 0(s ) <0G < |F H
n n’ — TTF(R), Xy sy Xn)|S l:(xl, Ko, ...,xn) ]

censtruyamos ahora el polinomio

p(t) = P -art” Tt apt™ i+ (1) a
Vemos que p(t) toma sus coeficientes en F(aj, @z, ..., an) y se
factoriza sobre F(X), X2, «.., xn) de la siguiente manera

p(t) = (t - x1)(t - x2) ... (t - xn)

Asi tenemos que p(t) de grado n sobre F(aj, as, ..., an)

se descompone en un producto de factores lineales sobre

F(X1y X245 «ves xn).

No puede descomponerse sobre un subcampo propio de
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F(X1, X0, vees Xn) que contenga a F(ay, as, ..., an) pues es

te subcampo tendria entonces que contener tanto a F como a cada

una de las raices de p(t), es decir a =Xy, Xo, +., X pero

entonces este subcampo seria todo F(xy, Xo, +.., xn).

Vemos pues que F(x;, X2, ..., x_) es el campo de descom
posicidn del polinomio p(t) = £ - ay I I (-1)" a,
sobre F(aj, @s, «.., an).

Como p(t) es de grado n, tenemos seglin la proposicidn 39

que

ETxl, X0y euns Xn) : Flay, asy ..., ani] < n! = O(Sn)
y por ser F(ai, @z, «.., an) un subcampo de S
O(Sn) =11!Z_[f(x1,x2,...,xn) : Flay, a2,...,anil

[F(x, xz,...xn) 18 [S ¢ Flay, @z, ««-» an)] >n:
=O(Sn)

por lo tanto

[F(X1, Xp» «0ns x ) s] = nt = o(s_)
0 G
_ F(Xl, Koy eoes Xn)‘S = O(Sn)
—————t G = §
F(X], X0y «ous xn)‘S n

PROPOSICION 56

K es una extensidén normal de F si y s6lo si K es el cam-

po de descomposicidn de un polinomio en .F[:x:].

Prueba

( == ) Como K es normal sobre F, entonces
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[B : E] = n para algin n.
Tomemos {uj, Up, ..., un} como una base de K sobre T.

Por la proposicidn 53, tenemos que cada u, es raiz de un polino

mio irreducible fi(x) en F[:x:], que es separable y se descom-

pone en K.

Sea f(X) = fl(X) fz(X) c e fn(X)

Como f(x) tiene las raices uj, Up, ..., u_ , el campo de

descomposicién Ky de f(x) debe contener a

K = F(uy, up, «.., un)

y como ademds todas las raices de f(x) estdn en K tenemos que
Kg ¢ K, luego K; = K.
( &===)

Asumamos ahora que K es el campo de descomposicidn de un
polinomio separable en F[:x:] .

Procederemos por induccidn sobre [B : f], suponiendo que
para cualquier par de campos K;, F; con [Bl : Fl:] menor que

[B : ﬁ], siempre que K; es el campo de descomposicidén sobre F;

de un polinomio en Fl[:x:], entonces K; es mormal sobre Fj.

i) [k« F] = 1.
si f(x) € F[:x:] se descompone en factores lineales so-
bre I, entonces K = F y K es normal sobre I puesto que enton-

ces GK| ={e}, y K=T es el campo fijo por el automorfis-
F

mo identidad e.
Supongamos ahora que el resultado es vdlido para todos los

pares de campos tales que f(x) posee m > 1 raices fuera del cam

po base.
f(x) = pi(x) po(x) ... pr(x) para pi(x) irreducible y

swmmﬂeenF[x] y como m > 1, podemos asumir que p;(x) po

see grado d mayor que 1.
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Sea r una raiz de p;(x), de modo que [f(r) : E] = d.
Como py1(x) es irreducible y separable, sus raices r = ry, ..., I

son todas distintas.
Entonces por la proposicidn 30, existen isomorfismos

1 1
O] » 09 5 vuy aé tal que

a' : F(pr) — F(r.)
i i

4 = T - T
con ai(r) r. y F fijo bajo a}

Como K es un campo de descomposicidn de f(x) sobre F(r)
y F(ri), por la proposicidn 41, el isomorfismo ui puede ser ex-
tendido a un automorfismo a, de K, el cual lleva r sobre r.y

deja a F fijo, con 1 =1, 2, ..., d.

Supongamos que t es un elemento de K que se mantiene fi-

jo para todos los automorfismos en GK
|F

Como f(x) posee m raices fuera de F(r), por nuestra hipd
tesis inductiva K es normal scbre F(r) y por lo tanto, cualquier
elemento fijo bajo G c G debe estar en F(r).

|F(r) “r

t entonces es de la forma

d-
t=ag +ajr+ ...+ a1t 1 ags Als eees ad_l@F

aplicando a, a ambos lados tenemos

a.(t) = t = ap + ajr, + . + a pd-1 i=1,2 d

i 0 174 e d-1"1 2o
pero esto implica que

d-1

g(x) = (ag - t) + a1x + ... + ay 1%

tiene las d distintas raices 11, o, ..., ry en K, lo que im

plica que g(x) es el polinomio cero y t = ag estd en F.

Por lo tanto F es el campo fijo de G

bre F.

y K es normal so

Klr
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PROPOSICION &7

Sea K una extensidn finita de F.
K es normal sobre F si y sb6lo si todo elemento de K es
una raiz de un polinomio separable f(x) en F[:x:] el cual se des

compone en K.

Prueba
(=)
Estd dada por la proposicidn 53.
(==
Sea {ul, UD, wuas un} una base de K sobre F y supongamos
que la condicidn sobre los elementos de K es satisfecha, donde

u; es una raiz de el polinomio separable fi(x) en F[:x:] y

fi(x) se descompone en K.

Entonces f(x) = f£1(x) fo(x) ... fn(x) es separable, K

es el campo de descomposicidn de f(x) y K es normal sobre F por

la proposicidn 56.

COROLARIQO 12

Sean I ¢ H ¢ K campos con K normal sobre F. Entonces K

es normal sobre H.

Prueba
Como F[:X:I c H[:x:], aplicamos la proposicién 57 ya que

el polinomio separable en F[:x:] puede considerarse sobre H.

DEFINICION &3

Sea f(x) un polinomio en F[}(j y sea K su campo de des-
composicidén sobre F. El grupo de Galois de f(x) es el grupo
GKlF de todos los automorfismos de K que dejan fijos los elemen
tos de F.

El grupo de Galois de f(x) puede considerarse como un gru

po de permutaciones de sus raices ya que si r es una raiz de f(x)



y s1 o € GK entonces a(r) es también una raiz de f(x).
|F

PROPOSICION 68

Sea f(x) un polinomio en F[}&j .
K su campo de descomposicidn sobre F.
G su grupo de Galois.
K
|F
Para cualquier subcampo H de K que contiene a F

sea G = {0 e G | a(h) = h para todo h € H} y para cual
K K -

|| |

quier subgrupo A de GK
B3

Sea K, = {x € K | a(x) = x para todo a € A}.

Entonces la asociacidn de H con GK establece una corres
|H

pondencia biyectiva del conjunto de subcampos de K que contienen

a F sobre el conjunto de subgrupos de GK tal que
|F
i H =K
i) 6,
|H
i) A =0,
K
A
iii) [K : H] = oG , [H: F] = indice de G en G,
K K K
|H H F
iv) H es una extensidn normal de I si y sdlo si GK. es un sub
| H
grupo normal de G
|F
v) Cuando H es una extensidén normal de F, entonces GH es
r
G
K’F
isomorfo a ——
GK



Prueba

i)

ii)

1ii)

iv)

Por ser K el campo de descomposicidn de f(x) sobre F es
también el campo de descomposicidn de f(x) sobre cualquier
subcampo H que contenga a I, luego por la proposicidn 56,
K es una extensidn normal de H y por la definicidn de nor

malidad H es el campo fijo de GK , es decir
|H

Como K es una extensidn normal de F, por proposicidn 54,

dade un subgrupo A de G , entonces

K

Tenemos por la proposicidn 51 que

[E : ﬁl = OGK

|H

tenemos entonces que

oo, - Bod-E AR g

F

de donde
0G
K|F

E{ : F:[ = = Indice de GK en GK

0G |1 F
K|H

Haremos primero la siguilente observacidn: H es una exten-

sidén normal de F, si y sdlo si, para cada a € GK ,
F

a(H) ¢ H.
Sabemos por la proposicidn 43, que existe a € H tal que
H = F(a).

Si «a(H) ¢ H, entonces afa) € H para todo a € GK| ,
r

77
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Consideremos el polinomic sobre H
p(x) = (x-aj(a))(x-as(a))...(x - an(a))

donde a1 5,05 5 ..., @ ~ son todos los elementos de GH
F

Vemos que H es el campo de descomposicidn de p(x), que tie
ne sus coeficientes en F, y por la proposicidn 56 tenemos
que H es una extensidn normal de F.
Reciprocamente si H es una extensidén normal de F entonces
H = F(a), donde el polinomio minimo de a, p(x), sobre F
tiene todas sus raices en H, pero para cualquier a € GK ’
F
a(a) es también una raiz de p(x), de donde a(a) debe es-

tar en H.

Como H estd generado por a sobre I tenemos que

a(H) ¢ H para todo o € G
K
|F
Tenemos asi que H es una extensidn normal de F, si y sdlo
si, para todo a € G ., TEG y a€H, ala) €H vy
“Jr “Iu

por lo tanto

t(ala)) = ala)

es decir si y sdlo si

o1 o T o ala) = a

Pero esto es lo mismo que decir que H es normal sobre F si

y sblo si

o G a ¢ G para todo o € G
K|H KlH KiF
Entonces GK es un subgrupo normal de GK
|H b3
Si H es normal sobre F, para o € GK , como a{H) ¢ H,
3

tenemos que o induce un automorfismo a, de H definido
por

o, (a) = a(a) para todo a € H
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Como a , deja a todo elemento de F fijo, o , debe es-
tar en G
H‘F

Ademds para cualquier a,¥ € GK

|F
(a ¥) 2 - %o ¥ %
de donde la aplicacidn
G G
K'F > H|F
a RVAVAV AV AVAV AV AV AV VAV g o

cumple ser un homomorfismo.

El nlcleo de este homomorfismo consiste en todos los ele-

mentos a € G tal que a , es la aplicacidn identidad
K|F ®
sobre H.
El nlicleo es pues, el conjunto de todos los a , € GK
F

tales que

a=a g, (a) = a(a)

tenemos entonces que el nicleo es G
\H

Por la proposicidn 7 existe un isomorfismo entre la ima-

gen de G en G A

Por 1ii) tenemos que

Por la proposicidn 54

Eﬁ : E] =0 GHI



Por lo tanto

K|
e 06,
0 G, |F
|H
Tenemos asi que la imagen de G en G
K H
F F
y por lo tanto
GK]
G ~ ___£
H G

es todo

G

H

F

80
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CAPITULO III
SOLUBILIDAD POR MEDIO DE RADICALES

1- IRRESOLUBILIDAD DEL, POLINOMIO DE GRADO 5 POR MEDIO DE RADICALES

DEFINICION 64

Dado un campo F y un polinomio p(x} € F[:x:] diremos
que p{x) es soluble por radicales sobre [, si podemos encontrar

una sucesidén finita de campos.

FI:F(wl)’ FZ:Fl(WZ)’ e Fk:Fk—l(wk)
rc
ry oV
donde wi* €F, wy, €TF; , ..., wk“ e Fk—l

tal que las raices de p(x) se encuentran todas en Fk.
Si K es el campo de descomposicidn de p(x) sobre F, en-
tonces p(x) es soluble por radicales sobre F, si puede encontrar

se una sucesidn de campos como los anteriores tal que K c Fk.

Sea F(ay, az, ..., an) el campo de las funciones raciona

les en las n variables aj, as, cy @ sobre F y consideremos

el polinomio particular bp(x) = x + aix oo tag sobre el
campo F(aj, as, ..., an), p(x) es soluble por radicales, si es
soluble por radicales sobre F(ay, as, ..., a_J.

9

DEFINICION 56

Un grupo G es soluble si puede encontrarse una cadena fI1

nita de subgrupos
Ny o Mo o5 oeen o NOo= (o)

donde cada Ni es un subgrupo normal de Nﬁ-l y tal que cada gru-

. i-1 .
po coclente es abeliano.

1
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PROPOSICION 68

Si G es un grupo, entonces G' es normal sobre G.

Prueba

Sea S = { x1 y_l Xy | =,y € G}.

Para m € G, tenemos

-1 -1

m(x "y x y)m—l 1

_l _l -
mx T ey e xeyln

il

-1 -1 -1 -1 -
m(x "m Tmy “m mxm my)m

1

(mx_lm_l)(my—lm—l)(mxm—l)(mym— )

(mxm~l)hl(mym—l)—l(mxm_l)(mym—l)

este ltimo producto pertenece a S, por lo tanto S es mormal sO
bre G.
Si [:S:] es el conjunte generado por S, es decir

G' = [:S:] entonces para g € G, tenemos

glsle” = [gse '] = [s]

por lo tanto G' es normal sobre G.

DEFINICION &6

Dado el grupo G y los elementos a y b de G, diremos que
el conmutador de a y b es el elemento a_1 b—l a b.
E1l subgrupo conmutador, G' de G, es el subgrupo de G ge-

nerado por todos los conmutadores de G.

El conmutador de G' se denotard (G')' = G(Q) y del mis-
mo modo (G(i_l))' = G(i)
PROPOSICION 60

G es soluble si y sdlo si G(k) = (e) para algln entero
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Si G es un grupo soluble, existe una cadena
G:N()C)N]_DNZ D oeasv D Nk: (E)
donde cada Ni es normal en Ni-l y donde

N1

es abeliano. Pero entonces, el subgrupo conmutador Ni
N -

[ )

de Ni-l debe estar contenido en Ni s ya que para cualquierp

a, b ¢ Ni tenemos

-1

(a2 N.)(b N.) (b N.)(a N,)
1 1 1 1

abN. = Dbal.
i i

anlb—la b Ni

= atptaben, .

t
Z

Asi, pues,

(2) (2)

] )
My DN(’) = G', NryoNjo(G")' =6 s NgoNoo (G "7)' =G

N. o G(i) , (e) = Nk o G

1
por lo tanto G(k) = {e).

(k3

= (e).

w

e
@
i

[92]
0]
[}
=
<
[
(]

S

Vemos que G = Ngo Njo Ny o ...0 N, = (e)

1
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donde cad.d Ni es normal en Ni

-1
N, 1
Ademas, el grupo ;_ es abeliano, ya que para a, b € G-
i
tenemos
(aG" )b G') = abG = eabd!
= baatpltabpe
-1 -1
= bafa b ab)a’
como (a—l b_l ab) e g’
= bagG'
= (b G")(a G")
6 _ N. g i G(1—1) i G(l—l)
es decir G »°8 abeliano y N = €8 = o) es
i G (6™ A

abeliano. Por lo tanto G es soluble.

COROLARIC 13

81 G es un grupo soluble y si G es una imagen homomdrfi-

ca de G, eontonces G es soluble.

FPrueba
= . P = (k)
Por ser G imagen homomdrfica de G, tenemos que (G)
es la imagen de G(k).
— (X
Como G(k) = (e) para algln k, tenemos (G)(') = (e) pa

va la misma k, por lo tanto G es soluble.

PROPOSICION 61

Sea G = Sn , n >S5, Sn es el grupce simétrico de grado
k . .
h, entonces G( ) para k = 1, 2, ... contiene todo ciclo de or

den 3 de S .
n
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Prueba
Si N es un subgrupo normal de G = Sn donde =n > 5 , que

contiene todo ciclo de orden 3 en Sn , entonces N' debe tambi&n

contener todo ciclo de orden 3. Puyes supongamos

a (L, 2, 3)

b (1, 4, 5)

3l

con ayb enN.

Entonces

a—lb-lab

i

{3, 2, 1)(5, 4, 1)(1, 2, 3)(1, 4, 5)

(1, 4, 2,

Vemos que (a‘l b_l ab) &N'. Es decir (1, 4. 2} 6 N' .

Asi para cualquier a € Sn

ot (1, 4, 2)a debe estar en N'.

Escojamos o € Sn de la siguiente manera

a(l) = iy
a(“) =iy
(1(2) = 13

donde 1ij, iz, i3 son tres enteros distintos en el rango de 1

a n.

Entonces a—l(l, 4, 2)a = (i1, ip, i3) estd en N'.

Por lo tanto N' contiene todos los ciclos de orden 3. Haciendo
N = G, que es normal en G y contiene todos los ciclos de orden
3, tenemos que G' contiene todos los ciclos de orden 3.

(2)

Como G' e&s normal en Gy G contiene todos los ciclos

de orden 3.

Como G(z) es normal en G, 6(3) contiens todos les ciclos
de orden 3.
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. - . (x) .
Co. vinuando asi concluimos jue G contiene todos Jlog

ciclos de orden 3 para cualquier x.

DEFINICION &7

Un elemento £ de un cuerpc K tal que exXiste un entero
n > 1; para el cual En = 1, se llama raiz de la unidad o mds
exactamente raiz n-ésima de la unidad. Asi, el conjunto de las
ralices n-&simas de la unidad es el conjunto de las raices del

polinomio X" - 1.

DEFINICION 58

. . . .. A x+1
Si =z = x + iy (i = vV-1), definimos e = e Y como

el nimero complejo

z P -
e’ =e (cosy+ iseny).

PROPOSICION 62

Sn no es soluble para ©n > 5 .

Prueba
(x)

Si G = Sn » segin la proposicibn 61, tenemos que G
contiene todos los ciclos de orden 3 de Sn para tcdo k, por lo

4
tanto G( ) $ (e) para toda ¥, luego por la proposicién 60 con

cluimos que G no es soluble.

PROPOSICION 63

Sea F un campo que contiene todas las raices n-ésimas de

la unidad (para n fijo) y sea a $ 0, a & F. Sea ademis

n
(X" - a) e F[:x:] y sea K su campo de descomposicidn sobre I,

entonces:

. . . n
i) K = F(u), donde u es cualquier raiz de X - a.

ii) E1 grupo de Galois de X" - a sobre F, es abeliano.
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. Prueba

i)

ii)

Como F contiene a todas las raices n-ésimas de la unidad,

contiene a £ = e 2Mi/n ya que gn =1 pero Em # 1 pa-

ra 0 <m<n,

- . n
Sea u € K, una raiz cualquiera de X - a, entonces

n-1 - . .
u, £ u, Ezu, eves u son todas las raices distintas

de X" - a; ya que si
Elu = E] u con 0 < i< j < n
como u$ 0 y (' - £Mu = 0 debe ser £ = &) es
decir
E]—l = 1 con 0 < j-i <n

lo que es imposible.

£ 6F por lo tanto u, Eu, ... , En-lu estin en F(u)
luego F(u) descompone a x" - a.

Como ninglin subcampo propio d~ F(u) que contenga a F con-
tiene a u, ningfin subcampo propio de F(u) puede descompo-
ner a X' - a. Por tanto F(u) es el campo de descomposi--

cidn de X" - a, 6 sea K = F(u).

Si o, T son dos elementos cualesquiera del grupo de Ga-
. I . . .
loisde X - a, es decir, si a,T son automorfismos de
K = F(u) que dejan todos los elementos de F fijos, enton-
ces como afu) y +t(u) son raices de X" - a, tenemos
que
_ i _
a(u) = £7u y t(u) = &u
para algunos 1y j.

Luego

a(t(w)) = a(gu)

£la(u) porque Ej eFr
gletu

i+]

£ u
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ademds

7(au)) = Ei+ju

Por lo tanto a1t y 7Ta colinciden sobre u y sobre I, es
decir cocinciden sobre K = F{u).
' Luego entonces a1 = ta , es decir que el grupo de Galois

es abeliano.

PROPOSICION 64

Si p(x) € F[:x:] es soluble por radicales sobre F, con
F un campo que contiene todas las raices n-&simas de la unidad,

entonces el grupo de Galois sobre F de p(x) es un grupo soluble.

Prueba
Sea K el campo de descomposicidn de p(x) sobre F.
El grupo de Galois de p(x) sobre T es GK
|F
Como p{x) es soluble por radicales existe una sucesidn

de campos

FcFy =Fw)cecFy=Fw)c...cF =F _(w)

donde
r2 ry

wi €T, wy €F; , «.. ,w €

F .
. Fk—l y donde K c

k

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que Fk es

una extensidn normal de F.

Como extensidn normal de F, F, es también una extensidn

k

normal de cualquier campo intermedio, de donde Fk es una exten

si6n normal de cada una de las Fi.

Segln la proposicidn 63 toda Fi es una extensidn normal

de Fi—l , como ademas Fk es normal sobre Fi~l , tenemos por la
proposicidn 58 que GF. es un subgrupo normal en GF .
kiF. le.
i i-1
Consideremos la sucesidn
GFk DGFK > G 5 e+ o Bp 5> f(e) .
¥ o e ok
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Cada grupo de estos es un thgrupo normal en el gue le
precede.

Como F. es una extensidén normal de T 1° tenemos por la

proposicidn 58 que

F‘T
d F._l
GF es isomorfo a o = y por la proposicidn
i F
k
|Fi—l |F.
i
63, GP es abeliano; es decir que todo grupo cociente
i
IF5
ka
IF
es abeliano.
G
Fy
| F.
1
Asi, el grupo GF es soluble.
le
Como K ¢ F% es una extenzidn normal de F (por ser un
campo de descomposicidn), segin la proposicidn 58, GF es
k
|
un subgrupo normal de GP y GK es isomorfo a
k -
e
GFk
———lE- . Tenemos asi que GK es una imagen homomdrfica de
G F
'y
|k
GF que es un grupo soluble por el corolaric 13, tenemos que
k
|F

G es un grupo scluble.
K'F
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PROPOSICION 85

El polinomio general de grado n > 5 no es soluble por

radicales.
Prueba

En la proposicién 55 se demostrd que si F(aj, az, ..,an)

es el campo de las funciones racionales en las n variables
als @25 seee 57 A entonces el grupo de Galois del polinomio

p(t) = t" + atl‘cn_l + ... +a_  sobre F(aj, @2, -««» an) es S_

(Grupo simétrico de grado n).

Por la proposicidn 62 sabemos que Sn no-es un grupo solu
ble cuando n > 5 y por la proposicidén 64 concluimos que p(t)

no es soluble por radicales sobre F(aj, @z, ..., an) para n > 5.
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