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1 N T R O D U C C ION 

El presente trabajo no es Teoría de Galoi s 

en el sentido estricto de la palabra, es más bien 

un breve estudio de dicha Teoría . 

Es así como el Capítulo 1 está formado s610 

por conceptos elementales, siendo hasta en el Capí

tulo 11 que se estudia Teoría de Galois¡ para termi 

nar en una aplicaci6n de dicha Teoría en el Capítu

lo 111. 

Las proposiciones, definiciones y corolarios, 

no se han separado por Capítulos, sino que se numeran 

en forma correlativa. 



1- GRUPOS 

CAPITULO 1 
CONCEPTOS ELEMENTALES 

1 

Sea S un cohjunto. Se llama ley de composición (de S en 

si mismo) a una aplicaci6n 

sxs--~.s. 

DEFINIeION 1 

Un monoide es un conjunto G, con una ley de composición 

asociativa, y que posee un elemento e llamado neutro, tal que 

x e = e x : x, para ·todo x e G. 

DEFINICION 2 

Un grupo G ' es un monoide tal que para todo elemento x g G, 

existe un elemento x g G, para el cual 

xy=yx=e 

este elemento y se llama inverso de x. 

El inverso es único, ya que si y' es también inverso de x. 

y' = y' e = y'(x y) = (y' x)y = e y = y • 

Un grupo G es aheliano si para cualesquiera a, b e G; se 

cumple que a b = b a. 

NOTACION 

Representaremos el inverso de x por x-l (6 por -x cuando 

la ley de composición es aditiva). 

DEFINIeION 3 

Sean G, F grupos. 

Un homomorfismo de grupos de G en F es una aplicación 

f : G • F 

tal que f(xy) = f(x) f(y) para todo par x, y g G .• 

Observamos que f aplica el elemento neutro deG en el de 

F, ya. que 

f(e) = f(e e) = f(e) f(e) • 
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Si f G ------~l F es un homomorfismo de grupos enton-

ces 
-1 -1 

f(x ) = f(x) 

ya que si e~ e' son los respectivos ~lemerltos unidad de G~ F 

el ~ fee) = f(xx-1 ) = f(x) f(x-l } • 

DEFINICION 4 

Sean G, F dos grupos. 

Un homomorfismo f: G -------+1 F se llama isomorfismo 

si f es biyectiva~ es decir si f es inyectiva y sobreyectiva. 

Si G = F entonces llamaremos al isomorfismo~ automor-

fismo. 

Sea G un grupo y S un subconjunto de G. Diremos que S 

engendra a G (ó que S es un conjunto de generadores de G) si to

do elemento de G se puede expresar como producto de elementos de 

S ó Ce sus inversos. 

DEFINICION 5 

Un subconjunto H de un grupo G~ es un subgrupo de G si 

respecto a la operación definida en G, H es un grupo. 

PROPOSICION 1 

Un subconjunto no vacío H del grupo G, es un suhgrupo de 

G si y sólo si 

i) Para a y b que pertenecen a H, tenemos que ah pertenece a H. 
~~} P 1 -1 
¿¿ ara un e emento a que pertenece a H, se cumple que a perte 

nace también aH. 

Prueba 

(====» Trivial. 

(<== ) 

Como la ley asociativa es valida para G~ es claro que -

también es válida para H. 
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¡ , i ' ) -l •. 1 .. ) s~ a s H, tenemos por 1 que a S H, úego por. 
-1 -1 

a a S H; pero a a = e . 

PROPOSICION 2 

Si H es un subconjunto finito no vacío de un grupo G y 

H es cerrado respecto a la multiplicación, entonces '9 es un sub

grupo de G. 

Prueba 

Sea a S H, entonces 

a 2 = a a S H 

n n-l 
a = a a ~ H . 

Luego la colección infinita de elementos 

a, a 2 , a 3 , ••• • , a
n 

, •.. 

debe estar contenida en H. 

Por lo tanto debe haber repeticiones de elementos; es de 

cir, para algunos enteros r, s con r > s > O 

entonces 

ó sea que e ~ H 

entonces 

así 

de donde -1 
a ~ H . 

r s 
a = a 

r-s 
a = e 

e 
r-s = a 

r-s-l a S H, 

-1 r-s-l 
a = a 

r-s-l = a a 
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DEFINICION 6 

Sea G un grupo y H un subgrupo. 

Una clase lateral izquierda de H en G es un subconjunto 

de G de la forma a H, para cierto elemento a S G. 

Un elemento de a H recibe el nombre de representante 

de la clase a H. 

La aplicación 

* H -----r a H 

X '\NV\I\IVVV\rT a x 

induce una biyección de H en a H. De lo que resulta que dos cla

ses laterales izquierdas tienen el mismo cardinal, es decir el -

mismo número de elementos. 

Si a y b son elementos de G y las clases a H y b H 

tienen un elemento común, a H y b H coinciden. En efecto, sea 

a x = b Y con x, y S H 

b Y 
-1 

a = x 

pero y x-l ~ H y por lo tanto 

-1 a H = b(y x ) H = b H 

ya que para todo z ~ H, tenernos que z H = H. 

DEFINICION ? 

Si H es un subgrupo de G, el índice de H en G es el núme 

ro de distintas clases laterales derechas de H en G. 

Corno cualquier a e G está en una única clase lateral, 

las clases laterales izquierdas (ó derechas) saturan a G. Luego 

si n representa el número de distintas clases laterales de H en G, 

debernos tener que 

n'o(H) = o(G) o(H) = orden de H. 

Tenernos así que si G es un grupo finito 

índice de H"en G = 
o(G) 
o(H) 
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DEFINICION 8 

Un subgrupo N de G decimos que es un subgrupo normal de 
-1 

G~ si para todo x ~ G Y todo n ~ N, x n x ~ N. 

PROPOSICION 3 

N es un subgrupo normal de G si y sólo si 

a N a -1 
N = para todo a ~ G • 

Prueba 

( ===:> ) 

Para a ~ G, tenemos 

a N a 
-1 N c 

-1 como a ~ G, entonces 

-1 N (a-l)-l c N a 

y como 

= a- l N a , entonces 

-1 
a N a c N . 

Tenemos así que 

N -1 -1 -1 = a (a N a) a c a N a c N 

luego 

N = a N -1 a 

( c== ) 

Si a N -1 N, todo a ~ G, entonces a = para 

a N a -1 
N c 

por lo tanto N es normal en G. 

PROPOSICION 4 

El subgrupo N de G es un subgrupo normal de G, si y sólo si 

toda clase lateral izquierda de N en G es una clase lateral derecha 

de N en G. 
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Prueba 

Por la proposición 3 , sabemos que 

a e G. Luego 

- 1 
a N a = N para todo 

a N = N a 

( <==) 

Supongamos que toda clase lateral izquierda de N en G es 

una clase lateral derecha de N en G. Como 

a = a e e a N 

cualquiera que sea la clase lateral derecha que resulte ser a N, 

debe contener a a pero a está en la clase lateral derecha N a 

y dos clases laterales dere chas (ó izquierdas) distintas no tie-

nen elementos en común, luego 

PROPOSICION 5 

a N = N a 

-1 
a N a 

-1 = N a a = N. 

Si un subgrupo N de G, es un subgrupo normal de G enton

ces el producto de dos clases laterales derechas de N en G es de 

nuevo una clase lateral derecha de N en G. 

Prueba 

Sean N a y N b dos clases laterales derechas de N en 

G, entonces 

N a N b = N(a N) b 

= N(N a) b 

= N N a b 

= N a b 
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NOTACION 

Representaremos por 
G 

N 
e l conjunto de clases laterales 

del subgrupo normal N en G, es decir que 

G 
N = { N a I a 8 G } • 

El conjunto 
G 

N 
cumple ser un grupo para la operación 

producto que definimos N a N b = N a b , a este grupo le llama 

remos , el grupo cociente de G por N. 

La aplicación 

a G -----+ G 
N 

x ~ a(x) = N x 

cumple s er un homomorfismo sobreyectivo. 

DEFINICION 9 

El núcleo del homomorfismo CL 

G en el grupo H, es el conjunto 

G --------~~ H, del grupo 

N = { x 8 G I a(x) = e, e identidad de H } • 

PROPOSICION 6 

Si a: G ------~) H es un homomorfismo sobreyectivo de 

núcleo K, entonces K es un subgrupo normal de G. 

Prueba 

i) Si x, y G K, tenemos que 

a(xy) = a(x) a(y) = e e = e, donde e es la identidad de H 

por lo tanto x y G K. 

Además 

así 
-1 

x € K. 

ii) Sea a G G 

-1 a(x ) = 

y x G K 

-1 
a( a x a ) = a(a) a(x) 

= e 

-1 a(a ) 



= a(a) e 

= e . 

PROPOSICION 7 

-1 (a(a» 

8 

Si a es un homomorfismo sobreyectivo de G sobre H con nú 

cleo K, entonces G es isomórfico con H. 
K 

Prueba 

Sea 
G 
K 

-----+) H 

K .a ~ A(K a) = a(a) . 

i) Si K a = K b entonces a = k b, con k ~ K 

como a = k b 

a(a) = a(k b) = a(k) a(b) = a(b). 

ii) Para x G H, x = a Ca) a G G 

x = a (a) = A(K a) • 

iii) A(K a K b) = A(K a b) 

= a(a b) 

= a(a) a(b) 

= A(K a) A(K b). 

iv) Para probar que A es inyectiva es suficiente demostrar que el 

núcleo es igual a la identidad del conjunto de partida 

A(K a) = e e identidad en H 

a(a) = e 

Por lo tanto a está en el núcleo de a, ó sea, en K; pero es

to implica que K a = K Y ya sabemos que K es la identidad 
G 

de K 

DEFINICION 10 

Sea S un conjunto que posee n elementos. 

Llamaremos grupo simétrico de grado n y lo . denotaremos S , 
n 

al conjunto de todas las aplicaciones biyectivas del conjunto S so-

bre si mismo. 
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2- ANILLOS E IDEALES 

DEPINICION 11 

Una t erna (R, +, . ) es un anillo si 

i) R es un conjunto (no vacío) . 

ii) (R, +) es un grupo conmutativo. 

iii) (R. . ) es un semigrupo. 

iv) Para a, b, c que pertenecen a R, tenemos 

a . (b + e) = (a b) + (a c) 

(b + e) • a = (b a) + (e a) 

El anillo se llamará conmutativo si para cualesquiera 

elementos a, b en R, se cumple a. b = b . a . 

DEPINICION 12 

Si A es un anillo conmutativo, entonces O f a g A deci 

mos que es un divisor de cero si existe un b g A, b f O , tal 

que a b = O. 

DEPINICION 1 J 

Un anillo R con elemento unidad, se llama anillo unitario. 

DEPINICION 14 

Un anillo conmutativo unitario es un dominio entero si no 

tiene divisores de cero. 

DEPINICION 15 

Un anillo recibe el nombre de anillo con división si sus 

elementos distintos de cero forman un grupo bajo la multiplicación. 

DEFINI eION 16 

Un campo es un anillo conmutativo con división. 
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DEFINICION 1? 

Un ideal l a la izquierda en un anillo A, es un subgrupo 

del grupo aditivo de A, tal que para i ~ l Y a ~ A, a i ~ l. 

Si i a G 1 entonces decimos que 1 es un ideal a la de

recha y si tanto a i como i a están en l, entonces diremos -

simplemente que 1 es un ideal de A. 

DEFINICION 18 

Llamaremos ideales principales de A, a los ideales de la 

forma (a) = { x a I x ~ A } . 

DEFINICION 19 

Una aplicación a del anillo A en el anillo R decimos que 

es un homomorfismo si 

i) a(a + b) = a(a) + a(b) 

ii) a(a b) = a(a) a(b) para a, b ~ A. 

PROPOSICION 8 

Sean A Y R anillos y a un homomorfismo sobreyecti
A 

va de A sobre R de núcleo K. Entonces R es isomorfo a K' donde 

~={a+Kla~A}. 

Además hay una correspondencia biyectiva entre el conju~ 

to de ideales de R y el conjunto de ideales de A que contienen a 

K. Esta correspondencia puede obtenerse asociando a cada ideal J 

en R, el ideal 1 de A definido por 1 = { x ~ A I a(x) G J }. 
A R Con l así definido es isomorfo a -1 J • 

Prueba 

1) Sea cp 
A 
K 
-----~) R 

a+K-~ a(a) . 

i) a +- K= b + K ~ a = b + k , k ~ K 



a(a) = a(b + k) = a(b) + a(k) = a(b) 

es decir que <p(a + K) = <P(b + K) 

ii) 4>«a + K) + (b + K» = <p«a + b) + K) 

= a(a + b) 

= a(a) + a (b) 

= q,(a + K) + q,(b 

iii) <p«a + K)(b + K» = <j>«a b) + K) 

= a(a b) 

= a(a) a(b) 

= cp(a + K) <t>(b 

iv) x G R ==> x = (l(a) a G A. 

x = a(a) = <j>(a + K) . 

v) q,(a + K) = e e identidad en R 

a(a) = e 

==> a G K 

==> a + K = K . 

2) J ~ 1 = { x G A a(x) G J } . 

i) Probaremos que 1 es un ideal de A. 

Sea a G A; i G 1 ==> a i G A. 

Además a(a i) = a(a) a(i) G J 

GR GJ 

+ K) . 

+ K) . 

11 

Para que 1 sea ideal bastará que sea cerrado para la suma 

a G 1 ~ a G A Y a(a) G J 

b G 1 ====> b G A Y a(b) G J 

(a+b)GA y (a(a) + a(b» G J 

(l(a + b) G J 

~ (a + b) G 1 
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Por lo tanto l es un ideal de A. 

ii) Veremos si K c l. 

iii) 

k € K ===> a(k) ; O. 

Como J es un grupo O ~ J , es decir a(k) € J Y como 

k € A, tenemos que k G l , ó sea K c l . 

Sea L un ideal de A tal que K c L y sea 

J = { r € R I r = a(t) , t € L } 

Tenemos para j € J Y g ~ R que j g € R. 

Además 

j g = a(R, )g para algún .2. € L 

= a(t) a( a ) para algún a g'A 

= a ( t a) con R, a € L 

por lo tanto j g € J, eS decir J cumple ser un ideal de 

R. 

iv} Para probar la sobreyectividad de l a función que hemos d~ 

finido , veremos que todo ideal L de A tal que K c L, es 

de la forma l = { x G A a(x) € J }. 

Sea i G l, entonces a(i) ~ J . 

Por la. definición de J, a(i) = a (R,) para algún t € L 

por lo tanto 

a(i) - a(R,) = e 

(i -.2.) € K c L 

i g L . 

Sea R, G L ,entonces t € A, además a(R,) = r para 

algún r € R, por ser a sobreyectiva, es decir t € r. 

v ) La inyectividad e~ trivial. · 
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3) P b AR b ' d ara pro ar que 1 ~ J ' astara emostrar que 
R 

Ii': ,A--+) J es 

un homomorfismo sobreyectivo y luego aplicar la primera parte 

del teorema 
R 

A -----t-.
J 

a 'VVV\IVV\IV\IV+ a ( a ) + J . 

i) Para m ~ R, existe a ~ A tal que aea) = m , es decir 

para a(a) + J, existe a ~ A tal que Ii'(a) = a(a) + J. 

ii) Ii'(a + b) = a(a + b) + J 

= (a(a) + J) + (a(b) + J) 

= Ii'(a) + If/(b) 

iii) Ii'( a b) = a(a b) + J 

= (a(a) + J) (a(b) + J) 

= Ii'{a) If/(b) 

iv) Probaremos que 1 = núcleo de If/ • 

~ Ii'{i) = a(i) + J = J 

~ i ~ Núcleo 

~ 1 c N. 

Además si n ~ N, tenemos que 

Ii'(n) = O 

a(n) + J = O 

====> a(n) ~ J 

==> n~I 

====> NcI. 

1 = N luego 

PROPOSICION 9 

A R 
.;"... ~-

1 J 

Si 1 es un ideal del anillo R, entonces 



R - -----+ R 
l 

x 'VVVVVVVVV\r+ x + l 

es un homomorfismo sobreyectivo con núcleo l. 

Pr>ueba 

trivial. 

DEFINICION 20 

14 

Sea l un ideal en un anillo R. Diremos que 1 es un ideal 

maximal si l + R Y si no hay un ideal M + R que contenga a 1 

y sea distinto de l. 

PROPOSICION 10 

Sea A un anillo conmutativo con elemento unitario cuyos -

únicos ideales son (O) y el mismo A. Entonces A es un campo. 

Prueba 

Sea O f a 8 A. 

Consideremos el conjunto Aa = { x a I x 8 A } . 

Si m, n e Aa entonces 

m = xla x l 8 A 

m + n = = (Xl 

también 

- m = -xla = (-xl)a 8 Aa 

Luego Aa es un sub grupo aditivo de A. 

Ademas para y e A tenemos que 

yrn = y(xla) = (YXI)a 

Por lo t anto Aa es un ideal de A. 

Tenemos entonces por hipótesis que 

8 Aa . 

Aa = (O) ó Aa = A 
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como o + a = la G Aa 

afirmamos que Aa f (O) y que Aa = A . 

Por lo tanto todo y G A se puede expresar 

y = x a con x G A 

como 1 G A, debe existir un b G A tal que a b = 1 • 

PROPOSICION 11 

Si A es un anillo conmutativo con elemento unidad y 1 es 

un ideal de A, entonces 1 es un ideal maxirnal de A si y solo si 

A 1 es un campo. 

Prueba 

( ===:> ) 

1 es un ideal maximal de A; pero por las proposiciones 8 

y 9, existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de idea 

les de A que contienen a 1 y el conjunto de ideales de 
A 

A 
por lo -

1 
que 

1 
sólo puede tener 2 ideales, (O) y él mismo. 

Además T es conmutativo y posee un elemento unidad, ya 

que A posee esas dos propiedades. 

Luego por la proposición 10 concluimos que A 
1 

es un cam-

po. 

( -==) 

Si 

A 
que 1 c 1 

A 
1 

es un campo, tenemos para (O) f 1 

Además si x G !2. , entonces 
1 

i x G 1, con 

así 

x G 1 

un ideal de 

i G 1 

de donde concluimos que los únicos ideales de un campo son (O) y 

él mismo. 

Por las proposiciones 8 y 9 existe una correspondencia 

A 
1 



16 

biyectiva entre el conjunto de ideales de 

ideales de A que contienen a l . 

A 
l 

y el conjunto de 

A 
El ideal l de A s e corresponde con el ideal (O) de f y 

y el ideal A de A se corresponde con el ideal f de ~ 

Por lo tanto no existe ideal entre l y A. 

DEFINICION 21 

Si D + O es un domirtio de integridad contenido en un 

campo F, entonces 

K = { a b-
l I a , b ~ D, b + O } 

es el campo cociente o campo de cocientes de D en F. 

PROPOSICION 12 

Sean D Y D' dominios de integridad isomórficos, con 

isomorfismo a D ------~~ D', contenidos respectivamente en cam 

pos y F' y sean K, K' los respectivos campos cocientes. 

Entonces a puede ser extendido de una única manera a un 

isomorfismo a' : K ----~) K ' • 

Prueba 

Si existe una extensión a' de a , entonces para cualquier 

a b-l e K, tenemos 

-1 1 1 a '!' (a b ) = a'(a) a'(b-) = a'(a) a'(b)-

= 

= 

[a'(aU [a'(bU-1 

[a(aU [a(bU-l 

por l o que si a' existe debe ser única. 

Sea a' K ) K' 

-1 -1 a(a) ab 'V\IV\I\IV\r+- a ' (ab ) = 

i) a "( a b- l ) = a' (c d- l ) 

-1 a(c) a(d)-l a(a) a(b) = 

==a- a(a) a(d) = a(c) a(b) 

-1 a(b) . 
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===:> a(a d) = a(c b) 

===:> a d = c b 

-1 -1 
===:> a b = c d 

ii) Si -1 8 K1 8 DI xy ~ x, y 

> x = a(a) y = a(b) a, b 8 D 

a' (a b-l ) -1 
~ = x y 

-1 = a(a d + b c) a(b d) 

= [a(a)a(d) + a(b) a(cU [a(b)-l a(d)-lJ 

-1 + a(c) a(d)-l = a(a) a(b) 

-1 -1 = a' (a b ) + a'(c d ). 

i v ) [ -1 -la a' (a b )(c d ) = a' [(a c) (b d)-lJ 

a(a) -1 -1 a(c) a(b) a(d) = 
a(a) -1 -1 a(b) a(c) a(d) = 
a' (a b- l ) -1 = a ' (c d ) 

DEFINICION 22 

Un dominio entero D es de características O si la rela-

ción m a = O donde O f a 8 D Y m es un entero 

mente verificarse si m = O. 

D es de característica finita si para algún 

y algún entero m + O , m a = o. Definirnos entonces 

tica de D como el mínimo entero positivo P tal que 

algún a + O en D. 

PROPOSICION 13 

puede sola 

a + O en D 

la caracterís 

p a = O para 

Un anillo unitario F de característica O posee un número 

infinito de elementos. 



Prueba 

Sea z -----+) ' F 

n 'VVI.I\.lVV\1\r+ B(n) = n.l = 1 + 1 + 

i) n = m ~ n. 1 = m , 1 

ii) ¡3(n) = S(m) 

n., 1 = m 1 

(n~m)l = ° 
Como F es de característica 0, tenemos que 

n-m = ° 
n = m 

18 

n veces 
+ 1 

Existe por lo tanto una inyección entre Z y un subconjun 

to A de F; por lo tanto A es infinito, tenemos entonces que F es 

infinito. 

PROPúSICION 14 

Sea R un anillo conmutativo en donde todo ideal es prin

cipal, a, b Q R. Entonces existen d, r, s Q R tal que d es un 

máximo divisor de a y b y d = a r + b s. 

Prueba 

Como R es un anillo de ideales principales, el ideal 

~ , ~ (generado por a y b) debe ser un ideal principal (d) para 

algún d en R. 

Entonces 

a = g d y b = h d 

para algunos g . h en R y C,r es común divisor de a y b. 

Como d Q [ a, b ] ,entoDces d:;: a r + bs para r, s 

en R. Si d' es un común divisor de a y b, entonces 

a = g' d' 

tenemos entonces que 

y b = h' d' para g', h' en R 

d = g'd'r + h'd's = d'(g 'r + h iS) 

luego d ' I d . 
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DEFINICION 23 

Sea R un anillo conmutativo con unidad. Un elemento p de 

R es primo si siempre que p divide un producto a b de elementos de 

R, entonces p divide al menos uno de los dos. 

DEFINICION 24 

Para un anillo conmutativo R; un ideal P de R decimos que 

es un ideal primo de R si a b e P, a, b e R implica que a e p 

Ó b e P. Esto es equivalente a decir que P es un ideal primo de R 

si 
p 

un dominio de integridad. 
R 

es 

PROPOSICION 15 

primo. 

Prueba 

Si el ideal principal l = (p) es primo, entonces p es -

ab Sea - = r p 

a b = P r 

a b e l 

a e l ó 

para algún r 

por ser l primo, tenemos que 

b e 1. 

Si a e l, 

a = p k 

p divide a "a" 

de manera semejante para b. 

PROPOSICION 16 

Sea R un dominio de integridad de ideales principales. 

Si l es un ideal primo, entonces I es maximal. 

Prueba 

l = (p) para algún elemento primo p e R. 
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Si a es cualquier elemento de R que no está en 1, en

tonces el máximo común divisor de a y p es el elemento unidad 

e y por la propasieión 14, tenemos que 

e = r a + s P 

para algunos r, s G R. 

Entonces 

(e) = R~ [a, rJ ~R 
==:> [a, 1] = R Y 1 es maximal. 
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3- ANILLO DE POLINOMIOS 

DEFINICION 25 

Sea F un campo. L1amaremos a 

F[x] { a2x2 + 
n I a. G F ~ i=O~l~2~ ••• ,n = ao + alx + + a x n ~ 

el anillo de polinomios sobre F. 

Si f(x) = aO ·+ al x + a2x2 + 
n + a x n 

g(x) = bO + blx + b2X2 + + b xm 
m 

definimos las operaciones suma y producto, así 

f(x) + g(x) = (ao + bo) + (al + bl)X + (a2 + b2)X2 + •.•• 

f( x )g(x) = aObO +(albO + aObl)x + (a2bO + a1bl + aob2)x2 

O 
= COX + ClX + 

donde 

= ¿ 
i+j=k 

DEFINICION 26 

Si en el polinomio 

. . .. + 

a. b. 
~ J 

C Xn+m 
n+m 

= 

f(x) = aO + alx + •••• n + a x n 

+ ••• 

tene 

mos que a f 0, n 
entonces diremos que f(x) es de grado n; 

n a x sera llamado el termino principal y a coeficiente princi n n 

palo 

El polinomio cero, es aquel en que todos sus coeficientes 

son cero. 

Un polinomio f( x) e F [x] se llamará mónico si su coe 

ficiente . principal es la unidad. 

} 

BIBLIOTECA CE T Al, 
•• , .. ltlla'OAO u;: ILo ji" . g 
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PROPOSICION 1? 

Dados dos polinomios f( x) y g(x) de F [x], con 

g(x) + O 

r[x] 

existen entonces dos polinomios t(x) y r(x) en 

tales que 

f(x) = t(x) g(x) + r(x) donde r(x) = O 

ó grado r(x) < grado g(x) 

Prueba 

Si grado f(x) < grado g(x), basta hacer t(x) = O Y 

r(x) = f(x), logrando entonces lo deseado, es decir 

f(x) = Og(x) + f(x). 

Supongamos que 

f(x) m f O = aO + alx + ... . + a x con a 
m m 

g(x) bo + blx b x n b + O = + ••• • • + con y n < m 
n n 

procederemos por inducción sobre el grado de f(x) . 

Supongamos que el resultado es válido para cualquier po

linomio de grado menor que m. 

Sea 

-1 m-n fl(X) = f(x) - (a b)x g(x) 
m n 

es claro que grado f1(x) < m - 1 , entonces tenemos por nuestra 

hipótesis i nductiva que 

f1(x) = tl(X) g(x) + r(x) 

donde grado r(x) = O ó grado r(x) < grado g(x) 

f1(x) = tl(x) g(x) + r(x) 

= f(x) ~ Ca b-l ) xm-n g(x) 
m n 

entonces 



así 
-1 m-n 

f(x) = (tI (x) + a b x ) g(x) + r(x) 
m n 
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f(x) = t(x) g(x) + r(x) -1 m-n con t(x) = t1(x)+a b x • 
m n 

Vemos que t(x) y r(x) pertenecen a F[x] y además r(x)=O 

ó grado r(x) < grado g(x). 

PROPOSICION 18 

F [x] es un anillo de ideales principales. 

Prueba 

Sea 1 un ideal de F [ ,,] . 

Si 1 consiste solamente del elemento 0, tenemos 

1 = (O) = { p(x)O I p(x) G F[x] } 

Si I f (O) , entonces existe. p(x) G F[x], p(x) f O tal que 

p(x) G 1. 

Consideremos un polinomio q(x) G 1 de grado mínimo, 

tenemos 6ntonces por la proposición 17 que existen polinomios 

t(x), r(x) G F[x] tal que 

p(x) = t(x) q(x) + r(x) 

donde r(x) = O ó grado r(x) < grado q(x). 

Como q(x) G 1 e 1 es un ideal de r[x], tenemos 

que 

t(x) q(x) G 1 

Como además p(x) G 1, entonces 

~(x) - t(x) q(xU G 1 

y como 

r(x) = p(x) - t(x) q(x) 

concluimos que r(x) G l. 
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Si r(x) + O, entonces grado r(x) < grado q(x) y esto 
contradice el hecho de que q(x) es el polinomio de grado mínimo 

en 1. 

Por consiguiente r(x) = o. 
y 

p(x) = t(x) q(x) . 

Luego F [x] es un anillo de ideales principales. 

DEFINICION 2? 

Un polinomio p{ x) de F [x] decimos que es irreduci 

ble sobre F, si siempre que p{x) = q{x) t(x) entonces uno de -

los dos q{x) ó t(x) tiene grado cero. 

PROPOSICION 19 

Todo elemento en F [x] é. es una constante en F [x] 

ó puede escribirse como el producto de un número finito de ele

mentos irreducibles de F [ x ] • 

Prueba 

Sea f(x) g F[x]. 

La prueba la haremos por inducción sobre el ·grado de f{x). 

Si el grado de f(x) es O, entonces f(x) es constante. Su

pongamos que la proposición es cierta para los elementos 

g{x) g F[x] tal que grado g(x) < grado f(x). 

Lo probaremos para f(x). 

Si f(x) es irreducible sobre F no hay nada que probar. 

Supongamos pues que 

f(x) = q(x) r(x) 

donde tanto q(x) como r(x) no son constantes. 



25 

Sabemos que 

grado q(x) < grado (q (x ) r(x» = grado f( x ) 

y grado r(x) < grado (q( x ) r(x» = grado f(x) 

entonces por la hipótesis inductiva, q(x) y r(x) pueden escri

birse como un producto de factores irreducibles de r [x] , es 

decir 

q(x) = ml(x) m2(x) 

r(x) = Kl(X) K2(X) 

m (x) 
n 

K (x) 
s 

donde los m.(x) y los K.(x) son elementos irreducibles de 
~ J 

r[x]. Por lo tanto 

y así f(x) se descompone en factores irreducibles. 

PROPOSICION 20 

K (x) 
s 

El ideal A = (p (x» ) en r [x] es un ideal maximal 

si y sólo si P(x) es irreducible sobre F . 

Prueba 

( ==> ) 

Supongamos que p(x) no es irreducible sobre r, entonces 

p(x) = t(x) q(x) 

con t(x), q(x) (; r[x ] y ni t(x), ni q(x) constantes. 

Sea 

l = (t(x» 

entonces p(x) (; l, de modo que (p(x» c l. 

Además l + r [ x ] y (p (x» + 1 ya que si l = r[x], 

entonces 1 (; l. de modo que 

1 = r(x) t(x) para algún r(x) (; r [x] 

entonces t(x) sería de grado 0 , lo que contradice la hipótesis. 



Por otra parte si (p(x» = l. 
entonces 

t(x) g (p(x» 

de donde 

t(x) = r(x) p(x) 

para algún r(x) g r[x] , 

luego 

p(x) = r(x) q(x) p(x) 

de donde r(x) q(x) = 1 

26 

pero entonces q(x) es constante y esto es nuevamente contradic- • 

ción. 

Por lo tanto ni A, ni r [x] son iguales a l y como 

A c l, entonces A no puede ser un ideal maximal de r [x] • 

( ) 

Sea U un ideal tal nue 

A = (p(x» c U c r[x] 

Por ser r [x] un anillo de ideales principales 

U = (q(x» q(x) g r[x] • 

Como p(x) G A p(x) G U 

p(x) = q(x) m(x) 

como p(x) es irreducible, q(x) ó m(x) es constante si q.(x) 

es constante, para el caso c, entonces 

U = (q(x» = (e) 

luego para cualqua.er polinomio f(x) g r[x] 

f(x) = c-l f(x) c ~ f(x) G U 

====:> r[x] c U 

~ r[x] = U • 
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Si m(x) = c constante 

entonces 

p(x) = q( x ) c 
-1 q ( x ) =:;.~ Q(~) = 

=:;. q(x) g (p(x» 

=:;. U c A 

=:;. A = U 

DEFINICION 28_A 

Si p( x ) g F [x], llamaremos raíz ae p(x) a un elemento 

r que pertenece a un campo que incluye a F, si p(r) = o. 

PROPOSICION 21 

Si p(x) g F[x] y si K es un campo tal que F c K, eE,. 

t<mces para cualquier elemento b g K, p(x) = (x - b) q(x) +p(b) 

donde q(x) G K[x] y donde grado q(x) = grado p(x) - 1. 

Prueba 

Como F c K, F [x] c K [x] ele donde podernos conside-

rar que p (x) G K [ x ] • 

Tenernos por la proposición 17 que 

p(x) = (x - b) q(x) + r(x) donde q(x) g K [x ] 

r(x) = O ó grado r(x) < grado (x b) . 

Corno 

luego 

Entonces r(x) = O ó grado r(x) = o. 

p(x) = (x b) q(x) + r(x) 

p(b) = (b b) q(b) + r(b) 

p(x) = (x - b) q(x) + p(b) . 

§OROLARIO 1 

y 

Si r es una raíz de p(x) g F[x] ,donde F c K enton 



ces en K[x] , (x - r) divide a p(x). 

Prueba 

p(x) = (x - r) q(x) + p(r) 

como 

p(r) = O 

p(x) = (x - r) q(x) . 

DEFINICION 28-B 

El elemento r g K es una raí.z de 

multiplicidad m si (x - r)m divide a p(x) 

divide a p(x). 

PROPOSICION 22 
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p ( x) g F [ x] de 

(
'U' )m+l y h - r no 

Si rl , r2 , . ... , r
k 

g F son distintas raíces de 

p(x) g F[x] ,entonces p(x) es divisible por el producto 

(x- r l)(x- r 2) .... (x- r k
) · 

Prueba 

Por el corolario 1, sabemos que el resultado es válido 

para k = lo 

i > 1 , 

entonces 

Procederemos por inducción sobre k. 

Supongamos que el resultado es válido para k = i - 1 , 

de modo que 

p(x) = (x - ~l)(x - r2)'" (x - r. 1) q(x) 
l-

p(r.) = (r. - :r l)(r. - r2 ) ... (r. - r. l)q(r.) = O 
l l l l l- l 

como las r. son todas distintas y F no posee divisores de cero, 
J 

tenemos que 

así 

q(r.) = 0, por lo tanto 
l 

q(x) = (x - r.) h(x) 
l 

p(x) = (x - r'l)( x - r2) .. 0 (x - r. l)(X - r.) h(x). 
l- l 
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PROPOSICION 23 

Un polinomio p(x) de grado n sobre un campo F tiene cuan 

do más n raíces en cualquier campo extensión de F. 

Prueba 

Si p(x) es de grado 1, entonces debe ser de la forma 

ax + b donde a. b están en F y donde a f O 

que p(r) = O debe implicar que 

cualquier r tal 

ar + b = O es decir r - -

o sea que p(x) tiene la única raíz 

b 
a 

b 
a 

Supongamos que el resultado es válido en cualquier campo 

para todos los polinomios de grado menor que n. 

Supongamos que p(x) es de grado n sobre F. 

Sea K una extensión cualquier de F . 

Si p(x) no tiene ninguna raíz en K, entonces la propo-

sición es cierta. 

Supongamos que p(x) tiene al menos una raíz r G K Y 

que r es una raíz de multiplicidad m. 

Como (x - r)m divide a p(x), tenemos que m < n 

Así 
m p(x) = (x - r) q(x) donde q (x) G K [ x ] 

con grado de q(x) = n - m . 
Como (x - r)m+l no divide a p(x) , concluimos que (x - r) 

no divide ¿ q(x). es decir que r no es raíz de q(x) . 

Si r2 + r es una raíz en K de p(x) , entonces 

O = p(r2 ) = (r2 - r)m q(r2) 

y como (r2 r) + O concluimos que q(r2) = o. 

Es decir cualquier raíz de p(x) en K distinta de r debe 

ser una raíz de q(x). 
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Como q(x) es de grado n-m < n, q(x) tiene de 

acuerdo a nuestra hipótesis de inducción, cuando más n-m raí 

ces en K, que junto con la otra raíz r, contada m veces nos da 

que p(x) tiene cuando más m + (n - m) = n raíces en K. 

DEFINICION 29 

Un conjunto no vacío V decimos que es un espacio vecto

rial sobre un campo r si V es un grupo abeliano respecto a una -

operación que denotaremos +, y si para todo a G r, v G V está 

definido un elemento, escrito como a v de V, con las siguientes 

propiedades 

1) a(v + w) = a v + a w 

2) (a + b)v = a v + b v 

3) a(bv) = (ab)v 

4) 1 v = v. 

DEFINIeION 30 

Si V es un espacio vectorial y si es-

tán en V diremos que tales elementos son linealmente dependien-

tes sobre F si existen elementos 

cero, tales que 

Si los elementos vI . . ... , v 
n 

... , 
= 

a 
n 

o . 

en F no todos 

no son linealmente de--

pendientes, entonces son linealmente independientes. 

Un subconjunto B de un espacio vectorial V, se llama ba 

se de V, si B consiste en elementos linealmente independientes 

que generan a B. 

PROPOSICION 24 

~i vI' v2 , . . . , vn están en V, entonces ó son lineal

mente independientes o algún v
k 

es una combinación lineal de los 

que °l::preceden vI, v2 , . . . , v
k

_
l 

. 



Prueba 

Si ... , 
hay nada que probar. 

v 
n 
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son~linealmente independientes no 

Supongamos que 

los a. son cero. 

alvl + . .. + a v = O 
n n 

donde no todos 

1. 

Sea k e l mayor entero para e l que a
k 

+ O . 

Como a. = O 
1. 

para i > k 

= O con 

luego 

COROLARIO 2 

Si de V generan a W y si VI' • • • , vk 

son linealmente independientes , entonces podemos encontrar un sub 

conjunto de VI , ••• , V n de la f orma VI' •. . , v
k

' v. , • •. , v. 
1.1 1.r 

consistente de e l ementos linealmente independientes que generan tam 

bién a W. 

Pru.eba 

Si VI, 

nada que probar . 

S · l 

.... , V 
n 

• • •• • V - n 

son linealmente independientes, no hay 

no son linealmente independientes, saquemos 

de este conjunto la primera v . que sea combinación lineal de los -
] 

elementos que la preceden. 

Como 

el subconjunto 

VI , •••• , V 
n 

VI, .•• , vk ' 

son linealmente independacntes, j > k; 

... , v . 1 ' v . 1 ' ... , V J- J+ n 
tiene· . 
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n - 1 elementos, por lo t anto e l subespacio que generan está 

contenido en W; pero en realidad es i gual a W, ya que para todo 

m 8 W, m puede escribirse como una combinación lineal de 

Vl , ... , vn ; pero en esta combinac ión lineal podemos reempla-

zar v. por una combinación lineal de 
] 

VI , •.• , v. l' Entonces 
J-

m es una combinación lineal de Vl , ... ,v. 1 ' 
J- v j+l ' ..• 

Continuando con este proceso, llegamos a un subconjunto 

,V • 
n 

,v. , ... , 
II 

V . 
l 

r 
que todavía generan a W; pero en 

el que no hay elemento que sea una combinación lineal de los -

que le preceden. Entonces por la proposición 24, los elementos 

vl , ... ,vk ' V. , ... , v. deben ser linealmente independie~ 
II lr 

tes. 

PROPOSICION 25 

Si Vl , . . . , v es una base de V sobre F y wl"" W n m 
son elementos linealmente independientes de V, entonces m < n. 

Prueba 

Todo vector en V Y. en particular W , es una combinación 
m 

lineal de vl" ' " vn ' Por lo tanto los vectores w ,vl"'" v m n 
son linealmente dependientes y generan a V. 

Por lo tanto existe algún subconjunto propio de dicho 

conjunto; 

v. 
II 

, .. . , con k < n - 1 

que forma una base de V. 

Para formar esta nueva base hemos cambiado un w por al 

menos un v .. 
l 

Vemos que del conjunto W
m

_
l 

, w ,v. ,... • v. 
m II lk 

lineal 

mente dependiente , podemos extraer, según e l corolario 2. una ba-

se de la forma 
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W 1 ' W ,v . , ... , v . 
m- m JI Js 

s < n - 2 . 

Repitiendo este proceso llegaremos a obtener una base 

de V de la forma W2 , • • • , wm_l ' wm ' va' v f3 ' • •• Como wl 

no es una combinación lineal de 

rior base debe incluir algún v. 

W 
m 

la ante-

Para llegar a esta base hemos introducido m - 1 ele-

mentos W y en cada una de estas introducciones hemos eliminado 

al menos tina v y sin embargo nos queda al menos una v, por lo 

tanto m - 1 < n - 1 luego m < n. 

COROLARIO :5 

Sea cIa . + C2a. + ,., + C a. ° 
11 12 r 1 = 

r 
i = 1, 2",.n<r 

un sistema de n ecuaciones lineales homogéneas en r incó~ 

nitas con coeficientes a, en un anillo de división D. Enton-
l. 

ces existen elementos cl ~ c~ •.. , ,c
r 

en D no todos cero, 

que son una solución para este sistema de ecuaciones. 

Prueba 

Consideremos el espacio vectorial sobre D, cuya base es 

el = 

Sea 

tenemos que 

si Y sólo si 

Pero si 

(1, 0, O) , e2 = (O , 1, O) , ... 'J :-... , . . . , 
'1" 

... , e = (0, . .. , 0 , 1) , 
n 

= (al' , a2
1
' , •• • , a ) 

1 n. 
1 

cIYl + c2Y2 + ... + c y 
r r = ° 

+ •.. + e a. 
r 1 

r 

r > n , entonces 

= ° i = 1, 2, ... , n . 

{ Yl, Y2, ... , y } es lineal
r 

mente deper.die~te y por lo tanto existen 

no todos cero que satisfacen la ecuación. 

c l' c 2' ... , c en D r 



CAPITULO 11 
EXTENSIONES DE CAMPOS 

1- EXTENSIONES ALGEBRAICAS 

DEFINICION 31 

34 

Si F es un subcampo de un campo K, entonces K es un cam

po extensión de F. 

DEFINICION 32 

Si M es algún conjunto de elementos de K, entonces por 

F(M) representaremos la intersección de todos los subcampos de K 

que contienen a F y M. 

Si el conjunto l-1 consta de un solo elemento c y c $ F, 

entonces F(c) es una extensión simple de F. 

Si tomamos los elementos de K que pueden expresarse en 
n la forma aO + al c + •.• + a c con a. G F Y n > 1 como 

n ~ 

este es un elemento de K, pUE ..:l.e multiplicarse por cualquier inve~ 

so (lo que se tomará como una división); siempre que sea distinto 

de cero. 

Sea U el conjunto de todos los cocientes. 

Claramente U contiene a F y c, es decir F(c) c U. Además 

cualquier subcampo de K que contiene a F y c debe ser cerrado res 

pecto a la suma y la multiplicación; debe contener entonces todos 

los elementos n ao + alx + ... + a x para a. G F 
n ~ 

cualesquiera. 

Así F(c) debe contener todos esos elementos y por ser un 

subcampo de K, t~mbién debe contener a los cocientes de dichos 

elementos. Luego U c F(c) . 

DEFINICION 33 

Sea r f O un eleménto de K. 

K un campo extensión-del campo F . 

El elemento r e s algebraico sobre F, si existen elemen-

tos ao , al , ... , an 
(n > 1) de F, no todos iguales a cero, 

tales que 
n 

ao + alr + • .• + a r = O. 
n 
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PROPOSICION 26 

Sea x una variable sobre F, entonces r es algebraico so

bre F, si el homomorfismo 

a : F[x] ------+-~ K K campo extensión de F 

que es la identidad sobre F y aplica x sobre r tiene un núcleo 

distinto de cero. 

Prueba 

Como 

Núcleo de a = { f I f(r) = O} + O 

debe existir al menos un f(x) + O tal que f(r) = O es decir 

hay elementos aO , al , ... , an no todos cero en F tal que 

f(r) = ao + alr + a2r2 + ..• + a r
n 

= O 
n 

DEFINICION 34 

Si un elemento c no es algebraico sobre F, entonces es 

trascendental sobre F. 

DEFINICION 35 

El campo K es una extensión algebraica del campo F, si 

todo elemento de K es algebnaico sobre F. 

Si F(r) es una extensión simple de F, entonces F(r) ~s 

algebraica o trascendental de acuerdo a que el elemento r sea al 

gebraico o trascendental. 

Si por ejemplo Q e s el campo de los números racionales, 

entonces Q (12) e s una extensión algebraica de Q, ya que 12 sa

tisface x2 - 2 = O ; mientras que Q(rr) es una extensión trascen 

dental de Q. 

Es claro que todo campo es una extensión algebraica de 

él mismo . 

PROPOSICION 27 

Si M Y N son dos partes cualesquiera del campo K, enton 

ces F( M U N) = F(M)(N) = F(N)(M) . 
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Prueba 

F( M U N) es un campo que contiene a F y M U N, es de

cir contiene a F, M Y N. 

Como F(M) es el menor campo que contiene a F y M enton

ces F(M) c F(M U N) . Por lo tanto F(M U N) contiene a F(M)(N). 

Además F(M)(N) es un campo que contiene a F U M U N Y 

por lo tanto contiene a F(M U N). 

PROPOSICION 28 

Si K es una extensión de F y c un elemento de K trascen

dental sobre F. Entonces la extensión simple F(c) (e ~ F) es iso 

mórfica a F(x) (campo de todas las funciones racionales en la in

determinada x con coeficientes en F) y el isomorfismo a puede ser 

escogido de modo que F permanezca fijo para cada e lemento , es de-

cir a(m) = m para todo m 8 F. 

Prueba 

Consideremos la función 

F[x] ---.-r) F[c] 

f(x) ~ a(f(x» = f(c). 

i) Dos elementos distintos f(x) y g(x) de F[x] no pueden te

ner la misma imagen bajo a puesto que si así fuera, tendríamos 
JI: - -

f(c) = g(c) ~ f(c) - g(c) = O 

lo que implicaría que c es algebraico sobre F. y esto contra

dice nuestra hipótesis . Por lo tanto a es inyectiva. 

ii) Para f(c) = ao + alc + a2c2 + . •. + a cn que pertenece a 
n 

F[c] existe aO + alx + a2x2 + . .• + a xn tal que 
n 

a(f(x» = F(c). 

Esta propiedad vale para todo c ya sea algebraico ó no. 

iii) a(f(x) + g(x» = a«f + g)(x» = (f + g)(c) 
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= f(c) + g(c) 

= a(f(x» + a(g(x» . 

iv) a(f(x)g(x» = f(c)g(c) = a (f(x» a (g(x» . 

Luego a es un isomorfismo. 

Como para + alx + a2 x2 n 
F[X], aO + ... + a x en n 

se tiene a(ao + alx 
n n 

+ ... + a x ) = ao + alc + . .. + a c 
n n 

vemos que e l e lemento ao s e mantiéne sin variación, luego si 

el polinomio está constituido sólo por el elemento a G F, enton 

ces a(a) = a para todo a G F. 

Por la proposición 12 el isomorfismo a entre los dominios 

de integridad F [x] y F [ c ] puede ser extendido únicamente 

al isomorfismo 

----rl F(c) 

considerados F(x) y F(c) como ::ampos cocientes. 

PROPOSICION 29 

Sea r un elemento del campo K, algebraico sobre el campo 

F, siendo K un campo extensión de F. Entonces F(r) = F [r] y 

es isomórfico a F[x] 
(p(x» , donde p(x) es el único polinomio móni-

co irreducible, teniendo r como una raíz (en K). 

r es una raíz de un polinomio g(x) en F [x] <===:> g(x) 

es divisible en F[x] por p(x). 

Pr!ueba 

Consideremos la función 

F[x] F[r] 

f(x) 

a cumple ser un morfismo sobreyectivo. 

Si N es el núcleo de a, entonces por la proposición 8 



vemos que 
r[x] 

N 
y r[rJ son i somórficos. 

Como sabemos que r es algebraico sobre r, 

puede constar sólo del elemento O, ademas no puede 

ya que si ese fuera el caso r[r] constaria sólo 

O, lo que no puede ser porque r + O Y rsr[r]. 
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entonces N no 

ser que Ni: r [x] 
del elemento 

Por lo tanto N es un ideal propio de r [ x]. 

Como r~] es un dominio de integridad en donde todo ideal 

es principal, N debe ser un ideal principal, es decir N = (p(a». 

Como el anillo r [r ] es un subconjunto del campo r(r), 

entonces r[r] es un dominio de integridad. 

r[x] 
r[r] Ademas como y son isomórficos, enton 

N 
r[x] r[x] 

ces cumple ser un dominio de integridad, pero si 
N N 

es un dominio de integridad, entonces N es un ideal primo y como 

N : (p(x» entonces por las proposiciones 16 y 20 concluimos que 

p(x) es irreducible. r es un campo por lo que podemos escoger a 

p(x) mónico. Un elemento g(x) S r[x] tiene l' como raizsi y s,ó!o. 

si g(x) = p(x)q(x) para q(x) S r[x], es decir si y . sól~ si 

g(x) es d~visible en r[x] por p(x), entonces sí 

m(x) es un polinomio mónico irreducible en r[x] que tiene l' 

como raíz, tenemos que p(x) y m(x) se dividen mutuamente, co 

mo ambos son mónicos, esto es posible sólo si p(x) = q(x), lue

go p(x) es único. 

Como r [x] es un dominio de integridad en donde todo 

ideal es principal y el ideal (p(x» es primo, entoncee tenemos por la 

proposición 16 que (p(x» es maximal y por la proposición 11 

r[x] 
afirmamos que es un eampo, luego r[rJ es un campo 

(p(x) ) 

y como F(r) es el mas pequeño campo que contiene a r y r conclui 

mos que r[r] = F(r). 
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DEFINICION 36 

Para un elemento r algebraico sobre F, al único polino

mio mónico irreducible p(x) en F[x] que tiene r corno raíz 

le llamamos el polinomio mínimo de r sobre F y al grado de p(x) 

le llamamos el grado de r sobre F. 

PROPOSICION 30 

Sean r y m dos raíces del polinomio p(x), irreducible 

sobre el campo F. Entonces F(r) y F(m) son isomórficos bajo un 

isomorfismo tal que a m le corresponde r y todos los elementos 

de F permanecen fijos. 

Prueba 

Sean f{r) en F{r) y f(m) en F{m), con a(f(m» = f(r) 

es decir que a un polinomio le corresponder§ otro que tenga exac 

tamente los mismos coeficientes. 

Tenernos que cuando 

f(r) = g(r) 

f(r) - g(r) = O 

pero como ya vimos en la proposición 29, debe entonces cumplirse 

que p(x) divide a f{x) - g(x) lo que implica que 

f(m) - g(m) = O 

f(m) = g(m) 

por tanto cumple ser inyectiva la aplicación. 

Las otras propiedades de un isomorfismo son triviales 

por la definición de F(r) y F(m). 

PROPOSICION 31 

Bajo las operaciones ordinarias del campo K, K es un es 

pacio vectorial sobre F. 

Prueba 

Trivial. 
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DEFINICION 37 

Considerando a K como espacio vectorial sobre F, diremos 

que K es una extensión finita ó infini~a de F, según que la dimen 

sión de este espacio vectori al sea finita o infinita. 

NOTACION 

Por [K: FJ denotaremos la dimensión de K como espa

cio vectorial sobre F. 

PROPOSICION 32 

Sea K = F(r) una extensión simple algebraica del campo 

F, .donde el polinomio mínimo de r sobre F es de grado n. Entonces 

[K : FJ = n y todo elemento de K puede ser representado única

mente en la forma 
n-1 

aO + alr + .•. + a Ir n- ao, al, ..• , a 1 e F. n-

Prueba 

Lo único que necesitamos probar es que el conjunto 

{ 1 r n-l } , r, " " es una base de K sobre F. 

Si 

con 

2 n-l aO + a¡r + a2r + ••• + a 1 r n-

F, es claro que 

= o 

ao = al = .•• 
ya que el polinomio mínimo satisfecho por r es "de grado n y 

ao + alr + a2r2 + •.. + a
n

_l r n- l es de grado n-lo 

= a = O n-l 

Además como r es de grado n sobre F, tenemos que para 

k 
k debe combinación lineal de 1, n-l > n ; r ser una r, ... , r , 

es decir que { 1, r, ... , n-l } un conjunto generador lineal r es 

mente independiente de K sobre F ó sea es una base. 

PROPOSICION 33 

Si K es una extensión finita de F, entonces K es algebrai 

co sobre F. 



Prueba 

Sea e ~ K, e f O. 

Las potencias de e : 1 , e , c 2 , • •• , 
n 

e , 
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no pue-

den ser linealmente independientes sobre F para todo entero pos! 

tivo n, pues si así fuera, la dimensión de K sobre F sería infi-

nita. Existe pues un entero m tal que 

nealmente dependientes, es decir 

1, c, 2 m e , . . . , c son li 

+ • •• + a 
m 

m e = O 

en donde no todos los a. son iguales a cero . 
l. 

PROPOSICION 34 

Si F es un campo y K c E son campos extensiones de F, 

se verifica que 

entonces 

Prueba 

lli : ¡j = {] : ~ffi : ¡j. 

Si {Xi}i~I es una base de K sobre F. 

{Y'}'nJ es una base de E sobre K 
·l J~ 

{X. Y . } ( . • )nr J 
l. ] l.,] ~ X 

Sea z ~ E. 

es una base de E sobre F. 

Por hipótesis existe un número finito de elementos 

distintos de cero , en K tales que 

z = ~ l . y. 
j~J 

] ] 

l . 
] 

Además, para cada j ~ J hay elementos b .. ~ F, casi todos cero, 
Jl. 

tales que 

l ' = ~ b .. X. j 
i~I 

Jl. l. 



y , por tanto, 

z = r I 
j~J üU 

b . X. Y. 
J. 1 J 

1 

tenemos así que {X. Y.} 
l J 

es una familia de generadores 

bre r, ya que z ~ E Y b. ~ r . 
] . 

1 

Para que {X. Y.}(. ')~I J cumpla ser una base, 
1 J 1,J x 

probar que es linealmente independiente. 
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de E so-

falta 

Sea {C. } una familia de elementos de r, casi todos 
1 . 

] 

nulos, tal que 

í í 
j~J i~I 

C. 
1 . 

] 

X. Y. 
1 J = o 

entonces, para cada j, 

X. 
1 

= o 

ya que los elementos Y. son linealmente independientes sobre K. 
J 

Como {X.} 
1 

es una base de K sobre r, tenemos que {X.} 
1 

es linealmente independiente, luego C. 
1. 

= O para cada i. 

sobre r . 

J 

Por lo tanto {X. Y. }(. ')~I J cumple ser una base de E 
1 ] l,] '=' X 

COROLARIO 4 

Si E es una extensión finita de r y si K es un subcampo 

de E que contiene a r, entonces 

~ : €I divide al] : €I 
De aquí concluimos que cuando 1] : €I es un número primo , no 

existe un campo entre E y r. 
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COROLARIO 5 

La extensión E de F es f ini t a s i y sólo si E es finita 

sobre K y K es finita sobre F. 

COROLARIO 6 

Si E es una extensión de F de grado finito~ un cuerpo in 

termedio K entre E y F ~ la r e lación rn : :€1 = I! : €I es equiv~ 

lente a K = E Y la r e lación 1] : IU = []: ::€1 es equivalente a 

K = E. 

Prueba , 

Sabemos que [] 6 = 1] ~ffi ¡J 

q,01DO ~ ~ = ~ F] 

t enemos 1] F] = 1] ©(f : F] 

luego 1] 1U = 1 ==- E = K. 

PROPOSICION 35 

Si F(r) es una extensión finita de F, entonces el elemen 

to r es algebraico sobre F. 

Prueba 

Sea F(r) una extens i ón finita de F, tal que 

I!(r) : F] = n 

consideremos los elementos 

1, r , r 2 , •• • , 
n 

r 

todos están en F(r) y son en número de n + 1 Y por lo tanto li

nealmente depend i entes sobre F . 

Hay por lo tanto e lementos 

todos O t ales que 

b O , b 1 , 

bo + blr + b2r2 + . .. + b 
n 

n 
r 

.. . , 

= O 

b ~ F 
n 

no 

luego r es algebraico sobre F y satisface el polinomio distinto 
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de cero 

p(x) = bO + bl x + • . . + b 
n 

n 
x con coe ficientes en F. 

NOTACION 

Siendo F un subcuerpo de K y e lementos 

de K, repres entaremos por e l subcuerpo más 

pequeño de K que contiene a F y al ' a2 , ... , an 

Sus elementos son todos los cocientes 

, a ) 
n 

, a ) 
n 

donde f Y g son pol inomios en n variables con coeficientes en F, 

siendo g(al , a2 , ...• a ) + o. 
n 

DEPINICION 38 

Decimos que e l campo K es de generación f i nita sobre F 

si hay una familia finita de elementos al' a2 •. •. , an de K tal 

que 

PROPOSICION 36 

... , a ) • 
n 

Si K es un campo extensión de l campo F, con a, b que ~ 

pertenecen a K. t enemos que F(a, b) = (F(a»(b). 

Prueba 

ya que 

Además , 

por ser 

F c F(a). 

a g F(a). 

b g (F(a»)(b). 

F(a , b) c (F(a»(b) 

F(a . b) es el menor campo que 

para m g (F(a»(b ) , t enemos 

m = fo (a) + fl(a)b + f2(a)b 2 

contiene a F, a y b . 

+ .. . + f (a)bn 
n 

F(a , b) un campo , cumple la propiedad de cláusura para 
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las operaciones suma y producto , luego m G F(a, b) 

~ (F(a»(b) c F(a, b) 

por lo tanto F(a , b) = (F(a»(b). 

PROPOSICION 37 

Si E es una extensión algebraica del campo K y si K es 

una extensión algebraica del campo F, entonces E es una extensión 

algebraica de F. 

Prueba 

Sea r un elemento cualquiera de E. 

Por s er E una extensión algebraica de K, existen elemen

tos a, a , ..• , a G K tal que r satisface el polinomio 
n 

Xn + n-l K alX + . . • + an . ~omo al, a2, •.. , an pertenecen a 

y K es algebraico sobre F, entonces los elementos 

i = 1, 2, . . . , n; son algebraicos sobre F . 

a. G K 
~ 

Por la proposición 32 tenernos que [f(a.) : 1] es finita 
~ 

para cada i = 1 , 2, . .. , n y siendo n un número natural conoci

do concluirnos que 

M = F(al, a2, "', a ) = (F(al, a2, "', a l)(a» n n- n 

es una extensión finita de F, ya que a e s algebraico sobre F y 
n 

con mayor razón lo es sobre F(al , a2, . . . ,a 1) ' n-

Corno r satisface el polinomio Xn n-l 
+ alX + ••• + a n 

sabernos que al . a2 • . . . , a ~ M concluirnos que r es algebraico 
n 

sobre M, pero entonces por la proposición 32 tenernos que M(r) es 

una extensión finita de M. 

Corno ~ : 1] y ~(r) ~ son finitos, también lo es 

rilffi : €l. 

y 

Tenernos entonces por la proposición 32 que [B(r) : 1] es 

finita y corno ITHr) : €I = CB(r) : FhU[f(r) : €l. Concluirnos que 

!I(r) : €I es finita y por la proposición 33 afirmarnos que r es al

gebraica sobre F. 
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2- CAMPOS DE DESCOMPOSICION 

DEFINIeION 39 

Sea p(x) un polinomio sobre el campo F y K un campo ex

tensión de F , 

Decimos que p(x) se descompone en K si p(x) puede ser 

escrito como un producto de factores lineales sobre K; pero no 

en ningún subcampo propio de K, es decir si existen elementos 

p(x) = a (x-rl)(x-r2) •.. (x-r ) 
n n 

donde a es e l coeficiente principal de p(x) y tal que 
n 

K = F(rl, r2, .. " r) está engendrado por todas las raíces de 
n 

p(x). K recibe el nombre U2 campo de descomposición de p(x). 

PROPOSICION 38 

Si P (x) es un polinomio en F [ x ] de grado mayor ó igual 

a 1 y es irreducible sobre F, entonces p(x) tiene una raíz en un 

campo K extensión de F, tal que ~ : ~ = grado de p(x). 

Prueba 

Sea r[ x ] e l anillo de polin~mios en x sobre F y sea 

1 = (p(x» el ideal de F[x] generado por p(x), tenemos por la 

proposición 20 que 1 es un ideal máximo de F [x] , entonces por 

proposición 11, 

K = 
es un campo. 

i) K es una ext ensión de F . 

F[x] 

1 

Sea la ¡ unción el : F [ x] 
F[X] 

1 

f(x) ~ f(x) + 1 

restringiendo el a F tenemos: 
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F ---+1 F en donde F = {a + 1 laG F} . 

Probaremos que a cumple s er un isomorfismo 

= 

a + 1 = b + 1 

==:::» a - b G l . 

Como los elementos de 1 son de la forma 

a - b = q(x) p(x) 

con grado p(x) ~ 1 , esta igualdad puede darse sólo cuando 

q(x) = O, es decir si 

a - b = O 

luego a = b 

Sea m G F, entonces m = a + l, es decir existe a G F 

tal que a(a) = m . 

= 
= 
= 

= 
= 
= 

( a + b) + 1 

( a + l) + (b + 1) 

al
F 

(a) + a l
F 

(b) 

a b + 1 

(a + I)(b + l) 

al (a) al (b). 
F F 

Tenemos así que F y F son.:. isomorfos, como además K es 

una extensión de F , podemos considerar a K como una extensión 

de F, aunque en ~ealidad no lo es . 

Denotemos,:sl elemento a(x) = x + 1 en el campo K por r. 

Dado f(x) G F[x] , tenemos que si 

f(x) = bo + blx + .•. + b X
S 

s 



entonces 

a(f(x» = a(bo) + a(bl) a(x) + 

a(f(x) ) 

a(f(x» = f(r) 

en particular como p(x) G 1 

s . .. + a (b ) a(x ) 
s 

+ b s 
s a(x ) 

pero 

a(p(x» = O 

a(p(x» = p(r) 

(cero del cociente) 

luego el elemento a (x) = r en K es una raíz de p(x). 
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Sabemos por la proposición 29 que F(r) y K son isomor-

foso 

Por la proposición 3~ , tenemos que 

[f(r) : D = n 

donde n = grado del polinomio mínimo de r sobre F, luego, enton 

ces 

lli €1=n. 
COROLARIO? 

Si p(x) G F[x], entonces hay una extensión finita K 

de F en que p(x) tiene una raíz . 

Además ~ : D < grado p(x). 

Prueba 

Basta que p(x) se exprese como un producto de factores 

irreducibles y apliquemos la proposición 38 a uno de los facto-

res. 

PROPOSICION 39 

Sea f( x) G F [x] de grado n:.. 1. Entonces hay una 

extensión K ae F de grado cuando más n! en que f(x) tiene a lo 
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más n raíces. 

Prueba 

Según el corolario 7 hay una extensión K de F con 

~ ~ < n en que f(x) tiene una raíz r. 

Entonces en K[x] , f(x) se factoriza como 

f(x) = (x - r) q(x) donde q(x) es de grado n-l . Continuando 

con el mismo proceso anterior nos damos cuenta que hay una ex

tensión E de K de grado menor o igual que (n - l)! en que 

q(x) tiene n - 1 raíces. Como cualquier raíz de f(x) es r ó 

una raíz de q(x) , vemos que en E se encuentran todas las raíces 

de f(x) . Además 

~ < (n - l) ! n = n! 

PROPOSICION 40 

Cualquier polinomio ? (x) sobre un ca.mpo F tiene un cam

po de descomposición K. 

Prueba 

Haremos la pl~ueba por inducción sobre el grado de p(x) . 

Si el grado de p(x) es 1, entonces la proposición no es más que 

una reafirmación del corolario 7. 

Supongamos entonces que el resultado es válido par~ to

do polinomio de grado menor que n. 

Sea p(x) un polinomio de grado n. 

Como n es mayor que 1, entonces p(x) debe tener algún 

factor irreducible f(x), entonces por el corolario 7 , existe un 

campo extensión F(r) de F donde r es una raíz de f(x), por lo -

tanto p(x) tiene la raíz r en F(r) y por la proposición 20 tene 

mas que p(x) = (x - r) q(x) con p(x) en F(r) [x]. Como el -

grado de q(x) es n - 1 tenemos por la hipótesis inductiva que -

existe un campo extensión 

K = F(r) (r2 , r3, ... , r ) 
n 



de q(x) 

q(x) . 

sobre F(r), donde 

Entonces en K [ x ] t enemos 

p(x) = (x - r)q(x) 

p(x) = a (x 
n 

r)( x - r2) . .. (x - r ) 
n 
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son las raíces de 

y tenemos así que K es el campo de descomposición de p(x). 

PROPOSICION 41 

Sea p(x) un polinomio sobre el campo F y sea p(x) el co

rrespondiente polinomio sobre un campo isomórfico F , con K y K 

los campos de descomposición de p(x) y p(x) respectivamente. En

tonces el isomorfismo entre F y F puede ser extendido a los cam

por K y K. 

Prueba 

Sea 'I! F -----+1 F 

tenemos así que 

'I!(p(x» = p(x) 

es decir 

'I!(ao a2x2 n - - - n 
+ alx + + + a x ) = ao + alx + ... + a x 

n n 

Procederemos para la prueba por inducción sobre el gra-

do lli U = m. 

Si m = 1 el isomorfismo existe y es e l mismo 'I! ya que 

entonces K = F. 

Supongamos que el resultado es valido para p(x) sobre F 

y p(x) sobre F en donde K y K son sus respectivos campos de des 

composición y e l grado de p(x) y p(x) es menor que m > l . 

Como lli U > 1, concluimos de que no todas las raíces 

de p(x) estan en F y por lo tanto debe existir un factor irredu

cible q(x) de p(x) sobre F de grado d > l. 
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Sea q(x) el pol inomio sobre F que corresponde a q(X)9 -

también el grado de q(x) = d. 

Sea además r una raíz de q(x) y r una raíz de q(x), en 

tonces K y K contienen a r y r respectivamente. 

Definamos 

a F(r) ----------------~) F(r) 

Probaremos que a es un isomorfismo y para ello nos bastará que 

sea inyectiva ya que las demás condiciones son semejantes a las 

vistas en proposiciones anteriores. 

ter) = g(r) ~ ter) - g(r) = O 

~ q(x) divide a f(x) .. g(x) (Prop. 27) 

~ q( x ) divide a f(x) - g(x) 

~ f(r) - g(r) = O 

=:> f(r) = g(r) 

Como K es un campo de descomposición de p(x) sobre F(r) 

y lli F(rU = i < m. 

Además K es un campo de descomposición de p(x) sobre f(r) 

y ~ F(rU:¡:. ~ < m. 

Entonces por la hipótesis inductiva, e l isomorfismo a 

que es una extensión de ~ puede extenderse a un isomorfismo ~ en 

tre K Y K. 

Es claro que 

~ 

IF(r) 
= a 

al = ~ . 
F 
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PROPOSICION 42 

Si el polinomio f(x) G r[x] tiene una raíz múltiple, 

entonce s f(x) y f ! (x) (la derivada de f(x) ) tienen un factor 

común de grado positivo . 

'PPueba 

Sea r una raíz múltiple de f(x), entonces 

n f(x) = (x - r) p(x ) donde n > 1 

derivando esta igualdad tenemos 

f' (x) 
n-l n = n(x - r) p(x) + (x - r) p'(X) 

f' (x) 

Por lo tanto f(x) y f ' (x) tienen~a (x - r) como factor 

común. 

COROLARIO 8 

Para f(x) G r[x], irreducible , se cumple que si la c~ 

racterística de r es 0, entonces f(x) no tiene raíces múltiples. 

Prueba 

Por ser f( x) irreducible, sus únicos factores en F [x] 

son 1 y f(x) . 

Supongamos que f(x) tiene una raíz múltiple, entonces 

por la proposición 42, f(x) y fl(X) deben tener un factor común 

de grado positivo y como f(x) es irreducible, debe cumplirse que 

f(x) I f ' (x) 

pero como el grado de f' (x) es menor que e l grado de f(x-) , esto sólo pu~ 

de ser posible si f l (X) = O Y como la característica de r es O, 

entonces 

f( x ) = constante 

y por lo tanto no tiene ninguna raíz, con lo que queda probado 

e l corolario. 
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3- EXTENSIONES SEPARABLES 

DEFINICION 40 

El polinomio irreducible p(x) en F[x] es separable si 

no tiene raíces múltiples en su campo de descomposición, es de

cir, si al factor p(x) sobre su campo de descomposición en facto 

res de grado uno, no existen factores repe tidos. 

DEFINICION 41 

Un polinomio arbitrario f (x) g F [x] es separable si 

cada uno de sus factores irreducibles es separable. 

DEPINICION 42 

Un elemento r, algebraico sobre F, es separable si su 

poliuomio mínimo sobre F es s eparable. Una extensión algebraica 

K de F s e llama separable sobre F si todos sus elementos son se 

parables . Un elemento r algebraico sobre F decimos que es sepa

rable sobre F si F(r) es separable sobre F . 

PROPOSICION 43 

Si F es de característica O, y si r , s son algebraicos 

sobre F, entonces existe un elemento t en F(r , s) tal que 

F(r, s) = F(t) . 

Prueba 

Sean f(x) y g(x), de grados m y n los polinomios irredu 

cibles sobre F s~tisfechos por r y s respectivamente. 

Sea K una extensión de F en que tanto f(x) corno gtx) se 

descomponen comple tamente con 

r = rl , r 2 9 • •• , r 
m 

y s = SI , S2 , o' , , s 
n 

sus raíces respectivas, todas distintas por corolario 8. 

Podernos escoger e en F tal que 



es decir 

t = r + c s 

c f 
r. - r 

l 

s - s. 
] 
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r. +- cs. 
l J 

para todo i y todo j mayores que l . Como g(x) es irreducible y 

s es separable , tenemos la garantía de que s - s. + 0 , además 
J 

por ser F de característica O tiene un número infinito de elemen 

tos. Los polinomios g(x) y f(t - cx) son satisfechos por s, con

siderando a g(x) y f(t - cx) como polinomios sobre F(t) [x] por 

lo que g(x) y f(t - cx) t ienen un máximo común divisor h(x) que 

tiene a s como raíz. Pero g(x ) y f(t - cx) no tienen otra raíz 

en común en ningún campo , ya que ninguna de las otras raíces de 

g(x); s2' s3"'" sn es raíz de f(t - cx), por la escogencia 

de c entonces la única raíz de h(x) en cualquier campo, es la -

raíz simple s y h(x) debe por lo tanto ser de grado 1, es decir 

h( x) = ( x - s) . 

Así tenemos que (x - s) 8 F(t)[x] , es decir s 8 F( t) 

y como r = t - cs, entonces r 8 F(t) , es decir 

F(r , s) c F(t ) 

y como t = r + cs, tenemos que t 8 F(r , s) 6 sea F(t) c F(r, s) , 

así 

F(r, s) = F(t). 

DEFINICION 43 

Diremos que un cuerpo K es algebraicamente cerrado si 

todo polinomio de K[x] , de grado n > 1 tiene una raíz en K. 

Observemos que si p(x) 8 K[ x], entonces existe a 8 K 

tal que p(a) = 0, es decir 

p(x ) = (x - a) q(x) 

donde q(x ) es un polinomio en K[x], para e l que a su vez exis-

t e b G K tal que q(b) = 0, 6 sea 

q(x) = (x - b) r(x) 



55 

si seguimos este razonamiento, nos damos cuenta que para un poli

nomio p(x) 8 K[x] todas sus raíces están en K. 

Sea F un cuerpo ya : F ------+) K un homomorfismo in-

yectivo de F en un cuerpo algebraicamente cerrado K. Analizaremos 

las extensiones de a a extensiones algebraicas E de F. 

PROPOSICION 44 

El número de pos ibles extensiones de a a F(r), donde r 

es algebraico sobre F, es menor o igual que e l número de raíces 

del polinomio mónico irreducible de r sobre F, p(x), y es igual 

al número de raíces distintas de p(x). 

Prueba 

Sea b una raíz de a(p ) en K. 

Dado un elemento de F( r) = F [r ], podemos expresarlo 

en la forma te r) para c ierto polinomio te x) g F [ x ] . 

De finamos una extens ión de a aplicando 

ter) 'vvvvvv\,+ (a(f) )(b) 

veamos si está bien definida. 

Si g(x) está en F[x] y es tal que 

g(r) = f(r) 

~ g(r) - f(r) = O 

===;> (g - f)(r) = O 

entonces por proposición 29, tenemos que p(x) divide a g(x) - f(x). 

Por tanto (a(p»( x ) dividirá a (a(g»(x) - (a(f»(x) y 

(a(g»(b) = (a(f)(b). 

Esta aplicación es además un homomorfismo que induce a 

sobre F y es una extensión de a a F(r). 

PROPOSICION 45 

Sea F un cuerpo, E una extensión algebraica de F y 

a : F ------+) K un homomorfismo inyectivo de F e n un cuerpo al 

gebraicamente cerrado K. Existe entonces una extensión de a a 
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un homomorfismo inyectivo de E en K. Si E es algebraicamente c~ 

rrado y K es algebraico sobre a(F); toda extensión de este tipo 

de a es un isomorfismo de E en K. 

Sea S e l conjunto de todos los pares (L, -r:) , donde L 

es un subcuerpo de E que contiene a F, Y T , una extensión de a 

a un homomorfismo inyectivo de L en K. 

Si (1, T) Y (L', T') son dos de tales pares, escribire 

mos (L, T) ~ (L', T') si L c L' y TI = T • 
IL 

a (F, a). 

Observemos que S es no vacío ya que contiene al menos 

Sea {(L. ,T.)} un subconjunto totalmente ordenado de 
l l 

S. Si hacemos L = U L. Y definimos T sobre L como igual a T. 
l l 

sobre cada L. , 
l 

tenemos que (L , T) es un mayor ante para el subcon 

junto totalmente ordenad0, por lo tanto S es inductivo. Tenemos 

entonces por el lema de Zorr , que existe un elemento maximal 

(H, A) de S, donde A es una extensión de a. 

Probaremos que H = E. 

Si H + E, debe existir r en E, tal que r no pertenece a 

H, entonces por la proposición 44 , el homomorfismo inyectivo A 

tendría una extensión a H(r) lo que contradice el hecho de que 

(H, A) es maximal. Por lo tanto existe una extensión de a a E. 

Si E es algebraicamente cerrado, y K es algebraico sobre 

a(F), entonces A(E) es algebraicamente cerrado y K es algebra~ 

co sobre A(E), t e nemos así que 

ya que para 

K = A(E) 

k G K, existen A(eo), A( e ¡) , . . . , A(e ) 
n 

n + A( e )k = O 
n 

ser A(E) algebraicamente cerrado k G A(E) . 

en A(E) 

y por 
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COROLARIO 9 

Se a F un cuerpo y E, H extensiones algebraicas de F. 

Si E, ~ son algebraicamente cerrados , existe entonces 

un isomorfismo T : E --------+~ H que induce la identidad sobre 

F. 

Prueba 

Sea F --------+~ H 

a 'VVVVVVVV\r+- a 

extendemos a al cuerpo E y aplicando el teorema tenemos el iso

morfismo deseado. 

Una extensión algebraica y algebraicamente cerrada de F 

está determinada por un isomorfismo. Esta extensión se llama cláu 

sura algebraica de F. 

DEFINICION 45 

Sea K una extensión algebraica de un cuerpo F~ y sea 

a : F ---------+~ L 

un homomorfismo inyectivo de F en un cuerpo algebraicamente ce

rrado, L. Con L cláusura algebraica de a(F). 

Sea S 
a 

el conjunto de extensiones de a a un homomor-

fismo inyectivo de E en L. 

Sea H otro cuerpo algebraicamente cerrado y 

T : F -------+~ H 

un homomorfismo inyectivo, con Huna cláusura algebraica de T(F). 

Por la proposición 45, existe un isomorfismo 

A : L -----+~ H 

que extiende la aplicación -1 
T o a al cuerpo a(F). 

Esto se aclara con el siguiente diagrama 
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Sea S , 
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L 

.t. ," a.~': 

+----E 

~-----F ------""'*~ 
CL(F) 

CL 

e l conjunto de extensiones de , a un homomor-

fismo inyectivo de E en H. 

Si CL* G S es una extensión de CL a un homomorfismo 
CL . 

inyectiv0 de E en L, entonces A o CL* sera una extensión de , 

a un homomorfismo inyectivo de E en H, ya que restringiendo CL* 

a F tenemos 

A a~t~ = A CL o o 

-1 = , CL CL o o 

= , 

Vemos entonces que A induce una aplicación de S en S . 
CL . , 

Además si ,* G S con las mismas condiciones anteriores tenemos , 

tanto 

Así 

S Y 
CL 

-1 
A = 

= 

-1 
A 

= Ct 

o ' 

-1 A induce una aplicación de S en S ,por lo , CL 

S estan en biyección por la aplicación , 

Tenemos así que el cardinal de S coincide con el cardi 
CL E 

nal de S, . Este cardinal que depende sólo de la extensión F' 
lo simbolizaremos por 

tJ s 



y le llamaremos grado de s eparabilidad de E sobre F. 

PROPOSICION 46 

Sean F c K c E cuerpos. Se tiene 

~ : tJ = s ~ : 15] s 

Además ~ si E es finita sobre F, ~ 

~ : tJ . s 

tJ es finito y 
s 

el grado de separabilidad es a-lo sumo igual al grado. 

Prueba 

Sea Ct : F ----+) L 
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un homomorfismo inyectivo de F en un cuerpo algebraicamente ce~ 

rrado L. 

Sea {Cti}iGI la fa , ilia de extensiones distintas de Ct 

a K Y sea {L. } para ceda i la familia de extensiones distintas 
l. 

J 

de Ct. a E . 
1 

Tenemos entonces que cada Ct. tiene ~ : lD extensio-
1 s 

nes a homomorfismos inyectivos de E en L; e l conjunto {L. } tie
l. 

J 

ne ~ 15] [1 : 6 el ementos . 
s s 

bre 

En cuanto a los homomorfismos inyectivos de E en L so-

Ct, vemos que cualquiera de e llos debe ser uno de los L. 
l. 

por lo tanto J 

Supongamos ahora que 
E 
F 

es finito. 

Podemos obtener entonces E como una sucesión de extensio 

nes, en la que cada componente está engendrado por un único e l e 

mento: 

F c F(a¡) c F(a¡, a2) c ... c F(a¡, a2, •.• a ) = E 
r 
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De finamos inductivamente K = K (a 1) ' t enemos enton n+l n n+ 

ces por la proposición 44, que 

[ K Ca 1) : K ] < [K Ca 1) : K ] . n n+ n s n n+ n 

Resulta así que la desigualdad es cierta para cada componente de 

la sucesión; por la multiplicabilidad , vemos tambi én que lo es -

1 
- .~ E 

para a extenslon F . 

COROLARIO 10 

Sea E finita sobre r , y r c K c E. Se verifica la igual

dad ~ : fI = ~ : fI si y sólo si la igualdad correspondiente s 
es válida para cada componente de la sucesión, es decir, para 

E K 
K y F 

Prueba ---
( ====:> ) 

~ . - fI = ~ I[I 
s 

~ ID ~ fI = ~ IDlli F] s s 

Si CE KJ = ~ ID tenemos lo deseado s 

Si ~ ~ < ~ ID s 

tendría que ser necesariamente 

lli : a > ffi s 

lo que es imposible-; por lo tanto 

~ l{I = ~ s 

fI = ~ s 

( <==) 

ID = ~ s 
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lli F] = lli lj 
s 

entonces 

U::lj = ffi U s 

repetimos ahora la siguiente 

DEFINICION 46 

Sea K una extensión finita de F, diremos que K es sepa

rable sobre F si lli : lj = lli : lj 
s 

PROPOSICION 47 

Una extensión finita K de F es separable sobre F si y 

sólo si cada elemento de K es separable sobre F. 

Prueba 

Supongamos que K es separable sobre F y sea r g K. 

Consideremos 

F c F(r) c K 

t enemos por la proposición 46 que 

[f(r) : Jj = [!'(r) : rJ 
s 

d~ donde concluimos que r es separable sobre F, ya que el número 

de factores de descomposición coincide con el grado. 

( <== ) 

Supongamos que cada elemento de K es separable sobre F. 

Como K es finita podemos escribir 

donde cada r. es separable sobre F. 
1 

Consideremos la sucesión 

K = F(rl, r2 • ... r ) 
n 

como cada r . es separable sobre F, cada r. será separable sobre 
1 1 

F(rl, . .. , r. 1) para i ~ 2; tenemos que K es separable sobre F. 
1-

Vemos, · ·pues .~ Elue si K está engendrado por un número fi

nito de elementos, cada uno de los cuales es separable sobre F; 

K es también separable sobre F. 
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4- EXTENSIONES NORMALES 

PROPOSICION 48 

Sean K Y KI campos y al' a2 , ... ,an distintos iso

morfismos de K hacia KI' Entonces 

y las constantes al , a2 ) ... ,an en KI 

Prueba 

= = = a 
n = o . 

Procederemos por inducción sobre n. 

para todo k g K 

Si n = 1 Y al al(k) = O para todo k G K 

ento!:.ces 

puesto que al(l) es el elemento identidad de Kl asumamos ahora 

~ue el resultado . es válido para m distintos isomorfismos, con 

1 < m < n . 

Supongamos 

para todo k 8 K Y al, a2 , ... ,an no todos cero en KI' 

Implicamos de nuestra asunción que a. + O para todo i. 
1 

Como 

que 

Hagamos 

y a 
n 

k = h g 

Tenemos 

multiplicando por 

son distintos, debe existir algún 

al (h) + a (h) . 
n 

para algún g g K. 

-1 a (h), tenemos 
n 

h 8 K tal 



(1) 

entonces b = a 
n n 

tenemos 

y si a 
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-1 b. =a.a..(h)a. (h) 
111 n 

le restamos (1) 

(al - bl)a.l(g) + (a2 - b2 )a.2(g) + ... + (an_l - bn_l)a.n_l(g) = O 

Y 

puesto que a.1(h) + a. (h). Pero esto contradice nuestra hipó
n 

tesis inductiva. Por lo tanto el resultado es válido paró todo n. 

DEFINICION 47 

Los isomorfismos 0.1, 0.2 , ... ,a.n de el campo K hacia 

e l campo 1<.1 tal que cuando 

+ a el (k) = O 
n n 

para todo k g K 

entonces al = a2 = 

pendientes sobre Kl 

= a = O 
n 

son llamados linealmente inde 

DEFINICION 48 

Sean K Y Kl campos y sea 

junto de isomorfismos de K hacia Kl . 

A = {a.. 
1 

i G I} 

Un elemento k G K es llamado fijo para A si 

a. .(k) = a. . (k) 
1 ] 

para todo i, j G 1 . 

un con-

El conjunto de todos los k g K que son fijos para A 

lo denotaremos KA' 

PROPOSICION 49 

Sean K, Kl Y A los elementos de la definición 48. Enton 

ces KA es un subcampo de K. 

r, ~ _-o 
.' - . ..- . 
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Prueba 

Sean r, k ~ KA ya, S G A entonces 

a(r k) = a(r) - a(k) = S(r) - S(k) = S(r - k) 

luego KA es un subgrupo aditivo de K. 

Si k f O , entonces 

-1 a(r) a(k- l ) a(r) a(k)-l S(r) S(k)-l a(rk ) = = = 

S(r) SCk -1) -1 = = S (rk ) . 

Por lo tanto los elementos distintos de cero de KA for

man un sub grupo multiplicativo de el grupo multiplicativo de K. 

Así KA es un subcampo de K. 

DEFINICION 49 

KA será llamado el campo fijo de K por A. 

PROPOSICION 50 

Sea A = {al, a2 , , .. a } un conjunto de n distintos iso
n 

morfismos de un campo K hacia un campo Kl' Entonces n ~ lli : KA] . 

Prueba 

Supongamos que nuestra conclusión es falsa, de modo que K 

tiene una base {Ul , Uz , ... , Um} donde m < n. 

Entonces por corolario 3 existen cl , c2 , ... , c n no 

todos cero en Kl tal que 

Sea k un elemento cualquiera 

k = blUl + bZU2 + ,. , 

como a. eb.) = g. para algún 
] 1 1 

Sea a. (b. ) = g. para 
] 1 1 

tenemos 

+ c a (u.) = O n n 1 

de K y 

i = 1, 2, ,." m 

+ bmum para algunos bl, b2, ... bm en KA 

g. ~ 
1 

algún 

Kl Y todo 

g. G Kl 
1 

+ c a (k) 
n n 

j = 1, 2, ... , n. 

Y todo j = 1, 2, ,." n 

= CI(ll(blUl + ... + brn urn) + ... + cnQn(blUl+ -,. + brnum) 



... + c g o. (u [1 
n m n m 

= O 

+ c o. (u [I n n m 
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Pero esto contradice la proposición 48, por lo que con

cluimos que nuestra suposición es falsa y por lo tanto 

COROLARIO 11 

Sea A = {C1.l , 0.2 , ... ,o.} un conjunto de distintos 
n 

automorfismos de un campo K. Entonces 

n 2. ffi : KA]· 

DEFINICION 50 

Sea K un campo y sea F un subcampo de K. 

El grupo de todos los automorfismos o. de K para los cua 

les F c K 
-- o. 

lo llamaremos e l grupo de automorfismos de K sobre 

F y lo denotaremos 

PHOPOSICION 51 

Sea KA el campo fijo del campo K por un grupo 

A = {C1.l = e, 0.2 , ... , o. } 
n 

de automorfismos de K. Entonces [B: : KA] = n . 

Prueba 

sobre KA 

Sabemos que n 2. ffi : KA ] . 

Supongamos que n < [! : KA] , es decir que existen 

... , u non elementos de K, l~nealmente independientes 
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Existen entonces c l ~ c2 , o •• , cn+l en K, no todos 

cero, que satisfacen e l sistema de n ecuaciones lineales homoge 

neas en n + 1 incógnitas : 

(1) x l a . (Ul) + x2a .(u2) + ..• + x la.(u 1) = O 
l l n+ l n+ 

i=1 ,2 , .. ,n . 

De entre todas las soluciones no triviales de (1) , se

l eccionemos una que t enga e l mínimo número posible m, de miembros 

distintos de cero. 

Te nemos entonces que 1 < m ~ ya que si m = 1 t endría-

mas 

y entonces Cl s ería cero, lo que sería contrario a nuestra condi 

ción de que los c. no son todos ceros ( a .(ul) t O puesto que 
] l 

ul t O Y a l es un a utomorfismo) . 

Podemos entonces asumir que cl , c 2 , . . . , 

tintos de cer o y cm+1 = = c = O. n+1 

c son dis
m 

-1 
Mutlip1icando todos los c

j 
por cm t enemos 

l = 1 , 2 , . . o, n. 

Cuando i = 1 , t enemos que a i = e, así 

+ C u + u = O m-l m-l m 

de aquí concluimos que cl, c2, ... , cm_l no estan todos en KA' 

puesto que ul , . .. , um son linealmente independientes sobre KA ' 

Supongamos que cl $ KA ' entonces 

aplicando este a . 
] 

a (2) t enemos 

para algún a . 
] 
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a,(cla,(ul» + a , (C2 a ,(U2» + . . . + a ,(a,(u » = ° 
] 1 ] 1 ] 1 m 

i=1 , 2, . . ,n 

es decir 

(3) a,(cl)a, (ul) + ••• + a ,k l)a , (u l)+a, (u) = O 
] 1, ] m- l . m- 1, m 

] ] ] 

i=1 , 2, .. ,n 

donde a , = a, ( a , ) . 
1. J]. 

] 

Como A es un grupo , los elementos a
lj

, a
2j 

, .. . , a
nj 

son simplemente una permutación de . .. , a 
n 

Restando (3) de (2) tenemos 

(Cl - a , (cl»a.(ul) + .. . + (c 1 - a.(c l»)( a .(u 1» = ° 
J]. m- ] m- ]. m-

1=1,2, .. ,n 

Pero entonces 

cl - a,(cl) , ... , c 1 - a . (c 1)' 0, .. . , O 
] m- ] m-

es una solución no trivial de (1) que posee menos de m eaementos 

distintos de ce ro . Entonces nuestro supuesto de que n < lli : KA] 

es falso y por lo tanto ffi: : KA] = n. 

PROPOSICION 52 

G es un sub grupo del grupo de todos los a~&omorfis-
KIF 

mas de K. 

Prueba 

Para a , f3 G G
K 

Y a G F, tenemos 
IF 

= a(a) 

= a 
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el automorfismo identidad, evidentemente pertenece a G
K 

y la 
IF composición de funciones es asociativa, además 

a(a) = a 

- 1 -1 a (a(a» = a (a) 

- 1 
a = a (a) 

luego para a g G
K 

tenernos -1 g G
K 

. que a 
IF IF 

DEFINICION 51 

Si lli : F] es finito y KG 

KIF 
= F, entonces decimos que K 

es una extensión normal de F y G
K IF 

es llamado el grupo de Ga-

lais de K sobre F. 

PROPOSICION 53 

Sea K normal sobre F. Entonces K es separable sobre F y 

todo elemento k g K es una raíz de un polinomio f (x) en F [x ] , 

el cual se descompone en K. 

Prueba 

Sea ... , a } , donde ~ : F] = n . 
n 

k = k 1, k 2 , ••• , k 
m 

los distintos elementos Para k g K, sean 

del conjunto i = 1, 2, ... , n}. 

Corno G 
KIF 

es un grupo, tenemos 

a . (k. ) = a . (a.(k» = k para algún r. 
] l ] l r 

Además 

a (k. ) = a (k. ) 
r l r ] 

implica que 
- 1 -1 k. = a (a (k.»=a (a (k.» = k. 

l r r l r r ] ] 

por lo tanto a.(kl), a.(k 2 ), ... , a .(k ) son distintos, enton-
] ] ] m 



69 

ces los factores de 

son simplemente permutaciones para algún a. de G 
l Klr 

Así los coeficientes de f(x) permanecen inalterables para 

cualquier a. de G
K 

y deben por tanto estar en F, ya que K es 
l Ir 

normal sobre r. 
Además k = k 1 es una raíz de un polinomio separable 

f(x) en F[x] y f(x) se descompone en K. 

PROPOSICION 54 

Sea K una extensión normal de r y sea A un subgrupo de 

GK . 

Ir Sea KA = {x ~ K I a(x) = x, para toda a ~ A} el cam-

po fijo de A. Entonces 

Prueba 

Como todos los elementos de A dejan fijos a todos los ele 

mentas de KA' tenemos que 

A c 

Sabemos por la proposición 50 que el orden de G
K 

es 
IKA 

menor o igual que [E: KA]) y como 

o A 

tenemos 

< 
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Además por la proposición 51, sabemos que 

por lo tanto 

o A = 

de aquí tenemos que 

A = 

ya que A es un sub grupo de 

DEFINIeION 52 

Sea S el grupo simétrico de grado n, considerado como si 
n 

actuara sobre el conjunto {l, 2, ... , n}; para a g S 
n 

e i en-

tero, con 1 < i 2. n; sea a(i) la imagen de i bajo a. 

Podemos hacer actuar a S sobre 
n 

F(Xl, x2' •.. , x ) de n 

la siguiente manera: para a G S Y n 
f(xl' x2, ... , x ) g F(xl, x2, ... , x ) 

n n 
definimos la aplica-

ción que lleva sobre 

El campo fijo de F(xl, x2, ... , x) respecto a S , con-
n n 

siste entonces de todas las funciones racionales f(xl, x2'" .,X ) 
n 

tales que 

f(Xl, x2, ... , xn ) = f(xa(l)' ... , xa(n» para todo aGS 
n 

A estos elementos fijos en F(Xl, x2, 

ciones racionales simétricas. 

... , x ) les llamaremos fun 
n 

Como son el campo fijo de S forman un subcampo de 
n 

F(Xl, X2, •.. , x ) al que llamaremos el campo de las funciones 
n 

racionales simétricas y lo representaremos por S. 

en 

Veamos algunas funciones de S construidas con 

X2, .. • , 

conocidas como funciones simétricas elementales 

x ; las definimos: 
n 



al = xl + x2 

a2 = 1: X. 
i<j 1. 

a3 = 1: x. 
i<j<k 1. 

+ ... 

X. 
] 

X. ~ ] 

X 
n 

+ 
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n 
X = 1: X. n 

i=l 1. 

PROPOSICION 55 

Sea F un campo y F(Xl, x2, ... , X ) el campo de las fun
n 

ciones racionales en xl, x2, ••. , X sobre F. Supongamos que S 
n 

es el campo de las funciones racionales simétricas, entonces 

GF(XI, x2, •.. , xn)\S = Sn . 

Prueba 

Como el grupo S es un grupo de automorfismos de F(xl, x2 •• , xn n 
que 

por 

deja a S fijo, entonces S n 
la propos ición 50 afirmamos 

n! = O(S ) < OGF( 
n-xl, x2' 

c G 
xn ) I S F(Xl, X2, ... 

que 

construyamos ahora el polinomio 
n n-l n-2 n 

p(t)=t-alt +a2t + ... +( - 1) 

Vemos que p(t) toma sus coeficientes en F(a¡, a2, ... , a ) 
n 

factoriza sobre F(xI, x2, ... , X ) de la siguiente manera 
n 

p(t) = (t - Xl)(t - X2) ... (t - X ) 
n 

a • 
n 
y se 

Así tenemos que p(t) de grado n sobre F(al, a2, .. . , a ) 
n 

se descompone en un producto de factores lineales sobre 

F(XI, x2, ... , X ). 
n 

No puede descomponerse sobre un subcampo propio de 

S] 

) 
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F(XI, x2, •.. , x ) 
n 

que contenga a F(al, a2, ... , a ) 
n 

pues e~ 

te subcampo tendría entonces que contener tanto a F como a cada 

una de las raíces de p(t), es decir a xl, x2, •.. , x
n 

pero 

entonces este subcampo sería todo ... , X ). 
n 

Vemos pues que 

posición del polinomio 

F(XI, X2, ... , X ) es el campo de descom 
n nn_l n 

p(t) = t - al t + ... + (-1) a 

sobre F(a¡, a2, ..• , a ). 
n 

n 

Como p(t) es de grado n, tenemos según la proposición 39 

que 

y por ser 

... , X ) 
n F(al, a2, ... , a)] 

n 
< n! = O(S ) 

n 

F(a¡, a2, ..• , a ) un subcampo de S 
n 

= O(S ) 
n 

F(a¡, a2, •.. , a )] ~n! 
n -

por lo tanto 

[I(X¡, x2, ... , X ) 
n 

PROPOSICION 56 

~ = n! = 

= O(S ) 
n 

= S 
n 

O(S ) 
n 

K es una extensión normal de F si y sólo si K es el cam

po de descomposición de un polinomio en .F [x] . 

Prueba 

( ==:> Como K es normal sobre F , entonces 



[B. : F]=n para algún n. 

Tomemos {Ul ' u2, . .. , u} como una base de K sobre F. 
n 
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Por la proposición 53, tenemos que cada u. es raíz de un polin~ 
~ 

mio irreducible f . (x) en F [x], que es separable y se descom
~ 

pone en K. 

Sea f( x ) = f l (x ) f 2 (x) ... f (x) 
n 

Como f(x) tiene las raíces 

descomposición Ka de f(x) debe contener a 

... , u ) 
n 

... , u ,el campo de 
n 

y como además todas las raíces de f(x) están en K tenemos que 

Ka c K, luego Ka = K. 

-== ) 
Asumamos ahora que K es el campo de descomposición de un 

polinomio separable en F [x] . 

Procederemos por inducción sobre [B. : :U, suponiendo que 

para cual quier par de campos KI' Fl con l!l : FlJ menor que 

[B. F], siempre que Kl es el campo de descomposición sobre Fl 

de un polinomio en Fl [x], entonces Kl es normal sobre Fl' 

U [B.:F]=1. 

Si f( x) g F [x] se descompone en factores lineales so

bre F, entonces K = F Y K es normal sobre F puesto que enton-

ces G
K 

= {e } 
IF 

y K = F es el campo fijo por el automorfis-

mo identidad e. 

Supongamos ahora que el resultado es válido para todos los 

pares de campos tales que f(x) posee m > 1 raíces fuera del cam 

po base . 

f( x ) = Pl(x) P2(X) ... p (x) 
r 

para p. (x) 
~ 

irreducible y 

separab l e en F [ x ] y como m > 1, podemos asumir que PI (x) p~ 

see grado d mayor que l. 
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Sea r una raíz de Pl(x), de modo que rrCr ) rJ = d. 

Como Pl ( X) es irreducible y separable, sus raíces r = rl, ... , r d 

son todas distintas. 

Entonces por l a proposición 30, existen isomorfismos 
I 

el.¡ , a2 , . .. , a' 
d 

tal que 

a ~ 
l 

F(r) ----+) F(r.) 
l 

con a ~ (r) = r. y F fijo bajo a '. . 
l l l 

Como K es un campo de descomposición de f(x) sobre F(r) 

y F(r.), por la proposición 41, el isomorfismo a! puede ser ex-
l l 

tendido a un automorfismo a. de K, el cual lleva r sobre r. y 
l l 

deja a F fijo, con i = 1, 2, ... , d. 

Supongamos que t es un elemento de K que se mantiene fi

jo para todos los automorfismos en G
K 

. 
IF 

Como f(x) posee m raíces fuera de F(r), por nuestra hip~ 

tesis inductiva K es normal sobre F(r) y por lo tanto, cualquier 

elemento fijo bajo 

t entonces es de la forma 

aplicando a. a ambos lados tenemos 
l 

pero esto imp lica que 

tiene las d distintas raíces rl , r2, 

plica que g(x ) es el polinomio cero y 

debe estar en F(r). 

ao, al, ... , ad _l GF 

i=1,2, ... ,d 

... , r d 
en K, lo que im 

t = ao está en F. 

Por lo tanto F es el campo fijo de G 
KI F 

y K es normal so 

bre F . 
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PROPOSICION 57 

Sea K una e xtensión finita de F. 

K e s normal sobre F si y sólo si todo elemento de K es 

una raíz de un polinomio separable f( x) en F [x] el cual se des 

compone en K. 

Prueba 

( ==:> 

( <== 

Está dada por la proposición 53. 

Sea {Ul' u 2 , .. . , u } una base de K sobre F y supongamos 
n 

que la condición sobre los elementos de K es satisfecha, donde 

u. es una raíz de el polinomio separable f. (x) en F [x J y 
l l 

f.(x) se descompone en K. 
l 

Entonces f(x) = fl(x) f 2(x) .. . f (x) es separable, K 
n 

es el campo de descomposición de f(x) y K es normal sobre F por 

la proposición 56. 

COROLARIO 12 

Sean F c H c K campos con K normal sobre F. Entonces K 

es normal sobre H. 

Prueba 

Como F [x] c H [x], aplicamos la proposición 57 ya que 

el polinomio separable en F [ x ] puede considerarse sobre H. 

DEFINICION 53 

Sea f( x) un polinomio en F [x] y sea K su campo de des

composición sobre F. El grupo de Galois de f(x) es el grupo 

G 
KIF 

de todos los automorfismos de K que dejan fijos los elemen 

tos de F. 

El grupo de Galois de f(x) puede considerarse como un gr~ 

po de permutaciones de sus raíces ya que si r es una raíz de f(x) 
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y si a G G
K 

entonces a(r) es también una raíz de f(x). 
Ir 

PROPOSICION 58 

Sea f(x) un polinomio en r[x] . 

K su campo de descomposición sobre r. 

G su grupo de Galois. 
Klr 

Para cualquier subcampo H de K que contiene a r 

sea G = {a G 
KIH 

G
K 

I a(h) = h 

Ir 
para todo h G H} y para cual 

quier SubgrUPO A de GK . 
Ir 

Sea KA = {x G K I a(x) = x para todo a G A}. 

Entonces la asociación de H con G
K 

establece una corres 
IH 

pondencia biyectiva del conjunto de subcampos de K que contienen 

a r sobre el conjunto de subgrupos de G tal que 
Klr 

i) H = 

ii) 

iii) [l< fJ = índice de GK en GK IH Ir 
iv) H es una extensión normal de r si y sólo si G

K 
es un sub 

IH 
grupo normal de 

v) Cuando H es una extens ión normal de r , entonces G
H 

es 
Ir 

isomorfo a 



ITueba 

i) Por ser K el campo de descomposición de f(x) sobre r es 

también el campo de descomposición de f(x) sobre cualquier 

subcampo H que contenga a r, luego por la proposición 56, 

K es una extensión normal de H y por la definición de nor 

malidad H es el campo fijo de G
K 

,es decir 
IH 

ii) Como K es una extensión normal de r, por proposición 54, 

dado un subgrupo A de G
K 

,entonces 
Ir 

iii) Tenemos por la proposición 51 que 

tenemos entonces que 

= 

de donde 

= = índice de G
K 

en G
K 

. 
IH Ir 

iv) Haremos primero la siguiente observación: H es una exten-

sión normal de r, si y sólo si, para cada 

a(H) c H. 

Sabemos por la proposición 43, que existe a ~ H tal que 

H=r(a). 

Si a(H) c H, entonces a(a) ~ H para todo a ~ GK ' 
Ir 
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v) 

Consideremos el polinomio sobre H 

p(x ) = (x-a l(a»(x- a 2(a» • . . (x - a (a» 
n 

donde , .. . , a 
n 

son todos los elementos de G
H 

Ir 

Vemos que H es el campo de descomposición de p(x), que ti~ 

ne sus coeficientes en F, y por la proposición 56 tenemos 

que H es una extensión normal de F. 

Reciprocamente si H es una extensión normal de F entonces 

H = F(a), donde el polinomio mínimo de a, p(x), sobre r 

tiene todas sus raíces en H, pero para cualquier a G G , 
Klr 

a (a) es también una raíz de p(x), de donde a(a) debe es

tar en H. 

Como H está generado por a sobre F tenemos que 

a(H) c H para todo 

Tenemos así que H es una extensión normal de F, si y sólo 

si, para todo a G G
K 

,T G G
K 

Y a G H, a(a) G H Y 
IF IH 

por lo tanto 

T(a(a» = a(a) 

es decir si y sólo si 

-1 
a o T o a(a) = a. 

Pero esto es lo mismo que decir que H es normal sobre r si 

y sólo si 

a- l G 
KIH 

a c G para todo 
KIH 

Entonces G 
KIH 

es un subgrupo normal de G 
Kl r 

Si H es normal sobre F, para a G G
K 

, como a(H) c H, 
IF 

tenemos que a induce un automorfismo 0.0:,'; de H definido 

por 

a ~" (a) = a(a) para todo a G H . 
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Como a * deja a todo elemento de r fij o, a * 
tar en G

H 
. 

Ir 
Además para cualquier 

(a '±') ~': = a 1:'±'~': 

de donde la aplicación 

a ~': 

cumple ser un homomorfismo. 

debe es-

El núcleo de este homomorfismo consiste en todos los ele-

mentos a G G tal que a * es la aplicación identidad 
Klr 

sobre H. 

El núcleo es pues, e l con j unto de todos los 

tales que 

a = a ~': (a) = a(a) 

tenemos entonces que el núcleo es G
K 

. 
IH 

Por la proposición 7 existe un isomorfismo entre la ima-

gen de G en 
Klr 

Por iii) tenemos que 

O GK\r 
[B F] = 

O GK IH 

Por la proposición 54 

[B : F] = O G 
H\r 
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Por lo tanto 

= 

Tenemos así que la imagen de G
K 

en 
Ir 

G es todo 
Hlr 

y por lo tanto 



CAPITULO 111 
SOLUBILIDAD POR MEDIO DE RADICALES 
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1- IRRESOLUBILIDAD DEL POLINOMIO DE GRADO 5 POR MEDIO DE RADICALES 

DEFINICION 54 

Dado un campo F y un polinomio p ( x) G F [ x ] di remos 

que p(x) es soluble por radicales sobre f, si podemos encontrar 

una sucesión finita de campos . 

F1 =F(w1), F2 =F 1(w2)' ". ,Fk = Fk _1(wk ) 

r 2 
donde wI1 G F, w2 G F1 , ... , w~ G f k _l 

tal que las raíces de p(x) se encuentran todas e n Fk , 

Si K es el campo de descomposición de p (x) sobre F, en

tonces p(x) es soluble por radicales sobre F, si puede encontrar 

se una sucesión de campos como los anteriores tal que K c Fk , 

Sea F(al, a2, "., a) el campo de las funciones raciona 
n 

les en las n variables ... , a 
n 

s obr e f Y consideremos 

el polinomio particular n n-l 
p(x) = x + a1x + ... + a 

TI 
sobre el 

campo p(x) es soluble por radicales, si es 

soluble por radicales sobre F(al, a2, .,., a). 
n 

DEFINICION 55 

Un grupo G es soluble si puede encontrarse una cadena fi 

nita de subgrupos 

= (e ) 
}: 

donde cada N. es un subgrupo normal de N. 1 Y tal que cada gru-
l l -

po cociente 
N. 1 l-

N. 
l 

e s abe l iano . 



PROPOSICION 59 

Prueba 

Si G es un grupo, entonces G' es normal sobre G. 

Sea 
-1 - 1 

S = {x y x y I x , y G G}. 

Para m G G, tenemos 

-1 -1 -1 - 1 -1 -1 m(x y x y)m = m( x - e y e x e y)m 

-1 -1 -1 -1 -1 -1 = m(x m my m mxm my)m 
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este último producto perte nece a S , por lo tanto S es normal so 

bre G. 

Si [S ] es el conj unto generado por S, es decir 

G' = [S] entonces para g G G, tenemos 

= [S] 
por lo tanto G' es normal sobre C. 

DEFINICION 56 

Dado el grupo G y los elementos a y b de G, diremos que 

el conmutador de a y b es el elemento a-1 b-1 a b. 

El subgrupo conmutador, G' de G, es el subgrupo de G ge

nerado por todos los conmutadores ele G. 

El conmutador de G' se denotará (G')' = G(2) Y del mis-

PROPOSICION 60 

G es soluble si y sólo si G(k ) = (e) para algún entero 

K. 
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Prueba 

( .) 

Si G es un grupo soluble, existe una cadena 

donde cada N. es normal en N. 1 Y donde 
1 1-

N. 1 1-

N. 
). 

es abeliano. Pero entonces, el subgrupo conmutador N! 1 
1-

de N. 1 debe estar contenido en N., ya que para cualquier 
).- 1 

a, b G N. 1 ' tenemos 
1-

(a N.)(b N.) = (b N.)(a N . ) 
). 1 1 J. 

a b N. = b a N. 
). ). 

-1 b-l b" N a a ~ .' 
1 

As!, pues, 

NI ~ N~ = G', N2;)N~~:¡(G')' = G(2), N3~N;~(G(2», = G(3) ••• 

N G(i) (e) = N
k 

;) G(k) i J ~ , 

por lo tanto G(k) = (e). 

( -== ) 
Si Gek ) = ( e) • 

Sea No = r 
" 

NI = GI 

N2 = G(2) 

~ = G~) = (e) . 
Vemos que G = NO J Nl;) N2 ;) ••• ;) N

k = (e) 
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donde cade! N. es normal en N. 1 • 
l l-

Además, el grupo 
N. 1 l-

N. 
l 

es abeliano, ya que para a , b 8 G, 

tetlemos 

es decir 

(a G')(b G' ) = a b G' = e a b GI 

-1 -1 
b a a b a b G = 

b a (a-1 b- l a b)G' 

como (a- l b-1 a b) G G' 

= b a GI 

= (b G')(aG') 

N. 1 ).-G b 1-G- ,es a e lano y N. 
l 

= 

abeliano. Por lo tanto G es soluble. 

COROLARIO .13 

es 

Si G es un grupo soluble y si G es una imagen homomórfi

ca de G, f">!ltonces G es soluble. 

Prueba 

Por ser G imagen homomórfica de G, tenemos que (G) (k) 

es la imagen de G(k). 

Como para algún k, tenemos (G) (k) :: (e ) 

t'a la misma k, por lo tanto G es soluble. 

'fROPOSICION 61 

Sea G = S 
n 

n ~ 5 , S es el grupo simétrico de grado 
n 

h, entonces G(k ) para k:: 1, 2, 

tlen 3 de S 

contiene todo ciclo de or 

n 
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PT'ueba 

Si N es un subgrupo normal de G = S n 
donde n .!. 5 • que 

contiene todo ciclo de orden 3 en S , entonces N' · debe tambi.~n n 
contener todo ciclo de orden 3. Pues supongamos 

a = ( l ~ 2 , 3 ) 

b ::: (1, 4~ 5) 

con a y b en N. 

Entonces 

Vemos que (a-l b-1 a b) g N'. Es decir (1, 4~ 2) S N' • 

Así para cualquier a S S n 

-1 a (1, 4, 2)a debe estar en N'. 

Escojamos a g Sn de la siguiente manera 

a(l) :: i1 

(1(4) = i 2 

a(2) ::: i3 

donde i1' i2' i3 son tres enteros distintos en el rango de 1 

a n. 

Entonces está en N'. 

Por lo tanto N' contiene todos los ciclos de orden 3. Haciendo 

N = G, que es normal en G y contiene todos los ciclos de orden 

3, tenemos que G' contiene todos los ciclos de orden 3. 

Como G' es normal en G; G(2) contiene todos los ciclos 

de orden 3. 

G(2) G G(3) . d 1 • 1 Como es normal en, contlene to os 0$ CÁC os 

de orden 3. 
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COl cinuando así concluimos -{ue G (k ) contiene todos los 

ciclos de orden 3 para cualqui er f, . 

DEFINICION 57 

Un elemento E; de un cuerpo K t al que existe un entero 

n ~ 1; para el cual E;n = 1, se llama raíz de la unidad o más 

exactamente raíz n-ésima de la unidad. Así, el conjunto de las 

raíces n-ésimas de la unidad es el conjunto de las raíces del 

polinomio Xn - l. 

DEFINICION 58 

Si z = x + iy (i = r-r) , definimos 

el número complejo 

e
Z = eX (cos y + i sen y). 

PROPOSICION 62 

S no es soluble para n > 5 • 
n 

Prueba 

z x+iy 
e = e como 

Si 
(k) 

G = S ,según la proposición 61, tenemos que G 
n 

contiene todos los ciclos de orden 3 de S para todo k, por lo 
n 

tanto GO<) f (e) para toda r, luego por la proposición 60 caE.. 

cluimos que G no es soluble. 

PROPOSICION 63 

Sea F un campo que contiene todas las raíces n-ésimas de 

la unidad (para n fijo) y sea a t O, a 8 F. Sea además 

(X
n 

_ a) G F[x] y sea K su campo de descomposición sobre F, 

entonces: 

i) K = F(u), donde u es cualquier raíz de - a. 

ii) El grupo de Galois de 
n 

X - a sobre F, es abeliano. 
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Prueba 

i) Como F contiene a todas las raíces n-ésimas de la unidad, 

ii) 

contiene a 2TIi/n 
~ = e ya que pero t.:

m t 1 pa-

ra O < m < n. 

Sea u G K, una raíz cualquiera de Xn _ a, entonces 

~ t.: 2u, 
n-l 

son todas las raíces distintas u, u, ... , ~ u 

de Xn - a· ya que si , 

= l;j u con O < i < j < n 

como u + O Y = o debe ser es 

decir 
~j-l = 1 con O < j-i < n 

lo que es imposible. 

~ S F por lo tanto n-l u, ~u, •.. ,~ u están en F(u) 

luego F(u) descompone a Xn - a. 

Como ningún subcampo propio dI) F(u) que contenga a F con

tiene a u, ningún subcampo propio de F(u) puede descompo

ner a Xn - a. Por tanto F(u) es el campo de descomposi--

.~ d Xn ~ K F() c~on e - a, o sea = u. 

Si a , 1: son dos elementos cualesquiera del grupo de Ga-

lois de Xn - a, es decir, 

K = F(u) que dejan todos 

ces como a(u) y .(u) 

que 

a(u) = t.:iu 

para algunos i y j. 

Luego 

si 

los 

son 

y 

a(-r(u» = a( ~ju) = 

= 

= 

a , • son automorfismos de 

elementos de F fijos, enton-

raíces de n 
X - a, tenemos 

.(u) = t.:ju 

~ja(u) porque €j G F 

t.:jt.:iu 

~i+ju 
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además 

Por lo tanto elL y Ht coinciden sobre u y sobre F, es 

decir cocinciden sobre K = F{u). 

Luego entonces a:[ = La , es decir que el grupo de Galois 

es abeliano. 

PROPOSICION 64 

Si p(x) g F [x] es soluble por radicales sobre F, con 

F un campo que contiene todas las raíces n-ésimas de la unidad, 

entonces el grupo de Galois sobre F de p(x) es un grupo soluble. 

Prueba 

Sea K el campo de descomposición de p(x) sobre F. 

El grupo de Galois de p(x) sobre F es G
K 

. 
IF 

Como p(x) es soluble por radicales existe una sucesión 

de campos 

F c Fl = F(wl) c F2 = F1 (w2) c ... c Fk = Fk_l(wk ) 

donde 

Podemos suponer, si n pérdida de generalidad, que Fk es 

una extensión normal de F. 

Como extensión normal de F, Fk es también una extensión 

normal de cualquier campo intermedio, de donde Fk es una exten 

sión normal de cada una de las F .. 
l 

Según la proposición 63 toda F. es una extensión normal 
l 

de F i-l' como además Fk es normal sobre F i-l' tenemos por la 

proposición 58 que GF es un subgrupo normal en G 

k lF . FkIF. 1 
l l-

Consideremos la sucesión 

(e) . 
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Cadil grupo de estos es un lJbgrupo normal en el que le 

precede. 

Como F. es una ext ensión norma l de F. _. tenemos por la 
l ) -l. 

proposición 58 que 

es isomorfo a 
Gr, 

K¡ F . 
, l 

y por l a proposición 

63 , Gr. es abeliano; es decir que todo grupo cociente 

2lF
i

_
l 

es abeliano. 

Así, el grupo G es soluble . r k lF 

Como K c r
k 

e s una extens ión normal de F (por ser un 

campo de descomp os ición), según l a proposición 58 , Gr es 
k lK 

un s ubgrupo normal de G
F 

y 

kl F 

es isomorfo a 

Tenemos así que G e s una imagen homomórfica de 
KIF 

Gr que es un grupo soluble por el corolario 13, t e nemos que 
k lF 

G es un grupo soluble. 
K IF 
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PROPOSICION .65 

El polinomio general de grado n > 5 no es soluble por 

radicales. 

Prueba 

En la proposici6n 55 se demostr6 que si 

es el campo de las funciones racionales en las n variables 

al, a2' .•.. ,.a n 
entonces el grupo de Galois del polinomio 

p(t) = t n + altn- l + ..• + a 
n 

(Grupo simétrico de grado n). 

sobre 

Por la proposición 62 sabemos que S no es un grupo solu n . -
ble cuando n > 5 Y por la proposici6n 64 concluimos que p(t) 

no es soluble por radicales sobre F(al, a2, ••• , a) para n > 5. 
n 
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