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INTRODUCCION 

La finalidad del presente trabajo es la de acrecentar el 

materia l bibliográfico en el área de álgebra. El aporte 

concreto es dentro de la Teoría de campos; siendo el ob

jetivo primordial hacer una recopilación de conocimien

tos en el área de álgebra y dejar en el lector la inqui~ 

tud de cuán amplio son los tópicos en la teoría de cam

pos , conc luyendo con el teorema de Kronecker . 

Para la lectura de este trabajo se eXlge so lamente cono

cimientos básicos de álgebra moderna como lo son Ani llos, 

Ideales, Campos, pol inomios y subcampos. 

Sin embargo para e l lector no fami liarizado con estos con 

ceptos se han presentado definiciones de los conceptos uti 

lizados en la prueba de cada una de las proposiciones. 

En cuanto al orden en la presentación los temas se han de 

sarrol lado de tal manera que el lector comienza con conce~ 

tos y propiedades elementales como campos, subcampos ; lue

go extensiones de campos continuando con raíces de po lino

mios, además se desarrollan elementos básicos para la pru~ 



ba del teorema de Kronecker. 

Es claro que existe mucho más acerca de la teoría de cam

pos de lo que aquí se encuentra, lo cual podría quedar co

mo inquietud para el lector. 

Esperamos que ~ste, preste alguna utilidad a los estudio

sos del álgebra. 
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DEFINICION 1.1 

Se dice que un conjunto no vacío A es un anillo Sl tiene 

dos operaciones + y tales que: 

a) a, b E: A implica que a + b E: A. 

b) a + b = b + a para a, b E: A. 

c) (a+b)+c = a+(b+c) para a, b, c E: A. 

d) Existe un elemento O E: A tal que a + O -- a para todo 

a E: A. 

e) Dado a E: A existe un b E: A tal que a + b = O (donde b 

se expresa como -a). 

f) a)b E: A implica que a. b E: A. 

g) a.(b.c) = ( a .b). c para a, b, c E: A. 

h) a. (b+c) = a .b + a.c, 

(b+c).a = b .a + c.a para a,b,c E: A. 

DEFINICION 1.2 

El anillo A es llamado unitario y conmutativo Sl: 

i) Existe un elemento 1 E: A ) tal que a.1 = 1. a = a para 

todo a E: A 

ii) Si a,b E: A entonces 

a. b = b. a. 



DEFINIeION 1 . 3 

Sea A un anillo ~ un s ub co njunto no vac ío I de A , s e llama 

i dea l de A S l : 

a) I e s un s ubgrupo aditivo de A. 

b) Dados r E A, a E I entonces: 

i) ra E I Y 

ii) ar E I . 

DEFINIeION 1 .4 

El ideal ItA es llamado maximal, S l para t odo ideal J 

de A: 

DEFINIeI ON 1.5 

Sea I un i dea l de un anillo A; se dice q ue I es i dea l 

primo s i : 

i) 1 t A 

ii) xy E 1 entonces x E 1 ó y E 1 

3 



DEFINICION 1.6 

Sea A un anillo . 

Si S e A , existe un ideal I de A úni co que cumple la s dos 

propiedades s i guientes : 

i) S e r. 

ii) Si F e A es un i deal t a l que S e F entonces I e F. 

( Es te ideal único se denota Ls J y es llamado ideal 

generado por S) . . 

PROPOSICION 1.1 

En un anillo A unit ario y conmutativo todo ideal maximal 

es primo. 

Pa . 

Sea A un anillo unit ar i o y conm~tativo y sea I e A; I 

un i deal maximal probar q u e I es ideal primo. 

Si x, y E A tale s que xy E I 

entonces x E: I ó y E I. Supongamos ~u e x 'l I Y 

Sea J = {z E A/z = a+bx, a E I, b EA } 

a) Probemos que es un subgrupo. 

a) J -t 0 

z = O + Ox ~ Z = O E: J 

J -t 0 

4 
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b) Cierre para la suma 

Si 2
1

, 2
2 

€ J entonces 2
1 

+ 2
2 

€ J, donde 2
1 

=a
1 

+b
1 

x 1 

2 2 =a 2+b 2x 

= 

c) Dado 2 € J, existe - z € J 

z = a+bx =? - z = -(a+bx) = -a-bx, - a € 1, -b € A 

• - Z € J. .. . 

ii) Si t € A , 2 E: J , entonces t.:2 € J 

t~z = t(a+bx) = ta + tbx 

ta E: 1, tb E: A . 

Luego J es ideal . 

1 e J. 
Sea 2 € 1, Sl b = O entonces 

2 = a+bx 

= a + Ox 

z = a 
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Mostremos que x E J . 

Si a = O Y b = 1 entonces 

z = O + lx 

z = x 

luego x E J 

J f. I porque x E I " X E J 

por tanto J :¡. I . 

J es un ideal que incluye propiamente al ideal I y como 

I es maximal entonces J = A . 

Si J = A, el elemento 1 E J ya q ue A es un anillo uni-

tario . 

Por tanto existe a El, b E A tal que 

1 = a + bx 

1 • Y = ( a + bx ) Y 

y = a y + bxy ; ay E 1 porque aE 1 y bxy E r ya que 

xy E 1 

y e 1. Lue go el ideal 1 es ideal pri mo . 

DEFINIerON 1.7 

El ani llo A es llamado " Dominio entero", Sl es unitario, 
, 

conmutativo y si xy = O entonces x=O o y =O . 



DEFINI CIO N 1.8 

Un domini o enterO A , se llama dominio ent ero princi pal, 

s i todo ideal I e n A es de l a forma 

I = {xa/ x E A } para algGn a E l. 

Es te i de a l es denotado [ a] . 

PROPOSICION 1. 2 
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En un dominio entero principal todo ideal primo es maximal. 

Pa . 

Sea D un dominio entero principal. 

Probar que todo ideal primo es maximal. 

Sea I un ideal primo . 

Sea J un i dea l de D tal que I e J . 

Supo n gamos que J ~ 1 , Y sean 1 = [zJ y J = [ wJ, ya que 

D es un dominio entero principal . 

Z E EzJ ==> z E 1 

~ Z E J 

~ Z E [ wJ 

como [ z ] e [ w] f\ [ z J t [ wJ entonces w 1- [ z ] 

también Z E [ w] =? Z = tw t E D 
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z = tw E: [ z J ') t E: [zJ por ser z , ide a l primo y 

w ~ [ zJ . 

~ t - yz -

=? z = yzw 

=9 1 = yw E: [ wJ 

=? 1 E: J 

=? J = D 

ya que t odo ideal que contiene al 1 es todo e l anillo. 

1 es max imal. 

PROPOSICION 1.3 

El anillo Z. de los números enteros es un dominio entero 

principal. 

Pa . 

Sea 1 un i deal en Z 

Con 1 i- {O} e n el anillo de l os enteros Z. 

a probar que existe a E: Z ta l que 1 = { xa/x E: Z} 

Si Y E: 1, Y i- O entonces - y E: 1 por ser 1 un ideal. 



" ~'I 

Luego l contiene enteros positivos y como Z+ es bien or

denado entonces l contiene un entero positivo mínimo; sea 

~ el entero pos itivo mínimo de l. Sea b E: l, 

b = ax + r. x,r E: Z. o s; r ' ~ a 

(utilizando el algoritmo de la división) 

Pero ax E: l ya que a E: l 

r = b-ax 

entonces r=O; ya que si fuera diferente de cero, ya no 

sería ~ el entero positivo mínimo de 1, porque O ~ r ~ a 

como r = O entonces b = ax. 

l es ideal principal de Z entonces Z es dominio en

tero principal. 

PROPOSlCION 1.4 

Si P E: 'Z) p > O el ideal [p] es maximal Sl y solo Sl, P 

es número primo. 

pa 

A probar que si [p] es maximal entonces p es prlmo . 

Supon gamos que p no es prlmo, entonces existe un m E: ~ 

tal que 1 < m < p y mlp. 

9 
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[ p] e [m ] ya_ q u e s i x E: [ p] en t on c e s x = t 1 p, t 1 E: Z -' - ~ ( a ) 

pero m Ip,es decir, que p = t
2
m, t

2 
€ Z------>8 

sust i tuye ndo 8 en a tenemos: 

por lo tanto x E: [m] 

[p] e [m] 

[m] = [p] v [m] = Z, por ser [p] maximal. 

Si [m] = [p] entonces p~,m y como mi p entonces m = p, 

lo que contradice la hipótesis por lo que [m] = Z;lo que 

implica que: 

1 € [m] 

mk = 1 

k = 1 Y m=l, l o que contradice la hipótesis . 

. p es primo. 

Si P es primo, entonces el ideal [p] es maximal. 

Pa. 
t\ '/ 

~ Sea I un ideal que contiene [p]. Como ~ es un dominio 

entero de ideales principales se tiene que existe m E: I, 

tal que: 1 = [m], [ p] e [m], por propiedad de ideales 



lue go mlp, lo que implica que : 

m=l V m=p 

Si m = 1 entonce s [m] = z . - . 
Si m = p entonces [p] = [m]. 

[pJ es maximal. 

DEFINleION 1 . 9 

Sea A un anillo, le: A un ideal; si xt A se define 

x + 1 = {z E: Al z = x+y, y E: I} 

el conjunto {T e A/T = x+I, x E: A } es un anillo con las 

operaciones : 

i) ( x +I)+(y+I) = (x+ y) +I . 

ii) (x+I) (y+I) = xy + l. 

Este anillo se denota 

Si A es unitario, A 
1 

A T y se llama anillo cociente. 

es unitario 

( Si 1 es la identidad de A entonces 1 + 1 es la iden

tidad de ~ ). 

El elemento cero es la clase O + 1 con O + 1 = 1, 

1 e s el elemento cero . 

11 
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A . El elemento identidad para 1 es 1 + I • 

DEFINICION 1.10 

Se dice que un anillo con unidad A, es un anillo 

con división, si para a t O en A existe un elemento bE A . 

-1 -1 -, 
(que se expresa como a ) t a l que a . a = a.a = 1 

DEFINICION 1 . 11 

Se dice que un anillo A, es un campo, si A es un 

anillo con división conmutativo . 

PROPOSICION 1 . 5 

Sea A un anillo unitario y conmutativo y sea I C: A, I un 

i deal. 

1) Si I ideal primo, A dominio entero . es 1 e s un 

2 ) Si 
A es un dominio entero , 1 es ideal prlmo. 
1 

3 ) Si I ideal maximal , 
A 

es 1 e s un c ampo . 

4) Si A I ideal maximal, . 1 es un campo, es 



Pa . 

1) Si 1 es ideal primo ~ es un dominio entero . 

A Sean x + 1, Y + 1 E 1 tal que 

(x+I)(y+I) = 1 

probar que x + 1 = 1 ó y + 1 = 1 

(x+I) ( y+I) = 1 

(x+I)(y+I) = xy + 1 \ por definición de anillo 

coc iente . 

( x+I) ( y +I) = 1 

~ xy + 1 = 1 

==} xy E 1 

-==? x E 1 ó y E 1 J por ser 1 un i deal pr imo 

=:> x + 1 = 1 

ó y + 1 = 1 A 
T es un dominio entero. 

2) Si ~ es un dominio entero, 1 es ideal primo . 

Pa . Sea x, y E A tal que xy E 1 

Pro bar que x E 1 ó y El. 

xy E 1 =? xy + 1 = 1 por propiedad de ideales 

(x+I)(y+I) = 1 , ya que 

(x+I)( y +I) = xy + 1 

=7 x +I 1 " + 1 1 = o Y = 

A dominio entero , luego 1 por ser XE 
1 

. 
1 es ideal primo . . . 

" o y E 

13 
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3 ) Sl' 1 'd ' A es lea l maxlmal, 1 e s un campo . 

Pa . 

i) Sean x + 1, Y + 1 

(x+I)( y +I) = 

(X+I)( y+I) = 

E 

xy + 

yx+I 

A 
1 

I, por definición de anillo 

cociente. 

~ 
ya que A es conmutativo. 

14 

= ( y+I)( x +I ) por definición de anl 

A 
1 es conmutat iv o . 

110 

ii) Sea x + 1 E 
A 
1 tal que x + 1 ¡. 

x + 1 i- 1 ~ x ¡. 1 

Sea J = { Y E Al Y = z +ax , a E 

un i dea l 

1 e J 

Sea w E 1 

w = w + O. x 

W E J 

1 e J 

cociente. 

1 

A, z E 1 } 



Probemos que J -¡. I 

x = O + 1 por ser A unitario 

x E J 

J -¡. I pues x ~ I 

por l o tanto J = A ) ( ya que 1 es maximal) 

en particular lE J 

ya que 1 E A, por ser A un a nillo tmi tario; 

1 = a+b~ a El, bEA 

a El --?:J - aE I 

bx 1 = - a E I C- a El) 

07 bx + I = 1 + 1 

"=¡ Cb+I)(x+I) = 1 + I , por propiedades de anillo 

cociente. 

(x+! ) = Cb+I)-l 

A por lo que 1 es inversible para el producto. 

A Y es un campo. 

A 
4) Si Y es un campo, 1 es ideal maximal . 

Pa . 

Sea J e A un ideal ta;L que 1 e J 

Probemos que J = I ó J '" A 

15 



Supo ngamos que J t I Y probemos que J = A . 

Sea x E: J, x y I 

x í!' I entonces x + I t I 
.: 

A por lo tanto existe y + I E: T tal que 

( x +I)( y +I) = 1 + I A ya que es un campo, tiene 
I 

inverso multiplicativo. 

l o que implica que xy+I = 1 +I) por prop iedades de ani llo 

cociente 

lue go xy - 1 E: I 

co n l o que xy 1 = z , Z E: I 

1 = xy - z 

xy E: J ya que x E J 

z E: J porque Z E: I y I C J 

1 = xy Z E: J 

1 E: J 

Luego si 1 E: J ent onces J = A . 

DEFINIeION 1. 12 

Sea D un dominio entero 

k { 
m 

/ D, D , t O } = - ID E: n E: n 
n 

16 



m 
n 

• 

= c lase de equivalencia del par (m, n) 

por la relación (a,b) = (a,d) si ad = bc 

1 ) 

2 ) 

a c 
b + d 

a 
b 

c 
d 

= 

= ac 
bd 

ad y bc 
bd 

17 

entonces (k, +, .) es un campo llamado campo de fracciones 

asociados a D. 

PROPOSICION 1.6 

Si D es dominio entero finito, D es un campo. 

Pa. 

D es dominio entero si e s anillo conmutativo unitario 

y s in divisores de cero. 

D es un campo s i D es un anillo de división conmutativo. 

Sea D = {Xl' x 2 ..... Xn} un dominio enter o finito. 

Sea a E D, a ~ O probar que a es inversible 

Sea L = {ax
1

, ax 2 , .... aXn } 

L e D 

Mostrar que L = D 



Bastará probar que L tiene n elementos. 

ax. = ax. 
1 ] 

?y a(x. x . ) = O 
1 J 

Como no hay divisores de cero 

a = O ó ( x .. - x . ) = O 
1 ] 

como se tomó a t O entonces X l xj = O 

Xl = X] 

por tanto , L tiene n elementos . 

Todo elemento de D es de la forma 

ax ·. con 1 ~ n 
1 

En particular existe] tal que : 

1 = ax. 

x . = a 
] 

J 
-1 

lo que implica que a es inversible . 

D es un campo . 

DEFINICION 1.1 3 

Una a p licación 0: A~ B de un anillo A en un 

anillo B es un homomorfismo si: 

a) ~( x+y ) = 

b) .cp (xy) = 

cp ( x )+ C/J( y) 

C!J( x) cD( y) 

18 



DEFINIeION 1 . 14 

Ker f = { X E: A/fCx) = O} 

PROPOSICION 1.7 

f es inyectiva si y solo si ker f = {O} 

Pa . 
" =¡" 

Sea f un homomorfismo 

a probar que si f es inyectiva entonces 

ker f = {O} 

Sea x E: ker f , luego fCx) = O 

lo que imp lica fCx) = fCO), ya q u e f CO) = O 

~ x = O por ser f inyectiva . 

Cualquier elemento del ker f es el cero. 

/1 ~ 11 Si ker f = {O} entonces f es inyectiva. 

Sean xl ' x 2 ' E: A tal que: f Cx 1 ) = fCx 2 ) 

Probar que xl = x 2 

fCx l ) - fCx 2 ) = O 

fCx -x ) = O,ya que f es un 1 2 

homomorfismo. 

19 
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=:::;. xl - x 2 = O, ya que ker f = {O} 

. f es inyectiva . 

DEFINICION 1.15 

Si una aplicación C/J: A --7 B de un anillo A en 

un anillo B es un homomorfismo ~iyectivo , entonces ~ esa 

a p licación se le llama Isomorf ismo . 

PROPOSICION 1 .8 

Sea D un dominio entero. Pruebe que existen un campo k y 

un homomorfismo de anillos f: D -7 k con 'las propiedades 

siguientes: 

1) f es inyectiva . 

2 ) Si L es un campo y g : D -7 L es un homomorfismo inyec -

tivo entonces existe un homomorfismo inyectivo úni co 
/'-

g : k-7 L tal que g o f = g . 

3) Si M es un campo y m: D ~ m un morfismo inyectivo q ue 

cumplen las propiedades ~ y 2) entonces hay un isomor

fismo ~: k---;)- M tal que ~Of = m· 

(k es llamado campo de fracciones asociado a D). 



Pa . 

Sea k { 
a 
b/a , b E D; b t O } 

a 
b = clase de equivalencia del par ( a ,b) 

Por la relación (c,d) = (c, f) si cf = dc 

a 
1) b 

a 
2 ) b 

+ c 
d 

c 
d 

= 
ad + bc 

bd 

ac = ])d 

entonces (k, +, .) es un campo llamado campo de fracciones 

asociado a D . 

. Probemos que k es campo bajo esas operaclones 

Pa . 

i) Sea ~, ~ E k, b, d t O 

a 
probar que b ,,+ c 

dE . k 

a c 
b ::- + d = 

ad + bc 
bd , por l a forma en q u e esta definido k 

a c k entonces como b , d E 

a + c 
E k 

b d 

ii) Sea a c k probar 
b 

, d E que 

a + c c + a a c 
k 13' d = d b 

para 
b d E 

BIBLIOTECA CENTRAL 
_.IVEa. I DA ••• IU .• A L VA __ 
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a c - + -b c 

iii) 

= 

= 

= 

c 
= d 

ad + bc 
bd 

bc + ad 
ba 

cb + ad 
db 

+ a 
b 

a c 
b 

+ 
d 

.:: 

por ser D un dominio entero es 

conmutativo 

D es un dominio entero entonces 

es conmutativo 

c + a = d b 

a c e 
El<: b , d, f t O Sea b , d , f 

? 
(a ~) (~ ~) e . a + + + 

f = b 
+ a f b d 

(~ + ~) + e 
b d l' 

( ad + bc ) + e 
= bd f 

= 

= 

= 

= 

= 

(ad + bc)f + bde 
bdf 

(adf + bcf) + bde 
bdf 

a(df) + (bc f + bed) 
b Cd f ) 

a ( cf+ ed ) 
b + 

df 

a + (~ + :=.) 
b d f 

por la forma en que está 

definido l<: 

di s tribuyendo 

asociando y conmutando 

22 



iv) Existe un elemento O E k tal que : 

Pa . 

v) Dado 

Pa . 

• 

a 
b + O 

a 
b 

+ 

= 

O 
T 

a 
b 

= 

= 

a 
para todo b E k , b -¡. O 

ya que D es dominio entero , 

es anillo unit ario 

a . l + b . O 
b . l 

a 
b 

b -¡. O 

, por definición de k 

a 
E:. k existe e k tal b un dE que 

a e 
b 

+ 
d = 

= 

:::;3:¡ 

~ 

~ 

e 
O , donde 

b 

ad + be 
bd 

ad + be 

ad = - be 

a e - = b d 

= O , 

= O 

... se expresara 

bd -¡. O 

e a 
existe un d = b' E k 

a 
como - (-) 

b 

23 
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vi) a c 
k, ~ b , d 

E b, d O implica que 

a c 
k b d 

E 

Pa . 
:... 

a c ac '-
la fo rma definió b d 

:: 
bd 

por en que se k 

a c 
k como 

b ' d 
E 

entonces ac E k bd 

vii) 
a (~ ~) (a ~) e 
b 

:: 
f para d f b d 

a c e 
k b , d , f f. O D , d ) l' E 

Pa . 

a (2- ~) a (~ la forma defi D 
:: 

b . por que se 
d f df 

. ... 
k nlO 

ace aplicando de definición :: 
bdf nuev o 

(ac)e 
:: 

Cbd)f asociando, ya que D es dominio entero 

(~ c ) e 
:: 

d . f b 



vi i i) 

a) a (~ + b d 

(~ 
d + e 

f) . 

a c e 
b d f 

Pa . 

a ( ~ + ~) b = d f 

= 

= 

= 

= 

= 

~) a c a = b d + 
b f 

a 
b 

c a = d b + 

E K, b , d , f 

a ( cf + de) 
b ' df 

acf + ade 
bdf 

acf + aed 
bdf 

(ac ) f + ( ae )d 
bdf ' 

(ac) f + Cde)f 
bdf bdf 

(ac)f + Cae ) d 
bdf bfd 

Cac)f + ( ac)d 
( bd)f Cbf)d 

25 

e 
f 

e a 
f b para 

1- O 

ap licando definición 

apl i cand o definición 

con~utando ya q ue D es 

anillo ' conmutativo 

aso ciando., ya que D es 

dominio entero 

distribuyendo, por ser D 

dominio entero 

conmutando en el deno -

minador 

Asociando en e l denomina-

dor por ser D dominio entero 



= 

a 
= b 

ac 
bd + 

c 
d + 

ac 
bT 

a 
b 

e 
f 

26 

por ser D dominio entero 

tiene inverso. 

viii) 

Pa . 

b) ( ~ + e ) a = 
d f' b 

e 
d 

a e 
b + f 

a 
b 

(~ + ~) 
d f 

a 
b = 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

( cf + de) a 
dfb 

cfa + dea 
dfb 

caf + ead 
dfb 

( ca)f + (ea)d 
dfb 

( ca ) f + (ea)d 
dfb dfb 

(ca)f + (ea)d 
dbf fbd 

aplicando definición 

de s uma 

aplicando definición de 

productos 

distribuyendo ya que D es 

dominio entero 

conmutando en el numerador , 

ya que D es conmutativo 

asociando , ya que D es 

dominio entero 

distribuyendo ya que D es 

dominio entero 

conmutando en e l denominador 

ya que D es conmutativo 



= 

ca ea 
= db +'fb 

c 
d 

a 
b 

+ e 
T 

por ser D dominio entero 

posee inverso. 

a 
b 

a 
ix) Existe un elemento 1 E k tal que b . 1 

a 
para todo b E k , b i- O, 

a 1 D 
a 1 

D unitario, = b 
. T , ya que es 

a.l aplicando definición. ' = 
b.l ~ 

l.a , conmutando, D = 1.b 
ya que es 

a 
= l.

b 
~ ya que D es unitario. 

a 
= b 

conmutativo, 

Existe un elemento 1 Ek, tal que 

a a 
b . 1 = 1. b = 

a 
b 
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x) 

Pa . 

a 
D 

• 

a c a c c 
b ' d E k imp lica b' d - d 

con b, d ~ O 

c 
d 

= 
a.c 
b.d 

c .a 
d.b 

, por definición. 

\ conmutando, ya q ue D anillo es 

conmutativo-

c a = d b , por definición . 

28 

xi) Sea ~ E k tal que ~ ~ O probar que existe (%)-1 

con la propiedad que : ~ 

a 
b 

Sea (a)-l 
b 

= 
1 
1 

b 
= -a 

= ~~ por definición 

ab 
= ab conmutando ya que D es dominio entero 
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Pa . 

Ex i s te un homomorfismo f: D -7 k 

f: D---7k 

x x 
x~T = ( x , 1) : T = c l ase de ( x , 1) 

? 
i) f (x+ y ) = f(x) + f(y) 

f ( x +y ) = 
x +y 
- 1- :.-

x . 1 + y . 1 
= 1.1 

x . 1 + y . 1 - T.1 T.1 -

x + y 
= T T 

= f(x) + f ( y ) 

f(x +y ) = f (x) + f ( y ) 

? 
ii) f(x,y) = f ( x ). f ( y ) 

f(x . y ) = x- y 
-1-

x y 
= T T 

= f (x). f ( y ) 

f ( x . y ) = f(x) . f ( y ) 



Probar q ue f es inyectiva 

tal que: f ( x
1

) = f ( x
2

) 
I 

f(x - y ) = O '\ ya q u e f es un homomorfismo 

x - y 
-r 

x - y 
--r-

= 

= 

O , por la forma en q ue se definió f 

O 
T ~ (( x - y ),l) = ( 0 ,1 ) 

( x - y ) .1 = 1. O 

x - y = O 

==) x = y 

f es inye c tiva . 

2 ) Si L e s un campo y g : D -7 L es un homomorfismo 

inyectiva entonces existe un homomorfismo inye c tivo 

ú nico g : k~L /' f tal q u e go = g 

Pa . ,.. 

l/K -t- % . \.. 'U • K 
g ~ 

~ L g 
/, m - 1 
g : k. ---7 L: - ---7 g (m) g (n) 

n 

30 
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Probar si es homomorfismo 

f(x +y) ..;:: f(x) + f(y) 

/\ mi m2 
i) g (-+-) 

ni n 2 

g es un horno 

morfismo 

-1 -1 = ( g Cm1 ) g (n2 )+ g (m 2 ) g (n
1

))( g (n
1

) g ( n
2

)) , 

por ~er g un homomorfismo 

distribuyendo, ya que L es campo y g es 

un homomol~fismo g : D~ L 

conmutando, ya que L es un campo y g 

es un homomorfismo g : D~ L 



ii) Probar 
m 

"'( 1 g -
ni 

= 

A probar inyectividad 

Para q ue un homomorfismo sea inyect ivo . 

el ker g = {O} 

A 
a probar q ue el ker g = { O} 

m A 
Sea - E: ker g 

n 
e nt onces g (~) = O 

-1 g (m) [ g en)] = O 

como [ g (n)]-l ~ O e nt o nces 

g(m) = O 

Como g es homomorfismo inye ctivo entonces m = O 

m O 
O - = = n n 

A 
ker g ={ O} 
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Ahor a a pr obar qu e g f :: g 
o 

A A 
( g f )( x ) = g ( f ( x » po r de f inición de compo sición 

o 

= g ( x )( g (1»-1 

1 = g (x)( l ) 

-1 = g ( x )(1 ) 

= g ( x )(l) 

= g ( x ) 

PROPOSICION 1. 9 

El campo ~ de los números racionales es el campo de 

33 

fracciones asociado al anillo 2 de los números racionales. 

Pa . 

• El anillo ~ d e l os númer os e nteros es un dominio e n-

tero , por propo s ición 1. 3 ~ es un campo. 

x 
x = -1 

m 
Q) = {- 1m, n E 2 , n f. O} 

n 

m 
n 

e s la clas e d e e q uiva lenc i a del par (m,n) por 

la relación ( a , b ) = ( c ,d) s i a d = bc 
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CONJUNTO DE ENTEROS MODULO P. 

a ; b (mod p) significa que p/a- b 

se puede decir igualmente que: 

a ; b (mod p) c uando l a diferencia a -b pert enece a l con 

junto de l os mdltiplos de p 6 a ~ b ( mod p) si y so l a -

mente s i a y b dejan el mismo re ~ iduo a l ser divididos 

por p . 

La relaci6n = mod ( p) sobre 2 es una relaci6n de equi -

val enc ia e indica una partici6n de los enteros en p 

clase s de equivalencia [O] , , ... que se 

llaman c la s es residuale s m6dulo p siendo 

[ r ] = { al aE 2 , a = r mod ( p ) } . 

Denotaremos el conjunt o de todas l as clases residua-

les m6dulo p por 

DEFINICION 1 . 16 

Sean (+) s uma y 

(.) producto definidos entre lo s elementos 

1 ) ( a G) b) = r 

ii) Ca G) b ) = 

'g 

de ep] de l a mane ra siguiente: 

j 
donde r es e l res i duo de dividir 

tre p es decir a +b = pq + r 

r'") donde r es el residuo de dividir 

tre p es dec i r a .b = pq + r . 

a +b 

a.b 

en 

en 



PROPOSICION 1 . 10 

Sea PEZ , P > O Y E = conjunt o de enteros módulo p 

i) Co n l as operaciones " s uma módu l o p " y " produ c t o mó 

dulo p " E es un anillo. 

Z 2) Hay un i s omorfismo entre E y [ p] . 

3) Si P es primo , E es un campo. 

4) Si E es un campo , p es un número primo . 

1) Co n l as operaciones " suma módulo p " y " produ c -

to módulo p " Es un anillo . 

So l o se probará la ley distribut i va para saber 

cuál es el proceso a seguir. 

CaG)b)G)c = CaQc) CD CbG) C), a , b , c E Z 

a C + ) b = r, donde a + b = pq1 + r 1 o < 

r 1 
G) c = r " , 

L 
donde r 1 c = PQ2 + r 2 

aG)c = r
3

, donde ac = PQ3 + r 3 

bG)c = r 4 , donde bc = PQ4 + r
4 

Ca G) c) CD CbG) c ) = r 5 

r 3 CD 1'4 = r
5 

donde r
3

+r
4 = PQ5 + 

r < 
1 

O < 

O < 

O < 

p 

r 2 
< 

r 3 < 

r
4 

< 

r 5 0< r 5 < 

p 

p 

p 

p 
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? 
r

2 
- rS 

Su pongamos que r
2 

t rS 

r
2 < rs ~ O < rs - r 2 < p - r 2 .::: --:r 

~ O < rS - r
2 

< p -- -¿ eL 

Sust i t u yendo ~ en eL t e n emos 

- r e 
1 

< 

s u s ti t u ye n do a en -( nos q ueda 

O < ae - pq3 + be - PQ 4 - pQS - r e 
1 

O < 

como q1 = 

O < 
> 

a + b - r
1 

p 
nos q ueda 

1 

O < r 2 - rS < P - rS < P 

p 

+ PQ2 < P 

< p 

(~ ~ ) 

O < r 2 - rS < p - - - ~--- --- ( :L ) 
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Sustitu yendo S en I tenemos 

p -- ---7 

Sustituyen a en ~ nos queda : 

o < r c -
1 

ac + pq 3 - b c + pq4 < P 

asociando 

o < 

r
1 

- a - b) 

P 

dividiendo por p 

r
1 

- a - b 
pero como 

p 

entonces o < -

= 

yB q u e Ql' Q2 ~ Q3 Q4' Qs E ~ 

luego r 2 = rS 

Hay un isomorfismo entre E y 

Pa . 

;e, 
[ p] = { x + [ p ] ! x ~ Z } 

x W7 x + [p] 

72 
[ p] 
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Inyectividad 

Sean x , y E E tal que : 

0(x) = 0(y) 

a probar que x = y 

0(x) = 0(y) =? x + [p] = y +[p] 

~ (x-y) E [p] , por propiedad de ideales 

::¡. x-y = kp ---- --) (cA.) 

como x-y = r,donde r es el residuo 

de dividir x - y por p • 

Como r es un resíduo entonces r ! iene q ue ser menor p, 

entonces k = 0, ya que si k ~ O entonces x-y = kp ? P 

x = y 

Sobreyectividad 

= {X + [p] XE 'f'.,} 

X~X + [ p] 

'l 
Tenemo s que probar que cualquier elemento de TP1 es 

38 

imagen de algún elemento de E ; x + [p] clases residuales. 



Z Los elementos de TPT son de la forma x + [pJ. 

x lE.. 
Y'" 9 

entonces x = pq + r 

x - r = pq o ~ r ~ p 

x - r E: [pJ 

~ x + [pJ = r + [pJ r t E 

'f, 
Por tant o una lmagen deTPT e s r + [ p J 

Hay un i somorfismo entre E y m- . 

3 ) Si P es un número primo , E es un campo. 

Pa . 

Z Como hay un isomorfismo entre E yrpJ 

Z hereda todas las propiedades de TP1 

Z 
Como p es primo entonces TPJ es un dominio entero en-

tonce s E , e s dominio entero , por proposición 1. 5 1 

Por proposición 1. 6 , s i D es dominio entero finito 

D es un campo . 

Como E es dominio entero y tiene p - l elemento enton 

ces es dominio entero finito . 

• •• E.. es un campo . 
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4) Si E es un campo, p es un número primo . 

Pa. 

Z Corno hay un isomorfismo entre E y TPJ 

hereda todas las propiedades de E. 

A entonces IPJ 

L~J es un campo entonces por proposición 1 . 5 .4 , [ p] 

es maximal. 

Ahora, por proposición 1 .4 y corno PEZ y es maxi -

mal entonces D es primo . 

es un número primo. 
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U N 1 DAD 11 

s u B e A " P o S D E U N e A " P O. 
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.DEFINICION 2 .1 

Sea A un campo, decimos qu e E es un subcampo de 

A, s i E es un campo bajo las operaciones +, . de A. 

PROPOSICION 2 .1 

~ es subcampo de R y R es subcampo de e 

Pa. 

Sea Q el conjunto de los números racionales; ~ es un 

c ampo, ya que cumple l as propiedades de campo . 

~ es el conjunto de los números reales, cumple con las 

operaciones de campo , entonces R es un campo. 

e el conjunto de números complejos, también cumple con 

l as propiedades de campo, entonces e es un campo ,y co-

mo 

es decir , que ~ es s ub con junto de un campo que cumple 

las propiedades de campo . 

" R es subconjunto del campo t, donde Rtambién cumple 

la s propiedades de campo; entonces 

~ es subcamp8 de ~ y IR es subcanpo de C. 



PROPOSICION 2 . 2 

El conjunto L = { x . E: IR/x = a+b .l2 , a ,b, E: a;)}es un subcampo de R. 

Pa. 

IR es W1 campo y \l¿ e IR . 

L = { X E: fr~/x = a +b /T, a ,b, E: !Q }C [R , 

Probar que L definida anteriormente cumple l as propiedades de 

campo . 

1), Si x , y E: L, entonces x+y E: L. 

2) Si x , y E: L, entonces xy E: L. 

3) Si x E: L, ent onces - x E: L. 

1 4) Si x E: L, x f- O entonces - E: L . 
x 

43 

Sólo se probará de 1 a 4 , ya que por el t eorema de caracteri zación, 

sol o basta probar cerradura para la SWlla y el producto , y existen-

cla de e lement os inversos y opuesto . 

1) Sea x ,y E: L 

x = a+b 12 

y = c+d 12 
x+y = (a +c )+(b+d)/2 

como a+c son racionales, entonces x+y E: L# 

2) Sea x ,y E: L 

xy = (a+b ~)(c+d ;-2) 



44 

xy = ac + ad 12+ bc /2 + 2bd 

xy = ac + 200 + ad r¡ + bc 12 
xy = ac + 2bd + Cad + bc) 12 

xy = Cac + 200 ) + Cad + bc) V2 

xy E: L, 

3) Si x = a + b r2 E: L entonces - x E: L 

- x = - a-b fi E: L 

- x = -(a+b f25 E: L 

- x E: L . 

4·) Si x = a+b 12 E: L entonces 1:. E: L. (donde 1:. es el elemento 
x x 

inverso de L). 

a+b R=:;. 1 1 
x = - = a+b }/ x 2 

1 a- b 12 - = 
}_2b2 x 

1 a Cb) fi - = 
Ca2_2b2) Ca2_2b

2) x 

1 a 
C 

b 
) /2 ' L - = E: 

X 
Ca 

2 
2b

2) 2 _ 2b2 
a 

} - 2b
2 i- O 



ya que a 2 - 2b2 = O 

2 = 
2 

a 

~ 

1 
- E: L. 
x 

PROFDSICION 2.4 

El oonjunto de matrices de la forma [~ ~J b o Q es un campo. 

, b p.l tQ } 

a probar : 

i) x , y E: T=?x+y E: T 

ii) Si x E: T ~ - x E: T 

iii) Si x E: T =t 1:. E: T 
x 

Pa . 

i)x = [~ ~J 
'" 

y = [~ ~J 
[ b+a 

x+y = O b~aJ oT 

... 
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ii) x =[ ~ ~J=?-X = [-b olJ 
O - b E 

T 

iii) X = [ ~ ~J b ~ O a probar que tiene inverso. 

Supongamos 
1 U O 

lo que implica que 
- 1 = [:-1 que = x 

x 1 
b -

'" 
entonces x . 1 tiene igual a la matriz identidad - que ser 

x 

1 
= [~ ~ J [:-1 ~-lJ x . x 

[ bb-1 
+ O 00 + Ob-1 ] 

= 
Ob- 1+bO O + b- 1b 

= 

con lo que l a matriz inversa de T es 

- 1 
x = [:-1 ~-J 

T tiene lnverso 

PROPOSICION 2 . 3 

a) En un campo k los únicos ideales son { O} Y k • 

46 

0_J, 
b ) 

b) Si k es un anillo unitario y conmutativo cuyos únicos ideales 

son { O} Y k entonces k es un campo. 
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Solución: 

a-) En un campo k los únicos ideales son {O} Y k. 

Pa . 

Sea 1 un ideal de k tal que : 

11- {O}, 

A probar que 1 = k 

Esto se reduce a verificar que 1 E: 1; como 1 1- { O} , entonces , 

sea y El, Y 1- O. 

- 1 
Se tiene que k es un campo y y f: K; luego existe y E k tal que: 

-1 
yy = 1 pero y E 1 e 1 es un ideal, teniéndose así: 

-1 
yy =1 El 

por lo tanto 1 = k 

los únicos ideales son { O} Y k . 

b) Si k es un anillo unitario y conmutativo cuyos únicos ideales 

son {O} Y k entonces k es un campo . 

Pa . 

Sea x E k , x 1- O 

- 1 E. a probar, que existe x · k 

1 = { y E k/y = rnx , mE k } 

i) 1 -¡ O 

ya que al menos el cero está en 1 



ii) y , Z E 1 

Y = m1 x 

Z = m
2 

x 

y + Z = m1x + m2x 

y + Z = (m
1 

+ m
2

)x 

luego y + Z E 1 

iii) Y E 1 

Y = mx 

- y = -mx 

- y = (-m)x 

- mx E 1 ya que 1 es ideal 

luego - y E 1 

iv) Si Y E k Y z E 1 entonces· yz E 1 

z = mx 

yz = y (mx) 

= (ym) x 

(ym)x E 1 

yz El. 

por ser 1 i deal y por la forma en 

que está definido, 
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v) I f. {O} porque x E: I 

x f. O por hipótesis 

I f. f O } 

Si 1 = k entonces 1 E: 1 

luego , existe m E: k tal que : 

1 - = m 
x 

- 1 
x = m 

por tanto k tiene elemento inverso 

k es un campo. 

PROroSICION 2. 4 

Sea k un campo. 

1.- La intersección de dos subcampos de k es un subcampo de k. 

Pa . 

Sean F l' F 2 dos subcampos de un campo k ; probar que 

E = F1 r\ F2 es un subcampo de k. 

i) E f. 0, 1 E: E porque 1 E: F l' F 2 . 

ii) (E, +) es subgrupo de (k, +), porque F l' F 2 es un subgrupo 

(por definición de subcampo) y la intersección de subgrupos 

es subgrupo. 
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iii) Sea x ,y 10: E , x,y 10: F
1

A x,y 10: F
2 

luego xy 10: F
1 

A xy 10: F
2 

por ser F l' F 2 subcampos , por tanto xy 10: E . 

iv) Sea x e E , x t O, x f:: F l' X € F 2 

- 1 
F l' F 2 son subcampos , lo que implica que x € F l ' F 2 

- 1 
luego x € E. 

E es un subcampo de k . 

2 . - La intersección de una familia C Fi) i € 1 de subcampos de k es 

un subcampo de k . 

Pa . 

Sea CFih € 1, 1 t O una familia de subcampos de un campo k ; pro-

bar que : 

E =() Fi es un subcampo de k . 

isI 

i) E t 0, 1 10: E porque 1 € Fi V i 

ii) CE , +) es subgrupo de ek, + ), porque cada Fi es un subgrupo 

y la intersección de subgrupos es subgrupo . 

:... 
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iii) Sea x ,y E E , x , y E Fi , V l , luego x y E Fió por tanto 

xy E E~ 

- 1 
i v ) Sea x E E , x t 0 , X E Fi, Vi como Fi es s ubcampo , x E Fi Vi 

- 1 
luego x E E . 

E un s ubcampo de k . 

3 . Si S e k , exi ste un s ubcamro L de k único que cumpl e l as dos 

propi edades s i guientes : 

i) .~ e L 

ii) Si F e k es un s ubcamro t a l que S e F entonces L e F . 

(Este s ubcampo único se denot a [ S] y e s llamado "s ub-

campo generado por S") 

Fa . 

Exist encia 

i) El conj unto de s ubcampos de k que incl uyen a S no es vací o 

S e k 

Sea L = intersección de todos l os s ubcamros de k , tal que S e H, 

H s ubcampo de k 

L =í\ H 
~CH 
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H subcamIXJ de k; 

oomo S C H y L =() H se tiene que S C L. 

L es un s ubcampo de k ,por ser-intersección de subcampos (IXJr 

prop . 2 . 4. 2 ); además S eL. 

Existe un subcampo L. 

Sea F un subcampo de k , tal que S C F; 

probemos que L C F. 

Como S C F , entonces F es uno de los H que forman L. 

Así que L = n H C F 

SCH 

. " LCF 

ii) Unicidad 

Sean 1
1

, 12 subcampos de k tal que : 

(1) S Cr. 

( 2) Si L es subcamIXJ de k tal que S C L entonces 1
1 

C L . 

( 3) Se 1
2 

(4) Si L es un subcampo de k tal que S C L entonces, 12 C L . 

f.t n 

e 

i) 12 es un subcamIXJ de k . 

verifiquemos que 1
1 

C 1
2

, 
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I 2 es un subcampo de k y Se I
2

; por prupiedad 2 se obtiene 

que I 1 e I 2 

",J" Mo tr I e I s emos que 2 1 . 

I 1 es un subcampo de k y S e I; por 4 se tiene que 

I
2 
e I

1 

Sea k un campo 

( 4) K contiene un s ubcampo primo y solo uno 

Pa . 

Sea S = { O } 

L =f\H 
\o\c H 

L es la i ntersección de una familia de s ubcampos y es un s ubcampo, 

por prupiedad 2 .4. 21 ahora como es la intersección de todos los -

s ubcampo s , entonces L, es un subcampo primo (por definición) . 

Por pruposición 2 .4. 3, existe un subcampo L de k, único entonces L 

que es un subcampo primo , es único. 

k contiene un s ubcampo primo y solo uno . 

Sea k un campo . 

( 5 ) El subcampo prilT'O de k es el subcampo generado por {O} 

Sea S = { O} 

L = (\ H 

{ O } e H 
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Por proposición 2 .4.4)L es subcampo primo de k ; 

i) A probar que S,e L; 

corro S = { O} Y L =(\ H 

{ O} e H 

entonces { O} está contenido en todos los subcampos que forman 

la intersección de L, por lo que : S C L. 

ii) Si F e K es un subcampo tal que S e F, entonces, L e F. 

Pa . 

ComoS C F yS= {O} 

F es uno de los H que forman L que contienen{O} 

entonces L = n H e F =} L e F 

{ O} e H 

PROPOSI CION 2 . 5 

Sea f: k-¿- F un homomorfismo de campo . 

Entonces , Sl f t O 

1) f(1) t O 

2) f(1) = 1 

3) x E k, x f. O ,~ fCx) t O 

- 1 -1 
4) Si x E k, x f. O, f Cx ) = f Cx) 

5) f es inyectivo 
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Pa . 

1) f(1 ) 1- O 

Supongamos que f (1) = O ~ 

§ea x E f 

f (x) = f(x.1) = f(x)f(1) por ser f un homomorfismo 

f Cx) . O, ya que supusimos que f (1) = O 

Luego f(x) = O es una conL~adicción, ya que por hipótesis. 

f(x) 1- O 

f(1) 1- O 

2 ) f(1) = 1 

f (1) = f (1.1) 

= f(1) . f C1), por ser f un homomorfismo 

f(1)f- 1 C1 ) = f (1). f e1).f- 1 C1) 

1 = f(1) 

por tanto: f(l) = 1 

3) Si x EK , x 1- O, ent onces fex) 1- O 

Pa . 

- 1 = f(x)fCx ), por ser f un homomorfismo. 

- 1 f (x) f (x ) 1- O, ya que f(l) 1- O 

luego f (x) 1- O 
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PCi . 

~ 

- 1 = f ex)fex ), por ser f un homomorfismo . 

1 = f ex) f(x- 1 ) 

f(~) = f - l(x) f (x) f (x-1 ) 

-1 - 1 f ex ) = f ex) 

5) f es inyectivo 

Pa . 

f(x
1 

- x
2

) = O, ya que f es un homomorfismo 

~ xl - x2 = O 

~ xl = x2 

f es inyectivo. 
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DEFINICroN 2.2 

Anillo de polinomios. Sea F un campo, el anillo de polinomios 

en x sobre F, que s iempre se expresará corno F[x], es el conjunto 

n-1 de todas las expresiones fonnales p(x) = ao + a
1
x + ... . +a

n
_

1
x 

n 
+ anx , donde las ai' llamados coeficientes del polinomio p(x), es-

tán en F. 

En F[x] se definen igualdad , suma y producto de dos polinomios 

para hacer de F[x] un anillo conmutativo como s i gue : 

1) Igualdad. 

q(x) = bo + b1x + . ... +bmxm son iguales s i y solo si sus coefi

cientes correspondientes son iguales, ~s decir, si y solo s i ... 
ai = bi para todo i > O 

DEFINICroN 2. 3 

Sea p(x) un polinomio enF[x]. Se dice que p(x) es irreducibl e 

s i y solo si: 

p(x) = q(x) r (x) ~nplica que 

grad (q ( x)) = O V grad (r (x )) = O 

DEFINIeroN 2. 4 

El grado n = [u: F] de un elemento u algebraico sobre un campo F, 

es el grado n del único polinomio ¡nónico irreducible con coefi-
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cientes en F que tiene la raíz u. 

n = grado de p(x). 

n 2.- Adición: Si p(x) = ao + a1x + .... + an~ y 

m 
q(x) = bo + b

1
x + ..... + bmX , se define p(x) + q(x) = Co + c

1
x+ 

S 
..... +c x donde para cada c· = a~ + b· s .l -l r 

A¡3í que los polinomios se suman sus coeficientes oorrespondientes. 

3. Multiplicación. Si p(x) n = a +a x -t~ •••• +a x y o 1 n 

q(x) = bo + b1x + .... +bmxm se define p(x)q(x) = Co + c1x + 

t ...... +ctx , donde los c± se determinan multiplicando la expresión 

formalmente (es decir, en cuanto a l a forma ), utilizando las leyes 

u v u+v 
distributivas y las reglas de los exponentes x x = x , y reu-

niendo términos. 

De manera más forrna.l: 

PROPOSICION 2.6 
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principal. 



Pa. 

1) Si p(x), q(x) E F[x] y p(x) q(x) = O; probar que 

p(x) = O V q (x) = O 

Tomando los grados de cada polinomio 

grado de p(x) = O 

grado de q(x) = O 

p.,(x) = k
1 

Y q (x) = k 2 ' 
pon:¡ue son de grado cero 

k
1

k
2 

= O, k =0 v k
2 

= O 
1 

p (x) = O ó q(x) = O 

2) Sea l un ideal de F[x] probar que existe p (x) E F[x] tal que 

l = [p(x ) ] 

a) Si l = O, p (x) = O 

b) Si l ~ O, sea T = { q(x ) E l/grado de q(x) > O } 

Sea p(x) E T un polinomio de grado mínimo 

q(x) j p ( x) utilizando el algoritmo de la división. 
r(x)· s (x) 
grad de r(x) < grad de p(x) 

q(x) = s(x)p(x) + r(x), q(x) E T 

y p(x) E T 

r(x) = q(x) - s(x) p(x) 

r(x) E l 

p (x) s (x) E l 

ya que p (x ) E l 
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grado de r(x) <: grado de p (x) 

corro p (x) es de grado rrúnimo , y no puede haber otro polinomio de 

menor grado que p (x) E T entonces rCx) i- T ; 

corro rCx) I T , entonces por la forma en que se definió T , lo 

único que le queda al grad de r(x) = O; que el grado de r(x) sea 

i gual a cero . Puede suceder : 

i) r(x) = k ~ O como k E F Y F es un campo , entonces tiene inver

- 1 so multiplicativo ; entonces 1 = k k , como r (x ) = k Y 

r(x) E 1 , entonces 1 E 1 ; como 1 E 1 Y todo i deal que cont i ene al 

1 es todo el anil lo , entonces 

1 E F[xJ 

==? 1 = [1J 

ii) Si r (x) = O entonces q(x) = s (x)p(x) 

como q(x) E 1 , impl ica que 1 = F[xJ 

F[xJ es dominio entero principal . 

PROPOSICLON 2. 7 

Sea F un campo y s ea p (x) E F[ x ]. Pruebe que el ideal generado por 

p(x ) es maximal s i y sol o si es i rreducible . 
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Pa . 

p(x) es i rreducible Sl: 

i) p(x ) no es constante. 

ii) p(x) = q (x)t( x ) ~ q (x ) constante V t (x) constante 

Sea 1 e F[x] un i deal lnaximal, y sea p (x) E F[x] tal que : 

1 = [p(x) ]; probar que p(x) es irreducible; 

si p(x) = q (x)t(x) ----7 ( a 

entonces q (x) = constante V t(x) = constante 

p(x) E [q(x )] ~ [ p (x)] e [q (x)] ; 

por ser 1 = [p (x)] maxirrBl , entonces [q (x )] = 1 Ó 

[ q ( x )] = F[x] ; 

Si [q( x )] = [p (x)] entonces 

q(x) = s (x) p (x) - ---)( f3 ) 

grado de p (x ) = grado de q (x ) 

entonces s (x ) = constant e ; 

sustituyendo (a ) en ( f3 ) tenemos 

q (x ) = s (x)t (x )q( x ); 

~mo el grado de q (x ) del miembro derecho es el mismo del q (x ) de 

la izquierda ent onces , de 
I 

q(x) = s (x )t (x)q( x ) no queda má~ que 

s (x)t(x ) = constante 

por tanto , t( x ) = constante . 
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Si [q(x)] = F[x] entonces 

1 E: [q(x)], lo que implica que 

1 = w(x)q(x) 

luego q(x) = constante . 

[p(x)] es irreducible 

F es un campo p(x) E: F[x] un polinomio . 

probar que el ideal generado por p(x) es maxiInal S l p(x) es 

irreducible. 

Pa . 

i) Sea T = [p(x) ], T un ideal. 

ii) p(x) E: T. 

Sea 1 un ideal tal que T e 1 probemos que T = 1 Ó 1 = F[x] 

Si T f 1 entonces 1 = F[x]; 

como T f 1, entonces, existe q(x) E: 1 Y q(x) ~ T; 

además 1 = [R(x)], q(x) = s (x) R(x ), corro T el, ent onces p (x) E: 1, 

ya que T = [p(x)]. 

Si p(x) E: 1 , p(x) E: [R(x)] entonces p( x ) = t(x)R(x); como p (x) , 

es irreducible, implica que t(x) ó R(x) son constantes . 

1) Si t (x) = k, k E: F 

p(x) = kR( x ) , R(x) 

- 1 q(x) = s (x) [k p(x)] 

- 1 = k p(x) ; luego sustituyendo R(x) tenemos: 

1 = k s(x)p(x) lo que implica gue 
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q(x) E [p(X)], y es una contradicción, ya que 

[p(x)] = T y q(X) i T 

entonces R(x) es constante . 

2) Si R(x) = k , entonces p(x ) = J<I'(x) 

1 
- 1 

k E 
- 1 F[x] = kk COITD l A k E 

- 1 entonces kk E 1 

1 E 1 
).. 

DEFINICroN 2 . 5 

Se dice que un campo F tiene, ó es de característica p f O, si 

para cierto entero positivo P , px = O para todo x E F , Y ningún 

entero positivo menor que p goza de esta propiedad. 

DEFINICION 2 . 6 

Si un campo F no es de caracterí stica p f O para ningún entero 

positivo p , se le llama campo de caracterí stica cero . 

PROPOSI CroN 2.8 

Sea F un campo de característica cero. e E F la identidad. 
. 3 

1) D = { X E F/x = me, m E 'l} es un dominio entero . 

2) El campo de fracciones k asociado a D es el subcampo primo 

. de F. 
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3) La función <1>; ~----7 k ; m~ ~ 
n ne 

es un isomorfismo. 

Pa . 

Probar que es un subanillo 

i) Sea X,y E D -----7 x+y E D 

x = m.e E D , m E 'f., 

y = ~e, m E: Z 

x +y = (m+m
i

)e, (m+m
i

) E Z 

(mx+nx) = x+x + ..•. +x m veces + (x+x+ .•.. +x)n veces 

= (x+x+x+ •..•.• +x)(m+n) veces 

ii) Sea x E D " Y E D 

x = m.e 

1: = m:± . e 

xy = (m. e) (mi , e) 
... 

= (m.m
i

) . e , m .~ E t 

iii) Probar que D es dominio entero 

Pa . 

Si x,y E D, Sl xy = O entonces x =O v y =O 

Sea x = 



• 

Luego , si Cffi1e)Cffi2e) = O entonces 

ffi1 e = O V ffi2 e = O, ffi
1

, ffi
2 

E Z 

Cffi1e)Cffi2e) = O, donde e es l a identidad 

luego Cffi1ffi
2

)e = O 

ffi1ffi2 = O ; ya que e es la identidad de F y no puede 

ser e = O. 

ffi1' ffi2 E Z Y l o que implica que 

m.... = O v ffi = O' 12' 

Si ffi -- O entonces x = Oe 
1 

x = O por ser F de característica cero _ 

= O 

Si ffi2 = O entonces y = Oe 

y = O por ser F de característica cero 

ffi e = O 
2 

por tanto D es dominio entero. 

2) le { F/x - 1 y D , = X E = yz E Z 

k = { X E F/x - y Y E D, z E - 'Z' 
le { X E F/x ffi . e Z, = = n.e' ffi,n E 

-1 D } E 

D } 

n 1 O } 
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Sea T un subcampo de F, probemos que k e T 

e E T, m.e, n.e E T 

3) 

m.e 
n.e E T 

La función 

probar que 

i) <ll ( 
mi 
-+ 

m
2 

ni n2 

m m
2 

<ll (-2. + 
ni n2 

\,. 

<1> ( 
mi 

ni 

C/J ~---7 k: 
m _ m.e 

es un isomorfismo -....,.-.:--n n.e 

Cb :10 ----7 k 

~~= n n.e 

existe un homomorfismo, <ll Q ---+k, es decir: 

mi m 
) = <ll ( + <ll (2-

ni n2 

mi mr mi m
2 = (- + -2) e -, E ~ 

ni n'l.. ni n2 

e E F 

loo 

m m
2 

= (-2.) e + (- ) e, ya que e E F Y F es un 
ni n2 

campo. 

m
i
e JTl,.,e 

+ L 
= ni

e n2e 

m2 ) 
mi m2 + - = <ll (-) + <1>(-n2 ni n2 
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? . 
= 

m m
2 mi m

2 q¡ (.J:. = C- e 
ni n2 ni n2 

mi m
2 (e .e) e es la identidad = (- - ) 

ni n2 

mi 
e) 

m2 e) = (- (- . 
ni n2 

mi m 
= q¡ (- L q¡ (..2) 

ni n2 

Exi ste un horromorfisrro I 
cp. lQ --7 k 

¡.. 

Ahora verifi quemos que es un homomorfismo bi yectivo . 

i) Inyectividad : 
mi m2 

Sean ,- e:: ~ 
ni n2 

m m 
<l> (...1. ) = cp (2) 

ni n
2 

m m
2 cp _c...1. ) - <l>(-J 

ni n
2 

i 

m
1

e m
2
e 

ni e n2
e 

m
1 

m 
(- 2)e = n1 n2 

tal que 

= O 

= O 

O, como e es l a identidad para F , 

ser cero , l o que implica que 

e no puede 
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mi m
2 = -

ni n2 

mi 
= n

1 

q¡ 

i "i) Sobreyectividad 

m ..... m.e 
- ""<.7 --
n n .e 

O 

m2 
n

2 

es inyectivo 

lo· 

Tenemos que probar que cualquier elemento de k , es imagen de algún 

elemento de ~ ; los elementos de L son de la fonna ~ n.e 

Existe un ~ E: ~ tal que 

m.e 
n . e 

J.uego :;'le 
) 

q¡ (k) 
t 

k.e = t . e 

tiene que : 

= 

= 

k .e 
Le 

m.e 
n.e 

l a preimagen buscada para 

m.e 
n.e 

es k 
t 
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PROPOSICION 2. 9. 

Sea F un campo de característica p > O entonces 

1) P es número pri mo . 

2 '¡ L ::: { X E F / x ::: m. e , m El.} es un subcampo de F 

3) L es un subcampo pr:imo de F. 

4) Hay un i somorfislTD entre Jp y L . 
.: 

Pa • . 

Sea F un campo de característica p > O entonces p e s número primo . 

P ::: caract ( F) , p . x ::: O ~ X E F 

SupongaITOs que p no es prÍlID . 

P ::: m.n , m, n E N, m.. p , n ~ p 

Sea x "f O, luego px ::: (rrm) x , se tiene que px ::: O y P ::: mn l o que 

implica que (mn) x ::: O =? m(nx)::: O 

como nx E F , puede suceder que: 

i)nx::: O 

Sea y -¡. O, luego (nx) y ::: y . O 

(nx)y ::: O 

==} x(ny) ::: O 

como x "f O implica que ny ::: O l.J Y E F 

con l o que p ~ n 

pero n ~ p lo que implica que p ::: n y m ::: 1, por tanto p es 

prlino; l o que contradice la hipótesis . 
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ii) nx f. O 

Sea y f. O, luego (rrm) (xy) = Oy 

(rrm) (xy ) = O 

===? (my )( nx) = O 

como F es un campo , entonces es un domini o entero , y como 

my, . nx E: F Y (my )(nx) = O, implica que my = O V nx = O 

pero como nx f. O lo único que queda es que my = O lJ. Y E: F 

my = O=> p ~ m pero m ~ p , por tanto m = p /\ n = 1, 

lo que se concluye que p es priJro , luego ésto es una contra-

dicción . 

p es primo . 

2 ) Sea F un campo de caracterí stica p> O entonces L = { x E: F/x=m .e , , 

m E: Z} es un subcampo de F . 

Pa . 

L = {O, 1.e" 3 . e , . .. . (p- l)e } 

Sea x E: L, x = m. e , m E:;f, ; utilizando e l a l goritmo de la división 

tene.rros: 

m ~, luego m = pq + r ; o < r < p 
r q 

x = m. e , sustituyendo e l valor de m tene.rros que: 



x = Cpq + r) e 

= p(qe) + r . e r < p 

= r . e ya que p(q.e) = O por ser F un campo de carac-

terística p > O 

Como x = r.e y x E L entonces L es finito. 

Probemos que L es dominio entero . 

Sean y , Z E L, tales que y . z = ·0; como y ,Z E L, entonces existen 

m,n E 'l tales que y = m.e y 

Z = n .e 

Luego se tiene que: 

Cm .e)(n .e) = O 

(m.n)e = O 

entonces p~ .n r 
por ser F un campo de característica p . 

COlID P es primo , p 1m o p i n 

Si pfm entonces y = m.e = O 

Si pjn entonces z = n .e - O 

Luego L es un dominio entero f ini to y por 1 . 6 L es un campo . 

Como L es un campo y Le F entonces L es un subcampo de F. 

3) L es el subcampo primo de F. 

L e L
1 

es otro subcampo de F 

Sea x e: L, x = m.e e E L
1 

~ x E, L1 
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Como L Y L
1 

son s ubcampos de F , Y x E: L
1 

Y x E: L , entonces 

x E: LlJ L
2

; como x E: L
1 
() L

2
, podemos concl uir que 

L es e l s ubcampo pr~no de F. 

Hay un i somorfismo entre Jp y L 

Jp = { O, 1 , 2 , .... p- 1 } 

cp : JP -7 L 

m~ m. e 

Probemos que exist e un homomorfismo de Jp L, es decir que : 

i ) <1) (m+n) = q, (m) + q, (n) 

q, (m+n ) = (m+n)e , por defini ción 

- me + ne , ya que e E: F Y F es un campo 

= q, (m) +tI> (n) 

q, (m+n) = . q, (m) +, q, (n) 

ii) q, (m. n) = q, (m) ,.<!l(n) 

q,(m n) = (m n )e por definición 

= ( m. e ) (n . e) , ya que e E: F Y F es un campo 

=, q, (m) q, ( n ) 

. ·. 1 <P ( rrm) = q, (m) q, (n) 

Por l o tanto , existe un homomor f i SJID de J p ---¿ L 
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. Ahora probemos que el homomorfismo es biyectivo 

i) Inyectividad 

<p : Jp -----7 L 

m~m .e 

Sea m, n E Jp tal que <p(m) = <p(n) 

<p( m) = <p (n) 

<p(m) <p (n) = O 

(m . e) - (n.e) = O aplicando definición 

(m- n)e = O m ,n < p 

Luego (m- n) = O ya que e t O, e t p , por ser 

O (m-n) = p l a identidad de F 

pero (m-n) t p ya que m, n < p 
• 

Como m-n = O implica q ue m = n 

I <p es inyec tivo 

ii) Sobreyectividad 

Jp = { O , 1,2, . .... p-l } 

. <t>: Jp ----7 L 

m~m. e m E '1 

tenemos que probar que cualquier elemento de L es imagen 

a algún elemento de Jp . 
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Los elementos de L son de l a forma m. e 

a) Si O 'm ~ p-1 

entonces la lmagen será m 

b) Si m > p-1 

Ex i ste un k s Jp tal q ue 

me = ke 

lue go se tiene que 

... q¡(k) = ke 

= m.e 

la preimagen buscada para m.e es k . 

por lo tanto hay un isomorfismo entre Jp y L. 

DEFINIeION 2 .7 

Un espacio vectorial V sobre un campo F es un grupo abe lia-

no respecto a la adición ti + tal que, para todo CL s F y 

todo v s V, existe un elemento CL v s V tal que: 

a) 

b) 

c ) 

CL(V + V ) = 1 2 

CL + S )v = 

CLV + 
1 CL V 2 ' para 

av + 8 v, para CL , 8 s F, V s V 

CL ( S v) = ( CL 8 ) v, para CL S sF, v s V 

d) 1v = v, para todo v s V , donde 1 es el elemento unidad 

de F. 
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DEFINICION 2 . 8 

Si B = { b1 , bi, ...... , bn } es ~na base de un espaci o 

vectorial V sobre un campo F , todas la s bases del espa-

cio vectorial V sobre F tienen el mismo número de elemen 

tos , a este número se le llama dimensión de V. 

PROPOS I CION 2 .1 0 

Sean F un campo , P ( x) E F[ x] , n= grado de p ( x ) 

P b el cocl"ente F[x] roar que [ p ( x) ] es un F - e - v de di-

mens ión n . 

Pa . 

Sean [p(x)]el ideal generado por p(x) entonces 

p(x)] = 1 

Probar que F[x] 
1 

es un F espacio vectorial de dimensión n. 

Encontrar una base de n elementos 

B = { 

F[ x] 
1 

) 

2 n-1 
1 + 1, x + 1, x + 1, .... x + I } 

B es 1 . 1 

es una base de 



.. 

Sean a o ' al ' .... · an_1 es calares en F tal que 

a ( 1 +1) + a
1

(x+I) + ..... + a (x n - 1 + 1) = O 
O n- l 

+ 1 + + 1 + 2 n-l 
1 a al x a 2x +1 + ...... + a x + 

O n-l 

a + a + a 2 + + a n - l 
1 l x x + = 

O 2
x ..... 

n-l 

a + a a 2 a n - l E 
l

x + 
2x + ..... + x 1 -------o n-l 

+ + 2 + + a n- l . 6 p(x) a a
1

x a 2x ..... x = 
O n- l 

p (x) = 13 + 
O 

13 x + 
1 

+ ..... + 13 xn 
n 

13 1-
n 

igualand o los polinomios ( . 1) y (~) tenemos: 

1 

+ +, 2 + n-l (~f3 )+ a o a 1X a 2x + ..... a lx = o n-

( Sf3
1

)x 
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+ O 

(O ) 

o 

+ ..... 

+( SJf3 )x 
n 

n 

.a = ~ 13 , a 1 o o 

o = S 13 

~f3n = 

luego a 

n 

O Y 

= O, 
O 

= ~ 13 1 ' a 2 =~f3 2 ····· a = ~ 13 
n - l n-l 

13 f. O ~ = O 
n 

a = O ••••••• a = O 
1 n-1 



Por tanto 13 es 1 # i 

13 es un ge nerador de 
F[x] 

1 

Sea qex) 
F[x] 

1 
probar que qex) + 1 € [ B ] 

Encontrar escalares 

qex) + 1 = a e1+1) + 
o 

tal que 

a
1 

(x+ 1) + . . .. + 

q(x) + 1 = tí' (1+1) + -y; (x+1)+ .... + Y (x
m

+1) 
o 1 m 

Si m < n 

Si ' m < n 

queda probado 

q(x) \p(x) 

t(x) S (x) 

q(x) - t(x) € 1 

qex) + 1 = t(x) + 1 

q(x) - t(x) = sex) p(x) 

[B ] 

t (x) = a 2 .x 
l 

r < n 
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DEFINI CI ON 3 .1. 

Sean E , F dos campos . Se dice que F es una extensión 

de E , si E es un s ub campo de F cor: .. las oper ac i ones de F 

(E e F) 

DEFINICI ON 3 . 2 

Una aplicación 0 del anillo R en el anillo~ ' se d ice que 

es un homomorfismo s i 

1) 0 (a+b ) = 0 ( a) + 0 ( b) 

2) 0 ( ab) = 0(a) 0 (b) 

Para a , b E IR cuale squ i era 

PROPOSICION 3 .1 

Sea f: A--7 B un homomorfismo de a nillos . 

Entonces : 

a) Hay un homomorf ismo sobreyectivo 

A --7 I ( f) 
m 

b) Hay un homomorfismo inyectivo 

c) Hay un i somorfismo 

----+) 1m ( f) 
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Pa . 

A ~-~) Im Cf) 

X~ f(x) 

El homomorfismo as í definido es sobreyectivo ya que el 

conjunto de llegada s e ha reducido estrict ame nt e a l as 

imágene s de cada x tomado en A de tal manera q ue el con 

junto de l le gada es igual al rango de f. 

En general, la anterior es una forma de construir una 

f un c i ón sobreyect i va para cua l quier f . 

A 
-"""k-e-r ---"f '-' --~> B 

x + ker f ---¿. f Cx) 

Demostrar que e l homomorfismo está bien definido . 

ker f y x
2 

+ ker f E 
A 

Sean xl + ker f E 
A 

ker f 

Xl + ker f = X
2 

+ ker f 

E ker f 

--A f Cx - X ) = O 
~I 1 2 

-===t f Cx
l

) f Cx 2 ) = O 

~ f Cx l ) = f Cx
2 
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Luego , el homomorfismo está bien defi nido , además es 

biyectivo . 

DEFINIeION 3. 3 Un isomorfismo es un homomorfismo biye~ 

tivo . 

c) f 3 : A 
ker f ) 1m (f) 

x + ker f~ f ( x) 

Este homomorfismo está bi~n definido como se comprob6 en 

el literal anterior . 

Hay que garanti zar so l amente que el homomorfismo así de -

finido es inyectivo o sea 

Pa . 

Si f 3 (x1 +ker f) = f 3 ( x 2 + ker f) 

===> f
3

( x
l

+ker f) - f 3 ( x 2+ker f) = O 

====?- f Cx
1

) - fCx 2 ) = O 

? f ( xl - x 2 ) - O 

~xl - X 2 E ker f 

~Xl + ker f = x 2 + ker f 

Lue go por el l iteral a ) se p uede aseg urar que el homomor-

fismo f3 e s ~obreyectivo con l o que se concluye q ue f 3 es 

un i somorfismo . 



PROPOS ICION 3 . 2 

" Si E , F , H son campos tale s q ue F es extensión de E 

y H extens i ón de F entonces H es extensión de E" 

Por hipótesis tenemos E e F e H entonces basta probar 

q ue E C· H. 

Como E ~ F e H para la prueba vamos a analizar cada 

una de las inclusiones q u e se dan y co n qu~ operaciones 

se cumple cada una . 

i) F extens ión de E entonces E es s u bcamp o de F con 

las operacio nes de F CE é F ) . 
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ii) H extensión de F entonce s F es subcampo de H con las 

oper ac lone s de H C F e H). 

Por l o t anto E es un s ubcampo de H con l as mismas 

operaci o ne s de H CE e H) . 

PROPOSICION 3 . 3 

" Si K es u na ext ens ión de F entonces k es un F- espacio 

v ectorial", 

F e K .. h ipótesis 

Para demostrar que k es un F-es pac i o vectori a l hay que 

garantizar que: 
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a ) K es un grupo abe liano . 

b) Si para tod o a E r , W E \ k e s tá de f inido u n 

e l e mento escrit o como a W E k 

t q . 

1 ) a ( w + ~ ) = a W + a~ 

2 ) a + S )(w = aw + Sw 

3 ) aC S w ) = Ca B ) w 

4) 1 . w = w a S E F , 
!4, ~ E k 

para la part e a ) e s tá gara ntizada , ya que k es un campo 

y en particular gr up o a beliano . 

En el l iteral b ) las pro p i e d a de s de 1) a 4) s e satis f a -

c e n tod as ya q ue t o dos l os ele me ntos pertenecen a k y -

é s t e es un camp o . 

PROPOS ICI ON 3 .4. 

"Sea V un k-espacio vectorial de dimensión finita m y sea 

r un s u bcampo de k ta l qu e [ k : F J = n finita, 

probar que V es un F-espacio vectorial de dimensión fini ta 

y además dimrV = dimkV [k:rJ" 

F C K e V 



Sean [ V:K] = m y [k: r ] = n demostrar dimrV = m.n 

Como [ V: k ] = m entonces hay una base de v con m elemen-

tos . 

además como [ k : r] = n hay una base co n n elementos 

una base de V e V y 

una base de k e K 

dado x E V ent o nces x = a x + 
1 1 

a x + 
2 2 a 3x3 +" .. + a x m m 

a 
l 

E k l os a. por pertenecer a k se p uede n es cribir 
l 

de l a siguiente manera: 

a. = 
l 

Lue go : 

13 . Y + .... + 
l 3 3 

13 \T inJn 

......... + ( 13 l y l + ..... + S y )x m mn n m 

> x = Sil Y 1 xl + 131 2 Y 2 xl + ... + 13 1 n y n xl + 1321 Y 1 x 2 + 

B Y x + + 22 2 2 ..•.. B 2 n y n x 2 + •.... + S m 1 y.1 x m + 

8!J 



La base deseada es : 

para probar q ue so n l ineal me nte i ndepe nd ientes 

nm 

Si 

i =j =l 

B Y'·x. 
i j l ] 

? 
= O ~ 

B 
ij - O 

La s umatoria an t eri or se puede escribir de l a s iguie nt e 

forma : 

n 
= 0' ).- 8 y . 

X ] : :>- :i=I ij l 

? 8 ij = O l = 1 , 2 .... n 

j = 1, 2 .... m 

co n l o a nt e rior se h a demostrado que V es un F- espaci o 

vect or i a l de d i mens i 6n f inita y además 

PROPOSICION 3.5 

"Sean F, K, L campos tales que K es una extens ión finita 

de F Y L extensión finita de K. Entonces ~ 

a ) L es extens i ón f i nit a de F 

b) [ L : F] = [ L: K] [ K: F] 
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La idea de p lantea r y resolver la propos i c ión 3. 4 es po

der ut ilizarla para campos q ue satisfacen l as condicione s 

de es ta prop iedad, de t al manera que revi samos la demos 

trac ión a nterior y se observa que es s ufi c iente i dentifi 

car que se p uede hacer l a s ustit ución V=L y l a demo s tra 

ción s e repite paso a paso hacien do dicho cambio en dond e 

a}!are zca V. En resumen esta propiedad es una consecuen-

c i a de l a propos i ción 3 . 4 

PROPOSI CI ON 3.6. 

"Sean F,K,L campos tales que K e s una extensión de F y L 

extensión de K. Si L es extensión finita de F entonces 

K es extensión finita de F y L extensión finita de K". 

Hipótesis Fe KC L 

Si L extensión f inita de F probaremos que K es exten

sión fi nit a de F . 

L es un F- espacio vectorial de dimens ión n. 

Sean Xl ' x 2 '···. , xm ve c tore s L.i en k como F- espaci o vec 

t orial, lo s vectores Xl' x 2 , x 3 ' .. " xm son vectores L~ e n 

L como F- espac io ve ct orial, porque K e L. 

En un e spac i o de d ime ns i ón n un con junto L .iClineal mente 



indepe ndient e ) no puede tener má s elementos q ue la di -

mensión de l espacio , é s to implica q ue m < n. 

Por l o tanto c ualquier base de k como F- espacio vecto 

rial no tie ne más de n e l ement os o sea q ue 

finit a 

Si L es exte n s ión fin ita de F a probar q u e L es exten s ión 

f init a de k . 

L es un F- espacio vectorial de d ime nsión n . 

Sean x
l

, x
2

' ... ,xr vectores linealme nte independientes en 

L como K-e spacio vectorial. 

A probar que x l , x
2

' .... , x r son ve c tore s linealme nte inde 

pendientes e n L como F- espac i o vectorial. 

Sean a a 
1 ' 2 

+ a x 
2 2 

a a 
3 ' • . . .. r E: 

+ 

lineal nu l a de l os vectores 

A probar que = = 
1 2 

F Y sea 

= 
3 

x 
r r 

= O una combinac ión 

= = O r 

Por hipóte s is d e q ue xl ' x 2 ' . ..... , x
r 

son vectores lineal 

mente independi entes en L como k espacio vector i al y ade -

más F e K enton ces a
3 

= ..•.. = a :;; 
r 

O con -
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lo que se conc luye que xl ' x 2 ' .... , xr son L.i. en L como 

F espacio vectori a l, pero lo anterior obliga a que r ~ n 

por el mismo criterio utilizado en la parte anterior , de 

tal manera q ue 

d " L lm
k = r finita 

con l o que se concluye l a prueba. 

DEFINIor ON 3 .4 

Un número e s primo si y solo si es divisible solamente 

por él mismo y por la unidad. 

PROPOSICION 3 .7 

Sean F,K,L campos tales q ue K es extensión de F y L es 

extensión de K. Si [L:F] es un número primo entonces K=F 

ó K=L. 

Pa . 

Usaremos en el desarrollo de l a prueba el hecho de que 

[L:F] = [L: K][K:F] que ya fue probado en la propos i c ión 

3 .5 en su parte b) 

a) Si [L:F] es un número primo , sea n tal número primo 

=? n = n.l 

=?- n = [L: K][K :F] = n-l 

~ K = F 

88 
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ó n = 1.n entonces n - [L: K][K:F] - 1.n 

luego K=L 

co n lo que la prueba q ueda completa . 

PROPOS I CI ON 3 . 8 

Sean Fo' F1 , F2 ,· .... , Fn campos t ales que para todo 1 ~ 1 

Fi es una extensión finita de Fi-l. Ent o nces : 

a) Fn es extensión finita de fo 

b) [ Fn : F _J = [F1 : F J[ F2 : F
1

J .... [ F :F lJ. o o n n-

Esta proposición es un a generalización de l a proposic ión 

3 . 5 , en donde se probó para n =2 y se obtuvo lo siguiente: 

a) F2 es extensión f inita de Fo ' 

Lo que haremos en €ste caso es extender l a prueba para -

cualquier n ; lo haremos p0r inducción sobre n . 

Para n=l se c umple q ue [[l:Fo J = [F 1 : Fo J · 

Supongamos que se satisface para n=k entonces tenemos 

probemos que se cumple para n= k +1 
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A probar que [Fk +1 : Fo] = [ F1 : Fo][F2 : F1][F 3 : F2] ··· .[Fk+1:~] 

por hipótesis ind u ct iv a tenemos : 

[F k : F o ] = [F o : F 1] [F 1 : F 2] [F 3 : F 2] , .. . .. [F k: F k - 1 ] 

con lo que se concluye la prueba . 

!.. 

PROPOS I CION 3.9 

"Si f:E----7 F es un isomorfismo de anillos y E es un campo 

entonces F es un campo ", 

En un i somorf i smo se cumplen l as siguiente s propiedades 

f (xy) = f(x) f(y) 

fO) = 1 ; f ( e ) - e -

f ( x) - l - 1 = (f(x) ) 

Demostración 

Por ser f sobreye c tiva. Imf = F queremos demo s trar que 

F e s un campo . 

S F 4 O b eXl' ste x - 1 
ea x E ,x t- , pro ar q ue E F tq 

-1 
x . x = e 

Por ser sobreyectiva f , para x E F existe y f. O E E 

tal que fey) = x , para y E E existe y - l tal que yy - 1 = e 

porque E es un campo . 



Aplicando f a ambos l ados de yy - 1 = e tenemos: 

--;> f(yy - 1) = f(e) 

- 1 
==:>f(yy ) = e 

- 1 
~f( y ).f(y ) = e 

- 1 ==:>x. (f(y» = e 
- 1 

x . x = e 

Lue go F es un campo. 
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NOTA : Para la prueba de que F es un cam~o solamente se ha 

probado la existencia del inverso multiplicativo y 

es de notar que las otras condiciones de campo, las 

satisface F por ser un anillo. 

DEFINICION 3 . 5 

F ( a) es el mínimo subcampo de k que contiene tanto a F 

como al elemento~ . Llamaremos a Fea) el subcampo obtenido 

por adjunción del elemento ª al campo F . 

PROPOSICION 3 .10 

Sea k una extensión de F y sea a E ~ . 

E~iste un subcampo único L de K con l as dos propiedades s i-

guientes: 

1) a E L Y Fe L 

2 ) Si T es un s ubcampo de k tal que a E T Y F e T 

entonces Le T 
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hipóte s is f e k , a E: k 

Sea M = (Mi )i E: I l a colección de t odos l os s ubcampos de 

k q ue contienen tanto a f como al e lement o a . 

M t 0 , ya q ue k E: M. 

Se sabe q ue l a i ntersección de c ua lquier familia de sub-

campo s de un campo en particular k es también un s ubcampo 

de k . 

Sea L=n Mi ( Mi) i E: I definido como colección de s ub 
ie: I --

campos de --k que cont ienen a F como a l elemento "J . 

1 ) a E: L ya que a E: Mi ; I.J. i E: I 

F e L ya q ue cada M contiene a F . 

2 ) Si T e K tal q ue a E: T Y F e T e nt o nces L e T 

Le T ya q ue n Mi ,e T 

UNI CIDAD 

S~a L subcampo de k con las prop iedade s siguient es : 

1) a E: L Y F e L 

2 ) Si T es un s u bcampo de k tal q-ue a E: T 

Y F e T entonces LeT . 

Tomemos además a w como otro s ubc ampo de k que t ambién 

cumple l as cond i c ione s ( 1) y ( 2) de L o sea 

( 1) a E: w y Fc w 

( 2 ) Si T es un subcampo de k tq a € T Y Fe T 

enton ces uJ e T 



Vamos a probar que w=L para l o cual hay que garant izar 

q\le wc L y L e w. 
Por una parte para L tenemos a € L Y re: L por otro 

lado por ( 2) de w tenemos q ue si T es un s ubcampo de K 

tq a E T Y r e T entonces wc T . Se concluye bajo estas 

condiciones L es uno de lo s T de la propiedad (2) para w. 

Por tanto w .C L. 

Por otra parte tenemos utilizando (1) de w y ( 2 ) para L 

tenemo s a E w y re í-J además si T s ubcampo de k tq a E T 

y- r~ T entonces Le T . 

Lue go w es uno de los T por lo tanto Le w 

con lo a nterior se ha probado que L = w 

por l o tanto L es úni c o . 

PROPOSICION 3.11 
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" Sea k una extensión de r y sean al ' a 2 , a 3 , .... a n elemen

tos de k. Existe un s ubcampo único L de k con las propied~ 

des siguientes: 

1) al' a 2 ,.· .. a n so n elementos de L y r eL. 

2) Si T es un subcampo de k tal q ue al ' a 2 , ·.· . a n son ele 

mentas de T y r e T entonces L e T 

(Este s ubcampo úni co se de nota por r Ca l , a 2 ,·· · , a n ) 



1) L = () Mi 

iE: 1 

intersección de todos l os s ubcampos de k 

q ue contienen tanto a F como a l os e l emen-

L 

del mismo modo como cada Mi contiene a F entonces 

2 ) T es s ubcampo de k q ue contie ne tanto a los elementos 

al ' a 2 ,·· . a n como a F entonces T E C Mi)i E 1 

Luego L e T 

Al s ubcampo así con s trui do L de K se denota por 

F Ca
1

, a
2

, a
3 
...... , a

n
)· 

Unicidad 
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Para garanti zar la uni c idad en esta propiedad que es una 

ge nera l ización de l a propos i c ión 3 . 10 hay que s upo ner que 

existe otro s ubcampo de k que tambi~n sati sface las condi 

cione s dadas . 

Por una parte tenemos e l s ubcampo L con l as propiedades 

1 .- al ' a 2 , a 3 , ... · , a n so n elementos de L y F e L . 

2 .- Si T es un subcampo de k t a l q ue al ' a 2 , a 3 ,·.· . a n so n 

elementos de T y F e T entonces L e T 



Por otro l ado sea w s u bcampo de k tal que: 

1) al' a 2 , a 3 ,· ... , a n son elementos de w y F e w 

2) Si T es spbcampo de k tal que al ' a
2

, a 3 , .·· ,an per -

tenecen a T y F e T entonces w e T . 

A probar que w = L 

Es ta es una ge neralización de la proposición y se hará 

un análisis s imilar para su comprobac ión. 

En pr imer lugar tenemos 

al' a 2 , a 2 , ··· ., a n e lementos de L y re: L 

por otra parte para T s u bcampo de k tal que 
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al ' a 2 ,···· , a n son elementos de T y F e T e nt onces L = T 

Y wCL . 
En segundo lugar tenemos: 

al' a
2

, a 3 , ···· , a n elementos de w y F e w y para T s ub

campo de k tal q ue al ' a
2

, . ... , a n son elementos de T y 

F e Ten ton c e s vJ = T Y L e . W 

Por tanto w = L 

de lo anterio r se concluye que L es único. 

PROPOSICION 3 .1 2 

" Sean k una extens ión de F ya , b e;}{. 



Entonce s : 

F ( a ,b) :: F (b)e a ) :: F ea )e b ) :: Feb,a) 

So lamente pro baremos 

F ea , b ) :: F ea )e b ) y Fea , b) - F eb )ea) 

" F ea , b ) e F Ca) Cb )" 

b E: F ea ) eb) epor def inición de F ea) ( b » 

F ( a ) e F ( a )( b ) ( por definició n de Fea)(b ) 

a E: F ( a ) 

F C. F ea) 

Con lo ant erior se tiene q ue : 

a , b E: F ea )e b ) 

F e F(a)(b) 

por l o tanto F e a , b ) e F e a) C b ) 

" F Ca) Cb )C Fea ,b)" 

bas t a rá probar que b E: F ( a , b) y F ( a ) e F(a,b) 

b E: Fea,b) por defini ción de F ea ,b) 

F e F ( a , b ) y a E: F ( a,b) por def inic ión de F ea ,b) 

por l o tanto F(a) e F ( a , b) , 

Lue go F (a)( b ) ~ F ( a , b) y a l f ina l se concluye q u e 

F ( a ,b) :: FC a )(b) 
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** Fea,b) = Feb)ea) 

" F ( a , b) e F ( b ) ( a )" 

ha y que probar que a , b E Feb)ea) 

a E F(b) por definición de Feb) ea) 

F eb) e F(b) (a) 

b E F ( b) por definición de F(b) 

F e F( b) 

entonces a, b E Feb)ea) 

F e F ( b) ea ) 

por l o tanto F(a,b) e Feb)ea) 

"F( b )ea)C Fea,b) " 

A mostrar que a E F ea , b ) y F(b) e F(a, b ) 

a E F ea ,b) por defin ición de Fea,b) 

Fe Fea,b) y b E Fea,b) por definición de F ( a,bY 

entonces Feb) e F (a, b) 

Lue go F(b )e a) e F ea , b) 

por lo tanto se conc luye q ue : 

F ea , b) = F eb)e a ) 

NOTA: Las otras i gua ldades de esta propiedad se demues -

tra en forma s i mi lar utili z ~ndo las mismas defini-

c ione s ~ de Fea) , Feb) , Fea , b) , F eb, a ) y F ea )eb) 

97 



98 

PROPOSICION 3 .1 3 

Si k es una extensión de F y aE k, las condiciones que se 

presentan a continuación son equivalentes. 

1. - Para cierto n E ~, n > O, ex i s ten 

no todo s nulos en F tales que 

+ o 
A a + 
1 

2 .- Existe p(x) ·.E F[x] de grado m > O tq pea) = O 

Pa . 

" 1~ 2 11 

Su pon gamos que para n E A\l, n > O existen A o ' Al "'" A n 

no todos nulo s t ales que : 

n 
A a = n 

O y probemos 

que existe p(x) E F[x] de grado m > O tq p ea ) = O 

Se,a p ( x) = A + A x 
o 1 

+ 
. , n 

+ .. .. + ' 1\ X 
n 

entonces pea) = 
2 

A 0 + Ala + A 2a + •.... + 

Si el grado de p (x) fuera cero 

n 
A a 

n 

p ( x) = = = A3 = •••.• = A = O 
1 o 

entonces: pea) = 

~ A = O 
o 

A 
o 

~A. = O, lJ. l = 0 , 1 , 2 , 3 , ... ,n 
l 

n 

= O 
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Pero la últ ima implicación es una contrad icción ya que 

por nuestra hipótesis los 
o ' 1 ' 

A A + 2 ' .... , n no LO-

dos son nulos, por lo tanto, el grado de p ( x) no puede ser 

cero de aquí que grado de p ex ) > O 

" 2 

Supongamos q ue existe p (x) de grado m> O con p ( x ) E [ x ] 

tq pea) = O a probar que para cierto n E N, n > O , eXlS -

ten A 
o ' 

A A 
1 ' 2 ' •••• , no todos nulos en F tales que 

n 

A + 
o 

Sea p ex) 

tal que 

A 
a 

= 

p ea) 

+ 

a o + 

= 

2 
A 2a + ..... + 

~x + a2 x 
2 

+ a 

+ + 2 a a la ~a + 
o 

Si a . = O para l = O , 1 , 2 , 3 , ... ,m 
l 

= O 

3 m 
3

x + ..... + a x 
m 

3 + .. .. + m 
O a

3
a a a = m 

entonces grado de p ( x ) es cero , pero esto es una contradic 

ción ya que p ( x ) tiene grado m > O por hipótesi s . 

Por la cont radicción anterior puede concluirse q ue no todo s 

los escal ares son nulos . 

Co n l o que se concluye l a prueba . 

NOTA Al elemento ~ E k se l e llama elemento a l gebraico -

sobr e F cuando satisface estas co ndiciones equivalen 

tes . 



PROPOSICION 3.14. 

" Sea k una extensión de F y aE k. El conj unto 

" L = { q(x) E P[x]/q(a) = O} es un ideal de F[ x ]. 

hip6te s i s F e k; a E k; F ,k campos . 

L será un i d eal de F[x] si satisface las s i g uiente s 

condiciones: 

( ~ ) L es un s ubgru po de F[x] bajo la suma 

( 2 ) Para todo q(x) E L Y p (x) EF [x] tanto q ( x ) p(x) 

como p ( x ) q ( x ) E L 

Pa . 

(1) i) L t 0 ya que q(x) = O E L 

100 

ii) Sean p ( x) , q(x) E L probar q ue p(x) + q(x) t; L 

Sean p(x) + a x 
1 2 

= a + a
2

x + .... + a x 
o 1 n 

q(x) 
1 2 

= S o + 131 x + S2 x + .. .. + (3n x 

p(x) +q(x) = ( a + 
o 

p ( x )+q (x) = 

t3 + o 
+ .... + n 

B x ) 
n 

= a + S + o o 

) 
i=O 

.•.•.. + (a + B ) xn 

a. 
l 

n n 

l + B . )x 
l 

n 

n 

a + 
2 

+ 

2 S ) x + 
2 
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n n 
[ (a . a L a + (3 . ) a l l (3 J. ) = + pea) + q(a) .a = l l l l l=O l =O 

! a l + ! 8 i p( a )+ q (a) - O = .a . a = -
1= 0 l 1= 0 l 

entonces p(x) + q ( x ) E L 

con l o a nter i o r se tiene que L es un subgrupo bajo la suma . 

( 2 ) Sea q(x) E L, p (x) E F[ x ] 

q ( x) E L===? q ( x) E F[ x] t. q q ( a) = O 

Si q (x) = a o + a 1
X + a 2x 

q(a) = a o + a
1

a + Cl
2
a + ..... + 

2 además p (x) = a + a x + a x 
01 2 

+ .. .. . + n 
a x 

n 
n a a 

n = O 

+ ..•. + a 
m x 

m 

= O 

queremos probar que pa ra q (x) E L Y p ( x) E F[x] el produc 

to p ( x ) q ( x) E L . 

p ( x) = r 
l=O 

p (x)q(x) = 

S l 
• X , 

l 

q (x) 

t(x) 

q (x) = 

E L tal que 

=( f 
l=1 

S. xi ) 
l 

'i 
J =O 

q(a) = O 

( lt a . x j
) 

n 
t(x) : 1 t = ctx ] 

t=O 



t(x) 6 6 6 ? 
6 n = + lX + 2x~ + .... + X ) ( a + o n O 

tea) 13 + 13 + 13 2 
13 a

n
) e a = la 2

a + ..•. + + o n o 

tea) - p ea) q ea ) 

= Q +6 + Q 2 n) () I-lo 1 a 1-l2 a + •. .. + 13 na . q a 

tea) = o ~ t(x) E L ==.;> p (x) q ( x ) E 

q(x)p(x) t(x ) ( a m = = + a x + . .. . + a X ) e 13 
o 1 Dl 

t ea ) = e a 
o 

+ Ci. 
lX + .... + 

= q ( a) p ea) 

= 0 (13
0 

+ B
1

a + •. ... + 

t e a ) = O ==::;>-t e x ) E L 

-==;} q (x) p e x) E L 

por l o t a nt o L es un ideal . 

PROPOSICION 3 . 15 

a 
m 

a
Dl

) e 

13 a
n

) 
n 

13 + 
o 

102 , 

xm) a 
l

x + .... + a 
m 

a l a + .. .. + a am ) 
m 

L 

13 n + x + ... +13 x ) 
o 1 n 

13 l a + ... + B 
n 

a n ) 

11 Sea k una exten s ión de F y a E k. La función 

,<11 : F[x] --+ Fea) 

p(x) ~~ pea) es un homomorfismo de anillos " 



A probar que para p(x) , q(x) E F[x] se cumple 

i) <t>(p ( x) + q (x) ) = <t> ( p(x )+ <t> ( q(x» 

ii) <t>(p(x) . q(x) 

Sean p(x) L a l 
= .x 

l 

q (x) L a l 
= .x 

l 

<t> ( p (x) + q ( x) ) = 

= 

= 

= 

1> ( 

<t> ( 

<t> ( p ( x) . <t>q(x» 

a.x 
l 

( a . 

a .+ 
l 

l 

l 
+ 

+ 

l s. x ) 
l 

l s.)x ) 
l 

l a . a 
l 

= 1> ( p(x» + 1>(p(x» 

<t> ( p(x)q(x») = 

= 

donde: 

Ct = a S + a 
t o t - l 

1> (f Ctx = 

t=O 

1 Cta 
= 

t=O 

B 
1 

t 

t 

a l . x 
l 

t 
ctx ) 

+ a 
t - 2 

S 

S l . x ) 
l 

2 + .•• + a S 
o t 
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que: 

l + s . a ) 
l 



lue go : 

l 
c:L a . 

l 
S . a 

l 

= <P (p(x) • <P (q(x)) 
~ 

el> : F[x] --).~ FCa) 

pCx)~pCa) 

es un homomorfismo de anillos . 

PROPOSICION 3.16 

"Sea k una extensión de F y a E k. 
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~) El subconjunto L de k formado por los elementos de la 

b) 

Pa . 

f -1 d d bm 
a i orma xy en on e x = .a 

l= ~ 

L = FCa)" 

-1 
L = r xy - Ix = 

a. E F, Y ~ O es un subcampo de \(. 
l 

S E 
l 

¿ 
l=O 

F 

a.a i y 
l =l!i

ai
, S . y a. E 

l l 
F 

Demostrar que L es campo con las operaciones de k . 

C 1) Sea W E 
- 1 

L, W ~ O probar que existe W E L tal que 

-1 
w. w = 1 



como y t O 

luego I:tf 
- 1 = xy = 

x 
y 

- 1 
Y 

= 

= 
1 = 
y 

m 
E 

i =l 
L 8 

l 

- 1 - 1 

- 1 

==;> w 

w. w 

w = xy ====9- w 

LS i .a 
l 

= m ¿ 

i=O 

- 1 
= 

- 1 w. w 

a l . a 
l 

m 
_ L a l 

i=l . a 
l 

¿ S. a l 
l 

= 1 

= 

a S 
i ' 

ÉS l . a 
l 

¿ a.a 
l 

1 

ISia l 

~a 
i 

l 
1-a 

- 1 - 1 
( xy ) 

E: F 
l 

= 
l 

( 2 ) L t O ya q ue O = O. y- l ~ O E: L 

- 1 
1 E: L ya que 1 = 1 . 1 

= 

1 

( 3 ) si w ~, w
2 

E: L probar q u e w1 + w2 E: L 

a 
i ' 

y 
x 

8 ' • E: 
l 

los 

F 



Y1X+YXl L' l w1+w2= Bia ) 

YYl = 

= 

L ( 

l4Tl 
j <n 

;;: 

') ( 
.(....-
l<m 
j<n 

, , ' , 
\ . 
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L l 
\ ~ • i a.a ) L_ B.a 

l 

l l 
a.a ) 

l 

r s .a
i 

_ l 

+ 

Y- s:ai 
_ l 

~( a ' .al 

i<m l 
j <n 

'L ( Sial sjaJ ) 

l<m 
j<n 

, i j , 
S .aiaj ) C( . S.a a + C(. 

l J l J 

S· 
l 

S'. 
] 

ai +j ) 



= 

~ w1 + W2 E L 

\ (1. .ai +j + 
~ l,] 

j<n 

l<m 
j<n 
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I 

1" .ai +j ) 
l,] 

Para el producto hay que darse W1 'W2 E L Y probar que w
1

. W
2

E L 

m 

11 • 

m , . 
\a l 

'> .a 
{y-l 
-nl __ ~_~ 

[ 

( l 
Bia 

o 

L . 

m 

¿ (aiaj)aia
j 

l<m 
j<n 

-- , l] 
'\ ( S . (3 .) a a 
L l] 

i<m 
j-<n 

L( 
i<m 

. . 
l '] a.a )(a.á ) 

l ] 

\ '0 .. L l,] 

i+' a J 

l m 
= ~~'~n~ ________ ~ __ _ 

\.¡. .. i+j 
L - l,] 

i<m 
j<n 
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con lo anter i or se ha probado que e l subconjunto L de k 

- 1 
formado por los elementos de la forma xy en donde 

a l .a 
l 

y y = LI3 . a i , 
l 

aS. e: F, Y f. O es un sub
i' l 

campo de k . 

b ) frobar gue L = F ( a) 

(1) Sea x e: F ; 

x F c.FCa) 

pero x ~
i .a 

l 
l= 

ya que LO i 
S.a 

l 

l S .a 
l . 

= 

luego x e: L , de donde 

( 2) a L ya que a = 

a .=o· i=1,2,3, ..•.. m 
l ' 

13 .=0 i=1,2,3, ..... n 
l 

o 1 m a a +a a + ... +a a 
o q m 

o 1 n 
S a +Sla + ... +6 a o n 
F eL 

'ffi . 

\aia
l 

bu haciendo 

= 

a =x 
O 

S =1 
O 

o 
a oa 

o 
S a o 

a 
o x 

=---=-= x 
S 1 

o 

a = O, a = 1, 
o J. 

a . = O para . 1 2 3 l= , , ••.. m 
l 

S = 1; 
:) 

13 =0 i=1,2,3 .... n 
i ' 

( 3) T e K subcampo tal que a e: T y F e T a probar que 

L e T 
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m 

1 .a 
1 k a S E F además L ~ 

. , como x E x = n . 1 1 
1 L Si

a 

F e T , a S E T, V i=O 1 1 

1 
a E T~ V i ( T es s u bcampo) además a E T enton ces 

de aqu í que ~ a .a l &0 1 
E T Y r B .ai 

E T de donde s e tiene 
1 

1=0 

que x E T, es decir L e T 

por (1), ( 2) Y ( 3 ) se concluye que F( a ) = L . 

DEFINICION 3 . 6 

Un polinomio p ( x) se di c e que es irreducible 

Sl: 1) p(x) no es constante 

2 ) p ( x) = q(x) t(x) 

?;? q (x) es constante o t (x) es constante. 

PROPOSICION 3.1 7 

Si F es un c ampo y si p(x) E F[ x] . 

El ideal generado por p(x) e s máximal Sl y solo Sl 

p(x) es i rredu c i ble, 

Pa . " ~ " Sea 1 e F[x] un ideal maximal y sea p ( x) E 

1 

[x] tal q ue 1 = [ p (x)] probar que p ( x) es irreducible. 

Sea p ( x ) = q (x)t ( x), p (x) E [ q(x)] , ya que es múlt ip l o , 



entonces [ p(x )] e [ q ( x) J, por ser 1 = [p(x)] maximal 

entonces [ q (x)] = 1 ó [q(x)] = F[x] 

i) Si [ q ( x)] = [ p (x)]; q (x) = s (x) p(x) 
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grado de p(x) = grado q (x) entonces t(x) es constante 

ii) Si [ q(x)] = F[x]; 1 E [q(x)] 

1 = q(x) s (x) ~ q(x) es constante 

de i) y ii) tenemos que p (x) es irreducible. 

"~ " F es un campo, p(x) E F[x] un polinomio probar 

que el ideal ge nerado por p ( x ) es maxima l si p (x) es irre 

ducible . 

Sea T = [p(x)] entonces i) T t 0 , T es un ideal 

ii) p(x) E T 

iii) Si L es un idea l t a l que p ( x) E L 

entonces TeL. 

Sea 1 un ideal tal que T e 1 probemos q ue T = 1 ó 1 = F[x] 

Supongamos q ue T t 1 Y probemos q ue 1 = F[x] 

Veamos que 1 E F[x], 1 El, como 1 t T entonces existe 

q(x) E 1 1\ q ( x) ;' T , además como 1 :: [ R( x )] entonces 

q(.x) = s(x)R(x) como T e 1 ~ p ( x) E 1, ya que T = [ p (x)] 

y T e I. Si p ( x) E 1 , p ( x ) E [ R(x)] entonces p(x )=t( x)R ( x ) 
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ya que p (x) es irreducible , luego t(x) o R( x ) son constantes 

( 1) Si t(x) = k , p(x) = kR(x) 

::;> q(x) = s (x) (p~X» = ~ s(x) R(x) 

~ q(x) E: [ p(x)] 

la anterior es una contradicción , ya q u e 

q(x) = s (x) R(x) 

~ q(x) E: [R(x)] . 

( 2 ) S i R(x) = k 

1 = k . k - 1 como k 

- 1 
entonces kk E: 1 

1 E: 1 

E: 1 " k -
1 F[x] 

con l o que se concluye que el idea l ge nerado por p ( x ) es 

ma"x imal . 

DEFINIcrON 3 .7 

Se dice que un polinomio p(x) es mónico si el coeficiente 

de su máxima potencia es igual a uno. 

DEFINIcrON 3 . 8 

Un elemento a E: K donde K es un campo se dice que es alge -
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braico sobre F si existen elementos a o' al' ... , a n en F. 

no todos O, tales que: 

DEFINI CION 3 .9 

Ideal máx i mo ; un ideal M ~ A, A es un anil l o , se dice que 

M es un ideal máximo de A Sl siempre que U es un ide~l de 

A '"ta l que M e u e A se tiene que A = U ó N = U 

PROPOSICION 3 .18 
" 

Sea k una extensión de F y a E k un elemento algebraico 

sobre F. Entonces: 

" (1) Todo polinomio q(x) E F[x] de grado mínimo m > O tal -

que q (a) = O es un polinomio irredu cible~ 

Pa . 

Sea q(x) E F[x] de grado mínimo m > O tal que q(a ) = O 

a probar que q (x) es irreduc ible. 

Si q(x) = p(x) T(x) 

q(a) = pea) T(a) = O 

::::::? pe a ) = O ó T(a) = O 

además grado (p(x)) ~ grado (q( x )) 

grado (T(x)) 5 grado ( q (x)) 



Si p ea ) = O entonces grado ( p ( x )) = O o grado ( p ( x ))= 

grado (q( x) ) 

~ p = c ; donde c es una con s t ante, 

Si T ( a ) = O e ntonces grado ( T ( x) ) = O 

• ó grado ( T ( x )) = grado ( q ( x ) ) 

T = c; donde c es una constante. 

Luego p = c ó ~ T = c entonces q ( x) es irreducibl e 

\1 

( 2) Exis te un úni co polinomio mínico p (x) € F[x] de 

grado m > O minimo tal q ue p ea ) = O ( Es te po l i nomio 

JI 

único es llamado po linom i o mínimo de a) . 

Sean r, t dos polinomios mónicos de grado mínimo t a les 

que r ( a) = tea) = O probemos q ue r = t 

r(x) - a + a + a 2 + . . .•• .. + -
l

x 
2

x o 

t(x) + + S2 x 2 + ... . .. • + = So S 1 x 

haciendo s ( x ) = r( x ) - t( x) 

m 
x 

m 
x 
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S ( x) = a _ S )+( a _ 
o o 1 

2 m- l 
S 1 ) x + (a 2 - S 2 ) x + • •• • + (a m- l - S m-l) x 

---=-') s ( a ) = a _ 
O 

S )+( a - S )a+( a -
011 2 

como grado ( s ( x )) ~ m-l 

:::::9 ,grado ( s ( x ) = O 

2 m- l 
S 2 ) a + ...• + (a m':" 1 - S rri.-l) a 
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entonces sexY = r ( x ) t(x) = c 

~ r(x) t(x) = c 

?:) a. = S par'a i ~ 1 
l l 

de r ( x) t ( x) = c 

r (a) tea) = c 

a - a = c 

~a 
o 

= a ~ a = S 
o O o 

con lo que se concluye que r(x) = t(x) por lo tanto p (x) 

es único . 

3)_ El pol inomio mínimo de a es un generador del ideal de 

[[x] . 

L = {q(x) E [ [ x] / q(a) = a } 

Sea L = {q (x) E [[ x] / q ( a) = a } un idea l de [[x] probar 

que L es un ge nerado por el polinomio mínimo de a. 

" - Por la proposición 3 . 17 · Si [ es un campo y si p(x) per-

tenece a [[x] . El ideal generado por p (x) es maximal Sl 

y solo si p(x ) es irreducible:' 

Además todo polinomio mínimo p(x) es irreducible probado en 

(1) de ésta proposición, entonce s e l ideal generado por p(x) 

es maximal , por definición de polinomio mínimo de a , p (x) 

E [[x] tal que p ea ) = O ento n ces p ( x ) E L, el ideal gene -
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rado por p ( x) , [ p ( x ) ] e L 

Luego [ p ( x)] e L e F[ x], por def i nición de i dea l maxima l 

se t iene q ue L = [ p ( x) ] ó L = F [ x]. 

L t F[ x ] ya q ue existen po linomi os de los cuales a no 

e s raíz (e jemplo t(x) = l+x ) 

entonces L = [p( x )] lo qu e prueba q ue L es gener ado por 

el po linomio mínimo . 

4)" El núc leo del homomorfi s mo 1> : F [ x ] --'=) F(a) 

es un idea l maximal de F[x] . 

Sea p ( x ) E F[ x ] e l polinomio mínimo de a sobre F , p(x) 

es irreduci ble y aprobado e n (1) de esta propos i ción 

La f un c ión 1> : F [ x] ---'">~ F(a) 

es un morf i smo de anillos. 

Sea V = Ker( 1> ) entonce s V = [ p (x)] porque pex) es el poli-

nomi o mínimo de ª y p( x ) es e l generador del ide a l) 

L = { q(x) E F [ x ] /q ( a ) = o } 

como p(x) es irreducible [p( x ») es maxima l ya probado ' en la 

proposición 3 . 1~ 

F[ x ] 
-~....::..._- ~ 1m <Pi es un i somorfi s mo 
ker 4> 

. 
ker <P = [ p ( x )] ent o n ces ker <P es maximal , con lo q u e se 

conc luy e la prueba . 
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PROPOS1C10N 3 .19 

"F un campo , F[x] el anillo de pol inomios en x sobre F , 

p (x) E: F[x]. 

1 = ideal de F[ x ] generado por p ( x ) donde g r ado de p ( x ) 

es n . probar que 
F[x] 

1 
es un F- espacio vectoria l de di -

mensión n" . 

El camino para la prueba será encontrar una base que con-

tenga n elementos . 

Usaremos B = { 1+1, x +1 , 2 n -1 } x +1 , ..... , x +1 y el pro-

F[x ] __ o 

1 
pósito es mostrar que B es una base de 

a) B es linealmente independiente? 

Sean escalares en F tq 

a (1 +1) + a (x+1)+ 
o 1 

a ( 2 1) a (xn - 1 + 1) = O = 1 2 x + + ..... + n - 1 

de donde: 

( 1) ( al) (a 2 1) (a n - l 1) = 1 Ci
O

+ + l x + + 2x + + ..... + n_l x + 

por tanto 

2 
( Ci 0 + a 1 x + a 2x + ..... + Ci xn- l ) + 1 = 1 

n - 1 

de donde : 

Ci + a x + 
o 1 

n - l + ••••• +Ci X E: 
n-l ". 

I 

pero como I es el generado por p ( x) tenemos : 



( 1 ) a + ...... + a n - 1 
n _ l x = S p ( x) 

o 

Sea p ( x) S + S + S 2 S n S t O = 
l

x 
2

x + .. . . + x o n n 

Luego ( 1) se puede escribir como 

a + a x + a x 2 a n - 1 + .... + x = 
O 1 2 n - 1 

de donde a = ~ S ' a -~S a = ~ ~,,-, o o ' 1 - 1 ' .... .. . , n - 1 

de "o S 
n = O ya que 

O = ~S 
n 

t O tenemos que 
n 

~ = O 

l uego a = O· 
o ' 

a = 0 ...... , a = 0 
1 n - 1 

por l o tanto B es l i nealmente independient e . 

b ) B es generador de 
F[x] 

1 
? 

Sea q(x) E: F[x] probar q ue q(x) + 1 e [B] 

encontrar escal ares a o ' al '·····, :..- a n - 1 ' tq 

q ( x) + 1 = a (1+1) + 
o 

el 1 (x+ 1) + ....... + 

S ( ) v v V m , .J. O ea q x = o o + [) 1 x + ....... + O mX , í m f-

117 
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q ( x) + 1 = DO + 6
0

+ 1 + ("6' 1 x + 1) + ( C; 2 x 2 + 1) + .•.. + ('O m xm + 1 ) 

Si m f n l a so lución es inmediata. 

Supo n gamos que m > n entonces 

q(x) p ( x) 

t(x) s ( x) donde t(x) es un residuo y grad 

t(x) ~ p (x) 

entonces q ( x) - t ( x) = p (x) s (x) E 1 

~ q(x ) - t(x) 

_/ q ( x) + 1 = 
r 

donde t(x) >- a. x 1 = con 
1 

O-

Lue go B es un generador de 

E 1 

t(x) + 

r < n. 

F[x] 
1 

:.. 

1 E [ B] 

con lo que se conc luye q ue 
F[x] 

1 
es un F-espacio vect orial 

de dimensión finita n y se probó encontrando una base qu e 

contiene n elemento s . 

PROPO SICION 3 . 20 

"Sea k una extensi6n de F y Si E k un elemento algebraico 

sobre F . 

1 ) Si e l polinomio mí nimo de ª es de grado n entonces F ( a) 

es una exten sión finita de F de grado n. 
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2) F(a) es una extensión finita de F." 

1) Sea p (x) E F[ x] el polinomio mínimo de a sobre 

F . p(x) es irreducible probado en propos ici6n ( 3 . 18 - (1» 

Sea cjl :F[x] ~ F(a) 

q(x)~ q(a) mor fismo de a nillo s 

Se v = ker </l 'J v = [p(x)] como p(x ) e s irredu cible en-

tonces [p(x)] es un ideal maximal, o sea v es maximal . 

Luego 

Sea 

F[x] 
V 

es un campo. 

F[x] 
V 

~ 1m ( 1» 

1>1 es un isomorfismo entonces lm(</> ) es un campo F e 1m (1) 1 

porque F es el míni mo , a E lm( cjl ) por definición de cjl 

ent o n ces F ( a ) e lm«(p) ya q ue F(a) es el menor subcampo 

que contiene tanto a F como a l elemento ª, (además único) 

y 1m cjl e F(a) por definici6n de cjl 

de donde F(a) = lm cjl 

Además 
F[x] 

V 
es un espacio vectorial de dimensi6n n 

sobre F probado en ( 3 . 19) 

también n = dim(F(a») ( ya que lm( (P ) es de dimensi6n n) 

Lue go FCa) = 1m cjl 

por lo tanto FCa) es de d imens i6n n. 
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Par a 2) si F(a) es de dimensi6n n como una consecuenC1a 

F(a) es una extensi6n finita de F con lo que se concluye 

la prueba . 

PROPOS I CION 3.21 

Sea k una extensi6n de F Y a E k LLn elemento algebra ico 
n 

> a 1 
el polinomio mínimo de = . x a, 

1 =0 1 
sobre F Y sea- p(x) 

n = grado de p (x). 

(1) Para todo k 
k 

~ O, a es combinaci6n lineal de 1 , al ' 

2 n - l 
a , . .... , a . 

Pa . 

Sea p (x) = O 

o 1 
a oa + al a 

n a = - a 
o 

+ 
2 

~a + . ... + a 
n a 

n = 

pero ésto no es otra cosa má s q ue decir 

O, m6nico 

n - l 
- a a n-l 

a
n 

es combinaci6n l ineal de 1 , a , 2 n-l a , . .. . , a o sea se ha 

probado l o requerido para n=k . 

Si k > n 

s u pongamos que a k es combinaci6n lineal de los ele -

1 
mentas a con i = O, 1 , 2 , 3 , ... .. , n - l_ 



k esto es a = 

k +l f3 a = a o 

= S a 
o 

o 

+ f3 la 

+ S la 

~ 
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+ f3 1 f3 n - l la + .... . + n _ la 

2 f3 3 f3 n + 
2

a + . .... + a n - l 

n - l 
2 S 3 S ( - L a . a l

) + 2
a + • . .. . + 

n- l i =O. 1 

k 2 3 n- l por l o tanto a es comb inaci6n l inea l de 1 , a , a , a .. . a 

( 2 ) T = { Z E: k/z = 

Sea z E: T , z t- O a 

como z E: T , z t- O , 

n- l 

\"1 f3 1 f3. E: F } 4r i
a

, 1 

probar - 1 E: T q ue Z 
n - l 

entonces z= S Z = . a 
1=0 1 

es u n s u bcampo de k 

1 
-# O 

Sea y ex ) = ~ f3 . x l i- O pero grad y ex) < 4s 1 
grad p ex) 

entonces p ex) t y ex) s (x) 

por l o tanto p ( x) no es divisible por y ex ) entonces ex i s -

ten s ( x ), j ex ) , E: F [ x] -tq. 

1 = s (x) pex) + j(x) y ex ) 

s ea ) 
o j ( a ) y ( a) 1 = p ea) + 

1 = j ( a ) y ( a) 

1 = j ( a ) z 

~ j e a) es e l inverso para z· • 

Hay q ue vel' ahora si j e a) E: T 



j C x) E FCx) 

jCx) A + A A 2 A r 
= l

x + 
2

x + ..... + x 
o r 

j (a) A + A + A 2 A r = la 2
a + ..... + a o r 

i) Si r ~ n - l entonces j Ca) E T. 

ii) Si r , n - l entonces jC a ) es combinaci6n linea l de 

l os elementos es decir 

j (a) = 
o 

+ A a + 
1 

A 2 A a n - 1 + A 2a + ..... + n - l 
r a 

r 

r 
con a = a - ex a - 2 n - l 

a 2a - .... . . - an _la o 1 

J. Ca) = -.r + í a + 1 a 2 
°0 1 1 2 

-v n - l 
+ ...... + n ~ la E n - T 

por l o tanto j Ca ) E T 

- 1 
con l o que se tie ne q ue x E T 

co n lo a nt er i or es s ufi ciente para garantizar que T' es un 

s ubcampo de k . 

3) . T = F Ca ) 

a p ro bar i) a E T 

ii) F e T 

iii) Si L es s ubcampo de le tq a E L Y 

7 

i) a E T 

F e L entonce s F Ca) = T e L 

haciendo S = O 
o ' 

B =1 ' 
1 ' 

B = O 
i 

para i = 1 , 2 , .... 

entonces a E T 



ii) F e T 

Si x 1:: F probar que x 1:: 

n - l 

L: B l = . a 
1 

X 1:: F; x 

entonces x 1:: T 

T e FCa) 

ii i) L s ubcampo de k tq a 1:: L Y 
n - l 

Sea 1:: T entonces L B . 1 
x x = a 

l 
o 

l . 
L, B 1:: F e L entonces B 1:: a t 

por lo 

l 

tanto B 

n-l 

x = L 
o 

l a 
l 

B i . a 
l 

luego T e L 

l 

1:: 
L de aqu í 

L ~/ x 

T 

B 
o 

B 
1 

F e 

como 

L 

que 

,1:: L 

co n lo q u e se concluye que T = FCa) 

. 

= 
1:: 

L 

a 

x ; 

F 
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B. = O, Vi=1,2 .... 
1 

entonces T e L 

1:: L , 

2 n - l 4) _ { 1 , a , a .. ,: .. a } son linea lmente independientes sobre F. 

Sea <5 + 
o 

como pCa) = O 

a 1 + 
o 1 al + .. ... + 

n 
a a = O 

n 

n-l 
<5 la = O con n-

<5 .1:: F 
l 



Sea Q(x) = 

grado de Q( x) < 

o l . x 
l 

gr ado p Cx) 

Q( a ) = O ~ grado de Q(x) = O 

~/ Q ( x) = O 

:) o = O, li i = 1 , 2 , . . . . , n - 1 . ~ &0 = O 
l 

2 n - 1 Luego 1 , a,a , ..... a son lineal mente independientes 

sobre F . 

( 5 ) [ F ( a ): F ] = n 

Pa . 

Por l a forma como se ha definido T en el numeral ( 2 ) 

124 

de esta propiedad tenemos q ue x = t i 
S . a l para S . . E F 

l l 

2 n-1 l os elementos 1 , a , a ..... , a so n generadore s de T 

o sea de F(a) ya que T = F Ca ). 

Ademá s 
2 n-l 

{l,a,a , .... , a } son linealmente indepen-

dientes probado en (4), por l o tanto 
2 3 n-1 { 1 , a, a , a ... a } 

son una base de F Ca) co n lo que se conc luye que 
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PROPOSICION 3.22 

Sea k una extensión de F y sea a ~€ k. Si F(a) es una exten-
,1 

sión finita de F entonces a es algebraico sobre F. 

Pa. 

2 
Como F es un espacio vectorial, podemos t omar 1, a, a ..... 

n 
a que son n+l elementos de F(a), luego estos elementos son 

linealmente dependientes por tanto existen A o' Al' A 2 ' . . ,A n 

no todos nulos tales que A.1 
o 

Lue go a es una raíz del polinomio p (x) ~ O con 
n 

p (x) = L 
l=O 

A i . x , 
l 

por lo tanto 

a es a l ge braico sobre F . 

PROPOSICION 3 .23 
,\ ~ 

Sea k una extension de F. Las condiciones que s i guen son 

equivalentes: 

1) a es un elemento algebraico sobre F . 

2) F(a) es una extensión finita de F. " 

Para esta propiedad revisaremos condiciones de l a proposi -

ción 3 . 20-1 Y a continuación haremos uso de la proposición 

3 . 22 para concluir la prueba . 
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" 1 ====> 2 " Rev isando el numeral 1) de la proposición 3 . 2 O 

observamos que si ª es un e lemento algebraico sobre F -

entonces FCa) es una extensión finita de F y además de -

grado n . 

" 2 ~ 1 " Si FCa) es una extensión finita de F a probar 

que ª es un elemento algebraico sobre F . 

Pero esto es jus tamente l o que se demostró en la propie 

dad C 3 . 22 ). 

Con l as dos implicaciones ahteriores, s e complet a la -

prueba . 

PROPO SICION 3.24 

"Sea k una extensión fin ita de un campo F" 

Si ª E: l{ entonces a es algebraico sobre F. 

Pa . 

Sea ~ E: k a probar que S es un elemento algebraico de F . 

Basándonos en el numeral 2 de la proposición 3 . 23 para 

demostrar eSTa propiedad bastará probar que F Ca) es extensión 

finita de F . 

Por la definición de F Ca) tenemos que FCa) contiene tanto a 

F como al elemento a por l o tanto r e FCa) , esto nos condu 

ce a que FCa) es extens ión de F . 
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Ahora para garantizar que FCa) no es solamente una exten-

sión de F s i no además una extensión finita lo hacemos de 

la siguiente manera : 

FCa) además de contener a F y a l elemento ~ es el s ubcam-

po mínimo de k , donde k es una extens ión finita de un cam-

po F, por tanto 

F Ca ) e K por otra parte F e F Ca) . 

Lue go F e FCa) e K, haciendo uso del C Ej .~ 5 ) podemos con-

cluir que FCa) es extensión finita de F, con l o que se 

concluye la prueba . 

PROPOSICION 3.25 

"Sea k una e xtensión de F y a E: k un elemento a lgebra ico 

sobre F. 

1 ) Si x E: FCa) enton ces x es algebraico sobre F. 

- 1 n 
2) - a y a son a l ge braicos sobre F . 

Pa . 

1) Sea x E: FCa) probaremos que x es a l gebraico sobre F . 

como x E: F Ca) y además sabemos que F e FCa) e ntonces tene-

mo s q u e F C x ) e F Ca) 

Resumiendo l o anterior tenemos : 

F e F Cx) e F Ca) ; ya q ue F e FCa) FC x ) e F Ca) y 

F e FCx) por definición, a su vez apoyándonos en el C ej .~~) 

lo podemos escribi r de la s i guiente manera: 



, 128 

[F(a) : F] = [ F ( x):F] [F(a):F(x)] 

como a es un elemento algebraico sobre F tenemos 

[FC a ):F] = n = grado de a que no es otra cosa más que una 

aplicac ión de proposición 3 . 23 específicamente l a implica 

ción 1)~ 2}. 

Lue go [F Ca) : f ] es finita , ésto obliga a q ue [F(x):F ] es 

f inita y como consecuen c i a F Cx) extensión finita de F Cgra 

do x ~ grado a) . 

Pero ésto es suficiente para decir que x es algebraico so -

bre F . 

2 ) Dado a E k un elemento algebraico queremos probar 

- 1 que - a y a también son elementos algebra i co s sobre F . 

a E FCa), como FCa) es un subcampo de k entonces 

- 1 - 1 
- a E F ( a) y a E F (a) , por tanto - - a y a son a l ge-

braicos sobre F ya que FCa) es extensión finita de F . 

PROPOS I CI ON 3 . 26 

Sea k u na ext e n s i ó n de F y sean a , b E k . 

1) Si a y b son algebraicos sobre F entonces F(a , b) es 

extensión finita de F . 

2 ) Si F(a , b) es exten s ión finita de F entonces a y b son 

" 
algebraicos sobre F . 



Pa. 

1) Sean a y b elementos a l gebraicos sobre F . 

a probar que FCa , b ) es extensión finita de F . 

En otras palabras lo que queremos demos trar e s que 

[FCa , b) : F] es f inita . 
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F e FC a ) e FCa , b) ~sto l o podemos escribir de otra forma 

apoyados en la proposición 3 . 5 literal b). 

[FCa,b):F] = [F(a,b):F(a)][F(a):F] 

para que [ F (a,b):F] sea finita bastará garantizar que 

[Fea,b): F(a)] es fini ta ya que [ F (a):F] es finita. 

[FCa,b):F(a)] = [F(a)(b):F( a)] esta igualdad es válida, 

ya que F ( a,b) = F (a)(b). 

Se tendrá entonces que [ F ( a) Cb): FCa)] es finita Sl .h es 

a l gebraico sobre F Ca) , ~sto es cierto porque b es alge-

braico sobre hipótesis ; pero F e FCa) entonces l o es a l ge-

braico sobre Fe a) . 

Por lo tanterior se conc luye que [Fea , b) : F] es finita. 

2) Si F(a,b) es extensión finita de F a probar que a y b 

son elementos a l gebraicos sobre F. 

Será suficiente mostrar que [FCa):F] y [ FCb):F] son exten

siones finitas de F. 
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i) F C. F Ca) e FCa,b) 

[Fe a ,b):F] = [Fea,b):Fea)][Fea):F] 

[Fea,b):F] es extensión finita de F por hipóte -

si s de ésto tenemos que [Fe a , b) : Fea)][Fe~ : F] también es 

finita en particular [Fea):F] es finita entonces a es alg~ 

braico sobre F . 

ii) Si F e Feb) e F ea , b) entonces 

[Fea , b) : F ] = [Fea, b) : Feb)] [F(b) : F] 

por hipótesis [Fea,b):F] es una extensión finita de F. 

Luego [FCa,b): F Cb)] [ F eb) : F] debe ser finita en particular 

[FCb):F] es finita, por l o tanto, b es un elemento alge -. . 

braico sobre F . 

En resume n lo que se ha probado a s que s i Fea,b) es una 

extensión finita de F entonces a , b , son al gebraicos sobre - - . 

F . 

PROPOSICION 3 .27 

"Sea k una extensión de F y sean al' a 2 , ..... ~an elementos 

de k . Entonces al' a 2 , ..... ,an son algebraicos sobre F Sl 

y solo si FCa
l

, a
2

, ..... ,a
n

) es extensión finita de F" 

" > 
Supongamos que al' a 2 , .· ... ,an son algebraicos sobre F y 

probemos que FCa1 , a
2

, ..... a
n

) es extensión fin ita de F . 
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La demostración se hará por inducc ión sobre n. 

Para n= l ; FCa) es extensión finita de F ya que a es alge 

braico sobre F. C probado en proposición 3.23). 

Para n=2; FCa ,b) es extensión finita de F ya q ue a y b son 

elementos algebraicos sobre F(probado en proposición 3 . 26 ) 

Sup ongamos q ue se cumple para n=k o sea que 

FCa l , a 2 , ... · a k ) es extensión finita de F, con a 1 ,a2 ,·· . a k 

a l gebraicos . 

Probemos que se cumple para n = k+l 

debemos probar que FCa l , a 2 , .... , a k +l ) es extensión finita 

de F , con al' a 2 , a 3 ,··· .. a k +1 elementos algebraicos . 

F e F ( a l' a 2 ' . . . . . a k ) 

Aplicando la propiedad 3.5 tenemo s lo siguiente : 

[ F ( a 1 a 2 ' . . . . , ~k + 1 ) : F] = [ F ( al' a 2 ' . . ~ . . a k + 1 : F ( al' a 2 ' . . . a k ) ] 

[ F ( a J. ' a 2 ' . . . . a k ) : F ] 

Habría que probar que 

[FCal'a2' .... ak+1) : F(al'a2' ... ak)] es finita ya que 

[FCa
1

,a
2

, .... ak):F] por hipótesis inductiva, es finita y 

de esta forma estaríamos garantizando que 

F[Ca
l

,a
2

, .... a k +l ):F] es finita 

[F( a 1 ,a 2 ,··· . ak+l): FCal ' a2 ···· ak)] = 

[FC a
1

) Ca 2 )ea 3 ) ···· .C ak )eak + 1 ) : Fea1 , ···· .ak )] 
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El miembro derecho será f inito si a
k

+
1 

es a l gebrai co sobre 

F ea 1 , a 2 ,··· . a k ), pero esto es c i erto y a q u e a
k

+1 es alge

braico sobre F y como F e F Ca l , a 2 ,··· . a k ) ento n c es a k +l 

es algebraico sobre Fea
l , a

2
,·· .. ak ~ 

Luego [ F ea l , a 2 , .... a
k

+1 ):Fea
l

, a
2

, .... a
k

) es fin ita po~ 

t a nto [ Fea l , a 2 ...... . ak +l) : F] es f inita . 

Supon gamos que Fea
l

, a
2 
.... . a

n
) es extens ión finita de F 

A probar que a l' a 2 ..... a n son elemento s algebraicos sobre 

F . 

Continuaremos la prueba por induc c i ó n sobre n. 

para n = 1 ; F ea) es ext ensión finita de F entonces a es 

a l gebra i co sobre F por proposic i ó n 3 .2 a 

para n = 2 ; F ea , b ) e s exten s ión finita de F entonces a , b 

s on e l ement os a lgebraicos sobre F . probado en 

proposición 3 : 2& 

Supo n gamos q ue se c ump l e para n = k 

Si F ea
1

, a
2

, .... a
k

) es ext en s ión finita de F entonces 

al ' a 2 , ···· . a k s o n algebra i cos sobre F . 

Pr obemos que se satisface para n = k +l 

Si F ea
l

, a
2

, ..... a
k

+ l ) es extensi6n f inita de F a probar 

que al ' a 2 ,··· . a k +1 son ele mentos a l gebr a i cos de F. 
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Tenemos que 

por hipóte s is F(a
1

, a
2

, .... a
k

) extensión finita de F y 

al' a 2 , ··· . a k elementos algebraicos , a demás F(a1 ,a
2 
.... 

a k +1 ) es extensión de F(a l , a
2

, .... , a
k

). Lue go F(a
l

, a
2 

.... . a k +1 ) es extensión finita de F, por lo tanto -

al' a 2 ,· ... . a k +1 son elementos algebraicos sobre F . 

En general se ha probado que si F(a1 , a
2
,··· . a n ) es exten 

sión finita de F entonce s al ' a
2

, .... , a son algebraicos. _ n 

PROPOSICION 3 . 28 

,\ " 1< una extension de F, a ,b E: k, a y b elementos algebraicos 

sobre F entonces 

1) Todo e l emento x E: F(a,b) es algebraico sobre F . 

\1 
2) a + b Y ab son algebraicos sobre F. 

1) Sea x E: F(a,b) vamos a probar que x es algebrai-

co sobre F. 

X E: F(a,b) y sabernos que F e F(a,b) 

entonces F(x) e F(a,b); (F(x)~ es el menor subcampo de k 

que contiene tanto a F corno al elemento x) 

es decir F e F(x) e F(a,b) 

[ F ( a , b) : F ] = [F ( a , b): F ( x ) ] [ F ( x) : FJ 
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[ F ( a , b ):F] e s finit a ya probado en propos ición 3 . 26 . 

Es t o obliga a que [ F ( a ,b):F( x) ][ F (x): F ] sea finita e n par

ticular [ F ( x) :F] es f inita , entonces x e s algebraico s obre 

F. 

2 ) a , b E: k tales q ue a y b son elemento s algebrai

cos sobre F a probar que a +b y ab son e l ementos a l gebrai

cos sobre F . 

a , b F(a , b ) ésto por definición de F ( a ,b) que es e l me 

nor s ubcampo d e k q u e contie ne t anto a F como a l os e lemen 

tos a ,b 

a +b 

a , b 

E: 

E: 

F ( a , b ) ya que F(a,b) es subcampo d e k 

k por l a p rue ba 1) . 

Ademá s , si a , b E: F( a , b ) e nto n ces ab E: f(a, b ) por la ra

zón anteriormente exp uesta y como F ( a , b ) extensión fin ita 

de F e ntonces a+b, ab son a l gebraicos sobre F . 

PROPOSICION 3 . 29 

"Sea k una extensión de F. El conjunto {xE: k/x algebraico 

sobre F} es un subcampo de k'~ 

- Para demostrar que el conj unto { x E: k/x es algebraico 

sobre F } es un s ub campo de k deben cumplirse la s s i guien

tes prop i edades: 
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Sea S= { x € k/x e s a l gebrai co sobre F } 

Si a € s , b 
- 1 

€ S entonces - a , a , a +b , a . b deben pertene -

-1 cer a s , de ta l manera que - a , a , a +b , a . b son a l gebrai -

cos sobre F . 

En este momento haremos una revisión de l o q ue s e probó e n 

las proposiciones 3 . 25 y 3 . 28 de donde s e tie ne garantía -

por una part e que para a f: k un elemento algebraico enton 

ces - a , a - 1 , son tambi~n elementos a l gebra i cos sobre F: 

Por otra parte s i a , b € k, a y b elementos a l gebraicos so -

bre F e ntonces a +b y a . b son tambi~ n e l emento s al gebraicos 
;,.. 

s obre F. 

Como consecuencia de este análi s i s h emo s lo grado probar 

- 1 que - a, a ,a+b, a.b s on elementos al gebrai co s que es JU~ 

tamente lo que gar anti za que el conjunto 

S = { x · € k/x es algebraico sobre F } es un s ub campo de k . 

DEFINICI ON 3 . 9 

Sea k una exte n s ión de F , se d i ce que k es una extens i ón 

algebraica de F s i todo elemento de k es a l gebraico sobre 

F . 
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DEFINICION 3.10 

Un e lement o ª E e e s a l g e bra ico Sl ex iste un pol inomio con 

coeficientes en Q del c ual e l e l emento a es una raíz. En 

otras pa l abras si 9 es a l gebrai co e nto nces exi s te p (x) tq 

p(-a.) = o. 

?ROPOSICION 3.30 

"Si k es una extens ión algebraica de F y L es extensión 

algebraica de k entonces L es extensión algebraica de F. It 

Pa . 

k una extensión a l gebraica de F implica q u e k es a l ge 

braico sobre F . 

k a l gebrai co sobre F i mp lica q ue todo elemento de k es al 

gebraico sobre F de donde F e K. 

L una extensión a l gebra i ca de k implica que L es a l gebr a i 

ca sobre k, L a l gebra i co sobre k implica q ue t odo elemen

t o de L es algebraico sobre k de donde K eL . 

Lue go tenemo s F e K e L de donde por propiedades de in

c lusio nes , L es una ex t e n sión a l gebraica sobre F, que es l o 

que se necesitaba probar . 
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PROPOSICION 3 . 31 

"Los números ·12 , 13 , 12 + 13 ., [2 ./3 son números 

algebraicos " ~ 

De acuerdo a la definición de número algebraico debemos 

encontrar un po linomio con coeficientes en ~ para cada uno 

de lo s números 12 , 

a ) 12 e s a l gebra i co sobr e Q ya q ue par a x = 1:2 tenemos 

2 
x = 2 

2 
~x - 2=0 

~12 e s raíz del polinomio p ex) = x2 - 2 

b ) Sea x = 13 probar q ue x es algebraico 

2 2 
x = 13 ::¡x = 3 ,/X - 3 = 0 

/3 es raíz del po linomio p ex) 
2 = x - 3 

c) Sea x - 12 + !3 probar q ue x es a l gebraico sobr e ~ . 

x = 12 + 13 

x2 = 5 + 216 ::-¡ x2 - 5 = 2 16 elevando a l c ua -

drado ambos miembros de l a Gltima ecuación tenemos: 

4 
x 

4 
x 

4 
=1 x 

=~ /2 

luego 

+ 

J2 

2x 2 ( 5 ) + 25 = 4( 6 ) 

2 
10x + 25 = 24 

10x2 + 1 = O 

~ ~ d 1 1 " " () -- x 4 - 10x 2 + 1 y3 es r alZ e po lnomlO p x 

+ i3 es algebra i co. 



d) Sea x 

= 

=1 

--:-; 

= /2. 

x = 
2 

x = 
2 

x -

13 

/6 

6 

6 = O 12 . 13 .. es ralZ del po linomio 

2 
p (x) = x - 6 

por lo tanto 12. Ji: es a l gebraico. 

PROPOSICION 3 .3 2 
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"El conjunto de l os números a l gebra i cos es un subcampo del 

campo de los números complej os '.' 

Pa . 

Sea S = { X E k/x es algebraico } 

Vamos a probar que S es un s ubcampo del campo de los nÚIDe-

ros complejos. 

Pract icamente la prueba es una apl i cación directa de la 

proposición 3 . 29 que es una propiedad que sat i sfacen los 

números alge~rai cos . 

Asociando ~ con el k y ~ con el F . ya que el campo de l os 

números complejos es una extensión del campo de los números 

racionales o sea Q¿ e rt· 

De ta l forma que e l conjunto 

{ x E IC/x es algebraico sobre Q le s un subcampo de ~ , 

haciendo énfasis en que se trata de una aplicación directa 
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de la propos ición 3 . 29 . 

Por lo tanto , hemos probado de manera general que el con 

junto de números algebraicos es un subcampo del campo de 

lo s número s complejos . 



U N 1 DAD IU 

R A 1 e E s D E P o L 1 N o M lOS. 
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DEFINICION 4.1 

Si p (x) € F[x] entonces un elemento ~ qu e se encuentra en 

algún campo extensión del F se llama ra í z de p(x ) si p ( a)=O. 

PROPOS ICION 4· i . 

Sea p (x) E ~[xJ t a l q ue s u s coef i ciente s son números alge-

braicos . Si m es una raíz de p(x) entonces m es un número 

algebraico . 
. 

Pa . 

Sea p ( x) - a.x l ta l que cada 
1 

a . es un número al -
1 

gebraico . 

Como cada a . es algebraico sobre !Q tenemos IQ (a , a l' .... 
1 o 

a ) es una ext ensión finita de !Q ésto como una aplicación 
n 

de l a proposic i ón 3 . 2~ 

!Q ( a a a3 '····9-n 
) (m) es una exten s i ón finita de 

1 ' 2 ' 

IQ ( a a a3 ' .... , a ) . pero és ·to es c i erto ya que m es 
1 ' 2 ' n ' 

una raíz de p ( x) por lo tanto a l ge braico sobre Q pero como 

(Q e (Q ( al ' a 2 ' ...... , a n) entonces m es a l gebraico sobre 

a 2 ' .. . .• a ) 
n 

Lue go siempre aplicando l a propiedad 3 . 27 tenemos 

2 ' ••.. , a ) C Q ( 
n o ' 

a 
1 '····' n' tQC C{!(a

1
, a 

entonces ~ e CQ ( a o ' a 1 '·····SXn ' ) 
m 

m) 

por lo tanto m es un número a l gebraico que es lo q u e se n e 

ces itaba probar . 
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DEFINICION 4 . 2 

X E ~ es un entero a l ge braico Sl x es ra íz de un po linomi o 

mónico con coeficientes en l . 

PROPOSICI ON 4-.2 

"Si a E (C es un e,ntero algebraico existe m E IN, m > O 

tal que ma es un entero a l gebraico." 

S i a E (C es un número algebraico entonces a es algebrai -

co sobre ~ . 

Sea p ( x) = 
a E 

l 

. a 
l 

i = O 

==) a + a a + 
o 1 

+ ..... +a n = O, ya que p ( x ) es 

... 
C c

l 
c

2 
) 

o 
d 

+ 
~ 

a + ct; o 

donde c · y d. son enteros 
l l n 

Si hacemos c = lT d i,tenemo s 
i=O 

2 
a + .. .. . + 

ya 

mónico, a = 1 . n 

n 
O a = 

que a E ~ 
l 

(1) ...... ce 
c o 
d 

c l c 2 2 
+ c (--' ) a + c --d a + •. 4 ••• + 

di 2 

n 
ca 

o 
c . 

para el producto c ( l) Q. 
l 

= O 



Cada di es un entero , c . es entero y c es también un 
l 

entero , lue go podemos escribir (1) como 

Q Q Q 2 Q an 
~1 + ~2a + ~3a + ..... + ~ = O notando que 

multiplicando ecuación n - l tenemos: es -ta por S n 

S . 
-=-1 

n- l 
( 

n 
13

1 
+ S2 a + S 3a 

Sn- 1B + n- 2 
S S Cs 2a) + n 1 n n 

S a) = ~ O, donde S 
n 

2 
+ ..... + S a n ) = O n 

n - 3 2 
C 

2 
Sn Sn S3 a ) + ..... C S 

n-l n - 2 
= 13 + 13 S + .... Sn 

n n n 

S E: 
l 

a)n 
n 

haciendo m = S se tiene que S a = ma es entero 
n n 
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= O 

algebraico ya que es ra í z de · S un polinomio con coefi-

cientes en 2, que es lo q ue se quer í a proba~ 

PROPOS ICI ON 4.3 

n n - l 
"Dada l a ecuación uox + a lx + .... + un = O 

con u 
n 

enteros y Mostrar q u e 

si l a ecuación anterior tiene una ra í z racional p/q , enton -

ces p divide a a y q divide a 
n 

a " 
o ' 

Como x = p es una raíz de la ecuac ión 
q 

X
m + u m - 1 a m - 2 a O .., d 1 1 . l x + 2x + .... + m = sustltuye n o o y mu tl-

plicando por qn se tiene: 



n n 
q + p n - l n 

al ( q ) q + . . ... + 
n 

a q = O 
n 

n 
( 1 ) = a p 

o 
n - 2 2 

a2P q + ..• . . + 

d i vidiendo po r p la ecuación anterior tenemos : 

+ 

n - l 
~p q 

p p 

n - l a 
oP + a n - 2 

1P q + 

a n - 1 a n - 2 = oP + l P q 

n - 3 2 
a 2P q + . . .. • + 

+ ...• + 

n - l 
a n - l pp 

p 

n a 
n q n - l a q + 

n - l p 

a 
a n - 3 2 + .... + a n - l + 

2P q 
n - l

q = 
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= O 

a n 
nq 

+-- -- = O 
P 

= O 

n 
nq 

p 

El primer miembro de la ecuac i ón anterior es u n entero , ya 

q ue ~i ; i = O, l , . ... n son enteros , p , q también son ente -

ros por cons i guient e ha de serlo el segundo miembro. 

Como p , q so n primo s entre sí , p no div i de a q n, por l o -

tanto p div i d e a a 
n 

Por otra parte s i en la e c uación (1 ) pasamos el pri mer -

término al de l a dere c ha ,. y l uego div i dimos por q ten emos 

l a siguiente ecuación: 

a n - l p + 
1 

a n - 2 
2P q + •... . + a n - 2 + a n - 1 

n- 1PQ n q - - q 

haciendo u n a n ál i s i s similar al anteri or , t enemos q u e q di -

vide a a 
O 
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Con lo anterior se h a probado q ue para a = p pertene
q 

c iente a los racionales y s iendo raí z de l a ecuación 

n n-1 
CL o x + CL 1x + ...... + CL n = O entonces p divide-a 

CL 
n 

y q div i de a 

PROPOSICION 4.4 

CL • 
o 

" Si a E ~ es un entero algebraico entonces a es un 

número entero '! 

Para la demos tración de esta propos i c ión haremos u so de 

l a propiedad anterior , proposición 4. 3 , que se hizo en 

forma general . 

Como a es un entero a l gebraico e nt onces satisface una -

ecuac ión de la forma 

n-1 
CL x + 

1 
CL = O 

n 

con CL CL n CL n -1 CL n - 2 CL = 1 ya que x + x + x + + o o 1 2 .... n 

es un po l inomio móni co. 

Para probar q ue a =p es entero , hay q ue probar q ue q 
q 

d i vide a p; como en el caso general q d i v i de a CL aquí o 

a = 1 entonces q t oma úni came nte los val ores de 1 ó 
o ' 

-1 con lo que a = p 
q 

que se quería probar. 

e s un entero que es pre cisament ~ lo 



"ELEMENTOS ENTEROS SOBRE 

UN ANILLO " 



DEFINICION 4. 2 .1 

Dados un anillo B, un s ub - anillo A de B y un elemento 

X € B indicamos por A[x] el s ubani llo de B engendrado 

por A Y x, es decir , l a intersección de los s ubanillos 

de B que co ntienen a A y al elemento x . 

Es e l conj unt o de sumas de la forma 

n 
a x 

n 
a . € 

.¡ 
A 
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La noción de A-módulo ( módulo sobre un a nillo ) es la ge 

neralización directa de la noción de espacio vectorial 

sobre un campo . 

DEFINI CION 4.2 . 2 

Un A- módulo M es un grupo abeliano (aditivo) provisto 

de una aplicación AxM ---~ M (multiplicativamen~e) tal que 

a ( x +y ) = ax + ay 

( a +b)x = ax + bx 

a(bx) = ( ab )x 

1x = x 

co n a , b € A ,~ A un anillo 

x , y M 
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TEOREMA (1) Sean R un anillo, A un sub-anillo de R 

y x un elemento de R. Las prop iedades que siguen son equ~ 

valentes . 

a) Existen a , a 1 , ····· a 1 o n-
A tale s que 

n n-l 
x + a lx + ••... + n-

b) El anillo A[ x] es un A-módulo de tipo finito. 

c) Existe un sub- anillo B de R que contiene a A y aX, 

y que es un A-módulo de tipo f inito. 

DEMOSTRACION 

"a~b " Sea M el sub- anillo ge nerado por 

t 1, xl 

a probar M 

n 
x = 

n+l 
x = 

a 1 
o 

n-l 
x 2 '·····,x } 

= A[x] 

i) "A[x] e M" 

d m E: M para to o m: x . 

n - l 
a lx n-

- ...... - a 1 n-

para todo m, para todo subconjunto 

E: M 

n 
x E: M 
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m + ...... +ax E: M 
m 

luego A[x] e M. 

ii) "M e A[x]" es equivalente a probar que: 

2 n-l 
{1, x, x , .... ,x } e A[x] 

a probar que 1 E A[x] ,lE: A Y A e A[x] lue go 1 E: A[x] 

X E: A[x], por definición de A[x] es cierto. 

x2 E: A[x] 

n-l x E: A[x] 

Luego M e A[x] 

por lo tanto M = A[x] 

Ahora probaremos que es un A-módulo 

A.A[x] e A[x]. Sea a E: A, Y E A[x] 

probamos que a.y E: A[x] 

por tratarse de un anillo tenemos que Sl p E: A[x] \ 

t E A[x] entonces pt E: A[x], c omo A e A[x], 

Sl a E A '7 a E A[ x]; luego es A-módulo. 

, 
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"b ===-i e " 

tomando B = A[x] 

AV { x} C A[x] porque A C A[x] y x E A[x] por 

definición de A[x]; y ya se probó que A[x] es un A-módulo 

" c -===.> a " 

un generador f inito de B 

B = AYl + AY2 + AY3 + ...... + 

i) "BC AY1 + AY 2 + AY 3+ ...... + Ayn " 

basta probar que 

Y
1 

= lY
1 

+ OY 2 + OY
3 

+ ..... + 

Y
2 

= OY
1 

+ lY 2 + OY 3 + ..... + 

Si y E 
1 

Oy 
n 

Oy 
n 

ly 
n 

Ay 
n 

Y
n 

E A ==::') Yn E AY
1 

+ AY
2 

+ AY 3 + ..... + 

Lue go 

Ay 
n 
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y como { y 1 Y 2 ' Y 3 ' •.... , y n } es generador de B se 

tiene que B e AY 1 + AY 2 + ...... + AY
n 

ii) " AY1 + AY
2 

+ AY
3 

+ ...... . +AY n e B" 

+ .... . + a '1 E: n- n B es cierto porque 

Luego su s uma está en B. 

También porque B es un A- módulo 

Luego AY 1 + AY 2 + AY
3 

+ ..... + AYn e B 

De i) y ii) se tiene q ue B = AY1 + AY 2 + .. ... + AYri 

Como 

xY1 ' 

xY1 , 

XYn = 

de 

x E: B , y . E: B Y B es sub- anillo de 
l 

xy 2 , xy 3 ' ..... , xY n pertenecen 

xY 2 , xy 3 ' ...... , xY n son de la 

a l Yl + a 2Y2 + ..... + a y n n nn n 

a .. y . 
lJ ] 

a B 

forma 

IR . Se tiene que 
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r n 

xy. . = a .. v j ~I y:y . - L a . . y j = O 
1 

J =1 
1 J-' l 1J 

j =1 

n 

~/ ( x - ~ a .. )yj = O 

r J= 1J 
-ll. 

= ( xS i j -L aij ) Yl = O 
j =1 j=1 

1, 
n 

=.{ 

J =l 

L él . . x - a .. ) Yi = O donde él = 1J 1J i j O , j ~ 1 j =1 

1 = 1 , 2 , 3 .. o, n 

cada a i j E A 

desarro l lando 
~ ( él . • x - a .. ) y i = O L 1 J 1J 
J=1 

s e tie ne n l as s i g u ientes ecuaciones 

= O 

- a 21 Y1 + ( x - a 22 ) Y2 -oo. 0 0 - a 2nYn = O 

- a 31 Y1 - a 32 Y2 + ( x - a 33 )Y 3 - a 3nY3 = O 

+( x - a ) Y = O 
nn n 



Sea la matriz de coeficiente s del sistema de ecuaciones 

anteriores 

T = 

(x- a 11 ) 

- a 21 

- a 31 

-a nl 

- a 1 2 

(x- a
22

) 

- a 32 

- a 
n2 

- a 1 3 .. . .... 

-a2 3 .. . . . .. 

(x-a 33 ) ·· · · . 

-a
n 3 

- .. .. . . 

-a ln 

- a 2n 

-a 3n 

(x-a 
nn 

El determinante de la matri z a s o c iad a es de la forma 

d = xn + n- l n- 2 a l x + a 2x + . .. ... + a 1 x + a n- n- o 
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que es una ecuación de la f orma p(x) = O, donde p(x) es un 

polinomio de grado n sobre A; este polinomio es unitario ya 

que el término de xn proviene úni c amente del 

de los elementos de la di agonal principal de 

da al sis tema de e c uac ione s . 

Faltaría probar que d=O para todo i~ n. 

El obj et iv o e s probar que d= O Vi s n. 

n 
producto 1T (x - a .. ) 

. 1 II 
l = 

la matriz asocia 

Supongamo s q ue dt O V i ~ n, si d t O entonces aplicando la 

regla de cramer tenemos que para 



donde T
1 

T ' 
1-= 

es la 

O 

O 

o 

matriz 

-a1 2 

( x - a
22

) 

- a n2 

asociada adjunta 

- a 13 · . ... - a 1n 

- a 2 3 . ... - a 2n 

de nota el determinante de Ti" 
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q ue tiene l a f orma 

Por propiedades de detel'minantes " si t odos l os componentes 

de una fi l a o co lumna de una matriz cuadrada T1 son todos 

nulos , el determinante de T
1 

= O" 

Lue go mediante e s ta propiedad tenemos Y1 = 

dos nulos , e l determinante de T1 = O" 

Lue go mediante esta propiedad tenemos Y1 = 

lo que implica que Yl = O 

d so n to-

= O 

Realizando el mismo proceso para y
2

d = O se obtiene q ue 

Y2 = O co ntinua ndo con este proceso tenemos que Y1 =Y2 =Y 3 

... . .. - y = O n 

pe ro lo a nterior es una contradicción, ya que 

Yl' Y2 ' ·· ·· ' Yn es un generador fi nito de B. 

Por l o tanto d=O V i ~ n que es precisamente l o q ue se ne 

cesitaba probar . 
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DEFINI CI ON 4. 2 . 3 

Sean R u n anillo y A u n s u b- anillo de ~ . 

Se dice q ue un e l emento x de ~ es entero sobre A si sat i s -

face las co ndiciones equivalentes a), b ), c) de l teorema ( 1) . 

DEFINICION 4. 2 .4 

Sea p E A[ x] un polinomio unitario tal que p ( x) = O ( po lino 

mJo c uya existencia es afirmada por a)) ; la relación p ( x )= O 

es llamada ecuación de dependencia integral de x sobre A. 

PROPOSICION 4. 2 .1 

Sean R un anillo, A un sub-anillo de ffi y ( x i )l' .... i ... n 

una familia finita de elementos de ~. Si para todo i, x. 
1 

es entero sobre A[ x 1 , x 2 ' .... x i _1 ] (en particular, si t odos 

los x i son enteros sobre A), entonces A[x1 , .... , x nJ es un 

A-módulo de tipo finito. 

Demostración : Recordemos que A[ x 1 ,x 2 , .... x i _1 ] es e l anl -

110 ge nerado por AU {xl ' x 2 ' .... , x n } en donde: 

x 3 es entero sobre A[ x
1

,x
2

] 

x 2 es entero sobre A[x
1

] 

xl es entero sobre A 

probando por indu cción sobre n 

para n=l 



x 1 es entero sobre A, l o que es equivalente a que 

A[x1 ] es un A-módul o de t i po finito . 

por la eq ui va l encia entre a .==> b del teorema 1 . 

Supongamos o i erto para (n-1), esto equivale a 

afirmar que A[ x 1 , x
2 
.. ·· ... x n _1 ] = B es un A- módulo de 

tipo finito. 

Si es A-módul o de tipo finito. 

Sea [ y 1 ' Y 2 ' Y 3 ' .... , y } . q 
un generador f inito de B 

B = 

x entero so bre B equivale a decir que B[x ] es un n n 

B- módulo de tipo finito; ~sto imp li ca que existe 

{ z1 ' z2 ' .... , Zp1 e B[ x n ] un generador fi nito. 

Es decir q ue: 
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{ y . '4. 
l J 

i~ q , J :$p } es un generador finito de B[ x] 



entonces B [~] = A[x 1 , x 2 ' ····· ,xn ] 

Lue go A[xi'x2 ' .... x n ] es un A-módu l o de tipo finito 

co n que se concluye la prueba . 

PROPOSICION 4.2.2 
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Sean R un anillo, A un sub-anillo de ~, x e y elementos de 

~ enteros sobre A. Entonces x+y, x-y y xy son enteros sobre 

A. 

Demostración: x+y, x - y , xy son e lemento s de A[ x,y ] porque 

A[x,yl es un s ub-anillo q ue contien e a x,y. 

x ' es un entero sobre A y Y es entero sobre A[x], lue go 

A[x,y] es un A-módulo de tipo finito. 

Entonces A[x, y ] es un A-módulo de tipo finito tal que 

A U {x+ y } e A[x,y] 

tal que A U {x+y } e A[ x , y ] 

A U { x - y } e A[x, y ] 

A u {xy {e A[x,y] 

de donde x+y, x-y, xy son enteros sobre A por la condición 

equivalente c) ~ ~ del teovema 1 con lo que se concluye la 

prueba. 



U N 1 D ti D U 

T E O RE" ~ D E K R O N E e K E R . 

• 
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ANILLOS DE POLINOMIOS 

LEMA ~ALGORITMO DE LA DIVISION) 

Dados dos polinomios p(x) y q(x) de F[x] con q(x) 1 O, eX1S . 
ten entonces dos polinomios t(x) y r(x) en F[x] tales que: . 
p(x) = t(x)q(x) + r(x) donde r(x) = O 

ó grado (r (x) ) < grado (q(x» 

Pa. 

La prueba no es otra cosa más que el proceso de la divi-

sión .larga de polinomios que usamos para dividir un polino-

mio entre otro. 

Si el grado de p(x) es menor que el de q(x) nada ~ay que 
. 

probar, ya que solamente hay que poner t(x) = O, r(x) = 

p(x) y ciertamente, tenemos p(x) = Q q(x) + p(x) donde 

grad (p (x) ) < grad (q (x» ó p (x) = O 

. m 
Supongamos q ue p(x) = a o +a1x+ ..... +amx y q(x) = b o +b1 x+ 

...... +b xn con a 10 Y b ~ O Y además m ~ n. n m n 

m-n 
Sea P1 (x) = p(x) - (ami bn)x (q); entonces grad (P1 (x» 

~ m-l, de donde por inducc ión sobre el grado de p(x) pode-

mos suponer que Pl(x) = t
1 

(x) q(x) + r(x) donde r(x) = O 

.. ( ( » ( ) () (1 b ) xm -.n o grad r x < grad q x . pero entonces p x - a m n 

q(x) = t
1 

( x )q(x) + r(x), lo c ual, por transposición, n os da 
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I m-n p(x)=«a D)X + t
1

(x)q(x)+r(x) 
m n 

Si hacemos t(x) = ( a lb )xm- n + t
1

(x) tendremos que 
JI. n 

p(x) = t(x)q(x) + r(x) 

donde t(x), r(x) E F[x] y r(x) = O 

o grado r( x) < grado (q(x» 

lo que completa la prueba. 

DEFINICION 5.1 

E l elemento a E ' k es una ra{z ~e p ( x) E F[x] de multi

plicidad m si ( x _ a )m divide a p ( x) , mientras q u e (x_a)m+l 

no divide a p(x). 

PROPOSICION 5.1 

"Si p(x) E F[x] y si k es una extensión de F entonces para 

todo b ~ k, p(x)=(x-b)q(x)+p(b)en donde q(x) E k[x] y gra 

do de q(x) = n-l,n= grado de p(x)" 

Pa. Ya que k es extensión de F entonces F ck. 

Además F[x] e k[x] por definición de F[x] y k[x], de don-

de podamos co nsiderar p(x) se encontrará en k[x]. 

Por el a l go ritmo de l a división para polinomios en k [x] 
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tenemos p(x) = (x-b)q(x) + r donde q(x) k[x] 

y r=O ó grado de r < grado de (x-b) = 1. 

Así pues r=O ó grado de r=O; en cualquiera de los casos 
\ 

r debe ser un elemento de k. 

Como p(x) = (x-b)q(x)+r, p(b) = (b-b)q(b) + r = r 

o sea r = p(b) I 

por tanto p(x) = (x-b) q(x) + p(b) . , 

Para verificar que el grado de q(x) es menor en una unidad 

que el de p(x) basta con obs e rvar que 

p(x) = (x-b)q(x) + p(b) y como grado de p(x)=n; 

grado p(b) = O debe ser que g~ado de (x-b) + grado de q(x) 

sea igual a n, grado de ( x -b) = 1 entonces tiene que ser 

grado de q(x) = n-l ya que grado de (x-b) + grado de q(x) 

= 1 + n-l = n 

con lo que se prueba que grado de q(x) = n-l. 

PROPOSICION 5.2 

S~ p(x) E F[x] y . la E k es una raíz de p(x), k una extensión 

de F, entonces en k[x], x-a es un divisor de p(x):' 

Pa. 

De acuerdo con la propie d ad anterior en k[x] p(x) = 

(x-a)q(x) + pea) = ( x -a)q(x) y a que pea) = O por ser una 

raíz de p(x) por tanto p(x) = (x-a)q(x) 



ésto significa, (x-a) divide a p(x) en k[x] con lo qu~ 

se conc luye la prueba. 

PROPOSICION 5.3 

162 

"Sea p(x) E F[x] un polinomio de grado n y se a k una extensión 

• 
de ' F~ Entonces, en k, p(x) tiene a lo sumo n raíces. 

Procedemos para la prueba por inducción sobre n, el grado del 

polinomio p(x) . 

Si pGx) es de grado 1, entonces debe ser de la forma a x +e , 

donde a. B están en un campo F y donde a. t o. Para-

cualquier a tal que pea) = O debe entonces implicar que 

a. a+ e = O de donde se concluye que a = - B / a. ,es decir, 

p ( x) tiene la raíz única - B / a. de donde la conc lusión 

es válida en este caso . 

Suponiendo que el resultado sea c ierto en cualquier campo -

para todos los polinomios de grado menor que n, supongamos 

que p(x) es de grado n sobre F. Sea k una extensión cual -

quiera de F . Si p(x) no tiene ninguna r a í z en k entonces lo 

afirmado es cierto , pues el número de raíces en k, cero, es 

definitivamente cuando más n. 

Supongamos que p ( x) tiene a l menos una raíz a E k Y que a es 

de multiplicidad m, por la propiedad (5.2) (x_a)m divide a 

p(x), de ello se slgue que m .$. n. 
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m Ahora p(x) = (x-a) q(x) donde q(x) E k[x] es de grado 

n-m (por tratarse de un producto de polinomios) 

Del hecho de que (x_a)m+1 no divide a p(x), (también como 

una aplicación de la propiedad ( 5 . 2 ) deducimos que (x-a) 

no divide a q(x), de donde se tiene que a n o es una raíz 

de q(x). Si b~~ es una raíz en k, de p(x) entonces O = 

m 
p(b) = (b-a) q(b); como b-a ~ O Y como estamos en un campo 

concluimos que q(b) = O. 

Es decir, cualquier ra:z de p (x) en k distinta de a debe 

ser una r a íz de q(x). Como q (x) es de grado n-m < n, q(x) 

tiene, de acuerdo con nuestra hipótesis de inducci6n, ~uan 
. 

do más n-m raíce s en k, que junto con la otra raíz, a, cont~ 

da m veces, nos dice que p (x) tiene cuando más m+(n-m)=n -

raíces en k. Esto completa la prueba. 

PROPOSICION 5.4 

Sea p(x) E F[x] un polinomio de grado n~ 1, irreducible 

sobre F. Entonces existe una extensión E de F en la cual 

p(x) tiene una raíz y [E: F ] = n 

Pa. 

Por ser p(x) irreducible, [p(x)] es un ideal maximal en 

F[x] 
F[x], lue go [p( x) ] es un campo . 
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Mostraremos F[x] t' f 1 l' d 1 t que [ p (x)] sa 1S ace as conc US10nes e eo -

rema. 

La función el> :F~ 
F[x] 

[ p(x)] 

a"",~~ a + [p (x) ], a E: F 

es un homomorfismo inyectivo. 

F es isomorfo a el> (F) o sea F es isomorfo a un subcampo 

de 
F[x] 
[p(x)]· 

Solamente hay que probar que p ( x) tiene una raíz en 

F[x] 
[p(x)] 

Sea x + [p(x)] = a en 
F[x] 

[ p ( x )] 

pea) = p(x + [p(x)]) = [p( x) ] 

En general sea q(x) E: F[x], co n grado de q(x) = m 

q (x) = 

q(a) 

q (a) = a + 
o 

a + 
O 

+ ...... + a a 
m 

m 

m a x 
m 

2 a
1 

(x+[ p (x)] + a 2 (x+[ p ( x) ]) + ••...•. 

a m + ( x + [p(x)]) 
m . 

entonces q( a ) = a + 
O 

2 a1x + [p(x)] + a 2x + [p(x)] + 

• • • • • + a xm + [ p ( x) ] 
m 

• 



entonces q(a) = q(x) + [ p (x) 

F[x] 
luego q(x) + [p( x) ] E [p(x)] 

lJ q(x) E F[x] 

por lo tanto pea) = p(x) + [p(x)] = [p(x)] = O 

lo que se tiene es que a = x + [p(x)] es una raíz de 

p(x) ·en F[x] 
[ p (x)] 

L la extensl'o~n f d F[x ] ue go -orma a [ p ( x )] es la buscada y se 
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puede denotar por E y se obtienen las conclusiones del teo-

rema. 

PROPOSICION 5.5 

Si p(x) E F[x], hay una extensión E de F en la cual p(x) 

tiene una raíz, y además [E:F] ~ n, n=grado de p(x). · 

Pa. 

Sea t(x) un factor irreduc ible de p (x); cualquier raíz 

de t(x) es una raíz de p(x). De acuerdo con la propiedad 

5.4 hay una extensión E de F con [E:F] = grado t(x) ~ 

grado de p(x ) en que t(x) y, por lo tanto, p(x) tiene una 
,. 

ralZ. 
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PROPOSICION 5.6 (TEOREMA DE KRONECKER) 

Sea p(x) E: F[x] un polinomio de grado n ~ 1. 

Entonces existe una extensión E de F en la cual p(x) tiene 

n raíces, además [E:F] < n!· 

Pa. 

En el enunciado de este teorema una raíz de multiplici-

dad m se cuenta como m raíce s . 

Según la proposición anterior 5.5 hay una extensión E de 
o 

F con [E :F] ~ n en que p(x) tiene una raíz denotémosla -
o 

por el Así, pues, en E [x], p(x) se factoriza como p(x) = o 

(x-- el )q(x) donde q(x) es de grado n-1 por la proposición 

5.1 . 

Continuando con este proceso hay una extenslón E de E de o 

grado cuando más (n-1)! en que q(x) tiene n-1 raíces, tenién 

dose [E : E ] ~ (n-1)! 
o 

Anora como cualquier raíz de p(x) es el o una raíz de q(x) 

yq(x) = (x- eL1)(x-eL2) ..... (x-eLn_1)C 

Luego p(x) = (X - el )(x- eLl)(x- ~) •.••• (x-eL n_l)C 

obteniéndose de esta manera en E todas las n raíces de p(x) 

y tenemos además [E:F] = [E:E ][ E :F] o o 

~ (n-1)! n 

= n! 
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por lo tanto [E:F] ~ n! 

con lo que todas las partes del teorema han quedado demos

tradas. 
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