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INTRODUCCION

La finalidad del presente trabajo es la de acrecentar el
material bibliogr&fico en el &drea de &lgebra. El1 aporte
concreto es dentro de la Teoria de campos; siendo el ob-
jetivo primordial hacer una recopilacién de conocimien-
tos en el &rea de élgebra y dejar en el lector la inquie
tud de cuén amplio son los tépicos en la teoria de cam-

pos, concluyendo con el teorema de Kronecker.

Para la lectura de este trabajo se exige solamente cono-
cimientos badsicos de algebra moderna como lo son Anillos,

Ideales, Campos, polinomios y subcampos.

Sin embargo para el lector no familiarizado con estos con
ceptos se han presentado definiciones de los conceptos uti

lizados en la prueba de cada una de las proposiciones.

En cuanto al orden en la presentacién los temas se han de

sarrollado de tal manera que el lector comienza con concep
tos y propiedades elementales como campos, subcampos; lue-
go extensiones de campos continuando con raices de polino-

mios, ademds se desarrollan elementos bdsicos para la prue



ba del teorema de Kronecker.

Es claro que existe mucho més acerca de la teoria de cam-
pos de lo que aqui se encuentra, lo cual podria quedar co-

mo inquietud para el lector.

Esperamos que éste, preste alguna utilidad a los estudio-

sos del &lgebra.
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UNIDAD I ;.

PROPIEDADES DE CANPOS. .



DEFINICION 1.1

Se dice que un conjunto no vacio A es un anillo si tiene

dos operaciones + y . tales que:

a) a, be A implica que a + be A,

b) a +b=D>b+ a para a, b e A,

c) (atb)+c = at(btc) para a, b, ce A,
d) Existe un elemento 0 € A tal que a + 0 = a para todo
a e aA.

e) Dado a € A existe un b € A tal que a + b = 0 (donde b
se expresa como -a),

f) ayb € A implica que a.b € A,

g) a.(b.c) = (a.b).c para a, b, ¢ €A,
h) a.(bt+c) = a.b + a.c,
(b+c).a = b.a + c.a para a,b,c & A,

DEFINICION 1.2

El anillo A es llamado unitario y conmutativo si:

i) Existe un elemento 1& A, tal que a.l = 1l.a = a para
todo a € A,

ii) Si a,b € A entonces



DEFINICION 1.3

Sea A un anillos un subconjunto no vacio I de A, se llama

i1deal de A si:

a) I es un subgrupo aditivo de A,

b) Dados r € A, a € I entonces:

i) rae Iy

ii) ar e I.

DEFINICION 1.Y4

El ideal I # A es llamado maximal, si para todo ideal J
de A:

ICJéJ:IéJ:A

DEFINICION 1.5

Sea I un ideal de un anillo A; se dice que I es ideal

primo si:

i) I £ A

ii) xy € I entonces x€¢ I 6y € I .



DEFINICION 1.6

Sea A un anillo.
si sC A, existe un ideal I de A Unico que cumple las dos

propiedades siguientes:

i) s Cr1.

ii) si FC A es un ideal tal que SC F entonces 1C r.

(Este ideal Unico se denota LS] y es llamado ideal

generado por S).

PROPOSICION 1.1

En un anillo A unitario y conmutativo todo ideal maximal

es primo.

Pa.

Sea A un anillo unitario y conmutativo y sea I Ca,r

un ideal maximal probar que I es ideal primo.

S1 x, v & A tales que xy € I
entonces x€ I 6 y € I, Supongamos que x ¥ I v

Sea J = {2 € A/z = atbx, a€ I, b €A b,

a) Probemos que es un subgrupo ,
a) J #0
Z =0+ 0x —>7%2=0 ¢4

J £ 0



b) Cierre para la suma

) € € =
Si 245 2, J entonces 2 t oz, J, donde z4 a1+b1x,

N
+
N
I

(a, + b1X) + (a

1 » 1 +b. x) = (a +a2) + (b

2Dy 1 thyIx

1

c¢) Dado z & J, existe -z & J

z = a+bx;>-—z = -(a+bx) = -a-bx, - a ¢ I, -b €& A
. e - 2 & J,
1ii) Si t & A, z & J, entonces tiz ¢ J

t.,z = t(a+bx) = ta + tbx

4

ta € I, tb €& A |,
Luego J es ideal .
1Cu.
€

Sea z I, si b = 0 entonces

a+bx

N
1]

a + 0Ox



Mostremos que x € J.

Sia=0y b =1 entonces
z = 0+ 1x
Zz = X

luego x & J

J # I porque x ¢ I A x € J

por tanto J # I .

J es un ideal que incluye propiamente al ideal I y como

I es maximal entonces J = A,

SiJ = A, el elemento 1 € J ya que A es un anillo uni-
tario.
Por tanto existe a € I, be A tal que

1 = a + bx

1.y (atbx)y
y = ay + bxy; ay € I porque a€ I y bxy € I ya que
xy € T

y € IT. Luego el ideal I es ideal primo,

DETINICION 1.7

El anillo A es llamado "Dominio entero", si es unitario,

’
conmutativo y si xy = 0 entonces x=0 o y=0 ,



DEFINICION 1.8

Un dominio entero A, se llama dominio entero principal,

si todo ideal I en A es de la forma

I = lxa/ x ¢ A) para algin a ¢ I.

Este ideal es denotado [al

PROPOSICION 1.2

En un dominio entero principal todo ideal primo es maximal.

Pa.
Sea D un dominio entero principal.
Probar que todo ideal primo es maximal.

Sea I un ideal primo,

Sea J un ideal de D tal que I C J.

Supongamos que J # I, y sean I = [z] y J = [w], ya que
D es un dominio entero principal.
z elz]l] = z eI
—> 2z £ J
ﬁZe[W]
como [2z] C [wl A [z] # [w] entonces w £ [z]

también z ¢ [w]l = 2z = tw t e D



2 =tw ® [z] = t e [z] por ser z, ideal primo y
w ¢ Lz].

=t = yz

= 2 = yzw

= 1 = ywe [w]

= 1l¢e J

= J =D

ya que todo ideal que contiene al 1 es todo el anillo,

I es maximal.

PROPOSICION 1.3

El anillo 7. de los nGmeros enteros es un dominio enterc

principal.

Pa.
Sea I un ideal en 7

Con I # {0} en el anillo de los enteros 7.

a probar que existe a € Z tal que I = { xa/xe Z}

Siye I, y # 0 entonces -y € I por ser I un ideal.



. e + .
Luego I contiene enteros positivos y como Z es bien or-

denado entonces I contiene un entero positivo minimo; sea

a el entero positivo minimo de I. Sea be I,
b = ax + r. X, € 2 0< 1rrs a

(utilizando el algoritmo de la divisidn)

Pero ax € I ya que a ¢l

r = b-ax

entonces r=0; ya que si fuera diferente de cero, ya no
seria a el entero positivo minimo de I, porque 0 ¢ r < a

como r = 0 entonces b = ax,

I es ideal principal de Z entonces Z es dominio en-

tero principal.

PROPOSICION 1.4

Si p e Z, p> 0 el ideal [pl es maximal si y solo si, p

es ndmero primo.

Pa
A probar que si [p] es maximal entonces p es primo.
Supongamos que p no es primo, entonces existe un m ¢ &

tal que 1 < m < p y m|p.



104

[p] C [m] ya que si x e [p]l entonces x = t;p, ty € 7.5 (a _

pero m |p,es decir, que p = tom, t,e 7--—>8
sustituyendo B en a tenemos:
X = t1t2m R tl’ t2 A
por lo tanto x e [m]
[p]l C [m]
[m] = [pl v [m] = Z, por ser [p] maximal,
Si [m] = [p]l entonces ptm y como ml p entonces m = p,
lo que contradice la hipétesis por lo que [m] = Z;lo que
implica que:
1 ¢ [m]
mk = 1
k =1 y m=1;1o que contradice la hipbtesis.

P es primo.

Si p es primo, entonces el ideal [p] es maximal.

Sea I un ideal que contiene [p]. Como Z es un dominio
entero de ideales principales se tiene que existe m ¢ I,

tal que: I = [m], [p] C [m], por propiedad de ideales



luego m|p, lo que implica que:

1
N

1 entonces [m]

Sim

Sim

[m1,

p entonces [p]

[p]l es maximal.

DEFINICION 1.8

Sea A un anillo, IC:,A un idealy si x € A se define
x + 1= 1{2 ¢ A/z = xty, y eI}

el conjunto {T C A/T = x+I, x ¢ A} es un anillo con las

operaciones:?

1) (R+I)+(y+I) = (x+y)+I.

11) (x+I)(y+I) = xy + I.

Este anillo se denota % y se llama anillo cociente.

. . . A . .
S1 A es unitario, T es unitario

(81 1 es la identidad de A entonces 1 + I es la iden-

tidad de % ).

El elemento cero es la clase 0 + I con 0 + I = T,

I es el elemento cero.

.

11



El elemento identidad para % es 1 + T

DETINICION 1.10

Se dice que un anillo con unidad A, es un anillo
con divisién, si para a # 0 en A existe un elemento be A.

(que se expresa como a_l) tal que a.a—1 = &a =1

DEFINICION 1.11

Se dice que un anillo A, es un campo, si A es un

anillo con divisidén conmutativo.

PROPOSICION 1.5

Sea A un anillo unitario y conmutativo y sea I( A, I un

ideal.

1) Si I es ideal primo, % es un dominio entero.

-

2) Si es un dominio entero, I es ideal primo.

Hi

. . A
es 1deal maximal, = €s un campo.

3) Si T

-

4) Si es un campo, I es ideal maximal,

H| >
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Pa.

———

1) S1 I es ideal primo % es un dominlio entero.

Sean x + I, yv + I ¢ % tal que

(x+I)(y+I) =1
probar que x + I = I &y + I =1
(x+I)(y+I) = I
(x+I)(y+I) = xy + I , por definicidén de anillo
coclente.
(x+I)(y+I) = I

éxy+I=I
= xye I

:§> xe I 6y el , por ser I un ideal primo

A .
T es un dominio entero .

. A
2) SlT

Pa. Sea x, y € A tal que xy e I

es un dominio entero, I es ideal primo,

Probar que x ¢ I 6 ye I,

I por propiedad de ideales

xy ¢ I = xy + 1

(x+I)(y+I) = I, ya que
(x+I)(y+I) = xy + I
- —=> x+I = T 6y +1=1

por ser % dominio enteroyluego xe I & y e I.

I es ideal primo.
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3) S1 I es ideal maximal, % es un campo.

Pa.

1) Sean x + I, v + I ¢ %

(x+I)(y+I)

xy + I,por definicién de anillo
coclente.

(X+I)(y+I)

yx+1I y ya que A es conmutativo.

(y+I)(x+I) por definicidén de ani

1lo cociente.

% es conmutativo.

ii) Sea x + I¢ % tal que x + I # I
x4 T E T =5 x g1
Sea J = {ye A/y = z+ax, a ¢ A, z ¢ 1}
un ideal
1Cy
Sea w € I

w = w t+ 0.x

w € J

I1CJg



Probemos que J # I

1
(@]
+

.

X por ser A unitario

X € J

J # 1 pues x ¢ 1
por lo tanto J = Ay(ya que I es maximal)
en éarticular le J

ya que 1e A, por ser A un anillo unitario;

~’:7bx—1:—a e T ("a EI)

:iz;bx + I

:E7(b+I)(x+I) = 1 + I,por propiedades de anillo

i)
RN
+
—

coclente.

(x¥T) = (b+I) "L

por lo que A es inversible para el producto.

I

= es un campo.

4) Si = es un campo, I es ideal maximal,

Sea JC A un ideal tal que I CJ

Probemos que J = 16J = A

15
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Supongamos que J # I y probemos que J = A.
Sea x€¢ J, x £1
x g 1 entonces x+I1 # 1

por lo tanto existe y + I € % tal que

(x+I)(y+I) = 1 + I , ya que % es un campo, tiene

inverso multiplicativo,

lo que implica que xy+I 1+I,por propiedades de anillo
cocilente

luego xy - 1¢ 1

con lo que xy - 1 z, z e 1

1 = xy - 2

Xy € J vya que x ¢ J

z €J porque ze I yICJ

1 = xy - 2z¢ J

Luego si 1 € J entonces J = A.

DEFINICION 1.12

Sea D un dominlo entero

k = { % / me D, ne D, n # 0}
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I = clase de equivalencia del par (m, n)

por la relacidén (a,b) = (a,d) si ad = bc

A e

entonces (k, +, .) es un campo llamado campo de fracciones

asociados a D.

PROPOSICION 1.6

S1i D es dominio entero finito, D es un campo.

Pa.
D es dominio entero si es anillo conmutativo unitario

y sin divisores de cero.

D es un campo si D es un anillo de divisidén conmutativo.

Sea D

{x X Xn.} un dominio entero finito.

1 k]

Sea a ¢ D, a # 0 probar que a es inversible .

ax_}

Sea L = {ax g s @X

LCD

Mostrar que L = D

4> @x




Bastard probar que L tiene n elementos,

Como no hay divisores de cero

como se tomé a # 0 entonces xi - xj = 0
xi = xj

por tanto, L tiene n elementos.

- Todo elemento de D es de la forma

ax, con i< n

En particular existe j tal que:

lo que implica que a es inversible,

D es un campo .

DEFINICION 1.13

Una aplicacidn @Z A—> B de un anillo A en un

anillo B es un homomorfismo si:
a) QPix+y) = Qo+ Py
b)) (xy) Qo Py
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DEFINICION 1.14

Ker £ = { x ¢ A/f(x) = 0}

PROPOSICION 1.7

f es inyectiva si y solo si ker f = {0}

Sea f un homomorfismo
a probar que si f es inyectiva entonces
ker £ = {0}
Sea x ¢ ker f, luego f(x) =0
lo que implica f(x) = f(0), ya que f(0) = 0

= x = 0 por ser f inyectiva -

Cualquier elemento del ker f es el cero.

Si ker f = {0} entonces f es inyectiva.
Sean Xy X5 g A tal que: f(xl) = f(xz)
Probar que x, = x

1 2
f(Xl) = flx,) = f(xl) - f(x,) =0
= f(xl—xz) = 0,ya que f es un
homomorfismo, .

= x1 - X2 e ker f-
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0, ya que ker £ = {0}

%
1
X
N

=
= Xy = %, . . f es inyectiva .

DEFINICION 1.15

Si una aplicacidn (p: A — B de un anillo A en
un anillo B es un homomorfismo biyectivo, entonces a esa

aplicacién se le llama Isomorfismo.

PROPOSICION 1.8

Sea D un dominio entero. Pruebe que existen un campo k y
un homomorfismo de anillos f: D—> k con las propiedades

siguientes:

1) f es inyectiva, )
2) 81 L es un campo y g: D—>L es un homomorfismo inyec-
tivo entonces existe un homomorfismo inyectivo Unico
/N N\
g:k—>L tal que g o f = g,

3) S1 M es un campo Y m: Dy m un morfismo inyectivo que

cumplen las propiledades Q y 2) entonces hay un isomor-
fismo ¢): k—>M tal qued)of = m.

(k es llamado campo de fracciones asociado a D).
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Pa.

Sea k { %/a,b e D; b # 0 }

% = clase de equivalencia del par (a,b)

Por la relacién (c,d) = (c, f) si cf = dc

D F o+ g o= S

entonces (k, +, .) es un campo llamado campo de fracciénes

asociado a D.

Probemos que k es campo bajo esas operaciones

Pa.

probar que
+ = ————— , por la forma en que esta definido k

a c
oo d bd

como e k entonces

ol
afo

ol
Aaln
m
-

1i) Sea % R %-E k probar que

+ % para 2 < k

b ° dFt

oz T
Aalo
Aalo

BIBLIOTECA CENTRAL

(
I HUIVERSIDAD BE EL SALVADSE
L
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+ S . ad + bc
c bd
_ bec + ad ..
= —fz— > bor ser D un dominio entero es
conmutativo
_ cb + ad -
= D es un dominlio entero entonces
es conmutativo
C a '
=t =
d b
a C c a
. R
b d d b

iii) sea £, 5, = ek b, d, f#0
a c e a a e
(-B-'i'a) +-_|'_E = —b'+ (-a-+-f-)

a C

O I R

_ (ad + Eg%f + bde por la forma en que esté

definido k

_ (adf + bef) + bde - :
= =T distribuyendo

- addfy) + (bef + bed) oo iaindo onmutando
b(dD) v eomEEen

cf+ ed

(g7

ol

ol
[
Hh



23

iv) Existe un elemento 0 ¢ k tal que:

a _a a
T + 0 = L bpara todo Eszk, b #0
Pa.
a a 0 ..
% + 0 = T + T yva que D es dominio enteroc,
es anillo unitario
a 0 _ a.1l + b.o0 e e e
_f> 5 7 T 7 5T , por definicidén de k
_a [
= T b #0
a . ol
v) Dado T € k existe un Hg;k tal que
a c _ c . - _ca
T*tgc 0, donde T Se expresara como (b)
Pa.
a c _ ad + bc _
T + 3 ° —Txma— ° 0, bd # O
= ad + bc = 0

0}
b
|_l .
92}
+
o)
c
=t

alo

|

ol
m
o



vi) T g ks b, d # 0 implica que
a C
T3¢ k
Pa.
% . -g- = % ) por la forma en que se definidé k
a c
como ¢y 3 € k
entonces ac e i
bd
vii) = . (&L = (&L 5 L8
b 'd f " 'p - ad - Tpare
Tags7c Kk b, d, £ # 0
Pa.
a c e, _ a ce .
5 (8' . ?) SR~ ('a'f' ) por la forma que se defi
nidé k
ace . e e
a7 R aplicando de nuevo definicidn
(ac)e . .
5T ° asoclando, ya que D es dominio entero
@ e
- (b T d ) f
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viii)
a c e a C a e
—_ [ . = = —_ -— —
a) - ¢ R R B S
c e a _ ¢ a e a
(‘a‘+?)- b = a— -B- + ? .E bara
a c e
T ydy T e kK, b, d, £ #0
Pa.
a C e, _ a cf + de . . e e
T - (H + ?) =5 (———a?——) aplicando definicidén
acf + ade . e e e
= oaT aplicando definicidn
_ acf + aed ' :
Yok conmutando ya que D es

anillo' conmutativo

(ac)f + (ae)dd .
= asociando, ya que D es

bdf -
dominio entero
_ (ae)f (de)f . )
 —Sar + T distribuyendo, por ser D
dominio entero
(ac)t (ae)d
Z — -
TdT el conmutando en el deno

minador

_ (ac)f (ac)d ) .
- (bd)tf + 5 d Asociando en el denomina

dor por ser D dominio entero
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ac ac

* T3 + T por ser D dominio entero
tiene inverso.
.22 4, a2 ¢
b " d b T
viii)
c e a e a e a
-t =), - T =, = — . =
RS B D~ I R R >
Pa.
+ . C e e
(% + %) % (EEHTPEE) . % aplicando definicidn

de suma

+ B . . e
_ (ef de) a aplicando definicidn de

dfb
productos
_ cfa + dea di .
= =3 istribuyendo ya que D es

dominio entero
= —ar5 conmutando en el numerador,

ya que D es conmutativo

_ (ca)f + (ea)d .
= I75 asociandoc, ya que D es

dominio entero

= é;i)f y Lea)d distribuyendo ya que D es

dfb
dominio entero

_ (ca)f (ea)d .
= —dbT + od conmutando en el denominador

ya que D es conmutativo



ol

ix) Existe un

para todo

ol

ol

log Jo¥

|H

1
[N

ol

ca eda .
_ 4+ =
a5 ™ por ser D dominio entero
posee 1nverso.
c a2, &, 2
d b T " D

elemento 1 ¢ k tal que % 1 =1 . % =
Sek , b 40
1 . .
- T » Ya que D es unitario.
1 . e+ s
T aplicando definicidn,
g y conmutando, ya que D es conmutativo.
a . .
‘5 s ya que D es unitario.

Existe un elemento 1 ek, tal que

ol w

27



x)

Pa

x1)

ol w

28

o3

C . . C
> T € k implica T 3

alo
o

con b, d # 0

ol

d.C c e e s
, por definicion.

alo
o
fat

= C'i y conmutando, ya que D anillo es

|
[@%

conmutativo.:

c a . e s
=g+ § o Ppor definicidn.

Sea % e k tal que % # 0 probar que existe (-}:;l)_:L

con la propiedad que: .

a,a,-1

~
~—
I

1
1

el
a

a,,b
(B)(E)

— por definicidn

= — conmutando ya que D es dominio entero

-t o

(5%



Existe un

1) Flx+y)

fix+y)

11) f(x,y)

fix.y)

homomorfismo f: D — k

f: D—>k

X - X
X-9~T = (x, 1): T c

f(x) + £y)

N
+
N S

f{x) + £(y)
fix+ty) = f(x) + f(y)

f(x).f(y)
X—y

1
X Y
T ° 1
fix). fly)

fix.y) = £(x).f(y)

lase de (x,

1)

29
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Probar que f es inyectiva '

Sean Xps Xp€ A tal que:‘f(xl) = f(x2)

f(xlz = f(xz)
f(xl) - f(X2) =0
f(x-y) = 04 ya que f es un homomorfismo
5%1 = 0, por la forma en que se definid £
x-y - O _ _
= 7 3 = ((x-y),1) = (0,1)
(x-y) .1 = 1.0
X -y =0

= x = vy

f es inyectiva.

2) Si1 L es un campo y g: D — L es un homomorfismo
inyectiva entonces existe un homomorfismo inyectivo

Gnico §: k—>L  tal que ’gof =g

Pa. ~
D_f ¢ 3L
— > K 9—% XK ——
N\
e
L g
2 k—L: 2 gm) g~ (n)
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Probar si es homomorfismo

fixty) = f(x) + £(y)

N Ty A M
i) g(n—"’n—') = g(;—-) + g(n—-) (ml, m2, Tll , ﬂ2)€k
1 2 1 2
m m m,n + m.n
AN A
1 2 12

= glmyn, + mznl) [g(nlnz)]-a por definicidn

-1
= [g(man) + g(mznl)][g(nlnz)]

, ya que

g es un homo

morfismo

- -1
= (g(m)gln,)+glm,)g(n, ) (g 1(n1)g (n,)) s

por sSer g un homomorfismo
= (glmg(n,)g T(ng T(n,)+(g(m,)gln g™ (n, g (n,))
g 78Ny 8 Ing B (N, /TIEMN, BN 8 ANy JB Sy

distribuyendo, ya que L es campo y g es

un homomorfismo g: D—= L

-1 -1 -1 -1
= g(ml)g (nl)g(nz)g (n2)+(g(m2)g (n2)g(n1)g (nl)
conmutando, ya que L es un campo y g

es un homomorfismo g: D-— L

-1 -1
= (g(ml)g (nl) + (g(mz)g (n2))



11) Probar

m m m m
Pt . 5 = B 2D
N 2 1 ny
~ M ™) -1

-1 -1
= (g(ml)g(mQ))(g(nl)) (g(nz))

32

- g(ml)(g(nl)—l(g(mQ))(g(n2))_1 conmutativo

m m
= B0 B
1 2

A probar inyectividad

Para que un homomorfismo sea inyectivo

el ker g = {0}
N\
a probar que el ker g = {0}
my -
Sea % e ker § entonces g (ﬁ) =0
g =0
-1
g(m) [g(n)] = 0

como [g(n)]_1 # 0 entonces

g(m) = 0

Como g es homomorfismo inyectivo entonces m

0
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Ahora a probar que @Of : g

(gof)(x) TE(x)) por definicién de composiciédn

N\

= g(=)

=

= g (gt

- () (1))
- s (1T
= g(x)(1)

= g(x)

N _
.(gof) =g

PROPOSICION 1.9 ‘

El campo @® de los nUmeros racionales es el campo de

fracciones asociado al anillo Z de los nUmeros racionales.

Pa. ,

- El anillo Z de los ndmeros enteros es un dominio en-
tero, por proposicién 1.3 @ es un campo.

ZCt,xe2 x=7%

-

Q:{%/m:n62>n¢0}

% es la clase de equivalencia del par (m,n) por

la relacidén (a,b) = (c,d) si ad = bec
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CONJUNTO DE ENTEROS MODULO P.

ut

a b (mod p) significa que p/a-b

se puede decir igualmente que:

a = b(mod p) cuando la diferencia a-b pertenece al con
junto de los miltiplos de p 6 a = b (mod p) si y sola-
mente si a y b dejan el mismo residuoc al ser divididos
por p. )

La relacién = mod (p) sobre 2 es una relacién de equi-
valencia e indica una particién de los enteros en p
clases de equivalencia [b] R [1] N [p—iﬂ que se
llaman clases residuales médulo p siendo
[r] = {a/ae 2, a = r mod (p) 3,
Denotaremos el conjunto de todas las clases residua-

- Z.
les médulo p por fﬁj .

DEFINICION 1.16

Sean (+) suma y
(.) producto definidos entre los elementos

detgj de la manera siguiente:

1) (a(®b) = r , donde r es el residuo de dividir a+b en
tre p es decir a+b = pg + r

ii) (a(ODb) = r, donde r es el residuo de dividir a.b en

tre p es decir a.b = pg + r



PROPOSICION 1.10

Sea peg Z, p> 0 y E = conjunto de enteros médulo p
1) Con las operaciones "suma médulo p" v "producto mé

dulo p" E es un anillo.

2) Hay un isomorfismo entre E y

Z_.
[F]
3) Si p es primo, E es un campo.

4) Si E es un campo, p es un ndmero primo.

1) Con las operaciones "suma médulo p" y "produc-
to médulo p" Es un anillo.
Solo se probara la ley distributiva para saber

cudl es el proceso a seguir.

(a(@b)(De = (a(:)c) ® (b(OC), a,b,c ¢ Z
a(+)b = r,donde a + b = pg; *+ r; O < r, < p

1
(a@®p® o = ,

r, D ¢ = r,, donde r, ¢ = pq, *+ r, 0< r,< p
a(lc = r,, donde ac = pq, + 7, 0< ry< P
b(De = T donde bec

(a(De) @ (b(De) = r

r, @ £, = rg donde ratr, = pqg tore 0« rg< P

1
o
fia)

=

+
o]
=
o
A
o]
=
A
o

35



Supongamos que r_, # r

2 5
r, < PS — 0 < Pg - r,< p - r,g P
— O<r5—r2< P---) a
pero rg = ry + r, - Pq
} B
y I, = e - P9,
Sustituyendo g en  tenemos
< P+ - -
0 <ry *+ 1, - pqg - ryc t pqd, < P ---m Y
pero rg + r, = ac - pdy + bc - Py -3¢

sustituyendo o en = nos queda
0 < ac - Pq, + bec - Pq, - P9y - rycC + Pd, < P

0 < (a+ b - rl) c + (q2 - Q3 - q, - q5) < p

como q, = nos queda

0o < a, +q2 - Qy - Q, - 4¢< 1 (—> <« )

ya que ql, qz, q3, qq, q5 son enteros
r. r 0O v, -1 P - re <P

5 2
0 <r, - <p____'______( Z)



Sustituyendo 8 en 7 tenemos

O<I"1C—pq2—r‘3—1’>l++pqr<p _____ > (K)

o)

Sustituyen o en X nos queda:

< - — -
0 < rc-pq, + pqg - ac + pqy - bc + pg, < P

asociando
0<(Pl—a—b)c+(—q2+q3+qu+q5)P<P
rj -~ a - b)
) + (- .
0 < B (q2+q3+qu*q5)<1

dividiendo por p

Pl - a->
perc como = q

P 1

entonces 0 < - Q¢ - 4, * a5 *t q, *t qg < 1

ya que ql) q22 Q3 qL,_J QSE%

luego r, = rg
. . 7Z
Hay un i1isomorfismo entre E vy -—-——
[P]
Pa.
Z
— = {x+ [pl/ x ¢Z
7] e

@:]3——>T%ﬁ-

X W x + [pl

37



38

Inyectividad

Sean x, y ¢ E tal que:
P(x) = @8(y)

a probar que x = vy

g(x) = P(y) = x + [p] = y +[p]
— (x-y)e [pl , por propiedad de ideales

= x-y = kp ------ > (A)
como x-y = rydonde r es el residuo

de dividir x-y por p,

Como r es un residuo entonces r tiene que ser menor p,

entonces k = 0, ya que si k # 0 entonces x-y = kp » P
X =y
Sobreyectividad
f%j = (x +[plxe 2]}
g E%-L—z;ﬂ-

xWw—ax + [p]

Tenemos que probar que cualquier elemento de T%T es

imagen de algin elemento de E; x + [pl clases residuales.



Los elementos de T%T son de la forma x + [p].

;ﬁT?‘ entonces x = pgq t r
x-r = P4 0 <r< p
X=r ¢ [p]
= x + [pl = r + [p] r & F

Por tanto una imagen deT%T es r + [p]

Hay un isomorfismo entre E y T%T.

3) Si p es un naimero primo, E es un campo.
Pa.

Como hay un iscomorfismo entre E YT%T

hereda todas las propiedades de T%T

-

Como p es primo entonces o7 es un dominio entero en-

tonces E, es dominio entero, por proposicién 1.5 1
Por proposicidén 1.6, si D es dominio entero finito
D es un campo.

Como E es dominio entero y tiene p-1 elemento enton

ces es dominio entero finito.

-
.+ E es un campo,

39



4) Si E es un campo, p es un nimero primo.
Pa.

Como hay un isomorfismo entre E y T%T entonces T%T

hereda todas las propiedades de E.

Z es un campo entonces por proposicidén 1.5.4,[p]

TpT

es maximal.

Ahora, por proposicidén 1.4 y como p ¢ £ y es maxi-

mal entonces D es primo.

es un ndmero primo.

40



UNIDAD II

SUBCAMNPOS DE UN CANPO.



DEFINICION 2.1

Sea A un campo, decimos que E es un subcampo de

A, s1 E es un campo bajo las operaciones +, . de A.

PROPOSICION 2.1

Q es subcampo de R y R es subcampo de €
Pa.

Sea @ el conjunto de los nUmeros racionales; 0 es un

campo, ya que cumple las propiedades de campo.

R es el conjunto de los nameros reales, cumple con las

operaciones de campo, entonces R es un campo.

€ el conjunto de nGmeros complejos, también cumple con
las propiedades de campo, entonces € es un campo.y co-
mo

. RCR Cece

es decir, que @ es subconjunto de un campo que cumple
las propiedades de campo.
R es subcoﬂjunto del campo €, donde R también cumple
las propiedades de campo; entonces

Q es subcampo de Ry R es subcanpo de C.

42
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PROPOSICION 2.2

El conjunto L ={ x. ¢ R/%x = a+b/ 2, a,b, ¢ Q}les un subcampo de R.

Pa.
R es un campo y ® C R .
L=1{x R/x =atb 7, a,b, e § ICR,
Probar que L definida anteriormente cumple las propiedades de
campo.
1) Si x, y € L, entonces x+y ¢ L.
?2) 81 x,y € L, entonces xy € L.

3) S1 x ¢ L, entonces -x € L,

4) Si x e L, x £ 0 entonces-% e L.

5610 se probard de 1 a 4, ya que por el teorema de caracterizacidn,
so0lo basta probar cerradura para la suma y el producto, y existen-—

cia de elemerntos inversos y opuesto.

15 Sea x,y € L

x = atb /2
y = ctd /5_

xty = (ate)+(b+d) vV 2

como a+c son racicnales, entonces x+ty g L.

2) Sea x,y € L
xy = (a+b ¥/ 2)(c+d /2)



xy = ac + ad 2 + be /2 + 2md
xy:ac+2bd+ad/§ +bc/3
xy:ac+2bd+(ad+bc)/§

xy = (ac + 2bd) + (ad + be) V 2

xy e L,

at+by 2 e L entonces -x e L

w
A4
98]
.
X
H

-X = —-a-b /2_51_.

x = —(atb V) ¢ L

-x eL.

¥) Si x

atb EE L entonces -)—1{-8 L. (donde ;1{- es el elemento

inverso de L),

_ ; 1 1
X = atb f?é < ° o7
1 _ a-b /?
x - 7.7
a -2b

1 _ a (b) S5
- = - 2
X (a-opd) (a°-2b%)

1 a b
S - ( ) Y2 & L

(a” - 2b7) a2 - 2b2



ya que a2 - 2b" =0

ol
m
il

PROPOSICION 2.4

b 0

El conjunto de matrices de la forma 0 b] b&®Q es un campo.

_ _ /b 0

T = {MZ/MZ— [0 b] , bpQ}
a probar:

1) x,ye T=xtye T

ii) Si xe T = -xe T

1i§) SixeT=y = eT

Pa. )
— b 0]
i) ®x = 0 b
oo
y = a

[ bta 0
xty = a e T
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b O
111) X = [0 ;} b # 0 a probar que tiene inverso.

1 _
b
O -

tiene que ser igual a la matriz identidad
b o
o bt
Bbt + 0 00 + Ob ™1
ob™ b0 0+ b

1 0
0 1
con lo que la matriz inversa de T es

1 bt g
0 b1

T tiene inverso

Supongamos que %- lo que implica que x_1 1 =1

ol— o

entonces X.

b
0

g o X|~

1
X. = =
X

PROPOSICION 2.3

a) En un campo k los Unicos ideales son{ 0} y k.,
b) Si k es un anillo unitario y conmutativo cuyos Unicos ideales

son { 0} y k entonces k es un campo.



Solucidn:
a) En un campo k los Unicos ideales son {0} vy k,
Pa.

—

Sea I un ideal de k tal que:

I# {0}, "

A probar que T = k

Esto se reduce a verificar que 1 € I; como I # {0} , entonces,
seaye I,vy # 0.

Se tiene que k es un campo vy y € K; luego existe yn1 e k tal que:

lperoy €I e T es un ideal, teniéndose asi:

g

Yy :131

por lo tanto I = k

los Unicos ideales son {0}y k.

b) Si k es un anillo unitario y conmutativo cuyos Unicos ideales
son {0} y k entonces k es un campo.

Pa.
Sea x ¢k, x £0

a probar, que existe X_1 € x

I={y ek/y = mx, me k}

1)I£0

va que al menos el cero estd en I
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il) y, z eI

y = m X

= +
y + 2z = mX +mX

yt+t 2z = (m1 + m2)x

(m, + m2)x eI luego vy + z g1

y = omx
-y = (-m)x

-mx € I ya que I es ideal

luego -y e 1.

iv) Siy e kyz ¢ I entonces yz ¢ I

Z = mx
yz = y(mx)
= (ym)x

(ym)x ¢ I y por ser I ideal y por la forma en

que estd definido ,

yz € 1,

48



v) T # {0} porque xeI

x # 0 por hipdtesis

I# {0}

S1 T = k entonces 1¢ I

luego, existe m¢ k tal que:

1 = mx, megk, xel
1 _
— = m
X
-1
X = m

por tanto k tiene elemento inverso

k es un campo.

PROPOSICION 2.4

Sea k un campo.

1.- La interseccidén de dos subcampos de k es un subcampo de k.

Pa.

Sean Fl’ [, dos subcampos de un campo k; probar que

2
E = Fl/H\F2 es un subcampo de k.,

i) E# P, 1€ E porque 1 ¢ Fl’ F2,

ii) (E, +) es subgrupo de (k, +), porque Fl’ F2 es un subgrupo
(por definicién de subcampo) y la interseccidén de subgrupos

es subgrupo.
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111) Sea x,y e E, X,y e Fl/\ x,y € F_, luego xy e FlA xy e F

2

por ser Fl’ F2 subcampos , por tanto xy e E.

2

iv) Sea x€ E, x £ 0, x&€ F,, xe F

1 2

Fl’ F2 son subcampos, lo que implica que x—1 € Fl’ F2

luego x_1 e E,

E es un subcampo de k.,

2.- La interseccién de una familia (Fi)i e I de subcampos de k es
un subcampo de k.

Pa.

Sea (Fi)i €I, T # 0 una familia de subcampos de un campo k; Dpro-
bar que:
E :m Fi es un subcampo de k.
isl
1) E#0,1¢€Eporque 1e F1Vi
i1) (E, +) es subgrupo de (k, +), porque cada Fi es un subgrupo

y la interseccién de subgrupos es subgrupo.



iii) Sea x,y € E, x, y € Fi, ¥ i, luego x y € Fi; por tanto

xy € E,

iv) Sea x € E, x # 0, x € Fi, ¥i como Fi es subcampo, x e Fivi

luego x_1 e E.

E un subcampo de k.

3. Si g Ck, existe un subcampo L de k Unico que cumple las dos
propiedades siguientes: |
i) §CL
ii) Si F Ck es un subcampo tal que S C F entonces L C F.
(Este subcampo Gnico se derota [S] y es llamado "sub-

campo generado por S")

Pa.
Existencia

i) E1 conjunto de subcampos de k que incluyen a S no es vacio ,
sCk

. Sea L = interseccién de todos los subcampos de k, tal que S C H,

H subcampo de k
L = \H

SCH
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H subcampo de k;
como SC H y L :mH se tiene que s C L.
L es un subcampo de k,por ser-interseccién de subcampos (por

prop. 2.4.2); ademds SC_ L.

Existe un subcampo L.

Sea I un subcampo de k, tal que S C F;
probemos Que LC r.
Como S C F, entonces F es uno de los H que forman L.
Asi que L=MuCF
sCH

LCr

ii) Unicidad

Sean 1 I2 subcampos de k tal que:

1)
(1) sC 1.
(2) Si L es subcampo de k tal que S C L entonces Iic L.

3) sC 1,

(4) Si L es un subcampo de k tal que S C L entonces, IZC L.

Probar que I1 = 12

i) 12 es un subcampo de k.

C verifiquemos que Il C I2,



I, es un subcampo de kys( I

que IZLC I,

o5 por propiedad 2 se obtiene
""" Mostremos que 12 C Il'

I1 es un subcampo de k y S C1; por 4 se tiene que
IZ(: Il
Sea k un campo

(4) K contiene un subcampo primo y solo uno

Fa.
Sea S = {0}
L =/ \H
folc H

L es la interseccién de una familia de subcampos y es un subcampo,
por propiedad 2.4.24ahora como es la interseccidn de todos los -

subcampos, entonces L, es un subcampo primo (por definicién).

Por proposicién 2.4.3, existe un subcampo L de k, Gnico entonces L

que es un subcampo primo, es Unico.

k contiene un subcampo primo y solo uno.
Sea k un campo.
(5) E1 subcampo primo de k es el subcampo generado por { 0}
Sea S {0}
L=/\H

toy CH
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Por proposicién 2.4.4,L es subcampo primo de k;
i) A probar que S.(C L;
como S = {0}y L=()H
{0yCH
entonces { 0} estd contenido en todos los subcampos que forman

la interseccién de L, por 1o que: S C L.

ii) 8i FC K es un subcampo tal que S C F, entonces, L Cr.

Coro SCF ys=1{0}
I es uro de los H que forman L que contienen{0}

entonces L=YHCr=1LCr

(0yCH

PROPOSICION 2.5

Sea f: ke>TF un homomorfismo de campo.
Entonces, si f # O

1) £(1) #£0

2) £(1) =1

3) x e kK, X # 0,$f(x) #0

W Sixel, x#0, FG) = £

5) f es inyectivo
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Pa.

1) £f(1) £ 0

Supongamos que f(1) = 03

Sea x e T

f(x) = £(x.1) = £(x)f(1) por ser f un homomorfismo

f(x).0, ya gue supusinos que f(1) = 0

Luego f(x) = 0 es una contradiccidn, ya que por hipdtesis.

f(x) £ 0
(1) # 0
2) (1) =1
(1) = £f(1.1)
= £(1).f(1), por ser f un homomorfismo
FDET) = £ £ .F (D)
1 = £(1)

por tanto: f(1) =1

3) S1 x ek, x # 0, entonces f(x) # 0

Feo D)

[
~~
[N
N
1

f(x)f(x_l), por ser £ un homomorfismo.
FGOE(CY) # 0, ya que £(1) # 0

luego f(x) # 0O



W) Sixek, x £ 0, f(x 1) = £.1
(x)
Fa.
1= £(1)
= f(xx_l)

ll .
f(x)f(x ), por ser f un homomorfismo.

1 = f(x) f(x_l)

fzi) =l £fGo FGaCH
e = 1.6 5
-1 -1

5) f es inyectivo

Pa.

Sea %x,, X, el tal que: f(Xl) = f(xz)

12 72
f(xl) = f(xz)
f(xl) - f(xz) =0

flx, - x,) =0, va que f es un homomorfismo

f es inyectivo.
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DEFINICION 2.2

Anillo de polinomios. Sea I' un campo, el anillo de polinomios

en x sobre F, que siempre se expresard como F[x], es el conjunto

de todas las expresiones formales p(x) = aj +agx +....+an_1xn_1
+ anxn, donde las a;, llamados coeficientes del polinomio p(x), es-

tén en F.

En F[x] se definen igualdad, suna y producto de dos polinomios

para hacer de F[x] un anillo conmutativo como sigue:

1) Tgualdad. Se define que P(x) = ajtax + ...t anxn N

m . . . .
q(x) = bo + b1x +....+bmx son iguales si y solo si sus coefi-
clentes correspondientes son iguales, es decir, si y solo si
o

aj. = by para todo 1 > 0

DEFINICION 2.3

Sea p(x) un polinomio enFlx]. Se dice que p(x) es irreducible
sl y solo si:
p(x) = q(x) r (x) implica que

grad (q(x)) =0 V grad (r(x)) =0

DEFINTICION 2.4

El grado n = [u:F] de un elemento u algebraico sobre un campo I,

es el grado n del Unico polinomio ménico irreducible con coefi-



cientes en F que tiene la raiz u.

n = grado de p(x),

. . n
- : = + oot
2.- Adicidn: Si p(x) a, alx anx Y

q(x) = b+ bix + ... + bmxm, se define p(x) + q(x) = ¢  + C %+

5 - .
..... te X donde para cada c = + b

?

Asi que los polinomios se suman sus coeficientes correspondientes.

3. Multiplicacién. Si p(x) = a_ta,x t....+anxn v

1
' m .

= + + + = + +
q(x) hb blx ceen bmx se define p(x)q(x) c, *oegx
...... +tc xt, donde los cy se determinan multiplicando la expresidn
formalmente (es decir, en cuanto a la forma), utilizando las leyes

. . . u v utv

distributivas y las reglas de los exponentes X x = X , Yy reu-

niendo términos.

De manera mas formal:

G = aihb + ai_1b1+ ..... + a b. + aobi , para todo i

PROPOSICION 2.6

Si F es un campn, el anillo de polinomios F[x] es un dominio entero

principal.
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Pa.

——

1) Si p(x), q(x) e Flx] y p(x) q(x) = 0; probar que
p(x) =0 V qlx) =0 ‘
Tomando los grados de cada polinomio

0

H

grado de p(x)

grado de q(x) = 0

i

R(x) K,y Q(x) = k porque son de grado cero

25

ke, = 0, k=0 Kk, =0

06 qx)

t
[an]

1

p(x)

2) Sea I un ideal de Flx] probar que existe p(x) ¢ Flx] tal que

I=1[px)]

a) 8ilI=20,px) =0

b) S1 T #0,seaT = {qx) e I/grado de g(x) > 0 }

Sea p(x) e T un polinomio de grado minimeo

q(x) n(x) utilizando el algoritmo de 1@ divisidn,
r(x) ngg

grad de r(x) < grad de p(x)

qQ(x) = s(x)p(x) + r(x), g(x) ¢ T

yp(x) e T p(x) s(x) ¢ I
r(x) = q(x) - s(x) p(x) ya que p(x) ¢ I

r(x) ¢ I
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grado de r(x) <« grado de p(x)

como p(x) es de grado minimo, vy no puede haber otro polinomio de
menor grado que p(x) ¢ T entonces r(x) ¢ T;

como r(x) ¢ T, entonces por la forma en que se definié T, lo
nico que le queda al grad de r(x) = 0; que el grado de r(x) sea

igual a cero. Puede suceder:

i) r(x) =k #0 como ke Py es un campo, entonces tiene inver-
so multiplicativo; entonces 1 = k_lk, como r(x) = ky
r(x) ¢ I, entonces 1 ¢ I; como 1 ¢ I y todo ideal que contiene al
1 es todo el anillo, entonces

1 e Flx]
—> 1= [1]

ii) Si r(x) = 0 entonces q(x) = s(x)p(x)

como q(x) e I, implica que I = F[x]

F[x] es dominio entero principal.

PROPOSICION 2.7

Sea T un campo y sea p(x) e F[x]. Pruebe que el ideal generado por

p(x) es maximal si y solo si es irreducible.



p(x) es irreducible si:
i) p(x) no es constante .

i1) p(x) = g(x)t(x) =% q(x) constante V t(x) constante

Sea I C r[x] un ideal maximal, v sea p(x) e F[x] tal que:
I = [p(x)]; probar que p(x) es irreducible;
si p(x) = @(xX)t(x) —~--5 ( a )

entonces q(x) = constante V t(x) = constante

p(x) € [ax)] = [px)1C [q)];

por ser I = [p(x)] maximal, entonces {g(x)] = I &
lq(x)] = FIx]1;

Si [q(x)]

[p(x)] entonces

q(x) = s(x) px) ———-->( B8 )

grado de q(x)

grado de p(x)

entonces s(x) = constante;

sustituyendo (a ) en (8 ) tenemos

q(x) = s(x)t(x)q(x);
como el grado de q(x) del miembro derecho es el mismo del q(x) d;
la izquierda entonces, de

q(x) = sGt(x)q(x) no queda mas que

st (%) constante

por tanto, t(x) = constante.



e<§::r"

Si [q(x)] = F[x] entonces
1e [q(x)], 1o que implica que
1 = wx)g(x)

luego q(x) = constante.

[p(x)] es irreducible

F es un campo p{x) e F[x] un polinomio.
probar que el ideal generado por p(x) es maximal si p(x) es
irreducible.
Pa.
1) Sea T = [p(x)], T un ideal,
Cii) px) ¢ T.

Sea I un ideal tal que T C T probemos que T = I & T = Flx]

S1 T # I entonces I = Flx];

como T # I, entonces, existe q(x) ¢ I y q(x) ¢ T;

ademas T = [R(x)], q(x) = s(x) R(x), como T (CI, entonces p(x) ¢ I,

ya que T [p(x)].

Sipx) e I, p(x) & [R(x)] entonces p(x) = t(x)R(x); como p(x)

es irreducible, implica que t(x) & R(x) son constantes.

1) Si t(x) = k, ke F

p(x) = kR(x%), R(x) 1p(x); luego sustituyendo R(x) tenemos:

1

-
q(x) = s(x) [k_lp(x)] %— s(x)p(x) lo que implica que
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q(x) € [px)], y es una contradiccién, ya que
[p(x)] =T yqx) ¢T

entonces R(x) es constante .
2) 81 R(x) = k, entonces p(x) = kT(x)

1= 1T como k ¢ IA KL e Fx]

entonces ](k—1 e L

DET'INICION 2.5

Se dice que un campo F tiene, 6 es de caracteristica p # 0, si
para cierto entero positivo P, px = 0 para todo x ¢ F, y ningin

enterc positivo menor que p goza de esta propiedad.

DEFINICION 2.6

Si un campo I no es de caracteristica p # 0 para ningun entero

positivo p, se le llama campo de caracteristica cero.

PROPOSICION 2.8

Sea F un campo de caracteristica cero, e e F la identidad.
1)D=1{%xe F/x =me, me Z } es un dominio entero.
2) E1 campo de fracciones k asociado a D es el subcampo primo

de F.



me

3) La funcién ¢: 0—>k: D~ e
n ne

es un iscmorfismo.

Pa.

Probar que es un subanillo
1) Sea x,y € D — x+y e D
x =mee D,m e Z
y=me, me 7
xty = (m+m1)e, (m+m1)€ A
(mx+nx) = x+xt....+x m veces + (x+x+....+xX)n veces

= (xxtxt..on.. +x){(m+n) veces

ii) Seax® D A y € D

X = Ih.e

%

ml.e

Xy (m.e)(ml.e)

(m.ml).e , m.m, € z

iii) Probar que D es dominio entero

Pa.

Si x,y € D, si xy = 0 entonces x=0 v y=0

Sea x = mle

1t

y = mye donde m e Z

10 M



Luego, si (m e)(m2e) = 0 entonces

1
mle:E] v mze:E],ml,m2€ Z
(mle)(er) = 0, donde e es la identidad

!

(mle)(er) (mlmQ)e =0

luego (mlm2)e =0

mm, = 0 4 vya que e es la identidad de F y no puede
ser e = 0.
Ahora, si mm, = 0, m 5 m, € 2y lo que implica que
ml:0v m2:O,
Si m, = 0 entonces x = Qe
x = 0 , por ser F de caracteristica cero .
mleZO
Si m, = 0 entonces y = Qe
y = 0 por ser F de caracteristica cero
m,e = 0

por tanto D es dominio entero,

2) k= { xe F/x = yz 1, Yy €D, z e D}

N e

k= [ x¢ F/x s Ye D, ze DY

3
)

{ xe F/x , mmne Z, n#o0}

~
"
3
)
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Sea T un subcampo de F, probemos que k (T

e ¢T, me, nie €T

m.e
n.e

eT

3) La funcidén @ 0=k 2+ es un isomorfismo
n n.e
(D 0 — k
Mmoo, .
n n.e
probar que existe un homomorfismo, ¢ : Q —k, es decir:
m m m
Do+ L)z o(2) + oE)
1 1 2
m m m m m,
bt + 2= 2o+ Pe L2 g
gl Ty 2 1 ™
e € F
g ™
:(ﬁ—)e+ (—=)e, vyaquee ¢ FyTFesun
1 2
campo.
) m, e . m,e
n,e n,e
m m m
2 1 2
( + =) = (=) + (=)
¢ ¢
n, N n
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ii) a><n_1 33 ) = @(n—% 2 (=2)
1 2 1 2
m m m m
TR P
1 2 1 2
T ™
= (— . =) (e.e) e es la identidad
n n
1 2
m m
- <El. e) . (2. e
1 2
m m
S N DRy
°© 1 2

Existe un homomorfismo' ¢: Q= k

Ahora verifiquemos que es un homomorfismo biyectivo.

1) Inyectividad:

m m m m
Sean = L= e 0 talaue ¢ (D = e )
1 2 1 2
m m
0 () = e (D
1 2
m m
v 1) - ®2)=0
™ 2
.Hle_ - m_2e_: 0
n.e n,e
™
Gﬁ— - ?rJe = 0, como e es la identidad para I, e no puede
1 2

ser cero, lo que implica que



m m
n_i_ £ =0
1 )

ml m2

¢ es inyectivo

ii) Sobreyectividad

B: Q—>Ik
m_ s me
n n.e

Tenemos que probar que cualquier elemento de k, es imagen de algin

elemento de Q; los elementos de L son de la forma-g;g

Existe un-}%E ® tal que

m.e - k.e
n.e t.e

luego se tiene que:
/

o (S - k.e
t.e

318
[OR Q)

la preimagen buscada para
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PROPOSICION 2.9.

Sea F un campo de caracteristica p > 0 entonces

1) p es nlmero primo. '
2y L= {xelf/x=me,melZ} es un subcampo de F

3) L es un subcampo primo de F.

4) Hay un isomorfismo entre Jp y L .

>

Pa.

Sea F un campo de caracteristica p » 0 entonces p es nimero prino,
P = caract (F), p.x =0 ¥ x eF

Supongamos que p No es primo.

P=mn,m neN,m< p, N < p

Sea x # 0, luego px = (mn)x, se tiene que px = 0 y p = mn lo que
implica que (mn)x = 0 => m(nx) = 0

como nx € F, puede suceder que:

i)nx =0
Sea y # 0, luego (x)y = y.0
(nx)y = 0
:::;> x(ny) = 0
como x # 0 implica que ny = O ¥y el

con lo que p ¢ n
pero n ¢ p lo que implica que p = nym = 1, por tanto p es

primo; lo que contradice la hipdtesis.



70

1) nx # O

Sea y # 0, luego (mn)(xy) = Qy
(mn) (xy) = 0
=0

é (my) (nx)

como F es un campo, entonces es un dominio entero, y como
my, nx € Fy (my)(nx) = 0, implica que my = 0 WV nx = 0
pero como nx # 0 lo Gnico que queda es que my = 0 ¥ ye T
my =0=» p ¢m perom  Pp, por tantom = pAn =1,
1o que se concluye que p es primo, luego ésto es una contra-

diccidn.

P es primo.

2) Sea F un campo de caracteristica p> 0 entonces L = {xe F/x=m.e,

m €2} es un subcampo de F.

Pa.

L=4{0, 1.e,, 3.e,....(p-1De}

Sea x €L, x =m.e, m €73 utilizando el algoritmo de la divisidn

tTenemos:
"l

, luegom = pq + r; o< r< p
r q '

X = m.e, sustituyendo el valor de m tenemos que:



x = (pq + ) e
= p(ge) + r.e r < p
= r.e va que p(q.e) = 0 por ser F un campo de carac-

teristica p > O
Como x = r.e y x ¢ L entonces L es finito.
Probemos que L es dominio entero.
Sean y,z ¢ L, tales que y.z =0y como y,z ¢ L, entonces existen

m,n ¢ Z tales que y = m.e y

z = n.e
Luego se tiene que:
(m.e)(n.e) = 0

(m.n)e = 0

entonces pm.n
por ser F un campo de caracteristica p.

Como p es primo, p|m. o pln

Si p%m,entonces y =m.e =0

n.e =0

Si R{n entonces z

Luego L es un dominio entero finito y por 1.6 L es un campo. '

-

Como L es un campo y L ( F entonces L es un subcampo de [

3) L es el suhcampo primo de T,
L C:L1 es otro subcampo de F

Sea x ¢ L, x = m.e e e L

= xy

1
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Como L v L, son subcampos de F, y x € L.1 y x € L, entonces

1
X € L.lm L2', como X € Llﬂ L.2, podemos concluir que

L es el subcampo primo de F.
Hay un isomorfismo entre Jp y L

Jp = {0, 1, 2,....p-1}

Probemos que existe un homomorfismo de Jp L, es decir que:

1) & (m+n) o(m) + p(n)

®(m+n) =  (mtn)e, por definicidn

= me + ne, vaque e  I'y I es un campo

= &(m) +o(n)
° a_$(m+n) = ¢(m) +\.¢(n)

ii) ®(m.n) = ¢(m) - A(n)

d(mn) = (mne por definicidn

= (m.e)(n‘.e), va que e € Fy F es un campo
= ®(m) ¢(n)
.o o (mn) = ¢ (m) ¢ (n)

Por 1o tanto, existe un homomorfismo de Jp —> L



Ahora probemos que el homomorfismo es biyectivo

i) Inyectividad

¢ Jp——> L

mmm £

Sea m, n € Jp tal que e (m) = ¢(n)
®(m) = ¢ (n)
o(m) - ¢ (n) = 0

(m.e)-(n.e) =0

aplicando definicidn

(m-n)e = O m,n < P
Luego (m-n) = O ya que e # 0, e £ p, por ser
/
0] (m-n) = p la identidad de F
pero (m-n) # p ya que m, n < D
Como m-n = 0 implica que m = n
' ¢ €s lnyectivo
ii) Sobreyectividad
Jp = {0, 1,2,..... p-1}
C¢: Jp— > L
m ~~ym.e m e Z

tenemos que probar que cualquier elemento de L es imagen

a algGln elemento de Jp.
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Los elementos de L son de la forma m.e
a) S1 0 £ m € p-1
entonces la imagen sera m
b) Sim 5 p-1
Existe un k € Jp tal que
me = ke
luego se tilene que

= o(k) ke

= m.e

la preimagen buscada para m.e es k.

por lo tanto hay un isomorfismo entre Jp y L.

DETINICION 2.7

i

Un espacio vectorial V sobre un campo F es un grupo abelia-

no respecto a la adicidén "+ tal que, para todo @ e F y
todo v €V, existe un elemento av ¢ V tal que:

a) a(V + V,.) = ay + ay

1 9 1 o> para aeb, V v Y

b) ( @ + 8 )y = @ + By, para® ,BeFr, v e V
c) o Bv) = (aB )v, para o« BeF, ve ¥V
d) 1v = v, para todo v ¢ V, donde 1 es el elemento unidad

de F.
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DETINICION 2.8

sig= { b , b_} es‘una base de un espacio

1?2 722 n

vectorial V sobre un campo F, todas las bases del espa-
cio vectorial V sobre F tienen el mismo numero de elemen

tos, a este namero se le llama dimensidén de V.

PROPOSICION 2.10

Sean F un campo, P(x) ¢ Flx], n=grado de p(x)

Probar que el cociente T%%g%T es un F - e - v de di-

mensidén n.
Pa.

Sean [p(x)Jel ideal generado por p(x) entonces

p(x)] =T

Flx]

Probar que —T

Encontrar una base de n elementos

2 ] n-1

B=y( 1+ I, x+ 1, x +I,....x% + 1} es una base de

Flx]
T

B es 1 ., 1

75
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Sean ao, PR a9 escalares en F tal que
O (1+I) + O (x+I) +..... + @ Ty =g
o 1 n-1
o + I + ox + I+ a. x“+I + + VLR
5 1 HX L Ao -1
2 n-1
o + O o o =
5 Xt HX O + no1% + 1 I
R I VR + « L1 )
) 1 2 e n-1
2 -1
%y + ax + a X + .. + an-ixn = S5p(x)
p(x) = BO + Bix + Bzx2 + ... + ann , Bn ?

igualando los polinomios ( Y ) y (&) tenemos:

2 1’1—1_ R
o + o X oyt oo X = (2 O)+
(Qzﬁl)x
+(%38
a = B, a, = %81, o, :882 ..... an_lr:%e
O:CaB
n
S = 0y 8 # 0 S =0
- o . a _
luego o - 0, L C Ovevnnn et - 0
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Por tanto B es 1, 1

B es un generador de F[¥]

Flx]

Sea q(x) ¢ T probar que q(x) + I ¢ [ B ]
Encontrar escalares Gs Ggeeee 0y tal que

(x) + I = o (1+I) + o, (x+I) + + o« (xn'1+ I)
q o 1 n-1

- m

Seg q(x) = Wt Y,x te..n. + \{'nx 8 o, F 0
q(x) + I = KO(1+I) + \(1(X+I)+....+ \(m(xm+1)

Sim <n queda probado

- p(x)
S1i'm < N q(X) g q(X) - t({x) = s(x) p(X)

t(x) S((x)
qlx) - t(x) € 1
q(x) + I = t(x) + I ¢ LB 1

: 2
t(x) j; aix r <« n
1=
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UNIDAD III

EXTENCIONES DE UN CANPO,



DEFINICION 3.1.

Sean E, F dos campos. Se dice que F es una extensidn

de £, s1 E es un subcampo de [ con las operaciones de F

(EC P i

DEFINICION 3.2

Una aplicacidén @ del anillo R en el anillo R'

es un homomorfismo si

1) 8 (a+b)

¢ (a) + B(b)

2) # (ab)

gCa) B(b)

Para a, b € R cualesquiera

PROPOSICION 3.1

Sea f: A ——> B un homomorfismo de anillos.

Entonces:
a) Hay un homomorfismo sobreyectivo
fi0 A— Im(f)

b) Hay un homomorfismo inyectivo

A ;
f2' ker f B

c) Hay un isomorfismo

) A N
f3. eT T > Im(f)

se dice que



Pa
a) flz A —— > Im(f)

xf\/\¢> f(x)

El homomorfismo asi definido es sobreyectivo ya que el
conjunto de llegada se ha reducido estrictamente a las
imdgenes de cada x tomado en A de tal manera que el con

junto de llegada es igual al rango de f.

En general, la anterior es una forma de construir una

funcidn sobreyectiva para cualquier f.

R A N
b) f2' ker f > B

x + ker f —>  f(x)

Demostrar que el homomorfismo estad bien definido.

A A
Sean X] + ker f € ——f Y X2 + ker f E

h
~~
>
H

i
h
~~
X

80

ker f
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Luego, el homomorfismo estd bien definido, ademds es

biyectivo.

DEFINICION 3.3 Un isomorfismo es un homomorfismo biyec

tivo.

LL\
c) £ e T e Im(£f)

x + ker f~~a f(x)

Este homomorfismo estd bien definido como se comprobd en
el literal anterior.
Hay que garantizar solamente que el homomorfismo asi de-

finido es inyectivo o sea

51'f3(x1+ker ) = f3(x2+ker f)A——§>x1+ker f = x2+ker f

Pa.

Si f3(x1+ker f) = f3(x2 + ker f)

1
o

P— f3(x1+ker )y - f3(x2+ker )

::;>f(x1) - f(x,) =0
:I:‘_‘}f(x1 - x2) =0

:::§7X1 - X, ker f
::::7x1 t+ ker f = Xy ¥ ker f

Luego por el literal a) se puede asegurar que el homomor-
fismo f3 es sobreyectivo con lo que se concluye que f3 es

un isomorfismo.
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PROPOSICION 3.2

"S1i E, F, H son campos tales que F es extensidén de E

y H extensidén de F entonces H es extensidn de E"

Por hipdtesis tenemos E C F C H entonces basta probar

que E C H.

Como E C F C H para la prueba vamos a analizar cada
una de las inclusiones que se dan y con qué operaciones

se cumple cada una.

i) F extensidén de E entonces E es subcampo de F con
las operaciones de F (E(j .
ii) H extensién de F entonces F es subcampo de H con las

operaciones de H (F C H),

Por lo tanto E es un subcampo de H con las mismas

operaciones de H (E C H).

PROPOSICION 3.3

-

"Si K es una extensidén de F entonces k es un F-espacio
vectorial'

F C K hipétesis
Para demostrar que k es un F-espacio vectorial hay que

garantizar que:
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a) K es un grupo abeliano,
b) Si para todo 4 ¢ F, w ¢, estd definido un
elemento escrito como gw ¢ Kk
tq.
1) o (wt ¢ ) = o w + of
2) ( a+B J)(w ) =oaw + Bw
3) a(Bggp) = (¢ BHw

4) 1. 0w = W a BeF

2
w, & €Kk
para la parte a) estd garantizada, ya que k es un campo

y en particular grupo abeliano.
En el literal b) las propiedades de 1) a 4) se satisfa-
cen todas ya gque todos los elementos pertenecen a k y -

.
éste es un campo.

PROPOSICION 3.4.

"Sea V un k-espacio vectorial de dimensidén finita m y sea
F un subcampo de k tal que [k: F] = n finita,
probar que V es un F-espacio vectorial de dimensién finita

y ademds dimFV = dimkV [k:r1"

F CKCV

dlmFV = dlmkV [k:F]
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Sean [V:K] = m y [k:F] = n demostrar dimFV = m.n
Como [V:k] = m entonces hay una base de v con m elemen-
tos.
ademds como [k:F] = n hay una base con n elementos
Sean { X1’X2’X3"""Xm} una base de V C:,V v
{ YqoYgseeesY ) una base de k <: K
dado x € V entonces x = & _x_ + o_x_ + o X, +....+ a X

11 272 373 m m

64 . .
“i e k los 5 por pertenecer a k se pueden escribir

de la siguiente manera:

“i7 Byt By PigYetet By
Luego:
x = CB gy b Byttt By xg !
CBogyy + BypVoteene. toBpYp¥ Y
......... + 3m1y1 R anyn)xm
= x = Pyt Byt PonYn¥e Y Byt
22Y 9% e P onYnXo T R P



La base deseada es:

{ylxl’ Yoo e e e s Y R s YoKys YoKpse ot YoX seee sy Xos.

para probar que son linealmente independientes

nm

p)
- B X . R
51 z{j i3 =02 iy = 0

i=9=1

La sumatoria anterior se puede escribir de la siguiente

forma:

§:<i§%_ ijéﬁ?) xj 2 0= ;igeij Vi

oJ
1
[ERN
v
N

» 1M

con lo anterior se ha demostrado que V es un F-espacio

vectorial de dimensidén finita y ademds

dlme = dlmkV [k:F]

PROPOSICION 3.5

"Sean F, K, L campos tales que K es una extensién finita
de T y L extensidn finita de K. Entonces:

a) L es extensidén finita de T

b) [L:F1 = [L:K] [K:F]

85

-,y %}
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La idea de plantear y resolver la proposicidén 3.4 es po-
der utilizarla para campos que satisfacen las condiciones
de esta propiedad, de tal manera que revisamos la demos-
tracidén anterior y se observa que es suficiente identifi-
car que se puede hacer la sustitucidén V=L y la demostra-
cidén se repite paso a paso haciendo dicho cambio en donde
anarezca V. En resumen esta propiedad es una consecuen-

cia de la proposicidén 3.4

PROPOSICION 3.6.

"Sean F,K,L campos tales que K es una extensién de F y L
extensién de K. Si L es extensidén finita de I entonces

K es extensién finita de F y L extensién finita de K".

Hipétesis F( K( L
Si L extensidén finita de I' probaremos que K es exten-

sién finita de F.

L es un F-espacio vectorial de dimensidn n.

Sean X1 X2"""Xm vectores Ldi en k como F-espacio vec

X

torial, los vectores x X SOT vectores Ld en

1o Xos Xghee..

L como F-espacio vectorial, porque K (C L.

En un espacio de dimensidén n un conjunto L.i(linealmente
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independiente) no puede tener mas elementos que la di-
mensién del espacio, ésto implica que m < n.
Por lo tanto cualquier base de k como F-espacio vecto-

rial no tiene mas de n elementos O sea que

dimFK £ n finita

Si L es extensidén finita de F a probar que L es extensidn

finita de k.
L es un F-espacio vectorial de dimensidn n.

Sean x, ,X

1 ORI vectores linealmente independientes en

2

L como K-espacio vectorial.

A probar que Xq X s 5%, SON vectores linealmente inde-

pendientes en L como F-espacio vectorial.

Sean al’ a2 a3’.....(xp e [ v sea
o + @ + % x +....... 9% x = 0 una combinacidn
171 272 3%3 r'r una ¢
lineal nula de 1los vectores X, ;Xaqes0. 5%
1272 r
i _ a - a _ _ a _
A probar que 1T 5 = 3 T e S " 0

Por hipdtesis de que Xio Rpseweno,X  SON vectores lineal

T

mente independientes en L como k espacio vectorial y ade-

a - o = a = = a = -
mids I C K entonces o, 5 3 R 0 con



lo que se concluye que x X .»,x_ son L.i. en L como
r

1> Xgoe
F espacio vectorial, pero lo anterior obliga a que r < n
por el mismo criterio utilizado en la parte anterior, de
tal manera que

. L ..
dlm}< = T finita

con lo gque se concluye la prueba.

DEFINIOION 3.4

Un ndmero es primo si y solo si es divisible solamente

por &1 mismo y por la unidad.

PROPOSICION 3.7

Sean F,K,L campos tales que K es extensién de F y L es

extensién de K. Si [L:F] es un numero primo entonces K=F

Pa.

Usaremos en el desarrollo de la prueba el hecho de que
[L:T] = [L:KI[K:F] que ya fue probadc en la proposicidn
3.5 en su parte b)

a) Si [L:F] es un nimero primo, sea n tal nimero primo
:;>« n = n.l

—> n = [L:KI[K:F] = n-1

= K

F

88
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-

6n=1.n entonces n = [L:KJ[K:F] = 1.n
luego K=L

con lo que la prueba queda completa.

PROPOSICION 3.8

Sean FO, r ’Fn campos tales gue para todo i 3 1

4

1)

Fi es una extensidén finita de Fi-1. Entonces:

a) Fn es extensidn finita de o

b) [Fn:Fé] = [Fl:FO][FQ:Flj....[Fn:Fn_lj.

Esta proposicidén es una generalizacidén de la proposicidn

3.5, en donde se probd para n=2 y se obtuvo lo siguiente:

al F2 es extensidn finita de FO.

b) [FQ:FO] = [FleO][FQ:Fl].

Lo que haremos en é€ste caso es extender la prueba para -

cualquier n; lo haremos por induccidén sobre n.

Para n=1 se cumple que [Tl:FO] = [Fl:FO].

Supongamos que se satisface para n=-k entonces tenemos

[F :FO] = [FleO][FQ:F ]

K 1.0 [F

1 i Feon

probemos que se cumple para n= k+1
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A probar que [Fk+1: FO] = [Fleo][FQ:F1]EF3:F2]""[Fk+1:€g]
por hipdtesis inductiva tenemos:

[Py :F 1 = [F sF I[P «F JIF :F 1., [F :F 4]
[Fk:FO][Fk+1:Fk] = [Fl:Fo][FQ:Flj ...... [Fk:Fk_l][Fk+1:Fk]

= [Fk+1:Fo] = [Fl:FO][FQ:Flj[F3:F2]....[Fk:Fk_lj[Fk+1:Fk]

-

con lo que se concluye la prueba.

PROPOSICION 3.9

"Si ftE—> F es un isomorfismo de anillos y E es un campo

entonces F es un campo',

En un isomorfismo se cumplen las siguientes propiedades

fixy) = f(x) . f(y)
f(1) = 1, f(e) = e
-1 -1

£(x) = (£(x))
Demostracidén
Por ser f sobreyectiva. Imf = F queremos demostrar que
F es un campo.

. -1 -1

Sea x € F, x # 0, probar que existe x "¢ F tq x.x = e

Por ser sobreyectiva f, para x € F existe y # 0 ¢ E
tal que f(y) = %, para y ¢ [l existe y—1 tal que yy—1 = e

porque L es un campo.
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Aplicando f a ambos lados de yy_1 = e tenemos:
=> f(yy Y = f(e)
::;>f(yy~1) = e
1) = e

::$>f(y).f(y_
—x. Gy

-1
X.X = e

1
()]

Luego P es un campo,

NOTA: Para la prueba de que F es un campo solamente se ha
probado la existencia del inverso multiplicativo y
es de notar que las otras condiciones de campo, las

satisface F por ser un anillo.

DEFINICION 3.5

F(a) es el minimo subcampo de k que contiene tanto a F
como al elemento ga. Llamaremos a F(a) el subcampo obtenido

por adjuncién del elemento a al campo F.

PROPOSICION 3.10

Sea k una extensidén de F y sea a ¢ K.
Existe un subcampo uUnico L de K con las dos propiedades si-
gulentes:

1) a € Ly F<:’ L

2) SiLT es un subcampo de k tal que ae Ty F (T

entonces L(: T
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hipdtesis F Ck, at® k
Sea M = (Mi)i € I la coleccidn de todos los subcampos de
k que contienen tanto a F como al elemento a.
M # #,ya que k e M.
Se sabe que la interseccidén de cualquier familia de sub-
campos de un campo en particular k es también un subcampo
de k.

Sea L:(W Mi (Mi)i e definido como coleccién de sub

i€1T .
campos de 'k que contienen a F como al elemento a.
1) a ¢e L ya que a¢ Mi; ¥ 1ie I
FC L ya que cada M contiene a F.
2) Si T(C K tal que ae Ty F (T entonces LCT
LC T ya que (} MiC T
iel
UNICIDAD
Sea L subcampo de k con las propiedades siguientes:
1) ael y F(CL
2) Si T es un subcampo de k tal que a €T
y I C T entonces L c .
Tomemos ademds a w como otro subcampo de k que también
cumple las condiciones (1) y (2) de L o sea
(1) a ew y Fcw

(2) Si T es un subcampo de k tq ae T y F(_T

entoncesu)C:T
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Vamos a probar que w=L para lo cual hay que garantizar
que wc: Ly L C W

Por una parte para L tenemos a € L y F(: L. por otro

lado por (2) de w tenemos que si T es un subcampo de K
tq ae Ty F<: T entonces w(:ff. Se concluye bajo estas
condiciones L es uno de los T de la propiedad (2) para w.
Por tanto w_C_L.

Por otra parte tenemos utilizando (1) de w y (2) para L
tenemos a € w vy F(:/w ademds si T subcampo de k tq a € T
y-F<: T entonces L (O T.

Luego w es uno de los T por lo tanto L(:,w

con lo anterior se ha probado que L = w

por lo tanto L es Unico.

PROPOSICION 3.11

"Sea k una extensidén de F y sean a a, elemen-

1> @ps g5

tos de k. Existe un subcampo Gnico L de k con las propieda
des siguientes:
1) a5 d55--..a SON elementos de L v F C L,

2) 81 T es un subcampo de k tal que a a .a_ son ele

g0 Ao

mentos de T y F C T entonces L T

a ,a_ )

(Este subcampo Unico se denota por F(a g dy

1 3



i)

2)
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L :(\)Mi interseccidén de todos los subcampos de k

1€ T .
que contienen tanto a F como a los elemen-

tos a a N

12 722777 n

Para cada a., a. ¢ k, a,,a
1 1 1

= al, a2,a3....an e L

SRR € Mi para cada 1

del mismo modo como cada Mi contiene a F entonces

rC L.

T es subcampo de k que contiene tanto a los elementos

a .a  como a F entonces T e ( Mi)i ¢ I

ags Ay

Luego L C T.
Al subcampo asi construido L de K se denota por

= sa_ ).

F(ai, a, 3 N

Unicidad

Para garantizar la unicidad en esta propiedad que es una

generalizacidén de la proposicidén 3.10 hay que suponer gue

existe otro subcampo de k que también satisface las condi

cliones dadas.

Por una parte tenemos el subcampo L con las propiedades

1.-

2.- 81 T es un subcampo de k tal que aq, a

ays dy5 @55....,a SON elementos de L y F C L

a vee e s0nN

22 73 n

elementos de T y F (O T entonces L CrT
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Por otro lado sea w subcampo de k tal que:

1) a a a .>a_ son elementos de w y F Cw

12 395 RN

2) S1 T es subcampo de k tal que a a a »a_ per-

1> Q55 Agsees
tenecen a Ty I C T entonces w(_T.

A probar que w = L.

Esta es una generalizacidén de la proposicidén y se haré

un andlisis similar para su comprobacidn.

En primer lugar tenemos

ay a2, az,....,an elementos de L y FC: L
por otra parte para T subcampo de k tal que

a & sOn elementos de T y F C T entonces L = T

1o Byoeeee
y w(:;L.
En segundo lugar tenemos:

a;, 4 L elementos de w y F ¢ w y para T sub-

5> G
campo de k tal que a;> dy5....5a  SON elementos de T y
FTC T entonces w = Ty L Cow

Por tanto w = L

de lo anterior se concluye que L es Unico.

PROPOSICION 3.12

"Sean k una extensién de F y a,b € K.



Entonces:
F(a,b) = F(b)(a) = F(a)(b) = F(b,a)
Solamente probaremos

Fla,b) = F(a)(b) y F(a,b) = F(b)(a)
"F(a,b) C F(a)(b)"

be F(a)(b) (por definicidén de F(a)(b))
F(a) C F(a)(b) (por definicidn de F(a)(b)
a e F(a)

F C. F(a)

Con lo anterior se tiene que:
a,b ¢ F(a)(b)

F ¢ F(a)(b)

por lo tanto F(a,b) C F(é)(b)

nr(a)(5) C Fa,b)"

bastard probar que b € F(a,b) y F(a) (. F(a,b)

b e F(a,b) por definicién de F(a,b)

F CF(a,b) vy a ¢ F(a,b) por definicidén de F(a,b)
por lo tanto F(a) (_ F(a,b),

Luego F(a)(Db) C: F(a,b) v al final se concluye que

F(a,b) = F(a)(b)
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F(a,b) = F(b)(a)

"F(a,b) (_ F(b)(a)"

hay que probar que a,b € T(b)(a)
a e F(b) por definicidén de F(b)(a)

F(b) (_ F(b)(a)

b € F(b) por definicidén de F(b)
r (. F(p) |
entonces a,b € F(b)(a)
F (_ Fa)
por lo tanto F(a,b) C:' F(b) (a)
"F(b)(a)(  Fla,b)"
A mostrar que a ¢ F(a,b) vy F(b)(:: F(a,b)
a € F(a,b) por definicidén de F(a,b)
F(_ F(a,b) y b e F(a,b) por definicién de F(a,b)
entonces F(b)(:\ F(a,b)
Luego F(b)(a) (:; F(a,b)
por lo tanto se concluye que:
F(a,b) = F(b)(a)
NOTA: Las otras igualdades de esta propiedad se demues-

tra en forma similar utilizando las mismas defini-

ciones de F(a), F(b), F(a,b), F(b,a) y F(a)(b)
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PROPOSICION 3.13

Si k es una extensién de F y ae k, las condiciones que se

Presentan a continuacidén son equivalentes.

1.- Para cierton € N, n > 0, existen Ao’ A Apove A
no todos nulos en F tales que

A +>\ +>\ 2+ A 3+ + A =
o 19 24 gd .ot A4 0

2.- Existe p(x) e Fl[x] de grado m > 0 tq p(a) = 0

Pa.
Hl“ >2l|
Supongamos que para n ¢ N, n > 0 existen Ao’ Al,...,x n
no todos nulos tales que:
A+ Aa + A a2 + A a3 T T a = o y probemos
e} 1 2 3 n
que existe p(x) € F[x] de gradom > 0 tq p(a) = 0
Sea p(x) = A + X x + A x2 P U
: o 1 2 n
entonces p(a) = X _+ x.a + ) a2 oo, + aa' o= 0
o) 1 2 n
Si el grado de p(x) fuera cero
= A 5 A = A R = A =0
p(x) o’ "1 2 3 n
entonces: p(a) = )O
= AO = 0
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Pero la Ultima implicacidén es una contradiccidén ya que
por nuestra hipdtesis los Ao’ Al’ AQ,...., A no to-
n

dos son nulos, por lo tanto, el grado de p(x) no puede ser

cero de aqui que grado de p(x) > O
”2 1”

Supongamos que existe p(x) de grado m> 0 con p(x) € [x]

tq p(a) = 0 a probar que para cierto n e N, n> 0, exis-
ten Ao’ 31, AQ,...., An no todos nulos en F tales que
2 n
A + A + A.a +t..... + A a = 0
O a Z n
2 3 m
Sea p(x) = a g + X + o, X Toagx te.... + o X
t;l que p(a) = o + a_a + a2 + «a a3 + + o a" = g
o 1 % 3 Tttt m
Si ﬂi = 0 para 1 = 0,1,2,3,...,m

entonces grado de p(x) es cero, pero esto es una contradic
cién ya que p(x) tiene grado m > (0 por hipdtesis.

Por la contradiccién anterior puede concluirse que no todos
los escalares son nulos.

Con lo que se concluye la prueba. .
NOTA Al elemento a ¢ k se le llama elemento algebraico -

sobre F cuando satisface estas condiciones equivalen

tes.
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PROPOSICION 3.14.

"Sea k una extensidén de F y as k. El conjunto

L = { q(x) e P[x]1/q(a) = 0} es un ideal de F[X]?
hipStesis F (C k; a ¢ k; F,k campos.

L serd un ideal de F[x] si satisface las siguientes
condiciones:

(1) L es un subgrupo de F[x] bajo la suma

(2) Para todo q(x) e L y p(x) eF[x] tanto q(x) p(x)

como p(x) q(x) € L,

Pa.

(1) 1) L # P ya que g(x) = 0 ¢ L

ii) Sean p(x), q(x) ¢ L probar que p(x) + gq(x)e L

1 2
Sean p(x) = @ +(11X ta X et anxn
Q(x) = g+ 38 xl + g x2+ + B %"
o 1 ) cee I
p(x)+q(x) = ( a t caxl+ a2x2+...+ anxn) +
R T I gnxn)
= + + + Yx + (¢ + B )X2 +
“o” Bo 0" By 2 2
...... f (o o+ gox"
n n
Y i
p(x)+qx) =/ ( o, * Bi)x
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n
n . . .
o B 1 _ o 1 8 1.
p(a) + q(a) = ??o CFr Tyde s iZ:O< 137 N3a)
= i a .ai + ii B,ai = p(a)+ q(a) = 0O
_ i - i
1=0 1=0

entonces p(x) + q(x) & L

con lo anterior se tiene que L es un subgrupo bajo la suma.

(2) Sea gq(x) & L, px) & F[x]

q(x) € L—x q(x) e Flx] t.q qg(a) = 0

- = + x + ... + =
Si gq(x) a g aq X a ,X a X 0
qla) = o  +ojat aya .. ; o a =0 _
) = 0 + 0 + O +a
ademas p(x) o 1% <"+ o

queremos probar que para q(x) € L y p(x) e F[x] el produc

to p(x) q(x) ¢ L.
p(x) = ;?. S.Xl, q(x) = Eﬁ @ 5]
i b=p 3

q(x) e L tal que g(a) = 0

) n
£(x) :[Zij B_xi) ( j;% a jxj) = t(x)= E; Ctxt
1=1 1 E

t=0

p(x)g(x)

11
Q
hos]
+
Q
™
+
Q

donde Ct OB +
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: - (B B B o7 B8 . a 4 a m
t(x) ( o + (Xt BxTeoos X ) ( o+ g et amx )
2 n m

= B B B -
t(a) ( o T 8t g8t Bnd ) ( ao+ ala +... .+ ama )
t(a) = p(a) q(a)

= (B +B8.a + B a2+ + B an) (a)

o B4 9 Ce e . |

(g _*gqa + B2a2+....+ Bnan). 0

tla) = 0 —> t(x) & L —>px)g(x) e L

q(x)p(x) = t(x) = ( ao+ a1x+....+ amxm)(B O+B 1x+...+8nxn)
_ - o m R n
t(a) (o o+ alx oot @ a( B 31a+...+3 La)
= q(a) p(a)
= 0B +B _at..... + B al)
o) 1 n
t(a) = 0=>t(x) ¢ L

:;;q(x)p(x)g L

por lo tanto L es un ideal.

PROPOSICION 3.15

"Sea k una extensién de F y a¢ k. La funcidn

Rk Flx] —» F(a)

p(x) .~~5 p(a) es un homomorfismo de anillos"
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A probar que para p(x), q(x) € Flx] se cumple que:

i) o(p(x) + q(x)) = ¢ (p(x)+ o(q(x))

ii) d(p(x).qlx) = o (p(x). ®q(x))

) o
i
_ > g 1 ,
q(x) = S

¢ (p(x) + aglx))

Sean p(x)

1"
=4
P
Q
x
~+
@
x

- e ( (o + BxY)
1 1

= Ej( o, + &)ai :Zz-( a.ai + B.ai)
1 i 1 i

_\ o i 8 1
—L la +z la

*(p(x)) + ¢ (p(x))

n . -
Yo ) eh
1=0 1 =

= ¢ ( CtX )

I
=
—~

¢ (p(x)q(x))

donde:

"
Q
jo~)

+
Q
™w

+
Q
jo~)
+
+
Q
[os]

Ct

T
o
~+ ]
I
D(\/k
(@]
—+
x [
s
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:Z gial, 2 sial

= ¢ (p(x) » 2(g(x))

luego:

¢ :Flx] ——> T(a)

p(x)~~—=p(a)

es un homomorfismo de anillos.

PROPOSICION 3,16

"Sea k una extensidén de F y a € k.

a) El subconjunto L de k formado por los elementos de la
m

forma xy“1 en donde x = E aial
l:

y ;iﬁ ial o, € F, y # 0 es un subcampo de ¥

B.e F
1

b)

-
n

F(a)ll

Pa

L = {Xy_l/X = i O‘ial vy :Zsial, 0’-i Bi e F

Demostrar que L es campo con las operaciones de k.

(1) Sea w e L, w # 0 probar que existe w_le L tal que
-1
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: -1 1 1
como y # 0 Y =y 7 5 T
)y B.a
m .
5 ot
1=1 i
1 g = -1 X .
uego W = Ry =5 Tg -

W = Xy1©w1: (Xy ) =

B 41
T - a B e p
ﬁ W = m a»l 1 1
1=0 1
m . .
ifi cxal IB At
W w—1 = - 11 1 - 1
T lB.a Iga
i
::i> wow T = 1
(2) L #0 vya que 0 = O.y_l::;> 0¢f 1L
17 ¢ L ya que 1 = ’.l.l_1
. c .
(3) si Wi, W, L. probar que Wyt oW, L
. . -1
[ﬁf a.af} (E:B.al;}
W = 1 1 1 '
1 !
1=0 O.i, OLi’ Bl, BlE F
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1<m
jen jn
(g.a” g'lal)
1 ]
i<m
j<n

j<n
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1 2 :
71<N
+
(Y. .atts
.27{1,3 )
1<m
j<n

__;)_7‘«'1+W2E L

Para el producto hay que darse Wi sW, € L y probar que Wy W€ L
'\_Hi a 1 mn_ - m
. a. . . R -« i . , -
[ i® X— i9 Va.al a.at > ( o.a)(a a?)
5 [O_ /1 1 Y 1 J
T ————— . 15 _ o - i<m

J— . ‘ ¢ 1 - e =
g.at Bia Kﬁ g i T 3 T—‘
‘. ;2 ) (E.aby(alad)
o o) 0 5 1 ]

}7 (OLl.oz"j)aiaj X“fi,j al+j

1<m i
- — j<n - Jmn
. . - .‘ -+.
(B.8.)a"al z . at s
Y 88, M
i<m i<m
j<n j<n
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con lo anterior se ha probado que el subconjunto L de k

formado por los elementos de la forma xy—1 en donde

ill a.alyy:zs.al, O‘.,BiEF)y¢Oesunsub—

_ 1 1 i
X = L?U
l_

campo de k.

b) Probar que L = F(a)

(1) Sea x & Iy

X F ¢ F(a)

Bal 2 2
}: 1 B.=0 1=1,2,3,..... n B =1
m =0
i 1 m
ala o ata at to a a an o o <
ya que -o ; = = o— = =
E:B.al B a”+8 a1+...+B a’ Boa . B o) !
1 o) 1 n
luego x € L, de donde F CL
mo
a.a
e
= 1 o = a = 1
(2) a € L ya que a = én__f———‘ haciendo 5 0, : s
) > B.a" “ = 0 para i=1,2,3 m
)i ;T P =1,2,3....
1=0 .
g = 13 Bi:o, i=1,2,3....n

(3) T C K subcampo tal que a ¢ T y F C T a probar que

LCT
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F como ademds

. 1 .
ademas a e T entonces a~ ¢ T, ¥ 1 (T es subcampo)

de aquil que aial e Ty § Bial € T de donde se tiene
1=0
1=0

que x € T, es decir L Cr

por (1), (2) y (3) se concluye que F(a) = L,

DEFINICION 3.6

Un polinomio p(x) se dice que es irreducible
si: 1) p(x) no es constante

2) p(x) = q{x) t(x)

i
:€7q(x) es constante o t(x) es constante,

PROPOSICION 3.17

Si F es un campo y si p(x)e Flx].
El ideal generado por p(x) es miximal si y solo si
p(x) es irreducible,

1" "

Pa. —=" Sea I C FLx] un ideal maximal y sea p(x) e

[x] tal que I = [p(x)] probar que p(x) es irreducible.

Sea p(x) = gqx)t(x), p(x) e [q(x)], ya que es maltiplo,
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entonces [p(x)] ( [q(x)], por ser I = [p(x)] maximal

entonces [q(x)] = I & [q(x)] = Flx]

i) Si [gq(x)] = [p(x)];s g(x) = s(x) p(x)

grado de p(x) = grado q(x) entonces t(x) es constante

ii) Si [q(x)]

Flx1; 1 € [q(x)]

1

q(x) s(x) —>» gq(x) es constante

de 1) y 11) tenemos que p(x) es irreducible.

" &= " F es un campo, p(x) € F[x] un polinomio probar
que el ideal generado por p(x) es maximal si p(x) es irre
ducible.
Sea T = [p(x)] entonces i) T # B, T es un ideal
ii) plx) € T
iii) Si L es un ideal tal que p(x)e L

entonces T C,L.

-

Sea I un ideal tal que T ( I probemos que T = I & I = F[xl]
Supongamos que T # I y probemos que I = F[x]

Veamos que 1 € F{x], 1 € 1, como I # T entonces existe
q(x) € I N q(x) # T, ademds como I = [R(x)] entonces
q(x) = s(x)R(x) como T C I = p(x)e I, yaque T = [p(x)]

y TCI. Sip(x) €& I, p(x) € [R(x)] entonces p(x)=t(x)R(x)
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ya que p(x) es irreducible, luego t(x) o R(x) son constantes

(1) Si t(x) = k, p(x) = kR(x)

=—=> qx) = s(x)(p£X)) = % s(x) R(x)

=> q(x) e [p(x)]

la anterior es una contradiccién, ya que

s(x) R(x)

O
x
n

=y q(x) & [R(x)] .

(2) Si R(x) k

1 =kk*comok €I A K ' e Flx]

-1
entonces kk e I

1 eI
con lo que se concluye que el ideal generado por p(x) es

maximal.

DEFINICION 3.7

Se dice que un polinomio p(x) es ménico si el coeficiente

de su mdxima potencia es igual a uno.

DEFINICION 3.8

Un elemento a ¢ K donde K es un campo se dice que es alge-
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braico sobre F si existen elementos @,

no todos 0, tales que:

DEFINICION 3.9

Ideal méximo; un ideal M # A, A es un anillo, se dice que
M es un ideal mdximo de A si siempre que U es un ideal de

Atal queM(CU (C A se tiene que A = U & M = U

PROPOSICION 3.18

Sea k una extensién de F y a € k un elemento algebraico

sobre F, Entonces:

(1) ‘Todo polinomio q(x) ¢ F[x] de grado minimo m > 0 tal-

) )
que gq(a) = 0 es un polinomio irredu01ble{

Pa.
Sea q(x) € Flx] de grado minimo m > 0 tal que q(a) = 0
a probar que q(x) es irreducible,
S1 q(x) = p(x) T(x)
q(a) = p(a) T(a) = 0
= p(a) = 0 6 T(a) =0
ademéds grado (p(x)) < grado (q(x))

grado (T(x)) < grado (q(x))
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Si p(a) = 0 entonces grado (p(x)) = 0 o grado (p(x))=
grado (q(x))
— P = C; donde ¢ es una constante,
Si T(a) = 0 entonces grado (T(x)) = 0
s grado (T(x)) = grado (q(x))

T = ¢; donde ¢ es una constante .

Luego p = ¢ 6-T = ¢ entonces g(x) es irreducible .

W
(2) Existe un Unico polinomio minico p(x) e F[x] de
grado m > 0 minimo tal que p(a) = 0 (Este polinomio
Gnico es llamado polinomio minimo de ay’

Sean r, t dos polinomios ménicos de grado minimo tales

que r(a) = t(a) = 0 probemos que r = t
2 m
= o o o h4
r(x) 5 + 1% + )X S A + 0w
( = + + B 2 + m
t(x) = Bo le pXT Fe X
haciendo s(x) = r(x) - t(x)
S(x) = (@ — B y+(a_— B yx+(a - B Ix’+ r@ -8 x™t
o e} 1 1 2 207 e m-1 m-1
s(a) = (o - B Y+(a -8B la+t( o _- B )a2+ + (@ -8 )am—l
o o 1 1 2 2 Tttt m-1 m-1

como grado (s(x)) £ m-1

= vgrado (s(x) = 0



3).

114

entonces s(x) = r(x) - t(x) = ¢

= r(x) - t(x) = c

= = B para 1 2 1
i i
de r(x) - t(x) = ¢
r(a) - t(a) = ¢

0 -0 = ¢
— cC
a _~ B = -
::2> o) o 0 :£7 OLo Bo

0

con lo que se concluye que r(x) = t(x) por lo tanto p(x)
es Unico.

El polinomio minimo de a es un generador del ideal de
FLx1-

L= f{q(x)e FIx] / qCa) = 0}

Sea L = {qG)e Flx1/q(a) = 0} un ideal de F[x] probar

que L es un generado por el polinomio minimo de a.

- Por la proposicidén 3.17 "Si F es un campo y si p(x) per-
tenece a F[x]. El ideal generado por p(x) es maximal si

y solo si p(x) es irreducible!

Ademas todo polinomio minimo p(x) es irreducible probado en
(1) de ésta proposicidn, entonces el ideal generado por p(x)
es maximal, por definicidn de polinomio minimo de a, p(x)

e Flx] tal que p(a) = 0 entonces p(x) e L, el ideal gene-



115

rado por p(x), [p(x)] C L
Luego [p(x)] C L (C FI[x], por definicién de ideal maximal

se tiene que L = [p(x)] 6 L = Flx].

L # F[x] ya que existen polinomios de los cuales a no
es raiz (ejemplo t(x) = 1+x)

entonces L = [p(x)] lo que prueba que L es generado por
el polinomio minimo.

A El ndcleo del homomorfismo ¢ :F[x] 5 F(a)

qQ(x)~—~—q(a)

es un ideal maximal de F[x],

Sea p(x) e Flx] el polinomio minimo de a sobre F, p(x)
es irreducible y aprobado en (1) de esta proposicidn
La funcién ¢ :F[x]———>F(a)

q(x)~—~qa es un morfismo de anillos.

Sea V = Ker(? ) entonces V = [p(x)] porque p(x) es el poli-
nomio minimo de a y p(x) es el generador del ideal)

L = {q(x) e Flx1/q(a) = 0 1}

como p(x) es irreducible [p(x)] es maximal ya probado en la

proposicién 3.17

9, : PLx] > 1m ¢ es un isomorfismo
1
ker ¢
ker ¢ = [p(x)] entonces ker ¢ es maximal, con lo que se

concluye la prueba.
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PROPOSICION 3.19

"F un campo, Flx] el anillo de polinomios en x sobre T,

p(x) ¢ FI[x].

I = ideal de Flx] generado por p(x) donde grado de p(x)

Flx]
I

es n. probar que es un I'-espacio vectorial de di-

. A n
mension n - .

El camino para la prueba serd encontrar una base que con-

ternga n elementocs.

Usaremos B = { 1+T, x+T, x2+I, ..... ,xn_1+I} y el pro-
pésito es mostrar que B es una base de F£X]-

a) B es linealmente independiente?

Sean @ s P Gppeeens > %4 escalares en I tg

2 n-1 _ _

¢ (1+4I)+ o (x+I)+ o (x"+I)+..... + (x +I) = 0 = I
e} 1 2 n-1

de donde:

Ca tD)+C o x+I) + 0‘2x2+I)+ ..... +(an_1xn_1+1) =1
por tanto

a n-1 + =
(o + a X + @ 5X + ... + 1% ) T I
de donde:
I T R L + O NTle 1
o 2 n-1

pero como I és el generado por p(x) tenemos:



(1) o + ¢ x + ¢ x2 ... + xn—1 = 55 p(x)
Sea p(x) = B4 le + B x2 b BT B 0

Luego (1) se puede escribir como

2 n-1
a a Qo Qo -
o + 1x + 2x +....F n_1x =
B B B n
SE ) (% LT PN + 6B Hx
de'donde ao = 5580; al =%61, ....... ,(xn_l :%53““

de(asn = 0 ya que Bn # 0 tenemos que ‘= 0

a - 0- o = a -
luego o 0; 0 ... R n-1 0

por lo tanto B es linealmente independiente.

rix]

b) B es generador de T

Sea q(x) ® Frlx] probar que q(x) + I (C [B]

encontrar escalares GO, oL , O , TQq

-

q(x) + I = °‘O(1+I) + °‘1(><+I)+ ....... +

Sea q(x) =3 + ¥ X *eooi., +mem; Y FO

117
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q(x) + I :‘go +'XO+I + (\61X+I) + (\é’2x2 + I) +..._+(Kmxm+1)

S1m € n la solucidén es inmediata.
Supongamos que m > n entonces
q(x) p(x)
t(x) s(x) donde t(x) es un residuo y grad
t(x) ¥ p(x)

entonces g(x) - t(x) = p(x) s(x) ® I

=5 a(x) - t(x) e I

=7 q(x) + I = t(x) + I ¢ [B]
r

donde t(x) = >;_ @ x* conr < n.
ol
Luego B es un generador de —E%il~
Flx]

con lo que se concluye que

T es un F-espacio vectorial

de dimensidén finita n y se probd encontrando una base que

contliene n elementos.

PROPOSICION 3.20

"Sea k una extensién de F y a € k un elemento algebraico
sobre TI.
1) Si el polinomio minimo de a es de grado n entonces F(a)

es una extensidén finita de F de grado n.
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2) F(a) es una extensidén finita de FM

1) Sea p(x) € Flx] el polinomio minimo de a sobre
F. p(x) es irreducible probado en proposicidén (3.18 - (1))
Sea ¢ :Flx] —> T(a)

q(x)~—~> g(a) morfismo de anillos
Sea V = ker ¢ _= V = [p(x)] como p(x) es irreducible en-

tonces [p(x)] es un ideal maximal, o sea v es maximal.

Luego

Flx]
— es un campo.

Flx]

Sea ¢,1:——\7———*,Im(¢>)

9, es un isomorfismo entonces Im(y ) es un campo F < Im (3 )
porque F es el minimo, a € Im(¢ ) por definicidn de 4
entonces F(a) C Im(e) va que F(a) es el menor subéampo
qué contiene tanto a F como al elemento a, (ademds Unico)

y Im® (C F(a) por definicidn de 4

de donde F(a) = Im

Ademéas —E%EA— es un espacio vectorial de dimensidén n
sobre F probado en (3.19)

también n = dim(F(a)) (ya que Im( %) es de dimensidn n)

Luego F(a) = Im @

por lo tanto F(a) es de dimensidén n.
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Para 2) si F(a) es de dimensidén n como una consecuencia
F'(a) es una extensidén finita de F con lo que se concluye
la prueba.

-

PROPOSICION 3.21

Sea k una extensidén de F y a€ k un elemento algebraico

n .

sobre F y sea p(x) = » aixl el polinomio minimo de a,
1=0

n = grado de p(x),

(1) Para todo k =2 0, ak es combinacidn lineal de 1, a

1 ?
2 n-1
A e ,a
Pa.
Sea p(x) =0
o 1 n s
a a + o a + % a + .ta _a = 0, mdbnico
o 1 n
a = a a1 a2 a an_l
= o o4 R R n-1
pero €sto no es otra cosa mas que decir
n 3 . . 2 n-1
a es combinacién lineal de 1, a, a ,....,a o sea se ha

probado lo requerido para n-k.
Si k >n
k . . . .
supongamos que a es combinacidén lineal de los ele-

i .
mentos a con 1 = 0, 1,2,3,..... , n-1.
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esto es a~ = B+ B al 4. ... + B a1t
o) 1 n-1
k+t1 _ g B .2 g .3 B n
= Oa + 1a + 2a LI + n_la
n-1
- Ba+ Ba? 8 a4, + B (- @ aty
o 1 2 n-1 S i
1=0.
por lo tanto ak es combinacidén lineal de 1,a,a2,a3...an~1

=1
(2) T = { y¢e k/g = 3; Bial, BiE Fl es un subcampo de k

Sea 2 ® T, Z# 0 a probar que 727l e g
n-1 .
como z € T, z# 0, entonces z = Z:j Bial £ 0
1=0
n-1 5
N+ Bix # 0 pero grad y(x) < grad p(x)

Sea y(x) = 46

entonces p(x) # y(x) s(x)

por lo tanto p(x) no es divisible por y(x) entonces exis-
ten s(x), jJ(x), e Flx1l tqg.

1 = s(x) px) + j(x)y(x)

1 = s(a) p(a)O + j(a) y(a)

1 = j(a) y(a)

1 = ja) 'z

:::;> ~j(a) es el inverso para g.

Hay que ver ahora si Jj(a) e T



J
N
x

11
>
+
>
x
+
>
x
+
+
>
x

. = A + A + A
j(a) = K8 T +

i) Si r ¢ n-1 entonces j(a) e T.
ii) Si r * n-1 entonces j(a) es combinacidn lineal de

los elementos es decir

. 2 n-1 r
- A X A A X
j(a) o + = + = oo, + no1? + L8
r 2 n-1
-~ — [0} - QO —_ [o ] - - Qa
con a o 1& 2a ...... n—la
. B : 8 2 n-1 .
jla) =Y, + f&al +0at +'7;_1a T

por lo tanto j(a) €T
con lo que se tiene que x ¢ T
con lo anterior es suficiente para garantizar que T es
subcampo de k.

B). T = F(a)
a probar i) a ¢ T

ii) F C T
1i1i) Si L es subcampo de k tgq a € Ly
F C L entonces F(a) = T C L

i)ae T

a haciendo B = 0, 8 =1; B,
o)

entonces a e T

122

un



i1) T C T

Si x ® TF probar que x € T
n-1 P

x € F; x = é B.al; B = X
1 @]

entonces x € T

T CF(a)

111) L subcampo de k tq a
n-

Sea x € T entonces x = >L.Bi a’ como a ¢ L,
o

ate L, Bie FCL entonces Bi € L
B i € .
por lo tanto ;@ L de aqui que

. luego T C L

con lo que se concluye que T = F(a)

123

Ly Fc L entonces T (C L

45_{1, &, a2 ..... a 1} son linealmente independientes sobre F.

Sea 6 5 + dla + 6. a” +..... + § a = 0 con

como p(a) = 0

£
1

F
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~1 .
Sj 8. xt
Sea Q(x) = i

grado de Q(x) < grado p(x)

Q(a) = 0 — grado de Q(x) = 0

—y Q(x) =0
— ) .
= L0, ¥= 1,2, -1 = _50: 0
2 n-1 . 3 .
Luego 1,a,a " ,..... a son linealmente independientes
sobre F.

(5) [F(a):F] = n

Pa.

Por la forma como se ha definido T en el numeral (2)
de esta propiedad tenemos que X = 32? Biai para Bi.E F
los elementos 1, a, a2 ..... s an—1 son generadores de T

o sea de F(a) ya que T = F(a).
Ademas {1, a, a ,....,a } son linealmente indepen-

. 2 _3 n-1
dientes probado en (4), por lo tanto { 1, a, a ,a ...a }

son una base de F(a) con lo que se concluye que

dimFF(a) = n
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PROPOSICION 3.22

‘l
Sea k una extensidén de F y sea a‘:e k. Si F(a) es una exten-

sién finita de T entonces a es algebraico sobre F.

Pa.

Sea n = dimFF(a)

Como F es un espacio vectorial, podemos tomar 1, a, a .....

n
a que son nt+l elementos de F(a), luego estos elementos son

linealmente dependientes por tanto existen Ao’ Ai’ AQ""An
no todos nulos tales que A3 +X_a + A ale. ... + 2 at =0
o) 1 2 n
Luego a es una raiz del polinomio p(x) # 0 con
n .
= Akt
p(x) 225 ;X7,  por lo tanto

a es algebraico sobre F.

PROPOSICION 3.23

"Sea k una extensién de F. Las condiciones que siguen son
equivalentes:
1) a es un elemento algebraico sobre F.

2) F(a) es una extensidn finita de F."

Para esta propiedad revisaremos condiciones de la proposi-
cién 3.20-1 y a continuacidén haremos uso de la proposicidén

3.22 para concluir la prueba.
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"l —— 2" Revisando el numeral 1) de la proposicidn 3.20
Observamos que si a es un elemento algebraico sobre I -
entonces F(a) es una extensidén finita de F vy ademds de -

grado n.

"2 —= 1" 8i F(a) es una extensidén finita de F a probar
que a es un elemento algebraico sobre F.

Pero esto es justamente lo que se demostrd en la propie-
dad (3.22).

Con las dos implicaciones anteriores, se completa la -

prueba.

PROPOSTICION 3.2Y4

"Sea k una extensién finita de un campo F"
Si a € K entonces a es algebraico sobre F.

Pa.

Sea a ¢ k a probar que a es un elemento algebraico de T.
Basdndonos en el numeral 2 de la proposicidén 3.23 para
demostrar esta propiedad bastard probar que F(a) es extensidn
finita de F.

Por la definicién de F(a) tenemos que F(a) contiene tanto a
F como al elemento a por lo tanto I' C F(a), esto nos condu-

ce a que F(a) es extensién de F.



127

Ahora para garantizar que F(a) no es solamente una exten-
sién de T si no ademds una extensidén finita lo hacemos de
la siguiente manera:
F(a) ademés de contener a F y al elemento a es el subcam-
po minimo de k , donde k es una extensién finita de un cam-
po I, por tanto

F(a) C K por otra parte F ( F(a).
Luego F C F(a) C K, haciendo uso del (Ej.%5) podemos con-
cluir que F(a) es extensidén finita de F, con lo que se

concluye la prueba.

PROPOSICION 3.25

"Sea k una extensién de F y a ¢ k un elemento algebraico
éobre r.

1) Si x ¢ F(a) entonces x es algebraico sobre F.

2) —ay a_1 son algebraicos sobre e

Pa.

1) Sea x € F(a) probaremos que x es algebraico sobre F.
como x € F(a) y ademds sabemos que F (C F(a) entonces tene-
mos que F(x) ( F(a)

Resumiendo lo anterior tenemos:
FC F(x) ( F(a); ya que F (C F(a), F(x) (C Fla) y
F C F(x) por definicién, a su vez apoydndonos en el (ej.?%)

lo podemos escribir de la siguiente manera:
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[F(a):F] = [F(x):F] [F(a):F(x)]
como a es un elemento algebraico sobre F tenemos
[F(a):F] = n = grado de a que no es otra cosa mids que una

w

aplicacién de proposicién 3.23 especificamente la implica
cidén N =—=2).

Luego [F(a):¥F] es finita, ésto obliga a que [F(x):F] es
finita y como consecuencia F(x) extensidén finita de F (gra
do x § grado a).

Pero ésto es suficiente para decir que x es algebraico so-

bre F.

2) Dado a & k un elemento algebraico queremos probar

-1 p: .
que -a y a también son elementos algebraicos sobre F.

a ¢ F(a), como F(a) es un subcampo de k entonces
-a & F(a) y a_1 e F(a), por tanto --a vy a"1 son alge-

braicos sobre F ya que F(a) es extensién finita de F.

PROPOSICION 3.26

"Sea k una extensidén de T y sean a,b & k.

1) Si a y b son algebraicos sobre F entonces F(a,b) es
extensidén finita de F.

2) Si F(a,b) es extensidén finita de F entonces a y b son

Ay

algebraicos sobre F.
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Pa.
1) Sean a y b elementos algebraicos sobre T.
a probar que F(a,b) es extensidén finita de F.

En otras palabras lo que queremos demostrar es que

[F(a,b):F] es finita-.

F(C Fta) (C F(a,b) ésto lo podemos escribir de otra forma

apoyados en la proposicidén 3.5 literal b).

[F(a,b):F] = [F(a,b):F(a)llF(a):F]
para que [F(a,b):F] sea finita bastard garantizar que
[F(a,b):F(a)] es finita ya que [F(a):I'] es finita.

[F(a,b):F(a)]

[F(a)(b):F(a)] esta igualdad es valida,

ya que F(a,b) F(a)(b).

Se tendrd entonces que [F(a)(b):F(a)l es finita si .b es
algebraico sobre F(a), ésto es cierto porque b es alge-
braico sobre hipétesis; pero F C F(a) entonces lo es alge-
braico sobre F(a).

Por lo tanterior se concluye que [F(a,b):F] es finita.

2) Si F(a,b) es extensidén finita de I a probar que a y b
son elementos algebraicos sobre F.
Sera suficiente mostrar que [F(a):F] y [F(b):F] son exten-

siones finitas de F.
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i) ¥ (. F(a) (C F(a,b)

[F(a,b):F1 = [F(a,b):F(a)]J[F(a):F]

[F(a,b):F] es extensidn finita de F por hip&te-
sis de ésto tenemos que [F(a,b):F(a)l[F(a:F] también es
finita en particular [F(a):T'] es finita entonces a es alge
braico sobre F.

ii) si ¥ ¢ F(b) (C F(a,b) entonces

[F(a,b):F] = [F(a,b):F(b)] [F(b):F]

por hipdtesis [F(a,b):F] es una extensidn finita de F.
Luego [F(a,b):F(b)] [F(b):TF] debe ser finita en particular
[F(b):F] es finita, por lo tanto, b es un elemento alg;—
braico sobre FT.
En resumen lo que se ha probado es que si F(a,b) es una
extensién finita de F entonces a,b, son algebraicos sobre

F.

PROPOSICION 3.27

"Sea k una extensidén de F y sean Ay Bpoecees -3, elementos
de k. Entonces Ays Bosennn »d_ son algebraicos sobre I si
y solo si F(al, Bosennns ,an) es extensidén finita de F"

a

Supongamos que a 4 son algebraicos sobre F y

g2 Qoo

probemos que F(al, Bysenees an) es extensidn finita de F.
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La demostracién se hard por induccidn sobre n.

Para n=1; F(a) es extensidén finita de F ya que a es alge-

braico sobre F. (probado en proposicidén 3.23).

Para n=2; F(a,b) es extensidén finita de F ya que a y b son
elementos algebraicos sobre F(probado en proposicién 3.26)

Supongamos que se cumple para n=k o sea que

1o Qo ak) es extensidén finita de F, con A 58,52
algebraicos.
Probemos que se cumple para n = k+1
debemos probar que F(al, a2,....,ak+1) es extensidén finita
de F, con ay Aps Agyeee s A 41 elementos algebraicos.
FC F(al, Apseeees ak) C F(al, Apseenen LI ak+1) .

Aplicando la propiedad 3.5 tenemos 1lo siguiente:

[F(alaQ,....,qk+1):F]:[F(a1,a2,..:.ak+1:F(a1,a2,... K

“

[F(ai,az,....ak) ¢ Fl

Habria que probar que

[F(a ):F(al,a ..ak)] es finita ya que

LD Y S xE
[F(al,aQ,....ak):F] por hipdtesis inductiva, es finita y

de esta forma estariamos garantizando que

P[(al,aQ,....ak+1):F] es finita
[P(al,az,....ak+1):F(a1,a2....ak)] =
[F(al)(aQ)(a3) ..... (ak)(ak+1):F(a1, ..... ak)]
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El miembro derecho serd finito si 49 ©S algebraico sobre
F(al,az,....ak), pero esto es cierto ya que A 44 €S alge-
braico sobre F y como F C F(al,a2,....ak) entonces A1
es algebraico sobre F(al,aQ,....akl

Luego [F(al, a2,....ak+1):F(a1,a2,....ak) es finita por
tanto [F(al,a2 ...... .ak+1):F] es finita,

Supongamos que F(a a a_) es extensidén finita de F

1)

A probar que a . a
F.

Continuaremos la prueba por induccidén sobre n.

para n = 1; F(a) es extensidén finita de T entonces a es
algebraico sobre F por proposicidn 3.23

para n = 2; F(a,b) es extensidén finita de F entonces a,b
son elementos algebraicos sobre I'. probado en
proposicidén 3.26.

Supongamos que se cumple para n = K

Si F(al, a2,....ak) es extensidn finita de I entonces

Ay Bpseeens a, son algebraicos sobre F.

Probemos que se satisface para n = k+1

Si F(al, CPERRRE ak+1) es extensidén finita de F a probar

que a,, dpse...dp g SON elementos algebraicos de [I.
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Tenemos que

rC P(al,az,....ak) C F(al,az, ..... ak+1)
por hipdtesis F(al, a2,....ak) extensidén finita de F y
ay o az,....ak elementos algebraicos, ademds F(al,az....
ak+1) es extensidn de F(al, a2,....,ak). Luego P(al, a,
..... ak+1) es extensidén finita de F, por lo tanto -
al, az, ..... ak+1 son elementos algebraicos sobre F.
En general se ha probado que si P(al, az,....an) es exten

sién finita de F entonces a a

1o &  son algebraicos,

g

PROPOSICION 3.28

K una extensién de F, a,be k, a y b elementos algebraicos
sobre F entonces
1) Todo elemento x € F(a,b) es algebraico sobre F.

)
2) a + by ab son algebraicos sobre r.’

1) Sea x € F(a,b) vamos a probar que x es algebrai-
co sobre T.

x € F(a,b) y sabemos que F ( F(a,b)
entonces F(x) (C F(a,b); (F(XS, es el menor subcampo de k
que contiene tanto a F como al elemento x)

es decir F C F(x) C F(a,b)

[F(a,b):F]1 = [Fla,b:F(x)][F(x):F]
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[F(a,b):F] es finita ya probado en proposicién 3.26.

Esto obliga a que [F(a,b):F(x)][F(x):F] sea finita en par-
ticular [F(x):F] es finita, entonces x es algebraico sobre
r.

2) a,b € k tales que a y b son elementos algebrai-
cos sobre F a probar que a+b y ab son elementos algebrai-
cos sobre F.

a,b € F(a,b) ésto por definicién de F(a,b) que es el me

nor subcampo de k que contiene tanto a I como a los elemen
tos a,b

atb ¢ F(a,b) ya que F(a,b) es subcampo de k

a,b & k por la prueba 1i

Ademds, si a,b € F(a,b) entonces ab € F(a,b) por la ra-
zén anteriormente expuesta y como F(a,b) extensién finita

de I entonces a+b, ab son algebraicos sobre F.

PROPOSICION 3.28

"Sea k una extensidén de F. E1 conjunto {xe k/x algebraico

sobre F ! es un subcampo de k'

- Para demostrar que el conjunto { X & k/x es algebraico
sobre F } es un subcampo de k deben cumplirse las siguien-

tes propiedades: ;
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Sea S= { xe k/x es algebraico sobre F}

Siaes,b € s entonces -a, a , a+b, a.b deben pertene-

-1 .
cer a s, de tal manera que -a, a ~, atb, a.b son algebrai-

cos sobre F.

En este momento haremos una revisién de lo que se probd en
las proposiciones 3.25 y 3.28 de donde se tiene garantia -
por una parte que para a € k un elemento algebraico enton

ces -a, a ~, son también elementos algebraicos sobre F.

Por otra parte si a,b ¢ k, a y b elementos algebraicos so-
bre F entonces atb y a.b son también elementos algebraicos
sobre F.
Como consecuencia de este andlisis hemos logrado probar

-1 . .
que -a, a =, atb, a.b son elementos algebraicos que es Jus

tamente lo que garantiza que el conjunto

S = { x ®k/x es algebraico sobre F } es un subcampo de k.

DEFINICION 3.9

Sea k una extensidén de F, se dice que k es una extensidn
algebraica de F si todo elemento de k es algebraico sobre

F.
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DEFINICION 3.10

Un elementoc a € € es algebraico si existe un polinomio con
coeficientes en @ del cual el elemento a es una raiz. En
otras palabras si a es algebraico entonces existe p(x) tq

pta) = 0.

PROPOSICION 3.30

"Si k es una extensidén algebraica de F y L es extensidén

algebraica de k entonces L es extensidn algebraica de E"

Pa.

k una extensidn algebraica de F implica que k es alge-
braico sobre F.
k algebraico sobre F implica que todo elemento de k es al
gebraico sobre F de donde F ( K.
L una extensidén algebraica de k implica que L es algebrai

ca sobre k, L algebraico sobre k implica que todo elemen-

to de L es algebraico sobre k de donde K(C L.

Luego tenemos I' ¢ K ( L de donde por propiedades de in-
clusiones, L es una extensidén algebraica sobre F, que es lo

que se necesitaba probar.
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2

PROPOSICION 3.31

"Los ndmeros v2 /3, /2 + Y3, /2. /3 son nimeros

b4
algebraicos!"
De acuerdo a la definicidén de ndmero algebraico debemos
encontrar un polinomio con coeficientes en § para cada uno

de los nimeros V2, V3 2+ V3, /2 V3

2

/5 tTenemos

a) V2 es algebraico sobre § ya que para x

—» /2 es raiz del polinomio p(x) = x° = 2

b) Sea x = /3 probar que x es algebraico

X = /3‘:7x2:3:7x2-3:0

/3 es rafiz del polinomio p(x) = x2—3

/2 + /3 probar que x es algebraico sobre 0.

X = /5 + /3

x2 = 5 + 2 /%rzi x2 - 5 = 2 V6 elevando al cua-

1

c) Sea x

drado ambos miembros de la Ultima ecuacidn tenemos:

<t 2 2x%(s) + 25 = u(e)
Xu - 10Y2 + 25 = 24
=7 XL+ - 1Ox2 + 1 =0

=y /2 + /3 es raiz del polinomio p(x) = X' - 10x° + 1

luego /2 + /3 es algebraico.
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2
> X = B
> X% -6 =0 /2. /3 es rafz del polinomio
p(x) = x2 - 6

por lo tanto V2. Jg—es algebraico.

PROPOSICION 3.32

"El conjunto de los nUmeros algebraicos es un subcampo del

campo de los ndmeros complejos"

Pa.
Sea S = { x € k/x es algebraicol
Vamos a probar que § es un subcampo del campo de los nume-

ros complejos.

o .

Practicamente la prueba es una aplicacidén directa de la
proposicidén 3.29 que es una propiedad que satisfacen los
nimeros algebraicos. 7
Asociando € con el k y § con el I'. ya que el campo de los
ndmeros complejos es una extensién del campo de los nimeros
racionales o sea ¢ (C C.
De tal forma que el conjunto

{ x e €/x es algebraico sobre (}es un subcampo de €,

haciendo énfasis en que se trata de una aplicacidén directa
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de la proposicidén 3.29.

Por lo tanto, hemos probado de manera general que el con-

junto de nlmeros algebraicos es un subcampo del campo de

los ndmeros complejos.



UNIDAD IV

RAICES DE POLINCONMNIOS.
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DEFINICION 4.1

Si p(x) € Flx] entonces un elemento a gque se encuentra en

algin campo extensidén del F se llama raiz de p(x) si p(a)=0.

PROPGSICION 4.4

Sea p(x) ¢ Clx] tal que sus coeficientes son numeros alge-
braicos. Si m es una raiz de p(x) entonces m es un ndmero
algebraico.
Pa.
i -~
Sea p(x) = § aiX tal que zada ai es un numero al-
1=0

gebraico.

Como cada “i es algebraico sobre §§ tenemos Q( o

o’ %1

an) es una extensidn finita de @ ésto como una aplicacidn

de la proposicién 3.27.

Q( al’ ‘2, ‘%,....Qn)(m) es una extensidén finita de
6 ( Os %y G0 n); pero ésto es cierto ya que m es

una raiz de p(x) por lo tanto algebraico sobre { pero como
QC Qf al’ & e » & n) entonces m es algebraico sobre

a
O T @ )

0C (D(O‘l, 0‘2,...., O‘n)C Qs o™ s m)
entonces Q C @( & , o

por lo tanto m es un nimero algebraico que es 1o que se ne

cesitaba probar.



142

DETINICION 4.2

X €€ es un entero algebraico si x es raiz de un polinomio

ménico con coeficientes en 7.

PROPOSICION H2

"Si a € € es un entero algebraico existe m € N, m> 0
tal que ma es un entero algebraico.
Si a € € es un nUimero algebraico entonces a es algebrai-

co sobre Q.

a i a [
Sea p(x) = i SN T
1=0
l -_
= p(al) = i *q® 0 ,
1=0
) 2 n

+a’ = 0, ya que p(x) es

ménico, o = 1

donde c; ¥ di son enteros

n
Si hacemos ¢ = | di,tenemos
i=0
C c c
(1).o..... C(C == ) + ¢ (—l Ja + ¢ Tz a2 Fonenan + cat =
d d d
o) 1 2
C C

para el producto c( ai) = (do.d .d 'd3"'di"'dn)(a_)
i



Cada di es un entero, c;
entero,

B B B
g F Tpa t Tgat

. . . . n-
multiplicando esta ecuacidén por Bn 1

—7 B( B a) =~ 0ydonde B = Bn_l
n n

haciendo m = B
n

se tiene que Bna =
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es entero y c es también un
luego podemos escribir (1) como

B ot - B €
..... + @ = 0 notando que 5 ?

tenemos:

ma €s entero

algebraico ya que es raiz de: B un polinomio con coefi-

cientes en Z, que es lo que se queria probar

PROPOSICION 4.3

. n
"Dada la ecuacidn aox +<x1x

con a s O enteros
o n

CEEREE

si la ecuacidén anterior tiene

ces p divide a ¢ LY a divide

es una raiz de 1la

Como x = b
q

plicando por qn se tilene:

n-1

too.0t

# 0.

Y a Mostrar que

o Y %n

- ;
una raiz racional p/q, enton-

"
(o3

aa
ecuacidn

= 0 sustituyéndolo y multi-
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Dy nn o} _
»ao( ) g o+ al( g q te.... t e q =0
_ -1 n-2 2 n-1 n _
(1) = @ p + alp q + %p Q... O‘n 1 Pa + O'nq =
dividiendo por p la ecuacidén anterior tenemos:
n n-1 n-2 2 n-1 n
@ D 4P q “P q @ pp e
o + 4 + 2 + + n-1 w0
P P P P
o on
o D=1 a -2 o =3 2 a n-1. n _
OP + 1P q + 2p +..... + n_1q + = 0
n-1 2 3 2 T
S - o + O + o n=+ - _
oP TP q oP q * n-14 o

El primer miembro de la ecuacidén anterior es un entero, ya
que &Ki; i = 0,1,....n son enteros, p, q también son ente-
ros por consiguiente ha de serlo el segundo miembro.

Como p, q son primos entre si, p no divide a qn, por lo -
tanto p divide a @ -
Por otra parte si en la ecuacidn (1) pasamos el primer -

término al de la derecha, y luego dividimos por g tenemos

la siguiente ecuacidn:

haciendo un andlisis similar al anterior, tenemos que q di-

vide a ¢
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Con lo anterior se ha probado que para a = pertene-

P
q
ciente a los racionales y siendo rafiz de la ecuacidn

n n-1 ..
ex +e X toooo..t O nc 0 entonces p divide-a

an y q divide a ol

PROPOSICION 4.4

" Si a & (@ es un entero algebraico entonces a es un

- 1
numero entero!

Para la demostracidén de esta proposicidn haremos uso de
la propiedad anterior, proposicién 4.3, que se hizo en

forma general.

Como a es un entero algebraico entonces satisface una -

ecuacidn de la forma

n
con % = 1 ya que Gox ot egx + 0 x S

es un polinomioc ménico.

Para probar que a :% es entero, hay que probar que g

divide a p; como en el caso general q divide a g o aqui

al = 1, entonces g toma Unicamente los valores de 1 &
-1 con lo que a = % es un entero que es precisamente lo

que se queria probar.



"ELEMENTOS ENTEROS SOBRE

UON ANILLO "
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DEFINICION 4.2.1

Dados un anillo B, un sub-anillo A de B y un elemento
x € B indicamos por A[lx] el subanillo de B engendrado
por A y %, es decir, la interseccidén de los subanillos

de B que contienen a A y al elemento X.
Es el conjunto de sumas de la forma

a + a,x +t a.x t..ecee.s + a x ; a. € A
o) n

La nocidén de A-médulo (médulo sobre un anillo) es la ge
neralizacidén directa de la nocién de espacio vectorial

sobre un campo.

DEFINICION 4.2.2

Un A-médulo M es un grupo abeliano (aditivo) provisto

de una aplicacién AxM—>» M (multiplicativamente) tal que

1

al(x+y) ax + ay

(at+tb)x ax + bx '
a(bx) = (ab)lx

1x = X

con a,b £ A,~A un anillo

x,y & M
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TEOREMA (1) Sean R un anillo, A un sub-anillo de R
y x un elemento de R. Las propiedades que siguen son equi

valentes.

a) Existen ag> @

b) E1l anillo Alx] es un A-médulo de tipo finito.

c) Existe un sub-anillo B de R que contiene a A y aX,

y gque es un A-médulo de tipo finito.

DEMOSTRACION
"a ——Db" Sea M el sub-anillo generado por
n-1
tl, Xy Hpoewens , X 1

a probar M = Alx]

x''=-al-ax-a X2 - a N1 e M

o o) 2 n-1
n+l 3 n
- _ - - - - €
X a_x alx a2x ...... an_1 X M

i) ”A[X] C MM
para todo m: X" e M

para todo m, para todo subconjunto



149

luego Alx]l C M.

1i) "M (C Alx]" es equivalente a probar que:

n-1

1y %, x50 x™ Y 0 Alx]

a probar que 1 € A[lx] , 1 e Ay A{ Alx] luego 1¢ Alx]

x € Alx], por definicién de Alx] es cierto.

X2 € Alx]

e Alx]

Luego M (C Alx]

por lo tanto M = Alx]

Ahora probaremos que es un A-médulo

A.ALx] (C Alx]. Sea a € A, y ¢ Alx]

probamos que a.y € Alx]

por tratarse de un anillo tenemos que si D € A[X];
t ¢ Alx] entonces pt ¢ Alx], como A C Alx],

sia € A =y a e Alx]; luego es A-médulo.
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nb :v C”

tomando B = A[x]
AU 1 x} (C Alx] porque A (C Alx] y x e Alx] por

definicidn de A[x]; y ya se probd que A[x] es un A-médulo

HC ;all
Sea {yl,yz,y3, ..... 5y } un generador finito de B
B = Ay1 + Ay2 + Ay3 oo, + Ayn
o 1"t "
i)y "B Ay1 + Ay2 + Ay3+ ...... + Ayn
basta probar que
{yl) Y2) Y3)))"'yn} C Ayl, + Ay2 + Ay3+ ..... + Ayn
Yy = 1y1 + Oy2 + Oy3 oo, + Oyn
Yy F Oy1 + 1y2 + Oy3 oo, + Oyn
= +
Y Oy1 + oY, Oy3 too... + 1yn
] € ’ +
S1 y1 A — v, € Ay, + Ay2 Ayt Ay_
vy, ¢ A p— vy, € Ay, t Ay, + Ay, t..... t Ay

Luego | V1> Y5 Ygsee--nY ) C Ay, t Ay, *....AY
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y como { Yy Yos Ygreeen ,yn} es generador de B se
i +
tiene que B ( Ay1 Ay2 oL, + Ayn
ii) ”Ay1 + Ay2 + Ay3 toiee., +Ay  (C B"
+ + +oo0. N i
aly1 a2y2 a3y3 . #a v ¢ B es cierto porque
aly1 € B a,y, € B,o...... ,anyn € B

Luego su suma estd en B.
También porque B es un A-mddulo
+ + to.... +
Luego Ay1 Ay2 Ay3 Ayn C B

De 1) y ii) se tiene que B = Ay1 tAY, e + Ay

-

Como x € B, y. € By B es sub-anillo de R. Se tiene que

1
Y15 XYns RYgseeeens XY pertenecen a B
XY 4 xy2, xy3, ...... XY SOn de la forma
= + L PP +
*Yq a11y1 1272 %1nYn
= + oo, +
XYp T @p9Yq F 299Yy “on’n
= + ‘+
XYn Y1 ¥ oYy e hnYn
de



n
8
domde 6. =1 )
iJ . . ]
0, J# 1 j=1

cada aij € A

(8 . .x
desarrollando 1]
J=1

se tienen las siguientes ecuaciones

( x - all)yl — A Yy T -a vy, T
ayqY + (x a22)y2 ..... - a9,
a39Yq T Ag9¥y T (X = ag5)yy -ag vy

- +(x - a

- aij)yj =0
i=1,2,3

- ij)yl =0

0

=0

=0

n)yn =0

152
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Sea la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones

anteriores
r—(x—all) ~a, mAy g e mAL
- a (X=Q 1) =Qan enesenn -a
21 272 23 2n
- - agy —a4, (x—a33) ..... -a,
-a -a_, SAg T (x—ann
- g

que es una ecuacién de la forma p(x) = 0, donde p(x) es un
polinomio de grado n sobre A; este polinomio es unitario ya
que el término de x" proviene Unicamente del productojﬁ;(x—aii)
de los elementos de la diagonal principal de la matri;_asocii
da al sistema de ecuaciones.

Faltaria probar que d=0 para todo 1% n.

El objetivo es probar que d=0 ¥is n.

Supongamos que d# 0 ¥ 1 & n, si d # 0 entonces aplicando la

regla de cramer tenemos que para

T,
y 45 0=y, = —IHE_‘
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donde T1 es la matriz asociada adjunta que tiene la forma

-3, IR —a,
(x—a22) —a,4 -a,
T,-
-a o —an3 ..... (x—an%

Y |T1I denota el determinante de TI

Por propiedades de determinantes "si todos los componentes

de una fila o columna de una matriz cuadrada T1 son todos

nulos, el determinante de T1 = Q"

Luego mediante esta propiedad tenemos Y4

1

dos nulos, el determinante de T1 = oM

,Tﬂ son to-
———

!Tll
Luego mediante esta propiedad tenemos Yq — = 0

d
lo que implica que yq = 0
Realizando el mismo proceso para de = 0 se obtiene que
Yo = 0 continuando con este proceso tenemos que Y17Yy7Y3
...... =Y, 0

pero lo anterior es una contradiccién, ya que

Y15 Ygoreeseny, €8 un generador finito de B.

Por lo tanto d=0 ¥ 1 < n que es precisamente lo que se ne

cesitaba probar.
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DEFTINICION 4.2,3

Sean R un anillo y A in sub-anillo de [R.
Se dice que un elemento x de R es entero sobre A si satis-

face las condiciones equivalentes a), b), c) del teorema (1).

DEFINICION 4.2.4

Sea p ¢ AlxJ un polinomio unitario tal que p(x) = 0 (polino
mio cuya existencia es afirmada por a)); la relacidén p(x)=0

es llamada ecuacidén de dependencia integral de x sobre A.

PROPOSICION 4.2.1

Sean R un anillo, A un sub-anillo de R y (Xi)l""'i"'n
una familia finita de elementos de R. Si para todo i, Xy
es entero sobre A[Xl’ X2""'Xi—1] (en particular, si todos

los xi son enteros sobre A), entonces A[Xi"""xn] es un

A-médulo de tipo finito.

Demostracién: Recordemos que A[xi,x J es el ani-

EERERE S

.,X_} en donde:
n

1llo generado por AU {Xl’x2"'

X, €S entero sobre A[X1’X2]

3

X, es entero sobre A[x1]

2

x, es entero sobre A

1
probando por induccidén sobre n

para n-=1
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Xy es entero sobre A, lo que es equivalente a que
A[Xij es un A-médulo de tipo finito.

por la equivalencia entre a =b del teorema 1.
Supongamos g¢gierto para (n-1), esto equivale a
afirmar que A[xl,x X ] = B es un A-médulo de
tipo finito.

Si es A-médulo de tipo finito.

Sea{ yl,yz,y3,....,yq} un generador finito de B v

B = -Ayl + Ay2 oo +qu

Xh entero sobre B equivale a decir que B[xn] es un

B-mdédulo de tipo finito; ésto implica que existe

{2z

1,22,....,ZJ C,B[xn] un generador finito.

Es decir que:

B[Xn] = BZ, + Bz, + Bz, + + sz

B[Xn] = Ayjzg t Ay,z, e +quzl+Ay122+ ..... +quz2 +
....... Aylzp Ayzzp+.....+ Ay zp

{yizj | i< q, j < p}? es un generador finito de Blx]

como A[X1X2’ ..... ,xn_lj.[x] = A[xl,xz,....,xn]
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entonces Blx] = A[xl,x

Luego A[xl,x ...xn] es un A-médulo de tipo finito

22"

con que se concluye la prueba.

PROPOSTICION 4.2.2

Sean R un anillo, A un sub-anillo de R, x e y elementos de
R enteros sobre A. Entonces x+y, Xx-y y xy son enteros sobre
A.
Demostracidn: x+y, x-y, xy son elementos de Alx,y] porque
Alx,y] es un sub-anillo que contiene a x,y. .
Xx'es un entero sobre A y y es entero sobre Alx], luego
Alx,y] es un A-mbédulo de tipo finito.
Entonces Alx,y] es un A-médulo de tipo finito tal que
AU Ix+y} C Alx,y]
tal que A U 1 x+y } C Alx,y]

A U 1 x-y 1} (C Alx,y]

A U {xy {( Alx,y]

de donde x+*y, X-y, Xy son enteros sobre A por la condicién
equivalente c¢) =3 a) del teovema 1 con lo que se concluye la

prueba.
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ANILLOS DE POLINOMIOS

LEMA {ALGORITMO DE LA DIVISION)

Dados dos polinomios p(x) y q(x) de F[x] con q(x) # 0, exis

ten entonces dos polinomios t(x) y r(x) en Flx] tales que:

p(x) = t(x)q(x) + r(x) donde r(x) = 0
6 grado (r(x)) < grado(q(x))

Pa.

La prueba no es otra cosa mids que el proceso de la divi-
sidén larga de polinomios que usamos para dividir un polino-
mio entre otro.

Si el grado de p(x) es menor que el de q(x)‘nada hay que
probar, ya que solamente hay que poner t(x) = 0, r(x) =

p(x) y ciertamente, tenemos p(x) = & q(x) + p(x) donde

grad (p(x)) < grad (q(x)) & p(x) =0

m
Supongamos que p(x) = a ta x+t... .. ta Xy q(x) = b *b, x+

Sea pl(x) = p(x) - (am|bn)xm_n(q); entonces grad (pl(x))
< m-1, de donde por induccidén sobre el grado de p(x) pode-
mos suponer que pl(x) = tl(x) q(x) + r(x) donde r(x) =0

-n

6 grad (r(x)) < grad q(x). pero entonces p(x) - (amlbn)xm .

g(x) = tl(x)q(x) + r(x), lo cual, por transposicidén, nos da
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m-n

p(x):((amlbn)x + tl(x)q(x)+r(x)

Si hacemos t(x) = (amlbn)xm_n + t,(x) tendremos que
p(x) = t(x)g(x) + r(x)
donde t(x), r(x) e F[x] y r(x) = 0

o grado r(x) < grado (q(x))

lo que completa la prueba.

DEFINICION 5.1

El elemento a € k es una rafiz de p(x) e F[x] de multi-
. . m .. . . m+1
plicidad m si (x-a) divide a p(x), mientras que (x-a)

no divide a p(x).

PROPOSICION 5.1

"Si p(x) ¢ Flx]l y si k es una extensidn de T entonces para
todo b g k, p(x)=(x-b)q(x)+p(b)en donde q(x) e klx] y gra

do de q(x) = n-1,n=grado de p(x)"

Pa. Ya que k es extensidén de F entonces T ¢ k.
Ademds Flx] ( k[x] por definicidén de Flx] y klxl, de don-
de podamos considerar p(x) se encontrard en klx].

Por el algoritmo de la divisidn para polinomios en k[x]
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tenemos p(x) = (x-b)q(x) + r donde q(x) ¢ klx]

y r=0 6 grado de r < grado de (x-b) = 1.

Asi pues r=0 4 grado de r=0; en cualquiera de los casos

r debe ser un elemento de k.

Como p(x) = (x-b)gq(x)+r, p(b) = (b-b)q(b) + r = r

o sea r = p(b),

por tanto p(x) = (x-b) q(x) + p(b);

Para verificar que el grado de q(x) es menor en una unidad
que el de p(x) basta con observar que

p(x) = (x=b)q(x) + p(b) y como grado de p(x)=n;

grado p(b) = 0 debe ser que grado de (x-b) + grado de q(x)
sea igual a n, grado de (x-b) = 1 entonces tiene que ser
grado de q(x) = n-1 ya que grado de (x-b) + grado de q(x)
=1 4+ n-1 = n

con lo que se prueba que grado de q(x) = n-1,

PROPOSICION 5.2

Si p(x) ¢ FIx] ya ¢ k es una raiz de p(x), k una extensidn

de F, entonces en k[x], x-a es un divisor de p(x)"

Pa.
De acuerdo con la propiedad anterior en k[x] p(x) =
(x-a)q(x) + p(a) = (x-a)q(x) ya que p(a) = 0 por ser una

raiz de p(x) por tanto p(x) = (x-a)q(x)
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ésto significa, (x-a) divide a p(x) en k[x] con lo que

se concluye la prueba.

PROPOSICION 5.3

"Sea p(x) € F[x] un polinomio de grado n y sea k una extensidén

|
de F:s Entonces, en k, p(x) tiene a lo sumo n raices.

Procedemos para la prueba por induccidén sobre n, el grado del
polinomio p(x).

Si p(x) es de grado 1, entonces debe ser de la forma o« x +8 ,
donde o, B estdn en un campo F y donde o # 0. Para -
cualquier a tal que p(a) = 0 debe entonces implicar que

aat+ B8 = 0 de donde se concluye que a = - 8 /a , es decir,
p(x) tiene la raiz Unica - B8 / o de donde la conclusidn

es valida en este caso.

Suponiendo que el resultado sea cierto en cualquiler campo -
para todos los polinomios de grado menor que n, supongamos
que p(x) es de grado n sobre F. Sea k una extensidén cual-
quiera de F. Si p(x) no tiene ninguna rafz en k entonces lo
afirmado es cierto, pues el nimero de raices en k, cero, es
definitivamente cuando més n.

Supongamos que p(x) tiene al menos una raiz ae k y que a es
de multiplicidad m, por la propiedad (5.2) (x-a)™ divide a

p(x), de ello se sigue que m < n.
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Ahora p(x) = (x-a)"q(x) donde q(x) ¢ k[x] es de grado
n-m (por tratarse de un producto de polinomios)

Del hecho.de que (x—a)m+1 no divide a p(x), (también.como
una aplicacidén de la propiedad (5.2) deducimos que (x-a)

no divide a q(x), de donde se tiene que a no es una raiz

de q(x). Si b#0 es una raiz en k, de p(x) entonces 0 =
p(b) = (b—a)mq(b); como b-a # 0 y como estamos en un campo
concluimos que g(b) = 0.

Es decir, cualquier rafz de p(x) en k distinta de a debe

ser una raiz de q(x). Como q(x) es de grado n-m < n, q(x)
tiene, de acuerdo con nuestra hipétesis de induccién, tuan
do md&s n-m raices en k, que junto con la otra raiz, a, conta
da m veces, nos dice que p(x) tiene cuando mds m+(n-m)=n -

raices en k. Esto completa la prueba.

PROPOSICION 5.4

Sea p(x) ¢ F[x] un polinomio de grado n= 1, irreducible

sobre F. Entonces existe una extensién E de F en la cual
p(x) tiene una raiz y [E:F] = n
Pa.

Por ser p(x) irreducible, [p(x)] es un ideal maximal en

FLx]
Flx], luego | es un campo.
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Flx] : )
M -
ostraremos que Tt T satisface las conclusiones del teo
rema.
iy F[x]
b -
La funcidn F— SIE3N

Gney ot [p(x)], ae F

es un homomorfismo inyectivo.

F es isomorfo a ¢ (F) o sea F es isomorfo a un subcampo

de Flx] |
D(x) ]

Solamente hay que probar que p(x) tiene una raiz en

Flx] |
p(x) ]

Sea x + [p(x)] = a en T%%§%T

p(a) = p(x + [p(x)]1) = [p(x)]
En general sea q(x) € Flx], con grado de q(x) = m
' q(x) = CXO+ alx + C!2X2 +. ..., + dmxm
qa) = o *oegadt a2a2 oo, + amam
ala) = a_+ a GelpGO] +a GelpGOD? + L.,
+ ﬁn(x + [p(x)])m
entonces q(a) = ot oyx + [p(x)] +¢ 2x2 + [p(x)]1 +

m
..... + amx + [p(x)]
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por lo tanto q(a) = o ot alx + 0. xT +..... #lmxm+[p(x)]

entonces q(a) = q(x) + [p(x)

luego q(x) + [p(x)] ¢ Tg%g%T—

¥ gq(x) €& Fl(x]
por lo tanto p(a) = p(x) + [p(x)] = [p(x)] = 0O

lo que se tiene es que a = x + [p(x)] es una raiz de

p(x) .en TE%E%T
p(x

Luego la extensidén formada Tg%é%T— es la buscada y se

puede denotar por E y se obtienen las conclusiones del teo-

rema.

PROPOSICION 5.5

Si p(x) € F[x], hay una extensidén E de F en la cual p(x)

tiene una rafz, y ademds [E:F] € n, n=grado de p(x).

i

Sea t(x) un factor irreducible de p(x); cualquier raiz

de t(x) es una raiz de p(x). De acuerdo con la propiedad
S.Q hay una extensién E de F con [E:F] = grado t(x) <

grado de p(x) en que t(x) y, por lo tanto, p(x) tiene una

”~
railz.
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PROPOSICION 5.6 (TEOREMA DE KRONECKER)

Sea p(x) € F[x] un polinomio de grado ns 1.
Entonces existe una extensién E de F en la cual p(x) tiene

n raices, ademds [E:F] < n!-

Pa.

En el enunciado de este teorema una raiz de multiplici-
dad m se cuenta como m raices.
Segin la proposicién anterior 5.5 hay una extensidn E de
F con [EO:F] € n en que p(x) tiene una raiz denotémosla -
por o . Asi, pues, en Eo[x], p(x) se factoriza como p(x) =

(x =2 )q(x) donde q(x) es de grado n-1 por la proposicidn

5.1-

Continuando con este proceso hay una extensién E de EO de
grado cuando mds (n-1)! en que q(x) tiene n-1 raices, tenién

dose [EO:E] & (n-1)!

Ahora como cualquier raiz de p(x) es a o una raiz de q(x)
y q(xi = (x- al)(x— a2) ..... (x- a )C
Luego p(x) = (¥ 7 4 )(x- al)(x— O,,2) ..... (x- o n_1)c

obteniéndose de esta manera en E todas las n raices de p(x)

v tenemos ademds [E:F] [E:EO][EO:F]
< (n=-1)! n

= n!
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por lo tanto [E:F] < n!
con lo que todas las partes del teorema han quedado demos-

tradas.
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