San Salvador

Universidad de E! Salvador

Facultad de Ingenieria y Arquitectura

Departamento de Matematica

REDES DE TRANSPORTE

Trabajo de graduacion

presentado por

AMADEO ARTEMIO CERNA CORTEZ

previo a la opcion del titulo de

LICENCIADO EN MATEMATICA

— ENERO 1984 —

€l Salvador

§6-00Lzcy

UES BIBLIQTECA CENTRAL

L)

(NVENTARIO; 10117968

‘s L
2tuapor. &

Centro América



57999
C415,

UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR

RECTOR

DR. MIGUEL ANGEL PARADA

SECRETARIO GENERAL

DRA. ANA GLORIA CASTANEDA DE MONTOYA

FACULTAD DE INGENIERIA Y ARQUITECTURA

DECANDPO

ING. MANUEL ANTONIO CANAS LAZO
SECRETARIO INTERINO

ING. MAURICIO ARTURO ORELLANA

JEFE DE DEPARTAMENTO

LIC. JOSE JAVIER RIVERA LAZO



TRABAJO DE GRADUACION

ASESOR : ING. CARLOS MAURICIO CANJURA



mis Padres

mi Esposa

mis Hijos

mi Asesor

mis Profesores

DEDICATORIA

Amadeo Artemio Cerna Arriola

Marta Cortez de Cerna.
Gloria.
Wendy v Temito.

Quien me incentivd y
orientd apropiladamente en
este trabajo.

Quienes ayudaron en mi for

macién profesional.



INTRODUCCTION

La teoria de las redes de transnorte es reciente y aun-
que se han obtenido importantes resultados, con toda seguridad
se haran numerosos progresos en este campo. Con el presente tra
bajo espero incentivar a futuros graduandos a orientar sus in-

vestigaciones en esta rama de la programacion lineal y sus mdl-

tiples aplicaciones en la vida productiva de la nacidn.

En el Capitulo 1, por considerarlo de vital importancia,
aparecen Elementos de Teoria de grafos, que constituyen la base

que soporta a la Teoria de las Redes de Transporte.

E1l Capitulo [l estd dedicado al Problema del Transnorte,
usando el Método del Simnlex: para que en el Capitulo III se adap

te este Método para resolver dicho problema.

Los Capitulos TV v \" constituven la médula del presente
trabajo; ya que en ellos estudiaremos las Redes de Transporte y
dos problemas relacionados con ellas: el problema del camino de

longitud minimal v el del flujo de valor maximal.

Deseo expresar mi agradecimiento a todas aquellas per-
sonas cuyo constante estimulo, inestimable ayuda y paciente cola

boracidén hicieron posible la realizacidn de este trabajo.
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CAPITULDO I

ELEMENTOS DE TEORIA DE GRAFOS

Definiciones Generales.

Definicidn 1.1.1

Llamamos GRAFO al par (P,U); donde P es el conjunto de ele
mentos pj, llamados vértices (o puntos del grafo); y U es

un conjunto de pares ordenados (pj, pj), llamados arcos

del grafo.

Un grafo estard representado generalmente por un conjunto
de puntos del plano, representando a los vértices, y un
conjunto de trazos continuos orientados, enlazando cier-

tos pares de vértices, representando los arcos (fig. 1.1).

Figura 1.1 Grafo.



Definicién 1.1.2
Un SUBGRAFO de un grafo (P,U), es un grafo (Ps,Ug), tal

que cumple las siguientes condiciones:

i) Pg c P
pl £ PS ’

ii) (pi, pj) e Us si vy sélo si Pj € Ps
(Pi,Pjle U .

es decir, es un grafo formado por un subconjunto Pg de
vértices del grafo inicial v por todos los arcos que en-
lazan los vértices de Pg y que pertenecen al conjunto de
arcos inicial U. En la figura 1.2 mostramos dos subgrafos
del grafo de la figura 1.1; observe que cada uno se ob-

tiene al eliminar algunos vértices y en consecuencia ar-
b

cos.

oS p2

P Pe pl‘pe
( B)

Py

(A)

Figura 1.2 Subgrafos
Definicidén 1.1.3
Un GRAFO PARCIAL de un grafo (P,U) es un grafo (P, Up)
tal que U, ¢ U; es entonces un grafo formado por todos
los vértices P del grafo inicial y una parte solamente
de sus arcos. En la figura 1.3 mostramos dos grafos par-

ciales del grafo de la figura 1.1,



Py

Figura 1.3 Grafos Parciales.
Definicién 1.1.4

Un SUBGRAFO PARCIAL de (P,U) es un grafo parcial de un
subgrafo de (P,U). En la figura 1.4 mostramos un subgrafo

parcial del grafo de la figura 1.1,

Figura 1.4 Subgrafo Parcial.

El subgrafo parcial de la figura anterior corresponde al

subgrafo (B) de la figura 1.2.

Definicidén 1.1.5

Dado un arco (p,q), llamamos a '"p'" ORIGEN o EXTREMO INI-
CIAL del arco y a 'q" EXTREMO TERMINAL, o simplemente EX
TREMO.



Definicién 1.1.6

Dado un conjunto A ¢ P de vértices, pudiendo ser unitario,
decimos que un arco u es INCIDENTE HACIA EL INTERIOR DE A
(figura 1.52) si existe un vértice a € A y un punto p ¢ A
tal que u = (p,a); e INCIDENTE HACIA EL EXTERIOR DE A

(figura 1.5.b) si u = (a,p), con a e A y p ¢ A.

Figura 1.5.a Figura 1.5.b
Definicidén 1.1.7

Un grafo se dice PLANO cuando se puede representar sobre
un plano de manera que los vértices sean todos distintos

y que los arcos no se corten fuera de sus extremos.

Definicidén 1.1.8

Llamamos GRAFQO SIMPLE a la terna .(Pgp, P, U), donde Pgy Yy

Pe son subconjuntos disjuntos de P tales que

(pi>» Pj) e U = Pj e Po y pj e P,
Lo anterior significa que los vértices en Py serdn sola-

mente origenes y los de Py, extremos (figura 1.6)




Definicidn 1.1.9

Llamamos ARISTA [ pi,pj] del grafo (P,U)} al par de vér-
tices que se encuentran en los extremos de un mismo arco;

[ pi» Pj ] es una arista si y solamente si (pj,pj) e U

6 (pj, pi) ¢ U.

De lo anterior se deduce que en la arista, a diferencia del

arco, no importa el sentido.

Definicidén 1.1.10

Decimos que un vértice "p'" es AISLADO si no es origen ni
extremo de ninguna arista (figura 1.7.a); y se dice que
es pendiente si existe s6lo una arista incidente a este

vértice (figura 1.7.b)

Vértice aislado Vértices pendientes
Figura 1.7.a Figura 1.7.b

De otra manera, podemos decir que el vértice es pendiente

si hay un solo arco que llega (o sale) de é1.

Definicidén 1.1.11
Dos vértices distintos se dice que son ADYACENTES si exis

te un arco o una arista uniéndolos.
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Definicién 1.1.12

Dos arcos o aristas distintas se dice que son adyacentes

si tienen un extremo comiin.

Caminos y Circuitos - Cadenas y Ciclos.

Definicidén 1.2.1

Llamamos CAMINO de un grafo (P,U) a una sucesién de arcos
(uy, Uz, ..., up) de forma tal que el extremo de uno de

ellos es el origen del siguiente. También podemos definir
un camino mediante una sucesién de vértices {(pi1,pP2,... Pn)
siempre que (p,, p2),{(p2, P3),...{ppn-1,pp) sean arcos del

grafo (figura 1.8).

P2 U,

Py
Figura 1.8 Camino
Definicién 1.2.2
Un camino se dice que es SIMPLE si cualquier arista se
recorre una sola vez (figura 1.9.a) y COMPUESTO si usa

mas de una vez la misma arista (figura 1.9.b)



Uy
u P D
P1s L -2 D 2
us Uy
u
5 P,
Uy Py Uy,
Usj U3
p
4 12
Figura 1.9.a Figura 1.9.b

Definicién 1.2.3
Un camino es ELEMENTAL si cada vértice es usado una sola

vez (figura 1.10.a) y es NO ELEMENTAL si un vértice es

usado dos veces o mas (figura 1.10.b)

p2 p2
Py
3 p1 p3
Py 5,
Figura 1.10.a Figura 1.10.Db

Definicién 1.2.4
Llamamos CIRCUITO a todo camino en donde el origen del
primer arco coincide con el extremo del Gltimo (figura

1.11) L° 8]
u, P, Py
3 : -

Ujg Uy Uj U,

D, D,
Figura 1.11 Circuitos



En forma similar que los caminos, se definen circuitos

simples, compuestos y elementales.

Definicidén 1.2.5

Decimos que un grafo es SIMETRICO si V pj € Py V pj e P:

(pi, pj) e U => (pj, pi) ¢ U

Definicidén 1.2.6

Un grafo (P,U) es COMPLETO si todo par de vértices defl
ne al menos un arco, es decir:

VpieP y V Pj € P, 1 #j
(pi, pj) ¢ U => (pj, pi) ¢ U

Lo anterior significa que entre todo par de vértices exis

te al menos un arco.
Definicidn 1.2.7

Decimos que un grafo es FUERTEMENTE CONEXO si para cuales
quier par de vértices distintos "p" y "q'" existe un cami-

no que los une (figura 1.12.a) Pg

P,

P3

Py 1

Fuertemente conexo No fuertemente conexo

Figura 1.12.a Figura 1.12.b



Puede observarse en el grafo fuertemente conexo que a
partir de todo vértice pij(i = 1,2,...,n) resulta posi-
ble alcanzar cualquier otro vértice siguiendo un cami-
no del grafo. En el grafo de la figura 1.12.b lo ante-
rior no se puede lograr, ya que de ps a p, no existe

un camino tal como en la figura 1.12.a.

Definijcidén 1,2.8

En un grafo llamamos BUCLE a todo arco cuyo origen
coincide con su extremo.

En la figura 1.12.b encontramos un bucle en el vérti-

ce ps3.

Definicidén 1.2.9

Llamamos CADENA a una sucesidn de aristas (vi, Va,-..)
tales que uno de los extremos de cada arista vy, perte-
nece a la arista anterior Vn-1, de la sucesién, (si exis
te) y el otro extremo a la arista siguiente vp+i (si
existe).

La longitud de una cadena es igual.al nGmero de aristas

que contiene. Una cadena puede ser finita o no.

Definicién 1.2.10

Un CICLO es una cadena que empieza y termina en el mis-
mo punto "'p".
Nota: De igual manera que los caminos y los circuitos

9

podemos definir cadenas y ciclos: simples (todas las



1.

10.

aristas son distintas), compuestos (se repiten aristas)

y elementales (todos los vértices son distintos).

Definicién 1.2.11

Un grafo es CONEXO si entre dos vértices distintos cua-
lesquiera "p'" y ''q"' existe siempre una cadena, es decir,
que cualquier vértice del grafo es alcanzable desde cual
quier otro vértice a través de cadenas.

Nota: A las nociones de camino, circuito y fuerte cone-
xidad, donde interviene la orientacién de los arcos, se
pueden asociar las nociones de cadena, ciclo y conexidad

que no implican ninguna orientacion,

Matriz'de Incidencia en las Aristas. Arboles.

Definicidn 1.3.1

Una matriz A = (aij) es llamada MATRIZ DE INCIDENCIA EN
LAS ARISTAS del grafo, si cada fila i estd asociada a un
vértice p; y cada columna j estd asociada a una arista uj.
En esta matriz A:

aij = 1 si pj es un extremo de uj, y ajj = 0 en caso con-

trario. Ver figura 1.13
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us Uy Uy Usg Ug
ul

i 1 o o o o |
P1 1
0 o 1 1 0
1
P2 1 T 0 o o0
= 0
A P3 0 1 1 0 1
Dy 0 0 0 0 1 1
DPs L 0 ]
'D3 L13 pq
Ug
u2
Dsg
P Ye
U1 Yy
.gﬂra ]13

L 2 T
Definicién 1. 3. 40 grafo no orientado (es decir, de-
o™

Llamamos ARBOL 2 .ce5 Yy sus aristas), conexo y sin ci
. i

31
finido por sus v p
E °
clos (figura 1.1
R 7
Py
Pj# :
P3 ¢
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Un drbol es TRIVIAL si estd formado por sélo un vértice,

es decir, no tiene aristas.

Definicidén 1.3.3

Un ARBOL PARCIAL de un grafo G es un grafo parcial de G

que cumple las condiciones necesarias para ser un arbol.

TEOREMA 1.1

Las siguientes propiedades son caracteristicas de los
drboles (es decir, que cada una es una condicidn necesaria y su
ficiente para que un grafo G sea un arbol):

a) G posee p vértices, (p-1) aristas y ninglGn ciclo;

b) G posee p vértices, (p-1) aristas y es conexo;

c) G no tiene ciclos y se crea un ciclo y sélo uno afiadiendo
una arista entre dos vértices cualesquiera no adyacentes;

d) G es conexo pero deja de serlo cuando se suprime una arista
cualquiera;

e) dos vértices cualesquiefa de G se unen mediante una cadena

y s6lo una.

Demostracidn:

Lo haremos probando que a => b, b => c , ¢ => d, d => e
y € => a, con lo que tendremos la equivalencia entre todos los
literales.

Al final sélo faltard probar que cualquiera de estas ca-
racteristicas es condicién necesaria y suficiente para que el

grafo G sea un arbol,
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" oa = h "

Supongamos que G posee p vértices, (p-1) aristas y nin-
gin ciclo y probemos que es CONexo.

Supongamos que G no es conexo, entonces existen en G, k
drboles (con k > 2).

Sean Gy, Gj, ., Gk dichos 4drboles y supongamos que Ca

da G; tiene pj vértices y q; aristas. En tal caso se tiene que

pi_‘]:qi"ISiSk

k k
ademds ) pi =P y ) g3 =p - 1
i=1 i=1
k k
pero por otro lado ! g3 = @ (pi -1
i=1 i=1
k k
= I pi- 1 1
i:" 1=1
=p -k

lo cual es una contradiccidn.

De donde G es conexo.

" h o=>c M

Supongamos que G tiene p vértices, (p-1) aristas y ex
conexo y probemos que G no tiene ciclos y se crea umn ciclo y
s6lo uno afiadiendo una arista entre dos vértices cualesquiera

no adyacentes.
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Supongamos que G tiene ciclos, es decir, tiene al me-
nos un ciclo en el cual al eliminar una arista cualquiera po-
demos observar que siempre existe una cadena, de donde el gra-
fo siempre es conexo. Suprimamos t aristas (t » 1) de manera que
eliminemos todos los ciclos que existen en G y obtengamos un sub
grafo sin ciclos y conexo. Este subgrafo tendrd p vértices y
[p - (t+1) ]aristas, lo cual contradice el hecho de que un grafo
conexo con p vértices tiene (p-1) aristas.

Luego G no tiene ciclos.

Ahora, sean pi, pj dos vértices cualesquiera no adyacen-
tes. Por ser G conexo se tiene que desde cualquier vértice pg
existen las cadenas (pk,..., pi) Y (pk,...,pj), de manera que
al unir mediante una arista los vértices pj v Pj obtenemos el ci
clo (px,---» Pji, Pjscees pPk); este ciclo es Unico, ya que una

arista s6lo puede unir dos vértices:

A partir de c) probemos que G es conexo pero deja de ser
lo cuando se suprime una arista eualquiera.

Supongamos que G no es conexo, entonces existen dos vér-
tices pj vy Pj que no estdn unidos por una cadena; pero por lite
ral ¢ tenemos que al afiadir una arista entre estos dos vértices
aparece un ciclo en el grafo ampliado, lo que implicarfa que ya
existia una cadena entre ellos, que es una contradiccién.

Como G es conexo y por c) no tiene ciclos, es evidente

que al suprimir una arista deja de ser conexo.
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A partir del literal d probemos que dos vértices cua-
lesquiera de G se unen mediante una cadena y s6lo una.

Por ser G conexo, todo par de vértices estd conectado
al menos por una cadena. Si existiera un par de vértices conec
tado por dos cadenas distintas, al eliminar una arista de una
de las cadenas, el grafo sigue siendo conexo, porque se mantie

ne una cadena y esto contradice a d).

Como G cumple la condicién de conexién fnica entre pj y
P vértices, obviamente es conexo y se tiene que G no tiene ci-
Clos, ya que de existir un ciclo, estos vértices estarfan conec
tados por dos cadenas distintas.

Si G tiene p vértices, es conexo y no tiene ciclos, al
eliminar una arista obtenemos dos grafos con las caracteristi-
cas anteriores; al omitir una segunda arista, se obtienen 3 gra
fos similares a los anteriores; vefificando la operaci6n ante-
rior (p-1) veces, obtendremos p grafos triviales, que serfin los
vértices aislados. Como en cada paso del proceso se suprime una
arista, el total de aristas es (p-1).

S6lo faltard probar que cualquiera de estas caracteristi
cas es condicién necesaria y suficiente para que G sea un g&rbol,
asi:

"G es un 4rbol <=> dos vértices cualesquiera de G se unen median
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te una cadena y s6lo una'.

Demostracidn:

i)

ii)

Supongamos que G es un drbol. Por ser conexo, todo par
de vértices estd conectado al menos por una cadena. Si
existiera un par de vértices conectado por dos cadenas
distintas, la unidn de estas cadenas contendria un ciclo,
en contradiccidén con la definicién de arbol, que no tie-

ne ciclos.

Supongamos que G cumple la condicién de conexi6én Gnica.
Obviamente G es conexo, pero ademd&s no tiene ciclos, ya
que, de existir un ciclo, dos vértices distintos de di-
cho ciclo estarian conectados por dos cadenas distintas,
lo cual no puede ser por la conexién finica.

Por lo tanto G es un arbol.

Teorema 1.2

En un arbol no trivial hay por lo menos dos vértices .pen

dientes.

Bemostracibn: S

La haremos usando induccién matemitica.

. Si el Arbol sélo tiene dos vértices, éstos son pendientep.
o

1)

Supongamos que el 4rbol tiene n v€rtices y al menes dos wE8r-

tices pendientes, y probemos para (n+1) vértices.

Si el vértice (n+1) se conecta con uno o mids vértices Fo
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pendientes, entonces los vértices anteriores que eran pen
dientes siguen siéndolo, y siempre se tendrian al menos
dos vértices pendientes.

ii) Si el vértice (n+1) se conecta con un pendiente, &1 debe
ser pendiente. Si (n+1) no fuera pendiente, se conectaria
con el pendiente anterior py y con otro cualquiera p,, for
mando asi un ciclo. (figura 1.15).

Lo anterior no puede suceder en un 4rbol, por lo tanto

siempre se tienen al menos dos vértices pendientes.

, Pe Pe
P, Py
Se conecta con un pendiente Se conecta con dos pendientes

Figura 1.15



CAPITULDO 11

EL PROBLEMA DEL TRANSPORTE

(METODO DEL SIMPLEX)

Definiciones y Propiedades Fundamentales.

Definicidén 2.1.1

E1l PROBLEMA DEL TRANSPORTE recibe su nombre del signifis
cado econémico que se le atribuye con mayor frecuencia:
existen m ofigenes i que producen un bien que hay que
transportar a (n-71) destinos j que lo demandan.
Llamaremos:

aj a la cantidad de bienes producidos por el origen i;
bj a la cantidad de bienes demandados por el destino j;
cij al coste del transporte por unidad del origen 1 al
destino j;

xij a la cantidad de bienes transportados del origen i al
destino j.

El prop6ésito es que el coste total de transporte sea mi-
nimo.

La formulacidn matemitica de este problema es la siguiente:

n-1

i) I Xjj<€ai 3 i=1,...,nm
j=1
m
ii) ) xij b5 ;o= 1,..., (n-1)
1=1
iii) xij 20 5 1= 7T1,..., m; j =1, , (n-1)
m n-1
Minimizar z z Clj Xij
=1 j=1
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con las hipftesis

Eai?/ibj; a; » 0, bj>’0" Cij?,O.

Las dos primeras hipdtesis son condiciones necesarias pa-
ra la existencia de un PROGRAMA o SOLUCION REALIZABLE, es
decir, un conjunto de valores de las variables que satis-
facen todas las condiciones del problema, comprendidas
las de no negatividad (xij » 0).

La expresién analitica anterior, supone que es posible
llevar este producto desde todo origen i a todo destino j;
evidentemente podemos eliminar esta hipdtesis imponiendo
la condicién xjj = 0 para algunos pares (i,3).

Siempre podemos poner el problema en forma candnica de
tal manera que reemplacemos las inecuaciones por ecuacio-

nes. Obviamente, si tomamos las inecuaciones

ﬁhqa )

Xij »bj, j = 1,..., (n-1) éstas se verifican con el

1=1

signo de igualdad, ademds si el valor de una variable aj
n-1

decrece, las inecuaciones Z Xij s ai, i=1,...,m se ve-
j=1

rificardn con mayor razdn y el costo de transporte decre-

cera.

Por otro lado, podemos agregar variables que llamaremos

de separacién o de holgura xjp(i=1,...,m) a cada una de

las m primeras inecuaciones, de manera que las transfor-
memos en ecuaciones. Estas variables de holgura estardn

determinadas por la ecuacidn:
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m m n-1
z Xin = Z aj - ) by = by ,

1 j=1

que se puede interpretar como la creacién de un n-é&simo
destino ficticio bp, al que serdn transportados, sin cos
te, el excedente de produccién que tenemos en cada origen.
Ahora tenemos m origenes y n destinos, luego si
M={1,...,m}y N={1,...,n ), el PROBLEMA DEL TRANS

PORTE se escribe asi:

1) Y Xjj = aj , ieM
jeN

ii) y Xjj = bj , J e N
1eM

iii) Xij » 0, (i,j) ¢e M x N

Minimizar Z = Z Cij Xjij = Z 2 Cij Xij
(1,j) eMxN ieM jeN
con aj; » 0, bj > 0, cij > 0, cijp = 0, ) a; = ) bj

.. i .
ieM jeN
Obsérvese que consideramos que la cantidad de bienes pro-
ducidos es igual a la cantidad demandada.

Nota: para nuestro trabajo, de aqui en adelante, supondre-

mos que Xj j puede tomar cualquier valor no negativo,

para todo par (31,j).
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TEOREMA 2.1

Un problema de transporte tiene siempre una solucién; vy
toda solucién estid acotada si los aj vy by lo estan.

Demostracidn:

a:b; A . .
Los valores Xij = __%_%T constituyen una solucidn, ya que
i
ieM

cumplen las restricciones o condiciones del problema:

N .b.
l) E Xij = X al :
jeN jeN iéMal
L bj
- . JeN
1 ai
1eM
= aj , por j aj = [ by
ieM jeN
1oxij = a
jeN ) .
ieM ieM Yy ai
ieM

- b iEM
)
a
ieM 1
- bj

BNIVERBIOAD OF EL EALYADDP

(—QBUOTECA CENTRAL

'1
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ieM

iii) xij > 0 porque aji » 0 y b5 3 0

Por otro lado, para toda solucign, tenemos que si la

produccién aj y la demanda bj estan acotadas, necesariamente

deberd cumplirse que

xij s min [ a3, by ]

es decir, no se transportard un nimey, mayor de bienes Xjj que

los producidos por aj, ni que los demandados por b

2.2 Grafo G Asociado al Problems,

Podemos asociar al problema del transporte un grafo G,

en donde cada origen estg
Ta
Tepresentado por un vért1ce
03,

origen I dest
ig ia estino j poy UN ayco orientado de 0i a dJ'
G es un grafo simple (Def 1.1 8) f 2.1
-1.8). Ver figura 2.

Figura 2.1,
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Matriz de los Coeficientes del Sistema.

Al escribir las condiciones del problema del transpor-

te, 1 xij = ai (1 eM vy ] xij = by (j e N}, ex-
jeN ieM

pandiendo las sumatorias tenemos:
Xy1*tXyz*.e o+ Xp = a4
X21¥Xo2t. . . +¥Xop = a,

;

X.ml'f'sz"’. . .+.X'n'lrl = am
X1) + X21# Xm1 = b
X12 +Xg2+ +Xm2 = by
X1n +Xon +x’m1 = bﬂ

Luego 1la matriz A de los coeficientes de las condiciones

lineales son:

11 110 0 0
0 0 0|1 1 1
m filas
A = 0 0 0 |0 0O 0 1 1
0 |1 1
1 1 1 .
n filas
0 0 0
_ 1 1 h
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Es evidente que la matriz es de orden (m+n)x(m.n).

Simplificando la forma de representar la matriz A, te-

nemos:
1 0 e o | Y
0 o
A = . ' . } m filas
0 0 ce >
Iy I cen I, } n filas
donde : 1= (1,1,...,1) = vector fila con n componentes.

matriz identidad de orden n x n.

In

La matriz A podemos escribirla también asi:
A = [811, 8125-+-y @ns 821s---,580ns amyy---5 amn ]

Tomaremos ajj, el vector correspondiente a la variable

Xij» asi:

donde ei{ = vector unitario con (m+n) componentes, cuya
i-ésima componente es + 1,

En lo sucesivo, al hablar de vector, nos estaremos refi-
riendo a un vector columa ajj de A.

Notese que esta matriz A es también la matriz de inciden
cia en las aristas del grafo de transporte G.

TEOREMA 2.2

La matriz A tiene rango (m+n-1),.
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Demostracidn:

La sﬁma de las m primeras filas de A dan como resultado
el vector (1,1,...,1,1,...1) de orden 1x(m.n); de igual manera
la suma de las n filas restantes dan como resultado el mismo
vector.

Luego, las (m+n) filas de A son linealmente dependien-
tes, ya que una fila se puede escribir como una combinacién
lineal de las demds, de donde el rango de A es menor que (m+n).

Probaremos que el rango de A es (m+n-1), para tal objeto
formaremos una submatriz cuadrada asi: eliminamos la fila m+1 y

tomamos los n primeros vectores (columnas) que son linealmente

independientes.
dly = € t ep+]
312 - el + em+2
4in T €1 Y €pig
a1, ay2 21p -
[ 1 1
0 0 0
A = 0
1 0
0 1 0
L 0 0 1
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Luego agregaremos a éstos los UGltimos vectores de cada

bloque (Gltima columna), que también son linealmente indepen-
dientes, tomando asihlos siguientes (m-1) vectores:

dazn = €2 t €

m+n
asp = ez + € n+n
amn = em + em+n
don a3n am
¥ 4
1 110 0 0 .0 0 )
0 0...01] 1 1 1 . 0 0
T 1 ...1
0 0 0olo o0...010 o 0 1
A =
1 0 01 0 10
0 1 0l0 1...010 0
. 0
0 0 110 0...110 o 1 1

Con los {(n+m-1) vectores formaremos una combinacifn lineal

v probaremos que €stos son linealmente independientes, es decir,

ague los escalares son nulos,



Sea ¥ =i ajj
ieM )
JeN

i=1 Vv j=n tenemos:
Do=ij ajgj

ieM
jeN

27.

0, =35 ¢ R al agrupar los indices

n

2 Klj alj+ )
j=1 1

Il ~15
A
H-
o
o8]
]
=

que no son nada mds que los n primeros vectores que tomamos mis

los otros (m-1) vectores que tomamos de la matriz A.

Luego
- n
! =1j 213+ L <=in ain
= i
n m
= ) =1jley + e ..) ) =in (€5 * € nen)
= ] i=2
E n m m
- “1j€1 * ] =1je .. * ] =ipei * ) =in €
c J ‘ 17m+j 122 = m+n
] T i )
= . c:l_el + xy:€ ) z a:lnel + in€
=1 j=1 I ™I 45 i=1 mn

=(=1¥=12%. . t= )ty epeytergen, . -t 8min- F=on€2 = st - .

+Ulmnem + (ccln +¢m + ... + ‘?nn) em+n =0

Cmm)loseij (i eM jeN son vectores de la base candni-
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m+n ) . .
ca de R , €llos deben ser linealmente independientes y por

lo tanto sus coeficientes deben sery ceros.

Asi:

«11 = 0, 32 =0, ..., ®yp.y =0
y entonces (=); + «yp+... += 1) = 0 nos lleva a que =, = 0 ;
ademds «,, =0, «;p =0 ,..., =« =0

Luego todos los coeficientes son ceros y, los (m+n-1)
vectores son linealmente independientes, de donde el rango de
la matriz A es (m +n - 1).

A continuacién encontraremos algunos conceptos importan

tes para continuar nuestro estudio.

Definicién 2.3 .1

Llamaremos Base B del sistema lineal o, con mayor generali
dad BASE DEL PROBLEMA a toda base del conjunto de los vec-
tores columna, es decir a todo conjunto de vectores lineal
mente independientes. Los vectores de una base constituyen
entonces una submatriz cuadrada regular (si tiene k vecto-
res, su orden es k) de A y viceversa.

Las k variables asociadas a las columnas de una base B se-
rdn llamadas VARIABLES DE BASE y son un subvectorXB del vec
tor solucidén x. Las demds variables serdn llamadas VARIA-
BLES SECUNDARIAS y constituyen el subvector xR complemento

B

de X~ en X.
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Definlcién 2.3.2
Llamaremos SOLUCION DE BASE asociada a B, al conjunto de

valores de las variables de base vy secundarias, respecti-

vamente, siguiente:

xB - 34 , donde d es el vector que contiene las constan
tes del sistema de ecuaciones.

xR = 0 (vector cero).
Se hablard a menudo, de forma mids sencilla, de la solucién
de base XB, entendiendo que, en la solucién de base comple
ta, estdn comprendidas 1las variables secundarias nulas que
no se han mencionado explicitamente.
Ejemplo:
Al sistema

x; + 0x2 - 3x3 - 2xy4 - 4x5 = 6

O0xy + Xp - 2X3 + X4 - 3xg = 2

estd asociada la matriz.

v+ o -3 -2 .4 }

i_o 1 -2 1 -3

en donde la Base esti formada por la primera y segunda co-

lumna.

Luego la solucidn de base del sistema serd x; = 6, Xp = 2,
X3 = Xy =Xg= 0 en donde las variables bédsicas son X; y X,
y las secundarias las restantes.

Una solucién de base se 1lamara DEGENERADA si algunas com-

ponentes de XB tienen un valor nulo.
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Definicién 2.3.3

Un PROGRAMA DE BASE (o solucién realizable de base) es una

soluci6n de base que satisface todas las condiciones del

- .

problema, comprendidas las de no negatividad.

Definicién 2.3.4
Llamaremos PROGRAMA OPTIMAL a un programa finito, es decir,
con todas sus componentes finitas, que hace optimal (mi-

nimal o maximal) la forma lineal a optimizar.

Definici6én 2.3.5
Llamaremos PROGRAMA OPTIMAL DE BASE al programa de base que

hace optimal (en nuestro caso minimal) la funcién objetivo.

TEOREMA 2.3

La matriz A es totalmente unimodular, es decir, toda
submatriz cuadrada de A tiene su determinante igual a cero, +1
6 -1.

Demostracidén-:

Sea Dy una matriz cuadrada de orden k extraida de A
(1 < k < (m+n) ). ‘

Llamemos U y V respectivamente al conjunto de las m pri
meras filas y al conjunto de las n Giltimas filas de A (estos
conjuntos corresponden, respectivamente, en el grafo G, a los
conjuntos de los origenes y de los destinos).

i) Si en cada columna de Dy existen dos elementos no nulos,

uno estéd en una fila de U y el otro en una fila de V; 1la
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suma de las filas de Dy que pertenecen a U menos la suma
de las filas de Dk que pertenecen a V, es una fila forma

da enteramente por ceros y el determinante |Dy| = O

Si existe por lo menos una columna de Dy que contiene me-
nos de dos elementos no nulos, el desarrollo del determi-
nante |Dkx| por expansidn de cofactores de los elementos

de esta columna nos lleva a:

Dy | =0 6 | Dx | = = | Dk—1 | (1)
donde el signo + 6 - es el signo del cofactor.
Como ademas tenemos que |Dy] =046 |Dy| = + 1, y de (1)
se obtiene que:

| Dol =+ |Dyl, IDsl =% [Da| ...y [ Dx | = #[Dp |

es decir, |[Dy| =0, + 1 &6 - 1.

Corolario.

Si los aj vy bj son enteros, los valores de las variables
son enteros en todo programa de base y existe entonces por

lo menos un programa optimal "entero'" (en nfimeros enteros).

Propiedades Algebraicas de las Bases.

En el lenguaje del método Simplex, resulta que obtendremos
una solucidén del problema del transporte eligiendo un sis-
tema de (m + n - 1) ecuaciones que tenga ese rango, es de-
cir, en el cual la matriz de coeficientes de las incégnitas

tenga rango (m + n - 1), y resolviendo este sistema con re
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lacidén a las variables asociadas a una matriz regular.
Consideremos una matriz B' formada por (m+n) filas y
(m+n-1) vectores columnas de A. Toda fila de B' es igual
a una combinacidén lineal, con coeficientes no todos nulos,
de las restantes (m+n-1) filas, puesto que la suma de las
m primeras ecuaciones es idéntica a la suma de las n dlti-
mas; toda relacidén lineal (con coeficientes no todos nulos)
entre columnas de una matriz cuadrada de orden (m+n-1) to-
mada de B' se verifica, igualmente, por las columnas com-
pletas considerando las m+tn filas.

Por lo tanto, se pueden dar los dos casos siguientes que

son exhaustivos y mutuamente exclusivos:

1. Todos los determinantes de orden (m+n-1) tomados de B!
son nulos, de donde los vectores columna de la matriz
son linealmente dependientes y por.lo tanto la matriz
tiene rango inferior a (m+n-1).

2. Todos los determinantes de orden (m+n-1) de B' son dis
tintos de cero, de donde los vectores columna de la ma
triz son linealmente independientes y por lo tanto es-
ta matriz tiene rango (m+n-1).

Hemos visto anteriormente que las variables de una solucién

de base estdn asociadas con (m+n-1) vectores columna de A

linealmente independientes. Ahora podemos decir que, inver

samente, a todo conjunto de (m+n-1) vectores linealmente in
dependientes corresponde una y s6lo una solucién de base,
obtenida resolviendo cualquier sistema de (m+n-1) ecuacio-
nes tomadas entre las (m+n) ecuaciones del problema,.

{ Bigi .

Wrgry -0 -
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Tabla de Transporte y Grafo T' Asociado.

Definicidén 2.5.1

Llamaremos TABLA DEL TRANSPORTE T a una tabla rectangular

con m filas (i;R, ., M) que corresponden a los origenes

0i, y n columnas (j = 1,..., n) que corresponden a los des

tinos dj.

Convendremos que cada casilla (i,j) de T, en la intersec-

cién de la fila i y la columna j, contiene:

- el coste unitario cjj del transporte de 0; a dj;

- el valor de la variable xjj;

- el vector ajj de la matriz A (estos vectores no se es-
cribirdn explicitamente en la tabla T).

A la tabla T se le ha agregado una columna marginal que

contiene las disponibilidades aj

y una fila marginal que

contiene las demandas bj (figura 2.2)

d, d, d, dp
Cq Ci2 Cis Cin ) :
a3
X113 Xy2 X13 Xyin
Ca Ca2 Ca3 Can
az
X212 X22 X2 3 Xon
Cm Cm2 Cm3s Cmn
x X X x am
mi m2 m3 mn
bl b2 b3 | bn

Figura 2.2
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d] Clz d3\ dq ds ai
|
! 1 100
75 25

2 3 1 5 200

50 25 90 | 35
04 2 150

150
| b 75 75 25 90 185

Figura 2.3 . Tabla T

Definicidén 2.5.2

Llamaremos GRAFO I a un grafo asociado a la tabla T de la
siguiente manera: cada centro de la casilla (i,j) es un
vértice de T , cada segmento que une dos vé€rtices situados
en la misma fila o en la misma columna es una arista de T.
En la figura 2.4 presentamos el Grafo I asociado a la ta-

bla T del ejemplo de la figura 2.3
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dj dl d2 dj dy ds al
03
T
0, " 100
S [ = —
03 1 150
bj 75 75 25 90 185
Figura 2.4 . Grafo T

Definicidn 2.5.3

Un n-GRAFO (figura 2.5) es un subgrafo parcial de T defini
do por un subconjunto cualquiera del conjunto de vértices
de ' y por todas las aristas que unen elementos vecinos de
este subconjunto (llamamos elementos vecinos a aquellos que
no tienen entre ellos, en la fila o columna en la que se en
cuentran, ningln vértice adicional, del subconjunto consi-
derado).

En lo sucesivo finicamente tomaremos en cuenta la clase I

de subgrafos parciales de T.

En la figura 2.5 encontramos un 1 - grafo del grafo r de 1la

figura 2.4.
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vt

Figura 2.5 1 - Grafo

A continuacién definiremos una correspondencia Biunfvoca

entre los O - Grafos y los Grafos Parciales de G de la si

guiente manera:

a)

b)

A toda arista de un grafo parcial de G que une 0j con
dj, le hacemos corresponder el vértice (i,j) situvado
en la interseccidn de la fila 1 con la columna j de T.
Inversamente, a todo vértice (i,j) del m - grafo le
hacemos corresponder la arista [ 0; , dj ] de G (ver
figura 2.5).

A todo vértice de un grafo parcial de G que tenga p
aristas incidentes (p = 1) le hacemos corresponder

g

(p -1) aristas de r (figura 2.5)

===

d2 4

Figura 2.5
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Estas (p-1) aristas unen los elementos de igual nGmero de
pares de vértices vecinos, formados por los vértices de r
obtenidos por la transformacidn de las p aristas de G in-
cidentes en el vértice considerado de este grafo. Luego a
todo vértice pendiente de un grafo parcial de G le corres-
ponde una fila o columna de T que no contiene mds que un
solo vértice del T - grafo correspondiente. Inversamente,
a toda arista del I - grafo le hacemos corresponder el Vvér
tice 0; de G si dicha arista estid en la fila i de T, y el
vértice dj de G si estd en la columna j de T,

N6tese que en esta correspondencia, los vértices aislados

de un grafo parcial de G no estdn asociados con ninguna

arista de T.

Definicidn 2.5.4‘

Llamaremos u - Ciclos (o p - Cadenas) a los N - grafos
que sean ciclos (o cadenas) elementales y que tengan como
mdximo una arista en cada fila y en cada columna de T (fi

gura 2.7).

v - Ciclo v - Cadena

Figura 2.7
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Definicién 2.5.5

Llamaremos ARBOLES By a los T - grafos que sean &rboles y

que tengan al menos un Vértice en cada fila y en cada cgp-

(N

lumma de T (figura 2.8)

*D

Figura 2.8 Arbol Bp

Puede notarse que:

a) Si consideramos un ciclo cualquiera (o una cadena)
que sea un I - grafo, existe un subconjunto del cep-
junto de los vértices de este ciclo (o cadena) que
define un - ciclo (o una y - cadena). Para obtener
este y - ciclo (o y - cadena), basta con orientar (C
en un sentido cualesquiera y, en toda fila 6 columna
de T donde exista mas de un arco de C, unir CON una
arista el origen del primer arco eACOntrado y €l ex-
tremo del Gltimo arco encontrado cuando se Trecorre C
en el sentido de orientacidn elegido, suprimiendo e}
camino que unia originalmente estos dos vértices (fj.

gura 2.9)

Ciclo u-ciclo

Figura 2.9
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b} Por otro lado, la forma en que hemos definido la co-
rrespondencia biunivoca muestra que a todo ciclo (o
cadena) elemental de G esti asoci;do un u - ciclo (o
una u - cadena) en ' y viceversa. Con todo rigor, la
cadena asociada a una y - cadena tiene aristas termi-
nales con un (nico vértice extremo, las cuales conoce
remos como ARISTAS PENDIENTES.
De lo anterior tenemos que, si existe un ciclo en un f-gra
fo o una cadena entre dos vértices p; y p, de Este, exis-
te en el grafo parcial de G un ciclo asociado a &ste o
una cadena que une las dos aristas asociadas con py y p2;
Y que, reciprocamente, si existe un ciclo o una cadena ele
mental en un grafo parcial de G, existen un u - ciclo o
una p - cadena en el M - grafo asociado. Luego, basdndonos
en la definicién de drbol, los &drboles de Gy de T estén
asociados en la correspondencia definida anteriormente, es
decir, existe una correspondencia entre los grafos parcia
les de G que son &rboles (Bg) y los.4rboles Bp definides
anteriormente; del hecho de que exista al menos un vértice
de Br en cada fila y cada columna de T, se deduce que no
hay ningdn vértice aislado en el grafo parcial de G asocia
do a Bry.
Haciendo algunas transformaciones en las propiedades de un
drbol Bg (Teoremas 1.1 y 1.2), obtenemos, en la tabla T,

las siguientes propiedades:
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Propiedad 1. Un 0 - grafo es un drbol Br si y s6lo si

no contiene ningin ciclo y tiene (m+n-1) vértices, ya que

un arbol B tiene (m+n-1) aristas y ningdn ciclo.

Propiedad 2. En T existen al menos dos filas o colummas

que no contienen mis que un vértice de Bp, ya que Bj tiene

al menos dos vértices pendientes,

Propiedad 3. Si a los (m+n-1) vértices de un &rbol By

agregamos un.(m+n)-ésimo vértice cualesquiera de r, podemos
extraer de este conjunto de vértices de T un subconjunto,y

uno solo, para el cual el M - grafo asociado es un y - ci-

clo. En efecto, afladiendo una arista entre dos vértices no

adyacentes de By creamos un ciclo y uno solo, un ciclo ele

mental; asociado a este ciclo se encuentra el u - ciclo bus
cado.

Propiedad 4. Si de un w - ciclo cualesquiera de T suprimi

mos un vértice cualesquiera y las dos aristas que inciden
en €1, obtenemos un T - grafo sin ciclo y que tiene (m+n-1)

vértices, es decir, un &rbol Br.

Propiedades Griaficas de las Bases.

Con todo vector columna de la matriz A ajj = e; + em+
estin asociados: la arista [ 0;, d5 ] de Gy el vértice de
r situado en la casilla (i, j), interseccidn de la fila ¢

y la columna j de T.
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Luego, a todo conjunto de vectores corresponden dos grafos,
uno en G y otro en I', Analizaremos las propiedades de los
grafos asociados de esta manera con un conjunto de vecto-
res de base.
LEMA 2.1
Un conjunto de vectores columna aj j de la matriz de inci-
dencia A son linealmente dependientes, si corresponden a
un ciclo elemental en G o, equivalentemente, si los puntos
(i, j) asociados con estos vectores en T se encuentran en
los vértices de un u - ciclo. En este caso, cuando se re-
corre el ciclo en un sentido cualesquiera los coeficientes
de la relacidén lineal son alternativamente +1 & -1.
Demostracidn:
Un ciclo elemental en G, tiene por vértices una secuencia
de puntos tal como

(05 5 dyy Oky dy , wew 0y dg y 05 ]
Luego, los vectores asociados con las aristas son:
a1 » 2kl » akp y ey dyg » dis-

La suma alternada de estos vectores, recordando que

alj = e + em+j , €Ss:

(ei * em+1)'(ek * enHl)+(ek * em+p)+‘“+ (er * enﬁs)—(ei * em+s) -

i t - - + + oot +e -e. - e =0
1 T %l T %% T Gl T Sk em+p S m+s 1 m+s
De donde se tiene que estos vectores son linealmente de-

pendientes, ya que sus coeficientes son no nulos.

Si en T, se tiene el siguiente u - ciclo
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1 P s
(i,1) (1,s)
i
4K:p)
ol wn
' (r,p) T,s)

alternando los coeficientes en un sentido cualesquiera,

asignando el valor de +1 y -1 a los vectores asociados

se tiene:

i1 7 8§ * 8rs T Arp * akp - ap; =8
0 también

e S B T T PR
TEOREMA 2.4

Un grafo parcial de G con (m+n-1) aristas es un arbol si,
y s6lo si, las columnas de una matriz de incidencia con
las aristas A' son vectores linealmente independientes.
Demostracién: |
i} Probaremos primero que si las columnas de A' son vec-
tores linealmente independientes entonces G con (m#+n-1)
aristas es un arbol.
Por el lema 2.1 tenemos que por ser los vectores 1lij-
nealmente independientes, el grafo parcial G no contie-

ne ningdn ciclo, y puesto que tiene (m+n) vértices y
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(m+n-1) aristas, luego es un arbol.

ii) Probaremos ahora la otra implicacidén. Si el grafo
parcial de G considerado es un arbol, existe al menos
un vértice pendienté! Hagamos permutaciones entre las
filas y las columnas de A' hasta lograr asociar la
primera fila y la primera columna de la matriz, res-
pectivamente, con un vértice pendiente de G y con su
arista incidente. E1l subgrafo parcial G, de G obteni-
do suprimiendo el vértice y la arista considerados es
todavia un drbol. Permutemos nuevamente las filas y
las columnas de A', sin tocar la primera fila ni la
primera columna, de manera que asociemos la segunda
fila y la segunda columna respectivamente con un Vér-
tice pendiente de G, y con su arista incidente. Repe-

timos el proceso hasta obtener una matriz de la forma:

B 1 0 0 0 ]
Sz, 1
Sy Si32 1
Al = '
1
mn- 1,1
Sm+n,1 !
L i

en A' todos los Sij son iguales a 0 6 a 1, y para un

j fijo, sé6lo un s. .

i (distinto del 1 de la diagonal) es

igual a 1. Una matriz de este tipo es llamada TRIANGU-
LAR.
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La submatriz formada por las (m+n-1) primeras filas
de A' tiene un determinante igual a 1, luego los
{m+n-1) vectores columna de A' son linealmente inde-
pendientes.

Hemos visto anteriormente que existe una corresponden
cia biunivoca entre las soluciones de base y las ma-
trices B' formadas por (m+n-1) vectores columna de A
linealmente independientes, matriz que tiene ademds
sus determinantes de orden (m+n-1) no nulos.

Usando los resultados del teorema anterior obtenemos
los siguientes corolarios:

Corolario 1.

Existe una correspondencia biunivoca entre las bases del
problema del transporte y los grafos parciales de G que
son drboles: un arbol constituye un conjunto de ''rutas de

base'" del grafo de transporte G.

Corolario 2.

La matriz B' formada por (m+n-1) columnaé de A es triangu
lar si, y s6lo si, los (m+n-1) vectores columnas forman
una base.

La demostracién del teorema 2.4 prueba este corolario y da
el procedimiento a seguir para reorganizar la matriz B' de
manera Qqué pase a ser triangular.

Estas propiedades podemos transcribirlas a la tabla T,usan
do la correspondencia definida anteriormente entre los gra

fos Gy r, asi:

r
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Corolario 3.

Existe en la tabla T, una correspondencia biunivoca en-
tre las bases del problema de transporte y los drboles
Bp.

Lo anterior significa que en la tabla T, las bases cum-
plen las propiedades enunciadas en la seccidn 2.5.5 para

los &drboles Ar.



CAPITULO TIII

EL METODO DEL SIMPLEX ADAPTADO

3.1 Notaciones.,

Para evitar iIndices triples, en adelante, supondremos que
las variables del problema y los vectores correspondientes de
la matriz A, de los coeficientes de las condiciones lineales, -

estidn numerados del 1 al (mxn).

Sea (A,d) = (a1, ay,...,8 d)

j,...,a(mxn),

la matriz completa del sistema, en donde aj es un vector colum-

na (1 < j < mxn) y

d = (81, Bpyewny An, b1""’bn) es el vector que contiene

las constantes del sistema.

Llamaremos

1 1

LR P i 1 .
(Ah,d7) = (ay, 825+ 33 (nxn) d') a la matriz

obtenida de (A,d) suprimiendo una fila (cualquiera, pero fija)

de ésta.

Sea B' = (a s vy A )

Jm+n-1

una submatriz de A formada por (m+n-1) vectores columna lineal
mente independientes.

46
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No olvidemos que todo determinante de orden (m+n-1) tomado
en B' es distinto de cero, de donde las (m+n-1) variables aso -

ciadas a las columnas B' forman un sistema de variables de base.

Llamaremos B = [31 ,...,a1 )

1 Im+n-1
a la submatriz obtenida de B' al suprimir la fila que tenga el
mismo indice que se eliminé en (A,d) para formar (AT, d1). Ob -
s€rvese que B es una matriz regular, es decir, cuadrada y de or
den (m+n-1). Esto podemos afirmarlo categéricamente ya que B'
se obtiene eliminando una columna de las (m+n) que posee la ma-
triz A, quedando (m+n-1) vectores columna linealmente indepen -
dientes; y luego eliminamos una fila de B', obteniendo (m+n-1)

filas.

Puede notarse también que B' es la matriz formada por las

‘ de (A', 41y,

columnas j1, jz,---, Im+n-1

Un vector columna aj cualesquiera puede escribirse en fun-

cidén de las columnas de B.

Primero definiremos formalmente el vector columna Yj asi:
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puede decirse entonces que Yj es el vector columna que contiene
los coeficientes que expresan linealmente a; en funcidén de 1los

vectores de la base.

Como B | es de orden (m+n-1) x (m+n-1) y a} es de orden
(m+n-1) x 1, tenemos que Yj es de orden (m+n-1) x 1; ahora defi
niremos

jm+n-1
a. = B'Y.= ) Y a

j j si %0 1 T D
S=j1 ]

2,...,(mxn) (3.1)

Como B' es de orden (m+n) x (m+n-1) y Yj es de orden
(m+n-1) x 1, se tiene entonces que aj es de orden (m+n) x 1, -

que corresponde al orden de un vector columna de A cualesquiera.

La solucidén de base asociada con B es:

B - 1, de orden (m+n-1) x 1.

Nota: Para considerar un valor numérico de X, C 6 Z lo denota-

remos por X,C 6 7.

~ — 1 .
Obsérvese que en este caso XB juega respecto a d , el mis-
mo papel que juega Yj respecto al vector a,, en la definicién

de Yj dada anteriormente.

Luego podemos decir que fB posee los coeficientes que ex-

presan linealmente d1 en funcién de los vectores de la base, asfi:
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Los coeficientes de las variables de base, en la forma a op

timizar, constituyen el vector

c®-c.,c.,. .. c. )
11 12 Im+n-1
El valor de Z, la funcidén a optimizar, es
7 < cB Y8
de donde
B jm+n—1
Z. = C7 Y. = Y C 3.2
] ] SZJ Sj s ( )
1
-1 1 . <B 1
como Y. = B a., equivale a usar en X , aj el vector columna

de la base B correspondiente al j-ésimo lugar, en vez de utili-

zar d1.

5.2 Aplicacidn de los Resultados del mé&todo del Simplex.

3.2.1 C(Calculo de (zj - cj)-

Hemos estudiado en los apartados 2.5 y 2.6 que, dado un -
vector aj que no pertenece a la base, existe un subconjunto de
los vértices de TI' asociados con los vectores de la base que for

man un p-ciclo en T, con el vértice asociado con aj.

Por otro lado, en el Lema 2.7, hemos demostrado que exis-
te una relacidén lineal entre los vectores asociados con los VEér

tices de este p-ciclo, siendo los coeficientes +1 Yy -1 cuando
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recorremos el ciclo en un sentido determinado.

P s

Asi tendriamos que

+1
a.-a_ +a_ -a_ + ... + (-1)p a_ +... -a =0
J 8y Sy 853 *p 52q-1
de donde
+1
a.=a_ -a_ +a =...+(-1)p a_ +...*a . (3.3)
U R *p S2q-1

De las férmulas (3.1) , (3.2) y (3.3) obtenemos que:

\

7.-C.=C_ - T +...+(-1)PT g +...+T - C. (3.4)
Sp S2q-1 J

3 podemos

determinar el Indice K del vector a, que debe entrar en la base

Asi, obtenemos ficilmente la expresién de Zj-C

por la relacién

Zk - Ck = Max [Zj - Cj]

Es decir, debemos calcular para todos los vértices del -
u-ciclo asociado en T, el valor Zj- Cj y escoger entre ellos a-
quel vértice que nos proporcione la mayor diferencia, lo que im
plicarid que estaremos seleccionando la variable que dard 1a me-

jora 6ptima a la solucién de base.

3.2.2 Chlculo de X_/Y para todo S tal que Y > 0.
. S Sk Sk

Si ya obtuvimos el vector que entrari en la base, debemos

determinar cual deberd abandonarla. Hemos visto que cuando Y
: 8
' k
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es positivo su valor es +1, lo cual puede observarse en la expre
sién aj dada en la ecuacidén (3.3), donde los vectores de base de
orden impar van atectados por este coeficiente +1.

Nota: En adelante el subindice '"1'" representarid a la letra ele
v no al nimero uno.

Asi, el vector a; que abandonarad la base estard dada por:

X. = min [X , P=1,2, ...,
: p [SZP-J i

es decir, el mids pequefio de 1los valores que esté ubicado en un -

vértice de orden impar en el uy-ciclo,

3.2.3 Calculo de los nuevos valores de las variables de base.

Denotaremos los nuevos valores de las variables de base -

<! . s
por XS y los determinaremos asi:

1 Y
¥ =YX - ¥ sk -
XS XS X]. Y—l'lz s Con Ylk = + 1,

En este caso, finicamente cambian los valores de las varia-

bles asociadas con los vértices del ciclo, puesto que, para las

demds Y_, = 0; luego, como para los vértices impares Y , = 1y
para los pares YSk = -1, tenemos que:
1 —_ —
X = X + X
szp S2p 1
—1! _— _
= X R
SZp-T 2p-1

es decir, que a los valores ubicados en vértices de orden par,
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le sumaremos el valor de la variable que abandona la base y a
los valores que se encuentran en vértices de orden impar en el

u-ciclo se les restargwfl‘

3,2.4 Cdlculo de los nuevos valores de los Yj.

Cuando encontramos el p-ciclo para todo vector aj, obtene-
mos inmediatamente el valor correspondiente de Yj, efectuando -

el producto de los vértices del y-ciclo encontrado por aj.

3.3 Algoritmo de Transporte.

a) Considerar la tabla de transporte T.
Determinar un programa inicial de base y escribir los

valores de este programa en T.

Un ejemplo se considera en la figura 3.1.

4 4, dy 4,
2 1 3 2
0, 100
0l 20 10/ 0
7 7 > 1
0, 30
0 0 s| /" 25
2 /2
o, | 1 .
0 0 o 60
0 45
sl 70 | 20 | 15 | 85
b.
]
Fig. 3.1

b) Considerar sucesivamente todas las casillas de 1la ta-
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bla que no contengan variables de base, donde haya un
cero; para cada una de estas casillas determinar, por
tanteos sucesivos, el u-ciclo formado por esta casilla

y algunas de las casillas ocupadas por las variables -

de base v calcular Zj - Cj usando la férmula (3.4) es-
tudiada anteriormente. Si Zj - Ci < 0 (para todo j) -
el programa actual es minimal. Si, para al menos un -

valor de j, Zj - Cj > 0 llamemos K al indice de la ca-

silla tal que

Z, - = N 7. - C.
I, - €, = Max LLJ cJ]

y U al u-ciclo correspondiente.
Por ejemplo, si en la tabla anterior formamos un u-ci

clo agregando la casilla (3,1), marcada con asterisco

en la figura 3.2, tendremos:

d, d, dg dy
2 1 3
01 100
70 2 10
2 1
0 30
2 25
1 2 Fig. 3.2
03 60
* 60
1
34
70 20 15 8S
b.
| ]
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para la casilla (3,1)

231 =2 -1+ 2 -3+ 2 =2
C31 = 1
Luego Z5, - (g 1 > 0, lo que significa que introdu-

cir este vértice mejorarid el programa inicial.

Para encontrar el indice K tal que Zk - Ck = Méx [Zj-Cj]

calculemos :i - Cj para las otras casillas.
Nétese que la casilla (1,2) no participa en el u-ciclo.

Para (3,4).

z 1o~ 243 2241 = 1 ]

34 |
s [ 34 Czq = -1
34 72 )
Para (2,4).
Z,, = 2-3 %+ 2-1 %2 =2
o 224 7 Cpq =7
24
Para (2,3).
Zyg = 32+ 1-2 + 1 =1
7 = Coe = -1
) 23~ Cos
Cpy = 2

! RIDUICT Ay o o
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11

Para (| 3);

213 = 2-1 + 21 + 2 =] 1
N - _ - C _ = ‘i

- . “1a N

C13 = 3 .

Para (1,11).

L e L L
i1 Y

C = 2 !
!

Observemos que las casillas (3,1), (2,4)Y v (1,3) tie -

nen lgual valor para :i - (., por conveniencla tomare-

-' )
nos como K la casillia {(3,1).
Senalar, de alguna manera, las casillas que ocupan un
lugar de p, cuando se recorre este ciclo en un sentido
cualesquiera, empezando en la casilla K(3,1) a la que

se aslgnard cl nmero uno.

Buscar, en las casillas sefaladas, la variable que ten
ga el valor minimal (en -nuestro caso el valor 5 ubica-
do en la casilla (2,3)); sea Xl esta variable (o una -

de ellas si hay varias) vy Kl su valor.

Disminulr en 71 los valores de las variables situadas

en las casillas sefnaladas (pares) y aumentar en Yl los
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valores de las casillas restantes de U (lugaresg impa-

res), incluyendo X\ que tomard el valor X, .

kK 1
Ver figura 3.3
d, d, dg | d,
031 o5 | 20 i 15 % 100
[ .
0, L0 } 30 | 30
|
i i
04 5 -’ : 5% 60
f Tieog oz
70 20 15 1 35 D
0
“ |

Obsérvese que el valor minimo S se va restando Y suman

do alternadamente en los vértices del p-ciclo
[(5,4), (2,4), (2,3), (1,3), (1,1), (3,1)]

El conjunto formado por X, y las variables de 1a puq,

anterior, excepto X constituye la nueva base

1° y Y Ccon
los nuevos valores de las variables de base 13 forma 3

minimizar toma un valor inferior o igual al anteripr
En nuestro caso, la forma original era:

Z = 2x70 + 1x20 + 3x10 + 2x5 + 1x25 + 2x60 = 345
y la forma modificada es

7 = 2x65 + 1x20 + 3x15 + 1x30 + 2x55 + 1x5= 340
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Puede observarse que el valor es inferior al anterior.

La operacidén de restar y sumar el valor de Xl puede -
dar un valor nulo a algunas variables que no sean Xl;
no obstante estas variables nulas deben ser considera
das como parte integrante de la base, que en este caso

es DEGENERADA (por contener variables nulas).

e) Repetir las operaciones b), c), d) a partir de la nue-
va base hasta que todos los Zj - Cj sean negativos o -

nulos (programa minimal).

Nota: A continuacidén usaremos de nuevo el indice do-

ble.

3.4 Programa Inicial de Base.

Para que el algoritmo anterior sea vidlido, es necesario que
la solucidén inicial sea un programa de base. Veremos un método
general que permita obtener este tipo de programas y después al

gunos casos particulares de este método, de empleo frecuente.

3.4.1 Método General de Obtencidn.

a) Dar a una Qariable cualquiera Xij el valor:

Yij = min [a,, bj]

Es decir, escogemos un vértice Xij cualesquiera de la
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tabla T, y le asignamos a €ste el valor que correspon-
da al menor entre a; (cantidad de producto en el ori -

gen i) vy bj (cantidad demandada en el destino j).

Reemplazar respectivamente a; vy bj por a. - X.lj y

bj - Yij' Obsérvese que estamos disminuyendo las can-
tidades a; vy bj en el valor asignado a ij.
Suprimiremos la fila i si Xij =a; o la columna j si

Yij = bj’ con lo que obtendremos una tabla reducida.

Lo anterior nos indicard respectivamente que la oferta
en a; o la demanda en bj ha sido agotada, y que la fi-
la o la columna correspondiente ya no deberd partici -

par.

Repetir las dos operaciones anteriores en las sucesi-
vas tablas reducidas hasta que se satisfagan todas las
demandas, es decir que Gnicamente haya una fila o una
columna sin agotar. En el caso en que, al efectuag -
los célculos, encontremos dos cantidades iguaies ‘gntre’
ellas hay que encontrar un minimo, el algoritmo siem -
pre es vd4lido si suprimimos al azar la fila o la colum
na correspondiente; una variable de base calculada en
una etapa posterior tendri entonces el valor cero; pe-
ro es Gtil considerar que forma parte del programa ini

cial. La tabla de la figura 3.6 ilustra este caso.
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3.4,.2 Casos Particulares de este Método:

Usaremos la tabla de la figura 3.4 como medio para analizar

estos métodos.

El costo de transporte unitario Cij estd dado en unidades

monetarias, La oferta a. vy la demanda bj esté&n dadas en ntme-
ro de unidades.
dp 4y dg 4y
0 10 0 20 11 s
1 X1,/ %12 %13 /X4
12 7 9 20
0 25
2 0 %22 /* 23 %24
0 14 16 18
O:5 5
X3 /X320 /X33 X34
4
5 15 15 10 b
]
Fig. 3.4

3.4.2.1 MéEtodo de la "Esquina Noroeste'.

Este procedimiento es de gran interés para los cdlculos en
Comienza asignando la cantidad

(la

computadora por ser sistemético.
midxima permitida por la oferta y la demanda a la variable X1
que estd en la esquina noroeste de la tabla). La fila o columna

satisfecha se elimina, indicando que las variables restantes en

esa fila o columna tachada son ceros.

A continuaci6n se efectda exactamente la misma operacién -



60

eligiendo, en cada etapa del método general expuesto anterior -
mente, la variable ubicada en la primera fila y primera columna

de la tabla reducida.

El procedimiento anterior termina cuando queda exactamente

una fila o una columna sin tachar.

Apliquemos este método al ejemplo en la tabla de la figura

3.4

a) X11 = 5, lo cual elimina la columna 1. Por lo tanto ningu-
na asignacién adicional puede hacerse en la columna 1. La
cantidad que todavia hay en oferta en la fila 1 es de 10 u-
nidades.

b) X,, = 10, con esta asignacién se tacha la fila 1 y deja 5

unidades demandadas pendientes en la columna 2.

c) XZZ = 5, con lo cual eliminamos la columna 2 y quedan 20 u-

nidades en oferta en la fila 2.

d) X5z = 15, tachamos la columna 3 y quedan 5 unidades en ofer

ta en la fila 2.

e) X5,4 = 5, tachamos la fila 2 y quedan 5 unidades demandadas

en la columna 4.

f) X34 = 5, con lo cual se elimina la fila 3 o la columna 4.
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Ya que (nicamente una fila o una columna permanece sin ta-

char, termina asi el procedimiento.

La solucién bdsica inicial se da en la tabla de la figura

3.5. Las variables b&asicas son X11 = 5, X12 = 10, XZZ =5, -

X2 = 15, X5y = Sy Xz4 = 5. Las variables restantes son no bi

sicas y tienen valor cero.

El coste del transporte asociado a esta solucidn bésica es:

5x10 + 10x0 + 5x7 + 15x9 + 5x20 + S5x18 = 410

d d, d, 4,
I
0 5 10 15
0, 5 15 5 |25
f
0 5 | s
aj
5 15 15 10 | b,
Fig. 3.5

Puede notarse que las casillas de las variables utilizadas

forman una '"escalera", o si consideramos los vértices, un 4rbol.

Cuando tanto una columna como una fila se satisfacen simul

tdneamente, la variable siguiente que debe agregarse a la solu -



cidén b&dsica necesariamente serd cero. La tabla de la figura 3.6

nos muestra este caso.

I

La columna 2 y la fila 2 se satisfacen simultidneamente. Si
la columna 2 se tacha, XZ3 se hari bi4sica con un valor de cero
en el sigulente paso, ya que la oferta restante para la fila 2
es cero. Ahora si en lugar de la columna 2 se tachara la fila

2, X seria la variable bédsica cero.

32

1 2 3 4
0, 5 5 10
0, 5 0 5
04 8 7 |15
a.
5 10 8 7N
j
Fig. 3.6

Observemos que las soluciones bisicas en las tablas de las
figuras 3.5 y 3.6 tienen el nGmero de variables bdsicas adecua -
das m+n - 1 = 6. El1 método de la esquina noroeste proporciona

siempre el nfimero apropiado de variables bésicas.



63

3.4.2.2 Método del Coste Minimal.

g

Este procedimiento da, en general un programa inicial que
se acerca mas al programa optimal que el del método de la esqui

na noroeste.

Consiste en elegir, en cada etapa, la variable Xklcormspnr
diente a:

C,, = min |[C..]
k1 oy -1
(i,j)
Este método se fundamenta en asignar tanto como Sea posi-
ble a la variable con el coste unitario mi&s pequefio en la tabla

completa.

Cuando hayan dos costes iguales, se escoge arbitrariamente
uno de ellos. El1 siguiente paso es tachar la fila o columna sa-
tisfecha. Como en el caso anterior, si la fila y la columna se

satisfacen simultdneamente s6lo una puede ser tachada.

Se repite el proceso asignando tanto como sea posible a la
variable no tachada con el coste unitario mis pequefio. El proce

dimiento estd completo cuando Gnicamente queda una fila o colum- -

na sin tachar.

El problema de transporte en la tabla de la figura 3.4 se-
rd usado para ilustrar la aplicacién de este método. La tabla -

de la figura 3.7 muestra la solucidén b&4sica inicial resultante.
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Los pasos sigulentes son:

X12 y X31 son las vafiables asociadas a los costes unita -

rios mids pequefos (C12 = C31 = 0).

Rompiendo arbitrariamente la igualdad, seleccionemos Xy,.
Las unidades asociadas de oferta y demanda dan Xqy = 15, 1o -
cual satisface tanto la fila 1 como la columna 2. Tachando 1la

columna 2, la oferta que se deja en la fila 1 es cero.

Ahora X31 tiene el coste unitario mds pequefio sin tachar.

Por consiguiente X31 = 5 satisface tanto la fila 3 como la co-
lumna 1. Tachando la fila 3, la demanda en la columna 1 es ce
ro.

El elemento mds pequefio sin tachar es C23 = 9, Las unida-

des de oferta y demanda nos llevan a X 15, con lo cual tacha

23~
mos la columna 3 y nos quedan 10 unidades de oferta en la fila 2.

El coste mds pequefio sin tachar es C11 = 10, como la oferta

restante en la fila 1 y la demanda que hay en la columna 1 son

ambas cero, X11 = 0.

Tachandc la columna 1, la oferta que se deja en la fila 1 -

es Cero,

Las variables bédsicas restantes se obtienen, respectivamen-

te, asi: X190 =0 vy Xy = 10.
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El coste total asociado con esta solucidn es:
0x10 + 15x0 + Ox11 + 15x9 + 10x20 + S5x0 = 335, que es mejor, -

méds pequefio, que el proporcionado por el método de la esquina

noroeste.

d, d, dy d,
10 0 20 11
0, 15
oL 15 0
12 7 9 20
0, 25
15 10
0 14 16 18
0 5
3 5
a.
1
5 15 15 0 |y,
j

Fig. 3.7
Observemos que esta solucién bdsica incluye 4 variables po
sitivas y 2 variables cero; esto significa que la solucién bédsi
ca inicial es DEGENERADA, es decir,.al menos una variable bési-
ca es igual a cero. Mis adelante veremos que la degeneraciln
no presenta problemas especiales al resolver el problema ya que
las variables b&sicas '"cero' pueden tratarse como cualquiera de

las variables bédsicas positivas.

3.4.2.3 MEtodo de Aproximacidén de Vogel.

Usualmente, este método proporciona una mejor solucibn bi-
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sica inicial que los dos métodos anteriores, el mayor nGmero de
veces produce una solucién de inicio Sptima o cercana a la 6pti

ma.
Los pasos del procedimiento son los siguientes:

Paso 1: Se calcula una penalizacién para cada fila (columna),

encontrando la diferencia de los dos costes menores en la misma

fila (columna).

Paso 2: Se identifica la fila o la columna con la penalizacién
mayor, escogiendo arbitrariamente cuando se encuentren dos pe-

nas o pagos de igual valor.

Se asigna tanto como sea posible a la variable con el cos-
te minimo en la fila o columna seleccionada., A continuacién ta

chamos 1a fila o la columna satisfecha.

Si una fila y una columna se satisfacen simultineamente, -
s6lo una de ellas se tacha y a la fila o columna no tachada se

le asigna una oferta o demanda cero.

Nota: Cualquier fila o columna con oferta o demanda cero no de
berd ser utilizada al calcular penalizaciones futuras (en

el paso 3).

Paso 3:

a) Si exactamente una fila o columna permanece sin estar tacha

dg, paramos.
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b) Si s6lo una fila o columna con oferta o demanda POSITIVA per
manece sin estar tachada, determinamos las variables bésicas

en la fila o columna por el método del coste minimo.

c) Si todas las filas o columnas no tachadas tienen oferta y -
demanda cero, determinamos las variables bdsicas cero por -

el método del coste minimo y paramos los céilculos.

d) En cualquier otro caso, se calculan las penalizaciones para

las filas y columnas no tachadas y se regresa al paso 2.

Recuerde que las filas y columnas con oferta y demanda cero

no se usarin al calcular estas penalizaciones.

Aplicaremos el Método de Vogel al problema de la tabla en
la figura 3.4. En la figura 3.8 tenemos el primer conjunto de

penalizaciones de fila y columna.

Como la fila 3 tiene la pena mayor, que es 14, y como Cq4=0
es el coste unitario minimo en la misma fila, la cantidad 5 se
asigna a X31. La fila 3 y 1a columna 1 se satisfacen simulté4-
neamente, supondremos que la columna 1 se tacha, lo que hace que

la oferta restante para la fila 3 es cero.
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Penalizacién

d1 dz d3 d4 ‘{ de Filas.
10 0 20 11 ]
04 15 |10
12 7 9 20
0, 25 2| P
0 14 16 18 ”
03 . 5
a.
S 15 15 10
Penalizacién de
10 7 7 7 " Columas.
Fig. 3.8

En la figura 3.9 se muestra el nuevo conjunto de penaliza-

ciones después de tachar la columna 1 en la tabla de la figura

3.8. Notese que la fila 3 con oferta cero no se toma en cuenta

al calcular las penalizaciones.

Puede observarse que la fila 1 y la columna 3 tienen igual

pena, que es igual a 11.

Seleccionando arbitrariamente la columna 3, la cantidad 15

se asigna a XZS’ tachamos la columna 3 y la oferta en la fila 2

queda disminuida a 10.
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10 0 20 11

0. |12 7 9 20

25 1 2
2 15
0
0, 5 el
a

Fig. 3.9

El nuevo conjunto de penalizaciones después de tachar la -
columna 3 estd dado en la figura 3.10. Observe que en este ca-
so no se toman en cuenta para los cdlculos las columnas 1y 3

tachadas y 1la fila 3 que ya saturd su oferta.

La mayor penalizacién es la de la fila 2, que es igual a

1
1

13 y como C22 = 7 es el menor coste, XZZ = 10, por lo tanto se

tacha la fila 2 cuya oferta ahora es cero.
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10l ¢ 11 ]

15 1"

10|,/ 15 25 | 13

0 s ]
5 //
&
s 15 | 1510 |,
j
-7 |9
Fig. 3.10

Aplicaciones sucesivas del Método de Vogel producen:

X179 = S5 y se tacha la columna 2;

Xy4 = 10 y se tacha la fila 1, vy

X34 = 0.

. . .
En este caso el coste del programa es 315, con 1as variable

=5, Xy, = 10, X34 =

bdsicas: X 14

31 % % X3 = 15, X5, = 10, X

22 12

La versién anterior del Método de Vogel, rompe jgualdades
arbitrariamente entre penalizaciones; sin embargo esta Tuptura

puede ser crucial para dar una buena solucién inicial.

Por ejemplo, en la tabla de la figura 3.9, si la fila 1 se

escoge en lugar de la columna 3, resulta una solucidn bidsica -

! BIBLIOTECA CEMT
, UMNIVERSIODAL D EL C k
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inicial no tan buena como la anterior, con variables bidsicas

Xy, = 15, X,5 = 15, X

coste total de 335.

= 10, X,, =5, X32 =0, X34 =0y un -

24 31

Teorema 3.1

El método general expuesto anteriormente proporciona un -

programa de base del problema de transporte.

Demostracién.

Por lo visto anteriormente (seccién 2.5 y Teorema 2.4) bas-
ta con demostrar que este programa estd formado por (m+n-1) va-
riables y que los puntos asociados con estas variables en la ta

bla de transporte T son los vértices de un N-grafo sin ciclo.

Consideraremos primero el caso particular del Método de la
esquina noroeste: si consideramos la suma de los dos iIndices
de las distintas variables del programa, ordenadas como han si-
do elegidas, esta suma aumenta en una unidad en cada etapa del

procedimiento.

Puede observarse la tabla de la figura 3.5.

Siendo Xyq la primera variable y X = 1la Gltima, a partir
de XH efectuamos (m+n-2) elecciones de variables, entonces te

nemos en el programa

(m+n-2) + 1 = (m+n-1) variables.
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Por otro lado, existe en T una cadena @inica que une los -
puntos asociados con las variables del programa, ordenadas co-
mo se han obtenido; recorriendo la cadena de X11'a an todos -

los indices son no decrecientes, luego no puede existir ciclo.
'|

Lo anterior puede comprobarse en la figura 3.11 que mues-
tra el N-grafo asociado a la solucidén bdsica de la tabla en la

figura 3.5.

Fig. 3,11

Si consideramos ahora el método general, podemos por permu
taciones de las filas y las columnas de T, colocar las varia -
bles en la posicién que ocuparfan en el procedimiento de la es-
quina noroeste, luego tendriamos (m+n-1) variables. Al efec -
tuar las permutaciones se conservarén los ciclos existentes; -
pero si hemos ordenado las variables de acuerdo al método de -
la esquina noroeste, tenemos que no existe ciclo en el progra-

ma obtenido por el método general,
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3.4.35 Mejora del Programa Inicial.

4

Es posible mejorar un programa inicial de base, sin impor-

tar el método usado para obtenerlo.
El procedimiento es el siguiente:

Consideremos, en los vértices de un rectdngulo, cuatro ca-

sillas de T, de tal manera que:

C.7 + C

i1 > C.. + C

kj ij k1l
siendo Xi1 y ij dos variables no nulas pertenecientes al pro

grama inicial.

Puede notarse que se exige que las dos variables no nulas
cuyos costos sumados son mayores que los de las otras dos deben
estar ubicadas en los extremos de una misma diagonal del rectédn

gulo, como se 1llustra en la figura 3.12.

X. . .
1] il

k1
Fig., 3.12
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A continuacién encontramos nuevos valores para estas cua-

tro variables, asi:

en donde ) = Min[ X;

vajlables no nulas Xil y Xk"

que

ces

que

ces

1 ij ], es decir, el menor valor de 1las

J

El valor de la funcién econémica disminuye en

M€ a (Gg) = A (G * )

corresponde al producto de ) por los costos en 10S vértl

que sufrieron la disminucién de X.

Ademids el valor de la funcién econé6mica aumenta €en

(€550 * A(Cyp) = A(Cy5 #+ Cyy)

corresponde al producto de A por los costos en 10S vérti -

que sufrieron el aumento de A.

. . . . lor
Lo anterior nos lleva a una disminucién neta €n el va

de la funcién econémica expresado asfi:

N €yt Gy - Gyt Gy
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De donde el nuevo programa es mejor que el anterior.

En este nuevo programa pueden darse dos casos:

Si Xij o Xkl pertenecen al programa 1inicial, el nuevo pro-

grama tiene todavia (m+n-1) variables, con la condicidn de

que si Xil y ij tienen el mismo valor en el antiguo pro

grama, consideremos que una de ellas pertenece con cero al
nuevo programa. Segun la propiedad 4 de la seccidén 2.5 el
M-grafo asociado no tiene ciclo y por lo tanto tenemos un

programa de base.

Ejemplificaremos lo anterior usando el resultado obtenido a
través del método de la esquina noroeste en la figura 3.5 y
que presentamos junto con los costes respectivos en la figu

ra 3.13.

10 0 20 11.
5 10
12 7 9 20
S5 15 5
0 14 16 18
5
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El procedimiento puede aplicarse, en la tabla de la Figura
3.10, a las casillas (1,1), (1?2), (2,1), (2,2), ya que
C

t

> G v G

11 7 Co2 21"

Luego disminuiremos Xll y X,, y aumentaremos X12 y X21 en

la cantidad X = Min [X11, XZZJ = 5.

Obteniendo la tabla de la figura 3.14, en donde hemos eli-

minado la variable no bdsica cero de la casilla (1,1) y conserva

mos la de la casilla (2,2).

10 0 20 11
15
12 7 9 20
5 0 15 5
0 14 16 18
5
Fig. 3.14

Puede notarse que en la figura 3.11 no existe ciclo y exis

ten (m+n-1) variables,

Ademds para este nuevo programa el coste del transporte -
asociado es de 385, que es menor :que 410 el coste del programa

inicial. Desde luego este procedimiento se continda hasta ago-



tar todas las posibilidades existentes de formar rectingulos con
las condiciones dadas, el programa obtenido serd el programa op-

timal buscado.
b) Cuando ni Xij ni Xk1 pertenecen al programa inicial y
iil # ij, el nuevo programa tiene (m+n) variables; entom -

ces para obtener un programa de base es necesario déstruir
el o los ciclos que existen en el II-grafo asociado con el

nuevo programa, aplicando el procedimiento del algoritmo -

del transporte, en su etapa 4).
Este caso se ejemplificari en la seccibn 3.6.

3.5 Degeneracién. Convergencia.

3.5.1 Condicidén Necesaria.

Como en todo problema de programaci6én lineal, una de las va
riables del programa de base inicial o de un programa pestetrior
del problema de transporte puede tomar el valor cero; el proble
ma es entonces degenerado. En el caso particular de los proble

mas de transporte, podemos demostrar el teorema siguiente:

Teorema 3,2

Puede haber degeneracibn de un programa de base de un pro-

blema de transporte si, y s6lo si, existen conjuntos

M CM y N CN tales que:



iEMu ai = z ' bj (3.5)

Demostracién

La Condicidn es necesaria.

Supongamos que existe un programa de base en el que una va

riable tenga valor cero.

Este programa corresponde a un arbol BG al que estd aso -

Ciada una matriz triangular A (Sij), por Teorema 2.4.

Siempre es posible cambiar de notacién, de tal manera que
las ecuaciones asociadas con las filas, y las incégnitas aso -
ciadas con las columnas de esta matriz estén numeradas de 1 a
(m+n) y de 1 a (m+n-1) respectivamente, en el orden de las filas
y columnas de la matriz. En este caso, podemos resolver literal

mente el sistema en forma secuencial partiendo de la primera e-

cuacién.

Sean U y V 1los subconjuntos de ecuaciones del siste-
ma relativos respectivamente a los orfigenes y los destinos. Di
remos que una ecuacién estd en U o en V si, y sblo si, la cons-

tante del segundo miembro es un a; o bj respectivamente.

Probaremos esta doble implicacién por recurrencia.



b)

79

Se cumple para X1, ya que:

X1 = ai1 , Si la primera ecuacién pertenece a U, y

X1 = bj , S1 la primera ecuacién pertenece a V.
1

Ya que en cada caso agotaria respectivamente la oferta o la

demanda.

Supongamos que se cumple para k-1, es decir, supongamos que
en la etapa k-1 de la resolucidn, todas las variables Xl’ -

con 1 < k-1, calculadas anteriormente sean de la forma:

Xy= I a;- I b (3.6)
ieM JeN

Si la 1-ésima ecuacidén pertenece a U; o

X; = L b, - V., a. (3.7)
oogen 30 qem

si la 1-&sima ecuacién pertenece a V.
Probaremos ahora que se cumple para K.

Para la variable K nos encontramos en uno de los dos casos

siguientes:
i) La K-ésima ecuacién estd en U.

En este caso, puesto que una variable no aparece mis
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que dos veces como mdximo en el sistema de transporte,

en una ecuacidén de U y en uma de V, entonces

Si1 (I < k - 1) no puede ser distinto de cero mds que -

x. €s de la forma (3.7), es decir, que la 1-&sima -
1

ecuacidn debe pertenecer a V.

si

De donde, llamando A a un subconjunto de {1,...,K-1} , -
tenemos que:

X, =a. - J X, = Y, a, - ), b.
A S -9 U SRS VAR S -3 VA

Lo que significa que el valor de X, serd igual a la o-
ferta total en esa fila menos la cantidad demandada has

ta el momento en esa misma fila, por los destinos meno-

res que K.
i1) La K-ésima ecuacibn estd en V.
Por la misma razén anterior, S, ., (1 < K-1) no puér-

de ser distinto de cero mis que si X; es de la for

ma (3.6), con la 1-ésima ecuacién perteneciendo 2

u.
De donde

X =b = X X = X ) b. - 5 ' a.
kK 0 1ea 1 e ) qem R

BIBLIOTECA CENT!
BNIVERBIDAD LE ._:;-.
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Lo que significa que el valor de Xk serd 1igual a la canti-
dad total demandada en esa columna menos la cantidad entregada

en esa misma columna por los orfgenes anteriores a K.

Luego, como la propiedad se cumple para las (K-1) primeras
variables, se cumple también para la K-ésima. Asi, es cierta -

para las ( m+n-1) incégnitas.

La condicién es suficiente, es decir, puede haber degeneracién

si se cumple una relacién (3.5):

Looay = b.
she BT ke b

En efecto, volvamos a ordenar las filas y las columnas de -
la tabla de transporte, de manera que, en la nueva tabla, las K

primeras filas y las 1 primeras columnas sean aquellas cuyos in

'
dices pertenecen a M y N respectivamente.

En la nueva tabla tendremos:

de donde:

y, por consiguiente, la solucifén de base obtenida por el método

de la esquina noroeste, en total, tiene como maximo
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(K +1 -1) + (m-k + n-1 - 1) = (m+ n - 2)

variables no nulas, de donde la solucién es degenerada.

3.

Bl

5.2 Solucibn en casos de Degeneracifn.

La degeneracidén en un programa bisico puede darse bajo dos

R4

formas principales:

a) Variables badsicas con valor cero.

b)

Esta es propia de los problemas de transporte. Si excluimos
de un programa de base todas las variables con valor cero, -
dicho programa tiene, en caso de degeneracidn, menos de -

(m + n - 1) variables y generalmente es imposible aplicar -

el algoritmo expuesto anteriormente.

] ) c . o
Nos liberamos fécilmente de este problema conviniendo, com
1o hemos venido haciendo, que una variable con valor cero -

puede pertenecer a un programa de base.

Existencia de Ciclos.

Esta degeneracidén es comGn a todos los problemas de progra-
macién lineal; pero podemos afirmar que no se COnoce ningGn

ejemplo practico de problema de transporte en el que se haya

dado ciclo.
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3.5.3 Una interpretacién gréfica.

Existe una correspondencia biunivoca entre los conjuntos -
de vectores de base del problema de transporte y los grafos par
ciales del grafo G, que son arboles (Corolario 1 del Teorema -

2.4).

A todo conjunto de vectores de base, luego a todo &rbol, -
corresponde una solucidén, y una sola, llamada programa de base,
que estd formada por (m + n - 1) variables generalmente no nu-
las. Cuando algunas de estas variables son nulas, se ha tomado
el convenio, para asegurar que el algoritmo sea védlido, que for
man parte del programa considerado; este tipo de programa reci-

be el nombre de programa de base degenerado.

El anterior convenio nos permite siempre asociar con el -
programa considerado un drbol G; pero en este caso, se pueden
formar generalmente varios programas de base a partir de las -
(m + n - 1) variables no nulas del programa, es decir, existen
varios conjuntos de (m + n - 1) vectores linealmente indepen -
dientes que tienen, como subconjunto, el conjunto de los vecto
res asociados a estas variables no nulas. Es por esta multi -
plicidad de 1los drboles asociados con una solucidn degenerada

por lo que puede darse el ciclo.
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3.6 Ejemplo:

o

Sea a resolver el problema de transporte

S

.. = a. i=1, 2,3
jz1 1j i ’
3

.. = b. , =1, 5
121 1) ) ) !
Minimizar Z = Ci' Xi'

(i,3) 2 )

en donde los valores de las constantes a;, bj y Cij vienen da -

dos en la figura 3.15 y e€n la figura 3.16 tenemos un programa
inicial de base, determinado por el método de la esquina noroes
te. Por tener las variables bé&sicas XZZ y X34 valores cero, el

programa es doblemente degenerado.

10 3 9 1 5 - 10 4 9 1 )

4 4

1 3
3 7 8 11 2 - 4 7 8 1" 2
X 0 S 2
3 6 12 8 6 6 3 6 12 8 6 6
0 '
Hi . ai

1 3 5 2 6 |p. 1 3 5 2 0 b

]

Fig. 3.15 Fig. 3.16
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Mejora del Programa Inicial.

El procedimiento de la seccién 3.4.3 puede aplicarsc a las

cuatro casillas (1,1), (1,4), (2,1) y (2.4), ya que

Cip * Cop 2 Gy * Gy Luego disminuiremos X,, y X,, y aumenta
remos X,, ¥ X,; en la cantidad X = min [X,;, X,,] = 1; as{ tene
mos que X,, sale de la base y Xi4 Y XZ1 entran en la base con -

valores positivos,

El nuevo programa, por tener (m + n) = 8 variables no nu-

las, no es ya programa de base.

Podemos destruir el ciclo formado por las casillas (1,2),
(2,2), (2,4) y (1,4) disminuyendo X,, y X,, en 1 y aumentando
igual cantidad a X,, y X,,, lo cual es posible porque
Cyp + Cyy > Cyy + Cyy. Como en este caso X,, queda eliminada

del nuevo nrograma, éste se convierte en programa de base -

(fig. 3.17)

101 4 19 T 5
2 2 4
4 A8 S s
1 1 5 7
3 6,/ 112 /|8
y 6
0 6
1 3 ¢
5
2 6 b

Fig. 3.17
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Podemos aplicar nuevamente el procedimiento anterior a las
cuatro casillas (2,1), (3,1), (2,5) y (3,5) de la tabla de la -

figura 3.17, ya que C21 + C35 > C31 + CZS‘ Luego, disminuimos

X5y v Xgc en & = [X,,, X5c] = 1y aumentamos este mismo valor a
Nag Vo A3y
Ln este caso eliminamos X21. Como ahora tenemos (m+n) = 8

variables, resolvemos el problema eliminando la variable X34 que
tiene valor cero. El nuevo programa se encuentra en la tabla

de la figura 3.18.

10 4 9 1
> 4
2 2
4 7 8 1 2
7
1 5 1
3 6 12 8 6
6
1 5
a.
13 s 2 | 6 pNC
j
Fig, 3.18

: . o Ceitlas
Si ahora aplicamos el procedimiento a las cuatro casill

(2,2), (2,5, (3,2) y (3,5), llegamos a disminuir X,, Y X5g €N ]

ooy =

v aumentar X25 v XSZ en 1, asf{ como a eliminar X,,.

El resultado de estas operaciones es el programa no dege-

[
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nerado escrito en la figura 3.19.

10/] 4 9 1 5
2 2 4
4 7 8 11 2 7
5 2
3 6 12
8 6 6
1 1 4
a.
1 3 S 2 6 b i
j

Fig. 3.19

Al evaluar la funci6én econ6mica del programa inicial de
base, de la figura 3.16, tenemos que Z = 120, mientras que al
evaluar el programa obtenido en la figura 3.19, tenemos qué -

2 = 87. Es evidente que se ha mejorado el programa inicial.

3.7 Balance del Problema de Transporte.

La definicién general del problema de transporte implica

que

Esto significa que la oferta en todos los origenes debe

ser igual a la demanda de todos los destinos. En problemas -
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reales esta restriccibén no necesita satisfacerse siempre, en o
tras palabras, la oferta disponible puede ser menor que la de-

manda o puede excederla.

En este caso diremos que el problema de transporte NO ES-

TA BALANCEADO.

La restriccién

se impone Gnicamente porque es fundamental al desarrollar el -
algoritmo del problema de transporte. Sin embargo, cualquier
problema real puede balancearse artificialmente convirtiéndo-

lo a un problema con igual oferta y demanda.

Si la demanda excede a la oferta, se aumenta un origen -

ficticio que suministrarid la cantidad

n m
a . < z b. - -Z a
Que es la cantidad necesaria para que la oferta iguale a

la demanda.

Si existe exceso de oferta, se utiliza un destino ficti -

cio para absorber la cantidad

) ]
_ a; - b.
T - I L

J
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Que es la cantidad que permitird que los destinos absor-

ban toda 1a oferta.

Los costes de 'transporte' por unidad desde el origen fic
ticio a todos los destinos son cero, ya que esto es equivalente

a no transportar desde el origen ficticio.

En forma semejante los costes de ''transporte'" por unidad
desde todas las fuentes a todos los destinos ficticios son ce-

Tro.

Fisicamente, las cantidades enviadas desde un origen fic-
ticio pueden interpretarse como escasez de la demanda, mien -
tras que los asignados a un destino ficticio pueden interpre-

tarse como capacidades no utilizadas en el origen.

Ejemplo:

Resolver el problema de transporte donde tres fdbricas con
capacidades de 40, 60 y 90 unidades disponibles respectivamente,
estén abasteciendo a cinco almacenes que tienen demandas de 30,

40, 70, 40 y 60 unidades respectivamente.

Por razones fisicas la fibrica nGmero 3 no puede abaste -

cer al almacén nGmero S.

Los costos unitarios de transporte en colones estidn dados

en la siguiente tabla:
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d, d, d, d, de
20 19 14 21 16
0, 40
X4 Na /" *13| /14 15°
15 20 13 19 16
02 X X X X X 60
21 22 23 24 25
18 15 18 20 M
04 50
X3q ) X331 /X34 35
a
30 40 70 40 60
b5

Puede notarse que hemos asignado a C35 el valor M, en don
de M es un nGmero positivo muy grande, es decir M >> 0. Esto
se ha hecho ya que el origen 3 no puede abastecer al destino §

y de hacerlo tendria un costo unitario elevadfsimo.

Este problema estd desbalanceado, puesto que

e~

5
a;, = 190 < jz1 bj = 240

En efecto, la oferta total es menor a la demanda total en

S50 unidades.

Para balancear el problema agregamos un origen artificial
04 con una oferta igual a 240 - 190 = 50 unidades, y con cos -

tos C4j =0, j=1,..., 5.



El problema ya balanceado
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presenta la siguiente tabla de

transporte:
d, d, dy d, dg
. 120 19 14 21 16
1 40
X111/ %12 X3 X4 X1g
15 20 13 19 16
02 g’ 60
11,/ %22 X231 /%24 25
18 15 18 20 M
03 X X X X 90
X3 32 33 34 35
0 0 0 0 0
0, 50
Xa |/ *az2 XAz | /" *a4 X45
a.
30 40 70 40 60 1
b.

Utilizando el método de Vogel se obtiene

ca inicial que aparece en la tabla siguiente:

la solucién bési

d1 d, dy d, d¢
01 20 19 14 21 16 40
40
15 20 13 16
02 19 60
30 20 10
18 15 18 20 M
0 90
3 40 50
0 0 0 0 0
0y 50
0 10
a,
30 40 70 | 40 60 |y.
| ]
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Las variables bdsicas iniciales son:

<
|

= 40, Xy = 30, X,q =20, Xy6 = 10, X

40, X.o = 50,

15 32 33

Xgq = 40y Xz = 10.

Las demis variables tienen valor cero.
Esta solucién bidsica inicial nos da un coste total de -

¢ 3,010.00. Desde luego, es posible mejorar este programa i-

nicial aplicando el procedimiento estudiado anteriormente.



CAPITULO IV

REDES DE TRANSPORTE, I

DEFINICIONES Y GENERALIDADES

4,17 Definicibn General de las Redes de Transporte.

Llamaremos RED DE TRANSPORTE (P, U) a un grafo orientado,

sin bucles, (fig. 4.4) en el que:

i) Asociamos con cada arco (p;, pj) e U, en donde p; Yy Py -

son vértices que pertenecen a P,

a) Una capacidad K(p,, pj) = K.. > 0 que nos indica el va

ij
lor maximal del caudal que va de Pi hacia P. en este -
arco;

b) Una "penalizacién" l(pi, pj) = lij > 0 que nos indica,
segGn el caso, el coste del caudal unitario en el arco
(pi, pj), el tiempo invertido en recorrer la distancia

desde p, hasta Pjs la longitud del arco en mencibn, etc.

ii) Con cada vértice p; € P asociamos una demanda d(p;), con la
cual pueden darse los siguientes casos:
a) Si d(pj) < 0, p; es un origen (o entrada) y -d(P;) es -
la disponibilidad en P
b) Si d(pi) > 0, p; es un destino (o salida) y d(pi) es la

demanda en P
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c) Si d(pi) =0, P; es un punto de paso.

En lo sucesivo representaremos con frecuencia una red de -
transporte mediante el conjunto P de sus vértices y“el conjunto
V de sus RUTAS; diremos que existe una ruta ‘bi’ pj] y una sola
entre dos vértices de P si, y s6lo si, existe al menos un arco

que une p; COM p;.

NOTA: No obstante que en lo sucesivo usaremos la notacidén habi-

tual de las aristas, |p;, pj] estudiada en el capftulo I, para -
representar las rutas; puede observarse que la nocién de ruta es
distinta de la nocién de arista.

Con toda ruta [p;, pj] estdn asociadas dos capacidades:
ij de n. hacia Py
ii) Yiio de nj hacia Pj-
Estas capacidades estdn definidas de la siguiente manera:

Ki;» si el arco (p;,pj) pertenece a [pi,pj].

1j°
Y'- = 3
1) 0 , en el caso contrario.
_ Kij’ si el arco (pj’ p;) pertenece a |Pi’ ij,
Yoo = _
J 0 , en el caso contrario.

Por estas definiciones puede observarse que no ocasiona nin
guna ambigiledad eliminar la notacidn Yij y representar las capacl
dades de las rutas con la misma notaciébn Kij usada para represen
tar las capacidades de los arcos, conviniendo que con todo arco

(py» Pj) estdn asociadas dos capacidades:
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ij > 0, de Py hacia pj’ y
Kij = 0, de Pj hacia P,
Para una ruta [pi, pj], generalmente, se tiene que Kij # Kji‘

Si K = K (para todos los i,j) diremos que la red es SIMETRICA.

ij ji
én eljcaso en que una parte o todo el grafo que corresponde
a la red no esté orientado, es decir, que en el grafo hayan aris-
tas, volvemos a la definicién general sustituyendo cada arista -
i pj] de capacidad KEpi, pj] por dos arcos (p;, pj) y (pj, p;)

que tengan la misma capacidad

Kij = K33 = K I_pi,pj] (Fig. 4.1)
K. .
1]
K
P, e » pj Pj P;
K g
Fig. 4.1

Cuando las capacidades K, estén referidas a algunos vérti-
ces Py volvemos a la definicién general reemplazando cada uno de
dichos vértices por dos vértices ordinarios (de capacidad infini-

ta) unidos por un arco de capacidad }(i (Fig. 4.2)
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Designaremos ca Ul
’ biremos P, para una entrada y P, pa

generalmente escri
lida.

Sean:

g, una funcifn definida en P;

h, una funcién definida en U

. a un
;untos de P que pueden ser reducidos
A, B, C, subconjuntos ¢e ¥ que p

. tice;
co Vér ) .
Gni ini-

Wy bconjuntos de U que pueden ser reducidos a Un
, Y, subco

Co arco.

Llamaremos (A, B) al conjunto de arcos (a,b) tales que -

aeA, beBy(a,b) el
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Haciendo:

g(A) = ] g(a) ; h(¥) = ] h(w)
aeA weW

Yy h(A,B) h(asb)

(a,b)e(A,B)
Si ANB = ¢ y ademds Y N W = ¢, se cumplen las relaciones:
g(A) + g(B)
h(Y) + h(W)

i) g(AUB)

1)

ii) h(YUW)
iii) h(AUB,C)

h(A,C) + h(B,C)
iv) h(C, AUB)

h(C,A) + h(C,B)
Al complemento de A, P-A, lo designaremos asi: A,
Finalmente, para simplificar la escritura, sustituiremos -
las notaciones de arco y ruta (p,, pj) y ‘bi’ pj] respectivamen

te, por (i,j) e |i,j]. Por ejemplo, escribiremos que el arco

(i,)) es un arco de la red.

4,3 Redes Particulares,

Definicién 4.3.1,

Llamaremos RED SIMPLE a una red en la que pueden repartir-

se los vértices en dos conjuntos disjuntos Py P2 tales que:

1) (pi’ qJ) e U= P; € Pooy qj e P,

ii) d(qj) > 0 <=> q; € Py

iii) d(pi) < 0 <=> Dy € P1

El grafo que corresponde a este tipo de red es up grafo

simple, y los dos conjuntos disjuntos L P2 de vértices de
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este grafo son respectivamente los conjuntos E y S de entradas

y salidas de la red (fig. 4.3).

Definicién 4.3.2.

Llamaremos RED REDUCIDA a una red que no tenga mis que una
entrada p, y una salida P,» Y en la que ningGn arco incida inte
riormente con p, ni exteriormente con Pn (Fig. 4.4).

Aplicando los conceptos de incidencia estudiados en el Ca-
pitulo I, debe cumplirse que sobre po no debe incidir ningGn ar
.co que venga de un vértice exterior al conjunto de vértices que
constituyen la red, asf como tampoco debe existir ningtn arco -

que saliendo de P, incida en un vértice que no pertenezca a la

red.

|

Fig. 4.3 Fig. 4.4
Considerar redes reducidas es muy Gtil. En la mayoria de
los problemas podemos definir una red reducida equivalente a la

red primitiva del problema considerado de la siguiente manera:
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afiadimos dos vértices po. Y Py al conjunto P de vértices de la

red, y creamos los arcos

(Po, pe)’ para todo Pe € E, vy

(pg» P,)s para todo p. € S;

Todos los vértices de E y de S se convertirdn en puntos de
paso, es decir, vértices con demanda igual a cero. En cada ca-
so particular debemos elegir los valores de las demandas d(p.)
y d(pn), las capacidades de los arcos incidentes en p, y Phs Y
las longitudes de estos Gltimos de tal manera que podamos garan
tizar la equivalencia entre la red reducida y la red primitiva

del problema en estudio.

Definici6n 4.3.3.

Llamaremos RED SIMPLE REDUCIDA a una red reducida que se -
transforma en red simple cuando suprimimos la entrada p., la sa

lida P,» ¥ los arcos incidentes en estos dos vértices.

4.4 Representacién Matricial de una red de transporte.

Nota: el término matriz que usaremos en adelante no corresponde
a los operadores sometidos a reglas bien definidas, sino, por -
convencidn, utilizaremos este término como sinénimo de cuadro o
tabla.

Representaremos una red de transporte cualesquiera por una

matriz cuadrada donde:

i) cada fila y cada columna corresponde a un vértice de la -

red,
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ii} cada elemento a5 representa una magnitud relativa al ar-

co (i,j); por convenio-dejaremos vacfo el lugar de a
2

i)
cuando (i,j) ¢ U,

iii) agregamos una fila marginal, o una columna marginal, que

da los valores de la demanda en cada vértice (fig. 4.5)

Como hemos supuesto el grafo de la red sin bucles, no exis
te ningln arco que saliendo de un vértice incida en €1 mismo:
la diagonal principal de la matriz deberd estar enteramente va-
cfa. As{ también,en una red reducida la primera columna (co -
rrespondiente a po) y la Gltima fila (correspondiente g Pn) de-

berdn estar completamente vacfas, ya que no existen ayces que -

lleguen a p, ni arcos que salgan de P,

Po Py s Pn d
-
Po 391 Ve a5n d(po)
Py | 310 = a1 [4(py)
Pn %no an1 tt d(pn)
Fig. 4.5

En los problemas de longitud de caminos, aij pPuede Tepresen

tar la longitud lij' En los problemas de flujo, 5 serd la ca-

pacidad K;, del arco (i,j); en este caso llamaremos MATRIz pp CA

PACIDADES a la matriz correspondiente., Si la red en su totalj
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Te

dad no estd orientada, la matriz de capacidades es simétricé.
Generalmente, para una red simple se usa una representacién

matricial distinta, méds condensada, asfi: se define una matriz -

rectangular mxn, en la que cada fila estd asociada con un vérti

ce de P, y cada columna con un vértice de P,; el elemento aj: -

J
representa la capacidad del arco (pi,qj), con i=1,,..,m y
j o= 1,...,n.
4.5 Flujo.

4.5.1 Definicién.

La capacidad, la longitud y la demanda son funciones defini
das sobre los arcos y los vértices de la red. Vamos ahora a in-
troducir una funcién definida sobre los arcos o rutas de una red
y cuyos valores son inc6gnitas de numerosos problemas.

Llamaremos flujo estacionario aritmético, o mds simplemente
FLUJO (ARITMETICO), en la red, a una funcién x con valores rea-
les, positivos, que hace corresponder a todo arco (i,j) € U un

valor x(pi, pj) = X.. que satisface las relaciones:

1)

i) 0 < x(p;, pj) < Ky , (i,j) e U
ii) x(pys P) - x(P,p;) =0 , p; e (P-E-S)
iii) X(Pes P) - X(P)pe) 2> 0 ’ pe e E
iv) x(pg, P) - x(P,p) <0 , pg €S

La relacién i) expresa que el flujo en todo arco es a lo -

sumo igual a la capacidad del arco.
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Nota: Diremos que un arco u € U estd saturado, cuando el flujo
que pasa por &1 es igual a su capacidad.

La relacién i) expresa que en todo punto de paso, que no -
es de entrada ni de salida, el flujo que sale de €1 debe ser i-
gual al que recibe.

La relacidén iii) expresa que en todo vértice de entrada, -
el flujo que sale es mayor o igual que el que entra en €1,

La relaci6n iv) expresa que en todo vértice de salida el -
flujo que sale de é1 debe ser menor o igual al que recibe de los
otros vértices.

x(p;» P;) = x;. puede considerarse como el valor de una -

j ij
circulacidn real en el arco (i,j) con el sentido de Py hacia pj;
designaremos X3 al flujo aritmético en el arco (i,j) o mds sim-
plemente al flujo en el arco (i,j).

Un conjunto de flujos en los arcos de una red define un -
FLUJO ARITMETICO EN LA RED Gnicamente cuando se verifican las -
cuatro relaciones anteriores.

Llamaremos flujo estacionario algebrdico, o mé&s simplemen-
te FLUJO ALGEBRAICO en la red de transporte, a una funcién f de
valores reales (positivos, negativos o nulos) que hace correspon
der a toda ruta [i,j] € V dos valores £(py» pj) y f(pj, pi), 11a
mados respectivamente: flujo algebrdico en [i,j] de p; hacia P;

y flujo algebrdico en |i,j] de P, hacia p,. Esta funcién satis-

face las siguientes relaciones:
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1) Elpys py) = - £(py, Py)

1i1) f(pi, P) =0 |, P; € (P-E-S)

iv) f(p,, P)

| v

o , Pe € E

A
O

V) f(ps, P) < Pg € S.

La primera relacién expresa que el flujo algebrdico de Py
hacia P; se define como el opuesto del flujo algebrdico de pj ha
cia p;- Segfln que f(Pi, pj) sea positivo o negativo, la circula
cién real en la ruta [i,j] se dirige hacia pj © hacia p..

Aumentar un flujo negativo f(pi, pj) en K unidades es lo -
mismo que disminuir la circulacién real hacia p, en K unidades.

La segunda relacién nos indica que el flujo algebr&ico de
p; @ Py deberd ser mayor o igual que el opuesto de la capacidad
del arco que va de Pj a p; Y menor o a lJo sumo igual que la ca-
pacidad del arco que va de p; a pj_

La tercera relacién expresa que el flujo algebrdico que va
desde todo punto de paso hacia el conjunto de vértices que no -
son ni de entrada ni de salida es igual a cero.

La cuarta relacién expresa que el flujo algebrdico que va
desde toda entrada hacia el conjunto de vértices P de la red debe
ser mayor o igual que cero; mientras que la quinta relacién expre
sa que el flujo algebrédico que se origina desde todo punto de sa-

lida hacia el conjunto de vértices de la red debe ser menor o i-

gual que cero.
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Cuando existe una correspondencia biunfvoca entre las ru -
tas y los arcos, las cuatro Gltimas relaciones no son sino una -
prolongacién de las cuatro relaciones de flujo aritmético para -
el caso de una red definida por el conjunto de sus rutas.

Asociaremos con un flujo aritmético x el flujo algebriico

f definido por 1la relacién:

f(pl; PJ) = le - le
Mientras que siempre podremos asociar con un flujo algebréi

co, el flujo aritmético definido asfi:

Xij =méx [f(p;, pj) , 0]

X1 =max [€Gps, py) 5 O]

4.5.2 Valor de un Flujo.

Supongamos que existe al menos una entrada en donde el flu
jo algebrdico saliente es estrictamente positivo. Llamaremos
£(E,P) = ¥, al flujo algebrdico en el conjunto de entradas de la
red; £(5,P) = - ¥, al flujo algebrdico en el conjunto de sali -
das; y por otra parte tenemos que f(pi,P) =0 (pi e P-E-S), el -
flujo algebrdico en un punto de paso es cero.

Sumando estas tres Gltimas relaciones tenemos

f(E,P) + £(S,P) + f(pi, P) = ¢_ -y
de donde obtenemos

0= f(P,P) = v, -
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Llamaremos VALOR DEL FLUJO en la red, al valor comin

¥ representa el flujo aritmético neto que sale

de Vo oY ws.
del conjunto de las entradas (diferencia entre el flujo aritmé-
tico saliente y el flujo aritmético entrante) y que entra en el
conjunto de las salidas.

En el caso particular de una red reducida, por definicién,

tenemos .

Kig =K ;=0 ,i#0,n

es decir, que tanto la capacidad de los arcos que van hacia la
tnica entrada p, como la de los que salen de la Gnica salida Pn

es igual a cero, de donde:

-f(po’ pl) < 0 ,

_f(pi) Pn) <0,
Y, pPOTr consiguiente, asociando con f el flujo x definido al fi-

nal de la seccién 4.5.1 tenemos:

t(po, P) x(po, P) v,
f(P, Pp,) x(P, Py) Y

Luego, el valor del flujo de una red reducida es igual a la

3
L}

suma de los flujos aritméticos que salen de p,, O que entran a
g

Por otra parte, todo flujo en una red reducida puede ser -
descompuesto en una suma de flujos que recorren cada uno un ca-

mino de p, a P, (fig. 4.6)



106

Fig. 4.6

4,5.3 Capacidades residuales en una red recorrida por un flujo.

Asignamos a toda ruta [1i,j] dos capacidades residuales T,

de Dy hacia pj y rji de pj hacia Py> definidas de 1la siguien-

te manera.

que no es nada mds que la diferencia entre la capacidad del ar-

co y el flujo algebrdico que hay sobre éste.

Por otra parte, si (i,j) ¢ U, tenemos:

"
o

f(P‘l’ Pj)iKij »

de donde

rij = f(pj. pi) = in
es decir, cuando no existe un arco (i,j), la capacidad residual
de p. hacia p, es igual al valor del flujo aritmético de P; ha-
1 J

ia o
c P1
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4.6 Conjuntos Disjuntos. Cortes.

“

Nota: en toda esta parte, Gnicamente consideraremos redes reduci
das.

Definicién 4.6.1

Si A es un subconjunto de los vértices de la red tal que

Po € A Y Pp ¢ A 1llamaremos CONJUNTO DISJUNTO al conjunto -

(A, A) de arcos incidentes en A anteriormente.

Fig. 4.7

La figura 4.7 ilustra la anterior definicién, donde A es-
td formado por los vértices Pgs Pg ¥ P ¥ el conjunto disjun-

to cstd formado por los arcos
(P-‘, ps) y (P4, ps) ’ (P4, Pn) Y (P3y P6).
Llamaremos CAPACIDAD DEL CONJUNTO DISJUNTO a la cantidad

K(A, A).
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Es evidente que todo camino que va de p, a P, tiene al me-

nos un arco de (A, A), (fig. 4.7).

Definicién 4.6.2.

Llamaremos CORTE a un subconjunto W de U tal que todo cami
no que va de p, a p, Se encuentra con W y que no existe ningGn
subconjunto de W que tenga esta propiedad.

Una condicifn necesaria para que podamos hablar de corte
es que exista al menos un camino de p, a p,. Se puede demos -

trar la propiedad siguiente:

Teorema 4.1,

Todo corte es un conjunto disjunto,

Demostracién.

Vamos a demostrar que existe un subconjunto A<= P, con
Po £ A y P, € A, tal que el corte W sea igual al conjunto
(K, A) de los arcos incidentes interiormente en A.

Haremos la demostraci6n en dos parteé:

1) Primero demostraremos, por reducci6én al absurdo, que

existe un conjunto A tal que (A, A)c= W,

Puesto que suponemos que existe al menos un camino de
Po @ P, todo conjunto que contenga a P, tiene al me-
nos un arco incidente hacia su interior. Supongamos
que para todo conjunto que contenga a P.» Pero no a
Po, existe al menos un arco incidente hacia su inte-

rior y que este arco no pertenece a W,
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Consideremos ahora la secuencia de conjuntos

Ao, A1,...,A1 definidos de la siguiente manera:
Ao = {pn}
Ay = Ao U{py/(py,As) 0 (U-W) # ¢}

>
|

5 = A1U{pk/(pk’ A1) n (U-W) # ¢}

Ajer =AU Upp 7 (py 5 Ap) 0 (U-W) # e )

es decir, que Ai+1 estd formado afiadiendo al conjunto
Ai todos los vértices origenes de los arcos incidentes
interiormente en este conjunto Ai Y que no pertenezcan

al corte W,

Luego, se tiene que por hip6tesis Ai+1 # Ai Y por cons

truccién se tiene que
Aigy2 Al o -vv D {pn}

Como la red es finita, la secuencia de conjuntos es fi
nita y po pertenece al Gltimo conjunto de la secuencia,
de no ser asi no serfa éste el Gltimo conjunto por 1a
forma en que se definieron.

iguiente a que para todo p. € A. .
Por consigule , Ya q p P; i (Dl # pn)
existe, por construccién de Ai’ un elemento

P;.q € Ay tal que (pi, pi-l) e (U-W),



existe un camino de p, a p, que no encuentra a W, 1lo
que contradice la definicién de W, luego existe un -
conjunto A de vértices tal que (A, A) = W

ii) Supongamos ahora que W # (A, A).
Segn lo anterior (A, A) serfa entonces un subconjunto de
W tal que todo camino de pe. a P, debe encontrarlo, lo que
contradice la definicién de corte. Por lo tanto

W= (A, A).

El conjunto A asf encontrado no es necesariamente (ni-
co ya que se le puede afnadir o quitar todo vértice de P

que no tenga arco incidente interiormente.

El reciproco de la propiedad anterior, todo conjunto -
disjunto es un corte, es falso. En la figura 4.8 1los
arcos gruesos constituyen un conjunto disjunto pero no
un corte, en este caso A estd formado por los vértices
Py Y P,

En la misma figura al eliminar el vértice P,y de A, de-

saparece el arco (p,, Py) Y obtenemos el corte formado

por los arcos (p3, pn) y (P4. Pn)
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Po

Teorema 4.2, Fig. 4.8

Dado un
Qrt
al menos un Cimi W y un arco u cualesquiera del corte, existe
Q
CO u solamentg de Po @ p. que "encuentra" al corte en el ar-
. n

Demostracién:

Si no hh
h.
1

Q
arco u, o si tgd ] NingGn camino de p, a p, aue comprendiera al
. Q
) N
también a W ey los caminos que comprenden a u encontrasen -
o Ty
oTr consigu :
P & lente arco, todo camino encontrarfa a W - {u) vy, -

)
Teorema 4.3,

\ no serfa un corte.
Si existQ

A= (A, A) tale n flujo algebrdico f y un conjunto disjunto
N
Qu . : .
dad de &, el flu~ & el valor del flujo sea igual a la capaci

Jo g5 maximal y el conjunto disjunto es un cor-

te de capaclday
Inimal (o un conjunto disjunto minimal igual a

]a reunidn de n _
Corte minimal y de arcos de capacidad nula).
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Demostracién:

Toda unidad de flujo que vaya de p, a P, ocupa al menos -
un arco de un conjunto disjunto cualesquiera. Luego, cualesquie
ra que sea el valor ¢y de un flujo f y la capacidad.K (A) de un
conjunto disjunto A, tenemos que

by < K (8) (4.1)
es decir, que el flujo nunca podrd rebasar la capacidad del con
junto disjunto en mencién,

De manera formal, se puede escribir:

Y = f(po, P)
= f(po, P) + £(K - {po}, P)
ya que f(pi, P) =0 si i # 0, n.

Entonces

v = £(A, P) = £(A, A) < K(A, A) (4.2)

ya que f(p., pj) < Kij
Luego ¢ < K(A, A)

Resulta que si existe un par (f., A,) tal que Yo = K(A,),
fo es un flujo de valor maximal ¥, Yy A, es un conjunto disjunto
de capacidad minimal.

Entonces no pueden existir subconjuntos A, de Ao que di-
fieran de A, en arcos de capacidad no nula de tal manera que to
do camino que vaya de p. a Pn encuentre a A1; si existiera A1,
el flujo no podrfa exceder del valor K(A1) < K(Ao). Por consi-

guiente, A, s6lo difiere de un corte en arcos de capacidad nula.
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4.7 Redes Planas.

Un grafo plano, es por definicidén, un grafo que se puede
representar en un plano, de manera que los vértices sean puntos
distintos; las aristas, curvas simples y que dos aristas se en-
cuentren (Gnicamente en sus extremos.

Diremos que una red es PLANA, si el grafo obtenido al afia

dir el arco (p,, pn) al grafo de la red es un grafo plano.

Teorema 4.4.

Es una red plana, existe un camino de p. 2 p, que encuen-
tra a cada corte en un solo arco.

Demostracién.

Si no existe, afiadamos al grafo el arco (po, p,). Como la
red es plana, se puede dibujar esta red en forma total entre dos
rectas verticales que pasen por p, Y P,s Y POT encima del arco -

(po,.pn) supuesto rectilineo y horizontal.

Determinemos ahora el camino ''superior" Yg Y Po a p, toman
do siempre el arco mis a la izquierda a partir de po.

Vamos a demostrar que Ys cumple el teorema.

En efecto, supongamos que existe un corte W que Yg encuen
tra en mids de un arco.

Sean up y u, dos arcos de W que Y, encuentra en su recorri
do de P, 2 P de tal manera que encuentra primero a u; y luego
a u,.

Como W es un corte, debe cumplirse que existe un camino
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Yq de peo a P, Que encuentra a W Gnicamente en uqs ademis, exis-

te un camino Yo de p, a p, que encuentra a W solamente en u, -

(Teorema 4.2).

Sean:

Y{, la parte de Y4 comprendida entre el extremo terminal de
yé, la parte de y, comprendida entre P, y el extremo inicial

de u,.

Tal como hemos definido Yg» S€ tiene que Y; y yé se cor-
tan y, como el grafo es plano, su interseccifén comprende uno o
varios vértices y eventualmente uno O varios arcos.

Sea Py uno de los vértices comunes a y; y yé.

El camino compuesto de los arcos de Y, entre p, y p

‘k’
con los arcos de Y, entre Py Y P, RO encuentra a W, 1o que contra

junto

dice la hipStesis de que W es un corte. La figura 4.9 jlustra es

te teorema

Fig. 4.9
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Nota:
Se puede comprobar que este teorema es falso para las redes
que no son planas,’y con mayor razbn para las redes cuyo grafo -

no es plano.

4.8 Camino de Longitud Minimal.

4.8.1 Formulacién del Problema.

Dados una red de transporte (P, U) con (n+1) vértices, y -
dos puntos cualesquiera, p, y Pp» de la red, se trata de encon-
trar un camino de longitud minimal entre pe Y Pp-

Por definicién, la longitud de un camino es la suma de las

longitudes, 1(p,, pj) = 1ij > 0, de los arcos de dicho camino.
Supondremos que la capacidad que tienen todos los arcos es infi

nita.

La solucién de este problema proporciona evidentemente un camino de
Po & p,s Si existe alguno, o prueba que no existe ninguno.

Este problema es similar a 1la bdsqueda de un programa li-
neal. Para ello, asociamos una variable Xi. a todo arco (i,j) eU.

)
En realidad, para simplificar 1la estructura.,. asociaremos u-

PN e |

na variable xij a todo par
(i,j) i =0,...,n ; j =0,...,n.

Haciendo el convenio suplementario de que xij tendrd valor

cero si el arco no pertenece al conjunto U de arcos de la red, -

es decir

Xij =0 si (i,j) ¢ U,
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Supongamos que existe un flujo aritmético de una unidad que
sale de X, y un flujo aritmético nulo que entra en X,. Ademis
convengamos que el valor de Xij representard el valor del flujo
aritmético en el arco (i,j).

El problema de programacién lineal expresado analfticamente

por el siguiente sistema:

.. ]
ij 2 0 , (1,j) ¢ U
n
.ZO (XOj - XJO) =+ 1
J:
n
P (xij - xji) =0 , i=1,...,(n-1) g (4.3)
J=0
n
jZO (an ) XJn) =
minimizar ) l.. X.. =1
i,j o
J

es equivalente al problema planteado, en donde la primera rela-
cién nos indica que el valor del flujo aritmético en todo arco
de la red deberd ser mayor o igual que cero.

La segunda expresién indica que la sumatoria de los valo-
res de todas las diferencias de flujos aritméticos que salen y
llegan al vértice de entrada es +1.

La tercera relacién expresa que la suma de las diferencias

de los valores de los flujos aritméticos en un vértice de paso

16021 IOy TE
IBLIOTEC,
UNIVERSIDAD DE
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deberd ser cero; mientras que en la cuarta relacién tenemos que
la sumatoria de las diferencias de los va}ores de los flujos a-
ritméticos que salen y llegaﬁ al vértice de salida es, igual a
-1, Para al final minimizar la sumatoria de productos de la -
longitud de cada arco por su respectivo flujo aritmético.

De modo equivalente, este pﬂgblgmaiéé‘puede escribir de 1la

forma siguiente:

Xij >0
;i
Xo. = + 1
j=0 )
n »
jZo (Xj5 = X35 =0, i=1,..., (n-1) (4.4)
minimizar ] 1.. X..
i Ti3 Tij
]
J

Supondremos que en la red no existen circuitos de longitud
nula,

El programa optimal corresponde a un flujo aritmético de -
una unidad que sale de p, Yy entra en Pp - Encontramos dos posi-
bles casos:

i) El flujo total se reparte entre varios caminos de p, a Ppo
cada uno de estos caminos tiene la misma longitud que los
deméds y esta longitud es minimal,

ii) El flujo solamente recorre un camino, este camino es el -
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de longitud minimal.

Podemos afirmar que en un programa optimal sus variables no
nulas estdn asociadas a los arcos (i,j) de un camino, o de va -
rios caminos, de longitud minimal. Reciprocamente, si se da el
valor +1 a las variables Xij asociadas a los arcos del camino de
longitud minimal, se obtiene el programa optimal del problema -
(4.3).

Para la bGsqueda de un caminoc minimal, sin usar los métodos
generales de la programacién lineal para resolver el problema -
(4.3) o (4.4), usaremos el algoritmo que trataremos a continua-
cidén.

4.8.2 Algoritmo.

G. Dantzig nos proporciona un método que, partiendo de p,,

permite asociar sucesivamente a todo vértice p; una marca que

represente desde el primer marcado de dicho vértice, la distan-

cia mas corta de p, a P;-

Para hacer m&s clara la exposicién, supondremos que los vér
tices estén sefialados al principio por qj (j=0,...,n) y que se -
busca el camino méds corto entre q, Y Q- Los vértices pasarén a
ser nominados pi(i = 0,...,n) a medida que se les marque.

El algoritmo tiene los siguientes pasos:

i) go se marca 0 y se le nombra p,

ii) Se nombra p, al vértice 34 tal que

L(poy a5¢9) = min {1(po, q;))
j
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en donde j debe cumplir que (po, qj) € U; es decir, que -
buscamos entre todos los vértices que estén conectados -
con P,, a tré&és de arcos, aquél que esté ubicado a la me
nor distancia de éste.

A este vértice asi encontrado se le asigna la marca
[Po, u1] , donde u, = }(po, py) , es decir que u,

es la longitud del arco (p,, p1).

iii) Supongamos que se han marcado ya (K-1) vértices asi:
Pyseres Proqe
Para todo Py (i =0,..., K-1) se busca el vértice q.. aln

ji
no marcado, tal que

1(p;sa55) = mJ;n{l(pi, a;)) (4.5)
en donde j debe cumplir que (pi, qj) e U.

Debe tenerse en cuenta que esta operacién deberd hacerse

para todo vértice ya marcado.

Cuando ya han sido marcados todos los vértices adyacentes a P;»
no queda ya ning@n qj"

Sea K el conjunto de los Indices i tales que exista a5
en este caso se tiene que

K< {0,..., K - 1}

Nombraremos Py al vértice qu tal que

U. * 1(p,s qu) = Tei:r}; u, + 1(p, ) (4.6)

donde u_ es la longitud del camino desde p, hasta



120

Poy 1(P_, qu) es la longitud del arco que va desde el
vértice Pr hasta el nuevo vértice Py
Puede notarse que debemos escoger como r al fndice i de K
que cumpla con la condicién de que la longitud del camino
desde P, hasta P, mds la longitud de P; hasta el nuevo -
vértice sea la menor de todas.
A este nuevo vértice Py se le atribuye la marca [Pr’ uk],
donde up =u. o+ l(Pr, Pk).

1v) Se para el procedimiento cuando q_ ha sido nombrado de -
nuevo y marcado.
Sean P el nuevo nombre de a, (m < n)y [Pi1, um] su mar-

ca.

Donde Pi es el vértice anterior a Pm y u, es la longitud
1
del camino mis corto de P, a Pm y este camino mis corto -

estd representado por la secuencia de vértices

(Po, P. ..., Pi , Pm) con 1 < m-1, en la que cada vérti-
1 1 '
ce es la marca del vértice siguiente.
4.8.3 Ejemplo:

Consideremos el siguiente diagrama (Fig. 4.10) donde es-
tdn dadas las longitudes de cada arco y cada vértice est4 nom

brado al principio por qj (j = 0,...,n).
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Fig. 4.10

Aplicando el algoritmo, q, se marca 0, indicando que la -
longitud en este vértice es nula, y se le nombra p,.

Para nombrar el Pq Correspondiente, se hace necesario en-
contrar las longitudes de los arcos que salen de p, a sus Vér-
tices adyacentes, que son:

1(po, a4) = 8 5 1(vo, A3) = 5 5 1(po, qq) = 4.

Como el algoritmo exige que se escoja la menor longitud,
el vértice elegido es dz, al que llamamos P1 Y le asignamos la
marca

[po’ u1] = [pO) 4] » Ya que U.‘ = l(pa, p‘l)

Ahora, para los vértices ya marcados, p, Y P1> buscamos -
el vértice, adyacente a €stos, no marcado y que esté ubicado a
la menor longitud de ellos.

Observando la figura 4.10 puede notarse que para p, 10s -
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vértices adyacentes no marcados son ay Y 4y ademis, que la lon-
gitud minima es 1l(p., qz) = 5.

En la misma figura observamos que para P1 los vértices ad-
yacentes no marcados son q,, Ag Y Qg Y Sus respectivas longitu -
des son: 1(py, a,) =3, 1(py, qg) = 8 y 1(py, qg) =7

Observemos que en este caso el vértice candidato tanto pa-
ra suceder a po como a P, €S q,, ya que en ambos casos la longi-
tud desde ellos hacia q, es la menor.

Para nombrar y marcar a q,, usaremos la condicién de mini-
mo (4.6).

Como el camino mis corto para llegar a q, partiendo de po
es el arco (po, qz), y no el camino que pasa por p,, nombraremos

a g, con p, Yy lo marcaremos con

[Pes uJ = [pe, 5], ya que u, = 1(po, py).

Ahora para los vértices marcados, po, P ¥ p,, debemos en-
contrar las longitudes que hay entre ellos y sus vértices adyacen
tes no marcados y escoger la menor, asfi:

para P., S6lo tenemos 1(p., q1) = 8

[}
~
-

para py, tememos 1l(p;, qg) = 8 y Up,, q;)
para p,, s6lo tenemos l(pz, qS) = 4,
Desde luego, el vértice candidato es qg y por (4.6) lo -

nombramos Dy Y lo marcamos
[Pz’ u3] = [Pz: 9]) ya que us = u, * 1(P2 ’ PS)

Puede observarse que al aumentar el nGmero de vértices mar
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cados el nGmero de comparaciones que debe hacerse aumenta, -
Asi, si el conjunto K contiene todos los Indices de 0 a (K-1),
l1a bGsqueda del minimb (4.6) necesitard (K-1) comparaciones pa
ra determinar el Py que deseamos.

En nuestro caso el camino de longitud minimal est4 deter-
minado por la sucesibén de vértices (p,, Pos Pzs Py ps), con -
una longitud igual a 19 unidades. El diagrama final correspon
diente se encuentra en la figura 4,11, en ella puede notarse -

que el vértice p, no participa en la solucién.

p4 |—p3’
/J pz E)o,s:' i 9]\
i) i’\ =" / * pg [Py, 18]

P1 |P°’4:|

Fig. 4.11
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CAPITULO V

REDES DE TRANSPORTE, II

FLUJO DE VALOR MAXIMAL

Formulacién del Problema.

El problema de la existencia de un flujo en una red no se
plantea. En una red cualesquiera, siempre existe al menos
un flujo, el flujo nulo; de no existir otro distinto, es-
te flujo aparecerd como resultado de la aplicacidén del al
goritmo que estudiaremos.

Como veremos, la bGsqueda del flujo maximal en una red ge
neral equivale a la b@squeda del flujo maximal en la red

reducida que se obtiene creando los arcos:

{po, pe) de capacidad k(pg, pe) = k(pe, P), pe ¢ E

{Pss ppn) de capacidad k(pg, pn) > k(P, ps), ps € S
donde E es el conjunto de entradas de la red, S es el con

junto de salidas y P el conjunto de vértices de dicha red.

Con estos arcos, lo que hemos creado es una red reducida
(P, U) con una entrada py y una salida pp. Luego, se tra-
ta de encontrar un flujo maximal en esta red reducida,don
de son infinitas la disponibilidad en pgy y la demanda en
Pn-

Supondremos que no existe ningln camino de py a pp en don

de todos sus arcos tengan capacidad infinita. Como en el
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problema de longitud minimal, y con el Gnico fin de sim-
plificar la escritura, asociaremos una variable Xj; a

todo par (i, j), con i = 0,...,n y j = 0,..., n.
Haremos el convenio de que

x.. =0, si (i, j) £ U

S1 también convenimos que xij representard el valor del

flujo aritmético en el arco (i, j), entonces el problema

se escribe asi:

( 0 < x.. < k.. , (i, i) e U (5.1

i] ij

n
X.. - X =0 , 1 =1, , n - 1 (5.2)

< JZO ( 1) Jl)

. . n n

maximizar _Z Xpj = Z Xjp =¥

| j=0 j=0

Puede observarse que se trata de un problema de programa-
ci6én lineal, en donde debemos maximizar el flujo aritméti
Co que puede darse en una red cualesquiera.

Los algoritmos que estudiaremos nos permitiran determinar
facilmente un flujo maximal, sin emplear los métodos gene

rales de la programacidén lineal.

Caso de Redes Planas.

Primer Algoritmo de Ford - Fulkerson.

En el caso de las redes planas, existe un algoritmo espe-
cial mds sencillo que el algoritmo general que estudiarc-

mos en la seccién 5.3 B
i BIBLIOTECA CE

| WMV el
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5.2.1 Algoritmo.

i) Dibujamos el grafo de la red por encima del segmento
P,Pn supuesto horizontal, v entre las dos semirrectas

verticales trazadas por pg Y pp-

ii) Determinamos el camino superior Ys de po a p, ; este
camino se obtiene, por definicién, tomando siempre el
arco a la izquierda cuando se recorre la red de pp, a
pps €n el caso de las redes planas este procedimiento

permite determinar un camino y uno solo.

Hacemos pasar por este camino el flujo maximal, que

sature el o los arcos de capacidad minimal k(u,). Pis
minuimos las capacidades de todos los arcos de Ys en
k{u;) y suprimimos los arcos saturados en este camino,

es decir, que tienen ahora una capacidad nula.

iii) Repetimos las operaciones ii) sobre la red modificada,
determinando en cada estado un camino 751 y una capa-
cidad k(uj).

Nos detendremos en el estado p, cuando nmo exista de
po a p, ningln camino mas que el arco (po, Pp), qBbe
se supone no pertenece a la red inicial.

iv) Hacemos pasar, en la red primitiva, por todo camino
Ysi (i =1,..., p) un flujo de valor k(uj) correspon-
diente. El flujo total asi obtenido es el flujo maxi-

mal buscado.



5.2.2 Ejemplo.
Encontrar el flujo maximal en la red que se encuentra en
la figura 5.1. En el diagrama se encuentran las respecti-

vas capacidades de sus arcos.

Flgura 5.1

siguiendo el algoritmo, dibujamos el grafo de la red en-
tre las dos semirrectas verticales trazadas por ppy Vv Pn
v por encima del segmento pgopg , tal como se muestra en

la figura 5.2.
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Para el primer camino vy -

S = (p
1 0,
flujo de valor k(u,) 5 que P1, Py, Ps), hacemos un
Satura o

que k(py, py) = S. 1 arco (p;, py), vya

Al disminuir en k(u;) = g togq
Oas

as .
cos de Ys, o desaparece el v Capacidades de los ar

capacidad cat
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P1

w

P2

L2

. Py
. @
.\L\
o P \
3

15 5
4

N

9

; p’a\#

Figura 5.3

po ¥

Ps



129.

Para el camino superior Ys, = (pps P2, Pu, Pg), hacemos
pasar un flujo de valor k(uy) = 3 que satura el arco
(Pus Ps)-

Al disminuir todos los arcos de Ys, en k(u,), desaparece
el arco (p4, pg) cuya capacidad ahora es nula, y las nue-
vas capacidades de los arcos de Ys, son: k(pg, pPp) = 12y

k(pZ: p'-b) = 2

Siguiendo el algoritmo, tendriamos: un tercer camino

Y53 = (po, P2s Ps, Pes), hacemos pasar el flujo de valor

k(uz) = 9; al disminuir este valor en los arcos de Yoo o
3

desaparece el arco (ps, pg) Y las nuevas capacidades son

k(po, p2) = 3 y k(pz, ps) = 1. E1 diagrama obtenido has

ta el momento se encuentra en la figura 5.4.

P ' Pu
[ [
2
P2 .
3 - oDP5
\\Q\\ /////
4
o
3 ' p3 2
Po Pe
Figura 5.4

El siguiente camino superior es Ysu = (Po,» P2, P3, Pg),
el flujo que hacemos pasar tiene valor k(u,) = 2 que sa

tura el arco (ps3, pg). Al disminuir los arcos de Yo o en
L
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k{(u,) desaparece el arco (pj, pe), y en este estado ya no

existe de py a pe ningln camino mds que el arco pops que
no pertenece a la red inicial.

Para encontrar el flujo maximal, regresamos a la red pri
mitiva y hacemos pasar por cada ySi(i = 1,..., 4) su res

pectivo flujo de valor k(uj).

£l flujo total asi obtenido serd el flujo maximal busca-
do. En nuestro caso¥ = 19 como se muestra en la figura

5.5, donde los flujos estan encerrados en circulos.

|28
; ) _,_'Pu
®
P2 3 Ps 0
pO.‘__®_"‘ O > .PB
\x//
Ps3
Figura 5.5
Caso General.
5.3.1 Problema del Flujo Total Mdximo.

lrataremos de encontrar el flujo para cada uno de los ar
cos de la red, de tal manera que el flujo total ¥ sea md
ximo, es decir, f(u), VvV ue U tq ¥ sea midximo.

Para resolver este problema enunciaremos antes tres teo-

remdas.,




TEOREMA 5.1

Si existe al menos un camino de pp a p,, e€n el que ningin

arco estd saturado, entonces el flujo no puede ser midximo.

lemostracidn:

Si consideramos las capacidades residuales (seccidn 4.5.3)
para todo arco u ¢ U, en el camino de py a py, de la siguiente
manecra:

r(u) = k(u) - £{u) > 0
v designamos con r' la menor de todas las capacidades residua-
les; podemos aumentar el flujo de cada arco en r' = min {r(u) ; v
siempre se cumplird que el flujo en todo arco es menor o a lo

sumo igual a la capacidad del mismo, es decir
f(u) < k(u) , V u e U.

De lo anterior se puede concluir que el flujo total : se
pucde incrementar en r' v se convertird en v + r',
Liemplo.

En la figura 5.6 hemos considerado un camino
v = (po, p1, P2, P3, Pu, pPpn) €n una red de transporte que no he

mos representado entera. Las capacidades de los arcos estédn es-

Critas entre paréntesis y los flujos fuera de paréntesis.




J
l vo2(9
[
\\\ .7 6(7) \
.7 D2 \
7 ,-.
// D3
pigura 5-°
Pucde notarse que ninguno de los arcos del camino estd
T que

saturado v tenemos:

rips, pu) = 9 - 2 =7
r{po, p1) = 5 - 3 = 2 P3, Pu !
r{ps, Pp) = 6 - 3 =3
r(py, pp) = 8 - 5 = 3 ) n
T(Pz, p3) =7 - 6 = 1

] | 1, de donde se puede aumentar el

uego r' = r(pz, ps3

flus ] . dad g Jos arcos del camino, saturando el
ujo en unidad en todos

1, tal como se muestra en la

¢ e n
arco (pz, p3) y aumentando ¥

figura S5.7.

\\
// .pn
Py / u( //
: O b TTh e
1u(s) { 6(e) e N 3(9)/7 Py
! ! 1, \\
| o’ 7‘7) \
o —_ _ ”,
- [
Po .7 P2 s
4 v D3
s/
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TEOREMA 5.2

Sea v.= [ pg, P1s--.» P, ] una cadena que va de la entra
da pp a la salida p, . Supongamos que esta cadena no es un ca-
mino v utilicemos la notacidén siguiente:

u’ , para los arcos que estidn en el sentido de pgy a P, .
v u , para los arcos que estdn en sentido contrario.

Entonces, haciendo

i) r(u*) = k(u*) - f(u*)

i1t} f' = min f(u-)
u-
iii) r' = min r(u‘)
U+
ivy e =min [ £', ' ]

-

Si ¢ > 0, aumentando en ¢ el flujo de cada arco u* v dis-
minuyendo en ¢ el flujo de cada arco u” en la cadena considera-
da, el flujo ¥ se transformard en v + ¢ . Una cadena tal que e=0
serd llamada 'saturada'.

Demostracioén:

Primero, observemos que f' serd el minimo de los flujos
que van en sentido contrario, r' serd la minima capacidad resi-
dual de los arcos que van en sentido directo y que € serd el me-
nor de estos dos minimos.

Luego ¢ tiene dos posibilidades:

a) Si e = r', entonces el flujo en cada u® puede incrementarsc

en ¢ y en cada u- lo podemos disminuir en e, va que f' > ¢

En este caso queda agotado un arco u”, aunque no sucede lo



mismo con los arcos u-.

b) Si e = f£f', la situacidn es andloga, con la excepcidn de que

serd un arco u- el que gquedard saturado.

Ljemplo:

Consideremos una cadena v = [ po, Py, P2r-++» P7, Pp J €N

una red de transporte que no hemos representado entera. Las capa-

cidades de los arcos estdn entre paréntesis y los flujos fuera de

ellos, tal como se muestra en la figura 5.8,

7
e —@— — =~
/ Ps .I
- !
) rﬂ— . (u) ; 7--—— :
‘ NN ; 3(u)  s(7) ale)
" e ¢ s(e)” |
2(u N
/ N :
1 \\
1 i \\
J WV ;____ ,/’oDn
/’Dl Dy Pe -
/
/
Figura 5.8
En esta cadena tenemos sucesivamente:
1'tp0, pl) = 2 y T(pZ’ p3) = 8 ) r(p3, pl{) = 4, r(p6, p7)=2

vV Y(P7, pn) = 2.

Luego r' = min r(u*)

u+

|
oo

lambién tenemos:
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f(p2, p1) = 1, f(ps, Ps) =9 v f(pe, pPs) = 3

Luego f' = min f(u-) = 1
e
e donde e = min [ f', r'" ] = [ 1, 27 =1 . Asi, se pue
de aumentar el flujo ¥ en e = 1 v el flujo en los arcos de v
cerd:

fi(po, p1) = 2+ 1 =3, fy(p2, p1) =1-1=20 |,

|
W

+

1l
Py

f1(p2, P3) , fi1(ps, pu) =4 + 1 =5, fi(ps, pu)=9-1= 8,

r

; f1lpy, py) = A1 =5

u
(2

1
—

]
[§S)

fi(pe, Ps) , fi(pg, p7) =5+ 1=6

P

Ll resultado se muestra en la figura 5.9. En donde no se
pucde aumentar el flujo a lo largo de la cadena, ya que al encon

trar el nuevo e,, &ste tendra valor cero.

P7
D3 Ps ¢
) 1—"— 6(7 ' 5(6)
. u(% 5 (s) i\zt\w ‘
S 5 1
N ! \ -
Po 9 LI AN % | S -~
\ %) 1 2 \\ pS - pn
\ o i dadada
\ / Dy
P1
,I
/
&
Figura 5.9
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5.3.2 Flujo Completo.

Un flujo ¥ de una red de tfansporte es llamado COMPLETO
si para todo camino que va de la entrada py a la salida
p, existe al menos un arco saturado, es decir, no se pue
de aumentar el flujo ¥ considerando caminos, sino, even-

tualmente, considerando cadenas de pg a Py -

Nota:

Dado un vértice p. de un grafo, denominamos por Cp; el
conjunto de vértices que se hallan unidos a p; mediante
una cadena aumentada con el vértice p;» una COMPONENTE CO
NEXA es un subgrafo engendrado por Cp; . Si Gj y.Gj son
las componentes conexas engendradas por los subconjuntos
de vértices C; v Cj’ entre otras condiciones deberd cum-
plirse que:

TEOREMA 5.3

Si no existe ninguna cadena v de py a P, tal que ¢ > 0, el
flujo ¥ no puede aumentarse mis, y por lo tanto ¥ es mdximo.

Demostracién:

Consideremos una red de transporte con un flujo mdximo v
y suprimamos aquellos arcos que cumplan que r(u*) = 0 o bien
que f(u”) = 0. Determinamos asf por lo menos dos componentes co-

nexas, de lo contrario existiria todavia una cadena no saturada

entre po Y Pp-
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Tenemos que una de las componentes conexas estf formada
por un subconjunto A c P de vértices que contiene a p, , este

subconjunto define un corte W tal que

Yy = J  f(u*) - ) f(u’)
uteW u-eW
es decir, que el flujo ¥ es igual a la suma de los flujos de los
arcos incidentes al interior de A menos la suma de los flujos
de los arcos incidentes hacia el exterior de A.
Por 1a definicién de corte, tenemos que:
Yy =7 f(u*) -0,
uteW
ya que los arcos incidentes al exterior no forman parte del cor-
te, asi:
Y= k(W)
es decir, que el flujo es igual a la capacidad del corte; ademis
ya que todos los arcos que pertenecen al corte estdn saturados,

luego el flujo ¥ es méximo.

TEOREMA 5.4

TEOREMA DE FORD- FULKERSON.

En una red de transporte, el valor méximo del flujo es

igual a la capacidad minima de sus cortes.
Demostracifn:

Este teorema se deduce de los teoremas anteriores 5.1,5.2

y 5.3,
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Partiendo del resultado del teorema 5.3, de que el flujo
mdximo en un corte es igual a la capacidad de éste, es decir,
¥y = K(W) (5.3)
solamente debemos probar que K(W) es minima.

Tenemos que para todo corte W:

K(W) = Z K(u*)
uteW
Ademids tenemos que ) f(u*) < | k(ut) como
Yy =3 f(u*) ¢ J k(uh)

Se concluye que Yy < k(W) , VW
En todo caso, el flujo mdximo coincidird con la capacidad
minima del corte, es decir:

max ¥ = min k(W)

5.3.3 Algoritmo de Ford-Fulkerson.

A partir de los teoremas anteriores puede construirse el
algoritmo que se expone a continuacién sobre un ejemplo. Este
ejemplo se refiere al grafo que se encuentra en la figura 5.10,
pero el algoritmo es aplicable a cualquier red de transporte. En
la grafica se encuentran las capacidades de los arcos entre pa-
réntesis y para facilitar la interpretacién de la red, designa-
remos los vértices pi(i =0, 1, ...,11) Gnicamente por el indice

i encerrado en un circulo.
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Figura 5.10

Los pasos del algoritmo son los siguientes:

i) Hacer pasar por la red un flujo ¥ factible cuales-

quiera.

Con este objeto se hace entrar por pg un flujo ¥ tal
que se respete la propiedad de conservacién del flu-
jo en todos los vértices. Se puede iniciar, desde
luego, con flujos nulos en todos los arcos, pero en-
tonces la aplicacién de los pasos siguientes del al-
goritmo serd mds larga. En la figura 5.11 se ha pre-
sentado un flujo que constituye una solucidn inicial,

obtenida al azar.
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Buscar un flujo completo,

Para obtener un flujo COmplety, basta considerar la

red de transporte limitada a 155 arcos no saturados.
Si el flujo no es completo, exjste en la red reduci
da un camino de pg a Pp-

Aumentamos el flujo de los aycos de este camino, has
ta que conseguimos saturar a)] menos uno de sus arcos.
Se repite la operacién hasta que todos los caminos
que unen po con p, téngan al menos un arco saturado.

En la figura 5.11 se indican 1os arcos saturados.Bus

cando un camino entre py y p;, que no pase por ningin

arco saturado, encontramos y; = (pg, P2, Pe>P1s PusPss P11)

Aumentamos el flujo de los arcos de y; en una unidad
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y se saturan los arcos (P2, pg)
) Y (py, pg), obtenien

do asi la figurd 5.1

amos 0tro Camj
En la figura 5,12 enCOntr Mino que no pasa porT
. 2 65 Y2 = (pO ’
ningtn arco saturad®: gste P3,Ps,P1,Ps,Pes P11 )
i dad €

£l1ujo de los arcos de v,, lo

Se aumenta un obtle
en unad '
) y se ne la figura S.13.

que satura el arcO (p1>
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Existe todavia un camino a considerar,

vs = (po, p3a, Pes P1» Pu» PS» P8y pyy) Al aumentar el

flujo en ys en una unidad, se saturgy el arco (ps, pg) ¥

. - .14
<e obtiene la figur?d > en 1a que ¢ ve ficilmente que

. contrar ningln canp;
no es posible en 1no eptre Po ¥y P, que
n arco saturado,

no pase por ningu
o completo.

Luego en 1a figura 5.14

tenemos un fluj

Figura 5.14

1ii) Buscar el flujo ¥ maximo.

Para determinar este flujo y

dXimg, se buscardn
las cadenas a lo largo de |,
Cuales el flujo de
a - puede aumentarse, y .
Po @ Pp Saremos el siguiente

procedimiento, deducido del teorema 5.2
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Marcar pg con un signo +.

Si se ha marcado el vértice p;

- Marcar con un‘[+pi] todo vértice pj no mar-
c;do tal que exista un arco (p;, pj) no sa-
turado.

- Marcar con un [-p;] todo vértice pj mo marca-

do tal que exista un arco (p., p;) atravesa-

j ]
do por un flujo no nulo.

S1 mediante este procedimiento se logra marcar
la salida, el flujo total no es miximo. Se con-
sidera entonces una cadena de puntos marcados
(+ 0 -) que vaya de pg a p, Yy la secuencia dc
vértices que la componen. En los arcos se dardn
las siguientes situaciones:

Si el arco estd orientado en el orden de la se-

cuencia, se determina la capacidad residual
r(ut) = k(uY) - £(uh)

Si1 el arco estd orientado en sentido contrario

al orden de la secuencia, se considera el flujo
f(u~) del arco.

A continuacién calcularemos ¢ = [ f', r' ], co-
mo se ha indicado en ii), iii) v iv) del teore-
ma 5.2

Luego para todo arco u*  se aumentari su fluio

en ¢ y para todo arco u se disminuira su flujo

en ¢, en esta forma el flujo ¥ aumentard en c.
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Se repite 3) hasta que no sea posible marcar la
salida. En este momento se tendrd el flujo ¥ md
ximo en la red de transporte.

En el ejemplo presentado, operaremos como sigue
(figura 5.15):

Marcamos pp con un signo +.

Marcamos p, con [ 4p0.],.o para simplificar la
escritura con t+ 0 ], v haremos 1o mismo en los
siguientes: . py con [ -2 ], py con [+ 17, p;
con [+ 4], pgcon [+ 5]y py; con[+ 8],

Como hemos podido marcar la salida, el flujo to

tal no es midximo.

Figura 5.15




145.

Para llegar de pg a py) siguiendo los vértices marcados

seguiremos la cadena
. i [PO’ P2, P1, plv;pS, Psgs P11 ]

Tenemo$' sucesivamente:

r(po, P2) = 1, £(p1, p2) = 3, r(py, p,) = 1, r(py, ps)=5,
r(ps, pg) = 6 y r( pgs P11) =5
Deqdonde

£r=3, ot =1y o

Lucgo, se aumentard en una unidad el flujo de los arcos

de esta cadena, a excepcidn de (p,, p,) que se disminuird

en una unidad.

Obtenemos asi la figura 5.16, ep la que se han saturado

ademds los arcos (pg, P2) Y (p,

Py)

Figura 5, 1¢
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Volvemos a iniciar el proceso:

Marcamos py con un signo +, pp se marcard con [+ 0 7,

p> con [+ 317, P} con [ -2], pe con [ -1 7.

Como no podemos marcar ningin otro vértice, hemos obteni-
do entonces el flujo ¥ médximo (figura 5.17)

El subconjunto A de los vértices no marcados es:

A= { py, Pss P75 Pss P95 P10>P11 !

El corte correspondiente al subconjunto A es:

W= {(p1, pk);(ply ps), (P2, P9),(Pe, P7),(P3, p7)
con una capacidad K(W) = 6 + 2 + 3 + 11 + 2 = 24, que es

el valor del flujo ¥ maximo
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L

INSTITUTO GEOGRATICO NACIONAL

CALCULO DE LA CURVA MASA: METODO FCTOGRAMETRICO-ELECTRONICO

EST CORTE RELL CORTL AC &ELL AC D.MASA /
8700,00 .0 .0 .0 ' .0 Aoooan,0
406 ,9 -17.8
8720.00 9627 % -173.8 9627 * -178.8 .0 94489
555, -.0 |
8740,00 116L46,0 -0 21273.8 -178,8 2109k ,9
608,7 .0
8760,.00 10217.8 =0 31401.6 ~-178.8 ~31312.8
—_— l.aﬂ_.n ____-__O_ e —— s —e——T
8780, 00 8826°0 -0 40317.7 _178.8 - 401388
_ 469.,5 -.0 _
880000 8041,2 -0 18359,6 -i78.8 .. 4,8180,8 -
. 33L, . =0
8820,00 5092,2 =319.,2 53L4L53,0 | -498,0 152954 .9
174, =31.9 £
8840,00 3011,5 =382 L 56L6kL 6 &, -830.5 . 55584,0
126,k =5,3 K
8860, 00 3219.0 -302,3 59683,6 -1182,9 21 58500,7
195,k =23,9
8880,00 4659 ,5 =239.0 64343, 2 -1422,0 - 62921,2
270,5 -0
8883, 00 83&'3 -.g 65175,6 -1422,0 : 63753,6"
2 L] -BO
8900, 00 1522,5 -55.0 69698,2 -1477.0 . 682211
247, -6, 4
8920,00 4858,5 -357 .4 74556,7 ~-1834,5 - 727221
238,2 -29,2 .
8940,00 5510.g -292,6 80067.1 C =2127,2 +77939.8
312, -,0
8960,00 5336,3 -.0 85403 . L =2127 .2 - 83276.2
220, -.0
8980,00 3798,3 ~26207 g 291.8 -2397,0 . 86804,8
159,0 26,9
9000,00 1966,5 =734,0 91168.3 =3131,0 - 88037.3
37.6 46 b
9020,00 uug.i ~23%ga§ 91608,7 ~5479,1 ~86129,6
. b -188,
9040, 00 83,7 ~5225,1 91692,5 -10704,3 - 80988, 2
- 1.9 =33L .1
-+ - 9060,00 6L 6 -5218,5 92337,% -15922,9 - 7641k, 2
" ) . 62.L -187.7 _
9080, 00 1768,5 3164, 3 9lki05,7 -19087,2 75018, b
- 114.3 -128.7 |
9100,00 2388.0 -2309,5 96493.7 -21396,7 -75036.9
. 1244 ~{02.2 ,
9120, 00 233L,7 -2221.7 98828,5 -23618,5 75209,9
109,0 -119,9 _
9140,00 z;g?,% -212%,% 100934 4 ~26L06, 1 74528,3
9160, 00 173321 -2?2?2? 102672.6 294,05, 6 . 73266.9
.2 =141,
9180,00 10§E'§ -364;,? 103753,8 -33052,8 . 70700,9
. -223.,5 ,
9200,00 htg,g —52&5.0 104170.8 -38967.3 “65202,9
. -367.9
9220,00 58,% -10333,E 104229, 1 -49922,9 54306, 1
9240.,00 Zg -1?3%£1¥ 104229, § -69260.7 ¢ 349684
9260.00 Zg -2?3%%13 104229, 1 ~94134,6 - 100345
9280,00 ‘0 -27526.L  10M229,1  -121661.1 174
: .0 =1471 .4 ) :.7 319

18 &b 1979



9300. 00

.0 -31892.0 104229,1  -153553.1 -49324.0
: .0 -1717.7 _ ‘ 25l 8O
9320,00 .0 344,00, 2 104229, 1 -187953.4 ~83724, 3
- .0 -1722.%2 i : 2,295 7
9340, 00 0 -36176.7 1042291 -224130,2  ~-119901.0
. _ '0 _‘895.!+ ‘ L s (/‘7
9360.00 .0 ~36L66, | 104235 ~260596,3  -156367.2
: .0 -1751, 1 . N
$380,00 .0 ~33667,9 104229, 1 -29426%4,3 -190035 1
.0 -1615,5 e
9400,00 .0 -3;131.1 104229, 9 =325395,5 ~221166 3
.0 -1497,5 - 2
942000 0 -at;glg?éé 104229.1  =355739.4 -251510 2.
940,00 .0 =2§§§+17+iu 104229, 1 -384583,8 —28035# 6
.0 -1347.5 Jiva &7
9460,00 ﬂg =3?gg§,§ 104229,1 ../ =L14656,7 ~310§g7 5
° - ® :-’ Jisl ";'q
oLB80.00 .0 =30319,1 104229,1 ** <4L4975,8 -340746, 6
' .0 ~1372,1 ER NN
9500,00 .0 =26469 .3 1042291 471445, 1 -367215 9
.0 1274 .7 223 e




CALCULO DE L& CURVA MASA DEL LEVANTAMIEHTO TERIEE_:,S_!B_E_

— ~

e

55T 00ATE ———-REEL— 63T 48 —— RUL] AG———Dr ASAT
85700 .0 .0 .C 0 k006000.0
366 .6 -34.31
o 84720 9%?4-3 -343.1 936%.3 -343,1  H09021.2
- 59,79 .Q
— 84740 11715.7 .0 21080.0 ~343.1  420736.9
601.78 .C
84760 99C1.8 .C 3¢281.8 ~313,1  4306638.7
888.4 Ne
8478C 8592.% .C 39873.8 -343.1  439532.7
00. .0
84800 8230 .0 .C +8153.8 -3%3,1  447810.7
= 327.2 .0
T 84820 5152.0 -313.2 53305.8 -656.3 452649.5
' 188.0 ~-31.32
84840 3632.0 -3+6.§ 56337.8 -1c0H.5 459333.3
1‘."!‘.2 _30
8+860 3239.6 -252.,9 50577 o+ ~1357. %  L458220.0
179.76 -31.79
8+880 4912.0 -317.9 64289 L -1675.3  hé26lk.1
291, bl .0
84900 57463 -30.7 7C035.7 -1706.0 1468329.7
e 233.19 -3.07
8+S20 5C51.1 =120, 3 750386.8 -2126.3  472960C.5
- 221.92 -38.96
849%40 5787.3 -389.6 80874+.1  -2515.9 478358,2
356,81 .0
8+960 5661 .k .0 86535.5  -2515.9  484C19.6
262.33 .0
8+980 3%33.3 -438.9 89963.8 -2954,8  487c1%.0
13%.0 -43,39
9+000 1800.5 -119% .k 917693 ~L149,2 487620.1
46.05 ~75¢55
9:020 726.7 -2u83.5 02496.0 -6632.7 485863.3
26.62 -172.8
9+040 266.,2 -5767.5 92762,2  -124C0.,2  480362.0
.C -403.95
9+060 597.3 -6060,2 93359,5  -18460.4% L474899.1
50.73 -202.07
9+080 1806.1 -2800.7 95165.6  =-22261.1  472904%.5
12¢.88 ~178.0
94100 239%.1 ~3369.1 97559.7. =25630.2 471929.5
113.53 -158.91
94120 19%%.36 -3&%2.% 99522.6 -29035.3  L4704%37.3
9+140 164 b -u59o.g 101167.0  =33625.8  Lé75k1.2
86.68 =277+
9+160 1592.5 —hulg.g 102759,.5  =38045.%  LeW71l.1
72457 -16%.51
94180 ck1.6 -4438.9 103801.1  -4253%.3  461266.8
31,59 -20%.38 .
9+4+2C0 494.@8 —6632.35 104295.8  =16231.6  455C6W.2
17. -3 )-3 .
94220 178.8 =11500.2 10447%.6  -60731.8° Wk3742.8
.0 -764%.67



RLLL

SOATE ACT

-18¢chk5.6
-103%.,59
-22503,2
-1210.43
-27389,5
~15238.52
-32035,0
"1679 ° 98
-36632.3
~1983.3
~H35%3.7
~2371.,07
-13999,2
~2C283,85
~36512,2
~1622.37
-33%59.8
-1724, 561
-333%2.6
~1614,65

lckhol g
1ok 4
104474, 6
oLl 6
1oklny g
104474, 6
K746

1o4h 7% .6
o876

78777 %

~197387.9
-240931.6

CRELLTAST

TN 1 A3
D ° 100

425697.2
403194 .0
37580k, 5
343719.5
307086.7
2635+3.0
219543,8
183631.6
1L9551.3
116169.2
83167.%

13223.,¢

079k .



DATOS DE CALCULOS DE AREA POR. METop0 ANALITICO . .

57¢32:51 .

PERFIL o " AREAS ALt As SEMI~ VO LUMEN
ESTACION CORTE WRELLENO CORTE RELLENO {pisTANGIA | CORTE | RELLENO
8. 100 36664 | 34.31 . B oo0e | 3
Bs120 | 567937 | a56.43 | 34.3] . 93643 | 43,1
B. 140 60[-18 : 3l 5% . (1715, %
B+ 3o J88.40 ' 990. 18 - \ 9901. &
8.¥go | Soogo |\ | g8t | . BEN.e
8+ Yoo 32}t .10 ’ pp. oo r ) B 2800
\ 8+ 820 1 186.00 3132 515-20| 31.32 _515%.0| 315.2 |
B+ 840 LI‘H-ILO\ 3.50 | 303.20| 348, 3034.0 | 348-2
\_ 8+‘4860' \ 139. 3¢ 1_3 .37 | 323.9¢ 254 . _-*_,-._,___31‘31; 352.9
\ 8+ 830 ( 9. 44 i B Aylre | 3133 0 - _%320| 213.9
\ ~8+900 | 2834\ 3.07 | 57443 3.0 L 53403 0%
| 8+920 | 22193) 38.9¢ | 5050 | 42.03 | - | Spgt) | 420:3
8+ 940 356.8] _,%_,_5_1_8;13___ % 8.94 o1 57813 33‘1-{9
8 +960 <09.33 5 44,'_ /4 _ " 5bb]4
| 82989 | 13400 | 49289 | 343.33| 438 .. 33| 4344
Seooo 4605 ] 3555 | Y g0 05| H‘{Air v | 1Booh 1{q.44} "
| 9a0ze | deex| imige| Dyaeyl aasy) o L I3 | 9483
[ S.040 | 1o 40395 | | 26,42 sweas| . | A&

|/

o



\
] .

D}\f[‘og-bz :ALCULQ@, DE AV, POl

METODO ANALITICO

135467-8 1. o

N d
PERFIL o AREAS AL+ As '
ESTACION | CORTE |RELLENO |CORTE ol SEM T
, X RELLENO
o4 oco | 5975 | zovr | nps | ﬁ ms-mNEm comg RELLENO
R . : C6.02 | 10.60 597.30| cos0. 20
120. 88 | 178.60 (80.61 | 380
GO = ~ 07 |_ioco | 180¢.i0|3800.70
A (/8.53 | 158,91 | 239.<H | 33€.9I I 2394./0| 3569,
C?'{' |20 777_@ 1'8/60 762 g = / 2
’ SR 7 | 3051 / /962, 70| s9465. 0
D+ 140 | 8a.66 | 27745 | iod 44 | 459, 05
68 | 2/ Fudd | A5 05 ! 6¥4.40 | 4590.50
Gel6o | 72.57 | 164.51 | 159.25 |4 . | '
; - . FH.9% | /0.00 | 1592.50 | 449, co
éifcv [SZ/ ;2 284.38 | jo. /6 | 448.87 0 /0], 60 | 4468, 70
C . 2E65.35 47 9.73 : P
S , 4947 |669.73 | 1| 494.7 |6697.30
A - L | 76467 | 17.85 | 1202 - 178. €8 |/1e20. 20
G+ 240 | 2037.89 | __H______/_gc_ﬁff_.;‘é w0 | /[5045 56
G+260 | | /200.43 2250 32 4 220 ‘<a
qtz282 . \pegse 27328.92] ’ ZU 3;5‘7#5(
+ 30 1679.98 5208.5¢ v__ B '52_08‘5’ OC;
Qv 320 1983 3¢ 3c3.28| /0. 00 36632.850
Gt 340 237107 qz59357| ¢ 43579574
P+ 56O 2028. 85| 4399.92 Y 43G9 20
| 7+ s 60 1 seslez | W 3¢572.20
It | z549,98| 1020





