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1 N T R O D U C C ION 

La teoría de las redes de transnorte es reciente y aun-

que se han obtenido importantes resultados, con toda seguridad 

se harán numerosos progresos e n este campo. Con el presente tr~ 

bajo espero incentivar a futuros graduandos a orientar sus in-

ves tigaciones en esta ram a de l a programación lineal y sus mGl-
~-

tiDles ap licaciones en la vida productiva de la nación. 

En el Capítulo 1, por cons iderarlo de vital importancia, 

aparecen Elementos de Teoría de grafos, que constituyen la base 

que sopo rt a a l a Teorí a de l~s Redes de Transporte. 

El Cap ítulo tI está dedicado al Problema del Transporte, 

usando el Método del Simplex: para que e n el Canítulo III se adaE. 

te es te Método para resolver dicho Droblema. 

Lo s Capítulos TV v ,. constituyen la médula del presente 

tra bajo ; ya que en ellos estudiaremos las Redes de Transporte y 

dos problemas relacionados con e llas: el problema del camino de 

l ongi tud minimal v el del f luj o de valor maximal. 

Deseo expresar mi agradecimiento a todas aquellas per-

sanas cuyo constante estímulo, inestimable ayuda y paciente cola 

boración hicieron posible la realización de este trabajo. 
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e A P 1 TUL o 1 

ELEMENTOS DE TEORIA DE GRAFOS 

1.1 Definiciones Generales . 

Definición 1.1.1 

Llamamos GRAFO al par (P,U); donde P es el conjunto de ele 

mentos Pi, llamados vértices (o puntos del grafo); y U es 

un conjunto de pares ordenados (Pi, Pj), llamados arcos 

del grafo. 

Un grafo estará representado generalmente por un conjunto 

de puntos del plano, representando a los .vértices, y un 

conjunto de trazos contínuos orientados, enlazando cier­

tos pares de vértices, representando los arcos (fig. 1.1) . " 

P 4 

Figura 1.1 Grafo. 
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Definición f. 1 . 2 

Un SUBGRA FO de un grafo (P,U) , es un grafo (Ps , Us ) ' tal 

que cump l e las sigui entes condi ciones: 

i) Ps c P 
Pi E Ps , 

ii) (Pi, Pj) E Us si y sólo s i Pj E Ps y 

( Pi , Pj ) E U , 

es decir, es un grafo forma do por un subconjunto Ps de 

vértices de l grafo inicial y por todos los a rcos que en-

lazan los vértices de Ps y qu e pe rtenecen al conjunto de 

arcos i ni cia l U. En la figura 1. 2 mostramos dos subgrafos 

del grafo de l a figura 1.1; observe que cada uno se ob-

t iene a l eliminar algunos vé rtic es y en consecuencia ar -

coso 

P 1 

( B ) 

( A ) 

Figura 1.2 Subgrafos 

Definición 1. 1.3 

Un GRAFO PARCIAL de un grafo (P,U) es un gr afo (P, Up ) 

tal que Up c U; es entonces un grafo formado por todos 

los vértices P del grafo inicial y una parte sola~ente 

de sus arcos. En l a figura 1.3 mostramos do s grafos par­

ciales del grafo de l a fig ura 1.1. 



Figura 1.3 Grafos Parciales. 

Definici6n 1.1.4 

3. 

P 
6 

Un SUBGRAFO PARCIAL de (P,U) es un grafo parcial de un 

subgrafo de (P,U). En la figura 1.4 mostramos un subgrafo 

parcial del grafo de la figura 1.1. 

p 

p 

l~--~--~----.---~--__ e---~ 
P6 

Figura 1.4 Subgrafo Parcial. 

El subgrafo parcial de la figura anterior corresponde al 

subgrafo CB) de la figura 1.2. 

Definici6n 1.1.5 

Dado un arco Cp,q), llamamos a ''P'' ORIGEN o EXTREMO INI­

CIAL del a¡;co y a "q" EXTREMO TERMINAL , o simplemente EX 

TREMO . 



• 

4. 

De finición 1. 1 .6 

Dado un conjunto A e P de vértice s , pudiendo ser unitario , 

decimos que un arco u es INCIDENTE HACIA EL INTERIOR DE 

(figura 1. Sal Sl existe un vértice a E A Y un punto p i 

tal que u = (p,a); e I NCIDENTE HACIA EL EXTERIOR DE A 

(figura 1.S.b ) Sl u = (a,p), con a E A Y P i A. 

p p 

Figura 1.S.a Fi gu ra 1. S . b 

Definición 1.1. 7 

Un grafo se dice PLANO cuando se puede representar sobre 

un plano de man e ra que los vértices sean todos dist i ntos 

y que los arcos no se corten fuera de sus extremos. 

Definición 1.1 . 8 

Llamamos GRAFO SIMPLE a la terna .(Po, Pe' U), donde Po Y 

Pe son subconjuntos disjuntos de P tales que 

(p i, P j) E U ,;,> PiE P O Y P j E Pe 

Lo anterior significa que los vértices en Po serán sola­

mente orígenes y los de Pe, extremos (figura 1.6) 

Po 
PI----~--~--~----P4 

Pz P 5 

P3 P6 

Figura 1.6. 

A 

A 
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Definición 1.1.9 

Llamamos ARISTA [Pi ,Pj] del grafo (P,U) al par de vér-

tices que se encuentran en los extremos de un mismo arco; 

[ Pi' Pj ] es una arista si y solamente si (Pi,Pj) E U 

ó (p j' Pi) E U. 

De lo anterior se deduce que en la arista, a diferencia del 

arco, no importa el sentido. 

Definición 1.1.10 

Decimos que un vértice "p" es AISLADO si no es origen ni 

extremo de ninguna arista (figura 1. 7.a); y se dice que 

es pendiente si existe s6lo una arista incidente a este 

vértice (figura 1. 7.b) 

/",e p 

Vértice aislado Vértices pendientes 

Figura 1. 7. a Figura 1.7.b 

De otra manera, podemos decir que el vértice es pendiente 

si hay un solo arco que llega (o sale) de él . 

Definici6n 1.1.11 

Dos vértices distintos se dice que son ADYACENTES si exis 

te un arco o una arista uniéndolos. 
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6. 

Definición 1.1.12 

Dos arcos o aristas distintas se dice que son adyacentes 

si tienen un extremo común. 

Caminos y Circuitos Cadenas y Ciclos. 

Definición 1.2.1 

Llamamos CAMINO de un grafo (P,U) a una sucesión de arcos 

(u¡, U2, .•• , IIp) de forma tal que el extremo de uno 'de 

ellos es el origen del s iguiente. También podemos definir 

un camino mediante una sucesión de vértices (P¡,P2, ... Pn) 

siempre que (p¡, P2),(P2, P3), ... (Pn-¡,Pn) sean arcos del 

grafo (figura 1.8). 

P2 u2 _----_...tP3 

p¡ 

Ps 

Figura 1 . 8 Camino 

Definic i ón 1.2.2 

Un camino se dice que es SIMPLE si cualquier arista sé 

recorre una sola vez (figura 1.9 . a) y COMPUESTO si usa 

mas de una vez la misma arista (figura 1.9 . b) 
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u¡ 

p¡ u¡ p p¡ P2 . 2 

U2 U2 
Us 

P3 

U4 P3 U4 
U3 U3 

P 4 
P4 

Fi gu ra 1. 9 . a Figura 1.9.b 

Definición 1.2.3 

Un camino es ELEMENTAL si cada vértice es usado una sola 

vez (figura 1.10.a) y es NO ELEMENTAL si un vértice es 

usado dos veces o mas (figura 1.10.b) 

PI 

P4 

Figura 1.10.a 

Definición 1.2.4 

3 p¡ 

Figura 

Llamamos CIRCUITO a todo camino en donde el origen del 

primer arco coincide con el extremo del último (figura 

1 . 11) u¡ 
u¡ 

p¡ 
p¡ 

P3 P 3 
Figura 1.11 Circuitos 
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En forma similar que los caminos, se definen circuitos 

simples, compuestos y elementales. 

Definición 1.2. S 

Decirnos que un grafo es SIMETRICO si V Pi e Py V Pj e P: 

Definición 1.2.6 

Un grafo (P,U) es COMPLETO si todo par de vértices defi 

ne al menos un arco, es decir: 

V Pi e P y V Pj e P, i F j 

Lo anterior significa que entre todo par de vértices exis 

te al menos un arco. 

Definición 1.2.7 

Decirnos que un grafo es FUERTEMENTE CONEXO si para cuale~ 

quier par de vértices distintos "p" y "q" existe un cami-

no que los une (figura 1.12.a) 

P4 

p¡ 

Fuertemente conexo No fuertemente conexo 

Fi gura 1. 12. a Fi gu ra 1. 12. b 
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Puede observarse en e l grafo fuertemente conexo que a 

parti r de t odo vé r t ic e Pi(i = 1, 2, ... , n) resulta posi­

ble alcanzar cualquier otro vértice siguiendo un cami­

no del grafo. En el grafo de la figura 1.1 2 .b lo an te­

rior no se puede lograr , ya que de Ps a P4 no existe 

un camino t al como en l a figura 1.1 2.a . 

Defin ic ión 1. 2. 8 

En un grafo llamamos BUCLE a todo arco cuyo origen 

co incide con s u ex tremo. 

En l a figura 1.1 2 .b encont ramos un bucle en e l vérti­

ce P 3· 

Definición 1. 2 . 9 

Ll a mamo s CADENA a un a suces i ón de aris t as (VI, vz, . .. ) 

t a les que uno de los extremos de cada arista vn perte­

nece a la a'rista anterior Vn-l, de la sucesi6n, (si exi~ 

te) y el otro extremo a la arista siguiente Vn+l (si 

exis te) . 

La longitud de una cadena es igual . al número de aristas 

que contiene. Una cadena puede ser finita o no . 

Definición 1.2 .10 

Un CICLO es una cadena que empieza y termina en el mis­

mo punto "p". 

Nota: De igual manera que los caminos y los circuitos, 

podemos definir cadenas y ciclos: simples (todas las 
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aristas son distintas), compuestos (se repiten aristas) 

y elementales (todos los vértices son distintos). 

Definici6n 1.2.1 1 

Un grafo es CONEXO si entre dos vértices distintos cua-

lesquiera "p" y "q" existe siempre una cadena, es decir, 

que cualquier vértice del grafo es alcanzable desde cual 

quier otro vértice a través de cadenas. 

Nota: A las nociones de camino, circuito y fuerte cone­

xidad, donde interviene la orientaci6n de los arcos, se 

pueden asociar las nociones de cadena, ciclo y conexidad 

que no implican ninguna orientación. 

1.3 Matriz de Incidencia en las Aristas. Arboles. 

Definici6n 1.3.1 

Una matriz A = (aij) es llamada MATRIZ DE INCIDENCIA EN 

LAS ARISTAS del grafo, . si cada fila i está asociada a un 

vértice Pi y cada columna J está asociada a una arista Uj' 

En esta matriz A: 

aij = 1 si Pi es un extremo de Uj' y aij = O en caso con­

trario. Ver figura 1.13 



U¡ 

r 
p¡ 

P2 

A ; P3 O 

P4 O 

Ps L 
O 

PI 

¡J¡ 

Uz U~ U4 Us 

O O O 

O O 1 

1 1 O O 

O 1 1 O 

O O O 

P;3 ______ U.3------~~P4 

¡J2 

. ".¡J ra 1. 1 3 
po 

11. 

U6 

O 1 
O 

O 

1 

.- .-' . .......;.. .. -.' ... '-, ,-- - -
Definición 1.3. 2 

JO grafo no erientado (es decir, de­
tOa . 

Llamamos ARBOL ~ 'ceS y sus aristas), conexo y sin ci 

finido por sus 
q.t:J. 

ve 

14 ) • 
clos (figura 1· 

~P~2------~--------_,P7 

PI . 
P3 6 

Fi gU ra 1 . 14 

" 
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Un árbol es TRIVI AL si está formado por sólo un vértice, 

es decir, no tiene aristas. 

Definición 1 . 3.3 

Un ARBOL PARCIAL de un grafo G es un grafo parcial de G 

que cumple las condiciones necesarias para ser un árbol. 

TEOREMA 1.1 

Las siguientes propiedades son características de los 

árboles (es decir, que cada una es una condición necesaria y su 

ficiente para que un grafo G sea un árbol) : 

a) G posee p vértices, (p - 1 ) aristas y ningún ciclo; 

b) G posee p vé rti ces, (p-1) a ris tas y es conexo; 

c) G no tiene ciclos y se crea un ciclo y sólo uno añadiendo 

una arista entre dos vértices cualesquiera no adyacentes; 

d) G es conexo pero deja de serlo cuando se suprime una arista 

cualquiera; 

e) dos vértices cualesquiera de G se unen mediante una cadena 

y s6lo una. 

Demostración : 

Lo haremos probando que a => b, b => c , c => d, d => e 

y e = > a , con lo que tendremos la equivalencia entre todos los 

1 i tera1es . 

Al final s610 faltará probar que cualquiera de estas ca­

r acterísticas es condición necesaria y suficiente para que el 

grafo G s ea un árbol. 
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11 a => b 11 

Supongamos que G posee p vérti ces, (p- 1) aristas y ni n--. 
gún ciclo y probemos que es conexo. 

Supongamos que G no es conexo, entonces existen en G, k 

árboles (con k ~ 2). 

Sean G¡, Gz, ... , Gk dichos árbo l es y supongamos que c~ 

da Gi tiene Pi vértices y qi aristas. En tal caso se tiene que 

Pi - 1 = qi' 1 !i i !i k . 

k 
además ¿ Pi = P y 

i=l 

pero por otro lado 
k 
¿ 

i=l 

k 
¿ 

i=l 

qi 

lo cual es una contradicción. 

De donde G es conexo. 

" b => e ti 

qi = P - 1 

k 
= ¿ (Pi - 1) 

i = l 

k k 
= L Pi - ¿ 1 

i=l i=l 

= p - .k 

Supongamos que G tiene p vértices, (p-l) aristas y es 

conexo y probemos que G no tiene ciclos y se crea un ciclo y 

s610 uno añadiendo una arista entre dos vértices cualesquiera 

no adyacentes. 
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Supong amos que G ti ene ciclos, es decir, tiene a l me -

nos un ciclo en e l cua l al e limina r una a r is t a c ualqui e r a po­

demos obse r var que siempre existe un a cadena, de donde e l gra­

fo siempre es conexo. Suprimamos t a ristas (t ~ 1) de manera que 

e liminemos todos l os ciclos que ex i s ten en G y obtengamos un s ub 

gra fo sin ciclos y conexo. Este subgrafo tendrá p vértices y 

[p - (t +1) J a ri s t as , l o cual contradice e l he cho de que un grafo 

conexo con p vé rtic es tiene (p-1) aristas. 

Luego G no tiene cicl os . 

Ahora , sean Pi, Pj dos vértices cualesquiera no adyacen­

t es . Por ser G co nexo se tiene que desde cua lqui e r vértice Pk 

existen las cadenas (Pk ' ... ' ' Pi) Y (Pko ... ,Pj ), de manera que 

al unir mediante una a rista l os vértices Pi y Pj obtenemos el ci 

c lo (Pb . .. , Pi, Pj, ... , Pk); es te ciclo es único, ya que un a 

arista só l o puede unir dos vértices : 

11 e => d " 

A partir de c) probemos que G es conexo pero deja de ser 

lo cuando se suprime una arista eualquiera. 

Supongamos que .G no es conexo, entonces existen dos vér­

tices Pi y Pj que no están unidos por una cadena; pero por lite 

ral c tenemos que al añadir una arista entre estos dos vértices 

apa rec e un ciclo en el grafo ampliado, lo que implicaría que ya 

exis tía una cadena entre ellos, que es una contradicción. 

Como G es conexo y por c) no tiene ciclos, es evidente 

que a l suprimir una arista deja de ser conexo. 
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ti d -> e ." 

A partir del literal d probemos que dos vértices cua­

lesquiera de G se unen mediante una cadena y s610 una. 

Por ser G conexo, todo par de vértices está conectado 

al menos por una cadena. Si existiera un par de vértices conec 

tado por dos cadenas distintas, al eliminar una arista de una 

de las cadenas, el grafo sigue siendo conexo, porque se mantie 

ne una cadena y esto contradice a d). 

" e => a " 

Como G cumple la condición de conexi6n única entre Pi y 

Pj vértices, obviamente es conexo y se tiene que G no tiene ci­

clos, ya que de existir un ciclo, estos vértices estarían conec 

tados por dos cadenas distintas. 

Si G tiene p vértices, es conexo y no tiene ciclos, al 

eliminar una arista obtenemos dos grafos con las característi­

cas anteriores; al omitir una segunda arista, se obtienen 3 gr~ 

fos similares a los anteriores; verificando la operaci6n ante ­

rior (p-l) veces, obtendremos p grafos triviales, que serán los 

vértices aislados. Como en cada paso del proceso se suprime una 

arista, el total de aristas es (p-1). 

S610 faltará probar que cualquiera de estas ca r acte r íst i 

cas es condici6n necesaria y suficiente para que G s ea un á rbol, 

así: 

"G es un lirbol <=> dos vértices cualesquiera de G se unen me dian 
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te una cadena y s610 una". 

Demostración: 

i) "=> tt 

Supongamos que G es un árbol. Por ser conexo, todo par 

de vértices está conectado al menos por una cadena. Si 

existiera un par de vértices conectado por dos cadenas 

distintas, la unión de estas cadenas contendría un ciclo, 

en contradicción con la definici6n de árbol, que no tie-

ne ciclos. 

ii) "<= tt 

Supongamos que G cumple la condici6n de conexi6n única. 

Obviamente G es conexo, pero además no tiene ciclos, ya 

que, de existir un ciclo, dos vértices distintos de di-

cho ciclo estarian conectados por dos cadenas distintas, 

lo cual no puede ser por la conexi6n única. 

Por lo tanto G es un árbol. 

Teorema 1.2 

En un árbol no trivial hay por 10 menos dos v~rtü:e$ "1:'~!l 

dientes. 

Demestraei6n: 

La haremos usando inducci6n matemática. 

Si el ~rbol s6lo tiene dos vértices, éstos son pendiente, " 

SupongaJllOs que el :irbol tiene n vértices y al menos dos ;Ylh·­

tices pendientes, y probemos para en+l) vértices. 

i) Si el vértice en+ 1) se 'conecta con uno o más vértices !lo 
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pendientes, entonces los vértices anteriores que eran peg 

dientes siguen siéndolo, y si e mpre se tendrían al menos 

dos vértices pendientes. 

ii) Si el vértice (n+1) se conecta con un pendiente, él debe 

ser pendiente. Si (n+l) no fuera pendiente, se conectaría 

con el pendiente anterior Pk y con otro cualquiera Pe' for 

mando así un ciclo. (figura 1.15). 

Lo anterior no puede suceder en un árbol, por lo tanto 

siempre se tienen al menos dos vértices pendientes. 

pk_----- Pn+1 

~----_Pe 

Se conecta con un pendiente 

________ ~Pn+1 Pk-r 

»-----... Pe 

Se conecta con dos pendientes 

, 
Fi gura 1. 15 

• 
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EL PRQBLEMA DEL TRANSPORTE 

(METODO ,DEL SIMPLEX) 

2.1 Definiciones y Propiedades Fundamentales. 

Definición 2.1.1 

El PROBLEMA DEL TRANSPORTE recibe su nombre del signifi. 

cado económico que se le atribuye con mayor frecuencia: 

existen m orígenes i que producen un bien que hay que 

transportar a (n-l) destinos j que lo demandan. 

Llamaremos: 

ai a la cantidad de bienes producidos por el origen 1; 

bj a la cantidad de bienes demandados por el destino j; 

Cij al coste del transporte por unidad del origen i al 

des tino j; 

Xij a la cantidad de bienes transportados del origen i al 

destino j. 

El propósito es que el coste total de transporte sea mí-

nimo. 

La formulación matemática de este problema es la siguiente: 

n- 1 
i) 1: Xij" ai 

j=l 

m 
ii) 1: Xij ~ bj 

i=l 

iii) Xij ~ O ; 

Minimizar 

1 = 
m 

.L 
1=1 

i = 1 m , ... , 

j = 1, ... , (n-l) 

1 , ... , m ; J = 1, ... , (n-1) 
n-l 
L Cij Xij 

j = 1 
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con las hipótesis 

Las dos primeras hipótesis son condiciones necesarias pa-

ra la existencia de un PROGRAMA o SOLUCION REALIZABLE, es 

decir, un conjunto de valores de las variables que satis-

facen todas las condiciones del problema, comprendidas 

las de no negatividad (xij >-- O). 

La expresión analítica anterior, supone que es posible 

llevar este producto desde todo origen i a todo destino j; 

evidentemente podemos eliminar esta hipótesis imponiendo 

la condición Xij = O para algunos pares (i,j). 

Siempre podemos poner el problema en forma canónica de 

tal manera que reemplacemos las inecuaciones por ecuacio­

nes. Obviamente, si tomamos las inecuaciones 
m 
L Xij ~ bj, ) = 1, ... , (n-1) éstas se verifican con el 

i=1 

signo de igualdad, además si el valor de una variable ai 
n-l 

decrece, las inecuaciones L X· . .,¡ ai, i=1, .... ,m se ve-
j = 1 

1) 

rificarán con mayor razón y el costo de transporte decre-

cerá. 

Por otro lado, podemos agre.gar va ri ables que llamaremos 

de separación o de holgura xin(i=1, ... ,m) a cada una de 

las m primeras inecuaciones, de manera que las transfor-

memos en ecuaciones. Estas variables de holgura estarán 

determinadas por la ecuación: 



m m 
1: í: 

i=l i= 1 
a · -

1 

n-l 
í: 

j = 1 
b· = J 
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que se puede interpretar como la creación de un n-ésimo 

destino ficticio bn , al que serán transportados, sin co~ 

te, el excedente de producción que tenemos en cada origen. 

Ahora tenemos m orígenes y n destinos, luego si 

M = {l, ... ,m } y N = { 1, . . . ,n } , el PROBLEMA DEL TRANS 

PORTE se escribe así: 

i) 

ii) 

iii) 

1: 
iEM 

x· . 1J 

x· . 1J 

x· . 1J 

~ O , 

Minimizar 

(i , j) 

Z = 

i E M 

J E N 

E M x N 

I c · . 
(i,j) €MxN 

1J x· . 1J = 1: 
iEM 

a · = 
1 

1: c· . x· . 
je:N 

1.J 1.J 

Obsérvese que consideramos que la cantidad de bienes pro­

ducidos es igual a la cantidad demandada. 

Nota: para nuestro trabajo, de aquí en adelante, supondre-

mas que Xij puede tomar cualquier valor no negativo, 

para todo par (i,j). 
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TEOREMA 2.1 

Un problema de transporte tiene siempre una solución; y 

toda solución está acotada si los ai Y bj lo están. 

Demostración: 

Los valores Xij = a·b-t J constituyen una solución, ya que 

cumplen las re-stricciones o condiciones del problema: 

i) 

ii) 

¿ 
j EN 

X· -
1J 

¿ 
iEM 

= 

= 

= 

¿ 
jEN 

Xij = 

= 

= 

¿ 
jEN 

ai 

a-b-1 J 
\ a­

- LM 1 lE 

¿ b-
jEN J 

L ai 
iEM 

x- - = a-1J 1 

¿ a-b -1 J 

ieM ¿ ai 
iEM 

¿ ai 
b- icM 

J 1 a-
ieM 

1 

b-J 

= L 
jeN 

b­
J 

BIBLIOTECA CENTRAL , 
UNIVEIU!lIDAD DE EL I5ALV~OD. 



iii) 

X·· = b· 1) ) 

Xij ~ O porque ai >-- O 
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y 

Por otro lado, para toda SOlución, tenemos que si la 

producción ai Y la demanda bj están acotadas, necesariamente 

deberá cumplirse que 

Xij ~ mín [ J 

es decir, no se transportará un número mayor de bienes Xij que 

los producidos por ai, ni que los demandados por bj. 

2.2 Grafo G Asociado al Proble~. 

Podemos asociar al problema del transporte un grafo G, 

en donde cada origen estará representado por un v~rtí~.l¡l 
, 

°i, cada destino por un vértice desde ei dj y cada ruta 
origen i al destino j par Un . 

arco orientado de Oi a dj; 
G es un grafo simple (Def 

1.1.8). Ver figura 2.1 

Figura 2.1. 
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2. 3 MHri z de los Coeficientes del Sis t e ma . 

m 

e 
\l 
a 
e; 
1 
o 
n 
e 
s 

n 

e 
c 
u 
a 
c 
1 

o 
n 

Al escribir las condiciones del problema del transpor-

te , LX' . = a i l i E ~1) Y 
. N 1J 
J E 

L Xij = b j (j E N) , ex -
iEM 

pa ndien do las s umator i as t enemos : 

Xl I +X ¡ z+ · • • +Xln = a¡ 

X2¡+X22+ ·· , +x2n = al 

• 
Xm ¡ +Xmz + •• • +Xmn = am 

Xl I + X2¡+ Xm¡ = b ¡ 

X¡ 2 +Xm2 = b2 

X¡n +X2nj +Xmn 

Luego l a matri z A de lo s coe fi c ientes de las condi c i ones 
linea l es s on : 

I 1 1 1 O O • . • O O O O -
O O O 1 . •• 1 O O O 

>m filas 

A 
O O O O O •• • O 1 1 1 

= 
1 O 1 1 O 

1 1 1 
>n filas 

O O O 
L.. 1 1 _ 

-.; 
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Es evidente que la matriz es de orden (m+n)x(m . n) . 

Simpli ficando la forma de representar la matriz A, te-

nemos: 

11 m ID 

al JI GI 

A = m filas 

() ID 1 
In In In } n filas 

donde 11 = (1, 1 , ... , 1) = vec tor fila con n componen tes. 

In = matriz identidad de orden n x n. 

La matriz A podemos escribirla también así: 

A = [all, aIZ, ... , a¡n, aZI, ··· ,a zn ' amI'···' amn ] 

Tomaremos aij, el vector correspondiente a la variable 

Xij, así: 

aij = ei + em+j 

donde ei = vector unitario con (m+n) componentes, cuya 

i-ésima componente es + 1. 

En lo sucesivo, al hablar de vector, nos estaremos refi­

riendo a un vector columa aij . de A. 

N6tese que esta matriz A es tamb~én la matriz de inciden 

cia en las aristas del grafo de transporte G. 

TEOREMA 2.2 

La matriz A tiene rango (m+n-l). 
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Demostración: 

La suma de las m primeras filas de A dan como resultado 

el vector (1,1, ... ,1,1, ... 1) de orden 1x(m.n); de igual manera 

la suma de las n filas restantes dan como resultado el mismo 

vector. 

Luego, las (m+n) filas de A son linealmente dependien-

tes, ya que una fila se puede escribir como una combinaci6n 

lineal de las demás, de donde el rango de A es menor que (m+n) . 

Probaremos que el rango de A es (m+n-1), para tal objeto 

formaremos una submatriz cuadrada así: eliminamos la fila m+1 

tomamos los n primeros vectores (columnas) que son linealmente 

independientes. 

A = 

al I = el + em+ I 

a l 2 = el + em+2 

a ln = 

l 

el 

al I 
1 
O 

O 

1 
O 

O 

+ e m+n 

al2 
1 
O 

O 

O 
1 

O 

aln 
1 
O 

O 

O 
O 

1 

y 
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Luego agregaremos a éstos los últimos vectores de cada 

bloque (última columna), que también son linealment e indepen­

dientes, tomando así los siguientes (m-l) vectores: 

A = 

- 1 

O O 

O O 

1 O 
O 1 

O 

1 O O 

O 

O O O 

O 

O 

1 

1 O 

O 1 

O O 

a :;;e +e \ mn m m+n 

a2n 
+ 

O O O 

O O 

O O O 

O 

O 

1 

1 O 

O 1 

o O 

O 

O 

O 

1 

O 

O 

1 

O 

O 

O 
1 

J 
Con los (n+m-l) vectores formaremos una combinación lineal 

v probaremos que éstos son linealmente independientes, es decir, 

Que l os e scalares son nulos. 
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Sea ; O a: " E R , 1 J al agrupar los índices 

l; y J ; n tenemos: 

n m 
í: «ij aij; L «¡ j a¡j + 

iEM j=l 
L 

i=2 
jEN 

que no son nada más que los n primeros vectores que tomamos más 

los otros (m-l) vectores que tomamos de la matriz A. 

Luego 

• 

= 

= 

n 

n 
L «lj a¡j + 

j=l 

L«¡j(e¡ + e .) + 
j=l m+J 

n 

L 
j=l 

n 

L 
j=l 

n 
¿ 

j=l 

n-l 
L 

j=l 

«¡J·e . + m+J 

«loe. + 
J m+ J 

« . ln (e· + e ) 
1 m+n 

m m 
L ¿ 

i=2 i=2 

m 
L Cl:inei + 

i=2 

m 
L 

i=l 

Corro los eij (i E M, j E N) son vectores de la base canóni-

T'"' L 
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ca de Rm
+

n , ellos deben ser linealmente independientes y por 

lo tanto sus coeficientes deben ser ceros. 

As í: 

a;ll :;::; 0, ~J2=O, .•. o 

yen t onc e s ( ~ 1 J + ~ 1 2 +. .. + ~ 1 n J = O no s 11 e va a q ue ~ 1 n = O 

además ~2 n = O ~3n = O , ... , ~mn = O 

Luego todos los coefi c iente s son ceros y , los (m+n-1J 

vectores son linealmente independientes, de donde el rango de 

la ma tri z A e s (m + n - 1). 

A continuación encontraremos algunos conceptos importa~ 

tes para continuar nuestro estudio. 

Definición 2.3 J 

Llamaremos Base B del sistema lineal o, con mayor generali 

dad BASE DEL PROBLEMA a toda base del conjunto de los vec-

tores columna, es decir a todo conjunto de vectores lineal 

mente independientes. Los vectores de una base constituyen 

entonces una submatriz cuadrada regular . (si tiene k vecto-

res, su orden es kJ de A y viceversa. 

Las k variables asociadas a las columnas de una base B se-

rán llamadas VARIABLES DE BASE Y son un subvectorxB del ve~ 

tor solución x. Las demás variables serán llamadas VARIA ­

BLES SECUNDARIAS y constituyen el subvector XR complemento 

de XB en x. 
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Definición 2.3.2 

Llamaremos SOLUCION DE BASE asociada a B, al conjunto de 
- ~. ' : .-:--" 

valores de las variables de base y secundarias, respecti-

vamente, siguiente: 

XB = B-Id , donde d es el vector que contiene las constan 

tes del sistema de ecuaciones . 

XR = O (vector cero). 

Se hablará a menudo, de forma más sencilla, de la solución 

de base xB, entendiendo que, en la solución de base compl~ 

ta, están comprendida s las variables secundarias nulas que 

no se han mencionado explícitamente. 

Ejemplo: 

Al sistema 

Xl + OX2 - 3X3 - 2X4 - 4xs = 6 

Ox l + x2 - 2x 3 + X4 - 3xs = 2 

está asociada la matriz. 

[ ~ O - 3 - 2 -4 1 
- 3 J 1 - 2 1 

en donde la Base está formada por la primera y segunda co-

lurnna. 

Luego la solución de base del sistema será Xl = 6, x2 - 2, 

X3 = X4 =xs= O en donde las variables básicas son xl Y Xz 

y las secundarias las restantes. 

Una solución de base se llamará DEGENERADA si algunas com­

ponentes de XB ti enen un valor nulo. 
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Definición Z. 3. 3 

Un PROGRAMA DE BASE (o solución realizable de base) es una 

solución de base que satisface todas las condiciones del 

problema, comprendidas las de no negatividad. 

Definici6n 2.3.4 

Llamaremos PROGRAMA OPTIMAL a un programa finito, es decir, 

con todas sus compon entes finitas, que hace optimal (mi-

nimal o maximal) la forma lineal a optimizar. 

Definici6n 2.3.5 

Llamaremos PROGRAMA OPTIMAL DE BASE al programa de base que 

hace optimal (en nuestro caso minimal) la funci6n objetivo. 

TEOREMA 2.3 

La matriz A es totalmente unimodular, es decir, toda 

submatriz cuadrada de A tiene su determinante igual a cero, +1 

6 - 1 . 

Demostraci6n- : 

Sea 1\ una mat ri z cuadrada de ·0 rden k extraída de A 

(1 < k < (m+n) ). 

Llamemos U Y V respectivamente al conjunto de las m pri 

meras filas y al conjunto de las n últimas filas de A (estos 

conjuntos corresponden, respectivamente, en el grafo G, a los 

conjuntos de los orígenes y de los destinos). 

i) Si en cada columna de Dk existen dos elementos no nulos 
• • 

uno está en una fila de U y el otro en una fila de V; la 
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suma de las filas de Dk que pertenecen a U menos la suma 

de las filas de Dk que pertenecen a V, es una fila forma 

da enteramente por ceros y el determinante IDkl = O 

ii) Si existe por lo menos una columna de Dk que contiene me­

nos de dos elementos no nulos, el desarrollo del determi­

nante IDkl por expansión de cofactores de los elementos 

de esta columna nos ll e va a: 

ó ( 1 ) 

donde el signo + ó - es el signo del cofactor. 

Como además tenemos que I D¡ I = O ó I D¡ I = + 1, 

se obtiene que: 

I Dz I = ± I DI I , = ± , ... , 

e s de c ir, I Dk I = O , + 1 Ó - 1. 

Corolario. 

y de (1) 

Si los ai y b j son enteros, los valores de las variables 

son enteros en todo programa de base y existe entonces por 

lo menos un programa optimal "entero" (en números enteros). 

2.4 Propiedades Algebraicas de las Bases. 

En el lenguaje del método Simplex, resulta que obtendremos 

una solución del problema del transporte eligiendo un sis­

tema de (m + n - 1) ecuaciones que tenga ese rango, es de­

cir, en el cual la matriz de coeficientes de las inc6gnitas 

tenga rango (m + n - 1), Y resolviendo este sistema con re 
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lación a l as variables as oci adas a una matri z regular. 

Consideremos una matri z B' formada por (m+n) filas y 

(m+n-l) vectores columnas de A. Toda fila de B' es igual 

a una combinación line a l, con coeficientes no todos nulos, 

de las restantes (m+n-l) filas, puesto que la suma de las 

m primeras ecuaciones es idéntica a la suma de las n últi-

mas; toda relación lineal (con coeficientes no todos nulos) 

entre columnas de una matriz cuadrada de orden (m+n-l) to-

mada de B' se verifica, igualmente, por las columnas com-

pletas considerando las m+n filas. 

Por lo tanto, se pueden dar los dos casos siguientes que 

son exhaustivos y mutuamente exclusivos: 

1. Todos los determinantes de orden (m+n-l) tomados de B' 

son nulos, de donde los vectores columna de la matriz 

son linealmente dependientes y por . lo tanto la matriz 

tiene rango inferior a (m+n-l). 

2. Todos los determinantes de orden (m+n-l) de B' son di~ 

tintos de ce·ro, de donde los· ·vectores columna de la ma 

triz son linealmente independiente·s y por lo tanto es­

ta matriz tiene rango (m+n-l). 

Hemos visto anteriormente que las variables de una solución 

de base están asociadas con (m+n-l) vectores columna de A 

linealmente independientes. Ahora podemos decir que, inver 

samente, a todo conjunto de (m+n-l) vectores linealmente in 

dependientes corresponde una y s6lo una solución de base, 

obtenida resolviendo cualquier sistema de (m+n-l) ecuacio-

nes tomadas entre las (m+n) ecuaciones de 1 P rob-lema. 

l BIBlIO' ;·Cp l' 

UNIVEiIlSitMO LIt E~ 



33. 

2.5 Tabla de Transporte y Grafo r Asociado. 

0 1 

O2 

Definición 2.5. 1 

Llamaremos TABLA DEL TRANSPORTE T a una tabla rectangular 

con m filas (i=1, ... , m) que corresponden a los orígenes 

Di, y n columnas (j = 1, .. . , n) que corresponden a los des 

tinos dj. 

Convendremos que cada casilla (i,j) de T, en la intersec-

ción de la fila i y la columna j, contiene: 

el coste unitario Cij del transporte de Di a dj; 

el valor de la variable Xij; 

el vector aij de l a matriz A (estos vectores no se es­

cribirin. explícitamente en la tabla T). 

A la tabla T se le ha agregado una columna marginal que 

contiene las disponibilidades ai Y una fila marginal que 

contiene las demandas bj (figura 2 .2) 

.... 

a2 

b 1 

Figura 2.2 
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Ej emplo: 

! I I~ dJ Oi 
d¡ d 2 d 3 d s a · 

1 

O ¡ /s Vs 100 

O2 l%i~ ~lx 2 00 

0 3 IX, 150 

b · ] 7 5 75 25
1 

YO 1 85 

Figura 2.3. Tabla T 

Definición 2.5 . 2 

Llamaremos GRAFO f a un grafo asociado a la tabla T de la 

siguiente manera: cada centro de la casilla (i,j) es un 

vértice de f , cada segmento que une dos vértices situados 

en la misma fila o en la misma columna es una arista de f. 

En la figura 2.4 presentamos el Grafo r asociado a la ta-

bla T del ejempl o de la figura 2.3 
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~ d1 d 2 d 3 d 4 d s a. 
O· 1 

1 

01 t 100 

02 200 

03 150 

b· J 75 75 25 90 1 85 

Figura 2.4 . Gra fo r 

Oefinición 2.5.3 

Un n-GRAFO (fi gura 2. 5 ) e s un subgrafo parci a l de r defini 

do por un subc onjunto cua lqui e ra del conjunto de vértices 

de r y por toda s las arista s que unen e lementos vecinos de 

este subconjunto (llama mos elementos vecinos a aquellos que 

no tienen entre ellos, e n l a fila o columna en la que se e~ 

cuentran, ningún vértice adicional, del subconjunto consi-

derado) . 

En lo suce s ivo únicame nte t omaremos en cuenta l a cla se rr 

de subgrafo s parc iales de r. 

En la figura 2.5 encontra mos un n-gra fo de l grafo r de la 

fi gura 2.4 . 
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. ~ 

Figura 2 . 5 rr - Grafo 

A continuaci6n definiremos una correspondencia Biunívoca 

entre los n-Grafos y los Grafos Parciales de G de la si 

guiente manera: 

a) A toda arista de un grafo parcial de G que une Di con 

dj' le hacemos corresponder el v€rtice Ci,j) situado 

en la intersección de la fila i con la columna j de T. 

Inversamente, a todo vértice (i,j) del rr - grafo le 

hacemos corresponder la arista [ Di ' dj ] de G (ver 

figura 2. 5) . 

b) A todo vértice de un grafo parcial de G que tenga p 

aristas incidentes (p ~ 1) le hacemos corresponder 

(p -1) aristas de r (figura 2.5) 

d¡ d 2 

d¡ o ¡ 

° ¡ 

Figura 2.5 
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Estas (p-l) aristas unen los elementos de igual número de 

pares de vértices vecinos, formados por los vértices de r 

obtenidos por la transformación de las p aristas de G in-

cidentes en el vértice considerado de este grafo. Luego a 

todo vértice pendiente de un grafo parcial de G le corres-

ponde una fila o columna de T que no contiene más que un 

solo vértice del rr - grafo correspondiente. Inversamente, 

a toda arista del rr - grafo l e hacemos corresponder el vér 

tic e Di de G si dicha arista está en la fila i de T, y el 

vértice dj de G SI está en la columna j de T. 

Nótese que en esta correspondencia, los vértices aislados 

de un grafo parcial de G no están asociados con ninguna 

arista de r. 

Definición 2.5.4 

Llamaremos ~ - Ciclos (o ~ - Cadenas) a los rr - grafos 

que sean ciclos (o üa denas) elementales y que tengan como 

máximo una arista en cada fila yen- cada columna de T (fi 

gura 2.7). 

L ...... 
1 

~ - Ciclo ~ - Cadena 

Figura 2. 7 
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Definici6n 2.5.5 

Llamaremos ARBOLES Br a los n-grafos que sean árboles y 

que tengan al menos un vértice en cada fila y en cada co-
" ~ 

1umna de T (figura 2.8) 

.... h 
L 

I 
l 

Figura 2.8 Arbo1 Br 

P~ede notarse que: 

a) Si consideramos un ciclo cualquiera (o una cadena) e 

que sea un n-grafo, existe un subconjunto del cen­

junto de los vértices de este ciclo (o cadena) que 

define un ~- ciclo (o una ~ - cadena). Para obtener 

este ~ - ciclo (o ~ - cadena), basta con orientar e 

en un sentido cualesquiera y, en toda fila o columna 

de T donde exista más de un arco de e, unir con una 

arista el origen del primer arco encontrado y el ex­

tremo del último arco encontrado cuando se recorre e 

en el sentido de orientaci6n elegido, suprimiendo el 

camino que unía originalmente estos dos vértices (fi-

gura 2 . 9) 

, L,. MI ~ ... HI ~ 
1 ~ 1 

~-Clclo 

Fi gura 2. 9 
r ' 
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Por otro lado, la forma en que hemos definido la co-

rrespondencia biunívoca muestra que a todo ciclo (o 

cadena) elemental de G está asociado un IJ - ciclo (o 

una IJ - cadena) en r y viceversa." Con todo rigor, la 

cadena asociada a una IJ - cadena tiene aristas termi­

nales con un único vértice extremo, las cuales conoce 

remos como ARISTAS PENDIENTES. 

De lo anterior tenemos que, si existe un ciclo en un rr-~ 

fo o una cadena entre dos vértices Pl y P2 de éste, exis­

te en el grafo parcial de G un ciclo asociado a éste o 

una cadena que une las dos aristas asociadas con Pl y P2; 

y que, recíprocamente, si existe un ciclo o una cadena ele 

mental en un grafo parcial de G, existen un IJ - ciclo o 

una IJ - cadena en el n-grafo asociado. Luego, basándonos 

en la definici6n de árbol, los árboles de G y de r están 

asociados en la correspondencia definida anteriormente, es 

decir, existe una correspondencia entre los grafos parci! 

les de G que son árboles (BG) y .los , árboles Br definidcu 

anteriormente; del hecho de que exista al menos un vértice 

de Br en cada fila y cada columna de T, se deduce que no 

hay ningún vértice aislado en el grafo parcial de G asocia 

do aBr. 

Haciendo algunas transformaciones en las propiedad'es de un 

árbol BG (Teoremas 1.1 y 1.2), obten.emos, en la tabla T, 

las siguientes propiedades: 



40. 

Propiedad 1. Un n-grafo es un árbol Br si y s610 si 

no contiene ningún ciclo y tiene (m+n-l) vértices, ya que 

un árbol BG tiene (m+n- 1) aristas y ningún ciclo. 

Propiedad 2. En T existen al menos dos filas o columnas 

que no contienen más que un vértice de Br , ya que BG tiene 

al menos dos vértices pendientes. 

Propiedad 3. Si a los (m+n-l) vértices de un árbol Br 

agregamos un (m+n)-ésimo vértice cualesquiera de r, podemos 

extraer de este conjunto de vértices de r un subconjunto,y 

uno solo, para el cual el n-grafo asociado es un ~ - ci-

clo. En efecto, añadiendo una arista entre dos vértices no 

adyacentes de BG creamos un ciclo y uno solo, un ciclo ele 

mental; asociado a este ciclo se encuentra el ~ - ciclo bus 

cado. 

Propiedad 4. Si de un ~ - ciclo cualesquiera de T suprimi 

mos un vértice cualesquiera y las dos aristas que inciden 

en él, obtenemos un n-grafo sin ciclo y que tiene (m+n-l) 

vértices, es decir, un árbol Br. 

2.6 Propiedades Gráficas de las Bases. 

Con todo vector columna de la matriz A aij = ei + em+j 

están asociados: la arista [ 0i' dj ] de G y el vértice de 

r situado en la casilla (i, j), intersección de la fila i 

y la columna j de T. 
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Luego, a todo conjunto de vectores corresponden dos grafos, 

uno en G y otro en r. Analizaremos las propiedades· de los 

grafos asociados de esta manera con un conjunto de vecto-

res de base. 

LEMA 2.1 

Un conjunto de vectores columna aij de la matriz de inci­

dencia A son linealmente dependientes, si corresponden a 

un ciclo elemental en G o, equivalentemente, si los puntos 

li, j) asociados con estos vectores en T se encuentran en 
'. 

los vértices de un ~ - ciclo. En este caso, cuando se re-

corre el ciclo en un sentido cualesquiera los coeficientes 

de la relación lineal son alternativamente +1 ó -1. 

Demostración: 

Un ciclo elemental en G, tiene por vértices una secuencia 

de puntos tal como 

Luego, los vectores asociados con las aristas son: 

La suma alternada de estos vectores, recordando que 

a" = e' + e ,es: 
1 J 1 m+ j 

Ce . + e )-(e. + em+l)+Cek + e )+ ... + Ce + em+s)-Ce1· + e ) = 
1 m+l -K m+p r m+s 

( ei + em+l - ~ - em+l + ek + em+p+" ' + er + em+s - ei - em+s = O 

De donde se tiene que estos vectores son linealmente de ­

pendientes, ya que sus coeficientes son no nulos . 

Si en T, se tiene el siguiente ~ - ciclo 



, 

42. 

1 P s 

(i ,1 ) (i ,s) 
1 

k k,p) 
(k,l) 

r lr,s) (r ,p) 

alternando los coeficientes en un sentido cualesquiera, 

asignando el valor de +1 y -1 a los vectores asociados 

se tiene: 

a il - a. 
1S 

+ a rs a + akp -rp akl = 1) 

o también 

ail - ak1 + akp - a + a a . = 1) 
rp rs 1S 

TEOREMA 2. 4 

Un grafo parcial de G con (m+n-1) aristas e~ un árbol si, 

y s6lo si , las columnas de una matriz de incidencia con 

las aristas A' son vectores tinealmente independientes. 

Demostración : 

i) Probaremos primero que si las columnas de A' son vec-

tares linealmente independientes entonces G con (m+n-1) 

a r istas es un árbol. 

Por el lema 2 .1 tenemos que por ser los vectores li­

ne a lmente independientes, el grafo parcial G no contie­

ne ni ngún ciclo , y puesto que tiene (m+n) vértices y 



43. 

lm+n-l) aristas, luego es un árbol. 

ii) Pr obaremos ahora la otra implicación. Si el grafo 

parcial de G considerado es un árbol, existe al menos 

un vértice pendient~r Hagamos permutaciones entre l as 

fi l as y las columnas de A' hasta lograr asociar la 

pri mera fila y la primera columna de la matriz, res -

pectivamente, con un vértice pendiente de G y con su 

arista incidente. El subgrafo parcial G1 de G obteni­

do suprimiendo el vértice y la arista considerados es 

todavía un árbol. Permutemos nuevamente las filas y 

las columnas de A', sin tocar la primera fila ni la 

primera columna, de manera que asociemos la segunda 

fila y la segunda columna respectivamente con un vér­

tice pendiente de G¡ y con su arista incidente. Repe­

timos el proceso hasta obtener una matriz de la forma: 

S21 

S 31 

A' = 

Sm+n_ 1,1 

S m+n,1 

o 
1 

S32 

O 

O 

1 

O 

O 

O 

1 

1 

en A' todos los s·· son iguales a O ó a 1, y para un 
1) 

j fijo, sólo un Sij (distinto del 1 de la diagonal) es. 

igual a 1. Una matriz de este tipo es llamada TRIANGU-

LAR. 
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La submatriz formada por las (m+n-l) primeras filas 

de A' tiene un determinante igual a l, luego los 

(m+n- l ) vectores columna de A' son linealmente inde-

pendi en tes. 

Hemos visto ant e riormente que existe un a corresponde~ 

cia biunívoca entre l as soluciones de base y l as ma-

tric es B' formadas por (m+n-l) vectores columna de A 

linealmente independientes, matriz que tiene además 

sus determinan t es de orden (m+n -l) no nulos. 

Usando los resultados del t eo rema ante rio r obtenemos 

los siguientes corolarios: 

Corolario 1. 

Existe una correspondencia biunívoca ent re las bases del 

problema del transporte y los grafos parciales de G que 

so n árboles: un árbol constituye un conjunto de "rutas de 

base " de l grafo de transporte G. 

Corolario 2. 

La matriz B' formada por (m+n-l) columnas de A es triang~ 

l a r SI, Y sólo si, los (m+n- 1) vecto res columnas forman 

un a base. 

La demostración del teorema 2 . 4 prueba este coro l ario y da 

e l procedimiento a s e guir para reorganizar l a ma tr iz B' de 

manera que pase a ser tri angular. 

Estas propiedades podemos transcribirl as a la tabla T,usa~ 

do la correspondencia definida anter iormente entre los gr~ 

fo s G y r , as í : 

I BI • I Uf.' \f::H j "'0 t ¡¡: .L 
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Corolario 3. 

Existe en la tabla T, una correspondencia biunívoca en­

tre las bases del problema de transporte y los árboles 

Br· 

Lo anterior significa que en la tabla T, las bases cum­

plen las propiedades enunciadas en la sección 2.5.5 para 

los árboles Ar. 
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EL . IETODO DEL SIMPLEX ADAPTADO 

3 .1 No tacione s. 

Pa r a evitar indices triples, en adelante, supondremos que 

las variables de l prob l ema y los vectores correspondientes de 

la matriz A, de los coefici entes de la s condiciones lineales, -

est~n numerados del l ' al (mxn ). 

Sea 

la matriz completa del sistema, en donde a. es un vector colum­
J 

na (1 < j < mxn) y 

d ; (a l' a Z" '" am, b 1 , •. • ,bn ) es el vector que contiene 

las constantes del sistema. 

Llamaremos 

obtenida de (A,d) s uprimie ndo una fila (cualquiera, pero fija) 

de ésta. 

Sea B' ; (a. 
.1 1 

a., . . . ,a. ) 
J2 J m+ n -l 

una subma tri z de A formada por (m+n-l) vectores columna lineal 

mente independ ientes . 

46 
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No olvidemos que todo determinante de orden (m+n-ll tornado 

en B' es distinto de cero, de donde las (m+n-ll variables aso -

ciadas a las columnas B ' forman un sistema de variables de' base . 

Llamaremos B 1 1 
= (a. , ... ,a . ) 

Jl Jm+n-l 

a la submatriz obtenida de B' al suprimir la fila que tenga el 

mismo índice que se elimin6 en (A,dl para formar (Al, dll. Ob-

sérvese que B es una matriz regular, es decir, cuadrada y de o~ 

den (m+n-ll. Esto podernos afirmarlo categ6ricamente ya que B' 

se obtiene eliminando una columna de l as (m+nl que posee la ma-

triz A, quedando (m+n-ll vectores columna linealmente indepen -

dientes; y lue go eliminarnos una fila de B', obteniendo (m+n-ll 

filas. 

Puede notarse también que B' es la matriz formada por las 

columnas jl' j2'···' jm+n- l de (Al, dll. 

Un vector columna a. cualesquiera puede escribirse en fun­
J 

ci6n de las columnas de B. 

Primero definÍremos formalmente e.l vector columna Y. así: 
J 

Y . =B-la~ 
J J 

que no es nada más que la soluci6n del sistema 

BY. 
J 
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puede decirse entonces que Yj es el vector columna que contiene 

los coeficientes que exp.Lesan linealmente a~ en funci6n de los 

vectores de la base. 

Como B- 1 es de orden (m+n-l) x (m+n-l) y a: es de orden 
J 

(m+n -l ) x 1, tenemos que y. es de orden (m+n -l) x 1; ahora defi 
J 

niremos 

j m+n - 1 
a. = B I Y. = 1: Ya, j = 1, 2, ... , (mxn) 

J J . s . s 
s=Jl J 

(3. 1 ) 

Como B' es de orden (m+n) x (m+n-l) y Yj es de orden 

(m+n-l) x 1, se tiene entonces que a j es de orden (m+n) x 1, -

que corresponde al orden de un vector columna de A cualesquiera. 

La soluci6n de base asociada con Bes: 

-B -1 1 X = B d, de orden (m+n-l) x 1. 

Nota: Para considerar un valor numérico de X, e 6 Z lo denota­

remos por X,C 6 Z. 

-B . 1 Obsérvese que en este caso X Juega respecto a d el mis-

mo papel que juega Y
j 

respecto al vector a j , en la definici6n 

de y. dada anteriormente . 
J 

Luego podemos decir que xB posee los coeficientes que ex­

presan linealmente d 1 en funci6n de los vectores de la base, así: 

BX B = d 1 
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Los coeficientes de las variables de base, en l a forma a o~ 

timizar, constituyen el vector 

B _ 
C - (C. , C. , ... ,C. ) 

J I J2 J m+n - 1 

El valor de Z, la función a optimizar, es 

de donde 

CB j m+n - 1 
Z. = Y. = [ y Cs J J s· s = J 1 J 

(3 . 2) 

Y. B- 1 1 . equivale xB 1 como = a. , a usar en a. 
J J J 

e l vector col umna 

de la base B correspondiente al j-ésimo lugar, en vez de uti l i­

zar dI. 

3 . 2 Ap l icación de los Resultados del método del Simplex . 

3. 2 . 1 Cllculo de (Z . - C.) . 
J J 

Hemos estudiado en los apar t ados 2 . 5 y 2.6 que, dado un -

vector a j que no pertenece a la base, existe un subcon jun to de 

los vértices de r asociados con los vectores de la base que for 

man un ~ - ciclo en T, con el vértice asociado con ajO 

Por otro lado, en el Lema 2.1, hemos demostrado que exis -

te una relaci6n lineal entre los vectores asociados con los vér 

tices de este ~-ciclo, siendo los coeficientes +1 y -1 cuando 



. . - -- - _ ... ~ -_ .. . ..... _ . . _ .. -........ _~ ._- _._~_ . - . . _ - ._ --.. - ---- --- - ---_ .. - " .. . , 

recorremos el ciclo en un sentido determinado. 

Así tendríamos que 

a--a +a -a + 
J sl s2 s3 

P+1 
+ (-1) a + s ... -a = O 

S2q_1 

de donde 

P +1 a.=a -a +a ~ ... +(-1) 
J s1 s2 s3 

p 

as + ... +as p 2q-1 
(3.3) 

De las fórmulas (3.1) , (3.2) Y (3.3) obtenemos que: 

.' ZJ'-CJ,=Cs - Cs + ... +(_1)p+1 C + ... + C - C. 
1 2 sp S2q_1 J 

(3.4) 

so 

Así, obtenemos fácilmente la expresión de Z.-C. y podemos 
J J 

determinar el índice K del vector ak que debe entrar en la base 

por la relación 

[Z. - C.] 
J J 

Es decir, debemos calcular para todos los vértices del 

lJ-ciclo asociado en T, el valor Zj - Cj y esco'ger entre ' ellos a­

quel vértice que nos proporcione la mayor diferencia, lo que im 

plicar~ que estaremos seleccionando la variable que dará la me-

jora 6ptima a la solución de base. 

3.2 . 2 Cálculo de Xs/Ys k 
para todo S tal que Y > O. 

sk 

Si ya obtuvimos el vector que entrará en la basa, debemos , 
determinar cual deberá abandonarla. Hemo - t a s VIS o que cuan o Y 

Sk 
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es positivo su valor es +1, lo cua l puede observarse en la expr~ 

sión aj dada en la ecuación (3.3), donde los vectores de base de 

orden impar van afe cta dos por este coeficiente +1. 

No ta: En ade l ante e l subíndice "1" representará a la letra ele 
y no a l número uno. 

Así , el vector al que abandona rá l a base estará dada por: 

min 
p 

P=I,Z, ... ,q 

es decir, el más pequeño de los valores que esté ubicado en un -

vértice de orden impar en el v-ciclo. 

3.Z.3 Cálculo de 10$ nuevos valores de las variables de base . 

Denotaremos los nuevos valores de las variables de base -
-, 

por Xs y los determinaremos así: 

, con Yik = + 1. 

En este caso, únicamente cambian los valores de las varia­

bles asociadas con los vértices del ciclo, puesto que, para las 

demás Ysk = O; luego, como para los vértices impares Ysk = 1 Y 

para los pares Ysk = -1, tenemos que: 

-' X 
sZp 

-' X 
sZp_l 

= X 
sZp_l 

- X 1 

es decir, que a los valores ubicados en vértices de orden par , 
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le sumaremos el valor de la variable que abandona la base y a 

los valores que se encuentran en vértices de orden impar en el 
~, 

~-ciclo se les restará Xl. 

3.2 . 4 Cálculo de los nuevos valores de los Y .. 
J 

Cuando encontramos el ~-ciclo para todo vector 

mos inmediatamente el valor correspondiente de Y. , 
J 

a., obtene­
J 

efectuando -

el producto de los vértices del ~-ciclo encontrado por a .. 
J 

3.3 Algoritmo de Transporte. 

a) Considerar la tabla de transporte T~ 

Determinar un programa inicial de base y escribir los 

valores de este programa en T. 

Un ejemplo se considera en la figura 3.1. 

70 20 15 85 

Fig. 3.1 

100 

30 

60 

a · 
1 

b) Considerar sucesivamente todas las casillas de la ta-
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bla que no contengan variables de base, donde haya un 

cero; para cada un a de estas casillas determinar, por 
" 

tanteos sucesi~os, el u-cie l o formado por esta casil la 

y algunas de las casillas ocupadas por las variab l es -

de base y calcular Z. - C. usando la fórmula (3.4) es -
J J 

tudiada anteriormente. Si ZJ' - C. < o (pa r a t odo j) -
J -

el programa actual es minimal . Si, para al menos un -

valor de j, Z. - c. > O ll amemos K a l índice de la ca-
J J 

silla tal que 

Zk - Ck = ¡"Iax I-z . - C.] 
- J J 

Y u al u-ciclo correspondiente . 

Por ejemplo, si en la tabla anterior formamos un u-ci 

clo agregando la casilla (3,1), marcada con asterisco 

e n la figura 3,2, tendremos: 

d1 d2 d3 d4 
3 

01 100 
2 

O2 30 

Fig . 3.2 
03 60 

a· 1 
70 20 15 85 b . 

) 
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para l a casilla ( 3,1 ) 

Z3 1 ; 2 - 1 + 2 - 3 + 2 ; Z 

Lue go Z3 1 - C3 1 ; 1 > O, lo que significa que introdu­

cir este vértice mejorará e l programa inicial. 

Pa ra encontrar el índice K t a l que Zk - Ck ; Máx [Zj -CjJ 

calculemos 7 - C. para las otras casillas. 
~ j J 

Nótese que la casi ll a (1,2) no participa en el j.l - ciclo. 

Para (3 , 4 ) . 

Z34 ; - 2 +3 - 2+ 1 ; I 
r Z34 - C34 

; - 1 
C34 

; 2 
) 

Para (2,4). 

Z24 ; 2-3 + 2-1 + 2 

Para (2,3). 

Z23 = 3-2 + 1-2 + 1 

~----------------------
I BI8L10TECA C r::~.ITr., ,L 
1 UI', ... JAD ~JE. r_ . 11."' 

-----------------------------
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Observe mos que l~s cosillas ( :5 , 1 ) , (2 , 4 ) Y ( 1,3 ) ti e -

ne n igual valor Ilaro :. - l. , po r co nve ni enc i a toma r e -
J .1 

mas corno K l a casi 11a (3,1 ) . 

el Seftalar , de a lguna manero, l as casi l las que oc upan un 

lu gar de ~ , c ua ndo se r ecor r e este ciclo e n un s en t i do 

c ua l esqu iera , empeza nd o e n l a cas ill a K(3 ,1 ) a l a que 

se as i gna r á e l número un o . 

Busca r, e n las cas ill as se fial adas , ·l a va ri abl e que t e~ 

ga e l va l or mi n i ma l (en nuest ro caso e l va lor S ub ica -

do e n l a cas ill a (2 , 3)) ; sea Xl e s t a va ri abl e (o un a -

de e ll a s s i hay va ri as) y ~l s u va l or . 

d ) Di smi nui r en Xl lo s ~ a l o r es de l as va r iabl es si tua da s 

en la s cas illa s se fi a l adas (pares ) y aument a r e n Xl l os 
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-valores de las casillas restantes de II (luga res lmpa-

re s ) , in cl uye ndo \k ' que tomará e l va l or Xl ' 

Ve r fi gura 3.3 

dI do d_ c\ 4 .) 

01 65 20 1 5 100 

O2 O 30 30 

03 5 55 60 
r' 

<J . ,- 1'," 3 . 3 
04 

70 20 1 5 85 1 

b . 
J 

Obsérvese que el valor mínimo 5 se va restando y suman 

do a lternadamente en los vért ices del ll-ciclo 

[( 3 , 4) , (2 ,4), (2 , 3) , ( 1,3 ) , (1,1), (3,1)] 

El conjunto fo rmado por Xk y las variables de la base 

an terior, excepto Xl' constituye la nueva base, y con 

los nuevos va lore s de l a s va riables de bas e la forma a 

minimiz a r toma un valor inferior o igual al anterior . 

En nuestro caso, la forma ori gina l e ra: 

Z = 2x7 0 + lx20 + 3xl0 + 2x5 + l x25 + 2x60 = 345 

y la forma modifi cada es 

Z = 2x65 + l x2 0 + 3x15 + l x30 + 2x 55 + l x5 = 340 

r- \ElIJO ,. 
\ QtliVI: • II.U D _L 
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Puede observarse que el valor es inferior al anterior. 

La operación de restar y sumar el valor de Xl puede -

dar un valor nulo a algunas variables que no sean Xl; 

no obstante estas variables nulas deben ser considera 

das como parte integrante de la base, que en este caso 

es DEGENERADA (por contener variables nulas). 

e) Repetir las operaciones b), c), d) a partir de la nue-

va base hasta que todos los Z. - C. sean negativos o -
J J 

nulos (programa minimal). 

Nota: A continuación usaremos de nuevo el índice do-

ble. 

3.4 Programa Inicial de Base. 

Para que el algoritmo anterior sea válido, es necesario que 

la solución inicial sea un programa de base . Veremos un método 

general que permita obtener este tipo de programas y después al 

gunos casos particulares de este método, de empleo frecuente . 

3.4.1 Método General de Obtención. 

a) Dar a una variable cualquiera X .. el valor: 
1 J 

)(. . = mín [a i , b.] 
1 J J 

Es decir, escogemos un vértice x .. 
1 J 

cualesquiera de la 
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tabla T, Y le asignarnos a éste el valor que correspon­

da al menor entre a i (cantidad de producto en el ori -

gen i) y b
j 

(cantidad demandada en el destino j). 

Reemplazar respectivamente a. y b. por a. - X. 
1 ) 1 1 j y 

b. - X... Obsérvese que estarnos disminuyendo las can-
) 1) 

tidades a . y b). en el valor asignado a X ". 
1 1) 

Suprimiremos la fila 1 si X
ij 

= a i o la columna j si 

X .. = b . , con lo que obtendremos una tabla reducida. 
1) ) 

Lo anterior nos indicará respectivamente que la oferta 

en a. o la demanda en b. ha sido agotada, y que la fi-
1 ) 

la o la columna correspondiente ya no deberá partici -

par. 

c) Repetir las dos operaciones anteriores en las sucesi­

vas tablas reducidas hasta que se satisfagan todas las 

demandas, es decir que únicamente haya una fila o una 

columna sin agotar. En el caso en que, al efectua,r -

los cálculos, encontremos dos cantidades igual~:.s :~fl·tt'.e·" 

ellas hay que encontrar un mínimo, el algoritmo $~em -

pre es válido si suprimirnos al azar la fila o la colum 

na correspondiente; una variable de base calculada en 

una etapa posterior tendrá entonces el valor cero; pe- · 

ro es útil considerar que forma parte del programa ini 

cial. La tabla de la figura 3.6 ilustra este caso. 
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3.4.2 Casos Particulares de este Método: 

Usaremos la tabla de la figura 3.4 como medio para analizar 

estos métodos. 

El costo de transporte unitario C .. está dado en unidades 
1J 

monetarias. La oferta a. y la demanda b. están dadas en núme-
1 J 

ro de unidades. 

10 O 
01 x 11 

12 7 

5 15 15 10 b. 
J 

Fig. 3.4 

3.4.2.1 Método de la "Esquina Noroeste". 

15 

25 

5 

a. 
1 

Este procedimiento es de gran interés para los cálculos en 

computadora por ser sistemático. Comienza asignando la cantidad 

máxima permitida por la oferta y la demanda a la variable x 11 (la 

que está en la esquina noroeste de la tabla) . La fila o columna 

satisfecha se elimina, indicando que las variables restantes en 

esa fila o columna tachada son ceros . 

A continuaci6n se efectúa exactamente la misma operación _ 
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eligiendo, en cada etapa del método general expuesto anterior -

mente, la variable ubicada en la primera fila y primera columna 

de la tabla reducida. 

El procedimiento anterior termina cuando queda exactamente 

una fila o una columna sin tachar. 

Apliquemos es t e método al ejemplo en la tabla de la figura 

3.4. 

a) X
11 

= 5, lo cual elimina la columna 1. Por lo tanto ningu­

na asignación adicional puede hacerse en l a columna 1. La . 

cantidad que todavía hay en oferta en la fila 1 es de 10 u­

nidades . 

b) X
12 

= 10, con esta asignación se tacha la fila 1 y deja 5 

unidades demandadas pendientes en la columna 2. 

c) X
22 

= 5, con lo cual eliminamos la columna 2 y quedan 20 u­

nidades en oferta en la fila 2. 

d) X23 = 1 5 , tachamos la columna 3 y quedan 5 unidades en ofer 

ta en la fila 2 . 

e) X24 = S , tachamos la fila 2 y quedan S unidades demandadas 

en la columna 4 . 

f) X34 = 5, con lo cual se elimina la fila 3 o la columna 4. 
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Ya que únicamente una fila o una columna permanece sin ta­

char, termina aií el procedimiento . 

La soluci6n básica inicial se da en la tabla de la figura 

3.5 . Las variables básicas son X11 = 5, X12 = 10, X22 = 5, 

X23 = 15, X24 = 5 Y X34 = 5. Las variables restantes son no bá 

sicas y tienen valor cero . 

El coste del transporte asociado a esta soluci6n básica es : 

5xl0 + 10xO + 5x 7 + 15x9 + 5x20 + 5x18 = 410 

5 10 15 

5 15 5 25 

5 5 

5 15 15 10 ~ 
Fig. 3.5 

Puede notarse que las casillas de las variables utilizadas 

forman una "escalera", o si consideramos los vértices, un árbol . 

Cuando tanto una columna como una fila se satisfacen símul 

táneamente, la variable siguiente que debe agregarse a la solu _ 



62 

ci6n básica necesariamente será cero. La tabla de la figura 3.6 

nos muestra este caso. 

La columna 2 y la fila 2 se satisfacen simultáneamente. Si 

la columna 2 se tacha, X23 se hará básica con un valor de cero 

en el siguiente paso, ya que la oferta restante para la fila 2 

es cero. Ahora si en lugar de la columna 2 se tachara la fila 

2, X32 sería la variable básica cero. 

0
1 5 5 10 

5 O 5 

8 7 1 5 

5 10 8 7 ~ b. 
J 

Fig. 3.6 

Observemos que las soluciones básicas en las tablas de las 

figuras 3.5 y 3.6 tienen el número de variables básicas adecua -

das m+n - 1 = 6. El método de la esquina noroeste proporciona 

siempre el número apropi~do de variables básicas . 
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3.4.2.2 Método del Coste Minimal. 

Este procedimiento da, en general un programa inicial que 

se acerca más al programa optimal que el del método de la esqui 

na noroeste. 

Consis te en e legi r, en cada etapa, la variable Xk1 correspon­
diente a: 

mín 
(i ,j ) 

I-c . . ] 
- 1) 

Este método se fundamenta en asignar tanto como sea posi-

ble a la variable con el coste unitario más pequeño en la tabla 

completa. 

Cuando hayan dos costes iguales, se escoge arbitrariamente 

uno de ellos. El siguiente paso es tachar la fila o columna sa­

tisfecha. Como en el caso anterior, si la fila y la columna se 

satisfacen simultáneamente sólo una puede ser tachada. 

Se repite el proceso asignando tanto como sea posible a la 

variable no tachada con el coste unitario más pequeño. El proc~ 

dimiento está completo cuando únicamente queda una fila o colum- . 

na sin tachar. 

El problema de transporte en la tabla de la figura 3 . 4 se-

rá usado para ilustrar la aplicación de este método. La tabla -

de la figura 3.7 muestra la solución básica inicial resultante . 
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Los pasos siguientes son: 

X12 y X31 son las va iables asociadas a los costes unita _ 

rios más pequeños (C
12 

~ C
31 

~ O). 

Rompiendo arbitrariamente la igualdad, seleccionemos X
1Z

. 

Las unidades asociadas de oferta y demanda dan X
1Z 

~ 15, lo 

cual satisface tanto la fila 1 como la columna Z. Tachando la 

columna 2, la oferta que se deja en la fila 1 es cero. 

Ahora X31 tiene el coste unitario más pequeño sin tachar. 

Por consiguiente X31 = 5 satisface tanto la fila 3 como la co­

lumna 1 . Tachando la fila 3, la demanda en la columna 1 es ce 

ro. 

El elemento más pequeño sin tachar es C
23 

= 9. Las unida­

des de oferta y demanda nos llevan a X
23 

= 15, con lo cual tacha 

mas la columna 3 y nos quedan 10 unidades de oferta en la fila 2. 

El coste más pequeño sin tachar es C
11 

~ 10, como la oferta 

restante en la fila 1 y la demanda que hay en la columna 1 son 

ambas cero, X
11 

~ O. 

Tachanuc l a columna 1, la oferta que se deja en la fila 1 _ 

es cero. 

Las variables básicas restantes se obtienen, respectivamen_ 

te, así: X14 = O Y X
24 

~ 10. 
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El coste total asociado con esta soluci6n es: 

Oxl0 + 15xO + Oxll + 15x9 + 10x20 + 5xO = 335, que es mejor, -

más pequeño, que el proporcionado por el método de la esquina 

noroeste. 

d4 

01 15 

°2 2S 

03 
5 

a. 
1 

5 15 15 10 b. 
J 

Fig . 3.7 

Observemos que esta soluci6n básica incluye 4 variables p~ 

sitivas y 2 variables cero; esto significa que la soluci6n bás~ 

ca inicial es DEGENERADA, es decir, al menos una variable bási­

ca es igual a cero. Más adelante veremos que la degeneraci6n 

no presenta problemas especiales al resolver el problema ya que 

las variables básicas "cero" pueden tratarse como cualquiera de 

las variables básicas positivas. 

3.4.2.3 Método de Aproximaci6n de Vogel. 

Usualmente, este método proporciona una mejor soluci6n bá-
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sica inicial que l os dos métodos anter i ores , el mayor número de 

veces produce una solución de inicio óptima o cercana a l a ópti 

ma . 

Los pasos del procedimi ento son los siguientes: 

Paso 1: Se calcul a una pe na li zación para cada fila (columna), 

encontrando l a diferencia de l os dos costes menores en la misma 

fila (columna). 

Paso 2: Se identifica l a fi l a o l a columna con la penalización 

mayo r, escogiendo arbitrariamente cuando se encuentren dos pe­

nas o pagos de igua l va lor. 

Se asigna tanto como se a posible a l a variable con el cos­

te mínimo en la fil a o column a se leccionada . A continuación ta 

chamos la f ila o la col umn a satisfecha. 

Si una f ila y una columna se satisfacen simultáneamente, -

sólo una de el l as se tacha y a la fila o columna no tachada se 

le asigna una oferta o demanda cero. 

No ta : Cualquier f ila o columna con oferta o demanda cero no de 

berá s e r utilizada al calcular penalizaciones futuras (en 

el paso 3). 

Paso 3: 

a) Si exactamente una fila o columna permanece sin estar tacha 

dq,paramos. 
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b) Si s610 una fi l a o columna con oferta o demanda POSITIVA pe~ 

mane ce sin estar tachada, determinamos las variables básicas 

en la fila o columna por el método del coste mínimo. 

c) Si todas las filas o columnas no tachadas tienen oferta y 

demanda cero, determinamos las variables básicas cero por -

el método del coste mínimo y paramos los cálculos. 

d) En cualquier otro caso, se calculan las penalizaciones para 

las filas y columnas no tachadas y se regresa al paso 2. 

Recuerde que las filas y columnas con oferta y demanda cero 

no se usarán al calcular estas penalizaciones. 

Aplicaremos el Método de Vogel a l problema de la tabla en 

la figura 3.4. En l a figura 3.8 tenemos el primer conjunto de 

penalizaciones de fila y columna. 

Como la fila 3 tiene la pena mayor, que es 14, y como C31 =0 

es el coste unitario mínimo en la misma fila, la cantidad S se 

asigna a X31 . La fila 3 y la columna 1 ·se satisfacen simultá­

neamente, supondremos que la columna 1 se tacha , lo que hace que 

la oferta restante para la fila 3 es cero . 
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L 
Penalizaci6n 

d1 d2 d3 d4 de Filas. 

°1 ' 15 10 

°z 25 Z P 

03 
5 14 

5 
a· 

15 10 b. 1 
5 15 

J 

10 7 7 7 -+- Penalizaci6n de 
Columnas. 

Fig. 3.8 

En la figura 3 .9 se mues tra el nuevo conjunto de penaliza-

cione s después de tachar la co lumna en la tabla de l a figura 

3.8. N6 tese que l a fila 3 con oferta cero no se toma en cuenta 

al ca lcular las penalizaciones. 

Puede observarse que la fi la 1 y la columna 3 tienen igual 

pena, que es igual a 11. 

Seleccionando arbitrariamente la columna 3, la cantidad 15 

, se asigna a XZ3 ' tachamos la columna 3 y la oferta en la fila 2 

queda di smi nuida a 10 . 



69 

d1 d2 d3 d4 

°1 lS 11 

°2 2S 2 

°3 5 

a. 
5 15 15 10 

1 

b. 

7 11 9 

Fig. 3.9 

El nuevo conjunto de penalizaciones después de tachar la -

columna 3 está dado en la figura 3. 10. Observe que en este ca-

so no se toman en cuenta para los cálculos las columnas 1 Y 3 

tachadas y la fila 3 que ya satur6 ' su oferta. 

La mayor penalizaci6n es la de la fila 2, que es igual a 

'13 Y como C22 = 7 es el menor coste, X22 = 10 , por lo tanto se 

tacha la fila 2 cuya oferta ahora es cero . 
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10 V lY V IY 15 11 
l/ / 
12 V IX, 9 V IY 13 1/ Iv 1 e 

25 

O V V V V 5 -
l/ 5 l/ 

5 15 15 10 ~ b
i 

l. 

- 7 - 9 

Fig. 3.10 

Aplicaciones sucesivas del Método de Vogel producen: 

X12 = 5 Y se tacha la columna 2; 

X14 = 10 Y se tacha la fila 1, y 

En este caso el coste del programa es 315, con las variables 

básicas: X 5 X 15 X 10 X 5 X = 10, X34 = O. 31 = , 23 = , 22 = , 12 = , 14 

La versión anterior del Método de Vogel¡ rompe igualdades 

arbitrariamente entre penalizaciones; sin embargo esta ruptura 

puede ser crucial para dar una buena solución inicial. 

Por ejemplo, en la tabla de l a figura 3.9, si la fila 1 se 

escoge en lugar de la columna 3, resulta una solución básica -

BIBLIOTECA CENT~, l I 
UNIVENIJIDAfJ UE EL 3ALt 
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inicial no tan buena corno la anterior, con variables básicas 

X12 = 15, X23 = 15, X24 = lO., X31 = S,. X32 = O, X34 = O Y un -

coste total de 335. 

Teorema 3.1 

El método general expuesto an teriormente proporciona un -

programa de base del problema de tr anspo rt e . 

Demostración. 

Por lo visto anteriormente (sección 2 .5 y Teorema 2.4) bas­

ta con demostrar que este programa está formado por (m+n-l) va ­

riables y que los puntos asociados con estas variables en la ta 

bla de transporte T son los vértices de un TI - grafo sin ciclo. 

Consideraremos primero el caso particular del Método de la 

esquina noroeste: si considerarnos la suma de los dos índices 

de l as distintas variables del programa, ordenadas corno han si­

do elegidas, esta s uma ~umenta en una unidad en cada etapa del 

procedimiento. 

Puede observarse la tabla de la figura 3.5. 

Siendo X11 la primera variable y Xmn la última, a partir 

de X11 efectuarnos (m+n-2) elecciones de variables, entonces te 

nemos en el programa 

(m+ n-2) + = (m+n- l ) variables . 
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Por otro lado, existe en T una cadena única que une los -

puntos asociados con las variables del progra~a, ordenadas co­
.~ 

mo se han obtenido; recorriendo la cadena de X11 ' a Xmn todos -

los índices son no decrecientes, luego no puede e~istir ciclo. 

Lo anterior puede comprobarse en la f igura 3.11 que mues-

tra e l IT - grafo asociado a la soluci6n básica de la tabla en la 

figura 3.5. 

Fig. 3,11 

Si considerarnos ahora el método general, podernos por perm~ 

taciones de las filas y las columnas de T, colocar las varia -

bIes en la posici6n que ocuparfan en el procedimiento de la es­

quina noroeste, luego tendríamos (m+n-l) variables. Al efec -

tuar las permutaciones se conservarán los ciclos existentes; -

pero si hemos ordenado las variables de acuerdo al método de -

la esquina noroeste, tenernos que no existe ciclo en el progra-

ma obtenido por el método general. 
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3.4 . 3 ~ I e jor a del Prog r ama Inicial. 

Es posible mejora r un programa ini c i a l de base, Sln impor-

tar e l método usado para obtenerlo. 

El procedimiento es e l siguiente: 

Consideremos, en l os vértices de un rectángulo, cuatro ca-

si ll as de T, de tal manera que: 

siendo XiI Y Xkj dos varia bl es no nulas pertenecientes al pr~ 

grama inicial. 

Puede notars e que se exige que las dos variables no nulas 

cuyos co s tos sumados son mayores que los de las otras dos deben 

estar ubicadas en los extremos de una misma diagonal del rectán 

gula, como se ilustra en la figura 3 . 12. 

X .. 
1 J 

Fig . 3. 12 
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A continuaci6n encontramos nuevos valores para estas cua-

tro variables, así: 

-' x- -' x- ; + A XiI ; XiI A lj lj 

-' , 
Xk -

; Xk - - A Xkl 
; Xkl + A 

J J 

en donde A ; Mín l-X- l Xkj ] - 1 
, es decir, el menor valor de las 

variables no nulas XiI y Xkj -

El valor de la fupci6n econ6mica disminuye en 

que corresponde al producto de A por los costos en los vérti -

ces que sufrieron la disminuci6n de A. 

Además el valor de la funci6necon6mica aumenta en 

que corresponde a l producto de A por los costos en los vérti -

ces que sufrieron el aumento de A. 

Lo anterior nos lleva a una disminuci6n neta en el valor 

de l a funci6n econ6mica expresado así: 

r
---

fW"" 1') 
I'NI I )Au 1..1 
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De donde el nue vo programa es mejor que e l anterior. 

En este nuevo programa pueden da rse dos casos: 

a) Si X
ij 

o X
kl 

pertenece n al p r og r ama in ic i a l, e l nuevo pro­

grama tiene todavia (m+ n-1 ) variable s, con la condici6n de 

que Si XiI Y X
kj 

tienen el mi s mo va lor en el antiguo pr~ 

gram a , consideremo s que una de el l as per t e nece con cero al 

nuevo programa. Según l a propiedad 4 de la secci6n 2 .5 el 

IT-g rafo asoc iado no tiene c iclo y por lo t an t o tenemos un 

programa de base. 

Ejemplificaremos lo anterior us and o el resultado obtenido a 

tr avés del método de l a es quina noroes te en l a f i gura 3.5 y 

que presentamos junto co n l os costes respectivos en l a fig u 

ra 3.13. 

s 

Fi g . 3 .1 3 
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El procedimiento puede aplicarse, en la tabla de la Figura 

3.10, a las casillas ( 1,1 ) , (1 , 2) , (2,1), (2,2), ya que .., .,~.~""".. .. 

Luego dl'sminul"remos X" 11 )' X22 y aumentaremos X X en 12 y 21 

la cantidad A ; ~lín [X l1 , X22J ; S. 

Obteniendo l a tabla de la figura 3. 14 , en donde hemos eli­

minado la variab l e no básica cero de la casi lla (1, 1) y conserva 

mos l a de la casilla (2,2). 

10 O 20 

9 

1 S 

Fi g. 3. 14 

Puede notarse que en la figura 3 .11 no existe ciclo y exis 

ten (m+ri -1 ) variab l es . 

Además para este nuevo programa el coste del transporte -

asociado es de 385, que es menor .que 4 10 el coste del programa 

inicial. Desde lue go este procedimiento se continúa hasta ago-
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tar todas las posibilidades existentes de formar rectángulos con 

las condiciones dadas, el ~!ogr.ama obtenido será el programa op­

timal buscado. 

b) Cuando ni Xij ni Xkl pertenecen al programa inicial y 

XiI # Xkj , el nuevo programa tiene (m+n) variables; enton -

ces para obtener un programa de base es necesario destruir 

el o los ciclos que existen en el n-grafo asociado con el 

nuevo programa, aplicando el procedimiento del al~oritmo -

del transporte, en su etapa d). 

Este caso se ejemplificará en la sección 3.6. 

3.5 Degeneración. Convergencia. 

3 . 5.1 Condición Necesaria. 

Como en todo problema de programación lineal, uI).a de las V! 

riable's del programa de base inicia! o de un pro~~¡tma p.estetior 

del problema de transporte puede- tomar el valor cero; el probl~ 

ma es entonces degenerado. En el caso particular de los pro-ble 
~ 

mas de transporte, podemos demostrar el teorema siguient e: 

Teorema 3,2 

Puede haber degeneración de un pr ograma de base de Uh pTO­

b1ema de transporte si , y sólo si,' existen conjuntos 

, , 
M C M y N e N t a les que : 

• 



Demostración 

· ¿ , 
l.e:M 

~ L , b. 
je:N J ---... ' .. 

La Condición es necesaria. 

( 3.5) 

Supongamos que existe un programa de base en el que una va 

riable tenga valor cero. 

Este programa corresponde a un árbol BG al que está aso -
I 

ciada una matriz triangular A = (S .. l, por Teorema 2.4. 
l.J 

Siempre es posible cambiar de notación, de tal manera que 

las ecuaciones asociadas con las filas, y las incógnitas aso -

ciadas con las columnas de esta matriz estén numeradas de 1 a 

(m+nl y de 1 a (m+n-ll respectivamente, en el orden de las filas 

y columnas de la matriz. En este caso, podernos resolver literal 

mente el sistema en forma secuencial partiendo de la primera e­

cuación. 

Sean u y V los subconjuntos de ecuaciones del siste-

ma relativos respectivamente a los origenes y los destinos. Di 

remos que una ecuación está en U o en V si, y sólo si, la cons-

tante del segundo miembro es un a i o respectivamente. 

Probaremos esta doble implicaci6n por recurrencia. 



a) Se cumple para Xl' ya que: 

X = 1 
, si la primera eC~raci6n pertenece a U, Y 

si la primera ecuaci6n pertenece a V. 
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Ya que en cada caso agotaría respectivamente la oferta o la 

demanda. 

b) Supongamos que se cump l e para k-l, es decir, supongamos que 

en la etapa k-l de la resoluci6n, todas las variables Xl' -

con 1 < k-l, calculadas anteriormente sean de la forma: 

, 
ie:M 

a. 
1 

Si l a l-ésima ec uac i6n pertenece a U; o 

b. 
J 

L , 
iEM 

a . 
1 

si la l-ésima ecuaci6n pertenece a V. 

c) Probaremos ahora que se cumple para K. 

(3.6) 

(3.7) 

Para la variable K nos encontramos en uno de los dos casos 

siguientes: 

i) La K-ésima ecuaci6n está en U. 

En este caso, puesto que una variab l e no aparece más 
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que dos veces como máximo en el sistema de transporte, 

en una ecuaci6n de U y ep un~- de V, entonces 

SkI (1 ~ k - 1) no puede ser distinto de cero más que -

es de la forma (3.7), es decir, que la l-ésima 
si Xl 

ecuaci6n debe pertenecer a V. 

De donde, llamando A a un subconjunto de {1, .. . ,K-1} 

tenemos que: 

! , 
iEM 

a. 
1 

¿ , 
je:N 

b. 
J 

Lo que significa que el valor de Xk será igual a la o­

ferta total en esa fila menos la cantidad demandada ha~ 
, 

ta el momento en esa misma fila, por los destinos men.o-

res que K. 

ii) La K- ésima ecuaci6n está en V. 

Por la misma raz6n anterior, SkI (1 ~ K-l) no pue­

de ser distinto de cero más que si Xl es de la fo! 

ma (3.6), con la 1-ésima ecuaci6n perteneciendo a 

U. 

De donde 

l y. , 
1e:A je:N 

b. 
J 

1, , 
ie:M 

a. 
1 

SIBLlOTECA QENTRAL 
¡¡""V!IIIgrDAD Q! 1;1, SALVA 
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Lo que significa que el valor de Xk será igual a la canti­

dad total demandada en esa columna menos la cantidad entregada 

en esa misma columna por los orfgenes anteriores a K. 

Luego, como la propiedad se cumple para las (K-l) primeras 

variables, se cumple también para la K- ésima. Asf, es cierta -

para las (m+n-l) incógnitas. 

La condición es suficiente, es decir, puede haber degeneración 

si se cumple una relación (3.5): 

I , I , a. = 
ie:M 1 je:N 

b. 
) 

En efecto, volvamos a ordenar las filas y las columnas de -

l a tabla de transporte, de manera que, en la nueva tabla, las K 

primeras f ilas y las 1 primeras columnas sean aquellas cuyos ín 
, , 

dices pertenecen a M y N respectivamente. 

En la nueva tabla tendremos: 

K 
¿ 

i=l 

de donde: 

m 
L 

i=k+l 

1 
a. = ¿ 

1 j = 1 
b. 

) 

a. = 
1 

n 
y b

j j=l+l 

y, por consiguiente, la soluci6n de base obtenida por el método 

de la esquina noroeste, en total, tiene como máximo 
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CK + 1 -1 ) + Cm-k + n-l - 1) = Cm + n - 2) 

variables no nulas, de donde la soluci6n es degenerada. 

3 .5. 2 Solución en casos de Degeneraci6n. 

La degeneración en un programa básico puede darse bajo dos 

f ~ .. ormas prlnclpales: 

a) Variables básicas con valor cero. 

Esta es propia de los problemas de transporte. Si excluimos 

de un programa de base todas las variables con valor cero, -

dicho programa tiene, en caso de degeneración, menos de 

Cm + n - 1 ) variables y generalmente es imposible aplicar -

el algoritmo expuesto anteriormente. 

Nos liberamos fácilmente de este problema conviniendo, como 

lo hemos venido haciendo, que una variable con valor cero -

puede pertenecer a un programa de base. 

b) Existencia de Ciclos. 

Esta degeneración es común a todos los problemas de progra­

mación lineal; pero podemos afirmar que no se conoce ningún 

ejemplo práctico de problema de transporte en el que se haya 

dado ciclo . 
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3.5.3 Una interpret ac ión gráfica. 

Existe una correspondenci a biunívoca entre los conjuntos -

de vectores de base del problema de transporte y los grafos pa~ 

ciales del grafo G, que son árboles (Corolario 1 del Teorema 

2 . 4) . 

A todo conjunto de vectores de base, luego a todo árbol, -

corresponde un a solución, y una sola, llamada programa de base, 

que está formada por (m + n 1) variables generalmente no nu-

l as . Cuando algunas de es t as va riables son nulas, se ha tomado 

el convenio, para asegurar que el algoritmo sea válido, que fo~ 

man parte del programa conside rado; es te tipo de programa reci­

be el nombre de programa de base degenerado. 

El anterior conveni o no s permite s iempre asociar con el -

programa considerado un árbol G; pero en este caso, se pueden 

formar generalmente varios programas de base a partir de las -

(m + n - 1) variables no nulas del "programa, es decir, existen 

varios conjuntos de (m + n - 1) vectores linealmente indepen -

dientes que tienen, como s ubconjunto, el conjunto de los vecto 

res asociados a estas variables no nulas. Es por esta multi -

plicidad de los árboles asociados con una solución de gener ada 

por lo que puede darse el ciclo. 



3.6 EjemplO: 

Sea a resolver 

5 
¿ X .. 

j = 1 1) 

3 
¿ X .. 

i=l 1) 

x .. > O 
1J -

el problema 

= a. 
1 

i = 

= b. 
) 

j = 

~Iinimi za r Z = ¿ 
(i • j ) 

de transporte 

1 • 2 • 

1 •••• , 

c .. X" 
1) 1) 

3 

5 
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en donde los valores de las constantes a i , b j y Cij vienen da 

dos en la figura 3.15 y ~n la figura 3.16 tenemos un programa 

inicial de base, determinado por el método de la esquina noroes 

te. Por tener las variables básicas XZZ y X34 valores cero, el 

programa es doblemente degenerado. 

4 .¡ 

7 

6 Ó 

i 
3 5 Z Ú 

a i 3 5 2 6 b . b . .. 

Fig . 3. 1 S Fig. 3. 16 
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Mejora del Programa Inicial. 

El procedimiento de la secci6n 3.4.3 puede aplicarse a las 

cuatro casillas (1,1), (1,4), (2,1) Y (2.4), ya que 

ell + e24 > e14 + e21 · Luego disminuiremos XII y XZ4 y aument~ 

remos X14 y XZl en la cantidad A = mín [XII' XZ4] = 1; así ten~ 

mos que XII sale de la base y X14 y XZ1 entran en la base con -

valores positivos. 

El nuevo programa, por tener (m + n) = 8 variables no nu-

las, no es ya programa de base. 

Podemos destruir el ciclo formado por las casillas (1 , 2) , 

( 2 ,2), (2,4) y (1,4) disminuyendo X
12 

y X24 en 1 y aumentando 

igual cantidad a X22 y X14 , 10 cual es posible porque 

e12 + e24 > e22 + e14 . Como en este caso X24 queda eliminada 

del nuevo programa, éste se convierte en programa de base 

(fig. 3.17) 

1 3 5 2 

Fig . 3 . 17 

4 

7 

6 

6 
b · 

a . 
1 
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Podemos aplicar nuevamente el procedimiento anterior a las 

cuatro casillas (2,1), (3,1), ·(2,5) Y (3,5) el!'! la tabla de la -
, 

figura 3 . 17, ya que C21 + C35 > C31 + C
25

. Luego, disminuimos 

\~1 :' \35 en A ,= [X 21 , X35l = y aumentamos este mismo valor a 

\25 y \31' 

En este caso eliminamos X21 . Como ahora tenemos (m+nJ = 8 

~ariables, resolvemos el problema eliminando la variable X34 que 

tiene valor cero. El nuevo programa se encuentra en la tabla 

de la figura 3.18. 

(2 ,2 ), 

j 

Fig. 3.18 

4 

7 

6 

a, 
1 

Si ahora aplicamos el procedimiento a las cuatro casillas 

(2,5), (3,2) y (3,5), llegamos a disminuir X22 " 
\' en 1 
"35 

v aumentar X
25 

y X32 en " asl como a eliminar X, •. 

El resultado de estas operaciones es el programa no dege-

L B/81/ ¡ 

WNIVf: '1: [1 

---
r 



nerado escrito en la figura 3.19. 

3 5 2 6 

Fig. 3.19 

4 

7 

6 

a· 
1 
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Al evaluar la funci6n econ6mica del programa inicial de 

base, de la figura 3.16, tenemos que Z = 120, mientras que al 

evaluar el programa obtenido en la figura 3.19, tenemos que -

Z = 87. Es evidente que se ha mejorado el programa inicial. 

3.7 Balance del Problema de Transporte. 

que 

La definici6n general del problema de transporte implica 

m 
¿ 

i=l 
a . = 

1 

n 

L 
j = 1 

b . 
J 

Esto significa que la oferta en todos los origenes debe 

ser igual a la demanda de todos los destinos. En problemas -
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reales esta restricci6n no necesita satisfacerse siempre, en o 

tras palabras, la oferta disponible puede ser menor que la de­

manda o puede excederla. 

En este caso diremos que el problema de transporte NO ES-

TA BALANCEADO. 

La restricci6n 

m 
. L 
i=1 

b. 
J 

se impone únicamente porque es fundamental al desarrollar el -

algoritmo del problema de transporte. Sin embargo, cualquier 

problema real puede balancearse artificialmente convirtiéndo­

lo a un problema con igual oferta y demanda. 

Si la demanda excede a la oferta, se aumenta un origen 

ficticio que suministrará la cantidad 

n m 
am+ 1 = .L b J. - . L 

J=l 1=1 
a. 

1 

Que es la cantidad necesaria para que la oferta iguale a 

la demanda. 

Si existe exceso de oferta, se utiliza un destino ficti -

cio para absorber la cantidad 

m n 

bn+ 1 
I a· - I b. = 1 J i=1 j=l 
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Que es la cantidad que permitirá que los destinos absor­

ban toda la oferta. 

Los costes de "transporte" por unidad desde el origen fic 

ticio a todos los destinos son cero, ya que esto es equivalente 

a no transportar desde el origen ficticio. 

En forma semejante los costes de "transporte" por unidad 

desde todas las fuentes a todos los destinos ficticios son ce­

ro. 

Físicamente, las cantidades enviadas desde un origen fic­

ticio pueden interpretarse como escasez de la demanda, mien -

tras que los asignados a un destino ficticio pueden interpre­

tarse como capacidades no utilizadas en el origen. 

Ejemplo : 

Resolver el problema de transporte donde tres fábricas con 

capacidades de 40, 60 Y 90 unidades disponibles respectivamente, 

están abasteciendo a cinco almacenes que tienen demandas de 30, 

40, 70, 40 Y 60 unidades respectivamente . 

Por razones físicas la fábrica nGmero 3 no puede abaste . 

cer al almacén nGmero 5. 

Los costos unitarios de transporte en colones están dados 

en la siguiente tabla : 



o, 

30 40 70 40 60 

40 

60 

90 

a· 
1 

90 

Puede notarse que hemos asignado a C35 el valor M, en don 

de M es un n6mero positivo muy grande, es decir M »0. Esto 

se ha hecho ya que el origen 3 no puede abastecer al destino 5 

y de hacerlo tendría un costo unitario elevadísimo. 

Este problema está desbalanceado, puesto que 

3 
¿ 

i=l 
a. = 190 < 

1 

5 
¿ 

j = 1 
b. = 

J 
240 

En efecto, la oferta total es menor a la demanda total en 

SO unidades . 

Para balancear el problema agregamos un origen artificial 

04 con una oferta igual a 240 - 190 = 50 unidades, y con cos -

tos C4j = O, j = 1, . . . , 5. 
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El problema ya balanceado presenta la siguiente tabla de 

transporte: 

o, 

°2 60 

°3 90 

° 
°4 SO 

a. 
30 40 70 40 60 1 

Utilizando el método de Vogel se obtiene la solución bási 

ca inicial que aparece en la tabla siguiente: 

O, 40 

°2 60 

°3 
90 

°4 50 

a. 
30 40 70 40 60 1 

b . 
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Las variables básicas iniciales son: 

.~ 

= 40, X
Z1 

= 30, XZ3 =. 20, XZ5 = so, 

X
44 

= 40 Y X45 = 10. 

Las demás variables tienen valor cero. 

Esta solución básica inicial nos da un coste total de 

E 3,010.00. Desde luego, e~ posible mejorar este programa i­

nicial aplicando el procedimiento estudiado anteriormente. 
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CAP I TUL O IV 

REDES DE TRANSPORTE, I 

DEFINICIONES Y GENERALIDADES 

401 Definici6n General de las Redes de Transporte. 

Llamaremos RED DE TRANSPORTE (P, U) a un grafo orientado, 

sin bucles, (figo 4.4) en el que: 

i) Asociamos con cada arco (po, po) 
- 1 J ~ U, en donde Pi y Pj -

son vértices que pertenecen a P, 

a) 

b) 

Una capacidad K(Pi' Pj) = Ko o ~ O que nos indica el v~ 
1J 

lor maxima1 del caudal que va de Pi hacia Pj en este -

arco; 

Una "penaliz.aci6n" l(po, po) = 1. o ~ O que nos indica, 
1 J 1J 

seg6n el caso, el coste del caudal unitario en el arco 

(po, po), el tiempo invertido en recorrer la distancia 
1 J 

desde po hasta po, la longitud del arco en menci6n, etc o 
1 J 

ii) Con cada vértice Pi ~ P asociamos una demanda d(P i ), con la 

cual pueden darse los siguientes casos : 

a) Si d(Pi) < O, Pi es un origen (o entrada) y -d(P i ) es -

la disponibilidad en Pi; 

b) Si d(Pi) > O, Pi es un destino (o salida) y d(P i ) es la 

demanda en Pi; 

93 
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c) Si d(Pi) = O, Pi es un punto de paso. 

En lo sucesivo representaremos con frecuencia una red de -

transporte mediante el conjunto P de sus vértices Y"el conjunto 

V de sus RUTAS; diremos que existe una ruta Ipi' PjJ y una sola 

entre dos vértices de P si, y s6lo si, existe al menos un arco 

que une Pi con Pj' 

NOTA: No obstante que en lo sucesivo usaremos la notaci6n habi­

tual de las aristas, Ipi' Pj] estudiada en el capitulo r, para -

representar las rutas; puede observarse que la noci6n de ruta es 

distinta de la noci6n de arista . 

Con toda ruta Ipi' PjJ est~n asociadas dos capacidades: 

i ) Yij,deDihacia p j' 

ii) Yji' de Dj hacia Pi' 

Estas capacidades están definidas de la siguiente manera: 

y 
ij 

y .. 
J 1 

= ¡K ij , 

O , en el caso contrario. 

¡K .. , 
. 1) 

O , 

si el arco (Pj' P i ) pertenece a Ipi' Pj] ' 

en el caso contra rio. 

Por estas definiciones puede observarse que no ocasiona n1n 

guna ambi güedad eliminar la notaci6n y . . y representar las capac! 
1) 

dades de las rutas con la misma notaci6n K . . usada para represe~ 
1) 

ta r las capacidades de los arcos, conviniendo que con todo a rco 

(Pi' P j) están asociadas dos capacidades: 
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K .. > O , de p. hacia p. , y 
1) 1 - ) 

K . . = O, de p. hacia Pi' 1) ) 

Para una ruta [p., p.], generalmente, se tiene que 
1 ) 

K .. ¡1 K .. • 
1) )l 

Si K . . = K .. (para todos los i,j) diremos que la red es 
1) ) 1 

S Jt.!ETR 1 CA. 

En el caso en que una parte o todo el grafo que corresponde 

a la red no esté orientado, es decir, que en el grafo hayan aris-

tas, volvemos a la definici6n general sustituyendo cada arista 

[Pi· ' p).] de capacidad K [Pi· , p)-J por dos arcos (p . , p.) y (p., p-) 
1) - ) 1 

que tengan la misma capacidad 

K .. = K __ = K ¡-r:>,p-] 
1) )1 -CJ.) 

P i .. ,-----------" p. 
J 

Fig . 4 .1 

Pi 

(Fig.4.1) 

K_ • 
1) 

K . . 
Jl 

p . 
) 

Cuando las capacidades K. estén referidas a algunos vérti-
1 

ce s p . , volvemos a la definici6n general reempla zando cada uno de 
1 

dichos vértices por dos vértices ordinarios (de capacidad in f ini-

ta) unidos por un arco de capacidad Ki (Fig. 4 . 2) 



1 
'j , 

Fig. 4.2 
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4 .2 Notaciones . 
P al conjunto de vértices (en e 

CllSO 
ste 

Llamaremos 
svS ru 

de sus arcos y V al conjuntO de 

de l a red) , U al 

t aso 
1 conjunto de entradas y S al 

D 
. ¡:: a eSl gnaremo S 

r ' re~os Pe para una entrada y Ps 
gener a lmente escrib 1 

lida . 

Sean : 
definida en P; 

g, una función 

h, una función definida en U; 
a un -

P que pueden ser reducidos 
A, B, e, subconjuntos ! e 

ünic O vértice; 

w, Y, subconjUntoS de U que pueden ser reducidos a un úni-

co arco . 

Llamaremos (A , B) al conjunto de arcos (a,b) tales que 

a e: A, b e: B y .. (.~'Jt:) . fl D. 



Haciendo: 

g(A) = ¿ g(a) 
ar:.A 

h(W) = ¿ h(w) 
wr:.W 

y h(A,B) = ¿ h(a,b) 
(a,b)r;(A,B) 
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Si An B = <p y además Y n W = <p, se cumplen las relaciones: 

i) g (A U B) = g(A) + g(B) 

ii) h (Y U W) = h(Y) + h(W) 

iii) h(AUB,C) = h(A,C) + h(B,C) 

iv) h(C, A U B) = h(C,A) + h(C,B) 

Al complemento de A, P-A, lo designaremos así: A. 

Finalmente, para simplificar la escritura, sustituiremos -

las notaciones de arco y ruta (Pi' Pj) y [Pi' PjJ respectivame!!. 

te, por (i,j) e [i,j]. Por ejemplo, escribiremos que el arco 

(i,j) es un arco de la red. 

4.3 Redes Particulares . 

Definición 4.3 . '. 

Llamaremos RED SIMPLE a una red en la que pueden repartir­

se los vértices en dos conjuntos disjuntos P, Y Pz tales que: 

i) (Pi' qj) r:. U = > Pi r:. P, y qj r:. Pz 

ii) 

iii) 

d(qj) > O 

d(Pi) < O 

<=> 

El grafo que corresponde a este tipo de red es un grafo 

simple, y los dos conjuntos disjuntos P, y Pz de vért ices de _ 
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este grafo son respectivamente los conjuntos E y S de entradas 

y salidas de la red (fig. 4.3). 

Definición 4.3 . 2. 

Llamaremos RED REDUCIDA a una red que no tenga más que una 

entrada po y una salida Pn' y en la que ningün arco incida inte 

riormente con po ni exteriormente con Pn (Fig. 4.4). 

Aplicando los conceptos de incidencia estudiados en el Ca­

pftulo l, debe cumplirse que sobre po no debe incidir ningün al 

co que venga de un vértice exterior al conjunto de vértices que 

constituyen la red, así como tampoco debe existir ningün arco -

que saliendo de Pn incida en un vértice que no pertenezca a la 

red. 

~- .... - , / , Pz p , I \ 
1 I \ 

\ , 
I Po Pn I 

\ I 
\ I , I , , , - ~ 

., 
, I 

Fig . 4.3 Fig. 4 . 4 

Considerar redes reducidas es muy ütil. En la mayoría de 

los problemas podemos definir una red reducida equivalente a la 

red primitiva del problema considerado de la siguiente manera: 

". 



añadimos dos vértices po y Pn al conjunto P de vértices de la 

red, y creamos los arcos 

(po, p ~) , para todo Pe ~ E, Y 

(ps' Pn)' para todo Ps ~ Sj 
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Todos los vértices de E y de S se convertirán en puntos de 

paso, es decir, vértices con demanda igual a cero. En cada ca­

so particular debemos elegir los valores de las demandas d(po) 

y d(Pn)' las capacidades de los arcos incidentes en po Y Pn' Y 

las longitudes de estos últimos de tal manera que podamos garan 

tizar la equivalencia entre la red reducida y la red primitiva 

del problema en estudio. 

Definición 4.3.3. 

Llamaremos RED SIMPLE REDUCIDA a una red reducida que se -

transforma en red simple cuando suprimimos la entrada po, la sa 

lida Pn' y los arcos incidentes en estos dos vértices. 

4.4 Representaci6n Matricial de una red de transporte. 

Nota: el término matriz que usaremos en adelante no corresponde 

a los operadores sometidos a reglas bien definidas, sino, por -

convención, utilizaremos este término como sinÓnimo de cuadro o 

tabla. 

Representaremos una red de transporte cualesquiera por una 

matriz cuadrada donde: 

i) cada fila y cada columna corresponde a un vértice de la -

red, 



i i ) 

i i i ) 

cada elemento a .. representa una lJ ... -,.,..- -> 
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magnitud relativa al ar-
--...--co (i, j ) ;,~ . 01' -c~n.ven·i.a e-j.aremos vado el lugar _de a

ij 
cuando ({ ,\ ) t. U, 

agregamos una -fila marginal, o una columna marginal, que 

da los valores de la demanda en cada vértice (fig. 4.5) 

Como hemos supuesto el grafo de la red sin bucles, no exi! 

te ningún arco que saliendo de un vértice incida en el mismo; 

la diagonal principal de la matriz deberá estar enteramente va­

(fa, Así también,en una red reducida la primera columna (co • 

rrespondiente a po) y la última fila (correspondiente a p ) de-
n 

berán estar completamente vacías, ya que no existen arcoa que. 

lleguen a po ni arcos que salgan de Pn' 

po P, . , . Pn d 

po aO, . , , aon d (Po) 

P, aJO ' . , a'n d (p,) 

, , , 
, , . , , 

, . . 

Pn ano an , , , . d(Pn) 

Fig. 4,5 

En los problemas de longitud de caminos, Bij puede represe~ 

tar la longitud 11' J" En los problemas de flujo, a serd 1 ij a ca · 
pacidad Kij del arco (i,j) ; en este caso llamaremos MATRIZ DE CA 

PACIDADES a la matriz correspondiente. Si la red en su total! • 

, BIE<LlOT LC 1. CEt H'.',L \ 
I .... EHOIOAO DE E"L !;AI+V':"¡' " 
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dad no está orientada, la matriz de capacidades es simétrica. 

Generalmente, para una red simple se usa una representación 

matricial distinta, más condensada, así : se define una matriz -

rectangular mxn, en la que cada fila está asociada con un vérti 

ce de P1 y cada columna con un vértice de P2; el elemento aij -

representa la capacidad del arco (Pi,qj)' con i=1, ... ,m y 

j = 1, ... ,n. 

4.5 Flujo. 

4.5.1 Definici6n. 

La capacidad, la longitud y la demanda son funciones defini 

das sobre los arcos y los vértices de la red. Vamos ahora a in­

troducir una funci6n definida sobre los arcos o rutas de una red 

y cuyos valores son inc6gnitas de numerosos problemas. 

Llamaremos flujo estacionario aritmético, o más simplemente 

FLUJO (ARITMETICO), en la red, a una funci6n x con valores rea-

les, positivos, que hace corresponder a todo arco (i,j) e U un 

valor x(p . , p.) = x .. que satisface las relaciones: 
1 J 1J 

i) O < x (p. , Pj) < K .. (i, j) e U 
- 1 - 1J 

ii) X(Pi' P) - x(P,Pi) = O p. e (P-E-S) 
1 

iii) x(Pe' P) - x(P,Pe) > O Pe e E 

iv) x(ps' P) - x(P,ps) < O Ps e S 

La relación i) expresa que el flujo en todo arco es a 10 _ 

sumo igual a la capacidad del arco . 

, , 
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Nota: Diremos que un arco u E U está saturado, cuando el flujo 

que pasa por él es igual a su capacidad. 

La relación i~ expresa que en todo punto de paso, que no -

es de entrada ni de salida, el flujo que sale de él debe ser i­

gual al que recibe. 

La relación iii) expresa que en todo vértice de entrada, -

el flujo que sale es mayor o igual que el que entra en él. 

La relación iv) expresa que en todo vértice de salida el -

flujo que sale de él debe ser menor o igual al que recibe de los 

otros vértices. 

x(Pi' Pj ) = Xij puede considerarse como el valor de una -

circulación real en el arco (i,j) con el sentido de Pi hacia Pj; 

designaremos x . . 
1J 

al flujo aritmético en el arco (i,j) o más sim-

plemente al flujo en el arco (i,j). 

Un conjunto de flujos en los arcos de una red define un -

FLUJO ARITMETICO EN LA RED únicamente cuando se verifican las -

cuatro relaciones anteriores . 

Llamaremos flujo estacionario algebráico, o más simplemen­

te FLUJO ALGEBRAICO en la red de transporte, a una función f de 

valores reales (positivos, negativos o nulos) que hace correspo~ 

der a toda ruta I},j] E V dos valores f(Pi' Pj) y 

mados respectivamente: flujo algebráico en I),j] 

f (pJ" p.), 11a 
1 -

de p. hacia p. 
1 J 

Y fluj o algebráico en I),j] de Pj hacia Pi' Esta funci6n satis­

face las siguientes relaciones: 

1 
I 
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i) f (Pi' p . ) = - f (p. , p. ) 
J J 1 

ii) - K . . < f(p . ,p.) < K .. 
J 1 - 1 J 1J 

iií) f (Pi' P) = O p. 
1 E: (P-E -S ) 

iv) f(Pe' P) > O Pe E: E 

v) f (p s' P) < O Ps E: S . 

La primera relaci6n expresa que el flujo algebráico de Pi 

hacia p. se define como el opuesto del flujo algebráico de p . ha 
J J -

cia Pl" SegQn que f(P . , p.) sea positivo o ne gativo, la circula 
1 J 

ción rea l en la ruta [i, j] se dirige hacia Pj o hacia Pi' 

Aumentar un f lujo negativo f(p., p.) en K unidades es lo -
1 J 

mismo que disminuir la circulaci6n real hacia p. en K unidades. 
1 

La segunda relaci6n nos indica que el flujo algebráico de 

p. a p . deberá ser mayor o igual que el opuesto de la capacidad 
1 J 

del arco que va de p. a p. 
J 1 

pacidad del arco que va de 

y menor o a lo sumo igual que la ca-

p . a p .. 
1 J 

La tercera relaci6n expresa que el flujo algebráico que va 

desde todo punto de paso hacia el conjunto de vértices que no -

son ni de entrada ni de salida es igual a cero. 

La cuarta relaci6n expresa que el flujo algebráico que va 

desde toda entrada hacia el conjunto de vértices P de la red debe 

ser mayor o igual que cero; mientras que la quinta relac i6n expr~ 

sa que el flujo algebráico que se origina desde todo punto de sa ­

lida hacia el conjunto de vértices de la red debe ser menor o i­

gual que cero. 
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Cuando existe una correspondencia biunívoca entre las ru -

tas y los arcos, las cuatro últimas relaciones no son sino una -

prolongaci6n de las cuatro relaciones de flujo aritmético para -

el caso de una red definida por el conjunto de sus rutas. 

Asociaremos con un flujo aritmético x el flujo algebráico 

f definido por la relaci6n: 

~Iie ntras que siempre podremos asociar con un flujo algebrái 

co, el flujo aritmético definido así: " 

x "" = máx [ f (p " ' P 1") , O] J 1 J 

4 . 5.2 Valor de un Flujo. 

Supongamos que existe al menos una entrada en donde el fl~ 

jo algebráico saliente es estrictamente positivo. Llamaremos 

f(E,P) = ~e' al flujo algebráico en el conjunto de entradas de la 

red; f(S,P) = - ~s' al flujo algebráico en el conjunto de sali -

das; y por otra parte tenernos que f(Pi'P) = O (Pi E P-E-S), el -

flujo algebráico en un punto de paso es cero . 

Sumando estas tres últimas relaciones tenemos 

f(E,P) + f(S,P) + f(Pi' P) = ~e - ~s 

de donde obtenemos 

O = f(P,P ) = I/i - ~ e s 
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Llamaremos VALOR DEL FLUJO e n la r ed, al va lor común 

. de ~ e y w
s

· W representa el flujo aritmético neto que sale 

del conjunto de las entradas (diferencia ent r e el flujo aritmé -, 

tico saliente y el f l ujo aritmético entrante) y que entra en el 

conjunto de las salidas. 

En el caso particular de una red reducida, por defi n ici6n, 

tenemos: 

K. = K . = O ,i'¡' O,n 
10 nl 

es decir, que tanto l a capacidad de los arcos que van hacia la 

únic a entrada Po como la de los que salen de la única salida r n 

es igual a cero, de donde: 

-f(po, p . ) < O , 
1 

y , por consiguiente, asociando con f el flujo x definido al fi­

nal de la secci6n 4 S 1 t .. enemos: 

f(po, P) = x(P o , P) = w 

f (P , Pn ) = x(P , Pn) = W 

Luego, el valor del flujo de una red reducida es igual a la 

suma de los fl u jos aritméticos que salen de Po, o que entran a 

Pn · 

Por otra parte, todo flujo en una red reducida puede ser -

descompuesto en una suma de flujos que recorren cada uno un ca-

mino de po a Pn ' (fig. 4.6) 

BIBLIOTECA C;-NTRA~ 
UNIYEH~.fOAO oc. f:L _ __ . 11 LV 



106 

5 

, 2 
8 

2 
4 

po 

9 

Fie·4.6 

4 .5 .3 Capacidades residuales en una red recorrida por un flujo. 

Asignamos a toda ruta [i,j] dos capacidades residuales r .. 
1) 

de I1. hacia p. 
1 ) 

te manera: 

r · . 
1) 

= 

r .. = 
) 1 

y 

K. 
1j 

K. 
1j 

r .. de p. hacia p., definidas de la siguien-
) 1) 1 

f ep i' P j ) 

f ep j' Pi) 

que no es nada más que la diferencia entre la capacidad del ar­

co y el flujo algebráico que hay sobre éste. 

Por otra parte, si ei,j) t U, tenemos: 

fep·, p.) < K .. = O , 
1 ) - 1) 

de do nde 

r .. = f ep .. p .) = x .. 
1) ) 1 )1 

es decir, cuando no existe un arco ei,j), la capacidad residual 

de p. hacia p. es igual a l valor del flujo aritmético de p. ha-
1 J ] 

cia Pi ' 
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4.6 Conjuntos Disjuntos. Cortes . 
•• __ ' .... ~4~ -..... 

Nota: en toda esta parte, anicamente c~idera~s redes reduci 

das . 

Definici6n 4.6.1 

Si A es un subconjunto de los vértices de la red tal que 

po i A Y Pn i A llamaremos CONJUNTO DISJUNTO al conjunto 

CA, A) de arcos incidentes en A anteriormente. 

po 

La figura 

tá formado por 

to l'S t[¡ formado 

(p l' P S) , 

4 . 7 

los 

por 

Fig. 4.7 

/"------ - ..... '\A 
I \ 

\ P6 I , " '... .... ------ .. -

\ 
I 

I 

I 

ilustra la anterior definición, donde A es-

vértices p S' P6 Y Pn , Y el conjunto disjun-

los arcos 

(p 4' P S) , (p 4 ' Pn) y (p 3' P 6) • 

Llamaremos CAPACIDAD DEL CONJUNTO DISJUNTO a la cantidad 

K(A, A). 

'. 

• 

"._; 
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Es evidente que todo camino que va de po a Pn tiene al me­

nos un arco de CA, A), (fig. 4.7). 

De f inici6n 4.6 . 2. 

Llamaremos CORTE a un subconjunto W de U tal que todo cami 

no que va de po a Pn se encuentra con W y que no existe ningún 

subconjunto de W que tenga esta propiedad. 

Una condici6n necesaria para que podamos hablar de corte 

e s que exista al menos un camino de po a Pn' Se puede demos -

trar la propiedad siguiente: 

Teorema 4.1. 

Todo corte es un conjunto disjunto. 

Demostraci6n. 

Vamos a demostrar que existe un subconjunto Ac P, con 

Po t A Y Pn ~ A, tal que el corte W sea igual al conjunto 

CA, A) de los arcos incidentes interiormente en A. 
, 

Ha remos la demostraci6n en dos partes: 

i) Primero demostraremos, por reducci6n al absurdo, que 

existe un conjunto A tal que CA, A)e W. 

Puesto que suponemos que existe al menos un camino de 

P o a P , todo conjunto que contenga a p tiene al me-n n 

nos un arco incidente hacia su interior. Supongamos 

que para todo conjunto que contenga a p , pero no a 
n 

Po, exis te a l menos un arco incidente hacia su inte-

rior y que " este arco no per tenece a W. 



Consideremos ahora la secuencia de conjuntos 

Ao, A" ... ,Al definidos de la siguient~ manera : 

A, = Ao U {Pk/(Pk,Ao) (1 (U-W) .,. .p} 

AZ = A, U {Pk l (Pk' A,) n (U-W) .,. .p} 

'09 

es decir, que Ai +, está formado añadiendo al conjunto 

A. todos los vértices orígenes de los arcos incidentes 
1 

interiormente en este conjunto Ai y que no pertenezcan 

al corte W. 

Luego, se tiene que por hip6tesis Ai +, .,. Ai Y por con s 

trucci6n se tiene que 

A . , :> A. :> • •• :> {p n} 
1+ 1 

Como la red es finita, la secuencia de conjuntos es fi 

nita y po pertenece al último conjunto de la secuencia 

de no ser así no sería éste el último conjunto por la 

forma en que se definieron . 

Por consiguiente, ya que para todo Pi ( Ai (Pi '" Pn ) 

existe, por construcci6n de Ai , un elemento 

Pi-' ( Ai _, tal que (Pi' Pi - l) ( (U - W) , 

F!\-tl ,nT r 

, 
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existe un camino de po a Pn que no encuentra a W, lo 

que contradice la definición de W, luego existe un -

conjunto A de vértices tal que (A, A) e W 

i i ) Supongamos ahora que W 1 (A, Al . 

Según lo anterior (A, A) s~rla entonces un subconjunto de 

W tal que todo camino de po a Pn debe encontrarlo, lo que 

contradice la definición de corte. Por lo tanto 

W=(A,A). 

El conjunto A as! encontrado no es necesariamente úni­

co ya que se le puede añadir o quitar todo vértice de P 

que no tenga arco incidente interiormente. 

El recíproco de la propiedad anterior, todo conjunto 

disjunto es un corte, es falso. En la figura 4.8 los 

arcos gruesos constituyen un conjunto disjunto pero no 

un corte, en este caso A está formado por los vértices 

En la misma figura al eliminar el vértice Pz de A, de­

saparece el arco (Po, PZ) y obtenemos el corte formado 

por los arcos (p 3' Pn ) y (p 4' Pn) 
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Po 

pz 
I , 

Teorema 4.2. Fig. 4.8 

Dado un 
I:: Clt 

al menos un c~~. t~ W y un arco u cualesquiera del corte, existe 
~1) 

ca u solament~ Cl ~ "e po a p que "encuentra" al corte en el ar-
n 

Demostraci6n: 

Si no h\¡b. 
~~ 

arco u, o si ~ t q , Cl<i ningún camino de po a Pn que comprendiera al 

también a W eh Cl a 1 
'l Cl Os caminos que comprenden a u encontrasen 

'. t" por conslguleh 'Cl 'lt~ arco, todo camino encontraría a K - {u } y, -
, 1\' 

Teorema 4.3. no sería un corte, 

Si exis1:, 
~ 

- \.11) 
6 = (A , Al tal flujo algebrlico f y un conjunto disjunt o 

~s 

dad de 6, el fl\.l.que el va lor del flujo sea igual a la capaci 

d 
'd JCl es maximal y el conjunto disjunto es un cor-

te e eapael ad . 
mlnimal (o un conjunto disjunto minimal i gua l a 

la reuni6n de un 
Corte minimal y de arcos de capacidad nula ) . 
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Demostración: • 

Toda unidad de flujo que vaya de po a p ocupa al menos -
n 

un arco de un conjunto disjunto cualesquiera. Luego, cualesqui~ 

ra que sea el valor W de un flujo f y la capacidad K (Ó) de un 

conjunto disjunto Ó, tenemos que 

w .:. K (ó) (4.1) 

es decir, que el flujo nunca podrá rebasar la capacidad del con 

junto disjunto en menci6n. 

De manera formal, se puede escribir: 

w = f (p o, P) 

= f(po, P) + feA - {po}, P) 

ya que f(Pi' P) = O si i , O, n. 

Entonces 

w = feA, P) = feA, A) < K(A, A) (4.2) 

ya que f (p ., p . ) < K.. 
1 J 1J 

Luego W .:. . K(A, A) 

Resulta que si existe un par (f o , 6 0 ) tal que ~o = K(Ó o), 

fo es un flujo de valor maximal Wo y 6 0 es un conjunto disjunto 

de capacidad minimal. 

Entonces no pueden existir subconjuntos 6, de 6 0 que di­

fieran de 6 0 en arcos de capacidad no nula de tal manera que t~ 

do camino que vaya de po a Pn encuentre a 6,; si existiera 6" 

el flujo no podría exceder del valor K(6,) < K(6 0 ). Por consi­

guiente, 6 0 s610 difiere de un corte en arcos de capacidad nula . 

, BIBLIOTECA CE~ Tr'1\L 
~NIV[RBIDAD CE EL CALVADUR 

¡ • 
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4.7 Redes Planas. 

Un grafo plano, es por definici6n, un grafo que se puede 

representar en un plano, de manera que los vértices sean puntos 

distintos; las aristas, curvas simples y que dos aristas se en-

cuentren únicamente en sus extremos. 

Diremos que una red es PLANA, si el grafo obtenido al aña 

dir el arco (po, Pn) al grafo de la red es un grafo plano. 

Teorema 4.4. 

Es una red plana, existe un camino de po a p que encuen-n . 
tra a cada corte en un solo arco. 

Demostraci6n. 

Si no existe, añadamos al grafo el arco (po, Pn). Como la 

red es plana, se puede dibujar esta red en forma total entre dos 

rectas verticales que pasen por po Y P , y por encima del arco -n 

(po, 'Pn) supuesto rectilfneo y horizontal. 

Determinemos ahora el camino "superior" Ys y po a Pn toman 

do siempre el arco más a la izquierda a partir de po· 

Vamos a demostrar que Ys cumple el teorema. 

En efecto, supongamos que existe un corte W que Ys encuen 

tra en más de un arco. 

Sean u, y Uz dos arcos de W que ~ encuentra en su recorri 

do de Po a Pn' de tal manera que encuentra primero a u, y luego 

a uZ. 

Como W es un corte, debe cumplirse que existe un camino 
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Y, de po a Pn que encuentra a W ünicamente en u,; además, exis­

te un camino YZ de po a Pn que encuentra a W solamente en uz 
(Teorema 4.Z). 

Sean: 

1 
la parte de comprendida entre el extremo terminal de Y, , Y, 

u, y Pn , y 

I 
la de comprendida entre Po y el extremo inicial YZ' parte YZ 

de u Z' 

I I 

Tal como hemos definido Ys' se tiene que Y, y yz se cor-

tan y , como el grafo es plano, su intersecci6n comprende uno o 

va rios vértices y eventualmente uno o varios arcos. 
I I 

Sea Pk uno de los vértices comunes a Y, y YZ' 

El camino compuesto de los arcos de YZ entre Po y Pk' junto 

c on los arcos de Y, entre Pk y Pn no encuentra a W, lo que contr~ 

d ice l a hip6tesis de que W es un corte. La figura 4.9 ilustra es 

t e teorema 

po 

Ys 

--.. 

.. 

, , 

--- - .,. 
... ...... . :.-

u, 

. ,~ . .' 
po 

Fig . 4 . 9 

l\ uz 
" .~ "-

" 
"-

" "- , 
" 

Pn 

Ys .. 
I 

Y, ----~ 

YZ 
.. ... .. .. ~ 

'. 
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Nota: 

Se puede comprobar que este teorema es falso para las redes 
" que no son planas, ' y con mayor raz6n para las redes cuyo grafo -

no es plano. 

4 . 8 Camino de Longitud Minimal. 

4.8. 1 Formulaci6n de 1 Prob lema. 

Dados una red de transporte (P, U) con (n+1) vértices, Y -

dos puntos cualesquiera, po y p , de la red, se trata de encon­
n 

trar un camino de longitud minimal entre po y Pn ' 

Por definici6n, la longitud de un camino es la suma de las 

longi tudes, 1 (p., p.) = l .. > O, de los arcos de dicho camino. 
1 J 1J -

Supondremos que la capacidad que tienen todos los arcos es infi 

nita. 

La solución de este 'Problema proporciona evidentemente tul camino de 

po a Pn , si existe alguno, o prueba que no existe ninguno. 

Este problema es similar a la búsqueda de un programa li­

neal. Para ello, asociamos una variable Xij a todo arco (i,j) EU. 

En realidad, para simplificar la e$truc:~ .sociaremos u­
. ::¡-'t',::y': '1 

na variable X.. a todo par 
1) 

(i,j) i • O •..• ,n ; j ·O, ... ,n. 

Haciendo el convenio suplementario de que Xij tend~ valor 

cero si el arco no pertenece al conjunto U de arcos de la red , -

es decir 

x .. - O si (i,j) i U. 
1) 

• Lo 
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Supongamos que existe un flujo aritmético de una unidad que 

sale de Xo y un flujo ar~tmético nulo que entra en Xo. Además 

convengamos que el valor de Xij representará el valor del flujo 

a ritmético en el arco (i,j). 

El problema de programaci6n lineal expresado analíticamente 

por e l si guiente sistema: 

X . • > O 
1J 

n 
.L (X o ' 
J =O J 

n 
L (X .. 

j=O 1J 

n 

-

-

, (i,j) e: U 

X . o) = + 1 
J 

X .. ) = O i=1 , . .. ,(n-1) 
J1 

L (X. - X . ) = -1 
j =O nJ Jn 

minimizar L 
i , j 

1 . . X .. = 1 
1J 1J 

( 4.3) 

es equ ivalente al problema planteado, en donde la primera rela­

ci6n nos indica que el valor del fluJo aritmético en todo arco 

de l a red deberá ser mayor o igual que cero. 

La se gunda expresi6n indica que la sumatoria de los valo­

res de toda s las d i ferencias de flu j os aritméticos que salen y 

llegan a l vé r tice de entrada es +1 . 

La te r cera r e1 aci6n expresa que la suma de las d i ferenci as 

de los valores de l os flujos aritméticos en un vértice de paso 

BIBLIOTECA t: L 
"H/VE"9/DAD DE ÉL_I"'=L,,-~. 
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deberá ser cero; mientras que en la cuarta relación tenemos que 

la sumatoria de las diferen~ias de los v,alores de los flujos a-
:i. 

ritméticos que salen y llegan al vértice de salida es. igual a 

-1. Para al final minimizar la sumatoria de productos de la -

longitud de cada arco por su respectivo fl~jo aritmético. 
J; " 

De modo equivalen te, es te prio'bl~ma t s;e' puede escribir de 1 a 
I I ' 

.. I .. 

forma siguiente: 

nula, 

x . . 
l.J 

> O 

n 

.L Xo ' = + 1 
J=D J 

n 
¿ (XiJ' - XiJ' ) = O , i=l, ... , (n-l) 

j=D 

minimizar ¿ 
i,j 

1.. X .. 
l.J l.J 

(4.4) 

Supondremos que en la red no existen circuitos de longitud 

El programa optimal corresponde a un flujo aritmético de -

una unidad que sale de po y entra en Pn ' Encontramos dos posi­

bles casos: 

i) El flujo total se reparte entre varios caminos de po a Pn , 

cada uno de estos caminos tiene la misma longitud que los 

demás y esta longitud es minimal , 

ii) El flujo solamente recorre un camino, este camino es el -
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de longitud minimal. 

Podemos afirmar que en un programa optimal sus variables no 

nulas están asociadas a los arcos (i,j) de un camino, o de va -

rios caminos, de longitud minimal . Recfprocamente, si se da el 

valor +1 a las variables X . . asociadas a los arcos del camino de 
1J 

longitud minimal, se obtiene el programa optimal del problema -

( 4 . 3) . 

Para la búsqueda de un camino minimal, sin usar los métodos 

generales de la programaci6n lineal para resolver el problema -

(4.3) o (4.4), usaremos el algoritmo que trataremos a continua-

ci6n. 

4.8.2 Algoritmo. 

G. Dantzig nos proporciona un método que, partiendo de po, 

permite asociar sucesivamente a todo vértice p . una marca que 
1 

represente desde el primer marcado de dicho vértice, la distan-

cia más corta de po a p .. 
1 

Para hacer más clara la exposici6n, supondremos que los vé~ 

tices están señalados al principio por q . 
J 

(j = O , ••• ,n) y que s e 

busca el camino más corto entre qo Y qn' Los vértices pasarán a 

se r nominados p. (i = O, . .. ,n) a medida que se les marque. 
1 

El algoritmo tiene los siguientes pasos: 

i) qo se marca O y se le nombra po 

ii) Se nombra P1 al vértice qji tal que 



119 

en donde j debe cumplir que (po, qj) E U; es decir, que -

buscamos entre todos los vértices que estén conectados 
< ' con Po, a través de arcos, aquél que esté ubicado a la me 

nor distancia de éste. 

A este vértice as! encontrado se le asigna la marca 

es la longitud del arco (po, P1)' 

iii) Supongamos que se han marcado ya (K-1) vértices as!: 

P1"'" Pk-1' 

Para todo p . (i = D, ••• , K-l) se busca el vértice q . . aÜll 
1 )1 

no marcado, tal que 

l(Pi,qJ·i) = m~n {l(P i' q . )} 
) J 

(4.5) 

en donde j debe cumplir que (p., q.) E U. 
1 ) 

Debe tenerse en cuenta que esta operaci6n deberá hacerse 

para todo vértice ya marcado. 

Cuando ya han sido marcados todos los vértices adyacentes a p ., 
1 

no queda ya ningGn qji' 

Sea K el conjunto de los índices i tales que exista qj i ' 

en este caso se tiene que 

K C: . {D , • •• , K - 1} 

Nombraremos Pk al vértice qjr tal que 

Ur + 1 (p r' q). r) = m!n {u . + 1 (p. , p . . )} (4.6) 
iE K 1 1)1 

donde u es la longitud del camino desde p o hasta 
r 

I I 
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y l(P , q. ) es la longitud del arco que va desde el r Jr 
vértice P hasta 

r el nuevo vértice Pk . 

Puede notarse que debemos escoger como r al índice i de K 

que cumpla con la condici6n de que la longitud del camino 

desde Po hasta Pi más la longitud de Pi hasta el nuevo 

vértice sea la menor de todas. 

A este nuevo vértice Pk se le atribuye la marca [Pr , ukJ, 

donde uk = ur + l(Pr • Pk). 

iv ) Se para el procedimiento cuando qn ha sido nombrado de 

nuevo y marcado. 

Sean Pm el nuevo nombre de qn Cm < n) y [P . , u J su mar -
1 1 m 

ca. 

Donde P. es el vértice anterior a Pm y um es la longitud 
11 

del camino más corto de Po a Pm y este camino más corto -

está representado por la secuencia de vértices 

(Po, P. . .. , P. , P ) con 1 ~ m-1, en la que cada vérti-
1 1 1

1 
m 

ce es la marca del vértice siguiente. 

4.8 .3 Ejemplo : 

Consideremos el siguiente diagrama (Fig. 4.10) donde es­

t án dadas las longitudes de cada arco y cada vértice está nom 

brado al principio por q. (j = O, . .. ,n) . 
J 
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q, ,Z q4 . ,- - . 
8 1 :, 1. s 

S 4 '0 
qo • .... • 

1 4 3 • :', 9 

• - .. 
q3 ~ 

Fig.4.'0 

Ap licando el algoritmo, qo se marca O, indicando que la . 

longitud en este v~rtice es nula, y se le nombra po. 

Para nombrar el P, correspondiente, se hace necesario en­

contrar las longitudes de los arcos que salen de po a sus v~r­

tices adyacentes, que son: 

lepo, q,) = 8 ; 1(0 0 , qz) = S ; lepo, q3) = 4 . 

Como el algoritmo exige que se escoja la menor longitud, 

el vértice elegido es q3' al que llamamos P, y le asignamos la 

marca 

[Po, u,] = [Po, 4] , ya que u, = lepo, p,) 

Ahora, para los v~rtices ya marcados, po y P1 ' buscamos -

el vértice, adyacente a ~stos, no marcado y que est~ ubicado a 

la menor longitud de ellos. 

Observando la figura 4 . '0 puede notarse que para po los -
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vértices adyacentes no marcados son q1 y qz; además, que la lon­

gitud mínima es l(Do, qz) = 5. 

En la misma figura observamos que para P1 los vértices ad­

yacentes no marcados son qz, qs y q6 Y sus respectivas longitu -

des son: l(p1' qZ) = 3 , 1(P1' qs) = 8 Y 1(P1' q6) = 7 

Observemos que en este caso el vértice candidato tanto pa­

ra suceder a po como a P1 es qz, ya que en ambos casos la longi­

tud desde ellos hacia qz es la menor. 

Para nombrar y marcar a qz' usaremos la condici6n de míni­

mo (4.6). 

Como el camino más corto para llegar a qz partiendo de po 

es el arco (po, qZ)' y no el camino que pasa por ~1' nombraremos 

a qz con Pz y lo marcaremos con 

Ahora para los vértices marcados, po, P1 Y PZ' debemos en­

contrar las longitudes que hay entre ellos y sus vértices adyace~ 

tes no marcados y escoger la menor, as1: 

para Po, s610 tenemos lepo, q 1) = 8 

para P 1 ' tenemos 1 (p 1 ' qs) = 8 y I( P 1 ' q6) = 7 

para PZ' s610 tenemos 1 (PZ ' qs) = 4 . 

Desde luego, el vértice candidato es qs y por (4.6) lo -

nombramos 03 Y lo marcamos 

[PZ' u3J = [PZ' 9J , ya que u3 = U z + l(pZ' 1:>3) 

Puede observarse que al aumentar el ndmero de vértices mar 
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cado s el número de comparaciones que debe hacerse aumenta. 

As í, si el conjunto K contiene todos los índices de O a (K-l), 

la búsqueda del mínimo (4.6) necesitará (K-l) comparaciones p~ 

ra determinar el Pk que deseamos. 

En nuestro caso el camino de longitud minimal está deter­

minado por la sucesi6n de vértices (Po, P2' P3' P4' PS), con -

una longitud igual a 19 unidades. El diagrama final correspo~ 

diente se encuentra en la fig ura 4.11, en ella puede notarse -

que el vértice P 1 no participa en la soluci6n. 
, 

P4 [?3, 13J 
• • • 

j 
P2 [:Po, SJ . ~." ~ po • • • • • PSlp4,18J 

O 

1 
• .. • 

Pl[po,4J 

Fig.4. 11 
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REDES DE TRANSPORTE, 11 

FLUJO DE VALOR MAXIMAL 

r, .l Formulación del Problema . 

124. 

El problema de la existencia de un flujo en una red no se 

plantea. En una red cualesquiera, siempre existe al menos 

un flujo, el flujo nulo; de no existir otro distinto, es-

~ te flujo aparecerá como resultado de la aplicación del al 

go ritmo que estudiaremos. 

Co mo veremos, la búsqueda del flujo maximal en una red g~ 

neral equivale a la búsqueda del flujo maximal en la red 

reducida que se oQtiene creando los arcos: 

(PO , Pe) de capacidad k(po, Pe) ~ k(Pe, P), Pe e E 

lPs , PnJ de capacidad k(ps' Pn) ~ k(P, P~J, Ps e S 

donde E es el conjunto de entradas de la red, S es el con 

junto de salidas y P el conjunto de vértices de dicha red. 

Con estos arcos, lo que hemos creado es una red reducida 

(P, U) con una entrada Po Y una salida Pn. Luego, se tra­

ta de encontrar un flujo maximal en esta red reducida,do~ 

de son infinitas la disponibilidad en Po Y la demanda en 

Pn· 

Supondremos que no existe ningún camino de Po a Pn en don 

de todos sus arcos tengan capacida d infinita. Como en el 
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p robl ema de longitud minima l, y con el único fin de SIm­

p li f ic a r la escritura, asociaremos una variable Xij a 

t o do par (i, j ) , con i = O, ... , n y J = O, ... , n. 

fiaremos el convenio de que 

x. . " O , 
I J 

sili,j ) ¿U 

Si t a mbi é n convenimos que x·· represe ntará el valor del 
1) 

fluj o a ri tmético en el arco ( i, j ), entonc es el problema 

se esc ribe así: 

o ~ x. 
1 j ~ k . 

1 j 
(i , j) E U ( S . 1) 

n 
L (x .. - x .. ) = O 1 = 1 , . .• J n - ( S.2 ) 

j =O 1) J I 

n n 
max i mi za r L XOj - L x j n = ~ 

j=O j=O 

Puede ob se r varse q ue se trata de un problema de prog r ama­

ció n lineal, en donde debemos max imizar el flujo aritméti 

co que puede da rse e n un a red cualesquiera. 

tos algoritmos que estudi a remos nos permitirán determinar 

fác ilmente un flujo maximal, s in emplear los métodos gen~ 

rales de la programación lineal. 

,.~ Caso de Redes Planas. 

Primer Algor itmo de Ford - Fu lk erson. 

En e l caso de la s redes planas, ex i ste un algoritmo es pe­

cia l más sencillo que e l a lgori tmo ge neral que es tu di a rc-

mas en l a sección 5.3 
I BIBLlOTEC ... CENTR .... L \ 
\ U HI"EN.~IO"t> nt:" rL ,"'t' \1 
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s . 2 . 1 A 1 g.~ r i t mo . 

i) Dibujamos el grafo de la red por encima del segmento 

ii) 

PoPn supuesto hori zontal, v entre las dos semirrecta$ 

verticales tra zadas por Po Y Pn· 

Determinamos el camino superior y de Po a Pn ; este s ¡ 

camino se obtiene, por definición, tomando siempre el 

arco a la izquierda c uando se recorre la red de Po a 

Pn; en el caso de las redes planas este procedimiento 

permite determinar un camino y uno solo. 

Hacemos pasar por este camino el flujo maximal, que 

sature el o los arcos de capacidad minimal k(u¡). Dis 

minuimos las capacidades de todos los arcos de Ys en 
1 

klul) y suprimimos los arcos saturados en este camino, 

es decir, que tienen ahora una capacidad nula. 

iii) Repetimos l as operaciones ii) sobre la red modificada, 

determinando en cada estado un camino Ys y una ca~a-
1 . 

Nos detendremos en el estado p, ' cuando nfo exista de 

po a Pn ningún camino más que el arco (Po, Pn)' q\le 

se supone no pertenece a la red inicial. 

iv) Hacemos pasar, en la red primitiva, por todo camino 

Ys. (i ; 1, . .. , p) un flujo de valor klui) correspon­
l. 

diente. El flujo total así obtenido es el flujo m.axi-

mal bus cado. 



- , , :'l. _ • _ Ejemplo. 

Encontrar el flujo maximal en la red que se encuentra en 

la figura 5.1. En el diagrama se encuentran las respecti-

vas capacidades de sus arcos. 

PI P4 • ________ ~5 __________ ~~_ 

8 5 

I S P 2 : 0 Ps 9 re . -----"-"-----... _ e --------''''---.... _ e ----:.------_..." 

3 
2 

I'i gu ra 5. 1 

Siguiendo el algoritmo, dibujarnos el grafo de la red en-

tre las dos semirrectas verticales trazadas por Po v Pn 

\' por encima del segmento POP6 , tal corno se muestra en 

la figura 5.2. 
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8 

Po t-------------------------~~P6 
Figura 5.2 

Para el primer camino 

flujo de valor klul) 

que k(PI, P4) = S. 

y - ( 

sI - Po, PI, P P6), hacemos un = S 4 , 
qUe satura 

e 1 a rc o (p 1, P 4), ya 

Al disminuir en k(uI) - S 
- tOdas 

las 
, desaparece el capacidades de los ar 

arco 
de 1 t Satu~ 

cos de y s 
I 

capaci dades 
os o ros arcos <ado (PI, P4J Y las 

k l p o , PI) = 3 Y k(P4, P6) qUedan con valores 
'" 3 figura 5.3. 

3 

PI 
• 

P2 

1 S 

3 

, con. 
·"0 se muestra en la 

S P4 
• po 

·~.P' 5 /
9 

• 
P3 

2 

Po ~~-------------------------1P6 

Figura 5.3 
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Pa ra el camino superior y s 2 = (Po . P2. P~. P6), hacemos 

pasar un flujo de valo r k(u2) = 3 que satura el arco 

lP4' P6)' 

Al disminui r todos los arcos de y S2 en k (u2), desaparec e 

el arco (P4' P6) cuya capacidad ahora es nula, y las nue-

vas capacidades de los arcos de ys son: klPo, P2) = 12 Y 
2 

Siguiendo el a lgoritmo, tendríamos: un tercer camino 

ys = (Po, 
3 

P2, Ps, P6) • hacemos pasar el flujo de valor 

k ( u 3) = 9 • al disminuir este valor en los a reo s de ys • • 3 

desaparece el arco lp 5 • P6) Y las nuevas capaci dades son 

klpo. 

ta el 

P2) = 3 

momento 

Y 

se 

PI 
• 

k(P2. P 5 ) = 1 • El diagrama obtenido 

encuentra en la figura 5 . 4 . 

P2 

~~/s 
• 

3 P3 2 

PO~------------------------------~P6 

Figura 5.4 

has 

El siguiente camino superior es ys = (Po. P2. P3. P6). 
4 

el flujo que hacemos pasar tiene valor k(u 4 ) = 2 que sa 

tura el arco (P3. P6)' Al disminuir los arcos de Ys~ en 
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k(U4) desaparece el arco (P3, P6j, Y en este estado ya no 

existe de Po a P6 ningún camino más que el arco POP6 que 

no pertenece a la red inicial. 

Para encontrar el flujo maximal, regresamos a la red pri 

mi tiva y hacemos pasar por cada y (i = 1, .. . , 4) su res 
si 

pectivo flujo de valor k(ui)' 

ti flujo total así obtenido será el flujo maximal busca-

do. En nuestro caso'!' = 19 como se muestra en l a figura 

5 . 5, donde los flujos están encerrados en círculos. 

0 1 0) P4 
• ~ • 

5 B 

@ 02 (9) 05 G) 
Po· ." • .. • ·P6 

2 

(3) 

• P3 

Figura 5.5 

5 . 5 Ca so Genera l. 

5.3 . 1 Problema del Flujo Total Máximo. 

Irataremos de encontrar el flujo para cada uno de los ar 

cos de la red, de tal manera que el flujo total'!' sea má 

ximo, es deci r, f(u), V u e: U tq 'ji sea máximo. 

Pa r a resolver este problema enunciaremos antes tres teo-

r e mas . 
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TEOR¡:~I.-\ 5 . 1 

Si existe al menos un camino de Po a Pn en el que ningún 

¡Irco es t á sa turado, entonces el flujo no puede ser máximo. 

Ilemostració n: 

S i cons ideramos las capacidades residuales (sección ~ . 5 . 3 ) 

para t odo a rco u t U, e n el cami no de Po a Pn' de la siguiente 

manera: 

r(u) = k(u) - f(u) > O 

1" desig na mos con r' la menor de todas l as capacidades r esidua -

1 es; podemos aumen t a r el fl uj o de cada a reo en r' = mín { r (u) } \" 

s i e mpre se cumplirá que el flujo en todo a rco es me nor o a lo 

~ umo igual a la cap acidad del mismo, es decir 

f(u) ~ k(u) , V U € U. 

De l o a nterior se puede co ncluir que el flujo total ~ s e 

puede incrementar en r' y se converti r á en ~ ... r ' . 

Ejemp l o. 

En l a figura 5.6 ~emos considerado un cami no 

y = (po , PI, P2, P3, P4, Pn) en una r e d de transporte que no he 

mos r epresentado entera. Las capacidades de los arcos están es­

c ritas entre paréntesis y los flujos fuera de paréntesis . 

I B 
I ... 
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¡:igur3 5.6 

Puede nota r se que ningunO de los arcos del camino está 

sat urado v tenemos: 

r l Po, P I) = 5 3 = 2 
rep 3, P 4) 9 z = 7 

rlp 1, P2) = 8 S 3 
rep 4 , Pn) = 6 3 = 3 

= 

r (p2, P 3) = 7 Ó = 

Luego r' = rlP 2 , P 3) = 1 , de donde se puede aumentar e l 

flujo e n 1 unidad en todoS l OS a rcos del camino, sa tu r ando el 

;.¡rco (P2 , P3) ~ en 1 , tal como se muestra en la 
y aumen t a ndo 

figuraS.7. 

I ' , 

PI ~( .Pn 
I ._ _ _ _ _ I 4 I 

17(5) \~(8) i / - --- .'- / 
I I I / I \\ 7(9) P4 - --

, ' / 
I ' e__ •• , ..... 7.r~7~) ... ~ 

Po - - I I - ia;'. 
" pz / " P3 " 

/ 

FiguraS. l 
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TEa ROL-\ 5. 2 

Sea v = [PO, PI, . . . , Pn ] una cadena que va de la entr~ 

da Po a la salida Pn . Supongamos que esta cadena no es un ca­

mino y utilicemos la notaci6n siguiente: 
+ 

u ,para los arcos que están en el sentido de Po a Pn ' 

v t i ,pa ra los arcos que están en sentido contrario. 

Entonces, haciendo 

i) r (u+) = k(u+) - f(u+) 

i i ) f' = mín f (u-) 
u-

i ii ) r' = mín r(u+) 
u+ 

E = mín r f' r' ] , iv J 

Si E > O, aumentando en E el flujo de cada a rco u+ v dis-

minuyendo en E el flujo de cada arco u en la cadena considera -

da, e l flujo 'ji se transformará en 'ji + E • Una cadena tal que E = O 

será ll ama da "saturada" . 

[lemas t rac i6n : 

Primero, observemos que f' será el mínimo de los flujo s 

que van en sentido contrar io, r' será la mínima capacidad r esi, 

dual de los arcos que van en sentido direc to y que E será el me -

nor de estos dos mínimos. 

Luego E tiene dos posibilidades: 

a) Si E = r', entonces el flujo en cada u+ puede incrementarse 

en E Y en cada u- lo podemos di sminui r en E, ya que f' > E . 

En este caso queda agotado un arco u+, a unqu e no sucede lo 
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mismo con los arcos u-o 

bJ Si E = f', la si tuación es análoga, con la excepción de que 

será un arco u- el que quedará saturado. 

Ejemplo: 

Consideremos una cadena v = [po, PI, P2,'''' P7, PnJ en 

una red de transporte que no hemos representado entera. Las capa­

cidades de los arcos están entre paréntesis y los flujos fuera de 

ellos, tal c omo se muestra en la figura 5.8. 

Po .-
I 

I 
I 
I 

, , , , 

P3 
----.----

~J/~7 
2( 4) 7l5 ) ;;', 

I ' 
I , 

I 

• ----.----
,'P 1 

I 

Figura 5.8 

P5 

En esta cadena tenemos sucesivamente: 

r(po, PI) = 2 

y r (p 7, Pn ) = 2 . 

Luego r ' = mín r(u+) = 2 
u+ 

También tenemos: 

I .--- -
P6 

P7 

......... r , n 
~ 
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f(pz, P ¡ ) = f(ps, P4 ) = 9 Y f(P6' Ps) = 3 

Luego f' mín f(u') = 
u 

lIe don de E = min r f l 1, r I 

flujo ~ en E = 1 

] = [1 ? ~ , - J = . Así 
v el f ' se pue 

lujo en los arcos de v Je aumentar el 

ser:] : 

2 + 1 f¡(po, PI) = 

f¡(pz, P3) = 3 + 1 = 4 

f¡(p6, ps) = 3 1 = 2 

= 3 f¡(pz, PI) = 1 ' 1 = O 

ftlP3, P4 ) = 4 + 1 = 5 , 

f I (P6 , ) P7 = 5 + 1 = 6 v 

U resultado se muestra en la fO 

4+1 ;: S 

flUJO 19ura 5.9 En donde 
o a lo la o no se 

rgo de 1 
éste t a cadena endrá valor ' ya que al e cero. o ncon 

puede aumentar el 

t r a r el n uevo E ¡ , 

P3 ----e Ps P7 

Po ~~____ 7o::<(/;/~--~-7(9J 1-~--:C4)'7(7 1~(6) 
\ (4) I O' 8) \ ' 

\ ' o Z ' " 

\ 

" I 
. .---- " 

/P, ----0---- " -'o 
, p- ---. ~ 

Figura 5.9 
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S . 3. 2 flujo Completo. 

Un flujo ~ de una red de transporte es llamado COMPLETO 

si para todo camino que va de la entrada Po a la salida 

Pn existe al menos un arco saturado, es decir, no se pu~ 

de aumentar el flujo ~ considerando caminos, sino, even­

tualmente, considerando cadenas de Po a Pn' 

Nota: 

Dado un vértice Pi de un grafo, denominamos por Cpi el 

conjunto de vértices que se hallan unidos a Pi mediante 

una cadena aumentada con el vértice Pi' una COMPONENTE CO 

NEXA es un sub grafo engendrado por Cpi . Si Gi yGj son 

las componentes conexas engendradas por los subconjuntos 

de vértices C· y C., entre otras condiciones deberá cum-
1 J 

plirse que: 

c . -f C. -> C· (, C . = ~ 
1 J 1 J ,V i, J. 

TEORHIA 5.3 

Si no existe ninguna cadena v de Po a Pn tal que € > O, el 

flujo ~ no puede aumentarse más, y por lo tanto ~ es máximo. 

Demostraci6n: 

Consideremos una red de transporte con un flujo máximo ~ 

y suprimamos aquellos arcos que cumplan que r(u+) = O o bien 

que f(u-) = O. Determinamos así por lo menos dos componentes co-

nexas, de lo contrario existiría todavía una cadena no saturada 

e ntre Po Y Pn ' 
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Tenemos que una de las componen tes conexas es ti fOTIRada 

por un subconjunto A c P de vértices que contiene a Pn ' este 

subconjunto define un corte W tal que 

es decir, que el flujo' es igual a la suma de los flujos de los 

arcos incidentes al interior de A menos la suma de los flujos 

de los arcos incidentes hacia el exterior de A. 

Por la definici6n de corte, tenemos que: 

ya que los arcos incidentes al exterior no forman parte del cor-

te, así : 

'1' • k (W) 

es deci r, que el flujo es igual a la capacidad del corte; además 

ya que todos los arcos que pertenecen al corte estin saturados, 

luego el flujo '1' es m§ximo. 

TEOREMA 5.4 

TEOREMA DE FORD- FULKE RSON • 

En una red de transporte, el valor m§ximo del flujo es 

igual a la capacidad mínima de sus cortes . 

Demostración: 

Este teorema se deduce de los teoremas anteriores 5.1,5.2 

y 5.3. 
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Partiendo del resultado del teorema 5.3, de que el flujo 

máximo en un corte es igual a la capacidad de 6ste, es decir, 

- -- '1' = K(W) l5.3) 

solamente debemos probar que K(W) es mínima. 

Tenemos que para todo corte W: 

K(W) = 
JEW 

K (u+) 

Además tenemos que í Hu+) ~ L k(u+) como 

'1' = L f(u+) < L k (u+) 

Se concluye que '1' ~ k(W) , V W 

En todo caso, el flujo máximo coincidirá con la capacidad 

mínima del corte, es decir: 

~. 3.3 

máx '1' = mín k(W) 

Algoritmo de Ford-Fulkerson. 

A partir de los teoremas anteriores puede construirse el 

algoritmo que se expone a continuaci6n sobre un ejemplo. Este 

ejemplo se "refiere al grafo que se encuentra en la f.igura 5.10, 

pero el algoritmo es aplicable a cualquier red de transporte. En 

la gráfica se encuentran las capacidades de los arcos entre pa­

réntesis y para facilitar la interpretaci6n de la red, designa­

remos los vértices PiO = 0,1, ... ,11) únicamente por el índice 

i encerrado en un círculo. 



• 

(6) 

(8) 
o }-----í 

(14) 

Figura 5.10 

Los pasos del algoritmo son los siguientes: 

139. 

(12) 

i) Hacer pasar por la red un flujo ~ factible cuales­

guiera. 

Con este objeto se hace entrar por Po un flujo ~ tal 

que se respete la propiedad de conservación del flu­

jo en todos los vértices. Se puede iniciar, desde 

luego, con flujos nulos en todos los arcos, pero en­

tonces la aplicación de los pasos siguientes del al­

goritmo será más larga. En la figura 5.11 se ha pre­

sentado un flujo que constituye una solución ini cia l , 

obtenida al azar. 
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4)----.,;...--(a 
3 

2 

11 

FiguraS.11 

ii) Buscar un flujo completo. 

Para obtener un flujo completo, basta considerar l a 

red de transporte limitada a los arcos no saturados. 

Si el flujo no es completo, existe en la red reduci 

da un camino de Po a Pn' 

Aumentamos el flujo de los arcos de este camino, has 

ta que conseguimos saturar al menos uno de sus arcos. 

Se repite la operaci6n hasta que todos los caminos 

que unen Po con Pn tengan al menos un arco saturado . 

En la figura 5. 11 se indican los arcos saturados.Bu~ 

cando un camino entre Po y PII que no pase por ningún 

arco saturado, encontramos y¡ " (Po, P2, P6,P¡, P4,Pa, PI¡) 

Aumentamos el flujo de los arcos de y¡ en una unidad 
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y se saturan los arcos (p2, P6) Y (P4, Pe), obtenien 

S. 12. 
do así la figUra 

e o 

3 

S 12 
Figura . 

tramos 
En la figura 5.12 enc

on 

éste es 

otro Cami 
~no que no pasa por 

YZ ; (po,P"P6,P¡,PS,pe, p¡¡ ) . 

ningún arco saturada, 
flujo de los arcos de Y2, lo 

Y s e obtiene la figura 5.13 . 

2 

8 
2 

3 

Figura 5.13 
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existe todavía un camino a considerar, 

y 3 = . (p o , P 3, P 6' PI' P 4 , P 5, P 8, PI 1). A 1 a umen ta r el 

una unidad, se satu~a 1 ( ) flujo en Y3 en • e arco ~3' P6 Y 

se obtiene la figura 5. 14 en la qUe se ve fácilmente que 

no es posible encontrar ningún camin 
o entre Po Y Pn que 

, arco 
no pase por ning Un saturado. 'L 

UegO en la figura 5.14 
, completo. 

tenemos un fluJo 

5 

1 0 

Figura 5.14 

lii ) Buscar el flujo 'l' máximo. 

Para determinar este flujo ~ _ 
maximo se bus c3 r~n , 

las cade na s a l o largo de las 
Cuales e l flujo de 

Po a ~n puede aume ntars e. Usare mo s e 1 s i g u i. e Jl te 

procedi miento , deducido del teorema 5.2. 



a) ~Iarcar Po con un signo + 

b) Si se ha marcado el vértice Pi : 

~lf'l"c a r con un [+PiJ todo vértice 

cado t a l que exista un arco (Pi' 

tura do. 
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p . no ma r ­
J 

Pj ) no sa-

~Iarcar con un [-Pi] t odo vé rtice Pj no marc a ­

do tal que ex i sta un a rco (Pj ' Pi) a travesa -

do' por un f luj o no nulo. 

e) Si mediante este procedimiento se logra marc ar 

l a salida, el flujo total no es máximo. Se con ­

sidera entonces un a cadena de puntos marcados 

l + o - ) que vaya de Po a Pn y la secuencia de 

vértices q ue l a compo nen . En los arcos se darán 

l as s i guien tes s ituac i o nes : 

Si e l a rco es t á orien t ado e n el orden de l a se -

cuencia, se determina l a capacidad residu al 

Si e l a r co es tá orientado en s entido contrari o 

a l orden de l a sec ue nci a , se co nsi de r a el flujo 

[ ( u - ) de 1 a re o . 

A cont inuac ión calcularemos E = [ f ' , r' ] , co-

mo se ha indicado e n ii ) , iii ) Y iv ) del teore-

ma 5 . 2 
+ 

Luego para tod o arco u se aumentará su [lujo 

en E Y para t odo a r co u- se dis minuira s u flujo 

en E, en esta forma el f lu jo ' a ume nt a r§ en E . 
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Se repite 3) hasta que no sea posible marcar la 

salida. En este momento se tendrá el flujo ~ má 

ximo en la red de transporte. 

En el ejemplo presentado, operaremos como sigue 

(figura 5.15): 

Marcamos Po con un signo + 

¡'Iarcamos P2 con [ +Po .], o para simplifica r la 

escri tura con [+ O J, y haremos lo mismo en los 

siguientes: PI con [ - 2 J, P4 con [+ 1 J, Ps 

con[+4], pscon[+5]y PII con[+8J. 

Como hemos podido marcar la salida, el flujo to 

tal no es máximo. 

Figura 5.15 

BIBLIOTECA CENTRAL 
UtH\lE ... !lIOAO DE EL SALVADO 



145. • 

Para llegar de Po a PII siguiendo los vértices marcados 

seg uiremos la cadena 

Tenemos sucesivamente: 

r e Po, P 2) = 1, "f ePI' P 2) = 3, r ePI, P 4 ) = 1 , r e P 4, P s ) = 5 , 

r eps, Pe) = 6 v r( Pe, PII) = 5 

De donde 
• 

f' = 3 , r I = 1 y E = 1 

Luego, se aumentará en una unidad el flujo de los arc os 

de es ta cadena, a excepción de (PI, P2) que se disminuirá 

en una unidad. 

Obtenemos así la figura 5.16, en la que se han saturado 

ade más los arcos (P o , P2) Y (PI, 
P4) . 

I I 

o 

Figura ~. 16 

• 

• 

I 

} 
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I 

Volvemos a iniciar el proceso: 

~Iarcamos Po con un signo +, Po se marcará con [+ O J, 

P2 co n [+ 3 ] , P.,l~ con 
" 

[ - 2 J , P6 con J -1 J . 
Como no podemos marcar ningún otro vértice, hemos obteni-

do entonces el flujo o/ máximo (fi gura S. 1 7) 

El s ub con j un to A de los vértices no marcados es: 

A = ( P4' Ps, P7, Pe, P9, PIO,PII ) 

El corte correspondiente al subconjunto A es: 
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INSTITUTO GEOGRAFICO N1\CIOllllL 

CALCULO DE LA CURV 1\ BASA: HETODO FOTOGRAHETRICO-ELECT?OmCo 

EST CORTE RELL 
8700.00 O • • O 

406.9 - 17 . 8 
8720.00 9627.8 - 178 . 8 

555.8 -. 0 
8740.00 11646,0 - . 0 

CarlTE AC 
.0 

9627 ~ 

21273.8 
608 .7 .0 

8760.00 10217 ~8 - .0 31491.6 
------- --- 4i3~ü------·_;O----------· _··_-

8780.00 8826.0 - .0 403 17.7 
. 469.5 - , O 

8800.00 8041.9 - .0 
334.6 - .0 

8820;00 5093.4 -319.2 
174.6 -3 1, 9 

8840,00 301 1.5 - 382, 4 
126.4 -6. 3 

8860.00 3219.0 -302.3 
195 . 4 -23.9 

8880.00 4659.5 - 239.0 
270.5 -.0 

8883.00 832.4 -.0 
284.4 -.0 

8900.00 4522.5 -55.0 
247.6 -6 . 4 

8920.00 4858.5 -357.4 
238.2 - 29 . 2 

8940.00 . 55 10.3 - 292.6 
312.8 - . 0 

8960.00 5336.3 -.0 
220.8 - . 0 

8980.00 3798 . 3 -269.7 
159 . 0 - 26.9 

. 9000.00 1966.5 -734 . 0 
37.6 -46. l1 

9020.00 440.4 -2348. 1 
6 .4 - 188.3 

9040.00 83.7 -5225. 1 
1. 9 - 334. 1 

·,:· ·.· , 9060.00 644~6 -5218,5 
.. . ' 62 1; - 187.7 

·"~ 9P80.'OO 1768:5 -3 164 . 3 
114.3 -128.7 .. ' .;_ . .. 

9100.00 

9120.00 

9140.00 

9160.00 

91 80 •00 

9200 .00 

9220.00 

9240 •00 

9260.00 

1 9.280.00 

2388 . 0 - 2309.5 
124.4 - 102.2 

2334.7 -2221~7 
109. O -119.9 

21 05.9 -2787 • 5 
101.5 -158.8 

1 738. 1 -2999 • 5 
72 . 2 - 141.1 

108 1.1 -36117. J. 
35.8 -223.5 

417.0 -59 15.0 
5.8 -367.9 

58.3 . -10955.1 
.0 -727.5 
.0 -19337.7 
.0 -1206.1 
.0 -24873.9 
. 0 -1281.2 
. 0 -27526.4 
.0 -1471.4 

118359.6 

53453.0 
J' : ~ -
~.: 

56464 6 ;~' ;'-' o , .... ~ 
~ :. 

59683.6 

64343.2 

65175.6 

74556.7 

80067 .1 

85403.4 

8 t Ol.S 

911 68.3 

91608,7 

91692 . 5 

92337 .1 

94105.7 

98828.5 

100934.4 

102672.6 

103753 . 8 

J 04170. 8 

104229.1 

104229.1 

104229.1 

104229. J 

:, 
RELL AC 

,O 

-178.8 

-178.8 

- 178.8 

- 178.8 

-1 78.8 

-498.0 

-880.5 

-1 182.9 

-1422.0 

-1422.0 

-1 477.0 

- 1834.5 

- 2127.2 

- 2127.2 

-2397.0 

- 3131. O 

-5479, 1 

-107011.3 

- 15922,9 

- 19087.2 

-21396.7 

-23618.5 

-2640r ·l 

-29405.6 

-33052.8 

-38967.8 

-49922.9 

-69260.7 

-94134.6 

-121661.1 

D. MASA / 
4.¡) ooo~. O 

• () 9,448.9 

': 21094.9 

, 31312.8 
-- .. _----

'40138.8 .. 

" 48180.8 . 

,} 529 54.9 

. 55584.0 

J.¡ 585 00: T'-

. ¡ 62921 .2 

1, 63753.6 ' 

. 68221.1 

' 72.722. 1 

'177939. 8 

. 83276.2 

86804.8 

. 88037.3 

-: 86129.6 

, 80988.2 

" 764 t 4.2 

"¡ 75 018.4 

75 096.9 

".' 75209.9 

.' 74528.3 

. 73266.9 

'. 707 00 .9 

'/65202.9 

54306.1 

, 34968.4 

i 10034.5 

-17431.9 
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• 

- . 
-49324.0 9300.00 .0 -31892~0 104229.1 -153553.1 

. .0 -1717.7 :. 5 G·.I t- r',} .V 
. 

-83724,3 1 9320.00 ,O -31~00. 2 104229, 1 -187953,4 
. 0 -1722,.2 31b ; 2~5 ' 7" 

9340,00 ,o -3 6176 ,7 104229.1 -224130,2 -1 19901,0 
.0 -189 5.4 :? .'~~ ~.~ / e >'f· (J 

9360,00 ,O -36466.1 104229 . -260596,3 -1 56367,2 
,o -1751, 1 .1 ", ::1 .; ', :;:. • ~!-; 

9380,00 ,O -3.3667 .9 1 04229 .1 -294264.3 -190035. 1 
,o -1615.5 ZC'¡. 'Ii -/ . '7 

9400,00 .0 -31131,1 104229 .1 -325395
1

.5 -221166.3 
.0 -1497,5 / / ~ .. 1': } j .. ; ' 

9420,00 .0 -3 ü343 ,8 104229.1 -3 55739
1

.4 -25151 0.2 . 
.0 -1 536 ,8 / :.' . .:;-) ..... -~. ~ . ;:" 

9440,00 ,o -28844,4 104229,1 -384583. 8 -280354, 6 
.0 -1347,5 JI j" I 6 í ':.: , ..... 

9460,00 ,o -30072 .8 104229.1 ,.,(\ -4146 56,7 -31 0lf27 • 5 
.0 -16 59 .7 

1 04229 .1 t,;..- -44497 ~. 8 
Ji; :: 92, rí/ 

9480,00 .0 -303 19 , 1 -340746.6 
.0 -1372,1 .5 1 I 2 ,5 3 , --1 

9500.00 .0 -26469.3 104229.1 -471445.1 -367215.9 
.0 -1274.7 ;, 2 / .::¡ / ..:/ . 

I -' ,,' / 

/ 

/ 
. .-: .t. .. ;;:.. -j . 

, • o 

_ __ _ _____ ___ _ _ . .. _ 0_. - _ _ ___ _ _ 
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CALCULO DE LA CURVA H!:S!\ DEL LEV .~NT1\:nEi'lTO TERR15STRE 

_ .:..:.3L:;::==::QGC.;}T~ .--
u 8;-700 .0 

366.64-
'N·'.~'·""""". "-,--' 8t720 936L~.3 

.: J.:" :' : . 569.79 
:.,------:,.------' 8t740 11715.7 

601.78 
9901. S 

388.4-
8892.0 

500.S 
8280.0 

327.2 
5152 .0 
188 .0 

3032.C 

I ~.'.'. ~ , 

.. 
," ~ -::. 

St760 

St7S0 

, St800 
':- _~ _.::.!.l.."""""," ' •. < .... -....... ; .. __ o 

" .~.;;;.'-',.- .' . -- St820' 

, , . 

8t840 

8t860 

8t880 

St900 

St 920 

St940 

8t960 

8t980 

9+000 

.. ~ 9-¡-020 . 

9t040 

9t060 

9t080 

9tlOO 

9t120 

9tl40 

9t160 

9t180 

9t200 

9t220 

11,,1+ . 2 
3239.6 
179.76 
4712.0 

291.Y-4 
5746.3 
2;J3.19 

5051.1 
221. 92 

5787.3 
356.81 

5661.4 
209.33 

3433 .3 
134 .0 

1800.5 
46.05 

726.7 
26.62 

266. 2 
. 0 

597.3 
59.73 

1806 .1 
120.S8 

2394.1 
118 . 53 

1962 .9 
77.76 

l 6!r!r. !r 
86.68 

1592.5 
72.57 

1c41.6 
31.59 

494.7 
17.88 

17S.8 
.0 

a_ 

. U!:'Y :'"'b" =:::z~e§"~' L:~=:m&1dl~=r,:jB~~"f+' S~~F ':'~ ~.JD%- v ~-:..: A8 RELL .48 ' . ni! ;. 

. 0 .0 .0 400000 .0 
-":\4- .31 

-3f:í.3.1 9364.3 -3LI-3 .1 409021.2 
.0 
.0 210S0.0 - 3LI-3 .1 420736.9 
.0 
. 0 30931.8 ~ 343 .1 430638.7 
.0 
.0 39S73.8 -343.1 439532 .7 
.0 
.0 481 53 . 8 -34-3 .1 Y-47810.7 
.0 

-313.2 · 5330 5. 8 - 656. 3 452649 .5 
-2~ · 32 

- 3+6.2 56337.8 -lco~ . 5 455333.3 
-3. 5 

- 352 .9 59577:4 -1357.4 458220.0 
- 31.79 

- ] 17 .9 64289.4 
.0 

-30.7 70035.7 
- 3.07 

-'c2C.3 75086.S 
. ') o 96 - .J() . 

- 389 .6 80S74.1 
.0 
.0 
.0 

-[,38 . 9 
-43.39 

-1194-. L, 
-75.55 

- 2483 . 5 
-172.S 

- 5767.5 
- 403 . 95 

- 6060 . 2 
-202 .07 

-3800.7 
,-17S.0 

-3369 .1 
-158 . 91 

-340 5.1 
-18 L 6 

-'+590 .5 
-277. l '5 

- !,419. 6 
-16'+ . 51 

-4438.9 
-284.38 

- 6697 .3 
-385.35 

' -:"11500.2 
-764. 67 

8653 5.5 

89968 . 8 

91769.3 

921;'96.0 

92762.2 

93359.5 

95165.6 

97559.7 

99522 .6 

101167.0 

102759.5 

103S01.1 

104295.8 

104474 .6 

-1675 .3 

-1706 .0 

-212ó.3 

-295Lc .S 

-6632.7 

-124co .2 

-18460 .4 

- 22261.1 

-25630 .2 

-29035 .3 

-33625.8 

-38045 .4 

-42534.3 

-49231.6 

-60731. S 

462614 .1 

468329 .7 

472960.5 

47835S.2 

484G19.6 

487014.0 

487620.1 

485863 .3 

480362 .0 

474899 .1 

472904.'5 

471929. 5 

470487.3 

467541. 2 

464714.1 

461266 .8 

455064.2 

Y-43742.8 

• 



~ ... ";01' ce :·{"r~ ····- ·- --- l{E:cL- --CT)":.1"TS -- _~c---- Rf'TL 1\'""' 
D. J.! ,A S1\ 9t24D 1 n le5 6 41+ Le r ~L _ v ----- ---:--- - -

.0 -_~o-, ~ . C) 10, '7:.6 -78777.t1- 4-25697.2 .0 -..1-03,;'. 09 
9t26O .0 - 22503.2 10l1-474-.6 -101220.6 4-03194-. e .0 -1210.4-3 

... __ . - ._- -- 9t280 . 0 -27339 .5 10" l...71.. ,- -12367C.1 375804.5 .,., •• 0 
.0 ' ,-'2'-¡ r-' r, 

l()4-1.:~4. 6 
-.L ) o.)¿ 

9t300 .C -]20i35 .0 -160'1 55 .1 3~-3719.5 .0 -1679.98 
9t320 .0 -36632.8 104-4-74-.6 -197387.9 30'1086.7 .0 -1983.3 
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