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CAPI'l'U LO 

APROXH1ACIO NES y ERRORES ___ _ . __ • 4 _ ~ 4 _ _ _ 

1) G E N E R A L 1 ~ . D E S 

En el de sarroll o del pre s ent e c apítulo se trabaja.rá sQ 

lam ente con cantidades que pu edaJ1 representarse por núme-

ro s r eale s .-

El objeto que se per s i gue es el d e dar co no c er lo s 

e rro r es cometido s al apro xi mar canti dades en e l desarro -

110 Ce a l c ún c~lculo ; co no usua l ment e l e s uc ede al calcu 

lista , cuando tre.baj é' con c n tidades i r r a cionc.l e s o con 

cantidades sus ceptib l es de ~edici6 n . -

En In geniería, Es tadí sti ca, T~cnic a, Agrimensura , e tc., 

e s i mperio s o co nocer los erro r es cO hle tidos , es decir ap~~ 

cia r la eyac t i t ud po s ibl e en los r esultado s . -

Un e j emplo sen ci llo (e lo an t e rio r men te expuesto, se 

pu ed e ver en la f6r;nul a que 0.e terilüna l E' superfici e d e la 

esfer a . . 

En e l ~i embro de l ~ d ere cha de la i bu a l ¿ad (1) encontra 

.HOS t r es el e.s e s (e nÚílle r os , secún la teorí a de l as apro x! 

!naciones numéri cas a saber: 

El núme r o cuatro (4): n úme r o entero, exacto.-

lÜ v alor p i (1r ) : nfu,lero irr acional, se consideraré. 

ex cto con un núme ro in f i nito de cifras dec i mal es . -

El valo r e rr e (r): número racional, que proviene de -
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una medición, por tanto es inexacto pu es us~nos un valor 

apro imada , tan bueno cuanto ~~s cuidadosa haya sido to-

mada l a l e ctura al e fectuar l a wedició n. -

Es ló gico que al susti tuir lo s valores en la expr e -

sión (,) no se tO ;!1ará par a. 'fT , iJ1 8S que un&s CUél.ntas c i-

fras decime l es , p u e sto que , to mando ill uchae de e llas, la 

v ariación en el result c do tendria un valor insi e n ificante; 

en otr as PéÜc bras, <.le rr sólo intervi enen s i [:;nificativa-

men t e en 01 r esultado las tres o cuatro p rimeres cifras 

decimal es. 

De lo anteriormente expu esto, se ve que continuemen-

te e stélJilO s traba jando co n r esul taclo s c.p ro x ililado s , es de-

cir , can tidades su j etas ~ error . 

Lrror Ab soluto: 

Se ll a¡;1él. erro r abso l uto c e una ma.gni -

tud, a l a d i fe r enc i a que se obtiene a l r es tar e l valor -

exacto de una cantidad ( ~) de su v alo r aproxi mado (x ,) , 

y se e scribe : 

ó = x - x 1 

Algunos autore s , se expr esan de la s i c u i en te mane r a : 

Si ~) Ú la m~gnitud (e ( ) ti e ne un valor BDro xi 

mado por eyceso . -

Si II <: O la magnitud d e ( x ) tiene un valo r apro ~· i 

llI ado por defec t o . -· 

Brror Relativo : 

Se llama erro r rel ativo ( ¡ ) d e una -
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cE'ntid~d (~: ), c '-yo v~üor 2pro ,' i mado es ( x ,), B. l a razón 

de l crror abQolu t o a l a cantidad (x); su valor ap r oxima60 

muy p ró x i mo es l a razón de l error ebsoluto a l a cantida d 

apro ximada ( x ,) y S8 esc ribe : 

5, -Q -
!!') 

--- ' " 

Se pU8de obsorvar qUG es e l e rror r e l a tivo , 1 qU0 -

nos forma l F idea de I r m2~nitud del erro r cometido , p u c§ 

to qUG compara la raz6n de apro ximac ión con l e cantidad 

en l a cual se ha cometido e l e rro r. 

Erro r Porcentual: 

El erro r po rc entu2.1 8.:3 e l vela r c',e l 

er r or r e l ativo, expr e s ado CO t;¡O un )o rc enta j e y se e scrib e . . 

6 '. = ' 0 0 b ( ~. ) 

La Cota : 

Entendere~03 po r cota, al hecho d e aproximar 

e l error e' un 2. uni c:.ac1 tú l que nos pe r ú'lita vi s ualizar f a cil 

mente l a cu nt i a de §l . -

Un cjemplo sencillo pe~.li tir~ ac l a rar los conc ep to s -

ver tiQos anteriormonte : 

Si 81 'l lar Ó (3 la super ficic l e unE'. esfer a. , <::.9. 

t . t . . 1 f ' 1 A - ¡, ])2 a Le erilllna~o ~or a ormu & = - . 1 , un valor aproxiin~ 

do Je ell a pucC e sc r : 

Dete r Llinar el err o r a b so luto, relativo y po rc en tua l -

que se ca Je t e al usa r el vela r e.pro -i maelo de l é fó r .,m12 . . ·-
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.so lución : 

Es evi dente que e l e rror que se com e ter~ 21 d~ 

sarr o lla r l a fó rillula , depende ¿e l coefici ent e que se t o me 

. . ? 
pa r a .lF . 

Tomar eil1o s a /r = 3 . 141 6 = x ( COi!10 valor exacto) 

la fracció 2) ) . 1250 = x l 
8 = 

Paro deter.J1inar el error absoluto, he,CG.!IOS uso c;e l E' 

f6 r mula ( 2 ) y sustitui mos v alo r es : 

Sust i tuyendo : 6 = 3 .1 25ú - 3 . 1416 = - 0 . 0166 

-

Entonc e s /), < O Y dec i Jll03 que e l e rror e_bsolut o incu -

r rido e s de 0 . 0 166 apr oximado por defec t o y s e escribe : 

¡ ~ I = 0 . 0 166 

Ahora se p roc ede a detar ,il1ar el e r r or rel a tivo usando 

le. fór .l1ula C») : 

,susti t uyenCto : 0 . 0 166 0 . 0052u 6 = -7 -,'-L'-;;-r = 
J . ~ I o 

Tal ando unD. ap roximaci ón ele l e rror ( co t e: ) que nos per-

,-ü t a iden ti ficarlo ré'pid.:: ¡len t e , '10 o.C,10 G deci r qUE:: 

El e rro r relé! ti vo ¡ < 0 . 00:; 

y cal cnl ndo 01 error porcen tUe: 1, tene¡¡]o s 

¡ .. ~ O . 6 ~· 

<uc es l a fo r úlB usual , m.?s utilizada , de expr esar e l 

error . 

Con ob j eto d e trabajar ii1 ~ S fé;',cilme nte co n c a n t i dades 
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aproYimadas : suel e derse co~o cota d e erro r, eproximacio-

n es 1 déc i i.l0 , a l centési t!lo e t c . , es dec ir s e expresa l a -

cota co~o una f racción del tipo 10-n (siendo ( 11.) un entero 

·~)O si ti va ) .-

En c ene r.::.l se dico: l; ;o~UC un n ' ¡J s ro aproxililcdo tiene t2. 

fas sus ci fr as e xactas si e l e rro r co n que es t~ afectado es 

inferio r a uné' unidad l:sl úl ti,,10 orden de l as oua co nsti -

tuy e n el 
, , . 

numero " • . 

Asi por o jcmplo, s i e l v a lor (lG ii con s i e t G cifras de 

cimal e s es j . 1415926 el e rror ~ ue s o com o t er~ al conside -

, r - ! / -6 r ar solo s e i s cifr a s d e ci ,i1 l es s c ra (c \) x 10 ,,1 0 Y ds:, 

-c i dO S qt18 e l valo r de ( 11 ) con SGi cifras dec i i1l e les os de 

3 .141 592 con todas sus cifr as exactas .-

DEFINI CIONl..':; 1EL f'POBL~; IA DILt:C 'l. y D~L .t-b'OBLl. ·iA L~VEhSO • ~ ~ --- _ _ o __ • • - , _____ • _ _ ~ ____ ~ 

1EL CALCUl.O DE :SI RORES . 

Probl eme Directo : 

Consti t uye e l l) r obl ema d.irecto del c~l 

c ulo ele erroro s , la c~ e t errt1in actón eJe l er r o r del nÚ'11t:l rO qUG 

s e obti enG COI.IO r e sul teJ o 21 o fectuar operaciones con aproxi 

macio n es 
, . 

num 2 1~l c as 00 e rrores c o nocidos; en una función q u e 

depend.e de v ari&s v 8 riables A ( y, y ,z) . -

k rob l ema Inver so : 

Consti tuyo e l p r obleÜlé'. i nve r so del c a l 

culo de errore s , e l hec ho d e p r e fij a r el e rror de l result a 

do o n una función que «eponde de varié.1s varia.bl e s sujet2s 

a e rror A ()~ , y,z ) , (lctenl1n ando l a cpro xittlé1.c ión con q u e de 

b e n se r ne d i dos los v a lores x , y , z . -
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TALES . 

Sean x a y rlo~ valo r oE exac tos cuycs apro xi macio n es 

son respectivam ente x e v los errores absolu tos de C8.-~ , J , , 

dé' valo r serán : 

06, = x, - " x, = 6, + X J , 

o b i en ( 5 ) 

6 2 = y - " Y, = l:l. 2 
-, y , J 

y efectua ndo l as corre spo ndi en tes o)eraciones , se 

ti ene : 

x , + Y, = ( 6. ,+ x ) + (L\2 + y) sustituyendo de (5) 

( x , + Y, ) - ( x + y ) = ( Ó. 1 + ~ ) ordenando térnü nos Y -

d i c i endo : 

El error absoluto que se com e te en 1 2 SUlla apr oxi m&d a , 

er' i gual a la sumé.'. de: lOE erro r es ab solutos dE. cacle. uno de 

l os té r Qino s qu~ i ntervienen en ella . ·· 

x, - y , = (D 1 -:- x ) - (~ 2 + y) susti tuyelldo dE: ( 5 ) 

( x , + Y,) - (J~ + y) = ( Ó , - ~ 2) ordene.ndo té r mi nos y d i 

ciendo : 

El e r ror abso luto Que so cometo en lE res~a aproximada, 

es i gual a 1 & di f e r e ncia d ~ los error03 abso l utos de cada 

uno C; e lo s térIiüno s que i n tervi enen en ella . -

Deberá observprse que si se t i ene A 1 = Ó 2 e l v a lor 

del erro r absoluto de l a r es ta apr OXi nlada , serÍé,' i gual é' 
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c ero , l o q u e natur z~~en t e e s i rn ~osible . Aten d i e ndo l a no ­

t a q u e a con t inuaci6n s e da , e s t e p r o b lema p l a nt e ado que ­

Ga sati s fac to ri Q~ent 8 resu e l to . -

No t a : En Gen e r a l no se cono c e si l o s erro r e s l o son -

por e ):c eso o po r de f e c t o y por t anto par a l a s uma y r esta 

a p ro x i me.d as deb e r a. t om2 r se como " ca t a sup eri or de l e rror 

o. l a S Uill B de l os e r ro r e s d e l os n ÚlJ18 ros que s e han sumado 

o r e s tado ; 1 . .. 

Por t a n to p ara l e re sta s e 6~pre s2 e l resul t a do CO illO : 

+ 16 1 2 

c ) Prg.d.l!.s:_t9_ Apr<2)~i.rl1_2dC?_ 

x , Y, = ( Ll. ,+ x ) ( 6 2 + y ) s usti tuy endo (~ e ( 5 ) 

( x , y , ) - C' .y ) = ~I ~ 2 + y 6 , + ~ 1 ~ ¿ l.1Ul t i p l i c ando y 

o rden c..n do t é r j¡li nos . 

To mando co t a s superiores de l o s e rro r e s , el ~l timo 

t é r mino ,6. , Ó 2 es muy pe quei-.o frel1te a lo s do s primero s 

y por t an t o pue de de s p r ec i a r sG , q u edando l a exp r esi6 n : 

ló l ¿ x ~ 2 + y 6 1 + 6, , /j 2 ~ ' - , ¿) 2 + Y, II 1 

y cl i c i e i1Cl0 . 

1,1 e r r o r [.bso luto que 3e come t e e n uné' mul t i pl i c a ci6 n 

&prO;~iElé' da e s "' p r o. i iiléH1é l!le n te i l,u él l a la sume. d e l procluc·-

t o d el 2? r i me r fa c t o r po r e l elTOl' d e l .segundo y elel s egug 

do facto r por e l e rro r de l p rime r o . -

d ) S:;o <;:,i e.n.t .e_ A p r o x.i .l.'!..E'_do 

Pa r a d c t e r~in a r e l err o r de un 

c o c i en t e convi e n e rep r esent a r l a i f e ron cia ( que r ep r e sen t e 
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,, 1 e r ror) entr el coci~ntv cpr oxi m"do y el coci Ln t o C}~C 

t o , l'e.. l E' s i e; li untv J!li'ner2 . 

Ó 1 + x sus ti tuy endo de ( 5 ) 
= - - --- -

y Ó 2 + Y y 

y ( l~ 1 + x) - x ( Ó 2 + y ) 

= ~-- ~.- - --

Tom::ndo cotc-s s uperi ores elE:: los velores rbsoluto s Le 

~ 1 Y Ó 2 ( G los c u~1,-3 no se.. conoc",n l os s i gnos) y .es 

~, rGCi ;-Ddo e l t~rl<1 ino y 16 1 2 10CO s i gni ficcti vo Gn ul re:: -

sultr do) so t i one : 

1ó l 

Y di ciem o 

El er ror ,bsoluto Cju ,-- se COJill: t 0 '11 UDE' divi s ión e pr o xi 

Tt1<dc e..s [pro i~im,d2 lCn te i : u2,1 :- 1 " Sum é de l pr oducto del 

di viso r po r ,,1 error del p0r 01 (; rro r d\J l c·~ ividcndo y de l 

divi ~cndo por el ,-- rro r dG l diviso r , ~ ivi di do to cio po r e l 

d i viso r Ll cv cóo ;1 c u~dr ~do . -

No t é' : DebL o bsc rvcrs,-- ('u", son <pr oYi mc cion-.;s ( ... ,--1 e r ro r 

r b so l uto , lrs de~uc cionl:s que se ~"n hscho p[ r~ le aulti-

pli c cc ió n y l E' división . Con ob j eto de feci li t c r I r epli-

cé'ci6n do l ns r Gg1 2s e l cc l cul i ste , l ES f6r nul t' s se h , n 

simplific rdo el ~ f xi Jo; m6todos b~sé'dos en co nc ep t os de 

C~lc ulo Infinitcsi illé'l pc roitir~n Gon er cl i z2 r 1 < d· duccL6n 

d81 0rro r en cUclqui e r función , A ( y. , y , z) . 

El enflisi s segui do en el cflculo de e rro r es , pe r~ to 

I11,T v é'lo r cs ébso luto s de los crrorus cometi do:::; <;11. l cs 
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diferentes maGni tuees gue int e rvi enen en una operac i 6n; -

cuando no se conoce si estos lo Go n ~or 6YCeSO o ~or d e -

fec t o , se mu estra cl a r &mente s n l B suma y r es t a ?]r oxi ma-

dc3s . -

Sea : 

8, = Ope r cci6n ppr oxi mada 

Par le apro x im2 c i 6n ea 1 2 cu~l ca óc scono c e si es ,or 

defecto o exeo so , se usa : 

y e f ectu ando l ES oper2cio n e c : 

= ¡S , - SI = 

= le x, - } I 
1 6 s l ¿ I ~, 1 

y)! 

+ 

(x ± y)1 

+ Iy -- vi 
" -.J • 

I st e r esul té' C'O no s i nd i co. q Ué al tomar lo ,=, v alores 812 

s olutos de lo s e rrores ¿e los fa cto r es , es t a~o s to~&~~O -

( dent r o ele 1 [' sCL ,uri r aa) una co ta sEDerio r del e r r o r . 

Co ~O se ob s e r v a f é'c i lmcn t e ~r l o 2nt er io r . 

Do l as consi derac i ones del art i culo 2 y d e l a r t i cul o 

ant e r io r obtene~os los s i Guient es e r ro r es relativo s , -

2 ) SUtl1é ADr oxime da : 

a rti culo ~ , inc i so a 

b) Res t a Aproxi l ade : 

.. 



-l Ü-

e rti eulo :; , in-

e ) ¿ roducto ~~ro yi m2do : 

~6 ~+ y ~ . l_+. ~-Lb 2 = 
Yy 

a r t í cul o 5 , i n c i s o c . 

x ~ 2 

x y 

ci so b . 

+ Y6 1 + 

xy 

y s i lo s e rror o<=; r e l a t i vos de lo s fé'.etores so n: 

6 .1 
= X e l 

x 

y 

Al 
x 

~2 6 C2 
susti tuy e ndo, obt Gn eu os : 

= y 

$ e = ~Cl + 6C2 + ÓC 1 

c'e s p recié'nc1o e l rll t i lJ10 tér ll i no b. c
l 

r -"e/ e. por s e r ln uy pe. 

que :-1O CO'l1P c.T é,C'O con lo s otro s elos . o htene ,,¡o s . -

y s e d ic e que : 

El e rror r '_lativo d e un producto é' p r oyimado es apr ox1 

me da mcnt 2 i g u81 é: l r s um.s d8 lo s e r ro r es r e l e tivo s de l os 

fLctor es . -

(1) Di v i SiÓ:1 A ~)ro Timé C.E . • 

Y 6, .. 
·x- (y +,6 2 ) 

V 
J 

x r t í c ulo 5 , inciso el, y e f ec 

y tu['.n c·o . 

6 2 

i11ultiplicé'n c:to y divi üi onc' o po r ~' t Gn eifios: 
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é'ho rG" b i (;n si : 
-

1 e 
d 

D1 
O = y \ é'mbo s fé'.ctorss . > 

6 2 
f 

~d2 j = y 
./ 

S G ob t i Gn e : 

Aho ré b i e n Lc;ncrDlm e:n t e de lo s orro r e::: relé'tivo;:; té'm-

poco s~ conoc a 01 s i gno , ~o r l o q u a convcndr~ co n s i d e rar 

v alores absoluto s pe Té' .~ d
1 

Y ~ d2 e n 81 nUl!1 e r a dor y 

tene '!O s : 

+ y se d i ce qU(~ : 

E,l e rror r c l etivo ce un cocL:. nt e é'p rO XimDdo e s é'.pro;~.i 

m2.dament e i [jupl e. lé sumé de l os v alor e s abso lu tos 0. €. l o s 

e rro rE.. :: re1 2t i vos c1c: l c ividc:.ndo y 81 c.i viso r .. 

;:..r.ROEG,S . 

El cálc lllo I nfi ] i t osi lOél 8S un arl!l2. valio sé:- 811 12. esti 

méci6n de e r rore s . Se estudi ~r ~ prime r o , l~ ~prOJdillé' 

ci6n d e e rro r en un~ f unci6n continué'. ccl t i po y = f(x) , 

pare lUego, [.en orFLli z,ar 6n uné' fun ci6n A. (x,y , ::..) dc'du c i E:!! 

do una f6riilu12, fun G é'm2ntLtl q u e [)er.l1Í té. re s o l V8r 12 1 pr o bl~ 

me dire cto e i n v e rso ~c l c§ l culo de 0rroroa , e n un e f o r mé' 

senc i l l a y ~til . . 
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CALCULO DIFEE~~CIAL . __ o _____ _ 

En e l e studio de d i fG r~ncial es en e l C{ lculo I nfinit e -

sime l e l s i illb o lo dy/dx r e presenta l a pri mera deriva~a Ge 

una funci6n y = f ( x ) y se a no té' : dy/dx = f' ( y ) . 

b st e v E.lor Y-o;J r oscnt2. al l i ,il i t u (e l coci e nt e 6 y/ 6 ~ 

curnc'o 1\. ') __ o ( 0 1' tien ci ,:: 2 cero , . 

lü es tudio de: life r encial es i nte r p r eta sepé' r '. am e nt e 

& c".x y d. y Y s i f e}) = y ' es 1 2 c1c riv""cJa C~6 f e ; ) = y , 

s i e n c' o 6 ~, un incre ,len to e r b i t r ari é me n t e c:; L '_Ci c'o , la d. i fe. 

r cncial l~ e f (x) r E.p r e :Jen t .::cla 1,)or 01 si 'lbo l o ef ( Y) quccc.r[ 

d ~ f i ni ,',o po r I r i gu n,l dr d : 

A hO Y E bien , éJ une 'lélTié' ció n 6 ) Ce lE v . rie b l c inde-

pendi ent e , co rr ,::,s"Joncc:. Ul e v 2ri ec i 0 n 6 y de v nl o r lnuy p r§. 

xi 10 O 2 1) r O)' i ,ilé: (l,a,,1 f.nte i l. ucl r ( • y. s i end 0 x 1 2 v['ri é b l e 

in '2pEn~ icntc, se "Ju e{c Epro} i~ 8 r y t e n er : 

~' u6 i CJ:1c;.0 .:.nto ,lC U S CGClr , é' E: e: l e I 'ror Ebso luto cO~!l2 ti 

00 él de t e r .l i n é:r 1[' [ unción \.: 8 

6 y :;:: ey = y6 x ( f.R ROR L;,,sOl U'll() ) 

Con obj e t o,de h ace r mf s cl l ro lo [n t ~ rlor , se p U0dc 

i nter ) r e tar u~omctric ~illEn t 0 1 ; [pr OXi ill2c i6 n ~c 01 ln cre 

men t o 6 y é, 1 2, di f8 r enciEl (' y . -

Con s truy 'n do lr curVé y = fe~ , ) > s ii,nc',o r y, pun to s 

pro x i ,¡ o s G0 I v curVé , " 
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y y = f ( x ) 

, 
. ¡;;>4.. , 

I 

, I 

o 
Ficurr' A 

C~J.: = PB = 6 :y en t ollc es 

CS i: equ c;)o . -

Esto c:.. 3 qU 2 .s i se desc é ;¡ .E,l v elor C'p r oYimec!o Lcl in-

c reme nto y de une func ió n (:s .ol É.S fé~cil c é' lc ul é. r el V2.-

lor (.c; 1 2 d i fer e n cull o.y co rr csT)o n dL.ntc ~, c,tl·~l e2.r est e 

v élor . '-

Para c J cfl culo del erro r rcl ¿ tivo, b2ster~ r e cordar 

q u e vien e de. o "Jo r ~ 16 1 ( rr t í c ulo 2 ) , lU8"0 ;Jor di-e) = --x - o 

ferenciales se ré.' .. td ;:¿ ~ (iy oquiv2L ::nt e él c~c rivar lo e, rí t 
y y 

mic o.me n t G l E' func i ón y = f( x) y s e escrib iroS. . 

d.,;y: = d lny 

" oJ 

( l:;f hOR; 1:,1;. 'TI ve ) 

10 que s e p UCl c. ex'p r csa r como : liJ:!.,l erro r r e l a tivo d E: 

un E l1lE·tnitud 'T = f ( Y), qu e c..c.pen'l:: ele; unE. v é.-ri2bl c: y él I e c · 

t ~d~ por un ::: rro r 6 )( , GS i ¿;ué l e l o" clerivad2 G.Gl lo ca:rí.i 

. .10 11 2 t u r el 'e l r fun ción ln f( x ) .úul , i pl ic 8C1E l)O r 6 :;. = ci~ . . 
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b S convenie te Fc l a r a r e8 t os conc ep tos co n l e r e so lu-

ción de un e j e lnplo sencil lo . ' 

De t 6 r ú1in c: s e e l e r ro r ab s o luto y re l a tivo , CO lne 

t ido en e l c flcul o d e l f r e e ( 0 un c UEdralo que t i e n e , o r 

l ac a 5. 5 c m. ~ed i do c o n un e r r or meno r que ~ edio milime -

tro . Det e r ,ti ni se e l fr ea apr o ximéda. 

Ar e a d ol c1l2drr do A 2 
= X 

1!:rror ab soluto : di = 2 "X el ): = 

5. 5 u . 05 0 . 55 2 = c: x }' = C la 

J o r t [ nto e l ~ rea ser~: 

-,- 2 2. 
t = 5. 5 + 0 . 75 = (30 . 25 1 O.55)cm 

Er r or r e L . t i vo : 

dA 
A = 

2 : e } _ . . . - = 2 d x = 2.)'. _.0 .. 05 
x 5 . 5 

2 c m. 
x 

y se obser-vD. qU 2 e l e r ro r r e l a t i vo cC'r.1c ti clo ..o n (,1 cÉ,l c u 

l o d e l É'r e a d e l CUé' C rado :; c~ el dob l e d Gl 0 r ro r r e l é ti vo en 

Metido '.1 medi r el 12(' 0 x . -

:E.~ ' Ll en eÚJ J JJ{ .u:r.1 ~j .:: ) . . .. - - ~ --

CO l!lbin é' n do el J:c'o r emé.' ('e l " 'h~ lor dacio' 'y e l co nc ep to 

cl.:; ¡¡Di fc r c nci c.l To té' l ' \ :;:>éTP f uncio n e.::: d e do 8 o ,,¡ ás vari c?-

b1 8_", ce l c21 c1 1.10 dife r encial, SE; obti c- n e un a ('}:1 r esión q u e 

debe con si~cr ~r sc como rundé'~cntel pcr é.' el cálc ul o Ce e rro 

r o s , no i ,,],o rt endo cu2.1 S0':. el :1úr.w ro ct e vari[blc~ que i n 

t c r v (m gc.n . -

~l Toor e~a de l v plo r mGdio a 8 
I 

':; YDr CSé' é' S l: 
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f ( b) = f ( a ) + ( b - E, ) f ' ( : - 1 ) 

f (}~). _ - _ .f __ é') = f I ( : 1 ) 
b - é:. 

a bi en 

( 6 ) 

:c,n don ti a 2 y b son v a lores correspa n d i ente '- a uos PUQ 

tos e l uné curvé' canti nue y = f ( ~ ) medido s sobre e l cj~ 

c'ce l E s "" , ta.l co/no 

corapr o b é:.-

. /\. ~-b .., •• L.J¡ c:. - .... c .. 

trc a y b entonce s . 

" '1 = é' + 

e t:l. 2. 
.,: n c~o11dc () E;.b unE 

a 

fr 2 c c i611 p r opi a. po si -

b 

Sus ti tUy Gll do 13 11 ( G), po (e l OS e :zpr cséT el Tcorc!TIc del 

v elar le di o , COillO : 

Se consi der~n funcion ~ 8 J c do : o ~&s v a riablas 

SeS l e' funció n ('_ l a:;:, VéTi'-b l e: - u = f (: ; y) 

y los i i:cre!¡1E- ntu s G 2 11 , )' , Y __ ._ 6 u, 6 :::, 6 y 

Gn t o nc Gs : u -1- 6. u = 

6 u = f ( j" + 6 : , y 

f ( , . + A , - , . . _ -' t-l J ) 'j 

. 6. y ) - u = 
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C01JIO s e puedG v e r e n 1 2 ex::;¡ r csi ón én t e rior h e.y dos c' i. 

f a r e nc i as , 2 l es cuales pod e .~s eplic2rl es e l Tuore~2 dGl 

{<'.lo r Hed.io, como SE: CJ ,rcsc. 8n en . 

c. = x 1\ _ 1\ " 
~ - ~ ~. y + 6 y = ct e . 

c. 

y pp r2 1 2 segunde dife r enc i e 

é = y x = ct e . 

Obtene~os , sustituyendo d o (7 ) 

Con lo que so h& ob t ~ni do sucesi vamente l as de r ivadas 

pErcia] es co n r,:;spe cto 8 ;\)/; \ 8 d y: : , que son cont i nué',s pél.-

r L. ;' X '; e "y ; y o u e h 8!JIO S I I p,m2..do , f y f r Gspec t i v e .• ílent c . 
). y 

Ad omps s i 6 ) y 6 y son ra l ~y peque- o s ( t i e n d.Gn 2. co r o); 

como lí.olit e c om ú n, 10 .'3 coe ficL:m t cs c.'e 6 x y 6 y tcmc~e -

r§n E f (x , y) y fy ( x ,y) , cn~o se puoCG comprobar en la 
x 

GCl.lé·ción ( u ) II ~ " 

y pOd GilOr; escribi r ;12ré\ céldé'. un E' dE; l .:=-s clerive las pE,r 

ci 81 0s obtoni l.~ 2S é.l t e riormGn te . 
'\ 

f ( x + f) 1 6 ~~ , y + 6 y ) = f ( y , y) +{ I x x 

+ é, '> (9 ) 
f ( )' , y + $ 2 6y) = f ( } , j) 

r y y 
.-/ 

en do n L.C E y E l son i n f ini té S 1.:lO s tal es q u o : 

l í iTI . E y l í m. e = o CU( ;-ll~O 6 ~'-'»{) y 6 y _ o <... 1 

en t o nc es .suSti tUy8Jldo <':i) en ( ~ ) t e n e;.los . 



-17-

y (~e s:D r 8 cinndo en e l s Gundo " i embro lo s té r "üno s t e rc c ­

r o y cuar t o , 1 2 c~ifer e l1 c i vl tot-:l c~e ¡¡u ll , q u cde.rá de fini da 

po r 01 v §)o.r . f.pr.o_:;s.ili:!.é _C~o : 

d u = f ( x , y) 6 ¡: + f ( x , y) 6 y x y 

y tomando v elo r e s nbsolutos lo qu e nos de co t es upe-

rio res de 1 8s deriva~as p~rci21 os , s e ob ti ene l e. sig ui e n-

t e 6 rlJlu1 2 fun da,ll c ntel del cflculo do e rro r e s . --

que :)odeh1o s presentélr en uné' f orma "l ÉlS f a cll (le visuali-

Zé'r, s i r epre s e n t é' ,lO S : 

f ( x,y) por U,. ( de rivé'.d2 p2 r c i a l co n :ce specto & x) 
X .r. 

f ( ~ , y) Do r U ( d e r i v da p a rci a l c on respe cto a y) 
y y 

( 10 ). -

(D eber ~ r eco r de r sG que ~st[ fó r mula es v~lida p a ra 

cua lqui e r n{uno r o c.c v ari a bl e s) . 

Le s fór~ul [ d~l é'r ticulo 5 , S6 obti e nen facillJlcnt c 

con l e. 2plic8ción de 1 & GJp r esión enterior: 

SUúlé' H:;::¡ r oximéclé' : 

Si u = x + y 

U = 1 U = 1 x y 

Su s ti t u y cndo e n ( 1 e ) lu ul ~ 16 xl + 16 y l 

Re ste Apr oxi me.d ".. : 

Si U = x -- y 

U = 1 U = - 1 x y 

Sustituyendo G11 (1 0 ) IÓ ul ~ 16xl + IÓyl 
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E' roc1u cto Apro xim é:do : 

Si TJ = X Y 

Coci e n t e Ppro: ' i illa~o : 

Si 

Susti tL~yen(l o e ¡ (1 0 ) 

u = y 
X 

i] ~:' 

= 
Y 

U 1 = Y 

u = x y 

U y = 
x 

2 
Y 

= J y L i A_~-' _ .~, I ~ l .. _ ,l. ~ ..YJ_ 

1.; I FER J~N CHL TOTAL . "'_._ 0 _~ _ _ _ 

2 
Y 

Un l,létodo p ET o? r e solve r e l probl oma c irc cto del C~l cu-

l o el e e r rores , en un E función A ( x , y , .¿ ), consist e en ~ -

tar las di fore n t es mé: r;n i tucles que in t e rvi r.m e n e n (ü léc, es tn 

bl e ci endo un a cte8i guelcl a d d e tre s mi eillbros , cuyo v a lor c en 

tr&l s o r á el des e 2.do . 

Est e i:l c;todo es basté' n t e gcn orDl i z a do; e s o..de • .tÉs , SC¡}U-

r o ; a unoue e~i ee ~ l dobl e del tr2b~jo . · 

Co mpercdo 81 ¡(-todo (;.8 é'cote.c ió n con el d e., c. i fe r encüÚ 

tot a l podr~ no te r SG l e se gurid~¿ qu ~ p r e senta o. e l cflcu-

lo y cl1r..:ciE'T q u \:.. s u a.esc rro llo (;8 J, 2 .S l aborio so •. 

P&ra wc yor cOillp r onsi6n da l ill &todo y p2 r2 e f i rmar lo d i 

c ho anterio rm ent e , se p r o pon t:: el sigui e nt e e .j o" lp lo : 
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La expr esión elCC~ UCi 0.é' do l é'. fórnul c. de bernouilli, Pé -

r p l a velocida( el e un fl uido Efecté'.dé' do un f é' ctor de co -

r e cción por 1 <. p~rdid- d e v e locidé'.d Cv ( coefici ent e de vel~ 

cid2d ) es , v=Cv \l2gh . Smi th y Jé.Cl ker dcte r mi né'.ron e l vclor 

de Cv pé' r C'. un ofi f i cio de 19 i11úl . e n Cv=0 . 955 , si "h: ' y ¡¡gil, 

se mi den eXp(;riEl~n t é'.lmente con un orror pé' r c. :Ill " meno r que 

2 0 . 05 lTI . Y pé'ré' g ll1c:nor que 0 . 02 111 / SC0 , doL. r mín c:sc: el v ( -

l or de l a velocidcd y e l Lrr o r abso luto , s i ~ l v olo r de h 

de 20 . 00 ID Y e l de. ~ 9 . d 1 ~/seg2 . _ 

Ieso lvo r e l lJrobl eme plnntGé"o é'plicc.ndo e l procodiHlieQ 

to do .:-'cotc ción y e; COnC 0:9 to de. Dife ronci'.l TotC'.l . Co ¡,lIi' re!!:. 

se los r~sult~ do . 

Solución iJor el !tlG t odo oc Acotr.ción : 

1 s.!:. P['so . - Su plc n tGé.Cn 1, s s i Gui .::..n t0S dcsi gu , l d, . des . 

0 . 95 < Cv < O. )6 

,) . 79 < [; < ') . 33 

1 -) . ~5 < h< 20 . 05 

No t é' : COtilO en es t e Cé'.80 , debo r c cor-

d n r su , qUG 811 gún err l no s~ ospcci-

f ic é'. si 01 : rror lo cs por exc eso o 

por ~0 ec to . Sste; hecho es l o 0UC dé' 

vé'.li~ (;z El ~~todo . 

20 p<.so •. -PIEn t c(', Ü cn to de l . de sicu,l dél~ de tres mi embro s . 

0 . 95 V 2x9 . 7 9x19 . 95· < V < 0 . 96 V 2x) . 33x20 . 05 ' 

Cuyc. solución cs l iJ . 77 < V < 1') . 05 

Besu1té'do : Pé'.r2 l r. v uloc idé'd se tOIDé'r6 e l velor modio de 1 23 

é'.cot é.Cc i ones i ;· ué.Cl [" HL9 l w/se c . 

El err or ebso luto cstf do t e r .iné'do con un error ru eno r que : 
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19 .05 .=-l.3 .. 'n, 0 . 14 in/seg . < 0 . 2 m/sc..[5 . 
2 = 

Soluci6 n por e l n~todo de Difor enc i e l Tot~l : 

J e r te.so . - Ob t cnc i6n l~C 1 [' s d c ri v edns p2.rcie.le3 de 18. fun-

ci6n vE lo cid~ci . -

v = cv 

Vg 
= 

Vh Cv 
2 

~ c.gn 

Cv ~ 2 

~ 11 

16 cvl ~ 0.01 

16 gl ~ 0 . 02 

El nú¡l1 c r o 2 8S e nt oro, exccto ._._~. _ _ 6 2 = O 

20 _faso . - Aplice.ci6n de le f6rm u1 2. funclc.m e ntcl 

Sustituye ndo los v 210rcs ~el primer paso , 0n l e f6rmula : 

16 vl < 19 . 80xO . 0 1+0 . 97xO . 0 2+0 . L! ?xO . 05 

16 vI < 0 . 1980+0 . 0194+0 . 0 2)5+0 . 2409 < 0 . 25 m/seg . (error 

e.bso l uto) . '. 

leI.. yaso . - Det c r rn i n a ci6n cJ01 v &l o r de :IV .. . .. 

v = Cv V2 C!1 

Sustituyc nc.:o v e l o r o::. . .. v=ü . 955 V ::'Xl) . 0 1X20 . 00 = 18 . 9 1 iI1/seg . 

Como s o v e e l r 'sult2~0 o b tenido Do r e l m6todo de 2CO -

télci6n es mu y buo 10 , PU ' lq U C c ~ ' i ge (;1 Cfl culo e' C2 C::. é1 mi -';,,1b ro 

10 l a d csigue.l e( . -

Uebcrf tene r se ~n cons~deraci6n lE s i gui en t e recomende 

ci6n , pEr~ e l ~ Stodo de 2co tF ci6n: 

Cuando le funci6n A( x ,y,z ) e ste r cpresentadc por un a 

f r D.cc i6n , e l orde n de l a s cotes qUE ~n 2rece 811 e l nume r ador 

d b er~ inve rtir s e con r ospecto a I Ce qu e rn~r O C Qn 8ll ~l de-
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nomine do r. Po r es t o , al a pl i car e l m6 to do , s o deb er~ te-

n c r e l cuic:2clO de susti tuir corr e c té'JTIen to los v é'. l o r c s . -

~l pl ante~ai onto del probl eme i n v e rso d e l c ~l c ulo d e 

e rro r~s , fue dad e ¿n el a r t i c ulo cun tro de e sto C2pltul o , 

corr e spo n d e! é',c1 2 r ar en es t e , 12. mane r a ele r e so lve rlo . -

De l o s méti d.o s cstudi él do G, e l único qUI. per !tüt e , e n 

une fun c i ó n de er r or ,re f i j él{o , me dir l e apr oxima c i 6n de 

l ns me,gni tudes q u e l a c om_ o n e n, e s l a f órmulp. fun darrlGntal 

( 2 ) d e l a r t ic u lo n U0 V C . -

Se propo n e un ejemplo p a r e Eclcrar , lo s co ncep t os v e r 

tidos , on los e r t i culos roc i én m ncionErlos : 

Ejompl o : 

Le apr oyi ma ci6n d el ~r0a ea un tri~DGulo se d esea q u e 

s ea del o r G. cn de 5, '; ~ . Si 1 2. bé'.se mi de L~O cm. y 18 e l t ur a 

25 C ,U.-

Deter :i1 i 11 2r l E' ,"'1 r oxi ,:1é',l iÓ11 c o n q U E: Gll¿:s uob c r án lTIec:.ir 

se . -

Solución : 

Arc a del tri~113ulo = t bh = A 

d e rivpndo parciclm~nt e : 

Ah = t b 

6A = I t hl \6 h\ 

b = b a s e 

h = nltur c.. 

Po r ser 1 <:'. b é,se y l e 21 t u r ;-' , mé'.3n i tud c s d el l~Ü S;110 or­

d n, !:lb y 6 h se admitirán do i guE,l v e l or . -

BIBLlOTE--', (":::: 'T P.A L 
UNIVERSI DAD OC EL. S L.VA OOR 
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EncontréncJ.o e l orro r -·)or mi l12 r : 

1000 + 

5 tbh--
r--

1000 tb 6 h 
5 ¿- bh 

= 

= 200~ b + 6-'. hl pe ro 
11 

~b = 6 1 e ntoncC.'3 

= 200 6 b 11 + b ----
bh 

6 b bh 
200 (L-;--+" -b--Y 

6 b = ~o~ _](_ J±SL__ _ 1000 
200 (25 + 40 )- 200 x 65 

= = 13 

1000 
= 1 5 . 000 

Es decir qua s s d c b e r~ mEdir 1 2 bese y a ltura da l 

tri~n t ulo con une ~proyin2ci6n de c inco cGnt~si~os d e cen-

t í mo tro , 8S dcc i r c~p ro ;- iii1 [' ci6n r.1- mecio mil í mc tro >J2r t:'- obb" 

n a r l e é',p r OXi 1l12 Ci6n (lüs (;'é' d¿:. . -o 
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CAP 1 TUL O 11 

ES C ALA 

1) REPRESENTAC ION GRAFICA DE UNA Iv'"IÁG NITUD 

Un valioso método auxilia r para representar l as varia­

cione s de una magnitud , es el Gráfico.- Este mé todo nos 

permit e dibujar sobre una línea, recta o curva lla ma da -­

sostén, una se ri e d e punto s correspondientes a es tas vari~ 

ciones .-

Estos puntos debidame nt e o rdenados, son números bien -

definidos, a los c ua l es s e lla mará cotas.-

Al cor.junto de cota s s obre la l í n e a se llama "Es c ala -

Gráfica" o simple mente ESCALA .-

El mar c ador d e velocidad d e un a utom6vil o l as divisio 

nes sobre l a c a ratula de un cron6metro son e jemplos comu­

n es de e scalas sencillas .-

2) LA ECUACION DE UNA ES CALA - MODULO . 

En gene ral, una función y = f (x), cuya variable x de ­

t e rmina valores d e la función, puede ser r epresentada por -

una esca la.-

La e cuación de la esca l a será pués: 

y = f (x) 

En donde "y" (va riable dependiente) representa loo va ­

riaciones d e la cota sobre l a escala y "x" (variable in­

dep e ndiente) l a s va ri ac i one s de la magnitud que se quiere 

re pre sent a r.-
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Considerese la función f (x) = x3 y un eje o sostén -

(O- y) de 12 . 8 cm., márquese sobre el eje a partir del or i gen 

O, longitudes i guales a y = 0 . 2 x3 centímetros .- Sobre e l -­

e j e se ponen pequeBos segmentos p er pendiculares a él (ma rcas) 

y al fi nal de c ada segment o ,32 i l, : i can l os va lores corr espon­

d i ente s de "x" (cotas), de conform i dad a la s i guiente tabu-­

lación : 

11 
01 2 

o 

o 

1 .1~ rc r s 

123 4 

1 8 27 64 

I 
3 

co t .... s 

Figura 1 

sostén 

J y =x 3 

El segmento 0 . 2 c entím etros (ver figura 1) fué tomada 

arb itrariamente como unidad de l ongitud para seBa lar en e l -­

sos tén l os valor es de x3 . - Est e segmento unitario se llama -

" módulo de la esca l a " y se r epresenta rá po r la l e tra "mil 

El valor de 11 m" se es c oge de tal forma que se t i ene l a 

dimensión de l a esca l a .-

Es decir que l a construcción g r áfica de y = f (x) r e -­

quier e la adopción de una unidad de longitu arbitra ri a , e l -

módulo (m); cuyas dimensiones se rán e l dm, cm, pulg .... e tc.­

La cons trucc i ón de l a e scala es n ecesaria , pa ra rs --­

presentar graficamente , la variación de una función cuando su 

varia ble ind ependiente va toma ndo diferentes valore s .-

La representación e ca l ar es unid i mens i ona l y la e cua ­

ción y = f (x) d e la esca l a será llamada "Ley de la Esc a l a" . 

Lo anterior puede sintetizarse as í: 
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a ) Se tie n e una f unción d e l a c ua l se r e quie r e la int erpr~ 

t a ción g r áf i ca 

y = f (x) (1 ) 

b) La función se r educe a una l o ng itud a rbitra ri a , c on la -

int e rve nción de l mó du l o : 

my = mf (x) 

c) Expre sión s i mp l e de l a f unción (ha ci end o my u) 

que s e rá l a ecua ci ón de l a es c a l a . -

Me r ece h acer no t a r, qu e l a d i me n s i ón en q ue se - ­

e x pr esa ( 3) es l a d i me n s i ón t omada pa r a " m" y s e recal­

c a es t o por c u a n t o "x" t endrá s u unidad d e me dida ( m, -

seg , kg ...... e tc.) a sí como t ambi én "y".-
Se pue de aho r a , da r l as s i gu i e ntes d e finicione s: 

MO DULO DE UNA ESCALA 

Es la unidad de longitud adopt a da para r e prese n­

t a r grafi c a me nte l a va riac i ón de una f u nci ón .-

Ecua ci ó n de u na Es c a l a 

"Es l a e cuac i ón que rig e l a va ri a ción gráfica de una 

función". _ Proporciona el v a lor de y, a pa rtir d e un orí ­

ge n arbitra ri o , ma rcado c onvenient ement e , pa ra cua l qui e r 

v a lor d e la va ri ab l e indepe ndi e nt e "x".-
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3) CONSIDERACIONES ACERCA DEL ORIGEN 

La e cuación u = mf (x), d e b e rá tener un ori gen , se r á -

un punto de l sostén de posición arb i trari a y se conv i ene 

que s e rá para u = o , de aquí que " u" podrá tomar v a lores 

r ea l e s posit i vos y n e gat i vos y es t os se ma rcarán a la de 

recha y a la iz quierd9 del origen , respec tivamente .-

Gene r a l mente nos i nte r e sa conoc e r d e t erminados int er 

valos de la función , en los cuales no es t e incluido el -

orígen , e n esos casos , no s e dibuja r á en la escala , p e r o 

su pos ici ón exacta pue de d a t e r minarse facilm e nt e s i c o n­

s ide r amos que l e corr esponde una cota "xo ", tal que 

f (xo ) = 0 .-

Es decir que para imestigar la posición de l or i gen 

i gualaremos la función a c e r o u = mf (x) = o y determi na 

r emos e l v Al or de "x" correspondie nte que será e l q ue se 

l e as i gnar6 e n lo e scala .-

Más adelante , en e ste capítulo, se a clara rá es t e con 

cepto, por med i o ~e un e j e mplo .-

4 ) RECOMENDA CI ONES PARA LA PRESENTA C I On DE UNA ESCALA 

Las escalas de berán ser convenient e pr e sentadas , para 

una fácil y rápida visualización, lo que implica que debe 

rán guardarse ciertas c ons i d e r aciones , a saber: 

a) Presenta ción de 1 e cua ción de la e scala y d e l v alor del 

módu lo con su dimensión a c ompañando al g ráfico. -

b) De preferen cia , r epres e ntar los valores de "x" 

(xo ' Xi' x 2 ..... ) por números en t e ros .-

c) Consid e r a r l as oa rcas como div isiones princ i pa l es qu e d~ 

ben ser acompañadas por otras (sub -divi s i o nes ) de segundo 

y tercer orden más pequeñas, para una rápida l e ctura o --
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como a uxi liares pgra na fácil i nte rpol a ción .-

d) Construir u n a t ab l a , ya sea ver tic al u horizontal en la -­

qu e se present e l a as i gnac i ón de va l ores a "x" y s us corres ­

pondi e nt es de f (x) y mf (x) .- Se r e c omi enda una t a bla v e r -

tical como l a mostrada 

x 

x 
o 

x 
1 

x2 

x 
n 

continua ci ón : 

f (x) 

f (xo ) 

f (x ) 
1 

f (x) 

f (x ) 
n 

u mf (x) 

u 
o 

u 
1 

u 2 

u 
n 

e ) Ha c e r res a l t El r en d ibujo , las marca s principales y las -­

cotas .-

5 ) CALCU LO DEL MODULO 

En e l a rtículo 2 de es t e capítulo s e me nc i onó , que -

los va lor es de f (x) deberán se r mul ti pl ic ados por un f a ct or 

const a nt e " m" (módulo), a fin de que r esul t e pos i b l e dibujar 

t oda l a escala d ntro de l os l í mi t es d e l ta maño impues t o .-

Deb e rá pués c ons id e r arse, l a l ongitud d e l sostén en 

e l que se desea a c ond ici o nAr l a es c a la .-

As í: 
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Si "1" es la l ongi tud del segr:lento sobre e l que se de 

sea d i buja r l a esca l a rec tilínea y e l interva l o de "x" 

que se qu i e r e repr esenta r var í a en tre X3 y xb, t endr emos 

de acu erdo a l a r e present a ci ón s i gu i e n te : 

Uméx 
1---------

_L Umí n . j 
f r 

f I , Va l or íni ::lO de "x" 
x [~lln . L :;. dl~X +-,,-ºll.G-=-_ ~ 

• I 

(::d 
a 

Valo r má ximo de " x " 

Fi e;u Tr' 2 

Sea u = mf (x) 

1 > Umx - Umn 

> mf ( x máx) - mf (x mí n) 

> m r (x\ - f (x)~ 

m S 1 
~---------------------

Suc ede a menudo que a l cálcula r e l módul o c on la -

l ongi tud i mpues t3 , s e ob t e nga un número fraccionar i o , -­

c onvi e ne e nt onces , aproxima r esa cant i dad a l va l or e nt e r o 

más próxi mo ; co mo ilustrAción supongamos que : 

1 20 cm m 

m 20 = 3 . 1 c m 

f ( \ - f (x)a 

Tómes e en t onces 

ID 
n 

3 cm s e t endrá : 



L ro (f(x) - f (x) ) tal que 
n n 

L 
n 

m 
n 

L r.J. 

L 
n 

ID 
L .n 

tl..!.l._ 

con lo que podrá obte nd e r se : 

( 5 ) 
~ - ) 

Ecua ci ón q e nos pe r oite calcula r la nue va longi tud 

en que s e a l o j aró l a e sca l a .-

6) REDUCC I ON DEL MO DULO - EL ABANICO REDUCTOR 

Por conv e nienc i a práct i ca se pr ese nt a a menudo , e l -

caso do construir v rias es calas cuyas e cuaciones difie r en 

unicame nt e en e l módulo , es de c ir: 

u 
n 

m 
n 

f (x) 

f (x) 

f (x) 

f (x) 

Cuando es t o suc ede , so la me nt e se nec es ita c ons truir 

una es cal a por r.J.e dio de una tabla de va l ores de I1x" y l as -

r es t antes podrin se r f 1cilmente c ons truidas me d i an te un prQ 

c e so g r áfic o .-

Supóngase que S 8 ti e ne dos es ca l as u
l 

= m
l 

f (x) y 

u 2 = m2 f (x) que difi eren e n e l módulo y de l a s cual es so 

l ament e s e calcula r á l a pri mera de e llas . 
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---+-
I 
I 

°2 Po l o 
I 

I ........ 
° 1 

Or i gen de l a Esc a l a u "--. ~-':". 
-'::::..., 

° 
1
2 ° Origen de l a Esc a l a u 

¡ 
Fi gure. 3 

En la fi g ura 3, s e ha di bu jado e n 01 sentido - -

v ertical, la as ca l a u
l 

= mI f(x) med i ante el sos tén OU
l 

-

p erpendicula r a és t a lin ea por e l punto ° se h a pasado --

2 

1 

un e j e sob r e el cual se ha seña l ado un punto c onv e niente -

°2 ; en e l seg"ento ° - °2 
se seña l ó un punt o 

°1 t a l que 

°2 ° 1 m 
2- t r azó O - --- por e l punt o ° se 

° 1 U
2 para -

°2 m1 
l e la a OU

l
· - S i P e s un punt o sobre OU

l 
que c orre sponde 

a un valor xl ' en t onc es OP = m 
1 

f(x
l

) y °2
P c ortará a -

°1 
U en un pun t o Q, t al que : 

2 

(DI Q 02 01 m
2 

OP °2° mI 

Ó °1 Q ¡'l2 

f (x
l

) 
m 

f (xl ) mil 2 
m

l 

Ahora bien s i unimos 02 c o n t odos l os punt os -

P de la es cala OU
l

, estaremos también señalando l os punt os 

Q sob r e l a e s ca l a 01 U
2

, que c orre sponden a l os mismos val o 

r es de "x" ,po r tant o la e scala e l o je 01 02 t endrá la e CU8-
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2 

ID 2 f (x) .-
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Las rectas transv e r sales que parten d e O2 no se nece ­

s i tan di bujar , basta s i mplemente ma r CA r l os puntos de i nter 

s ec ción con 0
1 

U
2

. -

S i ~ue remos traza r una esca la d e un módulo dado , COT -

t a r e os e l e j e 00 2 en la r azó n requerida con una paralela a 

O 1 , por esto, si. h lJcerno s un cort e po r el punto med i o es t a 

remos for ma nd o una es cala c on un módul o de valor m = 1/2 m. 

El g ráfico furmado por es t e si s t ema , qu e nos permite dibujar 

escalas que sola ment e var í an en e l módul o , se lla ma " Abanico 

Reducto r" , cuya utilidad es obvia por la c onomí a e n tie mpo 

y traba j o que representa . -

En e l gr~fico No . 1, se ilust r a este pr i ncip i o, a l -

r eso lv er el i li en t e ejemplo . -

Se dec ~e conocer las e calas u = 2x , ul = 1. 8x , u2 = 

1 . 2x , u3 = 0 . 6x centíme tros , las cuales solamente d i f i e r e n -

e n el módulo y su rango var í a entre x o y x = 1 0 . -

La solución a e ste problema se vue lv e sumanen te senci 

lla con e l uso del Abanico Reductor .- Efect ivamen t e l o~ módu 

los e las e cuac i ones on (2) , (1 . 8) , (1 . 2) Y (0 . 6) r espe c t i ­

v amente; conforme se indica en e l g r Áfico No . 1 , se procede 

a construir en sent i do horiz on t _l la es cala correspondi ente 

a l módulo de v a l or 2 .- Por med i o de la f6rmu l a (4) del artí ­

c ulo 5 de e2 t~ Capítul o , se deteroina la l ong itud L = 20 cm . , 

a c ont i nua ción s e procede a l o tabulación as i gnánd o l e valor 8s 

a la va riable ind epe ndi ente " x " en tre O - 1 0 y se e scribe so ­

bre e l segme nto NQ de 20 c m, aco tan do los va l o r es d i spu es to 

para IIX " . - Por e l punto N s e ba j a una recta pe rpend icula r a -

NQ y a conveniencia s e mide un segl'le nt o de long i tud L = 10 Cl ., 

y en e l se aloj a una 0scala cuyo rango de variación oscila -

entre O y 1 , e l módul o de e st a escala s erá ID = 10 c m. y se 

a c o t arán los v a lores 0 . 1 , 0 . 2, 0 . 3 . . • • 1. 0 .-
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FUNCION' u :: 2 li cm. 
MODULO: m" 2 cm . 
INTEHVALO: O x 10 
LONGITUD : l .: m ~(¡() - f(lI fl 

~ 2(10~O~ 

" 20 cm . 

TABUlAClúN 

_ ._Jl _ Lz.¡._ 

°1 ° I 2 
4 

31' 6 
./$ 8 

1

;0 
6 12 
7 !4 
~1!4 1 , ·tI" 

9' 111 

IÜ~O 

FUNCIQt.!: U" 10 " cm. 
MOOULO : m:: 10 cm. 
INTERVALO : O x I 

LONGITUD : L:: m(f(xl-t(l(U 
::iO{ I- O) 

;; lOcro. 

ASlJLACION 

*'~ 
Oj 
02 2 
0 .3 3 
0.4 4 

0.5 5 
0.6 6 
0 :1 ! 7 
(tbila 

o~ 1 9 
1.01.0 

~ 
~ 
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Desda M so pasan trans v e r sa l es que int ers ecten a l os 

v a l or es e fia l a dos de l a es c a l a u = 2x , con l o que se obtiene 

e l Abanico Reduct or .- Pa r a conoc er l as e scale u
l

' u
2 

s e sabe e n es t e art ícu l o que m? mI f (xl) = O
2 

f (xl) 
mI 

y u3 -
1.8 
- 2-

mI 2 Y m2 = 1. 8 ; por l o q ue sobre l a e sca l a NJI/[ se es coge 

e l valor 0 . 9 y se tra z a una r ec t a paralela a l a o cala NQ ; -
es t a pa ral e l a c or t a l as r e ct as trans v e r sa l es , c on l o que --­

quedan s eña l ado sobre e lla , los puntos c orrespondi -nt es a l a 

ec ua ción u l = 0 . 9 mI f (x l) = 0 . 9 x 2x = 1 . 8 que e s la ecua ­

c ión correspondi ent e a 11 es cala que s e deseaba d e t e r mina r .­

En i g ua l fo r ma se proc e de para encont rar l as es c a l as u2 y u , 
3 

tra zando po r l os v a lores 0 . 6 y 0 . 3 de NM l a s r e spe ctivas pa -

r a l elas a l a e sca l a u = 2x , que de t e r mina n : 

0 . 6ml f(x
l

) 

0 . 30 1 f(x
l

) 

1.2x 

0 . 6x 

Teni endo calcul a a 1 3 08 ca l a u l r(x) y se desea -­

c onstruir u 2 = ffi 2 f(x) c on ayu a de l Aba n ic o Red uct or, cinco 

sonc i llos r egl as ind ic a rán e l p r oc e dimi e nt o a seguir (Refe -­

r enc i as a l o fi gura 3) .-

Tr a zar l a es cala u
l 

= mI f (x) en sentido v e rtical u ho­

rizontal . -

b) Por s u or í gen l e v antar una no r ma l de long itud a rbi t r a -

c) 

d) 

ri a " 1 " (pr e f eribleocnt e múlt i p l o o s ubmúlt i p l o de ill l)'-

Tra zar e l Aba ll ic o Re duct o r . -

Pon er sobre " 1" un punt o 0 1 a una dist "'ncia K1 del polo 

02 ' s i e ndo K = ffi 2 

mI 
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e ) Po r 0 1 l e van t a r u no norma l a " L" .- Las int e r s e c -

c i ones de l o r yos y de la l í n ea n or mal 0 1 U
2 

fo r ma 

r á n l a esca l a u 2 = 02 f (x) 

7 ) DIVI SI ON DE LAS ESCA LAS 

L9S es c Alas pueden se r un i fo r mes y n o un i f or- -

mes : 

u = f (x) 

So n es c ala s uniforme s aquellas en l as qu e a va ­

l o r es equi d i s t a n tes de x, co rresponden va l or es equidi s ­

t a nt e s de u . 

S i f (x) = k x , l a es cala e u n i fo r me .- Son e j empl os de ella : 

u = ( 2x , 3x , 0 . 5x , .•. , mx ) con t í met r o s , pulg . , e tc .-

En 18 f i gur a 4 , u = mx, donde m = 2 c m, - 2 <x 

< 4 (va r i a c i n) 

- 2 - 1 
I 

L 12 cm 

o 

Figuro 4 

2 3 L~ ________ -L¡ ________ ~l _________ ¡ 

u 2x 

Son es c a l as no unifo r me s aqu e llas cuy os va l o r es 

n o equid ist a n, es t o qu i ere decir q u e n o h ay i g u a l se pa r~ 

c i ón entre valores eons\:Jcu tivos de " x ".-

La es e a l a rlás i mpo r t an t e de l a s n o unifo r mes y _ 
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que será obj e t o de studio del presente tra bajo. - Es la 

Log<:l rftL!1-ja ..... 

Si f(x) = l ag x , la esca la es loga rítmica , son e j emplos 

de e lla . 

u = (2 l ag x, 3 l ag x, i l ag x ... , m l ag x) c entímetros , 

pulg . e tc .-

En la fi gura 5, u 

L = 12 . 5 cms .-

2 
I 

m l ag u, dond e m 

3 4 5 
I 

Figura 5 

7 e '9 10 
f I~ 

u = 12 . 5 logx 

Después de haber c ons truido una esca l a p8ra -

f(x) , a me nud o S8 ti ene la neces i d~d de l ee r va lores inter 

medios entre dos cotas de l a es c a l a ; cu ndo s e trata de es 

ca l as unifor müs es te proceso n o presenta ninguna dificul-­

tad, pero en l os esca l as no unifor illes y en especial las -

logarítmicas so ti ene que seguir un proc e so de int erpo l a -­

ci6n visual, que naturalmonte , no ofr ece exactitud en el -

r esu ltndo y l a aprox i rna ci6n obtenida depende r á , ev i d nt e -­

me nt e , del int erv a l o en tr e dos v lor e s suces iv o ; e n vi s t a 

de l as circunstancias se aconseja e scoger un módulo c onve -

niente .-

ESCALAS ADYACENTES.-

La r e lac i 6n de dos vari ables "y" y "X" de la -

f orma y = f (x) puede ser r epresent ada gra fic a me nte por l a 

construcci6n de l as esca l as corr espondi entes a ambos mi em 



bros d e l a e c uac i ón u = my y u = mf (x ) .-

La ut i lizac i ón de es c c 11s d iferentes p r a med ir l a --

v a ria ción de u na mi ffiA magn itu0 , es muy fre c uente , b i en po r ­

que se desee c amb i a r l a unid ~d de ,.sdi d1 o 01 origen o ambos .-

Se e c os t Ul;lbrfl d ibuja r úS t 2S e sc ol,:s en l ados opu estos 

de un mi smo so t én o en e j os adyacentes o p a r a l e l os , con e l 

mismo módul o y c o n e l mi" mo origen o c on o riae n e n una lineo. 

p e r pendicular o l os e j es .-

Dos cls c alAs dif er entes pue en sur t1mb i Jn us ad1 c a 

mo esc11as adYGce nt e s, pora ob t en e r una t a b19 que n os indi ­

que l a c o rr espondenc i a d e v 11 0res en r8 ambss .-

E jer:.1plo : 

Si su tiene los 8 c a l as u = 1 0 l o . x y u = 5 l o z, 

usadas c omo es c91as ady acent es no' da r~n una t abla d e cua -­

d r ados y r o ic es cuadr adas pues t o que : 

5 lag z = x 2 l ag z = 10 log 

e i gua l ando l 'Js 2 ec uac i ones de 1 8 es cala : x =/ z 
o b i e n : 

2 
x z 

Con obj e t o de a c o t a r n~md ro r edo n dos , e s d ec ir, -

ma nte n e r l os inte rv a l os , los e xtremos fin l es de l as es ca -­

l as , podrán desplazarse uno c on r es p e c t o a l o t r o .-

Lo a nt ~ riorme nt e dich o se ilus r a con e l s i g u i e nt e 

e j e m l o : 

Cons trui r 2 e sc a l as adya c entes p8 r a A y R , s - gún -
'}._ 2 

l a r l a ción A =' R pa r a v a riac i o nes de R e ntre O y 5 c m. 
,-..J 

( /1 = 3.1 4) ? 
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So luci ón : 

e ouo pr i ma r paso se procede a d e t ¿ r mina r l os va l o r e s 

límit e s d e A e vi den t emen t e : 

A;;¡in y 

Amáx 2 
78.50 cm = 80 cm ( va l o r aprox~ 

ma do a un nu 
me r o entero) 

o ~ A ~ 8U 
2 

c m 

Lu ego Gs c o~emo s un3 l o ng i tud gdecuada pa r a escribir 

13 s e s c a l a s . 

L = 1 0 CI:"l . 

A c ontinua ci ón se Qc t e r~ inA e l módul o : 

mI L 
f (x~ - :dx) 

a 

10 10 0 . 12 73 

3 . 14 x 52 - 3 . 14 x O 78 . 50 

En e J pe s o a nt eri or pu e e o bs e rv a r se qu~ cua l qu i e r 

apr oxima ción qu~ se h aga a l v a l or t ope de un8 d e l as -­

func i on e , no d b e r~ t omarse _n cons i de r ac i ón pa r a cál ­

cula r el mÓdulo .-

Aho r a s e plAntea n las e cuac i o n es de l as es c a l a s y -

s e e sc og e n l os i nt e rvRl os apr o pi ados pa r a l a t a bula ción .-

I 
1 - uA 0 . 1273 A cm . 

lE ' 

R2 
/ CU."! Cl on es 

2 u R 0 . 12 7 3 x 3 . 14 0 . 3997 R
2 

c m. J 
3 i

A 
10 

2 
cm 

4 - iR 1 c m. 
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Co n estas condiciones podemo as i gnar valores a las va ­

riables dent r o de los límit es impues tos conforme a l as s i­

guie ntes tablas: 

Para R. 

R 

O 

1 
2 

3 

4 

5 

Para A. 

A 

O 

10 
20 

30 

40 
50 

60 

70 

8U 

R
2 

O 

1 

9 
16 

25 

u R = 0 ·3997 
2 

R (cm) 

O 

0 · 3997 
1 . 5988 

3. 5973 
6. 3952 

9. 9925 

0 . 1273 A ( cm . ) 

O 

1. 2730 

2 . 5460 

3· 8190 
5 ·0920 
6. 3650 

7.6380 

8 . 9110 

10 . 1840 

Con es t os datos es pos i ble dibujar l as es calas como a 

continuación se d0 t a ll a (med i ante l os dos tipos de prese n ­

t a ción r e c omendados) .-

81~blp rE:CA CENTRAL 
8~!~~~§I§t\g oe: El.. 5AI..VAOC 

= 
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Sobre un sos t én! 
. u .. 

A O¡f--,-, __ 1...J...I°-,, __ 2.....19 __ '13.L..I 0 _ _ j.L0 __ 5-1-~,..----__ 6,-P __ 7 ..... ? __ -,or'~0 t lO: 10 e ~. 
ROl 2 3 4 5 

A 

R 

Figur a 6A 

Sobre sostenes paral e l os. 
• • 

10 20 30 40 50 60 70 80 

I I l . I 1 I ! I 

W 
L = 10 cm. 

'2 r ¿ I 
5 

Fig ura 6B 

En amb o s casos e sta s e scala s s on llamada s t amb i én, 

esta ciona r i a s adya c ent es •• 

Las propiedodes de l os l ogaritmos, en una forma -

muy int e r esant e , nos pe r mit e n d iQuja r l a s e sc a l a s pa ra dos 

va ri a ble s que esten rel a cionada s por una ecua ci ón de l a for 

ma y = x P To mando l oga rítmo s e n ambo s mi embros de l a ecua 

ei6n tenemos : 

log y = lag xP ~ p log x 

cuya "ley de esea }a" vie ne dada respectiva ment e por: 
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m l ag y (6) 

u
2 

m p l ag x 

Se adjunt a e l gráfic o No . 2 qu e r e pre senta un a ba­

nico r educt or de l ong itud 1 5 cm . pa r a l as es c a l as l oga ­

rítmic a s y unifo r mes y qu e nos pe r mi t e d ibuja r con ex- ­

trema f ac ilidad la e sca l a pa r a y xO~8 según lo ' e xpli­

c edo ant eriorm ent e (cua nd o 1 <x < 10 - ) 

l ag y = ~ .8 l ag x 

Variac i o n e s d e lI y ll 

Máx : l ag y 0.8 lag 

y a ntilog 

Mín: lag y 0 . 8 lag 

Y antilog 

Luego 1 < Y < 40 

Cálculo de l módul o : 

m = =L~ ________ _ 
f( x ) - f(x) 

b a 

Ley d e esca l a : 

9.375 lag y 

7.5 l ag x 

100 = 0 . 8 x 2 = 

1. 6 ::: 3~ .99 40 

1 O 

O 1 

:;.-15~-:-__ = .2í... 
1. 6- 0 1.6 

1.6 

9. 375 

Usando e l gráfic o 2 se d ibujan l a s c o rr e spond i e~ 

t es e sc a l as , c omo s e mue stra a c ontinuación : 



,. 
c:> o 
..J 

lO 

ESCAL.~ 
.. 

LOG~R!'rM¡ CA 
I 

¡ 

GRJ;l.FICO Ni<! 2 
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u
2 

= 7 . 5 lo g . 10 , 20 

1 ¿ I 

50 
I 

100 

I 
40 

L = 15 Cill . 

Figura 7 

1a ecua ción de fo r ma y 

r a un númer o po i t iv o .-

xP , i mplicaba que " p" fu e -

La const r ucción de e sc a l a para ecuacion es que r e l a ­
- p 

cionan l as vari bles en l a f o r ma y = x ,debe n e l a b o ra~ 

se c on má s cuid ado , puesto que cuando l os va l or e s de un8 

va riable crecen e n una direcc ión, l os de l a o tra dec rec e n 

e n l a misma dire cción; as í s i tene mo s l a ecuación .-

con 

1 - z 
y = x 

1 < x < 100 

s e pueden procede r: 

log y = - t log x t OQa ndo l ogarít mo s -

en ambos mi embros para e nc ontra r va l or e s límite s de "y": 

l og Y mín - t log 100 = - 1 

y ;:c. i r:. 0 . 1 

l og 
::J lll 

/ 

Ywáj2~: -

y ms"x 1 uax 
lo que s e expre sa 0 . 1 < Y < 1 

1 "2- log 1 O 

El r esu l tad o p.'1 rcia l a nt erior nos indica que "y" 

va l dr á 0 . 1 y 1 cuando "x" va le 100 y 1 r es pectivament e , 

l o que nos muestra la conc or danc i a con l o afirmado ant e s .-
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9) EJEMPLO ILUSTRATIVO - ESCALA DE I NVERSOS - SOLUC I ON 
LOG.ii RITHI CA . -

Ejempl o : 

Sí de cu a l qui e r r ect á n gulo , su b a s e e s d Gsigna ­

da por l a l e tra "b"; s u a ltura , por " h " y su á r ea por -
Ae 2 

i g ua l a 100 C Q .-

De s e a mo s c on oc l? r l os v a l or e s qUG t e nd r á " b " --

cua nd o " h" v a ría para que l a ma gni tud d e "A" pe r ma ne zo 3 

constant e , si s a b e mos qu e 10~h~50 .- ( Const r uYAs e l as -

e sca l a s a propi s d a s .-

Se present a rá es t a s o lución me di ant e l a c ons truc 

c i ón d e e sc a l As 8dya c e nt e s, un i f o r me s y l oga rítmica s .-

Prime ra So lución: 

A bh = 

. . b 100 

h 

Valor e s lími t e s d e 

100 c m 

b . 

b mí n 

b máx 

2 
( Ar ea d e l r e c t á n gulo) 

100 2 cm 

50 

100 

10 

10 c m 

2 < b < 10 cm . 

Longi tud d e l s o st~n : 

Módulo . 

L = 15 cm 

100 
10 

100 
50 

(4) a rt 5 . 

1. 875 
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Aproxima n do él un número e nt e r o " m" • - ,n 
n 2 

Ln Bn U<.i\2r (-x) f(z) )r(x) ) 
b - a 

L = 2 (10 - 2) 
n 

16 c m. 

Ecua cionos e int ~ rv a los : 

, 
1 u

b 
2b cm I 

~ Ecuac i o n es ! 

2 200 cm I u
h ) 

h ~ 

3 ib 1 cm . 

4 - i 5 cm . 
h 

m 
n 2 

Deb e obs e rva r s e que la e cu8 ción 2 de l a esca l a , 

presenta a lo v a riab l e "h" e n e l denorünador, una l ey -

de e sto ti po se de n omi na " e scRla d e i nv e r sos "; ade r:1 .:Js , -

l os v a l ores máxir os y mínimos d e "h" s o n inv e r samén te -

pr oporci onal e s él l o s de la v a ri a ble e pt.md i cnt e " b" ; 

es t o n os i ndi ca que 1 s Gsc a l as a dyac e ntes, c r ece r án en 

s e ntido opu~ sto sobr e e l sostén . -

Tabulación: 

b u b 2b (o n ) ( 2b - 4) OD 
I 

I 
2 I 4 O 

3 I 6 2 

4 8 4 

5 10 6 

6 12 8 

7 14 10 

8 16 12 

9 18 14 

10 20 16 



50 L~O 

k I I 

h 

10 

15 

20 

25 

30 

35 

40 

45 

50 

u
h 

20 

13 · 33 

10 

8 

6 . 66 

5 . 71 

5 

4 · 44 

4 
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200 ( cm) 
h (2.00 - 4) -n cm . 

1 6 

9 . 33 

6 

4 

2 . 66 

1. 71 

1 

0 · 44 

O 

Las t erc e r~s c o lumnas de las t a b18s indican que se -

h a n sus tra i do cua tro c entí, e tros a l as funcion e s u
b 

y u
h 

_ 

c o n obj e t o de dibujar l as sca l as 8 pa rtir d e cero cent r íme 

tros s obr e e l so s t én .-

3 

Di b u j os de las Es c a l as : 

30 2 5 20 

I J -1 
4 ,,) 

Figuro 8 

Segunda So lución: 

15 

¿ 

200 
u h = h 

ub = 2b 

18 

Aplicando l og~ritmos 8 la f6r mula bh = 100 

l og b + l og h = l ag 100 

l og h 

l og h 

Long i tud d e l s os t é n : 

L = 15 

l og 100 - l og b 

2 - l ag b 

I 
9 

10 

10 
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Módu l o : 

m = 15 15 
l ag 50 - lag 10 l og 5 

15 21. 42 
0 . 69897 

Aproxima n do a" un ' núme ro en."t ero ITln 20 

Ec ua ciones : 

1 -

2 -

1 = n 
m 

n 
--
m 

1 

20 x 151:: 
21.42 

14 c m. 

m ( 2 - log b ) 

40 - 20 l og b 

20 l og h 

10s v a l or es l im i tes de " b " y l os i nterv . l os , son -

los o c u ados 8n l a pr i mc r3 so luci6n , por t3nto se pued e 

asignar v a l oros 3 8Mb~ variabl e s .-

h l ag h uh = 20 l ag h (cm) u
h - 20 

I I 
I 10 1 . 000 120 O 

15 1.176 23 · 52 3. 52 
20 1. 301 26 . 02 6. 02 

I 

25 1 · 398 1 27. 96 7. 96 

30 1. 4 77 29 . 54 9.54 

35 1. 544 30 . 88 10 . 88 

40 1 . 602 32 .04 12. 04 

45 1 . 653 33 .06 13.06 

50 1, 699 !33. 98 113. 98 



b 

2 

3 

4 

5 
6 

7 

8 

9 

10 

Di bU,jo de 
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l og b u
b = 40 

0 · 300 3/+ · 00 

0 · 477 3(). 4 6 

0 . 602 27 . 96 

0 . 698 26 . 04 

0 · 77 8 24 · 44 

0 . 845 23 . 10 

0 . 903 21 · 94 

0 . 954 20 . 92 

1 . 000 20 . 00 

18 s es c a l os - -- ----

6 
L 

5 
f 

20 

Figura 9 

20 log b (cm) u
b - 20 (cm) 

14 · 00 

10 . 46 

7 . 96 

6 . 04 

4 · 44 

3 · 10 

1. 94 

0 · 92 

0 . 00 

4 2 -1 ·rl------T'--~-Ir----r¡ ---'I-~ 

25 30 35 40 45 50 

Situación de l Orígen : 

Por a l 3r tíc ulo 3 de es t e capítulo , e l or í g e n se -

encuentra igualando mf (x) a ce r o o sea por ejemplo que : 

Ub 2b = O de l a pr i mer a solución 

b O ( va l or de b en el oríge n ) 
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es decir que el parámetro "h" tomará un valor tan g r ande 

que sale de t o d o límite razonable cuando "b" vale como -

cero .- Al comenzar a crecer "b" , 

valores reales finitos .-

"h" i rá adqu i riendo -



o 
t 

- ~·3 '" 

e A P I T D L o III 

L A RECLI DE Cp~ CULO 

f' éT é" dos Iun c ion 8s f( Y) y F ( } ) , s e COjl struyém s u ;- 0.;2 

c <, l é'. s éH_'.yé' Cen t "s u = mf (y) " u = ¡nf ( x ) . J:'.,n e l Cépít 1üo 

é.nt c r io r se (: i 8 C1..1 t i c r o n l-s ,::,sCElas é'Cyé'CEUtC::G LGtéci oll[. 

rie s con e l o rí , Ln cOln cidiúllC'O ,:.; e l <.: je; o sob r (;; 1 .:--. ,¡lÍ e 

ma pGr~c::ndi cul cr y s e cSGn t6 qu_ ~ f ( y ) = mf ( x) . -

Si por ~ l t un p r o c <... L' i.Ji cnto de cE lÍco ; :Jo de,toG d csli-

Z -~ c. J. u ne'. 

----------------yr A ct 
I 
I 

v 
1" _--A 

¿d t n -

Y1 y -
O .' 

I 
0:1 

~--------------~-- !._- eL .>j _ _ ____ --l. ~- d 
,-o 

0 1 ....J }: 1 -}- é: 
O ; 

y 

( b) ( c ) 

l rs con s u s o r í '·cn <...s ,so1:.r: lr pcriJ ·.>IcJ. i cul '. r 00
1

) c o inc i ·· 

di '-Jl(~o en l E' posi ción os t E'c i o n r r ié' -; U!l pe.r de -/clo r ls -

li y " s e c;ncu.ó:n t ré' 2 un [' d i ;:, t c.l1ci é' OlA (8 sr. o rí ::,cn y .,:;1 VE' 

lor i i xn r: un E' d i s t é'ncic O D. ·or co 'Js t ruc ci6n t e n G,i10 s qu e 
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O~ = O 3 . Si OL = mf(y) y O B = mF ( ~ ), t cn o~oe ~n I r po-

s i c ió n c...s trciOnE:rlé ¡:JL ( y) = j,' (y) 6 f e j ) = F () (1) 

lJG:31 i z 115, ::.' lor" unr (~~ l' e c.;c,l[s , lo 1c.r[,0 t ,_ su 

10, Y cO l'lsi6ercnsc sobr~ <:..ll[s Ui1 lJ2.r (. .. _ -·.rlor '~:: " yd y 11:x" • 

. -le construc i6n d0 lF r~~ur[ nos de Ol - O ~ 2 = r 6 

,,1 f( y) 

f (y) - F L-) = cC)nst~J1L' ( 2) 

Les ce.ntioC'dc.8 ;' d" y " '.lo! son i nc., ... JJ l.-ndi ..:n tc s ,e l pé r 0.IJ 

v é 10r _s "YO' j .} .. ~.3coli(·o::, .,-

j'o .\'-'li'lO S [~1or(', ciO'3 !}'rl.-' d...: v , loye r. corr·':'_'Ioncl i Gn-Le -

n cnt,~ C)'[Ju_:.:tOG (~'''' "./ ',r 01." ( ~ l 'Xl) y (Y 2 ' :: r)' entonces 

c u.a p1icnc:o 1r r ,_lé (, ión ( 2) 

( )) 

y u = ú1 1 0L X . 

1:-11 l e posició n c;'3t,,: clon ':-1'Íé: , por 1;-' CCU E c ión (l), 

lo C, y = lo ' Y_ o bi ",n y = :' . '-

lo = const; por 1 [ 5 pro:!Ji.:c';:-d ... G eL los 10 -

-, 
~é' rít lOS J const . ) .:' r é cUélrl lÜc,r 2r ¿¡~ lJC'lor _:. . -

= 
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c.~c v['lo r ~'J C.l., \ i y " ~T ":x:;¡ ~ Jlicrnlo l E' 
. , 

8 CU é'.Clon 

lo'~ y 1 - l o g J 1 = l o L; y 2 - lo g y 2 

Ó Y1 'T J 2 U.: ) 
= 

J 

1 
x 

2 

Aho r 2 s e con s truY0n, l rs LOS ~sc c l -s , so b r : s o s t 2n e s 

ele 1 2' . ~ C ,ll. y Sl., (':.:) ,sp l é .. c u nr ~'.'-- :::·ll o s COI.l0 s o mucstrr' -.: n 

1 . 5 Y1 
2 7 Y2 

1- L: . ~) J 

I 
, 

I r; ._._----. 
--' 1 ¿ J 

.! 

1 
}" 

2. 

"'i ~l' r , 1 1 

1.. n l E' propo rc ión (L~) , il:t.crv i c.. n c n C".l [ tro v ,:- lo r':; s , s i 

c~c e llo s c o noc~ ,oc so l ['!l, ~n t . tres , : 1 cUé' rto podró. 3 <:; r f.f. 

cil"lCnt -.o d c t 0 r ,¡lil1é do lor mee io eL J.::-:.i \:.s cclé:. s é'.d y aC l., i1t(;S , 

no c e n y 1 = 1. 5, c' 1 = 1 

t o s (é' t o S . 

\¡y, ; " n el v eJ or Y1 = 1 . 5 . -o r 1 :-- con cc ició n ( ':' ) , s i l c c. ,i1oS 

" Xii en E.:J p u n t o .J:- r cé'é·o x., = ;: , cncontr .~ i-cIYjO S s o bre ,-, l l~ 
e 

. .. j I1C n .::;ré dL: c o in JI o bé c ión tCll':;"lO;-; d 8 (Ld . -

BI8L10TECA CEN TRAL 
UNIVERSIDAD DE EL. 5A.L.VADO. -
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'";. "'-
J 1 • 2 1. 5'>( 2 3 

= = = 

Se hE e j e cutrdo, con lo ~nterior, un F scnc ille ODo r c -

ción con e l c uxilio ó o lrs ~~cE l ~s dcsliz8nt~s. -

LE'. cé" llC cidp ( el e lCfectucr op0r .cio n es por wedio do GS-

veri c,b l e:,s , hFn pr<J pi ci,do 12 construcción de di siJOsitivos 

lTIovibl\:;s qu~ :!:lU ,-, ckn colo c2.rsc cm di f e r "nt2s posiclonvs r~ 

l- tivFs . Uno d~ L.s to o , . ¿ 1 .... r e L (1_ c2.1c u lo cuyo dlCnL.jo 

,-f~ tE',l c ').llodo, r'Lle (.:' univ '-' rs .... 1111 8n to Ec€ptE'do en .11UC ) é. s 

~ scnci21m cnt L. l F rc~lr d ~ ctlc ulo consist_ e n une rc-

gl:- !.:,r' l~uc 0" con un e (;~,cé l é' lO i...c.rít.Ji c.:- . Sobr u l e qu,-

puede Qcsnlé'zérsu unF r c~ lil12 con otr¿ cscr l , i d¿ntic 2 e 

Lo ciltc rior . 

Le s Iegl , s de c~lc~lo s,- o bti un s.! fecilm 0ntc ~n 81 ma r 

cc.do y Su fé'.br i cé' ll de c [' rtóll, ,,¡cdúr, o i e t cri F~l pIé stico , 

S:. US2.11 ~.,o n c r [ lÍlL i1t c: ,-n su _~CC~lur2 mé t criclcs con bcjo co~ 

fi c i c nto Ce ~ il c taci6n, que: e vit en u~p,nsioncs o contr2c-

cion,-,s CH.'- ,., por judiqu~tJ _1 :;:C2l:.0 (:0:. ,~pro).. im[.c ió n d e l o s l c.f 

tur FS . - Les regles l'reL u¿6 é~ qu~ s~ ~dqui ,- r en. v i e n c n hc-

ch, s co n fines <,-'-.;1oci, 1 l:z . ; ·mou,-- C2 obti enen s in ('8c[tl~ s 

prr p fin~c pE'rticul:-ru s , L~ c2rtón . -

dG :Le s regJ.c- s 

usu21 e s 1! i e1en 12 . 5 C l l. o 25 c l. -

y lE' S 
, 

ule S 
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de ~sc21~s y un cursor dL pltstico trc nsp r r on t c o vidrio , 

con t r czos cspc ci c l cs inco rpor-60 s , )r r r f~ciliter l ~ s -

l c ctur:-·s . -. 

A lr ~ ~ i f~r(n t ~A cscr l rs que pos~c l' ra~lr, se l rs -

~ sc 21 .:- corrc sDonllient , . . . 

FU Nl.i J..H1ll:'IC J.:S LL r :CCLJ._ 1, 1:.. C_~lCuLO . 
-"--'--'--

lO L ( r . b) = lo g - + lo r: b 

lo c; ( e ) lo t.:, 10 [., b 
b = e .. 

qU 0 c s l~ r L) r c s c ntrci6n óEl logc ri t~o f~ un p roducto y un 

coci en t e , c ~pr dscdo como le SUW [ y I r r ~s te ~c los lo c cri t 

'IlOS (' ~ los fectores . .Gsté:' pro pi(;dcc~ C.L' r c c1ucir L) roductos 

é' .sW,l· S y coci .. nts,-:, .~ c i fL,;rcncips, es le C]EL ['provo cné;,los 

en 1 2 co~strucci6n ~L 1 ['8 rL ~lrs d~ c~lculo . -

;~.Jl I r s 0sc:-' lp'~ ch.: 12 r ",glF" GL. c f(;ctu;:-n lo s prOQ Llcto s 

y co c i ente s sUIDfndo o r €s t é'ndo lo s segmen tos correspo ndi an 

to s e los n Ú.Ji'ICrOS con que s .... 'lui crc 0lkr,:-r . -

"n tod ¿:. r-:L,l é ,o cr l C1,\l o :li- Y 2 '_ sC212s convuncioncL:: s 

bfsi croS, l e e y !.J , ~. uyas v.:-lo 1'<:·s num&rlco s son r l.' L .. rid é s 

l rs r6r¡ilulrs j¡l ~tOI,I~ti cé's ce Ls d,_,., [ S ""c c rl<'.s . 

L = 12 . ) C'-II. con liOS ,SCéJ .E'S u = 12. 5 10 L J ~ . Un8 d e (:11['8 
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sobre I r r~fl illp .~vil qu~ s~ llfm2r~ e y I r ot r F i nillo-

ffiErCFdo~ ~ l i ndicc 1 " oJ 

~·l inc.icE: 10 rccpGctiV2.ii1011t~ . " 

__ ._1 (:;1 2:: 4 Iv'" ---"T'-------. -t-------I ---- f-----¡---I---,--+ 
, 1 . 3 L¡ 5 G '7 .) r ,,:::;l i llt' 

p 

Fi gur r' 1? 

~T 4 el.: 1,- 0sc,:::lE' e (t ['Ji1biLn _ ltr~ c ir culas ), QC~ldo po r 

rcsul té'do 21 SGe;mc. 'lto .f': COn uné" 1 011Li tucl i L,Ué 1 e 11: SUúl, 

dirsc cm 12 6 OSCé 12s lo .:-r í t¡ÜCé s ,-1 'J¿ lar c...; 10 ~ 10 . __ 2.r í .Í 

mas de los números y pcotc.r los n ú.i1crc's corr",s])ondit;nt.,;s , 

e l vé'lo r qu~ so l ec es oc ho ( ~ ), s i c.nto usto el p r oducto 

bUSCé.do . -

Gcn-.;r'Cl i ':.é'.nclo : 

l ; l J ;:->,ré' mul tipli 2r do -:,; n úr:kros "C ll y "b il se ll eve. -:.1 -



b 
i I 

~ __ +-__ ._. __ J 

D I d I 
1 I 

1 ~ eb 

( r) 
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r-e 
DI 

1 ___ _ 

b 
l 

I 
I 

Lr (.llvisió n, ,""u e l proceso inverso cl¿ Ir multiplicac ión, 

pe r é'. divi c1ir dé:. i ¡ por iib ;': IIS G ll ev,:--:l [" co incicJ.ir c:s tos dos 

n~mc ros tomFdo ~ rLspcct i vcmcntc sobrG les cscclrs ~ y e, y 

el coci ·n t .::. S·- obt. i ·_Tlr.: 1~yc,1do ..... 1 v¡lor l~0 1 ,- Lscé' l r D qu'~ 

co incide con e l 1 ¿u C . Fi e . 13- (b) .. 

Util i ···:, ,. '.0 _ .. sto s p r o c vdi "ic.ü tO.3 e l pr illl l.:.r pro b 1 0¡ll c, co·! 

l)or c j ClJ1plo , i"),rr 1 proc:ncto ~, x 7, si S8 dispon.:.. el 7 c:n 

I r Qsc'l~ móvil e c~~ fu ..... r~ de L . Lo q u: Su hpc_ en este 

C2S0 ..... s po n er vI 1\) de.. e f r Glltc <:.1 5 e' (_ D y Sl; GU SCC .~J ( 

I 

c~ l e D el resultcCo 2 . 1 , 0UC scre 2 1 en ~st~ ceso . Le veli 

d cz de asto se compru0b: fi urc 11 • 
r • 

5 ? e I 1 2 3 
1~' __________ ---1 ___ . --'-.-....-_ 

o D I 1 " 3, 



C 
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PQ = PR - R. = PR - (OI - OQ) 

.sus tituyen do los s ct;m ~n tos ~)or 10í;[' r:!. Llos 1 

PQ = 1 0b 3 - (laG 10 l o:.:; 7 ) 

= lo ~ 3 + lo ~ 7 - lo::. l e 

= l o c; ( 3 X 7 ) - 10L 10 

= la g Q = l og 2 . 1 
10 

El v e l a r ob t en ido c~ el Di sffiO qu~ S~ l co en I r r cgl G • 

• - ~l pr oducto es en r eclidrd 10 VCCLS mejo r. Le regl a do 

cE l 1.110 !lO d; e l orc1cn de tJ[, t!;lü t ud d::: l rcsul teda:. con c i c .~ 

t n cxpcri anci n los do ci mnl cs se dc t c r rn i n2n direc t rma n to -

Da r e l o rdcn de magnitud ce 103 f2 c to r cs .-

tr~tr fe I r d i v i s i6 n , ro r c j Lmpl o , pl r E e f e ctua r 1 2 divi-

s i6 n de 4 + 5 , G(;~,ún l o cypl i cu'o, se. po n e: con l e csce.la C 

e l núm e r o 5 y C.l l e }) .1 L;. ) cllt-Ji1CC S ':.. 1 1 do C Cé'.C f ue r é'. 

d e D, en i gual for mr 0UC ~ l pr o c · di li en t o cn t Gr.o r e l co -

c i ente busccc10 s:. ob t 0:udr f '-1 l ee r LJ ')'<.101' e'e D i nul._ d ic. t2. 

i.j nL; é' b.::jo d<..l 10 de C. Jlr.ce,,,os u so (c 1 : fi ur8 ¡ :J , p.:-. -

r e. s u com~ro b cc i6 n : 

--, 
I 

I I 
.........----> 

5 10" I 
I I , 

O DI 
1 

P 

Fi gur e' 15 

I 
I ; 

8 
I 
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Susti tuy (. n c~o lo s s ,.::?.,¡ncntos 'l)or 10L,cr í t ¡os : 

l.)R = l o G 1 (' .. l o g 5 + lo g 4 

= l o e; 40 - l og 5 

= 10 6 !±º- = l ou 8 5 

Lu ego l e d i vl.sión e· .¡. b , "se ob ti ene s i empr c c nfren -

~uato c~ le o3c'le D o u ~ co inc i d~ con ~ l comi un 30 1 0 co n 

e l f i arl 10 d0 l e ~sc ~ 1 2 mó vi l . e .. 

cO!ilc rci e l C: i fil.,rLll ~n ,-,1 nÚtilü r o (c l-sc¡:-12.3 q u e.. pos ue1 , s i n 

oil1bFrgo l E'. J¡lPyorí a tr:-(;,1 1 ;:-;::; si(uic "l~.S : ..... sce l ::' b1 sic['. [i 

b ' . bl ' b ' , . ..... "c> l ~'~d~ - ~ j 2. , ¿ Sl ce. !llo vi '''; , cn l Co:, e ..... t 2n <.-n t\.. ..... , Úl-.::>P L.Z, • un I ¡ , 

b ~ si cc. r c.,c í procF, é'T COG eL f nul l o.-' lje..qucño s , de.. S(.110[" P.t 

t 2róri cé ) e~pon(;nc i-1 0s prre cxpon~n t cs n~g2tivos , expo -

n enci.::'.l l:s p é r é' c.xponl.nt .:;s positivos , ce r2.í cc.s y l e ('.0 m2.Q. 

ti'3~ s 1 0[';L'.r í t .iic e . Lste,s usc a l é.s s e c: i s tiGu sn l)or L .s l o·· 

tr['s i,leyú r,cul cs A , E , e , ....... qu.:;· l ,. s defi n en . 

A contim.lé c ión s.::. ;)r:.s,,; n tc.n [l.:" ~11F G (lC l [ G re: l é (. i o n (,:::; 

de: ¿SCé.l." s ",st[\c..i.on,-rics y C~ ..... cscc l [s ,.1óvil .. ·s ; con es t e 

c ió n l-stac~oncrl~ y ~or ( 2. -) , 1~ 6(. Ir móvi l . A~~ill ~ S l os 

n úmeros s,- cksi gn [' r8 n l)iJ r 1 2s 1 8 tré's t:1 i n ú s c u l e.s co r r esp0 ,D.. 

di ~11t0'3 e lés lllé,y ú s c ul .-s qu~ se hen ut i l i ZE'..do pr r .::-. r cco l19.. 

ccr 1 , osc21 2. . A I r 10n~i tud se 1 : ~L'. rsi gn édo 1 ~ l ~ trr -

I BIHlIO ' ·¿ . .;A CENTRAL 
WNtVC: R SI D AD DE EL SALV A DOR 
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( c . - ) 
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lo g e = la g el 

lo~ C - lo ~ d = const o 

e = d 

e = cons t o ó 
d 

Lsté'.S osccL:'s Sl utili ~cJl per .... 'tl1.üti plic"r y e:ivllir , 

mGntc por : 

Di visión : E' = 
b 

= r ó 

, b 1 
r o = e-o r 

.C 4-1_ 9 __ 1 0. ___ i-'_0
0 _t_ r.o, .i c. c:._~ o 

L ¡un f"ctor proJucto 

I 
I , 

..9_ (l i V):..~~..F_ '0 _~ _1 __ 0 _1.0 __ . o __ 

V I ( ivic~\..ndo I eoci '.ont" 

b) Rc l .... ción do D y 1 2 ascrle d ~ mcntis~s 10 ~[ ritclic2 L 

( 1 • ,,) 1 = lo [!, r y ( = rntilo J 1 

( 1 • . ) l o e 10 
(1 = 10 [' - _ 

Cl 
d = 10 

ci 

Divi0.ir Ó l!1ultipliecr (' po r c c..s l..C1lliv:-l.::nt..:. 2 üulti¡Jlic i' r 

o dividir ~ po r ci . En otr~3 n .... l rbr~s , 1 2 LGc~lp CI podr i r 

sustituirse Dar I r . s c ~ lr e i nvertld- . -

( 2 . -) lo '. 
10 

lo e ei = const o e'.\ °c i = const o o 

d) [: l [ ción d\.. D Y I r L~c-l~ ¿~ r"ie 's A. 

( 1 . -) lo g d = ? lo lo - d = V(.. 
, 
o 
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s~ ve Que I r _=cr l ~ L posc~ un módulo iGuEl e 1 2 mi-

t ed ~al mó~ulo ~e lrs CSCG12s bfsiCGs , LS rec i r que S0 du 

sprrollc dos v ecas on l ~ lon ~i tud ~Q 1 2 regI r . Convi on~ 

~dvcr tir entoncu s que l~ ulcvrción 21 cu~dr~do d~ un nGm a 

P-si, es indistinto c.~lcul cr 5?, 0 . 52, O.-OO:} , .... 

C2.'lbio, ¿e.rE' a .'tr-~r l e rríz cUé.'c'rrdé'., c~ober2 tener se en 

consi dorcc ió n que le rní z fe 5 so buscsrf en 1 2 p riw uré' 

perta de I r ascc l e A y l ~s r r íc uS d~ 0 . 5 y 0 . 005 n l e 

seGunde prrte, l cy6ndos ~ si~~Drc , los r esult é'do- en l e -

esc nl n D. ~nr[' no in cur rir un c rrores , se di rf : 

;;Pcrc.. , +n 
un n Urt1 c. ro b . 1 v- ( s i uneo b de un é'. sa l e e i fr c~ -

cn t orr ), l E' reí ~ cupdrndG su buscc ~n I r pr i murG p[rt~ ~u 

A s i n ,:;s po: r y 011 I r segundp si n es i l1pe r oi • 

perte móvi l, Ui1r. e scr 12 i .~;uel r , iA; ' qu''::; s e dcno ;;1in2 E , mu~' 

vsli o Sé:' e:.n l ~- s operccion'_.:3, COdO se lnuc:st r c : 

.' 
( 2 .-) l ag d - + l oe b = const ., . : ~ = ca nst . , 

Vb 
2 " d d

2 Y ct
l 

d2~ 
1 

= = ,lb 
1 V b

2 
b

l 
b

2 

Actupl mento 8_ Gstf L~ i1cr21izcn0o en l~s r egl es d~ 

cflculo 01 uso de lrs Qsc~1 2s . 9p rr ulcvpc i ón do curdr~ 

dos y ex trncci61 de re i ces , Lstns cscr lF G est~n subdividi 

drs de ['cuurdo con une lon ~itud d_ 0scrlE de 50 cw. o &G2 

('!uc en un .:' re 1",. nOTlnrl ('0 2:; C,I . so ti ~nc ,sólo L '" mitcd 
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d~ l ~ Lscrl ~ , l o curl proporcione e ' l culos ~ps c xnctos . 

( 1 • -) lo g el 1 = - lo ' le 3 " 

E.l lló ehüo d~ j( es un t ~rcio del d" lrs l;.scc l .:--s b é.sicc.s 

t rrc ci6n de rtic.s ~bic ~s , [' l~ pri m_ r c sección de le -

I r' tcrc~rr (~._ 100 p 1000 Y b~st~r ' .ilultiplicC'r o dividll 

busc-"r É' en le prL,lc r r pC'rtc Ir r c í z cúbico:.' e~(: .:J; 30('0; 

0 . 003 ; .... ~n 1- s~~uad~ ,rric , I r rr íz ~c ~O ; jOOOO ; 

0 . 03 ; .•• . En l e t~rccr2 , I r d~ 300 ; 500000 ; o . ) ; .... 

( 2 . - ) 10 /6 c - lo g k = const ., 

~_1_ 
3/ k

1 . ..¡ 

3 

c .. ~--- = const . 3/k -

( 1 • - ) l o ' ( h = l o:; (1 0 té'n t), .: el = 10 t r n t y t 

( 2 . -) 1 0[, (; = lo g (1 0 té'n t) = const .. 

I 0.
1 

el 
el COl1:-.,t . , o 2 
t:--ll t = trn t

1 
= tr.l1 t 

2 

- 1 
= ten 

Se rcoótulilbr:-' é' :)Olll; r l é's t-ilLLntcs crcc i c n <.:o I.;!l un 

s~ntido y l es cot['n~cnt "G cre c i endo ,-n sl;lltido contr2rio , 

e
' 10 

I BIBLIOTECA CENTRAL 
UNIVERSIDAD DE EL SA.LVADOR 



- f.' 'C"l e, 

,';'1''' ~l1eOn tx' 1. 

t i1 t 

l~~l')" bJ.' n llU . to .,lJ.c. : 

') 

t~ " l~) ,. í) J. 

C' n , ) (\ ): 0 . 0 1 

t·, 11 
'.l 

i{. , O. 1 .J .-

C II 
, ::() 

, ./ .. 

u. 1.. , ,o 11 L .. ;j . 

10L'; 'c'" 

1 n 

101 t· 

1.\" t 

'.' , ' 

r 
, - - . -J ,.~.'() = 
L,'n. ,,) t n t 

l .. 

L:' 1 t: 

1 

11 

d 

o 
1 

0° 

r,' 
./ 

.0 
L: _' 

-"-

1, 
,j 

" n 
L,. II J, '.J ' 

-- 00 

= .. l~ 

= 

= o 

t:n ], \J :3C ,"1 'í:' ,e.. 1 '/ J.O r 

• llC j'" 
<-,0 L, ., I /1 ~) 

') , y llicl.C' 

r:" r ] X 
. , 

~Jr:I;, J. 'I¡- el') 1.1l. J, l ' _ e : J ..:: ,úo , lO 

ro C; '1' Jor ... ' (Ie l s\ ,1'"1, ,,' "J , ' ! 'llC e 

T)....,qP .... dOC J1rl .. · e ~'J . 

,,) J.,-,l - ción (, lJ Clit, :1. c.·I-' 1,1 •• 

, 'j .... tj r'/) . : (' = 

L' 

I r~ el ~ 

r. = . ;'en 'J 1 ; e.. 11 , 

" \,... I 

.., 1 
~l 'J = Gt n 

COt.1 

a 

L ,"'" i [. ") (,11 .... c:"c'1, d. trll.,~l1C" a: s.:. a.:; y ea so -

i1n S C r ~ c. n .,¡ llt i \, . o iU 

... 1 __ _ y ..... cnr(~.r (1 

t,...Ü· ., ("" <) - i3 ) 

(1 l • 1- fune 
, 
11,1 ::,,:i1rJ 



.. ll 1 - <.. ': .: r 1 e , 

':'.,, 11 0 ° D l o o 
" ,.>~ -. 1 = 

(, 
. ce i1 1, ,) ,() 1 ; l o e .-. .11 0° 

. :,5 ~ = 
e; 1.... 11 

,.0 l , .; .J 1 ~ -= ,) . 10 0 lr) oS\.,.. 11 r:.,n " ~- I _. 
./ 

sen )0° lo .' -}/ ... .J 
o o = ['\...11 = 

i,r; 'l,- l .~ ]. , ....; , J el . 1.: 1:) ,.) v- J.o r· .. s (·c 8ell. 
.. ru · , 

n 
t_ t-rfn e , J-'¡Y",.nc • j_ t () r' 011 t ri_ r::() i , . 

/. l:] 
; '[ ). ) 

Cl')n'~ 'r lic: '. .J I 1-" 'l'., ·t" .. 1 lo' l·nc· ,,~- ('l'" .1,. \., • ._ , J 1 ..L ' .'.J ' .) " ( C;) 

~"1 lllo S C,) '~') J 1 ... :lC"'::- e 
.0 
.' 

. I 
J.J 

lo (1....,.. n i .l .' ' ... )' ~"H_I~'l _,j:, ... ',.... (~,_ ·· ... 1 ..... ', .. ' .. 

ct, . --.t r':' ,1- I 11 
o-.Jo ' ......... ........ ·,'0 ;-t 

1) 

'] .. Ir : 
,/ 

, 
,¡; l'l , . ..L' In 

," . r. ~~ l' 1.1 .. - ) • 

(1 • r.) Jo 1 ,., == J.), '1 ~I() [;".'1 ,., t ) L - 1" n :....ll J 

.. 1 
s t ::: .::;, n 

( ' ) lo·' 

J , 
~.:3~n :::: t, 

- J. " 1 , 
- -

'- :; C. 1 

( u .... 

, 
iJ 

, ,JU 

lL 
c~ 

,,:' 

L c. 

'.¡lC J .. _' 'I;r~n 

-¡ 1: f...ti ~ ..:..\-- , 

t) = COl1_ t 

," ,JI r: ~l, r t r ~ e· • r ~. 

C'~HI · l jI... t o 1 , 

rol. 
v 

C," ,Gt . , o 
= 

e ' le LJ.O , :,)C l--:,c .. :-pe ·· 

l ~ l ·1 . ,1 I" lIrlI ... ~.) . f1 , eJ.e 1 .... 2 

j" r Cj. l i T. r l' ,_, O ~JL. r ' . . 

cinn, l. , "I'J:" 
. ro t( • 

VI. '" 2C._ v ,' lo}.' (, 1' ) , n, n t i 1 i ::. . .' O '. n 1';:3 ¿;.-i. f 0 -· 

, 
(.él : 
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,_. 
Escé'.l c ~ij [' dcspl rz"ur ~n li 

~ 

~sc~l[' r ec i ) ro c¿ d~spl ['~['dn ~n t I _ . 

j) Re l cción de l es csc~l rs LL y C. 

G.c noli i 11['.c ión ró r mul é'. 

DF 

CF 

el? 

:8n c f'.s i toc"o s l os p r oc,-sos ltC c2.1c 1.~10 S8 ~ ncu(.ntrc.n .-

cL" o cxtruc rl c s un "'- ré' i z . D\..:spu~_Q l'\.; 1 <'. it.lportcllc i ['. pro .. 

pi ~ qu\..: pos,-cn l rs \..: s cr l ~ s btsicé's C y D, l rs ,-scé'.l oG cx-

po n e n cié'.l \..:,s OU'- é! cont i n u[' ció n se dL. t r- ll é:.n so n el \.:, lo .,1[" S 

,Si SUlJOnO,,108 ql) . t 'On~.,lOS un: 0xoré-sión <.; }pond1ci['1 de 
c 

u n n Úlll v ro , ele l ,~ for"lé. 11
2 

= 11
1 

2/c 1 t Oii1é'.n do 10 CéritllloS e n 

c, 
en lo " n . --. 

e 
_ c 2 1 1 0 L n, O O ~Il bo s Ui t_ li1b ro S ].~. trc.nsfo r m[' iO '3 

lo t; 11
2 lo ~, 11 1 s i nU C, VelndlL .. s'- tOl!l['.ll 1 0[:; ':- -

.... - _. _- = _ _ _ o 

ri baos d e c st , c xpr c' s ión p:-r- cl i."in"r l r [o r li1 r [rrccionr 

l og log nI " lo g c l = 1 0 G l o g n
2 

- lo g c
2 

o l o quc \..<> l o 

hl i slil0 . 

( 2 . -) 10 G l og n - l og c = cons t o ( cxpr ~ si6n de csccl é' d\..: s 

li z;:~n t e ) 

y l ['.s c cue.cio n es ele 0 st r s OSCL'.l c s s erf.n u = ~ lo g lo g 11 
n 

u = m lo [, e l o lÍL i te ::: d ,_ 1 .:- JGc ':-.l ;- s ~r~ : 
e 

P'::.r p : u = O 
n 

y 
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m l a G la g n = O 

l o e l o e; n = O 

10 0 n = 

n = 10 

Pé'n: u = in 
n 

111 la g la G n = m 

10 1. la g 11 = 

la g n = 10 

n = 10 10 

De bido ,,1 de 
. , 

10 10 10 é' que r 2n :o v [, l'i c clon n \.,.:8 

muy ['Jilpl io pC'.r' l e s 10n eituc~cG co nsid c.. ré'd:-:s; l é'.s r eg12s de 

cf l culo como r ci r l c..G vi~n cn c r lculcdas perr = 2 . ,?l SL,- ..• 

( be.s o:.. do 10 iJ' rítmos d _pc.: rié'no s ) é' c ste s "scc,l ['s s¿ l es cJ..f. 

l1.0 ii1Íné lo e l o 2; y s e 1,., s s uñrL" po r l é'.s ll r yú s cul :- s LL . .1:'.,1 

p roc e so ~n t oriormGnto d~scrito SO l é'ffie ntc v Er í C' ~n que se 

tO[¡1é'n pe r , 1 2 primor", opc r F'c ión lo [';2rí t:,¡o s n2tur , 1 <:.G (ln ) 

de t é'.l ill0c:.0 que r c;Jit i e 11c'o lr secuencie, c! ._ opGre.cionc s , -

qU ~Ll.ln 
, 

(?,f3l : 

ln n
2 - _ .. - = 

ln n
1 

c 1 

tome nclo 

tomé'..ndo lo ~r rí tno s dc.. cc cJé'rio s : 

( 2 . -) la g ln 11 - l og e = con s t o 

Po r lo ~U0 l r c curci6 11 d~ lr ~ sc['lr s e convi e rt e Gil 

u = ID lo ~ ln n, cuyos lí~ltLS son : 
n 

2r:r C' u = O 
n 



Pé'rF u = in 
n 

l ,~_s LL
2 

Y LL
1 

mit ,>.: ) , 
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h~ lo e: ln n = O 

la G l n n = O 

l n n = 

n = ? /18 .::-'1 = e 

d laG ln n = in 

l o e l n n = 

lt1 il = 1 . \ ,~ 

n = _ 7 1 ,-, - · 10 
_ • (. _ J = 2 . ? 

IJ_ 
1 Cl ' 

'r 

S ~ l e llpmr LL7 y ru f6rMul~ ~~ u ~ , lcc CS C I '­
J 

0 . 1: O . O l } 
.son b l~ ,-,nicir' p: r i" lo y e (v lar" - l í 

m 10 [', In :n = 

lo [j l n 11 = 

ln n = u , 1 

( l . 1 
i1 = C = 1 . 1')5 

T ," L ~o d l LL --, . ,-. .. ., lo O • 1 < n < '-' 
L 

__ ,~ T " U = ;~m 
n ;'1 lag ln n = .- ,~-

JJ) :; I n n = .. _" e 

ln .1 = -) . 0 1 

U . J l 
n = 

Q , 0 1./ 
e '---.... n 

i ;.l,~ Loy .. , ' " .' ¡l.. L r' 

1 .ce 1 ~ H.lC(;C '- r.:eribi r G~ U = , 10 [; ( 1 0 1~1 In llh.Cl :-1cL .. 111 L ='~o ,---, :1. .- n l; 

100 ln 11 , V i1bj ~:..n 
I -. ~ ,. ----. - __ 

B1BlI(! TECA Cé:.:NTR¡ 

- ~ .... _._ .. - = 
e 

~ ' __ ¡'I"":RS IDAD OE, EL- S~"-VA' 
= 11 < G.r - - -----C0118t , ó Cfu = C2)l1., , 

o 1L, 
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q u e p.:" r G 1 2 regIr. dc. célculo pucele rcprcscnt c rse c.squcmE; 

tic é'lnGn te co mo : 

y por (!ledi o d e- d i .:.gr lll': .:-sí: 

e 
¡ 1 

LL~' --------~'--------------------~,~--------i u 1 1
1 

11._ -r 111 I .. <~ 

Fi guro 16 

c
1 

= 1 6 10 sobre I r 06cc l r e y tircc t~hl~ntc opu~s to .: 11
1 

~ l ef~ctuer ~etc ~ovirn i on to nU~8tr~ r ~ l pci6n h~ quodé'do 

11
1

C2 6 c 2 / 10 A . convertidé' en 11 2 = lI é' = 11
1 

• q Ul 

obse rvc r sc , con ~spücicl C' t ención, n u... lo S VF lo r vs n U ;üá-

ricos IDércr.e1os ..::n lé's (scc l e [; c~po ncnciC'lcs son inV2rié'.-

bI es por lo q u u se r e fier e r s u posici6 n dec im~l; por 

t cn to e l v ( lor 1.1 4 , l cü e'o sobre 1 , esc.:-- l " LL 2, s i e, lifi-

c r. sic.lJlprc 1.1 L¡. y no 11. 4 Dor c.j":dplo o 11 L: , ct e . 

Si quert. ,los detc r mi nc r n = 2. 511
• 5 

u sq u :"1;1C ti c ",¡¡Je n te; LL 2 
------t-

e 

y pc r~ n = 2. 5° · 45 

S 1 • '1 

4 . 5 10 

x e 

csqu0:né ti cé;n~nto LL
2 

I 1. 5 1 2 . 5 eO• 1x 
-··-I--~---

LL I 
~_.- t--- -- -. ---

I e I O . l.j.5 10 



c i n (~ O ;'o tl SO l ec ento nces en l é. esc:c- l [' LL . En es t o v e l o 

pE r~ l ~ c sc~l~ e e l ospec i o do ~ 10 e n LL
3

, e l usp, cio 

de 0 . 1 [' 1 e n LL
2 

y e l e sp~ c io do 0 . 0 1 e 0 .1 ~n L1
1

• 

; ,c.t ivo s ll pju~·d[' s LL0 1' l .l
0 3

, c..st,s e scrlns s irv(' l1 por[' v!::;. 

lo r e S du 11 usn,do r o c i proc03 ~~ té'.l 

1.10 do qUl.. 

L es vcri~cio ncs d2 e s t as osc . l as son : 

0 . 9 1 < G < 0 . 99 

0 . 37 < v < O . :) 1 

O • 00005 < o < O . 57 

Se cc.lculen Fcil1l1cntc con _.sté S ,-"sc, l c.s : potonc i es y 

r .?.ic os de di Gz , lo [, é.ri t illO 8 de c .- d E' rio s y n -" tur [ les , ~JO tc;:n-

Ci 2S y r2ic e~ du G , po t e ncies y ré'.i C~ B ~~ n~a G ro s cu~l ~s-

qu i e r é'. y lo g.?.r i t moa co n bEse cuc l oui o r c . -

Supo niC.ldo Ull triÉ-n -'ulo r 0 ct f.n [jL~lo ce hi J.10 tOflUSr. unit l)l i~ 

l édos vi en ~ dedn por : 

p 2 + d 2 = 

d = \ /1 - 1/ 
1. 

( 1. -) lo g l o g ( 1 2 
l 1 P ) 

= 2 

Limi t e s : pe r é'. u = O 
P 
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in l og ( 1 - p 2) = O 
2 

log ( 1 - p2 ) = O 

2 
P = 

2 
O P = 

P = O 

pET, U = - III 
P 

m lo g ( 1 p2 ) = - m 
2 

l og ( 1 2· 2 P ) = -
2 

0 . 0 1 P = 
2 

P = O . )') 

p = 0 . 195 

Ln form e usu21 do r oprcsontrr ~ te f unc i6n 0 S 

L r GSC21 r os opu~str es dec ir c r ocu Gn s ent i do contrrri o ~ 

D. 

.se util i zc. ~; onc r rürn~ntc: c::nrr sé'ndo 01 v e.lor ¡;p " ~Ü l E'. 

c scc12 )j y s e le c ~ l vrlor Il d lÍ e n 12 8scr l .... P o vi cG v c: r -

s~ . Por ser ~l vr lo r d~ l r hi po t EnusL unit2rio, co noc i do 

en c ur lquic.rE el.:: l n. s esce.l es el v plc r 0(;1 S0110 o cOSe:1l0 ú·.:; 

/ 

un 2n81'.10 , ~n 1" otr-:- so obtcndr:- .::;::'. vrlor ce l cos,--no y s ·::; 

(<.; f .1[;ul0 e ,,;- ¡orc.s c.\" L;5° se buscé'.n en l,~ vscé' l é'. p i té'.C6ri-

C2, ten i endo preson t~, )or s~r uscrla invertidr , que ~l ve 

lo r del É'ngulo ou,- s -.; utilizr es (.1 C0:¡lpler.kntr.rio . P-sí, P.~ 

o 
re'"' busc" r el v rlor d·l seno 75 30 merC'- .llOS cú l •. csc Llé: ~ , 
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1 ' ( 900 
- 750 30' ) -- s 'no 140 30 1 1 o s ono ce ~ y COul0 s (;n e. 

- 1 o ' Gscé' l p, pit e eóric 2. son 75 30' = 0 . 9682 .-

6) CALC Ul,OS ESPECIAJ..J.2S UTILl 'JAimO Ll: LES. J. Dr., CALCULO . - -- - ___ o _____ , ____ _ _ _ 

Le gr en v enta j c del uso du lé' rcgl ~ do cflculo uS l ~ 

como did~d que nos brindE da podar hEco r uné' serio de: c~l-

culos , que hechos en at r e formé' nos ebso r bcricn mucho ti cm 

po . -

To d[',s l es rogL 13 po seen un e.di t emen to co rrodizo , t r cn.'2 

pe r onto , ll cmcdo curso r, quo pued~ sor s i n pI e o de dobl e 

v ontcnill e ; est e posce un trEzo cuntrel, delgrtio , prin ci-

pEl , pc r~ el C' jus t o y l cctur r durento l ['s opcrecioncs . -

. - .dcm~s llev e en lo s bo r d8s derecho G i zqui e r do tr~~o 

l Fte r 21cs con mer c ps 8spcc i c l GS o quo sirv~n p2r~ l e l ec 

ture de los v eloros en les divisiones suplotori ( s quo ya 

no c st~n ~l ~lccnc e 0cl trrzo princi pela 

e ) Seri ~ d e ¿ roductos : 

Pr r~ \...1 mr nejo do rogl~ 00 c~l culo , 

deb e tr2ter sc de mo ve r Ir rcelill - sólo lES v oces indi s -

pensnbles ; con e l uso edecurdo d ul cur sor . ,· 

Si t cn':;; .. los un r s e ri e d", Dr oductos , po r c j oitlplo 

2 x 3 x L~ )( 5. Se proccdor~ de lé' s i l. ü",ntc lUena r é' trcbej - ncb 

con l ts osc c l es C, V e l . 

l e r Pp so.: Co lo qUE;se el ve l or 2 sobre l e. csc é' l .:' D, fr cn t o 

21 velor 3 s ofie lendo en l r escr l e l, (no SI... 1 02 ~l rcsul-

t e,do) . 

2<2_y.2 S0":" Mu ev ? se e l cur sor y dcjosu e l tr['zo c "ntr é'.l de él , 
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sobre wl 4 da e ( no se l e el rosult2do ) 

laque direct r :',lent0 deb:- jo dul trezo de l cur sor y lu,--go dE:s 

lice s e Gste, h e.s t2 e:lcontrE' r el 5 de e , c: l resul te.co 120 -

s e l ec dirc ctéillontc d~béjo Gn D. -

b) Pr oduc to s y coc i ntes co~bi n¡ dos : 

Tr 2ba j éndo con l rs ascrlas e y D con eyud2 do l curso r 

s e pueden c f ectu2r en ser i0 productos y cocion~ c s combin2-

dos . Se? por e j empl o , c f 0ctu2r : 

1 e:r: J2..~ : Se colo c r, el 60 en l e CSCE'.l e. 1; frentE; 21 30 do lE 

esc21 2 e , co n un mo vimi ento de I r rG ~lille . 

20 ..pc so : Se ll evé L.l tré'zo pri ncipé 1 del cur so r 21 40 de 

I r Gscalé' e y so corr0 l ó' r c:-;lilla hE'stn que el 120 c1G 1<:, 

escel, e coincide co n el trczo contr 21 d01 cursor quu ha 

qucd?do fi jo . 

2 9_LP§:.§Q : Se corre 01 cur so r hé'st, 01 1 L: do e, y so co rre 

l a r cglill r h E'st2 qu,-- ~l 20 dL. e quedo co i nc i di endo co n -

el trezo centra l ~e l cursor . Ahore puc:de l eerse ,,1 r Gs ul -

t edo fi ne l qua ..,st2. inc1ic é00 por el l1 ÚlTIc: ro do I r €-sc ó.lE :u 

qU0 qUwde in~Gdié t 2illc nt c cbrjo del 1 dG e, es t e vélor es 

0 . 465 . -

Pcr[' cnco ntr r r 01 r csul t2.clo fr cil y re pi dr,1nuÜc , b rs tó 

hace r tr e s ~oviQi un to s de I r r~ glillc , y trc:s d" l cur so r 

y se o foctu r ron cinco opcr cc ion ,-- s , sin necesi dad d" l OL r 

los resul te.dos pé r c i él cs . ·-
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Puede; t.:'Jubi cm , ocuprrso le oscc1 é' do invL- rso s el y l E 

usc~l ~ f ij C'. u pé'r~ ~f~ctu~r L-s tC'. ~ o~orC'.c~ones , lovi 0ado 

en fo r mr c1tor nadc l e r Gg1i11 ~ y e l cursor . -

Estr sori L do movimi~ntos siup1ific2dos co nt r i buyen é' 

:-"umon t .:' r l E sc.guridr.d 8n el rosu1 t:--do f i n...-- l. --

c ) T~bu1 rc i6 n d o funcion es : 

Dependiendo de l e poaici6n ee 1 r rcg1i11r , con s610 -

rnO VGr 1 cursor , se, pueden té'bu1 c.r r1guné's funcion es s i tn-

p1cs . ~ 

tos de 1 ~ r eg1i11é' , oporpndo con 1 rs eGc .:'l~s b , ~ ,e , y D.-

Al , 
I 

BI, 0, ';\ 
el 1 e 

~'I --~~d------~&~'~ 
._-----,> 

( é'. ) 

Al, é' '., ( I . 

10 ~li J 
] 00 

b
J 

\ 
I ! ti DI , d d,{ 

~ B 
'~ e 

J ~ 

Al 
I 

e , 

'd , d DI 
) 

------------------~ 
( b) 

i, c., e. 
I le , 1 I 

b, , ¡ 
I 

'1 
I Rcg1i 

I 11 ,:-
-~ 

J 
Nor-
m21 

Rcg1i 

> lnv~r 
8' I (.1 

I ] 
d '-------ll tic ~ . 

J 

Fi guré ' '7 

LFS Si Gui entes ro1 2cioncs se cst eb1 ccen : 
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~ = 12 
e C. 

d, 
2 b, 2 

[1. , = Y = c, 

Figure.. 17 ( [1. ) • 

. : 
d , 

2 
~ 

é'.. , " 
[' ,. ._'-= = 2 = 

b
1 c, b , 

d (~ , j o 1 d , 
= = = 

c , c, V~ 

Fi gure '7 ( b ). 

do (3 ) : 
2 

e ,~ [> ,eL 
= = --' = 

' 00 b , 
2 

b , c , 

d d , J [' , d , 
= = = 

10 c 1 c, Vb; 

Figurl', 17 ( c) • 

do (9 ) 

100 b
1 

2 b 1 d, 2 e = c' = f' 1 c 1 = , 
10 c~ = c

l 
d , = cl '~ = d l '/~ 

Fi gure ( d ) . 

d o ( ¿C'~ : 
./ 

b , 
2 

b , d , 
2 

p. = <' , = 1'" C, = 

Po s i cioncs q u ..:: no s p e r mi t on cP,lcul rT r e pe ti d 2.mcnt o Vs., 

l or"s direc t os e inversos d e : f ( x), f ( x 2 ), f( \íx) Y f( Vx2) . 

d) Cflculo d ¿ h i pot cn u srs . 

rB~BLlO'fÉCA CENTRAL 
' . INIVERSIDAD D E :::L SI\LVI'\OOF 

~-----------------
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SCé'.n lih ll 1, .-- ; y "b ll hipotcnusé". y c <'.. t c tos r espe c t ive' -

mcnt0 d~ un tri6n l ulo r~c t~n ~lo cuy;: rel~ci6n no lo gr rit· 

mic<'.. v i ene d 2dr por : 

h = Jé'2 + b 2 
P. < b Cconoc i úos ) 

Si se ¡l1ultilüi c2. y dividL: ~stc. f6r j¡1Ul;- por I, ,~." se: ob-

ti on~ 12 e~prc i6n : 
. ·2 

(

b + _ \ 
- I 
L. 

I 

Con el c.uxil i o de l['s osc, l rs B y 1.; y un lllOvi ,.üeúto d~ 

1 <'.. r eglilL s e p u c c: o c ,~ lcul ~ r le h i po tenus· C h ) ; pc-ré' esto, 

s o Inrrcc e l v <" lor ,1 2 1, sobro 1[' esc~.l;: D .::.- lin '<'..CJ.O con ___ 1 

Ó 10 dG B , so :nut.:-vú <..'1 cursor p;:r;: sefír.lr'r ,, 1 v['lor ¡i b ;; Gn 

D Y se hec e l r 1 8cturé' cor r "spo ndicn tu on E . ~St2 l ectur~ 
-., 

(;S cü v['~or i gu,~l .... (E) , por lo que so l e cunl\.;ntrr É~ un[' u li 
\ e , 

dé'd Y con 01 cursor s e ¡l1éTcp..rÉ' .:.ste nu (;; v o V <. lor sO ~j r e L~1. 

escrl [' D p ere l co r en 1.; e l nfun" r o corrcsJon~i~ntü que es 

el resultr00 dcs~~do . -

e ) hosoluci6n úc Tri~nGulos Ecctfn_ulos y Oblicu~n gulo s . -

S0n conocid~8 l ,s fórmu12s p, r [' el c f lculo de tri rn gu-

lo s r ,--, ct~n LuloG y oblicu~ngulos, por lo QU,--, 1 2s op o r é'cio -

nes qUL se ofoctúr.n se supon"l1 co lo cicr s e n 1; s rntc' riorcs 

8xplic <..cionus . Se utili zrn l~s ~scelcs A,S , ST , 'r , D. L:: r- _. 

tendo ovi t é r op~~réc ion~s superfl Ue.S , por lo Cl·t.:. de berf cons 

t~t~rse I n proporcionrlidé'Q en tro l .... s csc;- lé's dc los log~ . 

rit lnos do los nÚúlcros y de los 10 t.r r i tH1os de los senos 'J 

té'ngcntcs , es cluci r que poscrn el mi s • .lo m6dulo , ) érn obtcnc.. r 
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con tinuidL"'d e n 1.-- s opcré.cio n ,-s . 

f) Reso lución d Ec u e.c i o n es de 2o-gr é.do . -

Uné Gcurción se c Ollsi dcrr r esuc. l tr. Cll< n0.o se. dete r mi né' 

el v rlor d0 sus r~ i c cs _ 

L e cxprusi 6n genú r .--l ~G l r 0 cu~ción tie 20 ~r~do e s : 

2 
éX + bx + C = O 

o divi d i endo por ( ~) : 
2 

x + px + q = O 

y d ivi d i ndo po r ( x) y transpo ni G n~o tLr~inos : 

" + ql ' = - p 

L~s r~ic 0r du ~st~ uCl'c ión se e n cuent r on con ~ l L"' UX1-

1, G l r s i guiuntü mencr;:,. : El vnlor \'q '¡ se s Cj1.::- 1 ['. e n D 

coin c i d i cnc.'.o con Gl 1 ó 10 d,- 1, l U0go se co r J e el curso r 

sobre 12 csc é' l - 1 ( on 1 .-- cUel C-dfl uno da sus v é' lores os 

nx l() h é'.s t E". cnco ntr L"'T sobre D ( c:n lp cur-l c,-.de. uno de suc 

v p lo res es q/x) u n v e lor t~l qu,- sum~do é l cor r e pondi c n -

t e tC 1 s é'. i gup- l é' ( p ) . -

L e - , genvr2.1 du lF ecucc ión 3c r -, r c.o.o cxprc:sl on L uS 

,",v3 + bx 
2 + + d O C. J).. cx = 

d ividiencio (e-) x 3 bx 
2 

+ + :u O y por : c:x = 
Con ob j c to de Gimplific ':-. r l e ccu{'c ió n se o l i . .Jin< un 

t ór,a i no de 1;: ecu2c ió n, é s t e:'. so trénsform2 en otr c. ec ué.c ió n , 

CUyéS r.-- i c~s cst:rfn c~cc~idéS cn cierto v rlor , quc scr~ 

c.e t c r úün l'.do por un c ;-i:1blO Lv verie:'.b18 (E.n ,:'l ,~,e brp. PO cJúmu 8.§ 

t r eo ouo eso es correcto ) . loé'. fo r mé"c rcduc i dc. (,.0 l ." Gc u é c ió n 

cúbic- os . 
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y3 + py + q = o 

o dividi e ndo por (y) : y2 + q / y = - p 

Con (;s t é'. r epre sen t :- c i6 n de 1 ..... fór¡<1ul L', se, cnc u entr2 (;1 

v e lar de l es r~ic cG e n l e r cSlé' do c~ l culo , trcbc j ..... n do co n 

1 2s (;8cr12.s i~ , D c: 1 C~;:: 1.:--. mrn er~. ,si g u i E: n t e : El v ela r ':q" 

so SC,ñ21é' en l e. \...,sc212 D co i ncil~.i oi1do con e l 1 ó 10 d 0 l e. 

c sc21p 1, corr i endo ~ l c u r so r sobre 12 os c 212 1 ( n I r eU21 

c c.d e uno do sus ve lo r ~s uS q/y ) s o l c~rfn c n D los v e laros 

2 c o rrospondi ontG8 d e I.y" y 0n A los de:: y . SU:¡lé'ndo los v e lo 

r e s ['8 1 Y dI... A , s e cli e,;ir fn ("quellos cuye'. Slclne s ,-,e i .3 u.~ l 

e. (-p) . Le. sume cl ;::' les rcicl...s ('kbcr ~ ser i l~ué'l [' co r o p é re. 

Ct~AS DE L1 REGLA D~ CAlCJ LO . -- -- ,. __ . -_.- - -, -._ -

-.J 

Gon eré' l mento s e seí'iéü, e l v .--lor /-' e n l ['" s csce1 2s e , 0 

,...,.. "" 2 
Y Cl Q2 r 2 fn c ilit r r ~l c~lculo de v 210res 11 d , /1 r de-

l eS fór mul ps muy l~~ ili ::..edc.s d o 1 2 circ Lmf c r Em c i n y 01 c í rcu 

lo . --

Se SGñclL'. té'.mb iGn los v r loros ?', ¡CJ "y f: ' p e r ,:,. f2 

cili te r los c fl culos de tr 2nsfo r mec ión d 0 fn gulo s d e doE en 

v r lo r os 11 2 turé'lc .s , é' Cr é'dos , lolinutos y s O(iun ú.os SOx2,Zc slm,S 

l e s e ~ 'y ?") o contosim['~ L.s cf!. ) o vic e v c: r sc .. 

;'0 r sc:r : 
I I 

34:8 =,p Cuinuto s sexc'Gosi mal os ) = . 1 80~ = 
/7 ti ':)" = 206265 =~ ( segundos scxncesi m21 cs ) 

= 636620 =~ ( segundos c c n tesi mr l es ) 
1/ " 



- 76-

P c.rr. o b t e n e r el v r'.lor en r ['di cnos úe un ; n gulo , bc.stc -

rf d ividir estl.. po r P de [' cuerdo r: los Ll Gtodos 2nterior-

men t e cxplic r:dos .-

J?c r e ~l cfleulo de prc,cs do c í rculos , te:n i emlo como di:, 

to e l di~Dotro se scficl c sobr l.. l c esc~ 2 e e l v e lor cons -

t cntc " e ;¡ quCJ p rovi e n e eJ.e pr ese:ntE'.r l e. cc u :::c ió n d c, l c íre u-

lo COIOO : 

s tí d2 

Q2/Vil~ = --- = 4 

donde c ~--- 1. 128 
= JI! = 

Se c nCU 0n tr r. 01 lcr t.J2 sefié'léndo e l v '"' lor de l d. iÉ".lne tro 

sobr o I r e13 c 21 c. D fr e nt e ,'"' 1 v , l o r '\e li mércndo e n l e. esc c.-

I n C; el r csult rdo quCJ S0 ~cse~ se obti e n e l ayendo el v~ -

lor de I r. eoc['le A cor r espondiente e 1 de 3 . 

Los f e brice.nte s elo 1 :08 r c[::l ns , suelen mrTc cr en e l l e s 

ot r os v~lor cs ~sp~c ic los) por lo que c rd. r egle treo sus 

p ro p i es indi cc.eioncc prrc. e l mcn ejo . -

BIBLIOTEC A CENTRA 
U¡-"'VF-RSIDAD DE Ll.. SAl.....,AI: 
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CAl T U 1 O IV 
~~----~~~--~--~------~ 

CONSTRLTCCIO T ESCA LAR DE GRAFICOS PARA ECUACIONES 

DE DOS Y TRES VARIABLES .-

1 ) Escalas PeIE~ndic ulares 

1a i nte r pre t ación geométrica de una ecuac i ón , exi ge 

l a c ons t rucc i ón de su g r áfico correspond i en t e .-

En Algebra y Geometr i a Anal í t i ca , se es t udian l as -

pr opi edades de func i ones , representándolas en un pl ano , 

mediante un sistema de ejes perpendiculares , qu e se -­

l l ama "Coordenado Rec t angu l ar " . - El p l ano qu e es+'os -

ejes definen, pora facil i tar el t r azo de las f u nc i ones, 

se divi de en cuadr ados i gua l es por r ec t as para l e l as a 

los ejes co rdenados , con lo cua l l a l ocal i zac i ón de -

los puntos de l a función se r ea liza rapi damen t e .- 10s 

e j es c oordenados Y y X (ver t i c al y hor i zon ta l r es pec ­

t i vamente) ue an div i didos en par t e i guales y re pr~ 

sentan re pect ivamente func i ones es c a l a r es u + m x y v= 

m y, generalmente con módulo "m" i gua l a 1 c m ó 1 pul g . 

S i endo que l os ejes coordenados son es ca l a s, est a s 

podrán ser un i fo r mes y no un i f o r me s, según sea l a --- -
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En el ille rc n _, oe obtiene papel nodulado de t r as - ­

ti pos : El papel de módu lo 1 c~ y con ivisiones al mi­

límet r o , 1 1 8~8do por esta r azón mil i mG trado o s i pl eme~ 

te miliu~~r¿~~, - b) ~3 pel log8~ it mi co doble o s i hpl e -­

mente 11 .~do loe rít mi co , con dos es ca l as l oga r í tmi cas 

ort ogonal e' ~' ,ll. lul as ,me r a l me n t e de 12 . 5 y 25 cm . con 

una e3ca13 vlri'udc de 1 a 1)0 y otras de 1 a 1000 .- c) 

Pepel semi l J,~¡;¡ ~:í-:;:"lic.:c , groduado c a 1 una esca l a unifo r me 

en un e j e ; J co~. ¡n- l ogar í tmic a en e l o tro • .;. Es por ­

tanto U! ~l COI:l"b i::oció¡ . G lo s dos nt e rior es .-

~a utili7.p,ión de _ada uno de l os ti pos de pepel -

c oor enado , s e Gxpl icar~ en incisrnpos t e rior es . -

REPRES'·' fil"~CIOH l~R:H'I C DE UNA PUNC I O.T ENT RE DOS VARL, "': 
"BWs. - - ' 'UACrIOT" CAET3SIAN' .-

Se acostumbra a r ep r e sentar por las l etras "x " y -

"y", l as ecuaciones co rrespondient es a los es calas de -

l os e j e s ortogon l es , por e j empl o : y == m 'j;' ( a ) .- Con 

l a letra O sú deo i gna la inters e c i ón de l a s pe rpendic~ 

l a r e s y se lla !J13 origen , de tal raanera ue se podr ' n r e -

fo rir -¡ 810 re e .le la función al ,:o ja OY y OX .-

Si t ener,lC G una r e lación ~ (a , b) == O entre dos varia 

b l a 11 t:,. ~ . - r "'O " ; G'3da un de éstas puede ser r epr ese nt ada 

por c'di o l ~ Es c a l~s y estas a l a vez , pueden col o ca r se 

per pen i culnrcs entr e s i .-

Constr~y3se dos ejes or t oaona l es OX y OY en el l os -

, 1 1 r:¡ () ... b " mb í' (b ) r e pr o s <:: D t e s e a e s c a a x a f" él Y ~ 3 n 1 e n y == 

'l e "a "u y de 11 'ó 'J; s obre l os pug, 

t os ma rcados en estas es c ala s dib~jese p2rp end i cula r e s -

a l os e j 8" . -- D or·:>::; de v310res de " a ll y "b l! s3t i s f r án l a 

e cuaci ón 0 (8,t) == O Y determinarán puntos de i nt erse c -
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ción en el plano s cbre l as corre spondi entes pe rpendicu­

lares a l os e j e s , es t o es , u n par de v a l or e s a l y b l cQ 

rresponde n a l punto de intersección de la p erpe n d icula r 

a OX a tra vés de a = al y l a pe rpe nd icula r a OY a tra -­

vés de b = b
l
.- La s eri e de puntos que s a tisfa c e n l a -

r e l a ción de ~ (a ,b) = O de t e r minan la curva de l a f un-­

ción.- La ecuación r e ctangula r o Ca rt e sia na de e sta cur 

va r e f er i da a l o s e j es OX y OY se obtiene r e s olvi e ndo -

l as e cua ci ones de las e scalas x 

para a y b en término s de "x" y "y", y sustituyendo es ­

t o s v a l o r e s en ~ (a,b) = O 

El o b je t o de obt ener l a ecuación Cartes i ana , -

es pod e r r ep r ese nt a r l a funci ón por medio de una e cua- ­

ción de pr i me r g ra do e n "XII y "y" transformando l a e cu~ 

ción de l a curva en la de una líne a recta.-

Es e vid e nt e que la n a tura l e za de l a curva r e -­

present a tiva de l a r e l a ció n ~ ( a ,b) = O¡ varí a c o n l a s -

e cuaci ones de las es c a l as .- Esta operación de transfor­

mar una curva en una r ec t a , medi a nt e u n camb i o de esca ­

las se llama lI a namorfo sis" .-

Lo a nt eri or s e pue de r oswnir e n l ~ s igui cntü -

forma: 

(a , b) O (1 ) 
m 

f( a ) ( 2 ) x a 

y m
b f(b) (3) 

de (2) y (39 a : = 5 (x) (4 ) 

b = 'P (y) (5 ) 

Sustituyendo (4) y (5) en (1) 

~ (O'(x),P(y) ) O (6) e cuación Carte -
s i a na de la curva 
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3) ES COG ITACI ON DE ESCALA S EJEMPLO ILUSTRATIVO 

Con l a r esoluc i ón de u n e j empl o , l o re l a tiv o a l a -

es c ogi t vci n de l a ecuación de l a es c a l a s egún l os c o nc ep ­

t o s e xpues to e n l os dos incis os a nt eri or es , se mos t r a rá l o 

c l a r o del proc eso . -

S a la r e l c i 6n 3
3/

2 
= b la que se rep r e s e ntará g r a ­

f i c aoent e j 81 rongo de var i a ci6n de " a " es t a rá d e t e r mi nado 

en t re l o v o l a r es c e r o y d i e z y l a l ong it ud de l a s e sc a lAs 

n o de b e s er .!layor de 18 c m. 

La soluci6n a es t e probl ema g r áfic o , se presenta -

po r t r es a lt e rno tiva 

a) ( a , b) = b _ a 3/ 2 
O 

Us a ndo: 

f (a ) a 

x 

y 

cua nd o f (a) 

feA) 

el 
L a 
f( A)- f(D) 

m
b L 

f( B) - f(b) 

Lnb= 15 x 0 . 2 
0. 474 

x 

y 

f (b) 

m a 
a 

r:i
l 

b 
o 

O f( b) 

10 f( B) 

12 
10 - O 

12 
31 . 63 - 0 

15 . 8 c m 

1.5 a ( c m) 

0 . 5 b (cm) 

b 

(2 ) 

(3) 

= O 

=31. 63 

1. 5 c m 

0 . 474 c m 0 · 5 
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En e l Gráfico 3, se enc uent r 8 e l tra z o de l as e s ­

calas pe rpendicula r D s y de l a Curva Ca r t e s i a na c orre spo n­

di e nt e : 

De ( 2 ) Y (3) s e obtien e : 

a x (4 ) 
1.5 

b = 2 Y (5) 

Sustituye nd o cm (1) 
, 3/2 

2 y = :' X .' : __ I . . 
\ 1. 5 .... 
3/2 

3/2 (6) Ecua c i ón y x 0. 272 -= x 
3 . 68 Car t e s i ana 

Pa r a l a construc ción d e l g r áfi c o , s e tabula r o n l o s sigui e ~ 

t es va l o r es . 

Pa r a Esc a l as : 

a x = 1.5 a (cm) b y 0. 5 b 

• O O O 

1 1.5 3 1.5 
2 3. 0 6 3. 0 

3 4. 5 9 4. 5 

a x = 1. 2 a (cm) b y 0· 2 b 

4 6. 0 12 6. 0 

5 7. 5 15 7. 5 
6 9 . 0 18 9 . 0 

7 10 . 5 21 10. 5 
8 12 . 0 24 12. 0 

9 13 . 5 27 13 . 5 
10 15 . 0 30 15 . 0 
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Pa ra curv a . -

a b 3/2 
( cm) 

3/2 3/2 = a x x y 0 . 272x ~cmL 
O 0 . 00 n O 0 . 000 
1 1 . OlJ 1.5 1. 84 0 . 500 

2 2. 83 3. 0 5 · 20 1. 412 

3 5 · 20 4 · 5 9 · 50 2 . 310 

4 8 . 00 Ó 6 . 0 14. 70 3· 995 
5 11. 20 7 . 5 20 · 50 5 . 560 
6 14 . 70 9 . 0 27 . 01 , 7 . 350 

7 18 · 50 10 · 5 34 . 00 9 . 250 
8 ~ '2 . ~1 12 . 0 41. 50 11 . 300 

9 27 · 00 13 · 5 49. 20 13. 400 

10 31. 63 15 · 0 58 . 00 15 . 815 

L constru c i ón de la curva se puede r ea liza r po r -
dos medi os; e l prime ro, tabul a ndo y p l oteando l os valore s ' e 

o ( a , b) = o ; y e l s e gund o , t a buland o las magn i tud e s de la -

e cuac i ón c9rt e si~ na y = 0 . 272 x3/2 y mi di e ndo sobre los 

e j es OX y OY l o s r e sultad o ob t e n i d o s , en centime t r os .-

El gr6fic o No . 3 , p e r mit e c orro b ora r l a i gualdad de 

e st o s dos pr ocidi mi ent o s en la const r ucc i ón .- Es a c o ns e j a ­

ble para n o incurrir e n e rror, d e sDrrollar so l ame nte e l -­

prime r pr o c ed i oiento. 

b) 

Usan 

O 

ra 
a 

< 

o : 

a 

(a , b) b 
3/2 = O (1 ) = - a 

3/2 
f (a) = f(b) b 

o 1'13/2 
(2 ) x a 

o b 
( 3) y b 

< 10 - - -. - - - - - - - - - - O < b < 31. 63 

15 0 . 474 c m ~ 0 . 5 c m 
31 . 63 
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&O 

Ó 
ti 

,rol :::1..63lr .----------~----=======:: 
30 

E SC AL A-OX-

FUNCION: x= I .5a cm. 

MODULO: m= 1.5 cm. 
INTE·RVALO: O eo elO 

27 I I l.ONGITUD: 1= m(]<A). f{oj] 
K = 1.5(10-0) 

=15 cm. 

TABULACION 
24 x=1.50 

O O 
1 1.5 

21 2 3.0 

~D 

18 

15 

I 
-t--Lt 

I 

.-. ._~- I lit 

3 4.5 

4 6.0 
5 7.5 
6 9.0 
7 10.5 
8 12.0 
9 13.5 

l O 15.0 

>- 12 
1 . --~-- 1---1 -----+ 

C U 

/ " 

~ 
ct .... 
O 

¡ 
I 

-t-r 1 1 
9-i° <t 

6 

I 

---'r I +--+-- l' : I ¡ I 

! . +_, -----H--- ___ 1----, --~---L-l--~ 
1, . ~r' - , --1- _. r r --,. j -,i 

_ E;;7í'~ ! ~¡¡os ,VALORts 0Ej..... I I L x 
) I 

• 
" L . :5 4 5 G '( 8 9 !O 

)t = !.5a 
(~IRAFiC O ~Jfl J 

O) 
I 

~ 

O 0.00 
1 1.00 
2 2.83 

3 5.20 

4 8.00 
5 11.20 

6 14.70 
7 18.50 
f{ ~:2:~1~~ 
<i:i ";7l:tÓ 

~:: 'n .:: 
I ()' 31.63 

R 

E se ALA-OY­

FUNCION : y: 0.5b cm. 

MODULO: m=O.5 cm. 
INTERVALO: 0<b<31.63 
LONGITUD: 1= mff.CB}-f(bl] 

V 

= 0 .S(3t.63-o) 
=15.815 cm. 

TABULACtON 
b =0.5b 

O O 
3 · 1.5 

6 3.0 
9 4.5 

12 6.0 
15 7.5 
18 9.0 
21 10.5 
24 12.0 
27 13.5 
30. 15.0 
3 1.63 15.8 

A 
b) 

= 0.272 x%t, 
O 0.000 
1.5 0.500 
3.0 ' 1.412 

4.5 2.310 
6.0 3.995 
7.5 5.560 
9.l' 7.350 

10.5 9.250 
I .. rr ¡ 1 r:3 ""q I~/' 11 • 1~'1·" 
r~)r ' 1::.1, í.1.0~ 
;'i/J' 1; 1'5 .'á·\~· .' 
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. . a = llib 0 · 5 Crrl . 

L Lnb 
15 x 0 . 5 15 . 81 cm . na 0·4 74 

x 0 . 5 a 3/2 
CID (2) 

y 0 · 5 b c (3) 

3/2 2 x ( 4) . . El = 
b 2 Y (5 ) 

Sustituyendo en (1 ) 

y = 2 x = x (6) Ecuac i ón Ca rt e -
2 s i ana .-

La e cuaci ón (6) es la e cua ción de una r ec t a a --­
o 

45 con l os ejes c oord nadas , parti endo de l or ígen .- El -

lugar geométrico de la func i ón es most r ado e n e l gráf i co 

No . 4, para el cual se han tabul ado los s i gui ent es valo -

r es : 

Escalas Y_. 9 ,,:l.j7~':. 

a éJ 
3/2 x 0 . 5 a 3/ 2 (cm) b y 0 . 5 b 

O 0 . 00 0 . 000 (J 0 . 00 

1 1. 00 0 . 500 3 1. 50 

2 2 . 83 1. 15 6 3 . 00 

3 5 · 20 2 . 600 9 4 . 50 

4 8 . 00 4 · 000 12 6 . 00 

5 11. 20 5 . 600 15 7 · 50 

6 1 4 · 70 7 · 350 1 8 9 . 00 

7 1 8 . 50 9 . 250 21 10 . 50 

8 22 . 51 11 . 255 24 1 2 . 00 

9 2 7 . 00 13 . 500 27 13 · 50 

1 O 31. 63 15 · 815 30 1 5 . 00 

31 . 63 15 · 81 
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CurvéJ : 

Se t am8r1 l o r ~prcso nt ac ión do vol ar e s tabulad~ e n 

e l inc i s o (a) , o bie n va l or e s en c e nt í met r os de l a ecuación 

Ca rtesiana y 

c a No . 4 ) .-

x v8riéJndo ' nt r e ° < x < 15. 815 (ve r Gráfi-

) De nt r o _ 8 ást e Capít ulo , e l proc edimi ent o que a c on 

tinuaci5n s~ de t~ll l r e vi ste e spe cial i mport Ancia po r 

se r e l mDs út il j apl ic ado ; las v e nt a j a s de su us o son 

cIDr a y se expl ic arán de spués de l a r eso lución de l -­

prob l ena . -

p (a , b) 

b 

b -

3/2 
F\ 

A 
3/2 

° 
Toma n do l oga r í tmos en ambos mi embros e l a e cuDc i ón : 

l og b = 3/2 l og a (1) 

Usando f (a) l ag f(b) =log b 

x ú1 
a 

l og a (2) 

y !!lb l og b (3) 

Por ser e l l ag O =- ('>O. , s_ c ons i de r a r á l a función 

va r iando en tr e 1 < El < 10, s in emba r go y como s e ve r é -

e n la s o lución se po r6n apr oxi mar a c e r o l os val or es de 

" a " t an t o c a o se desee ; bas t a r e c or dar que las mant i s a s -

de los l oga r í t mo s comúnes de l os núme r os co nst i tuidos por 

l os mi smas cifras y c ol oca das e n i gu a l ord en son igual es .­

Evid ent cwm t e , s i un núme r o se multipl ic o divi de por u na 

po t e nci a exoc a de di ez , dé lugar as í, a un nuev o núme r o -

cuyas cifras quedan col oca das en i gual ord en , l a s mant i-­

sas de sus l ogJ rít nos son i gua l es .- En e l caso particul a r 

que s e tra t a , Si:! pod rá ob t en r va lore s de "a " v '3r i ando -­

e ntre 10 y 100 o ent r e 0 . 1 y 1 , por ejempl o : 

BIBLIOTECA CENTRAL 
UNIVI!:RSIDAD DE EL SA,L"",OO'" 
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31.6:71 -------- ·_-_·_·t-- I 
_ //1 E SCAl.A-- O~ '·. ! e:SCA L A~(),( " 

;s.O i / I FUNCION: x; O.50'"'"'cm. "'UNeION' y '" O.~,b <:iiH. 

I MODULO' IlP 0.5 cm. MODULO: m ;; O;S C<1l. 

J 7f 
¡ INTERVAL.O , 0 <0< 10 !iHEnv,li,LQ: 0<b<3L~~1 

27 --.--.. ---------.-.- "-"---1 LON.GITUt) I 1= mll\AtffoD LONGITUD: t"mU(sH(b~ 
:: 0.5(10"'" -O) "'0.5{3f..6J·--o) 
:: ' 5.81 CM. ~ 15.81 CM. 

#' 

/ 
r TABULACIO"'¡ TABULACION 

24 

21 

18 
I 

~'" 
15 ~-* 

(ji) 
Iú 

'o; 

12 i ~ 
rn 
& 

9 -; ~ 
.....o:. 

(,jo 

'" 
6 

3 

o 

"\ i --:--t .,~y I j pO,50 b:;: O.Sb ---- .-7[ ------+-------- ~ = ~ ~ 
~' 2 1.4 15 6 3.0 

~~ . 3 2..600 9 4.5 
't' q;. ") I 4 4:.000 I 2 6.0 

--.......,.,.:.... 
O"!' I 6 l~ f8 9.0 

~CJ ... • ¡,.V) 7 ~O 21 I~ 
c/:' () r a I L25~ 24 l2;O 

l J( j-- ----+----1-----·----~ I~:;:;: ~ ~~~ .o";r I I I ¡ 3 !.63 tS .. 8 

I I I 

----~. - ---I--·--T--------·-
r I ' 1 

--'/f -.-1----. -._ -------r------l-.----- -i-.-------
. I ! I ¡ I L¡ f- -- i ----l-------f· 

- -f I ----~--+--- ~---+-~----- --J 
VALORES I D~ "." ~·---t-----L 

G t ¡ 9 10 X 

e u R v 
11 b: a3(¡¡ 

o 
I 

2 
3 
4 
S 

0.00 
1.00 

UJ 
520 
8.00 

, 1.20 
6 ' .... 7 
7 18.50 
8 22.51 
9 27.00 

10 31.63 



- 87-

Varia ci ones : 

b 1 

b 31.63 

Se t oma rá L Lb = 1 2 . ~ err, 

a 

.. m = :no = 12 . 5 é) 

x = 12 · 5 log 

Y 12 · 5 l og 11 

De (2) y (3) . 

l og a x 
12 . 5 

l og b Y 
12 · 5 

Sust i tuyendo (4) y (5) en (1) 

"L- = L x 
12 . 5 2 12 · 5 

Y = ~ x (6) Ecuación C~rtes ia¡ 
2 

Ta bula ción de va l ore s 

Esc a l a s . 

3 Ó b l ag (é) ó b) x ": y = 12 . 5 l og (:~ ó b2~ 

1 0 . 00000 0 . 00 

2 0 · 30103 ) · 76 

3 0 . 47712 5 . 96 

4 0 . 60206 7 . 50 

5 0 . 69897 8 . 74 

6 0 · 77815 9 . 73 

7 0 . 84510 10 . 58 

8 0 . 90309 11 . 30 

9 0 . 95 424 11. 91 

10 1 . 00000 12·50 
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Gr áfic a . 

En e l g r éf ico No . 5, s e hg pr e s entado l a s oluc ión 10-

ga ritmi ca de b = a 3/ 2 
0 . -

Si s e na liz a , l a ecua ción Ca rtes i ana y = 3/2 x, se v e 

rá l a similitud c on l ~ ecu aci ón de l a línea r ect a y = m x + b 

( en donde "m" e s l a pend i ente de I n r ect a y "b" e s e l int er - ­

cepto co n el o j e 0'1 ;) en e s"'.:;" c ~so e l v a l o r de l int e rcepto II b " 

e s i gual a c er o y la pe ndi ent e es ( e l c oe ficient e de x) -- -- ­

igua l a 3/2, e n e sta for~a es sumam ent e sencillo traz a r l a -­

gr áfic a .-

Se ha ibu j a do s obre l os e j Gs OX y OY , de l Gráfico 

No. 5 , l as e s c a l a s l oga rít mic a s x = 1 2 .5 l ag a y y = 12 . 5 -

l a g b en una ext e nsión de 12 . 5 cm., para va l or e s de a y b -

va ri a ndo de 1 a 10 .-

A part ir de l punt o (a = 1 , b = 1) se ha d ibujado -­

una r ec ta co n una pend i ent e = 3/2 ; est a r ect a co rt a la pe r ­

pe ~d ic u la r corre s po ndi ente al punt o b = 10 s obre l a perpen­

d icul a r l ev9nt ada e n a = 4 .65, es de cir seña l a e l punt o --­

(a = 4 .65 , b = ln). - Con es t o se c ubrió e l lími t e d e l Grá ­

fic o pa r a va l or e s de b, s i n em ba r go no ha y n ec esida d de -­

pr o l onga r e l e j e OY (y est o es una gr an v ent a j a ) pa r a d i s ­

po ne r vari a ci on es de b ent r e 10 y 100; s e r ecorda r á q ue una 

es c a l a l oga rít mica cub r e t odas l a s po t enci a s de diez y bas ­

t a r á r ec orre r a l a izqui er da o a l a de r Gch a e l punt o deci- ­

ma l pa r a obt e ne r e l núne r o de ntro de l a magnitud de s ea da , -

por l o que e n est e c as o se proc e de a bajar una pe rpendicular 

de l punt o (a = 4 . 65 , b = 10 ) s obre e l e j e OX (a = ; . 65, b=l) 

Y a tra v éz de est e punt o de inte r sección s e pasa una par a l e ­

l a a l a r e ct a de pendi ent e 3/2 , est nu(~ v a r ec t a cortará al 

e j e OY , (que a hor a r epr e s e ntará va l or e s de " b" compre ndi o s 

entre 10 y 100) en e l punt o (a = 10 , b = 31 . 63) . - Es obv i o 

qu e e l cnm po qu e s e ha cubi ert o no es compl eto pa r a los va ­

l or es de "b" por l o que s e pro c ede como en e l caSo an t e rior 



a pro ye c t Ar e l nue vo punt o s obro 01 ~ j ü Oy qu e pasa por 

e l or í g n y se traza unA nu eva r e cta po r a l e l a qu e c o rta 

r ES el e j 0 X de 1 2 élr t c: supGr i o r on e l punto 

( 3 = 22 , b = 100) , es t e p nt o e s p r oyo ctado .3 1 e j e OX y 

s e t r za una r ect él p . r a l l a de pe nd = 3/2 que cor t a rá -
e l vért i c e supe r i or de l g r á fico e n e l punt o --------­

( a = 100, b = 1000 ) , desde e l cual n o se pu ede n ha c e r -

nue V8S proye ccio nes , por c o incid i r és t as c o n l os pu nt o s 

ini ci a l e s de l a s r ec t a s ya tra zadas .- La s cua t r o r ecta s 

dibuja da s , s e han de n omi na do e n e l gráfi c o R, S , T y U 

y se ha n ma rc ado sus r es p ectiv o s campo s, de l a s i gu i en ­

t e ma n e r a : 

Re ct a s 

R: 1 < a < 4 . 65 --- - ------ 1 < b < 10 

S : 4 . 65 < a ( 10 ---- ------ 10 < b < 31.63 

T : 10 < a ( 22 ---------- 31 . 63<b < 100 

U: 22 < a < 100 ----------100 <: b <: 100 

Ahora bi e n y c o~o se d ijo a l pr incip i o de e st e i n ­

c is o , l Rs es c a l a s l oga r ítmi ca s pe r mit e n obt e ne r c ampo de 

v a ri 3ci 6 n menor e s o ma y ores que l os ini c i a l me nt e s u pu e s ­

t os . - Po r va r i a r "a" de 1 a 100 y "b" de 1 a 1000 , l os -

c oe fici e nt e s de co nv e rs i 6n son oUS r e spe c t i v os r ecípr ocos 

o s us r e s pect iv o s múltiplos , por ej e mpl o , l as r e cta s a n­

t e r i o r e s r e presentan t am b i én e s t os v.3 1o r es U 8 se h a n -­

ma r cado en e l g r áfic o : 

R: 0.01< a <0 . 0465 - - - --- - 0 . 001 ( b( 0 .01 

S : 0 . 0 4 65 < 3< 0 . 1 -- - - -- - 00 1 < '0< 0 . 031 63 

T: 0 . 1 < a < 0 . 22 . -- - --- 0 . 03163< b<O. l 

U: 0 . 22( a < 1 - - -------- 0 .. 1 < b < 1 
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x = 12.5 109. O 

G R AFICO N' 5 

FUNCQJES : x: 12.5 fl'Jf. O sm. 

'1 = '2.' q b CI'IL 

MOOUt.OS.: 1ft =m la 12.5 ano 

INTER\'f.lLO : I < a O ~ < ro 
LONGITUD' 1 = I2.S( 109. 10-109. " ::. &2.5 cm. 

T A BU L A CION 

.ó 
I 

I 000 
2 3.76 
3 5.96 
4 150 
S "'14 
6 9.T3 
7 · IOS8 
e l L30 
9 I L91 

JO 1,50 

ECUAGIOft CARTf:t.mA 

FtECT A COMPSNO. • ~ 

tNTEft$lPTO " e 

fa Ó /jle~ 

y. 3/2 x 

h 
~ 
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Ot r o o e d i o l o C'- ~ tJ , _ • .L' . 1 " C -C '" _I.. ~ ; r3- í'lc ~ c o n s i s -

t e en t a bula r 13 0 cua c i ~ ' ~ : t 01- ~3 ~ Oj v o l o r e s , t e ni e~ 

v rJ l o r cJ s de " a " y " l " . -

c a s on : 

Ra p i de z e n e l t r ?z o 

Mo y or e x cti tud e n l a d e finic i ón d e punt os 

Am p l itud de l cam po d v9ria c i ó n 

4 ) FUNC I ONES POTENC IALES , FUNC I 01~S EX PONENC IALES . 
USO DEL P P:2 TJ :,.JGA RITlVIIC O y S EMI LOG 1~RITMI CO .-

Func i ones Po t e ncia l e s 

Llámas e funció n po t encia l a t oda r e l a c i ó n d e l 

n a
q 

en d onde p , q y n s o n c on s t ant e s .-

Est e t i po d e e c u8c i one s ju tific a e l u s o d e l -

pape l o o or d e n 3do l oga r í t Di co a l re pre s e n t ~ r geome tr i c a --

ment e l a f unci ó n de a cu e r do a l s i gui e nt e d e s a rro llo : 

b
P n a

q 
( 1) 

To ma n d o l oga rítmo s : p l og b = l og n + q l og a (1) 

s i m
b r.:J. m a 

s e ti e n e x r:l l og a 
, 

(2) l 
y !TI l og b (3) r 

,-

.. x l og (4 ) 
m 

l og b (5 ) 
r.:J. 

Sus t i t uy e nd o (4) y (5 ) e n ( 1) 



p y 

m 
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q X 
r:J. 

+ l og n 

y = -L x III l og n 
p '¡'p (6) Ecuac i on Cart,- ian . 

Esta últi ma expres i ón (6) e s l a ecua ción de una r ec 

ta e n donde q/p es la pend i e nte y ~ l og n e s e l ve lor de 
p 

l a orde nada , en e l e j e "Y".- Al a na liza r l a e cua ci ón (1) 

expre sada l oga rít micamente , se evi enci a l a ne c es idad de 

ha c e r l oga rít o icas l a s e s ca l a s perpe ndicula r es OY - OX -

pa rR obt e n er l a expre sión de una línea r ecta dada en l a 

Ecuación Cart esi ana (6) .- Est a e cua ción pod rá gen er a lizaE 

se más si s e hace ma = - o 1 ~b ' expresándose as í: 

y 
+ 

m
b l og n (6) 

a 
p 

Func i ones Exponenci a l es .- Cuando una de l a s vari a ble s 

aparec e como un exponent e en una r e l ac i ón de l tipo 

b = p 
na 

q en donde p, q y n s on c onstantes , s e ti e ne -

una funci ón e xponenc i al .- En este ti po de e cuacion es s e 

justifica el uso del pape l coorde nado semilogarítmico pa ­

r a repr~ s e nt a r geometricame nt e l a func i ón : 

Se e f ectúa el desa r r ollo sigui ent e : 

b 
na 

(1) = P q 

Toma ndo l ogar ít mos: l og b na l og q + log P (1 ) 
Si se ha ce : x m a 

a 
(2) 

y m
b 

log b (3) 

x ~ (4) 
m a 

-L- l og b (5 ) 
IIlb 
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Sustituy endo (4 ) y (5 ) en (1) 

/ 

n x l og q + l ag p 
Gl 

a 

se obtie n e Y -= (:b n l ag q x + m l ag p (6 ) Ecua ci ón 
) b 

. , Ca rt es i a na 

Es t a ecua ción (6) es l a e cuació n d e una r e ct a e n --

"m ) r ecta en do n de ( l n l ag q es la pend i e nt e y ( m
b 

lag 
\ma 

p) es e l va l o r de l int e rc ep t o e n OY .- La ecua ció n Ca rt e ­

siana fué obte nid a al ha c e r una es cala unifo r me y l a 

otra l oga rít mic a , dando por r esult a do un g r áfico semilo ­

garítmico .- La so lución de probl ema , e n estos dos c asos 

seña l ados s e e f e ctúa sigu i endo e l pr o c edimi ent o mostrad o 

e n e l e j em n lo ilust r a tivo .-

5) RE PRESENTA CION DE UNA RELACI ON ENT RE TRES VARIA BLES 
UTILIZ ANDO ESC ALAS PERPENDICULARES .-

El mé t o d o uti liza d o pa r a r epr e sent a r una r e l a ­

ció n de tr e s varia bl es p ( a , b , w) = O es una genera liz a ­

ci ó n de l mé todo desc rit o en e l a rtícul o 2 de es t e Capít~ 

10 .- Consist e e n r epr esent a r dos de las va ri a bl es s obre 

sendas e scalas pe rpondicula r e s .- Por e j empl o x = m a a 
f (a) y y = m

b 
f(b); a l a otrü v a ri ab l e (w) s e l e a Gig -

na un val or cua l qui er n (w = w
l

) t a l que p ( a , b, w
l

) = O, 

en es t a c o nd ició n una e cua ci ón de d o s variabl e s " a " y -

"b", puede ser r epresent oda , por e l mé t od o de e scala -­

pe r pe ndicula r es , C OGlO una curv a ; es ta curva s e rá pa r a -

e l val or as i g n ado w
l 

y c omo tal s e marc a rá e n e l g r áfi­

c o .- La r e pre s e nt a ció n se comple t a as i g na nd o v a l o r es --

s uc e sivos a W ( wl ' w
2

, w
3

' w
4

' •••• w
n

) con l o s cua l e s 
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se obt e ndrá una s eri e de curvas repre sentativas cada -

una ma rc ada c on s u va l or cOl'r espondi e nt e de w,. Cua l- ­

quie r a de l as va ri ab l es puede ser r e present ada por una 

s eri e de cue rvas . -

En la r epr esent3ción d e tres va riables también 

se per s i gue r e prese ntar la curv a por med i o de línea s -

r ect as , e f e ct uando l a anamorfosis de l a ecuación ori -­

ginal. -

6) ESCOG I TACION DE ESCALAS . EJEMPLO I LUSTR1I.TIVO 

Un e j empl o t í pico para e xplica r e l proc e dimi ent o 

que se debe seguir e n l a construcción de g ráfic os de -­

tres varia bles es e l dado por l a r e l a ción a b ::: w.- Con 

est e e j empl o se ilust r an tre s solucione s a sabe r : 

a ) a b '" w (1 ) 

x = m a (2~ a 
Ecuaciones de Es -

y m
b b (3~" c a l a s 

P ··r c omod i da d s e ha c e m m
b 

m y L Lb L 8 cm 
a a 

de (2) y (3) 

a = x m 

::: -.::L... 
m . 

. b 

b (5) 

Sustituye nd o (4) y (5) en (1) 

x y (6) 

Rango O < a 6 b < 10 --- -- - -- 0< w < 100 

m L 8 
feA) fe a) 0 . 8 cm - 10 - O 

x = 0 . 8 a ' . a x .. 
0 . 8- . 

l, LI ,-: : ~ . L n~ 

Y 0 . 8 h .. :- b .Y .. é.. RSlO~L DE.: CL SAL" '" 
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S e c onstrui rá e l gráfic o No . 6A , para valores de --- - -

w = 1, 5, 10 , 30 y 70 .-

Se t abulan l os s i gu i en t e v3 1 or e s . 

w = 1; 

x 

x y = 0 . 64 ¡ ·w 
I 

y 0 . 64 
x 

x 

5 ; ,-EL = _ ..... 3'-.'-2-...,;0'--+¡!_W_

x 

__ l_0;.....'-, ~x..JJy~ 

¡l y = 3~20 y = ~I 
! x I 

0 . 2 

0· 4 
0 . 64 
0 . 8 

1 

2 

W = 3Jj 

x 

2· 5 
3 

4 
5 
6 

8 

3 . 2 

1.6 

1.0 

0. 8 

0 . 64 

0 . 32 

x y = 19 . 20 

y 19 . 20 
x 

7 . 68 
6 . 40 

4 · 80 
3. 84 

3 . 20 

2 . 40 

0 · 4 

0 ·5 
1 

2 

4 

5 

= 70 

x 

6 

6. 5 

7 

7· 5 
8 

5. 5 

8 

~, 6. 4 

3 · 2 
1.6 

0 . 8 

0 . 64 

0 . 8 

1 

2 

4 

8 

10 

x y = 44 . 80 

y = 44 . 80_ 
x 

7 · 46 
6 . 88 

6 · 40 
5 . 96 

5. 60 
8 . 15 

8 

6 . 4 
3 . 2 I 

I 

1. 6 \ 
0 .8 

I 

0 . 64 

En e l g r áf ic o rlo . 6A , se ven l a s curvas c o rrespon­

di e nt 2s .- Est e s i stema de r epres e nt a ci ón n o e s aconsejable 

po r la dificultad que present a e l trazo de las curvas , l o -

que a c a rrea inexa ctitu en l a s lecturas . 

b) a b = w (1) 

Rango : ° < a 6 b < 10 --- - - - -- O < VI < 100 

Se e s c oge rán c omo e sc a l as or t ogon a l e s L 
a 

10 cm 
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REPRESENTACiON DE 
~, 0.5 1 10; 30 Y 70) 

y 

10 
--T. --R~-1-......,--r---r--'. • J ¡ 1" I . r I I ¡ I • i, , 

~ 'Tt-i~-- l- t. --r-I--+- j -~~':;--1. 
8 -l~-~ - ---+- --H'--í--1- ~--J 
7 --11-1+.\ --o -t---
6 SI I ! ~ 

I 

.5 -U--\+-----lt:---+--

~ ~ !. '- ' - ~ -- '. ,.. 

l 

FUNCION; ,,= 0.8 

'1 ::: 0.8 b 

OOULOS; ,no = mI) & 0.9 cm. 
INTERVALO · 0< o ,o D< 10 

LONGrrUD . l :; 0.8 10-1\) .;; ~ ecn· 

TABULACIOH 
a Ó b_ !"=..J":9..1!!!.; ~_ 

O 0.0 
f O 
2 1. 
3 2. 
4 3.2 
5 4.0 
6 4. 
7 !),G 

8 6.4 
9 72 

'O 9.0 

I +=1 ~r t--i --f-f=4 ~-- ... X O , . 
2 l 4 S. 7 8 r.o 

x: O.8b 

GR fCO N -A 

FlJtli':ION :t\'::' 0.64 .. 
":ll, JO,~O y ¡n 

,.. ;L" - ---,' .. 
---~---

1. 

,T,U ; 0.0 

SO r O.S3 
10 J O.4C 

01 0.40 
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Por t anto : 

m L 10 a f (A) - fea) 10 - O 
1 c m 

m 1 0 10 IV f( W) - f(w) 100 - O 
0 . 1 c m 

x m a a (2 ) 
a 

y m w 
VI 

0 .1 w (3) 

a = x (4 ) 
w Y.. 10 Y (5) 

0 . 1 

Sustituy e ndo (4) y (5) en (1 ) 

Y b x (6) 
10 

Esta e cua ción r e pr esent a un8 r e c ta de pend i ente -

i gua l a b / 1 0 . - Co nfo r me "b" v aya t oma n do va l or e s d ife r e nt e s , 

l a pe nd i ente se i rá mod i f icando , c onvirti Jndos e e l g r áf ico -

en un ha z de r e ct as rGd~nlüs . - . - La c o n s trucci ó n de e s t e 

ába c o e s senci l l a au nque presen t a e l i nconv en i ente de que -

e l maci z o de r ectas c o nv e r ge en un punt o y además que és t a s 

c o r t a n a l as líneas guíás hori zonta l e s e n ángu lo s . -muy p e ­

qu eño s de f e ct o s ~u t.: corr ospo.ndcn inexr.ct-i tudcs ,J.1 l c.:s l c c t ur c~s. 

En e l gráfic o No . 6B, s e h a presentado es t a so lu­

ción: Se han dado v a l ores a " b " , po r ejemplo b ( 1,2 , 5 , 10) 

c onvirtie nd o l a e cua ci ó n (6) en y = (0 .1 x , 0 . 2 x , 0 . 5 x , 

x e tc . ). -

Se mu e st r a t 9r.t i én las t abula c i o ne s r e qu e r i das pa r a 

l a s e sca l as pe rpe ndicu l a res . -

e) Es ta s o luci ón implic a es c oger e scalas l oga rítmi c a s . -

Como suc e d e c on las r e l a cio n e s de dos v 8r i a bl e s , 



REPRESENTACION DE ab:::w 

y 

100 F\.JNCK)N : 1l=0 FUNCIOH: yc 0.1 w 

MODULO: Inca = t cm. MODUlO: mw: 0.1 

lO INTEFNlLO: O < a < 10 INTEfNlLO : 0<.<100 

LONGITUD: 1= te cm. lONGtTUO: ,= 10 cm. 
80 

T A8ULACION TABULACION 
70 o x= Q w =Q'w 

O O O O 
60 

~ I fO I 

ci 
~o 

~ 

2 2 20 2 
3 3 30 3 
4 .. 40 4 

4() 
5 5 50 5 

30 

20 

10 

: I 
, 60 6 

1 10 7 
8 80 I 

~ I 9 »0 9 
tO 10 lOO lO 

IÍ 

m?t1?! t-j 11 "X 
O RECTAS - 't ~ btIO 11 

PARA b = I , 1: OJ II PENDIENTE = O.l 
•• b: 2 'J ro 0.2 3( 

b 1: 3 '1:1: O.3K 
M : 0.2 
.. = Q3 

X : o 
" 

GRAFICO NI 6-8 .. .. 
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es t e m~t odo es gene r a l mente el más adec uad o pa r a r e pre-­

s ent ar una func i ón de t r es var i a bl es .-

ab = w (1) 

Tomando l oga ri tmos l og a + l og b 

Rango 1 < a ó b ,/ 10 

x = m l ag a 

y m l og b 

1 1 1 = 
a b 

l ag a x 
12 . 5 

l og b ..:L 
1 2 . 5 

Sus tituy endo ( 4 ) y (5) en (1) 

x + y 

.. y - x + 12 . 5 l ag w 

l ag w (1) 

1 < w < 100 

12 . 5 l ag a (2) 

12 . 5 l ag b (3) 

12 · 5 e m 

(5 ) 

(6 ) 

1a ecua ción (6) , r epr ese ntará una f amil i de rec ­

t a s , con int e rsecto i gua l a 12 . 5 l ag w y c on pe ndi ~ nt e i­

gua l a ( - 1), (ángu l o de 1 35°con pnrt e postiva de l e j e 

x).-
1a constru ción de est8s r ectas es su mame nt e s en ­

cill a ; bas t ará d3 r val or es a w pa r a obt ene r l os val or es -

de l int er sect o , p r e j em plo : 

Si w = 1 --- ------ --- Y - x 

Si w :: 2 -------- - --- Y - x + 12. 5 l ag 2 

En e l g r á fic o No . ? , se ha r ep r esen t 3do l a so lu­
ción l oga rít mica de 

a h = w (vo l a r e s de w 1, 2, 3 ------, 100) 
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LL 38 tres s oluciones mo stradas e n es te a rtícul o , 

c ada uno de éstos ábacos puede funcionar c omo una t a bla 

de multipli ca ci ón y div i sión : en efec t o d3do os val ore s 

s obr e x = a l e y = b
l

, su pr oduct o a s t a dodo po r la co ­

ta de l a línea r~ c t a o curva que pasa por el punto de 

c oo rd enadas (al' b
l
).- El c oci en t e se det e r mina proce -­

dien do a la inv e rs a .-

Es co nv en i ente r ecor da r que en l as ta bulac i on es 

pa r a "Xii y Ily" que se han practicado , l os va l or e s que s e 

obti e ne n e stán dados en ccntimetros. -

7) DIAGRAI S DE TRES EJES , PARA TRES V RIAB:ES 

S des cribirán en es t e artícu l o , dos métodos p r a 

r epresentar grafica me nt e med i nt e el us o de tres e j es l a s 

va ri ci ones de a , b, w r e l a ci onadas por una e cuación del 

t i po f( a) + F(b) = ~ (w) . -

a) Di agr ama de tres e j e s , dos ort ogona l e s y un bi sec t or 

y 
T 

B 

Figur D 

p 

~ . _-
l' 

z 
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Se ha c o nstruid o e n l a figura 1 8 , dos e j e s ortogo n a l e s -

OX y OY y un e j e b i sGc t or OZ entr e l os do s prime r o s .- Des e 

UL ;~nto a rbi t r a ri o P en e l plano se han t r azad o l í n ea s í n ­

d ices PT
l

, PT
2

, PT
3 

pe rpe nd icu l a r es a c ada n o de l os e j es 

OX , OY , OZ l as cua l es l os int c rs e ct an en l os punt o s A, B, W 

r espe c tivamente . - La líneo PT
l 

cort a a l e je OZ e n D, y se 

ha dibujado AC perp end i cular a O D.-

Co n és t a c onst rucción se es tabl ecen l a s s i guie nt es r e l a 

e i on es : 

OW OC + (CD + D-v) 

OC OA Cos 45 0 

CD + DW = (AD + DP) Co s 450 = OB Cos 45 
o 

ow = (011. + OB) Cos 45
0 

011. + OB (7) 
\/2 

Si s e ha c e 

x '" OA m f (a ) 

y OB F(b ) 

z OW r!l ' ~ (w) 

ent onc e s sustituye nd o es t os valores e n (7), s e t end rá : 

pe r o 

m ' ~ (w) = _m __ 
/ 2 

f (a) + F(b) = 

(f ( ) + F (b) ) 

~ (w) 

por tant o : ro m 
\./2 

(8) 

De l o que se concl uye que si en e l e j e bisect o r 

se d ibujo una e s c a l a z = ~~~ (w) , cualqui r g rupo de _ 
-I2 r 

tr es índi c es que p r ov enga n de un punt o en e l plano , int er-

s e et a r án a los e j e s r e spectivo s , en puntos A ,B, W qu e sati~ 

f acen a f (a) + F (b) = ~ (w) 
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b) Diagrama d e tr es e j es , dos e j es de 120
0 

y un bisector 

p 

\, 
:Yo, 

/ /\ ....... ./ ..... 
. / I 

,.. /' l ' 
! \ 

T·L_ 
Figura 19 

'i; 

Mediante un proceso simi l a r al ant erio r , en la -

figur a 19, s e e s t a ble cen l a s s i gu i entes r e l acione s ti ­

gonométr ic as .-
O 1 = OP ca s 

OA = OP cos ( 600 + . " . .) = 0]2 ( ca .s 60
0 ca s -o<. - son 600 sc:n~) 

, ° / 

60
0 o . 

OB = OP cos ( 60 - IX. ) = OP ( ca s co s c;.(. + s en 60 sone'.::.) 
. OA + OB = 2 o-P cos 60° cos~ = OP co s Qo<.".: = O\ ! (9) .. 

Las es calas s e const r uirá n con el mismo módu l o 

........ 

OA m f (a)! 

OB = m F(b) > (10) 

OW m ~ (w~ 

Sustituyend o (10) e n (9) 

f (a) + F (b) = ~ (w) 

De l o que se concluy e que s i se trazan l a s ecu~ 

c i one s (22 en sus e j es re spectiv os , cua l qu i ~ r grupo de 

tres índic es que prov engan de un punto en e l plano , in­

t e r seet a r án a l o s r espe ctivos e j es en puntos A,B, W que 

satisfa c e n a fea) + F(b) = ~ (w) . 
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1 0s dos ti pos de g r8ficos descrit os , tienen e l incon­

v e ni ent e de tener un cam o muy l i mitado pa r a e scog e r l os 

mód ul os , pue no se puede ma nt e n e r un con tro l de finido so 

bre l as 1 0 ng iLudes de las es c a l as .-

Otro pro blema que se presenta es e l de l a l ectura c on 

t r es índic es , p r a l o cuol se r e c omi e nda d ibuja rlos sobre 

papel trans parent e ; e l cual , a su v e z, s e coloca r á sobre -

e l diagr ama para e f ec t ua r 1 s lectur as .-

8) SOLUCION G?~v~r,A DE ECUACIONES ALGEBRAICAS DE SEGUNDO , 
TERCE RO Y CUARTO GRA DO .-

Ecua ci ones de cua rt o grodo 

Sobre un pa e l c oo rd e n ado r ec t angula r , d ib~ 

j e se l as es calas uniformes ue x = ma y y = mb (ort og ona l es ) . 

Dentro de l g r áfic o d ibujese l a pa ráb o l o y2 

2 x y e l círculo (x _ h)2 + (y _ k)2 = r 2 c on r ad i o "r" -

y c e n t r o en (h , k) .-

Resolvi nd o s imultanea ment e estas e cua cio n e s , 

s e encuent r a l as ord enada s de sus puntos de int e rs e c c i ón -

po r el i minaci ón de "x" . 

2 
Y 

(x _ h) 2 ... 

E.l i minando 

De (1) 

(x) : 

2 
x =.2.._ 

2 

Sustituy e nd o en (2) 

2 
r 

(11 ) 

(12 ) 

Re s o lvi endo y agr upando a c onv en i e n c i a 

2 2 2 
8 ky + 4 (h + k - r ) = 0 
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2 aw + bw + e = 0 , por l o que l as r a íc e s estarán exc ed i das 

e n la c Anti dad p/4 .-

~cuación de terc e r grado .- e utilizarán las ecua ci ones -

deduci~as en e l inci o anter i or. -

Si en l a e cuac i ón ,,4 + aw 2+ bw + e = 0 , e l va l or " e " 

s e ho c e i gua l a c e r o , ent onces Gl r ad i o " r" se hac e i gua l a 

vfh
2 + k

2 
l o que i mplic a qu e e l c í rculo pasará por e l oríge n 

y l a ecuación puede expres 1rs e como w ( w3 + aw + b) = ° y 

po r t a nt o w = O es decir que una r a í z será nul a y la expre ­

s i ón se conviar t e en w3 + ow + b = O ecuación de t erc e r --

grado .-

El va l or de l as r a íc es r ea l es se obti e ne , e n l a -

f or ma desc r i t a e n el inciso anterior con e l corr espond i e n ­

t e oh equeo de va l ores en la e cuación or i g ina l .-

U ' 1 d . 3 2 O na e cuac i on comp eta e l tlpO Z + pz + qz + r = 

pued e se r r es ue lt a median t e e l us o de l gr~fic o , e limi nando -

un t e r mi no de la ecuJción median t e e l camb i o de va riab l e --

z = (w - p/3) con l o que l a ecua ción se c onv i er t e en w3 + 

aw + b = 0 .-

Ec uación e segundo gr ado .-
2 

Ut il i za ndo l a parábola y 

2 x y l a l í nea r ect a y = mx + k por ln proc ed i mi e nto anál~ 

g u a l os dos ant eri or es , se pod r án enc ontra r l os va l or e s -

de l as r a í c es r ea l e s de ID e cua c i ón de s egund o grado . 

2 
2 x y 

y mx + k 

De (16) x ;¡. 2 

2 
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Divifli endo esta e cua ci ón por un núme r o a rbi tra rio t 4 , se ti e 

na : 

J... A ....LU-::lU .,.t- 2 ~h2 k
2 2 

2 (1 3 ) + , - 8 k .-L, + I [ + r =0 t 
t 2 

I t3 ' t 

ecua ción de l a f or ma 

o 

por c om pa r a ci ón de (3) y (4 ) 

w J... 
t 

, a >, '. 
- -' - ~_ 8 k , c 

t 3 

-
t 4 

( 2 2 r 2) 4 h + k - _ 

t 4 

Las c oord enadas d e l c ent r o y e l radi o de l círculo es t án ex­

pre s a da s ent onc e s po r : 

2 
h = :;<.4 __ - _a::;..t..:;.. 

4 
, k = - y r 

. ¡--;¡- 2 
Vh- + k - (15 ) 

El núme r o a r b i tra r i o "t ll s e ha intr o(lu c ido en la 

ecua c i ón co n obj e t o de que e l c en tro de l círcu l o s e e ncue n 

tr e siempre a l a de r echa de l e j e OY e n do nde s e l oc a liza -

e l vértic e de l a pa ráb ol a .-

En e l g r áfi c c No . 8 , se ha d ibuj ado la parábo l a -
2 

Y = 2 x, c on int e r va l os de 2 cm. pa r a c ada uni dad .- 1a f or 

ma de obt e ne r l as r a íc e s , de a cu er do a l o a nt erior, e s d i -­

buja r un círc u l o de r ad i o r con coor de nadas c entra l e s "h" y 

"X" obt e ni d8 s s egún 15 , l a med i da de l as or de nad a s "y" e n -

l os punt os de inte r secc i ón divi di uDs por e l v a l or a r bitra -­

rio lit" da r á e l v a l or de l as r a ic e s r eA l e s , las cua l es debe 

rán s e r compr obad a s por sur tit uc i ón en l a e cua ci ón orig ina l .-

Una ecua ci ón ie l t i po z4 + pz 3 + QZ 2 + rz + s = 0 , 

podrá s er r es ue l ta med i ante e l U RO de l g r áf ico , s i s e elimi­

na un t érmino de l a ecua ci ón me di a nt e un c ambio de variab l e -

z = w - p/4 con l o qu e l a ecuac i 6n s e r educ e a l a f o r ma w4 + 
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Sustituyend o en (17) 

y "" 
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2 
rny 

2 

Res olvi e ndo y agrupa ndo t úr mi nos 

+ k 

2 
y 2 y 

m 
+ 2 k + O 

m 

Dividi endo por un núme r o arbitra ri o t 2 

Bf - _ 2 
\ t / mt 

(-Y-¡ .¡.. 
, t / 

e cua ci ón de l a f o rma 

2 
w + a' .¡..b=O 

Por compa r a ci n de (3) y (4) 

w Y... 
t 

a 2 
mt 

, b 

(18) 

La pendie nt e y el int erc ept o de la línea r ecta , se e xpre s a n 

por: 

m • 2 

a t 
, k bt 

a 

El valor de las r a í c es r ea l eS de la e cua c i ón de segun­

do gr ado , se encontrar á mi di endo l a s rd onnd .~s "y" eh l o s -PUQ 

t os de i nt ers ecci ón de l a r ect a c on l a pa r á bol a .- Estos va l o 

r e s obt en i dos de be rán s er divid i dos por el núme r o a rbitra ri o 

"t" y luego susti tuidos en l a ecua ci ón (19) pa r a la corre s - ­

pondi ent e c om pr oba ci 6n 
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CAPITULO V 

NOMOGRAM .AS 

1) GENERALIDADES 

En es t e Capítulo se explic a rán a lgunos mét odos de re pre ­

s ent a ción g r á fic a más ventDjosos q u e los métodos e xpuesto s 

en e l Capítulo pro c edente . Po r su s i mp licidad , la nomogr a fí a 

es una v a lio sa c ont ri buc i ón a la matemátic a ap licada , 

Bas icamente , l os nomogr amas , son curv as o l í neas r e ct as 

e s ca l a r es , c onstruidas de t al manera que s i una línea r e ct a 

l as c o rto , seña l a sobre e llas v a lores que s at isfacen a una 

r e l ac i ón dada de l a s vari ab les que represent a n l a s e s c a l a s. 

La r ecta transv e r sal de c ort e se llama línea índ ic e . 

A l o s n omogrélmaS s e les llaman tamb i én "Diag r amas d e -

Punt o s Al i nead o s".- Cono Se v e rá en los incis os p os t e riores, 

l os nomogra ma s g u arda n l as sigui entes ventajas sob r e los gr~ 

fi cos de c oo rdenadas c a rt esianas , a saber: 

Lo s d i agramas de punt o s a lineado s utiliz an menor núme r o 

de líne a s , l o que f a cilita l as l e cturas y los ha c e meno s c om 

pI e j o s . 

Lo s v a l o r e s i n t ermed i o s , son inte r po l ado s d irect amen t e 

sobre las escal a s, c o n e l c ons i gui ente aumen t o e n la exa cti 

tud de la est i mac i ón . 

Su c onstrucc i 6n e s más senc illa . 

Deno t a el cambi o i nmed i ato de l as v a riabl e s envue lt a s ,­

c uando una de e llas c amb i a . 

Los nomog r amas son utilizad o s e n o ficinas t é c nic a s cuyo -
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trabaj o generalmente es siste~átic o y especializado, para -

simpl ific a r l o s proc ed i mi ento s de cálculo . 

Lo s principio s fund8~entales de la c ons trucción de n omo 

g r amas c ons ist e n en r e prese ntar una e cua ción que c ontiene tres 

v a riab l es 0 ( D , b , w )=0 po r medio de tres es c a las, se efe~ 

túan c ombinaciones para representar funci ones que c ontengan -

un número mayor de variab l es o bien se c omb inan pa r a repr ese~ 

t a r dent r o de un gráfico una serie de funciones . 

2) NOMOGRAMAS DE ESCA 1J~S PAR! LELAS - FUNCIONES 

f (a)+F(b) ' (w) ó fe a) F (b ) = 0(w) 
f( a) +F(b) ~(w) es una represent~ci6n similar a fe a ) F(b)= 

p(w) cuando en és t A tomamos l oga ritnos en ambos miemb r os, -

c onvirtiéndose as í e n l og f(a)+log F(b)=log ~ (w). 

Para int e rpreta r c o n ma or clRrid1d e l método de punt os 
\ 

a lineados y de a cuerdo a lo dicho a nt e ri o r mente, en la F i g . 

(.~O) , se muest: r a un esquema f o r mado po r tres ejes paralelos . 

v l Y 1 _ 

~ 

" 
T "-

........ 
........... 

"- ':r 
p ~ "-I ........ b , ---

V f~ 

X I 
I z I 

I 
1 

y 
I 

I 
I 

~I _1 Lín c.:'. bv.sc; . 

O o' O" 

Fi :;ur ,~. 20 

Los ejes s e han n ombrad o OX, O' Z , O"Y Y se supone que -

c ada uno alojará una e scala x,z,y tal que x= m1 fe a ), Y=m2 F (b) 

z: m
3 

~(w ). 
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Se han a lineado los punt o s es tremo s de estas escala s me -

dia nt e l a r ecta transv e rs a l aw b; p o r l o s punt o s de int e rs e c-

eión de e sta r e ct a c on l o s e j e s O'Z y O"Y se trDZ ,"l r On 13 s r e 2,. 

t a s wP y b'P pa r a leln s a u na l í ne a a rbitra ria 00 '0" qu e sirv e 

de base a l o s o rígenes de l as es ca13 s . Como una c ondición de 

construcción s e ti e ne que 00'/0'0" = m1/m2 y que l o s triáng~ 

l o s aPw y wP 'b son s eme ja ntes . A pa rtir de e sta r e pre s e nt a ción 

se es t a ble cerán l a s c o n d icio nes ge ométricas que r e l a cio nan -

l as e scalas .-

fe a) + F(b ) = 0( 1'1 ) (,,) 

Compa r a ndo triángul os s e mejantes (a Pw) y (wP 'b) 

Pw = aP = 00' -- <... 
F 'b wF ' 0 '0" 

e nt onces : 
x - z 

m2 z-y 

desarroll a ndo y agrupando térmi nos : 

x +L 
(2) 

a h o r a bie n: 
0(1'1 ) 

Reempla zand o l o s va l o r e s d e (3) e n (2), se obti e ne(l ) 

fe a) + F(b) = ~(w ) ( 1 ) 

. . . 
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Con es t os r equisit os , decimos que la línea índice corta 

a l o s e j e s en tres punt os c orres pondi entes a l os va l or es a ,b, w 

que sat i sfa cen a f ea) + F(b) = ~(w) .-

Puede present a rs e e l c aso de t ener una de l as esca l e s ere 

ciendo en sent i do contra rio a las o tr~s dos , es t o sucede cua n 

do una de l a s funciones es t a a f e ctada por un s i gno nega tivo; 

t omando entonc es la expres i ón las f or mas : fe a) - F(b) = ~(w ) 

ó f( a)/F(b) = ~(w) . (Est a segunda f orno se c onvi ert e e n l a -

prime r a a l t oma r l oga ri tnos para ambos mi embros de l o e cua ción> 

Lo que se puede c ompr oba r en l a Fi g . 2 : .-

Te. ' - ' - --- -, --- VI 

1 
-r; 

I 
/Iz 

:$.-
,/ 

/ 
0 1 

,/ 
,/ x 

/ 
i / pi 

// 

O ;i / L 1 

lll c..!" be.sc: 

T 
y 

--l , 

/ 

I /' ,/ 
I / 

I p / / 

I / 
_"/-

,/ 
FIGURJ No . 2 ~ 

3) EJEMPLO ILUSTRATIVO - OBSERVAC I ONES GENERALES 

En e l inci so (e) art ículo 60 . de l Capítul o a nt erior, se 

r e presentó l oga rít mi camente l a funci ón ab = W j en l a misma 

f orma se ha pr o c ed i do par a obtene r las e cuac i on es de l as es 

ca l as x = 12 . 5 l ag a y y= 12 . 5 l ag b . en donde J2 .5 cm . 

ffi t = ffi 2 • Las es c a l as se d ibuj a rán pa r a l e l as ve rtic a l e s, a -
1 SiBl... o 'r ¿CA é E-N-'--R-A-L-
I UNIVE:RSIDAD DE EL SA,LV .... OOf¡ 



-11 3-

una distancia entre ambas de 12 . 5 cm . t ambién . Por el orí -

gen de una de ellas s e pasará una r ecta pe rpe ndicula r hori 

z ont a l que a l c ort a r a la otra , seña lará e n e lla su punt o 

de orígen . Se desa rro ll~ rán los dos e sc a l a s . Pa r a d ibuja r -

l a esc a l a pa r a l e l a vertic a l z = m l ag w, se sustituirán 
3 

va l or e s en 00 1/0 10" = ID /m 
! 2 

~2 . 5/12.5 1/1 l o que da --

por r esulta do 00 1 = 1, 0 '0" 1, o sea , que e l e j e 0 1Z s e 

trazará e ntre l os o t r os dos e j es y equidi s t ant e de el los . 

. . . 

Ahor a bie n , por l a ec uación (4) .rt . 2 de e st e Capítulo 

156 . 25 = 6. 25 
25 

z = 6 . 25 l ag w 

Obtenida l a t erc er a es c a l a , se desarr o ll a r Á en e l e j e 

01Z . El Gráfic o No . 9 mues tra e l nomogr ama de ab w con --

l a s di me nsion s ca lculados en este a rtículo y co n l os r a n-

g a s de var i a ci ón ado pta os e n e l Capítulo a nt er i or . 

Est e e j enpl o ilustr3t ivo pued e emplea rse p8r8 r ecomen-

da r un pr oc ed i mi ent o gener a l de const r ucc i 6n de nomogr omas 

de e j e s pa r a l e l os . 

Ese jas e dos módul os a rbitra ri os ~ ~ y m2 y s obre dos -

líneas pa r a l e l a s separadas a una d i stancia c onv en i e nt e ; e~ 

~ríbanse l as e scal as x = ID , fea) y y = m
2 

F(b). La línea -

que una l os orígenes de és t as dos es ce13s será la línea ba 

se . (no es nec esa rio dibujar18) . 

Dibujes e una t e r ce r a línea pa r a l e l a (eje Z) que s e e n--

cu entre sepa r ada de cada uno de l os otros e j e s a una nistan 

cia dada por m,/m2 ' 

El punt o origen de " z " se de t er mina por l a int ers ección 
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r ~v 
eo 

.• 10 

60 

, O 
40 

t- 3 0 

6 

7 

G 

_._. __ . __ ._~ 
20 

~ 

4 

10 
9 r3 

• 8 
7 .SIl 

1 I I 
In 5 .., 
N 
U; ~ 

4 ti 1- 2 .. 
N =--

3 

2 

w) b) 

IGRAFICO NI t 

" f~ 
L 
~~ 

FUNCiON t Gb:; Wf 

MOOULOS ¡ m. = ma :: 12.5 cm. . . 
m.: 6.2~ cm. 

. ttfTE~O: 1<0 o b<IO 
le: w<IOO 

l.ONGITUD: 12.5 cm. 
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de l a línea base c on su eje . 

Det e rmínes e m
3 

= m, m2 
m

1 
+m2 

y dibujese la e sc a la - ..... -

Es r e c ome nda ble Construir l os nomogr am s t end i end o a -

una figura cuad r ado c on objeto de que la línea índice no 

desarroll e ¿ngulos agud os qu e ho c en pe r de r e xac titud e n l a s 

l ectura s. 

Aunque no se pre s enta a me nudo , ci e rt o s r angos de l a s 

varia bles, po r e j emplo " a " y "b", h a cen que sus orígenes -

n o es tén ma rc a d o s en l os límit e s del g ráfic o , po r l o que h~ 

brá que h a c e r una a signa ción de va l o r e s a e 1l2s para obte-

n er uno c o rrespo ndi en t e de w. Co n es t o , se pod r á ma rc a r sQ 

bre l o s es c a l as l os va l or e s a signados y e l c a lculado , unido s 

po r una líne a í nd ic e . E 1 va l or dete r minado pa r a w pod rá ser 

utiliza do c omo punt o de origen pa r A de s a rro l a r l a e sc a la -

z = m
3 

~ (w) .-

4) NOMOGRAlv1hS PARA MAS DE TRES ESC! Lf1. S PARA LELl\.S - FUNCIONES 

f (a ) + F (b) + ~ ( w) + .!-!..!..!. = cF ( l) ó f (a ). F (b). Ó ( w ) .. :.~" (1 ) 

fCa) + F(b) + ~(w ) ••• = ":> (1) es una r epr e senta ción similar 

a fe a) . F(b) ~(w ) ~ 3 (1) cua nd o en és t o t omamo s logaritmos 

en ambos mi emb r os, c onvirti~ndose osí en l ag fCa) + l a g F(b) 

+ l ag ~ (w) •••• = l og ': '-(1) . 

La r eso lució n de n omogr amas de escala s pa r a l e l a s, que 

c ont e nga n cuatro o mos v a riable s se e f e ctúa en l a mis ma f or 

ma que se esplic6 en el a rticulo 10 . 2 de este Capitulo , -

c on l a única v a riante de introducir una v a ria ble "v" que .} 

! 81 BLl TECA CENTRAL 
I 'NIVEnSIDAD DE EL SALVADOR 
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permite descompo ne r l a e cua ción origi na l en r e l a cio ne s pa ~ 

ciales de tres v a ria ble s . 

Se a l a funci ón fe a ) + F (b) + ~(w) ~ (1) , pa r a d iseñar 

su r epr esent a ci ó n nomográfica , se ha c e que: 

f ea) + F(b) = v 

v + p(w) ~ (1) 

(5 ) 

(6) 
y 

La s e cua cion es (5) y (6) pe r mit en c ons truir d os combina cio 

nes de tres es c a las pa r a l e l a s de pun t o s a lineados. 

:.;. 

>l :;. 
., (t 

( 1 , 1, /) '-. ", --- 1 

'" 1
1 ([', b) --" ---

Figura 22 

La figur a 22 , mu es tra e squematicamente l a r e pre senta -

ci ón (5) y (6) . 

Obviamente, por c o nv en i e ncia , e l e j e e n e l que s e repre s e~ 

t a tlvtl no lle v a r á g r a dunc i ón: lue g o , l o s punto s o rige ne s de 

f ea) y F(b) pue de n s e r t omado s a r b itra ri ament e pue st o que 

cua lquie r v a l or de "v" e sta r á a lineado c o n l o s c orrespo n -

d i e ntes de ti a " y " b" . Por t an t o la c ons trucció n de una de 

l a s expr e sio n e s (5) y (6) no c onlle v a n inguú n reque rimi e nto 

espe cia l. Supón gase que en e sta f or ma h3 sido c onst ruid o e l 

n omog r ama de tres e j e s pa r a (5) . E n e ste c a s o , pa r a c ons-
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truir (6) , e l punt o o río e n de una d e s us e scai ~ , por eje~ 

plo w , puede t amb i e n ispon e r se a rbitr2 ria n e nt c j m6s , pa r R 

dete r mina r v a l o r es e n l a e scala "1" d e b e rá cale ::"ars e una 

s e ri e d e v a l o r e s o ., b ., '. ; ~ . 1' 1 que sa tisf2g,3 n .:l {' ([1) + -'-­

F(b) + ~(w) = ~ (1) , c on l o s cuol e s se p odrá de s Brrolla T ~ 

l a es c a la . Pa r a e f e ctua r las l ec turas d e valore s se p r o c ede 

s egún e l o rden segui do en e l proc es o d e c ons trucc i ón y po r 

tant o s e n e c e sitarán d o s líne9s índ ic es , l a prime r a unirá 

l o s valo r e s " a" y "b", c omo se señala en l a Figura 22 en -

in--donde se h a n t omado do s números a 1 y b
1 

cua l e squiera , 

t ersectando e l e j e "v" en un punt o v y la s egunda que uni-
1 

rá l o s v a l o r e s r e lacionados J . y W a pa rtir de v1~ 
~ 1 

Con e l procedimi e nt o a nt erior, e s muy senc i llo c o no c e r 

el valo r de una v a ria bl e e n una funció n que c onti e ne a cua -

tro , cuando tr e s de e ll a s s o n c onocida s . 

La e cuaci6n o ríg inal f ea) + F(b) + p (w) 'i(l), puede 

e scribirse t amb i én e n l a f o rma fe a) + F (b) (; (l) - p(w) , 

e introduciendo e l va l o r "v" c o n un pro c ed i mi ento simila r 

al anterio r se descompo ne en : 

fea) + F(b) = v (7) 
,-
U (l) - (w) = v (s) 

que ti e n e n una r e presenta ció n esqu emática c orno l a mostra da 

en la F i gura 23 en l a que s e señala que hab rá una escala --

c onstrui da e n d ire cción o pue sta a l as demás . 
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FIGURA 23 

5) NOMOGRAM1\S EN "Z" - FUNCIONES F(b) ó(w) = fe a) ó f( a )=F(b)~~r! ) 

F(b) ~(w) = fea) es una repres ent a ción simila r a f(a)=F(b}~~w ) 

cuando en ést a t omamo s l oga ritmos en amb os miembros, -

c onvirtiéndose as í en l ag fe a) = ~(w) l ag F (b) . 

La prime ra repr e s e ntación de est a s funci ones, ya fue ~ 

estudiada en e l a rtículo 2 de este c a pítulo al construir -

un nomograma de tres escalas pa r a lela s l ogarítmicas . 

En este a rtícul o , s e es tudia r án l os n omograme s e n " Z" , 

también llamado s en " N" po r su similitud c on ést a s l e tras, 

que c o nstarán de dos ej e s parale l o s y uno tra nsversal; l a s 

e scalas que est o s e j e s a 10 j a r án s o n e scala s natura l e s. 

Pa ra int erpre t a r me j or e l mé t odo a seguir e n l o s nomo -

gramas e n "2", de a cue rdo a l o dicho a nt e riorment e ; s e mue~ 

tra e n la Fig. 24, un e squema f o r mad o por do s e j e s pa ra l e -

l o s y uno oblicuo a e stos. 
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FIGURA 24 

z 

y 

I 
~ 

b 

Los ejes se han nombra do OX , OZ, O'Y y se supone que -

cada uno alo jará una escala x,z, y tal que x = m f(a), yc 
l 

m
2 

F(b) , z = m
3 

~ (w). Se han al ineado los punt o s extremos 

de Gsta s escalos mediante l a r ecta transversal awb; por l o 

t ant o Oa = x, O'b = Y Y Ow = z. Para e sta blecer c ondicio--

nes ge ométrica s que r e lacionen x, y ,z, se ha h echo 00' =n 7 

de tal modo que s e f orme n dos triángul os s eme jant e s Oaw y -

O'bw y se tie ne : 

F(b) ~ (w) = f( a) 

Comparando triángul os seme j antes 

Oa = Ow = x "" z 
O'b ;O, y n-z 

entonc es x = ~ 
n-z 

. . . f( a ) = z m2 F (b) 

IDI (n-z) 
(10) 
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Apa rtir de e sta e cua ció n, debe r á t oma rs e 

~(w) z m
2 

m. (n-z) 

o sea que : z n 0(w) mI 

~(w ) ml +1l' 2 

pa r a ob t ene r l a expr e sió n 
(9) e n (10) 

( 1 1 ) 

De l o que se a firma que l a línea í nd ice c o r~a a l os --

e j es e n tr s punt ~ s c orre spondie n t e s a l o s val or e s 8 , b , w -

que s a tisfa c e n a F(b) 0 (w) = f( a) .-

Va l e h a c e r n o t a r que l a e sc o l a "y" cre ce e n sent i d o c ontra 

La c onstrucci ó n de es t e tipo de nomograma s exigiría 

c alcula r valor s de z para c 8da v a l o r de w, que a pa r e zc a -

en l a e sc a l a , s a bre via l a construcció n c on 1 pro c e d imie~ 

t o que a c o nti nu a ció n s e de t a ll a : 

a) Dibúj ese do s e j e s pa r a l elo s OX y O'Y separado s oo n-

v e nien t emen te y e ntre e llo s un eje oblicu o OZ de una l ongi 

tud n . 

b) Sobre e l e j e OX , c o n oríge n O, c o nstrúya s e l a e sea la 

x s mI f( a ) 

Sobre e l e j e O'y c on o rige n O' , c onstrúya se l a e sca 

l a y = m 
2 

F (b) . 

Para c onstruir l a escala z, c omo med i o de simp lifica ció n 

se utiliz a r á n l as r e l a ci one s ob t e nida s a pa r ti r de l a fig~ 

r a 25 en e ll a s e ha oonst ruido s ob r e e l eje OX la es c a l a OC 

= Xl Y s obre e l eje O' Y s e h a e sc og i do un punt o D a una dis 

t ancia 1 de O' unie nd o los !lOJlto s e y D po r med i o de una 
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línc~ r cct2 , Gs t ~ cort ~ ré e l e j e OZ Gn un pun to w di st2ntü 

un v :' lor z de l punto O, foru fn dosc los triénoulos SO/TIo j c_Q. 

t e s OC w y O'D w. 

Se obti en on l r ~ si g ui G11t~S r cl r cio 11 es : 

x 

/' 

C 
-r-, 

I 
! 

, z 
Fi c; ur <:' /' 25 

o"y:,' 
z x l 

y 

= 
_._-

1 11 .- Z 

.. Z 11 x, 
= - ---

1 + Xl 

i gue1 211 co (11) y (1 2) 

n ~ __ (_\~ __ ~_ = n X l 

r¡-( w) ro , + J(J2 1 

= 

+ x , 

Z 
Ol 

1 

1 
LJ 

z 
= 

( ' 2 ) 

Le:'- cxnrGsi6n (' 3 ) ,-,s unc cc ucc ión ,fs f2..cil de t é'.bul c.r, 

por lo qua ~G l r utili zé'.rt como [ uyili2r pc r~ mr rc~r en el 

bn t o11c CS , 9[T C construir l e cec, l é_ Z = n ~(\'f ) 111 , de:b9. 

"&( U) 1ll ,+1l1 2 



r~ disponerse sobre e l j o OY un~ csc~l ~ ~uxili~r 

x , 1 11 , eJ( \'! ) ,le r C~.n( O on (..lL los 'i f c r ",nt"s vclor \.;s d0 
= m

2 
\i V/ '! . -Sobr" ,,1 (.. j e O:y Ch.,L!O rf ül:-r cC'rSi.... un p unto 1) é' un E' dj_s 

té'ncic, conv '_'l i c.ntc 1 ',- O' . TOi,l - nG.o D co.,:o un punto fijo, 

dc s(e e l curl se ir~n uni ",ndo los v r l o r es scftel:dos e n ---

( \'1 = 1 , '::' , 3 ••• ), 1 cdi 'ntt.. un 1 é'Z ce re..ct.:'s , pón:;2 s sobr 

e.. l e j e: OZ lo s corr\.;sponcJi~n tl;S pun tú f': dl- in t \.;rso cei6n con 

cs t es rcct"s y cpúnte:e..c: l.'n éstos , los ¡ilÍ S,IlOG v-lor·_::: do , ¡\Vi ; 

indic~c'o:;.~ ::.n ~~ 1' con lo que s" obtl-ndrf.. 1: L;scc l r rl-q u c ridé' . 

En l p LrfctieC', no Sl.' reortuobrr ~ ~ibuj:r el conjunto 

de reeté's ré'd' e l e,: , s inó sol,-.l;;nt,_ señrL r los p1mtor-:: d e in 

tcrsc cción L;J OZ . Es r ",coi"lcnd ,bl L. ~~r c"r LOS o t re", s u s titu 

cio n :'5 1..11 le c. cu2cio n( 11 ) ¡rr" cOllljJ r OIJéT v D.1orc::: en 1 .:: cs--

plicédo . --

6) LA CLAVE O LLAVE . 

Con objeto de O U ~ e UElqui c r pe r sone p u ed2 util i z.::r con 

v eni cn t cmen t c un nomo '_T2Iil¡- , s in pG-¡ i [, r o de incurrir e n 

e rro r, cspc ci,~lii18nt L' cUendo l ~ s ve,ri é.bl c s invo luc r eQ[' s so n 

cu['tro o _n é s , debe ré, ponerse ~l ~ü c; (le. l ,.1ÍSl!10 , un¿' elev \.; in. 

dic['doré'. que o r de n l- l é se..cu,-,ucip Ul qu,- G.·:.bc rf- n cfcctu'? r s" 

no~s i ndi cas prrr cncontrrr 1 - fu~ ci~n busc2dr .• A l-s t L ti-

po dc ildieeclón se.. l y 11 cmé'. elev" o 11 2vc . '-

line[s i ndice tipo , qUe 1 suelvc un p r obl c:J1" pE'.rticulr r . 
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Ambos tipos de siste;]~ inc.ice.dor son Jl Uy iJUCi 0 3 , é:un-

que "s " ~ s usuc l el ¡1r i ·!,-, ro eL. los i11cncion-dos . 

l~O-JO(2~ MíAS COL II~TE1' SLCCIOl 1= lJO u L Il'LJcS I M)ICE::i-FUl'·r C ION.l:...~ __ • • _ • _. _____ o ___ • _ _ • _ . _ . _ _ _ • • __ _ • _ • __ •• _ _ ___ H __ _ _ • • • __ "" ._ 

L e' r,-,lc: ción f(r-· ) (0'(1.1), yé: Iul. r osuclt- !TI -d i ente: e l 
F(b) = 'u ( 1) 

uso s·: 1 til i z,r f un .::, rl.pr.2, 

sentt'ci ón de us c21éls n C. tur elc.s . -

Por ¡fluio 0.0 l r- Fi Gur ,". 10 . 2 6 , se cs tE'bleccn l-s co n -

di cion~s b ~ sic~s : 

y. Z O, l: H l ·-l- h -i Oí 
-J- . ---..ot=- -

I 

e I 1-'- "- I 

',- I 
'-

r I 
V Y , 

~ . -t;:=.- 'J 

1 I ---I ---- I I 
"" - ! , I -", I . 

! I 

'" + rf-
" / I b I 

I I I 

I l / 
t-. ¡ y 

-,'<- I +-1 L 
, O (r.) .l.:. Y U -;- - z - I j" (b) ¿ 

1.l'i c ure 26 

So construy e n los ejes OX , O;Y , OZ y O'H por ~c ~~o de 

e j ee p~ r~l c lo E en Qonel. az co inci0 c con OX y O:h co i ncido 

r 

Gur8 26 (b), Ol f orl1l r'. un r nf.:, 'J.lo conveniente. con OX y OH lo 

form, con OY e S0 construyl. un 2 rectC' tr~nsvorsrl comfin 

00' . ..?or un p unto ,," ,-,scoCi do sobre 00 1 ce d i bu j;-·n dos lí-

n ,, <".s í ndico s qu ,. co r t e n [' lo s ejes e n los puntos é. ) b , \i 

y 1 . ·-
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Lps ~scelas F , y, Z y h cs t rr~n ~10 j~d2s r cspcctiv2-

mcn t ~ en 10.'3 segmentos O ~P , OibP y OWP j O lP se c s t eblc-

cor,~ 1 2 for .Ie c:n r U ,- ~ , y , z y ~1 s·_ rc.lccion.:-n, COtllO e 

conti nueci6n SC 0ct211 2 : 

... 

~ OP 
= PO' Y 

z OP 
h = ~ O · 

~ z 
y = h 

Entonc'-.. s , s i 1, s C'c uC'cionu:. c. c. l ts csc ,· l ~.s son : 

y = m2 
F(b) 

z = j'¡1

3 
~( "1 ) 

h = "\ rr (1) 

c.~.ond(; jil, m~ 

= ~ ú1
2 

H1
4 

L~ rcl~ ci6n se c0 nvi c r tL ~n (c cirs~ 

que s i l es CO d llnc~s indic~ s s~ cort~n e n un ) ua to ~ so -

hr~ 00 '; .2stcs, cor t é'.r;-n vé'.lorc,3 de 2 , b, 1.1 Y 1 c~u c sc ti s 

Lucgo, pc rn construir ~;tc tipo ce nomo gr cillC's s~ procoQe de 

l e s i Lui cn t c nC'ncr~ : 

Dibuj~s~ un , linue obli cu~ 00; cUelqui or 2 , d8 une Ion 

~itud conveni entc . 

Por 10 3 extrc,lOs c:c 00: dibujE.sC los ~ j c:s pe.r~l olos OZ 



--, 25-

y QIY Y los e j es p~rElclos O·E y OZ, (OZ Du cde co inci dir 

co n O} n ro rm~r con el un ancu l o c~ un~ obartUY 2 co nv~ -

= ltl, f ( €.) , y = r.t~ F ( b), 
r' 

(1 ) 

Los .1001.ÜOS SOn :-,rbitr~rio:-- , pe r o c'ebo rf.n cubl- ir 1 .:' ro lc .. -

ción lil , u1 
~ = in ~ 
!TI L: c:. 

Pc r <, l E' l c ctur2 ele l n0l110 l'el'l1E'_, 'ebert. u sc rs c l e.s l OS 

linces i ndi co s , d~ t ~l li~ncr- QU~ ~n- c~ ell es un~ . i....,¡' _ 
~. 

con IIb" ~r l e otr é' un, ;; -,; 1 con ';1 ;;, intcrscc t2n(~O Se I..-n un 

pu to so b r c u O I • ' 

AI cun (~s ~cu~c ion \:s CO .. IO f(e) . F(b) . <)( -¡ )= ~(l ) Ó 

f( ;-) . F( ) = <)( ,1 ) . ~(l) c tc • ... ~J udl(.n s'..:r r ~prc;scnté. dé's 

l)O r l; [J te tipo él e no mo [;1;-..l ~ 3 . 

8 ) 0 ,3 C' :·iLS LULA,:' H fLIC.c;:; -
~ - .. --~_. - ~.. ~ - - - - - - .. --- . 

trl-::; o 

veri ~b l os , un cr~n n6m ~ ro ~l- ~ ll rs , ~u~d2n se r c sc rit2s 

Est o tipo d~ f unc i o n cG h- s i o rc~resent2d~ ~ntl.rio r-

l és ncturnl cc . El crse ,)l ' ::'::'cl1t~clo en e l ~' rtíc ulo rntvrior 

(;S un eSO ctT¡Jccirl ele cs t ~ tipo c.'.::. ccu['ciono G. LlO r e'. s e 

- .- -" - . - ---
BIBLIOTECA. ":;E.NrkAL 

UNIVERSIDAD DE EL SA,L.VADOR 
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v~ri pbl ~s teniendo on cu_nt. los cepuctos qu~ se cstu di n-

ron pp:,,:- el ce.so d v cu ero v , riébl .:::::: . --

hel .· cion 

Unr c.c u2ció n '1 ' e.. involucre. tr~c v rr ieblc s pu~dc cGcri 

bi r se t~1biEn ~n Ir ocuncionc", c.ic 

léS escc12s que dobc..rfn p1~ntc2rG~ son : 

1¡J 1 

= j.l. , 
,-

Fl 
L\. 

Los J~ódu-_o s cs tcTP.n rolécioné'.t'o.: c.,- tél fOIale. Clu~ 

111-
- ,..¿~ 

.¡\ 

tttén con e l ~u; i1io el" (O ,: 1 í n;:..:-- re; í nc.i c,-,' , (~C L - El cUé.18s 

í nc'ic c,s c~cbl..:r :·n cortér 1 " r:ct.~ tr2.nGvcrG"l OO, e.. n un pu!}. 

,3i ,- 1 ~') \.m to fi jo ,tl:1 se L. u til i z[' como un c'n tro c.:':' 

proyecc ión, ,-ntonc~: lo ~ rc.pc ctivos velorc~ ~( Ir 0Gc(1[' 

.. H 

B Dodrrn SGr proycctr¿os 00 re le recté tr~nsvcrbrl 00 1 , 

c.:.c. t ~l JiiO do n uc se fa r 1- r: _n to ne '- G un nomo gr('.mr en oIZ li, 

P ,-s to que se.. tcndrfn GOS csc'.l.:--s pr rélc.l -s y un~ tc.rcor~ 
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i nc'ice- C].ue cort" vC'lorcs c~..:: C' , b, Y \1 Que sC'tisfC:l:;C'n l n 

e c u [' c i6 n f (r) = F( b) ~ ( -1) • -

Per~ construi r un nomo : rrmc: de un~ acuC'ci6n qUe- unvu~l 

vn cinco verirblGs f( n) (1) Q(r) = F(b) 0( '/), ust.::'. puee.e 

desco mponcr s,-, en f( <,) 0( w 1 y 9 = ~J.1:1 ; l .:'s do s -
'F(b) = q (1) 1 

úl tiJJF's e. p r esiones ,-xi ccn 1". construcción d" une. I..:scé:' l c: 

e di c ional ¡'q ¡¡ y l r consicl.eré.ci6n de un punto fi jo ; .::-ckm ':- s 

se utili zer~n ¿os p2re~ ~u l incés indi cos p:rr m~rC2r los 

vrlo r cs y como un crso ,-s Gc i r l, procedi endo un i c uC' l for 

me qUe- en ul ceso de tr ,-s v"rinblus, podr~ ocu~c:rsc so l é 

¡nente. tres lín ... ['.s í nc. i cc.s . ~ 

:~stos n0l110brC'illr'3 Su co n.3 truyen c'c 1-:- c.nur ,'" que ,-,sClu~ 

0 1 

r 

I , 
o (<) O 

Fie;urr. 27 

/ I .' / -- /'/ 

q 

/r--::-
.-/; 

____ / .1 

// / 
/ 

/ 
,./ --'-/ __ / _\/ ____ -

1 (b) 

O' 

s 

b 

Co~o se ~prccic dus~u~ s de 1~ dcsconposi ci6n " le 

fÓYi".1Ulé' que contiene 1..- E: cinco v"-ric bles, se hc:n fo r uc:do 

dos grupos ~\... cU2tro vcri"b1"s (un , de l ~c cuela r
, es co -

mún e ,mbos Grupos) . ~n 1- figuré' 27 ( n) s" hen ~iS~U0StO 
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tre s cj 's p2r~lclos u n i dos ,o r dos rcct2s oblicu~s e. ~llos 

~ ~ , 
00' y O I O ' . Es obvio qu,- L~ cscé'..lD q ' no n o c osi t~rt' g r c.due.E 

SG . L~ s o cu 2cio n cs C0 l rs csc~l~s so n: 

?c r 2 al p rime r p~r de ~j_s (uno dL e llos com~n ) 

Pé' r c 01 e: jc 
,. 

comun y 

x = l!1 , f( c) 

Y = i
2 

f(b) 

z = ú1
3 

~( \'I ) 

h = '\ q(no se gr['d~c.) 

terc er e j e 

x , = m4 g eno se greuú c ) 

Y, = )5 (\( 1) 

( r) z , = n , 6 

h, = id,...., 
( 

e ;¡un to 11 G " ) 

El proc~di ill i L nto ~c construc c ión rtioptrd es i d6nti co 

r l d scrito un e l r rti c ul 7 dL ~ste Cepi tulo . -

El crso Lspc c i 21 qu_ s~ ~~ncion6 rl prin c i ~io de ~ut.:. 

inci so , se obti e n.:. ~ l de ,,-,co "pon.:. r 1 " fórmul C'. en dos c cue, -

cion0s (lel ti po f ( él _ ~_(I:l y q = (J' (1 ) . G(r) , '­
Fe b) - q 

P i" r < I r construcc i ón corr~spondi cnt c ,-, 1;-. p r i me r e' dE; 

c st~ s 8c u ccionLs s~ p r oc"dc ~n i gu - l fo r rnr qua pcrr el C2-

so de c uC'tro v é' ri -bl,-s j T)C'r- Ir sCGunc' - , se cons truyo de .. 

é' cue rdo E' 1 , s i nst ruccion _ G p,- r:-- tre:s vc.ri ~ bL,;s, }J r oycc t2.Q 

d Ios velores dL ~r.'·Ln su viu oblicuo corr'-..sponl' i e !1tc , 21 

consid e r éT e l punto s C0ll10 un CE.nt r o d~ ',) roy ,_' cc ión . l'érr 

un2 mejo r i ntc r p r o t e'ci6n, inD~di- ~-munt,- rbe jo s~ mU0Gtrc. 

l e figurr 28 , ('I UL (',l:t[llr vS(Ju~.llrtiC-l-1 nt"" ,-st~ til)O do Si fi1 

p li fic F\c ión . -



-1 2¡-0 

q 
- ji / 

i . ' ( ',b) é' 
II. - ( rr ,q) .... 

S(C....:D­
./ r oe lo 

' .. -11/ 
é'. 1 'y' './ 

s ( c en t ro d l; 

III.-( q , r ,l) :)royo 
ci9n) 

- I 

;{~~ ~:: _ b 

pr oyección) . _.~ 
w . ~ 

11 
1 

(<) 

r .0/ / 

./ / J.II! 
/ ' 

~/ / I 
1 w (b) 

Figur<~ 28 

Al o f cc tuFr l Es l e cturrs e~ oc prrfn so l é'hlcntc l os tres 

ín~iccs scfié' l rdos en 1 - Fi Gur2, si ~ndo e llo s p~r2 ( r , ) ~ l 

índice 1; pr r r ( w, q ) , e l 11 y p~r~ ( q, r , l), el 111 . -

Co n (.;1 J1 étodo é'.n t crio r e ~ swn,m~n t u sencill~ l e. cons -

trucción p2.r é' e l Cc.so de fór ,mlp8 que conti enen s8 i 8 v.:-.r i é' 

bl es . L- di...S C O,~l posi c ión d,) l ~ fó r,t1uL~ se prc..>cntp en i dén-

ti cp formé'. , r gr upé' ndo en ~os c cu, cioncs l c.s v é' r i 'bl cs bn -

juego , ~ int r ouuci0ndo t é'.¡,lbién l r 

dos expr osi o ncs queJr OJlIO f ( r) = <;O' ( i:1 
F( b) q 

,. . l'~ Al­é'U l ClOnc q . 

y ..... gc-::---:--~ 
G (1) = 

G (r) 
y ( s ) 

. -Como en e l c,so prccoduntc l ~s cscc.12s q , b y r se r loj 2.n 

~ e l ~ j ~ comfin. L e r epr esent "ci6n ~sq uLm~ti cr illost r rdr en 

l a Fi BUré' 23 ( e) y 20 (L) , ~S vfli¿ r. prrr 1 dcsDrrollo de 

esto f.3 nomo e r r.rIlé'.s . L -,s lec turé'.s so br-:: e l no ;',0 ~r r',n2 n c c esi t <~n 

dos pr r cs do lín ~['s índices . 

.t. s c l ~ro \.Jnto nci... s qu ~ el C['.80 cné'.lizrdo pr.rr fó r "lul é's 

de cinco vé'.r i rblcs, no Le 
, 

lllr::; que fór"l u 
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l es de sei s variables ~n 81 c u c.l ( s) v,~ l G uno. 

+ 1 
"F"(b) 

ó _'__ +' + 1 + 

_ ...fC~. :~.c.E) 'O. 3C0 ::" .. _71 'O .. OJ. 

ilodi , l1. h . e l é'.ux ilio ele lr Fi c;ure. 2 9 , se u stc.bl Gco rÉ'.n 

l ~s condiciones pc.re r oprosenté' r ~cué'cionas do l e. forme. 

1 por med i o G.c no moc; r CJnC'.s fOTli1c.do s po r 
= c;1 ( \'1 ) 

tros es c ~l e.s co n currentcs . -

/ 
y 

/ 

/ 

y 

.,b 

/ - \ z 

\. 

\ X 

+---- - x ---.i<' 
Fi e urc 29 

~st r f i LUr? ~UGstr é' tr Ls c j cs concurrcnt ~s OX, OY y O~, 

l os cuc l Ls élo j " r f-n 1 2.s ,-,sc r l ::"::; .. , y , z r~Ep 8 ctivi:\m ont e . Po r 

los p unto s extre¡·10s Ha ll y ¡¡ bol 60 LSt .... S cscél i:\s se h r tré:~~ 

(10 uné:'. l í n ",.:'.. índi ce. qu,~ cortCY2 c.l ej", OZ c 'O un v .:'..l o r ~'"trc 

1110 IV G.c 1:-- 8sc r l é z; pé'.rc r.!u c. ~s to t en.:.;r v:'.lic~.c; z , l é' posi 

c ión ele Ol deb e s-.:r t é'.l , Q\L s i po r .::. 1 pun t o \1 so dibuje 

une. r ec ta recté' wC p:ré'l~l~ ( O~ , se dGt~rmin ~ l ~ r ez6n -

CVJ 

= in , . Entonces, cn los tr i vngulos semc. j~nto s ce; y -oc 
01 2 _. _ - --

A Ob, so ti on~ quu f2 _ ~~ 
Ot - Oi. 

11 s ag,,1cnto OC 2.10 j ['- r~ uné esc,lé }: 1 ' po r lo C1U~ : 
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í!l2 x, -) 

71 , x x, I 

= --- I 
Y " I 

A \ ( '5) , , 

Ó n I m, 11
2 

1 + J I = y x, ¡ 
-' 

Sobre al eje ox se dibuj~rf l ~ 0scr l & x = m, f( ~ ) y 

xl = ID , ~ e w ) y sobro 01 eje aY , l ~ scr12 y = m
2 

F(b ), por 

lo que r l sustitu i r e n (15), se ob ti en~ 1 2 ecuéc ión '8 

formé'. : 

1 , 
fe 2.) = (j(n) 

P~ra qu~ un é' 1 1n~~ indic ~ corte los volorus de ~ , b y w 

que sctis f 2g2n l e ecu~ción, sc p royect, r2n todos lo s v~lo 

r us de v en 1 , osc21 2 Xl sobra el L j e Ol p~r n f o r mrr l e uS 

Cé'lé' z , e n donde s · m2rc~rfn los mi s~o s v é lores do w. -

entonces e l a j e O¿ bi sec t é' e l f nculo X O Y dL v~lor cuc~-

quiere. ,--,<' • LE'. fi guré' 29 , s irve t :--mbicn péT2 il ustrc..r lé's 

rel ~c ion e s c ntru l os csce l cs x,y y z, [st~ s son l ~ s si gui cg 

tes . 

por s~r 
z =O \,/ 

sen X x = - - ---- 1 
scn c:- /2 

= !J1
1 

( 2 ca s~:.x.. /2) ~ ( 1·,1) 

Si se t om:-- = 120° , l e S ~cu2cioncs sinplific ~n : 

y = :1 F( b) 

z = rn9!(w) 




