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CAPITULO |

ArROATHACIONLS ¥ _ LRRORES

1) GENERALT L EDES

En el deserrollc cel presente capitulo se trabajaré so
lamente con cantidades que pucden representarse por nume-
ros reales.-

El objeto gue se persigue es el de der a conocer 1los
errores cometidos al aproximar centidades en el dessrro-
llo ¢e alptn célculo; como usualimente le sucedc al calcu
lista, cuanco trebaje con centideades irracionsles o con
cantidaedes surceptibles de wedicidn. -

En Ingenieria, Estadistica, Técnice, Asrimensura, etc.,
es lwmperioso conocer los errorcs couctidos, es decir aprc
ciar la crvactitud posible en los resultados.-

Un ejemplo sencillo te lo aunteriormente expuesto, se
pucde ver en la foéruule que ceteriiina lso superficie de la
esfere.

£ = LTr r2 (1)

En el miembro cdec la cdereche de la iguelcad (1) encontra
108 tres clescs e ulneros, sepln la tecories ve las aproxi
maciones numericas ¢ saber:

El nluero cuatro (4): anlumcro entero, exvacto.-

L1l velor pi (™ ): nlucro irracional, se conszideraré
cxecto con un nlusero infinito de cifras decimeles.-

El valor erre (r): nluwero racional, que proviene de -



—p-

una medicibn, por tento es inexacto pues usasos un valor
anroximado, tan bucno cuanto .iés cuidaedosa haye sido to-

mada la lecturs al efectuar le wedicidn. -

]

Es 148pico que el sustituir los valores en la erxpre -
sitn (1) no se toweréd pera T , afs que unes cuentas ci-
fras decimrles, puesto que, tonando muches de ellas, la
variacidn en el resultrdo tendrie un valor insignificante;
en otras pelebras, de T sélo intervienen significativa-
wente en ¢l resultaco las tres o custro primcres cifras
cecimales.

Le lo anteriormente expuesto, sc¢ ve cgue continuemen=-
te estanos trebsjando con resultzdos eoroximedos, es de-

cir, cantidaccs sujetas = error.

2) CO..CEPTO DEL ERROR ABSOLUTO, RELATIVO Y £01CENTUAL-COTA.

wrror Absoluto:
se llema error zbsoluto Ce¢ une magni -
tud, a la diferencia qu- sec obtiene #1 restar el valor
cxacto de une cantidad () de su velor aproximado (x1),
y se escriba:
D=z, - x (2)
Algunos autores, sc e¥presan Ge la =sirculente wmeanera:
Si &> 0 la megnitud ce (3) tiene un velor a»roxi
mado MHoT eyceso, -
Si 4N (_O le magnitud de () tiene un valor aproxi
mado por defecto,--
Error Relativo:

Se lleme error relativo 3 ) de una -



centided (), cvvo valor scprovimeado es (:1), 2 la razdn
del crror ebsolute & la cantidad (x); su velor aproximado
nuy proxiac ¢s le razndn del error gbsoluto ¢« la cantidad
anroximadea (x1) v &6 <scribe:

L= R Ve (O (3)

se nucde obscrvar cus es el error rclostivo, cl que -
nos formaz lr idee de la amcgnitud del error coueticdo, pucs
to auc compera la razdn de eprorimecidn con le centided
ci le cuel =c¢ ha cowctido el error.

Lrror Porcentusl:

™

2l error porcentuel e 1 velor cel

L

error relstivo, exonreseco couo un worccenteje y sc escribe.
§ = 1008 (1)
Lz Cota:
entenderc.ios nor cota, al hecho do zproximer
el crror a uno uniced tol gue nos persite visualizer facil

mente la cuentila daz £1.-~

9]

In cjemnlo gencillo peraitirs sclarar los conceptos -
vertidos antcriormentc:

Ljeanlo:

[q

31 ¢l velor ¢c le supcerficic (e una esicra, o3
o~ 2

ta cetermineds or le féraule & =77 LT, un valor sproxiuz

Deteruinsr ¢l error absoluto, relativo y porcentual -

aue se co .etc al ussr el velor ewnroximado c¢e lsz foraule. -



Solucidn:

¥s evidente quo el errcr gqus se cometers sl d

sarrollar la féruula, dependc <cl coeficiente cuc sc tome

. 2
pera LT

Tomareinos & f7 = 3.1415 = % {como valor exacto)

|_J

2 fraccidn +.1250 = ¥

cﬂm
.
1l

Pare deterwinser el error abscluto, heccuos uso ce¢ lg -
foéraule (2) y sustituimos velores:
A = X, -2 (2)

Sustituycndo: A = 3,12%. - 33,1416 = - 0.0166

(@)

Entonces A<« 0O y decinen gue el error ebsoluto incu -
rrido ¢s de 0.0166 aproximado wor dcocfecto v sc cscribe:
Al = 0.0136

Ahora sec procede 2 doter iner el crror relstivo usando

1r férauvla (-

Sustituyenco: 5= D.u165
IS DT G

Tomando uus aproximacidn del error (cote) cue nos per-
1ite identificarlo renicdeomcnte, Hoczi0z ceelr que:

2l error reletivo § < ©.005

Y calculendo ¢l error porcentual, tcnowos

3 - = 0.6

Luc es la forae usual, wis utilizeds, dc exvresar cl

GITer.
3) EX: EESION Lk LA COTA CO'IQ TLACCION DL ﬁjfp_ﬁomn

Con objeto dc trabajar wis fecilmente con cantidades



Iy)

anro¥imaedas suelc dersc coun cote de error, eproximacio-

1

nes zl déciimc, &l centisiuc ctc., e¢s cdecir sc expresa la -~

. . . -1 . o
cota cowo una fraccionm del tipe 10 (siendo (n) un entero
Lositivo). -

En pencrel sc dicc: puc un nbaero anroximedo tiene to

das sus cifres cxactas

[u)]

i ¢l crror con quc est? afcctado es
inferior = un: unidad Jel 0ltio orden rc las que consti -
tuyen ¢l nlGmero'’,

Asi por <jewmnlo, si 2l velor <o // con sicte cifras de

cimeles es -, 1415925 ¢l error aue =c¢ cowmcterf al conside -

2

. . - . . - - o )
rar sblo scis cifrss deciasles sera ¢c 5 x 107 10 v de

it
ciws gue - valor de (/7 ) con sciw cifras decimeles cs dc

0y

!

3.141502 coun todss sus cifres exactas. -
DEFINICIONL: LEL FROLEaA DIIECID ¥ DL rHOBLuif T:VELSO
LEL_CALCULO DL i ROR&S.

Probleme Directo:

Constituye &l wnroblema directo dol cil
culo de crrorvce, le determinacidn ccl error del nilacro que
sc obticne co.i¢0 rosulitzio gl cfectuar operaciones con aproii
macioncs numiricas ¢c¢ crrores conociGos; en unc funcidn que
dencnde de varies veriebles A (,v,2) .-

~roblema Inverso:
Conctituyce ¢l probleas inverso del cal

culc de errvorcs, cl hecun dc wrefijer ¢l crror del resulta

Go on una funcidn quc .« cpence de varies verieblos sujetes
a2 error & (x,y,%), dcteruinendo le eproximscidn con que de

ben scr acdidos los velorcs x,yv, 7. -

Sy gy
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ANALISTS DIT. ZREO; ARSOLITO ki LAS O-:RPCTIOM.S TUNLAMEN -

TALES.

Seen ¥ ¢ y cog valorcs cractos cuyas anroximecioncs

son rcspectivamcente w. ¢y los grrorcs 20s

1 710
de veleor serén:
= ¥, - ¥ S
A-l 1 <
o hien

&z 70y T Y17 Az

_AII
>

ret

tiene:

2) Sume Aproximade

olutos e co-

(5)

efectuando las correswnondicntes ocraciones, sc -

X, f oy, o= (A Wt ¥) + ( 1122 - y) sustituyende de (5)

(x1 + y1) -z +vy) = (A L A 2) ordenence términos y -

diciendo:

L1l cerror absoluto que sc comcte en lz sume aproximede,

e igual a lea sune do los errorcs abhscolutos

e

los térainos gue inturvienen cn clla,--

b) Resta Aproximada

2

de cads uno do

+ y) sustituycado ¢o (5)

(:{1 + y1) -z +y) =(n - 6‘2) ordenendo términos y di

ciendo:

2l error absoluto aue sc cometc en 1¢

resta aproximads,

es iguel 2 1l¢ diferencia do los errorcs zbsolutos de cade

uro (e los términos auc intorvicnen ¢n cile
Deberd observerse cue si ne tienc A

del error abscluto ¢e le roesta eproxiaede,



cero, lo gue naturcluente es imaosikle. Ltendiendo la no-
ta gue a continuacidn se da, cstc problema nlanteado que-
ca satisfactoriesmente resuelto.-

ota: En renerael no se conoce si log errorcs 1o son -

por e .ceso o wor defecto y por tente para la suwme y resto

™

nrozximedas deberé tomerse come ‘cota superior del error

)

la sume cde los errores de los nluicros gue sc han sumado
o restado’.-

or tanto pere le rcestc sc civwreses ¢l resultacdo cowmo:

¢) Procucto Anroximedo

1

(A . x) ( A + ¥) custituyenco ce (5)
G, 50 - Gy) o= vA Lty A , O AL nultiplicendo y
ocrdencndo térwios.
Mo k] o - o - - N = ” N
Jomando cotas superiores de los errores, el tltimo -

‘ciate e los dos primeros

[

téruino &3 muy mooue o [
A A2 Dt

y mor tento pusde despreciarsc, cuedaundo ls exnreszidn:

A L£EA TN A A =T 2 T A

£l error cbsolute quo sc comete en une multiplicecidn
eproiiimedsa es fprovimadsacnte i ,ual € la sume del produc-
te c¢el nrimer factor por el crror del scgundo y del segun
do factecr por el error decl priamero.-

d) Cociente Aproxiardo

Fora deterainsr ¢l error ae un

coclente conviene representar le ciferencia (quc represente
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c1l crror) cintr. <1 cocionte rproxim-do y €l coci.nte cictc

to, du le sigunicate mrncre.

sustituycndo dc (5)

G

c J

s
N

.

o

o he

<
~~
o
+
¥
A
~
!
e
~~

MR A S A W

- —— e - [ . - e - _2

y (. +y) YA ST

Tom~ndo cotrs supcriorcs (o log volores ~bsolutos ce

X (c¢e 1oz curles 10 so chnocen J10s Sisgnos) ¥ dis
A1 74 = - 5 Joecs
“rccirndo ¢l tlraino y|43‘2 wceo significrtivo ca ¢l re -

sultsco) so tionc:

H

L2 Tl T B TIA Gl T A ey
[

< N + 1/2 ) - 37' ‘2" -
TIA 2| 7 - 1

y dicicneo

£l crror rbsoluto cu. s¢ couacte vn uas divisidn eprowxi
meds s sprowim: doacnte 1 ousl ¢ 1o sums del sroducto del
divisor por ol crror doel por ol crror col Jividendo y del
¢iviccendo wor .1 .rror ol divisor, cividido toao por cl
divisor .lcvico 1 cucndrodo.--

Notr: Dcbe obscrvers. cu.l cou £prosimecion.s ool crior
~bsoluto, lrs deduccloncs aul So ara hecho »nere 17 aulti-
plicscidn y 1l divisidn, Con objete ¢ freiliter 10 epli-

creidbn do 1rs regles -1 colculiste, 1-s fSruulcs sc hen

b

simplificrdo 71 fxiao; abtodes bascdos on concentos de
Cflecunlo Infinitcesiasl veroitirfin cncrelizer 1¢ deduce: dn
dcl crrer on cuslquicr fuacibn, A (v,y,2).

Il snflisie scguido cn ¢l cflculo wo errorcs, prre to

ncr velores rosolutos ¢ losg crrorves cowmetidos en les =~



¢iferentes megnituccs ouc intorvicnen ¢n una oneracidn; -
cuendo no se cononcs si cstos 1o on Or GYCCS0 O DOr e -
fecto, se mucecstra clarcaente n le suma y reste sohroxime-

d

[ -
e

b}

Sea:

8. = Onerccidon fproximada

Pare le cprowimecidn <o le ciel o dosconocce sl ocu o nor

A= lanl toa

Lsto resultedo noz indica quo el tomer lo- valores ab

o

solutos de lo

(4l
i
n

rrorc

{

;e los Factorca, cstanos toweu'o -
(dentro ¢o l¢ ssiorired) une cota svmerior del error,

Cc.aio sz observe {reilments ¢+ lo enterior.

) IDEEAC (O TLMQ ok LES OFE' FCLL, FONLA
JAETELES

De les consideracicnes ccl erticulo 2 y del erticulo
entcricr obteneos los =i, uientces errores relativos, -

2) Swir Lwroyimcda;

+ i+ srtdcu Y. inciso e
g ) AH1T A2 A1TA 2 erticulo , inciso e
O i A o 2] & o

x +y Ty,

b) Peste fproximedes:



§ oAl IS el e gl e 2

:‘ - y -'\--l - y ‘1 3 =0 1

c)

¥y % X y
articule 9, inciso c.

7

Y 81 los errorcs reletivos do los fectorcs son:

ANy e J

b4 - X

L2 g’cﬁ sustlituyendo, obtcneaos:
. = =

T

“~

- . o - s N . <
(esprecisncdo el tliiao téraino g<q éc; NOTr Sor Uy Do

con loo otros dos. obten

.2
(¢
Y__)
6]
O
&

b
~
=
m

1

Bl error r-lativo de¢ un producto gprowimado es apro

oSS

=t

medaments ipusel ¢ 17 sume cde los “rrores reletivos ¢ lo

[9)]

fectoras. -

&) wivisida Aurorimec:

. YA T TN x erticulo 5, inciso d, y cfec
S d = wiEEe- S & -

N oo+ Vi .
0 VAR ERVAN 2> J tuenco.

A BT =R N A oA ¥

<7 i ﬁ" <7
A A V- S AN YA
F ALY  GAAD TTIAL Dx

multiplicenco y dividicuco por » tcenewos:
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A A T 'tA._,-_l A2
- XY y - ; X
fal 0%

y
Yy A

- yiTEA S X y
{ 2 —
| ¥
S
chore bicn =i
™
'S Aﬁ 1 '
é d = '“"_',—‘"" \
“ - embos factorszs.
;
80‘ Ay |
= . J
J
>
Se obtienc:

—_

fhore bilen gencrelmente ¢o los= crrorocs relstivos tem-
poco s. conoce ¢l signo, wor lo quc convendrd considcerer
valorcs sbsolutos peoo o« Ed1 vy Ecﬂi en w1l nwacrador y

si b ¢2 ¢n wl denodnsdor oz ouy vecusio con respecto a 1.

Pl £ llgdwl i }gdal y sc dice g

2l crror recletivo <o un cocl.nte epnroximeds Cs aproii
medemente i,.usl ¢ le cums de log velores ebsolutos ce los
crrorc. voletiveos dol dividendo y ¢l civisor.
INTCRVENCICH Lo CALGULD Lf el niiChi L ui LA ESTIHACION Li

&l cglculo Infinitesiawel ¢ un araa valioss za le esti
mecidn de errorco. So oestudicr? oriuwcro, Lo oproxdas -
cibén d:1 zrror cn unc fancidn continue ccl tipo ¥y = f(x),
nare lucgo, rcneralizar =n une funcida & (¥,y,%) doducicn
co une féruule fundemontal aur weraite resolver ol proble
me Girccto ¢ inverso ¢cl célculo de .rrorcs, <n une forwme

scuciila vy Gtil.
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LL FURCION y = £(3)_USkwo

LEROK ABSCLUTO_Y I £LATI VO, _

CELCULO DIFEF u:GLaL

En el estudio ce difcrenciales cn <l Cllculo Infinite-
simel ¢l siaubolo dy/dx reprczente la primcre derivecda de
una funcidén v = f(x) y sc enote: c¢y/ex = £° ().

rstc velor rowrescnts a2l 1iaite el cocicnt-<ﬁ§y/i§:
curnco A\ mo ( /N\¥ tieadc £ cero

1 estudioc cv cifercncieles intcrnrcta sepirs. anentc
e ¢x vyay v egi 00 (¥) =y’ os 1 derivecs de £(3) =y, -
sienco ék}’ un incremento zruvitrariesments el .. icdo, la wifc

rencial e 7 (¥) reprosentzac nor <1 siabolo ¢ 0(¥) quod

o
=
Py
e
—
1
o
Py
K
rs
~—r
A
|
o,
o
N4
H
o
<

d.fini‘o nor 1l igu-lceod

Lhorz bicn, o uwne veriscidn él 3 e 1e o vericble inde-
S P e AT e e Yo - AR - . ‘
pendiente, corrccznond. ung verl ~lon y dc¢ vilor auy pré
¥xiw o gwroriuwrdeoacite Lyl 7 ¢ . f sicnde ¥ lg veorisble
incimencicnte, S oouece ¢hHroliaer ¥ tener:

- ’
DNyve=cotly) = 7 COFAY
udicneo cntaacoes Cecar, s o1 wrror fbeoluto couwcti

do ¢1 cdzterasiney 1o funcidn s

7
Ay =y = v+ (LEROR &.SOLUTO)

N

Con ovjete,ce hecor 3 ¢clero lo ¢ntorior, sc puddco

Ze ol dneigs

B

—

interoreter . comclricaacnts Lo 7oy wiarcids

mento ZB;y ¢ 1o difeorencicl &7, =~

Construy: ncdo 1ls curve y = (), zsieico o y . puntos
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vy o= f£(x)

tongente

cn

RPN i
(RN ll:‘_

0 _ )
S

or owroyimeco

—
o]
=
o
I
—
(a8}
m
[
=
[al
I
I
=3
(5}
!
.
O
@]
2]
"_"5
=
:’j

Pera 1 cflenlo deol srror rels ti

auc vienc dedn orv 3

3
ferencieles serd” /) Lowe CYy  Zauive
; w O

i
<l
<

micoments 1l¢ Funcidn vy = £(3) v sc

\
—
=
jzu
"
1
53
;
i
-
~

dy & Iny Ll

;

[

Lo que 82 NDUCCL CXMOIL=EoT COuo

un: me;nitud o= F(y), que dopende

tcde por un “rror él ¥, &2 fguslk

|

20 neturel Jo L1 funcidn 1n f(x) wul.ipliceds sor N =

<

LS an Zl b £ uegucio. -

o1l in-

¢l vae

cste

vinbl cyror relativeo dco

unsc ve

le coerivads

21 B ol I

el

W
P

ad

e C



Al

~3 convenicnte ¢clerer ectos conccptos con le resolu-~
cibn cCe un cjemplo sencillo.
tieanlo
Determinese el error absoluto v relative,; coug

tido en el cflculo del free e un cucdra o gue ticne nor

-

leco 5.5 cu. edido con uan orror aenor que sedio wilime -

=

tro, Ueteruinice <l fres sproxiacda.
. c
LArca dcl cuedr:do L o= ¥

Frror rhsoluto: d: = 2 ¥ ¢ ¥ =

fas
b~
(&}
[5h}
)]
9]
3
(‘D\

lor trnto ¢l

crror rel. tivo:

A i - - < ~ - - I
A 2000 26X ¥y WS ocm.

F A ¥ X 5.5
¥ se observe cuc ¢l error rilative comotice .n ¢l célcu
lc del #res dcl cuscredo - ¢l doble dsl crror rclctivo o

metido ¢l medir €l liio Z.-—

LI CUrCLeTT Lo LLAo oWCLAL TOTAL Co O TORUTA T Lok, T8k

e L C}T( (S A o S I
Coubineaco ¢l Tcoreme ¢cl “Velor ilecio 'y el concepto
do BDirferenecizl Totel arre funcionc: - dos o wis varie-
bles ool ¢flenlo diferencial, << obticne une ¢ presidn que
debe consicornrse cowd fondeasntel pere ¢l cdlculo Je erro
res, no iamoorteado curl sea 21l alwmero de vericblco: quo i

tervongen. -

1 Teorewe del velor pedio 3¢ cynrese ool



donés o y

unc curvao

c bien

wecidoz sobre ol

cc préfico.
vcl rrffico comprobe-
0S ouc
u=a- & A c=b-a
Y ¥, cooun nit.cro cne-
tirc 2 ¥ b, cntonccs.
i,o= e e N\

n oconde & Lo oung -
| AN froceibn propis posi-
| 5)

.

Suztituye..do e (o

velor edio, cono:

c(a +Dg) o £ (e) = ¢ (-

11 Concupto ce L1

St considersn [uncionao uc

sntonco s
Au = f (x
sumenco

“ Ly + Dy

tive,

05 e¥Preser
()

, . s
Aag varlanlcs

{7 .%)

\ 5 /
U_,A';,Ay

DNy DN Gy

~ouro e 1l cZcuccion
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lﬁmE@+&xm+Aﬁ4@ﬁ+é¥]+ﬁgy+Aﬂﬂu,
Comwo sc pucde ver cn le ersresidn caterior heoy dos (1
forencies, ¢ les coslex podo ws enlicerles ¢l Teoreuws acl
izlor Medio, como 3¢ o oress on (7).
Tomr o pere lo orincrs daif-rencico:
& = X Ag_ :A}' g o+ AJ = cte.
Y pere le sosunds difocrcucis
i o=y AE :A;j 7 = cte.
Obtcncios, sustituyeando de (7)

JANTE ."?_(: +g1 A:?‘,y +Ay)A:: - fy(:;‘ AZ A/)ﬁ:y (&)

I
Con lo auc so ar obtunico succzivamcntc les derivedas
percielcs con rewnccto & »y ¢ v, oo son contlinues pe-
re Yyt e yY ¥y ocuc hemos llomado, Ty f respectivoacntce.
b3
Ademes si éﬁ; y’ZXy son v wequofios (ticnden & coro)y
como lisitc cowmbn, 1oz coeficiontez (o Z§ b y‘lﬁjy tence

rén ¢ £ (x,y) v fy (z,y), c mo 5o pucde comprober en le

T opodciios escriblir wera CEds Une Ge Les corivewos pa
ciales obtenicdeas sateriormcate,

T (¥ + 4 KX?;* 4—£§xf = £ (y,y) +

: P

2:& (oy) +6, ‘
&

r

y
son irfinitésiios teles cuc:

1ia. & y 1im. 6-1 =0 cuwnwo N Y'ZBY"—*O

entonces sustituycade (3) wn (2) tenc.os.

Du=tG,DNy+ oDy + ENx+ E A

¥ y - 1
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y desnreciandas ou ¢l scsuncdo micabro los téruinos terce-
ro v cuarto, le difcrcucicl totel cde “u', qucderid cefinidae

Or Fprozinccoa:

du = f_ (z,y)[l).+ fy (X,y)él v

S

Y towmando veclorcs absolutos 1o guc 105 ¢

n
o
(]
ot
™
i)
o
It

o]
@

§

1

riorcs do leg deriveces narcielcs, se obticnoe le siguien-

te fhriule fundamcntel del Cflculo ¢do errores. -
(Aol Ll PASS R BN PN PAY

gus »wodewos presentar en une forme ads facil de visuoli-

N

2or, S1 represente 10s:

f (x,y) por U  (deriveds percial con respecto & x)
X b

fy(;,y) nor Uy (deriveda parcicl con rcsnocto a y)

1Av g P AN L A N R R (10) .-

(Leberé recorderse que Gst: foérmule es vElida pera -
cuelguicr nlmcro de¢ variesbles).

Les féruwulss dul crticule 5, se obticnen fecilucente
con le eplicreidn de la crnresidn ~ntorior:
Sune Enroximede:

Si u=x+y

Justituyendo en (1) {lef s; pay

kcste Aproximade:

VNS

Sustituyenco ca (10) VAN f; VAN
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srocducto Aproximedo:
Si T = % ¥

o= = U =x
L =7 , = X

Sustituyenao o (10) ll&s|f§-|y| |é§:[ + ixﬁfllyi

Cocicinte fororiacuo:

Sustituyende o (10) ‘ZSUfSS ‘i‘ VAYE o
g <5
= D) 2 Izl 1Dy

PROCLDL 11110 L ACOTACIUN - €O ARACIOfN COM 1L METCLO b

LIFERENCIAL TOTAL.
Un wbtodo pere resolver el nrobloma dirccto del Célcue

lo dc¢ errores, on un¢ fwncidn A (x,v,.), censiste cn c¢o -

diferentes mesaltudcs aque iIantervicnen cn clac, csta

tar le

4]

blecicnco une ccesigueldad de tres nlcabros, cuyoe vealor ccn

trcl scré ¢l deseado.

]

(D))

Este a&tode o3 bastente pgoncrelizaco; os adeaés, Sog

ro; auncuc orige ol doble dul Lrebe jo.

Compercdo ¢l Stode e gcotacidn con ¢l du ciferenciel
totel podri notersc le scguridad qu. presenta ca ¢l cllcu-~
lo 7y rurecicr oul su descrrollo oo ufs lehorioso.

vere weyor coapronsidn ¢zl altodo y prre afirmer lo oi

cho anteriormcente, s2 nrononce el siguiconte e jeanlo:
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La cypresidn decducids do 1o féraul~ de bernouilli, pe-

re lo velocicad do un fluido s fectede do un foector ¢ co -

rcceidn por 1o pérdide de velocidrd Cv (cocficiente de velo

cided) cs, v=Cv Swith y !nliicr dotermineron <l vealor
de Cv peroun ofificio de 19 ww. cn Cv=0.955, si Yh y Bgiy
sc miden cxvcerimontelmonte con uin crror perc YUY monor que
~ i e F z 20y ~ Ty - . - 2 3 - 4 N - l -
0.05 m. ¥y prre g owenor ocuc 0,02 a/scs”, deterwincse ¢l vi-
lor de le velocidrd y o1 crror cbesolute, s1 .1 vclor do¢ b

. 363 . oy 2
ce ¢ 20,00 m y ¢l ¢de o 9.41 w/seg”. -

Eosolver ol provlecms nlantucco chnlicendo ¢l proccdiamicn
to do recotecidn v ol Concento do Difercneirl Totol.Counarcen
sc los result-rios.

Solucidn por ¢l witodo do Becotecidin:

1er poso.-- S plentern 1o sipuicntes dosigurldocdes.

0.795 <:(h7<:o_)6 dotriCowo cwn cets ceso, dcbe reccor-

.79 <: I <:?.f} ders., cuc s genercl no s ocspcci-
13.35 <: h<:20.05 fice =21 1 .rror lo .= por CXcCoeso o

nor <cfecto.Zste. hecho ¢a lo nul ¢r
velicoez 71 o2todo.

20 peso.-Flentosadento o 1o dosicucldrd 4o tres micmbro s,

Cuyc solucidn os 10.77 < VL 15.05

KesultedoiPore 10 velocidra so tomer? o1 velor wmcdio deo les
ccoteocioncae i uel & 12091 w/sc. .-

’

5l crror cucocluto ot? cotor dincdo con un orror sicnor quo:
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19.95 = 15.77 Q.14 in/scy. <: 0.2 m/scy.

[AP]

Solucibén por el mlitodo de Difcruacisl Total:

ler Paso.- Obtcneidn ce lrs derivedes percielez de la fun-

CV £ ——Cr— M e e

<
e T (A g‘ g Q.02
Vh e PVARIRGENE
£l nlwcro 2 c¢= centero, cxocto 5 =0

20 Paso.~- Aplicecidn de le férmule fundrumcntel

AV < evl 1D + [vgl 1=+ lunl 1A
Sustituyencdo los velores cel primer psse, en le foraula:
| & 19,8050, 01+0. 9730 . 02+0 1 /30,05

AV & 0.198040.0194+0,0255+40. 2609 < 0. 25 w/scs. (crror
ebsoluto), -

3cr Paso.~ Detcrminacidn del vealor de VoL

Sustituysonco velor~..-.v=0.3955 ‘Jﬁ?j.f1x20.gu = 15.91 u/scg.
Cowo s¢ ve ¢l resultrdo oltenlce wmor el altodo ce aco-

tecibn c¢s muy buciwo, fuiqu. (1ize ol Cllculo do crde micwbro

Leberé toncrs:. .o conzuderacibn 1c siguicnte rocomence
: [ - I SO
cidn, ners ¢l altocdo ac fcotecnidn:
Curnndo le funcidn A(x. v,z cote roprcsentade por une
s J {
n L 4 - =1 L - . ~ . b
roccidn, ¢l orden doe las cotes que oncrece en el nuiaeredor

doberf invertirsc con resnccto & les que ancrzcen e ol de-
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nominesdor. ror csto, @1 eplicar ¢l mitodo, sc deber? te-
ner ¢l culdodo do sustitulr corrcctementce los velorcs,-

LSCLUCLON DLl ROTLZNA

vl plentcewicento del prob
errorcs, fuc dads .n <) crticulo cuntro de cste Canitulo,
corresponde aclerar oa cste, le mencre ce resolverlo, -

Do Zos métidos cotudisdow, <1 fGinico cu peruite, cn
une funcidn de crror =mrefijeco, medir le eproximacidn do
les meognitudes quc le comnoncn, c¢s le férmule fundemcntal
(2) del srticule nucve, -

S¢ proponc un c¢jemplo pare cclerar, los concentos ver
tideos, <n los erticulos rucién mcencionedos:

Ljcuplo:

N

eproryimecidén del fr:c cc un trifagulo se desea que

B3
n

[

sca Gel orden do 55:. Si 1le basc mide L0 cm. v la oltura
25 cile -

Deteraincr le coroxiaaidn con ouc ¢llos debeork mecir
se, -

Solucidn:

Arce del trifnsulo = 3 bh = A b

base

derivendo perciclointe:

b, = 2

clture

by
1

o=
il
-
5

FAYIEEN XY \A‘n]

Por ser 1z bese y le elturs, mognitudes ael aiswo or--

dcn, Dy y‘éxh se aednitirén dc iguel velor.-

BIRL
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Encontrenco ¢l zrror wor millor:

gzx:AA = 1000 Db o+ 1000 3 Dn = 7

A 5 T bh 5 Ipn
- -
1= EOOVAQLE + A pero Do =D entences
b I
1 = 200 A b ’1}_‘4—-—&}2 e
bh
VAN
00 (v + b)
Dy _ 22 .x 1O 1000 1000
T 200 (25 + 40)T 200 ¥ L5 T 13,000
Ab _d 2.0 = 0,05
13 7
Lz decir qua sc deberé medir la base v eltura dol -

trifnsulo con une cprovinscidn ¢o cinco centésison de cen-
timetro, ¢s decir sprovimecidn #u wmedio wilimctro oeara obt

ncr le cproxiaccidn des.eda.--



REPRESENTACION GRAFICA DE UNA MAGNITUD

Un valiosc mdtodo auxiliar para representar las varia-
ciones de una magnitud, es el Grdfico.- Este método nos
perimite dibujar sobre una lines, recta o curva llamada --
sostdn, una serie de puntos correspondientes a estas varia
ciones.-

Estos puntos debidamente ordenados, son numeros bien -
definidos, a los cuales se llamerd cotas.-

A1 cor.junto de cotas sobre la linea se llama "Escala -
Gréfica" o simplemente ESCALA.-

Bl marcador de velocidad de un automdvil o las divisig
nes sobre la carstula de un crondmetro son ejemplos comu-

nes de escalas csencillas,-—

LA ECUACION DI UNA ESCALA - IIODULO.

En general, una funcidn y = f (x), cuya variable x de-
termina valores de la funcidn, puade ser representada por -
una escala.-

La ecuacidn de la escala serid pués:

y = £ (x)

En donde 'y" (variable dependiente) represcenta las va-
riaciones de la cota sobre la escala y "x" (variable in-
depcndiente) las variaciones de la magnitud gue se guiere

represcentar.-



T

Considerese la funcidn f (x) = X3 y un eje o sostén -
(0-Y) de 12.8 cm., midrgquess sobre el eje a partir del origen
0O, longitudes iguzles a y = 0.2 x3 centimetros.- Sobre el —-
eje se ponen pequeflos segnontos perpendiculares a &1 (marcas)
y al final de cada segmento 32 1ii iican los valores correspon-

dientes de "x" (cotas), de conformidad a la siguiente tabu--

lacidn:
X = C 1 2 3 4
©= o 1 8 27 64
AT reos cotrs
sostén
m i ' ! 3
01 2 3 hoy=x

Figura 1

El segmento 0.2 centimetros (vaer figura 1) fud tomada
arbitrariamente como unidad de longitud pare sefialar en el --
sostén los valores de x35.- Estc segmento unitario se llama -
"mddulo de la escala" y se representard por la letra "m"

El valor de "m" se escoge de tal forma gue se tiene la
dimensidén de la escala.-

Es decir que la construccidén grdfica de y = £ (x) re--
quiere la adopcidn de una unidad de longitud arbitraria, el -
mddulo (m); cuyas dimensionzs serén el dm, cm, pulg.... etc.-

La construccidn de la escala es necesaria, para re-—-
presentar graficamcntc, la variacidn de una funcidn cuando su
variable independiente va tomando diferentes valores.-

Ls representacidn escalar es unidimensional y la ecua-

cién y = £ (x) de la escala serd llamada "Ley de la Escala'.

Lo anterior pucde sintetizarse asi:



Se tiene una funcidn de la cual se requiere la interpre
tacidn gréfics
y = £ (x) (1)

La funcidn se reduce a uns longitud arbitraria, con la -

intervencidn del mddulo:

my = mf (x) (2)
Expresidn simple de la funcidn (haciendo my = u)
u=nf (X) (3)

que serid la ecuzcidn de la escala.-

Merece hacoer notar, que la dimensidn en que se --
expresa (%) ec 13 dimensidn tomada pzra "m" y se recal-
ca esto por cuanto "x" tendrd su unidad de medida ( m, -
seg, Kg...... etc.) asi como tambidén "y".-

Se puede ahora, dar las siguientes definiciones:

MODULO DE TUNA ESCATLA

Es 1s unidsd de longitud adoptada para represen-

tar graficamente la variacidn de una funcidn. -

Bcuacidn de una Escala

"Es la ecuacidn guc rige la variacidn grdfica de une
5 i . - - -
funcidn’ . Proporciona el valor de y, a partir de un ori-
gen arbitrario, marcado convenientemente, para cualquier

valor de la variable independiente "x".-
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CONSIDERACIONES ACERCA DiLL ORIGEN

La acuacidn u = mf (x), deberd tener un origen, serd -
un punto del sostén de posicidn arbitraria y se conviens
qus serd para u = o, de agui que "u" podrd tomer valores

reales positivos y negntivos y estos se marcardn a la de
recha y a la izquierdsz del origen, respectivamente.-

Goneralmente ros intercsa conocer determinados inter
valos de la funcidn, en lcs cuzles no g¢ste incluido el -
origen, en esos casos, no s¢ dibujard en la escala, pero
su posicidn exacta pucde determinarse facilmente si con-
sideramos quc lco corresponde una cota ”Xo"’ tal que --
t (XO) = 0.-—

Es decir quc pars imwvestigar la posicidn del origen
igualaremos la funcidn s curo u = nf (x) = oy determina
remos el valor de "x" correspondicnte que serd el que se
le asignsars en la escala.-

Mds adelante, ea c-ste capitulo, se aclarard este con

cepto, por medio e un ejemplo.-

RECOLENDACIONES PARA LA PRESENTACION DE UNA ESCALA

L

s}

s escalas deberdn ser conveniente presentadas, para
una fécil y rdpida visualizacidn, lo que implica que debe

rian gusrdarse clertas consideraciones, a saber:

Presentacidn de¢ 1la ecuncidn de la wcscala y del valor del
médulo con su dimensidn acomparniando al grifico.-

Da preferencia, representar los valores de "x" ~ceeee-
(Xo’ X3, XE""') por numeros enteros.-

Considerar lss marcas como divisiones principales que de
ben ser acompafiadas por otrss (sub-divisiones) de segundo

¥y tercer orden mds pequeflas, pars una rdpida lectura o --
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como auxiliares para uns fAcil interpolacidn.-

a) Construir una tabla, ya sea vertical uw horizontal en la --
que se presente la asignacidn de valores a "x" y sus corrcs-
pondientes de T (x) y nf (x).— Se reconienda una tabla veor-

tical como la mostrada a continuzcidn:

X fo(x) a2 o= af (x)
x f (xo) u
9 T (x
)l ( l) ul
X5 T (x2) u,
X , f (xn) u
e) Hacer resaltsr en dibujo, las marcas principales y las --
cotas,-
5) CALCULO DEL MODULO

En el artfculo 2 de este capitulo se menciond, que -
los valores de f (x) deberdn ser multiplicados por un factor
constante "m" (mddulo), 2 fin de qu2 resulte posible dibujar
toda la escala dentro dz los limites del tamaiio impuesto.-

Deberd puds considerarsc, la longitud del sostén en

el que se desea acondicionar 1ln escala.-

AsT:
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S1 "L" es la longitud del zegmento sobre o1 que =sc¢ de
sea dibujsr la escala rcectilines y el intervalo de
que se gqulere representar varia entre xaz y xb, tendremos

de acuerdo a 13 representacidn siguisnte:

Umix
o
: L Undn. 4
L A— —  Valor mfnimo de "x" = (x)
% win. >oaty a
*_ ("‘_1:_2 DS I ,T,_
Valor mdxino de "x" = (X)b
Fipurs 2
Sea u = nf (x)
L ;3 Imx~Tnn
> mf (x mdx) - af (x nin)
;? mo| £ (X)b - f (ij]
mil S L

Sucede a menudo gue =21 cdleulsr el mddulo con la -
longitud impuest2, se obtznsa un nimero fraccicnario, --
conviene entonccs, aproximar 3sa cantidad al valor ontero

mds prdximoj; cormo ilustracidn supongamos gue:

L = 20 cm = m [E (x)b— f (x{&

mo= 20 = 3.1 cm
f()b‘f(x)

Témese entonces

ot

= 3 cm

65]
[®]



Ln = m (f{x) - £ (x)) %8l qus
L = . .
n _n con lo que podrd obtenderse:
L n
L _ L 0i a
n 5 (5)

;

Ecuscidn que nos pernite calcular 12 nueve longitud

en que se alojard la cescala.-

REDUCCION DEL IMODULO - KL ABANICO REDUCTOR

Por conveniencia prdctica se nresenta a menudo, el -
caso de construlr varias escalas cuyes ecusciones difieren

unicamente en el mddulo, es decir:

Lll = 1 T (:‘C)
U, = m, £ (x)
u5 = mz f (x)
u, = o T (x)

Cuando esto sucede, solamente se neccsita construir
una escala por uedio de una tabla de valores de "x" y las -
restantes podrdn sor ficilmente construidas mediante un pro
ceso grdfico. -

Supdnegase que suv tiene dos cscalas ul = ml f (x) ¥
U, = M, f (x) gque difieren en el mddulo y de las cuales s0

lamente se calculard la princra de ellas.
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i 1 2
+r i «L
i ‘ ~ T B T
"\'];. = : i i\ :
E‘_ L(- P} e T~ E Oﬁ = Polo
| \‘}\_ .,|[-| ~ | &
el s :
al | o : T T Ql = Origen de la Escala U,
e — or{ Escal
! i U = oy c a u
5 HH =z ¢ rizen de la kscala ul
e RN PR 2 :

Figurs 3
En la figura 3, s¢ ha ditujade en cl sentido --
vertical, la cscala u, = my f(x) mediante el sostén OU1 -
perpendicular a d<sta linea por 1 punto O se¢ ha pasado --
un eje sobre el cual se ha sendalado un punto conveniente -

n
03 en 21 segento O - 0 se seiiald un punto Ol tal que

2’ 2
02 Ul mzn ;
: = : por 2l punto O se trazd O, U. para-

lela a OUl.- S5i P es un puntc scobre OUl que corresponde

a un valor X1 entoncas OP = ml f(xl) v 02P cortard a -
Ol ?2 en un punto Q, tal gu=:

- 2 1 _

or 0,0 il

< 4
S0 © L 2wy e(x) = 2 £ (x)
. r 1 1

Lhora bien si unimos O, con todos los puntos -

P .. 1la escala QU astarenos tambidn sefialando los puntos
17 r

Q sobre la escala O, U_, aque corresponden a los mismos valo

1
res de "x",por tanto la escala el ¢je O1 GZ tendrd la ecua-



cidn u, =, f (x).-
Las rectas tronsversolos que parten de O, pno se noce-
sitan dibujar, basta simplemente marcar los puntos de inter

seccidn con Ol U

ueremos trazar una escala de un mddulo dado, cor-

2"

51

"

tarenos ¢l eje 00, en la rozdn requerida con una paralela a

OU; , por esto, g1 hucemos un corte por el punto medio esta
remos formando unz escala con un mddulo de valor m = 1/2 m.

El grdfico formado por este sistoma, gque nos permite dibujar
escalas gue solamente varisn en el mddulo, se llama "Abanico
Reductor", cuys utilidnd es obvia por la economis on tiempo

y trabajo que representa.-

En el grdfice No. 1, 32 ilustra este principio, al -
resolver el sisuisnte cjemplo.-

Se des.a conoccer las escalas u = 2X, up = 1.8x, uo =
1.2x, Uz = 0.6x centinetros, lzg cuzles solenmente difieren -
en el mddulo y su rangso varia entre x = o ¥y x = 10.-

La solucidn a este vroblems se vuclve sunsnente senci

1la con el uso del Abanice Reductor.- Efectivamvente los mfdg

m

los de las ecuaciocnes son (2), (1.8),(1.2) v (0.6) raspecti-

vamentes; conforme se indica en 21 grdfico To. 1, sc proceds

=
Yt
O

a construir cn senti horizont=1 1a oscals correspondicente

al mddulo de valor 2.- Por medic ¢ la férmmle (4) del arti-

D

culo 5 dae ee*ts Capitulo, sz dcterminag la longitud L = 20 crni.,
a continuacidn se procede o lo tabulacidn asigndndole valores

a la variable independicnte "x" entre O - 10 y se escribe so-

J

bre el segmenteo NG de 20 crm, acotando los vzlores dispucstos

pirz "x".- Por ¢l punto N s¢ bojs unz recta perpendicul=zr a -

NQ y a conveniencia so midc un scegrnento de longitud L = 10 <.,

)
y en el se alojs una :3acala cuyo rango de variacidn oscila -
entre 0 v 1, ¢l mddulo dec esta escala serd m = 10 cm. y sg --

acotardn los valores 0.1, 0.2, 0.3.... 1.0.~
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Dueds 1o s+ pasan transversalass que intersecten a los

valores sefialados dc la zscala 1 = 2x, con lo gque se obtiene

el Lbanico Reductor.~ Pars conocer les escals Uj, Uy ¥ uz -
~

sz sabe e¢n este articulc que m . (xl) = A f(xl) = 1.8
=g a z >

my T (Xl) = g8 decir que ‘.ﬁnl f(x

o= 2 y my = 1.8; por lo gus sobre la cscala N se -
el valor 7.9 y s¢ trsza una rects paralelas a la zscala NQy -~
esta paralels corts 1lag rectas transversales, con lo gque --—-

quedan seralado sobrce c¢lla, los puntos correspondientes a la

|
2

ceugeidn vy = 0.9 rg f (x7) = 0.9 x 2x .8 que ¢s la scus-

cidn correspondiente 5 13 escala gque se descesba determinar. -

En igual forma se procudc para encontrar las escalas us y u3,

las respectivas pa-

trazando por los valorss 0.6 y 0.3 de

ralelas a 1o c¢scala u = 2

=
Ne)

+
o

]

=

jn]

&3]

=

uy = 0.6m f(xl) = l.2x
u — J.Am =
z g f(xl) = 0.6x
Teniendo caleulads 1a cecala uy f(x) y se desea --

construlr u, = m, f(x) con ayuda del Acssnico Reductor, cinco
sencillas reglas indicardn ¢l procedimiento a seguir (Refe--

rencias a la figura 3).-

frazar la csecals ul = f(x) cn sentido vertical u ho-
rizontal.~

Por su origen leventar una normsl de longitud arbitra-
ris "L" (preferiblemecnte miltiplo o submiltiplo de mq).-

Trazar el Abnrico Reductor.-
Poner sobre "L" un punto 07 a una distzncia KL del polo

0oy siendo X = =
.fll



a) Por 0; lavantar una noermzl a2 "L".- Las intersec-

ciounvs i los rayos y de la 1inea normal 0y U, forma
rdn la escala u, = n, f(x)

7) DIVISION DE La3 ESCALAS

Lag nscalss puzden s=r uniform rio unifor--

D

m
.

u = fx)

3on escalas uniformes aquellas en las gue a va-

lores equidistuntes de x, carresponden valorss equidis-

8i f(x) = kx, la uscala o5 uniforne.- Son c¢jemplos de ella:
1 = (2%, 3x, 0.5%y..., 0x) coentimetros, pulg., etec.-

En la figuras 4, u = mx, donde m = 2 cm, -2 4: X

L = 12 en

~
[

Son =sealas no aniformes 2gquellas cuyos valor
no squidistan, esto quicre decir que no hay igual separs
cldén entre valoras consccutives de "x'.-

La esenla mds importante de las no uniformes Y -



=N A ObjtJtO da

1 lla.
A g 1
u = (2 log x, % log x,

puls.

En la figura 5, u = n log u, donde m =

L=12.5 cns

cstuidio

ssesgla ez lo

el presente trabajo.- Es 1a

raritmics + T o oo
£AT1tnica, sSon cJemnplos

log X..., m log x) contimetros,

12.5 en., 1<x<10

- -
- A
‘
-
L
—

o

e
f(x), a menu
medios entre

calas unifornm:s

tad, pero en

logaritmicas

cidn wvisual, que naturalnonfe, no

resultado y

nentc,

rigure 5

ha
ticne 1

Despuls deo
do s

dos cotas de
«s5te proc
las eazcalas
so tieno gac

la aproxinaci

del intervaslo entre

de las circunstanciss so

nicnte. -

ESCALAS

ADYACENTES. ~

bor construido una escola

coidaa de loe

para -

a n-=c r valores inter

1la <scalng

cunndo so trata de

eso no presenta ninguna dificul--
ne unifeorees y <n especial las -
scgulr un proceso de

ifrece

interpola-~-

cxnrctitud en el -

6n obtenids dependers, evidento--

ics valorzs sucesivos; en vists

aconseja =8coger nddulo conve-

U

un

La relacidn d-

forma y = f(x) puedec s

conatrucecidn de¢ los esc

dos voriables

(AT -
yoy

”X”

de la -

representada graficanente por 1la

alas corres

pondientas

2 ambos miecn



bros de

de un mi
mismo md

Perpendil

ascnl

que 12 ¢

usadas

drados

2 lguszls

0o biuns

nantener

las 1y Pf'll

e

2iem loc:
o

- R -~
A LR S R )

\.z o

la couacidn u = my vy u = mf (x).-

a utilizncidn dc crlis diferaent:

n ode una milcns vitud, auy fre
sea2 cambinr la unid-d de¢ medida o

¢ ncostunbra dibujer dstszs escal:s

smo sogtén o wn ojos adyacontos o pr
dulo y con ¢l misno origern o Colt OT

cular n los

=Jj\:$.—

-

]

]

-

08 escalas difercntes puodar

oy
3

25 adynconta pore obtuncr uns takb

o

b

orruspondencia vialores cntre arb

Eienplo:

§ cuadradas puesto gue:
5 log 2 = & x 2 log z = 10 log
nde las 2 ccuacicnes d2 1= escalas

2]

Con objeto de acot r nimeros

los

redon
final
tcto al

los intcrvalos,

rin desplazmarse unc con

2}

ant:riormente dich: ilustrs

netruir 2 eoscnlas adyacentes

para veriaciones d:z

paT= ziir 1 --
cucnte, bion por-
21l origen o anbos
:n lados opucstaos
ralaelos, con ¢l

’

cnouna lines

£i‘n usnidng

cn

T Juc nos indi-

oo
[ -

N
f—t
[&]

de cun--

dus, es decir, -

1z 1las asgca-~--

otro.-

con ol siguiente

r2 Ay R, svgun -
R entre O y 5 c¢n.



Cono primer paso sc procede a detorminar los valorss

limitcs de 4 eviaoentocoentes

f
=
I

c

i 2 :

22 80 cm”  (valor aproxi
mado a un nd

nero enteroj

b
oy
B
it
Y
—

o~
™
s
rO
It
—~J
2]

)

o

O

]

Luege cscogarns una longitud adecusda pars cscribir

lns oscnlas.

L = 10 c-.

A continuacidn se acterninn <1 mddulos

m = L (4) art. 5.

= 10 _

!
',_l
O
i

0.127%

~J
D
.
T
(@]

5.14 x 5° - 3.14 x O

En el pogo anboerior puodd bservarse gqu. cuslauizsr
aproximacidn quc so hego al valor tope de un2 de 1las --
funcioncs, no dobord tonarse on considoracidn pars cdl-
cular el oddulo.-

Ahorz s plantcan l2s ccusciones doe las escalas y -

s ascogen 1os intervalos spropiados pars lo tabulscidn. -

1 - u = 00,1273 4 cn. !
t 5 T meureclones
2 - ay = 0.1273 x 3.14 R - 0.3997 R cn.

I



Con estas condiciones podemos asignar valores a 1las va-
riables dentro dv los limites impucstos conforme a las si-

guicntos tablas:

Para R.

(SO RS
j=»)
o
1l
)
N
\O
D
]
j2v}
TN
(@]
3
pa—g

P.‘J
<
N
el
\O
—~J

(]

W
r_
n
O

N
n
e
—l
AN

4 16

N

. .
O W N

NG

5 2

2 - = u, =0.1273 4 ( cn,)

) 6]
10 1.2730
20 2.5460

30
40

(@A) NN |
B
(@]

(W2l
@)

50
70 4.9110
8U

-
O™
[

[}
&
F

f
O

Con estos datos ws pozible dibujsr las escalss cono a2
continuacidn se dcotalla (mediante los dos tipos de prasen-

tacidn recomcndados).-

BIBLIGTECA CENTRAL

UMIVEREIDAD OE EL SALYADC

e —— e
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Sobre un sostén:e

Figurs 6a

Sobre sostenes paralelos.

10 20 ?O LO 50 GO 70 50
r

Fizura 6B

En ambos casos estas esczlas son llamadsos tawbién,
estacionarias adyaccentes.e
Las propicdades do los logaritmos, en una forma -

muy interesante, nos permiten dibujar 1las escalas para dos

variables que esten relacionadaes por una ecuacidn de la for
Y E .
na y = x>, Tomando logsritmns en ambos miembros de la ecua

¢idn tencmos:

log y = log x = p log x

cuya "ley de esgala" viene dada respectivamente por:



~LO-

u = m log y (O)

nmp log x

Se adjunta el grdifico llo. 2 gque representa un aba-
nico reductor de longitud 15 cm. para las escelas loga-
ritmicas y uniformes y que nos permite dibujar con ex--
trema facilidad la =scala para y = xoia segin lo expli-

codo snteriormente (cusndo 1  x < 108 )

log y = 0.8 log x
Variaciones de "y"
Mdx: log y = 0.8 log 100 = 0.8 x 2 = 1.6
vy = antilog 1.62239,99 40
Min: logy = 0.8 log 1 = O
y = antilog 0 = 1
Luego 1L y < 40
C4lculo del mdédulo:
m=L =15 =15 = 9.375
£(x) - £(x) 1.6-0 1.6
b a
Ley de escala:
u, = 9.375 log y
u2 = 7.5 log x

Usando el grdfico 2 se dibujan las correspondien
tes escalas, como se muestra a continuacidn:
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U.2 = 7.5 log ¥ 10 20 50 100
f | B 1 |

1

10 26 2% 1O

L = 15 cu,

Fimra 7

La ccuzcidn de forme y = Xp, implicaba que "p" fue-

ra un numero positivo.-

La construccidn de¢ escals pars ecuaciones que rela-
cionan lag varinbles =2n la forma y = x —p, deben elaborar
se con mds cuidado, pucsto que cuzndo los valores do unn

variable crccen e¢n una direccidn, los de la otra decrecen

en le misma direccidn; asi si tencmos la ccuzcidn. -

1
-2
y = X
con 1 < x < 100
se puecden procedor:
log y = - & los x tomando logaritmos -

en ambos miembros para encontrar valorwos limites de "y":

lcg y min = - L log 100 = - 1 e
¥y Jir = 0.1
ain

log ymf;..;;. = - %logl =0
y nfx = 1

le qus se

El resultado percial antcrior nos indica que "y
valdrd 0.1 y 1 cuando "x" vale 100 y 1 respectivamente,

1o que nos mucstra la concordzncia con lo afirmado sntes.-



EJEMPLO TLUSTRATIVO - ESCALA DE INVERSOS- SOLUCION
LOGLRITIMICA. -

Ejenplo:

ST de cualguisr rectdngulo, su base ¢s desigha-

da por la lutra "b"; su alturz, por "h" y su dres por -
e 2
A digual a 100 en ,-

Deseamos conoc=zr los valoros gue tendrd "b" —-
cuando "h" varis para gue la magnitud de "A" permanczes
constante, 51 sabomos gue lOf;hS;5O .—(Construyase las -
aescalas apropiadas.-

Se prescntard csta solucidn mediante la construc

cidn de escalcss sdyacentes, uniformes y logaritmicas.-

Frimera Solucidn:

2
A = bh = 100 cm (Arca del rectdngulo)
b = 100
h

Valores 1imites de Db.

b min = 100 = 2 c¢cm
50
b mix = 100 = 10 cnm
10
2 < v <10  om.
Longitud del sostin:
L = 15 ¢cm
Mdédulo.
mo= L (4) art 5.
f(x - f
(x,) - ()
- 15 - 1.875
100 - 100



—Lb~

Aproximando a un mimero cnters "m" .- w - 2 n =2
b=y 5 GOS0 ()

L =2 (10 - 2) = 16 cn.

Ecunciones ¢ int.rvalos:

1 - u, = 2b cm |
Ecuaciones
2 - u = 200 cmo
h
h .
3 - lb = 1 ¢cn.
- i = 5 7.
4 h > C

§

Debe obs rvars:. gque la ccu-acidn 2 de la escala,

presenta a la variablc "h" o¢n <1 donorminador, uns ley -

de¢ aste tico se danonina "escals de inversos"; aden

N
[]

los velores mdxinos y ninimes de "h" son inversamente -

proporcionales a los de la wvarisols dependinte "b';

esto nos in:dica que las wscalas adyacentes, crecardn en
sentido opu-sto sobre el sostdn.-
Tabulacidn:
b vy = 2b (on) (2b - 1) cn
1
i |
2 |4 0
3 16 2
4 i | 4
|
5 10 &
6 12 '
7 1 10

~

Ne)
}—J
oo}
e =
R

(02




h w7 290 (en) (200 - 4) on.
. r
1¢ 20 ;16
15 15.3% | 9.33
20 10 | 8
95 8 4
30 6.66 2.66
45 5.71 1.71
40 5 1
45 A.44 | 0.4¢
50 4 i
Las tercerns columnas de las tsblas indican quo so -
han sustraido cuntrs coentimetros a l2s funciones Uy ooyou,
con objzto de¢ dibujrr las escalns a partir de coro centrime

tros sobre el

sostin.-

Dibujos de las Escalao:
S0 L0 y8 25 20
It_ | [ ! L ! |
2 3 b - -

Dezundea

Solucidn:

Aplicando

laogs

Fipura 8
loorsritn a 1

b + log

_]_"\';_-q h = L")
log h = 2 -

Longitud del sostin:

=

15

férn

nia bh

10

100

0O .t



Madulo:

m = 15 B
log 50 - log 10

- 15 .
0.63897

Aproximando & un ndmero entero o=

L CIl.

FEcusciones:

N

= 40 - 20 log b
- u = 20 logz h
b
Los valoraes 1imites "b" y los intervolos, son -
los ocupsdos e¢en 1a primors solucidng r tanto sc¢ puade
asignar v g 2 anrb varisbloe.-
h los h uy = 20 log h (cm) w, - 20
7 T l—““
10 11.000 120 L0
| 1 I
¢ | - i
15 | 1 176 2% 3.52

25 |1.398 27,56
50 1477 5 9.54
35 1.544 : 30.88
FU |1.602 {3.,0
45 11.65%3 Iﬁﬂ.oé
50 |1.699 | 3%.98

.88

2.04
1506
.58



&
2 0. 300 34 .00 14.00
5 O.ATT 30 .44 1 Gl
i, O.'/ } ,:'.J.. A 7,'-?3.
5 D.{)’J w28 )2 6.')11
6 0,776 24,44 4. A4
7 0,845 A%,.1 5.10
8 0.503 1.9 1.94
93 0.954 70.9 .92
1 1.000 .00 0.00
Dibuje do las ouscaolss
s ﬁ} = I8 i / -~
1#__( | __/’ RS (- I (1 - { IC
- L v T T T ]
o 1 - . .
1 -0 - WO 45 5
Fi s 9
Situascidn del vrigen:
Por ol articul. 3 de wete capitulo, 2zl origen se -
encusntrs igualnndo . (x) 2 ciro o por ecjemplo guos
u, = 2b = 0 de 19 primeras solucidn

=
I

0 (valor de b an

1 origen)

M
[0]5]



- B
es deocir 31 pardmetro "h" tomard un valor tan grande

que =zle de todo limite razonable cuando "b'" vale como -
cero.- Al comenzar a crecar "b", "h" ird adguiriendo -

valores reales fTinitos.-
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les 1o n = 0O
lor n = 1
n = 10
Pcreo u in
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m lopg lo, n = o
lor loz n = 1
loy n o= 10
S0
a o= 10C
s U A 1 g e 10
Lebico 2 que ol ronoo do vriizcidon 10 n 10 s
muy amplio prr:s les lonpgitud.oc consldorsars; las rogles do
cflculo comercicrles vienen coleuledes prre = 2.71322. ..
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n. = n, / 1 tomsaco lo terituos neturel  s:
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(&.-) log In n - log = const,
r 1o 1. 17 ceureibn ¢e 17 w@ccls se convicrte on ~
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lecture dibe rocordersc que lo poton-

tntonces <o 1< ¢scrle LL, pn csto vealce

-l ¢spnocio de 1 o 10 ¢n LL., .1 cspccio
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21 o 0.1 wn LL1.
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quicra y lopcritmos con bise cutleuicrs .=
) Fllecidn dec D, 1 .scole vwitegdiicr ..
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CALCULOS KSPECLALES WTILL.ANDO L/ iES .. Di CELCULO.

Le grean ventaje del uso co 1 o de c¢fleulo cus 1«

N

comodidad gue nos brinds do poder hfcor une du chl-

SCLYriv

culos, quc hechos c¢a otrrs foruws nos sbserborirn sucho ticw

po. -

Todrs 1lrs toplos trrns

poscen un aditrmonto corredizo,

perente, llemrdo cursor, ouc pucde scr siuple o de doble

ventrnille; oste posce un trozo coentrel, delip-co, arincl-

pel, prre ¢l o~ juste y lecturs dur f5 opocrocioncs. -

~idimfs 1lceve cn los Lordes derecho ¢ izaulecrdo treos

creles con marces espocicles o aue sirven pera 1o lec_

trs divisinnes suplctori-s wue ye

slcrnce ool trrzo princinprl.

Scri. do Jroductos:

Prre 1 arncjo de reple co cfleulo,

pover 1 roslill- sdlo lrs voces incis -

con ¢l uso sdeecuwrdo d.l cursor. -

51 tencaos une scric doe oroductas, por ¢ jowpl -

Se¢ proccderf

le sim

con 1l-s c¢secrles C, U ¢ I.

ler peso: Coloquese ¢l velor 2 sokre frente

~r1l velor 7 sgehiclendo cn 1 coce ler &1 resul-

t=do).

Mucvase ¢l cursor y dojese ¢l trezo coutrsl dc &1,
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3cr paso: dducvrse le oro

loque dirsct-uente dehro

licese &stc, heste

s¢ lec dircetrmente dibr

Trrbejsado con les

se pucden cfcctuer <cu se

dos. Sce por ¢ juwmplo,

ler poso:Se coloce <l AD

¢scele C, con un

S 1lcwveo o1 tre

Y 5C CcOrrco

CO .

e .;}lillf‘ hrst:

trezo central

trdo finel aue o=b& ind

au_Gr inacdls taamcnte

quv
0.465.~

Prre cncontror o1

cor tros Leviaicntos
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cICCTUs

ron

los resultados pereicles

o dcl

1cont

froductos y cocicntes

novimicnte de 1r

1

fdcl cur

iesd

cinco ope

.1 10 dec C, sc co-

cursor y lucgo dcs

¢l rcsnltoco 120

v D con cyuace ccl cursor

ric productos y cocicnies combino-

cfoctusr:

1r e¢scele L fronte ol

re.1ille,

zo principrl del curs

sor heosts U1 14 doe €, y s. corrc
20 ¢d¢ € quede coinciuicndo con -

sor, Aliore lcecerse o1 resul-

Pucde

@ cl afuacro do 1- ¢scrle U

cbrjo ¢l 1 de €, cote velor ¢s
ultede ffeil v repidamente, bostd
Ir reglilley ¥ tr c.l cursor

lowr
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Pucde tombien, ocuprrec 10 cscrls de inversos CI y 1
cscele fije v prro zfcetury osto oncrocioncs, wmoviendo
c¢cn forme -~lternacde 1r reglille v ¢l curseor.-

Latr scric de wmovimiontos siaplificsdos contribuyen e
~umcntrr 1¢ scguridra cin ol resultrodo finrl.-
c) Tebulrcidn d¢ funcioncs:

vependicndo doe 1o posicidn e 1r roglille, con sb6lo -

mover ¢l cursor, so pucden trobulrr clgunes funciones sio-
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Scen fihit dod oy B hipotonuse y catctos respective

mente de un trifn, ule reetfn alo cuyr relecidn no logrrit

mice vicnce deds nor:

b= \/n" + e r < b (conociwos)

Con cl ecuwilio do 1lrs ceerles By b oy un woviadicato do
lz reglilles s¢ puiée crlcul-r 1s hipotenus~ (h); prrs cste

s¢ mrrer ¢l vrlor Yo sobre 1o cse-1l- U slincrao conn -1 ]

H
o

4 10 de B, & auvve o1 cursor prre schzler J1 wele
D vy sc hrece 1r lectur- corrcswmendicnte en E. Lste lecturca
-

-), por lo cuc sc¢ lc cumentsré uns uni
ded y coun <1 cursor su mcrecar? o¢ste nucvo vilor sour. 1o
cscrl~ D parc leer cn U ol nfmacro corresponcicente quo s
el roespltran doeoond

., PN = 1 i
c) kesolucidn we Trifnswlos beoetfn ul

)

y Oblicurnivlos,—

591 conoecid-z lrs fhruules pors ol c¢flculo doe trirngu-

cxplicrciones., Se utili=zrn 175 czecles £

Z o s - . - . - s 1 Y- .
z0n Co ooste 1neciso g pors relrrer ol hoecho oo qul S. pPre-

£ 3 b S v b ~
rituos do los numcros y doe los locrorlituc s o los swuncs y -

tengentis, os decdyr nuc goscrn ol wisuae mddulo, »rrso cbteon:
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continuidrd -.n 172 onpcrrcicnes.
f) Rousolucidn do Leuccion.s do 20-grado.-
Uns ccurcildn sc cousicorrs zeuslt- curnco o dotermine

cl velor we ©us roic

4]

Lo cxur.sidn penercl de 10 ccuncldon e 20 Lrodo o
ol
—
cfx + by + ¢ = O

I DU 2 . _
o dividicado por (c): xT + px + q = O

v dividicndo por (¥) y trensponicenco tiruinos:

o+ /e = - n

L: reicer de “ste oLeureidn so o wncuentren con o1 cumi-
lio ¢c 1 regls <. cifleulon, treosjrnce con 1 & —“3cqles D ¢
I, co 1l sipguionte meoncrs: g2l valor Vig'l sc s liclse en b -

coincicdicndo con o1 1 6 10 d. I, lucgoe sc cor:o ¢l cursor

sobrc 1

y

~sccl- I (cn 17 curl c-de uno do sus veloroes cs
Hy) hrstr cncontror sobre D (in 1o curl crd- une de sucs
velores S q/r) un velor t©-1 cuce svwnrdo 1 corr.ocpondicn~
te vo I sce igusl & (- p).-~

g) Kusolueidn ¢. ccuecionce du Jer 1redo.

Le cxpresidn genores doe 1lr ccurcidn do %cr rodo oS

vy dividicndo por (7) ¢ ¥ 0 ST 4+ oy + L = O
Con obLjcto ¢¢ simplificrr l:¢ ~corcidn 5o cliain: un -
tiraino d. 1lf ccurcidn, Lote sc trensforms cn otre ccuccidn,
=i T 3 .
cuyss rrlces wsto r7a ehceedldeos on cicrto vrlor, gue scrd
¢ctecraincdo por un ¢ abio (o vericbhble (in Sl bre sc ¢omue s

.

tro aus ¢so cs corrcecte).lo forms roducide oo 1o ccurcibn



o dividicndo por (y): y~ + o/fy

- D

Con cste roprosentreidn do 1- fArauls, s. cncucntra ol
vclor de lrs reicon cn 1o ronls de cflculo, trab-jrando con
les escrles L, b ¢ T ¢z 1o mener- sirnientes 1l volor o
se sofinle wn 1 oscnle D coincidicnco con <1 186 10 o 1c
¢serle I, corricsncde o1 curser sobre le csccle T (un 1o cuel
crdr uno doe sus velores os afy) s loerfn on D los vrlores
corrispondicntes do ty" oy ca A los doe oy . Suausndo los vile
res e Ty doe A, oo cligirfn rguellos cuys svme sof iourl
. (-p}. Lz suwm” a. les reoices diwer® ser ijucl ¢ occro pere
le c:mresidn rocucicr.,
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0 EL CURSCR ¥ @i LAS £5

C£LAS DE L: REGLA L. CAILGCYLO.

el
Generclmente sc sciinls ¢l vrolor /f7 cn les cescrlas C, U
, P s ~
y CI pears focilit r 1 cdlceulo (o velores /7 dy /7 7 de -
]

les foéyriules auvy uiilinerdrs do 1o circunferencia y <1 cireu
lo.-
. i’
-~ - 2
Sc osciicls trbiln log vrloros /9 , /D yﬁ s, brrr fo
" -
ciliter los c¢flculon do tronsformccidn ¢o frnulos acdos wn

vrlores noturcles, © crfdos, winutos y oSCpUNLOG SoFocesimo

s 72
les (/ y/? ) o centesimrlo s (ﬁ) o vicoverso,

Jor sor:

. 0 el ! . .
1 redifn 1807 0 S4L0 = (minuto= sczegesimelos)

/ ) y ’e
= 206265 = sogundos sc¥eosimales)
]

= 636520 :/7 (scpundos centesimeles)
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Pore obtencr cl v-lor cva rodirncs co un fngulo, boste-
r¥ dividir cste por /9 de reucrde ¢ los nltodos caterior-
mcnte explicodos, -
B PR 2 3 £ am . A Tl Lo o T 3
ders ol c”lculo de frLos doe clrcoudlos, tonlendo comd dl
. . -

to .1 difmictro sc schels sobre 1o csc-l:c C o1l vilor cons -

trote Mo gue proviene do presonter 1o ccuncidn del clrcu-

Se cncucntre ol Ares sciiclrudo ¢l v-lor dcel difactro
sobre 17 ccmerls U frentc -1 velor ¢ mrrcodo en la csco-
lc C; ¢l resultndo one so deze go obticne leyendo ¢l vo-
lor dc 1la cgoeerle A corrcspondicsnte

o1 do 3.
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CONSTRICCION ESCALAR DE GRAFICOS PARA ECUACIONES

DE DO3 Y THAES VARIABLES.-

Escalas Psrpendiculares

La interpretacidn gecmétrica de una ecuacidn, exige
la construccidn de su crdfico correspondiente.-

En Alzebra y Geometria Adnalitica, se estudian las -
propiedades de funciones, representdndolas en un plano,
mediante un sistema de ejes perpendiculares, gque se --
llama "Coordenado Hectangular'".- El plaro que estos -
ejes definen,; para facilitar el trazo de las funciones,
se divide en cuadradns iguales por rectas paralelas a
los ejes cocrdenados, con 1o cual la lccalizacidn de -
los puntos de 1s furcidn se realiza rapidamente.- Los
ejes crordenados Y y X (vertical ¥y hcrizontal respec-
tivamente) guedan divididos en partes iguales y repre
sentan respectivamente funciones escalares u + m X y V=
my, generzlmente con mddulo "m" igual a 1 cm 6 1 pulg.

Siendo que los ejes coordenados son escalas, estas

podrdn ser uniformes y no uniformes, segin sea la -~---



YL .~

En ol cady se obtiene papcl modulado do btros —-
tipos: L1 papcel de mddulo 1 ¢ y con divisiones al ai-
limetro, 11: por esta razdn milimetrado ¢ simplemen
te miliwdéTr - B vspel logaritmice doble o siuple--

nte 1lls (o lomaritoice, con dos escalas logaritmicas
ortogonal oo alos generalmente de 12.5 v 25 cm. con
una coecelt varionde de 1 e 170 y otras de 1 a2 1000.- c)
Pepel geniloranisnicn, graduzsde c una escala uniforme
en un ¢ s c 12 logaritmice en el ofrec.:  Es por -
tanto uwuar c irreisn de los dos anteriores.-

Iz utiliznecidn e cads une de los tipos de pepel -
coorderado, =: Licar® en incisce posteriores. -
IUNCICK ENTRE DOS VARILX

Se acocturbra a repressntar por las letras "x'" y -
"y, Iaz ccuaciocnes corrsspondientes a las escalas de -
los ajes ortcronales, por c¢jemplo: ¥ = m 3;(3).— Con
la letra O oo desicng le interscccidn de ias parpendicu
lares y seg llana origen, de tal neansra gue se podrdn ra-
ferir velorec l¢ iz Tuneidn al sje OY y OX.-

D1 tencuwrs una relacidn ﬂ (a,b) = C entre dos varia
blas "= o Yale cads una do Jstas puede ser representada
por recio du £s3calaus y estas a la voz, pueden colocarse
perpendicular entre ei.-

Constriynse doz =jes ortogensles OX y 0Y en ellos -

, b o v . i .
reproséatese 1a escala x = 'a f{a) ¥ s°nbidn y = b £(b)
en d=onde fia, ¥ () sar de M"a¥ y de "B¥; sobre los pun
tos marcadc 1 eStas <scalas dibujese perpendiculares -
8 log ¢Jjur.~ —nres do valores de "a' 7 "b" satisfardn 1a

ecuacion 4 (=,%) -

0 v determinardn puntcs de intersec-
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¢idn en el plano scbre las correspondientes perpendicu-
lares a los ejes, esto es, un par de valores &, ¥ bl co

rresponden al punto de interseccidn de la perpendicular

a 0X a través de 2 = a, ¥y la perpendiculzr a 0Y a tra--
vés de b = bl.- La serie de puntos que satisfacen la -
relacidn de ¢ (a,b) = 0 determinan la curva de la fun--

cidn.- La ecuacidn rectangular o Cartesiana de esta cur
va referids a los ejes OX y 0Y se obtiene resolviendo -
las ecuaciones de las escalas x =  a f(a) v "o f(b), -
para a y b en términos de '"x" y "y, y sustituyendo es-
tos valores en ¢ (a,b) = O

Bl objnto de obtener la ecuscidn Cartesiana, -
es poder representar las funcidn por medio de una ecua--
cién de primer grado en "x" y "y" transformandoc la ecug
cidn de la curva en la de una linea recta.-

Es evidente que la naturaleza de la curva re--
presentativa de la relacidén @ (a,b) = O, varia con las -
ecuaciones de las escalas.- Bsta operacidn de transfor-
mar una curva en una recta, mediante un cambio de esca-
las se llama "anamorfosis".-

Lo anterior se pucdc resumir cn 1o siguicnte -

forma:
(2,b) = © (1)
x = 'a f(a) (2)
y = Ty f ) (3)

de (2) vy (3) a'=

%
d
=y

Sustituyendo (4) vy (5) e

o (J(X%’U(y) ) =0 (6) ecuacidén Carte-

siana de la curva

(x (4)
( (

5)

SRS



3) ESCOGITACION DE BSCALAS EJEMPLO ILUSTRATIVO

Cor la resolucidn do un cjemplo, 1o relativo a la -
escogitacidn de la ccuacidn de 1n escaln scgin los concep-
tos expuesto on log dos incisos anteriores, se mostrard lo
claro del procoso.-

3/2

ficamznte; ¢l Tango de variacidn da

Sca 1n rolseidn o = b la que se representard gra-

a" estard determinadn
entre losg valures cerc y dicz vy la longitud de las escalas
no debe ser mayor de 18 co.,

AL
9]

La sclucidn a oste problema gréafico, se presenta -

por tres alternspivas:

a) (a,b) = v - 35/2 =0 (1)
Usando:
£ (a) = s f (b) = b
(2)
y= M (3)
cuando f(a) = © f(v) = 0

ri

s = L

’ TA)-T(5) TEA%_B - 1.5 cnm
By L -

TN sruy T -—2—=O. H kdla
#(2)-f(v) T o5 OrATh em 5
Lp= 15 % 0. - 15.8 on
0.474
x = 1.5 a (cm) (2)
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En el Grdfico 3, se ceuncuentra el trazo de las es-
calas perpendiculares y 4o 12 Curva Cariesiana correspon-

diente:

De (2) y (3) s« obtienc:

3/2
2 Y = X 'i
Kl 5
2 .
v = XB/ _ 0.272 YB/Z (6) Ecuacidn -
3.68 - i Cartesiann

Para 12 consiruccidn del grdfico, se tobularon los siguien

tes valores.

Para Escalas:

a x = 1.5 5 {(cm) b y = 0.5 b
9 C ) 0

1 1.5 5 5

2 3.0 6 3.0

3 4ed 9 4.5

a x = 1.5 a (cm) o v = 0.9 b
4 6.0 12 6.0

5 7.5 15 Te5

6 9.0 18 9.0

7 10.5 21 10.5

8 12.0 24 12.0

9 13.5 27 13.5

10 15,0 50 15.0



Prra curva.-

a b = 55/2 x (cn) XS/Q vy = O.272x3/2(cm)
o) 0.00 M 0 0.000
1 1.00 1.5 1.84 0.500
2 2.83% 3.0 5.20 1.412
3 5.20 4.5 9.50 2.310
4 8.00 4 6.0 14.70 5.995
5 11.20 7.5 20.50 5.560
6 14.70 9.0 27.0% T.350
7 18.50 10.5 34,00 9.250
a 2,51 12.0 41.50 11.300
9 27.00 13.5 49.20 13.400
10 31.6% 15.0 58,00 15.815

Ls construccidn de 1z curva se puede rezlizar por -
dos medios; <l primern, tabulando y ploteando los valores de
ﬁ (a,b) = 03 ¥ ¢l szgundo, tabulando las magnitudes de la -
ecuacidn cartesizna y = 0.272 X3/2 7 midicndec sobre los --
ejes 0X y OY los resultadeos cobtenidos, en centimetros.-

El grifica lo. 3, permite corroborar la igualdad de
estos dos procidimicntos en la ccanstruccidn.- Es aconseja-
ble para no incurrir en error, dosarrollar solamente el --

primer procedimientao.

b) (a,b) = b - qB/Z =0 (1)
Usandos
) (2) = Aiéz £f(v) = b
= a " (2)
y= P (3)
0 L a < 10 cmimmmmmee o 0< v < 31.63

a = ———£i7—— = 15 _ 0.474 cm = 0.5 cm
10°72.0 T31.63



A BBLY -
ESCALA-OX~ ESCALA-QY~
z0 FUNCIOR : x=1.5a cm. FUNCION: ¥= 0.5b cm.
MODULD: m= L5 cm. MODULO: m=0.5 cm.
INTERVALO: O =g <iQ INTERVALO : O=b=3163
LONGITUD: 1= m{ HA)-#(q]] LONGITUD: 1= m[1(B)-(1)]
et T =1.5(10-0) = 0.5(31.63-0)
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Sustituyendo

4

0

La acuacidn

5 con los

lugar geomdtrico de

el cual

Ho. 4,

regs:

Escalas y Cuwyc

paTr=

~- i~

b = o
T
L L0 X O.S
nb O
x = 0.5 35/
y ==; {.5 b
J3e
b = 2 y
en (1)
2

e jas

co

(6) [ERC]

rdcnados,

= 15.81

(2)
(3)

(4)
(5)

(6) Ecuacidn Carte-

siana.

la ecuzcidn de una rw

ge han tabulado los

a 33/2 ¥ = 0.5 dz/z(cm)
0 0.00 10
1 1.00 0.5

2 2.83 1.415
3 5.20 2.600
4 8.00 1.000
5 11.20 5.600
6 14.70 7.350
7 18.50 9.250
8 22.51 11.255
9 27.00 13.500
0 31.63 15.815

partiendc

cta a

b ¥y = 0.5 b
U 0.00
3 1.50
6 3.00
9 4.50
12 £.00
15 7.50
18 9.00
21 10.50
24 12.00
27 13.50
50 15.00
31.63 15.81

del origen.- E1 -
1=z funcidn es nostrade en el grdfico

siguientes valo-



Curva

3¢ tomard la roepresontacidn de wvalor-s tabuladn an
¢l inciso (a), o biecn valorus on

Cartesisna y = x varinndn ontre

co No. 4).-

c) Dentro de dste Capitulo, 21 procedimiant:

tinuaciin s detnlly reviste espocial importoncia por

ser el wmds dtil v aplicadoe; las vintajss de su uso son

clarac vy =@ wxplicardn despuds de 1o resolucidn del --

|&
I £

N /o
A’('.:,b): b -~ 85/‘_—0

¥, =

Tomandn lngoritmos en ambos miembros de 1o ecuacidn:

(aw}
9]
©
ot
[o'
o
}—4)
Faans
ek
—
i
t...J
i
Hy
—
o’
g
1}
xy
4
o

Per sor ¢l log O =- =g, se considerard la funciin
variando entr 1 « 2 < 10, gin cnbargo y como s voerd -
cen 1o sclucidn sc polrdn sproximar o cern los valores de -
a' tanto como s desce; baste recordar que las mantisas -
dc los logaritmos comines de los ndmeros constituidos per

lag nmismoas cifra

1]

¥ colccadzs en igusl orden son iguales.-
Eviduentoenonte, si un minero se¢ mualtiplics o divide por uns

potuencin sxacts de dicz, 44 lugar asi, 2 un nucvo ndmers -

=)

cuyns cifras quedarn caloeadas en igual orden, las manti--

sas d2 sus logoritros son igusles.~ En 21 caso particular

-

gue s trata, so podlrd obtener valeores de "a™ varisndo --

entre 10 y 100 o entre C.1 y 1, por ejemplo:
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Variacioncse:

Se¢ tomerrd L = L, 1.7
a b
. I = = 12.5
7 Jo o
X = 12.° 1 a
v o= 12.5 log b
be (2) y (3).
1&EE o ps
J..J(‘_ L =
1 b=

Sustituyends (4) y (5)
¥ 3 X
12,5 2 1d.5
. zZ
7 = = X
o

Tabulacidn d« valor

Escalas.

a 3 b

N
)
A

—

AN N

4

O N0 D - O NN

=

1510
36309
000



Grifica.

r 5, 82 hi presentado la solucidn lo-

garitmica de b = =2 = 0.-

Si se analiza, 1o <cuncidn Cartesians y = 3/2 x, se ve
rd la gsimilitud con lo ceuszcidn de 12 linea recta y = m x + b
(en donde "m" es la pendiente de 1la rocta y "b" es ¢l inter--
cepto enn el =ja OV3)an cs5e caso el valor del intercepto “b"
es igual a ccrc y la pendicnte es (el cocficiente de X) ——mm-
igual =a 3/2, an esta forma es sumamcnte sencillo trazar la --
grifica.,-

Sc oha dibujade schre los cjes 0X y OY, del Yridfico --

G

No. 5, las &scalas logaritnicess x = 12.5 log a y y = 12.9 -
log b en un=a extensidn des 12.5 en., para valores de a y b -
variando de 1 a 10,-

A4 portir del punto (2 = 1, b = 1) se ha dibujado --
una reecta con una pendiente = 5/2; cste recta corta la per-

pendicular corresvondientc al punto b = 10 sobre 1la poerpen-

dicular levantsda ¢en 2 = 4.65, es docir seriala &1 punto ---
(a = 1.65, b = 1N).- Con esto sc cubrid el limite del Grd-
fico para valores de b, sin cmbargo no hay ncecsided de --

d
prolongar el eje 0Y (y csto es una gran ventaja) para dis-
d

poner variaeciones de b entre 10 y 100; se recordard gue una
escala logaritmice cubre todas las potencias de dicz y bas-
tard recorrer 2 la izquierdz o o la derccha el puntc deei--
n3l pasra obtener ¢l ndncro dentro de la magnitud deseada, -
por lo gue en cste casn se¢ procede a bajar una perpendicular
del punto (o = 4.65, b = 10) sobre ¢l eje 0X (a = 4.65, b=l)
a travéz de cste punto de interscccidn s¢ pass una parale-
la a 1z recta de pendiente 3/2, e¢sta nu.ve recta cortard al
eje 0Y, (que ahora represcontard valores de "b" comprendidos
entre 10 y 100) en <l punto (o = 10, b = 31.6%).- Es obvio
gque el caupo que se hz2 cubizrto no es completo para los va-

lores de "b" por 1o gue sc procede como en el caso anterior



a proyectar =21 nucve punto sobre ol e OY que pasa por
¢l origen y s¢ traca uns nu.va rocta poralela gue corta
rd ¢l oje X de 1z povt supericr on el punto -—-- ——-—-

(s = 22, b = 100), osto punto cs proyectado =l eje OX ¥y

w0
a

traza unz rocta paralola de pend = 5/2 ques cortard -

—

el vértice superier del grdfico en ¢l punton  —--eeeo—eee
(2 = 100, b = 1000), desie el cual no sa pucden hacer -
nuzvas proyccciones, por coincidir #stas con los puntos
iniciales dc¢ las rcocteas ya trazadas.- Las cuatro rectss
dibujadas, s¢ han deno>minado en el grdfico R, 5, T v U
¥ Se han marcado sus respactivos campos, de la siguien-

ta manera:

Rectas
R 1< 9 4,65 momeomeee 1< v 10
S 4.65Ca & 10 —mmmmmmmmm 10<b < 31.63
T 10 € a € 22 cmmemmmem 31.63<b < 100
U 22 & a< 100 ——mmmeomee 100 € b < 100
Ahora bicn ¥ conn se dijc al principio de este in-

ciso, las escalas logoritmicas perniiten obtener campo de
variscidn nenores o mayores que 1los inicislments supues-

g" de 1 2 100 y "b" de 1 a 1000, los -

tos.- Por varinr "

cosficientus de conversidn son sus respectivos reciprocos
o sus respectivos muiltiplos, por ejemplo, las rectes an-~
teriores ropresentan tambidn estos valores gque se han --

narcedo en el grdfico:

R: 0.01<C 2 0.0465 ——amemm 0.001 < v<<0.01
S: 0.0165¢ 1< D0l —mommm- 001 < v 0.03163
T: 0.1 & 2¢0.22 weeemme 0.03163< b<0.1

Us 0.22a < 1 —mmemmaeon 0.1 < v<1
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te en tabulor 1a couuccl RRNE=TS v T ifs 2, tenien
do en cuints qua ern Zwe o o6 UL L KL G2 hon tThbulaode los
valor:s de "a' oo otpt,-

Los vent-~Joe 1o oot Jotl s tip. Ao v fectusr la grdfi

Repidez en 1 tr-z.
fayor exzetitud en lz dofinicidn 40 puntos

Amplitud del campo de voriacir

4) PUNCIONES POTENCIALES. FUNCIONES EXPONENCIALES.

US0 DEL PAPEYL IOGARITHMICO Y SEMILOGARITHICO. -

Funcicnes Iotenciales

Lidmase funcidn potencial a tonda relocidn del

0 wP na” aon donde p, 7 ¥y n son constzntes.-~

[y
Tl

Este tipn do ccuacicnes justifies <l uso del -
papel coordenzado logaritmico 2l repraescnt-r geometrica--

mente la funcidn de scuerdc 21 siguiente desarrcllo:

b® = ol (1)

Tomando legaritmos: p log b

]
}—J
]
=5
+
Ne)
}—J
o)
/')'Vv
0
TN
}—J
g

si Ny = = I
4 ff].H = I
N
se tiens X = 1 log 1 (2);
y = log b (3)]
. X = log o (4)

Sustituyendo (4) v (5) en (1)



_u = 9 X + ll" n
m T
y = —%— . %— log n (6) Lcusciom Cart.sisn

Esta dltima expresidn (6) es la ecuscidn de una rec

ta en donde q/p es la pendiente y m Jlog n es c¢l volor de
P
la ordenada, en ol eje "Y".- Al analizar la ecuacidn (1)

expreszda logsritmicamente, se evidencia la ncceosidad de
hacer logaritmicas lss escalas perpendiculares 0Y - OX -
para obtener la expresidn de una linea recta dads en la

Ecuacidn Cartesiana (6).- Esta ccuscidén podrd generalizar

se mds si ss hacr R expresdndose asi:
m, x m
Y. a b + b log n (6)
P L
a p
1 . 3 . - -
Funciones Lxponenciales.- Cuando una de las variables

aparece como un exponente en una relacidn del tipo ----
na .

b= p q , en donde p, ¢ ¥y n son constantes, ss tiene -

una funcidn exponencial.- BEn gste tipo de ecuaciones se

justifica el uso del papel coordenado semilogaritmico pa-

ra repr.sentar geometricamente la funcidn:

Se efectda el desarrollo siguicentec:

b o=p q (1)
Tomando logaritmos: log b = na log q + log p (1)
Si se hace: X =m A (2)
y =m log b (3)
x 2 (4)
¥ -1log b (5)



Sustituyendo (4) v (5) en (1)

se obtiene y:(lnb n log qj X + oy log p (6) Ecuacidn

- / Cartesiana

Esta ecuacidn (6) es la ccuacidn de una recta en --

Pl o
recta en donde/ _b_n log

«mq

(5]

q\ es la pendicnte y (mb log

p) es el valor del intercento en OY.- La ecuacidn Carte-
siana fué obtenida al hacer una escala uniforme y le --
otra logaritmica, dando por resultsdo un grdfico semilo-
garitmico.- La solucidn de problema, en estos dos casos
serialados se efectda siguiendo el procedimicnto mostrado

en el ejemlo ilustrativo.-

5) REFRESENTACION DE UNA REIACTION ENTRE TRES VARTABLES
UTILIZANDG ESCALAS PERPENDICULARES.-

El método utilizadn para representar una rela-
cidn de tres variables (! (a, b, w) = 0 es una generaliza-
cidn del método descrito en el articulo 2 de ecste Capitu
lo.- Consiste cn rcpresentar dos de las varisbles sobre
sendas escalss perpcndiculares.- Por ejemplo X, = m,
f (a)yy = my f(b); a la otra variable (w) se le ascig-
na un valor cuslquicra(w = wl) tal que Q (a, b, wl) = 0,
en esta condicidn una ccuscidn d¢ dos variables "a' y -
"b'", puede ser repreccentsda, por el método de escala --
perpendiculares, como una curva; esta curva serd para -
el valor asignado #) ¥ como tal s¢ marcard en el grdfi-
c0.- La representacidn se completa asignando valores --
sucesivos a w ( w,, w

o con los cuales
l’ 2’ W59 W4’ - . Wn) n O u d



. A

se obtendrd unas serie de curvas representativas cada -
una marcada con su velor correspondicnte de w,. Cual--
quiera de las variables puedes scr representada por una
serie de cucrvas,.-

En la representzcidn de tres variables también
se persigue representar la curva por medioc de lineas -
rectas, efectuando la anamorfosis de la ccuacidn ori--

ginal,.~

6) ESCOGITACION DE ESCALAS, BJEMPLO ILUSTRATIVO

4

Un ejemplo tipico para explicar el procedimiento
gue se debe scguir on la construccidn de grdficos de --
tres variables es el dado por la relacidn ab = w.- Con

este ejemplo se i1lustran tres soluciones a sabaer:

a) a b =w (1)
N
X = ma A (Z)L
Bcuaciones de Ls-
y = m b (3) calas
P r comodidad se hace ma =m =my La = Lb =L = 8 cm
de (2) v (3)
- X _
a8 = == =X (4)
a
b= =y (5)
m, o

Sustituyendo (4) y (5) en (1)

Xy = 2w (6)
Rango 0 <€ a 48 b < 10 —w=ameme- 0 w £ 100
m = L
" = _ 8 - 0.8 cm
t(4) - £(a) 10 - O

x = 0.8 a .8 a = _X
O'8|; . .. I _i'—_.“
¥y = 0.8 b .t b = ¥ . msioan DeE CLSALVA

e e e



Sa construird el grdfico N~. 64, para valores de -----

w=1,5, 10, 30 ¥y 70.-

S¢ tabulan los sigui-ntes vilores.

w =1; x¥ = 0.64 1w = 5; Xy = 3.20 Lw o= 10; xy = 6.40
| T [ l
- A : - _ | |
X I y = O-6l~. X Yy = 3.20 ' X Yy = 6.;10“
‘ X ! b e !
' 1
‘,
0.2 ] 3.2 0.4 8 0.8 8
0.4 | 1.6 0.5 6.z 1 6.4
0.64 ! 1.0 1 3.2 2 3.2 1
0.8 | o.s > 1.6 ; 1.6
1 0.64 4 0.8 8 0.8 |
2 0.32 5 0.64 10 U.64
w = 30; xy = 19.20 w =70 ; xy = 44.80

x y = 19.20 x y = 44.80_
X X
_ |
2.5 7.68 | 6 7.46
3 ~ 6.40 ‘ 6.5 6.88
4 4.80 | 7 6.40
5 5.84 ‘ 7.5 5.96
6 3,20 ‘ 8 5.60
8 2.40 5.5 8.15

En el grdfico lMo. BA, sc ven las curvas corrssSpon-
dientzs.- Este sistema de represcntacidn no ¢s aconsejable
por la dificultsd que presenta <1 trazo de las curvas, lo -

gue acarrea inexactitud en las lecturas.

b) ab = w (1)
Rango: 0Lz 6 b<1l0 —~= ———=- o< w L 100
Se cscogerdn como cscalas ortogonales L3 = Lw = 10 cm

ITRAL



¥y =08b

REPRESENTACION DE abes w

w= ({,5,10,30y 70)

FUNCION: x=0.8a
y=2G.8h

MODUALGS = mg, =

INTERVALO - O< o 9 b< 10
F“Tj LONGITUD (= Q.8 10-3 =Aen
. !

My © (.8 cm.

A6 TABUL ACION

END a0d xsyzQ8(z0t)

N, 0| oo

it o8

| 2| 18

3|2

A {32

Lo 1A 51| 40

3 6 | 48

%\ 7 | 36

8| 64q

g | 72

el (] 8.0

x=0.8b

w

GRAFICQO Nt 6-A

FUMCION 1y = 064 ¢

w31,1G,30 y 77

TABULAGIGR 710
PARA w= g ~— nysidi)
A1y A0N
g | aon
0% | 5430
LO | 320
20 | L850
4 1 GBG
50 | 0564
&0 | 053
720 | 04¢
20 | vap




Por tanto:

n = 10
= 10 = 0.1 cm

Toorw) - f(w) 100 - 0
X = 1a a = ) (2)
y o= mw w = 0.1 w (3)

3 = X (4)

W = ;Z = 10 Y (5>

c.1

Sustituyendo (4) v (5) on (1)

V=0 o« (6)
10

Esta ecuzeidn reprosenta ura recta de pendiente -
igual a b/lO.— Conforme "b" vaya tomando valores diferentes,
la pendi:nte se ird modificando, convirtidndose el grdfico -
en un haz de reetzs radialces .- .~ La construecidn de aste
dbaco es senecilla aunque precsenta el inconveniente de que -
el macizo de rectas converge en un punto y ademds que é€stas
cortan a las lineas guids horizontales en éngulos.~muy pe-
queiios defectos gue correspanden incxrctitudis i las leccturas.

PN
1

En el grdfic. lo. 68, sc ha presentado esta solu-
cidn: Se han dzdo valores a "b", por ejemplo b = (1,2,5, 10)
convirtiendo la ecuzecién (6) en vy = (0.1 %, 0.2 x, 0.5 %, --
x etc.) .-

Se muestra tom 1dn las taebuleseciones rejuerides para

las escalas perpendicularces.-

c) Esta sclueidn implica escoger escalas logaritmicas.-

Come sucedc con las relaciones de dos veriables,
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este método es g

sentar una funci

ab = w
Tomando logaritm
Rango 1 <« a &

Sustituyendo (4)
X
¥

La ecusc

con interse
gual a ( - 1),
X}.-

tas,

Lz const
cilla; bastard 4

del intersecto,

Si
Si
En 21

¢idn logaritnica

b

gneralmente el mds adecuesdo para repre--

dn de tres variables. -

(1)
os loz a + log b = log = (1)
b 710 —---o-om- 1 < w <100
moo=mo=m 12.5 cm
x =m log a = 12.5 log a (2)
v =mn log b = 12.5 log b (3)
= L = L = 12. an
La b 5 n
log &= x (4)
12.5
1_'7_“ b =
1—3’——2.5 (5)
vy (5) en (1)
+y =12.5 log w
= - X + 12.5 log w (6)
idn (6), representard una familia de rec-

A
<

cto igusal 12.5 log w y con pendiente i-

0
(dngulo de 135 con partc postiva del eje
ruccisn do est-s rectas e¢s sumamente scen-
2r valorcs a w para obtencr los valores -

por e jemplo:

W

- X

- x + 12.5 log 2

W

grifico No.7, se ha representado la solu-
de
w (valores de w = 1, 2, % —ac_an , 100)



Er. 1as tres soluciones nostradas en oste articulo,
cada uno de éstos dbacos puede funcionar como una tabla
de multiplicacidn y divisidn: en efacte dide dos valores
sobre x = a ¢ ¥y =D

1 1’
ta de la linecs r:cta o curva que pasa por el punto de --

su prnductn cvsta dndo por la eco-

coordenadas (al, bl).— El cociente se detormina proce--
diendn a ls inverss.-

Es conveniente recordar gque en las tabulaciones

"t

para "x" y "y" que se han practicado, los valorcs gque se

obticnen e¢stdn dados en contimetros.-

7) DIAGIANAS DE TRES BEJeS, PARA TRES VARIABLES

32 describirdn en eczte articulo, dos métodos para
repraesentar graficamente mediante el uso deo tres cjes las
varizcioncs

tipo f(a)

de a, b, w relacionadas por una ecuacidn del
F(b) = ¢ (x).-

+

a) Diagrama de tres ejcs, dos ortogonales y un bisector

=M=

CJ ™y

0T &

Figura 18
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Se ha construido e¢n la figura 18, des ejes ortogonales -
0X y OY vy un eje bisector 02 entre los dos primeros.- Desde

Lroyuanto arbitrsrio P oon el plene ce han trazado linceas in-

dicus PTl, ?TQ, P’I5 perpondiculares a cada une de los ejes
0X, 0Y, 0Z las cuales 1oz inteorsectan en los puntos 4, B,
respectivemente.- La lines ]T] corta al e¢je OZ en D, y se

ha dibujalc AC perpsndicular 2 O D.-
Con &sta construccidn se establecen las siguientes rela

ciones:

-
I
@
[
+

—~
()

CD + Du = (AD + DP) Cos 45° - 0B Cos 45°

OW = (04 + OB) Cos 45 _ 0Oa + OB (1)
AT
W 2

531 se hace

X = OA = A f<8)
y = 0B =1 F(b)

Z = 07 = 7 Q (W)

entonees sustituyendo cstos valorces en (7), se tendrd:

m®p(x) = (£ (2) +F (b))

w2
pero £ (a) + F(b) = @ (w)
or tanto: m’ = o
’ v (8)

De lo que sz coneluye que si en el eje bisector -
sc¢ dibuja una cseals 2z - w4 (v), cuslquisr grupo de -
‘
tres Indices gue provengan Je un punto en el plano, inter-
sectardn 2 los ejes raspectives, en puntos A,B,W gque satis

facen a £ (2) + F (b) = ¢ (w)
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b) Disgrama de tres ajes, dos ejes de 1200 y un bisector

4

oL

Fighra 19

Frediante un proccse similer al anterior, en la -
figura 19, so¢ cstablecen las siguientes relaciones ti-
gonométricas .-

OT = OF cos
Ch
OB
s OA + OB = 2 OP cos 60° cosamr= OP cooge = O (9)

il
i

. . © .0
OP cos (6QO+ ) OP (cos £07 cosoL -sin bO_scnﬂ<)

OP cos (GOo—iﬁ.) - OP (cos 6OO cosoR +scn 6OOSvhfﬁ)

it

Las esgalas se construirdn con ¢l mismo mddulo

()
(0) > (10)

0

QA =nm
OB =m
O m @ (w '

)
Sustituyendn (10) en (9)

¢

)-:J i—l-,

£ (a) +F () = ¢ (w)

De lo gue sc concluye 3ue si se trazan las ecua
ciones (22 e€n sus eJjes raspectives, cuslqui v grupc de
tres Iindices que provengan de un punto en el planc, in-
terseetardn a los respectives ejes en puntos A,B,W que

satisfacen a f(a) + F(b) = @ (w).



Los dos tipos de zrdficos descritos, ticnen el incon-
venicnte de tencr un com o muy limitado para cscoger los
mddulos, pues no se puede mantencr un control definido so
bro las longi‘wles de las esczlas., -

Utro problema gque s¢ prescents cs ¢l de ls lectura con
tres indices, p=ars 12 cunl sc reconicnda dibujarlos sobre
papel transparente; 1 cual, a su vz, se colocard sobre -

el diz2grama para cfectuar las lecturas.-

SOLUCION GRA¥TOL DE ECUACTIONES ALGEBRAICAS DE SEGUNDO,
TERCERO Y CUARTO GHADO, -

Ecuaciones de cuarto grado

Soore un papel coordenado rectangular, dibu

Jese las escalass uniformes de x = ma y y = mb (ortogonalzs).

Dentro del grdfico dibujese la pardholo y2 =
2 xy el circulo (x - h)z + (y - k)2 = r2 con radio "r"
v centro an (h, k).-

Heosolviendn simultancamente estas ecuzsciones,

se cneusntra la2s ordenadas de sus puntos de interseccidn -

por eliminacidn de "x".

v = 2 x (11)
(x = n)" *« (y - k)% =7 (12)

Eliminand- (x):

De (1) X =

Sustituyendo en (2)

2
( y - h)2 + (y -k )2 =T

Resolviendo y agrupando a conveniencia

i 2 2 >
v e 4 -n)y -8 ky + 4 (h° 4k - 2) =0



2 . . .
aw  + bw + ¢ = 0, por lo que las raices estardn excedidas

en la cantidad p/4.-

Lcuacidn de tercer grado.- 92 utilizardn lss ecuaciones -

deducidas en 2l inciso antoriocr, -

p 4t "

. . 2
51 en 1s ncuacidn w' 4+ aw+tbw + ¢ = 0, el velor "¢

se haoce igusl a curo, zntonces ¢l radio "r" sc¢ hace igual a

[ 2 2 . p .
Vh™ + k 1o que implica que ¢l circulo pasard por el origen

y 12 ecuscidn pucde expressrse como w ( WB + 2w +b) =0y
por tanto w = 0 =5 decir jue una rsiz serid nuls y la expre-
sidn se convierte on ws + 2w + b = 0 ¢cuacidn da tercer --

grado, -

El valor de lzs raices resles se obtiene, en lo -~
forma descrita ¢n el incicc anterior con 21 correspondien-
te chequeo dz valecres en la z2cuacidn original.-

Una ecuscidn completa del tipo Z5 + ng +q9qz +r =0
puede scr resuelta rnedisante el uso del grdfico, eliminando -
un termino de lsg ccuzcidn medisnte el cambic de variable --

z = (w - p/}) con 1o que la ecuacidn sc convierte en w5 +

aw + b = 0.-

., o . 2
Ecuacidn de segundo grado.- Utilizsndo ls pardbola y =

2 xy la linca recta y = mx + k por un procedimiento andlo

gu a los dos ant=sriores, so podrdn encontrar los valores -
de las raices reales de la eccuscidn de segundo grado.
2
N = 2 X (16)
y =umx + k  (17)
De (16) X = ¥2



Dividiendo esta ecuscidn por un ndmerc arbitraric t7, se tie

5

i Vo _ . 2 : 2 2
’—l + _ﬁ_il:ﬁl .%— N - 8k v+ {hg + x° - r° ) =0 (13
" £2 [ t4
ecuacidn de 1ls forma
4 2 N
¥ 4+ aw + bw + ¢ =0 (14)
por comparacidn d= (3) y (4)
. ) 2 2 2
W= Y ,a=41{_-r . -_8k,c=14 (h" + ¥° - 7))
g £2 £3 4

Las coordensdas del centro y ¢l radio del circulo estdn ex-

presadas entonces por:

_ 2 4l
h=4—“‘3t.2ak=-——bt5 yr:\ﬂlg’rkc-‘:t (15)
4 8 /

Bl nimero arbitrario "t" se ha introducido en la
ccuacidn con objeto de gque el centre del circulo se encusn
tre siempre s la dorecha del eje OY en donde se localiza -
el vértice de 1z pardbola.-

En el grdficc Ne. 8, se ha dibujsdo la pardbola -
y2 = 2 x, con intervalos de 2 cm. para cada unidzd.- La for
ma de obtener las raiccs, de acusrde 2 lo anterior, es di--
bujar un circule de radin r con coordenadas centrales "h" y

nn

x"" obtenidas segin 15, 1z mcdida de las oridenadss "y" en -

los puntos de interseccidn divididas por el valor arbitra--

n
rio "t" dard el velor do las

25 roices resles, las cusles debe
rén scr comprovadns por sustitucidn en la ccuacidn original.-
2 : a4 3 2
Uns ecuscicn el tipo v 4+ pz2” + gz + rz + s = O,

podrd ser resuelts mediante 21 uso del grdfico, si se elimi-

na un término de la ecuacidn mediante un cambio de varisble -

A
Z =W - p/4 con lo que la ccuacidn se¢ reduce a 1la forma w4
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Sustituyendo en (17)

y = _my + Xk

Resolviendo y agrupando términos

2
y - 2¥ 4+ 2k +0
i m
N . : _ 2
Dividiendo por un ndmero srbitrario 3%
/\\2_ 2 !V\+ 21{ (18)
s mt U P
gcuacidn de la formsa
2
w° 4 aw e b =0 (19)
Por comparacidn de (3) y (1)
weL o, e =-_ 2 h= 2k
¥ mt 2
mt

La pendiente y el intercepte de la lincs recta, se expresan

poY:

El valor de las rajices resles de la ecuacidn de segun-
do egrado, se cncontrard midiendr las ordonand-s "y cn los pun
tos de interseccidn de la recta con la pardbola.- Estos valo
res obtenidos deberdn ser divididos por el mimern arbitrario

en la ecuacidn (19) para le corres--

1]

i
"t" vy luego sustituido

pondiente comprobacidn



C4&PITULO v

H#OMOGRAITAS

1) GENERALIDADES

En este Capitulo se cxplicardn 2lgunos mét-dos de repre-
sentacidn grdfica mds ventajosos gque los métodos expuestos
en el Capitulo procedente. Por su simplicidad, la nomografia

es una valioss contribucidn n la matem£tica aplicada,

Basicamente, los nomnegramas, son curvas o lineas rectas

escalares, construidas de tal manera que si una linea recta
les corta, seflala sobre ellas v=2lores que satisfacen a uns
relacidn dada de las varisbles que representsn la2s agscalas.
Lz recta transverszl de corte se llama linea indicse.

A los nomcgramas sg les llaman también "Diagramas de -
Puntos Alineadns".- Cono se verd en los incisos posteriores,

los nomogramas gusrdan las siguientes ventajas sobre los grd
ficos de coordenadas cartesian=s, a saber:

Los diagramas de puntos alinesdos utilizan menor n¥mero
de linezs, lo que facilitn 1as lecturas y los hece menos com
ple jos.

Los valcres intermedins, son interpolades directamente
sobre las escalss, con el consiguiente aumento en la exacti

tud de la estimacidn.

Su construccidn es mfs sencilla.

Denots el cambio inmciiato de les variables envusltas,-
cuand2 una de ellas canliz,

Los nomnogramas son utilizados en oficinas técnicas cuyo-
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trabajo generalmente es sistemdtico y especializado, para -
simplificar los procedimientos de ecdlculo,

Los eritales

principios fundam de la construccidn de nomo

gramas consisten en representar uns ccuacidn que contiene tres
variables & ( 2, b, w )=0 por medioc tres escalas, se efac
tian combinaciones pars representar funcionzs gque contengan -
un numera de variables <

nayor bien se combilnan para represen

tar dentro de un grdfico una serie de funcicnes,.

NOMOGRAMAS DE ESCALLS PARsLiwLA3 - FUNCIONES

f(a)+F(b) = § (w) S £(a) F (b) = @(w)
f(a)+F(v) = ¢(w) es una representncidn similar a f(2) F(b)=

g{w) cnuando en &sta tomamos logaritmos en ambos miembros, -

convirtiéndose as{ en loz f(a)+y., F(b)=log @ (w).

Para interpretar con mayor claridid el mé€todo de puntos
Al

alineados y de acuerdo =2 lo dicho anteriormente, en la Fig.

(20), se muestra un esquenz formado por tres ejes parslelos.
i ¥
| - .
| >
1 \\
- -
1 =a —_— —_— —_ “\
i3 ! ~.
. -~ 1
} & I
: ! !
| - !
| |
| '
R . S I L. A S . do o o Lil Lose
Q (W Tyl
Fl ur - o\
Los ejes se han noombrado 0X, 0'Z O"Y y =2e supone que -

cada uno alojard una escala x,z,y tol que x=n., f(a), Y=m, T(b)

2= 1w, g(w).
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Se han alineado los puntos estremos de estas escalas me-
diante 13 recta transversal 35wbg por los puntos de intersec-
cidn de csta recta con los ejeos 0'Z y 0"Y se trazoron los rec
tas wP y bP paralelns a un2 1linea ~arbitraria 00'0" que sirve
de baszs a los origenes de las escalns. Como una condicidn de
construceidn se tiene gue 00'/0'0" = mT/m2 y que los tridngu
los aPow y wP'b son semejantes. 4 partir de esta representacidn
se establecerin las condiciones geométricas gque relacionan -
las escalas.-

f(a) + F(b) = @) (")
Comparando tridngulos somejantes (nPw) y (wP'b)

Py = aP = 00' =,

F'h wP' 0'0" mo
>

entonces: i
Til 7 -
> y

desarrollandns y agrupandc términos:

z(m1 N m2) = MyX + M.y
f‘_ + L = "\ :Il+ ;q:, \‘: (2 )
S M 1 e/

ahora bien:

x_ =f(a), y =F(v), z_ = ff(w) (3)
Py Ir. it

2 3

Reemplazando los valores de (3) en (2), se obtiene(1)

£(a) + P(d) = A(x) (1)




Con estos requisitos, decimos que la linea Indice corta
a logs ejes en tres puntos eorrespondientes a los valores a,b,w
que satisfacen a f(a) + F(b) = g(w).-
Pucde presentarse 1 caso de tener una de lss escoles cre
cigndo en sentido contrario 2 las otrws dos, esto sucede cuan
do una de las funcinnes esta afectada por un signo negativo;
tomando entonces la expresidn las formas : f(a) - F(b) = @(w)
§ £f(a)/F(b) = @(w). (Esta segunda forma se convierte en la -
primera al tomsr logaritmns para ambos miembros de la ecuacidn)

Lo que se puede comprobar en la Fig. 2..-

A C“ﬁ// Lia brac
- At
| — o P ‘
_i.?w _ Yy
R
| S
| / 7—_. t .
|
. y //// /
| / P'/
‘ .
I
| Pl Ve
{ /
Lol
e
//
FIGURA Mn., 2
3) EJEMPLO ILUSTRATIVO - QOBSERVACIOIES GEINERALES

En el incisn (e) srticuln 6o. del Capituln anterior, se
representd logaritmicamente la funcidn ab = w; en la misma
forma se ha procedid- para obtener 1lss ecuacinnes de las es
calas x = 12.5 log o y y= 12.5 log b. en donde 12,5 cm. = =~

ml = M, Las escalas se Adibujardn paralelas verticales, 2 -

| BlZLCTcl~ CENTRAL

l UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR
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una distancia entre ambas de 12.5 cm. también. Por el ori-

gen de una de sllas se pasard una recta perpendicular hori
zontal que al cortar a la otra, sefialard en ella su punto
de origen., Se desarrnllardn los dos 2scalas, Para dibujar -
la escala paralela vertical z = m_ log w, se sustituirdn

i/1 lo que de --

valores en 00'/0'0" = m1/m2 = 12.5/12.5

por resultade 00' = 1, O'0Q" = 1, o sen, gque el eje O'Z se

Ahora bien, por la ecuncidén (4) Art. 2 de este Capitulo

By = Py "2 - 156.25 = 6.25
n, +L'12 -~
. ot z = 6.25 log w

Obtenida la tercers escala, se desarrollard en el eje
0'Z2, El Grdfico No. 9 muestras el nomograma de ab = w con --
las dimensiones ealeuladas en este srtieulo y con los ran-

de variacidn adoptados en el Capitule anterior.

0
0l

Este ejemplo ilustrative pusde emplenarse p2ra recomen-
dar un pracedimiento general de construeccidn de nomogromas
de ejes paralelos.

EscSjase dns mSdulos arbitrarios o, ¥ mp vy sobre dos -

liness paralelas sepsradas a una distancia conveniente; es

eribanse las escalas x = m, f(a) vy =mn_ F(b). La lfnes -

Dy

er

2
[p]
€018
42]
t+
)
w
&)
I
w
@]
0
—
[#3]
m

que una los ofigenes la line: ba
se. (no es necesaris dibujarla).

Dibujese unz tercera 1fnes paralela (eje Z) que s= en--
cuentre separada de cada uno de 1los otros ejes a unz distan
cla dada por m_l/mz.

El punto origen de "z" se determina por lz interseccidn



NOMOGRAMA DE ESCALAS PARALELA DE ab = w

]
x=(25 loga

a)

2o

— 80
o T
~ 60
— 50

— 40

IR
& qug.pa

[

2 6825 lgw
|
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GRAFICO N2 3

&
- FUNCION
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l< w100

———— i K
Tee—aq— & LONGITUD: 125 cm.

y =25 bpb
r
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de la linea base con su eje,

Determinese m m, m2
3=1_ 2 y dibujese la escala - -~ -
M, +,

="az FCur) .

b
1

Es rccomendable construir lers nomogramas tendiendo a -
uns figura cuadrada con objetn de que la 1linea indice no
desarrolle 5ngulos agudns gque hacen perder exactitud en las
lecturss.

Aunque no se presenta a menudo, ciertos rangos de las
variables, por ejemplo "a'" y "b", hacen que sus origenes -

no estén marcades en los limites del grdfico, por lo gue ha
brd que hacer una asignacidn de valores a 211l2s para obte-
ner uno ccorrespondiente de w. Con esto, se podrd marcar so
bre las cscalas 1los valores nsignados y el calculado, unidos
por una linea Indice. E 1 valer determinado para w podrd ser

utilizado como punto de origen par=s desarrnler la escala -

NOMOGRAN-S PARA MAS DE TRES ESCALLS PARAIELAS - FUNCIONES
f(a) + F(b) + #(w) + ouu. = 87(2) 6 £(a). F (b). g(w).. X (1)

f(a) + F(b) + #(w) ... = (+ (1) es una reprcsentacidn similar

-
B

a f(a). F(b) B(w) = (1) cusndo en £sta tomamos logaritmos
en ambos miembrns, convirtidninse asi en log f(a) + log F(b)
+log @ (w) .vv. = log < (1),

La resolucidn de nomogramns do escalas paralelas, que
eontengan cuatro o mds varisbles se efectin en la misma for
ma que se esplicd en el articulo No. 2 de este Capitulo, -

con la dnica variante de intraducir una variable "v' gque <

BIBLIOTECA CENTRAL

‘NIVERSIDAD DE EL SALVADOR
_____.__——J
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permite descomponer la ecuacidn original en relaciones par
clales de tres variables,
Sea la funcidn f(a) + F(b) + g(w) ¥ (1), para disefiar
su representacidn nomocrdfica, se hace que:
f(a) + F(b) = v (5)
v o+ g(w) =5 (1) (6)
Las ecuaciones (5) y (6) permiten ceonstruir dos combinacio

nes d¢ tres aescalas paralelas de puntos alineados.

N T (1, ”) 1
RN A e
(o0 7
\.
S D]
! |
Figura 22

La figura 22, muestrs csquematicancente la representa -
cidn (5) y (6).
Obviamente, por conveniencia, =21 eje en el que se represen
ta "v" no llevarid graoduncidn: luego, los puntos origenes de
f(a) Yy F(b) pueden ser tomndns arbitrariamente puesto jue
cuzlquier valor de "v" cstard olinezdo con los correspon -
dientes de "a" y "b". For tanto 12 construccidn de una de
las expresioncs (5) y (6) nc conlleva ninguin requerimiento

especial, Supdngase que con esta forms he sido construido el

nomograma de tres ejes para (5). E n este casa, para cons-



truir (6), el punto oricesn 42 una de sus ascai=sg, pn

(B
4t

plo w, puede tambien disponurse arbitroriamcntce; mds, para

determinar valores en 1a cecala "1" deberd calcularce una
serie d¢ valores n., b., ... 71 cucz satisfoaan - f(w3 o

F(b) + g(w) = * (1), con los cunles se podrd desarrollor =
la @scela. Para efectuar las lectures de valores se procede

seguin el orden seguidos en el proc

[0}

s> de construccidn ¥y por
tanto se necesitardn dos lineas indices, la primera unird
los valores "a" y "b'", cnomo se seHala en la Figura 22 en -
donde se han tomado dos numeros a1 v b1 cualesquiera, in--
tersactando el eje "v'" en un puato vl v la segunda que uni-
rd los velores relacionados ].1 y Wi a partir de v
Con el procedimient> antcrior, =s muy sencillo conocer

el valor de una variable en una funcidn que conticne a cua-

tro, cuandn tres de ellas son conocidas.

it

‘f(l), puede

(1) -p0n),

La ecuacidn original f(a) + F(b) + J(w)

I

escribirse también en 1la forma f(a) + F (b)
g introduciendo el valor "v" con un procedimiento similar
al anterior se descompone en:
v (7)
T - (=) =v  (8)

que tienen una representacidn z2squemdtica como la mostradas

f(a) + F(b)

i}

en la Figura 23 en la gque se seflala gque habrd una escala --

construida en direccidn opuesta 2 l=s demds.
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FIGURA 23

5) NOMOGRAMAS EN "Z" _ FUNCIONES F(b) ¢(w) = f(a) & f(a)zF(bizgw}

F(b) g(w) = f(a) es una represcntacidn similar a f(a):F(b}ggw)
cuando en ésta tomamos logaritmos en ambos miembros,-
convirtiéndose asi en log f(a) = P(w) log F (b).
La primera representacidn de estas funciones, ya fue -
estudiada en el articulo 2 de este capitulo al construir -
un nomograma de tres escalas paralelas logaritmices.
En este articulo, se estudiardn los nomcgramss en "Z',
también llamados en "¥" por su similitud con éstas letras,
que constardn de dos ejes paralelos y uno transversel; las
escalas que estos ejes alnjardin son escalas naturales.

Para interpretar mejor el método 3 seguir en los nomo-

gramas en "Z", de acuerdo a 1ln dicho anteriormente; se mues

tra en la Fig. 24, un esquema formado por dos ejes parale-

los y uno oblicuo a estos.
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FIGURA 24

Los ejes se han nombrado 0X, 0Z, O'Y y 3e supone que -
cada uno alojard una escala x,z, y tal gue x = , f(a), y=
m_ F(b), z = m_ # (w). Se han alineado los puntos extremos

2 3
de estas escalas mediante la reets transversal awb; por lo
tanto Oa = x, O'b = y vy Ow = z. Pars =stablecer condicio--
nes geomdétricas que relacionen x, y,Z, se ha hecho 00' =n,
de tal modo que se formen dos tridngulos semejantes Qaw y -
C'bw y se tiene:

F(p) 8 (w) = 1(a) (9)

Comparando tridngulos semejantes

e
&)
i
(@}
=
il

X
O'b wO' ¥y n-z

entonces x = a m, F(b)

zy , fla) =
n-z —F=r—

S22 F () (10)
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Apartir de esta ecuacidn, deberd tomarse

gw) = 2z m,
= ) pera nbtaner la expresidn
AoAn-2 (9) en (10)

o sea que: z = n @(w) m,
(11)
w)n, &,

De 1o gque se afirm2 gue 12 1linea Indice corsa a los -~
gjes ¢n tres puntos correspondientes 3 los valores a,b,w -
que satisfacen a F(b) ¢ (w) = £(a).-

Vale hoacer notar que la escols "y" crece en sentido contra

La construccidn de este tipo nomogramas exigiria --

calcular valores de z para coda valer de w, gque aparezca -
en ls esc2la, s« abrcvia la construccidn con el procedimien
to que a continuacidn se detalla:

a) Dibijese dns ejes paralelas OX vy O'Y separadns con-
venientemente y entre ellos un eje oblicuo 0Z de una longi
tud n.

b) Sobre ¢l eje OX, eon nrigen 0, constriyase la cscala
x = m £(a)

1
Scbre el ¢je O'Y con origen QO', constriysse la asea
la y =m_ F (b).
2 ,

Para construir 1z escsla z, eomo nmedin de simplificacidn
se utilizardn las relaciones cbtenidss s partir de 1as figu
ra 25 on ella se ha e-nstruido sobre el eje 0X la escala QC

=X 7 gobre cl eje Q' Y s= ha escogido un puntos D a una dis

tancia 1 de 0'; uniends los pantos C y D por medio de una
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