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CA PITULO 1 

r,lE CANICA 

1.1 I NTn ODUCCIO N. 

La formac i ón ~o todo ingenier o comi ~ nza con esta c i encia l lamada mECANI CA. 

En el13 se encuentran principios básic03 que contr ibuye n a dar fo rma a cual

quier especialización de la Ingenie r í a . Su con t enido es enormemen t e amplio, 

tan amplio c omo su proflie do fi ni ción : "La cienc i a qu o trata con l as condicio

nes do reposo o mov i mü,nto r!e l os cuerpos some t idos a l a ncción deo fue rzas ;: . 

Para s u estudio, l a médnica t: e íJ i vide on sr es p ~1r tes: 

a ) me cán i ca do los sólidos rígi dos; 

b ) mecáni ca de l os sól i dos dof ormables; 

c ) mecánica de los fl ui dos. 

Todos l os · cuerpos r oales, cuanuo s on s ome t i oos a l a a cción do fU 8 r z 3~ , suf r. en 

a l gun s dero "maciones . En l a mayoría de l os caS03 2stas do formac iones s on 

i mp ercepti )les , as í r:ue paré) s u ,; s t.ud i o y ;:"ná l is i s cons i rleramos que no exi -

ten tal e de f ormac iones . Cuand o l levamos G cabo esta i deal i zación, es tamos 

dánd ole l a categor í a J - CUDrpo r í gido y s u es tudio eLe dent ro de l a mECAN I f A 

OE LOS SOLI _IOS RIGI DOS, que e s e l t ema que desarrollar emos en este trabajo. 

Cuando las defor macion es tienen al guna i mpor t anc i a e s necesar io t omar l as en 

cu enta en el análi s i s , ll egando as! a la mec~nic ~ de los Sól i dos Deformab l ls , 

tamb i~n conocida c om o Ilss i stoncia de ~at e ri a l e s . Ademá s de cuerp os sólidos , 

en la na tural eza encontramos lí 'l uidos y gases , s u estudio queda c omp rendido 

en l a tercera pa r t e: mecánic o ele los Fluidos . 

1. 2 P~ I NCI PIOS FUNDAffi GTA LE S DE LA mECAN IC A. 

La bas e de l a me cánica es tá en s us princip ios fundamentales , hec hos qu e l a 

exp erie nc i a ha confir maJ o y a p~r tir de l os c ua l es so de sar roll a l a onorme 

t eor í 8 de e s t a cienc i a . Es t os ~ rinc'pios, h8n servido y siguen s i rvi endo 

para hal1 2r l as soluc i ones a pro bl emas sobre rep oso o movimi ento de l os cue r

pos que encontramos a nues tr o a l re i.l edor. Son c lUatro. los PI' ir.C ipiós fu ndamen 

talas y l os pod emos enunc i o r como s ' gue : 

Ley os '.do: I\fuw.t.cm . 

Pr imera .~. - To cio c uerpo permanece e n su es t ad o de r ep oso o movimie nt o rec 

tilínoo uni f orme , a men os que sobre él actúe un a fuerza. 

,S egunda ~o - Si s ob r e un cuerpo cc túa un3 fu erza , éste se mover á con una 
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ace l eraci6n proporcional a l a magnitud de la f ue rza y con la misma dirección 

y sentido que l a fu erza . 

Terc e r a ~.- A toda acción hay s i empre una reacción i gual y opues t a , es de

cir , que l as a ccione s mutuas de dos cuer pos , uno sobre e l otro, son s i em~re 

iguales y di r i gidos en sen tidos c ontrar ios . 

~ de l a Gravedad de Newton . - Dos pa r t ículas S8 at raen mu t uamen t e con fuer 

zas igua l es y opu es tas , de mag ni tud directame nte proporc i onal al produc to de 

s us masas e inv e r sament e pr op orcional al c uad r ad o de la di s t a ncia que l os 

s opara . 

1. 3 DEF I NIe ION DE FU ER ZA. 

Una fue r za se dofin e como l a a cción de un cuerpo sobr e otro , de modo que el 

segundo camb ia o t i enee a camb iar s u es tad o de reposo o mov i mient o , o su f or -

ma . 

Hay diver sos tipos de f uer zas , entre l os cual es menc i onaremos al gunos ejem

plos: e l peso , que es la fu ~rza de a tra cc ión de l a t i erra s obr e los cuerpos; 

e l emp uj e que podemos e j ercer con nues tr as manos s obre alg6n cue rpo; l a fu er 

za de a t racci ón magnét ica; l a pre s ión de un gas encer rado en un recipiente; 

l a pres i ón de l vient o s obr e l as par edes do un edif i cio ; l a pres ión a tmosfé

r ica , et c . 

Un c8erpo que cue l ga sos tenido por una cuer da ( Fig. 1.1 ) es un eje mplo que 

nos dará una i dea cl ara d ~ l conce pto de fu orz a . Pe nsamos que el cue rpo t i ra 

de l a cuerda con una f uerza W i gual a s u pe s o, ~plicada e n e l punto de a mar r e 

B, vert ical y hac i a aba jo 

De l e j emplo anterior podemos de ducir 

que par o definir compl e t ame nt e una 

fu e rz a ne ces itamos c onocer s us ca-

r acterí s ticas , que s on cuatro , a 

saber: 

a ) magnitud.- Es l a med i da de l a i n- 3 

t ens ida d de l a fu er za . Se obt i e ne 

compar~ n dol 8 con cierto pa trón , e l 

cu al s e ha elegido arb itra riamente 

como unidad de fu e rz a . La unidad 
Fi - . 1 .1 

de fu er za que s e toma comúnmente es el kí l ogramo ( kg ), de finido como l a 

fu erza con que l a tierra a t rae una ci erta masa de plat ino , a 45
0 

de latitud 

y a l niv el del mar . El múltiplo más emplead o es l a t one l ada mé t rica ( T ) 



qua equivale a 1000 kg , Y como sub- múltiplo el gr amo ( g ) que equiva l e a 

0. 001 kg. En los pa i sos de hab l a i nglosa , l a unid ad do f uerza de uso común 

e s l a libra (lb) y sus ,lliúltipl os son 01 KI P ( 1000 l b ) Y l a ton Jl a da 

(2000 lb ). 

3 

b) Punto Q& Aplicación.- Es e l punto on 01 cual pu ado considorarse cor.c entra 

da la fu erza. En realidad , f í s i cament e es to no pu ede so r cierto, toda fuer

za debo t ener cior t a s up erficie o volumen en los cU81es di s tribuyo s u a cción. 

Si rcgres 1mos al e jemplo an t e rior 1: fu orz a W quo o jorco el cuerpo s obre la 

cu orda r eal monte so di s t r ibuyo s obro t oda l a superficie de l a socción tra ns

vorsal de la cuerda . Otro ejomplo: al poso os una fuorza de a tracc ión do la 

tiorra , por e f ec to do l a gr avedad , quo se distribuy o on todo e l volumo n dol 

dol cuorpo. Sin omb argo, fr ocuen tomonto lo cons idorar omos concentr ad o on un 

solo punto, s in altorar l as domás condiciono s dol probl oma quo so ostó tr a

tando. El punto de oplicaci6n on 01 c ua l puedo s uponor s o concentrad o 01 po s o 

do un cuerpo es dGnominado cent ro de gravedad dol cuor po. 

c) Direcci6n.- Es la de l a r octa quo paS3 por s u punt o de ap lica ción y a lo 

l arg o de l a cual ac túa l a fu erza . Todo cuerpo al quo s o l e a pl i ca una fuer za . 

tiondo a mov e r so a lo l argo do una línea recta quo llova l a di r.occión do l a 

fu erza ; as í por e jemplo, un cuerpo quo se ve somo tido unicamento a l a acción 

do su propio pos o, que os s i e mpro vertical, t endrá una t ondenc i a a mov e r s e a 

lo l a rg o do una línea ver ticol quo pase por su centro do grav edad . Otro o j om

plo lo tene mo s cua ndo una fu orz a es e jercida sob r e un cuorpo a t r aves de una 

cuerda floxible, la dirocción de 18 fu erza ostá dotor minoda por l a cuorda. A 

la línea recta que llova l a mismo dirocción que l a f uor za se l e conoc o como 

"roctn do acción do l a fu orza". 

d) Sontido.- Nos da a c onoc or l a forma en qua act6a l a fuorz a a lo l a r go do 

su línoo :.do- acción .. En 01 inciso antorior vimo s ·qua cuando un cu or po está ba

jo l a acción de una fu erza, tiondo a movorse s obro una línea recta qua llova 

la diracci6n do l a fu orza , el s ontido dol movimionto so r á igual al ~ sontido 

quo t enga l a fu e r za quo tiondo a provocar oso movimion to. Volvamos a l mi smo 

ojomplo dol c uorp o s obr o 01 que actúa so l ame nto s u propio poso . ¿Cómo so mc

v or~7 Lo hará vorticalmonto y hacia aba j o porquo la fu erza do grav edad os 

siompro vertica l y hac i a aba j o . 

De acuo r do con lo di scusi6n antor ior nos domos cuanta qua una fu orza puedo 

sor ropro sontada modianto un vector cuya longitud y direcci6n corr os pondan 

a la magn itud y dir occión do l a fuorza. Para definir c ompletamon te l a a cción 

do uno fu or za , su magnitud, pun to do oplicoci6n, dirocción y sontido de ben 

so r dados. 



CAPITULO 2 

OPE RACIONES CON FUE RZAS. 

2 .1 a ESULTAN TE DE DOS FUER ZA S CONCUR RE NTES . 

Cuando var i os f uorz as actúa n sobr o 

un cuor po . do cimos qu a óstas f or -

man un s i s t oma do fu orz as . Si ndo-

más l os f uorz8s Gs t án aplicadas on 

4 

I un mis mo punto, al s i s t oma r ocibo 

01 nombr o particula r do Si s t oma do 

fu orz as concurrontos . 
. l 

I 

- -- ---.lF2 

Soan Fl Y F2 un s i s to ma do dos f uor 

zas c oncu r r on t os ( Fig . 2 .1). So-

l ' i :" • ;' 2 .1 .' 

gún l as r oglas do l cálculo voc t orial, I n s umo de Fl y F2 os 01 vec t or R do 

terminado po r l a diago na l do l pa r al ologr amo quo tiono por l a dos a Fl y F2 • 

Es t o principio os conocido c omo l a ~ de l paralol ogr amo y l a fu er za R os lla-

mado l a r osultanto do Fl y F2 • 

Es un hecho oxporimo nta l quo l as fu orzas obedec on l a l oy do l a s uma voctoria l 

y quo 01 e f octo do R s obr e 01 cuer po cons i do r ado os igual al pr oduc i do por 

Fl Y F2 • 
La oporación qua cons i s t o on do t or minar la rosultante du un s i s t oma de fu or-

zas so c onoco con 01 nom br o do Comp os ición do ~~c~z~s. 

EJ EI'fl PLO. 2 .1 

Do t ormina r l a r os ultanto de l as 

fu orzas mostr adas . 

Solución.- Con s truimos al p aral ol o~ 

gr amo ABCD con l odos i gual as a l os 

fu e r za s do 240 kg Y 200 kg. 001 

tri6ngul o ACD ob t onomos ; 
200 'f. 

a) R2 = ( 24 0) 2 + (200)2 - 2 x 200 x 240 x cos 60 0 

-.R: .:' ;: 2~2 ' g 

b) ~ ~ ---:..;R:--.-n 
so n 600 son a. 

a. 

2 . 2 RESOLUCI ON DE UNA FUER ZA EN SUS COmp ONENTE S. 

240 "~e ./: E 

A~RI : - ~ 

(, e , /' 

, '6.0~ ;' 
200 , 

La opor aci6n inv or s a o l a compos ici6n do f uorzas so l o llama r osolución o 

dcs compo s ici6n ~~ fu or zas . As!, par a una fuorz a da da R pode mos oncontrar dos 

fu orzas Fl y F2 ' llamadas c omp onontos do R cuyo s uma soa igual a R (Fig . 2 .1). 



En muchos problemas os útil doscom

ponor una fu orza on compononto s 

po r pendicu l or os ontro s í. En l o 

5 
y 

f iguro 2 . 2 l a fu orza F so ha dos 

comp uos t o on una co mpo nonto Fl a 

lo l a r go do l o j o X y una componon

t o F2 sogún 01 o j o Y. Es cos tumbr o 

denominar l as componontos col ocán 

do l os un s ub-índ i co qu o indi c8 l a 

dirocci6n do l a componont o i as í, 

-O~-------,~--- --··1 

Fig. 2.2 

r ospoctivamo nto. Las compon ont es quo so obt i ono n do es t o ma nar a so llama n 

comp o.nen.!.~s r ocj:_a.Q9.ulor os . 

EJE mP LO 2 . 2 

Encontrar l as compononto s r e cta~gu- y 

l or os de l a fu orzo in di cada . 

Solución.- Do la f i gura (b): 160 kg 

F = 160 cos 20° = 150 kg x _-t""_---''--___ -=F Y [4J 
X F 

F = 160 son 20 0 
= 55 kg 

Y 

o 
( a ) 

2 . 3 COM PON ENTES RECTA NG UL ARES DE UN A FUER ZA EN TRE S DI MENS I ONES 

( b ) 
x 

Con s ido r omos una f uor za F dir i gi da do l origo n O do l s i s t oma do u j os do coor

do nadas X, Y, Z, a un pun to A ( Fig . 2 . 3) . Pod omo s dos c omponor l a fuorza F 

on uno compon ont o horizontal F y una comp one nto vortical F • Lu ogo , F 
xz y . xz 

pu edo dosc omponor so on otras dos comp onentos r octangularos F y F sogún l os 
x z 

o j os X Y Z r ospoctiv smonto . Do os t a 

mono r a s o ha dosc ompuos to F on tr os 

compon on t os rectongul a r os F , F , x y 
Fz ' dirigidos seg ún o j os X, Y, Z 

r es pec tiv amen t o . Si ahor a dibu j a 

mos un pa r a lolepíp odo quo t onga 

c omo aris t as a F , F , F ( Fig . 
x y z 

2 . 4) . La fu orza F sorá ontoncos 

la di agonal do os o paral e l ep íp odo. 

Do l a goomet ría de l o figur a t one -

mos: 

F 
y 

O 

y 

... 
" " A 

Fx 

~-----~--~-----X 

/ 

/ 
/ 

Fig . 2.3 
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F = F cas eX -- --_._---- ._--- -
x 

/ --,-
f / 

, 
y / 

F = F cas e,\ / / ,. 
Y t ••• ___ •• _ • • 

( 2.1 ) 
F 

F F cas e ;r = --- x z z / 
/ , 

/' 

= j~~ F
2 F2 / 

F + + y z 

/f Fig. 2.4 
do nde 9 ., , Si ) , e 

z ' 
son los án gulos qua f forman con c ada uno do los o j os do 

A y 
coordenadas y us casonas son llamados casonas dir octor es dEl F. 

Los oscal or os F , F , F se denominan componente s ascol ar os do F, mi entras x _ y _ z 
que l os voctoros F , F , F , se conocon como compon entos vec tor i ol e s de F. x y z _ 
En general, llamaremos componente s de F tan to a l as es col ares como a l as vec-

toriol es . 

Vo~mos ahor a un s i s t eme de vector es 

unitari os que tienen l as dir ecc i o

nas pos itivas do l os e jes X, Y, Z, 

(Fig. 2 .5). Se designan c omo i, j, 

k , r espoctivamen t e y nos serán de 

gr an utilidad par a expresor los 

vectores en forma analítico . As í, 

podemos oscribir: 

F = F i x x 

F = F . Y yJ 

F = F k 
z z 

F = F j + F j + F k 
x' y z 

. Y 

j 

i 
o 

/ 

z 
Fig. 2.5 

Si ahora s us tituimos l as ecuaciones (2 . 1) en (2 . 2) obt enemos; 

F = Fco r· S i + Fcos9 j + Fcos9 k 
x y z 

x 

( 2 . 2) 
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lo que significa qua F puede exp r esarse como el producto do su magnitud por 

el vector unitario o , s i endo: 

8 = ca. 9.,i -+ co c a j + cos3 . . k 
" y z ( 2 . 4 ) 

EJEmPLO 2.3 

Expres ar, usando los vectoros unitarios i, j, k , l a fucrza de 100 kg que V D 

dirigida del punto A( 2 , - 5 , 3) a l punto B( 5, 2 , - 4 ). 

Soluci ón .- El voctor unitario qua lleva l a direcc ión do l a rocta dirigida 

de A hacia B es : 

El = 

= 0.290 i + 0~~77 j ~ D.677 k 

lu eg o : 

F = F e 

2 . 4 RESUL TA NTE DE UN SI STE mA DE FU ER ZAS CONCURRENTE S. 

SCSÚ'l !homos visto , cuando sobr e un cuer po actúan varias fu e rz8. s , t odas pasan

do por un mismo punto, con s tituyen un sistema de fuerz as concurrentes . 

Scon Fl' F2 Y F3 un s i s t ema do f uerzas concurrontos que actúan sobre un cuer 

po. Su r esultant e ostá def i nida por: 

( 2 . 5 ) 

Si expresamos cada fu erza por medio de s~s componentes re c tangulares , tend~ o -

mas ! 

Fr = Flxi + Flyj + Flzk 

F2 = F2x 
i -+ F2y j .¡. F2zk 

F3 = F3xi .¡. F3yj .¡. F3 zk 
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R = E F = F
1x 

.j. F2x + F3x 
i 

+ ( F
ly + F2y + F 

3y 
j 

+ ( Fl z + F
2z 

-1- F
3z 

k 

De lo que se deduce qu o : 

R = R i .f. R . .¡. R k 
x y J z 

( 2.6 ) 

donde: 

R = ¡:; F 
x x 

R = -..L: F 
Y Y 

( 2.7 ) 

R' = I.: F z z 

La magnitud de l a resultante R seútj: 

J~; R = .¡. R
2 .¡. R

2 
x y z 

( 2.8 ) 

y l os cose nos direct or es: 

R 

e x 
x cos = R 

R 
cos 9' = Y 

Y R 
( 2. 9 ) 

R. 
Cos 9Jz 

z 
= R 

EJEIYlP LO 2 . 4 

Tres f ue rzas cuyas magnitudes son 700 kg , 1300 kg Y 1400 kg son concurrentes 

on 01 origen de coor donadas y es tán dirigi do s a l os puntos A(2 , - 3 , 6) , 

8(3 , 4 , 12 ) , C(- 6 , 4, -12) , r ospectivamonte . Detcr mina r l o r osultante del 

s istoma . 

Solución .- Escr i bir cado fu erza por mod i o de s us componen t es r oc t angulare s . 

llamando 1"1' F2 , y 1"3 a l as fu erzas de 700 kg , 1300 kg Y 1400 kg , r especti-



vamente , t enemos: 

2 - 3 - 6 -
el = - i j + - k ., 

7 7 ( 

3 4 -:- 1 2 -
e

2 = T:3i .¡. 
13 J .¡. 

1 3 
k 

e =_. 6 -:- 4 1 2-
3 14l .Jo 1 4

j f4i< 

Luego: 

F
1 

= 200 i - 300 j .¡. 600 k 

F2 = 300 i + 400 j + 1200 k 

F 3 =~ 600 i .¡. 400 j - 1200 k 

Lo rosul t on t e de l os t r es f uer zas dados es , por def i nici6n , 

R = 

o sea: 

R::'-lOO i'¡' 500 j'¡' 600 k 

2. 5 VEC TOR DE POSICIO N. 

El vectot de pos i ción ~A de l punto 

A(xA, YA' zA ) es el s ogmen t o r ec 

t ilíneo di r i gi do desde s l gún pun

to de r efor enc i a O (tomado como 

orige n do coor de nodos ) 01 pun t o A. 

Las compone n t os de r
A 

son s i mpl e

me nt e las coord ena dos dol punto A. 

F:i.g_ 2. 6 . Así 

( 2.10 ) 

y 

z Fig. 2. 6 

Un vector dirigi do de cual qu i e r punto A(X
A

, YA ' zA ) a otr o punto 

9 

.~ . • 1 ~I 
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B( xB' Ya' zB ) os llamado el vec t or de pos i ción do B c on r espec t o o A y es 

denot ado por ralA • En virtud de la rog l a para l o s uma de vec tor es , podemos 

escribir : 

( 2 .11 ) 

o soo: 

( 2 . 12 ) 

pe r o: 

( 2 .13 ) 

2 . 6 MOMENTO DE UNA FUERZA CON RE SP ECTO A UN PUNTO. 

Sea una f ue r za F ap licada en el pun

t o A c uyo pos i c ión estó do t er mi na

da por; ( Fig . 2. 7) . El memon t o 

do F r ospec to o O so def i ne como: 

M = r x F 
o ( 2 .14 ) 

so gún esta definición , M os un 
o 

vec to r perp end i cula r 01 pl a no que 

con tion e a O y a F. Su magnitud es: 

M = rF sena = Fd o ( 2.15 ) ./ 

y 

'\ /~ -l~ 
~

I r~A / ____ I 

- - - ----

/ 0 d x 
I 

" I 

Fig. 2.7 

Dando r es el óngu l o f or mad o por l as r ec t as de acc i 6n de r y F, Y d os l o 

di stonci a pe rp end i cula r entr e O y l a r ec to de acc i ón de F. De l a ocuaci6n 

( 2 .15 ) podemos observa r que e l momen t o ~ de pende únicomon t o de l a fue r-
o 

za F y de l a di s t anc i o d , es decir , que no d o p e n d~ · do l a s ituaci6n r eal de l 

punto do aplicaci 6n de l a fu orza . Por l o t ont o, r es 01 vec tor di r i gi do de l 
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punt o O 8 cUQl quie r punto sobr o l a r ec t a de acción de la fu erz a F. 

Es t a conc lus i ón es conoc i da c omo el ~r i n c ipio de Transmi s ibilidad: una fue r

za puede cons i de r ar se aplicada sobr e cualquie r punto c on t en i do en su rocta 

dó 'O:¿c·ión. 

2 .7 TE OR EmA DE VAR IGNON . 

Fu ó es t abl ocido por e l f rancGs Va

r ig non. Dice as í : "El momen t o c on 

r es pecto a un punt o dado de l a r e ~ 

s ulta nt o de un s i stema de f uerzas 

concurr en t es es i gual a l o s umo de 

l os mome nt os de l os fu erzas con r es-

pe c to a l mismo pu nt o". 

Una de mos tración de es t e t eo r emo 

puede hacer se empleando l a l ey di s 

tributiva del pr oduc to vec t or i a l. 

En e f ecto , seon Fl' F2 , F3 un sis

t ema do f ue r zas c oncurr entes ap li-

/ 

./ 

Fig. 2.8 

cados en e l pun t o A. ( , Fig .1 . 2.S ) • . l a r esultant e de es t as fu or zas os seg6n 

(2 .5 ): 
, 

R = Fl .Jo F2 4- F3 

El mome nto de R con r especto a O es: 

m = r x R 
o 

( 2.16 ) 

Así,lo ecuación ( 2 .1 6 ) es l o oxpres i ón mat emático de l t eor ema de Varignon . 

EJEmPL O 2.5 

l a fu erza F us t á dirigi da, 'do l punto A ( Xl Y 1) 01 punt o 8 ( x2 y 2 ). De t er mina r 

el mGme nt o de l o fu or za c on r espec to a l orige n. 

Solilici6~~~! Sobemo s que e l momen t o se obtiene r oolizand o el produc t o vect orial: 

ro = r x F 
o 
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Paro nUL-Js tr o probl ema t omarem[))s r como 01 vector de O o A, as í: 

ademós: 

F = Fe 

F 

Del a l gobra vec t oria l sab omcs que un pr oduct o voc toria l puede desarrol l ars e 

mod i ante un de t e rminanto que lleva en la primera fil a l os vec t or cs unitar i os 

i, j, k; en l a segunda , lBS comp onont es r ectangul ar es del primer vec t or ; y 

fina lmente en l a t e rcora, lle vo las compone ntes r ectangulare s de l segun do 

vector. Po r lo t an t o , podemos escribir: 

IYI = r x F e 
O 

i j 

IYI = 
O 

XI (Y2 - Yl ) - Yl (X2 - Xl) 

~ (X2 - x
1

)2 + (Y
2 

- y
l

) 2 

k 

o F 

F k 

2 . 8 mor1'lENTO DE UNA FUERZA CON RESP ECTO A UN EJE. I L 

El momento mOL da una fu erza F r es

pec t o a un o j e ol so de fin e como l a 

pr oyección OC sob re 01 e j e ol de l 

m de F c on respecto a o. llamando 
o 

G a l vector unitari o a l o l arg o de 

ol y rec ordando l as pr opiedades del 

producto es ca l ar, t endre mos : 

Fig. 2.9 



= e 

EJE mP LO 2. 6 

m 
o 

l a fuerz a F 8c t úa según l o di ago nal 

de un cubo de ari s t a Q, como se 

mues tr a en l a figur o . Ca l cular el 

mome nto de F con r especto a l a rec 

t a que va do E a C. 

Sol uc i ón . - Hemos vis t o que e l mo_ : 

ment o do una f ue rza se deto r mina 

modian t o el producto mixto: 

~OL = e • ( r x F ) 

13 

( 2 . 17 ) 

y 

Se demu es tra en Algeb r a Vect orial que es t a ope r a ción puede de sarr olla r se 

r esol vi endo un doterminante que t e nga e n s u primer o fil a l as componentes 

r ectangulares del prime r vector ; on l e seg unda f ila, l as del segundo; y on 

l a t erc er a fila , l as c omponentos r oc t 2nQul or es de l terc er vec t or . Ne cesita

mos , pues , conocer l as comp one ntes cartes i a nas de e , r y F. 

"; 2 
e = - 2- i + j 

r EH = s i 

- _F J_z--_- ( 
F = 2 - - j + k 

l uego: 

1 1 O 

Ji" ,[2 
mEG = a O O x F 

2 2 

O -1 1 I 
a f 

= 2 



2 . 9 PAR ES . 

So llama Cupl a o Par a l s i s t ema fo r 

mado por dos fu erzas que tienon l a 

misma magnit ud s r ec t as de acc i6n 

pa r a l ol as y sentidos op ues t os . Es 

ev i donto que la suma uoc t or i a l do 

l as f uer zas es ce r o y que s u únic o 

efecto es pr oducir una r ot aci6n o 

uno tondo nc{6 a gira r . 

Sean r l y r 2 , rospectivamen t o , l os 

vec t or os de pos i c i ón de l os punt os 

de ap licac i 6n de l a s f ue rz as Fl y 

F2 quo f or man un par (Fig . 2 . 10 ) . 

Tomando moment os con respecto a O t onomos: 

mI = r l x Fl 

m
2

- r
2 

x F
2 

" / 

./ 

14 

Fig. 2.10 

El momont o r esu l tante de l as f uerzas Fl y F2 con r espec t o a O os l a s uma de 

mI y m2, As í : 

Pe r o entre l as dos fue r zas oxi s t e l a re l ac ión Fl = - F2 por lo t a nto: 

m = r l x Fl + r 2 x (- Fl 

m = r l - r 2 
) x Fl 

De l a fi guro 2 . 10 t enemos: 
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o sea : 

r = 

Fina lmente: 

( 2 .18 ) 

Como r 8 S independiente de l pun t o O, el momento del pa r es indep endiente del 

punto con re specto al cual el momento es calculado, 8S decir, e l momento de 

un par 8S un vect or l i br e . la magnitud dol momento es rF
l 

sen a en la cua l . 

r son e 06 la distlincia entre las d09 ;.: fuü!l~o.s. 

EJE mP LO 2.7 

Obtener el par r es ultante de l as 

fuerzas cuya s r oc t os de 2cc ión s on 

l as diagonales de l as car as del 

pa ral el epíped o r oc t a ngular que s e 

índica. 

Soluc ión.- El momento dol par f or

mado por l a s fuerza s de 1 0 kg es: 

MI = (2 0 T) x ( 7. 07 j - 7. 07 ~) 

( kg - cm) 

Para l as fuerz as de 20 kg t enemos : 

ffi2 = (1 0 ~ ) x (17. 90 i - 8 . 95 j ) 

= 89.5 i ~ 179 . 0 j (kg - cm.) 

y 

Puos t o qu a l os par es son vectoros libros, mI y 01
2 

puoden s umarse vec t ori al

mente . As í, e l par re sultan te m será: 

= 89 .5 i + 32 0 .4 j + 1 41. 4 k (kg - cm.) 



2.10 RESOLUCION DE UNA FUERZA EN UNA FUERZA Y UN PAR . 

y 

Fi g. 2.11 

y! 
I F F 

I ~ I 

t 

= / - ¡ 
/~.-"'?J 

1

;' / 

.G::. _ ________ _ 

///~ O 'Ji: 

/ I-F 
/ z 

/ 
/ 
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Emp l oand o l as noc i ones de fuerza y par, es pos ible dos compone r una fu erza 

dada en otra fu erza aplicada en ol g~n punto det er minado y un par . Sao F l o 

fu orzo qua queremos de s comp oner on ot r a fu orza aplicada en O y un par . 

(Fig . 2.11) . Situ e~os c on orig en O un s i s t ema do coor donadas ; luego , podomos 

aplicar dn O dos fu erzas , una igua l a F y la otra a -F. Es decir, homos au

montado al sistoma un ~octor ce r o , no alterando , por l o t anto , l a acción de 

l a fuerza primitiv a . Como resultado de esta tr ansformación, t enemos ahor a . 

una fu erza F aplicada en O; l as otras dos fuorz as f orma n un pa r de momento 

m = r x F. Por consiguienj:o , "Uno fu erza F puede so r tras l adado a un punto 
o 

arbitrario O, s i ompre qua se ocompañe de un por i gua l al momento de F r os-

pecto o Oil. 

Si gui ond o esto pr ocodimionto podemos llaga r a simplificar un sistema cual

quiora de fu erz2s . 

Supongamos un s i s t oma de n fu orzas Fl' F2 , .• • ,Fi, •••• ,Fn . • Prime r o eleg i mos 

un punto arbitrar i o O y enseguida dosc omponemos c e do fuerz o F . en otro fu er-
l. 

za F. qoe pose por O y e l por m. = r. x F .. Cuando esto oper ac i ón se ha rea-
l. l. l. ]. 

lizado para todos los fu erzas , e l resultado os entonces un s i stoma de fu er-

zas , concurrentes en O, ylun s i stema de voctores momentos tambion concurr en 

t es en O. Es t os pueden c ombinar se s umando vect oriol mont o codo sis temo por 

s eparado hosto obtener un~ fu erzo r esultonte y un por r esultante . Por lo t an

t o , cualquie r s i s t ema de fu erzas , por c omp l o j o que seo , puedo reducir se o 

un sis t ema equiv a l ente de fu erzas y par es que octúon en el punto dado . 



Los expros i on8s analíticas de asta operación son: 

R = Fl + F2 + F3 .j. o •• •••••• 4- F = n 

mil = ml + ril2 + m3 + ••••• o •• 4- m = n 

En coor dc:!nQd8s c8r tes i ona s : 

R = Ri + R "+ Rk x yJ z 

Siand o : 

R I:F • n = EF · R = ¿;F x x' y y ' z z 

m = i: m · m = Rx x' Ry 
¡; m • fl1

Rz 
¡; m 

y ' z 

EJEmPL O 2 . 8 

Sus tituir el sis toma do fu erz as 

mos tra do por otro equiv a l en t o a 

plicodo en e l punt o A.

Solución.- Al tras l ada r t odos l os 

fu or zos 01 punto A, vemos qua l a s 

fu erzos de 10 kg se anu l on, qu -

dondo unicomento l a da 50 kg , que 

on comp onentes r ectangula r os os : 

R = 40j + 30k (k g ) 

~F 

Em 

17 

2 .19 

Y 1 
I 

El par r osul t a nte en as t e punt o os 01 vectcr s uma de l os pa r os qu e s o obt i e 

nen debido o l o tras l ac i ón do l as fu erzas . As í, por a 18 fu or za de 10 kg a pli 

c a do en c : 

ml = 3k ) x ( 1 0i ) = 30j ( kg- cm ) 
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Poro l o fuerza de 10 kg en O: 

m2 = ( - 4 j + 3k ) x ( - 10i 

= - 30 j - 40k (kg- cm) 

Paro lo f ue r zo do 50 kg en 8: 

m7 = ( - 4 j ) x 
~ 

40j + 30k 

= - 12 0i . (kg-cm) 

Luego : 

= - ¡20i - 40k (k g- cm) 

2 .11 CASOS PARTICULARES DE · SISJ5MA S DE· FWERZA S • 

El c on junto de seis e cua cione s do ( 2 .19 ) r epresento e l cas o general do un 

s i stema tridi mens i onol. Sin omborg o , a menud o nuestro tr a bajo es t a r ó r e l a cio

nado con s i stemas de fu e r zas més soncillos , t o l es como fu e rzo s pa r a r e l os o 

s i s t omas c opla na r os . Por e j emplo , si e l s i stema no con tione c ompone nte de 

fu e rza F en t onc es R = E F es a ut omnticame nte nula , y e l núm8 r o de ecuo-z z z 
ciones qu e intorvionen es menor. 

Los cosos de s i s t emas de fue r zas y l os ecuac i ¿~es corresp ondiunte s , ded ucidas 

do ( 2 .19 ) qu o podemos encontrar os como s i guo: 

1 .- Caso Goner 81 de un s i s t ema Tr i dimens i onal. 

Corrosponde a l s i s t ema discutido en l a socción an t erior . Los ucuaciones son: 

R = ~ F x' R = EF y ' R = ~F x y z z 
( 2 . 20 

mRx i m mRy = i m . mRz i m x' y' z 

2 .- Si s tema Tr idimen s i onal ~ Fue rz as Concurrent es . 

La r s ultonte de os to sistema os un a fu orz a única l oc alizada en e l punt o de 

a plicación de l s is tema . Pa ra do terminarla c omplot omonte se deba n dete rmina r 

) 



s us t res comp onontos . 

E F z 

3 .- Si s t emn Gene r a l de Fu erz as Capl ana r es . 

19 

( 2 . 21 ) 

Si da fini mos el p18na , en el cua l est5n con t enidos t odas l a s fu orzas de l s i s 

t ema , como ( x,y ) tendr omcs l as s i guien t os ecu aciones . 

R = E F • R = E F 
X x 9 y y 

( 2 . 22 ) 
m = E m 

z z 

4 .- Si s t ema Cop l oncr ~ Fuorz~ Concurr entes . 

En es t e caso t odas l a s fu erz as es t~n cont onid3s en un s 610 plano , el cua l 

puede do fini r se como en el caso on t erior por ( x , y ) , la r esultante es una 

fu erz a única que posa por e l p nt o dG op licoc i6n del s istema . Lªs e cuaci ones 

son 9 por l o t ont o: 

R = x E F 
Y 

( 2 . 23 ) 
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CAPITUL O 3 

ESTATIC A DE LOS SOLI DOS RIGI DOS 

3 .1 SO LI DOS RIG I DOS. FU ER ZAS EX TERNAS E INTE RNA S. DI ~ GRA mA DE CUERPO .LI BR E. 

Un s ólido rígid o es un mod el o que idealizo un cuerp o sólido como uno di s 

tribución cont í nuo de pa rtícu l as , cuyos posic i ones r e l a tivos se man tienen 

i nvariabl os . En formo mns s imple , diremos que os un sólido indefor ma bl e . 

Los fu erzas i nvoluc r adas en los pr ob l emas practic as son de dos tipos: 

o) Fu erzos Extarn~~. - r ep r osen ton l a acción de otr os c ue rpos sobr e e l que se 

es t~ es tudiond o. De t erminan e l es todo (reposo o movimi en t o) de l cuerpo c on-

s iderado . 

b) F u e r2~s Inte rn os .- ma ntienen unidas o l as partes que c omponen e l s ólido 

rígi do . 

Al r eso l ver un problema es necesar io cons i de r a r t odas l os f ue rzas que actúan 

sobre el cuerp o e n es tudi o . Así, el primer paso en lo sol ución del pr obl ema 

c onsiste e n di bu jar un diag r ama de cuer po li br e , e l cual se obt i ene 01 a i s 

l ar e l c ue r po de todo l o qua l o r odeo . 

En es t e di ag r omo deba n i ndicarse cl a r amente t odos l os fu erzas externas que 

r epresentan acc i ones di rectamente ap licadas y r eacciones de cuerp os cir cun

dantes . Cua ndo 01 sólido libr e est6 f ormado pbr vari os por tas , los fu erzas 

qU 8 és t os e j e r cen unos sobr o otras , son fu er zas i nter nas y no deba n por l o 

t anto , t omo r se en cuenta en el di ag rama do cuer po libr o . 

Par o ilus trar astas con ceptos sobr e fu erzas ux t or nas e i nternos y di ag ramas 

de cuorp o libre , cons isde r emos l os dos bloqu es de pesos W
l 

y W
2 

mos tr ados e n 

e n l o figu r a 3 .1 (o ). El di ag r ama de cuer po libr o c ua nd o l os dos bl oques es 

tón juntos f or mando un sol o cuerp o os tá dibujado en l o Fig . 3 .l(b) , l os 

fu erzos ox ternas que actúan sobro U3 t o s i stema son l os pesos W
l 

y W
2 

y l a 

fu orz o N e j ercido por l o superf i c i e de opoyo . Los acc i ones ejercidas por un 

bl oque sobr e el otr o s on fu e r zas i nt ernos por o es t e s i s t ema , por os t o r ozón 

no opa r oce n e n el di og r omo . 

En l o figur o 3 .1( c) es t6n dibujodos l os diagramas de cuerpo libro por o cado 

un o do l os bloqyes . Los fu er zas Qxter nas poro e l bl oque sup ori or son s u poso 

Ull y l a fu erzo NI o j e r c i da por al bl oquo inferior • . Sobro el · bld~u e inferior, 

l os fu erz as externas son s u peso W2 , l a fu erzo NI dobido al bl oque s uper i or 

y l o fuorz a N dobid o o l o superfici e de apoy o . Nó tes e c omo ~l os una fu er za 

externa par a cada bl oque per o es uno fu erz a intor no por o el s i stemo de los 

dos bl oques . 
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r~ '- 1 
i. __ 

w_2_1 _ ___ J 
l' 

." ) N I 
( b ) 

Fig. 3.1 

3 . 2 ESTATICA DE LOS SOL I DOS RI GI DOS.-

ESTATICA os l a part o do l a mo cánicQ que es tudi a los c uerp os e n r eposo . 

Por defini c i ón , un s i s t oma do fu e rzas es tá e n eq uilibrío cua nd o l a fu er za 

r osultante y el par r esultan t e son i gual us 3 cor o . Las c ondiciones a nalítiM 

cas dol oquilibrio , do acue rd o con es t a dofinición, l a s podemos oscribir e n 

f orma voc t oria l 2s í : 

( 3.1 ) 

o bien, med i ante l as ecuaciones as cal a r es s i guie ntes: 

E F = O ¡; F = o· E F = O x y ~ z 
( 3 . 2 ) 

i: m = o. i: ¡y¡ = O; E ¡y¡ = O x y z 

Podemos ahor a de finir el equi l i brio de l os sól i dos rígidos do l a siguient o 

maner a : 11 un s ólido rígi do os tá e n equilibrio cuondo l as fu erzas ex t ornas 

quo actya n sobr e 61 f or man un s í s t oma do fu or zas on oquilibr i o" . Tomando e n 

cu onta l a segunda l ey de New t on, pod8mos a fir mar que un sólido rígi do , i nici

a lmente e n r oposo , perman ocer á on r oposo s i dich o s ólido se oncuentr a en 0 -

librio. Dich o de otra ma ner a , 11 todo cuerp n on r e poso S 8 ha ya on equilibrio 

8s tático~ 

Como ya l o monciona mos a nteri ormonte , fr ecu entomonto os t ar emos fr ont e o 



22 

problemns en l os cuales el s ístomo de fu erzas aplicado a lo s sólidos rígi

dos es mas sencillo quo el coso general que so acaba de plantonr. Es i mpor

t an te reconoce r , pora un s i stema dad o el númer o de ec uac i ones ind ependi en t os 

que pu ode n escr ibir se , puosto que as í s obramos 01 núm ero de incógnitos que 

puaden dot ermin ar se de l os cond i ci one s do oqu i libr i o . 

As í, al n6mero do ocuacionos i ndepend i entos par o el: 

1. - Caso Genera l de un Sí s toma lridimens i onol os de Se i s: 

I:F = O i r O I:F = o x y z 
( 3 . 3 ) 

¡; m = O i r, = O ¡; m = O 
)( Y z 

2 .- Sú, temo Tri dimens i ono.l do Fuerzas Concurrontos es de Tres: ____ o --

iF = O iF = O iF = O x y z 
( 3 . 4 ) 

3 .- sístoma Ge ner<Jl do Fu orz os Copla nare s es Tamb i én do Tres 

¡;F O ¿;F = O ¿;M O x y z 
( 3 . 5 ) 

4 .- Sí sLma Coplo nnr do Fuerzns Concurr ontes os do Dos: --- - ----

¡;F = O ¿;F = O x y 
( 3 . 6 ) 

En l o práctico , y con 01 obj e t o do obt ene r soluc i ones mós so nc illas debe so 

l eccionars e cuidadosnme nto e l sis t omQ coo r de nndo a l cual son r eferidos las 

fuerzas . Las ecuacionos , de momentos . por e jempl o , puedan s i mplific a r se se l ee

. cionondo un ej e de moment os quo corte l as r ectos de acc ión de algunas fu or

zas del s í stema , poro que de es t a manorn sea 01 me nor númer o pos i bl e de in

cógnitas l as inv olucT ndos en dich ns ecuaciones . 

3 . 3 COND I CIONES DE APOYO . 

Para encontra r l a solución c or recto d0 un problema dodo , hemos dicho que de 

bemos hacer un diagr ama de cuorpo libro . Es i mportante , par~ ha cer os te dia

grama e l hecn J de t e nor uno ideo clor a acorca de que fuorzas son l o.s quo ac 

túan sobr e ul sólido r ígido on c o ~tudio . De aqu í l a necGs idad de conocer los 

tip os do vínculo y l a f ormas de intoracción en tr o los cue r pos . 
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sístemas Pl an es .- Las r eacciones e j orcidas sobr o un8 estructura bi di mens i onal 

dependen de l t i po do apoyo , y son l os de uso ma s fr ecue nte l os s i gui entos: 

TI PO DE APOYO 

Superficie lisa 

Rodil ln 

/ ..... ,,_. 
¡ 

/ I 

I / 
/ ;' 

I , 

. '-~ I . 
I I 

/1 
I ' 

) !~~~t .- ~ . ,", , ' . " .,., r5i 
Cable corto 

Articulación de pasador 
liso 

Su~erfic1e rugosa 

Empotrami ento //~ ~ 
/1 -1 
/;'';-,/'-:/~'', ----

-,.,. 

Fi g . 3 .2 

P.EACCION 



iJota: 

24 

r eacción de dirección conocide . 

reacción de dirección desconocida , pero que se ha des

c ompue s t,o en co nponent es rectangulares, 

r ep.cción compuesté' por una fuerza de dirección de sco

no cida y un p~r P 

Sistema t"'idi1llensionales,- Los tipos de apoyo comúnmente e rrpleac10s e _ s i8-

t.8rv¡ns t r idine nsional e s son 1 0s que sj.gu.en : 

Rótula 

Empotramie nto 

Fig , 3.3 

Es tos son SOlpr.1Pl1te ~ 1 9unos de los t i pos de !3.poyos l:' ue e ncontr<lJ.'1los e n l a pr PE. 

tica, f'Rr .:- d et 8rmi nar l a reacció _ de un a poyo cualquiey a puede proc ederse de 

l a siguiente ma~lera~ i mafi'inar uue s e tr8t p de mover el só1ido p lo l a r go de 

c ad !\ un;=-l. de l a s tre s direccione s ortogonale s definidas por el sistema ele e j es 

X, Y, Z¡ r:: :1 h di.rección en que e ste movimi ent0 e sté r e stríngido hab r á uno 

c ompo:nente de 1 1' f uer za d8 r epcción , 

Lue <t o i"'lPgi '\ :r Q ' .J.8 s e tr,qt a de hace r g-Lr <: r e l sólido [l lred edor de c<Jda uno 
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de los oj os X, V, Z; s i hay rostricción a que la r ot ación se pr oduzco , enton

ces s ignifica que ex i s t e una c omp onenta de l pa r de r eacción an e l apoyo . Si

gu i endo es t e pr oc ed i mi ent o 8 S fácil raco nocer que reaccionas of r ece un de t er

minado t i po de a poy o . 

3 . 4 ESTABI LIDAD DEL EQUILI BR IO. 

Vimos en l as s e ccione s anteri or es las c ondic ion es de aquilibrio de un sólido 

rígid o y los t i pos de a poyo . Sin amb a r go, c onvi e ne sabe r como de t er mina r, an

t e un pr obl ema dad o , que ti po o tipos de apoyo son ne cesar i os por o restrin

qi r c ompl e tament e un s ólido y a demá s r ec onoc er ba j o qu e circuns t a ncia s l as 

r c acci ~nes puede n ser det er minados usando l os c ondic i ones do equi l i bri o . 

Por r es tringir c ompl e t a me nte un sólido de be onte ndors o quo, no i mpo r tando 

quo s i stema de fu e r z8s es t á a ctuand o , el sólido no se moverá . Es t o es equi

val en t e 3 decir que e l sólido Gstá a poyado de t a l ma nero que ba j o c ualquier 

c ond ición de corg a l as sóis ocuac i ones de equilibrio ( 3 . 2 ) son sa ti s fech as . 

Vemos pues , que par o cumplir esto r equis ito nec es itamos un a r reg l o de se i s 

r oacci onos . 

Cons i de r am os el s ólido most r ado en la figura 3 . 4 .E~ (a) , 01 punt o A del s ól i~ 

do es tá fi jo medianto tr e s barr as r í gi do s , no coplanores y con s us extr emos 

art iculados . Es t a s tr os barros s on suf i c i en t e s para asegurar qua F = O; x 
~ F = O; ¿ F = O. Sin emba r go , el sólido es tá libro paro gi r ar a l r ode-

y Z 
dor da l punt o A o s ea , que s i hoy fu erz ps ap lica da s : ¿ m 

x J O; ¿ m Io· y r , 

~ m J O. En (b) un segundo punt o , B, s o ha fij a do usando dos barros para z 
as agura r ~ m = O; ¿ m = O. En es t os condici ones e l úni co movimi ento x y 
pos i ble os una r ot ación dGl s ólido alreded or da l e j e ~ , y pa r a pr eve nirlo se 

ha c ol ocado una barra e n e l punt o C do ma nera que no s oo s ecante 01 a j e AB 

diagrama c). As ! pue s , s e i s borras orticulados , o un s ist em~ equivalente , 

r es tringe c ompl e tamont e un s ólido en 01 e sp acio . De be acla rars e que no es 

necesario qu o 01 ar r eg l o de l a s ba r r a s s oa exs ctament e c omo e l mos tr ado e n 

e l diagrama (c) ; as ! por e j e mpl o , n ( d) se m~o stra otro or r ogl o qu e cump l e 

01 mi smo pr opósit o. 

Sin embargo , no podemos concluir qu a c on cua l quie r arreglo de s ei s ba r ras , o 

un s it~ o mo equival ente , l ogramos r os tring ir comp l ,; t omon t o un s ól i do . Por o j o~ 

plm, on l os di ag r amas (e ) y (f) s e mu es tran dos cos os en l os cua l es no s e ha 

l og r a do . En ée) 8 S evide nt e quo el sólido puedo r otar alr edodor de l e j o AB 

s in qu o ha ya r es i s t enc i a an t e a l guna ca rgo ex t orna , 01 pe s o por e j empl o, qu e 

produzco un mome nt o alre ded or de es t e e je. Es dw cir , ¿ m J O. En (f) notaz 
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mas que l as so i s barros (de traz o l l ano) son par al e l as . Como cons ecuenc i a 

do es t e arregl o vem os que cual quier ca r go exte r no pe r pendi cula r o l os ba rro s 

no pued r. ser resistida, 8s t o es , i F j O· x f , ¿ F J O. Una s ituación so mo 
z 

j ant o se observo s i l a s borras en O y e n C son c ol ocadas c omo se i nd ico me 

di ant e l as lineas punt oadas . En es te coso t oda s l as barras son perp e nd i culo

r os a una dirección común (pa ral e l o a l e j e Z ) y cua l quie r fuerz a e n osa di

r ección se encuentra s in ' r os i s t onc i c , por l o t anto , i F J O. 
z 

De l a di s cusión on t er i or podemos sacar l os s i guiontes c o n c l us ~ ones : 

1.- Un sólido es t á c omp l e t ame nte r e s trinqido s i med i an t e el s i stema de apoyo 

usado las so i s ecuacione s de equilibrio (3 - 2 ) son satisfechos pa r a cualqui e r 

cond ición de corga . Es t e esta do de l os sólidos s ucI o denominar s o t amb i 6n con 

l o pa l abta es t ab l e . 

2.- Un sólido os t á parciolmen t e r ust rinqi do cua ndo 01 s i s t ema de apoyo us ado 

de t er mi no que l as r oaccione s son fu or zas cuyas r oc t as de acción son secante s 

a una misma r octa o son pe r pendi cu l a r us o una dir occ i ón común, o bi en el nú

mor o de r oaccionos es menor do soi s . Es ta c ond ición os t amb i én conocido c on 

el rO~lr 8 de inostab l e . 

Si 01 s i s t emo de ap oyo us as o por o sopor ta r l os f uorza s qu o a ctúa n sobr e un 

s ól i do rígi do ofr eco mos de se i s i ncógnitas , 01 núme r o de ecuac i ones de 0-

quilibrio 8 S meno r que 0 1 númor o do i nc gnita s , es dec ir, 0 1 s i s t ema se en

c ue ntr a es~ticamen t e i ndet er mi nad o . 

La s ituac ión en l o cual el nú mor o do i nc 6gnitos os igual a l núme ro do ecua

ciones de oquili bri o os c onocido como os táti camo nt o do t e r minado . 

Final men t e , s i ex i ston monos do s oi s i ncógnitas , hay mas ecuacion es que i n

cógni t as y no pueden: s :J r -sati s f echos a l gunos de l as condi c i ones de oquilibr io 

boj a c ondi ci ones ge ne r a l es de corga , o sea e l sólido es t6 par cial mont o r os 

tringid o . 

Sólido Rígido Ba j o Cargus Coplonares .-

Vimos Gnte8 que son tr es ecuac i ones us ca l a r es 

l os necesarios por u expresar l as condic i ones 

de equilibri o de un sólido r í gi do que os t á ba

j o l o occ ión do un s i s t ema goneral do fu erzas 

c op l ona r es . 

Es t as condic i ones pueden ser sat i sfechas me

di ante un s i s t oma de apoyos f or modo por tr os 

barras ( o s u equiva l e nt e) c omo so muos tr a e n 

l a figura 3 . 5 (3). El núme r o de i ncógnitos es 

igual a l númor o do ocuoc i onos e s col ares de 0 -

YI 

¡-~ 
, , 
J (a) rh: 

x 

yl 

1}---1 --,--¡ --+l _x. 
J I 

; 7 rh ~ 
( b ) 

Fig. 3.5 



quilibr i o ; al s ólido astá imp edi do de mover s e 

en cual quier dir ección o gira r alredador de 

algún e j e pe r pendi c ul a r 01 pl ano do l o fig u- ~ 

r a e Es t o es , bas t a un arr eg l o de tres borras 

o un s is t ema equ i va l ent e par o r es tringir c om

pl et amen t e un sólido en e l pl ano . 

,,-
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f I-{~ 
Fig. 3. 5 (c) 

Si n e mb ar go , y c omo 'en e l cos o gener al , ex i s t en r estr icciones en l a ma nar a 

de como os t o ar r eg l o debe hac er s e . Se muos t r an en l o f i guro 3 , 5 , (b ) y (c) 

l os dos cosos en l os cua le s el sólido es t á parcia l men t e r es trinqi do . l os 

ex plicaciones se de ducen de l ca s o ge narol. En (b) t odos l as r eacciones son 

perp endicu l a r e s a uno dirección común en el mi s mo pl a no de l a fi gu r o ; esto 

es , paro una co r ga cu al qui er a , i: F I O; en (c) t odos l as r eacciones son 
x 

secant es a uno mi smo r ecta (per pend icul ar al pl a no de l o f i gura en el punt o 

A) , así, par a una ca rg a cua l quie r a , ¿; m io. 
z 

Si e n e l s i s t ema de apoyos in t er viene n ma s de tr es i nc ógnitas , hay má s i nc óg

ni t as que ecuaciones . El si s t Gma os , por l o t ant o , e s táticamente~inde t e rmina

do. Si hoy igual núme r o de incógnitas que de ecuadi one s , 01 s í s t ema es es t á 

ticament e de te r mi Oado . Po r úl t i mo, s i hay menor númer o de incógnitos que de 

ocua c i ones , e l s ólido es t á parc i a l me nt G r es tr inqid o. 

EJEmPLO 3.1 

Cal cu l a r las r eacc i ones de l os apoyos 

de l s ólido mos t r ad o en l a fi gur o . El 

sól i do peso 3000 kg y e l cen tr o de 

gr avedad es t á en 01 punt o c . 

Solu ci ón.· Primero':i<H.bujabl:ósC unc: dia.-

grama de cuerpo libre ' del s61ido. 
Puesto que t r a t amos c on un s i s t ema 

coplanor , podemos enc on tra r l os tr es 

i ncógnitas de l pr obl emo: T, B , B . x y 
Es cribamos pr i mer o l o ecuación de 

moment os con r especto a un e j e Z quo 

,\'1. 

3o~2:~'f 

,1 

e 
li'//I ' '13 

,-+-_'---;---,I~ 
1 m 2 m i 

-: 

pase por 01 punto B. Por c omod i dad , diremos s i mpl ement e , momen tos c on r espec

t o al punt o B. 

i: m - o B -

3000 x 2 - T x 3 se n 30
0 

= O 

T = 4 0 0~ kg 



Luego , de ~ F = O, tenemos : 
x 

8 - T cos 30
0 

= O x 

8 = 4000 x 0 . 866 = 3464 kg x 

Do L: F Y = O obtenom os 8y • l\ s í : 

8 + T sen 30
0 

- 3000 = O 
Y 

8 = 3000 - 4000 x 0. 5 y 

~ 8y = 1000 kg . 1 
EJEmPLO 3 . 2 

Un n barr a quo soporta 

mo libre 8 un o. fu or zn 

os tó opoyo.da medi o. nte 

en f\ y dos cables CO y 

trar las tensi ono s un 

e n 

de 

un8 

EF 

l os 

su ox tr e-

1 000 kg 

r ótul a 

. Encon-

c8bl es 

y l as c omponent es de l a reacción 

e n A. 

Soluci6n .- De l diagr ama de c ue rpo 

libr e observamos que ha y so l amon

to cinco incógnitLls a peSLl r do te

ner un sis t ema ge ncr nl do fu or zas 

en el ospac i o . Est o se de bo a qUO 

t odns l as fu erzas c ortLln a l e j e X 

dand o por re s ultado que l a e CU Q-

ci6n oscal a r ;' m = o es r odun-'-' x 
dant e , 8S decir, quo únicamonte 

poseemos cinc o ecuac i one s escLll aros 

disp onibl es par a e nc on tra r l a s c in

c o i nc6gnitas. 

Las oxpresionos vectoria l es do 18s 

fue r zas inv olucradas son : 

" 
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Y ~ 2 ,m/ I /' 
, / ~.5 m 

1m,' , F\' i ' /r' " ' 1 .!' 
1 • 

/ ' 

D ' , 
1 , /' 
I ' . \ 

" , ,', e E B X 

2 m ' 1 I 
", / 1 2m 1m l 2m ¡ 

./ 

'1---'--- ' - , 

I 

Y 
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p = - 1000 j 

RA = A i ~ ~ J" + A k . x y z 

TCO = - 0. 67 TCO i + 0. 67 TCD j + 0. 33 TCO k 

TEF = - 0.77 TEF i + 0. 384 TEF j - 0. 512 TEF k 

Toma ndo moment os c on r espocto a l e j e Y: 

II o o 1 o 

o o + 3 o O = O 

0. 33 TCO. - O. 77T EF 0. 384TEF - 0. 512TEF 

Desnrr ollando, obte nemo s : 

Aho r a t omamos momon t os c on r espacto 01 e j e Z: 

o o 1 o o 1 o O 

2 o o o O O O = O 

- 0 . 67 TCO - o. 77T [1-- 0. 384TEF - 0 . 512 TEF 
o -1000 O 

1. 33TCO + 1.15TEF - 5000 = O 

Su s ti tuyendo TCD = 2 . 3TEF ' obtenemos TEF 

T EF = .1190. k~9. 

En t onces: 

TCO = 2 . 3 x 1190 = 2730 kg 



De ~ F = O x 

A - B. 57 x 2730 - 0 . 77 x 1190 = O x 

f\ 2737 kg I = 
/) 

) x 
./ 

De ~ F 
L.. y = O : 

A - 1000 '" 0 . 57 x 2730 .J. 0 . 384 x 119 0 
Y 

r\ =-1277 
, 

Y L f\ = 1277 kg 
Y .' 

.' 

/ 

De i: F = O : z 

A + 0 . 33 x 273 0 - 0 . 512 x 1190 = O 
z 

A = - 300 z 
I 

Az = 300 kg )--

30 

= O 
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CAPITULO 4 

APLICACIONES DEL EQU ILI BR I O DE LOS SOLI DOS RI GI DOS . 

4 .1 ANA LISIS DE ARmADURAS . 

Un tipo común de es tructuras ompl eadas en ingon i ería consiste en un sistoma 

de barras conectadas entro s í mediante sol dadu r a , r emaches o pasador es • Es 

t as os tructuros son conocidas con el nom bre de armadur as . Con 01 objo t o de 

s i mp lificar s u anólisis har emos algunos i doalizac i onos . Así, en l as a rmaduras 

tridimensionalos s upondr emos quo l os bar r~ s es t án int e rc onectad~s por r. ótu l as , 

mi un tras que on las a rmaduras planas los miembros es tarán conoc tados por pa

sador os lisos . 

Otra hi~ 1tosi s consi s t o en s upuner 

que t odas l as car gas (i ncluyondo el 

poso do l as barras quo f orman la 

a r mad ur a ) es tán ap lícados on l os 

nudos sol amen t o . Un nudo r op r osen

t o l a c onexión entTo l os miemb r os 

que f orman l a a r mad ur a . 

Toniendo an cuonto es tos hipóte s i s , 

puade considerarse entonc~s cada be

tr a como rnn s61ido con fu e r zas ap li-

cados únicamente en s us ox tr emos . 

Par a qua as t as fuerza s se enc uentr e n 

on oquilibr i o han de se r de_~gual magnitud , colineal es y de son tido op ues to. 

En l a figur a 4 .1 so mues tra r - ~.os dos cosos pos i bl es . En (a ) l os fuer~as ti e n-

do n a Gs tira r l a bar r a , os decir, l a barra tra ba j a a t onsión ( ta :nb i én cono-

cido como tracción), mi : ntr as que cm (b) las fLJ o r~as ti e nden a acortar lo 

barra , tr a ba jando as í a compre s ión. 

Armaduras Simpl es .- En la fi gura 4 . 2 so mu estran algunos e jemplos de ar madu r as 

pl a nas y tridimons ionalus . ConEi '~e r omos primero la armadura (a); cúando so l e 

apl ica un s i stema de fu erz as com o el mostrado , la armadura se deformará per

di e ndo c ompl et amente s u f orma originol, os dec ir, no tiene una confi gurac i ón 

os t a ble . En (b) l a a rmad ura es tá f or mada por tr es b ~ rras; notamos que c on l a 

f or ma tria ngular obtenemos una configuración rígida do l a armadur a puosto que 

ésta mantiene s u f orma origi nal bajo cual quier tipo du carga s . En (e) se mues

tra como puode obtenerse una a r mad ura rígida mas grande agrogando dos barras 

BD y CD a l a f orma bás ica triangular ABC para obtener un nuevo nudo . Este 
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pr ocodi mi ont o puedo r opo tirse añad i ondo dos barros cada voz p~ra obtener un 

nuevo nud o y l o ar madu r a resultanto sorá siempro r í gi da , como puede verse on 

(d ). 
Observ omos que la a r madura bósica t riangul a r en (b ) tiene tres barros y tres 

nudos; en (c) hoy c inco borras en t otal y cuo tr o nudos . Es dec ir, quo cada 

vez quo aumontamos dos ba rr os apar ece un nuovo nudo , resultando a s í lo s igui o~ 

to r el aci6n ont r e 01 nú mu r o do barros , m, y el núme r o de nud os , n , de uno or

madur a plana . : 

m = 2n - 3 ( 4 .1 ) 

La configur aci6n básico de l a armadur a tridimonsional r í gidc es tá formada 

por s oi s barros unidas en s us extr emos para formar un tetraedro . (Fig . 4 . 20 ). 

Añadiendo tr os borras coda voz o as t o configurodi6n para ob t one r un nuovo nu

do podemos obtoner uno estructuro ríg i do mas gr ando ( Fig, 4 . 2f ). Obsor vemos 

que e l t e traodr o ti eno s e i s barros y cuatr o nudos y que , codo vOz que se au

mon tan tros bar r os apor eco un nUGVO nudo , dando por r osultodo l a siguiente 

ro l oci6n : 

m = 3n - 6 ( 4 . 2 ) 

Las armad ur as , planas y tidi monsional os , constru idas de es t o manera son cono

cidos c omo armaduras s i mp l os . 

4 . 2 ME r ODOS DE ANA LISI S. 

1 .- m~todo de los Nudos . Este mótodo consis to on onc ont r or l os fuerzas on l as 

borras oscribiendo l as ocuacionus de oquilibrio par a cada nudo de l a armadu

r a . Los s i gu i en t es ojempl os ilustran 81 mótodo. 

EJ EMPLO 4.1 

Deter minar los fu orz os en todos l as borr as do l a a r madura mostrado en la fi -

gura (a) 

Solución.- En l a f i gura (b) ha sido dibujado el diagrama de cuerpo libre de 

l a armad~~ c omp l ot a . Las r eaccionos do l os apoyos RAx ' RAy , RB puoden 

so r calculadas . 

Hemos visto que uno a rmad ura puade sor cons i doroda como uno combinac i ón de 

pasador es y ba r ras sGmotidas a l o acc i ón de f ue r zas an sus axtremos , do i

gua l magnitud , colinool os con 01 e j o de l a barra y de sentido OpUGs to. La ar-



200 kg 

e J~lOO k g 
¡tJ, ~ 

.'-..., 

I ----r 
¡ 
! -
IJ 3 
I 

I 
I 

ro 

1200 kg 

e /I-":':''-~ .., 100 kg 

Ji ~ 
-~ 

RAx I 
-E-----------------

A t D 
¡RAy 

( b ) 

....... . -.\ 

~-_~x---~ __ ~ ._-.>-

( e ) 

3 3 

~B 
'" ---------'. 

madura puede , por l o tanto, descomponors e y dibujar un di agrama de cue rpo li

br o para cada pasador y cauo barra como se ve en la figura (e). Además , l a 

t ercera l ey de New t on indi~a quo l as fu erz a s de aec i6n y ruaeci6n entre l os 

ba rras y los pasador es que l a s unan son igua l as y op ues tos , 8 S dec ir, que 

las fu erz os e j ercidas po r una barra s obre l os dos pasador os que l o s irve n de 

unipn deben lle va r l a diroeci6n de l oje de l o barra y ser i gua l es y opues t os . 
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Como la nrmoduro os tá on equil ibrio, coda pasador dobe es tarlo t amb i én . El 

pr ocodi micnto cons iste en plantear suces ivamente 01 oquilibrio do codo nud o , 

empezando por un nud o en e l que se desconozca 8~10 dos fu erzas (obsérvese 

que os un sis tema copl onar de fue rzas concurta~tos : y cuan do éstas han s i do 

det orminados posar a otr o nudo que tenga tambi6n dos incógnitos y as i suce

sivamünte • 

Otra obsorvación importante es que no s iempr e es posibl e do t e r mina r por sim

ple ins po cción s i l as barras ostán o t ensión o a compres ión, para r osolvor es

t o s ituación supondremos quo t odos l as fu erzas son so t ens ión y 01 ob t ener 

l os r es ultados , un v210r pos itiv o i ndicará que la suposición os c orrQ~tQ , os 

docir , que lo fu orza os de t ens i ón; on cns o contrario l a fu erzo s or8 do com

pr es i ón . Nótese de lo figura (c) que las fu urz as do tonsi6n so alejan de l nu

do . 

Ros oilivomos_pntoocos.,ól -profuloma qua tonamos , ~la~tond~. Para . 1a · arma~Qta · . c dm: ~ 

ploto: .(. Hg. b) 

~ IYI
A = O 

RB x 4 - 200 x 1 - 1 00 x 3 O 

RB 93.3 kg l 
i: F = O 

x 

1 00 - R
Ax = O 

R
Ax = 1 00 kg < 

E F = O 
Y 

RAy + RB - 200 = O 

RAy = 200 - 93 . 3 

RAy = 106.7 kg r 



Nudo A: 

..., F = O 
l.. Y 

FAC = - 123 kg 

FAC = 123 kg (c ompros ión) 

2}F = O 
x 

FAO = 161.5 kg (tensión) 

Nudo I? S 

¿:;F = O x 

F80 - FAO = O 

F80 = 161 .5 kg (tonsi6n) 

.., F = O 
l.. Y 

Feo = O 

Nudo C : 

¿:;F = o x 

100 ... F
8C 

cos 300 
t F 3 o T AC scm O = O 

FBe = - 186.5 kg 

F8e = 186.5 kg (comp r es ión) 

~
FCD 

F AD =161. FBD , 0---:+) 

1
200 

100 

=1~20~O 
o BC 

30 

FCD = O 

35 



Obs érv os e que a 6n cuando no se ha pl anteado l a ecuaci6n 
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~ F = O par a e l nuy 
do e ni l as dos ecuaciones de equilibrio do l nudo B ya hemos de t e r mi nado l as 

fu orzas e n t odas las barras . Es t a s i t uación puede explica r se as í : como l a ar

madura tiene n nudos , habrá di sponiblos 2n ecua ciones . Ro c or de mos que por o 

una armadura pl ana m = 2n - 3 , o soa , 2n = m + 3, lo que s i gnifica que podo 

mo s enc ontrar las m f u or zas de l as barras más l as 3 r eac c i ones do l os op oyos 

RAX ' RAy Y R
B 

es tudi ando ~nic amente l as ocuacionos de l os nudos . El hecho de 

que l a ar madura en t era sea un sólido r í gido en equilibrio se debe a que s us 

partes c omponen t es se enc uentran en equilibri o y l as tr es ecuaciones empl ea

das i nicialmen t e no son por l o t onto i ndepe nd ion t es de l as ecuac i ones asoc i a

das a los nudos . Sin ombar go , puoden usar so , c omo l o hemos hecho en es t e o j em

pl o , y a l final con l as ocuaciones s obr an t es c omprobar lQS resultados . 

EJ EIYIP LO 4 .2 

Do t ermina r l a fu erza en cada bar ra 

de l a armadura mos tr ado . El apoyo 

en A es una r 6tula , mi entras que 

en B y e son r odas . 

Soluci6n.- Par a l o a r madu r o c ompl e

t a: 

Z fY1 = O 
x 

3 Re = O 

Re = O 

., fY1 = O LJ z 

'" 

T z 

3RB - 3 P = O 

RB = P r 
¿;F = O 

x 

P 4- RAx = O 

RAx = - P 

RAx = P ~ 

p 

3 m 

x 

/ 

/ 
.- -------- --/-- - --- -+ --

/ / 

3 m __ ._J-
/ 



EF = O 
Y 

RAy .. R
B

- P 

RAy = O 

i F = O z 

RAz = O 

Nud o A : 

E F = O x 

= 

FAB - RAx = O 

O 

FAB = P ( t ens i6n 

E F = O 
Y 

F
AD + RAy = O 

F
AD = O 

¡;F 
z = O 

F
Ae + RAz = O 

F
Ae = O 

Nudo B: 

¡; F = O z 

F
Be 

sen 45
0 

= O 

FBC = O 

y 

, , 
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~ F = O 
x 

F BD = P ,¡-2( . , 
compreslon 

Obs órv ose que 01 mi smo resultado s o obt i eno de 

Nudo C.- Es obvio que FCD = O • 
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2 .- mé t odo do lGS Sec c i ones .- Es te método es úti l paro aquellos ca s os en quo 

únic amon t e so desea conoc e r l os fuorzas on algunas bar ras . El m~toclo c ons i s 

t e en di bu j ar un di agr amo de cuerpo libro de uno parto de l a ar madur a de tal 

ma ner a que l a fu erza dese ada apar ez co como una f uerza ex t er no . 

EJE mPLO 4. 3 

De t er minar l as f uerzas en l as ba-

rras CD , DE Y BE do l o a r madur a 

de l a fi gura (a) 

Solución.- Par a l a a r madur a entera 

( f i gura b ) 

E fYl - O A -

6R B - 400 x 1. 5 - 300 x 2 = O 

RB = 2 00 k g r 
i: F = O 

x 

, 

300 - R
Ax 

= O 

RI = 300 k g ~ 
AX 

t:: F = O 
Y 

400 kg 

D e t 
2 ~ 

( a ) 

( b ) 
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R
Ay 

= 200 kg j 

Cortamos ahora l a armadura como s o i nd i ca por l a línea punteadª mm y escoge

mos l a parto dorecha c omo cu erp o lib re . 

RB x 1.5 - FBE x 2 = O 

FBE = 15 0 kg (t ens i ón) 

¡; F = O 
Y 

4 
200 - FOE x 5 = O 

FOE = 2 50 kg (t onsión) 

¡: F = O 
x 

3 
300 - FC O - FOE x 5 - FBE = O 

= O 

I 
4.3 mAR COS 

F D 

CD~?S.300 
.i:'DE 

B 
FBE <E---

ll13 
= 200 

Con 01 nombre de marcos so conoce un tip o de es tructuras cuyos c omponentes 

son barras somet i dos o fue r zas que no actúan a l o lar~o de sus ejes l ongitu

dinales. 

El o j empl o que s i gue servirá para ilustrar 01 annlis is de es t os es tructuras . 

EJEmPL O 4.4 

Determinar l os f uerzas que actúan sobre cada borra de l ma rco i ndicado on l o 

figuro (o). 

El marco es tn forma do por dos borras AC y BO conectadas modion t e un posadDr 

on C. Es tá. ap oyad o med i ante una articuloció~ de pasado r liso en A y r odillo 

en B. El diagrama do cue r po libro de l marc o completo es tá mos trado en lo f i

guro (b ) ; notamos quo los fu orzas extorioros son 10 fu erz a aplicada 1200 kg, 

los dos componentes A y A de la r oscción en A y l o fu erza RB de la roacción 
x y 

on B. l as r eacci ones pueden ser de t orminadas do este diagrama , os í : 



4R
B 

- 3 x 1200 = O 

. , li B = 900 kg i 
i:F x = O 

1200 - A = O x 

A = 1 2 00 kg ~ x 

¿;r 
Y 

= O 

R - A = O 

y' 
¡ 1.2 
I 
I 
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1.6 1. 6 -+------- -t- --- --+ 
, ! 

.. -... ---+------ - ----~---- _r -" 

11.2 ; 
¡ 
I 

B Y -t-- ---·-- --- - -----r--: 
r\ = 9 0 0 kg ], Y 

En s eguida dos mon t 2mos 01 marc o y 

dib uj am os di a gr a mas de c ue r po li

br e pa r a ca da una de l as barras . 

Se obs e rva r á que l a s c ompone ntes 

de l a f uer za e j er c i da e n C por l a 

bar ra BO sobr e AC se r opr es e nt a n 

igual y de sen tid o c ontr a r i o a l a s 

componentes do l a f uer za e j or cida 

por AC sobr o BO. Es t o se ha co e n 

virtud de l a t erce r a l oy de Nowt on 

¡1.8 

que es t a bl ece el pri nc i pi o do a cc i ón 

y r eacci6n . Par a l a ba r ra BO , t e ne-

mo s : 

¿; F - O 
x 

1 200 - C 
x 

- O 

e = 12 00 kg 
x 

l. 2 ~ 

+- 2.4 _ _ ___ .~---~~-+ 
( b ) 

1200 
-----r (~ 

( e ) 



~F O 
Y 

900 - C = O 
Y 

• • C = 900 kg 
Y 
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Debe hacerse not a r que, do i gual manera que a n l as ormoduros , no han s ido us a 

dos t odas l as ecuacionos de equ ilibria , tales c omo l os de l mi embro AC. Las ra

zonas son las mi smas ya expues t os on el coso de l as ~rmaduras . Sin embargo, 

estas ecuacione s s irv e n pa r a comp r obar l os r esultados . 

4 .4 ROZAIYl IE NTO 

En el annlisis de l os sólidos rígidos que has t a ah ora hemos c onside r ado , hemos 

supuos t o que t odas las su por f icies en contact o e ran lisas , es dec ir, s in roz o

mionto. La fu erza de rozomien t o es l a fu orz a tangenta 2 l as superficie s en 

contacto qua tiende a ov ita r el movimiont o r elalitivo entro l os supSrf i cies. 

Lo fuerz a de r ozami en t o es un factor deseabl e on a l gun os casos , por o j emp lo, 

on l os f renos; pa ro también se tra t o de di sminuir o oliminar on otr os para que 

l as perdidas de ene r gí a soan mínimas . 

Existan dos tipos de r ozami ent o: a ) Rozami en t o sec o O de Coulomb que se veri

fica entr e superficies no lubricadas ; b) Rozamie nt o Fluido que t iene lugar on 

tr e capa s de flui do qua so mueva n a diferentes vol ocidodes. Nuestro es tudio 

l o limitaremos al anális i s do l r ozami en t o s eco, pu os c orrosponde o l a mecóni

ca do Fluidos el es tudio del r ozamiento fluido . 

Considor amos oili bloq~e mostrado' 

e n l o f igura 4 . 3 (a ), que descanso 

sobre uno superficie rugoso y al 

que so ha ap l icado una fu e r zo P do 

dirección paral elo 01 pl a no de l o 

s uperficie . En (b), el di ag rama do 

cue rpo libre de l bl oque h~ s i do di

bu j ado . Si P os peque ño , e l bl oque 

no se moveró, puos ex i ste l a f ue rz o 

do rozamient o F horizontal que e 

quiiliibra a p. 

Si l a fuorzn P aumento , lo fu e rza 

de roznmiento tamb i e n a um enta de 

( a ) 

( b ) 

Fig. 4,3 

- ----', 

w I--~ p 
I 

' -/ 7 T--.J..~~~. _, I , _~_, 
. . ' ,' I " . / ; , / . ~ .. .' 1 

I wl /-4 l ____ ~ 
F'~<::----
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mano r o que los f ue rzas P y F s iguen s i endo i gua l es e n mag nitud . 

As í, s i l o fu erzo o r ozomi ent F 

es pl oteado como uno función de P, 

la CUDVa qua so ob ti ene es uno lí

nea r ecta cuya pend i ente es igual 

a un o ( Fi g . 4 . 4 ) . Si l a fu erz a P 

s o aume nto a ún más , el bl oque comen

zará 3 move r se , i ndicando que l o 

fuerz a de r ozomi en t o F ha a lcan zado 

s u m8ximo val or F • In mGd i 2tamen t e 
m 

desp ues que el bl oque c omi e nza o mo -

ver se , l o magnitud de F desc i e nde 

hos t a un val or Fk que pe r mane c e 

ap r oxi madame nte c onstant e . Es decir, 

que par o un s ólido en me vimiént o , lQ. 

que l o f uerz o de r ozamÍEmt o es tcStic o 

o : 
I 
I 

Equilibrio 

F 
m 

IVIovimi ento 

__ _ -1- __ --------1'----

Fig. 4.4 

fuerz a de r ozami en t o cinético ,F
1 

es -- ~ 

F • Exp erime nta l mo nte se demues tro 
m 

mo nor 

que 

el va l or máximo F de l o fuerz a de r ozami Gn t o os pr oporc i onal o l o c omp onente 
m 

no r mal N do l a r eacción do l a s uporfic i o . Así: 

( 4 . 3 ) 

donde fs es llamado coe fi c i onto do rozami ent o es tát ico . Do manero seme j on

t G, l o magn i t ud Fk de l o fuerzo de rozom i ~ nt o cinótica puede es cribir se como 

s i gue: 

( 4 . 4 ) 

e n donde fk es el coe fi c i ente do r ozami e nto cinótic o . Estos c oef ic i entos son 

do tormi nodo s en f or mo experim ntol. 

Es i mpor t onto obsor va r que l o fu orzo ue r ozami e nt o do bo s i emp r e so r me nor que 

fsN , per o que os i gua l o es te vol ar sol amont e s i 01 máx i mo va l or ha s i do 

ol conzodo . Por o el coso partícular en que F = F , diremos que e l movimi ent o 
ro 

es i nminen t e , pues un pequeño i ncre men t o de l o fu orza P pr ovocaró mo vimi ento 

al s 61i do . 

Debe t e ners e on cu enta que l o fu er za de r ozami ento actúa s i emp r e on sent i do 

opues t o al del movimi en t o que tienden a pr oducir los fu ozas ex t ern as . En al gu

nos problemas es to di rección no es evident e y ent onc es de be s uponor sG ; s i l o 
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suposición os inc orrecta , la magnitud de F r esul tará c on s i gno negativo , haB 

ciendose necesario r esolver de nuevo el probl e ma c on l a fu orza de rozamiento 

en l a di rección aprop i ado . 

Al gunos veces convi ono sus titui~ la 

f uorzo normal N y lo fuerza de r o

zamiont o F por su r osultonto R. Se 

VD en l o Fig . 4 . 5 que R hace un án

gul o ~ c on l o componento normol. Pa

ra l o condi ci6n de movimi 3n t o inmi-

nento , se donomina ón jul o de r OZQ-- ---
mi ento 8s tót5_c o ~s , y so Gbsorvo 

que : 

f5 N 
t on ~Q = 

'" r'~ 

~s 
... 

~5 tan = f5 - ~ = are 
:..: 

.-------

I w t I 
I ¡ 
.----.--;----- F 

Ntt~: t-_··· I 
I ~ I 

! _ __ 1 

Fig. 4.5 

tan f5 ( 4 . 5 ) 

De mod o seme j ante , el ángulo cia ' r ozomiont o cinéti co se encuent r a que va l e: 

~k = arc ton h 

EJEmP LO 4 . 5 

Dete r minar lo mínima fuo r za horizontal 

p quo pr ovoque movimi en t o on 01 sis 

t omo most r ado . 

501uc i 6n .- Comenzam os dibujando dia

gr amas do cuor po libro paro cada 

bl oqu e . 

Observamos qua se pr eso nton dos s o

lucionG s pos i blos 

o) se muove t odo el conjunt o , En os 

t os c ondiciones: 

pero: F B:.s f B NB 

( 4 . 6 ) 

1000 kg 600 kg 

~'¡-.---..¡l B 
I ~: fE= 0.2 

. /" " ~:~ h .;1
1 ~1"":-40~0:--:-kg-1-'-¡_ . .l 

,., e 
/' - /- /...,....,.. .. 7 / +-, / - / - .-', -.' - / ..,../...,.....,,.,,...../ ....... - / .,.../ ..,.-•• ...,-, . ..,., /-:1/-'-/ 

fe = 0.3 

/ 
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b) Deslizo el bl oque e permaneciendo inmóvile s A y B. Por e es ta pos ibilidad 

debe cumplirs e : 

y 

Supondre mos que l a pri e r a solución as l o corr ec t a . 
, , 
el S 1. t de l bloque A, t ene -

mos : 

¿ F = O ; NI\ = 1 000 kg 
Y 

F¡\ = 0 .1 x 1 000 

FA = 1 00 kg 

E F = O T = FA = 1 00 kg x 

Bl oque B: 

E F 
Y 

= O NB 60 0 kg 

E F = O FB = T = 1 00 kg x 

FBm =fB NB = 0 . 2 x 600 = 1 2 0 kg 

Es decir que FB < F
Bm 

' l o qu e s ignifica que 12 s up os i c i ón os corr ecto , y , 

por s upuos t o , des ca rt am os l a segund n pos ibilidad de movimiento . 

Bl ogue c: 

~F = O 
Y 

~ c = 1400 J 600 = 2000 kg 

Fe = 0 .. :3 x 2000 == 600 kg 
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E F = O 
x 

P - F -F = 0 
El C 

P = 100 + 600 

P 7 00 kg 

¿~ ., 5 SISTEmAS DE FUEflZAS DI STRIBU I O/\S . 

En los s i s t emas de fuerzos que hemos considorcdo hasto ahoro , han sido trata

dos l os fuerz as ap licados e n un sol o punto , es docir , que l os hemos considera

do c omo cargos concontradas . En lo roalidod l as fuerza s es tñn aplicodos , sobre 

a l guna.' rogi6n do l cuerpo sobro 01 que act~on. Si asto r eg ión es muy pe queRa " 

comparado c on los dimensione s de l cuerpo, l o fu orza so considora conc entrada. 

Al gunos e j emplos en los cua l os e l ofocto do I n distribuci6n dobo considerar

so l os hallamos en l a presión do l viento sobro las paredes de un edif i cio , l o 

prosi6n de l aguo sobre uno c ompuerta , a te . Encontromos tres tipos de fu e rzas 

di s tribu i das: 

1.- Fuerzas di stri buidas o l o largo de uno líneo (ojemplo, l os cargos sobre 

una viga ); 

2 .- Fuer zos distribuidos sobre uno superficie ( e j emplo, l a presión del og ua 

on un o pr oso); 

3 .- Fuerz as distr i buidas en un volumen (e j emplo , a tr acción de lo gr avedad ). ,. 
En a l coso de un sis t ema de fuerzas dis tribuidos o lo l argo do una línea , lo 

in t ens i dod de c~rgo w se de fin o c omo l o fuerzo por unidad de l ongitud , es to 

es , 
d F w = 
d L 

Cuondo os sobre un ár ea , 

w = 
d f 

d A 

y s ob r e un ~ olumen 

d F w = 
d V 

( 4 .7 ) 

( 4 .8 ) 

( 4 . 9 ) 



Cons i de r emos el s i stoma de fuer zas 

di s tribu i da s o l o l a r g do l o j e X 

mos tra do e n l o figuro 4 . 6 Lo intonr 

s idod de cor go w os una f unc i 6n 

w(x ) do l o di s t a ncio x medi da o par

t ir do O 8 l o 10r go de l e j o X • 

Seg ún l o ocuoc i ón (4 . 7) , lo carga 

sobro una longitud dx es: 

dF = w( x) dx ( 4 . 10 ) Fig. 4.6 

Lo magnitud de l o fuerza r esultan t e de este sis t ema ser á: 
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L 
R = J dF = Jo w(x) dx ( 4 .11 ) 

Debemos indica r ademós l o pos ici6n de as ta r osulta nto , Es t o se ha ce sabie ndo 

que 01 momen t o de l o r esul t on to os i gual el l a sumo de _' J2.os momentos de l as c om

ponentes . En este cos o 18s componentes son l as fu er zas dF. Tomando mom ontos 

con r es pecto a O, t one mos: 

L 
x R R =J x dF =Jcr w(x )dx 

, , 
L 

-JO x W (x)dx 

x -
R- JL w(x ) dx 

O 

do nde xR 8S la di stancia desdo O o la r ecta de occi6n do R. 

EJE mP LO 4. 6 

De t e r mina r la re s ultonto de l a car

ga distr i buida qua var í o linoa l men

t o a l o l a r go de l a vi go A B quo se 

mu estr o en lo .: figura. 

Solución.- Usando 01 r osultado ob-

ten i do en 4 .11, obsorv amos qua l a 

magnitud de l a r esulta nte es i gua l 

al 6rea de l di Llg romo do car ga . Is í : 

( 4.12 ) 



La pos ición l a oncont r amos a part~r do 4 . 12 en l a cua l w(x) es: 

w(x ) w ,...,.,-""-- x 
L 

Por l o t ant o : 

L : . w 
_JO X -r x dx 

xR- - wL 

2 

= ~ L (m) 
3 

4. 6 CABLES . 
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otr o tipo de el emen t os estructur a l os utilizados en ob r as de i ngen i ería c omo 

puentes col gan t os, línoas de tr ansmis ión de eno r gía oléctrica , ote, son l os 

cab l os . C onsi~ oromo s un ca ble fijo a dos punt os A y B, Fig. 4 .7 (a) y some

tido a l a acción de una carga di s tribuida . Sup ondr omos quo 01 cabl e es fle 

xibl e , l o que s i gn ifica que l o fu er za i nte rna en cua lquier punto os de t on

sión y dirigi do a l o l argo de s u e j e; o 500 , quo os t angen t o o l a curva que 

adop ta 01 cable en el punt o cons i dorado . 

Supongamos un cas o gonera l de carga di str i buida . En l a Fig. 4 .7 (b) so ha di 

bujado 01 di ag r ama do cuorpo libro do l a parto do l cablo que so oxtiende des 

de e l punto mas ba j o O hasta un punto do t er minad o C. Los fu er zas que actúan 

s obr o esta porción do l cable s on T on 0 , que es horiz on t al, l a ten s i ón T en 
o c 

C, t angon t o a l cablo en es t e punto, y l a r e su l tante w de la car ga dis tribuida 

que actúa on l a parte del cablo qu e se es tudi a . 

De l as ecuaci ohes de equilibri o se ded uce que: 

T = T cos a o c 
4 .13 

W = T son (J c ( 4 .14 ) 

T =J T
2 + W2 

c o ( 4.15 ) 

tan . e W 
= 

T 
( 4 .16 ) 

o 

De l a 
. , 

o cuac ~ o n (4.1 3 ) es ev i dente que l a componente hor iz on tal do la fu erza 

de t ens i ón T es l a misma en cual quier pun to C. De (4 .14 ) uemos que l o c ompo
c 
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y 

x 

( a ) 

x 

( b ) 

( e ) 

y 

( d ) 

Fig. 4.7 
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nento verticol es i gua l a l o car ga W que exi s t e desdo O a C. De l a relación 

(4.15) vemos que l a t ensión es mí ni mo on O puos par o aste punt o W = O, Y que 

os m8x i ma en el punto do apoyo mas a l e j odo de O. 

EJE mP LO 4.7 

De t erminor, pa r a e l coblo de l a f i gur o 4.7 (c ) quo llevo una carga unif ormo~!;. 

me nte dí s tribu i do W 2 l o l argo do l a horizontal, oxpr esionos por o: a ) l a t on

s i ón T on 01 pun t o C(x , y); b ) l o l ongitud dol tramo do cabl e de O o C. 
c 

Solución.- Un ejomp l o do cabl es con corgo uni fo r momento di str ibui do se encuon 

tra en l os puent os colgantos , dando 01 poso ele l os cobl es es poquoño c ompor o. 

do con al de l a pl otaforma que sopcrto . Escogemos ccmo diagroma de cue r po li

br o l o porci ón de coblo on tr o O y C mos trada on l o f i guro 4 , 7 (d ). La fu er zo 

W rosultQnte do l o corgo di stribu i do es W = wx . 

De l o acucc i ón (4 . 15): 

T 
c = 

2 2 w x 

Tomando momentos con r espocto o C: 

~ m = O 
c 

x T O wx ·-2- - Y = o 

2 i. 
W x ' ( , 

y = . o 
2 T o 

2 
w x 

T = o 2y 

Observ am os que os t a ocuación cor r esponde a uno parsbol a de e j e verticol y ver

tice on el orige n de c oor denadas . Es dec ir, qua l o curva f or moda por un ca bl e 

ca rgado unifor memen t e a l o lor~o de l a hori zon t a l es uno por sbolo . 

Lo l ongitud de l tr am e do c ~ b 1 e de O o C puado ob t enor se como s i gue : 

s =J ds = J ~dx2 + dy2 oc 

Como : y ::: 

~ ::: 
dx 

w x 
T 

o 

2 
W x 
2 T 

o 

::: 



Luego: 

x / 
s = JO .j l'¡' oc 

2 2 w x dx 

Usand o el t eoremQ de l bi nomi o para expandir el radical, t ondremos: 

x 2 2 
S =! ( 1 ~ 

w x 
oc O 2 T

2 

4 4 
w x ... .. .. ... ) dx 
8 T

4 
o 

2 2 4 4 
( 1 + w x 

2 = x 
T

2 -
6 

w x + .. ..... ) 4 
40 T o o 

A 
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Ademós , sabemos que T 
o = 

2 w x 
2y 

, que a l se r sustituido en l o ocuoci6n ante~ 

rior , r osulta. 

s = x (1 + ~ ( 1.. :. )2 _ 25 ( Y ) 4 + •••• ) 
oc 3 x x 



CAPITUL O 5 

CEN TR OIDES. 

5.1 CEN TRO DE GR /\ VED/\D . CE NTRO DE IYI,"ISA . CE NTROIDE. 

El poso de un cu or po e s l o fu erza 

de a trocci0n que l o t i er r a , por G

f ecto de 18 gravedad , e j e rce sobre 

01 cue r po . Un cue~po cons i ste do 

un gr an númer o de part ículas , y 

s obr e coda uno do el l os lo t i or r o 

e j erce s u occ i 6n . As í pucs, ol poso 

de un cue r po no os mas que un S l S~. 

t emo de fu erzGs di stribu i dos s obr o 

t odo el volumen del cu er po y di ri

gido hacia 01 co ntr a de l o tierra , 

s in embargo , on I n pr 8c t ica se su

ponen par a l el os . Normalmento t r a 

ba jaremos cons i de r a ndo 01 poso co

mo uno fu orzo con contr ada que 

es l o resulta nte de l s i s t ema de 

fu erzas gr avitocionol es . El punt o 

de apli ceción dol pes o o e l punt o 

y 
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Fig. 5.1 

donde S 8 c ons i de r o conc ont r odo 01 poso so donomin o ce ntr o de gravedad de l ~ 

,22. 

Cons iddromos 01 cu or po mos tr ado en l o figur o (5.1). To~amos do l cue rp o un e l o

me nto do pe so dW l oca lizado mod i onte 01 vector de pos i c ión i = xi ~ yj ~ zk. 

El poso t ot a l del cue r po s orá: 

W = J dW ( 5.1 ) 

Para enc ontra r l o pos i c i ón de l contra do gr avodad , nos vol emos dol hech o de 

que lo re s ultante de bo pr oducir 01 mismo ef ecto qua sus componon t os, o sea, 

qu e el mome nto do W dobe s er i gual a lo s umo do l os moment os pr oducidos por 

t odos l os fu orzas dW . As í, s i rc = Xci + yc j + zck do t or mino lo posición dol 

contra do gr ovc00d , t ondromos: 

r x W = f; x d W e 
( 5 .2 ) 
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Do ( 5 .1 ) tenemos : 

- Wj = f ( - dWj 

do 13 cual r osulto lo ocua c i 6n esco12r 

W = f dW ( 5.3 ) 

Do 5 .2) 

x ( - WJ 

Esto 
. , 

pu cda oscr ibirs 'J ecuucJ.on 

x Wi .¡. W' + z Wk ) x ( - j c Yc J c 

o bi on: 

x Wi 4- y Wj + z U!k ) x ( - j c c c 

Por l o tant o : 

x Wi + y Wj 4- z Wk = f xdW i "- f c c c 

Igual ando componontos 

x W = J xdW ; y W = J ydW 
c c 

Z ". uJ 
C 

f ( xi + yj + zk ) x ( - dW j 

clo l e! s i gu i on t o ftormo : 

= f ( xdWi + yd8 j + zdWk ) x ( - j ) 

)= [! ( xdWi + ydWj + zdWk )1 x ( - j 

ydWj +J zdWk 

= J zdW ( 5 . 4 ) 

mod i anto ostas t r os ocuac i ono s oscalaros dotorminamos l as coordonadas dol c on-

t r o do gr avo dad . 

Do l o sogundo l oy do Nowton sabomos qUG l a masa d~ un cuorpo os pr op orcional 

8 s u po so , por as t o r oz6n l os oc uociunos ( 5 .3 ) Y ( 5 . 4 ) puoden oscribi rso 

tambi én de l o f or mo: 



m = ¡ dm 

x m = J xdm 
c 

y m = J ycJm 
c 

z m = J zdm 
c 
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( 5.5 ~ 

en dando m, re pr eso nto lo moso tot a l del cuerpo , dm l o masa do l e l emon t o de 

poso dW ; xc ' y ,z l ns coerdonadas de l ,ge nt r o d~ ~ del. cuer po . c [' 
Si 01 só~_ :i.cJ. ) está h-J·; ilo o::; l:n mDt ori" l homogón .:; o ele poso ospec í f ico ", se 

pued o escr i bir: 

dW = y d\l 

UI = y V 

on l o cual d ~ r epr osento 01 vol umen un 01 ol emanto du peso dW y V 01 volumen 

t ot ol ele l cue rpo . Sustituyendo estos r e l ociones en ( 5 . 3 ) Y ( 5 . 4)) obtonemos: 

v = ¡ dv 

x V = J xdv c 
( 5 . 6 ) 

Y V = J ydv c 

El punto dof inido por xc' Yc ' Zc obtonidDs do l os r olociones ( 5 .6 ) se de no

mino 01 centr oi do de l v ol ~mon du l cuorpo cons i de r ado , 

Es importante observor que pora un cue rp o de pos o espocífic o constonte , el 

centr o do gr a vodod , centr o do maso y con tr oi do c oincide n a n 01 mismo pun t o . 

Si 01 poso espacífi co nc es cons t anto on t odo 01 volume n , 01 cent r o de gr~

vadod coi ncido con 01 centro do masa per o no c on 01 contr oi do . 

A l as intogr nl os ¡ xd v ; !yMv; f zdv s les do nomino c on 01 nombro de momon t os 

de pr imer ór dun de l volume n c on r espocto a l os pl anos VZ, XZ, XV respec tiva 

mon to. 
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Algunos conclusiones quo pueden deduc irso de l a s ocauc iones ( 5 . 6 ) son~ 

a) Si 01 centroido es t á s i t uado en un pl ano coor denado , 01 momento de primor 

or den de l volumon con r ospecto a ese pI ona es nul o . 

b) Cuando un volumen poseo un pl a no de s i metr í a , su centr oide está s ituado e n 

dich o pla no; s i posoe dos pI onas de s i met ría , el c entr oi do os tá e n l a r ec t a 

de intor sección do 110 s dos plonos; f in cü me nto, cua ndo el volumon '"posoe tr es 

plonos de s imetría que so c ortan on un punt o , Gs t e punto os 01 controido do l 

volume n. Esta prop i edad permite enc ontrar inmed i a tarnente 01 centroide do osfe

r as , elipsoi des , cilindr os , cub os , otc. 

EJEmPL O 5 .1 

Localizar el centr oi do do l prisma 

tria ngular qua se indi ca on l a Fig. 

Solución .- Obse rv Gndo l a fi guro nr s 

domos cuento que posee un pl ono de 

simetrío pa ralelo 01 pl a no XY s u . 

ocuación es z = b/2 es decir, qua 

l a coor donada Z es i gual o b/2 
c 

Par a detormina r x con s i dor emos el 
c 

e l emen t o mostrado en l a Fig , ( o ) 

de volumen 

dv = by dx 

Pe r o 

.-' 

( a ) 

lueg o ~ 

dv = 
bc xdx 

a 

El volumen total so r á 

bc a abc 
V= ¡ dv = - ¡ xdx 2 

a O 
( b ) 

entoncos: 

J xdv bcfa 2d - x x 2 a o x = = = a c 
V 3 

abc 
2 

x 



Conside r a ndo c omo dv el el emento mos trado 

pr oceso semejan t e a l a nterior se demuest r a 

de tiene coor de nados: 

5 . 2 CE NTR OIDES DE ,8RE iI S r LI r~ EAS . 
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en l a fi gura ( b ) Y siguiendo un 

1 , 1 t· que Ye = 3 c. AS l pues , e c en rOl-

Consider emos una pl aco vert ical de es pesor unif or me e igual a t y supongamos 

que su plan o medio coincide c on e l plano XV, de ma ner o que Zc = O (Fig . 5.2 ). 

El volu men de un eloment o de l a placa se puede expresar como : 

dv = t . dA 

Siendo dA el ár eo de l a base de l 

elemento. 

El volume n t ot a l o la pl aco 
, 

ser a: 

v = t. t, 

dondo A oxp~ eso 01 

l a pl aco. 

, 
oreo t ot a l de 

y ! 

I 
I 

I 
I 

. dA j-' .......... __ ._- _0_ .. -
I X o. ,- .----.---------.---.-

/ 

/ z Fig. 5.2 

Si su~tituimos es t os va l or es en (5.6) obtenemos , dosp ues de oliminor t 

A = f dA 

x :\ = f xd /\ 
c 

y A = f yd", c 

( 5.7 ) 

Vemos c omo 01 pr obloma s e ha ruducid o a cons i de r a r unieamente dos di mensi one s 

(figura 5.3 ). Los c oo r denados x ,y nos dorán l e pos íci6n del c entr oíde de l 
c c 

ár oa A que se cons i der e . 

A l os intugroles f xdA ,f ydA se l es da el nomb r e de momontos de primo r or den 

de l ~reo f\ c on r u~pect o a l os e j es Y y ~ r espoctivomente . Nos domos cuenta de 

l os ocuociones (5.7) que si e l controide do un área Gst~ situada en un o j e 

do coor de nadas, el momen t o do primer orde n de l ~r ea c on r ospoc t o a ese e j e es 

cer o. Vemos t amb i ún qua s ~ 01 área tione un e j e de s i metr í a , e l c en tr oíde es tá 
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situado sobro ose ejG; s i posoo dos ejes do simetría, estor8 s ituado en 01 pu~ 

to dando l os e jos se cortan. 

Do es t o modo se hoco evidente l o pos ición del centroide par a una ci~cunferon

cio, un rectsngul o , etc . 

En l a figuro 5.4 se muostra un alam-

br e do lgado do sección tr3nsversol 

constante . El volumen de un elemen-

to uol ol amb r e os dv = A dL siendo 

A el órea de l o sección tronv or sal 

y dL l a l ongitud del olemen t o. Si 

as t a r el ac ión l a s ustituimos on l as 

ecuaciones (5.6) obtenemos 01 ro

sultado siguiente, on el cuol L 8S 

l a l ongitud t ot al del olambre: 

L = J dL 

x L = J xdL c 

/ 
y L = ¡ ydL c 

z L = ¡ zdL c 

y 

o 

y 

x 

)~~j- -"--1_ 

L:- y 

------+---X 
Fig. 5.3 

dL/J ~ ----, x..:, '1 
~"r- /, 
~~~ 

[}/ 
X o / , 

, 

Do osto forma , entonces obtenemos el controide de l a línea L. 

5.3 CENTnOIDES DE FIGURrlS COrílPUESTAS . 

En much os cosos , como en 01 indi ca

do on l o figuro (5. 5) , se hoce ne-

cosorio dividir un volumon o una 

superficio on figuros s i mples . As í 

vemos como 01 volumen do l a fig ur a 

( 5 .5) so ha dividi do on tres f or-

mos e l omentales , un cilindro de bo-

s o somi-circulor y de volumen VI' 
un paralolepípedo r octongul a r V2 y 

un pr isma triangula r V3 • 
Lo coordonado x de l cuntr oi de de l 

c 



volumen t otal es: 

f x dv 
x = e V = 

Pero: 

Entonces: 

f xl dV
I 

4- ¡ x
2 

dV
2 

.jo ¡ x
3 

dV
3 

VI + V2 + V3 

X =_ ~el VI .. xc2 V2 .¡. xc3 V3 
e VI ~ V2 + V3 

o S80: 

i: X • V. 
el 1 X _. - ---:::---__ .c:....-_ 

e i: V. 
1 
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Os manera semejante se pueden obtener y , z • As í pues, poro un volumen c om
e e 

puesto: 

i: X • V. x = ____ ~e~l __ ~l __ 

e E V. 
1 

E Yei V. 
1 

Ye = 
EV. 

1 

¿z 
ei V. 

1 
Z = 

EV. e 
J. 

Para un ároo e ompuos ta , de modo somejante , se tiene: 

E x . {l . 
x = __ ~e.::.J. __ .::.J._ 

e r. P, . 
J. 

EY -:; -~ /\ . 
el 1 

y = e . -¿; A. 
J. 

y finalmente para una línoo : 

( 5 . 9 ) 

( 5 .1 0 ) 



Ex . l. 
el 1 x = 

c ¡: l. 
1 

¿ y . l. 
Cl 1 

y C = o- o i: l. 
1 

E i.:i l. 
Cl 1 

Z = 
c E l. 

1 
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( 5.11 ) 

En 01 ap6rldice, a l fina l do es tos ap unt e s se oncuentre - infor maci6n acerca de 

la posici6n del contra i do pa ra figura s geométr icos de us o fr acuante . 

EJEmPLO 5.2 

Hallar el contr oido de l aroo indi-

cada on In figur o . 

~olución.- El ár ea sombrasdn puado 

consid orarso f orma do como uno c ombiH 

na ci6n do tr es óreos mos simples : 

l a s umo do un triángul o m6 s un r oc

t ongul o monos un s ómicírcul o: 

Us ondo l os f órmulas dodos on 01 0 -

p6ndiee , t onemos . 

1.- f\ r oos: 

f\ l 1j2 9 3 13 . 5 
2 

= x x = cm 

p.
2 

9 4 36. 0 
2 

= x = cm 

TI (2. 5 )2 2 
A3 = 0=000_ 09 .•. 82 cm 

2 

2: 1"\ • 39.68 2 
= cm 

1 

2 .- i'lb s c i s as: 

~ b 2 
9 6 Al x cl = = 3 

x = cm. ; x 
el 3 

x c2 = 1j2b = 1j2 x 9 ::J.¡,.-5 cm. ; A
2 x c2 

= 

= 

4 cm 

x 

---------/ 
+ I 2 , 

! __________ 00 ; 

13 . 5 6 81. O 
3 

x = cm 

36.0x4 . 5 162. 0 
3 

= cm 

= 4 . 5 cm. = - 9 . 82 x 4 . 5 = - 44 .19 
3 

cm 

f. f\ . x . 
1 Cl 

3 
= 198 . 81 cm 
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3.- Or denadas: 

4 + Y3h 4 + Y3 3 5cm !\ l Yc1 13 .5 5 67. 5 3 
Yc1 = = x = = x = cm 

Y2h Y2 4 2 !\2Yc2 36 . 2 72 . 0 
3 

Yc2 = = x = cm = x = cm 

4r 4 x 2 . 5 
1. 06cm ¡:\3 Y c3 9 . 82 1 . 06 10 . 41 3 

Yc3 = 3n- = = - x = - cm 
3rr 

'< 

i. f\ . y . 129.09 
-.1 

= cm 
l Cl 

Usando l as Gcuac i ones (5.1 0) 

198.81 
5 . 01 x = 39 . 68 = cm . e 

129 . 09 3 . 26 Y = 38 . 68 = cm. c 



CAPITULO 6 

mOM ENTOS DE SEGUNDO ORDEN . 

6.1 momEN TOS y PRODUC TOS DE I NER CI A DE ~R E f\ S . 

6 .1.1 DEFI NICIONES. 

Considoremos 01 área r ep r e sentado 

on l o f i gu r o 6.1. Hemos vi s t o anto-

ri ormontu que 01 mome nto de primor 

or de n con respecto 01 o j e X del 

á r oo es J y df\ ~. Lo r a z ón de llamar 

o esta intogral c omo momonto do pri

mor ardo n os quo en muc hos pr oble

mas de ingeniería opar oco otro in

t egr a l : f y2 dA , l o c uol se denomi 

na momo nt o do se gund o or den do l á

roa con r espec t o a l e j e X. 

Es t a int egr al es comunmen t e c o-

nacida con el nombre de mome nto do 

inercia de l á r ea con r especto a l 

e j e X y do not ada con el s í mbol o 1, . 
x 

As í, de finim os , 

2 
1 = J y di\ x 
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yj 
I 

x 

Fig. 6.1 

( 6 .1 ) 

c omo l os moment os de inercia de l ór ea con r e s pedto Q l os o j es de c oor donados 

X y Y r espec tiv amen t e . 
2 

Como consecuencia de l as de finici onos on t eri or es ap ar ece ot r a integr ol : ! r dA 

dondo r e s l o di sta ncio desdo 01 or igon do c oor de nouQ s O a l ol emen t o dA. Esto 

integr a l se de nomina c omo moment o pel ar de inercia de l órea c on r esp ecto o O. 

S8 denoto po r J • 
o 

2 
J = f r dA o 

Puodo ver so do la f i gur a 6 .1 que: 

2 2 2 r = x .¡. y 

( 6 . 2 ) 
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qu e 21 sus tituiar en (6.2) obt nemos ; 

J = J (x2 
40 / ) df\ = J x2 dA +1/ dA o 

o s ea~ 

Jo = I + I x y 
( 6 . 3 ) 

As ociados a l os momen t os de i norcio es tón l os r ad i os de gir o que se de fin e n 

como s i gue: 

k =/+ x ;-I ---
k - . y ( 6.4 ) 

Y - ,4. 

=J 
J 

k 
o 

o A 

dond e A os e l ór oa total, k y k son , r e spectivame nte , l os r ad i os de gito c on x y 
r ospocto a l os e j e s X y ~ y k os e l r ad i o pol a r de gir o con r espec to a O. 

o 
ot r a i nt eg r a l de gr a n importancia , ll amada pr oducto da inGrcia do l á r ea c on 

r especto a l os e j e s X y Y, Y dono t ada por 01 s í mbol o 1 , es: 
xy 

I = f x y drl xy 

donde x , y son l as c oc r donadas de l e l eme nt o de ór ea dA . 

( 6 . 5 ) 

Do l as de fi niciones podomos observ a r qu e l os moment os de ine r c i a son s i emp r e 

positiv os , mien tr a s quo e l pr od uc to de in ercia puede se r pos itiv o o negativ o . 

Ademós , s i uno do l os o j os de coorde nados os de s i me tría par o 01 á r éa , e l pr o

duc t o de i n o ~cia os i gua l a c e r o . 

El momo nto de i no r cia de un óroa c omp uosta pu ede e va lua r se de una mane r a paro 

c i da a l a usada par a enc on tr a r 01 centr oi do de f~gur as c omp uos t a s , dividi e ndo 

1 f ' t t 1 ' ,. 1 r r r r" t 1 Q 19ura o a en aroas mas Sl mp es 1
1

' "
2

, . • .• •• , In ' 1S1, c on r espec o a 

o j o X ,-tene'm'os 

1 x 
2 J y dr\ 

A 

2 2 2 J y di\ .¡. I y dl~ .¡. ••••• .¡. f y dfi 

Al ~ An 



1 = x 
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( 6 . 6 ) 

l o mi smo puedo dec i r su sobr e 01 producto de i no r c i 8 . 

EJEmPLO 6. 1 

C~lcula~ l os momen t os y pr oduct o do 

i norcia del t r i 6ngul o mos trado con 

r espec t o o l os o j es X, Y. 

Solución . - Pa r o colcul a r 1 podemos 
x 

usar l a fr anj o que S8 indico en l o 

fi gur o , do 6r e, d~ = xdy . luego : 

1 = x 
2 ¡ y df\ = 

2 ¡ y xdy 

h Per o: y= - - x 4- h 
b 

o seo: x 

Ent on ces: 

b 
= - - y + b 

h 

1 = ¡ h y2 ( _ ~ y + b ) dy 
x o h 

Y l 

b 

----+ 
I 

I 
Ih 
i 

----"'---L-- --

-~-
x 

Fi na l mon t e , des puos uo e va l uar l o i nteg r a l : 

1 x = 

Es t e re sultado 

r uctángul o c on 

l o baSE: por el 

l\hor ..-: bi on , s i 

de bo i nt or pr esorse as í : 01 

r espec t o o un e j e quo paso 

c ubo de l a ol tu r o y l uego 

c onsider om s como base el 

mome nto - de i nor c i o Je un t r i á ngul o 

por s u baso es i gua l 01 pr oduc t o de 

dividi do entr e rJo ce . 
cate t o ve r tica l de l ong i t ud h y altu-

r o de l triá ngul o a l l odo b , obse r vamos qua el o j o Y es un o j o qua poso por l o 

boso do l t ri6ngul o, por l o quo podemos escribi r 

1 = 
Y 



El producto do inercia so evalúa 

tomando como elomont o de óraa el 

mostrado an l a figura 

d/\ = dx dy 

Ent oncas: 

h x 
1 = J Jo xy o 

h 
= J 

o 

Pero: 

Luego: 

xy dx dy 

2 
x y - dy 
2 

b 
x = - - y ... b 

h 

1 xy 
h Y.. b 2 = J :2 ( - ~ y ... b ) ~y 
o 

Intogrando , l lagamos u . 
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y 

y -Ilo......---tdY ira dx 

I O 

h 

x x 

b ~ --

y . Y 
-+-c __ J 6.1. 2 TR~SL ACION DE EJES DE COORDENADA S. 

Corrientemo nta os necesar io evalua r 

01 momento de in orcia de un órea con 

r espocto a un e j o do t a r minado cuand o 

se c onoce el momanto ue i nercia con 

r es~o ct o a otr a e j e po r ol ol o . 

Cons i de r o.mos el Gr eo de l a fi gura 

6 . 2 . Soo C 01 cen tr a i de de l área y 

(xc' Yc) s us coor donadas c on re spec

t o al s i stema do e j es X, Y. Con ori

l I \ .. 

I / I ~------n-T 
(Í e -l[~Lx \ /1 ) i i c 

, ./ re I ¡Ye I 
/ I! J 
~/ , f X · 

Fig. 6.2 

gen en C s ituamos un segundo s i s t oma de e j os ~c ' Yc par a l elo a l prime r o.El 

momento de inercia con respecto al eje X es : 



De l a figura t onamos: 

y = y' + y 
e 

Luogo: 

1 J ( '. = Y x 

, 2 
= J y dI", 

.¡. Y ) 2 df\ 
e 

.¡. 2y J 
e 

y 

63 

2 
dA .¡. Ye ¡ dA 

En osta oeuaeión , la prima r a i ntogral r op r esen t a e l mome nto do i ne r c i a 1 xc 
de l 6roa con res pocto a l ojo X • Lo segundo i nte gr a l os el momonto do prime r 

e 
ardan een re specto a l mismo ojo , c omo el eontrai do dol ~rea ost5 sobre es t e 

o je , la i nto gr al os i gua l o cor o. Fi nal mente , l a t oreera i ntogr a l es el ~roa 

t ot a l A. Entonces, 

: .. . 

1 
x 

1 xc 
2 

-1- f\y 
e 

00 mano r o somojante so pueuo demos t r a r que: 

1 = 1 -1- f\x 2 
y yc e 

1 xy 1 -1- [IX Y xeyc e c 

Por o 01 momen t o polor do i nercia , tonemos : 

J = 1 4- 1 o x Y 

1 .¡. Ay 2 ) .¡. ( 1 -1- Ax 
2 

xc e yc - e 

1 .¡. 1 -1-
2 + 2 

= l. X Ye xc yc c 

Po r o: J = 1 1- 1 e xc ye 

2 
4-

2 2 
x Ye = r c c 

( 6.7 ) 

( 6 .8 ) 

( 6 . 9 ) 
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Por l o t nnto: 

J = J + ,\ r
2 

o c c 
( 6.1 0 ) 

lns ecuaciones ( 6.7 ), (6 . 8 ), ( 6 . 9 ) Y ( 6.10 ) son los oxprosiones matemá

ticos del Tooroma do l os ej e s par alol os o Teorema de Steiner. 

EJEIYlPlO 6 .2 

Par o el área de l o fíguro del e j emplo (5. 2 ) e nc ontrar l os momont os y el pro

ducto de inorcia c en r especto a ojes c en tr o i dB~ 8 s paralelos a l os ej es uados . 

Soluci ón . - Primor o onc on tr omos 1 , 1 ,1 de la· .figura tótal. As:!, l o di-
x y xy 

v id ir e m ~ s en l as mi sm~s tr es óreas mas s impl os on quo so div i di ó para ubica r 

s u centroi de . Tomando l os f 
FigJ_ 

1 xc 

1 = x 

= 

1 yc 

1 = y 

= 

= 

1 xc 

1 xy 

bh 3 
9 x (3 ) 3 

6 . 75 = 36 = 36 = 

1 + A 
2 

Yc xc 

6 . 8 + 13 . 5 x (5 )2 

344. 3 4 
cm 

b\ (9)3 x 3 
60. 8 = 36 = . 36 = 

1 .¡. fI 
2 

x yc c 

60.8 "- 13. 5 x (6)2 

546. 8 4 cm 

b2h2 (9) 2 (3)2 
= yc 72 

= 1 xc yc 

= 10.1 + 

415 .1 

4- ¡'I x 
c 

(13.5) 

4 cm 

72 = 

Yc 

(6) (5) 

rmu1 as dndas en 01 npónd ice tonamos: 

4 Ycl cm 

y~ 
-t- . 1& 

31 
_-----:- : i ¡ , X 

......-;-- " . I ' , el 
~ / ICi + '- , -' 

r 
• , I • j " 1. : • 
II " ". _' _ ' 

, 

5 

-+~ ~ 

9 T X 
4 I o~. ----+-. cm 

10.1 
4 

cm 



I 
x y 

- --- -3 

Fig. J 

= 1 5 .4 

(9) (4)3 
- - 192 . 

3 

4 
cm 

= 324 

4 ' I =( Y8)nr - = 
yc 15. 4 4 cm 

I = 15.4 + (9.82)( 4. 5)2 
y 

= 213. 4 

I x y = O 
c c 

4 cm 

4 cm 

4 
cm 

I = O + (9 . 82 ) (4.5) (1. 06) 
x y 

4 
= 46 . 8crn 

65 
YI 

9 

1 .. / 
L 

//ll4 
x 

y i 

/.:-:-/\ 
(- ->:.>;~:~ . \ 

-~- - -- ----- ---
O 12 I 5 I X . -,}..- . --r--- --- 1---

De bemos r ocor d8r que l a fi gur8 3 os un á r ea nega tiva , as í, p8r a l o figur8 en-

I 344 . 3 ... 192 15 . 4 52 0 . 9 4 
= - = cm 

x 

1 546 . 8 .¡. 972 - 213 . 4 13 05 . 4 
4 

= = cm 
y 

I 415.1 + 324 - 46.8 692 . 3 
4 = := cm 

xy 

Apliquemos ahora los ocuacionos (6.7), (6.8) y (6.9) a t oda la fi gura: 

2 
1 ~ I - fl y xc -- x c 

:= 52 0. 9 - (39 . 68) (3 . 26) 2 := 98 . 9 4 
cm 
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I I - A 
2 

= x 
yc y c 

= 1305. 4 - (3 9 . 68 ) (5 .01) 2 = 307 . 4 
4 

cm 

I = I - fI xcYc xc yc xy 

692.3 - (39.68)(5 .Ql)( 3 .26) 44.3 
4 

= = cm 

6 .1. 3 ROTr,CION DE EJES DE COOROEN flOf1 S. 

y 

x x 
---i"&------------~---

Fig. 6.3 

Existen- t ambión pr oblemas en l os cua l e s ,conocidos l os momen t os do in a rc i a y e l 

pr oduct o de inercia de un ár ea con r especto a un par do e j os , se necesito ob

t oner 1 s momentos y pr oduct o de inorcia con r esp octo 8 ot r o par do ojos qua 

tionen el mismo origen que l os primor os . 

Conside r emos el 6r en de l n fi gur o 6 . 3 . Supongamos conoc i dos 1 , 1 , 1 
x y xy 

con 

r espocto o l os o jes X, Y. Nos pr oponemos encon trar expresionos para Ix " Iy~ , 
, I 

1 I I con r ospecto a l os e j es x y 
l os e j os originol os . 

Do l o fi guro puedo ver so quo 

X l = X cos e .¡. y sen e 

y' = y cos e - x sen e 

X' , Y ob tonidos de habe r r otado un ángul o e 



Ade mns, por de finic i 6n: 

1 = J y , 2 dA 
x' 

Lueg o: 

Ix I = J ( y cos e- - x sen 9 ) 2 dA 

cos
2 

n. J y2 d' 2 J df\ '¡' 2 e J 2 d ' = U 1\ - son e cas E; xy sen x 11 

Sab emos qwo por dof inici 6n: 

I = J Y
2 

di, ; 
x 1 = J X 2 J dfl ; 1 = xy di\ y xy 

Por l o t a nt o: 

2 2 
= 1 cas e + 1 sen e - 2 1 sen ecos 9 .. x y xy 

Usando l as sigui entes i dentidados tr i gonométricas: 

2 
cos e = "12 ( 1 .¡. cas 28 ) 

2 
sen e = "12 ( 1 - sen 29 ) 

s on 29 2 sen e· c as G 

Ob t onamos: 

I I = "12 1 (1 + cos 2e ) + "12 1 (1 - cas 29 ) - 1 sen 29 
x x y xy 

Simplifica ndo , l lagamos finalmen t e a qua: 

1 = "12 (1 + 1 ) + "12 (1 - 1 x ' x y x y 
cas 29 - 1 se n 29 xy 

Si gui e ndo un procoso análogo , se obtione n exp r es i ones por o I
y

' 

= "12 (1 .¡. 1 ) - "12 (1 - 1 ) cos 29 + 1 sen 29 x y x y xy 

67 

( 6 .11 ) 

1 x ' y ' 

( 6 .12 ) 
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1 = Y2 (1 - 1 ) sen 29 + 1 cos 2G 
x ly~ x y xy 6 .13 ) 

6 .1. 4 EJES PRINCIP ~ LE S DE I NERCI A 

Según l os dd finicion es dados o l os moment os y pr oductos de inercia , sobomos 

que estos cantidades son constontos poro un s i s t ema de 9jes dados . hs í pues , 

vomos que an l os ecuac i onas (6. 11) , (6. 12), (6.1 3) l os cantidades 1 , 1 , Ixy 
x y 

son cons~ontos , os d ~cir que 1 , 1 1 son funciones únicamente del 
~ x ' y " x'y' 

ángul o e • 
Demos tra r emcs e n esto socci 6n que oxiste un s i stema de ejes Xp , Yp con respec

to ~ l os cuoles l os momentos de i nercia son par o un o máximo y para el otro mi -

nimo . 

Los ü j es que cumplen con os t a cond i c ión se de nom i nan e j es pr i nc i pales do i nor

cio y los momentos c on res pec t o a oll as , momont os princ i pal os de i nerc i a . 

Par a dete r minar la posición do astes ejes c on respecto a otros X,Y dados , de 

rívemos l o ocuoción (6 .11) con r ospecto a 9 e igu ol amos 1 cero esa deri~ada, 

1 - 1 
d Ix' 
d e 

~ ~J x y ) sen 29 - 21 cos 29 
- 2 xy 

De esto ocua ci6n se obtiene: 

t on 2e = 
21 xy 
1 - 1 
x y 

o 

( 6.14 ) 

La ecuac i 6n (6 .14) t i one dos soluciones por o 9 que difieren an 90
0

, pues: 

Uno de l os valores de e l ecalizo 01 eje de momonto de inercia máx i mo, mientras 

qua el otr o val or c or r esponde 01 oj o de momento do i nereia mí nimo . Es impor

t an t e hace r notor que e l pr oduct o de i nercia as c ero con r especto o l os a j es 

pr in cipol es , l o qua so domuos tro s us tituyendo e l resulto o do l o e cuación 

(6 .14) en (6 .13). Consecuentemente podemos dec ir que l os ejes de s i metr í a son 

ojes principal es pUGS l os productos do i nercia son nul os , pe r o l os ojos prin

cipolos no son necesoriomon te e j es de s i me tría 
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EJE IYlP l O 6.3 

Con l os da tos ebtonidos en el e j omplo a nter i or onc ontrar la direcc ión do l os 

e j es principal es c entroidal es y l os correspondientes moment os de Inercia . 

Solución.-

I = 98 . 9 xc 

I yc = 307. 4 

I xcyc 

l os da t os obtenidos en 01 ojemplo anterior son: 
4 cm 

4 cm 

4 cm 

8.- Ej os pr incipa les. Usando l a ecuaci6n (6.14) ob tenem os l a dire cción de l os 

e j es pr i nc i pal es . 

tan 2€ = 
2 x 44 . 3 

= 0. 425 98.9 - 307 . 4 

29 = 23 .1 0 

b.- lYlomentos pr incipal es ciD i nercia; usando l a acuación (6.11): 

I = "12 (9 8 . 9 + 307.4) .¡. 
xp "/2 (98 .9 - 307.4) c os 23.1 0 

- 44 . 3 sen 23 .1 0 

I 89 .7 
4 

= cm xp 

De l a 
. , 

ccuaCl on 

I yp = 316.6 4 cm 

(6 .12 ) 

6 . 2 IYl UIYl ENTOS y PRODU CTOS DE I NER CI ~ DE IYl~ S AS . 

6 .2.1 DEFINICI ONE S • 

Co ns i de r amos un sólido r:íi gi do y t omam os de é l un e l ement o de masa dm = E' cl V, 

do ndo r: os l a donsidad de masa y dV su volumen. La posición do e se e l eme nt o 

c on r e f or encia o un marc o cartes i ano XYZ os : 

'!' = xi .¡. yj "" zk ( 6 .15 ) 



7 0 

De finamos l as ca ntiuades siguientes: 

1 J ~ ( 2 + 2 ) dV 1 J r xydV = y z = xx xy 

1 b= J ~ ( 2 
+ 2 ) dV 1 J r xzdV ( 6 .16 ) x z = yy xz 

1 ! r ( 2 + 2 ) dV 1 J ~ yzdV = x y = zz yz 

Los t ór minos 1 1 1 s on l os momentos de inercia de l a mas: de l só-xx ' yy' zz 
lido con ros poc to a l os o j es X, V, l, rospoct ivamElnte . Los t érminos 1 , 1 xz' xy 
1 son l os produc t os do inorcio de l a masa del sólido s on r especto a l os o j es 

yz 
XV , Xl , Vl r espoctiv3mon t e . 

l os pa r énte s i s (y 
2 2 

(x 
2 /) (x 

2 /) Es import anto hac er notar qua .¡. z )¡ + , + 
do l os ~o~ont os do inor ci2 r epresen tan l os cuadr ados de l os dista ncios perpen

diculc r os de l olamon t o, a l e j e r ospectivoo Pcdemos ver t omb i on de l os i nt eg r a 

l os que: 

1 = 1 xy yx 

1 1 
xz zX 

1 = 1 yz zy 

,-, soc i ndos a l os momen t os do inercio es tón l os r ocJios de qir o que s on de fini dos 

como s i gu8: 

r = }Ti¡ x 

/ 1 
r = )7- ( 6 .17 ) Y 

1 1 
r = j ~z z 

dando m os l o masa t ot a l de s óli cJ o y r ,r ,r s on l os r od i es de giro c o-
x y z 

rr ospondiontos a l os o j os ~ , V, Z r es pectivomento. 



EJEIYIPL O 6.4 

EncQ.ntrar l os momo ntos ~ y. productos 

de iner c i a da l sólido r ectangular 

do do ns i dad un i f ormo ~ con respec

to 8 l os o j es XY Z i nd icados on l a 

fi gur8 . 

Solución.- Calcul amos prime r o 1 
xx 

Para olla t omemos un e lement o do 

volumen dV= dx dy. dz. Do la def ini-
"~o ) . , 

Clan : 

fb fe a (y2 + 2 
1 = z ) r ux dy 
xx o oJo 

b e 
(/ / ) f o Jo .f. ae dy dz 

b c 3 2 ae dz = J (- + z c) 
o 3 

3 3 8bc + ab c 
~ = 3 3 

= LL (c
2 + b2 ) 

3 

yl 

/~ :~ 
,/ 1 ./ I 

(' ---------+----r:/ ¡ 

e 

,/ 

/ 

// , /~~/ b 

dz -L¡¿=' ==--a __ ----cr-;-~ 
/ / 

/ 

z 

do nde V (l S 01 vol umon de l sólido . Do manor o some j An t o s e onc uont r a que: 

1 
e V 

(b
2 + 

2 
= --r- a yy 

1 = fL (c
2 + a 2

) 
zz 3 

Ahor a calcula r emos 1 a par tir do s u de finición: 
xy 

b e a 
1 = J J L xy r dx dy cl z 
xy o o o 

b e 2 
- J ¡ .§. y t:> dy dz - o b 2 \ 

2 2 
a c r dz = 4 

2 2 
f.JL 8. bc r_ ac = 4 4 

71 

x 
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00 i gual modo obtonomos: 

1 
fl v 

ab = 4 xz 

1 
fl V be = yz 4 

6 . 2 . 2 TRASL ,~CION DE EJES DE COOR EN/iDAS . 

Son XYZ un marco de r oforen c i a cartosiano . La posic i ón do cualqui e r olemonto 

P do l s ólido con r ospocto a XYZ OE; 

r = xi + yj + zk ( 6 .18 ) 

Tomamos ahor a al contra do masa C do l s61ida localizad o por: 

r = x i + Y j + z k c c c c 
( 6 .19 ) 

Si on e s ituamos un s i s t oma de ejos Xc Yc Zc par ale l o o XYZ , l o pos ici6n do 

P so puede oncontrar com o : 

Si endo: 

donde ( Xl y I Z') s on l os coordonada§ uo P t~fo~ ido§ o ~8 Yc Ze: 

d¿ la ~ cuoc i 6n (6 . 20 ) ob t enemos: 

x = x 4- x ' c 

y = Yc + y ' 

z = z + z ' c 

( 6 . 20 ) 

( 6 . 21 ) 

( 6. 22 ) 

Supongamos conocidos l os momontos do inor c i a 1 1 1 Y l os pro-
xcxc' ycyc' zczc 
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ductos de inercia 1 , 1 , 1 con r especto a l os ejes centroi dal es • xcyc xczc yczc 
De l a ecu3ciónes (6.1 6 ) t onamos que para l os e jes XYZ : 

s us tituyenuo l os va l or as en cont r ados en (6 . 22 ) 

1 = xx 

Como e l crigon de l s i stema Xc Yc Ze os e l c entr o de masas , se cump l e que: 

¡ :(> (y, 2 + z , 2)dV = 1 xcxc 

le y ' dV = o 

I r z' dV = o 

f,cl cm6s 

¡ r dV = m 

Luego: 

2 z2) ( ) 1 . = 1 .J. m (Yc .¡. 6 .2 3 xx> xcx c c 

2 2 
nó t ese que ( y + z ) es 01 cuadr ado de l a di s t a ncia entro l os e j es X y X • 

c c c 
De ma nera semo j a nte so puode demos trar que : 

( 6 . 24 ) 

1 = 1 + m (x2
c ~ y2c) zz zczc ( 6 . 25 ) 

En goneral, podemos establ ece r que 01 momen to do inercia do un cuor po c on 

r ospecto a un o j o es i gua l a l momen t o do inercia J el mi smo r espe c to do l e j o 

par a lelo qu e pas a po r e l c entr o do ma s a, mas e l pr oduc to de l a masa t ot a l por 
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e l cuadrado de l a dista ncia entr e l os e j es. 

Los pr oductos de inoDcia so trans f or man de una manera análoga , y se obtienen 

l as sigui entes r ol aciones: 

1 = 1 .f. m x y xy xcyc c c 

1 = 1 4- m x z ( 6.26 ) 
xz xczc c c 

1 = 1 4- m y z yz yczc c c 

EJ EmPL O 6. 5 

Oorermina r l os momontos y pr oductos de inercia c on r especto a e j os centr oi do

l es , par a l e l os 8 l os i nd i cados en l a f i gur a , dol s ólido do dens i dad uniforme 

6 cm 

/ 
7 

Z / 

y 

·1 ,/: / / 
r'-------. 

15 cm 

S oluci6n~:QCon s iderar Gm o s 01 s 61i do f ormado por un pr i sma r octangul a r do ~ 

20 x 8 x 15 cm. a l que so l e r a s t a otr o man ar do 8 x 4 x 6 cm. 

Par a el pris ma ma yor : 

3 
V = 2 0 x 8 x 15 = 24 00 cm 

x = 10 cm c 

Yc = 7.5 cm 

z = - 4 cm c 



1 24 00 ~ (82 ~ 152) = 231200 r = xx 3 

1 24 00 r (202 + 82
) = 371 200 e = y y 3 

2400 e 
(2 0

2 2 
50 0 000 e + 15 ) = 1 = 3 z z 

24 00 e 
x 20 x 1 5 = 18 0000 r 1 = 4 xy 

1 = xz 
2400· e 20 x 8 = - 96000 r 4 x 

1 
yz 

24 00 e 1 5 x 8 = = - 4 x 

Par a 01 pri sm8 men or : 

v = 1 0 x 6 x 4 = 24 0 
3 

cm 

x = 5 cm c 

Y = 3 cm 
c 

z = - 2 cm c 

240 P 
1 = 3 xx 

240 r 
1 = 3 yy 

1 §40 r = 3 zz 

(6
2 

4- 4
2

) = 

(1 0
2 

.f. 4
2

) = 

(1 0
2 

4- 6
2

) = 

- 72 000 r 

41 60 r 

928 0 r 

1 088 0 r 

240 e 
x 1 0 x 6 = 36 0G r 1 = xy 4 

1 
x z 

1 
yz 

:;: 
24 0 r x 

4 
1 0 x 4 = - 2¿¡ OO e 

240 f x 6 x 4 = - 1440 e = - . ~ 4 

75 



Paro e l sólido dGdo: 

3 
V= 24 00 - 240 = 2160 cm 

x 
c 

= 

Yc = 

z = c 

1 xx 

1 yy 

= 

= 

24 0U x 10 - 24 0 x 5 
216 0 

2400 x 715 - 240 x 3 
2160 

- 2400 x {~ .¡. 240 x 2 
2160 

231200 - 4160 ) f 

3712 iJO - 9280 ) E' 

= 10.56 cm 

- 8 . 00 cm 

- 4 . 22 cm 

= 227040 E' 

= 361920 r 

1 = 500000 - 1 08B o ) E' = 4B912 Ct r zz 

1 = ( 18[J[JCJO - 3600 ) {' = 17640ll (> xy 

1 = - ( 96 080 - 24 00 ) €' = - 9360 C1 E' xz 

1 - ( 72 000 - 1440 ) E' = - 70550 E' yz 

76 

Fioal mente , medianto 01 t ooroma de l a -traslación de e j os , oncont r amos l os mo

montos y productos do inurcia r equer i dos . 

1 = 227 040 r 
x c x c 

1 = ycyc 361920 E' - 2160 E' [ 10 . 56
2 .¡. (- 4 . 22)~ ;, 820 C:O E' 

1 48912 D E' 216 0 f [ = zczc 1 --; . 562 .¡. B. 00
2 J • lll n--' r = uJ~; 

1 = 1764UO €' - 2160 €' x 1 0 . 56 x 8 . 8~ = - 56[1 0 €' 
xcy c 

1 = - ':) 36 00 (:> - 216 0 E' x 1 0.56 x ( - 4 . 22 ) = 25 QU E' 
xczc 

1 = - 7056 0 E' - 216 0 E' x 8. 00 x (- 4 . 22) = 244 0 E' yczc 
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6 .2.3 ROTACION DE EJES DE COORDE NAD~S .-

Supongnmos que l os mome ntos y productos de ine rcin do l a maso de un sólido 

c on re spec to o un s i s tema do ojos XYZ son conocidos. , , , 
Dos oamos de t e r minar l os corrospondientes o otro sistema de e j es X Y Z que , , , 
tonga e l mismo ori ge n de XYZ . (~uedo decirse que X Y Z c orrospondo a una 

r otación de X Y Z al r ededor de s u or i gen ). 

Tomemos un e l emun t o de maso dm= E> dV de l s ólido , l ocalizado c on r espoctc a 

XY Z median t o: 

r = xi .¡. y j .¡. zk 

, , , 
y con r espec t o a X Y Z por : 

,_, 1_' ,_, 
r = x i .¡. Y j .¡. z k 

Nó te~e que e l voc t or de pos ición r os el mismo, aunque es té oxp r e sado on com

ponentes r ectangul a r e s de dos s i stemas distintos. 

Ah ora voamos c omo pod emos ca lcular e l momont o de inorcia 1 , I c on r ospecto 
, x x 

a l a j e X • Por definición ~ 

1 = 
XiX' 

( 5.27 ) 

Para avaluar 1 I , debemos transfor marl o a una función do XYZ. Para eso enc cn
x X 

tremos primero l a magnitud de r . 

de l o cual: 

222 ? 2 2 y' .¡. z' = x .¡. y- .¡. z - X l ( 6 .28 ) 

Ah ora t omando en cuento l as propiedades del prod uct o e s c a l ar , tenemos: 

x' = I'.r 

X l= 1'.(x1 + y] + zk) 

x' = x(1'.1) .¡. y(1'.]) .¡. z(I'.k) ( 6 . 29 ) 
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Observando que en la ecuación (6.29) los productos escalares indicados repre-

5ent~nlos cosenos directores del e je~ ' con el s istema X Y Z. Si denotamos 

es tos cosenos directores por 1, t enemos: 

1 = Ir i 
X I X 

1 x 'y I' j ( 6.30 ) 

1 x 'z = Ir k 

Ent onces , l a ecuac ión (6.29) queda escri ta de l a siguiente f orma: 

( 6 . 31 ) 

Con este resultado , s ustituído en (6 . 28) y luego en (6.27), obtenemos: 

Puesto que 

= 1 

la Gc uac ión (6 . 32) pu ede escr~birse de l a forma: 

( 6 . 32 ) 

( 6 . 33 ) 

zl , )2J dV 
x z 

( 6 . 34 

Desarrollando las op er ac iones indicadas en (6. 34 ) Y agrupando térinilnos , ,, .ob,- · 

t.e~p. 
I , '.'., 



1 =12 r 
x'x' x'x' 

- 21 I 1, J ~ xydV - 21 I ¡, J ~ xzdV - 21 I 1 I J ~ yzdV x x x y x x .x z . x y x z 

nec ordando las def in mcones dadas por (6.16), ob t enemos 1 , , exp res ado en x x 

términos de los momentos y pr oductos de inerci a ,conocidos , esto es: 

1 
x'x' 1 + 1 2 

1 4 1
2 1 - 2 1 1 1 - 2 1 1 1 xx x 'y yy x'z zz XIX x 'y xy X IX x 'z xz 
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- 2 i 1 1 x ly x 'z yz ( 6.35 ) 

Exp r es i ones semejantes s e obtienen para 1 I I el , ' l. Los productos de inercia 
y y z z 

s e calculan sigui endo un proceso análogo al anterior, llegando a r el aciones de 

de l a s i guien te forma : 

1 = - 1 1 1 1 1 1 - 1 x 'z 
1 1 '1 x ' y ' x ' x y ' x xx x ' y y'y yy ylz zz 

+ ( 1 -x 1x1y'Y + ~x'ylylx ) 1 + ( 1 1 + 1x v zly ' j i 
) 1 

: xy x'y y'z yz 

+ ( ·1 , 1 ~ + x z y x l ' 1 x'x y'z 
) 1 xz 

( 6.36 ' ) 

Debido al gran nú me r o de térmi nos y s ub-índices involucrados en l as ocuaciones 

de tran s for mación . (6 . 35 ) y ( 6.36), so hace necesario buscar un método para 

s i s tematizarlas . 

Esto se puedo hac er de fini end o una ma tríz de momentos y productos de inercia: 

1 - 1 - 1 xx xy xz 

1 = - 1 1 - 1 ( 6 . 37 ) xy yy yz 

- 1 - 1 1 xz yz zz 
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Esta matríz se denomina t ensor de i norcia dol s ólido con r es pecto al s i stema 

Xyz . 

El procedimionto para encontrar cual qui er a · de los momontos o productos de iner-
, I I 

cia con r espec t o a X Y Z en tórminos de l os corr espondi entes a XYZ es como 

s i gue : 

1.- 1 , I representa. cualquiera de l os momen tos o productos de inerc i a con res -
m n , I I 

pecto a X' y I Z' , osto es , que m' y n' pueden toma r l os va l ores X , Y" Z de -

pendiendo de lo que se desee . 

2 .- 1 r epresenta cua l quiora de los momentos o product os de ine r c ia c on r8spe~ 
mn 

to a XV Z, es docir , que m y n pueden ser X, V, Z. 

3 .- Los cosenos dir ec tores que de t erminan l a posición de los ejes X'Y'Z' c on 

r espectos a XYZ se repros~ntar~n por 1 y 1 I • 

m' n n m 
4.- El t onsor do inercia dobe transfor mar se me diante l a siguiente operación: 

1 ::: ¿~ 1 1 1 
m ' n ' m n m I n n ' m mn 

( 6 . 38 ) 

5.- Hl efectuar la op er ac i ón a nter i or de be tenorse on cuenta que los t~rminos 

para l os cua l es m ¡ n 6 m' ¡ n ' on 1 tionen s ign o no ga tivo. 

6.2.4 EJE S PR I NC I PALES uE I NERC IA. 

En l a sección an t er i or hemos visto que hay un gran númoro de tórminos en las 

ecuaciónes de t r ans formación para una rotac ión de ojos. Veremos en esta sección 

que s i umpre es pos ible ol egir un s i s tema de e j os Xp Yp Zp con r ospecto a los 

cual es l os productos de inercia de un sólido dado son nulos. Estos ejes se de -

nominan ejes principalos do inorcia. Los momen tos de inercia 1 1 .- - xPxP ' yPyP' 
Iz pzp' reciben .01 nombre -de momentos princ"ipales de inercia. 

Para l a dete r minación de l os e j e s pr i ncipalos de un sólido se r equie ro que se 

conozcan l os momentos y pr oductos de in ercia con resp ec tos a un s i stema de 

oje s XVZ cu alosquior a . Según la ecuación ( 6 . 35 ) t e nemos: 

1 
X'X' 

1 1- 1
2 

1 .¡. 1
2 

1 - 2 1 1 1 -2 1 1 1 xx x ' y yy x 'z zz X IX x'y xy XIX x 'z xz 

- 2 1 1 1 x ' y x 'z yz 

Si hacemos la s iguiente r e l a ción : 

OP 1 
1 == x'x' 

1 
( 6.39 ) (Op)2 
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, 

en la cua l OP s oa l a distanc i a medida sobr e 01 o j o X de sdo el origo n de coor-

donadas hasta un punt o P. , 
El lugar goomé trico de los puntos P cua ndo 01 ej e X gira alredodor de O os 

una suporficie (Fig . 6. 4) . 

S i (x, y, z,) son l as c oo r dena das 

del punto P r e f oridas a l s i s t oma 

XYZ, t enemos: 

1 x ' x = 
x 

OP 
1 = ~ 

x 'z OP 

( 6.40 ) 
Luego , sus tituye ndo l as ecuac iones 

(6.39) y (6. 40 ) on (6.35), t enomos: 

i I xx .¡. / 1 .¡. / 1 
yy zz 

- 2xzI - 2y,zI = 1 xz / yz 

2xy I xy 

(6. 41) 

Do l a Goomotría Analítica, sabomos 

quo es t a ecuaci6n r epr osen t a un 0 -

lipsoid u, que llamar emos el i pso i do 

z 
. ,. 

/ 
/ 

Z" 

Fig. 6.4 

de inercia . Es t e elips oi de t i ene tr es e j es ort og ona l os do simetría que s e cor-

t on e n un mismo punto O. Además, observemos UD si l os e j e s XYZ giran, l a ecua

ción del elip soi de camb i a , po r o 61 e n s í es inv ariable. Eligiendc como siste 

ma de r of eroncio 01 fo r mado por l os e j os ort og on a l es de simotría X' 'Y"Z", 

lo ocuac i6n (6. 41) so tra ns form a en: 

, , 2 I 
x "" x x 

+ ,, 2 1 .¡. 
y y " y " 

, , 2 1 1 
z z, 'z" = ( 6.42 ) 

En es to ocuación (x", y' " Z' ,) son l os c oordonadas de l olipsoi de re l a tiv8s 

el nuevo s i s t ema do r e f er e nc i a , I x ' ' x '" I y ' 'y' "Iz ' 'z" son l os momen t os de 

inerci a do meS3 dol s ólido con respoc t ~.a l os nu ovos e j es . 

De la ecuac ión (6.42) y do l a ge ome tria de l e lipsoide pod emos s aca r a l gunas 

obse rvaci one s : 

a ) . Los c oefici entos pa r a l os t ór minos en xy, xz, yz s on nulos , o s eo 

1 x " y" = O ; Ix" z " = O 1 
y ' 'z" = O 
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b.- Uno de l os ejes de simetr ía del elipsoide os la mayor distancia OP del o

rigen a la sup erfic i e y otro e s la distancia mas c orta.-

De acuerdo con la defin¡ción dada par a l os o j os principales y l a primera ob

servación, vamos que x' 'Y" z " corresponden a l s i stema de ejes principal es 

Xp , y p ' Zp ' pues para ellos los productos' de .inercia son nulos. . '-- - ' 

Además , según l a ecuac ión (6 . 39) 01 eje nue posa por O para el cual el mome nto 

de inorc i a e s max i mo corresponde al valor de OP mínimo; y e l mínimo momento de 

i nercia corr esp onde a l e j o en el cual OP es máx i mo . Tomando en cuenta la S 8gU~ 

da observac ión, vemos que para l os ejos principa l es so obt i enen los momentos do 

i nerc ia principal es: un o que es móx i mo , ot r o mí ni mo y e l t orcer o qua t oma un 

val or inte rmedi o. 

De esta mana r a , el tensor de inorc io para l os ejos princ ipa l es tom3 ln form3 

de uno motrí z di ~gonol, as í 

o o 

1 = o o ( 6 . 43 ) 

o 

Has to ah ora homos oncuntrado propiedados do los o j os principal os s i n llegor 

a os toblecor como 0ncontrorlos. Obser vemos l o ec uac i6n (6. 41) que según hemos 

di cho oorr espondo 01 elip soido de inercia , es to es uno ecuaci6n do l o furma: 

~ (x,y,z) e ( 6 . 44 ) 

El gradiento de ~ GS 

V~ = ~ i -1-~ j -1- ~ k 
ó x Ó y Ó z 

( 6 . 45 ) 

Aho r a bien, el gradiente os siempro un vec tor normal o l a suporficie on e l 

punto considerado, s i eval uamos ~ ~ para 01 punto en que Xp corta a l ol ip

s oido t endr emos que V ~ 11ov3 12 dirección do Xp' Lu ego , podomos escr ibir : 

- ~Óz-
j'¡' : ---:z=:¡-1< 

! V p \ 
( 6 . 46 ) 



o soa: 

~ = I v ~I 1 
Óx x,'x p 

ó r1 Iv ~I = 1 
O Y x Y p 

-~ = I ~ ~I 1 
6z x z 

P 

Do l a ' , ocuaC l on (6 . 41) pod emos colcual ar 

t uni undo 01 sigui ente re:.:sultado: 

ór1 2x1 2y1 - 2z1 I v~ 1 1 = = 
Óx xx xy xz 

~ = 2y 1 - 2x 1xy - 2z1 = IV ~ I 1 
6Y yy yz 

~- = 2z 1 2x 1 2y1 = I v ~1 1 
é Z zz xz yz 

lo s va l or as ~ 
ÓX 

x x 
p 

xp y 

x z 
p 

0r1 
6 y 
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( 6 . 47 ) 

6¡! 
6 z , ob -

( 6 . 48 ) 

Como V ~ ha s i do eva luodo por o el punto P un qua X c orta a l elipsoi de , l os 
p 

v ol or~ 8 de x , y, z , de l os ec uac i ones (6 . 42) corr espondan o l os coor do nadas de 

ese punto , 
, 

l o c uol podumos Gs crd.bir : r 8zon por 

x = ( OP ) 1 
x x 

P 

y = OP ) 1 ( 6. 49 
x y 

p 

z = ( Op ) 1 
x z 

p 

En los c uol e s OP e s l o di s t onc i a desdo el or igen 01 pun t o P antes defin i do . 

Sustituyohdo (6. 49) on (6 . 48) , t onemos : 

) 
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1 I - 1 I - 1 I = 
Iv~1 1 x x xx x y xy x z xz 2 (OP) x x p p p P 

1 1 - 1 1 - 1 1 
I v~ 1 

1 x y yy x x xy x z yz :Z(Op) x y ( 6 . 50 ) 
P 

1 1 x z zz 
p 

Si o.hor o 

Vo.m8n t o , 

+ 12 
.¡. 

xpy 

1
2 

1 x x xx 
p 

- 2 1 x y 
P 

P P P 

- 1 1 - 1 1 
! v ~1 

1 = :z(OP) x x xz x y yz x z 
p p P 

multiplicam os Gs t os tras ocu :"} c i onos por 1 1 1 r espacti-x x' xpy' xpz P, 2 
Y ludgo l o.S s umo. nos mion ~ro o. mi embro y t o~and o en cuenta que lxpx' 

1
2 = 1 , llegamos_ a lo siguiente ~.: . 
xpz 

+ 12 
1 .J. 1

2 
1 - 2 1 1 1 - 2 1 1 1 x y yy x z zz x x x y xy x x x z xz p p p p p p 

1 1 = 
Iv.R_ 

( 6 . 51 x z yz 2(OP) 
P 

Al c omparDr a s t o. ecuación con (6.41 ) obse rv amo s qua son id éro ticDS , luego: 

1 = x x 
p p 

Iv~ ¡ 
2 (O P) ( 6 . 52 ) 

) 

SustituyGndo as t o r Gsultodo en (6 . 50) y unsoguida ag rup and o t órmin os , obtone -

1 x x 
P 

( 1 - 1 ) - 1 1 xx x x x y xy 
p P P 

- 1 1 ... 0 
x z xz 

p 

- 1 1 + 1 (1 - 1 ) = O 
x :lI: XZ 

P 
x Z zz x x 

p p p 

Exp r os3ndo os t os ecuac i onos e n f orm o. 

( 1 - 1 ) . xx x x 
p p 

- 1 xy 

- 1 xz 

- 1 xy 

( 1 - 1 . ) 
yy x x 

p p 

- 1 yz 

motric i o. l : 

- 1 xz 

- 1 yz 

l·t ,- ·J.x x 
" .: p 

:= O 

( 6 . 53 ) 

( 6 .54 ) 
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Para soluci ones no triviales de es te sistema de ecuaci ones sI de terminante de 

la motriz de los m:'me ntos y productos de inercia dobe ser nul o , es t o es: 

1 - 1 ) - 1 - 1 xx x x xy xz 
p p 

- 1 1 - 1 - 1 O ( 6.55 ) xy yy x x yz 
p p 

- 1 - 1 1 - 1 x x ) xz yz zz p p 

El desarrollo del dete r minante conduc o a uno ecuac ión cúbice en 1 siendo , x x 
sus tr us raíces l os momontos principale s do inercia . Con coda un o p p do es-

t os valoras obtenemos do (6.53) tr es cosenos directores, correspondiontes o 

cada uno de los e j os principelas r efer idos nl sistema ori ginalX X Z ~ Do es ta 

manera podemos dot urminar la posición de l os o j ~s principal es y l os momont os 

de inorcia corr espond i ent es • 

Como puedo varse es bastan t e laboriosa l a det erminac ión do l os e j us princip a 

les, p~ro en la may oria de l os cos os normales es ev idente su pos i ción. De l as 

de finici ones dados para l os pr oduc t os de inerc ia por l as ecuac i ones ( 6 .1 6 ) 

puedo vers o qua s i ul sólido tione dos planes de s ime tría porpendicular us y 

el eg i mos l os pl anos coordenados de manera que dos do ellos coincidan c on l os 

do simetría , todos l os productos de inorcia son nul os , en consecuencia, Ds t os 

e j e s do c oor denados s e r án l os ejes principal e s do i ne r c i a. -



CA.PITULO Z 
CD nEMí TlCi.. 

7 .1 Cl ~EI1LTIC,. DE L/. Pl.RTlCUL ' . 
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Cinf'mátj ca GS 1D pa rte do l a Mecá nica quo cstudit\ el movimiento sin consi

de r ar los f a ctorns que lo producen. Es pue s, e l e studio de l a geomotría de l 

movimiento. 

El conc epto de p.<>rtícul H lo u s a r emos como um . idealiz ' ción de al gU1' os cue r

pos que se rán considerados sin volumen poro con ma sa . Podemos decir que SOD 

pu.ntos en el r s pacie. 

Sin ornb, rc'o, cuando astA. i de? li zación 1 o condu~ca 8. r e su.l t ados r e alistHs, 

l <"1.s d i tnensioDfl s de l os cue rpos debe r' n ser tomn.d~ s e n cuent a en e l análisi s. 

como ve r emos a s ~d01ante . 

LB curvp que describe unA. partícul p: en n'ovimi ento os denominad o? trayectoria . 

Consideremos unfl. partícula eu e s e muevo descri b i r:' ndo l o? tr ' yector i a C '. ':

(Fi g . 7.1). L;:1. posic ión de I r p!1rticu1a P e n el i nst :mt G t oStR definida 

por el vector r(t), q U E) va de un punto fij o O ,<l. la pr rtícul a . Sea ~ r e l 

cpmbj o <l ue eXpEWllnE-mt R r on e l intervalo ( t, t + 6. t), luego J 

r == y; ( t · + b. t ) - r ( t) ( 7.1 ) 

La vo1ocidp..d v(t) de 1 pprtícula on (;.1 i nstr.nto t s e defino como sigue : 

y v( t ) = 
Ar 

l im t 
t~ O /}. 

x 

Fig. 7 . 1 

( 7.2 ) 

Do a cue rdo con e s t a definición 18. velocid"d e s un vector t a ngente A. l a tra -

yectoriA. e n 01 punto consider odo . Se2. ~ V (-JI c ambio que sufr e la velocidad 



de l e p2 rtícu1e e n 01 interv::'.lo ( t, t + fS t ), luego I 

v = v ( t+ A t) - v ( t ) 

La ~,celor;:> ción ,q (t) d8 l A. pp.rticuln on el i nst <:" nt0 t so dofino 
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• v dv d2r 
a (t) = l~~ o ~t = dt = dt2 ( 7.3 ) 

i% t,-:; sG "¡ue l a func i ón voctor i.nl r (t ) dafin0 por cOi."lploto el movimionto do 

1'na p8rtículn., 

7 . 2 DY:!::SCFl.IPCIDrJ LEL I"lOVD ,Inri'O E~;; C.or ,FClJEliiTES RE,CTsJ\f] UL,',BES, 

J,dontomos un m.<t r co de r e f e r encia ca.rtesümo XYZ con orige n on O ( B'i g . 7 .1). 

Entoncos , 01 vector r(t ) puede ser cxpr eséldo como sigue: 

r(t) = x(t)i + y(t)3 + z(t )k ( 7.4 ) 

donde: x (t), y(t ), z(t ) son las coorden~da s de l a p~ rtícul on e l i nsta nt e t. 

LA. vel ocidad y l A. a ce lore.ción son entonces: 

( 7. 5 ) 

a(t ) = x(t)i + y ( t )] + z(t)k ( 7.6 ) 

donde los puntos oenotn.n dori vación con res pecto a l tiempo. (Est '1 note,ción 

s egui rE u~;ndose en pdel pr.t e ) . 

E jGrllplo 7,1 

Unf'. partícul,n so mueve p. 10 l argo de l a curva y = L¡X2 donde ,: X (¡ Y ¡ i y .C 

C'! s tán ti1(~dido s en metros. Se s .o,be que x ,= y = O Y que :k = 4 mi Sf: g CUAndo 

t = O. Encontrar 1 1". Dosici'::n , volociar,'d y acel er"ción de 1 ", F ' rtícule. en 

fu nción de t. 
S r') lución : Spbemos, d E' los dp.t os del p:roblem".. , que: 

dx = 4 
:1c - dt 

EY'tol1cns: 

dx = 4dt 

Pero x = O cuand.o t = 0, Luego cl = 0, por t 911tO: 

x ::= L~t 



2 Susti tuyendo en y = L¡,x , quod <'\.: 

y = 64t
2 

Luo9'o : 

r = x'5' + yj 

r = (4t)i + (64t 2 jJ (m) 

que d8fino 1~ posición de l e p~rtícul~ , L~ volocid~d será: 

-v = ~ = 4i + 128t3 (m/sog ) 

y 1~ Bcel e r nci6n: 

(m/ s og.2) 

7 • 3DESCPIPCIQjI~ D¡:¡:L fiOVDHEI':TO EN COMpoj:.1Ei ¡TES TANGEi\fCII. L r f:ORgIAL 

Se~. 1 ", pos ' ción de 1.,... p2. rticu1p. P definid;> por su dist"'1"c i a s medida , a lo 

l a r go do l p. curvl'l, des do un punto de refe r cncip. Po (Fig . 7.1). Do l a dofi

nieió" do velocide.d, t onemos: 
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_ r d~ cls 
v(t) = dt = ds • dt ( 7.7 .) 

dr 
d d l · 6 r 

01'1 o : = . lm --
ds I,),S ~o bs 

riR 0 1'1 l a posición r (t). 

H~ciondo : 

Escribimos: 

-u _ 
d s 

v(t) =: 
.. -s u 

. .. -
a = s u + s u 

os un vector 1.1nit.? io t~ngente a 1 2.. trayocto-

( 7.8 ) 

( 7. 9 ) 

( 7.10 ) 

Est!'\ r.xpresi6n puede s or tr::msf()rm~dp. como siguo : Ü c E'.mbia de dirocción 

con ti11uar.1C'nto , pero su mn gni tud os sier¡¡.pro 1 2 unidad . 

S O". 6. e e l E ngulo '1 UO :zi r e 61 voctor ü en el inte r l'!!. l o (t, t + ~ t ). 

( Fi~· . 7.2). Entoncos : . t ~ül = 2 s en ~2 e 
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I ül = I ü + ~ ü~= 1 

Fig . 7 . 2 

s i ~e e s poquoño, l a r 01 .<l ción f.lntorior c or!duce P. l a apr oxi m.<1c ión 

Pero CU'1 l'1d0 ~ e ~ o , t onemos: 

Obs orv!:1.ndo quo l os v Cl ctoros ü y dü son ortogon::llos, podemos e scri bir: 

( 7.11 ) 

-donde n os un ve c t or uní t" río, ortogoD.!J.l e. u y dirigi do hA.c i .... 01 centro de 
-y n en el punt o c onsiderr.do se lo 11a-

lTlR. plaNO osculndor. De l R. e cuación ( 7 .11) 

~ - de - ds / d s 
u= n dt = n- c1 t de 

ds 
Pe ro d8 

• 
e s 01 rflc1 io dG curv"',turR. P de l a trAyoc t orip .• Luogo: 

-n 

Sustituyondo en l R. oxpr os jJSn p"r '" 1 ", a c cl er.!1.ción , resultp : 

· 2 - (t) •• - s-a =su+-n 
f 

( 7 . 12 ) 

Verno s que 1 ", " ccl r r p ción ost:; c ont eni d." ;;;n e l pla no os culn.dor ¡ a = s' ü 
.¿ u 

e s l A c Oi"lponentc t AY¡ L:::enci" l, y a
n 

= T ñ e s 1 ;> componGnt e 

nOrInRl, pp;. r a cOP'pl 0' t ::o r u. l ' t c rn<' de v ctore s uni t nrios ortogon:'.l s, s o de-

f i Y'o e l ve ctor u:ni.ta rio - , 
~ D. S l t 

-
~ = n x u ( 7.13 ) 



Ejemplo 7 ,2 

Un a utomovi.list8 pg :r+,e dvl r e poso, inici ', ndo un< curva d8 20.0m. dü N .dio, 

l1 C V é1. UYi ;1 -" c Gl e r ,-,ción t.~Y'··:f' nci a.l constpYitG de 2Yfl / s ep;2 , C;:] lculpX' e l e Spé1 cio 

que hfl brf. r ,corrido su A.utotPÓvi l hnstH c,uc 1 1". jl1 é1.gnit ud c1e su a c ,l or "ción 

tot~ l S8R d 0 3m/seq2 . 

Solución . - FuC' s to que 1 ·~ -:lc '-' l or 1'.ció" t a ngnlci .'-' l 8S cor~ s tr' ntc , pod emo s "1 S

c r ibir : . 
s = ds 

dt 
2 

• 
ds = 2 dt 

, 
s = 2t + Cl 

Como e l vehículo p~ rt rJ d el r rposo, s o tiOl~C) quo ~ = O pp r~ t = O, d e mp.nora 

quo C 1 ::: O. Luego : 

s 2t 
ds 

= dt 

ds = 2t dt 

2 
s = t + C2 
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Si t OT'1-".mos c omo orie;en dr s e l punto dando 01 movimÍf,,,to s o inicie , tondro

mo s gU0 s == O p" r~ t =- O, lo ql Q conduco fJ. qua C'z 0= O. Entoncos; 

Si Fl.hor.'> r xpros{'mos l a .!> col í:r ~ ción como i 

a = a u + a n u n 

t onc'lromos quo cl.l::¡ ndo (,1 "' utomóvil tonG"-' un.., ec ~·lor."\ ción t otAl do n 

2 2 a = a u 

2 2 a = a n 

Luego: 

a = n 

, 2 
s 

+ a 
2 
n 

2 
9 4 5 1:', = - = u 

=[5 

, 2 2 
s = 200 ~ = 21,2 m/seg 

.~horA. bion , c omo s = 2t, p!'\ra 01 inst ~ ntc; quo o st~mos considor;- ndo¡ 

21.2 10 6 = --2--, = , . seg 

2 = Jm/seg ; 

? 
Por tento.(s=t- ) t Gnnm0S fjnglmontc 01 f' spncio r 8corridn por al uto'11óvi1: 

s = ( 10.6 )2 = 112 m 



7 , 4 DESCTIPCION DEL fv'OVn"r~:1 TO El"' COOn.D¡~l.:AD '\ S CILJNDRI.CAS, 

Z 

y 

- (a) e 
e~ r 

x 
e 

Fig , 7.3 
r 
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+ fl. cr 

(b) 

e 
:r 

L·., posictón d o 1 :1 p:->rtículp puodo s e r oxpr osf' d.a 0 1-, términos eJo lp.s eoorcl ü -

Df1.dp s eí l~ nc1riea s ( r, ~ , z) , ! ' i 1J , 7. JI'l. ) . Irltro r1Uz c Et mos l os IT ctoros uni-

t"rl ns E: , e~, e on ln di.ro eeión do 1 :1. s coordon.<tda s r , ~ , z . .- r 'f1 z 'f1 

r r: spoct ivrmr ,11t c , los cu::> l c s fOJ:To1An un s istr·ma 0rt0gomü . Ent oncos e l ITO C-

t d ,,' "'_ (t) Cl r C' pOSlC '1.0n 

:re 
r + ZG 

Z 

o s: 

Dado que 0z os cOY1stpnte on m,qgnitud y dir8cci0n, la vol oc idc.d r e sultA. : 

v(t) = 
0-

re 
:r + :re 

r + ze z 

Toni: r. ndo on cur ntc. que e
r , 90 cé.lmbi an sol::l.I"Jonto on dtrocción 

( 7.15 ) 

I 
1, 

( 7.16 ) 

( 7.17 ) 



Si Cl~ e s pnquc'ño 1 

y curmdo 6 ~ ~ O 

do 
r -

dVJ = 0~ 

Do mó:.nr'r f' s orne j8nto pu\'d o s or damostrado que : 

- o r 

SustituY" l1da (7.18) y ( 7 .19) 011 l .:t s a cu.<:. ciOJ'a s ( 7 . 16) y ( 7 . 17): 

. . 
e~ = - ~ o 

r 

Roemp1~z~11do esto r~su1t ~ do on 1~ ocuación (7.15): 

Ton1.cmdo on cuontf:. (7.20) y (7.21), r() su1t~, : 

. 2 
ii(t) = ( r - r ~ 

~C'mp1(1 7 . 3 

. 
) 0r + ( 2 ~ ~ + r ~ ) e~ 

., -
+ z e z 
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( 7 . 18 ) 

( 7.19 ) 

( 7.20.) 

( 7.21 ) 

( 7.22 ) 

( 7. 23 ) 

Dos v , rill~ s c stií.n u:rü o" s mc;r;i rmto un collHrín doslizante B como S 0 mun. s

tr~ " n 1 ,'> f i gurp. ( ~ ). Se biondo que lp v '" r:H1~ .<1rt i cu1 p. da e n O gi..ra con 1TO -, 
1 ()cid .. ".d pngu.lp r const!"nt o ~ :-:: 4r" d/sC'g Em se ntido contrfl r i o él las r.guja s 

do un r olo j , d0t r> rminA.r 1 .<1. vn1 ocidt>d ?bso1utl'l do B cUAndo ~ = 4, Sr) . 
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Sn11Jc-1ón.- T"!ilrmr s c omo ('r ·"011 de c00rdEn,"1d !! s 01 unto O, luc'(?;o r = OB. Do 

1 1. ~col'1ctr' 3. d01 tri5.ngu10 AOB, cm l e f i gurA (1, ) , t onGl'10s : 

¡3=~-a 

tpl ic.<'\ndo l A ley de 1 0 5 s ,-nos, Si! t50no : 

r 50 JO 
Sen a = Son tl80-0) = Sen ¡3 

rSon~ = 50 Sen a 

Dc rivA.ndo c on rOsp0cto nl ticwpo : 

r Cos 0 ~t + Se n ~ ~~ = 50 Cos a ~~ 

De (e) tp mbión poder'los obtc.nor : 

50 Son ~ = JO Son ~ 

Sustituyendo ( f ) on (E): 

50 Son (~ - a ) = JO Sen ~ 

DorivP.ndo con r e spr cto fÜ tiompa ; 

50 Cos (0 - a)(~ - ~) = 
d.t dt 

]0 Cos ~ 
dt 

--ªª-- _ -E.L -.L C O s ~ 
dt - dt - 5 Cas (~ - a) 

~ 
dt 

( ~ ) 

(ID ) 

( C ) 

( :c ) 

( t, ) 

( F ) 



]0 O 
Se n p ~ -so- Sen 45 = 0.424 

¡3 = 25.1 ° 

Sustituyondo r n (A): 

19 . 9 ° 

Luego , 0.0 (C): 

50 
Son a. 

r = Sen ~ = 50 ° Sen 19.9 
Sen 45.00 = 24.1 cnl 

De (F) pf)dOP"n s c fl lcul;1,r ~ s"biondo quo ~ = 4 

da. ¿ Cos 45° 4 / 
dt = 4 - 5 Cos 25 .10' = 2.13 rad seg 

Susti tuy<:ndo p..horfl e n (D): 

24 .1 Cos 45
0 

(lj,) + Sen 45
0 ~~ = 50 Cos 19.9° (2.13) 

Rnsol vic'ndo : 

• dr 4 
r = dt = 5.1 cm/seg 

95 

;\.horA. susti tuyondo n 1", Geup eión dec1ucj.dR p~.r r> la voloeide.d , obsorvendo 

Ador"'RS qu e; 01 mnyim"lC'nto s e' d r. s::l,rrol1l\ on un s olf) pl'1no ( ~ = O ), 

r 8sultp. ¡ 

v = 45.1 0r + 24.1x4 e~ 

La M:>gnitud e s: 

= 106 . 5 em/seg 
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7.5 rOVIFIENTO REL:TIVO. -

Y : j yo ./ B 
! ! ~. "/ 

I -</~ 

I r~ A ><~ rB~A __ .. ___ . 

I ' ;;f§r;' 

.~/:..~ .. - ~// 
O ~_. !.k-- --- .. _. X 
./ 

Fig. 7.4 

CUA.ndo 01 mCWii'flinnto d o unf.'. partícula c st~ r e f ., rido p un sistcme.. i'tjo s o d o

nomim', ¡ j01rimient o Abs nluto . Cuando l n posición, vol ocid d y [I.ce l o r A.ción s on 

r of e' ridos A. e j o s 0 1'1 movimi anta, s o dice qua 01 l"'ovi mi e nto e s Re l Ati v n . 

So"n A y B do s pa r t ículp s 0 1'1 m'wimiantn , O un punt o fijo 0 1'1 01 Gs pp.ci o , XY2 

y X Y Z dos l'I1·?rcos de r ofor oncip. cp rtosipnos c oY! sus 0rigonos en O y 11 

r o s pocti vP lT!ont o (F'ig . 7. 4 ) 

Tenomos GYlt nces, qlJ 0 1 s eje s XYZ formpn un s istom.<t d o rofer oncia fij o y 

cU<1,l quior movimiento doscri t o c on r 0spocto ,!l e sos o j os s e rá 1'1 movimi e nto 
; ~ ;: 

.qbsoluto . Como ;_ (· S un ..... D" rtícule ('n mav i miontn , X Y Z formp. r .<i:n W 1 sistclila 

r; n rof or oncip. m0vil y cuplguj or 1"\(w inúonto r c. f orj do ."1. olla s s o r !,. lm movi-
-

'''' ~aY1t a r ('l p+,ivn. Soan rA jT rB l os ve ctor e s do p '"l s j c i6n pbs01ut , do l ps 

pp.rtj culr,S I y B r ns p -,ctivp.monto , y r
B

/ A c- l voctor do posición rol~tive 

dn B r ospocto A, de l a f i g . 7.h s e tiAnel 

e riva ndo con re s pecto al tiempo : 

-siendo VA y v
B 

18.s vel ocidade s ac'solutas de l a s par t ícul as A y 

v;1,mc:mte, y v:~/A la veloci .9 d relativii de B r e s pecto de JI. . 

Derivando de nuevo c on respecto al tiempo 

( 7. 24 ) 

( 7. 25 ) 

respect i-

( 7.26 ) 



donde: 

a
A 

es la. a celera ción 8.bsoluta de A 

es l a aceleración absoluta d e B aB 
'''''B/A e s la a celeración relativa de B respecto de A. 
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En par t i cll1ar 
• I I 

si el si stem~ X Y Z p.stá. fijo a un cuerpo , recibe el nombre 

de sistema de coordenad." s ma teriales. 

7.6 CU TEM A.TICA DI: LOS SOLIDOS RIGIDOS. 

yl 
I ' 
I \ , ..... .. '"E/A \ 
I ,/ , 'o . , 
! ,' . 
; / \ , --, Ji- \, ~ / 
I rB '. ....- / 

j ~- ./ 
I ...--r - -----

O ; .~ _ _ .. __ A _ _ _ __ . _ __ ._._._ X 
/ 

./ / 
/ ' Fig . 7.5 

/z 

Un solido r í g jdo e s un modelo que i dealiza un cuerpo sól ido como una distri

b" c:i..ón cont~nua d e pa rtículas , C1JY R S posic:i.ones r e lativas s e mantienen in

variabl es . En ot.r a s pa 1 D.b r e.s, e s un sól ~ do indeformable. 

~1 0vi!T'iento d.e trf' slac i ón. - Sea.n A y B dos partículas cuale squiera q1!1'e per

t enece n a un sólido rígido ( l< 'i [" . 7.5). La posición de la partícula B vi e ne 

d !3.d a por : 

( 7.27 ) 

-s i r
B

/A8s i ndependiente del tiempo, o s e a gue es constant e e n magnitud y 

direccj ón, se dico que el s óli do e stá anil'lla.do d e movimiento de traslación. 

Derivanco con re s pecto a l t iewpo, t e nemos: 

( 7.28 ) 

( 7.29 ) 
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En consecuencia, un sóli do rígido animado de movimiento de tra sla ció. , to

das sus partícu18.s tiE'nen 1'1 misma velocidad y l a misma aceleración. 

f':ovimj.ento de Rotación . - En e l estudio de la c inemática de los s ólidos rígj

dos, encontramos otro tipo de '"'lovirni e nto llamado rot8ción. Este s e prosenta 

cU8.ndo l a s partícul a s quü forman el s ólido d.e scriben circunfo r e ncia s &lredü

dar do un eja fi j o. 

Sea Pune pa rtícula q'Je pertenec e a un sólido rígido , cuya posición P e t) 

e stá r eferida a un sistema de coordc nadds fijo, XiZ , mediante el vector de 

lJ()sición re t), eFig . 7. 6) . Sea q el vector uni te.r ío que defipe l e? dire cción 

del eje fijo OA alrededor del cU!'l.l P so mueve descri;~iendo una circunferen-...----. "-'-'-
/~:_-.~ . . '~\ 

/ !. ' "", . ,~~ ) 

I 
,// pet) ~i~ ... ~~./(\ j 

/ "'Y' \ ' , ,':..\ \ i /--t- -e) ' \..; , ',fl r . 
! I r t /" '.. ' 

I / '. ~ ,-
/ 

/ S .?:_.. i 

! ! /0. .' / /~ ' pet+b,t4" 
/4 ~ ~ / I , ,/ , .~. re t+ b t) .' 

\ ~. !K' I 

ciR. . 
y l 

x 
\ ,.,-

" ~.,.' 

/" 
/ - " - . -

./Z 
Fig. 7.6 

J ~ ecua ción (7.9) fus e scrita asi: 

. -
v = s u e 7.9 ) 

donde ü r¡ s u.n vector urlÍ t · rio ta ngente a la trayoctor i a en Fe t) y s - ~~ 
Sea r = r , entonc· s, e l vector qx r es normal é'.1 plf'lno OAr , e sto e s, pe.r a -

-1010 ~ u , y s u mag:ni t u.d 8 S rSena.. Lue go: 

ü = e r Sen el 

1 )qxr 

Sustituyendo e n (7. 9): 

v _ e _~s __ 
- r Sen a. 

Rocord .<1.l1do que 1. 

ds = r Sen a. de 

trayectoria de 1 ",- partícula e s unn circunferonci 



99 
. 

s = r Sen a. • El 

lueg'o , v = 8 qxr 

D",finiE:1l1d o como volocid,"d <1nguln.r, teno:ros: 

Ir = 1tiXY' 

1.'1. ac r:ler8ción de In. partícula Pes: 

!. 
a=w x r+l,rxr 

Toniendo en cuenta que v 

" ular, podernos e scri"¡ir l 

a = a x r + w x ( w x r ) 

!. 
r 

( 7.30 ) 

a = w como ~ celeración a n-

( 7.:31 ) 

~1ovimiento alrededor d.e 1 n .E,..unto fijo. - Si un punto de un sólido rígido e s

t;; f i jo, podemos comprob~,r que e l movimiento del sólido Elquival e a u Yla ro

t aci óJ'1 de l mismo é' lrododor de un Gie que p[1 s a por el punto fijo. 

M 

--\ 

Fig. 7.7 
..--

S a O el pupto fijo do un sólido rígido ( Fig.7.7 ), rA el vector de po

sición de la p[1rt:ícul n A que pe r tenece al sólido, S",botl'loS que l a magnitud 

de r A e s const.<lnto , lu("gol 

r • 
A r A = c onstante 

Deriv Qn80 con r ospocto ~l t i ompo: 
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De aquí que vA s ea por po -dicular R. r A • Entonce s I podemos construir un ple 

no quo p O. s e por O y por fJ. , Y que S Oél perpendicular a vA' Ahora, elijamos 

unp. p ,' rtí cul e r~ cc·l s Alido . f ue r A dlO":l pl~. no él nte s construido . Tenemos que 

para :;Stl:l p".rtícule s e cumplo que : 

lllr 1"'0 , podemos const. r uir otro pl:mo quo pp.. s e por O y por B, :'1 s eD perpendi

C1Ü "l r '1 VE • Como l os 'dos pI E" nos p"l s a n por O. su i nte rs e cción s erá 1 1" r ect a 

Ot·" 

J l, oré' ly18n. sobro 1" r e cta m" tomemos un" p<\ rtícu12 cu lquj e r a C. para la 

cw1.l so cumnl e que : 

( '7 . 32 ) 

( '1.33 ) 

c ) DE' manerp.. s emejant e A. (b) g 

( 7.Y4· ) 

los r ns l1.1 tados obtp,üdos e n (7.32), (7.33) y ( 7 , 34 ) e.clmitr n dos cxplic ,,· cio ... 

ne s: 

,') ) ve 8 S por pe ncliculor ,1 lo s pl a nos c onstruidos do 1 " me.nora ante s cle scri

t a¡ ó 

Ve = o 
L" prirnorA. suposj ción 0 S desde l uogo j.mposible , p sí que para el i Y1 sta nt e 

c ons i derp..do , t enomos dos puntos fi jos, O Y e que dofine n un oje p..lrededor 

del cu!"l el s ólido osVí rotando. Si w os 01 ve ctor vel ocida d angule. r, 8n-
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t onCAS: 

( 7. 35 ) 

donde rp es el vector de posicj.ón de la pa.rtícula F, dirigido de O él P. 

L.1 ROTACIQlIi DE üri SISTEJ.1A DE EJES . 

y i 
W 

yQ \ I 1\ 

l 
I 

I 

J ____ . ____ ... X 

k 

Z 
/ 

Fig, 7,8 

ZQ 

, , t 

Sea el sistema de coordened~ s X Y Z que rota con respecto a los ejes fijos 

:K) Z con una velocidad ngular w (Fig , 7 , ti) Los vectores uni t~rios í , j, k 
~ . , 

defi nen las direcciones de los ejes •• , Y, Z, respectiv~mente . De acuerdo 

con l a e cuación (7 , 35) podemos escribi r: 

· -i = ·r X i 

· -j j -:: W X 

• ( 7, 36 ) 
k -= "r x k 

7 . Q ';OVrrT~3TO LE mT¡\ PARTICULA R:~FERlDO ~ mi SISTE~IÍA DE COORDENil DAS ff¡(YH 

LES, 

Sea B una pa.rtícula cuya posición está deter inadfJ con respecto al sistema 
{I o L] 

de coordenada s X Y Z con origen en la partícula A, (Fig . 7, 9 ) si XYZ es un 

sistema de refencia f ijo , rE denota l a posición absolut~ de B, De l a fi

gura tenemos: 
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y 

Fig. 7.9 
/ 

Zo 

z 

( 7. 37 ) 

siendo rB/A == xi + yj + zk ( 7.38 ) 

~,l ótese que rB/lstá referido al sistema móvil X' y' Z' • Derivando con respec

t o al tiempo: 

- - -
" B = "ITA + vB/ A 

( 7. 39 ) 

siendo vA la velocidad de A. .Ademá s 

. . . . 
vB/ A == rB/A = (x i + y3 + ~k ) + ( xi + y j + zk ) ( 7,40 ) 

donde el primer paréntesis expre s velocidad de l a partícula B relativa 
- * ;)1 sistema móvil , la cual denotaremo s con vB/A 

-* . - . - '-
vB/ A = xi + yj + zk ( 7.41 ) 

usando además l os result el os obteni.dos en las ecuaciones (7.36) puede sim

pl i fic . rse el segundo paréntesis : 
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. . . 
( xi + yj + zk ) --::=wx ( xi + v j + zk ) = w x rB/A ( 7.4·2 ) 

Donde W e s 18 velocidad angular del sistema X'yIZI. Sustituyendo (7.41) y 

(7.42) e n (7.40): 

- -)~ -
vB/ L\. = vB/A + 1>J X rB/ A ( 7.43 ) 

FinaL ente de ( 7.39): 

( 7.44 ) 

Lp. aceleración aQsolut8. de B s e obtiene de la ecuél.ción (7.39) 

- -
é'B = a ll + a B/ A 

( 7.45 ) 

si(m do a A. l a. a coleracióna.e (' . 

JI. .. hora, ( 7.46 ) 

- --
aB/ A = 'lB /A + a x rB/A + W x vB/ A 7.47 ) 

Donde 
. * .. '.' 
vB/A = ( x i + Y 3 + z k) + ( x i + Y 3 + z k ) ( 7.48 ) 

El primer pa.réntesis de (7.41") e s la aceleración de la partícula B r elativa 

-* con aB/ A 
a l sistema Móvil la cual denotaremos 

( 7. 49 ) 

El segundo p8réntosis de la ecu ación (7.48) puede ser simplif icado usa ndo 

las ecuaciones (7. 36 ) 

. . . 
( i i + ir j + ~ k ) -= w x 

. --* ( x i + ir 3 + z k ) = W x vB/lA. ( 7.50 ) 

Lue p, o: ( 7.51 ) 

Sustituyendo e l valor e ncontrado nn ( 7 .L~3) para evalu.'l.r wxvB/ A ' t e l!emosl 
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Sustit'-,y€mdo e n ( 7 ,L~9 ) los r e sult['dos (7.51) y (7.52) 

- --aB/A = a x rB/A + W x ( 7.53 ) 

( 7 . 54 ) 

Los t r e s primoros t 8r<', ' nos de la. cxpre s j ón (7.54) r epr e s enta n la é1.c oler.?-

ción absoluta de un punto rí~id~mente unido ~ l sistema de coordenadé1 s mó-
~ o ~ 

viles X Y Z que coincide con la posición de B (Fig.7. Y). (Obsé rve s e que 

-* -* ) ~ para. un punto el:' os ns condj cione s v B/A = ~/A = O • El cuarto ter-
-* mil:'O aB/A , s egún vimos, e s l Q ac r.lernción de l a partícula B r elativa a l 

. t " 1 v ?y OZO El' , --* SlS sma mOVl . h . ~ . ultimo t ermino 2 W x v
B

/A 
e s llmnado a ce-

18r~ción de Cori olis. 

Ejemplo 7 .4 

Un disco A de rpdio R ostii gir ando con ve locidRd anq;ular constf~nte W
l 

81-

r ededor de un e je fijo qua p<lsa por O y en e l senti do que se muestrp.. El 

dj.sco pequeño de radio r e stá nI disco . en C y e stá gir~ndo con velocidad 

yp"ula ~ constPi.nte w2 r e l pt.i va p . li Y con Al sent.ido que se mue stra . 

Obte ne r l a acr-üer~.ción e l punto P sobre e l disco pequoño e n e s t e instp..nte . 

I ¡ y = yo 

w ",1 , 
1"':' d 

--.4.-... --~ .. ~. 
/ 

_ _ _____ x=X o 

/ Z = zo 
/ 
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Solución,- Par a r e s olve r este nroblemn , primero locnlizRr emos un sistema 
o ? , 

de ejes fi jos XYZ con origen en O; l uego , e l sistema de e jes móviles X Y Z 

por c C':riT"~ nj c nci", si tUél.r cmos su origen e n O y coincide nte s, en a ste inst.9 n

t e , con el sistem.:'1 fij o X'~, ~ El sistema móvil gi ra con el dis co .... con ve-

locidad nngula r 

mos: 

a = O o 

). Usando la e cur ción deducid;;:. p:~ ra l a acel eración, tone-

a = O ( puPs w
l

-= COl1stél nte ) 

rp/o = ( el + r ) i 

-
W = - 1fT

l 
j 

-* ( ) x L ( w23 ) )) 2 
apio = w

2
j ;{ ( ri = - w2 r i 

-* ( v.T23 ) (r ) w
2

rk vP/o = x i = 

( obs ~rvesG que :3.;10 y ;;10 corrospOl den P. un movimi ento de rota ción, con 

v c:: l ocid .<td angular constnnto , del disco poquoñ~ alrededor de su eje C ), 

::""'.ntonces : 

Dosarroll"mdo l a s oper acione s indicada s, obte nemo s: 

L..2...-DES CRI Fc r Oil p EL Ivlovr IEi~TO DE m SOLIDO RIGIDO.-

F.<1.ra describir 81 mmrimic nto de un sól ido rígido e s ne ce s ario os pecificar 

de al guna m;:> nerA. el movimj .onto do cada partícul p . dol s ólido , 

Sor'.l'l ./1 -:{ D dos pa rtícu.las q U G perte necen a un sólido rígido (1' i g . ? , 10 ) , 

El vector r ji dot rmi nn l A. posición n·hsolut.') do A re s pocto do un sistema 

de coordena.das fij o nz. Se a A origen do un sisteIl!a de coordenadas mate -
• ¡ ? 9 

r19.1es X Y Z • 

Por trat arse de un s ólir o rígido ,rBjA' que det e rmina l a poslclon de B r o

l ativa al sistoma móvil XOyO ZO, e s constante en magnitud y direc c ión con 
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re s pecto ,!l osaS e j e s. En conse cuf' ncia , on 18.S e cuacione s (7.44) y (7. Sl~ ) 

- -* -* -* -* los terminos vectoriale s vB/AY ~/Ason i~ualGs a cero ( vB/A = ag/A = O ) 
Y l a s ocuRcione s del movimiento r.8 SU i tp_n s or; 

-
rE = 

vB = 

él B = 

- -
r A + rB/A 

-
vA + WX1:'B/A 

-
al\. + axrB/A + 

y 

-- ("WxrB/A) 

i 

B 

'. /"'ft 
/ \ ¡-

/ \ i rB/A 

, / r _ --- -- -. .. - " - -

' / - A .__--1 A 
_- .---- I 

O ' ---- I "~ _. -- -_.- -- -_L ___ _ . -___ - X 

Zo Fig . 7.10 

( 7.55 ) 

( 7.56 ) 

Nót e s e do 0.stas e cuaci onos qu e el l1101Ji-,'i onto do eualqui e r partí cula_ de un 

s ólido rí ~ido ( y por consiguiente el movimicmto dr.l sólido ) puede detor

mtna r s e si s e conOC8 e l movimtento do otra partícu_la dol sólido y l a vel o

cidad Angul a r dol mismo . 

A menudo l ::¡ s ecu;:; ci ones (7. 55 ),(7.56) y (7. 57) s on expresadas así : 
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~St 8 s reh.cioJ1os ()xprosP.n 01 movi··¡¡iento de un sób do rígido como la super

posición de una traslRción, :i_gu;ü él la de un punto dpdo A, más une rote.

c~ ón dol mismo p.lredoo.or do un e j e que pasa por A. (Este plpntC'amiento se 

conoco ce o Too~Gma de Chasle s). Así: 

I'~OVníIEfJTO DE B ::: 'l'RASLAcror¡ + RO'l'ACIO¡~ 

-rg = r A + rB/A 

( vB/ A = - rB/A ) vB = vA + wx 

- ( -
rB/A ) 8.B = RA + 8.B/ A = eL x rBjA + wx wx 

7.10 liOVI I'fI EjTTO PLAi'"O rs UN SOLIDO RIGIDO. CEI.'.THO n.sTANTANEO.-

Cuando cual quier partícula de un sólido rígido permanece en un mismo plano 

se dico quc, Gste e stá animado de movimi <'nto plHno . 

..---..--+---------..... 
..... -- " 

"\ y 

/ - i vB 
.1 c~,1 

, " "" -,; ~B/A / 
I r ~ ! ~ ¡ " A/C ~ I ./~ 

-L
. -~.' " A j' 

.--,,.--- A 

-- - -' --- ~~--- -'- .. ,L.- --- X 
O I "-,.-I "-.--

I 

Fig. 7.11 

Sean A Y B dos partículas que pertonecen a un sólido r í gido (Fig. 7. 11) De 

acuo rdo con l a ecuación (7. 5~ ), sabemos que la vel ocidad do B est ~ dada por 

( 7. 58 ) 

-Debemos notar que nara 01 mnvimi ento pl ano, w , si existe, 8 S un vector 

perpondicular Al plano do moviw.i onto y que, en gene r al, todas l a s partícu

l a s tEmdrán , en el instante consider.'ldo , velocidad diferentos. Supongnmos 

que l A vel ocir1 'lo. d8 l a p'lrtícu.l~ e u S nul,q en oso i!1st~nto . Entonces 1 

- - -vB = w x r B/ C ( 7.59 ) 
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En forma an~loga: 

=w x ( 7. 60 ) 

-son perpendiculares a rAjC y rBjc 'respectivamente y que 

( 7. 61 ) 

( 7. 62 ) 

En COl1S ocuOi~cia , on Ul i nstél nt e d:~d o , l~' s pa.rtículas de un sólido rígido 09.

n:i.r.w.do do movimi onto plpno t i enE: l ;>. s misma s velocid;ldos que t e ndrí s.n si 01 

sólido v,ir.8 r ."l" e n e s e i nstpnte, , lrededor de un c:jo perpendi cula r ,_.1 plano 

d e movir'lÍ c nt o . Este e jo s e donom~ na e j E: inst;:¡,ntiínGo de r ot a ción y su inter

s occj,ón con 01 pl::lno d el movimi ento, contra insta ntáneo de rot ación, Este 

punto puede s e r l OCA.liz:Jdo on 01 sólid0 o en una ext ensión i ;naginnria de él. 

L;j emplo 7.5. 
El disco A ostá roda ndo sin de slizar de modo que 01 punto P lleva una velo

cidad v como s o indice. on la figura , Los cable s s on inGxtensiblos y de masa 

dosprecipb10 , c st~ndo onr ollpdos de tal m~ nc r~ que no hay rleslizami onto 8n-

tr8 l a s pol oa s y l os c :o> ble s, Detorminar l a vo10cid .1d de 0, centro del di s-

COr~~o-;m - -/~. e .... " ,-- . 
! P " 

* t~o cn; I _~ A_ .(...-:'\ ') v \ 

-\- --~- - ~ J---. / " / \. ' : " D' '. , ', / )'>~ ' .// 

"'- L 

~J , , , 

E 

cm 

Soluci '~n , - Pu . sto que e l dj sco A r ueda sin deslizar, la ve l ocidad dol punt.o 

D s Dlll::t , siondo , por te.nto , 01 punto D 01 contrr ihstnntáneo de r ntación, 

LUCg0: 

v p = v = wArpjD 

wA = ~O } 
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Entoncos: 

vF = 2v ~ 

Si 11:"l rr~m(l s N pI c _ ntro i nst ntáneo de r ot o.ción del di s co B, y d.<l.do que l o s 

ve c t ores vF y vG s on pc: rpendicueles ?- r
F

/
N 

y rG/¡r Spe ct i va rne nte , podemos 

e stAbl e ce r l e s ü;uiento r ol o.ción (ve r figur.'l): 

v 2v 

r G/N r F/N 

r F/ N = 2rG/ N 

Aclomps 

-.,¡ .• ~r-~_-:90c _m ___ ~ 

Rosnlviondo l AS dos OCll "l ciones e.nte r i or e s, oncontramos l a p0 sición de N. 

Así : 

r G/ N = 30 cm = 60 cm 

De 1 ,'>, figur~ p0domns obtener l A velocidp.d de O: 

va = v 1 
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CAPI'1'ULO 8 

FUERZA, rfASA I }i CEI.ER1-:..ClQilJ , 

,C) , 1 ~NT::( ': TJCCI0N, LEYES DE l'®~ITOi\l 

Hasta aquí hemos tra tado e l movimie nto sin considerar l a s fuerz a s que lo 

provocftn (Cinemátic él ), Estudi A. r emos ehora l a Ciném? ticél , que e s l.? parte 

de 11) NecánicA. que relP..c iona l p.s fue rza s con l r s vAri,') bIe s que definen l a 

geometríl". de l movimi ento. El tr.': t ami ento de l problema s e rá h echo e n e ste 

cppítulo 11 pp,rtir do l AS Leyos de l\Tey,Iton, l os cua l e s e nuncia r emos ;>.. conti

nU:lción, 

LE":,{ES DE NEWTm;.-

1 , - Toda IX'C rtículD. permrme ce e n r e poso o se mueve en línea r e cta con ve10-

cid ed constpnte , p menos que sobre elll'l a ctúe un'1 fuerzp 

2, - Tod" pr, rtícull'l sobro lR. que actúe un;> fue rza se mu eve con a ce l e r ación 

proporcj OllA l él l p mR.gni t ud de dich!l fucY'zP y e n 1" mismp d i r e cción y s en

t ido Il 'e ollp , 

3.- A todA. '1 cción corre s ponde siempro unA. re~cción igual y opue sta , e s de

cir, lps acciones mutUAS entre dos p~rtículA S son siempre i gupl s y diri

gi U1S e n s e ntidos cont .r -"' rios. 

Estns tre s l eyos son pplicrtbles unic p.monte a las pnrtículél.s. 

LA. prj.mer l ey indiCA que una f ue rza e s r eque rida ppr a producir un c ambio 

en e l movímionto de una p~ rtículA , 

LrI s egundp. l ey E: S cu"'ntitativ"' . Estp,blece un.q relé> ción entre l a fuerZ A 

Que actúa s obre l a pA.rtícul~, su mps a y l a pcelcra ción r e sultante , riate 

m'ticpmente podemos e scribirl 

( 8.1 ) 

donde a e s lp <> c eler"ción F e s l p. fuerz a. r e sultante , m l e .. "1. .... sp, de l "l p . r

tícula y k e s una con~pnte do proporci0nalid~d. FinA lme nte , con l~ t e r

c e. r~ l oy 0S pnsibl e cx t nde r 1 0 pplicac i ón de l as dos prime r ps a l os cuor

pns, t 8n:i.8 Yldo en cuontr· que é stos ostán f or mado s por un.q distri buci ón de 

pA. rtículp.s, 

F\ , 2 SI STEl"' hS DE U~UD ' DES:-

De '1 cue rdo c on 1 2 s f' >~undp l ey de i'Jewton , si l A s u nid e.de s de e col e r é:.c i ón , 

fue rzp y me s~ s on elegid~ s a rbitrariament e , l a c onstante k debe determin~r

s e 0.xporiment~L~ente . 

For simplicidad, c onvie ne que l a constpnte k se~ igu~l a l a unidpd, lo 



cua l es logrA.do d e fini e nd o conve nie nt8mente lrts unida do s de fuerz~\ I ma s a 

y é' c e l e r [l ción. 
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!.si , d efi ni mos 1 -'1 unid ."d de f uoi'zP c omo l~ fue rzA. ne c c s a ri?, p. r 2. pr oduci r una 

ecel e r pción unit.q ri p n. u n :, pp..rtícul p, cuy? m~ s::> o s 1:::>, u ni dAd, Flor ejempl o , si 

l p.. '-' c e1erp. ción o s me did .. Po n m/s ~g? y la mp.s R. e n k i l ogrl'l.mos-m.? s a , lA. unide,d de 

fuorz~ sor ~ l a f u e rza noce s a ri :1 p",r p producir una .'1. c E-l e r e,ción de 1 n I s eg2 a 

una partícula do m2,s a 1 kg-me,sa , e st l? unidad e s ll .<tmadp, {Iewton y e l sistoma 

de unidado s ~t si o st:~blocido , sistom:: pbsoluto mks, Otro s sistem2. s pbsolutos 

s on e l cg s y el ingl é s, (ve r cua dro), 

Los sistema s de u nidpdos, llamados t e.rre stres I técnicos o gravi t a cion."\ l s, 

define n l a unidad do rw:'"sp c omo l f-l. m", sp' de une, partícula que adquiero una [1-

c el EJr pción u nitAriA al pplic -" rle una unidA.d d e fUE.J rza, Po r e j emplo, si la 

1 " ' d"d "l ' 2 1 l'b 1 ' d d d a c o. erp.. CJ r. n e s IDe l ,'1 en pl OS SE. g y Po fue rz :> e n l r e. s, a U!1l a e m, 5 8 

ser5 l a IDA.S:' de un.!J. p"rtículn. que edquior e 1 pie l s og2 [11 e.plica rlo l a fue r

zp d o 1 lb. , e stA unidAd e s llpmpd ::> slug, 

CUl'11quier A quo 5 0[-' e l s~. stGmp d e uni d'-'.d c s podemos e scribir: 

IN 
m 

g 
( 8,2 ) 

d onde m e s 1", mas A. d e un!."! p A.rtícula , W su poso y g l a ." c c l e r a ción de l a gr a 

vndp.d ( g = 9 . ~ ,,'/sog2 = 32. 2 pie s/sog2 ) 

SISTEjV!/.S DE TJrIDJ.DES 

NEl'RICOS nl1LESES 

, 

ABSOLUl'OS TECNICO JJ3S0LUTO TECNICO . 
. .... 

Di'''1 1,:'nsi r' ne s mks c g s 
~ 

Longitud m en . m pie pi G 
~ , 

TiElmpo - SElg , ·s og . s og . seg. scg. 

Fue rz:'l ncwton dino. kg , punda l lb. 

I-h s n kg- rna. s a g- masa U,T, b . lb.-JT1 <s a 51 g , 

. 



Abreviatur.;l. s: 

m: metro 

cm: centímetr o 

seg ; segund') 

kg : kilDgrronC'-fuorz::l. 

lb: libr~ -fuorz R 

kg- mn S I'!: kil ogr."mo- ma se 

TT .T. M; Uni df'd t éonica de mas" 

lb-m~sp. : libra -mns~ 

R.3 ECUA CIm;ES DEL r~OVIHIEI~TTO DE UNA PARTICULA 
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TO)'li endo en cuenta que l a. constanto k es igual a la uni dad para los sistemas 

do unided "' s que usar emos, la. e cuaci ón( (8 .1) r e sulta I 

F.::: ro a ( 8 . 3 ) 

Sea un marco do r of er encia cartosi él.no; l a ecuél.ción (8 , 3 ) equi valo a las 

tr', s ecuacione s oscalares: 

F = ma x 

F = ma y y 

F = ma z z 

La ecu.ación ( ~ .3) puede se r e scri ta en la forma: 

F - ma = O 

( 8 ,4 ) 

( 8.5 ) 

En l a que 01 vector - roa puede ser visto como una f uerza , l a cual llamara~ 

mas Fuerza de Inercia. La ocuación (8.5) expre s ~ qUG la partícula s e en

cuentra on equilihrio b1'l jo la acción do las fuorzas F y -ma .Diremos en-
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tonce s que la partícula se encuentra en equilibrio dinruaico, En estos térmi

nos , 01 problema dinámico pUE:1de ser resuelto con¡o un problE:mé'. de Estática 

EjemploR .1 

HOVHITEFTO DE UN PROrt;CTI L 

y , 

P 

A o 
~~--~--------------------------~--r------ X 

r 

Sea un proyectil disparado dosde el origen de coordenadas con velo:c.idad v 
o 

que hace un ángulo i3 con la .orizont:.ll (ver ftgura ) Desprecian o 18 resis-

tencia del aire , sobre el proyectil. actúa solamente su peso W, Las ecua

cione s del movimiento en componentos r ectangulares son: 

F 
W 

- x x g 

O W 
= --x 

g 

"' x = O 

J ntegrpndo tenemo s: 

Sabemo s que para: 

t = O , i(o) = v Cos i3 , o 
Por lo bmto: 

x = v Cos 13 o 

y(O) = 

F = y 
W lO 

g Y 

vi . I -w = - y g 

y = g 

y = - gt + C2 

v Son j3 
o 

y = - gt + v Son i3 o 
( A ) 



Una segunda intogracion da: 

Siendo l as condicj ones i nicir.Ües x( O) = O ; y( O) = O 

x = v Cos ¡3t 
o y = - i gt

2 + v Sen ~t o 
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tenemos: 

( B ) 

Las ocu~cion8s ( A) y (E) determinan ln velocidad y le posición dol proyectil} 

rospGctivament e , para cURlquier inst anto t . Le ecu.!'ción de la trayectoria 

df'l proyectil puede oncontr'. rsEl de l rl s e cu,<lciones (B). 

t = _~.:;..:x'--_ 
v Cos ¡3 

o 

y 1 
g( v C~s = ? 

o 

g 
y = -

r2c 2 v os í3 o 

P 
)2 + v Sen ~ ( x ) 

o v Cos ~ o 

2 x + tg ~ x 

Est a es 1[> ecuA.ción de une. parp.boh. cup.dr<"' tica de eje vertical. Las coorde

n~d~s del vórtice A pueden obtenerse obsorvando que para e s e punto ~- O, o 

bi5n que ~ = O • 

De(A) 

. 
YA = - gtA + voSen ~ = O 

v Sen S o 
t A = --g---

Sustituyendo este vfl lor en (B) 
2 

v 
o 

xA = 2g Sen 2~ 

2 
V o 2 

YA = 2g Sen í3 



El !llcance del proyectil e s r. (ve r figurA.) 

2 v 
o 

Sen 213 g 

El ~ngu10 ¡3 p~r~ el cup.1 el p1c;mce del proyectil el m[ximo e s: 
2 

dr va 
d¡3 = 2 g Cos 213 = a ¡3 = 45

0 

Entonce s: 2 
y 
o~· r = --"-':"-

max g 

P' ,4 ECUAClal'T DEL iVIOVnITE TTO DE UN SISTmlfA DE PARTICULJIS. 
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El moviwiento de un sistema de n p~rtículas s e ostab1ece e scribiendo para 

cad!>. p rtículp lp. segundp l ey de Nev.rton , P. sí: 

F. + f. = 
1 1 

m. a . 
] 1 

( R, 6 ) 

Donde el sub-índico i indica que l a ecuación s e ref±e re a l p partícula i. 

La fue rza r esultante actu~ndo sobre 1:. partícula e stá e scrita como l a suma 

de 18. componente F i debido n. 1 .., s fuerzlls exte rna s, más 1 ~ componente 

debid::>. 2. l a s fue- rza s int0rna s. 

f. 
1 

La E' cuR.ción del movi1ri cmto para el sistoma fmtero s obtiene sumando las 

c cuA.ciene s est-".blocida s pp re. cada pa rtícula , e ntonce s 1 

~ F. + Z f. = ~ ( m.a. ) 
1 ]. 1 1 

( 8 ,7 ) 

Según l A tercera Ley de 0.wton I 

~ f . = a ( 8 .8 ) 
1 

Por consisui 0nte, I n e cuél.ción (8 .7) s e r educe a: 
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m. a. ) 
l l 

( 8,9 ) 

Esta ocuación expre s a r'que l a r e sultanto de las fuerzas exteriore s aplica 

op s ~ un sistema de partícula s e s igup. l 8 l~ suma de los productos 

de l a s mism"l s :r , 

A...hore. bion, l él mas e. t ot 81 del sistoma e s : 

m = I: m. 
l 

y la r 8sult.".l.nto de las fuerz p.s exte rna.s 

F = E F. 
l 

El centro de masa e est5 loca.lizado porl 

- 1 ( ) r - E m. r. c m l l 

O - t: ( ) sea mr = m.r. c l l 

De rivando con r e specto al tiempo: 

m Vc = ¿ (m.v. ) 
l l 

m ac = E ( m.a. ) 
l l 

Luego, la e cuación (8 , 9 ) s o convierto 0 11. 

-F = ma e 

( 8 ,10 ) 

( 8 ,11 ) 

( 8.12 ) 

( 8 .13 ) 

( 8 .14 ) 

( 8 ,15 ) 

( 8.16 ) 

La cual defino e l movi mi ento del centro de masa e de un sistem8 de partícu~ 

las. Podemos decir, entonce s, lIgue el movimiento del centro de ma s a de un 

sistema de p~rtículas os igual a l do una pa.rtícula que t e nga una ma s a igual 

P lp mas a total del si s t ema , sometido a lo". accjón do l a r e sultante de las 

fue rza s oxtornas ' ~ 
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M ECUACIO}1ES DEL MOVIMIENTO DE LOS SOLIDGS iUGIDOS • 

Yn hornos definido que un sólido r í gido es unR distribución contínua de par

tículas que m~mtienen D.n f ormA invariablo sus posicionos r el atives. Un sóli

do rígida, es pUGS, un sistem8. de partículas, cumpliondose, por lo tf\nto, 

la úcuAci6n (8.16): 

F = ma ( 8.17 ) 
c 

donde F e s la r esultAnte de las fuerz as extern~s y C es el centro de ma

SA del sólido. 

El momento con respecto a C de las fuerzas que actúan sobre la particula 

del sólido, es: 

M = c 
-
r. / l C 

x ( F. + f. ) = 
l l 

-r.1 x m. a. 
l e l l 

De l a ecu;;>.ción ( 7.57 ) t enemos I 

Sustituyendo en ( ~.18 ) 

(,i8.l8 ) 

( 8.19 ) 

./lhora bi on , tomando momentos con r es pecto a e de tod~ s l as f ·uer zas que ac

túnn sobre 01 sólido rígido, t enemos: 

( 8. 21 ) 

Debido él que l lls fuerzas internas ocurren en p1.lres i guales, opuestas y co

linea.l es I sus r¡J.omentos se anulan, esto es: 

~ r. / xf. = O 
J. C J. 
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Luego: 

EM =Er./x"F. c 1 c 1 

Esta expresión indicA que el momento con r especto a e es debido únicamente 

B. l p.s fu('rz A. s externAs aplicadas al sólido. 

Comparando l ps ecu~ciones (8 . 20 ) y (8.21), observamos que corresponde a la 

suma.. de t odas l e.s ecup.cione s (8,20) escritas pa r A. cada partícula , .. 
a S2 : 

+ Z r./ xm .(axr . / ) + ~ r./ xm.fw.x(Wxr./ )\ 
1 c 1 1 C 1 c ~l 1 c J ( 8 .22 ) 

EVé'.lur ndo CA.d"l uno de l os t órminos de l~. ecué'.ción (8 .22) por separado, t e-

nomos: 

~ r./ xm.a = ( ~ m.r./ ) x a 
~ c 1 e ~ 1 e c 

( 8.23 ) 

Teniendo en cuent a que r./está medido a partír del centro de m~ sa , vemos 
1 c 

que I 

E m.r./ 
:t 1 C 

= O 

o sea que el primer término de (8.22) es nulo: 

¡; r. / x m. a 
1 c 1 C 

= O 

( 8.24 ) 

( 8 ,25 ) 

Tomemos ahoré1 ' r- x m (- x r- ) , P<:'.r;t dot ermin.?.rlo .,. situemos en e un 
. ¿. i/c i a. i/c 

sistRmR de ~jes c~ rtosianos X Y Z y expresemos con r 8specto a e se sistema . 

l os siguientes vector es: 

r./ = x i + Y j + z ~ 
1 C 

a.=a.i+a.j+a.k x y z 

( 8.26 ) 

( 8,27 ) 

Pol efectu~r el producto do los vectore s de este término llegamos al r e sul

t ado siguiente, on el cual, l A partículA i la conoideramos como un elemen

to de masa m. = dm = ~dV 
1 
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~ r,/ xm,( axr,/ ) = 
1 C 1 1 C ¡r,/ x ( üx r,/ ) dm 

1 C 1 C 

Recorda.ndo 1 2.s definiciones dadas para los momentos y productos de inercia 

de ma s a , tenemos~ 

r; r,/ x m,( a. X r,/ 
1 c 1 1 C )=ral -a.l -al ,-L x xx y xy Z xz 1 i 

+ r - a. l - a.._ I + a. 1 1 k l x xz y yz Z zZJ ( 8 .29 ) 

Nos falta únic ~~1Tlente evaluar e l tercer jórmino de (8.22). Expresando me

diante sus componentes r e ctangular e s el vector w = W i + w 3 + w k 
x y Z 

referido a l mismo sistema XYZ centroidal, y además, he.cicomdo 1 < misma con-

sideración para la me.s a de la pa rtícula i, obtenemos: 

¿ r,/ xm, ~~(Wxr,/) 
1 e 1 1 e = ¡ r./ x w.x(w.xr,/) dm 

1 c 1 C 

=iT~ w ¡ 'fJ xydV+(w2
_w

2 )f PyzdV+w w f¡ p(x2+y2)dV_f fJ(x2+z2 )d;\. .. W W J PxzdV1 lx z z y y zt j x yl 

+3rw w r PyzdV+(w2-w2 )J pxzdV+w w [J p(y2+z2)dV-J P<x2+y2)dV"'_w w ¡ (JXYdv1 
l x Y" x z x z 'J y z J 
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~ rile x mi w x (w x r i/c ) 

= l wx"zIxy + ( W;, - wi )IyZ + "y"z(Izz - l yy) - "x"lxz 1 i 

+ r w w 1 + (vi - w2)I + w \.¡ (1 - 1 ) - w w 1 \ j t x y yz x z xz x z xx zz y z xy I 

+ lw w 1 + (w
2 

- ... / )1 + w w (1 - 1 ) - w w 1 1 k 
. y z xz y x xy x y yy xx x z. yz j ( 8.30 ) 

Sustit uyendo e n (8. 22) los r e sult::tdos en60ntrad os en (8.25), (8.29) y (8.30), 
obtene nmosl 

( 8.31 ) 

donde : 

~ M = a 1 + w w (1 -1 ) + 1 (w w -~_) - 1 (a +w w ) + 1 (w2
z _w

2 ) x x :xx y z zz yy xy x z y xz z x y yz y 

¿; iYI = a...I + W "J (I - 1 ) + I (w W -CL) - I (a. +w w ) + I (rl_w2) y --J' yy x Z xx zz yz x y ~ xy x y z xz x z 

¿ M = a I + w w (I -I ) + I (w w -a. ) - I (CL_+W W ) + I (w2_w2) z z z z x y yy xx xz y z x yz y x z xy y x 

( 8.32 ) 

De l a cinomp.tica r c cordl'!.mos que e l movi:rni ento de un sólido rígido puede 

considor arso como 18. supe r pos i ci ón de dos movimi entos, uno de t r slaci ón 

má s uno do r otación alrededor de un eje que pa s e por e l punto de r ef e r e np 

cia , l o cu ,'ll se comprueba e n virtu 1 de las ecuacione s (8.l7) y (8.32). La 

priIJle r a corre spoYJde , l a tras1a.ción del s ólli:do con el centro de masa e, y 
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la segunda a la rotación del mismo alrededor de un eje que paso por C. 

Las ccu~ciones (8.32) pueden simplificarse si elegimos el sistema de refe~ 

r ancia centroidal XYZ de m~nera que coincida con los e j e s principales que 

pRsan por el centro de mnsa, es clarn que los productos de inercia son t o

dos cer o f dando por r e sulta.el o las siguientes ecuf1Cionesl 

E M = a. I + w w (1 - 1 ) x -x xx y z zz yy 

E M = a 1 + w w (1 - 1 ) 
Y Y yy x z xx zz 

E M = a 1 + w w (1 - 1 ) z z zz x y Jry xx ( 8.33 ) 
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CAPITULO 2 
TRABAJO! mNERGIA. 

9. 1 PRn~CIPIO DLL TRABAJO ! :Ci'JEnGIA Cll:T;rrrCA • U}¡IDADES. 

So enu1"cie. a sí: C;La veriación que experimenta l a energía cjn€tica de una pa;!: 

tíéula e s i gual a l trabajo r ealiz.'1do por l él r e sultante de las fue rzas qUE) 

actúan sobre l a pa.rtícula \~ . (Es tambión conocido como teorC'ma de las Fuer

z a s Vivas). 

Sea una. partícula do rna s a m que s e mueve de la. posición A a otra B ba j o la 

a cciól'1 de la. f uerza F. De l a segUl1da l ey de l\lewton: 

" 
F = m r ( 9.1 ) 

l"lultiplicando e scalarment e ambos miembros de la ecu a ción por dr e integra.fi

do l a s posicione s A y B de la partícula, tenGmos ~ 

B B •• B •• dr 
J F • dr = ¡ mr' dr = J mr. • dt 
A A A dt 

B • . B 
2 1- J d(r.r) 1- J = "2 m = "2 m dv 

A A 
1- 2 1- 2 ( 9.2 ) = "2 m vB - "2 m VA 

La i ntegr al del lado izql i 8rso dEl esta e cua ción s o denomina el trab ~tjo h echo 

por l a f uerza F y s e r Opr ElSEmt::l. por U
A

_
B 

•• El térmi no tmv
2 

s e llama 

ongrgí a cinética d E' 1 2. portícula y s o r e pr Gsent::l. por EC . . Así , con E's t a f'J 

cUDción qu eda establecido ma t emcticemento r l principio del trabajo y l a 6 -

ne rgía ci..n0tic8 .. 

( 9.3 ) 

Deb El obse rvarso que e l v .ctor dr e s t angente a IR trayectoria del movimiento 

do 18 partícula, de modo que e l producto o scalar F;dr r e pre s enta l a compo

nente de l a fuerza on 1:3 di.rección del de splpzami onto multiplicado por e l 

dospla zamiento . Expa ndie ndo 01 producto oscalar F'dr por medio de las 

componentes r ectangulare s, t onemos: 

B 
= ¡ 

A 
( F dx + F dy + F dz ) 

x Y z 
( 9.4 ) 
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l fl veriacjón del tr'· h., .io con r e l <> c iéin 21 tiempo se d C ]1orr:.i n2 Potencip (!)I 

dr 
dt ( '· ,5 ) 

Debe not ~ rse Clue e l trpb<- jn , 1;> e 1'1e r c í ,') c i né t ica :v 1 p potenci ~' s on e ·" ntid?de s 

ese ~' l PTes, 

urI L, ü1S . El tr fl b ,l j o y 1 !3 e 1ergü; e i nétiea r esultan ce nultiplic él r f uerzas por 

des ~)lp z "' l"ientos, J.!.,ntonces, en e l sistema tóc i'ico 1 :-: unid ;'l d de trc3 b "-, jo e s e l 

i: i1nqrpmct. r o (" " Y?: ); en e l si s t em2 m.k.s, e l Pol net-Jt on-v" etr o y s e le llamé' J ulio; 

P )1 e l e , " .s. es 1-" c1 i nfl -eent.ímetro denotnil' ad p Br gio, ¡~n e l sistema técnic o in

glés e s el pie-b b)' a , 

l·é' -¡:;otenei " result ., de d;',icl.ir e l t r 09b::.jo entre e l ti er.n::,o , ;i,n el sisterr,.'l t Ée

Y1:i. c a 1 ,., unir1 r' o de ',-'ot (" ',,: cj é' es e l Ki10grár/letro T'o r segundo (Kgm/ seq; ), un múl

ti.plo suyo e s e. l cab2110 (le v"lT)nr (C'T) r'ue eouivf' l e l' 75 Kp',"" /seg . r¡;n el siste 

mI' V",k.s. l p u1-, idpd e s el T,T~tio ( ir'), " últiplos de él s on el ~ilm·wtj('l (lkTrl = 
~ ) / InnOT,!) y e l me~"'T/T ." ti 0 (l "'F = l.n' 1,!; y en e l c , g .s 1-. u 1"jc' ..,d e s el ergio Sl? g, 

En el siste!'1B técnico j nrrl é s l a uni d d de potencia es e l pie -li i)re / s eg . r-.'ulti

D10 S')\TO e s e l hnl"se- pmlTer ( 1 !iP = 'rdes-Hbr!1 /seg = 33000 T)i E' s-libra/ ¡¡; ~. n ,) 

9 .. 2 ST':': '!'E; · ~. DE FFSnZÚS CONSERVATIVflS~ EI<lERGL. parLNCL.L. 

Sep F un~ pf1 rt ' c', l ~ b p jo 1 .<' pcció}'1 c~e Ulla fuerzél F g1.1e e s fUJ",ción eJe l a po s i 

ción cle su. punto de a.plic" ción s ol!" 'lle"'te , .:;¡ sí ; 

Si {-, demá s, 8st;, f W'lrz e puede se r E'xr resad a co~o el gré"c1j. pnt e de ?l /?una Í u ncién 

esc <'l l a r ~( x, y , Z ) , la cu~ l ll<'l~~ re~os func ión potencial, es-

"'~ 9.1.-:- 91-= 91-
F = "~ = 6x 1 + 6y J + 6z k ( 9 , 7 ) 

El'1+.once s, e l traba j o he cho por l a fu.erz A F cuando lé' pe rtícul " se mueve de 

~ a 'J re sult ·., : 



B 
= J F • 

A 

::: B (~ i 
J óx + ~ 3 + ~ k). ( dx i + dy 3 + dz k ) ay b z A 

B 
= J (~dx + Q1 dy + ~ dz ) ::: 

A 07.: óy OZ 

B 
J d~ 

A 
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Vemos que el tY'abajo r ep lizedo p Olr! F e s i ndeper..c1iente de l a trayectorie se

gl.1tc1e por l ,q pprtícula , sienr10 ú:rücamente f'tJnción c e l o s pu .. tos extremos A y 

Una f uerza que cUlrlDla c on estas condiciones es 11-'1rnad2 fuerza conservé' tiva. 

La Punción V definida como sig-ue: 

V ::: - ~ (x ' YJz) ( 9. 9 ) 

Es llamada la ~ner~ ía potencial el e le pa rtícula. Observarnos entonces que la 

e nergí p potencial de 1 ·'1 p;..rtícul p. es una fUllción e sc alar que de¡::ende unic z.'

mente de su posición. 

De 3cu.erdo con l a definición de V , poderno s escribir: 

( 9 . 10 ) 

La ecuación ( 9 . 10) expres" que "la vaY'ipciéin en energíe potencial entre dos '" 

puntos e s igual y de si!"'l1o contrario al trab.~jo realiz f.1 d o por l e f uerza con

serv.?tivD F sobre l a p;- rtícula '1 • 

Si l f' trpyectoria es t al que la pcsici0J'1 final de l a partícula coíncida con 

la i nicial (o s ea que la trayectorta e s ce rrada), e s evidente que no hA habié'o 
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c qmbio e n su ener gía potencial, por cOT1siguiente, el trabajo hecho por F. 

0S coro : 

( ~; .ll ) 

9 . '3 n u rC H 'I O D~ corSERV "CIeN J.;j~ LA Et-'ERGIA)1ECANICA. 

La suma de las e nergía cinética y potencipl se de Ylo"1illa energí", mecáni c 2, 

tot~l de 1" partícuI~ . 

De las ecuacione s (9.3) y '( 9.I0) 't e nomos I 

( 9 .12 ) 

La ecuación ( c; .12) e s el enunciado li18 temático del principio de conservél ción 

de la energía lnecénic :: que d ice ocu'ndo una partícula se mueve b~jo l a acción 

de un sisteJ:1.<\ de fue rza s c onserv ;o tiv.<> s, su ' ene r gía '';1ecárúca t otal pe r manece 

const2nte :l. 

SI,sTENAS HI XTOS DE FlJ~~HZAS. 

Frecuentemente se encuentréln pa,rtículé's SOl'lE'tid a s t~ nto a l a acción de f uer

Z él s conse riTati 17-" s como I"O cO llser'rp ti va s, For ejempl o , el roz ;n iento entre 

una partícula y el plpno s ohr e el q1.18 se mueve, 

Si F es la r e sult ,:m te c1 e un si s tema el e f ue rz."s c011servatj v as que actúa so bre 
c 

Ullé' partícul <' , y F l a resultpnte de las no conse rvativas , de acuerdo con 
n 

(9.3), podemo s escribir: 

2 2 
J F • dr + J F , dr 
1 c 

1 n 

De la ecuación ( 9 .10): 

2 
J F • dr = 1 c VI - V2 

= EC2 - EC1 

De esta s dos ecuacione s se deduce que: 

F 
n 

( 9.13 ) 

( 9,14 ) 

( 9.15 ) 
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Este resultado pxtiende el principio de conservación oe la energía a los 

sistemps no c ons e rv ó'l tivos , puede decirse er!tonc8s, Que "le energía mecánica 

final de la partícul ~ es i gu pl a su energía mec ánic~ inicial mEs el trabajo 

des !? r r ollado por l a s fuerzas no conservativas'!. 

9,L~ HUi lCIFIC' DEL TR:lBAJO }' Ei"r:E.HGI ·\. CHlE'I'IC ~ f' !-l.H....I. UP ~1.::iTEj\';A Di; 1 I-iRTIC(iÜ i.::i. 

La energía cinética de un sistema de partículas es l a suma ele las energías 

cinétic8s do l a s nartícula s inc ivic1uRl e s: 

( 9.16 ) 

Refiriendo el movin i p.nt.o de c~, da partícula al centro de masa del sistema, te-

nemo s: 

-r. = r 
l c 

donde: 

+ r./ l c 

r . 
l 

es el vector de p0sición de l a partícula i 

r 
c 

es el vector de posición da l centro de l~aSq c 

( 9.17 ) 

r . / e s el vector de posición de la partícu12 i con respecto :11 centro de la 
l C 

m,g sa • 

además: 

2 = ( v-v. = V .• V. 
l l l C 

+v ./).(v 
l c C 

v~ = v
2 + 2 v 

l C C • v./ l c 

sustituyenc10 en ( 9 .1'< ) 

2 
+ v . / l e 

)+ .!.2~ 2 ¿m.v . / 
l l e 

( 9.18 ) 

( 9.19 ) 

Teni endo en cuenta. que r. ~st.á medic10 a pa.rtir del c e ntro ele ma sa, re sul t a : 
l/C 

-.Em. r./ 
l l C 

( ~ .20 ) 



Fl1tonces l a ene r!!ía cinéticR del sistema es : 

EC 1 2 1 2 
2' mvc + 2' E m,v ' l J. J. C 
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( 9.21 ) 

donde m es 1 .<1. masa totel. Lue r/o, podemos decir qüe "la energía cinéticJ ele un 

sistema de partícul.<1 s e s l a SlJma 6e I D el1ergía cinétic~ de unp pé' rtículr con 

una mas ,g igu-? l a 1 ... ~as ,!J tot.a l del sistema y con una velocidBd i guBl a l a del 

centro ce '11él Sa, ll1ás l a energía cinétic é'l ele l sister"a relativ.9 al centro de m8 -

s a • 

El tr:, ba jo r e:o liz ;:> 00 por tocl 'l.S l a s fuerzp s del siste:?la e s la suma de los 

tr:>ba jos hechos sohre CP,d é' partícul ." , 

2 
= r. J 

1 

2 
( F. + f. ) • dr. 

J. J. J. = J r. <F. + f . ) • (dr ~+ dr. I ) 
1 J. J. C J. C 

2 2 2 

= J 
1 

r. F .• dr 
J. c + J r. f. • dr + J E ( F. + fJ.' ) • drJ.' Ic 

1 J. C 1 J. 
( 9.22 ) 

Si h pcemos F = ¿; F. y :r..ot '1mo s pcemás que la suma de l a s luerzps i nter nas e s J. 
cero, ¡; f. = O 

J. 

2 
1. J 

1 

, te n8!110 s : 

2 
+ J ¡; ( F. + f. ) • dr. I 

1 J. J. J. C 
( 9.2J ) 

:;!; ste result",d o nos d a e l traba jo realiz Ddo po r todas las fuerz a s c:ue act úan 

sobre el sisteMa de partícul as . 

~scribamos ;;¡110ra s eraradar1ente l ps ecuaciones de tr::bajo y energía cinética 

par a c pela partícul :> , y 1ueq;0 SU1[';:¡os miembro a llüembro todas las ecupciones, 

as): 

2 
2 2 J ( F. + f . ) dr. ( 1 ) - ( 1 

)1 • = 2' m.v . 2' m.v. 
1 

J. l l l J. 2 J. J. 

2 
i 2 i 2 r. J ( F. + f . ) . dr . = E ( 2' m. v . )2 - r. ( 2' m.v. \ ( ) ' ,24 

1 J. J. J. J. J. J. J. 

El miembro iZQ1Üerdo ele ( 9 . 24 ) corresponrle al traba jo r9 ,~ liz !l do po r todas l as 

fuerz :> s, y el mie!Tlb l'o clerecho a la varia ción de la energía cinéticp del sis -

t ema . 

) 
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Usanoo los resultados obtenioos en (9.21) y (9.23) podemos trasformar la ecua

ciQn (9.24) 

2 
¡ F ' cfr: 
1 C 

2 
+ J ¿ ( F. + f. ) • dr./ 

1 l l l C 

=lim v~ + 1 ¿mi v~/c1 2 -lt mv~ +t Emiv~/cl1 ( 9.25) 

Ahora bien, usendo el result :;! do obtenido en la ecuación U\ 16) e jntegrando con 

respecto a r , obtenemn s: 
C 

2 __ (12) 
Jl F· dr c = ? m v c 2 

Por lo tanto, la ecuación (9 ,25) equivale a 13s siguientes expresiones: 

F • dr c 
= ( .1. m v2 ) 

2 c 2 ( t m v~ \ ( 9 . 26 ~ 

( 9.27) 

Est~s ecuRciones expres:~n el pri"cipio del trnba jo y la energía cinéticR para 

un sistem~ de partículas. 

9.5 FRHTCIFIC DEL TR.AB 4.J O y El , RGIA CI;:ETICA Pnl"lA LOS SLLIIXS RI Glr:;CS. 

COi·:SERV i·CIOi'¡ DE LA li;iT;RI,¡ I • 

liemos encontrado en la ecuRción (9 . ?1) que la. 8nerf í a cj,'1éticél p;, ra Ul- sistema 

de partículas es: 

EC 1 2 1 ~ 2 = 2 m v + ? ¿ m.v./ c l l e ( 9 .28) 

en la cuelv./es la velocidad relativa oe la partícula i con respecto al centro 
l e 

d_e masa. f'arp un sólido rígido este valor es: 

- -v./ =wxr./ l c l C 
( 9.29) 

en la cual w es el vector velocid~d anvular del sólido. Luego: 

( 9.30) 



En términos de sus componentes rectangul ares, obtenemos: 

w x r. / = e 1>J i + W 3 + w k ) x ( xi + y] + zk ) 
l c X Y z 

i + e w x 
z w z x j + ( wy}l -

Entonces: 

2 
v. / l C 

= e w x r. / ) 
l , C 

( w x r./ 
l C 

) 

= ( w z - w y )2 + e w x _ w z )2 + ( w y _ w x )2 
y z z x x y 

Desarrolland o los cU1'drados y agr upanro tér1"1i nos: 

- 2w w xy - 21>J W XZ - 2w vI yz 
xy xz yz 

wx 
y 
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) k ( 9.31) 

( 9.32) 

( ~ .33) 

volviendo :3.hore ,'1 la ecuación ( 9 .2 :~ ) dO"lde Ir mas a m.de 1:3 p!Jrtíc.ula i del so
l 

1ioo e s: 

m. = dm = PdV 
l 

Obtenernos : 

- 2'\01 W xy - 2w w xz - 2w W yz] P dV x y x z y z 

= t mv~ + t\:'~J Pey2 + z2 )dV + W~ Pex2 + z2)dV + w;J jJex2 + y2 )dV 

- 2TJ w J PxydV - 2w w J pxzd1J - 2w w J PYZdV""\ 
xy xz yz J ( 9.35 ) 

).~hora bi en , rpcordemos que x ,y ,z son l as componentes rectangulpres del vector 

ri/b el cual está referido a un marco c a rtesiano con origen en el centro de 
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masa C oel sóllc:1o . Vemos m.1es I que las int8t?;ralesde l~ ecu8 ción ( S; ,35) son los 

momentos y pror1 uctos ele inerci~ elel sólido COn respecto al s isterno de e jes que 

tiene su origen en e. Así pues: 

EC = .1. mv 
2 + -} r w2 

1 + ,/ 1 + w 
2 

1 
2 C ,- L x YJC y yy z zz 

- 2w l-J 1 - 2w w 1 - 2w w 1 -\ 
x y xy x z xz y Z yz J ( 9.36) 

Podemo s interpret, ::r este result,-'do así. el primer término r epresenta l a energía 

Cil"\éticé de tr~' slacj Ól') del sóliCo, Ti1 ientras que el segundo da la ene rgía ciné

tic .9 ele rotación elel mismo alrsdedor de su centro ele masa. 

Ta . bién '1emo s ef'contr ado que e l tr~b:' jo realizado por todas las Í uerzas que ac

tuán sobre un sisterra ce partículas, según l a. ecu.;' ción ( 9 . 23) e s: 

2 2 
¿le F. dr i / c -\ U

l
_

2 = J F.dr + J + f. ) • 
1 

c 
1 L l 

l 
... 

2 2 2 

= J F . dr + J ¿; (F. • dr . I ) + J ¿ ( f . • 
1 

e 1 l l C 1 l 
(- 9.37) 

2 
Para u n sólido ::rí gido , e l térm;no JI E (r.· dr. I ) 

l l C 
e s nulo. 

En efecte , se ;) n "l. y B dos partículas de un 'sólido' y e el centro de masa 

del misl""O , f y-r 18S fuerzas ej fl rcidas por B sohre ~\. y por A s obre .i3 respecti

vamente. 

Pero: 

(1 se !3. : 

V.I dt A c 

( 9.38 ) 



que sustituido en (9.38) nos da : 

2 
= J 

1 
f • V A/ B ) dt 
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(, 9.39 ) 

VA/ B es perpendicular a r A/B y por l o tanto a f, de donde el producto escalar 

-¡evA/B e s m.üo , esto es, que el trab.:?jo de las fuerzas de interacción entre dos 

p~rtículas cualesquiera del sólido con respecto al centro de m8sa es i gual a 

cero, De lo que se deduce que: 

2 
J 2: 

1 
( f. ' dr o/ = O ( 9.40 ) 

l l C 

El segundo térmi no oe (9. 37) representa el trab a jo realizado por todas las fue~ 

zas externas que actúan sobre el sólido con respecto al centro de masa . bste 

término l o podemos transformar recorca ndo de l a cinemática que: 

dro/ - v . / dt 
l c l C 

( - ) dt = 1pT X ro / l e 

( ; dt ) -= x ro/ l c 

Pero: de -= .,¡ dt 

Luego: dr i / e de x - ( 9.41 = r. / l C 

Sustituyendo (9. IH) en J21 ¿; ( Fo' dro I ) , encontrarnos : 
l l c 

11
2 

2: ( F. e dr. I ) = J
1
2 ¿::f F o e ( da x r. I ) \ 

l l C L l l C J 
Según las propiedades del producto r;;irto de tres vectores, tenernos: 

22- J J ¿ ( F.' dr. I ) = J ¿ l de' ( rol x F. ) 1 l l C 1 l C l 

en donde ri/ c x Fi 

de ITlasa, esí: 

es el mO'l1¡:mto ce l a fuerza F. con respecto al centro 
l 

M. I =r'l xF. l c l e l 

) 



Entonces: 

2 
= ¡ 

1 
M. / • de l e 

Teniendo en cuente que de es el mismo p.'1 ra todo el sólido: 

2 
= f (¿M. / ). de 

1 l e 

Haciendo ahora M = E M. / , finalmente obtenemos: 
e l e 

2 2 
f ¿ ( F. • dr. / ) = J M • de 
1 l l e 

1 
e 

131 

( 9.42) 

Luego , en (9.37) sustituimos (9.L~2) para encontrar el trabajo r ealizado por 

todas las fuerzRs Que actúan sobre el sólido: 

2 
= f 

1 

2 
+ f 

1 
M • de e ( 9.43 ) 

Habiendo determinado que , para un sistema de partículas, el trabajo es igual a 

la variación en la energía cinétic ~ . r uesto que un sólido rígido es un sistema 

de pRrtíeulas, se tiene: 

2 
f F' dr 
1 e 

2 
+ f 

1 
H • de = 

e l-í 2 í 
- mv +-2 e 2 

2 w 1 x xx 
2 + V.r 1 
yyy 

2 + w 1 
Z zz 

_ 2w w 1 - 2w w 1 - 2w w 1 1 2 
x y xy x Z xz y Z yz J 1 

( 9 .44 ) 

Sabemos tRmbién, s egún la ecuación ( 9 .2~) que para un sistema de p2rtíeulas: 

2 [ -\ 2 
- - í 2 ¡ F' dr = 2" mv \ 

1 e . e _. l. 



Por lo télJ"ltO, la ecuación (9.44) equivale a las dos siguientes: 

2 
J 

1 

2 
J 
1 

M • de = e 

- 2,,¡ w I 

2 + 1,T I 
yyy 

2 + w I z zz 

x z xz 
_ 2w W I -\ 2 

Y z yz 1 

- 2lv W I 
x y xy 
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( 9.45 ) 

( 9.46 ) 

Estas ecuaciones expreS 9D el principio del ~rp.b~ jo y energía cinética" p&r a un 

sólido. La primera describe el movimiento del centro de masa del sólido, mien

tras que la segunda, el movimiento del sólido con respecto al centro de masa. 

Para simplificar la ecuación (9.46) pooemos elegir co~o ejes principales de 

inercia el sistema de referencia que pasa por el centro de masa, obteniendo: 

2 l - - 2 2 J M • de = 1- W I + w I 
lC - xxx yyy 

2 \2 + .. r I 
z zz _ 1 

( 9.47) 

Co~sprvpción de la Energía. 

Ya antes hemos visto que el tr?bajo de las fuerzas conservativas se puede ex

presar en fUYJciónde la v él riélción de energía potencial. Si un sólido rígido se 

mueve bajo la acción de f uerzas conservativps, el principio de trDba jo y ener

gía se puede expres .? r oe l o forma sip.;1J~" ente: 

( 9.48 ) 

(;ue en palabréls dice así: , ¡ si un sólido se mueve bajo la acción de fuerzas 

conserv8tivps, la suraa de la energía cinética y de la energía. potenci .s> l del 

sólido permanece cOJ1st ;;o nte ' . En algunas oc as iones tendreMos que tratar con só

lido rígido sometidos a la acciól~ de sistetl)as mixtos de fuerzas, es decir, de 

fuerzas conserv8tivas y de fuerzas no conservativas. En este caso, la ecuación 

deberá escribirse así: 
2 

EC1 + Vl + J
1 

Fn • dr = EC2 + V2 
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CAPITULe 10 

IMPULSO Y C~l'1TID¡\D DE HOVIIvnE \'TO 

10.1 I:TULSO 1. CANTIDAD DE j'IOvInEl!TC DE UP :\ PAP..TICULA, 

Sea una partícul;:¡ de mp.sa m sobre la oue ;l ctúa un conjunto de fuerzas cuya re

sultante es F, De la s egunda ley de Nev~on : 

F dt = mdv 

dv 
dt 

Integrando tenemos: 

t 2 v 2 
J F dt = J_ mdv 

t
l 

v'
l 

t 2 
J F dt = mV2 - mVl 

t l 

(10.1) 

(l0.2) 

(10,3) 

(10.4) 

El término F dt es llamado inpulso y el vector mv, cantidad de movimiento. 

La ecuación (10.4) establece que ::el impulso de F es igual al cambio en la 

cantid?d de movi~iento de la. pArtícula sobre la que 2ctúa durante un intervalo 

de tiempo dado : . 

Si l a resultante de l a s fU f rZBS que actúan sobre la partícula es nula, el im

pulso es cero y la c C1.lación (10.4) se !!eduee a; 

mV2 = mVl 
(10.5) 

es decir, .: cuando el i mpulso ae la fuerza resultante es nulo , se conserva la 

cantidad de movimiento de la partícula·' • 

Consideremos ahora dos partículas de masa m
A 

y mE que ejercen acciones mutuas. 

De acuerdo con 1::1 t e rce ra ley dEl Fewton, éstBs serán iguale s y opuestas; por 

c onsi~uiente l os impulsos de e sa s fuerzas serán también i guales y opuesta s. 

Así, para la partícula A: 
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(10 . 6 ) 

PR r a l a partícula B: 

(10 .7) 

Pero: 

J FA dt = - J FB dt (l0 . 8 ) 

Por consiguiente: 

( m AV A2 - m A v Al ) = - ( l1J3 v B2 - l1J3 v Bl (10. 9 ) 

-
mAvA2 + ~vB2 = mAvAl + mBvBl 

(10 .10 ) 

En general podemo s establ e ce r: 

-mA vA + ~ vB = c onstante (10.11 ) 

Si hay ~l" S de dos par tícula s e n e l sistema y t oda s l -"! s fue rza s actuando sob r e 

ellas s on de'lJida s 2. acci one s mutuas, e s decir , que no hay fue rz a s exte r nas, 

podemo s escribir: 

-E m. v. = c onstante 
l l 

(1 0 .12) 

Este r esultado se conoce c omo P:rincipi o de conse rvación de la c antidad de mo

vimiento . 

10.2 H 1PULSO y C¡.NTID: D DE FOVIEI Ei TO DE Di'.l SISTJ-!o~JA. DE F:'.RTICUU S.-

~uando cm U ' 1 probl ema inte r vienen vari a s partículas , la ecuación (10 .4) deb e 

r s cribirsc pnr~ cpd~ un~ ; es!: 

2 

J 
1 

F. + f. ) dt = ( m. v. )2 - ( m. V. )1 
l l l l l l . 

(10 .13) 

SU.'Tlél.ndo ahorRo vectorialmente toda s l a s ecuacione s , llegamos al s igui ent e r e sul

tado: 
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.2 
~ J( F. + ?)~t - ~ 

l l 
m. 'T . )2 - ¿ ( m.v · )l 

l l ~ l l 
(10 .1~) 

1 

Sin embargo , como l a re sulta nte de l a s f Uf':rzas interna s s i empr e . e.s nula, r e sul-

ta l 
2 

E J 
1 

F .dt 
l 

= ~ (m . v · )2 - i (m.v·)l 
l l l l . 

(10.15) 

Ahor a bien, t e niendo e n cuenta la ecuación (8.14), el resultado anterior pue-

de expresarse usa ndo el movimi ento del centro de masa: 

2 
~ J 

1 
F. dt 

l 
= (mv )2 - (mv )1 c c . (10. 16 ) 

Este r e sult8do e s idéntico al que se obtendría si se considerara e l movi mien-

to de u n R. pa:rtícula de masa m = ¿; m. 
l 

f uerza s ext ernas. 

sobre l a que se-aplicara n t odas las 

Yomento Cinético.- El mome nto cinético o cantidad de movimi ento angular H , 
o 

de una pRrtícul a de mase m con respecto a un punto f ijo O se define mediante 

la expr e sión: 

H = r x mv 
o 

donoe r e s el vector de posición de la partícula con r e specto a O. 

(10.17) 

El momento cinético c:1.F: un sistema de partículas es l a suma de los corre s pondien-

t e s a todas las pR rtícul a s . así: 

H = ¿(ro x ' m.v . ) 
o l l l 

(10.18 ) 
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Derivando con r especto al tiempo, encontramos: 

. 
H = ¿ (v. x m.v . ) + ¿ (r. x m.a . ) 

o l l l l l l 
(10,19 ) 

Dado que los vectores v. y m. v. tienen l a misma direcci6n , su producto vecto
l l l 

rial es cero , por l o t anto: 

• H = ~(r. x m.a.) 
o l l l 

(10. 20) 

.4hora bien , de la segunda l ey de Newton , tenemos que para cada partícula: 

F. +f. == 
l l 

°m. a . 
l l 

Frp.mult~ pl:.i.cando vectorialmente este r esultado por r . 
l 

r . x (F. +f.) - r. xm.a. 
l l l l l l 

y para todo el sistema: 

i: (r . x m. a.) 
l l l 

(10. 21 ) 

(10.22) 

(10,23) 

El mie~Jro izquierdo de esta ecua ci6n repr esent a e l momento de todas las fuer-
, 

zps respecto al punto fijo 0, y el mi embro de recho es H 
o 

Debido a que las fuerzas inte rnas ocurren en pares iguales, o"uestas y colinea-

l es , sus momentos se anulan , por consiguiente el momento r e sultante es debido 

unicamente D l as fue rza s extern~s del sistem~: 



M = r. x F. 
o l l 

137 

(10.24) 

Entonces, l a ocu<l ción (10; 3~~ expresa que ¡el momento resul t a nto, con r especto 

a un punto f ijo O, do las fucrz~s oxtc:'rnas :!plicadns A. un sistem~ de partícu

l 1'1.S es i gu;:¡ l él l p v<?ri aci ón con el tiempo del momónto cinético del sistema con 

r especto Al mi smo punto 0'1 • 

. 
H = Fí o o ( 10. 25) 

Hpstl3. :"l.quí, e l momento cinético ha sido t omf.'do con r os pecto !3. un punto f ijo. 

Frecuentewente conviene elegir un punto que no sea fijo. Sea P ~n punto cuya 

velocid~d tiene l a misma dir ección que l a vel ocidad del centro de mas 'lS dol 

sistem",- . 

L.<I partícula i se localiza r e s pecto P.. un punto fijo mediémte 01 vector de po-

sición: 

Ahor A. bien , el morr.ento cinético del sistem.'1 r e specto a P s er á : 

HD = ¿(r'j x m. v . ) 
• l P l l 

Derivqndo con r ospecto al tiempo: 

. 
ir = P ¿(V'jP x m. v.) + ¿ (r'jp x m.ñ.) 

l l l l l l 

Demostrar emos que el primer té rmino del miembro de l A. der echa de 1 

(10. 28 ) e s nul o . En virtud de l a ocupción (10 . 26) podamo s escribir: 

Luego, el prime r termino de (10. 28 ) r esulta ser; 

r -1 

~(V ' j F' x m.v.) = i \(v. - v rl ) x m.v. \= -i(vp x m.v.) 
l l l L l r' l lJ l l 

(10. 26) 

(10. 27) 

(10.28 ) 

ocuél.ción 

(10.29) 

(10. JO ) 



Hagamos ahora r eferencia al centro de masa C. 

- -r. = r + r. / l C l C 

- -v. = v +v./ 
l c l C 

Sustituyondo en ( 10.30 ) : 

-x m.v. 
l l 

) = , 
- ¿ 

= - ¿ 

- -Pero como vp y Vc tienen la misma dirección 
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( 10.31 ) 

( 10.32 

( 10.33 ) 

Vp x Vc ¿ mi = O ( 10.34 ) 

Y ?demás como r./ esta r eferido al centro de masa 
l c 

¿ m. r = O ( 10.35 ) 
l i /c 

Luego : 

¡; m.v. / 
l l C 

= O ( 10.36 ) 

Por otra parte , 01 momento r esultante r üspecto a P de todas las fuerzas apli-

c ~.das al sistoma de pé'.rticulás e s 

~ " ¿ r r i /F x ( F i + f i )1 " ¿ ( r i/F x mi" i ( 10.37 ) 

Entonce s lA. ecuación ( 10.28 ) se r educe a la siguionte 

( 10.38 ) 

Si el punto P coíncide con el contra de masa e, r esulta 

. 
H = M c c ( 10.39 ) 
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Las ecuaciones ( 10. 25 ) , ( 10.38 ) Y ( 10,39 ) exprosan que l~ r el ación 

H = H e s válida c'lilando el punto de roferencü~ es : ( a ) un punto fijo; 

( b ) el contra de mas a del sistGm~ : ( c ) cualquier punto cuy~ volocidad 

sea paralol, a la volocidad dol contra de masa. 

10. 3 PRI NCIPI e DE CONSERVACION DEL HOI"iSNTO CIl'JETICO. 

Cuando 01 momento r esultante de l as fuerzél.s oxtern8.s es cer o , 1 <1 e cuación 
• 
H = M toma l a forma : 

• 

o sea H = conste.nte 

( 10,40 ) 

( 10.41 ) 

Esto e s el principio de conservación de l momento cinótico, 01 cual establo -

ce quo : 11 si el momento con r e specto é'. O de las fuerzas oxternas aplicP.das 

pl sistema de partículas e s nulo, 01 momento cinótico con r e specto n es o 

mismo punto permanece constante 11 

10. 4 I h PULSO y CAl\1TIDAD DE HOVIl'1I ENTO DE LOS SOLIDOS RIGIDOS. 

Otro conjunto de r el aciones qua son de utilidad en el movi mi ento de un só -

lido rígido puedan obtenerse a partir do l os conceptos de impulso y c~nti -

de.d do movi mi ento. 

Se ;:t XYZ un sistem;>. do coordenadas que tiene su origen en el centro de m~ s <'l 

e del sólido rígido . El momento cinético o c:?ntidad de movimie nto angular 

dol sólido r especto a e, segdn l a ecunci6n ( 10.27 ) os : 

Hc = ¿ (r . / x m,v,) 
l c l l 

( 10.42 ) 

-donde i os una pe.rtícula del sólido, r. / su vector de posición con r e spec -
l C 

to 01 centro de mas a , v. su velocidad , m. su m;:ts a . Del movimiento r el ativo 
l l 
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sabemos que : 

Luego . . 
H = E l r. I x m. ( v - - )1 + 1. X r' l c l c l C l c 

=i:, - - ( - - ) r. I x m.v + ¡; r. I x m. W x rile J. e J. e J. e J. 

= ( ¿ m.r./ ) x v + ¿ ~./ x m. ( w X r./ ) 
J. l C e l e l l e 

El primer tórmino do ost~ exprosión es nulo por estar r'l r eferido al con -
J. e 

tro de mas~. Entonces : 

H = ¡; r'l x m. ( w x r'l ) c J. C J. l e 

Si hélcomos m. = dm = P dV podemos escribir I 
J. 

H = J P r. I x ( w x r. I ) dV c l C J. C 

En componentos r eetangularos, t onemos 

r'l = xi + y3 + zk 
l e 

H = H i + H 3 + H k c cx cy cz 

Luego 

- -
r'l l e 1" X 

-
r. I l C 

+ ~

+ ~ -

De lo que se deduce que : 

T,v
xXY + WyCx2 + z2) - Wzyz"\ 3 

2 2"' 
- 1']:?Z + HZ (x + y ) ~ k 

( 10.43 ) 

C 10.44 ) 

( 10.45 ) 
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H 1 P ( 2 2 ) dV - w IP xy dV - 1 P xz dV = w y + z w 'ex x y z 

H = - w 1 P-xy dV + wy J f( x 2 + z2) dV - w JP yz dV cy x z 

H J P xz dV - w J p yz dV + 1'¡ 1 P (x
2 2 ) dV = - w +y cz X y Z 

Observando que l as integr al es r opre sentan los momontos y productos do inor -

ci!'. dol sólido con r ospecto a su centro do mA.sa, podemos oscribir : 

H = w 1 - w 1 - w 1 cx x xx y -xy z xz 

H = - w 1 +w 1 - w 1 cy x -xy y yy z yz 

H = - .. 1 1 - w 1 + \01 1 ( 10.46 ) 
cz x xz y yz z zz 

Estas ecuaciones nos dan l ;>.s componentes rectangul.:tres del momento cin~ -

tic o de un sólido rígido con respecto ~ su centro de mnsL1. . Ahora vamos a 

desP.rrollnr l n.s ecuaciones del movimiento del sólid.o us ando relaciones de 

impulso y cr>.ntidad de movimiento . Recordemos que pp.r:::l. un sistema de partí -

culr' S , el movimQonto del contro de m[lS~ , según ( 10.16 ), está dado por: 

2 
J Fi dt = ( 
1 

mv c mv e ) 1 ( 10.47 ) 

.Al ser el sólido rígido un sistema do p-'lrtículn.s, estn ecué1.ción dofine el 

movimiento de su centr o de masa. Ahora tenemos que determinar 01 movimi ento 

con respecto .9.1 centro de masa . A partir de la ecuación ( 10.39 ) : 

M =H 
d ( H ) 

c c = dt c 

O sea I 

M dt = d(H ) ( 10.48 ) 
e c 
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Cu~ndo 01 sólido so muevo de l a posición 1 ~ l a posición 2, l a ecuación 

( 10.48 ) puedo ser integr~da para obtener 

2 
J 

1 
M dt 

c 

2 
= J 

1 
d( H ) 

c 

( 10.49 ) 

2 
dando el término J 

1 
M dt 

c 
e s llamndo impulso angular. La ocuación ( 10.49 ) 

oxpros n que It 01 impulso angulnr do l D.s fuerzas oxtern,'.:\.s quo actúan sobro 

01 sóliao con respecto P su centro de m~s~ os igu~l al cambio on l a canti -

dad do movimiento anguln.r o momento cinético ; • 

L::ts ecu.<tciones ( 10.48 ) Y ( 10.49 ) relnciom.n l .:>.s fuerzas y el tiompo 

con los cambios en 1~ v010cid~d angular dol sólido rígido r espectivemonto. 

1 StA.5 ecuaciones vectorin.los conducon R las siguientes ecu~cionc s esc P.la -

r e s 

2 

F dt = \ ro v 12 
J 
1 x cx 1 L _, 

2 + v CY \: 
J F dt 
1 Y 

2 

dt= ( m v r J F 
1 z cz 1 

2 
\ w 1 - r J ]Vj dt = w 1 - w Ixz 1 1 

cx ~ x xx y xy z 

2 r . 2 

J J.vI dt = L- w 1 +w 1 - w 
I yz 11 1 cy x xy y yy z 

2 

~- Wx Izz 1: J rvr dt = 1 - 'ltl 1 + \-1 ( 10.50 ) 
1 

cz xz z yz z 
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Las Últimas tres expresiones pueden simplificarse si el sistema de coorde 

nad~s mat eriales el egidos coínciden con los ejos principal e s de inercia 

dal sólido, llegando a obtener I 

2 

= l Wx 

- 2 

J M dt 1 
1 cx xx 

1 

2 r - 2 
J M dt = lwY Iyy j 
1 cy 1 

2 l Wz Izz} : J M dt = ( 10.51 ) 
1 

cz 



APENDICE 

PROPIEDADES DE SECCIONES PLANAS Y DE CUERPOS SOLIDOS .. 

I ,~ _____ . __ 
1'" 
b; ., . 

' . 
_...2 

--

h 

-x 
b 

Triángulo r~ctángulo 

y 

x 

Rectángulo 

y 

(~ 
f' ' ./ ¡ ,---~_. __ x_ 
. Círculo 

A = i bh 

1 
xc= 3" b 

1 
Yc= 3" h 

A = bh 

x _.1 b c - 2 

2 
A=rra 

x = a c 

1 = 1 = 1. rra
4 

xc yc 4 

Ix = Iy = ~ rra 
4 

1 = O xcyc 

4 
1 = IT a xy 
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Iy 

~Lx 
2a 1-

Semi - círculo 

y 

Sector circular 

y 

í 

y~ .:,-X 

--+ 1 

Barra del gada 

l=;í+ 
: L_~ b 

X )L - e 

/ 

Z Prisma rectangular 

1 2 A = 2" ITa 

x = a e 

2 
A = a e 

2a Sen e 
Xc ="3 -e-

Y = O c 

m = P L 

x = t L c 

Yc = O 

z = O c 

m = P abe 

= t a x c 

Yc = t b 

= t e z e 

1 ye 

a
4 C91l-64) 

72 IT 

1 4 
= 8' rra 

1 14 
x = 8' ITa 

5 4 
Iy = 8' ITa 
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1 = O xeyc 

2 4 
Ixy = 3" a 

1 = t a
4

Ce-Sen e Cos e) x 

1 4C 1 = ¡:¡- a e 
y 

+ Sen e Cos e ) 

1 = o xeye 

1 = O 
XV 

1 = 1 x xc 

1 1 yc zC 

1 = 1 
Y z 

= O 

mL2 

= 12 

mL2 

=3 

2 2 
1 

m(b +c ) 
= xc 12 

2 2 
1 m(b + e ) 

= 3 x 

1 = O xcyc 

1 = O 
xy 

etc. 

1 = O xcye 

etc. 

mab 1 =T xy 

mac 1 =T xz 

mbe 1 =T yz 



}¡y l .. • _ 

\ , 

1,_, .'.\ h 
. I . ... ;¿-,,> ._x 

/z " '·--:no circular 

r ecto 

y ' 

( .. _._. ~ r ¡, X - --
1......... / / 1 
, - I 

I I ! 

. ;--¡-'J11 h l' '1 R '.' \' 

/,-

'" ,.- .,> f X 

'~~:ndro . Z clrcular 

r ecto 

m = ~ 11 P R2
h 

Xc = O 

Yc = t h 

Zc = O 

m = 11 P R2
h 

X = O e 
Yc = t h 

z = O e 

I 

4 
m == '3 TT P R3 

Xc = O 

Yc = O 

Zc == O 

Xc = O 

Yc = i R 

Zc = O 

1 = 1 - 3m ( 
xc zc - 80 

1 = 1 _ 3mR2 
yc y -lO 
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Ix = I = m(3R
2 

+ 2h2) 
z 20 

1 xcyc = O ,1 == O xy 

etc. 

1 = xcyc 

etc, 

1 xc 
cte. 

O ,1 == O 
xy 

1 = O 1 xcyc ' = O xy 

etc. 

1 = 1 = 1 _ 2 2 x y --mR z 5 

1 xcyc = O ,1 == O xy 

etc. 


