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CAPITULD 1
LECANICA
1.1 INTRODUCCION.

"
¥i [

La formacidn .o todo ingeniero comicnza con esta ciencia llamada MECANTCA.

En ella se encuuntran principios bésicos gue contribuyen a dor forma a cual-
guier especializacidn de la Ingenieria. Su contenido es enormemente amplio,
tan amplio como su propiea dofinicidn. “La ciencia quc trata con las condicio-
nes dc reposo o movimicnto @2 los cuerpos somucidos a la accidn do fuerzas'.
Para su estudio, lu Meécdnica e Jdivide 2n .ros partess

a) Mecénica do los sdlidos rigidoss

b) Mecdnica de los sélidos doformables;

c) Mecdnica de los fluidos.

Todos los. cuerpos reales, cuando son someticos a la accidn de fuerzon, sufren
algun=e dofo maciones. En la mayorls de los casc: cshas deformaciones son
imperceptisles, asi rue para su .shudic y ~ndlisis consideramos gue no exiv-
ten tales deformaciornes. Cuando llevamos & cabo esta idealizacidn, estamos
déndole la categerfa e cuorpo rigido y su estudio cie dentro de la MICAWITA
wE LOS SOLT .05 RIGIUES, que os el toma cue desarrollaremos en sste traba jo.
Cuando las deformaciones ticnen alguna importancina es necesario comarlas en
cuenta en el wndlisis, llegando asi a la fMecdnic: de los S6lidos Deformaclas,
también conocida como lesistencia e liateriales, Acdomdée de cuerpos sélidos,
en la naturaleza encontramos licuidos y gases: su estudio gueda comprendido

en la tercera parte: Mecdnics oe los Fluidos,

1.2 PRINCIPIOS FUNDAMEHTALES DE LA MECANICA.

La base de la Mecédnica vstd en sus principios fundamentales, hechos gue la
experiencia ha confirmado y a partir de los cuales sc desarrolla la enorme
teoria de e-ia ciencia. Estos nrincipios, han scrvido y siguen sirvizndo

para haller las soluciones a problemas sobre reposo o movimiento de los cucr-
pos cue encontramos a nuestro alrecedor. Son cuatro los prirgipios fundamen-
talaes y los podemos enuncl r como sigue-

Lagyos do Nowtan.

Frimera Ley.- Todo cuerpo permanace en su cstado de reposo o movimiento rec-
tilinco uniforme, a menos que sobrs 8l actde una fuerza.

Segunda Ley.- Si sobre un cuerpo ~ctda una fusrza, éste se moverd con una
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aceleracién proporcional a la magnitud de la fuerza y con la misma dJdireccién
y sentido que la fuerza,

Tercera Ley.- A toda accidn hay siempre una reaccidn igual y opuesta, es de-
cir, gue las acciones inutuas de dos cuerpos, uno scobre el otro, son siempre
iguales y dirioidos en sentidos contrarios.,

Ley de la Gravedad de Nowton.- Dos particulas se atraen mutuamente com fuer-

zas lguales y opucstas, de magnitud directamente proporcional al preducto de
sus masas € inversamente proporcionsl al cuadrado de la distancia que los

sCpara.

1.3 DEFINIJCION DE FUERZA.

Una fuerza se define como la accidn de un cuerpo sobre otro, do modo que el
segundo cambia o tiende a cambiar su cstade de reposo o movimiento, o su for-
ma .

Hay diversos tipos de fuerzas, entre los cualcs menclonaremos algunos c jem-
plos: el peso, que cs la fuarza de atraccidn Je la ticrra sobre los cuerposg
el empuje gque podemas e jcrcer con nuesktras manos sobre algdn cuerpo; la fuer-
za de atraccidn magnéticas; la presidn de un gas encerrado en un recipientey
la presidén del viento sobre las parcdes d2 un edificio; la presién atmosfé-
rica, ctc.

Un cuerpo que cuclga sostenido por una cuerda ( Fig. 1.1 ) es un ejemplo que
nos dard una idea clara dcl concepto de fucrza. Pensamos gue el cucrpo tira
de la cuerda con una fuerza U igual a su peso, uplicada en el punto dc amarre
B, vertieal y hacia abajo

Del ejemple anterior podemos dcducirc . tstis Ny
que para definir completamente una
fuerza necesitamos conocer sus ca-
racteristicas, qus son cuatrao, a

saber:

a) MNagnitud.- Ee la medida de la in- -

3
tensidad de la fucrza. Se obtiene [j?:]

compardndola con cierto patrén, el

cual se ha elegido arbitrariamznte
como unidad de fuerza., La unidad
de fucrza que sc toma comdnmente cs el kilegramo ( kg ), definido como la
fuerza con que la tierra atrae una cicrta masa de platino, a 45° de latitud

y al nivel del mar. El mfiltiplo m&s empleado es lu toneladz métrice ( T )



que eguivale a 1000 kg , y como sub-mdltiplo el gramo ( g ) que cquivale a
0.001 kg. En los peises de habla inglosa, la unidad de fucrza de uso com’n
cs la libra (lb) y sus ,widltiplos son el KIP ( 1000 lb ) y la ton:lada
(2000 1b ).

b) Punto de Aplicacién.- Es el punto on 21 cual puocde considerarse corecntra-

da la fucrza., En realidad, fisicamente csto no pucde scr cierto, toda fuer-
za debe tener ciorta supnrficie o volumen en los cualcs distribuye su accidn.
51 regresamos al cjemplo anteriogr la fucrza W gue ejerce el cuerpo sobre la
cuorda realmente sc distribuye sobre toda la superficie de la seccién trans-
vorsal de la cuerda., Otro ejemplo: el peso eos una fucrza de atraccidn dc la
ticrra, por ofecto de la gravedad, gue sc distribuye cn todo el volumen dcl
del cucrpo. Sin embargo, frccuentementc lo considerarcmos concentrado en un
solo punto, sin alterar las demds condicioncs del problema que sc esté tra-
tando. El1 punto de cplicacidn en el cual pucde suponerse concentrado el peso
de un cuerpo cs denominado centro de gravedad del cucrpo.

c) Diroccidn.- Es la do la rocta gue pmsa por su punto de aplicacién y 2 lo
largo de la cual actda la fucrza. JTodo cuerpo al que sc le aplica una fuerza.
ticnde a moversc a lo largeo de una lince recta quu llova la dircccidén de la
fuerzas as{ por ejemplo, un cucrpo que se ve sometido unicamente a la accidn
de su propio poso, que cs siempre vertical, tendrd una tendencia a movcrsc a
lo large de una lfinca vertical gue pasc por su centro de gravedad. Otro cjom-
plo lo tecnemos cuando una fucrza os cjercida sabre un cucrpo a través de una
cucrda flexiblo, la dircccidn do la fucrza estd determinada por la cucrda. A
la 1fnea recta que llcva la misma dircccidn que la fucrtza sc le conocc como
"recta do accifén de la fuerza".

d) Scntido.- Nos da a conocer la formz en cuc actda la fuerza a lo largo do
su 1inoa de-ceeibne. En cl inciso anterior vimos -gque cuando un cucrpo estd ba-
jo la accidbn de una fucrza, ticnde a moverse sobre una linea recta gque llova
la direccién de la fucrza, ¢l scntido dol movimicnto scr& igual al. sentido
que tenga la fuerza gque tiendc a provocaer ese movimionto, Volvamos al mismo
cjemplo del cucrpo sobro ¢l gue actda solamente su propio peso. &COmG sc me-
verd? Lo hard verticalmente y hacia abajo porguc la fuerza dc gravedad os
siempre vertical y hacie 2bajo.

De acuerdo con la discusidn antcrior nos damos cuenta que una fucrza pucde
scr reprosontada mediante un vector cuya longitud y direceidn corrcspondan

a la magnitud y dircccién de la fucrza., Para definir complctamente la accidn
de una fucrza, su magnitud, punto do aplicacién, dircccién y sontido deben

scr dados.



CAPITULO 2

OFERACIONES CON FUERZAS.

2.1 RCSULTANTE DE DOS FULRZAS COMCURRENTES.,

Cuando varias fucrzas actdan sobrc
. rd

un cucrpo., decimos qua &éstas for-

man un sistema de fucrzas., Si ade-

mds las fucrzas cestdn aplicadas cn

un mismo puntao, cl sistema rccibe

el nombre particular de Sistema de

fucrzas concurrcntes,

riv, 2.1

Sean Fl y Fé un sistema do dos fucr-

zas concurrcntes { Fig. 2.1). Se-
gln las rcglas del cdlculo vectorial, la suma de Fi y Fé es cl vector R do-

terminado por la diagonal decl paralclogramo que ticne por lados a Fl y Fé.

Este principio es conocido como la ley del paralelogramo y la fuerza R cs lla-

mada la resultante de Fi y F;.
Es un hecho experimental que las fucrzas obedecen la ley de la suma vectorial

y quc cl efecto de R sobre ol cuerpo considerado e¢s igual al producido per
La oporacidén gue consistec cn determinar la rosultantc du un sistcema de fuer-

zas sc conocc caon ¢l nombre de Comgosicién de Fuerzas,
EJEMPLO, 2,1 -

Dcterminar la rcsultante de las ///)f 240 o . 240 B
fuorzas mostradas, '////////AT
Solucidén.- Construimos ¢l paralclos © B - }

gramo ABCD con lados igualcs a las

fucrzas de 240 kg y 200 kg. Del

tridngulo ACD chtcnemos;

a) RZ = ( 240)° + (200)% - 2 x 200 x 240 x cos 60°
- Re2 282 g
b) 240 - R
scn Qa = Sen 60°
a = 69°

2.2 RES0LUCION DE UNA FUERZA EN SUS COMPONENTES,

La opcracibn inversa a la composicidn de fucrzas sc le llama resolucidn o

dcscomposicién de fuerzas. Asf, para una fuerza dada R podomos cncontrar dos

fucrzas Fi % Fé s llamadas componentecs dc R cuya suma sca igual a R (Fige2el).



En muchaos problemes cs Gtil descom-

poncr una fucrza cn componcntes
perpendicularcs centre si. En la

figura 2.2 la fucrza F sc ha des- F. =T
campucsto cn una compancnte F1 a 2 y F

lo largo del cjoc X y una componen=-

to Fé scgdn ol cje Y. Es costumbre

derominar las compaoncntes cologdn- )

doles un sub-Indice que indica la Fl =F

dircccidn de la compenentc; asi,
F vF 1las N Fig, 2.2
a Fl y F2 1 llamamos Fx Y Fy g

respectivamente. Las componcntes gue sc obticnen de vsta mancra sc llaman
componentes rectangulares.
EJEMPLOD 2,2

Encontrar las componcntes rcctengu- Y
larcs de la fuecrza indicada,
Solucidn.- Dc la figura (b): 160 ke o

» . 7 160 !
F)< = 160 cos 20 = 150 kg 50° v 50° L

0 X F
a X

Fy = 160 scn 200 = 55 kg (a) (b)

2.3 COMRONENTES RECTAMGULARES DE UNA FUERZA EN TRES DIFENSIONES

Consideremcs una fucrza F dirigida del origen 0 del sistoma de cjcs cde coor-

denadas X, Y, Z, a un punto A ( Fig. 2.3). Podcmos descomponcr la fucrza F

cn una componentc horizontal sz y una componento vertical Ey. Lucga, sz

pucdc doscomponcrse cn otras dos componentos rcctangularcs FX y Fz sagdn los
cjes Xy Z respectivamente, Do csta Y

mancra sc ha doscompucsto F an tres
componcntes rcctangularcs F o, F ,
. X Y y S
FZ, dirigidos scgin cjes X, Y, Z

el
»

respoctivamente. 51 ahora dibuja- b

mos un paralclepipedo que tcnga

coma aristas a F;, Fy’ Fﬁ ( Fig.

2.4). La fucrza F scrd cntoncos
la diagonal dc ecsc paralclepipedo. 7
De la goometifz de la figura tenc-

mos < Flgo 203



Y
6
Fx = F cos ex
F. = F cos ¢
b4 y
(2.1)
Fz = F cos ez - X
F :/F‘ +F2 o Fe
, X y z
y Fig. 2.4
donde 6 , &}, 92, son los #4ngulos gue F forman con cada uno do los cjes de

coordenadas y us coscnos son llamodos coscnos directores de F.

Las cscalares FX, F, Fz sc denomlnan componentcs cscalarcs de F, mientras

que los vcctores Fx, F o, Fz, sc conacen como componentcs vectoriales de F.

Y —
En general, llamaremos compconentes de F tantc a las cscelares caomo a las vec=-

toriales.

Y

VVeamos ahora un sistema de vectores
unitarios que tienen las direccio-

ncs positivas de los ejee X, VY, Z,
(Fig. 2.5). Sc designan como i, J,

k, reospectivamente y nos serdn dc T

gran utilidad para expresar los ji}{/ g X

vaectores en forma analftica. Asi,

podemos escribir: ,//

Fo=F i
X Xl Fig. 205

ml

11

-
[

( 2.2)

=
1l
-
=

. F=F i 4+F j4+FK
X y z

Si ahora sustituimos las ccuaciocnes (2.1) en (2.2) obtenemos:

il
1

Fcorg it FcosO 3 + Fcosg K
X y z (2:3)

|
tH

F(cos9 i 4+ cos@ j + cos® K )
X y z
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Lo que significa quc F puede cxpresarse como ¢l prowucto dc su magnitud por

gl vector uniterio E, sicndos
-_’- = . I < T 33 k
¢ = co g, + co ByJ + co sz ( 2.4)

EJEMPLD 2,3

Expresar, usando los vectores unitarios I, 3, E, la fuerza de 100 kg que va
dirigida del punto A( 2, -5, 3) al punta 8( 5, 2, -4 ).

Solucién.- E1 vcocctor unitario que lleva la direccién de la rocta dirigida
de A hacia B cs:

- 2 - 0_ (Y — A -7 —
5 T2~ (-5) i 4 =3 ¢

J (5422w (amt-5)Pa(h-3)° 100 V107

B
H

i
2
+

0,290 I + 0,677 3 = 0,677 k

Luegoe

F=Fe

:::.2900 i;+'67|7 3 fT67.7 E

2,4 RESULTANTE DE UN SISTENA BE FUERZAS CONCURRENTES,

Secun themos visto, cuando sobre un cuerpo actdan varias fucrzas, tcdas pasan-
do por un mismo punto, constituyen un sistema de fuerzas caoncurraontes,

Sean Fl, F2 y F3
po. Su resultante cstd definida por:

un sistema de fuerzas conmcurrcntes que actlan scbre un cuer-

R=F +F,F, = LF (2.5 )

Si expresamos cada fuerza por medioc de gys componentes rectangulares, tendro-

masze
Fle= Pl b 4 Py d 4 Fpk
Py Pl v Py d 4y,



R= BF=(F, +F, +F, )1
- -

Ry, F R+ Py )]

K

+(F 4 F, 4 F, )k

De lo gue se deducc quoc:

e~ - - - ] T .6
Ro= R 4+RJ+RK (2,6 )
donde:
RX = 5 FX
R = N F 2.

y T2ty (2.7)
RZ - & FZ

La magnitud de la resultante R serf:

R = J/Rz £ r? 4 R® (2.8)
X y z

y los cosenos directorecs:

R\/

cos ex = RA

cos Gy = ——;X——' (2.9)
RZ

Cos @Z =R

EJEMPLO 2.4

Tres fuerzas cuyas magnitudes son 700 kg, 1300 kg y 1400 kg scn concurrentes
cn cl origen de coordenadas y estdn dirigidas a los puntos A(2, -3, 6),

B(3, 4, 12 ), c(-6,4, -12), recspectivamente, Detcrminar la rcsultante del
sistcma.

Solucidn.- Escribir cada fuerza por medio de sus componentes rectangulares.

llamando ?l’ FZ’ y ?3 a las fuerzas de 700 kg, 1300 kg y 1400 kg, respecti-



vamente, tenemos:

— 2 — 3 = 65 —
ey =gl - gk

RS —— —_—
Sy =tttk
E‘ - 6 T‘+ 4 = - 12--

14t T 149 T 14

F. = 2001 - 300 j 4+ 600 k
F.= 3001 + 400 J ¢ 1200 k

- 1200 k

[ |

F3=e 600 i + 400

La resultante de las tres fuerzas dadas es, por definicién,

R-F +F & F
Fl + F2 + Fz

a seas

R=-100 i + 500 j + 600 k

Y
2,5 VECTOR DE POSTCIDN,
£l vectot de posicidn ;A del punto _ B(XB,yB,ZB)
A(XA, Ynr Zp ) es el scaomento rec- ry ;B/A
tilineo dirigido desde alqdn pun-
Alx, y, z,)
to de referencia 0 (tomade como s TAA A
r
origen de coordenadas) al punto A, {/’/////,////2A

Las componentes dco T son simple~ 0 X

A
mente las coordenadas del punto A,

Fig, 2.6 . Asf

Fig. 2.6

T - ” .
Ty = Xpl Fypd + 2k (2.10) {nLin

Un vector dirigido de cualquier punto A{x ) a otro punto

A! yA’ ZA
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B( x z_ ) cs llamado el vector de posicién de B con respecto a A y es

5 '’ ‘g

donotado por ;B/ « En virtud de la regla para la suma de vectores, podemos

A
escribir:

Tg = Tt Tas (2,11 )
0 sea:

rB/A =T - T, ( 2.12 )
pero:

T, = x,1 4% yBF 4 ZBE

T.o= % 1+ yAF + ZAE

Ty = (g X VT (g -y VT H (g -7 K (2,13 )

2.6 MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO A UN PUNTO,

Sea una fuerza F aplicada en el pun-
to A cuya posicién estd determina-
do por ¢ ( Fig. 2.7). E1 mcmento

de F respecto a 0 sc define como: - "'i% F

|'|'|D =T X ( 2.14) \\ / .‘\/ o

segln esta definicidén, M cs un s A= S
a
vector purpendicular al planc gue 7
. L) /
contione a 0 y a F., Su magnitud es: % /

M, = of seng = Fd ( 2,15 ) Fig, 2.7 foaono

Donde " es el dngulo Tormado por las roctas de accién de T y F, y d es la
distancia perpendicular entre O y la recta de accién de F. De la ccuacidn
( 2,15 ) podemos ohbservar que el momento Fo depende Unicamente de la fuer-
za F y de la distancia d, es decir, gue no depends de la situacién real del

punto de aplicacién de la fucrza, Ror lo tanto, T us ol vector dirigido del
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punto 0 a cuclquier punto sobre la recta de accidn de la fuerza F.

Esta conclusién es conocida como el Principio de Transmisibilidad: una fuer-

za pucde considerarse aplicada scbre cualguier puntc contenide en su rocta

de accéidn,

2.7 TEOREMA DE VARIGNON,

Fué establecido por ¢l francis Va-

respecto a un punto dado de la ree=
sultante de un sistema de fucrzas

|
rignon,., Dice asi:"El momento con i q\F3 _
A
g 2
| /
|
concurrentes es igual a la suma de !
!

los momentos d¢ las fucrzas con res- L S S o
pecto al mismo punto”,. -
Una demostracidn dec estc teorema ya

pucde hacerse emploandc la ley dis- ,

7 :
tributiva del producto vcctorial, A z Fig. 2.8
F3

£rn cfecto, secan Fl’ F. un sis-

Z’
tema dc fuerzas concurrentes apli-

cadas en &l punto A.( Fige 238 ), La resultante de estas fucrzas cs segln
(2.5 ): = xs .

R = Fl + F2 4 F3

El momentc de R con respceto a 0 es:

ﬁ =T X R
@]
M =r x (Fl PP, F, )
mo =T X Fl b rox Fy P rox F3 ( 2.16 )

Asi,la ccuacidn ( 2.16 ) es la expresidn matemdtica del teorcma de Varignen,
EJEMPLO 2.5

La fuecrza F ostd dirigida‘del punto A( Xq yi) 2l punto a( X0 Yo ). Determinar
el memento de la fucurza con respecto al origen,

Soliicidi.z<5abemos que el momento so obtiene realizando el producto vectorial:

M =t xF
o
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Para nucstro preblema tomaremos r come cl vector de 0 a A, asf:

L = %1 + yqJ

adends:
F=Fe
F = L !( X, = xg M A (yy =y )
SOk -x P e (yym g 2
2 - M V27

el algebra vectorial sabomcs gue un productc vectorial puede desarrollarse
mediante un determinante gue lleva en la primera fila los vectorcs unitarios
I, 3, E; en la scgunda, las componcntes rectangulares del primer vector; y
finalmente en la tercecra, lleva las componentes rectangulares dcl segundo

vector, Por lo tante, podemaos escribir:

i 3 k
mD =r x F e X Yy 0

o
2 2
v/ (% = %)+ (y, = y;)

2.8 MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO A UN EJE, f L

—_ Y 5 =
El momentc mOL de una fucrza F res~ Eg ; o -/ F
pectoc a un cje OL se define como la K o— 4o //
proyeccidn OC sobre cl ejo OL del “\\\\\ L ///
— — e . -
mo de F con respecto a 0. LLamando \\ T EL/’a' A
2 al vector unitarioc a lec largo de N X

0L y recordando las propiedades del -0

producto escalar, tendramos:

g Fig. 2.9



‘0L

=l
.
—~
L]
bad
-
~

for =
EJEMPLD 2,6

La fuerza F actéa segdn la diagonal
de un cubo de arista g, cocmo se
muestra cn la figura. Calcular el
momento dc F con rcspecto a la reg
to gue va doc E a G,

Solucidn.- Hemos visto que el mow .
mento de una fuerza se determina
mediante el producto mixtos:

or, =

Q

(T xF)

13

Se demuestra en Algebra Vecterial que esta operacidn puede desarrcllarse

resolviendo un determinante que tenga en su primera fila las compenentes

rectangulares del primer vector; on lc sequnda fila, los del segundo; y cn

la tercera fila, las componentes roctengulores del tercer vector, Necesita-

mos, pucs, conocer las componentes cartesianas de e, ¢ y Fo

c="5—(14+j)
T = EH = o1

F = 2 - ( - J + K )
Lusgo
1 1 0
A2
mEG = a 0 0 o X
0 -1 1
a F




2,9 PARES, |
Y ! _ & F
Se llama Cuplz o Par al sistema for - P /K\ 1
T 1R< \
mado por dos fuerzas que tiencn la 2 /\i\\\ﬁ>\\ \
roTTw

misma magnitud, rectas de accifén P
paralclas y sentidos opuestos. Es ; 2 ‘i//// Ty

evidontc gue la suma vcctoriel de ©

las fucrzas es cero y que su Unico / -
efecto es producir una rotacifn o 0 ’ X

una tendencia a giran. e
— '

Sean T,y T rcepectivamente, los o

2!
vectores de posicion de los puntos 7 Fig, 2.10
de aplicacidn de las fuerzas Fl y
Fz que forman un par (Fig. 2.,10).

Tomando momentos con respecto a 0 tencmos:

M. =1, x F

ii
H
=
-

El momente resultante de las fucrzas F, y Fz con rcspecto a 0 cs la suma de

_ _ 1
M, y M. . Asi:

1 2
- 4T
= ;i X Fl + ;é X FE
Pero entre las dos fucrzes cxiste la relacidn F, = -F, 3 por lc tanto:

1 2

M = r, X Fl $ r, X (- F

i

1]
~
L]
!
-
S
P
-

De la figura 2,10 tenemos:

rl = r2 +r



15

0 sea:

Finalmente:

m=r x Fi ( 2.18 )
Como T es independiente del punto 0, el memento del par es independiente del
punto caon respecto al cual el momento cs calculado, os decir, el momento de

un par es un vector libre, La magnitud dcl momento cs rF, sen @ en la cual

1
r sen 8 es la distancia entrc lds dos-fumerzas,
EJEMPLO 2,7
Obtener el par resultante de las
fuerzas cuyas rcctas de accidn son
las diagonales de las caras del . j
paralelepipedo rcctangular que se
indica,
Solucidén.- E1 momento del par for=- o
mado por las fuerzas de 10 kg es: //j’ \20\kg - %
S UV
My o= (20 1) x ( 7.07 § - 7.07 k) /L/ \,ZOk\g___ llﬁ-\k—é '
_ _ 10 ¢ \ )%iOkg ) \ij <10 cm
= 141.4 § + 141.4 k (kg - cm)
A0 T

Para las fuerzas de 20 kg tencmos:

=1
It

(10 k ) x (17.90 1 - 8.95 J)

1

89.5 1 + 179,0 j (kg - cr.)

Puesto gue los pares son vectores libres, m y ﬁé pueden sumarse vectorial-

1
mente, Asf, el par resultante M serd:

[YI:L + l'i'l2

I

[

89.5 1 4 320.4 j + 141.4 k (kg - cm.)
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2,10 RESOLUCION DE UNA FUERZA EN UNA FUERZA Y UN PAR,

rg_”
.

Fig., 2,11

Empleando las nociones de fuerza y par, es posible descomponer una fuerza
dada en otra fucrza aplicada en zlgdn punto determinado y un par. Sea F 1a
fuerza guc gueremos descomponer cn otra fuerza aplicada an O y un par

(Fige 2411). Situemos con origen O un sistema do coordenadas; luego, podemos
aplicar cn 0 dos fuerzas, una igual a F y la otra a - F. Es decir, hemos au-
mentado 2l sistema un vector cero, no alterando, por lo tanto, la accidn de
la fucrze primitiva. Como resultado de esta transformacidn, tenemos ahora
una fuerza F aplicada en 0; las otras dos fucrzas forman un par de momento
ﬁo =T x F. Por consiguiente, "Una fucrza F puede scr trasladada a un punto
arbitrario 0, siempre guec se acompafic de un par igual al momento de F ros-
pecto a 0",

Siguicndo esto procedimicnto podemos llegar a simplificar un sistema cuanl=-
guicra de fuerzcse.

Supaongamos un sistemo de n fucrzas Fl’ Fé,...,?i,....,?n,. Primero eleglimcs
un punto arbitrarioc 0 y consequida doscomponemos cada fuerze Fi en ctra fuer-
za Fi gac pase por 0O y el par mi = Ei X Fi' Cuando esta operacidn se ha rea-
lizado para todas las fuerzas, cl resultado es entonces un sistema de fuerw~
zas, concurrentes en G, ylun sistema de vcctores momentos tambicn concurren-
tes en 0, Estos pueden combinarss sumande vectorialmente cada sistema por
suparedo hasta obtener unz fuerza resultante y un par resultante, Por lo tan-
ta, cualquier sistema de fuerzas, por complejo gue sea, puede reducirse a

un sistemn cquivalente de fuerzas y pares que actdan en el punto dcodo.

/
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Las expresiones analfticas de osta operacién son:

R = Fl + F2 + F3 Fooceenenent Fn = uf

mﬂ = ml + Mz + mz Fooeeeooalt mn = 4l

En coordenadas cartesianass

R=R1¢ RJ+ Rk

iy = Mg 1 & fig J 4 fig K

Siendo:

- Ny o - .l v . g “[-.. .

me LH&, mRy LW&, mRz af, ( 2.19 )
EJEMPLO 2.8
Sustituir cl sistema dc fuerzas ~ B A
mostrado por otro equivalente a- /// e i
plicado en el punto A,- " C .90 kg| 4 com

Solucidn.- Al trasladar todns las (l ST \\\"

fucrzos al punto A, vemos quu las ’

fuerzas de 10 kg so anulan, guo-

dando unicamente la dc 50 kg, que 10 kg

cn compenentes rectangularcs cs: //D . -

R = 40 + 30k (kg)

El par recsultante cn este punto es 21 vector suma de los parcs gue se obtie-
nen debido o la traslacidn do las fucrzas. Asi, para la fucrza de 10 kg npli-
cada en cz

ﬁi = ( 3k ) x (101 ) = 30] ( kg-cm )
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Para la fuerza de 10 kg en D:

(- 4743k ) x (-101)

=1
It

1

- 30j - 40k ( kg-cm )

Para la fuerza dc 50 kg en 83

m, = ( - 4j ) x ( 40j + 30k )
= - 1208  (kg-cm)

Lucgo:

—_ - =
Nl ¥ m2 i m3

m

- 1201 - 40k (kg-cm)

2.11 CASDS PARTICULARES DE SISTEMAS DE. FUERZAS

El conjunto de seis ccuaciones deo ( 2.19 ) represente 2l caso general de oun
sistema tridimensicnal, Sin cmbargao, a menudo nucstro trabajo estard relacio-
nado ccn sistemas de fucrzas més sencillos, tales como fuerzas pararelos o
sistecmas coplanarcs., Por e jemplo, si cl sistuma no contisnc camponente de
fuerza FZ entcnces RZ = 7 Fz gs autemdticamente nula, y el ndmero de ccuo-
ciones que intcervicnen es menor.

Los casos de sistecmas de fuerzas y las ecuacidnes correspondicntes, deducidas

do ( 2,19 ) guc podemcos encontrar cs como siguo:

1.- Caso General de un Sistema Tridimensicnal.

Ccrrosponde al sistema discutido ¢n la scceidn anterior. Las ccuaciones son:

( 2.20 )
m, = &M g M, = 20 ; Mo, = Emz

2.- Sistema Tridimensional de fFuerzas Concurrentes.

La rusultante de vste sistema as unz fucrza dnica localizada en el punto de

aplicacidn del sistema. Para deoterminarla completamente sc deben determinar
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sus tres componcntos,

3.~ Sistema General dc Fusrzas Coplanares.

S5i dofinimos el plano, en el cual estdn contenidos todas las fucrzas del sis-

tema, ccmo ( %,y ) tendremcs las siguientes ecuaciones.

( 2.22)

4.- Sistema Coplanzr de Fucrzas Concurrentus,

En este caso todas lus fuerzas estdn contenidas en un sélo plano, cl cual
pucde definirse como en el caso anterior por ( %,y ), la resultante es una
fucrza dnica que pasa por 2l p nto de aplicacifn del sistema. Las ecuacicnes

son, por lo tanto:
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CAPITULO 3

ESTATICA DE LOS SOLIDDS RIGIDOS

3,1 SOLIDOS RIGIDOS. FUERZAS EXTERKNAS E TNTERNAS. DISGRAMA DE CUERPO .LIBRE.

Un s8lido rigido es un modelo gue idealiza un cuerpo sélido como una dis~
tribucién centinua de particulas, cuyas pesiciones relativas se mantiencn
invarietles, En forma mds simple, dircmos guo es un sdlido indsformable.
Las fucrzas involucradas en los problemes prdcticos son de dos tipos:

o) Fuerzas Externas.- representan la accidn de otros cuerpos sobre el gue se

est? ostudiaondo. Doterpinen el estado (reposo o movimiento) del cuerpo con-
siderado,

b) Fucrzas Internas.- Mentienen unidas 2 las partes gue componen el sélido

rigido,

Al resolver un problema es necesario considerar tndas las fucrzas gue actdan
sobre ¢l cucrpo en cstudio. As{, el primer paso en la solucifn decl problema
consiste en dibujar un diagrama de cucrpo libre, cl cual sc obtiene al ais-
lar el cuerpo de todo 1o gquc lo rodea,

En csto diagrama deben indicarse claramentc todas las fucrzas extocrnas que
representan acclones directamente cplicadas y reacciones de cuerpos circun-
dantes. Cuando ol sdlido libre estd fcormado por variecs partes, las fuurzas
gue éstas ejercen unas sobrec otras, son fuerzas intcrnas y no debon por lo
tante, tomorse en cuenta on ¢l diagrama de cucrpo libro,

Para ilustrar cstos conceptos sobre fucrzas cxternas e internas y diagramas

de cucrpo librc, consisderemos los cos blogues de pesos WU, y U, mecstrados con

1 2

an la figura 3.1 (a). £l diagrama do cucrpo libre cuando los dos blogues es-
tén juntos formando un solo cuerpo estd dibujado en 1z Fig. 3.1(b), las
fuerzas oxtcrnas gue actlan sobre cste sistema son los pesos Ml y m2 y la
fuerza N ejercida por la supcrficic dc cpoyce. Las accicnes cjercidas por un
bloquo sobre cl otre son fuerzas intcrnas para cste sistema, por csta razdén
no aparccen cn el diagrama.

En la figura 3.1(c) estén dibujados los diagramas de cuerpo libre para cada
uno de los blogucs. Las fucrzas cxternas para el blogue supurior son su pcso

ml y la fuerza N, cjercida por cl bloque inferior,.. Sobre cl bldque inferior,
L

1

las fucrzas oxternas son su poso U la fuerzz N, debida al hlogque superior

2? 1

y la fuecrza N debido a la superficie dc apoyo. Notese como Nl es una fuoerza

externa para cada bloque pero es una fuerza interna para el sistema de los

dos bloquese.
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.

Fig., 3.1

3.2 ESTATICA DE LOS S0OLIDOS RIGIDOS,-

ESTATICA es la parte de la mucdnica que cstudia los cuerpos en repcso,.

Por definicién, un sistema de fucrzas estd cen cquilibrfic cuando la fucrza
resultante ¥ el par resultante son igualus a cero. Las condicionecs analiti=
cas del equilibrio, de acucrde cen csta definicidn, las podemos escribir cn
forma vectorial ~edi:

%:RZ-&RVE-LRE:D

X z
( 3.1)
. = [ T-L‘ 3 il -’:
mR mel : mRyJ + LHZR 0
0 bien, mecdiante las ccuaciones oscalares siquientos:
LF =03 &4F =0y &4F_ =20
X y z
( 3.2 )
oM o= 0; ZM =03 &M =0
X ¥ z

Podemos ahora definir el equilibrio de los sdlidos rigidos de la siguientc
mancra: " un sdlido rfgido ostd en cquilibrio cuando las fuerzas extcrnas
quec actfan sobre &1 forman un sistema de fucrzas cn cquilibrio™, Tomando en
cucnta la segunda ley do Newton, podemos afirmar gue un sdlido rigido, inici-
almente con rcposo, permanccerd con rcposo si dicho sdlido se cncuentra en o-
libric, Dicho de otra mancra, " todo cuerpn en repeso se haya cn equilibrio
cstéticaol

Como ya lo mencionamos anteriormente, frccuentemente cstaremos frente a
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problemas on los cuales el sistemo de fuerzas aplicadn = lgs sélidos rigi-

dos es mas sencillo gue el ccso general gue sc acaba de plantear, Es impor-

tante recocnocer, para un sistema dadc ¢l ndmero de ecuccinnes independientes
. . rd 4 - 4 .

gue pucden escribirse, puesto que asl scbremos ¢l ndmero de incdgnitcos gue

pucden determinarse de las condicicnes de cgquilibrio,

Asi, cl ndmero de¢ cocuacioncs indepondicntcs parn el:

l.- Casc Generzl de un S{stema Tridimensicnal ss de Seis:

LF =0 LF =0 LF =0
X y z

( 3.

(@A)
~

1
j=e)

ZM =0 LM =0 an_

2.- 5i:toma Tridimensicnol de Fuerzas Concurrentes es de Tres:

I
-
1)
jw]
o
I~
=
n
[am]
~
-
1
[}
N
[8)]

o4

2F =03 4LF =03 ZM =20 (3.5)
e Y z

LF_ =0 ; ZF =10 ( 3.6 )

En la préctica, y con el objsto do cbtener solucionecs mds scncillas dobe sc-
leccionarsc cuidadosamente el sistema coordenazdo al cual son referidas las
fuerzas. lLas ccuaciones, de momentos por ¢jemplo, puedun simplificorsc selee-
cionande un ejo do momentos quo cortc las rectns de accidn de algunas fucr-
zas del sistema, para que de esta mezncra sca cl mencr ndmero pesible de in-

cégnitas las inuvnlucradas en dichas ccuacicones,

3,3 CONDICIONES DE APOYQ,

Para encontrar la solucidn corructa de un problema dade, hemos dicho gue de-
bemaos hacer un diagrama de¢ cucrpo libre, Es importante, par: hacer este dia-
grama el hech»> de tener unz iduc clara accrca de gue fuorzas son las guc ac-
tlan sobre vl sdlido rifgido wn-citudio, De agui la necusidad de conocer los

tipos de vinculo y la formas de¢ interaccién entre los cuQrpos.
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Sistemas Plancs.- Las reacciones cjercidas sobre unc estructura bidimensional

dependen del tipo de apoyc, y son los de uso mas frecuente los siquientes:
TIPO DE AFOYO REACCION

//.7 //7
Superficie lisa //{// ///

/,
4 ‘
A A A —
R

g

‘;\,., Y Som
Vo 7
K / / y
S/ 4
Rodille SO // /
IR ‘ //
/' /
R
§\7(>
Cable corto ///
[
A7 7
Articulacién de pasddor /C//
liso /

Surerficie rugosa ///
R
X
g /l S — > —_
R r
B
///j E /‘/
Empotramiento s — 1 Ly 1
;4 fﬁ\h ~_
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fotas
R regaccidn de direccidn conocide,
B
X . . . .
N reaccion de direccidn desconocida, pero gue se ha des-
mo_
r n, compuesto en ccmponentes rectangulares,
RK /
—— reaccidén compuests por una fuerza de direccién desco-
M A R . =
v nocida y un par

Sistema tridimensionales,- Los tipos de apoyo comlnmente ewpleados en sig-

temas tridimensionales son los gue siguen:

z _ Empotramiento _ R ¢?{

Fig, 3.3

Estos son solemente 2lgunos de los tipos de apoyos - ue encontramos en la pr?

tica, Fars determinar la resccidn de un apoyo cualguiera puede procederse ce
la siguiente manerza: imacinar cue se trats de mover el s6lido » lo largo de
¢ad2 un» de las tres direccilones ortogonales definidas por el sistema cCe ejes
%, ¥, Z4; o0 la direccidn en que este movimientn esté restringido hatrid unc
componente de lo fuerze do resccidn,

Tueso inngcirar que se trata de hacer gir-r ¢l sdlido olrededor de cada unn
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de los cjes X, Y, Z; si hay restriccién a que la rotacidn se produzca, enton-
cos significa gue existe una componente del par de reaccidn en el apoyo. Si-
guiendo cste procedimiento c¢s fécil reconocer que reaccionas ofrccc un deter-

minado tipc de cpoyc,

3.4 ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIOC,

Vimos cn las seccicnes antcriores las ceondiclonos de cquilibriae de un sdélido
P . . . . .
rigido y los tipos dc apoyo. Sin embarqo, convicne saber camo determinar, an-

te un preblema dado, gue tipoc o tipos de apoyo son neceserios pera restrin-

gir completamentc un sélido y ademds recconocer baje que circunstancias las

roaccicnes pucden ser determincdas usando las condicioncs de cguilibrio,
Paor restringir completamente un sdlido debe entendurse que, no importandao
que sistema de fuerzas esté actuando, el sélido no se moverd, Esto os equi-
valente a decir que el sflido estd apoyedo de tal manera que bajo cuclquier
condicién de carga las gé&is ccuaciones de equilibric ( 3.2 ) son satisfechas,
Vemos pues, que parc cumplir oste requisito necesitames un arregle de seis
reaccicncse.
Consideremos el sdlido mostrado cn la figura 3.4,En (a), vl punto /i del séli=
do estd fijo mediantc tres barras rigidas, no coplanares y con sus extromos
articulados. Estas treos barras son suficientes para ascegurar guc F>< = O
N Fy =0 3 2 FZ = 0. Sin cmbargo, el sdlido ustd libro para girar alrode-
dor del punto A o sea, que si hay fuerzas aplicadas: 4 mx £ 05 2 my £ 0;
5, # 0. En (b) un segundo punto, B, sc ha fijado usando dos barras para
ascgurar o mx = U3 o My = 0., En cstos condiciones cl dnico movimienta
posible ¢s una rctacidn dul sélide alredoder del ejs Z, y para prevenirlo sc
ha colocado una barra en gl punto C de mancra gue no se2a scconte a2l cje NAB
( diagrama c). Asi pucs, seis barras articulades, o un sistemd equivalente,
restringe completamcnte un sélido en ol espccio. Debe aclararse que no es
nccesaric gue cl arreglo de las barras sca exactamcnte como ol mostrado on
¢l diagrama (c); asi por cjemplo, vun { d) se muestra otro arroglc gue cumple
el mismo propdsita,
Sin embargo, no podemcs concluir gue con cualguier arreglc de scis barras, o
un sistema cguivalente, logramos restringir complotamentc un sdlido, Por ojem
plo, cn los diagramas (e) y (f) se mucstran dos cascs en los cuales nc se ha
logrado, En (e) s cvidente que el sélido puede rotar alrededor del cje AB
sin gue haya resistencia ante alguna cerga extcrna, el peso por ejemplo, que

produzca un momento alrededor de este ejc, Es ducir, o mz % 0. £n (f) nota-
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mos que las s2is barras (de trazc 1lluno) son paralelas. Como consccuencia

dc este arreglo vemcs gue cuclquier caorga oxterna perpendicular a las barras
no pucdr ser resistida,esto es, L F £ 0y 2 F, # 0, Una situacién scme-
jante se observa si las barras cn T y en C son cclccadas como se indica me-
diante las lincas puntecadas., En este caso todas las barras son perpcndicula-
rcs a una dircccidn comdn (paralcle al eje 7 ) y cualquier fuerzo en csa di-
rzccifn s¢ encuentra sin:resistencic, por la tanteo, 2 FZ £ 0,

De la discusién anterior podemos sacar las siguientes conclusiones:

l.- Un sélido estf completamente restringido si mediante el sisteme de cpoyo

usado las secis ecuacicnes de equilibrio (3-2) son setisfechas para cualquicr
condicifn de czrga. Cste cstado cde los sélidos suclc dernominarsc tambidn con
la palabra estable.

2.~ Un sélido estd parciclmente rustringido cuaondo cl sistema de apoyo usodo

determina que las rcaccioncs son fucrzas cuyas rcctas de accidn son sccantcs
a una misma rccta o son perpendicularcs a ung direccién comdn, o bien el nd-
moro de rcacciones es mencr do scis, tsta condicidén ws también conccida con
¢l romre de incsteble,

Si cl sistema de apcyo usado para soportar las fucrzas que actdan sobre un
sdlido rigido ofrece mas de seis incdagnitas, cl ndmero de ccuaciones de c-
quilibrio es menor gue cl ndmerc de incfgnitas, es decir, cl sistema se en-

cucntra estdticamente indetcrminado,

Lo situacidén en la cual cl ndmero de incégnitas cs igual al ndmero de ecua-
ciones de cquilibric ¢s ccnocido comoc cstdticamentc determinade,

Finalmente, si existon menos de scis incbgnitas, hay mas ecuacicnus guc in-
cégnitas y no pueden:sar satisfechas algunas de las condiciones de cquilibrio
bajo condicioncs gencrcles de carga, o sea el sflicde estd percialmentc ros-
tringido,

T

S58lido Rigido Bajo Cargas Coplanarcs.-

Vimos ontes que son tros ecuacionus cscalares

las necesarias para expresar las condicionecs

~ ﬁ_

de cguilibrio de un sdlido rigidao que cstd ba-

jo la accién de un sistema gencral de fuerzas Y|

coplanares, ‘
|

Estas condiciones pusden ser satisfechas me- ‘
diantc un sistcma de apoyos formado por treos J
barras ( c su equivalente) como sc muestra en ( p )_
lz figura 3.5 (a2). E1 ndmero de incégnitas es Fig, 3.5

igual al ndmecro de ccuacioncs escalares de o-
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gquilibrioj cl s6lido cstd impedido de maverse !

@n cualquicr direccidn o girar alrcdecdor de |

algdn eje perpendicular =l plano de la figu~ 4 I : by X
ra, Esto es, basta un arrecglo de tres horras . 1

o un sistema eguivalcnte para restringir com- .
Fige 3.5 (¢c)
pletamente un sdlicdo en el plano.

3in cmbargo, y como 'cn ¢l caso general, existen rcstricciones en la mancra
de como este arreglo debe hacerse. Se mucstran en la figura 3,5,(b) y (c)

los dos casos en los cuales el sdlido cstd parcialments restringido. Las

explicaciones se deducen del caso gencral, En {b) todas las reacciones son
perpendiculares a una dircccidn comdn en el mismo plano de la figura; csto
es, para una carga cualguiera, Z]Fx # 0: cn (c) todas las reaccioncs son
secantes a una misma rcecta (perpendicular al plano de la figura en el punto
n), asi, para una carga cualguicra, Zlﬂz # 0.

Si on el sistema de opoyos intervienen mas de tres incdéonitas, hay mds incég-

nitas gue ccuaciones, E1 sistcma vs, por lo tanto, cstdticamenterindetermina-

do. 5i hay igual ndmcro de incégnitas gue de eccuadiones, cl sistema es ostd-

ticamente determigado. Por dltimo, si hay menor ndmero de incdgnitas que de

ccuaciones, ¢l sdélido estd paorcialmente restringido.

EJEMRPLO 3.1

Calcular las reaccioncs de los apoyos
dal sblido mostrado en la figura. E1

Y .
s6lido pesa 3000 kg y el ccntro de 363 o A fﬁf%
gravedad ocstd en vl punto c. 4

Solucifn.- Primero’dibujamos: un:dia- \

. : . |
grama de cuerpo libre del sdlido, T T e
Puesto que tratamos con un sistcmo = 5 A B
. i X
coplanar, podemos encontrar las tres e e m—»—~|B———a
|

incbgnitas del problema: T, Bx , By'

Escribamos primero la ccuacidn de
momentos con rospecto a un ejo Z que 3000 kg
pasc por c¢l punto B. Por comodidad, diremos simplemente, momentos con respec-

to al punto B,

S, =0

3000 x 2 - T x 3 sen 30° = 0

T = 4000 kg N



Luego, de 2 Fx = 0, tenemos:
B - T cos SDG =0
X
B, = 4000 x 0,856 = Wbk kg ——
Dec ~F = 0 chtenemos B ., fsi:
Y Y

B 4+ T sen 30° - 3000 = O

@
1

3000 - 4000 x 0.5

o
t

1000 kg . 'T

EJEMPLD 3,2

Una barra gue soporta cn su cxtre-
mo libre B una fuerza de 1000 kg
vstd apoyada mediante una rdtuls
en A vy daos cables CD y EF . Enccn-
trar las tensiones cn los cables

y las componentes de lo roaccidén
en f.

Solucidne.- Del diagrama de cuerpo
libre observamocs que hay solamen-—
te cinco incdgnitos a peszr de te-
ner un sistema gencral de fucrzas
en el cspacio. Esto se deche a que
todas las fucrzas cortan a2l eje X
dando por resultado gue la ccun-
cidn cscalar LM, =0 es redun-
dante, cs docir, guc Unicamente
poseemos cinco ccuaciones cscalarcs
disponibles para encontrar las cin-
co incdgnitas,

Las expresioncs vectoriales de las

fuerzas involucradas saon:

28

. T
'E‘
@ \”
AX iq— 3 X
A M 1000 k
gﬂ 145 ] g
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Ry = A+ AT+ AK

op 7 - 0e67 Top 1+ 0.67 T J 40,33 Tep K
_kF = - 0,77 Tp 14 0,384 Ter J - 0.512 Ter k
Tomando momentos con respecto al eje Y:
0 1 0 0 1 0
2 0 0 + |3 0 0 + =0
RGBT 0,677, 0.33T | - 0.77T.  0.384T. . -0.512T
Desarrollando, obtenemos:
Tep = 208 Tep
Ahora tomemes momentos con respecto 2l eje Z:
0 0 1 0 0 1 W 0 o 1
2 0 0 +i 3 0 0 d#l 5 0 04
) 1
-0.67T.. U.67T 0.337T -0.77T 0.384T__ -0.512T A 0 -1000 O;
{777 oo T D CD *TUEF EF ~°° EFt k

e 337 R - 50 =
1 BEFCD + 1 lSTEF 5000 0

Sustituyendo TCD = 2.3T , obtenemos T

EF EF

T = 1190 kg

Entoncess

TCD = 2,3 x 1180 = 2730 kg



De LF =20 :

A 8.67 x 2730 - 0,77 x 1180 = 0O

1t

De zF =10

Y

Ay - 1000 + 0.67 x 2730 4 0.384 x 1190 = O
i ==1277 :
y l_______
hoo= 1277
\y 1 kg -

e
De LF_ =0

z

Az + 0,33 x 2730 - 0.512 x 1180 = O

I>
1

- 300
|

300 kg I

i /

s}
H
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CARPITULO 4

APLICACIONES DEL EGUILIBRIO DE LOS 50LIDOS RIGILOS.

4.1 ANALISIS DE ARMADURAS,.

Un tipo comdn de estructuras cmpleadas en ingonicria consistc cn un sistcma

de barras conectadas entre si mediante soldadura, remaches c pasadores . Es=
tas estructuras son conocidas con €l nrembre de armaduras. Con ¢l objoto de
simplificar su andlisis haremos algunas idealizacionzss. As{, en las armaduras
tridimensionales supondremos gue las barras cstdn interconectadas por tétulas,
miuntras que cn las armaduras planas los miembros estardn conuctados por pa-
sadores lisos,

Otra hipﬁtosis consistc en supuner

que todas les cargas (incluycndc cl » -
pcso de las barras quc forman la @//
armadura) cstdn aplicedos en los . ,f?/ il

Vd
nudos soclamente., Un nudo rocproson- 4;)// o
ta la conexidn entre lcs micmbros o ( a) f/;// (b)

que forman la armadura, //'/ /;;>/
Tenicndo cn cucnto estas hipétesis, s /fb
pucde considererse entonces cada ba- ' .

tra como an sdlido con fuerzas apli-

cadas dnicameonte ¢n sus extremos,

Para quo cstas fuerzas se cncucntron

en equilibrio han do ser de_igual maonitud, colincales y de suntido cpuesto.
En la figura 4.1 se muestrar ".ns dos cascs posibles. En (a) las fuerpas tion-
den a cstirar la harra, cs decir, la barra trabaja a tensién (también ccne-
cido como traccidn), mitntras quo en (b) las fuergzas ticnden a acortar la
barra, trabajandc asi{ 2z comprusidn.

Armaduras Simples.- En la figura 4,2 sc mucstran algunos ejemplos de armaduras

planas y tridimensionalis. Conei'ercmaos primero la armadura (a); cuando se le
aplica un sistema de fusrzas como el mestrado, la armadura se deformard per-
diendo completamente su ferma original, os decir, nc tiene una configuracidn
gstahle. En (b) la armadura cstd formada por trus brrrasj natamos que con la
forma triangular obtencmos una configuracién rigida de la armadura pucsto que
&sta mantiene su forma original bajo cuzlquier tipo du cargrs. En (c) se mues-
tra como pucde obtenersc una armadura rigida mas grande agreogando dos barras

BD y CD a la formo bésica trizngular A3C para cbtener un nuevo nudo. Este
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A = - D c
(a) (b)
B / D
B~ \
/ \ (\\\ \ b E
| . e 7
~ | . P
/ | N - C i
A : =D Al 'F
C
(c) (a)
D D _E
N\ /N 7
A\ / \\\ //
/ ‘ \ / \ / ;
/ \ / \ /]
VN i \ A
/ 4 N\ / ! \,
/ \ (./ \\ / /
f \ /
! i \\._ A . \\ // \\ l_.’B
A T————y B A '“""/“—/‘/’\
\\\ \‘ S ’ . \\ "\1 / //,/
\_\ ) “‘ ; ’ Ny . ‘/’/'/
\_\(/: C By
(e) ( £)

Fig, 4,2
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procedimicnto puede repctirsce afiadiendo dos barras cada vez para cbtener un
nuevo nudo y la armadura resultantc scrd siempro rigida, como puede versc en
(d).

Observemes gue la armadura bdsica triangular en (b) tienes tres barras y trus
nudoss en (c) hay cinco barras en total y cuatro nudos. Es decir, guo cada

voz que aumentamos dos barras aparecc un nucve nudo, resultando asi la siquien
te relacién entre cl ndmero de barras, m, y el ndmero de nudos, n, de una ar-

madura plana,:
m=2n -3 ( 4.1 )

La configuracién bé&sica de l= armadura tridimonsional rigidz estd formada

por scis barras unidas cn sus extremos para formar un tetraedro. (Fig. 4.2e).
Afiadicndo troes barras cada vez @ csta configuracién para obtener un nucvo nu-
do podemas obtecmer una estructura rfgida mas grande ( Fig, 4.2f), Observemos

que cl tetraedrc tiene suis barras y cuatro nudos y que, cada vez gue sc au-

mentan tres barras aparocc un nuevo nudo, dando por resultado la siguiente

relacidén:

m=3n - 6 ( 4.2)

Las armaduras, planas y tidimensionslecs, construidas de esta manera son cono-

cidas como_@gmoduras simplesa

4,2 METOCGOS DE ANALISIS.

1.- Métado de los Nudos. Este método consiste ¢n cncontrar las fuerzas cn las

barras oscribiendo las ccuacioneus de equilibrio para cada nude de la armadu=
ra., Los siguientes cjemplos ilustran sl método,

EJENPLO 4,1

Determinar las fuerzas en todas las barras do la crmadura mostrada cn la fi-
gura (a)

Solucién.~ En la figura (b) ha sido dibujado el diagrama de cuecrpo libre de
la armadura completa, Las reacciones do los apoyos RAX ’ RAy ’ RB pucden
sor calculadas,

Hemos visto que una armadura pucdc ser considerada como una combinacidn deo

pasadores y barras scometidas a la occidn de fuerzas cn sus oxtremos, dg i-

gual magnitud, colincales con ¢l eje de la barra y do scntido opucsto. La ar-
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200 kg
CY 2100 kg e
T |
// { \\‘\ 5 —_—
S g |
/ | ~ MER
600 0° .
A ..3_____;__-._.,8 o
x ; 4
)* D b oo alrs
o tm 3T — | 200 kg
Wby
( a ) C /’\_\\\ »100 kg
/i \
/
\\\\\
R | \
Ax / i -
200 kg A D RB
] R
C #——=100 kg Ay
S s (b)
A
/o0 "
/
/4 f
/ v e
|74
A r
RA_x / : . = N B
E—— Y fe——— «B\,—»o e — €m0
R
e b,

(c)

madura puecde, por lo tanto, descomponcrse y dibujar un diagrama d& cuerpo li=-
bre para cada pasador y cada barra comc se ve en la figura (c). Ademds, la
tercora ley de Newton indiga gque las fuerzas de accidn y reaccidn entre las
barras y los pasadoros que las unon son igualos y opuestas, cs decir, que

las fuerzas ejercidas por una barra sobre los dos pasadores gque le sirven de

unién deben llevar la direccifn del cje de la barra y ser iguales y opuestas,
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Coms la armadura cstd cn equilibrio, cada pasador debe cstarlo también. E1
procedimicnto consiste en plantear sucesivomente cl equilibric de cada nedo,
cmpezando por un nudo cn el que se desconozca €dlo dos fuerzas (ohsérucsec

quc cs un sistema coplanar de fucrzas concurrshtos vy cuande éstas han sido
detorminaidas pasar a otro nudo gue tonga tambidn dos incdgnitas y asi suce-
sivamente .

Otra observacidén importante es gue no siempre vs posible deturminar por sim-
ple inspecccidn si las barras cstdn a tensifn o @ compresidn, para rcsolver es-—
ta situacidn supondremos que todas las fuerzas son se tensidén y al obtencr

los resultados, tn valor positiveo indicerd que la suposicidn es correcta , ©s
decir, que la fucrza as de tensiféng cn caso contrario la fuerza scréd de com-
presién, Nétese de la figura (c) quoc las fuurzas de tensidn se alejan del nu-
do.

Rusolvamos_cntonces..el-problema guc tencmos, plantcade, Para la armadiba comew-—

plctai ( §igs b)

R, x 4 - 200 x 1 - 100 x 3

1
jam}

e
1

a 93.3 kg T

LF, =0
100 - R, = O
Ry, = 100 kg <—
5F, =0
Ry, + Rg = 200 =0
Ry, = 200 - 93.3

H]

Ry = 106.7 kg



Nudo A:

scn 60° ¢ 106.7 = O

-
il

- 123 kg

-
il

123 kg (comprusién)

0
FAC cos 607 + FAD - 100 = 0

Frg = 161,5 kg (tensidén )

Nudo D

F - F =0 F ‘—‘161

o
e
pe)
O
o5

3

CD

BD

F.. = 161.5 kg (tcnsién)

o 2@ _
100 4 FBC cos 30 ¢+ FAC saen 207 = 0

F

-
1

e = - 186.5 kg

-n
i1

BC 186.5 kg (compresidn )

200

35
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Obsérvese quz aln cuando no se ha planteado la ecuacibn T Fy = 0 para el nu-
do C ni las dos ecuaciones de cguilibrio deol nudo B ya hcmos determinado las
fuerzas on todas las barras, Esta situacidn puedc explicarse asf: como la ar-
madura tiene n nudes, habrd dispenibles 2n ecuacicnes, Recordemaos que para
una armadura plana m = 2n - 3, o sea, 2n = m + 3, la que significa que pode-
mos encontrér las m fuerzas de las barras mds las 3 reacciones do los Qpoyos
RAX ’ RAy ¥ RB cstudiando dnicamente las ccuacioncs de los nudcs, E1 hocho de
que la armadura entera sea un sdlido rfgidc en cquilibrio se debe a quo sus
partes componeontes sc encuentran e¢n cgquilibrio y las tres ecuacicnes empleca-
das inicialmente no sen por le tanto independientes de las ecuaciones asocia-
das a los nudos, 5in embargo, pucden usarse, como lo hemos hecho en csto cjoem-
plo, y al final con las ccuaciones sobrantes comprobar las resultadcs.
EJENMPLC 4.2

Decterminar la fucerza cn cada barra

de la armadura mostrada, E1 apoyc

i
'Y
en A e¢s una rétula, mientras que !
en B C son rodos. lP
Solucifn.~ Para la armadura comple-~ ;4
ta:
L,IYI)(:G X
-3 RC =0
RC=U
2 mz =0

P+R, =0 ////TRM'// TRB
Rax = = P ////TRC

Ax
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FAB = P ( tensibn )
£F, =0

Nudo A
Nudo Bz

o]
FBC sen 457 = 0

FBC
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o 0
- FBD cos 457 - FBC cos 45 - FAB =0

Fop = = P V2

-
1

ap = P v 2 ( comprcsidn )

Obsérvecse gue cl mismc resultado sc obticno de 5 Fy = 0O,
Nudo C.- Es cbvio que FCD =0 .,

2.- Método de las Sccciones.- Este método os Gtil para aguellos casos en gue

dnicamente sc desea conocer las fucrzas on algunas barras. £E1 método consis=-
te eon dibujar un dizgrama de cuerpoc librc de una parte de la armadura de tal
mancra que la fucrza deseada eparezca como una fuerza externa,

EJEMPLO 4,3

Detcrminar las fuerzas cen las ba-

rras CD , DE y BE do la armadura

de la figura (a) 400 kg
S50lucifn.~ Para lo armadura cntera ’ D 300 kg |
— C J—
(figura b) ////\\\ /;R\\\\
\\ /
\ 2 nm
ZMm =0 / \ / S
A A/ N _\E —
6Rg - 400 x 1.5 = 300 x 2 = O |1.5mi1.5mi1.5m_1.5m& (a)
| f S B
AN
RB = 200 kg |
LOoo  \m
uF =0 A
X — — > 300
\
300 - R, = O ) (b )
\ b
P NN
Rﬁx = 300 kg -&—— \ $
RAy m\ R
. I 7B
SF =0 \
= b4



RAy = 200 kg T

Cortamos chora la armadura como se indica por la lfnea punteada mm y escoge-

mos la parte derecha como cuerpo libre,

4
ZDD-FDEXS:D

Foe = 250 kg (tensidn)

4.3 MARCOS

Con el nombre de marcos sc concce un tipo de estructuras cuyos componentes
son barras sometidas a fuerzas que no actdan a lo largo de sus ejos longitu-
dinales,

£l cjemplo quec sigue servird para ilustrar el andlisis de estos estructuras,
EJEMPLO 4.4

Determinar las fuerzas que actdan sobre cada barra del marco indicade on la
figura (a).

El marco estd formado por dos borras AC y BD cconectadas mediante un pasader
en C, Estd apoyado mediante una articulacidd e pasador liso on A y rodillo
en B. El diagrama dc cucroo libre del marco completo esté mostrado en la fi-
gura (b)y notamos que las fuerzas exteriores son la fuerza aplicada 1200 kg,
las dos componentes AX % Ay de la reeccidn en A y la fucrza RB de la rcaccidn

en B. Las reacciones pueden ser determinadas de este diagrama, asis
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_ . N e
4Ry - 3 x 1200 = O "ir\\\\\ “~
/\ L. S 2m
I s ~
. - oy PN .
o RB = 900 kg T 3L4¢/'“/ 0 \\\‘ N
| A // /l \\\T
s e B ]
2: F =0 /1_‘1 /”/ 3 m 777
X / ~
/\
1200 - A = O (a)

-

-
I
1
=
[hN}
o
Q
X

{e]

A
by Fy =0
Rg =~ A, =0
e A= 900 kg

En scguide desmontomos gl marco y
dibujamos diagramas de cucrpo li-

bre para cada una de las barras,

Sc obscrvard que las componentes
de la fucrza ejercida en C por lc
barra BD sobre AC sc ropresentan
igual y de sentido contraric a las
componentes de la fuerza ejercida
paor AC sobre BO. Esto se hace en
virtud de la tcrcera ley de Newton
que establece el principio dec accidn
y reaccidén, Para la barra BD, tenc-

mos:
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0
o
]
1
[w!
1l
o

.« T = 900 kg

Debe hacersc nctar gue, da igual manera gue cn las ormaduras, no han sido usa-
das todas las ccuacioncs de eguilibrid, tales como las del micmbro AC, Las ra-
zones son las mismas ya expucstas on el casc de las armaduras, S5in cmbarga,

tstas ccuaciones sirven para comprobar les rosultadcs,

4.4 ROZAMIENTO

En el andlisis de lus sélides rigidos que hasta ahora hemos considerado, hemos
supuesto que todas las superficies cn contacto eran lisas, gs decir, sin roza-
micnto, La fuerza de rozamicnto es la fucrza tangente o las superficies en
contacto gugo tiende a cvitar 2l movimicento relalitivo entrc las superficics,
La fucrza de rozamicnto es un facteor deseable en alguncs casos, por cjemplo,
cn los frerosy pero también sc trata de disminuir c climinor en otros para gue
las perdidas de enernfa scan minimas.,

Existen dos tipos de rozamiento: a) Rozamicnto scco @ de Coulomb quec se veri-
fica entre supcrficies no lubricadas; b) Rozamiento Fluido que tienme lugar en-
tre capas de fluidc quc sc mueven a diferentes velocidades, Nuestro cstudio

lo limitaremos al andlisis del rozamiento scco, pucs corresponde a la NMecdni-
cz do Fluides el estudioc del rczemicnto fluido.

Considorcmos cid bloguo- mostrado

en la figura 4.3 (a), que descansa

sobre una superficic rugosa y al ————

que sc ha aplicado una fuerzo P de !

direccidén paralels 2l plano de la (a) ! " T

superficie. En (b), =1 diagrama dec '77TT%7/-/777'?lTTT*”77

cuerpo libre del blogue h~ sido di=-

bujado, 51 P s pcguefio, el bloquc

no sc moverd, pucs existe la fuerza *_—l

do rozamiento F horizontal guc e- () . i_ r————ap

quilibra a P, o
F&E—-

Si la fucrza P aumenta, la fucrza

) N
de rozamicnto tambicn aumenta de Fig, 4,3 ]
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mancra que las fuerzas P y F siguen siendo iguales cn mognitud,

hsi, si la fuerza dao rczamicnto f P ;
es ploteada como una funcidn de P, |
la curva que sc obtiene es una 1i- Equilibrio; Movimiento
nea recta cuya pendiente ss igual Fm
a2 uno ( Fig, 4.4). Si la fuerza P e
se aumenta adn mds, 21 blegue comen- //// i Fy
zard a moverse, indicando que la /iZjl
fucrza de rozamicnto F ha alcanzado //// 1 :
su miximo valor Fm' Inmedieatamente o _"___“__4__,ﬁ___“__“?n_m
despues qgue el blcgue comienza a mo- |
Fig, 4.4

verse, la mognitud de F odescionde
hasta un valor Fk gue permancce
aproximadamente constantc. Es decir,

guc para un sélido en mcvimiento, la fuerza de rozamiento cinético/Fk ©s menor

gue la fuerza de rozamicnte estdtico Fn . Experimentalmente sc demuestra gue
]

el valer mdximo Fm dg 1o fucrza de rozamiento cs proporcional ¢ la componente

normal M dc la recaccidén do la supcrficic. Asi:

Fm=/.15 N { 4.7 )

Jdonde fs cs llamado coeficiente dc rozamiento cstdtico, De manera seme jan-
te, la magnitud FV de la fuerzao o rozamiunto cinética puedec cscribirse como

sigucs

e = i ! ( 4.4)

cn donde /ﬁ( es el cocficicnte ae rczemicnto cindtico. bstos coeficicntos son
determinados en forma experimontal.

Es importante obscrvar que la fucrza de rozamicnto debe siempre ser menor guc
/uSN , PCTo gue cs igual a cste valor solamente si cl méximo valer he sido
alcanzodo, Para el caso perticular en que o= Fm , diremcs que el movimienta
es inminente, pucs un peguciio incremento de la fucrza P provocard meovimiento
al sdélidao.

Debe tenersc cn cuenta que la fucrza de rozamiento actda siempre on sentido
opuesto al del movimicnto que tienden a producir las fuwzas cexternas. En algu-

nos problemas esta dirccecidn no es cvidente y entonces debe suponersc; si la
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supasicidn os incorrecta, la magnitud de F resultard con signo negative, hae
cilendose necesaric resolver de nucvo el problema con la fucrza de rozemiento
en la direccién apraoniada,

Algunas veces convivne sustituir la
fucrza normal N y la fuerza de ro-
zamicnto F por su resultonte R. Se
ve en la Fig. 4.5 gue Rk hacc un an-
gulo ﬁ con la cemponentce normal., Pa-

ra la condicidn de mcovimiconto inmi-

nente, se denomina dngyulc de rcza-

miento estdtico ¥ , y so cbscrva

ques

/JSN

f

tan @ =

g

O

11

tan }és ¢s = arc tan Ps (4.5 )

Fs

De modo semc jante, el Anqulo de rozamiento cinético se encuentra que vele:

= Q a 4.6
ﬂk rc tan fﬁ{ ( )
EJEMPLD 4.5 1000 ke £00 ke
Determinar la minima fuerza horizontal —
AL B

P que provogque movimiento cn 2l sic- } /uBz 0.2
toema mostrada, o fl;: 0.1 1400 kg | P
Solucién.~ Comenzamus dibujando dic- . C T

. A 7 4 L
gramas de cuerpo librec para caca 2. = 0 3
bloque, /C
Observamos que se prescntan dos an-
lucioncs posibles 1000 600

T
a) se mucve todo el conjunto, En cs- A L Wjﬁé - ¢~1
tes condiciones: g "‘“?Fi? ; _
N F
- Lo - F .= N B
Fa = Fala v ¥ = foF e b B
Moo | 5

ero: f
pero FBS/uB NB
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b) Desliza cl blogque C permaneciendo inmdéviles A y B, Para esta posipilidad

debe cumplirse:

o =pg Vg y Fe =/ e

Pero F,r\ S/uA NA

Supondremos que la primera solucidn c¢s la correcta. Asf, del bloque N, tene-

mos s
L2F =0 3 N, = 1200 L
y A
Fﬂ = 0.1 x 1000
FA = 100 kg
IF =03:T-=F, =1.5 kg
X "
Blogue Bs
> = M ) = 0
2 Fy 0o NB 600 kg

ag}
-
11}
(0]
sl
I

T = 100 kg
= \ = = i
Fam =% Mg = 0.2 x 600 = 120 kg

Es decir que FB < FB

por supucsto, descartamos la segunds posibilidad de movimiento.

Blogue C:

1400 + 600 = 2000 ko

IR

-
|

= 0,3 x 2000 = 600 kg

. lo que significa gue lo suposicidn es correcta, vy



|
1

100 + 600

is]
1

700 kg
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445 SISTEMAS DE FUERZAS DISTRIBYUIDAS.

En los sistemas de fuerzas que hemocs consideredo hasto ahora, han sido trata-

das las fuerzes aplicadas on un sclo punto, es ducir, que las hemes considera-

do como cargas concentradas. En la realidad las fuerzos estdn aplicadas, sohre

alguna. rpgidn del cucrpo

sobrec el guc actdan. $i ostc regién os muy peguefia,

comparada con las dimcnsiones del cucrpo, la fucrzo se considcra concentrada,

Algunos ejemples en los cuales el cfeccto de la distribucién debu considcrar-

sc los hallamos en la presidn del viento sobre las paredes de un edificic, la

presifn del agua sohre una compucrta, cte. Encontromos tres tipos de fuerzas

distribuidas:

l.- Fucrzas distribuidas
una viga)s

2.~ Fucrzas distribuidas
en una presa);

3.~ Fuerzas distribuidas
En ol casc de un sisteme
intensidad de corga w se

es,

y sobre un wolumcn

d

w o= —

d v

a lo largo de unz linea (ejemplo, las cargas sobre
sobre una superficie (ecjemplo, la presidn del agua
en un volumen (ejemplo, atraccidén de la gravedad),
de fuerzas distribuidas a lec largo de una linea, la

definc como la fuerza por unidad de longitud, wsto

( 4.7 )

( 4,8 )

( 4.9)



Considercmos el sistcema de fuerzas
distribuides 2 lo largn del cje X
mostradeo en lc figura 4.6 La intcne-
sidad de carge w es una funcidn

w(x) de la distencia x medida a par-
tir de 0 g lo largo del ejo X o
Scoln la ccuacidén (4.7), la corga

sobre una longitud dx ss:

dF = w(x) dx ( 4,10)

Fig, 4,6

La magnitud de 1n fuerze resultante de ostc sistoma seré:

R=JdF = fﬁ wix) ax
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( 4,11 )

Debemos indicar ademds la posicién ce esta resultanto, Esto sc hace sabicndo

que cl momcnte de la resultante cs igual a la suma de’Tos momentos dc las com-

ponentes, En cste caso las componentes son las fuerzas dF, Tomanda momentos

con recspecto = O, tenemoss

L
Xq R =[x dF :fox w(x)dx
T
fo x w{x)dx
T T —
R E wix) dx

dande xH es la distancia desde 0 a la

EJEMPLD 4,6
Determinar la resultaonte dc la car-

ga distribuida que varia lincalmen-

tc a lo largo de la viga A B guc se

mucstra en la: figura,

Solucidne.~ Usando cl reosultado oh-
tenido en 4.11, obscrvamos gue la
magnitud dc la resultante es igual
al Area del diagrama de carga. fsi:
R = -;L (kg)

recta de accidn de R.

( 4.12 )
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La posicifn la encentramos a partir de 4,12 en la cual w(x) es:

Por 1o tanto:

L .
v o
s =IO X g X dx
Rl
2
=21 ()

4.6 CABLES,

Otro tipo de clemcntos estructuralcs utilizados en obras de ingenieria como

pucntes colgantes, lincas de transmisidn de cnorgfa cléctrica, cte, son los

cables. Consiieremes un cable fijo a dos puntos Ay B, Fig. 4.7 (a) y some-

tido a la accién de una carga distribuida. Supondremos que el cable cs fle-

xible, lo que significa gue la fuerza interna en cualguier punto cs de ten-

sidn y dirigida a lo largo de su ejc: o sca, que cs tangente a la curva gue

adopta el cable en ¢l punto considurado,

Supongamos un caso general de cerca distribuida, En la Fige. 4.7 (b) sc ha di-

bujado el diagroma dec cuecrpo
de cl punto mas bajo O hasta
sobre esta porcidn del cable

C, tangentc al cable en esto

libre de la partc del cable gquc sc extiendc des-
un puntc determinade C. Las fuerzas quc actdan
son TC cn 0, que es horizontal, la tensidn TC en

punto, y la resultante w de la carga distribuida

gue actla cn la parte del cable que se estudia,

De las ecuaciohes de ecquilibrio sc deduce gues

T = TC cos @

W = TC sen §
?
T = T2 + U
c 0
U
tv;« . =
ane O T
0

( 4.13 )

( 4.14 )

( 4,15 )

( 4.16 )

De la ccuacidn (4.13) es evidentec que laz componentc horizontal de la fuerza

de tensidn T, ©s la misma en cualquicr punto C. De (4,14) wemos gque lo compo-
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nente vertical es igual a la carga W gue existe desde 0 a C. De la relacidn
(4,15) vemos que la tensidén es minima en 0 pucs para ecste punto U = 0, y que
es méxima en el punto dc apoyo mas alejado de O.

EJEMPLO 4,7

Determinar, para 2l cablc de la figura 4.7 (c) guo lleva una carga uniformos: .
mente distribuida w = lo largo de la horizental, cxoresioncs paras a) la ten-
sién TC en el punto C(x,y)}; b) la longitud del tramo dc cable de 0 a C.
Solugidn.- Un ejomplo de cebles con carga unifermemente distribuida se cencuon
tra en los puentecs colgantes, dondec ¢l poso de los cables ss pcguefio compara-
do con cl de la platafcrma quc sopcrta. Escofemos como diagrama de cuerpo li-
bre la porcién de cable entre O y C mostrada cn la figura 4,7 (d). La fuerza

U resultante de la cerga distribuids cs W = wx,

De la ccuacidn (4.15):

_i
1]
<~
_i
o N
o
N
X
N

Tomando momentos con respecto o C:

L<
it
NE
— X
i
Os
L=}
i

Observamos que esta ecuacidén corresponde = una pardbola de eje verticzl y vér-
tice en el origen de coardencdas, Es decir, gue la curva formada por un cable
cargado uniformemente a lo large de la horizeontal es una pardbola.

La longitud del tramc do ca2ble de 0 a C pucde obtencrse como sigue:

7 4
S =[ ds = [ dei-dyZ:J'A/l*(—dL‘)z dx
ac dx
w x2
Coma: v = 5T
0
dy  _w x
dx = T
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Luego:
x / LUzyzé'
SDC=IOJ 14 2 dx
(@]

Usando ¢l teoremz del binomic para expandir el radical, tondremoss:

x m2 >/2 w4 Xa
SDC :f (l‘!‘ ,)‘ ~ 4 'i'-----oo) dx
0 2 T2 8T
o 0
LU2 2 wa 4
=x (14 =2~ 7 ot oeeeeend)
6T an T
0 o
A -
Ademds, sabemos gue TO = —2555——3 que al ser sustituido on la ecuacién antes

rior, rcsulta.
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i50e CENTROIDE.

El peso de un cucrpo es la fuerza
de atraccifn que la tierra, por e-
fecto de la gravedad, ejorce scbre
el cuerpo. Un cuerspo consiste do
un gran nlmero do partfculas, vy
sobre cada una de cllas la ticrra
gjercoe su accifn. Asi pucs, el puso
de un cuerpo no cs mas gut un sis#
tema de fuerzas distrihbwuidas sobre
todo el volumcn del cuerpn y diri-
gido hacia ¢l cecntre dec la ticerra,
sin embargo, cn la prédctica se su-
ponen paralelas, Normalmcento tra-
bajaremos ccnsiderando el peso co-
mo una fucrza concentrada que

es la resultante del sistemn dc
fuerzas gravitacicnales, E1 puntao

de aplicacidn del peso o ¢l punto

Y
TN
e ’ M\~
’ / \\
7 \
: | \
\ Z _'1 ]
\ [ )
;‘ / dw /‘//
s N
I v
0 i *

Fig., 5.1

dondc zc considera cencantrado el pese sc denomina contro de gravedad del cuer

po.

Considercmos c©l cucrpe mostrado en la figura (5,1). Tomamos del cucrpo un cle-

mento do peso dl localizado mediante el vector de posicidn T = xi 4 y} i zK.

El poso total del cuerpo seré:

U= fdu

( 5.1 )

Para encontrar la posicidn del centro de gravedad, nos valemos del hceho de

que la resultante debe producir cl mismo efecto guo sus componentocs, o sea,

quo el momento dec W deha ser igual a la suma dc los momentos producidos por

tecdas las fuerzas dil, Asi, si Eo =

centro de gravcdad, tendromas:

XCI + yCF i ZCE dctermina la posicidn del

( 5.2 )
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Do ( 5.1 ) tencmos:
-wWi = (- duy)
de 1o cual resulta la ccuacién escalcor

U= [ dw ( 5.3 )

by Gz kY (=T ) = f (%3 4 y] b ozk ) x (= dui)

Este ecuacidn nucde oscribirss do le siguicnte fiorma:

( x Ui 4 waE Y zCME ) x (= 3 ) = [ ( xdWi 4 ydij & ozduk ) x (- J)

o bicn:

- —~ . -
)= {j (xeWi + yelj & zdthk )| x (=)

(]

Ui 3 e -
( x Ui &y Wi+ oz uKk ) x|
Por lo tanto:

xCMI yoy _Uj 4 zCME = [ xcddi 4 [ ydij +f zdlk

Igualando componcntos

x U = [ oxdu s y U = [ oydi z ! = [ zou ( 5.4 )
mediante cstas tros ccuaciones cscalarcs detecrminamcs las ccoordenadas del con-
tro de gravcaocnd,

De la scgunda lcy deo Nowton sabemos que la masa du un cucrpe es propercional

a su pesc, por csta razdn las ccuacicnces ( 5.3 ) y ( 5.4 ) pucden cscribirse

también de la forma:
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m:fdrn
X M = J xdm

( 5.5 ]
yom = [ ydm

cn donds m, rcorescnta in mosa tetal del cuerpo, dm 1z masa dcl olemento de

pcso duf Xoo Yoo 7 Llos cocrdenadas del centro de masa dcl cucrpao,
Si ol sdrid ostd hocho dooun matorial hemogdnoo de peso especifico g, sc

pucdc cscribir:

dU =y ay

1] :'YU

en la cual dv reopresenta ¢l volumen vn 2l clementc de peso di y V el volumen

total del cuerpo, Sustituycndo estas relacioncs en ( 5.3 ) y ( 5.4)) obtenecmos:

s

\/:f dv
FRE O B
xCL = [xdv
( 5.6 )
y U= [ydv
= |
zCU J zdv

obtenidas de las relacicnes ( 5.6 ) se deno-

-
-

£l punto definide por Xor Yor 2

mina £l centroide del volumen del cucrpo consideradao,

Es importante obscrvar gue para un cucrpo de peso cspecifico constante, el
centre de grovedad, centro de masa y centreide ccinciden cn el mismo punto.
Si el puso cspecifico ne s constante en todo el velumen, ¢l ceontro de gra-
vadad coincide con ¢l centre de masa perc ne con ¢l centreide,

A las intcgrales [ xdv; ['ydys f zdv se les denomina cen cl nombre de momentos
de primer 6rd.n del velumen con raspecto a los plancs YZ, XZ, XY respectiva-

mentc.
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flgunas conclusiones que puecden deducirse de las ecauciones ( 5.6 ) sons

a) Si ¢l centroide cstd situado cn un plano coordenado, ¢l momento de primer
orden del volumen con respecto a cse plano es nulc.

b) Cuando un volumen posce un plano de simetria, Su centroide estd situado en
dicho plency si pesce dos plancs de simotria, el centroide estd en la recta

de interscccidn de los dos plonoss finalmente, cuando cl volumsn.posee tres
planos de simetria gue sc cortan on un punto, estc punto cs el centrcide del
volumen, Esta propiedad permite encontrar inmediatamcnte el centroide de csfe-
ros, clipsoides, cilindros, cubos, ctc,
EJEMPLC 5.1

Localizar el centroide del prisma
triangular quc se indica on la Fig.

/

e

/.

Solucién.- Obscrvando la figura nes

e

i
)
1

damos cuenta gue posce un plano de Rt
; P
s 7 //

e

simetria paralclec 21 plano XY su ,ﬁ: e
ccuacién s z = b/2 es decir, quc S Py
1la coordenada ZC es igual a b/2 ,/l‘ T
Para determinar ><C considecremcs cl 7 7" 2 _ /f
S ’ “
clemento mostrado en la Fig, (a) 7
de ¥olumen
i
T
dv = by dx \
e
Pero 0! .mm ] / ! | X
(a) e S
P 4 b
y = ‘g‘ X ! ,// /4 . ]
o
y If;/ - 'TL ol
luego: ///k ax L
YA -__7fv—“_fi7g
//
dv = ke xox
a
F1l volumen total serd
- _ bc ,® _ 2bc (b))
V= [ dv = = foxdx = =
cntaonces:s
-
J xdv gg_fOXde )
XC = y = - = E a Z//
abc
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Considerandc como dv el clemento mostrado en la figura § b ) y siguiendo un

: . 1 .
proceso semejante al anterior se demuestra gue Yo = 3 Co fisf pues, el centroi-
de tiene coordenadas:

2., _1_.. &b
Xg =3B Yo =3 C s a7

5.2 CENTROIDES DE AREAS Y LINEAS,

Consideremecs una placa vertical de espesor uniforme e igual a t y supongamos
gue su plano medio coincide con el plano XY, de manera que z_ = O (Fig., 5.2),

El volumen de un elemento de la placa se puede exprcsar COmos:

dv = t. di
Y
t72£ /l.-ztzf"?',f"'.","!:,‘i‘
Siendo dA el Arca do la base del o -
clemento, | e \
£l 1 total 1 1 A ? ) é
volumen total a la placa scré: | dA L
- e _/‘.4’
V=t. A 0 o ) X
e
donde A expresa el 4rea total de !
Fig. 5.2

la placa. <2

5i gudtituimos cstos valores en (5.6) ohtenemos, despues de eliminar t @

A = [dn
x N = [ xdh ( 5.7 )
yCﬁ = [ ydh

Vemos como el problema se ha reducido a considerar unicamente dos dimensiones
(figura 9,3 ). Las coordenadas X, 1 ¥, NOS dardn lz posicién del centroide del
7 .
érea A gue sc considcre.
N las integrales [ xdi, [ ydd se les da el nombre de momentos de primor orden

7 - -
del areca A con ruspecto a los ejes Y y X respectivamente, Nos damos cuenta de
las ccuaciones (5.7) que si el centroide de un Adrea estd situada en un cje
de cocrdenadas, el momento do primer orden del érea con respecto a ese cjoc as

cero, Vemos también gque si el 4rca tione un eje de simotrfa, ol centroide cstd
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situado sobre cse ejd; si posce dos ejes de simetrfa, cstard situado en cl pun
to donde los ejos se cortan,

De este mode se hace evidente la posicidn del centroide para una cizcunfeoren-
cia, un rectdngulo, ctec,

En la figura 5.4 se mucstra un alam-

bre delgado de seccidén trznsversal 4

//.'-—M»\»
constante, E1 volumen de un elemcn- ! aA \
to del clambrc es dv = A dL siendo g [ ~

£ el drca Je la scccidn tranversal ,hﬁm¥4‘__l_____lm y
y dL la longitud del elementc, Si ' AN

csta relacidn la sustituimos cn las

0 X
ecuaciones (5,6) obtencmos el re- | Fig, 5.3
sultado siquiente, 2n cl cual L es
la longitud total del alambre:
Y A //7
oo XS /
L= [dL q,,ﬁ_/_,_‘_\& 4
- S’
I‘/
x L = [xdL 7 X
0w’
- 1 /“/
yCL = [ydl ///
z L= [zdl ////2

Do esta forma, cntonces cbtonomos ¢l centroide de la linca L.

5.3 CENTROIDES DE FIGURAS COMPUESTAS.

En muchos casos, comc en ¢l indica- YI
do e¢n la figura (5.5), se hacue ne=- i
cesario dividir un vslumen o una

superficie en figuras simples. fisi
vemos caomo 2l volumen de la figura
(5.5) se ha dividido en tres for-

mas clementales, un cilindro de ba-
se semi-circular y de volumen Ul,
un paralelepipedo roctangular Vy Y

un prisma triangular U3.

La coordanada xC del cuntraide del
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volumen total es:

C Ixdy f X, dvy +f X, dv, + [ X dvg
c v V. 4+ U, 4V

Peros
f Xy dvl = X Vl i J X dv2 = Xoo V2 s f Xq dv3 = X v

Entonces:

y _Xe1 Vp # x5 Uy + Xq Vg
c R
0 sea.s
n X .V
% cCl 1
c LoV,
1

De mancra semejantc se pucden obtener Yor Zge Asf pues, para un volumen com-

pucsto:
N L‘Xci Ul
c Z‘Ui
oy . V.
ci 1
y_ = { 5.9 )
c ZUi
_ L‘Zci Ul
‘e © b

Para un drea compuusta, de modo semejante, se tiene:

Zx01 “i
K= =
C Lﬁi
S ( 5.10 )
R A
Yo = T ZA.
i

y fimalmente para una lineas
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Ve = T (5.11)

En ¢l apéridice, 2l finel dec estos anuntes se cncuentra2- informacidn accrcaz de
la posicidn del centroide para figuras geométricas de uso frocuente,

EJEMPLO 5.2

Hallar el controidc del &rcz indi-
cada en la figura,

Solucidn.- El drea sombreeda puede
considerarse formado como una combir
nacién dec tres #reas mas simples:

la suma de un tridngulo més un rcc-

tangule menos un sémicirculas

Usando las férmulas dadas en el a-

péndice, tunemos:

l.- Arcas:

= Y2 x 9 x 3 =13,5 Cm2

=
1

X
1}

A 9 x 4 = 36,0 cm2

2
T ,5)°
f - T (2:5)7 580 omd

2.- hbscisas:

_Z, .z - . i} = _ 3
X1 73 b = 5 X 9 = 6 cm. 3 Al Xo1 © 13.5 x 6 = 8l.C cm
3
1 | Q - o i - —_
Xap = Y2b = Y2 x 94,5 cm.3h, X, = 36,0x4,5 = 162.0 cm
= 4,5 H = 9.82 4,5 = 44,19 ¢ 3
Xom = 4s5 cm. 3 Ny Xo = - e X 4.5 = . m

. _ 3
on, Xoi = 198.81 cm



3.- Ordena

ycl -
_ 1
yc2 = Y/2h
_ 4r
Yoz = 31T

Usando las

4 x 2,5

das:

4 % Y3h = ¢ + Y3 x 3 = 5em

:1/2x4:20m

3 = 1,06cm

ecuacioncs (5.10)

198,81
xc— 79.68 ° 5.01 cm.
_129.09 L oo o

YsT T38.68

°
9

e

13,5 x 5 = 67,5 cm3

- 10.41 cm3

Alycl =
i = 36, X 2 = 72,0 c 3
l\zycz - [ - - m
h3y03 = - 9,82 x l.06 =
) 3
Lninl = 129,09 cm
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CAPITULD 6

MOMENTOS DE SEGUNDO ORDEN.

6.1 MOMENTOS Y PRODUCTOS DE INERCIA DE
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6.1.,1 DEFINICICNES,

Considercemos cl Arca ruprescntada

cn la figura 6,1, Hemos visto antc-
riormente que el momento de primer
orden con respecto al eje X del

drca cs [y dh,. Lo razdn de llamar
a esta integral como momento de pri-
mer orden cs gue en muchos proble-
mas de ingenierf{a aparecec ctra in-
tegralzfy2 di, la cual sc decnomi-
na momento de scgundo orden del 4-
rea con rcspecteo al eje X,

Csta integral cs comunmente co-
nocida con cl ncmbre de momento dc
inercia del &rea con respccto al .
eje X y denotada con cl simbolo I
nsi, dofinimos,

I = J yzdﬂ ; Iy = f X2
como los mementos de

X y Y rcspectivamente.

1“\ R E /r-,‘ S »
Y
e o
g..kzi_ﬁ*{zldA
.\B-/ 7 ; //
r Y
I '// ;;
0 X
Fig, 6.1
( 6.1 )

inercia del drca con respedto a les cjes de coordenadas

. C e . . 2
Como consecuencia de las definiciones anteriores aparcce otra integral:f r dA

dende © es la distancia desde ¢l origen de coordenadas 0 al elemento dh,. Esta

integral sc denomina comao mcmentc pclar de

so denctc por JO.
:]O: f I‘Zd/"\

Pucde verse de la figurao 6,1 gues

inercia decl Area con respecto a 0O,

( 6.2 )
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ustituicr en (6.2) obtnemos:

.
[
o
@]
b
%]

=1 (x2 4 y2 ) div o= f <2 dn +fy2 di
o seas
“o=1x+1y ( 6.3 )

fisociados a los momentos de incrcic estdén los radios de giro gue se definen

como siguc:

I>(
kx - A
I
K o= )L (6.4 )
y al
J
I _ Q
\O - A

donde i os el drca total, kx y ky scn, respectivamente, los readics e gito con
respecta a los cjes Xy Y, v ko os ¢l radio polor de giro con respgeecto a O,
Otre integral de gran importancia, llamada producto de inercia del drca con
respecto a los ejes X y Y, y denotada por ¢l simbols ix s €52

Y

Ixy = [fx vy dh ( 6.5 )
donde x, y son las cocrdenadas del elemento de drea dA.

De las defipniciones podemos observnr que los momentns de inercia son siempre
positivos, mientras que el preducto deo inercia puede ser positivo o negative,
Ademds, si uno de los cjes de ceordenadas cs deo simetrf{a parc cl dréa, cl pro-
ducto de increia c¢s igual a cero.

El momento de incrcia de un drea compucsta puedc evaluarse de una manera parc-
cida a la usada para encontrar cl centreoide de figuras compucstas, dividiendo

la figura total en frcas mds simples N Rz,,.....,ﬂn. fsf, con rocspecto al

l’
cjc X ‘tenemos

2 2
I = f yLd.‘y\ = f yzdf\ + f \/ZC”‘\ + .. ...-i-f 3% dh
X A A,n



Lo mismo puedc ducirse sobre el producto de incrcia,
EJEMPLO 6.1

Ceaalcular los mementos vy producto do

increcia del tridngulo mostrado con

respecto a los cjes X, VY.

o

e

Solucidn,~ Para calcular I>< podemcs T
usar la franja gue se indica en la . __n_**L
figura, de Are~ di= xdy. Luego: \\\\
dy J:' TN,
2 2 ‘ AN
I>< = [y dnh = J vy xdy Y ! N
‘ ~
4 -
h -0
Peros y==g X% + h b I

0O sea: X = - % y + b

Entonces:

b
(-5vy+b)dy

Finalmente, despucs to evgluar la integrals

3

bh
Ix To12
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( 6.6 )

Este recsultade debe inteorprosarse asic el momento

de inercia :le un tridngulo

rocténgulo con
la base por cl

fhorr bicn, si

respecto a un eje que pasa por su base ©s igual al producto de
cubo de la altura y luego dJdividido centre “oce .

consideram s como base el cateto vertical de longitud h y altu-

ra del tridnculo cl lade b, cbscrvames gue el cjc Y es un cje cue pasa por la

base del tridngulo, por lo que podemos escribir



El producto de inercia se evalda

tomando como clemento de drea el
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mostrado en la figura T
di = dx dy
Entonces:
y
n dx d 0 X
y fofo xy dx dy
h <2
= y = dy
!, >
b
Pero: X = = = b
ero oY 4
Luchaos
h
- -\L - .b_ 2 !y
oy ", 2Ry )Ty
Integrando, llegamos ao:
I = Y24 bzh2
xy
¥ Y
6.1.2 TRASLACION DE EJES DE CCORDENAD/S. i x | © L
Corrientemente es nccesario cvaluar i xcl//,,i7—~1—~\\\
v .
¢l momento de inercia de un Area con 1 / A \Au -
/ gy ) "] \
respecto a un ejo determinado cuando dA ( ‘yn !
sc conoce ¢l moments de inercia con (//r// C / b
A { A .
rcspecto a otro oje paralclo. - //// (" | Xc
1 (] T Sre ol 1 \ / i
Censideromos el drea de la figura . /// ro D Ve
6.2. Sea C cl centroide del 4rea vy i ,} |
) ¥ X
(x , y_) sus coordcnadas con respcc- \L\‘\\\_d
e e Fig, 6.2

to al sistema de cjes X, Y. Con ori-

nen en C situemos un segundo sistcma

de e jos XC, YC paralelo al primero,E]l

momente de inercia con respecto al eje X es :

2
IX:fydA
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De la figura tcnecmos:

y = y' by,
Lucqos
? 2 ‘
I = Sy & Yo )< dn
2

t ! 2
div & 2 di + y7 di
[y yo [y vo [
En osta ccuacidn, la primora intecgral representa el momento deé inercia IXC '
del droa con respccto al cje XC. La segunda integral os el momento de primer
orden cen respecto al mismo cjc, como el centreide del 4rea cstd scbre este
eje, la integral cs igual a corc. Finalmento, la torcera integrel es sl aree

total A, Entonces,
2
I o= I+ "yt (6.7 )

Dec mancra scmcjante se pucde demostrar quo:

I =1 4 Iix 2 ( 6.8 )
y yc c

Ly = Teeye ¥ M%oVe ( 6.9 )

Para el momento polar de incrcia, tcnemos:



G4

Por lo tanto:

3= 3,4+ 4 ri ( 6.1C )
Las ecuaciones ( 6.7 ), (6.8 )y ( 6.9 ) y ( 6.10 ) son las cxpresiones matemd-
ticas del Teorcma de los ejes paralelos o Teaorema ce Steiner.

EJENMPLD 6,2

Para el 4rea de la figura del cjemplo (5.2) encontrar los momentes y el pro-
ducto de incrcia ccn rcspecto a e jes centroidakes paralelos a los e jes dadas,
Solucibn.- Primero ecncontremos Ix’ Iy’ IXy de la figura total, Asf, lo di-
vidirem~s on las mismas tres Arcas mas simplos en que sc dividid para ubicar

su centroide., Tomanda las férmulas dadas en cl apéndice tencmos:
Fig, 1

3 . 3

_bh” 9 x (3)7 4

e ™ 36 ° 36 = 075 cm Y 6 To1
l _L
— -
I= T +Ay L///
X ~ Txc Yo 3 et Xcl
/ /'C‘+ ‘ “}'—_
A o, A
= 6,8 + 13.5 x (5)2
L
4 5
= 344.,3 cm
0 Q o X
L o°h (9)° x 3 o8 ont ; 7 X
yo 36 0 " 7 36 T PUeb Eh
I = I -!- ’r‘\ X2
y yC c
I 2

= 60,8 ¥ 13.5 x (6)

= 546,.,8 Cm4
I = b2h2 = (9)2 (3)2 = 10,1 cma
xc ye 72 72 T ’

= 1 + x_ vy

Xy XC ye c’c

10.1 4+ (13.5) (6) (5)

415,1 cma
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3 3 ‘
_ bh (9) (4)”
I, =3 = 3 = 192, cm 9
b
1
3 L
I = bsh = (9)3(4) = 972 cm } i
/ , Saik
; !
I = b2h2 = (9)2(4)2 = 324 CWI : }
xy 4 4 - ! 0 ' X
Fig, 3
L .
1 = =08 (2,5 )
= 15,4 cm4
I =(Ya)met - 15.4 cn®
ye :
Y
, i 2
Iy = 15.4 + (9.82)(4.5)
2N
s N
= 21344 om” _ / e _
ey s o F
- . |
Ixcyc = 0
Ixy =0+ (2.82)(4,5) (1.06) = 46.8cm4

Dcbemos recerder que la figura 3 cos un 4rea ncgativa, as{, para la figura cn-

tero-s
Ix = 344,3 4 192 - 15,4 = 520,9 cm4

4
Iy = 546.,8 + 972 - 213,4 = 13%05.,4 cm

T, = 415.1 + 324 - 46.8 = 692.3 em’

Apligquemos ahora las ccuacioncs (6.7), (6.8) y (6.9) a toda la figura:

] 2
Tee =1 = g

)2 4

520,9 - (39.68)(3.26)° = 98.9 cm

t
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yc b4 c

Il

)2

4
1305.4 - (39,68) (5.01)° = 307.4 cm

I = 1 - A Xy
XC yC Xy c’c

= 692.3 - (39,68)(5.01)(3.26) = 44.3 cn’

6.1.3 RETACION DE EJES DE COORDENADSS,

Y
Yq \\ XQ
7 /////
x° ,///
7'4//‘/(
e A
¢ | xCosp -
///’////,/////ﬂ/
7 S
" /
\ ¢]
- 9%_ X . X
Fig. 6.3

Existen tombién problemas en los cucles,conoeidos 1los momentos de incrcia y el
! 3 . ’ 3 . .
prcducto de inercia de un arca con respecto a un par do ejcs, se necesita ab-
tener les momentos y producto de inercia con respecto @ otre par de ejes gue
tienen el mismc origen quu los primcros.
s 1 con
Y Xy

respecto a los cjes X, Y. Nos proponemos encontrar cxpresiones para Ix" Iy;

sideremos el 4rea de la figura 6.3. Supongamos ocin )
Cansidere 1 de la F Be3s S conocicaos Ix’ I

H
1 1

Ix'y' con rcspecto 2 los ejes X', Y obtenidos de haber rotedo un éngulo 8

los ejos originalcs,

Dc la figura pucde versc gue

X
1

x cosp + y seng

y' =y cosp - X secno
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Ndemds, per definicidn:

I =[ y'" dA

J(ycosg@g - x sen @ )2 di

—
1l

2 2
= 0052 e S y2 dhV - 2 scng cosg  f xy div & sen @ [ x7 dn
Sabemos que por definicifne
X

2 . 2 . .
I = [ yv™ dy; Iy = [ x° dn; Ixy = [ xy da

Por lo tantos

I =1 cos 6 1 sen 6 - 2 IXy sen & cos @
Usando las siguientes identidades tridonométricas:

Y2 (1 % cos 2¢ )

9]
=]
(4]
>
1l

sen” 8 =Y2 (1 - sen 206 )
son 26 = 2 sen € cos 0
Cbtenemos:

_ Y : 1 Lo .
I, = V2 I (1 $ cos 20 ) + V2 Iy (1 - cos 28 ) Ixy sen 20

Simplificands, llegomos finalmente a que:
= Y2 1 - ) ccs 2¢ - en 2 .
L Y (I>< ! Iy) + Y2 (IX Iy ) ccs 2p Ixy sen 26 ( 6,11 )

Siguiendo un proceso andlogo, sc obticnen expresicnoes para Iy' y I

lel

_ 1 i _ N
Iy, =2 (IX + Iy) V2 (Ix Iy) cos 26 + Ixy scn 28 ( 6.12 )
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=1 - T [
Ix'y’ = Y2 (IX Iy ) sen 26 4 xy COS 29 ( 6,13 )

6.1.4 EJES PRINCIP.LES DE INERCI/

Scgdn las ddfiniciones dadas a les momentos y prcductaos do inercia, sabemcs
gue cstas cantidadas scn constantes para un sistema de gjes dados. Asi pues,
vemos que en las ecuaciones (6.11), (6.12), (6.13) las cantidades Ix’ Iy , Ixy
san consgantes, os docir que I s 1 y 1 son funciones Unicamonte del

X' yl xlyl
dngulo o .

Demostraremcs en csta scccifn quo cxiste un sistoma de ejes X, sY, con respoc-

p
te a los cuales les momentcs de inercin son para unc mdxima y para cl otro mi-
nimO.

Los cjes gquec cumplen con csta condicidn se denominan ejes principzleos de incr-

cia y los momenteos con respecto a elles, momentos principales de inercia.

Para determinar la posicién de est<s ecjes con respecto @ otros X,Y dados, de-
rivemos la ccuacién (6.11) con respecto a @ e igualemos ~ cero esa derivada,

asi;

a

- T
Ix! = 2L£Ix y ) sen 26 - 2I_ cos 26 = O
| 8 = - 2 Xy

o

Dz esta ccuacidn sc abticnes

21
tan 2 = - 7oL ( 6.14 )
x oy

La ecuacidn (6.14) ticne dos solucicnes para @ que difieren en 900, pucs:
tan 20 = tan (26 + 180°)

Uno de les valores de @ lcceliza el cje de memento de inercia méximo, mientras
que el otrc vzlor corresponde 2l o j¢ de momento de inorciz minimo., Es impcr-
tante hacer notar que el preducto de incrcia es cero con respecto 2 los ejes
principales, lo gue sc demucstra sustituyendo el resultado dc la ecuccidn
(6.14) cn (6.13). Consccuentemente podemos deeir que los cjes de simetria scn
vjes principales pucs los productos de incrcia son nulos, pero les cjes prin-

cipalcs no son nccesariamente cjes de simetria
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EJEMPLO 6,3
Con los datos ebtenides en el ejomplo anterior cnccontrar la direccidn de los
cjes principales centrcidales y lcs ccrrespondientes momentos de Inercia.

Sclucifén.~ Los datos obtenidos en ¢l cjemplo anterior son:

I = 98,9 Cm4
XC

4
307.4 e

—
Il

yc

= 44,3 Cﬂ'l4
%cyc

a.~- Cjes principales. Usande la ccuacidn (6.14) obtencmos la dircccidn de los

ejes principales,

2 X 44,3 . _
tan 26 = - S = 04425
20 = 23,1°
6 = 11,55°

b.- Momentos principales de inercias usando la ccuacidn (6,11)¢

I = Y2 (98,9 & 307.4) + Y2 (98,9 - 307.4) cos 23.1° = 44.3 sen 23.1°

I = 89,7 Cm4
xp

De la ccuacidn (6.12)

I = 316,.,6 cm4
yp

6.2 MUNENTOS Y PRODUCTCS DE INERCIA DE [ASAS.

6.2,1 DEFINICTIOUNES .

Considercmos wn sélide rigide y tomemos do &1 un elemento de masa dm :(’dv,
doncde @ ©s la densidad de masa y dV su velumen. La posicifn de cse elementc

con referencia a un marco cartesianc XYZ es:

T o= xi+yj+zk ( 6415
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Definamos las cantidades siguientes:

2 2 \

Ixx~f(°(y +z7 ) dv Ixy_f@xyc\/

. 2 2 .

Ly Je(x" 4z ) I, = [ @ xzdy ( 6.16 )

I = [Q ( x2 + y2 ) dv I = [ @ yzdy

zz yz

Los términos I s 1 s I son los mcmentos de inercia de la mas~< dgl sb-
XX vy zz

lido con respocto a les cjes X, Y, Z, ruspoctivamente. Los términcs I%y v Loy

Iyz son los productos de inercia de la masa del sdlido eon respecto a los cjes
XY , XZ, YZ respcctivemente,

. . - 2 2 2 2 2 2
Es importante hacer notar que los paréntesis (y° + z27), (x7 + 27) , (x" + y7)
de los mopentcs dc inerciz representan los cuadrados de las distancias perpen-

diculercs decl elementc-al ¢ je respective., Pcdemecs ver tambicn de los integra-

los que:
I = I
Xy yX
I =1
Xz zZY
I =1
¥z zy

. sociades a les meomcntos de inecrcia cstdn los redios de giro que son definidos

come sigues

I
XX

T = -

X m
/1
L= /Jv_
m (6,17 )
——

/1

r = N/
z m

donde m us la mosa total de sflide y v, ¢, L son los radics de giro co-

rrespondientes a los ejes X, Y, Z respectivamente.
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EJEMPLO 6.4

Encontrar los momcntos.y productos

. . . Y
de inmercia del sélidc rcctangular
de densidad uniforme @ con rospec-
to a lus ejes XYZ indicados cn la ye /q
|

yd
figura. /// i

Solucibn.~ Calculemos primero I .- -

Para clle tomcmos un elemento de

volumen dV= dx dy dz, Dc la defini-
7

. F
cloms

b
Ixx = fo I I (y™ + 22) © dx dy dz 4 &
b ¢ Z
= fo fo (y™ ¢ z7) aC dy dz
b 03 2
= fo (3 b z2°2) af dz
3
ake abh ¢
_ (e, 2o
Ly (2 4+ 62)

donde V us el velumen del sdlido, Cc mancra seme jante se cncuentra que:

Cv .2 2

Iyy = (b + a” )
2

I = € v (02 +a”)

zz 3

fihora calcularcmos IXy a partir dec su definicidn:

o

c 4a

Ixy :fo o {)xy C dx dy dz

be a2
I Ey ey

2.2
S 7 C cz
azbczP_ € v

4 4 ¢
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Be igual mcde obtcnemoss

Oy

Xz 4

ab

I = ¢y be
yz = 4

6.2,2 TRASLACIGN DE EJES DE COORCENADAS.

Seca XYZ un marcao de rcferencia cartesiano, La posicidn de cualquicr elemecnto

P del sélido con respecto a XYZ o
T o= oxi4yj +ozk ( 6,18 )
Tomemos ahora ¢l centro do masa C udel sflido localizado pors

T =xity jEzk ( 6.19 )

S5i ¢n C situamos un sistcma de ejos Xc Yo Zc paralelao a XYZ, lo posicidn do

P sc puede encontrar como:

T = T, .20
T T + rp/C ( 6,20 )
Siecndo:

T - wli 1 Ve L21
rp/c x'i + y'i 4 z'k { 6,21 )

1oy . . . , oA Coa e -
donde (X Y Z ) scn las coordenadas de P referides a XE Yo Zc.

De la écuacifn (6.20) obtenemos:

y =y_ +y' ( 6,22 )

Supongamos conocidcs los momentos de inercia I g 1 s 1 y los pro-
XCXC ycye zczc



ductos de incrcia 1 con respecto a los ejes centroidales

xcyc? Ixczc’ chzc
De la ecuacidnes (6.16) tecnemos que para los ejes XYZ:

dv

2

= Tl ez hHm o (o

3 zi)f@cw ¥ 2yJ Cyrav ¢ 2ch @ zray

Como el origen del sistema Xc Yc Zc es cl centro de masas, se cumple guc:

J o4 2%y = oo
SO y'dv =0
J Cz'dv =0
fclomés
[ Cdv = m
Luego:
sx:~ Ixoxc ¥ 0 (yi * Zi) ( 6423 )

. 2 . . .
néotese que (yi 4 zC) gs ©l cuadrado de la distancia entre los ejos X vy XC.

De manera secmojante sc pucde demostrar que:

I =1 +m (x2 ES 22) ( 6.24 )
vy ycye c c

2 2
=1 + 6.25
Izz zCZC m (XC ¥ yc) ( )
En general, podemos establecer que ¢l momento de inmercia de un cucrpo con

rospecto a un ecje es igual sl momento de inercia <cl mismo respecto del eje

paralelo que pasza por el centro de masa, mds cl producto de la masa total por
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el cuadrado de la distancia entrc los cjes.
Los productos de ingocia sc transforman de una manera anéloga, y sc obtienen

las siguientes .rclaciones:

=1 +moxy
Xy XCycC c’c
I =1 +mox z ( 6,26 )
Xz XczZC cc
I = 1 +my 2z
yz yczc cc

EJENPLO 6.5

Dererminar los momentos y productos dc inercia con respccto a ejes centroida-

les, paralelo: 2 les indicaces en la figura, del sélido de densidad uniforme

Y

15 cm
4 4

Solucidn.{=Ccnsiderarcmos cl sélido formado por un prisme roctangular de .
20 x 8 x 15 cm, al gue sc le roesta otro monor de 8 x 4 x 6 cm.

Para el prisma mayor:

7
U =20x8x 15 = 2400 em”

x =10 cm
o

yC = 7.5 cm

z = -~ 4 cm



2400 € , 2 2
I.= "3 (87 4 157)
[ . 2400 e (202 ¢ 82)
yy 3
I :M(ZDZ,‘_J_SZ
zz 3
1 = Zﬂ!ﬂ_ﬁ x 20 x 15
Xy 4
A 1/1s 1 NP
XZ 4
I = - Z&gg_ﬁx 15 x 8
yz 4

Para 6l prisma menor:

V=10 x 6 x 4 = 240 cm

X =5 cm
c
Yo = 3 cm
zZ = - 2 cm

240 @, 2 2
= —— 4
L. 5 (67 ¢+ 47)

240 @ 2 2
I = 5==——(10" % 4
gy 5 ( )
240 @ 2 2
I, =3 (1c” 4 67)
N ST AV
Xy 4
I = - 240 € 10 x 4
XZ 4
I = - ?40 S 6 x 4 =

vz

231200 €

371200 P

) = 500 ooc @

= 180000 @

= - 95000 €

= - 72000 @

Z
(v

al60 @

928¢C €

1

10880 €@

3600 @

= - 2[],,'?][-3 e

- 1440 @

75



Para el sdlido dodo:

V= 240C - 240 = 2160 cm

_ 2400 x 10 = 240 x 5 _ 4
o T 2160 =

_ 2400 x 715 - 240 x 3 _
Yo T 2160 =

, .= 2400 x 4 + 240 x 2 4
c - 2160

el
1

( 231200 - 4160 )@ = 2

XX

I = (371230 - 9280 )@ =3
yy
I,, = (500000 - 10880 ) =4
I = (183030 - 3600 )@ =1
xy
I = - (96000 - 2400 ) @ =
XZ

= - 000 - 1440 =
zyz = - ( 72° 1440 ) @

Finalmente, medianto el tcoore

mentos y productos de incrcia

I = 227040 P - 2160 @
ACXC L
I = 361920 @ - 21600
ycyc L
2 489120 - g
I .,e = 48912 @ 2160 Q@ i
1 = 1764050 € - 21600 «x
XCYC
= - 93600 € - 2160 @
XCZC

- 70560 © - 2160 @

I
yczc

76

«306 cm

00 cm

.22 Ccm

27040 @

61520 @

g912c @

76400 @

- 93600 0

- 70560 Q@

ma do la traslacidn de cjes, cencentramos los ma-

regucridos.

a.acz (- 4.22)%{ 55007 @
13.562 4 (-4.22)%] 2 p2000 @
17.56% 4 a.eoz] 2111005 €
10,56 x 8.00 = - 5670 @

x 10.56 x ( - 4.22) = 2500 @

x B.02 x (- 4.22) = 2440 @
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6.2,3 ROTACION DE EJES DE CUORDENADAS, -

Supongamos gue los momentos y productcs de inercia de la masa de un sdlido

con respecto a un sistema de ejes XYZ son conocidos.

Descamos determinar los correspondicntes a otro sistema de ejes X' Y' Z| quc
tonga el mismo origen de XYZ. (puede decirse que X' Y' Z' corresponde a una
rotacién de X Y Z alrededor de su origen).

Tomemocs un elemunto de masa dm= € dy del sbélido, leccalizado con respectc a

XYZ mediantos
T o= xi + y? 4 zk

y con respectn a X Y Z por:

Nétese que el vector de posicidén T es el mismo, aungue esté cxpresado on com-
ponentes rectangularcs de dos sistemas distintos,.
Nhora veamos como podemos calcular el momento de incrcia Ix

1
al e¢je X . Por definicién®

11 CON rcspecto

Ioagt = Ie (y‘2 + 21%)ay ( 6427 )

Para ovaluar Ix debemos transformarlo a una funcidén de XYZ., Para eso oncen-

lxl

tremos primero la magnitud do T

2
r2 = x + y2 4 22 = x'2 4 y'2 + 2’2

de lo cual:
y'2 L AT SRVAN N nh ( 6.28 )

Ahora tomando en cuenta las pronierades del producto cscalar, tencmos:
x! = it,T
xt= i'.(xI % yJ % zk)

x? = x(Iv.1) # y(i'.3) % 2(i*.k) ( 6,29 )



fo
Observando que en la ecuacidn (6.29) los productos escalares indicados repre-
sentan los cosenos directores del eje X' con el sistema X Y Z. 5i denotamos

estos cosenos directores por 1, tenemos:

1, 0=1i' , 1

XX

1X,y =1r, 3 ( 6.30 )
1., =1i" .k

X Z

Entonces, la ecuacién (6.29) queda escrita de la siguiente forma:

x' = x1 Lyl 4 zlx ( 6,31 )

Con este resultado, sustituido en (6.28) y luego en (6.27), obtenemos:

2 2 _2 2 AN
Ix,x, =f Q{EA Fy©oroz7)- (xlxl>< } ylx,y + le'z) } dv ( 6.32 )
Puesto gue :
12, + 12, 1 12, =1 ( 6,33 )
XX x'y x'z

2 2 . 2,,.2 2 2 2
1, =/ 9{(x byt a2, 4 } lx'z)‘(Xlx'x byl 4 le,Z) J dv
( 6.34 )

Desarrollando las operaciones indicadas en (6.34) y agrupando términos,.. .ob=

tenemos.
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2
+ yz)dU

2 V2, 2 2 2, 2 2
Lo hod €07 #2004 10 O 420 1, T P (x

- 21 Lyt Oxyav - 21

- dV
e ;x'zf P xzdv 2lle lx'zf Cyz

tx

Recordando las definicones dadas por (6.16), cbtenemos I expresado en

le

términos de los momentos y productos de inercia .conocidos, esto es:

2 )
1, =12 1 1 -21 , - 21,1,
x 't XX "xx x'y Tyy xtz “zz xtx "x'y "xy x'x x'z "xz
-2 1><'y Loty Iyz ( 6.35 )
Expresiones seme jantes se obtienen para Iy'y' e IZ'Z" Los productos de inercia

se calculan siguiendo un procesoc andlogo al antcrior, llegando a relaciones de

de la siguiente forma:

I, ,=-1, 1, 1 -1, 1 I =1 , 1 I
x'y X'x y'x “xx X'y y'y vy x'z y'lz zz
Ol 0y * Teaglony ):IXy Ao, + Ll ) 1,
(1, 1., + Lidgr, ) I, : : ( 6.36)

Debido al gran ndmero de términaos y sub-indices involucrados en las ccuaciones
de transformacion (6.35) y ( 6.36), sc hace necesarioc buscar un método para
sistematizarlas.

Esto se puedc hacer definiendo una matrfiz de momentos y productos de inercia:

I -1 -1 )
XX Xy {Z
I1=-1 I -1 ( 6,37 )
xy yy yz
-1 -1 I
Xz yz zz
L A
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Esta matriz se denomina tensor de incrcia del sélido con respecto al sistema

XYZ,

El procedimicnto para encontrar cualquicra de los momentos o productes de iner-
cia con rospecto a X' Y'Z' cn términos de los correspondientes a XYZ es como
sigues

1l.- Im'n' representa. cualquiera de los momentos o productos de inercia con res-
pecto a X' Y' Z', csto es, gque m' y n' pucden tomar los valores X', Y., Z' de-
pendicndo de lo que se desce.

2.- Imn represcnta cualguicra de los momentos o productos de inercia con respeg

to a XYZ, es decir, cuc m y n pueden ser X, Y, Z.

3.- Los cosenos directores que dcterminan la posicidn de los ejos X'Y'Z' con
respectos XYZ se represcentora 1 .
p a Z se represcntoréan por lm'n y Lo
4.,- E1 tensor do incrcia debe transformarsc mediante la siguiente operacidn:
1 = s al 1 o3
mint ; ﬁ m'n "n'm Imn (16.38 )

A . . .
5.- "1 efectuar la cpcracidn antcrior debe teperse cn cuenta gue los términos

para los cuales m # n & m' Z n' cn I tiencn signo ncgativa.

6.72.4 EJES PRINCIPALES OE INERCIA.

En la scccidn antericr hcmos visto que hay un gran ndmcro de términos en las
. 2 -4 . - 7
ccuaciones de transformacidn para una rotacidn de cjes. Veremos eon esta seccidn

que sivmpre cs posible clegir un sistema de ejes X Yp Z. con rcspecto a los

P P
cuales los preductos de incrcia de un sélido dado son nulos. Estos ejes se de-

nominan ejes principalcs de incrcia. Los momcntos de inercia I

xPxp? IyPyP’

Izpzp" reciben.el nombre de momentos principales de inercia.

Para la determinacidn de los cjes principalecs de un sélido se reguicre gue se

conozcan los momentos y productos de incrcia con respectos a un sistema de

cjes XYZ cualesquicra. Seqdn la ecuacidn (6.35) tecncmoss

X'y "x'z “yz

Si hacemos la siguicnte relacidn:

;- N S A, ( 6.39 )
1, ' (o)
XX

X'
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en la cual OP sea la distancia medida sobre cl cjo X' desde el origen de coor-
dcnadas hasta un punto P,

£l lugar goométrice de les puntos P cuando el ejo X' gira alredcdor de 0 cs
una supcrficie (Fig, G.4).

Si (x, ¥y, 2,) son las coardenadas
del punto P reforidas al sistcma

XYZ, tencmoss

T S ZN 4

XX OR 7 “x'y T0OP 7 Tx'z  OF

( 6,40 )

Luego, sustituyendo las ccuacioncs

(6.39) y (6.40) on (6.35), tcncmas:

,"I -
X +y I + oz IZZ 2><nyy

- 2xzI__ = 2yzI _ =1 (6.41)
Xz " lyz

Do la Geometria Analitica, sabcmos .

Fig. 6.4

que esta ccuacidn repruscnta un o=
lipsoidu, que llamarcmos clipsoidc
de incrcia, Estec elipscide tienc trcs cjes ortogonalos de simetrfa que sc cor-
tan en un mismo puntc O. Ademds, observemos que si los cjes XYZ giran, la ecua-
cidn del elipsoidec cambiz, poro &1 en si eos invariable, Eligiendc como siste-
ma de referencia ol formado por los ejos ortogonales de simotrfa X''y''z'',
la ccuacién (6.41) sc trangforma en:

2 2 2

X|'lelxll4y"Iy||>lll+zl'lzllzll=l (6'42)

En osta ccuacidn (x'' ', z'') son las coordcnadas del clipscide relativas
s Y

«l nuecvo sistcma de referencia, I I son los momentos de

)P rset v? yllyll’IZIIZIl
inecrcia de ma91 dol gdlido con respoctB.a los nucvos ejss.

De la ccuacidn (6.42) y dc la geomectria del elipsoide podemos sacar algunas
observaciones:

a). Los cocficientos para los términos en xy, xz, yz son nulos, o sea

=031 =0 ;1 =0

x'lvll XI'Z|' yl!zll
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b.~ Uno de los ejocs de simetria del clipseoide os la mayor distancia 0P del o-
rigan a la superficie y otro os le= distancla mas corta.-

De acuerdo con la defindcidn dade pare los cjcs principales y la primera ob-
servacidn, vemos que X''y''! z'! corrcsponden al sistema de e jes principales

o ,Yp, £,y Ppues para ellos los productos de inercia son mulos, - - - .
Ademds, segln la ccuacién (6.39) ¢l cje oue pasa por O para el cual el momento
de inorcia es maximo corresponde 2l valor do OP minimo; vy el minimo momento de
inercia corresponde al eje en cl cual OP es mdximo. Tomando en cucenta la segun
da observacidén, vemos quc para los ejes principalcs se cbtiemen los momentos do
inercia principales: uno guc es mixime, otro minime y el toercero guc tema un
valar intcrmedico,

Dc osta manera, el tensor deo incrcia para los ejos principaleos toma la forma

de una matriz dicgenal, asi

) 0 0
*o%p
I = 0 I 0 ( 6.43 )
Ye¥p
0 0 I,
| pep

Hosta ahora hemes cneontraco prepiledades de los ejos principales sin llegar
a cstablecer como uncontrarlos. Obscrvemos le ccuacibn (6,41) cue segln hemos

dicho corresponde 2l olipsnide de incrcia, osta es una eccuacidn de la forma:
B (x,y,2) = C ( 6.44 )

El gradicnte de @ as

= i 4 6 ﬁ
o % Sy bz

74 g - ' 6 ¢

K ( 6.45 )

ol

Ahara bien, el gradicnte cs siempre un vector normal 2 la supcrficie en el
punto considerado, si wvaluamos V@ para el punto en gue Xp corta 2l elip-

soide tendremos gue V @ llev= la direccidn de X Luzgo, podemos escribir:

p’

- - - 6 /6X - & / e 6@’ / 6Z = ~
1 111 + 1 k = — 4 + = Kk &.40
3 s TR T T Lo
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7 gl lxpy ( 6.47 )

o8 .? ﬁ\ lx )

p

o 6g  _of

De lz ccuacidn (6.41) podumns calcualar los valnrcs ex ' By e

tenivnds ¢l siguiente rosultado:

2xI 2y1xy 221, } Ju L,

i

P
6 x
_éﬂ 2 _ _ _ i—
6y v, - 2xI 221 = V'ﬂl 1 ( 6.48 )

Xy yzZ

opt
&7

1
<
.

= 2z1 - 2xI - 2yI
zz Xz yz X Z

Como ﬁﬁ ha sido cvaluado para el punto P cn gue XD corte al elipsoide, los
valores dc x, y, z, dc los ccuaciones (6.42) cerresponden a las cocrdenadas de

I d v . >
ese punto, razén por la cual podumos cscribirs

x = ( OF ) 1x y
- G
y = (0p) 1 y ( 6.49 )
P
z = ( OP ) lX ,

En las cuales OP es la distancie desde el origen ol punto P antes definido.

Sustituychdo (6.49) c¢n (6,48), tcnemos:
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l 74
X X XK X Xy X z Xz 2{0P) “x x
. YV T, (
ki
-1 I -1 I :—-———@L— 1 ( 6.50 )
XYY X XXy X2 ¥z 2(0P) "x_y
=
V@
X zIzz - lx X xz lx nyz - é(o;) X Z
p p P p
Si ahorao multiplicames estas tres ccuscioncs por 1. 0, 1 s 1 respocti-
Xpx XpYy Xpz
vamentc, y ludgo las sumcncs micnbro 2 miembro y tohmando cn cuenta gue lxpx’
2 2 .
= e _ i te
+ lxpy + l><pz 1, llegamos. a lo siguiente 3
2
lx xIxx * li nyy i 7z zz 2 lx X lx Ixy- 2 lx X lx zIxz
p p p p* Tp” p" Tp
v
- 21 1 I = _l_lil__ ( 6.51 )
xpy xpz yz (on)

Al comparar csta ecuacidn con (6.41) obscrvamos quc son iddaticas, lucgos

T i} ( 6.52)

Sustituyundo este rusultado en (6.50) y cnscguida agrupandc términos, obteone-

mes:e
l>< X <Ixx B Ix X ) - X Yy ry | Tx_z %z
PP
-1 I %1 (1 -1 y -1 I =0 ( 6.53 )
X XXy Xy yy X X X Z2'yz
pp
- -1 I + 1 (1__ -1 ) =0
X X"XZ Xy yz X z' ' zz X _X
P P R pPp
Exprusando cstas ecuaciones en forma motricial: .
(1. -1 ) -1 -1 I s
XX X X X XZ Sl TX X
PP Y S
-1 (I -1 ) -1 11 I
X X X z XYL =0 ( 6.54 )
Y Yy s Y py
- L ~Iyz <Izz-§c.x)':: ;'an
pp | f P
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Para soluciones no triviales de este sistoma de ecuacioncs al determinante de

la matriz de los m:mentos y productes de inercia debe scr nulo, esto es:

(1. -1 ) -1 -1
XX X X Xy XZ
pp
- T, ( sy = Lo x ) -1, 0 ( 6.55 )
PP
-1 -1 (1. -1
XZ yz zz X X )
pp

El desarrollo del determinante conducc a una ecuacidn clbica cn Ix « siendo
sus tres raices los mementos principales de inercia, Con cada uno PP de es-
tos valorus obtenemos de (6.53) tres cosepos directores, corrospondientes a
cada uno de los cjus principales referidos al sistema originalX Y Z2 , De csta
mancra pcdemos dotorminar la posicidn de los cjes principales y los memontcs
de inurcia correspondicntes .

Como pucdo verse es bastante laboriosa la determinacidén du los e jos principa-
les, pero en la mayoria de los casos normalcs os cvidente su posicidn. De las
definicionus dedas para los productos de inercia per las ccuaciones ( 6.16)
pucde verse que si ¢l sédlido ticne dos planos de simetria perpendicularcs vy
clegimos los planas ccordenzdos de mancra que dos deé elles coincidan con les
de simetria, todas los productos de incrcia son nules, en consccuencia, cstos

cjes do coordunadas scrdmn los ejes principales de inmcrcia.-
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CAPITULC 7
CIiiiM/ TICL
7.1 CIVE:.TIC DE L. PLRTICUL.,

Cinrmztica s la parte de la Mecanice que cstudis el movimiento sin corsi-

derar los factores que lo producen, Es pues, el cstudio de la geometria del
movimiento,

E1l concepto de prriicula lo uscremos como uns idealizacidn de alguros cucr-
pos gue seran considerados sin volumen paro con masa, rodcmos decir que son
puntos en ¢l ~spacio,

Sin cmharso, cuando csta idealizacidn no condugce a resultados realistas,
las dimensiones de los cucrpeos deberan ser tomadss cn cuents en el analisis,
como veremos mas adelante,

La curva que describe una particuls en movimiento os denominads trayectorie,
Consideremos una particula cue se mueve describiendo 1ls trivectoria C . |
(Fig. 7.1). La posicién de lo particula F en el irstantc t estd dofinida
por el vector T(t), que va de un punto fijo O a la prrticula, Sea AT el

cembio oue experimenta r cn el intervalo ( t, t + At), luczoy
r=r(t+At ) - r(t) ( 7.1)

La velocidad v(t) de 1o perticule en ¢l instantce t se definc como sigue:

_ AT dr
Y V(t):l-.'é_-.’rn—)oa— T (7.2)
s
\__ I As
Po
/ Or
r(t) ’{(t+bt)
o t+aty) . X
7 C
Fig., 7.1

Dc acuerdo con esta definicidn le velocid~d cs un vector tangente a la tre-

yectoria en el ourto considercdo, Sep.£5§- ¢l cambio que sufre la velocidad
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de 1e particule en ol intervelo ( t, t + bt ), lucgo:
v = v(t+At) - v(t)

La rceleracidn a(t) de ls particula en el instzntc t sc definc ~si:

- - 2-
B(t) = 1im &Y = gz = d g ( 7e3 )
t— ¢ & - dt

Fétose nue la funcidn vectorinrl ¥(t) dofine por complcto el movimiconto de
ma particuln,
7.2 DESCRIPCION PEL MCVINIYNYO Ew CORFCHEWTES RECT/ MGULLRES,

JAdortamos un marco de referencia cartesiano XYZ con origen on O (Fig,7.1).

-

Entenees, 21 vector ¥(%) pucde ser «xprcsado como sigues
r(t) = x(t)I + y(£)3 + z(t)k (7.4 )

donde: x(t), v{t), z(t) son las coorden~des dec la perticuls cn el instentc t,

La velocidad y la acelerscidn son cntonces:

v(t) = x(0)I + ()7 + 2(t)k ( 7.5)
a(t) = X()I + ¥(£)3 + 2(L)E ( 7.6)

donde los puntos derotan derivacidn con respecto 2l tiempo, (Ests notacidn
scouird usfndosc en sdelarte).
Edfemplo 7.1

Une particule sc mucve a lo lergo do la curva y = bx? donde ~ x Uy ¥y

o

cstin medidos en meotros, Se srbe que X =y = 0y que % = 4 m/scg cuando
t = 0, Encontrar la nosicién, vclocided v aceler+eidn de 1= prrticuls en
fureidn de t,

Snlucidns Sebemos, d¢ los dratos del problem~, quo:

dx

=3 = L

X

Ertonces:
dx = LPd‘t

Pero x = 0 cuando t = 0, Luegzo cq = 0, prr trnto:

X:L'r‘t



)
Sustituyendo en y = &4x7,

Lueros

F = X7 + vl

ot

= (4t)T + (ALt2)7

88

quedes

que define 1o posicidn de 1o perticuls, La velocidad sera:

Z s

v=7r =040 ¢ 12?t3

v 12 aceloracidn:

]

= 1233

(m/sce?)

(in/s0g)

7 3DESCRIPCTCH DxL MOVINTEFTO Ei COMPOiL TES TANGEI'CT'L Y FCREAL

Sea la pnsicion de le porticula P definide por su distrneia s medida, e lo

Jarzo de 1l» curva, desdc un punto de rofercncie Pg (Fig, 7.1). Do le defi-

nicidn de

dr

-,y _ OF
() = at
dondos —

ads

wvelocidad, tonemos:

" d
lim ELE
_,BS'**C)bS

ris en la posicidén r(t).

Haciendo:

scribimos:

4

L

ds

=31

v(t) =51

Ls ~celerscidn cs:

W)

m.
ol
+
e
cle

(7.7 )

¢s un vector unita jo tangente a la trayccto-

( 7.10

Estn ~xpresidén puedc scr transformada como siguc: u cembia de direceidn

continuamenteo, pero su wmegnitud es siecgpro la unided,

SREWANE®

(Fiz, 7.2). Entonces:

el Zrgulo .we =ir-~ €l vcctor U cn el intervalo (t, t + Dt ).

l £§ﬁ| = 2 sen B3

2



Fig. 7.2
si N6 s pequofio, la rclrcidn anterior conduce 2 la aproximacidn
XY
Pero curndn A 8 —0 , Lonemos:
| o] = o
Uoservando que los vectores 1 y du son ortogenales, podcmos cscribir:

4 = Blaa | = 7o ( 7.11)

donde n os un veetor unitrPio, ortogonal 2 u y dirigido hacie el centro de
curveturs, .1 plano forendo por U ¥ n en el punto considerrdo se lo 1la-

mn plano osculrdor, De la ccuacidn (7,11)

L - ds - ds ds
U= _— = _— vy
nTTEE T ™ et/ de
ds ) .
Pero EE) es ¢l radio dc curvatura P de la trayrc*erie, Lucgod

ci-
11
S

Sustituvendo en 1ln expresi®n por- le acelerrcidn, resulte:

A1) =% G455 (7,12 )

Vemos que ls ~celerecidn ost? contenid- gn ¢l pleno osculndor; 5 -
q .5 a, s u
s )

es 1a componentc tansevrcinl, y  a = v n cs lo componunte
norm~l, Fara corpletcr uee terns do vectores uniterios ortogonsles, sc de-

firc el vector unitario ib esTy

Bo=hox 3 (7.13 )



Ejemplc 7.2
Un automovilista parte del reoposo, iniciondo un~ curva de 200m, de radie,
leve una serlerscion toosneial constente de Zﬁ/sogz. Caleculer ¢l cspacice
oue hnbrf recorrido su autowdvil hasta cuc 1la aagnitud ce su acelerscidn
total sen d- Bm/scaz.
Solueidn, - Punsto que 1- ~coleracids taneorneisl os corstrnte, podomos ws—
cribir:

o _ds

ds = 2 dt

Como ¢l vchiculo parts del reposo, s ticre que & = O pera t = (0, dc mancre

que Cy = 0, Lucsos

’ ds
s =2t = at
ds = 2t dt
s = tz + C



Si tomemos como origen 4r s 21 pnto donde ¢l movimiento so inicis, tendre-

nos que s = 0 pare t = 0; lo que corducc ~ que Cop = 0. Entonces;

®

'}

ct
)

53 nhors cxpresrmos la ccoler-cidn comos

tendremos que cnnndo 1 tutomdvil tonge uns cc~lerneidn totel de o = 3m/seg

2 2 2
a = a + a
a n
2 2 2
a, =a’ - o = g -4 =5

TLuegos
2

- 7“:/5

6}
il

200 /5 = 21.2 m/seg”

rhora bicn, coro 5§ = 2%, para ¢l inst ntc qun cstemos consider-ndo;

. _ .5 21,2
©ETS T2

= 10,6 seg

Por tento,(s=t”) tenrmns finelmente ¢l csprcio racorride por cl automdvils

s = ( 10.6 )2 =112 m

2

¥
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7,4 DESCRIPCTON DEL MOVIFTL TO Ei GCCRDIVADAS CILTNDRIC:S,

Z

(a)

Fig, 7.3

L2 vosicidn do 1 prticula pucds scr oxprosqrde or términos de las coordo-
nedes cilTndricas ( vy, §, 2), vi-, 7.3a). Introcduzcamos los vcctoras uni-
torios Er 5 5¢ ) 5Z on 1n direccidn de las coorderadas T, § . 2

respectivemnnte, los cucles formen un sistrma ortogonal, Entonces ol vee-

tor do pnsicidén #(t) os:
r(t = re_ + zo 7.1k
(+) . 20, ( 7.1% )
Dado qug-azes constrnte on megnitud v dirnceidfn, la volocided resultas
XY = re_ + re 7o .1
( .t oTe, + 2e, ( 7.15)

Teninndo on cu-nta qur‘e“,@¢cnmbian solamonte en direceidn

2 de, de, a de., s

“p Tt T df  at T p “af ( 7.16 )
. do de de

= ¢ g af _ ¢ .

eg = = . =@ (7.17 )
¢ at dg at. ag

Pero:

dnr A 6.

W‘—‘l%m__aom—

Do 1a~Fig, 7.3 (B). .

’E}ér - 25en BF

2
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SibB¢ es prguchios
] A GI‘ EA¢
T cundo AP — 0

ag

H

as_|
r
Luogo:
de

T o v (

ag= = ¢

De mancrs scmc jants pucde scor demestrado quod

d5¢ _
g =" ° ( 7,19 )

5 :g'zsa¢ ( 7.20.)

eg=-9¢ ( 7,21)
¢
Reemplrzendo cste r-sultode on 1o ccuacidn (7.15):

G(t)=f5r+ré55¢+ééz ( 7.22)

Lo necrloracion st

a(t) = r G.+Te 47T ¢ eg + T ¢ og + T 0 o + % oy
Teniondo en cumnte (7,20) v (7.21), rosultas
W2

a<t>=(‘r’_r¢>5r+(z£~és+r'¢')a¢ +7 35 ( 7.23)

Bjomple 7.3

Dos varill~s cstin uric s modinnto un collerin deslizante B comc so murs-

tre on 1o figura (), Sebiende que 12 vorilla srticulads cn 0 egira con ve-
L[]
locidad =nguler constente @ = Lrnd/scg en sentido contrrrio » las ~gujas

do un roled, detorminer 12 velocided absoluts de B cuando @= 457,



,V\“ ,'\/ o ‘ (b)
- ”/ AN
,/fici%;: s —’377
e ,< 7 50 T
ke Bl L - - F3 ’ P

Solueidn, ~ Trmomes como or’ 1en de eoordonades ol punto 0, lucee r = 08, Do

1~ ecomatrfa del trifingule £03, on le fipura (M), tencres:
B=0-aqa (&)

'plicendn 1a 1oy de los snos, so ticonc:

T N 50 _ 30 (B )
Sen o ~ Scn (180-%) ~ Sen 3 '
rSenf = 50 Scn o (c)

Dcrivando con resprctn Al tiempo:

d cY
r Cos @ —a%— + Soen ¢ —a%— = 50 Cos ¢ —%%— (L)

Do (C) tembidn podirnes rbtonor:
50 Scn 8 = 30 Son ¢ ' (L)

Sustituyendo (#) on (Ii):

50 Son (@ - o) = 30 Sen @

Derivando con rospocto a2l tiompo:

50 Cos (@ - a)(—%g— N —%};—) = 30 Cos —Cdig—

dg, dg 3 COs ¢ dg

dt T at 5 Cos (§ - qa) dt ()




Ahora evalvemos 1ns velercs que hemes oncontrode par: @ = 457 . De (E):

Sen 3 = —%%— Sen 450 = 0,424

8 = 25,1°

Sustiturondo rn (4):

a=0-8=0u50-251°=15,9°

Sen 19.90

W = 2“.1 cnm

. 3 d
De. (F) prdomns crleulnr %% sobicnde qUC'a% =4

da, L 3 Cos 145° L

at - 5 m' = 2.13 rad/seg

Sustituyrndo ahors on (D)1

24,1 Cos 45° (&) + Sen 4° %% - 50 Cos 19.9° (2.13)
Resolvicndo:

. dr
r

= E{ = LI»«S.]. cm/sog

dhors sustituyondo on 1» ecuscidén  dodveids pars la velocided, obscrvendo
L]
adorAs qua ol movimiconte so desarrolls on un soln pleno ( z = 0 ),

result=;

- o 1 AN
v = 45,1 o, * 20 1k °g

v = 45,1 ér + OA L 5¢

La Mraritud cs:

v = v/(45.1)2 + (96.@;5_ = 106,5 cm/sog
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7.5 1 OVINIENTO REL’TIVO, -

Y.  Y° « B
! E3
.7
"/ TB/a

e . X"

¢

Fig. 7.4
YA

Cuando ¢l movimiento de una particula cst? referido » un sistems fijo so de-

nomine tovimicnto Absnluto, Cuende 1la posicidn, velocided y ~celcrsacidn son

referidos a ejes on movimionto, sc dice que ol rovimiento es Relative,

Sorn Ay B des perticules on movimionte, 0 un punto fije on ¢l especio, XYi
v XY 7 dos morcos do roforoncia cartesisnos con sus ~rigenes en C y 4
rcspectivamente (Fig, 7.4)

Tenomes entonces, qua les eoJos AYZ formen un sistoma de referencia fijo y
cunlguicr movimicnte descrito con respecto a csos ¢jes sorad un movimicnto
absoluto, Comeo . s un~ vrticuls «n movimicentn, XJY:Z;formarén un sistcma

oo reforoncin mAvil y curlquicr movimicnto roforido - c¢llos sord un movi-

wigmto reletivo, Scanry v 53105 voetores do posicidén abselut de 1-s
particulns 7 y B respoctivamento, v ;B/Arl veetor do pasicidn relotivo
d~ B respoctn A,de la fie, 7,/ se tiene:
-I-‘ = I-‘ + ;‘ .2“'
B A B/A €7 )

cerivando con respecto al tlempo:

+ v ( 7.25 )

VB = VA T Vg/a
siendo ;A v GB las ~relocidades akbsolutas de las particulas A yv B respecti-
vamente,'yﬁu/ﬁla.velocidpd relativa de B respecto de A,

Derivando de nuevo con respecto al tiempo



conde:

2. es la acelerscidn absoluta de 4

A

B/A

es la aceleracidn absoluta de B

es la aceleracidn relativa de B respecto de 4.
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« 1 . .
En particrlar si el sistema X ¥ 2 esta fijo & un cuerpo, recibe el nomubre

de sistema de coordenad~s materiales,

7.5 CIFEMATICA Di. LOS SCLIDOS RIGIDCS,

(@]

v

S/

y

X '\ -
‘\/f - UB/A
/ \‘-_... ..\‘-w
, ’/;B N\, - //
e S yd
[
© Fig, 7.5

Un solido rigido es un modelo que idealiza un cuerpo sblido como una distri-

hreidn continua de particulas, cuvas posiciones relativas se mantienen in-

varisbles, En ctras palrbras, es un solido indeformable.

Yovirierto de troslacidn.- Sesn A y B dos particulas cualesquiers que por-

tonecen a un sdlido rigido

d=da por:

TB/A

(i, 7.5). La posicidn de la particula B viene

( 7.27 )

si ;Bﬂfs independiente del tiempo, o seca que es constante en magnitud y

direccidn, se dice que el s6lido cstéd animado de movimiento de traslacidn,

Derivando con respecto al tiempo, teonemos:

( 7.28 )

( 7.29)
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En consecuencia, un solido rigido animado de movimiento de traslacidn, to-
das sus particulas tienen 12 misme vclocided y la misma aceleracidn.

Yovimicnto de Rotacion.- En el estudio de la cincmdtica de los sdlidos rigi-

dos, encontramos ctro tipe de movimiento llamado rotacidn, Este se presenta
cuendo las particuvlas que forman el sdlido describen circunferencies zlrede-
dar do un eje fijo,

Sen P unz particula que pertonece a un sélido rigido, cuya posicion P (t)
cstd referida a2 un sistema de coordenzdas fijo, XYZ, mediante ¢l vector de
prosicidn r(t), (Fie.7.6). Sea § el vector unitario que define lo dirececidn
del eje fijo 08 alrededor dcl cusl P se mueve descri-iendo una circunfercn-
T T

cie,

o \\ '
s ‘;ﬁv, 4 J
P
r(t+At) ' /
v X
N o
SO Fig, 7.6

Te ecnacidén (7.9) fue escrita asis

( 7.9)

<1
I
4}
o

dondeU ns un vector urit rio tangente a la traycctoria en F(t) y s = %% .
Sear = T sy entonces, el vector §X5 cs normal o1 plano OAL, esto es, para-~
1lclo - ﬁ, y su meenitvd es rSenq .Luego:

- 1 - -

u = r Sen g3 ) axr
Sustituyendo =n (7.%):

- T s

V= (T Beng ) BT

Recordando que 1la trayectoria dc 12 particula es una circunfercncic:

ds = r Sen g d6
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s=r3enqg * H

L]
Tueco, v = 4 gxr

Definiendo w como volocidrd angul-r, tenomos:

1
D
O

v = ( 7.30)

Ln acnleracidn de la particula P es:

Hle

X r+wX

1.

a —

Teniendo cn cuentn que v = r , ¥ definiendo ¢ = w como aceleracidn an-

cular, podcmos ascriir:

-

a=gxr+wx (wxr) ( 7.31)

Vovimiento alrededor de ur punto fijo,- Si un punto de un sélido rigido es-

t57 fijo, podemos comprober gue ¢l movimiento del sélido cquivale a una ro-
tacion del mismo elrededor de un cje gue pasz por ¢l punto fijo,

e g e,

I —— N

Fig, 7.7

Sca 0 el purto fijo de un sdélido rigido ( Fig.7.7 ), 5A el vector de po-
sicién de la prrticula A gue rerftcncce al sdlido. Ssbomos que la magnitud

de Ty es constante, lucgo:

Ty 'y = constante

Torivando con respocto a1 Ticmpo:
r, v v, =0
A A
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De aqui que ihsea rcrpevdicular A ;r ., Intonces, podcmos construir un ple-
41

no que pase por O ¥ por A, v que ssa perpendicular a v, , #hora, elijamos

A
una porticuls 3 dcl sAlido, fuere del vleno sntes construido., Tenemos que

pera nsta prrtfculs se cumple que:

In-ea, podemns construlr otro plano que prse por 0 ¥ por B, v sco perpendi-
cular a GB . Como los dos nlemos pasan por 0, su interseccidn serid le recta
oM,

Faors Tvien, sobre la rectz OM tomemos un: rarticule cuzlquiera C, para la

cual s cumnle quot

=) ;C . ;C -0 (7.32)
) Fopa=To - Ty

( EC - ;A ) o ( ;C - EA ) = constante
Daervivendo con respecto 21 ticwpo:

(rg-7r,) " (vg=7v,)=0
Como ;A cs perncndiculer o ;C/A:

(Fg-7,) + 55=0 ( 7.33)
¢) De manera semecjante a (h):

(rg=7rg ) vy=0 (7.34 )

Ins rosnltados obtenidos on (7.32), (7.33) v (7.34) ~dmit-n dos cxplic: cie-

nes:

n) ;C os porpendicular o los planos construidos de 12 menera antes descri-
ta; O

b) VC =0

L~ primcra supesicidén es desde lucgo imposible, ~si que para el irstante

considerado, tencmos dos purtos fijos, 0 v C que definen un oje zlrededor

del curl ol sélido astd rotando, Si w os cl vector vclocided anguler, on-
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P ( 7.35)

donda 3%995 el vector de posicidn de la particula r, dirigico de 0 2 P,
7,7 RCTACIOF OF UN SISTEMA DE EJES,

‘|

Y'. A
\ /
\ /
\ 1/ ¢
e %//' z o
3o %
40 - o
.//
b &
7 / . '
g - / Fig., 7.8

oo

(] i ] - PR
Sea el sistema de coordened~s X Y Z que rots con respecto a los ejes fijos
X2 con upa velocidad ansvlar w (Fig.7.%) Los vectores unitarios I, J, k
13 (] I}
definen las direcciones de los ejes ., Y, Z, respectivemente, De acuerdo

con la ecuacidn (7.35) podemos escribir:

:UX:-\
3-@x3
s - ( 7.36 )
k - wx k

7.7 COVITTUITO DE UNA PARTICULA REFFERIDO A UL SISTENMA DE COORDENIDAS MOVI-
1ES,

Sea B una perticula cuys posicidn estd determinads con respecto al sistema

s

o 7 — . -
de coordenadss X Y Z con origen en la particula i, (Fig, 7.9) si XYZ es un

sistema de refencia fijo, T, denota la posicién absoluts de B, De la fi-

B
gura tenenos:
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Y
l
{ Y X°
! R e
. B -
| ) \TB/A //
rB.’ ' \_(\ E'-v/
5 . I ™A
| IR
0 B v X
T T T o e Fig, 7.9
ZV
Z
rg =T, + rB/A ( 7.37 )
siendo 'I'-B/A =x1 +y3 + zk ( 7.38)

- - - . . 2o ot o ! .
Motese que r /Esta referido 2l sistema mévil X ¥ 2 , Derivonde con respec-

B
to al tiempo:

siendo ;A la velocidad de A, Ademds

B/a = TB/a = (I +yj+2k)+(xi+y]+zk) ( 7,40 )
donde el vrimer peréntesis expres velocidad de la particula B relativa
_ *
2l sistema movil, la cuzl denotaremos con VB/A
- o - ' = . —
VB/A =xi + y] + zk ( 7.41 )

usando ademds los resultedos obtenidos en las ecuaciones (7.36) puede sim-

plificarse el segundo paréntesis:
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(xi+,‘f§+zl—<):t?r‘x(ﬁ+‘17_j+zl'€):v_\rx§B/A ( 7.42 )
Donde W es le velocidad engular del sistems X Y'Z', Sustituyendo (7.41) y
(7.42) en (7.40)s

B/y = Uma t VX Ty (7.43)
Finalmente de (7,37):

- - *

vB:vA+vB/A+w}(rB/A (7.1414-)

L= accleracién absoluta de B se obtiene de la ecuacidn (7.39)

siendo ;Ala accleracidnde £,

B, = v 6

Ahora, 33/4 = VB/a ( 7.46 )
B, = e 40 % T v x 7 ( 7,47 )

0 sea, 2g/p = vB/A + 0 X B/A + W X Vp/a T N7
%k - e — 2 = 2 . 2 . = s

Donde B/A ~ (X1+y3+zk)+(xi+y3J+zk) ( 7.48 )

El primer paréntesis de (7.47) es la aceleracidn de la particula B relativa

al sistema movil la cual denotaremos con ES/A
—* (lu-.- 01.1 '--—) (7u9)
aB/:A" Xx14+yJ+zk .

El sepundo paréntesis de la ecuacidn (7,48) puede ser simplificado usando

las ecuaciones (7.3A)

(5c§+573+'zi)=i}x(}':i+:;r'j'+él_<):ﬁxx—rB/A ( 7.50)
Lk - - =%

Luveros VB/A = 2B/ + WX VB /A . ( 7.51)

Sustituyendo el valor encontrado on (7,43) para evaluar —'_B/A , tenemos:



104

ax;B/Azax(ag/“ax;B/A):ax;;/Amx(ﬁx?«B/A) (7.5

Sustitvyendo en (7,49) los resultedos (7.51) v (7.52)

- - - _ - - % - %
aB/Azg,xrB/A+w.‘f(wxrB/A)-f-aB/A'*'ZWXVB/A ( 7.53
Por dltimo, en (7.45):
- - - - - - - 3 - g3
ag =2, +a X TB/A +wx (wx TB/A ) + 35/ +2 WX B/A ( 7.54

Los tres primcros términos de la cxpresion (7.54) representan la acclere~
cidn absolute de un punto risidamente unido ~1 sistema de coordenadas mo-

viles X ¥ %’ aue coincide con la posicidn de B (Fig.7.v), (Obsérvese que

% — .
para. uf*punto ei csrs condiciones v B/A T aB/A =0 ) ). E1 cuarto tér-
miro aB/A' sog?nqvimos, €s lo accleracion fe 1f*partlcu1a B relativz al
sistema mévil X' Y 2, El 4ltimo término 2 w x VB/A es llamado ace-
leracidén de Coriolis.,

Ejemplo 7.4

Un disco & de radio R csta girando con velocidad angular constrvte w, rl-

1
rededor de un eje fijo gua pasa por 0 y en el sontido que se muestre, El

disco pequePo de radio r esti al disco 4 en C v estd girando con velocidad
an+ular constantc Wzrolﬂﬁiva 2 .1 v con al sentido que se muestra,

Obtener la aceleracidn del punto P sobre ¢l disco pequefio en estc instante.

! Y = Y°®
Wll,j-‘ . a |
; A — 5
I p
T N
< :‘ ‘TSNP N
- o — —4/2/“7 . F /% T O
Ve
k : //»//C
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Solucidn,- Para resolver este nroblemn, primero localizeremos un sistema

de ejes fijos XYZ con origen en 0; luego, =l sistema de ejes mbviles ...r‘-;gYQZ7
rer corvenianels, situaremos su origen en O y coincidentes, en oste inston-
te, con el sistemn fijo XZ, { E1l sistema movil gira con el disco . con ve-

locided angular ). Usande la ceurcidn deducide pura le ac-.leracidn, tene-

mos
a =0
o)
a=0 ( pues Wy = constente )
I’P/O:(d-i-l")i
';T:—Tﬂlﬁ
% - - - 2 -
8p/0 = ( Wy J ) x K.( W, ) x (ri)l = - W, i
o - - -
Vp/o = ( L% ) x (ri) = - wzrk

- =% - .. .
(obsérvesc que aP/O v VP/O corrcsponden = un moviviento de rotseidn, con
velocidad ansular constantc, del disco pequehe alrededor de su cje C ),

“nteonces:

) x \ ( - w13 Yx (d+r)il+ (- wzri ) = 2(—w13)x(—w2rﬁ)

Desarrollando las cpcraciones indicadas, obtencmoss

EP:-kﬁid4-(@2—&j)rX§

7.9 DESCRIPCTION DEL MOVI TEWTC DE UI SOLIDO RIGILDO, -

Fara describir ¢l movimicnto de un sdlido rigido es neccsario cspecificar
de alguna mrnera el movimiente dc cada particule dol sélide.
Szsn 4y T dos particulas gue pertenccen a un sélido ripido (Fig, 7.10),

£

El vector Eﬁ dotcrmins la posicidn shsoluts de A respocto do un sistema
de coordenadas fijo XYZ, Seca A origen de un sistema do coordenadas mato-
ricles XEYjZQ.

Por tratarse de un solicfo rigido,fB/A, que determine la posicidn de B re-

. . s im0 . . . .
letiva al sistoma wowil X Y Z°, es constante en magnitud y direccion con
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respecto a csos ¢jes., En consecucncia, en las ccuzciones (7.44) y (7.54) .
o % *

aB/Ason iguales a cero ( VB/A = 2/, = 0 )

v las ccusciones del movimicnto rosuitan sarg

- . » —*
los términos vectoriales VB/Ay

B = Ta * T/a ( 7.55
vg = Vv, o+ wxrB/A ( 7.56
oq = a, + oL:{rB/I_l + wx(wxrB/A) ( 757
v Yo
Y B
I LA
? Voo
| ERE-
. rg T TBA
/'// . XU
P o .
Ve r _A_: _—
/ é,f*‘" i A
”"/ !
0 L™ i %
r'///
/.// /
//’ yAl Fiz, 7.10
Z 7

lotese de cstas cecracioncs gue el moviiento de cualquier pazrticule de un
sélido ricido ( y por consiguicnte el movimionto dcl sdlice) puede detor-
minarse si se conoce el movimiento de otra particula del sdlide y la veln-
cidad angular dol mismo,

A menudo las ecusciones (7.55),(7.50) v (7.57) son expresadas asi:

I‘B = I‘A + I‘B/A

AT U/

<
tw

i

<1

°g = 2 T Agy
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Fistas relacioncs cxpresen el moviviento de un sdlido rigido como la super-
posicidn de una traslacidn, igual a la de un punto d-do A, mds una rota-
c¢idn del mismo ~lrededor do un cje que pasa por A4, (Este plantcamiento se
conoce ccmo Teorema de Chasles), Asi:

FOVIWIENTC DE B = TRASLACICH 4+ RCTACION

I‘B = I‘A + I‘B/A
vy = vy + ( VB/A =W X rB/A )
ag = ap + ap/p = % X rB/A +wx (wx T3/4 )

7,10 DOVTITIEITO PLA:OC L UM SCLIDC RIGILO, CELTRO IwnSTANTANEQ, -

Cvuando cualquier particula dc un sélido rigido permancce en un mismo plano

se¢ dice que fste cstad animado do movimicnte plano,

Y e

Fig, 7.11

Soan A y B dos particulas que pertenecen a un solido rigide (Fig., 7.11) De

acvcerdo con le ncuacién (7,5%), saberos gue la velocidad de B estZ dade por

Y, =V, + WX .58
B = B/A (7.58)
Debemos notar gue mara ol movimiconto plano, W, si existe, ¢s un vector
perpendicular a2l plano de movimiento y que, on general, todas las particu-
las tendran, en el instante consideradr, velccidad diferentcs, Supongameos

que 12 velocidad de la particuls C os nula cn csc instentc, Entonces:

GB =W X §B/C ( 7.59 )
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En forma analogas

AT T/ ( 7.61)
VB = Wrg/c ( 7.62 )

Sn consccucicia, con un instante dsde, l:s perticulas de un sdlido rigido ~-
ninede de movimiento plero ticne las mismas velocid~des que tendrisn si el
sdlido girars, en esc instente, alrededor de wn eje perpendicular sl plano

de movinicnto, Este ejo se denowine eje instantinco de rotacidn y su inter-

scecidn con el plano del movimicnto, centro instentédneo de rotacidn, Iste

punto puede ser locelizodo con cl s6lidn o en una extensidn imeginaria de &1,

Ejomglo 7.5

El disco A estd rodando sin deslizar dc modo gue el punto P lleva una velo-
cidad v come s¢ indice cn la figura, Los cables son incxtensibles y de masa

despreciable, cstondo enrolledos do tal mancrs que no hay cdeslizamicnto oen-
re las poleas v los cables, Determinar la velocidad de 0, centre del dis-

co B, C

I N, Y

/ P 8 ll.‘ /./
l *omi‘,ﬂ;‘/"*\‘*"' T

\ e 30 cm
L_60 cm

Sclucisn,- Pursto que cl disco A rucda sin deslizar, la velecidad del punte
D ¢s nula, sicndo, por tanto, ¢l punto D ¢l ecéntré ihstonténco de rotacidn,

Luegn:

v VZWI‘

1l

P

Vg = go )

A P/D




Entonces:

<

Vo = WArC/D =355 160 = 2v —3
Vp = 2v &

v
VE = YaTg/p = B0 0=V &

Si 1lomamns ¥ »1 contre instentdneo do rotaeidn del disco B, y dado gue los

F

veciores v, ¥ GG son porpendicucles a ;F/N Y rG/ffspectivemente, podenos
csteblocer 1r siguiente rclacién (ver figura)s

4 2V o 20 om L
= Y b
TG /N TF/N '
430 cm

ey = 7 U Ty
N G ~_N 0 -

P/ = 276 /N st 0 rgpf
.V l

Adcmas G/N f oy
~ L=V
» F

rG/N + rF/N = Q0

. . . . .
Rasrlviendo les dos cennciones anteriorces, encontramos l2 pesicidn de N,

I‘F/N = 60 cm

De 1a figura podem-s obtener 1» velocided deo Ot

voz"l
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CAFITULO B
¥UERZA, HAS/ Y CHLER:CION,
UL INTRCTUCCICH, LEYES LE MEWTQM

Hasta agui hemos tratsdo el movimiento sin considerar las fuerzas que lo
provocan (Cinemftica), Estudiaremos shora la Cinémetic~, que es lo parte
de 1o Mecénica que relociona las fuerzas con les varicbles gue definen la
geometris del movimiento, El1 tretamiento del probleme serd hecho en este
cepitulo a partir de las Leyes de Newton, las cusles enuncieremos a corti-
nuacion,

LEZES DE NEWTCU, -

1.~ Todn prrticuls permencce cen reposc o se mueve en linea recta con vele-
cidad consteante, » menos gque sobre ella actie un~ fuerzs

2,~ Tod~ prrticula sobre la que actile un~ fuerzs se mueve con aceleracidn
proporciorn2l 2 le magritud de dicha fucrzs y en le mism~ direccidn y sen-
tido ane elln.

3.~ A toda n~ccidn correspondc siemprc une reaccidn igual y opuesta, es de-
eir, los acciones mutuns entre dos prrticulss son siempre igu~les y diri-
gidas en sentidos controrios,

BEstns tres leyos son 2plicnbles unicamente a las porticulas,

La primer ley indica gue una fuerza es requerida prra producilr un cembio
en el movimiento de una perticul-,

L

que actla sobre la particula, su mesa y 1o accleracidn resultante, Mate-

0

segunde ley e¢s cusntitstivas, Esteblcce una relscidn entre le fuerza

maticemente podemos escribir:
F:k!‘-‘; (811)

dorde a es 1o =celer-cidn F es 1o fuerza resultante, m la +-s2 de la prr-
ticula ¥ k ¢s una constente dc proporcionalidrd, Finalmente, con 1la ter-
cern loy os posible extender 1o splicacidn de las dos primerss 2 los cuer-
prs, teniendo en cucnts que éstos cstin formados por un~ distrioucidn de
particulss,

R,2 SISTE"“S DE UnIL DES:-

De ~cuerdo con le sepunds loy de Wewton, si los unidedes de esceleracidn,

fuerz» vy mesn son elegidss arbitrarismente, la constante k debe determiner-
se exporimentalmente,

For simplicidad, conviene gue la constente k sea igual a la unided, lo
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cual es lograde definiendo corvenientemente las unidades de fuerza; masa

v eccecleracion,

fsi, defirimos 1= unid~d de fucrzs come la fuerza neccsaris prra producir una
scelerscién unitaris A un~ particula cuyes mess ©s la unidad, Por cjemplo, si

~

1la =celerscidn es medid= on m/seg: y la masa en kilogramos-m~sa, la unided de
fuorze scr? la fuerza nocesarin pars producir una aceleracidn de 1 -rt/sog2 a
une particule dc mesa 1 kg-mesa, este unidad es llamader Newton y ¢l sistome
de unidades esi establceido, sistem? ~bsclute mks, Otros sistemes =bsclutaos
son el cgs vy el inglés, (ver cuadro).

Los sistemas de uridedcs, llamades terrestres, téemiceos o gravitacionales,
definen la unided dc m=sa come 1n mese de una particula gue adquierc una a-
celer=cidn uniterisa 21 esplicr-rle una unidad de fuerza, Por ejemplo, si la
scclerncién es medida on pias/segz v la fuerzs en libres, la unidad de m~sa
serd la mes~ de una porticula que adquicre 1 pie/scg? al splicerlc la fuer-
za de 1 lb, ,ests unidad es llemod~ slug,

Curlanicrs que sor el sistomr de unidodcs podemos escribir:

g
donde m es 1» masa de un~ particula, W su peso ¥ g 1la cceleracidn dec la gre-
vedad (g = 9.8 zﬂ"/sog2 = 32,2 pies/scgz)
SISTEM.S DE ™ ID/DES
METRICGS TIGLESES
ABSCLUTOS TECEICO ABSOLUTC TECNICO |
= } j
[
Dimvensicnos mks cgs
Longitud [ m er, m ple plc
F Tiempo § -seg, sog, sog, seg. seg,
Fuerza nowton dinsa kg, pundal 1b,
| Masa kg-mas gl g-masa 0,T,r:, 2 1b, -masa L slug,
| _
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£breviaturas:

m: metre

em: centimetro

seg; scgundn

kg: kilograme-fucrza

1b: libra-fucrze

kg-mnsss kilogrrmo-mase
F-mASas gramc-asa

T, T,M; Unid~d téonice de mas-

1b-mase: libre-mase

8.3 ECUACIOFES DEL LOVILTENTC DE UNA PARTICULA

criendo en cuenta gue la constante k ¢s igual a la unidad para los sistemas

do unidades que usaromos, la ecuacidén((B,1) rosulta

F=ma ( 8.3)

Sca un marco de rcferencia cartesiano; la ecuacidn (8,3) equivale 2 las

trs ecuacliones oscalaros:

F._ = ma

bd X
Fy = may ( 8.4)
F = ma

Z

La ccuacidén ( 2,3) puedc ser cscrita en la forma:

En la que ¢l vector —ma pucde ser visto como una fuerza, la cual llamare-

mos Fucrza do Increia, La ccuacidn (8.5) cxpresa que la particula sc en-

cucntra on equilibrio bejo la accién deo las fuerzas I y -ma .Diromos en-
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tonces que la particula se encuentra en equilibrio dinamico, En estos térmi-

nos, ol problema dihfmico puede ser resuelto como un probleme de Lstatica

Ejenplof,1
VOVIMIENTO DE UM FROYECTIL

Y

A
- A

: did \L .
N

* :

Sea un proyectil disparado desde el origon de coordenadas con velorided v,
oue hace un sngulo 8 con la horizontal (ver figura) Despreciando la resis-
tencia del asirc, sobre el proyectil actla solamente su peso W . Las ccua-

ciones del movimiento en componentcs rectangulares son:

iy = —g_ % Fy = _g— y
0= —g- X W =-{g— '

X =0 y=-¢
Tntegrando tenemos:

X = Cl & = - gt + 02

Sabemos que peara:
t =0, %(0) =vCos 8, y(0)=v_Senp
Por lo tanto:

C1 = voCos B C2 = voSon 3

(a)

X = vOCos 3 y=-gt+ vOSon B
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Una segunda intogracion da:

- _ - 142
X = vOCos 3t + C y=-5gt  + vOSen gt + Ch

3
Siendo las condicinmes iniciales x(0) = 0 3 y(0) =0 tenemos:
x = v _Cos 3t y=-% gtz + v _Sen Bt (B)

Las ccuaciones (4) y (R) determinan la velncidad v 1e posicién del proyectill
respectivamente, para cuelquier instantc t, La ecurcidn de la trayectoria

drl proyectil pucde ancontrarse de 1las ecuaciones (B).

o= —
vOCos 3
y=-3%gl- £ “——')2 + v _Sen B ( —————33-——-)
. V‘OCOS 3 0 . vOCos B
& 2
y==- = 5 X+ tg B x
ZVOCos 8

Esta es 1o ecuacidn de una paradbola cuadritica de eje vertical, Las coorde-

QX; 0, o

nades dcl vértice A pucden obtenerse observando que para esc punto ™

bién que y = 0 ,

De(A)

Ty = = gtA + vOSen 8 =20
voSen B

=T

Sustituyendo cste valor en (B)

2
.
X, = —s2— Sen 2B
A 2g
v2
o 2
yA 28 Sen B
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E1l alecance dol proyectil es r, (ver figura)

2
Vo
r = 2xA = _é_ Sen 28
E1 Angulo 8 pare ¢l cuel el rleance del proyectil el miximo es:
2
dr Mo o
ds_z—g—coszszo 3 =45

Entonces: 2
-

2,4 BCUACICN DEI MCVIMIE'TO DE UN SISTEMA DL P4RTICULLS,

El movimicento de un sistema de n particulas se establecc escribiendo para
cade particuls 1a scgunds ley de Newton, asi:
F, +f. =m.a 8
1 1 i1 (\'6)
Donde el sub-indice i indiea que la ecuacidn se refrere a ls particula i,
L= fuerza resultante mctuando sobre le particula cstd cscrite como 1la sume
de la componcnte Fi debido a 1-s fuerzns externas, mas lz componente fi
debida 2 las fucrzas intcrnas.,
La ccuncidn del moviricnto para el sistoma entero sc obtiene sumando las

ccuacicnes estoblecidas pera cada prrticula, entonces:
IF. +12 55 =5 (ma, ) (8.7)

1 11

Segiin 1~ tercera Ley do Newton

Por consiguiente, 1n ccuacidn (B,7) se reduce as
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IF, =% ( ma. ) ( 8.9)

Esta ccvacidn expresa “que la resultantc de las fuerzas exteriorcs aplice-
das ~ un sistema de particulas es iguel » la suma de los procductos
de las mismes™,

Ahora bien, la masa total del sistcma cs:
m=Zm ( 8,10 )
v la resultanto de las fuerz=s externas :

F=srF ( 8,11 )

i

El contro de masa C est? localizado port
Po= =3 (w7, ) (8.12)

c

0sca mr =2 (mr, ) ( 8.13 )

nv =2 {(mv. ) ( 8,14 )

=]
®
1l

a 2 (ma. ) ( 8,15 )

[¢] 11

Luego, le ccuacidn (8,9) so convierte on
?:mg (8.16)

La cual definc el movimiento decl centro de masa C de un sisteme de perticu-
las, Podemos decir, entonces, *que el movimiento del centro de masa de un
sistema de perticulas cs igual al de una particula que tenga una mosa igual
2 1o masa total dcl sistema, sometido a le accidn de la resultante de las

fuerzas oxternas”
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8.5 ECUACICNES DEL MOVIMIMNTG DE LOS SOLID@S RIGIDOS .

Ya hemos definido que un s6lido rigido es una distribucidn continua de par-
ticulas que mantienen on forma invariable sus posiciones relatives, Un soli-
do rigido, es pucs, un sistema de particulas, cumplicndose, por lo tanto,

la ecuacidn (8,16):
F = ma ( 8.17 )

donde F os la resultante de las fuerzas cxternss y C es el centro de ma-
so del sdlido,

E1 momento con respecto a C de las fuerzas que actian sobre la perticula
del solido, es:

Mc = ri/c x ( Fi + fi ) = ri/c X mia:_L (,i8,18 )

De 1la ecuacidn ( 7.57 ) tcnomos

Ei = Ec +q X ;i/c +wx (wx Ei/c ) ( 8,19 )

Sustituyendo en ( 8,18 ) :

M =ri/cx(Fi+fi)

M = ;i/c xmi'éc +;i/c xmi( &x?i/c ) +:7'i/C xmiiﬁx (%’ﬁi/c% (8,20 )

dhora bicn, tomando momentos con respescto a C de todas los fuerzas que ac-

tien sobre el sdlido rigido, tenemoss

W =rF x(F, +T.) =2 F, ,oF. + 55, T 8.21
LM, =1 ri/cy(Fi +f.)=2r., ¥F, + Zr., xt. ( )
Debido a que las fuerzas internas ocurren en pares iguales, opuestas y co-

lineales, sus pomentos se anulan, esto es:

& ri/CXfi =0
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Este cxpresidn indice quo el momento con respecto 2 C es debido finicamente

e lss fucrrzas externas aplicadas al sdlido,

Comparando lss ecurciones (8,20) v (8,21), observamos gque corresponde 2 la
sume de todas las ecurciones (8,20) oscritas para cada particula, asi:

"M = ST, xma + 2 1., xm (Qx7, ST, | wx (wxr, 8.22
LM =2z 3 /KM% *E Ty 1( 1/C) + = 1/c® wx(axrl/c) ( )
Evalurndo cada uno do los tdérminos do la ecuscidn (8,22) por separado, to-
numos §

ST, Xma o= o .— a 3.2

£ Ty 7 ms A (Z mT g ) x a, ( 8.23)

Teniendo en cuenta que f_/esté medido a partir del centro de mrsa, vemos
ife

quet

Zm;‘i/c=0 (8'24)

O YRS a =0 ( 8,25 )

Tomemos ahora [ }./ xm (qx 5./ ) . Pora doterminerlo, situemes cn C un
i/e ife
sistema de djes crrteosianocs X ¥ Z y expresemos con respecto a ese sistema

los sicuientes vecctores:

r X1+v3+a2l ( 8.26 )

-

i/c =

a=ad+ad+ok ( 8.27 )

B

1 efectusr el producto do los vectores de cste término llegamos al resul-
tado siguiente, en el cusl, 1= partfcula i la conoideramos como un elemen-

to de masa m, = dm = pav
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Z I‘i/c:{:mi( Ox3 /e ) = \E‘i/c x (ax ;i/c) dm

{axf Ply*+2)av - a Py &V - a, [P x dVl I

+[— a, J P xy av +ayf/° (X2+Z2)dV—aZ S Py dv.lj

+ [— a, JF xz av - ay J P yz dv + a, f/b(x2+y2)dv]i
( 8,28 )
Recordando les definiciones dades psra los momentos y preductos de inercia

de mssa, tencmos:

3 or. - a —. = - - -
2Ty/0 ¥ ml( & XTI/ ) Lax Tox %y Ixy %y, Ixz‘i i

+K—axlkz—a‘ylyz+az Izz‘.\E ( 8.29)

Mos falta fGnicemente evaluar el tercer Férmino de (8,22), Expresando me-
diante sus componentes rectangulares el vector w = wxf +w J+ WZE
referido al mismo sistema XYZ centroidal, y ademas, hacien&% 12 misma con-
sideracién para le masa de la particula i, obtenemos:

b3 T3 1oXy wx(wxri/c

:3’.[wxwz B xde+(w§-w;) [ /Oyde+wywz[f /D(x2+y2)dV— / IO(XZ+22 )dV]-Wnyf /oxde]
+3 [wxw y_f /oyde+(w}2{—w§)f /Oxde+wxwz[ [ /O(yz-!-zz)dv—f P(x2+y2)d\/§-wywzf /oxde}

+k [wywz [ Pxzdv+ (w}zr-w}zc) J /Oxde+way[f P (x2+z2 )av-f P (y2+Z2 )d\/i\ W [ /Oyz.dV]
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LTy, Xmy WX (w x ri/c)

el

| > 2
= [ th».ZIXV + v~ w& )Iyz + wywz(IZZ - yy) -w w I :l

2 2 -
+ {-MXWYIYZ + (wx - wz)Ixz + wxwz(Ixx - I ) - w v, 1 \ J
2 2
+ [.w wI +(w =w)I +ww (Il - I - ‘X ( 8.30)
{ 'y z7xz v x’'Txy X v yy " y

Sustituyendo en (8,22) los resultados cntontrados en (8.25), (8,29) y (8.30),

obtenenmos:

ZM =ZM3I+INJ+ INEK (8.31)
donde:
oM =g I 4+ww (I -I )+I (ww-gq)=-I (x+ww)+1 (W2 —wz)

X XXX Yz Tz2 Yy Xy X 2 ay X772 Xy yz % 'y

. 2 2
Mo = - - - -
PN Gnyy + win(I; Izz) + Iyz(wxwy az) I (ax+wywz) + Ixz(wk wz)

- - } 2 2
z Mz =a,l + way(Iyy Ixx) + Ixz(wywz -0l ) -1 (ay+wxwz) + Ixy(wy wx)

( 8,32 )

De la cinematica rccordamos que el movimiento de un sélido rigido puede
considorarse como la superposicidn de dos movimientos, uno de traslacién
mis no  de rotacidén alrededor de un cje que pase por el punto de referene
cia, lo cual se comprueba en virtud de las ecuaciones (8,17) y (8.32). La

primera corresponds a la traslacidn del sélido con el centro de masa C, y
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la segunda a la rotacidén del mismo alrededor de un oje que pasc por C,

Los ccuaciones (8,32) pueden simplificarse si elecimos el sistcme de refe=-
rencia controidal XYZ de manera que coincida con los ejes principales que
pasan por el centro de masa, es clarn que los productos de inercis son to-

dos cern, dando por rosultado las siguientes ecuecicnes;

M o= T+ (I - I )

- I -
oM anyy + waZ(__xx IZZ)

e

g
=
[t}

. G’ZIZZ + wxwy(Iy_y - I}Dc) ( 8.33)



121

CAPITULO 9
TRABAJC Y EMERGIA,
9.1 PRIVCIPIC DLL TRABAJC Y LILJGIA CIIETICA , UBIDADES,

Se enurcias asi: ®La veriacidn que experimenta la energias cinitica de una par

ticula es igual al trabsio realiz~do per la resultante de las fusrzas que
actian sobre 12 particula®, (Es tamwbién conocido como teorcma de las Fuer-
zas Vivas),

Sea une particula de masa m que se mueve dc la posicidn A a otra B bajo la

accidén de la fuerza F, De la segunda ley de Newton:

( 9.1)

=1

F =m

ultiplicando escalarmente ambos miembros de la ecuacidn por dr e integram-

do las posiciones 4 y B do la particula, tencmoss
B () B . =

B _ . . g
JFedr =) mredr = J m?.—d%-dt
A A A
B .. B,
= % mf d(r.r) = % m [ dv
A A
=4m vg -im vi ‘ (9.2)

La irtegral del lado jzgnierdo de esta ecuscidn sc denomina el trabzjo hecho
por la fuerza F y s¢ rcpresenta por UA B = El t&rmino %mv s 1llama

c¢rorgia cinftica 4~ le perticula y sc represents por EC, Asi, con c¢sta e-

cuscidn cueda cstablccido matemnticemente -1 principio del trebajo y la e-

nergia cinética,

- EC ( 9.3)

v B A

g = EC

Debe observarsc que el vector dr os tangente a la trayectoria del movimiento
de la particula, de modo que ¢l producto escalar F.dr representa la compo-
nente de la fuerza on la2 dircceidn del desplazamionto multiplicado por el
dosplazamiento, Ixpandiendo el producto cscalar Fear por medlio de las
componentes rectangulares, tenemos

B

Uy g = IA ( F dx + Fydy + F dz ) (G.4)
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Ia veriacion del tr-b-jo con relecién o1 tiempo se denomine Potencis (. ),

P-F.-L _F.3 (.5 )
Dehe not-rse cue el troheoin, 1a enervis cinética v 1o potencis son crntidedes
escrlares,

UVTL DLS, Bl trabajn y 1o evergiz cinétice resvltan de rultiplicar fuerzas por
desvlrzwientos, untonces, en el sistema Técnico 1o unidrd de trabzjo es el
¥iloersmetro (rem)ien el sisteme m.k.s. el el rewton--etro y se le llame Julio;
en el ¢, ,s. es 1= dina-centimetro denomirads Treio., n el sistems téenice in-
glés cs el pie-libra,

La potenci» result- de dividir el trabajo entre el tiempo, .in el sistema téc-

nice 1- uricd-d de rotrvcics es el Kilnerdwetro ror sesundo (Kegm/ses), un mGl-

tiplo suvo es el cabzllo de vawnr (cv) cue eauivrle » 75 K@m/seg. n el siste-~

mo v,lo,s, 1o Unided es ol w-otio (w), wiiltiplos de é1 son el kilowofic (lkw =
£ )
1000) v el megrwetin ((1ow = 10 w); v en el e.g,s 10 uric~d es el ergic/seg,

In el sistems técnico inelés la unid=d de potercia es el pie-libre/seg. Multi-

]

J

o svvo es el horse-power (1 HP = w~ies-librafseg = 33000 ries-libra/iin,)
o2 SI9Th 3 D FUEREAS  CCNSERVATIVAS, EiERGLA POTENCIaLe

0

wn»

e» F un~ rart7c:l- brjo le ~ceidn cde vra fuerza F gue es funcidn de lo posi-

cidn de su nunto de arlicreidn solruevte, asis

F = Flx,y,2) ( w.é)

Si sdemds, estr fuerzz muede ser exrreszada como el grzdiente de ~lguna funcién

escalar ¢( X, ¥V, % ) , la curl llem~reros furncidn pctencial, es-

to es, si rodemns eccrihir:

F:\?¢=9“Qi+§@f+6§ ('?'7)

Brtonces, el trabajn hecho por 1z fverz= F cuando la porticuvl- se mveve de

A a 35 results:
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B_ B _
U, ,=J F,dr = [ ¥V ¢,dr
A-B T, .
B ) .
) s 5, 8 i (axTaay e k)
A
P ob g L0 L 8
= fA ( o dx 6v dy + S dz ) = f ag
Upp =P = 0y =10 (5.3

femos que el trabajo reslizedo por F es inderendiente de 1la trayectorir se-
gnide nor le particula, siendo Unicamente funecidn de los puntos extremos A y

t}

Una fuerza que cumnle con estas condiciones es llamadc fuerza conservetiva,

Ia Puncidn V definida como sigue:
V=~ ¢(x,v,2) ( 9.9 )

s llamada la epercria potencial de ls particula, Cbservamcs entonces que la

energir motencial de 12 particuls es una funcidn escalar que depende unice-
mente de su nosicidn,

De ~2cuerdo con la definicidén de V , poderics escribir:

La ecuacidn (2.10) exnres= que “la vari~cién en energis potencial entre dos
nuntos es igual v de sicro contrario al trabzjo realizado por lo fuerza con-
servetivae F sobre la prriiculall,

Si 1~ trevectoria es tal que la pcsicidén final de la particula coincida con

1z inicial (o sea ouve la travectoria es cerrada), es evidente gue no hz habido

v
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combio en su enereia notencial, por corsiguiente, el trabajo hecho por F.

s Cereon
d-ﬁ_"d;‘ =0 ( 5,11)

G,3 FRIFCIIIC DR COFSERV CICH Lii LA ENFERGIA MECANICA,

La suma de las enerdia cinétics v potencirl se denomina energis mecanice

total de 1s particulsz,

De las ecuaciones (9,3) v (9,10) tencmos 1

Uy_p = ECy = EC, = ¥, = Vg
— i @]
v, + EC, = Vg + dCg ( 2.12 )

La ecvacién (=,12) es el enunciadc matemdtico del principio de conservacidn
de la energia mecanics gque dice ®cu-~ndo una particula se mueve bzjo la accidn
de un sistema de fuerzas conserv-tives, su energia mecénica total permanece
constante®,

STSTEMAS MIXTC3 DE TULRZAS,

Frecuentermerte se encuentran varticulss sometidas tento a la sccidn de fuer-
zas conservativsas como no conservetivas, For ejemple, el roza-iento entre
una particula y el plano scohre el que se mueve,

S5i Fces la resultante de un sistema de fuerz~s conservativas que actla socre
une particul-, y‘fﬁ la resvltente de las no conservativas, de acuerdo con

(9.3), rodemos escribir:

2 2
T * T T . r et i - 01" )
fl F, * dr + fl F_+ dr = EC, - EC, ( 9.13
De la ecuacidn (9.10):
¥ (9.4 )
. I =~ — C’.
fl Fc dr = Vl V2 p
De estas dos ecuaciores se deduce que:
: (9.15)
E —_ k) . 7_ o.l
V2 + C2 Vl + ECl + F dr &

1
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Este resultado extiende el principio de conservacidn de la energia 2 los
sistemes no consarvstivos, puede decirse ertonces, que 1= energia mecanica
firal de la particuls es igurl a su energia mecdnica inicial mis el trabajo
cdescrrollado ror las fuerzas no conservetivas,

0.4 FRIVCIPIC DEL TRABAJC & ZFLRGI L CINETICA ItR4 UN SISTENMA Do 1 aRTICULLAS,

La energia cinética de un sistema de particulas es 12 suma de las energias
cinéticas de las varticulas individusales:
EC =5 (4 nm.v ( 9,16 )

Refiriendo el moviiiento de csda particula al centro de masa del sistewma, te-

nemos:
T, =T + 7T, ( 9.17 )
i c i/e
dondes
Y. es el vector de posicidn de 1la particula i
i
T es el vector de posicidn del centro de masa c
c
;_/ es el vector de posicidn de la particuls i con respecto ol centro de la
i/ec
masa,
ademés:
2 - = - - -
v o= v.ev. = (v + V. e (v +v )
i "7 ( c 1/c) ( c i/e
Vevi 425 e T, 4w ( $.18)
i c c i/c i/e

sustituyendo en (9,1%4)

_ 1 2 e« B T 15 mv? ( 9.19)
EC =2 (3 m; v ) + Vo' Tt (% miTs Y + 3 & ™V e C

Teniendo en cventa cue . estd medicdo a partir del centro de masa, resulte:
ifec

\")

Z m. Fi/c =0 ( .20 )



Intonces la enersgia cinétice del sistemo es:

EC = % mv2 + %3 m.v? g.21 )
c i'ife

donde m es la masa totel, Luezo, podemos decir gue “la energia cinético ce un

sistema de particulas es la suma cde lo energia cinétic: de uns prrticule con

una masas igurl a 1~ masa total del sistems vy con una velocided igual a la del

centro de masa, mds la energia cindtica del sistema relativsa al centro de me-

sa ,

Bl trrbajo rerliz~do por todas las fuerzrs del sistema es 1z suma de los

treba jos hechos sohre cedr particulr, rsi:

2 2
U = F £ ¢ dr, = > (F T.) r o dr
1, =2 fl (F,+f, )»*dr, fl g (F, + fi) (dr_ ar /. )
2 _ 2 _ 2 _ - -
= 3 . 3 . | N s G 2
fl TF, v dr + fl e dr, + fl Z(F +1.) ary /., ( 9.22 )
Si hrcemos F = 2 ?i v not=mos ~Cemds que la suma de las fverzss internas es
cero, & fﬁ =0 ,tensmos:
1 2 _ 2
U ES s dr s (F r e dp C
10 fl Foedr + fl £(F, +1£, ) aF; /e ( 9.23 )

iste resultrdo nos da el trabajo realiz-do por todas las fuerzzs cue actian
sobre el sistema de rarticulas,
“seribamos shora seraradavente 1lrs ecuaciones de trobajo y energia cinética

vara ceada particul~, y luego su~icmes miembro a miembro todas las ecurciones,

s

asl.:
2 = 2 2
FY) e adn (1 _ (1
f1 CFy+8) edry = (Smpvi )y = (Fmvl )y
2 — _ _ 2 2
by fl (F, +f, )+ dr, =2 (% mvy ), - & ( 3 m.v. )y ( .24 )

El miewbro izarierdo de (9,24) corresponde al trabajo re-lizzdo por todas las
fuerzrs, v el miembro derecho a la variacidn de la energia cinétics cdel sis-

tama,
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Usando los resultados obtenidos en (9,21) v (9.23) podemos trasformar la ecua-

cién (G,24)

2-—- - 2 — — —_
. " Y ° i
jl F dr, + jl 2 ( Fi + fi ) dri/c
- -
_ [l 2 1 = 2 ! i 2 1 o 2\ O 25)
= LZ sl VC + 35 X mi Vi/cl ) - 12 m VC + 3 A mivi/ckl 7

Ahora bien, usendo el result=do obtenido en la ecuacién (?,16) e integrando con
resnecto a.?c, obtenemns:
2

- - 1
fl F drc =(%m e /2 c ‘1

2
fl Fedr = (im vi )2 - (3m v )1 ( G.26)
2 = 2
) . A — 1 - 1 - ) b
] z( P+ fi ) dli/c =(3 3z mivi/c)Z (5 =z mivi/c )1 ( 2.27)

Estas ecuaciones expressn el nri-cipic del trrbajo y la energia cinética para
un sistems de particulas,

9.5 FRIFCIFIC DEL TRABAJO T BIL RGTA CL:'ETICA P-RA LGS SCLIDCS iIGIECS,
COLST.RV/CICH D LA wiiRT

‘lemos encortrado en la ecuzcidr (2,21) que la enerzia cinétice para un sistema

de varticulas es:

~a

I R S g
EC=2sm vo+F L My e ( 9.28)

en la cusl Gi/gs la velocidad relativa de la particula i con respecto al centro

de masa, lars un so6lido rigido este valor es:

vi/c

= ﬁ X ;i/C ( 9.29)

en la cual w es el vector velocidad ansular cdel sélido, Luego:

Vi/C = vi/C‘;i/C = ( ﬁ X ;i/c) hd ( ﬁ pA ;i/c) ( 9-30)
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En términos de sus componentes rectangulares, obtenemos:

WX T = ( Wi+ Wi+ wzk ) x ((xI +y3 4+ zk )
= ( w2 =Wy ) 1o+ ( wx-wz )i+ (wy- WX ) k ( 9.31)
Entonces:
v2 =(wxr ) e (wxrv )
i/e ile i/e
2 2 2
= ( vyz -~ Wy )T+ ( WX = W2 )7+ ( L wyx ) (1 9.32)

Desarrollando los cusrdrados ¥ agrupando términos:

2

2
i/e )

2 2 )

v = JZ ( y2 + 22 ) + w2 ( xz + 2z + w2 (x" +y
x v 7

- 2W_ W Xy = 2W_W XZ — 2W_¥W Yz (
Y Wy g ( $.33)
volviendo shors » la ecuacidn (9,27) donde 1 mase mide 1s perticula i del sb-
lido es:

m, =dn = Pav ( ¢.34)

Cbtenemrmos:

EC

tof

2 r 2,2 2 2, 2 2 2, 2 2
my + % f!_wx(y +27) + wy(x +27) + wz(x +y)

2wxwvxy - 2wxwzxz - 2wywzyz} P av

By

Wif /D(y2 + 22 )dV -+ wif /3();2 + ZZ)dV + Wif/\)(xz + yz)dv

I
ofk

2
v o+ &
(]

bwwﬂ%WV—&E%fﬁmﬂ—Z%%fﬂwwx ( 9.35)

thora bien, recordemos que x,v,2 son las componentes rectangulrres del vector

ri/é el cual estid referido a un marce cartesiasno con origen en el centro de
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masa C del s6lido. Vemos mues, que las integrales ‘de 1la ecuocidn ($,35) son los
momentos v procuctos de inercia del sdlido con respecto 2l sistemc de ejes que

tiene su origer en €, Asl pues:

EC = % mv° + %{_wz I +w I+
c x XX v Yy 7 "2z
-2 w I -2uw I =2wuwl ( 9.36)
X YTy X'z Xz v 7 Ve

Fodemos interpretar este resultrdo asi, el primer término representa la energia
cinétics de trsslacidn del sélido, mientras que el segundo da la energia ciné-
tics de roteacidn del mismo alrededor de su centro ce masa,

También Hemos ercortrado que el trebnjo realizado por todas las fuerzas que ac-

tuin sobre un sistema e particulas, segin la ecuzcidn (9,23) es:

2 2 ~ -
= _- p ! sl F r ¢ Gr
2 _ _ 2 _ _ 2 _ _
= fl ) drC + fl Z(F.1 . Qri/c) + fl z( f.1 . dri/c) (-9.37)

2
Pars un sdlide rigido, el término fl PN (fi-d;i/c) es nulo,

En efectc, sesn « v B dos particulas de wun ‘solido y C el centro de masa

del miswme, f v-f les fuerzas ejercidas ror B sohbre 1 y por & sobre S respecti-

vamente,
2 . 2 _ 8)
= F e 47 - F) e« dp — . T - dr g, 38
U, = fl £oedry,, +( f) drg/, = fl £ (dry), ~drg), ) ( 9.3
Fero:
drA/c - VA/c dt
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que sustituido en ($,3%) nos da:

2
= T e v G,39
Ul_z_fl(f vA/B)d_t ( .39 )
EAZB es rerverdicular a ;A/B ¥ por lo tanto a ¥, de donde el producto escalar
f'vA/Bes nule, esto es, que el trabojo de les fuerzas de interaccidon entre dos

prarticulas cualesquiera del sdlido con respecto al centro de mesa es iguel a
cero, De lo que se deduce aue:

2

flL (1 dry g,

) =0 ( 9,40 )

Il segundo término de (9,37) representa el trabajo realizado por todas las fuer
zas externas que actlan sobre el s6lido con respecto al centro de masa, Lste

término lo podemos transformar recordande de la cinematica que:

dri/c = V. at

It
—~
=
>
=
.
~
~—
@l
o+

Fero: dg = w dt

H T = I T 9-"""1
Luego dri/c db x ri/C ( )

Sustltuvendo (0,41) en fl ( fi. d;i/c) , encontramos:

= 1
Z ’ = 3 3
f (F, dr/) fl l (a9 xry, )
Segun las propiedades del producto mixto de tres vectores, tenemos:
2 _ _ 2 Qo _ _ -
fl = ( Fi' dri/c ) = fl z \wde + ( ri/c x F. )

1

i/c X Fi es el momento e la fuerzajFicon respecto al centro

de masa, asi:

en donde 1

Mi/c =Tife ® Fi
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Intonces:
2 _ _ 2 _ _
fl £ (F,e drs /q ) = f1 2 ( M, /e 4o )

Teniendo en cuenta que P es el mismo prra todo el sélido:

2 2

fl % (Fye dr, /, ) = fl (ZMi/c ) » do

Haciendo ahora ﬁ; = 2 Ei/c , finalmente obtenemos:

2 _ _ 2 _

flL(Fi'dri/c):fl M, + 43 ( 9.42)

Luego, en (9,37) sustituimos (9,42) para encontrar el trsbajo realizado por
todss las fuerzss oue actiian sobre el sdlido:
2 2

U, = fl Fe dr_ + fl H, o+ 8 ( 9.43)

Habiendo determinado aue, para un sistema de particulas, el trabajo es iguval a
la variacidén en la energia cindtica, Fuesto que un sbélido rigido es un sistema

de particulss, se tiene :

1-2 2 1
2 2
[ Fedr + [ M *do= |3 mv> + % ( W?I T 4wl
1 ¢ ] c XXX VoYY 2 22
12
- 2wwl =-2uwIlI ~2ww I ( 9.44 )
Xy Xy X 7 X2 yeye|

Sabemos también, segiin la ecuacidn (9.26) que para un sistema de perticulas:

2 _ s12
f Fedr =| 3 mv

c
1 A 1.
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For lo tarto, la ecuacidn (9,44) equivale a las dos siguientes:

2 _ 572
[ F- dr, = 3 nv, ( 9.45)
1 _ 1
2o~ o2 2 2
S M ocdo=3|wI  ++vI +wI =-2uwl
1 © pllbioq Vyy z 2z Xy
12
- 2wWI -2uwlI ( 9.46 )
X 2 X2 vV 2 vz

Estas ecuaciones expresazn el principic del cirabajo y energia cinética  paras un
s6lido, La primere describe el movimiento del centro de mesa del sélido, mien-
tras que la segunda, el movimiento del s6lido con respecto al centro de masa,
Para simplificar la ecuacidn (9.46) podemos elegir como ejes principales de
inercia el sistema de referencia que pasa ror el centro de masa, obteniendo:

2 _ 2 2 |7
w. I +w I +w I ( 9.47)
vy 7z “z2

ol
™

fl M, o+ ) =

Conservacién de la Enercgia,

Ya antes hemos visto que el trebajo de las fuerzas conservativas se puede ex-
presar en funcidnde la variacidén de energia potencial, Si un sélido rigido se
mueve b=jo la accidén de fuerzas conservativas, el principio de trrbajo y ener-

gia se puede expresar de 1o forma sisviente:

EC, +V, = EC, + V, (.48 )
fve en palabrrs dice asi: ¥ si un sélido se mueve bajo la accidn de fuerzas
conservatives, la suma de la energia cinética y de la energia potencizl del
s6lido permanece constante:, En algunas ocasiones tendremos que tratar con so-
lido rigido sometidos 2 la accidr de sistemas =mixtos de fuerzas, es decir, de
fverzas conservativas y de fuerzas no conservativas, En este caso, la ecuacidn

deberi escribirse asi:
2

EC1 + V1 + fl Fn « dr = EC

( 9.49)
> * Y5
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CATITULC 10
IMPULSO Y CANTIDAD DE HOVIWIEY'TO
10,1 T'FULSC ¥ CANTIDAD DE MCVIITILI'TC Pi UI'y FARTICULA,

Ses una particula de mesa m sobre la cue ~ctla un conjunto de fuerzas cuya re-

sultante es F, De la segunda ley de Newton:

F = r_na =M j‘ti (10-1)
F dt = mdv (10.2)
Integrande tenemos:

ta_ v2 _

J Fdt=[  mdv (10.3)

t v

t2 _ _ )

] Fadt = mv, = v, (10,4)

t1

Bl término F dt es 1llamado impulso y el vector mv, cantidad de movimiento.

La ecuacidén (10,4) establece gue “el impulso de F es igual al cembio en la
cantided de movimiento de la particula scbre la que ectla durante un intervalo
de tiempo dado .

Si la resultante de las furrzas gue a2ctlan sobre la particula es nula, el im-

pulso es cero y la  ccuacidn (10.4) se reduce aj
mv, = nv (10,5)

es decir,  cuardo el impulsc de la fuerza resultante es nulo, se conserva la
cantidad de meovimiento de la particula’,

Consideremos shora dos particulas de masa m, ¥ mg que eJercen acciones mutuas,
De acuerdo con la tercera ley de lewbon, éstes seran iguales y opuestas; por
consieulente les impulsos de cses fuerzas sorin también ipuales y opuestas,

Asi, para la particulas 4;
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[ Fk dt = m,v

t

m,v (10.6)

a2 7 AT

Fara la marticula B:

[ By dt = mgip, = mpvg, (10.7)
Pero:
i) FA dt = = [ ?ﬁ dt (10.8)

Por consiguiente:

(mvp = My ) == Cogigy = mgvpgy ) (10.9)

MV F MpUps = MV, + mpvo. {(10,10)
En general podemos establecer:

m, GA + my GB = constante (10,11)

5i hay ©''s de dos particulas cen el sistema y todas las fuerzas actuando sobre
ellas son dehidas a acciones mutuas, es decir, que no hay fuerzes externas,

podemos escribir:

I m. V. = constante (10,12)
1 1

Este resultado se coroce como Principio de conservacién de la cantidad de mo-

vimiento,

10,2 TPULSC ¥ C.NTID'D DE (CVIFIEI TC DT U¥ SISTLriA DE F:RTICUL S, -

fuando en un probleme intervienen verias particulas, la ecuacidon (10,4) debe
rsceribirsc para cads un~, esi:
2 — —
J (F, +f., )dt=(m v
i i i

. - (m vy )4 (10.13)

1 )2 1

Sumando shora vectorialmente todas las ecuaciones, llegamos al siguientc resul-

tado:
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ol (F. + f.)ﬂt-:'j ( LI ), - & ( mivi)1 (10.14)

2

Sin embargo, como la resultante de las fuerzas internas siempre.esnula, resul-

ta:
2
by f1 F.dt = 2 (miv.) - L(miv_)

(10,15)

thora bien, teniendo en cuenta la ecuacidén (8,14), el resultado anterior pue-

de exrresarse usando el wmovimiento del centro de masa:
2J Tt = (), - (mv )y (10,16)

Este resultedo es idéntico al que se obtendria si se considerara el movimien-
to de una particula de mass m = Z]mi sobre la gue se-aplicaran todas las

fuerzas externas,

FNomento Cinético,- E1 momento cinético o cantidad de movimiento angular HO,

de una perticula de mas? m con respecto a un punto fijo O se define mediante

la exnresidn:

]

I (10.17)

donde r es el vector de posicidn de la particula con respecto a 0,

Tl momento cinético de un sistema de particulas es la sume de los correspondien-

tes a todas las particules, asi:

E = L(ri X mivi) (10,18)
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Derivando con respecto al tiempo, encontramos:

H =2 (v.1 x mivi) + Z (ri X miai) (10,19)

Dado que los vectores v, ¥y mv, tienen la misma direccidn, su producto vecto-

risl es cero, por lo tanto:

HO = L(ri x miai) (10,20)
dhora bier, de la segunda ley de Newton, tenemos quc para cada particula:
F.+f. = m. a. (10,21)

Premultiplicande vectorislmente este resultado por r,

i
;“. X (F + f) = ;‘ X mé (10.22)
i i i i i7i
Y para todo el sistema:
Py -ri x (F.1 + fi) \ = b(ri X miai) (10.23)

El miembro izaguicrdo de esta ecuzcidn representa el momento de todas las fuer-
L

zes reswecto al punto fijo 0, ¥ el miembro derecho es Ho .

Debido a que las fuerzas internas ocurren en pares iguales, o'uestas y colinea-

les, sus momentos se anulan, por consiguiente el momento resultante es cebido

unicamente a2 las fuerzas extern~s del sistema:
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Moo= T
LO r, X JF.1 (10,24)

Entonces, la ecunrcidn (10, 30 expresa gue ‘el momecnto resultante, con respecto
a un punto Tijo 0, dc las fucrzas cxtcrnas aplicadrs a un sistema de particu-
las es igual » 1» veriacidn con el tiempo del moménto cinético del sistema con

respecto al mismo punto 07,
A =W ( 10,25)

Hrsta nqui, el momento cinético ha sido tomedo con respecto 2 un punto fijo,
Frecuentemente conviene elegir un punto que no sea fijo, Sea F un punto cuya
velocidad tienc la misma direccidn que la velocidad del centro de masas del
sistema,

L» particula i se localiza respecto » un punto fijo mediante el vector de po-

sicidn:
T, =1, + 1 /p (10.26)

Ahora bien, el momento cinético del sistema respccto a P seri:

Derivando con raspecto 21l tiempo:

Hp = L(Vi/P x miVi) + Z(ri/P x miai) (10,28)

Demostraremos que el orimer término del miembro de la derecha de la ecuscidn

(10,28) es nmilo, En virtud de le ccurcidn (10,26) podemos escribir:

vi/F =V, - Vp (10,29)

Luego, el primer término de (10,28) resulta ser;

./_,(v,l/P X mivi) =1 [(vi - vp) % mivi\: —L(VP X mv.) (10, 30)
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Hagamos ahora refcrencia al centro de masa C,

vy =T, H Ty ( 10,31 )
vy =V, +'vi/c ( 10,32 )
Sustituyondo en ( 10,30 ) : )
7 ( Vip XMV ) = = 2 K_ p X mi( v, + Vs /e )&

=<7 ( Vo XMV ) - 2 ( Ve X MV )

== Vp XV, 4m =vVp X4 Vs /e (10,33 )
Fero como ;P ¥ Gc ticnen la misma direccidn
Ve X v, Bm o= 0 (10,34 )
y »demis como ;i/c este referido al centro de masa :
Zm Ts /e = 0 ( 10.35 )
Luego
EmvVsfe =0 (110,36 )

Por otra partc, ¢l momento rcsultante respocto a F de todas las fuerzes epli-

cadas al sistoma de particulias cs

MP=5‘I~.1/PX(F.1+fi )X:g({«i/meiéi) ( 10,37 )

Entonces 1a ccuacién ( 10,28 ) se reduce a la siguicnte @

Si ¢l punto F coincide con ¢l centro de masa C, resulta :

H, =M (110,39 )
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Las ccuaciones ( 10,25 ), ( 10,38 ) y ( 10,39 ) cxpresan quc la relacidn
H =M es vilida ciiendo el punto dc referencis es : ( a ) un punto fijo;

( b ) cl contro doc masa del sistema; ( ¢ ) cualguier punto cuya vclocidad

sca paralcla a la velocidad del centro de masa,

10,3 FRINCIPIC DE CCNSERVACICK DEL MCM:NTO CIMETICC.

Cuando ¢l momento resultantc dc las fuerzas cxtcrnas c¢s cero, la ccuscidn

H=M toma la forma :
H=0 ( 10,40 )
0 sca : H = constante ( 10,41 )

Este es ¢l principic de conscrvacidn del momento cinético, el cual establc -
ce quc ¢ " si el momento con respecto 2 0 dc las fuerzas cxternas aplicedas
»1 sistema dc particulas es nulo, ¢l momonto cindtico con rcspecto ~ csec

mismo punto pormanece constante ©,

10,4  TIKPULSC ¥ CANTIDAD DE MOVIMIENTC DE LCS SOLIDOS RIGIDCS.

Otro conjunto de rclaciones gque son de utilidad en c¢l movimiento de un sd -
lido rigido pueden obtencrsc a partir de los conceptos de impulso y canti -
dad do movimicnto,

Sca XYZ un sistceme de coordcnadns que ticnc su origen en cl centro dc masa
C del sélido rigido, El momento c¢indtico o centidad de movimicnto angular

del sdlido respecto a C, segln 1la ecuacidn {( 10,27 ) es :

HC = 5 ( I‘i/c x mivi) ( 10-“"2 )

dondc i cs unn perticula dcl sélido, ;i/c su vcctor de posicidén con rcSpecC -

to 2l centro de masa, v, su velocidad, m. SU masa, Del movimicnto relativo
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sabcmos que

H =1 [r. x m ( v, U ox Ts e )}

Xmv, +Z T3 /e X my (wxr, i/e )

(Z my T X G +2r., xm (wWxr, )
ifc ) ife i ( ife
El primcr término de osta cxpresidn cs nulo por estar ri/c referido 21 cen -

tro dc masn, Entoncecs :

., ) ( 10,43 )

5t
b
-

Hc T LTyl XMy (

S1 haccmos m, = dm ‘P dV , podemos cscribir 1

= T W T iV o
[P 5 g (axky )a (10,44 )
En componentes rectangulares, tcnemos @

ri/c =xi+ y] + zk

W=Wil+w J+wk
X v Z
H o=H_I+ Hoyd + H K ( 10,45 )

T x(wxr ) = \w (y2 + zz) - WXy - wXxz|1
i/e i/ ¥y z

x

+‘\i wxy+w(x +z)-W;Yle

+ _mxz—wyyz+w(x +V)\

-

D¢ le que sc deduce que
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2 2
chzwxflo(y + 2z )dV-wyf/Oxyd‘J-wa/Oxde
H =-w_ [ PxydV +w f/o(x2+z'2)dv-w P yz dv
cy ~ X Xy Y z ¥y
2 2
%Z=—v&fpzmdv-wyfp3mdv+wzfp(x +y° ) av

Cbscrvando que las intcgrales rceprescntan los momentos y productos do inor -

cia decl sdlido con respecto a su centro dc masa, podemos escribir :

H =w I -w I -w I
cx X XX V TXy 7 X2

H =~=-w_ I +w I -w I
cy X Xy Yy yy z yz

H =-w I -w I +w T (10,46 )
cZ X TXxz Yy vz 7z "7z

Estas ecuaciones nos dan las componentes rectangulares del momento cinég -
tico de un sdlido rigido con respecto a su centro de masa, Ahora vamos a
deserrollar las ecuaciones del movimiento del sélideo usando relaciones de
impulso y cnntidad de movimionto, Recordemos que pera un sistema de parti -
culns, el movimionto del centro de masa, segin ( 10,16 ), estid dado por :

2

f_F_‘idt:(mx;
1

o o= (v ) (10,47 )

Al ser el s6lido rigido un sistema de particules, esta ecuncidn define el

movimiento de su centro de masa, Ahora tcnemos que determinar ¢l movimicnto

con respocto al centro de masa, A partir de la ccuacidn ( 10,39 ) :

¥ . _ .4
Ilc - Hc - dt ( Hc )

0 sca

M, dt = d(HC) ( 10,48 )



142
Cuando ¢l sélido so mueve de la posicidn 1 a la posicidn 2, la ecuacidn

( 10,48 ) pucde ser integrada para obtener :

2 _ 2 _
flMcdt—_-fld(Hc)
2— — —
fl Mydt=H, =~ Hy ( 10,49 )
2—
dondc el término [ MC dt es llamndo impulso angular, La ccuacidn ( 10,49 )
1

cxpresa que " ol impulso angular de las fuerzas extern~s quc actian sobro
¢l sélido con respecto » su centro de masa es igunl al cambio en la canti -

dad do movimiento angular o momento cindtico ¥

Las ecunciones ( 16,48 ) y ( 10,49 ) relacionan 1las fuerzas y el tiocmpo
con los cambios en 1 velocidrd angular dcl sélido rigido respectivemente,

Tistas ecuaciones vectorinles conduccn a las siguientes ecuaciones escala -

res
2 2
[/ F_ at ::Km v \
1 ex |4
2 Y 2
fF dt =im v
17 \ Cy&l
2 12
J F dt=|mv
1 Z CZ 1
g
2 ‘ X 2
Joum _dt=Vlw I ~-w_ I -w I
ex X Txx Xy z Xz
1 \ 1
2 r 12
J M _dt = \f w, I _ +w_ I ~-w I \
cy X Xy y oy z V2

( 10,50 )

%
=
o
(_’.
"

r‘j"
£
H

54
™
1
=
[
4
R:
™
+
=
™
H
[n]
N
L
|_l
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Las Ultimas tres cxpresicnes pueden simplificerse si el sistema de coorde -

nadas materiales clegidos coincidon con los ejes principales do inercia

del sdlido, llegando a obtener

2 3 12
fMdetz WX)CX
1 1
2 i 42
J M. dt = \w I

1 ey RARLAR
2 12

J M dt = v, Izz‘ (110,51 )
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Semi - circulo

Sector circular

Barra delgada

a

il

l

Prisma rectangular
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4, 2
2 1 -2 0r=th)
A =5 nqma xe 72 1T
X = a L Ta =0
¢ yc ~ 8 xcye
g 1
Ve = 35 Ix =gme I = 2 a
Iy:grra
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x, = %? Ség 9 Iy =+ au(e + Sen 6 Cos 8§ )
xcye
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I =0
Xy
m=/1 Ie = I =0 Ixcyc =0
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_ 1 105 I =0
e T2 L ch Izc 12 Xy
y =0 2 ecte,
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s = 0 y Z 3
¢
2 2
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= = —" I =0
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i
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1 2 _ _3m 2 2
—_— n = 3'”-P Rh Tee™ T2c = 80 ( 4R” + 1%)
. 7, Ioaq o O
5 X T ye~ Ty~ 10
\ h ~ 1
Yy =%h
N\ c " . u(3R?® + 2v°)
) z, =0 Ig=1, = 20
N i h X ¢
s I =0,I =0
o Xcyce Xy
. etc,
Conc circular
recto
Y
2 2
e I -1 m(3R” + h")
-~ ~. /O th xc ~ Tzc T 12
/ 3 m =11
B R i I =1 =3mn#
] x, =0 ye © 7y
b1 2 2
i y,=%h _ -+ _ m(3R" + Ln%)
¢ Ix - Iz - 12
- i h z =20
o o
M,I/' CtC.
Cilirdro circular
rocto
L 3 -1 -2 pn?
m = 3 r]‘/D R IXC IX = 5 mR
X = ete,
X C
Jo 7 I =0
¢ xcye ' Xy
z =0
¢ cte,
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3! - g\'\l - ‘\_._.X XC =0 = I =0
R A 3 xcye Ty
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