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1 N T R O D U e e ION 

El presente trabajo está dirigido a estudiantes d e segundo 

año de bachill e rato y se e nma rca en la necesidad de insistir 

una vez más en l a react ivaci6n de la Enseñanza de la Ge ome-­

tría en todo el Sistema Educativo Nacional, razón por la cual 

el presente trabajo es continuación del trabajo de Gradua--­

ci6n titulado "Un Enfoque Moderno de la Enseñanza de la Geo­

me tría" el cual está dirigido a es tudiantes de primer año d e 

bachillerato. Es del conocimiento de todos la drástica reduc 

ci6n que sufri6 la Geometría en lo s programas que se diseña­

ron con la Reforma Educativa de 1968. Con esta reforma a ni­

vel d e bachillerato en lo que se refiere a Geometría s610 

fueron incorporados algunos e lementos de Geometría Analítica, 

y en los nivele s educativos inferiores solamente algunos as­

pectos muy básicos de figuras geométricas. 

A lo anterior agreguemos las dos dificultades fundamentales 

de la Reforma Educativa, estas son: La poca preparación de -

los maestros para la puesta e n marcha de la misma, así como 

también la concepci6n equivocada de ide ntificar la Matemáti­

ca Moderna solo con Teoría de Conjuntos. A la fecha los re - ­

sultados son e videntes, ya que las promociones estudiantiles 

tienen muy poco conocimiento de la Ge ometría. 

En este trabajo se propone un modelo e n el cual se retoma 

la Enseñanza de la Geometría ; se propone retomarla en coneor 

dancia con e l estudio del Alge bra Lineal. Además, se ha que-
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rido combatir l~ estructura de la Ense ñanza Tradicional, in­

troduciendo unA forma. de e nseñAnza-aprendizAje en la cUAl el 

maestro s e convierte en un f acilitador del apre ndizaje, mien 

tras se promueve una mayor participación del estudiante para 

la rede scubierta del conocimi e nto. En este s e ntido la Geome­

tría e s un valiosos ingrediente para e l desarrollo de la in­

tuición ya que a travé s de r eprese ntacione s geomé tricas, que 

logra a base de actividades de "dibujo", puede pre veer los -

resultados teóricos esperados . 

Por todo lo anterior planteamos para e l pre s e nte tra bajo los 

siguientes objetivo s: 

i) Objetivo General: 

Elaborar una propuesta metodológica de Ense ñanza de la -

Geometría. 

ii} Objetivos Es p e cíficios: 

a) Promover la reac tivación de la enseñanz a de la Ge ome­

tría Euclideana en e l nivel me dio y universitario. 

b} Elaborar una visión unitaria de la matemática, a tra­

vés de la relaci ón entre e l Algebra Line al y la Geome 

tría. 

cl Tra tar de impulsar una me todlogía a base d e activida­

des para de spe rtar la intuición, la iniciativa y cre a 

tividad en el estudiante. 

Para la consecución de estos objetivos, se ofrece una fórmu­

la de c ontenidos de Geometría, para desarrollar en el segun­
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do AfiQ de B~ch111erAt9, de ~cu~rdo ~l esquema siguiente; 

CAPrTULO l. BARICENTRO PARA n PUNTOS 

Definición de Ba.ricentro para una fa~ilia de 

puntos 

- Asociatividad del Baricentro 

CAPITULO Ir; SUBESPACIOS VECTORIALES 

- Espacio Vectorial 

- Definición de Subespa.cio Vectorial 

- Espacio Suma 

- Suma Directa de Subespacios Vectoriales. 

- Suma Directa. de Subespacios 

CAPITULO lII; APLICACIONES LINEALES 

Definición de 

- Homotecia Vectorial 

- Transformac ión de Vectores por una Homote.cia 

- Vectores Inva r iantes 

Definición de 

- Aplicación Lineal 

- Imagen de una Ap licación Lineal 

- Núcleo de una Aplicación Lineal 

- Teorema de Caracterización de Aplicacione s L1 

neales 

CAPITULO IY; APLICACIONES AFINES 

- Definición de aplicación afin 
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CAPITULO y; 

CAPITULO VI: 

- Aplicación Li e nal Asociada a una Aplicación 

afin 

- Teorema de CAracteri zac ión de Ap licaciones 

afine s 

- Propiedades de Ap licaciones Afines 

- Proyecciones 

TRASLACIONES Y SIMETRI AS 

- Definición de Tras lación 

- Propi edades de l as Traslacione s 

- Simetrias Respecto a una Recta en una Direc 

ción dada. 

- Propiedades de las Simetrías 

ROTACIONES 

- Definición de Rotación 

- Propi e dade s de las Rotaciones 

- Rotaciones como una Composición de Simetrias 

Ortogonales 

Para el de sarrollo de lo s contenidos ante riormente propue s-­

tos, se ha utilizado una metodología a base de "actividades n ¡ 

cada activ idad requiere de objetivos específicos ; si se cree 

necesario se hace algún comentario y al final de algunas act~ 

vidades se hace una exposición sobre lo desarrollado en las 

actividades y en las cuales no aparece exposición será el ma­

estro quien tendrá la responsabilidad de hacerla; todos los -

capítulos tienen ejercicios propuestos relacionados con el 
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contenido de l~s ~ctividades. 

La form~ y e l orden en que Aprecen estos aspectos Geon sus 

funciones que desempeñan), se dá ~ continu~ción 

NOMBRE DEL CONTENIDO~ 

1. OBJETIVOS: 

Su función es determinar lo que esperamos que el estudiante 

realice en cada una de las actividades. 

2 . • ACTIVIDADES: 

Su función es que el estudiante por sí solo, con el auxilio 

del profesor, desarrolle paso a paso las instrucciones da-­

das en cada actividad, para que al final obtenga, intuitiv~ 

mente, la idea sobre lo que se trata en cada actividad. 

3. EXPOSICION: 

Su función es que el profesor dé una explic ación formal del 

c ontenido, apoyando se en la actividad que el estudiante de­

sarrolla. 

4. EJERCICIOS: 

Su función es que el estudiante refuerce y amplíe el conte­

nido vis t o e n cada actividad o actividades . 

Entre las ventajas que presenta esta Metodología, podemos -

mencionar: 

i) Se rompe con la estructura de la enseñanza tradicional 

(clase expositiva) 
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iil Quien ~SU~~ el papel fund~~ent~l en el proceso enseña.n-

za-aprendizaje, es el estudiante. 

iii) Atiende las diferencias indiyidu~les de los estU~i~ntes 

iv) Permite que el estudiante progrese a su propio ritnn 

v). Puede ser aplicado a un n~ero considerable de estud~an 

tes. 

vi) Proporciona los materiales para la consecusi6n de los -

objetivos 

Este trabajo, que si bien representa un esfuerzo, dejará de 

de ser trascendente sino es revisado en los distintos nive-­

les Educativos del Sistema de Educación Nacional; y de este 

sistema depende , que sea implementado. 

Indudablemente el trabajo a seguir es grande, hata el momen­

to solamente se ha hablado de ler. y 2do. afio testo hay que 

tomarlo como una inquieturd); habria que seguir con 3er. afio 

y en la Universidad; revisar todo lo de Educación Básica, 

hasta t e ner una propuesta global en la ensefianza de la Geom~ 

tria y después, seguir con la ensefianza del Cálculo, con la 

ensefianza del Algebra, etc. 

Para finalizar, dese expresar mi agradecimiento sincero a 

mis padre s Ro s a Milagro Mayorga y Marco Tulio Mufioz López 

(Q.E.P.D) por inculcarme el deseo de superación, influyendo 

con ello en el logro de mis metas, al Ingeniero Carlos Mauri 

cio Canjura, al Licenciado Manuel Alberto Yánez Dofio y al -­

Licenciado Francisco Orlando Parada Batres por su total en--
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ent;r;ega y p~ciente cQl¡3,bor~ción ~n l~ el~bora.ción del prese~ 

te trabajo. 
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e A P 1 TUL o 1 

BARICENTRO PARA N PUNTOS 

EXPOSICION: BARICENTRO PARA n PUNTOS 

Llamaremos punto ponderado al par (p, a ) formado por un 

punto P de IR2y un real a ll~mado coeficiente o peso p. 

n puntos ponderados (n > 1) i d e notemos a la famili~ 

«P . , a. )), i E [l,n] corno la familia d e puntos ponderados 
1. 1. 

DEFINICION 1.1 

Sea «Pi, a i)), i E [1,n] una famili a de puntos ponderados ; 

n 
Si I a i I 0, existe un ún ico p unto G tal que: 

i=l 
n 
¿ a i GPi = 'O 

i=l 

Aún más, siendo ° un punto cualqui era de IR2 se tiene : 

--->. 

OG = 

OG -~- ( 
n 
\' 
L Ct i 

i = l 

n 
¿ a ioPi) 

i = l 

6 

Este punto G es llamado BalLic.. e.n.L'w de. .ta. Fami.tia ((Pi, a i ll , 

iE[l ,n] o simplemente BalLic.e.n.t.lto de los puntos P1 ,P2' ... 'Pn; 

afec t ados de los coeficientes a l' a 2 1 a 3 , • •• , a n o 

Se denota: 
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ACTIVIDAD 1.1. 

Objetivos 

Que el estudiante; 

l. Deduzca la prop i edad asociativa del barice ntro 

2. Generalice la propiedad asociativa del baricentro para n 

puntos. 

PROCEVIMIENTO: 

Primera Parte 

- Toma un p lano cuadriculado 

- Determina su r eferencia (O,!,j), y una escala adecuada. 

- Ubica los puntos PI (5,5), P 2 (-3,3) 

Asigna a cada punto un mismo peso (p = 1.), es decir 

(P1'1) i (P 2 ,1). 

- Determina e l baricentro de los puntos PI y P 2 , e identifí 

calo con la l e tra G'. 

¿Son las coordenadas de G' = (2, 3 )? si no 

- Si tu respuesta es afirmativa, es tás en lo correcto 

- Si tu respuesta es negativa, ¡inténtalo de nuevo! 

- Asígnale al punto G' un peso igual a la suma de los pesos 

de P1 y P 2 • ¿Cuál es el peso resultante? R/ 

- En el mismo plano ubica el punto P 3 (5,-3) 

Asígnale el mismo peso (p = 1), es decir (P3,1) 

- Encuentra el baricentro entre G' y P 3 e identifícalo con 
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la letra G. 
---..:a. -.::a. ---=:.. ------=::. ---..:a.. 

- Efectua: ~tGG' + G'P I ) + tGG' + G'P 21 + lGP 3 

¿Fue tu resultado igual a cero? si no 

- Si tu respuesta es no, inténtalo de nuevo 

- Si tu respuesta es sí, simplifica la expresión anterior. 

--" ~ 

¿Llegaste a la expresión 2GG' + lGP 3 ? si no 

- Si tu respuesta es no, repítelo. 

- Si tu respuesta es sí, ¡muy bien! 

Segunda Parte 

- Toma un plano cuadriculado 
~ -'> 

- Define su refe rencia (O , i,j) y una escala adecuada, l=1 cm. 

- Ubica los puntos PI (2,3), P 2 (-1,2), P 3 (2,3), P,+(1,-4} 

- Asígnale los pesos (p = 4,3, 2 ,1) respectivamente, es de--

- Determina el baricentro de los puntos PI' P 2 Y P 3 e iden-

tifícalo como G'. 

- Asígnale al punto G' un peso igual a la suma ae los pesos 

~ ---::.. ~ ~ --=a.. ~ ~ 

Efectúa l4 (GG I + G' P 11 + 3 (GG I + G' P 2) + 2 (GG' + G' P 3)) + 1GP '+ * 

- ¿~ tu r esultado igual a cero? si no 

- Si tu re spuesta es no, ¡intentalo de nue vo! 

- Si tu respues ta es sí, simplifica d e otra forma l a expre -
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sión * 
-->. --'" 

- ¿Fue tu r e s ul tado 9GG ' + lGP 4 ? si no 

- Si tu respuesta es no, J intenta lo de nuevo ! 

Si tu respuesta es si, jmuy bién! 

Tercera Par t e 

- Toma un plano cuadriculado 

- Define su referencia (O,i,j) y una escala adecuada. 

- Ubica los puntos PI (2,l), P
2 

(-2 ,5), P
3 
(-3,3); PI, (3,6) 

P s (3, O). 

- Asigna l e los pesos (p = 2,3,4,5,l) respectivamente es de-

- Dete rmina el baricentro de los puntos P 3 , P 4 , P s 

- Efectúa: ( 2(GG ' +G'P 1 ) +3(GG ' +G ' P
2

)) +4GP
3 

+5GP
4 

+lGP s 

¿Fue tu resultado igual a cero? s i no 

- Si tu respuesta es no, jintentalo de nuevo ! 

- Si tu r espuesta e s sí , s i mpl ifica a la mínima expresi6n -

el resultado anterior. 

¿Fue tu resultado 5GG ' + 4GP 3 + 5GP 4 + lGP s ? ' si 

no 

- Si tu respuesta es no ¡ i ntentalo de nue vo! 

- Si tu respuesta es si, es t ás en lo correcto 

- ¿Es la suma de los pesos PI y P 2 igua l al peso GG'? 

si no 
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- Si tu respues ta es no, r epíte la suma ~ 

- Si tu respuesta es sí ¿podrias generalizar l a expresión -

anterior para n p untos? si no 

- Si tu respuesta es no, lintentalo! 

- Si tu respuesta es sí ¿cómo lo harias ? 

EXPOSICION; ASOCIATIVIDAD OE L BARICENTRO 

El baricentro G d e n puntos ponderados puede obte nerse 

sustituyendo varios de ellos, por su baricentro G' con p~ 

so igual a la suma de los pesos de dichos puntos; en don -

de l a suma de éstos pesos es no nula, y c a lculando al fi -

nal el baricentro G con los demás puntos restantes y el -

baricentro G'. 

DEFINICION .1.2 

Sea ((Pi, ai )), i E [.1,nJ una familia de puntos ponderados 

supongamos que existe una parte J de [.1,n] (J f ~ ) y Jf[l,nJ 

tal que : 

¿ a i i O. Tomando K 
i EJ 

1.1,nJ - J se tiene: 

n ----'>. --"o 

'\ a· Gp· == O <= > L l :¡. 
i=1 

I aiGP i + ¿ a iGPi 
....>. 

== O 
i EJ i E K 

Si O es un punto cualesquiera de IR 2
, se t iene 



OG = 1 
n 
\' L a . 

i = 1 1. 

n 
[ ¿ a.OP.] 

. J ¡ 1. ¡= 

Si reemplazamos O por G y G por G' e n donde 

G' = Bar ( Cp. , a . ) ), i E J, se tiene: 
1. 1. 

Entonces , 

n 
\' ---'>. = O L a. GP . 

i=l 1. 1. 

~ 

GG' = 1 l ¿ a. GP. ) 

<= > 

\' a. L. i EJ 1. 1. 

i EJ 

( ¿ a. ) GG I + 
i EJ 1. 

L a .GP . = 'O 
iEK 1. 1. 

Así, el baricentro G de los n puntos ponderados ((P. , a.)), 
1. 1. 

6 

i E[ l,n] puede calcularse, e ncontrando primeramente e l bari 

centro G1 de los puntos ponderados ((P .,a.)), i E J Y lue-
1. 1. 

go calculando el baricentro de los puntos ponderados 

((P . , a. )) 1 i i J c on el punto G1 de peso igual a la suma de 
1. 1. 

los pesos a. , i E J. Esta propiedad se denomina: A~ociativi-
1. 

... 
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EJE~eleIOS _1,~ 

1. Sea ((A,l), (B,-21, (e,3)} un sistema ponderado y 0,0' dos 

puntos de E. Compare los dos vectores: 

DA - 20B + 30C y 

¿Existe un punto G tal que: GA - 2GB + 3GC 07 

2. Sean A,B,C tres puntos no alineados y D el único punto E 

tal que el cuadrilatero ABCD sea un paralelogramo. Escoja 

tres reales a , p, y no todos nulos tales que: 

aDA + pOO + yISC = -O 

Muestre que para todo punto M del plano (ABC) , se puede 

encontrar tres rea les no todos nulos a ' , 8 ', y ', tales que: 

~ --ir. ----lo--..l¡, 

a 'MA + S ' MB + y' MC O 

3. Sea (A,B,C,D) un tetraedro, y A' ,B' ,C' ,D' los centos de -

gravedad de los triángulos BCD, ACD, ABD, ABC, respectiv~ 

mente. Escoja un siste ma de coordenadas baricentricas de 

A con r e specto a (A' ,B' ,CI,D I ). 

4. Sea (AB CD) un tetraedro y M un punto del plano P que pasa 

por A Y es paralelo al plano (BCD). Determinar la forma -

general de un sistema (a , p,y,o) de coordenadas baricéntri 

cas de un tal punto M con respecto a (A,B,C,D). Dar una -

relación entre a , S,y, o independiente d 1 punto M. 



CAPITULO 11 

SUBESPACIOS VECTORIALES 

EXPOSICION; ESPA CIO VEC TORIAL E 

1. Sea E un co njunto de IR 2 y sea IR el conjunto de núme­

r os reales. Si e n E puede definirse una suma t al que: 

ífu, v~ vI E rn 2 se cumple 

1.0 (u + v) EE 

1.1 (u + v) + w = u + (v + w) 

1.2 u + v = v + u 

1.3 jo E IR 2 
, U + O = O + u = u 

1.4 j-u E IR 2
, U + ( -u) = -u + u = O 

2. Un producto de e l e mentos de IR con ele mentos de E que 

satisfaga: 

ífu, v E IR 2 Y Va , S E IR 

2.0 a (u + v) = a u + a v 

2.1 ( a + S)u = a u + Su 

2.2 a ( Su) = ( a B)u 

2.3 lu = u 

Se d~ c ~ e ntonce s que E es un espacio vectorial sobre E. 

Los ele mentos de E se denominan v e ctores y los de IR, 

escalares. 



DEFINIeION 2.1 

Un conjunto de vectores E d e IR 2 y un conjunto de números 

reales (IR) con los numerales 1.0, 1.1, 1.2, 1.3, 1.4 en 

la s uma y 2.0, 2.1, 2,3 en e l producto de un escalar por 

un vector define lo que se llama : Un E~pac¡o Vecto~¡al 

de r S o b ~ e IR. 

ACTIVIDAD 2.1 

Objetivos 

Que el alumno: 

1. Adquiera la noción de Subespacio Ve c toria l 

2. Refuerce la representación gráfica 

PROCEDIMIENTO: 

- Torna un plano cuadriculado 

~ --" 

- Determina su re f erencia (O,i,j), Y una escala adecuada 

1 = 1 cm. 

Cons idera IR 2 corno un espacio vectorial sobre IR 

- Sea S = { (x,y) E IR 2 /y un subconjunto de IR 2 

- ¿Es S f ~ ? si n o ¿por qué? 

- Grafica S 

¿E s la gráfica de S una línea recta? si no 

- ¿Pasa la gráfica de S por (O,Ó)? 

9 
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~ 

y v 2 (6,3) son elementos de S? 

- Torna a = 3, S = 2 de IR 

- Dete rmina gráfica y analíticamente VI + V 2f e identiffca­

lo con v 
- ¿Es v(8,4)? 

...>. 

- ¿Es V un elemento de S? 

-"" - Determina av 1 ' e identifí ca lo 

- ¿Es VI un eleme nto de S? 1 

~ - De termina Sv 2 , e identifícalo 

- ¿Es VI un elemento de S? 
2 

...... ....:.. 

..:.. 

corno VI 
1 

...... 
corno VI 

2 

- Determina v~ + v ~ , e identifícalo corno w 

- ¿Es w un elemento de S7 

- ¿Cumplen los e lementos de S con todas l a s propiedades d e 

espacio vectoria l ? 

- ¿Qué concluyes? 

EXPOSICION: SUB ESPAC I O VE L/N ESPACIO VECTORIAL 

Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K.S se llama -

un ~ub e~pa c~o d e E, si S e s a su vez un espacio vectorial 

sobre K, c on r e specto a la adici6n de vectores y multipl~ 

caci6n por escalar en E. Un criterio más simple para iden 

tificar un subespacio e s el siguiente: 

~-------------------------------------------- - ------ ------
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TEOREMA 2.~ 

S es subespacio de E sí y solamente sí; 

il S no es vacío 
~ -->. 

iil S es cerrado para la adición de vectores; Sl,S2 E S 
->. ->. 

implica SI + S 2 E S. 

iii) S es cerrado para la multiplicación por escalar; 

SI E S implica que a s ) ES para todo a E K. 

Ejemplos de Subespacios Vectoriales 

1) Sea SI = { (x,y) E IR 2 /y -3x } y las operaciones defini-~ 

das en m 2 : 

i) (x+y) + (x',y') = (X+ X ', y+y') 

ii) a (x, y ) = ( a x, ay), con a E m. 

SI es un subespacio vectorial 

Prueba 

i) Sean (a,b) y (c,d) elementos de SI 
? 

(a +b) + (c,d) (a + c I b + dl 

(a,b) E SI -=> b = -3a 

(c I d) E SI => d = -3c 

b +d ::; -3a - 3c ::; -3la + cl 

luego, la + c , b + d) E SI 

Así la suma es c e rraca en SI 
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ii) Sea CXE IR, (a,b) E S l 
? 

cx (a,b) ~ ( cxa, cxb ) 

( a, b) E S 1 -=> b = - 3 a 

a b = a (-3a) = - 3cx a ~> a b = -3( cx a) 

•• El producto de un ele mento d e S1 por un escalar de 

IR es cerrado en SI' 

De i) Y ii) se tie ne que S I es un subespacio de IR 2 • (Ver -

Fig.2.1) 

-x x 

2) Sea S 2 = {(x,y, z l E IR 3 / y = X A Y = 2z } con l a s operacio-

nes definida s e n S 2 po r ; 

il (x,y,z) + (x ', y ',z') = ( x + x ',y + y', z + z') 



iil. a(x,y,zl = (ax, ay , a z1, con a E IR. 

S2 es un subespacio vectorial. 

Prueba 

il Probemos que la suma en S2 es cerrada. 

Sean La,b,ct y (d,e,f) elementos de S 2 ' a E IR. 
? 

(a,b,c) + Cd,e,f) ,;, (a +d, b + e, c +fl 

(a/b,c) E S 2 ~> a = b, b = 2c 

( d, e / f) E S 2 - > d = e, e = 2 f 

a+d = b+e y b+e = 2c+2f 2 (c + f) 

luego Ca + d, b +e, c +f) E S 2 

La suma es cerrada para S 2 . 

13 

ii) Probemos que e l producto de un elemento de S2 por un es 

calar es c e rrado en S 2 ' 

Sean (a,b,c) E S 2 y a E IR 

a ( a , b , c) = ( a a , a b , a c ) 

(a/b,c) E S 2 = > a = b Y b = 2c 

aa = ab y a b a (2c) => a b = 2ac 

luego, a (a,b,c) E 5 2 

De i) Y iil se tiene que S 2 es un subespacio de IR 3
• (Ver -

Fig . 2.21 
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/ y 

FI~ . ;3.2. 

3t Verifica si S 3 = { ( x, y} E IR 2 Iy = 3x + 1} es un subespacio 

vectorial o no sobre IR 2
, con las operaciones definidas -

en S3 por: 

i) (x,y) + (x' ,y') = (x + Xl , y + y') 

ii) a (x, y ) = (a x, ay) , a E IR 

Prueba 

i) Sean (a , b) Y (c, d) elementos de S 3 

? 
(a,bt + Ce, d) - (a + e, b + d) 

(a,bt E S 3 => b = 3a + 1 

Le, d) E S 3 => d ;::::: 3e + 1 

b + d = (3a + 1) + (3e + 1) 

;::::: Da + 3e) + (1 + 1) ;:::: 3l.a + el + 2 
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luego, (a + c, b + d) ~S3 ' ¿por qué? 

Es decir, S3 no es cerrado bajo la operación suma y por lo -

tanto, S3 ~o ~~ U ~ ~ub~~paQ¡o V ~Qto~¡al . 

Observa que en este caso, ya no es necesario analizar si se 

cumple ii), pues no se cumplió la parte i). 

Graficamente, tenemos: 

7="; 0". 2. ~ 

Nota que la gráfica de S 3 es una recta que ~o pasa por ori-­

gen (0,0), mientras que la de SI si pasa por el origen. 

(Fig. 1). 

EJERCICIOS 2.~ 

1. Verifica que S = { (x,y,z) E IR 3 Ix = z y z = 2y} es un sub­

espacio vectorial de IR 3 , c on las operaciones de IR 3 defi 
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nidas por: 

it (a,b,c) + (al ,b' ,e') = (a + al, b + b', e + e') 

ii) a. Ca,b,c) = (a a, ab, a c), a E lR. 

2. Verifica que SI = { (x ,y) E IR 2 /X = -4y} es un sube spacio 

vectorial de IR 2 . Si las operaciones en IR 2 estan defini-

das: 

i) (m,n) + (m',n') = (m + m', n + n') 

ii) cdm,n) = ( a m, a n), a E: IR. 

3. Grafica S y S1 en el e s pacio y el plano, respectivamente. 

4. Sabiendo que IR 3 e s un espa cio vectorial con las operaci~ 

nes definidas en e l ejercico .l. Verifique que {(O,O,O) } y 

IR 3 son sube spacios vectoriales de IR 3 

5. Determina si los siguie ntes conjuntos con las operaciones 

de l ejercicio 2 s on sube s pacios v e ctoriales d e IR 2 : 

A = {(x,y) E: IR 2 /y = 2x + 1 } 

B = { ex, y ) E: IR 2/ y = - 3 x - 4 } 

Explica tus r e sultados. 

EXPOSICION: ESPA CIO SUMA. 

Sean EJ, E2 subespacios del espacio vectorial E. Llamare-­

mos espacio suma d e El y E 2 Y lo denotamos por EJ +E 2 al 

subespacio ge n e rado por l a uni6n de EJ con E 2 , es decir: 

E J + E 2;::: < E.l U E 2 > = { z E: E/ z = x + y, X E: El, Y E: E 2 } 



Ejemplo: 

Toma IR 3 espacio vectorial 

El = {(x,O,O)jx E IR } 

E
2 

= {(O,y,Ol./y E IR } 

E3 = {(O,O,zl/z E IR } 

Subespacios de IR 3 

Representemos El' E 2 Y E 3 con el espacio 

Ei. 

TOffié\: 

Xl = U,O,Ol de 

YI =; (.0,4,01- de 

Grafica s =; Xl 

El 

E 2 

+ Yl 

/ 

/ 

/ 

/ 

F;~. 2.'1· 

17 

y 
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1J , (0 ,<1-,0 ) 

Torna v(S,2,O} d e IR 3 

-->. 

Expre semos v corno l a suma de un ele mento de El y un elemento 

de Ez ' 

Torna Vl (a ,y,O) y e s p r e semoslo corno la suma de un elemento -

de El Y un elemento d e Ez . 

Vl = (x,O,O) + (O,y,C)) 

CO.MENTARIO: 

~ 3 

Todo vector de IR d e la forma (x,y,O) puede expresarse ca 

mo la suma de un elemento d e El y un e lemento de E 2 , es de 

cir que el conjunto: 

se p uede e xpre s a r corno l a suma de E l y Ez . 
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Gráficamente tenemos: 

~ ~/< C- UrF-)_ -. - ;· -- - ;~;; 7 

/ ,:. ' . " .' . .' . . ' / 
/ . " . ." " . ...... .:. ;, 

/ .' ' .. ' .. ,' .... .. :¿¡'~. : . "':., < : ,";'/ 
,': : . •• - ' j 

. ' . . . : : .... .......... : ,, ~ " / 
',' ' . . :.::. : .. ' ; ',: '.", ' , ' . . '. '/ 

. .': ,' .. ' . , ' , / .. . . ',,' . / 
" " . .. . '. ' . . . ' . ~ . ' ' . . . / 

. . . . . , ' .' ." '. '.' :. : , " .-'. :' ',\ :''; / 
. . \ . . : . . . . _ . ..:. . .;...- . ..:.., .. :..::. '.:_: :..... . .:.. .. .::.. . ~ .. -.:... . ..: . ~. -..:... :~ . ~ . ~ /./ 

El 

F¡~ . 26 

Observa que El + E 2 es distinto de IR 3 ya que ~2 (l,2,3) un -

vector de IR 3 no pue de ser expr e sado como la suma de un ele-

mento de El y un e l e me nto de E 2 " 

....... -4 

Tomemos v(2,4,O) de E 4 y v I(O,O,S) de E 3 

Grafiquemos SI = v + VI 

:c... 

2 

o 4 

-¡::,''5 ' R.7 

... 
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~ ~ 

Tomemos vc.x,y,O) de El¡ y VlO,O,z) de E3 

->. -' 
Determinemos S2 = v + v 2 

-" 

S 2 = (x,y,z) 
...... 

m3 Tomemos y(3,4,6) de 

Expresemolo como la suma de un elemento de El¡ y un elemento 

COMENTARIO: 

Todo vector de iR 3 de la forma (x,y,z) puede escribirse c~ 

mo la suma de un vector de E1¡y un vector de E 3, es decir -

que el conjunto 

E = { (x,y,z) E IR 3
} 

Se puede expresar como la suma de El¡ y E3 es decir: 

Gráficamente temenos: 
z 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 
-- ---( 

/ 
/ 

/ 

E;¿ Y 
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EJERCICIOS 2,2 

1. Sea E.l = {(x,y) E JR2 /y = -5x} i E 2 = {(x,y} E m2 jy ;::; 8x} 

Verifica _o que E} + E2 es un subespacio vectorial de IR 2 

con las operaciones siguientes: 

i) (a + b) + (a',b') = (a + a', b + b') 

ii) a (~,b} = (a a, ab) 

- Grafica El' E2 Y El + E2 con planos diferentes 

2. Sean SI = { (x,x,3x) E JR 3} y S 2 = Cx,2x,x) EIR 3} , 

Verifica que S} + S 2 es un subespacio vectorial de IR 3 , 

con las operaciones definidas en JR3 

i) (m, n , p) + (m', n ' , p ') = (m + m', n + n', p + p') 

A (m, n , p) = (Am I A n , A P ) 

Grafica SI' S 2 y SI + S 2 en espacios diferentes. 

ACTIVIDAD 2.2 

Objetivos 

Que el alumno: 

Adquiera la noci6n de suma directa de subespacios vectoria-­

les. 
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PROCEVIMIENTO, 

Primera Pa,rte 

- Sea IR 2 un espacio vectorial sobre IR 

- Sean S ~ {lx,y}!y ~ 2x} y D ;::: {Cx ,yt/y 
~ = 2".:x } subespa,---

cios de m 2 

- Determina S(ID, gráficamente 

- ¿Fué tu resultado {ca, (l). }? 

- Sean S 1 LX, 2x) 
~ -1 

Y d 1 CY'2") elementos de S y D respectiva,me!!. 

te con X e y E IR . 

- Sean v(7,5) un elemento de IR 2 

- Determina Sl + d1 

- Iguala tu resultado anterior a v 

- ¿Fué tu resultado ~ 1 = (x + y, 2x + -- yi 7 
2 

- Determina el valor de x e y para que la igualdad anterior 

sea válida. 

- ¿Fué tu resultado x = -1 e y = 67 

- ¿Podrás encontrar vectores s y d diferentes a los dados 

que hagan c ierto v = (x+y, 2x+~y) 7, si no 

- Si tu respuesta es sí, ¿cuále s serias esos vectores? 

Se9.unda Parte 

- Sea V1 Ca, bi un vector de IR 2 

- Determina, VJ = Sl + dJ 

- ¿Pué tu resultado Ca-;bi -1 = (l{ + y, 2 x + "2 y 1 7 
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- Determina el valor de x e y para que la igualdad anterior 

sea válida. 

¿Fué tu resultado 
~ + ~ b 4 ~ b? - X = - )"a e y = - a -3 3 3 . 

1 2 - 2 4 b) - ¿Es (- -a + 3 b , -a + un e l e me nto de S? si 3 .3 j 

no 

¿Es ti a - ~b, 2: - ~ b) un elemento de D? si no 

- ¿Podras escribir IR 2 como la suma de S y D? si no 

¿por qué? 

- ¿Qué concluyes? 

EXPOSICION: SUMA DIRE CTA DE SUBESPACI0S 

DEFINIeION 2.2 

Sean El' E 2 subespacios d e l espacio vectorial E. Decimos -

que la suma El + E 2 es la suma directa de El con E 2 , si se 

cumple: 

->. --" 

O con v 1 E El' V 2 E E 2 = > V 1 = V 2 = O 

Es decir que O solamente pue de ser escrito d e la siguiente 

manera: 
~ --lr. ~ --..:a. 

O = O + O, donde O E E 1 Y E 2 

De lo anterior afirmamos que todo vector que pertenece a 

El + E 2 tiene escritura única donde v = x + y con x EEl y 

Cuando se tiene que E = El + E 2 , entonces de cimos que El y 

E2 son subespacios supleme ntarios. 



CAPITULO 111 

APLICACIONES LINEALES 

ACTIVIDAD 3.1 

Objetivo 

Que el alumno: 

1. Adquiera la noción de homotecia vectorial 

PROCEDIMIENTO 

- Toma un p l ano cuadriculado 
...... ->. 

- Define su referencia (O,e,j) y una escala adecuada ~ = 1 cm. 

- Toma A = 5 de IR. 

- Sea h: }R 2 ---> iR 2 la aplicación, tal que h(x;Yl = (x;Y) 

- Sean ~(1,2) y ~(3/4) vectores de IR2 

- Determina h eli), h (v), e identificalos como respec-

tivamente. 

- ¿Fue tu resultado U' (5,10) 
->. 

y v' (15,20)? si no 
->. ->. ....:. 

V' - Grafica u, v, u' , en el mismo plano. 

- ¿Cuál es la relación entre u y u' ? 

- ¿Cuá l es la relacion 
->. 

entre v y v'? 
~ - Compara la magnitud de u y u' • 

~ -"-- Compara la magnitud de v y v' • 

- ¿Qué concluyes? 
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EXPOSICION; HOMOTECIA VECTORIAL 

Sea E un espacio vectorial Y. ~ un esc~lar no nulo 

Para todo vector ti de E, el v e ctor A~ pertenece E. 

DEFINICION 3.1 

Llamaremos homotecia vectorial de razón ~ a la aplicación 
-4 

h: E --;;. E 
11 '\/V\'-+ h (u) = A u, vu E E 

Observa que ~ y h(u) tiene el mismo origen 

Consecuencias de las Homotecias 

i) si A = ~ entonces h(~l = ~ 

ii1 si A = -1 entonces h(~) = -u 
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- La imagen de una homotecia de la suma de dos vectores p~ 

ra una homotecia, es la suma de las imagenes de estos 

dos vectores, (Ver fig. 3.3) 

-':"' .....Jrr. ~ --lo. 

h(u + v) = h(u} + hlvl 

- - -------:~ 

ldv) 

/ 
/ 

~ ______________ L-----------------__ / 
h (.M) 

""FI'~ , 3 ,~ , 

ACTIVI DAD 3. 2 

Objetivos 

Que el estudiante: 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/'..-- / 

/ 

/ 
/ 

/ 

/ 

/ 

,l. Verifica que vectores linealmente dependientes e indepen-

dientes son transformados por una homotecia vectorial en 

vectores line almente dependientes e independientes, res--

pectivamente. 
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PROCEDIMIENTO 

Primera Parte 

- Toma un plano cuadriculado 
~ ->. 

- Define su referencia (Q,e,j), y una escala adecuada 

- Sea h: fR 2 ___ / ]R2 una homotecia vectorial tal que: 

- Sean uC2,-3), v(-4,6) vectores de ffi3 
-'" ->. 

- Verifica que u y v son l.d. (linealmente dependientes} 

- Determina h(u), h(v) e identifícalos como u, v', respecti-

vamente. 

¿Son los vectores h(u), h(~) l.d.? si no 

- Grafica en el plano los vectores ~, y v' . 
- Mide las longitudes de los vectores u' y v'. 
- Escribe el vector v' en términos de u' . 
- Escribe el vector u' en términos de V' 
- Efectúa gráficamente o con pares ordenados: 2u' + ~, 

- ¿Cuál fue tu resultado? 

- Efectúa gráficamente o con pares ordenados: 

2u' + (-2u') 

- ¿Cuál es el resultado? 

- ¿Qué concluyes? 

Segunda parte 

- Toma un plano cuadriculado 

y 

Define su referencia (0,1,11 y una escala adecuada ~ = ~cm. 
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Sea h¡ ; 
-"':"2 --'- 2 ho:q¡otecia vectorial, tql - JR --> JR un que 

h 1 (ti) = 3u. 
~ ~ 

ffi2 - Toma u(4,21 y v(3,71 de 

- Verifica que u y v son l.i (linealmente independientesl. 

~ -..::.. --' ~ 

- Determina h1(u). y h1(vl. e identifícalos como u' y v', res-

pectivamente. 

- Grafica en el plano los vectores U. y v' . 
~ ...... 

- ¿Son los vectores u' y v' l.i? si no 

- ¿Puedes escribir el vector u' en términos del vector v'? 

si no 

- Si tu respuesta es sf, ¿cómo lo representas? 

- ¿Será posible encontrar dos números reales cualesquiera 

..... --Jo,. ...... 

a,b diferentes de cero, para que au' + bv' = O? si 

no 

- Si tu respuesta es sf, ¿cuáles son esos números? 

- ¿Para qué valores de a,b se puede dar la relación 
...... ~ 

au' + bv' = O? 

- ¿Qué concluyes? 

TRANSFORMACION DE VECTORE$ LINEALMENTE INDE-­
EXPOSICION: PENDIENTES Y LINEALMENTE DEP~NDIENTES POR UNA 

HOMOTECIA VECTORIAL VE RAZON )..' 

Sea h: E ---> E una homotecia de razón )... Entonces h trqns 

forma vectores lineqlmente dep~ndientes a vectores lineal-

mente dependientes, es decir si ul ; u2 son linealmente de-
~----------------------------------------------------------~ 
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pendientes, hCu 1 ) y hCu 2 1 son tambien linealmente dependie 

tes. 

Además, h transforma v e ctores linealme nte inde pendientes 

es decir, si u l Y U z son linealme nte independientes, hlu1 ) 

y h(u2 ) también lo serán. 

DEFINICION 3.2 VECTOR INVARIANTE 

Si se tiene una homotecia h de raz6n A EIR se dice que 

~ -" 

U E E del dominio de h es un vector invariante si cumple 

-" 
hlu) = u 

~ 

O es un vector invariante para toda homotecia h de razon A. 

EJERCICIOS 

1. Se tiene IR 2 ~ 

un espacio vectorial, u' el transformado del 

-'" 
vector u por la homotecia vectorial de raz6n A. 

- Determina e l v e ctor u' en los casos siguientes: 

a) u = (3,-5) , A = 2 

b) u = ( / 5 - 2, 1 - / 2) , A = / 10 

c) u = ( / 2 - 1, 1 - 13) , . A = - /6 

2. Se tiene IR 3 un espacio vectorial, u' el transformado del 

vector u por la homotecia vectorial de razón A. 

- Dete rmina el vector ~, en los casos siguientes: 

~ 1 
aL u = '3' .1 ~l A = 60 4' 5 . 
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~ 

bl u ;::: 

c). u = (/2, 13, - 1"6) , 

3. Sea E un espacio vectorial, (~J' e2 l una base de E. 

Considera la homotecia vectorial h de raz6n, A ;::: -3 Y sea 

~, = h (l~l el transformado por h del vector ti (-~, 2) • 

...... 
al ¿Cuáles son las coordenadas del vector u'? 

b) ¿Cuáles son las coorde nadas del vector el = h(;ll y 

e~ = h(e2 )? 
..... 

c) Demuestra que (el, ~ ~) es una base de E. ¿Cuáles son -

las coordenadas de ~, en esta base? 

4. Determina el conjunto de vectores invariantes para una h~ 

motecia vectorial de razón A = 3 Y A = 1, respectivame~ 

te. 

ACTIVIDAD 3.3 

Objetivo 

Que el alumno: 

1. Adquiera la noción de aplicación lineal. 

PROCEDIMIENTO 

Primera Parte 

- Toma un plano cuadriculado 

- Define su referencia (O,T,)), y una escala adecuada. 
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- Sea f; m2 --> m3 , tal que ,f (x,y) = (x + 2y, -x, 3y) 

- Toma ti (.1, 2), v ( 3 , 4) de IR 2 

- Determina f (ti) 

- ¿Fue tu resultado (5,-1,6)7 

- Determina f Cv} 

- ¿Fue tu resultado (11,~12l.? 

- Efectúa ti + ~, e identifícalo como ~ 

- ¿Fue tu resultado ~ = (~) 7 

- Determina f (w) 

- ¿Fue tu resultado (16,=4;181? 

- Efectúa f(~) + f(v} 

- ¿Fue tu resultado igual a f(w)? 

Segunda Parte 

- Toma A = 3 de IR 

- Efectúa AU 
~ 

- ¿Fue tu resultado (3,6)? 

- Determina f(A~) 

- ¿Fue tu resultado C15,-3,18)? 

- Efectúa A f (li) 

- ¿Fue tu resultado igual a f(Áu)? 

- ¿Qué concluyes? 
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EXPOSICION; APLICACION LINEAL, 
~ 

Se dice que una aplicación f de un espacio vectorial E en 

un espacio vectorial F es lineal, sí y solamente sf f po--

see las dos propiedades siguientes: 

P 1) vli E E, Vv E E, f (u + v) = f (u) + f (v) 

P2) VAEm, VU E E, f(.Aul = Af(u) 

COMENTARIO 

La propiedad PI) expresa que la imagen por f de la suma de 

los vectores es igual a la suma de las imágenes de los vec 

tares (Fig. 3.4) 

/ 

~~------------~~/~ 
0. 

.M.+V 

-P;,? 3.4-

La propiedad P2) expresa que la imágen por f del producto 

de un vector por un escalar es igual al producto del esca 

lar por la imágen del vector (Fig. 3.5) 
~ 

~~ °F 

f(..'it.) 

o~ 
t="1 '~ . '3.5 

r(Á~)=A ((~) 
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ACTIVIDAD 3.4 

Objetivo 

Que el Alumno: 

l. Verifica que las homote cias de raz6n A, son aplicaciones 

lineales. 

PROCEDIMIENTO 

Primera Parte 

- Toma un plano cuadriculado 

~ --'" 
- Define su referencia (O,i,j), Y una escala adecuada 

- Sea f: iR2 ---> iR2 una homotecia de razon A = 3, tal que: 

(x,y) ~~~+ 3(x, y ) 

- Toma ~(a,b), ~(c,d) de IR 2 

- Determina f(~), f(~) I e identifícalos como ~I 
-'" 

y VI 

- Efectúa ~ + v, e identifícalo como w 
- Determina f (w) 

- Efectúa f(~) + f(~) 

- Compara tu resultado con f(w) ¿cómo son? ¿son iguales? 

si no 

Segunda Parte 

- Toma Al = 2 de IR 

- Efectúa AU 

- Determina ftA u) 
- Efectúa A~' 

BIBLIOTECA CENTR 
UNIVERSIDAD DE EL S·Ol V 
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- Compara tu resultado con f(A~), ¿son iguales? 

- ¿Qué concluyes? • 

COMENTARIO 

Las homotesias vectoriales de raz6n A, con A E IR, cumplen 

las propiedades de las aplicaciones lineales por tanto d! 

remos que toda homote~ia ve~tohiat e~ una apti~a~i6n ti - ­

neat. 

ACTIVIDAD 3.5 

Objetivo 

Que el alumno: 

l. Adquiera la noción de imagen de una aplicaci6n lineal. 

PROCEDIMIENTO 

Primera Parte 

- Toma un plano cuadriculado 

- Determina su referencia (0,1,1), y una escala adecuada 

1 = .1 cm. 

- Sea f: 1R 3 ---> }R2 una aplicación lineal, tal que: 

(x,y,z) 'V\/\,.+ (x -y + 2z, x + Y - 2z) 

- Toma v..l (O , O , O 1 de IR 3 

- Determina f(v 1 ), e identifícalo como vl 

- ¿Son las coordenadas de vI = (O,O)? 
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- ¿Podrías afirmar que para ~~ de IR 2 existe v 1 EIR 3 tal que 
->. ->. 

f(.:vJ ;:::: V~7 si no ¿por qué? 

~ ~ 3 
- Toma v 2 (1 f 2 f 3). Y v 3 ( 4 , 5 , 6). de IR 

- Determina f(~2 ) f e identifícalo como v~ 

- Determina flv
3

) f e identifícalo como 

- ¿Fueron tus resultados ~:t5f-31 y V' 3 (~~,-3)? 

- ¿Podrias afirmar que para ~~ y v~ de IR2 existen ~2 y v 3 -

¿por qué? 

V' 2 y 

~ 

- Efectúa v2 + V3f e identifícalo w 

- Determina f(~2 + ~ 3 )' e identifícalo como ~, 

- ¿Fue tu resultado ~(16,-6)? 

- Efectúa f(v 2) + f(~ 3 ) 

- ¿Fue tu resultado igual a ~'? 

- ¿Podrias afirmar que para w' de IR2 existe w de ¡R3 f tal -

no ¿por qué? 

Segunda Parte 

- Toma a = 2 de IR 

- Determina a~~, e identifícalo como u' 
- ¿Fue tu resultado igual a ~I (10,-6) ? 

- ¿Podrías afirmar que para u' (~O,-6) de IR2 exi s te un ele--

mento ti de ¡R 3 , tal que f(u) = u'? si no ¿por qué? 
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....>. 

- Determina las coordenadas de u 

- ¿Fue tu resultado liC2,4,6.)? 

-"" 
- Efectúa f( a V2) 

...>.. 

- ¿Es tu resultado igual a u'? 

->. ->. 

¿Podrías afirmar que fCu) = af (v 2 L? si no ¿por qué? 

- ¿Qué concluyes? 

EXPOSICION: IMAGEN VE UNA APLICACION LINEAL 
~ 

Sea f una aplicación lineal de un espacio vectorial E en -

-4 

un espacio vectorial F 

DEFINICION 3.3 

Llamaremos imagen de una apliQaQi6n lineal n, y la denota-

remos por 1mf, al conjunto de transformacione s por f de to 

dos los vectores de E. 

La imagen de f es entonces, el subconjunto de F definido -

por: 

ACTIVIDAD 3,6 

Objetivo 

Que el Alumno: 

l. Adquiera la noción de Núcleo de una aplicación lineal. 



PROCEDI MIENTO 

- Sea f; }R 3 ---> }R3 una aplicaci6n lineal, tal que 

(x ,y, z) 'V\/\.r-r (O 1 ° 1 z) 

- Toma V 1 lO , O , ° 1- de m 3 

- Determina f (v.l ) 

- ¿Fue tu resultado (O,O,O)? 

- Toma V 2 (1 I 2 , 0), V 3 (- 2 I 4 I ° ) 
~ -->. 

- Determina f(v
2

) I f(v
3

) 

- ¿Fue tu resultado en ambos casos igual a lO,O/O)? 

- ¿Efectúa V2 + V31 e identifícalo como v4 ? 
~ 

- ¿Fue tu resultado v 4 (-1,6,O)? 

- Determina f (~4) 

- ¿Fue tu resultado igual a (O,O,O)? 

- Sea Ct = 5 E IR 

- Determina a v 2 , e idéntifícalo como v s • 

-"" 

- ¿Fue tu resultado v s (5,lO/O)? 

- Determina f (v 5 ) 

- ¿Fue tu resultado igual a (O/O/O)? 

- ¿Qué concluyes? 

EXPOS¡C¡ON; NUCLEO DE UNA APLICACION LINEAL 

37 

Sea E y F dos espacios vectoriales de vectores nulos DE y 

Op respectivamente y sea f una aplicación lineal de E en F. 

~-----------------------------------------------------------
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DEFINICION 3,4 

Llamaremos NÚQl~o d~ una apliQaQ~ón lin~al 6, y lo denot~­

remos como k er f, al conjunto d e vectores ~ de E tales que 

f(~) = Op 

El núcleo de la aplicación lineal f es un subconjunto del 

....... 
espacio vectorial E, es un subconjunto no vacío, estable 

para la adición y estable para la multiplicación por un -

escalar, es entonces un subespacio vectorial de E. 

ACTIVIDAD 3.7 

Objetivo 

Que el alumno: 

1. Dada una aplicación lineal y una base del dominio verifi-

ca que la imagen de cualquier vector está completamente -

determinada por la combinación lineal de las imágenes de 

e s a base. 

PROCEDI MIENTO 

- Toma un plano cuadriculado 

- Define su refe rencia (O,i,J) y una escala adecuada ~ = ~cm. 

- Toma ~) U.,Ol, ~2 (0,1) vectores de m2 

~ ~ ~2 

¿Forman Ca 1, a 2 ). una base de JR ? si __ no ¿por qué? 
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- Toma ~l U, 4t, V2 (~, 3) vectores de IR 2 

- Sea f; IR 2 ----> iR 2 una aplicación lineal tal que, 

-:.. ~ -.. ~ 

f Ca 1 1 ;=: V 1 , f la 2 1 = V 2 

- Toma ~(3,2) del dominio de f. 

- ¿Podrías escribir v como una combinación lineal de al Y 

a2 ? si ___ no ¿por qué? 

- Si tú respuesta fue si, ¿obtuviste como respuesta 

~ = 3(1,0} + 2(0,1)? si no ¿por qué? 
-->. 

- Determina f(v) . 

-->. 

- ¿Obtuviste como resultado f(v) = f(3(I,O} + 2(O,1}}? 

si no 

- Si tu respuesta es sí, reescribe la expresión anterior 

¿podría escribirse como f(v} = 3f(1,O} + 2f(O,1)? 

si no ¿por qué? 

no ¿por 

qué? 

-->. 

- Toma u(x,y) del dominio de f. 

- Escribe ti como una combinación lineal de al y a 2 
- ¿Fue tu resultado n = x(1,0) + y(O,I)? si no 

- Determina f en) 
¿Fue tu resultado f(n) = XV I + yv 2 ? si no 

- ¿Qué concluyes? 



EXPOSICION: TEOREMA DE CARACTERIZACION DE APLICACIONES 
LINEALES. 
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Para toda b a se (~l/~2 ""(~n) de un espacio vectorial E y 
->. ->. ->. 

una familia (Vl,V 2 , ••. ,VnL de n vectores de un espacio vec 
->. 

torial w, existe una aplicación lineal única f de E en w -

tal que: 

... , 

ACTIVIDAD 3.8 

Objetivo 

Que el Alumno: 

1. Dada una aplica ción lineal f 

a) Verifique que el núcleo de f se reduce a {O} 
....>. ->. 

b) Toma v
1 

y v 2 
vectores del dominio de f y verifica 

...>. ->. 

v l Y v 2 son linealmente indiferentes. 
->. 

f (~ 2 ) cl Vefica que f (v l) Y son vectores linealmente 

pendientes. 

PROCEDIMIENTO 

- Toma un plano cuadriculado 

- Determina su referencia (0,! , )1 y una escala adecuada 

1 = ~ cm. 

- Sea f: ffiz 

(x,y). 

--> 

'V\I'\.I"+ 

---. 2 IR una aplicación lineal tal que 

(3x,3y) 

que 

inde 
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- Determina el núcleo de f. 

¿Fue tu resultado núcleo de f = {lO,O)}? si no 

¿por qué? 

- Torna ~l (3,.1), ~2 (4,5) de m2 y verifica que son linealmen-

te independientes. 

- Determina fC~.l) y f(~ 2 ) 

- ¿Fueron tus resultados f(~l)- = t9,31, fCv 2) = C12,1.5) 

- ¿La expresión O = a~J + SV2 es válida para escalares a y 

S no nulos? si no ¿por qué? 

- Si tu respuesta es sí, determina feO) 

¿Fue tu resultado feO) = no 

- Corno feO) = O, determina los valores de a y S que satisfa 

cen la relación O = a fCv l ) + S fC~2 ) 

- ¿Fue tu resultado a = B = O?, explica tu resultado 

- ¿Podrías afirmar que los vectores f(-;l) y fC~2 ) son lineal 

mente independientes? Explica tu afirmación. 

- ¿Qué concluyes? 

EJERCICIOS 

1. Dadas las siguientes aplicaciones determina, en cada caso, 

si son aplicaciones lineales. 

al- \Ix E lR f(x) = -3x 

bl \Ix E JR f( x ) = X 2 
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cl. Vlx,yl E IR 2 ;f(x,yt = x + 2y 

dL V(X,y) E IR2 f LX, y} ;::: xy 

et V(x,y) E JR 2 f(x,y) = X + Y + 1 

f) V(x,yl E JR2 f (x, y). = LX - 3y, 2x - 6yl 

g) V(x,yt E IR2 f(x,y) = (O,x + y) 
" 

2. Dadas las siguie ntes aplicaciones linea,les, determj..n~ el. 

núcleo y la imagen, en cada caso. 

a) V ex, yl E JR2 , f(x,y) = (X + 2y - X, 3y) 

b) V(x,yl E IR2 
, f(x,yl = 2x - y 

c) vex,y,z) E JR
2,f(x,y,z) = Lx - y + 2z, X + Y - 2zt 

3. Dada una aplicaci6n lineal f tal que: 

f(1,2) = 3, f(l,O) = -4 

al Demuestra que (1, 2) , (l,01 de ]E2 constituya una, ba,se 

de IR2 

bl Determina f(a,b) , para todo vector (a, b) E IR 2 

~ 

4. Sea E un espacio vectorial y f3 = Ci, j) una base de E y f 

una aplicación lineal de E en E tal que: 

----'" -"- -"- -"- -" ---. 
f (i) = i + 2j Y f ( j) = -2i - 4j 

-" a) Calcula, en función de OJOrdenadas x,y de un vector u " 
-" 

las coordenadas x' , y' de su transformado u' por f. 

b) Determina el núcleo de f. 

->o ~ 

5. Sea E un espacio vectorial S = (i,j,kl una base de E, f 
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una aplicación lineal de E en E tal que: 

->. ....... ....... ....... ~ 

f lil = j f(j) = k f (k) = i 

a) Calcula en función de coordenadas X,y,2 de un vector 

...... ...... 
u, las coordenadas x' ,y',z' de su transformado u' por 

f. 
• 

b) Determina el núcleo y la imagen de f. 



ACTIVIDAD 4.1 

Objetivo 

Que el Alumno; 

CAP 1 TUL O I V 

APLICACIONES AFINES 

1. Adquiera la noción de aplicación afino 

PROCEDIMIENTO 

Primera Parte 

- Toma un plano cuadriculado 

- Define su referencia lO,i,jl, y una escala adecuada. 

1 = 1 cm. 

- Grafica la función f: IR ----> IR, tal que f(x) = 2x 

- Verifica que f es lineal 

- Toma los valores x = -~, 0-, 1, con x E IR 

- Determina f (-1) , escribe tu resultado 

- Determina f (O) , escribe tu resultado 

- Determina f (~) , escribe tu resultado 

- Ubica en el plano los puntos (x,fCxl) 

- Une los puntos (x, f (x)) en el plano e identifica la gráfica 

con la letra f. 

- ¿Es la gráfica de f una línea recta? si no 

- Si tu respuesta es no, jrepíte! 

- Si tu respuesta es si, ¡muy bien~ 
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¿Pasa la gráfica de f por el punto lO, al-? si no 

- EfectGa f(-~) + 3, escribe tu resultado 

- EfectGa feO} + 3, escribe tu resultado 

- Efectúa fl~} + 3, escribe tu resultado 

- Ubica en el mismo plano los puntos (x,f(x) +3) 

- Une los puntos en e l plano, e identifica la gráfica con la 

letra f l " 

¿Es la gráfica de f l una línea recta? si no 

- Si tu resultado es sí, -imuy bién! 

¿Podrias escribir la fórmula general de f l ? si no 

- Si tu respuesta es sí ¿fue tu resultado f j ; ~ ---? lR, 

tal que; X 'VV,\r-r 2x + 3? 

¿Podrías escribir f I e n términos de fr si no 

- Si tu respuesta es no, jinténtalo! 

- Si tu respuesta es sí, ¿cómo lo harias? 

Segunda Parte 

- Toma un plano cuadriculado 

- Define su referencia lo,t,3), con una escala ~ = ~ c~, 

- Grafica la función f; ¡R2 ----> IR 2 tal que, 

Cx,y} 'VV\r+ fcx,yt = 3(x,yl 

- Toma ~ I el, 2), ~ 2 (- 3,4) i V 3 C3, 2) de m2 

- Dete rmina f(v l ), f(v 2 ) y f(Y 3)' e identificalos co~o 

-4, ~,~, t· t 
V I ' V i ' v 3 respec lvamen e. 

- ¿Fueron tus resultados ~lL3,6), ~~(-9,l2), ~~(9\6)? 
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- Ubicq en el pl~no vt y v~, e identifica la gráficq cono f, 
->. ~ 

- Determina las coorde nadas del vector v' + v' e identifica 
¡ 3 ' 

lo como v' . 
l¡ 

- Determina las coorde nadas de ~~ + ~;, e identificalo como 
->. 

v' 5 • 

->. -" 

Ubica en el mismo plano v~ y v~ , e identifica la gráfica 

como f l. 

¿Podrías expresar f¡ en función de f? si no 

- Si tu respuesta es no, ¡intentalo! 

- Si tu respuesta es sí, ¿c6mo lo harias? 

- ¿Fue tu resultado f l : fR 2 ---> iR2 
I tal que? 

(x,y) ~~~7 3(X;Y} + (3,2) 

- ¿Qué concluyes? 

EXPOSICION: APLICACION AFIN 

DEFINICION 4.1 

-'" 
Sea E un e spacio vectorial. 

-" ->. 

Se dice que una aplicaci6n f de E en E es aú¡n sí y sola--

mente sí existe una aplicacion lineal ~: E ---> E y un vec 
->. -" 

tor b de E tal que: 

(V~ E E) (f Lv) = ~ (v) + b} 

BlBLlOTECA CENTRf 
u IVERSIOAO DE EL St.L V 

... 
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ACTIVIDAD 4,2 

Objetivos 

Que el Alumno; 

1. Determine la aplicación lineal ~sociada a una ~plic~ci6n 

afino 

2. Induzca el procedimiento para caracte rizar las ~plic~cio-

nes a fines. 

PROCEDIMIENTO 

Primera Parte 

- Toma un plano cuadriculado 
~ ....>. 

- Determina su referencia (O,i,ji, y una escala adecu~da 

1 = ~ ero. 

- Grafica la aplicación afin f: IR 2 ---> IR 2 tal que , 
-----'" 

M ~~~+ 2M + (2,3) 

- Toma O CO , 0), M ( 4,6), N ( 1,2) de IR 2 

- Definamos f l : OíR ---> QR2 tal que, 

M ~~~+ 2M 

¿Es f l una aplicación afin7 si no 

- ¿Qué puedes decir de f l con respecto a f7 

- Determina f(O), e identificalo como O' 
- ¿Fue tu resultado ~'(2,3)7 

- Determina f(M), e identifícalo como MI 

- ¿Fue tu resultado MI (10,15)7 



...... -" 

- Determina feN1, e identifícalo como NI 

- ¿Fue tu resultado NI (4,71?, si no 
...... 

- De termina OM, escribe tu resultado 
...... 

- Dete rmina ON, e scribe tu r e sultado 

- Determina f j COM) 
--'>. 

¿Fue tu r e sultado (-8,-l2)? si no 
-->o 

- Determina f I LON) 
--.:.. 

¿Fue tu resultado (-2,-41? si no 

- De t e rmina M'N' 

¿Fue tu resultado igUal a OtN I 
----:.. 

O'M'?, si no 

- ¿Es O'N I - OIM' igual a fI(oNl - fl(ffM)? si no 

- ¿Podrías afirmar que fl(~) - fl(oM) =f1(oN - oM)? 

si no ¿por qué? 

-~ -~ -~ 

¿Podrias afirmar que f 1 (O N OM) = f I (MN)? si no 

-" ~ 
- Compara MIN' con f 1 (MN) 

- ¿Qué concluyes? 

Segunda Parte 

- Toma un plano cuadriculado 

- Define su refere ncia (O,f,!), y una escala adecuada 

- Grafica la aplicación afin f: IR 2 ___ > ]R 2 tal que, 

M ~~~7 3M + (1~) 

Toma 0 (4,6), N(l,2), M(2,3) de YR 2 

- Sea f I : oJR 2 ---> oIR2 tal que 

M ~~~-+ 3M 

.-
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- ¿Es fJ una aplicación afin? Si ___ no 

- ¿Qué puedes decir de f 1 con respecto a f? 

- Determina f(OL, e identifícalo como 0 1 

~ 

- ¿Fue tu resultado (13,20)? si no 

- Determina f(Ml, e identifícalo co~o M' 
~ 

- ¿Fue tu resultado M'(7,11)?, si no 

- Determina f(N), e identifícalo como N' 
- ¿Fue tu resultado N' (4,8)? si no 

~ 

- Determina OM, escribe tu resultado 

- Determina oN, escribe tu resultado 

- Determina f 1 (oM) 

¿Fue tu resultado (9,12)7, si no 

- Determina M'Ñ' 

--'"-
¿Fue tu resultado igual a O'N' 0"1""11' 7, si no 

- ¿Podrías afirmar que O'N' - O'M' = f (oN) - f 1 (oM)7 

si no ¿Por qué? 

¿Podrías afirmar que f 1 (ON) - f 1 (0"t1) = f 1 (eN - oM) 7 si 

no ¿por qué? 

- Compara MIN' con f1(MN), ¿cómo son7 

- ¿Qué concluyes? 

•• • 
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EXPOSICION; TEOR EM A VE CARA CTE RI ZACION VE APLICACIONES 
AFINES. 

-'" 
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Una aplicación d e E e n E e s afin sí y solamente sí existe 

-" -" 

una aplica ción linea l ~ : E --> E t a l que , cuale squiera que 

sean los pares de puntos homólogos (M,M') y (N,N'): 

M'N' = ¡Ji (l1Nl 

ACTIVIDAD 4.3 

Objetivo 

Que el Alumno: 

l. Dada una aplicación afín verifique que conserva el bari--

centro de una familia de puntos ponderados. 

PROCEDIMIENTO 

primera Parte 

- Toma un plano cuadriculado 

- Define su refe rencia (O,1,J) y una escala adecuada l = lcm. 

- Sea f: IR ---> IR una aplicación afín tal que, 

(x,y) '\/\/\,.+ (x',y') , x' = 3x + 2 , y' = 3y + 3 

- Torna los puntos C(-4,7) y D(5,l} de IR 2 

- Asíngnale al punto C peso 1 y al punto D peso 2; es decir 

CC,J.) y CD,2) y ubícalos e n el plano . 

- Calcula gráfica y alge braicamente el baricentro de los pu~ 

tos lC,l) y (D,2), e identifícalo corno G. 

•• ,. 
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--'" -...>. ->. 

(Ayuda; usa la exposición ~GC + 2GD = Ol 

- Determina fCC), f(D) y flG), e ide ntifícalos corno C', D' 

Y GI , respectivamente. 

- Asíngnale al punto el peso 1 y al punto DI peso 2, es de--

cir (C',1) y (D I ,2) Y ubícalos en el plano. 

- Calcula algebraicame nte el baricentro de los puntos C I y -

DI e identifícalo corno Gil. 

(Ayuda: usa la exposición lGC' + 2GD I = O) 

- Verifícalo gráficamente 

- Compara G. con Gil ¿corno son? ¿son iguales? 

- ¿Qué concluyes? 

Segunda Parte 

- Torna un plano cuadriculado 

- Define su referencia (O,T,J) y una escala adecuada. 

- Sea f: }R2 ---> }R2 una aplicación afin tal que: 

(X,y) ~~~7 (Xl ,yl), x' = 2x + 3, y' = 2y - 1 

- Torna los puntos PI (-3,3); P 2 (3,6) Y P 3 (6,0) 

Asigna a cada punto un mismo peso (p = 1), es decir (Pj ,l); 

(P 2 ,l); (P 3 ,1). 

- Encuentra algebraicamente el baricentro de los puntos 

(p 1 , .1); ( P 2 ' 1) (P
3
,1) e identifíca10 corno G. 

- Verifícalo gráficamente. 

- Determina f(P j l, f(P 2 1, f{P 3 1, fCG) e identifícalos como 

Pt, P:, P1 y G', respectivamente. 

• • 
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Asigna a los puntos p~, PJ, P1 el mismo peso p = ~. 

- Encuentra algebraicamente el baricentro de los puntos Pj, 

P~, P~. 

- Encuentra el baricentro de los puntos 

i) pi 
1 Y pi 

2 e identifícalo con la 

ii) pi 
2 Y P' 3 e identifícalo con la 

iii) pi 
3 Y pi 

1 
e identifícalo con la 

- Traza segmentos de rectas desde: G1 al 

punto p' 
1 y G3 al punto P~. 

letra G1 

letra G2 

letra G3 

punto P~ G al--
2 

- ¿Se cortan los 3 segmentos: G1 P 3; G2Pl, G3P~ en un mismo -

punto? si no 

- Identifica el punto de intersecci6n con la letra Gil 

- Representa con otro color lo s vectores: 

- Determina las coordenadas de Gil 

- Suma los vectores G"P ' G"P ' 1 , 2 19ráficamente 6 con -

pares ordenados). 

- Compara las coordenadas de Gil y G', ¿cómo son? ¿son igua--

les?, si no 

- ¿Qué concluyes? 

•• 
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EXPOSICION; CONSERVACION DEL &ARICENTRO DE LAS APLICACla­
NES AFINES 

- Se dice que una aplicación f de E en E conserva el bari­

centro si, para toda familia ((Aj.., Cl. i)) i E [l,n] de puntos 
n 

ponderados d e baricentro G, ( ¿ a. ~ 0), la f amilia 
i= 1 1. 

((Ai, a i))i E [l,n] tiene por baricentro G ' (siempre que -

A~ = f(A.), G' = f(G). 
1. 1. 

- La s aplicacione s afines tienen la propiedad de conservar 

el baricentro de un conjunto de puntos pond e rados. 

EJERCI CIOS 4.1 

l.a) La traslación de vector u e s d enotada t~. Escriba la de­u 

finición y demuestre que para todo bipunto (M¡,M 2), la 

--->. ---'o 

igualdad M¡M 2 = M~M : 

b) Demuestre que, si G = bar( (M¡,m¡), (M 2 ,m 2)), entonces 

.... ~ .... 
c) En el caso que u = 2i - j, ¿cuál e s la definición analytica de tu? 

2) Demuestre que, si una aplicación de P en P conserva el ba-

ricentro de toda cupla de puntos ponderados, entonces: 

a) Ella transforma dos puntos equipolentes de dos bipuntos 

equipolentes. 

b) Si tres puntos C,M¡ y M2 son alineados y tale s que 

~ ~ 

CM 2 = ACM¡, entonces las imágene s son alineadad y: 

~ -"'" 
C'M~ = A C'M~ 

•• 
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ACTIVIDAD 4.4 

Objetivo 

Que e 1 Al urono : 

1. Adquiera la noción de proyección 

PROCEDIMIENTO 

- Torna un plano cuadriculado 

- Sea D: 3x - 2y + 1 = O Y A: -x -y = O dos rectas 

- Gráfica D y A en el mismo plano 

- Determina la pendiente m de la recta A. 

(Ayuda m = - S a' S el coeficiente de y, a el coeficiente 

de x) 

- Toma MeO, 2) de IR 2 

- Determina la recta AM que pasa por M y es paralela a A. 

- ¿Fue tu resultado AM: y = -x + 27 

- Determina el punto de intercepción de D y AM I e identifica 

10 como M' 

- ¿Fue tu resultado M' (3/5,7/5)7 

- Toma Ml (a,bl de IR 2 

- Determina la recta AM que pasa por MJ y es paralela a A. 
1 

- ¿Fue tu resultado AM : y = -x + b + a7 
J 

- Determina el punto de intercepción de AM y D 
1 

- ¿Fue tu resultado Mi (~la +b) -~, ~ (a + b) +~)? 

- ¿Podrías afirmar que todo punto del plano se proyecta so-- . 

. .. 



bre la renta D paralelamente a la recta A? 

- ¿Qué conluyes? 

DEFINICION 4.2 
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Llamaremos proyección p del plano P sobre la recta D para­

lelamente a la recta A (o paralelamente a la recta vecto-­

rial A) a la aplicación del plano sobre él mismo que a to­

do punto M del plano hace corresponder su proyecci6n MI, 

sobre D paralelamente a A. 

Es decir p: P ---> P 
M 'V \/\r+ MI 

Consecuencias inmediatas: 

i) VM E: P M E: D = > P (M) = M, ya que todos los puntos de D 

son proyecciones de ellos mismos sobre la recta D par~ 

lelamente a A. (Fig. 4.1(a)) 

ii) VM E: P M ~ D = > P (M) "1 M, ya que M no puede ser proye~ 

ci6n de ningun punto del plano sobre la recta D paral~ 

lamente a A, por el hecho de no pertenecer a D. (Fig. 

4 .llb) ) 

Resul ta entonces VM E: P M E: P <;~> p LMt = M 

~ 

P(M) 
Fi9.4.1 (Q) Tis.4.f (b) _____ .~~~~ ____________________ ~~ __ ~ ______________ _J 

D 
D 

. . 
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ACTIVIDAD 4.5 

Objetivo 

Que el Alumno: 

1. Dadas D y A dos rectas secantes, deter~ine ~na11ticamente 

la proyecci6n p del plano IR 2 sobre la recta D en la di--

recci6n de la recta A. 

PROCEDIMIENTO 

- Toma un plano cuadriculado 
...>. ->. 

- Define su referencia (ü,i,j}, y una escala adecuada 1 =~cm. 

- Toma D: 2x - y + 3 = O Y A: 3x + y = ü dos rectas y gra-

ficalas en un mismo plano. 

- ¿Son D y A dos rectas secantes? si no ¿por qué? 

- Determina un vector direccional de A, e identif1calo como 

u. 

- ¿Fue tu resultado de la forma 

no 

-- (-1
3

)?· u, con u si 

X 2 X' - Sea M(y) un punto de IR y M' (y,l su transformado por p. 

- Grafica la recta que contiene a M y M', e identif1cala co-

- ¿A Y AM son dos rectas pararelas? si no ¿por qué? 

t -



- ¿Podrías afirmar que existe t de IR, tal que MM' 
...:... 

= tu?, 

si no ¿por qué? 

- Determina las coordenadas de MM' • 
~ Xl-X 

- ¿Fue tu resultado MM' ( , )?, si no y -y 

-> 

- Determina las coorde nadas de tu 

-.. -t 
¿Fue tu resultado tU(3t)? si no 

¿Podrías afirmar que Xl - X = -t Y y' - Y = 3t? si 

no 

Simplifica las expresiones anteriores y obtiene: 

x' = x - t y 

x' - Sustituye MI(y') 

y' = y + 3t (*) 

en D. 

- ¿Fue tu resultado 2(x - t) - (y + 3t) + 3 = O? si 

no 
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- Determina el valor de t para que la expresión anterior sea 

válida. 

- ¿Fue tu resultado t = ~(2x - Y + 3}?, si no 

- Sustituye el valor de t en las igualdades de (*} 

- ¿Fue tu resultado x ' = 1 1 
s(3x+y-3) y (y '=S(x+2y+9)7 

si no 

¿Podrías definir la proyección p del plano IR 2 sobre D pa-

ralelamente a A?, si no 

- ¿Fue tu resultado p: IR 2 ---> IR 2
, tal que: 

(x, y) 

con Xl 
1 = ~(3x + Y - 3) 

r\,J'V'\.-r (x', y I ) 

1 
Y y' = ~(x + 2y + 9)? 
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Ejemplo 

Sea IR 2 el plano, D y 6 las rectas de ecuaciones 

D; x - 2y + 3 O 

6 : 2x + y - ~ = Q 

Define analfticamente la proyección p de IR 2 sobre D para le-

lamente a 6 . 

X X ' 
Sea M(y) un punto del plano P y M' (y,l su transformado por p, 

El punto M' es el punto de intercepción de la recta D y la -

recta 6M que contiene a M y es paralela a 6 . 

...>. -1 
Un vector director de las rectas 6 y 6M es el vectOr u( i1 

como el punto M' pertenece a la recta 6M, existe un real t -
~ ->. 

tal que: MM' = tu, es decir tal que; 

además 
JXI ;::: X - t 

ly ' = y + 2t 

por otra parte, como el punto M' pertenece a la recta D, se 

tiene: 

(x - t) - 2(y + 2t) + 3 = O 

implica 1 
2y + 3) esto que: t = - (x -

5 
1 2y 3) las igualdades @ @, Sustituyendo t por - (x - + en y 5 

se obtiene: 

r 1 
2'1 31 = x - S(x - + 

y' 
2 

2y 3) = Y + SCx - + 

BIBLIOTECA CE fR 
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EXPOSICION; 

Sean D Y A dos rectas secantes incluidas en el plano P. Pa 

ra todo punto M del plano P, la recta AM contiene a M y es 

paralela a la recta A y secante a la recta D en un punto -

MI llamado proyección de M sobre D paralelamente a A (Fig. 

4.2(a) . 

Si MI es la proyección de un punto M sobre una recta D pa­

ralelamente a A, podemos afirmar que MI es la proyección -

del punto M sobre la recta D paralelamente a una recta Al 

cualesquiera que sea paralela a A (Fig. 4.2(b)). 

Notese que en la definición del punto MI, la recta A no 

menciona que pasa por la dirección ~. Por esta razón, se 

dice entonces que MI es la proyección de M sobre D parale­

lamente a la recta vectorial A. 
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ACTIVIDAD 4,6 

Objetivo 

Que el Alumno: 

1. Definida una proyecci6n p del plano IR 2 sobre una recta D 

paralelamente a una recta A, determine las ecuaciones de 

las rectas D y A. 

PROCEDIMIENTO 

- Toma un plano cuadriculado 
-" -->. 

- Define su referencia (O,i,j), Y una escala adecuada 

- Sea p: IR 2 ---> IR2 la proyecci6n de IR 2 sobre una recta D 

paralelamente a una 

Xl = 
1 . 
}(2x - y + 1), 

recta A tal que p(x,y) 

1 
yl = }(-2x + y + 2) . 

= ( Xl, Y ') con -

- Toma MJ (-2,3), M2 (4,-3) Y M3(x,-x + 1) puntos de IR2 

- Determina p(M 1 ), e identifícalo como Ml 
- ¿Fue tu resultado M~(-2,3)? si ___ no __ _ 

- Determina p(M 2 ), e identifícalo como M~ 

- ¿Fue tu resultado M ~ (4,-3)?, si no 

- Determina p(M
3
), e identifícalo como M1 

¿Fue tu resultado M; (x,-x +~)?, si no 

- ¿Podrías afirmar que M11 Mz y M3 son puntos invariantes 

? . por p., sJ. no ¿por qué? 

- Determina una e~presi6n general para el conjunto de puntos 

invariantes por p, e identif1calo como D. 

•• 
~ 



- ¿Fue tu resultado D = {LX, y) E m 2 Iy ;:: -X + l}? 

- Grafica D 

- Efectúa -x' + 1 

- ¿Fue tu resultado igual a y'?, si no 

x' - ¿Podr§s afirmar que M' ( ,) es un elemento de D? 
y 

- Toma M(x,y) de IR 2 y M' LX' ,y'l de D 

-->. - Determina las coordenadas de MM' 
-->. - ¿Fue tu resultado MM' (x' - X, y' - y) ?, si 

- Efectúa x' - X 

resulta,do x' -1 
-11 ? , si - ¿Fue tu - x = 3(-x - y + 

- Ef ectúa y' - y 

resultado y' .1 
~) ?, si - ¿Fue tu - y = - (-x -y + 3 

- Efectúa 2(x' - x) 

- ¿Fue tu resultado igual a y' - y?, si no 

no 

no 

no 

~ 

- ¿Pod rías afirmar que la segunda coroponent8 del vector MM' 

es igual a dos veces la primera componente de MM'?, si 

no 

- Determina una e xpresión gene ral para los elementos de la -

forma MM', e identifícalo como A 

- ¿Fue tu resultado A = {Lx,y)/y = 2x}?, si no 

- Grafica A 

- ¿Son D y A dos rectas secantes?, si no 

•• .. 
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ACTIVIDAD 4,7 

Objetivo 

Que el Alumno; 

l. Adquiera la noción de proyección vectorial 

PROCEVIMIENTO 

- Toma un plano cuadriculado 
~ -->. 

- Define su referencia (O,i,jl, y una escala adecuada. 

- Sean D: x + y = O, A: 2x + 3y = O rectas vectoriales 

- Sea p: IR2 ---> IR2 una aplicación tal que: 

(x,y) '\ /V\,,-t- (x' ,y'), con x' = -2x - 3y, y' 

- Grafica en 

...... 2 
- Toma u (3) , 

un mismo plano 

...... -1 
v( s} vectores 

las rectas D y A. 

---2 de IR 

2x + 3y 

- Determina las coordenadas de los vectores p(~) y p(v), e 

identifícalos como u', v' respectivamente. 

- Ubica en el mismo plano que graficastes las rectas D y A 

los vectores ~, y v' 
- Pertenecen los vectores u' y Vi a la recta vectorial D? 

si no 

- Determina en forma gráfica y por pares ordenados los vect~ 

res ~ - ~', v - v' I e identifícalos como i y S, respect! 

vamente. 
--" 

- ¿Pertenecen los vectores a y b a la recta vectorial A? 

si no 

•• 
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-->0. 2 - ¿Podrías afirmar que todo ve ctor de IR se proyecta sobre 

-.>. --" 

la recta D paralelamente a la recta A?, si no 

- ¿Qué concluyes? 

EXPOSICION: PROYECCION VECTORIAL 

DEFINIerON 4.3 

....... 
Llamaremos proyecci6n p del plano P sobre la recta vecto--

rial D paralelamente a la recta vectorial A, a la aplica--
-~ ....... 

ci6n del plano vectorial P a él mismo, que a todo vector u 

..l. 

le hace corresponder su proyectado u' sobre la recta vecto 

rial D paralelamente a la recta vectorial. 

Es decir que para todo vector ~ de transformado ~, por P, 

se tiene: 

.....:L ~ --:.-.. ...l.. ~ 

u' E D yu-u'EA 

...:.. ~ -'> 

Si hacemos u" u - u', podemos escribir 

....... -lt.~ ~~ ~ -.. 

u' E D, u" E A, u = u' + u", 

-" -'> .... 

lo que prueba que u' es la proyecci6n de u sobre D, paral~ 

lamente a A, se tiene entonces p(~) = u' por consiguiente 

p(u) = u' <=> [u' E D Y u = ti, EA] 

EJEMPLOS; 

1. Sea rR2 el plano vectorial¡ li,j) una base de ¡R2 
....... ~ 

Consideremos dos rectas vectoriales D y A de ecuaciones: 

•• 
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~ 

D: x - 2y = 0, 

A: x + y = O 

..... 
Definamos analíticamente la proyección p de ffi2 sobre D par~ 

..... 
lelamente a A. 

PROCEDIMIENTO: 

~ x ~ x' ~ ..... 
Sea u( ) y u' ( ,) su proyección bajo p, es decir u' = p(u) y y 

(Ver Fig. 4.3). 

Se tiene que: 

-Jo. ->. 

u' E D y 
....!.. 

U -

A{~) 

Como u' E TI podemos escribir que x' - 2y' = O Q) 

~ ->. 

x 

Por otra parte tenemos que el vector u - u' tiene por coorde 

..... ->o x-x' --" -Jo. -" 
nadas u -u' = ( ,) y como u - u' E A podemos escribi~ ' y -y 

Cx - x' >. + Cy - y') - O es decir x' + y' = x + y <l) 

De las igualdades Q) y (1) obtenemos inmedia tamen te 
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( 

Ix' 2 y) = JlX + 
<, 

1 t y' ;:::: }CX + yl 

2. Sea m2 el plano vectorial y ct, j) una base de m2 

Consideremos la aplicación f de ¡R 2 a IR 2 definida analí­

ticamente por; f; iR 2 ---> fR 2 
(x, y) '\,/VI,,-+ ex' ,y 1), con 

3 x' ;:::: S(2x +yl, 

1 
Y I = 4( 2x + yl • 

Determinemos 

a) El conjunto de vectores invariantes por f. 

b) El núcleo de f. 

c) Demostremos que f es una proyección sobre una recta 

vectorial 

PROCEDIMIENTO 

a) Un vector ~(x) e s invariante por f si y solamente si -
y 

~ ~ 

f(u) = u, es decir si: 

Como 

f x = i( 2x + yl 
< 

I y = j( 2x + y) 
l 

jx 
3 y) ;:::: -( 2x + 8 

<[y 1 + yl. ;:::: 

4 l2x 

<=> 2x - 3y = O 

Resulta entonces que el conjunto de vectores invariantes 

por f es la recta vectorial de ecuación 2x - 3y ;:::: O. 

, ! 
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->. 

Designemos por D esta recta vectorial, es decir: 

15: 2x - 3y == o. 

-lo X 
b) Un vector uey ) pertenece al núcleo de f sí y solamente si 

f(~) == 0, es decir sí y solamente sí 

i C2x + Y) == O 

1 "4 (2 x + y) == O 

i: C2x + y) == O 

Corno -<=> 2x + y == O 

(2x + y == O 
l4 

Resulta entonces que el núcleo de f es la recta vectorial 

de ecuación 2x + y == O. Designemos por A esta recta vecto 

rial es decir, A: 2x + y == O 

c) Si la aplicación f es una proyección sobre una r ecta vec­

torial, f es la proyección sobre D paralelamente a A. 
--lo. X 

Demostraremos que para todo vector u( ), se tiene que: 
y 

f(ti) ED y ti - f(u) EA 

El vector feti) tiene por coordenadas i(2x + y), %(2X + y) 

y D: 2x - 3y == O, sustituyamos las coordenadas de f(u) en 

D e inmediatamente constamos que: 

lo que prueba que f(~) pertenece a n. 
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...:.. -"'-'" 
De la misma manera probemos que el vector u - f(uL E A. 

..:.. ~ ~ 
El vector u - f (u1 tiene por coordenadas SC2x - 3y1 , 

~ 
4"C- 2x + 3y) y A: 2x + y = O, sustituyendo las coordenada.s de 
->. 

f(ul A u - en inmediatamente podemos constatar que: 

2[~C2X - 3y1J + C"jl-2x + 3y) J = O 

-'" -'" -'" 
Lo que prueba que u - f(u) pertenece a A 

EJERCICIOS 4.2 

1. Sea el plano IR 2 (O,i,j) un referencia de IR 2
, determinar 

2. 

analíticamente, en los c a sos siguientes, la proyecci6n so 

..... ...:.. 
bre D paralelamente a la recta vectorial 6 de base u: 

-'" 2 
a) D: 2x + y - 3 = 0, u(_l) 

-" 1 
b) D: 3x - 2y + 1 = 0, u(l) 

c) D: y = 0, 

d) D: x - y = ° 
Repetir el ejercicio anterior en 

de D y 11 estan definidos en forma 

a) D: 5x + 3y - 2 = 0, 6 : 3x - y 

b) D; x = 0, 11 : y = O 

c) D; x + y + 1 = ° , 6 : x y = 

d) D: ax + by + c = ° , 11 : ax + By 

los casos siguientes 

cartesiana 

= ° 

° 
+ k = ° 

don 

3. Sea p una aplicación definida analíticamente de IR 2 a IR 2 

•• 
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demostrar en los casos siguient~s q~e p es la proyección 

sobre D, paralelamente a una recta vectorial 6 dotada de 

una base. 

r ;::; 2x - y jx' ;::; ..... Sx - 3y - 3 
al b} 

y' ;::; 2x - y ly' ;::; -10x + 6y + 5 

r -1 l} r 1 5y 2t = -( 3x + Y + = -(5x - + 
c) 4 d) 3 

l 1 y' = ¡(3x + y - 3) y' = -( 2.x - 26 + 2) 3 -

Sea D y 6 dos rectas secantes del plano JR2 • A todo punto 

M de JR 2 , se le asocia el punto M', proyección de M sobre 

D paralelamente a 6 y al punto ~1", proyección de M sobre 

6 paralelamente a D. 

1~ Sea A un punto de IR 2
, d e terminar el conjunto de pun--

tos M tales que los puntos A, M' Y Mil son alineados 

2~ Sea u un vector no nulo, determinar el conjunto de pu~ 

tos M tales que los vectores M!M", ti son linealmente -

dependientes. 

Sea D,D' ,D" tres rectas de IR 2 secantes de dos y 1 un pu~ 

to de D. A todo punto M de IR 2 
, se asocia el punto M' , 

proyección de M sobre D paralelamente a D' , el punto Mil, 

proyección de M sobre D paralelamente a D". 

-1~ Determinar el conjunto de puntos M tales que 1 sea el 

punto medio de (M' ,Mil) 
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ACTIVIDAD 4,8 

Objetivo 

Que el .Alumno; 

1. Definid~ la proyección puntual p sobre una recta D paral~ 

-->. 

lamente a una recta A y TI la proyección vectorial sobre D 

--" 
paralelamente a A, comprueba que para todo bipunto LM,N) 

~ ~ 
de transformado (MI,N I ) por p: M'N' = rr(MN) 

PROCEDIMIENTO 

- Toma un plano cuadriculado 
-" -» 

- Define . su referencia (O,i,j) y una escala adecuada l =lcm. 

- Sea p: IR 2 ---> IR 2 la proyección puntual de IR 2 sobre D -
~ 

paralelamente a A, tal que p(x,y) = (Xl,yl) con 

Xl = -5x - 3y - 3 yl = lOx + 6y + 5 

--"'IR 2 ___ > ----'"IR 2 - Sea rr: la proyección vectorial de IR 2 --" 
sobre D 

~ 

paralelamente a A, tal que rr(x,y) = (x' ,yl), con 

Xl = -5x - 3y, yl = lOx + 6y 

- Toma M(l,2), N(3,4) puntos de IR 2 

- Determina p(M), p(N), e identifícalos como M' ,N', respect~ 

vamente. 

¿Son las coordenadas de M' (-14,27} Y NI (-30,59)? si 

no 

- Determina gráfica y analíticamente las coordenadas del vec 

BIBLIOTECA CENTR 
IJNIV RSIOAD DE EL SAL V 
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---lo.. ...:.. 

tor MN, e identifícalo como u. 

- ¿Fue tu resultado uL2,2)? si no 

~ ~ 

- Determina n(ul, e identifícalo como y 

- ¿Fue tu resultado ~(-16,32)? si no 

- Determina gráfica y analíticamente las coordenadas del yec 
--->.. ~ 

tor MtN' e identifícalo como u' 

- ¿Fue tu resultado ~'(-16,32)? si no 

- Compara los vectores ~, y v 
- ¿Qué concluyes? 

• 
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EXPQSICION; 

Sean D Y A dos rectas secantes incluidas en el plano P, de 
-..o.. ~ 

dirección D y A, respectivamente . 

...>. -=>. 

Las rectas vectoriales D y A son distintos (sino las rec--

tas D Y A serían paralelasl. 

Designemos por p la proyección de P sobre D paralelamente 

a A y por TI la proyección del plano vectorial P sobre la 
...>. ~ 

recta vectorial D paralelamente a A, para distinguir estas 

dos proyecciones, diremos que la primera, p, es una proye~ 

ción puntual y la segunda TI, e s una proyección vectorial. 

* Sean M y N dos puntos del plano P de transformados MI y 

NI respectivamente por p. 

Los puntos MI, NI pertenecen a la recta D de direcci6n -

-->. 

D, se tiene: 
~ -->. 

MINI E D 

* Si almenos uno de los puntos M y N pertenecen a la recta 

D,M por ejemplo (Fig. 4.4), se tiene: 

----+---~~------~-----o 

Fi~. 4 .4 

----------------------------------------------------------
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a; MI = M, lo que implica 

~ ~ ~ ~ 

MN - MINI = MN - MNI = NIN 

Los puntos NI, N pertenecen a la recta ~N que es paralela 

a ó lo que quiere decir es que de dirección 6, se tiene: 

Podemos escribir 

~ -> ~ ..c. 
MINI E D y MN - MINI E~ 

-'" 

Como 1r es la proyección del plano vectorial P sobre la rec 
....>. 

ta vectorial D, se prueba que: 

-> ~ 

n(MN} = MINI 

* Si almenos uno de los puntos M,N no pertenecen a la rec-

ta D, consideremos un punto A que pertene~e a la recta 

D (F ig. 4.5) 

____ ~----~------~ __ ------~-------------D 
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Se tiene entonces: 

lo que implica que, TI es lineal 

por otra parte, el estudio precedente nos permite afirmar: 

-"" ~ ~ ---" 

TI(AM) = AM' y TItAN) - AN' 

Resulta entonces que: 

TEOREMA 4.~ 

Sean D Y 6 dos rectas secantes del plano P, de dirección 

respectiva D y 6; p la proyección puntual sobre D paralel~ 

mente a 6 y TI la proyección vectorial sobr~ D paralelamen-

-"-
te a 6, se tiene, para todo bipunto (M,N) de transformado 

(M I ,N I} po r p: 

ACTIVIDAD 4.9 

Objetivo 

Que el Alumno: 

1. Dada una proyección p induzca en la prueba del teorema -

de Thales. 

. -
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PROCEVIMIENTO 

- Torna un plano cuadriculado 
->. ->. 

- Define su referencia, lQ,i,jl y una escala adecuada ~ =~cm. 

- Sea p: :rn 2 --> IR 2 una aplicación, tal que p(x,y) = (x' ,y') -

con x' = ~(5X - 5y + 2) y' = }(2x - 2y + 2). 

¿Es p una proyección? si no ¿por qué? 

- Toma A(l,-~l, B(4,-6), e(-2,4) puntos de :rn 2 

- Ubica A,B y e en el plano 

- ¿Son A,B, y e colineales? si no 

- Determina las coordenadas de AC 

¿Fue tu resultado AC(-3,5)? si no 
-->. 

- Determina las coordenadas de AH 

- ¿Fue tu resultado AB(3,-51? si no 

- Encuentra el valor a , tal que cumpla la relac i ón 

~ ~ 

Ae = a AB 

- Encuentra p CA}, P (B) Y p (e), e identifícalos corno A t, B I , 

y e', respectivamente. 

F ltd A '(42) B,(52~) e,(-28 10)? si - ¿ ue tu resu a o , . , . 3' 3' 3' 3 • 

no 

- Determina las coorde nadas del vector AtC' 

-40 -16 
¿Fue tu resultado (- 3-' -3-)? si no 

-40 16 
- Determina las coordenadas de A' B' ( 3' 3) 

Encuentra el valor a _
1

, tal que cumpla con la relación 

•• 



---'>. 

ex A'R' 1 

- Compara los valores de ex y a 1 

- ¿Qué concluyes? 

EXPOSICION 

Sean tres puntos A,B,C del plano ~ tal que; 

3 t E JR XC = tAR 
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Los tres puntos A,B,C se proyectan sobre una recta D para-

lelamente a una recta D. en tre s puntos A', B', C' (Fig. 4.6) 

------~--~------------------+_--_+-------------D 

Ft''3 . 4 .6 

D Y D. son las direcciones respectivas de las rectas D y D. 

y TI la proyección v e ctorial sobre D paralelamente a !, se 

tiene; 

~ ~ 

A'C' = TI(AC) 

------------------------------------------------------------

... 
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---------------------------------~--~------------------ ~--
-----'" ~ 

Como AC = tAB Y la aplicación Tr es lineal, se tiene en ton-

ces: 

-->. 

= tnCAB) 

----'- ----lo 

resulta entonces A'C' = tA'B' 

Teorema de Thales: 

----lo ---l. 
Tres puntos A,B,C tales que AC = tAB se proyectan respect~ 

vamente sobre una recta D paralelamente a una recta 6 en -

tres puntos A', B', C' tales que: 

--->. --->. 
A'C' = tA'B' 

EJERCICIOS 4.3 

l. Sean A,B,C tres puntos no alineados; M y M' dos puntos 

que pertenecen respectivamente a las rect.as AB y AC, de--

muestra la equivalencia de los siguientes enunciados: 

a) La recta MM' es paralela a la recta BC; 

b) 3 t E: IR, AM ~ -->. -----'" 

tAB Y AM' = tAC 

2. Demuestra que si se tienen dos puntos A y B que se proye~ 

tan sob re una recta D paralelamente a una recta 6 en dos 

puntos A' Y B', el punto medio (A,B) se proyecta en el 

punto medio del bipunto (A',B'). 

. .. • 
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TRASLACIONES Y SIMETRIAS 

ACTIVIDAD 5.1 

Objetivo 

Que el Alumno: 

1. Adquier~ la noci6n de traslaci6n vectorial. 

PROCEDIMIENTO 

- Torna un pl~no cuadriculado 

- Define su referencia (0,1,31 

- Sea f: iR2 ---> IR 2 una aplicaci6n tal que 

f(x,y) = (x + 4, Y + 5), 

- Sea M(3,2l, N(-1,4), PCa,bl puntos de IR 2 

Ubica en el plano los puntos M,N, 

- Determina f(M) y f(Nl e identifícalos corno M', N', respec-

tivamente. 

- Ubica en el plano M' y N'. 

- Determina gráficamente y por pares ordenados las coordena-

~ ~ 

das de los vectores MM' y NN' 

- Determina f(Pl, e identifícalo corno P'. 

- Determina gráficamente y por pares ordenados las coordena-

--"" 
das de PP' 

-->. -->. -->. 

- Compara entre sí MI-!', NN I Y pp'. 

~ 

- Determina M'M, MN, NN ' , M'N'. 
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- Efectúa M'M + MN + NN I 

-'" 

- Compara tu resultado con MINI 
~ ->. 

- Compara MINI con MN. ¿c6mo son? 

- ¿Qué concluyes? 

ESPOSICION: RRASLACION VECTORIAL 

Sea ti un vector del plano vectorial E. 
->. 

Llamaremos traslación vectorial de vectores u, y la denota 

remos corno t~: a la aplicación de E en E que a todo punto 

---->. -"'" 
M de E, asocia el punto M', tal que MM' = u, es decir; 

",' 

t~: 
u 

E --;> E 
N 'VV\r+ 11 I de donde MM' = ~ 

1'1' 
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ACTIVIDAD 5.2 

Objetivo 

Que el alurono. 

1. Verifique que las traslacione s conservan la distancia 

PROCEVIMIENTO 

- Toma un plano cuadriculado 
-->. ->. 

- Define su referencia (~,i,j) y una escala adecuada ~ = ~cm. 

- Sea f; iR 2 ---> iR 2 una aplicación tal que: 
Lx,y) rVV\r+ (x+l, y+2) 

- Verifica que f es una traslaci6n vectorial. 

- Toma ~ 1 (6,8), ~ 2 C3~} vectores de iR 2 

->. 

- Determina gráfica y analíticamente la distancia de v~ a v 2' 

e identifícalo como dI' 

- ¿Fue tu resultado d
l 

= 1(6-3 2 + (8-4) 2? 

.....lo. ~ ~ .....lI. 

- Determina f(v
1
), f(v 2), e ide ntifícalo como v1 y v~ 

...... ...... 
- ¿Fue tu resultado v~(7,10) y v ~ l4,61? 

- Determina gráfica y analíticamente la distancia de v~ a 
.....1 

v~, e identifícala como d 2 

- ¿Fue tu resultado d = 1(7,-4) 2 + (10-6} 2? 
2 

- Compara las distancias d
l 

y d 2 • Explica tu resultado ____ __ 

- ¿Que concluyes? 



80 

EXPOSICION; CONSERVACION.DE LA VrSTANCIA VE TRASLACI.QNE.$ 

Se tiene: 

M - - > MI 
N "VI/\..+ N' 

por la traslación t~. Es decir MIM 
u 

M/N. 

De lo anterior: 

~ -->. -->. 

M'N' = M'M + MN + 
-->. ------' 

M'N' = U + MN + 
~ ---lo. 

M'NI MN 

~ ~ 

0 De donde IIMIN'jj ;::; IIMNII 

Recordemos que la distancia de MN 

consecuencia Q) significa que la 

la misma que la de M a N. 

ACTIVIDAD 5.3 

Objetivos 

Que el Alumno: 

~ -->. ~ 

;::; u, N'N = u pa.ra. todo 

--" 
NN' 
~ 

L·· u 1 

se determina IIMNII. En 

distancia de MI a N' es 

l. Dada una funci6n f verifique si es o no una traslación. 

2. Verifique que las traslaciones conservan la ortogonalidad 



8.1 

PRQCEVIMIENTO 

* Sea f; IR 3 ~> m 3 una función, ta,l que; 

f Lx , y 1 ;:: LX + 3, Y + 4 L 

- Verifica que f es una traslacion 

- Sea AC4,61, RC7,61, CL4,8) puntos de IR 2 

----" 
- Determina gráficamente y por pares ordenados el vector AS, 

e identifícalo como v1 

->. 

- ¿Fue tu resultado v (3,0)? 
1 

~ 

- Determina gráficamente y por pares ordenados el vector AC, 

e identifícalo como ~ 2 ' 

- ¿Fue tu resultado vz (O,2)? 
............. 

- Con ayuda del transportador determina CAB, e identifícalo 

como (1 

- ¿Fue tu resultado (1 = 90°? 

- ¿Fue tu resultado igual a cero? 

- ¿Podrías afirmar que ~l y ~z son perpendiculares? 

- Determina f(A}, f(B), fCC), e identifícalos como A', B', -

C', respectivamente. 

- Determina gráficamente y por pares ordenados el vector 

AtR', e identifícalo como ~~ 

- Determina gráficamente y por pares ordenados el vector 

A'C', e identifícalo como vi 

- Con ayuda del transportador determina el valor del ángulo 

, L/OTECA cr , r 
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C'A'B', e ident ifícalo como 8 1 

- Compara el valor de 8 con 8 J 

- Determina (~1, ~~) 

- Compara tu resultado con (~~, ~2) 

- ¿Que concluyes7 ________________________________________ __ 

EXPOSICION: CONSERVACION VE ORTOGONALIVAV VE LAS TRASLA­
CIONES. 

Aplicando la traslación t~ a los puntos M, N, P Y S de E, 
u 

tenemos: 

M - > M' 

N ---> N' 

P ---> P' 

s ---> Si 

Es decir: 

11 M'N ' 11 = 11 E1N1I, 11 P---rB '11 = 11 pSlI Q) 

(E1N, PS') = 1IE1N1I IIPsII cos 8 

(M'N " P -.-s ,) = 11 M'N I 11 11 P'S I 11 co s B @ 

Susti tuyendo Q) en @, tenemos: 

De ® tenemos que: cos 8 = cos B 

. 
•• 8 = S 6 8 = -S 
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ACTIVIDAD 5.4 

Objetivo 

Que el Alumno; 

~. Dada una función f . 

a) Verifique que se trata de una traslaci6n 

bl Verifique que f conserva el baricentro de una familia 

de puntos ponderados. 

PROCEVIMIENTO 

Primera Parte 

- Toma un plano cuadriculado 
...>. ..:.. 

- Define su referencia (O,i,jl y una escala adecuada ~ =lcm. 

- Sea f: IR 2 ---> IR 2 una aplicación tal que: 

(x,y) ~~~+ (x + 2, Y + 5) 

- Verifica que f es una traslación 

- Toma l o s puntos AC-2,-2}, BL-J., 7}, Ce5,1) y ubicalos en el 

plano m 2 
• 

- Une los puntos con segmentos de rectas 

- Asignale al punto A peso 2; al punto B peso l y al punto C 

peso 2. 

- Encuentra algebraicarne nte el baricentro G de los puntos 

ponderados (A,2}_ i (B,l) Y (C,2). 

---lI. ~ -lo. ....:.. 

(Ay uda: 2GA + _1GB + 2GC = 01 
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- ¿Tiene el punto G l~s coorden~d~s (l,lt? si no 

Segund~ Parte 

- Determina f (AL, f (Bl, f CCi. y f LGl e identifícalos como A', 

B', e', y ~', respectivamente. 

Ubica los puntos A', B ' , C' en el mismo plano 

- Une los puntos con segmentos de rectas 

- Asíngnale al punto A' peso 2, al punto B' peso l y al pun-

to C peso 2, 

- Encuentra algebraicamente el baricentro G
1 

de los puntos -

ponderados (A',2)¡ (B',l), Y LC',2) 

- ¿Tiene el punto G 1 las coordenadas C3 ,61? s i no 

Tercera Parte 

- Gráficamente encuentra el baricentro G
2 

entre A' y B', 

- Gráfic amente encuentra el baricentro G3 entre G2 y C' 

- Determina las coordenadas de G
3 

¿Tiene G', G1 Y G3 las mismas coordenadas? si no 

Explic~ tu result~do 

- ¿Qué concluyes? 

EJERCICIOS S.l 

1. Diga en los casos siguientes, si la aplicación f de IR 2 
-

en IR 2 es una traslación: 



a) v(x,yl Em
2 fCX,YL LX 

1 ~ 
;:: + 2' Y + }L 

bl VCx,y) Em
2 f(x,yl = (x - 3y, 2.x - 6yl 

cl V(x,yl Em
2 f(x,yl (x- 2 8L = 3' y ..-

dl V(x,yl E: :rn 2 f(x,yt = <-x 2 , y 2 t 

el V(x,yl E :rn 2 fLx,yl ;: (y,xl 

2. Sea f una aplicación de m2 en m2 tal que 

VM E m2 y M' su transformado por f se cumple que 

MM' ;:: (! !l 
3' 2 

Determina analíticamente f . 

3. Sea g una aplicación de IR 2 en IR 2 tal que VM E: IR 2 Y M.' 

su transformado por f se cumple MM I ;:: L-2, -3) 

al Determina analíticamente g. 

b) Toma ~l y ~ 2 de :rn 2 y verifica que 

-l.~ -.A.....,l¡,. ---..-.::.. 

d( V1 ,V 2 ) ;:: d(v~,v~), con VI' v~ los transformados de 

v
l 

y v 2 por g. 

85 

4. Sea f: m2 
-->. 

---> :rn 2 tal que MM' ;:: (5,3) con M' el t rans--

formado por f. 

al Determina analíticamente f. 

---" --'o. 

b) Toma A,B,C de m2 y determina AB, AC 

cl Determina (KB,A"C) 

dl Mide con un transportador el ángulo CAE 
~ ~ 

el ¿Podrias afirmar que AE y AC son ortogonales? 
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ACTIV¡OAO 5.6 

Objeti.vo 

Que el Alur¡¡no; 

~. Adqui.erA la noción de simetrfa 

PROCEDIMIENTO 

- Toma un plano cuadriculado 
...:.. -" 

- Define su referencia (Q,i,j) y un~ escala adecuada 1 =lcm. 

- Sea S; IR 2 ---> IR 2 una aplicaci.ón tal que; 

Lx,y}. '\/\/\,.+ (Xl,yl) con.x' ;::: ~l-5.x - 4y + 12) 

~ 
Y I = '7 c- 6 x + y + 6 ) 

- Sea MC2,21, N(2,41 puntos de IR 2 

- Determina S(M) y S(Nl e identiffca10s como M' y NI respec-

tivamente 

- ¿Fue tu resultado MI
(;, -i) y N'C-2, -;1? 

- Sea D la recta de ecuación 3x + y - 3 = O 

- Grafica D y MI, N' en un mismo plano 

- Encuentra el punto medio de M y M' e identiffcalo como 1M 
, 

- Encuentra el punto medio de N y N', e identiffcalo como IN 

- Ubica en el plano 1M y IN 

- ¿Podrias afirmar que 1M y IN pertenecen a la recta D? 

- Determina la distancia de IN a M, e identiffcala como dI 

- Determina la distancia de 1M 
a M' e identiffcala como d 2 , 
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- Compara d 1 y d 2 ¿Como son? 

- Determina la distancia de IN a N, e identiffcala como d 3 

- Determina la distancia de IN a N', e identifícala como d 4 

- Compara d 3 y d
4 

¿cómo son? 

- ¿Qué concluyes? 

EXPOSICION: SIMETRIA RESPECTO A UNA RECTA EN UNA VIRECCION 
VAVA 

o 

Sean D yodos rectas 

secantes. Sea M un pu~ 

to del plano. Denomina 

mos simétrico de M res 

pecto a D en la direc-

ci6n o al punto M' tal 

que: 

~ ~ 

- MM' pertenece a la recta vectorial o 

- El punto medio del segmento MN' pertenece a D. 
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Cuando 6 Y D son ortogonales la simetría S se dice que es 

una simetría ortogonal. 

ACTIVIDAD 5.7 

Objetivos 

Que el Alumno: 

Definida una aplicación S de IR 2 a IR 2 

1. Determine el conjunto de puntos invariantes por S. 

2. Demuestr que para todo punto M de transformado MI por S 

a) El punto medio de M y MI pertenece al conjunto de pun-

tos invariantes. 
---->. --" 

b) El vector MM I pertenece a una recta vectorial fija 6 

3. Concluya que S es un simetría 

PROCEDIMI ENTO 

- Toma un plano cuadriculado 
-lo --" 

- Define su referencia (O,i,j) y una escala adecuada 1 =~cm . 

- Sea s: IR 2 --> IR 2 una aplicación tal que S( x ,y) =(Xl,yl) . 

con Xl = x, y l = -y + 2 

- Determina el conjunto de puntos invariantes por S, e iden-

tifícalo como D. 
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- ¿Fue tu r e sultado D ;:: { (x , y ) E m 2 jy := ~}7 

- Grafi c a D en e l plano 

- Torna M(O,21 y N) x , y l de m2 

- De t e rmina SLM), S( N), e ide ntifícalos corno MI y NI, respe~ 

tivamente 

- Determina el punto medio entre M y MI, e identifícalo corno 

P (M) 

- De termina el punto medio e ntre N y NI, e identifícalo corno 

P(N) 

- ¿Los puntos P(M) y P(N) son invariantes por S7 si 

no 
----lo. ~ 

- Determina gráfica y analíticame nte los vectores MM', NN' e 

identifícalos corno ~ y ~, r e spectivamente 
....>. ....>. -" 

- ¿Podr í a s afirmar que u y v pertene c e a la r e cta ~ : x ;:: 07 

- ¿Podrías concluir que l a aplicación S e s una sime tría con 

r e spe cto a D parale lame nte a ~ 7 

Ejemplo 

Sea S: IR 2 

(x , y ) 

--> 

'VV\r+ 

IR 2 una sime tría de ejes tal que : 
l l (Xl, y l) con Xl = }(x +4y -4), y l =3"(2x -y +4) 

a) De t e rminemos el conjunto de puntos invariantes por S. 

U t M( x ) n p un o y es invariante por S sí y solamente sí: 

.1 
x = 3"( X + 4y - 41 

1 
Y = 3" (2 x - y + 4) 
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1 
x = }( x + 4y - 4) 

Como <=> x - 2y + 2 = O 
1 

Y = J(2x - y + 41 

Resulta entonces que el conjunto de puntos invariantes por 

s. 

Es la recta D de ecuaci6n D: x - 2y + 2 = O (Fig. 5.3) 

-x 
x 

\) 

-y 

X x' b) Para todo punto M( } de transformado M' ( 1)' el punto me-y y 

dio P(M} de los puntos M y M' tiene por coordenadas: 

211 = J(x + y - 1), ~(y + y ') = }(x + y + 2) 

Mostremos que P(M) pertenece a l a r ecta D 

D; x - 2y + 2 = O 



c) Demostremos que, para todo punto M(x) de transformado y 
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M' eX'l e l vector MM' pertenece a una recta vectorial fi­y' , 

ja 6 . 

El vector MM' tiene por coordenadas: 

x' J. 4y 4 ) 2 2y 2) , - x ;::; 3(x + - - x ;::; 3 l - X + -

y' 
1 4) 2 

2y 2) , - y ;::; 3(2x - y + - y ;::; -ex - + 3 

Se tiene entonces x' - x = -(y' - y) • 

Resulta que el vector MM' pertenece a la recta vectorial 
~ ~ 

6 que tiene por ecuación 6 : x + y ;::; o. 

El estudio realizado prueba que la aplicación S es la si-

metría con respecto a la recta D paralelamente a la recta 

vectorial 1.. 

ACTIVIDAD 5.8 

Objetivo 

Que el Alumno: 

l. Dadas dos rectas secantes D y 6 , def i na analiticamente la 

simetría S con respe cto a D paralelame n te a 6 

PROCEDIMIENTO 

- Toma un plano cuadriculado 
~ ~ 

- Define su referencia tO,i,j), y una escala adecuada 
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Grafica las rectas D: 2x - 3y + 6 = O Y 6 2x - y = O -

en un mismo plano. 

- Son D y 6 rectas secantes? 

- Ubica en el plano el punto M(~l y MI t~:) su transformado 

por la simetría S de eje D paralelamente a 6. 

- Traza la recta que pasa por M y M' e identifícala como 6M 

- Determina un vector direccional de la recta 6 e identifíca 

~ 

la como u 

- Determina el valor real t que datisface la relación MMI=t~ 

- Determina las coordenadas del vector MM' 
Xl-X 

- ¿Fue tu resultado MM' = ( , )? 
Y -y 

~ 

- Determina las coordenadas del vector tu 

~ t 
- ¿Fue tu resultado tu = (2t)? 

~ 

- Iguala los resultados de los v e ctores MM' y tu 

- ¿Fue tu resultado Xl = X + t , y' = y + 2t *? 

- Determina el punto medio de M y M', e identifícalo como M1 

- ¿Es MI un punto de la recta D: 2x - 3y + 6 = O? si 

no ¿por qué? 

- Si tu respuesta es sí sustituye el valor de MI en D y de--

termina el valor de t. 

- ¿Fue tu resultado t no 

- Sustituye el valor de t en * 

- ¿Qué concluyes? 



-x 

93 

Ejemplo: 

-lo -lo 

Sea IR 2 el plano y su refe rencia, lO,i,j), sean D y 6 las rec 

tas de ecuaciones: 

D: 3x + y - 3 = O 

6 : x - 2y = O 

a) Definamos analíticamente la simetría S con respecto a 6 -

paralelamente a 6 . 

x Sea M ( ) un 
y 

(Fig. 5.4) 

, 
punto de IR 2

. y MI (;,) su transformado por S 

-y 
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Tomemos un vector direccional ~ = l~) de la recta 6, y de la 

recta 6
M 

que contiene a M y es paralela a 6 . 

Como el punto M' pertenece a la recta 6M, existe un real t -

tal que; 

--" -' 

MM' = tu 

- x = 2t 

es decir tal que 
- y = t 

Se tiene entonces I= j Xl = 

lY' = 

x + 2t 

y + t 

El punto medio de los puntos M y M' tiene por coordenadas 

como el punto medio de M y M' pertenece a la recta D de ecua 

ción 3x + y - 3 = O, se tiene: 

3(x + t) + ~(2y + t) - 3 = O Q;) 

De la igualdad Q;) podemos obtener el valor d e t y operando 

tenemos: 

t = -?l3X + y - 3) 

Al sustituir el valor de t en I, obtenemos: 
( 

JXI 1 4y 12) = - (-5x + 7 . 

ly I .1 5y + 6) = -(-6x + 7 
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De todo lo anterior concluirnos que la simetría S con respec-

to a D paralelamente a 6 es la aplicación: 

S: JR 2 --> JR 2 

M M' M (x ') x' 
l 4y l2) '\ ,rV \r-r con y = -(-5x - + y' ] 

l 5y 6) y' + -(-6x + + 7 

EJERCICIOS 5.2 

1. Sean A,B,C tres puntos no alineados. Determinar las sime-

trias de ejes que dejan invariante el conjunto {A,B,C}. 

Demuestra que los ejes de estas simetrias son concurren--

tes. 

2.a) Una r e cta 6 con dos rectas paralelas D y D' respectiva-

mente en A y A'. Designa por: 

i) S la simetría con respecto a D, paralelamente a 6. 

ii) S' la simetría con respecto a D', paralelamente a 6. 

Define la aplicación compuesta S' oS. 

b) Sea t una traslación de vector u. De muestra que existen 

dos rectas paralelas D y D' Y una recta 6 secante a D y 

secante a D' tales que: t = S' oS . 
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3, Sea IR 2 el plano (O,i,j) un referencial de IR 2 

Designemos por S la si~etría con respecto a una recta D -

parale lamente a una recta 6 . 

De fina analíticamente la simetría S en los casos siguien-

tes; 

- Dada una ecuación c ar tesiana de la rect 
->. 

D Y u un vector 

director de la r e cta 6 : 

b) Y 

c) y 

d) x - y 

- ~ e) ax + by + C = 0, ut a} 

J -1 
= O, uC ].} 

4 . Sea IR 2 el plano (0,1, J) un referencial de JR 2 

Sea S la a p licación de JR 2 en IR 2 definida analíticamen-

te por 

rx' = y + 1 

ly' = x - 1 

1~) Determina el conjunto de puntos invariantes por S. -

Sea D este conjunto. 

2~} Demuestra que para todo punto M de transformado M' -

por S: 

a) El punto medio de (M,M') pertenece a D 

~ 

b) El vector MM' pertenece a una recta vectorial fi-
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...." 

ja 6 dotada de una base~ 

3~) Deduce si S es ó no una simetria. Razona tu respues-

tao 

Repite el ejercicio anterior en los casos siguientes; 

a) 
JXI 
ly I == Y 

-x - 3 
b) 

JX 1 == -2x - 3y 

1y' ;: x + 2y + 1 

- Sea IR 2 el plano (O,i,j) un referencial de IR 2 

3 

Designa por D la recta de abcisas, por D' la recta de or 

denadas y por 6 la recta de e cuación x + y - 1 == O. 

A todo punto M de IR 2 se asocia su simétrico M' con res-

pecto a 6 , paralelamente a D y el punto Mil, simétrico de 

M con respecto a 6 , paralelamente a D'. 

l~) De termina el conjunto de puntos M tales que 

---->. -> -lo 

M'M" == i - j 

2~) Demuestra que existe un punto M, y solo uno tal que; 

- Sean A,B,C tres puntos no alineados. Determina las sime-

trias de ejes que dejan invariante e l conjunto {A,B,C}. 
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ROTACIONES 

ACTIVIDAD 6.1 

Objetivo 

Que el Alumno: 

1. Adquiera la noción de r o t a ción 

PROCEDI MIENTO 

- Toma un plano cuadricula do 

- Define su referencia (O,l,}) y una escala adecuada 1 =lcm. 

- Sea r; IR 2 ---> IR 2 una a plicación tal que : 
(x,y) 'VV\r+ (x ',y ') , 

1 1 
con x ' = 2"Cx/3 + y + 3 - 13), y I = 2"C-x + y/3 - 1 + 13) 

- Toma A(-l,l), M(2,4), N(6,5) puntos de IR 2 

- Ubica A,M,N en el plano IR 2 

- Determina r(A), r(M), r(N), e identifícalos como A',M',N ' , 

r e spectivame nte y ubicalos en el plano IR 2 

- ¿Es A un punto invariante por r? Explica tu resultado 

- Determina la distancia de A a M, e identifícala como dl' 

- Determina la distancia de A a M', e i dentifícala como d
2 

- Compara d l y d 2 , ¿cómo s e a? 

- Determina la distancia de A a N, e identifícala como d
3 

- De termina la distancia de A a N', e identifícala como d 4 

- Compara d 3 y d 4 , ¿cómo son? 

- Determina e n forma gráfica y por pares ordenados los vecto 
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tes AM, AN, AM', AN' 
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- Con ayuda del transportador mide el AM,AM', e identifícalo 

como (;) 

-"'- ->-

- Con ayuda del transportador mide el AN,AN', e identifícalo 

como 8 1 

- Compara 8 y 8
1

, ¿cómo son? 

- ¿Qué concluyes? 

EXPOSICION: DEFINIeION DE ROTACION 

Llamaremos Rotación de centro A y de ángulo (;) la aplicacián 

que deja invariante A y que a todo punto M distinto de A, 

asocia el punto M', definido por: 
..... , 
~~ 

d(A,M) = d(A,M') Y AM,AM' = 8 

Como M es distinto de A, su imagen M' es el punto de inter 

cepción de la circunferencia de centro A que pasa por M y 

de la semirecta At' tal que At;At ' = 8 , también At es la -

semirecta de origen A que contiene a M. (Ver Fig. 6.1). 

·e 

A 

t 
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ACTIVIDAD 6..2 

Objetivos 

Que el Alumno: 

l. Dada una aplicación ~ demuestre que se trata de una rota-

ción. 

2. Calcule las coordenadas de s u centro A. 

3. Calcule el ángulo de rotaci6n de ~ . 

PROCE DIMIENTO 

- Torna un plano cuadriculado 

- Define su referencia (o,i,]), y una escala adecuada l =1cm. 

- Sea ~: IR 2 ---> IR 2 una aplicaci6n tal que: 

(x,y) ~~~+ ( X',y'), con x' = -y + 1, y' = X + 1 

- Determina el conjunto de puntos invariantes por ~, e iden-

tifícalo corno l. 

¿Fue tu resultado I = {A(ü,1)}? si no 

- Torna el punto B(n) de IR 2 ,B 1 A. Ubica B en el plano. m 

- Calcula ~ (B), e iden t ifícalo como B' 

-m + 1 
- ¿Fue tu resultado B ' ( n + 1)? si no . Ubícalo en el plano 

---... 
- Calcula gráficamente y por pares ord 3nados el vector AB 

¿Obtuviste corno resultado AB = ( n
l

) ? si m-

- Calcula la 11 :ABII, e identifícala como a • 

./- ¿Obtuviste corno resultado a = In 2 + (m - 1) 2 ? 

no 
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- Calcula gráfica~ente y por pares ordenados el vector AS'. 
¿Obtuvistes como resultado AH' ;:::: (-n + 1)7 si 

n 

- Determina la 11 AB '11, e identifícalo como b 

- ¿Obtuviste como resultado b = J(-m + ~}2 + n 2? 

no 

- Compara a con ~, ¿cómo e s tu resultado? Razona tu respue~ 

ta 

~ 

- Calcula gráficamente y por pares ordenados el vector BB' 

-------lo. -m +.1 - n 
¿Obtuviste como resultado BB' = ( +1 )? si no n -m 

- Determina la IIBE'II, e identifícala como c. 

- ¿Obtuviste como resultado c = 1(-m+1-n) 2 + (n+l-M) 2? 

si no 

--->. ~ 

- Mide con un transportador el ángulo e = AB,AB' 
--------'>. ---'-

- Determina en forma analítica el ángulo 8
1 

= AB,AB' 

(Ayuda: c 2 = a 2 + b 2 - 2ab cos e l ) 

- Compara e y e l ¿cómo son? ¿es e = e l = 90°? si no 

explica tu resultado 

- ¿Qué concluyes? 

EXPOSICION: 

Se tiene que \ji de IR 2 a IR 2 se caracteriza por: 

1. \ji tiene un único punto invariante J (O, l) 

2. VM f A se tien e d(A,M) = dCA,M'), c om M' el transforma-

do de M por \ji . 

----3. VM f A se tiene AM,AM' = e = 90° 

En consecuencia, ~ es la rotación de centro A(O,l) y ángu-

lo e = 90° 
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Diremos q ue 9 C~ l a hotaci6n de centho A y de 4nguto 8 

Ejemplo: 

Torna el plano m 2 y un refere ncial ortonormal directo co,i,j). 

Determina analíticamente la rotación r de centro A(-1,2) y -

ángulo 8 = 1 rad. 

A 

J 

Sea M(x,y), un punto distindo de A, d e imagen M'(x',y'). 

---'" ---" 

Los vectores AM y AMI tienen for coordenadas 

ix 
= 

x + 1 = ~X I = Xl + 1 
AM = AMI 

Y = Y 2 l y' = y' - 2 



------
Además, II AMII = II AM' II y M, AMI = 

Hagamos; p = 11:AM11 y a. = i;A:M 

Se tiene entonces: 

-" --" 
i,AM 

TI = a. + -
3 

+ 

Luego, tenemos como resultado. 

p cos a. 
(1) y (111 

p sen a. 

TI 3" rad. 

p cos Ca. + .:!!:.) 
3 

psen(ex + 2!:.} 
3 
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Escribamos (11) aplicando la propiedad del coseno de la suma 

de ángulos. 

XI = p ecos a. cos ~ - sen a. sen TI) 
1" 

1 13 
= 2" p cos a. - 2 p sen ex 

(11) 
TI TI yl = P (sen ex co s 3 + cos ex sen 3) 

1 
+ 

13 = 2" p sen ex 2 p cos ex 

Sustituyendo 1 en 11 obtenemos 111 

( 
!x _ / 3 y 

r 
= 2 2 

(111 ) 

y' = / 3 X + ! y 
2 2 

Sustituyendo en (111) X', yl, X, Y por Xl + 1, y' - 2, x + 1, 

Y -2, Obtemenos: 
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J !(x /j ( -1 -/3 -::!. + X' + l = + II - 2(Y - 2) 

r 
~ 2x -y .13 

2 .x 2 
6 l y I - 2 

13 _1 ( - 2) y' 
13 l 13 = 2CX + l) + "2 -Y = -x + -y + 2 + ..1 

. ~ 2 2 

ACTIVIDAD 6.3 

Objetivos 

Que el Alumno: 

1. Determine analíticamente la rotación r, conociendo el cen 

tro y el ángulo de la rotación. 

2. Saque conclusiones de los gráficos. 

PROCEDIMIENTO 

- Torna un plano cuadriculado 

- Define su referencia (O,i,j), y una escala adecuada l=lam. 

- Sean A(O,I3) y 8 = i el centro y el ángulo de la rotación 

r, respectivamente. 

- Torna M(X) un punto de IR 2 y M' (X') su transformado por r. 
y y' 

- Determina los vectores AM y AM', e identifícalos corno M} y 

..... 
M2 ' respectivamente. 

..... 
- ¿Fue ron las coordenadas de MI {x = 

y = y - /3? 

~x.= x' 

y l = yl - i3? 

..... 
- ¿Fueron las coordenadas de M

2 

- Determina 11 M 111 y 11 M211, e identifícalo como P y p', respec-
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tivamente. 

Compara p y p I, ¿son iguales? si no 

------~ ~ TI . 
- ¿Podrías afirma r que M~,M 2 = 6 rad? Sl ___ no ¿por qué? 

Traslada los ve ctor MI' y M2 al origen * 

- Identifica como a e l ángulo formado por i,Ml 

- En base a los gráficos obtenidos en * ¿podria s afirmar que ; 

no ¿por qué? 

- Si tu respuesta e s sí la e xpresión anterior puede reescri-

~ -4 TI 
birse como i,M 2 = a + 6 

- Obtie ne a partir d e los gráficos resultados en * las coor-

denadas de x,y,x', y '. 

- ¿Fueron tus resultados (1) 
J x = p cos a 

(y = psen a 

(II) t: ~ 
TI 

P cos (a + 6) 

pco s( a + 2!.) 
6 

- Escribe (11) aplicando la prop iedad del co s eno de la suma 

de ángulos. 

- ¿Fue tu r e sultado j x ' 

tIII) 

Iy, 
~ 

13 1 2 p cos a - "2 p sen a 

IJ l = 2 p sen a + cos a ? 
2 

- Sustituye (1) en (111) 
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_ ¿Fue tu resultado [x' 

Iyl 
l 

13 1 = 2 x - - y 
2 

13 1 
? 

2 y + -x = 2 . 

- ¿Que concluyes? 

ACTIVIDAD 6.4 

Objetivo 

Que el Alumno: 

1. Verifique que la composici6n de simetrias ortogonales es 

una rotaci6n 

PROCEDIMIENTO 

- Toma un plano cuadriculado 
-lo -lo 

- Define su referencia (O,i,j) y una escala adecuada 

- Sea g: JR2 --> JR 2 una simetria tal que: 

(x,y) f\.¡ 'V\r+ LX I , Y I } , 

Xl 
¡¿ 

y ) , yl ¡¿ 
y) con = 2 Cx + = -(x -2 

- Sea f: IR 2 --> IR 2 un simetria tal q ue; 

ex , y) f\.¡ f\.¡f\.¡-+ ( Xl, Y , ) 

con Xl = Y y' = x 

- Verifica que f y g son simetrias ort ogonales 

- Sea r: IR 2 --> JR2 una aplic~ci6n tal que; 

(x, y ) f\.¡'Vf\.¡-+ Lf o g) ex } 

- Determina el conjunto de puntos invariantes por g, e iden-

tificalo como D. 
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- ¿Fue tu resultado D = {Lx,y} E :m 2 /y = L.I2 - 1} x} ? si 

no 

Si tu respuesta es sí ¿podrías afirmar que D es e l eje de 

sime tría de g? si no 

- Determina el conjunto de puntos invariantes por f, e iden-

tifícalo c omo 11 . 

¿Fue tu resultado 11 = {(x, y ) E IR 2 /y = x}? si no 

- Si tu respuesta es sí ¿podrias afirmar que 11 e s el eje de 

simetría de f? si no 

- Determina el conjunto de puntos invariantes por r, identi-

fícalo como 1 

- ¿Fue tu resultado 1 = {A(ü,O)}? 

1 -3 
- Sea M(2) y N( 1) puntos d e IR 2 

- Determina r(M) y r(N), e identifícalos como MI y NI, res--

pectivamente. 

- Determina la distancia de A a M, e identifícala como d l 

- Determina la distancia de A a MI, e ide ntifícala como d 2 

- Compara dI y d 2 ¿cómo son? 
-----'" ---->. 

- Dete rmina los vectore s AM y AMI, e iden tifícalos corno a, b, 

respectivamente. 

- Determina la distancia de A a N, e identifícala como d 3 

- Determina la distancia de A a NI, e identifícala como d 4 

- Compara d 3 y d 4 ¿cómo son? 

- Determina los vectores AN y AN', e identifícalos como al, 
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b ' , respectivamente. 

- Determina los vectores MM' y NN' e identifícalos como c y 

c ' , respectivamente. 

------- Mide con un transportador los ángulos AM,AM ' 
identifícalos como 8 y 8

1 
¿cómo son? 

"-

- Determina en forma analítica el valor de 8 

(Ayuda: c 2 = b 2 + a 2 
- 2ab cos8) 

1 

"-
- Determina en forma analítica el valor de 8 1 

( Ayuda: c I 2 = b I 2 + a I 2 - 2 a I b I ca s 8 1 ) 

--.:::r:-~ 
y AN,AN ' , e 

- ¿Fueron tus resultados 8 y 8
1 

~ 81.87°? si no 

- Si tu respuesta es sí ¡tienes buen cálculo! 

- Si tu respuesta es no, repíte hasta lograrlo 

- ¿Qué concluyes? 

EXPOSICION: ROTACIONES COMO UNA COMPOSICION VE SIMETRIAS 
ORTOGONALES 

Sean D Y DI dos rectas que pasan por un punto A dado. Es-

tudiemos la aplicación compuesta r = SD' o SD de dos sime--

trias ortogonales de ejes D y DI. 

Consideremos dos semirectas Ax y Ax ' d e origen A incluidas 

en D Y DI, respectivamente. (Fig. 6.3) Y una abertura a de 

~-----------------------------------------------------------
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El punto A invariante para SD y para SD' es igualmente pa-

ra r. 

Sea M un punto diferente de A, MI su imagen por SD y MI la 

imagen de MI por SDI 

Notemos que las semi-rectas de origen A¡ At , At1 , At
' 

con­

tienen a los puntos M, MI' MI, respectivamente. 

Por otra parte, tenernos: 

y además: 

A t , Ax I = Ax I , A t' ( 2 ) 

De las igualdades l~l y L2), obtenemos; 

AM = AM' 



110 

Además, tenemos que: 

........... ........... ........... 
At,A t , = AttAt + At 1,At ' , 

---- ..-...... 
At,A t , = 2CA x ,A t ¡ T At1,A X ') 

........... 

= 2(A x ,A x ' )· = 2 ~ 

Resulta entonces que el punto M', imagen de M por r, está 

definida por: 

AM = AM' Y AM,AM ' = 2a 

EJERCICIOS 6.1 

Sea IR 2 el plano vectorial, ci,j) una base ortogonal directa 

de IR 2 . 

1. Sea ljJ la aplicación lineal de m2 en m2 tal que ljJ C1) ;::: j 

y ljJ(j) = -i 

- Demuestra que ljJ es una rotación vectorial 

a) Calcula el centro A de ljJ 

b) Calcula el ángulo de rotación B de ljJ 

2 . Sea ljJ la aplicación l i neal de YR 2 en IR 2 tal que 

,1, f ' ) ¡¿ (-7'- -!-) ,1 , () ;"2 (-7'- --J' \ 
'1' \..1 ;::: 2 .1 T J , '1' . j ;::: 2 -1 + J 

- Dete rmina analíticamente la a p licación ljJ , y v e rificar -

si se trata o no de una rotación. 
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3. Sea ~ una rotación de IR2 e n ¡R2 tal que; 

a) Calcula el centro A de ~ 

b) Calcula el ángulo d e rotación e de ~ 

4. Sean ~ y ~ l aplicacione s l i neales de IR 2 en IR 2 tal que; 

~ ->. 

a) 1J! (i) = j 

~ 13 --" 1-,>. 
b) ~ 1 (i) = 2" i - 2" 1 

1 . 
= - - 1 

2 
1"1-+ - - J 
2 

- Demuestra que ~ y ~l son simetrias ortogonales 

- Determina analíticame nte ~ o ~ l y deduce si se trata de 

una rotación, determinando el c e ntro A y el ángulo S de 

l~ o 1~ 
1 
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