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I NTRODUCCTION

El presente trabajo estd dirigido a estudiantes de segundo

ano de bachillerato y se enmarca en la necesidad de insistir
una vez mads en la reactlvacidén de la Ensenanza de la Geome--
tria en todo el Sistema Educativo Nacional, razén por la cual
el presente trabajo es continuacidn del trabajo de Gradua---
cidn titulado "Un Enfoque Moderno de la Ensenanza de la Geo-
metria" el cual estd dirigido a estudiantes de primer ano de
bachillerato. Es del conocimiento de todos la drastica reduc
cidn que sufrid la Geometria en los programas gue se disena-
ron con la Reforma Educativa de 1968. Con esta reforma a ni-
vel de bachillerato en loc gque se refiere a Geometrfa sdlo -
fueron incorporados alguncos elementos de Geometria Analitica,
y en los niveles educativos inferiores solamente algunos as-

pectos muy bésicos de figuras geométricas.

A lo anterior agreguemos las dos dificultades fundamentales
de la Reforma Educativa, estas son: La poca preparacidn de -
los maestros para la puesta en marcha de la misma, asi como
también la concepcidn equivocada de identificar la Matemati-
ca Moderna solo con Tecria de Conjuntos. A la fecha los re--
sultados son evidentes, ya que las promociones estudiantiles

tienen muy poco conocimiento de la Geometria.

En este trabajo se propone un modelo en el cual se retoma -
la Ensenianza de la Geometria; se propone retomarla en concor
dancia con el estudio del Algebra Lineal. Ademés, se ha que-
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rido combatir la estructura de la Ensenanza Tradicional, in-
troduciendo una forma de ensenanza-aprendizaje en la cual el
maestro se convierte en un facilitador del aprendizaje, mien
tras se promueve una mayor participacidn del estudiante para
la redescubierta del conocimiento. En este sentido la Geome-
tria es un valiosos ingrediente para el desarrollo de la in-
tuicidn ya que a través de representaciones geométricas, que
logra a base de actividades de "dibujo", puede preveer los -

resultados tebricos esperados.

Por todo lo anterior planteamos para el presente trabajo los

sigulentes objetivos:
i} Objetivo General:

Elaborar una propuesta metodoldgica de Ensenanza de la =

Geometria.
1i1) Objetivos Especificios:

a) Promover la reactivacidn de la ensenanza de la Geome-
tria Euclideana en el nivel medio y universitario.

b) Elaborar una visidn unitaria de la matemética, a tra-
vés de la relacidn entre el Algebra Lineal y la Geome
tria.

c) Tratar de impulsar una metodlogia a base de activida-
des para despertar la intuicidn, la iniciativa y crea

tividad en el estudiante.

Para la consecucidn de estos objetivos, se ofrece una formu-
la de contenidos de Geometria, para desarrollar en el segun-
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do Ano de Rachillerato, de acuerdo al esquema siguientej

CAPITULC I; BARICENTRO PARA n PUNTOS
- Definicibn de Baricentro para una familig de
puntos

- Asociatividad del Baricentro

CAPITULO II: SUBESPACIOS VECTORIALES

- Espacio Vectorial

- Definicidén de Subespacio Vectorial

Espacio Suma

Suma Directa de Subespacios Vectoriales.

- Suma Directa de Subespacios

CAPITULO III: APLICACIONES LINEALES
Definicidn de
- Homotecia Vectorial
- Transformacidn de Vectores por una Homotecig
- Vectores Invariantes
Definicidn de
~ Aplicacidn Lineal
- Imagen de una Aplicacidn Lineal
- NGcleo de una Aplicacidn Lineal
- Teorema de Caracterizacidn de Aplicaciones L1

neales
CAPITULO IV: APLICACIONES AFINES

- Definicidén de aplicacidn afin
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- Aplicacidn Lienal Asociada a una Aplicacidn

afin

- Teorema de CAracterizaciébn de Aplicaciones

afines

- Propiedades de Aplicaciones Afines

- Proyecciones

CAPITULO V: TRASLACIONES Y SIMETRIAS

~ Definicidn de Traslacidn

- Propiedades de las Traslaciones

- Simetrias Respecto a una Recta en una Direc

cidébn dada.

- Propiedades de las Simetrias

CAPITULO VI: ROTACIONES

- Definicidén de Rotacidn

- Propiedades de las Rotaciones

- Rotaciones como una

Ortogonales

Para el desarrollo de los contenidos
tos, se ha utilizado una metodologia
cada actividad requiere de objetivos
necesario se hace algGn comentario y

vidades se hace una exposicidn sobre

Composicién de Simetrias

anteriormente propues—--
a base de "“actividades";
especificos; si1 se cree
al final de algunas acti

lo desarrollado en 1las

actividades y en las cuales no aparece exposicidn seré el ma-

estro quien tendra la responsabilidad de hacerla; todos los -

capitulos tienen ejercicios propuestos relacionados con el -
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contenido de las actividades,

La forma y el orden en que aprecen estos aspectos (con sus

funciones que desempenan), se d& a continuacidn

NOMBRE DEL CONTENIDO:

1. OBJETIVOS:

Su funcidn es determinar lo que esperamos gue el estudiante

realice en cada una de las actividades.
2. ACTIVIDADES:

Su funcibn es que el estudiante por si solo, con el auxilio
del profesor, desarrolle paso a paso las instrucciones da--
das en cada actividad, para que al final obtenga, intuitiva

mente, la idea sobre lo que se trata en cada actividad.
3. EXPOSICION:

Su funcidbn es que el profesor dé una explicacidn formal del
contenido, apoyandose en la actividad que el estudiante de-

sarrolla.
4, BEJERCICIOS:

Su funcidén es que el estudiante refuerce y amplie el conte-

nido visto en cada actividad o actividades.

Entre las ventajas que presentu esta Metodologia, podemos -

mencionar:

1) Se rompe con la estructura de la ensenanza tradicional

(clase expositiva)



ii) Quien asume el papel fundamental en el proceso ensehan-

za-aprendizaje, es el estudiante,

i1i) Atiende las diferencias indiyviduales de los estudiantes

iy) Permite que el estudiante progrese a su proplo ritunp

V) Puede ser aplicado a un nlmero considerable de estud;QI
tes.

vi) Proporciona los materiales para la consecusidn de los -

objetivos

Este trabajo, que si bien representa un esfuerzo, dejaré de
de ser trascendente sino es revisado en los distintos nive--
les Educativos del Sistema de Educacidn Nacional; y de este

sistema depende, que sea implementado.

Indudablemente el trabajo a seguir es grande, hata el momen-
to solamente se ha hablado de ler. y 2do. ano (esto hay que
tomarlo como una inquieturd); habria gque seguir con 3er. arno
y en la Universidad; revisar todo lo de Educacidén Bé&sica, -
hasta tener una propuesta global en la ensenanza de la Geome
tria y después, segulir con la ensenanza del Cé&lculo, con la

ensenanza del Algebra, etc.

Para finalizar, dese expresar mi agradecimiento sincero a -
mis padres Rosa Milagro Mayorga y Marco Tulio Munoz Lopez -
(Q.E.P.D) por inculcarme el deseo de superacidn, influyendo

con ello en el logro de mis metas, al Ingeniero Carlos Mauri
clo Canjura, al Licenciado Manuel Alberto Yanez Dono y al --

Licenciado Francisco Orlando Parada Batres por su total en--
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entrega y paciente colaboracidn en la elaboracién del presen

te trabajo.

vii



INDICE

CAPITULO 1

BARICENTRO PARA n PUNTOS

1.1
1.2

1.3

Definicidn de Baricentro para n pPUNtOS.c..eeeees
Actividad 1.1:; Asociatividad del Baricentro....

Exposicidn: Asociatividad del Baricentro.......

CAPITULO ITI

SUBESPACIOS VECTORIALES

2.8

Actividad 2.1: Introduccidn al concepto de sub-

espacio vectorial.......... et et ee et
Definicidén de subespacio vectorial.............
Ejemplos de subespacios vectoriales........ e
Ejercicios propUEStOS. s ve e ertoeeecssosacosonnsees
Definicidn ESpPacio SUM@..seeeeoeenses Cere e
Ejercicios propuestosS......iveeececoccosooccocss «

Actividad 2.2: Introduccidn al concepto de suma
directa de subespacios vectoriales.........ceq

Definicién suma directa de subespacios.........

CAPITULO ITI1

APLICACIONES LINEALES

3.1

Actividad 3.1: Introduccidn al concepto de Homo

tecia vectorial......... Ces s e te e e ee e oo v

P&gina

10
11
15
16

21

21

23

25



3.10

3.11

Actividad 3.2: Transformacién de yectores L.I y
L.D por una homotecia vectorial. .q.ceeeesenccse
EJerCicCiOos PrOPUESTOS st e vt o nmsarnntncensesecnsesn
Actividad 3,3: Introduccidén al concepto de apli
cacibén lineal........ et teorrertoaesnnonenenn ‘e
Definicidn de aplicacion lineal....eeeeveeeos oo
Actividad 3.4: Homotecias como aplicaciones 1li-
neales., .eeevreecooes S terare et e
Actividad 3.5: Imagen de una aplicacién lineal,
Actividad 3.8: NGcleo de una aplicacidn lineal.
Actividad 3.7: Introduccidn al teorema de carac
terizacidn de aplicaciones lineales..v..ce-0esn
Actividad 3.8: Introduccibén a las propiedades -
de las aplicaciones lineales........ e

Ejercicios pPropuestoS..cveeeresenses e e e

CAPITULO 1V

APLICACIONES AFINES

4.1

4.5

Actividad 4.1: Introduccidén al concepto de apli
cacidén afin.........cveu... e e veue
Definicidén de aplicacidén afin......... e e
Actividad 4.2: aplicacidn lineal asociada a una
aplicacidn afin.....cceeveveeesns e «oo
Actividad 4.3: Introduccidén a las propiedades

de las aplicaciones afines....c.eeeasveocens e

Ejercicios propuestos..... e et a et

27

29

30

32

33

34

36

38

40

41

44

46

47

50

53



Actiyidad 4.4: Introduccidn al concepto de proyec

. .
Clon".!".l'_\','.'\""."".l\'-.\'.'.\{'.'.'.'.!‘!l!ﬂ".'\'.ll

4.7 Definicidn de ProyeCCION . ¢ e o v earontonosnnenoess
4.8 Actividad 4.5: Determinacifén analitica de una pro
YECCION. vt v ve v veennns e et et Ceere e
4.9 Actividad 4.6: Determinacidn de las rectas sobre
las cuales estd definida una proyeccidn..........
4,10 Actividad 4.7: Introduccibn al concepto de proyec
cidn vectorial.......... Ch et e ettt ceen
4,11 Definicidn proyeccidn vectorial........oocieuvns
4,12 Ejercicios propuestos,..... et et oo
4.13 Actividad 4.8: Introduccidén al teorema de Caracte
rizacidén de las proyeccCiones......ceeeeseeees v
4,14 Actividad 4.9: Introduccidn al teorema de Thales.
4.15 EJjercicioS ProOpPUESEOS . e e reorosnosososcosssness
CAPITULO V

TRASLACIONES Y SIMETRIAS

5.1

Actividad 5.1: Introduccidén al concepto de tras-—-

lacidn vectorial........ N .o

Actividaded 5.2: Las traslaciones con.ervan la -
disStancCia ...veineennroecnoeersnasons e e s esne s
Actividad 5.3: Las traslaciones conservan la orto
gonalidad.....ceevvvnnnnsnns Ce ot e e e s et anennnn

Actividad 5.4: Las traslaciones conservan el bari

centro de una familia de puntos ponderadOS.......

54

55

56

60

62

63

68

69

73

76

77

78

79

80

B3



EjercicCiosS PropuUeStOS.,.qiretretesoacesesnses
Actiyidad 5.,6: Introduccidn al concepto de -
SIMEET LB e v v vt vy oo e annessansasneonenosennses
Actividad 5.7: Propiedades de las simetrias.
Actividad 5.8: Determinacidn analitica de -
una simetria.....c.oeeeeeroneneees e et

Ejercicios propuestOS...iicssosscsasansonsaos

CAPITULO VI

ROTACIONES

6

.1

Actividad 6.1: Introduccidn al concepto de
YOLACION . t e v e v s oo qoerorsttactonensrocoosensos
Definicidn de rotacidn...... vt a i
Actividad 6.2: Centro y &ngulo de una rota--

[oh 1 ¢) o WA s e oo e oanesee s

Actividad 6.3: Determinacidén analitica de
Una rotacibn...veeieeeeneseens e e
Actividad 6.4: Rotacidn como composicidn de
simetrias ortogonales...... et e e e
Ejercicios propuestosS.......... e v es oo e

Bibliografia....e.oeee it reeteiianononcsnesns .

84

86

88

91

95

98

99

100

104

106

110

112



CAPITULO 1

BARICENTRO PARA N PUNTOS

EXPOSICION: BARICENTRO PARA n PUNTOS

Llamaremos punto ponderado al par (P,a) formado por un -

punto P de IR*y un real o llamado coeficiente o peso p.
Consideremos una familia finita (@H,aﬂ,(Pzﬂh)...G%,uﬁ) de

n puntos ponderados (n > 1); denotemos a la familia

(P ,a)), 1 e[1,n] como la familia de puntos ponderados
DEFINICION 1.1

Sea ((Pj,ui)), 1 e[l,n] una familia de puntos ponderados;

Si a. # 0, existe un Gnico punto G tal que:

1
1

I o~13

i

It t~~13

Qia?i = 6
i=1

Afn mds, siendo 0 un punto cualquiera de IR? se tiene:

_x_ l s ’_\ ‘-_\ .
oG = a, + a, + ... Qg (a,0P) + @,0P, + ... # &nOPn) o
n
— l o
0G = —— ( ] @;0P;)
N i=1
L G4

Este punto G es llamado Bandcentro de fLa Familia {(Py,ail),

A e[?,n] o simplemente Baxrdicentro de los puntos Py,P,,...,P;

afectados de los coeficientes a,, « Gigyee-y, Qn-

27

Se denotas: G = Baxl(P;,ai)), <e[1,n]




ACTIVIDAD 1.1
Objetivos
Que el estudiante:

1. Deduzca la propiedad asociativa del baricentro
2. Generalice la propiedad asociativa del baricentro para n

puntos,
PROCEDIMIENTO :

Primera Parte

- Toma un plano cuadriculado

- Determina su referencia (O,Y,?), y una escala adecuada.
- Ubica los puntos P, (5,5), P,(-3,3)

- Asigna a cada punto un mismo peso (p = 1), es decir

(p,,1); (P,,1).

27
-~ Determina el baricentro de los puntos P, y P,, e identifi
calo con la letra G'.

- ¢Son las coordenadas de G' = (2,3)7? si no

~ Si tu respuesta es afirmativa, estds en lo correcto

- Si tu respuesta es negativa, iinténtalo de nuevo!

- Asignale al punto G' un peso igual a la suma de los pesos
de P, vy P,. ¢Cudl es el peso resultante? R/

~ En el mismo plano ubica el punto P;(5,-3)

- Asignale el mismo peso (p = 1), es decir (P,_,1)

37

- Encuentra el baricentro entre G' y P, e identificalo con



la letra G,
- Efectua: 1(GG' + G'P,) + (GG' + G'P,) + 1GP,

- ¢Fue tu resultado igual a cero? si no

-~ S1 tu respuesta es no, inténtalo de nuevo
~ Si tu respuesta es siI, simplifica la expresidn anterior.

- ¢Llegaste a la expresidn 2GG' + 1533? si no

- Si tu respuesta es no, repitelo,

- Si tu respuesta es si, imuy bien!

Segunda Parte

- Toma un plano cuadriculado

—_—

- Define su referencia (0,1i,j) y una escala adecuada, 1=1 cm.
- Ubica los puntos P,(2,3), P,(-1,2), P,(2,3), P, (1,-4)
- Asignale los pesos (p = 4,3,2,1) respectivamente, es de--

cir (P,,4); (P,,3); (P,,2); (P

eI

- Determina el baricentro de los puntos P,, P, y P; e iden-

tifficalo como G'.
(Ayuda: 4GP, + 3GP, + 2653 = 0)

- Asignale al punto G' un peso igual a la suma de los pesos

P,, P,, P,.

- Efectfia (4(GG' +G'P,) +3(GG' +G'P,) +2(GG' +G'P,)) +1CP, *
- ¢Fue tu resultado igual a cero? si no

- 81 tu respuesta es no, jlintentalo de nuevo!

- Si tu respuesta es si, simplifica de otra forma la expre-



sidn «

-~ ¢Fue tu resultado 9@6' + léﬁq? si no

- 81 tu respuesta es no, iintentalo de nuevo!

- S1 tu respuesta es si, jmuy bién!

Tercera Parte

Toma un planc cuadriculado

-

- Define su referencia (0,1i,j) y una escala adecuada.

- Ubica los puntos P (2,1), p,(-2,5), P, (-3,3); P, (3,6);

P_(3,0).
- Asignale los pesos (p = 2,3,4,5,1) respectivamente es de-
cir (Pllz)l (P213)I (P3I4)I (PL’IS)I (Psll)’

- Determina el baricentro de los puntos P,, P P

"4 S
- Efectia: (2(GG'" +G'P,) +3(GCG"' +G'P2))+4GP3 + 5GP, +1GP,

- 4Fue tu resultado igual a cero? si no

- Si tu respuesta es no, jintentalo de nuevo!l

~ §i tu respuesta es si, simplifica a la minima expresidn -
el resultado anterior.

- ¢(Fue tu resultado 5GG' + 4GP, + 5GP, + 1GP.?, si

no

- 81 tu respuesta es no jintentalo de nuevo!
-~ 81 tu respuesta es si, estds en lo correcto
- ¢Es la suma de los pesos p, y p, igual al peso GG'?

s1 no



- S1 tu respuesta es no, repite la suma,
- Si tu respuesta es si ¢podrias generalizar la expresidn -

anterior para n puntos? si no

- Si tu respuesta es no, jintentalo.

- S1 tu respuesta es si ¢cébmo lo harias?

EXPOSICION: ASOCIATIVIDAD DEL BARICENTRO

El baricentro G de n puntos ponderados puede obtenerse -
sustituyendo varios de ellos, por su baricentro G' con pe
so igual a la suma de los pesos de dichos puntos; en don-
de la suma de éstos pesos es no nula, y calculando al fi-
nal el baricentro G con los demds puntos restantes y el -

baricentro G'.
Esta propiedad es llamada Asocdlatividad del Banricenthro,
DEFINICION 1.2

Sea ((Pjy,ai)), ie[1,n] una familia de puntos ponderados
supongamos gue existe una parte J de [l,n](J 7 0)y Jf[lﬂﬂ

tal que:

) a; # 0. Tomando K = [1,n] - J se tiene;
ieJd

(=4’

n
—_— _ —_ - N —_ v —_ _
=1 1eJ ieK

Si 0 es un punto cualesquiera de IR®, se tiene




Si reemplazamos O por G y G por G' en donde

G' = Bar((pi,ui)), 1 eJ, se tiene:
Ge' = — 1 ] «,GP,)
Yoo ieg *
ieJd

Entonces,

n
L a.GP, =0 <= ( N ai)aé‘ + Z o, GP, = 0
=1 ied igekK

Asi, el baricentro G de los n puntos ponderados ((Pi,ai)),
i e[l,n] puede calcularse, encontrando primeramente el bari
centro G' de los puntos ponderados ((P ,ai)), ied y lue-
go calculando el baricentro de los puntos ponderados

(P, o)), 1 ¢J con el punto G' de peso igual a la suma de

los pesos o, i ¢€J. Esta propiedad se denomina; Asoclativi-

dad def Baxicenitro de n Puntos.



EJERCICIOS 1,1

1.

Sea ((A,1),(B,-2),(C,3)) un sistema ponderado y 0,0' dos

puntos de E. Compare los dos vectores:

—_—

OA - 20B + 30C y O'A - 20'B + 30'C
A PR § —_— —_— —
(Existe un punto G tal que: GA - 2GB + 3GC = 07

Sean A,B,C tres puntos no alineados y D el finico punto E
tal que el cuadrilatero ABCD sea un paralelogramo. Escoja

tres reales a,B8,Y no todos nulos tales que:
oDA + BDB + yDC = 0
Muestre que para todo punto M del plano (ABC), se puede

encontrar tres reales no todos nulos a',8',vy', tales que:
@'MA + R'MB + y'MC = 0

Sea (A,B,C,D) un tetraedro, y A',B',C',D' los centos de =
gravedad de los triangulos BCD, ACD, ABD, ABC, respectiva
mente. Escoja un sistema de coordenadas baricentricas de

A con respecto a (A',B',C',D').

Sea (ABCD) un tetraedro y M un punto del plano P que pasa
por A y es paralelo al plano (BCD). Determinar la forma -
general de un sistema (a,B,y,8) de coordenadas baricéntri
cas de un tal punto M con respecto a (A,B,C,D). Dar una -

relacidn entre o,B,Yy,8 independiente del punto M.



CAPITULO TI1

SUBESPACIOS ~ VECTORIALES

EXPOSICION; ESPACIO VECTORIAL E

1.

Sea E un conjunto de IR? y sea IR el conjunto de nfme-

ros reales, Si1 vn E puede definirse una suma tal que:

vu, v, weIR® se cumple

1.0 (u + v) ¢E
1.1 (u+v) +w=u+ (v + w)

1.2 u+v=v+u

[y
W

30 eIR®, u+0=0+u-=u

1.4 ]—u EIRZ, u+ (-u) = -u+u=2~0

Un producto de elementos de IR con elementos de E que
satisfaga:

vu, veIR? yv ¥a, B €IR

1
o
c
+
)
<

2.0 a{u + v)
2.1 (a0 + B)u = cu + Bu

2.2 a(Bu) = (aB)u

Se dice entonces que E es un espaclio vectorial sobre E.
Los elementos de E se denominan vectores y los de IR,

escalares.




DEFINICION 2.1

Un conjunto de vectores E de IR? y un conjunto de nlmeros
reales (IR) con los numerales 1.0, 1.1, 1.2, 1.3, 1.4 en
la suma y 2.0, 2.1, 2,3 en el producto de un escalar por
un vector define lo que se llama: Un Espacio Vectordal

de E Sobnre IR .

ACTIVIDAD 2.1
Objetivos
Que el alumno:

1. Adquiera la nocidn de Subespacio Vectorial

2. Refuerce la representacidn grafica
PROCEDIMIENTO:

— Toma un plano cuadriculado
. . - =
- Determina su referencia (0,1,j), y una escala adecuada
1 =1 cm.
- Considera IR® como un espacio vectorial sobre IR

- Sea S = {(x,y) eR*/y = %x} un subconjunto de IR?

- ¢Es S # ¢? si no SpOor qué?

- Grafica S

- ¢Es la gréafica de S una linea recta? si no

- ¢Pasa la grafica de S por (0,0)?



531(2,1) \% 32(6,3) son elementos
Toma o = 3, f = 2 de IR

Determina grdfica y analiticamente
lo con v

¢Es V(8,4)7?

¢Es vV un elemento de S?

Determina a$l, e identificalo como
¢Es Vi un elemento de §?

Determina 832, e ldentificalo como
cEs $; un elemento de S?

—_

Determina vi

¢Es G un elemento de S?

10

de S§?

—_

\%

<t

<
[

1

+ Vz, e identifica-

—= —
+ v,, e identificalo como w

¢Cumplen los elementos de S con todas las propiedades de

espacio vectorial?

¢Qué concluyes?

EXPOSICION:

SUBESPACIO DPE UN ESPACIO VECTORIAL

Sea E un espaclo vectorial sobre un cuerpo K.S se llama -
un subespacio de E, si S es a su vez un espacio vectorial
sobre K, con respecto a la adicidn de vectores y multipli

cacidn por escalar en E. Un criterio mds simple para iden

tificar un subespacio es el siguiente:
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TEOREMA 2.1

S es subespacio de E sf y solamente si:

11

i) S no es vacio
ii) S es cerrado para la adicibn de vectores: §l,§2 €S
implica S, + 52 €S.
1ii) S es cerrado para la multiplicacidn por escalar:
s, €S 1implica que as, €S para todo a K.
Ejemplos de Subespacios Vectoriales
1) sea s, = {(x,y) eIR* /y = -3x} y las operaciones defini--

1)

das en IR®:
i) (x+y) + (x',y') = (x+x', y+y")
ii) a(x,y) = (ax,ay), con a cIR.

S, es un subespacio vectorial

Prueba

Sean (a,b) y (c,d) elementos de S,

(a +b) + (c,d) 2 (a+c, b+d)

(a,b) €5, => b = -3a
(c,d) es, => d = -3¢
b+d = -3a - 3c = -3(a +¢)

luego, (a+c, b+d) €5,

Asi la suma es cerraca en S,
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ii) Sea « eIR,

a(a,b)

ab = a(-3a) = -3ca —> ab = -3(aa)
"* El producto de un elemento de S, por un escalar de
IR es cerrado en S,.

De 1) y ii) se tiene que S5, es un subespacio de IR?. (Ver -

Fig. 2.1)
Y A
e o x
-y |
2) Sea S, = {(x%,y,z) €eIR*/y = x ~ y = 2z} con las operacio-

nes definidas en 82 por:

i) (x,y,2) + (x',y',2'") = (x + x',y +y', z + 2')



13

ii) a(x,y,z) = (ax,ay,az), con a € IR,

S, es un subespacio vectorial.

Prueba

1) Probemos que la suma en S, es cerrada.
Sean (a,b,c) y (d,e,f) elementos de S,, a eIR.
o)
(a,b,c) + (d,e,f) = (a+d, b+e, c +f)

(a,b,c) es, => a =Db, b = 2c

Il

(d,e,f) ¢S, => d = e, e 2f
a+d =b+e y b+e = 2c +2f = 2(c +f)

luego (a +d, b+e, c+f) €85,

“

° La suma es cerrada para S,.

11) Probemos que el producto de un elemento de S, por un es

calar es cerrado en S,.

Sean (a,b,c) €S, y aelR
a(a,b,c) = (aa,ab,ac)

(a,b,c) €es, => a=Db y b= 2c

aca = ab y ab = a(2¢c) => ab = 20cC

luego, af(a,b,c) €5,

De i) y ii) se tiene que S, es un subespacio de R®. (ver -

Fig. 2.,2)
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FI? L eée.
3) Verifica si S, = {(x,y) €¢IR°/y = 3x + 1} es un subespacio
vectorial o no sobre IR?, con las operaciones definidas -

en S, por:

1) (x,y) + (x',y") = (x + x',y + y')
ii) a(x,y) = (ox,ay), o eIR
Prueba

1) Sean (a,b) y (c,d) elementos de S,

(a,b) + (c,d) 2 (a + c, b + q)

(a,bl €eS; => b 3a + 1

1l

(c,d) €s3 =2 d 3c + 1

b +d

(3a + 1) + (3c + 1)

1l

(3a + 3¢) + (1 + 1) = 3(a + c) + 2
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luego, (a + ¢, b + d) ésa, Spor quéz,

Es decir, S; no es cerrado bajo la operacibn suma y por lo -

tanto, S, no es un subespacio vectorndial.

Observa que en este caso, ya no es necesario analizar si se

cumple ii), pues no se cumplib la parte 1i).

Graficamente, tenemos:

Y

O ™~_

Nota que la gr&afica de S; es una recta que no pasa por ori--
gen (0,0), mientras que la de S, si pasa por el origen.

(Fig. 1).

EJERCICIOS 2.1

1, Verifica que S = {(x,y,z) eIR’/x = z y z = 2y} es un sub-

espacio vectorial de IR®, con las operaciones de R? defi
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nidas por:

i) (a,b,c) + (a',b’,c') = (a+a', b +b', ¢ + c')
ii) a(a,b,c) = (aa,ab,cc), o eIR,
Verifica que S, = {(x,y) e IR*/x = -4y} es un subespacio

vectorial de IR®. Si las operaciones en IR? estan defini-

das:
i) (m,n) + (m',n') = (m + m', n + n')
ii) of(m,n) = (am,an), «aelR.

Grafica S y S, en el espacio y el plano, respectivamente.

Sabiendo que IR’ es un espacio vectorial con las operacio
nes definidas en el ejercico 1. Verifique que {(0,0,0)} y

IR® son subespacios vectoriales de IR®

Determina si los siguientes conjuntos con las operaciones

del ejercicio 2 son subespacios vectoriales de IR?:

A 2% + 1}

{(x,y) e R?/y

B

{(x,y) eIR*/y = -3x - 4}

Explica tus resultados.

EXPOSICION;: ESPACTIO SUMA.

Sean E;, E; subespacios del espacio vectorial E. Llamare--

mos espacio suma de E, y E, y lo denotamos por E, +E, al -

subespacio generado por la unién de E, con E,, es decir:

E, +E,= <E,UE,> = {2z e¢E/z = x+y, X€E,, Yy €E,!




Ejemplo:

Toma IR°® espacio vectorial
E. = {(x,0,0)/x e IR}

E, = {(0,y,0)/y e IR}

= {(0,0,z)/z e IR}
Subespacios de IR°®

Representemos E;, E, y E; con el espacio

- 2.
E; |
//
ad Y
———————— / ==
! E 2
|
1
1
|
*
Es Fig. 24

Toma

X, = (3,0,0) de E,

Y. (0,4,0) de E,

_

Grafica s = x, + y,

17
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A
7_-7) (0,4,0)
Od\ A A
ays A:"
7\ '
_k._
.......... #,2,0)
X . _
.?.«90

Toma v(5,2,0) de IR®

Expresemos v como la suma de un elemento de E, y un elemento

de E,.

v = (5,0,0) + (0,2,0)

Toma v, (a,y,0) y espresemoslo como la suma de un elemento -

de E; y un elemento de E,.

COMENTARIO:

Todo vector de IR’ de la forma (x,y,0) puede expresarse co
mo la suma de un elemento de E; y un elemento de E;, es de

cir que el conjunto:

E, = {(x,y,0) ¢1R%}

se puede expresar como la suma de E; y E,.
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Gré&ficamente tenemos:

Observa que E, + E, es distinto de IR? vya que ;2(1,2,3) un -
vector de IR’ no puede ser expresado como la suma de un ele-

mento de E, y un elemento de E,.

Tomemnos ;(2,4,0) de E, vy ;1(0,0,5) de E,

Grafiquemos s, = V + V

1 1

= |

D
Q/'\

7W

s 27
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Tomemos VLX,y,O) de Ey y v(0,0,2) de E;

- —_ ~—

Determinemos s, = v + v,
—_—

S = (x,Y,2)

Tomemos y(3,4,6) de IR®

Expresemolo como la suma de un elemento de E, y un elemento

de E;

COMENTARIO:

Todo vector de IR’ de la forma (§7§7§) puede escribirse co
mo la suma de un vector de E,y un vector de E;, es decir -
que el conjunto

E = {(x,y,2) e IR%}
Se puede expresar como la suma de E, y E; es decir;

E=E, + E, + E;

Graficamente temenos:
Z bEq

\’/

'
I
1
)
1
1
T bl
'
1
'
]
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EJERCICIOS 2.2

1. Sea E, = {(x,y) ¢eIR*/y = -5x} ; E, = {(x,y) e IR* /y = 8x!
Verifica.. que E,| + E, es un subespacio vectorial de IR?

con las operaciones siguientes:

i) (a + b) + (a',b’) = (a + a', b + b")

ii) a(a,b) = (xa,ab)
- Grafica E,, E, vy E, + E, con planos diferentes
2. Ssean s, = {(x,x,3%x) eIR*} y s, = (x,2x,x) ¢IR*},

Verifica que S, + S, es un subespacio vectorial de IRa,

con las operaciones definidas en IR®

i) (m,n,p) + (m',n'",p') = (m+m', n+n', p+ p")

A(m,n,p) = (Am,An,Ap)

- Grafica S,, S, y S, + S, en espacios diferentes.

ACTIVIDAD 2.2
Objetivos
Que el alumno:

Adquiera la nocién de suma directa de subespacios vectoria--

les.

‘—B]—E;,_-{_i.'f TEC A

| UNIVF
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PROCEDIMIENTO :

Primera Parte

Sea IR® un espacio vectorial sobre IR

Sean S = {(x,y)/y = 2x} y D= 1(x,y /y = %ux} subespa---
cios de IR?

Determina S(1D, graficamente

¢Fué tu resultado {(ECB)}?

Sean §1(x,2x) y Hl(y,%) elementos de S y D respectivamen
te con x e y eIR.

Sean 5(7,5) un elemento de IR?

Determina El + al

Iguala tu resultado anterior a v

¢Fué tu resultado v = (x + y, 2x + %—yl?

Determina el valor de x e y para que la igualdad anterior
sea valida.

¢Fué tu resultado x =1 e y = 6?2

(Podrds encontrar vectores S y d diferentes a los dados
gue hagan cierto V= (x +vy, 2x-+%1y)?, si no

Si tu respuesta es si, ¢cudles serias esos vectores?

Segunda Parte

Sea v, (a,b) un vector de IR®
Determina vi = s1 + dj

¢Fué tu resultado (a,b) = (x + y, 2x + %’Yl?
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Determina el valor de x e y para que la igualdad anterior

sea véalida.

R _ 1 2 _ 4 2
¢Fué tu resultado x = 3a + §b e y = 3 a -§b?
‘Es (- ~a + 2b, 2 a + 1) 1 to de S? si
é 3 3P, 3 a 3 un elemento de S? si
no
4
¢Es (=5 a —-gb, 2a é-b) un elemento de D? si no
3 3 3 3
¢Podras escribir IR? como la suma de S y D? si no
(por qué?
¢Qué concluyes?
EXPOSICION: SUMA DIRECTA VE SUBESPACIOS

DEFINICION 2.2

Sean E,;, E, subespacios del espacio vectorial E. Decimos -
que la suma E; + E, es la suma directa de E; con E,, si se
cumple:

+ v, = 0 con v, e E

—_— . —_— — —
1 2 v V, EE, =2 vy = v, =0

Es decir que 0 solamente puede ser escrito de la siguiente
manera:

0 =0 + 6, donde 0 eE; y E,
De lo anterior afirmamos que todo vector que pertenece a
E, + E, tiene escritura Gnica donde V= x + y con xeE, y
y €E,5.
Cuando se tiene que E = E, + E,, entonces decimos que E, ¥y

E, son subespacios suplementarios.




CAPITULO TITI

APLICACIONES ~ LINEALES

ACTIVIDAD 3.1

Objetivo

Que el alumno:

1. Adquiera la nocidn de homotecia vectorial
PROCEDIMIENTO

- Toma un plano cuadriculado

—_

- Define su referencia (0,e,j) y una escala adecuada 1 = 1 cm,
- Toma A = 5 de IR.
- Sea h: IR? > TR? 1la aplicacién, tal que h(x,y) = (x,Y)

- Sean u(l1,2) y v(3,4) vectores de IR?
- Determina h(ﬁ), h(?), e identificalos como G', ?', respec-
tivamente.

- ¢Fue tu resultado G'(S,lO) y V'(l5,20)? si no

—

— — —
-~ Grafica u, v, u', v' en el mismo plano.
- ¢Cudl es la relacibn entre u y u'?
. —_— —
- ¢Cudl es la relacion entre vy v'?

-

- Compara la magnitud de u y

cl

<l

- Compara la magnitud de v Yy

- ¢Qué concluyes?
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EXPOSICION; HOMOTECTA VECTORIAL

Sea E un espacio vectorial y A un escalar no nulo
Para todo vector u de E, el vector AQ pertenece E.

DEFINICION 3.1

Llamaremos homotecia vectorial de razdén A a la aplicacidn

he

clt)
S
S
S
3 v
o )

(W) = AU, ¥u cE

XV

Observa que u 3% h(u) tiene el mismo origen

Consecuencias de las Homotecias

i) si A = 1 entonces h(u) = u
ii) si A = -1 entonces h(ﬁ) = -4
Py
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- La imagen de una homotecia de la suma de dos vectores pa
ra una homotecia, es la suma de las iImagenes de estos -

dos vectores, (Ver fig. 3,3)

h(u + v) = h(u) + h(V)

//ﬂ
— /
) -7 ’
-~
*\! _ /
(# - /
ht - /
// /
- /
-~ 7
/
/
/
/
/
/
/
-’
h ()

_Fl'g .3

ACTIVIDAD 3.2
Objetivos
Que el estudiante:

1, Verifica gue vectores linealmente dependientes e indepen-
dientes son transformados por una homotecia vectorial en
vectores linealmente dependientes e independientes, res--

pectivamente.
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PROCEDIMIENTO

Primera Parte

- Toma un plano cuadriculado

LN
- Define su referencia (Q,e,j), y una escala adecuada

_Az —_

- Sea h: IR > IR®* una homotecia vectorial tal que:

—_

h(u) = 24
- Sean 3(2,—3), 3(—4,6) vectores de IR’
- Verifica que u % v son 1.4, (linealmente dependientes)
- Determina h(ﬁ), h(Vv) e identificalos como 3, 3', respecti-

vamente.

- ¢Son los vectores h(ﬁ), h(;) 1.4.? si1i no

- Grafica en el plano los vectores a! Yy v'.

- Mide las longitudes de los vectores u' y v'.

- Escribe el vector V' en términos de u'.

- Escribe el vector u' en términos de V'

- Efectfia gr&dficamente o con pares ordenados: 2u' + V'

- ¢Cudl fue tu resultado?

- Efectfia graficamente o con pares ordenados: 3u' + %—?' y
2u' + (-2u')

~ ¢Cuil es el resultado?

- ¢Qué concluyes?

Segunda parte

- Toma un plano cuadriculado

_—

- Define su referencia (0,i,j) y una escala adecuada 1 = lcm.
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-——L2

> IR® un homotecia vectorial, tal que

Sea h,; R?
h, (W) = 3u.
Toma u(4,2) y v(3,7) de IR?

Verifica que u Yy vV son 1.i (linealmente independientes) ,

Determina hl(ﬁ) y hl(sl e identificalos como u' y ?', res-

pectivamente.
Grafica en el plano los vectores u' Yy V',

— —
éSon los vectores u' y v'! 1.1i? si no

dPuedes escribir el vector u' en términos del vector v'?

S1 no .

Si tu respuesta es si, ¢cbmo lo representas?

iSerd posible encontrar dos nfimeros reales cualesquiera

—_ —_ S R
a,b diferentes de cero, para que au' + bv' = 0? si

no
Si tu respuesta es si, ¢cudles son esos nlmeros?
¢Para qué valores de a,b se puede dar la relacidn

- -
au' + bv'! = 0?

¢Qué concluyes?

TRANSFORMACTION DE VECTORES LINEALMENTE INDE--

EXPOSICION: PENDIENTES V LINEALMENTE DEPENDIENTES POR UNA
HOMOTECIA VECTORIAL DE RAZON X
Sea h: E — > E una homotecia de razdn A. Entonces h trans

forma vectores linealmente dependientes a vectores lineal-
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pendientes, h(ﬁl) Yy h(ﬁzl son tambien linealmente dependien

tes.

Ademés, h transforma vectores linealmente independientes
es decir, si ﬁl Y ﬁz son linealmente independientes, h(ﬁl)

Y% h(ﬁz) también lo seran.
DEFINICION 3.2 VECTOR INVARIANTE

Si se tiene una homotecia h de razén A ¢ IR se dice que
u ek del dominio de h es un vector invariante si cumple -

(W) =1

o

(=

es un vector invariante para toda homotecia h de razon A,

EJERCICIOS

1. Se tiene IR® un espacio vectorial, u' el transformado del

— - -
vector u por la homotecia vectorial de razdn A,

- Determina el vector u' en los casos siguientes:

a) u = (3,-5), A =2
b) U= (/5 -2, 1L -V2), A =/10
c) u= (/Y2 -1, L-V3), »=-/6

2. Se tiene IR’ un espacio vectorial, U' el transformado del

vector u por la homotecia vectorial de razén A.

- Determina el vector u' en los casos siguientes:

a)ﬁ:(i—l

3
3[ '21'[ g) )\ = 60
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Sl
[

b)

1l

(120, -140, 160), A
(/E, /_3—, ")/-6—) ’ }\ — "‘.)/

cl
1l

c)

3. Sea E un espacio vectorial, (e,, 32) una base de E,

Considera la homotecia vectorial h de razén A = -3 y sea

U' = h(Q) el transformado por h del vector ﬁ(-l,Z).

a) ¢Cudles son las coordenadas del vector G'?
b) ¢Cudles son las coordenadas del vector E} = h(EI) N
e, = h(ez)?.
c) Demuestra que (gi, 35) es una base de E. cCudles son -

las coordenadas de u' en esta base?

Determina el conjunto de vectores invariantes para una ho

motecia vectorial de razén A =3 y A = 1, respectivamen

te.

ACTIVIDAD 3.3

Objetivo

Que el alumno:

1.

Adquiera la nocidn de aplicacidn lineal.

PROCEDIMIENTO

Primera Parte

- Toma un plano cuadriculado

- Define su referencia (Q,1i,3j), y una escala adecuada.



- Sea f: IR? > TR®, tal que £(%,y)

- Toma u(1,2), v(3,4) de IR?

- Determina f(u)

- ¢Fue tu resultado (5,-1,6}7?

- Determina f(V)

- ¢Fue tu resultado (ll,:§712)?

- Efectfia u + v, e identificalo como w
- ¢Fue tu resultado w = (4,6)?

- Determina f(w)

- ¢Fue tu resultado (16,-4,18)?

- Efectfia £(u) + £(V)

- ¢Fue tu resultado igual a f(w)?

Segunda Parte

~ Toma A = 3 de IR

- Efectfia AU

- ¢Fue tu resultado (573)?

- Determina f(Au)

~ ¢Fue tu resultado (15,:3718)?
- Efectfia Af(u)

- ¢Fue tu resultado igual a £(AQ)?

- ¢Qué concluyes?

(x + 2y, -x, 3y)

31
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EXPOSICION;: APLICACION LINEAL,

Se dice que una aplicacidén f de un espacio vectorial E en
un espacio vectorial F es lineal, si y solamente sif f po--

see las dos propiedades siguilentes:

Pl) YueE, W eE, f(U+V) = £(Q) + £(V)

P2) VA e¢IR, VueE, £(AU) = Af(u)

COMENTARIO

La propiedad Pl) expresa que la imagen por f de la suma de
los vectores es igual a la suma de las imégenes de los vec

tores (Fig. 3.4)

s

-
O¢

Fig. 3.4
La propiedad P2) expresa que la im&gen por f del producto
de un vector por un escalar es igual al producto del esca
lar por la imagen del vector (Figq-§.5)

o
F
AR

()
L) =X (&)

¥\

"Fl'g . 3-5
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ACTIVIDAD 3.4
Objetivo
Que el Alumno:

1. Verifica que las homotecias de razbén A, son aplicaciones

lineales.
PROCEDIMIENTO

Primera Parte

- Toma un plano cuadriculado

- Define su referencia (0,1i,j), y una escala adecuada

- Sea f: IR > TR? una homotecia de razon A = 3, tal que:
(x,y) VvV 3(x,y)

- Toma u(a,b), v(c,d) de IR?

- Determina f(ﬁ), f(;), e identificalos como u' Yy V!

- Efectfia u + V, e identificalo como w

- Determina f(W)

- Efectfa £(u) + £(V)

- Compara tu resultado con f(@); icbmo son? cson iguales?
si  no

Segunda Parte

- Toma A, = 2 de IR

Efectfia AU

Determina f(AG)

EfectGa Au' R ST AT S
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- Compara tu resultado con f(Aﬁ), ison iguales?

- ¢Qué concluyes? .,

COMENTARIO

Las homotesias vectoriales de razén A, con A € IR, cumplen
las propiedades de las aplicaciones lineales por tanto di
remos que foda homotecia vectorial es una aplicacibn L£4i--

neat .

ACTIVIDAD 3.5
Objetivo
Que el alumno:

1. Adquiera la nocidn de imagen de una aplicacién lineal.
PROCEDIMIENTO

Primera Parte

- Toma un plano cuadriculado
~ Determina su referencia (O,T,ﬁ), y una escala adecuada
1 =1 cm,
- Sea f: I]R® —> TR? una aplicacién lineal, tal que:
(x,y,2) "“MV*r (x-yv + 22, x +y - 2z)
- Toma ¥,(0,0,0) de IR’
- Determina f(;l), e identificalo como Vj

- ¢Son las coordenadas de Vi = (0,0)?
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¢Podrias afirmar que para v, de IR’ existe v, ¢ IR’ tal que

. N —_ . -
fiv,) = vi? si no ipor qué?

Toma v,(1,2,3) y v,(4,5,6) de IR’

—

Determina f(?z), e ldentificalo como VJ

Determina f(?a), e identificalc como V;

¢Fueron tus resultados 35(5,—3) % V; (11,-3)7?

N - . - —
¢Podrias afirmar que para v) y v} de IR®> existen v, y Vi -

—_ —_

de IR’ tal que f(vz) =v, y f(v;) = vi? si no -

ZpOor qué?

Efectia v, + Vs, e identificalo w

Determina f(V2 + v3), e identificalo como w'

-

¢Fue tu resultado w(le,-6)?

Efecta f(v,) + £(v,)

¢Fue tu resultado igual a w'?

¢Podrias afirmar que para w' de TR? existe w de f§3, tal -

—

que f(w) = w'? si no Zpor qué?

Segunda Parte

Toma o = 2 de IR

Determina a?é, e identificalo como u'

¢Fue tu resultado igual a u'(10,-6)?

¢Podrias afirmar que para ﬁ“(lO,—6) de IR®* existe un ele--

mento U de IR?, tal que £(U) = U'? si no ipor qué?




36

- Determina las coordenadas de U
- ¢Fue tu resultado 3(2,4,6)?

- Efectfla f(a?z)

- ¢Es tu resultado igual a G'?

- ¢Podrias afirmar que £(u) = af(?z)? si no cpor qué?

- ¢Qué concluyes?

EXPOSICION: IMAGEN DE UNA APLICACION LINEAL

Sea f una aplicacidén lineal de un espacio vectorial E en -

un espacio vectorial F
DEFINICION 3.3

Llamaremos {magen de una aplicacidn Lineal §, y la denota-
remos por Imf, al conjunto de transformaciones por f de to

dos los vectores de E.

La imagen de f es entonces, el subconjunto de F definido -~

por:

Imf ={G'EWEE€E:HH)=1$}

ACTIVIDAD 3,6
Objetivo
Que el Alumno:

1. Adquiera la nocién de Nficleo de una aplicacién lineal.
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PROCEDIMIENTQ

- Sea f: R’ —> IR’ una aplicacibén lineal, tal que
(x,y,2z) ™MWV (0,0,2)

- Toma ;1(0,0,0) de IR?

- Determina f(V,)

- ¢Fue tu resultado (0,0,0)?

- Toma v,(1,2,0), V,(-2,4,0)

- Determina f(?z), f(Va)

- ¢Fue tu resultado en ambos casos igual a (0,6,0)?

- ¢Efectfia v, + V3, e identiffcalo como v,?

- ¢Fue tu resultado Gh(—l,G,O)?

- Determina f(?h)

- ¢(Fue tu resultado igual a (0,6,0)?

- Sea o = 5 eIR |

- Determina aVz, e 1déntificalo como VS.

- ¢Fue tu resultado ;5(5,10,0)?

- Determina f(V,)

- ¢Fue tu resultado igual a (0,0,0)?

- ¢Qué concluyes?

EXPOSICION;: NUCLEQ DE UNA APLICACION LINEAL

Sea E y F dos espacios yectoriales de vectores nulos 0 v

6F respectivamente y sea f una aplicacibn lineal de E en F.
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DEFINICION 3,4

Llamaremos Nicfeo de una aplicacidén Lineal 4, y lo denota-

remos como ker £, al conjunto de vectores U de E tales que
£(0) = 0p

ker £ = (U eB/f(u) = Op!

El nficleo de la aplicacidén lineal f es un subconjunto del
espacio vectorial E, es un subconjunto no vacio, estable
para la adicién y estable para la multiplicacibén por un -

escalar, es entonces un subespacio vectorial de E,

ACTIVIDAD 3.7
Objetivo
Que el alumno:

1. Dada una aplicacidén lineal y una base del dominio verifi-
ca que la imagen de cualquier vector esté& completamente -

determinada por la combinacién lineal de las imé@genes de

esa base.
PROCEDIMIENTO

- Toma un plano cuadriculado

Define su referencia (O,T,F) y una escala adecuada 1 = lcm.
- Toma 31(1,0), 32(0,1) vectores de IR 2

- ¢Forman (El,az) una base de TR?? si no , {por qué?
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Toma v, (3,4), 32(1,3) vectores de IR?Z
Sea f: T]R? —> IR? una aplicacidn lineal tal que,
f(51) = G; ’ f(az) = 32
Toma v(3,2) del dominio de f.
¢Podrias escribir v como una combinacién lineal de a, y -

- -
a,? si no ipor quéz,

Si tu respuesta fue si, cobtuviste como respuesta

v = 3(1,0) + 2(0,1)? si no ipor qué?

Determina f(?).
¢Obtuviste como resultado £(v) = £(3(1,0) + 2(0,1))?
si no

Si tu respuesta es si, reescribe la expresibn anterior --

¢podrfa escribirse como f(Vv) = 3£(1,0) + 2£f(0,1)?

Si ____ no _ (por qué?

iPodrias escribir f(V) = 3?1 + 232?, si  no  ¢épor -
qué?

-—
Toma u(x,y) del dominio de f£.
— . . . — —_—
Escribe u como una combinacidn lineal de a, y a,

¢Fue tu resultado n = x(1,0) + y(0,1)? si no

Determina f(n)
¢Fue tu resultado f(n) = xv, + yvz? si no

¢Qué concluyes?
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TEOREMA DE CARACTERIZACION DE APLICACIONES
LINEALES,

EXPOSICION:

—n — — . S
Para toda base (a,,a,,...,a,) de un espacio vectorial E y
una familia (v,,v,,...,vy) de n vectores de un espacio vec
] . - . - - . =
torial w, existe una aplicacidn lineal fGnica f de E en w -

tal que:

£(2,) =V, £(a,) = V,, ..., £(3a,) =V,

ACTIVIDAD 3.8

Objetivo

Que el Alumno:

1. Dada una aplicacidn lineal f

a) Verifique que el nficleo de f se reduce a {0}
b) Toma 31 Y VZ vectores del dominio de f y verifica que
31 Y 32 son linealmente indiferentes.

c) Vefica que £(V,) y £(V,) son vectores linealmente inde

pendientes.
PROCEDIMIENTO

- Toma un plano cuadriculado

- Determina su referencia (O,Yifl y una escala adecuada -

1 =1 cm.
z > TR? una aplicacidn lineal tal que
) A (3x,3y)

- Sea f: fﬁ
1Y

(x
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Determina el nicleo de f.

¢Fue tu resultado nficleo de £ = {(0,0)}? si no

ipor qué?

Toma v, (3,1), Vv,(4,5) de IR? y verifica que son linealmen-
te independientes.

Determina f(V,;) y f(?z)

{Fueron tus resultados f(?l) = (9,3), f(?z) = (12,15)

¢La expresidn 0 = av, + 852 es valida para escalares o y

B no nulos? si no Spor gqué?

Si tu respuesta es si, determina £ (0)

cFue tu resultado f(6) = af(?l) + Bf(?z)? si no

Como f(ﬁ) = 0, determina los valores de a y 8 que satisfa
cen la relacién 0 = uf(vl) + Bf(?z)

cFue tu resultado o = § = 0?, explica tu resultado

(Podrias afirmar que los vectores f(?l) A f(cz) son lineal
mente independientes?. Explica tu afirmacidn.

SQué concluyes?

EJERCICIOS

Dadas las sigulentes aplicaciones determina, en cada caso,

si son aplicaciones lineales.

a) ¥x IR f(x) -3x

b)_VX e IR f(X) — 2
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c) ¥(x,y) €eIR* f(x,y) = x + 2y

d) ¥(x,y) eR* £(x,y) = xy

e) ¥(x,y) eIR? f(x,y) = x +y + 1

f) ¥(x,yl eIR* f(x,y) = (x - 3y, 2x - 6y)
g) ¥(x,y)l e IR® f(x,y) = (0,x + y)

2. Dadas las siguientes aplicaciones lineales, determina el

nficleo y la imagen, en cada caso.

a) ¥(x,y) €IR*, f(x,y) (x + 2y - x, 3y)
b) ¥(x,y) €IR?*, f(x,y) = 2x -y

c) V(x,y,2) € IR, f(x,y,2) = (x -y + 2z, x +y - 22)
3. Dada una aplicacidén lineal f tal que:
£(1,2) =3, £(1,0) = -4

a) Demuestra que (1,2), (1,0) de IR®> constituya una base
de IR?

b) Determina f(a,b), para todo vector (a,b) g IR?

4. Sea E un espacio vectorial y 8 = (i,3j) una base de E Y f

una aplicacién lineal de E en E tal que:

—_

£(I) =T +25 y £(3) = -21 - 43
a) Calcula, en funcidn de ooordenadas x,y de un vector G',

las coordenadas x', y' de su transformado u' por f.

b) Determina el nficleo de f.

—

5. Sea E un espacio vectorial B = (i,j,k) una base de B, £
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una aplicacién lineal de E en E tal que:
£(1) =3 , £(3) =k , £(k) =71

a) Calcula en funcién de coordenadas x,y,z de un vector
. N —_
u, las coordenadas x',y',z' de su transformado u' por
f.

b) Determina el nficleo y la imagen de f.



CAPITULO TV

APLICACIONES ~ AFINES

ACTIVIDAD 4.1

Objetivo

Que el Alumno;

1. Adguiera la nocidn de aplicacidén afin.
PROCEDIMIENTO

Primera Parte

- Toma un plano cuadriculado

- Define su referencia (0,1i,j), y una escala adecuada.

1 =1cm.
- Grafica la funcidén f: IR > IR, tal que f(x) = 2x
- Verifica que f es lineal
- Toma los valores x = -1, 0, 1, con x ¢1IR

- Determina f(-1), escribe tu resultado

- Determina f(0), escribe tu resultado

- Determina f(1l), escribe tu resultado

- Ubica en el plano los puntos (x,f(x))
- Une los puntos (x,f(x)) en el plano e identifica la grafica
con la letra f,.

- ¢Es la grafica de f una linea recta? si no

- S1 tu respuesta es no, jrepite!

- S1 tu respuesta es si, imuy bien!
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cPasa la gréafica de f por el punto (Q,0)? si no

Efect@a f(-1) + 3, escribe tu resultado

Efectfia £(0) + 3, escribe tu resultado

Efectia f£(1) + 3, escribe tu resultado

Ubica en el mismo plano los puntos (x,f(x) +3)
Une los puntos en el plano, e identifica la grdfica con la
letra f,.

¢Es la gréfica de f, una linea recta? si no

Si tu resultado es si, imuy bién!

¢Podrias escribir la fdérmula general de £,?2 si  no
Si tu respuesta es si ¢fue tu resultado f£,; IR —> IR, -
tal que: x VWV 2x + 37
cPodrias escribir f, en términos de £f? si no

Si tu respuesta es no, jinténtalo!

Si tu respuesta es si, ¢cObmo lo harias?

Segunda Parte

Toma un plano cuadriculado

Define su referencia (O,T,f), con una escala 1 = 1 cm,

_\2

Grafica la funcidn f; IR

> IR? tal que,
(X,y) YW f(x,y) = 3(X,y)
Toma v, (1,2), v,(-3,4); v3(3,2) de IR?
Determina f(V,), f(V,) y £f(¥V,), e identificalos como

—

Vo v;, v} respectivamente,

(Fueron tus resultados V!(3,6), ¥)(-9,12), Vi(9.6)?



46

Ubica en el plano ?{ Y 35, e identifica la graficag cono f,
Determina las coordenadas del vector v) + v!, e identifica
lo como V'.

4

—_ —_
Determina las coordenadas de v) + v}, e identificalo como

N -

o

V.

Ubica en el mismo plano ?; y v; , € identifica la grdafica
como f,.

cPodrias expresar fl en funcidén de f? si no

Si tu respuesta es no, jintentalo!
Si tu respuesta es si, ¢cémo lo harias?

¢Fue tu resultado f,: IR? > TR?, tal que?

(x,y) v 3(%,y) + (3,2)

iQué concluyes?

EXPOSICION: APLICACION AFIN

DEFINICION 4.1

—

Sea E un espacio vectorial.

Se dice que una aplicacidén f de E en E es apdin si y sola--

mente si existe una aplicacion lineal y: E—>E y un vec
- N

tor b de E tal que:

(W eE) (£(¥v) = ¢(V) + b)
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ACTIVIDAD 4,2
Objetivos
Que el Alumno;

1. Determine la aplicacidn lineal asociada a una aplicacidn
afin,
2, Induzca el procedimiento para caracterizar las aplicacio-

nes a fines.
PROCEDIMIENTO

Primera Parte

- Toma un plano cuadriculado
- Determina su referencia (0,?,?), y una escala adecuada
1 =1 cm.
- Grafica la aplicacidén afin f: IR? —> ITR? tal que,
M v 2M 4+ (2, 3)
- Toma 0(0,0), M(4,6), N(1,2) de IR®

- Definamos f£,: OIR > OR? tal que,

M e oM

- ¢Bs £, una aplicacidn afin? si no

- ¢Qué puedes decir de f, con respecto a f?
- Determina f(U), e identificalo como [

- ¢Fue tu resultado T'(2,3)?

- Determina f(ﬁ), e identificalo como M'

- ¢Fue tu resultado ﬁ'(lO,lS)?



- Determina f(ﬁ), e identificalo como N

- ¢Fue tu resultado ﬁ'(4,7)?, si no

- Determina Oﬁ, escribe tu resultado
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- Determina Oﬁ, escribe tu resultado

—_

- Determina f, (0OM)

—

- ¢Fue tu resultado (-8,-12)7? si no
- Determina fl(ﬁﬁ)
- ¢Fue tu resultado (—§7f4)? si  no
- Determina M'N'
- ¢Fue tu resultado igual a 0O'N' - dTﬁ'?, si  no
- ¢Es O'N' - G'M! iguai a f;(ﬁﬁ) - fl(ﬁﬁ)? si  no
- ¢(Podrias afirmar que fl(ﬁﬁ) - £,(0M) = fl(Uﬁ - OM)?
si  no _ ¢{por qué?
- ¢Podrias afirmar que f,(ON - OM) = £, (MN)? si no

- Compara M'N' con f, (MN)

- ¢Qué concluyes?

Segunda Parte

- Toma un plano cuadriculado
- Define su referencia (O,f,é), y una escala adecuada
- Grafica la aplicacién afin f: IR? —> IR? tal que,

M v 3M 4+ (1,2)

Toma 0(4,6), N(1,2), M(2,3) de IR2

Sea f,: OIR? > 0IR® tal que

ﬁ AV d 35,?



éBs f, una aplicacidn afin?, Si no

iQué puedes decir de f, con respecto a £?
Determina f(al, e identificalo como Qr

¢Fue tu resultado (13,20)? si no

Determina f(ﬁ), e identificalo como M!

¢Fue tu resultado ﬁ'(?,ll)?, si no

Determina f(N), e identifficalo como N

cFue tu resultado ﬁ'(4,8)? si no

Determina Eﬁ, escribe tu resultado
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Determina ON, escribe tu resultado

Determina f, (OM)

¢Fue tu resultado (9,12)7?, si no

Determina M'N'

¢Fue tu resultado igual a oTN' - GTM'?, S1 no
¢podrias afirmar que 0'N' - 0'M' = £ (ON) - fl(ﬁﬁ)?

si  no  ¢(Por qué?

¢Podrias afirmar gque fl(ﬁﬁ) - fl(ﬁﬁ) = fl(ﬁﬁ-—ﬁﬂ)? si
no  (por qué?

Compara M'N' con £, (MN), ¢cémo son?

éQué concluyes?
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EXPOSICION; TEOREMA DE CARACTERIZACION DE APLICACIONES -
AFINES,

-—

Una aplicacidén de E en E es afin sf y solamente sf existe
una aplicacidbén lineal ¥: E —> E tal gue, cualesquiera gque
sean los pares de puntos hombélogos (M,M') y (N,N'):

MIN' = y(MN)

ACTIVIDAD 4.3
Objetivo
Que el Alumno:

1. Dada una aplicacidn afin verifique que conserva el bari--

centro de una familia de puntos ponderados.

PROCEDIMIENTO

Primera Parte

- Toma un plano cuadriculado

- Define su referencia (O,T,f) y una escala adecuada 1 = lcm.
- Sea f: IR —> IR una aplicacidn afin tal que,
(x,y) v (x',y') , x' =3x+2 , y' =3y +3
- Toma los puntos C(-4,7) y D(5,1) de IR?
- Asingnale al punto C peso 1 y al punto D peso 2; es decir
(C,1) y (D,2) y ubicalos en el plano,.
- Calcula grafica y algebraicamente el baricentro de los pun

tos (C,1) y (D,2), e identificalo como G.
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(Ayuda; usa la exposicidn 1GC + 2GD = 0)

Determina £(C), f(D) y £f(G), e identificalos como C', D'
y G', respectivamente.

Asingnale al punto C' peso 1 y al punto D' peso 2, es de--
cir (C',1) y (D',2) y ubicalos en el plano.

Calcula algebraicamente el baricentro de los puntos C' y -
D' e identificalo como G".

(Ayuda: usa la exposicidn 1GC' + 2GD' = 0)
Verificalo gr&ficamente

Compara G. con G" ¢como son? ¢son ilguales?

éQué concluyes?

Segunda Parte

Toma un plano cuadriculado

-2 -

Define su referencia (0,1,j) y una escala adecuada.

Sea f: IR? > TR? una aplicacidén afin tal que:

(x,y) VvV (x',y"), x' =2x + 3, y' =2y -1
Toma los puntos P, (-3,3); P,(3,6) y P,(6,0)
Asigna a cada punto un mismo peso (p = 1), es decir (P,,1);
(P,,1); (P3,1).
Encuentra algebraicamente el baricentro de los puntos
(Pp,,1); (p,,1) ; (P,;,1) e identificalo como G,
Verificalo graficamente.
Determina f(P,;), f(P,), £(P3), £(G) e identificalos como

P! v G', respectivamente.

!
2! 3
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Asigna a los puntos P}, PJ, P} el mismo peso p = 1,

Encuentra algebraicamente el baricentro de los puntos P!,

Encuentra el bharicentro de los puntos

i) Pl y P} e identiffcalo con la letra G,
ii) P} y P} e identificalo con la letra G,
iii) P}y y P} e identificalo con la letra G,

Traza segmentos de rectas desde: G

, @l punto P; ; G, al --

punto P, y G; al punto P,.
¢Se cortan los 3 segmentos: G,Py; G,P;, G;P, en un mismo -

punto? si no

Identifica el punto de interseccidn con la letra G"

e —— —_—

Representa con otro color los vectores: G"P}, G"P; y G"Pj

Determina las coordenadas de G"

—_

Suma los vectores G"P), G"P Yy GW§5 (graficamente 6 con -

!
2
pares ordenados) .

Compara las coordenadas de G" y G', ¢cdmo son? ¢son igua—=-

les?, si no

{Qué concluyes?

- *
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CONSERVACION DEL BARICENTRO DE LAS APLICACIO-
NES AFINES

EXPOSICION;

~ Se dice que una aplicacibébn f de E en E conserva el bari-
centro si, para toda familia ((A;,a;))i e[l,n] de puntos

n

ponderados de baricentro G, ( Z o, # 0), la familia
. 1
1=1

((A!,a;))ie[1,n] tiene por baricentro G' (siempre que -

At = f(A,), G' = £(C).
i i

- Las aplicaciones afines tienen la propiedad de conservar

el baricentro de un conjunto de puntos pondcrados.

EJERCICLUS 4.1

l.a) La traslacidén de vector G es denotada tﬁ. Escriba la de-

finicidn y demuestre que para todo bipunto (M, ,M,), la

igualdad MM, = MIM!
b) Demuestre que, si G = bar((M,,m ), (M;,m;)), entonces

G' = bar((M},m,),(M;,m,)).

c) En el caso que u=2i- _jx, ccudl es la definicibén analytica de t?

2) Demuestre que, si una aplicacidén de P en P conserva el ba-

ricentro de toda cupla de puntos ponderados, entonces:
a) Ella transforma dos puntos equipolentes de dos bipuntos
equipolentes,

b) Si tres puntos C,M, y M, son alineados y tales que

Eﬁz = Xﬁﬁl, entonces las imdgenes son alineadad y:

C'M} = ACTM]
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ACTIVIDAD 4.4

Objetivo

Que el Alumno:
1. Adquiera la nocidén de proyeccidn
PROCEDIMIENTO

-~ Toma un plano cuadriculado

-~ Sea D: 3x - 2y + 1 =0y A: -x -y = 0 dos rectas

~ Gréfica Dy A en el mismo plano

- Determina la pendiente m de la recta A.
(Ayuda m = %g , B el coeficiente de y, « el coeficiente
de x)

- Toma M(0,2) de IR?

- Determina la recta Ay que pasa por M y es paralela a A,

- ¢Fue tu resultado Ay: y = -x + 27

- Determina el punto de intercepcidn de D y Ay, e identifica
lo como M’

- ¢Fue tu resultado M'(3/5,7/5)7?

- Toma M, (a,b) de IR

- Determina la recta AMl gue pasa por M, y es paralela a A,

- ¢Fue tu resultado AMl: y = -x + b + a?

- Determina el punto de iIntercepcibn de AMI y D
_13
2/ 5§

- ¢Podrias afirmar que todo punto del plano se proyecta so--

- ¢(Fue tu resultado M) (%(a +b) (a + b)+—%)?
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bre la renta D paralelamente a la recta A?

- ¢Qué conluyes?

DEFINICION 4.2

Llamaremos proyeccidn p del plano P sobre la recta D para-
lelamente a la recta A (o paralelamente a la recta vecto--
rial A) a la aplicacidén del plano sobre &l mismo que a to-
do punto M del plano hace corresponder su proyeccidn M',
sobre D paralelamente a A.
Es decir p: P —> P

M Vvuus M!

Consecuencias inmediatas:

i) ¥YMeP MeD ==> p(M) = M, ya que todos los puntos de D
son proyecciones de ellos mismos sobre la recta D para
lelamente a A. (Fig. 4.1(a))

ii) YMeP M¢D —> p(M) # M, ya que M no puede ser proyec
cién de ningun punto del plano sobre la recta D parale
lamente a A, por el hecho de no pertenecer a D. (Fig.
4.1(b))

Resulta entonces YM €eP MeP S==> p(M) = M

4 4y

Fig.44(a) P(™M D Fig-4.4(b)
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ACTIVIDAD 4.5
Objetivo
Que el Alumno:

1. Dadas D y A dos rectas secantes, determine gnaliticamente

la proyeccién p del plano IR® sobre la recta D en la di--

reccidn de la recta A.
PROCEDPIMIENTO

- Toma un plano cuadriculado

- Define su referencia (0,?,?), y una escala adecuada 1 =1cm.

- Toma D: 2x -y + 3 =0 y A: 3x +y = 0 dos rectas y gra-
ficalas en un mismo plano.

- ¢Son D y A dos rectas secantes? si no ipor qué?

- Determina un vector direccional de A, e identificalo como
u.

- ¢Fue tu resultado de la forma ﬁ, con u = (—ﬁ)? si
no

1
- Sea M(§) un punto de IR%y M'(;,) su transformado por p.

- Grafica la recta que contiene a M y M', e identificala co-
mo Ay,

- (A y Ay son dos rectas pararelas? si no , {por qué?
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¢Podrias afirmar que existe t de IR, tal que MM' = tu?

-

si no Epor qué?

Determina las coordenadas de Mﬁ‘.

X'—-x .
)?, si no

¢Fue tu resultado Mﬁ'(y'—y -

Determina las coordenadas de tu

_t)? si no

¢Fue tu resultado tﬁ(3t ) .

¢Podrias afirmar que x' - x = -t y y' -y = 3t? si

no

Simplifica las expresiones anteriores y obtiene:

x'=x -t Y y' =y + 3t (%)

Sustituye M'(;:) en D,

¢Fue tu resultado 2(x - t) - (y + 3t) + 3 = 0? si

no

Determina el valor de t para que la expresidn anterior sea
vélida.

cFue tu resultado t = %(2x -y + 3)?, si no

Sustituye el valor de t en las igualdades de

¢Fue tu resultado x' = Z(3x +y - 3) y (y' =

| =

S1 no

¢Podrias definir la proyeccién p del plano IR® sobre D pa-

ralelamente a A?, si no

¢Fue tu resultado p: IR°Z > IR*, tal que:
(le) VAV o (X|’y')

(x + 2y + 9)7?

U] ==

con x' = %(3X + vy - 3) y y'-=
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Ejemplo
Sea IR? el plano, D y A las rectas de ecuaciones
D: x - 2y + 3 =0
A; 2x +y - 1 =202
Define analiticamente la proyeccién p de IR? sobre D parale-

lamente a A.
Sea M(;) un punto del plano P y M’(i,l su transformado por p,

El punto M' es el punto de intercepcidn de la recta Dy la -

recta AM que contiene a M y es paralela a A.

-~ -1
Un vector director de las rectas 4 y 4, es el vector u( ;)

como el punto M' pertenece a la recta AM’ existe un real t -~

tal que: MM' = tu, es decir tal que:
x' - x = -t x'=x-t @
, ademas
y' -y = 2t y' =y + 2t @

por otra parte, como el punto M' pertenece a la recta D, se
tiene:

(x = t) - 2(y + 2t) + 3 =0

(x - 2y + 3)

Ul =

esto Implica que: t =
Sustituyendo t por %(X - 2y + 3) en las igualdades @ y @,

se obtiene:

(x - 2y + 3)

—N
><—
1l
%
i
v U

(x = 2y + 3)

(5]
1]

o]
+
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EXPOSICION:

Sean D y A dos rectas secantes incluidas en el plano P. Pa
ra todo punto M del plano P, la recta Ay contiene a M y es
paralela a la recta A y secante a la recta D en un punto -

M' llamado proyeccidn de M sobre D paralelamente a A (Fig.

4.2(a).

Si M' es la proyeccidn de un punto M sobre una recta D pa-
ralelamente a A, podemos afirmar que M' es la proyeccidn -
del punto M sobre la recta D paralelamente a una recta A'

cualesquiera que sea paralela a A (Fig. 4.2(b)).

4

Fig 4.2(a)

Fi'g 4.2(b)

Notese que en la definicidén del punto M', la recta A no -
i

—
menciona que pasa por la direccidn A. Por esta razdn, se

dice entonces que M' es la proyeccidén de M sobre D parale-

lamente a la recta vectorial A.
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ACTIVIDAD 4.6
Objetivo
Que el Alumno:

1. Definida una proyeccién p del plano IR? sobre una recta D
paralelamente a una recta A, determine las ecuaciones de

las rectas D y A.

PROCEDIMIENTO

- Toma un plano cuadriculado

- Define su referencia (0,?,3), y una escala adecuada

- Sea p: IR? —> IR®* la proyeccién de IR®> sobre una recta D
paralelamente a una recta A tal que p(x,y) = (x',y') con -
X' = %(2x ; y + 1), y' = %(—2x + v 4+ 2).

- Toma M,(-2,3), M,(4,-3) y M,(x,-x + 1) puntos de IR?

- Determina p(M,), e identificalo como Mj

- ¢Fue tu resultado M} (-2,3)? si no

- Determina p(M;), e identificalo como M)

- ¢Fue tu resultado M5(4,—3)?, si no

- Determina p(M3), e identificalo como M}

~- ¢Fue tu resultado M)(x,-x +1)?, si no

- ¢Podrias afirmar que M,, M, y M, son puntos invariantes -

por p?, si no ipor qué?

- Determina una expresidn general para el conjunto de puntos

invariantes por p, e identificalo como D,



¢Fue tu resultado D = {(x,y) eIR*/y = -x + 112
Grafica D
Efectia -x' + 1

¢Fue tu resultado igual a y'?, si no

cPodrés afirmar que M'(;:) es un elemento de D?,
Toma M(x,y) de IR® y M'(x',y') de D

Determina las coordenadas de MM

¢Fue tu resultado MM' (x' - X, y' - y)?, si no
Efectfa x' - x
¢Fue tu resultado x' - x = %(—X -y + 1)?, si no

Efectfa y' - y

¢Fue tu resultado y' - y = %(—x -y + 1)?, si no
Efectfia 2 (x' - x)
¢Fue tu resultado igual a y' - y?, si no

¢Podrias afirmar que la segunda componente del vector MM

es igual a dos veces la primera componente de MM'?, si

no
Determina una expresién general para los elementos de la -
forma MM', e identificalo como A

¢Fue tu resultado A = {(x,y)/y = 2xl?, si no

Grafica A

¢Son D y A dos rectas secantes?, si no
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ACTIVIDAD 4.7

Objetivo

Que el Alumno;

1. Adquiera la nocidn de proyeccibn yectorial
PROCEDIMIENTO

- Toma un plano cuadriculado
- Define su referencia (O,T,f), y una escala adecuada.
- Sean D: x + y = 0, A: 2x + 3y = 0 rectas vectoriales

- Sea p: TR? > TR? una aplicacidén tal que:

(x,y) vV (x',y'), con x' = =-2x - 3y, y' = 2x + 3y

- Grafica en un mismo plano las rectas D % A.

—_ -

- Toma G(g), v ( vectores de IRZ

:)

- Determina las coordenadas de los vectores p(ﬁ) Yy p(?), e
identificalos como u', V' respectivamente,

- Ubica en el mismo plano que graficastes las rectas D % A
los vectores u' Y v'

- Pertenecen los vectores u' Yy V' a la recta vectorial D?
si _ no

- Determina en forma grafica y por pares ordenados los vecto

res u-u', v -v', e identificalos como a y b, respecti
vamente,

- ¢Pertenecen los vectores a y b a la recta vectorial A?

S1 no
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- ¢Podrias afirmar que todo vector de Tﬁz se proyecta sobre

la recta D paralelamente a la recta X?, si no

- ¢{Qué concluyes?

EXPOSICION: PROYECCION VECTORIAL

DEFINICION 4.3

Llamaremos proyeccién p del plano P sobre la recta vecto--
rial D paralelamente a la recta vectorial A, a la aplica--
cidn del plano vectorial P aél mismo, que a todo vector Q
le hace corresponder su proyectado ' sobre la recta vecto

rial D paralelamente a la recta vectorial.

Es decir que para todo vector u de transformado u' por p,

se tiene:

el

Y - A
Si hacemos u" = - u', podemos escribir

— . . . N N
, u" €A, u=1u'" + u",

ol

-
u' €

= — -—n
lo qgue prueba que u' es la proyeccidn de u sobre D, parale
lamente a A, se tiene entonces p(u) = u' por consiguiente

p(u) = U' <=> [U'eD y u =1 €Ai]

EJEMPLOS ;

1. Sea IR® el plano vectorial; (3,3) una base de IR?

- KN .
Consideremos dos rectas vectoriales D y A de ecuaciones:
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Definamos analiticamente la proyeccidn p de IR? sobre D para

lelamente a K.

PROCEDIMIENTO:

-~ =N ! - -
sea u(®) 3% u'(;,) su proyeccidn bajo p, es decir u' = p(u)
(Ver Fig. 4.3). Y

T-—l'g. 4.3

Se tiene que:
- S = - —
u'' €D y u - u'e A
Como U' €D podemos escribir que x' - 2y' =0 @

— —
Por otra parte tenemos que el vector u - u' tiene por coorde

a - ! - - —
nadas u-u' = (;._;,) y como u - u' €A podemos escribir
(x - x'") + (y - y') - 0 es decir x' + y' = x + vy ()

De las igualdades () Yy C) obtenemos inmediatamente
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x' = %(x + v)

}y' = %(x +y)

2. Sea IR? el plano vectorial y (E,F) una base de IR?

Consideremos la aplicacién f de IR? a IR2 definida anali-

ticamente por: f: R? — > TR?
(x,y) v (x',y'), con x' = %(2x-+y),
y' = %(2x-+y).

Determinemos

a) El conjunto de vectores invariantes por f£f.
b) El nftcleo de f.
c) Demostremos que f es una proyeccibn sobre una recta -

vectorial
PROCEDIMIENTO

a) Un vector ﬁ(;) es invariante por f si y solamente si -

f(ﬁ) = ﬁ, es decir si:

1x = 22x + y)

<

}y = %(ZX + y)

L

% = S2x + y)

Como < <=> 2x - 3y =0

y = %(2x + y)

Resulta entonces que el conjunto de vectores invariantes

por f es la recta vectorial de ecuacibn 2x - 3y = 0.
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—
Designemos por D esta recta vectorial, es decir:

D: 2x - 3y = Q

b) Un vector ﬁ(;) pertenece al nficleo de f si y solamente si

f£(u) = 6, es decir si y solamente si

S +y) =0

<

% (2x +y) =0

% (2x + y) = 0

Como < <=> 2x + y =0

L (2x + y =0

L4

Resulta entonces que el nficleo de f es la recta vectorial
de ecuacidn 2x + y = 0. Designemos por A esta recta vecto
rial es decir, A: 2x + y =0

c) Si la aplicacidn f es una proyeccidn sobre una recta vec-

torial, £ es la proyeccidn sobre D paralelamente a A.

)

Demostraremos que para todo vector G(y

, Se tiene que:
£(u) €D y u - f(u) eR

El vector f(ﬁ) tiene por coordenadas §(2x + v), %(2x + y)

y D: 2x - 3y = 0, sustituyamos las coordenadas de £f(u) en

D e inmediatamente constamos que:
3 1
2[g2x + v)] - 3[F(2x + v)] = 0

lo que prueba que £ (1) pertenece a D.
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—_ — —
De la misma manera probemos que el vector u - f(u) €A,

El vector u - f(u) tiene por coordenadas %(2X - 3y),
%("ZX + 3y) y A: 2x + y = 0, sustituyendo las coordenadas de
u - f(u) en A inmediatamente podemos constatar que:

2[%(2x - 3y)] + [%(—2x + 3y)] =0

—_

Lo gque prueba'que u - f(ﬁ) pertenece a A
EJERCICIOS 4.2

1. Sea el plano IR? (O,f,?) un referencia de IR?, determinar
analiticamente, en los casos siguientes, la proyeccién so

bre D paralelamente a la recta vectorial 3 de base U:

a) D: 2x +y - 3 =0, ﬁ(;i)
-1
b) D: 3x - 2y + 1 = 0, U(l)
c) D: y = 0, , oY)
1
-~ 1
d) D: x -y =20 ’ u(_l)

2. Repetir el ejercicio anterior en los casos siguientes don

de Dy A estan definidos en forma cartesiana

a) D: 5x + 3y - 2

It
(@]
>

3Ix -~y =20
b) D: x = 0, , Ay =0
c) D: x +y +1=0, At x =y =0

d) D; ax + by + ¢

Il
o
>

aXx + By + k =0

3. Sea p una aplicacién definida analiticamente de IR®a IR’
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demostrar en los casos siguientes que p es la proyeccidn

sobre D, paralelamente a una recta vectorial A dotada de

una base.
X' = 2x -y x' = -5x - 3y - 3
a) b)
y' = 2x -y y' = 10x + 6y + 5
oo 1 1
[x = 703x + y + 1) x' = 3(5x - 5y + 2)
c) 1 d) 1
1y’ = Z(3X + vy - 3) y!' = §(2x - 26 + 2)

Sea D y A dos rectas secantes del plano IR?. A todo punto
M de IR®, se le asocia el punto M', proyeccién de M sobre
D paralelamente a A y al punto M", prayeccidn de M sobre

A paralelamente a D.

12 Sea A un punto de IR?’, determinar el conjunto de pun--

tos M tales que los puntos A, M' y M" son alineados

22 Sea u un vector no nulo, determinar el conjunto de pun
tos M tales que los vectores MTM", U son linealmente -

dependientes.

Sea D,D',D" tres rectas de IR® secantes de dos y I un pun
to de D. A todo punto M de IR®’, se asocia el punto M', -
proyeccidn de M sobre D paralelamente a D', el punto M",

proyeccidn de M sobre D paralelamente a D".

12 Determinar el conjunto de puntos M tales que I sea el

punto medio de (M',M")
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ACTIVIDAD 4.8
Objetivo
Que el Alumno;

1. Definida la proyeccidn puntual p sobre una recta D parale
lamente a una recta A y m la proyeccibn vectorial sobre D

paralelamente a A, comprueba que para todo bipunto (M,N)

de transformado (M',N') por p: M'N' = T (MN)
PROCEDIMIENTO

- Toma un plano cuadriculado
- Define su referencia (O,T,f) y una escala adecuada 1 =lcm.
- Sea p: IR® —> IR®* la proyeccidén puntual de IR? sobre D -

paralelamente a X, tal que p(x,y) = (x',y') con

X'=-5x-3y -3 , y'=10x+ 6y +5

- Sea m: IR® ——> IR® la proyeccién vectorial de IR? sobre D
paralelamente a X, tal que 7(x,y) =(x',y'), con
x' = -5x - 3y, y' = 10x + 6y

- Toma M(1,2), N(3,4) puntos de IR?
- Determina p(M), p(N), e identificalos como M',6N', respecti
vamente.

- ¢Son las coordenadas de M'(-14,27) y N'(-30,59)7? si

no

- Determina grafica y analiticamente las coordenadas del vec
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f— —
tor MN, e identificalo como u.

¢Fue tu resultado 302,2)? si no

Determina n(ﬁ), e ildentificalo como 3

¢Fue tu resultado 3(—16,32)? si no

Determina grafica y analiticamente las coordenadas del vec
tor MTN' e identiffcalo como u'
¢Fue tu resultado ﬁ'(—l6,32)? si no

- —
Compara los vectores u' y v

¢Qué concluyes?
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EXPOSICION:

Sean D y A dos rectas secantes incluidas en el plano P, de

- —_

direccidn D y A, respectivamente.

- 2
Las rectas vectoriales D y A son distintos (sino las rec--

tas D y A serian paralelas).

Designemos por p la proyeccidn de P sobre D paralelamente
a Ay por m la proyeccidn del plano vectorial P sobre la
recta vectorial D paralelamente a K, para distingulr estas
dos proyecciones, diremos que la primera, p, €S una proyec

cibén puntual y la segunda m, es una proyeccidn vectorial.

* Sean M y N dos puntos del plano P de transformados M' y

N' respectivamente por p.

Los puntos M', N' pertenecen a la recta D de direccibén -
P

= .
D, se tiene:

— >

MI 'ED
x* Si almenos uno de los puntos M y N pertenecen a la recta

D,M por ejemplo (Fig. 4.4), se tiene:
4 An
N
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S e et B e S e = T G e e - ot S m e —m G T e — v T e S o e — — i

a; M' = M, lo que implica
—_ —_— —_ — —_—
MN - M'N' = MN - MN' = N'N

Los puntos N', N pertenecen a la recta 4y que es paralela

a A lo que quiere decir es que de direccidn A, se tiene:

J— —_

N €

Podemos escribir

p— —_ —_

— LY
M'N' ¢D Yy MN - M'N' €A

Como 1 es la proyeccidn del plano vectorial P sobre la rec

ta vectorial B, se prueba que:

* Si almenos uno de los puntos M,N no pertenecen a la rec-
ta D, consideremos un punto A que pertenece a la recta

D (Fig. 4.5)
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. S i e T Rt T W i TR PR e S e e R S S it T Mk S M o et S Rt e e e Y b e e it SR S R TRt W St A e G e M = =

lo que implica que, m es lineal
(MN) = m(AN - AM) = 7(AN) - 7 (AM)
por otra parte, el estudio precedente nos permite afirmar;
m(AM) = AM' y  w(BAN) - AN

Resulta entonces que:

- — — —_

T(MN) = AN' - AM' = M'N'
TEOREMA 4.1

Sean D y A dos rectas secantes del plano P, de direccidn
respectiva D v 1; p la proyeccidén puntual sobre D paralela
mente a A y w la proyeccidn vectorial sobre D paralelamen-

te a A, se tiene, para todo bipunto (M,N) de transformado

(M',N') por p:

—_ —_
M'N' = 7 (MN)

ACTIVIDAD 4.9
Objetivo
Que el Alumno:

1. Dada una proyeccidn p induzca en la prueba del teorema -

de Thales.
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PROCEDIMIENTO

- Toma un plano cuadriculado

- Define su referencia, (0,?,?) y una escala adecuada 1 =1lcm.

- Sea p: IR” > IR* una aplicacién, tal quep(x,y) =(x',y") -
con x' = %(SX - 5y + 2) y' = %(ZX - 2y + 2).
- ¢Es p una proyeccidén? si no ipor qué?

- Toma A(1,-1), B(4,-6), C(-2,4) puntos de IR?
- Ubica A,B y C en el plano

- ¢Son A,B, y C colineales? si no

- Determina las coordenadas de AC

- ¢Fue tu resultado AC(-3,5)? =i no

- Determina las coordenadas de Kﬁ

- ¢Fue tu resultado X§(3,—5)? si no

- Encuentra el valor o, tal que cumpla la relacidn

R, e —

AC = oAB

- Encuentra p(A), p(B) y p(C), e identificalos como A', B',

y C', respectivamente.

52 22 =28 10

- ¢Fue tu resultado A'(4,2), B'( C'( 3= 3 L

no

- Determina las coordenadas del vector ATé‘

- ¢Fue tu resultado (:%9, :%g)? si no
. ,,—40 16
- Determina las coordenadas de A'B'( —, TT)

- Encuentra el valor o,, tal que cumpla con la relacidn
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- Compara los valores de a y a,

- ¢Qué concluyes?

EXPOSICION

Sean tres puntos A,B,C del plano P tal que:
Jt eIR  AC = tAR

Los tres puntos A,B,C se proyectan sobre una recta D para-

lelamente a una recta A en tres puntos A', B', C!' (Fig. 4.6)

NG Jor ] e ’

Fig - 4.6

D vy A son las direcciones respectivas de las rectas D y A

—_—

y T la proyeccidn vectorial sobre D paralelamente a A, se

tiene:

|
5
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— JR— . . . .
Como AC = tAB y la aplicacidén 7 es lineal, se tiene enton-

ces;
7(AC) = m(tAR) = tu(AB)
resulta entonces ATC' = tATB’

Teorema de Thales:

—\
Tres puntos A,B,C tales que Ké = tAB se proyectan respectl
vamente sobre una recta D paralelamente a una recta A en -

tres puntos A', B', C' tales que;

— —_—
A'C' = tA'B'

EJERCICIOS 4.3

l. Sean A,B,C tres puntos no alineados; M y M' dos puntos -
que pertenecen respectivamente a las rectas AB y AC, de--
muestra la equivalencia de los siguientes enunciados:
a) La recta MM' es paralela a la recta BC;

b) ] teIR, BM = tAB y AM' = tAC

2. Demuestra que si se tienen dos puntos A y B que se proyec
tan sobre una recta D paralelamente a una recta A en dos
puntos A' y B', el punto medio (A,B) se proyecta en el -

punto medio del bipunto (A',B').



CAPITULO V
TRASLACIOHES Y SIMETRIAS

ACTIVIDAD 5,1

Objetivo

Que el Alumno:

1. Adgquiera la nocién de traslacibn vectorial.
PROCEDIMIENTO

- Toma un plano cuadriculado
- Define su referencia (O,f,;)

- Sea f: TR? ——> TR? una aplicacién tal que
f(x,y) = (x + 4, y + 5)

- Sea M(3,2), N(-1,4), P(a,b) puntos de IR?
- Ubica en el plano los puntos M,N,
- Determina £(M) y f(N) e identificalos como M', N', respec-

tivamente.

- Ubica en el plano M' y N',
- Determina grdficamente y por pares ordenados las coordena-
T S —.
das de los vectores MM' y NN!
~ Determina f(P), e identificalo como P'.
- Determina gr&ficamente y por pares ordenados las coordena-
—_—
das de PP’
- Compara entre si MM', NN' y PP'.

- Determina M'M, MN, NN', M'N'.



78

Efectfia MM + MN + NN'

~ Compara tu resultado con M'N'

—_— —_ -
Compara M'N' con MN. ¢cdmo son?

- ¢Qué concluyes?

ESPOSICION: RRASLACION VECTORIAL

Sea u un vector del plano vectorial E.

—
Llamaremos traslacidn vectorial de vectores u, y la denota

remos como ta: a la aplicacidn de E en E que a todo punto

M de E, asocia el punto M', tal que MM' = ﬁ, es decir:

ts: E —> E N N
M v M!' de donde MM' = u

%l
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ACTIVIDAD 5,2

Objetivo

Que el alumno:

1. Verifique que las traslaciones conservan la distancia
PROCEDIMIENTO

- Toma un plano cuadriculado
~ Define su referencia (0,?,?) Yy una escala adecuada 1 =1cm,

- Sea f: IR? —> IR? una aplicacién tal que:
(x,y) v (x+1, y+2)

- Verifica que f es una traslacibn vectorial.
- Toma $1(6,8), 32(573) vectores de IRZ

— -
- Determina grdfica y analiticamente la distancia de v, a v,,

e identificalo como dx'

- ¢Fue tu resultado d1 = /(6—32 + (8-4)32%?

-

- Determina f(?l), f(?z), e identiffcalo como V; Y v,
- ¢Fue tu resultado Vv!(7,10) y V! (4,6)?
- Determina grédfica y analiticamente la distancia de ;1 a -

v}, e identificala como d,

- ¢Fue tu resultado d, = A7,-4)% + (10-6) 2?
- Compara las distancias d, y 4,. Explica tu resultado

- ¢Que concluyes?
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EXPOSICION: CONSERVACION DE LA DISTANCIA DE TRASLACTONES

Se tiene:

M > M!
N ~“vwu> N

- —_

por la traslacidn t-ﬁ. Es decir MM = u, N'N = u para todo

M,N.

De lo anterior:

—_ —_ — T
M'N' = MM + MN + NN'
— — — -
M'N' = uy + MN + (-u)
—_ —
M'N' = MN

De donde HMTﬁ'H = Hﬁﬁﬂ @

« En -

Recordemos que la distancia de MN se determina Hﬁﬁ
consecuencia (I) significa que la distancia de M' a N' es

la misma gque la de M a N,

ACTIVIDAD 5.3
Objetivos
Que el Alumno:

1. Dada una funcibén f verifique si es o no una traslacidn,

2, Verifique que las traslaciones conservan la ortogonalidad
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PROCEDIMIENTO

% Sea f; IR® ——> IR® una funcidén, tal que;

flx,y) = (x+ 3, y + 4)

- Verifica que f es una traslacion

- Sea A(4,6), B(7,6), C(4,8) puntos de IR®

- Determina gré&ficamente y por pares ordenados el vector AB,
e identificalo como Vl

- ¢Fue tu resultado 31(3,0)?

- Determina graficamente y por pares ordenados el vector AC,
e identificalo como ;2.

- ¢Fue tu resultado 32(0,2)?

- Con ayuda del transportador determina éﬁb, e identificalo
como 0

- ¢(Fue tu resultado 0 = 20°?

- Determina (?l, v,)

- ¢Fue tu resultado igual a cexo?

- ¢Podrias afirmar que vl y ;2 son perpendiculares?

- Determina f(A), £(B), f(C), e identificalos como A', B!, -
C', respectivamente.

- Determina grédficamente y por pares ordenados el vector
ATﬁ', e identificalo como Vi

- Determina gr&ficamente y por pares ordenados el vector
ATC',

e identificalo como v;

- Con ayuda del transportador determina el valor del &ngulo
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C'A'B', e identificalo como 0,

- Compara el valor de O con 0,

-_—

—
Determina (v!, v!)

—» -

- Compara tu resultado con (v,, V,)

¢Que concluyes?

82

EXPOSICION: CONSERVACION DE ORTOGONALIDAD DE LAS TRASLA-
CIONES.

Aplicando la traslacidn t>a los puntos M, N, P y S de E,

tenemos:
M —> M
N —> N!
p —> P'
S —> gt
Es decir:
M= M|, [BTS = B8] @
(MN, BS) = M| [BS| cos o
(MTN', PTS') = [[MN'| B8] cos 8 (D

Sustituyendo (O en (O, tenemos:

(M'N', PTS') = ||MN||||PS]|cos & @

De @ tenemos que: cos O =cos B
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ACTIVIDAD 5.4

Objetivo

Que el Alumno;

1. Dada una funcidén f.

a) Verifique que se trata de una traslacién
b) Verifique que f conserva el baricentro de una familia

de puntos ponderados.
PROCEDIMIENTO

Primera Parte

- Toma un plano cuadriculado
- Define su referencia (O,f,?l Yy una escala adecuada 1 =lcm,

- Sea f; IR® ——> IR®’ una aplicacidén tal que:

(x,y) v (x + 2, v + 5)

- Verifica que f es una traslacidn

- Toma los puntos A(-2,-2), B(-1,7), C(5,1) y ubicalos en el
plano IR?.

- Une los puntos con segmentos de rectas

~ Asignale al punto A peso 2; al punto B peso 1 y al punto C
peso 2.

- Encuentra algebraicamente el baricentro G de los puntos -

ponderados (A,2); (B,1l) y (C,2).

(Ayuda: 2GA + 1GB + 2GC = 0)
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- ¢Tiene el punto G las coordenadas (1,1)? si no

Segunda Parte

- Determina f(A), £(B), f£(C) y f(G) e identificalos como A',
B', C', y G', respectivamente,

- Ubica los puntos A', B', C!' en el mismo plano

- Une los puntos con segmentos de rectas

- Asingnale al punto A' peso 2, al punto B' peso 1 y al pun-
to C pesa 2.

- Encuentra algebraicamente el baricentro G, de los puntos -

ponderados (A',2); (B',1), y (C',2)
(Ayuda: ZGTX' + lGTﬁ' + 2gTE| = 0)

- ¢Tiene el punto G, las coordenadas (3,6)7? si no

Tercera Parte

~ Gré&ficamente encuentra el baricentro G, entre A' y B'.
- Graficamente encuentra el baricentro G, entre G, y C'
- Determina las coordenadas de G,

- ¢Tiene G', G, y G, las mismas coordenadas? si no

Explica tu resultado

- ¢Qué concluyes?

EJERCICIOS 5.1

1. Diga en los casos siguientes, si la aplicacifén f de R? -

en IR?> es una traslacidn:



a) v(x,y)

b) ¥(x,y)

c) Vix,y)
d) ¥(x,y)
e) ¥(x,y)

Sea f una

¥M ¢ IR y
— 1
MM' = (5,

Determina

Sea g una

1 1
£ IR? f(.X,Y), = (x + 3 y + j)
£ IR? f(x,y) = (x - 3y, 2x - 6yl
2 2
e IR f(x,y) = (x - 30 Y - 8)
e TR? f(x,y) = (x*, y?)
£ IR? f(x,y) = (y,x)
aplicacién de IR® en IR?* tal que

M' su transformado por f se cumple que
1
7)

analiticamente f.

: .= =2 B 2 TR 2 '
aplicacidn de IR“ en IR“ tal que VM eIR” y M

su transformado por f se cumple MM' = (-2,-3)
a) Determina analiticamente g.
b) Toma 31 y 32 de IR? y verifica que
d(Gl,Vz) = d(V{,?;), con V{, 35 los transformados de

Vv, Y V, por g.

Sea f: IR®

—> IR? tal que MM' = (5,3) con M’

formado por f£f.

a)
b)
c)
d)

e)

Toma A,

cPodrias afirmar que AB

Determina analiticamente F.

B,C de IR’ y determina AB, AC

Determina (AB,AC)

Mide con un transportador el &ngulo CAB

—_—

—_
y AC son ortogonales?

85

el trans-—-
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ACTIVIDAD 5,6

Objetivo

Que el Alumno;

1., Adquiera la nocidn de simetria
PROCEDIMIENTO

- Toma un plano cuadriculado
~ Define su referenciag (0,?,?) y ung escala adecuada 1 =lcm,
- Sea S: IR? ——> IR? una aplicacibn tal que:

(x,yl v (x',y') con x!' = %(r5x - 4y + 12)

y' = 2(-6x + y +6)

- Sea M(2,2), N(2,4) puntos de IR?

- Determina S(M) y S(N) e identificalos como M' y N' respec-

tivamente

. , 6 -4 -2
- ¢Fue tu resultado M (7, ﬁT) y N' (-2, fT)?
- Sea D la recta de ecuacidn 3x +y - 3 =0

- Grafica D y M', N' en un mismo plano
- Encuentra el punto medio de M y M', e identificalo como IM

- Encuentra el punto medio de N y N', e identificalo como IN

- Ubica en el plano IM Yy IN

- ¢Podrias afirmar que IM Y IN pertenecen a la recta D?
- Determina la distancia de IM a M, e identificala como d,

- Determina la distancia de IM a M', e identificala como d:
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- Compara d, y d, <¢Como son?

- Determina la distancia de IN a N, e identificala como d,

- Determina la distancia de IN a N', e identificala como d,

- Compara d, y d, ¢cbmo son?

- ¢Qué concluyes?

EXPOSICION: SIMETRIA RESPECTO A UNA RECTA EN UNA DIRECCION
PADA

My

Sean D y § dos rectas
M' secantes. Sea M un pun
to del plano. Denomina
mos simétrico de M res
pecto a D en la direc-
cibén 6 al punto M' tal

que:

—_

- MM' pertenece a la recta vectorial 8

- E1 punto medio del segmento MM' pertenece a D.
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M UVAVVE 2 S(M)_ = M'

Cuando & y D son ortogonales la simetria S se dice que es

una simetria ortogonal.

ACTIVIDAD 5.7

Objetivos

Que el Alumno:

Definida una aplicacién S de IR? a IR®

1. Determine el conjunto de puntos invariantes por S.
2. Demuestre que para todo punto M de transformado M' por S
a) El punto medio de M y M' pertenece al conjunto de pun-
tos l1nvariantes.
b) El vector MM' pertenece a una recta vectorial fija a
3. Concluya que $§ es un simetria

PROCEDIMIENTO

- Toma un plano cuadriculado
- Define su referencia (O,f,f) Yy una escala adecuada 1 =1lcm,

- Sea S§: IR?

> IR? una aplicaci6én tal que S(x,y) =(x',y')
con x' = x, y' = -y + 2
- Determina el conjunto de puntos invariantes por S, e iden-

tificalo como D.
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¢Fue tu resultado D = {(x,y) ¢IR*/y = 1}?
Grafica D en el plano

Toma M(0,2) y N)x,y) de IR®

Determina S(M), S(N), e identificalos como M' y N', respec
tivamente

Determina el punto medio entre M y M', e identificalo como
P (M)

Determina el punto medio entre N y N', e identificalo como
P(N)

¢Los puntos P(M) y P(N) son invariantes por S? si

no

)
Determina grd&fica y analiticamente los vectores MM', NN' e
identiffcalos como u 3% 3, respectivamente
¢Podrias afirmar que u Yy v pertenece a la recta A: x = 07

¢Podrias concluir gque la aplicacibdn S es una simetria con

respecto a D paralelamente a A?

Ejemplo
Sea S: IR>° —> IR®’ una simetria de ejes tal que:

(x,y) ~vver (x',y') con x' = %(x +4y -4), y' =%(2X-y +4)
a) Determinemos el conjunto de puntos invariantes por S.

Un punto M(;) es invariante por S si y solamente si:
(x + 4y - 4)

(22 - y + 4)

W= Wl



b)
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(x + 4y - 4)

S
Il
W~

Como <=> x - 2y + 2 =0
1
y = 3(2x -y + 4)

Resulta entonces que el conjunto de puntos invariantes por
S.

Es la recta D de ecuacidn D:; x - 2y + 2 = 0 (Fig. 5.3)

Y

oV

—F/'g- 5.3
1
Para todo punto M(;) de transformado M'(;,), el punto me-

dio P(M) de los puntos M y M' tiene por coordenadas:

(x +y + 2)

Wl

(x+y—l),%(y+y')=

Wi N

Six + x') =

Mostremos que P (M) pertenece a la recta D

D; x -~ 2y +2 =20
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[%(x+y—l)]—2[%(_x+y+2)]+2=0

c) Demostremos que, para todo punto M(;) de transformado -

M'(;,), el vector MM' pertenece a una recta vectorial fi-
ja A,

El vector MM' tiene por coordenadas:
. 1 2
x'" - x = j(x + 4y - 4) - x = 3(—x + 2y - 2),

2
j(x - 2y + 2},

W
|
o
1]

%(ZX -y + 4) -y
Se tiene entonces x' - x = -(y' - y).

Resulta que el vector MM' pertenece a la recta vectorial

—_ —_

A que tiene por ecuacidn A: x + y = 0.

El estudio realizado prueba que la aplicacidn S es la si-
metria con respecto a la recta D paralelamente a la recta

vectorial 2.
ACTIVIDAD 5.8
Objetivo
Que el Alumno:

1. Dadas dos rectas secantes D y A, defina analiticamente 1la

simetria S con respecto a D paralelamente a A
PROCEDIMIENTO

- Toma un plano cuadriculado

- -
- Define su referencia (0,1i,3j), y una escala adecuada
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Grafica las rectas D:; 2x - 3y + 6 =0 y A =2x -y =0 -
en un mismo plano.

Son D y A rectas secantes?

Ubica en el plano el punto M(;) Yy M'(;:) su transformado
por la simetria S de eje D paralelamente a A.

Traza la recta que pasa por M y M' e identificala como AM
Determina un vector direccional de la recta A e identifica
la como u

Determina el valor real t que datisface la relacidn MM'=tu

Determina las coordenadas del vector MM'
|-
(7%

y'-y
Determina las coordenadas del vector tu

dFue tu resultado MM!' =

-2
cFue tu resultado tu = (St)?

Iguala los resultados de los vectores MM' y tu

cFue tu resultado x' = x +t , y! y t 2t %?

Determina el punto medio de M y M', e identificalo como M,

¢Es M, un punto de la recta D: 2x 3y + 6 = 0? si

no ipor qué?

Si tu respuesta es si sustituye el valor de M, en D y de--

termina el valor de t.

dFue tu resultado t = %x - %y + %? si no

Sustituye el valor de t en =«

éQué concluyes?
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EjemElo:

Sea IR? el plano y su referencia (0,?,?), sean D y A las rec

tas de ecuaciones:

D: 3x + vy - 3 =20

A; x - 2y =0

a) Definamos analiticamente la simetria S con respecto a A -

paralelamente a A.

1
Sea M(i) un punto de IR? vy M'(;,) su transformado por S

(Fig. 5.4)
T i
Bm
e
M(.‘t)
u (%) s
v —A(zl)
- e
4 '...
— = — — +
-X ol ¢ X
D
-y
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Tomemos un vector direccional u = (i) de la recta 4, y de la

recta AM que contiene a M y es paralela a A.

Como el punto M' pertenece a la recta AM, existe un real t -

tal que;
MM' = tu
x' - x = 2t
es decir tal que
y' -y =t
x' = x + 2t
Se tiene entonces I=
y' =y + t

El punto medio de los puntos M y M' tiene por coordenadas

(x +x +2t) = x +¢t, %(y+y') =%(y+y+t) =%(2y +t)

B[ =

1

= + %! =
s(x +x')
como el punto medio de M y M' pertenece a la recta D de ecua
cién 3x + y -~ 3 = 0, se tiene;

3x +t) 22y +t) =3=0 @

De la igualdad (:) podemos obtener el valor de t y operando

tenemos:
t = -=(3x +y - 3)

Al sustituir el valor de t en I, obtenemos:

Jx' = %(—5X - 4y + 12)
' 1
{y = 7(—6x + 5y + 6)
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De todo lo anterior concluimos que la simetria S con respec-

to a D paralelamente a A es la aplicacidn:

S: IR? —>» IR?
1
Moanns M'con M(T,) y x! = T(-5x - 4y + 12)
v' o+ %(—6x + 5y + 6)

EJERCICIOS 5.2
1. Sean A,B,C tres puntos no alineados. Determinar las sime-

trias de ejes que dejan invariante el conjunto {A,B,C}.

Demuestra que los ejes de estas simetrias son concurren--

tes.

2.a) Una recta A con dos rectas paralelas D y D' respectiva-

mente en A y A'. Designa por:

i) S la simetria con respecto a D, paralelamente a A.

ii) S' la simetria con respecto a D', paralelamente a A.
Define la aplicacién compuesta S' oS.

b) Sea t una traslacién de vector u. Demuestra que existen
dos rectas paralelas D y D' y una recta A secante a D y

secante a D' tales que: t = S' oS.
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3, Sea IR? el plano (0,1,3) un referencial de IR2

Designemos por S la simetria con respecto a una rectg D -

paralelamente a una recta 4.

- Defina analiticamente la simetria S en los casos siguien-

tes;

- - -
- Dada una ecuacidn cartesiana de la recta D y u un vector

director de la recta A:

a) x = 0, G‘(é)
b) y = 0, G(g)
e) ax + by + ¢

Sea IR? el plano (0,i,j) un referencial de IR?

Sea S la aplicacidén de IR® en IR? definida analiticamen-

te por

=
<[y'
12)

Sea D este conjunto.
2%)

por S:

It

Determina el conjunto de puntos invariantes por S.

Demuestra que para todo punto M de transformado M!

y + 1

X 1

a) El1 punto medio de (M,M') pertenece a D

—
b) El1 vector MM' pertenece a una recta vectorial fi-
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ja A dotada de una base,

32) Deduce si S es 6 no una simetria. Razona tu respues-

ta.,

Repite el ejercicio anterior en los casos siguientes:

x' = -x - 3 %! -2x = 3y - 3

a) b)
y' =y y' = x + 2y + 1

Sea IR? el plano (0,1,3) un referencial de IR?

Designa por D la recta de abcisas, por D' la recta de or

denadas y por A la recta de ecuacidn x +y - 1 = 0.

A todo punto M de IR® se asocia su simétrico M' con res-
pecto a A, paralelamente a D y el punto M", simétrico de

M con respecto a A, paralelamente a D'.

12) Determina el conjunto de puntos M tales que
MTM" =T - 3

22) Demuestra que existe un punto M, y solo uno tal que:
[— — — =
OM + OM' + OM" = 0

Sean A,B,C tres puntos no alineados. Determina las sime-

trias de ejes que dejan invariante ¢l conjunto {A,B,C}.



CAPITULO VI
ROTACIONES

ACTIVIDAD 6,1

Objetivo

Que el Alumno:

1. Adquiera la nocidn de rotacién

PROCEDIMIENTO

Toma un plano cuadriculado

Define su referencia (0,1,3) y una escala adecuada 1 =1lcm.

Sea r; IR? > IR?® una aplicacién tal que:
(x,y) " (x0T, vy,

(-x + y/3 - 1 + /3)

N

con x' = %(x/? +y+3-V3),y-=

Toma A(-1,1), M(2,4), N(6,5) puntos de IR?

Ubica A,M,N en el plano IR’

Determina r(A), r(M), r(N), e identificalos como A',M', N',
respectivamente y ubicalos en el plano IR?

¢Es A un punto invariante por r?. Explica tu resultado
Determina la distancia de A a M, e identificala como 4d,,
Determina la distancia de A a M', e identificala como d,
icémo sea?

Compara d, y d

217

Determina la distancia de A a N, e identificala como d,
Determina la distancia de A a N', e identificala como 4,

Compara d, y d,, ¢cdmo son?

Determina en forma grafica y por pares ordenados los vecto
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—_ A —
tes AM, AN, AM', AN!

Con ayuda del transportador mide el AM,AM', e identificalo
como O
Con ayuda del transportador mide el AN,AN', e identificalo

como O,

Compara 0 y 0, ccémo son?

¢Qué concluyes?

EXPOSICION: DEFINICION DE ROTACION

Llamaremos Rotacidén de centro A y de angulo 6 la aplicacién
que deja invariante A y que a todo puntc M distinto de A,

asocia el punto M', definido por:

d(a,M) = d(A,M') y AM,AM' = 0
Como M es distinto de A, su imagen M' es el punto de inter
cepcidn de la circunferencia de centro A que pasa por M y
de la semirecta At' tal que At,At' = 0, también At es la -

semirecta de origen A gue contiene a M. (Ver Fig. 6.1).
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ACTIVIDAD 6,2
Objetivos
Que el Alumno:

1. Dada una aplicacidn y demuestre que se trata de una rota-
cidn.
2. Calcule las coordenadas de su centro A.

3. Calcule el angulo de rotacién de V.
PROCEDIMIENTO

- Toma un plano cuadriculado

-

- Define su referencia (0,i,j), y una escala adecuada 1 =lcm.
- Sea y: IR?* ——> IR? una aplicacién tal que:
(x,y) vvuv» (x',y'), con x' = -y + 1, y' =x + 1
- Determina el conjunto de puntos invariantes por Yy, e iden-
tificalo como I.

-~ ¢Fue tu resultado I = {A(0,1)}? si no

- Toma el punto B(E) de IR®*,B # A. Ubica B en el plano.

- Calcula y(B), e identificalo como B'

- ¢Fue tu resultado B'(—ﬁ i i)? si no . Ubicalo en el plano

"

- Calcula gréaficamente y por pares ordenados el vector AB

n . .
? si no

- ¢Obtuviste como resultado AB = (o _1/°

- calcula la ||AB|, e identificala como a.

= ¢Obtuviste como resultado a = /n? + (m -1)27.
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Calcula graficamente y por pares ordenados el vector AB'.

;Obtuvistes como resultado AR' = ( ™ 7T l)? si no

n - —_—

Determina la ||AB'||, e identificalo como b

cObtuviste como resultado b = V/(-m + 1)2 + nZ2?
Compara a con b, ¢cOmo es tu resultado?. Razona tu respues

ta

Calcula graficamente y por pares ordenados el vector BB'

(—m+1—n)

? si n
n+1-m ©

¢Obtuviste como resultado BR'

Determina la ||BB'||, e identiffcala como c.

cObtuviste como resultado ¢ = /(—m +1-n)?2 + (n+1-M)?2?

S1i no

P

Mide con un transportador el &ngulo O = AB,AB'

Determina en forma analitica el dngulo © 6 = AB,AB'
(Ayuda: c¢? = a? + b® - 2ab cos@))

Compara O y 0, ¢cbmo son? ¢es @ = O, = 90°? si no

explica tu resultado

SQué concluyes?

EXPOSICION:
Se tiene que Yy de IR? a IR’ se caracteriza por:

1. Yy tiene un Gnico punto invariante A(0,1)

2. YM # A se tiene d(A,M) d(A,M'"), com M' el transforma-
do de M por y,.
3. ¥YM # A se tiene AM,AM' = 0 = 90°

En consecuencia, Y es la rotacidén de centro A(0,1l) y &angu-
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EjemElo:

Toma el plano IR? y un referencial ortonormal directo thﬁﬂ.
Determina analfiticamente la rotacién r de centro A(-1,2) y -

angulo 0 = % rad.

Fig. 6.2

Sea M(x,y), un punto distindo de A, de imagen M'(x',y').

Los vectores AM Yy AM' tienen por coordenadas

X=x+1 X' =x'" + 1
AM = AM! =
Y

y - 2 o=y -2



103

e

. —_ Y _— T
Ademis, ||[AM| = |AM'|| y AM,AM' = 3 rad.
Hagamos: p = |[AM|| y o« = i,AM
Se tiene entonces:

p = “K‘\M'“ Y iIA_M' = irm + mrml
_ T
= g + j

Luego, tenemos como resultado:

wl=

(
p COs o | X" pcos(a +

y (II)
p sen o y!

Escribamos (II) aplicando la propiedad del coseno de la suma

o
I

i

-

—_A
}.<
t

wl =

psen(a +

de angulos.,

Xl

It

p{cos o cos % - sen asen g)

1 V3
J prOS o - —205en0.
(I1)

Y' = p(sena cos % + cos a sen-g)

%-psen o + ig:pcos a

Sustituyendo I en II obtenemos III

1 V3

':— -—

X 2X 2Y

(I1I1)

V3 1

I = = —

Y 2X +2Y

Sustituyendo en (III) X', Y¥', X, Y por x' + 1, y' - 2, x + 1,

y -2, Obtemenos:



J x' + 1 = %(x + 1) - Kg(y - 2) x!' = %x
6
V3 1

ACTIVIDAD 6.3
Objetivos

Que el Alumno:

-3
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1

xY 327 /3
1 /3
+§y+—2—+l

1. Determine analiticamente la rotacidn r, conociendo el cen
tro y el &dngulo de la rotaciédn.

2. Saque conclusiones de los gréficos.

PROCEDIMIENTO

Toma un plano cuadriculado

Define su referencia (0,i,j), y una escala

iU

Sean A(0,V3) z

y 0 = el centro y el angulo

r, respectivamente.

Determina los vectores AM Yy Xﬁ', e identificalos como

adecuada 1 =1cm.

de la rotacidn

1]
Toma M(;) un punto de IR? vy M'(?,) su transformado por r.

—

-— Ml y
ﬁz, respectivamente,
—_— X =

- ¢Fueron las coordenadas de M1

y =y — V3?2

XV= X'
- ¢Fueron las coordenadas de M

2 f ‘._‘
y'=y' = V3?2

Determina Hﬁln v Hﬁzﬂ, e identificalo como

py p', respec-
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tivamente,

Compara p y p', ¢son iguales? si no

iPodrfas afirmar que M M, = % rad? si no por qué?

Traslada los vector M,, y M, al origen *

Identifica como a el &ngulo formado por i,M,

En base a los grédficos obtenidos en * ¢podrias afirmar que;

P P —~—
ey el e . 2
i,M, = 1,M; + MM,? si no por que?

Si tu respuesta es si la expresibn anterior puede reescri-

S~
—_

. > il
birse como i,M, = a+ g

Obtiene a partir de los gréaficos resultados en * las coor-

denadas de x,y,x',y'.

Jx = pcos a
cFueron tus resultados (I) ,
Ly = psen a
. i
X' = pcos(o + E)
(II) -
y' = pcos(a + 3)

Escribe (II) aplicando la propiedad del coseno de la suma

de &ngulos.

, /3 1
JX ——2pCOSOL —-2—psenOL
cFue tu resultado (IITI)
y' = f;:psen a + % cos o ?

Sustituye (I) en (III)



X':Qx.—l

2 2Y
- ¢Fue tu resultado /3 1 )
y' = 2 ¥ T 3%

- ¢Que concluyes?
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ACTIVIDAD 6.4

Objetivo

Que el Alumno:

1. Verifique que la composicién de simetrias ortogonales es

una rotacibén
PROCEDIMIENTO

- Toma un plano cuadriculado

—_
- Define su referencia (0,1i,j) y una escala adecuada

- Sea g: IR? > IR? una simetria tal que:
(x,y) v (x',y'),
con x' = 4§(x +vy), y' = 4;(x - y)
- Sea f: IR? > IR® un simetria tal que:
(x,y) e (x',y ")
con x' =y, y' =x

- Verifica que f yv g son simetrias ortogonales

- Sea r: IR? > IR* una aplicacién tal gque:

(X,Y) LU (f og) (x)
- Determina el conjunto de puntos invariantes por g,

tificalo como D.

e iden-
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¢Fue tu resultado D = {(x,y) eIB*/y = (Y2 - 1)x}? si

no

Si tu respuesta es si ¢podrias afirmar que D es el eje de
simetria de g? si no
Determina el conjunto de puntos invariantes por f, e iden-

tificalo como A.

(Fue tu resultado A = {(x,y) eIR*/y = x}? si no

Si tu respuesta es si ¢podrias afirmar gue A es el eje de
simetria de £? si  no

Determina el conjunto de puntos invariantes por r, identi-
ficalo como I

¢Fue tu resultado I = {A(0,0)1}?

Sea M(;) y N(_i) puntos de IR?

Determina r(M) y r(N), e identificalos como M' y N', res--
pectivamente.

Determina la distancia de A a M, e identificala como d,

Determina la distancia de A a M', e identificala como 4,

Compara d; y d, ¢cdbmo son?

Determina los vectorés AM y Xﬁ', e identificalos como a, b,
respectivamente.

Determina la distancia de A a N, e identificala como d,
Determina la distancia de A a N', e identificala como 4,

Compara d,; y d, <cdmo son?

Determina los vectores AN Y Kﬁ', e identificalos como a',



108

b', respectivamente.
- Determina los vectores MM' y NN'!' e identificalos como c y

c', respectivamente.

o~

- Mide con un transportador los angulos AM,AM' y AN,AN', e

identificalos como O y O, ¢cdmo son?

o>

- Determina en forma analitica el valor de

(Ayuda: c? = b? + a? - 2ab cos 6 )

w>

- Determina en forma analitica el valor de
(Ayuda: c'? = b'? + a'? - 2a'b’ cos 0,)

- ¢Fueron tus resultados © y 0, = 81.87°? si no

- 81 tu respuesta es si jtienes buen célculo!
- 81 tu respuesta es no, repite hasta lograrilo

- ¢Qué concluyes?

ROTACIONES COMO UNA COMPOSICION DE SIMETRIAS

EXPOSICION: ORTOCGONALES

Sean D y D' dos rectas gue pasan por un punto A dado. Es-
tudiemos la aplicacidn compuesta r = Sp+ oSp de dos sime--

trias ortogonales de ejes D y D'.

Consideremos dos semirectas A, y A, de origen A incluidas
en Dy D', respectivamente. (Fig. 6.3) y una abertura a de

dngulo orientado (A, ,A, )

b o o o s et e e e e e e M e e e . e e e s e e g A A S T i e B S o . e )
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Fig. 6.3

El punto A invariante para S, y para Sp, es lgualmente pa-
ra r.

Sea M un punto diferente de A, M, su imagen por Sp y M' la
imagen de M, por Sp.

Notemos que las semi-rectas de origen A; A, A, , A, con-

1

tienen a los puntos M, Moy M', respectivamente.

Por otra parte, tenemos:
T -

AM = AM; y Ag, Ay = Ay, (D)

y ademés;

o~ e

AM, = AM' vy At,Ax' = Ax',At' (2)

De las igualdades (1) y (2), obtenemos;
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e e — — t S Gt M e M Pt e b Wt = e ot T M v e Yt M G Y e e M R b TEA M R S Ewm e S S M e S T S i b -

Ademés, tenemos que:

e~ — S~

Ag,Apr = Ay, A, + A ,At',
At'At' = 2(AX’At1 + Atl'AX')
= 2(AXIAX') = 204

Resulta entonces que el punto M', imagen de M por r, esté

definida por:

-

AM = AM' vy KH,XH' = 2a

EJERCICIOS 6.1

Sea IR? el plano vectorial, (f,f) una base ortogonal directa

de IRZ.
1. Sea ¢ la aplicacidén lineal de IR? en IR? tal que w(f) = 3
y v(3) = -i

- Demuestra que Yy es una rotacidn vectorial
a) Calcula el centro A de y
b) Calcula el angulo de rotacidén £ de y
2. Sea Yy la aplicacidn lineal de IR? en R? tal que
. V2, = . 2 > =
v = SE+ D, v =5 T+
- Determina analiticamente la aplicacidén Yy, y verificar -

si se trata o no de una rotacidn.
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Sea ¢ una rotacidn de IR? en IR* tal que;

(41 + 395)

o =

(31 - 44) y v(3) =

Wl

p(I) =
a) Calcula el centro A de y

b) Calcula el &angulo de rotacidén @ de Y

Sean Yy y ¢, aplicaciones lineales de IR? en IR? tal que:

pun.

a) w(i) =3 (3) =1

V3 >

b) v, (1) =57 -

N
1

N[ &

=+ . V3
s v, () =—%1 - =]

- Demuestra que Y v Y son simetrias ortogonales

1
—- Determina analiticamente Yy oy, y deduce si se trata de

una rotacidn, determinando el centro A y el &angulo B de

l!J o(!,l
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