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"Abajo Euclides, arriba Euclides"

Jean Dieudonné

El presente trabajo tiene como propdsito fundamental el de
insistir en la necesidad de la Ensenanza de la Geometria -
Euclideana, en todo el Sistema Educativo Nacional. Es cono-
cida, por casi todos los gque trabajamos en la Ensenhanza de
la Matemé&tica, la dré&stica reduccibn gue sufrid la Geome---
tria, en los programas que se disenaron con la Reforma Edu-
cativa de 1968; con é&sta, a nivel de Bachillerato, sbélo se
incorporaron algunos elementos de Geometrfia Analitica, y en
los niveles educativos inferiores sdlo aspectcs muy basicos

de algunas figuras Geométricas.

A lo anteriormente senalado agreguemos las dos dificultades
fundamentales con las que tropezd la Reforma, estas son: la
poca o casi nula preparacién de los Maestros para la puesta
en marcha de la misma y la erronea concepcibdn de identifi--
car la Matem&tica Moderna sblo con Teoria de Conjuntos, El
resultado, 18 anos mas tarde, es evidente: las promociones
estudiantiles, tienen muy poco conocimiento de la Geometria
y la capacidad de las mismas, para una adecuada representa-

cidn del espacio es sencillamente alarmante.

La Ensenanza de la Geometria Euclideana en los distintos ni

veles educativos, y siempre que se respete el desarrcllo -



psicolbégico del educando, es un valioso ingrediente para el
desarrollo de la intuicidn, en cuanto a las transformacio--
nes en el plano y en el espacio; asi como en el desarrollo
del pensamiento lbgico. Si bien es cierto esto fltimo, es -

posible lograrlo con las otras ramas de la Matem&tica, en -

el primero, la Geometria es realmente insustituible.

En este trabajo se propone un modelo en el cual se recupera
la Ensenanza de la Geometria, sin anorar lo gue se hacia an
tes de la Reforma; se propone retormarla en el marco anmplio
de la Matem&tica actual; es decir, incorporadas con las -
otras ramas de la misma. Hoy en dia, es perfectamente posi-
ble estudiar la Geometria en concordancia con el estudio -
del Algebra, fundamentalmente en conexibén con la estructura
Algebr&ica de espacio vectorial Euclideano. Ademds, se ha -
querido combatir la Ensenanza Tradicional, en la cual hay -
una elevada carga de autoritarismo del Maestro. Se propone

para ello una metodologia en la cual el Maestro sé convier-
te s6lo en un facilitador del aprendizaje, mientras se pro-
mueve una mayor participacidén del estudiante para la redes-
cubierta del conocimiento. En este sentido, la Geometria es
también de enorme valor, en cuanto es posible que, a través
de representaciones geométricas, que logra con actividades

de "dibujo", prevea los resultados tebricos esperados.

Finalmente en este trabajo se logra un minimo de conocimien
to de la estructura de espacio vectorial Euclideano gue no

sblo es posible aplicarlo en la Geometria, sino, y cada vez



més en otras ramas de la Matem&tica.

Por todo lo anterior planteamos para el presente trabasjo,

los siguientes objetivos:

i) General:
Elaborar un documento base gque sirva de discusibén, para

mejorar la ensenanza de la Geometria.
ii) Especificos:

a) Promover la reactivacidn de la ensenanza de la Geome
tria Euclideana en el nivel Medio y Universitario.

b) Elaborar una visibn unitaria de la Matematica, a tra
vés de la relacidn entre el Algebra y la Geometria.

c) Tratar de impulsar una metodologia a base de activi-
dades, para despertar la iniciativa y creatividad en

el estudiante.

Para la consecusibn de estos objetivos, se ofrece una re--
formulacibén de contenidos de Geometria, para desarrollar -
en el ler. Ano de Bachillerato, de acuerdo al esquema si--

guiente:

UNIDAD I: Sistema de Coordenadas.
i) Trazos elementales de Geometria (rectas, &n

gulos, circunferencias, etc.)

ii) Escala Numérica

iii) Ubicacién de puntos en el plano.

iv) Sistema de Coordenadas Cartesianas.

V) Dtros sistemas de CoorGenadas



UNIDAD II: Algebra Lineal (Vectores).

i)

1i)

1ii)

iv)

vi)

vii)

viii)

Concepto de Vector,

Las operaciones: Suma, Resta y Producto
por un escalar

Estructura de Espacio Vectorial: Propieda
des algebrdicas de los vectores.

Vectores linealmente independientes,
Espacio generado por un conjunto de vecto
res.

Base de un espacio de VectoreF.

Descomposicidén de un vector en una base

Baricentro

UNIDAD III: Producto Escalar.

i)
ii)
iii)

iv)

V)
vi)

vii)

Introduccidn

Definicibn,

Caracteristicas,

Propiedades.

a) Conmutatividad

b) Asociatividad

c) Por las posiciones de los vectores
Consecuencias

Teoremas

Aplicaciones Elenentales

UNIDAD IV: Aplicaciones del Producto Escalar.

i)

Cuadrado escalar de la Suma o la diferen-

2

cia de dos vectores: (u + v)?2 Yy m - v



ii)  Conjunto de puntos M tales gue: MA® + MB® = K

iii) Conjunto de puntos M tales que: MA.MB = K

iy} Producto escalar de la suma de dos vectores por su di-
. — BN —n -—
ferencia: (u + v).(u - v)
V) Conjunto de puntos M tales que: MA®? - MB? = K
vi) Conjunto de puntos M tales que:,ﬁX = KMB

Para el desarrollo de los contenidos anteriormente propues-—--
tos, se ha utilizado una metodologfa, la cual estd basada en
"actividades"; para cada actividad se definen sus objetivos;
s1 se cree necesario se hace algun comentario, y después de

cada actividad o actividades, se formula la exposicidn sobre
lo desarrollade en cada actividad, para terminar con ejerci-

cios relacionados con el contenido.

La forma y el orden en que aparecen estos aspectos (con sus

funciones que desempenan), se d& a continuacidn:

NOMBRE DEL CONTENIDO:

1. Objetivos:

Su funcidén es determinar lo gque esperamos gue el estudiante,

realice en cada una de las actividades.
2. Actividades:

Su funcidn es que el estudiante por si solo, con el auxilio
del profesor, desarrolle paso a paso las instrucciones dadas
en cada actividad, para que al final obtenga intuitivamente,

la idea sobre lo gue se trata en cada actividad.



3. Exposicibn;

Su funcidn es que el profesor dé una explicacidén formal del
contenido, apoyandose en la actividad gque el estudiante desa

rrolla.
4, Ejercicios:

Su funcidén es que el estudiante refuerce y amplie el conteni

do visto en cada actividad o actividades,

Entre las ventajas que presenta esta Metodologia, podemos -

mencionar:

i) Se rompe con la ensenanza tradicional (clase expositi-
va)

ii) Quien asume el papel fundamental en el proceso ensenan

za-aprendizaje, es el estudiante.

iii) Atiende las diferencias individuales de los estudiantes

iv) Permite gue el estudiante progrese a su propio ritmo.

V) Puede ser aplicado a un nlimero considerable de estu---
diantes.

vi) Proporcione los materiales para la consecusidn de los

objetivos.

Para verificar las bondades de esta metodologia, se realiza-
ron dos cursos experimentales con jbévemes de nuevo ingreso -
en la Escuela Nacional de Comercio 1985-1986, y se obtuvo re

sultados concretos que se pueden analizar claramente en el -



Capitulo V; para satisfaccidén nuestra, el curso tuvo acepta-

cibébn y los resultados fueron positivos en un buen porcentaje.

Ademds, quisieramos que este Trabajo se tomase como.un docu-
mento inicial de discusibn, con el propdsito de recuperar la
ensenanza de la Geometria; no solo a nivel de ler. Anc de Ba
chillerato (asi como estd contemplado en este trabajo); sino
que a nivel de todo el sistema Educativo. Para ello es nece-
sario la participacidén de las distintas Instituciones Educa-
tivas: Universidades, Colegios, Instituciones Oficiales, Ins
tituciones Privadas, Ministerio de Educacién y de todas las
personas interesadas en la Matem&tica; porgue todo esto re--
quiere ser probado con cierta poblacidén, ya gue no sabemos
que metodologicamente sea correcto, a pesar que se tienen re
sultados estadisticos que nos permiten confiar un poco en lo
gue se ha hecho. No esperemos que la. Universidad Nécional de
El Salvador, sea la finica Institucifén que promueva este tra-

bajo a nivel Nacional.

Este trabajo, que si bien representa un esfuerzo, dejara de
ser trascendente si no es revisado en los distintos niveles
Educativos del Sistema de Educacibn Nacional; y de este sis

tema depende, que sea implementado.

Indudablemente el trabajo a seguir es grande; por hoy solo
hablamos de ler. Ano (esto hay que tomarlo como una inguie--

tud) ; habria gque seguir con 2do. Afio, 3er. Ano, en la Univer



sidad; revisar todo lo de Educaciédn b&sica, hasta tener una
propuesta gloval, en la Ensenanza de la Geometria, Y después
seguir con la ensenanza del C&lculo, con la Ensenanza del Al

gebra, etc.

Para finalizar, deseo expresar ml agradecimiento sincero a -
todas las personas gue me ayudaron desinteresadamente, para

la realizacibén de este trabajo y especialmente al Ing. Car--
los Mauricio Canjura y al Lic. Manuel Alberto Y&nez Dorio, -

por su total entrega y paciente colaboracibn.
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CAPITULO I
SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS

ACTIVIDAD DE TRAZOS

ACTIVIDAD 1.1

Objetivos

Que el estudiante:

a) Trace sin ninguna dificultad rectas paralelas, perpendi-
culares y &angulos.

b) Utilice instrumentos de geometria, tales como: regla, es
cuadra, transportador, etc.

c) Mida con el transportador la abertura de distintos &ngu-
los.

PROCEDIMIENTO:

Primera Parte

Toma una hoja de papel (un plano)

Identifica el plano con la letra 7

Traza una recta (sin escala) en el plano y denominala

con la letra D

Selecciona un punto en el plano cerca de la recta Dy 118
malo P

Toma la escuadra y haz que uno de sus lados (unc de los -
peguenos) coincida con la recta D (ver Fig. 1.1)

Toma la regla y la colocas de tal manera gue el borde de



ella coincida con el otro lado de la escuadra (ver Fig. 1.2)

Luego desliza la escuadra sobre el borde de la regla has
ta lograr que el lado que coincidia con la recta, coinci-
da con el punto P (ver Fig. 1.3)

Traza otra recta por el borde de la escuadra que coincide

con el punto P y llédmala D' (de prima)

La recta obtenida D' es una recta PARALELA a la recta D1

Sobre el mismo plano, traza otra recta cualguiera y llamala H
Selecciona un punto P' sobre la misma recta H
¢Se podré trazar una recta paralela a H que pase por P'?

Si, ¢cbmo es el trazo?

No, ¢por qué?

Convendremos que toda recta H es paralela a si misma

No. 1.1 No.l.2




Segunda Parte

- Selecciona un plano y llé&malo 7w

- Traza una recta cualgquiera (sin escala) en el plano m y -
llamala D

- Selecciona un punto P en el plano cerca de la recta D

- Toma la regla y haz que el borde de ella coilncida con la
recta D (ver Fig. 1.4)

- Coloca la escuadra de tal manera gue uno de sus lados (el
mé&s pequeno) coincida con el borde de la regla (ver Fig.
1.5)

- Luego desliza la escuadra sobre el borde de la regla has-
ta lograr que uno de sus lados (el otro pequeho) coilncida
con el punto P (ver Fig. 1.6)

- Traza la recta por el borde de la escuadra gue coincide -
con ‘el punto P y denominala D'

- Quita la regla y escuadra; prolonga la recta D' hasta cor

tar la recta D

ILa recta obtenida D' es una recta PERPENDICULAR a la —x

recta D [

}

Repite las actividades anteriores hasta lograr trazar rec--
tas paralelas y perpendicualres sin ver las instrucciones -

de las actividades.



No.l. 4

No. 1.5

No. 1.6

Tercera Parte

- Selecciona un plano y ll&malo

- Traza un &ngulo cualgquiera en el plano w

- Identifica las rectas del &ngulo con las letras A, B; y -

el vértice (el punto donde se cortan las dos rectas) con

la letra O

- Toma una regla y col6cala de tal manera que su borde coin

cida con el lado A del &ngulo (ver Fig. 1.7)

- Toma el transportador y colbcalo de tal manera gque su la-

do recto (exterior)

coincida con el lado A (ver Fig. 1.7)

y deslizalo hasta lograr gue su cenfro coincida con el -

punto O,




COMENTARIOC

En el transportador hay dos escalas de 0 a 180 grados, de

izquierda a derecha y viceversa,

- Selecciona la escala que empieza de 0 grados gue coincide
con la recta A y a partir de ahi cuenta 1los grados gque -
hay hasta la recta B.

- Identifica con la letra 0 el nfimero de grados gque tiene -
el angulo trazado y escribre © =  grados.

- Encuentra numericamente con el transportador la medida de

la abertura de los &ngulos que se muestran en el plano E.

No. L7
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ESCALA NUMERICA

ACTIVIDAD 1.2

Objetivos

Que el estudiante:

a)

b)

c)

Haciendo uso de rectas paralelas y perpendiculares, cons
truya una escala numérica cualguiera.

Trace rectas con diversas escalas numéricas.

Encuentre la relacibén uno a uno entre los puntos de una

recta y los nQimeros reales.

PROCEDIMIENTO

Primera Parte

Selecciona un plano y llémalo w

Traza una recta D

Marca 0 y 1 en dos puntos distintos de la recta D (de este
modo la recta estf provista de una orientacibn y de una gra--
duacién)

Traza otra recta D' paralela a D (con una separacibn de 2
cm. aproximadamente)

Traza una perpendicular a la recta D desde el punto 1 has .
ta la recta D' llama a este punto de intersepcibn con la

letra K (yver Fig. 1.8)



No. 1.8

Traza una recta desde el punto 0 de la recta D hasta el -
punto K de la recta D' (ver Fig. 1.8)

Traza un segmento de recta paralelo al segmento 0K, que -
parta de 1 hasta llegar a D'; a este punto de intersepto
llamalo K'

A partir de K' traza un segmento de recta paralela al seg
mento 1K (el segmento de recta desde el punto 1- al punto
K) ‘hasta llegar a D y a este punto lléamalo 2,

A partir de 2, traza un segmento de recta paralela al seg
mento 1K' hasta llegar a D' y a este punto denominalo K"
A partir de K", traza un segmento de recta paralelc al --
segmento 2K', hasta llegar a D y a este punto 1l&malo 3.
Y asi siguiendo con el mismo procedimiento a la derecha y
a la izquierda del punto 0, ubica los dem&s puntos 4, 5,

61 cee ¥ _ll _21 —31 LR



Hemos obtenido una graduacibn en la recta D, de ntmeros -

enteros.

Segunda Farte

- Traza otra recta H (. en el mismo plano )

- Repite la primera parte completamente (identifica la otra
recta paralela a H como H')

- Identifica los nlimeros y letras que usaré&s seglin la Fig.

1.9

No. 1.9

- Traza un segmento de recta de a a 1, otro de b a 2, otro
de z a 0, y asi sucesivamente los demis segmentos.

- ¢(Estos nuevos segmentos de rectas son paralelos? si -

no




10

- Traza otra recta H" paralela a H, gque pase por los puntos
donde se cortan las diagonales de los paralelogramos (a -
la mitad de la recta H y H'").

- Traza segmentos de rectas paralelas de los segmentos bl,
c2, d3, etc., que partan de los puntos donde se cortan -
las diagonales, hasta la recta H (ver Fig. 1.10)

- Estos nuevos puntos en la recta H (puntos medios entre -
los enteros); identificalos con su respectivo valor; por
ejemplo el punto entre 0 y 1, represéntalo como %7 el pun
to entre 1 y 2 como 1 %; el punto entre 2 y 3 como 2 %;
el punto entre 0 y -1 como - %, el punto entre -2 y -1 co
mo -1 %; y asili sucesivamente.

- Ahora sigune subdividiendo la recta H, repitiendo el proce
dimiento anterior; nada m&s gue en vez de H y H', usa las

rectas H y BH"

Ayuda:

Traza segmentos de recta desde m a 1 y al %7 lo mismo de

2
1 1 . . .
naxsya- 5 (ver Fig. 1.10); con esta misma idea, traza
mas segmentos de recta hasta completar los trazos necesa-
rios, obteniendo mas puntos medios a los puntos que se -
han determinado,

- ¢Si se sigue con esta subdivisidn, se podran determinar -

mds puntos medios?

- Crees gue esta subdivisién tiene fin? si no
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RELACION UNO A UNQ ENTRE LOS NUMEROS REALES
EXPOSICION:
Yy LOS PUNTOS DE UNA RECTA.

He aqui una recta orientada D (se distingue su punto 0, -
llamado origen al cual se le asocia el nmero 0 y un pun-
to C definido como la unfLdad, al cual se le asocia el nG-
mero 1).

A todos los puntos P de la recta D se le puede sociar el

1" ”

nmexro "x" de los nimeros reales (IR)

El nlmero x es llamado COORDENADA del punto P.

Y es claro que la aplicacidn: IR > D tg: x wvvus P oes

una biveccidn
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Gr&ficamente se tiene la representacidn indicada en la Fig,

1.11.

T
X

COMENTARIO

Siempre que se gradQle una recta es necesario identificar -
su respectiva escala numérica. Por ejemplo en la siguiente
figura, la recta se gradfo a 2 cm por unidad; a la derecha

aparece su identificacién, i

. . : . T T 1:2 cm.
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En la préactica para hacer graduaciones en la frecita, se uti-

lizan reglas graduadas.

EJERCICIOS 1.1

Selecciona una hoja de papel

Traza 5 rectas paralelas entre si

Marca el punto 0 en cada recta

Identifica cada recta con las letras A, B, C, D, E

Toma la regla graduada en cms. y coloca sobre la recta A
de tal manera gue el punto 0 coincida con el 0 de la re--
gla

Haz una graduacibén en la recta A con una escala de 1 cm.
por unidad de longitud y marca los puntos con su respecti
vo nfimero 1, 2, 3, ...

Después haz lo mismo a la izguierda de 0 vy marcé los pun-
tos con su respectivo ntmero -1, -2, -3, ...

Desarrolla lo mismoc en las rectas B, C, D, E; utilizando

respectivamente las unidades de longitud de: 2 cm, 0.5 cm,

Identifica cada recta con su respectiva escala numérica



COMENTARIO:

Recuerda que la necfa es la que puede tener diferentes -
graduaciones, segilin sea su unidad de longitud, ya que la

regla tiene su graduacibn fija.

En resumen para una misma recta se pueden usar diferentes

graduaciones, dependiendo para gue se use,

n "

COMO LLENAR UN PLANO CON RECTAS

ACTIVIDAD 1.3
Objetivos
Que el estudiante:

a) Descubra gue un plano se puede "llenar" con rectas

b) Determine que para "llenar" un plano es necesario un n-
mero infinito de rectas

c) Obtenga una idea intuitiva sobre lo relacionado a "lle--

nar" un plano con rectas

PROCEDIMIENTO

- Selecciona un plano y lldmalo 7
~ Construye un cuadrado en el planoc de 7 cm por lado y ll&-
malo C

- Traza una recta en el cuadrado y denominalo D
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Traza un conjunto de rectas paralelas a D; e identifica a

Este conjunto de rectas con la letra F

Al conjunto de rectas paralelas a D lléamalo: Familia de -

rectas (F), por tener una caracteristica comn: todas son

paralelas

Después que haya trazado la familia de rectas:

(Existen espacios vacios en el cuadro?

* si tu respuesta es &£, siga trazando rectas paralelas a
D hasta "llenar" todos los espacios vacios

*+ S1 tu respuesta es no:

iCrees que el nGmero de rectas para "llenar" el plano tie

ne fin?

Si, é¢por qué?

No, ¢por quéz

Crees que podrias llenar otro cuadro C on otras lineas -
gque no sean rectas?
Si tu respuesta es si; adelante; veamos como te guedaré

Si tu respuesta es no; ¢qué sugieres?

| E1 nGmero de rectas que se trazan para "llenar" un plano

es infinito
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UBICACION DE PUNTOS EN EL PLANO

ACTIVIDAD 1.4
Objetivos
Que el estudiante:

a) Encuentre la dificultad que se presenta de identificar -
univocamente un punto en el plano con sblo una familia de

rectas Fl

b) Descubra que es necesario dos familias F, y F, de rectas

para identificar un punto en el planc en forma Gnica
PROCEDIMIENTO :

- Toma una hoja (plano )

- Selecciona un punto en el plano y ll&malo O

- Selecciona un punto P en el plano diferente al punto 0

~ Traza por 0 una recta D (horizontal)

- Traza un conjunto (familia F,) de rectas paralelas a D

- Denomina por L, la recta de la familia F, gue pasa por P

- Mide con una regla la distancia que hay entre el punto 0
y el punto P y denominala d.

-~ Representa los dos elementos (Recta L, y distancia d) con
un par ordenado P(Ll,d)

- Encuentra otro punto P, gue esté en la recta L, y cuya dis
tancia al punto 0 sea @ (es decir la misma distancia de O

a p)



17

COMENTARIO:

Con lo anterior concluimos gue s6lo una familia de rectas
y las distancias no es suficiente para ubicar un punto en
el plano en forma UNICA.

(observa que P y P, estén en la misma recta L,y a la mis-

ma distancia: d del punto 0)

Traza por 0 otra recta D' perpendicular a la recta D

Traza un conjunto (familia F,) de rectas paralelas a la -
recta D!

Denomina por L, la recta de la familia F, que pasa por P
Representa el punto P con el par ordenado: (L,;, L,); es de
cir el punto P esta en la recta L, v L, ]

Dado (L;, L;) con L, en la familia F; y L, en la familia -

F,; existen puntos y cuantos que esté&n identificados por -

ese par?

Dado un puntc P del plano 7, existen y cuéntos pares de la

forma (L,;, L,) gue identifican a P?

s
4

COMENTARIOQO:

Se dice que entre los punfos del plano 7w y los pares orde-
nados del productc cartesiano F,XF,, existe biyeccidn (una

relacidn uno a uno)
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EXPOSICION: SISTEMA DE COORDENADAS

Hemos denominado con la letra griega w a un plano, y con
|1a letra P al conjunto de puntos "P" del plano 7 formado
por la interseccidn de dos rectas pertenecientes a las fa
milias F, y F,. El punto "P" lo hemos representado por el
par ordenado (L,, L) en donde L, es una recta de la fami

lia ¥, y L,, es una recta de la familia F,.

DEFINICION 1.0

Sean F, y F, dos familias de rectas gque se intersectan -

perpendicularmente en el plano 7; llamaremos SISTEMA DE -

|
|

COORDENADAS a este conjunto de rectas gue nos sirven para

ubicar UNIVOCAMENTE un punto P en el plano.

= Es claro que la aplicacién:

y: P ——> F,XF,

P annnn=s (L, L,) es biyectiva



EJERCICIOS 1.2

En los gra&ficos 1.2.0 y 1.2.1,

los puntcos P', P", P"' y

iv
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identifica de alguna manera

\

e uall

S VARN

SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS

ACTIVIDAD 1.5
Objetivos

QJue el estudiante:

a) Construva un sistema de coordenadas con escalas num&ri--

cas iguales
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b) Formule claramente el concepto de sistema de coordenadas

cartesianas
PROCEDIMIENTOQ :

- Selecciona un punto 0 en el plano 7

- Selecciona un punto P en el plano m diferente a 0

- Traza una recta horizontal D que pase por el punto 0

- Construye una graduacidn en la recta D (Toma el punto 0 -
como el cero de la graduacidn) y a una escala: 1: 1 cm

- Traza una familla F, de rectas perpendiculares a D que pa
sen por los puntos 0, 1, 2, 3, ..., -1, -2, ~3, ...

- Identifica cada una de éstas rectas de la familia F,; con
la letra x; por ejemplo la recta que pasa el punto 2 de -
la recta D denominela x = 2 y asi las demés.

- Existe una recta x de F,; que pase por P?

* S1 tu respuesta es si; identificala con su correspon---

i

diente ntmero real: "a" es decir x = a
* 51 tu respuesta es no; traza otra recta perpendicular a
D gue pase por P e identificala con su respectiyo nfime-

ro real: "a", es decir x = a
- En la recta X = 0 (gque pasa por el punto 0) construye una
graduacidén utilizando la misma escala 1: 1 cm

- Traze una familia F, de rectas perpendiculares a la recta

X = 0 gue pasen por los puntos: 1, 2, 3, ... -1, -2, -3,
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Identifica cada una de estas rectas de la familia F, con

la letra "y"; por ejemplo la recta que pasa por el punto

1 de la recta X = 0, denominala: y =1 vy asi los demnés

Existe una recta "y" de ¥, que pasa por P?

* Si tu respuesta es si; identificala con su correspon—--
diente nGmero real: "b", es decir v = b

# S1 tu respuesta es no; traza otra recta perpendicular a

la recta X = 0 gue pase por P e identificala con el nG-
merc real: "b"; es decir v = b
Representa el punto P con el par ordenado: (a, b)

COMENTARIO:

Hemos convenidoc en identificar al primer elementoc del par
ordenado: a; como un elemento "x" de la familia ¥, y al -
segundo elemento: b; como un elemento "y" de la familia -
FZ

En esta seccién hemos utilizado el par ordenado (a,b) en

vez de (L L,)

17
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EXPOSICION: SISTEMA DE COORDENADAS CARTESTANAS

En consecuencia tenemos:

DEFINICION 1.1

Si en un plano 7 establecemos un sistema de coordenadas -
con familias F; y F2 de "rectas", este sistema recibe el -
nombre de: Sistema de Coordenadas Cartesianas {(las rectas

son no necesariamente perpendiculares)

Este métodc de localizacibn de puntos se debe a "René Descar
tes" Fildsofo y Matem&tico Francés, de cuyo nombre se deriva

lo denominado “"cartesiano".

DEFINICION 1.2

Si tenemos un sistema de coordenadas, en un plano 7, con
familias F, y F, de rectas "perpendiculares", este se lla-

maré&: Sistema de Cocrdenadas cartesianas rectangulares -

(SCCR) .
En este sistema las rectas X = 0y Y = 0 de F, y F,, respec-
tivamente definen el origen {interseccidn de "X" y "Y") ade-

néds en cada una de ellas se construye una graduacidn (no ne-

cesarizmente la misma); convendremos en identificar las rec-



tas de la familia F, con la letra x y las rectas de la fami-

lia F,, con la letra y.

Un punto P ubicado en un planoc con un sistema de coordenadas
cartesianas rectangulares, lo representaremos con el par (a,
b); los nlmeros a y b son llamados: las coordenadas rectangu

lares del punto P en este sistema.

En donde al nlmero "a" le llamaremros: abscisa, y al nfimero -

"h" le liamaremos: ordenada

Para indicar que las coordenadas del punto P son a y b; una
vez SOBREENTENDIDO un determinado sistema de coordenadas; es

cribiremos abreviadamente el punto P, asi: P(a, b}.

y=b P{a,b)
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EJERCICIOS 1.3

1) Dada una hoja de papel milimetrado (las lineas rectas se.
entienden como familia de rectas perpendiculares) y se--
leccionando una linea reéta horizontal (por conveniencia)
a la cual llamaremos Y = 0 y otra vertical (perpendicu--
lar a la horizontal) a la que llamaremos X = 0; definien
do claramente el punto de origen del sistema de coordena
das y una adecuada escala numérica en cada una de las -
rectas (X = 0 y Y = 0), ubica los puntos en el plano -
cuyos pares son: A(4,2); B(-3,4) C(4,-5) D(-3, -6); -

E(0,7); F(2,0), G(1,1), H(O, -3), I(-4,0).
2) Dado el siguiente sistema de coordenadas en el plano T7;

identifica las coordenadas de los pares ordenados para -

cada punto.,.

a) 4 I W
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m

3) A continuacién damos un ejercicig para gue el alumno uti-

lice toda su imaginacidn, l&gica, raciocinio,

El arquitecto Luis Eduardo, gquiere disenar una nueva simbolo
gia (Nomenclatura), para ubicar una casa en una ciudad; como
le ayndarias & ubicar los "puntos" (casas) en el siguiente -
plano; supconiendo cue el asterisco x marca el centro de la -
ciuvdad. Las casas a ubicar son las gue estén senaladas en -
el plano (M, &, C, +, T, R, T, 2}. Nota: las "avenidas" son

de norte a sur (o de sur a norte }; las

son de crien

te a poniente (o de poniente a oriente)
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4) Ampliaremos la parte de la ciudad gue tiene lineas puntea
das para tratar de ubicar especificamente las casas A, B,
¢, b, E, ¥, G, H, I, J, XKy L, de la manzana senelada. -

kvidale al arguitecto Luils Eduardo, a definir especifica-
mente (univocamente) su ubicacidn en el plano de la ciu--

dad,
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UBICACION DE UN PUNTO EN EL PLANO

ACTIVIDAD 1.6
Objetivoeos
Que el estudiante:

a) Descubra que la ubicacién de un punto en el plano, depen-
de del sistema de coordenadas a usar.
b) Identifigue gue afin teniendo un MISHO tipo de sistemas -

coordenadas, ello no es sufici

Iy

nte, para la ubicacién Gni
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c) Identifique gue los ejes en un sistema, son no necesaria-

mente perpendiculares.
PROCEDIMIENTQ:

Primera Parte

- Toma tres hojas de pepel transparente
- Identifica los planos con las letras A, B, C
- Toma el plano A
* Selecciona un punto 0 en el plano A
* Traza una recta horizontal que pase por el punto 0 y de-
nominala ¥ = 0
* Traza una recta perpendicular a la recta Y = 0 gue pase
por punto 0 y denominala X = 0
* Selecciona un punto P en el plano & diferente al punto 0
- Toma el plano B y C
- Desarrolla lc mismo cue en el plano & de tal manera que -
las rectas X = 0 y Y =0 y el punto P, coincidan en los

3 planos al sobreponer una hoja sobre la otra (aprovecha -

la transparencia del papel)

- Toma nuevamente el plano A y construye una graduacidn en -
las dos rectas X =0 y Y =20 a una escala cde 1 cm por
unidad

- Toma el plano B y construye una graduacidn en las rectas -

a3
=
(o1
W
(o]

X=0 vy Y =0 a una escala de 1.5 cm por uni

- Toma el plano C y consiruye una graduacién en las rectas -



X =0 y Y =20 a una escala de 2.0 cm

29

por unidad

Toma por separado cada plano y ubica en cada uno de ellos

el punto P con su respectivo par ordenado (de acuerdo a su

escala)

- ¢Sen iguales las coordenadas de P en cada plano?

no

- ¢A qué se debe este fendmeno?

si

- Como explicas el hecho de que a pesar de

prosicidn P en los tres planos,

pares ordenados, son diferentes?

estar en la misma

sus coordenadas en los tres

Segunda Parte

- Toma tres hojas de papel transparente
- Identifica los plancs con las letras D

- Toma el plano D

* Traza una recta horizontal (Y = 0) vy
* Traza una recta perpendicular a ¥ =
punto 0 y llamala ¥ = 0
- Tema lios planos E y F y desarrolia

no D

by

4

marca el punto O

por el

en el pla-
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Toma nuevamente los planos D, E y F y construye una gradua
cién en las rectas X = 0 y Y = 0 de cada plano; a una es
cala de: 1.0 cm, 1.5 cm y 2.0 cm, respectivamente,

- Toma por separado cada plano y ubica en cada uno de ellos
el par ordenado (3,2) y represéntalo con la letra P en los
tres planos

- Coloca las tres hojas una sobre la otra, de tal manera gue

las rectas X = 0, Y = 0, coincidan en los 3 planos.

- ¢Coinciden los puntos P de cada plano? si no

=y
L

- (A qué se debe este fendmeno?

- ¢S1i se ubicd el mismo par (3,2) en los tres planos; porqué
el punto P no coincide al poner los tres planos uno sobre

el otro?

- ¢(Qué puedes concluir de la Primera y Segunda Parte con res

pectc a la ubicacibn de un punto en el plano?

¢De gque elementos depende la ubicacidén de un punto en el -

P
plano de manera UNICA?

Tercera Parte

~

- Selecciona un punto 0 en el plano w

Fh

(o))
e
0
[t
o]
m
o

[
M

- Seleccicna un punto P en el pland w
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Traza una recta D horizontal gue pase por el punto O
Construye una graduacibn en la recta D (toma el punto 0 co
mo el cero de la graduacibn) y con una escala de 1:1 cm
Traza otra recta D' (gue no sea perpendicular a D) gue pa-
se por el punto O
Construye una graduacidn en la recta D' (toma el punto 0 -
como el cero de la graduacidn) y con una escala de 1:5 cm
Traza una familia F, de rectas paralelas a D' que pasen -
por los puntos 1, 2, 3, ..., -1, -2, -3, ... de la recta D
Cada unea de estas rectas de la familia FJ, identificalas -
con la letra x
Traza una familia F, de rectas paralelas a D gue pasen por
los puntos 1, 2, 3, ..., =i, -2, -3, ... de la recta D'
Cada una de estas rectas de la familia F, identificalas -
con la letra y -
Existe una recta x de F, y una recta y de F, gue pase por
el punto P?
+ 81 tu respuesta es si; identificalas con sus correspon--
dientes niimeros reales: x = a vy y =Db

» S1 tu respuesta es no; traza otras rectas paralelas a D

o]

y D' gue pasen por P e identificalas con sus correspon--

or}

ientes nimeros reales: x = a y Yy =0Db

Representa el punto P con el par ordenado: (a,b)
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COMENTARIO:
Notards gque para la ubicacibdn de un punto en forma Gnica
en el plano, las rectas D y D' no tiene gue ser necesa--
riamente perpendiculares
EXPOSICION: UBICACION DE PUNTOS EN EL PLANC t
La ubicacidn de un punto en un plano 7 depende "exclusi- |
vamente" del sistema de coordenadas gue se este usando. :
\
idem&s debe aclararse especificamente la escala numérica
" ]
en cada sistema de coordenadas. '
| . - -
Es necesarlio tener presente estas condiciones, ya que se
| pueden presentar aspectos como en la actividad 1.6: i
la Parte: en donde el punto P (a,b) del planc & es el - j
"mismo" punto P (c,d) del planoc B
|
4 o »
2a Parte: en donde el punto P(3,2) del plano D es dife--
|
? rente al punto P(3,2) del planc E. !
En resumen:
Cuando se trata de "ubicar" un punto en el plano, generalmen

te lo primero gue se hace es trazar dos

<

es, definiendo su origen y tomando una

n

1

9}
H

icar su escala numérica;

rectas perpendicula-

]

[&h)

duaclidn sin

1
n
'
(]
|

gr

(BN
m

eramos 1n

(ol
i

consi
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cuado., Lo adecuado debe ser, gue cada vez que ubiguemos un -
punto en el plano determinemos especificamente su sistema de
coordenadas; porgue un mismo punto; (Act. 1.6: la. Parte) en
el plano, puede tener distintas coordenadas o un mismo par -
ordenado; (Act: 1.6: 2a. Parte) puede ser identificado en el
plano en distintas posiciones, dependiendo del sistema de -

coordenadas gue se hayan seleccionado.

OTROS SISTEMAS DE COCRDENADAS

Objetivos
Que el estudiante:

a) Descubra gque existen otros sistemas de coordenadas
b) Determine que no solo con rectas podemos formar sistemas
de coordenadas

c) Descubra gue existen también familia de curvas
PROCEDIMIENTO:

- Toma un plano 7

- Selecciona un punto 0 en el planoc =

- Selecciona un punto P en el plano 7 diferente al puntoc 0

- Con el compaz traza un conjunto de circunferencias con cen

tro en el puntc O
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COMENTARIO:

A este conjunto de circunferencias le llamaremos: Fami--
lia C de circunferencias por tener una caracteristica co

min, todas tienen el mismo centro 0.

Denomina por "r" la circunferencia de la familia C gue pa-
sa por P (r es el radio de la circunferencia gue pasa por
P)

Mide con una regla la distancia gue hay entre el punto 0 y
el punto P, y denominala d

Representa a la circunferencia de radio r y la distancia d
que ldentifica al punto P con el par ordenado P(r,d)
Encuentra otros puntos gque esten en la circunfe;encia de -

!

radio r y gque estan a la misma distancia d del punto 0O

COMENTART? : |

Establecemos gue con las circunferencias y el elemento
distancia no es suficiente para ubicar un punto en el -

plano de manera finica.

t
( )
=
O
=
(5t}
o}
ol
el
@]
H
L‘:
[
}
H
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@]
1
Ui
Q.
m
I_l
o
L
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P
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b
1o}
-
(0]
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O
H
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[ ]



punto P
Representa el punto P con el par ordenado: P{(r,L)

Encuentra otro punto P' que esta en la circunferencia con

radio "r"

r" yv esta en la recta L

COMENTARIO:

Con lo antericr concluimos gue s6lo con circunferencias
y rectas no es suficiente para ubicar un punto en forma
Gnica.

(Note gue los puntos P y P' estan sobre la misma circun-

ferencia de radio r y sobre la recta L)

Traza por el puntc 0 una recta D (horizontal)
Identifica la semirecta (del punto 0 a la derecha) de la -

recta D con lz letra B

COMENTARIO:

La medicibn de &ngulos se hard@ a partir de la semirecta f

- ]

B con las demés rectas de la familia F, en el sentico -

contrarioc a las agujas del reloj

Mide el &ngulo formado por la semirecta B y la recta L y -

(o)
m
pin |
'W
=
)
o}
fu
ft
O
v

par ordenado: P(r,0)

oe
m
1
H
(0
fr
(1
o
r‘
v
0]
'_J
T
o
-
rt
e}
v
(@]

D

con

ik
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Existe otro punto gue tenga las caracteristicas de P; es -
decir que esté en la circunferencia de radio r y gue tenga

un &ngulo 0?2

¢Cudl es el angulo gue forma la semirecta B?

¢Cué&l es el angulo gue forma la recta gue pasa por el pun-

CCHENTARIO:

—

Concluimos gque con los radios de las circunferencias con
centro en 0 y los &ngulos formados con la semirecta B y
la familia de rectas de F, se puede ubicar en forma fni-
ca un punto en el planoc. [

Esta otra manera de ubicar un punto en el plano (la otra

se definidé a través de rectas) nos da la idea de gue hay
mas sistemas de coordenadas, para ubicar un punto en el

plano.

Ubica un punto P en otro planoc 71 marcando el punto 0, ha--

ciendo usc ae otro tipo de curvas.
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EXPOSICION: OTROS SISTEMAS DE COORDENADAS

Hemos establecido gue para ubicar un punto P en el plano

. no sélo se utilizan familias de rectas, sino cue se pue-
de usar otrc tipo de familia de curvas (por ejemplo cir-
cunferencias) .

Es claro gue Independientemente la familia de rectas (cur
vas) que se use para determinar un sistema de coordena-—-
das, es necesario identificar la escala numérica y el -

punto de origen.

DEFINICION 1.3

Sean F, y F, dos familias de rectas (curvas) diferentes

n

Sistemas de coord

D

| entre si en un plano; denominamos: na
das", el conjunto de rectas (curvas) gue nos sirven para

ubicar un punto en el plano de manera UNICA,




CAPITULO I1
VECTOR  DESPLAZAMIENTO

INTRODUCCION AL CONCEPTO DE VECTOR
ACTIVIDAD 2.1

Objetivos

Que el estudiante

a) Verifigue la dificultad gque existe en identificar con una

sola cantidad ciertos fendmenos

=h

isicos

b) Descubra gue hay fenfémenos fisicos gque para ser identifi-
cados; ademas de su magnitud, es necesario conocer otras
caracteristicas, tales como: direccidn y sentido

PROCEDIMIENTO

Primera Parte

- Observa el plano de una ciudad gue se te presenta en la fi
cura 2.0

- Identifica la letra 0 como el centro de la ciucad

- Identifica las sigulentes indicaciones: (referente al pla-

no de la ciudad)

1) El movimiento a la derecha es el ESTE, a la izqguierda

(-

al OESTE, hacia arriba al NORTE y hacila abajo el SUR.

1i) Todas la personas en la ciudad se novilizan de acuerdo
a la sigulente regla: independientemente donde se en-—-
cuentren; primero caminaran al ESTE o al OESTE y des--



la Informacidn:

i

Dad

o))

Luis, visita a un anigo

visita a otro amigo gue

Luis y Eduardo, viven. en la casa Aj;

gue vive en la casa B y Eduardo,

vive en la casa C.

4
]
B

|

E
i
|

[o]
L__[=]

sju|n|n]n] "
J I
| L
o A 1 ‘
i L :
| < ] | [
—"I'ﬁr—)'_T[E'_— B
I I O I O L
Plano de uno ciudad
FIG. N. 2.0
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Representa con lé&piz (de distinto color) el camino gue to-
ma Luis y Eduardo, segln la indicacidn dada

Cuadntas cuadras camina cada uno de ellos, para visitar a

O

n

us am

[

gos?

cSe encuentrana la misma distancia de su casa? si no

¢S1i caminaron el mismo nmero de cuaaras, porgque no llega-

ron Luils y Eduardo a la misma casa?

Puedes representar el camino recorridc por cada uno de -
ellos, con solo el nimero de cuadras?

si Spor Gué?

no ipor qué?

4

En que se diferencia el trayecto de Luls con el de Eduardo?

Ademé&s del ntGmerc de cuadras, que otro aspecto se tiene -

gue agregar, para diferenciar un trayecto del otro?

Simplifica simbdlicamente el trayecto de Luis y el de Eauar

do

COMENTARIO:

o]

Pedro llega a buscar a Luls y a Eduardo; pero la sencora

i

ae la casa esta insegura de donde estan sus hijos, y le

dice: a Luis, blsguelo 3 cuadras al ESTE y 2 al SUR, en
|
1a casa C, v a Eduardo, 3 cuadras al ESTE y 2 cuadras al




¢Es correcta la informacidn dada por la senora?

si, por Qué?

no, por gué?

Si fuera posible hacer un solo trayecto, para Luls y Eduar
do (es decir, ir de la casa A a las casas B y C) como lo -
representarias gréficamente en el plano de la ciudad, sien
do bien especiiico para indicar de y para donde es el tra-

vecto.

COMENTARIO:

Olga y José&, viven en la casa G y deciden ir a ver a su
tio v novia, respectivamente, gue viven en la casa I v J,

s

respectivamente.

Representa el trayecto de cada uno de ellos con ldpiz de -
color

¢Camina cada uno de ellos el mismo nlmerc de cuadras?  si
___no

chacen el recorrido sobre la misma avenida?  si  no
{Cufél es la diferencia en cada uno de los recorridos?

¢En gue sentido viadan Olga y José?

in

h

¢Serd suficiente, decir cgue Olga est

o
0]

Lip]
o

una misma avenida, para indicar gue est8 en lea casa

4
)



si, por gqué?

no, por gué?

cOué otros aspectos hay gue considerar?

En conclusidn; de gue elementos hards usc para ubicar el -

'ecto de un punto a otro en una ciudad?

Realiza otros recorridos del centro de la ciudad a las ca-
sas G, Hy F, D
Identifica cada uno de esos recorridos, con l&plz de color

Identifica simbdlicamente cada recorrido

COMENTARIO:

Se observa gue para identificar un cierto trayvecto en el

plano de la ciudad, no es suficiente enumerar el nimero

de cuadras, sino gus hay gue definir en que direccién -
(avenida o© calle) y el sentidc (Norte Sur u Oeste Este), |
|

en gue se camina.




>
2

Segunda Parte

! 3 grupos de jdvenes (2 por cada grupo) desarrollan la - |
| competencia siguiente;

"Mover un blogue de hielo gue esta sobre el piso” Fig,

f 2.1; cada grupo participa segin la figura 2.2, 2,3 y 2.4;

| se ha convenido en que cada joven tiene la misma poten--

cia en fuerzas

- Identifica cada grupco con las letras A, B, C. (respectiva-

ica como F,, T, las fuerzas gue hacen los jovenes -

lia)

- JIdenti

del grupo A; como F,, F,  las fuerzas gue hacen los del gru

L

po By F_yF, las fuerzas gue hacen los del grupo C.

- Qué& grupo mueve con facilidad el blogue de hielo?

cPor gué?

- ¢Qué grupo no mueve el blogque de hielo? Spor gué?

- ¢(Qué grupo mueve con dificultad el blogue de hielo?

- A gue se deben los resultados diferentes, si en cada grupo,
los jévenes realizan la misma cantidad de fuerzas?
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- Las fuerzas Fs; y F¢ del grupo C estan en la misma direc---

cidén? S1i no, en el mismo sentido?

si

FIG. Ng, 2.1

no
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!
COMENTARIO: 3

Si en el grupo B cambiamos al joven de la derecha por --

Ootro gue tiliene mayor fuerza

¢Crees gue al hacer fuerzas se mueve el blogue de hielo?

si no

Si se mueve, hacia gue lado seria?

ica este nuevo grupo con la letra D

h

Ident2
Que aspectos diferentes existen entre el grupo E y D, con

respecto al tipo de fuerzas que hacen los jbvenes?

Dibuja las figuras 2,2, 2.3, 2.4, con trazos simples (es-

cuematicamente) de tal manera gue nc aparezcan los jdovenes;
peroc si, cue se identificue hacia donde se dirigen las fuer



COMENTARIO:

| Se chserva cue para mover el blogue de hielo, depende -

fin

del nfimero de jévenes y adem&s de la FORMA cono se hace.

En los grupos A,B se hace fuerza en la misma direccidn;

' se puede 1dentificar por una

por lo tanto la "direccidn'

recta paralela a las fuerzas.

£

| En los grupos D yv B se hace fuerzas en sentido contrario

el "sentido"®

opuesto), por lo tanto podemos 1

—

dad de fuerzas, perc en el grupo D, los jbvenes tienen

distinta cantidad de fuerza, por lo tanto, esta cantidad

de fuerza se puede identificar como: magnitud de fuerza.

no se pueden identificar con solo 4u caniidad de jfuenzas,
sSino gue e€s necesario considerar otros elementos, tales cor
lz direccién y el sentido.
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A

EFRESENTACION DE

EXPOSICION: CONCEPTO DE VECTOR

Se llama vector a todo secgmento orientado (Fig. 2.5), en

4.

el que se distincuen los aspectos sigulentes: direccidn,

U]

sentido y magnitud.

Al
v

Se representa a locs vectores con una scla letra con una

=

flechita arriba v (Fig. 2.5) o bier por dos letras, con

.
flechita arriba OA (gue representa el origen y el extre-

(o)

mo del vector) Fig. 2.

v
| -
i e
|

- ° -

‘ FIG. No. 2.5 FIG. No. 2.6

EL PLANO

—
O
o
-
m
(@]
—
O

1
m
w
m

CTIVIDAD 2,2

e —~ J ~ - b s = — — - e Y o T3 5 o~y 1= =
l'Ccdas as actlvicades gue se desarrollan a continuacidn,
> A - - n 2 52 . - .
sobre un plano se en el vlano IR V' en un

M e - eyl e ek e - o ey — \ ” B & o e § = —
'mismc" sistema e coordsnacas rectanculares. ¢Entendido?




Objetives
Que el estudiante;

a) Descubra gue la nocidn (Fisica) de vector, se puede re--

f]

presentar facilmente en un pl

L

anc,
b) Determine gue existe una manera simple (par ordenado) de

igentificar todo vector en el plano.

COMENTARIO:

' Don Luils vive en una peguena Isla, (Fig. 2.1) y es el -
inico gue produce cierto articulo, cue tiene gue distri
pulr toaas lasmarznas a los compradores en los muelles -

A, B, C, D, E; todos le han exigidc gue guleren su mer-

| caderia a las 7:00 horas; por lo gue don Luls, dispone

_ I
| de cinco lanchas. |
| |

|

- Identifica las 5 lanchas come: L., L,, L,, L,, L,
- Identifica la Isla como punto de partida de las lanchas ¥y

Muelle &) como 2 km al Este y 6 km al Norte (se ha cuadri
culadoc el mapa a una escala de 1:1 km). Ver Fig. 2.7

- Representa la trayectoria de L; mas simplemente: 2E y 6N,
lo gue se puede escribir (2E, 6N)

- Identifica en forma similar las trayectoria gue seguirén
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iles B,

para llegar a los mue

57

L

L r

L

T
.L|3,

Ly

lanchas

las

ca las trayectorias

grafi

=

E respectivamente y

D,

C,

mina las trayectorias gue haran de regresoc las lan—-

Deter

1

1

chas L,, L,

LCOo-

si,

mo?

1 Km,

5C.



COMENTARIO:

Las cantidades bé&sicas para describir una trayectoria -

rientacidn -

@]
i

son las horizontales y verticales (en la

ol
(N
0]
b
m

ael papel). En las horizeontales: Este a 1 cha v -

Oeste a la izguierda; si usamcs la convencidn del plano

i~

cartesianc, el camino de la Isla (origen del plano} =al

muelle D en vez de (3W, 2N) mos escribir (-3,2}).

8
|~_\'
]
[
9|
H
O
ol
D
O
©]
=)
f:h
5
L
[
0
M
0O
8]
o
}—
0
n
8]
w
a!
M
n
o)
H
o]
0}
o}
|

—
n
3
0
oy
Al
n
0
C
o)
o}
Qs
0
<
2
joF
(D
=
ol
=
n
’—-l
oY

i
v
’_J
0]
n
=
o
n
et
|_J
4]

i)
hoct]
™
(@]
Iyl

td
n
0
H
H
9
'
g

be como pares ordenados las travectorias de las lar

chas, cuanadao van de lcs muelles 2, B,C, D,E a la TIsla (I)
Simboliza la trayectoria de la Isla (I) al muelle A como:

gue significa: "el viaje entre I v & es 2 km al Este v 6

km al Norte" o en el plano cartesiano: "el viaje entre I

Yy A es Z unicdades & la derecha, 6 hacia arriba"

Simboliza en forma similar las travectorias de las larn—--
cnas L,, L,, ..., L, de la Isla & los muelles y de los -
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| o '
EXPOSICION: VECTORES EN EL PLANC
He agqui el plano 7w I
!
| B _ R |
| Todos leos puntos ael planc 7 desempenan el mismo papel.

Se dibuja alcunos puntos del plano 7 y se les llama a,b

c,d,; se llama 0 a uno de sus puntos.

[ b. .e |

- . - . T
traslacidn © vector oa

|
!
. FIG. No. 2.8 |

(‘:
5
O
n

ignade come 7 1 conjutno de vectores del pla- |

nc 17 por lo tanto:

cono T, el planc m en el cual r
‘ |
| sus puntos.
- [

b PO e - h e e - -

o 2Vl = = (U 1lga 4af = @} B My — T
| —— —_—— 25

s Lf—le QL 25 urig DiVeCClorn

-0

Construye el puntc v cue representa al vector v
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pagial b E o q ki I hi i{ "Sr_j‘f: _'I { ) r ! ! !
EYPOSTCTION : VECTORES EN UN MISMO PLANO DEFINIDOS EN UN
SIST

EMA DE COORDENADAS RECTANGULARES R? |

En la seccidn anterior, para referirnos a un planc, uti-
lizamos la letra 7 en aonae se ldentifican sblo puntos;
designaremos COMmMO T al plano vectorial asociado al planc
T; en este plano ildentificamos vectores.

Todo vector OM en 21 plano T (con su sistema de coorden

das R®) seri representado de la

cocordenadas del punto M (ver Fig. 2.9); en donde es nace
|

sario aefinir su referencia del sistema cartesiano gue - i

—_— —ta, = ) N = # |
cse USE; asi: (0, e,, &;); en donde U: origen del plano; '
— 3 R - ) ~ . . — i .
e;: unidad de longitud en la recta ¥ = 0 yv e,: unicad de |
longitud en la recta ¥ = 0.
El vector OM = (a,b) esté& determinadc especificamente co

mo un par ordenado;

sentido y magnitud. i
R =

——

a



EJERCICIOS 2.1

(S

Convengamos en identificar la referencia de sus escalas
| en las rectas Y = 0 y ¥ = 0, asi (0,e;,e:) en donde:
: Origen ;
e;: Unidad de longitud en la recta Y = C
er: Unidad de longitud en la recta % = 0
2.2.1 En el plano 7 se tiene un ntmero de vectores en el -
plano cartesiano.

3

uno ae ellos.

camente cada

2.1.2 En un plano con SC
G o= (£,5); v = (-2
t = (0,5)

CPR age FP?*, corafica los vectores:
Ve %% = e o) B = F, Q- . Y
J61l W o= VTR, T S = (‘il J):
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INTRODUCCION A LAS OPERACIONES CON VECTORES

c
IS
it
a
8]
18]
=
9]
}
0n
=
0
o}
0
wn
DJ
D
’_.l
0
0]

(9]
1
an
Hh
1t
9]
O
]
H
T
)]
-
|_J
5]
:_.l
0
1]

En 2.10, se cobserva un rio, cuyas aguas van a -

[ ]
j\l}
ga)
'—! -

\Q

| una veleccidad de 20 mts. por minuto, de izguietrda a de-

recha (ver flechita); acdemés se identifican dos posicio
- i |
nes a las orillas del rioc: 0 v A (opuestes entre si); -




n
@]

- Para facilitar las siguientes preguntas se ha esquemati-
zado la Fig. 2.1Q, con la Fig. 2.11 (a una escala de 1 -

cm por cada 10 metros)

X Y Z B C D E F G H f J —‘
A : 1 1 . |

A
) Am— ! — ! - +— ' &—
: 1 i
B . ; - ) ‘ |
—_— 1 — - =
‘ — -
- - ';_'__ I 4cm =4 metros
1 | =
[ - ! . | -
—_— 4 — -
\/f" I e | | S | B oo b ! | N
b -y ' ’ J Ll y ‘ J PN
| -3 -2 -t o] ] 4 3 a 5 [S) 7 8 9
i

lem. = 10 metros FIG. No. 2.1

Se desarrollan 4 compestencias:

I
U}
;._1
H
m
0]

.
n
<5
(0]
g
m
U
=
o

W
t

iel
e
o
jo]
o
ol
sl
b
v
1
(]
N
o
=
o
£
m
|
|

ct

I}

O
mn
e
0}
o
=

=
"
c
t

O
H
M
n
(T

Q
rt
}_l
-
ol
=
1)

v
rt
m
]
m
I_ )
o]
B
W
jul}
i
n_l
(s8]
C
]

| |
| . R ‘ R _ ; |
(unco por uno} desce la posicibn 0 en la direccidn

¢Crees cue los 3 j&venes (W, K y L) llegarin a la posicidn
? sI no, wor cué?
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Identifica la posicidén a la gue llega W al otro lado del
rio.

Representa con una fleche de orilla a crilla, (en la Fig.

ica la posicidn a la gue lle ¥ al otro lado del

\Q
j81]

epresenta con una flecha de corilla a orilla {(en la Fig.

rio

Fepresenta con una flecha (en la Fig. 2.11} la trayecto--

ria gue siguid L

Taentifica la travectoria de 1L con v,

Mide con la 1 cgue nadd L y traslédzla a
ETIOS 2 la letra d,

¢ladaron los 3 jbvenes le misma distancia? si no

- Iy e - — o N e o ~ . P i

cQulien nadd la =NOYr AlSTc 2lazy porYr guers
- e - - . -

- En 1ach = 1T ey T e ~1 a7 T e

clldlE a0 J1ld avorxr iscancras: DOT B,

R 2 Erzn Sz omme mRipioenoon Soies SoM canems

Pt Ll g do =S T 0 el atIadVe r el rio?
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- Dibuja con flechas, aparte de la Fig. 2.11, indicando la

direccién de lanzamiento de los jbvenes, la direccidn del

agua vy la direccidn de nado gue siguib cada joven,

b

ica a la Fig. 2.11 ¥y

r+

2a. Esguematiza otra IEn

'_J
'Q
[
=
3]
'_I
(@]
m
].4;!
}__l
i
5
(o

la Fig. 2.11-A

»
3
H
i
7

Sv=nes: P, Q, R, gue nadan a una misma veloci--

D]

cse lanzan al =a

oF
{1
[9F
1S,
(]
S|
(D
ot
[
0
9]
g
(
H
=
=
-
C
C
O
1)

rua (uno por

(K4

uno) desde la posicidén 0 en la direccidn: X, A, D; -

mismo punto? si no, por gué?

~ Determina la relacidn entre la vel

o]

cidad ae£ nadc ac los -

jévenes v la valcocidad de la corriente del agua (a

por cada 10 metros gque el joven nada, el rfo lo arrastra
5 métros)
FaGE s s, S o - (e oy i T el YT o LA A e YO} P TIEE A S a 3

~ Representa con flechas las trayectorias de lanzamient o -
£ - _ = e - o TH T e X B b o N - o Ep ~ 3 3 = —
(de orilla a orilla) ae los joévenes P, (i, R =sde la peosi
cidn 0 en la direccidn X, A4, D; respectivamente.

- N

— Td8entiti ~ o 2 ~avectorla v y - resSDecTtT =34
laentliril 8. reyecutorla Ccon vy, V., Vs Iespecltivalel
te

a i 3 ) -

- Mide con une regle la cdistancia c¢e las travectorias vy, -
- - -~ - - S -~
V., V. e identificalas con las letras d., d., &_.; respecC
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2 metros gue el joven nada,

Q,

tr awv

R al otro

~

=i

torias

de rnado gue seguir&n P, Q, R al atravezar el ric

Iéentifica cada trayectoria con 51, 52, 2,; respectivamen

te.

Mide con una regla la distancia de las trayectorias 51, -

2,, as.

;Quién nadé menor distancia? _

¢Quién naad mayor distancia? -

i0uién llead mas cerca asl punto & (83l otre lado del rio)?

Dibuja con flechzs, aparte de la Fig. 2.11-%& indicando :a

direccifn de larncamiento ds cada jovan, la direccidén de -

ia corriente del agua; vy la direccidn de nado cgue siguié

cada joven.

. Dibjuja otra ficura idéntica a la Fig. 2.11 y ll&mela -
rig. 2.31-8.



w
\O

2C metros por mi-

\

agua (Uno por unoj;

ccidn C v S

80
o]
I
‘—i
D

[(N)

N}

16n

H
O
n
0
{0
(o]}
i
It
(@
D
|
fu
riy
(@)
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}
0
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0}
5
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[
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)
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1P
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lw]
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t
]
.
o
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FJ
fu
H
M
FJ
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9]
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h
o]
D
i
H
D
H
o1]
1]

joeven con la velocicad del agua.

vectoria con v, 4., respectivamente.
Mide con una regla las distancias de las trayectorias u,,

u. y traslé&dala a metros e icdentificalas con las letras -

T am ~4 £ - 7 = y - - e B L e = v 24 [ =1 —
Tdentifica le posicidn a la cue lleczran §;, v S: (al otro
Llegarén S v §, a2l mismo vunto al otre ladeo del rie? -—-

Fepresenta (e otro celor) las trayvectorias -

Al
D
g
i
(1
(8]
=
|
H
8
)
n
1=
A
wn
)
D
L]
n
jo)]
(D
}_..I
w
0]
b
(&)
Ul
0
r-.
4
m
n
w
s
3
-

I3y vamsnte

_ N . —a
ldentirica caaz travectorie con b, v b, respectivamente
-7 7 sty s e at , = = e 4= | S - —
[EE N 2l Ao HOo L = — a3 "l e G - ~ L L, 2.l DU ]c.'_\_,



cal rio?

r
- ¢Por qué
ferentes

nadd

(i

c¢Quien

- Dibuja con

S

la direcc

del

menor distancia?

I-h

3

=

fu

- Dibuja un bote de r
nimero 0 y la letre
——
x+ Dos jévenes T,, T
|
- cada uno, se lanz
|
:
S T fp 1) ~ 1=
| el bote (B ] gue
|
derecha v T: lo L
- I de un minut
identifica con las
aue han llegado.
- Fezrnres=rita con Ile=c
- Quién =st& mas lejo

P

[O])
b

.

(i

m

‘el
ol

e

runto lanz

|t

Endose de di

la Fig. 2.11-B) indicando -
cada joven, la direccibn -

o cue sicuid cada joven.

a la Fig. 2.11 y 1l&mala --

punto mecdio del rio entre el

an al agua (simultancamente) desde -
- - P - 9 |
esté anclado (fijo). T; lo hace a la
; . R |
ace a la izguierda.
0 g& harpsrse lenzado &) agua T, y T,
letras W. y W, las posiciones a las -
2s lzes travectoriazs de nade de T, v -
s del botra? por gué’
= et meeet e EEstmMyEe
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~ Quién est& mas cerca del bote? , POr qué?

el
9]
o}
[
o
'._.I
L)
i
Al
iz
a
=y
Sl
a
a0
’__l
ap
Q
i
m
m
m

encuentran T. y T,?

- A gué€ se debe gue no estan a la misma distancia?

dzspugs del primer minuto deja de nadar, un minuto

gespufs en cque posicién estaré?

[

iu

COMENTARIO:

| Se distinguen 3 aspectos claramente en esta activigad:

| en el caso 1¢. la variacibn de magnitud; cada joven na- [
i

| da difszrente distancia; en el 2%, vy 3er. caso la varia-

I

cibn de direccidn (diferentes direcciocnes ae lanzamien-

to) v en el 4¢. caso la variacibn de sentido, diferente

sentido (cpuesto) en el lanzamiento de cada joven. [

~ . .
o = 1TET Be MMUIEATe =y 13 = Yo & = T 15

ol Un JOVEeEnR 5& mMUeve COon ne velocldaaa V g un ric, cuvas -
40uas T1eENen una velocicad u; el resultazdo 2s cue el joven
5e mleve econ una velocicZad resuliznte w (El vector w es la

i l:l_\fi-_“llUAn WE EL mALVATER
N .
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suma de los vectores v y u; (ver Fig., 2.12)

orilla del rio

Fi16. No. 2.12

SUMA DE VECTORES COMO PARES ORDENADOS

ACTIVIDAD 2.4
Objetivos
Que el estudiante:

a) Descubra la forma gré&fica y con pares de sumar y vecto--
res.

b) Identifigue el método del paralelogramo, para sumar vec-
tores.

c) Obtenga conclusiones de los graficos.
PROCEDIMIENTO:

En la Fig, 7,]J3 se muestra el plano de una ciudad en forna
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esquematizada, para facilitar la ubicacidn de algunos luga-

res.

El origen del plano cartesiano, identifica al centro de la

ciudad.

COMENTARIO:

Convengamos en que s1 una persona se moviliza en la ciu
dad; el RECORRIDO se representard como un par ordenado;
por ejemplo, si est& en una posicidén X y se moviliza 2

cuadras a la derecha (Este) su representacidn es (2,0},
si es 2 cuadras hacia arriba (Norte) (0,2), si es 2 cua
dras hacia abajo (Sur) (0,-2); es decir en el par orde-
nado: la primera componente, identifica el recorrido -
(Izquierda-derecha), la segunda componente, identifica

el recorrido (arriba-abajo)

cine ascueld
p

&

Pedro

tienda

! lsuper! zool. FIG. No. 2.13
T |
]
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Primera Parte

- Partiendo del centro de la ciudad, de cuantas maneras pue
des llegar a la casa de Pedro; P(5,3)7?

- Identifica algunas #4ufas con colores diferentes, para lle
gar a la casa de Pedro.

- Selecciona algunas #sufasé e identificalas con las letras -

r r r ... €tc.

17 27 37

- Para cada ruta; determina los distintos recoanddes a la -
izquierda, derecha, arriba o abajo y representa cada reco
rrido, con su respectivo par ordenado,

- Selecciona la ruta r,

- Determina cuantos recorridos se dan en la ruta T,

- Identifica los recorridos de la siguiente manera: OA des-

pués AB después BC ... hasta llegar a la casa de Pedro -

(seglin el nfimero de recorridos)

PR U —

- Identifica los recorridos OA, AB, BC, ... etc., con sus -
respectivos pares ordenados

- Suma los pares ordenados (se suman las primeras y Segun—-

das componentes de cada par); por ejemplo:

(1,0) + (2,4) = (3,4)
- Se podrd representar la suma de los recorridos OA, AB, -

etc., como un sélo recorrido OP? si no

* S1 tu respuesta es si, simboliza esa suma de recorridos

—_— =

OA, AB, ... etc., con el recorrido opP
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Selecciona la ruta r,

Determina cuantos recorridos se d;n en la ruta r,
Identifica los recorridos asi: 5?, después ff, después EE,
etc., hasta llegar a la casa de Pedro.

Identifica los recorridos 6?, if, ﬂﬁ, ... etc,, con sus -
respectivos pares ordenados.

Suma los pares ordenados

—_

Se podré& representar la suma de los recorridos OK, KL, -

LM, etc., como un sblo recorrido OP? st no; si su

respuesta es si:

RN U —

*+ Simboliza la suma de los recorridos OK, KL, ,.. etc., -

—_—

con el recorrido OP

Selecciona otras rutas r r ... etc., y haz un procedi

317 [ 4
miento igual a los gue se te han planteado anteriormente
¢Independientemente de la ruta qgue se seleccione; al su--

mar los pares ordenados en cada ruta, tu resultado siem--

pre es (5,3)7? st no

Qué concluyes?

{Se podréan identificar todas las rutas r,, T, Y3, Ty, «-.

—_—

etc., con una sb6la ruta OP? si no
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COMENTARTIO:

Se analizar&n otras rutas més especificas, para obtener
un resultado mds simple, con respecto a la suma de pa--

res ordenados.

Selecciona 2 recorridos para 1ir del centro a la Escuala;
e identificalos asi: 65, después AE

Determina para cada recorrido 65, KE Su respectiyo par or
denado

Suma estos pares ordenados y compara el resultado con el

par del recorrido OE, ¢son iguales? si ne

—_— —_—

(Se podrd representar la suma de oa y AE como: O -+K§3=5§?

st no

Selecciona 2 recorridos para ir de la Escuela a la casa -
. . — - —_—

de Pedro; e identificalos asi: EK, después KP

Determina para cada recorrido EK, KP, su respectivo par -

ordenado

Suma estos pares ordenados y compara el resultado con el

par del recorrido E?, ¢son iguales? si no
Se podr§ representar la suma de EK y KP como: EK+KP = EP?

s no

- A =
Suma los pares gue representan a los recorridos OA, AE,

_

fﬁ y KP

¢El resultado de la suma anterior es el par (5,3)7? si
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_____no

¢Se podré representar la suma de OE vy EP como; OE+ EP= OP?
s  no

En el planoc de la ciudad representa con flechas la ruta -
OE, EP y OP

¢Se podré& interpretar que la suma del vector OE con el -

vector EP es igual al vector OP? si no

.Se podré& interpretar que la suma de los wvectores 53, Eﬁ,

EK v KP es igual al vector OP? st no
COMENTARIO:

—S. S

La combinacidn de_EX, AE, EK y KP gue resulta de OP, es
una forma de suma; luego se puede escribir:
A V.
OA + AE + EK + KP = OP
Ademé&s la suma gradfica de vectores se interpreta como -
colocar un vector a continuacién de otro y el vector re
sultante es igual al vector de origen, al extremo del -

fltimo.,

Ver Fig. 2.14

FIG. No. 2.14
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- La interpretacibn de suma de vectores como pares, se de--
termina asi: (ver Fig. 2,14).

Como: OA = (3,4); AB = (4,1); BC = (2,-4) y OC = (9,1)

luego: OA + AB + BC = (3,4) + (4,1) + (2,-4)

It
)]
@

* Repita los procedimientos anteriores para ir del centzro

de la ciudad a otros lugares: Cine, Tienda, Super, ZoO.

Segunda Parte

Si tenemos 3 puntos colineales A, B, C (en una misma direc-
cidén), entonces la suma se puede interpretar de dos formas:

AB + AC y AB + AC (Fig. 2.15)

G
O
° 58
7
0
SN ge* /
e

FIG. No. 2.15
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Procedimiento para sumar vectores en una misma direccidn:

—_- -

Dados los vectores u, Vv, w realiza las siguientes sumas;:

w

=1’
<l

1) 4+ ¥

- Traza dos rectas paralelas en la direccidn de los vecto—-
res (separados 2 cm aproximadamente) e identificalos con
las letras D y D' (ver Fig. 2.16)

- Coloca los dos vectores v vy u sobre la recta D de tal ma-
nera que coincidan los dos origenes de los vectores (iden
tificalo con la letra O) (ver Fig. 2.16)

- Ubica un punto P en la recta D' (ver Fig, 2,16}

D'

- D

- Traza segmentos de recta desde el origen al punto P y des
pués desde el punto P al extremo del vector u (formando -
un tridngulo)

- Traza otro segmento de recta desde el extremo del vector
v paralelo al segmento OP hasta tocar un punto de la rec-
ta D'; e identificalo como P!

- Traza otro segmentc de recta aesde &€l punto P' hasta la -
recta D que sea, paralele al segmento que va desde el pun
to P al extremc del vector u

- Identifica este punto con la letra E

LIDTS YA T =
| SENTRAL |
| HEIvin B

S ) ALY b o e |
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- Traza un vector desde el punto 0 al punto E
- El vector OE es la suma de los vectores v + 1
2¢.) U 4+ w
2gui haz lo mismo, lo {inico gue en vez del vector v -

utiliza w en todo

EXPOSICION: SUMA DE VECTORES, COMO PARES ORDENADOS

— —
Fijemos la referencia (0, e;, e,) en el plano
Sean (x,, y,) las coordenadas del vector v, gue pertene
cen a T ¥y

Sean (x,, y,) las coordenadas del vector v, que pertene

| cen a 7

!
i Def. 2.1
|
|

Si (X,, ¥,) €ER? vy (%,, v,) € R* entonces

L (%), y3) + (%, ¥y) = (5, + %, V), + Y,)

Luego: (x; + %,, y; + y.)} son las coordenadas de v; +7V,
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Adicidn de vectores = Adicién de Coordenadas

‘ (X Xy Y, 1 Yp)

FIG. No 2. 17

En la Fig, 2.17 hemos obtenideo el vector suma, usando un mé

todo gr&fico llamado: "ley del paralelogramo®. Que consiste

—_

en trazar rectas paralelas a los vectores v, y Vv hasta -

2!

cortarse en un punto P; el vector suma v, + v,, es la diago

nal del paralelcogramo (del punto 0 al punto P},
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COMENTARIO:

A veces se tiene ventaja simbdlica cuando se conoce el

origen y extremo de un vector; veamos el siguiente caso:
OB + BC + CD = OD

El vector resultante de la suma se identifica como el -

origen del primero (o) con el extremo del {ltimo (D), -

es decir OD

He agui su representacidn gréfica (Fig. 2.18}

| | |

2 / |
v \

Ol
ny
1
@)
I
g
-
[§)
o))
~

B
T

FIG. No, 2.18

Realizando la suma como pares ordenados, tenemos:

ll

OB + BC + CD = (2,3) + (2,-1) +(1,-3)

i

(5 ’ _J—)

—_—

oD
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PROPIEDAD CONMUTATIVA Y ASOCIATIVA Dt LOS VECTORES

ACTIVIDAD 2.5

Objetivos

Que el estudiante

a)

Realice procesos graficos para descubrir las leyes de -
Conmutatividad y Asociatividad en los Vectores,.
Determine gue se pueden comprobar las leyes; Conmutati-

va v Asociativa en los vectores (forma gréfica),

PROCEDIMIENTO :

Primera Parte

Toma un plano 7w (cuadriculado)
Representa un sistema de coordenadas cartesianas en el -
plano m (SCCR)
Identifica el origen del sistema con la letra O
Define claramente la referencia (0, e,, e,)
Utiliza una escala adecuada
« - - - " <
Partiendo del origen, grafica el vector u = (2,5)
A continuacidén del vector u suma el vector v = (4,-2)
Representa graficamente el vector u + v y determina el -
resultado de la suma como par ordenado
Luego, a partir del origen, grafica el vector ¥ = (4,-2)
. . S e
A continuacidn del vector v suma el vector u = (2,5)

-

A
Representa oraficamente el vector v + u y determina el
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resultado de 1la suma como par ordenado
cel yector suma: U + v es el mismo vector suma; v + u?

st no

iComo pares ordenados: U + v resulta ser igual a v + u?

st no

¢Qué concluyes de este tipo de suma?

Suma los vectores a = (-2,4); b = (4,2) de las dos for--
mas: a + b y b+ a; gré&ficamente y como pares ordena--

dos (en otro plano). Obtenga conclusiones,

COMENTARIO:

— = - =t

Dados los vectores u y v; la suma de los vectores u + v
—tn —

y v + u se ilustra en la Fig. Z,J%; este aspecto nos in

duce a determinar que: la suma vectorial es CONMUTATIVA

v

FIG. No. 2.19
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Segunda Parte

- Toma otro plano 7 (cuadriculado)

- Identifica un sistema de coordenadas cartesianas en el -~
plano w. (SCCR).

- Identifica el origen del sistema, con la letra O

- define especificamente su referencia (O, El, e,)

- Utiliza una graduacién adecuada

- A partir de O grafica el vector u = (1,3); seguido de u,
el vector v = (2,2)

- Identifica la suma de u + v con el vector c

- Representa graficamente la suma de u + v (de otro color)

- Seguido del vector c grafica el vector W = 3,-3)

- Identifica la suma de C + w con el vector n (gr&ficanmente)

- Determina la suma de ¢ + w con pares ordenados )

- Identifica la suma de vV + W con el vector T y represénta-
lo gr&ficamente (de otro color) y como par ordenado

- Identifica la suma de U + T con el vector s (graficamente)

- Determina la suma de U + r con pares ordenados

- ¢Cébmo es el vector n con el vector s?

— -
- ¢(Tienen los vectores n y s las mismas coordenadas cCOmoO pa

res? si no
. R . =N N = - —-
- ¢{Se podré escribiry c + w = (u + V) + w? si no
. N R — — K —_
- ¢Se podrd escribir; U+ Tr =u+ (¥ + wW? si no

- Si el resultado de n Yy S son iguales, ¢se podra escribir:

—_ - . . — =
W+ 7)) +w=1+ (V+wW? si no
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- ¢Qué concluyes de este tipo de suma?

COMENTARIO:

Dados los vectores u, 5} W; la suma de los vectores:

- = N e - -

(u+v) +w y u+ (v + w)l se ilustra en la Fig., 2,20
Este criterio nos induce a determinar que: la suma vec-

torial es ASOCIATIVA.

FIG. No. 2.20

EJERCICIOS 2.1

Dado el siguiente grafico efectfia las sumas (por pares orde

nados) indicados en cada caso:

—_—

Por ejemplo: KL + LM = KM
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"]
] yd
Ve

I: lem.

2) Verifica la suma gré&fica del siguiente diagrama, hacién-

dolo con pares ordenados,

—_—

Es decir que: AB + BC + CD + DE = AE

I: fem.
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31 Del siguiente diagrama en donde se ha utilizado el mé&to-
do del paralelogramo para sumar los vectores OA con 0B -
verifica que:

— —_— _n' —_— —_— —_—
OA + OB = OC y que OB + OA = OC (utilizando pares ordena

dos)

S
~
~_|A
q ~
™~
™~
3 ~ /
™ /
~ |/Cc
2 ~
///’ / ~
P /
&///// /
/
0 ! 2 3 % 5 6 7
/
-1 N /
. / -
-2 /|8

4) Del siguiente gréfico efectGe m + n Yy a + b

i) - S >
- —_— -~
o o n
ii) < — - — >
b o a
5) Si U= (4,-2) vV = (-4,2) efectfia U + V graficamente y

PoOor pares.
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—_

6) Dados los vectores v = (-2,2); u = (2,4) y w = (3,1) efec
tla las sumas siguientes en forma gr&fica (un plano para

cada suma) y como pares ordenados,

4 —_—
u
3
i) U+V+WwW
v 2
iy Vtw+u
X i) WUtV
-3 -2b 0 | 2 3 4
iv) U+W +V
-
-2

7) Utilizando el método del paralelogramo efectfia las sumas
siguientes (en papel cuadriculado).

i) OB + OB; si OA = (2,4) y OB = (3,2)

ii) OE + OF; si OE = (2,4) y OF = (4,-3)

iii) OC + OD; si OC = (-2,4) y OD = (4,1)

JE—

iv) 0G + OH; si OG = (-3,4) y OH = (3,4)

—_— — —_

v) Ol + 0J; si O = (1,4) y 03 = (3,-1)
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8) En el siguilente diagrama se ilustra la suma de los yecto

res:

P s S —

AB + BC + CD = AD de dos maneras

— —_ s

i) (AB + BC ) + CD = AD

ii) (AB) + (BC + CD) = AD

verificalo utilizando pares ordenados.
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COMENTARIO:

En la Fig. 2,21, los vectores propuestos tienen la mis-
ma direccidn, longitud; pero sentido opuesto; por lo gque
un vector se identifica como el opuesto del otro; una ma
nera simple de representarlo es anteponiéndole el signo
menos al wvector.

Asi, por ejemplo, el vector opuesto de vV es -v (Fig. 2.22)

R R
v
R R
v
FIG. No. 2.2 FIG. No. 2.22
En el siguiente diagrama AB = (5,-2); su opuesto es:

—KE = (-5,2) pero (-5,2) = EZ; luego: —Kg = gX (en este
caso) ; adem&s AB + BA = AA; pero AB + BA = (5,-2) + (-5, 2)

= (0,0)
Por lo tanto: BA = (0,0); se conviene en identificar al

vector (0,0) con la letra o (se lee: vector cero)
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! FIG. No. 2.23

El criterio del vector opuesto nos define la diferencia de
vectores, es decir si tenemos por ejemplo la suma del vec—-
tor v = (2,4) con el opuesto del vector u = (-2,5) se ten--
dria lo siguiente:

v + (-u)

(2,4) + (2,-5); ya que -u = (2,-5)

(4,-1)

o sea que en vez de v + (-u) se tiene v - u;

es decir v - u = (2,4) - (-2,5) = (4,-1)

Su representacidn gréafica se da en la Fig. 2.24

| |

—i



En general para dos vectores cualesguiera u y v su sumg y -

su diferencia se ilustra a la siguiente Figura: (2.25)

2\

=l

0 v

FIG. No. 2.25
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EXPOSICION: DIFERENCIA DE VECTORES

——

Fijemos la referencia (O, e,, €,) en el plano R?
Sean (x,, y,) las coordenadas del vector 35 gue pertene
ce a R? y
Sean (x,, y,) las coordenadas del vector ;2 gue pertene
ce a R?
Def. 2.2: Si (x,, y,) ¢eR*> y (%,, y,) €R® entonces,

(%y, ¥;) - (X5, y21 = (X3 - X2, Y1 — Y2I

Luego: (%X, - X,, Y, - Y,) son las coordenadas de v, -V,
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COMENTARIO:

Ventaja simbdlica que se tiene con la operacibén recta -

de vectores, cuando se conocen:

punto de extremo de cada vector;

en la Fig. 2.26

el punto de origen y el

la ilustracidn se da -

De la Fig. 2.26
Oh + AB = OB
Sumando (-0OA) a ambos

miembros, tenemos:

AE = OB - O& &
OB - OA = AB

En general:

RN

op - OpP = P,P, ()

Para dos puntos P,, -

2
P2 de R

FIG. No. 2.26

* Mas adelante se utili
zar& mucho; le roga--

mos tenerlo presente.
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EXPOSICION; ALGEBRA DE VECTORES

Algebra de Vectores:

1) El vector cero (0) es neutro para la adicién de vectores -

del Sistema R?, en efecto para todo V eR?; se tiene que:

y+0=%vy que © + v = ;. va que si v = (x,y)l entonces:
(%,y) + (0,0) = (x + 0, vy +o0) = (X,¥) ¥
(0,0) + (x,y) = (0 + %, o+ y) = (X,Y)

2) Para todo v de R?, el vector -y = (-%x, -y) es el opuesto

It

Y+ (V) = (%,v) + (-x,-y) (x-x, y-y) = (0o,0) y que
v+ v = (-%x,-y) + (%, v) =(=x+ %, -y +y) = (0,0)

3) Para todo vector u, v e R? la adicién es CONMUTATIVA; es -

decir que: U + v = v + u; si u = (x,,v,) ¥ v = (x,,y,) se
tiene : u + v = (X,,y1) + (X,,¥Y,) = (%) +X,,y; +V,)
= (%, + X;,¥, +¥,) = (¥,,y,) + (X,,y;) =V + u
4) Para todo vector u = (x,,¥,) vV = (%,,¥,) ¥

= (x,,y,) de R? la adicién es ASOCIATI

=k

VA: es decir que:
—— . - S s B
(u+v) +w=mu+ (v + w) en efecto:

[(Xllyl) + (leyZ)] + (X3IY3) = (XJ + leYJ + yZ) + (xaly

(Xl + %X, + X;,y, t vy, +Y¥

(X_l ,yl) + (Xz + X3ly2 + YB
= (x,,¥,) +L(%,,¥,) + (x,,y,

Pcr tanto: R y la operacibn Suma es un grupo Conmutativo

)
5)
)

)]

f
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EXPOSICION: PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UN VECTOR

El producto de un escalar por un vector se representa - .

como lo indica la Fig. 2.27

o
e\

4\

/ |
=

Y

£\

FIG. No. 2.27

Para todo vector Vv de R? y A ¢eR se define: AV, como el -

vector cuya longitud es A veces la longitud de v y su di*
reccidén es la misma que la de v; el sentido de Av es el
mismo que el de v, si A > 0 y opuesto si A < Q

Adem&s ov = O

bl
pd

Def. 2.3 si v = (x,v) eR Yy X £R entonces:

>
<
I

>'-(le) = (_}LXI;)\y).

! 1 TENTHRAIL
ool B A ‘,_,-'__I"‘fl-. ) -

MMIVERBID/ ‘h SALVAD
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Multiplicacidn de un escalar Multiplicacidédn de un esca-

Por un vector lar por coordenadas

A XaRY)

A

(0,0)

F1G. No. 2.28

APLICACION DEL PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UN VECTOR

Hemos afirmado gue si tenemos un vector v entonces v' lo po

—

demos escribir como: v' = iv; si v paralelo a v' (ver Fig.

2.29)

Llamaremos homofecia de razbn
Ay de centro 0 a la aplica---
cién h de T en T definida asi:

X . ., _
' Para todo v de R®° se tiene gue

7z -
%5 h(%ﬁ = Av; en la Fig. 2.29
V' = h(V)
/ Hay que tener presente que v Y

h(v) tienen el mismo origen

(h: T = % tg.: Vrh(V) = AV]

<}

FIG. No. 2.289
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Consecuencia de las Homotecias: (Fig. 2,30)

1) si A = 1 entonces h{;) = v
2) s1 A = -1 entonces h(?) = =¥
R 5
AN o
hW‘\ FiG. No.2.30

3) La imagen de una Homotecia de la suma de dos vectores, -
es la suma de las imdgenes de estos dos vectores; ver -

Fig. 2.31

h(d + v) = h(1) + h(¥)

FIG. No. 2.3
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COORDENADAS EN UN VECTOR LIBRE

ACTIVIDAD 2,6
Obejetivoes
Que el estudiante:

Descubra cbébmo se encuentran las coordenadas de un vector, -

conociendo su punto de crigen y su extremo,

<L

PROCEDIMIENTO:

- Toma un plano 7 (cuadriculado)

2

- Determina un SCCR (R7)

- Defina su referecnia (Q, e e,) y una escala adecuada

17’
- Ubica los puntos a(2,3) y B(5,7)

- Determina el vector AB (graficamente)

— e

- Determina las coordenadas del vector AB

- Busca alguna relacién entre las coordenadas del vector AB
y las coordenadas de los puntos A y B.

- ¢Se podré establecer la relacibn (5-2, 7-3) = (3,4)>? -
s  no

- Ubica otros dos puntos K(-4,1) y L(1,5)

- Grafica el vector KL y determina sus coordenadas

- Se podré& establecer la relacibén (1-(-4), 5-1) = (5,4)?

si no

- Qué conluyes?
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EXPOSICION: COORDENADAS DE UN VECTOR LIBRE

M —_ —_—
Si fijamos una referencia (o, e,, e,) en R? y si

A(x,,y,): B(x%x,, y,) son puntos del plano 7 entonces las

coordenadas del vector AB son: (x2 - X,

ver gré&fico. (2.32)

A (X,Y,)

N

AB =(Xa- X, Y2- Y, )

\\\\\B(XZ,Q)

FIG. No. 2.32

| BIBLIOTECA CENTRA

IVERT
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EXPOSICION: MODULO DE UN VECTOR EN RZ

- . - — —
Fijemos la referencia (0, e,, e,) en R?

—de
Sean {a,b) las coordenadas del vector v; aplicando el Teorema

de Pitédgoras, en la siguiente Fig,; se tiene gue la longitud
> /.2 2

de v es: Ya“® + b y se denota: (;| © simplemente v,

R
YVI:\ a®+ b?
A
€
ol = = R
€,
FIG. No. 2.33
— —_
Es claro que: 1) | 2B | = | BA |
ii) |AA| = |O] = o©

e —_ -
Note que si u # O el m6ébdulo de u es un nlmero real estricta--

mente positivo.

Sean (x,y) las coordenadas del vector V que pertenece a R?; el

. - , =
médulo v lc denotamos: |v| = Vx? + vy

-
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EXPOSICION; NORMA DE UN VECTOR

Sea v un vector como se presenta en la Fig. 2,34; llamaremos -
norma delxecﬂx*§§fse<kymta H?H a la distancia del origen al -

extremo de v. Utilizando el Teorema de Pitd&goras; vemos gue si

v = (x,y) en R*, entonces: |[V| = ¥x% + y?
N (X,Y) |
|
|
l
|
2 |
l .
|
— i
e |
2 | FIG. No. 2.34
0 € X

Se tiene que:

i) vue R*; J[ujl > 0

ii) wueR?% Ul = 0 <= T =70
iii) W¥ue R?, WieR; | au] P
iv)  ¥ueR*; |ull = |-uf

Por otra parte, resulta de la definicibn de distancia entre -
dos puntos gue:

YA, BeR? |2B| = d(a,B)

DEFINICION 2.5

Sean 2 y B dos puntos del planoc R’ con coordenadas respectivas

(%;,¥2) ¥ (%,,Y,) en una referencia ortogonal (0,1,3).

— A

El vector AB con coordenadas (x,-x,,y,—v,) en la base ortogonal (i,j), re—

sulta que: d(A,B) = [AB|| = v (x,-%,) 2+ (y,-y,)? ()
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VECTOR UNITARIO

ACTIVIDAD 2.7
Objetivos
Que el estudiante:

a) Deduzca la forma de obtener el vector unitario

b) Obtenga conclusiones del gr&fico
PROCEDIMIENTO:

- Toma un SCCR en R? (papel milimetrado)

- Define su referencia (O, E, ;) y una escala 1: 2 cm.
- Ubica los puntos A(2,1) y B(5,5)

- Traza el vector AB

- Mide la longitud del vector AB e identificala como £
- Determina la norma de ||&B|

- Es |BB| L2 si no

I

- Es |BB| = 57 si no

—

- Divide el vector AB en 5 partes iguales

- Traza el vector de longitud igual a 1 (5a. parte del vec-
tor AB) a partir de A e identificalo B

- Determina las coordenadas de AB'

- Calcula la norma de |AB']

—
- Es “AB'H = 17 si no

%# S1 tu respuesta es NO; las coordenadas no son las co——-

rrectas,
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x» S1 tu respuesta es Si; las coordenadas son las correctas
- Determina las coordenadas del vector AB
- Multiplica 1/5 AB e identificalo como e

- Determina la norma de |ef

- Es |e|] = 212 si no

- Debe ser ABR' = e? si no

- Que concluyes?

COMENTARIO:
El vector BB es de longitud 5; luego una guinta parte -
del vector, es de longitud 1; el vector de longitud 1 se da

en llamar vector unitario.

EXPOSICION: VECTOR UNITARIO

Sea u un wvector no nulo.

Ia norma del vector u es estrictamente positivo; consideremos entonces,

-

el vector (Fig. 7.35) u' = U. Se tiene que |u'| =1

|

cl

=3

“UH 5 cm.

g I

FIG. No. 2.33

"
o
3

DEFINICION 2.6

R

Se dice gque un vector es unitario (Versor) si y solamente si su norma

es igual a 1.
l




APLICACION DE NORMA DE UN VECTOR

ACTIVIDAD 2.8
Objetivos
Que el estudiante:

a) Descubra algunas propiedades de la Norma
b) Determine algunas aplicaciones de la Norma

c) Obtenga conclusiones de los graficos
PROCEDIMIENTO:

Primera Parte

- Toma un SCCR en R? (papel milimetrado)

- Define una referencia en (0O, E, ;) con una escala de
1: 1 cm.

- Ubica los puntos 0(0,0), A(4,0) y B(2,2Y3),

- Traza el tri&ngulo OAB

- Mide las longitudes 0OA, OB, 2B

- ¢Son las longitudes anteriores iguales? si no

- Determina (usando la férmula (%)) la distancia: OA, OB y

AB.
- ¢Es d(A,B) = d4(0,A)?  si  no
- ¢Es d(A,B) = d(0,B)?  si  no
- ¢Es d(O,A) = d(0,B}?  si  no
- ¢Son las 3 distancias iguales? si no

- ¢Que tipo de tridngulo es?
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Toma otro SCCR en R”,

Define su referencia (O, i, ?) y la misma escala
Ubica los puntos A(1, -1), B(-2,2) y C(3,4}
Traza el tridngulo ABC

Mide las longitudes AB, AC y BC e identificalas como £,

£2, £3 respectivamente,

(Es ﬂl =L, si  no
¢Bs L, = £,2  si no
CEBs L, = L_? si no

2 [ [

¢Cué&ntos lados iguales tiene el tri&ngulo?

Usando (%) determina las distancias de: AB, AC, BC.

¢Es d(A,B) = d4d(A,C)? si no
¢Es d{a,B) = d(B,C)? si no
¢Es d(A,Cy = d(B,C)? si no

(Qué tipo de tridngulo es?

Toma otro SCCR en R?

Define su referencia en (O, f, ;) y la misma escala

Ubica los puntos A(2,0), B(-3,2) y C(5,2)

Traza el tri&ngulc ABC

Mide las longitudes AB, BC, AC e identificalas como £, , -

L,, L; respectivamente,

¢ks L, = 2,7 si no
¢Es EJ = EZ? si no
¢Es £2 = £ 7 si no



¢Cué&ntos laaos iguales tiene el tri&ngulo?

Usando (*) determina las distancias de: AB, BC, AC

JEs a(A,B) = d(A,C)? si no
¢cEs d(A,B) = 4d(B,C)? si no
¢Es d(A,C)y = &(B,C)? s1 no

cQué tipo de tridngulo es?

¢Qué concluyes de los 3 grédficos?

V

COMENTARIO:

Si se tienen tres puntos A,B,C en R?, se dice gue el

tri&ngulo formado por leos 3 puntos es:

i) Eguilatero:; Si tiene los 3 lados iguales (AB = AC
BC) Fig. 7.36
ii) Isosceles: si tiene 2 lados iguales (AB = AC) Fig.

D

.37

iii) Escaleno: si sus 3 lados son desiguales (ab # ac # BC)

.36

[pNe]

Fig.

_—_— =
)=

B C

[e)]

i o can wam e = e
@O
\
L
@]

FIG. No. 2.3 FIG. No. 2.37 ! FIG. No.2.38




Segunda Parte

- Toma un SCCR en R?

- Define su referencia (0, 1, j)l y una escala de 1; 1 cm,

- Ubica los puntos A(1,1), B(5,3)

- Identifica a los vectores:

—

AB

_ —
- Traza los vectores u, vy u +

_ calcula |12, [3]2 v IS + 3}?

- Efectia |U]*? | v

—

- ¢Es fju + v|[? = ()7 si

-

—_
v

n

O

v C{4,5)

¢

RN

4 y BC

+ |¥|? e identificalo como

A
= Vv

ji."

- Mide el &ncgulo formado por el extremoc de U y el origen

v: 8= 2
2 0.3
- ¢Es 6 = 90°? si no

- Toma otro SCCR en R?

-

- Define su referencia (0O, 1,

- Ubica los puntos A(1,1), B(

. . | e
- Identifica los vectores AR

- A

- Traza los vectores u, v ¥

- calcula |u}?, [v|*y |u +

. - | 12
- Efectla |uj

— —=
- ¢Es ju + v}? menor, igual o mayor gue £,?

—

j} y una escala de 1:; 1 cm,

1
£l

b

N

<!

f
!

y C(4,4
—_ —
BC = v

.
+ [v]? e identificalo como £,

98

—=
- Mice el &ncgulo formado por el extremo de u y el origen de

a
— i /
v

Q .
~ S

- ¢Es o menor, lgual o mayor de 890°7?
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EJERCICIOS 2.2

1) Verifica gue:

i) ¥ A,BeR® d(A,B. =0 <=> A =B

ii) ¥ A,B eR* d(a,B) a(g,A)

—

2) Verifica que los vectores 1 = (1,0Q), j = (Q,1),

_f = (-1,0), —? = (0,-1), son unitarios

Sean A,B dos puntos de R?, verifica gue existe un punto

(€3]

M, talgue: MR + MB = 0 vy que ”Mﬂﬂ = |MB|
4) Sea un tridngulo ABC y M, N los puntos medios de A,B y -

A,C; respectivamente, verificar que:

MK =

1 -
iBL

5) Sean A(-1,1) B(4,3) C(5,0) D(0,-2), los puntos de un pa-
ralelogramo; verificar gue:
AB = CD yv AD = BC

6) Sean tres puntos A(-1,2); B(-2,1) y C(2,-1) en R? en -
(0,1,7); verificar que: |AB|? + |AC|? = |BC}?; es decir

gque el tridngulo ABC, es rectédngulo en 4.

7) Sean A(3,2) y B(-1,1) dos puntos del plano R? y su refe-
rencia (0,1,j), determinar el conjunte L de puntos M ta-

les que: a(a,M) = d(B,M)

8) Verifica gue si el &ngulo entre u

L
<
o
)
ol
[§)]
0
o
0]
5
s
o)
o]

— o o

ces: |u + v

-
1

—
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—_ -

2 . .
9) Sean u, v dos vectores de R°, verifica que:

1 fu+ v < ol + 5]

i) fu - vl 2 [ul - vl

( EXPOSICION: VECTORES TGUALES EN R? 1

La igualdad de vectores se ilustra en la siguiente fig,
en donde la direccidédn, sentido y magnitud es la misma -

en cada vector:

<l

FIG. No 2.4Z2 -

U=V siues paralelo a v, tienen el mismo sentido Yy -
el médulo de u es igual al médulc de v (|a| = |v]). l
Fijemos la referencia (O, e,, e,) en un plano R?;

Sean (x,, y,) las coordenadas del vector vV gue pertenece

a RZ.

Sean (x,, y,) las coordenadas del vector u gque pertenece a Ra

Definicidn: 2.7

- . ; 2 - -~
Si (%, ¥,;) eR" vy (%,, y,L £ R® entonces: v = u

~ 2

(z, y,! = (¥,,y,) si y solamente si x, = x,

b
<
i

-




EJERCICIOS 2.3

1) Si a = (3,4) v

102

(-1,5) encuentre las coordenadas del -

i) U+ w=v
ii) T -w=v
iii) 2U- W = Vv
2) siu= (1,2), v = (-3,3) y w = (2,-1) obtenga en forma -
gr&fica y algebraica
i) -1
ii) u - v
1ii) - 3v
iv) 2u
v) -5/3 v
vi) 2.4 - 3V
vii) 3v - 2w
3} Encuentre el wvalor de a y b s1i aw + bu + v = U (usando 2)

4) Sin usar diagrama defi
i)  OT -
ii) PO -
. . - P
iii) AB -

iv) SU -

na

P~
CL

las respuestas:
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PROPIEDADES DE LOS VECTORES Y LOS NUMEROS REALES

ACTIVIDAD 2.9

Objetives

Que el estudiante:

aj

Descubra ciertas propiedades de los vectores, con nime--
ros reales

Tdentifigue gue el preoducto de un nlmero real se distri-
buye sobre la suma vectorial

Determine gue el producto de un vector se distribuye so-

bre la suma de ntmeros reales.

PROCEDIMIENTO:

Toma un plano T (cuadriculado)

Determina un sistema de Coordenadas Cartesianas (SCCR) de
RZ

Define su referencia (0, g,, 32)

Utiiiza una escala adecuada

Partiendo del origen, grafica el vector uo= (4,2)

A continuacidn suma el vector v = (-2,3)

Representa gr&ficamente el vector U+ v y determina su re
sultado como par ordenado; e identificaloc con el vecior -

W),

L
o
n
o]
™
0
I.J
=
Cl
_l_
<l
1

resenta grafica y numdricamente el vector 2w
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- A continuacidn del vector 2u sfimale el vector 2y
— —
- Representa graficamente con otro color el vector 2u + 2v
e identificalo con el vector s

- Determina el resultado de s como par ordenado

- ¢Son los vectores: 2w y s iguales? si no
- - . . . - — —. . — .
- ¢Se podré& escribir la relacidn 2{(u + v) = 2u + 2v? si
no

- ¢Qué concluyes?

~

- Determina otro sistema de coordenadas rectagulares (SCCR)
en R?
- Defina su referencia (0, e,;, e,)
- Utiliza una escala adecuada
. . - . N - . -
- Partiendo del origen, grafica el vector 2u si u = (2,4)
- A continuacidn stmale el vector 3/2u (gr&ficamente y como

pares)
- Identifica la suma de 23 + 3/23 ccn el vector $
- Suma 2 + 3/2 e identificalo con la letra "a"

- Representa (con otro color) el vector au y determina sus

coordenadas como par

~ ¢Son los vectores w Yy au iguales? si no

- ¢Se podré& establecer la relacién 2G + 3/23 = (2 + 3/2)u?
Si no

- (Qué concluyes?

- En otro sistema de cocordenadas (SCCR) en -
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— —dm
Determina su referencia (0, e,, e,) y su escala adecuadea

— —
Partiendo del origen, grafica el vector 4v; si v = (2,-1)
Identificalo con el vector w (es decir 4v = w)

. . . I~ RN ,
A continuacidn representa el vector iw graficamente y co-
mo par e identificalc con el vector a
- , 1
Efectfia el producto (7)(4)
Representa graficamente el vector 2v (especifica sus coor
denadas como par)

— —n
cson los vectores 2v y a iguales? si no

(Se podré& establecer la relacidn - 4)v? si

no

¢Qué concluves?

BIBLIOTECA CENTRAI

|
|
| smivikamiono
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EXPOSICION: PROPIEDADES DE LOS VECTORES Y LOS NUMEROS REALES

- — — -~ .
Para todo v, u de R* y X €R, se tiene:
1) De la figura 72.43 y por semejanza de tridngulos de lados
— — D - __\ — - —~ . . -
v, u, u+v y Av, 2u, A(u+v) resulta cgue la relacidmn:

AU + AV = A (U +7V) expresa la propiedad distribuitiva del

procucto de vectores por un escalar respecto a la suma

FIG. No 2.43

|

; Siu= (x,, %) vy v=(x,,y, entonces:
|

A+ v o= A(x L,y) + Aax,,y,)

i = (Ax;,2Y;) + (Ax,,2y,)

| =  (xx

| D ToAE,, Ay, toAy,)

= Olx, 4 x,), aly, +oy,))

I_h _h‘
= xl(u + v)
| 2) Para todo UeR’ y o,X eR se tiene: (¢ +2)U =of + )20
( , 5 _ ) o - =
I3) Para todo u eR“ ¥y &,% eR se tiene: (Jalu = A (au)
i oo LN — N o
‘4) Es evidente gue lu = u; con u ekR”
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EJERCICIOS 2.4

1) Sean u (4,2) vy v = (-2,4) efectfa graficamente y como

Nota: Compara resultados en cada literal.

2) Obtiene una relacidn especifica del gradfico siguiente:

] T = T T
HENEERNN
7 . | 1
| ‘ |
] D S i | I
6 | | { | |
I ol
B | T | 1 | |
| |
| I S N N (N S
4 | /ﬁ<;#\\>‘ 1
) / \“ L ‘
4_ S
- u-v ,
| 2_"2\-\'{ L1 |
/T =7 1 T T |
‘ ./ 4, ‘ |
| o] ] 2| 3] & s e 7|
i | ‘ |
£ | '*| | | A
3) Sea w = (2,-4) efect@a graficamente y como pares ordena-
aos
3 2 - =] W 27 - =
) ( 2)4 Y W 5
.. : — a1 =
i1) (5 T 2lw vy W o+ 2w

Q
rt
ol
M
[_H
g
o
=
i)
H
(]
n
=}
—
r I
o
&
9]
6]
M
o]
@]
o]
Q|
v
F..
[
-t
m
o
’_l
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4) Si1 U= (-1,2) desarrolla gré&ficamente y como pares:

5)

7)

i) 2(3u) vy 6u

ii) -4(24) y -8u
iii) - %(36) y -3/20
iv) 2(53) v 1u

]

Nota: Compara resultados en cada literal

S1 v es un vector arbitrario, verifica graficamente gue:

i) (3/2 + 3)v = 3/2 v + 3V

ii) -3(2v) = -6v

Siu = (2,-1); v = (-3,2) vy w = (1,3) determina los va--
lores de a y b, de manera gue: al + bv = w

Encuentra las coordenadas del puntoc A si 2B = (2,4) vy
B(3,5)

Determina las coordenadas del vector v en la relacibn

4v + (5,-1) = v - (2,4)

Si On = (2,7) vy OE = (-1,3) obtenga las coordenadas -

del punto:

R _ —_ P
i) C tg: OC = 20a + 30B

ii) D tg: CD = AB
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EJERCICIOS 2.5

1) Tenemos un paralelograma: ABCD

a) Encuentra un sdlo vector

equivalente:

—

i) AB + AD
ii) AB - BC
b) Encuentra i) BD + XE
ii) gB - EE CcComo

miiltiplo de un s6lo vector

Sugerencia: O es el centro de

L AC y BD
2) En el siguiente diagrama D y E son liocs puntos medios de -

AB v AC, respsectivamente.

1Y

——

Sean AD = u y AE = v

E a) Escribe en términos de u vy

A\ B "'_7 M - 7C . N

\\\\ / , V.
// /' _ —— —
, // i) AB ii) AC iii) DE -
/ iv) BC
D /
/ - -
\\\ // b) Compara los resultados de
N a) iii) v 1iv) escribe una
B

. RN —_—
relacién entre AC y DE

cQué significa tu resultado?



3)

En este trid&ngulo, M e

s

110

el puntc medio de BC

i) Escribe AB en térmi--

nos de AC y CB

. . ~ —_ -

ii) Escribe CB en té&rmi--—
nos ae CHM

iii) Usandeo i) y ii), es—-
cribe AB + AC en tér-

. - —_

minos ae AC y CM

iv) Verifica qgue

R —_——t

BE + AC = ZAN

EXPOSICION:

1)

Una adicibn gue a todo par de vectores u y v del pla-

ponade

ESPACIO VECTORTAL ¥

un

tiplicacidn,

N

[£®]

L

™

-1

g

—a -
ul

uek-
— -
UERT

elemento de R? genotad

0
3
0
A
i

cumple: (G +vVv) + w = u + (v + W)

. — -— - -
eR™ se cumple: u + 0 = 0 + 2 = u
e - - i S —= . —?l- {
u £R° se cumple: u + (-ul = -u +u = 0
I e § 1 - by ﬁr ]
a todo elemento u de R-, 1le co
= 5 - 1) : E -
lementoc de R° denctaao por au; esta mul
osee las propiedades siguientes:
1
.- = , Y e
Yo £ R se cumple: al(u + v) = au + v
. - S o o
; E R se cumple: (o + £)u = gu + gu
— 1]
, £ €R se cumple: a(zu) = (xf)u i
]
cumple: 1u = 1 E
— R
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En conclusidn:

DErINICION 2.8

| RIAL de V sobre IR

Un coniunto de vectores V de R y un conjunto de ntmercs

Reales (IR} con los numerales 1.1, 1.2, 1.3, 1.4 en la -
suma y 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 en el producto de un escalar -
por un vector define lo cue se llama: UN ESPACIO VECTO--

COMEINACION LINEAL

ACTIVIDAD 2.10
Objetivos

Que el estudiante:

2) Descubra lo gque es

b} bescubra gue un ve
otros cos vectores

¢) Utilice un método
lares a, b en una

PROCEDIMIENTO:

# En la busgusda de

- Toma un SCCE de R- cC
cala de 1: 1 cm.

una combinacidn lineal.

ctor se puede escribir en funcién de -

algebraico en la busgueda de los esca-
combinacién lineal.
- 1 - - - MR ]
os escalares a, b talgue au + bv = w
on su referencia (G, e,, e.) y una es-
r i
I‘ ey ML DE &L ; :



Traza 1os vectores u = (0,2); Vv

partir del origen)

A partir del extremo de w traza rectas (punteadas)

(1,0) v w = (5,4)

jal]

le

las a los vectores u y v hasta cortar los ejes cartesia--

nos (¥ e Y)

Identifica con la letra P; el intersecto en X y con P
Y

intersecto de Y.

—

Traza los vectores 0P, vy OP.

Escribe OP; en términcs de v; es decir OP; = bv;
ficeo)

. :_\ Lo ) —_ _ —_
Escribe OP, en términos de u; es decir 0P, =

—

Escribe w en términos de u y v; es decir: w = au +

{del gr&afico)

a2 . —_— —_—
Toma otro SCCR en R con su referencia (0,e,,e
ma escala.

Traza los vectores u = (2,1}); v = (1,3) y w

Il

1

tir del oriagen)

-

direccil

n

Prolonga con lineas vpunteadas la

tores u y v e identificalas con D y D', respectivame

A partir adsl extremo de w traza rectas (punteadas)
- - = =
les a lcs vecteres u y v i cortar las rectas punt

aE, (del

el

ar

| An

(8,9) (a par

s de los wvec-

te.



Identifica con la letra Pj

intersecto de D!

—

Traza los vectores OP,

Mide las longitudes de los vec

- = .- - — —
Escribe 0P, en té&rminos de u;

- g _—
Escribe 0P, en

Escribe w en términocs

Y Gﬁz

. - —
términos de v;

de uy v; e

113

intersecto en D y con Pz el
. — —_— —_— —_—
teres u, v, OP; v OP,

- . f— -
es decir 0OP; = au

- —
es decir OP, = bv

il . - - N =
s decir: w = au + bv

talgue se corten

hasta

aiagonal de dicho paralelogramo

. ' -
i =" f]

| ! - - /
Y /
‘ou' Vo
| ', 7 /
. — !
| 1 W !

u / /

I‘ _." Jf

[ / = vl ot
|/ by v

. .
+ bv

rectas

en las

construir un

2 bu

—
I
W3

paralelas a los vectores u y v,

se logra,

trazando a

preolongaciones de los vect

0O

-
paralelogramo en donde w es

(ve

scar los escalares a vy b de

o

-

-
res u

la
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Dados los vectores u = (2,1); v = (1,3) y W==L8,9); en-—--
cuentra algebraicamente los valores de a y b que satisfa-
cen la expresién: au + bv = w

Compara estos resultados con los gue cbtuviste en forma gréfica

cSon los mismos resultados? si no

¢Qué concluyes?

.Y —_ —_
Dados los vectores v, = (2,3); vz = (4,-2) y vy = (-2,13);
encuentra algebraicamente los valores de a y b gue satis-
. —_ Y Y
facen la expresidn: av; + bv,; = vj
Trata de resolverlo grédficamente
Compara resultados

¢Qué concluyes?

COMENTARIO:

Algebraicamente los valores de a y b se encuentran simul

taneando ecuaciones

EXPOSICION: COMBINACION LINEAL

Sean U \Y% v dos vectores gue pertenecen a un espacio vec

torial V‘y sea a,b dos escalares (Fig. 2.45)

\%

b=--3/2

FIG. No. 2.45
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— —_ —_—
Por definicidn de V; el vector au, el vector bv y el vec-

tor au + bv, pertenecen a Vv

' —_
Def.:; Se dice gue un vector w es una combinacibén lineal -
2.9 . .
de dos vectores u,v.si y solamente si, existe al me

nos dos escalares a, b tales que:

—_— — -_—
w = au + bv

<

De acid en adelante; el Espacio vectorial es el conjun-—-

—_

y v:

ch

to de combinacicnes lineales de vectores

V=1{weV / Ja € IR, b £ IR; w = au + bv}

VECTORES LINEALMENTE INDEPENDIENTES

ACTIVIDAD 2.11
Objetivos
Que el estudiante:

a) Identifique vectores linealmente dependientes e indepen-
dientes.

b) Diferencie los vectores linealmente dependientes con in-
dependientes

c) De los gré&ficos realizados, obtengan conclusiones.
PROCEDIMIENTO:

Primera Parte

- Toma un plano (cuadriculado)
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—_ —-—
Determina un SCCR de R con su referencia (0, e,, e,) en -

una escala adecuada

Traza los vectores u = (2,-3) y v = (-4,6)
; — _— . . .. .
¢Estan los vectores u, v en una misma direccidn? s1 -
no

Mide las longitudes de los vectores u y v

-— —
Escribe el vector v en terminos de u

<l

en terminos de

&

Escribe el vector
Efectta gr&ficamente o con pares ordenados: 2u + Vv

iCu&l es el resultado?

EfectGa gré&ficamente o con pares ordenados: 3u + 3/2v y
2u + (-21)

éCu&l es el resultado?

¢Qué concluyes?

ESPOSICION: VECTORES LINEALMENTE DEPENDIENTES

- - — - - . - - -
Si dos vectores u, Vv tienen una misma direccidn; uno de
ellos se puede escribir en té&rminos del otro; es decir

— —_
u = Av; con i un nfmero real (escalar)

DEFINICION 2. 10

Se dice gue dos vectores G, v de un Espacio Vectorial v
son Linealmente Dependientes (L.D.) si y solamente si

au + bv = 0
puede lograrse con escalares en donde al menos uno es no

nuio.
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Segunda Parte

Toma otro SCCR (R?) con su referencia (Q, e,, e, y la -
misma escala anterior.

Traza los vectores u = (4,2) vy v = (3,7)

el

- - . .
Estan los vectores y v en la misma direccién? si -

no

- -
Puede escribir el vector u en termincs de v? si no
* S1 tu respuesta es si; ¢cbmo la representas?
¢Seré& posible encontrar deos nlimeros reales cualesguiera
s A - o A
a, b diferentes de cero, para gue au + bv = 0? si -

no

* S1 tu respuesta es si; cuales son esos nlimeros?
Para gue valores de a, b se puede dar la relacién

. ) —_ =
au + bv = 07?7

EXPOSICION: VECTORES LINEALMENTE INDEPENDIENTES

DEFINICION 2.11

. —_ . -
Se dice cue dos vectores u, v de un Espacio vectorial V
son Linealmente Independientes (L.I) si y solamente si,
toda igualdad:

au + bv = 0

It
(@)

en la gue a v b son dos escalares; implica cue: a =b
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EJEMPLO;

; N
Consideremos dos vectores del espacio R%: e, = (1,0} ¥y

e, = (0,1)

—_

- —
Sean a y b dos escalares tales cgue: ae; + bhe, =

ol

Luego: a(l,0) + b(0,1) = (0,0);

l (2,0) + (0, bl (0,0)

Entonces: (a, Db) (0,0) vy resulta que:
a=0yb=20

+ e, y e, son linealmente independiente

ESPACIO GENERADO POR UN CONJUNTC DE VECTORES
ACTIVIDAD 2.12

Objetivos

Que el estudiante:

a) Identifigue gue los vectores gl = (1,0) vy e. = (0,1) -

—_

generan el espacio V.

b

b) Descubra gue son infinitcocs los vectores gue generan V
PROCEDIMIENTO :

e.).

—_—
- Toma un SCCR en R? con su referencia (0, e,, e,

- Traza los vectores g; = (1,0}); gz = (6,1) vy v = (4,5) --

(a2 partir del origen).

h

ficamente la combinacibn de v en términos

Qn
¥

- Representa gr
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de e, v €,.
- - - . -_ —_
Escribe vy en términos de e; y e,.
A partir del origen traza otro vector w = (-3,4)
Escribe w en términos de e, y e,.
Haz la representacidn gré&fica.

cQué concluyes?

Toma un nuevo SCCR en R? con su referencia (0, é,, e;) 3%
la misma escala.
Traza los vectores e, = (1,0} y e2 = (0,1)
A partir del origen traza un vector v cualquiera y asigna
le componentes a y b; es decir v = (a,b)
- - P . - -
Escriba v en términos de e; y ez.
Haz la representacidn gréafica.

cQué concluyes?

-— -—A —
¢Llegd a la expresidn: v = ae; + be;? si no

. \ - - .
Crees que cualguier vector v de R? se puede escribir como

combinacibén lineal de e; y e€3,? si no

¢Qué concluyes?




EXPOSICION: ESPACIO GENERADO POR UN CONJUNTC DE VECTORES

|
Consideremos los dos vectores del Espacio Vectorial V

e, = (1,0) y e, = (0,1)
Para todo vector v = (a,b) de T se
tiene: TR i (a,b)
N 2 i
vV o= (alb) {
v |
!
= (a,0) + (0,b) T . |
- [
= a(1,0) + b(0,1) IV i

-~ -~ -~ | & ae,
v = ae, + be,

.

- -
Como v es una combinacidn lineal de e, y e, entonces los

— — —
vectores e,, e, engendran el Espacio Vectorial V.

2

DEFINICION 2.12

..
Si todo vector de V es una combinacién lineal de los --

vectores 31, Ez se dice gue estos vectores ENGENDRAN \

EXPOSICION:  BASE DE UN ESPACIO VECTORIAL V

e -

Sean i, j dos vectores pertenecientes a un espacilo vec-—

torial V

DEFINICION 2.313

|
N e e de 3 oar |
Se dice qgue los vectores (i,j) forman una base de V si |
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-_

y solamente si los vectores i, j "engengran” V y son 11

nealmente independientes.

Para simplificar la escritura, una base (i, j) se desig

— —

na por la letra §; los vectores 1 y Jj son respectivamen

te llamados: primero y segundo vector de la base R.

EJEMPLO:

Se verificé que e; = (1,0) y @2 = (0,1) del espacio vec
torial R? engendran R? y que son linealmente independien

tes; entonces resulta gque el par de vectores (éﬁ, ?2) -

forman una base del espacio vectorial R?, esta base es -

2

llamada: "Base Canénica'" de R-.

EXPOSICION: DESCOMPOSICION Dt UN VECTOR EN UNA BASE g = (i,g}

=

Sean i, j dos vectores fijos gue no tengan igual direc—-

cidn (Fig. 2.46).
i

Todo vector v del plano se puede escribir: vV = ai + bj

= ’I-—.‘
f af

FIG. No. 2.46
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EJERCICIOS 2.6

1.

- S — = . 2 -
Se dan tres vectores u, v, w del Espacio Vect. R°, de--

cir dentro de los casos siguientes si el vector u es -

= S

una combinacidn lineal de los vectores v y w.

i) U= (2,3 v o= (1,-2) ¥ w o= (2,1)
ii) U = (2,-5) v o= (1,1) y w o= (-3,2)
iii) w = (3,2) V= (V5 - 2,1) v wo= (1,75 + 2)
Sea E un Espacio Vect. con una base (EJ, gz); demostrar

=

—_ —
que para todo escalar a el vector (e,, ae, + e,) es una

base de E.

Probar que los dos vectores del Espacio Vect. R%:

u = (1,-2) y v = (-3,4) engendran RZ.

O N . -
Si u, v son dos vectores linealmente independientes de

—
un Espacio Vect. E probar que:

. —_ —_ - —_ - —_
i) u' = u + v N V' =u - v )

» son linealmente
ii) T = 28 + 39 v T o= 0+ 2;} independientes.

Probar gue los dos vectores del Esp. Vect. R?; forman -

una base en R?

a) 1 = (1,3) y 3 = (-3,1)
b) i = (1,1) v 5 = (1,-1)
C) 1= (21_1) Y :} = (—213)



BARICENTRO

ACTIVIDAD 2.13

Objetivos

Que el estudiante:
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1) Descubra el centro de masa de un cuerpo

2) Identifique el centro de masa de un sistema formado por

una barra con dos pesos en sus extremos

3) Identificue el centro de masa

de dos puntos.

PROCEDIMIENTO :

Primera Parte

i) En

(gravedad)

(graficamente)

el siguiente diagrama se muestra una barra de 10 cm.

de longitud con pesos en sus extremos de 2 kg.

algebraicamente

{L‘ 10 cm. ﬁ}
P, Pz
e ©
Pl: 2 Kg Pz= 2 Kg
De los casos gue se muestran a continuacidn:
oo —
P, 3cm: ¥ 7 cm. P,
T 4T
i X0 1
DI p L ,
P = 2Kg. Tt S P =2Kg ’
| G
, PJ‘ Scm 1 gF‘z !
by — D
Pl =2 Kg. el e PZ T 2 Kg.
‘ G
i L S e O -
| P,r 6cm 1 4 cm. APZ
' g e g W
o O= —= - —0)
| A= zKg - - Pp= 2Ke.
i

FIG. Neo. 2.47




Cué&l debe ser la adecuada colocacién del punto de Apovo G

para que la barra no se mueva?

Identifica mo £;, la longitud de P a G v como {; la lon-
gitud de G a P,

Efectia en los casos dacos: a) b) c¢); los productos de -
los pesos p; con las distancias ﬁi de los extremos al pun

to de apoyo G. ¢Qué concluyes? (D

Para cada caso realiza la suma vectorial de p; GF; con

—_— -
pz GP,; Qué concluyes? (@

Relaciona los resultados obtenidos en @ y en (@ del 1i

e

m

ral b) -¢Qué€ concluyes?

cCémo es el vector GP, con respecto al vector GF, en el -

literal b}?

A gué es igual el resultado de la suma p; GP; + p, GP, -

del literal b)?

I

COMENTARIO: |
En la Fig. 2.47 el punto de apoyc que se localiza para
cue la barra no se mueva, se le denomina: EBARRICENTRO.

(Fisicamente se le llama: centro de masa) -

e T g g, - ———'J.
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De los casos gue se muestra a continuacidn:

| |
P f———4.5cm ‘Tt( 4Sem————> p,.

O— D
IKg, n‘w—g&aw ZKQ-

I G
B 6cm.*——"‘] P,
- T
03— -
R
1 K 2Kg

6 FIG.No 2.48

- Cuidl cebe ser la adecuada colocacidn del punto de apoyo G

para gue la barra no se mueva?

- Identifica como {; la longitud de P; a G y como {, la lon
gitud de G a P

- Efectia en los casos dados a), b), c¢); los productos de -
los pesos p, con las longitudes £i de los extremos al pun
to de apovo G.

P

- ¢En gué literal a) b) & c¢) los resultados fueron iguales?

@

- (Qué concluyes?

- Para cada caso a), b) y c) realiza la suma vectorial de -
—_a —_—
p; GP; con p; GP,

- ¢En gué caso tu resultado es el vector cero? @)

- ¢Qué concluyes?

- Relaciona el resultadoc obtenido en Q) y en (&) ; —-¢Qué -

?

-]

Conc

n

oy
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- De @) en que caso pid; - p2dy, = 07?

* Las siguientes instrucciones son para el literal c)

- ¢Es la longitud de P; a G dos tercios (2/3) de la longi--
tud de la barra? si no

- ¢Es la longitud de P, a G un tercio (1/3) de la longitud

de la barra? si no

- ¢Existe relacidn entre las sumas de los pesos (1 + 2 = 3)
y las partes en que se divide la barra (3 partes

= 2/3 + 1/3), para encontrar G? si no

- Determina esa relacidn para cualgquier peso

—_—

COMENTARIO:

En‘general el punto G entre dos puntos p, Yy P, con pesos
P, Y p,, respectivamente; se encuentra al establecer la

relacién plaﬁl + p2§§2 = 0.

Para no confundir peso (p) con Punto (P), se usan minfis-—
culas y mayfisculas, respectivamente; adem&s cada punto -
tiene su peso; por lo tanto se asocian como pares ordena
dos asi: (P, p)

Ejemplo; (con vectores)

i) Si P; =P, =1 ii) Si Py =1 y Pz = 2
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(P 1) G (Pa, 1)

(Pl,l) G (PZIZ)

Segunda Parte

- Toma un plano (cuadriculado)
~ Define un sistema de coordenadas rectangulares (R?)
. . S S
- Determina su referencia (0, e;, e2)
- Ubica los puntos P;(2,6) y P,(8,2)
- Traza un segmento de recta de P; a P
- Asingale a cada punto un mismo paso (p = 1); es decir

(Py, 1) ¥y (P2, 1).

- Encuentra el Baricentro G de los puntos Py y P, (punto me

dio en este caso).

- Determina las coordenadas de G,

- Vefifica con pares oxrdenados que @fl + @?2 =0
Si se le asigna a los puntos P; y P: el mismo peso (p
es decir (P;, 5) y (P2, 5).

- Encuentra el Baricentro G' de los puntos P; y P,

- Determina las coordenadas de G'

- Verifica que SETfG + SEsz =0

- Son las coordenadas de G igual a las de G'?

- Qué concluyes?
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COMENTARIO:

En el plano cartesianc la notacién simbblica (Punto, Pe
so) es decir (P,p) puede dar lugar a confusién; por lo

tanto esta notacibén se especifica asi; por ejemplo:

(P,, 5) = ((2,6),5) y (P,,1) = ((8,2),1). En general pa
ra un punto P(xX,y) Yy un pero p se tiene que:

(P,p) = ((=,y),p)

En el mismo plano ubica los puntos A(5,1) y B(3,5)
Asingnale a cada punto peso unco (p = 1)
Encuentra algebraicamente el baricentro G de los puntos

A y B.

Ayuda: Supdne que G(x,y) y a través de la expresidn

_

GA + GB = 0 encuentra las coordenadas x e Yy

Verificalo gr&ficamente.

El Baricentro encontrado, ¢tiene las coordenadas (4,3)7?
sl no

En el mismo plano o en otro ubica los puntos C(-4,7) y
D(5,1) .

Asignale al punto C peso 1 y al punto D peso 2; es decir

(¢,1) y (D,2)
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Encuentra algebraicamente el baricentro G de los puntos C

y D.

Ayuda: usa la expresién 1GC + 2GD = 01

Verificalo graficamente.

EXPOSICION: BARICENTRO ENTRE DOS PUNTOS PONDERADOS

Sea R? el sistema de coordenadas cartesianas rectangula
res (SCCR) en un plano 7w, con su referencia (0, EJ, EZ);
se llamard punto "ponderado" al par (P,a) en donde P es
un punto de R? y o un nfimero real, llamado coeficiente o

"peso" de P.

PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO P,P:

Sean P, y P; dos puntos de R? gue tienen la misma ponde-
raciébn. El punto medio del segmento P:P: es el baricentro
G ae los puntos P; y P, que se define asi:

oGP, + oGP, = 0; « # O ©)

—=

Gp, + Gp, =

o}

; sia=1
AGn m&s, al escoger un origen 0 arbitrario se tiene que:

—_— N —_
0G = 1/2(0P, + OP,) Ver Fig. 2.49
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De la figura se tiene:

(P,=) G (P, =) —_ —_ N
GP, = GO + 0P; y
N — —_
GP2 = GO + OP;
Ademas de (@ se tiene:
G.E?J + CX_G_P\.Z = 6
Luego: «(GO +0P,) +a(GO +0P,) =0
o] 2@6\ +0_le +®\2 = ﬁ
FIG. No. 2.49 -~ 0G = 1/2(0P, + OP,)

En particular si 0 se ubica en la posicidn de P, se tiene:

CENTRO DE GRAVEDAD DE DOS PUNTCS CON DIFERENTE PONDERA-
CION

Sean (Pi,o) y (P2,B) dos puntos ponderados. P; y P, son -

de R? v «,P son ntmeros reales.

Si o + B # 0, entonces existe un finico punto G tal que:
— —_ -
aGP; + BGP, = 0

Este punto G es llamado "Baricentro” de los puntos P; y

Pa.

AGn mds, al escoger un origen 0 arbitrario se tiene:

R —— a pa— 8 —_—

i) 06 = —% _ 0P, +

: s+ g OF T g+ g OF:

ii) 08 = -+ _ (aOB, + BOB,) 6 iii) OC = OB, + DPi5,

8

jof
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( Py, o1) G

FIG. No. 2.50

b) Adem&s para todo,
_ 1
oG = a + B

a,B e IR

(Pg, A)

a)

(0OP, + BOP3) y

tqg:

De la figura se tiene:
—_— — —_—
GP, = GO + OP,
G_sz '—'-G—O\-FO_P‘z

Si o + B = 1 entonces:

—_

— _
OG = aOP; + ROP:

En particular si 0 se ubi

ca en la posicidn de P,

se tiene:

o + B #¥ 0 prueba que:
que: OG = OP; + BP:P.

BARICENTRO ENTRE TRES PUNTOS

ACTIVIDAD 2.14
Objetivos
Que el estudiante:

a)

b)

Obtenga conclusiones de los gré&ficos realizados

Localice el baricentro entre 3 puntos en forma gréafica
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c) Descubra un procedimiento algebraico, para encontrar el

baricentro de 3 puntos ponderados
PROCEDIMIENTO:

Primera Parte

- Toma un plano (cuadriculado}
- Determina un sistema de coordenadas cartesianas (R?)
- Determina su referencia (0, EJ, ez) vy una escala adecuada
- Ubica los puntos A(-3,3); B(3,6) vy C(6,0)
- Traza segmentos de rectas de A a B, de B a C y de C a A.
- Asigna a cada punto un mismo peso (p = 1) es decir (A,1),
(B,1); (C,1)
- Encuentra el baricentro de los puntos:
i) A y B e identificalo con la letra Gi
ii) B y C e identificalo con la letra G;
iii) C y A e identificalo con la letra G;
- Traza segmentos de rectas desde: G; al punto C; G, al pun
to A y G: al punto B.
- ¢Se cortan los 3 segmentos: GiA; G:A, G3B en un mismo pun

to? si no

- Identifica el punto de interseccibén con la letra G.

- Representa con otro color los vectores: EX, Eg, GC

- Determina las coordenadas de G.

- Suma los vectores EX} CB Y GC (gréaficamente o con pares

ordenados)
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cCu&l es el resultado?

¢Qué concluyes?

COMENTARIO:

Si se tienen 3 puntos no colineales con un mismo peso -
cada punto, su centro de gravedad es el punto donde se

cortan los segmentos de rectas gue se trazan desde cada
punto medio de los lados del tri&ngulo a su vértice -

opuesto.

Ubica en un nuevo SCCR (con la misma escala del gr&fico -
anterior) los puntos: A, B, C, G, Gi, G, vy Gs.

Traza los vectores Gi, 53, ocC Yy oG

Traza el segmento de recta de A a B,

Mide la longitud G;C e identificala como £;

Mide la longitud GC y G;G

Identifica el gr&fico con la letra T

¢Es el segmento GC igual a dos tercios (2/3) de £,?  si

____no

¢Es el segmento G;G igual a un tercio (1/3) de £;? _si

____mno

Segin grédficoc (@) c¢el vector 0G, = 1/2 (§§ + 0OB)? _si
no

o ) —_— — P—
Del grafico (@ c¢el vector GaC = (OC - 0G:)? si no
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- Del grafico (T ¢ser& la relacién OG = 0G, + 1/3G,C (@ 2
si no
- Sustituye en @) las relaciones anteriores y simplifica.

- ¢Lograste llegar a la relacién OG = 1/3(0A + OB + 0C)? -

s1i no

* S1 tu respuesta es si, jfelicidades:. lo lograste!
x S1 tu respuesta es no, sigue trabajando hasta lograrlo.

- ¢Qué concluyes?

Segunda Parte

- Determina un nuevo SCCR, con la misma escala

- Repite nuevamente el procedimientoc anterior hasta la ins-
truccidn;:
"Asigna a cada pupto un mismo peso (p = 1) ---"

- Determina el baricentro de los puntos B y C e idéntifica—
lo con la letra G:.

- Asignale al punto G un peso igual a la suma de los pesos
de B y C.

- Calcula el baricentro de los puntos Gz y A e identificalo

con la letra G.

- ¢(Es el segmento G;G un tercio (1/3) de G2A? si no

- ¢Es el segmento GA dos tercios (2/3) de G2A? si no
- Escribe-la relacidn vectorial de los puntos Gz, G y A, de

tal manera que la suma sea el vector cero (recordar Acti-

vidad ?2.71)
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cQué concluyes?

S1 A tiene peso 1 y G, peso 2, se podr& establecer la re-

lacidn:
¢1/3G2G +2/3GA = 0 6 1/3(G2CG +2GA) = 02 si no

De manera similar encuentra el baricentro de los puntos C
y A e identificalo con la letra G:, el baricentro de los
puntos A y B e identificalo con la letra G;.

Calclila el baricentro de los puntos:

i) Gz y B e identificalo con la letra G

ii) G; y C e identificalo con la letra G

Compara resultados

¢EL1 punto G es el mismo en los 3 casos? si no

cQué concluyes?

Para cada caso escribe la relacidn vectorial, de tal mane

ra gue su resultado sea el vector cero.

COMENTARIO:

El baricentro G de tres puntos ponderados, puede obtener
se sustituyendo dos de ellos por su baricentro G', con -
peso igual a la suma de los pesos de dichos puntos (siem
pre y cuando sea no nula) y calculando enseguida el barx:
centroc de G' con el tercer punto. Por ejemplo, para cal-
cular el baricentro del sistema de puntos: (A,1), (B,3)
vy (C,5); podemos calcular el baricentro G' de (A,1) y -
(B, 3)

y enseguida el baricentrc de (G',4) y (C,5).
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Determina otro SCCR (R®) y defina su referencia (0,3;,32)
Ubica los puntos P;(-2,-2); P,(1,7) v P3(5,1).

Une los puntos con segmentos de rectas,

Asignale a cada punto un peso igual (p = 1)

Encuentra algehraicamente el baricentro G de los puntos -

Ps, P, yv P

(Recuerda: GP; + GP; + GPs = 0)
¢Tiene el punto G las coordenadas (1,2)7? s1 no

Gréficamente encuentra el baricentro de P,,P; y P3 e iaen
tificalo como G'

Determina el par ordenado de G'

¢Tiene G' y G las mismas coordenadas? si no

Qué concluyes?

Ubica los puntos P;3(-2,-2); P2(1,7) y P3(5,1) en otro -
SCCR, con la misma escala

Une los puntos con segmentos de rectas

AsIignale al punto P; peso 2; al punto P; pesc 1 y al pun-
to P3 peso 2

Encuentra algebraicamente el baricentro G de los puntos

ponderados (P, 2); (P, 1) y (Ps3, 2)

Ayuda: 2@1 + 1@2 + 2@?; = _6 ]
cTiene el punto G las coordenadas (1,1)? - si no

Graficamente encuentra el baricentro entre P; y P; e iden

tificalo G,
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Graficamente encuentra el baricentro G' entre G, v Pj
Determina las coordenadas de G!

¢Tienen G' y G las mismas coordenadas? si no

(¢Qué concluyes?

EXPOSICION: BARICENTRO ENTRE TRES PUNTOS PONDERADOS

CENTRO DE GRAVEDAD DE UN TRIANGULO ARC

i) Sean tres puntos A,B,C no alineados de R? que tienen
la misma ponderacidn (a) se llamard centro de grave-
cad G del triadngulo ABC al baricentrc ae los puntos

A,B y C; gue se define por:

Gk + GB + GC = 0

3 3
) GP, =0 siao=1 6 } oGP, =0 si a # 0)
=1 i=1

I
(si P,, P, Ps: son los 3 puntos no alineados,. entonces:|
|
l

]

Alin mds, al escoger un orfigen 0 arbitrario, se tiene:
|
|

OG = 1/3(OR + OB + OC) Ver Fig. 2.51

(B, 1) De la figura 2.5] A' es el -
punto medio de B y C, es de- |
cir se puede reemplazar (B,1)]
y (C,1) por (A',2) luego G -

es el baricentro entre (A',2)

v (A,1); en donde
OC = 1/3(0& + 202')

En particular si O se ubilca

en la posicibn de A, se tienel
.




1i) Sean (A,a); (B,B) y (C,6) tres puntos ponderados -
tal que: ¢ # 6 # 6 en donde: A,B,CeR* y 0,8,6 son

nimeros reales

Sicac+ 8 + 6 # 0; entonces existe un Gnico punto G tal

que:
0GA + BGB + 8GC = 0

AGn mé&s, al escoger un origen 0 arbitrario, se tiene que:

—a 1 — —~ —
= — + +
oG G TE 56 (OA BOB 60C)
Si se hace a + £ + &€ = 1 se tiene que:
-—_—

il

. —~ —_
oG o0A + BOB + 60C

Ademds, si A' es el baricentro entre (B,8) y (C,6), en-

tonces A' es el punto ponderaao:
(', (8 + 9))
Luegc: OC = aOE + (B + 6) O&'

En particular si 0 se ubica en la posicién de A; se tie
ne:

26 = (B + 6) BA'
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BARICENTRO DE 4 PUNTOS

ACTIVIDAD 2.15
Objetives
Que el estudiante:

a) Determine en forma grédfica el baricentro de 4 puntos pon
derados.

b) Trate de generalizar el concepto de baricentro para n -
puntos ponderados

c) Obtenga conclusiones de los gréficos.
PROCEDIMIENTO:
- El siguiente diagrama muestra 4 puntos A,B,C,D; con peso

1 cada uno.

(A,D (B, 1)

(o, 1) (c,1)

— Calcula gréaficamente el baricentro de G de los puntos A&,

B,C ¥y D

[ —_— — —_— —in — |
| Ayuda: GA + GB + GC + GD = O
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Encuentra el baricentro de los puntos A y B e identifica-
lo con la letra G;
Encuentra el baricentro de los puntos C y D e identifica-
lo con la letra G»

cQué pesos se les asigna a G; v a G,?

Determina el baricentro de los puntos (Gi, 2) y (G, 2) e
identificalo con la letra G'

¢Es el punto G' el mismo G?  si  no

Si tu respuesta es si; tienes buen c&lculo

Traza diagonales en el diagrama; ¢es el punto de intersec

cidén el mismo punto G'? si no

¢Crees gue va encontrate una forma sencilla de ubicar el

baricentro? si no

COMENTARIO:

Siempre gque sean paralelos dos a dos los segmentos de un

cuadrilatero y los pesos sean lguales en sus 4 puntos, -

el baricentro se ubicar& al intersectar las diagonales -

del cuadrilatero.

Rlgebraica y gr&dficeamente, encuentra el baricentro de los
puntos: A{2,4); B{(-2,-2); C(6,-2) y D(10,4); compara re-

sultados.
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PROPIEDADES DEL BARICENTRO

i)

i1)

Invarianza del baricentro si los pesos se multiplican -

por un escalar:

El baricentro G de n puntos ponderados no cambila si a -
los pesos de dichos puntos lo multiplicamos por un esca
lar no nulo; de tal manera gue se puede establecer la -

sigulente propiedad:

x* 81 A es un nlmero real no nulo, se tiene:

n n
! a,GP, = 0 <=> ] (2a,)GF, =0

i=1 1=1

Opservemos, en particular gue si escogemos A de tal mane

ra que la suma de los nuevos coeficientes, sea igual a 1:

Se puede probar gue: Bar ((Pi,ai))i E[l,n] =
Bar ((P.,xc.)) i s[l,n]si A F 0
1 1

Asociatividad del Baricentro

£l baricentro G de n puntos ponderaaos puede obtenerse
sustituyendo varios de ellos, por su baricentro G' con
pesc igual a la suma de los pesos de dichos puntos; en
donde la suma de &stos pesos es no nula, v calculando -

al final el baricentro G con los demés puntos restantes
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EXPOSICION: BARICENTRO PARA n PUNTOS

Llamaremos punto ponderado al par (P,a) formado por un pun

to P de R® y un real o llamado coeficiente o peso de P,
Y

Consideremos una familia finita “PJ;QH,(Pz,Qﬂ,...GB,@nD
de n puntos ponderados (n >1); denotemos a la familia
((Py,a)) 1 e[1,n] como la familia de pares.

DEFINICION DE BARICENTRO PARA n PUNTOS:

Sea ((Pi,ui)) i e[l,n] una familia de puntos ponderados;
n
x« Si ] o, # 0, existe un Gnico punto G talque
i=1] n L
] «.GP, =0 ‘
. 1 i
i=1

AGn més, siendo 0 un punto cualesguiera de R?, se tiene:

—= 1 - — == .
oG = o1 * G, T...¥ o (c.;0P; + 0,0P, +...+ o.nOPn) O
n
S 1 n ——
0G = — .Z aiOPi] @
X o 1=1

Este punto G es llamado baricentro de la familia
((Pi,ai))i E[l,n] 0 simplemente baricentro de los puntos

Py, P ..., P

nt

Se denota:

G = Bar((P.,a.))1 E[l,n]
1

)
i

afectados de los coeficientes a31,082,...,C

n
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y el baricentro G',

Esta propiedad es llamada la Asociatividad del baricentro,
y se define asi:
* Sea ((P,,¢;))ie[1,n] una familia de puntos ponderados

Supongamos que existe una parte J de [l,nj (J # ¢ vy

J # [1,n]) tal que:
) o, # 0. Tomando K = [1,n] - J se tiene:
iej
n

} @GP, = 0 <=> } a. GP. + ] o GP, =0
£

. . 1 1 .
1=1 1€d 1eK

de la expresién () si se reemplaza 0 por G v G por G' en -

donde G' = Bar((Pi,ai))i £J; se tiene:
—_— l —_—
GG' = ——— () a.GP.)
el R 1 1
. ai 1ed
ieJd
entonces:

J o,GP, = 0 <=> (J a,) G&' + J o, GP, =70
. 1 1 . 1 . 1 1
i=1 1eJd igkK

llamada: Zsocilatividad de Baricentro para n puntos.
EJERCICIOCS: 2.7

1) Encuentra el baricentro de los puntos: (Elgebraica y gré

ficamente)



(A, )
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a) C(-3,1) v D(y,6) con sus pesos 2 y 3, respectivamente
b) E(9,0 Yy F(1,8) con sus pesos 3 y 1, respectivamente
c) H(3,2) e I(7,4) con pesos iguales de 2,

Encuentra el baricentro de los puntos: (Algebraica y gra
ricamente)

a) A(6,-3); B(-3,0) y C(3,3); con P = 1 cada punto

b) D(4,2); E(-1,5) y F(3,8): con P = 2 cada punto

Encuentra el baricentro (gr&ficamente) de los siguientes

diagramas:
o~ O @ O
2 Ka. 2 Kg. 3 Kg. 2 Kg.

{(B,1}

(c, 11} (A, 2)



(c, 1)
(B ,1)
(D,
{(1,2) (J,2)
(A1)
(L2} (K, 2)
(N, 1)
(M, 1)
{o, 1)

(u, 1)

(v, 1)
(P, 1N

(W, 1) (X, 1)
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CAPITULO TT1I

PRODUCTO  ESCALAR

INTRODUCCION AL PRODUCTO ESCALAR

ACTIVIDAD 3.1
Objetivos
Que el estudiante:

a) Descubra el procedimiento de multiplicar escalarmente dos vec
tores.

b) Descubra gue el producto escalar de dos vectores, es un nlmero
real.

c) Obtenga conclusiones de los gr&ficos
PROCEDIMIENTO:

Primera Parte

En la Figura 3.1 se muestra un SCCR con una escala de: 1:10 cm ¥
una semicircunferencia con radio uno (1)
- Determina los pares ordenados de los puntos A,C,F y H
—_—n —_— . —_—
- Traza los vecotes OA, 0OC, OFr y OH
== == == . -
- Proyecta los vectores OC, OF, OH scbre el vector OA

R—

Preocyectar un vector v scbre el vector OA; significa trazar una

perpendicular desde el extremoc del vector V; sobre el vector -

t

CA © su proloncgacildén (-0Z) v se identifica: EIO:CTV (la proyec
£ —_

s - . — : _ il
cibn del vector v sobre el vector

£
ltq.
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~ Traza los vectores proyectados: Proyaﬁai, Proyaaaﬁ, -

Proyazﬁﬁ (todos en el eje x). Identifica el extremo del -

vector Proy6256, con la letra K,

Ay
1

1 1
| ®

|
| |
© \ ’ l! IT
AL |
_ A\ | z
| NE
| | TN |
| | T\ C
5 | LN L [ S
R ] ] ~
| |
|

:_.,L”/1 FIG.No.3.1
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- Determina la longitud de cada yector proyectado (de acuer
do a la escala) por ejemplo, si la longitud de un vector
proyectado es 8 cm., entonces su longitud es Q,8 de acuer
do a la escala.

- Efectfia el producto de la Norma del vector OA ([OA| = 1)
por la norma del vector proy6z56; es decir:

|oallproygz0C| = 21 @
- Mide el &ngulo entre el vector OR Yy OC e identificalo co-

mo ©

COMENTARIO:

Seglin el grafico la figura OCK es un tri&ngulo rectdngu g

lo y por trigonomometria el lado OK se define también:

|
s I
|ocl. cos 6 !
|

- ¢Es el vector OK igual al vector Proy6356? si no
- Si HProy6356H = |OC| Cos 6; ¢de gue otra manera puedes es

cribir @ ?

- Desarrolla |OA| ||OC| Cos 6 e identificalo como P,
- ¢Es igual P; con P,? si no

- ¢Qué concluyes?

- Efectfia el producto de la norma del vector OA por la nor-
ma del vector Proy6£6ﬁ; e identificalo como Ps; (este va--

lor se tomar& negativo, porque el vector Proy6§5§ estéd so
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bre el vector -OA o su prolongacién)

- Mide el &ngulo entre los vectores oA y OH e identificalo
como a

- Desarrolla: |OA| - |OH| Cos.a e identificalo como P,

- ¢Es igual P3; con P,? si no

- ¢Qué concluyes?

—_ —AL — —_ R .
- Traza los vectores OB, 0D, OE, OM, ON y haz lo mismo que
se hizo con el vector OC

- Que relacibn encuentras en los resultados de los produc--

tos de la norma del vector OA (|OA| = 1) con los vectores
OB oD =308
ProyOA B, ProyOAO I e ey ProyOA

- ¢({Qué concluyes?

- Traza los vectores OC, 0I, 0J, 00 y haz lo mismo que se -
hizo con el vector OH
- ¢Qué relacibn encuentras en estos resultados?

- ¢Qué concluyes?

Segunda Parte

- Toma un plano cuadriculado (milimetrado)

- Determina un SCCR en R?

- Determina—su referencia (0,31,32)-c0n una escala de—1l: —-
1l cm.

- A partir del punto (0,1) traza los vectores U = (4,2) y

v = (6,0)

- Mide el &ngulo entre Uy v e identiffcalo como 8
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Proyecta el vector u sobre el vector v

Traza el vector Proy;ﬁ

Mide la longitud de los vectores Vv y Proy;ﬁ

Efectia el producto de la norma de V por la norma de
Proy;ﬁ e identificalo como £,

Mide la longitud del yector u

Desarrolla HGH ”GH Cos 6 e identificalo como £,

¢Es £; igual a £,7? si no

¢Fue tu resultado en los dos casos 24?  si no

Si utilizamos las componentes de los vectores = (4,2) y
vV = (6,0) ¢de gué manera podemos relacionar las componen-—

tes, para obtener 247?

Descubre otra operacibén que relacione las primeras y las
segundas componentes; insiste y lo lograrés

Determina otro SCCR en R?

Define su referencia (0,31,32) con una escala de 1: 1 cm
A partir del punto (3,1) traza los vectores v = (4,0) y -
u = (-2,4)

Mide el &angulo entre a Yy V e identificalo como
Proyecta el vector u sobre el vector v (prolongacibén del
vector —G)

Traza el vector Proy;ﬁ

Mide las longitudes de los vectores U, V ¥y Proyvﬁ

-

Efectfia el producto: |V] “Proy;uﬂ e identificalo con la -

letra £3 (valor negativo)
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- Desarrolla: |v| [|u| Cos ¢ e identificalo como £,
- ¢Es £; igual a £47? si no

- ¢Fue tu resultado -87 si no
- Relacionando las componentes de los pares de los vectores
a Yy ?, obtiene el valor de -8,

- Es 1lbgico que suma y resta no pueden ser, porqgue su resul

tado es otro vector; probemos con la multiplicacidn:

(4,0) y (-2,4) 4x0 + (-2x4) = 0 + (~-8) = -8 hien

4x (-2) + (0x4) = -8 + 0

-8 que pasa?

16 No

(4 x4) + (0x-2) =16 + 0
Analicemos el caso anterior

(4,2) y (6,0) (4 x2) + (6x0) =8+ 0 =18; No

(4 x6) + (2x0) 24 + 0

24; &1

(4 x0) + (2 x6) 0 + 12 12; No

- ¢Qué concluyes?

En la Fig. 3.2, se tienen 3 gr&ficos:; efectfia en cada unoc -

de ellos el producto escalar:

a) Usando normas

b) Usando pares ordenados

Nota: compara resultados,.
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7 i
6
sR. —
\\ V/
4 N
\ T /)//
AY
3| = N
u
2
v ! T v
-6 -5 -4 -3 -2 | Q i 2 3 q j+ 6 7 8 9 10
-1
—_ -2 [
u | |
FIG. No.3.2
Comentario:

Sean 1 Yy v dos vectores, seglin Fig. 3.3 el producto escalar
(llamado asi, porque su resultado es un escalar) de dos vec
tores 0.V lo denotamos: |u] |V] Cos 6 (en este orden) si 6
es el &ngulo entre el vector a Vv V; por el momento tienes -
una idea de como realizar esta operacibn, utilizando pares

ordenados; mas adelante se te confirmaré.

<|

]

proys V 9.v = |0 |v] cos 6 este

FIG. No. 3.3 orden es importante .




EXPOSICION: PRODUCTO ESCALAR ¢ PRODUCTO PUNTO

Sea R? un SCCR en un plano 1, con su referencia (0,1i,7j)

y sea G el espacio vectorial definido sobre R;
Definicidén 3.1:

Sean ﬁ, vV dos vectores no nulos del Espacio Vectorial T;
el producto de dos vectores a por ¥ llamado producto PUN
TO o producto escalar, es un escalar denotado por q.v A%

definido por:
9.v = |9 |[v] cose 6 u.v = |u] HProyGGH

Donde 6 es el &nguloc entre a Y Vv, adem&s 0° < 8 <
Podemos recordar que |u] es la longitud del vector u
Note que el resultado de multiplicar escalarmente dos -

vectores no resulta otro vector; sino un nimero real.

como ||u| escalar, ||[v| escalar y Cos @ es un escalar, en
tonces:

-_ } —A
[ul |v] Cos &, es un escalar
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Observaciones directas:

1) Si & = 0° el producto escalar es: u.v = |u]}v] Cos 0°

<l

Pero Cos 0° = 1 luego u.v = |u]|V| o simplemente

u.v = uv
2) Si 8 = 90° el producto escalar es: u.v = |u|[V] Cos90°
Pero Cos 90° = 0 luego: u.v = |u]|v](0)
es decir:
u.v =0

PROPIEDADES DEL PRODUCTO ESCALAR

ACTIVIDAD 3.2
Objetivos
Que el estudiante:

a) Descubra la propiedad conmutativa en el producto punto -
de dos vectores, algebraicamente

b) Descubra la propiedad distribuitiva del producto escalar
sobre la suma de dos vectores

c) Obtenga conclusicnes de los gré&ficos
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PROCEDIMIENTO:

Primera Parte

—

* En la siguiente Figura, se ilustran dos vectores ﬁ, v; si
proyectamos u sobre v (v es el lado fijol, entonces el &an
gulo es §; si proyectamos vV sobre u (0 es el lado fijo),

entonces el &ngulo es (-8). Ver Fig. 3.4

FIG. No. 3.4

- Proyecta U sobre v

- Traza el vector Proy;ﬁ

- Determina el &ngulo formado por a v ¥, e identificalo co-
mo ©

- Efectfia el producto escalar de u.y

- ¢Es u.y = [g]|¥] cos €2 si no

- Proyecta ¥ sobre u
- Traza el vector Proy—=¥
- - - -
- Determina el &ngulo formado por v y u, e identificalo co-

mo -6
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- Efectlia el producto de v.a

- ¢Es v.u = |v}fu| cos (-8)? ___si __ no
COMENTARIO:
En trigonometria se te demostrard que: Cos 6§ = Cos (-8)
Se tiene: u.v = |Uf[¥] Cos e @
v: v.0 = |v][Q] cos (-8)
Ademés:
H?Hﬂﬁn = || |v| Conmutatividad en los nfimeros reales
v Cos 6 = Cos (-9)
Luego: v.u = |u|[v| cos 8 @ .
de O v &) concluimos que: u.v = ?.SJ

Esta propiedad se dice que el producto escalar es conmuta-

tivo. -

Ilustracidn geométrica de la propiedad conmutativa del -

producto escalar.

Si Proy;ﬁ = [,

PIO}’GV = £ Y
A - — A
v.u = u.v entonces:
N
N - —
¥ [Vihes] = [3ble:l 6
1 N
~N
f ~
~N
[ 3 Simplemente:
— ¥

FIG.No. 3.5 |
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Segunda Parte

- Determina otro SCCR en R?

- Define su referencia (0,5,?) con una escala de 1: 1 cm,

- Ubica los puntos P(1,1), Q(3,4), R(7,5), K(3,1) y T(7,1)
S$(9,1) (soclo las letras)

- Traza los vectores 56, §§, ﬁﬁ

- Traza el vector ?6 + ﬁﬁ

- Identifica los vectores: PQ = u, QR = w, PS = Vv, PR = U +Ww

- Proyecta el vector U sobre el vector v

- Traza el vector Proyectado Proy;u

- ¢Es el vector PK = Proy;u? s1 no

- Mide 1la longitud del vector PK y PS

- Efect@ia el producte de las normas de los vectores PK Yy PS
() B&[ | PS])

- Identifica este resultado como £;

- Proyecta el vector w sobre el vector v

—_—

—
- ¢Es el vector Proy;w = KT

J

si no

- Traza el vector Proyectado Proy;@

- Mide la longitud del vector KT Yy BS

- Efectfia el producto de las normas de los vectores KT hY PS
(1%T] | 8]

- Identifica este resultado como £:

- Efectfia la suma de L, con £,

- Provecta el vector PR sobre el vector v



Traza el vector Proyectado PrOY$§§

¢Es el vector Proye;PR = PT? si no

Mide la longitud de los vectores ?f‘y BS

EfectlGa el producto de las normas de los vectores PT A BS
(2] [ Ps))

Identifica este resultado como £;

¢Es £y = L = £,7 si no

-_—

—_ —_ — - e
¢Se puede escribir: v.(u + w}) = v.u + v.w? si no

-~ ¢Qué concluyes?

Verifica la relacidn anterior, utilizandc pares ordenados

para efectuar el producto punto.

COMENTARIO: l

Se establece del gr&fico anterior gue el producto punto

se distribuye sobre la suma de vectores.
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EXPOSICION: PROPIEDAD DISTRIBUTIVA DEL PRODUCTO ESCALAR

|
Para teodeo u, v, w del espacio vectorial V y analizando -

la FPig. 3.6 se tiene:

entonces:

V.(U + W) = OV.(0U + UW)
= OV.OW

= |6V} | proy=0i|

= OV.OM

= OV(OL + IM) FIG.No. 3.6 |

= OV.QOL + OV.LM (distributividad en los ntme-
ros reales)

= |G| | proy=00] + |BV]|Proy=TW |

= OV.0U + OV.OW

W

<l
=
+
E}
I
<}
cl
+
<

<l
=1
T
z
It
<
ol
v
“
=
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POSICIONES RELATIVAS DE LOS VECTORES Y EL PRODUCTO ESCALAR

ACTIVIDAD 3,3
Objetivos
Que el estudiante;

a) Descubra algunas propledades del producto escalar
b) Descubhra que estas propiedades se relacionan con las dis
tintas posicicnes gue pueden tener dos vectores

c) Obtengan conclusicnes de los graficos
PROCEDIMIENTO:

- Toma un plano cuadriculado (milimetrado)

- Determina un SCCR en R?

- Define su referencia (O,E,?) con una escala 1: 1 cm

- Ubica los puntos A(2,1), B(7,1}, C(2,5), D(-1,4) vy E(5,3)
- Traza los vectores Eﬁ, K@, Kﬁ, AE

- A partir de A traza el vector AT = (4,1)

- Efect@a el producto AB.AT

- ¢Cudl es el &ngulo entre el vector AB y AT?

—

—- Proyecta el vector AE sobre el vector AB
- Traza el t Proy-—=AE
raza vector Proyz=
- Efect@ia el producto escalar de los vectores: AE, AE
- ¢Es este resultado positivo? si no

- Mide el &ngulo entre el vector AE y AR

- (Es este &angulc menor gue 90° y mayor gue 0°°? sSi no
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—_—

—_—
- Proyecta el vector AC sobre el vector AB

- ¢(Cuél es la norma del vector Proyfﬁﬁé?

- Efectfia el producto escalar de BB con AC

- ¢Cuél es tu resultadao?

- Mide el &ngulo entre los vectores AB y AC
- ¢Es este angulo igual a 90°? si no
- Proyvecta el vector AD sobre el vector AB

- Traza el vector ProyK§K§

- Efectfia el producto escalar de AB con AD

- (ks este resultado negativo? si no

—_—

- Mide el &ngulo entre los vectores AB y AD
- ¢Es este &ngulo mayor de 20° y menor de 180°? si

no

COMENTARIO:

Dependiendo de las posiciones relativas de los vectores;
el producto escalar tiene caracteristicas especificas,
asi:

—= - P - -
Sean u y v dos vectores no nulds de un Espacio Vectorial
— \ . —_ — .
V y sea & el &ngulo entre los vectores u y v; se tienen i
las sigulentes propiliedades:

1) Si & = 0° entonces u,v = |u]|¥|

- O

2) Si 0 < 6 < 90° entonces u.v = |u||v] Cos &6; (positivo)

—_—— e e e e e e e e e o — = — e
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______________________________ -
3) Si @ = 90° entonces u.y = 0
4) Si 90° < & < 180° entonces u.v = |4||¥| Cos 6; (nega-
tivo)

En general [

U.v > 0 si 0 < 8 < 90°
3.y = 0 si e = 9¢C° |
u.v < 0 si 90° < & < 180°

PROPIEDADES DEL PRODUCTO ESCALAR

ACTIVIDAD 3.4
Objetivos
Que el estudiante:

a} Descuhra algunas propledades del producto punto entre -—-
dos vectores

b} Obtenga conclusiones preliminares

PROCEDIMIENTO :

- Determina un SCCR en R?

- Define su referencia (O,E,;) con una escala de 1:; 1 cm

- A partir del punto (2,1) traza los vectores u = (3.0) Yy
v = (0,4)

- Efectla el producto T.v

- ¢Cuél es el resultado?
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- ¢Qué concluyes?

- Efectfia el producto u.u

- Cu&l es el resultado?

- ¢Se podr& escribir u.u = u®? si no

- ¢Qué concluves?

-_—
con v?

=l

- ¢Qué &ngulo forma

con u?

el

- ¢(Qué &ngulo forma

—_ — =
- ¢Existir& alglin caso que u.u sea negativo? si no

- ¢(Cuéndo es gue u.u es cero?

PRODUCTO ESCALAR CON PARES ORDENADOS

ACTIVIDAD 3.5
Objetives
Que el estudiante:

a) Deduzca el resultado del producto escalar de dos vecto—-
res, usandc pares ordenados

b) Compare resultados obtenides antericrmente
PROCEDIMIENTO :

En la siguiente Figura, se tiene dos grdaficos con los vecto

—

res u y v en cada caso,
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lo,b}

(e, d) - Alc,d)
/ 3 S
vV p _\'T“/.r l
/’/
!/// P |
I i I
l U (a0}
L FIG.No.3.7

- En el primer gr&fico proyecta el vector v sobre u
- Traza el vector Proyﬁv

- Determina las coordenadas del vector ProyE?

- (Es Proyﬁv = c? s1 no

| e .
- ¢Es luﬁ = a?z Shi no

—

- Efectfia el producto escalar de u por v (u.v)

- ¢Es el resultado, ac? si no
- Se puede decir que: ¢u.v = (a,o).(c,d) = ac? si no
_ i | —_ —
- En el segundo grafico provecta el vector v sobre u
—
- Traza el vector Proyﬁv
- Determina las coordenadas del vector Prova
- ¢Es Proygv = ar si  no
- ¢Es |u| = b? si no
- Efectla el productoc escalar de u.v
- ¢Es el resultado, bd? si no
- Se puede decir gue: ¢t.v = (o,b).(c,d) = bdr si no

- ¢Qué concluyes?
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COMENTARIO:

- . . . , .y —_

En la siguiente Figura, se tienen a los vectores uy v;

. . . —_ - —_ — —_
definidos de tal manera gue u = u, + U, Yy V = V; + V3;
en donde u; es la proyeccién de u sobre el eje x y u, es

A

—_
la proyeccidén de u sobre el eje y; lo mismo con v

FIG, No. 3.8

~ A = _ — —
Al efectuar u.v = (u; + u,). (v, + Vv,;) y como el producto
es~alar se distribuye schre la suma, se tiene:
- - = — . -
u.v = (u; + u.) (v, + v,]

BN - — — . S Y
= u,v,; + u,v. + u,v; + U,V,

o ———r L
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De la Fig. 3.8 se tiene que:

Ui.vi = ac (por grafico 1; fig. 3.7)
u;.ve = 0 (por ser perpendiculares) f
U>,.v; = 0 (por ser perpendiculares)
u;.v, = bd (por gréfico 2; fig. 3.7)

.V = ac + bd

ol

EXPOSICION: PRODUCTO ESCALAR CON PARES ORDENADOS

DEFINICION 3.2

— —n
Llamaremos producto escalar de dos vectores uy v de -

coordenadas respectivas (x,,v:) Y (X2,¥2) en una base

£ = (i,3) del planc vectorial R%al nfimero real G.?, asi

U.v = X1z + yi1ys

T N NI S SIS

PROPIEDADES:

— —
1) Se tiene que si el &ngulo entre uy v es de 90° entonces:

tn
=

=1
<l

—_— —A -_—
u.v = 0; es aecir: u i v si y solamente = 0 y re




2)

4)
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Adem&s: 1.V = X1Xz + yiyz: = X2X31 + Y2y1 = V.U

el

. . _ —_—
lo gque implica que; u.v = v,

Esta propiedad nos dice gque el producto escalar es conmu

tativo,
Sean u; = (X3,y1); Uz = (%X2,vV2) y w = (x',y') en una ba-
—T'-—X
se B = (i,7)
ST = v 4w 1 oo - I ) 1 R [
u;.w = x)x' + yi1y Y UaW = X»x' 4+ yay © gue implica
ague:
uy.w o+ uz.w o = (X1 + x2)x' 4+ (yy T y2)y' @
También: (u; + U2).w = (X, + X5, Vv; + yvo2).(x',y")
= (x, + x,)x' + (y, +y)y' @

de () y (@ se tiene: |[(U; + Uz).W = Uiw + U,w

Propiecad distribuitiva del producto escalar sohre la su

ma de vectores.

Para todo vector u de coordenzdas (x,v) en una base

&£ = (i,3j) se tiene:

a

= u.u = (vx + yy) = x? +y

- - " a7 I 2 —
Lo gue implica gue: (u)° = |u|° (recordar Def. de norma)
Yy resulta entonces, de las propiedades de la norma de un

vector, gue:



1) v ueV: ()2 > 0

—_

2) (W)? = 0 s y solo si u

DEFINICION 3.3

Llamaremos cuaarado escalar de un vector

i (1) ? al producto escalar de los vectores

—

! (u) - = u.u

168

Recordar gue:

La distancia de AB de dos puntos A y B del planoc R® es tal

gue:
aB = |EB|

Por consiguiente:

['(z?B>2=|

APLICACIONES DEL PRODUCTO ESCALAR

Kﬁﬂz — ABéW

ACTIVIDAD 3.6
OCbjetivos

Que el estudiante

a) Verifique las distintas aplicaciones cue tiene el produc

to escalar
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b) Deduzca sobre su utilidad en geometria
PROCEDIMIENTO:

Esta actividad se caracteriza por la construccidn de una se

rie de gré&ficos; para cada uno de ellos, utiliza un SCCR en

—_

2 -_—

R a2 una escala de 1: 1 cm y una referencia de (0,1, 3)

- En un SCCR ubica los puntos A(1,4), B(5,0) y C(6,5)

- Une los puntos A,B,C con segmentos de rectas

- Determina el punto medio del segmento AB e identificalo -
como M

- Traza el vector MC

- Multiplica escalarmente el vector MC por AR

- ¢Cudl es tu resultado?

- ¢Mide los lados del trid&ngulo

- (Qué tipo de trié&ngulc es?

- ¢Qué concluyes?

- En otro SCCR, ubica los puntos A(1,1); B(5,2) y C(3,5)

- Traza el tridngulo ABC

- Determina el punto medio del segmentc AC e identificalo -
como M

- Traza el vector MB

- Multiplica escalarmente el vector ME por AC

- ¢Es tu resultado diferente de cero? s1 no

- Mide los lados del tri&ngulo

- ¢Qué tipo de tri&ngulo es?
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cQué concluyes?

En otro SCCR, ubica los puntos A(1,3), B{(3,1), C(7,3)L y -
D(5,5)

Traza el paralelogramo ABCD

Traza las diagonales del paralelogramo e identifica su in
tersecto con la letra P

Traza los vectores PD Y pC

Efectlia el producto escalar PD.BPC

¢Es el resultado diferente de cero? si no

¢Qué concluyes?

En otro SCCR, ubica los puntos A(2,1), B(5,2), C(4,5) y -
D(1,4)

Traza los segmentos de rectas de A a B, de B a C, de C a
Dy de D a A

¢Qué tipo de figura es?

Traza las diagcnales e identifica su intersecto con la le
tra O
.
Traza los vectores 0OC y OB
Efectlia el producto escalar 0OC.OB
(Es el resultado diferente de cero? si no

¢Qué concluyes?

En otro SCCR, ubica los puntos E(1,1), F(4,2), G(5,5) y -
H(2,4)

Traza

'_1
Q
[0)]
i
(1
|Q\
1
(T
=3
rl
O
wn
jon
D
=
()]
0
o+
]
n
Qj
()]
™
i}
1y
[oN]
M
+
o)}
()
jol}
)
(0]
[l

Hy de H a E
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cQué tipo de figura es?

Traza las diagonales e identifica su intersecto con la le
tra P
—_
Traza los vectores PG y PF
Efect@ia PG.PF

¢Es el resultado diferente de cero? si no

¢Qué concluyes?

En otro SCCR, ubica el punto C(2,1)

Traza una circunferencia con centro en el punto C y radio
5.

Ubica los puntos a(-3,1), B(7,1), D(6,4), E(-1,5), F(2,-4)
Traza el segmento de recta AB

Traza los vectores EK, 5§, Eﬁ, fﬁ, fﬁ, FB

Determina las coordenadas de los vectores Bﬁ, bﬁ, EA, EE,
FL y FB

Efectia el productc escalar DA.BD

cEs el resultado diferente de cero? si no

mmIsaw: 00

Mide el &ngulo entre el vector DA y DB

;CQué tipo de tridngu

et
|~

o es la figura ADB?
Efectlia el producto escalar EA.EB

(Es el resultado diferente de cero? s1 no

Mide el &ngulo entre el vector EA y EB

¢Qué tipo de trid&ngulc es la figura AEB?

Efectlia el producto escalar de FA.FE
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—

el &dngulo entre el vector FA y

tipo de trié&ngulo es la figura AFB?

los puntos A2 y B los extremos de un difmetro? si

¢Existe alguna relacidén comfln en los 3 casos? si

no

iCrees gque si tomas otro punto P cualguiera de la circun-

—A —

ferencia y trazas los vectores PA, PB, é&éstos forman angu-

lo rectc ? si no

dQué concluyes?

COMENTARIO:

un tridngulo ABC, si trazamos un segmento de rec

desde el punto & al puntec medio (M) del secmento

BC, se tiene:

1)

II- En

donde

Si MA.BC = Q, entonces

ro o Isosceles, si los

—
M4 (=

; entonce

un

cuadrilétero ABCD con AB//CD vy BC//AD

se trazan diagonales AC y

el trié&ngulo es Equilate

lados iguales son AB y AC

es un tridnguloc con 3 la-

en

m

BD,

Se
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2) Si KE.EB # O entonces el cuadril&terc es un par

| s

lelogramo ¢ un rectdngulo ‘
|
|

III- En una circunferencia, los vectores gue sSe trazan

de un puntce P cualguiera a los extremos del dié&me

tro A y B forman un angulo recto; es decir: '

CARACTERISTICAS DEL PRODUCTO ESCALAR

ACTIVIDAD 3.7
Objetivos
Que el estudiante:

a) Descubra algunas caracterfsticas del producto escalar

b} Obtenga conclusiones de los graficos

1

c) Infiera sobre otras caracteristicas
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PROCEDIMIENTO:

- Determina un SCCR en R?

A
- Define su referencia (0,1i,j) con una escala de 1; 1 cm

- & partir del punto (1,1) traza los vectores u = (4,0}, -

— —

v = {(3,4) v 2u = (8&,0)

—_ ) -

- Proyecta el vector v sobre u (o sobre 2u)
- Traza el vector proyectado Prova
- Efectfia u.v e identificalo como L,
- Multiplica 2 x {i e identificalc como £:
- ¢Se puede representar 2(u.v) = £;? si  no

— - . e =N .= - -
- Efectfia (2u).v e igentificalo como L;
- ¢Es L5 = £,? si no

- . [ . -— — .

- ¢SE puede representar 2(u.v) = (2u).v? si no

- (Qué concluyes?

R ]

COMENTARIO: '

Del grafico se interpreta la propiedad del productc es-

0

calar de dos vectores asocociados a un nfimerc real, asi:

[

_.._.
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| EXPOSICION: PROPIEDAD ASOCIATIVA TDEL PROPUCTO ESCALAR

L 144

—_ —_—
Para todo u,v del espacio vectorial V y para todo "a

gue pertenece a los nimeros reales y analizando la figu |

ra siguiente, se tiene:

—_

T = el ;s

1%) (au).v = ﬂau[hPr03auV[
- [agl] 2l
(au) .v = aul @

- ST, ._\_l 3
22}y a(u.v) = a“uLhProvaL /

|

Il
o
£l
~
PN

alu.v) = auf | | — |

‘ |

- de @ y (@) se tiene gue: i Ne 310 |
| - e |
; (au) .v = a(u.v)’ .

|

| 1
| - |

CONSECUENCIAS:
Como el producto escalar es conmutativo , entoces:

__\ /] — 9 —_ —_ -
1) Ya ¢ R, ¥u c¢R°, ¥v ¢R° u.{av) = a{u.v)
2) ¥Ya,b R, ¥u eR?, ¥v eR® (au).(bv) = ab(u.v)

en donde;

i) Sia=0yb=203; 0.0=0
ii) Sia=1yb=20:1.0=0

ft
wn
»
ot}

i
(@]
<
o

Il
[
ol
<l

il
=
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iv) Sia=-1y b=21:; (-ul.v=-(u,v)

v) si 1y b= -1: U.(~v)l = -(Q.%)

o))
I

vi) Si

o
i

-1y b=-1: (-0).(-v) = u.v

EXPOSICION: PLANO VECTORIAL EUCLIDIANO

PLANO Y PLANO VECTORIAL EUCLIDIANO

El producto escalar:

. L N N L . §
-0 (u,v) vvvs u.v

Es una aplicacién del producto cartesiano R? sobre R gue posee

las propiedades siguientes, en donde a v b son dos reales cual
L . — —

. —_ —= i -
qulera y u, u;, 4z, Vv, v;, vz vectores cualguiera:

—_ — - -— — N —
1<) (U + uz).v = U;.v + Us.V
~ — - _a,
(au) .v = alu.v) :
—a — I

42y (W? > 0

Generalmente llamamos producto escalar de R° a toda aplicacibn

de R® sobre R que [ osee estas propicedades.

1

Un plano R* y un plano vectorial R® zsociados, se dice gque es

’_l
0
(1“
9]
1
Q
R
H
21}
l_l
2]
hS]
0]
]
r
an
(o)}
)
it
Al
Q
0]

EUCLIDIANO si y solamente si el plan

= -

de un producto escalar

(Un espacio Vectorial V se dice gue es EUCLIDIAZNO s1 entre sus
: 4 |

. I 11 SN - SO - L DU I - e A i TN IO~ +
vectores estqa aerinlido una operacidbn llamada: pacaucioe ecicatanl;
—~ PR Toapies  aiemen s i m S o - g A 3
gue cunmple 1as proplecaces: A1=., <™., 7., 42 )

SR PN e e - =

e L CENTRAL |

amml 1NTEG
b= ) . EL nalvanBR L

| ety EANMIDAD =L
| m 1 R




FVDEFINICION 3.4

Dos vectores (no nulos), se dice gue son ORTOGONALES sI y solo

si, su producto escalar es igual a

cero,

—_

O sea u

Vo=

0

DEFINICION 3.5

Se llama MODULO de un vector u al nimero real:

u=iﬁ|=_‘

que es real y positivo; (Frop. 4a,) vy

es

Consideremos un espacio vectorial
_a - — —_ -
tor v es de la ferma: v = x1 + yjJ

pacio vectorial.

{(Antericrmente hemos visto gue se

I

Por lo tantoc escojamos una £
condiciones:

(e1)? = 1,(82)% = 1

Eucl
sien

cero para

R
1 VEESORES

tienen infinitas bases)

v e;.-22 = 0

Las bases gue cumplen estas condiciones,

{ver Fig. 3.11)

e
= .
yez| Vv ol
| -
7
- S ——é}!L-"_./__L — = —

se llaman: OFIC

F1G.

No. 3.

- 4l

(e;,ez) talgue se cumplan las -

—~ T
0 M

NORMETES

a ortogonal
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EJERCICIOS 3.1
- > = :
1) Sea u = (x,y) en la base £ = (i,j) del »lano vectecrial -
R? (Fig. 3.1.1)
. _ — —=
i) Calcular el producto escalar u.i y u.j
1i) Determinar el conjunto D de vectores de u, tales que;
—_— -_— -_— . ¥
u.il = u.Jj
|
| —a
Vilm=— —— — == 7 U =X, Y)
Pl
| ,"/ !
- r
1
I
- [
)t |
1
!
] X
FiG. No. 3.1.1
2) Dbemostrar la relacifn de Lagrange, en donde para cuatro
nGmeros reales cualesguiera: x,y,x',v':
{33! » '\7')2 + (:T| — v 'Y 2 . a4 ,.f.) [ ' ‘-|2
{ > + v %Y yx'1T o= (%7 o+ ¥ {x yv'T)
3) Sean u,v dos vectores del plano vectorial R? en una base
5= (i,3)
Demcstrar gue: |u.v| < |[ul|Vv] (utilice el ejercicio 2 -
de 3.1)
Llamaremos de Cauchy-Schwarz
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—

4) Demostrar que |u.v| = |u||V] sf y solamente si los vecto

-

res u y Vv son linealmente dependientes
- — —_— N
5) Sean u;, u,;, v tres vectores, demostrar cue:

—_ — — —_ —_
(uy-us)l.v = Uy .V - Uz.V



CAPITULO IV
APLICACIONES DEL PRODUCTO ESCALAR

CUADRADO ESCALAR DE LA SUMA Y LA DIFERENCIA DE DOS VECTORES

Y APLICACIONES

ACTIVID2D 4.1
Objetivos
Que el estudiante:

a) Descubra ciertas caracteristicas del producto escalar de
dos vectores, para el cuedradc escalar de la suma y dife

rencia.

y escalar,

@]

c) Verifigue algunas aplicacienes del product

d} Induzca el procedimiento para concluir en Teoremas.

Cuadrade escalas de £a suma ¢ La difenencda de dos vectores

En la siguiente Figura se tienen

(

o =

coordena
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Utilizando pares ordenadces calcula:

i) u® = u.u
ii) vS o= v.v
iii) u.v
- Utilizandec pares ordenados calcula:
+ V)
- los resultados anteriores
- ¢Crees establecer algquna rezlzcidn de w® en funcién de u?,
Vi oY u.v? si no
- ¢Cual es esa relacion?
- ¢Tiene algun parecide con leos nimeros reales este resulta
do? si no
- ¢Qué concluyes? B

EXPOSICION: CUADRADC ESCALAR DE LA SUMA (DIFERENCIA)

— — - - . -~ . |
Scan vy v dos vectores de un plano vectorial R (Fig.

o



[
w
o

Re tiene gue: (n Vi=(u+vE=+v ]

~+-
«t

plicando ley distributiva en el producto sobre la suma se tiene:

e
-
<
i
A
+
<
c
+
&
+
<
<

Por la ley conmutativa en el proaucto

~Y

| Luegc: (U + V)% = (u)? + 2u.v + (v)* (1)

Sea afin w.v = Z[|ju + v|? fal* - | v]?]
2) Y come u.v = i.a'll v Cos € ; U<:€;
1| M1 2 1= 2 | ¥ ] T O Ve fa P - ;
luego ||w]|* = ||g]* + [[v]* + 2|9||v] Ces & (llamada ley de

3) Para los vectores u 'y -v se verifica:

+20.(=V) + (V)% = (\W)% - 2U.¥ + vE

— — A — A — -

) : Ty ot Ve (E)

[
T
&
[
c
M
=
o
1
=
R
H
[
N
1
[e]
C

- Toma un SCCR en R° (papel cuadriculado)
- De su referencia (0,1i,7) v une escala de 1: 1 cm
- Ubica lcs= puntes A2(1,5), B(2,1) v C(6,1}
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Traza los vectores AB, AC, y el segmento de recta BC

183

/
ETJ T | o
bWl oo
| =
)]
|
O +h
o
1l W0
o
l s
4]
n
b))

CB vy

t

5 .
+ AC = 2AT

Determina el punto medio de BC e identificalo como I, tra
za el vector AI
- - —= z - = .
Realiza (AB - AC)“ e identificalc como £,
Mide |BC| y calcula |[BC|? = £,
¢Son £, y L£; iguales? si no; cporgué?
Realiza (AB + AC)® e identificalo como [,
Mide ||AI| y calcula 4]|AI|? e identificalo como £,
é¢son Ly y £y iguales?  si no; ¢por gué?
¢Es £y + Ls = £2 + [,7? si no; ¢por gué?
Mide ||ZB||? e identificalo comc £
Mide |AC|? e identificalo como [
AP - Ly 2 i
¢Es Ly + Ly = j(LZ + £y)7? si  no
Expresa con vectores (Norma) la expresidn anterior
¢Qué concluyes?
EXPOSICION: TEOREMA 1: AB® + AC* 2R1% + %CBZ ‘
Sean A,B,C tres puntos de un planc R”, y sea I el punto
i
medic de los puntos B,C (Fig. 4.3) |
! |
™~ . 5
3 tiene:
|



(AB - AC)?2

Il

F¥Lo que implic;_é;;;
| Pero;

| (3B + AQ)2 = (ZB)2 + (E)? + 2:B.a¢ (D) vy
; (3B - 2C)% = (BB)? + (AC1? - 2aB.AC (2)

! Si sumamos (:) con (Z) y usando (:) tenemos
2(BB) 2 + 2(AC)? = (CB)? + (2RI)Z

Cs decir:

(CB)? y (BB + A0)* = (25107 (3)

L e I CB e
jmE e+ gaee = 2Pl oy
© simplemente:
|
| . 1
aB® + AC® = 2m17 + 3 CB? O
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TEOREMA I:

A, B, C son tres puntos del plano R® e I es el punto me

dio de los dos puntos B y C, entonces se da la igualdad:

Tercer@_ﬁg te

Aplicacién del teorema 1

Una aplicacidén muy importante es la siguiente
* Sea ABC un trifngulo y sea I el punto medio

AC se cemostrara gue el tridnculo ABC es re

0



a1
2

especifico, para después generalizar.

Toma un SCCR en R® (papel cuadriculado)

Define su referencia (0,1,j) y una escala de 1: 1 cn

Ubica los puntos A(3,6) B(1,2) y C(11,2)
Traza los segmentos AB, BC y Chi
Determina el punto medio (I) de B y C

Traza el segmento AI

185

si y solamente si: AI = %BC; primero plantearemos un caso -

Mide el &ngulo <::§§ e identificalo como ©
cEs 6 = 90°7 si no

Mide el segmento BC

Mide el segmento AI

(Es AT = %BC?

(Qué tipo de trié&ngulo es?

Ubica el punto D{9,-2)

Traza punteados los segmentos BD, CD, ID
cQué tipo de figura es?

¢Es BC una diagonal? ~___si1  no

¢Es AD otra diagonal? ~ si no

¢Es BC = aAD? = si  no

;Se pusede afirmar que AI = %BC? si no




+_|
(o6}

o

EXPOSICION:

APLICACION DEL TEQREMA 1

Sea un triangulc ABC y sea I el punto medioc de BC (Fig.

4.4) se dice que el tridnoulo 2BC es recténgulo en A si

y solamente s

[ Luego:
| i 3
| 2RI + %—BCL

T =

Pocr otra g=rt

I .
1

c? (

> f

1
f’B

T

~
~

e, sl

AB? + AC? = 2aI%* + = BC?

y cue el tri&nguloc ABC es rectéan

gulo en & si y solamente si:

eorema de

o
/ i
/ ™~
// "\ 2
B 2 N L U \_~. c
1
F1G. No. 4.4
i TR
AL = j-Bh, entonces
a
2B* + AC® = 2mI® + 5 BC? (Teorema Il

1l
o
@]
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Cuarta Parte

Conjunto de puntos M ztales gue: MA®* + MB® = k
Toma otro SCCR en R? (papel milimetrado)
Define su referencia (0,1 3) y una escala 1: 1 cm

Ubica los puntos A(0,1), B(4,1) y M(5,5) (solo las letras)
Traza el tridngulo AMB
Determina el punto Medio de AB e identificalo como I

Traza el szgmento MI

Haciendo uso del papel milimetrado y del Teorema de Pité-
goras, determina el valor de MA®, MB?

Desarrolla MA? + MB? e identificalo como k-

Traza una circunferencia con centro en I y radic MI

Ubica el punto M; (-3,4)

Traza el tri&ngulo AM;B

Determina el valor de M A®, M;R?

Efectia M:A%? + M,B? e identificalo como k;

¢Es k; igual a k2?2 1 no

Ubica el punto M; (2,-4)

Traza el tri&ngulo AM,B

Determina el valor de M,A? vy M,RB?

Efectfia M.a? + M;B? e identifficalo como ks

¢Es ks = ke = ky? =i no

iSon M, M;, M:; puntos de la circunferencia? Si ne
Identifica el conjunto de puntos M de la circunferencia -
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Con la letra C

cQué concluyes?

Identifica como k los valores ki, k2, k:z, etc.

Identifica como M todos los puntos de la circunferencila

¢Se podra establecer la re
no

Determina los valores AB®, MI?, M,I?, M.I?

S 2 1 .- . .. .
i) 2MI< + 5 AB- e identificalo ccomo k.
- 2 1 2 e C e ;
ii) 2MaI° + 5 ABT e identificalo como ki
. 4o 1 .2 - -
iii) 2M;I- + 5 AB® e identificalo como kg
cEs ky, = kg = kg? si no

Si M es cualguiler punto de la circunferencila; ¢se podré -

escribir:

AB‘ = k, si no

cCémo escribirfas MI? en funcién del segmento AB y el va-
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EXPOSICION: CONJUNTO DE PUNTOS M TALES QUE: MA? + MB® = k

Sean A, B dos puntos del plano R%, k un nfmero real y C

el conjunto de puntos M del plano R® talque:

MB® + MR? =k ®

Y sea I el punto medic de ios puntos A y B {(Fig. 4.5) se

5}

(Teorema I)

en donde resulta gue si M cC

entonces 2MI? + 2R? = k (ver @& )

1
2

luego:
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Si hacemos X AB?) entonces: M es el elemento

del conjunto € si y solamente si: MI® = K

Tres casos son entonces posib

et
rp
4]
igo)
m
" 1
ol
=

i) K < 0
i La igualdad MI? = K no se verifica para ningfin pun

to M y por lo tanto el conjunto es vacid [C = ¢

)
[£S]

=]
m
A
D
[
-t
(=]

La igualdad MI® = K s ifica para un sclo punto

]

e en 1

I
-
H
—

(:,'3

I; es decir (

0
0
H
<
f ~
m

amar circunfe

rencla de centro I y radio nulo). '

32) K > 0

La igualdad MI® = K es entonces verificable para un
punto M si y solamente si MI = vK (el conjuntc -
es una cilrcunferencia de centro I y radio YK

1

r

A y B son dos puntos del plano R v k es un namero reai,
el conjunto de puntos M del plano R? talgue:

Ma? + MBT = k

Si es no vacio, es la circunfersncia cuyo
punto medioc de A v B cuyoc radic r estad definido por:
] 1 5
2 =l i s 2
r = f'\-‘- b ‘2 AE“)

e == = = e e i Pty et —poe e b




Quinta Parte

Conjuntos de punitos M falfgue MA,MB

k

Una aplicacidn muy importante se tiene:

"Sean A y E dos puntos del plano R?, determina el nitmero
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real k de manera gue el conjunto de puntos M talcue
Mz + MB® = k

sea la circunferencia de diametro [A,B}
- Toma un SCCR en R* (papel cuadriculado)
- Define su referencia (0,1,3j) con una escala de 1: 1 cm.
~ Ubica 1los puntos I (3, -1), M(6,3)
- Traza una circunferencia de centro I y radio MI(5 cm)
- Ubica los puntcs C(0,-1) y D(6,-1)
- Traza el segmento CD
~ Traza los vectores MC y MD

— o . i — pa—— 2
- Efectia el prcducto escalar MC.MD
- ¢Es el resultado mavor gue cero? si no; ¢cémo es?
- Ubica los puntos A(-2,-1) y B(&,-1)
- Traza el segmento AB.

s —_— —_

- Traza los vectocres Mz y MB

= - = R e d
- Efectlia =21 producto escalar HA.MB
- ¢(Es este resultado mayor cus cero? si no; é¢cémo -

es?
- Ubica los puntos E(-5,-1) y F(11,-1)
i = B (F TRAL i
| BIBLIOTEC

(YEEEY

oAD DF



Traza el segmento EF

——

—_—
Traza los vectores ME v MF

<

&3]

fectla el producto escalar ME,MF

¢Es este resultado mayor gue cero?

si
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¢Qué concluyes?

Para el siguiente ané&lisis, toma el triangulo AMB

Del grafico serd: MA - MB = BA? si no
Verificalo con pares gue MA - MBE = EBA

Desarrolla el cuadrado de cada miembro de la igualdad an-

tericr.
Escribe MA.ME en funcidn de los otros
. —_ o
¢Llegd a la expresibn MA.MB = 1/2(MA°
si no

* 51 tu respuesta es NO, sigue, hasta

Sustituye (E) en la expr=sion <§ , €

M~r L MB

Luego multiplica la igualdad por 2.
Seguidamente suma en ambos miembros
¢Es tu resultado MA? + MB® = 2£ + ARB?

daciendo uso del Teorema 11, seréd cie

si no
.- [ = (02 K - g
s L = 51 noe e r =
cQuiere decir que K = AR?? E&

de



si no

- ¢Fue tu resultado final

- ¢Qué concluyes?

En el mismo Teorema II es el radio:

Sustituve kg@ en la expresidn anterior

er? 1/2(k
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-1/2 AB*

)

~
o
r

COMENTARIO:
Es 16gico pensar cue el

- % T

AMB forma un tr

cando el Teorema de Pitag

y simplifica
r = 1/2 AB? si no
- ]
|
) |

I, i)
{1
a
oo
}_.J
)
A
@]
2
on
L)
\Q
(&
0
M
bz |
2
=y
b3

EXPOSICION: CONJUNTO DE PUNTCS M TALQUE MA.MB = &

» B y B dos puntos del Plano R?,

£ un nfmero

del plano, talque:

- - . e ——t
b ene: B4 = MR - ME ——
= R Ty 2
= W 4 P S ‘;D)
N 2 4 tm o SR
= (MA)? + (MB)? - 2AM.MB

real y C



{ circunferencia de centro I
radio positive r definido
r- = £ +

Un caso particular es, si

194

(puntc medic de A y B) y de
por:

1/4 RB*  (Fig. 4.6}

L = Q;

el conjunto ( es la cir

cunferencia de centro I (punto medic de A y B) y de ra—-
: dio:
‘ r = 1/2AB (Fig. 4.7)
i que es la circunferencia de diémetro | A,B]
4
|
FIG. Ne¢. 4.6 FIG. Ng. 4.7
. S I o ——
TECREMAR IIT !
5 e 2 - 5 e '
A y B son dos puntos del planc R°, el conjuntoc de puntos
M de un plano R* talqgue: :
’ . - !
| MR.ME = 0 es la circunferencia de di&metro | A,B|
[ C d



- Determina su reiferencia (0,1,7j) con una escala ce 1: 1 cm.

- Ubica los puntos A(-3,2), B(7,2) y C(3,10}.

=
H

83

™

o]

s
O

mn

<

(M)

0

rt
0]

=

)

9

o
o

b

el
@

1
law}
H
O

bt
m
0
g
o
’_l
0
-
k\
}_)
g
(@]
n
~
H
()
m
‘_I
=
[l
(1
+
9
[n]
i
o

e
- Mide el &ngulo entre AC y ZB e identificalo como &€
- Traza el vectcr Proy-=AC

de las longitudes de los vectores AB y

1
L=
=
=
o8

Mide el &ngulo entre AB y AC e identificalo comc o

- Mide las longitudes de lecs vectores Y Proy—=AB
(A
~ Efecta el producto AC.LE =
‘ o = ]
- ¢Son los resultados: AC.AB y AE.AC iguales? 51 no
- cOuEe o -)IlL_A_-L'::-Y:—_—S?
- Determine el punto medic entre los puntos B y C e identi-



Traza una circunferencia con centro en I y radioc IB

cOué puntos toca la circunferencia?

(Como garantizas que la circunferencia pasa por los pun--

tos extremos de los vectores Proy;zAC ¥ ProyEGZE?

fi-

S8
—h

éQué elementos de la circunferencia observas en el gr

co?

EXPOSICION: TEOREMA TV ‘

En la siguiente figura se ilustra un Teorema muy Iimpor-
tante de cuerdas y secantes, de una circunferencia uti-
lizando la propiedad conmutativa del producto =scalar y

el Teorema III.

1%) Por el Teorema III:
M y N son puntos de la cir
cunferencila, porgue:
NU.NV = 0 y MUO.MV = 0

con difZmetro [U,V]

va u.v = G.G, es decir
1T Proy=y]| = [3]]Prov-i] |
| | £33 ‘ | 25l

FIG. No. 4.8
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TEOREMA IV

"El producto de la secante OU por ON es igual al produc

to de la secanto OV por OM",

En donde O: punto comiin de las secantes OU y OV

[U,V]: Diémetro
NU y MV: cuerdas de la circunferencia

C: centro de la circunferencia

Septima Parte

Apficacién del Teorema 111

- Toma un SCCR en R?

- Define su

- Ubica los

- Traza los

—_

referencia (0,i,j) en una escala 1: 1 cm
puntos A(1,6), B(2,2), C(8,2)

segmentos AB, BC y CA

- Determina el punto medio del segmento BC, e identificalo
como A'
- Traza el segmento AA' (de otro color¥*)

- Traza los

vectores MA, MA' (en el mismo coloxr *)

. - MA
- Mide el &ngulo e<:ﬁg,
- ¢Es €& = 90°? si no

- Calcula ﬁi.ﬁﬂ'

—_ —_—D .
- ¢Es MA MA' = 07 si no
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De acuerdo al Teorema III; ¢serd A y A' extremos del dié&-

metro de una circunferencia? si no

Determina el punto medio entre A y A' e identificalo como

I

Traza la circunferencia de centro en I y radio IA (color

*)

¢Pasa la circunferencia por M?  si ~~ no

La figura con color (x); ¢tiene parecido con la figura -
(4.7) anterior? si no

¢Se aplica el Teorema III en esta actividad? si no

¢Qué concluyes?

EXPOSICION: APLICACION DEL TEOREMA 111

Sea un tridngulo ABC, determinar el conjunto C de puntos
de M de un plano R? talgue:
MA.(MB + MC) = 0

Para todo punto M del plano R? y si A' es el punto medio

de BC (Fig. 4.9) M

Se tiene:
ME + MC = 2MA!

lo gue implica gue:

ME.(ME + MC) = MA. (2MR') @ c
pero MA.(2MA') = 2MA.MA'

y resulta gue un punto M FIG. No. 4.9
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pertenece al conjunto C

si y solamente si:

2(MA.MA') = 0 (de la figura)

Es decir:

[ . N

MA.MA' = 0; el cual es el conjunto

de la circunferencia de didmetro [A,A"]

por @) se tiene que: MA.(MB + MC) = 0

_

PRODUCTO ESCALAR DE LA SUMA DE DOS VECTORES POR SU DIFEREN-

CIA; APLICACIONES
ACTIVIDAD 4.2
Objetivos

Que el estudiante:

a) Usando el producto escalar por pares, descubra la rela--
cién (W + V) (u - v) = (0)? - (V)?

b) Obtenga conclusiones de los gré&ficos

c) Descubra la utilidad gue presta el producto escalar en -
geometria

d) Analice algunas aplicaciones del procducto escalar
PROCEDIMIENTO:

Primera Parte

Producte escalan de £a suma de dos vectores pon su diferencda

=Y ~
En la siguiente Figura se ilustran los vectores u y v, con
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sus respectivas coordenadas (x3,yi1), (x2,y2) y las operacio

-, LN —_ RN
nes u+v y u-v

(X, 1Y, XY, )
(X, Y,)
FIG. No. 4. 10
- Utilizando pares ordenados calcula:
—\2 —
i) u® = u.u
—
ii) ¥v? = v.v )
- Utilizando pares ordenados calcula:
(W + V). (0 - v) = £,
- Simplifica y reordena
- Relaciona estos resultados con los anteriores
. . . =2 ) .
- ¢Existird alguna relacién entre £; y u“, v°? si no

— ¢CuBl es la relacibn?

- ¢Tiene el resultado, algfin parecido con los ntumeros rea--

les? si no

- ¢Qué concluyes?
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EXPOSICION: PRODUCTO ESCALAR DE LA SUMA POR SU DIFERENCIA

-

Sean u y Vv dos vectores del plano R’; efectuando el
producto escalar:
(@ + v).(u - V) se tiene:

Por la ley distributiva del producte escalar sobre la

resta (W + v).(U - V) = (W+ V)u - (W+ V)V

— —_ — 2
- u.v - (v)

+
<l
el

(u) 2

por la conmutatividad del producto escalar implica que:
—— LN
v.u - u.v = 0

en donde finalmente:

W+ V@E-% =@ - (MN? | @2
Segunda Parte
Consecuencia de: (U + v) (4 - v) = u? - v?

- Toma un SCCR en R? (papel milimetrado)

- Define su referencia (0,?};) y una escala de 1: 1 cm
- Ubica los puntos A(1,5), B(2,1) y C(6,1)

- Traza los vectores AB vy AC

- Traza el segmento de recta BC

- Determina el punto medio de BC e identificalo como I

- Traza el vector Zf
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Del diagrama ¢AB + AC = 2AI? si __ no
Del diagrama ¢AB - AC = CB? si no

Calcula 2AI.CB e identificalo como £
Mide | AB| * e identificalo como £
Mide HACH2 e identificalo como {4

cEs ﬂz - £3 = »{i_‘[? si no

Expresa con vectores la expresién anterior

cQué concluvers

SN =

EXPOSIC™ _CUENCIA DE: (W+V@-v) = @2 - W

Es una conse. .. 1a de @)

Sean L .,C tres puntos del plano R® y sean I el punto -

medic e BC (Fig. 4.11)

Entonces por @:} se tiene:

AB?- AC? = (AB)? - (BAC)? A

—_—

‘7B + AC) (AB - AC)

Pero ¢ ig. 4.11 \
se tiene . \
AB + AC = 2B vy que: \
c

Por lo tanto: | AB? - AC? = 2AT.CB FIG. No.4.1I
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Tercera Parte

Aplicaciones de: (U - v)(u + v) = u? - v?

Una aplicacidén muy importante es la siguiente:

Sean A y B puntos del planc R’ y sea I el puntc medio de AB;

para todo punto M del plano R? entonces:

MA.MB = MI? - %ABZ

- Toma un SCCR en R? (papel cuadriculado)

- Define su referencia (O,T,f) y una escala de 1: 1 cm
- Ubica los puntos: A(2,1), M(1,5) y B(6,1)

- Traza los vectores MA, MB y el segmento de AB

- Determina el punto medio de AB e identificalo como I
- Traza el vector MI

- Traza los vectores IA e IB

- Escribe los vectores 1A e Tﬁ en términos de KE (ver dia-—-

grama)
- Calcula MI - %—Kﬁ e identificalo como V;
- ¢(Es MA = v, ? si no

- Calcula MI + %ﬂﬂ§ e identificalo como V,

—_—

- ¢Es MB = v.,? si no

- Calcula ﬁipﬁﬁ e identificalo como £3

- Calcula (MI - %lﬁﬁ).(ﬁf + %—Kﬁ) e identificalo como £,

- ('_ES 4&3 = »‘CL,? si no
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Calcula MIZ, AB?

Desarrolla MI® - %‘-AB2 e identificaloc ccmo £5s

CEs Ly = £, = £5? si no

cQué concluyes?

EXPOSICION: APLICACIONES DE: (W -v)(u+v) = u? - v?

"Sean A y B dos puntos del plano R®° y sea I el punto me
dio de los puntos A,B (Fig. 4.12) Para todo puntc M del
plano R?, se tiene:
MA.MB = MI® - %AB2

* Como I es el punto medio de AB

entonces:

IA = - §'AB e IB = §'AB

(ver Fig. 4.12) M
Ademas:

RN S . U p— S — Y

MA:MI+IA=MI—%A_B‘
ﬁ=ﬁ+ﬁ=ﬁ+%ﬁ

Lo que implica que:

M_A‘.ﬁ:(ﬁ‘—%ﬁ).(ﬁ+%ﬁ) N .
1
= (MD)? - (3 BB)?
FIG. No. 4. |2
- MIZ - 2 ap?
4
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Cuarta Parte

Conjunto de puntos M talfes que: MA® - MB® = k

- Toma un SCCR en R? (papel cuadriculado)

- Define su referencia (O,T,;) Yy una escala de 1: 1 cm
- Ubica los puntos A(-2,2), B(2,2), M(5,6), I(0,2)

- Traza el tridngulo ABM, y el segmento IM

- Calcula |MA|? = MA? y |MB|? = MB?

- Efectfia MA? - MB? e identificalo como £,

~ Ubica el punto M; (5,3)

- Traza el tridngulo ABM,

- Calcula |M;A|? = M;A% vy |[MiB|? = MB?

- Efectfia M;A® - M,;B? e identificalo como £,

- ¢Es £y, = £,? si no

— Ubica el punto M, (5, 2)

- Traza los segmentos AB, AM,;, BM;

- Calcula |M,A|? = M,A? y |M;B|? = M,B?

- Efectfia M,A? - M,B? e identificalo con £5

— ¢Es £, = £57 si no

- Ubica el punto Mj3(5,-2)

- Traza el tridngulo ABMj;

- Calcula |MzA|? = M:a? y |M3B|2 = M;B?

- Efectfia M3;A? - M3;B? e identificalo como £,

- ¢Es 23 = 2,7 si no

- Traza una recta gue pase por los puntos M, M;, M., M; e -
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identificala como L; (de otro color)

- Traza una recta gue pase por los puntos AR e identificala
como Lo

- ¢C6bmo es la recta L; con respecto a la recta L.,?

- ZQué concluyes?

- Identifica con la letra k los resultados £;, L., L3, £,
- Identifica con M cualguier punto de la recta L;

- ¢Se podri escribir: MA? - MB? = k? si no

- ¢Qué concluyes?

EXPOSICION: CONJUNTO DE PUNTOS M TALES QUE: MA® - MB® = k

Sean A, B dos puntos distintos del plano RZ, k un ntGmero
real y L el conjunto de puntos M del plano R* talque:
MA® - MB? = k

Sea I el punto medio de A,B (Fig. 4.13) por la ecuacidn

Q} se tiene gue todo punto M del plano:

MAZ - MB? = 2TM.AB |
Yy resulta qgue: M
Mel <=> 2IM.AB = k

. - — 1
Es decir: IM.AB. = fk
(refiriéndose a la recta AB

-
y con "a" un real no nulo, A T B H
e = L

entonces el vector AB = al

Un punto H de la recta AB FIG. No. 4.13
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talque: IH = tf, (t un real no nulo)
Hel <= TH.ZB = Zk; pero IH.EB = (a1) (1) = at(d)?

A RN W — J_ . k
es decir: IH.AB = at; de donde: at = 7k finalmente t=75

y resulta que existe un punto H de la recta AB y solo uno

gue pertenece al conjunto [ talque: IH = é%—f)

- Para todo punto M del plano R? se tiene: IM = f§-+ﬁﬁ;

—_— % [ . Y.
en donde:; IM.AB = (IH + HM).AB

= TH.AB + BM.AB pero TH.AB = %—k

= %—k + HM.AB ademas IM.AB = %]{
Luego: %—k = %k + AM.AB de donde ‘
HM.AB = 0 |

I |

Finalmente M el <=> HM.AB = O
<=> HM l AB

Si un punto M del plano R? pertenece al conjunto L los

. N ‘
vectores HM y AB son ortogonales; de ac& proviene que el
punto M gue pertenece a la recta que contiene H es ortogo
nal a la recta AB
Reciprocamente: si un punto M pertenece a la recta que -
contiene a H y es ortogonal a la recta AB; los vectores
IR IR 4

HM y AB son ortogonales y el punto M pertenece al con--

junto L.

Se puede entonces enunciar:
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TEOREMA V

A y B son dos puntos distintos del plano R? y k es un ni

mero real; el conjunto de puntos M del planoc R? talque:
MA? - MB? = k

es una recta ortogonal a la recta AB

Quinta Parte

ApLicacibén del Teorema V

Una aplicacidén muy importante es determinar analiticamente

el enunciado anterior.

- Toma un SCCR en R? (papel cuadriculado)

- Determina una referencia (0,?,?), escala 1; 1 cm
- Ubica los puntos aA(3,0) y B(-3,0), M(1,5)

- Traza el tri&ngulo ABM

- ¢Es el punto 0(0,0) el punto medio de AB? si no

- Usando pares ordenados, calcula MA? y MB?

- Calcula MA? - MB? e identiffcalo como k

- Determina la ecuacibn de la recta gque pasa por M y que es
perpendicular (ortogonal) a la recta AB y trdzala con otro
color

- Identifica con "a" el valor de la primera componente del
punto A(a = 3)

- Calcula 4ax + k = 0 y determina una ecuacién en funcidn
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de x
¢Es esta ecuacidn igual a la ecuacidn que pasa por M y es

ortogonal a la recta AB? si no

SQué concluyes?

EXPOSICION: APLICACION DEL TEOREMA V

Sean A y B dos puntos distintos del plano R? y sea k un
nimero real del plano R? con referencia (O,T,ﬁ) y sea 0

el punto medio de los puntos A y B (Fig. 4.14)

Para tode punto M(x,y) se tiene:

MAZ = (a -x)2 + y?
MB? = (-a -x)? + y*
lo que implica que:
M(X,Y)
MA®? - MB? = - dax
pero: MA? - MB? = k; luego:
-dax = k <=> 4ax + k = 0
74
B(-a,0) o| 1 A(a,o)
4 ax + k=0
FIG. No. 4.14
* E1 conjunto de puntos M del plano R? talque: )
Ma? - MB? = k es entonces la recta de la ecuacibn

dax + k = O

Es inmediato gque esta recta es ortogonal a la recta AR
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Sexta Parte

Conjunto de puntos M tales que: Mh = LMB

Caso I

- Toma un SCCR en R? (papel cuadriculado)

- Define su referencia (O,f,?) y una escala l1: 1 cm
- Ubica los puntos A(-2,3) y B(4,3), M(1,5)

- Traza el tri&ngulo ABM

- Calcula MA? y MB?

- Calcula MA? - MB? e identifficalo como k

- ¢Es k = 07 si no

- Determina el punto medio de AB e identificalo como I
- Calcula IA? y 1IB*?
- Calcula IA? - IB? e identificalo como t

- ¢Es 't = 07? si no

- Traza la recta (de otro color) gue pasa por los puntos I
vy M

- ¢Son ortogonales las rectas AB con IM? si no

- Como son ortogonales las rectas AB e IM; ¢entonces cual--

guier punto M de la recta IM, se podré& escribir:

MaZ - MB? = 07 si no
- De la relacidn anterior, ¢se podr& escribir: MA? = MBZ?
si no

- De la relacidn anterior, ¢se podré& escribir MA = MB?

si no



¢cPasa la recta IM por la mitad del segmento AB? si

no

¢Qué concluyes?

—_

EXPOSICION: CONJUNTO DE PUNTOS M TALES QUE: ME = (MB

Sean A y B dos puntos distintos del plano R?, £ un nime

ro real positivo y R el conjunto de puntos M tales gue:
M = o @

implica que R es el conjunto de puntos M tales gue:

MA? = L?MB? es decir: MA? - £?MB? = 0 @E

CASO I -

Si £ = 1, del Teorema V el conjunto R es una recta orto-
gonal a la recta AB (MA® - MB® = 0)

Como I es el punto medio de AB es talgue: IA = IB, e I -
pertenece al conjunto R gue es entonces la recta gque con

tiene a I y es ortogonal a la recta AB (Fig. 415)

Recordemos que A y B son

dos puntos distintos, lla M
maremos Mediatriz del seg

mento AB a la recta que -

contiene al punto medio

de A y B y es ortogonal a A B

la recta AB

FiG. No4.15
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Se puede entonces enunciar;:

TEOREMA VI

A y B son dos puntos distintos del plano R?, el conjunto
de puntcs M del plano R® tales gue: MA = MB es la Media-

triz del segmento AB

CASO II

- Toma SCCR en R’® (papel cuadricualado)

- Define una referencia (O,f,f) Yy una escala de 1: 1 cm
~ Ubica los puntos: A(-5,1), B(3,1), U(7,1), M(4,4)

- Traza el tri&ngulo ABM y el segmento BU

N N . X
- Son los vectores UA = 3UB? si no; (identifica

£ = 3)

- Encuentra |[U2] y |UB|

. — — N — —_
~ ¢Se puede escribir UA = 3UB? si no (UA = fUB)
- Ubica el punto I(1,1)
- ¢Son los vectores IA = -3IB? si no (IA = -£1IB)

—n —_— —_— —_—
- Calcula MA + 3MB e identificalo como £; ... (MA + £MB)

- Calcula 4MI ... [(l + E)ﬁf]
- ¢Es 4MT = £;2  si  nmno
* (Recuerda que: ME + MB = 2MI) ver diagrama
- Ccalcula MA - 3ME e identiffcalo como Ls ... (M - £MB)

- Calcula -2MU ... [(l - L)MU|

-
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—

¢Es =-2MU = £,? si no

Calcula MA? y MB?
Calcula MA? - 9MB? e identificalo como £5 ... (MA? -L£2MB?)

cEs £33 = 07 si no.

Calcula MI.MU
Calcula -8MI.MU e identificalo como £, ,,,[(l - £2)MI,NU ]

¢cEs L, = 07 si no

cEs L4 £,? si no

Determina el punto medio de I y U e identificalo como C
Traza una circunferencia con centro ¢ y radio CI

cPasa la circunferencia por el punto M? si noe

¢Crees que todos los puntos M son de la circunferencia?

si no

¢Qué concluyes?

EXPOSICION: CASO I1I

Si £ # 1, se dice gque existe un punto U de la recta AB y
solo uno talgue:

UR = LUB (12
implica que: UR = Eﬁg; de @3 proviene que U pertenece
al conjunto R.
Asi mismo, existe un punto I de la recta AB y socloc unc
talgue:

IE = —£IB (9
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Este punto I pertenece al conjunto R (Fig. 4,16)
Por otra parte, para todo punto M
del plano R?, se tiene:

MAR = MI + IA y MB = MT + IB

(ver Fig. 4.16); luego:

MA + [MB = (MI + IA) +/£(MT + IB)
——— —_— —_— — M
= MI + I2 + fMI + [IB
= (1 +4£)NMI + IA + £IB
e ——
= (1 + £L)MT 0 (18) /
A 1 B U
MA + LMB = (1 + £)MI v
MA = MU + UA, MB = MU + UB /R
(ver Fig. 4.16); luego:
MA - LME = (MU + UA) - £(MU + MB) FI6.No.4.16

= MU + UA - MU - (MB

= (1 - £)MU + UA - LUB
;\/_—_—/
. o (17)
= (1 -

£)MU

—_ =

MA - [MB = (1

£)MU y resulta que:

(MA + £MB) (MA - £MB) (1 + £)MT (1 - £)M0

(1 + £) (1 - £)MT.MOU

Il

(MA) > - (LMB)?

MAZ - [2MB? (1-4£2)MI, MU pero MAZ — £2MB2 = 0

(ver (19 )
Luego: (1 - £?)MI.MU = 0 como (1 - £2) # 0
Se tiene que: MI.NMU = 0

Por lo tanto R es la circunferencia de diametro [I,U]




Se puede enunciar entonces:

TEOREMA VII

A y B son dos puntos distintos del plano R? y £ un real

positivo diferente de 1, el conjunto de puntos M tales

—\

que: MA = ﬂﬁi es la circunferencia de diametro [I,U] ;

I vy U son los puntos de la recta AB definidos por:

—

In = £4IB y UA = £UB

Septima Parte

Aplicacdibén def Teorema VII

Una aplicacidén es:
"Sean A y B dos puntos distintos de un plano R?; el conjun-

to de puntos M del plano R?, tales gque:
IMA + MB| = MA
es una circunferencia que contiene el punto B

- Toma un SCCR en R’ (papel milimetrado)

— Define una referencia (O,T,?) y una escala 1: 1 cm
- Ubica los puntos A(-1,2), B(5,2) y M(3,4)

- Traza el triédngulo ABM

- Calcula MA + MBE e identificalo como W

- Determina |w| e identificalo como £,

- Calcula ||MA| = Ma




¢Es MA = £.? si no

Ubica el punto medio de A y B e identificalo como I

Determina el vector MI (analftica v
Calcula 2MI

¢Es 2MT = w? si no

Calcula |MI| y después 2|MI| = 2MI
¢Es 2MI = £,?2 s no

Se puede escribir: ¢MA = 2MI? si

¢De la relacibén anterior qgue deduces?

gr&ficamente)

216

(ver Teorema VII)

Ubica el punto C(3,2)

Traza la circunferencia con centro en C y radio CB

¢Tiene alguna relacibn con el gradfico anterior?

no

¢Pasa la circunferencia por M y B?

(Es BA = 2BI? si no
(Es BA = 2BI? si no

ZQué concluyes?

si

no

si
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EXPOSICION: APLICACION DEL TEOREMA VII

Sea |[MA + MB| = MA y sea I el punto medio de AB (Fig., -

4.17); para todo punto M del plano R®, se tiene;

MA + MB = 2MT

lo que implica que;

|¥Ma + MB| = | 2MT]
= 2| MI|
= 2MI A 1 c B |

y resulta que un punto M
pertenece al conjunto R R

si y solamente si:

MA = 2MIW FIG. No. 4. 17

El conjunto R es entonces
una circunferencia (ver Teorema VII)
Por otra parte, como I es el punto medio de los puntos

Ay B, se tiene:

BA = 2BT
lo que implica que: |BA| =] 2BI|

es decir: BA = 2BI

|
i
y resulta gque el punto B pertenece a la circunferencia K,




CAPITULO V

PLANIFICACION, EJECUCION, DE UN CURSO EXPERIMENTAL Y COLEC-
CION DE DATOS

5.1 PLANIFICACION DEL CURSO

-

Para lograr los obijetivos propuestos en este trabaijo se de
g J JO, =

sarrcllaron las actividades siguilentes:

5.1.1 An&lisis del plan:

Su funcidén fue determinar gue aspectos se analizarian en el
curso, tales como: pruebas de diagnésticos, desarrcllo de -

actividades, evaluacidn y cuestionario.

5.1.2 Formulacién de Objetivos:

Su funcidn fue determinar lo gue esperabamos gue el alumno
hiciera, como consecuencia de sus experiencias en el desa--

rrollo de cada actividad.

5.1.3 Seleccidn de estrategias de aprendizaje:

Su funcidén fue determinar que material utilizaria el estu--
diante: regla compés, transportador, etc., asi como mate---

rial impreso: actividades, cuestionario, etc.

5.1.4 M&tcdo de ensenanza:

La sugerida en el presente trabajo.
5,2 EJECUCION DEL CURSO
5.2,1 Capitulo de aplicacidn:

El Capitulo gue fue desarrclladc, fue el ntmero I, sobre: -



SISTEMA DE COORDEMADAS CARTESIANAS.

5.2.2 Area de aplicacidbn:

El curso fue aplicado a una poblacidén estudiantil de 23 jdvenes -
aproximadamente, gue se inscribieron para estudiar Bachillerato -
en la Escuela Nacional de Comercio, ENCO.

5.2.3 Periodo de aplicacidn:

El tiempo gue durd el curso fue:

i) Primer Grupoc: del 9 al 19 de diciembre de 1985
i1) Segundo Grupo: del 6 al 15 de enero de 1986
i1i) Hora: de 8:00 a 9:30 (de lunes a viernes)

Se dieron los siguilentes pasos para cada Grupo:

a) Prueba de diagndstico.

b) Desarrollo (ejecucidn) de las actividades

c) Evaluacidn sobre las actividades.

d) Cuestionario sobre todo lo anterior.

Resumen presentado en el sigulente cuadro:

PRIMER GRUPO SEGUNDQO GRUPC

Fechas | Diciembre de 1985 | Enero de 1986

|

Actividades 9110|11|12|13 /16,17 18(19 | 6| 7]8]9/10/13|14|15

A |
Informacidn General ’ |

Prueba de Diagnbstico |

Expo. sobre trazos 1

|
; , ' ‘ [ [ | |
Desarrollo de actividad. | ' f | L

:‘ | i ' |
| Evaluacién Final || | L | ‘ ‘ | l

'
Cuestionario |
|




[}
)
o

5.2.4 Forma de aplicacibn:

El cursc fue aplicado en forma directa; la funcibn del Pro-
fesor fue de orientar o servir de guia en el desarrollo de

las actividades y como expositor, despues de cada actividad.

5.3 COLECCION DE DATOS:

5.3.1 Instrumentos:

Los instrumentos que fueron utilizades en la recoleccidn de
datos, en el cursc desarrolliade, se describen a continua---
cidn:

a) Prueba de Diagndstico: Su funcién fue determinar si los
alumnos tenfan algiin conocimiento de Geometria y si les -
gusta la Matematica.

b) Actividades: Su funcibén fue que los estudiantes desarrc-
llaran nuevas experiencias en la metodologia dél aprendi
zaje.

c) Evaluacidn: Su objetivo fue determinar el grado de apren
dizaje, sobre las actividades desarrolladas.

d) Cuestionario: Su funcidn fue investigar sobre: gradc de
dificultad del tema (Sistema de Coordenadas), Metcdolo-—-
gfa, Evaluacidn estudiante-Matemdtica, Evaluacibn de las

actividades y sugerencias.

5.3.2 Tabulacidn v an&lisis de locs resultados:

"
D
jo|
H
(D
n
a
(21.
o
jat}
|

La tabulacifén v andlisis de cada resultado

continuacibn, en formz separada para mayor camprensién del lector.
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PRUEBA DE DIAGNOSTICO

¢Crees que la matem&tica es sblo para inteligentes?

si no, Por qué?

(Cémo te parecid la ensenanza de la matem&tica en 3er.
cicle? Fécil Dificil Aburrida

Interesante

¢:Te gusta la matemé&tica?

si no, Por qué?

¢Has tenido alguna experiencia "amarga'" en el aprendiza
je de la matem&tica?

si no, Cu&l?

¢Qué experiencia has tenido en el uso de Instrumentos
de geometria?

nada poCo bastante mucho

¢Recibibé usted conocimientos sobre geometria?

nada jsleelo) bastante mucho

¢Qué conoces de ceometria?
¢Crees que la matemdtica es necesaria para el ser huma-
no?

si no, por gué?
¢Cémo guisieras que fueran las clases de matem&tica?

Coémo guisieras la clase de matem&tica?
Con participacién del estudiante

Expositiva Dictada



L4
CUADRDPO 5.1

Respuesta a la prueba de Diagnbstico para los dos Grupos de Con—-
trol. (Primer grupo: 22 Alumnos, Segundo Grupo: 24 Alumnos).

Pregun CRPO N& 1 | GRUPO N8 2
jtaNe | RESPUESTA TOTAL 5 | ToraL | s
B si 0 | 0 | | 0
1| No | 22 100 ! 24 100
| | Por gque? A ‘ { E

| Facil | | 4.5 ! 3 13
5 j Dificil L3 % 13.6 ! 2 7
Aburrida 0 0 ! 0 0
Interesante 18 81.9 | 19 80
si 21 | 9s5.5 | 22 93
3 No 1 f 4.5 i 7
| | Por cué? B i :
| si 13 s, | 6 26 |
4 . No - f 41. | 18 74
Cual? C | | !
| Nada 6 27.3 | 2
5 Poco 11 50. } 20 86
Bastante , 4 18.2 2 7
Mucho |1 4.5 | 0 0
Nada ) 9.0 % 3 13
¢ Poco |15 68.3 | 19 80
Bastante ? 4 } 18.2 | 2 7
Mucho 1 | 4.5 : 0 | 0
) > |
si 21 95.5 1 24 100
8 No 1 4.5 | 0 0
Por gué? E . !
9 | F | i '
| - |
| Participacién 19 86.4 l 18
10 ‘ Expositiva 4 3 13.6 5 20 |
; l Dictado ! 0 0 , 1 6




P RIMETR G RUPO

S EGUNZDDO GRUPDO

-Algo sobre triéngulos,

poligonos, cuadrados.

-Iuy poco.

D:-S6lo rectas, circunferencias.

rectéingulos y

| ~Trazos de angulos y rectas.
|

~-Nada.

| —Poco.

-Triéngulo, circunferencia, Elipse, Pris

ma .

E:-51, porgue es estimulante.

-51, es necesario para cualquier trabajo

~-Sin la matemética no se puede salir ade

lante.

-L,a matematica nos da la vida,

-Nogs sirve para hacer cuentas.

-Se usa mucho en la vida y por medio de

-Nos ayuda en la vida
! -La matemdtica se usa en todo
‘ -Sin la matemitica no se puede hacer na
‘ da.
| -Nos ayuda a resolver problemas
|
|

~-Aumenta los conocimientos.

|
la cual, a minguna persona Sse puede en- ‘
ganar. |
I':-Bastante explicadas por el Profesor. i -Que nos eduquen para la vida.
-Faciles, interesantes, alegres. ~-Dindmicas, que expliquen bién.
|

-Que exista sequridad en la explicacién.

-Muy organizadas.

-Un poco menos complicadas.

-Que el Profesor sea comunicativo y ale-

-Activa, no sean aburridas.

~Estrictas, faciles

L.



ANALISIS SOBRE "ALGUNAS™M

NOSTICO A UN GRUPO DE

PREGUNTAS FUNDAMENTALES;
JOVENES ASPIRANTES DE BACHILLERATO.

¢ U A D R O 5.3

DESARROLLADAS EN UN CUESTIONARIO DIAG

—
i PRIEGUNTAS
|

RESPUESTAS RESUMIDAS

RESPUESTAS RESUMIDAS

(ler. grupo) (2do. grupo) |
l- La Matemltica es solo El 100% contestd que NO, la! -~ E1 100% contestd que NO, |
para inteligentes? razbn: todas la pueden apren | la razdn: Todos pueden
der. i aprender Matemdatica.
2- Le gusta la Matemdtica? |- Un 95% dijeo que SI, la ra-- - Un 93% contestd que SI, -
| zén: ; la razén:
» Nos ayuda a pensar. | * Les ayuda apensar
* Hay mucas cosas gue apren * Se aprende mas.
: der. * Ensernia cosas ilmportantes
| * Nos ayuda en la vida. * Es base de otras mate—--

* Es interesante y necesa-

ria.

rias.

| 3= Qué& conoces de Geome-

. tria?

El 60% dijo que poco, el -
18% bastante, el 9% nada vy

el 5% mucho.

l

i4— Qué experiencia tie-
nes sobre el uso de -
instrumentos de geome

l tria?

Un 80% respondid poco, -
13% nada y 7% bastante.

27%
18% bastante y -

EL 50% dijo que poco,
ninguna,

5% mucho.

Un 86% respondid poco, 7%

bastante.




PREGUNTAMAS

RESPUESTAS RESUMIDAS
{ler. grupo)

RESPULSTAS RESUMIDAS
(2do. grupo)

|5— Fi's necesaria la Mate-
! mética?

El 95% dijo que si,
la razdn:

* Es estimulante

* Es necesario para cual
quier trabajo '
» Sin la matemética no - !
se puede seqgulr adelante!
* Se usa mucho en la vida ?
* La Matemdtica sirve para:

gue ninguna persona pue—|

da ser enganada.

- Bl 100% contestd que si

la razén: i

«* Nos ayuda en la vida

* Se usa en todo

» Sin la Matem&tica no se
puede hacer nada.

* Aumenta los conocimien-
tos

+ Nos ayuda a resolver

problemas.

6~ Como quisieras que fue
ran las clases de Mate

matica?

T I
|
|

85% con participacibén del

estudiante, 15% expositiva
(bien explicada por el pro|
fesor, que sea comunicati-|

vo organizado y seqguro) .

- Ll 74% dijo con partici
pacidn del estudiante -
20% expositiva (bien ex
plicadas, no aburridas),

7% dictadas (que sean -

claras y féaciles).




ANALISIS SCOBRE LAS ACTIVIDADES DESARRCLLADAS POR EL ler,

GRUPO.

1-

Lo relacionada a trazos de rectas paralelas,

lares, &nogulos, escalas numéricas; fue desarrollado en -

forma =xpositiva; supuestamente bien explicaazs (con in-

terrogatoric para asegurarse de gue tode estaba claro}.

RESULTADOS

- Un 70% no pudo realizar rectas paralelas y perpendicu-
lares.

- a las
» Un 10% no comprendio en la orientacidn de la recta.
* .

- No se hizo experiencia sobre subdivisidén as la recta;
solo se menciond como ubicar cocraenadas fraccionarias.

Los demés efectos veamoslo en otros aspeactos.

hctividad sobre llenar un plano con rectas:

- Un 10% no lo comprendio.

- Un 50% buenos

- Un 40% magnificos trazos.

Sobre la pregunta: El N& de rectas para llenasa
es infinito? Las respuestas no fueron muy cla
voria c pero sin ningln an&lis

N
~J

perpendicu-

r el planc
ras; la mz-
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ii) Une misma coordernacda v distinto punto.
El 35% no pudieron ubicar puntes en 21 planoc. (les gus-



1- ACTIVICLZDES S0Oz=ERE TRLZOS:
1.0 Trzzo de paralelas (rectas).
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RIS TURE

0

(1

e

¢ uUoA D RO >0
VRS A, B, C, b, B, T, G DE LAS PREGUNYAS 10, i1, 12, 17, 19, 20, 28 DL CUESTIONA
. - | gy e e
PRIMER GRUPO SRGUNDO GRUPO
i dudas que el estudiante Lrae, se - - Ya s5e Lrae conocimiento
. |
aciaran e B ;
- s Facil de aprender
va e Licne una idrea de Genmebria : . . ) N L
L= S puede aprender sin ninglin conceplbo
cer Geomelbria .
S — — I )
. . !
- LA expasicion se basaba scobre lo visto [- 50 Lrala de lo mismo
o actividacdes., e
= No hay nada nuevo
Todo rslbi relaciowadoe con la actividad
anierior
Se habla sobre 1o mismno que en la aclbl
vidad
Yo ose tiepne nocioned, ideas de 1o gue = Cunnda se realizan las actividades, es
s0 ha trabajadn en las actividades ' Lo ns [deil
|
A vnees o se onlbiende la actividad = Ge ha comprendido en las actividades.
== . - ' E - | oy
Seoonbicnas oo facilidaa |= Ya se biene una idea.
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REN

GRUDC

PRIMER

- He aprende was por Lla mayor particuipa-

citun en las aclividades
'~ En las ackividados se Aduivoca mucho
= Il Lrabajo ers Jgual para tados
- Si se comete un erior en la ackividad,
en la exposiciin se corrige

= MNos

inbroduca la idea de 1o que se ve-

ra on forma

- Hay mayor comnuntaacidn

SLGULDO

GEUPo

51

So pilensa

eslbro, es

Bec oA

-
s

pero

hay duda,

Labhiltos de

consulba con facilidad

se

coli 1a ourienbacion del Ma-=

e )
LaCcl

Lrabajao en grupo,

Individial

N . RTINS PO PRTPRCNL e .
liay mas participacidu

S0 aprende

o1 senlbido

mas rapido y ose desarrolla

comlin

Gooaprendo

c16m.

cien despuds de las ackivi-

cu grupos, hay mis comunica

- En io tradicional, la explicacifn nn
es suficiente
- it ensenanza por o actividad, ayuda nis
‘= Se da mayor participacion y se ve lo
Jundameontbal
- Todos 5008 CApAaes
- Todos la usamns en la vida

- Lbn todos encontré algo gque me llamapna
la aktencibn.
- la aclbividad 1.6 y 1.7

= la a0 mobacidn de planes al ubicar un punto

- Todos la variedad de aclbividades

i i

Ta mabemdlbica es para

todos

I'odas porgue son interesantes

el 5

aclbividades 1.2 vy

R

ha actividad sobre trazos de paralelas

vy operpendiculares

.‘_I"l

actividad sobre lfamilias




L O [ Ab
Smmsssmae LT SGnaees 0 ey Foom = 7 —
MIRIMER Gruro | SinGUNWO GRUTO
= L Licuwpa s uuy poco y la aclkividad | = 70 Llenpo Diene que b0 adoduado g ca-
- e | - - -
iy rdpdda an activadan
- Para al <1 Lirmpo es normal ‘= llua actividad diacia, para comprender-
-_ i ; L U Lo wejor
j= Ge debe dar el biowpo suficiente a - l

cada actividad. - Muy poca tiewpo se dAf

= Que se Leormane cada aclividad empezada

- Pebe conocer hien la makeria y dar - = Jene ser oun Profesor que explique bien

una buena expilcaciion T
- yun sca dinduico y (ue se le tenga con

(= Deoe eoxiglr, povro depelr ser comunicd- ‘ fianza

l L ‘v'ﬂ ‘
- pehe eskar sienpre atenbo al desarro--

= Debe beane mucha paciencia y ser bue-— Ll de las actividades

A PO rson.

- s wuy buena, el vabudiante aprende = o (ue se Liaga un resunen después que se
I e, " ) & a :
Hic 5 desavrinllien todas las actividades de

i } 7 -"_}...r T e -
- Oue se df aportunidad de gue cuando cierta Unidad

el estudiante, wo entiende, se prequil - 9ndo va de acuerdo a los objetivos

e con Cacilinadd,

5 JH'-"_j!'JL' jreliiad El.[:"l.'GH"i@f

-]

- gt qusilie dndividriualinonts si@g diile— ‘ )
) = 4 anuy 1nteresante
Crvmplr el desavrollo de la actividad

S 1




e e e e S e e R e
P PRIMER GG SELGUNDO GRUPO
— B S -
|
4 |— Hay wayor atan~iHn y ge mantiene el en
! Lusiasmo
' |
|- B8 interesanle la ensenanza |
1
Pt A S i e o —— — S —— —
4 = Un poco deficil al principio, pero des @ — Que sea sienpre i poco wAs diffcil -
— . :
pulls se eptendio ! cque 1o normal
| = No hubo dificultacd | - Wo era dificil
|
- Normal, un poco counluso al principio
b= Me gustaria partbticipar o was concur-- = pur se dejen actividades exaula
| sos silwilares . R . . . .
' - Que dejen gque el estudlanbe investi--
| = tur las actividades se realicen en giru gum por si solo
| L
108 L L .
; . = Al principilio se counlunde uno, debe de
(= Que se (df mayor orientacidn al princi- haver mayor ayuda
pio.
PR e S = EEEHSE
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DAD DE
AD DE

EL SALVADOR
INGENIERIA Y

LTICA

ERQUITE

WMAT TN

Nl

vrograomas de Matemitic

R EhatatAsn en lcs procravas ae Mztemétice a nivel EZsico.
Los Gatos cue se obtengan en esta encuesta serédn Ge carécter
abscluizmente coniidencial y con fines de estudio.
DATOS GENZRALZES:
Institucidn =Zducativa: Oficial Privaca
Zona: OGriental Czntral Occidental
FPecha: Dla _ mes eno -
Sexo: M F
Le pido su valiosa colaborazidn contestando a las preguntas -
le &ste cuestionario. La entrevista es andnima v no tiene gue
pcner su norbre. Las precuntas son especificamente en la mate
riz de Matemitica.
trabajo en bésica B anos.
rabajo ciclo.
Terming su programe d¢e Matemetica? .
Si su anterior es NO; hasta cue area lleca?
El Area: "Conoczczmos cuerpds Geométrices” es indispernsable -
si o POor gui? o P
Llgurnas sugsrencias sobre los programas ae Matematica?

R

o

(W




Resultados de la encussta realizada en los meses de septiem

bre y octubre del ano 1985 a 60 Docentes.

El 32% aijo gue termirnaba el programa de Matematica; el -

1)

resto llecaba a la penfiltima irea o empezakba la Gltima Z-

En la precunta: el Areaz "conczcamos cuerpos Gecomftricos"
BT nAYsTierosah] = 12 & et Ta MNMatearS+iom=7
5 inalspensable el la enszen anda de la fhaicsTaClla:

* Conocsr los elerentos d= gacmztria svuda a desarrollar
cl pesnsamiento.

m
(B}
ot
9]
in
Q
17
[0

* Conesideran gue es bisica pars estudics superiores.
Al final de le encusesta se picsn algurnas sugerencias sc—-—
bre lcs programa2s, me limitzré a cday szlgunes més inportan
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* Hacer una mejor distribucién de Areas.

* Que se ensene Geometria intecrada en las demés Areas.

USTIOKRES Y SUGERENCIAS

¥p]
=
98}
=
1]
-
:iﬂ
=)
k3!
0
O
)
ol
J
¥
.‘JJ"
,{—-J
0"
<
=
0
w0
=
M
mn
jor
,._l
t
u
[B]]
(®]
n
H
ot
o
H
0
]
_’?‘.]
m
Lol
Q
K
V]
wn
0
=

e

en el primer grupo (diferentes estudiantes en grupo es
cocidos al azar)

5.4.1 Conclusicones:

a) Se lc erperimentalmante, a kase ce activi
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, Darla conrlrmar Ssu validez
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due Lo S& puao mentalmente,
Continuar con esta Metodologia para 2do. y 3er. Ano de -
Tachillerato, en la enssrfanza 2e la Cezometrie (lo mismo

iene caracter gsneralizeador; aun—-




(=N

BIBLIOGRAFTIA

Tomo II. Editorial

Boulevard Saint Germzin, Paris.
Mina S. de Carskushansky, Guilherme de la Fenha, Algebra

cometria Znali-

o
i

i
0
(=
=

o

JNESCO, Nuevas tencdencias en la Ensenanca de la Matemati
ca, Vol. III, preparado por la Comisidn Internacicnal de
Enserianza de la Matemdtica, ICMI. 19%73. FParis. Impresc -







ier. Grado Area

CONTENTDOS PROGRAMATICOS DE ler. CIiCLO DE LA ULTIMA AREA DI MATEMATICA
#4 | 2do. Grado Area f#5: | 3er. Grado Area }5:
| Conozcamos figuras y cuerpos Conozcaios

Conozcamos figuras y cuerpos
Geonétricos

Geométricos

|
figuras y cuerpos|
Geométricos :

Lineas Rectas y Curvas
Segmentos de Rectas y Curvas

Segmentos Paralelos y Perpendicula-
res

Angulos: 1)
ii)

Concepto y Trazo
Igualdad y Designaldad

Paralelogramos (cuadrilatero}

Triangulos, Circulos, Circunlferen--
cias

L.a esfera, el cilindro, el cono.

Lineas: 1) Curvas, rectas y gquebra
das.
lorizontales,

les » inclinadas.

ii) vertica--—
Angulos

Triangulos: 1) Trazos

.
Lriangu--

Figuras de 4 lados (cuadrilatero,
trapecio y trapezoide)

Construcecidn
Sus elementos.

Circulo:

el cilindro, el cubo, el

sencilla)

La esfera,
cono (Def.

1

Trazos de

das.

rectas, curvas y quebra

Elemento de un angulo.

de

tridngulo.

1) cuadrado
i1) El rectangulo.

Elementno un

Cuadriliteros: Fl

Circunferencia y Circulo:

1) Sus elementos

1i) Mediatrices. |
Bl cilindro, el cone, la esfera, ‘

el cubn (volimen)
|
Relacion entre el valimen del cono|

y el cilindro. |

— ——

Obelivos:

Diferenciar lineas rectas de curvas

Diferenciar lineas de seqgmentos.

Combinar segmentos para armar figu-

ras.

Diferenciar fiquras geomitricas.

Objetivos:

Capacitar para: Apreciat forma, ta-
mano y otras cualidades de [iguras
Yy cuerpos.

Conoces lineas, anqulos,
cuerpos geomékricos.

figuras y

Desarrollar habilidades para:
Distinguir y Erazar rectas,
Comparar longitudes, areas Y volime

nes,

Objetivos:

Capacitar para: Apreciar Cualit. y
cuantiktativamente tamano, -
perimetro y vollmen. |

forma,

Comprobkar apreciaciones. |

Desarrollar habilidades para: Djs—!
tinguir y trazar diferentes clases
de rectas, angulos y figuras geomé |
tricas.

Recolectar materiales

Recortar, colorear y pegar.




CONTENTIDOS

PROGRAMATICOS DE 2°

CICLO DE LA ULTIMA

AREA DE MATEMATICA

F;° Grado Area #6:
i Conozcamos Tiguras y Cuerpos
Geométricos

5° Grado Area # 6: |
Conozacamos I'iguras y Cuerpos
Geométricos

6° Grado Area # 6:
Conozcamos Figuras y Cuerpos
Geométricos

Lineas rectas y Seqmentos de rectas:

i) Lineas paralelas
| ii)
iii)

Concurrentes
Perpondiculares

| Angulos: i) Elementos y Clases
| 1il) Complementario y Suple
| mentario.

i Tridngules: i) Elementos y Clases

Cuadrilateros: i) Elementos y cla--

Vr\::
a) Paraleln
b) Trapecio
c} Trapezolde
| Perimetios y Areas de: 1) Cuadra-
dos.
ii) FRectan-
gulos
iii) Tridnau
| los.
Objetivos: Capacitar para:
Apreciar cuant, y Cualit. forma, ta

G P P o3
mano, perimetro, areas y volumenes,

| Comprobar apreciaciones,

* Desarrollar habilidades para:
Distinguir construir diferentes -
clases de angulos, figuras y cuer

|
pos Geom,

: - -
Comprobar perimelbyos, areas y

N -
| 1
| lumenes, t

Puntos, Rectas y Flanos.

Trazos de paralelos y perpendicula-
res

Congruencia de segmentos.

Angulos, clasez y medidas. |
Bizectriz de un Aanqulo

Angulios congruentes.

Clases de poligonns (dominin inte--

rior y exterior)
Clases de trianqulos (trazns)
Trazos de cuadrilateros

Elementos
cia.

de Circule y Circunferen

Perimetro y Areas de poligonos.

El prisma y sus elementos

Superficies del cubo y d~l paralele
pipedo.

Vollimen del cubn y del paralelepipe- |
do.

e . ]
Objetivaos: Capacitar para:

Lo mismo que 47 Grado. .

Desarrollar habilidad para:

Hacer trazos y construcciones de ling
- - - « =

as, angulos, poligonos y solidos geo-|

melricos, ;
~ - - P |
Calcular perimetros, areasy volamenes

S

Determinacidn de Rectas y Planos.
(interseccidn)

Posicidn de Rectas y Flanos.

Angulos acdyacentes (Trazos, com--—

plemento y suplemento)
Angulos opucstos por el vértice

Poligonos requlares e irregulars s
(trazos)

Areas de poligonos regulares.
Longitud de la eircunferencia.
Area del circulo.

Area y volimen del prisma y cilin-
dros.

Area lateral y otal de la piramic:
Vollmen de la piramide

Vollmen y area del cono.

Area de la esfera.
Poliedros reqgulares

Interpretacién de datos estadisti-
ticos

Graficos estadisticos.

Objetivos:

Los mismos del 5° Grado.




Jer.

CICLO:

ULTIMA AREA DE MATEMATICA: CONTENIDOS

7° Grado Area # 5
Conozcamos Figuras Geomftricas

— — - ?

8° Grado Area # 5: 9° Gracdo Area ¥ 5:

Conozcamos Figuras Genmétricasl Conozcamos Figuras Geométricas|
i‘ ‘

1 punto, (se-

mirecta,

la recta y el plano

semiplano, rayo, segmanto)

Angulos:

i) Determinar puntos y regiones
[ s : .
| 1i) Comparacidn
| 1i1) Clases

Poliqonos:

|

} i) TriAngulo (Const. y Clasif.)

| i1) Congruencia de tridnqgulos

| iii) Propiedades gue satsifacen los
elementos de un triangulo

| iv) Belacién de los lados de un
triangulo.

v) Teorema de Pitagoras

vi) Relaciones trigonométricas

vil) Construivr poligonos.
viii)Angulos internos de un poligo
| 1no.

- Error y precicinn de lag medidas,

- Perimetros y Areas.

- Angulos en el Circulos

-~ Poliedos: Caracteristicas y Cla- - Interpretacién de grafica |

ses.
o P . - Pendienlte de una recta. ‘
- Vnlimenes de solidos (Areas, late

|
rales y totales). ' - Grafica de Ecuacliones. |
Prisma y paralelepipedo

- Area lateral, total y volimen de:

i) Cilindro

ii1) Cono

1ii) Piramide

iv) Tronco de la piramide

v) Tronco del cono I

~ l.a esfera: Area y Voillmeu.




NIVEL MEDIOQO: BACHILLERATO AREA DE GEOMETRIA: CONTENIDOS (MATEMATICA COMUN)
ler. Ano Area #4:
Geometria Analitica, Vectores 28 Afio 3er. Ao
- Geometria Analitica: - Geometria:

1) Sistema de referencias en el
plano

ii) Distancia entre dos puntos.

iii) Pendiente de un segmento.

Vectores:

i) Definicidn.

ii) Vectores de posicién y libre

iii) Suma y resta de vectores

iv) Producto de un escalar por -
un vector.

v} Vectores: igumldad, nulo y

opuesto.

Aplicacién en el Ares de Tri-
gonometria.

i)

iii)

iii)

i)

Repaso de

lTer.

ano

Ecuaciones de la -

recta.

Ecuaciones de la -
circunferencia.

- Vectores:

Repaso de

ler.

ANO.

AT



