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11 Abajo Euclides, arriba Euclides ,. 

Jean Dieudonné 

El presente trabajo tiene como propósito fundamental el de 

insistir en la necesidad de la Enseñanza de la Geometría 

Euclideana, en todo el Sistema Educativo Nacional. Es cono-

cida, por casi todos los que trabajamos en la Enseñanza de 

la Matemática, la drástica reducción que sufrió la Geome---

tría, en los programas que se diseñaron con la Reforma Edu-

cativa de ~968; con ésta, a nivel de Bachillerato, sólo se 

incorporaron algunos elementos de Geometría Analítica, y en 

los niveles educativos inferiores sólo aspectos muy básicos 

de algunas figuras Geométricas. 

A lo anteriormente señalado agreguemos_ las dos dificultades 

fundamentales con las que tropezó la Reforma, estas son: la 

poca o casi nula preparación de los Maestros para la puesta 

en marcha de la misma y la erronea concepci6n de identifi- -

car la Matemática Moderna s6lo con Teoría de Conjuntos. El 

resultado, ~8 años mas tarde, es evidente: las promociones 

estudiantiles, tienen muy poco conocimiento de la Geometría 

y la capacidad de las mismas, para una adecuada representa-

ci6n del espacio es sencillamente alarmante. 

La Enseñanza de la Geometría Euclideana en lo s distintos ni 

veles educativos, y siempre que se respete el desarrollo 



( 

psico16gico del educando, es un valioso ingrediente pqra el 

desarrollo de lq intuici6n, en cuanto a las transformacio--

nes en el plano y en el espacio( así como en el desarrollo 

del pensamiento 16gico. Si bien es cierto esto último, es -

posible lograrlo con las otras ramas de la Matemática, en -

el primero, la Geometría es .realmente insustituible , 

En este trabajo se propone un modelo en el cual se recupera 

la Enseñanza de la Geometría, sin añorar lo que se hacía an 

tes de la Reforma; 
,., 

se propone retormarla en el marco amplio 

de la Matemática actual; es decir, incorporadas con las 

otras ramas de la misma. Hoy en día, es perfectamente posi -

ble estudiar la Geometría en concordancia con el estudio 

del Algebra, fundamentalmente en conexi6n con la estructura 

Algebráica de espacio vectorial Euclideano. Además, se ha -

querido combatir la Enseñanza Tradicional, en la cual hay -

una elevada carga de autoritarismo del Maestro, Se propone 

para ello una metodología en la cual el Maestro se convier-

te s610 en un facilitador del aprendizaje, mientras se pro-

mueve una mayor participaci6n del estudiante para la redes-

cubierta del conocimiento. En este sentido, la Geometría es 

también de enorme valor, en cuanto es posible que, a través 

de representaciones geométricas, que logra con actividades 

de "dibujo", prevea los resultados te6ricos esperados. 

Finalmente en este trabajo se logra un mínimo de conocimie~ 

to de la estructura de espacio vectorial Euclideano que no 

s610 es posible aplicarlo en la Geometría, sino, y cada vez 



más en otras ramas de la Matemática. 

Por todo lo anterior planteamos para el presente trabajo, 

los siguientes objetivos: 

i) General: 

Elaborar un documento base que sirva de discusión, para 

mejorar la enseñanza de la Geometría. 

ii) Específicos: 

a) Promover la reactivación de la enseñanza de la Geome 

tría Euclideana en el nivel Medio y Universitario. 

b) Elaborar una visión unitaria de la Matemática, a tr~ 

vés de la relación entre el Algebra y la Geometría. 

c) Tratar de impulsar una metodología a base de activi­

dades, para despertar la iniciativa y creatividad en 

el estudiante. 

Para la consecusión de estos objetivos, se ofrece una re-­

formulación de contenidos de Geometría, para desarrollar -

en el ~er. Año de Bachillerato, de acuerdo al esquema si-­

guiente: 

UNIDAD 1: Sistema de Coordenadas. 

i) 
Trazos elementales de Geometría (rectas, án 

gulos, circunferencias, etc.) 

ii) Escala Numérica 

iii) Ubicación de puntos en el plano. 

iv) Sistema de Coordenadas Cartesianas. 

v) Otros sistemas de Coordenadas 



UNIDAD 11; Algebra Lineal eVectores). 

il Concepto de Vector . 

ii) Las operaciones; Suma, Resta y Producto 

por un escalar 

iii) 

iv) 

v) 

Estructura de Espacio Propied~ 

des algebráicas de los vecto 

Vectores linealmente indepen ientes. 

Espacio generado por un conj to de vecto 

res. 

vi) Base de un espacio de Vectore 

vii) Descomposici6n de un vector e una base 

viii) Baricentro 

UNIDAD 111: Producto Escalar. 

i) 

ii) 

iii) 

iv) 

v) 

vi) 

vii) 

Introducci6n 

Definici6n. 

Características, 

Propiedades. 

a) Conmutatividad 

b) Asociatividad 

c) Por las posiciones de los ectores 

Consecuencias 

Teoremas 

Aplicaciones Elementales 

UNIDAD IV: Aplicaciones del Producto Escalar. 

i) Cuadrado escalar de la Suma o la diferen­

cia de dos vectores: (u + ~) 2 Y lu - V) 2 



iil Conjunto de puntos 11 tp,les que; MA,2 + .MB 2 = K 
~ ------" 

iiil Conjunto de puntos M tqles que~ MAt MB = K 

iv) Producto escalar de la suma de dos vectores por su di-
..... -:.. --"" vi ferencia: lu + vi. Lu -

v) Conjunto de puntos M tales que; ..MA 2 - MB 2 = K 

vi) Conjunto de puntos M tales que; MA = KMB 

Para el desarrollo de los contenidos anteriormente propues--

tos, se ha utilizado una metodologíq , la cual está basada en 

"actividades"; para cada actividad se definen sus objetivos; 

si se cree necesario se hace algun comentario, y después de 

cada actividad o actividades, se formula la exposici6n sobre 

lo desarrollado en cada actividad, para terminar con ejerci-

cios relacionados con el contenido. 

La forma y el orden en que aparecen estos aspectos lcon sus 

funciones que desempeñan), se dá a continuaci6n: 

NOMBRE DEL CONTENIDO: 

lo Objetivos: 

Su funci6n es determinar lo que esperamos que el estudiante, 

r e a l ice en cada una de las actividades. 

2. Actividades: 

Su función es que el estudiante por si solo, con el auxilio 

del profesor, desarrolle paso a paso las instrucciones dadas 

en cada actividad, para que a l fi na l obte n ga intuitivamente , 

la idea sobre lo que se t r a ta e n c a d a actividad. 



3. Exposición; 

Su función es que el profesor dé una explicaci6n for~al del 

contenido, apoyando se en la actividad que el estudiante desa 

rrolla. 

4. Ejercicios; 

Su funci6n es que el estudiante refuerce y amplíe el conteni 

do visto en cada actividad o actividades. 

Entre las ventajas que presenta esta Metodología, podemos 

mencionar: 

i) Se rompe con la enseñanza tradicional (clase expositi­

val 

ii) Quien asume el papel fundamental en el proceso enseñan 

za-aprendizaje, es el estudiante. 

iiil 

iv) 

vl 

Atiende las diferencias individuales de los éstudiantes 

Permite que el estudiante progrese a su propio ritmo, 

Puede ser aplicado a un número considerable de estu---

diantes. 

vi) Proporcione los materiales para la consecusión de los 

objetivos. 

Para verificar las bondades de esta metodología, se realiza­

ron dos cursos experimentales con jóvernes de nuevo ingreso -

en la Escuela Nacional de Comercio ~~85-~~86, y se obtuvo re 

sultados concretos que se pueden analizar claramente en el -



Capítulo V¿ para satisfacción nuastra, el curso tuvo ~c~pt~­

ci6n y los resultados fueron positivos en un buen porcentaje~ 

Además, quisieramos que este Trabaja se tornase como-un doc~­

mento inicial de discusi6n, 'con el propósito de recuperar la 

enseñanza de la Geometría; no solo a nivel de ~er. Año de Ba 

chillerato (así como está contemplado an este trabajoL¿ síno 

que a nivel de todo el sistema Educativo ~ Para ello es nece­

sario la participación de las distintas Instituciones Educa­

tivas: Universidades, Colegios, Instituciones Oficiales, In~ 

tituciones Privadas, Ministerio de Educaci6n y de todas las 

personas interesadas en la Matemática; porque todo esto re-­

quiere ser probado con cierta población, ya que no sabemos 

que metodologicamente sea correcto, a pesar que se tienan re 

sultados estadísticos que nos permiten confiar un poco en lo 

que se ha hecho. No esperemos que la_ Universidad Nacional de 

El Salvador, sea la única Institución que promueva este tra ­

bajo a nivel Nacional. 

Este trabajo, que si bien representa un esfuerzo, dejará de 

ser trascendente si no es revisado en los distintos nivales 

Educativos del Sistema de Educación Nacional; y de este sis 

terna depende, que sea implementado. 

Indudablemente el trabajo a seguir es grande; por hoy solo 

hablamos de ~er. Año (esto hay que tornarlo corno una inquie-­

tud); habría que seguir con 2do. Año, 3ar Año, en la Uniyer 



sidad¡ revisar todo lo de Educación básica, hasta tener una 

propuesta gloval, en la Enseñanza de la Geo~etría. Y después 

seguir con la enseñanza del Cálculo, con la Enseñanza del Al 

gebra, etc. 

Para finalizar, deseo expresar mi agradecimiento sincero a -

todas las personas que me ayudaron desinteresadamente, para 

la realizaci6n de este trabajo y especialmente al Ing. Car- ­

los Mauricio Canjura y al Lic. Manuel Alberto Yánez Doño, 

por su total entrega y paciente colaboración. 
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CAP 1 TUL O 1 

SISTEl"1A DE COORDENADAS CARTESIANAS 

ACTIVIDAD DE TRAZOS 

ACTIVIDAD ~.~ 

Objetivos 

Que el estudiante: 

a) Trace sin ninguna dificultad rectas paralelas, perpendi­

culares y ángulos. 

b) Utilice instrumentos de geometría, tales como: regla, es 

cuadra, transportador, etc. 

c) Mida con el transportador la abertura de distintos ángu­

los. 

PROCEDIMIENTO: 

Primera Parte 

- Toma una hoja de papel (un plano) 

- Identifica el plano con la letra TI 

- Traza una recta (sin escala) en el plano y denomínala 

con la letra D 

- Seleccion a un punto en el plano cerca de la recta D y llá 

malo P 

- Toma la escuadra y haz que uno de sus lados (uno de los -

pequeños} coincida con la recta D (ver Fig. ~ .~) 

- Toma la regla y la colocas de tal manera que el borde de 
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ella coincida con el otro lado de la escuadra (yer Fig • .1.2) 

- Luego desliza la escuadra sobre el borde de la regla ha~ 

ta lograr que el lado que coincidía con la recta, coinci­

da con el punto P (yer Fig. ~ .3) 

- Traza otra recta por el borde de la escuadra que coincide 

con el punto P y llámala D' Cde prima) 

La recta obtenida D' es una recta PARALELA a la recta D 

Sobre el mismo plano, traza otra recta cualquiera y llánala H 

- Selecciona un punto pi sobre la misma recta H 

- ¿Se podrá trazar una recta paralela a H que pase por Pi? 

Sí, ¿c6mo es el trazo? 

No, ¿por qué? 

Convendremos que toda recta H es paralela a si misma 

.p 

D 

No _ 1.1 N o _ '-2 
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Segunda Parte 

- Selecciona un plano y llámalo TI 

- Traza una recta cualquiera (sin escala ) en el plano TI y -

llámala D 

- Selecciona un punto P en el plano cerca de la recta D 

- Toma la regla y haz que el borde de ella coincida con la 

recta D (ver Fig. ~.4) 

- Coloca la escuadra de tal manera que uno de sus lado~ (el 

más pequeño) coincida con el borde de la regla (ver Fig. 

l.S) 

- Luego desliza la escuadra sobre el borde de la regla has­

ta lograr que uno de sus lados (el otro pequeño) coincida 

con el punto P (ver Fig. ~.6) 

- Traza la recta por el borde de la escuadra que coincide -

con tel punto P y denomínala DI 

- Quita la regla y escuadra; prolonga la recta DI hasta cor 

tar la recta D 

La recta obtenida DI es una recta PERPENDICULAR a la 

recta D 

Repite las actividades anteriores hasta lograr trazar rec- ­

tas paralelas y perpendicualres sin ver las instrucciones -

de las actividades . 
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o 
o 0,:. 

No.1.4 No. 1. 5 No. 1. 6 

Tercera Parte 

- Selecciona un plano y llámalo TI 

- Traza un ángulo cualquiera en el plano TI 

- Identifica las rectas del ángulo con las letras A, B¡ Y -

el vértice (el punto donde se cortan las dos rectas) con 

la letra O 

- Toma una regla y col6cala de tal manera que su borde coin 

cida con el lado A del ángulo (ver Fig. l.7) 

- Toma el transportador y col6calo de tal manera que su la­

do recto (exterior) coincida con el lado A (ver Fig. ~.7) 

Y deslfzalo hasta lograr que su cen~Ao coincida con el 

punto O. 



COMENTARIO 

En el transportador hay dos escalas de O a ~8a gradoa, de 

izquierda a derecha y viceversa, 

5 

Selecciona la escala que empieza de O grados que coincide 

con la recta A y a partir de ahí cuenta los grados que -

hay hasta la recta B. 

- Identifica con la letra 0 el número de grados que tiene -

el ángulo trazado y escribre 0 = grados, 

- Encuentra numericamente con el transportador la medida de 

la abertura de los ángulos que se muestran en el plano E. 

B 

No. 1.7 
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A 

oL---------~----------------- O~-----------L--------------

o 
e 

o o 

F 

--------------------~------~O 

Plono E 



ESCALA NUMÉRrCA 

ACTIVIDAD l.2 

Objetivos 

Que el estudiante; 

7 

a) Haciendo uso de rectas paralelas y perpendiculares, cons 

truya una escala numérica cualquiera. 

b) Trace rectas con diversas escalas numéricas. 

c) Encuentre la relaci6n uno a uno entre los puntos de una 

recta y los números reales. 

PROCEDI MIENTO 

Primera Parte 

- Selecciona un plano y llárnalo TI 

- Traza una recta D 

- Marca O y l en dos puntos distintos de la recta. D lde este 

modo la recta está provista de una orientaci6n y de una gra-­

duaci6n) 

- Traza otra recta D' paralela a D (con una separaci6n de 2 

cm. aproximadamente) 

- Traza una perpendicular a la recta D desde el punto ~ has 

ta la recta D I- llama a este punto de intersepci6n con la 

letra K (yer Fig. ~t81 
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K O 

2J O 

O 1 

No. 1.8 

- Traza una recta desde el punto O de la recta D hasta el -

punto K de la recta D' lver Fig, ~.8) 

- Traza un segmento de recta paralelo al segmento OR, que -

parta de ~ hasta llegar a D' i a este punto de intersepto 

llámalo K' 

- A partir de K' traza un segmento de recta paralela al se~ 

mento ~K lel segmento de recta desde el punto ~- al punto 

K) 'hasta llegar a D y a este punto llámalo 2. 

- A partir de 2, traza un segmento de recta paralela al se~ 

mento ~K' hasta llegar a D' y a este punto denomina lo K" 

- A partir de K", traza un segmento de recta paralelo al --

segmento 2K', hasta llegar a D y a este punto llároalo 3. 

- y asi siguiendo con el mismo procedimiento a la derecha y 

a la izquierda del punto O, ubica los demás puntos 4, 5, 

6, .•• y -~, -2, · -3, • • • 



Hemos obtenido una graduaci6n en la recta D, de números -

enteros. 

Segunda Parte 

- Traza otra recta R L en el mismo plano TI) 

9 

- Repite la primera parte completamente (identifica la otra 

recta paralela a H corno Hl) 

- Identifica los números y letras que usarás según la Fig. 

1.9 

H 

No. 1.9 

- Traza un segmento de recta de a a ~, otro de b a 2, otro 

de z a O, y asi sucesivamente los demás segmentos. 

- ¿Estos nuevos segmentos de rectas son paralelos? si 

no 
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- Traza otra recta H" paralela a H, que pase por los puntos 

donde se cortan las diagonales de los paralelogramos la -

la mitad de la recta E y E'). 

- Traza segmentos de rectas , paralelas de los segmentos bl, 

c2, d3, etc., que partan de los puntos donde se cortan 

las diagonales, hasta la recta H (ver Fig. ~.~O) 

- Estos nuevos puntos en la recta H (puntos medios entre -

los enteros) ¡ identifícalos con su respectivo valor; por 

~ ejemplo el punto entre O y ~, represéntalo como 2' 
~ to entre ~ y 2 como ~ L; el punto entre 2 y 3 como 

el pu~ 

~ 2 -' -2 ( 
~ el punto entre O y -~ como - 2' el punto entre -2 y -~ co 

mo _1 ~ . • t 
~ 2; y aSl suceSlvamen e. 

- ~hora sigue subdividiendo la recta H, repitiendo el proc~ 

dirniento anterior¡ nada más que en vez de H y H' , usa las 

rectas H Y H" 

Ayuda: 

~ ~ Traza segmentos de recta desde m a 2 y a ~ 2' lo mismo de 

~ ~ 
n a 2 y a - 2 (ver Fig. ~.~O) i con esta misma idea, traza 

mas segmentos de recta hasta completar los trazos necesa-

ríos, obteniendo más puntos medios a ~os puntos que se 

han determinado. 

- ¿Si se sigue con esta subdivisión, se podran determinar -

más puntos medios? 

Crees que esta subdivisión tiene fin? si no 



EXPOSICION: 

, 

No. 1.10 

RELACION UNO A UNO ENTRE LOS NUMERaS REALES 

y LOS PUNTOS VE UNA RECTA. 

He agui una recta orientada D (se distingue su punto O, -

llamado origen al cual se le asocia el número O y un pun­

to C definido como la un~dad, al cual se le asocia el nú­

mero ~) . 

A todos los puntos P de la recta D se le puede sociar el 

n úmero "x" de los números reales LlR) 

El número x es llamado COORDENADA del punto P. 

y es claro que la aplicación; IR ---> D tq: x ~~~+ P es 

una biyección 

II 
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Gráficamente se tiene la representación indicada en la Fig • 

.1 • .1.1. 

I I I 

o e p o 

l' 1 
-1 

COMENTARIO 

Siempre que se gradúe una recta es necesario identificar -

su respectiva escala numérica. Por ejemplo en la siguiente 

figura, la recta se gradúo a 2 cm por unidad¡ a la derecha 

aparece su i de nti f icación. 

1: 2 cm. 

-2 -1 o 2 3 



En la práctica para hacer graduaciones en la ~ecta, se uti­

lizan reglas graduadas. 

EJERCICIOS ~.~ 

- Selecciona una hoja de papel 

- Traz a 5 rectas paralelas entre si 

- Jl1arca el punto O en cada recta 

- Identifica cada recta con las letras A, B, C, D, E 

- Toma la regla graduada en cms. y coloca sobre la recta A 

de tal manera que el punto O coincida con el O de la re-­

gla 

- Haz una graduaci6n en la recta A con una e scala de ~ cm. 

por unidad de longitud y marca los puntos con su respect~ 

vo número l, 2, 3, 

- Despué s haz lo mismo a la izquierda de O y marca los pun­

tos con su respectivo número -1 , -2, - 3, 

- Desarrolla lo mismo en las rectas B, C, D, E¡ utilizando 

respectivamente las unidades de longitud de: 2 cm, Q.5 cm, 

~ . 5 cm, 2. 5 cm • 

- Identifica cada recta con su respectiva escala numérica 



COMENTARIO: 

Recuerda que la lte.c..ta es la que puede tener diferentes. 

graduaciones, según sea su' unidad de longitud, ya que la 

lte.gia tiene su graduaci6n fija. 

En resumen para una misma recta se pueden usar diferentes 

graduaciones, dependiendo para que se use. 

u COMO LLENAR UN PLANO CON RECTAS u 

ACTIVIDAD l.3 

Objetivos 

Que el estudiante: 

a) Descubra que un plano se puede "llenar" con rectas 

b) Determine que para "llenar" un plano es necesario un nú­

mero infinito de rectas 

c) Obtenga una idea intuitiva sobre lo relacionado a "lle-­

nar" un plano con rectas 

PROCEDIMIENTO 

- Selecciona un plano y llámalo TI 

- Construye un cuadrado en e l plano de 7 cm por lado y llá-

malo C 

- Traza una recta en el cuadrado y denomínalo D 
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- Traza un conjunto de recta~ paralelas a D¡ e identifica a 

éste conjunto de rectas con la letra F 

- Al conjunto de rectas paralelas a D llámalo; Familia de -

rectas (F), por tene r una característica común; todas son 

pa.ralelas 

- Después que haya trazado la familia de rectas; 

- ¿Existen espacios v acíos en el cuadro? 

* si tu respuesta es 4L, siga trazando rectas paralelas a 

D hasta "llenar" todos los espacios vacíos 

* si tu respuesta es no: 

- ¿Crees que el número de rectas para "llenar" el plano tie 

ne fin? 

Sí, ¿por qué? 

No, ¿por qué? 

- Crees que podrías llenar otro cuadro e on otras líneas 

que no sean rectas? 

Si tu respuesta es sí; adelante; veamos como te quedará 

Si tu respuesta es no; ¿qué sugieres? 

El número de rectas que se trazan para "llenar" un plano 

es infinito 
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UBICACION DE PUNTOS EN EL PLANO 

ACTIVIDAD ~.4 

Objetivos 

Que el estudiante; 

al Encuentre la dificultad que se present~ de identificar 

univocamente un punto en el plano con s610 una familia de 

rectas Fl 

bl Descubra que es necesario dos familias Fl y F 2 de rectas 

para identificar un punto en el plano en forma única 

PROCEVIMIENTO: 

- Toma una hoj a (plano TI) 

- Selecciona un punto en el plano y llároalo O 

- Selecciona un punto P en el plano diferente al punto O 

- Traza por O una recta D (horizontal) 

- Traza un conjunto (Jamilia F
1

) de rectas paralelas a D 

- Denomina por Ll la recta de la familia Fl que pasa por P 

- Mide con una regla la distancia que hay entre el punto O 

y el punto P y denomínala d. 

- Representa los dos elementos C~ecta LJ y distancia d) con 

un par ordenado PCL1,dl 

- Encuentra otro punto PJ que esté . en la recta LJ y cuya di~ 

tancia al punto O sea d les decir la misma distancia de O 

a P) 
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COMENTARIO; 

Con lo anterior concluimos que s610 una familia de rectas· 

y las distancias no es suficiente para ubicar un punto en 

el plano en forma UNICA. 

(observa que P y PI están en la misma recta LI y a la mi s­

ma distancia: d del punto O) 

- Traz a por O otra recta DI perpendicular a la recta D 

- Traza un conjunto (famili a F 2 ) de recta s paralelas a la 

recta DI 

- Denomina por L 2 la recta de la familia F 2 que pasa por P 

- Representa el punto P con el par ordenado: (LJ , L 2 ); es de 

cir el punto P esta e n la recta L 1 y L2 

- Dado (L 1 , L 2 ) con Ll en la familia F l y L 2 en la familia -

F 2 ; existen puntos y cuantos que están identificados por -

ese par? 

- Dado un punto P del plano TI, existen y cuántos pares de la 

forma (L I , L 2 ) que identifican a P? 

COMENTARIO: 

Se dice que entre los pun~o4 del plano TI y los pa~eh orde­

nados del producto cartesiano FJXF2' existe biyecci6n (una 

relaci6n uno a u no) 
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EXPOSICION: SISTEMA VE COORVENAVAS 

Hemos denominado con la letra griega TI a un plano, y con 

la letra P al conjunto de puntos "P" del plano 1T formado 

por la intersecci6n de dos rectas pertenecientes a las fa 

milias Fl y F 2 • El punto "P" lo hemos representado por el 

par ordenado (L}, L 2 ) en donde LJ es una recta de la fami 

lia Fl y L 2 , es una recta de la familia F 2 • 

DEFINICION .1.0 

Sean F} Y F 2 dos familias de rectas que se intersectan 

perpendicularmente en el plano TIi llamaremos SISTEMA DE -

COORDENADAS a este conjunto de rectas que nos sirven para 

ubicar UNIVOCAMENTE un punto P en el plano. 

= Es claro que la aplicaci6n: 

U: P > FI XF2 

P ~~~~~~~ (L l , L 2 ) es biyectiva 
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EJERCICIOS ~.2 

En los gráficos ~.2.0 y ~.2.~, identifica de alguna mane ra 

los puntos p I , P ", p" I Y piv 

No. 1.2.0 No. 1. 2. 1 

SISTEMA DE COORDENADAS CA RTESIA NAS 

ACTIVIDAD l .S 

Objetivos 

Que el estudiante : 

a ) Construya un sistema de coordenadas con escalas nurnéri- ­

cas iguales 
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b) Formule claramente el concepto de sistema de coordenadas 

cartesianas 

PROCEVIMIENTO: 

- Selecciona un punto O en el plano TI 

- Selecciona un punto P en el plano TI diferente a O 

- Traza una recta horizontal D que pase por el punto O 

- Construye una graduaci6n en la recta D (Toma el punto O -

como el ce~o de la graduaci6nt y a una escala: ~: ~ cm 

- Traza una familia F~ de rectas perpendiculares a D que p~ 

sen por los puntos O, ~, 2, 3, ... , -~, - 2, -3, 

- Identifica cada una de éstas rectas de la familia FJ con 

la letra X; por ejemplo la recta que pasa el punto 2 de -

la recta D denomínela x = 2 Y asi las demás. 

- Existe una recta x de Fl que pase por P? 

* Si tu respuesta es sí; identifícala con su correspon--­

diente número real: "a" es decir .x = a 

* Si tu respuesta es no; traza otra recta perpendicular a 

D que pase por P e identifícala con su respectivo núme­

ro real: "a", es decir x = a 

- En la recta X = O (que pasa por el punto O) construye una 

graduaci6n utilizando la misma escala ~: ~ cm-

- Traza una familia F 2 de rectas perpendiculares a la recta 

Z = O que pasen por los puntos: ~, 2, 3, ..• -~, - 2, -3, 



2.1. 

- Identifica cada una de estas rectas de la familia F
2 

con 

la letra "y'l ; por ejemplo la recta que pasa por el punto 

.1. de la rectaj{ = O, denomínala: y =.1. Y asi los demás 

- Existe una recta "y" de F '2 que pasa por P? 

* Si tu respuesta es si; identifícala con su correspon---

diente número real: "b", es decir y = b 

* Si tu respuesta es no¡ traza otra recta perpendicular a 

la recta X = O que pase por P e identifícala con el nú-

mero real: "b"; es decir y = b 

- Representa el punto P con el par ordenado: (a, b l 

COMENTARIO: 

Hemos convenido en identificar al primer elemento del par 

ordenado: a¡ como un elemento "x" de la familia :PI y al -

segundo elemento: b¡ como un elemento "y" de la familia -

En esta secci6n hemos utilizado el par ordenado (a,b) en 

BIBLIOTECA CENTRAL 
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EXPOSICION: S IST EMA DE CO ORD ENADAS CARTESIANAS 

En consecuencia tenemos: 

DEFINICION l.~ 

Si en un plano TI establecemos un sistema de coordenadas -

con familia s Fl y F2 de "rec ta s ", este s i stema recibe el -

nombre de: Sistema de Coordenada s Cartesianas (la s rectas 

son no necesariamente perpendiculares ) 

Este método de 10calizaci6n de puntos se debe a "René Desear 

te s" Filósofo y Matemático Francés , de cuyo nombre se deriva 

lo denominado "cartesiano". 

DEFINICION l .2 

Si tenemos un sistema de coo r denadas, en un plano TI , con 

familias F} y F 2 de rectas "perpendiculares ", este se lla­

mará: Sis tema de Coordenadas cartesianas rectangulares 

(SCCR) . 

En este sistema las rec tas ~ = O Y Y = O de FJ y F
2

, respec­

tivamente definen el origen l intersecci6n de "~" y "Y") ade­

más en cada una de ellas se construye una graduaci6n (no ne ­

cesariamente la misma) i convendremos en identificar las rec -
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tas de la famili a FJ con la letra ~ y las rectas de la fami­

lia F 21 c on la letra y. 

Un punto P ubicado en un plano con un sistema de coordenadas 

cartesianas rectangulares, lo representaremos con el par la, 

b) ¡ los números a y b son llamados: las coordenadas rectang~ 

lares del punto P en este sistema. 

En donde al número "a" le llamaremos: abscisa, y al número -

"b " le l lamaremos : ordenada 

Para indicar que las coordenadas del punto P son a y b¡ una 

vez SOBREENTENDIDO un determinado sistema de coordenadas; es 

cribiremos abreviadamente el punto P, así: P(a, b). 

x=o 

y = b P (a, b) 

o y=o 

x =0 
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EJERCICIOS ~.3 

~) Dada una hoja de papel milirnetrado (la s lineas rectas se . 

entienden como Íamilia de rectas perpendicularesl y se- -

leccionando una línea recta horizontal (por convenienci~ 

a la cual llamaremos Y = O Y otra vertical (perpendicu--

lar a la horizontal) a la que llamaremos X = O; deÍinien 

do claramente el punto de origen del sistema de coordena 

das y una adecuada escala numérica en cada una de las 

rectas (X O Y Y = 0), ubica los puntos en el plano 

cuyos pares son: Al4,2); B(-3,4) C(4,-5) D(-3, -6 ) i 

E(O,7); F(2,0), G(l,l), H(O, - 3), 1(-4,0). 

2) Dado el siguiente sistema de coordenadas en el plano TIi 

identifica las coordenadas de los pares ordenados para -

cada punto. 

a ) 4 

B 
3 

A H 
2 

e 

I 
I 

-4 -3 -2 1 - 1 \ 
o 1 

2\ 3/ 
4 

D 
-1 

E G 

-2 

I F 

-3 

/ 
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b) 

4 

B F 

3 

A 

2 

E 

I 

I I 
- 5 -4 -3 -2 - 1 O 1 2 :3 4 :5 

-1 e 

o -2 

I -3 

H - 4 G 

3) A continuación darnos un ejercicio para que el alumno uti-

lice toda su imaginación, lógica, raciocinio, 

El arquitecto Luis Eduardo, quiere diseñar una nueva simbolo 

gía (Nomenclatura) , para ubicar una casa en una ciudad; como 

le ayudarías a ubicar los npuntos" (casas) en el siguiente -

plano; suponiendo que el asterisco * marca el centro de la -

ciudad. Las casas a ubicar son las que están señaladas en -

el plano (M, S, e, +, T, R, T, Z). Nota: las "avenidas" son 

de norte a sur (o de sur a norte ) i las "calles" son de orien 

te a poniente (o de poniente a oriente) 
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DDDDDDDB 
N 

DOaOOOOo 
B D D~----O-D'iD B 

I * I O--t--~ E 

DDDiBDDiBD 
\,. - - - - - - - - - - - ' 

ODDDDDDB 
D8DDDDDD 
DDDDBDDa 

s 

4 ) Ampliaremos la parte de la ciudad que tiene líneas punte~ 

das para tratar de ubicar especificamente las casas A, B, 

e, D, E, F, G, H, I, J, K Y L, de la manzana señalada. 

Ayúdale al arquitecto Luis Eduardo, a definir especifica-

mente (univocaroente) su ubicación en el plano de la ciu--

dad. 
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/ 

A B e D N 

L E 

f--- r----- o --+--..... E 

K F 

J I H G s 

IGLESIA 

t 
,----------------- -

UBtCACION DE UN PU NTO EN EL PLANO 

ACTIVIDAD ~.6 

Objetivos 

Que el estudiante; 

a) Descubra que la ubicación de un punto en el plano, depen-

de del sistem~ de coordenadas a us~r. 

b) Identifique que aún teniendo un MIS}lO tipo de sistemas 

coordenadas, ello no es suficiente, para la ubicaci6n úni 

ca de un punto en el pl a no. ---­\OiEC}. CE.NTR~L 
. _ _ .... .... c .. ~ .. " ... 
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c l Identifique que los ejes en un sistema, son no necesaria­

mente perpendiculares. 

PROCEDIMIENTO; 

Primera Parte 

- Torna tres h o j as de pepel -transparente 

- Identifica los planos con las letras A, B, e 

- Torna el plano A 

* Selecciona un p unto O en el plano A 

* Traza una recta horizontal que pase por e l punto O y de ­

nomínala Y = O 

* Traza una recta perpendicular a la recta Y 

por punto O y denomínala X = O 

O que pase 

* Selecciona un punto P en el plano A diferente al punto O 

Toma el plano B y e 

Desarrolla lo mismo que en el plano A de tal manera que 

las rect as X = O Y Y = O Y el punto P, coincidan en los 

3 planos al sobreponer una hoja sobre la otra (aprovecha -

la transparencia del papel) 

- Toma nuevamente el plano A y construye una graduaci6n en -

las dos rectas X = O Y Y = O 

unidad 

a una escala de l cm por 

- Toma el plano B y construye una graduaci6n en las rectas -

X = Q y Y = O a una escala de ~.5 cm por unidad. 

Torna el plano e y construye una graduaci6n en la s rectas 
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x = O Y Y = O a una escala de 2.0 cm por unid~d 

- Toma por separado cada plano y ubica en cada uno de ellos 

el punto P con su respectivo par ordenado (de acuerdo a su 

escala } 

- ¿Son iguales las coordenadas de P en cada plano? si 

no 

- ¿A qué se debe este Íen6meno? 

Como explicas el hecho de que a pesar de estar en la misma 

po sici6n P en los tres planos, sus coordenadas en los tres 

pares ordenados, son diÍerentes? 

Segunda Parte 

- Toma tres hojas de papel transparente 

- IdentiÍica los p_anos con las letras D, E, F 

- Toma el plano D 

* Traza una recta horizontal {y = 01 Y marca el punto O 

* Traza una recta perpendicula r a Y = O que pase por el 

punto O y llámala ~ = O 

Toma los planos E y F Y desarrolla lo mismo que en el pla­

no D 
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- Toma nuevamente los planos D, E Y F Y construye una gradua 

ción en las rectas X = O Y y = O de cada plano; a una es 

cala de: ~.O cm, ~.5 cm y 2.0 cm, respectivamente. 

- Toma por separado cada plano y ubica en cada uno de ellos 

el par ordenado (3,2) y represéntalo con la letra P en los 

tres planos 

- Coloca las tres hoja s una sobre la otra, de tal manera que 

las rectas X = O, Y = O, coincidan en los 3 planos. 

¿Coinciden los puntos P de cada plano? si no 

- ¿A qué se debe este fenómeno? 

- ¿Si se ubicó el mismo par (3,2) en los tres planos; porqué 

el punto P no coincide al poner los tres planos uno sobre 

el otro? 

¿Qué puedes concluir de la Primera y Segunda Parte con res 

pecto a la ubicación de un punto en el plano? 

- ¿De que elementos depende l a ubicac i6n de un punto en el -

plano de manera UNICA? 

Tercera Parte 

Selecciona un punto O en el plano TI 

- Selecciona un punto P en el plano TI diferente de O 
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- Traza una recta D horizontal que pase por el punto O 

- Construye una graduaci6n en la recta D (toma el punto O co 

mo el cero de la graduaci6nl y con una escala de ~:~ cm 

- Traza o tra recta D I (que no sea perpendicular a D) que pa-

s e por el punto O 

- Construye una graduaci6n en la recta D I (toma el punto O -

como el cero de l a g radua ci6n ) y con una escala d e ~:5 cm 

- Traz a una familia FJ de rectas paralelas a DI que pasen 

por los puntos 1. , 2, 3, ... , - 1., -2, -3, ... de la recta D 

- Cada una de esta s rectas de l a familia F , identifícalas -
1 

con l a letra .x 

- Traz a una famili a F 2 de rectas paralelas a D que pasen por 

los puntos .1, 2, 3, ... , -~, -2, -3, de la recta D I 

- Cada una d e estas rectas de la familia F 2 identifícalas 

con la letra y 

- Existe una recta x de FJ y una recta y de F 2 que pase por 

el punto P? 

* Si tu respuesta es sí; identifícala s con sus correspon-­

dientes números reales : x = a y y = b 

* Si t u respuesta es no; traza otras rectas paralelas a D 

Y DI que paseILpor P e identifícalas con sus correspon--

dientes números reales: x = a y y = b 

- Representa el punto P con el par ordenado : (a,b) 



COMENTARIO: 

Notarás que para la ubicación de un punto en forma única 

en el plano, las rectas D y D' no tiene que ser necesa-­

riamente perpendiculares 

EXPOSICION: UBICACION VE PUNTOS EN EL PLANO 

La ubicación de un punto en un plano TI depende "exclusi­

vamente" del sistema de coordenadas que se este usando . 

Además debe aclararse especificamente la escala numérica 

en cada sistema de coordenadas. 

Es necesario tener presente estas condiciones, ya que se 

pueden presentar aspectos como en la actividad ¡.6: 

~a Parte : en donde el punto P (a,b) del plano A es el 

"mismo" punto P (c,d) del plano B 

2a Parte: en donde el punto P(3,2) del plano D es dife-­

rente al punto P(3,2) del plano E. 

En resumen: 
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Cuando se trata de "ubicar" un punto en el plano, generalmen 

te lo primero que se hace es trazar dos rectas perpendicula ­

res, definiendo su orígen y tomando una graduación sin espe ­

cificar su escala numérica; proceso que consideramos inade- -
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cuado. Lo adecuado debe ser, que cqda vez que ubiquemos un -

punto en el plano determinemos especificamente su sistema de 

coordenadas; porque un mismo punto; (Act. ~.6; ~a. Partel en 

el plano, puede tener distintas coordenadas o un mismo par -

ordenado; (Act: ~.6: 2a. Parte) puede ser identificado en el 

plano en distintas posiciones, dependiendo del sistema de 

coordenadas que se hayan seleccionado. 

OTROS SISTEMAS DE COORDENADAS 

ACTIVIDAD ~.7 

Objetivos 

Que el estudiante : 

a) Descubra que existen otros sistemas de coordenadas 

b) Determine que no solo con rectas podemos formar sistemas 

de coordenadas 

c) Descubra que existen también familia de curvas 

PROCEDIMIENTO: 

- Toma un plano TI 

- Selecciona un punto O en el plano TI 

- Selecciona un punto P en el plano TI diferente al punto O 

- Con el compaz traza un conjunto de circunferencia s con cen 

tro en el punto O 



COMENTARIO: 

A este conjunto d e circunferencias le llamaremos; Fami-­

lia C de circunferencias por tener una característica co 

mún, toda s tienen el mismo centro O. 
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- Denomína por 'Ir'! la circunferencia de l a familia e que pa ­

sa po r P (r e s el radio de la circunferencia que pasa por 

P) 

- Mide con una regla la distancia que hay entre el punto O y 

el punto P, y denomínala d 

- Representa a la circunferenc ia de radio r y la distancia d 

que identifica al punto P con el par ordenado P(r,d) 

- Encuent r a otros puntos que esten en la circunferencia de -

radio r y que estan a la misma distancia d del punto O 

COMENTARIO : 

Establecemos que con las circunferencias y el elemento -

distancia no e s suficiente para ubicar un punto en el 

plano de manera única . 

- Traz a un conjunto de rectas (Familia F) que pasen por el -

punto O (no son paralela s l 

- Denomína por "L" la recta de la familia F que pasa por el 
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punto P 

- Representa el punto P con el par ordenado: Plr,L) 

- Encuentra otro punto P' que esta en la circunÍerencia con 

radio "r" y esta en la rec,ta L 

COMENTARIO: 

Con lo anterior concluimos que s610 con circunÍerencias 

y rectas no es sUÍiciente para ubicar un punto en Íorma 

única . 

(Note que los puntos P y P' estan sobre la misma circun­

Íerencia de radio r y sobre la recta L) 

- Traza por el punto O una recta D (horizontal) 

- IdentiÍica la semirecta (del punto O a la derecha) de la -

recta D con la letra B 

COMENTARIO : 

La medición de ángulos se hará a partir de la semirecta 

B con las demás rectas de la Íamilia F, en el sentido 

contrario a las agujas del reloj 

- Mide el ángulo Íormado por la semirecta B y la recta L y -

denomfnalo 0 

epresenta ·el punto P con el par ordenado : P(x,0) 
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- Existe otro punto que tenga las características de Pi es -

deci r que esté en la circunferencia de radio r y que tenga 

un ángulo 8 ? 

¿Cuál e s el ángulo que forma la s emirecta B? 

¿Cuál e s e l ángulo que forma la recta que pa sa por el pun ­

to PI ? ------------------------------------------------------------------

COMENTARIO: 

Concluimos que con los radio s de las circunferencias con 

centro en O y los ángulo s formados con la semirecta B y 

la familia de rectas de F, se puede ubicar e n forma úni ­

ca un punto en el plano. 

Esta otra manera de ubicar un punto en el plano (la otra 

se de f ini6 a travé s de rectas) nos da la idea de que h a y 

ma s sistemas d e coordenadas, para ubica r un punto en el 

plano . 

- Ubica un punto P en otro plano TI marcando el punto O, ha-­

ciendo uso de otro tipo de curvas. 



EXPOSICION : OTROS S ISTEMAS VE COORVENAV AS 

Hemo s establecido que para ubicar un punto P en el plano 

no s610 se utilizan familias de rectas, sino que se pue ­

de usar otro tipo d e familia de curvas (por ejemplo cir­

cunferencias) . 

Es claro que independientemente la familia de rectas (cur 

va s) que se use para determinar un sistema de coordena- ­

das, es necesario identificar la escala n umérica y el 

punto d e orígen . 

DEFINIcrON l . 3 

Sean F J Y F 2 dos familias de recta s ( curvas) diferente s 

entre si en un plano; denominamos : "Sistema s de coordena 

das ", el conjunto de rectas (curvas) que nos sirven para 

ubicar un punto en el plano de manera UNICA. 
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CAP 1 TUL O 1 1 
VECTOR DESPLAZAMIENTO 

INTRODUCCION AL CONCEPTO DE VECTOR 

ACTIVIDAD 2.l 

Objetivos 

Que el estudiante 

a) Verifique la dificultad que existe en identificar con una 

sola cantidad ciertos fenómenos físicos 

b ) Descubra que hay fenómeno s físicos que para ser identifi ­

cados; ademas de su magnitud , es necesario conocer otras 

caracter ísticas, tales como: dirección y sentido 

PROCEDIMIENTO 

Primera Parte 

- Observa el plano de una c iudad que se te presenta en la fi 

gura 2.0 

- Identifica l a letra O como el centro de la ciudad 

- Identifica las siguiente s indicaciones: (referente al pla -

no de la ciudad) 

i) El movimiento a la derecha es el ESTE, a la izquierda 

al OESTE , hacia arriba al NORTE y hacia abajo el SUR. 

ii) Todas la persona s en la ciudad se novilizan de acuerdo 

a la siguiente regla: independientemente donde se en - ­

cuentren¡ primero caminaran al ESTE o al OESTE y des- ­

pues al NORTE o al SUR, ¿entendido? 
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Dada la Información: 

Luis y Eduardo, viven en la casa A¡ 

Lu is, visita a un anigo que vive en la casa B y Eduardo, 

visita a otro amigo que vive en la casa C. 

DDDDDDDD 
DEJDDuDD[] 
DCJDDDDDD +N 
D D D DóD EJ D DO, ' 
DDEJDDDDQ 
DQD[J[jDDD 

Plano de una c iudad 

FIG. N.2 . 0 
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Representa con lápiz (de distinto color) el camino que to ­

ma Luis y Edua rdo, según la indicación dada 

¿Cuántas cuadras camina cada uno de ellos, para visitar a 

sus amigos? 

¿Se encuentran a la misma distancia de su casa? si no 

- ¿Si caminaron el mismo número de cuadras, porque no llega ­

ron Luis y Eduardo a la misma casa? 

- Puedes representar el camino recorrido por cada uno de 

ellos, con solo el número de cuadras? 

si ¿por qué? 

no ¿por qué? 

- En que se difere..Tlcia el trayecto de Luis con el de Eduardo? 

- Además del número de cuadras, que otro aspecto se tiene 

que agregar, para diferenciar un trayecto del otro? 

Simplifica simbólicamente el trayecto de Luis y el deEduar 

do 

C0!1ENTARIO : 

Pedro llega a buscar a Luis y a Eduardo; pero la señora 

de la casa esta insegura de donde estan sus hijos, y le 

dice: a Luis, búsque lo 3 cuadras al ESTE y 2 al SU , en 

la casa C, y a Eduardo, 3 c uadra s al ESTE y 2 cuadras al 

NORTE en la casa B. 

LV 
AL r 



- ¿Es c orrecta l a información dada po r la s eñora? 

s í , por qué ? 

no, por qué? 

4l 

- Si fuera posible hacer un ' solo trayecto, para Lui s y Edua~ 

do (es decir, ir de la casa A a las casas B y CL COIDO lo -

r epresentarías gráficamente en el plano de la ciudad, sien 

do bien específico para indicar de y para donde es el tra ­

yecto. 

COY~NTARIO: 

Olga y José, viven en la casa G y deciden ir a ver a su 

tío novia, respectivamente, que viven en la casa 1 y J, 

respectivamente . 

Representa el tra ecto de cada uno de ellos con lápiz de -

color 

¿Camina cada uno de ellos el mismo número de c uadras? si 

no 

¿Ha cen el recorrido sobre la misma avenida? si no 

- ¿Cuál es la diferenc ia en cada uno de los recorridos? 

¿En que sentido viajan Olga y José? 

- ¿Será suficiente, decir que Olga está a dos cuadras de G y 

sobre una mi sma avenida, para indicar que está en la casa 

I? 



si, por qué? 

no, po r qué? 

¿Qué otros aspectos hay que considerar? 
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- En conclusi6n; de que elern~nto s harás uso para ubicar el -

trayecto de un punto a otro en una ciudad? 

- Real i za otros recorr idos del centro de la ciudad a l~s ca ­

sa s G, H Y P, D 

I dentifica cada uno de eso s recorridos, con lápiz de color 

- Identifica simb6licamente cada recorrido 

COMENTARIO: 

Se observa que para i dentificar un c ierto trayecto en el 

plano de la ciudad, no e s suficiente enumerar el número 

de cuadras, sino que hay que defini r en que direcci6n 

(avenida o calle ) y el sentido (Norte Sur u Oeste Este), 

en que se carnina . 
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Segunda Parte 

3 grupos de jóvenes l2 por cada grupo) desarrollan la 

competenci a siguiente; 

"Move r un bloque de hielo que esta s obre el piso' Fig. 

2.~; cada grupo participa segGn la figura 2.2, 2,3 Y 2.4; 

se ha convenido en que cada joven tiene la mi sma poten- -

cia en fuerzas 

- Identifica cada grupo con las letra s A, B, C. (respectiva-

mente) 

- Identifica corno F
1

, F
2 

las fuerzas que hacen los jóvenes -

del grupo A; como F3,F4 las fuerzas que hacen los del gr~ 

po B Y F Y F las fuer zas que hacen los del grupo C. 
5 6 

- Qué g rupo mueve con facilidad el bloque de hielo? 

¿Por qué ? 

- ¿Qué grupo no mueve el bloque de hielo? ¿por qué? 

- ¿Qué grupo mueve con dificultad el bloque de hielo? 

A que se deben los resultados diferentes, si en cada grupo, 

los jóvenes rea li zan la misma cantidad de fuerzas? 

Las fuerzas Fl y F 2 del grupo A estan en la misma direc---

ción? si no; en el mismo sentido? si no 

- Las fuerzas F3 y F 4 del grupo B estan en la misma direc-- -

ción? si no; en el mismo sentido? si no 
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Las fuerzas F5 y F6 del grupo e e stan en la misma direc-- -

ción? si no , en el mismo sentido? si no 

FIG. N o. 2. 1 

FIG. No . 2.2 

FIG. No. 2.3 

FIG . No. 2.4 



COMENTARIO: 

Si en el grupo B cambiamo s al joven d e la derecha por 

otro que tiene mayo r fuerz a 

- ¿Crees que al hace r fuerzas se mueve el bloque de hielo? 

si no 

- Si se mueve, haci a que lado sería? 

- Identifica este nuevo grupo con la letra D 

45 

- Que aspectos diferente s existen entre el grupo B y D, con 

respecto al tipo de fuerzas que hacen los jóvenes? 

- Dibuj a las figuras 2,2, 2.3, 2.4, con trazos simples (es ­

quematicamente ) de tal manera que no aparezcan los jóvenes; 

pe r o s í , que se identifique hac i a donde se dirigen las fuer 

za s 



COMENTARIO: 

Se observa que para mover el bloque de hielo, depende 

del número de jóvenes y además de la FORMA cono se hace . 

En los grupos A,B se hace fuerz a en la misma dirección ; 

por lo tanto la "dirección" se puede identificar por una 

recta paralela a la s fuerza s. 

En los grupo s D y B se hace fuerza s en sentido contrario 

(opuesto), por lo tanto podemos identificar el "sentido" 

de las fuerzas por su orientación (cada dirección tiene 

dos sentidos opuestos) 

En los grupos A, B, e, los jóvenes tiene la misma canti ­

dad de fuerzas, pero en el grupo D, los jóvenes tienen 

distinta cantidad de fuerza, por lo tanto, esta cantidad 

de fuerza se puede identificar como: magnitud de fuerza . 

En resumen 
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Existen cantidades en la vida cotidiana, como la fuerza que 

no se pueden identificar con solo ~u can~¡dad de 6uehza~ , 

sino que es necesario considerar otros elementos, tales como: 

la dirección y el sentido . 
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EXPOSICION: CONCEPTO VE VECTOR 

Se llama vector a todo segmento orientado (Fig . 2.51, en 

el que se distinguen los aspectos siguientes: dirección, 

sentido y magnitud. 

Se representa a los vectores con una sola letra con una 

-'" 
flechita arriba v (Fig . 2 .5 ) o bien po r dos letras, con 

flechita arriba oA (que re resenta el origen _ el extre -

mo de l vecto r ) Fig . 2 . 6 

o 

FIG . No. 2.5 F I G. No. 2.6 

REP RES ENTA CIO N DE LOS VECTORES EN EL PLANO 

ACTIVIDAD 2,2 

COMENTARIO: 

Todas las actividades que se desarrollan a continuación, 

sobre un plano se identi=icarán en el p lano ]R2 en u n 

"mismo" sistema de coordenadas rectangu are s. ¿Entendido? 
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Objetiyo s 

Que el estudiante: 

a l Descubra que la noci6n CFísicat de vector, se puede re- ­

presentar facilmente en un plano. 

b) Determine que existe una manera simple Lpar ordenadol de 

identificar todo vecto r en e l plano . 

COMENTARIO: 

Don Luis vive en una pequena Isla, LFig. 2.l) Y es el -

único que produce cierto artículo, que tiene que distr~ 

buir todas las rnaii.anas a los compradores en los muelle s -

A, B, C, D, E¡ todos le han exigido que quieren su mer ­

cadería a la s 7 : 00 horas; por lo que don Luis, dispone 

de cinco lanchas . 

- Identifica la s 5 lanchas como : L 1 , L 2f L3 f L~, L5 

- Identifica la Isla como punto de partida de las lanchas y 

llámala I 

- Identifica la trayecLoria de la lancha Ll (de la Isla al 

~uelle A) como 2 km al Este y 6 km al Norte (se ha cuadri 

culado el mapa a una escala de ~:~ km). Ver Fig. 2 . 7 

- Representa la trayectoria de LJ ma s simplemente : 2E y 6N , 

lo que se puede escribir l2E, 6N) 

- Identifica en forma similar las trayectoria que seguirán 
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las lanchas L2 , L3' L y ' LSl para llegar a los muelle s B, 

e, D, E respectivamente y grafica las trayectorias 

- Dete rmina las trayectorias que haran de regreso las lan--

- La t r ayectoria de l a lancha LJ se simboliza : ( 2E, 6N), p~ 

drías escribirlo en Íorma mas simpl e? no si, ¿co-

IDO? 

/ I~ l/j' II¡I/; 1 / /1 1
I / . '1 , 

/1, ~/ / /, j' 
. 1 

I I / 1 1 // 
, 1: 1 / , / / 1 / , , I ' I 1 I / ' ;: I ~/ / 

1/ v' / / '/ I ¡, I 
/. I / ~ / 1 I 

/ /: 1/ / / / 1/ 1 I 
, 1 / 

'1 / / ' f 1; '/ /1; V0 I/ f / 1 / 
1 / 1/// 

l· ' :./ / / ~ A/ / 1 

N 

r 
o _. --+1--' E 

1 . 
/ / 1 :> / / V 1 ~ ~ /í 0L 

11 , /1 / I 1 1 

. / / /¿/ 

S 

~(1 /1 
./ // 1; ~ / ~ ',?/ I /; I 

/1 I 
/ / 

/. / // / //)j ~LI ji; /í: 
/ , 

I ,1 / I 
// 

/' / 
I / 1 

~- / I 1/ /1 
/ /' l O B¡ /¿ 
// / / / ~ / f ' ' / 

/ / 
i I ,1. / 
/ / ;f ,; r / 

11 í / / / , / . 
~ I /~/ /( 1 I 

;' / / 

~ i/ ,~ I 
/ / 

/ / // .. / 
, 

/ /~ , ~~ ~c! 
1 1 

1/ / / // ,,/ 

'!/¡ V ,/ ;)j ti 1//1; /1 / / I -1 
/ 1/ 

I ~/ v/ I 

I / / 1 

I 1 
~ x: 

Ese . 1; 1 Km. 

FIG.No.2.7 



COMENTARIO : 

Las c an t i dade s básica s para describi r una traye c t o r ia ~ 

son la s horiz onta les y verticales (en l a orientac i ón 

del ape l ) . En l a s horizontales: Este a la derecha J 

Oeste a la izq u i e rda; si usamo s l a convención del p l ano 

c arte s iano , e l camino de la I s la (or i gen de l plano) al 

muelle D en vez de (3W, 2N) lo pooemos escribir ( - 3 ,2 ) . 

Como habría peligro de confundirse con lo s pare s orden~ 

dos que representan a un PUNTO¡ es necesario aclara r 

cuando el par es un vector cuando es un punto . 

5 0 

- Usando pares ordenados determina _as tra yectorias de las 

lanchas , cuando van de la Isla (1) a los muelles A, B, C, E 

- Escribe como pares ordenado s las trayectorias de la s a ­

chas , cuando van de los muelles A, B, C, D,E a la Isla (1) 

- Simboliza la trayectoria de la Isla (1 ) al muelle A corno : 

"de 1 a A" o mas simplemente lA ; luego escribe : IT=(2,6) 

Que significa : "el viaje entre 1 A es 2 km al Este y 6 

km al -orte" o en e l plano cartesiano : "el viaje entre 1 

y A es 2 unidades a la derecha , 6 hacia arriba" 

- Simbol iza e n forma similar las trayectorias de las lan---

chas L J , L 2 , • •• , Ls de la Isla a los muelles de los -

muelle s a la Isla . 
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EXPOSICION : VECTORES EN EL PLANO 

He aquí el plano n 

Todo s lo s puntos del plano n desempeñan el mismo papel . 

Se dibuja algunos p unto s del plano n y se les llama a,b 

c,d,¡ se llama O a uno de sus puntos. 

a .c d 

O 

b . . e 

--El punto a define la traslación o vector oa (ver Fig . 2 . 8) 

o o 
FIG. No. 2. 8 

Hemos designado como n el conjut no de vectores del pla -

no n por lo tanto: 

Hemos des i gnado cono T. o el plan o n e n el cual hemo s lla 

mado O a uno de sus puntos . 

Es ev"i.Ciente quE. la ar licación : TI o --> n 

p 'VV'u-> P = op es una bi yección 

Por lo tanto es posible representar todo vector de TI 

po r u n p un t o del plano no 

He aquí un vecto r v de n 

o 

Construye el punto v eue represenLc al vector v 



EXPOSICION ; VECTORES EN UN MIS M PLANO DEFINIDOS EN UN 
SISTEMA DE COORDENADAS RECTANGULARES R2 
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En la sección anterior , p~ra referirnos a un plano, uti -

li zarnos la l etra TI en dond e se identifican s610 puntos ; 

d e signaremos como TI al plano vectorial asociado al plano 

TIi en este plano identificamos vectores. 

Todo vector oM en el plano TI (con su sistema de coordena 

da s R2) será representado de la for l a : (a,b) que son las 

coordenadas del punto M (ve r Fig. 2 . 9); en donde es nece 

sario oefinir su referencia del sistema carte siano que -

se USE; así : ( O, en donde O: or igen del plano ; 

e7: unidad de longitud en la recta Y = O Y e;: unidad de 

longitud e n la recta X = O. 

El vector OM = (a,b) está determinado especificdmente c~ 

mo un par ordenado; del cual se identifica su direcci6n , 

sentido y magn itud. 

R 

e:[/J M (a, b ) 

____________________ ~~~------~L---------------------- R 
o e, a 

FIG. 0.2.9 
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EJERCICIOS 2.~ 

COlJl..ENTARIO 

Convengamos en identificar la referencia de sus escala s 

en las rec-::'as Y = O Y X = O, a sí (O,el ,e2) en donde : 

O: Origen 

e J : Unidad de longitud en la recta Y = O 

e2 : Unidad de longitud en la recta X O 

2.2.1 En el plano TI se tiene un número de vectores en el 

plano cartesiano . 

Identifica simbólicamente cada uno de ellos. 

B 

I I / -
e A 

~ V 
~ 
~ 

o / 
----1 "'"--~ 

~ 1& v v 

I :--
I 

I I~ '" ",1 
I I El 1 ~I I 

F 

2.~.2 En un plano con SCCR de p2, grafica los vectores : 

u = (4,5); v = C- 3,6L; -;;; = ( -4,-2 ) s = (4, -3 ) ; 

t = (0,5) 
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INTROD UCC ION A LAS OPERACIONES CON VECTORE S 

ACTIVIDAD 2.3 

Objetivos 

Que el estudiante : 

al Reafirme el concepto de vector, con sus tres caracter- -

rísticas~ magnitud , sentido y direcci6n . 

b ) Determine una idea intuitiva de sumar vectore s en forma 

gráfica . 

c ) Obtenga conclusiones de los gráficos realizados . 

PROCEDIMIENTO 

En l a Fig . 2 .]0, se observa un río, cuyas aguas van a -

una velocidad de 20 mts . por minuto, de izquierda a de -

recha (ver flechita) i además se identifican dos posicio 

nes a las orillas del río : O y A (opuestas entre si); -

el ancho del río es de 40 metros. 

--4(;i"f¡¡;tros -

- -

FIG . No. 2.10 
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- Para Íacilitar las siguiente s preguntas se ha esquemati-

zado la Fig . 2.~O, con la Fig . 2.~l la una escala de l -

cm po r cada lO met ros) 

x 
l' 

-3 

y z A 8 

- -
I 

e 
! 

o 
~ 

- --
~-----

I 
--- - --t--I -

I I 

-2 - I o 2 3 

I cm. = 10 metros 

Se desarrollan 4 competencias : 

E F G H I J 
I I I / 

- ----- --.. - --
.-- - -

_ _ ______ 4cm ~ 4 ~s 

- ------ - I -, , - ,--t_ 
/"\. 

4 5 6 7 8 9 

FIG. No. 2.11 

l a. Tre s jóvenes: W, R y L que nadan a 40, 20, ~o me - -

tros por minuto respectivamente, se lanzan al agua 

(uno por uno) desde a posición O en la dirección 

de A. 

¿Crees que los 3 j6venes (K , K Y L) llegará a la posición 

A? sí no, por qué? 

Recuerda que la velocidad del agua es de 20 metros por 

mi uto . 
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Identifica la posición a la que llega W al otro lado del 

río . 

- Representa con una flecha de orilla a orilla, len la Fig . 

2.ll) la trayectoria que sigui6 W, 

- Identifica la trayectoria de W con v
J 

- Mide con la regla la distancia que nadó ~ y trasládala a 

metro s e identifícala con la letra d J 

- Identifica la posición a la que llega K al otro lado del 

río . 

- Representa con una fl echa de orilla a orilla (en la Fig . 

2.ll), la trayectoria que siguió K 

- Identifica la trayectoria de K con v 
2 

- Mide con la regla la dis~ancia que nadó K y trasládala a 

metros e identifícala con la letra d 2 

Identifica la posición a la que llega L al otro "lado del 

río 

- Representa con una flecha (en la Fig. 2.ll) la trayecto-­

ria que siguió L 

Identifica la trayectoria de L con v
3 

- Mide con la regla la distancia Que nadó L y trasl§dala a 

me~ro s e identifícala con la letra d
3 

¿Kadaron los 3 jóvenes la misma dis~ancia? 

- ¿Quién nadó la menor distancia? 

- ¿Quién nadó la ma or dis~ancia? 

por sué? 

por qué? 

- ¿Quié tardó ~as tiempo en atravezar el río? 

si no 
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Dibuj a con flechas, aparte de la Fig . 2 ,ll , indicando l a 

dirección de lanzamiento de los jóvenes, la dirección del 

agua y la dirección de nado que siguió cada joven. 

2a . Esquematiza otra figura 'idéntica a la Fig. 2.ll Y lláma 

la Fig. 2.ll-A 

* Tre s jóvenes: P, Q, R, que nadan a una misma veloci- -

dad : 40 metros por minuto, se lanzan al agua (uno por 

uno) desde la posición O en la dirección : X, A, Di 

res ect i vamente . 

- ¿Cree s ~ue los 3 'óvene s llegarán al otro lado del río al 

mismo punto? si no, por qué ? 

- Determina la relación entre la velocidad de nado de los -

jóvenes la velocidad de la corriente del agua (ayuda: -

por cada lO metros que el joven nada , el río lo arras~ra 

5 métro s) 

- Representa con flechas las trayectoria s de lanzamiento 

(de orilla a orilla) de los jóvenes P, Q, R desde la osi 

ción O en la dirección X, A, Di respectivamente . 

--.. 
- Identifica cada trayectoria con v l ' v 2 ' V 3 i respectivame~ 

te 

- Eide co_ una regla la distancia de las trayectorias v l ' -

e ioentifícalas con las etras d
l

, O2 , 03; res e c 

t:iva ,ente . 
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Recuerda, por cada 2 metro s que el joven nada, el río -

lo arrastra un metro . 

IdentiÍica la posición a la que llegarán P, Q, R al otro 

lado del río 

- Representa con Í lec ha s (de otro color) las trayectoria s -

de nado que seguirán P, Q, R al atraveza r el río 

Identi Í ica cada trayectoria con a l ' a , a 3 ; respectivamen 

t e . 

- Mide con una regla la distancia de la s trayectoria s al' -

¿Quién nadó menor distancia? 

¿Quién nadó mayor distancia? 

- ¿Quién llegó mas cerca del punto A (al o~ro lado del río)? 

- Dibuja con flechas, aparte de la Fig . 2.ll - A indicando la 

dirección de lanzaThiento oe cada joven, la dirección de -

la corriente del agua; ~ la dirección de naoo que siguió 

cada joven . 

3a . Dibjuja otra fiaura idéntica a la Fig. 2.l1 Y llámala -

Fig. 2.l1-B. 
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* Do s jóvene s S~, S2 que nadan a 50 y 20 metro s por roi -

nuto, respectivamente, se lanzan al agua luno por unoLi 

S ~ lo hace desde la posición 5 en la dirección e y S 2 

lo hace desde la posición 2 en la dirección Z. 

- Determina la relación entre la velocidad de nado de cada 

joven con la velociaad del agua. 

- Representa con f_echas la s tra ectorias de Lan:am"¿e.nto 

(de orilla a orilla) de los 'óvenes S1 y S2; desde las p~ 

siciones: 5 - 2 hasta los puntos e y Z, respectivamente 

~ ~ 

- Identifica cada trayectoria con u
1

, u
2

, res ectivamente . 

~ 

- Mide c on una regla las d istancia s de la s trayectorias u
1

, 

u 2 y trasl&dala a metros e identifícalas con las letras -

Iden~ifica la posición a la que llegarán SI y S2 (al otro 

lado del río) 

Lleaarán S] Y S2 al mismo punto al otro lado del río? 

si no . 

- Representa con flechas (ae otro color) la s tra~ectorias -

de nado que seguirán S ~ y S 2 desde las posiciones 5 y 2, 

res~ectivamente 

Identifica cada trayectoria con b~ y b
2

, respectivamen"Ce 

¿Ll ~garán los dos jóvenes al mismo punto, al otro lado 
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del rio? si no 

¿Por qué llegaron lo s dos al mismo punto lanzándose de di 

ferentes posiciones ? 

- ¿Quién nadó menor distancia? 

- Dibuj a con flechas (aparte de la Fig. 2.ll-B) indicando -

la dirección de lanzamiento de cada oven, la dirección 

del agua y la dirección de nado q u e sigu ió cada joven. 

4a . Dibuja otra figura idéntica a la Fig . 2 .l~ Y llámala --

Fig . 2. 1~ -C 

Dibuja un Dote de remos en el unto me¿io del río entre el 

número O Y la letra A e identifícalo con la letra B I 

* Do s jó ene s T l ! T~ que nadan a 40 metro s po r minuto -

c ada uno , se anzan al ag a (simultaneamente) desde -

el bote (B I
) que es~á anclado (fij o). T] lo hace a la 

derecha y T2 lo ha ce a la izquierda . 

Después de un minuto de haberse lanzado al agua Tl } T 2 ! 

identifica con las letras W y W las posiciones a las 
J 2 

q:ue han llegado . 

- Representa con flechas las tra~lectorias de nado de T
J 

Quién es~~ ma s lejos del bo e? por qUÉ? 
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- Quién está mas cerca del bote? , por qué ? 

- A qué distancia del bote se encuentran TJ y T 2 ? 

- A qué se debe que no estan a la misma distancia ? 

¿Si T2 después del primer minuto deja de nadar , un minuto 

despué s en Que posición estará? 

Se distinguen 3 aspecto s claramente en esta activioad : 

en el c a so l~ . la var i ación de magnitud; cada joven na -

da di=e rente distancia; en el 2~ . y 3er . caso _a varia -

ci6n oe dirección (diferentes direcciones de lanzamien-

to) y en el 4~. c aso la variaci6n de sentido , diferente 

sentido (opuesto) en el lanzamiento de cada joven . 

Siempre Que se manejen los elementos : dirección , senti -

do y magnitud, se estará relacionando con el cone_ to de 

vecto r . 

En resumen : 

Si un joven se mueve con una velocidad v en un rio, cu~as -

agua s Lienen una velocicad u; el resultaoo es que el jove. 

se rr.uev~ con una veloci¿ad resultante ~ (El vector; es la 

I 'l. TEC CENTR L 
I .M 'Vit'. -lgAD ,,1( I(&. ...... v .. ., 
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suma de los vectores v y u ( (ver Fig , 2 ,~2L 

- - --
.--- ---_.------

--~ -- ---
--- - -------

orilla del rlo 

FIG. No. 2.12 

SUMA DE VECTORES COMO PARES ORD ENADOS 

ACTIVIDAD 2 . 4 

Objetivos 

Que el estudiante: 

a) Descubra la forma gráfica y con pares de sumar y vecto--

res . 

b) Identifique el método del paralelogramo, para sumar vec-

tores. 

c l Obtenga conclus iones de los gráficos. 

PROCEDIMIENTO: 

En la Fig. 2.13 se muestra el plano de una ciudad en forma 
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esqugroqtizada, para facilitqr lq ubicaci6n de algunos luga-

res . 

El origen del plano cartesiano , identifica al centro de la 

ciudad. 

COMENTARIO: 

Convengamos en que si una persona se moviliza en la ciu 

dad; el RECORRIDO se representará corno un par ordenado; 

por ejemplo, si está en una posici6n X y se moyilizq 2 

cuadras a la derecha (Este 1 su representaci6n es L2, 01 , 

si es 2 cuadras hacia arriba (Norte ) (0,2), si es 2 cua 

dras hacia abajo (Sur) (0, -2 ); es decir en e l par orde­

nado: la primera componente, identifica el recorrido 

(Izquierda - derecha ), la segunda componente, iden~ifica 

el recorrido (arriba-abajol 

5 

cine escue/c 
N 

~ 

Pedro 
O----t---E 

3 

t ienda 

2 s 

, 

-2 - 1 o 1 2 3 4 5 6 

- 1 

super zool. F IG. No. 2.13 

_2 I I 
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Primera Parte 

- Partiendo del centro de la ciudad, de cuantas maneras pu~ 

des llegar a la casa de Pedro; P LS, 3)_ ? 

- Identifica algunas ~u~aó con colores diferentes, para lle 

gar a la casa de Pedro. 

- Selecc iona alguna s ~u~a~ e ide ntifícalas con las letras -

etc . 

- Para cada ruta; determina los distintos ~eco~~~doó a la -

izquierda, derecha, arriba o abajo y representa cada reco 

rrido, con s u respectivo par ordenado. 

- Selecciona la ruta rJ 

Determina cuantos recorridos se dan en la ruta r
j 

- Identifica los recorridos de la siguiente manera; BA des-

pués AS después Be ... hasta llegar a la casa de Pedro 

(según el número de recorridos) 
~ ~ ~ 

- Identifica los recorridos OA, AB, Be, ... etc., con sus -

respectivos pares ordenados 

Suma los pares ordenados (se suman las primeras y segun--

das componentes de cada parLi por ejemplo: 

u, O) + (2,4) (3,4) 

~ ----""-

- Se podrá representar la suma de los recorridos OA, AB, 

etc., como un s610 recorrido OP? sí no 

* Si tu respuesta es sí, simboliza esa suma de recorridos 

OA, AB , .. . etc., con el recorrido OP 
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- Selecciona la ruta r 2 

- Dete~ina cuantos recorridos se dan en la ruta r 2 

- Identifica los recorridos así: OK, después KL, después LM, 

etc., hasta llegar a la casa de Pedro. 
~ 

- Identifica los recorridos OK, KL, LM, etc., con sus -

respectiv os pares ordenados. 

- Suma los pares ordenados 

- Se podrá representar la suma de los recorridos OK, KL, 

U 1 , etc., como un s610 recorrido OP? sí no; si su 

respuesta es sí: 

* Simboliza la suma de los recorridos OK, KL, •• , etc., -

con el recorrido OP 

- Se lecciona otras rutas r 3 , r 4 , ••• etc., y haz un proced~ 

miento igual a los que se te han planteado anteriormente 

- ¿Independientemente de la ruta que se seleccioné; al su--

mar los pares ordenados en cada ruta, tu resultado siero--

pre es (5,3)? sí no 

- Qué concluyes? 

- ¿Se podrán identificar todas las rutas r 1 , r 2 , r 3 , r 4 , ••• 

etc. ,-~on-una s6la ruta OP? sí no 
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COMENTARIO: 

Se analizarán otras rutas más específicas, para obtener 

un resultado más simple, con respecto a la suma de pa--

res ordenados. 

- Selecciona 2 recorridos para ir del centro a la Escuala; 

e identifícalos así: OA, después AE 

- Determina para cada recorrido OA, AE su respectivo par or 

denado 

- Suma estos pares ordenados y compara el resultado con el 
---'>-

par del recorrido OE, ¿son iguales? sí no 
~ ~ --=::... ---=::.. ~ 

- ¿Se podrá representar la suma de OA y AE como: OA + AE = OE? 

sí no 

Selecciona 2 recorridos para ir de la Escuela a la casa -

de Pedro; e identifícalos así: EK, después KP 
- Determína para cada recorrido EK, KP, su respectivo par -

ordenado 

- Suma estos pares ordenados y compara el resultado con el 
----!>... 

par del recorrido EP, ¿son iguales? sí no 

- Se podrá representar la swna de EK y KP como: EK +KP = EP? 

sí no 

-----Suma los pares que representan a los recorridos OA, AE, 
~ 

EK Y KP 

- ¿El resultado de la suma anterior es el par (5,3)? sí 
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no 
~ --lo.. ---.... ---..... 

- ¿Se podrá representar la suma de OE y EP como; OE+ EP= OP7 

sí no 

- En el plano de la ciudad representa con flech as la ruta -

---"- --'>.. 

OE, EP Y OP 
~ 

- ¿Se podrá interp retar que la suma del vector OE con el 

~ ----"'-

vector EP es igual al vector OP? sí no 
-----""- ---'>. 

- ¿Se podrá interpretar que la suma de los vectores OA, AE, 

----'>o. ----""- ----""-

EK Y KP es igual al vector OP? sí no 

I 
COMENTARIO: 

-!>.. ~ ~ -.!:.. ~ 

La combinación de OA, AE , EK Y KP que resu l ta de OP, es 

una forma de suma; luego se puede e scribir : 

----"- ~ ~ ---"- ----"" 
OA + AE + EK + KP = OP -

Además la suma gráfica de vectores se interpret a como -

colocar un vector a c ontinuación de o t ro y el v e ctor re 
-

sultante es igual a l vector de ori gen, al e xt r emo del -

últ i mo. 

Ver Fig . '2. J 4 

8 

1 A 1......--- ---f-

\ :.--

/ I I \ 
/ I \ 1 I 

V I I 1 1\ e 

o~ I I I I 

I I , I 
F IG. No. 2 . 14 



68 

- La interpretación de suma de vectores corno pares, se de--

termina aSl; (ver Fig, 2.14L. , 

----- --Jo.... ~ ~ 

Coroo: OA = (3,4) i AB = l4,.11.: BC = (2, -4) Y OC = L9,.l1 
---'>. --'"- ~ 

luego: OA + AB + Be (3 , 4 ) + l4, .1 ) + (2 , - 4 ) 

= (3 + 4 + 2, 4 + .l + ( - 4 ) ) 

= oc 

* Repita los procedimientos anteriores para ir del centro 

de la ciudad a otros lugares: Cine, Tienda, Super, Zoo. 

Se gunda Parte 

Si tenernos 3 puntos co lineales A, B, C (en una misma direc-

ción) I entonces la suma se puede interpretar de dos formas: 

AB + AC y AB + AC (F ig. 2 . .15) 

e 

FIG . No. 2 . 15 
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Procedimiento para sumar vectore s en una misma dirección; 

Dados los vectores u, v, w realiza las siguientes sumas; 

------------------------> --------> <-----------------
~ 

u v w 

~SI.) U + Y 

- Traza dos rectas paralelas en la dirección de los yecto- -

res (separados 2 cm aproximadamente) e identifícalos con 

las letras D y DI (ver Fig. 2.~6) 

- Coloca los dos vectores y y ~ sobre la recta D de tal ma-

nera que coincidan los dos orígenes de los vectore s (iden 

tifícalo con la letra O) (ver Fig. 2.l6) 

- Ubica un punto P en la recta DI lver Fig. 2.~6 L 

------------------------------------------------------------------ DI 

D 

Traza segmentos de recta desde el origen al punto P y des 

pués desde el punto P al extremo del vector ti (formando -

un triángulo) 

- Traza otro segmento de recta desde el extremo del vector 

-""" 

v paralelo al segmento OP hasta tocar un punto de la rec-

ta DI; e identifícalo como pI 

- Traza otro segmento de recta desde el punto pI hasta la -

recta D que sea, paralela al segmento que va desde el pu~ 

to P a l extremo del vector u 
- Identifica este punto con la letra E 
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- Traza un vector desde el punto O al punto E 

...:.. 

- El vector OE es la suma de los vectores v + u 

2S2.. l u + w 

Aquí haz lo mismo, lo único que en vez del vector y 

...>. 

utiliza w en todo 

EXPOSICION; SUMA VE VECTORES, COMO PARES ORVENAVOS 

...>. ~ 

Fijemos la referencia CO, eJ , e 2 l en el plano 

Sean lxJ I yJl las coordenadas del vector v ] que perten~ 

cen a TI y 

Sean lx 2 , y 2 ) las coordenadas del vector v 2 que pertene 

cen a TI 

Def. 2 .~ -

Si LxJ ' YJ) E R 2 
Y CX 2 , y 2) E R 2 entonces 

LX1 , y J ) + (x 2 , y 2 1 = (xJ + ..x 2 , YJ + Y2) 

Luego: (x1 + x 2 , Yl + Y2) son las coordenadas de v J +v 2 



Adici6n de vectores = Adici6n de Coordenadas 

R R 

---- ----

I 
/ 

I 

I 
I 

I 
I 

I 

__ ~~ _______________________ R 

o 

FIG. No. 2 . 17 

I 

I 
I 

I 

/ 

, 
I , 

'(XI,Y,) 

R 

En la Fig . 2.~7 he~os obtenid~ el vector sum~, usando un ~é 

todo gráfico 1 1 arp.a do : 11 ley del paralelogramo" Que -consiste 

en trazar rectas paralelas a los vectores v
J 

y v 2 ' hasta 

cortarse en un punto Pi el vector suma v
J 

+ v
2

, es la diag~ 

nal del paralelogramo (del punto O al punto Pl . 



72 

COMENTARIO: 

A veces se tiene ventaja simbólica cuando se conoce el 

origen y extremo de un vector; veamos el siguiente caso; 

--'- ~ 

OB + BC + CD = OD 

El vector resultante de la suma se identifica corno el 

origen del primero COL con el extremo del último CO), -

es decir OD 

He aquí su representación gráfica (Fig. 2.~8l 

5 

4 

lB 
3 / ~ ~c 
2 / \ / . 

1/ \ 
·3 ·2 - 1 o ~ ~ 3 4 _\ 6 7 

r------1 D 

I -2 

F IG. No. 2 . 18 

Realizan do la suma corno pares ordenados, tenemos: 

OB + B C + CD = l2, 3 ) + C2 ( - ~ ) + (1 , - 3 ) 

= <-5, -~) 

= OD 
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PROPiEDAD CONMUTATfVA y ASOCIATIVA D~ LOS VECTORES 

ACTIVIDAD 2,5 

Objetivos 

Que el estudiante 

aL Realice procesos gráficos para descubrir las leyes de -

Conmutatividad y Asociatiyidad en los Vectores , 

b 1 Determine que se pueden comprobar las leyes; Conmutati -

ya y Asociativa en los vectores (forma gráficaL. 

PROCEVI MIENTO; 

Primera Parte 

- Toma un plano TI (cuadriculado L 

- Representa un sistema de coordenadas carte s ianas en el -

plano TI CSCCRl 

- Identifica el origen del sistema con la letra ° 
- Define claramente la referencia (0, e Jf ezl 

- Utiliza una escala adecuada 

-'-
- Partiendo del origen, grafica el vector u = (2,51 

- A continuaci6n del yector ~ suma el vector v = ( 4,-2L 

- Representa gráficamente el vecto r ~ + v y determina el -

resultado de la suma como par ordenado 

- Luego, a partir del origen, grafica el vector y = (4,-2) 

A continuaci6n del vector ~ suma el vector ~ = (2,5) 
Jo. ~ 

- Representa gráficamente el vector v + u y determina el 
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res.ul tado de la, SUlJla carpo par ordenado 

-"- ....:.. ....:.. 

- ¿el vector suma: ~ + v es el mismo vector s~a,. y + u? 

sí no 

- ¿Como pares ordenados: u .+ v resulta ser igual a v + u? 
sí no 

- ¿Qué concluye s de este tipo de s uma? 

- Suma los vectores a (-2,4Li b = (4,2) de las dos for--

mas: a + b y b + a; gráficamente y como pares ordena--

dos (en otro plano l. Obtenga conclusiones, 

COMENTARIO: 

....... ...!>. ~ 

Dados los vectores u y y i la suma, de los vectores u + y 

.!..... 
Y v + ~ se ilustra en la Fig. 2.J~i este aspecto nos i~ 

, 
duce a determinar que: la suma vectorial es CONMUTATIVA 

FI G. No. 2.19 
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Segunda Parte 

- Toma otro plano 11' lcuadriculqdoL 

- Identifica un sis.te1Jla de coordenadas cartesianas en el 

plano TI. LSCCR1. 

- Identifica el origen del sistema, con la letra O 

- define especificamente su refe.rencia (O, eJ , e2 L 

- Utiliza una graduación adecuada 

- A partir de O grafica el vector u = l~,3l ; seguido de u, 

el vector v = l2,21 

- Identifica la suma de u + v con el vector c 
....... 

- Representa gráficamente la suma de u + v lde otro color L 

- Seguido del vector c grafica el vector w = l3,-31 

- Identifica la suma de e + w con el vector n 19ráficamentel 

~ -- Determina la suma de c + w con pares ordenados 
..,. ~ ...:.. 

- Identifica la suma de v + w con el vector r y represénta-

lo gráficamente (de otro colorl y como par ordenado 
..... -'" ~ 

- Identifica la suma de u + r con el vector s 19ráficamentel 

- Determina la suma de u + ; con pares ordenados 
....... ...... 

- ¿C6mo es el vector n con el vector s? 
~ 

- ¿Tienen los vectores n y s las mi~as coordenadas como p~ 

res? sí no 
...... -"" ...:.. 

v l 
~ 

sí - ¿Se podrá escrihir, c + w = Lu + + w? no 

podrá 
...,. ..::.. ~ 

G+ w) ? sí - ¿Se escribir; u + r = u + no 

- Si el resultado 
~ 

de n y s son iguales, ¿se podrá escribir: 

Lll YL 
...,.. ...... Lv w) ? sí + + w = u + + no 



- ¿Qué concluyes de este tipo de suma? 

COHENTARIO; 

Dados los vectores ll, v, w¡ la suma de los vectores; 

cll + vl + ~ y u + G + wt se ilustra en la Fig. 2,20 

Este criterio nos induce a determinar que: la suma vec-

torial es ASOCIATIVA . 

FIC, . No. 2.20 

EJERCICIOS -2 ;-J. 
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Dado el s iguiente gráf ico efectúa las sumas (por pares orde 

nadost indicados en cada caso; 

---Por ejemplo: KL + LM = KM 
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L 

/ ~ ~ M M 

V __ V V-
/ V 

K 

/ 
v 1/ 

/ 
V V 

O N 

O 

---~ 
;7' 

---L..---- V 
p ---

/' 
~ 
~ V 

O 

1: 1 cm . 

2L Ver~ica la SUIDG gráfica del siguiente diagr~G, hqcién-

do~o con pares ordenados, 

Es decir que: AH + BC + CD + DE = AE 

A 8 

/ ~ 
/ ~ e 

1/ / 
E~ 
~ / 
~ 
~ / 

o 

1: Icm. 
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3L Del siguiente diagrama en donde se ha utilizado el méto-

~ --do del paralelogramo para sumar los vectores OA con OE -

verifica que; 
----""- ----""- -->o. 

OA + OB = oc y que OB + OA oc Lutilizando pares ordena 

dosl 

I -
5 

"-
" A 

4 / "-
"-

l' 
:3 V , I 

i"-, I 
le 

2 / ~ 
"-

~ 
"-

.,/ 1 

I~ l-----v / 
/ 

o~ 2 3 

;' 
5 6 7 

f"...... 
-1 "-

~ 
/ 

/ 

-2 / B 

4L Del siguiente gráfico efectúe .ro + n y a + b 

il • > ..... ...... 
o ro n 

ii) < > 
b 

..,... 
o a 

5 1 _Si ~ L4, -2 1 
~ 

(-4 ,2 1 efectúa 
..... -- gráficamente u = y v = u + v y 

por pares. 
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6t Dados los vectores v = l - ·2,21.¿ u = l2,4t y w = l3,.l1 efec 

túa las sumas siguientes en for~a gráfica (un plano para 

cada sumal y como pares ordenados. 

y 

4 ul 
3 V i) u+v+w 

'Z 2 L ii) v+w+-U 

~ ~ ~ ~ x iii)w+utv 
-3 -2 - 1 o I 2 3 4 

- 1 

-2 

7t Utilizando el .método del paralelogramo efectúa las sumas 

siguientes (en papel cuadriculado l. . 
---"'- ---'>.. --=-- ~ 

i l OA + OB ¡ si OA = (2,4) Y OB = (3,2) 

---'>. 

iil OE + OF; si OE = ( 2 , 4 ) Y OF = (4,-3) 

iii) OC + OD; si OC = C- 2,4 ) y OD = CA,l) 

iy) OG + OH; si OG = ( - 3,4) Y OH = (3,4) 
---"- --"o. 

y) 01 + OJ ; si 01 = {.lf.41 Y OJ = (3, -.l ) 
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81 En el siguiente diagrama se ilustra la suma de los yecto 

res: 

e 

l,1 ----~ r---. o 

lL V ~c+ Co ~ V 
B ~p-- / 

J k L 
V 

/1 I¡Q)'" V ~ 

/' 

~ 
/' 

A 

-- -- --AB + RC + CD ~ AD de dos maneras 

-----"-

i) lAB + BC + cn = AD 

--- ~ ii) LAB) + (BC + CDl = AD 

veriTícalo utilizando pares ordenados . 
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COMENTARIO: 

En la Fig. 2.2~, los yectores propuestO& tienen la mis-

ma dirección, longitud; pero sentido opuesto ; por lo que 

un vector se identifica como el opuesto del otro; una ma 

nera simple de representarlo es anteponiéndole el signo 

menos al vector. 

->. 

Así, por ejemplo, el vector opuesto de v es -v LFig.2.22) 

R R 

--------------~-------------R ------------~~-------------R 

FIG. No. 2 .21 FIG. No. 2.22 

En el siguiente diagrama AB = (5, -2 ); su opuesto es: 

-AB = ( -5,2 ) pero (-5,2) = BA; luego: -AB = BA (en este 

caso); además AB + EA = AA; pero AB + EA = (5,-2) + (-5,2) 

= (0,0) 

Por lo tanto~ AA = (0,0); sa conviene en identificar al 

vector lO,O) con la letra O (~e lee: vector cero ) 
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R I 

A 

~ 
~ i--., 

---~ r-.... 
I 

B 

R 

FIG . No. 2.23 

El criterio del vector opuesto nos define la diferencia de 

vectores, es decir si tenemos por ejemplo la suma del vec- -

tor v = (2,4) con el opuesto del vector u = l -2,51 se ten- -

dría lo siguiente: 

v + e- u) = C2,41 + '-2, - 5} ( ya que - u = l2,-5.l 

= l4, - .1) 

o sea que en vez de v + l - u} se tiene v - u¡ 

es decir v - u = e2,4) - l-2,51 = l4 ,-.1.1 

Su representaci6n gráfica se da en la Fig. 2,24 

I \ 
\ 

\ V \ 

u \ / \. 1 
i\. .... ~ I 

I \ f-
u 
~ -, 1-- I 

, 

I \ I 

I ~\ I 
-u I 

\ 1 

I FIG No. 2 . 25 
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En general para dos vectores cualesquiera u y v s.u slllj}~ y -

su diferencia se ilustra a la siguiente Figura ; l2,25L 

o 

FIG . No . 2.25 

EXPOSICION; VIFERENCIA VE VECTORES 

Fijemos la referencia lO, el' e2L en el plano R2 

Sean Lxl , Yl) las coordenadas del vector v l que perten~ 

ce a R2 y 

Sean Lx 2 , Y2) las coordenadas del vector v 2 que perten~ 

ce a R2 

Def. 2.2: Si (Xl' y l l ER2 Y Lx2' Y2) ER 2 ent onces, 

l Luego : 

(X], YlL - Lx2' Y2L = Lxl - X2, yJ - Y2) 
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COMENTARIO: 

Ventaja simbólica qué se tiene con la operac ión recta -

de vectores, cuando se conocen: el punto de origen y el 

punto de extremo de cada vector; la ilustrqci6n se da -

e n la Fig . 2.26 

A 

B 

o 

De la Fig. 2,26 

---- --OA + AB = OB 

Sumando l-OAl a ambos 

miembros, tenemos; 

--"- --- -AB OB - OA 6 

En general: --- ---- -----OP - OP = PZPJ l *) 
Para dos puntos p), -

Pz de R Z 

* ~as adelante se utili 

zará mucho; le roga--

mos tenerlo presente. 
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EXPOSICION ; ALGERRA PE VECTORES 

Algebra de Vectores: 

II El vector cero COL es neutro para la adición de vectores -

del Sistema R 2 , en efecto para todo -:;; LR2; se tiene que; 

v + O 
~ 

v y que o + y = v ya que si v Lx, y 1.. entonces; 

Cx,yl + Co,ol = ex + o, y + 0 1 = C:x,y} y 

Co ,01 + (x,yl = lo + x, O + yl = C:x,y) 
~ 

R2
, 

...-. 
- yl el 21 Para todo v de el vector -v = l - x, es opuesto 

de v = lx, y) 

En efecto: 

v + l -v) = CX,YL + C-.x, - yl = ex-.x, y-y) = lo,ol y que 

-v + v = (-x,-y) + (x , y) ( - .x + .x, - y + y) = (0, 0) 

~ V E R 2 3) Para todo vector u, la adición es CONMUTATIVA; es -

-- ~ 

decir que: u + v = v + u; si u = Lx] 'YJ} y v = Cx 2 'Y2) se 
-'>o. ~ 

tiene u + v = (x),y)} + (X 2 'Y2) = Lx) +x2 ,y.l + Y2) 

.". 

= lx 2 + x), Y 2 + Y 1} = (x 2 ' Y 2) + ( X 1'.Y 1) = - v + u 

4) Para todo vector u = (x1'Yl) I v = (X 2 'Y2) y 

W = (X 3 'Y3) de R2 la adición es ASOCIATI 

VA: es decir que: 

(~ + v) + ; = ~ + LV + ;) en efecto: 

= Lx.1 ' Y J ) + (x 2 + X 3' Y 2 + Y 3) 

= lxJ ,y)} +[ (X2' Y2) + (X 3 ,Y 3 )] 

Por tanto: R2 y la operación Suma es un grupo Conmutativo. 
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EXPOSICION: PRODUCTO VE UN ESCALAR POR UN VECTOR 

El producto de un escalar por un vector se representa -

como lo indica la Fig. 2.27 

FIG . No. 2 . 27 

Para todo vector v de R2 y A E R se define: AV, como el -
~ 

vector cuya longitud es A veces la longitud de v y su di -

recci6n 
~ 

AV es la misma que la de Vi el sentido de es el 

mismo que el de v, si A > O Y opuesto si A < O 

Además ov = o 

Def. 2 . 3 si v Lx,y) ER 2 y A ER entonces: 

A v = A LX, y 1 = (]...x , Ay 1 



Multiplicación de un escalar 

por un vector 

o 

= 

o 
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Multiplicación de un esca­

lar por coordenadas 

tOJO) 

FIG. No. 2.28 

APLICACION DEL PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UN VECTOR 

Hemos afirmado que si tenemos un vector v entonces VI lo p~ 

demos escribir como: VI = AV; si v paralelo a VI (ve r Fig. 

2.29) 

y 

v 

--~~---------------------+X 

°1 
FIG. No . 2.29 

Llamaremos homote~ia de razón 

A y de centro O a la aplica--­

ci6n h de ; en ; definida así: 

Para todo ~ de R2 se tiene que 
~ 

h(VJ = AV; en la Fig. 2.29 
...... ~ 

VI = h(v) 

Hay que tener presente que v y 

b (Y) tienen el mismo origen 

[h: TI -r TI tq.: V '\r+ h (v) = AV] 
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Consecuencia de las Homotecias; CFig. 2,30 ) 

-'- ~ 

lt si A = l entonces hCv1 = v 
~ 

21. si A = -l entonces h LV) = -v 

FIG. No. 2 .3 0 

3) La imágen de una Homotecia de la suma de dos vectore s , -

es la suma de las imágenes de estos dos vectores; ver 

Fig. 2.3l 

hC.li" + v} = 

-> 

u 

v 

~ ....... 
h (u) + hCv} 

/ 

I 

I 
/ 

FIG . No . 2.31 

/ 
/ 

/ 

I 

I 
/ 

A..(u-+v}~ h (u+v)=h(u)+h(v) 

/ 

I 

I 
I 

/ 

I 
/ 

/ 
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COORDE NADAS EN UN VECTOR LfBRE 

ACTIVIDAD 2.6 

Obejetivos 

Que el estudiante: 

Descubra cómo se encuentran las coordenadas de un vector, -

conociendo su punto de orígen y su extremo. 

PROCEDIMIENTO; 

- Torna un plano TI l cuadricu ladol 

2 
- Determina un SCCR (~ L 

- Defina su referecnia lQ, e J1 e2 1 y una e scala adecuada 

- Ubíca los puntos A(2,3) y B(5,71 

- Determina e l vector AS (graficarnente1 

- Determina las coordenadas del vector AS 
----'-

- Busca alguna relaci6n entre las c oordenadas del vector AB 

y las coordenadas de los puntos A y B. 

- ¿Se podrá establecer la relaci6n (5 -2, 7-3 ) = l 3,4)? 

sí no 

Ubica otros dos punto s K(:4,~1 y L ll,5) 

- Grafí c a el vector KL y determina sus -coordenadas 

- Se podrá establecer la relación l~ - l-4), 5-l) = (5,41? 

si no 

- Qué conluyes? 



90 

EXPOSICION: COORVENAVAS VE UN VECTOR LIBRE 

...>.. -->. 

R2 Si fijarnos una referencia (o I e J I e 2) en y si 

ACX3'YJL B(X 2 1 Y 2 L son puntos del plano TI entonces las 

----"-
coordenadas del vector AB son: (x

2 - .. x)' Y2 - y) . 

ver gráfico. (..2.32) 

o 

FIG . No.2 .32 

BIBLIOTECA CENTRALl 
fUVIE l OAD DII: aL AL"".~ 



EXPOSICION: MODULO PE UN VECTOR EN R2 

~...>.. 2 
Fijemos la referencia la, e.l' e 2 1 en R 

~ 

Sean l a,b ) las coordenadas del vector v ; aplicando el Teorema 

de Pitágoras, en la siguiente Fig.; se tiene que la longitud 

de ves: 

R 

o -e, 

Es claro que: il 

ii) 

y se denota: Ivl o simplemente v. 

/Í 
1 
I 

l b 
I 
I _________ r¡- _ 

a 

F I G. No. 2 . 33 

= IBA I 

R 

1m3 1 

IAAI = 161 = O 

...:... -" 

Note que si u ~ O el m6dulo de u es un número r eal estricta--

mente positivo. 

Def.: 2.4 

9~ 

Sean lx,y) 
--. 

las coordenadas del vector v que pertenece a R2 ¡ el 

' d ~ I ~v l --mo ulo v lo denotamos; 
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EXPOSICION; NORMA VE UN VECTOR 
---' 

Sea v un vector corno se presenta en la Fig. 2.34¡ llamaremos -

norma del vector v y se denota 11 yll a la distancia del origen al -

extremo de v. Utilizando el Teorema de Pitágoras¡ vernos que si 

v = Lx, YL en R 2 
f entonces; 11 vii = Jx 2 + y2 

y ---------- ( x, y ) 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I 
I 
I 
I 

FI G. No . 2.34 
o X 

Se tiene que: 
~ 

R 2 ¡ Il ull i t Ti u E: > O 
-

V ti E: R 2 ; Ilull 
....... ..>. 

ii) = O <;=> u = O -

iii) - 2 11 Aull IAlllul1 V u E: R , VAER¡ 

iv) V UE R 2 ; Ilull = II -ull 

Por otra parte, resulta de la definic ión de distancia entre -

dos pun tos que: 

IIM II = d (A, B) 

DEFINIeION 2 .5 

Sean A Y B dos puntos del plano R 2 con coordenadas respectivas 

lXJ,YJt y Lx 2 'Y2) en una referencia ortogonal (O, i,JL. 

El vector AB con CXJOrdenadas (x2 - xJ , y 2 - Y.11 en la base ortogonal li, j 1, re-

sulta que: 
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VECTOR UNITARIO 

ACTIVIDAD 2,7 

Objetivos 

Que el estudiante; 

al Deduzca la forma de obtener el vector unitario 

b) Obtenga conclusiones del gráfico 

PROCEVI MI ENTO~ 

- Toma un SCCR en R2 (papel milimetrado) 

- Define su referencia lO, i, j) y una escala~: 2 cm. 

- Ubica los puntos A(2,~) y B(S,S) 

- Traza el vector Ai3 
-----'"' 

- Mide la longitud del vector AB e identifícala como ¿ 

- Determina la norma de II Ai311 

- Es II AB II = ¿? si no 

- Es pllil = 57 si no 
~ 

- Divide el vector AB en 5 partes iguales 

- Traza el vector de longitud igual a ~ lSa. parte del vec­

tor AS) a partir de A e identifícalo AS' 
- Determina las coordenadas de AS' 

- Calcula la norma de IAS' I 
si no 

* Si tu respuesta es NO; las coordenadas no son las co---

rrectas. 
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* Si tu respuesta es Sí¿ las coordenadas son las correctas 

~ 

- Determina las coordenadas del vector AB 

- Multiplica ~/5 Aa e identifícalo co~o e 
- Determina la norma de 11 e~ 

si no 

Debe ser AB' = e? si no 

- Que concluye s? 

COMENTARIO : 

El vector AB .es de longitud 5; luego una quinta parte 

del vector, es de longitud ~; el vector de longitud ~ se d a 

en llamar vector unitario. 

EXPOSIC ION : VECTOR UN ITARIO 

Sea u un vector no nulo. 

la nonna del vector 11 es estrictamente positivo; considererros entonces, 

el vector (Fig. 2 .35) U' = ~ u. Se tiene que I TI ' 11 = 1 
~ u~ 

~ 

u 

DEF I NICION 2 6 

Ilull :: 5 cm. 

riJo~ = I cm . 

FIG. No. 2 . 35 

Se dice que un vector es mUtario (yersorl sí y solamente si su nonna 

es igual a ~ . 
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APLrcAcrON DE NORMA DE UN VECTOR 

ACTIVIDAD 2,8 

Objetivos 

Que e l estudiante: 

a t Descuhra algunas propi'edades de la No rma 

b l Determine algunas aplicaciones de la Norma 

c l Obtenga conclus i ones de los gráficos 

PROCEVIMI ENTO: 

Primera Parte 

- Toma un SCCR en R2 (papel mi limetradot 
...... ~ 

- Define una referenc i a en (O, i, j ) con una e scala de _ 

1: 1 cm. 

Ubica los puntos O (0,01, A(4,O) y B l2 , 2./3) • 

- Tra za el triángulo OAB 

- lhde las longitudes OA, OR, AB 

- ¿Son las longitudes anteriores iguales? si no 

- Determina (usando la fórmula l * )} la distancia: OA, OB Y 

AB. 

- ¿Es d CA ,Bl = d (O ,A) ? si no 

- ¿Es d (A, B) = d(O,B) ? si no 

¿Es d lO, Al = d CO ,B l? si no 

¿Son las 3 distancias iguales? si no 

- ¿Que tipo de triángulo es? 
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- Torna otro SCCR en R2
• 

~ 

- Define su referencia CO, i, j L Y la misma escala 

- Ubica los puntos ACl, -..1 L, B C-2,2 t y C(3,4t 

- Traza el triángulo ABC 

- .Ivlide las longitudes N3, AC y BC e identifícalas corno .t.l ' 

.t
2

, .t
3 

respectivamente, 

- ¿Es .t
J 

= .t ? si no 2· 

¿Es .tJ = .t 3 ? si no 

- ¿Es .t
2 

= .t '3 ? si no 

- ¿Cuántos lados i guales tiene el triángulo? 

- Usando C*) determina las distancias de : AB, AC, BC. 

¿Es d(A,B) = d(A,C)? si no 

- ¿Es d(A,B) = d(B,C)? si no 

- ¿Es d(A,C) = d(B,C)? si no 

- ¿Qué tipo de triángulo es? 

- Torna otro SCCR en R2 

~ 

Define su referencia en (0, i, j) Y la misma escala 

- Ubica los puntos A(2,Ol, B l -J,2 1 Y C(5,2) 

- Traza el triángulo ABC 

- Mide las longitudes AB, BC, AC e identifícalas como lJ' -

.t 2 1 .t 3 respectivamente. 

¿Es lJ = l2 ? si no 

¿Es l l ? si no 
.1 2· 

¿Es .t
2 = .t ? si no '3 • 



- ¿Cuántos lados iguales tiene el triángulo? 

- Usando l*) determina las distancias de: AB, BC, AC 

- .¿Es dLA,B} = dlA,Cl? si no 

¿Es d lA, B) d(B,Cl.? 

¿Es dlA,C} = c.(B,C)? 

si 

si 

- ¿Qué tipo de triángulo es? 

no 

no 

- ¿Qué concluyes de los 3 gráÍicos? 

COMENTARIO: 

Si se tienen tres puntos A,B,C en R2 , se dice que el 

triángulo Íormado por los 3 puntos es: 

97 

i ) Equilatero : Si tiene los 3 lados iguales (AB = AC = 

BC) Fig. 2.36 

ii) Isosceles: si tiene 2 lados iguales (AB = ÁC) Fig. 

2.37 

iii) Escaleno: si sus 3 lados son desiguales (ah ~ ac ~ BC) 

Fig. 2.38 

A 

A 
A 

8 '--______ .. C 8 '-------~ c B'--_____ ----'C 

FIG . No. 2.36 FIG. No. 2.37 
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Segunda Parte 

- Tona un SCCR en R2 

~ -'" 

- Define su referencia LO, i, jL y una escala de ~~ ~ cm, 

- Uhica los puntos ALl,l), Bl5,3 L Y Cl4,5t 

----=::. -..!>.~~ ~ 

- I denti fica a los vectores: AB = u y BC = v 

-'>. -" 

- Traza los vectores u, v y u + v 

_ Calcula 1111 2, 11 ~I 2 Y I ~ + :;;1 2 

l ~u l2 II ~v Il 2 o - Efectúa + 8 U e identifícalo como ~J 

Mide el ángulo formado por el extremo de u y el origen de 

e ...------q. v: -
---"'v 

si no 

- Toma otro SCCR en R2 

Define su referencia lO, i, jl y una escala de ,1; ,1 c~. 

- Ubica los puntos A(l,l), Bl4,2l Y C(4,4) 

---..:. ~ ~ ....=-. 

- Identifica los vectores AB = u y BC = v 

- Traza los vectores u, v y u + v 

- Calcula 1111 2, r~ 1 2 y i ~ + v~ 2 

lI ~u I 2-l- lI "">"v l 2 - Efectúa 11 ' 11 e identifícalo como l 2 

- ¿Es I ~ + ~ 1 2 menor, igualo mayor que l2? 
....>. 

Mide el ángulo formado p or el extremo de u y el origen de 

/u 
v ; a~...:.. 

v 

- ¿Es a menor, i gual o ma yor de 90 ° 7 



EJERCICIOS 2 .2 

~ t Verifica que; 

i L Y. A,B E. R 2 d(l1, BL = O <;= > A = B 

i i 1 Y A, B E.R 2 d CA , B 1 = d CB, Al 

21 Verifica que los vectores i = ü-, 01, j = la ,~L, 

-t = ( - 1 , 0), - j = (0, - 1 ) , son unitarios 

~Qo. 

3) Sean A,B dos puntos de E 2
, verifica que existe un punto 

11, talque: AA + NB = O Y que II MA~ = ~MB~ 

4) Sea u n triángulo ABC y M, N los puntos medios de A,B y -

A,C; respectivamente, verificar que: 

MN = ! BC 
2 

5 ) Sean A( - l,l) B( 4 ,3) C(S,O) D(0 ,-2), los puntos de un pa -

rale l ogramo¡ verificar que: 

AB = CD y AD = BC 

6 ) Sean tres p untos Al- l,2) i B(-2,l) Y C (2, -l ) en R 2 en 
-.!1r.-=a... ~ ~ ~ 

(O, i,j) ¡ verificar que: IIAB~ 2 + 11 Ac ll 2 = I I BC ~ 2 i e s decir 

que el triángulo ABC, es rectángulo en A. 

7) Sean A( 3,2 ) y B( -~ ,l } do s punto s del plano R2 y su refe -
->o ~ 

renci a (O,i,j), Be terminar el conjunto L de puntos 11 ta -

les que: d (A,M) = d(B,111 

~ ~ 

81 Verifica que si el ángulo enLre u y v es de 90 ° , enton 



9.t Sean 1,.1, v dos vectores de R2
, verifica que ; 

i L Ilu + v~ 

ii } I u - ~~ 

EXPOSICION: 

< Illill + II vii 
> Fi ~ ~ v ~ 

VECTORES IGUALES EN R 2 

~O.l 

La igualdad de vectores se ilustra en la siguiente fig, 

en donde la dirección, sentido y magnitud es la misma -

en cada vector: 

FIG . No . 2 . 42 

->. 

U Y si u es paralelo a Y, tienen el mismo sentido y -

el .módulo de 1:i es igual al módulo de v (1 ~ I = Iv l L . 

Fijemos la referencia (O, eJ , e2 1 en un plano R 2 ¡ 

Sean (xJ , YJ) las coordenadas del vector v que pertenece 

a R 2
• 

Sean (x 2 ' y 2 t las coordenadas del vector u que pertenece a R 2 

Definició n : 2.] 

Y.J 

I 
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EJERCICIOS 2,3 

~ ~ 

~l Si u ~ (3,41 v = L-~,51 encuentre las coordenadas del 

-4. 

vector w, si 

il 11 + W = . v 

-..1. ~ 

iil u W = v 

iiil. 
~ ..... 

2u - W = v 

~ ....... 
2) Si u = ( 1,2) , v = ( -3 ,31 Y W = (2, -l l obtenga en forma -

gráfica y algebraica 

i) - u 

ii) u - v 
~ 

iii) - 3,v 

iv) 
...... 

.2u 

v} -5/3 
~ 

v 

vil 
..... ....>.. 

2u - 3v 

-'" ~ 

vii) 3v - 2w 

3) Encuentre el valor de a y b si 
~ 

bu O (usando 2) aw + + v = 

4) Sin usar diagrama defina las respuestas: 

----'" -"" 
i) OT OL = 

ii) 
---"" ~ 

PQ - PR = 

--.!>. ----"-
iii) AB - AC = 

~ ~ 

iv) SU - ST = 
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PROPfEDADES DE LOS VECTORES Y LOS NÚMEROS REALES 

ACTIVIDAD 2.9. 

Objetivos 

Que el estudiante: 

aL Descubra ciertas propiedades de los vectores, con nÚIDe--

ros reale s 

bL Identifique que el producto de un número real se distri-

buye sobre la suma vectorial 

cl Determine que el producto de un vector se distribuye so-

bre la suma de números reales. 

PROCEDI MIENTO: 

- Toma un plano TI (cuadriculado1 

- Determina un sistema de Coordenadas Cartesianas (SCCR) de 

- Define su referencia lO, e.1' ~2) 

- Utiliza una e scala adecuada 

- Partiendo del orígen, grafíca el vector u = l4, 21 

- A continuación suma el vector v = ( -2,3 ) 
...... 

- Representa gráficamente el vector u + v y determina su re 

sultado como par ordenado; e identifícalo con el vector -

~ (es decir : ~ + ~ = ;l 

- Re_resenta gráfica y numéricamente el vector 2w 

- Grafica el vector 2~ 
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- A continuqción del vector 2u sfrmale el vector 2y 

- Representa gráficamente con otro color el vector 2~ + 2v 

e identifícalo con el vector s 
- Determina el resultado de . s como par ordenado 

- ¿Son los vectores; 2w y s iguales? si no 

- ¿Se podrá escribir la relación 2(~ + ~) = 2~ + 2~? si 

no 

- ¿Qué concluyes? 

- Determina otro sistema de coordenadas rectagulares (SCCR) 

en R2 

- Defina su referencia (O, e~, e2 ) 

- Utiliza una escala adecuada 

Partiendo del origen, grafica el vector 2~ si ~ = C2,4) 

- A continuación súmale el vector 3/2u (gráficamente y como 

pares) 

- Identifica la suma de 2~ + 3/2~ con el vector ~ 

- Suma 2 + 3/2 e identifícalo con la letra "-..fI a 

- Representa (con otro color ) el vector a~ y determina sus 

coordenadas como par 

¿Son los vectores ~ y au iguales? si no 

- ¿Se podrá establecer la 'relación 2¡; + 3/2li" = (2 + 3/2) ~? 

si no 

- ¿Qué concluyes? 

- En otro sis tema de coordenadas rectangulares (SCCR) en 

R2 
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- Determina su referencia (O, e J , ~2l y su escala adecuada 

- Partiendo del origen, grafica el vector 4~; si v = (2,-ll 

- Identifícalo con el vector w (e s decir 4~ = w) 
~~ 

- A continuación representa -el vector ~ gráficamente y co-

mo par e identifícalo con el vector a 

l - Efectfia el producto (~) (4) 
~ 

- Representa gráficamente el vector 2v (especifíca sus coor 

denadas como par) 

¿Son los vectores 2v y ~ iguales? si no 

~ ~ 
- ¿Se podrá establecer la relación ~(4v) 

no 

- ¿Qué concluyes? 

\ 

BIBLIOTECA CENTRAL 
.N,n •• 'DAD g ..... • A~~~ 

si 
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EXPOSICION: PROPIEDADES DE LOS VECTORES Y LOS NUMEROS .REALES 

Para todo v, ~ ele R 2 y A ER, se tiene: 

II De la figura 2,43 y por semejanza de tri&ngulos de lado s 

--... ~ -=:a.. ~ ~ ...... ....trr.. • 

v, u, u +v y "A v, ),u, Alu +v t resulta que la relación: 

AU + AV = Alu+v) ~xpresa la pro p ied ad distribuitiva del 

producto de vectores por un escalar respecto a la suma 

F IG. No. 2 .4 3 

..:. ~ 

Si u = (Xl' XJ ) y v = lX 2 'Y2 ) entonces: 
-"" ~ 

AU + AV = A( XJ,y J ) + ALx 2 , y 21 

= Ox Jf Ay 1 ) + LA X2 , AY2) 

(Ax
1 

+ AX2 , AY 1 
+ Ay 2) 

(A( X1 + x 2) , "A (y 1 + Y 21 ) 

A(X.1 + X2 ' YJ + y 2)-

= A[e X1 , y J). + Lx 2 ' y 21 _ 
~ ~ 

= Alu + v) 

2) Para t odo u E R 2 
Y a , A ER se tiene : la + ),) ~ = a u + A u 

.... 
E R 2 ..!!.. -" 

3 ) Para todo u y a , A ER se tiene: (Áa) u = A (au ) 
~ ..!>. 

~ ER 2 41 Es evidente que Iu = U· con t 
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EJERCICI OS 2. 4 

...:>. 

1.1 Sean u = L4, 2 L Y v = L-2 , 4 L e f e c túa gráficamente y corno 

pare s 
~ ->. ...::.. ->. 

at 2lu y) y 2u 2y 

bt 3 (u + v) y 3u + 3v 
1. ---'- ->. 1.--'" 1.->. 

c) - -(u + vl y -u - -v 2 2 2 

Nota: Compara resultados en cada literal. 

2) Obtiene una relación específi c a del gráfico siguiente : 

7 

I 
6 

I I 
5 

I 
4 / ~ r----..... 
3 lL ~ 1'---1 
2 v/ I~~~ 1---V 

----'It-~ ¡..-- I 
o , 2 3 4 :s 6 7 

-" 

3) Sea w = (2, - 4 ) efectúa graficarnente y corno pare s ordena-

dos 

i) 
l -->. -->. 1.-->. 

C2 - -)w y 2w - r 2 

-->. ~-->. -->. 

ii t c= + 2 ) w y r + 2w 2 

Nota : Compara r esultados en cada literal . 
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4t Si u = l--1,21 desarrolla gráficamente y como pares: 

~ 61i il 2 (3ul y 

...... -->. 

iit -4 l2u1 y -8u 

iii) 
l ...... 

-3/2u - 2(3u) y 

.1...:- ....:.. 

iv) 2 (2u1 y .1u 

Nota: Compara resultados en cada literal 

5) Si v es un vector arbitrario, verifica graficamente que: 

i) (3/2 + 3)~ = 3/2 ~ + 3~ 

ii) - 3(2v) = -6v 

6) Si ~ = (2, - l); v = ( - 3,2) Y w = (l, 3 ) determina los va- -

lores de a y b, de manera que: au + b~ = w 

~ 

7) Encuentra las coordenadas del punto A si AB = (2,4) Y 

B(3,5) 

8) Determina las coordenadas del vector v en la relaci6n 
~ 

4v + (5, - l) = v - (2,4) 

9) Si oA = (2, 7) 
--». 

y OB = ( - .1,3) obtenga las coordenadas -

del punto: 

---"- ----'" ~ 

i) C tq: OC = 20A + 30B 

----'" ----"-
ii) D tq: CD AB 
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EJERC ICIOS 2.5 

~L Tenemos un paralelograma : ABCD 

B 

A 

e 

D 

a l Encuentra un sólo vecto r 

equivalente: 

i l AB + AD 
--"-

ii l AB - BC 

b) Encuentra i ) BD + AC 
---"o. 

i i ) BD - AC como 

múltiplo de un sólo vector 

Sugerencia: O es el centro de 

AC y BD 

2) En el siguiente diagrama D y E son los puntos medios de -

AB Y AC, respectivamente . 

E 
A ~---I+------r--------, e 

B 

--"- ~ 

Sean AD u y AE v 

a ) Escribe en término s de u y 

v . 
-"- --'> 

i) AB ii) AC iii) DE 

iv) :se 
b) Compara los resultados de 

a) iii) y iv) escribe una 
--'> ~ 

relación entre AC y DE 

¿ Qué significa tu resultado? 
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31 En este triángul o, M es el punto medio de BC 

--->. 

i) Escribe AB en térmi--
---->.. --no s de AC y CB 

---"o. 

ii) Escribe CB e n térmi --
~ 

B nos de CM 

iii) Usando i ) y ii) , es ---- -->o. 

cribe AB + AC en tér-
----:.. ~ 

M minos de AC y Di 

iv) Verifica que 
--00. --"- --AB + AC = 2.A1vI 

EXPOSICION : ESPAC I O VECTORIAL V 

1) Una adición que a todo par de v e ctores u v del pla-

n o R2 le co r responde un elemento de R2 denotado por -

-"" 

u + v; posee las propiedades siguiente s : 

-3r.. .....s.. ~ 2 
l.l V u, v,w s R se cumple : 

~ ~ ? 

1.2 V Uf v SR- se cumple: u + v = v + u 
~ ~ --t. ~ ~ 

O S R2 se cumple: u + O = O + u = u 
....lio......lio.. ~....!Ir. ~ ~ 

1.4 V USR
2

¡ 3-u ER
2 se cumple : u + ( -u ) = - u + u O 

2) A todo número real a y a todo elemento ti de R2
, le co 

-"" 

rresponde un elemento de R2 denotado por au ; esta mul 

tiplicación , posee las propiedade s siguientes : 

....lIoo. ~ ............Jrrr.. -.!lIo ....:.,. 

2.~ Vu,v ER ; Va ER se cumple : a(u + v) = au + av 
--'>. 

2 .2 V u sR Va , S s R se cumple: 
..... ...!>" ...... 

(a + E)u = au + U 

2 . 3 V ~ ER2; Va, S ER se cumple : a(8~) = (ap)~ 

2 . 4 VUER 2 se cumple : lu = u 
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En conclusión: 

DEFINICION 2.8 

Un conjunto de vectore s de R 2 Y un c onjunto de números 

Reale s (IR) con los n umerales ~.~, ~.2, ~.3, 1.4 en la -

suma y 2.1, 2 . 2, 2.3, 2.4 en el producto de un escalar -

po r un vector define lo que se llama : UN ESPACIO VECTO--

RIAL de V sobre IR 

COMBINACION LINEAL 

ACTIVIDl>,D 2 . 10 

Objetivos 

Que el estudiante : 

a) Descubra lo que es una combinación lineal. 

b ) Descubra que un vector se puede escribir en función de -

otros dos vectores . 

c ) Utilice un método algebraico en la busqueda de los esca-

lare s a, b en una combinación line al. 

PROCEDIMIENTO : 

* En la busqueda de los escalares a, b ~alque au + bv = w 

- Toma un SCCR de 2con su referencia Ca, eJ1 ~21 y una es -

cala de l: 1 cm . 

íBlSUOTECA CENT .A.L '\ 
\ ,::'I~ 10AO g~ Ka. Cl A~YA • 
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....:. 

Traza lo s vectores u = (O,2L; v U, Q) Y w = lS, 41 Ca 

partir del origenl 

A partir del extremo de w traza recta s (punteada s L paral~ 

las a los vectores u y v hasta cortar los ejes cartesia--

nos lX e y) 

- Identifica con la letra P~ el intersecto en ~ y con P2 el 

intersecto d e Y. 

- Traza los vectore s OP J y OP2 

- Escribe OP1 en términos de Vi es decir OP 1 bVi (del gr~ 

ficol 
----'> 

Escribe OP 2 en términos 
----"'" 

de Ui es deci r OP 2 au, (del gr~ 

fico) 

- Escribe w en término s de u y Vi es decir : w au + bv 
(del gráfico) 

Toma otro SCCR en R2 con su referencia (O,el,~2) y la mis -

ma escala. 

Traza los vectores u = (2,~) i v (l,3) Y w = (8,9) (a paE. 

tir del origen) 

- Prolonga con lineas punteadas las direcciones de los vec -

tores u y v e i dentiíicalas con D y D', respectivamente . 

- A partir del extremo de w traza rectas (punteadas) paral~ 

las a los vectore s ~ V hasta cortar las rectas puntea--

¿as D Y DI 
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- Identifica con la letra PJ el intersecto en D y con P2 el 

intersecto de DI 

~ ----'-
- Traza los vectores OP J y OP 2 

Mide las longitudes de los vectores u, v, oPJ y oP2 

~ ---"-
Escribe OP 1 en términos de Ui es decir OPJ = au 

- Escribe oP2 en términos de ~i es decir oP2 
~ 

bv 

~ - ~ ~ ~ 

- Escribe w en términos de u y V i es decir: w = au + bv 

COJv1.ENTARIO: 

Gráficamente la forma de buscar los escalares a y b de 

la expresión: a~ + b~ w¡ se logra, trazando a partir 
--lL .... 

del extremo de w rectas paralelas a los vectores u } v, 

....>. 

talque se corten en las prolongaciones de los vectores u 
-

-'" 
y v hasta construir un paralelogramo en donde w es la -

diagonal de dicho paralelogramo (ver Fig. 2.44) 

I 
I 

I __ -
J __ -- / 

i------ I 
ou I I 

I I 

---
/ 

/ 
/ 

/ w 
/ 

/ 
/ 

I 

/ --~ / __ ----ou 
~--

FI G. N o. 2.44 

--
_--- -¡t--

........ -- I ~ 
---- /bv 

I 
I 

/ 
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- Dados los vectores u = l2,~1..¿ v = (~,3) Y w = l8,9 l ( en---

cuentra algebraicamente los valores de a y b que satisfa-

cen la e~presión: a~ + b~ = ~ 

- Compara estos resultados con los que obtuviste en foD'Tléi gráfica 

- ¿Son los mismos resultados? si no 

- ¿Qué concluyes? 

- Dados los vectores Vl = (2,31; V2 = l4 ,-2) Y V3 = l- 2,~3); 

encuer.tra algebraicamente los valores de a y b que satis-
..,.. ~ 

facen la expresión: aVl + bV 2 = V3 

- Trata de resolverlo gráficamente 

- Compara resultados 

- ¿Qué concluyes? 

COY..ENTARIO: 

Algebraicamente los valores de a y b se encuentran simul 

taneando ecuaciones 

EXPOSICION: COMBINACION LINEAL 

Sean ti y v dos vectores que pertenecen a un espacio vec 

....... 
torial V y sea a,b dos escalares (Fig. 2.45) 

/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

-- - - - - - - - / ~- ~ 

/ au+bv 
/ 

a = 2 
/ 

b = - 3/2 

F IG. No. 2.45 
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-->. --'>. 

Por definición de Vi el vector au, el vector bv y el vec-

tor au + bv, pertenecen a V 
,..,.. 

Def.: Se dice que un vector w es una combinación lineal -
2.9 

-" ...o.. 
de dos vectores u,V ,sí y solamente si , existe al me 

-

nos dos escalares a, b tales que: 

-'>. ...>o.. 

W = au + bv 

De acá en a delante; el Espacio vectorial V es el conjun-
~ 

to de combinaciones lineales de vectores u y v : 

v = { ~ E V / 3 a E IR I 3 b E JR; w = a ti + b~} 

VECTORES LINEALMENTE I ND EPE NDI ENTES 

ACTIVIDAD 2 .11 

Objetivos 

Que el estudiante: 

a) Identifique vectores linealmente dependientes e indepen-

dientes. 

b) Diferencie los vectores linealmente dependientes con in-

dependientes 

c ) De los gráficos realizados, obtenga n conclusiones. 

PROCEVIMIENTO : 

Primera Parte 

- Torna un plano lcuadriculado L 
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- Determina un SCCR de ~ con su referencia (O, ~2l en -

una escala adecuada 
~ 

- Traza los vectores u = l2,-3l y v = ( -4,6 l 
--"" 

- ¿Estan los vectores u, v en una misma dirección? si -

no 

- Mide las longitudes de los vectores u y v 

- Escribe el vector v en terminas de u 

-'" --"" 
- Escribe el vector u en terminas de v 

- Efectúa gráficamente o con pares ordenados: 2~ + ~ 

- ¿Cuál es el resultado? 

- Efectúa gráficamente o con pares ordenados: 3~ + 3/2~ Y 

2~ + (-2~) 

- ¿Cuál es el resultado? 

- ¿Qué concluyes? 

ESPosrCION: VECTORES LINEALMENTE VEPENVIENTES 
~ ..... 

Si dos vectores u, v tienen una misma dirección; uno de 

ellos se puede escribir en términos del otro; es decir 

~ = AV; con A un número real (escalar) 

DEFINIcrON 2.10 

..... ~ ~ 

Se dice que dos vectores u, v de un Espacio Vectorial V 

son Linealmente Dependientes (L.D.) sí y solamente si 

a~ + bv = O 

puede lograrse con escalares en don de al menos uno es no 

nulo. 
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Segunda Parte 

~ ~ 

- Toma otro SCCR (~2L con su referencia lQ, e J , e 2 L y la -

misma escala anterior. 

- Traza los vectores u = l4; 21 Y y = (3, 7) 

- Estan los vectores u y v en la misma dirección? si -

no 
~ -->o. 

Puede escribir el vector u en terminos de v? si no 

* Si tu respuesta es si ; ¿cómo la representas? 

- ¿Será posible encontrar dos números reales cualesquiera 
..... ~ -->o. 

a, b diferentes de cero, para que au + bv = O? si -

no 

* Si tu respuesta es si; cuales son esos números? 

- Para que valores de a, b se puede dar la relación 
~ ..... ~ 

au ~ bv = O? 

EXPOSICION: VECTORES LINEALMENTE INVEPENVIENTES 

DEFINICION 2.11 

Jo. -->o. 

Se dice que dos vectores u, v de un Espacio vectorial V 

son Linealmente Independientes (L.I) sí y solamente si, 

toda igualdad: 
~ 

au + bv = O 

en la que a y b son dos escalares; implica que: a = b = O 



EJEMPLO; 

Consideremos dos vectores del espacio R 2 
: 

e 2 = la ,~) 

Sean a y b dos escalares tales 

Luego: aU,O) + b lO,~) = lO,OLi 

( a, ° ) + ( O, b 1 = la, O} 

que: ae} + 

-'> 

e.l = 

~ 

be 2 

Entonces: (a, b) = lO,O} y resulta que: 

a = ° y b = ° 

ll,Ol 

~ 

= ° 

e j y e 2 son linealmente independiente 

eSPACIO GENERADO POR UN CONJUNTO DE VECTORES 

ACTIVIDAD 2.~2 

Objetivos 

Que el estudiante: 

~~8 

y 

a) Identifique que los vectores e.l = (1,0) Y e 2 = lO,~) -

generan el espacio V. 
b) Descubra que son infinitos los vectores que generan V 

PROCEDIMIENTO: 

- Toma un SCCR en R2 con su referencia (O, e J , ~2) 

- Traza los vectores e.l = 0.,01; e2 = lO,~) y ~ = l4,5) 

la partir del origenL. 

- Representa gráficamente la combinación de v en términos 



- Escribe Y en términos de el ye2 , 

A partir del origen traza 6tro vector w = ( - 3,4) 

- Escribe w en términos de e l y e 2 • 

- Haz la representación gráfica, 

- ¿Qué concluyes? 

ll9 

- Toma un nuevo SCCR en R2 con su referencia (O, ej, ~21 y 

la misma escala . 

- Traza los vectores el = (l,Ol y e2 = (O,l) 

A partir del origen traza un vector ; cualquiera y asign~ 
-"" 

le componente s a y b; es decir v = (a , b ) 

- Escriba ~ en términos de ej ye2. 

- Haz la representación gráfica. 

- ¿Qué concluyes? 

~ ~ 

¿Llegó a la expresión : v = aej + be2? si no 

- Crees que cualquier vector Y de R2 se puede escribir como 
-" 

combinación lineal de ej Y e 2? si no 

- ¿Qué concluyes? 



EXPOSICION~ ESPACIO GENERAVO POR UN CONJUNTO VE VECTORES 

Consideremos los dos vectores del Espacio Vectorial V 

e
J 

= (l, O) 

Para todo vector 

tiene: 

v = (a,b) 

(a, O) 

= a(l,O) 

-"'" 

V = ae l + 

y e 2 = 

v = la, b ) 

+ (0, b) 

+ b(O,l) 
...>o 

be 2 

lO ,l) 
~ 

de V se 

bez 

ez 

- - - - - - - (c lb) 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

J 
e, ce, 
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Como v es una combinaci6n lineal de el y e 2 entonces los 
~ ...... 

vectores el' e
2 

engendran el Espacio Vectorial V. 

DEFINICION 2.l2 

-'-
Si todo vector de V es una combinaci6n lineal de los 

vectores el, e2 se dice que estos vectores ENGENDRAN V 

-'-
EXPOSICION : BASE VE UN ESPACIO VECTORIAL V 

-». -'"' 

Sean i, j dos vectores pertenecientes a un espacio vec-

torial V 

DEF I NI CION 2.l3 

~...... ~ 

Se dice que los vectores (i,jl forman una base de V sí 
~---------------------------------------------------------
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y so lamente si los vec tores i , j ."engengran" V y son li 

nealmente independientes. 

Para simplificar la escritura, una b ase li, jl se desi~ 

na por la letra S; los vectore s i y j son respectivame~ 

te llamados: primero y segundo vector de la base S. 

EJEMPLO: 

Se ver i ficó que el = (~,O) y = (O,l) del espacio v ec 

torial R2 engendran R2 y que son linealmente independie~ 

tes ; entonces resulta que el pa r de vectores (el' e 2) 

fo rman una base del e s pac io vectorial R2 , esta base es -

llamada: "Base Can6nica " de R 2
• 

EXPOSICION: VESCOMPOSIClON VE UN VECTOR EN UNA BASE S = (i,j) 

~ -'" 

Sean i, j dos vectores f i jos que no tengan igual direc - -

ción (Fig . 2.46). 

Todo vector ~ del plano se puede escribir: ~ = 

V I 

I , 
a i 

F IG . No. 2 .4 6 

I 

I 
I 

I 

(a, b) 

...". 

ai + bj 
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EJERCICIOS 2.6 

.1. 
-'" 

Se dan tres vectores u, ~, ~ del Espacio Vect. R 2
, de --

cir dentro de los casos siguientes si el vecto r u es 
~ ->.. 

una combinación lineal de los vectores v y w. 

i) u ( 2 ,3) v = (1, -2 ) Y w = (2,.1 ) 

~ ~ 

ii} u = (2, -5 ) v = (.1 ,.1) Y w ( -3,2 ) 

iii ) 
->. 

(3,2) (15 (1,/5 + 2) u = v = - 2,1) Y w 

~ 

(el' 
~ 

2. Sea E un Espacio Vect. con una base e 2 ) i demostrar 

-'" ~ ...:.. 

que para todo escalar a el vector (e 1 ' ae 1 + e 2) es una 

base de E. 

3 . Probar que los dos vectores del Espacio Vect . R2: 

~ -'-

u = (1,-2) Y v = ( -3,4 ) engendran R 2 • 

~ ...,. 
4. Si u, v son dos vectores linealmente independientes de 

5. 

...,. 
un Espacio Vect. E probar que: 

~ 

i) u' u + v 

ii) u' = 2u + 3v 
Probar que los dos 

una base en R2 

........ 
a ) i (1,3) Y 

b) i (1,.1) Y 

c) i (2 ,-.1) Y 

y 

y 

-" ~ 

v' = u 

vectores del 

j = ( - 3,.1) 

j = (.1,-.1) 

j (-2,3) 

Esp. 

son linealmente 
independientes. 

Vect . R 2 ¡ forman -
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BARICENTRO 

ACTIVIDAD 2.~3 

Objetivos 

Que el estudiante: 

~L Descubra el centro de ~a sa de un cuerpo 

2) IdentiÍique el centro de masa de un sistema formado por 

una barra con dos pesos en sus extremos 19ráficamente) 

3) Identifique el centro de masa (gravedad) algebraicamente 

de dos puntos. 

PROCEDIMIENTO: 

Primera Parte 

i) En el siguiente diagrama se ~uestra una barra de ~O cm. 

de longitud con pesos en sus extremos de 2 kg. 

10 cm. ---------~~ P,~~-----­

~~~~~~~==========~~ 
Pz 

PI:: 2 K Q . P Z= 2 Kg. 

De los casos que se muestran a continuación: 

a) 

b ) 

C ) 

P ~ 3 cm. + 7 cm. ~I p 
I 2 

~t::==2=K=O=. ===="",=",,=Jj)F
G 

=;:=,=" =======================~:: 2 Kg. 

}oE----- 5 cm. ----....:+:.f;.----- 5 cm. ---~~ P
l 

~~~~~~~~~~====~8 
p 1 ... 

I 

0 =A:: f2 = 2 Kg. P¡ :: 2 Kg . 
G 

p, r 
C) 

Fl = 2 Kg . 

6 cm. -----:+>IE---- 4 cm. --~>! p~ 

~=================%P'=:=_~~_ t_ =="'='M=' ===========~:: 2 g. 
G 

F IG. No. 2.47 
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- CUál debe ser la adecuada colocaci6n del punto de Apoyo G 

para que la barra no se mueva? 

- IdentiÍica mo ¿J, la longitud de PJ a G y como t 2 la lon-

gitud de G a P 2 

- EÍectúa en los casos dados ; a) bl c); los productos de 

los peso s p. con las distancias t. de los extremos al pu_n 
~ l 

to de apoyo G. ¿Qué concluyes? Q) ------------------------------
~ 

- Para cada caso realiza la suma vectorial de Pl GPJ con 

P2 GP2; Qué concluyes? @ -----------------------------------------
- Relaciona los resultados obtenidos en Q) y en @ del li 

teral b) -¿Qué concluyes? 

¿C6mo es el vector GPl con respecto al vector GP2 en el -

literal b)? 

~ 

- A qué es igual el resultado de la suma Pl GP 1 + P2 GP 2 

del literal b)? 

COMENTARIO: 

En la Fig. 2 . 47 el punto de apoyo que se localiza para 

que la barra no se mueva, se le denomina: BARRICENTRO. 

(Físicamente se le llama: centro de masa) . 

ii) En el siguiente diagrama se muestra una barra de 9 cm 

de longitud, con pesos en sus extremos de l kg Y 2 kg . 

l· 9 cm . ., 
Pi G 0 
p = I g. p = 2 9· I Z 
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De los casos que se muestra a continuación: 

r· 4.5cm . + 4.5c.m. ~ Pz · PI 
(/JJ 

~~. • 1 Kg. 2 Kg. ,. G 
-1 P¡ ~ 3cm. 6cm. Pz 

Cb 
~~-

('i 
IK 2 Kg . 

G 
30111.-----1 PI lE 6 cm. +- Pz 

~ H~~~ 
@ 

1 Kg. 2 Kg . 

G FIG . No .2.48 

- Cuál debe ser la adecuada colocación del punto de apoyo G 

para que la barra no se mueva? 

- Identifica como lj la longitud de Pj a G y como t 2 la Ion 

gitud de G a P 2 

- Efectúa en los casos dados a ) , b), c) ; los productos de -

los pesos p . con las longitudes l. de los extremos al pu~ 
1 1 

to de apoyo G. 

¿En qué literal a) b) ó c) los resultados fueron iguales? 

- ¿Qué concluy es? 

- Para cada caso a), b) y c) realiza la suma vectorial de -

- ¿En qué caso tu resultado es el vector cero? 

- ¿Qué concluye s? 

- Relaciona el resultado obtenido en GD en @ - ¿Qué -

conclu e s? 
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* Las siguientes instrucciones son para el literal el 

- ¿Es la longitud de P~ a G dos tercios (2/3) de la longi--

tud de la barra? si no 

- ¿Es la longitud de P2 a G un tercio l~/3) de la longitud 

de la barra? si no 

- ¿Existe relaci6n entre las sumas de los pesos (~ + 2 = 3) 

y las partes en que se divide la barra (3 partes 

2/3 + l/3) , para encontrar G? si no 

- Determina esa relaci6n para cualquier peso 

COMENTARIO: 

I 

En general el punto G entre dos puntos Pl y P 2 con pesos 

Pl Y P2' respectivamente; se encuentra al establecer la 
---'>. ---"->. 

relaci6n P1GP 1 + P 2GP2 = O. 

Para no confundir peso (p ) con Punto (P ) , se usan minús-

culas y mayúsculas, respectivamente; además cada punto -

tiene su peso; por lo tanto se asocian como pares ordena 

do s a sí: lP, p) 

Ej~plo~ (con vectores L 

i t Si P.l = P 2 = ~ ii) Si PI = l Y P2 = 2 
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(PI, 1) 

(PI, 1) 

Segunda Parte 

G 

- Toma un plano Lcuadriculadoi 

G ( PZ,2 ) 

- Define un sistema de coordenadas rectangulares CR 2 i 

~ -" 
- Determina su referencia lO, eJ, e 2t 

- Ubica los puntos P.1 C2,6 1. y P 2l8,2 1. 

- Traza un segmento de recta de PJ a P 2 

Asíngale a cada punto un mismo paso (p = .1 t; es decir 

(P.l' ~ ) y LP 2 , .1). 

.127 

- Encuentra el Baricentro G de los puntos P.l y P2 (punto me 

dio en este casol. 

- Determina las coordenadas de G. 

-"" ~ ..JO.. 

- Verifica con pares ordenados que GPJ + GP 2 = O 

Si se le asigna a los puntos Pl y P2 el mismo peso lp = 51; 

es decir CP.l, 5 ) Y LP2, 5).. 

- Encuentra el Baricentro G' de los puntos PJ y P 2 

- Determina las coordenadas de G' 
~ --"'- ~ 

- Verifica que 5G 'PJ ~ 5G 'P 2 = O 

- Son las coordenadas de G igual a las de G ' ? 

- Qué concluyes? 
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COMENTARIO: 

En el plano cartesiano la notación simb61ica (Punto, P~ 

so l es decir lP,p l puede dar lugar a confusión; por lo 

tanto esta notaci6n se especifica así ~ por ejemplo; 

(P 1 , 5) = U2,6 ) ,5) y CP 2 ,1.1 = LC8,21,ll . Engeneralp~ 

ra un punto Plx,y) y un pero p se tiene que: 

(P,p) = U~ ,y l. ,p } 

- En el mismo plano ubica los puntos A C5,~ ) y Bl3,5) 

- Asíngnale a cada punto peso uno lp = ~ ) 

- Encuentra algebraicamente el baricentro G oe los puntos 

A Y B. 

Ayuda: Supáne que G Lx, yl y a través de . la expresi6n 

GA + GB = O encuentra las coordenadas x e y 

- Verifícalo gráficamente. 

- El Baricentro encontrado, ¿tiene las coordenadas L4,31? 

si no 

- En el mismo plano o en otro ubíca los puntos C(-4,7) y 

D(5,~ ) • 

- Asígnale al punto C peso ~ y al punto D peso 2; es decir 

CC,~ l y (D,2 ) 
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- Encuentra algebraicamente el baricentro G de los puntos C 

y D. 

Ayuda; usa la expresi6n ~GC + 2GD = O 

- Verifícalo gráficamente. 

EXPOSICION: BARICENTRO ENTRE VOS PU NTOS PONVERAVOS 

Sea R2 el sistema de coordenadas cartesianas rectangula 

res (SCCR) en un plano TI , con su referencia (O, ~j , ~21; 

se llamará punto "ponderado" al par (P,eL) en donde P es 

un punto de R2 y eL un número real, llamado coeficiente o 

"peso" de P. 

PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO P j P2 

Sean P j y P 2 dos puntos de R2 que tienen la misma ponde-

raci6n. El punto medio del segmento P j P2 eS el baricentro 

G de los puntos PI y P 2 que se define así: 

-"o ........ ..... 

GP j + GP 2 = O; si eL = l 

Aún más, al escoger un origen O arbitrario se tiene que: 
~ ---"- ~ 

OG = l/2(OP j + OP2) Ver Fig. 2.49 
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De la figura se tiene~ 
(PII~) G ( Pz,~) 

~ ~ 

GP .l = GO + OPl Y 
--'>. ~ --'". 

GP2 = GO + OP2 

Ademas de Q) se tiene: 

--'>. ----"'" ~ 

o.GP 1 + o.GP 2 = O 

Luego: o.(GO +oP 1 ) +o.CGo +oP 2l Q 

---...::... -.---:. ~ ~ 

2GO + OP 1 + OP2 = U o 

FIG. No. 2 . 49 

En particular si O se uhica en la posici6n de Pl se tiene: 

CENTRO DE GRAVEDAD DE DOS PUNTOS CON DIFERENTE PONDERA­
CION 

Sean CP1,0.) y (P 2 , 8) dos puntos ponderados. Pl y P2 son -

de R2 Y 0. , 8 son números reales. 

Si a. + B ~ O, entonces existe un único punto G tal que: 

Este punto G es llamado "Baricentro 1, de los puntos P 1 Y 

P 2 . 

Aún más, al escoger un origen O arbitrario se tiene: 

i l OG = a. 
---8"- OPl -t a. + 

(3 
Q OP 2 a. + bi 
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( PII or) G (Pz. /3) 
De la figura se tiene; 

---" --"'" ---'-

GP 1 = GO + OP I 
--'" --->. ~ 

GP2 = GO + Oh 

a) Si a + S = l entonces: 

--"'" --->.. ~ 

OG = aOP 1 + SOP 2 

En particular s i O se ubi 

ca en la posici6n de P 1 -
se tiene: 

O 

--'>. ~ 

P1G = SP 1 P 2 FIG. No. 2.50 

b) Además para todo, a, S E m tq: a + S 1- O pru(2ba que: 

~ l --->. ~ --"'" --"'" ~ 

OG = a + S (aOPI + SOP2) y que: OG = OPI + SPIP 2 

BAR ICE NTRO ENTRE TRES PU NT OS 

ACTIVIDAD 2.l4 

Objetiv os 

Que el estudiante: 

a) Localice el baricentro entre 3 puntos en forma gráfica 

b) Obtenga conc lusiones de los gráficos realizados 
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cL Descuhra un procedimiento algehraico, para encontrar el 

haricentro de 3 puntos ponderados 

PROCEVIAHENTO; 

Primera Parte 

- Toma un plano (cuadriculadoL 

- Determina un sistema de coordenadas cartesianas (R 2
) 

- Determina su referencia CO, e.l, e2) y una escala adecuada 

- Ubica los puntos A( -J,J ) B(3,6) y C(6,0) 

- Traza segmentos de rectas de A a B, de B a C y de C a A. 

- Asigna a cada punto un mismo peso (p = l) es decir (A,l), 

(B,l); (C,~) 

- Encuentra el baricentro de los puntos: 

i) A Y B e identifícalo con la letra Gl 

ii) B Y C e identifícalo con la letra G2 

iii) C y A e identifícalo con la letra G3 

- Traza segmentos de rectas desde: G1 al punto C¡ G2 al pun 

to A y G3 al punto B. 

- ¿Se cortan los 3 segmentos: G]A; G2A, G3B en un mismo pu~ 

to? si no 

- Identifíca el punto de intersección con la letra G. 
--'>. ~ ~ 

- Representa con otro color los vectores: GA, GB, GC 

- Determina las coordenadas de G. 

- Suma los vectores GA, GB y GC 19ráficamente o con pares 

ordenados) 
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- ¿Cuál es el resultado? 

- ¿Qué concluyes? 

COHENTARIO : 

Si se tienen 3 puntos no colineales con un mismo peso -

cada punto, su centro de gravedad es el punto donde se 

cortan los segmentos de rectas que se trazan desde cada 

punto medio de los lados del triángulo a su vértice 

opuesto_ 

Ubica en un nuevo SCCR (con la misma escala del gráfico -

anterior) los puntos: A, B, C, G, GJ , G2 Y G3-
-.!:.... ~ ~ -----.. 

- Traza los vectores OA, OB, OC Y OG 

- Traza el segmento de recta de A a B. 

- Mide la longitud GjC e identifícala como lJ 

- Mide la longitud GC y GJ G 

- Identifica el gráfico con la letra T 

- ¿Es el segmento GC igual a dos tercios (2/3) de lJ ? si 

no 

- ¿Es el segmento GJG igual a un tercio Cl/3) de lJ? ___ si 

no 

Según gráfico cr.> ---"- --"-----"-
¿el vector OG J = ~/2 (OA + OB)? si 

no 

Del gráfico (V 
--!>. ~ 

¿el vector G~C = (OC no si 
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- Del grá.fico (J) ¿será. la. relación oG = OG 1 + ~/3C;:;C @ ? 

si no 

- Sus ti tuye en @ las relaciones anteriores y simplifica. 
~ ~ ~ ~ 

- ¿Lograste llegar a la relación OG = ~/3(OA + OB + OC)? 

si no 

* Si tu respuesta es sí, lfelicidades! lo lograste! 

* Si tu respuesta es no, sigue trabajando hasta lograrlo. 

- ¿Qué concluyes? 

Segunda Parte 

Determina un nuevo SCCR, con la misma escala 

Repite nuevamente el procedimiento anterior hasta la ins-

trucción: 

"Asigna a cada punto un mismo peso (p = ~) 11 

- Determina el baricentro de los puntos B y C e identifíca-

lo con la letra G2 . 

- Asígnale al punto G2 un peso igual a la suma de los pesos 

de B Y C. 

- Calcula el baricentro de los puntos G2 y A e identifícalo 

con la letra G. 

- ¿Es el s e gmento G2G un tercio (~/3) de G2A? si no 

- ¿Es el segmento GA dos tercios (2/3) de G2A? si no 

- Escribe-la relación vectorial ce los puntos Gz, G y A, de 

tal manera que la suma. sea el vector cero (recordar Acti -

vidad 2 . J 1 ) 
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- ¿Qué concluyes? 

- Si A tiene peso ~ y G2 peso 2, se podrá establecer l~ re-

lación: 

¿l/3G2G + 2/3GA = -O ó ~¡3 lG2G + 2GAt = O? si no 

- De manera similar encuentra el baricentro de los puntos e 

y A e identifícalo con la letra G3, el baricentro de los 

puntos A y B e identifícalo con la letra GJ • 

- Calcúla el baricentro de los puntos: 

i) G3 Y B e identifícalo con la letra G 

ii) Gl Y e e identifícalo con la letra G 

- Compara resultados 

¿El punto G es el mismo en los 3 casos? 

- ¿Qué concluyes? 

si no 

- Para cada caso escribe la relación vectorial, de tal mane 

ra que su resultado sea el vector cero. 

COMENTARIO: 

El baricentro G de tres puntos ponderados, puede obtene~ 

se sustituyendo dos de ellos por su baricentro G', con -

peso igual a la suma de los pesos de dichos puntos (siem 

pre y cuando sea no nula) y calculando enseguida -el barí­

centro de G' con el tercer punto. Por ejemplo, para cal­

c ular el baricentro del sistema de puntos: (A,l), (B,3) 

y l C,51 ¡ podemos calcular el baricentro G' de (A,ll y 

(B,3) Y enseguida el baricentro de (G',4) y (C,5) . 
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- Determina otro SCCR (R2t y defina su referencia (0, ~J, ~2 ) 

- Ubica los puntos PJ l -2 , -2 1 i P 2 0.,7t y P 3 (5,l) 

- Une los puntos con segmentos de rectas . 

- Asígnale a cad a punto un peso igual (p = ~) 

- Encuentra algebraicamente el baricent ro G de los puntos -

----->.. ~ ....... 

(Recuerda: GPJ + GP2 + GP 3 = O) 

¿Tiene el punto G las c oordenadas (~,2)? si no 

Gráficamente encuentra el baricentro de Pl,P 2 y P 3 e iden 

tifícalo como G ' 

- Dete rmina el p ar ordenado de G' 

¿Tiene G ' Y G l as mismas c oordenadas? si no 

- Qué concluyes? 

- Ubica los puntos P I ( - 2, - 21; P 2(l,7) y P 3(5,l) en otro 

SCCR, con la misma escala 

Une los puntos con segmentos de rectas 

- Asígnale al punto PJ pes o 2; al punto P2 peso ~ y al pun-

to P 3 peso 2 

- Encuentra algebraicamente el baricentro G de los puntos 

ponderados (PI, 2); CP2,~) Y (J>3, 2) 

Ayuda : 

¿Tiene el punto G las coordenadas l~,l)? si no 

- Gráficamente encuentra el baricentro entre P J y P2 e iden 

tifícalo GJ 
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- Gráficamente encuentra el baricentro G' entre GJ y P 3 

- Determina las coordenadas de G' 

¿Tienen G' Y G las mismas coordenadas? si no 

- ¿Qué concluyes? 

EXPOSICION: BARICENTRO ENTRE TRES PUNTOS PONVERAVOS 

CENTRO DE G~~VEDAD DE UN TRIANGULO ABC 

i) Sean tres puntos A,B,C no alineados de R2 que tienen 

la misma ponderación (a) se llamará centro de grave -

dad G del triángulo ABe al baricentro de los puntos 

A,B Y C¡ que se define por: 

~ ~ ~ ~ 

GA + GB + GC = O 

(Si P 1 , P 2 , P 3 son los 3 puntos no alineado s ,_ entonces: 

3 

I GP . = O si a = 1 
i=J l 

6 
3 

I aGP. = -O si a =f O) 
i = J l 

Aún más , al escoger un orígen O arbitrario, se tiene: 

ÜG = ~/3 (OA + oB + OC') Ver Fig. 2 . 5~ 

( 8, I ) 

( e, 1) 

FIG . No. 2 . 5 1 

De la figura 2 .51 A' es el -

punto medio de B y C, es de ­

cir se puede reemplazar (B,l) 

y lC,l) por (A',2 ) luego G -

es el baricentro entre (A' ,2) 

Y (A,l) i en donde 

5G = l/3 (DA + 20A') 

En particular si O se ubica 

en la posición de A, se tiene 

l Ac; = 2/ 3M I I 
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ii) Sean (A,aL; CB,BL y le,eL tres puntos ponderados 

tal que: a ~ S i e en donde: A,B,C ER 2 y a,B,e son 

números reales 

Si a + B + e ~ O; entonces existe un único punto G tal 

que: 

aGA + 6GB + eG"C = -O 

Aún más, al escoger un orígen O arbitrario, se tiene que: 

Si se hace a + B + e = 1 se tiene que: 

--...:::... ~ ~ ~ 

OG = a OA + SOB + eoc 

Además, si Al es el baricentro entre (B,S) y (e,e) I en-

tonces Al es el punto ponderado: 

(Al,( S + S) 

Luego: 5G = a oA + (S + e) oA I 

En part icular si O se ubica en la posición de A; se tie 

ne: 
~ ~ 

AG = (S + e) AA' 
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BARrCENTRO DE 4 PUNTOS 

ACTIVIDAD 2.15 

Ohjetiyos 

Que el estudiante: 

a) Determine en forma gráfica el haricentro de 4 puntos po~ 

derados. 

bl Trate de generalizar el concepto de baricentro para n 

puntos ponderados 

c l Obtenga conclusiones de los gráficos. 

PROCEDIMIENTO: 

- El siguiente diagrama muestra 4 puntos A,B,C,D¡ con peso 

~ cada uno. 

( A, 1) (B, 1 ) 

(D,l ) (e, I ) 

- Calcula gráficamente el bBricentro de G de los puntos A, 

B,C y D 

~ 

Ayuda : GA + GB + GC + G O 
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- En cuentra el baricentro de los puntos A y B e identifíca­

lo c on la letra GJ 

- Encuentra el baricentro de los puntos C y D e identifíca­

lo con la letra G2 

- ¿Qué pesos se les asigna a GJ y a G2 ? 

- Determina el baricentr o de los puntos (GJ, 2) Y lG2, 2) e 

identifícalo c on l a letra G' 

¿E s el punto G' el mi s mo G? si no 

Si tu respuesta es si; tienes buen cálculo 

- Traza diagonales en el diagrama ; ¿es el punto de intersec 

ción el mismo punto G'? si no 

- ¿Crees que ya encontrate una forma sencilla de ubicar el 

baricentro? si no 

COMENTARIO: 

Siempre que sean paralelos dos a dos los segmentos de un 

cuadrilatero y los pesos sean iguales en sus 4 puntos, -

el baricentro se ubicará al intersectar las diagonales -

del cuadrilatero . 

- Algebraica y gráficamente, encuentra el baricentro de los 

puntos: Al2,4); B(- 2,-2}; C~, -21 Y D(lO,4); compara re­

sultados. 
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PROPIEDADES DEL BARICENTRO 

i) Invarianza del baricentro si los pesos se multiplican -

por un escalar: 

El baricentro G de n puntos ponderados no cambia si a -

los pesos de dichos puntos lo multiplicamos por un esca 

lar no nulo; de tal manera que se puede establecer la -

siguiente propiedad: 

* Si A es un número real no nulo, se tiene: 

n n 

i=1 
L a.GP. 

1 1 
o <=> 

i=:l 
L (Aa.) GP . = O 

1. 1. 

ODse~s, en particular que si escogemos A de tal mane 

ra que la suma de los nuevos coeficientes, sea igual a .1: 

.1 
n 
L a. 

i =:l 1. 

Se puede probar que: Bar (P ., a . ) ) i E [l, nJ = 
1. 1. 

Bar «P., Aa . ) ) i E [l, nJ si A ¡. O 
1. 1. 

ii) Asociatividad del Baricentro 

El bariceDtro G de n puntos ponderados puede obtenerse 

sus~ituyendo vario s de ellos, por su baricentro G' con 

peso igual a la suma de los pesos de dicho s puntos; en 

donde la suma de éstos pesos es no nula, y calculando -

al final el baricentro G con los demás puntos restantes 
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EXPOSICION; RARICENTRO PARA n PUNTOS 

Llamaremos punto ponderado al par (p,a) formado por un pu~ 

to P de R2 y un real a llamado coefic iente o peso de p. 

Consideremos una familia fini ta UP~ ,a.l) , (P2 , a2) , ... (P ,a )_1 
n TI 

de n puntos ponaerados ln ~~L; denotemos a la familia 

((P.,a.)t i E [J. ,n] como la faInilia de pares. 
~ l 

DEFINICION DE BARICENTRO PARA n PUNTOS: 

Sea ((P.,a.)) i E [J.,n] una familia de puntos ponderados; 
l l 

n 
* Si I a. ~ O, existe un único punto G talque 

i= 1 l 
n 

I a.GP . = TI' 
l ~ 

i= J 

Aún má s , siendo O un punto cualesquiera de R2 , se tiene: 

1 -..::.. 
OG = 

al + a2 + ... + a 
n 

--"- 1 
OG = 

n 

I a. 
i= J l 

( 1 a.5P. ) 
i= 1 l ~ 

~ ~ ----"-
(aJOPl + a2 0P 2 + ... + anoP n ) 

Este punto G es llamado baricentro de la familia 

6 

((P. ,a . ))i E [J.,n] o simplemente baricentro de los puntos 
l l 

Pl, P2 ... , P n ; afectados de los coeficientes a.l,a2, ... , a n 

Se denota: 

G = Bar l (P. , a . >. ) i E [ J., nJ 
l l 
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y el baricentro G'. 

Esta propiedad es llamada la Asociatividad del baricentro, 

y se define así: 

* Sea tU' i' a i) ) i El, nJ una ' familia de puntos ponderados 

Supongamos que existe una parte J de [~, n] (J ~ ~ y 

J ~ [~,nJ) tal que: 

I a. ~ O. Tomando K = [l,n] - J se tiene: 
. . 1 
lE] 

n --->." 

I a. GP . = O <=> 
i= J 1 1 iE:J 

I a . GP . + 
1 1 

---"-I a .GP. = O 
. 11 
lEK 

de la expresión <D si se reemplaza O por G y G por G 1 en -

donde G' = Bar ( ( P . la. ) ) i E J; 
1 1 

se tiene: 

entonces: 

c;G' = 

n 

I a.GP. 
i=] 1 1 

l 

I a . 

~ ( la. GP . ) 
.1 1 
lEJ 

i€J 1 

--'>o. 

O <=> ( I a .) 
iEJ 1 

GG' + I a.GP . 
iEK 1 1 

llamada: Asociatividad de Baricentro para n puntos. 

EJERCICIOS : 2.7 

.1) Encuentra el baricentro de los puntos: (Algebraica y gr~ 

fic amente) 
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a L C (-3 ,~) y D ly, 6) con sus p esos 2 y 3, respectivamente 

bL E l 9,Q)y Fl1,8 L con sus pesos 3 y~, respectiv~ente 

c ) H(3,2) e Il7,41 con pesos iguales de 2. 

2) Encuentra el baricentro de los puntos: (Algebraica y gr~ 

ricamente) 

a) A(6, - 3); B l - 3,O) Y C(3,3) ( con P = ~ cada punto 

b) Dl4,2} i E (-~,51 Y F l3,8 l : con P = 2 cada punto 

3 ) Encuentra el baricentro (gráficamente) de los siguientes 

diagramas: 

o~----------------~o o~----------~o 
2 Kg . 2 Kg. 3 Kg. 2 K\) . 

( 8, I ) 

( 8 , 2 ) 

(A, I ) 

( e , I ) l A, 2 ) 
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( el I ) 

( 0 '/1 ) 

( Al I ) 
( I , 2 ) .-__________________________ --,(J / 21 

( L.2 ) ( KI 2 ) 

(NI I ) 

(M I I ) 

( O , I ) 

(U, 1) 

(V, I ) 
(P, I ) 

(W, I) ( X,I) 



CAP 1 TUL O 111 

PRODUCTO ESCALAR 

INTRODUCCIÓN AL PRODUCTO ESCALAR 

ACTIVIDAD 3.~ 

Objetivos 

Que el estudiante: 

a) Descubra el procedimiento de multiplicar escalarmente dos vec 

tores. 

b) Descubra que el producto escalar de dos vectores, es un número 

real. 

c ) Obtenga conclusiones de los gráficos 

PROCEDIMIENTO : 

Primera Parte 

En la Figura 3 . ~ se muestra un SCCR con una escala ae: ~:lO cm y 

una semicircunferencia con radio uno (~l 

- Determina los pares ordenados de los puntos A,C,F y H 

---'- --'"- ---'-
- Traza los vecotes OA, OC, OF Y OH 

- Proyecta los vectores oC, oF, oH sobre el vector 5A 

COMENTARIO: 

Proyectar un vector v sobre el vector DAi significa trazar una 

perpendicular desde el extremo del vector Vi sobre el vector -

oA o su prolongación ( - BA) se identifica: Pro T~v (la roye_c OA 
-4 ~ 

ci6n del vector v sobre el vector OA ) 
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--->o. -->. 

- Traza los vector es proy ectados; ProyüA0C' ProYüA0F , 

proyoAoH (todos en el eje x ). I d e nti f i ca el extremo del _ 

~ 

ve c t o r ProyüA0 c, c o n la l etra K. 

x 

I I J I ID ~ ~ I 
I ~ 

.....- r---
w V 1-

I u L V I 
lL: 

/ I I I I 
/ I I 

I z V I I 
I 

~ 1 

u.. 

.1 
(!) J 

1\ 
\ I 

I 
I 

:"" 
I ~ 
I I ' I~ 

t'---. 

I I 
¡:- ............. v 
~ -~ I I I ° 1 ...... 

1 I 

FIG. NO.3. 1 

1: 10 cm. 
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- Determina la longitud de cada yector proyectado Cde acue~ 

do a la escalal por ejemplo, si la longitud de un vector 

proyectado es 8 cm., entonces su longitud es Q.8 de acuer 

do a la escala. 

Efectúa el p r oducto de la Norma del v ector OA (j OA II = ~ l 
~ 

por la norma del vector proyüA0C¡ es decir: 

1I M ilI! proYüAOc I! = P 1 CD 
---'o.. ----'" 

- Mide el ángulo entre el vector OA y OC e identifícalo co-

mo e 

COMENTARIO: 

Según el gráfico la figura OCK es un triángulo rectáng~ 

lo y por trigonomometría el lado OK se define también: 

11 Oc l! . Cos e 

-.b.. 
¿Es el vector OK igual al ,vector p royüAOC? si no 

- Si II ProyüAOC¡¡ = ¡¡ocll Cos e ¡ ¿de que otra manera puedes es 

cribir <D ? 

- Desarrolla 11 ÜAII 11 Oc ~ Cos e e identifícalo como P2 

si no 

- ¿Qué concluyes? 

- Efectúa el producto de la norma del vector 6A por la nor-

ma del vector ProyoA0H¡ e identifícalo como P 3 (este va-­

lar se tomará negativo, porque el vector proyüAoH está so 



~49 

---'"-
bre el vector -OA o su prolongaciónl 

~ ---'"-
- Mide el ángulo entre los vectores OA y OH e identiffcalo 

como el 

- Desarrolla: 11 esA!! • ~ oH ~ COS o el e identifícalo como P 4 

si no 

- ¿Qué concluyes? 

~ ~ ~ ---30.. ---' 

Traza los vectores OB, OD, OE, OM, ON Y haz lo mismo que 

se hizo con el vector OC 
- Que relación encuentras en los resultados de los produc--

tos de la norma del vector DA (!\ DAII =~) con los vectores 

----"- --->.. ---'"-

ProYüA0B , ProYüA0D , ... , ProYüA°N 

- ¿Qué concluyes? 
~ ~ ~ ~ 

Traza los vectores OC, 01, OJ, OQ Y haz lo mismo que se -

hizo con el vector OH 

- ¿Qué relaci6n encuentras en estos resultados? 

- ¿Qué concluyes? 

Segunda Parte 

- Toma un plano cuadriculado (milimetrado) 

- Determina un SCCR en R2 

- Determina- su referencia (0'~J'~2)- con - una e~cala~de~~: -- -

~ CID. 

--.. 
- A partir del punto lO ,~l traza los vectores u = l4, 2 ) Y 

v = l6, 01 
.... .-. 

- Mide el ángulo entre u y v e identifícalo como e 
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- Proyecta el vector u sobre el vector 

-- Traza el vector Proy .... u 
v 

- .Mide la longitud de los vectores 

- Efectúa el producto de la ,norma 

proyv~ e identifícalo como [J 

- Mide la longitud del vector ti 

-'" v y 

de v 

v 

.... 
Proy .... u 

v 

por la norma 

- Desarrolla 11 ;11 11l:i11 Cos e e identifícalo cbmo [2 

si no 

¿Fue tu resultado en los dos casos 24? si 

..150 

de 

no 

Si utilizamos las componentes de los vectores u = (4,2) Y 

v = (6,0) ¿de qué manera podemos relacionar las componen-

tes, para obtener 24? 

Descubre otra operación que relacione las primeras y las 

segundas componentes; insiste y lo lograrás 

- Determina otro SCCR en R2 

- Define su referencia (O,e1 ,e2 ) con una escala de l: l cm 
...... 

- A partir del punto (3,l) traza los vectores v = (4,0) y -

u = (-2 ,4) 

- Mide el ángulo entre u y v e identifícalo corno a 
~ -'"-

- Proyecta el vector u sobre el vector v (prolongación -del 

vector -v) 
..:.. 

- Traza el vector Proy~u 
T,J 

- Mide las longitudes de los vectores U, v y Proy~u v 

- Efectúa el producto: ~~ 

letra fA (valor negativo) 

~ Proy~U II e identifícalo con la -
v 
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- Desarrolla; 1I ~II ~ ~ ~ Cos a e identifícalo como .t 4 

¿Fue tu resultado -S? si no 

- Relacionando las cOITlPonente.s de los pares de los y ectores 
...3. ...... 

U Y v, obtiene el valor de -S. 

- Es lógico que suma y resta no pueden ser, porque su resu! 

tado es otro vector; probemos con la multiplicación: 

(4,0) Y ( - '2,4) 4..x0 + L-2..x4 ) = O + l -8 l- = -S bien 

4x l -2 1 + ( O ..x 4 1 = -S + ° = -S que pasa? 

(4.x4) + l O x -2 1 = -16 + O = ~6 No 

Analicemos el caso anterior 

(4,2 1 Y (6,0) (4 .x 21 + l 6.x O ) = 8 + ° = 8 ¡ No 

(4.x61 + (2.xO) = 24 + 0= 24¿ Si 

(4 x O) + l2 x 6) = O + .12 = .12; No 

- ¿Qué concluyes? 

En la Fig. 3.2, se tienen 3 gráficos; efectúa en cada uno -

de ellos el producto escalar; 

a) Usando normas 

b) Usando pares ordenados 

Nota: compara resultados . 
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7 

6 

!) \" V/ V 
4 \ v I I , , 

/ , 
3 U \ V v 

I 2 

I I 
I~ --V U V ... 

-6 -5 -4 -3 -2 " O I 2 3 4 ~ G 7- S 9 10 

I : 1 

I - 2 I U 

FIG. NO. 3.2 

Comentario: 

Sean ~ y v dos vectores, según Fig. 3.3 el producto escalar 

(llamado asi, porque su resultado es un escalar) de dos yec 

~ ~ II ~U Il tores u.v lo denotamos: u u rv ~ Cos e (en este oraenl si e 
~ 

es el ángulo entre el vector u y Yi por el momento tienes -

una idea de como realizar esta operaci6n, utilizando pares 

ordenados; mas adelante se te confirmará. 

1/ 

e 

proyií V u.~ = lIu ll II v ~ Cos 6¡ este 

FIG . No. 3.3 orden es importante . 
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EXPOSICION; PROVUCTO ESCALAR O PROVUCTO PUNTO 

-lo. --'" 

Sea R 2 un SCCR en un · plano TI, con su referencia LO, i, j 1 
--'" 

y sea V el espacio vectorial definido sobre R¡ 

Definición 3.~: 

-J> -->. --'" 

Sean u, v dos vectores no nulos del Espacio Vectorial V; 

--'" -lo. 

el producto de dos vectores u por V llamado producto PUN 
-->. -lo. 

TO o producto escalar, es un escalar denotado por u.v y 

definido por: 

u.v = " ~ II ~ v ~ Cos e 6 
->. -lo. 

u.v = lI ul 
-" -" 

Donde e es el ángulo entre u y v, además 0 ° < e < TI 

Podemos recordar que "~ II es la longitud del vector u 
Note que el resultado de multiplicar escalarmente dos -

vectores no resulta otro vector; sino un número real. 

Corno II ~ II escalar, 11 v II escalar y Cos e es un escalar, en 

tonces: 

II ~ ~ II~ ~ Cos e , es un escalar 
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Obseryaciones directas: 

~l Si 6 = 0° el producto escalar es: ~.~ = ~ ~~~ ~I Cos 0° 

Pero Cos 0° = ~ luego U.v = o simplemente 

U.V = uv 

2) Si 6 = 90 ° el producto escalar es: u.v = 11 ~~ ~ ~ I Cos 90° 

Pero Cos 90° = O luego: ~.~ = II ~ ~I~I (O) 

es decir: 

!1i.v= O 

PROPIEDADES DEL PRODUCTO ESCALAR 

ACTIVIDAD 3.2 

Objetivos 

Que el estudiante: 

a) Descubra la propiedad conmutativa en el producto punto -

de dos vectores, algebraicamente 

b) Descubra la propiedad distribuitiva del producto escalar 

sobre la suma de dos vectores 

cl Obtenga conclusiones de los gráficos 
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PROCEVI M IENTO~ 

Primera Parte 

...>. ....,; 

* En la siguiente Figura, se ilustran dos vectores u, Vi si 

proyec tamos ~ sobre V l~ es el lado fijo l, entonces el án 

gulo es ei si proyectarnos ~ sobre ~ lu es el lado fijo l, 

entonces el ángulo es l -e l. Ver Fig. 3.4 

...>. 

Proyecta u sobre v 

- Traza el vector Pro~u 
V 

v 

FIG. No. 3.4 

...>. 

- Determina el ángulo formado por u y V, e identifícGlo c o -

mo e 

- Efectúa el producto escalar de U.v 

¿Es u.Y ;:: I l u~ II vii Cos e ? si no 

- Proyecta Y s obre u 

- Traza el vector Proy~v 

-' -" 
- Determina el ángulo formado por v y u, e identifícalo co-

mo - 8 



- Efectúa el producto de v.u 

- ¿Es ~.~ = II~II;;~ Cos c-eL? si no 

COMENTARIO: 

En trigonometría se te demostrará. que: Cos e = Cos L-e 1. 
~ -->. 

Se tiene: U.v 

y: V.U 

Además: 

= II\inv ~ 

= I I ~ ~ r~ ~ 

Cos 8 

Cos L- 81. 
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1I ~II I I ~II = 11 t'111 ~~ll Conmutati vidad en los números reales 

y Cos e = Cos (- e 1 

Luego: Y.~ = Ilu l ~ vll Cos 8 ~ 

de Q) y @ concluimos que: I ~.V ~ ~ -'"' 
V.u 

Esta propiedad se dice qlle el producto escalar es conmuta-

tivo. 

Ilustraci6n geométrica de la propiedad c onmutativa del 

producto escalar. 

u Si proyyu = l.J 
...... 

l2 Proy-->'v = y 
u 

..... ~ ~ ..... 
V.u = u.v entonces: 

Simplemente: 

proy-; u ::: t i 

FIG. No. 3.5 
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Segunda Parte 

- Determina otro SCCR en R 2 

~ -4 

- Define su referencia lU,i,jl con una escala de ~: ~ cm. 

- Ubica los puntos P(J./~l, Ql3,41., R(7,5), K(3,~). Y T17,~) 

S (9,1) ( solo las letras) 

~ ~ -->. 

- Traza los vectores PQ, PS, QR 
~ ~ 

- Traza el vector PQ + QR 
~ ~ -->.. 

Identifíca los vectores: PQ = u, QR = w, PS 

- Proyecta el vector u sobre el vector v 

- Traza el vector Proyectado Pro~u v 
-'" 

- ¿Es el vector PK = Proy~u? 
v 

si 

- Mide la longitud del vector PK y PS 

no 

~ 

v, PR = u +w 

----"- ~ 

- Efectúa el producto de las normas de los vectores PK y PS 

- Identifíca este resultado como ~l 
~ 

- Proyecta el vector w sobre el vector v 
...>.. --lo. 

¿Es el vector Proy-'"w = KT? v 
si 

-'" 

- Traza el vector Proyectado Pr0Y7.w 
v 

- Mide la longitud del vector KT y PS 

no 

-->. -->. 

- Efectúa el producto de las normas de los vectores KT y PS 

( 11 RTIIII Ps 11 ) 

- Identifíca este resultado como ~2 

- Efectúa la suma de ~J con ~2 
~ 

- Proyecta el vector PR sobre el vector v 



~58 

--::.. 

- Traza el vector Proyectado Proy~PR 
v 

~ ~ 

- ¿E s el vector Proye~PR = PT? si no v --
---->.. ~ 

- Mide la longitud de los vectores PT y PS 
~ ---'-

- Efectúa el producto de la·s normas de los vectores PT y PS 

LII nllll PS II ) 
- Identifica este resultado como [3 

si no 

- ¿Se puede escribir: ;. (~ +~) = ~.~ + 
->. ~ 

v.w? si no 

- ¿Qué concluyes? 

- Verifica la relaci6n anterior, utilizando pares ordenados 

para efectuar el p roducto punto. 

COMENTARIO: 

Se establece del gráfico anterior que el producto punto 

se distribuye sobre la suma de vectore s. 
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EXPOSICION; PROPIEDAD DISTRIBUTIVA DEL PRODUCTO ESCALAR 

...:.. ~ -"-

Para todo u, v, w del espacio vectorial V y analizando -

la Fig. 3.6 se tiene: 

-"- ~ ~ 

OU = u, OV = v, UW = 'Y,T 

entonces: 
U 

~ --'- w) --"- ---->. UW) 
W 

v . (u + = OV. (OU + 
-"'- - ' 

= OV.OW ~ 

~ ov-¡ I Proy~5W11 
-'\}.I( 

= 
V 

= OV.OM o ~ 

L V M V 

= OV(OL + LMl FIG. No. 3.6 

= OV .OL + OV.LM (distributividad en lo s núme -

ros reales ) 

= ~ ov ~ ~ proy->-oull + 11 ov~ 1I Proy--"UWII v v 

--'- ---'- --'>. ---""-

= OV.OU + OV.UW 

~. (u + w) = V. u + V.w 

:. ~. (u+w) 
-'>. ...:.. 

= V. u + V . w 
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POSICIONES RELATIVAS DE LOS VECTORES Y EL PRODUCTO ESCALAR 

ACTIVIDAD 3.3 

Objetivos 

Que el estudiante; 

a l Descubra algunas propiedades del producto escalar 

b) Descubra que estas propiedades se relacionan con las dis 

tintas posiciones que pueden tener dos vectores 

c l Obtengan conclusiones de los gráficos 

PROCEDIMIENTO; 

Toma un plano cuadriculado émilimetradol 

- Determina un SCCR en R 2 

- Define su referencia (O,i,jl con una escala l; ~ cm 

- Ubica los puntos A(2,ll, B U,ll, C(2,.5), Dl-~,4)-y ELS(3) 
--.:a.. ~ ~ ----... 

- Traza los vectores AB, AC, AD, AE 

--"-

- A partir de A traza el vector AT = l4,l) 
~ 

- Efectúa el producto AB . AT 

- ¿Cuál es el ángulo entre el vector AB y AT? 

- Proyecta el vector AE sobre el vector AS 
---'-

- Traza el vector ProYlffiAE 

- Efectúa el producto escalar de los vectores; AS, AE 
¿Es este resultado positivo? si no 

- Mide el ángulo entre el vector AE y AB 

¿Es este ángulo menor que 90° y mayor que 0°? si no 
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~ ----'-
- Proyecta el vector AC sobre el vector AB 

- ¿Cuál es la norma del vector proyABAC? 

- Efectúa el producto escalar de AS con XC 
- ¿Cuál es tu resultado? 

---"- ~ 

- Mide el ángulo entre los vectores AB y AC 

- ¿Es este ángulo igual a 90°? si no 

- Proyecta el vector AD sobre el vector AS 
----'"-

- Traza el vector ProYKBAD 
---->. --->.. 

- Efectúa el producto escalar de AB con AD 

¿Es este resultado negativo? si no 
----'"- ~. 

- Mide el ángulo entre los vectores AB y AD 

- ¿Es este ángulo mayor de 90° y menor de ~800? si 

no 

COMENTARIO: 

Dependiendo de las posiciones relativas de los vectores; 

el producto escalar tiene características específicas, 

así: 
...,. -'" 

Sean u y v dos vectores no nulós de un Espacio Vectorial 

V y sea e el ángu lo entre los vectores ~ y v; se tienen 

las siguientes propiedades: 

~ ) Si o ° entonces ti v = ~ u] Ivll 

2 ) Si O < e < 90° entonces ~.~ = ll -:¡; IIII Y ~ Cos e ¡(positivo) 
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3t Si e = ~oo entonces ~.Y = O 

4t Si 90 0 < e < ~8QO entonces ii.~ = ll~; ~vl Cos e ¡ Cnega-

tivo) 

En general 

.:.. U.v > O si O < e < qoo 

u.v = O si e = ~OO 

u.v < O si 90 0 < e < 180 0 

PROPIEDADES DEL PRODUCTO ESCALAR 

ACTIVIDAD 3.4 

Objetivos 

Que el estudiante: 

aL Descubra a.lgunas propiedades del producto punto entre --

dos vectores 

b) Obtenga conclusiones preliminares 

PROCEDIMIENTO: 

- Determina un SCCR en R 2 

- Define su referencia tO,i,jl con una escala de ~; ~ cm 

- A partir del punto l2,~1 traza los vectores u = l3.01 y 

v = (0 ,4) 

~ ...... 
- Efectúa e l producto u.y 

¿Cuál es el resultado? 

TECA CENTR"-L ........ .., ..... 



- ¿Qué concluye s? 

- Efectúa el producto u.u 

Cu§l es el resultado? 

¿Se podr§ escribir u.u = U
2 ? si no 

- ¿Qué concluyes? 

--" 
- ¿Qué §ngulo forma u con y? 

- ¿Qué §ngulo forma u con u? 

¿Ex istir§ algún caso que ~.U sea negativo? si no 

-" ->o 

¿Cu§ndo es que u.u es cero? 

PRODUCTO ESCALAR CO N PARES ORDENADOS 

ACTIVIDAD 3.5 

Objetivos 

Que el estudiante: 

a) Deduzca el resultado del producto escalar de dos vecto--

res, usando pares ordenados 

b) Compare resultados obtenidos anteriormente 

PROCEDI MIENTO: 

En la siguiente Figura, se tiene dos gráficos con los vecto 

res u y V en cada caso. 
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(o ,b l 

( c, d l /( C,dl 
u 

/ 
v 

-U (0, O l 
FIG . NO. 3. 7 

En el primer gráfico proyecta el vector v sobre u 

- Traza el vector Proy~v 
u 

- Determina las coordenada s del vector Pro ~v 
-->. 

- ¿Es Proy-->'v = c? 
u 

n ~un - ¿Es i i = a? 

-u 

si no 

si no 

- Efectúa el producto escalar de u por V (u .~ ) 

¿Es el resultado, ac? si no 

Se puede decir que: ¿u.v = (a,o). (c,d) = ac? 
~ 

si 

- En el segundo gráf ico proyecta e l vector v sobre u 
-'>o. 

- Traza el vector Proy~v 
u 

- Determina las coordenadas del vector Prov-v 

- ¿Es Proy~v = d? 
u 

I --"-u l! - ¿Es U = b? si 

si no 

no 

- Efectúa el producto esca lar de u .v 

¿Es el res ul tado, bd? si no 

-u 

Se puede decir que : ¿u.v = (o,b) . (c ,d ) = bd? 

- ¿Qué concluyes? 

si 

no 

no 
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COMENTARIO: 

....>. 
En la siguiente Figura, se tienen a los vectores u y'Vi 

....>. ....>. -"-

definidos de tal manera que u = u] + U2 

en donde u] es la proyección de ti sobre el eje x y U2 es 

-"- -"-
la proyección de u sobre el eje y; lo mismo con v 

(a, b ) 
¡ 

I 

I 
U I 

U¡ 

I 
I 

---t--- -

(e, o) 

FIG. No. 3 . 8 

escalar se distribuye sobre la suma l se tiene : 

...,. ~ 
u.v 

-.:t.........l.. ~....JI.. ~~ ~~ 

= u J v ] + U1V~ + u 2v] + U 2 V 2 
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De la Fig. 3.8 se tiene que: 

Ul • Vj = ac (por gráf ico ~; fig. 3.71 

-"" O (por perpendicularesl Ul.V2 = ser 

-'- O (por perpendiculares) U2. VJ. = ser 

-'- bd (por gráf ico 2; f ig . 3.7) U 2 · V 2 = 

u,v ac + bd 

EXPOSICION: PRODUC TO ESCALAR CON PARES ORDENADOS 

DEFINICION 3.2 

~ 

Llamaremos producto escalar de dos vectores u y v de 

coordenadas respectivas (Xl,Yl) y (X2,Y2) en una base 
...... -"-

8 = (i,j) del plano vectorial R2 al número real u.v, así 

PROPIEDADES : 

...... ...... 
1) Se tiene que si el ángulo entre u y v es de 9 0° entonces : 

u.v = O; es decir : u 1 v sí y solamente 
....... -->. 

si u . V = O Y re 

sulta que : 

--'>. 

U v sí y solo si: XjX2 + YIY2 = O 
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->. -" 

2L Además: U,V = XJX2 + Y..1Y2 = .-XvU + Y2Y..1 = V,U 

lo que implica que; u.v v,U 

Esta propiedad nos dice que el producto escqlar es conmu 

tat,¿vo. 

->. 

J ) Se an UJ = (XJ'YJLi lx',y't en una ba -

se B = (i, j} 

-" ...... ->. 

y U2W = X2X ' + Y2Y' lo que implica 

que : 

(x 1 + X 2 , Y 1 + Y 2) • (X 1 ,y' ) 

de ® y@setiene : .... \ l_U_J _ _ +_ U_2_)_. w _ __ u_J_w_+_u_2_w---, 

Propiedad distribuitiva del producto escalar sobre la su 

ma de vectores. 

4) Para todo vector u de coordenadas (x,y) en una base 

= (i,j) s e tiene; 

~ -->. 

u . u = (xx + yy) = X2 + y2 

Lo que implicá que : (ti ) 2 = ~ lil12 lrecordar Def. de normaL 

y r esu lta entonces, de las propiedades d e la n orma de un 

vector, que : 
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2 ) 

DEFINICION 3. 3 

-'> ~ ~ v U E V; lu t 2 > O 

lu l 2 = Q sí y solo 

~ 68 

~ 

si u = Q 

-'" 
Llamaremos c uadrado e scalar de un vector u y se d e nota 

(~} 2 al producto escalar de los v ectores u y u: 

(ti ) 2 = u. U 

Recordar que : 

La di stancia d e AB de dos pun tos A y B de l plano R 2 es tal 

que: 

AB = IIAB II 

Por consiguiente: 

APLICACION ES DEL PRO DUC TO ESCALAR 

ACTIVI DAD 3.6 

Objetivos 

Que el estudiante 

a ) Verif i que las distintas aplicaciones que tiene el proau~ 

to e scalar 
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bl Deduzca sobre su utilidad en geometría 

PROCEVIMIENTO~ 

Esta actividad se carac teriza por la construcción de una se 

rie de gráficos; para cada uno de ellos, utili za un SCCR en 
-" ~ 

R2 a una escala de ~: ~ cm y una referencia de (O,i,jl 

- En un SCCR ubica los puntos Al~,41, BlS,O} y Cl6,S) 

- Une lo s puntos A,B ,C con segmento s de recta s 

- Determina el punto medio del segmento AB e identifícalo -

como M 

- " - Traza el vector MC 
~ 

- Multiplica escalarmente el vector MC por AB 

- ¿Cuál es tu resultado? 

- ¿Mide los lados del triángulo 

¿Qué tipo de triángulo es? 

- ¿Qué concluyes? 

- En o t ro SCCR, ubica los punto s A(~,~) i B(S,2) y Cl3,S) 

- Traza el triángulo ABC 

- Determina el punto medio del segmento AC e identifícalo -

como M 

- Traza el vector ME 
--->o. ~ 

- Multiplica escalarmente el vector ME por AC 

¿Es tu resultado diferente de cero? si no 

- Mide los lados del triángulo 

- ¿Qué tipo de triángulo es ? 
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- ¿Qué concluyes? 

- En otro SCCR, ubica los puntos AC1,31., BU,.1L, CLJ,3 L y -

D (5,5 1 

- Traza el paralelogramo ABeD 

- Traza la s diagonales del paralelogramo e identifica su in 

tersecto con la letra P 
~ ~ 

- Traza los vectores PD y PC 

----'- ~ 
- Efectúa el producto escalar PD.PC 

¿Es el resultado diferente de cero? si no 

- ¿Qué concluyes? 

En otro SCCR, ubica los puntos A(2,l), B(5,2 L, C(4,5L y -

D(.1,4) 

- Traza los segmentos de rectas de A a B , de B a C, de C a 

D Y de D a A 

- ¿Qué tipo de figura es? 

- Traza las diagonale s e identifica su intersecto con la le 

tra O 

----'- --!o. 

- Traza los vectores OC y OB 

- Efectúa el producto escalar OC.BE 
¿Es el resul tado diferente de c ero? si no 

- ¿Qué concluyes? 

- En otro SCCR, ubica los puntos E(.1,.11 , F(4,2), G(5,51 y -

H (2,4) 

- Traza los segmentos de rectas de E a F, de F a G, de G a 

H Y de H a E 



- ¿Qué tipo de figura es? 

- Traza las diagonales e identiÍi c a s u intersecto con la l e 

tra P 
~ 

Traza los vectores P G y Pf 

- Efectúa PG.PF 
- ¿Es e l resultado d i ferente de cero? s i no 

- ¿Qué concluyes? 

En otro SCCR, ubica el punto C l2,~) 

- Traza una circun f erencia con cent ro en el punto C y radio 

5. 

- Ubica los puntos A C-3,~), B(],~L, D(6,4), E l -~,5), Fl2,-4) 

- Traza el s egmento de r ecta AB 

.. ~~ --!:L. ~---.:... 

- Traza los vec tore s DA, DB, EA, EB, FA, FB 

- Determina l as coordenadas de los vectores DA, DE, EA, RE, 
~ ----'-

FA Y FB 
~~ 

- Efectúa el producto e s calar DA.BD 

¿Es e l resul tado diferente de cero? si no 

- Mide el ángulo entre el vector DA y DB 

- ¿Qué tipo de triángulo es la figura ADB ? 

- Efectúa el producto escalar EA .EH 
¿Es el resultado diferente de cero? si no 

- Mide e l ángulo entre el vecto r EA y EB 
- ¿Qu é tipo de triángulo e s la figura AEB ? 

--"- ~ 

- Efectúa el producto escalar de FA . FB 

- ¿Es el resultado diferente de cero? si no 
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~ ---'» 

- Mide el ángulo entre el vector FA y FB 

- ¿Qué tipo de triángulo es la figura AFB? 

- ¿Son los puntos A y B los extremos de un diámetro? si 

no 

- ¿Existe alguna relación común en los 3 casos? si 

no 

¿Crees que si tomas otro punto P cualquiera de la circun-

--" ---'» 

ferenci a y trazas los vectores PA, PB, éstos forman ángu-

lo recto ? si no 

- ¿Qué conclu e s? 

COMENTARIO: 

I- En un triángulo ABC, si trazamos un segmento de re~ 

ta desde el punto A al punto medio (M) del segmento 

BC, se tiene: 

~--...:... 

~) Si MA .BC = O, entonces el triángulo es Equilat~ 

ro o Isosceles, si los lados iguales son AB y AC 

2) Si MA.BC I O, entonces es un triángulo con 3 la-

dos desiguales 

II - En un cuadrilátero ABCD con AB//CD y BC//AD en - -

donde se t r azan diagonales AC y BD, se tiene: 

~l Si At.En = ° entonces el cuadrilátero es un cua -

drado o un rombo 
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- w- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
---'>- ---->. 

2L Si AC.BD i O entonces el cuadrilátero es un p~ra 

lelogramo o un rectángulo 

111 - En una circunferencia, los vectores que se trazan 

de un punto P cualquiera a los extremos de l diáme 

t ro A Y B forman un ángulo recto; es decir; 

~ ---->. 

PA.PB = O (Ver Fig . 3,91-

FIG . No . 3.9 

CARACT ERISTICAS DEL PRODUCTO ESCALAR 

ACTIVIDAD 3 . 7 

Objetivo s 

Que el estudian t e; 

al Descubra alguna s características de l producto escalar 

bl Obtenga conclusiones de los gráficos 

cL Infiera sobre otras características 
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PROCE.VIMI ENTO; 

- Determina un SCCR en R 2 

~ ....>. 

- Define s u referencia lQ,i,jt con una escala de l; ~ cm· 

- A partir del punto c.~ ,-11 traza los. vectores 1i = l4, Q) , 

v = (3,4) Y 211 = lB,O) 

- Proyecta el vector Y sobre u (o sobre 2~) 
~ 

- Traza el vector proyectado Pro~v 
u 

- Efectúa ~.V e identifícalo como lJ 

- Multiplica 2 x i J e identifícalo como l2 

¿Se pue de representar 2(u.v) = f 2 ? si 

- Efectúa (2~).~ e identifícalo como 13 

si no 

- ¿SE puede representar 2lU.~) = l2u) .v? 

- ¿Qué concluyes? 

COMENTARIO : 

no 

si no 

Del gráfico se interpreta la propiedad del producto es-

calar de dos vectores asociados a un número real, así: 
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EXPOSICION: PROPIEVAV ASOCIATIVA VEL PRODUCTO ESCALAR 

~ 

Para todo u,"V del espacio vectorial V y para todo "a" 

que. pertenece a los números reales y analizando la fig~ 

ra siguiente, se tiene : 

(au) .~ = ~ au lllProy ~v~ au 

= ~ aull i-t~ 

(a~) . ~= aut Q;) 

............ 
a(u.v) = a ll u~ 1I Proy~vll u 

= a llu -tll 

de CD y @ se tiene que : 

e 

(au) . V ~ ~ = a(u.v) 

CONSECUENCIAS: 

~ 

v 1 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

G 
u 

FIG . No. 3.10 

Corno el producto escalar es conmutativo, entoces : 

~ 2 ~ 2 ~ ~ ~ ~ 

1) Va ER, Vu ER , Vv ER u . (av) = a(u.v) 

2) Va ,b ER, Vu ER 2
, Vv ER 2 (au) . (bv) = ab(u.v) 

en donde ; 

i) Si a = O Y b = O 0.0 = 6 

ii ) Si a = ~ y 
...... ....... 

b O u . O = O 

iii) Si a = O Y b = ~ O. v = O 

-Jo 

au 
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iv ) Si a = -~ y b 
~.....1 -A.~ 

vl Si a = ~ y b = -~; u. l -v l = - Cu. v) 

vi) Si a = - 1 Y b = el: l-~)_ . C-~l u,v 

EXPOSICION: PLANO VECTORIAL EUCLIDIANO 

PLANO Y PLANO VECTORIAL EUCLIDIANO 

El producto esca l ar: 
.....3.. ~ ~....!L 

Cu, vl 'VV\r+ U. V 

Es una aplicación del producto cartesiano R 2 sobre R que posee 

las propiedades siguientes, en donde a y b son dos reales cual 

qu i e r a y u, U 1 , vectores cualquiera: 

u J .V + U 2 .V 

-!L.....Jo. .....lo. ~-!la.. ~-..o.. 

u. (Vl + V2) = U.Vl + U.V2 

(~) 2 = O <=> ~ ---u = O 

Generalmente llamamos producto escalar de R2 a toda aplicación 

de R2 sobre R que o see estas propiedades. 

Un pl ano R2 y un plano vectorial R2 asociados, se dice que es 

EUCLIDIANO sí y solamente si el plano vectorial R2 e stá dotado 

de un produc to escalar 

CUn espacio Vectorial V se dice que es EUCLIDIANO si entre sus 

vectores está aefinido una operación llamada : p~oduQto e~Qafa ; 

que cumple las propiedades : ~~., 2~., 3~ ., 4~ . ) 

\ 

BIB I TECA CENTR"L 
D !l1l sr.. ..... V ••• 

D 'Vil 
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DEFINICION 3.4 

Dos vectores (no nulos), se dice que son ORTOGONALES sí y solo 

si, su producto escalar es igual a cero, o sea u,v = O 

DEFINICION 3 . 5 
~ 

Se llama MODULO de un vector u al número real : 

u = ¡ti ¡ = ) (U1 2 

que es real y positivo¡ (Prop. 4a.l y unicamente es cero para 

el vector nulo. Los vectores de nódulo unidad se llaman VERSaRES 

BASES ORTONORMALES 

Consideremos un espacio vectorial Euclidiano de R 2 ¡ todo vec-- I 

.....30.. ..- -=:.. .....:. ~ 

tor v es de la Íorma : v = xi + yj siendo (i,j) una base del e~ 

pacio vectorial . 

(Anteriormente hemo s visto que se tienen inÍinitas bases) 

Por lo tanto escojamos una S = (ej,e2) talque se cumplan las -

condiciones : 

Las bases que cumplen estas condiciones, se llaman: O~~~ 

(ver Fig. 3.11) 

Y8zf-7---~---- - -: ( X,Y) 

v I 

I , 
I 

e2 I 

I e, x e, 
FIG. No. 3./1 

I 

1 
I 

NOTA : Un sistema de Coordenadas cartesianas, se llama ortogonall 

si (i,j) Íorman una base ortonormal. 
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EJERCICI OS 3 . l 

->. ~ ~ 

l) Sea u = (x , y) e n l a base B = li,jL del plano vectorial -

R 2 (Fig . 3.l.l l 

~ ~ ~ ~ 

i1 Calcular el producto escalar u.i y u . j 

i i 1 Determinar e l conjunto D de vectores de ~, tales que; 

u.i = u.j 

y ---------- U = (X,y¡ 

x 

FIG. No. 3.1. I 

2) Demostrar la relaci6n de Lagrange, en donde para cuatro 

números reales cualesquiera: x,y,x',y': 

(xx I + yy') 2 + (xy' _ yx I 1 2 = (x 2 + Y 2) Lx I 2 + Y I 2 ) 

3) Sean ~,~ dos vectores del plano vectorial R2 en una base 

s = (t, j) 

Demostrar que : I~ .v l < ~~I~ ~I Lutilice el ejercicio 2 -

de 3,.l1 

Llamaremos desigualdad de Cauchy-Schwarz 
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4 t Demostrar que I ~. ~ I = 11 ~III ~II s1 y solamente si los vecto 
~ ->. 

res u y v son linealmente dependientes 

SL Sean ~.J' Ü2 , V tre s vectores, demostrar que: 



CAP 1 TUL O IV 

APLICACIONES DEL PRODUCTO ESCALAR 

CUADRADO ESCALAR DE LA SUMA Y LA DIFERENCIA DE DO S VECTOR ES 

y APLICACIONES 

ACTIVIDAD 4.l 

Ob j etivo s 

Que el estudiante: 

al Descubra ciertas características del producto escalar de 

do s vectores, para el cuadrado escalar de la suma y dife 

rencia. 

b) Obtenga conclusiones de los gráficos trazados . 

c) Verifique algunas aplicaciones del producto escalar. 

d) Induzca el procedimiento para concluir en Teoremas . 

PROCEDIMIENTO : 

Primera Parte 

En la siguiente Figura se tienen los vectores ~ y v con sus 

coordenadas (Xl ,YJ) y (X2,Y2), respectivamente ; además el -
~ ~ -" 

vector w = u + v con s us coordenadas (~ J + X2,YJ + Y2) 

--

( x ,Y> z z 

Vi 

FIG. 0.4.1 
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- Utilizando pare s ordenados calcula: 

i ) U' 2 = U.U 

iil -y 2 V.V 

iii). u .v 

- Utili zando pare s ordenados calcula: 

- Simplifica y reordena 

Compara con lo s resultados anteriores 

- ¿Crees establecer alguna relaci6n de w2 en funci6n de ~2 

->'v 2 ? Y u.v . si no 

- ¿Cual es esa relacion? 

- ¿Tiene algun parecido con los números reales este re sulta 

do ? si no 

- ¿Qué concluye s? 

EXPOSICION : CUADRADO ESCALAR DE LA SUMA (VIFERENC IA ) 

Sean u y v dos vectores de un plano vectorial R2 (Fig . 

4.2) Y w = u + v 

~ 

u 

FIG. No. 4 . 2 
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Se tiene que: (u + v) 2 = lu + v) lu + VI 

Aplicando ley distributiva en el producto sobre la surra se tiene : 

= (~t 2 + ;; . ti + u ;; + l v1 2 

Por la ley conmutativa en el producto 
-'>. 

escalar : v. u 

Luego : (u + ~) 2 = (u) 2 + 2u.v + (~) 2 CD 

Consecuencias : 

De la igualdad CD re sulta : 

.1) u . v = ~ (u + V) 2 - Cut 2 - lV)2] 

Sea aún ~.v = ~[l l u + vii 2 
- lI ul12 

- I l v~ 2J 

2) y como u . v = 11 1:11111 vii Cos e ; 

luego IIWJI 2 II u l1 2 + 11 vl12 + 211 till ll vii Cos e (llamada ley de 

los cosenos) 

3) Para los vectores u y -v se verifica : 

-..:. 

U + 

de donde : (u - v) 2 = U 2 2u. V + y2 CD 

Segunda Parte: 

T e. olt e.ma 1 

- Toma un SCCR en R2 (papel cuadriculado} 

- Define su referencia (O,i,j) y una escal a de l : ~ cm 

- Ubica los puntos Al1,5) , B(2,l) Y C(6,l) 
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~ ~ 

- Traza los vectores AB, AC, y el segmen to de recta BC 

- Determina el punto medio de BC e identifícalo co~o l , tra 

z a e l vector Al 
~ 

- Realiza CAB - AC)2 e identifícalo como lJ 

- Mide II Bc ~ y calcula II BC~ 2 = L 2 

- ¿Son LJ y L 2 iguales? si no; ¿porqué? 

- Realiza (AS + AC) 2 e identifícalo como L3 

- Mide I1 Al 11 y calcula 411Atl12 e identifícalo como LI; 

- ¿Son .t 3 y LI; iguales? si no; ¿por qué? 

¿Es Ll + .t3 = L2 + .tl;? si no; ¿por qué? 

- Mide IIABI12 e identifícalo como Ls 
- Mide 11A2112 e ide ntifícalo como .t 6 

~ 
¿Es [s + .t 6 = 2([2 + .tl;)? si no 

- Expresa con vectores (Norma) la expresión anterior 

- ¿Qué concluyes? 

EXPOSICION : TEOREMA 1: 

Sean A,B,C tres puntos de un plano R2 , y sea 1 el punto 

medio de los puntos B,C (Fig. 4.3) 

A 

De la figura se tiene: 

AB - AC CB Y 

AB + AC = 2Ar 

L---------~----------~c 
FIG . No. 4.3 1 



Lo que implica que: 

0-ill - ACL 2 = (CB) 2 y cAE + ACl 2 = C2Arl 2 G) 

Pero; 

(AB + AC) 2 = (AB) 2 + (AC) 2 + 2AB.AC G) Y 

(AE - AC) (AB) 2 (AC1 2 ~ ---'- 0 = + 2AB.Ae 

Si sumamos CD con 0 y usando @ tenemos: 

2 (AB) 2 + 2 (Ac) 2 = (CB) 2 + (2Ar) 2 

:es deci r: 

11 AB"II 2 + II:ACII 2 = 

o simplemente : 

TEOREMA 1 : 

11 eB~ 
-2-

AB 2 + Ae 2 

.184 

A, B, e son tres puntos del plano R2 e 1 es el . punto m~ 

dio de los dos puntos B y e, entonce s se da la igualdad : 

I AB' + AC' ~ 2Ar' + } CB'I 

Tercera Parte 

Una aplicación muy importante es la siguiente: 

* Sea ABe un triángulo y sea 1 el punto medio del s e gmento 

Ae se d emostrará que el triángulo ABe es rectángulo en A, 
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~ 
sí y solamente si: AI = 2BC¡ primero plantearemos un caso -

específico, para despué s generalizar. 

Toma un SCCR en R 2 (papel cuadriculado) 

- Define su referencia lo,I,31 y una escala de ~: ~ cm 

- Ubica los puntos ACJ,6) BD,2) Y C(1l,2) 

- Traza los segmentos AB, BC y CA 

- Determina el punto medio (1) de B y C 

- Traza el segmento Al 

- Mide el ángulo ~~ e identifícalo como e 

¿Es e = 90°? si no 

- Mide el segmento BC 

- Mide el segmento Al 

- ¿Es Al = ~BC? 

¿Qué tipo de t riángulo es? 

- Ubica el punto Dl9,-2) 

- Traza punteados los segmentos BD, CD, ID 

- ¿Qué tipo de figura e s? 

¿Es BC una diagonal? si 

- ¿Es AD otra diagonal? si 

- ¿Es BC = AD? si no 

1 
¿Se puede afirmar que Al = 1BC? 

- ¿Qué concluyes ? 

no 

no 

si no 

- ¿&rráe~clusivo este resultado s olo para triángulos rectán 

gulas? si n o 
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EXPOSlClON ; APLICACION VE L TEOREMA 1 

Sea un triángulo ABC y sea l el punto medio de BC CFig. 

4 . 4} se dice que el triánaulo ABC es rectángulo en A sí 

y solamente si: 

Al = ~ BC ® 
Del Teo rema l se t iene que: 

y que el triángulo ABC es rectán 

gulo en A sí y solamente si: 

AB 2 + AC 2 = BC 2 lTeorema de 

Pi tágoras) 

Luego : 

2Al 2 + -:! RC 2 = BC 2 

2 

y a si: Al 2 = jBC 2 

A 

Finalmente: 
B L-------------~--------------~ c 

l 
Al = 2 BC 

Por otra parte, si Al 

1 

FIG. No. 4.4 

~ = 2" Be, entonce s 

= 2Al 2 + ~ BC 2 lTeorema. l t 
2 

= 2 -:! RC 2 + ~ BC 2 
'4 2 

= BC 2 

o sea, el triángulo , satisface el Teorema de Pitágoras y 

en consecuencia es rectángulo. 
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Cuarta Parte 

- Toma otro SCCR en R 2 (papel milimetrado) 

-'" ...... 
- Define su referencia lO,i,jl y una escala ~: ~ cm 

- Ubica los puntos A lO ,-1.}, B L4 ,~} y M LS, 5) lsolo las letras) 

- Traza el triángulo AME 

- Determina el punto Medio de AB e identifícalo como I 

- Traza el segmento MI 

- Haciendo uso del papel milimetrado y del Teorema de Pitá-

goras, determina el valor de MA 2
, MB 2 

- Desarrolla MA z + MB 2 e identifícalo como k J 

- Traza una circunferencia con centro en I y radio MI 

- Ubica el punto MJ ( -3, 4) 

- Traza el triángulo AMJB 

¿Es k J igual a k z ? si no 

- Ubica el punto M2 (2,-41 

- Traza el triángulo AMzB 

- Determina el valor de M2A z y M2 B 2 

- Efectúa MzA 2 + MzB 2 e identifícalo como k3 

si no 

¿Son M, MJ, Mz puntos de la circunferencia? si no 

- Identifica el conjunto de puntos M de la circunferencia -
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Con la. -letra. e 

¿Qué concluye s? 

- Identifica como k los valore s kJ , k2, k 3 1 etc. 

- Ide ntifica c omo M todos los puntos de la circunferencia 

- ¿Se podrá establecer la relación MA 2 + MB 2 = k, si 

no 

2 2 2 . 2 - Determina los valores AB , MI I MJI I M2 I 

Efectúa ; 

i) 2MI 2 + :! AB 2 
2 e identifícalo como k4 

ii) 2M}I 2 J. 
AB 2 identifícalo ks + "2 e como 

iii) 2M2.I 2 + 
~ 

"2 AB 2 e identifícalo como k6 

si no 

- Si M es cualquier punto de la circunferencia¡ ¿se podrá -

escribi r: 

2 2 ~ AB 2 k MI +"2 =, si no 

- ¿Qué concluyes? 

- ¿Cómo escribirías MI 2 en función del segmento AB y el va -

lor de k? 

- Si M = Ii ¿Cómo sería la c ircunferencia? 
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EXPOSICION: CONJUNTO VE PUNTOS M TALES QUE: MA 2 + MB 2 = k 

Sean A, B dos punto s del plano R 2
, k un número rea l y C 

el conjunto de puntos M del plano R 2 talque : 

y sea 1 el punto medio de los punto s A y B (Fig. 4.5} se 

verifica que para todo punto M del plano R2 

(Ecuación @) 

MA 2 + MB 2 = 2MI2 + l AB 2 

2 
(Teorema 1) 

en donde resulta que si M E e 

entonce s 2MI 2 + ! AB 2 = k (ver @ 2 

luego : 

I MI' 
l (k - 1-

AB2) I (2) = 2" 2" 

1---~--~8 

FIG. 0.4.5 
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Si hacemos K = ~ (k - ~ AB2) entonces; M es el elemento 

del conjunto e sí y solamente si: MI 2 = K 

Tres casos son entonces posibles para K: 

La igualdad MI 2 = K no se verifica para ningún pu~ 

to M y por lo tanto el conjunto es vació [e = ~J 

2.1<) K = o 

La igualdad MI 2 = K se verifica para un solo punto 

Ii es decir e = {I } (se conviene en llamar circunfe 

rencia de centro 1 y radio nulo) . 

3.1<) K > O 

La igualaad MI 2 = K es entonce s verificable para un 

punto M sí y solamente si MI = ~K (el conjunto e -

es una circunÍerencia de centro 1 y radio /K) 

TEOREMA 11 

A Y B son dos puntos del plano R2 y k es un número real, 

el conjunto de puntos M del plano R 2 talque : 

Si es no vacío, es la circunferencia cuyo .centro es el 

punto medio de A y B cuyo radio r está definido por : 
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Quinta Par-te 

---'» ~ 

Conjun:tolJ de pun:tolJ M :talqu e. MA.ME_ = k 

Una aplicación muy importante se tiene: 

"Sean A y B dos puntos del plano R 2
, determina el número 

real k de manera que el conjunto de puntos M talque 

sea la circunferencia de diamet ro [A,B] 

- Toma un SCCR en R2 lpapel cuadriculado) 

- Define su referencia (O,T,]) con una escala de l: l cm . 

- Ubica los puntos I (3, -l ) I Ml6,3) 

- Traza una circunferencia de centro I y radio MIlS cm) 

- Ubica los puntos C (O, -l ) y D(6,-l) 

- Traza el segmento CD 

- Traza los vectores Me y MD 
--'" ~ 

- Efectúa el producto escalar MC.MD 

¿Es el resultado mayor que cero? si nOi ¿cómo es? 

- Ubica los puntos A(-2,-1) y B(8,-l) 

- Traza el segmento AB . 
--.:>. 

- Traza los vectores MA y MB 

---'" --'" 
- Efectúa el producto escalar MA.MB 

- ¿Es este resultado mayo r que cero? si nOi ¿cómo -

es? 

Ubica los untos E l -5 / -J.) y F(ll,-l) 
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- Traza el segmento EF 
-->. ~ 

- Traza los vectores ME y MF 
---->. ----"-

- Efectúa el producto escalar ME,MF 

- ¿Es este resultado mayor que cero? sí no¡ ¿cómo -

e s? 

- ¿Qué con cluyes? 

- Para el s iguiente análisis, toma el triángulo AME 

- Identifica el producto AA.ME = 1!.. ® 

Del gráfico será : MA - ME = EA? si no 

----"- ---->. --'"-

- Verifícalo con pares que MA - ME = BA 

- Desarrol la el cuadrado de cada miembro de la igualdad an -

terior . 

----->. --" 

- Escribe MA . MB en función de los otros término s 
-->.. ---"" 

- ¿Llegó a la expresión }ffi.ME = ~/2 (MA2 + MB 2 
- AB 2 )? GD 

si no 

* Si tu respuesta es NO, sigue, hasta lograrlo . 

- Sust ituye @ en la expre sion @ , es decir : 1!.. en vez de 

-----"'" ----' 

MA.MB 

- Luego multiplica la igualdad por 2. 

- Seguidamente suma en ambo s miembros AB 2 

¿ Es tu resultado MA 2 + MB 2 = 21!.. + AB 2 ? si no 

Haciendo uso del Teorema 11 , será cierto : ¿ K = 21!.. + AB 2 ? 

sí no 

- ¿Es .e. = O? si no (ver ®) 

¿Quiere decir que K = AB 2 ? Q9 si no 
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- En el misf[lo Teorema 11 es el radio: ¿r 2 = ~/2 lk - ~/2 AB 2 L? 

si no 

- Sustituye ~ en la expresión anterior y simplifica 

- ¿rue tu re s ul tado final r = l/2 AB7 si no 

- ¿Qué concluyes? 

CONENTARIO: 

Es lógico pensar ~ue el K que se bus c a e s AB 2 ya que 

-~ --'" 
AME forma un triángulo rectángulo en M(MA.MB = O) Y apl~ 

cando el Teorema de Pitágoras se tiene que llega r a: 

MA 2 + l'-ffi 2 = AB 2 

EXPOSICION : CONJUNTO VE PUNTOS M TALQUE MA.MB k 

Se an A Y B do s puntos del Plano R2
, 1 un número real y e 

el conjunto de puntos M del plano, t a lque : 

Para todo punto M de l plano R2 se tiene : BA 
----"-

= MA - MB 

luego : 

(EA) 2 = (MA - ME) 2 

(11A) 2 + (ME) 2 - 2AM.MB 
~~ 

lo que irrplica que : ~.A . ME = 1./2 (MA 2 + MB 2 - AB 2) 

y resulta que si M EC entonces MA 2 + MB 2 = 21 + p~2 ; si 

e es un conjunto no vacío , se puede afirma r que es la 
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circunferencia de centro I (punto medio de A y B) Y de 

radio positivo r definido por: 

(Fig. 4. 6) 

Un caso particular es, si ' ! = O; el conjunto e es la cir 

cunferencia de centro 1 (punto medio de A y B) Y de ra--

dio: 

r = .1/2 AB (Fig. 4.7) 

que es la circunferencia de diámetro [A,B 

M 

A .tIL-+-----------t~ B A tL-----------"'1 B 

FIG. No. 4.6 FIG . N o.4.7 

TEOREMA III 

A Y B son dos puntos del plano R 2
, el conjunto de puntos 

M de un plano R2 talque : 

}~ . MB = O es la circunferencia de diámetro A/B 
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Sexta Parte 

Apfic.ac.ióYl de. Te.oAe.ma IrI y fa pAopie.dad c.OJlmu:ta:tiva de.f 

pAO duc.:to e.~ c.afaA 

- Toma un plano (papel cuadriculado! 

- Determina un SCCR en R2 

-" -" 

- Determina su referencia (O,i,j) con una escala de l : ~ cm . 

- Ubica lo s puntos A( - 3,2), B(7,2) Y C(3,lO). 

~ ---'" 

Traza los vectores AB y AC 

~ ---'" 

- Proyecta el vector AC sobre el vector AB . 

- Mi de el ángulo entre AC y AB e identifícalo como e 
~ 

- Traz a el vector ProYABAC 

- Mide las longitudes de los vectores AB y Proy~AC 
AB 

~ --'"-

- Efectúa el producto AB.AC = 

- Proyecta el vector AB sobre el vector AC 

- Mide el ángulo entre AS y AC e identifícalo como a 
--'» 

- Traza el vector ProyxcAB 

~ 

- Mide las longitudes de los vectores AC y Pro '~AB AC 
~~ 

- Efectúa el producto AC.AB 
~ -a.. __ --!a 

- ¿Son los resultados: AC.AB y AB .AC iguales? si 

- ¿Qué concluye s? 

no 

Determina el punto medio entre los puntos B y C e identi-

fícalo como 1 

- Traza el segmento de recta BC 
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- Traza u na circ unferenc ia con centro en 1 y radio lB 

- ¿Qué puntos toca la circunferencia? 

- ¿Cómo garantiza s que la circunferencia pasa por los pun--

to s extremos de los vectores proYllliAC y proYA:CAB? 

- ¿Qué elemento s de l a circunferencia observas en el gráfi -

co? 

EXPOSICION: TEOREMA I V 

En la siguiente figura se ilustra un Teorema muy impor -

tante de cuerdas y secantes, de una circunferencia uti -

lizando la propiedad conmutativa del producto escalar y 

el Teorema 111 . 

~~) Por el Teorema 111 : 

M Y N son p~nto s de la ci r 

cunferencia, porque : 
---'> ----" 

Y MU.MV NO .N\! = O O 

con diámetro [U,V] 

2~) Por la propiedad conmutati 

va u . v = v.u, es decir 

lltilll proyu~11 = Ilv~ 11 Pro_ vull 
ó OU . ON = OV.OM 

En consecuencia: 

o 

FI G. No. 4.8 
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TEOREMA IV 

"El producto de la secante OU por ON es igual al produ~ 

to de la secanto OV por OM". 

En donde O: punto común de las secantes OU y OV 

[U , V] : Diámetro 

NU y MV : cuerdas de la circunferencia 

C: centro de la circunferenc ia 

Septima Parte 

Apl¡~a~¡6n del Teo~ ema 111 

- Toma un SCCR en R 2 

-->.. -->.. 

- Define s u referencia (O,i,j) en una escala ~ : ~ cm 

- Ubica los puntos A(1,6), B(2,2), C(8,2) 

- Traza los segmentos AB, BC y CA 

- Determina el punto medio del segmento BC, e identifícalo 

como A' 

- Traza el segmento AA' (de otro color*) 

- Traza los vectores MA, MAl (en el mismo color *) 

- Mide el ángulo e<:~ , 

¿Es e = 90°7 si no 

- Calcula MA'.MA' 

¿Es AA. MA' = 07 si no 
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- De acuerdo al Teorema III; ¿será A y Al extremos del diá -

metro de una c ircunferencia? si no 

- Determina el punto medio entre A y Al e identifícalo como 

1 

- Traza la c ircunferencia de centro en I y radio lA lcolor 

*) 

- ¿Pasa la c ircunferencia po r M? si no 

- La figura con color l *); ¿ tiene parecido con la figura 

l4.7) anterior? si no 

¿Se aplica el Teorema III en esta actividad? si no 

- ¿Qué concluyes? 

EXPOS ICION : APLICACION DEL TEOREMA 111 

Sea un triángulo ABe, determinar el conjunto C de puntos 

de M de un plano R2 talque: 

Para todo punto M del plano R 2 y si A' es el punto medio 

de Be (Fig. 4.9) 

Se tiene : 

~ ------>. 

ME + Me = 2MA' 

lo que implica que : 

~ -.!:lo ~ ---::a... ~ 

MA . (ME + Mel = MA. (2MA' ) L-______ ~--------~c 

pero M:A. (2M') 
~~ 

= 2MA . MA I 

y resulta que un punto M FIG. No. 4.9 
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pertenece al conjunto e 
sí y solamente si: 

-.::. -----'>. 

2(MA.MA' } = O (de la figural 

Es decir: 

-.:.. ~ 
MA.MA I = O; el cual es el conjunto 

de la circunferencia de diámetro [A,A' 

"". por © se tiene que: NA. (ME + MC) = O 

PRODUCTO ESCALAR DE LA SUMA DE DOS VECTORES POR SU DIFEREN-

CIA; APLICACIONES 

ACTIVIDAD 4.2 

Objetivos 

Que el estudiante: 

a) Usando el producto escalar por pares, descubra la rela-­

ción (~+ ~) (~ - ~) = (~)2 - (v) 2 

b) Obtenga conclusiones de los gráficos 

c ) Descubra la utilidad que presta el producto escalar en -

geometría 

d) Analice algunas aplicaciones del producto escalar 

PROCEDIMIENTO: 

Primera Parte 

~ ~ 

En la siguiente Figura se ilustran los vect ores u y v, con 
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sus respectivas coordenadas lxJ,Y~L, lz2,Y21 y las operaci~ - ~ nes u + v y 
~ ->. 

U - V 

- u tilizando pares ordenados calcula; 

il 
-->'2 .u 

iil ~ = 
~ ~ 

v.v 

- Utilizando pares ordenados calcula: 

- Simplifica y reordena 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

FI G. No. 4. 10 

- Relaciona estos resu l tados con los anteriores 

¿Existirá alguna relaci6n entre lJ y ~2, v2 ? 

- ¿Cuál es la relaci6n? 

si no 

- ¿Tiene el resultado, algún parecido con los números rea--

les? si no 

- ¿Qué concluyes? 



EXPOSICION: PRODUCTO ESCALAR DE LA SUMA POR SU DIFERENCIA 

Sean u y v dos vectores del plano R 2 ¡ efectuando el 

producto escalar: 

(u + v) . (u - v) se tiene: 

Por la l ey distributiva del producto escalar sobre la 

resta (~+ ~). (~ - v) = (~+ v)~ - (~+ v)v 

20l 

por la conmutatividad del producto escalar implica que: 

en donde finalmente: 

Segunda Parte 

Con~ec.uenc.'¿a de: (l? + ;) (~ _ ;) = ~ _ :;2 

- Toma un SCCR en R2 (papel milimetrado) 
....:... --'" 

- Define su referencia (O,i,j) y una escala de ~: l cm 

- Ubica los puntos A(l, 5 ), B(2,~) Y C(6,l ) 
~ ~ 

- Traza los vectores AB y AC 

- Traza el segmento de recta BC 

- Determina el punto medio de BC e identifícalo como 1 

- Traza el vector Al 
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~ -->. -->. 

Del diagrama ¿AB + AC = 2AI? si no 
~ ~ ---->. 

Del diagrama ¿AB - AC = CB? si no 

---->. ---'" - Calcula 2AI.CB e identifícalo como 1 1 

- Mide 11 ABII2 e identifícalo como .e 2 

- Mide 11 AC!I 2 e identifícalo como .e 3 

si no 

- Expresa con vectores la expresi6n anterior 

- ¿Qué concl u e~ 

EXPOSI C: 

Es una cons '- '- _ .. i a de @ 

Sean 7 ' fC tres puntos del plano R 2 y sean 1 el punto -

medio e BC (Fig. 4.l1) 

Entonces por ~ se tiene: 

AB2 _ AC 2 = (AB) 2 - (AC) 2 A 

,~ + AC) (AB - Ac) 

Pero é. i g. 4.l1 

se tiene 

y que: 
L-----------~--------~ c 

--'" 

AB 1 

Por lo tanto: FIG. No .4. 11 
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Tercera Parte 

Una aplicac ión muy importante es la siguiente: 

Sean A y B puntos del planoR2 y sea I el punto medio de AB; 

para todo punto M del plano R2 entonces: 

~~ 2 
MA.ME = MI ~ AB 2 

- 4" 

- Toma un SCCR en R2 (papel cuadriculado) 

- Define su referencia (O ,i,j) y una escala de 1: 1 cm 

Ubica los puntos: A(2,l), M(l,5) Y B (6,l ) 
~ 

- Traza los vectores MA, ME Y el segmento de AB 

- Determina el punto medio de AB e identifícalo como I 

- Tra za el vector MI 
----->. ~ 

- Traza los vectores lA e lB 

- Escribe los vectores IA e IB en términos de AB (ver dia--

grama) 

---"" 1 ---">. 

- Calcula MI - - AB e identifícalo como Vl 
2 

----"-
- ¿Es MA si no 

1~ 
- Calcula MI + "2 AB e identifícalo como v 2 

- ¿Es ME si no 
~ ---"" - Calcula MA.ME e ide ntifícalo como t 3 

- Calcula 00 - ~ AH) .00 + ~ AB) e identifícalo como l .. 2 2 

- ¿Es l3 l .. ? si no 
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- Calcula MI 2
, AB 2 

- Desarrolla MI 2 - ~AB 2 e identifícalo como l s 4 

si no 

- ¿Qué c oncluyes? 

EXPOSICION: APLICACIONES VE: ("li -v) (u +v) 

"Sean A Y B dos puntos del plano R2 y sea I el punto me 

dio de los puntos A,B CFig. 4.12) Para todo punto M del 

plano R2
, se tiene: 

~~ 1 
MA ME = MI 2 - - AB 2 . 4 

* Como I es el punto medio de AB 

entonces: 
----'>. 1 ----"o ~ 1 ~ 

A = - AB lA = - - B e lB 2 2 

(ver Fig. 4.12 ) M 

Ademas: 

-----"- ----'>. ~ ----'" 1-----"-MA = MI + lA = MI - 2"AB 
--->.. ----'>. -----"- ----'" 1--"" 
ME = MI + lB = MI + "2 AB 

Lo que implica que: 
--->. --->. --->. ! AB) --->. ~ AB ) MA.ME = (MI - . (MI + 2 2 '-------~------::. B 

1 

= (MI) 2 - (~ AB) 2 
2 

= MI 2 - 1 AB 2 

4 

FIG. No. 4. 12 
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Cuarta Parte 

Conjunto de punto~ M tale~ que: MA 2 
- MB 2 = k 

Torna un SCCR en R 2 (papel cuadriculado) 
~....>. 

- Define su r eferencia (O,i,j) y una e sca l a de l: ~ cm 

- Ubica los puntos A(-2,2), Bl2,2), M(S,6), 1(0,2) 

- Traza el triángulo ABM, y el segmento 1M 

- Calcula II MA ~ 2 = MA 2 Y IlMBl1 2 
= MB 2 

- Efectúa MA 2 
- MB 2 e identifícalo corno II 

- Ubica el punto MI (5,3 ) 

- Traza el triángulo ABM 1 

si no 

- Ubica el punto M2(5,2) 

- Traza los segmentos AB, AM 2 , BM 2 

si no 

- Ubica el punto M3 (S, -2) 

- Traza el triángulo ABM3 

- Calcula 11M;A112 = M3A2 Y 11M;B112 = M3 B2 

si no 

- Traza una recta que pase por los puntos M, Ml 1 M2 , M3 e -
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identifícala como L] (de otro colorl 

- Tr~za una recta que pase por los puntos AS e identifícala 

como L 2 

- ¿C6mo es la recta L J con respecto a la recta L 2 ? 

- ¿Qué concluyes? 

- Identifica con la letra k los resultados l]1 l21 l31 l4 

- Identifica con M cualquier punto de la recta L] 

¿Se podrá escribir: MA 2 
- MB 2 = k? si no 

- ¿Qué concluyes? 

EXPOSICION: CONJUNTO VE PUNTOS M TALES QUE: MA2 
- MB 2 = k 

Sean A, B dos puntos distintos del plano R2
, k un número 

real y L el conjunto de puntos M del plano R2 talque: 

Sea 1 el punto medio de A,B (Fig. 4.l3) por la ecuaci6n 

~ se tiene que todo punto M de l plano: 

MA 2 
- MB 2 = 2IM.AB 

y resulta que: 

M E L <=> 2 IM . AB = k 

Es decir: IM.AB. = ~k 

(refiriéndose a la recta AB 

y con "a" un real no nulo, 
--->o. 

entonces el vector AB = ai 

Un punto H de la recta AB 

A 

-- - - - - - - - - - - - - - - - - - -

1 8 H 

L 

FIG. No. 4.13 
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- ~ talque: lB = ti, Ct un real no nulo) 

--- ---lrt" l -..:. ~ ~ -lo 4 
H eL <=> IH.AB = 2k; pero IH.AB = lai) (ti) = atli) 2 

es decir: IR.AS = at¡ de donde: at = ~k finalmente t=~ 

y resulta que existe un punto H de la recta AB y solo uno 

~ k~ 
que pertenece al conjunto L talque: IH = 2a 1) 

- Para todo punto M del plano R2 se tiene: 1M = rn + HM¡ 
----" ----" ----" ~ ~ 

en donde: IM.AB (lB + HM) .AB 
----" ~ ---->. ----" 

= IH.AB + HM.AB 
----" ---!>. 1 k pero IH.AB = 2 

1 k ---'" ----" 
= + HM.AB 2 

----" ----" 1 k ademas IM.AB = 2 

1 1 ---!>. ---!>. 

Luego: 2" k = 2"k + HM.AB de donde 

~ ---'> 

HM.AB = O 

----'"' ----'>.. 

Finalmente M e L <=> HM.AB = O 

<=> HM 1 AB 

Si ¡un punto M del plano R2 pertenece al conjunt9 L los 
~ --!>. 

vectores HM y AB son ortogonales; de acá proviene que el 

punto M que pertenece a la recta que contiene H es ortog~ 

nal a la recta AB 

Reciprocarnente: si un punto M pertenece a la recta que -

contiene a H y es ortogonal a la recta AB; los vectores 
---!>. ---'> 

HM Y AB son ortogonales y el punto M pertenece al con--

junto L. 

Se puede entonces enunciar: 
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TEOREMA V 

A Y B son dos puntos distintos del plano R 2 y k es un nú 

mero real ; el conjunto de , puntos M del plano R 2 talque: 

es una recta ortogonal a la recta AB 

Quinta Parte 

Una aplicación muy importante es determinar analíticamente 

el enunciado anterior. 

- Toma un SCCR en R 2 (papel c uadriculado) 
~ ~ 

- Dete rmina una referencia (~,i,j), escala l; ~ cm 

- Ubica los puntos A(3,{)) y B l -3,0), M(~,5) 

- Traza el triángulo ABM 

¿Es el punto 0(0,0) el punto medio de AB? si no 

- Usando pares ordenados, calcula MA 2 y MB 2 

- Cal c ula MA 2 - MB 2 e identifícalo como k 

- Determina la ecuaci6n de la recta que pasa por M y que es 

perpendicular (ortogonal) a la recta AB _y trázala- con otro 

color 

Identifica con "a" el valor de la primera componente del 

punto Ala = 3>. 

- Calcula 4ax + k = ° y determina una ecuaci6n en función 

• 
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de x 

- ¿Es esta ecuaci6n igual a la ecuaci6n que pasa por M y es 

ortogonal a la recta AB? si no 

- ¿Qué concluyes? 

EXPOSICION: APLICACION VEL TEOREMA V 

Sean A Y B dos puntos distintos del plano R2 y sea k un 

número real del plano R2 con referencia (O,f,]) y sea O 

el punto medio de los puntos A y B (Fig. 4.14) 

Para todo punto M(x,y) se tiene: 

MA 2 = (a _ x) 2 + y2 

MB 2 = (-a - x) 2 + Y 2 

lo que implica que: 

MA 2 - ME 2 = - 4 ax 

pero: MA 2 
- MB 2 = k¡ luego: 

-4ax = k <=> 4ax + k = O 

8 (-0,0) 

40x+k~o 

o i A(o,o} 

FIG. NO.4.14 

* El conjunto de puntos M del plano E 2 talque: 

MA 2 - MB 2 = k es entonces la recta de la ecuación 

4ax + k = O 

Es inmediato que esta recta es ortogonal a la recta AB 
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Sexta Parte 

Conjunto d~ punto~ M tai~~ qu~~ NA = iMB 

Caso 1 

- Toma un SCCR en R2 lpapel cuadriculado) 
....>. ....>. 

- Define s u referencia (O,i,j) y una escala ~: ~ cm 

- Ubica los puntos Al-2,31 y B(4,3 1, M(~,5) 

- Traza el triángulo ABM 

- Calcula MA 2 y MB 2 

- Calcula MA 2 - MB 2 e identifícalo como k 

¿Es k = O? si no 

- Determina el punto medio de AB e identifícalo como 1 

- Calcula 1A2 y 1B 2 

- Calcula 1A 2 
- 1B 2 e identifícalo como t 

¿Es It = O? si no 

- Traza la recta (de otro color) que pasa por los puntos 1 

y M 

- ¿Son ortogonales las rectas AB con 1M? si no 

- Como son ortogonales las rectas AB e 1M; ¿entonces cual--

quier punto M de la recta 1M, se podrá escribir: 

si no 

- De la relación anterior, ¿se podrá escribrr: }~2 = MB 2 ? 

si no 

- De la relación anterior, ¿se podrá escribir MA = MB? 

si no 
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- ¿Pasa la recta 1M por la mitad del segmento AB? si 

no 

- ¿Qué concluyes? 

EXPOSICION: CONJUNTO VE PUNTOS M TALES QUE: HA = tMB 

Sean A Y B dos puntos distintos del plano R 2
, ¿ un nÚIDe 

ro real positivo y R el conjunto de puntos M tales que: 

implica que R es el conjunto de puntos M tales que: 

MA 2 = ¿2MB 2 es decir: MA 2 - ~2MB2 = O ~ 

CASO l 

Si ¿ = l, del Teorema V el conjunto R es una recta orto-

gonal a la recta AB (MA 2 - ME 2 = 0.) 

Como 1 es el punto medio de AB es talque: lA = lB, e l -

pertenece al conjunto R que es entonces la recta que con 

tiene a l y es ortogonal a la recta AB (Fig. 4l5) 

Recordemos que A y B son 

dos puntos distintos, lla M 

maremo s Mediatriz del se~ 

mento AB a la recta que -

contiene al punto medio -

de A Y B Y es ortogonal a A .L.-_____ --+h.L-_____ ~ B 

1 

la recta AB 

R 

FIG . NoA. /5 
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Se puede entonces enunciar. 

TEOREMA VI 

A Y B son dos puntos distintos del plano R2
, el conjunto 

de puntos M del plano R 2 tales que: MA = MB es la Media-

triz del segmento AB 

CASO 11 

- Torna SCCR en R 2 (papel cuadricualado) 

- Define una referencia (O,T,]) y una escala de l: l cm 

- Ubica los puntos: A(-5,l), B(3,l), U(7,l), M(4,4) 

- Traza el triángulo ABM y el segmento BU 
~ -->. 

- Son los vectores UA = 3UB? si no ¡(identifica 

l = 3) 

- Encuentra 11 ITA¡ 1 y 11 DEII 
~ ~ 

¿Se puede escribir UA = 3UB? si 
..-:.. ~ 

no (UA = l UE) 

- Ubica el punto 1(1,1) 

¿Son los vectores YA = -3IB? si 
~ ----->. 

no ( lA = - l IB ) 
-->. -----'"' 

- Calcula MA + 3MB e identifícalo corno II 
--'>- ---'-

(MA + l ME) 

- Calcula 4MI ... [(1 + l)MI] 

si no 

* (Recuerda que: MA + ME = 2 MIl ver diagrama 

- Calcula NA - 3MB e identifícalo corno l2 ... (MA - l ME) 

- Calcula -2MU [C1 - l) MU] 
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si no 

- Calcula MA 2 y MB 2 

- Calcula MA 2 - ~MB 2 e identifícalo como f3 , , , 

si no. 

- Calcula Ml.MU 

----->. ............ [ 2 ---'- -->. J - Calcula -BMl.MU e identifícalo como f4 ", U -L lMl , MU 

O? s i no 

si no 

- Determina el punto medio de l y D e identifícalo como C 

- Traza una circunferencia con centro c y radio Cl 

¿Pasa la circunferencia por el punto M? si no 

- ¿Crees que todos los puntos M son de la circunferencia? 

si no 

- ¿Qué concluyes? 

EXPOSIClON: CASO 11 

Si f ~ l, se dice que existe un punto U de la recta AS y 

solo uno talque: 
-"" 

VA 

implica que: UA fUE; de ~ proviene que U pertenece 

al conjunto R. 

Asi mismo, existe un punto l de la recta AB y solo uno 

talque: 



Este punto 1 pertenece al conjunto R lFig. 4.l6) 

Por otra parte, para todo punto 11 

del plano R2
, se tiene; 

---->. ---->o. ---->. ~ ----!>. 

MA = MI + lA yMB = MI + lB 

(ver Fig. 4.l61i luego: 

~ 

MA 
~ ----"" IA) ----"" ~ 

+ .tMB = (MI + + f (MI + lB) 
~ -----"' ~ ---->. 

= MI + lA + .tMI + fIB 

= (l + f).Mí + fA + f IB 
~ 

= (l + f)MI O (18) 

A 

MA + fMB = (l + f) MI y 

----"" 
MA MU + 

(ver Fig. 
~ -----'"" 

MA - fMB = 

= 

~ ---->o.. 

UA, MB = MU + UB 

4 .l6) ; luego: 

(MU DA) ~ ---'> 

+ - f(MU + MB) 

---"'- -'>. 

MU + UA - iMU - 1MB 

(l - f) MU + ITA - fTIB 
~ 

O (17) 
(l -

MA - tMB = (l - f)MU y resulta que: 

FIG.No.4.16 

(MA + fMB) (MA 

(MA) 2 _ ( f MB) 2 

.e.MBl = el + f) MI (l - f) MU 
----!>. -'>. 

= (l + f) (l - [)MI . MU 

= 11 - f2 )m,MU pero MA2 _ f2}1B 2 = o 

(ver @ 

Luego : (l - 12)MI.WO = O corno (l - [2 ) ~ O 

Se tiene que: MI.MU = O 

214 

Por lo tanto R es la circunferencia de diarnetro [ I,U 
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Se puede enunciar enton c e s ; 

TEOREMA VII 

A Y B son dos puntos distintos del plano R2 y l un real 

positivo diferente de ~, el conjunto de puntos M tales 

que: MA = ¿ME e s la circ unferencia de diametro [1, u] 

1 Y U son los punto s de la recta AB definidos por; 

y 

Septima Parte 

Una aplicación es: 

"Sean A Y B dos puntos distinto s de un plano R 2 ¡ el conjun-

to de puntos M del plano R 2
, tales que: 

liMA + ME 11 = MA 

es una circunferencia que contiene el punto B 

- Torna un SCCR en R2 (papel milimetrado) 

- Define una referencia co,t,Il y una escala ~: ~ cm 

- Ubica los puntos A(- l,2), B(5,21 Y M(3,4) 

- Traza el triángulo ABM 

- Calcula NA + ME e identifícalo corno w 
- Det ermina II w~ e ide ntifícalo corno ¿J 

- Calcula 11 MAII = MA 
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si no 

- Ubica el punto medio de A y B e identifícalo como l 

- Determina el vector MI lanalítica y gráfic~ente) 

- Calcula 2MI 

¿Es 2M! = w? si no 

- Calcula Ilm ll y después 2 ~ MI I I = 2MI 

Se puede escribir: ¿MA = 2MI? si no 

- ¿De la relaci6n anterior que deduces? (ver Teorema VIIi 

- Ubica el p unto C(3,2L 

- Traza la circunferencia con cen t ro en C y radio CB 

- ¿Tiene alguna relaci6n con el gráfico anterior? si 

no 

¿Pasa la circunferencia por M y B? si no 
---->.. ----->. 

¿Es BA 2BI? si no 

- ¿Es BA = 2BI? si no 

- ¿Qué concluyes? 
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EXPOSICION: APLICACTON VEL TEOREMA VII 

Sea liMA + ME II = MA Y sea 1 el punto medio de AR lFig, -

4.1.7ti para todo punto M del plano R 2
, se tiene; 

MA+MB = i MI 
M 

lo que implica que; 

liMA + MB ~ = 1 1 2Mí~ 

= 2 1 1 Mr ~ 

= 2MI A 

y resulta que un punto M 

pertenece al conjunto R 

sí y s olamente si: 

MA = 2MI FIG. No. 4. 17 

El conjunto R es entonces 

una circunferencia lver Teorema VII} 

R 

Por otra parte, corno 1 es el punto medio de los puntos 

A Y B, se tiene: 
--->.. ---'>. 

BA = 2BI 

lo que implica que: II BA~ = 11 2Br ll 

e s decir: BA = 2BI 

B 

y resulta que el punto B pertenece a la circunferencia R, 



CAP 1 TUL O V 

PLANIFICACION, EJECUCION, DE UN CURSO EXPERIMENTAL Y COLEC­

CION DE DATOS 

5.1 PLANIFICACION DEL CURSO 

Para lograr los objetivos propuestos en este trabajo, se de 

sarrollaron las actividades siguientes: 

5.1.1 Análisis del plan: 

Su función fue determinar que aspectos se analizarían en el 

curso, tales como: pruebas de diagnósticos, desarrollo de -

actividades, evaluación y cue stionario. 

5.1.2 Formulación de Ob j etivos: 

Su función fue determinar lo que esperabamos que el alumno 

hiciera, como consecuencia de sus experiencias en el desa-­

rrollo de cada actividad. 

5.1.3 Selección de estrategias de aprendizaje: 

Su función fue determinar que material utilizaría el estu-­

diante: regla compás, transportador, etc., así como mate--­

rial impreso: actividades, cuestionario, etc. 

5.1.4 Método de enseñanza: 

La sugerida en el presente trabajo . 

5,2 EJECUCION DEL CURSO 

5.2,1 Capítulo de aplicación: 

El Capítulo que fue desarrollado, fue el número 1, sobre: -
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SISTEMA DE COORDEMADAS CARTESIANAS. 

5.2.2 Area de ap1icaci6n: 

El curso fue aplicado a una poblaci6n estudiantil de 23 j6venes -

aproximadamente, que se inscribieron para estudiar Bachillerato -

en la Escuela Nacional de Comercio, ENeo. 

5.2.3 Período de aplicaci6n: 

El tiempo que dur6 el curso fue: 

i) Primer Grupo: del 9 al ~9 de diciembre de ~985 

ii) Segundo Grupo: del 6 al ~5 de enero de ~986 

iii) Hora: de 8:00 a 9:30 Cde lunes a viernes) 

Se dieron los siguientes pasos para cada Grupo: 

a) Prueba de diagn6stico. 

b) Desarrollo (ejecuci6n) de las actividades 

c) Evaluaci6n sobre las actividades. 

d) Cuestionario sobre todo lo anterior. 

Resumen presentado en el siguiente cuadro: 

PRIMER GRUPO SEGUNDO GRUPO 

~ 
Diciembre de .1985 Enero de ~986 

Actividades 9 .10 II .12 .13 16 .17 .18 .19 6 7 8 9 .10 .13 .14 .15 

Infonnaci6n General I I I I 
Prueba de Di agn6stico 

Expo. sobre trazos I 
I€sarrollo de actividad. I I I 
Evaluaci6n Final I I I I I I 
Cuestionario I 
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5.2.4 Forma de a plicación: 

El curso fue aplica do en forma directa; la función del Pro ­

fesor fue de orientar o servir de guía en e l desarrollo de 

las actividades y como expositor, despue s de cada actividad . 

5.3 COLECCION DE DATOS : 

5.3. l Instrume ntos : 

Los instrumentos que fueron utilizados en la recolección de 

datos, en el curso desarrollado, se describen a continua-- ­

ción : 

a) Prueba de Diagnósti co: Su funci6n fue determinar si los 

alumnos tenían algún conocimiento de Geometría y si les -

gusta la Matemafica. 

b) Actividades : Su función fue que los estudiantes desarro­

llaran nuevas experiencias en la metodología del aprend~ 

zaje . 

c.) Evaluaci6n : Su objetivo fue determinar el grado de apre~ 

dizaje, sobre las actividades desarrolladas. 

d) Cuestionario: Su funci6n fue investigar sobre: grado de 

dificu tad del tema (Sistema de Coordenadas), Metodolo-­

gía, Evaluaci6n estudiante-Matemática , Evaluación de las 

actividades y sugerencias. 

5 .3. 2 Tabulaci6n y análisis de los resultados ; 

La tabulaci6n y análisis de cada resultado, se presenta a -

continuaci6n I en foD1'B separada para mayor c:xxrprensi6n del lector . 



221 

PRUEa~ DE DI AGNOSTICO 

~- ¿Crees que la matemática es sólo para inteligentes? 

si no, Por qué? 

2- ¿Cómo te pareció la enseñanza d e la matemática en Jer. 

ciclo? Fácil Difícil Aburr ida 

I nteresante 

3- ¿Te gusta la matemática? 

si no, Por qué? 

4- ¿Has tenido alguna experiencia "amarga" en el aprendiza 

je de la matemática? 

si no, Cuál? 

5 - ¿Qué experiencia has tenido en el uso de Instrumento s 

de geometría? 

nada p oco bastante mucho 

6- ¿Recibió usted conocimientos sobre geometría? 

nada poco bastante mucho 

7- ¿Qué conoces de geometría? 

8 - ¿Crees que la matemá tica e s necesaria para el ser huma ­

no? 

si n o, por qué? 

9 - ¿Cómo quisieras que fueran l as clases de matemá tica? 

~o - Cómo quisieras la clase de matemática? 

Con participación del estudiante 

Expositiva Dictada 
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C U A D R O 5.1 

Respuesta a la prueba de Diagnóstico para los dos Grupo s de Con- ­
trol. (Primer grupo : 22 Alumnos, Segundo Grupo: 24 Alumnos) . 

Pregun GRUPO N,g, ~ GRIJPO N,g, 2 
ta N.Q.- RESPUESTA TOTAL % TOTAL I % 

Si O O O O 

1 No 22 100 24 ~OO 

Por qué ? A I - --

Faci l 1 4 . 5 3 ~3 

2 
Dificil 3 13 . 6 2 7 

Aburrida O O O O 

Interesante ~8 81.9 ~9 80 
-

Si 21 95.5 22 9.3 

3 No ~ 4.5 2 7 

Por qué ? B 
- - -

Si ~3 59. 6 26 

4 No 9 4l. ~8 74 

Cua l? C 
-

Nada I 6 2 7 . 3 2 7 

5 Poco .11 5 0 . 20 86 
-

Basta nte 4 18 . 2 2 7 

Mucho 1 4 . 5 O O 

Nada 2 9 . 0 3 .13 

6 Poco 15 68 . 3 ~9 80 

Bastante 4 18 .2 2 7 

Mucho .1 4.5 O O 

7 D I -

Si 21 95 . 5 24 .100 -

8 No .1 4.5 O O 

Por qué? E 
- --

9 F I I -

Participación ~9 86 . 4 ~8 74 
-

10 Expositiva 3 13 . 6 5 20 --
Dictado O O .1 6 



PRIMER G R U P O 

D:-S6lo rectas , circunferencias . 

-Algo sobre triángulos , rectángulo s y 

polígonos, cuadrados. 

-Muy poco. 

~ : -Sí, porque es estimulante . 

-Sí , es necesario para cualquier trabajo 

-Sin la matemática no se puede salir ade 

lante . 

-La matemática nos da la vida. 

-Nos sirve para hacer cuenta s. 

-Se usa mucho en la vida y por medio de 

la cual , a minguna persona se puede en­

gañar. 

F:-Bastante explicadas por el Profesor. 

-Fáciles , interesantes, alegres. 

-Que exista seguridad en la explicaci6n. 

-Muy organizadas. 

-Un poco menos complicadas . 
, . 

-Que el Profesor sea comunicativo y ale-

gre. 

S E G U N D O G R U P O 

-Trazos de ángulos y rectas. 

-Nada. 

-Poco. 

-Triángulo , circunferencia, Elipse, Pris 

ma. 

-Nos ayuda e n la vida 

-La matemática se usa en todo 

-Sin la matemática no se puede hacer na 

da . 

-Nos ayuda a resolve r problemas 

-Aumenta los conocimientos . 

-Que nos eduquen para la vida. 

-Dinámicas , que expliquen bién. 

-Activa , no sean aburridas. 

-Estrictas , fácil es 

t­
t­
.¡: 



G U A D R O 5.3 

l\Nl\LISIS SOBRE "ALGUNAS" PREGUNTAS FUNDAMENTALES ; DESARROLLADAS EN UN CUESTIONARIO DIAG 

NOSTICO A UN GRUPO DE JOVENES ASPIRANTES DE BACHILLERATO . 

P R E G U N T A S 

1- La Matemática es solo 

para inteligentes? 

RESPUESTAS RESUMIDAS 
(ler. g r upo) 

- El 100 % contest6 que NO, la 

raz6n : todas la pueden apr62 

RESPUESTAS RESUMIDAS 
(2do. grupo ) 

- El 100% contest6 que NO, 

la raz6n : Todos pueden 

der. aprender Matemática. 

2- Le gusta la MatemátiCa? !- Un 95% dijo que SI, la ra-- - Un 93% contest6 que SI, -

3- Qué conoces de Geome­

tría? 

4- Qué experiencia tie-
I 

nes sobre el uso de -

instrumentos de geom~ 

tría? 

z6n: la raz6 n : 

* Nos ayuda a p e nsar. * Les ayuda apensar 

* Hay mucas cosas que apre~ * Se aprende más. 

der. * Enseña cosas importantes 

* Nos ayuda en la vida. * Es base de otras mate---

* Es interesante y necesa- rias . 

ria. 

- El 60% dijo que poco, el -

18% bastante, el 9% nada y 

el 5% mucho. 

- E~ 50 % dijo que poco , 27% 

ninguna , 18 % bastante y -

5% mucho. 

- Un 80% respondi6 poco , 

13% nada y 7% bastante. 

- Un 86% respondi6 poco, 7% 

bastante. 



P R E G U N T A S 

5- Es necesaria la Mate­

mática? 

6- C6mo quisieras que fu~ 

ran las clases de Mate 

mática? 

RESPUES.TAS RESUMIDAS 
(l.er. grupo) 

El 95% dijo que si , 

la razón: 

* Es estimulante 

* Es necesario para cual 

quier t.rabajo 

* Sin la matemática no -

se puede seguir adelante 

* Se usa mucho en la vida 

* La Matemática sirve para 

que ninguna persona pue­

da ser e ngañada. 

- 85% con participaci6n del 

estudiante, 15% expositiva 

(bien explicada por el pr~ 

fesor, que sea comunicati­

vo organizado y seguro ) . 

RESPUESTAS RESUMIDAS 
(2 do . grupo) 

El 100% contestó que si 

la raz6n : 

* Nos ayuda en la vida 

* Se usa e n todo 

* Sin la Matemática no se 

puede hacer nada . 

* Aumenta los conocimien-

tos 

* Nos ayuda a resolver 

problemas. 

- El 74% dijo con partic~ 

paci6n del estudiante -

20% expositiva (b ien e~ 

plicadas , no aburridas), 

7 % dictadas (que sean -

claras y fáciles). 



ANALISIS SOBRE LAS ACTIVIDADES DESARROLLADAS POR EL ~er. 

GRUPO . 
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~- Lo relacionada a trazos de rectas paralelas, perpendicu-

lares, ángulos, escalas numéricas; fue desarrollado en -

forma expositiva; supuestamente bien explicadas (con in ­

terrogatorio para asegurarse de que todo estaba claro ) . 

RESULTADOS 

- Un 70% no pudo realizar recta s paralelas y perpendicu­

lares. 

Con respecto a las escala s numéricas : 

* Un lO % no comprendio en la orientación de la recta . 

* Un 20% no pudo graduar usando rectas paralelas. 

- No se hizo experiencia sobre subdivisión de la recta; 

solo se mencionó como ubicar coordenadas fraccionaria s. 

Los demás efectos vearnoslo en otros aspectos . 

2- Actividad sobre llenar un plano con rectas : 

- Un lO% no lo comprendio . 

- Un 50% buenos 

- Un 40% magníficos trazo s . 

Sobre la pregunta : El -Q de rectas para llenar el plano 

es infinito? Las respuestas no fueron muy claras; la ma ­

yoría contestó que no; pero sin ningún -análisi s . 
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3- Act. l.l y 1.2 

Ubicación de puntos en el plano con rectas L1 , L 2 de Ía­

milias de rectas . 

Ubicación de punto s en el plano con circunÍerencias y 

rectas. 

Solo el 17% le entendió el resto no lo comprendio, n o 

llegó a nada . 

4- Act . 1.3. y 1.4 

Ubicación de puntos con recta s graduadas (má s especíÍi-­

co). Aqu í el 93% no comprendió, no en~endió nada . 

5- 1.5, 1 . 6, 1 . 7 

Actividad dirigida a planos transparentes para detectar : 

i) Un mismo punto y distinta coordenada . 

i i ) Una misma coordenada y distinto punto . 

El 35% no pudieron ubica r puntos en el plano . (les gus­

tó la actividad) 
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ANALISIS SOBRE LAS ACTIVIDA~ES DESARROLLADAS POR EL SEGUNDO 

GRUPO DE JOVENES ASPIR~NTES A BACHILLERATO. 

1 - ACTIVIDADES SOBRE TRl>.ZOS : 

1.0 Trazo ae ara ela5 (recta s) 

1.1 Trazo de per endiculares (recta s) 

1 . 2 Trazo de ángulos y medición . 

1 .3 Trazo de escalas numérica s en una recta. 

1 .4 Trazo de esca as numéricas y subdivisión de la recta . 

1. 5 Trazo de diferentes escalas numérica s en una recta . 

2- RESULTA-.DO SOBRE LAS ACTIVIDADES l. O AL 1.5 

1.0 Sobre rectas paralelas el 100% las realizó corec~a- -

mente . 

1.1 Sobre rectas paralelas el 90% las realizó correcta--

mente . 

1.2 Sobre ángulos (su medición) el 100% midió ángulo de 

OC a 180~ pero el 30% falló en meóición de ángulos 

mayores de 180 0 y menores de 360°. 

1.3 Sobre la construcción de escalas numérica s (15% lo -

hizo mal) . 

_.4 Sobre la subdivisión de la recta ; los ~razos fueron 

realizados satisfactoriamente en un 80%, se plantea-

ron 2 preguntas : 

i) Se ueoe seguir obteniencc puntos :cec.ios? 

El 1 0% cijo q~e si . 
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ii) Tiene fin este proceso? 

El 60% manifestó que no, el resto l40%1 dijo que 

si. 

l .S Sob~e graduar rec~a s con diferen~es escalas; el 82% 

lo hizo bien , ll% se equivocó en alguna recta el -

7% se equivocó todo . 

3 - ACTIVIDADES S03RE UBICACIOK DE UN PUNTO EN EL PLANO 

1.6 Cómo llenar un p~ano con rectas. 

1 . 7 Ubicación de pun~os a travé s de Familia de recta s. 

~.8 Ubicación de un punto en S~stema de Coorde~ada s. 

1.9 - 1.10 Ubicación de un Dun~o e n distintos Sistema s -

de Coorder.ada s . 

1.11 Ubicación de un un~o en S istema de Coordenadas con 

rectas JlC erpendiculares. 

1.12 Otros sistemas de coordenadas . 

4- RESULTADO SOBRE LAS ACTIVIDJl.DES 1 .6 AL 1. 12 

1 . 6 sobre la p~egunta : Si es in=inito el nlli~ero de rec - -

tas para llenar el cuadro el 100% dijo que era infi-

ni~o ; su g~~iico en un 90~ estuvo correcto. 

1 . 7 Socre a ubicación de un punto P en el plano en for -

e~ 83% hizo adecua¿~~en~e el <! r • 

g~ClI1.CO . (ha- -

cie~ao ~raz~s ae rec~as para~elas) . 

Sobre la pregu~~a si a cada Dun~o _e corres ODae un 
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solo par, el ~OO% dijo que si, pero que acaaa par le 

corresponde un punto p. (quizás la pregunta no fue -

muy clara, ya aue un 65% dijo que si, el resto dijo 

n o existe) . 

1 . 8 Aqu í se p día la ubicación de nuntos en un plano con 

rectas a escala (l cm . ) la ubicación lo hizo correc­

to un 90% . 

l.9 Esta actividaa estaba dirigida a planos transparen- ­

tes ; para aeterminar las coordenadas de un mismo pu~ 

to P a distintas escala s el 80~ distinguió l a dife 

rencia ae cooraenacas . 

1.10 Sobre esta activiaad se pedí a usa r 3 planos transpa ­

rente s la ubicación de un punto P(a,b) en 3 p anos -

con diferente s escalas; observaban que tenían dife- ­

rente s posiciones; el ~OO% detectó el por qué de los 

fenómeno s. 

Al final de la activida d ~.9 y l.lO se preguntaba : 

De qué depende la ubicación de un punto P en forma -

6nica en un plano? y el lOO% contestó que del Siste­

ma de Coordenadas . 

l .ll En esta aCLividad se pidió la ubicación de un punLo 

con Familia de Recta s que no son perpendicu ares en ­

tre si y creo que no fue muy clara por que grá~ica-­

mente el 65~ lo :.izo ~ien, el resto se eauivocó . 

l.l2 Por último se pidió _a u_icación de_ punLo en el pl~ 
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no usando otros sistemas; se pidió construir y ubicar el 

Dunto P en el Sistema Polar; el 85% lo hizo correctamente -

el resto creo que no lo entendió . 

Además , si no hubo confusión en la ubicación de untos en -

sistema de curvas . 



EVALUACION FINAL DEL CüRSO DE GEOl'1ETRIA 

PRH1ER GRUPO 
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~) Cree s que una recta se puede "llenar" con p.un to s que re ­

presentan a los números reale s? 

s~ 

:?or aué ? 

no 

21 Crees que a ca c a punto de la recta le correspo nde un nú -

mero real y viceversa? 

si 

Por qué ? 

no 

3 ) Se puede llcna~ u n p_ano con rec~a s o curvas ? 

si no 

Por aué ? 

4) Que entiendes por familia de curvas o recLas? 

5 } Cuántas familias de curvas o recta s se necesitan para 

ubicar un punto en el pÁano en forma única ? 

6) Ademá s de recta s y c ircun=erencia s¡ que otros tipos de 

curvas existen para iden~ificar un pu to en el plano? 

7 ) Te pareció difíci _ la co~sLrucción de escala s nUFéricas? 

si no 

Por aué ? 

8} Que e s un ll-t.6.tcma. de. c.co,,-¿u~ ac!a.6? 

9) Cómo identificar un s~sLe~a de cocrdenadas carLesianas 

renLangulares? 

10) De aué dEpende _a ubi=a=~6n ¿e un punto en el D!ano? 



234 

RESPUESTAS AL EX.hl~EN REALIZADO A..L FIN.:n.LIZAR EL CURSO (Pr i ­

mer Grupol 

~) S i 83% 

No ~7% 

Por aué? Las respuestas fueron muy pobres; en algunos ca 

sos se erdieron , solo (2) respondieron un poco acertada 

mente . 

2) Si 78% 

No 12% 

Por qué? Hay que hacer una escala en la recta siempre 

Due se quiera asociar puntos 

La escala es a Lase oe puntos 

- Cada punto ~iene una posición única 

3) Si 78% 

No 22>c 

Por qué? Respues~as vacas 

Son finitas ya eue no se pueden jun~ar 

4) ~cuf se dieron resF~es~as si~ sentido 

Solo (3) respondieron : es una aorupación directa que tie 

nen algo en común 

5) La mayoría (%) dijo eue do.!l ::amili2s son suficiente para 

ubicar un punto en e_ ~lano 

6) Con~estaron que si ?ueoen u~i:~zar _~neas ODCU aC3s, c~a 
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drada s, triángulos, circunferencias, etc~ 

7) Si 17% 

No 83% por aué? Co __ el uso de regla se pueden hacer 

eSC2_as , según sea la unidad De medida . 

8) hespues~as pcbres , solo algunos con~es~aron : 

Conjunto de rec~as o curvas . 

9) Con familias de recta s -ara_e_as (Un 50% lo dijo así) 

~O) DenenDe del centro del plano 

- ~epenc~ de la unidad De meaida 

Depende de . la escala 

- y alcu~as respuestas sin --- . -ser.:L.lao . 

EK CONCLUSIO-; Lo s resultados de es~a evaluaci6n no fueron 

m~y satisfactorios; hubo confusi6n-en _as 

resDuestas por que se dieron respuestas po--

b~es o sin sentido. 



EVALUACION FINAL DEL CURSO DE GEOMETRIA 

SEGUNDO GRUPO 

~) Tra3a una recta D y otra aralela DI 

2) Traza dos rectas perpendicualres D y DI 
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31 Traza 3 recta s graduadas con esca as de ~ : ~ CIT, ~ : 3 cm , 

1 : ~ . S cm . 

4) Mide los ángulos: A, B , C , D . oe _a fig . 1 

5 ) Cree s oue una recta se puede "llenar" con puntos oue re -

resentan a los números rea es? si no Por qué? 

6) Que funciór. puedes definir entre los puntos de una recta 

y los números reales 

7) Se puede llenar un cuadro (p~ano, con rec~as o curvas? 

si no; por qué : 

8) Que entiendes por ~aroilia de rec~as? 

9) Con c~antas rectas (que no sean ce la misma =amilia) pue 

des ubicar un punto e el p ano de forma única ? 

10) hdemás ce rectas; que otros tipos de CUDTas existen para 

identificar un punLo en el pano? 

11) De ue depende la ubicación de un punto en el plano? 

12) ~e pareció difícil _a co_ sLrucción de escalas numéricas? 

13) Qué es un SiS~é~a ce Coorcenacas? 

~4) P. que se 1'2 l_a;r,a S.C_C. rE::ct.ang'..llé:.::'-E::s? 

l5) - Dica los pun~os : (2,4), -3,5), (C,6) y (-2,-5) 
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RESPUESTAS SOBRE EL EXAMEN REALIZ_~O AL FINALIZ AR EL CURSO 

(2Q Grupo) 

l: Trazo de recta s oaralela s el ~OO% lo hiz o bien 

2: Trazo de rectas perpendiculares : solo un alu~o de 24 no 

lo hizo bien 

3: Trazo de rectas grad~a¿a s a escala : 

a ~;~ cm el ~OO% lo hizo bien 

a ~:~ 3cm el 75% lo hizo bien 

a ~ :_.5 cm . (hu~o error se escribió ~: _1.~ 5 cm . ) 

4: Sobre medición oe ángulo~ un 95% lo hizo correct~~ente 

5: Sobre la pregurn:a : se puede 1 enar una rec~a con punt:Js 

c:-c::e representan a os nú..":leros reales? 

el 50% dijo que si y el 50% dijo ~ue no . 

El resultado pareciera no mu_' claro; pero en la misma pre 

aunta se plantea por qué ? y si se tuvieron respuestas ta 

:es como : 

Si: porque son infinito s los nÚITeros \- los pun::os (para 

cada punto hay un número) 

No : porque son infinitos siempre quedan es~acio s 

Yo creo que se tiene claridad de o que se pregunLa ; el -

porque uno dice si y otro no se debe auizas en que Lno ve 

la dificul-'-ad real de "1 enar " con Duntos a una rec::a 

e _ otro lo ve desde la iasa de 

6 ; :Sa funció:-. entre pun-c.os cie une. recta y _cs rlG.::>eros rE:a::'e s 
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es : Biyectiva . La mayoría lo contest6 correctamente . 

7; Sobre a pregun~a : Se puede "1 enar" un lano con recta s 

o curvas? el :25% dijo S:::. el 75% dijo ro 

algu~as respu2s~~S: 

Si; pero SE necesi~a~ ur. r.~~Ero infini~o dE reC~éS 

No ; porque por mucho que se tracen j2~ás se llenar~ (son 

infinitos) (Es decir como són infinitos las rectas a -

trazar nunca se _lenará el pano) 

Yo creo que lo de in=ini~o lo tienen claro Que e s lo 

irnpOr~2nL.e . 

8: Que se entiende por =amilia de rec~as: scb~e eS~2 pregun -

"Ca contestaron (en su rrayoría) Es U~ conjun"Co de rectas -

horizontale s o verticales 

9 : Sobre la pregunta de que, con cuantas rec"Cas de di=erente 

-
farrilia pueden identificar a un punto en el plano : 1 a_uro 

no respondió con una, otro con 6 y e_ resto dijo que con 

2 . 

10: :"'2 y.avoría cx:..L"Cesro eue ac~;r,2s de rec~as ara ubicar un 

punto en el plano se cuecen usar : circunferencias , parábo 

las etc . 

1 Sobre la presun~a de que cecenoe la ubicaci6n ce un ~u~L.o 

e~ e_ cléno Contestaron: del pun"Co P 

ae la escala a usar 

CE la =orrra en que se graduan 

_as recL:.2.S 
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de la s coordenadas usada s 

del Sis tema de Coordenada s 

12; Un 90% dijo que no l e pareció dificil la construcción -

de escalas nLméricas 

~3 ; So~re la pregunta que es un S . C . 

La ~ayoria contes~6 correctamente 

14 ; Sobre la pregunta que e s un S.C.C.R . 

la mayoría contest6 correc~a~ente 

15 : En a ubicaci6n de a_günos pun~o s: (2,4) , ( -3,5 ) , LO ,6) 

y ( - 2,5) 

la mayoría lo hizo bien . 

En conclusi6n : El resultado de es~a evalüaci6n ~ué ~e - -

jor que el grupo 1~ al menos hubo claridad y unicidad -

en la s respuesta s 'no di 'agaci6n como en el ~er . arUDo 
- - I 

a~n~ue el exa~en ~ué di~Erente en alauno s tópicos por 

eue el curso ~ambién fué diferenLe . 



PROFESOR ENCARGADO : ROLANDO AMILCAR QUINTANILLA 

ESCUELA NACIONAL DE CO~lliRCIO 

SAK S.Z..LVJ.>_DOR . 

NOIT.bre del P_lull1no : 

Edad : 

Luga r oe la Escuela donde procede : 

?echa : 

C U E S T 1 O 11 A R 1 O 

I~S'I'RUCCIOl\ GEKERZ,L 
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~- El D~esente cuestior.ario Liene la finalidad oe detectar 

si el alwuno es capaz de asimilar con facilicao los cono 

cimientos de matemática a través de un aprendizaje en ha 

se a actividade s Que el alumno desarrolla . 

2- Se r uega al estudiante responder con toaa seriedad y hc ­

nestidad el presente cuestionario; sin deja~se llevar 

po~ sus sentimientos . 

3- ~arque co~ una ~ en la hoja de ~eSDues~as la eue cor.side 

re rr§s adecuada para cada pregunta . 

4- Al fi~al cel cuestio~aric haga las s~gerencias que est~-

me r.ecesarias para las preguntas abierLas . 

5- Se ha c_asificaoo el cuestionario en cuatro par~es; Dara 

facili~ar su desarrollo . 

6- Las pregunLas oel prese~~2 cuestio~ario se =u~¿a~~~~ar. -

en el c~rsc de gecmettla rreviam~n~e d2sarrollaoo . 
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1 - GR~DO DE DIFICULTAD DEL TEMh 

~ - En geometría (Jer. ciclo) trazaste s rectas parale l a s y -

Derpenoiculare s en un plano? 

?oco :3astante Mucho 

Te eran conocido s los término s lrecta s, circunferencia s , 

=amili a , plano, paralelos , etc . ) antes de recibi r e l cur 

so ? 

l(ada Poco Eas-cante }!ucno 

J - Cómo te pareció el curso de geometría aue -cú recibis-ce ? 

":'.:mrrido Interesante Difícil Fá.cil 

rlctivo 

~ - Asimilaste con faci_idad los conocimientos cacos en el -

curso ? 

NInguno Poca Bastante Derrasiada 

5 - Crees que los trazos aue rea_izastes son comp_ejos? 

:t:oco DeITIc.siado 

6- Qué dificultades hubo en el uso oe instrlli~ento de geom~ 

tría? 

Poca B.= s -:::.arJ1:e ]·1ucho 

7- Cres Gue este tipo de conocimientos está muy "elevado" 

cara Lí? 

si, Iíl.¡cho si, un poco GEfiniLi~amen~e no 

8 - Crees aue e_ tipo de conocimie~to que recibiste en e_ 

curso es difere~te a 

si, T:lucho si, un DOCO ~efiniLivarnen~e no 
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9- Cómo te pareció el terna de : S1STE~~ DE COORDENADOS que 

tú recibiste ? 

De ?ácil comprensión 

Inent.endible 

De difícil comprensión 

~O- Cre~s que este tipo De ense~an=a (el del curso) está 

aDecuado para jóve es que har. terminado 3er . ciclo? 

Si No Por aué? 

ll - Te parece que la exposición que se d á después De as ac 

tividades trata sobre cosas nuev~6 , diferentes a las 

tra~a¿as en las actividades? 

si no. Por ~ué? 

~2 - CuanDO en 12. exposición se ::acen planteamien-::os forrr,,;¡.-­

les te parecen dificiles (después de ha~er realizaDo 

las activiDades) 

Si No Por qué? 

11- HETODOLOG1A 

l3- Crees aue este Lipa de aprenDizaje aue se dió en el cur 

so por activiDaDes es sencillo? 

}~uy sencillo BasLéhte sencillo Poco sen 

cilIo 

~4- La enseñanza por activiDades Del curso comparada con la 

tradicional tG crees que exige? 

Mayor participaci6n del alurrmo 



]I~enor participación del alumno 

Igual participación del alurrillo 
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1 5- Se aprende muc 10 ili2 S con a enser,anza ~or actividade s 

de_ c~~so eue con la e~sef,anza tradicional ? 

Mucho IT2S que la 2nse~anz a ~radiciGnal 

~á s que la ense~anz a trad i cional 

Igual que la er-señanz a tradicional 

Menos eue con _a ensefianza tradicion al 

~6- Fara el aprend i zaj e por actividade s Uas del cursoL -

cree s que el conocimiento que traes de 3er. cic~ o es ; 

Suficiente Korrnal Foco 

17- Se aorende n§s rápido po= actividade s (_as del cu=so) 

Que por la forma ~radicional? 

Si No Por aué? 

18 - El desarroll o de las actividades del curso es : 

Poco lento Bastante lento .1uy len~o 

19 - Crees Que exiSLe mejor calidad e n la ense~ar.za ~radicio 

na _ que en la e~señanza aue se dió en el cu=so por acti 

vidades ? 

Si . o Por qué? 
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111- EVALUACION ESTUDIAlTE - }~T~lliTICA 

20- Crees eue la matEm&~ica es solo para in~e_igentes? 

Si ha Por aué? 

2 - Te gusta el aprsn¿~zajs de _a rnat~rn§tica por activióa - -

¿es como en las óel curso? 

!\aoa Poco }~ucho 

22- Te brinda confianza y seguridad este aprendizaje (el 

del curso)? 

:.-;ada Poco 3as::an::e J.~ucho 

23- En relaci6n al desarrol_o óel curso; tG siempre es~uvis 

-ce? 

h.r.sioso Nervioso Con poca ar:siedaó 

Sin ansiedad 

24- Te pareción fácil e_ aprendi~aje de los conocD~ientos -

de g20me-.:.ría? 

rada Foco :5astante Bucho 

25- En relaci6n a la claridad del _engGaje en las ac~ivides 

t6 _a consideraste ? 

r-juy buena 3uena Regu:ar 

2E - E.>:iste COflE:rencia (co ::-¡eyión} er. los pe. sos de la s ac-:.:" vi 

oaoes? 
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No , nada Alguna coherencia Si, mucha 

27- Cree s eue es confuso el aprendizaje por actividade s 

(las de l curso) 

?oco ~ada Ecs~ante Mucho 

25 - Cuá ~ de las ac~iviGaces ~e pareció má s in~eresanLe? 

Por qué? 

2~- La utilización de actividades (de l curso) en el aprend~ 

~aje de naterr¡ática, tú la encontraste ? 

InLeresante Sin inte -

rés 

30 - C6rno consideras el tiernDo destinado para cada ac~ividad? 

Poco Normal 0emasiado 

Qué s ugerenci a haría s con relación a las actividades desa--

~- En c~anto a l tiempo ara caca act~vidad : 

En cGanto a la act~ 1idad del nrofesor en el desarrollo 

de las actividades : 

En c~anto a la metodología ( forma oe en se:-,2DZ a or acti -

vicaces) 

:. - Ot.ros : 
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C U A D R O 5,4 

ResDües~a al CuesLionario final que fue reali=ado por los 

dos Grup', s ce ConLrol (::'rimer Gr~pc : ~8 alumnos, Segundo 

Grupo : 24 2 u.-rlnOS) 

:?:KSGíJN Grupo l'~ .Q. 1 Grupo K~ 2 -
E~L RESPUEST A TA N.Q. 

Tota l % Tota l I % 

I 
1 I I I 

I Nada 
I 

4 I 
22 8 I 33 

Poco 2.4 78 l4 58 I 

1 1 
I I I 

I , I I n2st.anLe O O 2 8 
I 

I 

! 
I 
I 

~:ucho O I O O I O 
I 

I raGa I 4 22 6 25 I I 

, I 
I I I I , ?oco 9 50 12 50 

I 2 I 
Bastante 

I 
3 17 4 I l7 1 

I 
I ! 

I 
I I 

I I I Mucho 2 I l1 2 8 
I I 

I I I I , 
I ;'.burrici.o O O O I O 

I I I 

I Interesante , 14 I 78 I 20 83 I 
I 

I 

3 Dificil 2 I 11 I O 
I 

O I 
I I 

I Facil I O O , O e , I I 
I I I I 

I '::ictivo I 2 I 1_ I .<, 17 
I I 

I 
I I I ! I 

I 
Ninguno 

I 
O O 

I 
O c 

I Poco l3 72 10 I . ..., 
~ I I ":~ 

I 
I I 

I BaSLante I 5 

I 
28 I 12 5(' I 

I 
De;r.a siaci.o I O O I 2 E I I I I 

I 

I 1 I 
I I r~ada 1 6 I 4 17 I 

Poco 
L 61 J 6 r ~ 

I 

6 133 ~ 3:; 3as~anL:.e 

De:aasiaclo ~~. _ 2 .~ • 



247 

I PRBS"UN Grupo N~ .1 Grupo N~ 2 

I F]l~1'E T..z, N~ RE S P U E S TA 
Total % Total % 

Nincuna 4 22 8 25 

r r Poca 2 67 .l8 J5 
o 

3astan"Ce 2 .l1 O O 

1>' ..... .JuC.L.a O O O 

Si, mucho O O 2 8 

7 Si, u. _ DOC a 10 56 2 8 

refini ti '2re.'Jte E 44 20 83 

Si, TlUcno 6 33 8 33 

8 Si, un DOCa 12 67 10 42 

Le f:irJi ti\, -ar;-e..': te no O O 6 ?r-
-~ 

::::e .c " .LaCl_ c::I¡:,:-lrención 8 44 24 D.DO 

9 re dificil ~~ren _ I 8 44 

I 
O ¡ O 

-
I 

I 
Inentendible I 2 I 22 O I O --

I 
I 

Si 

I 
17 I 88 22 9.l I 

I 
-

10 No .1 11 2 8 
I 

I I I Por aué? p" I I 

Si 3 27 2 I 8 I 

11 ro 15 83 22 I 9.l 
I 

yor qué? B I ---
I Si 7 .J o 2 8 ...J_ 

I I 
12 No 11 61 22 

1
91 I 

Por aué ? e I 
!·iuy sencillo .l 6 .lO 42 I 

I 13 
:se st:.an'::.e sencillo 2 11 -4 17 Ir 

I Foco senc"llo 1_ 61 6 

I:~ I I ."aca sencillo 4 22 -? 
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I I PREGUN Grupo N~ ~ Grupo N~ 2 
PARL~ I -

TJ... N52. 
R E SPUESTA 

I Total % Tota l o 

I 
I I 

II 

1 

I J.0VO:::- Parto del alno . ~O 56 l6 6] 
I I , 14 _g'..:i21 Fal L... del aLrro . 6 

I 
33 8 33 

i 
j I ! 
I r'}2nOr part . del aJ.no . 2 22 I O I O I , , I , 

I I Aucho !T,ás la I 
I I 

I I 
I 

Due I 

I 
Er.s . ':::'rad . 9 

1 
50 I lO 42 

I , 
I 

I I 
J.~á s Due a En s . I 

I I 

, 

I I 
I I 

I 
¡ Tradicional 8 I 44 4 ! 17 

15 Ieual la Due con 

Ens. Trad . 1 6 I la 42 

Eenos eue con _a 

L:l. s . 'Trad . O O O O 

SuficiE::n-c.e 4 22 O O 

16 ro:::mal 7 39 ~6 67 

Poco 7 39 8 33 
------

Si 14 78 20 I 8 3 

17 N 4 , o - ? 7 2 _ - 1 
I I 

I 
I I 

I For aué? D I I 
i I , 

I 
I 

1 

Poco lento 18 
1

1 00 l8 75 I --
I I 18 Dastante len-c.o O I O 

I 
4 ~7 

I Nu~- lento - 1 O I O O 
I I 

I I 
I 

I Si 3 I 28 10 42 ---- I I I 

I I I 
19 No 15 

I 
72 lO 42 

I I I Por eué ? E I I 
I - I I -

III 
--1 , Si O 

ilO~ 
O O I 

- --
20 !~o ---1 12 24 100 ---- -

I Por qué ? F I - --

I 
L __ 
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PREalli Grupo N.2. ~ Grupo N.2. 2 
-

PARlE RESPUESTA 'LZ; N~ 
Tota l I % Total I % 

I 

I I 
Kada O O O O , 

111 21 Foco 4 22 2 8 

I3as-;:antE: 8 I 44 8 33 

Mucho 6 33 ~4 58 

1\ a da O O O O 

22 Poco 3 ~7 2 8 

Bastante 10 56 12 50 

l'~ucno 5 28 ~O 42 

_::'_nsicso 10 56 22 9.1 

Ker\Cicso 7 I -Q O O ')- -'-' 
~.:> 

Cor: poca 2:DsiecaQ .1 6 O O 

Sin ansiecad O O 2 8 

rada O O O O 

2? 
Poco .11 6~ .14 58 

Bas"tante 6 33 6 32 

Hucho l 6 2 8 I 

r~U\' buena 10 56 ~6 6] 

Buena 5 I 28 8 33 
IV I 25 

Eeo12 ar 3 17 O O 

- - (¡ O O o 
I 

I I No, naca 4 22 6 I ?~ 
I I 

I ! 26 I I 
Alouna cO!":E:rE:ncia 10 56 I 6 25 

I I 

I I I Si, rnuer.a 4 22 12 50 I I I 

I I 
I , I I 
I :?oco 1.1 I 61 8 33 

I 
--

13 3 1 Kaoa 6 14 58 27 
Bas-:an"L'2 i . r 2 8 

I I 
- o 

I 

I I !':ucr-!o O (¡ O O 
I I I 
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Pregun Grupo NQ ~ Grupo NQ 2 
-PARI'E RESPUESTA ta KQ 

Tota l I SI, Total ;:. 

IV 
1 

26 I Por qué ? G j I I 
I :!:n::eresante 

I 
~2 6 ~4 

, 
58 I 

29 I 1>íuy interesante 6 I 33 lO I 42 
-

I I I Sin interes O I O O I O 

I I I IlO ~ 
I 

Foco 4 22 O 
I I 

30 NorIT,al l4 

I 
78 24 

I De!':"2.siado O O O 
J 

O - -
-



C U A O R O 5 . 5 

HI~SPUESTl\S A, 13, C, D, E , F , G DE LI\S PREGUi'lTl\S 10, 1 , 12 , 17 , 19, 20, 28 DEL CUESTIONA 

f1 LO FJNl\I , 

[ H i PRIMEH GRUPO SEGIJNDO GRUPO 

1- Las cluc1us gue el estudiante trae , se - - Ya se trae conocimiento 

aclaran . 
A: I 1- Es facll de aprender 

- Ya se tiene una id8a de Geometría - Se puede aprender sin ningGn concepto 

de Geometrfa 
r -1 ,--------------------1 

- La <:!xpos 1 CiÓ1I se bnsaba sobre lo vis to 1- Se tra ta de lo mismo 

ell cH.:tiviclades. I N J d 
1 - o )ay lla a nuevo 

8 : '- Todo cstc'i relaciolli1do con Ja activld¡¡d 

c: 

an I:p rior 

Se habla sobre lo mislllo gue en la acti 

\T ill a 11 

II-----------------------------------------------------------------------------------------------~ 

- Ya se tiene nOClones, ideus de lo que 

se ha trabajado en las actiVidades 

- .1\ vOC'Ps no se entiende la actividad 

- Se en l:.i.Pl1de con facilidad 

1 - Cuando se realizun las actividades , es 

to es fácil 

- Se ha comprendido en las actividades. 

- Ya se tiene una idea. 
[\.. 

V 
1-



P PRH1ER GRUPO I SEGUNDO HUPO 
-----1 ~----------------------------------------------~ 

- Se aprende más por lél lllayar participa­

ci6n en las actividacles 

!- En las élctividac1cs se equivoca mucho 

- El trabajo s iaual para todos 

: '- Si se cOlnete un error en la actividad, 

en J.a exposic16n se co rrige 

- Nos introduce la idea de lo que se ve­

rá en forma 

- Hay mayor comunlcaC16n 
~I-------------------

E : 

- En lo tradicional, la explicaci6n no 

es sllfi.ciente 

- La enSeJ1anZa por actividad , ayuda más 

- Se dr:t I1wyor participación y se ve lo 
1 -1 fundamcn tal 

F : 

G: 

- 'Todos la usamos en la vida 

- En todos encontré 

la atenci6n . 

- La actlvidad 1 . 6 

19o que ~e llamaba 

1.7 

- r le 1"("1 tnci6n ele p] (1110S al ubicar W1 pun to 

- Todos ~or la variedad de actividades 

- Si hay duda , se consulta con félcilidad 

- Se piensa y con la orielltaci6n del Ma-

I 
estro, es fácil 

1- S 
[orllJa lJábitos de trabajo en grupo , 

pero más inc1i vic.1ual 
I 
1- I1ny más participr:tci6n 

1- Sc ~prende más rápido y se desarro lla 

1-

el sentido común 

SR 0xpl ica bien después de las activi-

dades 

Se aprende e y 

ci6n . 

grupos , hay más comun ica 

l· - , matemática es para todos 

- Todas porque son interesantes 

- Las actividades 1 . 2 y 1 . 12 

- La actividad sobre trazos de paralelas 

y perpendiculares 

- La actividad sobre,familias 



e u A D R o 5 . 6 

s U G E R E N e 1 A S 

P 
f----

2 

PIUMER GRUPO 
------

- 1·:1 U.l: lIlpO es llIuy poco y la actividi1d 

I 
muy r5pitla 

1- ParFl mi ",1 ticlIIpn r~ s l10nnal 

1- Se debe ~ar e] tiempo suficiente a -
I 

cada acU.vidad . 

- Dehe conocer hien la mFlteria y dar 

1 

\.l n i1 U U r;! 11 n. e x fJ 1 i c a c i 6 n 

1- Debe oxiqir, p~ro deGer ser comunica­
I 

I 
Livo 

Dobp tPl1cr rnllcll;:¡ pClcienci a y ser bue-

na persona. 
--l---

3 - Es muy buena, el C'si-udiclllte aprende -

I 

más 

Que Re dé oportunidad de que cuando 

el estudiante, no entiende , se pregu~ 

te con Célcil.i.rltlCl . 

1- QU0 é\ll x l. l'i.e inrlivirlualmente s.in jllte-

I ¡ rrllmrd.r el dpsar(ollo dp la actividad 
__ -1 _ _ __ _ 

I 

SEGUNDO GRUrO 

- Kl Liplllpo tiene q1Je ser aclecuaclo él ca ­

da actividéld 

- Una actividad diaria, para comprender­

la ¡llejor 

- Muy poco tielopo se dá 

- Que se termlne cada activ idad e mpezada 

- Deup ser un Profesor gue explique bien 

1- Que sea dinámico y que se le tenga con 

fiélllza 

- Debe estar siempre atento al desarro--

110 de las actividades 

- Que se haga un resumen después q u e se 

1 desarrollen todas las acti v idades de 

I ci.ecta Unidad 

i - Todo va de acuerdo a los objetivo s 
I 

- Es mejor para aprender 

- l~s lnuy interesante 



P PRIMER GRUPO 
--

3 - JIay lnQyor a tp.n r J_6n y se mantiene el en -
tusiusmo 

-1 - Es interesante la enseilanza 

4 I .. Un poco defícil al principio , pero de~ 

pués se el1"ten<J1Ó 
I 

- No hubo dificultad 
I 

--

I 5 - M0 gustaría pnrticipar en mas concur--

I sos Silllili'l.res 
I 
I 

- v.U P lo. s él c ti v irlaol';! s se realicen en gr.:: 
I pos 

- Que se d~ mayor orienlaci6n al princi-

1 
pjo . 

'--

I 

I 
I 

I 
I 
I 
I 

I 

I 
I 

SEGUNDO GHUPO 

- QuP. sea siempre un paco más difícil -
que lo normal 

- No era difícil 

- Normal , un poco confuso al principio 

- Que se dejen ~ctjvidades exaula 

- 011e dejen que el es tuchan te investi--

gue por si solo 

- Al principio se confunde uno, debe de 

haber mayor ayuda 

r-... 
u 
.¡:, 
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El presente cuestionario ~iene la fi nali da d de mejora r en lo 

posib e o s progra:o,a s de _:a terr,áti ca a Nivel de Bachi ller ato, 

funca..rnent.áncose e n los prograrr,a s de ~:a teITiá-'- ica a nivel Básico . 

Los catos que se obtengan en esta encuesta serán de carácter 

abso lutamente confidencial y con fines de estudio . 

- DATOS GENERALES : 

1 I n stitución ~ducati va : Oiicial 

2 Zona : Oriental 

3 Fecha: Día 

4 Sexo : .H 

Central 

me s 

F 

Pr ivada 

Occidental 

a ñ o 

- Le pido su valiosa colaboración contestando a la s preguntas -

de éste cuestionario . La entrevista es anónima y no tiene que 

poner su nombre . Las preguntas son específicamenté en la mate 

ria de Matemática. 

l - Tiempo ciE: trabajo en b ásica 

2- Nive l de traba' o 

3- Termina. su programa oe ~a tenlá tica? 

anos . 

ciclo. 

4- Si su respuesta anterior es NO; hasta que área llega? 

5 - El Area : "Conozcamo s cuerpos Geométricos" e s indisper.sable -

si n o Por qué ? 

6- Alg ur.a s sugerencias sobre los programas cie Mate~ática? 
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Resultados de la encuesta realizada en los me ses de septie~ 

bre y octubre del año 1985 a 60 Docentes . 

- De los 60 Docentes, el 53~ labora con la parte Oficial , 

el resto en Instituciones privadas . 

- El tiempo de trabajo en B2sica , oscila de 15 a 33 anos . 

- Sobre e_ nivel de trabajo ; el ~2% lo hace e n e r o ciclo ; 

42% en 2do . ciclo y 16% en 3er . ciclo . 

- El 32% dijo que terminaba el programa de Matemática; e l -

resto llega a a la penúlt~ma ~rea o e~pezaba la ú_tima A­

rea . 

- En la pregunta : el Area "conozcamos cuer os Geométricos" 

es indispensable en la ensefianza de la Matemática? 

El 100% con~esto que sí; razonando el por qué ?, de la si ­

guiente manera : 

* Conocer los elemeD~os de geometría ayuda a desarrolla r 

el pensamiento . 

* Los trazos de las distintas figuras ayuda al aspecto de 

órden, limpieza, .recisión , etc . 

* Se distinauen _a forma, el ta~año , y otros aspectos ge~ 

métrico s . 

* Jesarrolla ciertas habilidades y destrezas en el est - ­

diante . 

* Consideran que es básica para estudios superiores . 

Al final de la encuesta se oide algunas sugere~cias so-­

bre los programas, me _i~i~aré a dar a gunas más inportan 
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te s para e l tema : 

* Hacer una mejo r distribución de Area s . 

* Elimina r el Area ~ l y alguno s con tenido s con s iderados no 

adecuados al nivel, para poner enseñar Geometría . 

* Que se enseñe Geometrí a integrada e n las demá s Area s. 

5.4 CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS 

En el desarrollo del primer curso experimenta l (2 2 jóvenes ) 

en diciembre de 198 5, los resultados obtenidos fueron muy -

significativos y de enorme valor; de tal manera que con cier 

tos ajustes y revisión sobre _as actividade s a desarrolla r , 

se llevó a cabo la realización del segundo curso experimen ­

tal (24 jóvenes ) en enero de 1986, sobre la misma unidad : -

SISTEMA DE COORDENADAS¡ Y lo s re s ultado s f ueron mejores que 

en el primer grupo (diferentes estudiante s en cada grupo e s 

cogido s al aza r ) 

5. 4.l Conclus iones: 

a) Se logró desarrol_ar experimentalmente, a base de activi 

dade s, l a Unidad l . 

b) El N§todo e s muy eficaz en la enseñanza de l a Matemática . 

c) El Método permite la máxima participación del estudiante 

dl En términos generale s, el curso tuvo enorme ace taci6n 
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5 . 4 . 2 Suaerencias : .. 

a) Desarrollar las demas Unidades del presente traba jo, con 

estudiantes de primer - .c" ano, para conLlr~ar su validez , ya 

que no se pudo probar experirnen-c.alménte. 

b) Continuar con esta Metodología para 2do . y 3er . Año de -

Bachil_erato, en la enseñanza de la Geometría (lo mismo 

a nivel Universitario) . 

c ) Impulsar la enseñanz a de la 1'1atemática en forma integra-

da. 

Finalmente queremos dejar constancia que la validez de 

esta Metoaología, no tiene caracter generalizador; aun--

que la experiencia que se tuvo con la Unidad 1 , haya mos 

trado resultados satisfactorios. 
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CONTENIDOS PROGRAMATICOS DE ler. CICLO DE LA ULTI~m AREA DE MATEMATICA 

ler . Grado Area #4 : 
Conozcamos figuras y cuerpos 
Geométricos 

Lineas Rectas y Curvas 

Segmentos de Rectas y Curvas 

Segmentos Paralelos y Perpendicula­
res 

Anaulos : i) Concepto y Trazo 
ii) Igualdad y Desigualdad 

Paralelogramos (cuadrilatero) 

Tri¡ngulos , C!rculos , Circunferen-­
cias 

La esfera , el cilindro , el cono. 

Obe ti vos: 

Diferenciar l!neas rectas de curvas 

Diferenciar líneas de seamentos. 

Combinar segmentos para armar figu­
ras . 

Diferenciar figuras geométricas . 

2do . Grado Area #5 : 
Conozcamos figuras y cuerpos 
Geométrico s 

L! neas : i) Curvas , rectas y quebr~ 
das. 

Anaulos 

ii) Horizontales , vertica-­
les e inclinadas. 

Triángulos : i) Trazos 

ii) r.lases de triángu-­
los, 

Figuras de 4 lados (cuadrj,latero , 

trapecio y trapezoide) 

C!rculo : Construcción 
Sus elementos. 

La esfera , el cilindro, el cubo , el 
cono (Def . sencilla) 

Objetivo s : 

Capaci t a r para: Apn~c{ah forma , ta­
ma50 y otras cualidades de figuras 
y cuerpos . 

COItOc.eJL líneas , ángulos, figuras y 
cuerpos geométricos . . 
Desarrollar habilidades para : 
Distinguir y trazar rectas, 
Comparar longitudes, áreas y volúme 
nes. 

3er . Grado Area #5 : 
Conozcamos figuras y cuerpos 
Geométricos 

Trazos de rectas, curvas y quebr~ 
das. 

Elemento de un ángulo. 

Elemento de un triángulo . 

Cuadriláteros : i) El cuadrado 
ii) El rectángulo. 

CircunEerencia y Círculo : 

i) Sus elementos 

ii) Mediatrices. 

El cilindroi el cono, la esfera , 
el cubo (volÚffien) 

Relación entre el volúmen del cono 
y el cilindro. 

Objetivos : 

Capacitar para : Apreciar Cualit. y 
cuant i tativame nte forma, tamafio, -
perímetro y volÚffien. 

Comprobar apreciaciones. 

Desarrollar habilidades para : Dis­
tinguir y trazar diferentes clases 
de rectas , ángulo s y figuras geom~ 
tricas. 

Recolectar materiales 

Recortar , colorear y pegar . 



CONTENIDOS PROGRAMATICOS DE 2° CICLO DE LA ULTIMA AREA DE MATEMATICA 

4° Grado Area # 
Co nozcamos Figuras y Cuerpos 
Geométricos 

Líneas rectas y Segmentos d 

i) Líneas paralelas 
1i ) Concurrentes 
iii) Perpendiculares 

r ec tas: 

Anaulos : i) El ementos y Clases 
E) Complementario y Supl~ 

mentario . 

Triángulos : i) Elementos y Clases 

Cuadriláteros: i) Elementos y cla- ­
ses : 
a) Para lelo 
b) Trapecio 
c) Trapezoide 

Perímetros y Areas dc; i) ruadra­
dos . 

ii) Rectán­
gulos 

iii) Triánau 
los. 

Objetivos : Capacitar para: 

Apreciar cuant o y Cua lit. forma , ta 
maño , perímetro , áreas y volúrncnes-;-

Comprobar apreciaciones , 
* Desarrollar habilidades para : 

Dist i nguir construir diferentes -
clases de ángulos, figuras y c uer 
pos Geom . 

Comprobar perímetros , áreas y vo­
lúmenes . 

5° Grado Area # 6 : 
Cono za camos Figuras y Cuerpos 
Geométricos 

Puntos , Rectas y Plano s . 

Trazos de paralelos y perpendicula­
res 

Conar uencia de seamen tos . 

Angulas , clases y medidas. 

Bizectriz de un ánaulo 

Angulos congr uentes . 

Clases de polígonos (dominio inte-­
rior y exterior) 

Clases de triánaulos (trazos ) 

Trazos de c uadrilátpros 

Elementos de Círculo y Circunferen 
cia. 

Perímetro y Areas de polígonos , 

El prisma y sus elemen tos 

Superficies del cubo y del parale l e 
pipedo . -

Volúmen del cubo y del paralelepípe­
do . 

Objetivos : Capacitar para: 
Lo mismo que 4° Grado . 
Desarrollar habilidad para : 
Hacer trazos y construcciones de lin 
as , ángulos. polígonos y sólidos geo 
metricos . 

Calcular perímetros , áreas y vol'l.lmenes 

6° Grado Area # 6: 
Conozcamos Figura s y Cuerpos 
Geométricos 

Determinació n de Rectas y Planos. 
(inte rsección) 

posición de Rectas y Planos. 

Angulas adyace ntes (Trazos, com-­
pleme n to y supl emento) 

Anaulos opuestos por e l v~rtice 

Polígonos regulares e irregulares 
(trazos ) 

Areas de polígonos regulares . 

Lo ngitud de la circunferencia . 

Area del círculo . 

Area y volGme n del prisma y cilin­
dros . 

Area l ateral y otal de la pirámide 

Volúmen de la pirámide 

Volúmen y área del cono. 

Area de la esfera. 

Poliedros reaulares 

Interpretación de datos estadísti­
ticos 

Gráficos estadísticos. 

Objetivos : 

Los mismos del 5° Grado . 



3er. CICLO: ULTIMA AREA DE MATEMATICA : CONTENIDOS 

7° Grado Area # 5 8° Grado Area # 5: 9° Grado Area # 5: 
onozc amos Figuras Geométricas I Conozcamos Figuras Geométri ca s I Conozcamos Figuras Geonétricas 

El punto , la recta y el plano (se­
mirecta , semiplano , rayo , segmento ) 

J\ng ulos: 

i ) Determinar puntos y regiones 
ii ) Comparación 
iii) Clases 

ol:Lgonos : 
i) Tri&ngulo (Const. y Clasif. ) 
ii) Congrue nc ia de tri&ngulos 
iii ) Propiedades q\le satsifacen los 

elementos de un tri&ngulo 
iv) Relación de los lados de un 

triángulo . 
v) Teorema de Pit&goras 
vi ) Relaciones trigonom~tricas 
vii) Construir polígonos. 
viii)nngulo s internos de un políg~ 

no . 

- Error y precisión de las medidas . 

- Perímetros y Areas. 

- An g ulos en el Círculos 

- Poliedos : Características y Cla­
ses. 

- VolGmenes de sólidos (Ar pas , late 
rales y totales). 

i) Prisma y paralelepípe~ 

- Area lateral , total y volGmen d e : 

i) Cilindro 
ii) Cono 
iii ) Pirámide 
iv ) Tronco de la pirámide 
v ) Tronco del cono 

- La esfera : Area y VolGme n. 

- I nterpretación de gráfica 

- Pendiente de una rec ta . 

- Gráfica de Ecuacio nes . 



NIYEL MEDIO: BACHILLERATO AREA DE GEOMETRIA: CONTEN I DOS (MATEMATICA COMUN) 

ler . Año Area lf 4 : 
Geometría Analítica, Vec tores 211. Año 3er. l\ño 

- Geometr1a l\nal!tica : - Geometr!a: 

i) Sistema d e referencias en el A plicación e n el áres de Tri- i) Repaso de l e r. año 
plano gonometría. 

ii) Distancia entre dos pun tos . 
iii ) Ecuaciones de la -

recta. 
iii) Pendiente de un segmento. 

iii) Ecuaciones de la -

- Vectores: 
circunferencia. 

i ) Definición. 
- Vectores : 

ii ) Vectores d e posición y l ibre i) Repaso de 1er. l\ño. 

iii) Suma y r esta de vectores 

iv) Producto de un esca lar por -
un vector . 

v) Vectores : igualdad , nu lo y 
opuesto. 

H 
<: 


