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TNTRODUCCION

La programacidén lineal, consiste en modernas técnicas y proce-
dimientos matem&ticos para la optimizacidn de funciones linea-
les. La base matemdtica para estos procedimientos data aproxi-
madamente desde 1920 y no fue siho hasta en 1947 en que el Dr.

George B. Dantzig hizo su primera publicacidén acerca del méto-

do Simplex y de ese tiempo para acd los prosresos han ido suce
diéndose répidamente.

Las primeras aplicaciones de la programacidén lineal se realiza
ron en el campo militar y hoy en dia tienen su mayor aplica---
cién en el desarrollo de la industria, el comercidén y ain en
lel ordenamiento de los hospitales de paises desarrollados como
los Estados Unidos. Este proyecto lleva como finalidad exponer
las técnicas, desarrollar ejemplos tedricos y précticos de tal
manera que gqueden evidenciados la utilidad y el beneficio que
puede traer a nuestras industrias y al desarrollo del pafs en
general el conocimiento de estos procedimientos y de sus aplica
ciones. Bxisten problemas de programacidén lineal (la mayoria -
de problemas de produccidn) en que se hace necesario el uso de
computadores electrdnicos, ya que de lo contrario resultaria -
demasiado trabajoso resolver un sistema de ecuaciones con 18

o m&s variables.

Es pues de gran valor para el desarrollo de la industria mo--

derna el conocimiento de la programacidn lineal.



SECCICON 1

ELEMEMTOS BASICOS



SECCICN I

ELEMENTOS BASICOS

El problema bé&sico de la progremacidén lineal es propilamente

el de minimizar o maximizar una funcidn lineal de la forma.
7= Cp Xy # Co Mg+ eeeeeot Cp X (funcidn objetiva)
Es claro que si nosotros asumimos que las variables tienen un
valor dado, el problema se hace trivial ya que se convierte -
una simple operacidn aritmética.
Si los valores que asumimos son positivos, la funcidn seréd --
también positiva, y si los valores que asumlmos son cada vez -
méAs grandes, la funcidn serd cada vez mayor. Por el contrario
81 nosctros damos a las variables valores ne.ativos la funcidn
. Pero . 1
serd negativa; poer 4qué sucederia si %, representara por ejem
plo el numero de articulos de cierto tipo a elaborar por una -
fébrica? Un valor de -¥y significaria la destruccidn de Xy ear
ticulos, o la conversidn de éstos en materia prima y mano de o
bra no utilizada, por tanto debemos asumir que:
KJ-E O en donde j=1, 2, 3, ----- n

En los problemas lineales existen restricciones que nos condi-
cionan la funcidn objetiva. Los tipos de restricciones con que
tropezamos son ilustrados en los siguientes ejemplos:
a) X¥,= 3 Esto significa que Xj es una variable pero condiciona

da a ciertos limites; para el caso X puede tener va-

1o¥r95 entre cero y tres.

b) Xré 3 Dsta restriccidn nos dice que X, es una variable que

1
puede tomar cualquier valor, toda vez que éste no sea
menor gque 3.



c) 2Xl—4X2+9X3= 4 Significa una restriccidn combinada de 3 va-
riables, en la que & Xl y KXo X5 se les per-
mite tomar valores tales que multiplicados -

por sus coeficientes suman 4.

d) %, - X, - X

el 3§ 5 Significa que X

> X5 X3 tendrdn wvalores ta

l)
les que sumedos algebrdicamente, se obten--

gen valores menores oiguales a 5.

e) 4X1—X2+6X3259 Zste se interpreta como el ejemplo anterior
excepto que los valores obtenidos deben ser

mayores o iguales a 9.

) X =X, Significa que para cualquier valor que tome Xl
tendremos un valor igual de X, y viceversa o sea

que Xl— X2 =0

g) Of}XlEQSO Esta restriccidn nos indica que X, puede tomar -

1
valores condiclonales entre cero y 5C inclusive.

ECUACIONES STIMULTANEAS

El desarrollo de los problemas de programacidn lineal nos lle-
van a la resolucidn de ecuacicnes lineales simulténeas. Estas
ecuaciones son las restricciones de las variables.

Las restricciones pueden presentarse como igualdades y como d=
sigualdades por e¢jemplo:

donde ¥, K,, K, son constantes. Bste tijo de inecuacién es



convertido en ecuacidn, mediante la adicidn de una variable de
holgura no nagativa y la funcidn queda:

Kl X1 + Ky %y + g A3 + &4 = b

La variable X, deberd asumir el valor necesario para que la e-
4
P 7

cuacidn sea satisfecha. Por ejemplo si X=X = X3 = 0 enton-

ces X, seré igual a b. <

b) e X1 + Ky X, 4 K3 XBE?b
Esta desigualdad pusde convertirse en igualdad, sustrayendo u-
’
[
aria cpativa ¥ K. K. + -5 -
na varlable no negativa Ky Xl + K2 K2 K3 X3 =9 b
Por ejemplo
2 Xl - X5 2 X3J?15

1 s R= - +2i—_{:q
se convierte en 2X1 X2 3 9 15
Si X, =3 ,% =5 X3 = 15 entonces X4 = 16

Lo anterior estd condicionado a la resolucidn por ecuaciones

simulténeas; més adelante introduciremos lo que 1lamaremos va
riables artificiales.
Para la resolucidn de ecuaciones lineales simultdneas es apli

cable la teorfa de les matrices.

S1 por ejemplo tenemos el sistena. 214 Xl + 312X2 + 313X3= 1
oy Kp * Aok +oapsksE by

bid =
831 4\1 + 8521).2 + 833}{3 b3
Las incdgnitas a encontrar son (Xl)’ (Xg) y (X3)

Llamemos A a 1la matriz de los coeficientes
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a 2 Llamemos b= b,
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Operamos de la sigulente manera:

AX=b (realizando la multiplicacidén matricial se comprucba)

A—lAX = A—lb (una matriz multiplicada por su inversa es i1gual
a su matriz identidad)

IX= A—lb (llamemos I a la matriz Identidad).

X= 477

b (Una matriz multiplicada por su Identidad da por re
sultado ella misma).

De aqui podemos encontrar las incdégnitas Xl, Xz, X3 por el teo

rema que dice: Si dos matrices son igualcs sus términos corres

pondientes en fila y columna son iguales.

LJ TN 4L + X, =
MPLO 2 & 2

Resolver 22{1 + 3X2= 1

i - R Py
301 }Xl 2[
S = ~ {= =
Sea A ld 3 X [X b {l)
i B 2 1
x= 4"1p
3 -2
a) Encontramos la matriz cofactor A =
-1 3

b) Econtramos la matriz adjunta que es la transpuesta de la ma

3 -1
triz cofactor, o sea A=
-2 3



i ‘ | 5 17'
lal = | = 3x3 -2x1 = 9-2 = 7
[ 2 BJ
-T
A [ = *
TR R
| 2 3
m—
(57 -1/7'1|
AT |
_ i
\=2/7  3/7;
Recordando la férmula X= A™'b
. -y
; - |
Sustituyendo 1 = 31 L/ . e
%2 -2/ 3/1 1|
N ) Jd
Realizada la wultiplicacidn queda
s - r/
Xy 5/7
'\X21 N l‘_l/'?
Por tanto X = 5/7

X2 =-1/7



METODO GRAFICC

Conceptos Bésicos

El método grafico para lza resolucidn de problemas de programa-
cidén lineal es de gran valor udnicamente cuando éstos tienen a.
lo sumo dos variables.

Antes de entrar en el procedimiento a seguir para la solucidn
de cstos problemas es necesario exponer un poco acerca de la -
representacidn ¢ interpretacidn gréfica de las ecuaciones e ine
cuaclones.

Las ecuaciones lineales como ya se expuso anteriormente son -

del tipo: Ax + By = C

as 1lnecuaclones correspondientes a este tipo son:

Ax + By =C (semiplano abierto)
X + Dy =C (semiplano abierto)
Ax + By=C (semiplano cerrado)
Ax + By=7C (semiplano cerrado)

Gréficamente y por ejemplos se explicarédn las condiciones de
semiplano abierto y semiplano cerrado.

Ejemplo:

Si tenemos la inecacidn 4¥ + 3Y >12 y queremos graficarla, se-
guimos el siguiente procedimiento: hacemos de la desigualdad u

na l1gualdad y luego encontramos los intercentos de la recta

4% + 3Y = 12

51 L =0 S1 Y =¢C
C + 3Y = 12 47 + C = 12
Y = 12/73 &X = 12
Y =4 X =12/4

¥4
|
(]
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De donde, el intercepto en el eje de las Y-Y estd determinado
por el punto (0.4) y el intercepto en el eje X-X estd determi
nado por el punto (%.C).

Con los puntoe de interseccidn graficamos

A

n la gréfica pusde verse gue el punto (1.1) estd por debajo

=

de la linea seccionada (jue se¢ ha trazado as? para indicar -
que sus puntos no satisfacen la inecuacidn), y el punto (2,73)
estd sobre esta 1lfnea. Por la regla de prueba y error demos--
traremos que los puntos que estén bajo la linea secclonada,
ni lo: puntos contenidos en ella satisfacen la inecuacidn, si
no Unilcamente los que estdn por encima de ella.
sustituyendo el punto (1,1).

40 + 3Y =12

4 {(1)+ 3 (1)>12

4 + 3>1¢2

7;# 12 Siete no es mayor que doce por tanto

el punto (1,1) no satisface la inecua

Cidn o



Sustituyendo el punto (2,3) '

4(2) + 3(3)>12
8 +9 >12

17=12 diecisiete si es mayor que doce, en-

m

tonces satisface la inecuacidn.
Concluyendo: “e le llama scmiplano abierto, porque los puntos
de la recta (1la eccuacidn) no satisfacen la inecuacidn.

EJemplo: Gr4afico de semiplano abierto:

| //
x&; e

‘ T

' X

Si la inecacidn del ejemplo anterior hubiera sido 4X + 3Y =12

este tipo de inecuacidn es un poco mds amplia e incluye & los
valores de la recta (la ccuacidn) como satisfactorios para e-

}2 =

lla. In este caso la gréafica quedaria:



I'étese que la recta en esta grafica no va punteada, sino lle-

na; es entonces la gréfica de un semiplano cerrado.
Asi como existen las ecuaciones simulténeas, hay también las

inecuaciones simultédneas, que tiene su solucidn en el conjunto

ae

puntos que satisfacen a todas las inecuaciones incluidas. C
bien que esté&n incluidas en un determinado conjunto convexo-po

4

ligonal, que no es més que la interseccidn de varios semipla--

Nnes.

Ejemplos:

1) 2¥ + 3y > 6
2) =i+ Y =2
5) X+ Y =3

| sistema de hacer ecuaciones, las 1lnecuaciones y

L

Atendiendo a

hallar los 1interceptos, grafiquemos:

N

Y= 2) =X + ¥=2 3) o+
=6 - + Y= 2 Y +

<
A

+
+

wl
=

51 X= C 51 ¥=C S1 X =

[
T
™
<
1
N
<
i
W O W O
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La solucidn al sistema de inecuaciones extd dada por los pun-

tos dentro del conjunto, poligonal convexo ASC de la grafica.

Explicacidn del Método

Los pasos a segulr para la resolucidén de problemas lineales
por el método gréfico son los siguientes:

1) Lectura y andlisis del problema

Z) Planteo de las ecuaciones linealcs (restricciones) que nos

condicionan al problema de acuerdc a los resultados que --



3)

4)

(S}
~——

<3
Ol

La

— 12 -

pretendamos obtensr vy la disposicidn de los elementos con -

que contemos para obtenerlos (andlisis de recursos y dispo-

siciones).,

Plantear la funcidn objetiva con base a las mismas varia---
bles inclufdas en el numecral anterior. Llamaremos 7 a esta

funcidn la cual trataremos de maximizar o minimizar segin -

Plotear cada una de las inecuaciones, en ejes de coordena--
das. Todas las ecuaciones ya graficadas determinarén un &--
rea qu= llamaremos poligono de soluciones factibles. Los --
puntos contenidos cn este polfgono satisfardn las restric--
ciones y los vértices de ¢ste nos dardn lo que mds adelante
conoceremos con ¢l nombre de soluciones bdsicas. Una de esas
soluciones bdsicas seré la solucidn dptima.
Para determinar cudl vértice es el que nos da la solucidn
Sptima determinamos la familia de rectas de la funcidn obje
tiva de la siguisnte manera:
la funcidn objetiva es:

Z= 2Xl + 3752

ccuacidn de la rects es: Y= a + mX.

Determinamos la pendiente de la sijuiente manera:

d-‘:‘:

K= - T Sen =¥
3 2(2 Z 2 < Sea X 1
Y =X

X2= /3 =2/% Kl

donde la pendiente ez de -2/%

Lue o sobre el Poligono de soluciones factibles trazamos una -



- 1% -

recta con pendiente -2/3.

53i la solucidn que buscamos es un méximo, éste estard cen el -
vértice mds alejado del origen: si es un -méximo- estard dado -
por el vértice més cercano al origen, slempre gue no sca el -

milsSmo.

Mds adelante con la resoclucidn de ejemplos por el método gré

fico y lea explicacidn del modelo analftico del Simplex, obser
varemos las ventajas que tienen el método gré&fico para proble
nas de dos variables y las ventajas del método Simplex para -
problemas de 3 ¢ mdés variables.

Por medio de ejemplos cesarrollaremos ¢l proceso para la ob-

tencidn de méximos y minimos, por el método de gréficos.

Es conveniente, por razonss de drden y para tencer un conoci-

miento global y relacionado de los datos del problema, hacer

antes de plantear las restricciones, un cuadro de recursos y

disponibilidades.

Ejemplo de Meximizacidn.

Una compafifa fabrica dos clases de cinturones de piel. El cin
turén A es de alta calidad y el B =2s de baja calidad. La ga-

nancia respectiva por cinturdn es de @0.4C y 40.30. Cada cin

turdn del Tipo A requiere =1 doble del tiempoc que que usa el

del tipo B, y si todos los cinturones fueran del tipo B, la -
comparifa podria fabricar 1000 al dia. El abastecimiento dc —-
plel es suficiliente U¥nicamente para 800 cinturones diarios (A
y B combinados). El cinturdén A requiere una hebilla elegante,
de las que solamente se dispone de 4C0 diarias. Se tienen uUni-

camente 700 hebillas al dia para el cinturdn B. iCudntos cin-
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chog del Tipo A y del ti o B deberdn fabricarse diariamente pa

1

]
[}

ra obtener ganancias dptimas?

{

Llamemos ¥, al numcro de cinchos tipo abricados diariamente.

1 A fa
X5 al nimero de cinchos tipo B fabricados diariamente.

Bl cuadro de recursos y disponibilidades queda como slgue.

Disponibilidad
X X de recurscs
1 2
‘incho A Cincho B
Hebilla elegantn 1 400
Hebilla corricnte 0 1 700
Piel 1 1 S00
Tiempo ¢ 1 1000
Ganancias 0.40 C.3C

Tabla 1-4.
Las restricciones quedan como sigue:
1) X, =400
1
Para fabricar un cincho tipo A nccesitamos una hebilla elegan-
" te, pero para fabricar £ cinchos tipo » necesitamos Xy hebi-
llas, pero este ndmero no pucde ser moyor que 400 ya que udnice
mente contamos con 400 hebillas de este tipo, o sea que X, pue
de ser menor, incluso igual, pero no mayor que 400.
2) X2,537OO se interprcta de igual manera
5) X1 + X, =000. La proveedora de piel Unicaments nos puede pro
porcionar a lo sumo &CC tiras para cincho (de
L v 2 combinados)

4) 2X1 + XzfilCDGQ Cade vez .que gastamos una unidad de tiempo

en hacer un cincho B, gastamos 2 unidades -

cnn hocer un cinche A.



5) Ademds las restriccioncs

L G-
X, >0

X2 =G

z

Lo que indica quée el numero de cinchos de A 6 B no juoé; ser ne
gativo, porquc no podemos destruir cinchos ya fabricados y ob-
tencer la materia prime 3 los gastos en que sc¢ ha incurrido pa-
ra fabricarlos.

6) La funcidn objctiva =std dada por:

S B e e -
Zrmax. 0.4C ¥, + 0.3C X%

2

La ganancia total s rf 1o ge ganamos por coda cincho A multi--

1

plicado por el ndmero d¢ cinchos de cste tipo (Xl) mé&s lo que
ganamos por cada cincho = multiplicado por ¢l nidmero de cin--
chos tipo B quc ¢ fobricen (Kz)g

1) X 0= 400 4) 2Xy + X, = 1C20

2) X5 = 700 5) X, =Q

3) X4 + X, = 80C 6) X, =0

Graficando:

¢

Xﬁ\S\ -

K= 70
PRI I S IR 10T SR T
¥
LR . X, XAy T r'\

Y

\\:_ \ X, =40C
0y -
F

i

/,
/", \

77N ‘

/
“":—/ / /.
__// // / / / E
N SISy
/ / SLSS / d

7177711777
LSS

/




NCTA: Se tomd X, cn cl zje vertical y X, en ¢l horizontal (se

acostumbra zl inverso) con ¢l objeto de hacer notar que es po

a

sible resolver el problema con cualquicr ordenamicento de ejes.

Interceptos
Para 3) Para 4)

n
}_J
}__?;i
i
‘]
w2
'._.‘.
<
i
(@]

AN
A
3
11
'_1
@
)
2]

0
}_J.
e
I
O

X, = 8C0 X

I
\J

Trabajando con la funcidn objetiva

EIICOD tI‘\_]U.Oo :[_" PETIA L EIT
iy & A - 2 - O n‘ ;‘{
Ve L Ly

! 7 _ 0.3%5
2 “:.'54‘ /".n4

U

El poligono de solucioncs factibles estd determinado por los
puntos A,B,C,D,E y T.
Al desplazar la recto do 1la funcidn objetiva (con pendiento

m= -3/4) resulta que

m

¢l punto C el dltimo que toca, sin to
car a ninguno mds (se cumple, que todos los puntos del drea

de soluciones factibles estdn bajo la funcidn objetiva) proyec
tando hacia los cjes obtendremos las coordenadas punto C, -

XlIZOG ¥y er oCO, de donde zl1 nUmero de cinchos que debemos -

producir para obtener ganancias dptimas es 200 del tipo A y -



6CC del tipo B.

Las gaonancias mdximas

Z= 0.4 x 200 + C.%5 x
Z= 80 + 180

Z = 260

Todos los dem&s puntc

Comprobaci®n analitic

- 17 -

serdn

lala

ASA W

r1osolucionss

col meneores ganancias.

el

Se dijo anteriormentc

no dan solucioncs b4

funcidn objotiva deomo

yores anancias.

1) Sustituyendo  Aj;
=
A
Z. =
H

2) Sustituyendo

que Unicamente los vértices del poligo-
eicas, sustituyendo estos puntos en la -

strarcmos que el punto C cs ¢l que d4 ma
(;= 400; X,= O)

C.4 x 400 + 0.3 x O=
=16C+ C

16C <260

(K124CC) (&2:200)

Zo = C.4 x 400 + 0.3 x 2CC
Zo = 160 + 60
EB = 220<26C
3) Sustituyendo Dj; (?12 100) (4, = 700)
Zn = C.4 x 1CC + 0.3 x 70C = 0O
Zny = 250 <260
4) Sustituyendo E; (¥,=0) (X,= 7C0)
I = 200 <260
5)Sustituyendo ¥; Z, = 0 ya que este punto estd en el origen



Ejemplo de Minimizacidn

1) Una compeafifa ticnc dos tipos de inspectores: Clase I y Cla-
se II, dependiendo de la rapidez y exactitud del inspector. El
inspector de la Clase I rovisa 15 piezas por hora y el de la
Clase IT 2C »iezas por hora. Se deben revisar 16C0 piezas como
mo minimo diarismentc. i solamente disponemocs dc & inspecto-
res Jdc la Clase I y 1C inspectores de la Clase II como méximo,
La tarifa de los inspectores de Clase I es de 42.0C por hora

-

y la Clase II gana 1.75 hora., El1 trabajador de la Cla

Cr]

- T
r\_l 2 -—

trabaga con una cxactitud del 98% y ¢l de Clase II ticne tna -

m

exactitud del 95%. Cada crror de inspeccidn cuesta ¢ 1.,0C. —--

e il e

iCudl debe ser el numero de trabajadores de la Clase I y Clase
IT para minimizar los costos y cumplir los requisitos de ins-—-
peccidn.?

Cuadro de Recurscs y disponibilidades

Tabla 1-2

Restricciones Trabaj. Trabaj. Jisponibilidad
Clase I Clase II

N? diario de pieza
revisadas 12C 16C 1600

1))

Limite en disposi-
cidén Inspec.Clase I 1 S

Limitz en disposi-
cién Inspec.Clasc II 1 10

Costos diarios X042 . 4x1 1.75%8+ 1x8 Minimo

El cuadro gquedard cxplicado con el desarrollo del problema
.-1

D
- Un trabajadro de Clase I revisa 15 x 8 = 120 piezas diarias
con un 98% de eficiencia, por lo tanto en 12C piezas dia---

rias yerra en 2.4.
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- Un trabajador de Clasc II rcvisa 20 x 8

= 160 piezas

la-

rias con el 954 de =ficicncia, por lo tanto en 16C piczas -

yerra £ plezas.

- Sean ¥, los trabajadores de Clase I

4

-X_“’- "n LK} n " I‘J:

La rcstriccidn de que -2 deben revisar como minimo 1600 pie-

; . S
zas8 se cxpresara:

y las restricciones de que 2l mdximo de trabasjadores de

se I es 8 y de Clasce It es 10 se expresan Como

xxg_i lO

3
o=
o
7
-]
-]
)
(>

51 cada pieza mal rovisad
trabajador son ¢ 2.00 y 1.75 para la C

dicidn diariamente nos recprescntard

[N

= ( 2.00 x 8 + 1.0C x 2.4) X+ (41.75

= 5

cs 1o funeidn que nos interesa minimizar, resumiendo:

Hallar

Z min= (16 + 2.4) o (14.C0 + 8) Xy =

sujeto a:

12C Xl + 16C XQ:E-lGCC

X e

l-?'-
X,=10
2

yEL=0y X320

Graficando las restricciones tenemos:

la Cla



Xe= r_:-

Atz 0

w2
>
.

Ps -
t
a i
H
!

e

.

1

=, 1.7 X, ~
1

Por lo tanto ¢l conjunto convexo poligonal cerrado ABC es ¢

frea do solucidn factible

Grafiquemos la funcidn obj

P ARp—— iy =l T —
ta ticne comp ecuzcion Y=

La pendiente es cntonces

del problema.

tiva; recordando que una linea rec

+ mx, encontremos m= pendiente de

negativa: - —&5—

Como ¢l objeto del problema es minimizar la funcidn Costos,

2l dreca de solucidn factible cstard dada sobre la funcidn ob-

Jetiva. Graficando la fun

que es igual

&=

su pendiente negative y d

'

ne A,;B,C en que todo éstc

Cbjetiva.

7

y =)
Xn=——== — 18

27

v e

cidn objetiva Z=1€.4X + 22%,, 4 lo
[ 48

0 sca graficar una rects con

&

2.4 Xl
csplazarla hasta ¢l punto del poligo

quede sobre la recta de la Funcidén

(RS PSR VYR SR P A
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Desplazando F(Z), solo cuando pasa por (A), tiene todd =1 érca
de solucién factible sobre ella. Entonces el punto (A)= (0.10)
da los costos minimos,
Comprobando a) sustituyendo (A) = (C.10)

Z= lﬂhéXl + 22X2

Z= 0 + 22 x 1C = £2C

b) sustituyendo (C) = (8.4)

Z= 1.4 x 8 + 22 x 4

= 14,92 + 88 = 2%7.2

I
E
=
)

c) sustituyendo (B)

Por tanto (A) db el minimo
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METCDO SIMPLEX

Algoritmo

Desarrollamos el algoritmo del método Simplex para resolver un
problema de maximizacidnj en exposiciones posteriores se hardn
las considcraciones necesarias para aplicarlo a otros tipos de

problemas.

Propiedad=s deo la Solucidn

En genceral los problemas de programacidn lineal se presentan

como siguc: “ncontrar los valores de Klj Xo, Xgoou{n

que satis
fagan las sijuientes restricciones:

1) a Ko + ay4 L0 + ooe. +0 Y. = b

11 ™1 12 72
851 11 M R X = b2
2%t am2{2 tooeeeeset a XS bm.

2) y guc meximize

2= Cp %y + Cy Xy + ....40n Xn

N
~—

v que ademds las variables ¥X.>C (J=1,2,3%, ...n)
o lo que es lo milsmoe

4) AX=b

5) Z= CX
X =20

cn los numercles 1 y 4 debemos hacer las siguientes suposicio
nes:

1) Las restricciones que eran inccuacionas han sido ya conver-
tidas en ccuaciones mediante la adicidn o sustraccidn de varia

bles de holgura.



2) Todos los bi>C lo cuixl y. hu reoquerido 1a transformacidn co
rrespondionte si fuere nocesario (multiplicar nor -1 toda la o-
cuacidn).

Para la comprensidn del procedimiento del Simplex ¢s noccsario
gstablacer clertas definiclones:

Definiciones Bdsicas

1) Un2 solucidn posible del problema de la programacidn lincal

es un vector A= (Xl Y 13 ﬂ,,cin) »1 2l cual dobe satisfa--

cer a las restricciones, y la condicidn de no nezatividad XJE_O,

2) Una solucidn posible bdsica oz una solucidn posible con no

Low

e

s de mXy positivas (siendo m 2l ndmero dc restriccioncs).

3) Un2 solucidn posible bésica no degencraca ¢s una solucidn

posible con exactamente m kel positivas.,

4) Unc solucidn posible dptima s una solucidn posible juo ma-
ximiza o minimiza le funcidn objetiva.
5) &n un cspacio vectorial K decimos que vectores son lincal-

r
. . . R . . 5 o~ - o e
mente independicentes si la dnica combinacidn lineal A— ¢41 X1

iz
que esta se2a 1gual vector nulo, 2s que todos los i sean 1--
gual a cCero.
6) Conjunto Convexo: un conjunto convexo K ©s convexo si para
cualquier combinacidn de dos de =zus suntos le X5, ¢l segmento
de 1fnea que une a estos dos puntos cstd totalmente incluido
cn ¢l conjunto. Lo anterior significa que si 4y X5 son Cil -
(subconjuntos de K) todos los puntos do K=tX, + (1- ) %

O< =<1 (combinacidn convexa) dcberdn estar dentro del conjun

10,



La expresidn matecmétic

expresa todos los puntos

vy X5 ya que por

2

quicr combinacidn de m

mntorior condicionada

del segmentce quo

definicidn

(A

nsos 1limite

=
L)

unc a los puntos X

i

do cual

los coeficientes

hno
(@15

nntos de un conjunto convexo dce sor

sjemplo g

Convezxo

7) Punto Extremo. Un punto { 28 punto cxtiremo de un conjunto
convexo 8i y sdlo si, iste una combinacidén de puntos cua-
lesquicra de NN (’l # IZ) tal que X = (1-4) X+ 0%
c<i <.

La expresidn indica qu:- un punto extremo no puede estar "en--

tre" otros dos puntos cua
X4

VAN

a7
2=

X3

e

i

g
=

£

lesquiera del conjunto

I

X, son Puntos Exirecmos

S g 43
X4 no 2s puntec oxtremo



- 25 -

, Una combinacidn convexa ¢s una combinacidn tal que 1o sum

dz los coeficientes de los eléementos combinados resulte iual

s

¥z s ; ?5 y . :ZZ ——————

(2l cs 1M + £ D X2 + :AS 3 > Xl’l
L :

tal qu- = 1 =1

Tcoremas -dasicos

Teorcma 1). LL conjunto do todas las soluciones posibles al --
problema de programacidn lincal cs un conjunto convexo.

Demostracidn. Para 1la demostracidn supondremos que tencmos dos

soluciones cualesquicra de un problema lincal y haremos con c-

1las un> combinacidén convexa, y ¢sta combinacidn deberd ser --

tambidén una solucidn posible. Supongamos que 1las solucioncs son:

"

A (Xl) b

A (X2) b

5

S= 2s 1la matriz dc los coeficientes

<

4 Ao o = Y 4 7
kl pucde ser Xl (Al, DO XS, ,DQ,XH)

Ava 7 — v} 1) o |
A2 X2— (le 9 X27 .'3 nuaan)
fars

Se supone 1z no negatividad de las soluciones

Haclendo unz combinacidn conveza con los dos vectores y llaman
do ¥ a la combinacidn resulta: X:;xxl + (1-9%) Lo C==x 21

multiplicando o ombos micmbros por la maetriz cocficientes

AL = & ./:\{Kl + (1 - =) :\:2’
A = ok + (1-%) 4X,

e =1
- =A%

A = oA, + AXA
< <



p':;‘ ro 1\ Ll = b
A AK2 = Db
{=b+b-">0
aX = b

La combinacidn multiplicada por la matriz coeficicnte resulta

ser tambidn unac solucidn pcsible, por tanto ¢l conjunto de so-
luciones es un conjunto Convexo.

Teorema 2 Lo funcidn objetiva, prescnta su punto dptimo (méxi
mo ¢ minimo) en un punto cxtremo del conjunto convexo formado
ror 1lus solucion=s posibles (llamémcslo K) Si alcanza el dptimo
es més de un punto extremo, cntonces toma ¢l mismo valor dptimo,

para toda combinzacidn convexa dc todos csos puntos.

Demostracidn . %1 conjunto convoxo K tiene un ndmero finito de

puntos extremos. Puede representarse como aparcce cn la figura

—ig ™~ =
(_ . y o
X X
Fig. 2-4 %,
La demostracidn sc hard para un oinimo :

Los puntos Xl, Xg, AB, Y4, .;;aXp son puntos extrem

@]
m

ol

Llamemos Xo 2 la solucidn minima posible, de donde



F Xo FX = Cuslquicr combinacidn de los elementos de Xo debe-

rF

ré4 scer mcnor que cualguicr combinacidén de cualquier

otro punto.
Partamos del supuesto qus Xo no c¢s puntec cxtremo y quc c¢s la
solucidn minima (ver grafica); 2-4)

) Ao - T i STl e A, i o L T 3 & ~
Representemos ¥o como una combinacidn convexa de los puntos

1) desorrollando
s r
F (o) = F .=

F(X) =T (¥ %1+, X, T CIRRPPRNL S R F

Llamcremos m (minimo) = csta funcidn por quc para cualquicr -

[07]

-

combinacidén deix: {ﬁ ne disminuird cl volor do clla.

N

m== FX +7 .4 FX, 55, T Pl
1 1 o < =P
Dado que los v=ctorcs Xi son linecalmente independientes.

Y forman un conjunto conVﬁxo;(ing N > X1 =1

Suponsamos ahora F (Xm) cs la minima FXi y sustituyamos los va

lores en la F (¥Xo) = m, entonces el valor T (Xo)disminuiréd si

csta pero:F (Xo) £ FX para todas las X del con-

0
—
O
E‘\
=
v
B
|_J
=
1

Junto, entonces si F(¥Yo) es minima tendrd que resultar F(Xo)=

(¥Xm)=m. Luego siempre hay un punto cxtrcmo ¥m donde la funcidén

objctivae ticne su minimo valor.

Probando la Scgunda partc del teorema

Supongamos que F (X) os minima en mds de un punto extremo, por

ejemplo X., ¥X,; .s...X_en este caso: F(X,)= FX, = F(X:)ee.oo

P SpE o

3

r



[_

X )=m
( q)
S1 un X cualquicra zs combinacidn de las demds {1 puntos cxtre
a —
mos tendremos: x = S <Xi X
i=1
\. e
pcracx; =0y j;lmj_:l
cntoncecs F(X) = F (< lhl O Hoy F aaounfggq q)
F(I) =00, F (Y o X . FY
f(x;) ,A’r_,l ix (Ll) +7 ) F (L2) + . oae 5+C’,‘"q I'qu

pero F (El) = F (YQ): F (X

(3 = A +oy +e e e nes
()() m ( ~71 X0 ol .\_)(q)
—
Pero adcemés FX = 2

ra— mo s
1=1 L

~

Ty . .,

Loy =1 (por scr combinacidn convexa)

Por tanto I'(X) =m
Fntoncos la comblnacidn convexa de todos los puntos xtromos
que presentan solucidn minima cs tambidn una solucidn minima
en cualguier punto (¥X) d> 1l combinacidn.

Tcorcma Si ¥= (Zl Ly, X

Jjunto convexo d¢ solucioncs () entonces los voctores asocla-

3 DQQXH) 28 un punto extremo del con-

dos de les X pcsitivas, formon un conjunto lincalmente indepen
diente. De aqul que &l menos, m de las £, son positivas: (m i-
gual numzro de ccuaciones lincales).

Demostracidn.

wupongamos los primeros K coeficientes diferentes de cero, on

tal forma que: K

7 ¥i Pi = Po

1=1
Z

La prueba scrd por contradiccidn,



Scan Pl, P, , ....F, linealmente dependientes, si cestos vecto

2, Q
res son lincalmentc dependicentes, podemos hacer con c¢lles una
combinacidn lincal igual a cero (definicidn de dependencia 1i

neal)

Sea di la variable

Por la definicidn de dipendencia lineal al menos una d. no es

igual a cero.

Desarrollandg < L. P. = Po

Tencmos Xl Pl + €2 P2 + X

P g . “r D} = :[Z)".:) ( ‘— )

Supongamos una d >0, multipliguémosla por (1), sumémosla y -

restémosla de (2) y obtongamos dos ccuaciones.

¥ P1+d .2 di P1 = Po (Solucidn Kl)

k o = i vepi ‘%
= X1 P1 - ada > di Pi = Po (Solucidn X,)
S = el

i :::ika Coua.0)

4) X = £ Pi (4 -dd, ¥ ~ ddy, ..e..X - ddy, O....0)

s

k
G _ [ : a7 3 h'a
Lot Xy, =2 2 P1(2f + 2%, + {30 - Xk)

N

o+ X = = )
T4 ~ ~ -
1 2 > Pi (¢, + X, + X v i

1- A
Xl + X2 = 2_i§_l L 1 Al
1- .
1/2 Xl + 1/2 {2 = > 1 X1
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-

S Fii =X
1=1

J
o

1/2 ¥, +1/2 X, = X

1 2

Lo cuzl contradice lac hipdtesis do que X ¢s punto cxtrcmo por

e R 1/2 por tante, la suposicidn d< independencia

lincal ¢s f:21sa par. los vactores P,, P,, P WP e

19 Pos PgeeooPy
Con la demostracidén de los tres tcorcmas anteriores, tencmos
suficiente base cicentifica para entrar a la obtencidn de la -~

tabla dcl Simplex.

CoTENCTION om La TABLA DEL SIMPLEX

Tara comprender con mayor claridad 1a daduccidn de csta tabla,
lo hareuwos con un ejcmplo sencille d2 tres variables cn un -
problema de maximizocidn, y tambidn con el objete de trabajar
dircctamente con ndmeros y no literalmente, para poder haccr
as? 1o simplificacidén del caso.

PRCBLEMA: Incontrar cl vector X que satisfaga ol sistcma:

¥, + 2X2 < 8

o
=

X, + 5%, =10

3
Y, + 2X2 + 4X3f§15

N

}_l

y que maximiza la funcidn objcetiva
= 3%, + 5 U, + 4%

Z 3/\1 5 -2 4/&3

1) Agregaremos 12s variables de holgura, con ¢l objcto de con
vortir las desigualdades en igualdodes y tener asi una matriz

identidad y con ella la primera solucidn bésica, la cual trata

remos de mejorar hasta encentrar la dptima.



2y + 3, + Oy + X, + OXg + Okg = 8

% 4
0%, + 2%, + 5%, + CX,+ ¥ + CX, = 10
2 3 4 5 6

<r ~r AN N 3 ava T
l + 21&2 + 4;‘_3 =3 N s N x U \.5 + XE l)

“ )

bla 2-1
dejemos por fuer 2 las variables y oscribamos la matriz coefl
clentes:

11 kg X,3 X

®)

2 5 C 1 ¢ =10
3 e 3 0 0 1 =15
Tabla 2-2
Una primera solucidn scriz
X4 = 8 X =0
X5 =1C X, = C
16 =15 - ¥z =0

A\

Esta solucidr no pucd~ ser dptima, ya que cstd dada para va
riables no rocles; tratarcmos shora de que la prdxima solu-
cidn 2sté dada en valores para variables realcs.
Probemos ahora cudl de ¢stas variables nos va a producir un
mayor aumento on la funcidn objetiva, a2l introducirla a la -
solucidn. 51 introducimos Kl, expresemos las variables de la
solucidn actual cn funcidn de Xy

1) X¢: g - 2Xl
c) X5: 1O—C'"I1
5) X6 :15—5x1

La funcidn objetiva cs. 4= 3X1 + 5X2 + 4K3 + 0K, + OX5 + QX



Por cadn unidad do ¥

{(; quc introduzcamos, Z aumenta en 3xl, pe

r 4

ro ademfs deo (1) podemos deducir que ¢l valor do K4 disminu-

y2 cn dos unidades por cada Xl quz introduzcaomos, asi:
T, =8 -2z
4
Xi =& - 2x2 cote...
de aquf quc debido a i%, Z disminuird <2 2xC al introducir

Xy . Debido o X5a Z disminuird cn OxO al introducir X .
Debido a Xey Z disminuird cn 3x0 al introducir Xy

1 zumento ncto de Z2 a2l introducir X, serd do:

1
3 - 220 - 0xC - 3x0 = 3
Si introducimcs ahore Kgﬁ tendremos que expresar 1las varii--

bles de la solucidn en funcidn de X2

1

5) 3{4 8 - 3%

o
>
1

5 10 - 2X2

7) X6 = 1b - 2X2

4) 2 = 38, + 5, + JL, + 0N, + CX. + CX
1 4 3 o 6

5

[an
{w
=

Por cada unidad X, que introduzcamos Z aumentard cn 5x1

24

D (5) se deduce que ¢l valor do Xy disminuird ca 3 unidaodes.
por cada unidad de KZ que introduzcamos y Z disminuird debido
<7

a X, en 4x0.
{4 3

Jebido a X5 Z disminuiré en 2x0 21 introducir X2
Debido = X6 Z disminuird en 2x0 al introducir K2

El aumcntc neto de 2 al introducir X, serd de:
)

-Bbx1 - 3x0 - 2xC - 2x0 = 5



S1 introducimes chora 7., tondrcmos que cxpresar las variables

do 1la solucidn actu-l -n funcidn do ¥

)

\-‘
—
e
1
—
-
N
P
N

-

La funcidn cobjotiva Z cumenta cn 4x) por cada unidad dco 33 qua

0

introduzcamos.

Dcbido =2 7 disminuird cn 0xC a2l introducir ¥

/\3
Debido 2 X Z disminu.rd on 5x0 al introducir X3

iy

=

o

Pecbido a X Z disminuir”® on 4xC al introducir

(SN

E3
Bl aumento ncto de 4 snrd de.

@4— CxC = 5x0 - 4xC = 4
De 1o enterior deducimos que la variable que nos conviene in-
troducir en la solucidn os J2 ya quc s la quc nos produce un
mayor aumcnto cn la funcidn objotiva.
Ll;momo:_gj © los =2umeatos nctos al introducir cualcesquiera va
riablcs y obscrvemos quo 1o variablsz que nos aumcenta mis 13 --
funcidn cbjetiva v que por lo tanto introducimos

la que oca-

J
que mecdnicementcs se hizo fuc:

siona un mayor /.. Cbservemos tambidn que para cncontrar ﬂj 1o

Al coeficiente en la funcidn objetiva de cada variable (1lame-
mos Cj a cstos coeficicntes) 1le restamos 12 sumatoria de las -
multiplicaciones de¢ loco cocficientes de las variables en la so-

lucidén actual (llamemos C. 2 estos cocficientes) por los coefi-

cientes del vactor que pretendemos introducir (llamemos % aes

tos cocficientes). Lo que exprcsado en férmula es: A .=C.-£C1 4.



Ya sc ha c¢ncontrado cudl os 12 variable qus cntrard 2 1a nue-
va solucldn, tratcmos de cncontrar ahora cudl variable es 1a

que convicne eliminar do 1la solucidn pars leazrar nuestro obje
tivo, para eso dcebemos recordar las ccuacioncs (5), (6), (7),

asocladas con la 1ntroduccildn do X2 a la solucidn

5) X4=8—3f{2

6) X5: 16 - 2X2

Vo= - 2%
7 ) L6 15 5.2
Recordemos ademds 1la no negatividad de las soluciones y obser
vemos que en 1a ecuacidn (5) el mayor valor que pucde tomar
r

X, sin que X, se haga negativa es 8/%; en la ecuacidn (6) el
< T

mayor valor de X2 sin que X5 se haga nezativa es 5 y cste ma-
yor valor para la ecuacidn (7) cs 15/2, pcro entre cstos tres

valores sdlo hay unc que satisface 1la condicidn de no negativi
vidad para todo cl sistema estc valor o¢s ol menor de los tres
o sea 8/% quo corresponde a la variable X4° Lo gue guiere deo--

cir que al eliminar X, X, puede tomar su mayor valor, por tan-
oy

2
to climinamos K4 de 1z solucidn e introducimos a X, en la mie-
ma.

31 observoamos el proceso saguidc para obtener 1la variable de
salida notaremos gquc lo que mecdnicamentc sc¢ ha hecho es divi-
dir los términos independicntes (1lamemos bi a estos términos)
entre los correspondicntes coeficicntes del vector entrando --
(ai) y el menor de estos cocientes nos indica por corresponden
ciz cudl es la variablce quoe sale. La variable de salid: ¢s la

asociada zl menor cocilente bi/ain Habiendo cncontrado ya las



variables de cntrada y salida escribamos de nuevo la matriz —-
cocficientes seflalando en olla el pivote, el cual estd determi
nado por la interseccidn de 1. columna de entrada y la fila a-

sociada a la variable de salida.

Y ; ¥ 4 % .
Aﬂ_i }(L A\Q 1S ) [LI;_ X5 Li,‘)
X, 2 31 o 1 0O 0 =8
£g  C p 5 0 1 0 = 10
L =z 2 ERG o 1=15

in -1 extremno

B
O
&
]—J

o ho sido situad. la columna Ti

, par:z
indicar cudles son 1las variabl:s quc estdn ¢cn la solucidn, o
demds, el pivotc ho sido secfialado cncerrdndolo cn un cuadrito.
Sustituyamos ahora = L. por X2, pero para que X2 fstﬁ dentro
de la solucidn posiblc, sus cocficientes deberén estar inclul
dos en la matriz identidod, lo cual vamos a legrar mediante

operacioncs matriciales.

Multiplicamos 1o primorn fila por 1/3%, <dzspuds csta misma fi

0

la ya slterada la multiplicamos por -2 y so la sumamos a la -
segunda y tercera fil o, deo tal suerte que 1o nucva matriz

coeficicntes sert:

< L= X (.- X . X

1 £ Z 5 &t 9) )
X, 2/3 1 0 1/3 ¢ = 8/3
X -4/3% O 5

0
-2/% 1 0 = 14/3
£g 5/% 0 1 -2/3 1

O

Tabla 2-+



Trataremos como c¢n el caso anterier, de mejorar la solucidn ac
tual, lo guc lograremos mediante 1la oplicacidn del mismo proce
so y haobrcmos 1llezado 2 12 sclucidn dptima cuando tedes los

aumentos nctos (¢3i) calculados sean negativos o nulos,; lo que
quierc decir que ya no e€s posible mejorar 1la funcidn objetiva,

ya que no seria posible lograr aumentos,

Una vez comprendida la rutina del proceso continuaremos con cl

5

desarrollo del problema, aplicando el proceso cn una forma me-
cdnica. Y2 obtenida 1la solucidn, ¢l siguiente paso cs determi-
nar la nueva variable de entrada valiéndose para eso del cédlcu
lo de los A ..

d

Para Xl AL = 5x2/% - Cx4/3 - Cx5/3

NJ1 = -1/3

Para

e
N
>
Ca
(]
I
T
I
\J1
P
'_l
I
O
™
O
I
e
5
O

Para X5 b3 = t - 5%C - 0x5 - x4
Aﬂz = 4

Para {4 Lj% =0 - Sx1/3 - ox2/3 - 0x2/73
Naao= =573

Para £, .- = 0 - 5xC - Ox1l - 0x0
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La variable que nos producc ¢l mayor ( j) serd la variablc en

v

trando, para ¢l caso £z

Una vez encontrada la variable entrando determinaremos ol ma
yor valor dc ésta que nos conserve la no neczatividad do las
scluclones o seca ¢l menor valor do bi/ii, cncontremos pues es

tos términos:

8/3 = e} chals ohe)
o~ TSoQque corresponde a X2

14/3 x 1/5 = 1+/1% que corrcsponde a X

\J1

29/% x 1/4 = :9/12 quc correspondc a X

(o)}

El menor es el que corrcspondc a X5, entonces esta scrd susti
tuida por £3°
Seguldamente ordenaremos los datos de tal monera gque podamos

Y

varlos todos claramente sefizlando las variables de entrada y

salida.
PRIMERA TAELA
L XX, X% X, X % b,
> X 2/5 1 o  1/3 0 o 8/3
C 4 “4/5 G 5 -2/3 1 0 14/3
C X 5/3 o TZj -2/3 0O 1 29/3
c. 3 5 0 o c
J
Solucidn 0 3/3 O C 14/3 29/3
by e
i - - - 11715  29/12
ai ‘ntra | an]a
':'V'l 4 \L [ N N "

El nucvo valor de 12 funcidn objetiva seria

Z= 3 x C + 5 x8/%5 + Ix0O + 0x0 + 0x14/3 + 0x29/5
Z= 40/% '



¢ sca que Z aumentd de G a 4%0/3
Introducimos X; cn 12 sclucidn y opcrando ya mecdnicamente
tabla queda como siguc
o Xl XZ Xé,, X, XS X bi
5 ‘{9 2/% 1 C 1/3 Q C 8/3
4 X3 -3/15 G 1 -2/1% 1/9% © 14/15
c X 11/15 E C -2/15 -4/5 1 89/15
€ % 5 g G C O
J
solucidn C /3 14 C G 89/15
ﬁ :l_l -L5
5 - - -17 — -
_ 15 5
Ly - - 89/41
j:L T 2 |
entra @ salc
¥l nu~vo valor de 4 os 765
41
La nucva sclucidn es:
\.2 = 'Q'/) .ll = C
Xe = 14/15 X, =0
7 “
X6 = 89/15 K5 =G

Y .1 nuevo valor de la funcidn objotiva cs:
256

2 = 52

-

Como aun tenemos posibilidad do aumentar =21 valer do 2 ya -

que con X, todavia tencmos aumecntos positivos continuamos -

1

con 17 sigulente tabla la cual queda:



: . : . . - v .
Ci Xy Xy (g Xy L X, bi

b )
5 X 0 5 0 15/41 8/41 -10/41  50/41

3 O C 1 - 6/41 5/41 1 /4] 62/41

N O -2/ =12/41 15/41 29/41

J
Solucidn 89/41 50 62 C C C

[
P
[
|
|
I
|
o A
=
|
+ N0
I+
!
«h»‘f——‘
=

Los términos bi ya no ¢s nccesario obtencrlos ya gue 1a solu
al

)]

cidn es dptima porque no pucden haber aumentos cn la funcidn

u

objetiva debido a que todos los aumentos nctos son negativos

o0 nulos.

La solucidn Jptima ces Xy = 89/41 X, = 50/41

C X = 62/41

P
i1

CASOS ESPECIALLES

1. Existen valorcs negativos crnitre los términos indepcndientes.

Si tuvidramos que maximizar una funcidn (Z) de (Xl, X5y ¥ X3)
o
quc estd sujeta a lus sisulentes restricciones
X ¢ Xy ¥ Xy <6

-4, = 2X

1 +

N - J
Ag S~ =2
) =

2

Introducimos las varizbles de holgura y el sistema quedsa

1) Xl + X2 3 + X4

2)=¥X, =2%, + X, +O¥, + ¥X_ -
) 1 {Z {3 +OX, X 2

L. solucidn seria:

+ X

+ (¥ = 3

X, = 8
s".
X, ==2



[

Lo cual no es posible ya quc las soluciones nunce debern ser
ncgativas.

Para solucionar ¢l probloma agreguemos una variable artificial
Xg que deberf ser menor o igual gque su correspondiente varia-

ble d¢ holzura (X5) v ademds deberd ir con signo ncgativo. Es

te es solo un artificio y ¢l sistema queda:

X, + %4 + X, + X, + 0¥ + CX = &

1 776

2
3)—Xl - 2X2 + Lz +C;; + 15 + ¥ =-2

Multiplicando por (-1) a ambogs lados do 12 ecuacidn (3)

- . o ; o
¥ + X, = %a + £ =8
1 2 3 4

X, 24, - X

1 2

La primera tabla
pid

1
4 1 ik 1 1 O O 8
1

Solucidn C 0 o ¢ C 2
La splucidn cumpla 12 no negatividad, pero no cumple la condl

cidn Xg< Xy por tanto todavia no cs solucidn bdsica. Intro-

b

duzecamos ahora una do las variables rceales y hagamos salir a
Xg, pero dc tal manera quc ol hacer las operacicnes matricia-
lecs, los bi sicmpre qucden no negatlvos.
La variable escogida fuc %5, quedaondo 1a tobla como sigue:
X4 1/2 C 3/2 1 1/2 -1/2 7
1 -1/2 0 -1/2 1/2 1
7

Z. 1/2
[

—
O

Solucidn O C 0
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Esta solucidn ya s factible, porquce consta dc coordenadas no
necoativas, adomis X5= X6 = 0 o sca cuxnple que X6f515a Unz vez
que 12 variable artificicl ha cumplido con su cometido, puede
ser eliminada del problema, y continuar con ¢l desarrollo nor

mal -del problema Simplcx.

Eliminada 12 variable artificial X6’ tabla queda asi:

Xl Kz X3 X4 X5 bi

1/2 0 3/2 1 1/2 7

1/2 1 -1/2 C -1/2 1
Soluc. O 1 0 7 G

y continuamos con ¢l proceso SimpleX.

En el ejemplo anterior habia unicamcente un bi negativo, pero
c¢n caso de que hubicra mi3s de uno, sc¢ agregarian tantas varia
bles de holgura como términos bi haya negativos; los cuanlcs
irin siendo eliminados una a una cuando hayan cumplido su ob-
Jetivo y en cada caso serdn recmplazados por variables origi-
nales. Lo anterior sc comprenderd mejor coa un ejemplo més a-
delante.

Es necesario mencionar, que cuandc sce va a maximizar una fun-
cidn las desigualdades sc deberédn scr del tipo £ + Y= B, pero
sl acaso tuvieramos una restriccidn del tipo X+Y=DB, la podria
mos convertir, multiplicando a ambos lados de la desigualdad
por (-1) y quedaria -¥ - Y =-B: cntonces ¢l signo negativo --
del tédrmino independiente seria tratado mediante una variable

artificial semin ¢l proceso descrito antericrmente.



Hemos tratado ¢l protlema en ¢l caso en aue tenemos términos in
dependientes con signo negativo.

MINIMIZACION

Los problemas de Minirizacidn se resuelven de la misma manera
que los rroblemas de '‘aximizacidén, con la Gnica diferencia cue
a2 1a F (2) que se pretende minimizar, se le cambia signo, y lo
que se hace es meximizar -F(2). /Aprovecharemos tambiln, para -
resolver un problema, :n el gue vayan involucrados los tres --
tipos de restricciones ( <, =, >).

El protlema se desarrollari mediante un métocdo, e¢n el cual en
vez de eliminar las Variables artificiales, cuando en la solu-

Y

cidén da. un valor menor o igual a su correspondicnte variable

m

de holgura, en la funcidén objetiva se acomnafia a las variahles

artificiales dec un coeficlente -M, en donde M c¢s ura cantidad
tan grande que nos garantiza que las variables artificiales no
aparecerin cn la Solucidn,

Ejemplo

Minimizar

L= 2Xq * 4X5 + X,
J
sujete 2
X, + 2¥X7 - Xz <&
\1 L Lz <0 )
2X, - ,‘..{’2 + 2Xg <2



Primer paso Agregamos las variables de holgura y artificiales

correspondientes para obtener 1la Matriz Identidad y con ella la

primera solucidn béasica,

X+ 2%y - Xg o+ X, =5
2X1 - XZ + 2X3 +X5 = 2
-Xl + 2X2 + ZX3 -X6 +X7 = 1

en donde X, y Xg son Variables

J
j=n
O
-t

o]
c
p-‘
o

<
o~

t

<
=~

~
n
°
o~}
<
)
L]
e
o
]

bles artificiales.
La funcidn objetiva aqueda:

Maximizar X'=- 2X7 - 4X, - Xz - MEo = MX7

2
PRIMERA TABLA

Ci Xi X; ¥, Yz X, X X. Xy bi Chequeo
O 1 Xy 1 2 -1 1 0 0 0 |5 e
M| X, 2 -1 2 0 1 o of |2 6
MO Xy - | 2 "l o 0 -1 1| |1 4

cj -2 -4 -1 0 -M 0 -M

Soluc, - - - 5 2 - 1

by =24M =4al 1441 O 0o -M 0

gi - - - -5 1 - 1/2

al + +

Aproevecharemos para explicar la colurmna checuco. Esta colunmna
se obtiene sumando los coeficientes de cada fil=s, incluyendo

los bi., M esta columna, se le incluye en las operaciones matri
ciales y si al volver a realizar la sumatoria por fila, coinci

de con la cantidat transformada, no nos hemos equivocado en -

las operaciones,




SEGUNDA TARLA

J Ci Xi X, X, X3 K4 XS XG X7 Ei Chequeq
0| ¥, 1/2 3 0 1 o -1/2 1/2 1% 10
-M | X fzi -3 0 0 1 1 -1 1 2
2
-1 | %, /2 1 1 0 o -1/2 1/2|} 2
&8 — 1 1o
AJ- 2—+J - 3= 3 0 0 0 §+H 2"
bi - -1 11 1/3 - a
al
+ ¥
Como puede verse, en esta segunda tabla ya no hemos colocado

la fila C. debido 2 aue es constante, y

J
que se sobreentiende cue los bi son las

riables asociadas

Ci X1
0 X4
-2 Xl
1| Xg

la files solucidn ya

soluciones a sus va-
que estin en la columna Xi
TEFCERA TABLA
X4 Xz Xz X, X Xﬁ X5 bi Chequco
0 7/2 0 1 -1/6 -2/3 2/3| L6/3] |25/3
1 -1 0 0 1/3 (73 -1/3| | 2.°3) | 2/3
0 1/2 1 0 1/6 -1/3 1/3 2/3 7/3
Aj 0 -11 0 0 5/6-M 1/3 -1-M
. 2 3
%%— -2 -8
M 4



Ci Xi X] X, K% Xy X X X7 51 Chequeo
0| X, > 3/2 0 1 1/z 0 5o (6| |11
0| Xg 30-3 ' o1 1 -] - 2
i1 XS Io=1/2 1 0 1/2 ¢ 1 3

s "L -8/ 6 6 1/2-M

J

o
1

Como puede apreciarse todos los 4] son noegativos ¢ Ceros, por

4]

lo tanto 1la cuarta tabla nos d2 1la solucidn éptime que es:

X,= 6 ]
Xg= 1
Xg= 1

Podemos observar t=mbién aue en nuestra solucidn firal nos heaen

et

Tresult-do va2lorcs nara ;

as variablcs de holgura ¥ vy X _, pero
¢sto no imprlica aue 2 solucidn no sea &ntima,
Es imnosible ochtener valores nara las Variables oartificiales,
por cue de resultar asi, ¢l problema estavria mal planteado, los
datos estarian mal tomados o hay error en ¢l procesamicnto dc
los datos.
La solucidn dptima ¢s cntonces:

Z' = -2x0 - 4x0 - 1x1 - MxC - ™x0
c sea Z'= -1
Tenemos una respuesta ncgativa, pero recordemos cuc le habiamos
cambiado €l signo a Z y lo que hemos encontrade c¢s Z', cntonces

cambiamos de nuevo el signo y tencmos:
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SECCICN III

PROBLEMA DE

TRANEPORTE



SHCCION TIT

EL PRCELTIL DEL, TRANSPORTE

T

LCida DE TPORMACICH

Bl problemz dc trensports, repraoscenta un caso especial de la
tcoria general de la Frogromacidn Lincal.

Los problcmas d- tromsperte son del tipo, 2ungue se tlencn -
varios lugarcs do ori _<-n, on dondc cxistc algo que es necesa
rio distribuir, deo la ncjor mancra, a cicrtos lugarcs de des

v

tinos y podri. rcproscntarse asi

Destinos
1 2 -n
C sa s om0 -

1 Ci1 C1o C1n a)
2 C21 [J22 e 0 0 a2 e & o o C2n 82

. B i . oews O a
m ml me mn m

b b covoeacs D

1 2 n

T=bla 3—1

=1 problema do 1o grédfica 3-1 puede describirsc asi.

Existen m lugarcs do origen, y n lugarcs dc destino; cada 1lu
gar de origen tiene &y unidades por distribuir vy cada lugar

de destino, necesita rocibir bl unidades como requerimicento.
Asumiremos quc Cij 25 .1 costo de trasladar una unidad de un
lugar de origen 2 su lugor de destino y que 21 nudmero de uni

o N

dades nccesitadas (b.) os igual al ndmero dco unidades por -
=

distribuirse (2.). N T
- 3 BIBLIOTECA CENTRAL |
3 q. = >_f_l b UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR |

= R =1 ]



La solucidn

¢l problema estd dado por 1la solucidn

'8 -

una matriz

del tipo
Tf ' C
_xll }\12 o o a o Xln
Xll X22 osrvis °°X2n
1\31 1;32 a @ o e XBD

ml

X 5 o o
me mr

Las regstricciocnos -stin

n

31 5 Xij = a;
J=1
m

S bi

= U

La funcidn objotive

2= 01y Xyq * byp Eyp
il e
lo quz cs o = S >
i=1 =1L
Hagamos 2hora un ¢ jomplo

de las restriccionce y

Problema Una comparnio

to tipo d= articulo. L primera ticne

to en invontario, 12 scgunda planta,

1400. El1 producto sc

cualns demandan

cantidades

1zdas

para evidenciar cl

cxponcr la teor

ia
ticne tres plantes

ticne

Tablz %-=-2

o distribuilr de un lugar a o-

por:

funcidn costos

cstablecimiento

dol proceso.
quz producen un ciler

500
00

unidades de produc-
ticne 1000 y la& tercera

que distribuir o dos agencics, las

125C =articulos 1la primera y 1050 1la scgunda.



Los costos unitarios cet4n dados por la matriz de la grdfica
3-5

Agencias

1 2
1 20 10 500
2 5 8 1C0GC
1250 1650
Tabla 3-3

Los rcquerimi~ntos han sido incluidos en la gréfica 3-3

Lo solucidn c¢std on optimizar los valores de una matriz del -

tipo 1 2
E "\
1 Xll Xl2 5C0
2 Koy XA 1C00
1 [y
2 L1 x32 14600
1250 165C

Escribamos 1as restriccionts

X+ %, = 500
o + Koy = 100

431 T %32 = 1400

L, 04 X * X5 = 125C
hve A% = 50

Ko v Koyt Xzy = 1650

En un problema de tronsportc silempre tendremos: m ecuaclones
debide = las filas de la matriz y n ccucciones dcbido a las
columnas de 12 misma; tendremos ademéds mn i1ncdgnitos.

Debido 2 que 12 suma do las m ccuacionces de las filas es i--

s}

gual o 1la sume do las n ccuaclones de 1as cclumnas, pucde de-

¢



cirse que cuzlquicra < 12s m+n ccuaclones ¢©3 una combinacidn
de los demds m + n-1 =cusclones.
1 basc a lo anterior, podecmos climincr una fila (12 tercera)

y las restriccioncs gucocdan

{11 + X12 = 5C0
+”:1 + X22 = 1000
Xll + +f21 +X31 = 1250
)., +X
12 22 +X32 = 1650
B=-5A

En (3-54) sin cmbargo, tenemos <4 ccuaciones y 6 incognitas y
para que @l sistoma pucda sor recsuelto debemos enular dos de
las 1ncdgnitas, 1:os cuzlcs deberdn ser cscogidas de tal mane
ra quc 21 anularl=s no nos guoco un2 ccuacidn sin variables

y que odemds quods ¢l sistema do 2cuaciones convertldo en un

sistoma trionsular . U sisteme de ccuaclones cos triangular
- - ———

cuando 3sus voricbleas pucden arreslorsce do tal mancra que todos

)

queden a2rribz ¢ abajo de 1z diagonal.

7olviendo al problema y climinando Xi, y X3z

3-6) X4 = 500
Koy + Xos = 1000

%1+ Xoy = 1250

on * X3p - 1650

(3-6) es triangular, ya gue s2 puede hacer el siguiente arrc



Xzo + X5z = 165C (A3
X22 + X2l = 10CC (B)
(3-7) Xy + %y, = 1256 (C)
p = 500 (D)
éomo puedc Ué;;- en 3-7 loas variablés-oelén en la didgo—---

SN ' :
nal o por encima de ella, por toanto 3-7 es un sistema de -

Ecuaciones Triangul r

P

de %-7 podemos obtoner los valores de las variables, mediante

operacion~s algcbrdicos

En D Xll = 500

Im C X}l =1250 - 500
1{21 = 75(: \

En B X22 = 10CC - 75C
X5p = 250

Tn A X32 = 1650 ~ 25C
Xz, = 1400

Hemos obtenido z2si una solucidon

i Xllixl2, 500 | | 500
. 1 | Xy, 750 1250 | 1000 map1s 3o
:31§X32 { 1400 1400
1250 165G

Cbhbscrvarcwos quo para llezar a la solucidn plantcada podria-

mos habcrle hechae de 1o sigulente manera:



| A

i . -+ 500
N

1C70

S S Tabla 3~

H -

! - 140G

a) obscrvanos 1la posicidn (1,1) sus requerimicntos en fila son

de 500 y en columna do 1250, tomamos el mencr de ostos dos va-

lores y lo anotames on csa posicidn, entonces los requerimien-

L f el
( I\ o

tos oa fila bag=n de 500 a cero y cn columna a

| 500 8 500

| | 1000 Tabla 3-10
| | 1400

1

—J Mo
(S1RS)|
(OR®
|_J
(&)}
It
o

) debe.os cscoger catre C y 1650; to-

™

Luc_o 2n 1z posicidn (1,

womos Co. -

De 1o misma manera, para cada posicidn cscogcnos ¢l menor va-

lor de requerimicntos cntre fila y columna, haciondo los ajus-

tes necesarios despuls de cada asignacidn hasta llcgar o obte-

ncr 12 solucidn factiblo bésico.

500

750 i25C Tabla %-11

i 1100

A ¢ste procedimicnto mecdnico se lc llama método de 1la "esqul-

na norocste" y cn pdginas posteriores se dard ¢l proceso para

su optimizacidn,
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Lo anterior es una solucidn factible bésica, lo cual sc com-
prenderd con las siguicntes definiciones.

DEFINICIONES

Solucidn factible= es cguella cen gque todas las variables tie-

nen valor positivo.

Solucidn Bésiga;_es 1la solucidén de un sistema triangulasr for-
medo por las restriccioncs del problema.

Solucidn factible bdsica= cs una solucidn bdsica, en guc todos
los valores de las varlables son positivos.

Las soluciones factibless bisicas tienen exactamente m+n valo-
res (todos positivos).

Solucidn factible bdsica degenerada= es una solucidn factible

en que tizne valores positivos para un numero de variables me-
nor que m+n-1

Una solucidén factible bésica degcaerada, es perfectamente vali
da y puéde ser la dptima dependiendo del problema. Ejemplo de

una solucidn degencerada seria:

Supongamos que han sido dados los requerimientos de fila y co=-

lumna para la siguiente matriz

22
3 Tabla %-12
14
| ' 35
10 15 3C 19

Aplicando la distribucidn por la "esquina noroeste" tcnemos:
p p g



%10 c12 20
!
l > E
| ! 14 14 Tabla 3%-13
i |
i b 16 119§ 35

10 15 30 19

En el problema
w= 4  n= 3
de dende min= 4+4 - 1 = 7
y la solucidén ticne valores solamente para 6 varisbles
-

17 X12, ooy X33’ Lo X 43 luege es una solucidn factible

TT

X

bésica degencrada,

TECREAS BASICCOS PARA LA TEQRIA DEL TRANSPCRTE

Tecoreme 1) Una solucidn factible bésica degencrada solc puede

ocurrir cuando los requarimientos ajustados d: una fila, son
lguales a los requerimi:ntos ajustados do una columna.
Demostracidn: la demwostracidn cn este caso ces or. parte eviden-
te, porquc cuando aplicamos el método dc 1la "e¢squina noroeste’
se¢ obszrva claramente quec cuando cn un paso intermedio y para
una cilcrta posicidn los requerimicntos en filo y columnc son
iguales, se satisface o ambas condiciones simultdncomente y u-
na de las casillas vecinos, se quada sin asisnacidn.

Supongawos ahora que los requerimicntos c¢n fila de un problemo

son 8y, a5 —---- S mm———— o mm——— a, ¥ los recquerimicntos en -

columna son b Wbt b~ b,y quz 1. condicidn de re-

l’
guerimientos igualces para fila y columne se cumple en 1las posil
ciones (r,s), (qv) y (m,n) entonces tendremos una solucidn de-

gencrada miltiple en donde:



32 21 = f? b
=1 =1 Y
q v

Lo e Lo
i=r+l J=s+1 J
n RES

T‘_ ai = v b
1=g+1 J=v+l J

¥y la solucidn de 1la esquina Noroestc, nos darg valores para
m+n-3 variables.

Tcorcma 2) Pora cada problema en el cual estd involucrada una
solucidn bésica factible, degenerads, hay un problema equiva-
lente, en el cual la solucidn bésica degeneradn cs imposible,
Decmostracidn: La solucidn degencrada puecde existir solo en -
los cesos con que la suma de una fila sea igual o la suma de u
na columna, pcro sl nosotros haccmos imposible csta igualdad
serd tambidn imposible 1o solucidn degenerada.

La no degencracidn sc pucde lograr modificando la solucilidn mc
diantc unz perturbacidn consistentce cen agregar una cantidad

la cual es positiva y muy pequefia a la fila o columna de reguc
rimientos (a cada valor de ella).

Una vez hecho este ajuste la suma de los requerimicntos de u-
na ciertz fila conﬁondré la cantidad infinitesimal r , y la
suma de los requerimicentos de columna contendrd ¢l infinitesi-
mal g ¢ m dependicendo de qué columnc hays sido perturbada.
Suponiecndo un de C.001 agregodo a los requerimicntos de -colum

nas, nos modificard lo tabla %-13 a la tabla 3-14



16 12.001 22.001
2.799 0.002 3,001
Tabla %-14 14.001 14.001

15.997 19.00+ 35.001

¢ 15 ple 19.C0+

que no 2s un? solucidn dogenerada.

Tcorcma %) vacdo un problema de transporte ©a ¢l cual la solu
cidn factible bdsica degencrada cs imposible agomir gue se ha
encontrado una solucidn factible bdsica. Una scgunda solucidn
factiblc bésica seri construids de la primera medionte la in-
troduccidn de una nueva voriable y la anulacidn de una varia-
ble de la primera solucidn; ademds 1la nueva solucidn c¢s dnica.

Demostracidn: Supongamos la primera solucidn bdsica como:

Kl2 8y
Lo o3 2,

1 "33 %5 Tobla 3-15
Y2 R

b, b, by b,

Supondremos tambidn gue querawos introducir la variable Xllu

Colocamos ¢n el lugar dc X un pegquefloc valer positivo @ , pe

11
ro para conservar la igualaad en 12s restricciones si 1o res-
tamos a X3l’ lo sumamos a X33 lo restamos a X23, s¢ lo agrego

mos o X22 y s8¢ 1lo rcstomos o Xlzn

La matriz queda



e {,~—5 s
le 1 rabla 3-16
f22+€ /\“23—@ A~
Y - \ = o -
xsl S y35+c aj
N X, a,
- -+ T
bl b2 o b,i

51 nosotros incrcmrntomos cada vez méds ¢l volor de 8 llega
rd un momcnto en qu- uno dc los valores de la solucidn aonte

rior haria coro y X - tomard el valor €

11
La solucidn sc dico quc es Udnica cn el sentido que si agre-
gamos y sustroemos ua 6 que nos haga exactamente una de las
variables igucl o cero y que conscrve la no negatividad po-
driamos tecner una solucidn quc no cs factiblc bdsica.

Por ejomplo que una solucidn a un problema Fucra

1C
[~
15 2 Tabla 3-17
y quisid¢ramos introducir X12 con un 8 = 5 tondrfamos
10- + 5 )
15+ 5= 20
1o % _ —£= ————  Tabla 3-19
Tabla 3-18 55 = 5o

A~r~ 82 hace cero
[ty
En cambio si suponcmos un € = 10, intrcducicndo sicmpre le
tendrfamos cen X, i 7alor de -5, lo cual nos indica una -
o<

solucidn no foctible.



Tecorcma 4) En un problcma de transpeortes la solucidn dptima cs
uns solucidn factible bdsica, si se tienc una solucidn dptima
dnicca.

Supongzamos que tenemos uns solucidn factibl: bisica cualquic-

-
f gy

Si nosotros introdujdr-mos 2n 1o cesilla de C un valor dec

8@ = 1, paro conscrvar 1. compensacidn entre demandas y ofer-
tas, tendricmos quc roctor cstz valor a ROVE sumorlo a X9y
restarlo de (71, Maltiplicunde csta perturbacidn por sus co-

rraspondicentes costos unitarios tondriamos un valor Dl9 igual

as

si cste valor os ne-iiviy, quisre docir quo por cada unidad -

que iatroduzcamos 2 1: czgilla de X, 1lu ccuacidn dc costos -
totales (Zl) disminuiré =n Jype ¥ ol nutvo valor ¢c ls solu-
cidn (ZQ) scrd do

o
€ D12

Si & es pequefio (mener que todos los valores en la solucidn
anterior) la solucidn so dogencraria, tendrfa més de (m+n-1)
ccuaciones.

S1 € e¢s grande (mayor quc alpunco de los valores en la solu-
cidn anterior) lo solucidn deja dc sor factible (tendria valo-

res negativos)



exactanm

por la perturbacidn, 1o

nente igual

71 menor do los valores afectados

solucidn do factible y bé&-

siguc sicn

es positivo, para una perturbacidn exacta-

mente igual 2l mencr de los valores afectados por c¢lla, la so-
lucidn es dbtim: por qu ya no pueden dieminuir los costos si-
no que aumentaricn cn €., . por coda unidad que se pretenda in-
troducir en cualqu ¢ .s1llo vacia.

Lo solucidn dptima

minos positivas) y bdcica (se podrd hacer un arreglo desiste-
ma triangular) y tendrd (m+n-1) asignscicnes de solucidn.
a) PRUEBA , CPTIMALIDAD
Vamos a suponer que heros obtenide una solucidn factible bési-
ca por lo distribucidn it 1la esquina Norooste.
v 7. 7
1 c b
U X s
1 11 e
U [
2 27 S
Tablz 3-21
Uz -
2 ) P
U Lo
o+ ~45
Probaremos que las evaluaciliones c¢n las casillas vacias (Dij)
son iguales a:
D. .= o= (U. + Vo).
137 Yig (U3 i

En primer lugar 1

a las columnaos (Vl

Vamos 2 suponer un

amcremes Ul a las filas (Ul Uy U3 U,) y Vi
W s Jia

6 = 1 y obtengamos las evaluaclones para

cade casilla vacia (D. .)

1J



£) Dys = Cy5 = Cgg + Csp
B) Dyy = Cpy = Cop + Gy,
©) Dag = Cpg - U35+ Cxp
D) Dgy = Cqq = Cgpy + Cp
B) Dy =€ - S 7 Oy
F) D45 = C4p = Oz + s
Recordcmos quc Cij = U +

Expresemos ahora lo

(6]

y de Vi,

Cpy= UL + ¥,

€12 Up * 75

Cop™Up + ¥y

Cp= Uy + ¥,

Cg3= Uz + Vg

Caz™ Uy * Vg
Sustituyendo

Dyg = Cpg = Uy = Vg + Uy
Doy = Cop = Up - Vo + 1
Dys = Cpg = Us = U + Us
D3y = Cgp — Uz - Vo + 7
Ppp =C -0 -V 4

D42: Cip = U‘; - VB + U3 +
de dond: queda evidenciad

D. .
1J

6C -

Vs
o que

C. .
1

- U

3

- (Ui + Vl)n

- (U

(U
(U
(U3

+

A

Costos Unitarios (Cij) eri funcidn de Ul

V)
i

V3)

Vo)

_V3:C41_

(U4+V1



MODELO

El modelc se cxplicard mediante un c¢jemplo

Una empresa cucnta con tres fdbricas 4, B, C cuyas capacida-
des de produccidn son de 100, 120 y 12C unidades respectiva
mente, las cualcs son vendidas o 5 regiocnes (1, 2, 3, £y 95)
cuyas demandas sun de 4C, 5C, 7C, 9C y 90 respectivamente.
Los costos unitarios de transporte estén dados por la si--

guiente tabla

4 1 2 6 9 1GC
B 6 4 3 5 7 12C
> 2 6 4 8 120
40 5C 7C 90 90
Demanda

Oferta (Tsbla
3-22)

Repartir las 340 unidades en las 5 rcgiones, de tal manera
que 1os costos sean minimos.

1) Hacer una distribucidn inicial por el procedimiento de 1la
csquilna Noroeste,

[
N
\H
e
\Jt

i 30 5C 1C
B 60 6C
C 309G

Costo Z= 155C

Tabla 3-273

lo que nos da una solucidn factible bdsica la cual tratore-
mos de mejorar, hasta encontrar la dptima (positiva) m+n-1

términos y arrceglo triangular.

2) Encontrar las Evaluaciones para probar si esta solucidn

es dptima. )

Las evaluaciones se encuentran para las casillas vacias, me

diante la fdrmula D. .= C.. = (U. + V.) es decir se encontra-
1J 1J 1 J

rdn todas las evaluaciones a la vez.



Antes hay que cncontrar los valores de U-l A Vi° Llamaremes Ul’

U Uz a 1o
J

27
su orden

de C

11 = U

1
Resulta (1)
(2)
(3)
(4)

481gnamos 2

1) v, = 4
2) Vo, =1
3) Vg =2
4) Uy, =1
5) vy = 4
6) Ug =0
7) Vg = 8

a

O

filas y V

+V1

- = U1 + V
1= U1 + V
2 = U1 + V
3=U;, +V
la fila Uy

Vpy Vg, ¥

el valor ccro y

W

4- 5
(5) 5 = U,
(6) 4 = Us
(7) & = Us

.g'
a 1as columnas en -

obtendrewcs

Escribamos la matriz Costos pora las casillas vacids unicamen

te
1 2 3 4
A 6
.. =B 6 4 .
1J
C 5 2 6

Tablz 3-24

Escribawos 1o matriz U; + Vj para las casillas

vacias dnicamente.
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(4 @ (2 ) (8)

7 7
\l X2 V% V_,.r V5
(0) Ul . . . o 8
abla %-2
(1) U2 5 5 D ] 9 Tabla %-25
Y1570 Uy 4 1 2
Restamos chora C. . - (U. + V.)
1J 1 J
. . . 2 1
e L1 =2 pap1e 3-26
I 1 4 .
Tenewnos aheora una evaluacidn negativa D25 = -2 que nos esth

indicando que por cada unidad que aosignemos a esa casilla el
costo disminuird en 2 unidades.

3) Debemos asignar unidades o 1a casilla (2,5) perc €S nece-
sario conservar la negatividad y odemés que siempre cxistan
m+n-1 casillas asignados, para eso asignemos a2 lo casilla --
mencionada un &=1 a manera de prueba.

Para aumentor 1 en 1la casilla (2,5) debcmos restarlo a la -
casilla (2,4), sumarlo a (3,4) y restarlo a (3,5) para com-
pensar el equilibrio. La perturbacidn afecta de la sigulente
manera:

o5 = X5y + 45y - Xsy

de lo anterior observamos quo tenemos dos asignacilones afec-

tadas por signo negativo Xgﬁ M X35 de las cuales 1o menor es
“t

XZ# = 60. Entonces la mayour cantidad que ¢s posible asignar

a la caesilla (2,%) es 6C, la asignamos, compensamos y la nue

va solucidn gqueda:



6C 6C
90 350 Tablza 3-27

NCT4: S1 sl evaluzr hubiercn salida més de un elemento de la
sclucidn con signo negativo, hubidramos escogido para asignar
1o casilla correspondiente al elemento mis negativo.

<) Una vez encontrads 1a nucva solucidn aplicamos de nuevo
los posos 2 y 3 hosta que todos los clementos de lo motriz
evaluacidn se hagan no negativos 'y serd entonces cuando habre
mos encontrado 1o solucidn dptima.

La matriz costos unitarios pura 1las casillas vacias quedon

N

I

\J1
3
(W)
o
l_J
[y}
I
N
§8)

cacenos de nucvo las ecuaciones do costos en funcidn de Ui y

H
V. del tipo C
r

i 11- Y1 77
ara encontrar leos nuevos valores de Ui ¥y V‘jj hacemos Ule y
los vclores cbtenidos scn
.= 0 V. = =
bl Jl T Vr 2
Us= 1 Vo= 1 V5 =6
] = J_=
Us 2 \3 2
y la matriz Ui + Vj paras las casillas vacias queda:
U, + V. =
. J . : 6
5 2 o a




plican: 1€ D.. =C.. - ] 7. o matriz Lvalua--
Aplicando de nuevo Dy 5 ClJ (Ui + IJ) 1z matriz Bvalu

ciin queda:

P03

—

1]
12 .

A

Tabla 3-

N
)

-1 -1 2

Pora asignar debeuos escoger centre las casillas (3,1) y (3,2).

51 escogemos la casilla (3,2) asignariamos asi:

Tabla %3-31
30 90

en dode Z W0 x4+ +20x 1 +40x 2 + 30 x 3 + 9C x 7T+30x2+90x4

H

Z 14C 0

51 escogemos 12 casilla (3,1) 1o solucidn es:
1 2 3 & 5
s 16 50 iC
B 30 90 Tabla 3-3%2
C 30 oC

y 2= 10 x ++ 50 x1 + +0x 2 +30x 3 +90Cx 7 + 3 x5 + 90 x +
Z = 1400

C sea que obtenemos 1la wmisma respuesta, podewcs decldirnos en
tonces por cuzlquiera y nos decidimos por tomor 1o casilla
(3,1). Apliccmos de nuevo los pasos 2 y 3 del proccsc y obte-—

nemos una natriz evaluzeldn

Tabla 3-33




en dende yo no existen cvaluacionces negativas, o sea que csta

mos en la respuesta Sptima 2 = 14CC

de donde

Lo fébrica 4 enviard 10 unidades a la Regidn

56 H " " 1]

=

a fabrica B enviarsd 0 unidades a la regidn
y 90 (A} LA " n

Lo fébrica C enviard 3G unidades & lao Regidn 1

1) Supongaomos que oxisten 4 fdbricas de articulos plisticos -
distribuidos en el Pais en las siguientes ciudades: San Salva
dor, Santa ana, San Miguel y Sonsonate, las cuales tienen una
produccidn semanal de 1100, 800 y 7C0 articulos respectivamen
te, los cuales sun vendidos en San Salvador, San Vicente, La
Iibertad y Usulutdn. Estas ciudades ticnen una demondo de --
15230, 80C, 850 y 600 respectivamente.

Repcrtir los crticulos de 1z manera més ccondmica si los cos-
tos de transportc son proporcicnales como dice 1a matriz.

Fuentes

S.S. S.fa S.M. SOI -
5.5 G 150 50C 120 1500
5.V 100 250 125 260 800
L . — ) A—
T . >lale /
I_IIJbII- i 60 L ‘_O\J = (./_2_(\; T:‘..':;.[ L_,LA

NOS U 130 160 75 27C 600




Observemos que la demanda total sobrepasa en
oferta total. Lo que se hace es crear una columna mas para o-
ferta en la que incluimos como numeros proporcicncles a los -

costos ceros en cada casilla y las ofertas para esta columna

Ca

gsersd 1o diferencic cntre oferta y demanda. La motriz

quedaria como sigue
Fuentos
5.3, Sshs Sl Son. Fuentc fieticiu
o 50 3C0 12C 0 1500
129 260 C 800
200 9C 0O 850
U 135Q 160 75 270 9, 600
11G0C 800 00 720 250

AT 7
Dl

Tabla 3-55

Ul
o3}

JESTINGS

n
S
’_J
o
{3
N
(&

=
=
N
)
-3
()]

La primera solucidn por lo csquina Noroeste scria

L 4

1100 +00

A Tay
200 400

5C0 350
35C  25C
Tabla %-36

acucrdo 21 mdétodo deserito antorior--

iar

Lo cucl se mejoraria
mente y la asignacidn fictieia serd dcducida de la regidn a
donde los costos salgan més elevados.

durontzs an

(5]
]
o

2) 51 en 21 mismo problema anterior suponemos

¢

ticiuipo no habrd comunicacidn entre San Salvador y Sonsonat

D

porque se ha arrunnado la carretcra.
El problemu se resuclve colocundo en la casilla Son Salvador

Sonsonate, un costc bastaonte elevado de tal manera que no ob-



tengamos asignacidn en =sta

_ 6o -

la matriz quedaria

casilla, si cl valor fucra

10,000

T'uonte

25 Seira S M S0ns. Falsa
S.S. 150 500 10.0C0 O
S.V. 1C0 250 125 260 C
L.L. 60 70 200 20 C
U 130 160 75 270 C

Tebla 3-37

MOTODO APRC{TM.DOC Do VOGEL

Este métode neos 1llcva o aherrar pasos en la aplicazeidn del al-

goritimo do transporte, ya que nos df una distribucidn bastan-

te aproximada o 1o dSptima v muchus vecos 1a propic solucidn

dptima.

Se explicard el método mediante un cjemplo sencillo.

31 tencmwos nuestra

Oferta de 1o

£

1) En coda

do wmenor costo.

Matriz Costos,

sigulentc monera:

1 2 ) - >

7 6 9 S 3

2 10 7 16 8

9 2 1 7 +

15 17 1€ 17 1%
DELLsNDA

Tabla 3-=-3%E

fila y columaa sz resta ¢l mencr costo

con su respectiva Deomanda y

20
°e OFERTA
38

del scgun-
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=
no
4

I

e
-J
(@)
(]
(@3]

320 (3)
16 o222 (9)

(@) o
O (]

}_J
) O
-

7 + 3¢ (1)

15 17 18 17 1%
(5) (&) (6)

Tabl= 3-%9

Lis diferencios son los numeros contre paréntesis.

2) bntre cstas diferencics se gscooe la mayor y atendiendc o
¢so sc¢ sclecclona una fila ¢ columna.

3) En 12 fila o columna seleccionada, se cbserva cudl es el
menor costo, y o la casilla correspondicnte sce hoce la asigng
cidn.

+) La cantidad asignada esté dada por la menor cantidad entre
la cferta y la demanda asociadzs a la casilla seleccionada.

3+ elimina 12 columna de demanda corres

S1 la demanda es menor
pondicnte, y se ajustan los requerimicentos de la fila (oferta).
S5i c¢s menor la oferta, se hace lo contrario.

pliminada una fila o una calumna y hecho el ajuste corrcspon-
dicnte, se vuelve a comenzar 21 procese hasta climinar todas
las filas y columnas.

Las contidades osignodas en cada vez se dejen en su casilla co

rrespondiente, como elcmentos para una solucidn bdsica.

Desurrollando el problema

Primera asignacidn.

L2 mayor diferencia es 6 que corresponde a la columna (3)se selec
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ciona esta columna, y 12 cusilla do désta gue tenga menor ccs
to, serd la casilla de asignacidn. (Para el caso 1z casilla
(2,%), cuyo costo ce (1) y 1a cantidad a csignar cs la menor
entre su coferta y demands correspondicnte, (para el caso 1a
demanda gque es igusl a 18), sc asigna csta cantidad y sc eli
mina 1la columna (3), hociendo el 2juste necesario cn los re-

quecrimientos de demanda y oferta asi:

1 2 + 5
A7 6 8 3120 (3)

B | 2 10 16 gl 22 (8)
Tabla %-10
cC |9 2 7 41 20 (2)

15 17 17 13
(5) 4 (@) (@)

Sz ho asignado 1€ 2 12 casilla (C,3)

zl procuso vu:lve o repetirse, hasts que hayomos repartido to
dos las unidades,

22. nsignaciin

L2 maoyor difcrencia cs (6) que corr=sponde a 1o fila B, =21 -
nenor costo d- esta fila es (2) que pertenece o 1la casilla -
(B,1) fc=silla de asignacidn). La oferta pora esta cuosilla es
22, la demanda 15, osignamos entonczs 15 2 1la casilla (B,1) y

elininamos lo columna 1 y ojustzimos 1o oferta y la demandaan

2 S
8

20 (3)

M W

A
B |10 16 7 (@) pipia 3-a1
C

P2 7 1] 2¢ (2)
17 17 13

(+) (1) (1)
Se ha asignzdo 15 2 12 casilla (B,1)
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32, Asignacidn

La mayor difcrenciac es (4) que corresponde 2 1la columna 2, el
nenor costo de ¢sta columna s 2 que pertenece o 1la casilllc
(C,2). Lo oferta para csta casilla os 2C y la demanda 17, a-
signamos 17 y cJjustamos los requerimientos do oferta y denan-
do y eliminamos 1. columne: 2.

~

ot ha osignado 17 2 1o casilla (C,2)

A1 8 20 (5)
B 16 8 | 7 (8) Tablo 3-12
ci7 3 (3)

17 15

(1) (1)

42, Asignacidn

Lo mcyor diferencic es 8 que pertencce a 1a fila B, ¢l menor
costo de esta fila es 8, quc corresponde a la casilla (B,5).
La oferta para csta ccsilla es 7 y le demanda 13, asignamos

7 y e¢liminamos la fila B.

= >

A 8 31 20
Tabla %-43
cla Pl

Se ha asignado 7 o 1la casilla (B,5)

5a. Asipgnacidn

Lo mayor difcrenciz corresponde o 1la fila 4 y 2s (5), el me-
nor costo do esta fila es 3 que pertcnece a la casilla (4,5),
s

> 12 que asignaremcs 6, ya quc csta demonda €s menor que su

oferta asociada 2C. Elininamos la columna (5).
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(1)
Se ha asignado 6 o 1z cusilla (4,5)

ba. Asignacidn

L. waoyor diferencia (8) corresponde = 1la filz A, v su costo s

8 (casilla (L,+)) 2 1z que asignomos 14 (ofcerta) que es menor

que (17) (demunda). Eliminomes la fila A.
. {
] 7

Se¢ ha asignado 1+ a2 la casilla a,+

7a. nsignacidn

La 7a. asignacidn es obvia, 3 a la casilla (C,4)

L2 solucidn bfsica queda entonces

i 11 6| 20
B 15 T 22 Tabla 3-i6
C o

{ |r 17 | lt. 3[‘ 38

15 17 18° 17 153

ssta solucidn se cvnolun, para probar si cs dptima, mediante
método descrito anteriormente.

El desorrollo sc¢ hizo percialmente (una tzbla para cada asig-
nacidn) por razones de explicacidn, sin embargo, todas las a-
signaciones pueden hacerse en una sola tabla, rayando las fi-

los o columnas que hayan sido eliminadas, y ftestando y cclocan




-3

(SN
1

do 1las nuevas ofertas, demandas y diferencias, entre los meno

ros costos do filz o columna.

£ '

1) Cuando cxisten 2 & més "mayores difcrencias" iguales, lo

¢ hace o8 revisar los costcs para cada unc de las filas
é coluwnas inclufdcs en el empate, y se seleccionz la que ten
g3 el costo minimo.

b) Si aun persiste ¢l empate, se hace una segundo maycr dife

rencia entre ¢l scegundo menor y el tercer menor coste .



SECCION IV

EL PRCBLEMA DE ASTIGNACTON
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EL PROBLEMA UE aSTGNaCTON

Il problema de asignacidn cs un caso particul-r del problema
de tronsporte, ©s el coso mis sencillo de la progromacidn 1li-
ncal. on este caso sc tienen igucl nudmero do origenes e igunl
nimero de destinos, por tanto la matriz costos (llaomada en es
te caso matriz efectividad) es una natriz cuadrada.

Los requerimientos de oferta y demaunds para cada fil.: o colum-
na son igucl a 1.

Supongamos ahora ¢l problema de un jefe administrativoe que tice
ne cuatro persconas disponibles, para cuatro tearcas distintas.
Se ha heche una estimacidn de los tiempos que 1lzvarfan en -

realizor cada persons una terea, los tiempos son proporcicnales
a lo= costos y estdn dados por la matriz efectividad,

Tareo
1 2 % 3
8 26 17 11

Personcl 13 28 4 26 Tcbla -1

38 19 18 15

R

=

19 26 2% 10
1 1 1 1

Uno sclucidn al problema anterior podrin ser (tomonds en cuen-—

ta que un cobrero puede hucer sclo una tarea a 1o vez)

Tarean
1 2 3 4
| R
A |1 0o 0 0
B ¢ ¢ 1 0 Tabla -2
c o 1 o o0
D lo 0 0 1]




|
-~
\J1
!

Lz funcidn cbjetiva 2 soria 1gusl a:

™~

El caso es que una personc 1 ¢jecute una torea j

C. .. Dado uno szlucidn con clementos AiJ

=8+ 5 +19 + 10 = {1

p¥d

De donde 1o funcidn ccondmicoa cobedece o

el n

7=~ STOX.L ¢

1=1 J=1 Ly "ij

¢n donde n es el numero dz filos

Los restricciones son del tino

s
(@]
I
s
P

—
H-
[GN
[ul)
“l
—
H-
[

Pora el ejemplo plaonteade ante

v - -

5 19 L

AN N7 R - <7
> + +

L. funcidn objetiva Z seri-

4
"-J I i
C
I
=4
I,.J
.
H
.
€
il
'_.J

f11%71 F

(% 5

ricroente

A
|

A = S il
13- 2523

C +

7
12712

X51Coq1 *

L3

K37Czp +

con valoroe

un cos3to

s ontre O

n la matriz.

restriccicnes sc-—

R

LEh1

r. r., L
T GRS



Esta funcidn considera todas 1las posibilidades de asi

0]

cualquicr cusilla y trataorcmos de minimizarla

Tecrema 51 en un problema de csignacidn sumamos una constonte
pora cado elemento de uno fila o columna en la matriz efectivi
dad, entonces una asignocidn que hace minima 1o efectividad -
totzl de una matriz, también minimiza la efectividad total de
l1a otra uatriz,

Demostrocidn

Para 1o demostrocidn nos buosaremos en un € jemplo numérigca. Su

pongomos que tenemos los destinos 1, 2, 3 y los origenos ..,B,

C con unn nmotriz cfcecctividad como sicue.

R B
1 2

)

i

1
|
i
i Tabla +-%
|

(o))
N
no ~J

5 3

Jara este caso existen 6 maneras (3) distintas do distribucidn

1) 1.y 2B; 3C
2) 1B; 24a; 3C
3) 1C; 24; 3B
4) 2C; 1a; 3B
5) 2B; 1C; 34
6) 2C; 1B; 34
Los costos para cada unc son:
1) 1+43+2 6
2) 2+6+% =1C
3) ++6+3 =13
P TAL+3 =11

H
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5) 3++4+5 = 12
6) 7T+2+5 = 1}
Lo sslucién de menor costo cs 1o solucidn (1), schora agreguc-

mod o 1. fila (1) unz constonte (3).

b
o
(@)

3

=bla -2

fap)
NSEEGERG)
N1 =

Saquen:os choro 21 costo pora cada una de las seleccionces

\\)]

+ N ON
+ o+ + o+ o+ 4

Come puede verss, cada una de los soluciones aumcntd cn 1o can-
tidad que sc o rcgd a 1la fila une (3), pero la solucidn minima
fue sicmpre 12 misma solucidn 1, y asi podrizmos ir probando
con cualquiler constante que agrogaramos a cualesquicra fila o
columna, pero resultaria por demds evidente 1.2 demostracidn.
Demcstrado lo anterior, podemos aplicarlo cn el proceso de ob

teneidn de 1o

[6)]

clucidn dptima.

El modelo matemdtico

El proceso o seguir parc la optimizacidn de una matriz cofecti-
vidad se hard mediante un cjemplo.
Problema

tienen 5 vend:doros (1,2,%,4,5), los cuales tienen mis o me

nos habilidad cn cuanto 12 venta de un producto en 5 regic-
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nces distintas (4,B,C,D,E). Sc les impuso que no regrosaran
mlentras no vendieran cierta cantidad igucl de producto czdao
uno. EBEn codz una de las regiones, todos gancban igual sucldo
bose nés vidticus . Los costos .or vidticos ocasioncdos en 1a
prueba fucron:

Vendedores

3 4 5
16 1
16

2w
’_J

Ciudades

]
no

~ 3 WO ] NN
o

NS IRV A
]

o O
U1

cagtar o coda fila su wmenor volor
% i 5

8 1C 11
15 C

"
JT
N O N

o
—
O

(@]
O O @]

5 T

=]

N

\J1

s >

©)]

o~ 4+

2do. paso

Restar codo columna su menor valor
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AN
1

N

f
(]
b (@) [ O™ () )
l\-"d
%]
-J e [N

ara osignar se comicenza 2 revisar fila por fila, y en las
filcs donde hoya un cero y solo uno, se enmcrca éste en un

cuadrito, si ca 1o eclumna ascciada a este ceru existen o—

1 2 ) 3 5
A 5 1€ 7 1C 10

+to. paso

Se observa las columnas que tengan uil sole ccro sin testur y
se enmcaorco este cero en un cuadrito, si existen otiros ceros

en 1. fils asecioda 2l cero cnwarcade, se teston medionte u-

no X



i1 5 - 5
A i 5 G 7 10 1O
B i C 6 14 Z 3
C |9 a@ ¥ o]
D ( o) ( . 6
E 3 5 5 ICl 7
| Tobla 45-9
5to. paso
Repetir los posus %0. y +0. hasta que todos

narcados ¢ testados.

1C

™

Ci 9 & v ¢ o
Dl 6 3 2 6
gl 3 5 o 7
! Tablu $-1G
{
NOT..: los pasos 1 y 2 podrian ascclarse
wismo que 1lcs pases 3, Ly 5
Tl problecmz cstard resuclto cuando ccda
tengan cada una un ccro cnmarcade (core
lograr oste cbhjetivo, proscsuircmes con
C280.

6to. paso

[=]
v

larcamos con un cheque () 1o

signacidén y las columnos que ten

filzs

n

un sulo paso, lo

filn y cada columna -

-

de

o

que

TN CECro3

~—

1

usignceidn), par:z

=
aesa

rrollo

d

no ten_an cero

1

S

do

oro

tochedos en 1a fila

marcada. Despuds de haber hecho lo anterior, se marcan con che
que las filos quz tengon cero doe asignacidn en los cclumnas

BIBLIOTECA CENTRAL
| UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR |

\
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N

b
g
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1

1C 10C

51
=]

v

) (@] o8]
=ow O
Ch [0 (@)
|_J
R 0 =1 |2
N ot
(@) N

Y
N}

NG
-3

AN
3
'o_.
=
[
{
[
[

0Ly se mared 1a {1l

=)
—
[y
=

(nuo tenfa =zsignacidn), despudés ac
marcd 12 columns 1, tenis cery tzehzdo en la fila 5, que esto-
ba marcodao. 3¢ wared la fila (=), tenia cero asignado cn 1la co
lumna 1 que esté marcad.; s< mared lo columna 2, tenio cero ta
chado en 1o fils (2) que estaba marcoda y se mared la fila (5),
tenfa cero csignodo cn 12 columna (4) que estaba marcada.

-

70. PASC

Se rayan las filas no worcadas y las columnas marcadas. El cle

mento menor do 1o submatriz (que no estd

!

ayada) se rosta a to
dos los e¢lementos dc esta submatriz y se suma a los elementos

sltuados en la intcrseccidn de lincos. Los elcucntes que solo

cstdn rayados no son ofctodos en su valor.

(@)
N

o G &3}
OO —O
|
|
o
|
Y —

l
1

=

Wl

\J
l‘ O -
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.k
IS~ S
o o
o 53'] W

5 5 5 C 7
Tabla 4+-17%

9o0. paso. 31 todovii no sc resueclve el problema volvemos 2
oplicar los pasos 6, 7 y 8, hasta que se resuelve o que yo no

s¢ puedan crear mias CoroS.
N

l
Q
!
|
0
O ——M—O—
|

o) 5 11
12 < 0

3

Tabla 4-15
De la tabla onterior sc ve que ya no ¢s posible crear umés cc

ros, ya gque el menor volor de la submatriz es cero.



4

Como Wltimo rccursc ncs deocidiremos o asignar uno de los dos
ceros inclufdos en 1x fila Uno. Para tomar esta decisidn nos va
mos & laé matriz inicicl parc ver cudl de los dos tiene menor -~
costo, y resulta que cl _ﬂp;tg pcrsiste, ambos ticnen un valor
cada uno. Si nos decidiros por el cerec en la Posiceidn (B,1)

al vendedor 5 1. tocor? 12 Regidén D. cuya proporcidn al costo
es de 8. Si nos decidiics por el eero ea la posicidn (D,;1) al

vendedor 5 lc¢ tocarfa 1. taoreco B cuya proporcidn al costo es 5.

59

Entonces 5 nes decidimos por asignar el cero en la posicidn
D,1. 5S¢ si_uc agirnands y 1z distribucidn queda

12 3 4 5
A | e € 7 13 1¢

O 3 11

) (@] o
=
5
-
]
no (@] O
o IO

N

[

Sglucidn
Vendedor 1 Regidn D

il 2 T _‘;_

r "’ -
g |
" [oe " =
2 o

w2

e ha aplicado el algoritmo del problemsz de asignacidn de tal
manera que tuvidramos que lleger hosta ¢l dltimo pasc. Es posi

ble terminaor el problemz en cualquiera de los pasos lntermedios.



El proceso dado anteriormente es para obtener un miximo, cn
el caso que fuera un winime lo que hariamos multiplicor 1o
matriz cfectividad por -1 y operor dc 1o misma manera.

En ¢l caso en que tuvidramos més origenes gue destinos o vi
ceversa, lo que harfamss scrio crear una columna o una fila
artificial deo tol suerte que en 12 matriz efectividad le co
locarfamos a2 esto filz o columna una efectividad tan pequefia
qu2 fuers imposible Juo hubicra una csignacidn 2 esa il o

columna.
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EL PRCBLELA DUAL



L PROBLEM. DUAL

Para cada problema do Irogromacidn Lineol existe otro, que le
corresponde, llomado Problems Dual.
Los problemas ducles pucden ser asimétricos ¢ simétricos. Son

asimétricos si on el problema original (lo llomaremos Primiti

vo) el nudmero de filas on 1las restriccionos ¢s me

i )

cr quc ¢
ndmero de columnas.

La solucidn ol prebloma primitivo ¢s un vector coluunar, para
¢l problema ducl es un vector fila.

Por ejempleo si tenewmos un problema primitivo.

Encontrar un vector columa X = (Xl’ X5, X3———Xn) que minimi-
za la funcidn linsal

Sujcta a las condicion
a¥X >D

Ul

y

i
>

v

El problecma ducl corrcspondicnte seria.
Encontrar ¢l vector f210 .+ = (w Woy Wosooeoil)e
U ( 17 D 5] )
gue meximice lo funeidn linea
g= Wb

Sujeta o 1as condicioncs

:Ir'ﬁ
vl = o

Para ¢l problema ducl no cxlste 1o restriccidn w=0.

La motriz A es 1o niatriz coeficiontes:



— C‘ —
a 5! Ve . }
11 12 13 in
P (2PN dqy dam o “on T~ R
L= 21 ce 2) 21’1 T ‘blu 5—-1
]l Tm? i) °rn
W = es ¢l vector Fila (Wy Wa Wo coo..W
: 1o (wy Wy Wy n)
y C ecs ¢l veetor coluun [o 1
11
|
| c. |
| C2f
C_|
[ !'lJ
de donde wi. = C -
a W, + o, .+ —mm a . W C
11 1 21 2 il mo= 71
a Wo ot T Wa b e m—— e » w._ -C
412 My 57 Sl m2 'm T 72
O W, o+ O~ WL o+ a_ W
In'1 Dy D anins s mn n n
Tobla 5-2
81 observamos la natriz cocficientes do este sistoma de res-
tricciones og la transpucstas de 1o matriz coceficiczntes del -

prablema original.

L. matriz de los téroinos

1o moatriz de coeficicntoec
ma priwitivo.

Lz nueva funcidn objetiv .

fw, w aasW.
L1 2 )

= byw, + 1} WA
g L

14

independicntes es transpuesta de

de 1o funcidén cbjetiva en el proble-



Bjempls

El problcma priu
Minimizar

Z = Xy = DL +

Z 5 3“9 2

sugjoto

cn donde

A= O

A=

O

El problema duul ser

Maximizar

sujcto 2

1tivo

.‘15

., 7 N
~ Mo + £ e
< / P

r
. o ¢
o

™
+
+
o
e
U
+
<
o)
1l
i_]
[

|
(SN
o
R
(
p—

|
N
=
@)
= ®] (@]

Tobla 5-6

= 7w1 + 12w2 + 10w3

Tabla 5-5



+
)
A}

Cw

o
=
1

-w, + w5 + 3w,<=-5%

Ow, + W, + 0w, =C Tabla 5-=9

N
<!
-
+
()
ot
=
+
| &
o

enenocs cntonces un problera de Programacidn Lineal p e
Tenencs cntonces u robl de Programacidn Linedl por resocl
ver. Bl Problema Dual pucde usarsc para resolver ¢l problema
primitivo, y 123 soluciones a las variables do holgura o arti

ficiacles (gue 2stdén positivos en 1 primera tobla) del proble-

ma ducl, scrdn los solucicnes a 1las variables origincles del

[

problena primitive, sin iwportor ¢l signo.

L.. correspondencic cntre estas varizobles se hard de 13 mane-
ra siguientc.

Cuandc plantiemos cl problemz original llamoremos con ¢l menor
subindice 2 1z varioble de holgura correspondiente = 1la prione-
ra fila y :8f sucesivomente, entonces o 1o voriable del proble

4

oo primitivo que teng 1 wenor subindice, correspondzsr® cl valor

(@7
m

1. v.ri_.blc de holgur: de menor subindice en ¢l problemz -

(@
jen

.

F
I



SECCICN VI

PRCGRAMACICH LINEAL PallaMETRICA



PROGRAMACICYH LINEAL PARSMETRICA

¢

Existen situscioncs on los problemas d: Progromacidén Lineal

cn que resultc diffcil detorminur con exactitud los coefi-

O

'_J

]

o
pry

]

]
[a P
—

0]

<

3

-
3
e |

{

=
¥ |

Jl

las rcstriceciones del problenma,
coumo tombidn en los cceficicntes de¢ 12 funcidn objetiva y
més que todo en el cetzbleeimiento exceto de las limitacio
nes (térriincs indepcondicntes)

Un instrumento de gr:n importonci: poris scluelonar cn parte
esto situccidn cs 17 Prorramzeidn Linesl porcmétrica, en la
cual se obticnen p-r‘metros que h-ocen pusibles gbtencr un

sclucidn cuondo 1-2 cundicion:s considor-dos inici dmente

tienen cicrta variucidn. L obtencidn de pardmetros porc 1laos
restricciones no hw.n sido estudisdaos muy a fondo, por lo quo
cn nuestra expesicidn hoblarcnos dnic -mente del parfmztiro en

1o funecidn cobjetiv: y on los tdrumince independi-ntcs,

PROGRANACTION PARAMETRICA DE LAS ILIMITACICHES

Llamcoremos con la letra griega Q_lou pardmetros. Las situa-

ciones tlpicas par. ¢l vector independicnte son del tipo:
,b ‘ G \
|
|
|

) 1
b

o
N N

|
j.

=

o o o’
nNo
Il
Ny
1 et
S
|_l
[0
|
nNo

A

~

C ) i




El

un

gque

y

Pl:-nteondo

que

Py ~1

proce

[ T

cjemplc:

satisfaga:

raximic

el

Rostriceiuncs

cn

En

donde X

5 Y

funcidn objetiv

7

(= |
[\

dondec

~rtificizles,

c16n fin-1.

Resolviends

L.

-100

~100

primera tu
Ci
0

~Ner rays
sk T D&,
A,l A L\
Xl + ".2
e 2 = 2%

- 90 -

. 2
)
o v —_—
3 A —
%
4 r —
b 3%,
7

(@]

- R Lty =
ronetros

lcs

quc

hard medi

=]
[

valores reales

nte

de

Pro ] =
Xl + 3K2 - Xz + X, =3
X, - X, + 2% +3, - =2
1 2 3 5 7
o+ X o+ L +¥ = %
* l 'Lr". ¢} 6 -
16 son voriables artificialcs
quc ntonees:
= Xl + ?TD - Xz - 100%. - 6&;6
puest. un cocficiente elevide 1.8 varinbles
n ¢l objcto de que no aparezcon en 12 solu-
bla qued:w:
7 7 7 X 7 v p ~ rr~ -
1 A ._.?) K‘,. '\L—) ‘\l" x.{: bl
| 2 5 -1 1 ¢ C o | i3
L o > ¢ 1 o -1 12
tl 1 1 cC 1 c {13
| ]
Tobla 6-=5
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Observemos que 1o watriz identidod corrcsponde o 12s varicbles

Si sepuinios descrrollsndz Iteraciones hasto llegar 2 1a dltima

tibla en que todaos los . fucron negativos, éstz quednria asi:

I C N - . i
| © 0 < O 1 w/5 =5/5 -i/3)2/3
! -1 3 | 'c ¢ 1 0 1/3 1/3 -1/3] 15/3

e

5 do | C1 1 C ) -1/% 2/% 1/31 !;/3’
Tbl . -6 -/3 5/% !

Sxlucidn

\
o
i
'_l
(®)

>
L
O
o
O

. . j =296 =505  -+1/3
] , 5 2

-1

11 -morcmos B n.triz fornudz por los coeficientes de los

!

vectores X,, Xz y L,

W

<1 11 tubla anterior. (debido a que 1z ta

\J1
(

bla origincl esteos constituion 10 motriz identidad)

entoness

chora multiplicouos B 7b y resulta:

/3 = 1/31%

5/3 - 1/3%

. ;
S 1/3 8

Investigaomos choru ¢l roage positivo del parfmetro: pora valo-

Tabla 6-9

res de g <2 el sistew> sc conserv: no negative. Para este va-

!_l
H
’_1
HJ
5
.;\
o+
o
=t
7
8
(

yodenos obtener otra solucidn, por



[

nedio de otra iteracidne.

En nucstra dltimo solucidn estédn incluidas X, @2 y Xy, soca-
-+

CZ380 nos =

=+

Lucs arbitrariaomente unc de las variables, en es
decidinios por X.. Lo varicble que entrurZ secrd 1o que tenga

A

el wencr o oa-, en dond q: oS¢

5

In donde apy, son los cocficientes doc l.s voriables qua estdn

o la £1la adocidds 1x variable do salida (:1), gque sean -

o
@
Ihie
;. 1
(—+.
}_J .
)
(‘\
{0
d
=
IJ
C
3

¥ 7 ~r ~r
£

{1 L £ X ‘x; X Le 7

i i SN R A S lml—/s
N |
4‘. Ee \

Y

I
b_l

Tablo 6-1C
] nueve veetor b dondo - b osu wdximo vaolor= Z y buscundo ob
tuner otro parifmetro seric

’ L]

5t 2+ li

I
+

Tabla 6-11

F1 menor & estd empatadoc entre xl y X7, COMGU X7 es vorlable
artificial nos dedicirod por entrar 4 le hacewos los combics

correspondicntes en l-s coeficientes y 1o tabla queda:
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o~ i ~r o <7 <7 1 -r ~r
(Op Al . - ) A Ao A, -
1 2 3 . 5 6 7
2 X

.
(]
l_l
\ ~
AN \
-
|
',_l
\\
LW

soluc s 2 3 -1 1 G 0 O

Tzbl. 6-12

shorz sacamos 2 X, y 12 variable entrando teadrd que sor X

) = B

y2 que sclo ¢stz ticnce un valcer o5

Pora la tebla anterior B~l o5 1gual

C 1/3 1/3 Tabl: 6-1%

y 1 nucvo vector b os igucl

|
|
—— } Tabl~ 6-14
i
|

de donde 1/% &

f
|
-1 \ i
B b= 1 —-’/3 2 ‘ Tabl.. 6-15
|
t 2 !

Investigumos el raongo positivo del pordmetro y resulta que el

N

sistens conservz 1o no negotividad porz valores de ' < 3, o

sc2 que 1° solucidn es —plicable c=n un ran ode gentre 2 y 5 y

4

que ¢l valor nédximo del primer parfdmetro era 2.



de donde ¢l nucve vecter b ozop

':‘ + 3 JF l(' f I g 4+ n”é
b= - 3 = g = |-% - \ " Tabla 6-16
’ | 3
Jespuds d¢ s.c.or {, v entror T7 1c tabla qued
2 i 1 G - -1 C 3
C X7 € C -3 C -1 -1
( - o
3| %, v 2 ¢
Soluc. 2 3 -1 1 C C O
A C C C -1 -10C¢ -1CC C
o] 1
Tbl: 6-17
Saezios Xl y entra X, que @s 1. dnico que tiene un valor p“r‘Qj
: : -1
1w wotriz B es ahora
-1 C 3
?_l:
¢ -l Tobly 6-18
1 C 2
de donde
-1 c 3 S+ "
B lo=
c -1 -1 X3 = "
1 co=2 B
|'1 - Rn
1.
B o= . T.bl 6-19
2 + "




Entunces esta solucidn es plicable purc valores de

7
Co

Fl nuevo voctor b scerl

8 +1 + 2" | 9 + g

S S A I PRl

; L
T-bl . 6-20

dospuds de introducir ¥, y sacur Xl 1. tabl.: queda:

s e e 7 <7 h'e 5,
w1l f\_l le A.2 \.} /N : AB 1(6 X7
4 1 ) -t 1 C -7 C
,
C k7 C C -3 ( -1 -1 1
-
5% 11 1 C g 1 C
Socluc., 3 3 % C C 3 @
% -1 C I C -10C  -1C C
Tabl: 6-21

v matriz B—l ca chora

1 G -3
pls
© b rams sz
C { 1
entoneccs 1 C -3 9 +
-1
83 b=
"l ‘—l X _ Q’Il 1
G C 1 =
2
1 g : Ao

B “b=|1 + Tsbl . 6-2%
] 3



T
e,
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&)

donde el sis

tivo do "',

/s

soluecidn

ITter ciones

Pira & < -4

2) Pira -4 < 4

3) Pra 2 < 2 <

sl

g apliccble por cuulguier g»5, ontonces, yo teno

tu“i o L l ?T.I’L__.-}.k

- 96 -

tos no €8 ncgotivo, pora cualquier valcr no ne-

positive del pardinetro y hasto cqui terminon
RESUMEN
nc hay solucidn fzetible,

< 2 1z solucidn estd en funecidn de las varia-

bles X,, X3 v X2 .

+

) Paro 5 < %

P.ra Lo=6 1

ara obtoener un

0]

(dentre deo

aultiplicarcs

5 13 sclucidn esti para Xl7 13 v X2

< 6 " 1t " it X ] X

= 1 X7 Y %

ssluecidn estd pora X, X7 ¥ X

}._I

A seolucidn rticul  dooos 2l va

3

Ur que quorc-
=k Pt - : o = h—l e p= S -
su rongo), scleccciuntmos 1a B correspondicente

p.l" g = r

-1 -</3% 5/3 f

C 1/3 1/3 e -2

2/3% X

/3 %3 1 roble 6-2

no
b
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PROGRAMACTICON PARALMETRIC,. EN Lw FUNCION CRJETIVaA

En 1o sececidn anterior sc tratd unicomente con pardmetros que
tienen unc funeidn lineal, lo misno haremcs on este caso. Un

ejenplo de cste tipo pedria ser:

Bl proceso o seguir poro el cdmputo de estos

o

rinetrecs es el

siguicnte:

1) Resclveros el problema, suponiendo gue el pardnetre vale
Cero .

2) Incluiics el p.rfuetro en 1o filo Cj (cgeficicntes de 1o
funcicdn ubjetiva) y en la colunma Ci y computwios los Aja

3) Investigaros el ronge positivo del pardmetro.

2) Si para todos les términos de 1. filo Cj ¥y para tod

C8
los vzlores positivoes de &, Aj_§O, 1> ccluecidn perma

b) Si 2lzin Aj> C pir» un?> 0, deternincuges el valor wini-
Lo de ¢ parl el cunlad j 8L Cero. 4 1la correspondiente
varigble 1z llamonos Xk ¥ lu hocemos entrar cn lo solu-
cidn medinte unc iteracidn normal, haeciendo ver que uno
variable artificinl no puede reentrar en 1. solucidn

¢} L. funcidn objetiva parondtrica deberd ser wmodificada
sustituyendo o % por Py 2 Lax, en donde g es el nuc
vo pardfmetro y & mox cg el limite del valor par2 el pard

tro originsl. Caleulawos de nuevo 1los Aj y pcedria resul
tar el casc % o el cusc 3b y se trataran como tal.

d) Supongaios un AJ positive parz un ¢ >0 pero teniendo dc
tercinada una ¥k —rtificicdl, es lwposible culculir otr..

iteracidn. Este podri. suceder sule sl todas lus 21K son



i
e
[69]

|

no positivis. Lo ocurrcncis de una 2iK no positiva Junto con
url % positivo, seriu lc condicidn requerido. Al ocurrir esto,
concluimes en que la funcidn objetiva es dptima parc todes los

volores sobr: 21l 1limite identificaodo, y no necesitauos investl

rar la regidn positiva del pardmetro.

) Lo primera solucidn dptinc se reexomina pora und nuevs sclucidn
sobrc¢ el rango negativo del parfmetro. El procedimiento o scgulr

¢s el mismo, solc que es aplicade 2l rongo negative del Pardmetro.




PROBLEMA PRACTICC

ESCLUCICH 'EDILNTE EL METCDC SIMPLEX.

Lo fébrica de fertilizontes ABC, que se cncuentr. instalad . en
el Pals, produce varios tipes de férmulos, 1los cuales son mex-
cle quinica de varios productos primoarios.
Actusloente 1o ewpresa, on la nayorfa de sus productus, cufre
pérdidas, quo ¢n gron parte s¢ deben a la altw depreciacidén de
12 moquinaria, por lg cuzl sus ejocutivos confion que dentro
de algln tiempe ubtendrdn ganancizg. Aden’s do lo cnterior, o-
xiste ol costec dz 1los naterios primas (productos primorios) -
quc es bastonte elevado, por lo que un desperdicio o mala apli
cacidn de éstos, inplica una disminucidn considercoble con las
posibles gonancioas que pudieran cbtenerse.

Pzra obviur el problema de una aplicneidn no adecuada de los
productos pricarics y obtcecner las fdruulas con la wmismo cfecti-
vidad, pero de una noners ofs econdmica, se tomardn en cuento
1.5 limitacioncs de 1las fdrmules en cucntsy o los porcentojes de
materics primas que coda una 1lava inclufdas.

Lis fdrmulas que sc producen sun 1las sigulcntes:

N PL
1) G-20-0

2) 12-24-12
3) 13-13-20
1) 1=14-14

5) 15-15-6-4

6) 16-2C-0
7) 20-20-0
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b

Mazterios pric.s que 3e ocupon, junto con sus precice ~or tonola

d. wétric., puest.s cn 1la fibricu son las siguicntuo:

ML.TERT..S PRILIL.S PRECIO PCR T.M. on Milcs do §
Solucidn do Nitrdgenc 5C0
scilde 3ulfdrico 44

Supcrfosfate 5452
Potusao 247
Mogox 21C
JennePo (Difcafatu de Amonic) 866

Urea 250

Pare coda fdrmula se hocen combinaciones con todas o algunas
cus 5o obtiene 21 roductc descudo y se obtienen .dewls otros
productos 1lumndos exipisntes, que no ticnen aplic.cién en ¢l -
werendo, por lo que no sc considerardn.

Los matcrics primoes son troidas del extrangerc, por lc que no
8. puaden cbitencr cen faocilidod. S¢ estina que poro un afiu nor-
.l se dicpondrd do las siguicntes contidades de raterics primos
lzs cu.les se hon solicitodo cn esas contidades do acuerds o la

demonda,
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Mo.TERTAS PRIMAS CuNTTID..D ANUAL DISPCMIBLE EN T.IM

Sclucidn de WNitrdgzeno 11,79C
»cide Sulfdrico +,111
Superfousfato 12,71

Potasa 1,

AN
no
4

N
™y
4

M zox

D.h.Ps 8,582

Urea 231

Cxdn unn de 1as mezelas estd sujota o cicrtos restricciones den-
tro de 1o comwbinceidn do los moteriss priwas. Estas limitociones
son 1l.s siguicntes:
Firmula 0-2C-0
Bst! compuesta exclusivaomente de Superfosfatc, poer 1o que se con-
sider - rd elivinads del problema yo gque no nes podenos thoerrar na-
da mediantc un- combinicidn dptima de elementos debido o que no ¢-
¥xist: tal corbinccidn.
Périmla 12-24-12
Llov: inclufdas en su couwpesicidn las siguicntes noterics primes:
ncids Sulfurico no menos del 5%
Solucidn de Hitrdgenc noe mcocnos del 15%
supcerfosfoto no menos del 25%
D.A.P. no rfs del 50%

Poct sy ————= el rocte.



Foronula 1%-1%-2C

Acide Sulfdricu no me
Superfosfoto exzct.men

Potusa no nds del 27%

D.fi.P el resto.

n
I

Férmula 14-15-14%

Acido Sulfdrico no ne
Sclucidn de Nitrdgen

Superfusfoto nu mencs

Flriula 15-15-6-4

Leido Sulfirico 1 men

Sulucidn de Nitrdzeno

superfosfato ol mencs

Mogox ¢l restu.

I'Srrmlzs 16-2CG-0

5clucidn dc Nitrdégeno

Supcrfosfato no mis de

Flrulzs 20-2C-C

1

del 16%

cl 15%

del 18%

-7 274
SHN 19(;@

Lenos ol

Acide Sulfidrico exoctomente el 12%

Sclucidén de Nitrdgeno no uds del 3

Superfosfats no ne os

del

)y
~-T/0

s del 25%
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D.A.P., no menocs del 26%

Urea el resto

Tenemos las limitaciones en cuanto a cantidades, porcentajes
y precios de las materias primas para cada fdrmula y en gene
ral para todo el sistema de produccidn, procedamos ahora al
planteo de las restricciones lineales y de la funcidn objeti
va, due en este caso c¢s 15 funcidén costos gque ha de minimi-
zarse,

Llamemos:

X1 12 cantidad de Acido SulftGrico cn 12-24-12

Xy o " 3 3 " " 13-13-20
Xz " 3 & " " " 14-14-14
X, " " " g " " 15-15-6-4
X " i " g " " 16-20-0
X " " s . " " 20-20-0

X, la cantidad de Solucidn de Nitrdgeno en 12-24-12

X8 " " " " " " " 13-13-20
Xg " " " " " " " 14-14-14
Xig " " " " " " Y 15-15-6-4
Xy9 " " " " " o " 16-20-0
XlZ " " " " " " " 20-20-0
Xl3 La cantidad de Superfosfato en 11-12-24

X14 " " " " " 13-13-20

X15 " " " " V 14-14-14

X16 " " " " " 15-15-6-4

Xy, " " " " " 16-20-0

X18 1" 1 1" 1" 12 20_20_0



X9

X20

X
21

X272

X3

X24

Xo5

26

x99

X28

X29

X30

1

1"

La

La

1!
cantided
18]

1t

cantidad

ir

AA )

de

de

Potasa

11

Magox e

cantidad de Ureca en

Las restricciones scrin:

en 12-12-24
" 33-13-20
" 14-14-1%
" 15-15-6-4
"16-20-0
" 20-20-0

en 12-24-12

" 13-13-20

" 14-14-14

" 15-15-6-4

n 15-15-6-4

20-20-0

A partir de las cantidades Disponibles

1) X4

2) Xg + Xg +

3) Xy

5) X25+ XZ6+ X

6) XZ

7) Xg

+ X + X

+

3

+

9

9
0

2 3

X X

127 M5

X20" %91

g + X

+ X

1

+ X

1

2

+ X, 4 XS +

ot %117
¢t X17%

+ X.._+
2 23

X <4111
X1, =11790
X,g 212815
Xy, < 8582
2 1324

S 264

T 231

A partir de las Especificaciones

Para 12-24-12

8) Xq

>

0.05 (X3 + X5 + Xy3 + X99 *+ Xy¢)



0 2 -95%, + SXo 4 SX13 + 5X + 5X

1 19 25
-19X1 + X7 + Xl3 + Xl9 + XZS < @

9) X, 20,15 (X; + Xg + Xyz * Xpg * X5¢)
-3X1 + 17X7 - 3X13 - 3X19 SXZSi 0

10) Xy520.25 (X3 + X5 + X5 + Xyg + Xj5¢)
*Xp + Xy - 3Ky + Xyg * Xyg 20
11) Xyg S0.4 (X; + Xy + X35 + Xq * X25)

-2X] + 2Xg - 2Xyg *+ 3Xgg - 2X

Para 13-13-20

12) X, 20.16 (Xz + X8 + X14 + Xog * X26)

-21X2 + 4X8 + 4X14

13) Xg =0.25 (X2 + X8 + de + XZO + X26)

+ 4X20 + 4X26 <0

—XZ + 3XO - XlL‘. - X - X O

o]

20 26 =
14) X14 = 0,15 (XZ + X8 + }{14 + XZO + X26)

14
15) Xpp 20.27 (X, + Xg + SRR CT X7¢)
=27Ky = 27Xg = 27Xy, = 27X, - 73X, 20

Para 14-14-14

16) X, 20.18 (X5 + Xg + Xyc + X + X

7~
-41X3 + 9X9 + 9X

21 27)

<
15 + 9X21 + 9X27 =0

17) Xg 20,30 (X3 + Xg + X35 + X5q + Xyq)

<
2X3 + SX9 + 2X 27._0

>
18) X3520.16 (Xg *+ Xg + Xy + Xp0 + Xp7)

15 = 2Xz7 - 2X

19) Xp720.19 (Xg + Xy + X0 + Xo0 + Xpy)

+19X, + 19X, + 19X,. - 81X,  + 19X

3 15 21 =

27

i

BIBLIOTECA CENTRAL !
- e e =Rl VADOR |
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Para 15-16-64

‘\ﬂ r r
ZL)K_’LE_O 1.) (X/ k.le X16 + f): + )\28 + )\2(})
-01X, + 19Xy, + 19Xq - 19X,, + 1”Y78 + 19X,4 =0
21) X35 £0.25 (X, + Xy + Kyg + Xpp * Xy + Xyg)
Xy * X507 Kyg - Xpp 7 X2g 7 Xge 20
27 ; e ¥ “
22) Xyg 2021 (Kyw Xyg * Xyg * Xy * Kag ¥ Fog
+21X, + 21X, - 79X ot 217,55 + 210, + 21}2; <0
7 4 n_ 72 Yy 3 3 v Y v
23) Xgp 2021 (X *+ Xyo * Ky * Xpp + Xop + Xpo)
+21X, + 21A10 + 71‘16 - 79X22 + ’1‘28 + 1‘?J_50
4) X, >0.09 (¥X. + \10 + x16 + XZZ + X?S + ng)
+0X, + Q\ln + 9 16 + 9X22 - 91an + “\Zg_i”
FAarpula 16-20-0
25) X. 29,25 (X X X Xe
) %= (Xyq * Xyg * Fpg 2 49D
+X5 - 3111 + X17 + XZS.iO
20) X173_ 1 A3 ( Xll + X17 + XZS + KS)
27) oo 2 0.21 (Xg + ¥yq + Xy, * X,0)
+21kr‘ + 111\11 + 21/{_7 - 79X23_<_O

Foymula 20-20-0

28) X, = 06,12 (X, + X + X + X + X_ )

6 € *12 18 24 30
-223(6 + 3X12 + 3X1, + 3(2; + 3‘30 C

29) X]ZE_O.Sé (X6 + A1Z 4+ XT? + }2L + XSG)
-9\6 + 1Gi1ﬁ = 09Xy - 9X2r - QAZD__O

N h's 2/ v L 7 h

30) _L> B Z (Jﬁ + X12 + XlS P Xog * X390

+Xg * 606Xy, - 19X, + 6X,, + 6Xz4 <0
“ 1O r v o—

31) Xy, 20026 (X + Xqp + Xyo + Xgg # X3q)

+13Xg + 13K12 + 13K15 - BTRB- + 13}i3O <0
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Una vez planteadas l.s restriceciones, procederenovs o 1. obten

cidn de 12 funecidn abjetiva (Costos)

X, + X,.) + 542 (X : L E X+ X X ) -
Tk T Ep) OO (e TRyt Ry g ¥R g F Ry + Ay
865 (Hyg *+ Hggy Koy + Xpp # Loy + Xod 240 L Aoy + K
X.o + Xog) + 210K, + 250X
Xy + Xpg) + 210Kyq + 250X,
3¢ hon plontecde 1lzs regtricciones y 1o funcidn cbjetiviy, el

siguiente puso es uficdir o luos restricciones sus correspondien
tes vzriables de holgura y artifieciales, do tal suerte que que
de elaboroda lc primera tabla, o s8ea ¢l programa lineal ini-

cial.



Fn 12 primer. tablu del Programo Lincal a los ejemplos se
1e8 ho cambizado signo y2 que sc trata de una funcidn Costos -

que debe minimizorse, entonces, vamos o moximizor 12 funcidn

Dado ¢l problewz iwplica un ndmers muy grande de varicblés,
¢s impousible resglverlo operande "mano o mano", pur 1o gue se-
ra programode para resclvaer por computaduras.

Para resolver el problema por computadoras os necesario ha
cer primero un diugrama de blogues, ¢n €l gque sc establece de
una manera grafieca el pruceso del modelo matermdtico con todas
sus variantes, luego ests informacidn es pasuda o las t;rjgtga
por medio de perforacicnes, luego éstas pasan o un- rectificas
dora que detecta errores en la perforacidnj; unu vez perforadas,
pasan 2l cercbro, para las pruebocs, si el programa estd mal, 8e
reforma el progroma, revisando el diagrama de blogues nueva--
rento, sino Unicamente lez 12 respuesta.

Pora nuestro caso particular 1o respuesta estard dada en to
- o

neladcs de cada material que se mezclurd par. todo el afio, pes

re como la planta es do proceso continuo, los cantidodes resul
tantes se dividirdn entre lcs trescientos sesenticinco dias y
esu geris lo cantidad o mezelar dicriomente, podris sacurse 14
cantidod por horc de materia prima a mezelor de czdo materialy
para cada producto quimico.

Las respuestas en nuestro problemo no han podido ser obteni
dus debids o que 1o méquina con mis capacidad a la gue se pudo

tener 2cceso es 1la I.B.M. 14:01 de la Direceidn General de
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Cartografiu qua tieno oa su menoris 12.C00 posiciones, log -
cu.lee no dior.a cbosto para 1. resclucidn del problena, sin-
cmburgo ¢l programa ser’ prubado para un problemz peguefio que

&

v ha sido resuclto | S T e )

Paru los modelos de wsignocidn y Transpoerte no fue posible
cneontrar una aplicacidn prdctica debido o que nce sc disponla
de datos y para obtencerlos costaria alrededor do 6 u 8 wmesss

estableciendo costos, distancius, standares dc tienpo, etc.

CCHCLUSION

L.a conclusidn que pcdcroe llegar o8 que 1z programacidn
lincol es aplicable, dnicomente cuundo los sistcmas cstén or-
den:. ¢s. En nuestrg Pals cnae comienza €l desarrolle de 1
industria orden_damentc, pero su wvanc 3 a pasos agijaontados,
por 1¢ que el ccnocimiento de 1us técnicas de programncidn 1li-

neal se hace necesario para acelerar ¢l progresg en 1la progro-

seign de la producecidn ¢ de cualquier sistema.
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