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INTRODUCCION

El trabajo aqui presentado se inspira en la critica de la Ensefianza de la Matematica
aparecida en nuestro pais a raiz del crecimiento de la Escuela de Matematica insertada
en un movimiento renovador suscitado por una polémica interna entre ingenieros y los
primeros matematicos profesionales. Por otra parte, quiero asegurar la intencion de
vincularlo a la ensefanza de la fisica moderna que al pasar de Newton a Einstein
requieren de una geometria no Euclideana. Como es nuestra intencion no seguir la
discusion de Lobachebsky, Gauss y otros sino mas bien tomar los trabajos ya
elaborados por matematicos de primer orden que han orientado ese rumbo . Es asi
que , en su globalidad, esta monografia se basa en el apéndice Ill del libro Algebre
Lineaire et Geometrie Elementaire de Jean Dieudonne; y trata de dar un seguimiento a
la investigacion sugerida por tal cientifico.
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Subespacios Vectoriales. Homomorfismos

En todo este paragralc las Ictras E, F denotardn espacios vectoriales sobre ¢l campo de los ndmeros reales.

DEFINICION 1. Un subconjunto ¥ de F cs un subcspacio vectorial de E si para cualquicr par de vectoresy, y

de V'y para cualquicr par de cscalarcs «, ff se verifica que cl vector ax + fy pertencee a V.

Dcnotamos por P(E) al conjunto de todos los subespacios vectoriales de E. Indiscutiblemente E cs cl mis

grande y {0} el mis pequefio. {Cuélces son los otros?

PROPOSICION 1. Si V'y Wson dos subespacios de E, entonces
(1) la interseccion V (1 Wtambién lo es;
{2) la suma V + W formmada por ¢l conjunto de las sumas x +y, dondex € V,y € Wes el subespacio mds

pequerio que contiene alaveza vV ya W.
DEMOSTRACION.

(1) Scan a y b dos vectores arbitrarios de ¥ M Wa, B dos escalares cualesquicrit, Por ser clementos de espacias
vectoriales en My en W se tiene que aa + b ¢s un vector de V'y de W.

Por consiguicntc V' M W contienc lodos los vectores aa + b,

(2) Considercmos dos sumas cualesquicrax + y,z + { conx, z cn V3 y,f cn W. Sean «, B dos cscalarcs

cualcsquicra. Entonccs
a(x+y) + P+ O=ar + fz+ ay + ft
Usando las propicdades de la estructura de cspacio vectorial tenemos
a(x +y) + Bz + )=(aa + fz) + (ay + B)cs un vector deV + W

Pucs ax + fz € V, ay + Bt € W. Ahora bicn, como cualquier vector x de V sc pucde eseribirx + x + 0,
considcrando 0 € W tenemos quex € IV + W, Analogamentc con cualquicr y € W. Asi quc Vy i cstan

contcnidos en V' + W,



Supongamos un subespacio S# ¥ + W que cumpla las condicioncs: S conticnc a ¥y a W; ademas § csté
totalmente incluido en V' + W,

Esto conduce al absurdo siguicntc: por las condiciones de § todo clemento de Vestd en S, lo mismo que todo
clemento de W, pero existen al menos un clementox € Py un clementoy € Wtal que la suma x + y cs un
vector de ¥+ Wpero no lo cs de S puesto que S# V7 + Wsolamente SCV + W. Por consiguiente V' + Wes cl

mis pequeno subespacio que conticnc alaveza Vya W.

PROFPOSICION 2. Las siguientes propiedades entre subespacios vectoriales V, Wde E son equivalentes:
(VN w={o}.

(2) Todo vector de V + W se escribe de forma dnica como sumax +y de un elementox € Vyotroy € W.

DEMOSTRACION. (2) implica (1). Considcrando z € V (1 W. Al escribirse 7 de manera unica se liene
z + 0=0 + z yaqucz perlencee tanto a ¥ ecomo a W.Siz#0z + 0=z implicaz € Vyzg€ W o cual contradice s

hipotesisz € V' (1 W, Lucgo z=0.

(1) imphca (2). Considercmos dos sumas iguales ¢ + b=x + y dondc g, x estan cn V; b, y cstén cn W. Por tanto
a—x=y—b pcroa—x € V,y—b € W. Asi quc, por hipotcsis, a—x=y—b=0, pues ¥ (1 W={0} dc lo cual sc

deduce que a=x, y=b, quc significa la escritura Gnica.

DEFINICION 2. Cuando sc verifican las propicdades cquivalentes de la proposicion 2 sc dice que V' + Wes

swna directa. Si ademis V + W=E se dice que V' y W son subcspacios suplementarios cn E.

PROPOSICION 3. La imagen u(V) de un subcspacio V de E bajo un homomorfismo u de E en F es un

subespacio de F. Lo mismo, para cada subespacio W de F, u—]( W) es subespacio de E.

DEMOSTRACION. Como para cualquicr par dc veetores.x, y de V; y cualquicr par de escalares
a, B:ax + By € Vsc ticne u(ax + fy)=au(x) + Pu(y) esta cn u(V). Ahora, six,y € u™ (W) para todo par de

escalares a, 8, au(x), Bu(y), au(x) + fu(v) € W, luego u(ax + fy) € W.

PROFPOSICION 4. Para cada veetor e#0 de E, la aplicacion de R cn E que asigna a cada escalar § un finico

vector Ee de E es un homomorfismo lineal inyectivo.



DEMOSTRACION. Como para cualquier par de escalares a, § se verilica (¢ + B)e=ac + fe en virtud de la
cstructura vectorial de E y R la aplicacion cs lineal. Por otra parte si sc tlicnc §e=Ae cntonces (§—A)e=0. Pcro

¢#0, por tanto £=A. De dondc la inyeclividad.

DEFINICION 3. Para cada vector e#0 dc E, a la imagen del homomorlismo inycctive de la proposicion 4 sc
denomina Recta vectorial que pasa por e. A lodo subcespacio H de E quc junlo a una rccla D scan

suplementarios de E se denomina Hiperplano vectorial cn E.

PROPOSICION 5. Una recta vectorial que pasa por e liene las propiedades siguientes:

(1) es el menor subespacio de E que contiene a e.

(2) no conticne otros subcspacios mds que el mismo y {0}.

DEMOSTRACION,

(1) Sea D la recla que pasa por e. Por definicion D cs el conjunto de los vectores Ee; si 1 es un subespacio
cualquiera, quc conticnc a e también contienc todos los £e para todo cscalar . Lucgo D ¢s ¢l mas pequeno
subespacio dc £ que conticne al vector e.

(2) Todo vector z=0 de D cs de la forma z=1e con A#0. Asf quc =4~ 'z. Para cualquicr cscalar EE1 7z cs
sicmpre un vector de D. SiA y B son subcspacios suplementarios de D:4 + B=D y A N B={0}. Todo vector
de D se escribe de mancra inicax + y conx € A,y € B, pcro como A y B son subespacios de D exislen
escalarcs a, § lales que ae + fe=x + y. Pero six=0a=0, lucgo todos los clementos de A son dc la [orma

Er=(xid)e. O sca cs la misma recta D. Asi que ¢l otro vector y=fle no pucde ser més que 0 parax=0 Lucgo

B={0}.

DEFINICION 4. Dado un vector a#0. se llama scmirrecla veclorial A° abierla (resp. cerrada A) que pasa por
tales que £>0 (resp £=0). La recta D vectorial que conticne a A contienc a la scmirrecta abicrta

complementaria de A®, 6 sca, losx € D tales que ~x € A,
PROPOSICION 6. Un hiperplano de E estd contenido sélo en E y en él mismo.

DEMOSTRACION. Si A cs un hiperplano, H esta incluido cn él mismo, en vitrud dc la tcoria de los
conjuntos. Por otra partc, hay una recta D Lal que H y D son suplementarios de E. Todo vector x de E sc escribe

enlaformaa +y, cony € H. Ahora si ¥ cs un subespacio que conticnc a H yx + £a + y € Val quc x@&H



nccesariamente £#0. Eslo conduce a la expresion a=§_1x-{,-'y, oscaa €V, significa que la recta que pasa por

a y cl hiperplano H son suplementarios de V. Pero V es parte de E. Por consiguicnte V=E£.

DEFINICION 5. Dado un endomorlismo u de E, sc dice que un vecor x de E ¢s un vector propio de u six#0 y si
u({x)=Ax, para un cicrto escalar 1. Los escalares A para los cuales existe un vector propiox tal que u(x)=Ax sc

llaman valores propios de u.

PROPOSICION 7. El conjunto E(A ) formado por todos los veclores x € e tales que u(x)=Ax es un subespacio

vectonial de E.

DEMOSTRACION. Scan g, b dos vectores cualesquicra de E(Au) y , 8 dos cscalarcs arbitrarios. Entonccs,
cn virtud del endomorfismo u(aa + Bb)=au(a) + fu(b) perou(a)=Aa, u(b)=A4b.

Asique u(aa + Bh)=A(aa + [(b), lo que significa aa + b € E(Au).
Los clementos de E(A;1) son 0y los veclores propios correspondicntes al valor propio 4.

PROPOSICION 8. Para todo escalur A, E(A1:) es el niicleo del endomorfismo de u~2A-1g

DEMOSTRACION. El nacleo ug ! de u coincide con E(0;u) como los vectores propios.x correspondicntcs al

valor propio A de u verilican u(x)=Ax. D¢ donde u(x)—Ac=0.

Como para la aplicacion identidad 1e(x)=x, sc pucde escribir u(x)—A1£(x)=0. O sca |u—A1¢](x)=0 que

significa £(0pe—A1£)=(u—A1£) " (0).

PROPOSICION 9. Si u ¢s un endomorfisimo de E y g es un isomorfismo de E sobre IF cntonces todo

endomorfismo de F se escribe de manera iinica en la forma gou ° g_l.

DEMOSTRACION. El diagrama sagital nos mucstra como sc forman endomorfismo de F

F->F
~1

g1 E Elg geu °g—l pucs la composicion de homomorfismo cs
«FE

u
un homomorfismo.



Supongamos dos endomorfismos de F gou e g_1=g oy °g~1.

Por caracterizacion de los isomorfismos se llega u=v.

PROPOSICION I0. Para quc un endomorfisimo u de E sea tal que u’=1g es necesario y suficicnte que E sca suma

directa de los subespacios E(1u) y e(—1u).

DEMOSTRACION. Supongamos u*=1£. Para todo x € E sc pucdc cscribir

»I:x + u(.r)] + %I:x—u(x)]

N =

o
Ahora bien siy=(V2)[x + u(x)] sc ticne
u(y) =5 (w0 )| =5 [r-u)] =
Tambicn siz=(V2)[x—u(x)] sc licne
u(z)=-

[x—wx] =2

Con lo que sc prucba qucy € E(lw), 2z € E(—1w) dondex=y + z.

RN

[u ™) —uz(.r)] =—

b | —

Ademids E(lu) N E(—-1,1)={0}.
Pucs todob € E(1u) M E(—Lu) cs tal que u(b)=b=-b, lo cual nos llcva a fucrza b=0. Concluimos quc E cs
suma directa de E(1;u) y E(—1;u). Por otra parte, si ¢s verdad que E es suma dirccta de E(1) y E(—1;u): para

todox & Ex=y +zcony € E(l;u)z € E(—1;u) sc ticne
u@)=u(y) + u(@)=y—z
uz(x)=u(y)—u(z)=y + z=x
Asi que

uz(x)=]£(,r) paratodou € E.



Bases

DEFINICION 1. Sca A4 una parle cualquicra de £y (Me)z € 1y la familia de todos los subespacios de E que

conticnen a 4. Sc dice que ¢l subespacio M= MM formado por la interseccion de todos los micmbros de la
a€El

[amilia (M) es generado por A.

EJEMPLQ. Una recta vectorial se puede formar con la interseccion de todos los hiperplanos que la conticnen

y conticncn un punto donde pasa la recta. Toda recta es generada por un vector 20,

PROPOSICION 1. El subespacio generado M por un conjunto A es el conjunto de todas las conbinaciones

lineales formadas con familias finitas de elementos de A.

Demostracidn. Sca (x;) una familia finita de vectores de A. Por definicion de A los xi pertenceen a todos los
subespacios que conticnen a .4; en consccucncia toda combinacion lineal de cllos ¢s vector de cada subespacio
Mg de donde, toda combinacion lincal de tales vectores es de M. Por otra parlc si

x=2yixi y=2.0pj
! ]

son dos combinaciones lincales de elementos de A4, ¢l vector

Ac+ jy= E(ﬂyi)\‘i + E,H (O7)yj
! ]

tambic¢n cs otra combinacion lincal de clementos de A. Por consiguiente, ¢l conjunto de cstas combinaciones
lincales cs un subespacio de E que conticne a4 y por lo tanto.A =M.
EJEMPLO. Si (xi) cs una familia cualquicra de vectores, un subcspacio generado por sus micmbros s la suma

de las rcctas que pasan los xi.

DEFINICION 2. Una familia (x.)« e 7 de vectores de E se dice que es libre o que sus micmbros son lincalmenle

independientes si para cualquicer parte [initaJ de /, la relacién

PAare=0implical,=0, paratodoa €J
aeclJ



Una Base del espacio vectorial £ s una familia libre cuyos miembros gencran E.
PROPOSICION 2. Toda familia libre de vectores de E es base de un subespacio de E.

Demostracion. Sca (ejy una familia libre de vectores e; € E. Para cada i sc ticne una recta vectorial que pasa
por ej [ormando una [amilia de rectas (Dy); como D,ﬁD}'= {0} sii=j, la suma El),' c¢s un subespacio de £
generado por el conjunto de los miembros de la familia. Como la suma cs dirccta los micmbros dc la familia

generan tal suma dirceta,

PROPOSICION 3. 5i E es generado por un conjunto finito de sus vectores entonces E ticne una base formada por

los vectores de ese conjunto.

DEMOSTRACION. Sca A={a1a2,...ar} un conjunto quc genera ¢l espacio E. Basta que al menos un clemento
de.d sea #0 para garantizar que el conjunto de las partes libres de A=@. Consideremos la parte libre mas
grande y denotémosle por B. B={b,b2,...,bs} con s <r. Examinando ¢l conjunto B'=BU {x} dondcx & 4 pcro

5
x & B. Larclacion E,l,'b,'+ ax=0 con a=0implica ;%0 para algin i=1,2,...s. Pucsto quc st =0 la rclacién
1

.
M 2ibi=0 implica 1;=0 para todo i=1,2,...;s ya que los vectores de B’ son lincalmente independicntes. De aqui
I p yoyeeS YA (
1

5

rusullaxzza_]lib,' para cualquicrx € A.
i=1

En virtud que A gencra a E'y 4 esta conslituido por los bi de B y por los vectores de A —B resulta que para cada

€l

r
7= ) jaj
[

I
Como todo aj & B aj=l:‘1;‘f)i.
|

Lucgo la familia (bi)1 <i<s de vectores de B es libre y genera a E.



PROPOSICION 4. Si E admite una base finita entonces toda otra base ticne exactamente el mismo niimero de

Vveclores que la P{I..’H{’."d.

DEMOSTRACION. Basta hacerlo para dos bases, dada una y supucesta otra. Supongamos que £ admite una
base de nnveetores . Por Ia proposicion 3, cualquier otra basc ticne a lo sumo n clementos. Razonando por
recurrencia sobre n. Cuando n=0, £={0}, cualquicr olra basc no ticnc elementos. Consideremos ia Gase
(b"w)er € 1, un micmbro de csa basc b’y al subespacio I de E generado por b'y, 0 sca la recta que pasa por b'y.
Lucga, el subespacio W formado por las suma directa de las rectas que pasan por los b'g cona=j,a € 1.
También tenemos al espacio E generado por los b; de la base dada de £ con 1<i<=my la recta que pasa por
b'y. Hay una subfamilia (bi,)1 <t <r dec la base (bi) con los ik distintos tal que cl subespacio formado por la suma
de las rectas que pasan por los by, V', cs suplementario a Ven E. O sca V+ V' =E. Es absurdo alirmar r=n
pucs resultaria E=17, lucgo 7 ticne una basc de r elementos con rzn—1. Como V' y W son suplementarios ¢n
E entonces H’).r 1" son isomorlos, en dnica posibilidad. Asi que ta familia (0'a)e € 1— {3} base de Wiicne a lo

sumo n—1 vectores.

Por consiguicnte ¢l conjunto de indices / tiene a los sumo i clementos que corresponden los vectores de la

supucsta base (D'a) e 1 de E.

PROPOSICION 5. 8t (D) € 1 s una bhase finita de E y o un endomorfismo de E, entonces lus signientes
propiedades son equivalentes:

(1) oes inyvectiva.

() o es sobreyectiva.

(1) aes biyectiva.

(4) (0(ba))a € 1 ¢5 base [inita de E.

DEMOSTRACION.

(1) implica (4).

Si 2 Auo(ba)=0, cs porque o( Y dube)=0 por ser un endomorfismo inycctivo, necesariamente DAabe=0, que
implica A.=0 para todo a € I debido a que los bj son lincalmente independicnte de donde los o(by) son

lincalmente independientes. Como cada y € E sc escribe de una tnica forma y: '-‘\‘i'r.i"u con la base (b)) por
" o



inyectividad .t:a(}')=E£,ﬂU;,,). Cadax de E sc escribe de una Gnica forma con L base (o(b.,)).
(1) implica (3)

al =
Para cada .r=l§aa(_.‘r,,) sc liene

YEa(be)=0 (}:g(,bu>

de donde, existe uny € E tal que y= EE”.‘:,;. Por tanto, para cada.x, cxisic y tal que

x=a(y).

[ucgo o ¢s sobreyectiva.

Ahora
NEo(ha)=0 implica £a=0, paratodo a

pero como Y Eco(be) =o( ) Eube)=0(x), cunxr—zi;'ubf, sc obticne o(x)=0 implicax=0. QO scaov” l(())=~(l.
(3) implica (2)

Obviamente si o ¢s biyeccion, o es sobreyececion.

(2) implica (1).

Sio no fucra inyecliva, o~ '{_Il):ﬁ {0}. Sca W el subespacio suplementario de V=o~ I(()) en I Lucgo

a1+ Wy=a(V)+ o(H) es suma directa pero como o(M)={0}, ya que V=0~ l(()) dc donde
o(E)y=a(l¥)

siconsideramos 0=z € £ peroz & o £). Como o(E)=o(11), no cxiste y € W tal que z=0(y). Ademds, como

paratodox €Eo™ 1(Ujl:u(_\')z(). Asique E#o(E). Concluyendo la demostracion.



Dimension. Matrices

DEFINICION 1. Un espacio vectorial con base linita sc dice que cs de dimension finita. El ndmero de

micmbros de Ia basc sc llama dimension de E; sc denota dim(E). En caso contrario se habla de dimensian

infinita.
n

PROPOSICION 1. Si (biyt=i<n es base de E, entonices la aplicacion (E,‘)—*EE,IU que asignd a cada vector de Foun
1

_ - onn . ~ ] Y
vector del espacio R es un isomorfismo de R sobre E. dimR" =dimE.

DEMOSTRACION. Como cadax € E se¢ escribe como una anica combinacion lincal de los vectores de la
hase, resulta la unicidad de 1a n-ada de escalares asociada a cada combinacion lincal y Ia exhaustividad de 1a
aplicacion. Falta probar la lincalidad.

Scan (&), (Ai) dos n-adas de escalarcs, o sca dos vectores de R,

Su suma (£7) + (A;) = (&i+4;) csta asociada univocamente con ¢l vector de E E(E,’+l,‘)h,‘=2§,’b,‘+§‘j,’h,’ por la
cstructura vectorial de E; lucgo nos falta a(&)=(aéi) implica Z(a&)bizazé,'b,'. Con lo que concluimos nucstra

demostracion.

PROPOSICION 2. Todo subespacio V de un espacio de dimension finita admite wn espacio suplementario Wen

I,

DEMOSTRACION. Supongamos que £ cs generado por la reunién de Vy los vectores de Ta Tamihia () L. Al
cxtracr todas las sublamilias y distinguir a (vi )1 <k <r donde r cs cl mayor entero para cl cual sc cumple que £

sca fa suma directa de 'y la suma de las reclas que pasan por los x;. Vamos a probar que E=£'.

Suponcr que E£=E' implica la existencia de un indice j con 1<j<m tal quexj & E’. Lucgo la relacion

,
Avj+y+ E/Ikxik:(), cony €V
k=1

’

conduce a una contradiccion. Veamos el anilisis 1ogico. S14%0, entonces xj= —-l"ly—Zl“ l/:g\',',., lucgoy; € £

por definicidn de £7.



Esto significaxj € E' yxj & E'; absurdo. En consceuencia =0.

Entonecs la relacion y+ Y i, =0, que provienc de una suma dirccla, implica y=0. O sca Dtkvig=0lo que s
vez implica para lodo k=1,2,...7 k=0, y=0. Por lo Lanto, para cualquicr indice j con I =j=<m clvectoryy € Iy
por consiguicnte E=E'. Ademis como E ¢s la suma dirccta de Vy la suma de las rectas ¢ue pasan por los xig

con k=1,2,...5, la suma dc estas rectas cs ¢l subespacio suplementario de Ven E.

PROPOSICION 3. Fura toda descomposicion de E en suma directa de dos subespacios V'y W se tiene
dim(EYy=dim(V)+dim(}¥).

DEMOSTRACION. Por ser suma dirceta de V'y W, cl espacio E ¢s generado por los vectores de la base de I/

reunido con tos de fa base de W, los que a su vez son lincalmente independicntes. Asi que forman una base de E.
Stdim(V)=p, dim(W)y=q, rcsulla dim(E)=p+q.
PROPOSICION 4. Para dos subespacios cualesquicra V'y Wde E se verifica la relacion (de Grassimann)

dim (1) +dim(Wy=dim(V+W)+dim(1’M).

DEMOSTRACION. Debido a que FT1 es subespacio de 'y W, la proposicion 2 de ésta scecidn ascgura la
cxistencia de los suplementarios de I en Vy IV, Scan P, Q los suplementarios de VM Wen Vycen W,
respectivamente. De aqui, es suma directa de VOV y P; 1 cs suma dirccta de MO Wy Q. Por lo tanto ¢n

virtud de la Proposicion 3;
di(Vy=dim(VOW)+dim(P)
dim(W)y=dim(VW)+dim(Q).
I’s claro que ¥+ W es suma directa FOVW4 P+ Q. Lucgo, por la proposicion 3,
dim(V+ W) =dim(VOW+P)+dim(Q)

=dim(VOW)+dim(P)+dim(Q)



Por consiguiente dim(V+ W) =dim (V) +dim(W)—-dim(VW).

PROPOSICION 5. Si Vy Wison dos subespacios de E tales que V estd incliido en Wy ambos ticnen ignat

dimension entonces V=1W.

DEMOSTRACION. Por estar Fincluido en W, V admite un subespacio V' de H suplementario de Fen 3 Po

fo tanto dim(W)y=dim (V) +dim(}V")

pero como, por hipdtesis, dim(Wy=dim(V), entonces dim(V')=0, lo cual significa V"= {0}. En consccuencia

W=V+I"=V.

DEFINICION 2. Para cada homomorfismo 1 de F en F, ambos de dimension fintta, se llama rango de wa fu

dimension de la imagen u(E). Se denota por rgu). rg(u)=dimu(E)).
PROPOSICION 6. Para cada homomorfismo u de I en F sc tiene rgQu)+dim(u”™ 1(())'):-—'di/n(E).

DEMOSTRACION. Sca (bj)1 <j<- una basc de u(E). Entonces cxite cn £ una familia (@)1 <j<, libre tal que
u(uj)=bj, para cadaj=12,..r. Se sabe quc la suma de las rectas que pasan por cada vector a; de la familia s un

subespacio V de E; con (gj) como base.

“ndmile un snplementario Wen £, Como dim B =dim(E)—dim(17) supongamos (¢)j <= o hase de 1

-~

‘adaz € E pucde escribirse de mancra finica z=x+y donde x € I,y € W, adeniis O = [0}, Consideremon

v € Weony=0, asumicndo u(y) verilicamos que si u(y) =0 cntonees
“('}') —{ q.,[ll(Cl) E’ljb]#()

vaque n(y) € u(E). Llegamos a una contradiccion. Esto significa quey € V,y € Wiy € VO implica y =0,

pero eslo es absurdo pues se supone y#(0. Por tanto, siy=0, u(y)=0 cuando y € I, En csle caso sc obticne,

todoy € W,y € ™' (0). Luego dfm(u_l(_()))+dim(u(£:'))=dim(E).

COROLARIO 1. Siu s inyectiva entonces dim(E)y=rg(u).

D
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DEMOSTRACION, Usando resultado de Ia proposicion 5, sabiendo que u ™' (0)= {0} debido a la inyectividad

deu, se tiene rg(u) =dini(E).

PROPOSICION 7. Sean (biy1<i<p, (aj)1<i=q bases de E'y Frespecivamente. Todo homomao:fismo de Een

estd determinado completamente porla matriz M(u)=(«j) donde

1
w(hi)= Y wijaj, para cadai.
j=1

DEMOSTRACION. Considerermos un vector x=§ib+ -+ - +&pbp en E y su unagenen F
u(x)y=da+- - +oguy.

Pero
u{x)=u E&bi Zﬁjgﬂl(bi)
1 1

IFseribiendo las coordenadas de en funcion de las coordenadas de x respecto a la base de E. Para cada

i=1,2,..p

['l‘
u(bi)=ci= aijaj.
=1

Lucpo

P q,
u()=Yci&i=2, ( _ﬁ:aiffi) aj:ﬁ:dj”j-

i=1 j=1 ‘i=1 j=1

Lin virtud de fa proposicion 1 de esta seccion los 91 97,...,04 son Guicos y determinan internamente la imagen
uix) en .
s claro que las coordenadas dj escritas en funcion de las coordenadas & de x se determinan completamente

por los cochicientes ajj.



DEFINICION 3. A la matriz (@jj) de la proposicion 7 se le lama matriz del homomorfismo u respecto a ki basc

(hiy de E y ala basc (@) de F. Sc denota por M(u).

Cuando u es un endomorfismo de E solo se dice la matriz del endomorfismo i respecto afa base (hiy de £ Lin

cale caso M(u) es cuadrada,



|

Ilspacios Duales. Ortogonales.

DEFINICION 1. Al espacio vectorial formado por lodos los homomorfismos de £ en R se lama espacio duel
de I (o brevemente ¢l dual). Se designa por E*. A los elementos de este espacio dual se les llama fornias o

fincionales lineales sobre E.
PROPOSICION i. Para toda base (ei)1<i<n de E existe una, y solamente una, basc (¢i )1 <i<n de E 1al que

: stil=j .
€i (v}'):{?’ :’i:/{, para [=i<n.

DEMOSTRACION. Como dim(E£)=ny probamos quc E cs isomorfo a R”. Si probamos quc £7 y R” son

[ - - . - . . nhd 12 I
somorfos demosiraremos que Fy E7 son isomorfos. Para tal electo definamos la aplicacion 6 de £7 en R asi

asemos a verificar que # es un isomorlismao.

(1) lincalidad

Para cada par de formas lineales sobre E : u,v y cada par dc escalarcs a 88
O(au+pvy={(au+pv)ei))1<i<n
por definicion de suma puntual tiene
(au+Bvy(e)=au(e) +pv(ei)
y por ser R" un espacio vectorial

((cau+pvy(ei)) = (car(ci))+{Pv(ci)) paracadai=12,.n

O(cu+pvy=a(u(e)) (v (e))

O(cat+Pvy=al(u)+L50(v).

15



(2) inyectividad.

51/ es una forma lineal sobre E tal que F(ei)=0, para 1 i<n.

“ntonces para lodox € £ : F(x)=0; /* ¢s la aplicacion nula. esta cs la Gnica forma lincal que salisfuce

0 y=(0,0,...,0), 0_1(()):1’. De donde, 0 ¢s inyectiva.

(3) Sobreycectividad,

Para cada veetor (& .&n) de R" asociade biunivocamenlte a un vector x € F respecto a la base ((‘i),.x':‘\_‘j‘;('j.

Pucs la escritura Gnica dex conduce a una forma lincal sobre E Gnica
u(y=Lw(c)+ - - - +Puu(ecn).
[“sta forma lincal cxiste gracias a la exislencia dnica de los escalares £, tal que
x=[he+fx+ - - - +Bucn.
Asi que, para cada (£,...,54) cn R" existe una forma lincal u sobre E tal quc

u(ey=£&1, u{e)=E2,.., u(en)=En.

() sca
H(\i’,l):(vE[,....gn).

. . N 2 . ] * - ‘ "
Concluimos que E” es isomorfo a R, por lo tanto dim(E)y=dimE”.

I'<tc isomorfismo permite pensar que para la base candnica de R”
(1,0,.,0), (0,1,0,...,0),...,(0,0,..,1)

cxiste una tnica base (¢f') de E tal que

Otei) estal que ¢f (¢))= {(J]’ :2

DEFINICION 2. A la base (¢f) de E7 de a anterior proposicion se denomina base dual de la basc (ei).

16



PROPOSICION 2. La aplicacion que asigna un nimero real a cada forma lincal , para cada vector x € E [ijo es
una formna lineal sobre el dual E® de E, denotémosla por Ty. Demostrar que la aplicacion que asigie a cada v € 1

4 . - L]
un Ty es un isomorfismo de E sobre el dual de E-.

DEMOSTRACION. Definiendo Ty(u) =u(x), para cada u € E* tenemos
Tray()=ulx+y)=ux)+u(y)=To(u)+Ty{u).
() sca,
Tety=TetTy.

Ademis

Tia(t)y=u(cx)y=anx)=aTx(1).
I ucgo

Tiv=aTk.

I"<to demuestra que la aplicacion x—=Ty ¢s lincal.

Verilicando la biveetividad sea To=Ty. Entonces para cadau € E* sc ticne T(u) implica n(x)y=u{(y). Lucgo,
] I I ;

poara cada forma lineal u : u(x—y)=0 implica necesariamente x—y=0. Por tanto u cs inycctivi.

\hora bien, sean (¢) una base de E y (¢ ) su base dual. Escribamos Ty clemcentos del dual de £°. Prohemos
(que forman base de E7*. O sca (T¢;) s base dual de ().

I'or definicion, para todou € E*,
Teu)=u(ci).

[ nego T}-,-(ff)+q'i_c,'). Pero como las ¢f forman la base dual de la basc (¢i)de £ s¢ obticne

¥ 0, sti#] .
¢ (r,‘):{ I) qii'—‘j para l=i=n



donde Te(ef)=0siisf; Telel)=1, (Te) csbase dual de (ef ). Asi que la aplicacionx—>Ty de E en ¢l dual de

-

E.
DEFINICION 3. Al dual de £° se llama bidual de E y s¢ denota por E*°.

DEFINICION 4. Se dice que un veetorx € E y un vector u del dual de E son ortogonales siu(x)=1. Si M ¢s un
nbeonjunto del dual de E, se dice que M y N son ortogonales si todo vector de M ¢s ortogonal a todo vector de

V.
PROPOSICION 3. El conjunto ortogonal de un subespacio V de E es subespacio de dual de L.

DEMOSTRACION, Para cualquicr par de lormas lincales sobre E u,v tales que u(x)=v(x)=0 para todox € }7

sc satisface

cu(x)+ v () =0, para cualquicr par de cscalares af.
Notacion. Se designa por 7 al subespacio ortogonal de V.
PROPOSICION 4. Para cada subespacio V de E se tiene din(Vy+dim (V) =dim(F).

DEMOSTRACION. Si(ei)1<i<p cs una base de V que puede extenderse para obtener una base de E, sea
(C1C2eenlpa€p+ 1yCrt) base de E consceuentemente (¢f )1 <i<n s su base dual. Cualquicr forma lincal i,

particularmente las ortogonales a los vectores de ¥ satisfacen

n
L d
u=y&ie.
1
Stsuponemos i € 17, para cualquicr ey,..,ep, uie)=u(c2)= - - - =u(ep)=0.
Esto signilica
J'_l
w(ej)=>, &ief (¢))=Ej=0, para 1 <j=p.
1=1

. . . . ; .
I'n consecuencia 17 s generado por 108 ¢4 1y, en. Luego dim(V°)=n—p, donde p=dim(}).



PROPOSICION 5. Para todo subespacio V' de E se ticne
(="

DEMOSTRACION. Utilizando los resultados de la proposicion 2, siidentilicamos los Ty tales que para fos

i € 17 seticne To(u)=ulv)=0), cuandox €V, Ty € (F7)°.

Lucgo dim(V®)+dim(} “)“:r!ir:;(ﬁ' ), pero u‘r'm(E')=dim([f)Zd:‘m(ll")+dim(b'°). En conscecucencia
dimn(1°)°=dim(V).
Por otro adox € Vimplica u(x)=0, parau € 17, lucgox € (7)° pucs u(x)=0 para cualquicru € 1°.

Resulta gque
17 (1) ydim(Vy=dim(1°)°
por un tcorema anterior
V= (17)°.

PROPOSICION 6. Para dos subcspacios cualesquicra 17, W,
(1 () =renne

(2) (KO ==+~

DEMOSTRACION. (1). Para cualquicr sumax+y conx € I,y € W, u(x+y)=0 sy solo siu(x)=u(v)=0, pucs

todoxr € F x=x+0, lo mismo cony € W:y=0+y.

Porlotantoun € 1 u € W7 o scau € (V+H)° cquivalentcu € M2,

(2) Aplicando cl resultado anterior (1) a V°+ W7,
(VPP = (1P N (WP =V
PO W= (14 W)= (VOW)°

de donde se obticne el resultado requerido.
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La traspuesta

e g . - 4 - { -
DEFINICION 1. Para todo homomorlismo u de E in F s¢ llama traspuesta de u al homomorfismo w de £ ¢n

E” tal que para cada forma lincal sobre F
w=feou.

PROPOSICION 1. La aplicacion gue asigna a cada homomorfismo u de E en F su traspuesta “es un

isomorfismo.

DEMOSTRACION. Scan i, v dos homomorfismos de E ¢n F cualesquicra y scan u‘,/f dus escalares

arbitrarios. Por definicion de traspuesta

Yeae+Py(N)=f o (cu+[iv)

para cada forma lincal sobre F.

Siendo x un vector cualquicra de E la imagen
Jo (cart o)) =f(aux) +rx))
=cf(u()) +(v())=[ a(fu) + ()] ()
() sca
Jo(cutfr)=a(fou)+f(fv)
"ca+pvy=a'u+p'v.

De donde Ta linealidad.
v . { t " . -
Suponicndo, ahora, ‘u="v; para toda forma lincal f, u(f)="v(); lucgo [ o u=f°v para toda f. De donde, para

cadax € E,

Jux)y=fvix)y implica f(u () —v(x))=0.

20



O sca, f((u—v)(x)=0 paratodaf.
La Gnica posibilidad cs u—v=0. Lucgo u=v. Ahora bien, siy es un homomorfismo de F* cn E*, para cualquicr

forma lincal f sobre F:y(f) cs una forma lincal sobre £. De donde existe un homomorfismo u de £ cn FFtal que
. . {
feu=y(f). En consccucncia ¥ ¢s la traspucsta de algiin homomorfismo u, ‘u=y.

Concluimos Hom(F* L) cs isomo6rfico a Hom(E F) por lo tanto dim HomF* E®) =dim(E,F).

PROPOSICION 2. Si E, F, G son tres espacios vecloniales de dimension finita y si u € Hom(EF) y

v € Hom(F,G) entonces

fweu)y="uo'y
DEMOSTRACION. Por definicion de traspuesta, para cadag € G, sc ticne

(veu)g)=g° (vou)=(g°v) °u
pero
gevEF  asiqucgev)e v='u(g °v)

Ademis g o v="v(g); lucgo ‘(v > u)(g) ="u('v(g)). Por consiguicnlc

‘vou)="uc'.

PROPOSICION 3. La traspucsta de un automaorfosmo de E es un automorfismo de e”.

DEMOSTRACION. Primero, mostramos que si (£ ¢s la aplicacion identidad en E, su traspucsta cs la identidad

s
en B

< o - .
Sca'tg; lu traspuesta de ¢, Para toda forma lincal sobre E, sc ticne

‘uf=fo=f
luego YE=1g*.
E
| BIBLIOTEQA CENTRAL ‘
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Sicndo los automor(ismos inversibles, sc ticne que para cada automorfismo u cxiste otro automorfismo v tal que

UCV=VOU=IE.

Lucgo ‘(u o v)="(v > 1) ="1g; de dondc 'v o lu="u o 'v=0;s*. Esto significa"(u ") =(u) " L.
PROPOSICION 4. Si V es un subespacio cualquiera de E y u es un homomorfismo de E en F, entonces
(v ]o=C) ™ ).
En particular
(E))*=(u)"1(0).

DEMOSTRACION. La relacion f € [u(V)]° equivale fu(x)=0 para todo u(x) de u(¥). Equivalentc a decic

[ u € V°. Esto cquivalc a escribir ‘u(f) € °, que cs lo mismo que f € (‘u)”l(l/").
Particularmente, si V=E, E°={0}; de dondc sc obticne la [6rmula (u(E))°==(’u)_1(()).
PROPOSICION S. Para cada homomorfismo u de E en F se tiene rg(‘'u)=rg(u).

DEMOSTRACION. Por una partc sc sabe dimF=dim(u(E))+dim(u(E))°. Pcro, también s¢ sabe

(wiE)°="u)" 1(()) entonces

dimF=rg(u) +dim('u) "' (0).

Trabajando cn el dual de F, sc ticne

dimF* =rg(‘u)+dim('t) "}(0)
pero dimF=dimF*. Por consiguicnte rg(u)=rg(u).
PROPOSICION 6. Para todo homomorfismo u de E en F se tiene ' (‘u)=u.

Particularmente (u—l(()))“z’u(F").
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DEMOSTRACION. Trabajando con los duales de E y F. La definicién de traspucsta seria: Para cada

! - 5 - .
homomorfismo ‘u de F* ¢n E*, la traspucsta de ‘u es un homomorfismo del bidual de £ cn ¢l bidual de F, pero

sicndo idéaticos por identificacion isomérfica,
‘Cu)(Ty)=Tu, identificandox con Tx.
Pero para cualquicr forma lincal sobre F, f sc ticne
Tx{11@=Tx({um)={Um(x)=U° uy)=f(u(x)),
lo que serfa bajo la identificacion u(x) con Tugy en FyF**. Asf que
Tx'u(fy=Tug()-
Porlotanto Ty e {u=T,,(_\-); cn consccucencia sc identifica
‘Cuy=u.

Particularmente, sabemos ‘u ™ 1(ﬂ)'—-(u(E))".
Utilizando la dualidad ‘(™ ))(0) = (u(F*))° resulta 1~ 1(0) = (u(F; pero ((u(F*°)°="u(F*) de dondc

(10 ="u(F).
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Aplicaciones Multilineales. Determinantes.
DEFINICION 1. Scan E1,E2,...,Eq,F g+ 1 espacios veetoriales. Una aplicacion g-lincal de £y X Eax - - - XEq
cn F cs una aplicacion u que cs lincal en cada uno dc los argumentos. Cuando F=R sc dice forma g-lincal.
DEFINICION 2. Una forma g-lincal u de EY ¢n R se dice altemada cuando
U(x1,X2,-00%9) =0

cada vez que haya dos indices distintos i <j tales que xi=x;j.
PROPOSICION 1. Si u es una forma q-lincal alicmada sobre E¥ entonces

UQeix,.. Xi Xy Xg) = —U (X1, X Xi e yXq) -

Tomemos u(x1,...xi +xj,...,5 +Xi,... Xy =0 pucs xi+xj=x+x; por scr multilincal sc ticnc

(X ]y Xy Xy Xg) H U (X, G, 00XG L. Xg ) =0, ya que
UKL yeeeyXiyeengXiy e Xgy =0
U(X e Xfyeen Xy Xq) =0,
COROLARIO 1. S W es una forma lincal alternada sobre E* entonces Wixy)=—W(yyx).
DEMOSTRACION. W(x+yx+y)=0 implica W({xx) +W(yy) +PSIxy)+¥(yx)=0
de donde Wixy)+W(yx)=0.
DEFINICION 3. Siu cs un cndomorfismo de E. Para toda forma g-lincal alternada sobre E9, W, sc verilica

T (x1),et (0g)) = det (1) W(xx2,...,x4) donde det(u) cs un cscalar llamado determinante de .

PROPOSICION 2. El defenninante del endomorfismo identidad de E es 1.



DEMOSTRACION. Sca (g la identidad de E. Luego, debido a que W(iotag(x1),....£(xq)) =1 (x1,-..Xq)-
Por consiguiente det(1)=1.
PROPOSICION 3. S5i u y v son dos endomorfismos de E entonces del(u o v)=dcl(u) - del(v).

DEMOSTRACION. Por definicion 3 lenemos W(u (v(x1)),...4 (v(xq))) =dct(u ° V)W (x1,...,xq). Pero

W(u(v(x1)),...u (v(xgyy=det (@) Wr(xy),..v(x,))
=det(u)det (V)W (x1,....xq)
lucgo
det(u)ydel (W (x,-..,xq) =del(u o v)W(xy,...,xq)-
simplificando llegamos al resultado buscado.

PROPOSICION 4. Para que det(u)#0 es necesario y suficiente que u sea biyectivo.

DEMOSTRACION. Siu cs biyectivo cnlonces u ™! lo es también, Ademés uu ™ '=u"'u=1£. Lucgo

det(u™ Yo u)=det(u™ Ndet(u)=det(1£)=1. A fortiori det(11) %0.

Por otra parlc, si u no [ucra biycctivo, enlonces u noseria inyeclivo pucs si asi fucra 11—1(0)=0 y la rclacion

Ji:nE:dinm—l(O)+/g(u) implicaria rg(1)=dimE, lo cual cquivale alirmar quc u cs sobreyectiva pucs u(E) C [
v dimE=rg(u) implican E=u(E) producicndosc una contradiccion al suponer que 4 no cs biyectiva y
deduciendo que lo es si 1 fucra inyectiva.

Consideremos ahora un vector b1#0 tal que u(b1)=0. Hay una basc (bi) dc E dc la cual by ¢s uno de sus

micmbros. Supongamos g <n. Para cualquicr forma g-lincal altcrnada sobre £9 sc ticnce
W(bi),...u(bg))=dcl@)W(bi,...,.bq).

Como by#bj para j>1, entonces W(hiy,...hy)#0. Pero como u(by=0, por lincalidad de¢ W



W(0u(bzy,...u(bgy)=0.
La relacion det(u)W (by,...,bgyy=0 implica det (u) =0.

DEFINICION 4. El det(u) cs cl determinante de la matriz de u, M(u), respecto a la basc (e;) de E.
PROPOSICION 5. Para cada endomorfismo u:dcl(u)=dcl(’u).

DEMOSTRACION. Sca «j la matriz M(u) de u respecto a la base (ei). La traspuesta de i, ‘u, estd determinada

totalmente por la matriz M(‘u) de ‘u respecto a la basc dual (¢f) de E*.

n
Para cadai=1,2,..51 u(ei)= Y aije.
j=1

Para cadaj=1.2,..21 ‘u(ef)= Eﬁjici'.

i=1

Vamos a calcular los cocficientes Bij de M(‘u) en funcién de los coclicientes aif de M(u). En tal cfccto

n
‘u(ef)y=cf -u=Ypjiel
i=1
n
Io que significa quc para todox € E cs ticne ¢ (u(x))= Y Fjiei (x).
i=1

n n 1 i=j
Perox=y Eiei. Lucgo u(x)= Y die; dondc &i=ef (x) = &ie (ei), pucs e/ (¢j)= {O’ i

1 i=1 y

Por lo cual
n n
O *
efu(x)=3piki; efu(x)=2Aicj (ei)
i=1 i=1

donde
e (e))=0sii#]

e (e)=1,sii=j.
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Por lo cual efu(x)=4j, para cada j=1,2,...,21. Asi que la relacion ‘u(e]) (x)= ¥ fjie! =¢j (u(x)) cquivale a la relacion
2Bji&i=4;.

I'ero como por la delinicion de la matriz (@ij) de u se ticnen las relaciones
n
* *
o (u(ei)) =, ik (ex) =i,
k=1

efu()= SEienuen))
Debido a que

n
Ai=cju(x)=">ai paral<i=n, 1<j=<n.
i=1

Comparando

n

D.aiibi=2pjiti

=1

resulta fji=aij para cada ij=1,2,...21.
Como cn este caso M(u) y M('u) son matrices cuadradas.

Por cileulo de matrices resulta det(u) =detM(u) =detM (‘u) =det ().

DLEFINICION 5. det(u—x1£)=0 sc llama ccuacion caracteristica del endomorfismo i; polinomio caracteristico

deu s det(u=A241g).
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Forma bilineal simétrica

DEFINICION 1. Una formal bilincal ¢ sobre E2 cs una aplicacion que satisface las dos condiciones siguicntes:

i) la aplicacidn parcial asociada a p por la izquicrda, denotada por Sp(x), y dehinida asi:
para todo veelor y de E:Sp(x) () =¢(xy) es una forma lincal sobre E.
2) la aplicacitn parcial asociada a ¢ por la derecha, denotada por dy(y) delinida asf

Para todo veclor x € Exd,(y)(x)=¢(xy) es una [orma lineal sobre E.

PROPOSICION 1. Las aplicaciones que asocian a cada vector z de E las formas lineales sobre E S(2), dp(z) son

S
homomorfismos de E en L.

DEMOSTRACION. Scan xy vectores cualesquicra de E, y scan a8 cscalarcs arbitrarios. Enlonces, por

definicion, para todoa € E,
Spp(cwx+Py) (@) =p(cx+fya)
=ap(xa)+Pp(y.a)
=aSy(x)(@)+pSkpi(y)(a)
=[aSy(x)+B5*(¥)](a)

Por consiguicnte Sep(ax+y)=aSe(x) +854 ().

Procediendo por analogia para dp
dp(cx+fy)(a)=p(a,cx+fy)
=ap(ax)+fp(ay)
=adp(x)(a)+fdp(y)(a)

=lady () +fde(y)|(a)



Lucgo dy(ax+fy)=ad,(x)+Bd ().

De aqui se concluye, por delinicion 1, p(xy) =S () () =dp(y)(x).
PROPOSICION 2.'dp=Sp; 'Sp=ds; 15(S ) =rg(dyp).

DEMOSTRACION. Utilizando los duales y los biduales, como la identificacion isomérfica de E con su bidual

dp € Hom(E,E™ 'd, € Hom(E*",E").

Paracadax € E, Ty € E**, TridCnlico ax.

'd(Tx) cs un veelor del dual de E.

Paratodoy € E; por definicion de traspuesla,

'dqq(Tx) =Txdp=dp(x); lucgo

por definicion de los Ty resulta

dp(Te)(v) = Teldp () = (dip () (¥) = (S (1)) (¥)

lucgo 'dt,,('l})=S,q(.r)
por identidad isomor(ica ‘dyp=S,.
Analogamente, S, € Hom(E,E"), 'Sy, € Hnm(E",E').

lMaratodox € E,
‘Se(T)@)=(Ty ° Sp) () =Ty(Sp(x)) =Sp(x) (") =dip () (x)

de donde ‘Sp(Ty)=dp(y).

Como Ty identico isomérfico de y por le isomorfismo candnico, resulla 'Sy =d,.

I

FFinalmente, se sabe ry(u)=rg{‘u). En nucstro caso rg(Sw)=zg('S¢.)+RG(dw).

DEFINICION 2. La forma bilincal ¢ sobre E2 ¢s no degencrada si Sg y dp son ambos biycctivas.
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PROPOSICION 3. La relacion dy=S, equivale a la relacion p(xy)=¢(y,x) cualesquiera sean x.y.

DEMOSTRACION. Sabemos p(xy)=dp(y)(x) =Sp(x)(y). Si suponcmos Sp=d, cnionccs

P(ey)=Sp@)¥)=dex) () =¢ (%)
Ahora bien si p(xy)=¢(y,x), lenemos dyp(y) (x) =¢ (xy) =@ (y,X) =du(x)(y) =Sp(y) (x) dc dondc d* =S,.
DEFINICION 3. La forma bilincal ¢ se dice simétrica si para cualquicr par dc vectorcs xy dc E

Py =p(x); M(p)="M(p).

PROPOSICION 4. Si ¢ es una forma bilineal simétrica no degenerada entonces Sy y dp son isomorfismos de E

sobre E™.
DEMOSTRACION. S, dp son homomorfismos biycctivos porque ¢ cs no degencrado.
I:n lo succsivo ¢ scrd forma bilincal simétrica no degencrada, si no sc dice otra cosa.
DEFINICION 4. Dos vectores x,y € E son ortogonales respecto a ¢ six 'y S¥(y) lo son. O sca, si
Sp®) () =p () =0.
PROPOSICION 5. Para todo subespacio V de E su ortogonal respecto a ¢ es el subespacio Sy l( 1”°)de E.

DEMOSTRACION. 1 es subespacio de E*: ortogonal de V, Sy € Hom(E,E"); lucgo S,;ll/" cs subespacio de
I, isomorfico a ¥° pucslo que ¢ no cs degencrado, S.,Tl cs isomorfismo dc E* sobre E. Toda forma lincal sobrc

£ ortogonal a un vector x de V' sc identifica con un vector de S;l(V’) por la intcrvencion de .

DEFINICION 5. Al subespacio de E ortogonal (respecto a ¢) del subespacio V de E sc denotce por 1

PROPOSICION 6. Para cualquier par de subespacios de E 'V, W se verifican las propiedades
(1) dim(V)+dim(V)y=dimE

(2) (V+wl=pl Nl



(3) (v N wyl=plepd

DEMOSTRACION.

(1) Como Sy es un isomorfismo tenemos Sy(V) isomorfico a V; de donde dim V=dim Sy (V). Sabcmos
V=550
por definicion, pero como
(Sp(N)'="Sy ()=, ' () =57 (),
Vh=ss () =5,(1)",
luego la relacion
dimE=dimS,(V)+dim(S,(V))°
implica
dimE =diml/+dimp!
(2) La relacion (V+W)l=(S,(V+ W))® implica
(V=[S0 (D +80(1) | *=(Sp (1) N Sp()°
=rlnwl

M WN W)i=(S¢,(V NN =(Sp () N Sp(W))° por biyectividad de S,
Como (Sp(V) M Sp(#))°=(So(V))°+ (Se(W))° sc Ucga al resultado.

(1) (PYl=(S,(h)y = (SpSa 7)) =)=V

PROPOSICION 7. Si u y u” son dos endomorfismos de E tales que P )=, u"(y)) para todo xy entonces
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u* =85 uSp=dp Vudy.
DEMOSTRACION. Como
Pu)y)=Sp () (u(x))
PLe” (1)) =Sp(u” () (x)

sc tiene Sp(y)(u(x))="Sp() (1 (x)) =u(Sp()) (x) implica Sp(u*(y)) para caday € E, de donde Sp o u*="uS,;
lucgo aplicando Sy 1,u*=S; Talyo So

Ademis, como S, =d,s, pucs g cs simétrica, cntonces
— {
u'=dp Lo fyo de.

DEFINICION 6. Al endomorfismo 1* de la proposicion 7 se llama adjunto dc u respecto a |, sc lfama

atoadjunto o hermitico. Cuando u ¢s automorfismo tal que u*=u"!, s¢ dicc quc u cs nonnal.
PROPOSICION 8. det u®=dct ‘u.
DEMOSTRACION. u*=dy' ° ‘u © d, implica
det(u*)y=det(dy 'det( w)det dyp)
=del(dp) ~ et ( ‘u)det(dyp)

=det( ‘n)

DEFINICION 7. Toda lorma bilineal, sca altcrnada como simétrica, sobre £ X E ¢sté delerminada por una

matriz. respeeto a un base dada de E.

'ara las formas bilincales simétricas se denota por M(p). Para las alternadas M(W).

MW= (eij) significa I'(ei, ¢j) =aij.
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I'ROPOSICION 9. El conjunto A(EE;R) de todas las formas bilineales alternadas al igual que el conjunto
F(E,E;R) de todas las formas bilineales simétricas sobre EXE son subespacios vectoriales del espacio vectorial de

todas las formas bilineales sobre E XE.

DEMOSTRACION. Sélo lo haremos para las alternadas, pucs el procedimiento para las bilincales simétricas

cs andlago.
Scan W1, W2 dos formas bilineales altcrnadas cualquicra, a8 dos cscalares arbitrarios. Para todox € E
[aWi+BW2] ()= (a¥W 1) (xx) + (B¥2) (x%)
=Wy(axx)+ V2 (fr,x)=aWi(xx) +Wa(x,x)

Por lo tanto ¥ +8W; cs alternada.

PROPOSICION 10. El espacio vectorial de las formas n-lineales A(E";R) es una recta vectorial.

DEMOSTRACION. Deflinamos la aplicacion de 4(£";R) en R asignando a cada forma alternada W ¢i riémero
real 'W(ey, e2 ,..., en) donde los ¢i son micmbros de la base de E. La lincalidad de W—+W(ey,....cn) la ascgura la

cstructura de espacio vectorial de A.

La rclacion W(ey,....en) =0, implica W=0 pucsto quc e;#¢; parai<j. Ya quc scria imposiblc para otra forma
allernada que W(ei,...,en)=0, por su propia deflinicién. Asi que en niclco de csta transformacion cs {0}; por
consiguicnte, es inycctiva.

Como no es posible que para algin cscalar £ no exista una forma alternada W tal que W(ey, €2, ..., en) % &, por

contradecir la estructura de espacio vectorial de 4(E";R) es una recta vectorial para cada n=2.

PROPOSICION 11. (1) Pura cada endomorfismo u de E se tiene (u*)" =u.

(2) Para toda fonna bilineal

dp=Sp; Sp=dy.
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DEMOSTRACION. (1) p(u(x), y)=¢(cu"()=e ), )=¢@,u") ().

Lucgo como g es simétrica p(yu(x))=¢,(u") " (x)) de donde Spux))(¥)=Sp(")*(x))(»), para todoy
Sp(u(x))=Sp(u") (x) como S, es biyectiva u(x)=(u")"(x) para todox € E.

(2)
- —1 -1 ~

Sp=Dp " Spdp=dy 'dpdp=d,.



Ley de Inercia. Signatura

PROPOSICION 1. Si E es de dimension y o una forma bilineal simétrica no degenerada sobre EXE, enlonces

cviste en E7 una base (€)1 <i<n lal que para i#j p{eicj)=0, p(eiei=*1para 1<i<n.

Ademis, si (€)1 sisn ¢s olra base de E con las mismas propicdades, entonces el namero de indices i para los

cuales (eiei) =1 es el mismo nimero para los cuales p(e’ie’)=1.

DEMOSTRACION. Para la primera ascveracién utilizaremos la induccién sobre la dimension de E:dimE =n
cuando n=0, E={0} obviamcnle sc satislfacc la condicion pues las bases son vacias. No hay basc. Ahora para
n=1

I 12y por los menos un vector x tal que ¢(x,x) #20. En caso contrario. Para todox € E:p(x,x)=0 lo cual cs absurdo
vy que g cs simétrica y no degencrada y no pucde scr ¢ identicamente nula pucs la relacion

plctyx+y)=px) +e(rx) +plxy) +e(yy) para cualquicr par de vectores xy € E implica 2(x,y) =0,
couivalente a p(xy)=0.

Asi que hay un x tal que p(x,x)=0. Supongamos | ¢ (x,x) | =B?% o scay(xx) pucdc scr *f% Entonces cl vector
c1=/3"1x satisface la condicion ¢ (er,c1) =B %p(x,x)=*1. Si  cs cl ortogonal dc la recta veelorial D que pasa
por eg entonces dimfH+dimHl=dimE pero leD; lucgo dimH =n—1, pucs dimD=1. Asi que [ cs

suplementario de la recta D en E, por lo tanto H es un hiperplano. La eleecion dcel vector ey implica ey € I1.

C'ontinuando la construccion de una base dondce e sea un micmbro, considcramos la restriccidon de ¢ a HX
In cual cs no degenerada; de no scr asi existiria un vector no nulo z € H ortogonal a cualquicr vector de
IT:p(zx)=0. Adcmis, z scria orlogonal a la propia recta D que pasa por €1 y como D ¢s ortogonal de A y son
suplementarios E=D+ H resultaria que z es ortogonal a todo el espacio E, lo cual es absurdo pucs

JimF +dimEL=dimE implica dimZl=0, o cual implica El= {0}. Asi quc z=0y z+#0 sc produce si suponcmos ¢
s no degencrada.

Al linalizar la hipdlesis de induccion se tendré una base (e)1si<n tal que p(eie))=0sii#j ¢(ciei)=*1 para

i=i<n.



Por ahora, ¢l siguiente paso la hipdtesis de induccion al hiperplano H: Existc en H una basc (ei)2<i<n tal quc
pleiej)=0sti#]; p(ei,ei==%1 para2<isn.

Demostrando la segunda implicacion. Sabiendo que existe una basc de acucrdo a la anterior ascveracion,
designemos por EY y £7 los subespacios de formados por las sumas dircctas de las rectas que pasan por los ¢

tales que
E* =>De;sigp(eiei)=%1
E”=%De;sip(ciei)=—1.

, : 4 . . ., . ..
Vamos a demostrar que dimE ™ ¢s independicnte de la cleccion de la basc (er) quc verilica las condiciones del
cnunciado.

Paratodox € E¥ no nulu,x=:::§,'c,' con ¢(eiei)==x1. Asique w(x,x)=2512>0.

i
Sea (e'i)1<isn otra basc de E que responde a las condicioncs del teorema. Designemos por ET yE' los
subespacios de E definidos de forma analoga a E¥ y E7, con la difcrencia quc hay que tomar cn consideracion
a la nucva basc.
Para comprobar ETME'™={0} suponemos lo contrario: si cxiste x#0 ca ETME ™ sc verificarfa ¢(x,x)>0 ya

quex € ET, también sc verificarfa ¢ (x,x) <0 ya que x € E' . Lo cual produce una contradiccion. Por tanto
EYNE ~={0}.
Fn virtud de la relacion de Grassmann
dim(ET)+dim(E' )=dim(ET +E'7)<sdimE

Pero E=E'"+E'” ydimE=dim(E'* +E' 7). Entonces tencmos dim(ET +E' Ty sdim(E' Y +E'7). O sca
Jim(ET)+dim(E' 7Y sdim(E'™) +dim(E' ), luego dim(E ) <dim(E'™). Intercambiando los papeles de las
Lases, dim(E' M) +dim(E7) =dim(EY +E7) implica dim(£' ") =dim(E™).

Por consiguiente dim£' " =dimE™, lo cual cquivalc afirmar que cl nimero de indices § para los cuales

f(eieir)==+1cs cl mismo nimero de indices i para los cuales p(e’ie’s)=+1.
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DEFINICION 1. Sip es el niimero de indices para los cuales Api(eici)=+1y siq es cl niimero de indices tales
que p(eie))=—1se dice quc el par (p,g) es la signatura de . Cuando sc ticne la signatura (1,0) se dice yuc ¢ ¢s

positiva; cuando (0,1), ¢ cs negativa.
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Geometria Afin

§1. Las Traslaciones

DEFINICION 1. Sca g un vector de Ej la aplicacion de £ en E que asigna a cadax € £ cl veclor a+x sc llama

traslacion de a y sc designa por fa.
PROPOSICION 1. Toda traslucion es una biyeccion de E sobre si misimo.

DEMOSTRACION. Sca ty, una traslacion cualquicra. Supongamos lyy(a) ={xy(b). Entonces xp+a=xg+b. Esto
implica @=bh. Asi quc Ly, cs inyccliva. Ahora bicn, paratodoz € E : z=xp+(z—x0) existe y € E, con y=z—xp lal

U I =lely).
PROPOSICION 2. Las traslaciones forman un grupo isomorfo al grupo aditivo del espacio E.

DEMOSTRACION. Scan g6 dos traslaciones cualesquicra. Para todox € E : (g @ (p(x) =ta(b+x)=a+b+x. Sc
Ve qUC g © 1 (x) =la+ p(x). Ademds como a+b=b+a :1a° (p=Ip ° . La aplicacion idéntica cs fg : fo(x)=0+x=xcs
una traslacién de 0 @ (e =10+a=lg. COMO (g=La+(~a) ¥ la+(—a)=la ® [—a. Para cada traslaciOn , cxistc una

traslacion t—g tal que tg o t—g=fq.

S¢ ha mostrado que las traslacioncs forman un grupo conmutativo.

Definamos la aplicacion del grupo aditivo E al grupo T dc las traslaciones, asignando a cadax € E la traslacidn

r-. Probarcmos quc csta aplicacion cs un isomorlismo dc grupo.

Va se comprobd que para cada par de elementos @b € E, tg+p=t4 ° 1y s la traslacién asignada a la suma a+b.
) sea, la traslacion de una suma cs la composicion de dos traslacioncs.

Ialta probar la biyectividad de x—1x. Si ty=1y, para cualquicr z € E sc licne tx(z)=1y(z); lucgo como las

iraslaciones son biycctivas x+z=y+z implicax=y.

Sifes una traslacion, entonces para todo z € E ((2)=xo+z para alginxg € E. Lucgo cxiste xo € E tal que mat

tal que {=ty,. Probada la surycceion.,
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§2. Variedades lineales

DEFINICION 2. Sc llama varicdad lincal afin (o simplementc, varicdad lincal) a la imagen dirccta de un
subespacio vectorial V'de E por una traslacion fs. s¢ escribe to(V)=a+V. Es cl conjunto dc las sumas a+ux,

dondex € V.

PROPOSICION 3. Sia € V entonces a+V=V. Ademds los subespacios vectoriales son variedades lineales que

contiene al vector Q.

DEMOSTRACION. a+V C V.Sia+x € a+V entonces a+x € V pucs g y.x son vectores de V. Por otra parie,

cualquiery € V pucdc cseribirse y=a+(y—a), donde y—a € V, pucsa € V. Asiqucy €E a+V.

Finalmenic si consideramos la traslacion (g identidad, para cualquicr subespacio ¥ dc E sc ticne

m(=0+V="V,pues0 € V.

PROPOSICION 4. Par a que la variedades lincal a+V esté contenida en b+ W es necesario y suficiente que V este

incluidaen Wya—b € .

DEMOSTRACION. Dccir que a+V estd incluida en b+ W equivale a decir que para todox € Va+x=hb+y
para alginy € W. O scax=(b—a)+y; particularmcnte x=0 es de csta [orma y, por tanto, parax=0
v=—(b—a) € W. Entonces para todox € ¥se ticncx € (b—a)+W=W. Lucgo V C W. Reciprocamente W 2D I/

vb—a € W implicana+V C a+ W=a+(b—a)+ W=b+W,yaqucb—a+W=W,sib—a € W.

PROPOSICION 5. Si L ¢s una variedad lineal entonces existe un tinico subespacio Vde E tal que L=A+V.

DEMOSTRACION. Por delinicidn, para L cxiste una traslacion tg tal que tg_l(L) cs el subespacio V con
(,(1"y=L. Supongamos otro subespacio W con to(W)=L. La rclacién a +V=a+ W equivale, por proposocion

anterior,a+V Ca+WNa+W Ca+VsiysolosiVCWyW C Wyl=a—a € WyO=a—a € V.
De donde V+W.

DEFINICION 3. Al subespacio V de la varicdad lincal @+ V sc llama direccién de la varicdad lincal. Si V= {0}

la varicdad lincal es un punto solitario.
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PROPQSICION 6. Para que dos variedades lineales a+V'y b+ W tengan un punto comiin es necesanio y suficiente

gie a—b € V+W. Ademds,la interseccion de estas dos variedades es una variedad lineal de direccion VIW.

DEMOSTRACION. Six pertencce simultancamente aa+Vy b+ W cnloncesx=a+y=b+z para algiiny € V|
z € W. Dc aqui resulta a+y=b+z implica a—b=y—z, por consiguientc a—b € V+W. Ahora bicn, six cs comiin

aa+Vyb+Wx+V=a+V,x+W=b+1¥.

Lucgo @+ N+ W) =t(V) Nt (W) =te(VNIW) =x+ VW

DEFINICION 4. Las varicdadcs lineales a+V, b+ W se dice que son paralelas siV C W.

DEFINICION 5. Una varicdad lincal cuyo dircecion cs una recta vectorial se llama recta alin, Sila dircecion cs
un hiperplano vectorial, se llama hiperplano afin. Todo vector #0 de la direccidon de una recta D sc Hama vector

clircctor de D.

PROPOSICION 7. Si dos rectas son paralelas entonces tienen la misma direccion. Ademds por todo punto de E

pasa una sola recta paralcla a una recta dada.

DEMOSTRACION. Sean D y D’ las dirccciones respectivas de dos rectas dadas. Si son paralclas las rectas,
por definicion 4, D incluida cn D' pero como D y D' son rectas vectoriales y estas on incluycn otros subcspacios

yue no scan cllos mismos y a {0}. Como ninguna cs {0} la Gnica posibilidad D=D"'.

5i D" es la dircecion de una recta daday six cs un punto tal que x no pertencee a csta recta yx+D cs una recta
paralela que pasa porx, D=D" significa quc son paralclas. Suponicndo x+D’ la rccta paralcla a ia recta dada.

I 2 interseccion de las rectas (x+ D) (x+D)=X+D'(\D es una rccta pucs D'MND={0}; D'ND=D=D".

PROPOSICION 8. (1) Si funa forma lineal sobre E no identicamente nula, entonces para lodo escalar a, el
conjurito He de los x € E tales que [(x)=a es un hiperplano. Ademds, todos los Ha son paralelos.

{2) Reciprocamente. Si H es un hipcrplano en E entonces existe una forma lincal g sobre E y un escalar §, tales que
T es el conjunto de las x € L que verifican la relacion g(x)=p. Ademds, si h es una formma lincal sobr¢ E'y y un

cvcalar tales que H es el conjunto de las x € E que satisfacen h(x)=y, entonces existe un escalar A#0 tal que h=121g
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DEMOSTRACION. (1) Como f no es nula, existe xo € E tal que f(xp)=f#0. Al cscrbir =p " xose ticne f(u)=1
lo que implica a#0. Las rclaciones f(x) =a f(x—aa)=0 son cquivalentcs, pucs f(a)=1. Lo quc signihica

IT.=a+Hyyq auc Hq esté formado por losx € E, con f(x)=a.

Vamos a mostrar que Hg cs un hiperplano vectorial. Como para todo x € E ocurre f(x=f(x)a)=0 entonces
y=x=f(x)a pertenccc a fHo.

51D es la recta vectorial que pasa por a, cntonces Ho+E=E pucslo quc f(a)=1+0. Lo mismo para todo cscalar
a : f(ea)=a. Precisamentc los vectores de la recta D son los aa. Pucsto que D no csté incluida en Ho; si

Ho C Ho+D y HyzHo+D forzozamente Ho+D=E.Y si DOVH- C Dy DN Ho# D lorzozamente D[ Ho={0}.
Asi que Hg y D son suplemcntarios cn E. Por otra parte dccir £a € D y £a € Hy significa f(§a)=0, o sca quc
£=0. Por consiguicntc DM Hy={0}.

(2) Primcro suponcmos que H pasa por 0. Entonces cxiste, por delinicion, una recta vectorial D suplementaria
de A en E. Siendo p la proyeccion de E sobre D correspondiente a la descomposicion E=H+D, pucde
escribirse p(x)=g(x)a para un vector no nulo @ € D; csta es una mancra Gnica, dondc g(x) cs un cscalar.
Ademas las relaciones p(x+y)=p(x) +p(y) y p(éx) =&g(x), en virtrud de la unicidad ya mencionada. En
consccucncia, g cs {orma lincal sobre E.

Como para cualquicry € H : p(y)=0, lo interpretamos g(y)=0 paratodoy € H. Asiquc Hzg_l(()), Hcsen
ntclco de g. Ahora bicn, debido a que p(a)=a, g(a)=1. Sih(a)=A, donde i es una scgunda forma lincal dc la
quc H cs su ntcleo; se deduce que A0, ya quc a & H; por lo tanto, la forma lincal u=h—Ag cs tal quc para todo
Y € H,u(y)=h(y)—Ag(y)=0. Ademés u(a)=h(a)—Ag(a)=1—A=0. Pcro como todo x € E sc¢ escribc bajo la
tinica f[orma y+&a cony € H, se ticne u(x)=0. Asi quc u cs identicamente nula, lo que significa h=Ag. Pasando
al caso general. Sca b un punto de . H'=—b+H es un hiperplano vectorial, por tanto cs niiclco de una forma
lincal g. Asf quc también, g(x)=p, con f=g(b). Si ahora decimos quc H cs tambi¢n ¢l conjunto de losx € E tales
que hix)=y, cntonces i(b)=y pues b € H. Esto implica la existecneia de A0 tal que para todoy € H, la forma

lincal v=l—Ag, v(y)=h(v)—Ag(v)=y—AB=0. Asi quc i=Ag y y=A8. Como sc qucria mostrar.

DEFINICION 6. Si para la lorma lincal sobre E£.g, la relacion g(x)=p sc cumple para todo x del hinerplano 2,

se llaman semicspacios cerrados F¥ y £ determinados por H a los conjuntos de los x que satisfacen g(x)=ff y



g(x) <P respectivamente. A los complementos de H en F™ y F~ se les llama semicspacios abicrtos determinados

por H; o sca los que cumplen la condicion gx)>f 6 g(x) <p.
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§3. El anillo de los operadores.

DEFINICION 7. Toda aplicacion lincal de £ c¢n si mismo sc llama Endomeorfismo de E (u operador en E) |

FPROPOSICION 9. El conjunto End(E) de los endomorfismos de E provisto de las aplicaciones (u,v)—>u i-v

(suma de endomorfismos) y (u,yv)—+uv (producto o composicion de endomorfismo) ¢s un anillo.

DEMOSTRACION.
Nicn definidas:

[+ v)) =u (@) +v(), u o V() =u((x).
Asociatividad:
(e +7) ) () = (u+) (@) () =10)+v () +w ()
=)+ (r(x) +w () = (u+ (v +w)) (1)
() () = (4 ((2))) = (@) (W)

I“lemento neutro:

fi(r)=0 para todox. O+u=u.

Flemento unidad:

la aplicacion identica v1g=v, para todo v.

Flementos inversos:

'ara cadau € End(E) cxiste v € End(E), con v(x)=—u(x) para todox tal que u +v=0.

I a ley distributiva:
u(v+w)()=u(v+w)())=u(vx)+w(x))
=u(v(x)) tu(w)) =ur(x) +uw(x)

Lucgo, u(v+w)=wv+uw.

I'or otra partc,



[ +v)w]@)=(@Fv)(wo))=u(w(x)) +v(w{x))

de donde (u+viw=uw+vw.
§4. El grupo lineal.

PROPOSICION 10. Et producto o composicion de endomorfismos biyectivos o automorfismos define una

estriectura de grupo.

DEMOSTRACION. Siu,v son dos aulomor{ismos de E su composicién uv cs un automorfismo de E.
Suponicndo uv(x)=uv(y), sc ticne v(x)=v(y) ya que u e¢s un automorlismo dc E. suponicndo uv(x)=uv(y), sc
ticne v(x)=v(y) ya quc u cs biycctiva. Por igual razon v(x)=v(y) implica x=y. Por otra partc, v(E)=E por ser

sobreycctivo, igualmente u(E£)=E. Asi quc uv(E)=E.

1’n cl anillo End(E) sc probd que el producto cs asociativo. También que ¢l clemento unidad cra 1£.

Falla saber cualces son los inversibles cn ¢l producto.

Como cada automorfismo cs un cndomorf{ismo biycctivo su inverso cs también un automor(ismo. Pucs son
aquellos u para los cuales existe v tal quc uv=vu=1g. Q sca, para todox € E uv(x)=x=vu(x). La rclacion: para
lodox € E u(v(r))=x prucba que u cs sobreycctiva.

I.a relacion: para todox € E @ vu(x)=x mucstra quc u cs inycctiva.

T

DEFINICION 8. Al grupo de los automorlismos se Ic llama grupo lincal de E y sc denota por GL(E). Los

automorfismos de E son isomorfismos dc E.
PROPOSICION 1. El grupo lineal de E es isomorfo al grupo mudtiplicativo de las matrices inversibles.

DEMOSTRACION. Sabecmaos quc si (€)1 <i<u €s una basc de E, todo cndomorf{ismo u csta determinado
totalmente por la matriz (e;)=M (u) respecto a la base dada. También sabemos que el determinante de la
malriz (@) es el determinante del endomorfismo. Y éste #0 sicmpre que ¢l endomorfismo sca biyectivo.

Considerando otro automorlismo v, asociado su matriz () respecto a la basc dada. La composicidn u e v csta

determinada por su matriz M(u © v) respecto a la misma base.

Probarcemos M(u o v) =A[(ll)l‘u(1’).
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Denotamos por (yij) la matriz de u o v para l<=ij=<n.
Seax= Y Liei; u(x)= Y Aici, u(v(x))=2.dici.

Sabemos

n
A= D Buki,

AN i=l

n
§j=Yaiji< =l jenn

i=1
[:n consceuencia, en funcion de (aij),(Bij),
&= Yauif(Brikh) = L eki Bindiy
73 ¥
Pero la matriz (yi) de u o v viene dada también por la [ormula
oj= D Eij
Comparando los resultados obtenidos

n
vii= 2. akifik.
K=1

Por consiguiente (i) = (cij) (Bif).
[l avtomorfismo 1£ esta determinado por la matriz identidad (aij) dondc ajj=1, aij=0 paraiz#j.

I'l clemento inversou ™ ' deu esta determinado unicamente por su matriz M(u—l) respecto a la base dada.

Comouu '=1g
M@~ HY=M@uM@u"Y=M(E)

M@ Yy=M@)~
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£5, Homotecias

DEFINICION 9. Para todo escalar @ ¢l endomor{ismo de E que asigna a cadax € E cl vector ax sc llama

homotecia lincal (o simplemente, homotecia) de razdn a. Sc denote por hq. Para todox € E @ ha(x)=ax.
PROPOSICION 12. Las homotccias forman un subcuerpo L de los operadores en E. End(E) isomorfoa R

DEMOSTRACION. Designando con Z a las homotecias. Evidentemente son una parte de End(E).

Verilicaremos que satisface las condicioncs:

(1) Z cs un subanillo del End(E)

{2) Para cada homotccia no identicamente nula su inversa ¢s una homotccia.

Se sabe que, en general, End(E) cs un cspacio vectorial al estudiarlo con las opcracionces

(1} suma dc endomorfismos

{2) producto de un cndomorfismo por un cscalar

Vamos a mostrar quc toda homotecia no identicamente nula es biyectiva. Para a#=0, ig(x) =ha(y) implica

cev=cry, simplificando a#0 sc ticnc x=y.
. . . . —1
Por estructura de cspacio vectorial para cadaz € E existex € E tal quez=ax; .e.x=a 'z.

Laidentidad 14 ¢s una homoltcecia de razon 1

"ara la suma de homotecias de razén a8 respectivo

(hathg)(x)=ax+Bx=ha+p(x)

¢s homotecia de razén a+p.
[.a composicién a producto de homotccias de razon «, 8 : he ° hg(v) =afix=h.8(x)

¢s la homotecia de razén af.

I 2 homolccia inversa de he cs aquella que hgha=hahp=1g=h), fax=x, dc dondc f=a™ L

() sea, s la homotecia de razon a4 .

Ia aplicacion identicamente nula s una homotecia de razon = 0. Siendo cl clemento ncutro de la suma de

hometicias.

I 1 homolecia opucsta a lig ¢s h—q pucs e +h—a=hy.
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La distributividad ha(hg+y

ho(hg+hy) =/'lalpalxﬂ+y=ha+(,5+y)=lzaﬂ+hay

(Ixa+hﬁ)hy=ha +AY1y=h(a +5)r=hay +hgy.
L.a conmutatividad
halip=hag=hpa=hgha

Por Gltimo, la aplicacion de R ¢n Z quc asigna a cada real @ la homotccia de razén a es isomorfismo de cuerpo.
Pues a cada suma dc rcales a+f Ic correxponde una suma de homotccias g +hg. Lo mismo a cada producto de
reales aff e corresponde un producto de homotcecias ghg. La biycccion esté ascgurada porque los homotecias
son biycecioncs.

il =hg; para tlodox € E sc ticne h,(x) =hg(x) implica ax=fx, o sca (a—f)x=0, para todo.x. Esto cs verdad

sicmpre que a—£=0; dc donde a=p.
PROPOSICION 13. Todo operador en R es una homotecia.

DEMOSTRACION. Sca « un endomorfismo dc R cualquicra. Para todox € R sc cumple n(x)=u(x- 1)y=w(l).

St fjamos a=u(1) tcnemos u=he.
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§6. Grupo afin

DEFINICION 10. Una aplicacion afin (o aplicacion lincal alin) de E en si mismo cs toda composicion u=tav

dondc v ¢s un ecndomorfismo y 1p una traslacion cn E del vector b.

PROPOSICION 4. La descomposicion de toda aplicacion afin en una traslacion y un homomorfismo es iinica.

DEMOSTRACION. Sca u una aplicacién afin cn E. Existen (s, v tales que u =(pv por definicion. Supongamos,
otra descomposicion u=taw. Eximenemos cuandox=0u(0)=b=a. Dc aqui resulta u=tgv ; u=taw. Como toda

Iraslacion cs biyectiva se ticne v={—g u ; w={—q u, concluycndo la unicidad de la descomposicion.

PROPOSICION 15. La homatecia de centro a y razén A haj=a+A(x—a) es una aplicacion afin biyectiva de E

sobre si mismo para todo vector a y todo escalur A 0.
DEMOSTRACION. Procedamos a descomponer /ig 4 cn una composicion de traslacion y endomorlismo
hg p(x)=a+lahmda(x—a)
x—a=l—g(x); A(x—a_=hi—a(x)
a+A(x—a)=thit —a(x)
Perohat—a(x) no s lincal aunque /11 lo sca. Busquemos otra ig A(x)=(1-A4)a +Ax
(1=Aa+Ax=1(1-1yu(A) =t(1 -1y © 1A (x)

Ahora sihg 1={uaha, donde p=1-4.

[“videntemente cs biyectiva por ser compucsta de dos biyecciones: una traslacion y una homotecia de razon

A=0.

o

PROPOSICION 16. La composicién de aplicacioncs afines es una aplicacién afin.

DEMOSTRACION. Scan u,v dos aplicacioncs afines cn E. Existen sus dos composicionges @nicas

u=tylt’ 1 v=tpv'.

P I ———
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Hagamos la composicidn u ° v, para todo x

u(vix)=ub+v'(x))=a+u'(b+v'(x)))
uvix)=a+u'(b)+u'v'(x)

uv=la+u'(ByU'v').

1

PROPOSICION 17. Si u es una aplicacion afin biyectiva enlonces su inversa 1~ es una aplicacion afin.

1

DEMOSTRACION. Siu=14v cs biyectiva, por fucrza v es biyectiva, pucs tg yalo es.u™ =v 4 Pcro

v e =v (x—a), v—Itaa(x)=v'1(x)—v_1(a). Asi que ll_lzl—v—](a) oyl

DIEFINICION 11. Las aplicacioncs alines biyectivas de E en si mismo forman un grupo cuyo nombre cs Grupo

i/in de E y sc denota por GA(E).

PROPOSICION 18. Las aplicaciones afines de E en E que dejan invariante el punto a son de la forna tavt—a

donde v € End(E) .
DEMOSTRACION. (vt —u(x) =tav(x—a)=a+v(x)—v(a@). Cuando x=a , (qvl—a(a) =a.

lvt—a=ta °l-y(a) ° V=la~v(a) ° V.

§7. Teorema fundamental de la geometria afin

Scau una aplicacion inycctiva de E cn si mismo con la siguicnte propicdad: Si tres puntos de E cstdn sobre una
misma recta ocurre lo mismo con sus correspondicnics imagenes y la varicdad lincal alin engendrada por u(F)

es E.

PROPOSICION 19. Si ab,c no estdn sobre una misma recta entonces u(a), u(b), u(c) no estén sobre una misma

recta.
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DEMOSTRACION. Supongamos a,b,¢ no pertenceen a la misma recta y que u(a), u(b), u(c) estin en la recta
A. Seax un punto cualquicra de E. Considerando las rectas que pasan por (x,a), (x,b), (x,c) resulta quc

u(x), u(a) cstén en la misma recta; u(x), u(b) cstan cn la misma recta; u(x), u(c) estan cn la misma recta. Pero

como u(a), u(b), u(c) cstan cn la recta A, también u(x) cstéd cn A, para cualquicr x € E. Por consiguicntc u(£)

no cngendra E, 1o cual es una contradiccién con la propicdad ue posce u.

PROPOSICION 20. Para toda recta D existe una recta iinica D’ tal que u(D) C D'. Si u cs biyectiva

necesaniamente u(D)y=D'; ademids, si Dyy Dy son paralelas encontes u(Dy) y u(Dy2) también lo son.

DEMOSTRACION. Para cada tres puntos @,b,c de la recta D se tienc u(a), u(b), u(c) estdn en la misma recta.
Puara todox € D 1 u(x) € u(D) implica que los u(x) cstdn cn una misma recta D', Esta cs Gnica ya que por dos

puntos distinlos pasa una finica recla.

Ahora bicn siu fuera biyectiva, todo puntoy € D’ cs de la forma 1 (x) y en virtud de la proposicion 19 no ¢s
posible quex & D. Lucgo D' C u(D). Pero por unicidad de D’ sc tienc u(D) C D', En censceucncia . Si Dy# 1)
, ¥ si suponemos que u (D) y u(D2) tiecnen puntos comuncs z=u(x1)=u(xz) dondex; € Dy exub2 € D;. Pero, u
s inyectiva asi que xp=x2.

De donde Dy y D) ticnen puntos comuncs, lo cual es absurdo ya que son paralcelas.

§8. La razén doble

Scan Dy, D, D3 tres rectas vectoriales distintas cn E. Existen tres vectores #0x1 € Dy, x2 € D2, x3 € D3 tales

(ue x3=x1+x2, delerminados salvo un lactor comin cscalar #0.

DEFINICION 12. Para toda recta vectorial D distinta de Dy, dz y D3 exisle un Gnico escalar p (al que

x1+pxz € D. Sc dice que p es la razon doble del cuarteto (D1,D02,03,D) y s¢ denota por

_|DiD2
P=1 D Dy
PROPOSICION 21. La razon doble de (Dy,D2,D3,D) no es cero ni uno.

DEMOSTRACION. Sip=0, cntonces X1+px2 € D signilicax) € DD {0} asix;=0 contradictorio con la

dehnicion dexp#0. Asi que p=0. Sip=1, cnlonces x| +px2=x1+x2 € D pero, por definicion x1+x2 € D3, Asf
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que x1+x2 € D3ND={0}. Lucgo x;+x2=0, contradiccion con la definicion de x #0#x2. Adcmis six;=—xz sc

tendriax; € DyMD;. O scax1=0, absurdo. Por consiguicnte p#1.

DEFINICION 13. Scan Py, P2, P3, P4 cualro plancs vectoriales distintos con una recla comin D. Scan

Dy, D3, D3, D4 los intersecciones de un plano Q que no conticne a D, con Py, Py, P3, P4 respectivamenle.

Se llama razon doble del cuarteto de planos (£1,P2,P3,P4) a la razon doble de (D1,02,03.D4). Se denola por
Py
‘]li 1‘3 -

§92. Orientacion

Sea A(E™;R) espacio vectorinl de las formas ni-lincales alternadas que cs una recla vectorial.

1(£"R) es la union de {0} y dos semirrcctas abierlas A',.4"".

DEFINICION 14. Se dice quec A’ y 4"’ son las oricntacionces dcel espacio E n-dimensional y las parcjas (E,4"),

(Z.A'") son los espacios it-dimensionales oricntados con E como espacios subyacente.

Una lamilia (ai)1si<n de n vectores libres sc dice quc es positiva o dirccta cn el cspacio oricntado (£,4°) si para

una forma W de A’ se tiene W(a|,a2,...,.an) >0y se dice negativa o retrograda en (E,A°) st W(ay,...,an) <0.

DEFINICION 15. Sca (Af)1<i=<n una familia de 21-scmirreelas vectoriales distintas y (ai)t <i<a una familia de

vectores #0 tal que af € Ay paracadai=1,2,..1.

Sc dice que la familia (A)) es directa (respectivamente, retograda) si la familia de vectores (ai) es dirccta (resp.

retrograda).

c1n
4

. Sector angular

DEFINICION 16. Scan A1,Az dos semirrectas vectoriales abicrtas cn E, Sc llama sector angular abierto de
origen Ay y de extremo Az, denolado por $°(A1,A2) ala uniGn de las semirrectas vecloriales abicrtas A tales que

la terna (A1,4,A2) cs directa o positiva. También se dicc scctor angular de vértice 0.

Cuando A1=A3 sc ticne ¢l sector nulo.



Cuando Aj=—A; se dice que los sectores $°(A1,A2) y $°(A2,A1) son flanos.

Designado por F al conjunto de las scmirrcctas vectoriales abiertas distintas de la semirrecta Ag.

PROPOSICION 22. La relacién en F “Para cada par de elementos A1,A2 de F la terna (Ag,A1,A3) es directa o

bien A1=Az " denotada por R(A1,A2) es una relacion de orden total en F.

DEMOSTRACION. R(A1,A7) cs cicrto pucs Aj=A;. Siempre se verifica o R(A],Az) o bicn R(A2,A3) pero no

ambas simultancamcntc sélo a condicion de Aj=A;.

Finalmente, la transitividad.
Scan Ay, Az, Ajtres semirrectas abicrtas de F tales que sc verifica R(A1,A2) y R(A2,A3). Sca un vector =0, a;
cobre A, parai=0,1,2,3 y cscribamos W(aj,aj)=ajj dc forma que aji=—ajj. Sca b un vector de E tal que

'F(ao,b)=1, dc forma que {ap,} sca una base dc E y cscribamos
ai=Aiag+uib, parai=1,23.
Sc ticne cntoncces
agi=pj parai=123
ajj=Aij—Ajui, paraijigualal23
de donde
aor az3 + agz a3l + apy a2=0.

Varios casos distinguidos:

1. ap;=0. Como (Ag,A1,A2) cs dirccta, cntonces a12>0 y a20>0, de donde apz<0. Como (Ap,A2,A3) cs dirccta,
sc licr‘1c a23<0 y a30<0. Lucgo axpa 3= —agjaz=agyr12<0y como a20<0, sc ticne @13<0. Lo quc demucstra
F(A1LA3).

2. apy <0, a30s0. Como (Ag,Az,A3) cs directa, se tiene ag2 >0y a23>0. Como a20<0 y (Ap,A1,A2) cs directa sc
iicnc ap2>0. En virtud de apya2itagai; +apza12=0 se deduce también a2>0.

3. Suponcer agj >0, azp>0 implica R(A1,A3) por definicion.
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Geometria euclideana

§1. Longitud. Ortogonalidad.

DEFINICION 1. Si E ¢s un espacio vectorial de n dimensiones y ¢ ¢s una forma bilincal simétrica positiva y no

degencrada, entonces al par (E,p) se llama cspacio cuclidcano n dimensional.

DEFINICION 2. Para cualquier par dec vectores a,b en el espacio cuclidcano E lamamos norna 6 longitud del

veetor @ al nidmero

ol | =¥
Ilamamos distancia dc a a b o longitud del scgmento ab al ndmero d(ab)= | |a—b I | .

'ROPOSICION 1. La longitud de un scgmento es invariante por traslacion.

DEMOSTRACION. Scan x,y dos vectores cualesquicra del espacio euclideano E. Sca tg una traslacion definida

cn E. Es facil verificar

DLEFINICION 3. Un vector a cs unitario si | |a| | =1.

o0=00)] =] [erx=@i)] =] v |

PROPOSICION 2. Para todo vector x#0 existe un unico vector z unitario tal que x=pz con p>Q.

DEMOSTRACION. Dcbido que x#0,

|| | =o.

%1 tomamos un vector

X -1
=T L
x

lenemos l lzl |=1, pucs (p(z,z)zl I,xl rzzp(x,x). Podemos cscril)irx=| |x| |z.
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PROPOSICION 3. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)

Para cualquier par de vectores xy € E se liene |p(xy)| < | |x| | | |y| |
DEMOSTRACION. Considercmos una combinacién lincal de x,y con los escalarcs a 8. Calculamos

p(ox fy,co+Py) =p(ax,cx)+ By Py) +2p(cx By).

Utilizando definicion de norma

[ lar+fy] 12=a?| |l 12482 |y| | 280 o).

I'scribicndo una forma cquivalente la primera (Grmula
| |axtfy| 1?20
G| [ [+ [ D5=2 [ [] | ] [p+2eprez0

@] | [+8] | PP+ 2abten=| [+] | | || =0

Sixe=0 V y=0:¢{y), ¢(x,0)=0.

Con otros casos. Haciendo a= l |y| | ,B=— | |x| I cn la [ultima desigualdad sc oblicne
2 T een=[ x| 1] =0

1 dundcw(xly)s' |x‘ | | |y| |

“hora bien, si sustituimos y por —y.

oo o] =] || pero =gt

rocultard
p@ )= [ x| [ ]]=0

inplica ——l |x| ‘ l ‘y' |_<_<p(x,y).

Ahora sixy son lincalmente dependicnies y=Ax. Lucgo, resulta de

pen=| ||| |||
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Ap(x )< |A| i ‘x| iz

S1A<0

poz=| [« | |||
Sid>0

e[| | [1+]
Osea lpn = |||

PROPOSICION 4. Desigualdad de Minkowski.

Cualesquiera que scan los vectores x,y sc lienc | |x+y| |s| |x| |+| | yl |

DEMOSTRACION. Debido | [x+y | |2=1p(x+y,r+y)
pctyxty)=px)+e(yy)+2p(xy)
[ =] ] [+ ] P20

pero por desigualdad de Cauchy Schwarz

[P L P zeaan=] ] L2 <] 1]
tuego [ o] = (| <] [+ ] )

Como la funcién “cuadrado de un nimero 20" es crecicnle, resulta
[ =P
Cuandox=0 6 y=0, sc da la igualdad cuando son lincalmente dependicntes. y=ax conx#0.
2
(pley)=lal |||

Plry)=ap(xyx)
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Para que x cumpla y)(x,y)=| |x| I | |y| I
a=|a| osea az0.

PROPOSICION 5. (Teorema de Pitdgoras)

St x, y son vectores ortogonales en el espacio euclidean E cntonces

2 2 2
[ = P

DEMOSTRACION. Sabcmos que

[Fees [ = e P ] [P2eon.
pero como.xy son ortogonales ¢(xy)=0 de donde se concluye la demostracién.

PROFPOSICION 6. Sean D una recta vectorial en el espacio euclideo E'y a=0 un vector de D. Entonces
(1) El subespacio vectorial H de los vectores ortogonales a D es un hiperplano suplementario de D en E.

(2) El subespacio de los vectres ortogonales a H es D.

(3) Para todo x € E, las proyecciones z en D y H, respectivamente, correspondiente a la descomposicion de E cn la

saina directa D+H viencn dadas por las formnulas

X,d 2 2 Plax

y=LED o = | x| |- —%—’—2
181 [«

DEMOSTRACION.

(1) Los puntos dec H son los quc satisfacen la condicion ¢ (a,x)=0. Sabcmos quc la aplicacién Sp(a) €s una

forma lineal sobre E. Lucgo la relacion Sp(a)(x) =¢(a,x) =0 detcrmina totalmente a H. De aqui resulta que /1 ¢s

un hipcrplano vectorial de ecuacion ¢ (a;x)=0. Como p(a,a)#0, la recta D no est4 incluida cn H; por lo tanto /7

y D son suplementarios.

{2) Como H y D son suplecmciitarios y ortogonalcs, por la descomposicion @nica cn suma dirccta H+D, D ¢s ¢l

ortogonal dec H.

(3) La proycccion dex en d ¢s un Gaico veetor de la forma &a tal quex—Ea € H. Lucgo p(ax—Ea)=0. Dc

donde resulta p(ax)=Ep(a,a)=0. O sca p(ax)=§ | lai |2.

61



Como § es (nico, pues delcrmina la proycccion de x cn D: a. Entonces

lucgosix=y+zdondey €D,z €EH

plax) p(ax)

545 Z=X—
[ |]]

e I

y:

[ Ja] I
de)=| x| | =] |z
||x—y||2= z 2PCTO Z+y||2=|IZI|2+||y||2porelleorcmadcpitégoras.Asiquc
[ = s =P =BT
luego

=] || [ £

2
4l
DEFINICION 3. Sc dice que una basc (e/)1i<n en E es ortogonal si se verilica ¢(ei,ej) =0 cuando i #j. Sc dice

quc cs una base orfonormal si es ortogonal y, ademis,

¢pleiei)=1.

O lo que es lo mismo: la matriz dc ¢, M(p) cs la matriz unidad (aj) tal que aii=1; aij=0, i #j.
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§2. El grupo de las semejanzas

DEFINICION 4. Se dice que un endomorfismo u de E es una scmejanza de multiplicador e si sc verilica para
cualquier par de vectores xy
ru)u@))=aplcy).

NOPOSICION 7. Toda semejanza u de multiplicador a0 es biyectiva. Ademds ut=au"l.

DEMOSTRACION. Por definicion p(u(x)u(y)) =ap(xy). Utilizando ¢l adjuntou™ de u
()= (e u(y))

Como a®0: ap(ry)=p(nay) sc ticne p (o u(y)) =p(ay).

1 ilizando las formas lincales asociados a ¢

dip () ("1 () =dip(x) ()

como ¢ ¢s no degenerada y simétrica dyp=S,p y ademds son biyeclivas.

ucgo u'u(y)=ay para todo y de donde u’u=a-1p.

Como u'u es inyectiva, 1 también lo cs. Si no lucra asi existicran a,b con a#b tal quc u(a)=u(b) pero como
(@) =u"u(b) asi quc ea=ab nos lleva al absurdo a=b y a#b.

Ahora tenemos 1™ 1(0)= {0}, entonces dimu 1 (0)+rg(u)=dimE dc donde rg(u)=dimE. Como u(L) C E, sc
deducc u(L)=E.

I"or tanto u es biyectiva; ademds u'u=alf.

[xiste la inversan ™! de g luego ' =can !,

* ., . .
1 también cs biyectiva.

COROLARIO 0. Las homaotecias de razdn A+ son semejunzas biyectivas.

DEMOSTRACION. Sea A2 una homolccia,
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P () =pAxAy) =12<p(x,y)son homotcecias de multiplicador A%,

"

I'ROPOSICION 8. La composicion de setnejanzas biyectivas es una semejanza biyectiva. Ademds la inversa de

tna semejanza biyectiva también es una scmejanza.

DEMOSTRACION. Scan u,v dos semcjanzas de multiplicador a8 respectivamente. Para todo par de vectores

sy G E

() =ap(v)y ) =alpixy)

le donde u o v es semejanza de multiplicador af3#0.
1.2 semejanza de multiplicador 1 ¢s la identidad 1g.

. . . .. . —1
lLuego, siu es la semejanza de multiplicador a entonces para su inversa u

e @ ) =p(y)

pucsuu~1=1g

pero p(uu ) ) =ap@ )u T () de donde ap(u” "u ) =p).
Como a#0), fp(u_l(.r),u*](}'))-—u_lw(.xlv) para todo parxy € E.

por consiguicnte u | es una semejanza de multiplicador a !,

"ROPOSICION 9. Las semejanzas biyectivas son un subgrupo del grupo lincal GL(E).

DEMOSTRACION. Como Jas semejanzas de multiplicador a#0 son automorfismos de E pertenccen al grupo

lincal GL(E).

imo ya sc ha probado quc la inversa de una semcejanza biyectiva también cs una semejanza biyectiva, la mismo

ne la compuesta de dos de tales semejanzas.
Concluimos que sio e son semejanzas biyectivas v~ tambicn lo cs.

I"or consiguiente forman un subgrupo de GL(E).

DEFINICION 5. Al grupo de las semejanzas de multiplicador #0 sc denota por GO(y).
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PROPOSICION 10. La aplicacion que asigha a cada semcjanza biyectiva u su multiplicador ji(u) es un

homomorfisino de GO(yp) en el grupo mudtiplicativo RY de los reales > 0

. e 5 2 2 .
DEMOSTRACION. Comoqv(u(.r),u(x))zI |u(x)| | =ago(.r,r)=a| |,x| | , a fucrza a>(). Scax un vector

unitario de I Ja aplicacion u—=p (e (x),10(x)) =g (1) ¢s un homomorfismo, pucs para todou,v € GO(p)
e V)= (v () a0y () =7 () (v(0), (1)

= (g (v )p o) =g () (v).

DEFINICION 6. Al ntcleo del homomorfismo de la proposicion 10 sec denomina Grupo Ortlogonal y se deonta

por O(¢). A los clementos de O(yp). A los clementos de O(yp) sc las denomina Transformaciones ortogonales o

isomietrias lineales, lambien les llaman desplazamicnto.
P'ROPOSICION 11. Las isometrias dejan invariante la distancia entre dos punfos.
DEMOSTRACION. . En cfecto, si i es una isomelria, para cualquicrxy € E

[ rt=u)] =] e [P=tute=pae—)

1 donde | |u(x)—uU‘)| iz-_'{’(x—_\',l'—_\')=| |x—y| |2. Lucgo | |u(x)—u()-')| |=| |,r—y| i

PROPOSICION 12. Toda semenanza hiyectiva u puede escribirse de una manera tnica como la cormpuesia de

raa homotecia hg y una isometria v, u=hgv.

e T T s e . . . .. )
DEMOSTRACION. Silig cs una homotecia de razon 4 ya sc ha probado que es semcjanza de multiplicador 4,
i hacemos la compuesta de fig con la semejanza u de multiplicador a#0 se tendria la semejanza hae de

T 2 .. . . 2
mitiplicador A%a. 8 queremos [ormar uuna iscunetria, construyamos A “a=1.

. -1 - . .. , . . . .
1 cual exige que 47 ==V considerando 4> 0. Siendo asi v=/u ¢s una isometria. Aplicando la homotecia

Inversa

u=hi Yw=h1"t.
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La semejanza u se puede escribir iy donde f=Va; y a cs el multiplicador de u.
[Cxaminemos la unicidad de la eseritura. Supongamos igr=hyw donde vw € O(y), £>0,y>0. Como hpv=hw
implica vw—]=/1ﬁ ]/ly \'w_l=lxﬁly; de donde (5=/3_]}' cs lal que 3%=1, pucs g by e O(yp). Como >0, entonees

5=1. Lo cual cquivale #~ 'y=1 implica f=y. Lucgo v~ ' =1z por lo tanto v=mw.

'ROPOSICION 13. 5i u es una sciicjanza de multiplicador a#O del espacio euclideo n-dimensional. Entonces

:-h‘l(u',‘)2=a".

DEMOSTRACION. La ley de inercia garantiza la existencia de una basc ortonormal para . Para la scmcjanza

1 se tiene

0, sti=j
a,sti=j"

plu(eiyu(e))= {

u determina una basc ortogonal (1(2i))1 <i<n. La matriz M(p) de ¢ respecto a esta base es (i) donde

Jdy=pulei) u(e)). O sea Bij=0sii=j; Sii=1. Su determinante cs detd () =1. Si la matriz dc 1 respecto a la base

i) es U, la matriz de 1* respecto de la base respecto a ¢ es de la forma

M)=M " (p)U* M(p).

—~

‘omo M(phi) cs la identidad, escogicndo |a base ortogonal Mp(u")=U"

‘n cualguicr caso
detMp(u®)=del/”.

v'a anteriormente probamos det'n=dettU* donde ‘U es la matriz de la traspucsta de u respecto a la base dual;

mesto que

w' =dg M dp

dado que det(dgp) =detM (p).
Pero como detU=det'U resulta det(uu™) =detUdetU” de donde det(uu®)=detUdetU. Lucgo

{ "-.'!(u))2=dcl(1m')
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Debido queuu™=a- 1
M(alp)=(aij) donde aji=a, 1<i<n
aij=0, paral #j

Asique detM (adp)y=a’.

Por consiguicnle, obtenemos cl resultado que se queria.
(OROLARIO. Siu € O(yp) enlonces del(u)==1

DEMOSTRACION. Como toda isomelria cs una semejanza de multiplicador =1, cn virtud de la (¢rmula de 1a

proposicion 13 anterior sc liene (dc.l(u))2=1. Por lo tanto det(u)==*1.

PROPOSICION 14. Las transfonmuaciones ortogonales cuyo determinante = I forman un subgrupo invariantc de

‘(([1).

DEMOSTRACION. Scan uy € O(p) tales quedet(v)=det(u)=1; lucgo uv € O(p) por cstructura de grupo.

Ademas
det(u e v)y=det(u)det(v)=1.
Ahora bien siuu ™ b= 1£ entonces
dcl(uu_])=dcl(u)dcl(u—])=dcl(llj)=1

Como del(u)=1, resulta dut(u'l)———l. Por consiguicnle, si u,v son translormaciones ortogonalcs con

loterminante -1, también la compucsta v~ ! es similar.

DEFINICION 7. Al grupo de las isometrias cuyo determinante = 1 se denomina Grupo de las Rotaciones y se

lenota por O F (). A los clementos de O V() se les lamard rotaciones de E.

07



PROPOSICION 15. Sila dimensidn de E es impar y u € GO(p) entonces el det(u) y el det(v), donde v esi a

isometria de la descomposicion tinica de u, tiencn el mismo signo.

DEMOSTRACION. Por la proposicion 15 ¢l multiplicador de u, g (1) >0. Si escribimos la descomposicion
iinica de u: existe una homotecia fid y una isometria v tal que w=hjv. Tomando A=V (1), como
det(u)y=det(ydet(v) resulta, debido a que >0, que si det(v) <0, tambicén det(u) <0. lgualmente det () >0,

también det(i) >0.
DETINICION 8. Una semcjanzan € GO(y) se dice que ¢s directa si det(u)>0. Se dird inversa si det(u) <.
PROPOSICION 6. Las rotaciones son seimcejanzas direclas.

DEMOSTRACION. Obvio; pues por delinicion de las rotaciones son precisamente aquellas cuyo

Jdeterminante = 1.

DEFINICION 9. Si 7y H son ortogonales y suplementarios una simetria ortogonal (o simplemente, simetria)

respecto a ¥ es una involucion u € GL(E) tal que u(v)=x parax € V;u(x)=—x cuandox € W.

"ROPOSICION 17. Si u es una simetria respecto a V, entonces las tinicas rectas vectoriales invariantes por lus

contenidas en V' 6 en W, adends, —u es la simctria respecto a W,

DEMOSTRACION. Para cadax € V, las reetas vectoriales que pasan por x son los vectores de Ja forma Ev que
satisfacen u(§xy=Ex. Lo mismo para un vector a € B, Ahora, six € V, u(x)=x, pero —u(v)=—x. Si

v & Winly)=—x, pero —u(x)=x.
FROPOSICION 18. Si u es una simetria respecto a 'V, entonces w es una isometria lincal.

DEMOSTRACION. Por delinicion de simetria, para todox € V|

0= ||| | =ret@utw) =pe) ne)).

De donde | |x ‘2: ‘ ‘u(.\'_) l lz, pucs u{x)=x. Asi que l l_\ ‘ I = ‘ tu(x)‘ l, deja invariante la longitud.

Cuandoy € W, Wel ortogonal y suplmentario de Fen £, u(y)=—y,



Pp09)=| |7 | =001 () =p(~u(),~u )

de donde | |y | |2=| |40 | |2.
Cuandox € V) y € Wp(xy)=0.

Por tcorcma de pitigoras

2 2 2
e =]

I'tro como para cualquicr par de vectores xy

e =5(| o] =] el =1 -
Cuandoxy cstin cn VV'y W respectivamenie
) =0=p () 1())-
PROPOSICION 19. Las isometrias lineales sc caracterizan como los automorfismos u de E tales que u” =u" L

DEMOSTRACION. Por definicion de adjunto de una semcjanza u : u'u—alg donde a cs el multiplicador de

. .. * * —1
. Cuando u es una transformacion ortogonal a=1, lucgo u u=1g por lantou” =u~ * (normal).

PROPOSICION 20. Si Vy W son dos subespacios de E de¢ la misma dimension, entonces existe al menos una

tsornetria utal que u(V)y=1.
DEMQOSTRACION. Toda semcjanza biyectiva cs isomorfismo de E sobre si mismo.

Supongamos que toda isemetria v es tal que u (1) =1V,

I'articularmente, aquella de la descomposicion tdnica de v : v=hiu.

I*5to nos lleva a la disyuncion u(}) ¢ 6 dimW# dimu (V).

“omo dimW#dimu (V) es falso pucs nos lleva a la contradiccion dimu (V) =dim(}) por scr u isomorfismo de E,
restringido a V) y dimb’=dim ¥ por hipotesis. Asi que dimW=dinu(V).

Ahora, siu(1) no estd incluido en W existe x € V, x=0, tal que u(x) & W. Lo cual cquivalc a afirmar quc los

puntos de la recta distintos de 0 contenida en V que pasa porx su imagen t{D) que cs una recta veetorial no
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csla conlenida en W, Pero (D) esta contenida en u(V) y dimb’=dimu (V). Deducimos dimW=dimV, lo cual
contradice la hipolcesis.

[n consceucencia, existe una transformacion ortogonal u tal que u(V)=W,

DEFINICION 10. La propicdad de las isomeltrias dada cn la proposicién 10 sc expresa dicicndo que cl grupo

ortogonal O(p) opera transitivamente cn el conjunto de los subespacios de una dimension dada. Lo mismo

O (p)-
DEFINICION 11. Un subespacio } de E se dice estable o invariante por ¢l endomorfismo u siu(V) C V.

DEFINICION 12. El cucrpe de los niimeros complejos es algebraicamente cerrado; es decir, todo polinomio

cn una indeterminada con cocflicientes complejos tiene al menos una raiz compleja.

PROPOSICION 21. Siu es un endomaorfismo autodjunto (6 Hennftico) entonces existe una base ortononnal de I

formado por los vectores propios de .

DEMOSTRACION. Consideremos al espacio cuclideo E definido sobre el cucrpo C de los nameros
complcjos. Para cualquicr endomorflismo e de £ la ccuacion det((u—241£)=0 tiecne al menos una raiz compleja,

w1 que € es algebraicamente cerrado.

Sisuponemos los valores propios de w A1 Az,... A, tenemos los correspondientces subespacios Fi para cada
A=12,...r. Estos cspacios son dos a dos ortogonales; six € Tk, y € Vi : p(u(x)y)=p (.’ (y)) =0 implica
Arp(ey)=—pu(y)) =dip(cy) pucs u=u". Lucgo (A —Ai)p(xy)=0. Cuando k=i, sc tlicnc Ak=A;; por i tento
p(ry)=0y Vi, Vi-ortogonales. Si formamos la suma directa V=V (+1V2+ - - + +V%. Esle subespacio de E ¢s
estable poru pues siy € u(F), y=u(x) para alginx € V;x=x1+x2+ - - - 4+ cs su cscritura Gnica por scr
clemento de la suma dirccta. Luego u(x)=u(xy)+ - + - +u(e). Oscau(@)=Ap+ « - -+

De donde y=u(x) € V.

I_ste hecho implica que ¢l ortogonal de V, V4 también cs estable por u, porque la relacion p(xy)=0 para todo
¥ € Vimplica p(u(x) ) =9 () pero como u” =u, u(y) € V por la cstabilidad de ¥ por u, sc ticne

plr)y)=0ycomo Vy Wl son suplementarios £ cs la suma dircela ¥+ Wl con vNil= {0}.
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Si bl {0}, existiria un vector no nulox cn Val que u(x)=pr. O scax € V, producicndo una contradiccién

pucs ¢(x,v) >0 ya que su signatura cs (1,0) y el suponerx € W se ticne ¢(x,x)=0. En consccucncia pl= {0ty

por lo tanto V=E.

Consideremos la restriccion de ¢ a Vi X Vi y la reslriceion ug de u para cada Pk. Vamos a construir la basc

ortogonal con los valores propios de u.

Cn virtud que ¢ cs definida positiva en Fk por ¢l teoreima de Sylvester o ley de increia existe en b una base

ortonormal formada por vectores propios de ug. Como sc extracn de cada Vi, sca dimbk=ax, entonces

r
dimE=n=aj+ay+ - -+ +ar=) Vi
k=1
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TEOREMA 1. 8i E es un espacio euctideo de n dimensiones, entonces toda tranfornmacion orfogonal w es producto

de a lo surmo n simetrias respecto a hiperplanos.

DEMOSTRACION. Procediendo por induecion sobre n=dimkE.

Tomando en cuenta que un hiperplano vectorial es ¢l suplementario de una recla vectoral. El espacio de
dimension 0 no Liene simetrias. (3 sca sc puedc eseribir toda isometria como producto de cero simctrias. El
espacio de dimension [ es una recla, y la simetria se define respecto al origen, se considere solo la unica
involucion =1p distinta de ;.

Suponiendo n=2, o sca cl plano cuclidcano E, considerando u una transformacion ortogonal y un vector a# (),
Scah=u(a). Sia=b, cntonces todos los puntos de la recta D que pasa por @ son invariantcs por u, pucs son de
la forma &a; u(8a)=Eu(a)=£a. Lucgo la recta D’ ortogonal a D ¢cs tal quc u(D')=D" yaquc E=D+D’,
E=u(D)+u(D"). La restriccion de v a D’ sélo puede ser la identidad de D' o bicn la homotccia de razén A=—1.
Concluimos que 1 es o la identidad de £ o bien Ja simetria respecto a D.

Ahora bien, cuando sc licne u(g)=b#a. Considerando la simetria sy respecto a larecla D ortogonal a c=a—h.
Se tiene si(c)=—c¢, para cualquicr punto z=§c de larecta D' que pasa por ¢ que sca la ortogonal a [ ocurre
ME)=-—z.

Cuando cxaminamos las proyccciones de b a las rectas Dy D' : b=y+z, s1(b)=y—z. Lucgo b+s1(b)=2y, dondc
vED,z€ D' Pero como p(ch—y)=¢(cy)=00=p{ch—2)=¢p(c,h)—¢(cz)=¢(ch)~Ep(c,c) de donde

Ep(e)=p(ch).

5 r(ch
Como z=Ec, z:-*—(h—’]-lzc.
<l

Asi gue
b+si(b)=2y
b+si(h)y=20-2z
de donde

2p(eh)

"
[l

sib)y=b-2z=b~
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{sleulando s1(b)

Sabemos que w(c+b,c+b)=| |Ll |2+| ibl |2+Zp(cJ)), asi que

200)=| 40| =] e |+ o]

2
2pe=||a =] || "= ]¢]]

pero por ser i isometria tal que u(a)=b
[[w@l]=[{al[=]10]]

kb 2

Porlo tanto 2p(c,h)=— | |c | |

Si(b)=b+c=a, pucs c=a—bh. Ahora bicn, si cscribimos la compuesta S observamos v{a)=S1(b)=a. Comou
¢s una isometria resulta que v también lo cs, ya quc toda simctria cs isomctria. Adcméas como St=1r, por

lefinicion
u=5v.

\si que, como v(a)=a 1esulta, al igual quc al inicio: o bicn ¢s la identidad 1 o bicn cs simetria respecto a una
recta.

i consccucnciau ¢s a lo sumo producto de 2 simetrias respecto a rectas.

Ahora cuando n=3. Scau € O(p). Supongamos quc cxiste un plano euclideo P tal que todos sus puntos son
invariantes por u 2 u(x)=x. Entonccs la recta D ortogonal a P es globalmente invariante (D)=D; lucgo la
restriceion de w a D no pucde ser mas que la identidad o la homotecia de razon —1. Concluimos quec u cs
mtonces o la identidad 1z ¢ simetria respecto a P

I'n scguida, supongamos que cxiste una reeta vectorial D cuyos puntos son invariantes por i cntenees ¢l plano
vectorial Portogonal a D cs globalmente invariante por u : u(P)="P.

Consideremos la restriceion de u al plano P. Denotémosla por v. Tomando una base {a,0,¢} uno de cuyos

vectores a € D ylos otros dos a P. Calculando los determinantes tenemos det(w)=det(v). Si det(v)=—1, v ¢s
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una simctria respecto a una recla Dy C P.Sisc tomab € D) yc ortogonal a Dy en P, resulla u(a)=a,
v(h)=u(b)=b, v(c)=u(c)=—c. Enlonces u cs una simetria respecto al plano D+D1=0.

Si, por ¢l contrario, det(v)=1, v ¢s una rotacion. Como ya lo ¢studiamos cuando n=2, sc ticne v s producto de
dos simetrias $182 respecto a dos rectas D1,D2 en P. Sicndo (1,62 dos simetrias respecto a los planos Qi=0D1+D,

()2=D+D cvidentemente sc ticne que {tz=u pucs parax € D, u(x)=t12(x)=xy parax € P, u(x)=tf2(x)

pucsto quc entonces

ur)=v(x) y nnE)=51520x).

Abordando cl caso genceral. Sca a=0 un vector de E. Escribamos b=u(a). Si b=a, todos los puntos dc la recta
(ue pasa por a son invariantes por &y por lo tanto estamos cn ¢l caso precedente ya analizado. Supongamos
thora, b#a y scac=a—h. Sca s la simetria respecto al plano ortogonal a ¢; como ya se cxamind cuando n=2 sc¢
prucha que sise liene 1 =su, sc tiene 1’ (@) =a; ademis det(u")y=det(s)det ()= —dci(u).

I"'n conclusion, st det(i)=1, u’ cs una simetria respecto a un plano pues det(u')=—1L Sidet(@)=—1u"¢s

prroducto de dos simetrias respecto a planos.
COROLARIO I. Toda rotacidn es producto de un mitmero par de simetrias respecto a hiperplanos.

FMOSTRACION. Como cl determinante de una simetria respecto a un hiperplano, y ¢l de una rotacion cs 1.

Ll teorema | demuestra que una rotacion es producto de un ndmero par k< de simctrias respecto a un

hiperplano.
COROLARIO 2. Si n=dimE es inpar toda rotacién deja invariante un vector #0.

DEMOSTRACION. Por corolario anterior ¢l ndmero par dce simetrias k <n—1 cuyo producto ¢s una rotacion,
l:1 relacion de Grassmann mucstra que al vector que pertencee a la interseccion de los k hiperplanos de las

imetrias de las cuales la rotacion ¢s producto cs invariante.

DEFINICION 13. Una frasposicién cs una simetria respecto a un subespacio V de dimension n—2.
1Dos rotaciones 1,y son conjupados cn el grupo de las rotaciones O () si existe una rotacion w tal que

u=wiw L
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PROPOSICION 22. Todo trasposicion es una rotacion. Ademds, dos trasposiciones cualesquiera son conjugadas

en O (p).

DEMOSTRACION. Seau una trasposicion, u s una simetria respecto a ¥, con dimP=n—2.Si E=V+ L1

restriccion de u a Vl, ¢l cual cs un plano, la simetria x—»—x.

Por otra parte, como Ot (¢) opera transitivamente sobre los planos vectorialcs.

Siu cs una simetria respecto a V, con diml=n—2, y v cs una simetria respecto a W, con dimW=n-2, lucgo
dimld=dimwl.

Fxistc una rotacion r tal que r(Vl) =l O scar~'(o#dy=11.

Asique
yr(Vhy=v(phy=1pl
rlugAdy=r"tohy=wl

pues las simetrias dejan invariantes globalmente a vl y Wi,

Por consiguicnte
vy = vy = (vl =r ).

TEOREMA 2. Enun espacio euclideano E de dimension n23 toda rotacion u cs producto de a lo sumo n

frasposiciones.

DEMOSTRACION. La rotacion iz es cl producto de un ndmero par <n de simetrias respecto a hiperplanos.

H=5182...5k.

IMasta probar que todo producto de dos de dichas simetrias ¢s producto de a Jo sumo dos trasposicioncs.
Il producto s152 deja invariautes los puntos de la intersceeion F de los hiperplanos Hy y Hz de tales simetrias.

Limitiandonos al caso 51752 sc obscrva que dimb=n—-221.

La rotacion u estard complelamente determinada por su restriceion v al plano p=vl orlogonal a V.ves

cntonces producto de las simetrias {1£2 respecto a las reclas Dy=HNP; Dy=H,P. Considcrando una recta D

i T
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n }7y el subespacio W ortogonal en 17 a D, de dimension n—3. Sca 7y (respectivamente r2) la trasposicion igual
1 (g (respectivamente a () cn P, a la simcelria respecto a B en V; como esta simetria es involutiva por definician,

entonces también u=rry sc obticne.
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§3. Angulos

I

Consideremos un grupo aditivo U isomorfo a 0% (), denominado Grupo de los dngulos. Sc designa por 7 a un
. + . .. .
isomorlismo de U sobre O7 (). sc designa por r(8) a la rotacion correspondicnte al dngulo 8 € U por ¢l

imomorfismo . Se dice que r(6) cs la rotacion del dngulo 6. Lucgo, por delinicidn,

rO)=11; r(~0)=r(0))"}
r(0y+02)=r(81)r(62).

C'omo — £ s la dnica involucion = +17 ¢n O+(y7) ¢s una simetria respecto al origen. Sc ve que hay un tnico
ingulo =0, denotado por w, tal que w+w=0.

I nego: r(w+w)=r(0) implica r(w)r(w)=1£.

e eseribe r(w)=—11.

“e llama dngulo Hano a w.

H

os angulos 8 que satisfacen r(0)r(@)= — £ son aquellos de la ccuacion 6+60=w quc admite dos soluciones

tpuestas ¢,—d en cl grupo U. sc denominan dngulos rectos
2
() =—1¢.

ero se sabe que toda isonictria u se caracteriza por u” =i~ ! Trasladando estc hecho a nucstro cstudio,
tenemos r(0) r(0)2=—11:(r(0)) ™" pero 7(0) r(B)=— 11 lucgo s ticne r(0)=—r(0)* dc donde ()" = —r(0). Fsta

implica p(r/7(0)° (9) =p(r(0) (¥).1) =~ (7 G))).

Porlo tanto, para cualquicr x

2p(er(0)(x)) =0

“neste caso, las rotaciones r(@)(x) son ortogonales ax para todo x € E. Estas rotaciones de los dngulos rectos

w las Ginicas que poseen tal propicdad.

'OPOSICION 23, Si 1 es una rotacion y x v dos vectores unifarios enfonces

Peu))=e@y)y).



Ademds para las orientaciones (E,W'), (&,W'"), positiva y ncgaliva, respectivamente sc ticne

1 () ="V (), W () =" ()
DEMOSTRACION. Existe una Ginica rotacion v tal que y=v(x); lucgo, utilizando la conmutatividad cn OF
PRI =P () = (V1 ()

=ap ()

londe a=1, es muliiplicador de v

Aiaogamente

WO () =" (v ()1 (v) =PSIT (v(x),v (1 (x)))
=det()W (vu(x)
pero como det(v)=1, ya que es una rotacion.

DEFINICION 14, Si u=r(0), al ntero p(vu(x)), independicntemente del veetor unitario clegido x, se llana
nseno del dngulo 8, denotado por cosf. El ndmero Y (ru (X)) se denomina seno del angulo 0 para la

etientacion 1) se denota sinf? cuando se ha fijado la orientacion.

i

‘umo cxiste una correspondencia biunfvoca canduica eatre scmirrectas vectoriales cerradas (abiertas) y los

vectores unitarios (puntos de la circunlerencia unidad) que dichas semirrccetas contienen.

DEFINICION 15. Dada dos semirrectas A,Az cxiste una sola rotacion Gnica tal que u(A)=42. Al dngulo de

1a rotacidon se lama el dangulo que forma Az con Ay, se denota por (Ay,A2).

Dadas las rectas vectornials DD’ en £ scan A,A’ dos semirrectas vectoriales abicrtas contenidas,

respectivamente, en D y D' Sca @=(A,A’. Al cambiar una u otra scmirrecta A,A’ por su opucsta sc obticne

para ¢l dngulo correspondiente uno de los dos valores 6, G+w.

DEFINICION 16. Sc Hama angulo del par de rectas (D,D'), y se denota por (D/,\D’) al conjunto {0,0+w}.

e agui resulta



(D,D)=0; (D",D)=—(D}D")
(DDY+(D'D"y=(D,D"),

§1. Estructura de ()+(<p)

\xioma dec Arquimedes “Para todo angulo 80 en el grupo de 4ngulos existc un entero 1 tal que cos(nff) <0.”

DEFINICION 17. Al conjunto de puntos invariantes por una rotacion # 1g cuando dimE cs impar, ¢s una recta

Ilamada cje de rotaciGu.

F'ROPOSICION 24. Toda rotacion u de eje D y dngulo 8 ¢s producto de dos simetrias (1£2 respecto a dos reclas

f21,D2 en el plano P onogonal a D tales que (D 1,,\D2) =85,

DIEMOSTRACION. Scav la restriccion de w a P. Sabemos que v se descompone en dos simetrias respecto a
ilhs rectas D1,D; on P. Consideremos cstas simetrias 51,52 como las restricciones de las simetrias (1,2 cn E
respecto a las rectas D,D2. Como para todo vector a € D se tience (1 (@) =12(a)=—a, resulla quc (112(a)=a.
f.ucgo la rotacion u cs cl producto de dos simetrias ya que dimE =3 y como ({2 conincide con i en D, resulla

={)12. Por otra partc, como {1 y f2 son rolacioncs de igual dngulo, ¢l 4ngulo de la rotacion (1,42 cs cl doble de 6.

01,02 cslos dngulos de las rotaciones (1 y £ respectivamente, cntoncees 01=6;.

Como u=r(0), u=tyt,
H(Q)y=r(G)r(02)=r(01+6)
'1=0; por cuanto 01=,.

PROPOSICION 25. 51 u es una rotaciéon de éngulo 0 tal que cos8<9, entonces para E de 3 dimensiones:
(1) cxistent en E dos rectas vectoriales D',D'" ortogonales y tales que u(D'y=D"".

1 1

(2) Sit' es una simetria respecto a D' entonces t'ut'u”  =t'ut' "\ es una simetria respecto a una recla
. . . + .
(3) Si T es un subgrupo invariante de O™ (¢) que no sc reduce a 1k entonces necesariamente

0" ().
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DEMOSTRACION.

(1) Sca {e1,e2,¢3} una basc ortonormal de £ tal que para la rotacion u:
u(ez)=e3; u(er)=cicosf+crsing.

Vamos a determinar la recta D' mediante un vector z=¢1+4e3 tal que ¢(z,2:(2))=0.

Como u(z)=u(e1)+Au{c3)=ejcosd+ezsinf+Aiea, ¢ (z,u(z))=0 implica cosf+1%=0.

Como cosf<0, por hipotesis, la ecuacion cosf+4%=0 ticne una solucion cn R.

Como los vectores Eu(z) son los de la recta D'’ ortogonal a D' y que ademés u(D')=D"".

(2) Si I cs un subgrupo invariante de O™ () no reducido a 1£, entonces conticne una rotacién u de angulo 80,

ucgo u” cs también una rotacion de dngulo 71 6, considerando n1 de acucrdo al axioma de arquimedes: Para 6
existe n tal que cosn<0.

Lintonces cuando sc tiene £ simetria respecto a recta D
a=0, u(a)=b
v(b)=t’ut'u_1(b):t'ut’(a):t’t’u(a)=t’2(b)=b
v(h):l'u!’_lu_l(b)=l’ut'_l(a)=l'l'_lu(a)=1/-j(b)=h

1

Lucgotut'u "=ruw  '=r T,

. . . . . , — + . ..
(1) Como I s invariante, conticne a todas las simetrias wuw leonwe 0 () cn virtud quc toda rotacion de

vje Dy dngulo 8 cs producto de 2 simetrias respecto a 2 rectas del plano ortogonal al ¢je.
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'FOREMA 3. Si E es un espacio euclideo de dimension n igual a 3 6 mayor 6 igual a 5; entonces si n es impar, cl

(iupo O+(v') es simple; si n es par, ¢l tinico subgrupo invariante no tnivial de O+(v/') es su centro formado por lus

rotaciones 1py—1r.

DIMOSTRACION. Paran=3. En la proposicion 25 demostramos que si ' cs un subgrupo invariante # { 11:},
weesariamente T=07 (). De aqui deducimos que para n=3 los Gnicos subgrupos invariantes de O™ (i) son

I

(1 , 0 sca que ot y) cs simple.
y q |

"lizando este resultado para los casos n=5. Sca I un subgrupo invariante de O+(v') quc conticne una
retacton u# 1. Distinguiendo los siguicntes casos posiblces:
(1) 1 deja invariantes todos los puntos de un subespacio V¥ de dimension n—3. En consccucncia cstd
e terminada por su restriceion w” al subespacio Fl=F de dimension 3. Como T conticne todas las rotaciones
v Vdonde v € ()+(l/') cntonces I contiene, en particular, a las rotaciones quce dejan invariantes los puntos
I 1y cuya restriccion a F es de la formau/u’v' ™} donde v’ € O™ (F). Pcro como OV (F) puces dimF=3 toda
rotacion de 01 (F) es producto de un namero finito de rotaciones de la forma v/ 'v'e ! En particular, una
Irasposicion r’ € O+(F) ¢s de esta forma. Sir es la trasposicion =7’ en F y que deja invariantes los puntos de VY,
¢ tiene en consceucncia que 7 € T, Pero toda otra trasposicion ecn O 7 (E) cs conjugado de r, por consiguicntc
tnmbién pertencee a T, En virtud del tcorema 2 T=0 % ().
{2) 1 deja invariante todos Jos puntos de un subespacio W de dimension n—421, y su restriceion al subespacio
1=l de dimension 4 no cs — 1r, 0 sca quc # no es la simetria respecto a W, Existe cntonces cn F al menos una
ta D (al que u(D)=D ya quc cn caso contrario la restriceion de 1 a F serfa una homolecia y por lanto igual a

11, en contradiccion con la hipdtesis.
I"sto permite suponcrx € F tal que n(x)# 2x. Sca y=0 un vector de Wy sca P ¢l plano que conticne ax,y.
Consideremos en P una rotacion w'# Ip, y sca w la rotacion en E igual aw' en Py quc deja invariantes los
runtos de PL. Entonces uw™'u ™! dcja invariantes los puntos de Plﬂu(Pl). Como I’ ¢s invariante sc ticne
1y= {n.'uwﬂ)u—1 € I', vamaos a demostrar que 1y verifica las hipdtesis del caso (1) antes tratado, con lo que

concluimos cl caso (2). Como u ¢cs vaa transformacion ortogonal se ticne u(PJ)=(u(P))l cn ¢l subespacio

ortogonal a P4u(P) cs rl I"]u(Pl_) ya (ue



P+u(P))l=PlNwP))l.

Pero P esté engendrado por xy; u(P) engendrado por u(x), u(y)=y. Por lo tanto, dim(P+u(P)) =3 concluycndo

que dirnPlﬂ(l’l) zn—3. Es sulicicale comprobar que 1y # % 1g; como cxisten vectores #0 invarianics por i, no

pucde ocurrir que u1=—1y;, quedando por excluir ¢l casou=1¢.
Si l.’f=(wlw.)_1)u_1 sc obtendria entonces w=uwu | y como pl (respectivamente u(Pl)) es ¢l conjunto de los

puntos invariantes por w (respectivamente, uwu by, Esto implica P=u(P) y por consiguicntex y u(x)

pertenceen a la misma recta P{F 1o cual cst4 en contradiccion con la hipotesis.

(.3} u cs la simetria respeeto a un subespacio W de dimension —4. Sca F= Wl, de dimcnsion 4. Considerecmos cn
f"una recta D y ¢l subespacio U de dimension 3 ortogonal a D en F. Por otra parte, considecremos D' una recta
de I, esta recta exisle pues cstudiamos n25 y como dimW=n—4 dimW2z1. Escribamos F'=U+D’. Existc una
ritacion v que transforma F en F' y wuv™ ' cs la simetria respecto a W’=F’l; como F'#F sc licne, ademas,
ey luego uz=u""vuv " T'=wuv ! pertencee a Ty up# 1£. Ademis uz dcja invariantes los puntos de
FOF'=Uyalos dc Wﬂ!V’=—(F+F’)-L. En virtud de la relacién de Grassmann dimF (W =n—35 pucs
dim(F+F)+dimFOF' =dimF+dimF’, dim(F+F')=5; lucgo dim(F+F')l=n—5.

\demias WNW esta contenido en UL, Por tanto, la suma U+ (W) cs dirceta y de dimension n—2, cayendo
nucvamente cn cl caso (1).

{4) Caso general. Existe cn £ al menos un plano Q tal que u(Q)# Q pucsto quce si i dejase invariantes
(plobalmente) todos los planos tambi¢n dejaria invariantes todas las rectas globalmente. Pero como toda recta
de E cs intersceeion de dos planos distintos resultaria que u seria una homotccia, lo cudl contradice la hipdtesis,

I"rocedicndo como cn el caso (2) formemos una rotacion w=1g que deje invariantes los puntos dc Ql y, lucgo,

1

cy=wuw Tl pertencce a Iy deja invariantes los puntos de Qlﬁu(Q-L): W. Pcro en virtud de la relacion de

1

]

Girassmann sc licne dim}i"2n—4; por otra partc, sc ticne que #3# 15 ya que si no fucra asi sc tendra w=unn "~

de donde u(Ql)=Ql contrario a la cleceidn de Q. Llegando asi a uno de los casos (2) 6 (3). Con csto concluye

la demostracion.



Geometria no Euclideana
[iperbolic:

$1. El absoluto

Cansideremos un espacio vectorial £ de dimension i, y 4 una forma bilineal siméltrica no degenerada sobre

I7v £ de signatura (n—1, 1).
LFINICION | Un vectorx € E cs isotrdpico six#0 y y(xx)=(.

Vi subespacio I de E s isotropico si existe un vector z € Vtal que z#0 y yr(v,z)=0, para todox € 1. Un

subespacio Wde E cs totalmente isotrépico si paratodo z € Wse tiene y(z,z)=0; o sca, z € H’l.
PPOPOSICION 1. Para todo subespacio M de E ocurre MM es totatmente isotropico.

DEMOSTRACION. Electivamente, comao (1\{ﬂz\ll)l=Ml+M resulta de MO c At c arlaars quc

vl c eyl
I'ROPOSICION 2. Toda recta isotropica cs totalmente isotropica.

DEMOSTRACION. Sea D una recta isotrapica de E. Exisle z#0 cn D tal que y(z,x) =0, para todox € D.
Como todox € D pucde cseribirse x=Az, para algin cscalar 4. Entonecs 1/'(2,\')-—'1/'(,1_]4‘,\') =10 =0.

Comad =0, y(x,x)=0, para cadax € D tal como se qucria probar.
DIFINICION 2. El conjunnto L de tados los vectores isotropicos sc denomina Cono isotropico o absoluto de E.
PROFOSICION 3. El absoiuto de IS es invariante por todas lus homotecias.
DEMOSTRACION. Seax un vector isotropico cualquicra para cualquicr escalar 4 se obticne
P {AvAx) zlzl/'(.\',\') =0

L uego, la imagen de L bajo cualquier homotecia Hihi(L)=L.
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$2. El plan hiperbolico

DEFINICION 3. Al espacio vectorial ¢ de dimension 2 provisto de una forma bilincal simétrica no degencrada

i de signatura (1,1) se denomina Tlano Hiperbolico.
FROPOSICION 4. En ¢ plano hiperbdlico existen exactamente dos reclas isotrdpicas distintas.

DEMOSTRACION. Siecndo {er,e2} existe base de E con y(eicj) =0, i=j; ylcrc1=1y(c2e2)=—1.

Mara que un vector x=ajey+azez sca isolropico debe resultar que a12a5=0. Considcremos una nuevo base
formado con veclores isotropicos {avnaz}. Esto implica y(a1,a2) #0 pues de lo contrario y seria degencrada,
contradiciendo [a hipatesis. Sc pucde suponer yr(ai,a2)=1. Sca y=0, con y=01a1+f2az. El vector y’ ortogonal 2
v esde la forma a1 —ffa). Asi que todo veclor orlogonal ay, sera de la forma dy', para cualquicr escalar 1.
Cnino oo ocurre yr(vy) =0, pucs lendriamos el absurdo §152=0, 182#0.

Sy no pertencee a las reelas que pasan por gy, @z.

FROPOSICION 5. Si Dy,Da son dos rectas isotropicas def plano hiperbolico entonces la razon doble del cuanieto

Jerectas (Dy,D2,0,07) cs —1; donde D' es ortogonal a D.

DEMOSTRACION. Por delinicion. Scax € D Lal que x=aa+Paz con a=0, (). Para loda reeta vectoial [’
distinta de Dy, D2 y D existe un finico escalar p lal que ¢l veclor aay+pfaz perlencee a D' pero como D ¢s
ortogonal a D, entonees y(va) Heflar)=afl +paf=0 dc donde p=—1.

AN \']UC

_ _1_|D1 D2

PROPOSICION 6. S W es una forma bilineal altermada no identicamente nula, y W es una transformacion

mtogonal de E, entonces W{xyy=y(wx)y).
DEMOSTRACION. Comaoiws=—w,
PO W)=Y we (7)) =~y (e ()

==y o)==



PROPOSICION Fara dos rcctas isdiropas D ,Dy y u una semcjanza directa en el plano hiperbalico, siliene gne u

deja invariantes globalmente cada una de las rectas isotropicas.

DEMOSTRACION. Sca {a1,42} una base isolrapica si para esta base tomamos

M(W)= [‘i _g))
Uin endomorfismo de la proposicion 6 tiene una matriz, delerminada por las condiciones
yw(ai)a)=0 y(w(ar),a2)=1
Yyw(u2)ur)=—1 P (w(u2),az2)=0

e donde

Lo
M= [0 —(1)

Los espacios propios £(Lw) y E(— 1) son precisamente las reclas isotropicas que pasan porapy por a2

respectivamente. Stendo 1 una semejanza directa
W )u()=det(u)Wivy)
wro Wiey)y=y () de donde
Y (w (U () (0) = det@)y (w (1) y)-
L iepo
P (v)) = de )y (e e)y)
implica
s =det(uyw
1

O seawr=det(umu” ™
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por tanto se ticne wi =uw

0= (w(u(ar))u(an) =y (u(wa))u(ar) =u()yw(ar),a)
P(w(a2),a)=—1
e (a2)) e (ar)) =det(uyy (w(@z)ary=—p ()

ehe igual forma

y(u(w(a)))u(ar))=pu@); y(u(wlaz)u(a))=0

i a matriz de 1 respecto a la base isotropia es

A
M(u)y= (() 2)

Luego, obviamente deja invariantes cada recta isotropica.

COROLARIO. Ll grupo de las rotuciones en el plano hiperhdlico estd formado por los automorfismos cuya matriz
) N A0

cspecto a la base isotropica es de la forma 0A_,) con A=0.

DEFINICION 4. Las rotaciones 1 para los cuales sus dos valotes propios A yl—l son positivos [orma un

subgrupo de o* (¥ Namado grupo de las rotaciones ortocronas de £ y sc denota por ()++(E).

3. Propiedades

IIEMA L Sean V' y W dos subcspacios vectoriales ontogonales y tales que VOYW={0}. Para que V+W sca

(otalmente isotropico (respectivamente no isotropo) es necesario y suficiente que Vy Wio scan también.

PEMOSTRACION. Supongamos que F+1F es totalmente isOtropo y seax € F un vector ortogonal a M+ W

“ho e V+Weonyz vectores #0, cony € V2 € W, 0=y (xp+z)=y(xy) +y(x,2).

U'or hipotesis Y (u,z) =40, pues I ortogonal a 1. De donde, para cualquicry € Fse tiene () =0. Por

consiguiente x cs ortogonal a . Analogamente con I,



Reciprocamente. Si Wy I son tolalmente isGtropos y siy € V,z € W, sc ticne

POtz ) =yy) )2+ 20 .2)

i or hipdtesis p(y+zy+2)=0.
I icgo B+ W es totalmente isdtropo. Cuando My B no son isOtropos, six+z ¢s ortogonal a b+ W con

= V,z € W, como z ¢s ortogonal a V, deducimos que x € V debe ser ortagonal a V, por hipdtesis . Lucgo

vt 2=0,y por lo tanto ¥+ W ¢s no isdtropo.

f7°MA 2. Sean D una recta isotropa en E, 1 =pl que incluye a D el hiperplano (isotropoe) ortogonal a D. Todo

10 P que contiene a D y no contenido en H es un plano hiperbélico (no isotropo); E es, por consiguiente, suma
) / |

‘veeta de Py pl Yla restriccion de y a Plxples una forma no degenerada de signatura (n—2,0).

I MOSTRACION.Scaa € D;b € Ptal que b & 1y y(ah)=0; Pl ¢s lainterseecion de H y del hiperplano 1’

wtoponal ab; como rlc H, DNPl= {0} y PN =D, sc ticnc PmPl:{()} por lo cual P es no is6tropo. Como P
comticne una rectaisotropa es un plano hiperbolico. Por consiguiente, existe una base {c1,c2} de P tal gue

virpep=1,y(cae2)=—1.

T

I sto induce aplicar la ley de increia al subespacio no isGtropo P para obtener una basc ortogonal (¢i)1zizn e I
(4l que Jas i de indice =3 formen base de pl y que y(cjei)==x1 para todoi.

‘1 cono isGlropo no esté contenido en un hiperplano H, pucs si D estd contenida cn A es una recta isdtropa

~isten planos que conticnen a D no contenidos ni en A ni cn DL

OPOSICION 8. En el espacio E, los tinicos subespacios totalmente isotropos no nulos son las rectas isotropas.

;o
L

siderando al conjunto P(E) de todas las rectas vectoriales de E, o sca la Geometria Proyectiva sobre E,

cremos la siguiente

PP FINICION 5. Los puntos de P(E) correspondicntes a las rectas vectoriales sobre las cuales sc verifica

i) <0 para los vectores x no nulos de estas rectas veetoriales forman lo que se llama Espacio no euclideo de

iension n—1, para dimE=n.



PROPOSICION 9. Scan V un subespacio de E de dimension my U la recta isétropa obtenida por la interscccion

e Vy VL. Para todo subespacio Wdc V suplementario de U en V, la restriccion de ® a Wes no degencrada y su
vigratura (rs) con rts=m—1, r<n—2y 5=, es independiente del suplementario elcgido W. La clase de

intransitividad de V para ¢l grupo O(I2) estd formada por todos los subespacios vectoriales para los cuales los tres

mimeros 15,1 son los mismaos.

VEMOSTRACION. Siun vectorx € W es ortogonal a todo IV también lo serd para V=U+W, lucgou € Uy cn
nsecuencia x=0, probando que restriccion de y a W es no degencrada. Ahora, si suponcmos W7 es otro
hespacio de Vsuplementario de U en V'y sip s la proyeecion sobre W paralelamente a U, sc ticne que
plx)yy)=0paratodox € W', lucgo y{x—p(x)y)=0 para todo y € V, por consiguicnte y(xy) =y (p(x)y(y))
ra todo par de vectores vy € W5 de donde obtenemos que la signatura de la restriccion es independiente del

plementario clegido. Consideremos entonces en W una hasc ortogonal (ei) para 1=i<m—1 (al que y(¢ici)=1

pra lisr=m-—1.,

maideremos también al subespacio ortogonal Wl de dimension n—(m-—1), suplementario de Wen E'y quc,

~mis, contiene a U. B no conticne pues un scgundo subespacio tolalmente isotropico, o sca otra recla

tropa U’ tal que U+U' no es isOlropa.

Sea Telortogonala U en wlno isOtropo tal que la restriceion de yra T T ¢s de signatura

(1= 1=(m=1)0)=(n-n,1-0-1). Sc pucdec completar la base (¢;) de W hasta una basc de E tal que (ei)1<i<m

1 base de Py la matriz de y respecto a la base de E sca

hn=1 0 0O 0
0 0 I 0
0O Iy 0 0
0 0 U ln-m

Fomo esta matnz esta enteramente determinada por los nimeros m—1=r, s=0, dimU=1, y la signatura

11, 1) deyr, se complela la demostracion.

FTINICION 6. Se Hlama variedad lincal proyectiva de m—1 dimensiones a todo subespacio vectorial ¥ de £

nt dimenstoncs.



PROPOSICION 10. La varicdad lincal proyectiva correspondiente al subespacio vectorial V™ de E isétropo en E

ro corta al espacio no euclideo.

DEMOSTRACION. Como los tnicos subespacios isdtropos totalmente en I son rectas vectoriales U, segiin Ja

proposicion anlerior si V¥ es isdtropo en E y cs tal que 10 l=u. Ental subcspacio y(x,r) ncecsariamente tienc
que tomar solo valores =0). Esto indica que “no corta al espacio no cuclidco.” Por lo tanto toda varicdad lincal
proyectiva de dimension m—1 que corte al espacio no cuclideo es siempre no degencrada y ticne como

signatura (in—1,1).

FROFPOSICION 11. Si D es una recta no euclidea y A un punto del espacio no euclideo que conticne tanto a la
recta D como al punto A. Entonces existen en P una infinidad de rectas no euclideas D' que contienen a A pero

e e cortan a D.

DEMOSTRACION. Sca Vel plano vectorial subespacio de E correspondicnte a D. En ¥ existen una infinidad
de rectas veetoriales L sobre las cuales y(v,x) <0 parax=0. Consideremos otro plano vectorial que contenga a
i de tales rectas vectoriales (que son puntos de la geometria proycetiva). Los planos vectoriales son rectas

proycectivas, las rectas no euclideas son planos vectoriales, lormados por vectores x#0 tales que y(x,v) <0.

Basta tomar para D' una recta no cuclidea cuya recta proyectiva que la contiene pase por uno de los puntos del

spacio proyectivo correspondicnte a las rectas vectoriales L mencionadas arriba.
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Las Geometrias No Euclideanas

Nota historica

Dc la posibilidad l6gica de desarrollar una gcometria cn la que el quinto postulado de Euclides no sc verificase
(adcmas de la imposibilidad de su demostracion) Gauss (1816) tenia pleno convencimicnto, pcro no publico sus
idcas y resultados; siendo redescubicrtos independicatemente por Lobatschevski en 1829 y por Bolyaj cn 1832.
En esta nueva geometrfa desaparece la nocién de paralcla finica, lo cual la aparta y alcja de la dominacién dc la
gecometria proyectiva que estudiaba las propicdades métricas y proyectivas en la gcometria clésica. Se llamé

Gceometria hiperbélica.

En 1870 cambian las condicioncs cicntificas luego de la difusion de las obras de Lobatschevski, la publicacion
de las obras de Gauss y la Icccién inaugural de Riemann. Cayley (1860) senalaba que la idca dc rcemplazar los
puntos ciclicos (considcrados como cénica “degenerada tangencialmente™) por una cénica cualquiera quc
denomind “absoluto”, conduce a nuevas expresiones para la distancia entrc dos puntos y sus relaciones la

geomectria eslérica. Beltrami (1868) encuentra independicntemente las expresiones de distancia de Cayley pero

en otro contexto que considera cl interior de un circulo como una imagen de una superficic de curvatura

constante en las que las geodésicas vendrian representadas por las rectas. La infllucncia de la Geomeltria
Esf¢rica habia establecido por cicrto tiempo que en un espacio de curvatura constante 0 sicimpre existen pares

de puntos por los que pasan mas dc una geodésica. Félix Klein (1870) en su Programa de Erlangen
indcpendiente de Beltrami sinletiza estos dos puntos de vista descubriendo y producicndo cl espacio no

cuclidco eliptico.

Es desde mediados del siglo XIX, cuando las idcas de grupo y de invariantc sc hallan consolidadas, que sc ponc
dc manifiesto que los tcoremas de la Geometria Clésica no son otra cosa que la expresién de relaciones
idénticas cntre invariantcs o covariantces del grupo de las semejanzas. Del mismo modo que los tcoremas dc la
Gceomcetria Proycctiva expresan las identidades (o zigzags) eantre covariantes del grupo proycctivo. Con cl

Programa de Erlangen sc llcga a una clasificacion racional y “estructural” de los tcoremas dc la geomctria



moderna segin el grupo del cual pracedan: grupo lineal para la geometria proyectiva, grupo orfogonal para

cucstiones métricas, ...

Desde el punto de vista nucvamente algebraico, después del Programa de Erlangen, las gcometrias cuclideas y
no cuclidcas sc han convertido en simples lenguajes, mas o menos comodos, para expresar los resullados de la
tcoria de las formas bilincalcs cuyas progresos van a la par con los de la tcoria de los invariantes.

Sin embargo, cl interés atribuido a la geometria no cuclidcana no provicne de este aspecto algebraico banal,
sino més bicn dc sus relaciones con la Geometria Difcrencial y la teoria de funciones de variables complcjas.
También con ¢l Programa de Erlangen la geometria clasica se marchita repentinamente y pierde su esplendor
por lo que el capitulo de la teoria de grupos y de los invariantes rclativo a la gcometria se considera cerrado
pucs ya no hay problemas de estruclura susceplibles de repercutir subre otras ramas matecmadlicas.

Las excepceiones constituyen las ciencias auténomas Geometria Algebraica actualmentc en actividad y la
Geometria Difercncial. Esta iltima cuando parccia quce se esclerotizaba los trabajos contemporincos
(originados por Emilc Cartan) sobre los espacios fibrados lc han devuclto toda su vitalidad,

En la actualidad sc disponc de un camino real para apropiarse de la Geometrfa y ¢s mediante los (rabajos
rcalizados desdc insignes matemdticos Cayley y Grassmann, hasta el Programa de Erlangen de Klein. Este
método lo ofrece una mismo disciplina: ¢l algebra lincal, que abarca sus aplicacioncs al andlisis, la topologia y la

Fisica Tcorica.



