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INTRODUCCION 

El trabajo aquí presentado se inspira en la crítica de la Enseñanza de la Matemática 
aparecida en nuestro pais a raiz del crecimiento de la Escuela de Matemática insertada 
en un movimiento renovador suscitado por una polémica interna entre ingenieros y los 
primeros matemáticos profesionales. Por otra parte, quiero asegurar la intención de 
vincularlo a la enseñanza de la física moderna que al pasar de Newton a Einstein 
requieren de una geometria no Euclideana. Como es nuestra intención no seguir la 
discusión de Lobachebsky, Gauss y otros sino mas bien tomar los trabajos ya 
elaborados por matemáticos de primer orden que han orientado ese rumbo . Es así 
que , en su globalidad, esta monografía se basa en el apéndice 111 del libro Algebre 
Lineaíre et Geometríe Elementaíre de Jean Díeudonne; y trata de dar un seguimiento a 
la investigación sugerida por tal científico. 
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Subespacios Vectoriales. Homomorfismos 

En todo este parágrafe las letras E, F denotarán espacios vectoriales sobre el campo de los números rcalr.:s. 

DEFINICION l . Un subconjunto V de F es un subespacio vectorial de E si para cualquier par de vecloresx,y 

de Vy para cualquier par de escalares a, f3 se verifica que el vector ar + f3y pertenece a V. 

Denotamos por P(E) al conjunto de todos los subespaeios vectoriales de E . Indiscutiblemente E es el más 

grande y {O} el más pequeño. ¿Cuáles son los otros? 

PROPOSICJON 1. Si Vy W SOIl dos subespacios de E, elltollces 

( 1) la intersección V n W tambiéll lo es; 

(2) la suma V + W Jonllada por el COlljWltO de las sumas x + y, dOllde x E V, Y E Wes el subespacio más 

pequelio que cOlltielle a la vez a V y a W 

DEMOSTRACION. 

(l) Sean a y b dos vectores arbitrarios de V n W a, f3 uos escalares cualesquiera, I'or scr d 'llIcntos tic cspal:ios 

vectoriales en Vy en W se tiene que aa + f3b es un vector de Vy de W. 

Por consiguiente V n W contiene todos los vectores aa + f3b , 

(2) Consideremos dos sumas cualesquiera x + y,z + t conx,z en V; y, ten W. Sean a,f3 dos escalares 

cualesquiera, Entonces 

a(x + y) + f3(z + t)=ax + f3z + ay + f3t 

Usando las propiedades de la estructura de espacio vectorial tenemos 

a(x + y) + f3(z + t)=(aa + f3z) + (ay + f3t)es un vector deV + W 

Pues ax + f3z E V, ay + f3t E W. Ahora bien, como cualquier vector x de V se puede escribir x + x + O, 

considerando O E W tenemos quex E V + W. Analogamente con cualquier y E W. Así que Vy Westán 

contenidos en V + W. 
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Supongamos un subespacio S;t: V + W que cumpla las condiciones: S contiene a Vy a W; además S está 

totalmente incluido en V + W. 

Esto conduce al absurdo siguiente: por las condiciones de S todo elemento de V está en S, lo mismo que todo 

elemento de W, pero existen al menos un elemento x E Vy un elemento y E W tal que la suma x + y es un 

vector de V + W pero no lo es de S puesto que S;t: V + W solamente SCV + W. Por consiguiente V + Wes el 

más pequeño subespacio que contiene a la vez a Vy a W. 

PROPOSICION 2. Las siguielltes propiedades elltre subespacios vectoriales V, W de E SOI/ equivalelltes: 

(l) Vn W={O} . 

(2) Todo vector de V + W se escribe de fonlla úllica como suma x + y de un elemellto x E Vy otro y E W 

DEMOSTRACION. (2) implica (1). Considerandoz E V n w. Al eseribirsc z de manera \llIíea s' ticllc 

z + 0=0 + z ya que z pertenece tanlo a V como a W. Si z;t:O z + O=z implica z E l' y zEl IV I ) cual contrallicl; !ü 

hipolesisz E Vn w. Luegoz=O. 

(1) implica (2). Consideremos dos sumas iguales a + b=x + y donde a,x están en V; b,y están en W. Por tanto 

a-x=y-b pero a-x E V,y-b E W. Así que, por hipotesis, a-x=y-b=O, pues V n W={O} de lo cual se 

deduce que a=x,y=b, que significa la escritura única. 

DEFlNICION 2. Cuando se verifican las propiedades equivalentes de la propo. ición 2 se dice que V + Wes 

Sil 111 a directa . Si además V + W=E se dice que Vy Wson subespacios suplemelltarios en E . 

PROPOSICION 3. La imagenu(J/) de un subespacio V de E bajo WI homomorfismo 11 de E en Fes WI 

subespacio de F. Lo mismo, para cada subespacio W de F, u-1(W) es subespacio de E. 

DEMOSTRACION. Como para cualquier par de vectoresx,y de V; y cualquier par de escalares 

a, f3:ax + f3y E V se tiene u(ax + f3y)=au(x) + f3u(y) está en u(J/) . Ahora, six,y E u-1(W) para todo par d . 

escalares a , f3, au(x), f3u(y), au(x) + f3u(y) E W; luego !l(ax + f3y) E W. 

PROPOSICION 4. Para cada vector e;t:O de E, la aplicaciólI de R en E que asigna a cada escalar ~ UII único 

vector ~e de E es un homomorfismo li/leal illyectivo. 

2 



DEMOSTRACION. Como para cualquier par de escalares a, {3 se verifica (a + (3)e=ae + f3e en virtud u . la 

estructura vectorial de E y R la aplicación es lineal. Por otra parte si se tiene ~e=).e entonces (~-).)e=O. Pero 

e~O, por tanto ~=A. De donde la inyectividad. 

DEFINICION 3. Para cada vector e~O de E, a la imagen del homomorfismo inyectivo de la proposición 4 se 

denomina Recta vectorial que pasa por e. A todo subespacio H de E que junto a una recta D sean 

suplementarios de E se denomina Hiperplallo vectorial en E. 

PROPOS1CION 5. Una recta vectorial que pasa por e tiene las propiedades siguientes: 

( 1) es el mellor subespacío de E que contiene a e. 

(2) no colltielle otros subespacios más que el mismo y {O}. 

DEMOSTRACION. 

(1) Sea D la recta que pasa por e. Por definición D es el conjunto de los vectOl es ~i'; !.i V C~ un subc~i'a::¡'l 

cualquiera, que contiene a e también contiene todos los ~e para todo escalar~. Luego D es el más pequeño 

subespacio de E que contiene al vector e. 

(2) Todo vector z~O de D es de la forma z=Ae con A~O. Así que e=A -Iz. Para cualquier escalar ~:~A -Iz es 

siempre un vector deDo SiA y B son subcspacios suplementarios deD:A + B=D yA n B={O}. Todo vector 

de D se escribe de manera únicax + y conx E A,y E B, pero comoA y B son subespacios de D existen 

escalares a,{3 tales que ae + {3e =x + y. Pero six~Oa~O, luego todos los elementos deA son de la forma 

~=(xiA.)e . O sea es la misma recta D. Así que el otro vector y={3e no puede ser más que O parax~O Luego 

B= {O}. 

DEFINICION 4. Dado un vector a~O. se llama semirrecta vectorial/)'o abierta (resp. cerrada /).) que pasa por 

tales que ~>O (resp ~~O) . La recta D vectorial que contiene a /). contiene a la semirrecta abierta 

complementaria de /).0, fJ sea, losx E D tales que -x E/).. 

PROPOSICION 6. UII hiperplallo de E está cOlltenido sólo en E yen él misl1lo. 

DEMOSTRACION. Si H es un hiperplano, H está incluido en él mismo, en vitrud de la teoria de los 

conjuntos. Por otra parte, hay una recta D tal que H y D son suplementarios de E . Todo vector x de E se escribe 

en la forma ~a + y, con y E H. Ahora si Ves un subespacio que contiene a H y x + ~a + y E V tal que xf/;lI 
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necesariamente~:¡t:O. Esto conduce a la expresión a=~-lx-~y, o sea a E V, significa que la recta que pasa por 

a y el hiperplano H son suplementarios de V. Pero Ves parte de E. Por consiguiente V=E . 

DEFINICI0N 5. Dado un endomorfismo u de E, se dice que un vecor x de E es un vector propio de u six:¡t:O y si 

1l(x)=Ax, para un cierto escalar,l . Los escalares,l para los cuales existe un vector propio x tal que U(X)=Ax se 

llaman valores propios de u. 

PROPOSICION 7. El conjullto E(,l;u) fomlado por todos los vectores x E e tales que u (x) =Ax es Ufl sllbespacio 

vectorial de E. 

DEMOSTRACION. Sean a, b dos vectores cualesquiera de E(,l;U) ya,{3 dos escalares arbitrarios. Entonces, 

en virtud del emlomorfismo u (aa + {3b)=au(a) + (Ju(b) pero u(a)=,la, u(b)=,lb . 

Así que u(aa + {Jb)=,l(aa + (Jb), lo que significa aa + (Jb E E(A;U). 

Los elementos de E(,l.;u) son O y los vectores propios corrcspondientes al valor pi opill A. 

PROPOSICION 8. Para todo escalar A, E(A;U) es el núcleo del elldol1loifismo de U-A ·lE 

DEMOSTRACION. El núcleo uo1 de u coincide con E(O;U) como los vectores propios x correspondientes al 

valor propio A de u verifican u (x) =Ax. De donde U(X)-Ax=O. 

Como para la aplicación identidad ~(x)=x, se puede escribir u (x)-AIE(X) =0. O sea [u-).lE](x) =0 que 

significa E(O;u-).lE)=(u-).lE) -\0). 

PROPOSICION 9. Si u es 1111 elldomorfismo de E y g es Ufl isomoifismo de E sobre F entollccs todo 

elldomorfismo de F se escribe de mallcra úllica ellla fomza g o u o g -1. 

DEMO TRACION. El diagrama sagital nos muestra como se forman endomorfismo de F 

pues la composición de homomorfismo es 

un homomorfismo. 
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-1 -1 Supongamos dos endomorfismos de F g o u o g =g o V o g . 

Por caracterización de los isomorfismos se llega u =v. 

PROPOSICION 10. Para que IlII Clldo11lorfisI1IO u de E sea tal que u2= lE cs necesario y suficicllte que E sea Sil 111 a 

directa de los sub espacios E(l;U) Y e( -l;u). 

DEMOSTRACION. Supongamos u2= lE. Para todox E E se puede escribir 

Ahora bien siy=(V2)(x + u(x)] se tiene 

También si z=(Ví)(x-u(r)] se tiene 

Con Jo que se prueba quey E E(l;u), z E E( -1;U) dondex=y + z. 

Además E(l;U) n E( -1, ll)= {O}. 

Pues lodo bE E(l;U) n E( -1;U) es lal que u(b)=b=-b, lo cual nos lleva a fuerza b=O. Concluimos que E es 

suma directa de E(l;U) y E( -1;U). Por olra parte, si es verdad que E es suma directa de E(l ;u) y E( -1 ;u): para 

todox E Ex=y + z cony E E(l;U),z E E(-l;U) se tiene 

u(x)=u(y) + u(z)=y-z 

u2(x)=u(y)-u(z)=y + z=x 

Así que 

u2(x)=lE(X) para todo u E E. 
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Bases 

DEFINICION 1. Sea A una parte cualquiera de E y (Ma)a E f) la familia de todos los subespacios de E que 

contienen aA. Se dice que el subespacio M= nAfa formado por la intersección de todos los miembros de la 
aEI 

fam ilia (Ma ) esgellerado por A . 

EJEMPLO. Una recta vectorial se puede formar con la intersección de todos los hiperplanos que la contienen 

y contienen un punto donde pasa la recta. Toda recta es generada por un vector ~O. 

PROPOSICION l. El subespacio generado M por un conjunto A es el colljunto de todas las collbilluciollrs 

li/leales fon lladas con familias fi/litas de elementos de A . 

Demostración. Sea (Xi) una familia finita de vectores deA . Por definición deA IOSXi pertenecen a todos los 

subespacios que conl ienen a A; en consecuencia toda combinación lineal de ellos es vector de cada subespacio 

Ma de donde, toda combinación lineal de tales vectores es deM. Por otra parte si 

X= LY~i, Y= LÓjYj 
i j 

son dos combinaciones lineales de elementos deA, el vector 

Ax+ JlY= L(A.yi~li+ L,1l(Ój)Yj 
i j 

también es otra combinación lineal de elementos deA . Por consiguiente, el conjunto de estas combinaciones 

lineales es un subespacio de E que contiene aA y por lo tantoA=M. 

EJEMPLO. Si (Xi) es una familia cualquicra de vectores, un subespacio generaull por sus micmbr0<: es la suma 

de las rectas que pasan 10SXi. 

DEFlNICION 2. Una familia (Xa)a E l dc vectores de E se dice que es libre o que sus miembros son linealmente 

independientes si para cualquier parte finita J de 1, la relación 

LAuXa=O implica Aa=O, para todo a E J 
aEJ 
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Una Base del espacio vectorial E es una familia libre cuyos miembros generan E. 

PROPOS1C10N 2. Toda familia libre de vectores de E es base de un subespacio de E. 

Demostración. Sea (e¡) una familia libre de vectores e¡ E E. Para cada i se tiene una recta vectorial que pasa 

por e¡ formando una familia de rectas (D¡); como Di nDj'= {O} si i "#j, la suma LD¡ es un subespacio óe E 

generado por el conjunto de los miembros de la familia. Como la suma es directa los miembros de la familia 

generan tal suma directa. 

PROPOS1CION 3. Si E es gellerado por un cOlljUl/to finito de sus vectores entol/ces E ticl/e /lila base fonllada por 

los vectores de ese conjullto. 

DEMOSTRACION. SeaA= {a¡,o2, ... ,ar} un conjunto que genera el espacio E. Basta que al menos un elemento 

deA sea "#0 para garant izar que el conjunto de las partes libres deA "#0. Consideremos la parte libre más 

grande y denotémosle por B. B= {b¡,b2, . . . ,bs} con s~r. Examinando el conjunto B'=BU {x} dondex E A pero 

s 
x(/. B. La relación 2)¡bi+ ax=O con a"#O implica Ai"#O para algún i=1,2, ... ,5. Puesto que si a=O la relación 

1 

s 
2)ibi=O implicaA.i=O para todo i=1,2, ... ,5 ya que los vectores de B ' son linealmente independientes. De aquf 
1 

s 

resultax= La -l).¡bi para cualquier x EA . 
i=1 

En virlud que A genera a E y A está conslituido por los b¡ de B y por los vectores de A -B resulla que para caóa 

zEE 

s 
Como lodo aj (/. B aj= LA.ibi . 

¡ 

r 

z= Djaj 
¡ 

s 
z= L~¡I)¡ 

1 

Luego la familia (bi)¡ s iss de vectores de B es libre y genera a E . 
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FROPOSlCION 4. Si E admite /lila base fi/lita e/ltollces toda otra base tielle exactamente cl mismo nlÍmcro de 

l'cclores que la primera. 

DEMOSTRACION. Basta hacerlo para dos bases, dada una y supuesta otra. Supongamos que E admite una 

hase de /1 vectores . Por la proposición 3, cualquier otra base tiene a lo sumo 1/ ekll ll"lItoS. J{a/llnandll 11tH 

rccurrencia sobre 11 . CuanUo 11 =0, E= {O}, cualquier olra base no liene elemenlo!".. <. '1l1l!".iJcrellltlS i .. t;;:~~· 

(b' u)a E [, un miembro de esa base b' y al subespacio V de E generaJo por b' y, o sea la recta que pasa por b' y. 

Luega, el subespacio W formauo por las suma directa de las rectas que pasan por los b'a con a:¡¡f;j, a E l. 

También tenemos al espacio E generado por los bi de la base dada de E con 1 ~i < =111 Y la recta que pasa por 

b'y. Hay una subfamilia (bik) I sksr de la base (bi) con los ik distintos tal que el subespacio formado por la suma 

de las rcclas que pasan por los bik' V', es suplementario a Ven E . O sea V+ V' =E. Es absurdo afirmar r=/I 

pues rcsultaría E= V', luego V' tiene una base de r elementos con r~lI-l. Como V y W son suplemenlarins en 

E entonces Wy V' son isomorfos, en única posibil idad. Así que la familia (b ' a)a E [ - {y} base de W tiene a lo 

sumo 11-1 vectores. 

Por consiguiente cl conjunto de índices 1 tiene a los sumo /1 elementos que corresponden los vectores ti ' la 

supuesta base (b' a)fl E 1 Ue E. 

PROPOS/ClON 5. Si (ha)a E [es 11110 base fi/lita de E y 01111 elld011lorjisI1IO de E. c/lto/lces lus siguic/ltes 

propiedades SOII eqllivalelllcs: 

( 1) o es i/l)'ectÍl'a. 

(2) o es sobreyectiva. 

(3) o es biyecli va. 

(4) (o(ba»a E 1 es base fi/lila de E. 

DEMOSTRACION. 

(1) implica (4). 

Si ¿Aua(bu) =0, es porque o(LAaba) =0 por ser un endomorfismo inycctivo, necesariamente LAabu=O, que 

implica A.a=O para 10Uo a E 1 debido a que los bi son linealmente inuepenuiente de Uonde los o(b,,) son 

lincalmente indepenuienlcs. Como caJay E E se escribe de una única formay= L~"hll con la hase (/11t) pm 
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inyectividadx=a(y)= :2Jaa(bu). Cadax dc E se escribe de una única forma collla hase (a(h ll». 

(4) implica (3) 

Para cadax= lJaa(ba) se tiene 

de donde, exisle un y E E lal que y= L:~aba. Por lanlo, para cada x, existe y tal que 

Lucgo a es sobreyectiva. 

Ahora 

x=a(}'). 

iJaa(bu)=O implica ~a=O, paralodo a 

pero como 2Jaa(bu) =o(¿~t.lba) =o(x), con x= iJaba se obtiene o(x) =0 implica x=O. O sea a - ] (O) =0. 

(3) implica (2) 

Obviamente si o es biyeceiún, o cs sobreyccción. 

(2) implica (1). 

Si o no fuera inycctiva, o -1(0) ~ {O}. Sea Wel subespacio suplementario de V=o -1 (O) en E. Luego 

0(V+ W)=o(V)+ a(W) es suma directa pero como 0(JI)= {O}, ya que V=o -1(0) de donde 

a(E)=a(W) 

Si consideramos O~z E E pero z ft. a(E) . Como o(E) =o(W), no existe y E W tal que z=o(}'). Además, COl110 

para todox E o-I(O):o(x)=O. Así que E~o(E). Concluyendo la demoslración. 
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Dituellsióll. Matrices 

DEFINICION 1. Un espacio vectorial con base finita se dice que es de dimensión finita. El número dI.: 

miembros de la base se llama dimensión de E; se denota dim(E). En caso contrario se habla de dilllensiúlI 

infinita. 

'1 

PROPOSICION 1. Si (bi) 1 si Sil es base de E, elltollces la aplicaciólI (~i) -+ ¿Ji"i qlle usi}illu u cadu ¡'(', tor tic /:' 1/11 

1 

vector del espacio Rn es UII isomorfismo de Rn sobre E. dim Rn = dimE. 

DEMOSTRACION. Como cadax E E se escribe como una única combinación lineal dI.: los vectores lk la 

hase, resulta la unicidad de la II-ada de escalares asociada a cada combinación linea l y la cxhaustividad de \;¡ 

aplicación. Falta probar la linealidad. 

Sean (~¡), (A¡) dos II-adas de escalares, o sea dos vectores de Rn
. 

Su suma (~i)+(Ai)=(~¡+Ai) está asociada univocamente con el vector de E L(~i+A.i)bi= L~ibi+ LAilJi por la 

estructura vectorial de E; luego nos falta a(~i) = (a~i) implica L(a~¡)b¡=a L~¡b¡. Con lo que concluimos nuestra 

demostración. 

PROPOS/ClON 2. Todo subespacio V de UII espacio de dime/lsiólI fillita admit(' 111/ ('.¡pucio .wp!mlC'/ltorio 11 ' ('1/ 

E. 

DEMOSTRACION. Supongamos que E es generado por la reunión dI.: Vy los vedores de la familia (ti) lim . Al 

extraer todas las subfamilias y d istinguir a (tik) l sksr donde r es el mayor entero para el eual se cumple que E' 

sca la suma directa de Vy la suma de las rectas que pasan por 10SXik' Vamos a probar que E=E'. 

Suponer que E:¡t:E', implica la existencia de un índice j con l:5j:5/11 tal que Xj f!. E '. Luego la relacion 

r 

Á-rj+Y+ i}ikXik=O, cony E V 
k= l 

conduce a una contradicción. Veamos el análisis lógico. Si A :¡t:O, entoncesxj= -A. -Iy_ LA. - Ip .lvri/.., luego Xj F' 

por definición de E'. 
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Esto signilicaxj E E' YXj f/:. E'; absurdo. En consecuenciaA=O. 

Entonces la relacióny+ lii~ik=O, que proviene de una suma directa, implicay=O. O sea L)ik,rik=O lo qUl' a ' u 

vez implica para todo k= 1 ,2, ... ,r¡ik=O,y=O. Por lo tanto, para cualquier índice j con 1 $j $11/ el vcctor Xj E E' Y 

por consiguiente E=E'. Además como E es la suma directa de Vy la suma de las rectas que pasan por 10<; ri¡. 

con k=1,2, ... ,r, la suma de estas rectas es el subespacio suplementario de Ven E . 

PROPOSlCION 3. Para todo descomposiciólI de E ell suma directa de dos subespacios Vy W se tielle 

dim (E) =dim(V) +dim (W). 

DEMOSTRACION. Por ser suma directa de Vy W, el espacio E es generado por los vectores de la base uc V 

reuniuo con los de la base de W; los que a su vez son linealmente independientes. Así que forman una base uc E. 

Si dim(V)=p, dil1l(W)=q, resulta dim(E)=p+q. 

PROPOSICION 4. Para dos sub espacios cualesquiera Vy W de E se verifica la relaci/m (de Grassmal/ll) 

dif1l (V)+dil1l(W)=dim(V+ W)+dil1l(Vn W). 

DEMOSTRACION. Debido a que VnW es subespacio de Vy W, la proposición 2 de ésta secciún asegura la 

existencia de los suplementarios de Vn W en Vy W. Sean P, Q los suplementarios de Vn W en Vy en W, 

respectivamente. De aquí, Ves suma directa de Vn Wy P; Wes suma directa de Vn Wy Q. Por lo tanlo en 

virl ud de la Proposición 3: 

di(V) =dim(Vn W)+dim(P) 

dil1l(W)=dim(VnW)+dim(Q). 

Es claro que V+Wes suma directa vnw+p+Q. Luego, por la proposición 3, 

dim(V + W) =dim(Vn W+ P) +dim(Q) 

=dil1lwnW)+dim(P)+dim(Q) 
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Por consiguiente dim(V+ W)=dim(V)+dim(W)-dim(Vn W) . 

PROPOSIClON 5. Si Vy W 5011 dos subespacios de E tales que Vestá illcluido ell ~Vy ambos tiellell ixuul 

tlim(,/lSi/m elltollccs V= W 

OEMOSTRACION. Por estar V incluido en W, V admite un subespacio V' de W suplementario tI lo: Ven 11 '. 1'1" 

)\l tanto dim(W)=dim(V)+dim(V' ) 

pero como, por hipótesis, dim(W) =dim(V), entonces dim(V') =0, lo cual significa V' = {O}. En consecuencia 

11'= V+ V' = V. 

OEFINICION 2. Para caua homomorfismo u de E en F, ambos de dimensión finita, se llama rallgo de 11 a la 

dimellsiólI de la imagell u(E). Se dellota por rg(u). rg(u) =dim(u (E». 

rRorOSlClON 6. Para cada /¡omomOljismo u de E en F se tielle rg(u)+dim(u- 1(O»=dim(E). 

DEMOSTRACION. Sea (bj) 1 ~j Sr una base de u(E) . Entonces exi te en E una familia (aj) 1 ~j sr libre tal que 

u(aj)=bj, para caua j=1 ,2, ... ,r. Se sabe que la suma de las rectas que pasan por cada vector aj UC la familia cs un 

subcspacio V de E; con (aj) como base. 

l ' aUlllite un suplemcntario Wen E . Como dim W=dim(E) -dim(V) supongamos (c¡) ¡<;¡ <1' hasc de 11'. 

Caua z E E puede escribirse de manera única z=x+y donde x E V,y E W; aucmás Vn w= {O}. r't'llsidlTl'II111'" 

y E W eony:;t;O, asumiendo u(}') verificamos que si u(y):;t;O entonces 

ya que II(}') E u(E). Llegamos a una contradicción. Esto significa que y E V,y E W;y E Vn W implica y=O, 

pero esto es absurdo pues se supone y:;t;O. Por tanto, si y:;t;O, u(y)=O euanuo y E W. En este caso se obtiene, 

tmloy E W,y E 11-
1(0). Luegodim(u- I (O»+dim(II(E»=dim(E) . 

COROLARIO l. Si u es ill)'cctil'a entonccs dim(E) =rg(u). 
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DEMOSTRACION. Usando resultado de la proposición 5, sabiendo que u - 1(0)= {O} debido a la inycctiviuau 

de u, se tiene Tg(u)=dim(E). 

PROPOSICION 7. Seall (bi) 1 si sp, (aj)! si sq bases de E y F respecimmellle. Todo !w1IlOlI/mjislllo (Ic E ('// ,.. 

C.I/tÍ t!ctemlillado co1llple/a1llCII/l' por la matriz M (u) = (aij) donde 

I 

U(bi)= 2PijGj. para cada i. 
j=! 

DEMOSTRACIUN. Consideremos un vector x=~ lb 1 + ... +~pbp en E y su imagen en F 

u (x) =d la 1+ . . . +OqGq. 

Pero 

Escribiendo las coordenadas de en función de las coordenadas dex respecto a la base de E. Para cada 

i= 1,2, ... /J 

Luego 

q 

U(bi)=Ci = 2Pijaj. 
j=! 

En virtud de la proposición 1 de esta sección los Ci I.oz .... ,ciq son únicos y determinan internamente la imagen 

lt (x) en F. 

es claro que las coortlenadas Oj escritas en función de las eoordenadas;i dex se determinan comple tamente 

por los coeficientes aij. 
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DEFl NICION 3. A la malriz (aij) de la proposición 7 se le llama maLriz del homomorfismo It respecto a la ha~e 

(l}i) oc E y a la base (aj) de F. Se oc nota por M(u) . 

Cuanoo u es un enoomorfismo oc E sólo se oice la malriz del endomorfismo It respeclo a la hase (lli) d I.! E. 1: 11 

este casoM(u) es cuadrada. 
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Espacios Duales. Ortogonales. 

DEFINICION 1. Al espacio vectorial formado por todos los homomorfismos de E en R se llama ('s/wcio tillul 

de E (o brevemente el dual) . Se designa por E+. A los elementos de este espacio dual se les lIamafonl/lls o 

fUI/ciol/ales lil/eales sobre E. 

PROPOSICION l. Para toda base (ei)¡ S i :5l1 de E existe lUla, y solammte UTla, base (e:)¡ SiSl1 de E· tal que 

.( ) {O, si i!=j 1 '< ei el = 1 " ., para ~I-II. 
, SI I =J 

DEMOSTRACION. Como dim(E)=TI y probamos que E es isomorfo a Rn
. Si probamos que E· y R" son 

isomorfos demostraremos que E y E· son isomorfos. Para tal efecto definamos la aplicación () de E· en R" a,,¡ 

para cada forma lineal U sobre E ()(II) = (11 (e I ), ... .u (c,, ) )donde los e ¡ ,e2, ... ,en son los vectores de la hase de E. 

Pasemos a verificar que O es un isomorfismo. 

( 1) linealidad 

Para cada par de formas linca"!cs sobre E : U,~I y cada par de escalares a¡3 

B(au +{31/) = «all +{31') (ei» ¡ si Sn 

por definición de suma puntual tiene 

(au +{3v)(ei)=all(ei) +{3v(e¡) 

y por ser R" un espacio vectorial 

«al( +{31/) (c¡» = (au(ei» + (j3v(ei» para cada i = 1 ,2, ... ,11 

luego 

B(au +{3v) =a(u(e¡» +{3(~'(ei» 

B( all +{3v) =aB(II) +(38( v) . 
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(:.') inyecliviuad. 

Si F es una forma lineal sobre E tal que F(Ci) =0, para l~i ~1I. 

Entonces para todox E E : F(x) =0; F es la aplicación nula. esta es la única forma lineal que sat isface 

Olf)= (O,O, ... ,U), () - 1(0)=f. De donde, () es inyectiva. 

(3) Sobreyectividad. 

Para cada veclor (~i , .... ~,,) de R" asociado biunivocamente a un vector x E E respecto a la hase (C'i), x= 21li('i. 

Pues la escrit ura única dex conduce a una forma lineal sobre E única 

u (x) =¡J lU (e 1) + . . . + ¡J"u (e,,). 

Esta forma lineal existe gracias a la existencia única de los escalares ¡Ji, tal que 

Ac;í que, para cada (b, ... ,~,,) en R" cxisle una forma lineal u sobre E tal que 

() sea 

8(u) = (~I, ... ,~'I). 

Concluimos que E* es isomorfo a R", por lo lanlo dim (E) =dimE*, 

r .. te isomorfismo permite pcnsar que para la base canónica de R" 

existe una ún ica hase (e;) de E tal que 

(1,0, ... ,0), (0,1 ,0, ... ,0), ... ,(0,0, ... ,1) 

e(C!) * {1 i=J' es lal que Ci (Cj) = O' . . 
, I ~J 

OEFINICION 2. A la base (e!) de E* de la anlerior proposición se denomina base dual de la base (ei). 
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rRorOSICION 2. La aplicació/I que asigna wl/lúmero real a cada Jonlla li/lcal , l,ara cada ¡'ce/or x E F. fijo n 

/lila fonlla li/leal sobrc el dual E* de E, dCllo/émosla por T'(. Dcmos/rar que la aplil 'arüJII q/le asiNflt .; ~'~Idll \ F 

//1/ Tr cs WI isomorfismo de E sobrc el dLlal dc E*. 

DEMOSTRACION. Definiendo Tt(u)=u(x), para cada u E E* tenemos 

TX-l y(u)=u(x+y)=II(x)+u(y)= Tr(u) + Ty(u). 

() sea, 

Tx+y= Tx+ Ty. 

Además 

T(H(Il) =u(ax) =au(x) =aTx(/I). 

l ucgo 

r"to demuestra que la aplicaciúnx-+Tx es linc al. 

VCI ilicando la biyectivitlad sea Tr= Ty. Entonces para caJa u E E* se tiene Tr(u) implica u(x )=//(y). Luego, 

para cada furma linealll : u (x-y) =0 implica necesariamentex-y=O. Por tanto u es inyectiva. 

Ahora bien, sean (e¡) una base de E y (eí) su base dual. Escribamos Te¡ elementos del dual de E* . Probemos 

que forman base de E·* . O sea (Te¡) es base dual tic (eí). 

Por tI(;linición, para tudo /l E E*, 

Tc¡(//)=u(C¡) . 

l llego Te¡(cj)+ej(ei). Pero como las cj forman la base dual de la base (c¡)dc E sc ohtiene 

*( {O si i :#J' . Cj C¡) = 1' ... paral~I~1I 
, SII=J 
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oonoe Tei(ej) =0 si i"t:j; Tc¡(eT) = 1, (Tei) es base oual oe (el). Así que la aplicaciónx-Tr de E en el oual de 

DEFINICION 3. Al oual oe E· se llama bioual oc E y se oenota por E·· . 

DEflNICION 4. Se oice que un vector x E E Y un vector u del dual L1c E son ortogo/lales si u (x)=O. Si Al es un 

<; uhconjunto oel oual de E, se dice que Al y N son ortogonales si tooo vedor oc M es ortogonal a tooo vn:lor tic 

N. 

[,ROPaS/ClaN 3. El conjunto ortogonal de 1m slIbespacio V de E es subespacio de dual de E. 

DEMOSTRACION. Para cualquier par de formas lineales sobre E u,v tales que 1I(.r)=I·~r)=O para tooox E JI' 

se sat isface 

au(x) +{3I'(X) =0, para cualquier par de escalares a.jJ. 

Notación. Se designa por VO al subespacio ortogonal de V. 

f'ROfOS/C10N 4. Para cada slIbespacio V de E se tiel/e dim(V) +dim(VO) =dim(E). 

DEMOSTRACION. Si (ei) ¡ ~i ~p es una base L1e V que pueoe extenoerse para obtener una hase dc E, sca 

(e¡,e2, ... ,ep,ep+l, ... ,en) base deE consecuentemente (eT)¡:5i~n es su base dua l. Cualquier forma lineal 11, 

particularmente las ortogonales a los vectores de V satisfacen 

11 

U='2Jiei. 
¡ 

Si suponemos 11 E VE, para cualquier C¡, ... ,cp, u(c¡)=u(e2)= ' . . =ll(ep) =0. 

[sto significa 

11 

11 (Cj) = L ~ieT(cj)=~j=O, para 1 ~j~J1 . 
i=¡ 

r'n consecuencia VO es generado por los cp+ l, .. . ,e~. Luego dim(V")=/l -1', uonde p=dim(V). 
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PROPOSICION 5. Para todo subespacio V de E se tielle 

(V't=v. 

OEMOSTRACION. Utilii'UnJo los resultados de la proposición 2, !>i iJentilicamos los T r tales que para l(1s 

/1 E V' se tiene Tr(/I)=u(r) =0, cuanJox E V, Tr E (V't . 

Luego dim(V') +dim(V't=dim(E·), pero dim (E·) =dim (E) =dim(V) +dim(V"). En consecue ncia 

dim( 1 t=dim(V) . 

Por otro ladox E V implica 1I(x) =0, para u E V', luego x E (V')" pues u(x)=O para cualquier 11 E I 0 . 

Resulta que 

ve (V't y dim (V) =dim(V')" 

por un teorema anteriur 

!'HOJ'OS/ClON 6. Para dos suhespacios cualesquiera V; ¡ J~ 

(Ji (I'-Hf't= V'n ¡¡ '" 

(2) (l'n¡J~"=V'+W. 

UEMOSTRACION. (1). Para cualquier sumax+y eonx E V,y E W, u (x+y) = 0 si y sólo si 11 (r) =u (1') =0, pUl' '' 

todox E V x=x+O, lo mismo cony E W :y=O+y. 

1 or lu tanto u E V', u E TV' o sea u E (V + W)" equivalente u E V'n IV' . 

(2) Aplicando el resultado anterior (1) a V'+W", 

(V'+ IV') " = (V' )"n(Wt= Vn W 

V'+ WO = «V'+ ~V'tt= (Vn I~o 

de donde se obtiene el resultado requerido. 

I~ 



La traspuesta 

DEFIN ICION 1. Para todo homomorfismo u de E in F se llama traspuesta de u al homomorfismo IU de ~ en 

E· tal que para cada forma lineal sobre F 

PROPOSICION l. La aplicacicm que asigna a cada homomorjismo u de E el/ F su traspuesta IU es U1l 

iW/1/orjismo. 

DEM OSTRACION. Sean ti, v dos hnmomorlismos de E en F cualesquiera y sean a, {J uos escal;ll es 

al hit rarios. Por uclinición ue I raspuesta 

para cada forma lineal sohre F. 

Sienuox un vector cualquiera de E la imagen 

f o (au +fJ l') (x) =f(au(x) +fJl'(x» 

=af(u(x»+{3f(v(x» = [ a(fu)+{J(fv)] (r) 

() sea 

fo (au +{Jv)=a(fo u)+fJ(f o v) 

Oc uonue la linealiuau. 

Suponiendo, ahora, ItI =11'; para toda forma linealf, IU(J) ='v(J); luego f o u =f o v para todaf. Oc donde, para 

cadax E E, 

fl/(r)=fl'(r) implicaf(u(x)-v(x»=O. 
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o sca,J«u-v)(x) =0 para todaf. 

La única posibilidad es II-V=O. Luego II=V. Ahora bien, si y es un homomorfismo de F* en E·, para cual4uicr 

forma linealf sobre F:y(f) es una forma lineal sobre E . De donde existe un homomorfismo u de E en F tal que 

f o u =y(f). En consecuencia y es la traspuesta de algún homomorfismo u, tu =y. 

Concluimos Hom(F* ,E.) es isomórfico a Hom(E,F) por lo tanto dim HornF ,E.) = dim(E,F). 

PROPOS/C10N 2. Si E, F, G SOIl tres espacios vectoriales de dimensiólI fillita y si 11 E Hom(E,F) y 

~, E Hom(F,G) elltonces 

I(V o U)=IU o IV 

DEMOSTRACION. Por definición de traspuesta, para cadag E G·, se tiene 

1(1' o u)(g)=g o (v o u)=(g o v) o U 

pero 

g o v E F*, así queg o v) o v=tu(g o v) 

Además g o v=tv(g); luego t(v o 1I)(g)=tU(tv(g» . Por consiguiente 

PROPOSlClON 3. La traspuesta de 1111 aut011l0rfoSl1l0 de E es WI aut011l0rflsmo de e·. 

DEMOSTRACION. Primero, mostramos que si lE es la aplicación identidad en E, su traspuesta es la iJenlilLlI.l 

Sea IIE la traspuesta de lE. Para toda forma lineal sobre E, se tiene 

I I - - • uego IJ~ -lE • 
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Siendo los automorfIsmos inversibles, se Liene que para cada aulomorfismo u exisle otro automorfIsmo v lal que 

u ° v=v ° U=lE. 

PROPOSICION 4. Si Ves U/I subespacío cualquiera de E y u es UII homomorfismo de E en F, el/tonces 

En particular 

DEMOSTRACION. La relaciónf E [u (V)]O equivalefu(x)=0 para todo U (x) de 1L(V). Equivalente a decir 

f o u E 11". Esto equivale a escribir tu(/) E 11", que es lo mismo quef E 6/) -\11") . 

Particularmente, si V=E, EO= {O}; de donde se obtiene la fórmula (U (E)t= (tll ) -1(0). 

PROPOSICION 5. Para cada homomorfismo u de E ell F se tiene rg(tu)=rg(u). 

DEMOSTRACION. Por una parle se sabe dirnF=dim(u(E»)+dim(u(E)t . Pero, también se sabe 

(u(E )t=(tu )-l(O) entonces 

dimF=rg(u) + dim(u) -1 (O). 

Trabajando en el dual de F, se liene 

pero dirnF = dimF+. Por consiguiente 1E(1L) =rg(tu) . 

PR OPOSIC¡ON 6. Para todo homomorfismo u de E en F se tielle t(u)=u. 

Particularmente (11- 1 (O) t=/u (p+) . 
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DEMOSTRACION. Trabajando con los duales de E y F. La defmición de traspuesta sería: Para cada 

homomorfismo IU de F* en E·, la traspuesta de IU es un homomorfismo del bidual de E en el bioual oc F, pero 

siendo idénticos por identificación isomórfica, 

t(tu)(Tx) = Tx1u, identificando x con Tx. 

Pero para cualquier forma lineal sobre F,J se ticne 

TX'u(j) = Tx('U(j) =IU(j)(x) =([0 u)x) =f(u(x», 

10 que sería bajo la idcntificación u (x) con Tu(r:) en FyF··. Así que 

T}u (f) = Tu(x)(j). 

Por lo tanto Tx o IU = TrI(X); en consecuencia se identifica 

I(IU )=U. 

Particularmente, sabemos IU -1(0)= (u(E)t. 
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Aplicaciones Multilineales. Deterlninantes. 

DEFINICION 1. Sean E¡,E2, .. . ,Eq,F q+l espacios vectoriales. Una aplicación q-lineal de E¡ XE2X ... xEq 

en F es una aplicación u que es lineal en cada uno de los argumentos. Cuando F= R se dice forma q-lineal. 

DEFINICION 2. Una forma q-lineal u de El en R se dice a/temada cuando 

u (X¡,..t2, ... ,xq) =0 

cada vez que haya dos indices distintos i<j tales quexi=xj. 

PROPOS/C/ON l. Si u es una fonlla q-lillea/ altemada sobre El entonces 

U(XI.Q, .. Xi ... ,xj, ... ,xq) = - U(X¡, .. Xj, .. Xi ... ,xq). 

Tomemos u (XI , ... ,xi +Xj, .... t'j +Xi, ... ,xq) =0 puesxi+Xj=Xj+Xi por ser multilineal se tiene 

u~q, .. xi, ... ,xj, .. Xq)+Il(xI, .. Xj, ... yt'i, .. Xq)=O, ya que 

U(Xl, ... ,xi, ... ,xi, .. Xq) =0 

u (X ¡, ... ,xj, ... ,xj, .. Xq)=O. 

COROLARIO 1. S tV es Iilla forma lineal altemada sobre E2 entollces \V(X,y) = - \V (y,x). 

DEMOSTRACION. \V(x+y,x+y) =0 implica tV(X,x) + 'V(y,y) +PS/(X,y)+ \V(y,x) =0 

dc donde \V (x,y) + \V ()',x) =0. 

DEFINICION 3. Si u es un endomorfismo de E. Para toda forma q-lineal alternada sobre El, tV, se verifica 

11'(u (X¡), ... ,1I(Xq))=det(u)\V(X¡,x2, ... ,xq) donde del(u) es un escalar llamado determinante de /l. 

FROPOSIClON 2. El delemli"allle del elldomorfismo identidad de E es 1. 
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DEMOSTRACION. Sea lE la identidad de E. Luego, debido a que 'V(iotaE(x¡), ... ,tE(Xq» = \V(X¡, ... ,xq). 

Por consiguiente det(IE) = 1. 

PROPOSICION 3. Si u y v son dos elldomorfismos de E entonces det(u o v)=det(u) · det(~'). 

DEMOSTRACION. Por definición 3 tenemos 'I'(u(v(xl», ... ,u(v(xq»)=det(u o V)tV(Xl, .. . ,xq). Pero 

\V (u (V(Xl) ), ... ,u (v(Xq))) = det(u) \V( v(x¡ ), ... ,v(t"q» 

= det(u )det(v)\V(Xl, ... ,xq) 

luego 

dct(u)det(v)tJ'(Xl , ... ,xq)=det(u o v)tV(x¡, ... ,xq). 

Simplificando llegamos al rcsultado buscado. 

PROPOSICION 4. Para que det(u)~O es necesario y suficiellte que u sea biyectivo. 

DEMOSTRACION. Si u es biyectivo entonces u-1lo es también. Además uu -l =u - lu= lE. Luego 

dc( u- 1 
o 1I) =det(u-1)det(u)=det(lE) = 1. A fortiori det(Il)~O. 

Por otra parte, si u no fuera biyectivo, entonces u nosería inyectivo pues si así fuera u -1(0)=0 y la relación 

dimE=dimu -l(O)+'8(u) implicaría '8(u) = dimE, lo cual equivale afirmar que u es sobreyectiva pues /leE) e E 

y dimE ='8(u) implican E=u(E) produciendose una contradicción al suponer que u no es biyectiva y 

deduciendo que lo es si u fuera inyectiva. 

Consideremos ahora un vector bl ~O tal que u(b¡)=O. Hay una base (b¡) de E de la cual b¡ es uno de sus 

miembros. Supongamos q~lI . Para cualquier forma q-lineal alternada sobre ~ se tiene 

\V(u(b 1), ... ,u (bq» =det(u) \V(b 1, ... ,bq) . 

('omo b l ~bj paraj>l, entonces \V(bl, ... ,bq)~O. Pero comou(bl)=O, por linealidad de '1' 
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\}J (O,u (b2), ... ,u (bq»=o. 

La relación det(u)\V(bl, ... ,bq))=o implica det(u)=O. 

DEFINICION 4. El det(u) es el determinante de la matriz de u, M(u), respecto a la base (e¡) de E. 

PHOPOSIc/ON 5. Para cada elldol1lorjisl1IO ll:det(ll)=det(/u). 

DEMOSTRACION. Sea a ¡j la matriz M(u) de u respecto a la base (e¡). La traspuesta de u, tu, está determinada 

totalmente por la matrizM(lu) de lU respecto a la base dual (ej) de E*. 

11 

Para cada i=1,2, ... ,1I u(e¡)= 2P¡jej. 
j=1 

Para cada j=1,2, ... ,II/u(ej)= 2J3jiei. 
¡=1 

Vamos a calcular los coeficientes¡S¡j de M(/u) en función de los coeficientes a¡j de M(u). En tal efecto 

n t.. "A. u(ej )=ej ·u= LYjie¡ 
¡=1 

11 

lo que significa que para todox E E es tiene ej(u(x» = 2J3jie7(x). 
¡=1 

Pcro x= 2J¡e¡. Luego u(x)= ¿Aiei donde ~i=ei(x)= ¿~¡ei(e¡), pues ei(ej) = ' ~=~ 
11 n {1 . . 
1 ¡=1 O, l;t:} 

Pur lo cual 

11 n 

eju(x) = 2J3ji~¡; eju(x) = LA.¡ej(e¡) 
;= 1 ;=1 

donde 

ej(e¡) =0 si j~j 

cj(c¡)= l, si i=j. 
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Por lo cual eju(x)=)'j, para cadaj=1,2, ... ,II . Así que la relación lu (ej)(x) = 2J3jieT =cj(lI(x)) equivale a la rclac iÍln 

Pero como por la defmición de la matriz (a;j) de u se lienen las relaciones 

Debido a que 

Comparando 

11 

ej(u(e;)) = 2: a;kCj(ek)=a;j, 
k=1 

11 

Aj =eju (1:) = 2:a;j~; 
;=1 

para l~i~lI, l~j~lI .. 

n 11 

2:aij~i= 2fiji~; 
;=; ;=1 

resultafJj;=aij para cada i.j=],2, ... /1. 

Como en este caso M(u) y M(/u) son matrices cuadradas. 

Por cálculo de matrices r sulta det(u)=detM(u)=deLM(/u)=det(u) . 

DEFINICION 5. det(u-xlE)=O se llama ecuación caracteristica del endomorfismo u; polinomio caracteristico 

de u: dct(U-AlE). 
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Forma bilineal simétrica 

DEFINICION 1. Una formal bilineall{J sobre E 2 es una aplicación que satisface las dos condiciones siguientes: 

1) la aplicación parcial asociada a I{J por la izquierda, denotada por S",(x) , y definida así: 

para todo vector y de E:S",(x)(y)=I{J(x,y) es una forma lineal sobre E. 

2) la aplicación parcial asociada a I{J por la derecha, denotada por drp(y) defmida asf 

Para todo vector x E E:d",(y)(x)=I{J(x,y) es una forma lineal sobre E. 

PROPOSlc/ON 1. Las aplicaciones que asocian a cada vector z de E las fonllas li/leales sobre E S.,.(z), d'f'(z) SOIl 

h011lomorjisl1los de E el! E·. 

DEMOSTRACION. Seanx,y vectores cualesquiera de E; y seanaj3 escalares arbitrarios. Entonces, por 

tlclinición, para todo a E E, 

S",( ax+f3y)(a ) =1{J(ax+{3y,a) 

=al{J(x,a) +(3<p(y,a) 

Por consiguiente S<p(ax+f3y) =aS<p(x) +f3S<p(y) . 

Procetliendo por analogia para d", 

= aS", (x) (a) +f3SIIp;(y) (a) 

= [aSrp(x) +f3S"'(y)] (a) 

dl{J(ax+{3y)(a)=I{J(a,ax+{3y) 

=al{J(a,x) +{3I{J(a,y) 

= ad",(x) (a) +f3drp(y) (a) 

= lad",(x)+f3d",(y)](a) 



Luego d",(ax+f3y)=ad",(x)+f3d",(y). 

De aquí se concluye, por definición 1, ~(xJ')=S<p(x)(y)=d<p(y)(x) . 

DEMOSTRACION. Utilizando los duales y los biduales, como la identificación isomórfica de E con su hidual 

d<f' E Hom(E,E·); td'f' E Hom(E·· ,E.). 

Para cada x E E, Tx E E··, Tx idéntico ax. 

Id<f'(Tx) es un vector del dual de E. 

Para todo y E E; por definición de traspuesta, 

por definici6n de los Tx resulta 

luego 'd.,,(Tx)=S'f'(x) 

por idenlidad isomórfica 'd'f'=S'f'. 

Analogamenle, S", E Hom(E,E·) , IS", E Hom(E·· ,E.). 

Para lodox E E, 

de donde 'S",(Ty)=d",(y). 

Como Ty identico isomórfieo de y por le isomorfismo canónico, resulta tS<p=d",. 

Finalmenle, se sabe rg(u)=rg(Il). En nueslro caso rg(S",) =rg(IS<f') +RG(d'f'). 

DEFINICION 2. La forma bilineal ~ sobre E2 es 110 degellerada si S", y d", son ambos biyeclivas. 
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PROPOSICION 3. La relación d<p=S<p equivale a la relaciólI ~(xtV)=~(y,x) cualesquiera sean XtV. 

DEMOSTRACION. Sabemos ~(xtV)=d<p(y)~r)=S<p(x)(y). Si suponemos S<p=d'(>, entonces 

<f'(xJ')=S<p(x)(y)=d<p~)(y)=~(y,x). 

DEFINICION 3. La forma bilineal tp se dice simétrica si para cualquier par de vectoresx,y de E 

PROPOSICION 4. Si ~ es Ulla ¡ontla bililleal simétrica 110 degellerada elltonces S<p y d", SOIl isomorfismos de E 

subre E·. 

DEMOSTRACION. Srp, d'P son homomorfismos biyectivos porque tp es no degenerado. 

En lo sucesivo tp será forma bilineal simétrica no degenerada, si no se dice otra cosa. 

DEFlNICION 4. Dos vectoresx,y E E son onogollales respecto a ~ six y s'P(y) lo son. O sea, si 

PROPOSICION 5. Para todo subespacio V de E su onogollal respecto a tp es el subespacio S; I(V') de E. 

DEMOSTRACION. V' es subespaeio de E*: ortogonal de V, Srp E Hom(E,E*); luego S;lV' es subespacio uc 

E, isom6rfico a V' puesto que tp no es degenerado, S; 1 es isomorfismo de E* sobre E. Toua forma lineal sohre 

E ortogonal a un vector x de V se identifica con un vector de S; leY') por la intervención ue~. 

DEFÜ'¡ICION 5. Al subespacio de E ortogonal (respecto a~) del subespaeio V de E se denote por Vl. 

PROPOSICION 6. Para cualquier par de subespacios de E V, W se verifican las propiedades 

(1) dim(V)+ dim(Vl)= dimE 

(2) (V+W)l=Vl n Wl 
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(3) (Vn W)1=vl+w1 

(4) (V1)1=v. 

DEMOSTRACION. 

(1) Como S", es un isomorfismo tenemos S",(II) isomórfico a V; de donde dim V=dim S",(II). Sabemos 

por definición, pero como 

luego la relación 

implica 

dimE=dimV+dimVl 

(2) La relación (V+W)l=(S'I'(V+W)t implica 

(1) (V n W)l= (S",(V n w) t= (S",(II) n S",(W) t por biyeetividad de S",. 

Como (S",(II) n S",(H')t= (So(lI)t+ (So(W)t se llega al resultado. 

(4 ) (Vl)l=(S",(Vl)t=(S'I'(S;l(V'»t=(V't= V. 

FROPOSIClON 7. Si u y u· SOIl dos elldol1lorjis11/0S de E tales que V'(u(x),y) =V'(x, u· (y» para todo x,y el/tol/as 
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DEMOSTRACION. Como 

VJ(u(x)y) = S'I' (y) (u (x) ) 

Además, como S'I'=d'{J' pues VJ es simétrica, entonces 

DEFINICION 6. Al endomorfismo 11· de la proposición 7 se llama adjullto de u respecto a ,se llama 

all(oadjullto o bermítico. Cuando 11 es automorfismo tal que u· =ll-l, se dice que 11 es lIonllal. 

PROPOSIClON 8. detll*=dettll. 

=dct( tu) 

DEFINICION 7. Toda forma bilineal, sea alternada como simétrica, sobre ExE está determinada por una 

matriz respecto a un base dada de E. 

rara las formas bilinealcs simétricas se denota por M(rp). Para las alternadas M('V). 

M(\I/) = (aij) significa \IJ(ei, ej)=aij. 
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PROPOSICION 9. El conjunto A (E,E;R) de todas las fonllas bililleales altemadas al igual que el conjunto 

F(E,E;R) de todas las f onllas bi/ineales simétricas sobre ExE son subespacios vectoriales del espacio vectorial tic 

todas las fonllas bilineales sobre ExE. 

DEMOSTRACION. Sólo lo haremos para las alternadas, pues el procedimiento para las bilineales simétricas 

es análago. 

Sean 'Vl,'V2 dos formas bilineales alternadas cualquiera, a.f3 dos escalares arbitrarios. Para todox E E 

[a'V 1 +!W2] (x,x) = (alJl¡) (x,x) + (fl lJl2) (x,x) 

= lJIl (ax,x) + \1'2(flX,x) =alJll (x,x) +plJl2(X,X) 

Por lo tanto alJll +PlJl2 es alternada. 

PROPOSICION 10. El espacio vectorial de las fonnas n-lilleales A (EI/;R) es IlIla recta vectorial. 

DEMOSTRACION. Definamos la aplicación deA(EI;R) en R asignando a cada forma alternada \IJ ei ,i [;:!'''ro 

rcallJl(e l, e2 , ... , en) donue los e¡ son miembros de la base de E. La linealidad de \11-+\V(e¡, .. . ,en) la asegura la 

estructura de espacio vectorial ueA. 

La relación lJI(e¡, ... ,en) =0, implica \1'=0 puesto que e¡"t:.ej para i<j. Ya que sería imposible para otra forma 

alternada que 'V(e¡, ... ,en)=O, por su propia definición. Así que en núcleo de esta transformación es {O}; por 

co siguiente, es inyecliva. 

Como no es posible que para algún escalar ~ no exista una forma alternada \lJ tal que lJI(eI, e2, ... , e/l)"t:.~. por 

contradecir la estructura de espacio vectorial de A (El ;R) es una reela vectorial para cada 11 =2. 

PROPOSIClON J J. (J) Para cada elldol1lorfismo u de E se tielle (u·)* =u. 

(2) Para toda fonlla bilineal <p 
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Luego como rp es simétrica rp(y,u(x»=rp(y,(u·/(x)) de donde S",(u(x)) (y) =S<p«u·)·(x))(y), para touo y 

S",(Il(X))=S<p(u·)·(x) cornoS", es biyectivau(x)=(u·/(x) para todo x E E. 

(2) 
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Ley de Inercia. Signatura 

PROPOS/ClON 1. Si E es de dimellsiólI y ¡p una ¡amIa bilineal simétrica 110 degenerada sobre ExE, elltollces 

existe ell E- ulla base (ei)¡ :si:Sll tal que para i:#j ¡p(ei,ej) =0, ¡p(ei,ei= ±l para l:Si :St!. 

Además, si (e'i)¡ :si:sn es otra base de E con las mismas propiedades, entonces eLnúmero de índices i para los 

cuales ¡p(ei,ei) = 1 es el mismo número para los cuáles ¡p(e'i,e'i) =1. 

DEMOSTRACION. Para la primera aseveración utilizaremos la inducción sobre la dimensión de E:dimE=1I 

cuando 11 =0, E = {O} obviamente se satisface la condición pues las bases son vacias. No hay base. Ahora para 

11 = 1 

Hay por los menos un vector x tal que ~(x,x):#O. En caso contrario. Para todox E E:¡p(x,x) =0 lo cual es ahsun.lo 

ya que ¡p es simétrica y no degenerada y no puede ser ¡p identicamente nula pues la relación 

'r(r+),x+y)=¡p(x,x) +¡p(y,x) +¡p(x,y) +¡p(y,y) para cualquier par de vectoresx,y E E implica 2Ap(X,y)=0, 

equivalente a ¡p(x,y) =0. 

Así que hay un x la.! que ¡p~r,x) :#0. Supongamos I ¡p(x,x) I =(p o sea y'(x,x) puede ser ±{p. Entonces el vcctor 

el =(r¡x satisface la condición ¡p(e¡,e¡) =(r2¡p(X,x) = ±1. Si H es el ortogonal de la recta vectorial D que pasa 

por el entonces dimH+dimH1=dimE pero Hl=D; luego dimH=n-l, pues dimD=l. Así que H es 

s plementario de la recta D en E, por lo tanto H es un hiperplano. La elección del vector e¡ implica el f/;. H. 

Continuando la construcción de una base donde e¡ sea un miembro, consideramos la restricción de ¡p a HxH, 

la cual es no degenerada; de no ser así existiría un vector no nuloz E H ortogonal a cualquier vector de 

11 : 'I'(z,x) =0. Además, z sería ortogona.! a la propia recta D que pasa por el y como D es ortogonal de H y son 

suplementarios E=D+H resultaría que z es ortogonal a todo el espacio E, lo cual es absurdo pues 

dimE+dimEl=dimE implica dimE1=0, lo cual implica El= {O}. Así que z=O y z:#O se produce si sup0J1eI110C; '1' 

es no degenerada. 

Allinalizar la hipótesis de inuucción se tenurá una base (ei)¡ :si:SlI lal que ¡p(ei,ej) =0 si i:#j ¡p(ei"ci) = ± 1 para 

I <¡:Sil. 



Por ahora, el siguiente paso la hipótesis de inducción al hiperplano H: Existe en H una base (eihsislI tal que 

'I'(ei,ej) =0 si i~j; ¡p(ei,ei= ± 1 para 2~i ~n. 

Dcmostrando la segunda implicación. Sabiendo que existe una base de acuerdo a la anterior aseveración, 

designemos por E+ y E- los subespacios de formados por las sumas directas de las rectas que pasan por los Ci 

tales que 

E+ = ,¿Dc¡ si ¡p(ei,ei)=±1 

E- = ,¿De¡si ¡p(ei,ei)=-l. 

Vamos a demostrar que dimE+ es independiente de la elección de la base (ei) que verifica las condicioncs del 

cnunciado. 

Para todox E E+ no nulo, x= '¿~iei con ¡p(ei,ei) = ± 1. Así que ¡p(x,r) = ,¿~r>o. 
i 

Sea (e'i)¡sisn otra base de E que responde a las condiciones del teorema. Designemos por E'+ y E'- los 

subespacios de E definidos de forma análoga a E+ y E-, con la diferencia que hay que tomar en consideración 

a la nueva base. 

Para comprobar E+ nE' - = {O} suponemos lo contrario: si existex~O en E+ nE- se verificaría y>(x,r) >0 ya 

que x E E+ , también se verificaría y>(x,r) < O ya que x E E' - . Lo cual produce una contradicción. Por tanto 

En virtud de la relación de Grassmann 

Pero E=E'+ +E'- Y dimE=dim(E'+ +E'-). Entonces tenemos dim(E+ +E'-)~dim(E'+ +E'-) . O sea 

dim(E+)+dim(E'-)~dim(E'+)+dim(E'-), luego dim(E+)~dim(E'+). Intercambiando los papeles de las 

ha~cs, dim(E'+)+dim(E-)~dim(E+ +E-) implica dim(E'+)~dim(E+). 

Por consiguiente dimE' + =dimE+, lo cual equivale afirmar que el número de índices i para los cuales 

'('(fi,ei)= + 1 es el mismo número de índices i para los cuales ¡p(e'i,e'i)= + 1. 
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DEFlNICION 1. Si P es el número de índices para los cuales hpi(e¡,e¡)= + 1 Y si q es el número de índices tales 

que 'P(e¡,e¡) = -1 se dice que el par (p,q) es la signatura de 'P . Cuando se tiene la signatura (11,0) se dice que rp es 

positiva; cuando (0,11), 'P es negativa. 
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Geometria Afin 

§ l. Las Traslaciones 

DEFINICION 1. Sea!! un vector de E; la aplicación de E en E que asigna a cada x E E el vector a+x se llama 

trarlaciól/ de a y se designa por tao 

f'ROPOSICION 1. Toda Iraslación es Ulla biyección de E sobre si mismo. 

DEMOSTRACION. Sea Ixo una traslación cualquiera. Supongamos lxo(a)=lxo(b). Entoncesxo+a=xo+b. Esto 

implica a=b. Así que txo es inyectiva. Ahora bien, para todoz E E: z=xo+(z-xo) ex.istey E E, cony=z-xo tal 

quc z=lxo(y). 

f'nOPOSICION 2. Las Iraslaciol/es J On/101/ 1111 gmpo isomorfo al gmpo aditivo del espacio E. 

DEMOSTRACION. Sean lo ,tb dos traslaciones cualesquiera. Para todox E E: la o tb~)=la(b+x)=a+b+x. Se 

ve que la o Ib(X)=la+b(X). Además como a+b=b+a : lo o Ib=lb o lo. La aplicación id¿ntica es lO: lo(x)=O+x=x es 

una traslación de O: loto=IO+o=lo. Como 10=10+(- 0) y lo+(-o)=lo o l-o . Para cada traslación lo existe una 

trac¡lación 1-0 tal que la o l - a=IO. 

Se ha mostrado que las traslaciones forman un grupo conmutativo. 

Definamos la aplicación del grupo aditivo E al grupo T de las traslaciones, asignando a cada x E E la traslación 

t(. Probaremos que esta aplicación es un isomorfismo de grupo. 

Ya se comprobó que para cada par de elementos alJ E E, la+b=la o lb es la traslación asignada a la suma a+b. 

() sea, la traslación de una suma es la composiciól/ de dos traslaciones. 

Falla probar la biyeclividad dex-+lx. Si Ix=ty , para cualquier z E E se tiene IX(Z)=ly(Z) ; luego como las 

traslaciones son biyectivasx+z=y+z implicax=y. 

Si t es una traslación, entonces para todoz E E l(Z)=xo+z para algúnxo E E. Luego cxistcxo E E tal que mal 

tal que l=lxo. Probada la suryección. 
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§2. Variedades lineales 

DEFINICION 2. Se llama variedad lineal afín (o simplemente, variedad lineal) a la imagen directa de un 

subespacio vectorial V de E por una traslación la . se escribe la(V) =a + V. Es el conjunto de las sumas a + x, 

donde x E V. 

PROPOSICION 3. Si a E Velltollces a+ V= V. Además los subespacios vectoriales SOIl variedades li/leales que 

COl1tielle al vector o. 

DEMOSTRACION. a+ ve V. Si a+x E a+ Ventonees a+x E V pues a y x son vectores de V. Por otra parte, 

cualquier y E Vpuede escribirsey=a+(y-a), donde y-a E V, pues a E V. Así quey E a+V. 

Finalmente si consideramos la traslación lo identidad, para cualquier subespacio V de E se tiene 

to(V)= O+V=V, pues O E V. 

PROPOSICION 4. Par a que la variedades li/leal a+ V esté conte/lida ell b + Wes necesario y suficie/lte que Veste 

i/le/uida e/l Wy a-b E W 

DEMOSTRACION. Decir que a+Vestá incluida en b+Wequivale a decir que para todox E Va+x=b+y 

para algúny E W. O seax=(b-a)+y; particularrnentex=O es de esta forma y, por tanto, parax=O 

y=-(b-a) E W. Entonces para todox E Vse tiene x E (b-a)+W=W. Luego ve w. Reciprocamente W::> v 

y b-a E W implican a+ve a+W=a+(b-a)+W=b+W, ya queb-a+W=W, si b-a E W. 

PROPOSICION 5. Si L es !lila variedad Ii/leal e/lto/lces existe U/I único subespacio V de E tal que L =A + V. 

DEMOSTRACION. Por definición, para L existe una traslación ta tal que l;l(L) es el subespacio V con 

ILI(F)=L. Supongamos olro subespacio W con ta(W)=L. La relación a+ V=a+ Wequivale, por proposociún 

anterior, a+ve a+wna+we a+Vsi y solo si ve Wy we WyO=a-a E WyO=a-a E V. 

Oc donde V + W. 

DEFINICION 3. Al subespaeio V de la variedad lineal a+ V se llama direcció/I de la variedad lineal. Si V= {O} 

la variedad lineal es un punto solitario. 
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PROPOSICJON 6. Para que dos variedades lineales a+ Vy b+ W tenga11 un punto común es necesario y sujiciellte 

qlle a-b E V+w. Además,/a intersección de estas dos variedades es ulla variedad lineal de direcciófI VnW. 

DEMOSTRACION. Six pertenece simultaneamente aa+Vyb+Wcntonccsx=a+y=b+z para algúny E V, 

z E W. De aqulresulta a+y=b+z implica a-b=y-z, por consiguientea-b E V+W. Ahora bien, six es común 

aa+Vy b+Wx+V=a+V,x+W=b+W. 

Luego (x+V)n(x+W)=tx(V)nlx(W)=lx(VnW)=x+vnw. 

DEFINICION 4. Las variedades lineales a+V, b+W se dice que son paralelas si Ve w. 

DEFlNICION 5. Una variedad lineal cuyo dirección es una recla veclorial se llama recla afino Si la dirección es 

un hiperplano vectorial, se llama hiperplano afín. Todo vector ;:¡e0 de la dirección de una recta D se llama veclor 

director de D. 

rROPOSICION 7. Si dos rectas SOIl paralelas entoflces tienen la misma direcciólI . Además por todo 1'111110 de E 

pafa UlIO sola recta paralela a una recia dada. 

DEMOSTRACION. Sean D y D' las direcciones respectivas de dos rectas dadas. Si son paralelas las rectas, 

por definición 4, D incluida en D' pero como D y D' son rectas vectoriales y estas on incluyen otros subespacios 

que no sean eUos mismos y a {O}. Como ninguna es {O} la única posibilidad D=D'. 

Si D' es la dirección de una recta daday six es un punto tal quex no pertenecc a esta recta y x+D es una recla 

paralela que pasa por x, D=D' significa que son paralelas. Suponiendox+D' la recta paralela a lo ~~t:"la dada. 

l.' intersección de las rectas (x+D')n(x+D)=X+D'nD es una recla pues D'nD;:¡e{O}; D'nD=D=D' . 

rROPOSICION 8. (1) Si JUlia JomlO lilleal sobre E/lO idcnticame/lte /lula, elltollces para todo escalar a, el 

cnllj/llllO Ha de los x E E tales que J(x)=a es UlI /¡iperpla/lo. Además, todos los Ha SOIl paralelos. 

(2) Reciprocamel/te. Si Hes WI Iziperplano e/l E entonces existe wla Jonlla li/leal g sobre E y 1lI1 escalar {J, tales qlle 

JI es el coI/junto de las x E E que verifica/l la relació/I g(x) ={J. Además, si Iz es u/la JomlO Ii/leal sobre E y Y /111 

nealar tales que H es el COl/jU11tO de las x E E que satisJacen /¡(x) =y, elltO/lces existe U/I escalar 1 ;:¡e0 tal que /¡ =11: 

y y=A.{3. 
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DEMOSTRACION. (1) Comofno es nula, existexo E E tal quef(xo)=f3=¡tO. Al escrbir =f3-\o se tienef(a) =l 

lo que implicaa=¡tO. Las rclacionesf(x)=af(x-aa)=O son equivalentes, puesf(a) = 1. Lo que significa 

Ha=a+Ho yq aue Ha está formado por losx E E, conf(x)=a. 

Vamos a mostrar que Ho es un hiperplano vectorial. Como para todox E E ocurre f(x=f(x)a) =0 entonces 

)'=x=f~"()a pertenece a Ho. 

Si D es la recta vectorial que pasa por a, entonces Ho+E=E puesto quef(a)=l=¡tO. Lo mismo para todo escalar 

a : f( aa ) =a. Precisamente los vectores de la recta D son los aa. Puesto que D no está incluida en Ho; si 

Ho e Ho+D y Ho=¡tHo+D forzozamenteHo+D=E. Y siDnH- e D y DnHo=¡tD forzozamenteDnHo={O}. 

Así que Ho y D son suplementarios en E. Por otra parte decir ~a E D Y ~a E Ho significaf(~a)=O, o sea que 

~=O. Por consiguiente DnHo={O}. 

(2) Primero suponemos que H pasa por O. Entonces existe, por definición, una recta vectorial D suplcment aria 

de H enE. Siendop la proyección de E sobre D correspondiente a la descomposición E=H+D, puede 

escribirse p(x) =g(x)a para un vector no nulo a E D; esta es una manera única, dondc g(x) es un escalar. 

Además las relacionesp(x+y) =p(x) +p(y) y p(~)=~g(x), en virtrud de la unicidad ya mencionada. En 

consecuencia, g es forma lineal sobre E. 

Como para cualquier y E H :p(y)=O, lo interpretamos g(y)=O para todoy E H. Así que H=g -1(0), H es en 

núcleo de g. Ahora bien, debido a que p(a)=a,g(a)=1. Si lI(a)=l, donde}¡ es una segunda forma lineal de la 

que H es su núcleo; se deduce que l =¡t0, ya que a f/. H; por lo tanto, la forma lineal u =h -lg es tal que para todo 

y E H, u 0') =It (y)-lg(y) =0. Además u(a)=h(a)-lg(a)=l-l=O. Pero como todox E E se escribe bajo la 

única formay+~a con y E H, se tiene u (x) =0. Así que u es identicamente nula, lo que significa h =Ag. Pasando 

al caso general. Sea b un punto de H. H' = -b + H es un hiperplano vectorial, por tanto es núcleo de una forma 

linealg. Así que también,g(x)=f3, conf3=g(b). Si ahora decimos que H es también el conjunto de losx E E tales 

que h(x)=y, entonces h(b )=y pues b E H. Esto implica la existencia de A =¡t0 tal que para todo y E H, la forma 

lineal v=/¡ -lg, vÚ') =1I(y)-Ag(y) =y-A.f3=O. Así que h =Ag y y=A.f3. Como se quería mostrar. 

DErtNICION 6. Si para la forma lineal sobre E.g, la relación g(x) =f3 se cumple para totlox del hipcrplano 1/, 

se llaman semiespacios cerrados F+ y F- determinados por H a los conjuntos de losx que satisfacen g(x) ~fJ y 
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g(x) ~f3 respectivamente. A los complementos de H en F+ y F- se les llama semiespacios abiertos determinados 

por H; o sea los que cumplen la condicióng(x»f3 óg(x)<f3. 
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§3. El anillo de los operadores. 

DEFINICION 7. Toda aplicación lineal de E en si mismo se llama ElldolllOrfiSfIIO de E (u operador en E) . 

PROPOSlCION 9. El cOlljU/lto End(E) de los e/ldOlllorjis17Ios de E pro~'isto de las aplicacio/les (U,V) .... '4 :-:' 

(suma de elldomorfismos) y (u,v) .... uv (producto o composición de elldomorfismo) es UlI anillo. 

DEMOSTRACION. 

Bien definidas: 

111 +I'J(x)=u(x)+v(x), u o v(x)=u(~,<x)). 

Asociatividad: 

rIcmento neutro: 

O(x)=O para todox. O+u=u. 

Elemento unidad: 

«u +v) +w)(x)= (u + v) (x) +W(x)=ux)+ v(x) +w(x) 

=u(x) + (v(x) +w(x)) = (u + (v+w))(x) 

(u (vw) ) (x) =u( v(x(x))) = (u v) (w(x) ) 

la aplicación idcntica vlE=V, para todo v. 

Elementos inversos: 

Para cada u E End(E) existe v E End(E), con v (x) = -u (x) para todox tal que u +~'=O . 

L a ley distributiva: 

Luego, u(v+w)=llv+uw. 

Por otra parte, 

u (1'+ w) (x) =u(v+w)(x)) =u(v(x) +w(x)) 

=u(V(x)) +u (w(x)) =llI'(x) +uw(x) 



[(u + v)w] (x) = (u +v)(w(X» =u(w(X» +v( w(x» 

de donde (u+v)w=uw+vw. 

§ot. El grupo lineal. 

PROPOSICION 10. El producto O composición de elldomorjismos biyectivos o autol7lorjismos defille UlIa 

estmctura de grupo. 

DEMOSTRACION. Si Il,V son dos automorfismos de E su composición uves un automorfismo de E. 

Suponiendo llV(X) =uv(y), se tiene v(x) =v(y) ya que u es un automorfismo de E . suponiendo uv(x) = 1JI'(y) , se 

tiene v(x)=v(y) ya queu es biyectiva. Por igual razon v(x)=v(y) implicax=y. Por olra parte, v(E)=E por ser 

sonreyeclivo, igualmente u(E)=E. Asf que llv(E)=E. 

Ln el anillo End(E) se probó que el producto es asociativo. También que el elemento unidad era lE. 

Falta saber cuales son los inversibles en el producto. 

Como cada automorfismo es un endomorfismo biyectivo su inverso es también un automorfismo. Pues son 

aquellos 11 para los cuales existe v tal que IIv=vll=lE. O sea, para todox E E llV(X)=X=Vll(X). La relación: para 

todox E E ll(V(X»=x prueba que u es sobreyectiva. 

La relación: para todox E E : Vll(X)=X muestra que u es inyectiva. 

DEFINICION 8. Al grupo de los automorfismos se le l1ama grupo lineal de E y se denota por GL(E). Los 

automorfismos de E son isomorfismos de E. 

rROPOSICION 11. El gmpo lifleal de E es isomorfo al grupo multiplicativo de las matrices iflversibles. 

DEMOSTRACION. Sabemos que si (ei) 1 si su es una base de E, todo endomorfismo u está determinado 

totalmente por la matriz (aij)=M(u) respecto a la base dada. También sabemos que el determinante de la 

matriz (ajj) es el determinante del endomorfismo. Y éste ;t;O siempre que el endomorfismo sea biyectivo. 

Considerando otro automorfismo v, asociado su matriz (j3ij) respecto a la base dada. La composición 11 o v está 

dete rminada por su matriz M(u o v) respecto a la misma base. 

Probaremos M(u o v)=M(u)M(v) . 
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Denotamos por (Yij) la matriz de u o v para 1 < =i.j ~1I . 

Seax= 2JiCi; u(x)= LA.iCi, u (v(x)) = Lc5iCi. 

Sabemos 

En consecuencia, en función de (aij),(/j¡j), 

n 

Ak=2JJ~i, 
;=1 

n 

Ój= La;j i<=j~1I 
i=1 

Pno la matriz (Yij) de u o v viene dada también por la fórmula 

Comparando los resultados obtenidos 

Por consiguiellte (Yij) = (aij)(f3ij). 

11 

Yij= L akj{3ik. 
k=1 

El automorfismo lE esta determinado por la matriz identidad (aij) donde aij= 1, aij=O para i ;t;j. 

El elemento inverso u -1 de u esta determinado unicamente por su matriz M(u -1) respecto a la base dada. 

('omollll - t=lE 

M(llU- t )=M(u)M(u- 1)=M(lE) 
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§5. lIomolecias 

DEFINICION 9. Para lodo escalar a el cndomorfismo de E que asigna a cada x E E el veclor ax se llama 

homolecia lineal (o simplemente, homotecia) de razón a. Se denote por ha. Para toJox E E: ha(x)=ax. 

l'ROPOSIC/ON 12. Las JlOl1Iotecias [omlall UII subcuerpo Z de los operadores ell E. End(E) isol1l01o a R 

DEMOSTRAClON. Designando con Z a las homotecias. Evidentemente son una parte de End(E). 

Verificaremos que salisface las condiciones: 

(1) Z es un subanillo del End(E) 

(2) Para cada homotecia no identicamenle Dula su inversa es una homotecia. 

Se sabe que, en general, End(E) es un espacio vectorial al esludiarlo con las operaciones 

( 1) suma de endomorfismos 

(2) producto de un endomorfismo por un escalar 

Vamos a mostrar que toda homolecia no identicamenle nula es biyectiva. Para a;o!oO, /¡a(X)=/¡a(y) implica 

ax=ay, simplificando a;o!oO se lienex=y. 

Por estructura de espacio vectorial para cada z E E existe x E E tal que z=ax; i.e. x=a -lz. 

La identidad lE es una homolecia de razón 1 

Para la suma de homoleeias de razón af3 respeclivo 

(Ira +lrp ) (x) =ax+ f3x=ha+p(x) 

ce; hnmotecia de razón a+f3. 

La composición a producto de homotecias de razón a, f3 : Ira o IIp(x) =af3x=IIap(x) 

es la homotecia de razón af3. 

I.a homolecia inversa de ha es aquella que IIplla =Izallp = lE=1z 1, {Jax=x, de donde f3=a -l . 

O sea, es la homolecia de razón a -1 : 11 l /a. 

La aplicación identicamenle nula es una homolecia de razón = o. Siendo el elemento neulro de la suma de 

IHlmclicias. 

I a homolecia opuesta a ha es h - a pues hu + h - (1 =ho. 
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La distribulividad ha(/¡P+/¡r 

/¡ a(/¡(J +hy) =halpa/¡(J+y=ha +(/3 +y) =}¡a(J +/¡ay 

(ha +hp)/¡y=/¡a+p'Jly=h(a+p)y=/¡ay +hfJy. 

La collmulatividad 

hah(J=ha{3=/¡{Ja=hpha 

Por último, la aplicación de R en Z que asigna a cada real a la homolecia de razón a es isomorfismo de cuerpo. 

Pues a cada suma dc realcs a+f3le correxponde una suma de homotecias ha+hp. Lo mismo a cada producto de 

rca les af3 le corresponde un producto de homotecias hahp. La biyección está asegurada porque los homotecias 

<jon biyecciones. 

'-ii /¡a =/¡p; para todox E E se tiene Ita~"()=/¡(J(x) implica ax=f3x, o sea (a-f3}t=O, para todox. Esto es verdad 

siempre que a-f3=O; de donde a={3. 

PROPOSICION 13. Todo operador en R es una hOl1lotecia. 

DEMOSTRACION. Sea 11 un endomorlismo de R cualquiera. Para todox E R se cumple 1l~"()=Il(r·l) =xlI(I). 

Si fij amos a=u(l) tenemos ll=f¡a. 
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G. Grupo afín 

DEFINICION 10. Una aplicación afin (o aplicación lineal afin) de E en si mismo es toda composición u =thl' 

donde v es un endomorlismo y (b una traslación en E del vector b. 

PROPOS/CION 14. La descomposición de toda aplicación afin en una traslación y un homomorfismo es IÍnica. 

DEMOSTRACION. Sea u una aplicación afín en E. Existen tb, v tales que U=(bV por delinici6n. Supongamos, 

otra dcscomposición U=(aW. Eximenemos cuandox=O u(O)=b=a. De aquí resulta U=tav; U=taw. omo toda 

traslación es biyectiva se liene v=t-a u; w=t-a u, concluyendo la unicidad de la descomposición. 

PROPOS/CION 15. La llOmotecia de centro a y razón A "a)=a+A(x-a) es !lila aplicación afln biycctil'a de E 

.\/Ihre si mismo para todo vector a y todo escalar A;éQ. 

DEMOSTRACION. Proccdamos a descomponer "a) en una composición de traslación yendomorfislllo 

ha,).(x) =a +/ahmda(x-a) 

x-a=t-a(x) ; A(x-a_ =IW-a(x) 

a +A(x-a) =tall).f -a(X) 

Pero lI).t -a(X) no es lineal aunque 11). 10 sea. Busquemos otra lla,J.(x) = (l-A)a +Ax 

(l-A)a +Ax=t(l-).)a(Ax) =t(l-J.)a o hJ.(x) 

Ahora sí lIa,J.=t/lOhJ., donde,u=l-A. 

Evidentemente es biyectiva por ser compuesta de dos biyecciones: una traslación y una homotecia de ra76n 

A ;é o . . 

PROPOSlClON 16. La composición de aplicaciones afines es IIIla aplicación afin. 

DEMOSTRACION. Sean u,v dos aplicaciones alines en E. Existen sus dos composiciones únicas 
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Hagamos la composición u o v, para lodox 

u(v(x» =u(b +v' (x»=a+u' (b +v' (x») 

uv(x) =a+u' (b )+u 'v' (x) 

UV=ta+u'(b)(U 'v'). 

PROPOS/C/ON 17. Si u es una aplicación afln biyectiva entonces su illversa u -1 es una aplicación afln. 

DEMOSTRACION. Si u=tav es biyectiva, por fuerza v es biyectiva, puesta ya lo es. u-1=v-1 t-a. Pero 

~'-)t-a~t)=V -1(t-a), v -lt _a(X)'=V -1(x)-v -\a) . Así que u -1 =t-v -\a) o v -l. 

OEFINICION 11. Las aplicaciones afines biyectivas de E en si mismo forman un grupo cuyo nombre es Gmpo 

Aflll dc E Y se denota por GA (E). 

PROPOS/CION 18. Las aplicaciones afines de E en E que dejan invariante el pltnto a son de la fonlla tal't-a 

donde v E Eml(E) . 

DEMOSTRACION. tavt-a(x)=tav(x-a)=a+v(x)-v(a). Cuandox=a, tavt-a(a)=a. 

ttJvt - a=ta o t-~'(a) o v=ta-v(a) o v. 

§7. Teorema fundamental de la geometria afín 

Sea u una aplicación inyectiva de E en si mismo con la siguiente propiedad: Si tres puntos de E están sobre una 

misma. recta ocurre lo mismo con sus correspondientes imágenes y la variedad lineal afín engendrada por u(E) 

es E. 

PROPOS/C/ON 19. Si a,b,c no están sobre una misma recta entonces u(a), u(b), u(c) no están sobre L/l1O misma 

recta. 
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DEMOSTRACION. Supongamos a.jJ,c no pertenecen a la misma recla y que u(a), u(b), u(c) eslán en la recta 

6.. Seax un punto cualquiera de E. Considerando las rectas que pasan por (x,a), (x.jJ), (x,c) resulta que 

u(r), u(a) están en la misma recta; u(x), u(b) están en la misma recta; u (x), u(c) están en la misma recta. Pero 

como u(a), u(b), u(c) están en la recta 6., también u (x) está en 6., para cualquier x E E . Por consiguiente u(E) 

no engendra E, lo cual es una contradicción con la propiedad que posee u. 

PROPOSICION 20. Para toda recta D existe /lila recta úllica D' tal que u(D) e D'. Si u es biyeclira 

IIccesariamellte u(D)=D'; además, si DI y D2 SOIl paralelas ellC01ltes u(DI) y U(D2) tambiélllo SOIl. 

DEMOSTRACION. Para cada tres puntos a.jJ,c de la rectaD se tiene u(a), u(b), u(c) están en la misma recIa. 

Para todox E D : /l(x) E u(D) implica que los ¡¡(x) están en una misma recta D'. Esta es única ya que por dos 

puntos distintos pasa una única recta. 

Ahora bien si u fuera biyectiva, todo punto y E D' es de la forma ¡¡(x) yen virtud de la proposición 19 no es 

posible quex f/:. D. Luego D' e u(D). Pero por unicidad de D' se tiene u(D) e D'. En ccnsecuencia. Si DI ~D2 

,y si suponemos que u(DI) y U(D2) tienen puntos eomunesz=u(xl)=U(X2) dondexl E DI exub2 E Dz. Pero, u 

es inyectiva así quex¡ =X2. 

De donde DI y D2 tienen puntos comunes, lo cual es absurdo ya que son paralelas. 

§8. La razón doble 

Sean DI, D2, D3tres rectas vectoriales distintas en E. Existen tres vectores ;¡tOXI E DI,X2 E DZ,X3 E D3 tales 

qucX3=X¡ +X2, determinados salvo un factor común escalar ~O. 

DEflNICION 12. Para toda recta vectorial D distinta de D¡, d2 Y D3 existe un único escalar p tal que 

XI +PX2 E D. Se dice quep es la razón doble del cuarteto (DI,D2,D3,D) y se denota por 

= [DI D2] 
P DD3 

FROPOSIClON 21. La razólI doble de (D¡,D2,D3,D) /la es cero lIi 11110. 

DEMOSTRACION. Sip=O, enloncesX¡ +PX2 E D significa XI E DnDI {O} asíx¡ =0 contradiclorio con la 

definición dex¡ ~O. Así quep~O. Sip= l, entonceSX¡+px2=X¡ +X2 E D pero, por definición XI +X2 E D3. Así 
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queX\+x2 E D3nD= {O}. Luegox\ +X2=0, contradicción con la de[mición dexpt O;tx2. Además six\ = -X2 se 

tendríaxI E D¡nD2. O seaxI =0, absurdo. Por consiguientep;tl. 

DEFINICION 13. Sean PI, P2, P3, P4 cuatro planes vectoriales distintos con una recta común D. Sean 

D\, D2, D3, D410S intersecciones de un plano Q que no contiene a D, con PI, P2, P3, P4 respectivamente. 

Se \lama razón doble del cuarteto de planos (P¡'p2'p3'p4) a la r37iln doble de (D¡ ,D2,IJ].D4). Se denota por 

§9. Orientación 

Sea A (E";R) espacio vectori'\1 de las formas n-lineales alternadas que es una recta vectorial. 

, t (E" ;R) es la unión de {O} y uos semirrectas abiertas A ', A" . 

DEFINICION 14. Se dice que A ' y A" son las orientaciones del espacio E n-dimensional y las parejas (E,A '), 

(E,A ") son los espacios n-dimensionales orientados con E como espacios subyacente. 

Una familia (ai)¡ s is" de 11 vectores libres se dice que es positiva o directa en el espacio orientado (E,A') si para 

una forma \11 de A' se tiene \11(0 ¡,o2, ... ,a,,) >0 y se dice negativa o ret rógrada en (E,A') si \11(0\, ... ,0,,) <o. 

D - FINICION 15. Sea (~)¡sis" una familia de n-semirrectas vectoriales distintas y (ai)¡si s lI una fami lia de 

vectores ;t0 tal que ai E ~ para cada i = 1,2, ... ,1/ . 

Se dice que la familia (~) es directa (respectivamente, retógrada) si la familia de vectores (ai) es directa (rcsp. 

rctr( grada) . 

. 10. Sector angular 

DEFINICION 16. Sean ~1,~2 dos semirrectas vectoriales abiertas en E. Se llama sector angular abierto de 

origen ~ ¡ y de extremo ~2 . denotad por SO(~\,~2) a la unión de las semirred as vectoriales abiertas ~ tales que 

la terna (~ ¡,~,~2) es directa o positiva. También se dice sector angular de vértice O. 

Cuando ~ ¡ = ~2 se tiene el sector nulo. 
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Cuando ~l = -~2 se dice que los sectores SO(~1,~2) y SO(~2,~r) son llanos. 

Designado por F al conjunto de las semirrectas vectoriales abiertas distintas de la semirrecta ~o. 

PROPOSICION 22. La relación en F "Para cada par de elementos ~1,~2 de F la tema (~,~1,~2) es directa o 

bien ~l =~2 " denotada por R(~1,~2) es ulla relociólI de orden total ell F. 

DEMOSTRACION. R(~l,~l) es cierto pues ~l =~2. Siempre se verifica o R(~¡,~2) o bien R(~2,~3) pero 110 

ambas simultaneamente sólo a condición de ~l =~2. 

Finalmente, la transitividad. 

Sean ~¡, ~2, ~3 tres semirrectas abiertas de F tales que se verifica R(~¡,~2) y R(~2,~3) . Sea un vector "o!O, o¡ 

sobre ~, para i =0, 1,2,3 Y escribamos l.JI(o¡,oj)=aij de forma que aji= -aij. Sea b un vector de E tal que 

I' (aop) = 1, de forma que {ao,} sea una base de E y escribamos 

Oi=AiaO+,lib, para i = 1,2,3. 

Sc tiene entonces 

aQi=/l; para i = 1,2,3 

aij=Ai¡.lj-Ajfli, para ij igual a 1,2,3 

de donde 

Varios casos distinguidos: 

]. a o¡:SO. Como (~O,~¡,~2) es directa, entonces a12>O y a2o>0, de donde a02<0. Como (ÓO,~2,~3) es directa, 

se tiene a23<O y a3Q<O. Luego a2oaJ3= -aO¡a23=aOJa12<0 y como a20<0, se tiene aJ3<O. Lo que demuestra 

(~1,~3). 

2. aOl <O, a3QSO. Como (~O,~2,~3) es directa, se tiene a02>0 y a23>O. Como a2o<0 y (~O,~1,~2) es directa se 

tiene a12>0. En virtud de aOla23+aoza31 +aOJa12=O se deduce también a12>O. 

3. Suponer aoPO, a3Q>O implica R(~1,~3) por definición. 
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Geometria euclideana 

§ 1. Longitud. Ortogonalidad. 

DEFINICION 1. Si E es un espacio vectorial de" dimensiones y rp es una forma bilineal simétrica positiva y no 

degenerada, entonces al par (E,rp) se llama espacio euclideanon dimensional. 

EFINICION 2. Para cualquier par de vectores a,b en el espacio euclideano E llamamos nonlla Ó longitud del 

vector a al número 

llamamos distancia de a a b o longitud del segmento ab al número d(a,b) = 11 a-b 11. 

FRorOSICION 1. La longitud de un segmento es invariallte por traslaciólI. 

DEMOSTRACION. Seanx,y dos vectores cualesquiera del espacio euclideano E. Sea ta una traslación definida 

en E. Es facil verificar 

Ilta(l:)-ta(y) 11 = 11 a+x-(a+y) 11 = 1 Ix-y 11· 

DEFlNICION 3. Un vector a es ullitario si 11 a 11 =1. 

FROPOSICION 2. Para todo vector x~O existe Ufl úllico vector Z ullitario tal que x=pz COII p >0. 

DEMOSTRACION. Debido quex~O, Ilx 11 ~O. 

~ i tomamos un vector 

tenemos I Izll=l,puesrp(z,z)=1 Ixl 1-2
rp(l:,r). Podcll1oscscribirx= I Ixl Iz . 
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PROPOSICION 3. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) 

Para cualquier par de vectores x,y E E se tiene I V'(x,y) I :S Ilx 11 Ily 11· 

DEMOSTRACION. Consideremos una combinación lineal dex,y con los escalares a.f3. Calculamos 

V'( ax.f3y,ax+ f3y) =V'( ax,ax) +V'(f3y.f3y) + ']¡p( ax.f3y). 

Utilizando definición de norma 

t~cribiendo una forma equivalente la primera fórmula 

I I ax+f3y I 12~0 

(al Ixl 1 +f3IIYII)2-21IXIIIIYllaf3+2a{3¡p(x,y)~0 

(allxll+f3IIYII)2+2af3üo(x,y)=llxIIIIYII)~0. 

Si x=O V y=O : V'(O,y), V'(x,O) =0. 

Con otros casos. Haciendo a= Ily 11 ,f3=-llx 11 en la [ultima desigualdad se obtiene 

.k dunde V'(x,y):S Ilx 11 Ily 11· 

,\ lora bien, si sustituimos y por -y. 

Cl l1l0 Ily 11 = II-y 11 ' pero V'(x, -y) = -V'(I:,y) 

resultará 

V'(x,-y)-llxllll-yll ~o 

implica -llx 11 Ily 11 :SV'(\:JI). 

Ahora si x,y son linealmente dependientes y=Ax. Luego, resulta de 
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Si)' <o 

\C(x,x)~- ll x llllx ll 

Si ).>0 

PROPOSlCION 4. Desigualdad de Millkowski. 

Cualesquiera que seall/os ~'ectores x,y se tielle Ilx+y 11 :s Il x 11 + Il y 11· 

DEMOSTRACION. Debido Ilx+y 11
2
=\C(x+y,x+y) 

pero por desigualdad de Cauchy Schwarz 

Il x 11 2+ Ily I 12+ 2t¡J(x,y):s II X I1
2

1IYI12+21I x IIIIYII · 

Luego Ilx+y 11
2
:s ( Il x 11 + Il y 11 ) 2. 

Como la función "cuadrado de un número ~O" es creciente, resulta 

Cuando x=O 6y=0, se da la igualdad cuando son linealmente dependientes.y=ax conx~O. 
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Para quex cumpla VJ(xtV) = Ilx 11 Ily 11 

a= lal osea a~O. 

PROPOSICION 5. (Teorema de Pitágoras) 

Si X, y son vectores ortogonales en el espacio euclideall E entonces 

DEMOSTRACION. Sabemos que 

Ilx+y 11
2 
= Il x 11

2 
+ Il y 11

2 
+2tp(x,y), 

pero comox,y son ortogonales VJ(x,y) =0 de donde se concluye la demostración. 

PROPOSICION 6. Seall D ulla recta vectorial en el espacio euclideo E y a;éO Ufl vector de D. Entollces 

( 1) El subespacio vectorial H de los vectores ortogonales a D es un Jliperplallo suplemelltario de D ell E. 

(2) El sub espacio de los vectres ortogonales a Hes D. 

(3) Para lodo x E E, las proyecciones ,z ell D y H, respectivamellte, correspolldiellte a la descomposición de E en la 

suma directa D+H viellell dadas por las fómlulas 

y 

DEMOSTRACION. 

(1) Los puntos de H son los que satisfacen la condición VJ(a,1") =0. Sabemos que la aplicación S",(a) es una 

forma lineal sobre E. Luego la relación S",(a) (x) =VJ(a,1") =0 determina totalmente a H. De aquí resulta que Hes 

un hiperplano vectorial de ecuación VJ(07) =0. Como VJ(a,a)~O, la recta D no está incluida en H; por lo tanto 11 

y D son suplementarios. 

(2) Como H y D son suplementarios y ortogonales, por la descomposición única en suma directa H +D, D es el 

ortogonal de H . 

(3) La proyeceión dex en d es un único vector de la forma ~a tal quex-~o E H. Luego ~(a,1"-~a)=O. Oc 
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Como ~ es único, pues determina la proyección de x en D: ~a. Entonces 

luego six=y+z donde y E D,z EH 

d(x,z)= Ilx-z 11 I y>(a,x) I 
Ila 11 2 

d(xJl) = 1 Ix-y 11 = Ilz 11 

luego 

DEFINICION 3. Se dice que una base (e¡)lislI en E es ortogonal si se verifica 'P(e¡,ej) =0 cuando ¡""j. Se dice 

que es una base ortol/onllal si es ortogonal y, además, 

'P(e¡,e¡) = 1. 

o lo q,ue es lo mismo: la matriz de 'P, M('P) es la matriz unidad (a¡j) tal que a¡¡=l; a¡j=O, ¡""j. 
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2. El grupo de las semejanzas 

DEFINICION 4. Se dice que un endomorlismo u de E es una semejanza de multiplicador a si se verilica para 

cualquier par de vectoresx,y 

!p(u (x),u(y» =a¡p(x,y). 

/'ROPOSIClON 7. Toda semcjallza u de multiplicador a~O es biyectiva. Además u· =au -l. 

DEMOSTRACION. Por delinición <p(ll (x) ,u (y»=a<p(x,y). Utilizando el adjunto u· de u 

Como a~O: a¡p(x,y)=!p(x,ay) se tiene !p(x,u·u(y»)=<p(x,ay). 

ll tilizando las formas lineales asociados a ¡p 

como <p es no degenerada y simétrica d",=S", y además son biyectivas. 

Luego U·ll (y) =ay para todo y de donde u·u=a ·lE. 

Como u· u es inyectiva, u también lo cs. Si no fuera así existieran a,b COII a~b tal que u(a) =u(b) pero como 

¡·u(a)=u·u(b) así que aa=ab nos lleva al absurdo a=b y a~b . 

Ahora tenemos 11-I(O)= {O}, entonces dimll-I(O)+rg(u)=dimE de donde rg(u)=dimE. Como u(E) e E, se 

deduce u(E)=E. 

Por tanto u es biyectiva; además u·u =alE. 

E · l' -1 di· -1 . XJste a mversa u e u; uego u =au . 

1/. también es biyectivo. 

COROLARIO O. Las homo/ccias dc razlÍlI A ~o SOIl semejallzas biycctil'as. 

OEMOSTRACION. Sea IIJ. una hOlllotecia. 
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1'(h,l. (x)/I,l. (y»=1'(Ax,A.y) =A21'(xJl)son homoteeias ue multiplicauor A2. 

rROPOSICION 8. La composición de semejanzas biyectivas es una semejanza biyectiva. Además la illl'CTsa de 

IIl1a semejanza biyectiva también es una sem ejanza. 

DEMOSTRACION. Sean u,v dos semejanzas de multiplicador aj3 respectivamente. Para touo par ue vectores 

·9 ' EE 

'f'(u (v(x ),11 (v(y») =a1'( v(x ),v(y» =a{J1'(xJl) 

de donde u o v es semejanza de multiplicador a{J~O. 

I.a semejanza de multiplicador 1 es la identidad l E. 

Luego, si u es la semejanza de multiplicador a entonces para su inversa u- 1 

pues uu - 1= lE 

pero '('(uu - 1 (x),uu - I(},» =a'('(u - I (x),u- I ()'» de donde a1'(u -1(x),u - 1(}1» =1'(x,)') . 

Corno a ~O, 1'(u - 1 (x),L1 - I(},» =a - I'(' (x,)') para todo par x,)' E E. 

I (Ir consiguiente 1/-1 es una semejanza de multiplicador a - l. 

¡'ROPOS/C10N 9. Las semejanzas biyectivas son /lit subgrupo del grupo lineal GL(E). 

l?MOSTRACION. Como las semejanzas de multiplicador a~O son automorfismos de E pertenecen al grupo 

lineal GL(E). 

('O IllO ya se ha probado que la inversa de una scmejanza biyectiva también es una semejanza biyect iva, la mismo 

(lile la compuesta de dos de tales semejanzas. 

( 'oncluimos que si I/,V son semcjanzas biyectivas v - 1 también lo cs. 

Por consiguiente forman un subgrupo de GL(E) . 

DErINICION 5. Al grupo de las semejanzas de multiplicador ~O se denota por GO('f'). 
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rFl.OPOS1C10N 10. La aplicació/I ql/e asigna a cada semejanza biyectiva u su multiplicador !1(U) es lUZ 

humomorfismo de GO(cp) ell el gnlpO multiplicativo Rt de los reales> O 

DEMOSTRACION. Como cp(u~r),ll(x»= 1 1 ¡¡(x) 11
2 
=acp(xrr)=a Ilx 11

2
, a fuerza a>O. Seax un vector 

unita rio ue E la aplicación u-<p(u(x),u(X»=¡l(U) es un homomorfismo, pues para todo I/,V E GO('f') 

11 (u o V) =,(,(uv(x),uv(x»=,l(U)<¡>(V(x),v(x» 

D I.:.FINICION 6. Al núcleo del homomorfismo ue la proposición 10 se denomina Grupo Orlogonal y se uennta 

o r 0(<('). A los elementos de 0('('). A los elemenlos de O(<p) se las denomina TrallsfomlOciollcs ortogol/ales () 

iWl/lrtrias li/lea/es, tambien les llaman desplazamienlo. 

rROPOS1CJON 1 l. Las isol/letrias dcjan illl'aria/lte la distallcia entre dos pU/ltos. 

D EMOSTRACION .. En erecto, si I1 es una isometría, para cualquier x,y E E 

IllI lr)=1I(}')112=111I(x-Y)112=<p(u(r-y),u~-y» 

,11.: uonde Illl(x)-u(y) 11
2 
=«'(x-y,x-y)= 1 Ix-y 11

2
• Luego Illl(X)-U(y) 11 = 1 Ix-y 11· 

r ROPOS1CION 12. Toda scmcnanza biycctiva u puede escribirse de ul/a mOliera única CO/110 /0 cO/llj1l1esla dc 

II/ JO homotccia "fi y ulla iso/llctria l', 1/ =hpv. 

I )EMOSTRACION. Si h). es una homotecia de razón A. ya se ha probado que es semejanza de mult iplicador A~ . 

. i hacemos la compuesta de h). con la semejanza II de multiplicador a;t:O se tcmJría la semejanza hm dc 

IIltiplicauor A. 2a. Si queremos formar utlna isomelria, construyamos A. 2a= 1. 

I o cual cxige que A. - 1 = ± Ya consiueralluo A. >0. Sicnuo así I'=hm es una isometria. Aplicando la hOlllolecia 

JIlver~a 
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La semejanza u se puede escribir "flv donde {3=..fCi; ya es el multiplicador de u. 

Examinemus la unicidad de la escritura. Supongamos "pv=/¡yW donde v,w E O(<p), {3>0, y>O. Comu " fw="rw 

. l· - 1 - 1 -1 - 1 d d j¡ {3-1 l j¡2 - 1 ( j¡ IlllplcaVW ="fl/¡yl'W =/¡p y; edon eu= yes ta queu =l,pues/¡fl yEO<p). Comou> O,entonn:s 

ó=1. Lo cual equivalefJ-ly=l implicafJ=y. Luego vw- 1= lE por lo tanto v=w. 

rROPOSI CION 13. Si Ll es ulla semejallza de mu/tiplicadora'#O del espacio euclideo II -dimellsiollal. EI/lollces 

DEMOSTRACION. La ley de inercia garantiza la existencia de una base ortonormal para <p . Para la sernejan/a 

11 se tiene 

{ O,Sii~j <p(U (ei),u(Cj» = . . .. 
a , Sll=) 

1/ determina una base ortogonal (I/(ei) 1 ~i~". La mat riz M(<p) de <p respecto a esta base es (jJij) donde 

¡'I,j='f'(Il(ei),U(Cj». O sea f3ij=U si i ~j; fJ¡¡= 1. Su determinante es det.M(<p) = 1. Si la matriz de 11 respecto a la base 

(ei) es U, la matriz de u · respecto de la base respecto a 'f' es de la forma 

Como M(P/¡ i ) es la identidad, escogiendo la base ortogonal M",(u·)=lf 

r: n cualq uicr caso 

Ya anteriormente probamos det'u =detlf donde IU es la matriz de la traspuesta de u respecto a la base dual; 

ptlesto que 

• - 1/ 
u = J'f' u d." 

Pero como detU=ddU resulta det(/IL/) = ucl Udet U- de donde det(IIl/)=detUdetU. Luego 



DdlÍdo que uu· =a . lE 

M(a lE)=(aij) dondeaii=a, 1::5;::511 

I sí que deLM(aIE)=an • 

' or consiguiente, obtenemos el resultado que se quería. 

CUROLARIO. Si u E 0('1') elltollces det(II)=±l 

D MOSTRACION. Como toda isomelria es una semcjanza de multiplicador = l, en virlud dc la fórmula ue la 

I roposición 13 anlerior se liene (UCI(II»)2=1. Por lo tanlo del(u)=±1. 

rnOPOSI CION / 4. Las trallsjonllaciolles Orlogolla/es cllyo delenllillallfe = 1 jOn/101I /111 sulJgmpo illl 'arial/fe di' 

( ('f'). 

D EMOSTRACION. Sean L/,V E O('f') tales quedet(v)=det(u) = l; luego uv E 0(",) por estructura de grupo. 

Aucmás 

det(1l o v) = del(u)det(v)=l . 

. \ hora bien si L/U -1 = lE enlonccs 

dCI(Il11 - 1
) =det(u)det(ll-l) =dct(lt") = 1 

Corno dct(u) = 1, rcsulta det(u - J) = 1. Por consiguicnlc, si u,v son transformacioncs ortogonales con 

, d erminante -1, también la compuesta I'll-l es similar. 

)EFINICION 7. Al grupo de las isoOlelrias cuyo determi nante = 1 se denomina Grupo de las Rolaciol1l:s y se 

de llota por 0+ ('f') . A los elemcntos de 0+ ('1' ) se les llamará rotaciol/es de E . 
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rl OPaS/ClaN 15. Si la dimensiólI de E es impar y u E GO(I{J) elltonces el dct(ll) y el dct(v~ dOllde v esl a 

isometria de la descomposicióI/ úI/ica de U, tiel/el/ el mismo sigl/o. 

DEMOSTRACION. Por la proposición 15 el multiplicador deu,,u(u»O. Si escribimos la descomposiciún 

única de u: existe una homotccia 11.\ y una isometría v tal que u =1I.\v. Tomando A = v'í«üY, como 

dct(ll) = dct(IJ;.)dct(v) resulta, debido a que A >0, que si det(~') <O, también det(u) <O. Igualmente det(I ') >0, 

tamhién det(u»O. 

DErtNICION 8. Una semejan7.a u E GO('(') se dice que es directa si det(u) >0. Se dirá il/versa si d l.:t(u)<O. 

pnOPOSIClON 16. Las rotaciol/es sal/ semejal/zas directas. 

DEMOSTRACION. Obvio; pues por delinición de las rotaciones son precisamentl.: aquellas cuyo 

dc tcrmin¡¡nte = 1. 

DEFINICION 9. Si Vy W son ortogonales y suplementarios una simetría ortogonal (o simplemente, simetría) 

r 'specto a Ves una involución u E GL(E) tal que u(x)=x parax E V; 11 (x) = -x euandox E W. 

['n OPOSIClON 17. Si u es tilia simetlla respecto a V, el/tollces las lÍllicas rectas vectoriales i"varialltes por las 

rVlltel/idas ell V Ó ell ~v,' además, -u es la simetría respecto a W 

DEMOSTRACION. Para cadax E V, las rectas vectoriales que pasan por x son los vectores de la forma';x que 

sat isfacen u(.;x)=.;x. Lo mismo para un vector a E W. Ahora, six E V, u(x)=x, pero -u~\:)=-x. Si 

\: E W: u(x)=-x, pero -ll(x)=X. 

rnOPOSlCION 18. Si u es tilia simetria respecto a V, elllollces u es ulla isoll/etria líl/eal. 

DEMOSTRAClON. Por dl.:linición de simetria, para todox E V, 

'('(x,r)= Ilx 11
2 
='('(I/\X),II\X)='('(I/(X),II(X». 

I >c donde Ilx 11
2 
= 11 u(\.') 11

2
, pues u(x) =x. Así que Il x II = 11 1l(x) 1 1, dl.:ja invariante la longitud . 

<. 'u ando y E W, WeI ortogonal y suplmentario de Ven E, u ()') = -y, 



de donde Ily 11
2 
= 11 u (y) 11

2
. 

Cuando x E V,y E Wcp(xJ')=O. 

Pur teorema de pitágoras 

['e ro como para cualquier par de vectoresxJ' 

q>~fJ')=~ (1Ix+y 11 2 -llx 11 2 -lly 11 2). 

Cuamlo XJI están en V y W respectivamente 

cp(XJI) = O=cp(u (x),u(y» . 

I'ROPOS/CION 19. Las isometrias lil/eales se caracterizan como los automorfismos u de E tales que u· =u - I
. 

DEMOSTRACION. Por definición de adjunto de una semejanza u : u·u -alE donde a es el multiplicadnr de 

1/. Cuando u es una transformación ortogonal a=l , luego u·u=lE por tanto u· =u- 1 (normal) . 

rROPOSlCl0N 20. Si Vy WSOII dos subespacios de E de la misma dimellsi6n, elltollces exüte al mellas l/lIa 

isomet,ia u tal que u(V)= W 

lJEMOSTRACION. Toda semejanza biyectiva es isomorfismo de E sobre si mismo. 

~,lIpongamos que toda isometria u es tal que u(V) ~ W. 

Particularmente, aquella de la descomposición única de v : v=!WI. 

Fsto nos lleva a la disyunción u(V) ct. ó dimW~dimll( V). 

('mno dimW~dinul(V) es falso pues nos lleva a la contradicción dinul(V)=dim(V) por ser u isomorfismo de E, 

rc~tringido a V, y dilllV=dimWpur hipótesis. Así que dimW=dil11u(V). 

Ahora, si u(V) no está incluido en W ex.istex E V,x~O, tal que u (x) f/:. W. Lo cual equivale a afirmar que los 

puntos de la recta distintos de O contenida en V quc pasa por x su imagen l/(D) que es una recta vectorial no 

(,9 



está contenida en W. Pero (D) está contenida en u(V) y dimV=dimu(V). Deducimos dimW~dimV, lo cual 

contradice la hipótesis. 

En consecuencia, existe una transformación ortogonal u tal que u(V)= W. 

DEFINICION 10. La propiedad de las isometrias dada en la proposición 10 se expresa diciendo que el grupo 

ortogonal O(<p) opera transitivamente en el conjunto de los subespacios de una dimensión dada. Lo mismo 

()+ (<(1) . 

DEFINICION 11. Un subespacio V de E se dice estable o i/lvaria/lte por el endomorfismo u si u(V) e v. 

DEFINICION 12. El cuerpo de los números complejos es algebraicarnente cerrado; es decir, todo polinomio 

en una indeterminada con coeficientes complejos tiene al menos una raíz compleja. 

rnoPOS/C/ON 2 /. Si u es l/ll elldol1lorfislllo alltodjllll(o (ó He111lftico) elltonces existe ulla base orlollomwl de E 

fomzado por los vectores propios de 11. 

DEMOSTRACION. Consideremos al espacio euclideo E definido sobre el cuerpo e de los números 

complejos. Para cualquier endomorlismo u de E la ecuación dct«U-AIE) =0 tiene al menos una raíz compleja, 

'a que e es algebraicamente ccrrado. 

Si suponemos los valores propios dc u A ¡).2, ... )., tenemos los correspondientes subespacios Vk para cada 

"=1,2, ... ,r. Estos espacios son dos a dos ortogonales; six El k,y E Vi : <f'(u(x),y)=<f'~r,lt·(y»=O implica 

A¡"<f'~\'J')= -<p~,U(y»=A¡<p(XJ') pucs U=l/. Luego (Ak-A¡)<P(X,y) =0. Cuando k~i, se tiendk~A¡; por 1" !:!l1fo 

«I(XL~I)=O Y Vk,V¡-ortogonales. Si formamos la suma Jirecta V= VI + V2+ ... + Vk. Este subespacio dc E es 

estable por u pues siy E u(V),y=u(x) para algún X E V;X=Xl +X2+ . .. +Xr es su escritura única por ser 

elemento de la suma directa. Luego u(x)=u(x¡)+ ... +U(Xr). O sea 1l~)=).lX¡ + ... +).rXr. 

Dc dondey=u(x) E V. 

e te hecho implica que el ortogonal de V, V1lambién es estable por 11, porque la relación <p(XJ') =0 para todo 

y E V implica «I(u(x),y)=«I(X,lI·(y» pero como u· =11, u (y) E V por la estabilidad de V por u, se tiene 

rr (u (x),y) =0 y eomo Vy V1 son suplementarios E es la suma Jirecta v+ V1 con vnv1= {O} . 
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Si Vi~ {O}, existiría un vector no nulox en Vi lal que u(x)=f3x. O scax E V, produciendo una conlradicci6n 

pues 'f'(x,x) >0 ya que su signatura es (11,0) yel suponer x E VI se tiene ~(x,x) =0. En consecuencia VI= I ()} y 

por lo tanto V=E. 

Consideremos la restricción de ~ a VkX Vk y la restricción llk de u para cada Vk. Vamos a construir la base 

ortogonal con los valores propios de u. 

En virtud que ~ es definida positiva en Vk por el teorema de Sylvester O ley de inercia existe en Vk una hase 

ortollormal formada por vectores propios de Uk. Como se extraen de cada Vk, sea dimVk= ak, entonces 

r 

dimE=II=al +a2+ ... +ar= ¿Vk. 
k=l 
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TEOREMA J. Si E es lUZ espacio euclídeo de n dimensiones, entollces toda trall!omzación ortogollal u es producto 

de a /0 sumo 11 simetrías respecto a hiperplallos. 

DEMOSTRACION. Procediendo por inducción sobre Iz=dimE. 

Tomando en cuenta que un hiperplano vectorial es el suplementario de una recta vcctoral. El espacio de 

Jimcnsión O no tiene simetrias. O sea se puede escribir toda isometría como producto oe cero simctrias. El 

cspácio de dimensión 1 es una recta, y la simetría se define respecto al origen, se considere solo la única 

involución = lE distinta de lE. 

Suponiendo 11 =2, o sea el plano euclideano E, consideramlo u una transformación ortogonal y un vector a ~ (). 

Sea b=u(a). Si a=b, entonces todos los puntos de la recta D que pasa por a son invariantes por u, pues son de 

la forma ~a; u(~a)=~u(a)=~a. Luego la recta D' ortogonal a D es tal que u(D')=D' ya que E=D+D', 

E =u(D)+u(D'). La restricción de u a D' sólo puede ser la identidad de D ' o bien la homotecia de ra7.Ón A = -1 . 

Concluimos que u es o la identidad de E o bien la simetría respecto a D. 

Ahora bien, cuando se tiene u(a)=b ~a. Considerando la simetría SI respecto a la recta D ortogonal a c=a-b. 

Se tiene s ¡ (e) = -e, para cualquier punto z=~c de la recta D' que pasa por e que sea la ortogonal a D ocurre 

.\ ¡(z)=-z. 

Cuando examinamos las proyecciones de b a las rectas D y D' : b=y+z, s¡(b)=y-z. Luego b+s¡(b)=2y, donde 

\" E D, z E D' . Pero como «'(c,b-y) =<f(c,)') =U O=<f(cJ}-z)=<f(c,b)-<f(c,z)='P(c,/J)-~<f(c,c) de dondl! 

~'r (c,c) =<f(c,b). 

('omoz=~e z= r(e,b) e. 

, Ile 11
2 

Así que 

b+s¡(b)=2y 

b+s¡(b)=2b-2z 

dc donde 
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C. 'akulando SI (b) 

Sabemos que '{J(e+b,e+b) = Ile 11 2 
+ Ilb 11 2 

+2Ip(e,b), así que 

f) sea 

pero por ser u isometria tal que u(a)=b 

Por lo tanto 2Ip(e,b) = -11 e 11 2 

S¡ (b)=b +e=a, pues e=a-b. Ahora bien, si escribimos la compuesta S¡ll observamos v(a)=S¡(b)=a. Como ti 

es una isometría resulta que l' también )0 es, ya que toda simetría es isometría. Además como Sf= lE, por 

definición 

tI=S¡v. 

Así que, como v(a)=a resulta, al igual que al inicio: o bien es la identidad lE o bien es simetria respecto a una 

recIa. 

En consecuencia u es a lo sumo producto de 2 simetrias respecto a rectas. 

A lora cuando 11 =3. Sea ti E O('{J). Supongamos que existe un plano euclideo P tal que todos sus puntos son 

. Ilvariantes por 11 : u(x)=x. Entonces la recla D ortogonal a P es globalmente invariante (D)=D; luego la 

rc,lricción de u a D no puede ser más que la idcntidad o la homotecia de razón -1. Concluimos quc u cs 

l' lonces o la idenlidad lE ó simetria respeclo a P. 

En seguida, supongamos que existe una recta vectorial D cuyos puntos son invariantes por u; ento!,!res el plano 

vectorial P orlogonal a D es globalmente invariante por ti: u(P)=P. 

Consideremos la restricción de ti al plano P. Denotémosla por v. Tomando una base {a,b ,c } uno de cuyos 

vectures a E D Y los otros dos a P. Calculando los determinantes tenemos del(w)=det(v). Si del(v)= -1, v es 
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una simetría respecto a una recta Di e P. Si se toma b E Di yc ortogonal a DI en P, resulta u(a)=a, 

¡'(b )=u(b)=b, v(c)=u(c)= -c. Entonces u es una simetría respecto al plano D+D¡ =Q. 

Si, por el contrario, dct(v) = 1, v es una rotación. Como ya lo estudiamos cuando 11=2, se tiene v es produclo de 

dos simelrías 5¡S2 respecto a dos rectas D¡,D2 en P. Siendo 1¡,t2 dos simetrías respeclo a los planos Q¡ =D¡ +D, 

QZ= D2+D evidentemenle se tiene que 1¡12=U pues parax E D, U(x)=t¡12(x)=X y parax E P, lI~t)=t¡(2(X) 

puesto que entonces 

u (x) = ¡,(x) Y t¡12(x)=5¡52(X). 

Ahordando el caso general. Sea a;:éQ un vector de E. Escribamos b=u(a). Si b=a, todos los puntos de la recta 

que pasa por a son invarianles por 11 y por lo lanto estarnos en el caso precedenle ya anali7ado. Supongamos 

ahora, b;:éa y sea c=a-b. Sea 5 la simetría respecto al plano ortogonal a c; corno ya se examinó cuando 11 =2 se 

prueba que si se tiene u' =511 , se tiene 11' (a) =0 ; además det(u ') =det(s)det(u) = -del(II) . 

r n conclusión, si det(lI) = 1, LI' es una simetr ía respecto a un plano pues det(u') = -1. Si det(u) = -1 u' es 

producto de dos simetrías respecto a planos. 

COROLARIO 1. Toda rotaciúl/ es producto de l/II flúmero par de simetdas respecto o IJiperplaflos. 

OEMOSTRACION. Como el determinante de una simetría respeclo a un hiperplano, y el de una rotación es 1. 

El teorema 1 demuestra que una rolación es producto de un número par k S, 11 de simetrías respecto a un 

hi l erplano. 

COROLARiO 2. Si 11 =dimE es impar toda rotaciúII deja illvonallte /tI1 vector ;:éQ. 

DEMOSTRACION. Por corolario anterior el número par de simetrías k S,II-} cuyo producto es una rolació ••. 

la relación de Grassmann muestra que al vector que pertenece a la intersección de los k hiperplanos de las 

~ imetrías de las cuales la rotación es producto es invariante. 

DEFINICION 13. Una lrasposicióII es una simel ría respecto a un subespaeio V de dimensión 11-2. 

Dos rolaeiones U,I' son conjugados en el grupo de las rotaciones 0+ (f{') si existe una rolación w lal que 

U=lVvw-1. 
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rROPOSICION 22. Todo trasposicióll es u/la rotacióll . Además, dos trasposiciolles cualesquiera SOIl colljllgadas 

DEMOSTRACION. Sea u una trasposición, u es una simetría respecto a V, con dim V=11-2. Si E= v+ vI, la 

r stricción de u a VI, el cual es un plano, la simetríax-+-x. 

Por olra parte, como 0+ (rp) opera transitivamente sobre los planos vecloriales. 

Si u es una simetría respecto a V, con dimV=ll - 2, y v es una simetría respecto a W, con dimW=/I-2, luego 

Así que 

pues las simetrías dejan invariantes globalmente a v1 y wI. 

Por consiguiente 

7EOREMA 2. EIl 1111 espacio euclideaflo E de dimellsiófI fI ~3 toda rolaciófI u es produclo de a lo sumo 11 

trasposiciofles. 

DEMOSTRACION. La rotación 11 es el producto de un número par ~1I de simetrías respecto a hiperplanos. 

O'lsta probar que todo producto de dos de dichas simetrías es producto de a lo sumo dos trasposiciones. 

[ 1 producto S\S2 deja invariantes los puntos de la intersección V de los hiperplanos HI y H 2 de tales simetrías. 

Limitándonos al caso Si "tS2 se observa que JimV=fI-2~ 1. 

La rotación u estará completamente determinada por su restricción v al plano P= VI ortogonal a V. v es 

entonces proJucto de las simetrías 1\12 respecto a las rectas DI =H I np; D2=H2np. Considerando una recta D 
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<'11 I Y el subespacio Wortogonal en Va D, oe dimensión 11-3. Sea r¡ (respectivamente TJ.) la trasposición igual 

a (1 (respect ivamente a (2) en P, a la simetría respecto a Wen V; como esta simetría es involutiva por tI 'finiciún, 

entonces también u=r¡TJ. se obtiene. 
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§J. Angulos 

Consideremos Ull grupo aditivo U isomorfo a 0+ ('1'), denominado Grupo de los ángulos. Se designa por r a un 

isomorfismo de U sobre 0+ (y:¡). se designa por reO) a la rotación correspondiente al ángulo O E U por el 

isomorfismo r. Se dice que reO) es la rotación del ángulo O. Luego, por definición, 

reO) = 1 E; r( -O) =r(O» - 1; 

Como - lE es la única involución ~ + lE en 0+ ('1') es una simetría respecto al origen. Se ve que hay un único 

ángulo ~o, denotado por w, tal que w+w=O. 

1 uego: r (w+w)=r(O) implica r(w)r(w) = lr: . 

',e cscribc r(W)= - JI': . 

'\C llama ángulo llano a w. 

os ángulos O que satisfacen r (O)r(O) = -Ir: son aquellos de la ecuación O+O=w que admite dos soluciones 

opuestas Ó,-Ó en el grupo U. se denominan ángulos rectos 

Pero se sabe que toda isoll1etrÍa u se caracteriza por 11 * =u- 1• Trasladando este hecho a nuestro estudio, 

tenemos r(0)*r(0)2= -l E(r(O» - t pero r(8)*r(0) = - l E; luego se tiene r(O) = -r(O)* de donde r(O)* = -reO) . Esto 

implica Y:¡(X,r(O)* (r)) =q¡(r(8)(x).x) = -rp (x,r(8) (x». 

nr lo tanto, para cualquier x 

q,(x,r(O) (x» =0. 

r-I este caso, las rotaciones r(O)(r) son ortogonales ax para todox E E . Estas rotaciones de los ángulos rcl'los 

'nn 1- s únicas que poseen tal propiedad. 

rR OPOSICION 23. Si u es /lil a rotaciólI y XJ' dos vectores /llIitarios ellto llces 

1'(r,1I ~r» =1'(ll (}'),}') . 
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Además para las orientaciones (E,'1J'), (E,lP"), positiva y negativa, respectivamente se tiene 

11" (x ,u (x» = \11' (y,u (y», lP" (r,l/(x» = 'IJ" (}',u (y» 

DEMOSTRACION. Existe una única rotación v tal quey=v(x); luego, utilizando la conmutatividad en 0+ 

donde a = 1, es multiplicador de v 

1\ nalogamente 

c¡>(y,u (y» =y:¡(v(x),ul'(r» = y:¡ ( v(x),l'u(x» 

=ay:¡~,u~» 

'Il' (v,u (r» = \¡J' (V(X),ll (1'») = PSI' (v(x),I'(lI (x») 

= det( 1') 'Il' (x,u (x) 

prro como det(v)=l, ya que es una rotación. 

DEFIN ICION 14. Si u=r(O), al número y:¡ (x,lI (r», indepenuientemente ucl vector unitario elcgiuox, se Humil 

roseno uel ángulo 0, uenotauo por cosO. El número \lJ '~,lI(X» se denomina seno ucl ángulo O para la 

l.rientación 11", se denota sinO cuando se ha Iijauo la orientación. 

'01110 existe una corresponuencia biunívoca canónica entre semirrectas vectoriales cerradas (abiertils) y los 

"ectores unitarios (puntos de la circunferencia uniuau) que uichas semirrectas contienen. 

EFINIClON 15. Daua uos semirrectas Ó¡,Ó2 existe una sola rotación única tal que lI(ó¡) =Ó2. Al ángu lo ue 

r' ta rotación se llama el ángulo que forma Ó2 con ó¡, se úenota por (ÓI~Ó2) . 

aJas las rectas vectorials D,D' en E, sean Ó,Ó' dos semirrectas vectoriales abiertas conteniuas, 

respectivamente, en D y D'. Sea O=(Ó,Ó'. Al cambiar una u otra semirrecta 11,11' por su opuesta se obtiene 

I';¡ ra el ángulo corresponuiente uno de los dos valores 0, O+w. 

DErINICION Hí. Se llama ángulo del p;¡r de rectas (D,o'), y se denota por (DI)') al conjunto {O,(J+w} . 

De ;¡quí resulta 
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§4. Estructura de 0+ (ep) 

(DP) =0; (D~)=-(DP') 

(DP')+(D'P")=(DJ),') . 

Axioma de Arquímedc,,' "Para todo ángulo 0;t:0 en el grupo de ángulos existe un entero 11 tal que COS(1I0) <O." 

EFlN ICION 17. Al conjunto ue puntos invariantes por una rotación ;t: lE cuando dimE es impar, es una reda 

llamada eje de rotación. 

T'HOPOSICION 24. Toda rotaciólI 11 de eje D y állgulo O es producto de dos simetrías t 1,12 respecto a dos rectas 

n l,D2 e1l el plallo P 0,10gollal a D tales que (DI1>2)=0¡z,. 

I 'EMOSTRACION. Sea v la restricción de It a P. Sabemos que v se descompone en UOS simetrías respecto a 

d IS rectas D I,D2 en P. Consideremos estas simetrías Sl,$2 como las restricciones de las simetrías tl/2 en E 

respecto a las rectas DI,D2. Como para touo vector a E D se tiene tl(a)=t2(a)= -a, resulta que tI/2(0)=0. 

l.uego la rotaciónll es el producto uc uos simetrías ya que dimE=3 y como 1¡/2 conincide con II en D, resulta 

=: /1(2. Por otra parte, como 11 Y 12 son rotaciones ue igual ángulo, el ángulo de la rotación1lh es el doble ue O . 

. Ii Ol/h es los ángulos de las rotaciones tI y t2 respectivamente, entonces 01 =82. 

Como u =r(O), ti =tlt2, 

'(ll =0; por cuanto f) 1 =0;2. 

fnOPOSICION 25. Si u es ul/a rotaciól/ de ál/gulo () tal que cosO<o, elltollces para E de 3 dimcnsiol/es: 

(1) existell ell E dos rcctas vectoriales D' ,D" orlog(J/lalcs)' tales quc u(D') =D". 

(~ ) Si t' es Uf/a simetría rcspecto a D' cl/tol/ces ['ul 'It - 1 =:['ut' - l u-l es IlIla simclrlo respecto a UlIO recta 

( ) Si res Wl subgmpo illvariallte de 0+ (<f') que 110 se reduce a lE el/COllces necesariamellte 

r= o+(,/,). 
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DEMOSTRACION. 

( 1) Sea {e¡,e2,e3} una base ortonormal de E lal que para la rolación u: 

Vamos a delerminar la recta D' mediante un veclor z=el +Ae3 tal que ~(z,u(z»=O. 

Como u(z)=u(e l)+Au (e3)=elcos8+e2sin8+Ae3, ~(z,u(z»=O implica COs8+A?=O. 

Como cos8<O, por hipolesis, la ecuación C0s8+A2=O liene una solución en R. 

Como los veclores ~u(z) son los de la recla D" orlogonal a D' y que además u(D')=D". 

{2) Si r es Un subgrupo invariante de 0+ (~) no reducido a lE, entonces contiene una rotación u de ángulo (j;t:0. 

Luego u" es también una rotación de ángulo" (j, considerando 11 de acuerdo al axioma de arquímedes: Para (j 

existe" tal que cosIll9<O. 

Entonces cuando se tiene t' simetría respecto a recta D' 

a;t:O, ll(a)=b 

~' (lJ) =t'ut'u -I(b) =t'ut ' (a) =t't'u(a)=t, 2(b) =b 

v(b) =t 'llt,-I u - I(b) =t'ut ,-l(a)=t't ,- III (a)= l¡;;(b) =b 

1 ucgo t 'ut'u- 1=t'ut, - 1=v E r . 

(.1) Como r es invariante, contiene a touas las simetrías wuw - 1 con w E O + (~) en virtuu que toda rotación de 

cj..: D y ángulo (j es prouucto ue 2 simetrías respecto a 2 reclas del plano ortogonal al eje. 
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7T:.OREMA J. Si E es WI espacio euclídeo de dimellsiólI 11 igual aJó mayor ó igual a 5; elltollces si 11 es impar, el 

(;mpo 0+ ('1') es simple; si 11 es par, elúllico su/Jgmpo ill variallte 110 trivial de 0+ ('1') es su celltro Jan/lado por las 

ro /aciolles lEY- lE-

) 7MOSTRACION. Para 11 =3. En la proposición 25 demostramos que si r es un subgrupo invariante ~ { I/.: }, 

rJl:cesariamente r=o+('I'). De aquí deducimos que para 11=3 los únicos subgrupos invariantes de 0+('1') son 

¡ 1/ } y, o sea que 0+(1/-') es simple . 

. ' Ii,ando este resultado para los casos 11 ~5. Sea r un subgrupo invariante de 0+ (1/-') que contiene una 

" tación II ~ ± lE. Distinguiendo los siguientes casos posibles: 

( 1) u deja invariantes todos los puntos de un subespacio V de dimensión /1-3. En consecuencia está 

dt terminada por su restricción u' al suhespacio Vl=F de dimensión 3. Como r contiene lodas las rotaciones 

1'1/1.- 1 donde v E 0+ ('1') entonces r cont iene, en particular, a las rotaciones que dejan invariantes los puntos 

de Vy cuya restricción a F es oe la forma ll'Il'V'- ¡, donoe v' E 0+ (F). Pero como 0+ (F) pues oimF=3 looa 

wlaeión de 0+ (F) es producto oe un número finito oe rotaciones de la forma V'kLt 'v,¡l. En particular, una 

I rasposición r' E 0+ (F) es de esta forma . Si r es la trasposición =r' ell F y que deja invariantes los puntos de V, 

~c tiene en consecuencia que rE r. Pero toda otra trasposición en 0+ (E) es conjugado de r, por consiguiente 

t'll1Jhién pertenece a r. En virtud del teorema 2 r=o+('I')" 

(2) u deja invariante todos los puntos oc un subespacio W de dimensión 11-4~1, y su restricción aJ subespaeio 

F= W1 de dimensión 4 no es -lr, o sea que u no es la simetría respecto a W. Existe entonces en F al menos una 

1I'('(a D tal que u(D)=D ya que en caso contrario la restricción de 11 a F sería una homotccia y por tanto igual a 

... 1 E, en contradicción con la hipótesis. 

~st permite suponer x E F tal que lt(x)~ ±X. Seay~O un vector de Wy sea P el plano que contiene a XL\" 

e 'onsideremos en P una rotación IV' ~ 1", Y sea IV la rotación cn E igual a IV ' en P y que deja invariantes los 

1 u tos de pl. Entonces UIV -Iu - ( deja invariantes los puntos de p1nll(pl) . Como r es invariante se tiene 

"1 = (WIHV - l)u - } E r, vamos a demostrar que 111 verifica las hipótesis del caso (1) antes tratado, con 10 que 

mnd uimos el caso (2). Como u es una transformación ortogonal se tiene u (pl) = (u (p»l en el subespacio 

11 Illgonal a P+u(P) es p1nu(pl) ya que 
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Pero P está engendrado por XJ'; u(P) engendrado por u(x), u(y)=y. Por lo tanto, dim(P+u(P»~3 concluyemlo 

que dimPl n(pl) ~1I-3 . Es suficiente comprobar que 111 ~ ±lE; como existen vectores ~O invariantes por u 1, no 

puede ocurrir que u I = -lE, quedando por excluir el caso u I = lE. 

Si lE=(wUW -1)u - 1 se obtendría entonces w=uwu -1 y como pl (respectivamente u (pl» es el conjunto de los 

puntos invariantes por w (respectivamente, llWU -1). Esto implica P=u(P) y por consiguiente X y ll(X) 

pertenecen a la misma recta pnF lo cual está en contradicción con la hipótesis. 

t.\) /1 es la simelría respeclo a un subespacio W de dimensión -4. Sea F= Wl, de dimensión 4. Consideremos en 

F una recta D yel subespacio V de dimensión 3 ortogonal a Den F. Por otra parte, consideremos D' una recia 

de IV, esla recta existe pues estudiamos 11 ~5 Y como dimW=II-4 dimW~l. Escribamos F'=V+D'. Exisle una 

Iltación v que transforma F en F' y vuv- I es la simetría respecto a W' =F'l; como F' ~F se tiene, además, 

11 ~ ~·uv - 1; luego U2=1l-l vuv - 1 =uvuv - 1 pertenece a r y u2~lE. Además U2 deja invariantes los puntos de 

FnF'=V y a los de wnw'= -(F+F,)l. En virtud de la relación de Grassmann dimWnW'=1I-5 pues 

dim(F+F')+dimFnF'=dimF+dimF', dim(F+F')=5; luego dim(F+F,)1=1I-5. 

demás wn IV' está contenido en Vl. Por tanlo, la suma V+ (lvn IV') es directa y de dimensión 11-2, cayendo 

nuevamente en el caso (1). 

(4) Caso general. Existe en E al menos un plano Q lal que u(Q) ~ Q puesto que si u dejase invarianles 

(globalmente) todos los planos también dejada invariantes todas las rectas globalmente. Pero como toda rccla 

de E es intersección de dos planos distintos resultaría que u sería una homotecia, lo cuál contradice la hipólLsis. 

r'rocediendo como en el caso (2) formemos una rotación W~lE que deje invariantes los puntos de Ql y, luego, 

"3= lWlW -Iu-l pertenece a r y deja invariantes los puntos de Ql nu(Ql) = w. Pero en virtud de la relación de 

(Jrassmann se tiene dimW~1J -4; por otra parle, se liene que /l3~ lE ya que si no fuera así se tendrá W=UII'II- I, 

de donde u(Ql)=Ql contrario a la elección de Q. L1egamlo así a uno de los casos (2) Ó (3). Con esto concluye 

la demostración. 
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Geoluetria no Euclideana 

lliperbólica 

: l. El alJsolulo 

'o llsidcremos un espacio vectoria l E de dimensiólIlI, y V, una forma bilineal sim61rica no degenerada sobre 

Ex E ue signalura (11-1,1). 

1) f.:. FI NICION 1. Un veclor x E E es isotrcípico si x;t:O y ~'(x,x) =0. 

I I n subespacio V de E es isotrópico si exisle un veclor z E V lal que z;t:O y Vr(r,z) =0, para louox E V. Un 

<;u hcspacio W ue E es tofalmel/fe isofrrípico si para lodo z E W se liene V'(z,z) =0; o sea, z E Wl . 

/'P OPÓSICION l. Para fodo sllbcspacio Al de E ocurrc MnMl cs tofalmellte isotrúpico. 

LJEMOSTRACJON. Efeelivamente, como (MnMl)l=Ml+M resulta de MnMl e M e Ml+M que 

J I nMl e (MnMl)l. 

['R opaS/ClaN 2. Toda recia isotrápica es totalmellte isotl'lípica. 

D EMOSTRACION. Sea D ulla recIa isotrópica de E . Existe z;t:O en D tal que ~'(z,\')=O, para todox E D. 

('limo lodox E D pueue escribirse x=h, para algún escalar ,.1,. Enlonces ~'(z,\') =~, (A. - Ix,\') =,.1, -) ~'(r,.r) =0. 

'¡ mOA;t:O, '1'(1':,1':)=0, para cauax E D lal como se quería probar. 

l ErINICION 2. El conjunto L uc louos los vcclores isolrópicos se ucnomina COila isotrópico o absoluto de E. 

PRoraS/ClaN 3. El absolulo de E es illl 'arialltc por todas las !1(l11lotecias. 

I>EMOSTRACION. Seax un vector isolrúpico cualq uiera para cualquier escalar A se obliene 

llCgO, la imagen de L bajo cualquier hOnJotccia H;,:h;,(L) =L. 



:' 2. El plan hiperbólico 

DEFIN ICION 3. Al espacio veclorial e de dimensión 2 provisto de una forma bilineal simétriea no degenerada 

'1' tic signatura (1,1) se denomina Plano I1iperbólico. 

/'HOPOS/C/ON 4. EII el plallo hiperbólico existell exactamellte dos rectas isotrvpicas distilltas. 

I>EMOSTRACION. Sienuo {CI,Cl} existe base ue E con l/'(Ci,Cj) =0, ic¡l:j; l/'(cl,c¡=1;V'(C2,C2)=-1. 

p. ra que un vector x=a¡e l +a2c2 sea isotrópico tlebe resultar que aIP~=O. Consideremos una nuevo base 

formado con vectores isotrópicos {a IlIIal}. Esto implica 1/'(0 1,a2) c¡l:O pues de lo contrario V' sería degenerada, 

contradiciendo la hipÚlesis. Se puede suponer '1'(0 ¡ ,02) = 1. Sea yc¡l:O, con y={3la I +{J202. El veclor y' ortogon al a 

y es ue la forma {Jla 1-{J2a2. Así que todo vector ortogonal ay, será de la forma Ay', para cualquier esealar A. 

' ()(IIO no ocurre V'(}'J') =0, pues tenuríamos el absurdof3ifh=O,(J¡fJ2c¡l:O. 

Si J no pertcnece a las rectas que pasan por al, 02. 

l'ROPOSTC/ON 5. Si Dt,Dl SOI/ dos rectas isotr(¡picas del plal/o hiper/Jólico el/tonccs la razóII doMc del C/lOIteto 

,l.' recIas (DI,Dl,D,D') es -1; dOlldc D' es ortogollal a D. 

DEMOSTRACION. Por uefiniciÓn. Seax E D talquex=aal+{Jal con ac¡l:O,{3c¡l:O. Para toda recta vectorial D' 

( i~1 inta de DI, D2 Y D existe un único escalar p tal que el vector aa l +p{3al pertenece a D' pcro como D' es 

IlItogonal a D, entonces l/'(r:,aa I +p(Ja2)=a{3 +pa{3=O de donde p= -l. 

A ~í que 

[
DI D2] p=-l= D' D . 

/'HOPOS/CION 6. S tV es /lila fOn/1O bilil/cal a/tcmada 110 idcllljcamclltc 1I/1la, y W cs ulla trallsfon/racivlI 

ortogol/al dc E, elltOl/ces tI'(r:,y)=V'(w(x)J'). 

I EMOSTR!\CION. C( mo w* = -1\', 
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{'RoPaS/ClaN Para dos rectas ¡sátropas D 1,0 1 Y u /lila semejanza directa ell el plallo hiperbólico, si tiellc quc 11 

¡Jeja i/lvaria/ltes globalmel/ te cada U/la de las rectas isolrópicas. 

DEMOSTRACION. Sea {al,al } una base isotrópiea si para esta base lomamos 

ti n elH.lomorlismo ue la proposiciún G tiene una matriz uelerminaua por las conuiciones 

1/'(w(a2),a2) = 0 

de donde 

.os espacios propios E( I ;w) y E( -1 ;w) son precisamente las rectas isotrópicas que pasan por a I y por a2 

respectivamente. Sienuo 11 una semejanza uirecta 

II1(U ~r),lI 0')) = uel(lI) '1J~r,)') 

l/' ro IV~r,\')= v'(w(x),v) ue uonue 

V'(W(II ~r) ),11 (y») = del(u )1/'( w(x),)'). 

I IIcgo 

v'(u *WII (x) ,\,) = uet (11 )V,( w~r)y) 

im plica 

II *WII=uet(II)W 
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Jl<'f tanto se tiene WIi =liW 

O=v'(w(u(a 1»,u(a 1» =V'(u(w(a 1»,u(al»=ll(U )l/I(w(a 1),0 1) 

V'(lI(w(a2»,1I(a 1» =dCl(u)v'(w(a2),o 1) = -p (u) 

d igual forma 

I a matriz de u respecto a la base iSlltropia es 

M(u)= (~ ~) 

Luego, obviamente deja invariantes cada recta isotrópica. 

<. ·OROLARJO. El gnlpO de las rotaciofles CfI el plaflo hiperbólico está fOn/lOdo por los automorfisll/os cuya matriz 

: l' ~pccto a la base isotrúpica es de la fonlla (~A. ~ 1) COfl A. ;éO. 

DEflNICION 4. Las rotaciones u para los euales sus dos valores propios A. y A. -1 son positivos forma un 

subgrupo de 0+ (V') llamado grupo de las rotaciones ortocronas de E y se denota por 0++ (E). 

:J. Propiedades 

¡ EA/A l . Seafl Vy IV d().~ suhcspacios vectoriales ortogollales y tales que Vn IV= {(}}. Para quc V + W sca 

tI 'talmcllte isotrt'Jpico (rcspcctil'OlIIclltc 110 isútrapo) es lIecesan'o y suficiclltc que Vy IV lo seall tambiéfl . 

n FMOSTRJ\CION. Supongamos que V+H es totalmente isút ropo y seax E Vun vector ortogonal a V+W 

" 1-: E V+ W cony,l vectores ;éÜ, con y E V, z E IV,O=tl'(xJ'+z)= v'(rJ')+V'(X,z). 

1\ r hipÍlIesis V'(X,z) =0, pues V ortogonal a W. De donde, para cualquier y E V se tielle V' (t·,},) =0. Por 

("n ll <; iguienlex es ortogonal a V. Analogalllente con IV. 



Reciprocamente. Si Wy V son totalmente isótropos y si y E V, z E W, se ticnc 

l' Ir hipótesis 'f'(y+Z,y+Z) =0. 

) llego V+ Wes totalmente isótropo. Cuando Vy W no son isótropos, si x+z es ortogonal a V + W con 

r '= V, z E W, como z es ortogonal a V, dcducimos quex E V debe ser ortogonal a V, por hipótesis . Luego 

r t:;: =0, y por lo tanto V + W es no isótropo. 

/.l:MA 2. Seall O /lila recta isótropa ell E, H =D1 quc i"cluye a O el hiperplallo (isótrapo) orlogo/lal a D. Todo 

. [, '10 P que cO/lticfle a D y l/O cOl/tel/ido el/ Hes /lI1 plaflo hiperb61ico (110 isólropo); E es, por cOl/siguie/lte, SI/lila 

,I".'cla de P y p1 y la reslricciúlI de '/, a p1 x p1 es ulla fonlla 110 degellerada de sigllatl/ra (11- 2,0). 

LM OSTRACION. Sea a E O; bE P tal que b fi. Ji Y ,/'(a,b)~O; p1 es la intersección de Ji y del hiperplano 11' 

l togonal a b; como p1 e H, onp1= {O} y pnH=O, se tiene pnp1= {U} por lo cual P es no isótropo. Como P 

("1 llti <.; ne ulla recta isú(ropa es un plano hiperbólico. Por consiguiente, existe una base {c l,e2} de P tal que 

" (,, ¡.c J) = 1, 1I'(e2,C2) =-1. 

L\(o induce aplicar la ley de inercia al subespacio no isótropo P para obtener una base ortogonal (e;) 12:i2:/1 de E 

( ;1 1 que las ei de indice~3 formen base de p1 y que ,/'(ei,ei) = ± 1 para todo i. 

ro l cono isótropo no está contenido en un hiperplano H, pues si D está contenida en H es una recta isótropa 

e is(cn planos que contienen a O no contenidos ni en H ni en 0 1. 

I I OPOS/CION 8. EII el espacio E, los IÍllicos sl/bespacius totalmclltc isótrapos 110 /11110.1' SOIl las rcctas isótrapas. 

( '''Jlsiderallllo al conjunto P(E) dc todas las rectas vectoriales dc E, o sca la Gcomctria Proycctiva sobre E, 

lle 1110S la siguiente 

,) T INICION 5. Los puntos de P(E) correspondientes a las rectas vcctoriales sobre las cuales se verifica 

V,¡ ,r)<O para los vectores x no nulos de estas rectas vectoriales forman lo que se llama Espacio no eucl ideo de 

di'Tle nsiúnll-l, para dirnE=II. 

H7 



I'ROPOSIClON 9. Seall V un subespacio de E de dimellsióllm y U la recla isótropa obtellida por la intersecciól/ 

dr V)' VI. Para todo subespacio W de V suplementario de U en V, la restriccióll de <fJ a Wes 110 degenerada y su 

.\ipJutllra (r,s) COI/ r+s=m-1, r~n-2)' S =0, es ifldepefldiente del suplemefltario elegido w: La e/ase de 

ifl traIJsilil'idad de V para el gmpo O(E) está funllada por tudos los subespacios vectoriales para los cualcs los tres 

/J/ímcros rr~, 1 son lus mismos. 

r:MOSTRACION. Si un vector x E Wes ortogonal a todo W también lo será para V= U+ W; luego u E U yen 

cr Jnsecuenciax=O, probando que restricción de v.' a Wes no degenerada. Ahora, si suponemos W' es otro 

,;, I espacio de V suplementario de U en Vy si p es la proyección sobre W paralelamente a U, se tiene que 

--¡I(x),y)= ü para todox E W', luego V{(-p(x)J')=0 para todo)' E V, por consiguiente V'(x,y)=V'(p(X)¡7(Y» 

I'-, ra todo par de veetoresx,y E W'; de dunde obtenemos que la signatura de la restricción es independiente Jd 

'Iplcrm:ntario elegiJo. ConsiJercmos entonces en W una base ortogonal (Ci) para 1 ~i ~11I-1 tal que v'(ci,ei) = 1 

(''' lIside remos también al suhcspacio orlogonal W1 de dimcnsión fI- (m - 1), suplementario de Well E y que, 

, de más, cont iene a U. JI 1 no contiene pues un segundo subespacio totalmente isot rópico, ° sea otra recta 

i. -, ropa U' tal que U+U' no es isútropa. 

~l a T el ortogonal a U en WI no isúlropo tal que la restricción de V' a Tx T es de signatura 

(1 - 1-(1/I-1),0)=(II-m,1-0- 1) _ Se puede completar la base (ei) de Whasta una base de E tal que (C¡)15i5m 

sr 1 base de V y la matriz de V' respecto a la base de E sea 

[

/111 - 1 O 
O O 
O 1I 
O U 

O 
11 
O ~ l· O 1,,-m 

Como esla matriz está enleramente determinada por los números m - j =r, s=O, dimU= 1, y la signatura 

\/1- 1,1) de 'l', se completa la demosl raciíll1. 

) rIN ICION G. Se llama varieuatl lineal pmyecliva de 1/1-1 dimensiones a lodo subespacio veclorial V de E 

11/ dimensiones. 



PROPOSICJON JO. La variedad /il/cal proyectiva con-espol/diellte al subespacio vectorial V- de E {sótropa ell E 

I (J corta al espacio /la eue/ideo. 

DEMOSTRACION. Como los únicos subespaeios isótropos totalmente en E SOI1 rectas vectoriales V, según la 

I roposieión anterior si Ves isótropo en E y es tal que Vn Vl =u. En tal subespacio V'(x.x) necesariamente tiene 

que tomar solo valores :50. Esto indica que "no corta al espacio no euclideo." Por lo tanto toda variedad lineal 

pruyect iva de dimensión 111-1 que corte al espacio no euclideo es siempre no degenerada y tiene como 

'tignatura (m-] ,I). 

1 n OPOS/CION 11. Si D es 11/10 recta 110 elle/idea y A Uf) pU/lto del espacio 110 elle/ideo que colltie/l e tallto a la 

re eta D COl1l0 al pUlltO A. Elltollces existel/ ell P wla illfillidad de rectas 110 elle/ideas D' que cOlltiellell a A pero 

'lile l/O cmtall a D. 

DEMOSTRACION. Sea Vel plano vectorial subespacio de E correspondiente a D. En V existen una inliniJaJ 

J rectas vectoriales L sobre las cuales 'I'~\",\")<O parax;o!;O. Consideremos otro plano vectorial que contenga a 

l ila de tales rectas vectoriales (que son puntos de la geometría proyectiva). Los planos vectoriales son rectas 

proyect ivas, las recias no euclideas son planos vectoriales, formados por vecloresx;o!;O lales que 'I'(x.x) <O. 

Basla tomar para D' una recla no euclidea cuya recta proyectiva que la contiene pase por uno de los puntos Jd 

espacio proyectivo correspomlienle a las recias vecloriales L mencionadas arriba. 

R<J 
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Las Geometrías No Euclideanas 

Nota histórica 

De la posibilidad lógica de desarrollar una geometría en la que el quinto postulado de Euclides no se veri(jc31oc 

(además de la imposibilidad de su demostración) Gauss (1816) tenía pleno convencimiento, pero no publicó sus 

ideas y resultados; siendo redescubiertos independientemente por Lobalschevski en 1829 y por Bolyaj en 1832. 

En esta nueva geometría desaparece la noción de paralela única, lo cual la aparta y aleja de la dominación de la 

geometría proyectiva que estudiaba las propiedades métricas y proyectivas en la geometría clásica. Se llamó 

Geometría hiperbólica. 

En 1870 cambian las condiciones científicas luego de la difusión de las obras de Lobatschevski, la publicación 

de las obras de Gauss y la lección inaugural de Riemann. Cayley (1860) señalaba que la idea de reemplazar los 

puntos cíclicos (considerados como cónica "degenerada langencialmenle") por una cónica cualquiera que 

denominó "absoluto", conduce a nuevas expresiones para la distancia entre dos puntos y sus relaciones la 

geometría esférica. Beltrami (1868) encuentra independientemente las expresiones de distancia de Cayley pero 

en otro contexto que considera el interior de un círculo como una imagen de una superficie de curvatura 

constante en las que las geodésicas vendrían representadas por las rectas. La inOu ' 1\ 'ia de la Geometría 

Esférica había establecido por cierto tiempo que en un espacio de curvatura collstant O sil'mpre cxisten p;'::!:" 

de puntos por los que pasan más de una geodésica. Félix Klein (1870) en su Programa de Erlangen 

independiente de Beltrami sintetiza estos dos puntos de vista descubriendo y produciendo el espacio no 

euclideo elíptico, 

Es desde mediados del siglo XIX, cuando las ideas de grupo y de invariante se hallan consolidadas, que se pone 

de manifiesto que los teoremas de la Geometría Clásica no son otra cosa que la expresión de relaciones 

idénticas entre invariantes o covariantes del grupo de las semejanzas. Del mismo modo que los teoremas de la 

Geometría Proyectiva expresan las identidades (o zigzags) enlre covariantcs del grupo proyeclivo. Con el 

Programa de Erlangcn se llega a una clasificación racional y "estructural" de los teoremas de la geometría 



moderna según el grupo del cual procedan: grupo lineal para la geometría proyectiva, grupo ortogona l (1.11 a 

cuestiones métricas, ... 

Desde el punto de vista nuevamente algebraico, después del Programa de Erlangen, las geometrías euclídeas y 

no euclideas se han convertido en simples lellguajes, más O menos cómodos, para expresar los resultados de la 

teoría de las formas bilinealcs cuyos progresos van a la par con los de la teoría de los invariantes. 

Sin embargo, el interés atribuido a la geometría no euclideana no proviene de este aspecto algebraico banal, 

sino más bien de sus relaciones con la Geometría Diferencial y la teoría de funciones de variables complejas. 

Tanlbién con el Programa de Erlangen la geometría clásica se marchita repentinamente y pierde su esplendor 

por lo que el capítulo de la teoría de grupos y de los invariantes relativo a la geometría se considera cerrado 

pues ya no hay problemas de estructura susceptibles de repercutir sobre otras ramas matemáticas. 

Las excepciones constituyen las ciencias autónomas Geometría Algebraica actualmente en actividad y la 

Geometría Diferencial. Esta última cuando parecía que se esclerolizaba los trabajos contemporáneos 

(originados por Emile Cartan) sobre los espacios librados le han devuelto toda MI vilalidad. 

En la actualidad se dispone de un camino real para apropiarse de la Geometría y ·S mediante l o~ :r:!b<ljos 

realizados desde insignes matemáticos Caylcy y Grassmann, hasta el Programa de Erlangen de Klein. Este 

método lo ofrece una mismo disciplina: el álgebra lineal, que abarca sus aplicaciones al análisis, la topología y la 

Física Teórica. 
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