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PRESENTACTION

El nresente trabajn lleva como objetivo, el Ags--
nertar la inquiectud tanto entre nrofesnares comn estudiantes
de los Gltimos afos de la Fducacisdn Media. No es un texto,
nunca podria serlo; Gnicamente exnone cOmo las cuestiones ma
tematicas de la ensefianza media nucden ser estudiados con
concentos mas avanzados con miras a sunerar la canncidad ana
litica de los educandos. Hace al mismo tiemmn un breve re--
cuento de las situacicnes nue cruza el alumno en su andar es
tudiantial a la nar que muestra a los rracduados de 1a Escue-
la Secundaria uno de los nbjetivos de la Reforma Universita-
ria, cual es, lngrar el Doctorado en Matemdticas en nuestra

Imiversidad,



INTRODUCCION DE LAS MATEMATICAS MODERNAS

EN LA EDUCACION MEDITA,

I.- Consideraciones Generales.

a) Contenido de 1os prooramas de Matematicas
en Educacidén Media,

3) Carfcter de los mismos.

c) Vacio educacién Media - lUniversitaria.

I1.- Situacién del Alumno en la !lniversicdad.

a) Inadantacién.

b) Alteracidn de los Prooramas iniversita---
rios,

c) Alte Porcentaie de enresados; minimo nor-

centaije de ¢raduados.

II1.- Concentos Modernos de la Enseffanza Matematica en
nuestra Universidad Macional.

a) Teoria de Conjuntos, Matrices, Vectores.

b) Alcebra Ldcica, *leebra Abstracta.

c) Modernes Concentos de Cilculo, Geometria
Diferencial,

I1V.- Necesidad de nuevos Concentos matemiticos en la En
sefianza de 1a Educacidn Media.

a) Reforma del Proosrama Matematico.
b) Obsticulos nara l= Ensefanza.
c) Solucinnes.

V.- Proyecciones dc esa Innovacidn de Concentos,

a) Mayor canaciind analitica de 1os cgresa--
dos,

h) Nueva escuela matemdtica en el nais.

c) !'n nuevo grado académicon,



CONSIDERACIONES GEMERALES,

a) Contenido de los Programas liatemiticos en Educacidn Media.

Hoblar de introducir concentos modernos matemiticos en la Educa---
cidn tiedia puede aparentemente confundirnes con rasnecto al contenido
de tales prooramas en ls actualidad, Zastari, sin embaroo dar wna répi
da leida 2 los mismos para ver que =n su elaberacidn se ha trabajado
concientemente con la mejor buena voluntad que un instructor nueda dis-
noner al servicio de la educacidn. Desde el inicio de su elaboracidn
con los concentos mis elamentales de la Aritm3tica se observa una esca=
la ascendente que nos nroporciona un panorama casi cormleto de lo nue

Y

Jebizra sor un curso dc Matemdticas., El Aleshra nresentada desde

1§
—

concepto elemental de tZrmino aleebriico hasta la solucidn de ecuacio--
nes de semmdo erado con sus anlicaciones, indudablzmente ~ue constitu-
yen una cantidad de concentos que de ser asimilados convenientemente
constitiiran una base sdlida nara cualquier plan de estudios, La Trigo
nometria junto con el contenido ~eométrico en el pland y en 21 espacio
completan el conjunto de elementos con los cuales el estudiante estard
familiarizado durante toda su vida estwliantil y »nrofesional., Es 13gi-
¢ nensar, desde lueoo, que con un »rograma elaborado tan comleto en
su contenido, tan ordenads en su forma y tan simnle y sincero que reve-
1a una armonia entre estudiantes y nrofesores no hace falta reformas ni
asregados a su contenido, Mo obstante hay en los programas de Educa---
cidn Media la parte relativa a Cosmoorafia, rama esta en la cual ns se

cubre un programa WAs o menos completo a2 la par de que se estudia en



forma tal nue <a la irmresidn de no astar relacionada con el resto de
ndole matematica; nero la realidad es bien distintz, to
dos los conceptos estudiados en la parte relativa a Cosmoprafia se rema
san on otras ramas de la cisncia. L2 Fisica sola es un carmo azbundante
Jonde se nueden cubrir concentos de aquella, esto acomafiado al hecho
1z gquz el estudiante casi numca, con nocas excenciones, vuelve a hablar

3-
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a2 Losmoaratis 2n su carrera estudiantil, ie resta meriteos nara anare--
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cer como una materia esmecifica en el nrograma, sin menosnreciar lo

7]

conceptos que en ella se estudian nern 72 pueden sor cubicrtos en  --=-
otras asionaturas. FExiste en cambio un vacio en los programas de Fduca
cidn Madia y es que en &llos no esti incluido un curso de Aritmdtica R
zonada que junto con la AritmStica Elerental constituirian uma sdlicda
hase nara cualquier estudio no sdlo e liatemdticas sino de cuzalguier
otra indole., Es uma realidal ~ue ¢l individuo en el desarrcllo de su
actividad Jiaria s= enfrentari a cala momento con situaciones que deman
darfn 2l ejercicio de su canacidad parc razonar; situaciones dificilss

sblo serfn resueltas rinida y 2n buena forma con me raciocinios.

Cands

Adquirir habilidad nara razonar convenientemente e&s »ues una cran nsce-
sidad y ensefiar a los alumnos a razonar es uwn imeaerativo oblicatorio

narz to. o nrofesor de matemiticas en la Fducacidn Media., Cabe mues pre
auntar jPueds 1a Cosmografia ser sustituida en los Prooramas de la Edu-
cacidn Media por un Curso de AritmStica Pazonada?., Dejo en »iZ la inte
rrogante. De existir una resnuaesta afirmative creo que los concantos

que en 2lla se estudian actualmente nueden ser cubiertos cn asicnaturas

afines.
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b) Caracter de los mismos. A nesar de ser muy commletos los nro-

~ramas de la Educacifn Media, el desarrollo .l los mismos anda mal lle-
vando como consecuencia, el que sus eqresados vayan deficientemente pre
parados, debido a la costumbre nocc productiva de acostumbrarlos a memc
rizar., Memorizar para aprender es lo que nunca debiera practicarse vy
@s0 es en nuestro medio 1o normal. Ocurre entonces algo verdaderamente
lastimoso; la mejor edad varz adquirir conocimientos, aquella en que la
nifiez estid dvida de conocer se nierde al permitirle al alumno memorizar
concentos cosa que no debe de hacerse. Anarece entonces la rivalidad
entre los nue pueden memorizar facilmente y los que no; aquellos obten-
dran buenas calificaciones y estos no; al final habrd un resultado co--
min: el que memoriza dificilmente vuede mantener esa capacidad todo el
tiemmo para todas sus materias, ello unido al aumento sradual de cono--
cimientos cada afio, lo lleva a una situacidn en que le es imposible or-
denar en su memoria el conjunto de conocimientos que ya obtuvo y asimi-
lar los nuevos. Una consecuencia de ello es que un minimo porcentaje
de estudiantes de 1a Educacidn Media no lleva apuntes a la hora de ren-
dir un examen, lo que demuestra que el verdadero caricter de los estu--

dios de la Educacifn lMedia ha desaparecido.

c¢) Vacio Educacidn Media - Universitaria. Egresado en esas cir--

amstancias, el estudiante medio llega a una etapa en gue nuevos hori--
zontes le auguran una preparacidn técnica y cientifica que le permitir2
defenderse en el afan diario a la par que lo capacitard para engrande--

cer a su Patria. Ahora puede aspirar a ser un profesional en cualquier



rama universitaria, se siente crande y niensa que asi como vencid esa

etapa, vencerad la otra, se forma una infinidad de ilusiones y cree que
si hubo dificultades en su bachillzarato para anrender, en la !niversi--
dad serd distinto ya que contando &sta con personal capacitado, que te--
niendo nuevos y mejores métodos para ensefiar, los obsticulos que encon-
trd antes, ahora no los encontrarid y si los encuentra ya sabrd como re-

solverlos mejor.

Pasa un largo tiemmo vpara que ello se verifique y siendo tan dis=-
tintos los campos que ¢l estudiznte frecuentard nunca podrd prever las
circunstancias de su vida universitaria. Por otra parte el aislamiento
total en que se desenvuelven las dos escuelas, deja al nuevo bachiller
en una etapa de aislamiento, incapmaz de seculr una linea definida en
sus nlanes de estudio; y es una espocie de vacio donde se hace una pau-
sa, pero sin saber qué seguird despuSs. Por lo tanto surge y recomien-
do como una necesidad imperiosa establecer un contacto cntre la ensefian
za de la educacidn media y la vida umiversitaria., El Ministerio de Cul
tura debe organizar cursos pre-universitarios, en donae los nuevos ba--
chilleres reciban orientacidn acerca del nueve tipo de relaciones que
tendran, ya que la Universidad con los escasos recursos con que cuenta,
apenas alcanza a cubrir los planes superiores. En esa forma se elimina
ria esa llamada tierra de nadie que tanta desorientacifn ha causado y
que no permite establecer un plan Gmice que partiendo de los inicios de

12 Educacitn “edia, permitz al alumno espacializarse en las materias



que le servirin profesionalmente nara -royectarse con paso firme a la
sspecialidad académica que mis l: atras, sin perjuicio de que en ol fu-

turo estos nrogramas J2 crisntacidn sean rzalizados en 1abor conjunteo

del Ministerio de Cultura y la Universidad,



SITUACION DEL ALUMNO EN LA UNIVERSIDAD.

"y desconcertante s dasde luseo la situacidn del alumo en la --
T - L | - a -
miversidad, especialmente los nuevos, y, es mas acentuado este fendme-

o en los aue asisten o cursan en la Facultad de Inecenieria,

Aqui, el alumo llega al inicio de su carrera con una idea enuivo-
cada del medio que va a frecuentar. ‘puestamente = lo nuez es una insti

tucifn seria y orsanizada que nlanifica y nrograma todas las activida--
des nropias de su rango; encuentra un conjunte de edificios desolados,
sin ningma persona oncargada da inlicarie cuil es su sala de clasz, --
cuidl su horarinc y quienes sun sus nrofesores, Cuando al fin loosra Je--
terminar estos aspectos se da cuanta que 10 existen nrogramas definidos
. ,

y que el catedratico se limita a recomendar un texto v como desarrollo

de la clase expone canituls por canitulo el contenido dal libre en men-

vuclve tma simmle copia y traslado al nizarrdn de 1z forma y simbolos

contenidos en el texto, No existe amlitwd de concento, excosicifn,

andlisis, razonamientn; la soluciin o ojercicios y nroblemas se vuclve

o]

]
.

mecanizada y el objetivo nrimordial; ademds del cognositivo, se nierde

Poco ha avanzado el nrofesor en la exrosicidn de 1o materia cuando se

h |

da cuenta nque 1le serd muy Jdificil continuar el desarrnllo normal qus.se

habia trazado y aque la cantidad de conceptos que nratendia cubrir no sz



.

TA cubierta; la casi totalidad de los alumos comienza a solicitar una
exposicidn mis lenta, so pretexto de nue dificilmente nueden ir al dia
con sus materias, que en afios anteriores s6lo han cubierto una peguefia
narte de lo que hoy se nretende cubrir, arcueyn que la necesidad de
atender las otras materias de los cursos no les nermiten dedicar todo
el tiempo Aque debieran a la materia de que ahora se habla, y muchos

X
H

otros pretextos nue no persicucn otro objetivo que =1 de detener en to-
do lo que sea nosible la exvosicidn del contenido total del curso que

se pretendia impartir. Con ello loaran cubrir menos material de estu--
dio para la hora de rendir un examen, aumentar su tiemwo {itil nara acti
vidades que no son las puramente estudiantiles a la par de que se pose-

cionan de un arma sicoldoica que pronto esprimirén contra el profesor

en caso de salir reprobados en almma nrueba.

Pero basta analizar un voco el caso para darse cuentz de la reali-
dad. El alumo aunque resultc capaz de comprender la exposicidn. de al-
oin tema de cualquier asisnatura que seca, dificilmente puede solucionar
sus problemas cuando en ellos van involucradas cuestiones de caricter
matemdtico. La mas elemental simplificacidn le es de dificil compren--
sitn y un cambic de signos algebridicos es capaz de desorientarlo total-
mente., Pasa alon tiempo mids o menos largo para que el alumo se pue--
da reincorporar a la exposicidn; mientras ello ocurre ha detenido en su
totalidad el desarrollo normal de la clase, El alumo no s2 ha adapta-
do al sistema de estudios universitarios. Las huellas de la metodoloe-

gia de la Educacién Media estdn vivas en &1, espera que se le tome =--
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de l2 mano v se le puie nor el camino que se le quisre hacor andar, es
incanaz de hacer luz a su alrededor nara dar um —aso hacia adelante y
se conform2 con perminecer ¢n 2l lu~ar hasta donde ha sido llevado, o
retroceder divagindosz on 1o que no es su materia de ostudis con la »ér
dida ds los concentos hasta entonces =.wriiTidos, Igual que en la Bduca
cion ‘odia sus materias s3lc sorfn obicto de estwdio cuando se anroxime

la nrueha narcial, en 21 mejor de los casos una semana antes e someter

se al examen,
h) ALTERACION DE LOS PROGRAMAS UNIVERSITARIOS,

Cuando el material de estudic ha aumentads de forma nue exige del
estudiante el mixiro d= tiemmo Gtil y la mayor de-licacidn y sacrificin
nara salvar las nrushas a que serd sometido, surgen los nrimeros cone---

\}

flictos. La »nresién que al principio se ejarcid sobre el profesor lle=-

e escuela v la Imta Directiva en forma de

~a hoy hasta los directores ¢
maltinles solicitudes, Algunos piden 1la vostercacifn de las fechas de
axamenes narciales; otros la exoneracidn de la obligacidn de nresentar-
se ¢l examen en las fechas indicadas y la solicitud que por unanimidad
es aprohbada en el sector estudiantil es la que tiesnde a logror la dismi
nuci’m del material de cstudio que se ha de cubrir en la nrusha, “lan-
toadn 2sto, surece una situacidn “ificil nara las autoridadss; el no ac-
ceder a lo splicitado es considerado nor narte de los estudiantes comd
actitud anti-estudiantil y luepo se arocuys aque el ohjetivo de tales au-

toridades es reprobar el mayor nimero de estudiantes, llesando a =encio
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narse 2n abono de tales promdsitos hasta diferencias personales de pro-
fesor a alumo, Todo esto wmido a la actitu' noco constructiva de un
gran sector del gremio de Inceni=ros que ven en los estudiantss de Inge
nicria, no 2 un orupo de elementos que nusden transformar técnica y
cientificamente al »ais, sino a nuevas »rofesionales que vendrén a satu
rar el ramo %= la construccidn, viene 2 formar un clima de pupgna entre
autoridades y estudiantes 2n el cual la peor narte la llevan las prime-
ras, llegando a acceder asi a la casi totalidad de las solicitudes pre-
sentadas., Un fendmeno muy sisnificativo y dafiino ha tenido lupar, 1lo
que nodriamos llamar ol nrograma, el conjunto de conocimientos requeri-
dos para aprobar la materia ha sido alterado; y no alterados vara bien,
pues aunque, aparentemente se hizc un bien al estudiante facilitandole
el camino hacia la anrobacidn de su curso, se le hizo un mal al permi--
tirsele tal aprobacidn sin el caulal de conocimientos necesarios y que
mds tarde le harin falta al cursar moterias de caricter nuramente pro-

fesional,
c) ALTO PORCENTAJE DE BGRESADNS, MINIMD PORCENTAJE DE GRADUADOS,

Bsta alteracifn momsnté@nsamente ha faverecido al estudiantado,
Los curscs no son técnicamente diricidos wor las autoridades constitui=
das v se desarrollan a la deriva, cubriends el norcentaje minimo de ho-
ras clase que l2galmente son exigidos sin nreocunarse en nada del conte
nido 4o los cursos irmartidos, Asi se lleca al final J: la carrera ob-

servindose un infiro nlivero de reprobalos en los iltimos zfins, hecho es
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te que hace pensar en que la capacidad intelectual, cisntifica y nrofe-
sional del estudiante de filtimos afios estd acords con su condicidn de

eerasado o de futuro egresado. Fn esta forma los cursos fue se despi--
den de la Facultad de Ingenieria y Arquitectura son relativamente nurme-
rosos en cada Escuela, Poco tiempmo, nmasa sinsmbargo, para darse cuen-

ta del Ja%io académico en nue se incurrid; los egresados, se retiraron

o
O

la Universidad y pvasa un tierpo mis o menos larso nara que piensen
en someterse a sus exadmenes de grado; con raras excenciones casi nadie
niensa en graduarse hasta varios afios despuds de haber esresado, 3sto
como s natural va aumentando =l niwero de estudiantes con sus planes
de estudio terminades pern sin que nusdan darle al pais nuevos derrote
rros dz progreso ¢ incrementen los ya existentes, czusa aparente de

ello es el que las metas o propdsitos que s2 nrononsan  lograr muchos
universitarios no llegue hasta la obtencidn de un titulo acadérico,

El oran norcentaje de egresados =mnarentemente nos da la idea de que las
inversiones de cultura han sido anrovechadas, lastima crande que sdlo
haya sido en beneficio de unos pocos; la nacidn que s la llamada a re-
cocer los frutos de sus inversiones woco o nada ondrid recuperar, si no
se aumenta ese minimo norcentaje de graduados registrado hasta hoy. S8
lo en eosta forma, la 'miversidad estar? cummliendo a cahslidad su fin--
cidn y 21 nais enterc nodrd sozar de los heneficins de los 2lclontos de
la cultura, Para sllo, sinerbarcc, se nrecisa de la comrensidn y cola
boracitn J2 todos los sectores que entran en jueeo, asi como el sacrifi
in y Jdedicacidn de estulimntes y profesares en isualar las motas de

los paises mis avanzados que 2l nucstro,
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Ta YA ( TS VANEDRM o T A D RI7A MATEMATTICA
CONCEPTDS "DERNOS DE LA ENSEFANZA MATEMATIC!

ST iy L B S L i 8

(IVERSINAD MACIONAL,

dz objetos; cada uno de estos obictos, que nueden ser, simbolos, nerso-

meros imares nor ejemlo forman un conjunto que definiremos como
21 conjunto de los nlmeros immares'. AnZlopamente podemos definir el
cenjunto de todos los nlimeros narss'; sl conjunto de todos los nlmeros
nrimos''y etc, etc., Desiconaremos 1os conjuntos con  las latras mayQscu-

1as del alfabeto A, B, C,.... Asi polemos decir, nor ejemplo, que A es

el conjunto de todos los nlmeros irmares; que B es el conjunto de nime-

S e ] -
ros pares, e¢tc.; ello se escribiri asi:

Desi-mnaremos los slementos e un conjunto con las letras minGscu--

las del alfabeto a, b, c... Asi podemos llamar a los elementos del con-
juntc Jde los nlmeros imares: a1y 295 Azeees..?y donde o, serd 21 »nri--

mer immar; a, el sequndo, y asi sucecsivamente, Cuande nos vayames a re

ferir 2 un conjunto exnresands sus elementds, estos se encerrarin en

una llave asi:

{9\-1’ ?-2’ 33...-...-11.‘}

Siempre que encontremos el signo {} estaremos frente a un conjunto
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-

cuyos elementos son los sirbolos aue estdn dentrn. En el caso de los -

nlmeros irmares escribirermos:
A = :
2y {al’ 3-2. :LSInalbllAl.an}

Veamos alpunos ejemlos mas:

>
n

{0 3, 5, Fosansasmyk  lmperes

oo}
I

—{2’ 4’ 6, S‘choocncn} pal"eS

(]
]

{3’ 5’ 7‘1.00.0!.&0-} pri"".’f;s

HNo siempre se mencionard cada wmo de los clementos de um conjunto,
para definirlo cn su totalidad, bastari mencionar wuna o varias nropieda
des commes a los clementos del misme y 1o habremos definido, Por ejem
nlo podemos referirnos al conjunto cuyos elementos son irpares como 2l
conjunto de elementos a,, tales que a, s un impar., FEsto en simholos -

matemdticos se escribe asi:
A = {a,/a, es impar}

cl simboln / se lee *'tal que'; en esta forma la referencia es mas com--
rleta y no hemos escrito ningin: elemento del conjunto en particular,

Otros ejemnlos:

(=)
]

{ bn/ bq es nar)

{ cn/cn ¢s nimero primo}

&)
1

Con base a definiciones como las anteriores se pueden formar diver
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sos tipos de conjuntos. Veamos, sea formar el conjunto:

D = {x/x es par entre cero y diez}. Interpretamos esto como que D es

el conjunto de elementos x tales que x es un nimero par cualquiera com-
prendido entre cero y diez; nitese que dice entre cero y diez, ello in-
dica que ambos quedan excluidos; lueoc D se definird: como D = {2,4,6,8}

un conjunto de cuatro elementos.

En otros casos no seri tan facil encontrar directamente el valor
de cada unc de los elementos de un conjunto; habra, para ello, que ha--

cer algunas operaciones matemiticas previas como en el caso:
E = {x/x% - 5x + 6 =0}

Se observa que habri determinados valores de x que satisfacen esa
ecuacién, otros no lo haridn, de forma que el conjunto en mencidn es el
compuesto nor los elementos 2, y 3 ya que sdlo ellos satisfacen la re--

lacion dada.
Asi pues:
E = {x/x2 - 5x+ 6 =0} = {2, 3}

Entre todos los conjuntos posibles hay uno de caracteristicas esne
ciales; el denominado "CONJUNTO VACIO', su caracteristica esencial es
que carece de elementos y se representa por la letra ¢ (si); hay que ha
cer distincidn entre el conjunto vacio y el conjunto cuyo tmico elemen-

to es cero, Sean:



glemento ¢s cero

1
1}
-~
L
—
i
Q
2
=4
[
-
'_J
cT
Q
Q
2
O
o\
8
H-
(@]
(0]

Un conjunto puede ser igual a otro conjumto, y cuando tal cosa =---
ocurre ello significa que los slementos de uno de ellos son iguales a

s elementos del otro. Asi, si Ay T son conjuntos y son ifuales, en-

toncas escribiremos:

c1llo immlica que cads o y todos los elementos de * son iguales a cada
o vy todos los elementos de 7; si hay uno solo de ellos Jistinto en---

tonces A # B,. Esto sc resume en el dJdonominado:

AXIOMA DE EXTENSION: Dos comjuntos son iguales si y sdlo si tie--

nen los mismos elementos.,

Dz lo anterior se desnrende que (os conjuntos pusden tener une o
varios clementos iguales, Si todos son iguales, ambos conjuntos serin
iguales; si solamente algunos, los conjuntos son desisuzles y habra que

“istinguir cuales elementos pertenecen a arbos y cuales no. Sunonegamos

que:

]

{a, b, c, d} ¥ (1lg ¥

B={a,b,c, d,e £ g (2

Se ve que lons elementos a, b, ¢, ., nertenecen a arbos conjuntos y
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los elementos e, £, ¢, sdlo pertenecen al conjunto B, Para indicar

] y L
cudndo un clemento nertenece a un conjunto © no, vsaramos el sipgno e
cue se lce "mertenece a'' y s2 escribe entre 21 elemerfoposeilo y el po-

seedor., Por ejemmlo:

a € A simifica que el eiemento 2, pertence a el conjunto A, Si
tn elemento no pertenece a 'm conjunto ello 1o indicarsmos con el siono
" € " aque se lee " neo mertenece a ', 4si, vemos que e, £, 7 no merteng
cen al coniumtc A, Ahora nodemos escribir:

a€A; bE8A; cCEA; dEA; of Ay £ A g# A:

Se ha visto entonces aue entre dos conjuntos hay elementos que »er
tenecen tanto a unc como a otro; esos elementos pueden formar a su vez

T NUevo conjunto que serd "el conjunto formado por los elementos comu-

nes a los conjuntos dados". Esto sz renresenta simbdlicamente asi:

az

Si A es un conjunto y B, otro conjunto entonces AN? = conjunto de
elementos comumes 1 A y B el siono M exoresa intercencidn y la expre--
sidn toda se lec "El conjunto A intercentado con el conjunto B, Asi,

de las expresiones (1) y (2), tenemos:
ACB = {a, b, ¢, d}

En la misma forma hay un conjunto nue contiene tanto a los elamen-
tos de uno como de otro conjunto, y el simbols de wnidn " U " nos ayu-

da a determinarlo asi:
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o}
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AUB = conjunto de elementcs que estén en A y que estén en B,

1) y (2.

AUB = {a, b, ¢, 4, e, £, g,}; nbtese que lz umidn tiene lcs ele--
mentos de uno y de otro conjunto, perc no repite los clementos aunque
alguno de €llos esté en anbos; es decir, el conjunte unidn sdlo expresa
ia condicidén de que un elemento 2sti en uno o en otro conjunto, O en am

bos a la vez, pero no los suma,

Si dos conjuntos son iouales, digamos C = E e¢llo implica que el
conjunto intersencidn COE= C = E ya que todos los elementos de C es

tdn en C y estdn en E a 12 vez, Lo mismo ocurre con CUE,

Otros simbolos importantes serdn " ¥x '' que se lec 'mara todo x';
"<« '" que se lee " siy sBlo si”; " > ' que se lee " implica ".
Ahora nuestro simbolismo ya nos permite leer algunas expresiones

sobre conjuntos.

A = {x/x€A} se refiere al conjunto A como el conjunto de elementos

X tales que cada elemento x nertenece a A.

{¥x/x€A} < {A = ¢} se refierc a un conjunto de elementos x tales
que ningln x pertencce al conjunto A, ello serd cierto si y sdlo si A

2s un conjunto vacio.

Otro conjunto notable es el llamado conjunto umiversal y se refie-



e

re al conjunto que reume a todos los elementos rlz wna misma especie

Por ejemnlo, hablando de libros, ¢l conjunto uniwve

@
H
]
v
F
I—I
o
(@]
b—
=
H-
H
a3
[}
t
)
[
[®)
n

los libros que puedan existir ya sea <2 Diolcgia, MatemAticas, Medi

,n

¢tc.; al hablar de lapices, dicho conjunto se referird al total de ohje

tos aue pueden desempefiar la funcifn de un 13niz; al hablar lz nGmevos,
el conjinto universal se referira tanto ~ nimerus anterns, fracciona---

rios, positivos, negativos, reales, compleios, etc. stc
El conjunto universal sc representa nor U

Todo conjunto nusde ser considerado como cormuasto mor otros con--
juntos menores o iguales al conjuntc mismo que reciben el nombre de
"subconjuntos'', Asi el conjunto umiversal de libros sstd compuesto o de
todos los clementos libros, o do todos los subconjuntos: Libros de Me-
icina, libros de leyes, libros de Psicologia, ¢tc. Los subconjuntos
rueden 1 su vez considerarse como comuastos nor otros subconjuntas me-
nores, por ejemlo, el subconjunto de "Libros de Matomiticas' tendrd co
o subconjuntos menores a: 'Libros de AritmBtica', "Libros de ‘lgebra

"Libros de Trigonometria”, etc, etc,

Los concentos expuestos sobre unifnc intercerpcisn pueden ser ox--
nuestos grificamente nor medio e los liamados "DIAGRAMAS DE VEMN", Se

oim Venn, un conjunto nusle ser renresentado grificamente wnor dvalos,

cuadrados, o rectangulos o cualquier otra figura,.
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La intercepcidén de dos conjuntos se representa entonces:

a) Si los conjuntos tienen elementos comunes

La intercepcidn 2s real, =l conjunto Af)B cxiste

%)  5i los conjumtos no tizncn elementos comunes

O ) & j)

la intercepcién es irreal, el conjuntc AfIR es un conjunto vacio y

los conjuntos A y B se dice son disjuntos,

La unién se representari

a) Si tienen elementos commes

AUR existe
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ALIT s¥iste

S1i wm conjunto @s subconjunto Je otro coniunto se dice que el nri-
mero estid incluido =2n &l secundo y nara renresentarlo matemfticamsnte

s2 usa el simbolo "C ' que s2 lec "es subconjunto de' o bien 'esti in-

Se ve que Aes subconjunto de P y nodermos escribir ACR,  Por me--

e Efe Y P Foe =
medin de dizgromas de Veen renrescntariamos

Todos los elementos de A esti: en ™

nero " 25 de mayor axtensidn que A,

Otros simbolos immortantes son oo v "NV aue son equivalentes
a las conjunciones 'y'" y ''o'' resnectivamente. Si por ejemmlo quisiera
w0s roferitnos a un clemonto del suconjunto A de los mencionados an=--

ey PO © 9 - L o+ A Ae 5 et e v ; =
tes, notamos que este clementa 2st? en A; »ero al mismo tiempe esti en

B nor ser A subconjunto de ©j; simbdlicamente escribirencs

{X/ X TAAXE}
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YATRICES. Se define uma matriz coms un arreclo en filas y colure-
nas de un conjuntc de objetos. Si el arreclo tiene "' filas y "a'"' co-
lumas s2 dice nue es unz matriz de tino o x q'". Si wno cualquiera de
estos valores p V q es mayor o mencr, lo matriz se dice ser '"Rectanpu--

lax'"; si » = q, entonces la matriz se denomina '""Cuadrada’.

Cada objeto, o cada clemento de una matriz se representa por un
simbolo tmico, y comin nara tcdos, acompaiacdo de dos subindices que re--
presentan la fila y la columa donde estd ubicado. Sunongamos que parc
tma matriz cualquiera, sus elementos se representarfn nor 21 simbolo co
min "2 "' acompafiado de los subindices i " y ' j "; entonces cada ele
mento tendrd la forma ' 24 ". En esta forma " a " puede representar
cualquier objeto o valor, incluso cero y estar ubicado en cualquiser fi-
la desde la primera hasta la p-&sima segln que " i " tome valores desde
1 hasta p; y- estar ubicado en cualquier columa desde 1la primera hasta

la g-&sima, seglin que j tome valores desde 1 hasta q.

Veamos una matriz desarrollada de tino 3x3. Aqui, p=3, n=q, lusgo
es una matriz cuadrada de tres filas y tres columas; si la denominamos

A, su forma seri:

a1 a2 213
A = (az) a2 323

231 a3z 233l



Otros ejemwlos son:

o En
B

b2

b3

b2

ba2

b1z

BEY)

matriz de tino 2x2

b13 . -
matriz de tino 2x3
b3

fatriz de tino 3x2

2

(cuadrada)

(rectansular)

(rectangular)

Obsérvese que los elementos de una matriz se encierran entre cor-

chetes, ello es para diferenciarla de su determinante que tiene exacta

mente la misma forma y representacidn, vero cuyo valor (el valor del de

terminante) es una caracteristica de la matriz ya que nos determina el

valor de la matriz y se¢ encierra en simmiczs barras,

Por via de ilustracidn veamos almmos ejemplos numdricos. Suronca

mos las matrices,

Vemos que A es

1
a

2 tipo 2x2; B es d2 tino 3x3; C es de tino 2x3.

Ademis ellas son equivalentes a:



a1y 8y 1
A =
a1 A B = |b
O3
en donde: a,, = 3; a,, = ~2; a,, =
byy = =1; byg =4; bz = 3
ba1r = 25 bzz = 0; ba3 =-1
bay = ~2; bya = 3; b3y ==3

OPERACIONES CON MATRICES,

I - SUMA'Y RESTA,

1 by
1 22
1

2 b3 €11 C12 ©13
C:

2 D23 Cr1 Cop  C33

» DPag

22 = 1

€11 = =6; Cy2 = 3; €13 = ~2

C21 = -1; €22 = 25 Cc23 = 4

La suma o diferencia de matrices estad definida

pOr una nueva matriz cuyos elementos son, la suma o diferencia de los

respectivos elementos de las matrices dadas; para que ello sea vposible,

ambas deben tener el mismo nimero de filas y de columas, es decir de--

ben ser del mismo tipo.

A

1]

La suma sera:

1
ay; *on

ay, + by

Con valores numéricos.

3,5 *+ by,

Sean

Supongamos que

b11 b12

oy

h21 b22

La resta sera:

ay; = 51y ay; = by

a; = by 8y, = by,



1 -3 6 5 7 71

= : B = A+B = ] 4 A-R =
2 3 |8 =2 5 1) =] 5
Las operaciones son definidas »orqus /A tiene dos filas y dos co---

lumas y B también; si ello no ocurriera la suma y restz no serian posi

hles,
II - MULTIPLICACIOMN.

lo. Producto de wna matriz »or un escalar, Este pnroducto, da lu-
gar a una nueva matriz cuyos elementos resultan rultiplicados nor el es
calar. Sea la matriz,
211 312 213

A = que se va a multinlicar por =1
a1 227 ap3| escalar k.

el nroducto seré:

] ka,; ka;, kapj
kA =
oy kagg

Iista definicidn nos nermite ver que si todos los «lementos de una
matriz tienen un factor comln, cada clementd pueds ser dividido entre
ese factor y sacar oste como factor de la matriz. Numéricamente, sea

multiplicar A por 4 cuando:
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=2 1 5 -3 4 7”]
el nroducto serd 4xA = 4A = 4 = -
0 3 -1 0 12 -¢J

20, Producto de una matriz por otra matriz., Se Jdefine al nroduc-
to de dos matrices como una nueva motriz cuyos elementos estin formados
por la suma de 1os productos de cada clemento de una fila de 1la »orimera
matriz por cada elemento de ma columa =z la sequnda matriz; esto im--
plica que vara estar definido el »roducto de dos metrices es condicidn
nacesaria el que, el nGmero de columas Jde 12 primera,; sea icual al ni-
mero de filas de la seounda ya que 2l no cumlirss ¢sta condicidn, ha--
bria productos no definidos por ne tener su factor correspondientz en

una u otra matriz.

Segiin la definicifn anterior, si:

aiy 2 1e11 bz ari-i11taizbai  arihiztaighiag
A= y R= p3 =

221 aza! 1521 ba2 az1511+322621 221D12+820020

Muméricamente, susoncamcs que:

4 =5 L =1 (B {D+(=5)(3) N (-1)+(-5)(-2)
A= i R = AR =

0 2 S =2 MM+ MCD+(2)(-2)

Reduciendo la matriz el =rocducto queda:

4-15  =4+10 [-ll 6
0+ 6  0-4 le -3
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Ohsdrvesa que el nrimer elements do la nrimera fila Jde la motriz
nroducto esti forrado por la suma de: Primer clemento de la primera £i
1a 4e A por el »rimer elemento <z la primera columa de B, mis el seoum
Ao elemento ds la primera fila de " por el semundo clemento de la nrims

r2 columa Jde B, mis =1 tercer elemento de la »rimera £ila Je A nor 2l

o

tercer clemento de la nrimera columa de 2, asi sucssivamente., FEn la
misma forma se ohtiens el elemento de 1a la, Fila y sepunda columa de
12 matriz nroducto; v»ara cllo intervienen los elementos de 1la la, fila
de Ay los de la 2a, columsz d2 P, "n estza forma, =1 nlwmero de 1z fila
y el nimers d2 la columa ~ue se multinlican, define ¢l clemento de »o-
sicidn en la matriz producte, 51 nroczsd vale para matrices de cual---

quier tipo.

De lo expuesto hasta hoy es ficil ver que:

b

La suma es conmutativa y asociativa A + 2 =3 + [
La multinlicacidn no es una onsracidn conmutativa \B # 3A

Hablmdo de matrices; en términos senarales, el orden de los facto
res, si altera el nroductn, Sin cwbares ha>rd casos particulares en
que nor mera casualidad el producto tomado en cualquier sentido J2 el
mismo resultado, en tal caso se Jdice que las natrices factores conmutan,

si no, se Jice aue son anticonmutativas.

Antes de pasar a definir 12 lvisidn ' matrices convisne hahlar



un Doco acercs e almmos concetos, nor aherz nuevos parz el estudimn-

- e A

£z do T macacidn Tadia,

s S . ~ i e % T 1 ~ i Aoy 3 ol T
Matriz Transnuesta, 51 a wnz matriz dada, 1o carhiamos sus filss

=wor sus colirmas obtenenas otra matriz dJistinta Jde la anterier, DUsér-
3 L. - . = ¥ o~ e

vese bicn, lo quo era orimera fila, pasa 2 ser nrimera columa; 1o que

ara sepunaa fila, Dasa a scr sesunda columa; la tercera fila se hace

tercera columa y asi

97]

UCasivarymte ¥ ViCaVersa,
Esta nueva matriz asi encontyazla so denomina matriz transhuestat,

Matriz cero. Se define como matriz cero, 2 toda matriz cuyus ele-

mntos saan cero,  Se raosrssanta wor U007,

Matriz Diapgonal., Fn toda watriz hy clementos que reumen la condi
cidn do nue 2l slerento a.. »std on fal nosicidn wwe ambos subindices

son ieuzlos; tal acurre con 21 alemento 811 aqui i =1v j =1
sjomlo es 2, snquzi=2yJ=72; 1o mismo ocurrs con 1os azz; aqg;
e, ote,  Gi observamos cuidadosarants, voremos que los elemontos on

- o g . e S is = SRl ~
mencifn estin colocadss en wma matriz on forma Jiasonal j2t :'_Jl*‘.')& “ean

1a-l o
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Es ficil ver que no sOlo 12s elzmantos snumeracos estin colocados
diagonalmente, lo estén tambidn apy, con ops5; asi mismo ajs, 224 Y 235
y otros segln el orden y sentids en que se tomen; pero entrs todos sdls
. 4 . ] . . . "
hay una diaconal que satisface el nuz 1 = j, esa se denomina Ziagonal
orincinal., Entonces, cuands todos los clementos de wna matriz son cero,

sxcopte los elementos Je la diasonal »nrincinal decimos ~ue €52 25 una

"matriz Jdiasonal't .

Matriz Unidad, Cuando uma matriz dineomal tiene ademds los ele=-=--
mentos de su diagonal nrincinal icuales 2 uns, recibe el nombre de "ma-

triz unidad”, o "matriz idéntica". Ejemlo:

A= |0 1 0 matriz diagonal de tipo 3x3

0 -”2 -

E= |0 1 0 mtriz unidad de tivo 3x3

Es ficil ver nor desarrollo de determinantes que el valor de la ma

triz idéntica es uno, de alli su otro nowhre, matriz vnidad,
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VECTOPES., FEn nuestr: estutlic matemitico nos encontramos a cada mg
mento con ciertas maenitucles, las cuales para determinarlas hasta indi
car un nlmero real cualquiera Aus indinue su medida, EBjemmlos ce ellos
son: @l voluren de un cusrno, el trabajo, la notencia,; 2l lareo de una
mesa, etc, Tales marnitudes se conocen con 21 nombre de escalares,
Otras maenitudes en carbio nc nuelen ser detsrminadas por ese sdlo he--
c:o; hay ademi3s que dar otros concentos como la direccidn y 21 sentido
=n Tue se oroducen; ejermlos de ellas son la velocidad, la aceleracidn,
la cantidad de movimiento, la intensidad de un camwo mammético, etc,

tc. Para la velocidad nor ejemslo no Lastard decir nuc cs de x kild--
metros nor horz, f£altard indicar en qus dirsccidn s= desnlaza 2l mdvil
y en qué sentido se diriss, Tales mamitudes se denominan: VECTORIA--

LES

La direccifn de un vector estd definida ypor una recta, y ella es,
"la recta que contiene el vector', asi considerada, verws nue todas las
ractas < son paralelas tienen 1n misma direccidn y rectas no narale--

las indican direcciones distintas,

A una dircecidn definida corresponden dos sentidos distintos que

se asionan a las dos orientaciones nosivles de la recta.

De lo anterior, podemos definir una maonitul vectorial, dando 1z
intensidad Jdel fendmeno (que es ima magnitud escalar), la direcciZn en

quc se nroduce y el sentido,



de recta, Dos munics cualesquiera -l una recta definen

Seemento
iS¢ mento, ase sesmento queda daterrinado por sus muntos aXtrerns

tal

el seomento AR de 1la ficura, Si los nwitos sobye 1z racta los tomamos

2n un sentido determinado antonces s¢ dice nue el sepmento de recta os-
ta orientado, Si los numtos A v 3 1ns tomamos do A hacia P 21 sagmento

AR serd orientarlo de A hacia i si los =umtns se toman de D hacia A

el secmento serd orientado de © hacia A,

VECTOR. Recibe el nombre de vector, todo segrments orientads y 1os
mmtos nque lo determinan se llaman: origen =1 primers y extremo <l se--

cmdo,

Toda maenitud vectorial nuede ser reresentada nor un vector cuy:
longitud sea nroporcicnal a la intensidad, recibiendo el norbrs de mddu
lo, dicha longitud, El mbdulo de um vector es siempre un nlmero wmesiti
vo que renresenta en valor alssoluto =1 valor del vector., Si el mdduly

de wm vector es cero, el scoments que lo Jdefine se reduce s

o)
=

3
=
t
C

-

y1 aue el extrer se confunde con el origen v aln cuando no so nuede h

tlar estrictamente de un vector, —or neo estar <l2finida la divsccifn ni
2l sentido, se convisne on denominarls ' vector cero U cuyas caracteris
ticas son: rmddule cevo, direccidn indefinida, o s:. que »ule tener

cualquiera, entre infinitas direcciones, y sentido indefinido,
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Para reoresentar un vector sc usan letras minQsculas o mayfisculas
con una flecha encima, Por ejemmlo: 3, 3, ﬁ, A se refisran a los
vectores a, b, M, O, Otras veces se renresentz indicando por una letra
su origen y nor otro su extramo, asi OP se¢ refiere al vector cuyo ori--
gen es el punto O y cuyo extremo ¢s el nunto P, Para efectos de tésis

usaré este ltimo sistema, Al esquematizarlo se dibuja wma flecha en

¢l extrero nara indicar el sentido,

Yectcres libres son aquellos que se nueden desnlazar maralelaments
a su direccidn o sobre su recta de accidn, sin alterar su valor; nor
ejemrlo, el vector A3 ~ue puede tomar las posicionss indicadas en la fi
oura, sin sufrir cambio en su valor, 21 efocto que nroducen es el mismo

en cualquier posicidn, 4

Vectores deslizantss son acusllos que sblo se pueden desplazar so-
bre su recta de accidn sin alterar su valor, ni el efecto que nroducen;
ya que alm cuando puedan desplazarse naralelamente a si mis:ws sin alte
rar su valor, cambia el efecto que nroducen. En la regla apcyada sn .

su centro y libre en sus extremos revresentada en 1la fisura sicuiente,
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el vector MP anlicado en el centro nc cambia si lo desplazamos hacia ==
uno cualquiera de los extremos tal como 1o indican las posiciones en 1i
neas de puntos; nero es claro que el efecto que nroduce sobre la regla

de ninglin movimiento en la nrimera posicidn se transforma en un giro de
la regla so>re su punto de apoyo cuyo sentido (el de el giro) depende

de la posicidén del vecter.

Vectores fijos. Son aquellos nque no alteran su valor, ni el efec-
to que producen {micamente cuéndo conservan su direccidn, su sentido y

su orieen,

Decimos que dos vectores son iguales cuando tienen la misma direc-
cidn, el mismo sentido e igual mddulo. Los vectores representados gra-

ficamente son iguales si el wmédulo de AB es igual al de MP, ello se in-

n

dica asi:

AB =P
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Si Jos vectores son varalelss mer» de mbdulo distinto, uno deo ---
zllos nuade ser considerado como equivalenis al otro, multinlicads »or
una cantidal ¢scalar n que puede dar lucar al

5 ~

()

A C
Y e

5
.
)
()
—
i
O
(wf
o]
fl
i3
\
[P
| ——

=
v
[

21 referirnos a un vector ind

—_—ca

icarcros la direccidn per sl angulo
que hara la recta que 1o contisne con la horizontal o con la vertical,
asi: Sea dibujar wn vector de mbdule | que hace un Znoulo de 30° con
la horizontal y dirigido hacia arriha y a la derecha.

horizontal
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Usaros 1 cm, para remrasentar cada umidad del mddvlo v desde un ==

—unto cuzlquiera de lz horizontal dibujarms wnn linsa de 4 em,  de lar-

~0 Miciendo un fnoule 4 30° tal covs indica la fisura,

Bl mismo problemn lo ~lantearemos ahora asi: Son dibujar vm vec--
tor de Hdulo 4 que hace un fnoulo de 60° con la vertical y 'iricide ha

cia arriba y hacia la derecha.,

0

Es facil ver gue s: trata del miswo vector, v que narticnlo 12 la

wd e

horizontal se pusde dibujar mis a la derecha o mis a la izquwieria y
aqus pertiendo de 17 vertical se wuede dibujar mis arriba o mis abajo,
Con ¢l objeto de simplificar nuestras onsraciones usaremss juntas la

vertical y la horizontal y a nartir del punte donde se cortan (Punte de

interseccifn) dihujaremos todo vector a estwliar, Las lincas Jo refe--

)
—

rencia nos quedan entonces asi:

vertical

horizontal
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VatemAticamente, sin embareo no los desisnaremos como queda dicho,
A 1a horizontal se le llamari: cjs horizontal, eje de los enuis o eje
de las voriables indemsndientes; a lo vertical se le llamard; oje verti

cal, eje de las yes o eje Je las variablos dependientes; al punto de in

terseccifn se le denominarf: oriven y se indicarid con lz letra o,

Al conjunto de los tres elementos se le conoce como: Sistema de
ajes Cartesiano en honor del célebre fildsofo y matomatico René Descar-
tes nque fue ~nuien lo usd mor »rimera vez., En un sistema de ejes tal,

el vector de mddulo 4 Jefinido anteriormente se representari asi:

Todo vector entonces, tiene una proyaccidn sobre ¢l eje horizon---

tzl y una proyeccidn sobre el eje vertical.

Sea el vector OP, que hace vn dnguls A con la horizontal y menor

de 90°,

Toda proyeccién horizontal a nartir el origen hacia la derecha,
serdl nositiva y a partir del orisen hacia la izquierda serd negativa;

reciprocamente, todo nfimero nositivo que represente nroyeccifn horizon-



tal de un vector se cibujard a la derecha del origen y hacia la izguier

1 si ¢s ne gat ivo,

pr

V. =Proyeccifm vertica

D.h, =Prsyscecifn horizontal

o

P.h [
1
Andlogaments, toda nroyeccifn vertical del aje horizontal hacia
arriba es nositiva y del e¢je horizontal hacia bajo es neaativa; reci---
wrocamente todo nlmero que represente »nroyeccidn vertical de un vector
se mostrard srificamente hacia arriba si es mositivo v hacia hajo si

25 necativo,
OPERACIONES COM YVECTORES.

SUMA. Para sumar ¢9s O mis vectores se colocan uno 2 continuacidn
de otro y el resultado es otro vector, llamado vector resultante o vec-
tor suma y que queda definiiio en direccidn y sentido, wmiendo el origen
21 primer vector con el extremo Jzl Gltimo; la megnitud del sepmento
orientado asi obtenido es el mddulo de vector resultante., Ilustremos

asto:

Un autom@vil viaja a nartir de un punto fijc 3 Xn. hacia el norte,

lveoo cruza y camina 5 Km. al este, determinar orificarents la mosicidn



= 26 =

del automdvil.

- 3
y M

S J<-_

Vector de nsician

nara resolverlo tomamos segmentos de recta orientados sesln los senti--
dos dados mor el problema y proporcionales a las distancias mencionacas,
Usamos 1N mm, equivalentes a 1 Km,; entonces vartiendo del origen del
sistema de ejes nos desnlazamos 30 mm = 3 Xm hacia arriba y localizaros
¢l punto A, que es donde cruza el automdvil para tomar la direccidn es-
te, a nartir de aqui nos desplazamos 59 mm = 5 Km al E y 1llzpamos al

~mmnto B que es la posicidn final del automdvil,

Definida en esta forma la suma, nodemds considsrar a todo vector
como la suma de sus respectivas proyecciones y a su mddulo (por el teo-
remz de Pitdooras) como la raiz cuadrada de lz suma de los cuadrados de

los mbdulos de las nproyecciones.
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De la fioura:
Yector OP = Vector OM + Vector P
OP = Suma dc Sus NIOYsCCiones.

Es usual, en tratados mds avanzados de vectores Jdenominar genéri--
camente nor ''ay" (a-subunc) el valor escalar de la proyeccidn horizon=--
£al y por "ay'" (a-subdos) el valor escalar de la proyeccidn vertical
(cuando hay varios vectores en estudic se usan varias letras nara cdife-
rznciarlos); nero como 1a »royeccidn de un vector en cualquier direc---
cidn es wna magnitud vectorial, es preciso acompafar a dichos escalares
de otras cantidades denominadas ''versores' que no son otra cosa que vec
tores de magnitud unitaria; vy que se renresentan por '"i'" cuando se re--
fiere a un vector unidad en direccién horizontzl y vor "j' cuando se re
ficre a un vector umidad sn la direccidn vertical, Considerado en esta
forma el vector representado en 12 fisura anterior tendrd como nroyec=--

ciones:
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y 21 vector suma serida OP

1l
(55
2
+
)
3]
4

i o ~ a o amvm e el e bs
“1 los vactores summndls no 3stfn definidos ~or su wiulo, direc--
1

cifn y sentido, sinc ~ue fmicamsnte estin dadas lzs wroyecciomes de co-

dn wno, se deruestra quc lo sumz lgsbrZica de las proyecciones horizon

-1

a
A

ta el vector suma; v la suma al

(e

les es igual a la proyeccidn horizontal
~eghrAica e las proveccincnes vsrticzles es igual a la »Hroysccidn verti-

cal del voctor suma,

DEMOSTRACTON

Sean lus vectoras AB y 2C cuya sumr @s AC en donda

ey

=

L]

e
I

= proyeccidn horizontal de AB

:
=
t

nroyeccidn horizontal de RC

@)

.

-
]

nroyeccidn horizontal 2 AC



Dado Aque el todo 2s igual 2 12 sums Jde las nartes

o b = AD A : ~ -
AMa=2"0h + B0 < S84 que

2

12 mroyeccifn horizontal del vector suma s igual 2 12 suma algebriiica
de las rroyccciones horizontales J¢ los vectires commonentas ) sumane---

NS,

5

Con icual razonamiento se Jemuwstra nara las nroyocclones vertico-

12s y con cualquier nimero . vectoras sumandos,

RESTA.  Simplificadiwnte la resta de dos vectorss equivale a su--

mar a2l vaector minuends, 21 negstivo izl vector sus

Si en lucsr de sumar 2T sunmamos =RC obtensmos
ANt — R+ (_pc) = 7_\“ - —SC

T
i D

L vector resta se obtiene entouncss uniends el oricen del minuendo con

-
LS
[

31 extrem> del nesativo del sustraendo,



Si los vectores astin dados mor sus mroyecciones, por Un DYOCESO
andloso al de la sw se demusstra quo 1o wroysccidn horizon:cal del vec
tor resta es igual a la diferencia de las proyecciones horizentales de
los vectores dados y la proyecciZn vartical del vector resta es isual

a la Jdifzrencia de las proyeccicioes verticiles de los vectorss dadus,

D21 concepto de resta de vectores se ve fAcilmente que si dos vec-
torss tienen el mismn orirsen, el secments que une sus extremos as igual
a la diferencia de los vectores dados en los que el nunto donde s¢ jun-
tan dos extremos determina el extremo del vector minuends quedando el
ntr> como sustraendo. Asi en la ficura anterior AC' y AB son dos vecto
res con ¢l mismo origen, en el punto C' se unen dos extremos 2 vecto--
res, luapn AC' es el vector minuendo y obligadamente AL seri 2l vactor
sustrazndo y

BC' = AC' - AD

Si el seomento RC' estuviecra rientado de £' 3 3 seria en el munto
7 donde se juntarian dos extremos de vectores y la rusta seria:
C'2 = A3 - AC?
MULTIPLICACION. ©n la multiplicacidn de vectores tencmos que Jdis-
tinguir:

a) El »roducto de un escalar por un vector.

Sea m un escalar y 2P un vector, m rultiplicacdo »or OP da m(OP) y

BIBLIOTECA CENTRAL

UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR




s un vector: igual a 0P si m

]
=

mayor que OP si m > 1

renor que OP si m< ]
La multinlicacifn J2 un vector nor un escalar es conrutativa
m (NP) = (O°).m

b) El producto J2 un vector por otro vector., Este producto tiene
dos formas:
lo. El llamado "nroducto escalar'' y

20, El llamado "producto vectorial',

lo. El producto escalar Jdc dos vactores se define como el nroduc-
to Jz los mBdulos de los vectores dados por el coseno del dngulo com---
nrendido entre éllos. 5e renresenta por la indicacidn d= los vectores
dados separados por un punto que indica multiplicacidén =scalar, Si
A2 y CD son -os vectores y representamos nor |AR| y |CD| sus mbdulos,
entonces:

(AB). (CT) = |AB||CD| cos w
Siendo w el angulo entre AB y CD

Esta expresidon se lee: '"El oroducto escalar del vector AB por el -
vector CD es igual a el mbdulo de AR nor el mbdulc de CD por el coseno
del &ngulo comprendido entre los vectores dados', Una ilustracién numé

rica:



(OP). (0A) = 4x3>e’_§ =€

¥l

i los vectores =stin decos mor medio de sus wroyacciongs, la mul-
tiplicacifn se hacc mismbro a mier>ro; »nevo antos de verificar csto,

veamos ¢l nroducto sscalar de los verscres iy i,
i.i = |illi] cos w

nerc la magnitvd de 1 es 1 (wio) y el angulo w entre i y 21 mismo es

5° (cavo grados), tenamos que
i.i = Ixixcos 9°= Ixlxl =1

Razonanco - igual forma s¢ deiruestra gu.

feg



Calculo ahora i.j

i3 = {i]]j] cos w
el angulo w entre 1 y j es 90°, luzgo

[N

1x1 cos 90° = 1x1x0 = J

=]

L]

-
il

andlcyarente 0

A
e
[N

1

Pasemos ahora al caso des 2 vectores cualesquiera: Sean

CA = ali + aZj v 03 = bli + on

y el producto escalar

(OA) . (0B)

1}

(a1 + 2,5). (byi + byi)

(0A) . (OR) albli'i + albzi.j + azblj.i + azsz.j

Sustituyende el valor del nroducto de los versores
(08).(0%) = a;b; + asb,

Obsérvese que el nroducto escalar d= dos vectores dados por sus
oroyecciones es igual a la suma del »roducto de las primeras proyeccio-
n:s, mas ¢l producto de las segundas proyecciones y estd definido aim
cuando no se conoce el Znqulo entre 1os vectores pues el hecho de cono-
cer las proyecciones en si, lleva implIicita la inclinacidn del vector

ya que para cualguier vector se cumple nus

a- . » - . -
tg « = 22 Siendo « ¢l Angule de inclinacidn del vector,
21



20. El producto vectorial de Jos voctores., 5e define ¢l produc--
to vectorial de dos vectores como el producte dc sus r3dulos por el se-
no <el angulc comprendido entrs &llos. S¢ representa vor el signo "x"

entre los vectores norinzdos,
Si OA y OB son vactores y w 2l 4noulo entre Sllos,

(DA)x(03) = |7A[|OB|sen w

7 se lse:

A

"el producto vectorial dz los vectores DA y OB es isual al mddulo

de OA »or sl mFulo de 7F »or el seno d:l ansulo catre 8lles”,

El wrocuctc vecterial es tambidn un vactor 2or lo que siendo el
segundo riohro de la ecuacidn anterior una cantida:l escalar debemos
acompafiarla de un varsor para que renresente un vector. A este efecto
usemos W versor cualquieva, llamemosls "u! y la expresidn toma la for-
ma:

(OA)x(08) = |CA||08] sen w.u que es miAs correcto

Si el oroducto vactorial es un vzctor, nos falta definir su direc-

cidn y su sentido.

La direccitn es pernendicilzy -l plano definido por 1los vectores
dados, y pasz por el =unto de intersecciln de ellos. Asi, si los vec--
tores estan en el plano del nansl, la direccidn el nroducto vectorial

-

erd perpendicular a la pigina, pasando por la interseccidn de £1lcs,



El sentido serd hocia el lector o alcjfndosz del lector sesln el

orden 4e los factorss,

A

51 dados los vectorss, tal como indica la fipura, el orden se toma
indicando primero OA y lu2go 08, 21 sentido ser? hacia el lector y pa--

sando por O; si por el contrario sc indica primero OB vy luego OA 21 sen

ido es aleja

Lo}

dose del lector. Se observa que alin cuando la magnitud

y direccidn del vector vroducto es la misma; 1os sentidos son opuestos;

(CAYX(OB) = = (OBR)x{DA)

D sea aque en 2l nroducto vectorial, el orden de los factores, si altera

1

¢l resultado,

)
(]
0
ot
e
5

Veamos qué ocurre cuando los vectors cefinidos por sus pro-

yecciones, Sean

Veamos antes que ocurys con €l productc vectorial dJde los versores

Hi" y ”jﬂ.

21 Angulo entre 1 y el mismo 1 25 0° (cero grados)

el &ngulo entre i y i es 90°



el dnculo entre j y el mismo j es 0°; entonces

ixi = |i||i]| sen w.u = 1x1%x sen 0°x u = 0

ixj = |j|13j]| sen w.u = 1x1% sen 0°x u = 0

ixj = |i]|j] sen w.,u = Ixlxcen 99°x u = 1xlxlxu = u versor
jxi = -ixj = -u versor de ¢zntido contrario,

Calculemos ahora el prclucto <e dos vectores cualasquiera,

(0A)x(OR)

(ayi + 2y3) x (byi + by3)

ajbyixi + asboixj + agbpjxi + azbaixj

Sustituyendo el productn <z los versores por su equivalente

(OA)x(OB) = albzu - azblu = u (albz-azbl)

Si observamos la exprcsidn dentro del paréntesis vemos que es el
desarrollc Jel determinante “or—zdo wor las proyecciones de los vecto--

ves dados, de forma que:

(OA)x(0B) = u

El walor del determir . .: <s un escalar nque multiplicado por el

>

versor u dz un wvector de cunts a la defFinicifn.,

ALGEBRA L2GICA., Proposici®a, Una nroposicifn es wm enunciady en

el que los términos han Je sor clavamente definidos y aue debe llenar la
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condicidn de ser verdalerz o falsa, este hecho es importante nuss ello
imniica que toda pronosicifn Jsbe exnresar un hacho, un significado re-

al, sea est: falso o verdadero., Si yo dico:

-
-

“s5td 1loviendo

2110 nuede ser cierto o falso y se refierc 2 un hecho que nuede ocurrir
J2 un momento a otro, EBvidentemento, 1o enunciado es una proposicién,
Nz tiene sentidc, sin erbargo,decir

Las MatemAticas son verdes,

Una f3rmul~ cuyos elementos son proposiciones se denomina "£6reula

propesicional’ o ''sentencia't,

Dado un conjimto de pronosiciones, hay varias maneras en qu2 ellas
nueden sar combinzdas nara formor sentencias. Deben estar sin ombargo
unidas nor uno cualquiera de los illamados "conectivos'. Existen cinen
conectivos bAsicos a saber: fmo', 'y, o', 'si....en onces...;”, "si

y shlo si'", su equivalente en sienos matemiticos es:

no =
Y = /N
0 = V

i
4

si...entonces =

[}
4
b

si y sdlo si

Si tenemos dos prowosiciones a y b pusile ocurrir qus a sea falsa



]
I

0

1

5 verdaders v que b tonbidn sea falsa o verdadera, Lo mismo ocurrird

Q

“m otras nYOonOSiciones.

El conactivs " ~ M mplicado a una pronusicidn indica 1a nersacidn

de ella, Asi ' vz " indica la negaci®n e a, se lee "mo a“ y establece

aue la promosicisn a es falsa. Por sjemmlo, si

a es 12 pronosicidn: 3x2 = 5

b

g es la mroposiciln: 3x2 # 5
alseda de a, serd falsa o verdadera na,

Asi, szrim la verdad o £

si a gs verdadera: o falsa

¢
n

a as falsa : va ¢s verdadera

Fs comim la nractica de rerresentar sirhdlicamente el hachn de que
una pronosicidn sea verdadera o falsa, La mayoria 4o textes conviznzn
en usar =1 unc (1) nara indicar que tma oroposicidn =s verdadera y cl
cero (0) para indicar que unz pronosicidn ss falsa; dichos sinolos re-
ciben el calificativo 4z "walores <4c vordad., £si si wes nrovosicidn a
es.verdaderz su valor de vardad es 1 y si es falsa su valor de verdad
es 0. Tamhién, si el valor de verdad de a as 1; el valor de verdad de
~va s 03 si el valor &2 verdad de a es 0, el valor de verdad de na es 1.
Esto se vueds representar en una tabla, conzcida comd table do valores

Ay yimnrerdad canra ad ictivo Ymnif Eh
2 overaold arl 24 Conective "mo'; sl



a 2
1 o)
L J
0 1

El conectivo " A " se uvsa nara wmir dos nroposiciones, su funcifin
e¢s conjuntiva, "a A b'" se leec "z y L. Sirve para indicar que 2 am---
hos corresvonde un valor de verdald., Si a es verdadera y b e¢s verdadera
decimos que aA b son verdaderas y que 2l valor de verdad de a A b es

1. Si ambos aA b fuernn falsas, el valor de verdad de a/A b es 9.

La tabla de valores de verdad nara cste conectivo cs;

1 : 1
i 9 9
0 5
0 5 |" 0

1 consctivo Yo" es usado pave iy dos proncsiciones a y b con ca
racter disyuntivo., aV b sz 1o Fa A W, Significa que une de dos al-

ternativas se verifica. Su tabln dz valores e verdad es la siouiante:
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| ‘ 1
a D H a 1
) s
3 3 1
1 1 | 1
L]
1 &) ' 1
n 1 1
n 0 n

El conectivo ''si....2ntonces.....'' s2 anlica a dos »ronosiciones

a y % nara formar la sentencia ''si 3, entonces 'y es condicional. Tin

hdlicarmente se remresenta a »>h, “n t2hla de verdad es:

a ! 5 a->r 9
g shee

1 { 1 1

1 ) 5|

n 1 1
!

g 0 il

Ohservamos nue el valor de verdzd de h dehe estar condicionado al
de a, de modo que si a es verdadesra; » se obhliza a ser verdadera. La
nrimera fila de la tabla no »rasenta ningin »roblema en su internreta--
citn. La semnda fila sn cahin nos dice nue a es verdaderg, lueco b
dehiera ser verdader&; mero i es falsa, luero a - 1 es verdadera. la
cuarta fila es svidznte.

Fl conectivo 'si v sbdlo si' se anlica a dos wromosicicnes a v b

1

nara formar la sentencia "a si y sdlo si b, sivhdlicarente a«s h. Siz-



nifica nue Y es verdadera o falsa, si y sdlo si a es verdadera o falsa.

1 tahla de valores de vardad es:

a b e+
1 1 1
1 1 1
4 1 N
9 a2 1

Sea a la »romosicidn, “anta ‘nita e5 un barrio de San “alvador
Y la »ronosicidn 7x2 = 12 y
c la mronosicién Sen 180° = 1

El valor de verdad de a A - es cero

F1 valor de verdad de aWv ™ es uo

El valor de verdad de ~a es cero

El valor de verdad de % 25 uno

El valor de verdad de a/Aa es umo

Consideremos ahora:

(x? - 5x + 6= 0) > x = 2, Su valor-de'verdal es 1.,

r=x) (1 <y <4 »x <2

Los sisuientes axiomas son anlica“l2s a los conactivos =studiados.
Siendo a, » y ¢ »ronosiciones.

Axima I aAb=bAa
GAM A c
(2AD) V (aAQ)

Axioma IT apA (A Q)

xioma TIT a A (W <)
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Axioma IV alNa=a1a
Axioma V Lwvg = a

! estos axiormas moderos arresar las leves de '‘oresan, anlicables a

los conectivos A v\ que se exnresan:

12.) ~ (aA D) =nAaV b
22.) ~ (AW H) = vaA D

ALCERPA APRTDACTA, g comhinacidn de concentos ~ue se rfizre a
na o "&s variahles recibe el norbre dz funcifn nronosicional y se trans
forma en wa nromosicidén cuando sus variahles toman un valor esmecifi--
co. Cuando afirmamos nue x es un nitvero natural, mlanteamos wna ‘mn---
cion nronosicional; si decimos x = 5, exnresamos la wronosicidn: x es
ioual al nmero natural cinco. La fimcién nronosicional es »nuzs wn con

junto de valores relacionados entre si.

Decimos nue existe ima relacidén binaria en wm coniunto cualruiesra
A, cuando hay otro coniunto  de Amcidn n~ronosicinnal, tal ~uve si
(x, Y)EA entonces x esti relacionada con v, ello se representa X"y vy
se lee nue x est? en la relacidén R:con Y.A x se le llama nrimer slermen-

toy ay, seoundo elemento de 1a relacibn hinaria.

P sobre A es Reflexivn s1 xX°x
Antisim3trico si xYv y yRx

Transitivo x"z si X%y y yRz



T

siemre que se cumla que (x, v, z)EA, cntonces A se dice que es par---

cizlmente ordenado.

Dos conjuntos narcialmente ordenados, dicamos ﬁl y fo son isomor--
fos si existe una correspondencia T biunivoca entre €llos, de tal forma

que si XEAL Y Y€A, se cumle que

T(y) & T(x)

lo que significa que el conjunto de correspondencia de y es un subcon--

junto del conjunto de corresnondencia de x.

Si (x, Y)EA y arbos estan relacionados con otro elemento z tal nue
z€EA pero que Zz > Xy z » y entonces z es la frontera sumerior del con--
junto xRy pudiendo z pertenecer o no a este Gltimo, Si z sblo toma va-
lores < que xey se denomina la frontera inferior o valor infimo del con

junto de valores xey.

Cuando existe un conjunto de corresmondencia T de un conjunto Lj
sobre otro conjunto L, de tal forma que (x, y)EL; y T(x)EL, entonces de

cimos que Ly y L, son conjuntos isomorfos y se cumplen las relaciones
T(xUy) = T(x)U) 5 TxNy) = T NG

Hay que hacer notar que los conectivos " A " y "V ' nara los con-

juntos oneradores L pueden ser combinados a conveniencia segim la es---
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tructura ahstracta nuc sz dzsse formar,

* los conjuntos oaeradores marcialments ordenados son anlica-las

[

as simiientes leyes:
lo.) Ley Conmutativa.
xUy = viJx v xMy=v{ix
'amos a demostrarlo

Sean x{Jy =» v vl x = entendifndose ~ue x, v, » v 1 mertene

cen al coniunto onmerador L. Sizsndo asi so cumliri cue:

n7q o0 hizn e, €1 »"n ontonces (xU ¥)” (U X) v si 2™, enton-
ces (y4Ux)® (xUJy). Pero siendo L un conjunto narcialmente ordenado

se sious nue
xUv =vix

Por un razonamiente anileooo se demuestra —ara la int=rseccidn.

20. Le2v Asociativa.

(}c L}' \!)UZ LS :’_n (‘.’ﬁ Z) = (“: ,r‘i "')ﬂz

xUly Uz)

=

Sean x{}(y}z) = » cumrliéndnse ue x, v, z ™ € L siendo L marcia

mente ordenado, <e ve entonces ~ue:

x™ v U3z
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Perc y, y z mueden astar relacionados con ellos mismos v con los

nue ya se relacionan con ellos, lueco woderns escribir:

yiyUz) y z{Uz) nor lo tanto se sioue ~us
X" 3 YPhy z™ y m es asi umz frontera sumerior nara los valorss

de x, v, z.

Sumongaros zhora nue: (x U y){Jz = r ~ara valores z, v, z, € L.
Si hacemos un analisis andlomn 2l de = vemos ~ue rPs donde s es wuna

frontera sunerior cualnuiera (incluseo -). En 21 caso liriten=71r vy
xU(rz) = iUz
Con igual analisis se vizualiza la lev mara la interseccién.

30.) Lav de rhsorcidn,

xUUEAY) =x vy xNEUY) =x

Sean (xf}y)°x y x"x; de 2sto vemos que X es una frontara sumerior
de xy de (xf}y). Swonramos shora que u es cualquier frontera sure--
rior de estos dos Giltiros valorss; u s2rd asi frontera sumerior de x vy

de &1 mismo.

Si ahora wnimos x con (xfYy); u sicue siendo frontera sumerior,
nero X ya no, sdlo satisface la condicitn de frontera inferior, de mndo
ue

JxMy) = x



n
oI

de iguzl forma se demestra que xn(x U y)

w

40.) Lzv & Idaotonci:

x{Jx = x y XNx=X

o 3 . S ag
Anarte 2 A 3XN0SLCidM 53
vor que x U x =25 21 conjunto d2 2lomentos commes 2 X Y & X, lugo as

ioual A x. Lo mismo ncurr: coa la iniors:ccidn,

Veamos 1ma ilustracidn.

i x, y, z & L domostrar qua:

w4
L]
—
—
~
Tee?
~
N
-
A

(xU ) nixy2)

&
N
1
3
(7]
0
=
o
~
v

¥ 1y v que

~
v

x Nz

: :
Por ser X, Y, 2 € L se sicue que

v

(xnNUxnz)

Tamhifn sz cumls que:

A -

vUz

lus oo ten-wos

V]
-
b
2
\
Nt
—
Lo
~~
34
3
3
-

(yUz) »v > (xny) v ademds

K
~
| —
=
\
™

pe—
™~
| —

v
P g
>
~3
ot
—
N
~
w
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NNERNNG CWICEPTIS DE CALC'LY, Por no tratar anul de wa curso de
Calculo, sine mas hisn d2 —encionar la farma nuova 42 exmonsr almmns
tomicos de 1a materia, re limitard a ilustrar el método wara calcular
21 area “aio una curva y los ejas conrdenados wroceso 7ue 57 CoOnocT con

',\-l n A dn Iﬂt-‘:q—wn ."v" 1-—\_q-1—rr\1-3 aisial '?')“‘Ir‘,"‘\ .’)] ~ 'ﬂ":} A "‘f\n 7=S gala ]
=L nNomtre a2 ntaoracion, OMENZAYS enumciandcd ¢1 slialente teoremas

Toda fimcidn continua 2s 1 intarvaln shierto a2 v ¢, 2n aleflm mum-

tn alcanza su valor —Inime v o1 ofro su valor maxirmo, "2 S22 COTOCT CO

mo "Taorama dz 'aisrstrauss''. Los —robleins sorin mressntados iacizado

ct
-
—
Jeds
™~
w
H
fo\
3
3
0
i}
}
1

caso omiso delcBlculo diferoncial v on su solucidn s-

.

tos de aloehra sunerior v Teometria Analitica.

Tlustraré asto mnor medio 2 una ~ra‘fica.

} 4

e e

LyTieS

e e

o

Como muede anreciarse, cada ww de los intervalos: a,s , d,e ,
tisnen sus rasrectives l.r.s., l.m.i. (limite 8o simerior, limite

=inimo inferior).
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Mordard ahora 21 nrohlena vlanteindolo 2n 12 forms simuiante:
cuil =5 =1 valor del 3rea Hain la curva 7(%) en o) iniorvalo <a,> v 1i

mitada nor 2l 2je d2 las 2ouvis, (90 ~s comtimuz),

A%
=" ( X] /

.

v

T -
El nimero ~uz 43 21 valor d21 Aren hajo ©(x) lo sefalar® ror ol

sirholo:

a =/ f(x) é¢x (Se lee: 1inte~rral entre los limites =, ).
<l

tl simholo [ (intensral) 'ma s alar~ada dz 1a »riwera letra Az 12

nalghra Y"'suma! 25 notacidn do Teitnitz,

N21 concento intuitivo 2l Sraan g2 Jdaswranden las sismdiantzs ~ro--

riedades del int2oral:

“ J
T JEF(x)dx = cf F(x)x
a 3
1N 1.
1T FA(x)dx = féF(i)ét
Ty * C
17T JRE(x)Ax = L F() M+ 1 F ()%



1 .

TR+ (0} 3 = SE(0 A + T Ax

ﬂw

[

VoSt ()+dr () Yax = cfE(x)dx + Jfa(x) Ax
A a a

17

La nroniedad YV sz conoce comn nromigdad de linealidsd Jde 1a inte--

%1 A(x) = 1y f(x) = x, 1la solucidn del nrotlar= es inmediata.

AV v
o :
i
=1
1 | 7 2 TS .
| k A S i
A A LA e 73
i e L | 4/ o
Rl R A ‘ )
i - TP i
1 Ve
rd . A o >~
At
' A .
N
A

5

>
il
(e
o
e
ot
i
o
1
jas |
1l
N T
'\,—l
P2
i}
(R
N
2
I -
vl
et

olviendo al »rohlema, divido ol arza en una red de n-1 ~umtos in-

termedios, senarados =n distancias no necesarviarente iouales,

X 1
- : |
: i 1 !
P : i e ‘ '
/‘1 ' i i HE 0 i
¢ 2T SrEY I
b e - ! 19 £ .
{3 rl’:‘]) (5_7) [ i ! “3n- ‘
1 f - § )
- : : e Vi 1 el =
‘ 2 "f,, \"— }(’J x—;) . X\'
S -+ - e ke 4
e e PP ¥
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Los subhintervalos estfin dienuestos asi:

a = < < < < =
= XO Xl 1(2 X3 sevevw < )".,,‘ oy

llamande § a los esnacins entre los subintarvalos, asi:

8y =¥ =+ %3 8y = Xy = Xjjeseee,y 85 = G < Xy

y sean g; valorss cualasnuiera entre los subintervalos.

Xo €& <Xpy Xy € B < Xgyeeeney Xy < E

Considerando ahora la simuizmts sumas
n
~ O~ £
2 e f(gi)al P E(E2)8) +o.o o+ £(E)6,
i=1
La suma demends de lzo red X; Y dz 12 elzaccidn d2 los numtos Ei'

Hay infinito nfrmero d= solucioncs,

TambiZn, 25 conveniente d:finir a § como, el mayor de los §;, csto

2s immortants.

Si la suma tiende a tener un limite cuando 6 + o0 y en consecucncia

n =+, 1o cual s totalmeni: indsmendierita : de 12 forma cn qus s» 3li-

jan 1a r=d y los mmics &;, decimos qu= £(x) es int-orahle en el intor-

valo <g,b>,

Hsto lo sscribimos 2s5i:

1im

h
LE(X)dx = -

§ = max.di



|

=1 nroceso de ohtencidn d2 =sie

Piemann, y, el limite ~= dice aus ¢

3

1imit2 s2 llama la inteecracidn de

=t

I
G

inteeral dafinida de £(x) ontre

los limites a y ».

L2 acuacidn antarior, obviamont.

SXAST 2

lf () dx -

, giavmra:

“sta desimuaidad eg

3,b> cirya malla § < A, indem:nlient:

los —wmtos F;i v

B censral, omando la int oral
de inteseva~ilidad, para cuvalnuier 8
sneoaAYtren sohre un intorrolo de
3 (%) v ogrrag iaf

srigyeg a T

(e
Lt

)8 > f (")4)(.

i

La £(x) se llama

1 almere mositive A £a?

v

gxiste,

[0}
f—t

intogranco.

da para mn € > o0 arsitrarianmte

~e

TE(E)S;] < e cusndo 6 <A

wanks 4o

»5 dacir, 12y condiciones

fada, los valoras de IS (g )8. s=

1
2710

(5) v w5 (8) (Swnes sumsriorss
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DPACEAN F1 1A TWEIOACION DE RIREM,

s, g - v - " ~
7 la solucidn Adz1 nrotlens, s2 M3 stmuesto a <, Tuawin a»>
cuceds lo siouisnta:
A= X2 ¥} X >eeeed® X, =D

14

>orcamenis 'i:‘lf_gﬂ.-.} A o

2ntonc:s:

Bery, - 1im 1in o, _
LE () Ax S0 DE(E; )8, = = o Yf‘{gi)(_-fi“ =
Por lo nue, si hay um intercahrio de los 18

ne que carhiar de sieno, o3

'ﬂ;j'F(x) 4% = = I-Ejf (K) o
= o)
uando 2 = %, 6§

[~de

££(x) A

Tnt2rracibn como suma,

3!
nlo, si tocas las 6. son isualas v - lzrimos
cada surint-rvalo.
L ‘_‘;"3.
83 =B = € = &

2, 5& nuade calcular su i

m aloums forma asmaci:

a2l

- J 200 dx
)
tes, iz inteeral ti

;3 ohviamenia cro, »or lo que:

TEsors

AXEYawo coracho 4



“(E;)8; =5 ung fumcidn fmicamente de n, v nodsmos calcu--

127 la intesral como 'm 1limite ordinario como n > © 4 h > o,

Tarhisn, nodemns utilizar las sxeresionss de las sunas inferiores

o sumeriores,

Todo 1o anterior =xnlica lo 7ue se conoce cowo la inteoral definida

sntre limitzss v sl nrecoso nor 21 cual

i

) 45 5 . G T
1% 5E(E.) 8. S7E(x) x =5 la inteoracidn d- PTRIATI,
§->0 SR 2

EJERCICIOS,

v oflsi =1 (=® + a+h | ea+2h B
i=1
b 2 - Ty
=he? (1 + 2 + "V 4, .4 B(n l)l)

= & oS el l = T2 .'\‘;J' - l
gt A
st -1 gt - 1

2.~ PxEdy (v 25 m racionnl £ - 1)
a
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bagd

xt = ¥

ot

. . n 3 AIE . s .
naciondo /h/a = a0 v sibdividisnde 1 intarvals <ab> o una serie cen-
m3trica, como:

2 ni=1 no_,
9....’ L Al Lo

£ x¥dx = 2o (ap=2) + (8n)" (272 = =a)} + ..., + (aq“"l)r(aﬂn—aqn'-‘-)
i=1

= af*l(g-1) (14nTHlaq2 (T D)y | 4 q(ml) (r+1)

_ ,\_+1( ) ql’!(!"‘"l)

GI"FA o

1
. ’ hyn
sustituyends n mor su valor (=)

= {‘_?‘"1 - 9r+1\ _:.;_].'_
v - / 1"+_L 1

Ahora sir =

=l =t

"1‘+1_1 m+T

Y s ’1 n _l

“asamos ql/n =5 (t # 1)
sig+1l 11

antonces, hallemos 21 linit: Az cuzado T 1

dividiendo el nurerador v el denominador nor 1t -

- - n=-2
1im Ll Foernetl n 1

™l mn-1, mn-2, ;3 m+n r+1




1im B . 5T
e 151(”1) %4 a T+l

entonces:

1
Y kT'J"
e

).1
2
S

{]

3.- Psenxdx
a

~ojn

T
i§1ser(3+£i)h = h {sen(a+h) + sen(a+2h} +,.,.+ sen(a+hn)}
h-
en donde h = —= = ¢,
n i
recordando que 2sen v scn v = cos(u-v) - cos(+v)
h 3 3
= {cos (a+ 7) - cos(a+ 3h) + cos(a + 5h) - cos(a+
7sen7 ) ' '
In-1 2n+1
Hon o H COS (3 + 5 h) - cos (a + _7'“h)}
haciendo a+nh = b
1im ¢ - & it .
Bie iglsen(a+£i)h = - (cos % - cos a)

4,- Probar aue

Jﬁcosx dx = sen h - sen a

TEOREMA DE ROLLE

Si f(x)

1) es continua en el intervalo cerrado <a,b>, a<xs,

-



= B =

ii) tiene una derivada =n todo punto interior
(a,b), a<x <b, v

ii1i) f(a) = £(b);

entonces cxistc por lo menos un nunto interior
£ tal aue €£7(g) = o, a< £ <h,

2

Prueha. Por la hindtesis (i), f(x) debe alcanzar
sus valores minimo y maximo m, M, por lo menns una vez en

el intervalo <«,b>,

g‘e Y‘ iy T LU
Y > ! | \J
\ ' '
{ ' ¢
H ’ ‘
£(a) £(8) L(b)
‘ 1
[}
! : ) v X
‘,-\ S C v
% | l | |
2 , . :
1 1
F -——-g-————- _,{: .56 8 sum _é________.____.,!r !
v ] P ;

Sim <M, yaseamd M diferiran de los valores cx-

tremos f(a), f(b), (iouzles).

Si M > f(a) en algfin punto £ interior, entonces

f(g) = M, Para un sitioc cercnne de abscisa a+h (positi--

1Y

va +h 8 negativa -h) sc tendri lo sicuiente:



o
3b]
n
fyt]
+
=]
h
Lo
Naal
+
)
.
]
e
—~
N
In
O
N
-
f—

X

convierton en la derivada en el sitio

¢

Las axnresiones (1) vy (2) s

g cuano 1 » o, Da lz tricotomia se arueba ~us:

1)

11)

£i(g) = o

TEOREMA DEL VALOR *TDIG DEL CALCULY OIFERENCIAL

Qi £(x):
e¢s continua en el intervalc cerrado <a,b>,
tiene d:rivada en todos los puntos interiores; entonces cn zaleln

punto interior del intervalo £ se cumple que:

£ b - f(a ;
( — = f'(g)' a<&tEx<b
Prueba.
S1 £(a) = £(b), el teorema se¢ roduce al de Rolle. Por lo tanto,

sunongamos que f(a) # f(b).

tante

Construyamos la fimcidn auxiliar siouionte:
F(x) = f(x) - Kx

F(x) es tal que F(a) = F(h). De esta condicidn calculamos la cons

£f(h) - £(a)
b -a
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Pt
(W]

Como F(Xx) satisface todas las hindtesis del teorema ¢ Nolls

Otra. forma de vpresentar este teorcma del valor medic, conocids

tambiin come ley de los acrecentamisncos finitss, =s la sisuicnte:

haciendob =2 +hy £ =2+ 61, en donda 0 < 0 < 1; el teorema

del valor medio toma la forma

£(a + ) - £(2) =1 £'(a + o).

~

TEOREA DUL VALOR MELI) DEL CALCULO INTRGPAL,

Si £(x) ¢s continua en un intexvalo (a,b) y si m, if son resnectiva
mente los valores minimo y sdximo, tarbién dzdo qus M- £(x), £(x) - m
son valores positivos, sicipri: ouede establecerse la doble desigualdad

sipuiznte:

b

b be b,
Joméx £ SRE(x)dx £ SMdx,

BIBLIGTZC: ZENTRAL

UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR
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entonces:

m(b-2) < f;f(x)dx < M(b-2),

nor 1o gue no hay duda que existe i valor £ en 21 inte

e m < £(g) < i, de donde:

1 YEf
=N

S E()dx =(5 - 2)f

ik

) 2 cExb

PR

Esta Gltima f5rmla s conocida como el
Azl ciiculo integral.

ALCHLO DIFERENCIAL

(]

LA BELACION ENTRE LOS TEOREMAS DEL VALOR MEDRID DEL

-J\

{NTEGRAL,

lo. ¥l teorema del valor melio del cilculo intesoral astablece:

h

20, 51 hacemos qus SE(x)dx = F(x) de tal manera que: £(x) = F'(x),

el teorema anterior tomn la forma:
Eb) - F(a) = (b - a)}E"(&).
dlculo diferencial y «

cuzl nruehba el teorcma del valor medio dzl ¢

tablece la relacidn simle qus £(x) = F'(>).

SEGUNT) TEOREMA TEL VALOR MEDIO. (CAUCHY)

S5i las funciones £(x) y o(x)



s

i) son' continuas en 2 < i <!

ii) tienen derivada :n todo nunto interior, y
iii) £'(x) y ¢'(x) no desaparccen ambas en ninglm punto int

iv) g(a) # g(b);

~
“—ul..‘-;\ri

entonces:
£9
£ =_;_'£) a<E<b
g g (&) ,

»ruzhba, Construyamos la funcidn

F(x) = £(x) - ¥.a(x)

)

W

esta condicidn calcularos lza

.c E L.
gb) - £(2)

que F(x) satisface todas las hi

:
ja—
o
0
Ce
k_‘

il s daduce 1o que nuerinmos wnrobar.

Dehe notarse que a' (£) # 9, nuas si o'(g) =0, £'(g) - 0, 1o cuni
contradice 1a hindeesis 1ii),

Los imotesis (iii) v (iv), oxcluyon la divisi®n por cers.

REGLA DB L'807ITiL

Si las funciones T(x) vy s(x) son:



- T1 =

i) continuas para 2 < x < a+h
ii)  diferenciables rara a < X < 2th, y

iii) £(a) # £(b);

iv)  lim gy
x—»a—,;%(%‘=ﬁa
entonces 1M £(x) -
Xx*a a(x)

Prucba. Puesto que el limite (iv) existe, #'(x) # o en zlgln inter

I
T

valc a < x < a+h cuando h 25 convenientemente pequeia; ds otra forma
f1(x)/¢' (¥) no seria definida nara un nGmery infinito de volorves entre
2y a+h (independientsmente de qué tan nequefia se 2lijz h) y =1 limite
A no existiria., Entonces, las condiciones de la férmula dz Couchy se

cumplen en el intervalo (a, a+h) y, por (iii).

fx) _ £(x) - f(2) _ £'(&)

O QR ORGIG e
1im £(x 1im £'(¢ = A
x>a g(x g»a o' (& '

INTERPRET/CION GEOMETRICA DE LOS TEOREMAS DE ROLLE Y VALOR MEDIN,

TEOREMA DE ROLLE, En wna funcidn continua £(x) y derivable en to-

dos sus puntos, y, si f(a) = £(b), sicmnre se cumple que la derivada se

anula en algln punto intermedio.
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Y Y

(si se cumple) (no se cumle)

b

=
S

TEOREMA DEL VALOR MEDIC DEL CALCULD DIFERENCIAL,

En wna funcién continua £(x} zn el intervalo <a,b> y derivable en
todo punto entre a y b siempre se cumple que en algin punto interior

la tangente es paralela a la cuerda,
v

GEOMETRIA DIFEREMCIAL.

Toda curva ser?d considerada como la trayectoria de um punto que

se meve. Sus coordenadas en un sistema de ejes rectangulares se pue--



o e

den expresar como funcionss d: un pardretro w que varia en el interiur
d:c un intervalo cerrado. Alpunas veces se¢ usa comn. parfmetro el ticmo
t, auoue no es astrictamente noccesaric usarle siempre, Cuando defini-
mds tma curva mediante una funcidn y = £(x), la £irma caracterisitica
de la ecvacidn dependerd en su totalidad dol sistema de referencia que
s> haya clegido. Supongamos 2hora qus 12 curva se desplaza en el espa-
cin, conservandu su forma, las coordenadas de cada nunto ssrfn
tes para cada una de 12s mosiciones de la curva en el espacio, »or 1o
cuzl nara cada posicifn existird wna formn caracteristica de la ecuacitn
para la misma curva, Imporiante es desde lueso anrender a distinouir

si dos ccuaciones representzm la misma curva en ¢l 2snacio. Para lograr
1o son de gran ayuda las llamadas ''ecuaciones intrinsecas” mediante

las cuzles es nosible caracterizar unn curva cualguisra mediante wna 8
mis rolaciomes aue sean independientes de las coordenzdas., Por cjemolo,
sstableciendd una relacidn entre la curvatura y la longitud de arcs se

dotermina 2 una ecuacidn intrinseca para una curva en 21 nlano,

Consideremos la :micicloide descrita nor 12 ciramstanciz de radio
b al rodar exteriormente sobre la civcunferoncia de radio a con centro
en &l origen; sea ademis ¥ el angulc formado por la parte positiva de
eje x con la linea que une los centros de las circunferencias, Las ecuz

cioncs parm@tricas de la epicicloids serfn:

F
il

(a+b) cos ¥ - b

-
0
o
(5]
L

~<
it

(a+h) sen ¥ - b sen LS—¥
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la longitud de arco serd

s = 420h) oo %% (1)

5 o 4b. 00 I

\

X

—
()]

Relacionande (1) y (2) se encuentra la scuacidn intrinseca cuya
forma es:

2 2 . .
S+ R =1 donde
A2 B2

A = db(a+b) y p = 4b(a+b)

a ’ a+2b

In el caso de una superficie, también serf definida por madio de
sus coordenadas rectangulares expresadas en funcidn de dos narimetros

uy ven un intervalo cerrado.

Sean las coordenadas rectangulares.
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Xj = X;(u,v) donde las x; se consideran como funciones reales de
las variables reales u y v. Si estas funciones son diferenciables has-
ta el orden n-1 y encontramos las derivadas de orden n nodemos expresar

las coordenadas como um desarrolle de la serie de Taylor asi:

ks

T ‘:(#) + iieessae

X3 (U,V) = x; (ug,v,) + h(

1 3, 3 4n-1 1 12 48
ceveest oy (g + k) xi+§.:_(h_aa+ V)O x; (U, + 8, v, + 6k)

doride  varia desds cero a un radifn y h y k son las nuevzs variables

para la serie de potencias.

Si u y v son indevendientes sc¢ cumpliri que la matriz

Xu Yy % - el
M = LA tendra como caracteristica 2

Xy Yy Zy

y cada elemento se obtiene derivando parcialmente asi:

= 9% . = . = 92
W m ! Yu® 3 3 “uT |
= OX . = 9 i = 0Z
Xy 3V . Yv v : Zy Vv

Como al variar los nuntos sobre la superf1c1e, las derivadas par--
c1a1es tomarhn valores OlStlﬂtOu, ello alterara la caracteristica de la
matriz, existiendo entre ellos la caracteristica 1 y 0, los puntos que cdec

terminaw tales valores se denominan puntos singulares,



—, oin

Los pumtos singulares nueden ocurrir ya sea por la naturaleza de
la superficie o debido a la forma que tome la ecuacidn por el sistema
de coordenadas que se haya elesido, Veamos por cjermlo el caso de la
esfera, YUsando como pardretros la latitud 0 y la longitud ¥ las ecua--

ciones paramétricas serén:

X=acos 0cos ¥
y =acod 0senV
2 =asen o

Z

X
donde a es constante en cualquier direccifn a partir del origen. Encon

tremos los clementos de la matriz M. Para nuestro caso los parAmetros

uyvson 0y Y respectivamente., De modo aue:

3X=3X-_-_ o . ax=3x=.--.. et

Fﬁ 0 asan 6 cos ¥ -37 57 a Cos O senn ¥
dy _ 3y _ ~ . Yy _ 3y _

%“‘56‘ asen 0 sen v BV_B‘P + 3 COS O cos ¥
9z _ 9z _ dz _ 3z _

o3 S taoms e w0

La matriz tendra entonces la forma:
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-a sen 0 cos ¥ -7 s3n 0sen ¥ a cos O

-2 COS 0O s=n Y +2 COs 0 coOs ¥ 0

Tousiando 2 uno 1o matriz las scluciones son miltinles; en cambio
isualdndola a cero encontrams comd —imto singular aquel en que 6 = 90°

2 sea donde el eje de z corta a la esfera.
Consideremos ahora la superficie definida por

X = U Scn « cos Y
y =1 sen « sen ¥

Z=UC0s <

en dondec u y ¥ son consideradas las variables paramitricas vy « es consi
g —

derado constante.

i~

<



w
&

e

2z
au

y la matriz

LY
M

ave da como

~ 78 =

A )4
= gsen « cIs V¥ 2 3%-= - usen « sen vy
C
. 3"5’
= sen « san ¥ : =k = 1sen « €IS Y
- . gz— - 1
cos = ; 7 0
M toma la forma:
sén « cos Y S5oN = Sen ¥ COS«

-usen *sen ¥ uscnecas ¥ 0

punto singular Ia interseccifn de 1los ejes coordenados, vér

tice dzl cono circular representado nor 175 ecuaciones dadas, o sea don

de u~= 0.
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NECESIDAD DE NUEVOS CONCEPTOS MATEMATICOS EN LA ENSEFANZA DE LA EDUCACION

MEDIA,
7) REFORMA DEL PROGRAMA MATEMATICO.

Frente a la evidente abundancia de conceptos nusvos de la matemati
ca, que ya se han introducido en los nrogramas de estudio de nuestra
lniversidad se va imponiendo ya la reforma de los nrogramas de la Educa
cién Media, Esta reforma no imlica de ninguma manera climinar =1 con-
tenido matematico de los nrogramas anteriores, presupone sin embarso wn
cambio total en la exposicidn, enfocan.io los nroblemas Jesde :1 punto
de vista conceptual moderno con miras 2 cubrir lo ya existente y avan--
zar al mismo tiempo sobre campos mueves. YVista asi 1a cuestidn, ni la
Aritmética ni el Alcebra sufririan cambins en los programas, salvo aque-
1los de caricter expssitivo en el anla, La reforma se iniciaria a par-
tir de Ins conceptos de trigonewetria donde las exposiciones s2 pueden
hacer cubriendo al mismo tiempo una gran narte del anilisis de vecto---
res y con estos resolver problemas trigonortricos; se continuaria in--
treduciendo cambios expositivos en Geometria Plana y del Espacio donds
oran cantidad de teoremas se demuestran con mayor sencillez, analiz?n--

dolos con vectores. Valean para ¢l caso algunos ejemplos:

lo. Demostrar que en cualquier triZngulo, los lados son proporcio

nales al seno del Angulo onuestc a cada wno de Z1los,



consideremos los lados el crifmoulo como vectores continuwos tal como

12 indica 1a finura,

La suma vectorial es:

(]

a+h +¢c=

Multinlicands nor ax toda 1o exnresidn.

axa + ay¥bh + axc =

Pero axa = 0 y azc = -¢cxa, lueso

]

axb - cxa = 0 do donde axh = cx

bizn ab sen C = c 2 sen 5 v dividiend» entre abc.

Q

20. Demostrar que =n un tridnsulo cunlquicra ¢l cuadrado de 1z
magnitued d2 un lado es isual a 1z sumz de los cuadrados de 1os otros
dos, meros el doble vroducts de €liss nor el coseno del Anoulo que com-

nrenden.,
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Demostracidng

considerando cada lado como un vector segin la figura,

b+c=3a

o0 bien c=a->b

Maltinlicando miembro a mierbre escalarmente

c.c = (a-h).(a~b)

c.c =a.,a+h,b - 2a,b

Pero c.c = c2 3 a.a = a2; b.,b = b2; a,b = ab cos C.
? ? 9

Luaoo c?

a2 + h2 - 2ab cos C.

3o. Demostrar la firmula trioonométrica:

cos (A=B) = cos A cos T + sen A sen

¥

—
N

2

(

&

f
(3575
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Demostracidn:

Sean: el versor ry que irace un inguio A con el eje x

el versor 17 que hacz wn Angulo B con el ej2 x

seplin la fioura.

Por ser I’l Yy TZ versores tcenemds que:

r) =Cos Ai + Sen Aj

L)

fl

Cos Bi + Sen B j

multinlicando escalarmente

ryr; = Cos A Cos B + Sen A “en 3

Pero r;r; = |ry||rs|cos (A-R) = 1x1 cos (a-B) = Cos
Luzoo Cos (A-B) = Cos A Cos 2 + Sen A Sen B
40. Demostrar la fOrmula triconomiirica:

Cos (A+B) = Cos A Cos 3 - Sen A Sen B

’

/s.‘"t;
Ty
//K%
o 14
:(\\;i\¥ -
0 R —\P !

( A= B)
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Coloquemos ahora 1os versores rj y v, seglm la fi~ura, de ellz se

desnrende que:

i
I

=Cos "1+ Szn A j

-
t

, = Cos (-B)i + Sen(-B)j

)
9
#2]
~
i
s
~
i

Cos &

Sen(-B) = =Sen 5 lucoo:
r, = Cos Bi=-=Snmn?kj

T Ty = Cos A Cos B - San A Sen R

ademis T, = 1x1 cos {A=(=B)} = Cos (A+B) mor lo tanto
Cos (A+B) = Cos A Cos B - Gen A sen B

S50. Demostrar la fHrmula trisonomdtricas

Sen (A-B) = Sen A Cos R = Coz " Sen B
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coloquemos los versores R ARY) seqlin 1a fioura y multinliquemos vecto-

rialmente, asi:

ryxry = (Cos B i + Sen B j)x(Cos A i + Sen A j)
roxr, = Cos B Sen Aixj + Sen B Cos Ajxi
Pero ixj = k y ixi = =k

ademis ryxr; = 1x1 Sen (A-B).u siendo v un versor

luepo Sen (A-B)u = k(Cos B Sen A - Sen B Cos A); ordenando y simplifi--

cando Sen (A-3) = Sen A Cos B - Cos A Sen B,
60o. Demostrar la fHrmula trigonomdtrica:

Sen (A+B) = Sen A Cos B + Cos A Sen B

segln la ficura:

b

=Cos Al + Sen A j

T, = Cos Bi=-Sen3Bj

(Cos 21 - Sen B j)x(Cos A1 + Sen A j)

>
s
n

Cos % Sen A ixj - Sen B Cos Ajxi

= %zn * Cos Dk + Cos A Sen Dk
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Pero ahora ryXry = 1x1 Sen {i - (-B}} u = Sen (~*2)u, luego

Sen (A+2) = Sen A Gos B + Cos A Sen B,

Pk |

Los conceptos de la Geometria Zlemental son de . icha mds fAcil com

prensifn onerando con vectores. ‘eamcs:

70. Demostrar que las diasonales de un paralelogromo cualquiera se

cortan en el punto medio,

A

De 1a figura:

En tri&ngulo ABC
AN = n(a+h) 1)

En triAngulo ADN
AN = b + m(a-b) (2)

Toualando (1) y (2)

n(a+b) = b+m(a-b)

na+ub b+ma-mh

a(n-m) + b(n+m-1) = 0 (3)

(3) es la suma de 2 vectoras que es ioual a ceroj »ere 12 suma de dos
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vectores es cero, si ellos son iouales, colineales y de sentido contra-
1io o si ambos son cero, Pero nineumo d- los vectores sumandos de (3)
2s colineal, luero sdlo queda la semmda hindtocis, el que arbos sean
cero. Pero ni a ni b son cero, lusgo suc cocficientes han de ser cero.
De esto resulta que

n-m =0 (4)

n+m=-1=0 (5)

De la (4) M =n y sustituyendo en (5)

luego n= 1/Z
Lo que demuestra que las diagonales se cortan s 1/2 de su longitud,

80, Demostrar que si c¢n un paralelogramo cualquiera se trazan 1i-
neas desde un vértice a los puntos medios e los lados opuestos, estas
lineas cortan a la diagonal opuest2 en lcs rtuntos tsrcios de su longi--

tud.




De la figura:

AC=a+5}h (1)
AN = n(a +b) (2)
AM = 1/2h ; MD o= AB - AM
M3 =a - 1/2b (3)

iy
t

=na -3 (@

AL+ MY = g_ +afa -2 (5

AN

Igualando (2) y (5)

n(a+b)=%+m(a-%}
na + nb =%+@3-.’;ﬁ_
=& |

a(_n-m)+b(n+§;-;,_,1.)=o

Razonando ismal que en nroblema anterior:

De 12 (6) n = m sustituyendo en (7)

= 1/3

=
|

=
]

1/3 1o naue damuestra o1 tzorema.
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90. Demostrar que las medianas d: un triZngulo se cortan 2 un tor

cio de su longitud. Colocando ¢l sentido de los vectores scolnn la fiou

Ya.

AB = AC + CB ¢ bien

b+a=a+bh

g]
)

Ni=h + &
o

AN = n(b + % (1) = es escalar
= b _ b b
PR = ¢ - 2— = (a+b = 7) = (" + -2—,
PN = n,”8 = n(a + %J ; 1 25 ascalar
AN = AP + PN = Z 4 p(a+ .3_) (2)

b b
m(h + &) = X+ a + =
(L = 2 n(‘i 7

a(® - n) +bm-2 - %J = ( de donde

o

]

[S] = -
i
Nj= O

(3) luego n = In

3 N8

=0 (4) sustituyendc m = In



- 89 -

RN = D)

nor 1o tanto

=
[}

10.~ Demostrar que tods trifnoulo inscrito en un simicirculo es

roctingzulo con su &@ngule recto sobre ¢l semicirculo.

Sea el semicirculo de centro 0y a, b, ¢, d y & vactores seglm la

figura, Se ve que:
c =4y adsmis

le] = el |d| por lo qus
c2 =2 = 2 €))
ademis:
a=c+e
b=4=¢ miltinlicando escalarmente
ab=(c+e).(d-2)=(c+2).(c-¢e)=c2-¢g?
o sea que a.b = 0 luego el Anculo entre a y b &s tal que su coseno es

cero o sea igual a 90% el triinsulo serd rectangulo en cualquier posi-

cidn,



- 0) =

b) Obsticulos para la ensefianza. Indudablemente los problemas para cu=-=--

brir una rcforma de programa como la nropucsta no se harin esperar. FEl -
nivel matemitico de los nrofesores de educacibén media, con pocas excepncio
18S, No permitird en corto tizmo introducir las reformas de expnsicibn
de citedra., Por otra parts el que un alumo sea reprobado en alguna mate
rin cuyo programa ha sidn reformado no seri nunca bien visto vor los pa--
dres de familia afectados; muy nronto arsuirfn que si no fuera por los
nuevos conceptos su hijo hubiera aprobado la materia y que se comete wma
injusticia, El profaesionalismo actus! también se sentird afectado ya

au: es indudable que si nuevos conocitientos existen para revolvar proble
mas técnicos dz cualquier especic, ellos se traducirén en métcdos mis mo-
dernos ~on mejores coeficientes de productividad y costo, lo que lbgica--
mente va en contra, por competencia con ventaja, de los mtodos ya esta--

blecidos.

Sin embargo la tarea mis diffcil seri hacer conciencia en las autorida
<es d= cultura sobrz la conveniencia de talss reformas y mis alm, vencer
las nresionss de la oninidn pfblica sobre dichas autoridades pues es ds
conocimiento general el temor que existe en nuestro medio a todo lo que

e: sureracidn en materia de conocimiento.

¢! Scluciones. Es imprescindible por 1o tanto buscar soluciin a los pro

siemas vlanteados.

Con respecto a la falta de profesores covacitados para el nuevo nivel,

nuestra Universidad cuenta ya con un Denartamento de Matemdticas y Fisica
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con capacidad cientifica ppia impartir 1os cursos necesarios que le fue
ren sulicitados, En &l se cuenta con vnz variadisima biblioteca donde
se pucde estudiar desdc la més elemental cuestidn aritmética, hasta los
modernos conceptos expuestos nor matemAticos de nuestro tiemo, De ma-
nsra que la miversidad nuede oroanizar cursos wara proiesores de Educa
cifn ledin sobre diversos tépicos de la matemitica moderna., Otra sulu-
cidn seria incluir dentro de los nrogramas de la Escuela Mormal Superior

estas innovaciones con el objeto de aue ¢l personal que de €llos egrase

ya vaya preparadc para las reformas de la Rducacidn dMedia; esto sin em-
harso nlantea ld interrocante de jquién impartird dichos cursos en la
Normal Sumerior?. Como ¢l objetive de la solucidn provuestza no es des-
nlazar personal de ninguni Institucidn educativa, me permito contestar
le dos mancras: Primera: En um principio los cursns seran impartidos
nor un miembro el Denartamenio de i‘atematicas y Fisica <z la Universi-
dad Nacional y tendrian una duracidn suficiente como para nreparaner--
sonal, dentro del nivel Normal Sumerior, que pusda continuar en afios
futuros coi la exposicidn d: dichos cursos. Seecunda;  La Escuela Hor--
mal Superior nucde contratar en el oxtranjers, €1l o los nrofisores que
considere necesarics para cubrir las nccesidades académicas impuestas
por la reforma de procramas.

Txiste ademis otra solucidn, aunque con el inconveniente de ser a
largo nlazo y es la d¢ que la Escuela Nermal Superior scleccione centre
sus egresados mis capacitados 2 o o0 mis, que puedan seguir en el ex--
tranjern cursos Jde matemitica supmerior moderna y 21los vuelvan luego a

prepara ¢l nersonal nacional.



En todo c2so, es de urgent: necesidad numentar la capacidad matemd

o

tica dz la noblacidn estudiantil <e todos los niveles para quz nuestro

e = . 9 1 - =S S Ay CF e

vais pusda por lo menas ir a la nar sl resto de paises centroamerica--
TRy

nos que ya lo hiciermy podamos osi roccupsrar el terreno cue nor negli-

gencin hemos perdido en la sducacida superior,
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PROYECCIONES DE ESA TNMOVACION DE CONCEPTOS.,
a) AYOR CAPACIDAD ANLLITICA DE LOS EGRESADOS,
Al realizar la reforma de vrogramas con el incremento en su conte-
nido la tarea de anrendizaje tendrid auz ser mas dificil desde el nunto
e vista asimilativo; la actual costumbre de anrobar las materias mate-
maticas memorizando vn buen nlmero de roglas y anlicarlas a la resolu--
cidn d2 problemas tiene gque <esecharsz, y no sdlo norque hesta hoy ha
resultads irmractica siendo Gtil sdlo nara llenar las necesidades tem--
noralcs de la Educacidn fedia sino poraque para nrogramas de mayor exten
sifn resulta inonerante. Fntre los problemas mavorss que se encusntran
al imartir las citedras de matemAticas en la Universidad est? la ten--
dencia a memorizar, tal nractica no nroduce resultado bensficioso alpu-
no, el alumo en cada afio muy poco recuer.la ds 1o que ha visto en afios
snteriores y ello se dzbe a que la capacidad humana no es suficicnte na

ra merorizar afio tras afio el conjuntn de conocimientos gue ha de reque-

81

ir wora cubrir wna carrera; on tal caso se immone la adquisicién de un
sistema de estulio, de una metolegia en el anrendizaje y ello sbio se
loorard aprendiendo a razonar., Vist: un problema, vensar en &1, anali-
zar las situaciones que plantea y elaoborar juicios sobre los mismos,

- -

tratande de llegar a conclusiones ciertas. Un plan de estudic basado

[

en el razonamiento resulta efectivo nara cualnuder carrera y nara pro=--
gramas de mayor o menor extensidn. Unicamente 1os estudiantes que
aorendieron a razonar en todas las situacioness y nroblamas gque afronto-

ron, Salieron avantes en sus mruebas en corto tiemmo; los que no lo hi-

cieron asi, con mucho esfuerzn lograron coronar su carrern. A simle
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vista esto puede parecer nerjumiicial ants nuicnes no han sentido nunca
12 satisfaccidn de aprender razonandon; perc anucllos cus conocen 253 ma
nsya de anrender vy el que no conocidndola llega a experimentarla, difi-

cilmente podrd desechizrla. /orendiendo en costa forma, las nuevas genc-

92}

vacionas noscerin una mayor canacidad analitica y los nuevos profesiona
los estardn potencialmente mis capacitados para su funcifn creadora y

constructiva.

b} NUEVA ESCUELA MATEIATICA 7" EL PAIS, ¥s una realidad ya en el pais,
el heclio de que en todos los .sectores nrofesionalss se va rrecisando
del ouxilio matomitico »ara el control de movimientos y operaciones,
Dasde el hecho wis simple de la vida diaria hasta los mis commlicados
fendmenos sociales son sucentibles dz analizarse matematicamente, todo
ello unido a la capacidad de 2nAlisis con auxilio ds computadores celece
trdinicos justifica mis los esifucrzos gque sc hacen en ¢l 5 tido de en-
sefiar, sepln la nueva escuela matemdtica., Mo 25 raro entonces el antu-
siasmo con que han sido recibi-as las matemdticas con los mrogramas de
estulio de algunas facultades aue antes no las tenins; asi, en la actua
‘idad ya no son tmicamente los estudiantes de Ingenieria y Arquitectura
y los de Cicncias Gcondmicas los 7ue nlatican de matemiticas =n su vida
ilariz, ahora ello es tema en las distintas romas »nrofesionales. Una
nueva inquietud existe ya y se va neczsitando personal mds numerosc y
con mayor canacidad cientifica para responder a la demanda de las nue--

vas generaciones. Los naises llamados srandes, lo son nor su amor y

dedicacidn a las ciencias, entre ellos, las ciencias cxactas ocupan un

BIBLIOTEC A CENTRAL
UNIVERSIDAD e g SaLva

DOR |
— Y |
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lugar nredominante cosa que ya es comrendida en nuestro medio. Las ba
ses nara una nueva escucla matemdtica estén colocadas, nuestras juven-
tudes necesitan nrepararse mis para hacer progresar al nais y los avan-

ces de la ciencia en el mundo asi lo justifican,

c) UN NUEVO GRADO ACADEMICO. Atendiendo a numerosas solicitudes que
obedecen a csta agitacifén académica, la Universidad Nacional ha organi-
zado ya sus Departamentos de Cicncias entre los cuales estd el de late-
miticas y Fisica. Entre otras finalidades cientificas se le ha encomen-
dado la tarea de organizar y recomsndar un plan de estudios tendientes
a lograr que entre los titulos extendidos en nuestro ximo Centro de
Estudics se incluya el que corresponde a Licenciado y Doctorado en iMate
miticas. Dada la gran demanda que hay de matemAticos nara imartir ta-
les asignaturas en el nivel medio y wnmiversitario; el paso dado nor ---
nuestras autoridgdes del Alma Matzr ha sido recibido con benernlécito.
La Universidad se impone asi la tarea de formar ¢l personal académico

que tanta faltz le esti haciondo al nais,

Se abre pues un nucvo horizonte para nuestro sraduados cn la Educa
cién ledia pues en muy corto tiemno nodrin matricularse en nuestra Uni-
versidad rara estudiar una carrera de gran atraccifn, de grandes pers--
pectivas y cuyos graduados van siendo mAs solicitados cada dia mis.
Nuestras juventudes podran aspirar dentrn de poco, en nuestro pais, al

Doctorado en iatemAticas.,
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