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P R E S E N T A e ION 

El nresente trabajo llev. C0111 0 objetivo, e l ,;cs-­

uertar la inquietud tanto entre nrofes0res como estuniantes 

ele los úl timos años de la Educación ~.,ferHa. No es un texto, 

nun ca po~rra serlo; únicamente e xpone cómo las cuestiones ma 

tem~ticas de la enseflanza me~i a nue ~en ser estu~ia~os can 

conceT'tos más é1vanzarlos con mira.s a SUT)erar la cRT) él cidad ana 

lítica rle los educ2nnos. ~a ce al mismo tiempo un breve re-­

cuento ne las situaciones nue cruza el alumno en su anrlar es 

tudiantiRl a la ~ar que muestra a los ~Taduarlos e la Escue­

la Secunoari? uno ne los objetivos de la Reforma Universita­

ria, cual es, ln~rar el Doctorarlo en Mat emátic~s en nuestra 

Universidarl. 



INTRODUCGION DF LAS HATH~!\Tlr: J\S ¡'lO D~R.N¡\S 

EN LA F.DUCACION ~iED I¡\ . • 

1.- Consideraciones Generales. 

a) Conteni ~o rle 10s nro ~ ramas rl e ~itematicas 
en E~uc aci6n Me~ i a . 

b ) CnrReter de los mismos. 
e) Vacío e dueaei6n Media - l~iversit a ria. 

11.- <;ituaci6n <lel Alumno en la Uni versicé'\(L 

a) Ina0ap t ación. 
b) Al teraci6n rle los Pro nramas Universita--­

rios. 
e) Al to Porcentaje rle e~resados ; mínimo ryor­

cent a ie ~e ~raduados . 

111.- Concentos Modernos ~e la Ense~anza Matem&tica en 
nuest~a Universi ~arl Na cion a l. 

a ) Teorí a ~e Conjunt os, Matrices, Vecto r es. 
b) J\l~ebrR LÓ¡:r i cR , ,~ lfTebra Ab stract a . 
c) Mode rnos Concentos ~ e CálcUl o , Geometría 

Di fe r encial . 

IV.- Neee si na~ de nuevos Concentos mate~áticos en la En 
señanza de 1 a Eou eaci ón t.1e<li a . 

a ) ReforMa del rro pr~ma 1atem!tieo. 
b) Obstácu los n ara l ~ Enseñanza. 
c) So luciones. 

V.- Proyecciones ne e s a Innov~ eiñn oe Con ceptos . 

a) Mayor eapaci {~d nn::tlíti c a ne los eg res a-­
d05. 

b) Nueva escuela ~at emat i e a en el n aís. 
e) Un nuevo prado cad€mico • 

. . 



C0NSI ERACIONES GENERALES. 

a) Conteni do de los Progra'!laS ~.'!atemáticos en Educaci ón Media. 

Yobl ar de intr oducir conc~ptos n~derno5 matemáticos en l a Educ~---

ción ¡I, di a puede aparent "mente confundirnos con res~ecto :11 contenido 

de t a l es pr o7ramas en l ~ actual i a • 

. .:3. l e í dCl. ~ l os miS .. IOS par a ver que ~n su e l:l.'Jor ación se ha trabaj ado 

c nci ent emente con l a mej or buena volunte: que un i nstruct or pueda di s-

poner al servicio de l a educaci6n. ~es de e l i nicio ne su e l aboración 

con l os conceptos ~s e lementa les de la Ar itmética se observa una esca-

l a ascendente que nos ~roporciona un panorama casi c_ JTI!) l eto de 10,ue 

eob r a ser un curso de ,vl:::tt emáticas. El .. U~ebra nresent ada des de e l 

concept o e l emental de término al qebr ái co hasta l a sol ución de ecuacio--

nes de se pundo ~rado con sus n:lJl i caciones, indudabbTl'ente 1ue const i tu.-

yen una canti, ad d~ conceptos que d. ser as i milados convGni entemente 

const itrir an una base sólida pa-a cualqui er p l an ( estudi os. La Tri o 

no~etría junto con el contenido ~eométrico en e l p lano y en 1 espacio 

compl t an e l conjunto e e l ementos con l os cual es ~1 estu~i~te estará 

fami liari zado durante t oda. su i da estuJ iantil y ?Jr oL sional. Es l óei-

ce pens ar, des de 1uesP , que con un proera~~ elabor ado t an compl et o en 

su conteni do , tan .rdenado en su forma y tan simple y sincer o 100 r eve-

la un~ ar moní a ent r e estudiantes y profesores no hace f alta reformas ni 

a ,re~ad05 a su cont enido. No obsta~te hay en l os pro8r amas de E uca--­

ci6n .·!edi a la parte relat iva a Cosmoqr:lfí a, r ama est a en l a cual no se 

cubre un progr ama más menos completo a l a par de que se estudi a en 
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form~ t al ~ue ca l a iID?r esión de no est .r r elaciona a con el resto de 

as i gnaturas r e í ndole J11atenática; !-lero la. realidad es bi en distint::. , t~ 

dos los conceptos es t ldiados en l a p~rte relativ~ ~ Cos~prafí ~ se ren~ 

san 0 11 otras ramas de l a ciencia . La Física sola es tm car1Y'lO abundante 

·.londe se ~)ue en cubrir conce'?t os de 3quella , esto acorrnañado al hecho 

de qua e l estudiante casi nunca , con Docas excepciones, vuelve ~ ]1abla.r 

," 3 Cosmo,qrafí ¿'. 3n su carrera estuJiantil , le rests. r.té itas p~ra a,are-­

cer corno una mat eria específ i ca en e l 1T()~arna , s i n 1!'.en'Jspreciar l os 

conceptos que en e lla se estudian pero ~; e ~ueden SGr cubi ertos en 

otras asi o;natur3S. Existe en ca.rrbio un vacío en los proqra'1l.:ls J... duca 

ción ~~di a y es .ue en éllos no est1. i ncluído \ID curs.J de .ritmáticr. Rt1 

zonada que jWlto c n la Aritmética Elcr.ent3.l constituirían \.IDa sólic..!l 

base par a cu~lquier estudio no sólo de .ht~máticas sino de c~alquier 

otra índole . Es una r e':1 lidad '1 e d i ndividuo en el desarrollo de su 

act i vi ' ad diari a s \~ enfrentará a ca·la momento con situaci')nes que dc~ 

J:lrá'1 .... 1 e j ercicio ce su capacidad pare. razona.r; s i tuaciones Gifíci1es 

sólo ser án res ueltas rá,ida y en buena forna con mejores r aciocinios. 

Adqui ri r: ha.bi lidad para razonar convenientemente es nues una r.ran nece­

sidad y enseDar a los alumnos a r azonar es un iMD~rativo oblieatorio 

' ... r a to, lO rofesor de matemáticas en la Educación r-iadia. Cabe nues pr!':. 

qunt2r ¿Puede la Cosmografía ser sustituida en los Pro~rarnas de la Edu­

cación ~ 1edia Dor un Curso de Aritmética Razonada? Dejo en ?i~ la i nte 

rragante. De exist ir una resryu~stn ~firmativn crea que l os conc~ptos 

que en e lla se estudian :lctua1rrente lJue rlen ser cubiertos >n asi o/laturas 

afines. 
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b) Carácter de los mismos. A pesar de ser muy comoletos los pro-

7ama$ de la Educación t'-1edia, el desarrollo de los misJros anda rel lle­

vando coro consecuencia, el ClUB sus er;resados vayan deficientem:mte pr~ 

parados, debido a la costumbre 90CC productiva de acost~~rarlos a me~ 

rizar. r-~morizar para aprender es lo lue nunca debiera practicarse y 

eso es en nuestro redio lo normal. Ocurre entonces alp.ü verdaderamente 

lastimoso; la mejor edad para adquirir conocimientos, ~uella en que la 

niñ.ez está ávida de conocer se pierde al permitirle al alunno JreJOOrizar 

conceptos cosa que no debe de hacerse. Apa~ace entonces la rivalidad 

entre los ~ue pueden memorizar fácilmente y los que no; aquellos obtan­

dr~~ buenas calificaciones y estos no; al final habrá un resultado co-­

mún: el que meJOOriza difícilmente puede rrantener esa capacidad todo el 

tieffi!Jo para todas sus materias, ello t.mido al aUlOOnto gradual de cono-­

cimientos cada af~p lo lleva a una situación en que le es imposible or­

denar en su memoria el conjunto de conoci!11ientos 1ue ya obtuvo y asimi­

lar los nuevos. Una consecuencia de ello es que un rránimo porcentaje 

de estudiantes de la Educación r·~dia no lleva apuntes a la hora de ren­

dir un examen, lo que demuestra 1ue el verdadero car~cter de los estu-­

dios de la Educación r~edia ha desaparecido. 

c) Vacío Educación Hedia - Universitaria. Egresado en esas cir-­

cUI1stancias, el estudiante rredio llega a una etapa en que nuevos hori-­

zontes le auguran una preparación técnica y científica que le perrrdtirá 

defenderse en el afán diario a la par que lo capacitará para engrande-­

cer a su Patria. Ahora puede aspirar a ser un profesional en cualquier 
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rama universitaria, se siente grande y ~iensa que así como venció esa 

etapa, vencera la otra, se forma una infinidad de ilusiones y cree que 

si hubo dificultades en su bachillerato para aprender, en la L~iversi-­

dad sera distinto ya que contando ésta con personal capacitado, que te-­

niendo nuevos y mejores métodos ~ara enseñar, los obstáculos que encon­

tró antes, &~ora no los encontrara y si los encuentra ya sabrá como re­

solverlos mejor. 

Pasa un largo tiempo para que ello se verifique y siendo t aTl dis-­

tintos los campos que el estudi~~te frecuentara nunca podrá prever las 

cirCtmstancias de su vida universitaria . Por otra parte el aislamiento 

total en que se desenvuelven las dos escuelas , deja al nuevo bachiller 

en una etapa de aislamiento, incapaz de seguir una línea definida en 

sus nlanes de estudio; y es una especie de vacío donde se hace una pWJ­

sa, pero sin saber qué seguira después. Por lo tar~o surge y recomien­

do como una necesidad imperiosa establecer un contacto entre la enseñ~ 

za de la educación media y la vida universitaria . El Ministerio de Cul 

tura debe organizar cursos pre-universitarios, en donde los nuevos ba-­

c~illeres reciban orientación acerca de l nuevo tipo de relaciones que 

tendrán, ya que la L~iversidad con los escasos recursos con que cuenta, 

apenas alcanza a cubrir los planes st.-rperiores. En esa foma se elimina 

ría esa llamada tierra de nadie que taTlta desorientación ha causado y 

que no permite establecer un plan único que partiendo de los inicios de 

Ir! Educación a:~dia, permita al alumno esnecializarse en las materias 



que le servirán profe ionalrrent3 para "'1Toyectarse con paso f irre a la 

i~specio..lidad académica que más ..Le at r a" , sin perjuicio de que en el fu­

t uro estos nrogramas de orient ación sean r ealizaebs en labor conjunto. 

del :n nisteri J de Culturn y la L. iversidad . 
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SITUACI0! DEL Al) : >JO EN LA UNI lE_ SI DAD • 

a) INADAJ TACI ON . 

t"uy d sconcer tante s desde lu_~o In s i tuación de l alunm en In. -­

Univers i dad , especial~ente l os nuevos , y , es rn3s acentua~o es t e fenóme ­

no en l os que asist .;n (' cursan en la 'acultar1 e 1 .o;enierí::l .• 

,quí , e l :11unno 11 ~~ al i nicio d~ su C3.rrers. con n i i",CL e '1uivo­

cada de l medio que va a frecuent::n-. ( . uest 'lrente,,~ l o IlU'3 es a insti 

tución seri a y or~a~i zada que . l&~i fica y nrogranL~ todas las ~ctivi . 2- ­

des !1ropi as de s ' rDl'leO ; encuentra un conjunto dp edificL:s desolados , 

sin ninguna persona cncargadJ. de i n .iicarl e cuál es su s "lla de clas _, -­

cual su l'Jraric' y quienes S'Jn sus nrr fes ares • Cuan ,lo al fin logra .3e __ 

t erminar estos aspect os s e da cuent '1U_ no e xisten :?r gram'.3.S defi i .-los 

y que e l catedr"'tico se limita a reC'JJ!18 dar w'J1 t exto y C01':1,) des Rrr·:-llo 

de l a clase expone capí tul por C3.:,ítulo el conteni d de l l i bro en ren­

ci6n . Se acentúa e l robl ema en las asi~aturas (~~ carácter ".:1urarrente 

.. at emátic'J j 10 que debiera ser una eXDosici;=)n claramente r azon:3/h s e 

ue lve t.illa simol e copi a y tras lado al ~izn.rrón de l a fo r.i19. y sírrb 105 

csntenidos en e l texto . ¡jo existe él"Uli tud de conce~to , e X'Josici6n , 

análisis, r azonarpi ent o ; l a so1 1ci"'n de ej ercicios y !,roblem:lS s e VUJ lv¿; 

mecani zada y 81 obj eti VD ,?r Íf:1oy r1i al; aLhmás :1e l c')~n:Js i ti o , S(~ :Jier de . 

Poco ha avanza ' o e l , r oresar en l a e~osición de l a mate ria cuando se 

da cuenta flue le sera. muy difíci l conti nuar e l esarr ·') l1o nomal qU;!. se 

habí a traza o y _ue l a canti dad (le c ncept s que :,Jret ndía cubri r no se 
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rá cubierta; la casi totalidad de los alumnos comienza a solicitar una 

exposición ~~ lenta. so pretexto de 1ue dificilrr~nte ryueden ir al día 

con sus materias, que en años anteriores sólo han c ... ..tbierto una pequeña 

,arte ele 10 que hoy se , retende cubrir, arr;ueyn 1ue la necesidad de 

atender las otras materias de los cursos no les ,ermiten dedicar todo 

el tiempo '100 debieran a la materia de que ahora se habla, y muchos 

otros pretextos ~ue no pers1~n otro objetivo que el de detener en to­

do lo que sea Dosible la exposición del contenido total del curso que 

se pretendía impartir. Con ello 10rrraTl cubrir menos material de estu-­

dio para la hora de rendir un exa.'!len , aumentar su tiempo t.'til para acti 

vidades que no son las purawnte estudiantiles a la par de -que se pose­

donan de un arma s:.colócó.ca que pronto esp:rimiran contra el profesor 

en caso de salir reprobados en alJUna nrueba. 

Pero basta analizar un poco el caso Dara darse cuenta de la reali­

dad. El alumno aunque resulte capaz de comprender la expo~ición . de al­

~ tema de cualquier asignatura que sea, difícilmente puede solucionar 

sus problemas cuando en ellos van involucradas cuestiones de carácter 

matemático. La más elemental simplificación le es de difícil compren-­

sión y un cambio de signos algebraicos es capaz de desorientarlo total­

rente. Pasa algún tiempo más o renos largo para que el alumno se pue-­

da reincorporar a la exposición; mientras ello ocurre ha detenido en su 

totalidad el desarrollo normal de la clase. El alumno no se ha adapta­

do al sistema de estudios universitarios. Las huellas de la metodolo~­

gía de la Educación ~dia están vivas en él, espera que se le tO!fe ---
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de b . mano y se le puie 90r e l car'lina que se le qui~re hac0r andar, es 

inca"'J¡lz de hacer luz a su alrededor DaTa -.:lar 1m j aso hacia adelante y 

se CO:l.f OT!T13. con pem:mecer en el lusar hasta don'~e '1 c? sido llevado , f) 

retroceder divaaándase en 10 que no es su ~teri~ ñe cstudi) con la Dér v _ _ _ 

dida de les conceTJtGS hasta ento ces ::::.. Ir:,t.1ir i dos. Ir;ual 'loo en la Educa 

ción ' '..3dia sus materias só!.:; s~rá.n O~j 0to de estudio cu~do s e anroxioo 

la ~rueba :.:'arcial, en e l mejor de los c..."\sos una s em:ma 3nt es (le SOl~ter 

se al eX<..1..'OOn. 

b) AL'fI3Rt\,CnN DE L0C) T)Q.0G~~MAS tNI\RP.SITA~IOS. 

Cuando el roterial de estu·~io h~ éll..t'!lent3.do de torna :.1,00 exiqe del 

estudiante el máxi~ oc tieMno útil y l a .~yor de~icación y s~crifici~ 

Dara salvar las ~ruG~~ a qUB s~rá san~tido p sur~en los ,Ti~cros con--­

f lictos. L3. 1Jrcsión CJ.ue al principio se ej s rció sobre el prof esor lle-

,a hoy hasta l as dir ectores I ~e escuelg y l o. Junta Directiv:l en for!:u de 

múltiDles solicitudes. Algunos ?iden l a lJOster!!:ación 00 las f echas de 

eXarlenes !1arciales; otros la exoneración de la obligación de presentar­

se al CX3ren en las fec.hns indicadas y 1:1 solicitud '1uo :por unanimidad 

es 1l?rol)ada en el sector estudiantil es 19 1ue tiende a l Ol:,I'ar la clis!I'i 

nuci~n del material ue estudio que se hg de cubrir en la prue~a. Plan-

t ee,c1o (~sto , sur?"c una situación c.ifícil para l as a.utoridades; Bl no :1C­

cecer a l o solicitado es considerado nor parte de l os estudiantes co~o 

actitu(~ :mti-estudiant il y lue~o se ar~e que el ob j etivo de tales au-

toridades es reprobar e l !1ayor nú~ro de ¿studiantes, lle gan o a ~ncio 
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narse en ruJono de tales ~ro,65itos hasta diferencias personales de pro~ 

fesor a alumno. Todo esto uni do a. 13 actitur' naco constructiva de un 

gran sector (~l gremio 8e In~enieros 1ue ven en los estudiantes de In~ 

nicría, n-] ~ un ,Ql'UPO de ele~ntos que ~oo -:1en transformar técnica y 

científicarente al :::n ís, sino a nuevos ~)rofesionales que vendr[i¿"l a. s atl! 

rar el ra110 (10 la construcci6n. viene a formr un clima. de pugna entre 

autorid~des y estUQi&~tes en e l cual la peor ~arte la lleva~ las prime­

ras, llegaTldo 3 acceder así a la casi totalidad de l.as solicitudes pre-

senta\..las. Un fenómeno muy si3l1ificativo y dañino ha tenido lugar, l o 

que p~jría.rnos llamr el programa, el conjU!1to de conoci:pientos r~ueri-

dos para aprobar l a materia ha sido alterado; y no alterados uara bien, 

pues aunque, aparentemente se hizo un bien al estudia~te facilitándole 

el camino hacia la a:?robación de su curso . s e le hizo un mal al permi-­

tírsele tal apro!xlción sin dI cau'lal de conocimientos necesarios y que 

más tarde le harán falta al curSRr ~~teri~s de carácter ~uramente pro-

fesional. 

c) AL1U pol~CP:rrAJB DE EG~SAD0S. MINHn nORCENTAJE DE GRADUADOS. 

~sta alteraci6n moment~~e~te 11a favorecido al estudiantado. 

Los cursos no son técnicarrente ~iri~clos ~or las autoridades constitui-

Cc~S JI s (~ (1es arrollan a 13. deriva, cubrier.:J" e l porcentaje flljniro de ho-

ras clase que 10galmente son exigidos sin preoc~3rse en nada del cante 

nido de l os cursos i mpartidos. Así se lle~a al f inal d; la carrera ob-

serváTloose un lnfiro n(',!!;~ro de reproba·,-los en l os últiros m":os. hecho es -
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te que hace pensar en que la capacidad intelectual, ci~ntífica y ",!T'Jfe­

sienal del estudiante de últimos años está acorG~ con su conlüción de 

~r.rresado o de futuro e~esado. En esta forma los cursos r::ue se ~s?i-­

den de la Facultad de Ingenierí~ y ~rquitectura son relativamente nUMe­

T OSaS en caJa Escuela. Poco tie~o, lJasa sinaroargo, para darse cuen­

ta del da710 acaoomico en '1lle se incurrió; 1. s egres;ldos, se retir~Ton 

de la Universidad y ~asa tm tier.lpO res o menos larqo para que ?iensen 

en so~tersc a sus exámenes de grado; con r~ras excepciones casi nadie 

piensLl en graduarse h:lSta varios años despoos de haber e~esado. Ssto 

como os n!-ttural Wl aUJOOntél!'ldo d número de Gstudial1tes con sus p!11leS 

de estudio terminados pern sin que ~)U.eda:n darle al país nuevos derr,.)te 

TrOS d.a ~rogTeso C' increren1en los ya existentes, c:msa apar~nte de 

ello es el que las metas o prop6sitos que s~ pro;~on.'~al1 lograr !11UChos 

universitarios no llegua hasta la obtención de un título acadéF-ico. 

El '!Tan ~lJrcentaje de agresados n-parentemente nos da la i J.ea de que las 

in'Jersiones de culturn han sido a~rovechad3S, lastima ~rande que sólo 

haya sido en beneficio de unos ,ocos; la ~ación que 6 S la llaTada él re­

co~er los frutos de sus inversiones !J0c~ ~. nada pndrá recuperar, si no 

se 3.umenta ese TIlÍniro porcentaje de gra.duados re~istrado hasta hoy. Só 

lo en esta foma, la Universidad estaré. CUl'!Dliendo a cabalidad su t l.m-­

ción y el ~aís entero ~odrá %Jz!.U' de los l-,eneficios de los .~I.:elwntos de 

la cultura. ?ara ello t sine!""barc;o, se ~recisa de la cornrensi5n y 0:)13:­

boración Je todos los sect·:)res q~ entran en juego, así corrD el sacrifi 

cío y ,:lcdicación t.1e estur:i :mtcs y prof,;¡sores en igualar las retas de 

los p?Ís,~s ¡'lis avanzados que 01 nmstro. 
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1 . _ RNOS D J LA E. SEf1A! Z MATE. TI 

E r - , TI? ' . U~ l VEPSIT1)J) l·\CI , ! AL . 

T'":ORL'--. D'r. G)l.JU·i'f ~' . ~0"'á rle finido un conjunto C"'l;" una col ección 

de o..:> j etos; cada uno de estos objetos, r¡ue ;Jueo n ser, s í mo los , . erso­

nas , c s as, etc., rcci irá el nO~Jrc de e l emento del conj~to. Todos 

1 s números impar s p r eje~lo forman un conj unto que defi niremos como 

"e l conjunto de los nÚIn ros i mares". An1l10tJ:amcnte poemas definir "el 

conjunto oe todos los números p res" ; t: ;:;l conjunto de todos los números 

~rinns" ; etc . et c. Desiqnaremos los conjootos con las l etras mayúscu-

1:'.5 del alfabeto . , , C, •••• : sí o'~ r·lOS ~ecirt por ejemp lo , que ,\ es 

81 conj unt o de todos l os nú."Ueros iM[>~res ; r¡u. B es el conj unto e n'" . e­

ros ~ares, otc.; ello se escr i birá ~s í : 

" == CeJ. j~.1nto de números irmares 

3 == conjunto le nÚJ'l1.3r::Js ? re 

Desi '1)1aremos los elementos de 1..U1 conjunto con las letras rninúscu-­

las de l alfabeto a , ~ , c ••• As í poJemos lhmar a l os e l ementos del con­

junto -e los nú.~ros i~ares: al' a2, a3 •••••• ~ donde al será e l pri-­

mer i mpar; <1.2 e l sezundo , y así sucesivarnente . Cuando nos vayamos u re 

rerir un conjunto e~resando sus elementos, estos se encerr .r~~ en 

una llave así: 

Siempre que encontremos el signo {} estaremos frente a un conjunto 
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cuyos elementos son los síMbolos 0UB están dentr . En el caso de los -

números impares escr i bireMos: 

Veamos algunos ej e~los 

A = {l, 3, S, 7 ••••••••• } 

B = {2, 4, 6, 8 ••••••••• } 

e = {3, S, 7 •••••••••••• } 

Impares 

Pares 

Pri1';OS 

No siempr se rencionará cada uno de los elerrentos de un conjunto, 

para definirlo en su totalidad , bast ".r5. iIi3ncionar una o varias nropieda 

des connmes a los elementos del misro y 1,) h.:ilire!ros definido . Por ej !!!. 

pIo poderos referimos al conj unto cuyos elementos son i mpares cOJtYJ al 

conjtmto de 0!errentos ~, tales que ~ s un impar. Bsto en sírrbolos -

matemáticos se escribe así: 

A = {ay/ ~ es irrq:¡ar} 

e l símbolo / s e lee "tal que"; en esta f orma la referencia es más com-" 

pleta y no hemos escrito ningún elerrento del conjunto en particular. 

Otros ejemplos: 

B = {bn/b es par} 
n 

C = {~/cn es número primo} 

Con base a definiciones como las 8ntariores sa pueden formar diver 
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sos tipos de conjuntos. Vearos, sea formar el conjtmto: 

O = {xix es par entre cero y diez}. Interpreta~s esto como que D es 

el conjunto de elementos x tales que x es un número par cualquiera com­

prendido entre cero y diez; nótese que dice entre cero y diez, ello in­

dica que arrbos quedan excluidos; lue~o D se definirá: como D = {2,4,6,8} 

tm conjunto de cuatro elementos. 

En otros casos no sera tan fácil encontrar directamente el valor 

de cada uno de los elementos de un conjunto; habrá, para ello, que ha-­

cer algunas operaciones matemáticas previas como en el caso: 

E = {x/x2 - Sx + 6 = O} 

Se observa que habrá dete~nados valores de x que satisfacen esa 

ecuación, otros no lo harán, de forma que el conjunto en mención es el 

compuesto por los elementos 2, y 3 ya que sólo ellos satisfacen la re- ­

lación dada. 

Así pues: 

E = {x/x2 - 5x + 6 = O} = {2, 3} 

Entre todos los conjtmtos posibles hay uno de características espa 

ciales; el denonúnado "ffiNJTJNTO VACIO", su característica esencial es 

que carece de elementos y se representa por la l~tra ~ (si); hay que ha 

cer distinción entre el conjunto vacío y el conjunto cuyo único elemen­

to es cero . Sean: 
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s = 4> = conjunto vacío 

'"; = {O} = conj tUlto cuyo único e le:rento es ccr~ 

Un conjunto puede ser i gual a otro cDlljtnlto , y cuan~b tal cas a --­

ocurre ello signi f i ca que los e l ementos ~e uno de e llos san iguales a 

lJS ~ lementos del otro . Así, si A y B son conjuntos y son i ~~ales, en­

tonces escribiremos: 

A := B 

el lo i mplica q~ cada uno y todos los element os de_ son i gual es ~ cada 

uno )' todos los e lement os de ,; si hay uno solo de ellos di stinto en--­

tonC\~s A F R.. Esto S0 resumz en e l c1en'):T'ino.uo : 

AXIOlvtA. DE ~XTENSIO 1: Dos conj tUltos son i guales s i y sólo si tie-­

nen l os mis-ros e le!rentos. 

De lo anterior se c.esnrende que 1JS c. nj untos puecen t ener tIDO o 

varios e lementos i gual es. Si t odos son iguales, arol-.:>os conj untos ser án 

i su"tlas; si solamente a l gunos, l os conj untos son desi gual es y habrá que 

distinguir cual es e lerentos pertenec n a ar.ibos y CU3.1es no. Suponp'amos 

qtle : 

A = {a, b, e, d} y (1) Y 

B = {a , b , e, .4 , e , :f , ~} ( 2) 

Se ve que los ele~ntos a , t , e, ,-: , nertenecen a 3.mbos conj untos y 
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los elementos e, f , E, sólo pertenecen al conjunto B. Para indicar 

CUáT1do un elerrento T)ertenece a un conj tmto o no, usarem-,s el signo "E" 

qua se lee "pertenece a" y se escribe entre ~l elemeJ't.oposeiJo y el pe­

s¿.ec1.'J r. Por ej empIe : 

n € A si ~1ifica que el el¿.mento n» pertence a el conjunto . . Si 

un e1errento no pertenece a un conjunto e llo 1':) i nc1icareros con el sil?,l1o 

Ii ~ " que se lee " no ~rtenece R ". Así, veros que e , f , g no ncrtene 

cen al conj unto A. Ahora T)odetros escri1)ir: 

a E A; b 6 A; c € A; d E Aj e ~ A; f ~ A; g ~ A: 

Se ha visto entonces que entre dos conjuntos hay elementos que ryer 

tenecen tanto a uno cemo a otro; esos elementos pued3n formar a su voz 

lffi nuevo conjtlJ1t o que sera "el conjunto formado por los elementos comu­

nes a los conjuntos dados". Esto se representa simbólicamente así: 

Si A es un conjunto y B, otro conjunto ent onces Aí)B = Conjlli,to de 

elementos CO!'llIDes a A y B el si~o n expresa intercG?ción y la expre-­

sión t oda se lee "El conjunto A interceptado con el conjunto B". Así, 

de las expresiones (1) y (2), tenemos: 

AfiB = {a, b, c, d} 

En la misma forma hay un conj unto que contiene tanto a los elerren­

tos de uno COIro de otro conjunto, y el sírrbolo de tmión " U " nos ayu­

da a determinarlo así: 
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AUB = conjunto de elementos que estan en A y que están en B. De 

(1) y (2). 

ALJB = {a, b, c, d , e, 5, 2, }; nótese 1ue la lJnión tiene los ele-­

mentos de uno y de otro conjunto, pero no repite los elementos aunque 

alguno de éllos esté en &~os; es decir, el conjunto Ilnión sólo exp~esa 

la condición de que un elemento está en uno o en otro conjunto, o en am 

bos a la vez, pero no los suma. 

Si dos conjtmtos son iguales, digamos C = E ello implica que el 

conjunto intersepción C()E= C = E ya que todos los elementos de CC)E es 

tán en e y estan en E a l a vez. Lo mismo ocurre con CUE. 

Otros sírrf>olos importantes serán" "Ix If que se le~ "!,llra todo x"; 

11 ++ " que se lee" si y sólo si"; " -+ " que se lee" implica ". 

¡\hora nuestro simbolismo ya nos permite leer algunas expresiones 

sobre conjuntos. 

A = {x/x6A} se refiere al conjunto A como el conjunto de elementos 

x tales que caJa elerrento x pertenece a A. 

{Vx/x~!\} +-+ {A = 4>} se refiere a un conjunto de elementos x tales 

que ningún x pertenece al conjunto A, ello será cierto si y sólo si A 

vS un conjunto vacío. 

Otro conjunto notable es el llawBrlo conjunto unive~sal y se refie-
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re al conjunto que re1.me a todos los elementos de una misma especie . 

Por e j emo10 , hab13ndo de li~ros, el conj:mto univers::'.l i ncluirá a t odos 

los libros que puedan existir ya sen. G8 Biologí a J Hatemáticas J 1ejicina 

J:;tc.; al habl ar de lápices, dicho conj unto s r eferirá ::11 total de obj~ 

tos ~ue ueden desempeñar la f~ción de ~ l ápiz ; al hablar 1e n(t~rosJ 

e l conj unto universal se referir:! tanto c. nÚlnercs enter ')s , f racciona--­

rios , positivos , ne ,utivos, reales , co~lejos, ctc . atc. 

El conjunto universal se representa por U. 

Todo conjunto puede ser cons i derado como co~uesto nor otros con-­

j l1.T1toS menor es o iguales al conjunto mismo que reciben el nombre de 

"subconjmtos". Así el conjunto universal de libros está cOI!!puesto o de 

todos los e lementos libros, o d_ todos los subconjunt0s: Li !Jros de ~1e­

rici no , l i bros de leyes, libros de Psicologí a , et c. Los subconjuntos 

pueden :l su vez considerarse com:) COffi11U ,stos por otros sm conjuntos me­

nores, por e jemplo , e l subconj tmto de ' 'Libros \..e Maternticas" tendrá co 

;"'1.0 subconjuntos Jrenores a: "Lihros de Ari t rréti ca", "Li' ros de l'-.l gebra" , 

"Li bros de Trigonometrí 'l" , etc. etc. 

Los conce,tos expuestos sobre unim e intercerpciór¡ ?ueden ser ex-­

puestos gr~ficaJrente flor tredio :le los llanudos "DIi\GRAJI·?A~ !)E ver·IN". Se 

zún Venn, un conj unto pueJe ser representado gráficamente por óvalos, 

cu~drados, o rectangulos o cualquier otra figura. 

Así: 
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La. intercepción de dos conjuntos se representa entonces: 

a) Si los conjuntos tienen elementos comunes 

La intercención 0 5 real, el conjtmto ArtB ¿xiste 

~) Si los conjuntos no ti~n0n clementos comunes 

.... 

" A ./ C
---..., 
_ ..•. ~ 

l a intercepción es irreal, el conjunto Arl~ es un conjunt o vacío y 

los conjtmtos lA y B se dice son disjtmtos . 

La uní6n se representar~ 

a) Si t i enen e1enentos COl'lU'les 
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1;) Si no t ienen elerrentos comunes 

AL) " ·3xiste 

Si un conjunto r.;s su!Jconjunto (k~ otro conj unto se J icc ue el ri -

rnero est á i nclui do en e l segunc~o y !1ara representarlo ! 9..te!'!!átic&mnte 

se usa el sírl:>olo " e " ':lue se 1e3 Iles subconjunto de" o bien "ést a i n-

cluído en" ; así: 

Si A = {a, b , c, d} y E = {a, D, c, d, e 5 f , g} 

Se ve que Aes subconjunto de B y node.,os escribi r Ae D. 

r1edi '" de di 2.~r:1rns de Ve n re1Jresentari 8.!'T[os 

Todos los elementos de A est~'1 en ~. 

ner · :;!s de 1 ayor extensión 1ue A. 

'Jtros sírrbolos i !11!Jortantes so~ "/\ 11 Y " V" qoo s o equivalentes 

a 1 ::1.5 conjuncione 'y" y "o" respecti :l.! ~mte . c: ' ~l. por e j emplo quisier~ 

:cos re ferirnos a un e l erento de l su:.conjunto A de los n'Bnci~nados a.'1--

tes, notar.10S que esL e l ementa es t á en ,A.; 1Jero al JTlis no tierrroc esta en 

B 'l')or ser A subconjunto de H; si:nb ~lic::unente escri~)Írn::k)S 

A = {x/xc Al\x c:.B} 
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HATRICES. S~ define una matriz coJ:r<..:J un arreglo en filas y colu"'1- -

nas de tm conjunto de objetos. Si el arreglo tiene "::;" filas y "'1" co-

l umX5 se dice '1ue es un3. matriz de ti'".')o IIp x q". Si uno cualquiera de 

estos vnlores p V r¡ es !1".ayor o rene:..- ~ l a ~.atri z se dice ser "Rectangu--

lar"; si p. = q , entonces la matri z se denonin~. "Cuadrada". 

Cac1'l objeto, o cada e lemento de una. TIlr.'ltri z se representa por un 

sírnolo único, y común ~ara todos, acompaflarlo de dos subíndices que re--

presentan ls fila y la columna donde está ubicado. Su~on~amos que par~ 

Q~a matriz cualquiera, sus elementos s e representarán 90r 31 símbolo co 

mún " a " acompañado de los subíncáces 11 i " Y 11 j "; entonces cada el~ 

mento tendrá la. foma. " <1.j " En esta forma 11 a " puede representar 

cualquier objeto o valor, incluso cero y estar ubicado en cualquier fi-

la desde la primera hasta la p-ési=:'lél s egún que " i " tome valores desde 

1 hasta p; y' estar ubicado en cual1u1.er columna desde l a prirera hasta 

la q-ésima, según que j toma val ores dl2sde 1 hasta q. 

Veams una matriz c.esarrolla(h de til')Q 3x3. l\.quí, p=3, p=q, loo ,?o 

es una rr.atriz cuadrada de tres filas y tres columnas; si la denominamos 

.A. , su forma será: 

[al! a12 B13 

A = a21 a2 2 a 23 

a31 13.32 <'-33 
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Otros ejemplos son: 

[' 'b!'] L.- 1l 
B = matriz de ti!)o 2x2 

b 2 1 b22 
(cuadrada) 

l!! b 12 b!3] 
31 = !!1atriz de tipo 2x3 

b21 b22 b23 

(rectangular) 

bll b12 

!32 = b21 b22 Hatriz de tipo 3x2 (rectangular) 

b 31 !J 32 

Obsérvese que los elementos de tma matriz se encierran entre cor-

chetes. ello es para diferenciarla de su determinante que tiene exact~ 

mente la ~isrna forma y reprasentación, ~ero cuyo valor (el valor del d~ 

terminante) es una característica de la ~atriz ya que nos deterrrñna el 

valor de la matriz y se encierra en sinp12S barras. 

Por vía de iluc;traci6n v~mnos al >?,tIDos eje~los nt.tm§ricos. 

1'OOS las matrices. 

A = ¡: 
B = [-: : -:[ 

-2 3-3 

e = [-6 
-1 

Suoonc;a .. --

3 

2 

Vemos que A es de tipo 2x2; B es (j.:) tipo 3x3 ; e es de ti:.lo 2x3. 
_. 

Además ellas son equivalentes a: 
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[a
l l 

a
12

] 
11 

. b
lZ b 13 rll C12 

el'] A e e = 
a21 a22 13 = b í'l h b23 C2l Cn C23 u22 

1 D31 D 32 b 33 

en donde: a l ¡ = 3; a 12 = -2; a21 = o-, a22 = 1 

bll = -1; b 12 = 4; bl3 = 3 cll = -6; C12 = 3- C13 = -2 , 

b21 = 2-, b22 = O; b23 =-1 C2l = -1; C22 = 2; C23 = 4 

b31 = ... 2; b32 = 3; b33 =-3 

OPERACIONES roN MATRICES. 

I - SUBA Y RESTA. La suma o diferencia de matrices está definida 

por tma nueva matriz cuyos elementos son, la suma o diferencia de los ' 

respectivos elementos de las matrices dadas; para que ello sea posible, 

ambas deben tener el mismo nÚTrero de filas y de colUIID1a5, es decir de--

ben ser del misro tipo. Supongamos qua 

~ ti a
12

] [bll b 12
] A B = a21 ~2 

- b
21 b22 

.-
La suma sera: La resta sera: 

rll + b
ll 

a
l2 

+ b
12J! 

r
ll :""'J 11 a 12 

- b
12

] A+ B = A- B = 
a21 + b21 a22 + b22 a21 - 1:>21 a22 -bu 

Con valores numéricos. Sean 
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A+B = [7 2]: y A-i3 = 
5 1 _ [-5 -8] 

-1 5 

Las operaciones son definidas ?or~ue 1, tiene dos f ilas y dos co---

lumnas y B también; si ello no ocurriera la su~a y rest~ no serían posi 

'.:l les. 

II - ~·lULTIPLICACIO!J . 

10. Producto de una ~atriz por un escalar. Este producto. da lu-

gar a una nueva matriz cuyos elementos resultan multiplicados por el 82. 

calar. Sea la matriz. 

el producto será: 

kA = 

a
I3J -1ue se Vil a multiplicar por el 

a23 eS':illllr k. 

kall ka I2 k a I3 

ka21 k a 22 ka2 3 

Esta definici6n nos permite ver que si tOGaS los ~ lementos de una 

matriz tienen tm factor común, c'lda elemanto pueda ser dividido entre 

ese factor y sacar ... ste CO!:"D factor de 1[1. matriz. Numéricrurente, sea 

multiplicar A por 4 c~ando: 

1 

3 
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el ~rJducto ser á 4xA = 4A = 4 [-2 
O 

1 

3 

4 20] 
- 4 12 

20 . Proüucto de una m t riz ?or otr a rr.atriz. Se define al ~ro-:luc-

to de dos matrices co~ una nueva rnrxriz CJyos e l ement os están forrruLdos 

por la S l.lI!k'l ::le los PT0ductos de cada e l emento de una fila de la :?rirer a 

matriz por cada elemento Ce una columna ds la segunda Tatriz; esto i m--

plic3. que para estar defini do el ?r O(\lcto de dos TIIe.t r ices es condición 

nxesaria el qua t el número de columtlS .Je l e. prim¡;n'a ~ sea i~al al nú-

rrero de' 'filas de l a se~.mda ya que nI ¡lO cUITQlirsG 0st a condición, !1a--

bría product os no definLlos por nc tener su factor correspondient3 en 

UI1::l u otra matriz. 

~ JO ... e2ll11 l a definición anterior , si: 

[a 11 a121y [b11 b 12
] 

Q, 1 1:; 1 1+a12!., 21 
A = B ,= 1'-3 = 

:121 a22 ... L~21 b22 a21~ 11 +a 22b21 

Numérica.Irente, suponga..vnos que: 

A = [: -5]; B = [1 -1J 
v 2 3-2 

N3 = [-(4)(1)+(-5)(3) 

el) (1) + (2) (3) 

Reduciendo la matriz el ~ro0ucto 11Jeda: 

[

4-15 
/\.8 = 

0+ 6 

-4+10] 
0- 1 

= [
-11 ~] 

6 -~ 

a1111 12+a12022] 

9.21~ lz·+a 22:) 22 

(4) (- 1)+(-5) (-2)] 

(O) (-1)+(2) (-2) 
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()1¡sérvS5:; que el ~):rir.1er . l al"lent:) c1e la T.)ri~ra fila Je la :.ID.triz 

,reducto está for .... .aJo por la su.~a :le : nri~r cle~ntJ ,.le la nrÍl'rer a ~i 

1ft :1..0 .\ l'l0r el ")ri :rer e lcrunt o (~.; la pri "OOra COhl'!!l1.:q ele B. mfu; 01 s':;T~ 

.-') ell3rrente .-l~ la pri~ra f ila e . :?Ol" el s~o:undo cle!1'.i.:lnto de 13. Dri1"!e 

re. cohr:1l1a ·-:1e R, más '~ 1 tercer elerento d~ la primer?. fil2 J0 A "YJr -e l 

tercer 01er!lento ele la nrirrer3. columna de ~ . i'lsÍ suczsivarn~nte . Bn la 

mis!!'..':'. forrn se !')btier..':J al e1sT"ento de la 12. fila y S8f;U-T1dil columna. de 

b matriz 1}roductoj , ara olla intervü~neí1 l os elelnentos :-le 1:1 l a . fila 

de A y 105 de 19 2a. columna d~ '. r.n esta fo~. el número e l~ fila 

y el n~~r' d~ la columna ~ue se ~ultip1ican, define ~l ~lemento J~ ?o­

sición en la matriz producto . El ~roccsa vale para matrices de cual--­

'1uier tipa. 

De l o xpuesto hasta hoy es =~cil ver l~e : 

La SUP.1.a es con~tati va y as 0cb.ti va A + :3 = ~ + j , 

La multiDlicación no es tma mL ración conmut3tiva \B :) SA 

Hab 1~clo .S matric.3s; en términos ?(m~ra1es, el orden G9 los facto 

res, sí :lItera el procluctn . Sin ~!luar::o ha~r1. casos particulares en 

lue ?or ~era casualid~u el pr00.Ucto tomauo en CU31quier sentina dé e l 

miS!TI.O resul taJo, en tal caso se ~ice que lns i:1atrices factores cOll.'!lUtan, 

si no, se ~ice ~ue son anticonmutativas. 

/'..ntes de pasar a definir L_ división .1. , J!I.,-:ttrices convi0ne hal::lar 
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·:;ra segunda fila, :)asn a S \.:: 1" s eqpn dn colu!ffi1!1; l a tercer a filn. se h2.ce 

tercera CQht!!l1:l y así sv.c~SiV2:1;;~+:e y i/ic~vers D. . 

~~:ltriz cero. S6 ;.:efin() o ""':> nntriz cero , :'! toJa matriz cuyus e10-

J .mtos se:l!l cero . Se r e·'l r :;S :.:mta 'lar " O 17 

Aatri z DiJ.B'Omll. Fn trJd~ m'ltriz h ",-y ülem,mtos ::11.10 r¡)·~rh.m la condi . -
ción el e lel~nt0 W· · '3Stti ",TI tal ...,osición ~iue a'rDos sú::ínJ iccs 

1J 

son i uue.L's; tal ']Curre con ·.~ l ¿)le~:l\2nto r\ll t aquí i = 1 Y j = 1; :Jtro 

,.; te . Jtc. Si Q!Jserv::J.I:!"Js cui(~aJos iJ.""}Jnta , v. )re~s que los ele1JJr.-::'os ,=!1 

rención están colocad:lS en una. matriz en forrJa 'i'1Pona.l. '~j0~")lo: ~ea."'1 

f%1 Ct 12 ::'! 13 a14 21s1 , , 

'121 ~ a23 
~ 

112 S vo24 

"-
= é!.31 Ct 32 ,a34 90 35 . . 

a41 a42 
<l 

~4S "'43 

11 S1 9.S 2 
.., 
-s 3 3.S4 ElS5 ' 
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Es ~1cil ver que no sólo los cl:;rr0ntos enu:: .. ¡.rr~.t;::os est§.r, colocados 

d.i~g,)!12.:':r1ente , l e están ta"rbién ::114 con ['..25 ; así t!'isroo a13 , él-24 Y '1 35 

Y otros s~ g\i'1 el ·::>rden y sentido el: '1ue se tomen; pero ",ntre toclas sólo 

hay una dia~nal 11le sa.tisface el '1ue i = j, esa se denol'!1ina ¿iagonal 

Jrinci ~al. Entonces, cuanch teclas los e 1 8r:Ient os de una. r:\'lt ri z son cero J 

e xc-~pt:. los elerentos ::1e la di3.>yone.l ,rinci?éÜ decimos ":-..le esE:. '3S una 

"EJat riz l.iiaO:()!1al ll • 

t1atriz !Jnicb:l. Clmndo una m.atriz di:1.r;::)~1nl ti0ne aJemás l os ele--­

rrcntos ñe su Jiagonal princi,al 1cu51r¡;;s 2. l.m.n , red'.);;} el nQ!T~,re de "l'!'.a.­

triz unid3.d", o "ratriz i déntica". Eje?J l c : 

[: 

O O 

A = 1 O :rnatriz diagonal de tipo 3x3 

r, - 4 

[: 

O O 

E = 1 O matriz UT'\idad 0.·3 tino 3x3 

O 1 

Es f1cil ver -Clor desarrollo de deter!pinantes que el valor de la ro 

triz i déntica es lmO, de allí su otro nom!' r e . !!\,:,.triz t,'ni l).::'.d. 
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VEcrorT:iS . En nucstr ) estur'i o matemático nos encontramos a cada me 

rrento con ciertas rnacrnitu.Jes. l as cuales para det erminarl as Xl.stQ. ind!. 

car tul nÚffi:;ro real cual1uiera 'l.U8 indi'l.ue su mecida. Ejempl os Ge e llos 

son: e l volunen de un cuer,o, el trru1ajo, l a potencia, ,1 larqo de una 

mesa , etc . Tales macnitudes se conocen con 01 nomJrG de escalares. 

¡Jtr::ts maenitudes en carnio nc pueJen ser det erminadas por ese sólo he-­

c :o; hay además que dar otros conct!y.>tos como la dirección y e l sentido 

:3r. lue se ;Jroducen; ejeI!!plos de ellas son l a velocidad , la acel~ración, 

la cantidad de J!1ovimi·<mto . la intensichd de un cam;::o masnético , etc. 

tc. Para la velocidr.d por eje~lo no ~~tará oecir que 8S de x ki16-­

retr,~s . or hor.~ , f :üt3.rá indicar en lu.é c.1ir 3cción se des;:;l aza el ~.óvil 

y en que sent i do se rJirí:r~ . Tales ffi3.Ql1itudes se denornnan : VDCT0RLA-­

LES . 

La. dirección de un vector está definida por 1.ma recta, y e lla es, 

"la r 2cta que contiene el vector" , !lsí considerada , veros que todas las 

r0ctaS'!UG son 'Paral~las tienen b. nlis!!l8. dirección y rectns no uarale-­

l as indican direcciones distintas. 

1\ lma (iiYl.:cción definida coIT.3sponden dos sentidos distir..tos que 

se asiopan a las dos orientaciones ;,Josi')les de la recta. 

De lo anterior, poderos defini r una nnaniturl vectorial, dando la 

intensi~~d del fenómeno (1ue es ~ma ~gnitud escalar) , l a di recci6n en 

;[1.10 se ?roduce y e l sentido . 
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Sc~nt~ de recta . 00S ~untos cualesquiera ,_~ tma recta defin~n 

Uf! Se J3Cnto, ese seP.TI!8nto ~li8da J9ter r.-a.na':..o por sus nuntos ~xtrel;::os, 

tal 

e l sl;~nto AB de la figura. Si l es nuntos sobr~ 19. T3cta l os t CITl3.ros 

,:m un s¿:1tido detemnac.o entonces se Jice '1ue e l se qrnento d:~ r~cta. os­

tá orientado. Si los :.nmtos ;, y J los tO~'~9~OS cJ ) A hacia B el segrrento 

M sera orientarlo de A hacia ,; si los 'Jur:tos s '~ tCimn de :3 :'!aci3. A~ 

el see:nento será orient~c1D de 1> ~1acia f'... . 

VECT0R. Recibe el norrbre de vector, todo se~antJ orient adJ y los 

?t'Iltos 1w lo d¿:t erí:Ú.nan se llwan : origzn 81 pri~ro y extr8!nO ¿ l S8-­

~u:ndQ. 

Toda ma2I1i tud vectorial pued.; s er re) r esentada por un vector <;:..,."19 

longitud sea y>roporcional a 13. intensidad , recibiendo el nOT"'I)re de r.1Ódu 

l o, dicha lonv. tud. El mSdulo de un vector es s ie~re u."'1 número ")csi ti 

'/0 que rp~resenta en valor :;\.1 soluto e l v3lor del "¡jctar. Si e l m6dulv 

Je l1Jl vects r es cclro , e l s8.gmento ¡ue lo Jefin~ se reduce a un ~)l.!ntc, -

y:::. que e l extrem se confunde con el ori'3en y Aún cuando no S i'; nue(!~ in 

: ,LJ.!' estrictarrente de un vector, :)or no esViT (:"::lfi ni Je. la dir-scción ni 

~l sentido , s~ convii;,;ne :m den:Jminarl i) " ";jctor üzro 19 Ct t)'::'"!5 caract'-)rí~ 

ticas son: módulo ce!" , dirección indefinich , o S <j,~ que ~)u :de tener 

cual~ller~, entr e infinitas direcciones, y sentido i ndefinido. 
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Parn. re;?resentar un vector 50 US3l1 letras minúsculas o royúsculas 

f , . + ~ + f1 f · 1 con una. lec:.1~ enCllila. Por ejempl:): 0.. , :), ~ 1 , _; se re_ler¿¡n a os 

vectores il, b J r·.1, O. Otr3S veces se represente. indicanc..lo por tE:l letr3 

su ori~en y ,or otro su extremo, así O? se refiere al vector c~yo ori--

~en es el ~)tmto O y cuyo extreJro es el 'Dtn1to P. :'ara efectos de tésis 

us~ré este último sistem~. Al esquematizarlo se dibuja una fl~chn en 

el extrm't:> para indicar el sentido. 

Vectcres libres son aquellos que se ntJet1en desDlazar 'I)~ralela..~nt:~ 

a su dirección o sobre su recta de acción, sin alterar su valor; ?or 

eje~lo, el vector ~~ :ue pueee to~~r 105 posiciones indicad~ en l~ fi 

eura, sin sufrir carrbio en su ·;n.l:)r, el ef.Jcto ~ue producen es el roismo 

en cualquier posición. ¿ 
I 

/ 
I 

/ 
/ 

.' 

/

1 
I 

/ I 
.. I 

/ , 
, I 

A l' 

/ 

Vectores deslizantes son aquellos que sólo se pueden desplazar so-

ore su recta de acción sin alterar su valor, ni el efecto que producen; 

ya que aún cuando puedan desnlazarse paralelruoonte a sí miSnDS sin alte 

rar su valor, cal'llbia el efecto qU'J '9roducen. En la rr3g1 a a'9oyada en _ 

su centro y libre en sus extremos reuresentada en l~ fi~ra si~ente , 
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' .. { . 
I I I 
t I 

t ! j 
D 

el vector MP a1?licado en el centro no ca,'Tbia si lo desplazarnos hacia -­

lUlO cl.lalquiera de los extremos tal coro lo indican las posiciones en lí 

neas de puntos j !lCro es claro que el efecto que ,roduce sobre la regla 

de ningún movimiento en la primara posición se transfQrnla en lUl giro 00 

la regla sobre su punto de apoyo cuyo sentido (el de el giro) depende 

de la posici6n del vector. 

Vectores fijos. Son aquellos l1ue no alteran su valor, ni el efec­

to 1ue producen Cmicarente cuándo conservn.'1 su dirección. su sentido y 

su origen. 

Decimos que dos vectores son iguales cuando tienen la misma. direc-

ci6n. el mismo sentido e igual nódulo. Lus vectores representados erá­
ficarente son iguales si el m:5dulo de AB es igual al de MP J ello se in-

B 

dica así: 

N3 = H" 
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Sj, '::.os vectores s'.)!1 ?Jar slel JS :)('~r , '} de ood1.110 distinto p uno G8 

¡,>, llos ~uccl.e ser consirJern.<lo c~ro en"ui v(;1.1en te al otro, !l"..Jl tip1icado ~ar 

una caT1tiJa,i escalar 8 r¡ue :1l",-:::-:1e dar 1 He'],!" a : 

~ , 1) D 1) , 
\ D 

A 

e A e 

~I,(cn) 
.-, \, - NJ = n(CD) 

!n < 1 !!l = 1 m :> 1 

:\1 referirnos a tm vector indicareLos la. dirección ¿or e l ángulo 

que h~p~ la recta que lo contiene con la horizontal o con l e vertic~l , 

así: Sea dibuj 2r un vector de l!lÓdulo :';, flue hace un á."1~lo de 30° con 

la horizontal y diri~c1.o hacia arri'.:>a y a la derecha. 

- h-"rizontal 
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Us ar.:os 1 CID. para !\nresent '1r cada uni de.,:,l del rnód",:J.o " c.l,es ~e un --- . , 

~l;:nt( cualquiera de l e. horizontal ditmj (l!"'1'Js tm '1 línea de 4 Ci!l. :1,.; lar-

~o :n.ciendo un fulP,Ul o d.;: 30° t al cc" ''-; i n,lícn l a fi f:>ura . 

¡:: 1 !!'isJ:";.) !JTob16!11r1 lo ~ünntearC:110S Mora as í: S1,;;o. c''!:Fmj ar un vec--

t or de r:-6dulo 4 que hace tm ~gulo C\.'. 60° con la ve:ctical y ~ri~ido ha 

cía arriba y ~a.cia l a der echa. 

Es fácil ver que 50 trat .:>. d8 1 r:ús no vector , y qUe pe:rtien:,10 ,Jo la 

horizont al se ,?ueo.e dibujar más a l a 0.er echa o !r.ás él. l a izq'..ri.er' ~a y 

IUG pr~rticmdo de 1'1 vertica l se ,uede dibujar ~ arriba o r.1ás alJaj .'J . 

Con ü l OJ jcto de simplificar nuest r as ~)3raciones U<5 a.reros juntas l a 

vertical y la horizontal y a !'artir de l punto donde se cort an (Punto de 

int ersecci 6n) Ji:,uj a~!!!Os todo vector a estu.liar. Las líneas 1 :~ refe--

r0ncia nos quedan entonces así: 

vertica l 

horizont al 

~ ~ ____ ptwto (le i n tersección 
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'!..1.te:lk1.ticamente, sin em!Jarg:> no los desi~areJr.Os co no que+3. dicl10. 

A la 110rizontal se le llarnara: e j e horizontal, ej.~ ce }. [;5 -">r. l llS o ej..; 

de las vD.rinbles ind ::r-::mdientGs; .,. L verticnl se 11:3 1l~.r2; .:; j e vertí 

cal, e je de las yes o eje .~ l~ v[!.rie~i !SS dep~ndiente5; al punto d<:3 in 

tersección se le denominarn.: ori '1en y se indicara can la letra o . 

Al conjtmto de 105 tres e1erentos se l~ conoce coro: Sistem de 

8j-es Cartesiano en hono!' del cé1e:.1re filósofo y mat')!TIatico René Descar­

tes 'lue fue r¡uien lo usó ~or primera vez. En tm sistema de ejes tal, 

el vector t1e nódulo 4 r~efinido nnteriormente se representará así: 

Todo vector entonces, tiene una proyección sobre el eje ~orizon--­

tal y una proyección socre el eje vertical. 

Sea el vector OP : que hace un ángulo A con la horizontal y menor 

de 90°. 

Toda proyección horizontal a partir del origen hacia la. derec.'-la, 

sera positiva y a partir del origen haci~ la izquierda sera ne~ativa; 

recíprocamente, todJ nQ~ro nositivo que reuresente ~royección horizon-
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t al de tm v~ctor se ilibuj ará a l a der echa del or igen y haci::1 la iZ-=iuie!. 

'1 · • 

C:l. SI es negntl VO. 

P -lt-· 
1 

n .h . =PT.:i;.¡ecci ~n horiz~nt3.1 

p.v P. v. = 0P Se.. !-\. 

o l P. li 
JF------·1 

11_" 1 ' . .. . ~ 1 1 1 . h' 1" J-I1l8. oga.rnentG, toú-:::. :!royeccI0~ vertlC<l.1. ,".e eJ0 orlzonta naCla 

arriba es :xJsitivn. y del e j e horizontal hacia ba jo es ne CJat i vaj r ecí--­

,rocument~ todo número que represente ~royecci6n vertical de un vector 

s e mostrará zráficamentd .\:Sl.cia arriba si es nositivo y hacia bajo si 

es ne o:ativo. 

OPERACI0N5S CO~·T VEcrO~ES . 

SUMA. Para sum9.r dos o má..5 vectores se coloca.'1 \.ID-] D. cont im.k1.ción 

de otro y e l resultado es otro vector, llamado vector resultante o V6C-

tor suma y 100 queda flcfinid:. en dirección y sentido p uniendo e l ori o-en 

\ ~3 l prirer vector con el extremo ut31 (lltioo; la rrlr:, • .e:nitu(.1 del se2ffiento 

orientado así obtenido es el ~dulo de vector resultante . Ilustremos 

esto: 

Un auto~vil viaja a partir de un p\.IDto fij o 3 Xo. hacia e l norte p 

l~e~o cruza y camina 5 Km. al este, determinar ?'yáfica~€nt8 l o ryosición 



- 36 -

de 1 autornóvi 1. 

--_ .. ~ 
¡ 

~~--------------~~~ 

osici0n 

para resolverlo tomamos seQmentos de recta orientados según los senti--

dos (~dos por el problema y proporcionales a las distancias mencionadas. 

Usamos lO nIn. equivalentes a 1 Km.; entcnces partiendo del origen de l 

sistema de ejes nos des;,>laza'llos 30 mm = 3 Kr:l h~cia arriba y localizaTDs 

el punto A, que es donde cruza el autonDvil para tomar la dirección es­

te. a ~artir de aquí nos 0.esplazamos SO rL."'! = S Kl1"\ al E y llcga~s al 

punto B que es la posición fin~l del auto~vil. 

Definida en esta forma la swna, ,oderos considerar a todo vector 

como la suma de sus respectivas proyecciones y a su mSdulo (por el t eo­

rem~ de Pitá~oras) como la raíz cuadrada de l a suma de les cuadrados de 

los módulos de las proyecciones. 
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';T~ctor 1) . v . 

" J;" . . 
" .. n _ . _ _ _ ~~or_. __ • __ _ 

De la fi~ra: 

'lector OP = Vector OM + Vector [,,p 

OP = S~a d~ sus proyecciones . 

~s usual, en tratados más Qvanzad~s de vectores denominar genéri--

camente!:,or "a¡" (a-subuno) e l valor escal a.r de la proyecci6n horizon-­

t :'t! y por "aZ" (a-subdos) el va10r esc3.1ar da l a proyección ver t ical 

(cuando hay varios vectores en ~studic se usan varias letras para dife­

r .3!1cinrlos); !,)ero coro l a , royección de tm vector en cua1q,uier direc---

ción es una magnitud vectorial, es preciso acompañar a dichos escalares 

de otras cantidades denominadas "versores" que no son otra c'.)sa que veE, 

tores de magnitud unitaria; y que se re, resentan por "i" cuando se re--

fiere a un vector \.midad en dirección horizont <:!. l y !)or "j" cuando se r~ 

fiere a un vector unidad en la dirección vertical. Consid3r ado en esta 

f erma el vector representado en l a fi r,ura anteriJr t endrá como ?royec--

ciones: 
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P.h = ali 

!1 . V :::; ~2j 

Y 81 v.octor Sur:L".. s ed. OP ::: ali + r.z5 • 

ci5n y senticto p sino "'00 únicé"':..'l""¡;nt e este.I1 dachs L~ ::rQy€Cci.)!l~S de C':::-

C,:J. uno, se demuestra que l~. Sl..lITl.L: -~l Bcbré.iC:1 de las proyecciones horizon 

tales es ieua1 a la proyecc:ión horizontal c1z1 'lect·.)!" sum~; y la 5U!r.::\ 2..!. 

:Je'Jráic2. r~e lélS nroyeccir:nes vertic.?les es i.,?llnl a la ) roy.Jcci6n v0rti-

cal de l 'Jctor SUl!lS. 

"í í 
I 

~,... . v 

-J.-. 
p .. C. v 
I 

~\ • • v I ! 
.l J 

o 

- -- -- _. . - - - - - - -

.\. 

A? .:1 . Or..h 1 
-F-----'-~-~- - -- .. _- --'1 

i\r. . l 
.r--------~.:... _ . ~, 

Sean 1':;5 vector~s AB y JC cuya SUlT.[1.. ·.JS AC en donc1¿ 

AP.h = proyección horizsnte.l de AP. 

~~C .h = proyección horizontal de :le 

..-, 
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Dado '1ue el t 00.0 es i ~3.1 P. 12. SU'!l.::.. de las ryartes 

.J sea que 

1:. ~royecci6n !1:Jrizont~l de l V..:JctOT SU!-:1El. es i ~~,l 9.. la SU'!!la alr:;ebráica 

de l as -rrJyccci ':mes : .. )rizo:1tal es ,,\.; 105 vect:.;!'~s CQI!!lJOnent 'L ) SU.l'I1E'Jl---

1. ~s y con c ..... nlquier nÚ"1ero ~'.; vector,~s SUr:1lli1 i OS. 

:8~TA. Sirnlificaw :. "f.:mt e la r es ta de ']os vectorGS I;;l'lui vnle a su--

mar nI V<3ctor minuendo , el n2 q~:tiv) ~~d vector sust raerzD . 
r 

Si /'[:, Y f!.C se sum:J..i'1 nos J.:.m 

AC :: AE + 3C 

Si en Iu~~r de SUF.~r 9C sun~~JS - BC obtenGmos 

AC ' = /\8 + (-BC) = . .3 - JC 

e l vector resta se obtiene ento,:c'JS uniendo el ori ;::0n del r:>inuendo con 

j l extre:'D del nÜ 2'ativo de l sustraendo. 
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Si los v0ctores estáll dados 'Jor sus ")royecciones, p,)r un ?rocesü 

nnñlo rro nl da l a SUJna Se ck;'1!-~estra '1t t:: l Cl ~roy-3cción horizont al -lal vec 

tor resta es if:1..lal a la Qi{8r encia c:e lns proyFJcciones horizonto.l~s de 

los vectores d~,:1os y la proyección v31'tical del vector r est a ~s it3'J.a1. 

:l la Jif~rencia de las pr:>yeccic~ .. es Vel"ti ~lles ele los vector es da¿~s . 

Dol concepto de resta de vectores se ve fácilmente que si dos vec-

tares t ienen el miSr.lO ori ~cn, el see:rrento que me sus extreros es igual 

a l a diferencia de los vectores dados en 105 qUt3 e l punto donde 5 6 jun-

tan dos extreTIY.:lS detemina el extremo de l vBctor minuen6 quedando el 

otrJ como sustraendo. ftsí en la fi8Ura anterior AC' y N3 son dos vecto 

Tes con (J1 J11isrro origen, en el punto el se m en dos extremos rb VGct o--

re;;, lue20 ,v:,' es el vector minuendo y oblig3.l.:1amente lB sera. e l vect0r 

sustraendo y 

OC' = AC' - A:'3. 

Si el s02)OOnto BC' esttNi.~ra .;rient ado de C' 3. 3 sería en e l :Junto 

~ Gonde se juntarí~n dos extremos de vectores y l a r~sta sería : 

G' S = AB - AL' 

··1ULTIPLICACION. En l a multiplicación de vectores tanemos que ilis-

tingtúr: 

a) ~l producto de un escalar por un vector. 

Sea !!l tm escalar y O? un vector, m multipli ca o , or O'P da m(0P ) y 

BIBLIOTEC A CENTRAL 
U N I V ERS IDAD D E E L S A LVADOR 
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es un vector: igual a O? si ~ = 1 

mayor que O? si ~ > 1 

~nor C!ue OP si m <. 1 

~a multiulicacián de un vector por un escalar as connrutativa 

m.CO?) = (OD).m 

b) El producto Ja un vector por otro vector. Este uroducto tiene 

dos formas: 

lo. El llamado "nroducto escalar" y 

20. El llamado ''producto vectorial". 

lo. El nroducto escalar Jo dos vectores se define coro el !,rod~~c­

to ~~ los ~dulos de los vectores dados por el coseno de l infUlo co~--­

prendido entre éllos. s~ re~resenta por la indicación de las vectores 

dados separados por un punto que indica !!lUl til)licaci6n ¡;)scalar . Si 

Aí3 Y en son ::los vectores y representan~s uor I AB I y I CD I sus módulos. 

entonces: 

(AB). (el)) = IABllenl cos w 

Siendo Ol el ángulo entre AB y CD 

Esta expresión se lee: "El producto escalar del vector AS por el -

vector en es igual a el r.JÓdulo de AA ?or el módulo de CD por el cossno 

del ángulo co~rendido entre los vectores dados". Una ilustración nt1I!é 

rica: 



'11 

lo?1 = 4 

cos tu 

(OP) • (OA) = 4x3x!1.= 6 12 
2 
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=1'[ 
2 

IOAI = 3 

Si los vectores estál'l dacas Dor medio de sus }iroyecciones, la mul-

tiplicación se hace mierrnT0 a !i'ie;.-bro; -poro a'1tes de verificar esto, 

veamos el producto ~~scalar d.e los "'~rscres "i" y " j It. 

i. i = I i 1I i I cos w 

pero la magnitud de i es 1 (mo) y el á."1g' • .llo w entre i y él miSlOO es 

0° (cero grados), t enaros que 

i.i = lxlxcos 0°= lxlxl = 1 

Razonal'lQO ,Jn igual fOnI'a se del1'!uestra Cl.'U0 

j.j = 1 
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Calculo ahora i.j 

i.j = lilljl ces w 

el ángulo (¡) entre i y j es 90° , luego 

i.j = lxl ces 90° = lxlxO = O 

análogamente j.i = O 

~aseIOOs ahora al caso de 2 vectores cualesquiera: Sean 

v , 

y el producto escalar 

Sustituyendo el valor del producto de los versores 

Obsérvese que el producto escalar de dos vectores dados por sus 

proyecciones es igual a la suma del producto de las primeras proyeccio­

n , .5, más el producto de las segundas proyecciones y está definido aún 

cuando no se conoce el ángulo entre los vectores pues el hecho de cono­

cer las proyecciones en sí, lleva implícita la inclinación del vector 

ya que para cualquier vector se cumple que 

t g ce = a2 
al 

Siendo ce el ángulo de inclinación del vector. 
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20. DI producto vectorial de <os v:;ctores. Se define 1.31 produc-­

to vectorial de dos vectores como el producto de sus rr6dulos por el se­

no cel ángulo comprendidD entre él los • S8 r(~presenta ror el signo "x" 

entre los vectores nOr:'án2.dos . 

Si OA Y OB son vectores y w el &lRUlo entre éll~s , 

(;)A)x(03) = 1:.",lloBlsc'm W y s e 18e: 

"el producto vectori al d,:: los vectores 0A y OB es izual 21 m5dulo 

de OA 7J¡)Tel::i5(~ulo d~ 0fi -:Joyel sen') c.:::l á~8U.lo Gntre éllos". 

El nroducto vectorial es tru'!1bién un v.;:)ctor ?ar l o qw siendo el 

segtmdo r:lÍc,....,ls:JTO de la ecuación enteri0r una cantidaJ escalar debe!JlOs 

acornpa~arla de un versar para que re?rescnte un vector . A este 0fecta 

usemos un versar cualquie!"a, llar.erosla "u" y la exr.>resión toma 1:1 f ,:;, y-

ma: 

(OA)x(03) = IOAlloEI sen w.u que es más corr~cto 

Si el 1Jroducto v~ctorü~.l es un v3Ctor J nos :'<:'llta de:finir su direc­

ción y su sentido. 

!.,n Cirección es per:?0nrlio:.J.?:r ::.1 plano clefinid~ por los vectores 

daJos, y pas::t por el rjtmto de intersecciór: de ellos. Así, si 105 vec-­

tores están en el plaTlo del pap~l, lo. clirracción del nroducto vectorial 

será perpendicular a la p1gina , p~a,'1do por la intersección de éllús. 
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El sentid~ será h~cia el l ectQr o 210j&idose del lector se~n el 

orden de las factores. 

"-
Si dados los vectores, tal como indica la figura , e l orden s.a t ~jlr:él 

indicando prirrero OA y lweo OB p el sentido será hacia el lect 0r y p~--

sando por O; si por el contrario se indica prim~ru OB y l UBgO OA el se~ 

tido es :llej andose del l8ctor. Se observa que aún cuando la tr'.agnitur
' 

y dirección d0i vector producto es la misma; los sentidos son opuestos; 

de manera que 

(OA) x(OB) = - (0!3) xeOA) 

o sea qU3 en el producto vectorial, el orden de los factores, si altera 

e l resultado . 

Verurus qué ocurre cua.'1.l10 los vectores están definidos por sus pro-

yeccianes. Senn 

y 

Veamos antes que ocur r e con el producto vect orial ,le los V~Tsores 

"i" Y "j". 

el ángulo entre 1 y el !!'i smo i s 0° (cero grados) 

el ángulo entre i y j es 90° 
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el ángulo entre j y .el r.lÍsrr.o j es O°· , entonces 

ixi = lillil sen w.u = lxlx sen OOx u = O 

jxj = I j 11 ji sen w.u = .lxlx sen OOx u = O 

ixj = lil UI sen w.u = lxl xsen 90 0 x u = lxlxlxu = u versor 

jxi = -ixj = -u versor ¿e s~ntido contrario. 

Calculemos m10ra el pro~ucto Ge dos vectores cualesquiera. 

(OA)x(OB) = (a1i + a2j ) x (bli + bzj) 

= alblixi + :';'l!:>2ix j + aZbljxi + a2bzjxj 

Sustituyendo el producto d8 los versores por su equivalente 

Si observamos la expresión \.i.cntro del paréntesis vemos que es el 

desarrollo del deterrrdnante ~Qr~ado por las proyecciones de los vecto--

. Tes dados. de forna que: 

(OA) x(OB) = u 
b 

2 

PI v:llor del detenni.n : .~ ~ ~ es 1.l.11 escal ar que multiplicado por el 

versor u da un vector de ~Cl_l,:) rc1.o a b. definición. 

ALGEBRA IDGlCA. Proposici6J1" L'na pror..osici6n es un en:.mciad;J en 

el que los términos han de S8 r cl~ra~ntc definidos y qUe debe llen~I la 
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condición de ser v0rdal.~r::i o falsa , este hecho es importante ~UJS ello 

implica que toda proposicién debe expresar t10 hecho, un significado re-

3.1 , sea est(:) falso o verdadero. Si yo <lira : 

Está lloviendo 

~ llo puede ser cierto o falso y se refiere ~ un hecho qU2 nuede ocurrir 

¿e tm mo~nto a otro. Evidentc~~ntv p lo enunciado es una proposición. 

No tiene sentido, sin emargo ,decir 

Las f1atema.ticas son verdes. 

Una fórmul~ cuyos elementos san proposiciones S 8 denomina "fór~la 

proposicional" o "sentencin". 

Dado un c..'mjtt!1to de prQ?osiciones, hay varias maneras en <1::';'8 ellas 

uueden S2r combinfldas ~<lra forn.o.r sentencias. Deben estar sin 0~arf!O 

unidas Dor uno cualquiera de los llamados "conectivos". Existen cinco 

conectivos básicos n saber: "!10" , "y", "o", "si •..• entonces •••• ", "si 

y 5610 si", su eqtúvalente en siqnos !':lat epúticos es: 

no 

y 

o 

= 'U 

= 1\ 

= V 

si ••• entonces = ~ 

si y sólo si = + ~ 

Si teneros dos prooosiciones a y 1::> pu";:le ocurrir '11:.,; a sea fnlsa 
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~ veTd2der~ y que b t~1bién se~ f~lsa o verd~dern. Lo mismo ocurrir~ 

C':";Tl otras nronosiciones. 

El con2cti V'J " 'V 71 r.:.-¡) lic:[',.dü a un:l ?ro'.?'jsición indica 1 '1 nesación 

d~ ella. Así " 'VE', " im:ice. la negaciJn el..; 3., se l ee l'nO 3" y establece 

qU0 12 ~1~osici5n a es fcls~ . ?OT cjem?lo ~ si 

a es l~ proposición: 3x2 = 5 

'Va es la ~roposici:~: 3x2 ~ 5 

Así J S3¡-(.n la verdad t) fa15e ,j":l~ de a, será f~lsa ° verdadera 'Va. 

si a es verea era: 'V~ es falsa 

a as falsa 'Va es verda.dera 

Es COM la nractica de representar si!"dJ5lical!'.ente el ~ed1o d que 

una proposici6n sea ver'1adera ° falsa. La :-:layoría d0 textos convienzn 

on usar G1 uno (1) para i:1cllcr..r que vna ,roposición .as verdadera y ~1 

c(;ro (O) para indicar qUB tm:. proposición 0_ falsa; dichos sír.~ ]olos re­

ciben el c:llificativo!"le "valores de vGrdad". !.· ~í si ur1!:'. ~ rc:?osición u 

es _ lTcrdaderé:'.. su valor de verdad es 1 y si es :falsa 51..'. valor de verdad 

es O. Tar.-bién, si el '13.10:.." ce verdad de a es 1; el vdor de w..!.!'~" d de 

'Va es O; si el v:llor ~:~ verdad de él. es Ü , el '1:!lor <l8 verdad de 'V~ es 1. 

Esto se !JlJed.; representar en un" tnbln, clJnvcida. cOtn:J t~ble de v::ÜQres 

rl3 verd!!.:::1 ·Xlro. 121 conectivo "na'¡ ~ así 
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~=====~=====4=====~~===== 
1 J Q 

01 1 

El conectivo ti A " se usa rya.ra l.lllir dos proposicio-:1es J su funci;jn 

es conjlJ.Tlti va. "a 1\ bit se lee "a y b". Sirve para indicar que a a'1l---

bos corresponde \.ID valor de verdad. Si a es verda.dera y b es verdadera 

decimos que a 1\ b son verdadl~ras y que e 1 valor de verdad de a /\ b es 

1. Si amos a 1\ b fueron falsas, el valor de verdad de a A b es o. 

La tabla de valores de verdad ,ara este conectivo es: 

a. .• )) I a /\ b 
F===============~~===~======== 

~ ___ 1 ____ -r __ ~_' __ ~ ___ 1 ____ ~ 
100 

o 1 o 

o o 

El conectivo "o" es usado ?cuD. unir dos proposiciones a y b con ca 

rácter dis)'lmtivo. él V b se la;~ l1a -5 h" . . Significa que \.IDa de dos .1.1-

ternntivas se verifica. . Su tabla de va lores de verd3.d es la siP.Uiente: 
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a l ;, ! a V ~ 
~=========J=======:{._========== 

1 1 ! 1 , 
A I 

1 ') ! 1 
-

'1 n 1 1 

f) O I 1) 

i 

P. l conectivo "si. ••• en~o'f1ces ••• <. " se <l-."\lica a d0S ""Iro")()siciones 

a y " nara fOl"'"Jir la sentencia "si 9.., entO:lces 'j" ; es co:1cli.cional. 'Ji" 

'}ÓlicaMente se Te"'1resenta? -)-~. ~) tg,') la de ve rdad es: 

a lb ¡ a.-)- ~1 
i=====:::::===::!-=:::=====::: .,,,========= 

1 .1 1 ¡ 1 .- . 
1 O I .) 

1) 1 I 1 

1 
}-

!) O I 1 I 

Obgerva~s ~ue el valor de veYda~ de ~ 2e~e estar condicionado al 

de a, de J"1odo nue si a es v ,rdan~ra; ~ S0 O: . li q-a a ser verdadera. La 

:nri'1era cila de la tiDla no T)r ese!1ta nin~'1 ":Iro"le"1'2. e~1 su inteMreta--

ci6n. La seC!l.IDda f ila en c2.""1..'!io nos dice 11ue a es verdadera, lusCTo b 

n.e~iera ser verdadera; T)ero '-; es falsa , luec:o a -)- ~J es verdadent. La 

cuarta f ila es evidente. 

PI conectivo "si v sólo si" se ~l}lica a dos 'Jro"'Osiciones a y ry 

nara fomar la sentencie. "a si y s610 si 1.,,,, s i "'11-¡ólica.rrente a~ b . ~i7-
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nifica ~ue b es verda~era o falsa, si y solo ~i a es verDadera o falsa. 

Su ta'Jle. de valores de verdad es: 

a ~ a+-+b ' 
~======-~~=======~=========== 

1 1 1 

1 

1 

o 1 

Sea 2. la ")I'Ql:;osición, ~anta '!-,nita es tm barrio de San ~alvador 

~ la ryro~osicion 7x2 = 12 Y 

c la ~roryosición Sen 1800 = 1 

"81 valor de verdaC! de a /\ ') es cero 

PI valor de verdad de es tD10 

El valor de verdad de ~a es cero 

El valor de verdac de ~0 es lmo 

El valor de verdad de a)\a es mIO 

Consideremos ahora: 

(y = x ) (1 < y < 4) -+ x < 2 

Los si~i.ente5 axl.oT"'as son anlica'-,les a los conectivos estudiados. 

Siendo a, ':1 y c ryTOnOsiciones . 

aAb=bl\a 

Óxior'la II a r. l1/\ c) = (a /\ 'i) A c 

AxiOMa TII a 1\ C') \1 c) = (a 1\ ')) V Cal\ e) 
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/lxio-:na IV al\a=~ 

Axio!".a 'l .. _ 'vva = a 

f. estos axiol"".as "!)orie7."'Os fl7Te?;ar l;:ts leyes de :'cr'7;t.Tt, ~lica2:>les a 

los conectivos 1\ y V 1ue se eX'ire~an: 

1p .• ) '\, Ca!\ b) • ~ V '\, , 

2a.) '\, Ca \1 b) = "va 1\ "v '1 

una o '""l~.s varia':,les reci1)e el notUre ~e funcinn ")l'Q"T)osicional y se trans 
- -

foma en tma l)nMOsici6n cuando sus varialJles to~an tn valor eS"'lecífi--- . 

co. Cuando afirr1BrrtOs 'lue x es 1.D1 nÚ7ero natural, ;:;la,tearos ma ~';m--­

ción T)r(J")osicional; si deci'!Os x = S, emresa"'OOs la ...,rcmosición: x es 

iqual al ni'ir-ero natural cinco. La . ftmción ,-,rQ1')osicional es "l')ues un COJ1 

junto de valores relacionados entre si. 

Deci~s ,:ue existe mm relación !:linaria en lID conjtmto Olall'1uiera 

A, cuando ~ay otro con;tmto T") de fLlTlción nrO'1osicional, tal "ue si 

(x, y)6A entonces x está relaciOl1ada con y, ello se- representa xO-y y 

se lee '1ue x esta en la relación R 'con Y.A x se le lla-:8. nrimer eleT"len-

to y ay, seO'lmdo el~~nto de V1 ~lación I)in?.ria. 

R so~re A es Re:fl~xivo 

Antisi'"'l.étrico si x1y yRx 

y yP,.z 
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siempre lue se cumpla 1ue (x, y, z)EA, entonces A se dice 1ue es par--­

ci~lmente ordenado. 

Dos conjuntos ::>arcialrente ordenados , dir .. amos Al y /.2 son isomor-­

~ os si existe una correspondencia T biunivoca entre éllos, de tal forma 

que si xEA 1. y y€A2 se currr:''Üe que 

T(y) S T(x) 

10 ~ue significa que el conjunto de correspondencia de y es un subcon-­

junto del conjunto de correspondencia de x. 

Si (x, y)EA y ambos están re lacionados con otro elemento z tal 1ue 

zEA pero 1ue z ~ x y z ~ y entonces z es la frontera sUgerior de l con-­

junto xJ{y pudiendo z pertenecer o no a este últi!OO. Si z sólo toma va­

lores ~ que xey se denomina la frontera inferior o valor ínfimo del con 

junto de valores xey. 

Cuando existe un conjunto de corresnondencia T de un conjunto Ll 

sobre otro conjunto LZ de tal f orma que (x, y)8Ll y T(x)8L2 entonces de 

cimas que Ll y LZ son conjuntos isomorfos y se cumplen las relaciones 

T(xUy) = T(x) U (y) T (X(!y) = T(x) n (y) 

llay que hacer notar que los conectivos "t, " Y "V 11 :'1ara los con­

juntos oneradores L pueden ser combinados a conveniencia según la es---
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tructura abstracta ~UD se d~sep ~or~ar . 

A. l os conjuntos o-':>eradores ")arcial-"1ent:;; ords'1aoos son a':")lica'~ l es 

las si n tientes l eyes: 

lo.) Ley Con~ativa. 

xUy=yUx v xn y = y r\ x 

'a~os a 0e~strarlo 

Sean x U y ="':') y y U x = ': entendi8noose ~ue x, y, ~ y " "=1ertene 

c¿n al conjunto operador~. Si 3ndo as í s e ~lírá 0ue: 

1) DCJ. o bi~n (, '1"1') . C:i ...,nl1 .3ntonccs (xV y)T) (y U x) y si ".1'-', enton-

ces (y U x) n (x U y) • 'Jero siendo L lID. conjtmto narcíalmente ordenado 

se sípue eue 

'Jor rn razonaru.ento análo~') se ce'nuestra "")ara lp. intersección. 

20. Ley t\socíatí va. 

x U (y U z) = ( U y) U z " x(l Cy ti z) = (Xr l y)nz 

S·3an xU(y U z) = ~ CU!'T"'liénd0se "ue x, y , z ...... E L siendo L '')arcial 

~ente ordenado. ~e ve entonces "ue: 

y (y U z) n.:, 
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Pere y f Y Z "!,)lEden 3star relacionarlos con ellos ~ismos '! con los 

'1ue ya se rela.cionaTl con ellos, luecro 'Joderno5 escriJ::,ir: 

y z Ll (y U z) "')or lo ta,~to se siqu~ I"lue 

xPn Yp;, y zT>.J y '1) es así une. ~ontera stt:lerior "?)a.ra los valores 

de x, y, z. 

StMonQ3.r.'Os a~ora '1ue: (x U y)Vz = r "'ara valores z, y, z, E L. 

Si hace:nos un análisis análo70 al dG ~ veT10S ,;ue rDs donde c; es ma 

frontera stMerior cual'1mera (incluso '"'.i ) • ~n el caso lírit e "" = r y 

xU(y U z) = 

Con i~al a~álisis se vizualiza la ley ryara la intersección. 

30.) Le" de .. !'\. 50rción. 

xU (x ~ y ) = y. y xf)(xU y) = x 

Sea.l1 ex rt y)!1x y xnx; de esto vel"1OS 1ue x es l.IDa front3ra stMerior 

de x y de ex n y). Stnon~ru~as a:1ora '1tie u es cua11uier frontera SU1)e-­

rior de estos dos últi'íOS valores; u será así f rontera stMerior de x y 

de él ~s:'"O. 

<;i a~orn t1Jli'"lOS x con (x n y); u si'!tle siendo frontera StMcrior, 

'l)ero x ya no, sólo satisface la conrl[ción de f rontera in~erior, de ~clo 

'1ue 

xL1cxny) = x 
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de igual fOT!:'F. se demuestra ~u.e x n(x U y) .- x 

x LJ x = V 
/ ',{ n x = x 

V)1" que X U X ::'5 ·)1 conjunto eh 'Jl.:~":;Ltos COf.1.Ul1e s :1 x y ~ x , lUlgo es 

i ,O'unl o. x. Lo mSMo ocurr :..~ con la in-L~rs ::cción . 

'''os: 

VCg!!lOS lJno. ilustra.ción. 

Si x, y , z ~ L, c~~!!'Ostr~2'r ql'i;..';: 

xU (y n z) < (x U y) n ex U z) 

C;a~er:os eme : x ~ x ni "que 

x ~ x n z 

?or ser x, y, z E L se si~~ que 

x ? (x n 'r) U Cx n z) 

yUz ~ (x n y) U (x n z) , lt.k~~ t e!l:;"DS 

CyUz) ? y ~ ex ny) y ade!:las 

(YUz) > z ~ (xnz) 'T')or 10 tant.o 

xL.) (y nz) ~ ex n y) u ex nz) 

x U (Y0 z) < (x Uy) (' ( :-tU z) 
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t ÓDic03 d.,~ l~ l"".ateria, !10 li"".it a.ré "i ilu.~trar el 'TIétoco ':>1.r. c11culC'.r 

~l área ~~io una CUTV . y 105 ej3~ conrden~?os ~roce50 ~uc s~ conoc; co~ 

oda función continua ~5 1.n1 i '!tcrvalo a~icrto a '1 " , 3D 8.10Ú?l ¡u:r1-

t'1 alcmza su valor lÍ,i"!1.o ;T eTJ otro su vR.lor Y'láxirr:o . "u") <;~ C0Yi.r.>C"" co 

caso oMiso el cálculo dif ~rc cíal v en S:l solución <; '3 lltilizara conce -

tos ce alcre'wa 51..nerior y ";eometrí 1. \'"!alític3 .• 

Ilustraré esto ~or ~~io ñe una :rá~ic~. 
y 

I 
1 I . 
_~!'1 . 1 

! 
I 

y=f(x) 

1 
I 

I 
1. f.l . s 

I 

l .n.i 
I 

:{--- ___ + ____ ..:...-_____ ...!.... _____ ..I-_____ --!. ____ y 
f) 

..r--a---L 
'J 1 [ 

~----------~~-----------~! J 
e 

r-------~-------. 
Co'~ ~uede aryreciarse, cac2 uno ~e los intervalos : a ,J , d,e, 

tiene'"! sus r~snectivcs 1.1'.5., 1.T'l.i. (lí"'1it ~ -l?xi--:o 51 r.neTÍ or , lírñ.te 

~niMo inEerior) . 
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t\'1ordaré a~or el "ro1)lc"'1a ""'lA.J1tcanoolo TI 12. fon:?. sir:;uie:1te: 

cual es el valor del 3.r~a ~"'.jo la curva -f (x) en e 1 int~rv::llo <a,'~> y li 

Ritada "or 31 eje de las e~uis . ( ~(x) s contL~ua). 

y=~(x) 

PI nÚMero 0UC 0á el valor del áreq i)ajo fex) 10 señalar: nor el 

síTI'~olo: 

b 
a = f f(x) dx (Se lee: intec;ral entre los lí:rútes a , ~'\ ). 

a 

~l sím~olo f (inteo:ral) U!11. s alar(TRda de la ...,ri ~ra l etra (l~ l a 

Dalajra "sU!!a" es notación de L~i1¡ni tz . 

:)e1 conce>:>to intuiti vo !"lel fir 3a se (1ec;""1rCl1den las sinri.e::1t3s ""ro--

~iedades del inte~Rl : 

1 

Ir 

IU 

J 1; 
J cf (x) (1X = cf fCx) rlx 

a 3. 

'" J- .c(x) rtx 
a 

= f~~(t) c1t 
a 



- 5') -

~ 

1" f; {f(x) +C; (x)J :be 

" ';t ~ 
r{c~(x)+dlT(x))c1x = cJ-r(x)dx + r.1fp(x)c1x 
.a 2. a 

La uro':Jiedac '1 S~ Co:1oce co~o 1"Iro,..,ie-iarl de lineali¿?c --le l~ inte--

ay .1. 

r'1.' -E'(x) = 1 Y f(x) 1 l' ~ -l 1 1 1 "..l" t '"") _ _ = x"~ _a so UClon .;; nro: ~7~. es ln .e r11:l a. 
y v 

1=1 

n a J b 

~ 
~ - fl.dx = b- a n -

a 

--~~----~~~ .. ~~-----x 
I a I l' r----4 T 

,--- h ')---a-+2 
r, = Ix dx = - -' ( a- ')) 

~. ~ 

"oiviendo al ro lel!1a, divido e l ár"~a en una n~cl ce n-l ,,:untos in-

te~edios, seDarados en distancias no ncccsariarente irnual~s. 

T 

~ ._ - -----= _.-.'- -. 
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Los su:)intervalos est-á,'1 diS'!lu.estos así ~ 

llé':l.'1'..anc!o 15 a los eST)?~cios entre 105 subintervalos, 

y s ean ~i vnlo~s cuales'1uiera antre los stbintervalo5. 

+ •••• + 

La suna derlenoo de 1ft red x. v eh 10 e l ección (I_~ los 'Otmtos ~ .• 
- 1 J 1 

~ay inf inito n~ro de soluciones . 

Ta'l!bién, es conv~niente d.:;finir a <5 como, el !J'I.n.yor de los 0i' usto 

es imortante. 

Si la S~ tien,je a tener un l:í!!'it8 cuaTlCO 15 -+ o y en con50cuoncia 

n -+ co, lo cual es totalmentéc: indaT)endieJllt3 ~ 00 lJ. forma en que s .~ :;li-

jan la r?~ y los 't')'Jnt05 ~i' decimos q 'Lt? f(x) es intl:: ~rnhlc: en el int ~r-

valo <a ,h >. 

~sto lo escribimos zsí: 

h-f()d :: lím n,.C ) ~_ x x ~ ~ .L I ~. O" 
- u-.. 1.=1 1 1. 



~ l ,roceso de o~tención de est0 lí:.it·~ s :~ llama la inte~ració:n. de 

' iem~nn, y, la i ntepral d3finida de f (x) entre 

los líroites a y b. La f(x) se lla~a el int3gra~do. 

b I f ::-ex) e.x - r. 5( r;~ ) Q-i I < e cugn~.n <5 < t:,. a ~ ~ 

los '")l.mtos ~i . 

de intet:'Ta:'ilidad j para cv:::ü'1.uier Ó ,;1 ::-<d?'j los valores de t:::( so) 8 o s ::! 
1 1 

eno..!c~tran s"hrA un i :'1tcTValo deE:-lir1.o '1_ (8) Y Ylo (ó) (ru"!as sltl).~rioT3s 
::> 

~ f ~(x) O.x. 
a 

y 

~' y(os ) 

I • >---- 1 

.r f(x) ~ ix I ; 

a I y(~ i) '---':---. ___ 
X. __ ~ ____ ~ ____ ~ ______________ ~ _____________________ V 

~ ¿~ 

:..J 
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'C ... t 
.~ . . 

.~ :::: Xo > xl> Xz > ••• w.> ~'n = b 

lí~·' = h ' - ¿:Fe ~-¡) ó
1
" 

U""'o - -

f'f(x) eh: = 
a 

= -

cuar!r~O ?. = ~) , eS. 
:1 

J'f (x) ?~~ = 
a 

r5 " = o'. ft 
J. 

1) v. 

b-a -:0'1 
, 

lírl .ce ) ( .... 1.: . f;,! - '5.:) 
0-+:1 ..1. .... 

= -

E. = ¿: + , 'i 
J~ - --, 

-'-

qt.lG: 
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v ~de~s calcu--

Ta°i"1.0ié:'1 , :.JOde...,ns lIt i liz::L" las o~Xl:-resio!lBS ele las St.D?5 inferiores 

,) stl.")eriores. 

Tono lo aT1teTÍor exnlica lo 'J.t~e se conoce como la i nterr,ral definirla 

:mtre lí-'2i t,;; ::; y 81 nroccso 'Jm." el 01.8-1 

lí~~ ¿~ ( t;, .) 6 . = 
ó-+o o :!. l 

E.J13~CICI()S • 

~ e t;,i ói = ;1 (ea + ea+h + ea+2h + ••• + ea+(71-1)) 
i=l 

, 
._ "'1ea ( 1 + .jo, + • ••• + 
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rn 

... 
a'1 . 9 •••• , m~tanc~s 

n 
E xl'dx :::: ar Cw.:- a) + (a'1) 1' (2 . ..., 2 - :".q) + ••••• .;. (aqn-l)r(~"n_a1n-l) 

i =l 

- 1. 1 

sustituyendo ~ ~or su val or (~)ñ 

" - 1 
r+l · 

T -1 

Ahora si r = ::1 
n 

= g - 1 

" n -1 

si q ~ 1 T ~ 1 

(T # 1) 

?ntonces , ~1JlleJ7lOs el .:!.ír:ri.t .: -le cU.3Ttdo T ~ 1 

cU.vidiendo el nur-:erado::- -, el denomi~ador :,>01' T - 1 

n 1 n-2 
lí~ T'- + T + ••••• +1 1 
T+l Tm+n-1 + Tm+~-2 ~ +1 ...... r + 1 
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lírn n r 
entonces: 1' ~ 1 (; i) °1, = Ó, -+ o 1'+ 1 

n 

1 

3.- Psenxdx 
a 

, E se -r: ( 3+[ i )h = 11 {sen(a+h ) + sen(él.+2 '1) j + ••• + se"-'. (Cl.+hn) } 
1= 1 

en don~e h b-a = - = l;" n 1 

recoT0ando epJp. 2ser. u sen v = cos (u-v) - COS ( l! +V) 

= h ' { h h cos(a+ 2) 
2senz 

335 
cos(a+ Zh) + cos( ~ + ~) - cos(a+ Ih) 

+ ••• + co s ( a + 2n -lh ) - cos ( a. + 2n+lp)} 
2 2 

hacienco a+nh = b 

lím 
h -+0 

- ( cos 1: - c o s a ) 

4 .- Probar 'lue 

}>cos x dx = sen b - s en a 
a 

TEOREMA DE ROL LF 

Si f ( x) 

i) es continua en el i nte "él1 0 cerrado <a ,b>, a~ x~, 
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ii) tiene una de ri vad a 8. to~o punto interior 
(a~b) , a <x < b , y 

-L ii) fea ) = f( b ); 

entonces (; _~is te Dor lo 1"l.enos un punto i ntC'rior 
t;. t al que f' ( t;. ) = 0 ~ a <'; < h . 

Prueba. Por l a h i p6tesi s ei ), fex) debe alcanzar 

sus valores mínimo y máximo ID, ~" , por lo menos unrJ vez en 

el intervalo ~,b>. 

y 

~ .. f 1. __ , _ __ , _ ___ _ _ / 
1 I I .... ~ 
. I I I 

I I 
I I 
:. I 

f ea) f ( t,;) {eh) 

0 _a--J 
, 

s -t 
b ----- ---~ 

Si m = ' 1 la -prul;:) b él 

v .... , 

,.. . ., 

y 

f ea) 
I 

~---:--""- ..:..:.'- - - '- - _ _ _ o 

f(EJ 
f (b ) 

I 

I 

---;>~--_..:..-_-----_..:..--- X 

' él l 
l--'-" ~' 

b t----··- · 
simn l ., 

I 

I 
~t 

¡ 

! 

I 
1 
L 

1 

Si In < M, ya s eR ID 6 ¡~ di fer irán ;-le los valores cx-

tremos fea), f(b), (-iauales). 

Si M > fea) en a l gf~ Dunto t interior, entonces 

f(t,;) = ~,1 . Para un si t i o ce rcn.n o de abscisa a.+h (positi--

va +h 6 negativa -h) se t en drfi lo si?uiente: 
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para +h f(~+h) - f(~) ~ o (1) 
- h 

_ . .fi~+h) - fCé;) 
para -h h ~ o (2) 

Las e:l{r)resiones (1) y (2) se convierten en la derivada en el sitio 

~ cuando h -+ o. De l a tricotomía se prueba que : 

fl (!;) = o 

TEOREMA DEL VAUJ? nSDIO DEL CALCUL0 DIFERENCIAL 

Si f(x): 

i) es continua en el intervalo cerrado <a ,b>, 

ii) tiene d: rivada en todos los p~,tos i nteriores; entonces en algún 

punto interior del inte~J210 !; se cumple que: 

f(b~ - f(él) - -- =ft(~), 
- a 

a < !; < b 

Prueba. 

Si fea) = f(b) , el teore~a se rc1uce al de Rolle . Por lo tanto, 

supongamos que fea) # f(b). 

té.U1te 

Construyamos la función auxili.:lT si~Jümte : 

F(x) = f (x) - Kx 

F(x) es tal que F(a) = F(b). Dc esta condición calculamos la cons 

K = f(h) - f ea) 
b - a 
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Entonces: 

F(x) = f(x) - f(b) - fea) x 
b - él. 

COf!U F(x) satisface todas las hi ..,6tesis del teorema. d~ ~.oll ¡;; 

P'(t) = f '(~) - f(~i - ~ (a) = 0, 
. - 30 

de donde se deduce l o que nuerí~s de~~5trar : 

f(b) - fCa) = f '(~). 
b - 9. " 

Otr-a . f orma dz presentar este tcorC!:1a del valor nedie , conocido 

tmnbiGn come ley ele los acrecentnr.'.iem:os Hni tos, BS la si~onte: 

haciendo b = a + h Y ~ = a. + 8'1, en ckmde O < 8 < 1; el teorem 

del valor reMo toma la forma: 

fCa + h) - f( e.) = !l :E' ( 30 + eh) . 

TEOREMA DEL '!ALOP ¡·p-mo D'RL CALCULO INE(;!)AL. 

Si f(x) es contínua. en un i:1tervulo ( n ,b) y si m, ['1 son respectiv3. 

r'.ente l os valores !TIÍni:no y i:láxim , tmrbién dudo que r.~ - f (x), f(x) - I!l 

son valores positivos, sieT~re puede establecerse la doble desigualdad 

siguiente: 

f~mdx ~ f~f(x) dx ~ f~4dx, 

BIBLlO !:: C A CEN TRAL 
UN'VERSIDAD DE EL SALVADOR 



- 69 -

.;Jntonces : 

1 

;n(b-~) ~ f~f(x)dx ~ r1(b- :1) , 

Dor lo que no ~ay duc~ qu~ existe un valor ~ en el i~tervalo <a ,b> , tal 

que m ~ f (F;) ~ r 1 ~ de don • ..':e : 

f f(x)dx ;:(J - n):f(F;) 
. . ,3. 

Esta última fórmtüg es conocidé1.. como el teorl;3!'la. riel valor ..• :;n:i.c 

de l calc..llo integral. 

LA RSLACI1N ENTP.E LOS TEOPH·1AS DEL V ... \LOR ·1E~~IO DEL CALCULO DIFERENCIAL 

5 INI'EGR.~ . 

lo . F;. teorema del vabr !'!1.0"J.io del cr..lculo interra l est2blece: 

2:) . Si hacemos qu::; ff(x) dx ;: F(x) de tal m:\.flera qu_: f(x) = F' (x) , 

el tcorerra anterior tome. la forna: 

F(b) - F(a) ::; eb - a)F ' (F;). 

1'J cml urueba el teorO!:la del valor m.edio del cnlculo dife r .;Jncial y es-

tablcce la re l ación simple qU0 f(x) = F' (x). 

SEGUN~,,) TEORE[v1.A CEL VJlIDR HEDIO . (CAUCHY) 

Si las ftn1ciones f (x) y ~(x) 



- 70 -

i) son' contínuas en a ~ x < b 

ii) t ienen derivada ·;;n todo !,mnto int'3rior t y 

iii) f' (x) y g' (x) no deSD¡')e.rclcen ~rtbns en ninfún punto interi:;r. 

iv) g(~) # g(b); 

8!ltonces: 

_ f ' (~~ 
- g ' (~ ~ 

'.:'.r .. leba. Construyamos In función 

F (x) = f(x) - i( . ~(x) 

de tal manera <1ue F(a) = ¡:; (b). 1);:; o;;;sta condición calculaJ:'.Os la 

Cu"""'<'"<-:1nte 11 = :f (b~ - E(3) • Y en vist::~ de lé:. hiu_ otesis iv) y puesto 
..IUJ" ,,_ - , g(b _ g(~) , -

qu\..! F(x) satisfXe todas 125 !1iu5tesis dzl teorema de R.:>l l e, 

r'(~) = f9(~) - ~ . g'(~) = O 

de lú c~~l se d~duce 10 que at~rínffios probar. 

Deb.) notarse que g 9 (tJ # O, uues si g' (~) = O, Í' (1;) - O, lo cual 

contradice !:l. hi"?otesi:; iii). 

Lns hiur>tesis (iii) y (iv) , cxclu.y~n la divisi6n por cer'J . 

PEGLA DE L 'Lr'T)!T¡.\L 

Si las funciones f (x) y ~(x) son: 
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i) contínuas para ~ ~ x ~ a+h 

ii) diferenciables para a ~ x ~ :-..+11,. y 

iii) 

iv) 

fea) ~ f(h); 

lím~_ 
x-+a ~ - A 

entonces lím f~x~ = A 
x-+a ~ x 

Prueba. ?uesto que el líMite (iv) existe, ~'(x) F o en ~lgún inte~ 

vale 3. < X < a+h cuando h es convenientemente peque"'1aj c..,;;¡ otra forma 

f'(x)/g'( x) no s ería definida ~arn un númeru infinito de vG.lores ~ntre 

:l y a+h (in(1ependient>Jlr.ent~ de qué tan !,equeña se 3lij a h) y e l límite 

A n') existiría . Ent" .. mces, las condiciones de la fórmula de Csuc..1-¡y 56 

cumplen en el intervalo Ca, u+b) y, por Ciii). 

lím 
~-+a 

= A 

HITBRPRET!ICION GEOf\llETRICA DE LOS TEORE~/1AS DE ROLLE Y 'l!\LOR MEDI'J. 

TE0RE~~A DE ~LLE. En tma {roción contínua f(x) y derivable en to-

dos sus punt~s, y, si fea) = f(b), siempre se cumple que la derivada se 

anula en al gún punto intermedio. 



y 

(sí se cumple) 

a i 
t 
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v 

(no se curnole) 

f(b ) 

a + I 
fr-, ___ ---=:...b ---~ol~ b - - -+ 

TEOREMA DEL VALOR T\1EDIG DEL CALCULt) DI FERENCI f\L . 

x 

En una función continua f (x) ~n el intervalo <a,b> y deriv!lble en 

todo punto entre a y b siempre se cumple que en algún punto interior 

la tangente es paralela a la cu.ereb. 
y 

--------
-----

, 
- -1- -

f (~) fe J) 
f ea) 

t 

/ 0 __ a _ _ ~ I 
.r---_ _ -.:...E; -- ----0----J 

! 
b "f--- ----------- ----_ 

GEf)~f3TP.IA DI FERENCI AL • 

-

Toda Olrva será considerada c:Jmo l a trayectoria de U!1 punto que 

se mueve . Sus coordenadas en un sistema. de e j es rectangulares se pue--
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dr:m expresrlr coro funciones ci'3 tm pé\rárr:,etro w '1ue varía en el i!1t,;.,ri;.¡r 

t, nunCíue no es ,;)strict8..'"llBnte !K;cesnriü usarl,) sismpm. Cu:-.ndo d~fini-

mes una curva r~dia~te una función y = f (x) , l a f)~~ caracterísitica 

de la ecuación depenoerá en su totalidad d01 sistema de r efarencia 1ue 

s~ haya 0legido . Supongamos ~lora qUe l Q curva se desplaza en el espa-

ci:), conserv:md0 su for:;!3, 135 coordenadas de cada punto seroo \.li:Feren 

tes para cada unn de 1':'.S pc ,iciones de l a curvn en el ~spacio, por lo 

cual "")~ra cada posición existirá unn f:JTm:l característicSl. do:; la ecuaci"3n 

par a l a. l:'ism..~ curva. Import:mte es desde lue .~o aprencler a distinguir 

si dtJS ecuaciones representan la misma curvo. en el eS;'Jacioa P'rra. logra!. 

lo son de gran ayuda las llal'!1acbs "ecuaciones intrínsecas" !~cliante 

la3 cuales es nosible cnracteriz~r un2 curra cualqui~ra ~dia~te una ó 

ros r ,,)l:tci'Jnes que sean independientes de las coorden!',das . Por ;.,jemplo~ 

~:; st!'.blecie!1¿1,o tma relo.ción entre l a curvatura y l a longitud de arco se 

d..::termina 3 uno.. ecuaciSn intrínseca para una curva en al p1a"lo . 

Consideremos la .nicic1oide c'l.escritt¡ nor l e circunstancic. d9 radio . -

b al rodar ext8rio~ntc 5:Jbr¿ 1:1 circunfe'T,~ncb. d.e radio a el), centrQ 

en e l ori~en; sea ade"lfu; qs el angulo fOl"11~do por la ')?2rte üositiva del 

ej e x con la. línea que une bs centros de las circunferencias. Las ecua 

ciones p9,r~tricas de la epicicloid3 serán: 

x = (ú+b) cos qs ~ cos a;b~ 
[j 

y = (:l+b) sen \ji b sen a:b y 
t) 
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la lonr;i tud de nrco sera 

S = 4b(n+b) a~ 
- él cos 2b (1) 

y e l r adie de curvatura. es 

P, - 4b(a+b) sr-> ~.'í' 
- a+2b v_o 2b (2) 

í -' 
(7/ 

\" 
I 

X -------+---+--------~--~~--E_----------X 

Re lacionando (1) Y (2) se encuentra la ~cuaci6n intrínseca cuya 

forma es: 

A = 4b(a+b) 
a 

1 donde 

y B = 4b(a+b) 
a+2b 

En el caso de una superficie, tt".mbién será definida por m dio de 

sus coordenadas rectangulares expresadas en función de dos parámetros 

u y v en un intervalo cerrado. 

Sean las coordenadas rectan~ares . 
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X1 = xi(u,v) donde las Xi se consideran como funciones reales de 

las varinbles reales u y v. Si estas funciones son diferenciables has­

ta. el orren n-l y encontramos lJ,S derivadas de orden n UodeIOOS 0xpresar 

las coordena&s coro un desarrollo de la serit3 de Taylor así: 

aX' 
+ k (2) + •••••••• av 

•••••• + 
1 a a n-l 1 a a n 

l)! (h"u + k"v)o • x· + -(h..:....tk-) -. x· (u + 0, Vo + 0k) (n - o CJ .""]. n! 3u aval o 

donde varía desde cero a un radián y h Y k sen las nueves variables 

para la serie de lJotencias. 

Si u y v son independientes se cumplirá que la matriz 

M = [Xu Yu Zu] 
Xv Yv Zv 

tendrá como característica 2 

y cada elemento se obtiene derivando parcialmente así: 

y :o:~ 
V av 

z =!!. u au 

z = ~ v av 

Como al variar los ptD'ltos sobre la superficie, las derivadas par--
.' , 

ciales tomarán valores distintos, ello alterará la característica de la 

matriz, existiendo entre ellos la característica l y O, los puntos que d~ 

terminmt .tales valores se denominan puntos singulares. 
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Los ptmtos singulares pueden ocurrir y!l sea por la naturaleza de 

la sU!Jerficie o debido a la forma que tome la ecuación por el sistema 

de coordenadas que se haya eleqido. Venmos p r cjcrr~::llo el caso de la 

esfera. Usando como paránetros la latitud e y l a longitud q¡ las eCUél-­

ciones paramétricas será~: 

X 

x = a cos ecos q¡ 

y = a c s e sen q¡ 

z = a sen 0 
Z 

y 

dond~ a es constante en cualquier dirección a partir del origen. Encon 

tre!!YJS los elerrentos de la matriz M. Para nuestro caso los parámetros 

u y v son 0 y q¡ respecti VaITEnte. lJe m...,cto que: 

aX _ dX _ - a sen e ces q¡ ax _ OX _ - a cos El sen q¡ ru-re- dV - 3i¡i -

~=*= - a sen o sen q¡ ~=~= + a cos e ces q¡ 
a" tW 

az az 
+ a ces 0 

()z _ az _ 
O ru=~= 3" - W -

La matriz tendrá entonces la forma: 



= ¡-a sen 

-a cos 

e ces 'ji 

Osen '1' 
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- [:. sen 0~ sen: a cCos 0] 

+0. COS COS T 

Igu&la~do ~ uno l ~ rnctriz las soluciones son múltiples; en cambio 

izun.lál1dola a cero encontra'!DS coro -.... '..mto sineular aquel en que ° = 90° 

:.) sea donde el eje de z corta a la esfera. 

Considereros ahora la superficie definida por 

x = u sen <X cos ljI 

y = u sen <X sen '1' 

z = u ces <X 

en dond:: u y '1' 500 consider.?ccL~ las v.9.rié1bles para'!'.étricas y <X es consi 

deraJ.o constante. 

x 



~ = sen oc cos q¡ au 

~ = sen oc sen q¡ au 

az 
au cos IX 

y la matri z ~1 toma la fom1l: 

.1 = 
[

sen IX COS 'ti 

-u sen IX sen q¡ 
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aX - _ u sen oc sen q¡ 
~-

u sen o:: C0 S 'ti 

Q 

que da CO~D punto sin~llar la intersección de l os ejes coordenados, vér 

tice <'te l cono circular reprcszntaJo ?or 1 ::'.5 ecuaciones dadas, o sea do!!, 

de UrO. 
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NECESIDAD DE NUEVOS CDNCEPTOS MATEHATICOS EN LA ENSEfíA.NZA DE LA EDUCACION 

¡"lEDrA. 

a) REFORMA DEL PROGRAi lA ;- ."ATB·~TIm . 

Frente a l a evidente abundancia de conceptos nuevos de la IT'ntemáti 

ca, que ya se han introduciclo en los ::>rogramas ne estudio de nuestra 

Universidad se va invoniendo ya b reforma de los !,rogramas de la Educ~ 

ci6n Media. Esta refonna no ü'Jplica 'Je ninztm3. manera e liminar e l con--

t eni do mateTIl..atico de l os ;.Jr:)gramas anteriores, presupone sin erID !lr~o un 

cambio total en la exposición, enfoccmd:;,) los problemas ·lesde ~ l punto 

de vista conceptual moderno con rr.iras a cubrir lo ya existente y av:m--

zer al mismo tiempo sobre c~os nuevos. '/ista así l a cuestión, ni la 

Aritmética ni el Al.~bra sufrirían cé\11'bi0S en los p.rogramas., salvo aque-

llos ele carª.cter eXO'Jsitivo en el aula. La reforma se iniciaría a par-

tir de l os conceptos de trifr.:mc:,:~tría donde las exposiciones 50 :?ueden 

hacer cubriendo al miSJID tiemoo un~ ar::m Darte del :málisis de vecto---
• J . 

res y con estos resolver problemas tri~onor.étricos; se continuaría i n--

trC'duciendo cambios exposi ti V:J5 en G80ret ría Plana y de 1 Espacio dond(~ 

~an caT1tidacl de teoremas se demuestra."'1 con l:1ayor sencillez, analiz5n--

~olos con vectores. Val~an para e l caso al~los ej ~mplos: 

lo. Demostrar que en cualquier trifulgulo, los l ados son 1Jroporci,2. 

nales al seno del ?n~o opuesto a cada uno de Sllos. 
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Demostración: 

c::msideremDS los laros ,1<31 1: rifu1 ~~ .. l ,) canJ vectores c~ntir:uJs tsl (::):1".0 

1-) indica 1:1 fi~Jra . 

La su~n vectorial es: 

a+lJ+ c= O 

:últin licancc 'Jor élX t,:)d3 b emres i ón . 

axa + axb + axc = J 

Pero !lXa = O Y axc = -cx~~ , 1\lB:.?;::> 

~xb - cxa = Q d~ donde axh = cx~ 

o bi en =lb S0n e = c '1 sen ~ y di !i:lienr1.1 entre gbc . 

~e11 e 
c = ~(Jn E 

h 

20. Demostrar que en un triÉ.sulo ctk'1.1quiero.. 01 cuadraJo d::,; 1.~ 

rnagnited d'" \.--n lado es i-::ual a 1::-, \ 1!J.'1 de 105 cuadrados ::113 bs otros 

dos , men0S el doble nroc.luct'J de él1üs Dar el coseno del fu1~lo que com-

:.J::"cnden. 
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.!J.. 

~---------------------.~B · 

Demostración : 

considerando caJa. lado como un vector sefim, la figura. 

b + c = a 

. o bien c = a - b 

t..ultiplica.'1do mieJ!1bro a miembro escalnrrnente 

c.c = (a-b).(n-b) 

c.c = a.a + b .b - 2a.b 

Pero c.c = c2 ; a.a = a2 ; b .b = b2 ; a.b = ah cos C. 

Lueao c2 = a2 + b2 - 2ab cos C. 

30 . Der10strar le. f6rmula tri!Jano:nétricr~: 

cos (1\-3) == cos l\ cos B + sen A sen B 
---.,,'!.. -

~ -1 
r Sen Uj 

! 

Se:H /\.j 

I 

I 
t 
1 
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Demostración: 

Sean: el versor rl que hace un :mgulo /1. con el eje x 

el versor rZ qua hace un 5nTJlo 3 con el ej3 x 

seBln la fi ~ra. 

Por ser r I y rZ versores tene~DS oue: 

r l = Cos A i + Sen A j 

r2 = Cos B i + Sen B j 

multi?Iicando escaIarmente 

rlrZ = Cas A Cos B + S8n A '~Gn g 

Pero r 1 rZ = I rlll r21 ces ( !' .. - B) = lxl cos (a-B) = Cos (A-B) 

Lue~o Cas (A-B) = Cas 1-\ Cos 3 + C::en ,\ Sen 3 

40. Demostrar la fórmula tri~onor.Btrica : 

Cos (A+B) = Cos A Cos 3 - Sen A Sen B 
,( 

, 
\ 

'. 
\ 
\ 

: .... - (-B) = A+B 

o 

) 
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Coloquemos ahora los versores ri y T Z sei!,Ún b. fi~.lT3. , de ella. s e 

des:Jrende que: 

r 1 = Cos i\ i + S0n A j 

T2 = Cos (-B)i + Sen(-B)j 

PerrJ 
Cas(-'3) = Cos H 

Sen(-B) = -Sen ~ lueqo: 

r 2 = Cos B i - S8n B j 

multiplicando cscRlar~nte 

ade~ r1rZ = Ixl cos {A-(-D)} = Cos (A+B) ?or lo tanta 

Cos (A+B) = Ces A Cos B - Sen A sen .3 

So . DeI!l!"Jstr3.T l a f='" rmuh triIJonoretrica: 

Sen (A-B) = Sen /\ Cos 13 - C JS ; . Sen B 

,J 

/ 
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coloquemos los versores r l y r 2 se~m l a fizura y multipliquemos vecto­

rialrente. así: 

r2xrl = (Cos B i + Sen B j)x(Cús ~ i + Sen A j) 

r2XTl = Cos B Sen Aixj + Sen B Cos Aj xi 

Pero ixj = k y jxi = -k 

además rZXTI = Ixl Sen (A-B) .u siendo cun verser 

lue~o Sen (A-B)u = k(Cos B Sen A - Sen B Cos A); ordenando y simpIifi-­

canoo Sen (A-S) = Sen A Cos B - Cos A Sen B. 

60 . Demostrar la fÓnT~la trigono~~trica: 

Sen (A+B) = Sen A Cos B + Cos 1, Sen 13 

sagún la fi~ra: 

r l = Cos A i + Sen A j 

r Z = Cos B i - Sen B j 

TZxr
1 

= (Cos ~ i - Sen B j)x(Cos A i + Sen A j) 

= C.osq Sen A ixj - Sen 9 Cos .\j xi 

= Sen /~. Cos Sic + Ces A Sen Bk 
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Pero ahora r 2xrl = 1xl Sen p. - (-E)} u = Sen (;\"':3)u, luego 

Sen (A+3) = Sen A Cos B + Cos A Sen B. 

Los concentos de la Geometría \31erental son dG !, ldla. más fácil co:n 

prensi6n operando con vectores. 'Jear.los : 

70. Derostrar que las dia,jOnales de un paraleli)8"~'!Y..) cualquiera se 

cortan en el plD1to medio. 

b 
~~--------------------------~~ e 

A ~--_______ ----_~ 

I)a la fi~a: 

En triángulo ABe 

NJ = n(a+b) (1) 

1::' ... l ADN ...,n trHUlgu o , 

PJ-l = b + m(a-b) (2) 

Igualando (1) Y (2) 

n(a+b) = b+m(a-b) 

na+nb = b+I!'IA-rro 

a(n-m) + b(n+~l) = O (3) 

(3) es la suma de 2 vectores que es i~ql a ceTO; ~0ro l~ stUTha de dos 
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vectores es cero, si ellos son ~guales~ colineales y de sentido contra-

río o si. ambos son cero. Pero ninP.llIl0 d::; los vectores suma"1dos de (3) 

8 S colineal, luego sólo queda la se'?\Z1da hipótc::. '), el que fLlTbos sean 

cero. Pero ni a ni b son cero, luego SlL coeficientes han de ser cero . 

De esto resulta que 

n-TI: ::: O (4) 

n + ID - 1= O (S) 

De la (4) id = n y sustituyen~lo en (5) 

m + m - 1::: O 

2m= 1 

l/ :~ m= L 

luego n:: 1/2 

Lo que d.3nuestra que las diagonales se cortan a 1/2 de su longitud. 

80. DeIlDstrar que si en lID paralelogramo cualquiera se traz"n lí-

neas desde un vértice a los puntos IrlCdios ~e los lados opuestos J estas 

líneas cortan a la diagonal Quuesta en los :;unt05 t 0l'cios do su longi--

tud. 
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De la figura: 

AC=a+b (1) 

AN = n(a + b) (2) 

PJ1 = 1/2 ?J Hl3 = ,\3 - PJ~ 

ME = a - l/2b (3) 

!!' ! = mea _ b) 
2 

(4) 

AN = Aj .. l + ~IJ\J = b + mea - b) (S) 
2 2 

Igualando (2) Y (5) 

b !J n(a + b) = '2 + mea - 2) 

na + nb b rrb 
::; '::r' + !II..a - -

l. 2; 

a(n - m) + b (n + Z. - ~ ) = O 

Razona,do ivua1 que en prob1erra anterior: 

n-m=O 

+ m 1 n n "2 - T::; '. 1 

(6) 

(7) 

De b (6) n = m; sustituyendo en (7) 

n + n - 1 = O , 2" 2 
3n 1 
'2 = T 3n = 1 

de donde 

n = 1/3 

m = 1/3 10 que c..:;mu~5tr2 e l teorema. 
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90. Demostrar que las medicmas d:: un triángulo s e cortr1 .2 un t~!. 

do d.3 su longitud. Colocando el sontido d0 los vectores s ,;;~ún l a fi~ 

ra: 

A~--------~~------
b 

AH = AC + es o bi en 

c=b+a=a+b 

Ni = b + ~ 

AN = r:1(b + ~) (1) r; eS esce.lar 

PE = c - ~ = (a+b - %) = ( ~ + ~) 

PN = n. ?'3 = n(a + ~) ; n es escala.r 

"~J t\P + P"! - b ( b) /"\1' = . , ¡" - ~ + n :::'>+ ~ 
" L, 

(2) 

i .7U21ando (1) Y (2) 

!!l(b +~) = ~ + n(a + ~) 

mb + ni! =b + na + nb 
. 2 2 "2 

a(E.:. - n) + b(m - ~ - l~ = O de c!onde 
2 ¿ 2 

(3) luego !:1 = 2n 

(4) sustitU'/Gndo n = 2n 
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2n-~-t=o 

3~ = ~ por lo t n.'1to 

n = ~ y 

10. - Demostrar que tod\J t ri fn?,Ulo inscrito en tm si"1li.círculo es 

rectángulo con su §np;ulo r ecto so~·m3 ~ l semicírculo • 

I 
I 

. / 
/ 

a 

....... ..... 

_ d __ ~ 
.J 

Sea el sericírculo de centro O y a , b, e, d y e vectores según la 

figura. Se ve que: 
e = d y d .. a 9 r!'8.S 

Icl = lel = Idl 001' lo C(JG 

c2 = e 2 = ¿2 (1) 

aderns : 

n = e + e 

b = d - e multiplicando escalarrnente 

a.b = (e + e).(d • 0 ) = (e + z).(c - e) = c2 - e2 

o sea que a.b = O luego el 1ln8U10 entre (l y i) es tal que su coseno es 

cero o sea igual a 90 0 y el tnán~1}10 ser9, rectángulo en cualquier posi-

cion. 
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b) ')bst~culos para. la enseflanza. Indudab1elOOnte los problemas para cu--' 

brir tma rGÍOrma de programa corno la propuesta no se harán espera.r. El­

nivel matem5.tico de los profesores de educaci6n re di a. J con pocas cxcepci2, 

~1¿'S , no permitirá en corto ti.::;mpo introducir las refonnas de expnsici6n 

de cé.tedra. Por otrs. parte el o.ue url alumn~ sea reprobado en alguna ma.t! 

:ri::.. 0l)'0 pro~ama ha Sic1'J refoma.do no ser1i ntmca ) ien visto por los pa-­

dIY.::s de frunilin afectéldos; I1'1L4y proflto n.r:?Uirá.l1 qoo si no fuera por los 

nuevos conc.~ptos su hijo hubiera apr-::>b,.do la materia y que se corete me. 

injt~ticia. El prof0sion~lismo nctt~l t~~)ién se sentirá afectado ya 

coo es indudable que si nueVJS conocbd.entos existen para revolver pro!Jl~ 

me.s témicos d3 cualquier eS!Jecic, elles se traducirán en rre-:,c1os }!lAs ro­

denlos con mejores coeficientes de productividad y costo, lo que 16gic~-­

mente va en contra, por competenci:l con ventaja, de los í~todos ya esta-­

blecidos. 

Sin ~nDargo la tarea más difícil será hacer conciencia en las autorida 

('.es d¡~ cul tur3. sobre la conveniencia de talas reformas y más ~ún, vencer 

las :,?resiones de la. ooini6n ptlblica sobre dichas autoridades !,WS es de 

c'Jnocimiento general el teror que existe en nuestro ~dio a todo lo que 

eS superaci6n en materia de conocimiento. 

c': Scluci.)nes. Es i~rescinc1ible 001' lo tanto buscar soluci.5n a los pr2 

::;·le!!l3S ,13l1teados. 

Con respecto a la falta de prcf~sores c~yacitndos para el nuevo nivel. 

nuestra Universidad Olanta ya con un !)cpart:uoonto de Mate~ticas y F!sica. 



- 91 -

con capaci (l.ad ci .... ntífica p¡1ra imof.rtir los cursos necesarios que le f~ 

ren s ) licitacos. En él se C'.lenta con una varindísim..q bi blioteca donde 

se puede estudiar dese la ~ás elemental cuestión aritmética, hasta los 

modem~s CC'_ ceptos expuestos ~or 1'!'.atemáLc s de nuestro tierno. De ma­

n~ra que la ~niversidad puede or~~1izar cursos para pr0fesores de Educ~ 

ción t:ledb. sobre diversos tópicos _é! la mate!'Jr1.t ica m aema. Otra s;:,lu­

ción s3ría incluir dentr'J de 105 rogramas de la Escuela !'Jorm~l Superior 

estas innovaciones con a l objeto de qu~ e l uersonal q'.le '~(e éllos '3grese 

ya vaya preparado para las tefOr T!1c.1S de 12. : l1ucación Me' ia; esto sin em­

bargo plantea la interrof R11te (:.:~ ¿quién imp'utirá dic.hos cursos en la 

r'Jorrral Superior? Como el objcti {O de l a solución propuesta no es des ­

~lazar personal de ningunl institución educ~tivD., me permi to contestar 

-:le dos maneras: !Jrirera: 6n tm principio los cursns serán imoartidos 

':)or lID I!Iiem!:>ro de l De':lartamento de :~atemáticas y Física ,le la Universi­

dad i\lacionnl y t endrían lIDa duración suficiente como par3. "T)repar~,er-­

s na1, uentro del ni el Normal ""uperior s que pu<::da c'..mtinuar ~n a1:'::>s 

futuros coü la exposición d.-:: di ó os cursos. SCf.unc1.a : La '::scuela Nor-­

r.la1 Superior puede C:J:1trata!' en el cxtT:1.njero p él o l os prcbsores que 

consi dere neCeS:1ri0s para cubrir 12s necosidades acadérd cas irnuestas 

por la refor ma ~e programa3. 

~xiste además otra solución, nlID1U8 con el inconveniente de ser a 

largo ::; lazo y es la :..1e Clm la Eso...lela Normal Superior se1eccion" Gntre 

sus e gresados más capacitados n uo o más , que puedan seguir en el ex-­

tranjero cursos de matemitic2 superior moderna y é1los vuelvan lue~o a 

prepara e 1 personal nacional. 
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En todo C2,s0, es de urg0nt:; necesi dad ,:,-umentar la. capaci. '!id mtl3:n8. 

tic::.. de la PO 1~ci6n Gstucli::..ntil '.1.e todo:; 11) S nive l es p8ra que nuestro 

n?Ís 'Ouedn ' ar 10 me:t s ir él l a 't)1.r :1::.; :' rGsto de uníses centr)m(~:sric:t--
L 

nos que ya lo hiciermy p'Jda..l"DS c..s í TEJ C.lperar el terreno c:ue ":lor negli-

gencin. :lemos perdido en la educación superior. 

/ 
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PROYECCI0NES DE ESA INN0VACION DE CONCEPTOS. 

a) ;1-fWOR CA.cDACIDAD AJ·¡;'1ITI CA DE L0S EGRESAOOS. 

/\1 reali zar la reforma de :?ro~ramas con el inCreITl01.to en su c~:mte-

nido la tarea de aprendizaje tendrá qUJ ser más difícil des da el punto 

de vista asimi lativo; la qctual costumbre de aryrobar las watarias mate-

l':1áticas memorizando lID buen nÚ'TIero de r;jglas y aplicarlas a l a resolu--

ción ce problemas tiene que Gesecharse , y no sólo porque hesta hoy ha 

r es 11 tad'J irora.ctica siendo úti 1 sólo 'Dar a llenar las necesidades tem--

por ales de la Educación ~~dia sino ,oroue para pro~amas de reayar exte!!. 

sión resulta inouerante. r:nt re 1;)s proa l em'1s mavons oue se encuent ran _ J > 

al i rnartir las cáte( r;:¡.s de matemáticas en la Universidad estB. la ten--

0encia a mem~rizar, tal práctic~ no produce resultrrdo beneficios o aleu-

no, el 2. l '.11'1lI10 en cadrt año Jlluy poco rect~er .~a de 10 que ha visto en años 

rnteriores y ello se d,~be a que la capacichd humana no es s Lficicnt e p~ 

ya m0~rizar a10 tras año e l conjunto de conocimient s que ha de reque-

rir p:::r n cubrir lli1él. carrera; en tal caso se impone la adquisición de tm 

sistema de estuJio, de una metología en el a .. rendizaje y ello sólo se 

l[) ~ará aprendiendo a razonar. Vist ) un problema, uensar en él , anali-

zar l as situaciones que plantea y e laborar juicios sobre 1 s mismos, 

·;~:rgt&'1do (13 lle~ar 3. conclusiones ciertas. Un plan OH estudio be.sado 

en el razonalniento r esult a efectivo nara cuabuier carrer a y pera pro--

gramas de mayor o rrenor extensión. Unicament~ los Gst'..l ~iantes que 

él .. "Jren·:li eron a razonar en todas l as situaciones y nyobl erras '.le afront:!-

ron, s:ü~eron 2.vantes en sus lJruebas en corto tie::rpo; lc)s que no lo !1i-

cieron así, ccm ruellO es f uerz-J l ograron coronar su currern. 1'. si!11'Jle 
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vista esto puede parecGr perju .. 1icial nnto "uil.;;nes no han santido mmca 

1J. satisf::1cción de nprenc1p.r razonando . ?erc anucllos 'JiB conocen esa ma 

i1eI'3. de Q~::render y el qua no conociéndola. llega a e :>..-perirentarla, difí-

ci lrr:<Bnte podrá desedl .• rla.. /\prendicnc1o en Gsta fnrma, las nuevas qenc-

l"aciones ~oscerán tma mayor ca.?=l::1cidc.d analítica y los nu~vos _ rofesionE!:. 

los estar&~ pot encialmente más capacitados Dara su funci6n creadora y 

CO:1structivn. 

b) NUEVA rSCUEL:\ MATEr ~\TICA -:}: EL T):\IS . ~s un.q, r ealidad y:l en ~l país, 

el h8dlO de que en todos los .sectores ~rofcsionales se v~ rrccisando 

del auxi lio matG~3tico Jara 81 control ue m~vi~i~ntos y o~eraciones. 

DGSc18 e l hed10 lT''::s siml e de la vida diaria hasta los !!I.as co~licados 

fenómenos sociales son suceutüles de nnliz::1rse matcmB.tic3.:-;}3nte, todo 

e llo unido a la cauacidad de ¿nhlisis con auxilio de computadores e lec-

trónicos justif ica mis los esfu-::rzo5 qua 50 hacen en e l s "-..,tieb de en-

señar, se~ la nueva escuela rrt9.temática . No es r:>ro entonces el cntu-

siasmo con Clue hilll sido Tecibi r~'ls las rnateDáticas en los '1Jr ogramas de 

estu:'tio de :\1 gtL'1as f acultades r::ue aTltes no l as tení~s ; así p en b. act~ 

:. i ·-lad ya no son únicamente los estudiantes de Ingenierí q y Arlui tectura 

y los de Ciencias BconórrlÍcas los '1ue platican de matemáticas 8n su vida 

'liaria, a."'1or1. ello es t~ma en las distintas rn.-nas profesionales. Una 

nU8va inquietuJ existe ya y se va nec8sitando ersonal ~ás numeroso y 

con mayor ca~~cidad científica para responder a la d08ancln de las nue--

vas generaciones. Los países lla~dos 3ran' es, lo son ~or su amor y 

dedicación a las ciencias, entre ellos, las ciencias exactas ocupan un 

r 
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lugar ?redominant~ cosa . ue ya es co~rendida en nUGstro medio . Las ba 

ses para lUla nueva escuela natemática estan colocadas, nuestras juven­

tudes necesitan prepararse más para hacer progresar al naís y los avan­

ces de la ciencia en e l mundo así 10 justifican. 

c) UN NUEVO GRADJ ACADEMlm. At endiendo a nU!!lerosas solicitudes que 

obedecen a esta agitación académica, la Universidad Nacional ha orp:ani­

zado ya sus Departamentos de Ciencias entre los cuales está el c10 Mate­

máticas y Física. Entre otras finali ades científ icas se le ha encomen­

dado la tarea de organizar y recomendar tm plan de estu.dios t endientes 

a lograr que entre los títulos extendidos en nuestro ffl.áximo Centro de 

EstUtlios se incluya 81 ~ue corresponde a Licenciado y Doctorado en 14at~ 

máticas. ')ada. la gran demanda que hay de matemáticos nar~ impartir ta­

les asignaturas en e l nivel medio y universitario; el paso dado :?Or --­

p-uestras autoridades de l Alma ~~tcr ha sido recibido con beneplácito. 

La Universidad se impone así la tarea de formar e l personal académico 

que t&~ta falta le está haci~ndo al país. 

Se abre pues un nuevo horizonte par~ nuestro .~aduados ~~ la Educa 

ción r.1edia pues en muy corto tie~o podrán matricularse en nuestra Uni­

versidad para estudiar tma carrera de gran atracción , de grandes pers-­

pectivas y cuyos graduados van siendo más solicitados cada día más. 

Nuestras juventudes podrán aspirar dentro de poco, en nuestro país, al 

Doctorado en Matemáticas. 
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