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PROLOGO

E1 presente trabajo es un estudio de las propiedades basicas
de las redes, e incluye dos Teoremas de Representacidon Topo-

légica.

La finalidad de este trabajo de investigacidn es divulgar un
nuevo campo de estudio en la matemdtica en este caso las re-
des, las cuales son muy (tiles en otras ramas de la matemdati

ca. Ademéds de ser aplicables en el area de la computacion.

El capitulo I-trata de los conceptos basicos de redes, sus
representaciones grdficas, polinomios y otras estructuras y

el concepto de red Tlibre genefada por un conjunto ordenado.

En el Capitulo II, vemos como caracterizar una red distribu-
tiva segun su forma, una aplicacién de polinomios para cono-
cer las redes Booleanas en n generadores, las relaciones de
congruencia y su vinculacion con Ideales y finaliza con dos

Teoremas de representacién Topoldgica.



CAPITULO I
CONCEPTOS BASICOS EN REDES

1. DOS DEFINICIONES DE REDES

Mientras Tas propiedades aritméticas del conjunto de los ni-
meros reales, IR, pueden ser expresados en términos de la su
ma y la multiplicacidon, las propiedades del orden tedrico y
asi el topoldgico son expresadas en términos de la relacion

de orden < .,
Las propiedades basicas de esta relaci6n sor las siguientes:

Para todo a,b,c € IR se tiene que:

(P.1) a < a (Reflexiva)
(P.2) a<b y b < a entonces a = b (antisimétrica)
(P.3) a<b y b<c entonces a < ¢ (transitiva)
(P.4) a<b 6 b<a (linealidad)

Son muchos los ejemplos de Tas relaciones binarias que com-
parten las propiedades (P.1) - (P.4) con la relacidn de or-
den de los nlmeros Reales y hay mas que gozan de (P.1) -
(P.3). Este hecho por si mismo, no justifica la introduccidn
de un nuevo concepto. Sin embargo se ha mostrado que muchos
conceptos basicos y resultados acerca de los nUmeros Reales
dependen solamente de (P.1) - (P.3) y estas pueden ser usa-

das provechosamente.



DEFINICION 1.1

Las nelaciones que satisfacen (P.1) - (P.3) son LLamaday nre-
Laciones de ornden parcial y Los conjuntos equdlpados con es-
tas nelaciones son LLamados conjuntos parcialmente orndenados

¢ C.0.P.0,S

Para formalizar Tas definiciones, sean A,B dos conjuntos y

formemos el conjunto A x B = {(a,b)/aeA, be B}.

Si A = B escribimos A2 por A x A y A x A = {(a,b)/ae A,

beAl entonces

DEFINICION 1.2

Una nefaciLbn binaria p en A puede sdmplemente sen defindda
como un subconjunto de A?. Los elementos a,b (a,be A) estdn
en nelacibn con nespecto a p 44 l(a,b) e p. Para (a,bep tam-

bien Lo podemos escribin a p b 6 a = b (p) o

Esta definicion formal es equivalente con la intuitiva:

DEFINICION 1.3

Una nefacién binaria en A es una "regla" que decdde 8L 6 no

apb para algin a,be A, Porn supuestos una de tales neglas de



teminand el confunte “{la,bl/ap b; a,beA} y viceversa este

conjunte determina a La nelacidn D e
DEFINICION 1,4

Un conjunto parcialmente ordenade (A,p) consiste de un con-
junto no vacdio A y una refacdén binaria p en A; tal que p

satisfaga Las propiedades (P.1) - (P,3] o

Las propiedades (P.1) - (P.3) pueden ser enunciadas en la

forma siguiente:
Para todo a,b,ceA,

(P.1) (a,a)ep
(p.2) (a,b), (b,a)ep entonces a = b

(p.3) (a,b), (b,c)ep entonces (a,c)e p.

DEFINICION 1.5

S{ p satisface (P.1) - (P.3), p es una relacibn de ohdern par
cial y usualmente se dendtfa por <. Tambilen, a > b sdgnifdica

b < a o

Algunas veces diremos que A (mids bien (A,<)) es un C,0.P.0.

significando que el orden parcial estd sobre entendido.



DEFINICION 1,6

n C.0.P.0. (A;<) que Lambien satfisface (P.4) es LLamado una
cadena, (Tambilen £Lamado conjunto completamente ordenado,

confjuntc Linealmente ondenado, y oinos)

DEFINICION 1.7

SL [A;<) es un C.0.P.0., a,be A entonces o y b son compara-

bles 54 a < b ¢ b < a.

En otrho caso a y b son no comparables, en notacibn alb o

Una cadena es por consiguiente, un C.0.P.CG. en el cual no

hay elementos incomparables.

Ahora definiremos el infimo y el supremo en un C.0.P.0. arbi
trario P (esto es, (P;<)).

DEFINICION 1.8
Sea H ¢ P, aeP. Entonces a es una cola superdior de H, s4

h < a para todo heH.

Una cota supericr a de H es La mindima de Las cotas superdio-
nes de H ¢ el supremo de H 54, para cualqudler cota supeidlohr
b de H, se tiene que a < b. Lo escndibimos a = sup H 6

(’L=VH.



Esta notacidén puede ser justificada solamente si mostramos

que el supremo es (nico.
PRUERA

Si ag y a; son ambos supremos de H, entences a, < a;, puesto

que 8; &5 una cota superior y a, e$ uUn supremo.

Simitarmente a; < ag. Asi ap, = a, por (P.2)
DEFINICION 1.9

Sea H ¢ P, ae P. Entonces a es una cota inferdion de H, 44

a < h para tede heH,

Una cota infendcn a de H es La mdxima de Las cotas Lnferndo-
hes de H G el inpimo de H 84, para toda cota Lingerniorn b de H,

se flene que b < a. Lo escaibimes a = Anf H G a = AH o
La unicidad es probada como en ei padrrafc anterior.

Sea (P;<) un C.0.P.0. La notacidén a > b (significando b < a)
tambien puede ser vista como una definiciGn de una relacidn
binaria en P. Esta relacidon binaria > satisface (P.1) -(P.3)

ya que para todo a,b,ceP se tiene:

(P.1) a > a, por definicidon de > y porgue a < a.

(P.2) Sia=>b y b >a debemos probar que a = b.

Si a > b, por definicién de > se tiene que b < a.



ST b > a, por definicidn de > se tiene que a < b;
usando (P.2) para < se concluye que a = b.

(P.3) Sia=>b y b >c debemos probar que a >

\/
0

a > b significa que b < a
b > ¢ significa que ¢ < b
usando (P.3) para < se tiene:

c < b < a entonces ¢ < a que significa a > c.

Asi (P;>) es tambien un C.0.P.0. 1lamado E1 Dual de

(P3<) .

Ahora; si @ es un enunciado acerca de los C.0.P.0.S y si en
9 reemplazamos la ocurrencisa de < por >, obtenemos el dual

de ¢.
PRINCIPIO DE DUALIDAD
S un eneuncdado ¢ es vendadero en fLodos Los C.0.P.0.S, en-

tonces su dual es tambien vendaderno en todos Los C.O0.P.0.S

Esto es verdadero simplemente porque & se cumple para (P;<)
si y s6lo si el dual de ¢ se cumple para (P3;>} el cual es

tambien un C.0.P.0.
Como un ejemplo tomaremos para ¢ el enunciado:

"Si sup H existe este es el Gnico"

obtendriamos su dual asi: "Si inf H existe este es {nico".



DEFINICION 1.10

th C.0.P.0. (L;<) es una ned 54 supf{a,bl e Anf{a,b}l existe

para todo a,be L o

En otras palabras; la teoria de redes puede escoger un tipo

especial de C.0.P.0.S, para detallar la investigacion.

A1 hacer una definicion semejante, es un deber mostrar que
esta clase de C.0.P.0.S es muy usual; nay muchos C.0.P.0.S
semejantes en varias ramas de la matematica (Analisis, Topo-
logia, Légica, Algebra, Geometria) y un estudio general de
los C.0.P.0.S puede guiar a un entendimiento mejor de el com
portamiento de estos temas. (Ver Teoria de Redes, G. Birkhoff

[1940].)
Hagamos la definicidon de una red menos arbitraria, notamos
que una definicidn equivalente es la siguiente:

DEFINICION 1.11

Un conjunto parcialmente ondenado (C.0.P.0.) (L;<) es una
red A4 sup H e Lnf H exdsten pana todo subconjunio findto,

no vacio H de L e

Probemos que estas dos definiciones son equivalentes



PRUEBA

Es sufijciente probar que la primera definicidon implica la se

gunda.

Asi supongamos que (L;<) satisface la primera definicion y
sea H ¢ L un conjunto no-vacio y finito. Si H = {a}, enton-
ces sup H = inf H = a, por la propjedad reviexiva del < y de
la definicidon de sup e inf. Sea H = {a,b,c}. A mostrar que

sup{d,cl; diremos

sup H existe, hagamos de = sup{a,b}; e
que e = sup H. Para comerzar, a < d, b <dy d < e, ¢ < ¢;

entonces (por transitividad) a < d y d < e entonces a < e,

b <d y d< e entonces b < e y ademds c < e.

Por 1o tanto para todo xe H se cumple que x < e. Esto nos da

como resultado que e es una cota superior.
Ahora miremos que si f es una cota superior de H entonces e < f.

Como f es una cota superior de H entonces a < f, b < f y asi
d < f; también ¢ < f, asi que c,d < f; entonces e < f; ya

que e = sup{d,e}.

\

Asi e es el supremo de H.

Si H = {ag,a1, ..., an-1} 3 n < 1, entonces

sup {... sup {sup{ag,ait,az} ..., ap-1/’

es el supremo de H, por un argumento inductivo cuyos pasos
son analogos a los del conjunto de tres elementos. Por duali

dad, concluimos que el inf H existe .



Haciendo uso del principio de dualidad para redes notamos:

Si (P3;<) es una red, tambien lo es su dual (P;>).

Esta es una forma de aplicar el principio de dualidad a re-

des. Usaremos las notaciones:

[o7]
>
o
1)

inf{a,b}

<
v
<
=
H

sup{a,bt}
y Tlamaremos a ~ conjuncion y a v disyuncidn.

En redes, ambas operaciones son binarias o sea que ellas son
aplicadas a un par de elementos a,b de L y da por resultado

un elemento de L. Asi

A1 L? Ly
ve L? L
son ambas funciones de L? en L.
La prueba anterior establece que:
(...((ag v ar1)vaz)...) van-1 = sup {@p,a1,...an-11
y:(...((aoAal)Aa?_)...)A an_1=1'nf {ag,al,-.-an—l}.

Ahora observemos que el Tado de la parte derecha no depende
del orden de los elementos a. en que estan Tistados. Asi ~
y v~ son: idempotentes, conmutativos, y asociativos, es de-

cir:

(L.1) a~a = a 3 a~va-=a (idempotencia)
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(L.2) a~b = baa; avb = bva (conmutatividad)
(L.3) (a ~b) ~c¢c=a~(b~c),

(a vb) vec=av~v (b vc) (asociatividad)

Como siempre en Algebra, la asociatividad hace posible escri

bir ag ~ a1 ~...~ ap-1 y a0 v &1 v...v dp-1Sin usar pa-

réntesis.

Existen otro par de reglas que conectan ~ y v. Derivémoslas
entonces. Si a < b, entonces inf {a,b} = a; esto es a~b = a

y reciprocamente.

Asi en una red a < b si y solo si a ~ b = a.

Por dualidad (y por intercambio de a y b) tenemos:
a < b siysolosiavb =5b

aplicando el "solamente si" de la primera regla a, a y

a v by el de 1Ta segunda regla a, a ~ b y a, se obtiene

(L.4) a ~ (avb)=a3;av(aa~b)=a(lgualdades de Ab-

sorcion)

Ahora estames en la pregunta crucial:
¢Conocemos 1o suficiente acerca de ~ y v para que las redes
puedan ser caracterizadas puramente en términos de las pro-

piedades del ~ y v 7.

Haremos dos comentarios en este sentido. Es obvio que < pue-

de ser caracterizado por ~ y v (en realidad por uno de
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ellos); ademds, obtener la caracterjzacidn es un hecho de

persistencia y mas importante ain.
¢Cuando intentaremgs conseguir tal caracterizacién?

Repitiendo lo anterior, queremos caracterizar (L;<) como

(Ly A, v) el cual es una estructura algebraica, que es un
conjunto equipado con dos operaciones binarias (en este caso
Al L2 —— Ly vi L® —— L). Note que < es simplemente
un subconjunto de L?, mientras que ~ y v son funciones de L?

en L. E1 interés es simple:

Queremos tal caracterizacion ya que si podemos tratar redes
como estructuras algebraicas, entonces todos Tos conceptos y

métodos del Algebra Universal pueden ser fitiles.

DEFINICION 1.12

Una esthuctura algebrdaica (L; ~, v) es LLamada una hed alge-
braica s4L: L es un confunto no vacio, ~ y v Ao0n operaciones
binarias sobre L, ambas ~ y « son LdempoZentes, conmutalivos
y ééociatLUOA, ademds satisfacen Las dos Ldentidades de ab-

sorcdlbn o

ET siguiente teorema establece que una red como una estructu
ra algebrdaica y una red como un C.0,P.0. son conceptos "equi

valentes". (La palabra equivalente no esta definida).
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TEOREMA 1.1

() Sea e C,0,P,0. p = [L;<) una red,

Sea a ~ b = Ang {a,b}, a v b = sup {a,b}. Entonces La

(L; ~, v) es una red alge-

’

esthuctura algebréica p%

brdlca.

(£4) Sea La estructurna algebrdiica p = (L; ~, ~] una red al

gebraica. Sea a < b s4 y s0Lo 84 a ~ b = a entonces

oP = (L;<) es un C.0.P.0, y el C.0.P.0 oP es una ned.
({{L)  Sea e£ C.0.P.0. p = (L;<) una ned. Entonces

(p%)P = p.
(Lv) Sea La estructura algebrdica p = (L; ~, v) una red al

gebrdica., Entonces (pP)% = p &

Observacidon: (i) y (ii) describén como se pasa de C.0.P.0.S
a estructuras algebraicas y viceversa, mientras que (iii) y

(iv) establecen que se generan mutuamente.
PRUEBA

(1) Esta ya ha sido probada.

(ii) SeglGn hipbétesis a < b significa a ~ b = a. Ahora < es
reflexiva ya que ~ es idempotente; < es antisimétrico
ya que a_i_b, b < a significa que a ~ b = a, b ~a = b,

Y

lo cual por conmutatividad de ~, implica que a = b.

e
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Sia<b y b<c¢y a~b=a, bac=Db y tenemos:

a=3a~b=an~(b~c)=1(a~~hb)~c=1an~c estoes,

o]
N

< ¢ cumpliendose que < es transitivo. Asi (L;<) es un

C.0.P.0.

Probemos que (LQi) es una red, o sea debemos verificar que

inf {a,b}l y sup {a,b} existen para cualesquiera a,belL.
a ~ b < a, ya que

(a ~b) ~a=aa~ (b~ a), por asociatividad de ~

= a ~ (a ~b), por conmutatividad de ~

il
—
[o7]
>
[o7]
>
o

-

por asociatividad de ~

= a ~ b, por. idempotencia de ~;

similarmente, a ~ b < b. Ahora si ¢ < a, ¢ < b, esto es

C ~a =¢6, C A~ b = 1c, entonces

c ~(a~b)=+((c~a)~b=c~b=c.
Asi a ~ b = inf {a,b}.

Finalmente a < a v b, b < a v b ya que

a =a ~ (av b);\ b =b ~ (av b) por Ta primera identidad W
de absorcidn, asi si a < ¢ y b <c; o0 seaa ~ ¢ = a,

b ~c¢c = b, entonces

avec=1(aa~c)vec=c y b~vc=cpor la segunda identi-

dad de absorcidon, asi:

(avb)AC

(a v b) ~ (a v c), sustituyendo a,c = a v ¢C

(a vb) ~[a~v (bvc)], sustituyendo
a,c = b v c
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(a vb) ~[(a~vb)vc], por asociatividad deT

v
L)
v

w
a vb, por la primera identidad de absorcion.:

Es decir, a v b i c, de donde a v b = sup {a,b}.

(i11) Veamos que:
(p*)P ¢ o
(p2)P es una red por (i) y (ii).
Sean a,be L con a < b en (p®)P. En p? tenemos
a ~b =a por (ii). Pero si esto sucede en p? por (i)
tenemos inf {a,b} = a en p, a < b en p y obtenemos

(p“)P ¢ »p.

p ¢ (p%)P se consigue aplicando directamente (i) y
(ii).

(iv) La prueba de (iv) es similar a la prueba de (iii) e
La prueba del Teorema 1.1 y al igual su informacidén son suje
tas a critica. Comenzaremos con, el Gltimo paso de la prueba

de (ii) puede ser hadbilmente hecha por primera vez probando

que a = a ~ b i y solo si b = a v b.

E1 Teorema 1.1 procede de un Teorema similar para "semiredes"

que mas adelante veremos.

Finalmente para redes como para estructuras algebrdicas, el

principio de dualidad toma la siguiente forma muy simple.
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Sea & un enunciado acerca de redes expresadas en términos de
~ Yy +v. ET dyal de ¢ es un enunciado logrado de & por inter-
cambio de ~ y . Si ¢ es verdadero para todas las redes, en-

tonces el dual de ¢ es tambien verdadero para todas las re-

des.
La prueba la obtenemos al observar que p = (L;~,v) entonces
el dual de pF es (Lyv,~)P.

DEFINICION 1.13

Un C.0.P.0. es una semined disyuncidn (dualmente, semired
confjuncidn) s4 sup {a,b} (dualmente, inf {a,bl) existe para

cualquien pan de efementos a,b o

DEFINICION 1.14

Sea {A;o) una estructura algebrdica con una operacibn bina-
nia o. (A;o) es una estructura algebrdica semired 54 o es

Ldempotente, conmutativa y asoclfativa e

TEOREMA 1.2 (Para Semiredes)

Las sdguientes agirmaciones se cumplen:

(L) Sea el C.0.P.0. U = (A;<]) una semined disyuncibn. Haga-
mos a v b = sup {a,b}. Entonces La esiructura algebras-

ca UL = (A;v) es una semired.

we

.



(L)

(L0

({v)

PRUEBA

(i)

(i)

16

L3

Sea La egthuctura algebrdica U = {(A;o) una semired.
Sea a < b 44 y 4080 84 aob = b, Entonces
UP = (A;<) es un C,0.P,0. y ek C.0.P.0. UP es una se-

mired disyunclbn,

Sea el C.0.P.0. U = (A;<) una semined disyuncibn. En-

tonces (UX)P =y

Sea La estructura atlgebrdica U = (A;o) wuna semired.

Entonces (UP)% =y .

W

Sean a,b,ce A, sup {a,al = a, asi a v a = a

a vb = sup {a,b} = sup {b,a} = b v a.

11

a v {b v ¢) sup {a, sup {b,cl}}
= sup {a,b,c}
= sup {sup {a,b},c}

= (a vb)v c

de donde la estructura algebrdica U = (A;v) es una semired.

Sean a,b,ceA

aoca=a (por idempotencia en U)

sia<b y b<a

aob =Db y boa=a, aob=>boa (conmutatividad)

y obtenemos a = b

sia<b y b<c;aob=05b, boc=c



(iii)
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aoc = ao(boc)

(aeb)oc

il

bo ¢

"G, 0 Sea a < ¢

AN

Ahora veamos que sup {a,b} = aob
ao(aob) = (aca)eb =aeb ; ac<aob
bo(acb) = (boa)oeb = (ae b)eb = aob;

biaOb.

Sia<c y b<c 3 aoc=2¢, boc=c¢c

y obtenemos:

(aob)oc

1
[o 1]

[0}
—
o

[0}
@]
~—

asi sup {a,b} = aob.
De donde (A;<) es un C.0.P.0. y tambien semired dis-

yuncion.

Uy (UHP son ambos C.0.P.0.S y semiredés disyuncién.
Sean a,beA con: a < b en U a <b (enU) siysolo
siavb=0>b(en U% siy solo si a< b en (U%)F de
donde U = (U4%)P,

b3

U= (Ase) y (UPY* = (A;v) son ambas estructuras al-
gebrdicas semiredes. Sean a,b,ce A.

aob =1¢ enU

si y solo si sup {a,bl} = c en uP



si y solo siavb-=cen(UP)%,

Asi U = (UM%,

18
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2. COMO DESCRIBIR REDES

Para ilustrar resultados y refutar conjeturas debemos descri
bir un nimero considerable de ejemplos de redes. Esto pode-

mos hacerlo basando los ejemplos en estructuras matematicas

conocidas. g
En esta seccion mencionaremos otros cuantos métodos.

Una red finita siempre puede ser descrita por una tabla con-

juncién y uha tabla disyuncidon. Por ejemplo:

Sea L = {0,a,b,1}

v 0 a b 1 ~ 0 a b 1
0 0 0 0 0 0 0 a b 1
a 0 a 0 a a a a 1 1
b 0 0 b b b b 1 b 1
W
1 0 a b 1 1 1 1 1 1

Observamos que mas informacidn provista por las Fab]as es re
dundante. Ya que ambas operaciones son conmutativas, las ta-
blas son simétricas con respecto a Ta diagonal. Ademas se sa
be que, X ~ X = X, X + X = X; asi las diagonales mismas no

proveen nueva informacidon; por lo tanto, las dos tablas pue-

den ser condensadas en una sola, de la siguiente forma:

i
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0 0 0 0
a -; 0 a
b b 1 b
1 1 1 1

W
La parte de encima de Ta diagonal determina la parte de aba-

jo de Ta diagonal, dado que una de las dos determina el orde

namiento parcial.

Para mostrar que esta tabla determina una red, debemos sola-

mente ver que Ta propiedad asociativa y las identidades de

absorcion.

Otra forma de conocer una red, es describir el ordenamiento

parcial, esto es, todos los pares (x,y) tales que x < y.
En el ejemplo anterior el ordenamiento parcial es:

i= {(O,O)’ (O,a)3 (Osb)9 (0’1)3 (a’a)’ (a,l), (bsb)a (b31)9
(1,1)).

Obviamente, todos los pares de la forma (x,x) pueden ser omi

tidos, ya que conocemos que x < Xx.
Tambien, si x <y, y, y < z entonces x < z.

Por ejemplo, cwando conocemos que 0 < a y a < 1 no es nece

sario decir que 0 < 1. Hagamos esta idea mas precisa, dicien

do:

.
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DEFINICION 2,1

En un C.0.P.0. (P;<], a cubre a b (b es cublenta por a) (en
notacdtbn a >—e b (b —< a) 50 a > b y para ningdna x,

a > x > b o

La relacidon de cobertura del anterior ejemplo es simplemente:

< = {(Osa)s (Oab): (a:]-)s (bsl)}-

¢Podria la relacidn de cobertura determinar el ordenamiento
parcial?. E1 siguiente Lema muestra que en el caso finito lo

hace.

LEMA 2.1

Sea (P;<) una C.0.P.0. findito. Entonces a < b 44 y s0lo 44 o

a = b 0 exdiste una secuencda gfinita de elementosd Xg,...,x,_,

tal que xo9 = a, xp-1 = b, y X =< X\, para
Oi,(:<n-1 ®
PRUEBA

Supongamos que a < b. Si existe x,e¢ P tal que a < x,,

X; < b, podemos obtener la cadena a < x, < b, asi continua-
mos agregando elementos entre cada par de miembros de la nue
va cadena, como P es finito este proceso se detiene obtenien

do Ta cadena a = Xg < X3 < X2 <...< Xp-1 = b donde

BIBLIOTECA CENTRAL

UNIVERSIOAD DE EL SALVADDR
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XL —-< X(-1, para 0 < { < n - 1.

El reciproco es inmediato .

Podemos graficar a un C.0.P.0. (P;<), simbolizando con circu
los pequefos los elementos del C.0.P.0., si x,YeP y

x —=< Y, trazamos una linea recta entre los circulos que re -
presentan a x,Y, y el circulo que representa a y 1o dejare-

mos mas alto que el circulo que representa a x.

E1 diagrama de la red discutida previamente es mostrado asfi:

1

Figura 2.1

Algunas - veces el "diagrama de un C.0.P.0. infinito" es dibu-
jado. Tales diagramas son siempre acompafiados por explicacig

nes.

Note que en un diagrama la interseccidon de dos Tinea no nece

sariamente debe-indicar un elemento.
.
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DEFINICION 2.2

Un diaghama es plano 84 ndinguna Linea 4se Lntersecta .

Ejemplos: £

Figura 2.1 Figura 2.2 Figura 2.3

DEFINICION 2.3

U diagrama es Gptimo 44 el ndmerno de pares de Lnternseccdin

de Lineas es mindmo .

Ejemplo:

AN

Figura 2.4
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Ejemplo de diagrama no 6ptimo:

W

Figura 2.5
Como una regla, los diagramas .Optimos son los mds usados en
la practica.

Los métodos que usaremos son combinaciones de los vistos pre

viamente. La red N5 de la fiqura 2.2 tiene cinco elementos:
0,a,b,c,i, y , b<a, ¢+vb=1, a~c¢c= 0.
La red Mg tiene cinco elementos (figura 2.2):

O,a,bs5¢c41, y , a~b=1an~» c = b ~ ¢ = 0;

En contraste, nosotros podemos iniciar con algunos elementos
(digamos a,b,c), con alguna relacion (digamos b < a), y pre-
guntarnos por la red mas general que puede ser formada, sin

especificar los elementos a usar. En este caso continuaremos

formando disyunciones (v) y conjunciones (~) hasta consequir
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una red. Una conjuncién (6 disyuncidon) formada es identifica
da con un elemento que nosotros ya tenemos, solamente si es-
ta identificacign es forzada por los axiomas de red o por

las relaciones dadas.

Para ilustrar estas ideas hagamos una parte de los calculos

que se necesitan en la construccion de la red mas general L

generada por a,b,c con b < a.

Iniciaremos la construccidon disyuntando y conjuntando a v c,

b.c,aa~<c¢c, bac; note que, a vb~vc=(avb)vec=a-+c

n

ya que a v b a, similarmente a ~ b ~ c =(a~b)~c=bac

ya que a ~ b b. Proximamente tenemos que probar que los
siete e]ementqﬁ (a,b,c,a v ¢c, bvc, a~c, b~ c) que tene-
mos son todos Biferentes. Recordemos que dcs elementos son
iguales si tal igualdad se sigue de la relacidon (b < a) y de

los axiomas de red.

Ademds para probar que un par de ellos es diferente, es sufi
ciente encontrar una red K con a,b,c, e K, b < a donde este
par de elementos es diferente; 0 suponerlos iguales y Tlegar

a una contradiccidon con las condiciones iniciales.
Por ejemplo:

Probar que a # a v c, tomemos la red {0,1,2} con 0 < 1 < 2

E1 proximo paso es formar mas disyunciones y conjunciones:
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bv (a~c), a~(bvec), Es facil ver que todas las otras
disyunciones y conjunciones son iguales a las dadas, por

ejemplo:

Ahora afirmamos que los nueve elementos (a,b,c, a v c,

bvc, a~c¢c,b~c,bv(a~c), a~ (b~vc)) forman una

red.

Tenemos que probar que por disyunciones (v) y conjunciones

(~) no podemos conseguir un nuevo elemento.

Las treinta y seis disyunciones y las treinta y seis conjun-

ciones que tenemos que chequear son todas triviales. Por

ejemplo:

a v [bvi(a~c)]=1(a~vb)v(an~rc)

I
[o)
<
—
jac]
>
(@]
~——
i
fa¥]
v

por ley de absorcion

c ~[a~(bvec)] = (c~a) vi(b>¥ec)=2an~c, ya que

c ~a<b . c.

La red conseguida de a,b,c satisfaciendo b < a es vista en

la figura 2.3. .

e



5. ALGUNOS CONCEPTOS ALGEBRAICOS

LY

E1 propbsito de una teoria algebraica es 1a investigacidén de
algebras bajo isomorfismos. En ese sentido podemos introducir

dos conceptos de isomorfismo para redes.
DEFINICION 3.1

Las wedes po = (Los<), py = (Li;<) son Lsomonfas (en simbolos,
oo = p1), y el mapeo y: Lo > L, es un Lsomorfismo 44 y es uno

a uno, sobreyectivo y s4L

a < b en py 44 y s0lo 5L ay < by en py e e
DEFINICION 3.2

Las nedes po = (Lgsa,v), p1 = (Lis~,v]) son Lsomonbas (en sim-
bolos, py = py), y el mapeo v: Ly + L, es un Lsomorfismo 54 y

es uno a uno, sobreyectivo y 4L

(a ~ bly

u
2
2
>

o~
=2

U, (CL v b)Y = aY v bY °
Afiamamos que Los dos concepios codlnedden bajo La equivalen-

cia delf Teorema 1.1 e

Efectivamente:

Si po = (Lasasv), py = (Ly3~,v), cumplen la definicidén 3.1;



para a,b,ce L,, se tiene:

(1) (a ~b)y < ay, (a ~ b)y < by,
(a ~ b)y < ay ~ by. Por definicion 3,1

si ¢ es tal que cy < ay y cy < by,

o]
>
o

entonces ¢ < a y c <b, ¢« luego,

(i1) (a v b)y > ay, (a v b)y > by,
(a v b)y > ayv by. Por definicidn 3.1
si ¢ es tal que cy > ay y cy > by,
c > a y c > b, c>avb Tuego

cy > {(a v b)y. Asi (a v b)y = ay + by

asi pg y p1 son isomorfas segln definicidn 3.2.

Reciprocamente si pg = (Lo3~,v), p1 = (Li3~,v), son iso
morfas segin definicidn 3.2.
Sean a,b epy:
a<bsiysolosia~b=a
si_y solo si (a ~ b)y = ay

si y solo si ay ~ by = ay

si y solo si ay < by, cumpliendo definicion 3.1

De ahora en adelante abandonaremos la notacion (L;~,v) y (L;<) para redes
y C.0.P.0.S; simplemente escribiremos la Tetra mayuscula, indicando
el conjunto comprendido a menos que por alguna razén se quie-

ra ser mas explicito,

Notaremos que la definicién 3.1 puede ser aplicada a pares de
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c.0.p.0.S Ly y L,, y asi cbtendremos el concepto de isomor-

fismos para C,0.P.0,S

Teniendo este concepto de isomorfismo, podemos establecer el
contenido del Lema 2.1. E1 diagrama de un C.G.,P.0. finito de-

termina el C.0.P.0. bajo un isomerfismo.

Si Cn es denotado por el conjunto {O,..., n-1} ordenado por

0 <1< 2 < ... < n-1. Entonces Ch tiene n elementos encadena
dos. N

S1i C = {xq, ..., xn_l} tiene n elementos encadenados asi:

Xo < X1 < ... < Xp-1, entonces y: £ —> X; €s un isomorfismo

entre Cn y C. Ademds, el encadenamiento de los n elementos

es Unico bajo el isomorfismo.
Otros tipos de funciones sobre C.0.P.0.S.:

E1 mapeo y: P, ——> P, es un mapeo is6tono (también llamado
mapeo monétono) del C.0.P.0. P, en el C.0.P.C. Py, si a < b

en Po implica que ay < by en P,.

Un homomorfismo de la semired (So;o) sobre la semired (Sij;o) ¥

es un mapeo y: Sg —> S; satisfaciendo:
(aob)y = ay o by.

Ademds una red p = (L;~,v) es una semired bajo ~ y tajo v,
consiguiendo dos conceptos de homomorfismos, homomorfismo-con
juncién (~-homomorfismo) y homomorfismo disjuncién (v- homo-

morfismo).



DEFINICION 3.3

Un homomorfismo es un mapeo que es ambos un homomorgdsmo - con
juncdbn y un homomorfismo - disyuncddn, AsL un homomorfLsmo v

de La ned Ly en La ned L, ¢4 un mapeo de Ly ——> L, satisfa-

ciendo ambos

(a ~ bly = ay ~ by vy

(a v bly ay v by °

Un homomorfismo uno a uno también recibe el nombre de inmer-

sion.

Notaremos que el homomorfismo - conjuncidén, el homomorfismo

-disyuncion, y el homomorfismo, son todos isdtonos.

PRUEBA

W
Para homomorfismo - conjuncidn.

ST y: Lg —> Ly, (a ~ b)y = ay ~ by para todo a,be Ly. Ahora

sean x,yely, X <y,

entonces x = X ~y 3 asi xy = (x ~ y)y
= XY A~ ¥y,

y xy < yy en L.

Para homomorfismo - disyuncidn.

Si y: Lg —> L, (a v b)y = ay v by para todo a,be Lo. Sean

x,ye Lo X <y en Ly, entonces
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x vy ,asi yy = (x v y)y

It

Xy voyy

Xy < yy en Ly,

omo un homomorfismo es un mapeo que es ambos homomorfismo-
juncion y un homomorfismo - disyuncidn y estos cumplen con

isotonos entonces el homomorfismo es jsotono e

ura 3.1 & Figura 3.2 Figura 3.3

figuras 3.1 - 3.3 son tres mapeos de los cuatro elementos
la red L de la figura 2.1 en Tos tres elementos encadema-
de C3. ET mapeo de la figura 3.1 es mondtono, pero no es

homomorfismo - conjuncidon, ni disyuncion.

mapeo de la figura 3.2 es un homomorfismo - disyuncidn pe-

no es un homomorfismo - conjuncidn.
mapeo de Ta figura 3.3 es un homomorfismo.

segundo concepto basico es el de sub algebra;

AN
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DEFINICION 3.4

"

Una sub red A = (K;a,v) de La red p (Lya,v]), es defdindida s0
bre un subconjunto no vacfo K de L, con La propiedad que
a,be K implica que a ~ b, a v b eK (~,v, Tomados en p) y el

~y el v de A son Las nestrnicelones a K de el ~ y el v de p

Otra forma mas simple:

DEFINICION 3.5

K es una nred bdjo el mismo ~ y v de L; sdLendo K un subconjun-
AN
to de fLa red L cerrade bajo el ~ y v .

ET concepto de una red como un C.0.P.0. sugiere el sigquiente

concepto de sub red:

Sea K un subconjunto de la red L y K # ¢3; si el ordenamiento
parcial de L hace a K una red, entonces K es una sub red de L,

pero este concepto es distinto del dado en la definicion 3.5.

DEFINICION 3.6

Sean AA,AE A, sub-nedes de L, Entonces r\(AA/A e A) (el confun
fto de Las Anftensecciones de AA’ Ae N) es también cennrado bajo
el ~ y v; asd para cada Hcel; H # ¢, exdsfe el mds pequeio
confunto [H] ¢l contendiendo a H y cerrnado bafo ~ y .

La sub red [H] es LLamada La sub red de L generada porn H y H
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es un subconjunto generadon de [H] o w

DEFINICION 3.7

EL subconjunto K de La ned L es LLamado convexo 54, a,b eK;

cel y a < c < b Amplica que ce K o
Ejemplos de conjuntos convexos:

(i) Para a,be L, a < b, el intervalo [a,b] = {x/a < x < b}
(ii) Para una cadena C; a,be C, a < b, podemos tambien defi-
nir los intervalos semi-abiertos:
(a,b] = {x/a < x < bl};
[a,b) = {x/a < x < b},ly el intervalo abierto:

(a,b)

{x/a < x < b}.
DEFINICION 3.8

Una sub red 1 de L es un ddeal 54 £ el y ael implica que

“

a ~ £ el °
DEFINICION 3.9
Un Ldeaf de L es un Ldeal propio s4 1 # L .

DEFINICION 3,10

Un ideal propio 1 de L es primo 44 a,b,e L y a ~ be Il Ampld
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ca que a el 6 bel .

Figura 3.4

Ya que la interseccion de un ndmero de sub redes convexas
(ideales) es una sub red convexa (ideal excepto vacio, pode-
mos hablar de Ta sub red convexa generada por un subconjunto
H, y el ideal generado por un subconjunto H de Ta red L, con
H = 4¢. E1 ideal generado por un subconjunto H sera denotado

por (H], y si, H = {a} escribiremos (a] por ({al}]; 1lamaremos

a (a] un ideal principal.

s

LEMA 3.1

Sea L una ned y sean H el subconjuntos no vacdos de L.

(<) I es un Ldeal 54 y s0lo 84 a,b el Aimplica que a v be I,

y ae I, xel, x < a 4mpldica que xe I,

() T = (H] sl y s0Lo 44 para Zodo Le 1 exdiste un entero

o
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PRUEBA

(1)

(ii1)
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n>1 y exdsdten hyg, ..., hpo1e H de manerq que

/(:\<h0\’.,ovhn—1'

Parna, ae L (a] = {x/x < a}

Sea I un ideal. Entonces a,b el implica que a v bel,

ya que I es una sub red de L.

Si x < ael, entonces x = x ~ ae I, de aqui que xe I.

Y la condicion de (i) es verificada.

Rechrqeamente, supongamos que I satisface la condi-
cion en (i). Sean a,be I entonces & v bel por hipote-
sis y ya que a ~ b < aegl, tambien tenemos que

a ~bel; asi I es una sub red.

Finalmente, si xelL y aelI, entonces a ~ x < ael,

asi a ~ xeI, probando que I es un ideal.

Sea Iy = {{/4 < hyg o ... , hn-y para hg, ..., hpn-1€H,
para algin entero n > 1}. Usando (i), es claro que I,
es un ideal, y obviamente H ¢ I,. Finalmente si H c J
y d es un ideal, entonces I, ¢ J, y asi I, es el ideal

mis pequefio conteniendo a H; esto es I, = (H].

e

—
o1}
J
1i

({a}] = {/L//(i ho v e hn._l, hQ,.-.,hn_]_E'[a}}

—
[o1]

 I—
1}

{X/Xia} .
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Denotemos con I'(L) al conjunto de todos Tos ideales de L y
Io(L) = T(L)u{o},
COROLARIO 3,1
I(L) y Io(L) s0n C.0.P.0.S bafo "La Ainclusién", y como
C.0.P.0.S ellLos son hedes o

En efecto, I v J = (IUj], ya que de (ii) de Lema 3.1 vemos
que para I,JelI(L), xeI~vJ si y solo si x < £ ¥ j para al-
gin < el, jed. .

Ademds convendremos que (¢| = ¢. e

En general V(IA/A eh) = (k)(IA/x eh)]; esto es, un conjunto
no vacio de I(L) tiene supremo. E1 infimo de I y J es Ind.
Combinando esta formula con el Lema 3.1 (ii), tenemos:

COROLARIO 3.2

Sean 1 Ael, Ldeafes y sea I = V(IA/ Ae A). Entonces Lel

A)
54y s0lo 4 L < jA' vevew dn-1, para algin enteroc n > 1 y pa
i b Z o
na algunos Ay, ., Apn-1€ A, jA' € IA' .
£ L

Llamaremos a I(L) T1a red ideal y a Io(L) la red ideal aumenta

da de L.

Ahora observemos las formulas:

(a] ~ (b] = (a ~ b] s (a] v (b] = (a v b]
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ya que a # b implica que (a] # (b], estas fdrmulas permiten:
COROLARIO 3.3
L puede sen sumergido en I(L) y Zambien en I.(L), y a —> (a]

es tal Lnmensdidn o

Ahora conectemos homomorfismos e jdeales.
LEMA 3.2

(4} I es un Adeal propio de L 44 y s0Lo 54 exdiste un homo-

morfismo--disyuncién y de- L sobre C, tal que 1 = 0y~!

’

esto es 1 = {x/xy = 0}

(4] T es un Ldeal primo de L 84 y s0Lo 44 existe un homomoh

§<smo y de L sobre C, con I = 0y~! o

PRUEBA

(i) Sea I un ideal propio de L y definamos a

y: L — C,

X v xy = 0 si xel

X v xy = 1 si x¢ I

W\

Probaremos que y es un homomorfismo disyuncidn es decir que

si a,bel entonces ay v by = (a v b)y.
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a) Si a,bel entonces ay by = 0 de aqui que

ay v by =0+~ 0

"
o
1
PanY
hal)
<
o
——
<

b) Siael y b¢I entonces ay = 0 y by =1
por 1o tanto ay v by =0 +v 1 =1=(a v b)y,

ya que a v h¢lI.

c) Si a,b¢ I entonces ay = by = 1 de donde
ay v by =1 v 1=1= (a v b)y.

.. vy es un homomorfismo disyuncidn

Reciprocamente si y es un homomorfismo disyuncidon de L
sobre Cz‘y I = 0y~ !, entonces para a,be I tenemos
ay = by = 0; asi (a v b)y = ay v by =0+ 0 = 0,

esto es a v be I. Siael, xel, x < a entonces

Xy < ay 0, esto es xy = 0 asi xe I. De donde I es un

ideal.
Finalmente vy es sobre y asi I # L.
Si I es primo tomemos a

Yy: L — C»

X v Xy 0 si xel

x v oxy =1 si xg¢l N

y probemos que es un homomorfismo conjuncidn, es decir

que ay ~ by = (a ~ b)y.

a) Si a,bel entonces ay = by = 0, por lo tanto

ay ~ by = 0~ 0= 0= (a ~ b)y.
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Siael y b¢1I entonces ay = 0 y by =1 de aqui que

a'YAb'Y':OA].:O:(aAb)'Y

Si a,b 41 entonces ay =1 y by = 1,
de donde ay ~ by =1 ~ 1 =1 = (a ~ b))y, Esto junto con

(i) hace a y un homomorfismo.

Reciprocamente sea y un homomorfismo de L sobre C, y sea
I = 0y '. Por (i) I es un ideal propio.

Si a,belLXon a ~ bel, (a ~b)y =0,

entonces ay ~ by = 0, ay =0 06 by = 0, asfi

-

a 0 bel, I es ideal primo .

Dualizando conseguimos las siguientes definiciones:

DEFINICION 3.11

Una sub ned I de L es un Ldeal dual 54, L€l y ael Implica

que a « £ el. A este Ldeal dual tambien se Le da el nombire

de {§iLtro .

A\

DEFINICION 3,12

Un Ldeaf de L es dn Ldeal dual propio s£4 1 # L .
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DEFINICION 37,13

Un ideal duaf propio 1 de L es primo [(fiL€trno primo o "ulitra"

filtrno) 84 a,bel y a v b el dimplica que ael 6 bel .

E1 ideal dual generado por H serd denotado por [H) y si
H = {a}, escribiremos [a) por [{a}); 1lamaremos a [a) un

ideal dual principal,

Denotaremos por D(L) a la red de ideales duales ordenados

por "inclusion" y Do(L) = D(L) u {41},

Note que en D(L) (y(Do(L))) el elemento mds grande es L; si
L tiene 0 y 1, entonces L ='[0) es el mds grande y {1} = [1)
es el mas pequefio elemento de D(L). Ademas para a,bel tene-

mos [a) ~ [b) = [a v b) y [a) v [b) =T[a ~ b).

e

LEMA 3.3

Sea I un Ldeaf y sea D un Ldeal dual, SL IND # ¢, entonces
IND es una sub red convexa y cada sub red convexa puede sen

expresada en una y solamente una de Lal forma o
PRUEBA

Probaremos primero que si I es un ideal y D un jdeal dual,
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con InD # ¢ entonces IND es un sub red convexa.

(1) Como I es una red y D un ideal dual, entonces IND es
una red; ademds I es convexo y D tambien, por 1o tanto

IND es convexo de donde IND es una sub red convexa.

A probar ahora que cada sub-red convexa puede ser ex-

presada en esta forma.

(i1) Sea C una sub red convexa y sea I = (C], D = [C). En-
tonces C ¢ InD. Si telInD entonces t el y asipor
(ii) de Lema 3.1, t < ¢ para alglin ce C; tambien te D;
ademds por el dual de (ii) de Lema 3.1 t > d para al-
gin deC. Esto implica que t eC ya que C es convexo, yw ™

asi C = InD.

A probar que 1a sub red convexa puede ser expresada en

una y solamente una forma.

(iii) Supongamos que C tiene otra representacidén, C = I,ND,

ya que C ¢ I, tenemos (C] c I,.

Sea ael, y sea ¢ un elemento arbitrario de ¢, enton-
ces a vcel, y avc>ceD; ya que a v ceD;, asi
avcelinD1 = C. Finalmente, a < a v ce C; asi

ae (C]. Esto prueba que I, = (C].

E1l argumento dual prueba que D, = [C); de donde
C = (C]n[C), 1o que demuestra la unicidad de cada re-

presentacidén e
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DEFINICION 3.14

Una relacdbn de equivalencia 6 {(esto es heflexiva, simétnica
y thansitiva relacibfn binaria) sobre una red L es LLamada una

nelacibn de congruencia de L 44 a, by (6) y a, = b, (6)

Nl

implica que

QAo ~ Ay = bo ~ bl (e) y Qo v Ay bo v bl (e)

propiedad de §ustitucion) e

AN

Ejemplos triviales son w,t definidos por x y(w) si y solo

si x = y; x = y(t) para todo x,y.

DEFINICION 3.15
Para a el, La clase de conghuencia contendendo a es denotada

porn [a] (8) y se define como [a] (8) = {x/x = a (6]}
LEMA 3.4

Sea 6 una relacibn de conghuencia de L. Entonces para cada

ael, [a](8) es una sub red convexa

PRUEBA

y y = a(e) ademas,

1
oY)
—
len]
~—

Sean x,ye [a](6); entonces x =
X ~y =a~a=a(6) y xvy=awvaz=a(e), probando que

[a] (0) es una*sub red. Si x < t < y con x,ye [a] (8) entonces
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X

"
jol}
L)
@
S
~<
~<
i

a(e). Ademds, t =t ~y =t ~a (8) vy
t =t vxz(ta~a) vxz(taa)va=a (o)

probando que [a](e) es convexo

E1l siguiente Lema facilita Tos calculos para probar que una

relacién binaria dada es una relacién de congruencia.
LEMA 3.5

Una relacdbn binaria reflexiva y siméthdica 6 sobre una red L
es una helacidn de conghruencia s4 y so0lo s4 Las sdgulentes

thes phropiedades son satisfechas porn x,y,z,te L:

() x =V (8) 44 y s0lo 54 x ~ YV = x vV (8).
(£L) x <V <Z,x=VY(0) y V=121[6) implica que
x =7 (o)
(Lid4) x <Y, y x =Y (o) implica que x ~ £ = YV ~ £ (0]
we
y x vt =Yy vzt (9] .
PRUEBA
(1) Si x=x (6) y x =Y (6)y por hipotesis 6 es una re

lacion de congruencia entonces
X =X ~ X = x ~y (08),

X = X v X

X v-& (6) y por transitividad

X ~y=x vy (8).

(6),

y (8) porque las cla-

Reciprocamente si x ~ y

1
x
<

<

X ~y < X Yy < X vy

<
b3
11



(i1)

(i11)

ses de equivalencia son convexas.

Por trangitividad de 0.

t =t (8), asi x ~ t

X vt =y ~vt (8),

Reciprocamente asumamo

reflexiva y simétrica

(i14).

Sean b,ce[a,d] vy

b =c¢ (6), probémoslo.

Realmente a = d (0)

b ~c=a v (b ac)

n

b ~c <d vy

S

0

d

asi por (i) b = ¢ (8).

Probemos que 6 es transitiva,

entonces por (i) x ~ y

y .

44

ahora que una relacidon binaria

satisface las condiciones (1)

11

v

b ~c=1(b~c) ~ (b c)

y vz =1(y vz) v (y ~x)

similarmente
X ~ Yy ~ z

X ~ Yy ~2Z = Yy azZ?E=

y

d (8); afirmamos que

a < d implica por (iii) que

(b ~c)=4d (98).

(iii) implica que

d ~

X ~ Yy

X ~ ¥y ~Z <y ~zZ <Yy v Z <X

(ii) dos veces tendriamos:

<
<
N
@

<

v

(8). Ademas

Ahora

sea x =y (8), y =z (8)

x v yvzi(e) vy

Yy v Z.

Asi

aplicando

W
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x vy vz (o).

X A~y ~ Z

Ahora aplicamos la oracidn del padrrafo nrevio con
a =X~y ~2z, b=x, c=12z, d=x.y .2

quedando de la siguiente forma x,ze [X ~ Y ~ Z, X v ¥ v Z]

I
N
—
<D
~—

Yy X~y ~zZ =x vy~ 2z (8) entonces x =

Sea x y (8) afirmamos que x vt =y v t (8),

probémoslo,

Si x =y (8) entonces x ~y = x vy (o) por (i); asi por (ii)
(x ~y) vt =xvy vt (6), ya que x v t,

y vtel{x ~y)vt, xvy~vt] concluyendo que

x vt =y vt (0). |

Probemos la propiedad de sustitucion para .

Sea Xo = yo(06) y x1 = y: (8). Entonces

Xo v X1 = Xo v Y1 = yo v y1 (8), implicando que,

Xo v X3 Yo v y1 (8), ya que & es transitivo.

Probemos ahora la propiedad de sustitucidn para ~,
sea xp = yo (6) y x1 = y1 (6). Entonces

X0 ~ Y1 = yo ~ y1 (8) de donde

x

=Y
>

x

—
|

Yo ~ y1 (08) ya que 6 es transitivo e

>~

o
>
x
11

Si x =y (B); veamos que x ~ t =y ~ t (6).
x 2y (6) implica que X ~ y = X vy por (i); asi por (ii)

(x ~y) ~t = (x vy)~t(0), yaque x ~t, y ~te

™

[(x ~y) ~t, (x vy) ~ t] concluimos que x ~ t =y ~ t (8).
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DEFINICION 3,16

Sea C(L) el Ebnjunto de todas Las nelaciones de congruencia

sobre L, parclalmente ordenados porn La inclusién. (Cada

6eC(L) es un subconjunto de L?*)

Como una aplicacidén del Lema 3.5 probemos,
TEOREMA 3.1
C(L) es una ned, Para 0, ¢eC{(L) 6 ~ & = 0Nd, La disyun-

cibén 6 « & puede sen descrndta de La forma sigudente:

X =y (8 v &) 44 y 5000 54 exdste una secuencia

Zo = X ~ y, Z1, vy Zpn-1 = X v y de elementos de L tal quew
zo < z1 < ... £ 2Zn-1 Y para cada £, 0 < L < n -1,

.= oz, .= oz, .
Z, i1 (0) 6 Z, Z: ) (¢) o

OGSERVACION:

C(L) es 1lamada la red de congruencia de L.

C(L) es una sub red de E(L) que es el conjunto de todas Tlas
relaciones de equivalencia en L parcialmente ordenadas por
el conjunto inclusidn; ademds la disyuncién y la conjuncidn
de relaciones de congruencia, como relacién de congruencia

y como relacidén de equivalencia coinciden,
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PRUEBA

Para 6, $ eC(L), 6 ~ & = 8 ® es obvio, Veamos que 6 v &

lo expuesto en el Teorema., Sea ¥ la relacion binaria descri-
ta por el teorema 3.1, entonces 8 ¢ ¥ y ¢ ¢ Y. Si T,

¢TI y x =y (¥) entonces para cada £,

alguno z; = z,;., (0) 0 zi 2 z;-, (2); asi

Z; = z4+, (I'). Por la transitividad de I' x~y = x.y (I)

yasi x =y (r) 'y ¥ cT. Esto prueba que si ¥ es una reg

lacién de congruencia entonces ¥ = 6 v &, ¥ es obviamente

reflexivo y simétrico. Si x <y < z, x

y (v) vy

y =z (¥) entonces x = z (¥) es establecido poniendo juntas
las respectivas secuencias de x = y (¥) y y = z (¥). Sea
x =y (¥) y x < Yy, para cada Z s 1 <4 < n, de la secuencia
que existe, por ser x = y (¥) hacemos z; ~ t y conseguimos
X ~t =y ~t (¥Y), y con Z, t resulta x +t =y o+t (¥),
satisfaciendo (i - iii) del Lema 3.5, ya que (i) resulta de
lTa definicidon de ¥. Concluimos que ¥ es una relacidén de con-

gruencia e

Las relaciones de congruencia y 10os homomorfismos expresan

dos-lados -del mismo fenodmeno.

Para establecer este hecho, primero definiremos redes cocien

tes (tambien 1lamadas redes factor).

”

-
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DEFINICION 3.17

Sea L una red y sea 6 una relacidn de congruencia sobre L.
Decdimos que L/6 es el confunto de bLogques de La particibin

de L {nducdda pon o, esto es,

L/6 = {[a]8/ac L},
Fijemos [ale ~ [b]6 = [a ~ b]e
y [aJo ~ [b]e = [a v b]e,

Lo cual define el ~ y . Asobre L/8 .

Realmente si [a]e = [a.]®

[b]e = [bi]®

entonces a = a, (8) y b = b; (6); ademds

<

a ~b= a, ~b; (8) estoes [a ~ b]e = [a1 ~ by]6.
Asi ~ y (dualmente) v estdn bien definidos sobre L/6.
Los axiomas de red en L/6 son heredeados de las propiedades

del ~y « en L.

La red L/8 es la red cociente de L mdodulo 8.

LEMA 3.6

EL mapeo yg: “x

> [x]e (xe L);

es un homomorfismo de L so0bre L/6 o

PRUEBA

Hay que probar que (x < Y)Yy = Xy «v Yy ¥
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(x ~ y)y = xy ~ yy.
() (x v y)y = [x vyJe por definicion de v,
=[x]Je v [y]e por definicidn de v sobre
L/
= XY v oYY
(1) (x ~ y)y = [x ~ y]lvy por definicidn de vy
= [x]e ~ [y]e por definicidn de ~ sobre L/0
= XY A~ yy
Nota:

La red K es una imagen homomdérfica de la red L si existe un

homomorfismo sobreyectivo de L en K.
TEOREMA 3.2 (E1 Teorema de homomorfismo)

Cada .imagen homomorfa de una red L es Lsomorfa a una adecuda-

da ned cocdiente de L. En efecto 44 y: L > L, es un homo-

monfLsmo sobreyectivo de L en Ly, y 44 6 es La relacddn de
congruencia de L defindida por x = y (0) 5L y s0lo 84

Xy = yy, entonces L/0 = L,. Un Lsomonfismo (ver figura 3.5)

es dado por: ¥; [x]6

™

> Xy, xel d

e



L

|

[x]e e
3

L/6 Figura 3.5

PRUEBA

Primero hay que chequear que 6 es una relacidn de
cia
(i) Reflexiva

Hay que probar que x = x (8), pero com Xy

entonces x = x (8).

(i) Simétrica

Hay que probar que si x =y (6) entonces y

50

congruen-

Xy

= x (8).

Como x =y (6) entonces xy = yy, por lo tanto

y = x (e0).

(iii) Transitiva

Hay que probar que si x =y (8) y y = z (8),

entonces x = z (8).

Como x =y (6) entonces xy = yy, ademas
y £z (8), por lo tanto yy = zy, de donde

Xy = yy = zy entonces xy = zy de aqui

we
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e
"

z (8).

1H

que X

Hay que probar que si preserva el ~ y el v de la si-
guiente forma;

si x =y (6) y z =d (8) probar que

fof]
~
<

>
N
i

y ~d (98).
y v d (0).

o
~
=
<
N
tt

a) Como x = y (6) entonces xy = yy ademds z = d (6)
entonces zy = dy por lo tanto
Xy *%Zy = yy ~ dy, pero y es un homomorfismo en-

W

tonces esto nos da

(x ~z)y = (y ~ d)y., de donde x ~ z

y ~d (8).

b) Se procede de la misma forma para el ..

De donde 6 es una relacidon de congruencia.

Ahora probaremos que ¥ es un isomorfismo para lo

cual tenemos que ver que VY:

(1) Esta bien definido, (ii) Es uno a uno,
(ii1) Es sobreyectiva y (iv) preserva las opera-

ciones a,..

(i) sea [x]e = [y]6 entonces x =y (8);3

— asi xy = yy esto es ([x]e)¥ = ([yle)v.

(ii) Sea ([x]e)¥ = ([y]Jo)¥, esto es xy = yv,

entonces x = y (8) y asi [x]e = [y]e.

‘i
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(i111) Sea ael,, ya que y es sobre existe x el

como xy = a. asi ([x]e)¥ = a,

([x ~ y]o)Y por definicién de ~ so-

(iv)  ([x]e - [y]e)w
. bre L/8,

W

(x ~ y)y por definicidon de V¥

Xy ~ YY por ser y un homomorfismo.

([x]o)¥ ~ ([y]e)y.

E1l cdlculo para el v es idéntico.

DEFINICION 3.18

Sean L,K nedes y formemos el conjunto

LXK = {{a,b) / ael, b eK}.

Degindendo ~ y v en L XK de La forma siguiente:
(a, b) ~ (ay,b;) = (a ~ ay, b ~ by)

(a, b] v f{ay, by) = {av ay, b v by]

esto hace a LX K una red, LLamada Producto Dinecto de L y K o

Un ejemplo de producto directo es la figura 3.6

Figura 3.6
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LEMA 3.7

Sean L, Li, K, Ki nedes, L = Ly, K=Ky,

Entonces L XK =L, X K;=K; X L, °

PRUEBA

Sean y: L —> L, y V¥: K —> K; isomorfismos y para ace L,
beK definamos;
X: LXK —> L; X K,

(a,b) v+ (a,b)y = (ay,by)

Entonces x es un isomorfismo, probémoslo:
Hay que ver que x: (i) esta bien definida, (ii) es uno a uno,

(ii1) es sobrtyectiva y (iv) preserva las operaciones.

"

(i) Sea (a,b) = (c¢,d) entonces a = ¢ y b =d asf,
ay = ¢y y b¥ = d¥ por lo tanto (ay, b¥) = (cy, dv)

es decir (a,b)y = (c,d)x.

(ii) Sea (a,b)y = (c,d)x esto es (ay,b¥) = (cy,d¥) entonces
ay = ¢y y b¥ = d¥, como vy y ¥ son jsomorfismos enton-
ces debe ser que a = c¢c y b = d, por 1o tanto

(a,b) = (c,d),

(iii) Sea (c,d) el; XKy; ya que y y ¥ son sobreyectivos va a

existi? (a,b)e LXK tal que (ay, b¥) = (¢,d), por To,

tanto (a,b)x = (¢,d)

Y

.
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(iv) [(a,b) ~ (c,d)]x = (a ~c, b ~ d) por definicidn de ~
en L X K,

((a~c)y , (bad)¥Y) por definicidn

de x.

(ay ~ cy, bY ~ d¥) ya que y y ¥ son

morfismos.
_ w

(ay, b¥) ~ (cy, d¥) por definicidn
de ~ en LX K.
= (a,b)x ~ (c,d)x.
De donde [(a,b) ~ (c,d)]x = (a,b)x ~ (c,d)x.

E1 calculo para el + es idéntico.

Lo que sigue es probar que L;X K, = K; X L,.

sea B: L;X K,

> K1X L1

(a,b) ~vn> (a,b)g = (b,a) con ael, y be K,.

Probar que B8 es un isomorfismo. Hay que ver que
B: (i) estd bien definida, (ii) es uno a uno,

(iii) es sobreyectivo y (iv) preserva las operaciones.

(i) Sea (a,b) (c,d) entonces a = ¢ y b = d, por lo tan

to (b,a) = (d,c) y esto es (a,b)p = (c,d)B.

(ii) Sea (a,b)B = (c,d)B, esto es (b,a) = (d,c) entonces

b=d y a=c de aqui que (a,b) = (c,d).

(iii) Sea (a,b) e KyX Ly, (b,a)ely X Ky, (b,a)e = (a,b).

aen b X Ky— —

[Eieuox&ca CENTRAL

UNIVERSIDAD CE €L SALVYADOR




(b~ d, a ~c) por definicién

B.
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de

AN

= (b,a) ~ (d,c) por definicidn de ~

= (a,b)G N (C,d)B'

E1l cdlculo para v es idéntico -

DEFINICION 3.19

S& LL’ 4 el es una familia de redes, alrededorn de esita pode-

mos foamar el producto cartesiano de Los conjuntos LL/L el,

el cual es definido como el confjunto de ftodas Las funclones

g2 I — U (LL./L'EI)/éu) el,, Viel.

Entonces definimos ~ y ~ "en dos componentes”, esto es

§ ~g =h , v g = k sdignifLcando

§4) ~ gld) = hid) , 414} v gld) = R{L), para todo £ €1,

La ned nesultante es el producto dinecto [](L . /iell o

Si LL = L para todo L¢e I, conseguimos la potencia directa

—

I x .
L”. Denotando a n como el conjunto

{0, ... n-1}, L™ es ((LX L)X ... )X L.

n tiempos

En particular si identificamos a §4: 2 — L con (4(0),

4(1) entonces conseguimos L* = LX L.

Una importante propiedad del producto directo es:

-
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TEOREMA 3.3

Sean L y K nedes; 6 una helacibn de conghuencia de L y ¢ una

nelacidn de congruencia de K.

Deginamos La nelacibn 6 X & sobre L XK pon:

fa,b) = (c,d) (06 X®) 54 y s0L0 54 a = ¢ (B) y b

L

d (¢); en

tonces 6 X & es una helacddn de conghuencia sobre L XK.

Reciprocamente, cada nelfacibn de congruencia de LX K es de
esta gorma e

kY

PRUEBA

Probaremos primero que 6 X ¢ es una relacidon de congruencia
sobre L X K. Para 1o cual hay que probar las propiedades:
(i) reflexivas: (ii) simétrica; (iii) transitiva y (iv) pre-

servacion del ~ y .

(i) a=a(6) y bz=b (o), ya que 06 y & son relacio-
nes de congruencia por hipdtesis, por 1o tanto

(a,b) £,/(a,b) (86X ®) para todo ae L y be K.

(i) Sean a,celL y b,deK entonces si

(a,b) = (c,d) (6X®) tendriamos que a c (8) vy

b=d (&) y ademds 6 y & son relaciones de congruen-
cia, por lo tanto

(c,d) = (a,b) (8X o)
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(iii) Sean a,c,eel y b,d,feK, Si

(a,b) = (c,d) (exe) y (c,d) = (e,f) (06X 0)

1l

entonces a

11
(@]
—
[@v]
~—
-
o
111
o
—
=]
~—
<

cze (6), d=f (9)
de aqui que a = c = e (B8) y b=d=4d (o),

8 y & son relaciones de congruencia, por lo tanto

de donde (a,b) = (e,f) (6 Xo).

(iv) Si (a,b) = (c,d) (ex®) y (a;,by) = (c;,d;) (8 X3)
con a, ¢, a;, c e L y b, d, b, die K,
Probemos que (a,b) ~ (a,,b;) = (c,d) ~ (ci1,dy) (6 X0),
Como (a,b) = (c,d) (99X ®) entonces a = ¢c (6) y
b = d (¢) ademdas (a,,b,) = (c,,d,) (6X ¢) entonces
a; = ¢y (8) y by = d; (@)
Por 1o tanto a ~ a, = ¢c ~ ¢, (8) y
b ~b, =d~ d, (o)
entonces (a ~ a;, b ~by) = (c ~ cy, d ~d;) (86X Q) y

esto esy(a,b) ~ (a;,by) = (c,d) ~ (ci,dy) (8 X2).
De 1Ta misma forma se procede para el ..

Ahora sea ¥ una relacién de congruencia sobre LX K,

probemos que ¥ = 9 X ¢,

I) Para a,be L definamos a = b (o) si (a,c) = (b,c) (¥) pa-

ra algan c ek,
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Sea de¢ K y disyuntando (a ~ b,d) a ambos lados se tie
ne (a,c) v (a ~ b,d) = (a,c) v (a ~ b,d) (¥) que es
igual a (a,c v d) = (b,c v d) (¥).

Conjuntando (a v b,d) se tiene

(a,c v d) ~ (a v b,d) = (b,c v d) ~ (a v b,d) (v¥)

que es iqual a (a,d) = (b,d) (v).

Asi (a,c) = (b,c) para todo c eK,.

Ahora similarmente definamos para a,be K, a = b (¢) si
y solo si (c,a) = (c,b) (¥) para algln cel, se prueba

en la misma forma para todo ce L.
Probemos ahora que € y ¥ son congruentes.

Primero mostremos que 6 es congruente, para lo cual hay
que probar: (i) reflexiva, (ii) simetria; (iii) transi-

tividad y (iv) preservacidn del ~ y ~.

(1) uﬁay que probar que a = a (®) con aelL.
Como (a,c) = (a,c) (¥) ya gue ¥ es una relacidn

de congruencia entonces a a (9).

(i1) Sean a,bel y a = b (6) entonces

(b,c)(¥) pero de esto obtenemos a

(a,c)
(b,c) = (a,c)(¥), ya que ¥ es una relacidon de

congruencia, entonces b = a (6).

(iii) Sean a,b,ee L. Siaz=b (8) y b =e (p) enton
ces (a,c) = (b,c) (¥) y (b,c) = (e,c) (¥) en-

*tonces (a,c) = (b,c) = (e,c) (¥) de donde
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(a,c) = (e,c) (¥) por lo tanto

a = e (90)

Hay que probar que

a =b (8) y e=d (8) {mplica a ~e =b ~ d (8},
Como a =b (6) y e = d (6) entonces

(a,c) = (b,c) (¥) (e,c) = (d,c) (¥), como ¥ es rela
cién de congruencia (a,c) ~ (e,c) = (b,c) ~ (d,c) (¥)
esto es (a ~ e,c) = (b ~ d,c) (¥), de donde

aAeEbAd(e).

Para el + se procede en Tla misma forma,.

~

Para probar que & es una relacidon de cong:ruencia se procede

de Ta misma forma que para 9.

Por 1o tanto. 6 y & son congruentes,

V)

Sea (a,b) = (c,d) (86X ®) y probemos que

(a,b) ¥ (c,d) (v).

Como

(a,b) = (c,d) (pXo) entonces (a,x) = (c,x) (¥),

(ysb) = (y,d) (¥). Sustituyendo a x por (b ~ d) y a y

por (a ~ c), se obtiene (a,b ~ d)

H1

(c,b ~ d) (¥)

y (a ~ c:b3 = (a ~ ¢c,d) (¥) conjuntandolos obtenemos

W

(a,b) = (c,d) (¥).

(a,b)

Finalmente sea (a,b) = (¢c,d) (¥) y probemos que

= (c,d) (6 X0),
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Como (a,b) = (c,d) (¥), conjuntando a ambos lados con

(a ~c, b~ d) se obtiene (a ~ ¢c,b) = (a ~ c,d) (¥) entoncegw N
b=d (¢) y haciendolo con (a « ¢, b ~ d) obtenemos \

e =c (8) y asi (a,b) = (c,d) (6 X @), probando que

Y =96 X O o

Introduciremos un concepto no algebrdico:

DEFINICION 3.20

Una red L es LLamada completa 44 AH y VH existen para todo

subconfunto H c L~
LEMA 3.8
Sea P un C.0.P.0. en el cual AH existe para tode H c P, y

para cualquier J c P exdste una cota superndior de J, entonces

P es una ned completa e

PRUEBA

R~

=

Para H ¢ P, sea K el conjunto de todas las cotas superiores
de H. Por hipotesis AK existe; hagamos a = AK. Si h e H, en-
tonces h < k para todo k ¢ K; ademds h < a y aeK. Asi a es

VH .

el miembro mas pequefio de K, de aqui que a
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DEFINICION 3.21

Sea Sub (L) el conjunto de todos Los subconjuntos A de L,ce-

hrados bajo ~ y v, conjuntos parcialmente ordenados bajo in-

clusidn.

Es decin 54 A e Sub (L), A # ¢, entonces A es una sub red de
L. Obviamente Sub (L) es cerrnado bajo arbitrarnias Lnternsec-

cLones .

COROLARIO 3.4

Io(L) y C(L) s0n redes completas, Si L tiene un elemento mds

pequeio, I(L) es una rned completa.

La ned Sub (L) es una ned completa
PRUEBA

(i) Sea H c Io(L), AH = nh, ademds L es cota superior
heH

de H. Por Lema 3.8 I,(L) es una red completa.

(i) Sea Hc C(L), C(L) es una red, por Teorema 3.1

AH = rfhh = ¢, ya que w ¢ h(x = y (w) si y solo si
€

X = y).

kB

Ademds H estd acotado superjormente por la relacidn

de congruencia t (x = y (t) para todo x,y). De donde
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C(L) es completa.

Si L tiene a un elemento mas pequefio, digamos b; para

Hc¢ I(L), AH= nh=4¢, ya que be h, para todo h. Tam
heH

bjen Le I(L), asi L es una cota superior de H. Apli-

cando Lema 3.8, I(L) es una red completa.

Es claro que Sub (L) es una red, ordenada por inclu-
sion. Sea H ¢ Sub (L), AH = 1 h.

* - heH
Ademds Le Sub (L), o sea H tiene cota superior. Apli-
cando Lema 3.8 afirmamos que Sub (L) es un red comple

ta .

AN



4, POLINOMIOS, IDENTIDADES Y DESIGUALDADES

Con las variables XgsX15.+. Xn, ..., podemos formar polino-
mios de la mamera usual con el ~, v y paréntesis. Algunos
ejemplos de polinomios son: Xo, X3, X0 v X0,

(xo ~ Xx2) v (x3 ~AXo)s (X ~ X1) v (X0 ~ X2) v (x1 ~ x2).

Una definicidon formal es:
DEFINICION 4.1

EL conjunto P g polinomios n-arlos de red es el conjunto

mds pequenio que satisface (L) y [(44).

() X . € P(n?, 0 < £ < n. [proyecedidn en La Li-6sima varia-
‘ < proy

PN

ble}.

(£L) S4 p,qe P(n), entonces (p ~ q), (p v q) ep ™™ .

Observacion: omitiremos 1os paréntesis y escribiremos

Pive..vppnp POr (...(p1 « P2)... Pn), ¥ en Tla misma forma para

A .

Asi escribiremos x, v x, por (x, v x,) ¥y X, v x; v X, por

1

((xg vx;) v x,).

Por la definicion 4.1, un polinomio es justamente una secuen
cia de simbolos. Es definido de esta forma, ya que en térmi-
nos de una tal secuencia de simbolos podemos definir una fun

¢ion en una red.
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DEFINICION 4.2

Un polinomio n-ardio p define una funcidn en n variables

{una funcién polinomial, o simplemente, un polinomio) en una

ned L pon Las heglas sigulentes f{ao, .,. apn-1€ L):
(4] SLp o= x,, plag,...agp-1) = a., 02 L < n
(i4i) Si plag,..., apn-1) = a, qlag, ... ap_1) = b, y

p ~q=4h, p~vq-=4L, entonces

alag, oo apn-1) = a~b y tlag,..., an-1) = a v b o

Asi si p (xo ~ x1) v (x2 v x1), entonces

p(a,b,c) (a’\ b) v (va) =.bVC.

Un polinomio e5 un polinomio n-ario para alglin n. Tambien

usaremos x,y,z, en lugar de X ;e
\

Si p es un polinomio unario (n = 1) de red, entonces

p(a) = a para cualquier ae L. si p es binario, entonces

™

p(a,b) =a 6 b 6 aa~b 6 a «b.

Probaremos las propiedades de polinomios por induccidn en

el grado.

E1 grado X, es 1; el de p ~ g (y p v g) es Ta suma de los
grados de p y q.

Ahora podremos describir [H], la sub red generada por H.

A

RS
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LEMA 4.1

ac[H] 44 y 2080 44 a = plho,... hn-1) para cualquien entehro

n > 1, para cualquier polinomio n-ardic p y para

Il(), Iln—]EH L]
PRUEBA
(i) Primero deberemos probar que si a = p(ho,...,hn-1)3

h,eH, entonces ae [H].

Q(ho,..., h,—1) esta formado por 4A,v y con elementos

de H, como ~,v son operadores binarics cerrados en [H],

entonces a = p(hg,..., hn-1) €[H].

(i1) Ahora formamos el conjunto {a/a = p(ho,...,hn-1),
n>1, hie H} y obse}vemos que este conjunto contiene
a H, hac{endo a p unario; y como Si p,ae P(n), enton=
ces (p ~q), (p v q) EP(n), el conjunto
{a/a = p(ho,..., hp_y1), n > 1, hLE H} es cerrado bajo

los operadores ~,..

Asi este conjunto es una red que contiene a H, de don-

de contiene a [H].

Por (i), (ii), queda probado el Lema .

A\

A\
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COROLARIO 4.1

|04)

< [H] # No ; Ng: el cardinal de Los Naturales.
PRUEBA

Por el Lema 4.1, cada elemento de |H| puede ser asociado con
una secuencia finita de elementos de Huy {(,), ~,v}, y no

existen mds que |H| + N, de tales secuencias.
DEFINICION 4.3

Una Ldentidad de polinomios (desdigualdad) es una expresidn
de La forma p = ¢ (p < q), en dende p y q so0n polinomios.
Una Ldantidaq'ldeééguaﬁdad) se dd en La ned L 44

plag,ar, ...} = qlag,ay,...) (plag,ay,...) < glag,ar,...)] se

mantiene para cualquien ag,a;,...,e L o

Una identidad p = q es-equivalente a las dos desigualdades
P<9qg ¥y q<p, Yy la desigualdad p < q es equivalente a la
identidad p vq = q (y ap ~q=p). Frecuentemente la vali
dez de identidades es probada verificando que Tas dos desi-

gualdades se cumplien,

Una de las propiedades mas basicas de los polinomios es:
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LEMA 4.2

Un polinomic (funcddn) p es Ls6tono; esfo es, 44 a, < by,

ne

a, < by, ..., entonces plag,ar,...) < plbo,by,...). Ademds
Xo ~vven Xpon < plXo,.v,Xn-1) € Xo vy Xn-1 e
PRUEBA

Probaremos la primera afirmacion por induccion en el grado

de p.

La primera afirmacion es ciertamente verdadera para p = Xx. V¥
que p(ag,a1s...) = a.y p(be,b1,..) = bi y por hipdtesis

a. < bi entonces p(ag,a;,...) < plbgsby,...).

Supongamos que es verdadera para q y r polinomios de grado
menor que p y ademds que p = q ~ r. Entonces
p(aos-..) ~ p(bo,...)

= (g(agy--.) ~ r{ags.-.)) ~ (q(bgy...) ~ r{bgy...)) sustitu-

yendo p
= (q(agy...) ~ q(bgy...)) ~ (r(ags...) ~ r(bg,...)) asociando
y conmutando
= q(ags...) ~ r{agy,...)
= p(ao,...) por definicidon de p.
As3 D(ao,...).é‘p(bo,...). La prueba es similar para
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Ya que Xy ~ XpAa...AaXn-1] < X. < Xg v X1 +y.oXn-, para
- 4

p < 4L < n-1se tiene:

Xo~r. . ~AXn-1

= p(Xona. . AXpols XgA-er AXpels-ees XgAX1A... ~Xp-1) pOTF
que p(a,..., a) = a

< P{XgsXys..esXn-1) ya aue Xg ... Xn-1 < X

< p(Xpwe.. Xn—1s++ s Xgv-..vXp-1) Y2 que X; < Xove..vXnoi

= Xg v X; v..ov Xpn-1 pOr que p(a,...,a) = a

Probando con esto la segundu afirmacidn .

Una aplicacion simple es:

LEMA 4.3

Sean P q., 0 < 4L <n

A ’

te una dnica Ldentidad p

0 < L < n, se cumplen en

bien se cumple gn L .

PRUEBA

Tomemos dos identidades,

Supongamos que todos 1los

mos la identidad:

Ldentidades en redes. Entonces exis
= g tal que fodo P = Qs
una red L 84 y s0ko 54 p = q Lam-

polinomios son n-arios y considere-

(N) pf_\(xnv"‘! xn—]) ~ pl(xna-"$ XZn—l)

= qo(Xoye-s Xn-l) ~ Q1(an---, in_1)

N
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Es obvio que si py = qq¢, P1 = q; entonces los infimos respec

tivos tambien son {guales en L, de donde (N) se cumple en L.

Ahora sea (N) satisfecho en L y sean ag,..., an-1€ L.
Sustituyendo Xo = @0s...5 Xn-1 = 38n-15, Xn = Xn+l... = X2n-1
CON Xp =-da¢9 va1 ... v an-1, en (N) obtenemos:

Pu(aOa--v,an—l) ~ px(Xn,---aXn) = QO(ao,ax,---,an—l) A Q1(Xn:~--axn)

Po(ao,---,an—l) ~ Xn = qo(aOsala---san—l) ~ Xn
COMO Xpn = @y v 8] v...v an-1, aplicando Lema 4.2
obtenemos:

Polags..., an—ﬁ.) = qo(ag,..., an-1).

La segunda identidad derivada de (N) de minera similar.

La prueba general es similar .

Las propiedades (y, de hecho caracteristicas) mas importan-

tes de las identidades son dadas por el siguiente Lema:
LEMA 4.4

Las Ldentdidades se presenvan bajo La formacdbén de sub redes,

imagen homomongica, producto dinecto e Ldeales.

A\

PRUEBA

Sean los polinomios n-arios p y q con p = g en L. Si L1 es

una subred de L entonces p = q obviamente se cumple en L,.

Sea y: L ——> K un homomorfismo sobreyectivo,
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Es claro-que p(ag,..-, 3n-1)y = P(3oysrevs @n-1v) ya que vy
es un homomorfismo, y por lo tanto preserva los polinomjos,
ya que estdn formados con v y -, Simi]armenté para q. Asi:
p(aoy,...an-1Y) = plao,...,an-1)y

= Q(ao,-.-,an-1)Y

= q(aoy,...,an-1Y)

de donde p = q se cumple en K, por ser y sobreyectivo.

Supongamos que p = g en L y K; ambas redes
p((a09b0)9---,(an—lsbn-l)); con (ai’bi)e L X K 1 i 4L < n.

= (P(ao,al,---,an—l), P(bo,bl,---,bn—l))

(q(a09a19---san—1)9 q(b0>bls'-'sbn—1))
Q((a09b0)9'--9 (an—19bn—l))

de donde p = g en L X K.

Sea p un polinomio n-ario y sean Ig,...,In-, ideales de L.

Entonces Ig,...,In-; €I(L); asi podemos sustituir los Ij en
p: p(Io,...5I4-1) estd también en I(L), esto es, un ideal de
L.

Este ideal pdé&é ser descrito por una simple formula:
p(los...,In-1) = {x/x < p(<yg,...,4n-1), para todos los posi-

bles 4, EIo,...,Ln-l EIn—l}
Veamos que esta formula es cierta:
Para p(IO9II) = Iy ~ I,.

Sabemos que I4 ~ I, = IoNI;y.
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IonI, # ¢,

Sea xe IQ{\Il, X < 401 v iozv...viom,

X <411 v 12 v dim CON Lojy, 4153 1L < J <m en Iy, I, res
pectivamente por ({i) Lema 3.1, x < Lo, x < 4,; con {oe I,,
<161y, ya que I,,I1 son redes. AsT xe {y/y < o ~ L1

{0 EIQ, LIEIl}-

Sea x ely/y < Lo ~ 413 Loelg, £y€1,}
X < 4y» Para algln 4, ely, x < 4, para algin <, el;; xe Iy,

x elis ya que I,,I,s0n ideales de donde x'elIonNI, y obtene-

mos

Iop ~ Iy = {x/x < 4o ~ £1 , con: Lo 14, 411}

Para p(Io,Il) =~Io v I1.

Recordemos que I, v I, (Ioul.].

[N

Io v I, # ¢. Sea x¢e Io v IT1, X < ho v hl Verew hn—l;
con hg, 0 < 4 < n-1 en I,uUTl,. Juntemos Tos elementos de I,

N de Il.

x < (hy v hy v...v hj) v (hy41 v...v hy_1) con hy,

1 <k <Jjelog, hg, 3 +1 < k<n-1lely, x <4y , 41

para algin {,e 14, £, ¢€1I,, ya que I,, I, son redes. De donde
xelyly < 4o v 4,, para algln {o,el,, £, eI, }. Reciprocamen
te sea x un eleménto de este conjunto por (ii) Lema 3.1, es

claro que x € (I, v I,] obteniendo (I, v I,] = {x/x < Lo~ 41,

para algin Loe Iy, Ly e 1,1}
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(Ig ~ Iy) v I, = {X/x < 4 v iy, para algln Le I, ~ I,, 4,¢e1,}
= {X/x < (Lo ~ 41) ~ L2, con Loelg,iye Iy,
i, 1,1},
(Ig v I1) ~ I, = {x/x < 4 ~ 4y, cOn Lelg v I, £oe Iy}
= {x/x < (Lo v £1) ~ L2, CON Lgelgsdie Iy,
Lre 1,1}

y de aqui podemos concluir que:

P(Igy..., In‘¥)5= {x/x < p(igs--.s4n-1), para todo los posi-

bles /(:0 c 10, e ey z(:n—-l € In-—l}.

La O1tima afirmaci6n de la prueba es un Corolario de esta

formula .

Un Lema muy importante es:

LEMA 4.5

Las sigudentes desdigualdades se cumplen en una red.

(o (x ~ y) v (x ~z) < x~ (y ~v 2z)

(id)  x vy~ z) < (x vy~ (xvz)

(Lid) (x ~y) v {y ~z) vz ~x) < (x vyl ~Ilyvzl ~ [z v x]
(Lv) (X ~ y) v [x ~z) < x ~ ly~v [x~2z)] o

Observaciodn:

(i) - (iii) son 1lamadas desigualdades distribuitivas, y (iv)

es la desigualdad modular.
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(i)

(iii)
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Ya que (x ~ y) < x, (x ~ z) < x, obtenemos que
(x ~y) v (x ~z) < x5 (x~y) <y <y ~z),

(x ~z) <z < (y v z) obteniendo que

(x ~y) v (x~z)< (yv z).

Con Ta conjuncidon de las dos desigualdades
(x ~y)v (x~2z)<x y (x~y)>v{x~z)<(y>~v z)

se logra probar que (x ~ y) v (x ~ z) < x ~ (y v z).

Ya que x < (x v y), x < (x v z), obtenemos

x < (xvy)~(xv z); ademds (y ~ z) <y < (x v y)

(y ~z) < (xvy)~(xv z).

La disyuncion de las dos desigualdades
X < (Xvy)~(xvz) y (y~z)<(xvy)(xvz)
nos da como resultado

x v (y ~z) < (xvy)~(xv z).

Ya que (x ~ y) < x < (x¥vy), (x~y)<x<(zv x),
(x ~y)<y< (y~vz), obtenemos que

(x ~y) <(x~vy)~{(y~vz)~(z~v x); ademds

(y ~z) <y<(xvy), (y~z)z<y<(yvaz),

z < (z v x), entonces

—
<
>
N

~—
|A

(y ~z) < (xvy)~(yvz)~A(z~vx)s;y
(z ~x) <z<(yvuz), (z~x)<z<(zvx),

(z ~ x) <« x < (x v y) por lo tanto
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(z A x) < (xvy)alyvz)a(zvx).

La disyuncion de las tres desigualdades

(x ~y) <(xvy)~(yviz)~(z+vx),

(y ~z) < (xvy)~(y~vz)~(zvx),

(z ~ x) <(xvy)~(y>vz)~(z >~ x) nos di como re-
sul tado

(x ~y) v (y~z)vi(z ~x)<(xvy)r~(yvz)~(z+vx).

Ya que (x ~ y) < x, (x ~ z) < x, obtenemos

(x ~y) v (x ~2z) < x; ademds (x ~y) <y <y~ (x ~ z)

y 5, (x ~z) <y~ (x~z) asi

(XAy)v(XAZ)<yv(_XA2).

La conjuncion de las dos desigualdades
(x ~y) v (x~z)<x y (x~y)vix~z)<zy~(x~z)
nos da eomo resultado

(x ~y) v (x ~az)<xa(yv(xn~2z)) o

LEMA 4.6

Considene Las sigulentes dos Ldentidades y La desigualdad:

()
(L4)

(Ld44]

(x ~ y) v [x ~ z] x ~ [y v z].

(x v y) ~ (x v z] x v ly ~ z),

k4

(x vyl ~ z <

P

v ly ~ z].

Entonces (4), (id) y (LiL) son equivalentes en una red L .
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Observacion.

Una red que satisface (i) 6 (ii) es 1lamada distributiva. No
te que (i) e (ii) no son equivalentes para elementos fijos;
esto es, (i) puede cumplirse para tres elementos a,b,ce L,

mientras (ii) no lo haga.

PRUEBA

Supongamos que (i) se cumple en L y verifiquemos (ii).

Sean a,b,ce L; entonces, usando (i) con
Xx=a +vb, y=1a, z =1c¢, se obtiene

(avb)A[avc]

it

((avb) ~a)v ((av b) ~c)
= a~v ((a v b) ~ c) por absorcién
= av ((a~c)v (b~ c)) usando (i) pa-
ra x = ¢, y =a, z =Db
)

= (a v (a~c))v (bac) asociando

a v (b ~ c) por absorcion.

Verificando (ii).

La prueba (ii) “implica (i) es el dual del pdrrafo anterior.

Vedmosla:
Supongamos que (ii) se cumple en L,

Sean a,b,ce L; entonces, usando (ii) con

X =a~b, y=a, z=oc, se obtijene:
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—
[o]]
>
lox
~—
<
—
[o]]
>
O
~—
1
—
—
el
>

b) v a) ~ ({a ~ b) v ¢) )
= a~ ((a a~b)~vc), por absorcidn
= a~({cv (a~bh))

= aa~ ({(cva)a{(cv b)), usando (ii)

I
—
[o]]

>

(c v~ a)) ~ (c v b) con x = ¢,
y = a, z = b.

= a ~ (c v b) por absorciodn.

Ahora verifiquemos que si (ii) se cumple en L entonces se da

(iii).

Como (ii) es satisfecho en L; entonces
X vy ~z)=(xvy)~(x~vz)>(xvy)~z,

ya que (x v z) > z, lo cual verifica (iii).

Y por Gltimo veamos que si (iii) es satisfecho en L entonces

se cumple (ii).-

Como (iii) es satisfecho en L, entonces con x = a, y = b,
z =a -+ c en (iii) se tiene
(a vb)~(avec)<a~vi (b~ (avc))
= a v ((avc)~b) por conmutatividad
<av (av((c~b))conx-=a,y-=c,
z = b en (iii)

= a v (c~h).

Esto combinado con el (ii) del Lema 4,5 dd (ii) del Lema

4.6
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COROLARIO 4,2

EL dual de una red distributiva es distributiva o

PRUEBA .y

Sea (L;~,v) una red djstributiva y sea (L,~',»') la red dual
de L. Por definicién de dual sabemos que a ~ b = a v' b,

avb=a~"h>b

Para x,y,z el se tiene en (L;~,v) que:
(x ~y) v(x ~2z)=x~(yv z); por (i) de Lema 4.6 y en su

dual obtendrémos:

(x v' y) ~" (x~v'" z) = x ~'(y ~" z); satisfaciendo (ii) de

Lema 4.6 asi (Lj;~',v') es distribuitiva

LEMA 4.7

La identidad (x ~ y) v (x ~ z] = x ~ (y v [x ~ z]) es equi-
valente a La condiciLdn:
x > z implica que (X ~ y) vz = x ~ (y v z] .

Observacion.

Una red que satisface esta condicidon es 1lamada Modular. La

red Ms de la figura 2.2 es un ejemplo,



/8

PRUEBA

Si x > z, entonces z = x ~ z; asi la implicacidn sigue de la
identidad. Reciprocamente, sj la implicacidén se cumple, en-
tonces ya que x > x ~ z, tenemos

(x ~y) v (xaz)=xaly~v (xa2z)) .

LEMA 4.8

L es distadibutiva s4 y s0lo 84 La Ldentidad
(x ~ y)l v {y ~z) v {z~x)=(xvy)l~I{yvz)~{(z~v x)

se cumple en L o
PRUEBA

Si L es distributiva:
[(x ~y) v (y ~ 2)] v (2 & x)
[((x ~y) vyl n ({x ~y) v 2z)] v (2~ x)
[y ~ ((x ~y) v 2)] v (z ~x)
(

il
| —
<
<
—
N
>
>
~—
—
>
| |
—

Supongamos que en L se cumple al identidad

(xvy)A(yv"ﬁA(ZVX)=(XAy)v(yAZ)'v(ZAX)

y obtenemos



(x v y) ~ z)

Cumpliendose

LEMA 4.9

= [(xvy)~(yvz)~(z+vx)] ~z

< (xvy)~(y~vz)~(z v x)

(x ~y) v (y ~z)~v(z~x)
<[{x~y) v (y~z)~(za~x)]vx
= (y ~z) v x.

(i11) del Lema 4.6, y L es distributiva

Toda ned distributiva es modulan .

PRUEBA

Sea L una red

(x ~y) vz=

Por el Lema 4

distributiva. Sean x,y,zel; con x > z.
(x v z) ~ (y v z)

x ~ (y v z).

.7 L es modular o
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5, REDES LIBRES (nNO ACOTADAS)

La red mds general formada a partir de determinados elemen-

tos es 1lamada libre. Puesto que podriamos estar interesados

en la red mas génera] distributiva, generada por a,b,c; sa-

tisfaciendo b < a; parece razonable definir el concepto "11-

bre" con respecto a una clase K de redes.

DEFINICION 5.1

Sean P = 4y Ldentidades para £ el. La clase K de todas Las
hedes que satdisfacen todas Las. identidades P = Qs Le 1 es

Llamada una clase ecudcional de nedes.

Una clase ecuacdional es trivial s4 contilene solamente una

ned como elemento .
Algunos ejemplos de clases ecuacionales son:

La clase L de todas las redes, 1a clase D de todas Tas redes

distributivas y la clase M de todas las redes modulares.

Lo siguiente es ponernos de acuerdo sobre qué clase de rela-

ciones se permitiran en el conjunto generador.

Para un conjunto generador F, tomamos un C,0.P.0. P, y para
relaciones en F todas las a < b que se cumplen en P, todos
los A ~ b = ¢ en F, donde inf{a,b} = ¢ en P, y los a « b = ¢,

donde supf{a,b} = ¢ en P. (mds adelante presentaremos una
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aproximacion mas liberal).

Formulemos este concepto mas detalladamente.

DEFINICION 5.2

Sea P un C.0.P.0. y sea K una clase ecuacional de nedes. Una

ned Fy(P) es LLamada una ned Libre sobre K generada pon P s4

se cumplen Las sigudentes condiciones:

(L)

(L4)

(£4L)

(Lv)

F, (P)e K.

K
Pc FK(P), y para a,b,ce P, Aingla,b} = ¢

en P sl y s0Lo 84 a ~ b = coen Fy (P), y supla,b} = ¢

en P 4Ly 4080 54 a v b = ¢ oen Fy (P).
[P] = Fe (P).
Sea LeK y sea y: P ——> L una funcidén mondtona (Ls6-

tona) con La propiedad que 44 a,b,ceP, infla,b} = ¢

en P, entonces ay ~ by cy en L, y 84 supf{a,b} = ¢

nt

en P, entonces ay - by cy en L. Entonces existe un

homomonfismo (de nedes) V¥: Fg (P) > L que extiende

a vy l(esto es, ay = ay para todo ae P) .
€
P >~F ., (P)
// K
b
b
b
o -
s
-
Y /”/ Y
-
,(-‘/
/4‘
-
b
L
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Si denotamos con € a la funcidn identidad en P; entonces Ta

condicién crucial (iy) puede ser expresada por la figura

5.1a.

En ese y en todos los djagramas similares, las letras mayls-
culas representan redes 6 C.0.P.0.S y las flechas indican ho
momorfismos 6 funciones con ciertas propiedades. Estos dia-

gramas son usualmente asumidos conmutativos, que en este ca-

so particular significa e o¥ = v, 10 cual es (iv).

Note que (ii) es tambien incluido en el diagrama si supone-
mos que las flechas representan mapeos como se requiere en
(iv). En efecto nosotros podriamos tener requerido en (ii)
gue la funcion identidad en P es una inmersidon de P en FK(P)

en el sentido de-(iv).

DEFINICION 5.3

Si P es un conjunto no ordenado, |P| = m, escribiremos Fg (m]
por Fy (P) y Lo LLamarnemcs una hed Libre en ﬁ genenadones 50
bre K. En el caso K = L, omitinemos "sobrne L"; asd "ned L£4-
bre generada porn P" Aigniéfcand "ned Libre s0bre L generada

por P" en notacidn F(P) .

Si be Fy(P), entonces por (iii) y por Lema 4.1,

b = p(ag,...,an-1), donde p es un polinomio y a¢,...,3an-1¢€P.

Asi si el ¥ de (iv) existe, entonces tendremos:
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by plags..rsan-1)¥ (ya que ¥ es un homomorfismo)

p(aow,cvr:an—lw)

P(aoYys.-vsan-1Y) ya que ag¥ = ag (€o¥) = ajy.

De To anterior podemos concluir el siguiente Corolario.

COROLARIO 5.2

Sean FK(P) Y FE(P) rnedes que satisfacen Las condiclones de
La defindcidn 5.2. Entonces existe un Ls0morfLsmo

x: Fyl(P)

> F;(P) y x puede sen escogdido de tal forma que
ax = a para todo ae P. En otras palabras Las redes Libres

(sobre K generadas por P) son dndicas salvo un Lsomorfismo e

PRUEBA

Usaremos la figura 5.1la con L = FK(P) Y vy = € entonces exis-
te ¥,: FK(P) RN FE(P) y Y, FE(P) — FK(P) tal que
eo¥, =€ y €o¥, = g asi ¥, o¥,: FK(P) —_— FK(P); la fun

cidon identidad ¢ sobre P.

Por Corolario 5.1, tiene una Unica extensidon a un homomor-
fismo FK(P) — FK(P); la funcidn jdentidad sobre FK(P) es

una de tales extensiones,

Por ello, ¥,0 ¥, es la funcidon identidad sobre FK(P). Simi-
larmente, ¥, o¥; es la funcién identidad sobre Fy(P), y asf

y, es el isomorfismo requerido (ver figura 5.1b) N
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*
Fr(P) 7 Fr(P)
Figura 5.1b
Este Corolario aclara 1a unicidad, ¢Pero qué de su existen-
cia?. Naturalmente, FK(P) no siempre existe. Por ejemplo:
FD(NS) seria Ns, ya que por (ii) y (iii) de la definicion
5.2 FK(P) = P si P es una red; pero Ng ¢ D ya que:
(a ~b) v (a ~c) = bv0
= b

a ~ (b v ¢) a ~ L
= a
pero a # b de done Ns no es distributiva, asi (L) es violen-

tado.
TEQOREMA 5.1

Sea pun C.0.P.0. y sea K una clase ecuaclonal de nredes. En-
tonces Fp(P) existe 54 y 5080 54 Las siguientes condiciones
A0R satisfechas:
(E)

Existe una hed L en K tal que P cl y para a,b,ceP, -

ingla,b)

c en P sl y s0lo 3i a ~ b = c en L y

Aupfa, b}l = a ep P 44 y s0fo 44 a v b = & op ko

BIBLIOTECA CENTRA

UMIVERSINDAD

L

pDE EL SALVADOR
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PRUEBA

La condicidon (E) es obviamente necesaria por Ja existencia
de FK(P); realmente, si FK(P) existe, (E) sijempre puede ser

satisfecho con L = FK(P) por (i) y (ii) de 1a definicidn 5.2.

Ahora asumamos que (E) es satisfecho. En esta prueba en ma-

peo y: P — N (Me K) S€ra Ttamado un homorfismo si satisfa-
ce el conjunto de las primeras tres condiciones contempladas

en la definicion 5.2 (iv).

Es claro que, en la definicidn 5.2 (iv) es suficiente consi-

derar N con N = [Py]; con (N,y) denotemos esta situacion -

esto es, Ne K; y: P > N es un homomorfismo y N = [Py].
Entonces FK(P)’ 60 mas precisamente, (FK(P),E) tiene la pro-

> L con

piedad que para un (L,y) existe un V¥: FK(P)
Yy = ¢ o¥. Para construir FK(P) tenemos que formar una red te

niendo esta propiedad para todo (L,y). éComo debemos de cons

truirla para que cumpla estas condiciones?.

Sean (Ly,Yy) y (La,Y2) dadas. Formemos L, X L, y definamos

una mapeo Y: P > Ly X L, por Py = (Py;,Pyz); sea
N = [Py]. ET hecho que y es un homomorfismo es facil de ver.

Un ejemplo simple es ilustrado en las figuras 5.2 - 5.4.
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—

Figura 5.2

Ahora definamos ¥ (X1sX2) —> X; Y obviamente, para pe?P,

Py Y, =mpy, ¥y ¥Y.: N— LL'

Si tenemos un nimero dado de (L.,v;), <€ I, podemos proceder

como antes y conseguimos (N,vy); si uno de los (L ) es el

L2 YL
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(L,e) dado por (E),

iEntonces (ii) de T1a definicidén 5.2 tambien serda satisfecho?.
Existe solamente un problema: todos los pares (L;,ys) no for
man un conjunto, asi su producto directo no puede ser forma-
do. Los (LL’YL) no forman un conjunto ya que una red y todas
sus copias isomorfas no forman un conjunto; por ello, si pu-
diéramos de algidn modo restringir y tomar muchas copiasAiso—
morfas a los (L;,y;), el procedimiento previo puede ser se-

guido.

Observe que por Corolario 4.1, en cada par (LL’YL) tenemos:

[Lel < [Pyl + No < [P + N

Asi, escogiendo un conjunto suficientemente grande S y toman
do solamente esos (L;,y;) que satisfacen L ,c S, (bajo una in

mersion) podemos resolver nuestro problema.
Ahora procederemos con la prueba formal.

Escojamos un conjunto S satisfaciendo

I[Pl + Ny = [S].

Sea Q el conjunto de todos los pares (M,¥) donde McS (bajo
una inmersidon). Formemos A =~T_ (M/(M,¥) €Q), y para cada
peP sea fp e A definido por

fl ((M,¥)) = p¥. Esto es la proyeccién en la coordenada M-é-

sima de fp. (M ¢S, bajo una inmersién),

Finalmente, sea N = [{fp /peP}].
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Afirmamos que sj, para todo peP, identificamos p con fp,

entonces N satisface (i) - (iv) de definicién 5,2, y asi

(i) N es construido de mjembros de K (los M), tomando una

sub red de su producto directo.

Por Lema 4.4, Ne K, puesto que K es una clase ecuacio-

nal,

(ii) Sea inf{a,b} = c en P. Entonces para cada (M,¥)e Q,
a¥ ~ b¥ = c¥, asi que
fa((M,W)) ~ fb((M,W)) = fc((M,W)), esto es,
.f.‘

A fy o= f Puesto que.- p es identificado con fps con

a c”* —

cluimos que a ~ b = ¢ en N,

Reciprocamente, sea a ~ b = ¢c en N, esto es,

"fb=f

c*

Sea L Ta red dada por (E) y sea € la funcidn identidad
sobre P; entonces podemos formar (L,e). Por Corolario
4.1, |L| < |S|, asi existe un mapeo uno a uno

a: L ——> S, Sea L, = La y hagamos a L, una red defini

do aa ~ ba = (a ~ b)a, ao v ba = (a v bla.

Entonces L = L; y podemos formar el par (L,,a,), donde
o; es la restriccion de a a P(cL), Puesto que L,c S,
(L1,0L1)€Q. Ahora fa ~ 'Fb = fc nos dé

fa((Llsal)) A fb((Ll,al)) = fc((Llial));



esto es, ao ~ ba = ca, 1o cual a su vez da a ~ b = ¢,
puesto que a es un jsomorfismo, Por (E), a ~ b = c en
L implica que inf{a,b} = ¢, La segunda parte de (ii)

se sigue por dualidad,

(ii1) Esta parte de Ta prueba se sigue de Ta definicion de

N.
(iv)  Tomemos (L,y); tenemos que encontrar un homorfismo
Y: N —> L satisfaciendo ay = a¥ para ae P. Usando

IN| < |S|, el argumento dado en (ii) puede ser repeti
do para encontrar (Li,y1), un jsomorfismo
o + L —> L, tal que avya = ay, para todo aeP y

L ¢ S. Ademas, (L,,vy:1)€Q.

Sea Yi1: f

> f ((Li,Y1)), feN.

Entonces para aeP, a¥, = fa ¥, = fa((Li,y1)) = ay: = ayo.
Asi el homomorfismo ¥ = ¥,a=': N —> L satisface 1o requeri-

do por (iv) .

Dos consecuencias muy importantes de este teorema son:

COROLARIO 5.3

Para una clase ecuacional no thivial K y para un cardinal m,

una ned £ibre sobre K con m generadores, Fglml, existe e
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PRUEBA

Es suficiente encontrar un Le K, X ¢ L tal que [X| = m, ¥y

para x,ye X, x # y3 X,y son incomparables,

Se tiene por hipdtesis que K es no trivial, entonces existe
un Ne K, |N| > 1; asi, C, es una sub red de N, Por Lema 4.4

C, eK; por Lema 4.4 (Cz)I eK para un conjunto 1.

Sea |I| =m, L = (C,)'; para <eI, definimos f.eL por
§.(c) = 1, 4.(3) = 0 para £ # j, y el conjunto X = {5L/i el},

obviamente X satisface la condicidn e

E1 argumento dado en la prueba del Corolario 5.1 Muestra que,
siempre que L es generada por P, un homomorfismo y de P tiene

a 1o mas una extensi6n a L, y si existe una, esta es dada por

Y p(aOQ'-'san—-l) — p(aOYs"'aan—lY)v

Esta formula da un homomorfismo si y solo si ¥ esta bien defi
nida; en otras palabras, si y solo si

p(aos...san-1) = q(bo,...,by-1) implica que

p(aoY,...»an-1Y) = q(boy,...,bm=-1Y) para cualquier

A0y .dAn—1, bo,...bm—lE:P y Y - P —> NeK,

Esto nos ayuda en el siguiente Teorema:
TEOREMA 5.2

En La definicibén de FK(P), ({v) puede sen sustitulda pon La



sLgulente condiciin,

Si be FK(P) tiene dos nepresentacilones,

b= plag,...,an-1) v b = qlbo,vvv,bm-1) (@g,see@n-1,b0, 1 1bp-1€Pl,

entonces |
plaeg,...an-1) = qlby,...,bm-1)

puede sen dendivado de Las identidades defindidas en K y Las

relacdLones de P de La forma a ~ b = ¢ y a v b = ¢ .

PRUEBA

Sea Le Ky sea y: P ——> L, dados segin las condiciones de
(iv).

Si p(ags--..san-3) = g(bgs...,bu-y) puede ser derivado de las

identidades definidas en K y las relaciones de P de Ta forma
a ~b==c¢c y a~vb=c, plagy,..., an-1v) = q(boy,...,bn-17),
también se podria derivar en L, puesto que y respeta las rela
ciones de P de la forma a ~b = ¢, a v b = c; y ademas Le K,
por los comentarios previos a este Teorema esto es suficjente

para que exista V: FK(P) ——> L, como una extension de vy o

Xvyvz
)

(xvy)a(yvz)~(zvx)

Figura 5.5
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LEMA 5,2

Sea x,y,z elementos de una red Ly sean x v y, y v 2, z v X;
incomparables dos a dos, Entonces {x v y, y v z, z v x} gene-

nan una sub red de L Lsomérfa a (Co)3%, (ver fLgura 5.5) e

PRUEBA

Casi todas las?conjunciones y disyunciones son obvias: por si
metria, las no obvia estan tipificadas por

[(x v y) ~lyv 2)] v [{xvy)~(zvx)] =xvy vy

[(x vy) ~aly~vz)] v(zvx)=xvynvz,

Mostremos la primera.

Ya que ¥y < (x v y) ~ (yvz) y x < (xvy)a(z+v x), conse

guimos aue x vy < [(x v y) ~ (y v z)] v [{xv y)~ (zvx)],

y > es trivial.

La segunda igualdad se sigue de y < (x v y) ~ (y v z) y

(x v z) = (z v x), de donde xv yvz < [(xvy) ~ (yvz)] v (zvx),

y > es trivial.

Note que por ejemplo si, (xvy) ~ (yvz) = (xvy) ~ (yvz) ~ (zvx)
implicaria, disyuntando a ambos lados con (yvz), que
(xvyvz) = zvx; asi xvy < zvx, una contradiccion. Ademds, to

dos los ocho elementos son distintos ®
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LEMA 5.3

Sean, A,B confuntos disfjuntos de tres elementos. Sea La el
confunto de Ros sdaulentes subconjuntos de AU B:

Todo X ¢ A, todo AUY, Y c B, todos Los conjuntos de trnes
elementos Z con |ZnA| = 2, Entonces <L, 3 £> es una ned, ~

y v so0n Anterseccedbdn y unidn y que L es distributiva,

La figura 5.6a es el diagrama de L (A.D. Compbell [1943]) .

PRUEBA

Ke

{a,,a,,bs} {ay,a5,b,}

ko = {a,,a3} {ai1,a2}
Ky = {a,,a,,24} ks = {a1,az,a3,bs}
k, = {a,,25,b,) tai} tas} ke = {a;,a2,a3,b1, b2}
Ky = {ay,a,a3,b;} ; k; = {a1,a1,a3,by,b3}
Ky = {ay,32,23,b,} ke = {ai,az2,a3,bz,b3}
ke = {a),32,83,b1,b2,b3}

Figura 5,6a
de la figura 5,6a, es claro que La es una red,

Es una red Distributiva ya que la unidn e interseccion de

conjuntos son distributivos, una con respecto a la otra »
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a=(xvy)a(xvz)~(yvz)
(xvy)~(xvz)

C\\\\\ oA z b=(xvy)~(y~z)

x - (xoy )+ (ya2)
C XAY )M\ YA~Z
(w»(»ﬁ@ (in2)~(y~2)
XAY \<ij\

XAyI\Z

(xAy)v(xaz)v(y~z)

Figura . 5,6b

TEOREMA 5.3

Una red Libre distrnibutiva sobre tes generadores Fpol(3) Ziene

D
dieciocho elementos. (ver figura 5.6b) e

PRUEBA

Sean x,y,z los tres generadores. Si x v y < X v Z,

(xvy) ~ (xv2) = x v y, xo(y~z) = x.y de donde z > y contradi
ciendo Ta hipdtesis del Teorema. De donde xvy, XvZ, YyvZ Son
incomparables y por Lema 5.2 generan una sub red isomorfa a
(C,)® la cual es distributiva. Asi construimos la cima de

nchn nlementos »n la figura 5,.6b. Dualmente formemos también

Ta base (en la figura 5.6b) de ocho elementos., Ademas
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(x~ry) v (y~z) v (zax) = (xvy) » (yvz) ~ (zvx) por Lema 4,8,

de esto obtenemos la red Lb de la figura 5.6b.

De acuerdo al Teorema 5.2, tenemos solamente que verifijcar

gue la red L_ cumpla con:

b

(i) Ser una red distributiva, y
(ii1) Que si p,q,r son polinomios representando elementos de
L, ¥ p~q = r en L, entonces prq = r en cada red dis

tributiva y similarmente para el +,

(1) Hagamos la siguiente asociacion entre JTas figuras 5,6a
y 5.6b.
Definamos: v: La —> Lb tal que:

para todo a,be L , (anb)y = ay ~ by, (aUb)y = ay. by.

Con {aj,az,asly = x; {ai1,az2,b3ly =y ; {az,as,bi1lty = z.

Al aplicar esta definicion en ambas figuras, observa-

mosS que Y es un isomorfismo, asi L, es distributiva.

(ii) La segunda afirmacidn requiere un completo listado de
todas las ternas p,q,r con p~q = r; puesto que el caso

« es su dual.

Si p,q,r pertenecen a la cima de ocho elementos, Ta
afirmacidon se sigue del Lema 5.2, puesto que cualquier
red distributiva que contenga a xvy, xvz, yvz (incompa

rables) contendrd a (C,)®, 1a cual es distrijbutiva.

AsT si p~q = r en (C,)®, tambien se tendrda p~gq = r en
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cualquijer red distributiva, puesto que (C,)® serda una sub
red de esta, Si p,q,r estan en la base de ocho elementos, la

afirmacion es dual a la anterior,

Veamos los casos restantes: si p y q son comparables, con
p < aq, p~q = p en cualquier red distributiva.

En otro caso si: p = X, q = yvz, r = (x~y) v (x~z) segin la

figura 5.6b, y en una red L distributiva tendriamos

x~(yvz) = (x~y) +v (x~z), ambos resultados cojnciden. Por si-
metria también cumplen: p = y, @ = xvZ; p = 2z, q = Xvy. Si

P =12, q= (xvy) ~ (yvz), r = (x~z) v (y~z), y en una red L

distributiva tenemos:

z~[ (xvy) ~ (y~z)] = z~(xvy) = (x~z) v (y~z), ambos resulta-

dos coinciden. Los casos restantes son deducidos facilmente .
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LEMA 5.4

La ned L de La figura 5,7 puede rnepresentanse como una sub

ned de L, X Ms, donde L, es La ned del Lema 5,3 y Ms es La

ned de La figura 2,2 o

PRUEBA

L. X Ms es una red, donde para dos elementos (£&,,m;), (£,,m2)
de La X M5, se tiene que (£Li,m1) ~ (Layma) = (L1 Lyymy~my),
(yym ) v (Lyymy) = (B7 ULy, ,myemy). Ademds esta red es modu-

lar ya que La y M5 son redes modulares.
La asociacidn establecida en la figura 5.7 deja claro que L

es sub red de La X Mg o

TEOREMA 5.4

(R. Dedekind). Una ned Libre modular sobre tres generadores

Fyl3) tiene vednte y ocho elementos {ven figura 5.7) .

PRUEBA

Sean x,y,z los tres generadores. De nuevo ]a modularidad es

probada por una representacidn (Lema 5,4) o
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Solo haria falta ver que si p,q,r son polinomios representan
do elementos de la red L de 1a figura 5.7, y pra = r en L,

entonces p~rq = r en cada red modular, y similarmente para el
v, ET Teorema anterior toma en cuenta la mayoria de las con-

junciones y disyunciones excepto para Xi1,Yi1,Zi1. Veamos algu-

nos con estos elementos:

x1ay1=[ (xav)vu] ~ [(y~v) . u] puesto que u < (y~u)wvu y Lema
4.7. ;
=[ (x~av) ~ (y~v)vu]vu ya que u < v, y Lema 4.7.
=[(xav) ~ (yvu)av]vu sustituyendo u y v.
=[x~(yvz) < (yv(xaz))]vu

= xa(yv(xaz)) porque xaz < 2
=(x~y) v (xaz)ou ya que x~z < X.
= u
xiay = [(xav)vu]ay puesto que u < v
= [ur{xvu)]~y
= [ua(xv(xay) v (y~z) v (x~z))]ay sustituyendo u.
= [un(xv{y~z))]ny
= [xv(y~z)] ~ [(xvy) ~ (yvz) ~ (xvz)]~y sustituyendo v.
= [xv(y~z)] ~ [(xvz)~y] como y~z < y~(xvz).
= (yrz) v [x~((xvz)ry)]
= (y~z) v (x~y).
z,vz = [(y~v)vulvz sustituyendo y,.

= (yav) v (uvz)

= [ya(xvz) ~ (yvz) ~ (xvz)] v [(xay) v (yaz) ~ (xnz2)vz]
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- sustituyendo u, v.

[y~(x~vz)] ~ [(x~y)vz] puesto que (x~y)vz < xvz

(xvz) ~ (yvz).

21~z = [(z~v) ]~z sustituyendo z,
= (zav) v (u~z) ya que z~v < Z
= Zrv.
Los casos restantes resultan con calculos parecidos .
1
a b
0
Figura 5.8

A1 observar la red representada por la figura 5.8, podriamos

decir que es libre generada por {0,a,b,1}

P, pero claramen
te no es el caso de acuerdo a Ja definicidn 5.2, ya que

supf{a,b} = 1 en P, mientras en la red avb < 1.

AeT para copseguir 1a red mids goneral do 1a soc¢ccidn 2 tenes=



100

mos que extender los conceptos anterjores de nuestra discu-

sion introduciendo redes parciales.

DEFINICION 5.3

Sea L una ned H ¢ L, y restringimos ~ y v a H como sdgue: pa
na a,b,ceH, 54 a~b = ¢ {dualmente, avb = c¢), entonces decd-
mos que en H, a~b [dualmente, avb) es defindido e Lgual a c;
54, para a,beH, a~b (dualmente avb) ¢ H, entonces decimos
que a~b {dualmente, avb) no estd defanida en H. AsZ (H;~,v)
es un confunto con dos opernaclones bLnarias parciales.,
(H;~,v ) es LLamada una red parncial. (H;~,v) es LLamada una

sub ned nelativa de L -

Asi cada subconjunto de una red determina una red parcial.
La segunda parte de esta seccidn estd dirigida a una caracte

rizacion interna de redes parciales.

Ahora analizemos la forma que toman las ocho identidades que
fueron usadas para definir redes ((L,;) - (L,) de Ta seccidn

1), en Tas redes parciales.

LEMA 5.2

Sea (H;~,v]) una red parcial a,b,c e H.
() ara existe, y a~a = a.
(£¢) Si a~b ex.iste, entonces bra existe, y a~b = bra.

(i) Si anb, (aab)lac, bac existen, entonces anlbac) exdsite,
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y la~b)~c = an{bac), S& bac, anlbac), an~b existen, en-

tonces [(a~blrc exdiste, y (arblrc = an~(bac].

(lv] S& asb existe, entonces aviasb) existe, y a = aviab)

PRUEBA
(1) Si aeH, como en L a~a = a, asi también en H a~a = a.
(i1) Si a,b, a~be H, ya que en L a~b = b~a, entonces

br~aeH y a~b = bra también en H.

(11i) Asumimos que a~b, (a~b)ac, bac existen en H, pero en
L, (asb)ac = an(bac); con a, bac, (asb)ace H. Asf

ar{bac)eH y (asb)~c = a~(b~c) en H.

(iv) Si a,b,a~be H, entonces en L a~b = bsa, asi brac H vy
a~b = b~a en H .

LEMA 5.2

Con (L") - (Lv'] denotemos Ras afinmaciones conseguldas de

(.{] - (Lv) del Lema 5.2 por el Ainterncambio de ~ por . y vice-

versa. Entonces (L") - (Lv') se cumplen en una red parncial °

PRUEBA

(i) Si aeH, como ava = a en L; entonces ava = a en H.
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(ii) Si a, b, avbe H, En L avb = bva, asi bvaeH y

(iii) Asumimos que a,b,avb, (avb)vc, bvc eH; pero en L,
(avb)vc = av(bvc) y ademds a y bvce H, asfi

av(bvc)e H y (avb)vc = av(bvc) en H.

(iv) Si a,b, avbeH; como en L avb = bva, bvaeH y

avb = bva en H .

DEFINICION 5.4

Una red parcial débiL es un conjunto con dos operacdones bd-

nanias parciales satisfaciendo (£) - (Lv) y (L") = (Lv') e
COROLARIO 5.4

Cada ned parcial es una hred parcial déb.il .

Basado en la figura 5.9, conseguimos el siquiente ejemplo de

una red parcial débil que no es red parcial.

Sea H = {0,a,b,c,d,e,§,dg,h,1}. Consideremos la red N de 1la

figura 5.9. Definamos x~y = z en H si xay = z en N. Defina-

mos xvy = z en H si alguno: x <y en N, y y z, 6 y <X

en N, y x = z; 0 si {x,y} = {a,c},'y Z = 43 )
{x,y} = {b,d}, vy z = g3 0 {x,y} = {§,9}, y z = 1. Entonces
(li~,+v) es una red parcial debil, puesto que para x,ye hH,

los x~Ay 0 xvy definidos en H estan igualmente definidos en
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N (son heredados de N), y asi satisfacen (i) - (iv) del Lema
5.2 y (i') - (iv') del Lema 5.2', Ahora supongamos que exis-
te una red Ly H ¢ L, tal que (H;~,v) es una relativa sub red
de L. Entonces 1 = (ave) v (bvd) en L, y asi

1 = sup {a,b,c,d}. Puesto que e > a,b N > c¢,d en L,

y 1 > e,h 3 conseguimos 1 = sup {e,h} en L.

E1 hecho que e,h, 1e H implica que evh es definido en H (e

igual a 1), contrario a la definicidon de (Hs3a,v) .

Figura 5.9

Para evitar tales anomalias introduciremos dos condiciones

mas. Preparandonos para ello probamos:
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LEMA 5.3

Sea (H;a,v) una ned parcial débif. Entonces definimos una re
Lacién de onden panciaf < en H por "a < b 84 y s0lo 54 anb
existe y a~b = a, SL avb exdste, entonces avb = sup{a,b}.
S&L arb exdste,-entonces a~b = Anf {a,b}. Tambien, a < b 44

y s0fo 54 avb = b.

PRUEBA

Veamos que "<" es una relacion de orden parcial. Si ag H,

por (i) Lema 5.2, a~a = a, asi a < a ahora supongamos que

a <b y b<aestoesarb=_a y bra=0benH, y por (ii)

Lema 5.2, a~b = bsa, asi a = b. Sia<b y b<c, arb = a

y b~c = b en H, asi por (iii) Lema 5.2 (a~b)~c = a~(b~c) o

sea a~c = a, a < c. Asi (H,<) es un conjunto parcialmente or
denado.
Ahora si avb existe, a~(avb) = a, b~(avb) = b por (iv') Lema

5.2" y tenemos a < avbhb, b < avbhb. Para un c tal que a < c,

b < ¢c; a~c = a, bac = b, entonces avc = (a~c)vc = ¢, Y

bvc = ¢ por (iv) Lema 5.2. Asi

—
[o7)
<
o
~—
>
(@]
th

(avb) ~ (avc) = (avb) ~ [av(bvc)]
= (avb) ~ [(avb)vc] = avb

de donde sup {a,b} = a.b.

Si a < b entoces anb = a , avb = (a~b)vb = b por (iv) Lema
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5.2, Si avb = b, es claro que a < b. De donde a < b si y so-
lo si avb = b, Por Gltimo, si a~b existe, av(a~b) = a,
b.(a~b) = b, por (iv) Lema 5.2 y (ii') Lema 5.2', asf

a~b < a, a~b < b, Sea ceH conc < a, ¢c < b, y tenemos

cra = ¢, cab = ¢, (cra)abe H, asi por (iii) Lema 5.2,

(cra)~b = c~(a~b) = ¢, de donde a~b = inf {a,b} .

Note que en una red parcial sup {a,b} puede existir, pero
no asi avb. Por ejemplo, sea L la red de la figura 5.9,
H={0,a,b,1}. Entonces sup {a,b} = 1 en H, pero avb no esta

definido en H ya que avb{¢ H.

DEFINICION 5.5

Un ideal de una ned parcial débif H es un subeconjunte no va-
clo I de H tal que 44 a,bel y avb existe, entfcnces avbe I,
v X < ael implica que xe I. De nuevo fifamos {x/x < a} = [a].
[L ideal duaf y [a) son definidos dualmente. Io(H] es La red
consistente de ¢ y todos Los Ldeales de H (parcialmente onrde
nados por cl, Do(H) es La ned consistente de ¢ y Todos Los
ideales duales de H (parcialmente ordenados por cl. Para

KcH, (K] es el ideat y [K) es el ideal dual generado pon
K o

COROLARIO 5.5

Sean H y L dadas como en La definicién 5.3. Sea I un L{deat
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de L. Entonces INH es un Ldeal de H siempre que INH # ¢ o

PRUEBA

Sean a,be InNnH; a,be I, avbe I, si avbe H, avb eInNH.

Para los x tal que x < a y xeH, como ael, x el; asi

x eINH, de donde I H es un ideal de H -

LEMA 5.4

Una red parcial satisfpace La sigudlente condicidn:
(1) 54 (a] v (b] = (c] en I,(H), entonces avb existe en H y

es Agual a c ’
PRUEBA

Sean H y L dados como en la definicidn 5.3, sean a,b,ce H,
y sea (a] v (b] = (c] en I,(H). Sea I = (avb],. Entonces

(a],» (b], ¢ InH, asi (c], = (a], v (b]

c < avb.

c (a b]., esto es

H L’

Puesto que a < ¢ , b < ¢, concluimos que avb = ¢ o
Denotemos con (D) a la condicidén dual a (I), o sea:

(D) sSi [a) v [b)

y es igual é C.

[c) en Dy(H), entonces a~b existe en H
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TEOREMA 5.5

(N. Funayama)i Una ned pdrcial es un red parncial débif que

satisface Las condiciones (1) y (D) .

PRUEBA

Corolario 5.4 y Lema 5.4 y su dual prueban que una red par-
cial es una red parcial débil satisfaciendo (I) y (D). Reci-
procamente, sea (Hj;~,v) una red parcial débil que satisface

(I) y (D). Considere el mapeo

Y. X —'—'_>.((X:|s [X)):

enviando H en I,(H) X D,(H), donde D,(H) es el dual de D,(H).
Este mapeo es uno a uno ya que si (y] = (w], Yy < W, w <y,

-

ast y = w. Si xvy = z, entonces
(x] v (y] = (2] en Io(H) y [x) v [y) = [2) en Do(H), asi
xy v yy = (xvy)y. Reciprocamente, si xy v yy = zy, entonces

(x] v (y] = (z] en I,(H).

Ademéds, por (I), xvy existe y es igual a z, asi xy v yy = zZy
implica que xvy = z. Si x~y = z, entonces (x] ~ (y] = (z]

en To(H) y [x) ~ [y) = [z) en Do(H), asT xy ~ yy = (x~y)y.
Por el contrario, si xy ~ yy = zy, entonces [x) ~ [y) = [z)

~

en Do(H). Ademds, por (D), x~y existe y es igual a z, asfi

Xy ~ Yy = 2y implica que x~y Z. Por 1o anterior tenemos:

Xvy =z si y solo si Xy v yy zZy y x»~y = z si y solo si
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Xy ~ ¥y = Zy. Asi podemos jdentificar x con xy, consiguiendo

HcL = Io(H) X Do(H),

Hemos probado justamente que (H;~,.) es una sub red relativa

de L *

Sea (P3;<) un C.0.P.0. Haremos a P una red parcial como sigue:
a~b es definido si y solo si inf {a,b} existe y

a~b = inf {a,b}, y similarmente para avbh,

LEMA 5.5

(P;~,v) es una red parcial o
PRUEBA

Veamos que (i) = (iv) del Lema 5.2 y (i') - (iv') del Lema

5.2' se verifican.

(i) inf {a,a} = a en P, asi a~a = a.
(ii) Si a~b existe, a~b = inf {a,b} = inf {b,a} = b~a.
(iii) Si a~b, (a~b)~ac, bac existen, a~b = inf {a,b},
brc = inf {b,c}, (a~b)~c = inf {inf{(a,b},c}, ahora
veamos que inf {inf {a,b},c} = inf {a,inf {b,c}} es cla-
ro que inf inf {a,b},c} < a,b,c. Asi
inf {inf {a,b},c} < a, inf {b,c} y tenemos
inf {inf {a,b},c} < inf {a, inf {b,c}}, de igual mane

ra inf {a, inf {b,c}} < inf {inf {a,b},c}, de donde
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(a~rb)ac = a~(bac),

(iv) Si a~b existe, a~b = inf {a,b}, <como inf {a,b} < a,

a, asi inf {a,bl}lva = a,

1

sup {inf {a,b}, a}l

(arb)va = a,
Dualmente se verifican (i') - (iv') del Lema 5.2'.
Por 1o anterior P es una red parcial déebil.

Si (a] v (b] = (c] en I,(H) (segin definicién 5.5 a < c,
b <c, si existiera und > a, d > b, (d] 2 (c], asi d > c,

donde sup {a,b} = ¢, avb = ¢. De donde se cumple la condi-

cion (I).

Si [a) v [b)

und<a y d<b, [d)2[c), asi d < ¢, de donde

[c) en Dy(H); c < a y ¢ < b, si existiera

inf {a,b} = ¢, a~b = ¢. Cumpliendose la condicidon (D)

Asi por Teorema 5.5 (P;~,v) es una red parcial .

COROLARIO 5.6

'Para un C.0.P.0. P, una hed £ibre (so0bre L) generada por el

C.0.P.0. P existe,

PRUEBA

Es inmediato del Teorema 5.1 y Lema 5.5,
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DEFINICION 5.6

Sean (A;~,v), [B;~,o) nedes parciales débiles; vy:A > B.
Diremos que vy es un homomorfdsmo &4, siempre que a~b existe
para a,b e A entonces ay ~ by existe y (a~bly = ay ~ by, y

s4 se cumple La condicibén similar para . Un homomonrf§ismo
uno a uno v ed una Anmensidn sdlempre que a~b exista sS5L y 50-
Lo 84 ay ~ by exdiste, y 44 La condicibn similan se cumple pa
ra v. S4 vy es sobre y y es una Anmensibn, entfonces y es un

LsomongLamo .

Ahora estamos descifrando de nuevo la definicion de las re-

des mas generales de la seccidn 2.
DEFINICION 5.7

Sea U = (A;~,v) una red panrncial y sea K una clase cuacional
de nedes. La ned FK(U) (0, simplLemente FK(A)) es una red L£4-
bre sobre K generada pon y, 44 Las condiciones slguientes

son satisfechas:

(<) FK(A)E K
(L4) A c FK(A), y A es sub red parcial de Fy(A).
(<i4)  [A] = FK(A).

(iv) Si LekK y y: A > Les un homomonfismo, entonces
exLste un homomonfLsmo ¥i FK(A} -—> L exdstiendo vy

(esto es, ay = a¥ para a ehAl o
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Si P es un C.0,P,0.,, entonces FK(P) es una red libre sobre K
generada por P, donde P es considerado una red parcial como

en el Lema 5.5,

Esta teoria es desarrollada exactamente como la que se hizo

en la primera parte de esta seccidn. E1 resultado final es:

TEOREMA 5.6

Sea U = (A;~,v) una red parcial y sea K una clase ecuacional.
Entonces Fp (U] exdste 44 y s0bo 44 exdsle una red L en K tal

que U es una sub red relativa de L .

Como una aplicacidn probaremos la existencia de 1a red abso-

lTutamente 1ibre generada por un C.0.P.O.

Sea P un C.0.P.0.; definimos una red parcial P™ sobre P como

sigue:
m . .
XAy = z en P si y solo si x,y son comparables y
z = inf {x,y};
Xvy = z en P™ 51 y solo si x,y son comparables y

N
It

sup {x,y}
DEFINICION 5.8

Fo(p™) (= FL(Pm)] es LLamada una red absolutamente Libre gene

rada pon P .
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TEOREMA 5.7

Parna un C,0,P,0, P, una ned absolutamente Libre generada pon

P exisze ’
PRUEBA

Un subconjunto A c P es 1lamado hereditario si xeh y, y < x
implica que ye A. Sea H(P) el conjunto de todos los subcon-
juntos hereditarios de P parcialmente ordenados por la inclu
sion de conjuntos. Sea P, = H(P), P, = H(ﬁ,), donde 51 es

el dual de P;,. P, es una red donde para

B,CeP,, inf {B,C} = BN C, sup {B,C} = BUC , BNC # ¢ ya
que P e€BnC.

Identificando pe P con (p], conseguimos P ¢ P,; identifican-

do pe Py con [p), conseguimos P, ¢ P,, asi P

c P,. Sean

a,b,ce P:

(1) Sup {a,b} = b en P si y solo si a <benPp
si y solo si (a] < (b en P
si y solo si (a] > (b] en b}
si y solo si [(a]) < [(b]) en P,.
si y solo si sup {[(a]), [(b])} =

[(b])
(1) Si sup {[(a]), [(b])}

rables en P, entonces (aJu (b] (# (c]) es una cota su

[(c]) en P, con a y b incompa
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perior para (a]J y (a], asi sup {[(a]),
[(b])} < [(c]) en P,, Contradiciendo Ta hipdtesis, de

donde a y b deben ser comparables,

(113) si inf {[(a]), [(b])} = [(c]) en P, con a y b incompa
rables en P, (c] &4 [(a]), (c] ¢ [(b]),
[(c]) # [(a]J)u [(b]):. De donde a y b son comparables.

Por (i), (ii), (ii{) se satisfacen las condiciones del Teore

ma 5.6, donde U = pr .



6, ELEMENTOS ESPECIALES

DEFINICION 6,1

Un cero de un C,0,P.0, P es un elemento 0 con 0 < x para %o
do x € P, Un uno 1 satisgace x < 1 para Zodo x ¢ P. Exdisten
a Lo mds un cero y un uno, Un C.0.P,0. acofado es uno que

tiene a ambos elfementos 0 y 1 e

DEFINICION 6.2

Un {0,7}-homomorgfismo (de una red acotada en otha) es un ho
momohfLsmo que mapea el cero en el cero, y ef uno en el

uno .

DEFINICION 6.3

Una {0,1}~sub ned de una ned acotada L, es una sub ned con-

tendendo el 0 y 1 de L .

DEFINICION 6.4

un {0}-homomongismo (de una red acotada en otra) es un homo

mongLismo que mapea el cero en el cerno e
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DEFINICION 6,5

Una {0Y-sub ned de una red acotada L, e4 una sub ned conte-

niendo el 0 de L o

Para semiredes tenemos:

DEFINICION 6.6

Un {0,1}-homomongismo (de una semired acofada en otral), es
un homomongismo que mapea el ceno en el ceno y el uno en el

uno °
DEFINICION 6.7

Una {0,171}~ sub semirned de una semired acofada L, es una se-

mired contendendo el 0 y 1 de L .

De la misma forma podemos definir un {0}-homomorfismo y una

{0}-sub semired.
DEFINICION 6.8

En una ned acotada L, a es complemento de b 84 a~b = 0 y

avh = 1 .
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LEMA 6.1

En una red disgtrnibutiva, un elemento puede tenern solamente

un complemento .

PRUEBA

Supongamos que existen dos complementos,

Sean by, y b, ambos complementos de a, entonces

by = bo~l

bOA(aVbl) = (boAa) v (bOAbl)
= 0 v (boAbl)

(bo~bi),

(byi~a) v (bi~by)
= 0 v (bi~bo)

b, = bi~1 by~(avby)

(bi~bg).

De donde bo = b1 °
DEFINICION 6.9

Sea a € [b,c]; x es un complemento relativo de a en [b,c]

A4 a~x = b, avx = ¢ e
LEMA 6.2

En una red distrnibutiva, s4i a tiene un complenento, enton-
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ces tambden tiene un complemento nelativo en un intervalo

que La contenga e

PRUEBA

Sea d el complemento de a. Entonces x = (dvb) ~ c es el com
plemento relativo de a en [b,c], puesto que para b < a < c

se tiene:

arx = a ~ (dvb) ~ ¢ [(a~d) v (a~b)] ~ ¢
= (0vd) ~ ¢

= b

o
<
x
It
fot]
<
1
—
jal
<
o
~—
>
(@]
| S
1

(avdvb) ~ (avc)

1 ~ (avc)

LEMA 6.3 (Identidades de Morgan's)

En una ned distributiva, 84 a,b tienen complementos a' y b’
nespectivamente, entonces a~b y avb Llenen complementos
fa~b)' y (avb])', respectivamente, y: .

(a~b)'

alvbl

(avb)!' a'~b' .
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PRUEBA

Por Lema 6,1 es suficijente probar qué:"

(i) (a~b)
(ii) (avb)

verificando:

>

(a'vb"')
(al,\bl.)

0 vy (a~b) v (a'vb')
0 y (avb) v (a'~b")

i
—

>

!
—

(i) (a~b)

>

(a'vb') = (aab~a') v (anbab')

n
(]

<
(]

(a~b) v (a'vb') = (ava'vb') ~ (bva'vb')

(i1) (avb) ~ (a'ab') = (a~a'~b') v (baa'ab')

(]
o
<
(]

(avb)

<

(a'~b')

i
—_
eV}
<
o
<
[s 1]
~—
>
—
eV}
<
o
<
o
~—

DEFINICION 6.10

Una red complementada es una ned acotada en La cual cada
elemento fiene un complemento., Una red nelativamente comple

mentada es una red en £a cual cada elemento Liene un comple

ATE ™|

i CleM w2 iN Ny



119

mento nefativo en todo intervalo que Lo confenga .

DEFINICION 6,11

Una ned Booleana ed una ned distributiva complementada .

Asi, en una red Booleana B; cada elemento a tiene un Gnico

complemento, y B es también relativamente complementada.

DEFINICION 6,12

Un Algebra Booleana es una red Booleana en La cual 0,1 y, '
(complementacidn] son considerados como operaciones, Asl en
Algebra Booleana es un sistema (B;~,v,',0,1], donde ~, v

son operaciones binarias, ' es una operacidn unaria.

Un homomonfismo vy preserva 0, 1 y '; esto es, 6L es un

{0,1}-homomonf.ismo satisfaciendo (xvy)' = x'y.

Una sub atlgebra es un {0,1}-sub red cernada bajo '. (B, de-

notand el AlLgebrna Booleana de dos elementos) e

Notemos que en una red distributiva acotada L, si b es un

complemento de a, entonces b es el mas grande elemento x de

L con a~x = 0.
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DEFINICION 6,13

Sea L una red con 0. Un elemento a* es un pseudocomplemento

de a {eL) 44 ana® = 0 y a~x = 0 {mplica que x < a* .

Un elemento puede tener a 1o mas un pseudocomplemento,
DEFINICION 6.14

Una red pseudocomplementada es una en La cual cada elemento

tiene un pseudocomplemento .

E1l concepto de pseudocmplemento utiliza solamente la opera-
cion conjuncion. Asi también se puede definir semiredes

pseudocomplementadas.
TEOREMA 6.1

Sea L una semired conjuncidén pseudocomplementada y hagamos
a S(L) = {a*/a e L}. Entonces el ordenamiento parcial de L
se herneda a S(L) y hace a S(L) una red Booleana. Panra

a,b ¢ S{L) fenemos a~b e S{L} y La disyuncidén en S(L) es

descndita pon: awb = (a*~b*)* o
Observacion.

Si L es una red, la disyuncion en L no necesita ser la mis-

ma que la disyuncidon en S(L).
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PRUEBA

Iniciaremos con tas siguientes observaciones:

(1) a < a**, ”

(2) a <b implica que a* > b*,

(3) a* = a***,

(4) a e S(L) si y solamente si a = a**,

(5) a,b e S(L) implica que a~b €& S(L),

(6) Para a,b & S(L), supS(L){a,b} = (a*ab*)*,

Las formulas (1) y (2) se siguen de las definiciones.

(3) Las formulas (1) y (2) producen a* > a***_  y por (1)

akx < aFkk

(4) Si a € S(L), entonces a = b*; ademis por (3),
a** = h*** = ph* = 3, Reciprocamente, si a = a** enton-

ces a = b* con b = a*; asi a e S(L).

(5) Si a,b e S(L), entonces a = a**, b = b**, y as{
a » (a~b)** 'y b > (a~b)**, asi a~b > (aab)**; por

(1), a~b = (a~b)**, de este modo a~b ¢ S(L).

Si x e S(L), x <a y x < b, entonces x < aab; por lo

tanto aab = 1nfS(L){a,b}.

(6) a* > a*ab*, asi por (2) y (4), a < (a*ab*)*; similarmen

te b < (a*ab*)*,

Si a < x, b < x (x e S(L)), entonces a* > x*, b* > x*
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por (2); de este modo por (2) y (4), (a*~b*)* < x,

Por 1o tanto para a,b ¢ S(L), definimos

a vb = (a*/\b*)*,

Por formula (5) y (6), (S(L);~,v) es una red complementada
ya que para a € S(L), a v a* = (a*~a**)* = Q0% = 1,

a~a* = 0, S(L) es una red acotada.
Ahora necesitamos probar solamente que S(L) es distributiva.

Para x,y,z € S(L), x~z < x v (y~z) y y~z < x v (y~z); ade-

1

mads x~Z ~ (x v (y~z))* 0y, yaZ ~ (x v (y~z))* = 0 Asi

z ~ (x v (yrz))* < x* y y*, asi
z ~ (x v (yaz))* < x*ay* consecuentemente

Z ~ (x v (y~z2))* ~ (x*~y*)* = 0, 1o cual implica que

(x*ay*)* < (x v (y»z))**,

>

z

Ahora la parte izquierda es z ~ (xvy) por férmula (6) y el

lado de la parte derecha es x v (y~z) por formula (4).

De este modo conseguimos z~(xvy) < xv(y~z), lo cual es la

distributividad por Lema 4.6 .

Otros tipos de elementos especiales son los siguientes:

DEFINICION 6.15

Un elemento a es un dtomo 44 a > 0 y un dtomo dual s

a —< 1; €& es una disyuncidn Lrreducible 84 a = bve Lmplica
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que a = b ¢ a = ¢; €€ es una conjunclbn Lrreducdible si

a = brc Lmpldca que a = b 6 a = ¢ .

DEFINICION 6,16

EL C,0,P,0, (Q;<) se dice que satisface La condicibn de La

cadena ascendente s4 cualquiern cadena crecdiente feamina, ed

to es, 84 X, € Q, < = 0,1,2,..., ¢y

Xo £ Xy < ... <X < ..., entonces para algin m tenemos
X— = '= LA I 4

m X+ ‘

Es claro que la-condicion de la cadena ascendente implica
la existencia de elementos maximales y que, en efecto, cada

elemento estd incluido en un elemento maximal,

TEOREMA 6.2

La condicién de La cadena ascendente se cumple en una red L

84y s0lo 84 cada Ldeal de L es principal .

PRUEBA

Supongamos que L cumple Ta condicidon de la cadena ascenden-
te, y sea I un ideal de L, entonces I también cumple la con
dicion de la cadena ascendente y asi .tiene un elemento maxi

mal, de donde I es principal.
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Reciprocamente si cada ideal de L es principal, entonces pa

ra una cadenad xo < X1 < +,¢ < Xn < oo

podemos formar H = {x < x ./ € N}, H = (a] con aegl, asi
a = X., para algin £ ¢ N, de donde X, es un elemento maxi-

mal en la cadena .



CAPITULO T1
REDES  DISTRIBUTIVAS

/. TEOREMAS DE CARACTERIZACION Y DE REPRESENTACION.

Dos ejemplos tipicos de redes no distributivas son Ms y Ns

cuyos diagramas son dados en la figura 7.1.

E1l Teorema 7.1 es 1lamativo y Gtil para la caracterizacion
de redes distributivas; el Teorema 7.2-es una versidOn mas

detallada del Teorema 7.1.

Ns MS
Figura 7.1

TEOREMA 7.1

Una red L es distaibutiva s£ y s0lo s4 en L no ex.diste una

sub ned Lsomonga a Mg 6 Ng .
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TEOREMA 7.2

(<) Una red L es modularn s4 y s0Lo 44 en L no exdste una

rub ned Lsomonfa a Ng

(L) Una ned modufar L es distribuiiva s4 y so0lo 80 en L

no exdste una sub red Lsomonfa a Ms o
PRUEBA

(i) Si L es modular, entonces cada sub red de L es modular;
Ns no es modular porque a > b, (a~c)vb = b,
a~(cvb) = a, "fallando Lema 4.7". Asi Ns no puede ser

isomorfa a una sub red de L.

Reciprocamente, sea L no modular, existen a,b,celL con a > b

y,(aAc)vb # a~(cvb).

La red 1ibre generada por a,b y c con a > b es vista en la
figura 2.3. Ademas la sub red de L generada por a,b y c¢ de-
be ser una imagen homomdérfica de la red de la figura 2.3,
ya que esta Gltima es la red mas general que contiene a:

a,b,c con a > b.

Observe que si alglin par de elementos de los cinco a ~ c,
(a~rc)vb, a~(bvc), bvc, c son identificados bajo un isomor-
fismo, entonces asi 1o son (a~c)vb y a~(bvc); puesto que:

sic=bvw 6 c¢c=(arc)vb 06 a~c = (a~c)vb entonces c > b,
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(a~c)vb = a~c (a > b), a~(bvc) = anc.

Si se tiene ¢ = a~rc 6 ¢ = a~(bvc) 6 bvc = a~(bvc) enton

ces ¢ < a, como a > b, a~{bvc) = bvc (anc)vb,

Es claro que a~c # bvc, a~c # a~(bvc), bvc # (a~c)vb.

Consecuentemente, esos cinco elementos son distintos en L,

y ellos forman una sub red jsomorfa a Ns.

(ii) Si L es una red distributiva, toda sub red de L es
distributiva, Ms no es distributiva ya que a~(b.c) =a
y (aab) v {a~c) = 0; asi ninguna sub red de L puede

ser isomorfa a Ms.

Reciprocamente, sea L modular, pero no distributiva,

y escojamos x,y,Zzel tal que

x~(yvz) # (x~y) v (x~2z).

La red 1ibre modular generada por x,y,Z es vista en la figu
ra 5.7. Por inspeccion del diagrama vemos que; t, Xz, Yis
Zy, v forman una sub red isomorfa a Ms. Pero la red de 1la

figura 5.7 es la mas general.

Asi la sub red de L generada por x,y,z debe ser imagen homo
mérfica de 1a red mas general. Sea Y ese homomorfismo, wy,
X2Ys Yi1Ys Z1Ys VY €S una sub red de L, puesto que el homor-

fismo preserva la estructura de red.

Asi por Teorema 3.2, uy, Xa¥, Y1Y, Z1Y, VY es isomorfa a

una adecuada red cociente de Ms.
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Pero Ms tiene solamente dos redes cocientes My y la 1ed de
un elemento, ya que si £ = 0 (0); a,b,c,<,0 estan en la mis
ma clase, ya que [L]O es convexo, Si a = b(e®), a~b = avb(0)
por "Lema 3.5", £ = 0 (0), y de 1la misma manera en los de-

mas casos.

Si es isomorfa a Ms hemos finalizado la prueba. Ahora si

W, X1,¥1,21,v forman una red isomorfa a un elemento, u = v,
(x~y) v (y~z) v (x~z) = (x y) ~ (yvz) ~ (xvz) entonces
x~(yvz) = (xay) v (x~z) (ver figura 5.7) contrario a nues-

tra hipotesis
COROLARIO 7.1

Una ned L es distributiva a4 y s0lo 84 cada elemento tilene

a Lo mds un complemento nefativo en un Lntenvalo .

PRUEBA
La afirmacidén: Si una red L es distributiva entonces cada
elemento tiene a 1o mas un complemento relativo en un inter

valo (una sub red), ya fue probada en Lema 6.1.

Reciprocamente, si L es no distributiva, un intervalo de L
es distributivo (un intervalo es una sub red), entonces por
Teorema 7.2, €1 contiene a Ns 0 Ms, y cada uno tiene un ele

mento con dos complementos relativos en el intervalo .
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COROLARIO 7.2

Una rned L es distributiva s4 y solo s4 para cualquien pan 1T,
J de Ldeales de L:

Ivd = {ivfi/iel, fed} e

PRUEBA

Sea L distributiva. Por Lema 3.1 (ii), si telvJd, entonces

t < 4v4 para algin <el, fedJ. Por lo tanto,

—+
]

(tal) v (taf) con, trd e I, trf e J.

Reciprocamente, si L es no distributiva, entonces L contie-

ne elementos a,b,c como en la figura 7.1.

Sea I = (b] y J = (c]; observe que aelvJ, ya que a < b~c.
Sin embargo, a no tiene representacion como es requerida
ﬁor Corolario 7.2, ademas si a = Avyj, Lel, fed, entonces

§ < a, § <c. Ademds § < a~c < b asi jel, y también

a = {vfel, una contradiccidn ya que a > b .

Otra propiedad importante de ideales de una red distributi-

va es:
LEMA 7.1

Sean I y J Adeales de una ned distributiva L. S& I~d y Ivd

son phinedpales, entonces asfi Lo son I y J o
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PRUEBA

Sean I~d = (x] vy IvJ = (y].

En el caso que I

e

J 6 J $ I 1a prueba es obvia.

Supongamos que I $_J y Jd $_I. Entonces y = L+ para algin
{el, jed, Sean ¢ = xv4 y I = (c], J = (b]. Realmente si
por ejemplo, J # (b], entonces existe un a 1 b, aed. Si

avb < y, {x,avb,b,c,y} forma un Ng.Si avb =y, I c J, con-

tradiciendo 1o supuesto .

TEOREMA 7.3

Sea L una red distributiva y sea acl.
Entonces el mapeo
¥ x + < x~a , xva >, xel.

es una Lnmensidn de L en (a] X [a); esto es un Lsomonf.ismo

84 a tlene un  complemento o

PRUEBA

(a] X [a) es una red. Si (x~a, xva) # (y~a, yva), x~a # y~a
6 xva ¥ bva, asi x # y. v estd bien definida. Si
(x~a, xva) = (y~a, yva) tenemos que x # y, porque de otra

manera, x~a, X.a, a, X, Yy forman un Ms. De donde Yy es inyec
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tivo. Ahora

(xvy)y = ((xvy)~a, (xvy)va) = ({x~a) «v (y~a), (xva) v (yva))
= (x~a, xva) v (yra, yva)
= Xy v Yy

(x~y)y = ((x~y)ra, (x~y)va) = ((x~a) ~ (y~a), (xva) ~ (yva))

(x~a, xva) ~ (y~a, yva)

Por tanto vy es un homomorfismo.

Si a tiene un complemento, b y (u,v) € (a] X [a), entonces

para x = (uvb)~v,

((uvb) ~v ~a, ({uvb)av)va)
= (((u~a) v (bva))~v, (uvbva) ~ (vva))

Xy

= ((uv(b~a)~v, (uvbva)~v) ya que ue(a], vela)
= (u~v,v) ya que b es el complemente de a.

= (u,v).
En este caso y es un isomorfismo .

Iniciaremos la investigacion detallada de la estructura de

redes distributivas en el caso finito.

DEFINICION 7.1

Para una nred distributiva L, con J(L) denotemos el conjunto
de todos Los elementos no cero disyuncibn Lirreducible, vis-

to como un C.0.P.0. bajo el ordenamiento parcial de L. Para
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ael sea

ria) = {x/ x < a, x € J(L]} .

DEFINICION 7.2

Para un C.0.P.0. P, £Lamemos a A ¢ P hereditario 44 x € A,
y < x Amplica que y € A. Con H(P) denotemos el conjunto de
todos Los subconjuntos hereditanios parcialmente ordenados

por inclusidn e

Note que H(P) es una red en la cual, conjuncidon y disyun-
cién son intersecciones y uniones, respectivamente, y asi
H(P) es distributivo. La estructura de redes distributivas

finitas es revelada por el siguiente resultado:

TEOREMA 7.4

Sea L una red distributiva pinita. Entonces el mapeo

Y oa > ri{a)

es un Lsomonpismo entrne L oy H{JI(L)) .

PRUEBA

Veamos que a = vyr(a).

Si a e J(L) es claro. Si a ¢ J(L) y a = a,vr(a) con a, < a.
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Si a, ¢ J(L), a, = a» . r(a) con a, < a,, como L es finito,

a, € J(L) para algin n, a, = Vr(a,).

an-1 = an v Vr{an-1) = Vr(an) v Vr(an-1) = Vr(an-1), y asi

obtenemos a = Vr(a).

E1 hecho que a = Vr(a), verifica que y es inyectivo. Obvia-

mente, r(a) n r(b) = r(anb), y asi (a~b)y = ay ~ by.

La formula (avb)y = ay v by es equivalente a

r(a~vb) = r(a) U r(b).

Verificamos esta férmula, notemos que r(a)Ur(b) ¢ r(avb)
es obvio. Ahora sea xer{avb); entonces

x = x~(avb) = (x~a) v (x~b); ademds, x = x~a 0 Xx = xab,
puesto que x es disyuncidn irreducible. Asi xer{a) ©

xer(b), esto es, xer(a)Ur(b).

Finalmente, tenemos que probar que si A e H (J(L)), enton-
ces ay = A para algln aelL. Sea a = V A; entonces r(a) o2 A
es obvio. Sea xer(a): entonces

X = x~2d = X~VA = V (x~y/yeA). Asi x = x~y para algin yeA,

implicando que xeA, ya que A es hereditario .

COROLARIO 7.3

La cornnespondencia L + J(L) hace La clase de todas Las ne-
des distnibuiivas finditas connesponden a La clase de todos

Los C.0.P.0.S ginitos; nedes Lsomornfas corresponder a
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C.0.P.0.S (lsomongos, y vdceversa .
PRUEBA
Sean L,, L, dos redes distributivas finitas, con L, = L,,

y formemos los C.0.P.0.S P, = J(L,;), P, = J(L,), es claro

~

que P, = P,.

Reciprocamente; sean los C.0.P.0.S P;, P, tal que P, = P,,

asi H(Py) = H(P»), pero H(P,), H(P2>) son ambas redes distri
butivas con J(H(P;)) = J(H(P2)) = P, = Py

DEFINICION 7.3

Un subconjunto S de P(A) es LLamado un anillo de confuntos

5L X,YeS Amplica que XY Xy Ye$ .

Ya que H(J(L)) es un anillo de conjuntos, obtenemos:

COROLARIO 7.4

Una ned findita es distrlibutiva s4 y s0lo 8.0 es Lsomorfa a

un anillo de confjuntos .

PRUEBA

Un anillo de conjuntos es una sub red de P(A), asi es dis-

tributivo. Si una red L es isomorfa a un anillo de conjun-
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tos esta es distributiva.

Reciprocamente, si una red L es distributiva, se tiene

L= H(J(L)), con H(J(L)) un anillo de conjuntos .

Si el C.0.P.0. Q es no ordenado, H(Q) = P(Q); si B es Boo-
Teana, J(B) es el conjunto de todos los dtomos, porque si
c > atomo (a), ¢ tiene un complemento relativo en [a, Cva],

asi ¢ ¢ J(B). Ademas J(B) es no ordenado. Asi conseguimos:

COROLARIO 7.5

Una rhed findita es Booleana s4 y s0Lo 54 es Lsomornpa a La
ned Bocoleana de todos £Los subconfjuntos de un conjunto fAnd-

Xo .

PRUEBA

B = H(J(B)) = P(J(B)) .

DEFINICION 7.4

Una nrepresentacddn a = Xgo...., Xn-1 €8 nedundante 5.0

@ = Xgv evev Xio1 v Xfi+1w «oeay Xn-1, para algdn 0 < L < n;

es otrno caso es Lrredundante o
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COROLARIO 7.6

Cada efemento de una red distrdlbutiva findta flene una dnd-

ca nepresentacibn irrnedundante como una disyuncién de efe-

mentos disyuncdibn - Lrreducdible o
PRUEBA
a =r(a) , a=2x1 v X2 veuuv Xn, ST Xxg < Xxj, para algin £,J.

Eliminemos Xis Y reordenando los subindices obtenemos:

d = X1 veoeo v Xm-
Asi X ocurre en éada representacion si y solo si X, €s un
elemento maximal de r(a). Ninguno de los elementos maxima-

les X puede ser quitado, porque entonces

& F X1y ves v Xf-1 v X{#+1ewov Xn T X contrario a 1o su-
puesto que X, € r(a). De aqui Ta unicidad de ia representa-

-

cion .

Una cadena finita de n elementos se dice que es de longitud

n-1.
COROLARIO 7.7

Cada ecadena maximaf C de La ned distrnibutiva findita L es de

Longitud |JI(L)]| -
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PRUEBA

Para a € J(L), sea m(a) el mds pequeiio miembro de C conte-

niendo a. Entonces a —> m(a) es un mapeo uno a uno de J(L)

sobre los no cero elementos de C. Ya que, si m(a) = m(b),
m(a) > x, y x e C, entonces xva = xvb; asi,
a = (a~x) v (a~b), implicando que a < x & a < b. Pero

a < x implica que m(a) < x < m(a), una contradiccion. Conse
cuentemente, a < b; similarmente, b < aj; asi a = b. Sea
yeC, y 12z, 2 ¢ C. Entonces r(y) 2 r(z), y asi y = m(a)

para un a e r(y) - r(z) »
TEOREMA 7.5

a es disyuncibn inneducible 5.4 y 500 44 L-[al es un .ideal

pPALMO .
PRUEBA

L - [a) = {x e L x % al}.

Supongamos que a es disyuncidn irreducible, sean

b, c e L - [a), b # c, es claro que brt & L - [a), si

bec € [a), a = (bvc)~a = (b~a) v (c~a), asi a no es disyun-
cion irreducible, o sea que bvc € L - [a); de donde L - [a)
es una red. Para un x <y, cony e L - [a), x ¢ [a) asi

x e L - [a). Si xry e L -[a), xe L -[a) 6 yelL -/[a),
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ya que [a) es cerrado con ~. Por lo anterior L - [a) €S Uil

ideal primo.

Reciprocamente, si L - [a) es un ideal primo, y a = b-c,
conbfa y c#a,asibid¢[a), ¢ e ta), belL - [a),
cel - [a), com L - [a) es una red, bvc e L - [a),

a el - [a); asi a tiene que ser disyuncidn irreducible .

TEOREMA 7.6 (M.H. Stone)

Sea L una nred distributiva, sea 1 un Ldeal, sea D un Ldeal
dual de L, y sea IND = ¢. Entonces existe un Ldeal primo P

de L tal que P 2 1 y PnD = ¢ .

PRUEBA

Una de las formas del axioma de eleccidn es necesaria para

la prueba de este Teorema. La forma mas conveniente para es

te caso es:
LEMA DE ZORN

Sea A un conjunto y sea X un subconjunto no vacio de P(A).
Asumamos que X tdene La siguiente propledad: 84 C c X y C
es una cadena (esto es, para cualquien X,Y € C se tiene

XcY .Y ¢ X), entonces u (X/X e C) e X.

Entonces X tiene un elemento maximal (esto es, un M ¢ X tal
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que M c X y X e X JAimplica que M = X) .

PRUEBA

Sea X el conjunto de todos los jdeales de L que contienen
a I y que son disjuntos de D. Tenemos que verificar que X

satisface la hipotesis del Lema de Zorn.

Ya que I € X, concluimos que X es no vacio. Sea C una cade-
na en Xy sea M = U (X/X e C). Si a,be M, entonces a ¢ X,

b e Y para algin X,Y ¢ C; ya que C es una cadena, se tiene
que X ¢ Y 6 Y c X; si, decimos, X ¢ Y, entonces a,b ¢ VY,
y asi avb ¢ Y ¢ M, ya que Y es un ideal. También si a e M

y b <a, a e X para algin X , b € X ya.que X es un ideal.
Asi M es un ideal. Es claro que T ¢c M y MnD = ¢, verifi-
cando que M ¢ X. Ademds por el Lema de Zorn, X tiene un ele
mento maximal, digamos, P. Afirmamos que P es un ideal pri-
mo. Realmente si P no es primo, existen a,b ¢ L tal que

a,b ¢ P con a~b € P. A causa de la maximilitud de P,
(Pv(a])nD # ¢, (Pv(b]ND # ¢. Asi existen pva ¢ D, qvb e D,
p,q € P. Entonces x = (pva) ~ (qvb)e D, puesto que D es un
ideal dual. También, x = (p~q) v (p~b) v (a~q) v (a~b) e P;

ya que L es distributiva; asi PnD # ¢, una contradiccion e
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Figura 7.2

COROLARIO 7.7

Sea L una ned distrnibutiva, sea I un Ldeaf de L, y sca
aecl, yad¢ I. Entonces existe un Ldeal primo P Zal que
P21, yaceP .

PRUEBA

Aplicar Teorema 7.6 a I y D = [a) e

COROLARIO 7.8

Sea L una red disthibutiva, a,b € L, a # b. Entonces existe

un Ldeal primo contendendo exactamente a uno de £os dos o
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PRUEBA

Sia>b, [a) n (b] = ¢. Si a<b, (a] n [b) =¢. Si ay
b son incomparables, cualquiera de los dos casos anteriores

es posible .
COROLARIO 7.9

Cada Adeal 1 de una red distrnibutiva es La intenseccidn de

todos Los Ldeales primos que Lo contdlenen .
PRUEBA

Sea I, = n(P/P 2 I; P es ideal primo de L).

Si I # I,, entonces existe un a € I, - I, y asi por Corola-
rio 7.7 existe un ideal primo P, con P 2 I, a ¢ P. Pero en-

tonces a ¢ P 2 I,, To cual es una contradicciodn o

TEOREMA 7.7 (G. Berkhoff y M.H. Stone)

Una nred es distributiva 84 y s08o 84 es Lsomorgfa a un and-

LLo de confuntos .

PRUEBA

Sea L una red distributiva y sea X el conjunto de todos Tos
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jdeales primos de L. Para a € L sea
r{a) = {P/a ¢ P, Pe X}.

Los r(a) con a € L forman un anillo de conjuntos, puesto
que para b,c L, b # c, se tiene:

r(b) € P(X). brc ¢ r(b)nr(c), ya que cada elemento de esta
interseccién no contiene a, b y c, asi

r(b)Nr(c) ¢ r(bac). También b no pertenece a cada elemento
de r(b~c), ¢ no pertenece a cada elemento de r (b~c), asi

r(bsrc) ¢ r(b)Nr(c); por To tanto r(b~c) = r(b)Nr(c).

Ahora sea P un ideal primo tal que P ¢ r(bvc), b~c ¢ P, by
c no pertenecen al mismo tiempo a P, y entonces P e r(b) 0
Pe r{c), r(bvc) ¢ r(b)ur(c); es claro que r(b) c r(b.c) y

r(c) ¢ r(bvc), de donde r(b)ur(a) ¢ r(bvc), y obtenemos

r(bvc) = r(b)yr(c).

Ahora si hacemos la funcidén a — r(a) entre L y

Pa = {r(a), a € L}, Pa c P(X), es claro que esta bien defi
nida, es un homomorfismo y es sobreygctiva. Veamos inyecti-
vidad, sean a, b ¢ L, a # b, por Cor61%rio 7.8 existe un

ideal primo P tal que P contiene solamente uno de los dos,

asi r(a) # r(b).

Reciprocamente si L es isomorfa a un anillo de conjuntos L

es distributiva ®

Este resultado tiene un Corolario muy usado:
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COROLARIO 7.10

Sea L una ned distributiva con mds de un elemento. Una <den
tidad se cumple en L 54 y s0lo s4 se cumple en Los dos ele-

mentos encadenados, C: .

PRUEBA

Supongamos que p = q se cumple en L. Puesto que |L| > 1,

C, es una sub red de L, y p = q se cumple en C,.

Reciprocamente, supongamos que p = q se cumple en C,. Note-
se que C, = P(X), con |X| =1, y P(A) es isomorfa a la po-
tencia directa P(X)iAl. Por esto, p = q se cumple en cual-
quier P(A). Por Teorema 7.7, L es una sub red de algdn P(A);

-~

asi p = q se cumple en L .

Podemos reformular el Teorema 7.7 usando el concepto de cam

po de conjuntos.
DEFINICION 7.5

Un campo de confjuntos es un andiflo de confjuntos cerrnado ba

fo La complementacidn .
COROLARIO 7.11 (M.H. Stone)

Una ned es Booleana a4 y s0ko 84 es Lsomorfa a un campo de
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conjuntos .

PRUEBA

Ocupemos la representacion del Teorema 7.7, sea a ¢ L,

P e X; se tiene que a ¢ P 0 a' e P puesto que

a~a' = 0e P y P es primo. Si a e P, a' ¢ P pues de otra
manera ava' = 1 € P, o sea P = L, 1o cual es una contradic-
cién puesto que P es primo. De lo anterior r(a') = X - r(a)

y el isomorfismo del Teorema 7.7 preserva la complementa-

cion »

Con P(L) denotemos el conjunto de todos los ideales primos
de L, visto como un C.0.P.0. bajo c. La importancia de P(L)
es clara de los resultados previos. Interesantes propieda-

des de L influyen en P(L). Un importante resultado de este

tipo es el siguiente:

TEOREMA 7.8 (L. Nachbin).

Sea L una ned distrnibutiva con 0 y 1. Entonces L es Boolea-

na 54 y solo 84 P(L) es no ondenado .

PRUEBA

Sea L Booleana, P, Q € P(L), P ¢ . Escojemos a € Q - P.

Puesto que a € Q, a' ¢ Q (de 1o contrario Q = L), y asi
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a' ¢ P. Entonces a, a' ¢ P, perc a~a' = 0 ¢ P, una contra-

diccidn, probando que P(L) es no ordenado.

Ahora sea P(L) no ordenado y a € L, asumamos que a no tiene

complemento. Sea D = {x/avx = 1}.

Entonces D es un ideal dual. Tomemos

D, = Dv[a) = {x/x > d~a, para algin € D}. E1 ideal dual D,
no contiene al 0, puesto que 0O = d~a, avd = 1; lo que signi
fica que d es el complemento de a. Asi existe un ideal pri-
mo P disjunto a D,. Notemos que 1 ¢ (a] v P, de 1o contra-
rio 1 = avp para algin p € P, contradiciendo PND = ¢. Asi
por Corolario 7.7 existe un ideal primo Q conteniendo a

(a] v P; entonces P ¢ Q, 1o cual es una contradiccion pues-

to que P(L) es no ordenado .
TEOREMA 7.9 (J. Hashimoto).

Sea L una ned distrnibutiva con 0 y 1. Cada ideal tiene una
inica nrepresentacién como una AnteasecedLdn de Ldeales pr.i-

mos s4L y s0Lo0 54 L es una rned Booleana fLinita o

PRUEBA

Sea L una red Booleana finita, entonces P es un ideal si y

solo si P = (a], con a € L. Si a es dtomo dual y bac e (a],

(bac)va = a, (bva) ~ (cva) = a, bva =1

(@)
(@]
<
[e¥]
i
—

“
w
-
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-

bva = 1, cva = a, ¢ ¢ (a], asi (a] es priwmo.

Ahora si (y] es primo, por Teorema 7.8 P(L) es no ordenado,

asi y es atomo dual.

De lo anterior se obtiene que P es ideal primo si y solo si

P = (a] donde a es dtomo dual.

I(L) es una red; ademds sean I,, I, € I(L), I, = (b],

I, = (c],(b] ~ (c] = (b~c], (b] v (c] = (bvc], asi I(L) es
distributiva, tambien I(L) es finita. Por dual del Corola-
rio 7.6, "Cada elemento de una red distributiva finita tie-
ne una dnica representacion irredundante como conjuncion de
elementos conjuncidn irreducible". Asi cada ideal tiene una

inica representacion como interseccién de ideales primos.

Ahora si cada ideal de L tiene una (nica representacion co-

mo una conjuncion de ideales primos; veamos que I(L) es Boo

leana.
Sea I ¢ I(L), J = n(P/P ¢ P(L), P 7 I).

Entonces I ~ J = N(P/P e P(L)) = (0]. Si L # I~J, entonces
existe un ideal primo P, 2 IvJ, y consecuentemente J tiene

dos representaciones:
N(P/P pI)="Pon [n(P/P pI)].

Asi L = IvJ y J es un complemento de I en I(L). Ademds por
Lema 7.1 cada ideal de L es principal; y obtenemos L = I(L)

y asi L e I(L) son ambos Booleanos. Por Teorema 6.2, L sa-
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tisface la condicidn de la cadena ascendente; asi cada ele-

mento de L distinto a 1 esta contenido en un atomo dual.

Puesto que el complemento de un dtomo dual es un atomo (de
otra manera se formaria un Ns), tomando compiementos el ato
mo dual y al elemento, encontramos que cada elemento no ce-

ro de L contiene un atomo.

Si pgs P15 +-- Pns ... Son distintos atomos en L, entounces
la cadena ascendente py, PovPis ++-5 PovP1 ---~ Pus -.. NO
termina, y asi L tiene un nimero de atomos finito, sean es-

tos Pos P1s+¢+5 Pn-1.

Hagamos a = pgev.-.vPn-1, S1 a' # 0, entonces a' no contiene
un atomo, 1o cual es imposible. Entonces a' = 0, a = 1, y

L = P(X), con |[X|] = n .



8. POLINOMIOS Y REDES LIBRES

Podemos introducir una relacion de equivalencia = para poli

nomios de red: p = q si y solo si py q definen la misma

funcidén en la clase de redes distributivas D.

Mas formalmente, si p y g son polinomios de red (ver sec-

cién 4), entonces p = g si y solo si, para cualquier red
distributiva L y ag, a;, ... € L, tenemos
p(ag, ...) = a{ag, ...). Para un polinomio de red n-ario p,

con [p]D denotemos el conjunto de todos los polinomios de

red n-arios q que satisfacen p = q y con PD(n) denotemos el

conjunto de todas esas clases de equivalencia, esto es,

PD(n) = {[p]D/p € P(n)}. Observe que para p, Py, 9, Ji¢ g(”)

1t

sip=p:r ¥y q g1, €ntonces p~q = p1~gq1 Y Pvq = p1vQi.
Asi [p]D ~ [q]D = [p~q]D y [p]D ¥ [q]D = [pvq]D definen

€l ~ y el v en PD(n). Como el ~ y v de PD(n) se hereda del

~y v de L, es claro que PD(n) es una red distributiva y

[p]D < [g]D si y solo si la desigualdad p < g se cumple en

la clase D.

Con Q(n) denotemos el C.0.P.0. de todos los subconjuntos
no-vacios de {0,1,..., n-1}, este nos sera atil para descri

bir la estructura de PD(n).

TEOREMA 8.1

[£) Pyln] es isomongo con H(QIn)). BIBLIOTECA CENTRAL'

UNIVERSIDAD DE EL BALVADOR
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(L) PD(H) es una red distribuidiva Libre con o genendado-
nes .

(cci) 2" < |ppln)] < 227,

(Lv) Una red distributiva con un ndmero §Gndto de geneaa-

dores es findita .

PRUEBA

(i) Un polinomio de red p es Tlamado un polinomio conjun-

cion si é1 es de la forma X. ~...~X. .

40 . Lk
Para J ¢ {0,1, ..., n-1}, J # ¢, sea py = A(xé/i e J).
Afirmamos que [pJ]D < [pK]D (J,K c {0,... n-1}) si vy

solo si J 2 K. Si J 2 K, [pJ]D < pr]D es obvio.

Ahora supongamos J ﬁ K; entonces existe un .( ¢ K tal

que £ ¢ J. Consideremos los dos elementos encadenados

0 vy x. =1 para j # «.

C. y sustituimos X i

Obviamente, Py = 1 vy = 0; asi la desigualdad

Py
Py < Py falla en C, y ademas en D.

Cada polinomio de red es equivalente a uno de la forma
Vp s

ya que cada X, es de esta forma, la disyuncion de dos

de tales polinomios es de esta forma y 1o mismo se cum

ple para la conjuncidn en vista de

Vpy o~ VP = V(py o o~ by )
A J 4 J



Yy p ~ P =P .
Ji Kj J,Cu Kj

Seguidamente afirmamos que [p]D es disyuncién - irreducible

(en PD(n)) si y solo si &1 es un [pJ]D.

Puesto que cada [p]D £ PD(n) es una disyuncidn de algunos

[pJ]D, es suficiente probar que cualquier [pJ]D es disyun-

cion - dirreducible. Sea
py = V(pdi/4 e K, JL c {0, ..., n-11});
J ¢ J, se sigue de [py]D > [pd&‘jn. Ahora si [p,]D > [pdé]n

para todo .{, entonces tenemos J c J¢- Escojamos jé € J&

J; ¢ J para todo £ € K. En C, pongamos X, = 0 para todo

K = ji y Xy 1 en otro caso. Entonces Py = 1,y

V(pJ /i e K ) 0, To cual es una contradiccion.

A

Lo visto anteriormente muestra que los elementos disyuncion
- irreducible forman un C.0.P.0. isomorfo a Q(n). Es claro

que ninguno de estos elementos es cero, asi seglin Teorema

7.4 PD(n) = H(Q(n)).

(ii) Es claro que los [XL]D 0 < £ < n; son incomparables,
y que PD(n) cumple (i) - (iii) de la Definicién 5.2.
Ahora si L es una red distributiva ag,..., an-1 € L.

Entonces el mapeo [x ]D

> a; puede ser extendido

puede ser extendido al homomorfismo

[p] D

> p(a03---: an—l)s
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cumpliendo (iv) de la Definicidn 5.2, asi PD(n) ©s

una red distributiva Tibre con n generadores.

(1) |Q(n)] = 2" - 15 H(Q(n)) > 2" ya que ¢ & H(Q(n)),
H(Q(n)) < 22" - 1 puesto que H(Q(n)) ¢ P(Q(n)), vy

por (i) obtenemos:

(iv) Se sigue de (ii) y (iii) .

Polinomios Booleanos son definidos exactamente como polino-
mios de red excepto que todas la operaciones ~, ., +, 0, 1

son usadas en la formacion de polinomios.

Una definicidon formal es la misma que la Definicion 4.1 con
dos articulos agregados: Si p es un polinomio Booleano, asi
1o es p'; 0 y 1 son polinomios Booleanos. Un polinomio Boo-
Teano n-ario p define una funcidn en n variables sobre un

algebra Booleana B; p(ao,..., an-1) es definido imitando la

Definicidon 4.2,

DEFINICION 8.1

Parna Los polinomios Boolfeanos p y ¢ diremos que p = g b4,
para cualqulen algebra Booleana B y ao, a1, ... € B, Lene-

mos plao,...) = glar,...) .

Con [p]B derotaremos la clase de equivalencia conteniendo a

p. Observe que p = g es equivalente a que la identidad p =gq
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se cumple en la clase B de todas las algebras Booleanas.

Con Pp(n) denotaremos el conjunto de todas las [p]B, donde
p es un polinomio Booleano n-ario. Facilmente vemos que
[p]B ~ [a]B = [p~q]B,

[p)B v [a]B = [pvq]B,

([plB)' = [p'JB, 0 = [0]B, 1 = [1]B
definen las operaciones Booleanas en PB(n), y asi PB(n) es

un algebra Booleana.

TEOREMA 8.2

(i) Pg(n) es isomonfo a (B,)2%"
(L) PB(n) es una algebra Booleana Libre con n generado-
nes .
n
(<ic) |pg(n)] = 27
(Lv) Un Algebra Boolfeana con un ndmero fLnito de generado

nes es pindta.

PRUEBA

(i) Un polinomio Booleano es llamado atomico si es de la

forma

Lo Ln-1
N S

0 1

denota a x, x - denota a x'. Para

(@23

donde Lj =0 1, x

cada J ¢ {0, ..., n-1} existe un polinomio atdmico Py Pa
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ra el cual Lj = 0 si y solo si j ¢ J.

La afirmacién crucial es: [p; JB < [p; ]B si y solo si
0 - 1

Jo = J,. Realmente, supongamos que Jo # J;. Hagamos la si-

guiente sustitucidon en B,: X, = 1 si 4 € Jy, X, = 0 si

L ¢ Jos esto hace que Py, = 1, le = 0, contradiciendo que
0

[py 1B < [p; IB.

Con B(n) denotemos el conjunto de todos los polinomios Boo-

leanos que son equivalentes a uno de la forma v(p, /< & k).

L

J
Entonces B(n) es cerrado el vy ~, puesto que

Vpy o~ Py vipy ~ Py ),
£ k £

k

11
o

pr"pI EpJ ST J(‘zlkaypd"pl'
k A k

en otro caso.

Ahora probaremos por induccidn sobre n que X (o xk e B(n) pa
ra £ < n. Para n =1, x4, X4 son polinomios atomicos, asi
Xo, X € B(1). Por induccidn, supongamos que
Xy = V(pJ’/L e K), donde 1los p; son polinomios atomicos

A A

(n-1) - arios; entonces

Xo = Xoa{Xn-1 ~ X'n-1) = (Xo ~ Xn-1) v (X0 ~ X'n-1)

V(py ~ xn-1/4 e K) ¥ V(py ~ x'n-1/4 e K),
A L

y similarmente para xb4. Asi xg¢, x4 € B(n), y por simetria,

X ., X'

¥ i € B(n) para todo £ < n. Puesto que

(pg)' = Vxi /i e d) ~ V(x /i ¢ d),
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concluimos que (p,)' e B(n) ; de donde B(n) es cerrado bajo
J

Asi B(n) es cerrado bajo ~, v, ', 0, 1. Puesto que B(n) in-
cluye todos Tlos X s L < n, B(n) es el conjunto de todos los

polinomios Booleanos n-arijos.

Consecuentemente, cada [p]B es disyuncion de atomicos, los
[p]B para p polinomios atémicos son no-ordenados y son en
nimero 2%, también los elementos de (B,)2" de la forma
(1,0,...0), (0,1,0,...0), ... (0,0,...,1) son no-ordenados,
generan a (B,)2?™y tienen un nlimero de 27, implicando (.) y

(L) .

(ii) Los [xC]B, 0 < £ < n, son incomprables, y PB(n) Culil-

ple (i) - (iii) de la Definicidon 5.2 con
P = {[xL]B, 0 < & < n}l. Ahora si L es una red Booleana,
con ag, ..., an-1 € L, entonces el mapeo [x(]B Ay,

puede ser extendido al homomorfismo

[p]B —> plao,...,an-1)

cumpliendo (iv) de la Definicidén-5.2, si PB(n) es una

red Booleana libre sobre n generadores.
(ii1) Ya fué probado en (1).

(iv) Se sigue de (iii) .
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Figura 8.1

TEOREMA 8.3

Sea L una red distributiva generada pon {a /i e 1. L es &L
bremente generada por Los a, 4 y s0lo 5.0 La validez en L

de wna nelacién de La fporma
Ma /i e To) < Via /i e 1)

Amplilea que IonN I # ¢, para T4, 11 subeconjuntos findtvs no

vacLos de 1 o
PRUEBA

Supongamos que L es Tibremente generada por {ai/i e 11 vy
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que A(ai/i e Iy) = v(aC/L e I,) para Iy, I, subcunjuntos (i

nitos no vacios de I.

Sea n = [Iou .|, es claro que Py(n) = [{a /¢ ¢ Ty I,]1]

asi existe un isomorfismo y tal que

X.y = a., /(:EI()UIl.

£ £

Pero si Io¢nI; = ¢, sustituyamos con X, = 1 si @ e Iy y
x. =0 si e I,, en:

A

Ax, /i e To) 5 V(x,/4 e 1))

y asi obtenemos A(ai/i e Ig) > V(aC/L e I,) 1o cual es una

contradiccidon, asi que I NI, # 4.

Reciprocamente, sea F una red distributiva generada libre-

mente por X ;s L e 1, y'sea v un homomorfismo de F en (de he
cho, sobreyectivo) L satisfaciendo X;y = a, para < e I. Es

suficiente probar que para los polinomios de red p, q,

pY < gy 1implica que [p]D < [q]D. (Pensando en los elemen-

tos de F como clases de equivalencia de polinomios en 10s

X i Le 1).

Sea

k=l
m

V(A(x, /< € Ij)/j e J)
y q = A(V(X/(:/.C € Kt)/t e T).
Entonces py < gy toma 1a forma

V(h(a /i e 1505 € 0) < Mu(a /¢ e KD/t e T),
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1o cual es equivalente a:

A(ai/i € Ij) < V(aL/L € Kt)

para todo j € J, t ¢ T. Por lo asumido esto implica que
Ij N Kt # ¢ para todo j e J, t e T; asi
A(XL/L £ Jj) < V(XL/L € Kt) para todo j ed, t e T, dimpli-

cando que [p]D < [q]D .
TEOREMA 3.4

Sea B un alfgebra Booleana generada pokr {ai/i e 1}. Entonces
B ¢4 genernada Libremente pon {ai/i e I} s y so0lo 5.4, sdem
pre que To,11, Jo,Jdy sean subconjuntos finitos de 1 con

I¢yUl, = JeUdy, ¢y 1,01, = ¢, entonces

Ma,/i e To) ~ alal/d e Ty)

>

< A(C(//(.E\J()) AMa' /il € Jl)
- A A

Amplica que Ig = Jo y I, = d, .
PRUEBA

Supongamos que B es un algebra Booleana Tibremente generada
por {ai/é e I}, ademas que Iy, I,, Jo, J, son subconjuntos
finitos con I,ul, = JyuUJd,, y I,nI, = ¢, entonces
A(aL/L e Ip) ~ A(aL/L e I,) < A(aL/L € Jo) ~ A(ai/i e J,)

Entonces [{aé/i e Ioul}] = PB(IIOL)11|),y existe un iso-
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morfismo y tal que ay = X..

P De aqui obtenemos que:

A(xi/i e Ig) ~ A(xi/i e 1y)

< A(xi/i e Jo) ~ A(xi/i e J,)
y por Teorema 8.2 esto implica que I, = Jo y I, = 3,.

Sobre la otra parte, claramente B es generada Tibremente
por {ai/i e I} si y solo si, para cada subconjunto finito
I de I, Ta sub algebra [{ai/i e I}] es generada libremente

por {a /< ¢ I}.

Por Teorema 8.2, 1o Gltimo se cumple si y solo si

] | 1|
[{ai/i e I}] tiene 27 elementos, lo cual, es equivalente

a que [{a /i« 1}] tenga 21T tomos.

Usando la prueba del Teorema 8.2 y la presente hipotesis pa
ra Ioul, = I, vemos que 1os elementos de la forma
A(ai/i e Io) ~ A(ak/i e I,), donde I,ul, =1 vy
IonNI, = ¢, son atomos distintos en [{ai/é £ T}], esto com-

pleta Ta prueba .
TEOREMA 8.5

Sea el algebra Booleana B generada por La sub algebra B, y
el elemento a. Sea B, un algebra Booleana y sea vy un homo-

morfismo de By en Ba.
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Las extensiones de vy a homomorfismos de B en B, estdn en co
nnespondencia uno - a - uno con Los elementos p de B, que

satlsfacen Las sdigudlentes condicdones:

(L) Si x e By, x < a, entonces xy <

0.
(4<] S< x e By, x > a, entonces xy > p .

Para prepararnos para la prueba de este Teorema verificare-
mos un Lema, en el cual + denota la diferencia simétrica;

esto es

LEMA 8.1

Sea B el algebra Booleana generada por La sub algebra By y
el elemento a. Entonces cada elemento x de B puede sen ne-

presentado en La forma
x = (a ~ xo) v (a' ~ Xl), Xg,X1 & B,.
Esta nepresentacidn no es dndica. De hecho,

la ~ xq¢) v (a' ~ x,)

(a," UO) v (a—' ~ Ul); XO)X17U07U1 €

ALy s0Lo a4 a < {xo + yol' y x1 + y < «a .

PRUEBA

Con By denotemos el conjunto de todos los elementos de B

B
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que tienen una tal representacion. Si x & DB,
x = x~1 = x~(ava') = (x~a) v (x~a'); asi B1 ¢ Bo. También

a = (a~1) v (a'~0),

asi a € By. Entonces, para probar que By = B, es suficiente
verificar que By es una sub algebra. Veamos esto, tomemos

Y, Z & By:

y = (a~yo) v (a'~y1), z = (a~zo) v (a'~z1) con

Yos Y15 Zos Z1 E By,.

yvz = [(aAYO) v (aAzo)] v [(a'AY1) e (alAZl)]
= [aA(YOVZO)] M [a'A(Y1V21)]
y~z = [(aryo) ~ (a~zo)] ¥ [(a'ay1) ~ (a'~z1)]

[ar(yorzo)] ~ [a]A(ylAzl)].

De donde yvz, y~z ¢ By.

Ahora notemos que para p, q € B, p qg si y solo si

p ~ a = ~ a y pra' = g~a'; ya que si

q
(pra) v (pra') = (g~a) v (g~a') entonces
(

p ~ (ava') = g ~ (ava'), p = q. Asi obtenemos
(a~xo) v (a'»~xy) = (arye) v (a'~y,) si y solo si
d~Xo0 = aaYo y a'ax1 = a'ay1. Sin embargo,
arxy = asyg es equivalente a (a~xo) + (a~y,) = 0, puesto

gue (a~xo) + (aryos) = 0 si y solo si ' -
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[(a~xo)' ~ (arys)] v [(a~xe) ~ (aryoe)'] = O

(arxo)' ~ (a~yo) = 0 , (arxo) ~ (aryoe)' =0
asi: a~yoe < (a~xo)" , a~xg < (a~yo)",
aryo < a~Xy s @n~Xo < AarYo.
Y obtenemos: A~rXy = a~Yg.
Pero tambien (a~xo) + (a~ye) = 0 si y solo si

[(a~xo)' ~ (aryo)] v [(arxo) ~ (ary,)'] = 0 si y solo si
(a~rxdryo) v (a~rxgrys) = 0 si y solo si
a ~ [(xhryoe) v (xoryd)] = 0 si y solo si

a ~ (xg *+ yo) =0
y esto Gltimo es lo mismo que a < (xo +* yo)'.

Similarmente, a' ~ x = a' ~y si y solo si

Xy + yi i a . e
PRUEBA DEL TEOREMA 8.5

Sea p un elemento que satisface las condiciones (i), (ii);
y sea el mapeo
¥Y: B > B, definido como sigue:

Y: o (a~xo) v (a'~xy) » (prxov) v (p'~x1v).

Por Lema 8.1, ¥ es definido en B. Esta bien definido ya que

si (a~rxg) v (a'~xy) = (a~y,) v (a'ayo), entonces

-

x1 + y1 < a < (xo* yo)'; asi
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(x1 + y1)y <p < (xo * yo)'y , y ademés
x1Y + y1vy < p < (Xoy + yov)', implicando que

(p ~ xov) ~ (p" ~ x1v) = (p ~ yoy) v (p' ~ yav).
Ahora veamos que Y es un homomorfismo.

[(arxe) v (a'~x1)] ~ [(aryo) v (a'~yp)]¥
= [a ~ (xeryo)] v [a'~(xy ~ y )]V
= (p ~ (xoryodyl ¥ (p' ~ (x1ay1)y)
= [{p~xoyi ¥ (p'axay)] ~ [{pryoy) ¥ (P oyiv)]

= [(ano) v (a'Axl)]W ~ [(aAYO) v (a'AY1)]W-

[(a ~ xo) v (a'~x1)] v [(a~yoe) ~ (a'~y1)]Y¥
= [a ~ (xovyo)] ~ [a' » (leyl)]w
= 1p ~ (xowyo)v] v [a' ~ (x1vyi)y]
= Lp ~ (xov v yov)] v [P" ~ (xay v yiv)]
= [{prxoy) ¥ ﬂp'Ale)] v [ (payoy) ¥ (p'ayry)]

= [(arxe) v (a'~x1)]Y ~ [(a~yqe) v (a'~y1)]v.

[(a ~ xo) v (a' ~ x;)]'V
= [(a ~ x¢)" ~ (@' ~ xy)']¥
= [(a" v xp) ~ (a v xi)]¥
= [(a ~ xb) v (a' ~ xi)]v¥
= (p ~ xov) ¥ (p" ~ xiv)

= (p ~ (xov)') ~ (p' ~ (xav)")
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= (p'" ¥ (xov)') ~ (p ¥ (x,v)")
= (p ~ (xov))' ~ (p'" ~ (x1¥))'
= [{p ~ (xo7)) ~ (p" ~ (x1y))]"

= [(a ~ xo) v (a' ~ x1))¥]".

Reciprocamente, si ¥ es una extensidon de v a B, entonces V¥

es univocamente determinado por p = a¥, y p satisface (i) y

(ii) .
COROLARIO 8.1
Asumamos Las condicLones del Teorema 8.5. YV supongamos ade-

mads que B, es completa. Sean

Xo = Vixy/x € By, x < a)l y x, = Alxy/x € By, x > a}. En-
tonces Las extensdiones de v a B estdn en cornespondencia

une - a - uno con Los elementos del intervalo [x,, x,]. En
particular, siempre exdste al menos una de tales extensdic-

nes.

PRUEBA

La prueba es obvia segin Teorema 8.5.



9. RELACION DE CONGRUENCIA

Sea L una red y sea H c L?. Denotaremos con O(H) a la rela-

cidon de congruencia mas pequefia tal que a = b para todo

(a,b) e H.

LEMA 9.1

Para un H ¢ L?, O(H) ex.iste .

PRUEBA

Sea ¢ = A(O/a = b(O) para todo (a,b) € H). Puesto que en
la red C(L) Ta conjuncidn es la interseccion, es obvio que

a = b (®), para todo (a,b) € H; asi & = O(H) .
Usaremos notaciones especiales en dos casos:

Si H={(a,b)}, escribiremos ©(a,b) por O(H). Si H = 12,
donde I es un ideal, escribiremos 0[I] por ©(H). La rela-
cidon de congruencia ©(a,b) es llamada principal; su impor-

tancia es dada por la formula siguiente:

LEMA 9.2

O(H) = V(o(a,b)/{a,b) € H).
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PRUEBA

Sea (a,b) e H, ©0(a,b) c ©(H). Asi v(©(a,b)/(a,b) € H c @(H)).
También V(O(azb)/(a,b) e H) es una relacion de congruencia
donde a = b para todo (a,b) € H, y tenemos

O(H) ¢ v(o(a,b)/(a,b) ¢ H) =

Note que O(a,b) es la relacidon de congruencia mds pequefa
bajo Ta cual a = b, mientras que O[I] es la relacién de con
gruencia mas pequefia bajo la cual I esta contenido en una

Onica clase.

En redes en general, no podemos decir mucho acerca de ©(H).
En redes distributivas, la siguiente descripcidon de o(a,b)

es importante.

TEOREMA 9.1

Sea L una red distributiva, a,b,x,y e L, y sea a < b. Enton

ces x = y (0la,b)) 84 y s0lo 84 x~a = y~a y xvb = yvb

OBSERVACION.

Esta situaciéon es ilustrada en la figura 9.1.

PRUEBA

Con & denotemos la relacién binaria bajo la cual x = y (¢)
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si y solo si x~a = y~a y xvb ¢ es obviamente una

1}
<
<
o

relacién de equivalencia. Si x = y(®) y zel, entonces
(xvz) ~ a = (x~2) v (zra) = (ynaa) v (zra) = (yvz) ~ a, vy
(xvz) v b = zv(xvb) = zv(yvb) = (yvz) v b; asi xvz = yvz

(¢). Similarmente,

(x~z) ~ a = z~(x~a) = z~(y~z) = (y~z) ~ a y

(x~z) v b = (xvb) ~ (zvb) = (yvb) ~ (zvb)

i
——
<
>
N
S
<
o

y obtenemos x~z = y~z (®). También si z = w (@),
x~z = y~z (&), z~y = wry (@) por transitividad x~z = y~w (0);

XvZ

yvz (¢), yvz = yvw (¢) y por transitividad

1t

XvZ yvw (¢), y asi & es una relacidén de congruencia. Que

a =b (o) es obvio.

Finalmente, sea © una relacion de congruencia tal que

1

a b (6) y sea x =y (¢). por tanto, x~a = y~a, xvb = yvb,

pad
<

jaY]
i

xvb (@), y x~b = x~a (0). Entonces calculando médulo

O, obtenemos:

xv(x~a) = xv(y~a)

>
1l

(xvy) ~ (xvb)
(xvy) ~ (yvb) =y v (x~b)

(xvy) ~ (xva)

=y v (x~a) =y v (yra) =y,

esto es, x = y (0), probando que ¢ < @ .
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bvx = bvy
b
Xvy
Xny
a
A~AX = AaYy
Figura 9.1

COROLARIO 9.1

Sea I un Ldeal de una ned distrlbutiva L. Entonces

x = gy (0[1]) 84 y s0Lo 84 xvy = (x~y)v £ para algdn £ e 1.
Ademds, 1 es una clase de congruencia médulo O[] o
OBSERVACION

Esta situacion es ilustrada en la figura 9.2.

PRUEBA

Si xvy = (x~y) v £, entonces xvy = (xv{) ~ (yv{) 'y obtene-
MOS Xvy < Xvd, Xvy < yvd, Xvy > L, XVY > XV¥L, XvVYy > yvd, O

sea xv& = y~L. Y To anterior dimplica que
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X =y (0(xay~i,£)), xry~i, £el, y asi x = y (0[1]).

Reciprocamente, 0 [I] = V(0(u,v)/u,v ¢ I) por Lema 9.2. Sin

embargo,

O(u,v) v O(uwi,vy) < 0 (urvauyavy, uvuvuivvy) por Lema 3.4;

ademds 0[I] = U (0(u,v)/u,v e I).

Six =y (0(u,v)), u,v e I, u < v entonces xvv = ywvv, asfi
(x~y) v [vr{xvy)]
= [{x~y)vv] ~ [{xry) v (xvy)]

= [(xvv) ~ (yvv)] ~ (xvy)
= (xvv) ~ (xvy)

= [{xvv) ~ x] v [(xvv)~y]
= x v [(yw) ~ y]

= X . y.

Y 1a condicidon del Corolario 9.1 es satisfecha con
L= v~ (xvy) e I. Finalmente, si a € I, a = b(e[1]), enton
ces avb = (a~b)vi, < e I, y asi avb € I, y b e I, probando

que I es una clase de congruencia

L)

O = (x~y)vi

Figura 9.7
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COROLARIO 9.2

w
)
=
—

wita red distadlbutiva, x,y,a,b e L, ¢y sea x < y < a < b

d a<b < x < y. Entonces x = y (0(a,b)) Lmplica que

X = y ®
PRUEBA
Es consecuencia inmediata del Teorema 9.1 .

Una relacidén de congruencia muy importante fue usada en la
prueba del Lema 3.2 (ii). Dado un ideal primo P de la red L,
podemos construir una relacidén de congruencia que tiene
exactamente dos clases de congruencia, P y L - P. Esta afir
macion puede ser generalizada como sigue: Sea A un conjunto
de jdeales primos de una red L, diremos que dos elementos
X,y son congruentes modulo A si y solo si, para cada P ¢ A,
X,y e P 6 x,y e L - P; esto describe una relacidén de con-
gruencia sobre L. Por ejemplo, si A = {P,Q,R}, Q ¢ P, R c P,
conseguimos cinco clases de congruencia como vemos en la fi

gura 9.3; la red cociente es vista en la figura 5.8.
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Figura 9.3
Este principio serd usado mas adelante. Una interesante
aplicacidon es:

TEOREMA 9.2

Sea K una sub ned de una red distrnibutiva L y sea O una re-
Lacidn de congruencia de K. Entonces 0 puede sen extendddo
a L; esto es, exdste una relacdidn de congruencLa ¢ sobre L
tal que, para x,y e K, x = y (®) s4 y s0L0 54

x =y (0] .

PRUEBA

Sea Y el homomorfismo natural de K sobre K/6, esto es,
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Y X

> [x]O; K/0 es una red distributiva segln Defini-
cion 3.17 de L/0, asi por Corolario 7.8 K/0 tiene ideales

primos.

Para cada ideal primo P de K/0, Py ' es ideal primo de K,

puesto que para x,y,a~b € Py™* y z e K se tiene:

(xvy)Y = [xvy]o = [x]Jo v [y]o e P
(x~y)Y = [xay]g = [x]O ~ [y]Oo & P
(x~z)Yy = [x~z]O = [x]o ~ [z]O € P,

como P es ideal, x~z ¢ PY™!.

(a~b)Yy = [a~b]O

[aJo ~ [b]o e P,

como P es ideal primo a € Py=' &6 b e Py~'.

Por tanto, (PY~'] es un ideal de L y [K - PY~!') es un ideal
dual de L; (PYy™*] n [K - PY"'J = ¢ ya que Py ' es ideal
primo; asi por Teorema 7.5 podemos escoger un ideal primo
P, de L tal que P, o PY"' y P, N[K - PY ') = ¢. Para ca-
da ideal primo P de K escogemos un adecuado ideal primo P,
de L; con A denotemos la coleccion de todos estos ideales

primos (los P,;).

Sea ¢ Ta relacidén de congruencia asociada con A como descri
bimos previamente. Ahora para x,y € K la condicidon x = y (0)
es equivalente a xY = yY, y asi para cada P, ¢ A;

-

x,y € Py 6 x,y ¢ P,; asi x =y (9).

Reciprocamente, si x y (¢), entonces para cada P, € A;

el
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x,y € P, 0 x,y ¢ P,, y asi x¥, yy € P &
XY, yY € P. Puesto que cada par de elementos distintos de

K/0 es separado por un ideal primo (Corolario 7.9), conclui

mos que xY = yY y asi x = y (0) .

TEOREMA 9.3

Sea L una red Booleana. Entonces

€

> [0]e

s una cornespondencia une a uno entre rclaclones de con-

gruencda e Ldeafes de L.
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PRUEBA

Es claro que [0]0 es una sub red de L.

Sea x £ [0]6 e yel, x=0(0),y =y (0), asi
x~y = 0 (0) y [0]o es un ideal de L. Por Corolario 9.1 el

wapeo es sobreyectivo; por tanto, solamente tenemos que pro
bar que es uno a uno, esto es, que [0]O determina 0. Este

hecho, sin embargo, es obvio, puesto que a b (6) si y so-

lo s. b = avb (0) (por Lema 3.5), ademds c = ¢ (@) donde
¢ es el complemento relativo de a~b en [G,avb], conjuntando

miembro a miembro obtenemos 0 = ¢ (0). También si ¢ = 0 (9),

ti

a~b a~b (0), disyuntando miembro a miembro nos gueda

avb = avb (0). Asi a = b (0) siy solo si c e [0]0O 0

Esta prueba no hace uso completo de Ta hipb6tesis que L es
una red distributiva complementada. En efecto, todo lo que
necesitamos para hacer la prueba es que L tenga un cero y

que sea relativamente complementada.

Una tal red distributiva es Tlamada una red Booleana genera

lizada.

TEOREMA 9.4 (J. Hashimoto).

Sea L una ned. Existe una correspondencia blycctiva entie

Ldorle o refaciones de conghuencia de L ! La cual ol Ldeal

conespuindden una relacLdn de ¢ SLa, O, - 1a
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clase de congruencia Lnftegra bajo 0 s4 y s0lo 54 L es una

algebra Booleana generalizada .
PRUEBA

La prueba de la parte "si" es la prueba del Teorema 9.3.
Procedamos con la parte del "solamente si". E1 ideal corres
pondiente a w (x =y (w) si y solo si x = y) tiene que ser
(0], y asi L tiene 0. Si L tiene a My como una sub red, en-
tonces (usando la notacién de la figura 7.1) (a] no puede
ser una clase de congruencia, ya que si a = 0o entonces

L = avc Z ovC = C, Y b = bad = bac = 0.

Pero o ¢ (a] y esto es una contradiccidén. Similarmente, si
L contiene un Ny, tandriamos que (b] seria una clase de con
gruencia para algin ©, (ver figura 7.1) entonces b = o; asi
£ = bvc = ovc = c, y asi a = a~{d = a~c = 0. Y a e (b] lo

cual es contradictorio. De donde L no contiene a ningdn Nj.

Y por Teorema 7.1 L es distributiva.

Sea a < b, I = [0] o(a,b). Por Corolario 9.1, 0[1] es tam-
bien una relacidon de congruencia de L teniendo a I como una

clase integra; ocupando la hipotesis del Teorema,

o[1] = e(a,b), y asi a = b (0[1]).

Nuevamente por Corolario 9.1, b = av{ para alglin £ e I, vy

0 (6(a,b)).

L

Por Teorema 9.1 1o Gltimo es equivalente a que Lvb Ovb y
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i~a = 0~a. De este modo bvi = b y a~{L = 0, y asi £ es el

complemento relativo de a en [0,b]. Asi si a ¢ [c,b], (Lvc)~b

es el complemento de a, segin Lema 6.2 .
Xvy
X~y Xty
0
Figura 9.5

TEOREMA 9.5 (M.H. Stone).

(L) Sea B = (B;~,v] una rned Booleana generalizada. Defi-

namos Las operacdLones binardias + Y + en B como sigue:

x_-y = x_/\y
Y x + y como el complemento nelaitivo de
x~y en [0,xvy] (vern figura 9.5). Entonces BR = (3;+,)

es un anilfo BoolLeano, esto es, un anillo (asociaitivo)

satisfaciendo x* = x para Zodo x € B (y, consecuente-
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mente, safdlsfaciendo xy = yx Y x + x = 0 para

x,y € B).

(.. Sea B [B;+,-) un anillo Booleano. Definamos Las ope-

racLones binardias ~ y v en B por

X~y = X-y
y X = X oyt Xy
Entonces BL = (B;~,v] es una ned Booleana generaliza
da.
(L4i4) Sea B una hed Booleana generalizada. Entonces
87k - B,
(Lv) Sea B un andiflc Booleano. Entonces (BL)R = B,

PRUEBA

(i) Es claro que B es cerrado con las operaciones + y - La

operacion satisface:

XX = X, X-¥Y = yY.%X, x-(y-z) (x-y)-z, x-0 = 0.

La operacidon "+" satisface
x +x =0, x +0=x, x +ty =y + x.

es distributiva sobre "+" puesto que:

[x~(y+z)] ~ [(xay) ~ (x~z)]

= x ~ (y*+z) ~ (x~y~z)

x ~ [(y*tz) ~ (y~z)]

0 por definicion de y+z.
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Veamos ahora que la operacion "+" es asociativa.

E1 intervalo [0, xvyvz] puede ser considerado como una red

Booleana. Al hacer los calculos:

[(x~y') v (x'~y)] ~ (x~y) = 0.

L(xay") v (x"ay)] v (x~y)
[(xay') v (x~y)] ¥ [(x'ny) ¥ (x~y)]

[x ~ (y'vy)] v [{x'vx) ~ y]

= va.
Obtenemos: x + y = (x~y') v (x'~y).
Ahora veamos que:

(x + y) + z

(xay~rz) v (x'ay'saz) v (xay'az') v (x'ay~z').

(x +y) ~ z [(x~y') v (x'~y)]~ z

(xay'~z) v (x'ay~z).

De este modo

[(xty)az] ~ [{xrynz) v (X'ay'nz) v (xry'~z') v (x'~y~z')]=0.
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[(xty)az] ¥ [(xryrz) ¥ (x'ry'az) ¥ (xry'az') ¥ (x'ry~z')]

it

[{xry'rz) v (x'ryrz)] v [{xayrz) ¥ (x'ry'nz) ¥ (xry'nz')
v o (x'ayaz')].

I

[(xryrz) ¥ (x'ay'az)] ¥ [{xay'az') ¥ (x'ay~z')]

v [(xay'saz) v (x'~y~z)].

[z~ {xry) v (x'~y")]] v [{xry') v (x'ay)] ~ z2'~[(xry")

M (X"‘Y)]"Z:

[z~[ (xay) v (x'ay")]] v [{x~ay') v (x'ay)].
[(x~y")

<

(x'~y)]vz ~ [[{x~y") v (x'~y)] ¥ [(x~ry) ¥ (x'~y")]]

[(x~y') v (x'~y)]vz ~ [y'vy]

[(xry') v (x'~y)]vz

(x +y) v z.
De este modo: (x + y) + z = x + (y + z).

Observacién: dos conexiones entre (B;~,v) y (B;+,-) son:

a-b =a ~ b, (a +b) + ab = avb, para todo a,b & B.

(ii) Es claro que B es cerrado con las operaciones ~,v.

La operacion ~ satisface:

X A X = X, X ~ Y = ya X, X ~ (yaz) = (xay)az

I

x ~ 0 0.

La operacion . satisface:
X v X = X + x + x X

= x + {(x + x)

x + 0

| BIBLIOTECA CENTRAIj

X ( 1demp0tenc-la) ! UMIVERSIDAD DE EL SALVADOR
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xvy = (x +y) + x.y
= (y + x) + y.x

=y v X (conmutatividad)

xv[y+tz+y-z]

>
<
——~
<
<
N
g
]

=x +[y+z+yz]+x[y+z+y-z]

X +y +z + Xy + x-z2 +y-Z + X-y-2

= (xvy)vz (Asociatividad).
xalxvy) = x-(x + y + x-y)

= XX +t X:y + X-X-y

:X+X-y+x.y

= x + 0

= X (identidad de absorcidon).
xv{x~y) = x + (x-y) + x-{x-y)

= X + X'y + x'y
= x + 0

= X (identidad de absorcion).
De donde (B;~,v) es una red.
Como a~0 = 0, 1la red B tiene el cero.

Ahora veamos que el complemento relativo de x~y en [0,xvy]

viene dado por x + y.
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(x~y) ~ (x+y) (x-y) + (x+ty)

= X-y-x t x-y-y

= Xy + Xy

(x+y)

it
—
>
<
~—
<

(x~y) ~ (x+ty)
= (x-y) + (x+y) + (x-y) - (x+y)
= (x.y) + (xty) +(x-y) + (x-y)

= (x-y) + (xty) + 0

= va

De donde BL = (B3;~,v) es una red Booleana generalizada.
(111) B = (B3~,v)
8% = (B3+,-)

donde: a-b = a~b, para todo a,b = B.
a + b es el complemento relativo de

a ~ b en [0,avb].

donde: a~'b = a-b, para todo a,b & B

av'b = a + b + a‘b.

L

Sabemos que B y (B )~ son ambas redes Booleanas generaliza-

das. Ademas:

avb = a + b + a-b, de donde B = (BR)L.
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con: a~b = a+b, para todo a,b € B
avb = a + b + a-b

)" = By,

Con: a-'b = a~b, para todo a,b ¢ B

a +' b es el complemento relativo de a~b en [O,avb].
L)R .

s que B y (B son ambos anillos Booleanos.

uficiente verificar que para todo a,b € B se tiene:

a*b =a ' b (1)

atb

H
[o1)
+
lon
—
o
~—

s inmediato. Para (2) se tiene:

(a+b) ~ (a~b) en B-

(a+b) . (a-b) en B

ara‘b + b-a-b

(a+b) ~ (a~b) en B-
(a+b) + (a-b) + (a+b)-(a-b) en B

(a+b) + (a:-b) + O

e modo a+b tambien es el complemento relativo de a~b
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en [0,avb] como este complemento es Gnico: a+b = a +' b =

TEOREM

Sean B

(-C)

(L)

()

PRUEBA

(i)

A 5.6

0 UBL

Sea 1

5L IR

Sea Y:
mo de

B% en

B() eA

sub andllo de BY.

redes Booleanas gencralizadas.

c Bg. Entonces 1 es un Ldeal de By, s4 y so0do

es un Ldeal de BE.

B —> B,. Entonces Y es un {0} - homomonfis

Bo en By 54 y s080 54 Y es un homomorfismo de

BY.

una {0}-sub ned de By 54 y s0lo 84 B% e Uil
R

Supongamos que I es un ideal de By, entonces I es una

red Booleana generalizada, as? IR es un sub anillo de

R . .
By; ademas, sean £ e I, a € B

R R, L-a = £~a ¢ I, ya

R

que I es ideal, asi I es ideal.

Lo reci

Supongamos que Y: By

proco es idéntico.

> B, es un {0}- homomorfismo

de By en B;. Sean a,b ¢ By:

(a-b)Yy

= (a~b)Y = ay ~ by = ay - by.
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Lay ~ by] ~ (a+b)y

(a+b)y
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(a+b)]y

De este modo (a+b)Y = aYy + by

P . R
Reciprocamente supongamos que Y es un homomoriismo de By en

B}

Sean a,b € By:

(a~b)Y = (a-b)y = ay-by = ay ~ by.

(avb)Y = (a+b+a-b)Yy
= ay + by + (ay-bvy)
= ay + by.

0y = [(a+b) . (a-b)]Y

(aY + by) - (aY-'bY)

= 0.
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De donde Y es un {0}-homomorfismo de B, en B,.

(ii1) La prueba es obvia .

Relaciones de congruencia en una red arbifraria tienen una

interesante coneccidon con redes distributivas:
TEOREMA 9.7 (N. Funayama y T. Nakayama).

Sea L una red arnbitrania. Entonces ClL), el confjunto de to-

das Las nefaciones de congruencLa de L, es distributivo .
PRUEBA

Sean 0, ¢, ¥ e C(L). Puesto que

o~(ov¥) > (0+9) v (0~¥) por Lema 4.5(1) serd suficiente pro
bar que a = b (0~(&v¥Y)) implica que a = b ((0~0) v (0~¥)).
Asi supongamos que a = b (0~(dv¥); esto es, a = b (©) y

a = b (&v¥). Por Teorema 3.1, existe una secuencia

asb = zy < ... < z, = avb tal que zg = z.+, (¢) o

[l

z; = z¢+:1 (¥) para cada 0 < £<n. Puesto que a b (0), tene
mos a~b = avb (©), ahora por Lema 3.4 tenemos que
z{ = z4+, (0) para cada 0 < 4<n. Asi para cada O < Lo<ony

2. % 2441 (070) 6 z;p = zi4y (0~Y), implicando que

a = b((0~0) v (0a¥)) .

Otra propiedad de redes de congruencia (los C(L)) es dada

en la siguiente definicidn.
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DEFINICION 9.1

() Sea L una red completa y sea a un elemento de L. En-
tonces a es LLamado compacto 54 a < VX para algdn

X ¢ L dmplica que a < X; para algdn ginito X; ¢ X.

(C] Una red completa es LLamada algebrdica si cada elfemen

to es La disyuncddn de elementos compactos .

Justamente como para redes, un sub conjunto no vacio I de
una semired disyuncidén F es un ideal si, para a,b e F, tene
mos avb € I si y solo si a y b e I. De nuevo I(F) es el
C.0.P.0. (no necesariamente una red, de todos los ideales
de F parcialmente ordenados pbr Ta inclusién de conjuntosl.
Y para a,b e F y H c F obtenemos:

(a]
(H]

i

{x ¢ F/x < a}

{<{ e F/Z < hgv...vhn~1 para algln entero n > 1}

Si F tiene un cero, para I, J e I(F) podemos definir:

—
>

[al
il

IV

—
<
[
1l

(1uJ].
y de este mod I(F) es una red.

Usando I(F) conseguimos una caracterizacién (til de redes

algebraicas.
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TEOREMA 9.8

Una ned L es algebrdica s4 y so0lo s4 es Lsomorfa a La rned

de todos Los Ldeales de una semired disyuncddn con 0 s
PRUEBA

Sea F una semired disyuncién con 0; queremos probar que
I(F) es algebraico. De la definicidn del v y ~ en I(F) ve-

mos que este es completo.

Afirmamos que para a € F, (al es un elemento compacto de

I(F). Sea X ¢ I(F) y (a] ¢ V(I/I & X).

Con V(I/I € X) = {X/X < tov...vtn-1, t. € I., 1. ¢ X7

L L ‘
de este modo, a < tgv...vtn-1, t. e I., I. e X. Asi con
— L £ L
X1 = {IQ,..., In—l}
(a] ¢ V(I/1 e Xy).
Puesto que para un I e I(F) tenemos I = V((a]/a e 1), vemos

que I(F) es algebraico.

Ahora supongamos que L es una red algebraica y formemos a
F como el conjunto de los elementos compactos de L. Como L
es completa, 0 ¢ L, y también 0 ¢ F. Sean a,b ¢ F, avb < X,
X ¢ L. Entonces a < avb < VX, y asi a < VKo, para algln X
finito, Xo ¢ X. Similarmente, b < VX,, para algln X, c X,

X1 finito. De este modo avb < V(X,UXi), ¥y XU Xy es un sub
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conjunto de X, finito. Asi avbh ¢ F.

Por tanto, (F,v) es una semired desyuncidn con 0. Considere

mos el mapeo:
Yy: a —> {x/x e F, x < a}, a & L.

Obviamente, Y mapeo L en I(F). Por la definicib6n de una red

algebraica.

y asi Y es uno a uno. Probemos que Y es sobreyectivo, sea
I ¢ I(F), como L es completa, hagamos a = VI, entonces

v

ay 2 I. Sea x e ay. Entonces x < VI, asi que por Ta compaci

dad de x, x < VI, para algun I, finito, I, ¢ I. Por tanto

x € I, probando que aY ¢ I. Consecuentemente, aY = I, y asi

Y es sobreyectivo.

Para que Y sea un homomorfismo sera suficiente verificar en
I(L) que

{x/x ¢ F, x < al n {x/x ¢ F, x < b}

= {x/x ¢ F, x < a~b} (1)

{x/x e F, x < al v {x/x ¢ F, x < b}

= {x/x ¢ F, x < avb} (2)

La primera es obvia. En el segundo caso, es claro que

{x/x ¢ F, x < a « b} es una cota superior en I(L). Si 1

[

quitamos un elemento z a este conjunto, debe de ser z > a,
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ya que el es cota superior de {x/x € F, x < al, también

z > b, asi z > avb.

Por tanto el conjunto dado es el supremo .

LEMA 9.3

Cada relacidn de congruencia paincdpal es compacita .
PRUEBA

Sea L una red, a,b ¢ L, X ¢ C(L),

—_ 3

0(a,b) < V(0/0 € X).

Entonces a = b (V(0/0 € X)), y asi (por Teorema 3.1 existe
una secuencia a = Xg, X1s .. Xn-1 = b, en la cual

Xi = X(+1 (04) para algin 07 € X. Por tanto,

a = b(v(0/0 & Xy)), donde Xo = {0g,..., On_1 1}, y asi
0(a,b) < v(0/0 € Xy), donde X, es un subconjunto finito de

X

TEOREMA 9.9

Sea L wuna ned arnbitrania. Entonces C(L) es una red algebrdd

ca .
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PRUEBA

Para cada 0 e C(L)
0o = V(o(a,b)/a = b(0)).

Este Teorema se sigue del Lema 9.3 y Corolario 3.4 .

Cambiando los Teoremas 9.7 y 9.9 conseguimos:

COROLARIO 9.3

Sea L una ned arbitraria. Entonces C(L) es una red algebradi

ca distaibutiva .
Este Corclario se deduce del Teorema 9.7 y 9.9 °
Sea M un C.0.P.0 finito tal que inf{a,b} existe en I para

cualquier a,b ¢ M. Definimos en M:

a~b = inf{a,b} y avb = supfa,b} siempre que exista. Esto
convierte a M en una red parcial. Una relacion de equivalen
cia O en M es una relacib6n de congruencia si ag, = by (Q) ¥y
a; = by (@) implica que ag~a; = by~b; (€) y que agva, Yy
bovb; existan. Entonces el conjunto C(M) de todas las rela-

ciones de congruencia es nuevamente una red.

LEMA 9.4

Sea K una red findita distrioutiva. Entonces exLstfe un
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C.0.P.0. finito M tal que Aingla,bl existe para cualquien

a,be M y C(M) es Lsomornfo a K .

PRUEBA

Tomemos el conjunto My = J(K)y {0} y hagdmoslo una semired-
conjuncidon definiendo: inf{a,b} = 0 si a # b (J(K) es el
conjunto de los elementos disyuncidén - irreducible no cero

de K), como es ilustrado en la figura 9.6.

a,b e J(K)
Figura 9.6
Note que a = b (0) y a # b implica en My que a = 0 (0) vy

b =0 (6); por tanto, relaciones de congruencia de M, estan
en correspondencia uno a uno con subconjuntos de J{(K). De

este modo C(Mo) es una red booleana cuyos atomos estan aso-
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ciados con elementos de J(K); la congruencia 2 asociado
con a € J(K) es: x = y (@a) si {x,y} = {a,0}, y si
{x,y} # {a,0}, entonces x = y (@a) implica que x = y.

Si J(K) es no ordenado en K, entonces hemos terminado. Sin
embargo, si, tenemos, a,b & J(K) a > b en K, entonces debe-

mos tener @a > @b.

La forma mds simple que esto ocurre es visto en la red
M(a,b) de Ta figura 9.7. Notemos que M(a,b) tiene tres rela
ciones de congruencia, esta son W, L y © donde © es la rela
cién de congruencia con las clases de congruencia
{o,b;,b,,b}, {a;,a(b)}. De este modo 6(a;,0) = L. En otras
palabras, a; = 0 "implica" que b, = 0, pero b; = 0 no "im-

plica' que a,; = 0.

M(a,b) a,




192

Construiremos M "insertando" M(a,b) en M siempre que exis-

ta un a > b en J(K). La figura 9.8 da M para tres elementos

encadenados.
Mas precisamente, M consiste de cuatro clases de elementos:

(i) 03 (ii) todos los elementos disyuncion irreducible que
son maximales; (iii) para cualquier elemento disyuncion
irreducible no maximal a de K, tres elementos: a, a,, a,:
(iv) para cadg bar a,b ¢ J(K) con a > b, un nuevo elemento,

a(b). Para simplificar la notacidn, para cada elemento dis-

yuncion irreducible a, escribiremos a = a; = a,.

Para a,b £ J(K) con a > b, hacemos
M(a,b) = {0,a,,b,b;,b,a(b)}. Observe que

M(a,b) n M(c,d) = M(a,b) si a=<¢ y b

N
o
v

M(a,b) n M(c,d) {0,c,c,,C} si afc yb=4d;

M(a,b) N M(c,d)

{0,a,} si a c y b # d;

M(a,b) n M(c,d) {0,b,} si b

{0}.

c; en otro caso,

M(a,b) n M(c,d)

Para x,y € M, definimos x < y significando que para algin
a,b € J(K) con a > b, se tiene x,y € M(a,b) y x <y en la
red M(a,b) como estda ilustrado en la figura 9.7. Es facil
ver que x < y no depende de la escogencia de a,b y que < es
una relacién de orden parcial. Puesto que, bajo este ordena
miento parcial, todos los M(a,b) y M(a,b) N M(c,d) son re-

des y x,y € M, x € M(a,b), y y < x implica que y e M(a,b),
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concluimos que inf{u,v} existe para todo u,v e M,

a=da;=a»

Figura 9.8

Ahora describamos C(M). Sea H ¢ H(J(K)). Definamos una rela
cion binaria 6, en M: x =y (eH) si
x,y € U (M(a,b)/a,b ¢ H, a > b) U u ({0,a,,ar,alt/a € H) ©

x,y ¢ {a,,a(b),a(c)}, donde a > b, a > ¢, b,c ¢ H, 6 x = y.

En otras palabras [0]®H contiene todos los a;,a»,a con
a ¢ Hy y si a >b, a,b € H, entonces é1 también contiene
a(b). Aparte de esta clase la lnica congruencia no trivial

es a(b) = a, = a(c), donde a ¢ H,y b,c ¢ H, a > b, a > c.

@H es obviamente una relacién de equivalencia. E1 hecho

que 0, restringida a cualquier M(a,b) es una relacidn de
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congruencia implica que GH es una relacion de equivalencia.

Dado una OH conseguimos:

H = {a/a, = O(GH)};
de este modo el mapeo:

Y: H —> OH

es una funcidn uno a uno que preserva el orden de H(J(K))
en C(M). Para probar que Y es un isomorfismo, tenemos que
probar que Y es sobre. Asi sea O una relacidon de congruen-

cia de M, y
H = {a/a, = 0 (0)}.

Puesto que en M(a,b) cada relacién de congruencia 0 es de-

terminada por los dtomos en [0]6, lTo mismo se cumple en M.

Por tanto, © = O De este modo H(J(K)) = C(M). Por Teorema
7.9, K= H(J(K)), y asT K = C(M) o



10.  ALGEBRAS BOOLEANAS R-GENERADAS POR REDES DISTRIBUTI-
VAS

TEOREMA 10.1

Cada ned distributiva puede ser Lnmensa en una hed Boolea-

na °

PRUEBA

Por Teorema 7.5, cada red distributiva L es isomorfa a un
anillo de subconjuntos de algin conjunto X. De aqui que L

puede ser inmersa en P(X), el cual es una red Fooleana .

DEFINICION 10.1

Sea L una sub red de La red Booleana generalizada B. Se dice
que L R-genera d B 84 L genera a B como un anillo (o sea
B = (L,+,-)), y 44 L tiene un 0 (6 1), es el mismo 0 6 1 de

B .

Las Gltimas dos condiciones son equivalentes a la siguiente:

Si AL existe, entonces AL = AB, y si VL existe entonces

VL = VB.
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LEMA 10.1

Sea B R-generada por L. Entonces cada a ¢ B puede sen exphre-

sade en La forma

apg + aQy*...+ @n-1,d9 < a;<...< &n-1,40,41,...,an-1 € L .

PRUEBA

Con B, denotemos el conjunto de todos Tos elementos que pue-

den ser representada en la forma

apg + a; +...+ an-1, ag,a;,..., an-1 € L. Entonces L ¢ B,,
y Bi es cerrado por + y - , puesto que:
(ao +...+ an_l)(bo +...+ bm—l) = Za.b.,
RN |
y cada término a.b, = a. ~ b. ¢ L.
L] L J

De donde concluimos que B, = B.

B, también puede ser visto como una red (B,,~,v), y podemos
decir que L es sub red de B; por tanto para a,b ¢ L, avb en

L es el mismo avb en B. De este modo

avb = a + b + ab, y asi
a+b = ab + (avb) = (a~b) + (avb).
Tomemos ag, + ... + an-; € B. Probaremos por induccién sobre

n que los sumandos siempre pueden ser obtenidos de forma cre
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ciente. Para n = 1 esto es claro. Asumamos que
a; < ... < an-1, entonces

do t a, + ... + an-,
= (ag~a;) + (agvay) + az + ... an-)

(ap~ay) + ((agvay)~as) + (agvaz) + az +...+ an-—,

il

(ag~ay) + ((agvai)ray) + (agvaz)eas) + (agvas) +...+ an-)

(ap~a1) + ((aovai)raz)+...+(agvan-2)~an-,)+(agvan-1),
y ag~ra1< (agvay)~ap < ... < (@ovapn-2)ran-1 < agvan-1 .

Ejemplo. Sea B Ta red Booleana vista en la figura 10.1 y sea

L = {0,ag,a1,2a2}. Entonces L-R-genera a B.

agtas

a;ta:

Figura 10.1
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LEMA 10.2

Sea L una ned distrnibutiva. Entonces existe una ned Booleana
generalizada B Libremente R-generada por L esto es, una ned

BooLeana generalfizada con Las sdgudentes phropdedades:

() B E4 R-generada por L;

({«4) S& By es R-generada por L, en-onces existe un homemorn-
fLsmo sobreyectivo Y de B en B, que es La funcién Lden
tidad sobre L

PRUEBA

Por Teorema 10.1 L puede ser inmersa en una red Booleana B,
la cual también es red Booleana generalizada. Por Teorema
5.1 existe una red Booleana generalizada, generada libremen-
te por L, segilin la Definicion 5.2 y Teorema 9.5, B puede ser
considerado como un anillo Booleano generado por L. Como B satisface
(iv) de 1a Definicidn 5.2, si B, es R-generada por L (como
anillo), B, es generada por L como redes (a-b = a~b,

avb = a+b+a-b), asi existe un homomorfismo (de redes) sobre-
yectivo Y: B ——> B;, que mapea la identidad en L, entonces
por Teorema 9.6, Y también es un homomorfismo sobreyectivo

de anillos. Cumpliéndose la condicién (ii) solicitada .
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LEMA 10.3 (J. Hashimoto).

Sea B una red Booleana generalizada generada porn L. Entonces
cada relacidn de congruencLa de L ftdene una dnica extensLin

a B o

PRUEBA

La existencia de una extension fue probada en el Teorema 9.2.
Por Teorema 9.3 y 9.6 (i), la siguiente afirmacion implica

la unicidad de la extension:

Si 1 y J son ideales (como anillos) de B con I ¢ J, entonces
existen elementos a,b € L, a # b, tal que a = b (mod J) y

a ¥ b (mod I).

Efectivamente, sea x ¢ J - I. Por Lema 10.1, x puede ser re-

presentado en la forma

X = Xp * ... F+ Xn-1, X < ... < Xn-15 Xg, ., Xn-, € L.

Si n es impar, entonces X, = x-Xo < X-e J; y de este modo
Xo € J3 Xg *+ X3 * X, = XX & J. por tanto

X1 * X2 = X5 * (Xg * X7 t xp) € J. Similarmente,

X3 + x4 , X5 *+ X¢ ... € J. Puesto que
Xxo + (x1 + X2) + (x3 + x4) + ... ¢ J - 1, concluimos
que Xp € J = I 6 Xai * Xa4+1 € J - I para algin ZL < n.

Si n es par, entonces obtenemos
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Xo * X1, X2 +* Xo, ... € J (multiplicando X por X;,Xs...),
y concluimos que para algln 24 < n, Xoi + Xo4+4, € J - I,
Ahora si X,; + Xo4+1 € J - I, entonces X,/ = X,i+,(mod J),

pero Xz24 F Xai+1 (mod I), Xa2i,X24+1 € L. Finalmente, si

T

xo £ J - I, entonces xo = 0 (mod J) y xo 0 (mod I). Esto
completa la prueba, en el supuesto que 0 ¢ L. Si O ¢ L, en-
tonces podemos escoger un y € I con y < x, y obtenemos

y = xo {(mod J), y ¥ x {(mod I) .

TEOREMA 10.2

Si By y By son nedes Booleanas genernalilzadas R-generadas pohr

una red distributiva L, entonces B, y B, son Lsomongfas .

PRUEBA

Sea B una red Booleana libre R-generada por L (ver Lema 20.2).
Sea Y un homomorfismo sobreyectivo de B en B, tal que vy y la

identidad es L (ver Lema 10.2 (ii)).

Queremos probar que Y es un isomorfismo. Efectivamente, si Y

no es un isomorfismo, entonces el ideal
I = {x/x ¢ B, xy = 0}

no es cero. De este modo por Lema 10.3, a = b (mod I) para

algin a,b ¢ L, a # b. Esto significa que aY = by, contrario
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a To asumido. Similarmente, existe un isomorfismo ¥ entre B

y B,. Entonces v~ !'¥ es un isomorfismo entre B, y B .

COROLARIO 10.1

Sean Ly y Ly nedes distributivas y sea Y un homomorfismo 50-
breyectivo de L, en L, que pheserva el 0 y/d 1, 54 ellos
existen en Ly. Entonces Y, puede sen extendido a un homoemon-

f4smo sobreyectivo de BlLg) en B{L,) .

PRUEBA

Sea © una relacidon de congruencia de L, inducida por

Y(x = y (0) si y solo si xy = yY) y sea 0 la extensidon de ©
a B(Lo) (Lema 10.3). Entonces B(L,)/0 es una red Booleana ge
neralizada R-generada por Ly/0 = L;. Por Teorema 10.2,
B(Ly)/6 = B(L,), de donde existe un homomorfismo sobreyecti-

vo de B(L,) sobre B(L,;) .

COROLARIO 10.2

Sea L, una sub red de La ned distribufiva L, y asumamos que
5L L, Ldlene 0 y/6 1, entonces asl £¢ hace Ly, y el 0, 1 de
L, es el mismo 0,1 de L,. Con B denotemos La sub-algebra de

B(L,) R-genenrada pon L,. Entonces BlL,) = B .
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PRUEBA

Por Teorema 10.2 y Corolario 10.1 la conclusion es inmedia-

ta °

DEFINICION 10.2

Sea L una red distrnibutiva. Para H c B(L), con [H]R denotanre
mos La sub ned Booleana generalizada de B(L) R-generada por

H.
LEMA 10.4

Sean Ly y L, dados como en el Corolando 10.2 y supongamos
que Lo Liene un ceno. Entonces Llf\[Lg]R es La sub red de L,
mds pequeda contendendo Lo La cual es cernnada al Lomar com-
plementos nelativos en L,. Ademds L, R-genera a BlL,) 84 y
s0lo 84 La sub red mds pequeiia de L, contendendo a Ly y ce-

nrada al tomar complementos nelativos en Ly es Ly milsmo.

PRUEBA

Primero veamos que L1r\[Lo]R s una sub red de L; contenien-

do a L, y cerrada al tomar compliementos relativos.

Es obvio que Lo ¢ Lan[Lo]p. Si a,b,ce Lin[lolg, d ¢ Ly y

d es el complemento relativo de b en [a,c], entonces
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d = (a+b)+ce [Lo]R, puesto que (ver figura 10.2) d es
el complemento relativo de a + b en el intervalo [0,c]. Asi

d ¢ LN I:Lo]R

at

Figura 10.2
En segundo lugar veamos que Llrw[LO]R es la mas pequefa.

Supongamos que L es una sub red de L, conteniendo Lo y cerra
da bajo complementos relativos en L,. Si x ¢ Llrw[Lo]R, en-

tonces por Lema 10.1 podemos representar a x como:

X = ap * ... + ap-; 3 Ag,d1,--.3n-1 € Ly

do < ... <€ dn-1.



204

Probaremos que x € L por induccidon en n. Si n = 1,

x = ag € Lo ¢ L. Sin =2, entonces x es el complemento rela
tivo de a, en [0,a,], 0,ap,a; € Ly, asi x e L. Si n = 3, en-
tonces (ver figura 10.1) x = a, + a; + a, es el complemento

relativo de a, en [ag,a»], y asi x € L. Ahora sea n > 3 y su

pongamos que para todo
Yy = bo + ... # bkoy, bo, ..., bkoy € Lo, b < ... < bkoy, Yy

k < n, y e L, ha sido probado. Notemos que x € L, ¥y

dpn-3 € LO imp]ica que Xxap-3 = a¢ t ... * an-3 t an-3 t an-3
= ap, * ... t+t ap-3 ¢ L,
Yy Xvdp_-3 = X + dp-3 + Xdyp -3
= a9 * ... *+ an-; + an-3 *+ ap, + ... * anpn-;

adn-3 t an-2 t an-:1¢€ L 1-

Por 1la hipétesis inductiva, ag + ... + apn-3 € L ¥y
an-3 + an-2 + an-1 € L; por tanto x es el complemento relati
vo en L; de un elemento (a saber, ap-3) de L en un intervalo

(a saber, [ao + ... + an-3, an-3 + an-2 + an-1]) en L, y asf,

por lo asumido, x € L. De este modo Llf\[LojR cL .

DEFINICION 10.3

Una Lnmeasién de L en L, es completa, s4 ella preserva arbd-

tharias conjunciones y disyunclones, 54 eflas exdsten en

L °
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LEMA 10.5 (J. Von Neuman)

Sea B un ned Booleana completa. Entonces B satisface La Lden

tidad distributiva de infinditas disyunciones (JID],
XAV(x£/¢ e I) = V(XAXL/L e 1),
y su dual, La Ldentidad distributiva de Linfinditas confuncLo-

nes (MID) o

PRUEBA

~ ; ~ : . 3 : ’\V . 3
XAX, XY XAX < V(X&/L e I); por tanto, x (X&/L e I) es
una cota superior para {XAXL/L e I}. Ahora sea u una cota su

perior, esto es XaX . < u para todo £ e I.

Entonces

| A
o
<
>

De este modo:
xAV(xi/i e I) < xaluvx")

= (x~u) v (x~x')

(x~u)
< us

probando que xAV(xL/é e I) es la mds pequefia cota superior

para {XAXL/L e I},

ET MID se sigqgue por dualidad .
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COROLARIO 10.3

Una ned distributiva completa que Tiene una Linmensidn comple
ta en una red Booleana completfa satisface ambos (JID) y

(MID) .

PRUEBA

Puesto que la red Booleana es completa por Lema 10.5 satisfa
ce ambos (JID) y (MID), como la inmersidon es completa, pre-
serva conjunciones y disyunciones arbitrarias. Como la red

distributiva tambien es completa y la inmersidn es un homo-
morfismo inyectivo, la red distributiva tambien satisface el

(JID) y (MID) .

LEMA 10.6 (V. Glivenko).

Sea L una rned distributiva con 0. Entonces I1(L) es una ned

seudocomplementada en La cual

I* = {x/x~4i = 0 paha todo Le 1}.

Sea S(I(L)) = {I*/I ¢ T(L)}. S& L es una rned Booleana, enton
ces S(I(L)) es una ned Booleana completa y La funcidn
a > {a] es una Lnmensidén de L en S(I(L)); esdta Lnmensidn

preserva todas Las confunciones y dilsyuncLones existentes e
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PRUEBA

La primera afirmacion es trivial. Ahora sea L una red Boolea
na. Se sigue del Teorema 6.1 que S(I(L)) es una red Booleana.
Ademds, podemos ver que para cualquier X c I(L), el inf y
fup de X en S(I(L)) son AX y (VX)**, respectivamente donde
Ay v son la conjuncidén y la disyuncidn de X en I(L), respec
tivamente. Puesto que A((x]/x e X] = (inf X], siempre que

inf X existe en L, el mapeo a

> (a] preserva todas las

conjunciones existentes en L.

Observemos que, para x,a € L, x~a' = 0 si y solo si x < a, y

asi (a] = (a']* € S(I(L)). Ahora hagamos a = sup X en L y
sea I = (x] ( = V((x]/x e X)).

Probemos que x > (x], preserva disyunciones, o sea tene-

mos que verificar que I** = (a], 0 equivalentemente, que

I* = (a']. Efectivamente, si b € I*, entonces b~x = 0 para

todo x € I, y de este modo x < b'. Ademds, a = sup X < b',

probando que a' > b, esto es, b ¢ (a']. Reciprocamente, sea
b e (a']. Entonces b' > a; ademds, b' > a = sup X > x para

todo x e X.

Esto prueba que b € I*, probando que I* = (a'] .
LEMA 10.7

Sea L una hed completa satisfaciendo (JID) y (MID). Enfonces
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La funcidn Ldentidad es una Lnmensidn completfa de L en

B(L) .

PRUEBA

Escribamos a € B(L) en Ta forma:

a = ap *+ ... *+ an-1, a<a1<..._<_an—1,

Ao, ...,an—-1€L.

Puesto que L es completa, ella tiene al 0 (cero) y asi (es-
cribiendo a, como O + a,) podemos asumir sin pérdida de gene
ralidad que n es impar. Afirmamos que para x € L y a € B(L),

tenemos x < a si y solo si

X ~ Ag = X ~ a1, (1)
X 2 82 = X A @3y« (2)
X ~ dp-3 = X ~ dn-2, (’(—)

X < ap-

Efectivamente, sea x < a. Entonces:

xa; = xa; (ag + ... + ap-1) = x(ag + a; + a, + ... + a;) = xa,
por tanto, x ~ a, = x ~ a;. De este modo

x{as + ... + ap-1) = (xap + xa,) + x(a, +...+apn_1) = xa = X,
y asi X < a, + ... + ap_,. Reciprocamente, si Xx~ag = X~a,

y X < a, + ... *+ an-2, entonces
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Xxa = Xa, * xa, + x (a, + ... + an-,) = x, probando que x < a.

Una simple induccidén compieta la prueba de 1o afirmado.
Sea X ¢ L, 3y =supX enl, yace B(L).

Si x < a para todo x e X, entonces las formulas de Ta afirma
cidén procedente se cumplen para todo x y a y aplicando (JID)

a (1),..., (£), probamos que y < a. Asi y = sup X en B(L).

E1l argumento dual usando (MID), completa la prueba

TEOREMA 10.3 (N. Funayama).

Una ned completa L fdlene una Lnmernsddn completa en una red

Boofeana completa 84 y s0fo s4 L satisface (MID) y (JID) .
PRUEBA
Combinando Corolario 10.3 y Lema 10.7 .

La representacion para a € B(L) dada en el Lema 10.1 en gene
ral no es Unica; la Unica excepcion es cuando L es una cade-
na. Puesto que este caso es de especial interés, deberemos

investigarlo al detalle.

DEFINICION 10.4

Una red Booleana B es R-generada por una cadena s£4 B = B(C)
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para alguna cadena C

gl
low]
°

DEFINICION 10.5

Una red distrnibutiva L es R-genernada por una cadena Clcl)

54 C R-genera a B(L) .
Notacidn:

Para una cadena C en una red L, escribimos C° para denotar

la cadena C si L no tiene cero, y C° denotara Cu {0} si L

tiene un cero.

LEMA 10.8

Sea L una red distributiva y sea C una cadena en L. Entonces
C R-genera L s4 y s0Lo 54 L es La mds pequeia sub red de 54
misma contendendo C° y cerrada bajo La formacddn de comple-
mentos relatilvos o

PRUEBA

Apliquemos Lema 10.4 a C° o

DEFINICION 10.6

Para una cadena C, sea B[C] el conjunto formado por todos Los
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subconjuntos de C de La forma

(ao:l + (CLl] L., 7 (an_l], 0 < ag < ap <

i an—l,

Ao, e..y An-1 € C
y ¢, donde + es La diferencia simétrnica de conjuntos, o sea
A+B = (A-B) u (B-A) .

Comentario:

Consideraremos a B[C] como un C.0.P.0. parcialmente ordenado
por c. La clausula "0 < a," signfica que 0 < a, si 0 existe;

en otro caso no existe restriccidn para ag.

Identificaremos a a € C con (a], para a # 0, y 0 (si &1 exis

te) con ¢. Asi C c B[C].
LEMA 10.9

B[C] es £a hed Booleana generalizada R-generada pon C

PRUEBA

a = ag + by +a; + ... + bp-y t anp-1 si y solo si

(ao] U (bf;aljkj...k)(bn—l,an—lj

[o7)
t

ap, puede no existir, si el nimero de sumandos de a es impar,
en cualquier caso, los elementos que tienen la forma de a

son cerrados bajo uniones e intersecciones, o sea forman una
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red. También con cerrados bajola diferencia simétrica de con-
juntos (esta serd la operacion "+") y el elemento cero, el
o. De esta manera B[C] es una red Booleana generalizada

R-generada por C, por Teorema 10.2 , B[C] = B(C) o

De este Lema inmediatamente concluimos:

COROLARIO 10.4

En B(C) cada elemento no ceno tiene una dnica representacidn

en La forma

a = do *+ dy * ... * dp-1, 0 < @y < a; <...< dp-, € C .
PRUEBA

Ya que

a = (ao)] U (ar,az] U...U (an-2,an-1] si n es impar.

a = (ao,a1] U...U (an-2,an-1] si n es par;

en B[C] .

Los siguientes resultados prueban que muchas redes distribu-

tivas pueden ser R-generadas por cadenas.

LEMA 10.10

Cada red Booleana finita B puede ser R-generada por una cade

ha; de hecho B = [C]R para cualqudien cadena maximal C de B
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PRUEBA

Sea C una cadena maximal en L y sea B = B(C). Como C también

es maximal en B(C), por Corolario 7.7

[J(L)] = [3(B)]
Entonces Y: L > B
H(J(L)) > H(J(B))
es una inmersion de L en B. Asi L ¢ B = B(C) .

TEOREMA 10.4

Cada ned distnibutiva contable L puede sern R-genchada por

una cadena °
PRUEBA
Sea L = {@apg,a1,32,5 ..., 30, ...J y Sea Ln una sub red de L

generada por ayg, .» an. Ademas supongamos que C, es una ca
dena maximal de Ly, e , inductivamente, que Cn es una cadena

maximal de Lp conteniendo a Cpy-;.

Hagamos C = U (C¢/4 < «), Afirmamos que C genera a L. Para

el caso, tomemos un a e B(L);

a = Xg *t ... *t Xm=1s Xgs -+.5 Xm—1 € L. Como L L)(Lé/é < @),

Asi para algin n, Xg, +..., Xm-1 € Ln’ de donde a € B(LP).
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Puesto que Ln es finito, por Teorema 10.4 B(Ln) = B(C_);
por tanto a e B(C ) ¢ B(C), probando que L ¢ B(C) .

COROLARIO 10.5

La connespondencia C ——> B(C) mapea La clase de Las cadenas
contables sobre La clase de Las nedes Booleanas genenaliza-
das. Bajo esta correspondencda, subcadenas e Lmagenes homo-

‘morpicas conresponden a sub algebras e Amagenes homomorfL-

cas .

DEFINICION 10.7

Un intervalo [a,b] es primo si a —< a .
LEMA 10.11

Cada cadena contable C puede sen Lnmernsa en La cadena Q de
nmeros naclonales. Cada cadena contable que no contlene un

Antenvalo primo es Lsomorpho a uno de Los Anftervalos (0,1,

Lo,1), (0,11, &6 [o0,1] de Q.

PRUEBA

Sea C = {x¢g,X1s --+s Xn-1s -..}. Definamos el mapeo Y induc-

tivamente como sigue: tomemos un arbitrario Yy € Q y hzgamos
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XoY = rg.
Si XoY, ..., Xn-1Y estan bien definidos, definimos xn Y como
sigue:
Sean L = L)((xéY]/xé < Xps A< n)
U = L)([xLY)/xé > X 4 <)

(Es posible que Ln = ¢ O Un = ¢). Notemos que si Lo 7 ¢,
entonces el tiene un elemento maximal Kn, y si Un 7 ¢, enton
ces el tiene un elemento minimo un. Si ambos son no vacios,

entonces Kn < En cualquier caso podemos escoger un

r ¢ Q con ro ¢ Ln U ou

n y hacemos an =r. Obviamente, Y

n
es una inmersién. La segunda parte de la prueba se reduce a

la siguiente afirmaciodon:

Sean C y D cademas contables acotadas sin intervalos primos.
Entonces C = D. Para probar esto, hagamos C = {cCg,C15-205...1

y D = {do,dl,...}.

Definamos dos funciones: v: C >D, Y¥:0D > C. Asuma-

mos que ¢o = 0, ¢ = 1, y que do = 0, d, = 1. Para cada
n < «, debemos definir inductivamente cadenas finitas

> D con
n n

inversa ¥ : Dn —> C, - Sea C, = {cqg,c,;} = {0,1},

c» Db (C cC, D ¢ D)y un isomorfismo Y+ C

Do = {dO:dl} = {0,1} Yy LYO = L; AWO T Aa para L = 0;1' Dados Cn,Dn,Yn:Wn:

y n par, sea k el entero mds pequefio con ¢ § C.

Definimos u, = A([ck) 0 Cn) y Ek = ((ck] 0o Cn).
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Entonces Ek < ck

contiene intervalos primos, podemos escoger un d e D satisfa

< u .y asi Ek Yn < Uy Yn. Puesto que D no

ciendo £, Y < d < u Y . Puesto que ¥ es isgtono, d ¢ D
Definimos Cn4y = C U {ck], Dpn+: = DnL){d}, Yn+: restringi-
do a Cn es Yn’ Y Cp Yn+1 © d, Yn+1 restringido a Dn es Wn y
d ¥ney, = ¢.. Si n es impar procedamos en forma similar, pero

k

intercambiamos 10s roles de C y D, C_ vy D , ¥

Wy res-
n n n Y n’

pectivamente.

Finalmente, pongamos Y = L)(Yn/n < «)., Claramente,

C=uyl(C /n<e), D= ul(D/n<e), yYesel isomorfismo re

querido .

COROLARIO 10.6

Satlve un Lsomorfisme exdste exactamente una red Booleana con
table sin dtomos y exactamente una red Booleana gencrallizada
contable s.in dtomos y sin elementos unitarios, B(D), donde D

es el internvalo de racdionales [0,1) .
PRUEBA

Tomemos el intervalo de nidmeros racionales en [0,1] y [0,1).
La red Booleana generalizada es en cuestidn B([0,1]) vy
B([0,1)) respectivamente. Esto se sigue de la observacion
que [a,b] es un intervalo primo en C si y solo si a + b es
un atomo en B(C). E1 resultado se sigue de Lema 10.9 y 10.11

y Teorema 10.4"



11, REPRESENTACION TOPOLOGICA

E1 C.0.P.0. P(L) de ideales primos nos da mucha informacion

acerca de la red distributiva L, pero obviamente no caracte

riza a L. Por tanto es necesario dotar a P(L) con mas es-

tructuras si queremos caracterizar a L.
DEFINICION 11.1

Una semined disyuncidn L es LLamada distrlbutiva 4.4
a < bovby (a, bo, by € L) amplica La existencia de

o, @y € L, a, < b., £ =0,]1

‘ i , con a = dgvay (vern jflguna

11.1) .

Note que ap; y a; no necesariamente son Gnicos.

bovbl

by

ag a1

Figura 11.1

Algunas propiedades elementales de semiredes distributivas



son la

LEMA 1

(.C)

(L)

(L)

PRUEBA

(1)
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s siguientes:

1.1

S& {L;~,v) es una rned, entonces La semired disyun-
eddn (L;v) es distrnibutiva s4 y s0lo s4 La ned

(L;~,v) es distributiva.

SL una semired disyuncddn L es distributiva, enton-
ces para cuafquien a,b e L exdste un d e L con a < a,

d < b. Consecuentemente I(L) es una red.

Una semired disyuncdién L es distrnibutiva s£L y s0fo

54 TIL), como una red, "es distraibutiva .

Si (Ls~,v) es distributiva, y a < bgovb;, entonces con

a. = a~b

) O L= 0,1, a = agva,;, y por tanto (L,+) es

semired distributiva.

Reciprocamente, si (L,v) es distributiva, y la red L
tiene a Ms 6 Ns como una sub red, entonces a < bvc
(ver la notacidon de la figura 7.1) y no se pueden en-
contrar a,, a, con a; < b, a, < cy a = ay.az, 10 que
produce a una contradiccidon con lo supuesto. De este

modo la red (L,~,v) es distributiva.
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(i1) a < avb, de este modo a = agvby, donde a, < a,
bo < a. Puesto que by < a, by es cota enferior de a

y de b.

(iii1) Primero observemos que, para I,Je I(L),

IVD = {<vj/€ e 13 §j e J1}

se sigue de que asumimos que L es una semired disyun

cidén distributiva.

Supongamos que I(L) es una red. Ahora sean [,J,K ele
mentos de I(L) con I < JVK, como
I = (INJ) ~ (INnK), (I(L),v) es distributiva, por

tanto por (i) (I(L)3;~,v) es una red distributiva.

Reciprocamente, si I(L) es distributiva, y a < bovba,

entonces

I

(a] = (a] ~ ((bo] ~ (b,])

((a] ~ (be]) ~ ((a] ~ (b1]),

y asi a = agva;, ao € (bo], a1 € (by], 1o cual es la

distributividad para L .

DEFINICION 11.72

Un subcongjunto D de una semined disyuncidn L es LLamado un
{deal dual s4 a e D y x > a Lmplica que x € D, y a,b g D
Amp€ica que exdiste una cota Anferniorn d de {a,b} fal que

dED [
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DEFINICION 11.3

Un ddeaf I de L es primo s£4 1 # L y L - 1 es un Ldeal dual e

Nuevamente con P(L) denotaremos el conjunto de todos ios

ideales primos de L.

LEMA 11.2

Sea I un Ldeal y sea D un Ldeal dual de una semired disyun-

eldn distributiva L. S¢ InD

i

¢, entonces cxlste un Ldeal

primo P de L con P O I, PND

(1) ®

PRUEBA

Sea X el conjunto de todos Tos jdeales de L conteniendo a 1

y que son disjuntos de D.

Tenemos que verificar que X satisface Ta hipdtesis del Lema
de Zorn. Puesto que I ¢ x, concluimos que X es no vacio.
Sea C una cadena en X y sea M = y (X/X € Cj). Si a,b e M, en
tonces a & X, b € Y para algiun X, Y € C; puesto que C es
una cadena, X ¢ Y ¢ Y € X; si, decimos, X € Y, entonces
a,beY, y asi avb & Y ¢ M, puesto que Y es un ideal. Tam-
bién, si b < a € M, entonces a € X; puesto que X es un
ideal, b € X ¢ M. De este modo M es un ideal. Es obvio que
M2I1 y MND = ¢, verificando que M € X. Por tanto por el

Lema de Zorn, X tiene un elemento maximal, digamos, P. Afir



221

mamos que P es un ideal primo. Realmente, si P no es primo,
existen a,b € L tal que a,. ¢ P y para cualquier c tal que
c<a y c<b, se tiene que ¢ ¢ P. A causa de Ta maximi-

Titud de P, (Pv(a]l)nND # ¢, (P¥(b])nD # ¢.

Sean pva € D, qvb € D, p,qg € P. De este modo existe x ¢ D
tal que x < pva y x < qvb. Asi x = piva; con p; < P,
a; < a y x =q;vb; con g, < q, by < b. Asi

x e (Pv(a]) n (Pv(b])nD. Por (ii) Lema 11.1 tenemos:

[Pv(Pn(a]) v (P (b]) v ((a]n (b )]nD # ¢ con (a]N(b] c P,
por hipotesis. De este modo PND # ¢ 1o cual es una contra-

diccidn o

En el resto de esta seccidn, entenderemos por L, una semi-

red - disyuncidon con cero.

En P(L) Tos conjuntos de la forma r(a) = {P/a & P} represen
tan los elementos de L. Haremos de todos estos conjuntos,

conjuntos abiertos. Con L&(L) denotemos el espacio Topoldgi
co definido en P(L) postulando que los conjuntos de la for-
ma r{a) son una sub - base para los conjuntos abiertos; 11a.

maremos a LL(L) el espacio Stone de L.

LEMA 11.3

Sea I un Ldeal de L,
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Entonces r(l) es abdleato en LL(L). Recdprocamente, cada con
junto abiento U de LL{L) puede ser nepresentado dnlcamente

como r{l) para algin Ldeal 1 de L .

PRUEBA

Simplemente observemos que
r(I)nr{d) = r(I~J),

r(V(Ij/j e K) = u (r(I.)/j e K),

y r((a]) = r(a), de 10 cual se sigue que los r(I) forman
Ta mads pequefa colecciéon de conjuntos cerrados bajo inter-
secciones finitas y uniones arbitrarias conteniendo todos

los r(a).

Observemos que a € I si y solo si r(a) ¢ r(I). De este modo

r(I) = r(J) si y solo si a € I es equivalente a, a ¢ J, es-

to es, si y solo si I = o
TEOREMA 11.1
Los confuntos de La goama rlal foaman una base para LL(L) e

PRUEBA

Los conjuntos r(a) forman una sub - base para LL(L). Para

que sean una base tenemos que verificar que para cualquier



223

a, bel, Per(a)nr(b), existe c e L con P ¢ r(c),
r(c) ¢ r(a)Nr(b). Por 1o asumido, a ¢ P, b & P; de este mo-

do, si P es primo, existe unce L, ¢ ¢ P, ¢ < a, ¢ < b.

Entonces P e r(c), r(c) c r(a), y r(c) ¢ r(b), como es re-

querido .
LEMA 11.4

Los subconjuntos de LL(L) de La forma vr{al pueden sen carac

tenlzados como conjuntos ablentos y compactos .
PRUEBA

Efectivamente si una familia de conjuntos abiertos

{r(Ik)/k e K} es una cobertura para r(a), esto es,

r{a) g_L;(r(Ik)/k e K) = r(V(Ik/k e K)), entonces

a e V(Ik/k £ k}: Esto implica que a ¢ V(Ik/k e Ky) para al-

gin finito ko, ¢ K, probando que r(a) g_t)(r(Ik)/k e Xq).

De este modo r(a) es compacto. Reciprocamente, si I no es
principal, entonces r(I) ¢ U (r(a)/a e I), pero

r(I) ¢ U((r(a)/a € I,) para cualquier I, finito con I, ¢ Is

Del Lema 11.4 y Teorema 11.1 <concluimos:



224

TEOREMA 11.2

EL espacio Stone LL(L] deteamina a L salvo un Ls0monfLsmo e

Sea P un ideal primo de L. Entonces P es representado como
un elemento de L£(L) y también por r(P). La coneccion entre

Py r(P) estd dada en el Lema 11.6 e ilustrada en la figura

11.2

Le(L)

Figura 11.2

LEMA 11.5
Para cada Ldeal primo P de L, (P} = Le&(L) - v(P), donde {P}

s La cernaduna topoldgica de {P}



PRUEBA

Por definicidén de cerradura,

{P}

{Q/Q € r(a) implica que P e r(a)}

"

{Q/Q 2 P}
Le(L) - {q/Q p P}
Le(L) - r(P) .

COROLARIO 11.1

Si P #Q, entonces {P} # {Q}; en otras palabras, LLI(L) es

un espacLo Ty .

PRUEBA

Combinando Lema 11.3 y 11.5 o

E1 Lema 11.5 también prueba que si P es un ideal primo, en-

tonces LL(L) - r(P) debe ser la cerradura de un conjunto unitario.
En otras palabras:

(C) si U es un conjunto abierto con la propiedad que, para
los conjuntos abiertos y compactos Uy y Uy, Ugily ¢ U im

plica que Ug ¢ U 6 U, ¢ U, entonces L&(L) - U = {P} para

algin elemento P.
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DEFINICION 11.4

Una familia de conjuntos ablentos y compactos {Uy/k e K} es
dualmente dirnigida s4 K # ¢ y para ko, Ky € K, existe un
ko ¢ K tal que U

c U, nu
0

K2 k Ky

Ahora estableceremos el Teorema de Caracterizacion:

TEOREMA 11.3

EL espacio Stono LE de una semired disyuncddn distributlva
con cero puede sen caracterlzado (safvo hemecmornflsmos) pon

Las sigudlentes dos propledades:

(S1) L& es un To - espacio en el cual Los confuntos ablern-
tos y compactos forman una base para Los conjuntos

ablentos .

(SZ) Sd{ F es un confjunto cennado en Lﬂ,'{Uk/k e K} es una
pamilia dindgida dualmente de confuntos ablerntos u com
pactos de L&, y U v F # ¢, entonces
r\(Uk/k e K) N F # ¢ .

PRUEBA
Por Corolario 11.1 y Teorema 11.2 (S1) es satisfecho. Para

verificar (S2) para L£(L), sea F = [£{(L) - r(I) y
U, = r(ak). De este modo F = {P/P 2 I} y U, = {P/ak e P1.
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Lo asumido sobre Tos 2y significa que D = {x/x > a
gin k ¢ K} es un ideal dual; por hipdtesis sobre Tos

Uy s Uk(\F # ¢, y tenemos r{a, ) ¢ r(I); esto es, a & 1, pro

h

-

bando que DNI = ¢. Por tanto, por Lema 11.2, existe un
ideal primo P con P 2 I, PND = ¢. Entonces a, ¢ P, y asfi
P e r(ak) para todo k e K. También P 2 I, de este modo

P ¢ r(I), vy asi P ¢ F, probando gque P ¢ Ff\r\(UP/k e K), v

|

rificando (S2).

Reciprocamente, sea L£ un espacio topoldgico que satisface
Tas condiciones (S1) y (52). Sea L el conjuntc de todos los
conjuntos abiertos y compactos de L£. Obviamente, ¢ e L ¥y

si A,B ¢ L, entonces AUB ¢ L, y por tanto L es una semired

disyuncidon con cero. Sea
A c BDUBJ_ con l[\, BOa Bl e L.

.t . ST
Entonces ANB, es abierto, y por tanto AnB, = L)(AJ/J e J;),

4 = 0,1, donde los A? son conjuntos abiertcs compactos.

]
o
-
—
—
-

Puesto que A = (ANBy) U (ANB,) = L)(Aé/j e douUdi,<
por la compacidad de A conseguimos A = L)(Ag/j e d 0 je Jdi),

donde JL es un subconjunto finito de JL’ £ = 0,1. Hagamos

A = r\(Ag/j € JZ), L= 0,1.

Entonces Ag, Ay € L, A = Ao UAL, v Ay

el

BO'; Al E_Bls pro-

bando que L es distributiva.
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Le Le(L)

Figura 11.3

Se sigue de (S2) que los conjuntos abiertos de L{ estan aso

ciados univocamente con los ideales de L.

Para un ideal I de L, sea U(I) = u{(a/a e I) (guardar en
mente que un a € L es un subconjunto de L&, como estéd ilus-
trado en la figura 11.3). Note que para a ¢ L, a ¢ I si y

solo si a c U(I).

Ahora sea P un ideal primo de L, F = L& - U(P), y sean

{Uk/k e K} el conjunto de todos 1os conjuntos abiertos com-
pactos de LL que tienen interseccidn no vacia con F. De es-
te modo, 1lo0s Uk son exactamente aquellos elementos de L que

no estan en P. Por tanto, por Ta definicidn de un ideal pri
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mo, dados k, £ e K, existe t ¢ K con U, ¢ Uk’ U, ¢ Uy pro-

t
bando que F y {Uk/k e K} satisfacen la hipdtesis de la con-
dicion (S2). Por (S2) concluimos que existe un

p € Fr\r\(Uk/k e K). Si g ¢ F, entonces para cada conjunto
abierto compacto U con g € U, tenemos UNnF # ¢; de este mo-

do p € U, probando que {p} = F. Notemos que LL(L) es Tg;

por tanto p es {nico.

M

Reciprocamente, si p € L&, Sea I = {a/a L, a ¢ L& - {p}}.

Entonces I es un ideal de L, y L& - {p}

i

U(I). Veamos gue
I es primo. Efectivamente, si U, V ¢ L, U ¢ I, v & I, enton
ces UN{pt # &, VN {p}t # ¢, y por tanto p € U, p = V. De es

te modo, p e UNV y asi UNy ¢ Uu(I).

Por (S1) existe al menos un W ¢ L can W

Ke)

unv, W ¢ UT).

Por tanto W ¢ I, y asi I es primo.

ET mapeo y: P

> p es uno a uno y scobreyectivo entre 105
espacios topoldgicos L&(L) y L&. Para probar que LL es un
homeomorfismo, es suficiente probar que U es abierto en
Le(L) si y solo si Uy es abierto en L£. Puesto gque un tipi-
co conjunto abierto en L&(L) es de Ta forma r{(I) (I & I(L)),
y un conjunto abierto de L£ es de 1a forma U(I), solamente
necesitamos probar que r{(I)Yy = U(I) y U(I)y™%' = r(I) en
otras palabras, que P e r(I) si y solo si (PY = )p & U(I).
Efectivamente, P e r(I) significa que P 5 I, lo cual es
equivalente a U(P) o U(I); esto es lo mismo que

U(r) n (L& - U(P) # ¢. Puesto que L& - U(P) = {P} con



p = PY, Ta condicidn dltima significa que U(I)N{P} # ¢,

To cual se cumple si y solo si p e U(I) N

COROLARIO 11.2 (M.H. Stone).

EL espacio Stone de una hed distributiva es caracterlzado
porn (ST), (S}, y

(S3) La Anternseccdbn de dos ablerntos compactos es compacto *

COROLARIO 11.3 (M.H. Stone)

EL espacio Stone L& de una red Boolecana (LLamado un edpacio
Booleano] puede sen caractenizado come un espacdo ccmpacic
Hausdorngg en el cual Los conjuntos ablentos y cernrades {ei-

man una base para Los conjuntes ableafos

PRUEBA

Sea L& = Le(B), donde B es una red Booleana. Entonces

L£ = v(1), y de este modo L& es compacto. Sean P,Q e L& y
P# Qy tomemos a € P-Q. Entonces Q e r(a), P e r{(a'); por
tanto, cada par de elementos de LE puede ser separado por
conjuntos abiertos - cerrados, verificandso que L[{ es

Hausdorff. Obviamente LZ es totalmente desconectado.

Reciprocamente, sea L& compacto. Hausdorff, en la cual Tos
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conjuntos abiertos y cerrados forman una base para 1os con-
juntos abiertos. Entonces (S1) es o¢bvio. (S2) se sigue de la
observacion que F y los UL’ £ ¢ I, son conjuntos cerrados
que tienen la propiedad de la interseccion finita; por tanto,
por la compacidad, ellos tienen un elemento c¢n comin. (S3)
se cumple puesto que la interseccidn de dos abiertcs compac-
tos es la interseccion de abiertos cerrados, lo cual es ce-
rrado, y en este espacio es compacto. Luego 1os conjuntos
abiertos y compactos forman una red distributiva B, la cual

es Booleana, con L& homeomorfismo a L&£(B) e
TEOREMA 11.4

Sea B una #wed Beoleana Ainfinita. Enfonces
[PIBI > [B] .

PRUEBA

Sea L€ un espacio Hausdorff compacto en el cua: Tos conjun-
tos abiertos cerrados forman una base. Para a,h ¢ L. con
a # b, fijemos un par de conjuntos cerrados-2tiercos

Ua,b> Ub,a tal que a ¢ Ua,b, b e Ub,a y Ua,b OO Ub,a = 9.

Ahora sea U un conjunto cerrado - abierto y a ¢ U. Entonces
Le - U c u{Ub,a/b e L& - U), y asi, por la compacidad de
Le - U, L& - U c u(Ub,a/b € B) para alglin finito B ¢ LL' -

Entonces V3 = N (Ua,b/b & B) es abierto y a € V5 ¢ U. De es-
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te modo, U g_k)(va/a e U), asi por compacidad de

U, Uc ul(Va/a e A) para algin finito A c U. Por tanto,

U= u(Va/a e A). De este modo cada conjuntc abierto cerrado
es union finita de intersecciones finitas de Ua,b’ y asi no
hay mas conjuntos abiertos-cerrados que la existencia de se-

cuencias finitas de elementos de L&, de aqui gue

[PB) > 4B e
LEMA 11.6

Secan Lo ¥y L1 nedes distributivas acofadas ¢y seda v wil

{0,171} - homomerngismo sobregectivo de Lo en Ly, Entonces

-1

Le(y): P

> P Y

Mapec LL{Ly) en LE({Lg); L&Iv) es una 4funcidn continua con La
propiedad que 44 U es un ablernto - conpacto en LL{L,), cnton

ces ULLL(Y))™! es compacto en LL(L ).

Rectprocamente, s4 ¥: LL(L,) —> LL(L,) Liene Las propicda-

des antendonrnes, entonces ¥ = LL{v) para exactamente win

\

' |_0

Ll )
PRUEBA

como Y es un {0,1} - homomorfismo sobreyectivo, 51 P es pri-

mo en L,, PY ! es primo en L,. De este modo L&L(y) es una fun
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cion sobreyectiva.

Ademds, si U = r(a), a € Ly, entonces

I

U Le(y)-! {P/P e L&(Ly), PQ~" & r(a)}

{P/P e LE(L,), a & Pv~'}

{P/P e L2(L1), ay & P}

= r(avy).
Reciprocamente, si un tal ¥ es dado v U = r{(a), a & Ly, en-
tonces U ¥Y~-' es abierto - compacto, y asi U ¥~! = r(b) para

un Gnico b e L,. VY

as’ vy: a -

> b es un mapeo sooreyectivo de Ly en L.
Es claro que L£(Ly) ¥~™* = L&(Ly), y tambien

d ¥-' = ¢ y obtenemos 1y =1, 0y = 0.

r{a~b) = r(a) N r{(b), obtenemos:

(avb)Y aY - by, (a~b)Y = aY¥ ~ bY.

Por 1o tanto v es un {0,1} - homomorfismo, y ¥ = LE£(7) o
DEFINICION 11.5
Sea L€ un espaclo topoldgico. La Booleanizacidn de LL ¢s wh

espacLo topoldgilco LEB sobre LE que fdlene Los conguintos

abientos - compactos de LE y sus complementos como and Sub-
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base para Los conjuntos ablerfos e
LEMA 11.7

EL espacdo Ioﬁbﬂdg&co compacte L€ satisface (ST}, (S2), y

(S3) 44 y s0lo &84 LKB es un espacdo Booleano o
PRUEBA

Supongamos que satisface (S1), (S2) vy (S3).

Para X,y ¢ LEB, obtenemos: T;? = {x}, el complemento de

{x} es abierto en L£, asi existe un abierto compacto B en
L£ que contiene a y, y no contiene a X, como B y su comple-
mento, son ambos abiertos en LEB, entonces LtB es Hausdorff
y totalmente desconectado. Ahora verificuemos la compacidad
de LKB, sea Fy, una coleccion de conjuntos abiertps compactos
de L£ y sea F; una coleccidn de complementos de conjuntos adier
tos compactos de L&, y supongamocs que en F = Fq U F; ninguna in
terseccién finita es vacia. Por (S3) F, es cerrado por inter
secciones finitas. Puesto que los miembros de F; son cerra-

dos en L£ y L& es compacto, N (X/X € Fi) F es distinto de

H

de vacio; ya que de otra forma U (LZ-X/X & F,) es cobertura
de L€ y no tiene sub - cobertura finita. También, para cual-
quier U e Fq, v X € F1, UNX es cerrado en U {considerando
a U como un espacio topoldgicoe compacto), y asfi

UNVF = n(UNX/X e Fi) # ¢, puesto gue U es compacto y



(UNX/Xeg ¢ Fy) con g finito es distinto de vacio.

Aplicando (S2) a F y Fg, conciuimos que NF = ¢ lo cual, por
el Teorema de Aiexander prueba la compacidad de LEB. Como 1Ta
base de LEB esta formada de intersecciones finitas de abier-
tos compactos (que tambien son cerrados en LL), est2 base

esta formada por abjertos - cerrados. Por Corolario 11.3,

LKB es un espacio Booleano.

. . B . .
Reciprocamente, si L&~ es Booleano, las conjuntos abiertos

B

compactos de LEB forman una red Booleana L. Coumo L&Y es com-
pacto, tambien 1o es L&, un abierto comrnrcto co L& es tio-
bién un abierto compacto de LEB, puesto que &l es abierto en
LKB, y también es cerrado en LKB, par 1o tantc es compactao
en LKB. Asi si L; es el conjunto de conjuntos abiertos com-
pactos de L&, Ly ¢ L. L; es una red, ya que L£ es compacto.

Asi L, es una sub red de L, L, s distributiva, -

L
I
L5
C
C-]
I

lario 11.2, L& = LE&(L,;) satisface (31), {S2) y (33

(%
~—
®
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