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PRO LOG 0 

E1 presente trabajo es un estudio de la s propiedad es basicas 

de las redes, e incluye dos Teoremas de Represen tacion Topo

logica. 

La finalidad de este trab aj o de investi gaci6n es divulgar un 

nuevo campo de estudio en la matematic a en este caso las re

des, las cuales son muy Gtiles en otras ram a s de la matemati 

ca . Ademas de ser apli cables en el area de la computacion. 

El capitulo I ,trata de los conceptos ba sicos de redes , sus 

representaciones graf icas, polino mios y otr as estructuras y 

el concepto de red libre generada par un co njunto ordenado. 

En el ' Capi t ulo II, vemos como ca rac terizar una red distribu

tiva segun su forma, una ap l icaci6n de pol inomios para cono

cer las r ed es Booleanas en n generad or es, las relaciones de 

congruencia y su vin cula cion con I dea l es y finaliza con dos 

Teoremas de representacion To po 16gica. 



CAP I T U L 0 I • 

,' . '\ 
CONCEPTOS BASICOS EN REDES 

1. DOS DEFINICIONES DE REDES 

Mientras las propiedades aritmet;cas del conjunto de los nu-

meros reales, IR, pueden ser expresados en terminos de la su 

ma y la multipl;cacion, las propiedades del orden teorico y 

as; el topologico son expresadas en terminos de la relacion 

de orden < . 

Las propiedades basicas de esta relaci6n son las siguientes: 

Para to do a , b , C E IR se tiene que: 

( P . I ) a < a (Refle xiva) -

( P . 2 ) a < b Y b < a entonces a = b (antisimetrica) 
- -

( P . 3 ) a < b y b < c entonces a < c (transitiva) 
- --

( P .4) a < b 6 b < a (linealidad) - -

Son muchos los ejemplos de las relaciones binarias que com-

parten las propiedades (P.I) - (P.4) con la relacion de or

den de los numeros Reales y hay mas que gozan de (P.I) -

(P.3). Este hecho por si mismo, no justifica la introduccion 

de un nuevo concepto. Sin embargo se ha mostrado que muchos 

conceptos basicos y resultados acerca de los numeros Reales 

dependen solamente de (P.I) - (P.3) y estas pueden ser usa-

das provechosamente. 
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DEFINICION 1.1 

La~ ~elacion e4 Que 4at~46acen (P.l) - (P.3) ~on 1lamada4 ~e-

1acione~ d e o~den pa~cia1 y 104 con junto 4 eq uipado~ can e~

ta~ ~elacione4 ~on llamado4 conjunto~ pa~cialmente o~denado~ 

6 C.O.P.O,S • 

Para formalizar las defi 'niciones, sean A,B dos conjuntos y 

formemos el conjunto A x B = {(a,b)/a E A, bE B}. 

5i A = B escribimos A2 por A x A y A x A = {(a,b)/aE A, 

b E A} entonces 

DEFINICION 1.2 

Una ~elaci6n bina~ia p en A puede ~implemente ~e~ de6inida 

como un ~ubconjunto de A2. l.!o~ elemento~ a, b (a, b E A) e~ta.11 

en ftelaci6n con ~e~pecto a p ~i (a,b) E p . Pa~a (a,b Ep tam

bien lo podemo¢ e¢c~ibi~ a p b 6 a = b (p) • 

Esta definicion formal es equivalente con la intuitiva: 

DEFINICION 1.3 

Una ~e1aci6n b-i.l1a~ia en A e~ una "negla ll Qu e decide ~i 6 v!.o 

a p b pafta algan a, b £ A. POft 4 upue4to~ UI1 C{, de tale~ ~egla4 de 

jI 
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tvun,(ncvule.l cQnjuntQ'{let,b)/etp b; et,b sA} Ij v,(c.e.ve./tl.)a e-6te. 

c.QnjuntQ detetr.m,(n({. et let 1re:i.e.ac.'(611 p • 

DEFINICION 1 . 4 

Un c.onj ul1to patr.c.ialrnente. o/tdenadQ (A, p) c.Qn4L~te de un c.on

junto no vac.,(o A Ij una nelac.'(6n binanla p en A; tal Que p 

-6ati-66aga la-6 pnopiedade-6 (P.l) - (P.3) ~ 

Las propiedades (P.l) - (P.3) pueden ser enunciadas en la 

forma siguiente: 

Par a to do a ,b, c E A , 

( P . 1 ) 

( P . 2 ) 

( P . 3 ) 

(a,a) E:p 

(a,b), (b,a) Ep 

(a,b), (b,c) Ep 

DEFINICION 1.5 

entonces a = b 

entonces (a,c)E p. 

Si p ~ati~6ac.e (P.l) - (P.3), p e~ una nelac.i6n de ondeK pa~ 

c.ial Ij u~ualmente -6e denota pan < . Tambien, a > b ~igni6ic.a 

b < a 

Algunas veces diremos que A (mas bien (A J < )) es un C.O.P.O. 

significando que el orden parcial esta sabre entendido. 
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DEFINIC~ON 1,6 

Un. C.O.P.O. (A;2.) que. tcunb,Len .6at-i..60ae.e. (P.4) e...6 .t.tamado un.a 

c.ad e.n.a . (Tamb-i.e.n t.ta.mado e.o nj unto e.o mplC?tam e.nte. oltd c.n.a.do, 

e.o njun.to l-i.nealme.n.te. oltd enado , y otno.6) a 

DEFINICION 1.7 

S-i. (A; <) e..6 un C.O.P.O., a,bE A entonc.e.-6 a. Ij b .6011 c.ompana

ble..6 .6-i. a < b 6 b < a. 

En otno e.a.6O a y b .6011 no c.ompalLable..6, en notae.-i.6 11 .all b • 

Una cadena es por consiguiente, un C.O.P .O. en el cual no 

hay elementos incomparables. 

Ahora definiremos el infimo y el supremo en un C.O.P.O. arbi 

trario P (esto es, (P;2.)). 

DEFINICION 1.8 

S ea H .S: P, a E P. En.ton.c.e.o a e..6 un.a. c.ota. .oupe.Jt-i.oJt de. H, .6-i. 

It < a. paJta. todo It E H. 

Una e.ota .6Upe.Jt-i.oJt a. de. H a.o la mLn-i.ma. de. la.o e.ota..6 .6Upe.Jt-i.o

ILe..6 de H 6 e.l .6upILe.mo de. H .6-i., palLa c.ualqu-i.e. IL c.ota .6up~AiolL 

b de. H, .oe. t-i.e.n.e. que. a. < b. Lo e..6c.Jt-i.b-i.mo,5l a. == .o up H 6 

a == V H • 



Esta notacion puede ser justificada solamente si mostramos 

que el supremo es unico. 

PRUEBA 

5 

Si ao Y 01 son ambos SU , remos de H, entonces ao < al, puesto 

que al es una tot a superior y ao es un supremo. 

Similarmente 01 ~ ao. As; ao ~ a 1 po r (P. 2) • 

DE FIN ICION 1.9 

Sea HaP, a E P. Entonae~ a e~ una aota in6ehio h de H, ~i - ' 

a < h paha t o do h E H. 

Una aota i n6ehioh a de H e' la mdxima de la~ aota~ in6ehio

he de H 6 el ~n6imo de H ~i, paha toda acta in6ehioh b de H, 

6e t-i.ene que b < ct. Lo e.6c.hib ' mo .6 a = inb /-( 6 a = A H • 

La unicidad es probada cnmo en B l pir rafo anterior. 

S~ a (P;~ ) un C.O . P.O. La nota cion a ~ b (significando b ~ a) 

tambien puede ser vista como una defini c i 6n de una relacion 

binaria en P. Esta relacion binaria > satisface (P.I) - (P . 3) 

ya que para todo a,b ,c E P se tiene: 

(P.I) a ~ a, p~r definicion de ~ y porque a ~ a. 

(P , 2) Si a b y b > a debemo s probar que a = b· 

Si a > b, por definicion de > S8 tie ne que b < a. 



Si b > a, por defi nicion de ~ se tiene que a < b; · 

usando (P.2) para < se concluye que a = b. 

(P.3) 5i a > b y b > c debemos probar que a > c. 

a > b significa que b < a 

b > C s;gnifica que c < b 

usando (P.3) para ~ s e tie ne: 

c < b < a entonces c < a qu e significa a > c. 

ASl (P;~) es tambien un C.O.P.O. llamado El Dual de 

( P ; ~ ) • 

6 

Ahora; si ¢ e s un enunciado acerca de los C.O.P.O.S y si en 

¢ reemplazamos la ocurrenci a de < por ~, obtenemos el dual 

de cf>. 

PRINCIPIa DE DUALIDAD 

Si un en eun~iado ¢ e~ ve~dade~o en todo~ lo~ C.O.P.O.S, en

t o n~ e~ ~u dual e~ tambien ve~dade~o e n t o do~ lo~ C.O.P.O.S • 

Esto es verdadero simplemente porque cf> se cumple para (P;~) 

si y s610 si el dual de ¢ 5e cumple para (P; ~ ) e l cual es 

tambien un C.O.P.O. 

Como un ejemplo tomaremos para cf> e1 enunciado: 

"Si sup H e xiste este es e1 unico" 

obtendrlamos su dual as,: "Si inf H existe este es uni co ". 
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DEFINICION 1.10 

Un e.o.p.o. (L; ~ ) e..6 una f1. e. d.6.{. .6up{a, b} e. .{.J16{ct,b} e.x.-i . .6te. 

pa lLet ;todo a, b E L " 

En otr a s palabras; la teoria de redes pue de escoger un tipo 

especial de C.O.P.O .S , para detallar la inves t igacion , 

Al ha cer una definicion semejante, es un deber mostr a r que 

esta clase de C.O.P.O.S es muy usu al; ha y muchos C.O.P.O.S 

semejantes en vari a s ramas de la matem~t ic a (An&lisis, Topo

lbgia, Logica ', Algebra, Geometria) y un estudio genera l de 

los C.O.P.O.S puede guiar a un entendimiento mej o r de el co~ 

po r t arniento de estos temas. (Ver Teorla de Redes, G. Birkhoff 

[1940J . ) 

Hagamos la definicion de una red menos arbitraria, notamos 

que una definicion equivalente es la siguiente: 

DEFINICION 1.11 

Un cO lljLLn;to paf1.c.ia.e.me.n;te. of1.d e. vw.do (e.o.p.o.) (L; < ) e..6 u na 

Jte.d .6i .6Up H e. ..in.6 H e.x...i.6:te.n. paJta ;todo .6u..bc.oJ1ju..n.;to 6..iJ1..i;to, 

no va c.io H de. L • 

Probemos que estas dos definiciones son equivalentes 
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PRUEBA 

Es suficiente probar que la primera defin ici on implic a la se 

gunda. 

Asi suponga mos que (L; ~ ) satisface l a primera definicion y 

sea H c L un conjunto .no-vacio y finito. Si H = { a } , en to n

ces sup H = inf H = a, por la propiedad re vlexiva del ~ y de 

la definicion de sup e info Sea H = {a ,b , c } . A mostrar que 

sup H existe, hagamos de = sup{a,b}; e = sup{d ,c } ; diremos 

que e = sup H. Para comerzar, a ~ d, b < d y d ~ e, c < e; 

entonces (por transitividad) a < d y d < e entonces a < e, 

b < d y d < e entonces b < e y ademas c < e. 

Por 10 tanto para todo X E H se cumple que x < e. Esto nos da 

como resultado que e es un a cota superior . 

Aha ra m; re mos que si f es una cota sup er ior de H entonces e < f'. 

Como f e s una cota superior de H entonces a ~ f, b ~ f Y aSl 

d < f; tambi~n c < f, asi que c,d < f; entonces e < f; ya 

que e = sup{d,e}. 

Asi e es el su prem o de H. 

Si H = {a O,al, ... , an-d ; n < 1, entonc es 

sup { ... sup {sup{a O,al } ,a 2} ... , an- l} 

es el supremo de H, par un argumento i nduc t ivo cuyos pasos 

son analogos a los del conjunto de tres e le mentos. Por dua l i 

dad concluimos que el inf H existe • 

• 
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Hacienda uso del principio de dualidad par a redes notamos: 

Si (P; ~ ) es una red. tambien 10 es su dual (P; ~). 

Es ta es una forma de aplicar el princip i a de dualidad a re-

des. Usaremos las notaciones: 

a '" b = inHa,b} 

y a v b = sup{a,b } 

y ll amaremos a '" conjuncion y a v disyuncion. 

En redes, ambas operaciones son binar i as 0 sea que ellas son 

aplicadas a un par de elementos a,b de L y da por resultado 

un elemento de L. As; 

"' . L y 

v . L2 L 

son ambas funciones de LZ en L. 

La prueba anterior establece que: 

( ... ((ao v al)Va Z) ... ) v an-l = sup {a o ,al, ... an-d 

y { ... ((ao '" al)" a z ) ..• )" an-I = inf {a Q,al," .a n- I }. 

Ahora observemos que el lado de la part e de recha no depende 

del orden de los elementos a . en que estan listados. As; '" 
..{. 

y v son: idempotentes, conmutativos, y asociativos, es de-

cir: 

(L.l) a A a = a (idempotencia) 



(L.2) a A b = b A ~~ a v b = b v a (conmutat;v;dad) 

(L.3) (a A b) A C = ~ A (b A c)~ 

(a v b) v c = a v (b v c) (asociat;vidad) 

10 

Como siempre en Algebra, la asociatividad hace posible escri 

bir ao A al A ••• A qn- 1 

rentesis. 

y a 0 v ~ 1 v. . . van _ 1 sin usa l' p a -

Existen otro par de reglas que conectan A Y v. Derivemoslas 

entonces. Si a < b, entonces inf {a,b} = a; esto es a A b =a 

y reclprocamente . 

Asf en una red a ~ b s; y solo si a A b = a. 

Por dualidad (y por intercambio de a y b) tenemos: 

a < b si y solo si a vb = b 

aplicando el "solamente s i " de 1 a primera regla a , a y 

a v b y el de 1 a segunda regla a , a A b Y a , se obtiene 

( L .4) a A ( a v b) = a ; il v (a A b ) = a (Igualdades de Ab-

sorcion) 

Ahora estanl-9--S en la pregunta crucial: 

lConocemos 10 suficiente acerca de A y V para que las redes 

puedan sercaracterizadas puramente en t~rminos de las pro

piedades del A y v ? 

Haremos dos comentarios en este sentido. Es obvio que ~ pue

de ser caracterizado por A y V (en realidad por uno de 
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ellos); adem5s, obtener la c~racterizaci6n es un hecho de 

persistencia y m~s impQrtante aGn. 

lCuando intentaremos conseguir tal caracterizacion? 

Repitiendo 10 anterior, queremos caracterizar (L;~) como 

(L; A, v ) el cual es una estructura algebraica, que es un 

conjunto equipado con dos operaciones binarias (en este caso 

A: L 2 -- L Y v: L 2 --- L). Not e que 2. e s s imp 1 erne n t e 

un subconjunto de L2, mientras que A y v son funciones de L2 

en L. El interes es simple: 

Queremos tal caracterizacion ya que si podemos tratar redes 

como estructuras algebraicas, entonces todos los conceptos y 

metodos del Algebra Universal pueden ser utiles. 

DEFINICION 1.12 

Una e~~~UQ~u~a algeb~~iQa IL; A, v) e~ llamada una ~ed alge

b~ai~a ~i: L e~ un ~onjun~o no vaQio, A y V ~on ope~a~ione~ 

b[na~ia~ ~ob~ e L, amba~ A y V ~on idempo~en~e~, ~onmutativQ~ 

y a~o~ia~ivo~, adem~~ ~ati~6a~en la~ do~ identidade~ de ab

~o~Qi6n • 

E1 siguiente teorema establece que una red como una estruct~ 

ra algebraica y una red como un C.O.P.O. son conceptos "equl 

va1entes". (La palabra equiva1ente no estii definida). 

-- ---~-----------------------------------------------
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TEOREMA 1.1 

(i) Sea eL C.O.P.Q p ~ (L; ~ ) una ~ed. 

Sea a. A b = in6 {a,b}, a vb = .6Up {a,b}. En;tonc.e.6 La 

e.6;t~u c.tu~a aLgeb~aic.a pa = (L; A, v) e.6 una ~ed aLge-

b~a.ic.a. 

gebn~ic.a. Sea a < b .6i Y ~oLo .6i a A b = a en~onc.e.6 

pP = (L;~) e.6 un C.O.P.O, y eL C.O.P.O pP e.6 una ~ed. 

(iii) S ea el C.O.P.O. p = (L;<) una ~ed. En;tonc.e~ 

( pa )p = p. 

(iv) Sea La e.6;t~uc.;tu~a aLgeb~a.ic.a p = (L; A v) una ~ed aL 

geb~aic.a. En;tonc.e~ (pp)a = p • 

Observaci6n: (i) y (ii) describen como se pasa de C.O.P.O.S 

a estructuras algebraicas y viceversa, mientras que (iii) y 

(iv) establecen que se generan mutuamente. 

PRUEBA------

(i) Esta ya ha side probada. 

(ii) Segun hipotesis a < b significa a A b = a. Ahora < es 

reflexiva ya que A es idempotente; ~ es antisimetrico 

ya que a < b, b < a significa que a A b = a, b A a = b, 
.~- -.. 

10 cual par conmutatividad de A, implica que a = b. 

-- --------------------------------------------------------
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• 
Probemos que (L; ~ ) es una re d , 0 sea debemos verificar que 

inf {a,b} y sup {a,b} existen pal"a cu a lesquiera a,b E: L. 

a A b < a, ya que 

(a A b) A a = a A (b A a), por asociatividad de A 

= a A (a A b), por conmutativ i dad de A 

= (a A a) A b, por asociatividad de A 

= a A b, por. idempotencia de A; 

si milarmente, a A b < b . Aho r a si c < a, c < b, esto es 

C A a = c, c A b = c, entonces 

C A (a A b) = (c A a) A b = c A b = c. 

As 1 a A b. = i n f {a, b} . 

Finalmente a ~ a .v b, b < a v b ya que 

a = a A (avb); b = b A (a b) por la primera identidad 

de a b s 0 rei 0 n, as 1 s i a < c y b < c; 0 sea a A c', = a, 

b A C = b, entonces 

a v c = (a A c) V C = C Y b v c = c por la segunda identi

dad de absorcion, as;: 

(a v b) A c = ( a v b) A ( a v c) , sustituyendo a,c = a v c 

= ( a ' V b) A [a v (b v c) ] ' sustituyendo 
a,c = b v c 

\\" 
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= (~ v b) A [(a v b) v c], por asociatividad del 

v 

= a v b, por la primera identidad de absorci6n.· 

Es deci r , a v b < c, de donde a v b = sup {a,b}. 

(iii) Veamos que: 

( pa) p ~ p 

( pa)p es una red por (i) y (i i ). 

Sean a,b E L con a < b en (pa)p. En pa tenemos 

a A b = a por (ii). Pero si esto sucede en pa por (i) 

tenemos inf {a,b} = a en p, a < b en p y obtenemos 

( pa )p ~ p . 

p ~ (p a )p se consigue aplicando directamente (i) y 

( i i ) . 

(iv) La prueba de (iv) es similar a la prueba de (iii) • 

La prueba del Teorema 1.1 y al igual su informacion son suj~ 

tas a critica. Comenzaremos con, el ultimo paso de la prueba 

de (ii) puede ser habilmente hecha por primera vez probando 

que a = a A b s-i y solos i b = a vb . 

El Teorema 1.1 procede de un Teorema similar para IIsemiredes li 

que mas adelante veremos. 

Finalmente para redes como para estructuras algebraicas, el 

principio de dualidad toma la siguiente forma muy simple. 

\\" 
~, . 
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Sea ~ un enunciado acerca de redes expres~das en terminos de 

A Y v. E1 dual de ~ es un enunciado logrado de ¢ por inter

cambia de A Y v. 51 ~ es verdadero . para tQdas las redes, en

tonces el dual de ¢ es tambien verdadero para todas las re-

des. 

La prueba la obtenemos al observar que p = (L;A,V) entonces 

el dual de p~ es (L; V,A)P. 

DEFINICION 1.13 

Un C.O.P.O. ~~ una ~em~Aed di~wunci6n Idualment e , ~emi~ed 

conjunci6nl ~i ~up {a,b} (du almente, in6 {a,b}) exi~te pana 

cualquie~ pa~ ~e elemento~ a,b • 

DEFINICION 1.14 

Sea IA; ol una ~~t~uQtu~a algeb~diQa Qon una ope~aci6n bina

~ia o . I A j 0) e.6 una e.6t~uQtu~a alg eb~aiQa ~ emi~ed ~i 0 e~ 
, 

idempotente , conmutativa y a~oQiativa • 

TEOREMA 1.2 (Para 5emiredes) 

La~ ~,(.gu,{.ente.6 . a6,{.~macione-6 ~e Qumplen: 
, , 

Ii) Sea el C.O.P.O. U = IA;<) una .6emi~ed di.6yunci6n. Haga-

mo ~ a v b = .6Up {a,b}. Entonce.6 la e.6t~uctu~a algeb~a,{.

ca Ua = IA;v) e.6 una -6emi~ed. 
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.. 

S e.a a .::. b 4i If I.) olo .6i a 0 b r b. EI1.;(:o VlC.e..6 

uP = (A;.::.) e.4 un. C. O.P,O. If e.l C.O.p.O. uP e.-6 UVlC<. .6e.

mihe.d di.6lfunc.i6Vl. 

(iii ) Se.a e.l C.O.P.O. U = (A; .::. ) UVla .6e.mihe.d di.6YUVlC.i6Vl. EVl

tOVlC.e..6 (Ua) P = U 

(iv) Se.a la e.~thuc.tuha alge.bh~ic.a U = (A; o ) UVla ~e.mihe.d . 

• 

PRUEBA 

(i) Sean a,b,c£A, sup {a,a} := a, asi a va = a 

( i i ) 

a v b = sup {a,b} = sup {b,a} := b v a. 

a v (b v c) := s up f a, sup {b , c}} 

= sup {a,b,c} 

:= sup {~u~ {a,b}~c} 

== (a v b) v c 

de donde 1a estructura a1gebraica Ua = (A;v) es una semi red. 

Sean a,b,c £ A 

a 0 a := a (po r idempotencia en U) 

a < a 

si a < b Y b < a -
a 0 b = b Y b o a := a , a 0 b = boa (conmutatividad) 

y obtenemos a = b 

s i a < b Y b < c; a 0 b = b, b 0 c = c 
- -

.. 
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= (a o b) o c 

= b a e 

= • 4', 0 sea a < e 

Aho ra veamos que sup {a,b} = a a b 

a a (a a b) = (a a a) a b = a a b a < a a b 

b a (a a b) = (boa) o b = (a a b) a b = a a b ; 

b < a a b . -

Si a < c y b < e a o c=c, b o c=e 

y obtenemos: 

(a o b)oc = a o (b o e) 

= a a C 

= c 

aSl SUp {a,b} = a a b. 

De donde (A; ~) es un C.O.P . O. y tambien semired dis-

yu nci6n . 

(iii) u y (U a)P son ambos C.O.P.O.S y semiredes disyunci6n. 

( i v) 

Sean a,b e A con: a < b en U a < b ( en U) si y solo 

si a v b = b (en Ua ) si y solo si a < b en (U a ) r de 

donde U = (U a ) P • 

.. 
U = (A; o) y (U P) a = (A;v) son amba':. estructuras al-

gebriieas semiredes . Sean a,b,c E A. 

a a b = c en U 

si y solo si sup {a,b} = C en uP 

\\" 
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si y solo si q v b = c en (U P)a . 

AS l U == (U P)a, 

-------

.. 

\\'" ~. ' 



2, COMO DESCRIBIR REDES 

Para ilustrar resultados y refutar conjeturas debemos descri 

bir un numero considerable de ejemplos de redes. Estopode

mos hacer10 basando los ejemp10s en estructuras matematicas 

conocidas. 

En esta seccion mencionaremos otros cuantos m~todos. 

Una red finita siempre puede ser descrita por una tabla con

juncian y una tabla disyuncion. Por ejemplo; 

Sea L = {a,a,b,I} 

v 0 a b I A 0 a b 1 

a a a a 0 a a a b I 

a a a a a a a a I 1 

b 0 a 
.. b . ~; 

b b b 1 b 1 

1 a a b I 1 1 I I 1 

Observamos que mas informacion provista por las tablas es re 

dundante. Va que ambas operaciones son conmutativas, 1 as ta-

b1as son simetricas con respecto a 1 a diagonal. Ademas se sa 

be qu e, x A X = x, X v X = x; as; las diagonales mismas no 

proveen nueva informacion; por 10 tanto ., las dos tablas pue-

den ser condensadas en una sola, de 1 a siguiente forma: 

"" 



20 

0 a b 1 

v 
-~.-.~ .. d~'~. __ 

0 0 0 0 -_._._. ~-. 
a a 0 a 

b b } b 
--'-~~ 

1 1 1 1 
~-------------..-------

La parte de encima de la diagonal determin~ la parte de aba-

jo de la diagonal, dado que una de las dos determina el orde 

namiento parcial. 

Para mostrar que esta tabla determina una r~d, debemos sola-

mente ver que la propiedad asdciativa y las identidades de 

absorcion. 

Otra forma de conocer una red, es describir el ordenamiento 

parcial, esto es, todos los pares (x,y) tales que x < y. 

En el ejemplo anterior el ordenamiento parcial es: 

< = {(O,O), (O,a), (O,b), (0,1), (a,a), (a,1), (b,b), (b,1), 

( 1 , 1 ) } . 

Obviamente, todos los pares de la forma (x,x) pueden ser omi 

tidos, ya que conocemos que x < x. 

Tambien, si x ~ y, y, y < z entonces x < z . 

. -~ ~ 
Por ejemplo, c~ando conocemos que 0 < a y a < 1 no es nece 

sario decir que a ~ 1. Hagamos esta idea mis precisa, dicierr 

do: 

~ .. 



DEFINICION 2.1 

En un e.o.p.o. (P; < ), a C.ublLe. a b (b e..6 c.ubie.lLta pOlL a) ( e.vt 

notac.i6n a ~. b (b ---< a) .6J .. a > b y palLa ning una x, .. 
a > x. > b • 
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La relaci6n de cob ert ura del anteri or ejemplo es s;mplemente: 

---< = {(O,a), (O,b) , (a,l), (b,l)}, 

LPodria la relaci6n de cob ertura determinar el ordenamiento 

parcial? E1 siguiente Lema muestra que en el caso finito 10 

hace. 

LEMA 2.1 

Se.a (P;<) una C.O.P.O. 6inito. Entonc.e..6 a ~ b .6i Y .6olo .6i 

a = b 6 e.xi.6te. una .6e.c.u.e.nc.ia 6inita. de. e.le.me.nto.6 xo , .. "xn- l 

,tal que. x 0 = a , 

O<i<n-l • 

PRUEBA 

Supongamos que a < b. Si existe X l £ P tal que a < Xl' 

Xl < b, podemos obtener 1a cadena a < Xl < b, asi continua-

mas agregando elem e ntos entre cada par de miembros de la nu~ 

va cadena, como P es finito este proceso se detiene obtenien 

do la cadena a :::: Xo < Xl < X2 < ... < Xn-l :::: b donde 

BIBLIOTECA CENTRAL 
UM,V£RBtDAD 01 £L SALVADalI 



x - -- < X[_ 1 , para 0 < i < n - l. 
-<.. 

E1 reciproco es inmediato • 
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Podemos gtaficar a un C.O.P.O. (P; ~ ), simbolizando con circu 

los pequenos los elementos del C.O.P.O., si x,Y € P Y 

x ---< y, trazamos una linea recta entre los circulos que r~ ~~ 

presentan a X,y, y el circu10 que representa a y 10 dejare-

mo~ mas alto que el circulo que representa a x. 

El diagrama de la red discuti da pr eviamente es mostr a do asi: 

1 

a b 

/ 
/ 
o 

Figura 2 .1 

Algunas · veces el IIdiagrama de un C.O.P. O. i nfinit o ll es dibu-

jado. Tales diagramas son siempre acompanad os par explicac i£. 

nes. 

Note que en un diagrama la interseccion de dos linea no nece 

sariamente deb&-indicar un elemento . .. 



a 

DEFINICION 2.2 

Un d'[agltama e.~ ptano ~,[ 

Ejemplos: 

- --- - a 

1 b 

b 

.. 
a 

o 

Figura 2.1 

D E F Ir~ I C ION 2. 3 

n,[nfiu.na 

-<.. 

o 
Ms 

Lf.ne.a 

c 

c 

Figura 2.2 
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!.)e. in,te.Jt.6e.c.,ta • 

a c 

Figura 2.3 

Ul'l d-<..agltama e..6 6p,t-<..mo .6-<.. e..t nu.me.Jto de. paJte..6 de. A..n,te.Jt.6 e.c.c.-<"6n 

de. tIne.a.6 e..6 mIn,[mo • 

Ejemplo: 

F i gu ra 2.4 

\'" 
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Ejemplo de diagrama no optimo: 

Figura 2.5 

Como una regla, los diagramas .optimos son los mas us ados en 

la practica. 

Los metodos que usaremos son combinaciones de los vistos pr~ 

viamente. La red Ns de la figura 2.2 tiene cinco elementos: 

O,a,b,c,i, y b < a, C v b = i, a A c o . 

La red Ms tiene cinco elementos (figura 2.2): 

O,a,b, Gs i, y , a A b = a A c = b A C = 0; 

a v b = a v c = b v c = i. 

En contraste, nosotrospodemos iniciar con algunos elementos 

(digamos a,b,c), con ~lguna relaci6n (digamos b < a), y pre

guntarnos par la red mas general que puede ser formada, sin 

e s pee i fie a r 1 6-5 - e 1 e ni e n to s a usa r. Ene s tee a soc 0 n tin u are m 0 s 

formando disyunciones (v) y conjunciones (A) hasta conseguir 

\\" 
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una red. Una conjunci6n (6 di syunci6n) formada es identific~ 

da con un elemento que nosotros ya tenemos, solamente si es

ta identificaci6n es forzada por los axiomas de red 0 por 

las relacion~s dadas. 

Para ilustrar estas ideas hagamos una parte de los calculos 

que se neces;tan en la construcc;on de la red mas general L 

generada por a,b,c con b < a. 

Iniciaremos la construccion disyuntando y conjuntando a v c, 

b v c, a A c, b A c; note que, a v b v c = (a v b) v c= a c 

ya que a b = a, similarmente a A b A C = (a A b) A C = b A C 

ya que a A b = b. Proximamente tenemos que probar que los 

siete elementos (a,b,c,a v c, b v c, a A c, b A c) que tene-
.. 

mas son todos diferentes. Recordemos que dos elementos son 

iguales si tal igualdad se sigue de la relaci6n (b < a) y de 

los axiomas de red. 

Ademas para probar que un par de elloses diferente, es sufi 

ciente encontrar una red k can a,b,c, E K, b < a donde este 

par de elementos es diferente; 0 suponerlos iguales y llegar 

a una contradicci6n con las condiciones iniciales. 

Po r ej emp 10 : 

Probar que a I . ~ v c, tomemos la red {O,1,2} con 0 < 1 < 2 

y b = 0, a = 1, c ,= 2. 

El proximo paso es formar mas disyunciones y conjunciones: 
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b v (a" c), Q, A (b v c) . Es fa,cil yer que todi;iS las otras 

disyunciones y conjunciones son iguQ,les a las dadas, por 

ej emp 10 : 

b A (a " c) = (b " a) A c = b A c; a v (a" v c) = a; 

b A (a v c) = b a v (b " c) = a. 

Ahora afirmamos que los nueve elementos (a,b,c, a v c, 

b v c, a " c, b " c, b v (a " c), a A (b v c)) forman una 

red. 

Tenemos que probar que por disyunciones (v) y conjunciones 

( A) no pod"emos conseguir un nuevo elemento. 

Las treinta y seis disyunciones y las treinta y seis conjun-

ciones que tenemos que chequear son todas triviales. Por 

ej emp 10 : ... 

a v [b v (a A c)] = (a v b) v (a " c) = a v (a " c) = a, 

por ley de absorcion 

C A [a A (b v c)] = (c " a) v (b v c) = a " c, ya que 

C A a < b v c. 

La red conseguida de a,b,c satisfaciendo b < a es vista en 

la figura 2.3. • 

,. /. , 
., . 



3. ALGUNOS CONCEPTOS ALGEBRAICOS 

E1 prop6sito de una teorta algebraic~ es la inyestigaci6n de 

algebras bajo isomorfismos. En ese sentido podemos introducir 

dos conceptos de isomorfismo para redes. 

DEFINICION 3.1 

La.6 Jte.de..q P o = (L o;2. ), Pl = (L l ; 2 ) .60n. i.6omoJt6a.f., (e.n. .6,[mbofo.6, 

Po ~ Pl )' Y e.f ma.pe.o y: La ~ Ll e..6 un. i.6omoJt6i.6mo .6i y e..6 un.o 

a un.o, .6obJte.ye.ctivo y .6i 
~, ~. 

DEFINICION 3.2 

e..6 un.o a. un.o, .6obJte.ye.ctivo y .6i 

(a. A bly a.y A by 

lj, (a. v b)y = ay by • 

A6~Jtma.mo.o que. fo.6 do.6 con.ce.ptO.6 co~n.cide.n. bajo fa. e.quiva.fe.n.

cia de.f T e.oJte.ma 1.1 • 

E fee t i va men t e-: -

Si no = (L o;",v ), PI = (L1' A,v), cumplen la definicion 3.1; 

----- .-----------------------------------------------------
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~ ' ~. 

para a,b,CE L o , se tiene: 

~i) (a A b)y < ay, (a A b)y ~ by, 

~a A b)y < ay A by. Por definicion 3.1 

s i c es tal que cy < ay y cy < by, 

entonces c < a y c < b , c < a A b luego, 

cy < (a A b)y. As; ( a A b)y = ay A by. 

( i i ) (a v b)y > ay, ( a v b)y ~ by, 

( a v b)y > ay v by. Por definicion 3.1 

s i c es tal que cy > ay - y cy ~ by, 

c > a y c > b, c > a v b luego 

cy ~ (a v b)y. As; (a v b)y = ay v by 

as; Po Y P I son isomorfas segGn definici6n 3.2. 

Reclprocamente si Po = (LO;A,v), PI = (L1;A,v), son iso 

Illorfas segGn definicion 3.2 . 

a < b si Y solo si a A b = a 

sLy solo si (a A bh = ay .. 
si Y solo si ay "- by = ay 

si Y solo si ay < by, cumpliendo definicion 3.1 • 

De ahora en adelante abandonaremos la notac;on (L;A,V) y (L;~) para redes 

y C.O.P.O . S; simp1emente escribiremos 1a letra mayGscula, ind;cando 

el conjunto comprendido a menos que por alguna raz6n se quie-

ra ser mas expl;cito. 

No t aremos que 1a definicion 3.1 puede ser ap1icada a pares de 
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C.O.P.O.S La Y Ll , Y as; obtendremos el concepto de iso mor-

fismos para C,O.P.O,S . 

Teniendo- este concepto de isomorfismo, podemos establecer el 

contenido del Lema 2.1. El diagrama de un C.O.P.O. finito de-

termina el C.O.P.O. bajo un isomorfismo. 

Si C es denotado por el conjunto {O, ... , n-1} ordenado por 
n 

o < 1 < 2 < •• . < n-l. Entonces Cn t;ene n elementos encadena 

dos. 

Si C = {xo, ... , Xn-l} tiene n elementos encadenados asi: 

Xo < Xl < • •• < X n - 1, e n ton c e s y: -i -> X· e sun i s 0 m 0 r f ism 0 
.{. 

entre C y C. Adem&s, el enc~denamiento de los n elementos n 

es Gnico bajo el isomorfismo. 

Otros tipos de funciones sobre C.O.P.O.S.: 

E1 mape o y: Po --> PI es un mapeo i s 6tono (tambi~n llamado 

mapeo monotono) del C.O.P.O ; Po en el C.O.P.O. Pi, si a < b 

en Po implica que ay ~ by en Pl. 

U n hom 0 m 0 r f ism 0 del a s em ire d (S a ; 0 ) sob r e 1 a s em ire d (s 1 ; 0 ) \\\' 

e sun map e 0 y : S 0 - -> SiS a tis f a c i end 0 : 

(a o b)y = ay o by. 

Ademas una red p = (L;A, v) es una semired bajo A y bajo v, 

consiguiendo dos conceptos de homomorfismos, homomorfismo-co~ 

junci6n (A-homomorfismo) y homomorfismo disjunci6n (v- homo-

morfi smo). 

.... 
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DEFINICION 3.3 

UI1 fw momofL 6i4 mo el.) U.11 map eo que el.) ambo4 U.11 homomofL6L6mo - c.o~ 

junc.i611 y UI1 homomofL6i~mo - di~yul1c.i611. A ~l UI1 homo mo fL6i4mo y 

d e f a fLe d Lo el1 La /ted Ll e~ U I1 mapeo de L o --> Ll ~a~i~6a

c. ,cel1do ambo~ 

(a A b)y = ay A by Y 

(a v b)y = ay v by ~ 

Un homomorfismo uno a uno tambi~n recibe el nombre de inmer

sian. 

Notar~mos que el homomorfismo - conjuncion, el homomorfismo 

-disyuncion, y el homomorfismo, son todos isotonos. 

PRUEBA 

Para homomorfismo - conjuncion. 

S i y : L 0 - > L 1, (a A b) y = a y A by par a t 0 d 0 a, b E: L o. A h 0 r a 

sean x,y E: L o x :~_ y, 

entonces x = x A Y as i xy = (x A y)y 

= xy A yy, 

Para homomorfismo - disyuncion. 

S i y : L 0 -> L 1 (a v b) y = a y v by par a t 0 d 0 a, b E L o . Sea n 

x,ye: L o x ~ y en L~, entonces 

-------------------------------------------------------
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a 5 i YY = (X v y)y 

= XY v yy 

Y como un homomorfismo es un mapeo que es ambos homomorfismo

conjunci6n y un homomorfismo - disyunci6n y estos cumplen con 

ser is6tonos entonces el homomorfismo es is6tono • 

- -- - -= - - - --] - --

- - -----=-~~-=-J 
- ----- - -

--; - .,--- ... .... 
------ -----1 ------------

---~~'-':::J 

Figura 3.1 .. Figura 3.2 Figura 3.3 

Las figuras 3.1 - 3.3 son tres mapeos de los cuatro elementos 

de la red L de la figura 2.1 en los tres elementos encadema-

dos de C3 • El mapeo de la figura 3.1 es mon6tono, pero no es 

un homomorfismo - conjunci6n, ni disyunci6n. 

El mapeo de la figura 3.2 es un homo morfis mo - disyuncion pe-

ro no es un homo morfismo - co njuncion. 

El mapeo de la figura 3.3 es un homomorfismo. 

E 1 s e gun d 0 ~o nee p t 0 bas i co e s e 1 des u b a 1 9 e bra; 

"" ", ' 



--

DEFItOCION 3.4 

b~e un ~ ubconjunto no vaclo K de L, con La phopiedad qu e 

a,b E K impliea que ct A b, a vb E K ( ." ,v, ;:tomado /~ en p ) Ij e:t 

A U el v de A ~on la~ he~thiccione~ a K de el A y el v de p 

• 
Otra f o rma m~s simple: 

DEFINICION 3.5 
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K e~ una hed b~jo el mi~mo A , y v de L; ~iendo K un ~ubeonjun-
\\,' 

to de la ~ed L c ehhado bajo el A y v • 

El concepto de una red como un C.O.P.O. sugiere el siguiente 

concepto de sub red: 

Sea K un subconjunto de la red L y K 1 ¢; si el ordenamiento 

parcial de L hace a K un a red, entonces K es una sub red de L, 

pero este concepto es distinto del dado en la definicion 3.5. 

DEFINIC I ON 3.6 

Sea n A>.., AE Ii, ~ub-he.de~ de. L. Entonce~ (') (A >.. /'A Eli) (el conJun 

to de la~ inteh~ eccio ne~ de A'A" 'A Eli) e~ tambien' ceJur,ado baj 0 

el A y v ; a~.{. paha eada H !:. L; H I¢, exi~te el rna:.6 pequeno 

Dnj u n~o [H] c L co "~en~endo a H if cehhado bajo A y v. 

La ~ub hed [H] e.6 llamada la ~ub ~ed de L ge.ne.hada POh H Y H 
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e6 un 6ubconjunto gene~ado~ de [H] • 

DEFINICION 3.7 

El .6 ubc.onjun;to K de. la 'ted L e..6 llamado c.onve.xo .6 J..., a , b E K; 

C. E L Ij a < c. < b J...m pLi. c.a que. c. E K • 

Ejemplos de conjuntos conve xo s: 

(i) Para a,b E L, a2, b, el intervalo [a,b] = {x/a 2- x < b} 

(ii) Para una cadena C; a,b E C, a ~ b, podemos tambien defi

nir los intervalos semi-abiertos: 

(a,b] = {x/a < x < b}; 

[a,b) = {x/a < x < b}, y el intervalo abierto: 

(a,b) = {x/a < x < b}. 

DEFINICION 3.8 

Una .6ub Il.e.d I de. L e..6 un 'J...de.al .6,[ ,[ E: I lj a E L -i.!'nplJ...c.a que. 
.. 

• 

DEFINICION 3 . 9 

Un ide.al d e. L e.6 u n J... d e.al pll.OpJ...o 6J... I I L • 

DEFINICION 3,10 

Un ,[de.al pll.0P,[o I de L e6 p~,[mo 6J... a,b, E L Ij a A b E I J...mplf 

., ' 
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c.a q u. e. a E I 6 bEl • 

I 

Figura 3.4 

Ya que la intersecci6n de un numero de sub. redes convexas 

(ideal~s) _es una sub red convexa (ideal excerto vacio, pode

mos hablar de la sub red convexa generada por un subconjunto 

H, y el ideal generado por . un subconjunto H de la red L, con 

H = ~ . El ideal generado por un subconjunto H sera denotado 

por (H], y si, H = {a} escribiremos (a] por ({an; llamaremos 

a (aJ un ideal principal . 
... 

LEMA 3.1 

S e a L una ~ed y 6ean H e I 6ubc.onjunt06 no vac.io~ de L. 

U . l e6 u.n -i.d e.af 6-i. y 60 1 0 6-<- a,b E: I -i.mpf-i.c.(1 qu e a v b E: I, 

Y a E: I, X E: L, x < a -i.m pf-i. c.a qu e. x E: I. 

(-i. il I :: (H] .6.i IJ 60fo 6-<- pcuw t ado -i. E: I e x-i.-5t e a n e.nt V l.O 
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11 > lj e.X..t-6,te.11 h 0, ••• , hn - 1 e: H de. mal1 e. lLo, que. 

.i.. < h 0 v '" v hn - 1 , 

! ,i.. J..J.. J PalLa, a E L !a] {xix < a } • 

PRUEBA 

(i) Sea -I - un ideal. Entonces a,b E I impl;ca que a v b E l, 

ya que I es una sub red de L. 

Si x 2._ a EI, entonces x = x" a E I, de aqui' que XE 1. 

Y la condici6n de (i) es verificada. 

ReciprfrEamente, supongamos que I satisface la condi-
~ -

ci6n en (i). Sean a,b E I entonces ;:. v b e: I por hip6te-

sis y ya que a " b .:. a E I, tambien tenemos que 

a " b E l; asi I es una sub red. 

Finalmente, ' si XE L y aE I, entonces a" x < a EI, 

as; a" x E I, probando que I es un ideal. 

( i i ) Sea I 0 = { .i. 1-<-. .:. h 0 v ••• v h n - 1 par a h 0, ••• , h n - 1 E H, 

para algun entero n > I}, - Usando ( i ) , es claro que I 0 

es un ideal, y obviamente H c 1 0 , Finalmente s i H c J 

y J es un ideal, entonces I 0 c J , Y asi I 0 es el ideal 
- , -

mas pequeno conteniendo a H; esto es I 0 = (H] . 
\\,' 

( iii) ( a] = ({a)] = {J.. I ,{-_ .:. h 0 v· , • v hn- 1 , h o ,.· .,h n - 1 € {a}} 

(a] = {xix < a} • 

" . 



Denotemos con t(L) ql conjunto de todos los ;deales de L y 

1o(L) = 1(L)u {cp}, 

COROLARIO 3.1 
• 

I(L) Ij Io(L) !.lon C.O.P.O.S bajo "ia -tnciu..6-t6n", Ij como 

C .O .P.O.S ello!.l !.lon ~ede!.l • 
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En efecto, I . vJ = (IUj], ya que de (ii) de Lema 3.1 vemos 

que para I,JEI(L), xEIvJ si y solo si x < -t v j para al-

gun -t ( I, j (J . . 
~ ;. 

Ademas convendremos que ( cp ] = cp. 

En general v(I.;..lA EfI.) = (u (lA/A (fl.)]; esto es, un conjunto 

no vacio de I(L) tiene supremo. El infimo de I y J es InJ. 

Combinando esta formula con el Lema 3.1 (ii), tenemos: 

COROLARIO 3.2 

Sea n lA' A (fl., ideale!.l Ij !.lea I = V( IA/ AE fl.). En,tonc.e!.l -<.. ( I 

!.l-t Ij !.lola !.l-t -t < j,. v. · •• v jn-I, pa4a aigan en,te40 n > 1 Ij p~ 
- AO 

• 

Llamaremos a I(L) la red ideal y a IQ(L) la red ideal aument1 

da de L . 

Ahora observemos las formulas: 

(a] " (b] = (a " b] (a] v (bJ = (a v bJ 

.. 
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ya que a i b implica que (a] i (bJ, estas formulas permiten: 

COROLARIO 3.3 

• 

Ahora - conecteri1os homomorfismos e ;deales. 

LD1A 3.2 

(~) I e~ un ~deal phOp~O de L ~~ Y ~olo ~~ ex~~te un homo

mOh6~~mo · -.d~~yunc..~6n y de ' L f.JObhe C2 taR. que I; Oy-l, .. 
e~ to e~ I = {x / x y = O} 

( ~~ ) "I ef.J un ~deal ph~mo de L ~~ Y ~olo f.J~ ex~~te un homomoh 

6~~mo y de L f.JObhe C2 c..on I ; Oy-l • 

PRUEBA 

( i ) Sea I un ideal propio de L y definamos a 

y: L C2 

x 'v\..+ xy = 0 s i x E: 1 
. " 

- ':'l ~. 

X 'v\..+ xy = 1 s i x ¢ l 

Probaremos que y es un homomorfismo disyuncion es decir que 

si a,b E: L entonces ay v by = (a v b)y. 
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a) Si a, bEl entonces ay = by = 0 de aqu; que 

ay v by = 0 v 0 = 0 = (a v b)y 

b) Si a E I Y b i I entonces ay = 0 y by = 1 

por 1 0 tanto ay v by = 0 v 1 = 1 = ( a v b)y, 

ya _que a. v b ~ 1. 

c) Si a, b i I entonces ay = by = 1 de donde 

ay v by = 1 v 1 = 1 = ( a v b)y. 

y es un homomorfismo disyuncion 

Reclprocamente si y es un homomorfismo disyuncion de L 

sobre C2 "y I = Oy-l, entonces para a,bE I tenemos 

a y = by = 0; as i (a vb):y = a y v by = 0 o = 0, 

esto es a v bE 1. Si aE: I, XE: L, x < a entonces 

xy 2. ay = 0, esto es xy = 0 asi XE: 1. De donde I es un 

idea 1. 

Finalmente y es sobre y asi I 1 L. 

(ii) Si I es primo tomemos a 

y: L C2 

X '\/\.,.+ xy = 0 si x E: I 
" . :,~' I' 

X 'V\r+ xy = 1 s i x i I 

y probemos que es un homomorfismo conjuncion, es decir 

que ay A by = (a A b)y. 

a) Si a,b E: I entonces ay = by =0, por 10 tanto 

ay A by = 0 A 0 ; 0 ; (a A b)y. 
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b) Si ~ E I Y b ~ I entonc~s {ly = 0 y by = 1 de aqui que 

ay '" by = 0 '" 1 = 0 = (i!I",b)y 

c) Si a,b ~ I entonces ay = 1 Y by = 1 , 

de donde ay '" by = 1 '" 1 = 1 = ( a '" b)y. Esto junto con 

( i ) hace a y un homomorfismo. 

Reclprocamente sea y un homomorfismo de L sobre C2 Y sea 

1= Oy 1. Por (i) I es un ideal propio. 

S i a, bEL '-;C 0 n a '" bEl, (a A b) y = 0, 

entonces ay A by = 0, ay = 0 0 by ~ 0, aSl 

a 0 b E l, I e sid e alp r i mo • 

Dualizando conse~uimos las siguientes definiciones: 

DEFINICION 3.11 

Una .6ub !ted I de L e.6 un -i-deal dua.e. .6-i-, -i- E I I:f a E L ;[mpl-i-c.a 

que a v -i- EI. A e.6te -i-deal dual tamb-i-en .oe le d~ el nomb!te 

de 6 -i-lt!to • 

D E FIN I C ION· 3. 1 2 

Un -i-deal de L e.6 cin -i- deal dual p!top-i-o .6-i- I t L • 
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DE FI N I C ION 3-; 13 

Un i d e.al du a.l pltOP,(o I de. L e. .6 pltimo l 6iLtJto pJtim o a "uLt Jt a." 

6iltJt o ) .6 i (1, bE: l y a v b € I implic.a qu e. (1 E: I 6 bE: I • 

E1 ideal dual generada por H sera denatado par [H) y si 

H = {a } , escribiremos [a) par [{a}); llam aremos a [a) un 

ideal dual principal. 

Denataremos por V(L) a la red de ideales duales ordenadas 

por lIinclusion ll y Vo(L) = V(L) u { <p L 

Note que en V(L) (y(Vo(L))) el elementa mas grande es L; si 

L tiene 0 y 1, entances L = ' [0) es e1 mas grande y { l} = [1) 

es el mas pequeno elemento de V(L). Ademas para a,b E: L tene

mas [a) A [b) = [a v b) y [a) v [b) = [a A b). 

LEMA 3.3 

S e.a I un ideal y .6ea 0 un ideal dual . Si Ir) 0 I <p , entonc.e..6 

In 0 e..6 una .6ub Jt e. d c.onvexa y c.ada 4ub Jted c.o nve.xa pu e. de .6eJt 

e.xpJt e..6ada e.n una y .6olam e. nte. una d e. t al 60 Jtma • 

PRUEBA 

Pr abaremas primera que si I es un ideal y 0 un ideal dual, 
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con In D t <p entonces 1(')0 es un sub r ed convexa . 
.. 

(i) Como I es un~ red y D un ideal dual, entonces In 0 es 

una red; ademas I es convexo y 0 tambien, por 10 tanto 

In D es convexo de donde In 0 es una sub red convexa. 

A probar ahora que cada sub-red convexa puede ser ex-

presada en esta forma. 

(i i ) Sea C una sub red convexa y sea I = (C], D = [C). En

tonces C £ In D. Si t £ In D entonces t £ I Y asi' por 

(ii) de Lema 3.1, t < C para algun CE C; tamb;en tc: D; 

adem~s PO! el dual de (;;) de Lema 3.1 t ~ d para a1-

gun d £ C. Est 0 ; m p 1 ; c a que t E C Y a que C esc 0 n vex 0, y \'i<' 

asi' C = InD. 

A probar que la sub red convexa puede ser expresada en 

una y solamente una forma. 

(iii) Supongamos que C tiene otra representacion, C = IInD I 

ya que C £ II tenemos (C] £ 11. 

Sea a s I, y sea c un e1emento arb;trar;o de c, enton

cesa v cEI, y avc~c£DIyaqueavc £ Dl,asi' 

a v c E ld,Dl = C. F;na1mente, a 2.. a v CEC; as; 

a s (C]. Esto prueba que II = (C]. 

E1 , argumento dual prueba que Dl = [C); de donde 

C = (c] n [C), 10 que demuestra la un;cidad de cada re-

presentacion • 
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DEFINICION 3.14 

Una ~elaei6n d~ equivaleneia e ( e~to e4 ~e6lexiva, ~imlt~iea 

y t~an~itiva ~elaei6nbina~ia) ~ob~e una ~ed L e~ llamada una 

~elaei6n de eonglweneia de L ~i ao :: bo (e) y a1 :: b 1 ( e ) 

impliea que 

• 

Ejemplos triviales son w,t definidos por x _ y(w) si y solo 

si x = y; x :: y(t) para todo ~,y. 

DEFINICION 3.15 

, : 

PalLa a E L, la c..la~ e de eo ng~ueneia eo nteniendo a e~ denotada 

pOlL [a] (e) y ~e de6ine eomo [a] (e) = {xix:: a (e)} • 

LEMA 3.4 

Sea e una ~elaei6n de eong~ueneia de L. ' Entonee~ pa~a eada 

aE L, [a] (e) e~ una ~ub /ted eonvexa • 

PRUEBA 

Sean X,Y E [a]( e ); entonces x _ a(s) y y:: a( e ) ademas, 

x ~ y :: a ~ a :: a( e ) y x v y :: a va:: a( e ), probando que 

raJ ( B ) es una" sub red. Si x ~ t ~ Y con x,y€. raJ (8) entonces 

~, ' 
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x a ( 8 ) Y Y 1\(8). Ademas, t = t A '1 t A a ( 8 ) Y - - -
t = t v x (t A ~ ) v X - ( t A i3, ) V ?, = a ( 8 ) -

probando que [aJ(8) es convexo • 

E1 siguiente Lema facilita los ca1culos para probar que una 

relacion binarTa dada es una re1acion de congruencia. 

LEMA 3.5 

Una ~elaci6n bina~ia ~e6lexiva y ~imt~~iea e ~ob~e una ~ed L 

e6 una ~elaei6n . d e eong~ueneia 6i y ~olo~i la~ ~iguien~e6 

~~e6 p~opiedade6 60n 6a~i66eeha6 po~ x,y,Z,~E L: 

(i ) x - Y (8 ) ~i Y ~olo 6i x A Y X V Y (8) . -

Iii) x < Y < Z, x -- Y (e) y y - z (e) impliea. que 

x - Z (e) • 

(iii) x < Y . , Y x - Y (8 ) impliea qu.e x A ~ - y A ~ (e) 

Y X v ;t y v ~ (8 ) • -

PRUEBA 

\W· 

(i) Si x == x (8) y x == Y (8) y par h;potesis e es una re 

lacion de congruencia entonces 

x = X A X - X A Y ( 8 ) , 

x = x v X X v y ( e ) y por trans;tiv;dad -

x A Y - X v y ( 8 ) . 

Reciprocamente s i x " y - x v y ( e ) , 

y x _ y (8) porque las cla-
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ses de equivalenc;a son convexas . 

(ii) Por tralrS-itividad de e. 

(iii) t - t ( 8 ), asi x At ::: y /" t ( 8 ) y 

x v t :: y v t ( 8 ). 
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Reciprocamente asumamos ahora que una relacion binaria 

reflexiva ysim~trica e satisface las condiciones (i) 

(iii). 

Sean b,c E [a,d] y a _ d ( 8 ); afirmamos que 

b ::: c (e ), prob~moslo. 

Realmente .. a ::: d ( 8 ) 
'. ':1 ~. • 

y. a2.. dim plicapor(iii)que 

b A C = a v (b A c) _ d v (b A c) = d (e ). Ahora 

b A C < d y (iii) implica que 

·b A c = (b A c) A (b v c) _ d A (b v c) = b v c ( 8 ) ~ 

asi por (i) b == c (e). 

Probemos que e es transitiva, sea x - y (e ), y ::: z (e ) 

entonces por (i) x A y ::: x v y (8 ) y por (iii) 

y v Z = (y v z) v (y A x) ::: (y v z) v (y v x) = 

x v y v z ( e ), y 

similarmente 

X A Y A Z _ Y A z (8 ). Ademas 

x A y A Z == Y A z ::: y v Z _ x v y v Z ( e ) y 

X A Y A Z 2.. ':/ A z ,S. y v Z < x v y v z . As; aplicando 

' (ii) dos veces tendriamos; 
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X A Y A Z _ x v Y v Z (8 ) . 

Ahora aplicamo51~ or~ci6n del p~rrafo previo con 

a = x A y A Z, b = x, c = z, d = x v y v Z 

quedando de la siguiente forma X,Z E [x A Y A Z, X v Y v z] 

Y X A Y A Z _ x v y v Z (8 ) entonce~ x _ Z (8 ). 

Sea x ~ y ( 8 ) afirmamos que x v t _ y v t . ( 8 ), 

probemoslo. 

Si x - y ( 8 ) entonces x A y - X v y ( e ) po r ( i) ; 

(x A y) v t - x v y v t (e ), ya que x v t, 

y v t E [ ( X A y) v t, x v Y v tJ concluyendo que 

x v t - Y v t ( 8 ) . 

Pr obemos la propiedad de sustituci6n para v . 

Se a Xo = Y o ( e ) y Xl = Y I (8). Entonces 

Xo v Xl - Xo v YI ~ Yo v YI ( 8 ), implicando que, 

Xo v Xl - Yo v Y I ( 8 ), ya que 8 es transitivo . 

Probemos ahora la propiedad de sustituci6n pa r a A 

sea Xo ~ Yo (8 ) y Xl ~ YI ( 8 ). Entonces 

Xo A Xl _ Xo A YI - Yo -A Yl ( 8 ) de donde 

Xo A Xl - Yo A YI ( 8 ) ya que 8 es transitivo • 

Si X - Y ( 8 ) ; veamos que X A t - Y A t ( 8 ) . 

x - Y ( 8 ) i mplica que X A Y - X v Y por ( i ) ; as, 

( X A y) A t - (x v y) A t ( 8 ) , ya que x A t , Y A 

[ ( x 
.. 

t J A y) A t, (x y) A concluimos que x A t 

aSl por ( i i ) 

po r ( . . , 
1 1 .I 

t E 

- Y A t ( 8 ) . 
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DEFINICION 3,16 

Se.a C(L) e.£. c. ... onjunto de. toda.6 £.a.6 1te.£.ac.-i.on.e.1.l de. c.ongltue.nc.-i.a 

6oblte. L, PcuLc.-i.a.,fme.n.te. olLde.nado-6 POIt £.a ,L nc.£.u..6-i.6n. (Cada 

e EC(L) e.-6 un -4ubc.oYljunto de. L2) • 

Como una aplicaci6n del Lema 3,5 probemos, 

TEOREMA 3.1 

C ( L) e..6 una Ite.d. Palta e, <P E: C ( L ) e A <p :: e (') <P . La d-i..6 yun-

c.i6n e v <P pue.de. .6e.1t de..6c.lLita de. £.a noltma I.l-i.gu-i.e.nte.: 

x. == Ij (e v <P ) .• I.l-i. Y I.l o£.o I.l-i. e.x-i.l.lte. una I.l e.c.ue.I1c.-i.a 

Z a X. A Ij, Z 1, ••• , Zn-l :: X. v IJ de. e.£.e.me.n,to.6 de. L ta£. qU(\\-.." 

Z 0 < Z 1 < ••• < Z n - 1 Y ralLa c.ada -<.., 0 < -i. < n - 1, 

( e ) 6 Z. _ z, . 
-<.. -<..-1 

( <P ) • 

OGSEHVACION: 

C(L) es llamada la red de congruencia ce L. 

C(L) es una sub red de E(L) que es el conjunto de todas las 

relaciones de equ1valencia en L parcialmente ordenadas por 

el conjunto inclusion; ademas la disyuncion y la conjuncion 

de relaciones de congruencia, comQ relacion de congruencia 

y como relac;on de equivalencia coinciden. 



.. 
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PRUEBA 

Para 8, ¢EC (l), 8" <P = 8 n ¢ es obv;o, Veamos que e v <P 

10 expuesto en el Teorema, Sea ~ la rel~ci6n binaria descri ~ 

ta por el teorema 3.1, entonces e c'¥ y <P c IV . Si r, 

¢ cry x :: y ('¥) entonces para cada ~, 

a1guno z~:: Z~-l (8) o 

Z~ :: Z~+l (r). Por 1a transit;vidad de r x",-y - x vy (r) 

y as; x:: y (r) y '¥ c r. Esto prueba que si '¥ es una r~~ 

1aci6n de congruencia entonces ~ = e v <P, '¥ es obviamente 

ref1exivo y sim~trico. Si x < y ~ Z, x :: y ('¥) y 

y :: Z ('¥) entonces x :: Z ('¥) es estab1ecido poniendo juntas 

las respectivas secuencias de x :: y ('¥) y y :: Z ('¥). Sea 

x :: y ('¥ ) Y x < y, para cada z ,' 1 < ~ < n, de la secuenc;a 
.{. -

que existe, por ser x :: y ('¥) hacemos z~ "t Y conseguimos 

x A t:: y At ('¥), Y con z . v t resu1ta x v t :: y v t ( '¥ ), 
.{. 

sat i s fa c i end 0 (i - iii) del L em a 3. 5, ya que (i) -r e s u 1 tad e 

la definicion de '¥. Conc1uimos que '¥ es una re1acion de con-

gruencia • 

Las re1aciones de congruencia y los homomorfismos expresan 

d ° s - 1 ado s --del m ism 0 fen 6 men 0 . 

Para estab1ecer este hecho, primero definiremos redes cocien 

tes (tambien llamadas redes factor) . 

.. 
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DEFINICION 3.17 

Sea L una he~ p 6ea e una helac~6n de conghuenc~a 60bhe L. 

V ec~m06 que Lie e6 el conjunto de bioque6 de la paht~c~6n w 

Li e = {[aJelaE L}, 

F-<. jem o6 [aJ e A [bJe [a A bJ e 

Ij [aJ e v [bJ e =: [a 'v bJe~ 

Realmente si [a] e = [al]e y 

entonces a = al ( e ) y b ~ b l (e); ademas 

a A b _ al A b l (e) esto es [a A bJe = Cal A blJe. 

Asi A y (dualmente) v estan bien definidos sobre Li e . 

Los axiomas de red en Li e son heredeados de las propiedades 

La red Lie es la red cociente de L modulo e . 

LEMA 3.6 

Ei map eo Ye : 'x ----> [xJ e (x £ L); 

e6 un homomoh6~6mo de L 60bhe Li e • 

PRUEBA 

Hay que probar que (x v y)y = xy v YY Y 
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(x A y) y = Xy A yy. 

(i) (X V yh = [X V yJe por definicion de Ye 

~ . ~ 

- [x] e V [yJe por definicion de v . sobre 

Li e 

= xy v yy 

hi) ( X A y)y = [x A y] Y por definicion de Ye 

= [x] e A [y] e por definicion de A sobre Lie 

= xy A yy • 

Nota: 

La red K es un~ imagen homomorfica de 1a red L si existe un 

homomorfismo sobreyectivo de L en K. 

TEOREMA 3.2 (E1 Teorema de homomorfismo) 

Cada -<.ma.ge.11 nomo mo.tc.6a de. ul1a .tc.e.d L e..6 -i.6omo.tc.6a a ul1a ade.c.ua-

da .tc.e.d C.OC.-ie.I1.te. de. L. EI1 e.6 e.c..to .6-i y: L --> L 1 e..6 UI1 homo

mOJc.6-i.6mo .6ob.tc.e.ye.c..t-ivo de. L e.11 Ll y .6-i e e..6 la .tc.e.lac.-i611 de. 

c.ol1g.tc.ue.I1c.-ia de. L de.6-iI1-ida po.tc. x = y (e ) .6-i y .6olo .6-i 

xy = 1Y, e.11.t0I1C.e..6 Li e - L l • UI1 -i.6omo.tc.6-i.6mo (ve..tc. 6-igu.tc.a 3.5) 

e..6 dado po.tc.: .Il:. j [x] e --> xy, X E: L • .. 
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L y -

x 

1 
[xJ e 

Lie Figura 3.5 

PRUEBA 

Primerohay que chequear que e es una re1aci6n de congruen-

cia 

(i) Reflex.l.ya 
... 

Hay que probar que x = x (8 ), pero com xy = xy 

entonces x = x (e ) . 

(ii) Sim~trica 

Hay que probar que si x _ y (e) entonces y = x (e ). 

Como x = y (e) entonces xy = yy, por 10 tanto 

y = x(e). 

(iii) Transitiva 

Hay que probar que si x - y (e) y 'y - z (e), 

entonces x = z (e). 
, ~. 

Como x = y ( e ) entonces xy = y~, adem~s 

y = z (8 ), por 10 tanto yy = zy , de donde 

xy = yy = zy entonces xy = zy de aqu; 

\'i" 
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51 .. 
que x _ z (8 ). 

Hay que pro ba r que s i preserva el A y el v de 1 a s i -

gu;ente fo rma ; 

s i x - y ( e ) y z - d ( e ) probar que 

a ) x A Z - Y A d ( e ) . 

b) x v Z - Y v d ( G ) • 

a) Como x ~ y ( e ) entonces xy = yy adem&s z - d ( e ) 

entonces zy = dy por 10 tanto 

x Y '~ h y = yy A dy, pero y es un homomorfismo en-

tonces esto nos da 

(x A z)y = (y A d)y. , de donde x A Z _ Y A d ( e ). 

b) Se pro cede de la misma forma para el v . 

De donde e es una relacion de congruencia. 

Ahora probaremos que ~ es un isomorfismo para 10 

cual tenemos que ver que ~: 

(i) Est& bien definido, (ii) Es uno a uno, 

(ii) Es sobreyectiva y (iv) preserva las opera-

(i) Sea [x] e = [yJ e entoncesx ~ y ( e )'; 

as 1 x y = yy est 0 e s ([ x] 8 ) ~ = ([ yJ 8 ) ~ . 

(ii) Sea ([xJ e ) ~ = ([yJ e )~, esto es xy = yy, 

entonces x ~ y ( e ) y aSl [xJ e = [yJ e . 

• 

.. 



(iii) Sea a E LIt ya que y es sobre existe x EL 

como Xy =~, asi ([xJ e )~ = a, 
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(iv) ([xJ e ~ [YJ e )~ = ([x ~ YJe)~ por definici6n de A so-

bre Lie. 

= (x A y)y por definici6n de ~ 

= xy A yy por ser y un homomorfismo. 

= ([xJe)~ A ([yJe)~. 

E1 ca1cu10 para e1 v es identico. 

DEFINICION 3.18 

S ean L,K ~ede~ y 6o~memo~ eE eonjunto 

LX K == {(a,b) / a E: L, b E:K}. 

Ve.6l. f1.i endo A Y V en L X K de fa 6 o~ma ~iguiente: 

( a, b) A (al,b l ) == (a ~ al, b A b l ) 

(a, b) v (al, b l ) == (a val, b v b l ) 

e~ to haee a LX K una ~ed, fla mada P~ o dueto Vi~eeto de L y K • 

Un ejemp10 de producto directo es 1a figura 3.6 

Figura 3,6 
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L U1A 3.7 

PRUEBA 

Sea n y: L - - > L 1 Y '¥: K --> K 1 i s 0 m 0 r f ; s m 0 s y par a a E: L, 

b E: K- def i namos; 

(a,b) ~~~+ (a,b)x = (ay,b'¥) 

Entonces X es un isomorfismo, probemoslo: 

Hay que ver que X: (i) esta bien definida, (ii) es uno a uno, 

(iii) es sobr~yectiva y (iv) preserva las Qperaciones. 

(i) Sea (a,b) = (c,d) entonces a = c y b = das{, 

ay = cy y b'¥ = d'¥ por 10 tanto (ay, b'¥) = (cy, d'¥) 

es decir (a,b) x = (c,d)x. 

(ii) Sea (a,b)x = (c,d) X esto es (ay,b'¥) = (cy,d'¥) entonces 

( ; i i ) 

ay = cy y b'¥ = d,¥, como y y '¥ son ;somorfismos enton

ces debe ser que a = c y b = d, por 10 tanto 

(a,b) = (c,d). 

Sea ( c , d), E: L 1 X K 1 ; ya que y y '¥ son sobreyectivos va 
• ':! ; ~. 

a 

existir (a,b)E L X K tal que Cay, b'¥ ) = (c,d), por 1 0 

tanto (a,b) X = ( c , d ) 
\"~ 
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(iv) [(a,b) A (c,d)]X = (a A C, b A d) por definicion de A 

en L X K. 

= ((a A c)y , (b A d)~) por definicion 

de X. 

= (ay A cy, b~ A d~) ya que y y ~ son 

morfismos. 

= (ay, b~) A (cy, d~) par definicion 

de A en LXK. 

= (a,b)X A (c,d)x. 

De donde [(a,b) A (c,d)]x = (a,b)X A (c,d)x. 

E1 calculo para el v es identico. 

Lo que sigue es probar que L1X Kl - KlX Ll . 

sea S: LlX Kl --> KlX Ll 

( a ~ b ) '\/\"'\1+ (a, b ) S :: (b, a) con a ELI Y b E K 1 • 

Prabar que B es un isomorfismo. Hay que ver que 

S: (i) esta bien definida, (ii) es uno a uno, 

(iii) es sobreyectivo y (iv) preserva las operaciones. 

(i) Sea (a,b) = (c,d) entonces a = c y b = d, por 10 tan 

to (b,a) = (d,c) y esto es (a,b)S = (c,d)S. 

( i i) Sea (a,b)S = (c,d)S, esto es ( b ,a) = ( d , c ) entonces 

b = d y a = c de aqul que (a, b ) = (c,d). 
.. 

( iii ) Sea ( a , b ) E KlX L 1 , (b,a) E Ll X K 1 , (b,a)S = ( a , b ) . 

( i v ) [(a,b) A (c,d)]s = [(a A c, b A d)]S por definicion de 
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= ( b A d, a A c) po r definicion de 
\;\"", 

6 . 

= ( b , a ) A (d , c ) por definicion de A 

= (a,b)(3 A (c,d)e. 

El calculo para v es ;dent;co • 

DEFINICION 3.19 

Si L., i EI e~ una 6amilia de ~ede~, al~ededo~ de e~~a pode
-<.. 

1110.6 6 0 ILma~ el p~o du e.~o e.alL~ e.6 iano de lo ~ e.o nj u n~o.6 L.I i E I, 
-<.. 

el e.ual e.6 de6inido e.omo el e.onjun~o de ~oda~ la~ 6une.ione~ 

6: 1- U (Li/i E IJ/6(i) E L.l , Vi EI. 

En~one.e.Q d~6i.n .lmo~ A Ij v "en do~ e.omponen~ e~ ", e~~o e~ 

6 v 9 

6(i ) A g(i) = h(i) 6 (i) v 9 (i) = k(i), palLa ~odo i E 1. 

La ~ed ~e~ ul~an~e e~ el p~o due.~o di~ee.~o n ( L i / i E I ) • 

Si L. = L para todo .l E I, conseguimos la potencia directa 
-<.. .~ . 

LI . Denotando' a n como el conjunto 

{O, ... n-l}, Ln es ((LX L)X ... )X L. 
~-----v~------~ 

n tiempos 

En particular si identificamos a 6: 2 ·--;:. Leon (6(0), 

6(1) entonces consegu;mos L2 = LX L. 

Una importante propiedad del producto d;recto es: 
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TEO R E ~1 A 3. 3 

Se.aYl. l Y K It e.d e..6 ,; 8 UYl.a It e..ta e.-i. 6 Yl. de. e.orrgltu e.Yl. e.-i. a de. l y ¢ UYl.a 

1te..tae.-i.6Yl. de. e.o Yl.gltue.Yl.e. ,(a de. K. 

- - - -~-

V e. 6 -i. Yl.a.tll 0 .6 la lte.lae.-i.6Yl. 8 X ¢ .6oblte. l X K POlt : 

(a, b) - ( e. ,d) ( 8 X ¢ ) .6-i. Y .6olo .6-i. a - e. ( 8 ) y b - d (¢ ); e.Yl. 

to Yl.e.e..6 8 X ¢ e..6 UYl.a lte..tae.-i.6Yl. de. e. OYl.gltue.Yl.e.-i.a .6oblte. l X K. 

Re.e.Lpltoe.ame. Yl.te., e.ada lte.lae.-i.6Yl. de. e.OYl.gltue.Yl.e.-i.a de. lX K e..6 d e. 

.. 
• 

PRUEBA 

Probaremos primero que 8 X ¢ es una re1aci6n de congruencia 

sobre l X K. Para 10 cua1 hay que probar las propiedades: 

(i) ref1exiva; (ii) simetrica; (iii) transitiva y (iv) pre-

ser vaci6n del " y 

( i ) a == a ( 8 ) y b == b (¢ ), ya que 8 y ¢ son re1acio-

nes de congruencia por hip6tesis, por 10 tanto 

( a , b) :,t: \.' ( a , b) ( 8 X ¢ ) par a t 0 d 0 a e: L y b e: K. 
". ' 

(ii) Sean a,c E l y b,de:K entonces si 

(a,b) == (c,d) ( 8 X ¢ ) tendriamos que a == c (8) . y 

b == d (¢ ) y ademas 8 y ¢ son relaciones de congruen-

cia, por 10 tanto 

(c,d) _ (a ,b) ( 8 X 4» 



( i ii) Sean ~,c,e E Ly b,d,f E K, Si 

(i'\,b) ;: (c,d) ( e X <p ) y (c~d) - Ce~f} ( 8 X <p) 

entonces ~ - c ( 8 ) - b _ d ( ~ ) y 

c - e ( e ) d _ f ( <p ) 

de aqul que a ;: e ~ e ( e ) y b ;: d ;: d ( ~ ), 

e y <P son re1aciones de eongruencia, por 10 tanto 

a ;: e ( e ) y b ;: f ( <p ) 

d e don d e (a, b) :: (e, f) ( e X .<p ) • 

y 
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Probemos que (a,b) A (al,b l ) :: (c,d) A (cl,d l ) (8 X <p ), 

Como (a,b) ;: (c,d) ( 0 X'<p ) entonces a _ e ( e ) y 

b :: d ( ¢ ) ademas (al,b l ) :: (cl,d l ) (ex <p ) entonces 

a1 :: C1 ( e ) y b l :: d l ( <p ) 

Por 10 tanto a A al ;: c A Cl ( e ) y 

b A b 1 _ d A d l ( <p ) 

entonces (a A aI, b A b 1 ) :: (e A Cl, d A d 1 ) ( e X <p ) y 

esto eS~' (a,b) A (al,b 1 ) ;: (c,d) A (Cl,d 1 ) ( 8 X <p ). 

De 1a misma forma se procede para el v . 

Ahora sea ~ una re1aei6n de congrueneia sobre LX K, 

probemos que '¥ = e X <P . 

I) Para a,b E L' definamos a ::: b ( 8 ) si (a,e) _ (b,c) ('1') pa-

ra a lgan C E K, 
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Sea d E: K Y d;syuntando (a A b,d) a ambos lados se tie 

ne (a,c) v (a A b~d) = (a,c) v (a A b,d) ( ~ ) que es 

igual a (a,c v d) = (b,c v d) ( ~ ). 

Conjuntando (a v b,d) se tiene 

(a,c v d) A (a v b,d) = (b,c v d) A (a v b,d) ( ~ ) 

que es igua1 a (a,d) = (b,d) ( ~ ) . 

Asi (a , c) = (b,c) pa ra todo c E K . 
• 

II) Ahara similarmente definamos para a,b E K, a = b ( ~ ) si 

y solo si (c,a) = (c,b) ( ~ ) para algun c E: L, se prueba 

en la misma forma para todo CE L. 

III) Probemos ahora que e y ~ son congruentes. 

Primero mostremos que e es congruente, para 10 cual hay 

que probar: (i) reflexiva, (ii) simetria; (iii) transi

tividad y (iv) preservaci6n del A y V • . 

(i) llay que probar que a = a ( e ) con a E L. 

Como (a,~) = (a,c) (~) ya que ~ es una re1aci6n 

de congruencia entonces a = a (8 ). 

(ii) Sean a,bE L y a = b ( 8 ) entonces 

( iii) 

(a,c) _ ~b,c)( ~ ) pero de esto obtenemos a 

(b, c ) - (a,c}( ~ ), ya que ~ es una relaci6n de 

congruencia, entonces b = a (8 ). 

Sean a,b,e E L. Si a = b ( e ) y b = e ( e ) ento~ 

ces (a,c) = (b,c) ( ~ ) y (b,c) - (e,c) ( ~ ) en

, tonces (a,c) = (b,c) = (e,c) (~) de donde 
\\~. ~, ' 



(~,c) - (e,c) (~) por 10 tanto 

a - e ( e ) 

(iv) Hay que probar que 
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a = b ( 8 ) y e - d ( 8 ) implica a A e - bAd ( e), 

Como a :: b ( 8 ) y e:: d ( e ) entonces 

(a,c) :: (b,c) (~) (e,c) :: (d,c) (~), como ~ es re1a 

cion de congruencia (a,c) A (e,c) :: (b,c) A (d,c) ( ~ ) 

esto es (a ~ e,c) :: (b ~ d,c) (~), de donde 

a A e :: bAd (e ). 

Par a el v se procede en la misma forma. 
' ~ . 

... 

Para probar que <P es una relacion de cong l'uencia se procede 

de 1a misma forma que para e . 

Por 10 tanto , 8 y ¢ son congruentes. 

IV) Sea (a,b) _ (c,d) ( e x ¢ ) y probemos que 

(a , b) ~ (c,d) (~). 

Como (a,b) :: (c" d) ( 8 X<I» entonces (a, x ) :: (c,x) (~), 

(y,b) :: (y,d) (~). Sustituyendo a x por (b A d) yay 

por (a A c), se obtiene (a,b A d) _ (c,b ~ d) (~) 
• ':! - ~: 

y (a A c,b) :: (a A c,d) (~) conjuntando1os obtenemos 

(a,b) :: (c,d) (~). 

v) Fina1mente sea (a,b) - (c,d) (~) y probemos que 

(a,b) :: (c,d) ( e x ¢ ). 
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Como ( a, b) - ( c , d ) ( I¥ ) , conjuntando a ambos 1 ado s co n 

( a A c, b v d) '" s e obtiene (a A c,b) - ( a AC , d ) ( I¥ ) entonces 
\\'\ 

b - d ( ¢ ) y haciendolo con ( a v c, b A d) obtenemos 

e - c ( 8 ) Y aSl (a , b) - ( c , d ) ( 8 X ¢ ) , probando que 

I!' = 8 X <I> • 

Introdu ciremos un concepto no algebraico: 

DEFINICION 3.20 

Una ~ed L e~ llama da co m ple~a ~ i AH Y VH e xi~~en pa~a ~ o d o 

~ubconju n~ o H ~ L • 

LEMA 3.8 

Sea P un C.O.P.O. en el cual AH exi~~e pa~a ~o do H ~ P, Y 

pa~a cualqui e~ J ~ P exi~~ e una co~a ~ upe~io ~ de J, e n~ o n ce~ 

P e~ una ~ed comple~a • 

PRUEBA 

.. 

Para H ~ P, sea K el conjunto de todas l a s cotas superiores 

de H. Por hipotesis AK existe; hagamos a = AK. Si h E: H, en

tonces h < k para todo k E: K; ademas h < a y a E K. Asi a es 

el miembro mas pequeno de K, de aqui que a = VH • 
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DEFINICION 3.21 

S ea Sub ILl el conjunto de todo4 l04 ~ubconjunto~ A de L ce-

~~ado~ bajo A y v, conjunto~ pa~cialmente ondenado~ bajo in-

c.lul.l ,.<-6n. 

E~ decin ~i A £ Sub ILl, A I ¢ , entonce~ A e~ una ~ub ned de 

L. Obviamente Sub ILl e~ cennado bajo anbitnania~ inten~ec-

cia n e~ __ - __ 

COROLARIO 3.4 

I o(L) y C(L) ~on nede~ cornpleta~. Si L tiene un elemento rnal.l 

pequeFio , I (L) e~ una ned cornpleta . 
.. 

La ned Sub ' ILl el.l una ned completa _ 

PRUEBA 

(i) Sea H ~ Io(L), AH = nh, ademas L es cota superior 
h£H 

de H. Por Lema 3.8 Io(L) es una red completa. 

(ii) Sea H ~ C(L), C(L) es una red, por Teorema 3.1 

AH = n h = cj>, ya que w c h(x == y (w) si y solo si 
h£H 

x = y). 
~ ~. 

Ademas H esta acotado superiormente por la relac;6n 

de congruencia t (x == y (t) para todo x,y). De donde 
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C(L) es completa. 

(iii) Si L tiene a un elemento mas pequeno, digamos b; para 

H ~ I(L), AH;::: nh = ¢ , ya que bE h, para todo h. Tam 
hEH 

bien LE I(L), as; L es una cota superior de H. Apli-

cando Lema 3.8, I(L) es una red completa. 

(iv) Es claro que Sub (L) es una red, ordenada por inclu-

sian. 5-ea H c Sub (L), AH = .. n h . 
hEH 

Ademas LE Sub (L), 0 sea H tiene cota superior. Apli

cando Lema 3.8 afirmamos que Sub (L) es un red compl~ 

ta • 

• ,:, 't 



4. POLINOMIOS, IDENTIDADES Y DESIGUALDADES 

Con las variables XO,Xl, ... Xn , •.. , podemos formar polino-

m i 0 s del a m a -~'e r a us u a 1 con e 1 A, V Y par e n t e sis. A 1 gun 0 s 

ej emplos de polinomios son: Xo, X3 , Xo v Xo, 

Una definicion formal es: 

DEFINICION 4.1 

Eo ':t p (n) dO" . d dO':t ~ eanJun a e pa~~nam~a~ n-a~~o~ e ~e e~ e~ eonJun a 

ma6 pequeffo que 6a:ti66aee (il y (iil. 

Ul x . E P (n~ 0 < 
~ 

, ' i < n. (p~oyeeei6n en .ta i-e:~ima v (ul.ia-

b.te l . 

Uil Si 
(n) 

en:to nee~ (p q l , (p ql EP(n) p ,q E P , A v • 

Observacion: omitiremos los parentesis y escribiremos 

Pl v "'vPn por ( ... (Pl v P2) ... · Pn), Y en la misma forma para 

A. 

Por la definicion 4.1, un polinomio es justamente una secuen 

cia de simbolos. Es definido de esta forma, Ya que en termi-

nos de una tal secuencia de slmbolos podemos definir una fun 

c ion en una red. 

\\'\' 
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DEFrNICION 4.2 

(u na 6une~6n pol~nom~al, a ~~mplemente, un pol~nomio) en una 

(a 0, •• t 

U) S~ P = x . , p ( a 0, ••• an _ 1) = a., 0 < .{. < n 
.{. .{. 

P A q = h, P v q = t, entonee~ 

As, si p = (Xo A Xl) v (X2 v Xl), entonces 

p(a,b,c) = (a " b) v (c v b) = "b v c. 

Un po1inomio es un po1inomio n-ario para a1gun n. Tambien 

usaremos x,y,Z, en 1ugar de x .. , .{. 

Si P es un po1inomio unario (n = 1) de red, entonces 

p(a) = a para cua1quier a£ L. si p es binario, entonces 

p(a,b) = a 0 b 6 a A b 6 a v b. 

Probaremos las propiedades de polinomios por inducci6n en 

e1 grado. 

E1 grado x. es 1; el de p A q (y P v q) es la suma de los 
.{. 

grados de p y q. 

Ahara podremos describir [H]. la sub red generada por H. 
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LEMA 4.1 

aE [H] ~ i Y ~olo ~i a = p (h o, ••• hn - 1 ) pa~a cual qui e~ en~eho 

n > " pa~a cualqui e~ polino mio n-a~i o p y paha 

h 0 , ••• !-t n - 1 E H • 

PRUEBA 

(i) Prime r o deberemos probar que si a = p(h o, . .. ,h n- 1 ); 

h . E H, en ton c e s a E [H] . 
.{. 

--E.. (~_, ~ h n - 1) est a for mad 0 p 0 r , v y con e 1 em e n to s 

de H, como " , V son operidores binarios cerrados en [H], 

entonces a = p(h o, ... , hn-l) E[H]. 

(ii) Ahora formamos el conjunto {ala = p(ho, ... ,h n- 1 ), 

n > 1, h . E H} Y observemos que este conjunto contiene - .{. 

a H, haci Endo a p unario; y como si (n) 
p,q E P , enton7 .. 

ces (p A q), (p v q) E P (n), el conju~lto 

{ala = p(h o, ... , hn- 1 ), n > 1, h . E H} es cerrado bajo 
.{. 

los operadores "'v. 

ASl este conjunto es una red que contiene a H, de don

de contiene a [H]. 

Por (i), (ii), queda probado el Lema • 

\\~. " . 
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COROLARIO 4.1 

t 

PRUEBA 

Por el Lema 4.1, cada elemento de I HI puede ser asociado con 

una secuencia finita de elementos de Hu {(,), A, V}, Y no 

e xisten mas que IHI + No de tales secuencias. 

DEFINICION 4.3 

Una iden~idad de p olinomio ~ (d e~igualdad) e~ u na ex pA e~ i6 n 

de la 60Ama p = q (p ~ q), en donde p y q ~on poli n o mio~ . 

UnCL iden~idad '1de~ig ual dad ) ~e d6.. en l a ft e d L ~i , 

p ( aO , a l, " ') = q( aO ,al ., .. . ) ( p (a o, aJ ,"') < q( aO , a l,"')) ~e 

man~iene pa ft a ~ualqui eA aO, a l , ... , E L • 

Una identidad p = q es . equivalente a las dos desigualdades 

p ~ q y q < p, y la desigualdad p ~ . q es equivalente a la 

identidad p v q = q (yap A q = p). Frecuentemente la val; 

dez de identidades es probada verificando que las dos desi-

gualdades se cumplen. 

Una de las propiedades mas basicas de los polinomios es: 

; ' .\. 
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LEMA 4.2 

PRUEBA 

Probaremos la primera afirmacion por inducci6n en el grado 

de p. 

La primera afirmacion es ciertamente verdadera para p = x· y 
.{. 

que p ( a a ,a 1 , • • .) = a . y p ( b (j , b' 1 , • .) = b . y P 0 r hip 6 t e sis 
.{. .(. 

a . < b. entonces p(aO,al,"') < p(bo,b j , ... ) • 
.{. - .{. 

Supongamos que es verdadera para q y r polinomios de grado , 

menor que p y adem~s que p = q A r. Entonces 

p ( a ° , . . .) A P ( b ° , . . . ) 
= (q (a ° , ... ) A r (a ° , ... )) A (q (b 0, ••• ) A r (b a , •.• )) sus t i tu-

yendo p 

= (q(ao, ... ) A q(b o, ... )) A (r(ao, ... ) A r(b o,"')) asociando 

y conmutando 

= q ( a a , • • • ) A r ( a 0 , • • • ) 

= p ( a ° , . . . ) po r definicion de p. 

As i p ( a 0 , • • • ) ~ p ( b ° , . . . ) . - La prueba es similar pa ra 

p = q v r. 



p ~ ~ ~ n-1 se t;ene: 

que p( a , ... , · a) = a 

Xn-l ~ x· 
.{. 

ya que x. ~ XOy ••• IIX n -l 
.(. 

= Xo v Xl V ... V Xn -l por que p(a, ... ,a) = a 

Probando con esto la segund u afirmacion • 

Una aplicaci6n simple es: 

LEMA 4.3 

68 .,. 

S ean p. = q . , 0 < ~ < n, ~dent~dade~ en ~ede~. Entonee~ e x~~ 
.{. .{. - -

te una an~ ea ident~dad p = q tal que todo p. = q . , 
.{. .(. 

o < ~ < n, ~e eumpl e n en una ~ ed L ~~ Y ~olo ~ ~ p = q tam-

b l ) ~l ~ e c.ump.e.e ' ~n L • 

PRUEBA 

Tomemos dos identidades, Po = qo Y PI = ql . 

Su pongamos que todos los polinomios son n-arios y considere-

mos la identidad: 

(N ) Po (x o , ...• Xn - 1) ~ Pl(X n "", Xa n - l) 

= q 0 ( x 0 , • • ., X n - 1) A q 1 ( X n' . . ., X 2 n -1 ) . . . 
• < , 
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Es obvio que s1 Po = qo, PI = qi entonces los infimos respe£ 

tivos tambien son igu~les enL, de donde (N) se cumple en L. 

Ahora sea (N) satisfecho en L y sean ao, ... , an-lE L. 

Sustituyendo Xo = ao, ... , Xn-l = an-l, Xn = Xn+l .. , = X2n-l 

con XTi'" ao ... v an-l, en (N) obtenemos: 

po(ao, ..• ,an-l) A Pl(Xn, ... ,Xn) = qO(aO,al," .,an-I) A ql(Xn, ... ,Xn) 

po(ao, ... ,an-I) A Xn = qO(aO,al,'" ,an-l) A Xn 

como Xn = ao v al v ••• v an-l, aplicando Lema 4.2 

obtenemos: 

po(ao,· .. , an':,' ) = qo(ao,· .. , an-I)' 

La segunda identidad derivada de (N) de mJnera similar. 

La prueba general es similar • 

Las propiedades (y, de hecho caracteristicas) m&s importan-

tes de las identidades son dadas por el siguiente Lema: 

LEMA 4.4 

La~ iden~idade~ ~e pne~envan bajo La 6onmaci6n de ~ub nede~, 

imagen homomon6ica, pnoduc~o dinec~o e ideale~ . 

PRUEBA 

Sean los polinomios n-arios p y q con p = q en L. 5i LI es 

una sub red de L entonces p = q obviamente sa cumple en L 1 • 

• 

Sea y : L - - > K un homomorfismo sobreyectivo. 
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es un homomorfismo, y por 10 tanto preserva los polinomios, 

ya que estan formados con v y A. Similarmente para q. AS1: 

p(aoY, ... ,an-lY) = p(ao, ... ,an-l)Y 

= q(ao, ... ,an-l)Y 

= q(aoY,.·. ,an-lY) 

de donde p = q se cumple en K, por ser Y sobreyectivo. 

Supongamos que p = q en L Y K; ambas redes 

p((ao,bo), ... ~(an-l,bn-l)); con (a.,b . )£ LX K 1 <..{. < n. 
,(. ..(. 

= (p(aO,al, ... ,an-l), p(bo,b1,,,.,b n- 1 )) 

= (q(aO,al, ... ,an-l), q(bo,b1, ... ,b n- 1)) 

= q((ao,b o), ... , (an-l,bn- 1)) 

de donde p = q en L X K. 

Sea p un potinomio n-ario y sean 10, ... ,In-l ideales de L. 

Entonces Io, ... ,I n- 1 £I(L); asi podemos sustituir los I. en 
j 

p: p(Io,,,.,I n- 1) esta tambien en I(L), esto es, un ideal de 

L . 

Est e ide alp u' ~ d:\~ s e r des c r ito 'p 0 run a s imp 1 e for m u 1 a : 

bles -i. o £Io, ... ,-i. n- 1 £ In-d 

Veamos que esta formula es cierta: 

Sabemos que 10 A II = Ion II' 
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IonIl t~. 

Sea x E Ion I l' X < i 0 1 v i.. 0 2 V' •• vi am, 

x < ill v i I2 v ... v,.(.lm con ioj, ilj; 1 < j < m en la, II re~ 

pectivamente par (ii) Lema 3.1, x < ~o, X < iIi con ioE 10, 

.{.1 t. II, ya. que 1 0 ,1 1 son redes. As, XE {y/y < -co Ail; 

Sea x E {Y/Y ~.{.o Ail; .{.o E la, i l Ell} 

X < i o , para algan io El o , X ~il para algan.(.l Ell; XE la, 

X E ll; ya que I o ,.1 1 son ideales de donde x ·Elon II Y obtene-

mas 

Para p(Io,Ir) =- 10 vII. 

Recordemos que 10 v II = (I o ul 1]. 

can hi, 0 < i < n-1 en IoU II' Juntemas los elementos de 10 

Y de II' 

x < v h 2 v ••• v 

1 < k < j E l o , hk' j + 1 < k < n-1 Ell, X ~ io v il 

para algun io £ la, -<-I t II' ya que 10, II son redes. De donde 

X E {y/y ~ io v iI' para algan io E 10' il E II}, Reclprocame~ 

te sea x un elem~nta de este conjunta par (ii) Lema 3.1, es 

c 1 a ro que X E ( I 0 v I 1 JOb ten i end 0 (I 0 v I 1] = {X / x ~ i 0 v .{.1 , 

pa r a a 1 gu n .i 0 E: I o . .i -1 e: I 1 } 

, . 
" 



= ' {x/x < (.-i 0 " -t 1 ) v ,{. 2 ~ can -<"0 e: I a ~ -tl e: -

-t 2E I 2 L 

( I 0 v I 1 ) " I 2 = {xix < -t -
A i 2 , con i s I a v II, i 2 E: I 2 } 

= {xix < (io v id " i 2 , can ,lo £ Io,i1s 

i2 E 12 } 

y de aqui podemos conc1uir que: 

p(Io, ... , In-~) ~ = {xix ~ p(io, .. . ,in- 1), para todo los 

b1es io s lo, ... , in-1sl n- 1 }. 
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I 1 , 

II, 

po s i -. 

. ...... 

La ultima afirmaci6n de la prueba es un Corolario de esta 

formula • 

Un Lema muy importante es: 

LEMA 4.5 

La~ ~iguient e~ de~iguatdade6 ~e ~umpten en una ~ed. 

l i ) (x " y) v (x " z) < x " (y v z) 

I 

(ii) x v ( y " z) < -
(x v y) " (x v z ) 

(iii ) (x " y) v (y A z) v (z A x) < (x v y) A (y v z J A ( z v 

(J..v) ( x A y) v (x A " Z) < -. X A (y v (x A z) ) • 

Observaci6n: 

(i) - (iii) son llamadas des;gualdades d;stribu;t;vas, y (iv) 

es 1a desigualdad modular. 

x) 
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PRUEBA 

( i ) Va que ( x A y) ~ X, (x " z) < x , obtenemos que --

( X " y) v ( X A z) < x ; ( x " y) < y < (y v Z ) , - -- -

( X A Z ) < z < (y v z) obteniendo que -- -

( X " y) v ( X " Z ) < - (y v z) . 

Con la conjuncion de las dos desigualdades 

(x " y) v (x " z) < x y (x A y) v (x " z) ~ (y v z) 

s e log rap rob a r que (x A y) V (x A z) 2. x A (y V z). 

(ii) Va que x ~ (x v y), x ~ (x v z), obtenemos 

( iii ) 

x 2. (x v y) A (x v z); a d e mas ( y A z) ~ y < (x v y) 

(y A z) ::. (x v y) A (x V z). 

La disyuncion de las dos desigualdades 

x < (x" v y) A (x V z) y (y " z) < (x v y) " (x v z) 

nos da como resultado 

x v (y ,, " z) ~ (x v y) A (x V z). 

Va que (x A y) < x :. (x v - y) , (x A y) < X < ( z v X ) , 

( X A y) ~ y ~ (y v Z ) , obtenemos que 

(x A y) ~ (x v y) " (y v Z ) A ( z v x) • ademas 

(y A z) 2. y < (x v y) , (y A Z ) < y < (y v Z ) , - - -

(y A Z ) < z < (z v x ) , entonces 
- -

(y " z ) < ( x v y) A (y V z) A (z v x ) ; y 
-

(z " x) < z < (y v Z ) , ( z 
- - " x) < z < (z v X ) , - -

( z " x ) < x < - (x v y) por 10 tanto 
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(z A X) < (X V y) -
A (y V Z ) A (z V X ) . 

La disyunci6n de las tres desigualdades 

( X A y) < ( X V y) A (y V Z ) A (z V x) , 

(y A z) < - (X V y) A (y V z) A (z V x ) , 

( z A x) < - ( x V y) A (y V Z ) A - (z V x) nos da como re-

sultado 

( x A y) V (y A Z ) V ( z AX) < - (X V y) A (y V z) A (z V x) . 

( i v ) Va que ( X A y) .::. x, ( X A z) < X, obtenemos 

. (x A y) v (x A z) < x ; - ademas (x A y) ~y ~ y V ( X A z) 

y ( X A z) .::. y -V ( X A z) as; 

( X A y) V ( X A z) .::. y v ( X A Z ) . 

La conjunci6n de las dos desigualdades 

(X A y) ~ (x A .z) ~ X y (X A y) v (X A z) ~ y v (X A z) 

nos da aomo resultado 

(X A y) v (X A z) < X A (y V (x n z·)) • 

LEMA 4.6 

Co 11. .6 -i.d e. ft e. Lal.> .6 -i. 9 u-i. e. n.t e. .6 dol.> -i.d e. n.t-i.dade.1.> y La d e. /~-i.g uaL dad: 

( -i. J I x A y J v (x A Z J = X A (y V z J • 

(-i.-i. J (x v yJ A (x V z J = x V Iy A Z J • 
~ 

( -i.-i..i J ( x V yJ A z < X V - ( y A Z J • 

11 t orl C ~ ( .) , ( ~~ ) , Y ( ~~~ J .601'1 e q u~ v a..ee.n.te..6 en u na. It. e. d L • 
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Observaci6n. 

Una red que sat;sface (i) 6 (ii) es llamad~ distributiva. N~ 

te que (i) e (ii) no son equ;valentes para elementos fijos; 

esto es, (i) puede cumplirse para tres elementos a,b,cE L, 

mientras (i;) no 10 haga. 

PRUEBA 

Supongamos que (i) se cumple en L y verifiquemos (ii). 

Sean a,b,cE L; entonces, usando (i) con 

x = a v b, y = a, Z = c, se obtiene 

( a v b) A [a v c] 

Verificando (ii). 

= ( ( a v b) A a) v ( (a v b ) A c) 

= a · V ( (a b) A c) por absorcion 

= a v ( (a A c ) v ( b A c) ) usando 

ra x = c, y = a, Z = b 

= (a v (a A c)) v (b A c) asociando 

= a v (b A c) por absorci6n. 

( i ) pa-

La prueba (iir · ~ i)"l1plica (i) es el dual del parrafo anterior. 

Veamosla: 

Supongamos que (1;) se cumple en L. 

Sean a,b,c E L; entonces, usando (ii) con 

x = a A b, Y = a, Z = c, se obt;ene: 
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(a A b) v (a A c) = ((a A b) v a) A ((a A b) v c) .. 

= a A ((a A b) v c), por absorc ;6 n 

= a A (c v (a A b)) 

= a A ((c v a) A (c v b)) ~ usando (ii) 

= (a A (c v a )) A (c v b) con x = c, 

y = a, z = b. 

= a A (c v b) por absorci6n. 

Ahora ve rifiquemos que si (ii) se cump1e en L entonces se d~ 

(iii). 

Como (ii) es sat;sfecho en L; entonces 

x v (y A z) = (x v y) A (x v z) ~ (x v y) A z , 

ya que .(x v z) ~ z, 10 cua1 verifica (iii). 

Y por ul t imo veamos que si (iii) es satisfecho en L entonces 

se c u m p 1 e (i i t. ·; 

Como (iii) es satisfecho en L, entonces con x = a, y = b, 

z = a v c en (iii) se tiene 

(a v b) A (a v c) < a v (b A (a v c)) 

= a v ((a v c) A b) por conmut at ividad 

< a v (a v (c A b)) con x = a, y = c , 

z = b en ( i ii) 

= a v. (c A b). 

Esto combinado con el (ii) del Lerna 4.5 da (ii) del Lema 

4.6 • 
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COROLARIO 4.2 

PRUEBA 

Sea (L;", v ) una red distributiva y sea (L,,,,I,v ') la red dual 

de L. Por definicion de dual sabemos que a " b = a v I b, 

a v b = a "I b • 

Para x,y,z E L se tiene en (L;",v) que: 

(x" y) v (x A z) = x'" (yv z); por (i) de Lema 4.6 yen su 

dual obtendremos: 

(x v' y) ,,, (x v' z) = x ",I(y A' z); satisfaciendo (ii) de , 

Le ma 4.6 aSl (L;A' ,vI) es distribuitiva • 

LEMA 4.7 

La ~dent~dad (x A y) v (x '" z) X '" (y v (x '" z)) e.6 e q u.~ -

x > z ~mpi~~a que (x " y) v z = x " (y v z) • 

Observaci6n. 

Una red que satisface esta condici6n es llamada Modular. La 

red Ms de la figura 2.2 es un ejemplo. 
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PRUEBA 

Si x ~ z, entonces z = X A Z; asi la implicaci6n sigue de la 

identidad. ReClprocamente, si la implicacion se cumpl~, en-

tonces ya que x ~ X A z, tenemos 

(x A y) v (x A z) = x A (y v (x A z)) • 

LEMA 4.8 

L e~ di~tni butiva ~i y ~ofo ~i fa identidad 

(x A yl v (y A zl v (z A xl = (x v yl A (y v zl A (z v xl 

~e eumpfe en L • 

PRUEBA 

Si L es distributiva: 

[(x A y) V (y A z)] v (z A x) 

= [((x A y) V y) A ((x A y) v z)] v (z A x) 

= [y A ((x A y) Y z)] v (z A x) 

= [y v (z A x)] A [((x A y) v z) v (z A x)] 

= (y v Z ) A (y x) A ( X v Z ) " (y v Z ) 

= ( x v y) A (y V Z ) A ( Z v x) . 

Supongarnos que en L se cumple al identidad 

( x v y) A (y V : ~ ) A (z V x) = ( X A y) v (y 

y obtenemos 

A z) v ( Z A x) 
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(x v y) A z) = [(X V y) A (y V z) A ( z V X)] A z 

< (X V -- y) (' (y V z) A ( Z V X) 

= (X A y) V (y A Z ) V (z A X) 

< [ (X A y) V (y A Z) V ( Z '" X)] V X 

= . (y A Z ) V X. 

Cumpliendose ( iii ) del Lema 4.6, y L es distributiva • 

LEMA 4.9 

PRUEBA 

Sea L una red di~tributiva. Sean x,y,z E L; con X > z. 

(X '" y) V Z = (x z) '" (y V z) 

= x '" (y z). 

Por el Lema 4.7 L es modular • 



5. REDES LIBRES (NO ACOTADAS) 

La red m~s general formada a partir de determinados elemen -

tos es llamada libre. Puesto que podriamos estar interesados 

en la red mas general distributiva, generada por a,b,c; sa-

t isfaciendo b < a; parece razonable defin i r el concep t o "li-

br e" con respecto a una clase K de redes. 

DEFINICION 5.1 

Sean p . = q. id entida d e~ pa~a i E I. La ela~ e K de to da~ la~ 
..{. ..{. 

~ede~ que ~ati~6 a~ en t o da~ la~ .id entida d e~ p . = q ., iE I e~ 
..{. ..{. 

~e d ~o mo elem ento • 

Algunos ejemplos de clases ecuacionales son: 

La clase l de todas las redes, la clase 0 de todas la s redes 

distributivas y la clase M de todas las redes modulares. 

Lo siguiente es ponernos de acuerdo sobre que clase de rel a -

ciones se permitiran en el co~junto generador. 

Para un conjunto generador F, tomamos un C.O . P.O. P, y para 

relaciones en F todas las a < b que se cumplen en P, todos 

10 a ~ b = c en F. do n d i nf{a. b} . c n p . y l os a y b ti C . 

donde sup {a,b} = c en p,. (mas adelante presentaremos una 

. . , 
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aproximacion rn~s 1 iberal). 

Formulemos este concepto rn&s detalladamente. 

DEFINICION 5.2 

Sea P u» C.O.P.O. y ~ea K u»a ela~e eeuaeio»al de nede~. U»a 

~ed FK(P) e~ tlamada u»a ~ed l~b~e ~ob~e K ge»ehada POh P ~~ 

~e eumple» la~ ~~guie»te~ eo»die~o» e~: 

U) FK (P) E K. 

( ~~) P c FK(P), Ij pana a,b,e.E P, ~»6{a,b} = e. -

e» P ~~ Ij ~ofo ~~ a A b = e. e» FK ( P ) , Ij ~up{a,b} = e. 

e» P .6~ Ij ~ofo J.s~ a v b = e. e» FK ( P ) . 

( ~~~ ) [p] 

( ~v ) Sea L EK Ij ~ea y: P --> L u»a 6u»c_~6» mo»6tol'l.a (~~6 -

to»a) e.o» la p~op~edad que ~~ a,b,e E P, ~»6{a,b} = e. 

e» P, e»to»e.e~ ay A by e.y e.» L, Ij .6~ .6up{a,b} = e. 

e» P, e»to»ee~ ay v by = e.y e» L. E»to»e e..6 eX~.6te. u» 

homomo~6~~mo (de ~e.de.6) '1': FK (P) --> L que e.xt~el'l.de. 

a y ( e~to e~, ay = a,!, paha todo aE P) • 

P 

y 

L 

----------~E~--------~~~FK{P) 
./ 

./ 
./ 

./ 
./ 

./ 
./ 

././ '1' 
./ 

./ 
-" 

./ 
./ 

./ 

Figura 5.1a 
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Si denotamos con c a 1a funci6n identidad en p; entonces 1a 

condici6n crucial (iv) puede ser expresada por la figura 

5. 1a . 

En ese y en todos los d;agramas similares, las letras mayus

culas representan redes 6 C.O.P.O.s y las flechas indican ho 

momorfismos 6 funciones con ciertas propiedades. Estos dia

gramas son usualmente asumidos conmutativos, que en este ca

so particular significa E: o I!' = y, 10 cua1 es (iv). 

Note que (ii) es tambien incluido en el diagrama si supone

mos que las flechas representan mapeos como se requiere en 

(iv). En efecto nosotros podriamos tener requerido en (ii) 

que la funci6n identidad en P es una inmersi6n de P en FI( (P) 

en el sentido de (iv). 

DEFINICION 5.3 

S-i. P e.-6 UI'l. c.oYl.juYI.:to 11.0 oltde.Y1.ado, I p I = m, e..6 c.1t-i.b-i.lte.mo-6 FI( (ml 

pOIt FK (P I y lo llamalte.mo-6 uYl.a Ite.d l-i.blte. e.Y1. m ge.Y1.e.ltadolte.-6 -60 

b It e. 1(. E H e.l c. a-6 a I( = L, am -i.:t-i.1t e.m a .6 "-6 a bite. L"; a-6 -i. "It e. d l-i. -

bite. 9 e.Y1.e.ltada pOIt P" -6-i.g Y1.-i.6-i.c.alta "lte.d l-i.blte. -6 a bite. L 9 e.Y1.e.Ita.da. 

pOIt P" e.Y1. Y1.0-ta c.-i. 6Y1. F (P I • 

Si b E FK(P)' entonces por (iii) y par Lema 4.1, 

b ::: p ( a 0 , ••• ,a n- 1 ), don d e pes un pal i nom i 0 Y a 0 , • • • ,a n - 1 E P . 

As ! 5 i el I!' de (iv) existe, entonces tendremos: 



b~ = p(a o,.' "an-l)~ (ya que ~ es un homomorfismo) 

= p(ao~,. ",an-l~) 

= p(aoy, ... ,~ah-lY) ya ,que a1~ = 81 (e:o~) = a1Y. 

De 10 anterior podemos conc1uir e1 siguiente Caralaria. 

COROLARIO 5.2 
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Sean FK(P) Y FK(P) ~ede~ que ~at~~6a~en la~ ~ondl~lone~ de 

la de61nl~~6n 5.2. Enton~e~ ex1~te un 1~omo~61~mo 

X: FK(P) ---> F~(P) y X puede ~e~ e~~og1do de tal 6o~ma que 

a X = a pana todo a e: P. En ot~a~ palabna~ la~ ~ede¢ llb~e~ 

PRUEBA 

Usaremas 1a figura 5.1a can L = FK(P) y y = E entances exis

t e ~ 1: F K ( P) ~> F ~ ( P ) y ~ 2: F~ ( P) -> F K ( p) tal que 

E 0 '1'1 = £ Y E o ~ 2 = £ as i '1'1 o ,~ 2: F K ( p) --> Fie ( P ); 1 a fun 

cion identidad E sabre P. 

Por Corolario 5.1, tiene una unica extension a un homomor-

fismo FK(P) -> FK(P); 1a funcion ;dent;dad sobre FK(P) es 

una de tales extensiones, 

Por el10, '1'1 0 '1'2, es la funcion ;dent;dad 'sobre FK(P). Simi

l ar mente, '1'2 0 '1'1 es la funci6n identidad sabre FK(PL y asf 

'1' 1 es el isomorfismo requerida (ver figura 5.1b) • 

'" 



---~'P~l------" F K ( P ) 

Figura 5.1b 
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Este Corolar;o aclara la unicidad, ~Pero que de su existen

cia? Naturalmente, FK(P) no siempre existe. Por ejemplo: 

FD(Ns) seria Ns, ya que por (ii) y (iii) de la definicion 

5.2 FK(P) = P si P es una red; pero Ns t D ya que: 

(a A b) v (a A: c) = bvO 

= b 

a A (b v c) 

= a 

pero a 1 b de done Ns no es distributiva, as; (i) es violen-

tado. 

TEOREMA 5.1 

Sea p u» C.O.P.O. y ~ea K u»a Qla~e eQuaQio»al de hede~. E»

.to»Q e~ FK(P) e~~;~.te ~i y ~olo ~-<- la~ ~iguie».te~ Qo»d-<-Q-<- ol'l.e6 

~ a 11 ~ a.t-<-~ 6 eQha~ : 

( E ) 
Exi~.te u n.a hed L en. K .tal que P ~L y paha a, b, Q E p) • 

-<-1'l.6{a,b} c. e» L y 

Uf'{o,b} iii C! ~'1 P ~ . ' U ~Oe) J.! , 1.\ \0 (;., eo 

BIBUOTf;CA CE TRAL 
UNIVERS ID AD DE EL SALVADOR 



85 

PRUEBA 

La condicion (E) e~ obyiamente neces~ria por la existencia 

de FK(P); realminte~ si FK(P) existe, (E) siempre puede ser 

satisfecho can L = FK(P) par (i) y (ii) de la definicion 5.2. 

Ah ora asumamos que (E) es satisfecho. En esta prueba en ma

p eo y: P _ _ N (~I £ K) s era 1 1 a mad 0 u n hom 0 r f ism 0 sis a tis fa -

ce el conjunto de las primeras tres condiciones contempladas 

en la definicion 5.2 (iv). 

Es claro que, en la definicion 5.2 (iv) es suficiente consi

derar N con N ~ tPy]; con (N,y) denotemos esta situacion -

estb es, N£ K; y: P --> N es un homomorfi smo y N = [P y] . 

Entonces FK(P), 0 mas precisamente, (FK(P),£) tiene la pro

piedad que para un (L,y) existe un ~: FK(P) --> L con 

y = E o~. Para construir FK(P) tenemos que formar una red te 

niendo esta propiedad para todo (L, y ). leomo debemos de con s 

truirla para que cumpla estas condiciones? 

Sean (L 1,Y l) y (L 2,Y2) dadas. Formemos Ll X L2 Y definamos 

una mapea y: P ---> Ll X L2 par Py = (PYl ,P yZ ); sea 

N = [Py]. E1 hecha que y es un homomarfisma es facil de ver. 

Un ejemp10 simple es ilustrado en las figuras 5.2 - 5.4. 

.. ' 
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p 

Fi gu ra 5 , 2 

P 

@-Y-I 
Figura 5.3 

p 

©~ 

Figura 5.4 

Ahora definamos 1J'..i.: (Xl,X2) --> x-<. y obviamente, para p € P, 

IJ'.: N - -> L .• 
-<. -<. 

Si tenemos un numero dado de (L,i., Y,i. ), ,i. € I, podemos proceder 

como antes y conseguirnos (N, y); si uno de los (L-<., y-<. ) es el 

." 
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(L,€) dado por (E), 

LEntonces (ii) de l~ definicion 5,2 tambien sera satisfecho? 

Existe solamente un problema; todos los pares (Li,yi) no for 

man un conjunto, asi su producto directo no puede ser forma

do. Los (Li'Yi) no forman un conjunto ya que una red y todas 

sus copias isomorfas no forman un conjunto; por ello, si pu-

dieramos de algun modo restringir y tomar muchas copias iso

morfas a los (Li,Yi), el procedimiento previo puede ser se

guido. 

Observe que por Coro1ario 4.1, en cada par (Li' Yi) tenemos: 

IL i l ~ Ip Yil + No ~ Ipl + No 

Asi, escogiendo un conjunto suficientemente grande 5 y toma~ 

do solamente esos (Li'Yi) que satisfacen Li~S, (bajo una in 

mersi6n) podemos resolver nuestro problema. 

Ahora procederemos con 1a prueba formal. 

Escojamos un conjunto S satisfaciendo 

Ipl + No = 151· 

Sea Q e1 conjunto de todos los pares (M,'¥) donde M ~S (bajo 

una inmersi6n). Formemos A =T (M/(M,'l') EQ), Y para cada 

P E P sea fp E A definido por 

f ((M,'l')) = p'¥. Esto es la proyecci6n en la coordenada M-e
p 

sima de f . (M ~s, bajo una inmersi6n). 
p 

Finalmente, sea N = [{f /p E p}]. 
P 



Afirmamos que s;, pqra todo p E: P, ident;f;camos peon fp' 

en ton c e s N sat i sf" c e (i) - (i v) de 'd e fin; c i 6 n 5, 2, Y as; 

88 

(i ) N es construido de miembros de K (los M), tomando una 

sub red de su ' producto d; recto. 

Por Lema 4.4, N £ K, puesto que K es una clase ecuacio

n a 1 . 

(ii) Se a inf{a,b} = c en P. Entonces para cada (M, '¥ ) E Q, 

a '¥ A b'¥ = c'¥ , as; que 

fa A fb = f c . Puesto que, p es identificado con fp' con 

cluimos que a A b = c en N. 

Reclprocamente, sea a A b = c en N, esto es, 

f a A fb = f c . 

Sea L 1 a red dada por ( E ) Y sea E 1 a funci6n identidad 

sobre P ; entonces podemos formar (L, d . Por Corolario 

4 . 1 ', I L I < I s I , as; existe un mapeo uno a uno -
a : L --> S. Sea L 1 = La y hagamos a L 1 una red defini 

do aa A ba = (a A b) a , aa v ba = (a v b) a . 

Entonces L ~ Ll Y podemos formar el par (L l , a l)' donde 

a l es la restriccion de a a P(.s:.L) , Puesto que Ll.s:. S, 

(L 1 , a ]) € Q. Ahora f a A fb = f c nOS d~ 
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esto es, ~a A ba = CO'., 10 cual a su vez d5 Q. A b = c, 

puesto que a es un isomorfismo, Por (E), a A b = c en 

L imp1ica que ;nf{a,b} = c, La segunda parte de (ii) 

se s;gue por dua1idad. 

(iii) Esta parte de la prueba se sigue de la definicion de 

N . 

(iv) Tomemos (L,y); tenemos que encontrar un homorfismo 

If' : N - -> L sat i s f a c i end 0 a y = a If' par a a E P. Usa n d 0 

I N I 2.. I s I, e1 argumento dado en (i i) puede ser repetl 

do para encontrar (L1, Yl), un isomorfis mo 

a : L --> LIt a 1 que a Y a = a YIP a rat 0 d 0 a E P Y 

Ll C S. Ademas, (L1,Yl) £ Q. 

Sea If'l: f --> f (( L 1, Y d), f £ N. 

En to Ii c e spa r a a £ 'P, a If' 1 = f a If' 1 = fa ( ( L 1 , Y 1 )) = a Y 1 = a yet . 

Asi e1 homomorfismo I£' = 1£'10'.-1: N --> L satisface 10 requeri-

do por (iv) • 

Dos consecuencias muy importantes de este teorema son: 

COROLARIO 5.3 

• 
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PRUEBA 

Es suficiente encontrar un LE l<~ X S. L tal que Ixl = m, Y 

para X,Y E X, x t- y; X,y son incomp?l.rables. 

Se tiene por hip6tesis que K es no trivi~l ' , entonces ex;ste 

un Nt: K, INI > 1; as;' C2 es una sub red de N. Por Lema 4.4 

I C2 E K; p~r Lema 4.4 (C 2 ) EK para un conjunto 1. 

Sea I II = m, L = (C 2 )1; para -i.E I, definimos 6. E L por 
.{. 

6 ·cn = 1, n .(j) = 0 para J. t- j, Y el conjunto 
.{. .(. 

X={ nJ./J.E 

obviamente X sat;sface la condici6n • 

I}, 

El argumento d~do en la prueba del Corolario 5.1 Muestra que, 

siempre que L es generada por P, un homomorfismo y de P t;ene 

a 10 mas una extension a L, Y si existe una, esta es dada por 

Esta formula da un nomomorfismo si Y solo si ~ esta bien defi 

nida; en otras palabras, si Y solo si 

p(ao, ... ,an-I) = q(bo, ... ,bm-I) implica que 

p(aoy, ... ,an-IY) = q(boy, ... ,bm-Iy) para cualqu;er 

a 0 , ••• an - 1 , b ° , ... bm - 1 E P Y y: P --> NEK. 

Esto · nos ayuda en el sigu;ente Teorema: 

TEOREMA 5.2 
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S~ bE FK(P) t~ene do~ nepne4entae~one~ , 

b = p(ao, ... ,an-tl Ij Q = q(OO" .. ,Ol1l- d (ao""an-l,oo,."bm- 1 ( P), 

e l'l.tol'l.c.e.q 

p (ao, ... an-I) = qlbo, .•. ,bm-d 

pu ede ~en den~vado de fa4 ~dent~dad e.~ de6~n-i.dC{.~ e Vl. K Ij fa~ 

n efac.~oVl.e~ de P de fa 60nma a A b = c. Ij a v b = c. • 

PRUEBA 

Sea L E K y sea y: P - - > L, dados segun las condiciones de 

( i v ) . 

Si p(a o, ... ,a n - I ) = q(b o, ... ,b n - I ) puede ser derivado de l as 

identidades definidas en K y las relaciones de P de la forma 

. . ' 

a A b = c y a v b = c, p(aoy, ... , an-lY) = q(b oY , ... ,b m- 1y ), 

tambi~n se podria derivar en L, puesto que y respeta las re1~ 

ciones de P de la forma a A b = c, a v b = C; Y ademas LE K, 

por los comentarios previos a este Teorema esto es suficiente 

para que exista ~: FK(P) --"- > L, como un a extension de y • 

xvyvz 

(X VY)A(YVZ)A(ZVX) 

Figura 5 , 5 
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LEMA 5,2 

Sea x,lj, z elemento4 de una ~ e d ~ y 4ean x v y, y v Z , Z v x; 

incompa~able~ do~ a d04, Entonce4 {x vy, y v Z , Z v x} gene-

~al'l U.l'la .6 ub ~ed de L i.6om6~6a a (C 2 )3. lve~ 6lgu~a 5,5) • 

PRUEBA 

Casi todas lasconjunciones y disyunciones son obvias; por si 

metria, las no obvia estan tipificadas por 

[( x v y) A (y v z)] v [(x v y) A (z v x)] = x v y y 

[(x v y) A (y v z)] v (z v x) = x v Y v z . 

Mostremos la primera. 

Va que y ~ (xv y) A (y v z) y x ~ (x v Y) A (Z v x), cons~._ 

9 u i mo s que x v y < [( x v y) A (y z ) ] v [( x v Y) A (Z v X )] , 

Y ~ es trivial. 

La segunda igualdad se sigue de y ~ (x v y) A (y v z) y 
':" ':' 

(x v z) = (z v x), de donde X v y vz ~ [(xvy) A (yvz)] v (zv x), ." 

y :: es trivial. 

Not e que p 0 r e j em p los i, (x v y) A ( Y V z) = (x v y) A ( Y V z) _, (z v X ) 

implicaria, disyuntando a ambos lados con (y vz ), que 

(x vyvz) = ZvX; asi xvy ~ ZvX, una contradiccion. Ademas, to 

dos los ocho elementos son distintos • 
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LEMA. 5.3 

S ean, A,B Qonjunto~ d{~junto~ de t~e~ el em ento ~. S ea La el 

QOn jul1,to de. £.0.6 .6{gu{ e. nt e . .6 .6ubQonjunto.6 de. A lJ B: 

Todo X c A, todo Au Y, Y c G, todo/':' 10.6 Qonjunto~ d e. tlt e..6 

e.t el1l ento .6 Z Qo n I Z n A I = 2. EntonQe..6 <L ; c> e. .6 una lted, A a -

La. 6{g utta 5.6a. e.6 e.l d{agJtama de La. (A.O, ,' Compb ell [19 4 3J) • 

PRUEBA 

{a l ,a 2 ,b 3} 

ko {a l ,a 3} 

ki = {al,a 2,a3} = {al,aZ,a3,b 3 } 

k2 = {al,a 3,b2} k. = {al,aZ,a 3,b l , b2} 

k3 = {al,a Z,a3,b l} k7 = {al ,al ,a3 ,b l ,b 3} 

kIf = {al,a 2,a3,b 2 } 
ks = {al,a2,a 3,b 2,b 3} 

kg = {al,a Z,a3,b l ,b2,b 3} 

Figura 5,6a 

de la figura 5.6a, es claro que La es una red , 

s una r ed Distributiva ya que la union e int e r se cci6n de 

conjuntos son distributivos, una con respecto a l a otra • 
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'" 

a=(XVY)A(XVZ)A(YVZ) 

=(XAY)V(XAZ)V(YAZ) 

b= (XVY)A (yvz) 

C=(XAy)V(YAZ) 

Figura . 5.6b 

TEOREMA 5.3 

Una hed libhe di~thibutiva ~obhe te~ genehadohe~ FD(3) tiene 

di ec.ioc.h.o elemento~. (veh 6iguha 5.6b) • 

PRUEBA 

Sean x,y,z los tres generadores. Si x v y ~ x v Z, 

(X vy) A (xvZ) = x v y, XV(YAZ) = xvy de donde Z ~ Y contradi 

ciendo la hipotesis del Teorema. De donde Xvy, XvZ, yvz son 

incomparables y por Lema 5.2 generan una sub red isomorfa a 

(C 2 ) 3 la cual es d;stributiva. ASl constru;mos la cima de 

nrhn "lpnHinto~ IeIn 1" f1!Flra S.6b. nU ~lnHln 'te foromoll1os 'earnbiE!11 

l a base (en la figura 5.6b) de ocho elementos. Ademas 
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(X AY) V (YAZ) V (Z~X) = (XVy) A (y vZ) A ( ZV X) por Le ma 4 ,8 , 

de"esto obtenemos la red Lb de la figura 5.6b 

De acuerdo a1 Teorema 5,2, tenemos solamente que ver ificar 

que la r ed Lb cumpla con: 

(i) Ser una red distributiva, y 

(ii) Que si p,q,r son polinomios represent a ndo elemen t os de 

Lb y pAq = r en Lb , entonces PAq = r en cada r ed dis 

tributiva y similarmente para el v, 

(i) Hagamos la siguiente asociacion entre las figuras 5,6a 

y 5.6b. 

De fin am 0 s: y : L a - - > L b tal que: 

par a todo a,b E La' (an b)y = ay A by , ( ~u b) y = ay v by , 

Con {a l ,a 2 ,a 3}y = X; {al,a 2 ,b 3 }y = y ; {a 2,a 3,b 1 }y = z . 

Al ap1 ic~r " esta definicion en ambas figuras, observa

mos que y es un isomorfismo, asi Lb es distributiva. 

(ii) La segunda afirmacion requiere un completo listado de 

todas las ternas p,q,r con PAq = r; puesto que el caso 

v es su dual. 

Si p,q,r pertenecen a la cima de ocho elementos, la 

afirmac;on se sigue del Lema 5.2, puesto que cualquier 

r ed distributiva que contenga a Xvy, XvZ , y vz (incomp~ 

rables) contendra a (C 2 ) 3, 1a cual es distributiva. 

~ s i s i PAq = r en (C 2 ) 3 , tambien se tendra PAq = r en 
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cualquier red .distributiya, puesto que (e 2)3 ser& una sub 

red de esta. Si p,q,r estan en l~ base de ocho elementos, la 

af irmacion es dual a la anterior. 

Veamos los casos restantes: si p Y q son comparables, con 

p en cualquier red d;stributiva. 

En ot ro caso si: p = x, q = yvz, r = (X AY) v (XAZ) segun la 

figura 5.6b, Y en una red L d;stributivq tendrlamos 

XA (Y VZ ) = (X AY) v (XAZ), ambos resultados coinciden. Por si-

metrta tambi~n cumplen: p = y, q = Xvz; P = z, q = xvy. Si 

p = Z, q = (x vy) A (Yvz), r = (XAZ) v (YAZ), Y en una red L 

distributiva tenemos: 

dos coinciden. Los casas restantes son deducido s facilmente • 

x 

Figura 5.7 

Z 

U=(XAY)V(XAZ)V(XAZ) 
v=(XVY)A(YVZ)A(XVZ) 

Xl=(XAV)vu 
Yl=(yAV)vu 
Zl= (ZAV)vu 



LEMA 5.4 

La hed L de la 6iguha 5,7 puede hephe~entah~e ~omo una ~u b 

hed de La X MS1 donde La e~ la hed del Lema 5,3 y Ms e~ la 

hed de ~~ 6~guha 2,2 • 

PRUEBA 
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La X Ms es una red, donde para dos elementos ( l l,ml), (l2 ,m2) 

de La X Ms , se tiene que (ll,ml) '" (lhm 2 ) = ( l l nl h ml"'/1l 2 ), 

lar ya que La y Ms son redes modulares. 

La asociaci6n ~stablecida en la .figura 5.7 deja claro que L 

es sub red de La X Ms • 

TEOREMA 5.4 

• 

PRUEBA 

Sean x,y,z los tres generadores. ~e nuevo la modularidad es 

rrobada por una representacion (Lema 5.4) • 
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Solo h~ri~ f~lt~ yer que si p,q,r son polinomios representa~ 

do elementos de lq red L de l~ figur~ 5,7, y PAq = r en L, 

entonces PAq = r en c~da red modular, y similqrmente para el 

v, E1 Teorema anterior toma en cuenta lq mqyorla de las con-

junciones y disyunciones except~ para Xl,Yl,Zl. Veamos algu-

nos con estos elementos: 

XIAYl=[(X AV) VU] A [(yAV) v uJ puesto que U < (YAU)VU Y Lema 

ZlVZ 

4 . 7 . 

=[(XAv) A (YAv)vUJvu ya que U ~ v, y Lema 4.7. 

=[(XAV) A (YVU)AVJVU sustituyendo U y v. 

= [ X A (y v Z ) ., ~: (y v ( X A Z ) ) ] vU 

= XA(Y V(XAZ)) p.o rq u e x A Z < Z. 

= ( X A y) v (x A Z ) vU ya que XAZ < X. 

= U 

puesto que U < V. 

= [VA(XVU)JAY 

= [VA(XV(XAY) v (YAZ) v (XAZ))JAY sustituyendo u. 

= [VA(XV(yAZ))]Ay 

= [XV(YAZ)] A [(xvy) A (yvz) A (XVZ)]AY sustituyendo v. 

= [XV(YAZ)] A [(XVZ)AyJ como yAZ ~ YA(XVZ). 

= (yAZ) V [XA((XVZ)Ay)] 

= (yAZ) V (XAy). 

sustituyendo Yl. 

• (YAV) v (cJ,vz) 

[YA(XVZ) " (yvz) A (Xvz)] v [(XAY) v (y"z) v (XAZ)VZ] 



sustituyendo u, v. 

= [YA(X VZ)] V [(XAY) VZ] puesto que (XAY)VZ < XvZ 

= (X vz) A (yvZ). 

Zl AZ = [(ZAV) VUJ AZ 

(u-v) v (UAZ) 

= ZAV. 

sustituyendo ZI 

ya que ZAV < Z 

Los casos restantes resultan con calculo s parecidos 

1 

a ~b 
a 

Figura 5. 8 
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• 

Al observar la red representada por la figura 5.8, podrfamos 

decir que es libre generada por {a,a,b,l} = P, pero claramen 

te no es el caso de acuerdo a la definicion 5. 2, ya que 

su p{a,b} = 1 en P, mientras en l a red a vb < 1. 

I\ !;f r~t'Z\ CQn p,gli1r l r"1 r (:j mps g flno r " do 1 1'l ~P e16 n 2 tone-
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mos que extender los conceptos anteriores de nuestra discu

sion introduciendo redes parciales. 

DEFINICION 5, 3 

tLa. a , b, c. E H, !.Ji a"b = c. (dualm e.nte., avb c.), e.nton c.e..!.J dec.i -

mo!.J que.. e..n H, a"b (dual me..nte.. , avb) e..!.J de.6inido e.. igual a c.; 

!.Ji, pa~a a,b E H, a"b (du alme..nte.. avb) t H, entonc.e..!.J de..c.imo!.J 

(H; "", v ) e. !.J llamada una ~e..d pa~c.ial . (H; -" ,v) e!.J llamada una 

!.Jub ~ed ~e..lativa de.. L • 

As, cada subconjunto de una red determina una red parcial. 

La segun da parte de esta seccion esta dirigi d~ a una caracte 

r i zac ion interna de redes parciales. 

Ahara an a lizemos la forma que toman las ocho identidades que 

fueron usadas para definir redes ((L 1 ) - (L 4 ) de la seccion 

l)~ en las redes , parciales. 
~ 

LEMA 5. 2 

S ea (H; A , v ) una ~e..d pa~c.ial a,b,c. E H. 

( ~' J S~ a"b e..x ~!.J~e, e..n~onc.e!.J bAa ex~~~e, W a" b : bAa . 

U -l~ ) S ~ aAb, (a"b)" c. , b"c. e..X.LI;,:(:e..vr" e..n:tonce.6 a,, ( bAc. ) e..x~.6:te , 

'" . 
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Cj (ct"b )"c. = ct,, ( bAc.) , S-i. b"c. , Ct,,(bhc.), a"b e.x. -i..6:te.n, e. n

:tonc.e..6 (a"b)"c. e.x.i.6:te., Cj (a"b)"c. :: a"(b,,c.). 

PRUEB A 

(i) Si a E: H, como en L a"a = a, aSl tambien en H a"a = a. 

(ii) Si a,b, a " b E H, ya que en L aAb = bAa, entonces 

b"a E H y a"b = b"a tambi en en H. 

(iii) Asumimos que aAb, (a"b) " c, b"c existen en H, pero en 

L, (a Ab)Ac = a"(b,,c); con a, bAc, (a " b)Ac E H. ASl 

a"(b,,c) E H y (a " b) " c = a " (b"c) en H. 

(iv) Si a,b,a"b E H, entonces en L a"b = b"a, asi b"a E H y 

aAb = b" a en H • 

LEMA 5.2' 

Con (-i.') - Uv') de.no:te.mo.6 la.6 an-i.ltmac.-i.one..6 c.on.6e.gu.<:.da.6 de. 

( -I ... ) - (iv) d e.l L e.ma 5.2 pOIt e.l -i.n:teltc.ambio de A pOIt v Ij vic. e -

veJt.6a. En:tonc.e.6 (-i. ') - (iv ') .6e c.umple.n e.n una Jted paJtc.iaf 

PRUEBA 

(i) Si a s H, c omo a va = a en L; entonces ava = a en H. 

' ,. 

• 



(ii) Si a, b, avb£H. En L avb = bva, aSl bva £ H y 

av b = bva. 

( ; ; ; ) Asumimos que a,b,Q v b, (avb) vc, bvc £ H; pero en L, 

(a vb)vc = av (bvc) y ademas a y bvC E H, aSl 

a v (b vc) £ H y (avb) vc = av (b v c) en H. 

(;v) Si a,b, avb E H; como en L avb = bva, bva E H y 

a vb = bva en H • 

DEFINICION 5.4 
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Un a ~ed pa~cial dlbil e~ un conjunto con do~ ope~acione~ bi

nalf..-ta.6 pa~c-ta .e.e~ -6 ati-66ac-tendo (i) - (iv) tj (-t') - ' (iv') • 

COROLARIO 5.4 

Cada ~ed pa~e~al e-6 una ~ed pa~e~al dlb-tl • 

Basado en la f;gura 5~9, conseguimos el s;guien te ejemplo de 

una red parcial debil que no es red parcial . 

Sea H = {O,a,b,e,d,e,6,g,h,I~. Consideremos la red N de la 

figura 5.9. Definamos XAy = Z en H si XAy = Z en N. Defina

mos Xvy = z en H s; alguno: x ~ y en N, y y = Z, 0 Y < x 

en N, y x = z; 6 s; {x,y} = {a,e}, y z = 6; 0 

{x,y } {b,d}, y Z = g; 0 {x,y} = {6,g}, y z = 1. Entonces 

(II; A, v) es una red parcial debil, puesto que para x,y£ H, 

l os XAy 6 Xvy definidos en H estan igualmente definidos en 

'" 



103 

N (son heredados de N), y aSl satisfacen (i) - ( iv) del Lema 

5.2 y ( i I ) - ( i V I ) de 1 Lema 5.2' . Ahora supongamos que exis-

te una red L . H c L , tal que (H; A,V ) es una relativa sub red , 
-

de L. Entonces 1 = (a ve. ) v (b v d) en L , Y aSl 

1 sup {a,b,c.,d}. Puesto que e. > a,b y h > e.,d en L , 

Y 1 > e , h ; conseguimos 1 = sup {e,h} en L. 

El hecho que e. ,h, 1 E: H impl ica que evh es definido en H (e 

igual a 1), contrario a l a definicion de (H;A ,v ) • 

1 

h 

d 

o 

Figura 5.9 

Para evitar tales anomalias introduciremos dos condicion es 

mas. Preparandonos para ella probamos: 
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LEMA 5.3 

Si avb e.xi-6te., e.ntonc.e.-6 avb = -6u.p {a, b} . 

in6 {a,b}. Tambi e.n, a < b -6i 

y -6010 -6~ avb = b. 

PRUEBA 

Veamas que II ~" es una relaci6n de orden parcial. Si a E H, 

par (i) Lema 5.2, aAa = a, asi . a < a ahara supangamas que 

a < b y b < a esto es aAb = a y bAa = b en H, y par (ii) 

bAa , asi a = b. Si a < b y b < C, aAb = a 

a, a < c. As' (H,~) es un conjunto parcial mente o~ 
'1 ':' 

denado. 

Ahara si avb existe, aA(avb) = a, bA(avb) = b par (iv') Lema 

5.2' y tenemos a 2. avb, b 2. a vb. Para un c tal que a < c, 

b < C; aAc = a, bAC = b, entances avc = (aAc)vc = C, Y 

bvc = c par (iv) Lema 5.2. As' 

( a vb) A c = (a vb) A (a v c) = (a vb) A [a v· ( b v c ) ] 

= (a vb) A [(avb)vc] = avb 

de donde sup {a,b} = a~b. 

Si a < b entoces aAb = a , avb = (aAb)vb = b par (iv) Lema 
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5.2. Si a vb = b, es cli3,ro que a < b. De donde a < b si y so

lo si a vb = b. Por Qltimo, si a~b existe, av(aAb) = a, 

b v (a Ab) = b, por (iv) Lema 5.2 y (ii') Lema 5.2', aSl 

aAb < a, aAb < b. Sea C E: H con C < a, C < b, y tenemos 

cAa = c, cAb = C, (CAa)Ab E: H, aSl por (iii) Lema 5.2, 

• 

Note que en una red parcial sup {a,b} puede existir, pero 

no as; a vb. Por ejemplo, sea L la red de la figura 5.9, 

H = {O,a,b,l} . - ~ntonces sup {a,b} = 1 en H, pero avb no est~ 

definido en H ya que avb~ H. 

DEFINICION 5.5 

Un i deal de una ~ed pa~~ial dlbil H e~ un ~~ b~o njunto no va-

c.1.0 I de H ,tal que. .6i a, b E: I Ij avb e.xi.6te , enton~e.~ avb E: I, 

u x < a E: I impli~a qLLe. x E: I. De. nuevo fiijamo.6 {x/x ~ a} = (a]. 

El id eal dual Ij [al ~on de.fiinido.6 dualme.nte.. 10 (HI e..6 la ~e.d 

~on.6i.6tente. de. ¢ Ij todo.6 lo.6 ideal e~ de. H (pa~~{almente. o~d! 

nado .6 po~ £1, Do ( H I e~ la ~ed ~o n~ i~ ten-t e. de ¢ Ij to do.6 lo~ 

ideale..6 duale..6 de H (pa~~ialment e. o~ d e.nado.6 po~ £1. Pa~a 

K £H, (KJ e..6 e.l -<.deal Ij [KI e..6 el ide.al dual ge.ne.~ado po~ 

K • 

COROLARIO 5.5 

S ean H Ij L dada.6 ~omo e.n la d e6 ,i..ni~i6n 5.3. Se.a I un id e. al 
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de L. Entonee~ 1(, H e~ u n ideal de H ~iemp4e que 1(, H I ~ • 

PRUEBA 

Sean a.b E In H; a.b E I. a vb E I. si avb E H, a vb E In H. 

Pa ra los x tal que x :5.. a Y x E H. como a E I. x E I; asi' 

X E In H, de donde In H es un ideal de H • 

LEMA 5.4 

Una 4ed pa4 eial ~ati~6aee la ~iguiente eondici6 n: 

(I) ~i (a] v ( b] = (e] en lo(H), enton ee~ avb exi~te V I. H Ij 

e~ igual a e • 

PRUEBA 

Sean H Y L dados como en la definicion 5.3, sean a,b,c E H, 

y sea {a] v {b] = (c] en Io{H). Sea 1= {a vb]L' Entonces 

{ a] H' {b ] H £ (n 1-1, a s i' {c ] H = (a] H v (b ] H £ (a bJ L' est 0 e 5 

c < a vb. 

Puesto que a :5.. c , b < c, concluimos que avb = c • 

Oenotemos con (0) a la condicion dual a (I), 0 sea: 

(0) Si [a) v [b) = [c) en Vo(H), entonces aAb existe en H 

y e s i gua l a c. 

..... 

r' 
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TEOREMA 5.5 

(N. Funayama) 1 Una ned pdncial e~ un ned pancial dtbil que 

~ati~6ace la~ condicione~ (I) y (0) • 

PRUEBA 

Caralaria 5.4 y Lema 5.4 y su dual prueban que una red par

cial es una red parcial debil satisfacienda (I) y (0). Rec,

pracamente, sea (H;A,V) una red parcial debil que satisface 

(I) y (D). Cansidere el mapea 

y: x --> . ( (xJ, [x)), 

enviando H en Io(H) X Vo(H), dande Vo(H) es el dual de Vo(H). 

Este mapea es una a una ya que si (y] = (w], Y 2. w, w 2. y, 

as, y = w. Si xvy = z, entances 

(x] (y] = (z] en Io(H) Y [x) v [y) = [z) en Vo(H), as, 

xy v yy = (xvy)y. Rec,pracamente, si xy v yy = Zy, entances 

(x] v (y] (z] en IoU:). 

Ademas, par (I ) , xvy existe y es igual a z , as, xy v yy = Zy 

implica que xvy = z . Si xAy = z , entonces ( x] A (yJ = ( z] 

en I 0 ( H) y [x) A [y) = [z) en Vo(H), asi xy A yy = (xAY)y· 
.. ~ ~. 

Par el contrario, si xy A yy = Zy, entances [x) '" [y) = [z) 

en Vo(H). Ademas, par (0), x",y existe y es igual ~ z, as, 

Xy ~ yy = Zy implica que x~y = z. Por 10 anterior tenemos: 

xvy = z si Y solo 5; xy v yy = Zy Y xAy = Z 5i Y solo 5; 
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Xy A yy = Zy. Asi podemos identificar x con xy~ consiguiendo 

H c L = lo(H) x Vo(H), 

Hemos probado justamente que (H;A,v) es una sub red relativa 

de L • 

Sea (P;~) un C.O.P.O. Haremos a P una red parcial como sigue: 

aAb es definido si y solo si inf {a,b} existe y 

aAb = inf {a,b}, y similarmente para avb. 

LEMA 5.5 

PRUEBA 

Veamos que (i)' .: (iv) del Lema 5.2 y (i I) - (iVI) del Lema 

5.21 se verifican. 

(i) inf {a,a} = a en P, as; aAa = a. 

(ii) Si aAb existe, aAb = inf {a,b} = inf {b,a} = bAa. 

(iii) Si aAb, (aAb)Ac, bAC existen, aAb = inf {a,b}, 

bAc = inf {b,c}, (aAb)Ac = inf {inf{(a,b},c}, ahara 

veamos que inf {inf {a,b},c} = inf {a, inf {b,c}} es cla

ro que i nf in f {a, b} ,c} < a, b ,c. As i 

inf {inf {a,b},c} ~ a, inf {b,c} y tenemos 

inf {inf {a,b},c} <' inf {a, inf {b,c}}, de igual man~ 

ra inf {a, inf {b,c}} ~ inf {inf {a,b},c}, de donde 
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(iv) si aAb existe, aAb = inf {a,b}, como inf {a,b} ~ a, 
1 

sup {inf {a,b}, a} = a, as; ;nf {a,b}va = a, 

Dualmente se verifican (i I) - (iv') del Lema 5.21. 

Por 10 anterior P es una red parcial d~bil . 
. ~ 

S i (a ] v (b ] = (c ] e n I 0 OJ) (s e 9 (j n d e fin i c ion 5. 5 a < c, . . 

b ~ c, si existiera un d > a, d .:. b, (d] ~ (c], aSl d .:. c, 

donde sup {a,b } = c, a vb = c. De donde se cumple la condi

c ion (I). 

Si [a) v [ b ) = [c) en Vo(H); c < a y c < b, s i existiera -

un d < a y d < b, - [d) ]. [c), aSl d < c, de donde 

inf {a,b} = c , aAb = c . Cumpliendose 1 a condicion (0 ) 

As; por Teorema 5.5 (P; A,v) es una red parcial • 

COROLARIO 5.6 

' Pa~a U~ C.O. P.O. P, u~a ~ed l~b~e ( ~o b~e L) ge~e~ada po~ el 

C. O. P.O. P exi~te . 

PRUEBA 

Es inm ediat o del Teorema 5.1 y Lema 5.5. 
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DEFINICION 5,6 

palta a,b EA enA:orr.c. e4 ay A by ex,Ude. Ij (a"bly = ay " by, Ij 

4i 4e c.umple. la c.orr.dic.i6n 4imilalt palta v. Un homomolt6 i 4mO 

uno a uno y e4 una inmelt4i6n 4iemplte que a"b e.xi4ta 4i lj 40-

10 4i- ay " by e.xi~te., y 4i 1a c.ondic.i6~ 4imi1alt 4e. c.um ple. p~ 

Ita v. Si y e4 40blte Ij y e4 una inme.!t~i6n, e.ntonc.e.~ y e.~ un 

Ahora estamos descifrando de nuevo la definicion de las re-

des mas generales de la seccion 2. 

DEFINICION 5.7 . 

Sea U = (A;",v) una !ted pa!tc.ial Ij ~ea K una c.la~ e c.ua c.ional 

de. !te.de.4. La Il.e.d F K (U) (0, ~imple.me.nte. F K (A)) e. ~ u.na !t e.d li

bite ~oblte K gene.!tada POIt U, ~i la4 c.ondic.ione~ ~iguient e~ 

(i) FK(A) E K 

(ii) A c FK(A), Ij A e~ ~ub Ited paltc.ial de. FK(A). 

( iii) [ A] = F K ( A ) • 

(iv) Si L E K Ij y: A --> Lv., u.n homomo!t6i4mo, enton c.e -6 

exi4te un homom olt 6i4mo Ij': F K (A) --- > L e.xi ~ tie I1d o y 

(e.~tOe.4, ay=a\jfpaltaa£A) • 
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Si P es un C.O,P,O.~ entances FK(P) es una red libre sabre K 

gener~da par P, dande P es considerado una red parcial como 

en el Lema 5.5. 

Esta teoria es desarrollada exactamente como la que se hizo 

en 1a primera parte de esta seccion. E1 resultado final es: 

TEOREMA 5.6 

Sea U = (A;A,v) una ~ed pa4eial y ~ea K una ela~e eeu aeio nal . 

Entonee~ FK(U) exi~te ~i y ~olo ~i exi~t e una 4 ed L en K tal 

que U e~ una ~ub ~ed ~elativa de L • 

Como una aplicaci6n probaremos la existencia de la red abso

lutamente libre generada por un C.O.P.O. 

Sea P un C.O.P.O.; definimos una red parcial pm sobre P como 

sigue: 

XAy = z en pm si y solo si x,y son comparables y 

z = inf {x,y}; 

xvy = z en pm si y solo si x,y son comparables y 

z = sup {x,y} • 

DEFINICION 5.8 

F (pm) (= FL (pm)) e~ llamada una ~ed ab~olutament e lib~e g e n ~ 

~ada po~ P • 
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TEOREMA 5.7 

Paha un C.O.P.O. P, una hed ab~olu~amen~e l i bh e geneha da POh 

P e xi~ ,te , 

PRUEBA 

Un subconjunto A £ P es llamado hereditario si x E A y, y .:.. x 

implica que YE A. Sea H(P) el conjunto de todos los subcon

juntos hered;tarios de P parcialmente ordenados par 1a inc1u 
-

si6n de conjuntos. Sea PI = H(P), P2 = H(~l)' donde PI es 

el dual de Pl. P2 es una red donde para 

B,C E P2 , inf {B,C} = Bn C, sup {S,C} = Bu C , Bn C I cp ya 

que P E Bn C. 

Identificando PE P can (pJ, conseguimos P £ PI; identifican

do p E PI can rp), conseguimos Pl £ P2 , as; P £ P2 • Sean 

a,b,cE P: 

(i) Sup { a, b} = b en P s; y solo s i a < b en P 

s i y solo si ( aJ < ( b en P 
I 

s; y solo s; ( a] > ( bJ en PI -

s i y solo s i [ ( a J) ~. [( b] ) en P 2 • 

s; y solo s i sup {[(a]), [(bJ)} = 

[ ( bJ ) 

( ; i ) Si SUrJ {[(a]), [(b] )} = [ ( cJ ) en P2 can a y b incomp~ 

rables en P , entonces (aJU(bJ ( 'I ( cJ ) es una co t a su 
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peri or para (a] y (a], as; sup {[(aJ) , 

[ ( bJ)} < [(c J) e n P 2 . Con t r a die i end 0 1 a hip 6 t e sis, d e 

donde a y b deben ser cornparables. 

(iii) Si inf {[(a]),. [(b])} = [(c]) en P2 con a y b incomp~ 

rables en P, (c] ~ rCa]), (cJ ~ [(b]), 

[(cJ) 'I [(a])u [(b]). De donde a y b son compa r ables. 

Por (i), (ii), (iii) se satisfacen las condiciones del Teore 

rna 5.6, donde U = pm . . 

• 



6, ELEMENTOS ESPECIALES 

DEFINICION 6,1 

L . 

Un ce~o de un C,Q,P,O, P e4 un elemen~o 0 con 0 < X pa~a ~~ 

do x E P. Un uno 4ati46ace x ~ 1 pa~a todo x E P. Exi 4t en 

a lo md4 un ceno y un uno. Un C.O.P.O . aco~ado e~ uno qu e 

~iene a ambo4 elemen~o4 0 y 1 • 

DEFINICION 6.2 

Un {a, 1}-homomo~6i4mo (de una ~ed acotada en o~~aJ e~ un ho 

momo~6i4mo que mapea el ce~o en el ce~o, y el uno en el 

uno • 

DEFINICION 6.3 

Una {a, l}-~ub ned de una ~ed acotada L, e~ una ~ub ~ e d con -

~ e niendo el 0 y 1 de L • 

DEFINICION 6.4 

Un {O}-homomo~6i~mo (de una ned acotada en o~~al e4 un homo 

mo~6i4mo que mapea el ce~o en el ce~o • 
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DEFINICION 6,5 

, 
Un~ {O}-4ub ned de un~ ~ed ~cot~da L, e4 un~ 4ub ~ed conte ~ 

n,[endo el 0 de L • 

Para semiredes tenemos: 

DEFINICION 6.6 

un homomo~6,[~mo que mapea el ce~o en el ce~o y el un o en el 

uno • 

DEFINICION 6.7 

Una {O,l}- ~ub ~em,[~ed de una ~em,[~ed acotada L, e~ una ~e -

m,[~ed conten,[endo el 0 y 1 de L • 

De la misma forma podemos definir un {O}-homomorfismo y una 

{OJ-sub semired. 

DEFINICION 6.8 

En una ~ed acotada L, a e~ complemento de b ~,[ aAb = 0 y 

avb = 1 • 
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LEMA 6,1 

un compiemento • 

PRUEBA 

Supongamos que existen dos complementos. 

Sean bo Y b1 ambos complementos de a, entonces 

bo = bOAl = bOA(avb 1) = (bOAa) v (boAb1) 

= 0 v (boAb 1) 

= (boAb 1) , 

. ~ ;.:. 

b 1 = b1Al = b1A(avb o ) = (b 1 Aa) v (b1Ab o ) 

=. 0 v (b1Ab o ) 

De donde b o • 

DEFINICION 6.9 

Sea a E [b,c]; x e~ un compiemento ~eiativo de a en [b,c] 

LEMA 6.2 

En una ~ed di~t~ibutiva, ~i a tiene un complenento, enton-
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ee6 tam bien t~ene un eompiemento ~eiativo en ~n intehvafo 

q~e la eontenga • 

PRUEBA 

Sea d el eQmpl emento de a. Entonces x = (dvb) '" c es el com 

plemento relativo de a en [b.e]. puesto que para b < a < e 

se tiene: 

a",x = a A (dvb) A e = [(aAd) v (aAb)] A e 

= (Ov d) A e 

= b 

avx = a v [(dv b) '" e] = (avdvb) A (ave) 

= 1 A (a ve ) 

= e • 

LEMA 6.3 (Identidades de Morgan's) 

En una hed di~thibutiva, 6i a,b tienen eompiemento6 a' y b' 

he6pectivamente, entonce6 a",b y avb tienen compiemento6 

(a"'b)' y (avb)', heJ.Jpectivamente, y :' ~ -

(a"b)' a'vb' 

( a vb )' = a' '" b ' • 
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PRUEBA 

Por Lema 6,1 es s.ufi<;iente pro ba r que: 

(i) (aAb) (\ (~'vb') = 0 y (a'lb) v (a!vb ' ) = 1 

,( i i ) (avb) " ( a I 'I b ' .) = a y (a v b) v (~'Ab') = 1 

verificando: 

( i ) (aAb) A (a'vb' ) ' - (aAb"a') v (aAbAb') 

= 0 v 0 

= 0 

(a"b) v (a'vb') = ( a va' vb I ) A (bva'vb' ) 

= 1 A 1 

= 1 

( i i ) (avb) A ( a I ""b ' ) ;::. (aAa'Ab' ) v (bAa'"b' ) 

= 0 v 0 

= 0 

(avb) v (a'Ab' ) = (avbva ' ) A (avbvb ' ) 

= 1 A 1 

= 1 • 

DEFINICION 6.10 

Una ~ed Qomplemen~ada e~ una ~ed aQo~ada en la Qual Qada 

elemen~o tiene un Qomplemento. Una ~ed ~ela~ivamen~e Qompl~ 

mentada e~ una ~ed en la Qual Qada elemen~o tiene un Qompl~ 

fBI-. UOTECA CE"NTR l 
! U~IVERSID"O DE I!L SALVADOR 
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menta ~elativo en todo inte~valo que lo contenga • 

DEFINICION 6,11 

Una ~ed Booleana e~ U"~ ~ed di~t~ibutiva complementada • 

ASl, en una red Booleana B; cada elemento a tiene un unico 

complemento, y B es tambiSn relativamente complementada. 

DEFINICION 6.12 

Un Algebha Booleana e~ una ned Booleana en la cual 0,1 y, I 

(c omplementaci6nl ~on con~idehado~ cbmo opehacione~. A~l en 

Algebha Booleana e~ un ~i~tema (B;A,v, ',0, II, donde A, v 

~on opehacione~ binahia~, , e~ una opehaci6n unahia. 

Un homomohni~mo y phe.~ ehva 0, 1 Y '; e.~to e.~, e.l e.~ un 

{O, J} - homomohn,i..6mO .6ati.6 nacie.ndo (xy) I =- x' y. 

Una ~ub alge.bha e..6 un {O, 1} - .6ub he.d ce.nhada bajo ' 

no ,tah(f. e.l Alg e.bha Boole.ana de. do~ e.le.mento.6) • 

Notemos que en una red distributiva acotada L, si b es un 

complemento de a, entonces b es el m5s g~ande elemento x de 

Leon aAx = O. 
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DEFINICION 6,13 

Sea Luna hed con O. Un elemento a* e4 un p4eudocompl emento 

de a (EL) 4~ a~a* = 0 y aAx = 0 ~mplica que x ~ a* • 

Un elemento puede tener a 10 mas un pseudocomplemento, 

DEFINICION 6.14 

Una ~ed p~eudocompLementada e~ una en La cuaL cada eLemento 

t~ene un p~eudocompLemento • 

E1 conceptode pseudocmp1emento utiliza solamente la opera

cion conjuncion. ASl tambien se puede definir semiredes 

pseudocomplementadas. 

TEOREMA 6.1 

Sea L una 4em~~ed conjunci6n p~eudocompLementada y hagamo~ 

a S(L) = {a*/a E L}. Entonce4 el o~denamiento pa~cial de L 

~e he~eda a S(L) y hace a S(L) una ~ed BooLeana. Pa~a 

a,b E S(L) tenemo~ aAb E S(L) Y La di4yunc~6n en S(L) e~ 

de4c~ita po~: avb = (a*Ab*)* • 

Observacion. 

si L es una red, 1a disyunci6n en L no necesita ser la mis

rna que 1a disyuncion en S(L). 
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PRUEBA 

Iniciaremos con l~s s.igu.ientes observac;ones: 

(1) a < a**. 

( 2 ) a < b 
~ 

implica que a* > b*. -
( 3 ) a* = a***. 

( 4 ) a E. S ( L ) si y solamente s i a = a.** , 

( 5 ) a,b E. S(L) implica. que a. Ab E. S(L) , 

( 6 ) Pa r a a, b E. S ( L ) , sUPS(L){a,b} = (a* Ab*)* . 

Las f6rmulas (1) y (2) se s1guen de las definiciones . 

(3) Las f6rmul a s (1) y (2) producen a* > a***, y por (1) 

a* < a***. 

(4) S1 a E. S(L), entonces a = b*; ademas por (3), 

a** = b*** = b* = a. Rec;procamente, si a = a** enton -

ces a = b* con b = a*; as; a E. S(L). 

(5) Si a,b E. S(L), entonces a = a**, b = b**, yas; 

a ~ (aAb)** y b > (a Ab)**, as; aAb > (aAb)**; po r 

(1), aAb = (aAb)**, de este modo aAb E. S(L) . 

S1 x E. S(L), x ~ a y x < b, entonces x < a ~ b; por 10 

( 6 ) a * ~ a * A b *, as" po r (2) y (4), a < (a * A b * )*; s i mil arm e n 

te b < (a* Ab*)*. 

S1 a < x , b < x (x E. S(L)), entonces a* > x*, b* > x* 
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Por 10 tanto par~ a,b E S(L), definimos 

a v b = (a*,-,b*)* . 
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Por formula (5) Y (6), (S(L);A,V) es una red complem entada 

ya que para a E S(L), a y a* = (a*Aa**)* = 0* = 1, 

aAa* = 0, S(L) es una red acotada. 

Ahora necesitamos probar solamente que S(L) es distrib utiva. 

Para x,y,z E S(L), x~z < x Y (yAZ) Y y~z < x v (y ~ z); ade

mas XAZ A (x V (YAZ))* = 0 y, yAZ A (x V (YAZ))* = 0 ASl 

Z A (x V (YAZ))* < x* Y y*, aSl 

Z ~ (x V (YAZ))* < X*AY* consecuentemente 

Z A (x V (YAZ))* A (x*"y*)* = 0,10 c,ual implica que 

Z A (x*"y*)* ~ (x y (y~z))**. 

Ahora laparte izquierda es Z A (xvy) por formula (6) Y el 

lado de la parte derecha es x v (y AZ) por formula (4). 

De este modo conseguimos ZA{XVY) < XV{YAZ), 10 cual es la 

distributividad par Lema 4.6 • 

Otros tipos de elementos especiales son los siguientes: 

DEFINICION 6.15 

Un elemen-to a. e.6 un Ci.-tomo .6i.. a. >- 0 Ij un cLtomo dua.l .6 i.. 

a. -< 1; e..f. e-6 u.yw. di...6Iju.nc.i..6n ,tltlt educ.i..b.f.e -6i a. = b vc. i mp.f.i.. c. a. 
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DEFINICION 6 , 16 

El C,Q,P,O, (Q;~) ~e dice que ~at~~6a~e la ~o~d~~~6n de £a 

Qadena a~cendente ~~ Qualqu~eh Qade~a'Qhec~ente tehm~~a, e~ 

,to e~, ~~ x.. E Q, ~;:; O,l,Z, ... , Ij 
.{. 

• 

Es claro que ]a · condicion de la cadena ascendente implica 

la existencia de elementos maximales y que, en efecto, cada 

elemento esta incluido en un elemento maximal. 

TEOREMA 6.2 

La Qondici6n de la cadena . M~ende.nte. ~e. c.umple e~ UI'l.a he.d L 

~i Ij ~olo ~i Qada ide.al de L e.~ phinc.~pal • 

PRUEBA 

Supongamos que L cumple 1a condicion de la cadena ascenden 

te, y sea I un ideal de L, entonces I tambi~n cump1e la co~ 

dicion de la cadena ascendente y asi ;tjene un elemento maxi 

mal, de donde I es principal. 
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Reciprocamente si cQda ideal de L es principal. entonces pa 

fCl. una. caden~ x 0 ~ Xl < .f f t < Xn < r •• --- - - . 

podemos formar H = - {x < x .Ii.. E N}, H = ( aJ con a E L, asi - ,(. 

a = x . , para a1gun -<- E N, 
-<-

de donde . x· -<-
es un elemento maxi-

mal en la cadena • 



CAPITULO II 

REDES DISTRIBUTIVAS 

7. TEOREMAS DE CARACTERlZACION Y DE REPRESENTACION. 

Dos ejemplos tipicos de redes no distr;but;vas son Ms Y Ns 

cuyos diagramas son d~dQS en la figura 7.1. 

E1 Teorema 7.1 es 11amativo y uti1 para 1a caracteriz ac ion 

de redes distributivas; el Teorema 7 •. 2 - es una version mas 

detallada del Teorema 7.1. 

a 

c a c 

o 
Ns Ms 

Figura 7.1 

TEOREMA 7.1 
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TEOREMA 7.2 

Ii) Una hed L e4 modula~ ~i y 4olo 4i en L no exi 4t e una 

hub hed i~omoh6a a N5 

Iii ) Una hed modulah L e~ di4thibutiva ~i y ~ ol o ~ i en L 

no exi~te una ~ub hed i4omohn a a Ms • 

PRUEBA 

(i) Si L es modular, entonces cada sub red de L es modular; 

Ns no es modular porque a > b, (aAc)vb = b, 

a A ( C vb) = a, II fa 1 1 and 0 L em a 4. 7 '\ . _ A s 1 N s n 0 p u e des e r 

isomorfa a una sub red de L. 

Reclprocamente, sea L no modular, existen a,b,c EL con a > b 

Y (aAc)vb i aA(cvb). 

La red libre generada por a,b y c con a ~ b es vista en la 

figura 2.3. Ademas la sub red de L generada por a,b y c de

be ser una i mag,en homom6rfi ca de 1 a red de 1 a fi gu ra 2.3, 

ya que esta ultima es 1a red mas general que contiene a: 

a,b,c con a > b. 

Observe que si algun par de elementos de los cinco a A c, 

(aAc)vb, aA(bvc), bvc, c son identificados bajo un isomor

fismo, entonces as; 10 son (aAc)vb y aA(bvc); puesto que: 

si c = bvc 6 c = (aAc)vb 6 aAc = (aAc)vb entonces c > b, 
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S; se ti e ne c = aAc 0 C = QA(bvc) 6 ~vc = a A(b vc) enton 

ces c < a, como a > b, aA(b vc ) = bvc = (aAc) vb, 

Con sec uentemente, esos cinco elementos son distintos en L, 

y ellos forman una sub red isomorfa a Ns . 

(ii) Si L es una red distributiva, toda sub red de L es 

distributiva, Ms no es distributiva ya que a A(b vc) =a 

y ( aA b) v (aAc) = 0; as; ninguna sub red de L puede 

ser isomorfa a Ms . 

Reciprocamente, sea L modular, pero no dist r ibu t iva, 

y escojamos x,y,z £ L tal que 

XA (Y VZ) f (X Ay) v (XAZ). 

La red libre modular generada por x,y,z es vista en la fig~ 

ra 5.7. Por inspeccion del diagrama vemos que; u, X2 , YI, 

ZI, v forman una sub red isomorfa a Ms . Pero la red de la 

figura 5.7 es la mas general. 

As; la sub red de L generada por x,y,z debe ser i mage n hom o 

m6rfica de la red mas general. Sea y ese homomorfislll o, eL Y, 

x 2 Y, Y I Y, Z I y , vy e sun a sub red deL, p u est 0 que e 1 hom 0 r -

fismo preserva la estructura de red. 

As; por Teorema 3.2, uy , X2Y, YI Y, Zl Y, vy es iso morfa a 

una adecuada red cociente de Ms. 
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pero Ms tiene sol~mente dos redes cocientes Ms y l a I d d 

un elemento, ya que si i ~ a (8 ); a,b,c,i,O est~n en la mis 

rna clase, ya que [iJ 8 es convexo. Si a = b( 8 ), aAb - a vb( e ) 

por IILema 3.5 11
, i ~ a (8 ), y de la misma manera en los de-

mas casos. 

Si es isomorfa a Ms hemQs finalizado la prueba. Ahora si 

U, Xl,Yl,Zl,V forman una red isomorfa a un elemento, U v, 

( X A y) v (y A z) v (x A z) = (x y) A (y vZ) A (x v z) en ton c e s 

XA(YVZ) = (XAy) v (xAz) (ver figura 5.7) contrario a nues-

tra hipotesis • 

COROLARIO 7.1 

Una ~ ed L e~ di~t~ibutiva ~i y ~010 ~i eada elem ento tiene 

a Io md~ un eomplemento ~eIativo en un inte~valo • 

PRUEBA 

La afirmacion: Si una red L es distributiva entonce s cada 

elemento tiene a 10 mas un complemento relativo en un in ter 

vale (una sub red), ya fue probada en Lema 6.1. 

Reciprocamente, si L es no distributiva, un intervalo de L 

es distributivo (un intervalo es una sub red), entonces por 

Teorema 7.2, ~l contiene a Ns · 6 Ms , y cada uno tiene un ele 

mento con dos complementos relativos en el intervalo • 



129 

COROLARIO 7.2 

Una ~ed L e~ d~~t~~but~va ~~ y ~olo ~~ pa~a cualqu~e~ pa~ I~ 

J de ~deale~ de L: 

IvJ {-Lvj/-i.EI, jEJ} • 

PRUEBA 

Sea L distributiva. Por Lema 3.1 (ii), si tEl vJ, entonces 

t < ~vj para algun ~sI, jsJ. Por 10 tanto, 

t = (tA~) V (tAj) can, tA~ s I, tAj E J. 

Reciprocamente, si L es no distributiva, entonces L contie

ne elementos a,b,c como en la figura 7.1. 

Sea I = (bJ Y J = (c]; observe que aElvJ, ya que a ~ bvc. 

Sin embargo, a no tiene representaci6n como es reque ri da 

por Corolario 7.2, adem~s si a = ~ v j, ~EI, j s J, entonces 

j < a, j ~ c. Adem~s j ~ aAc < b asf jsI, y tambien 

a = ~vjsI, una contradicci6n ya que a > b • 

Otra propiedad importante de ideales de una red distributi

va es: 

LEMA 7.1 

Sean I Y J ~deale~ de una ~ed d~~t~~but~va L. S~ I AJ Y I vJ 

60n p~-Lnc-Lpale~, entonce~ a6£ lo ~on I y J • 



13 0 

PRUEBA 

Sean IAJ = (x] Y JvJ = (y]. 

En el caso que I c J 0 J i l la prueba es obvia. 

Supongamos que I! J y J! I. Entonces y = ~vj para algun 

i £ I, j£J. Sean c = xvi y 1= (c], J = (b]. Realmente si 

por ejemplo, J t (bJ, entonces existe ,un a t b, a EJ. Si 

avb < y, {x,avb,b,c,y} forma un Ns.Si avb = y, I ~ J, con-

tradiciendo 10 supuesto • , 

TEOREMA 7.3 

S ea L una ~ed di~t~ibut~va y ~ ea a£L. 

y : x + < x~a , xva >, xEL. 

e~ una ~nme~~~6n de L en laJ X [a); e~to e~ un ~~omo~ 6 ~~mo 

6~ a t~ene un Qompiemento • 

eRUEBA 

(a] X [a ) es una red. Si (xAa, xva) t (yAa, yva), xAa t- y,Aa 

0 xva t bva, as; x t y. y esta bien definida. Si 

( x A a , xva) = (yAa, yva) tenemos que x 'I y, porque de o t ra 

manera, xAa, xva, a , X, Y forman un Ms .: De donde y es inye~ 
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tivo. Ahora 

(XvY)y = ((XVY)Aa, (x vY)Va) = ((xAa) v (YAa), (X Va) v (y va)) 

= (xAa, XVa) v (Y Aa, yva) 

= x y v y y 

(XAY) Y = ((XAy)Aa, (XAY)Va) = ((xAa) A (Y Aa), (XVa) (y va)) 

= (xAa, x;a) A (y Aa, y va) 

= Xy yy . 

Por tanto y es un homomorfismo. 

Si a tiene un complemento, b y (u,v) E (a] X [a), entonces 

para x = (Uvb)AV, 

Xy = ((uvb) A v Aa, ((UVb)Av)Va) 

= (((uAa) v (bVa))Av, (uvbva) A (vva)) 

= ((uV(bAa)Av, (uVb~a)Av) ya que uE(aJ, vE[a) 

= (uAv,v) ya que b es el complemente de a. 

= (u,v). 

En este caso y es un isomorfismo • 

Iniciaremos la investigaci6n detallada de la estructura de 

redes distributivas en el caso finito . 

DEFINICION 7.1 

Pana una n ed di~tnibutiva L, eon J(L) denotemo~ el eonjunt o 

de todo~ lo~ elemento~ no eeno di~yunei6n inn edue i ble, vi~ 

to eomo un C.O.P.O. bajo el ondenamiento paneial de L. Pan a 
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a e: L .6 e.a 

ria) = { x! x < <l" x £ J(Ll} • 

DEFINICION 7.2 

Pa~a un C.O.P.O. P, llame.mo.6 a A c P h e.~e.dita~io.6i x £ A, 

Y ~ x impli~a que. y e: A. Co n HIP) de.note.mo.6 e.l ~onjunt o d e. 

todo.6 lo.6 .6ub~onjunto.6 h e.~e.dita~io.6 pa~~ialm e nte. o~de.nad o .6 

po~ in~lu.6i6Yl. • 

Note que H(P) es una red en la cual, conjuncio n y disyun

ci6n son intersecciones y uniones, respectivamente, y asi 

H(P) es distributivo. La estructura de redes distributivas 

finitas es revelada por el siguiente resultado: 

TEOREMA 7.4 

Se.a L una ~ e.d di.6t~ibutiva 6inita. Enton~e..6 e.l rnap e.o 

y : a --> rIa) 

PRUEBA 

Veamos que a = vr(a). 

Si a £ J(L) es claro. Si a i J(L) y a = al vr (a) con al < a. 
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5i al ~ J(L), al = a 2 v r(a) con a2 < a i , como L es fi l ito, 

an ~ J(L) para algan n, an = Vr(a n ). 

a n-l = an v Vr(an-l) ::: Vr(an) v Vr(an-l) ::: vr(an-l), y as; 

obtenemos a ::: Vr(a). 

El hecho que a = Vr(a), verifica que y es inye c tivo . Obvia

mente, r(a) n r(b) ::: r(an b), y as; (aAb) y ::: ay A by . 

La for mula (a vb)y ::: ay v byes equivalente a 

r ( a vb) ::: r ( a) u r ( b ) . 

Verificamos esta formula, notemos que r(a)U r(b) c r(a vb) 

es obvio. Ahora sea x~r(a vb); entonces 

x ::: xA (a vb) ::: (xAa) v (xAb); ademas, x ::: xAa 6 x::: xAb, 

puesto que x es disyunci6n irreducible. As; x ~ r(a) 6 

x ~ r(b), esto es, x~r(a ·)Ur(b). 

Finalmente, tenemos que probar que si A E H (J(L)), enton 

ces ay ::: A para algan a ~ L. Sea a = V A; entonces r(a) J A 

es obvio. Sea x~r(a): entonces 

x = x"a = XAV A = V (xAy/y ~ A). As; x ::: XAy para algan y ~ A, 

implicando que x~A, ya que A es hereditario • 

COROLARIO 7.3 

La ~ohhe~ponden~ia L ~ J(L) ha~e fa ~la~e de to da~ la~ he

de~ di~thibutiva~ 6inita~ cO hh e~ pond eh a l a ~la~e de todo~ 

lo~ C.O.P.O.S 6inito ~ ; hede~ i~omoh6a~ ~ohhe~pondeh a 
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PRUEBA 

Sean L1 • L2 dos redes distributivas finitas, con Ll - L2, 

Y formemos los C.O.P.O.S Pl = J(L l ), P2 = J(L 2 ), es claro 

que P l ;;:" Pz . 

Reciprocamente; sean los C.O.P.O.S Pl, Pz tal que Pl ~ Pz , 

asi H(P l ) - H(P 2 ), pero H(P 1 ), H(P 2 ) son ambas redes distri 

butivas con J(H(P 1 )) = J(H(P z )) = Pl = P2 • 

DEFINICION 7.3 

Un ~ubeonjunto S de PtA) e~ llamado un anillo de eonjunto~ 

~i X, YES impliea que 'X () Y X U YES • 

Ya que H(J(L)) es un anillo de conjuntos, obtenemos : 

COROLARIO 7.4 

Una ~ed 6~n~ta e~ d~~t~~ but~va ~i y ~olo ~~ e~ ~~omo~6a a 

un anillo de eonjunto~ • 

PRUEBA 

Un anillo de conjuntos es una sub red de P(A), as; es dis

tributivo. Si una red L es isomorfa a un anillo de conjun-
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tos esta es distributiva. 

Reclprocamente, si una red L es distributiva, se tiene 

L ~ H(J(L)), con H(J(L)) un ani110 de eonjuntos • 

Si e1 C.O.P.O. Q es no ordenado, H(Q) = P(Q); si B es Boo

leana, J(B) es el conjunto de todos los atomos, porq ue si 

e > atomo (a), e tiene un eomplemento relativo en [a, e va], 

as~ e i J(B). Ademas J(B) es no ordenado. Asi eons egu i mo s : 

COROLARIO 7.5 

Un a ~ed 6inita e~ Booleana ~i y ~olo ~i e~ i~omo~6a a la 

~ed Booleana de todo~ lo~ ~ubQonjunto~ de un Qon junto 6ini

to • 

PRUEBA 

B - H(J(B)) = P(J(B)) • 

DEFINIC I ON 7.4 

Una ~ep~ e~entaQi6n a = X Ov ••• v Xn-l e~ ~edundante ~i 

a = X o v ."v X,i.- l v Xi+l v ••• v Xn-l, paJta algun 0 < i < Yl; 

• 
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COROLARIO 7 . 6 

Cada elemento de una ~ ed di~t~ibutiva 6inita ti ene una ani-

mento~ di~yunci6n - i~~educible • 

PRUEBA 

a = r(a) , a = Xl v X2 v ••• v Xn, si Xi < Xj' para algun i,j. 

Eliminemos xi' y re ordenando los subindices obtenemos: 

a = X I v... v Xm • 

ASi Xi ocurre en cada representacion si y solo si xi es un 

elemento maximal de r(a). Ninguno de los elementos maxima

les x, puede ser quitado, porque entonces 
.(. 

a = Xl v .•. v Xi -l v Xi+l •.. v Xn lXi, contrario a 10 su-

puesto que x, E r(a). De aquila unicidad de la representa
.{. 

cion • 

Una cadena finita de n elementos se dice que es de longitud 

n-l. 

COROLARIO 7.7 

Cada ~adena maximal C de la ~ed di~t~ibutiva 6inita L e~ de 

lo ngitud I J ( L ) I • 
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PRUEBA 

Pa ra a E J ( L ) , sea m(a) el mas pequeno miembro de C conte-

niendo a. Entonces a - > m(a) es un mapeo uno a uno de J ( L ) 

sabre 1 as na cera elementos de c. Ya que, s i III (a ) = m ( b ) , 

m(a} >- X , Y X E C, entonces xva = xvb; as 1 , 

a = (aAx) v (aAb), impl icando que a ~ x 0 a < b. Pero 

a < x implica que m(a} ~ x < m(a}, una contradicci6n. Con s~ 

cuentemente, a < b; similarmente, b ~ a; aSl a = b. Sea 

y E C, Y >-- Z, Z E C. Entonces r(y) J r(z), y aSl y = m(a} 

para un a E r(y} - r(z} • 

TEOREMA 7.5 

a e~ di~yunei6n innedueible ~i y ~olo ~i L- [ a J e~ un ideal 

pJt-i.mo • 

PRUEBA 

L - [a} = {x E L x 1 a}. 

Supongamos que a es disyuncion irreducible, sean 

b, C E L - [a}, b 1 c, es claro que bAC E L [a}, si 

bvc E [a), a = (bvc)Aa = (bAa) v (cAa), aSl a no es disyun

cion irreducible, 0 sea que bvc E L - [a); de donde L - [ a) 

es una red. Para un x ~ y, con y E L - [a), x ¢ [a) aSl 

x E L - [a ). Si XAy E L - [a), x E L - [a) 0 y E L - [a), 
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ya que [a) es eerrado can A Par 10 ante r ior L - [a) s u 

ideal primo. 

Reeiproeamente, si L - [a) es un ideal primo, y a = bye , 

con b 'i a y c 'i a, as; b ~ [ a ) , e E [a ), b E L - [ a ), 

c e: L - [ a ) , como L - [a) es una red, b vc e: L - [ a ) , 

a E L - [ a ) ; asi a tiene que ser disyuncion irreducible 

TEOREMA 7·.6 (M.H. Stone) 

• 

Sea L una ~ed di~t~ibutiva, ~ea I un ideal, ~ea D un ideal 

dual de L, y ~ea I() D = ~ . En~once~ exi~~e un ideal p~imo P 

deL ~a,t que P J I Y P (') D = ~ • 

PRUEBA 

Una de las formas del axioma de eleeeion es necesaria para 

la prueba de este Teorema. La forma mas conveniente para es 

te caso es: 

LEMA DE ZORN 

Sea A un conjunto y ~ea X un ~ubconjunto no vac.[o de P{A). 

A~umamo~ que X tiene la ~i9uien~e p~opiedad: ~i C £ X U C 

e~ una cadena l e~~o e~ , pa~a cualquie~ X,Y E C ~e tiene 

X c Y 6 . Y eX), e nt 0 n c e~ U I X / X E C) EX. 

Entonce~ X ~iene un elemen~o maximal l e~to e~ , u n M E X tal 
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qu e M c X Y X E X impli~a que M x) • 

PRUEBA 

Sea X el conjunto de todos los ideales de L que contienen 

a I y que son disjuntos de D. Tenemos que verificar que X 

satisface la hipotesis del Lema de Zorn. 

Va que I E X, concluimos que X es no vac;o. Sea C una cade

na en X y sea M = u (XIX E: C). Si a,bE M, entonces a E X, 

b E V para algun X,V E C; ya que C es una cadena, se tiene 

que X c V 0 Y £ X; si, decimos, X £ Y, entonces a,b E Y, 

y as; avb E Y c M, ya que Y es un ideal. Tambien si a E M 

Y b < a, a E X par a a 1 gun X , b E X ~ a_ que Xes un ide a 1 . 

ASl M es un ideal. Es claro que I c M y Mn D = <jl , verifi

cando que M E: X. Adem~s por el Lema de Zorn, X tiene un ele 

m~nto maximal, digamos, P. Afirmamos que P es un ideal pri

mo. Realmente si P no es primo, existen a,b E L tal que 

'a,b i P can aAb E P. A causa de la maximilitud de P, 

(P v{aJ) n D t <jl, (P v(bJ n D t <jl. ASl existen pya E D, q vb E D, 

p,q E P. Entonces x = (p va) A (qvb) E D, puesto que D es un 

ideal dual. Tambien, x = (PAq) v (pAb) v (a Aq ) v (a Ab ) E P; 

ya que L es distributiva; aSl p() D t <jl, una contradiccion • 
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p 

Figura 7.2 

COROLAR IO 7.7 

Sea L una ~ed di~~~ibu~iva, ~ea I un ideal d e L, U ~ e a 

a E L, U a i I. E n~onQe~ exi~~e un id eal p~im o P ~al Qu e 

P J I, Ij a E P • 

PRUEBA 

Aplicar Teorema 7.6 a I y D = [a) • 

COROLARI O 7. 8 

S ea L una ~ed di~~~ibutiva, a, bEL "a_ lb. En~0 I1Q e.6 e x. L6~ e 

un ideal p~imo conteniendo exaQ;tamente a uno de lo~ do~ • 
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PRUEBA 

Si a > b, [a) n (bJ = <p • . Si a < b, (a] n [b) = cp . Si a y 

b son incomparables, cualquiera de los dos casos anteriores 

es posible • 

COROLARIO 7.9 

Cada ideal I de una hed di~thibutiva e~ la inteh~e Q Qi6n de 

todo~ lo~ ideale~ phimo~ que lo Qonti e nen • 

PRUEBA 

Sea II = n (PIP 2 I; Pes ideal primo de L). 

Si I t II' entonces existe un a £ II - I, Y as; por Corola

rio 7.7 existe un ideal primo P, con P ~ I, a ~ P. Pe r o en-

tonces a ¢ P 2 II, 10 cua1 es una contradicci6n • 

TEOREMA 7.7 (G. Berkhoff y M.H. Stone) 

Una hed e~ di~thibutiva ~i y ~olo ~i e~ i~omo~ 6 a a un ani 

llo de Qonjunto~ • 

PRUEBA 

Sea L una red distributiva y sea X el conjunto de todos los 



ideales primos de L. Para a ELsea 

r(a) = {Pia ~ P, PE X}. 

Los r(a) con a E L forman un anillo de conjuntos, puesto 

que para b,c L, b 1 c, se tiene: 
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r(b) E: P(X). b"c ¢ r(b)n r(c), ya que cada elemento de esta 

interseccion no contiene a, b y c, as; 

r(b)nr(c) c r(b"c). Tambien b no pertenece a cada elemento 

de r(b"c), c no pertenece a cada elemento de r (b"c), as; 

r(b"c) c r(b)nr(c); por 10 tanto r(b"c) = r(b)nr(c). 

Ahora sea P un ideal primo tal que P E r(bvc), bvc ¢ P, by 

c no pertenecen al mismo tiempo a P, y entonces P E r(b) 0 

P E r(c), r(bvc) £ r(b)u r(c); es claro que r(b) £ r(bvc) y 

r(c) £ r(bvc), de dond.e r(b)u r(a) c r(bvc), y obtenemos 

r ( bvc) = r ( b) u r ( c ) . 

Ahora s; hacemos la funcion a -:> r(a) entre L y 

Pa = {r(a), a E L}, Pa £ p(X), es claro que esta bien defi 

nida, es un homomorfismo y es sobreyectiva. Veamos inyecti

vidad, sean a, bEL, a t b, por Corolario 7.8 existe un 

ideal primo P tal que P contiene solamente uno de los dos, 

as; r(a) t r(b). 

Reciprocamente si L es isomorfa a un anillo de conjuntos L 

es distributiva • 

Este resultado tiene un Cdrolario muy usado: 
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COROLARIO 7.10 

Sea L u~a ~ed di6t~ibutiva co~ ma6 de un elemento . Una iden 

~idad ~e ~umple en L ~i Y ~olo ~i ~e ~umple en l o~ do~ ele-

men~o~ en~adenado~, C2 • 

PRUEBA 

Supongamos que p = q se cumple en L. Puesto que ILl > 1, 

C2 es una sub red de L, y P = q se cumple en C2 • 

Reciprocamente, supongamos que p = q se cumple en C 2 • Note-

se que C2 = P ( X ) , con I X I = 1 , y P(A) es isomorfa a 1 a po-

tenc;a directa p(x)iAi. Por esto, p = q se curnple en cual-

quier P ( A ) . Por Teorema 7 • 7 , L es una su b red de al gu n P ( A ) ; 

asi p = q se cumple en L • 

Podemos reformular el Teorema 7 . 7 usando el concepto de cam 

po de conjuntos. 

DE FINICION 7.5 

Un ~am po de ~onjun~o~ e~ un anillo de ~onjun~o~ ~e44ado ba 

jo la ~omplemen~aci6n • 

COROLARIO 7.11 (M.H. Stone) 
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e.on j un.to.6 • 

PRUEBA 

Ocupemos 1 a representacion del Teorema 7 . 7 , se a a £ L, 

p E X ; se tiene qu e a E: P 6 a' E: P puesto que 

aAa-' = 0 E: P Y P es primo. Si a E: P, a' ~ P pues de otra 

manera a va' 1 E: P , 0 sea P = L , 10 cua1 es una contradic-

cion puesto que P es primo. De 10 anterior r(a') = X - r(a) 

y e1 isomorfismo del Teorema 7.7 preserva 1a complementa-

cion • 

Con P(L) denotemos e1 conjunto de todos los ideales primos 

de L, visto como un C.O.P.O. bajo c. La importancia de P(L) 

es clara de los resultados previos. Interesantes pr opieda

des de L influyen en P(L). Un importante resu1tado de este 

t ·i poe s e 1 s i 9 u i en t e : 

TEOREMA 7.8 (L. Nachbin). 

S ea L una ~ ed d~.6.t~~bu.t~va e. on 0 y 1. En.tone. e.6 L e.6 Bootea -

na .6~ y .6olo .6~ P(L) e.6 no o~denado • 

PRUEBA 

Sea L Boo1eana, P, Q E P(L), P c Q. Escojemos a E: Q - P. 

Puesto que a E Q, a' E Q (de 10 contrario Q = L), y as; 
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a l i P. Entonces a, a l ¢ P, pero aAa ' = 0 E: P, una contra

dicci6n, probando que P(L) es no ordenado. 

Ahora sea P(L) no ordenado y a E: L, asumamos que a no tiene 

complemento. Sea D = {x/avx = I}. 

Entonces D es un ideal dual. Tomemos 

D1 = Dv[a) = {xix ~ dAa, para a1gun E: DL E1 ideal dual D1 

no contiene al 0, puesto que ° = dAa, avd = 1; 10 que signl 

fica que d es el comp1emento de a. Asi existe un ide a l pri

mo P disjunto a 01' Notemos que 1 ¢ (a] v P, de 10 eontra

rio 1 = avp para algun PEP, contradiciendo p n D = cp o Asi 

por Coro1ario 7.7 existe un ideal primo Q conteniendo a 

(a] v P; entonces P e Q, 10 cua1 es una eontradieeion pues-

to que P(L) es no ordenado • 

TEOREMA 7.9 (J. Hashimoto). 

S ea Lu na 4ed di~~4ibu~iva can 0 y 1. Cada i d eal tiene un a 

anica 4 e p4e~entaci6n como una inte4~ecci6n d e i d eale~ p4i

mo~ ~i y ~olo ~i L e~ una 4ed Booleana 6ini~a • 

PRUEBA 

Sea L una red Boo1eana finita, enton~e.s P es un ideal si y 

solo si P = (a], eon a E: l. Si a es atomo dual y bAe E (a], 

(bAc)va - a, ' (bva) A (eva) = a. bva = 1 6 eva = 1, si 
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b va = 1, c va = a, c c (a], as 1 (a] e s p r i 1110 • 

Ahora si (yJ es primo, por Teorema 7.8 P(L) es no ordenado, 

as; y es atomo dual. 

De 10 anterior se obtiene que P es ideal primo si y solo si 

P = (a] donde a es atomo dual. 

I(L) es una red; ademas sean 11 ,1 2 C I(L) , II = (bJ, 

12 = (c] ,(b] A (c] = (bAc], (b] v (c] = (b vc], asi I(L) es 

distributiva, tambien I(L) es finita. Por dual del Corola

rio 7.6, "Cada elemento de una red distributi va fini ta tie

ne una Gnica representacion irredundante como conjuncion de 

elementos conjuncion irreducible". Asi cada ideal tiene una 

Gnica representacion como intersecci6n de ideales primo s . 

Ahora s i cada ideal de L tiene una Gnica representa c i on co 

mo una conjuncion de ideales primos ; veamos qu e I(L) e s Boo 

leana. 

Sea I E I(L), J = n (PIP E P(L), P 1.. I). 

Entonces I A J = n (PIP c P(L)) (OJ. Si L t IvJ, entonces 

existe un ideal primo Po J IvJ, y consecuentemente J ti ene 

dos representaciones: 

n (PIP 1 I) = Po n [n (PIP.£. I)]. 

As; L = IvJ y J es un complemento de I en I(L). Ademas por 

Lema 7.1 cada ideal de L es principal; y obtenemos L - I(L) 

y asi L e . I(L) son ambos Booleanos. Por Teorema 6.2, L sa -
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tisface 1a condici6n de 1a cadena a sce ndente; i Ja el 

mento de L distinto a 1 est~ contenido en un ~tomo dual. 

Puesto que el complemento de un ~tomo dual es un ~tomo (de 

otra manera se formarla un Ns ), tomando comp1ementos e 1 ato 

mo dual y al elemento, encontramos que cada elemento no ce

ro de L contiene un atomo. 

Si Po, PI, ... Pn, ... son distintos atomos en L, entonces 

la cadena ascendente Po, POvPI, ... , PO vPI ••• v Pn, no 

termina, y aSl L tiene un nGmero de atomos finito, sean es

tos Po, PI,· .. , pn-l. 

Hagamos a = pov ... vPn-I , si a' t- 0, entonces a' no contiene 

un atomo, 10 cual es imposible. Entonces a' = 0, a = I, y 

L ~ P(X), con Ixl = n . • 



8, POLINOMIOS Y REDES LI BRES 

Podemos introducir una relacion de equivalencia = para poll 

nomios de red: p = q si y solo si p y q defin en 1a misma 

funcion en la clase de redes distributivas O. 

M&s formalmente, si p y q son polinomios de red (v er sec-

cion 4), entonces p _ q si y solo si, para cualquier red 

distributiva L Y ao, al, E L, tenemos 

p(ao, ... ) = q(ao, ... ). Para un polinomio de red n-ario p, 

can [pJO denotemos el conjunto de todos los polinomios de 

red n-arios q que satisfacen p _ q y con Po(n) denotemos el 

conjunto de todas esas clases de equivil e nc ia, esto e s, 

Po(n) = {[pJD /p E p(n)}. Observe que para p, Pl, q, ql E p(n) 

si p = Pl Y q - ql, entonces p"' q = p}"q} Y pvq = Pl vql. 

As; [PJ D A [qJ 0 = [pAq]D Y [p] D v [q] D = [pvqJD definen 

e'l Aye 1 v en po(n). Como e 1 A Y v de PD(n) se hereda del 

A y v de L, es claro que PO(n) es una red distributiva y 

[pJO ~ [qJD s i y solo s i 1 a desigualdad p < q se cumple en 

la clase O. 

Con Q(n) denotemos el C.O.P.O. de todos lo s subconjunt os 

no-vacios de {O,l , ... , n-l}, este nos sera uti1 pala destri 

bir la estructura de PO(n). 

TEOREMA 8.1 

BIBLIOTECA CENTRAL 
UN,WII.toaD DI £L •• L VADOII 
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Jl..e. .6 • 

( ,L.-l.-l ) 2 n < I P D ( n ) I < 2 2 n • 

(.-lv) Una Jc.. ed d.-lJ.dJc...-l but.-l Vct c.on un numeJc..o 6.-l H.-ltO de ge.n e. Jc..a -

PRUEBA 

(i) Un polinomio de red p es llamado un polinomio co njun-

cion si el es de la forma 

Para J £. {G,l, ... , n-l}, J t- <p , sea PJ = !dx. / .-l E J). 
,l 

Afirmamos que [pJ]D < [PK]D (J,K £. {G, ... n-l}) si y 

solo si J :) K. Si J :) K, [p JJD ~ ['PK]D e s obvio . 

Ahora su pong am os J ! K; entonces ex iste un .-l E K tal 

que .-l i J. Consideremo s los dos elementos encadenados 

C2 y susti t uimos x.-l = G Y Xj = 1 para j t- .-l . 

Gbviamente, PJ = 1 Y PK = G; asi la desigualdad 

PJ ~ PK falla en C2 y adem~s en D. 

Cada polinomio de red es equivalente a· uno de la for ma 

VP J ; 

ya que cada x. es de esta for ma , la disyun c ion de dos 
-<.. 

de tales polinomios es de esta forma y 10 mismo se cum 

ple para la conjuncion en vista de 
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y 
A P K -, . 

J 
P J . UK.' 

..(.. J 

Seguidamente afirmamos que [pJO es di~yunci6n - irreducible 

(en PO(n)) si y solo si el es un [pJJO. 

Puesto que cada [pJO E PD(n) es una disyun c i 6n de algunos 

[PJJO, es suficiente probar que cualqui e r [ pJJ O es disyun

ci6n - irreducible. Sea 

P J :: V( p J . / J.. E K, J J.. £ {O, ... , n - 1 } ) ; 
.{. 

J c JJ.. se sigue de [pJJO ~ [pJ .JO. Ahora si [pJ J D > [pJ)O 
.{. ..(.. 

para todo .{., e n ton c est e n e III 0 s J c J . . Esc 0 j a III 0 S j. E J., 
.{. .(. ..(.. 

j J.. i J para todo J.. E K. En C2 pongaillos x
k 

= 0 par a todo 

K = jJ.. Y X k = 1 en otro caso. Entonces PJ = 1, Y 

V(PJ / J.. E K ) = 0, 10 cual es una contradicci6n . 
.(. 

Lo visto anteriorillente Illuestra que los elementos disyunci6n 

- irreducible forman un C.O.P.O. isomorfo a Q(n). Es claro 

que ninguno de estos elementos es cero, asi segGn Teo re ma 

7.4 

( i i ) Es claro que los [x .]0 0 .::. J.. < n; son incompal ables, 
..(.. 

y que PO(n) cumple (i) - (iii) de la Defini c i6n 5. 2 . 

Ahora si L es una red distributiva ao, ... , an-l E L. 

Entonces el mapeo [x .JO --> a. puede ser extendido 
,L ,L 

puede ser extendido a1 homomorfismo 

[PJ D -> p(ao, ... , an-l), 
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( i v ) 
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cumpliendo (iv) de la Definicion 5.2, a s f PO( n ) s 

una red distributiva libre con n generadores. 

!Q(n)! = 2n - 1; H(Q(n)) > 2n ya que ¢ E H(Q(n)), 

H(Q(n)) < 22 n 
- 1 puesto que H(Q(n)) c P(Q(n) ) , y 

por (i) obtenemos: 

2
n ~ !PO(n)! < 2

2 n 

Se sigue de (ii) y (iii) • 

Polinomios Booleanos son definidos exactamente como polino 

mios de red excepto que todas la operaciones A, v , I. 0, 1 

son usadas en la formaci6n de polinomios. 

Una definici6n formal es la misma que la Definici6n 4.1 con 

dos artlculos agregados: Si p es un polinomio Boolean o , aSl 

10 es pi; 0 Y 1 son polinomios Booleanos. Un polinomio Boo

l'eano n-ario p define una funcion en n variables sobre un 

algebra Booleana B; p(ao, ... , an-I) ~s · definido imitando la 

Definicion 4.2. 

DEFINICION 8.1 

Pa~a lo ~ p olinomio~ Boo leano~ p lj Q di~ em o~ Qu e p - Q ~i , 

pa~a cualquie~ alg e b~a Booleana B y ao, ai, E [3, -te. ll e -

mo~ p(ao, ... ) = q( a l, ... ) • 

Con [pJB denotaremos la clase de equivalencia conteniend o a 

p. Observ e que p = q es equivalente a que la identidad p =q 



152 

se cU lllp le en la clase B de tod as las a'lg ebras Boo l ean s . 

Con PB(n) denotaremos el conjunto de todas la s [pJB, dond e 

p es un polinomio Booleano n-ario. Fa c ilm ente vemos que 

. [PJ B 

[ pJ B 

[qJB =: [p AqJB, 

[qJB =: [pvqJB, 

([pJB)1 =: [pIJB, 0 =: [OJB, 1 =: [1]8 

definen las operaciones Booleanas en PB(n), y aSl PB(n) es 

un algebra Booleana. 

TEOR01A 8 .2 

(-i.) PB(n) e..6 -i..6omott..no a (B2 ) 2 
n 

(-i.-i.) PB (n) e..6 u na alge.btt..a Boole.ana l -i. btt..e. Qon n ge.ne.tt..ado

tt.. e..6 • 

(-i.v) Un Alge.btt..a Boole.ana Qon un nume.tt..o 6-i.n-i..to de. ge.He.lLad~ 

tt..e..6 e..6 6-i.n-i. ;ta. 

PRUEBA 

(i) Un polinomio Booleano es llamado atomico si es de la 

for ma 
-i.o -i. n - l Xo A ··· A Xn _ l , 

donde -i.. =: 0 0 1, XO denota a x, Xl denota a Xl. Para 
J 

cada J ~ {a, ... , n-1} existe un polinomio atomico p, pa 
J -
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ra el cual ,l. = 0 si y solo si j £: J. 
J 

La afirmacion crucial es: [p
J 

JB < [p
J 

J8 si y solo si 
° - 1 

J o = J 1 • Realmente, supongamos que J o t J 1 • Ha gamo s la s i-

guiente sustitucion en B2 : x, = 1 si -<_ £: J o , x, = 0 si 
~ ~ 

~ i J o ; esto hace que PJo = 1, PJ
1 

= 0, con trad ici endo qu e 

[pJJB ~ [P J J8. 

Con B(n) denotemos el conjunto de todos los polinomios Boo

leanos que son equivalentes a uno de la forma V(P J ,/.i. E: k) . 
. l 

Entonces B(n) es cerrado el v y A puesto que 

- V( pAp I ), 
J ~ k 

s i J . = 
.l PI - 0 

k 

en otro caso. 

A h 0 rap r ob are m 0 s po r i n d u c c i 6 n sob r e n que x " x', E: I3 ( n ) . p ~ 
,l ,l 

ra ~ < n. Para n = 1, xo, xh son polinomios atomicos, asi 

xo, xb E: B(l). Por induccion, supongamos que 

xo:= V(PJ./"-- E: K), donde los PJ. son polinomios atomicos 
~ ~ 

(n-1) - arios; entonces 

E: K) v V(p '" X'n-l/~ E: J . 
~ 

K) , 

y similarmente para xb. Asi xo, xb E: B(n), y por sime tria, 

x " x', E: B ( n) par a to d 0 "-- < n. P u est 0 que 
~ ~ 

_ V ( X " / ~ E: J) v If (x ' / ~ i J), 
~ ~ 
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conclui mo s que (pJ)1 E B(n) de donde B(n) e s cerrado bajo 

ASl B(n) es cerrado bajo A, v, I, 0, 1 . Puesto qu e B(n) in-

c luye to dos los X., J... < n, B(n) es el conjunto de todos l os 
-<. 

polinomios Booleanos n-arios. 

Conse cuen temente, cada [pJB es disyunci6n de at6micos, l os 

[pJB para p polino mios at6micos son no-o rde nad os y son en 

nu mero 2n , tambien los elementos de ( B2 ) 2n de la f orma 

(1,0, ... 0), (0,1,0, ... 0), ... (0,0, ... ,1) son no- or denados, 

9 en era n a ( B 2 ) 2n y tie n e nun n U mer 0 de 2 n, i III P 1 i can do ( .L ) y 

( .[J...J... ) • 

( i i) Los [x .[ ] B, ° ~ J... < n, son inc 0 m p r a b 1 e s, y P B ( n) c u 111 -

pl e (i) - (iii) de la De finicion 5.2 con 

p = {[x .JB , ° < J... < n} . Ahora si L es una red Boo l ea na , 
-<. -

co n a 0, ••• , an- 1 E L, entonces el map eo [x .J 8 - > a . 
.(. .L 

puede ser e xtendido al homomorfismo 

c umpl iendo (iv) de la Defini c iOn - 5 .2 , si PB ( n ) es una 

red Booleana libr e sobre n generado res. 

(iii) Ya fue probado en (i). 

(iv) Se sigue de (iii) • 
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1 

o 

Figura 8.1 

TEO RD1 A 8 .3 

~ea L una hed di~thibutiva genehada POh {aile.. E I }. L e~ lf 

bh emevl.-te 9 enehctda pOlL lo~ a . ~i Ij ~ ala -6i lct veLtid ez ell L 
-<. 

-lmpLi.c.a que. I o n 11 t- <p , pa/z.a 1 0 , 11 -6ubc.onjun.:to-6 6·i.1t-l to /~ It a 

• 

PRUEBA 

Supongamo s que L es 1 ibrement e generada por { a . j ,i. E ·l } y 
-<. 
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q ue 11 ( a . / 1.. e: I 0 ) <: V ( i.l . / .( ~ I 1) p ~ r a I a . I 1 ~ u IJ L. U II J U I I L u S t i 
-<.. - ·L 

nitos no vacios de I. 

Sea n = 110 u Ill, es claro que PO(n) 

as; existe un iso morfi smo y tal que 

,;;, [ {a . I ·i.. E lou II }] 
..(. 

Pero si Io( ) 11 = cp , sustituyamos con x. 
-<.. 

lsi .L E l a y 

x· = 0 s i .l E II, en: 
-<.. 

y asi o b ten e m 0 s A. (a . I·i.. E I 0 ) > V (a . I .i.. E 
..{. ..(. 

II) 10 cual es una 

co ntr a diccion, as; que Ion II ::j. cp o 

Reciprocamente, sea F una red distributiva generada libre-

me nte po r x., .i.. E I, y sea y un homomorfis mo de F en ( de h ~ 
..(. 

cho, sobreyectivo) L satisfaciendo x .y = a. para .l E I. Es 
-<.. .L 

suficiente probar que para los polinomios de red P. q , 

py ~ qy implica que [pJD ~ [qJO. (Pensando en los eleme n-

tos de F como clases de equivalencia de polinomios en los 

X ., .i..EI) . 
..(. 

Sea 

p - V(A(x · I .i.. .c 

y q - A. ( V ( x . /.i.. 
..(. 

E I j ) I j E J ) 

E Kt)/t E T ) '. 

Entonces py < qy toma la forma 

V(A.( a .I.i.. E I.)j E J) < A. ( V(a . I A.. E Kt)/t E T), 
..{. J - -<.. 
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1 0 cua l es equivalente a: 

para todo j E: J, t E: T. Por 10 asumido esto illlplica que 

I j n K
t 

i ¢ para todo j E: J, t E T; asi 

I\. (x ./-i. E J.) < V( x . / -i. E: Kt ) para todo j J, t 
,{. J - ,{. 

T. i l11p li-

c and o que [pJD < [q]D • 

TEOREMA 8 . 4 

Se.Ct B LtVl. a.tge.bfLCt BOO.te. Ct VlCt g e. Vle.f!.ada pOll {CL ./l .. E I}. EVl;(:OI[C.e.~ 
,{. 

B e.~ g c. Vl e.f!.ada l-i.bf!.e.me.Vl;(:e. pOf!. {a-i./-i. E: I} ~-i. Y ~olo ~-i., ~-i. e ~ 

pf!.e. que. 10,1 1 , J o , J 1 ~e.aVl MLbc.o vljul'l.;(:O ~ 6-i.l'l .. i..;(:O~ de. I C. OI[ 

IoU I 1 = J 0 u J 1 Ij I o n I 1 = ¢ , e. Vl;(:O Vl c. e.~ 

I\. (a . / .. i.. E: I 0) A I\. ( a '. / -i. E ll) 
,{. .. L 

< I\. (CL . / -i. E J 0 ) A A ( a '. / .. i.. E J 1 ) 
.. L ,{. 

-i.mpl-i.c.a qu e. 10 = J o Ij II J 1 • 

PRUE BA 

Supongamos que B es un algebra Booleana libr eillente generada 

por {a ./-i. E n, ademas que la, II, J o , J 1 son subconjuntos 
..{. 

finitos con I O U!1 = JOlJJ l • y Ion II = tP . entonces 

II. (a . /..<.. E . I 0) A A ( a '. / ..<.. E lI) < A (a . / -i. E J 0 ) A I\. ( a " /..{ E J 1 ) 
..{. ..{. -..{. ..{. 

Entonc e s [{a..{/-i. E IoU I l }] ;; PB(IIou I 1 1).y existe un iso-
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morfismo"1 tal que a."1 = x .. De aqui obt enemo s que: 
,l A.. 

A (x . li E I 0) A A ( X I. li E I 1 ) 
A.. A.. 

< A (x . liE J 0 ) . A A ( X I. liE J 1 ) 
,l A.. 

.. 
y por Teorema 8.2 esto implica que 10 = J o Y II = J 1 • 

Sobre la otra parte, claramente B es generada 1ibremen te 

por {a .I i E I} si Y solo si, para cada subc onj unto fin i lo 
A.. 

I de I, la sub algebra [{a.I ,e.. E D] es generada libremen t e 
A.. 

por {a .Ii E D. 
A.. 

Por Teorema 8.2, 10 ultimo se cumple si y solo si 

tiene 22 
I I I 

elementos, 10 cua1, es equiva1ente 

a que [{a .Ii E I}] tenga 2\i\ &tomos . 
.{. 

Usando la prueba del Teorema 8.2 y la presente hip6tesis p! 

ra I ou I I = 1, vemos que los elementos de la forma 

I on I 1 = cj:> , son atomos distintos en [{a ·Ii E Yl], esto com
A.. 

p1eta 1a prueba • 

TEOREMA 8.5 

Sea eL aLgebha BooLeana B genehada POh La ~ub aLg ebha Bl U 

el elemev/..to a. Sea B2 un aLgebha Boolea.na Ij .6ea "1 LW hOlllU-
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La~ ex~en~~one~ de y a homomo~6~~mo~ de B en B2 e~~~n en eo 

hhe~ponden~ia uno - a - uno ~on lo~ elemento~ p de B2 que 

~ati~ba~en la~ ~iguiente~ ~ondi~ion e~ : 

(i) Si x E B 1 , X < a, enton ~ e~ xy < p. 

(i i) Si x £ B1 , X > a, enton~e~ xy > p • 

Pa r a prepararnos para 1a prueba de este Teorema verificare

mos un Lema, en e1 cua1 + denota la diferencia sim~t ric a; 

esto es 

x + y = (x' A y) v (x A y'). 

LEMA 8.1 

S ea B el algebha Boole~na genehada POh la ~ub algeb ha Bl y 

e.e. e.temento ct. Enton~e~ ~cLd cL elemento x de B plt ede ~etL lLe

phe~en~ado en la 60hm a 

• 

PRUEBA 

Con Bo denotemos e1 conjunto de todos los elementos de B 
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que tienen una tal representaci6n. 5i x E B1 , 

aSl a E Bo. Entonces, para probar que Bo = S, es suficiente 

verificar que Bo es una sub algebra. Veamos esto, t 0l11elllOS 

y, Z E Bo: 

YVZ = [(aAYo) v (aAzo )] v [(a' AYl) v (a' Az l )] 

= [aA(YoVzo)] v [a'A(Yl vZ l)] 

yAZ = [(aAYo) A (a AZo )] v [(a' AYl) A (a' AZl)] 

= [aA(YoAZo)] v [a "A (YlAZ 1 )] • 

Ahora notemos que para p, q E B, P = q si Y solo si 

P A a q A a Y 

(pAa) v (pAa') = (qAa) v (qAa') entonces 

p A (ava') = q A (ava'), p = q. ASl obtenemos 

(aA xo ) v (a'Axl) = (aAYo) v (a' AYl) si Y solo si 

Y 

aAXo = a",yo es equivalente a (aAxo) + (a AYO) = 0, pue st o 

que (aAxo) + (aAYo) = a si Y solo si ,' 

• 
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as;: aAyo < (aAxo)" aAxo < (aAYo)", 

Y obtenel11os: 

Pero tal11bien (aAxo) + (aAY o) = 0 si Y solo si 

[(aAXo)' A (aAYo)] v [(a AXo ) (aAY o) 'J = 0 si Y solo si 

(a AxbAyo ) v (a AxoA yb) = 0 si y solo si 

a A [(XO AYO ) v (XOAYO)] = 0 si Y solo si 

a A (xo + Yo) = 0 

y esto ultimo es 10 mismo que a ~ (xo + Yo)'. 

Similarme nte, a' A x = a' A y si y solo si 

Xl + Yl < a - • 

PRUEBA DEL TEOREMA 8.5 

Sea pun elemento que satisface las condiciones (i), (ii); 

Y sea el l11apeo 

,: B + B2 definido como sigue: 

~ : (a"'xo) v (a''''xl) + (p"'x oY ) v (P'AXI Y)' 

Por Lema 8.1, ~ es definido en B. Est~ bien definido ya que 

si (a Axo ) (a' AxI ) = (a AYo ) v (a' AYo), entonces 

Xl + Yl < a < (Xo + yo)'; aSl 



( X 1 + Y 1 ) Y :_ p < (X 0 + YO) I Y ,Y ad em a s 

X1Y + Y1Y < P < (x oY + yoy)l, implicando que 

Ahora veamos que ~ es un homomo r fismo. 

[(aAX o ) v (aIAX1)] A [(aAY o ) v (a'AY1)] ~ 

= [a A (Xo AYO)] '-: [aIA(Xl A Yl)] 1JI 

= (p (X OA YO)Y) v (pi A (X lAY1 )Y) 

[(p AXoY ) v (pI AXlY )] [(pAYo Y) v (pIAYl Y)] 

[ (a ~ xo ) v (aI AX1)]1JI A [(aAYo) ~ (aIAYl)] l¥ . 

[(a A X 0 ) v (aIAXl)] v [(aAYo) v (aIAY1)] ~ 

= [a A (X ov Yo)] v Cal A ( XlvYl)]~ 

= [p A (xo vYoh] v Cal A (XlVYlh] 

[p A (Xo y v y ay )] v [p I A (Xl Y v Y 1 y)] 

= [(pAXo Y) V (pI AX1Y)] V [(pAYO Y) V (pIAYl Y)] 

= [(a AXo ) v (aI AX1 )] ~ v [(aAYo) v (aI AYl)]~. 

= [(a 

= [ (a I v X 0 ) A ( a v Xl ) ] ~ 

= [ ( a A x 0 ) v (a l A Xl )] ~ 

= ( P A xo Y) v (pi A XIY) 

( p A (x oy)l) V ( pi A (XI Y)') 
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= (pi v (XO y)') A (p V (XIY) ') 

= (p A ( XO y ))1 A (pi A (XlY))' 

= [(p A (XoY)) V (pi A ( XIY)) ] ' 

[ ( a A x 0) V (a' A Xl)) Il' ] , . 
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Reci procamente, si Il' es un a exte nsi 6n de Y a B, entonces Il' 

es univoc amente determinado por p = all', y p satisface (i) y 

( i i ) • 

COROLARIO 8.1 

A~ um am o~ la~ Qondi Qione~ del T eo~ema 8 . S . Y ~upongamo~ ade

ma~ que B2 e~ Q o m ple~a . S ean 

Xo = V ( xY/x E B l1 x .2. a ) lj X l = A ( xy/x E B l , X. ~ a). En -

~onQe~ la~ ex.~en~ione~ de Y a B e~~an en Qo~~e~pondenQia 

uno - a - uno Qon lo~ el emen~o~ del in~e~valo [xO l Xl] ' En 

pa~~iQula~ , ~ iemp~e e xi~~e al m eno~ una de ~ale~ ex.~en~io

ne~ . 

PRUEBA 

La pr ueba es obv i a segun Teo r em a 8. 5. 



----~ ........ - ... . ~'''-'- ~.-- = .. ::.:=" =====---~=====: 

9. RELACION DE CONGRUENCIA 

Sea L una red y sea H c L2. Denotaremos con G(H) a la rela

cion de co ngruencia mas pequena tal que a = b para to do 

(a,b) E: H. 

LEMA 9.1 

PRUEBA 

Sea ¢ = A( G/a = b( G) para todo (a,b) E: H). Puesto que en 

la red C(L) la conjuncion es la interseccion, es obvio que 

a = b (¢ ), para todo (a,b) E: H; aSl ¢ = G(H) • 

Usaremos notaciones especiales en dos casos: 

Si H = {(a,b)}, escribiremos 8 (a,b) por 8 (H). Si H = 12 , 

donde I es un ideal, escribiremos 8[IJ por 8 (H). La rela

cion de congruencia 8 (a,b) es llamada principal; su impor

tancia es dada por la formula siguiente: 

LEMA 9.2 

8 (H) V( 8 (a,b)/(a,b) E: H). 
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PRUEB A 

Sea (a,b) € H, e (a,b) £ e (H). ASl v (e (a,b)/(a , b) E H £ e (H)). 

Tambi~n V(8 (a,b)/(a,b) E H) es una relacio n de congrue ncia 

donde a = b para to do (a,b) E H, y tene mos 

8 (H) c V(8 (a,b)/(a,b) E H) • 

Note que 8 (a,b) es la relacion de congruenci a mas pequ eAa 

bajo la cual a = b, mientras que e [lJ es la r el a cion de con 

gruencia mas pequena bajo la cu a l I es ta conte ni do en una 

uni ca c la s e. 

En redes en general, no pode mos deci r much o ac er c a de 8 (H ) . 

En redes d istributivas, la siguiente desc r i pc ion de 8 (a , b) 

es importante. 

TEOREMA 9.1 

Sea L una ~ed di~ t~i butiv a l al b, x , y E L, Y ~ea a < b . Enton 

Qe~ x = y (8 (a, b l I ~ i Y ~olo ~i xAa yAa y xvb = yvb • 

OBS ERVACION. 

Esta situacion es ilustrada en la figura 9. 1 . 

PRUE BA 

Con ¢ denotemos la relaci6n binaria bajo l a c ua l x - y (¢ ) 
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si y solo si xAa = y Aa y xv b = yvb. ¢ es obviamente una 

relacion de equivalencia. Si x _ y( ¢ ) y zEL, entonces 

( XvZ) A a = ( xA a) v (z Aa ) = (y Aa ) v (zAa) = (yvZ) A a, y 

( Xv Z) b zv(xv b) = zv(yv b) = (y vz) v b; as'- XVZ :: y vz 

(¢ ). Similarmente, 

( XAz ) v b = (xv b) A (z v b ) = (yv b) A ( zv b ) = (yAZ) V b 

y obtenemos XAZ - yAZ ( <P ) • Tam bi en s i z -= w ( ¢ ) , 

X" Z -- Y" z ( ¢ ), z" y - vi " Y ( ¢ ) por transitividad x" z - Y"W ( ¢ ) ; 

Xv Z - yvz ( <P ) , yvz - yvw ( ¢ ) y por transitividad 

XvZ - yvW ( ¢ ), y aSl <P es una relaci6n de congruenci a . Que 

a - b ( <P ) es obvio. 

Finalmen t e, sea 0 una relacion de congruenc i a tal que 

a :: b ( 0 ) y sea X :: y ( ¢ ). por tan to, x"a = y"a, xvb = y vb, 

xva _ xvb (0 ), y x" b :: x"a (0 ). Entonces ca l culando modulo 

0 , obtenemos: 

X = xv (x "a ) = xV(y Aa ) 

( x vy ) A (xva) - (x vy) A ( xv b) 

= (x vy ) " (y vb) = y v (xAb) 

esto es, x :: y ( 0 ), probando que ¢ < 0 • 
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b 

Figura 9.1 

COROLARIO 9.1 

Sea I un ideal de una ned di~tnibutiva L. Entonc e~ 

x. :: lj (8 [ I]) ~ i lj ~ 0 l 0 ~ i x v lj = (x. A lj) vi p an c( alg u. n -t E I. 

Adeln6.~, I e~ una c-ta~ e de. congnu e.ncia 1I16du-to 8[ I] • 

OBSERVACION 

Esta situacion es i1ustrada en 1a figura 9 .2. 

PRUEBA 

Si Xvy = (XAy) v -t, entonces Xvy = (xvi) A (yvi) y obtene-

mas Xvy < xvi, Xvy ~ yvi, Xvy ~ i, xvy ~ xvi, xvy > yvi, a 

sea Xv~ = y v~. Y 10 anterior imp1ica que 
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x :: Y (e ( XA YA -t "t)), XAYA,C, -t El, Y aS l X - Y (e [I] ). 

Rec1proc amente, 8 [I] = V(8 (u,v)/u ,v E I) por Lema 9. 2 . Sin 

emb a rgo, 

8 (u , v ) v 8 (Ul,Vl) ~ e (U AVAU IAVl, UvVv Ul vVl ) po r Lem a 3.4; 

adel11as 8 [IJ = U (8 (u,v)/u,v E I). 

Si x :: Y (8 (u,v)), u ,v E I, U < v ento nce s xv v = yvv, a s ; 

( XAY) v [v A(X vy)] 

= [(X AY) VVJ A [( XA Y) v (X vy)J 

= [ ( xv V) A (y vv)] A (x vy) 

= (X vV) A (X vy) 

= [( XvV) A xJ V [( XV V) AyJ 

= X v [(y vV) A y] 

= x v y . 

Y l a condicion del Corolar i o 9.1 es s a tisfec ha con 

-<- = v A (x vy) E I. Finalmente, s i a E I, a - b( 8 [t] ), ento n 

ces a vb = (aAb) v-t., -t. E I, y as; av b E I, y b E l , pro ban do 

que I es una clase de congruenc ia • 

Figu r a 9 .2 
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COROLARIO 9.2 

Sea L Ulla ~ed di~t~ibutiva , x,y,a,b E L, Y ~ea x ~ y < a < b 

6 a < b < x < y. Enton~e~ x ~ y (e (a,b)) impli~a que 

x = y • 

PRUEBA 

Es consecuencia inmediata del Teorema 9.1 • 

Una relacion de congruencia muy importante fue usada en la 

prueba del Lema 3.2 (ii). Dado un ideal primo P de la re d L, 

podemos construir una relacion de congruencia que tiene 

exactamente dos clases de congruencia, P y L - P. Esta afir 

macion puede ser generalizada como sigue: Sea A un conjunto 

de ideales primos de una red L, diremos que dos elementos 

x,y son congruentes modulo A si y solo si, para cada P E A, 

x,y E P 0 x,y E L - P; esto describe una relacion de con

gruencia sobre L. Por ejemplo, si A = { P,Q,R}, Q c P, R c P, 

conseguimos cinco clases de congruencia como vemos en la fi 

gura 9.3; la red cociente es vista en la figura 5.B. 



L 

p 

F i g.u ra 9.3 

Este principia sera usada m~s adela nt e . Una int er es a nt e 

aplicacion es: 

TEOREMA 9.2 

17 0 

Sea K una ~ub hed de una h ed di~~hib u~i v a L y ~ea 8 una he 

la~i6n de ~ o ng hu en~ia d e K. En~o n~ e~ 8 pu ede ~eh ex~endido 

a L; e~~o e~, e xi~~ e una h ela~i6n de ~onghu en ~ia ¢ ~obhe L 

~al qu e , paha x,Y E K, x ~ Y (¢ ) ~i Y ~olo ~i 

x ~ Y ( 8 ) • 

PRUEBA 

Sea y el hamomorfismo natural de K sabre K/ 8 , esto es, 



171 

Y: x ---> [x] 8 ; K/ 8 es una red dis t r i butiva s eg un Defi ni

cion 3.17 de L/ 8 , asi por Corolario 7.8 K/ 8 tie ne id eale s 

primos. 

Pa ra cada ideal primo P de K/ 8 , py - I es idea 1 primo de K, 

puesto que pa ra x,y,aAb E py-I Y Z E K se tie ne: 

{xvy) y = [x vy] 8 = [x] 8 v [y] 8 E P 

(x "y)Y = [X "y] 8 = [x] 8 A [yJ 8 E P 

( x" z) y = [x Az] 8 = [x] 8 A [z] 8 E P, 

como P eS ideal, XAZ E py - I . 

(a " b) Y = [a " bJ 8 = [aJ 8 " [bJ ~ E P, 

como Pes ideal primo a E py -I 0 b E py-I . 

Par tanto, (py -lJ es un ideal de L y [K - py - I ) e s un ide a l 

dual de L; (Py -lJ n [K - py -IJ = cp ya que py _l es id ea l 

primo; asi par Teorema 7.5 podemos esco ger un i dea l pr i mo 

PI de L tal que PI .2. py -I Y Pln[K - py -l) = cp . Para ca

da ideal primo P de K escogemos un adecuado ideal pri mo PI 

de L; can A denotemos la colecci6n de todos estos ideal es 

p rima s (los PI). 

Sea ¢ la relaci6n de congruencia asociada can A co mo descr i 

bimos previamente. Ahara para X,Y E K l a condici6n x ~ y (8 ) 

es equivalente a xY = yy, y asi para cada PI E A; 

x,y E PI 6 x,y ¢ PI; asi x ~ y (¢ ). 

Reciprocamente, si x _ y (¢ ), entonces para cad a PI E A; 
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xY, yY E P. Puesto que cada par de elementos distintos de 

K/8 es separado por un i deal pri mo (Corolario 7.9), conclu c 

mos que xY = YY Y as; x = y (8 ) • 

TEOREMA 9.3 

Sea Luna hed Booleana. En~once~ 

G -> [OJ 8 

g~uencia e ideale~ de L. 

o 

Figura 9.4 
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PRUE BA 

Es claro que [OJ8 es un a sub red de L. 

Sea x £ [ OJ 8 e y £ L, x :: 0 (0 ), y :: y (0 ), as ; 

X" y - 0 (8 ) Y [OJ 8 e s un id eal de L. Por Co r ola r io 9 .1 e l 

Ill apeo es s obreyectivo; por tanto, sola men t e te nemo s que pr Q. 

ba r que e s uno a uno, e sto es, que [ OJ 8 det er mina 0 . Es t e 

hech o, sin embargo, es obvio, puesto que a - b (8 ) s i y s o-

lo s. b :: avb (0 ) (por Lema 3.5), a demas c - c (0 ) don de 

c es el c ompl~mento re l ativo de aAb e n [O ,avbJ , conju nta ndo 

mie mbro a miembr o obtenemos 0 :: c (0 ) . Tambi~n s i c :: 0 (0) , 

aAb _ aAb (0 ), disyuntando miembro a mi embro no s que da 

a vb _ a vb (0 ) . As; a:: b (0 ) si y solo si c £ [OJ0 • 

Esta prueba no hace uso compl eto de la hi p6te sis que L es 

una red d i . tr ib utiva complementada. En efe ct o , t od o 10 que 

neces ita mos para hacer la prue ba e s que L ten ga un cero y 

que sea relativamente complementada. 

Una tal r ed distributiva es ll am a da una red Boolean ge n e r~ 

lizada. 

TEOREMA 9.4 (J . Hashimoto) . 

S ea L una n ed. E xi~te una conne~ponde ncia biuectiva entne 

i d nt , i ne.tac/( n(2.ls de co ngnuenc,t.a de L t' I la cual .e. -ide.a.I!. 

l.t l1et It fa ci 6 Vt c1 e. c. .' Ita 

• 
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cla~e de cong~uencia int eg~a baj o 8 ~ i Y ~ olo ~ i L e~ una 

al gebna Booleana genenalizada • 

PRUEBA 

La prueba de la parte "si" es la prueba del Teorema 9. 3 . 

Procedamos can 1a parte del "solamente si". E1 ideal cor r es 

pondiente a w (x :: y (w) si y solo si x = y) tiene que ser 

(OJ, y asi L tiene O. Si L tiene a Ms como una sub red, en

tonces (usando la notaeion de la figura 7.1) (a] no puede 

ser una clase de congruencia, ya que si a :: 0 entonces 

~ = a vc :: OvC = c, y b = bAi _ bAC = O. 

Pero 0 t (a] y esto es una eontradicci6n. Similarmente, si 

L eontiene un Ns , tandriamos que (bJ serla una elase de con 

gruencia para algun 8 , (ver figura 7.1) ent onees b :: 0; asi 

i = bve :: ove = c, y aSl a = aAi - aAe = o. Y a E (b] 10 

cual es contradictorio. De donde L no contiene a ningun Ns . 

Y por Teorema 7.1 L es distributiva. 

Sea a < b, I = [oJ e (a,b). Por Corolario 9.1, e [lJ es t a m

bien una re1aci6n de eongrueneia de L teniendo a I como una 

clase integra; ocupando la hipotesis del Teorema, 

e [lJ = e (a,b), y asi a:: b (e [lJ). 

Nuevamente por Corolario 9.1, b = a vi para algun ~ E I, Y 

i , = 0 (8 (a,b)). 

Por Teorema 9.1 10 ultimo es equivalente a que i vb = Ovb y 
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iAa = OA a. De este modo bvi = b y aAi = 0, y asi ~ es el 

complemento relativo de a en [O,b]. Asi si a E [c,b], (iVC)Ab 

es e l comp lemento de a, segQn Lema 6.2 • 

x +y 

o 

Figura 9.5 

TEOREMA 9.5 (M.H. Stone). 

(i l Sea B = (B;A,vl una hed Booleana. genehalizada . Ve6i

namo.6 ,ta.6 opehacione.6 binahia.6 . Y + en B como .6igue: 

y x + y como el complemen~o hela~ivo de 

XAy en [O,x vyJ (veh fiiguha 9.5). En~once.6 BR = (8;+,·) 

e.6 un anillo Booleano, e6~o e.6, un anillo (a6ocia~ivol 

.6a~i.66aciendo x 2 = x paha ~odo x E B (y, co n.6e cuen~e -



mente , ~ati~6a~iendo xy = yx 

x ,Y E B). 

y 
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x + x = 0 pallet 

(ii) S ea B (B;+,') un an,i.ffo Boofeetno. Ve.b,i.namO.6 fa ,!! ope -

y xv y = x + y + x.y 

da. 

(,i.,i.,i. ) S ea B una lL ed Booleana g enelLal,i.zada. En~onae~ 

(BR)L = B. 

( ,i.v ) B. 

PRUEBA 

(i) Es claro que B es cerrado con las operaciones + y . La 

operacion "." satisface ,: 

x·x = x , x·y = y. x , x.(y·z) = (x ·y)·z , x ·o o. 

La operacion "+" satisface : 

x + x = 0, x + 0 = x, x + Y = Y + x. 
II 11 es distributiva sobre "+" pue st o que: 

[XA(y+Z)] A [(XAy) A (X AZ)] 

= x A (y+z) A (XAY AZ) 

= x A [(y+z) A (yAZ)] 

= 0 por definicion de y+z. 
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[x A (y+Z )] V [(XAy) A (X AZ)] 

= [X A (y+ Z )] V [X A (YA Z )] 

= X A [(y+Z) V (yAZ )] 

= X A (y vZ ) 

(X Ay) y ( XAZ ). 

Veamos ahora que la oper a cion "+" es asociativa. 

El intervalo [0, xvyvz] puede ser considerado como una red 

Booleana. Al hacer los calculos: 

[(XAY') V (X' AY)] V (X Ay) 

= [(XAY') V (XAy)] Y [(X'AY) V ( XAy )] 

[x A (y'vy)] v [(x'yx) A y] 

Xv y. 

Obtenemos: x + y = (x AY') V ( X'AY). 

Ahora veamos que: 

( x + y) A Z 

De este modo 

[(X AY') Y ( X' AY)] A Z 

= (X Ay' AZ) Y (X' AYAZ). 

-------
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= [(X"y'"z) v (X'''y " z)] v [(X"y" z) v (X ' ''y'''z) v (X"y''' z ') 

v (X'AY"Z')J. 

= [( X" Y" Z) v (X' ''y ' '' Z)] v [(X"y'AZ') v ( X' AY"Z' )] 

v [(XAy'AZ) v (X'''YAZ)]. 

= [Z " [( X"Y ) v (X'"y')]] v [(X"y') V (X' AY )] A Z'V[(X"y') 

v (X'Ay)J"Z : 

= [Z " [(X"y) v (X'"y' )]] v [(X AY') V (X'Ay)]. 

= [(XAY') V (X'"y)J VZ A [y, vyJ 

= [(XAyl) v (X'''Y)] VZ. 

= (X + y) V Z. 

Dee s t e rno dp : (x + y) + Z = X + (y + z). 

Observacion: dos conexiones entre (B; " , v) Y (8;+,') son: 

a·b = a A b, (a + b) + a·b = a vb, para todo a,b E B. 

(ii) Es claro que B es cerrado can las operaciones ", V . 

La operacion A satisface: 

X A X = X, X " Y = y" X, X " (yAZ) = (XAy) AZ, 

X A 0 = o. 

La operacion V satisface: 

X v X = X + X + X X 

= X + (x + x) 

= x + 0 

= x (idernpotencia) 
I BIBLIOTECA CENTRAL 
\ UNIYEftSIDAD D E EL SALVADOR 



xvy = (x + y) + x·y 

= (y + x) + y.x 

= y v X (conmu t atividad) 

xv(yvz) = xv[y+z+y.z] 

x",- (x~ y ) 

= x + [y + z + y.z] + x ·[y + z + y.z] 

c X + Y + z + x·y + x·z + y·z + x·y·z 

(Asociativid ad) . 

x·(x + y + x·y) 

= x·x + x :y + X~X'y 

= x + x·y + x·y 

= x + 0 

= x (identidad de ab sorcio n). 

xv (x "'- y) = x + (x·y) + x·(x·y) 

x + x·y + X'y 

= x + 0 

= x (identidad de absorcion). 

De donde (8;",-,v) es una red. 

Como a ",- O = 0, la red B tiene el cero. 
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Ahora veamos que el complemento relativo de x"'-y en [o , xvy] 

viene dado p~r x + y. 



(x AY) A (X+y) = (X.y) (x+y) 

= x-y·X + X·y-y 

= X·y + X·y 

= a 

(x AY) v (X+y) = (X.y) v (X+y) 

= (X, y) + (X+y) + (X, y ) (X+y) 

(X.y) + (X+y) +(X.y) + (X.y) 

= (X.y) + (X+y) + 0 

= x + y + X·y 

= Xvy. 

De donde BL = (B;A,V) es una red Booleana gener alizada. 

(iii) B = (B;A,V) 

BR = (B;+,.) 

donde: a·b = aAb, para todo a,b E B. 

a + b es el complemento relativo de 

a A b en [O,avb]. 

donde: aA'b = a·b, para todo a,b E B 

av'b a + b + a·b. 
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Sabemos que B y (BR)L son ambas redes Booleanas generaliza-

das. Ademas: 

avb = a + b + a·b, de donde B = (BR)L. 
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con: aAb = a·b, para todo a,b E B 

a vb = a + b + a·b 

Con: a·'b = a Ab , para todo a,b E B 

a +' b es el complemento relativo de a"b en [O,avb]. 

Sabemos que B y (BL)R son ambos anillos Booleanos. 

Sera suficiente verificar que para todo a,b E B se tiene: 

a·b = a I b (1) 

a+b = a +' b (2) 

(1) es inmediato. Para (2) se tiene: 

(a +b) A (aAb) en BL 

= ( a+b ) (a ~b ) en B 

= a . a . b + b·a·b 

= a·b + a·b 

0 

(a+b ) v (a"b) en BL 

(a+b) + (a . b ) + (a+b).(a.b) en B 

(a+b) + (a . b ) + a 

= a v b en B. 

De este modo a+b tambien es el complemento relativo de a"b 
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en [O,a vb] como este comple mento es Gni co: a+b = a +1 b • 

TEOREMA 9.6 

(i ) Sea r c Bo. Entonce~ r e~ un ideal de Bo ~i Y ~olo 

~i rR e~ un ideal de B~ . 

(ii) S ect Y: Bo - -> B1 • Entonce~ Y e~ un {a } - homomoJt6i~ 

mo de Bo en Bl ~i Y ~olo ~i Y e~ un homomoJt6i~mo de 

B ~ en B ~. 

(ii -i.. ) R Bo e~ una { O}-~ub Jted de B1 ~i Y ~olo ~i Bo e~ un 

~ub anillo de B ~. 

PRUEBA 

(i) Supongamos qu e r es un ideal de Bo , entonce s r es una 

red Booleana generalizada, as; rR es un sub ani l lo de 

R 
B a ; d ~ . rR BR . . I a em as, sea n -<.. E ,a E ,-<... a = -<..A a E ,Y a 

que I es ideal, asi IR es ideal. 

Lo rec iproco es identico. 

(ii) Supong am os que Y: Bo --> Bl es un {O}- homomo r f i smo 

de Bo en B1 • Sean a,b E Bo: 

(a·b) Y = (a Ab) Y = aY A by = ay . by . 
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Ca y A by] v (a + b)y 

= (a Ab)y (a+b) y 

[(aAb) v (a+b)J y 

= (a v b)y 

= ay by . 

Cay A by] A (a+b) y 

(a+b)y 

Oy = 0 

De este mod o ( a+b)Y = aY + bY' 

Rec1 pr ocamente supongamos que Y es un homomorfismo de B~ en 
R 

B I. 

Sean a,b E Bo: 

ay ·by = ay A by . 

(a+b+a·b) Y 

= aY + by + (a Y· by ) 

= ay by. 

Oy [(a+b) (a.b)J y 

= (a Y + bY) . (a Y·bY ) 

= o. 
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De donde Y es un {O}-homomorfismo de Bo en B 1 • 

(iii) La prueba es obvia • 

Relaciones de congruencia en una red arb itraria tienen una 

interesante conecci6n con redes distributivas: 

TEOREMA 9.7 (N. Funayama y T. Na kayama) . 

S ea L una ~ed a~bi~~a~ia . Enton~e~ C{l), el ~onj un~o de ~o

da~ la~ ~ ela~ione~ de ~ong~u en~ia de l, e~ di~~~ibu~ivo • 

PRUEBA 

Sean 8 , ¢ , ~ E C(l). Puesto que 

8A ( ¢V~ ) > (8A¢) V ( 8 A~) por lema 4.5(i) sera suficiente pr~ 

bar que a ~ b ( 8A ( ¢V~ )) implica que a ~ b (( 8A ¢ ) V ( 8 A ~)) . 

As; supongamos que a ~ b ( 8A ( ¢ V ~ ); esto es, a ~ b (8 ) y 

a ~ b ( ¢v~ ). Por Teorema 3.1, existe una secuencia 

a"b = Zo 2. ... 2. zn = avb tal que z..[ :: Zi+l (¢ ) 6 

Zi :: Z ,t+l ( ~ ) para cada 0 2. i -:: n. Puesto que a _ b (8 ), tene 

mos a"b :: avb (8 ), ahora por lema 3.4 tenemos que 

zi - Zi+ l (8 ) para cada 0 < i <n. As; pa ra cada 0 2...(. < n , 

zi - Zi+l (8 A ¢ ) 0 zi - Zi+l ( 8 "~), imp l ican do que 

a :: b(( 8 A<]) ) v ( 8 A~)) • 

Ot ra propi e dad de redes de congruencia ( los C(l)) es dada 

en la siguiente definicion. 
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DEFINICION 9.1 

Ii) S ea Luna hed c ompleta y 6ea a un eleme nto de L. En-

tonce6 a e6 llamado co mpacto 6i a < VX paha algan 

to e6 la di6yunci6n de elemento6 compacto6 • 

Justamente como para redes, un sub conjunto no vacio I de 

una semired disyunci6n F es un id ea l si, para a,b E F, tene 

mos a vb E I si Y solo si a y b E 1. De nue vo I( F ) es el 

C.O . P.O. (no necesariamente una red , de to do s los id eales 

de F parcialmente ordenados por la incl usi on de co njuntos) . . 
Y para a,b E F Y H c F obte nemos: 

(a] = {x E Fix < a} 

(H] {i E F/;i ... < ho v ... vh n - 1 para algu n e ntero n ~ 1} 

Si F tiene un cera, para I, J E I(F) pademos definir: 

I A J = InJ 

I v J ( I U J] . 

y de este mod I(F) es una red. 

Usando I(F) conseguimos una caracterizaci6n util de redes 

algebra ic as. 
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TEOREMA 9.8 

Ufta fLe.d L e..6 a.tge.bfL{Li.c.a .6i y .601!.o .6i e..6 i.6omofL6 a a fc( Jte.d 

de. todo.6 .to.6 i de.a.te..6 de. una .6e.mifL e.d di.6 yun c.i 6n c.on 0 .. 

PRUEB A 

Sea F una semired disyuncion con 0; queremos probar qu e 

I(F) es algebraico. De la def ini cion del v y A en I(F ) ve-

mo s que este es completo. 

Afirmamos que para a E F, (a] es un elemento compacto de 

I(F). Sea Xc I(F) y (a] ~ VU/ I EX ). 

Con V(I/I E X) 

de este modo, 

{xix < t ov . .. vt n - l , t. E I., I. E X} - ~ ~ ~ 

a < tov .. . vt n - l , t. E I., 
- .-L ,l 

Xl = { I o , ••. , I n - l } 

( a] ~ V (I II E Xl)' 

I . E X. AS l con 
.-L 

Puesto que para un I E I(F) tenemos I = V(( a]/a E I), vem os 

que I(F) es algebraico. 

Ahora supongamos que L es una red algebraica y formemos a 

F como e l conjunto de los elemento s compactos de L. Co mo L 

es completa, 0 E L, y tambi§n 0 E F. Sean a ,b E F, avb ~ X, 

X c L. En ton c e s a < a vb ~ VX, Y as i a ~ VX 0 , par a a 1 9 (j n X 0 

finito. XO c X. Sim ilarmen te, b ~ VX 1 , para algun Xl ~ X, 

Xl finito. De este modo avb < V( XoU Xl ), y Xo U Xl es un sub 
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conjunto de X, finito. As; a vb E F. 

Por tanto, (F, v) es una semired desyuncion con O. Conside re 

mos el mapeo; 

y : a --> {xix E: F, x .::..a} , a c L . 

Obviamente, y mapeo L en I(F). Por la definicio n de una red 

algebraica. 

a = Vay 

y as; y es uno a uno. Probemos que y es sobreyect iv o, sea 

I E: I(F), como L es completa, hagamos a = VI , entonces 

ay J I. Sea x E ay. Entonces x.::.. VI, as; que por la compacl 

dad de x , x < VI I para algun II finito, II £ I. Por tanto 

x E: I, probando que aY c I. Co nsecuen temente, aY = I, y as; 

Y es sobreyect 'ivo. 

Para que Y sea un ho momorfismo sera sufic iente verificar en 

I(L) que 

{x ix E: F, x < a } n {x ix E: F, x < b} 

= {x ix E: F, x < aAb} 

{xix E: F, x < a } v {x ix E: F, x < b} 

= {xix E: F, x < avb} 

( 1 ) 

( 2 ) 

La primera es obvia. En el segundo caso, es cl aro que 

{x ix E F, x < a v b} es una cota superior en I(L) . 5i l e 

quitamos un elemento z a este conjunto, debe de ser z > a, 



ya que el es cota superior de {x i x E F, x < a}, tambien 

z > b, as; z > av b. 

Por tanto el conjunto dado es el supremo • 

LEM A 9.3 

Cada ~elac~6 n de cong~uenc~a p~~nc~pal e~ compac~a • 

PRUEBA 

Sea L una red, a,b E L, X £ C(L ), 

e (a,b ) ~ V(e / e EX ). 
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Entonces a = b (v (e / e E X)), Y as; (por Teorema 3.1 existe 

una secuencia a = Xo, Xl, ... Xn-l = b, en l a cual 

X~ = X~+l ( e~ ) para alg an e~ E X. Por tanto, 

a = b(V( e / e E Xo)), donde Xo = {eo, ... , e n- l }, y as; 

e (a ,b) < v ( e / e E Xo), donde Xo es un subconjunto finito de 

X • 

TEOREMA 9.9 

S ea L Ulla ~ed a~b~~~a~~a. En~onc e~ C( L) e~ una ~ed algeb~a{ 

ca • 
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PRUEBA 

Para cada 8 E C(L) 

8 = V(8(a,b)/a = b( 8 )). 

Este Teorema se sigue del Lema 9.3 y Corolario 3.4 • 

Cambiando los Teoremas 9.7 y 9.9 conseguimos: 

COROLARIO 9.3 

Sea L una ~ed a~bi~~a~ia . En~on~e~ C(L) e~ una ~ed algeb~4f 

• 

Este Co rolari o se deduce del Teorema 9.7 y 9.9 • 

Sea M un C.O.P.O finito tal que inf{a,b} existe en M para 

cualquier a,b E M. Definimos en M: 

aAb = inf {a,b} y avb = sup{a, b} siempre que exista. Esto 

convierte a M en una red parcial. Una relacion de equivale~ 

cia G en M es una relacion de congruencia si ao - bo (0) Y 

al = b 1 ( 0 ) implica que aOAal = bOAb 1 (8 ) Y que aOval Y 

bovb 1 existan. Entonces el con ju nto C(M) de todas l a s rela

ciones de congruencia es nuevamente una red . 

LEMA 9 . 4 
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a ,b E M Y C(M) e~ ~~omoh6o a K • 

PRUEBA 

Tomemos el conjunto Mo = J(K)U {O } y hagamoslo una semired 

conjunci6n definiendo: inf{a,b} = 0 si alb (J(K) es el 

conjunto de los elementos disyunci6n - irreducible no cero 

de K), como es ilustrado en la figura 9.6. 

a b 
• • • ••• 

a,b E J(K) 

o 

Figura 9.6 

Note que a = b ( 8 ) y alb implica en Mo que a = 0 ( 8 ) y 

b = 0 (8 ); por tanto, relaciones de congruencia de Mo estan 

en correspondencia uno a uno can subconjuntos de J(K). De 

este modo C(Mo) es una red booleana cuyos atomos estan aso-



ciados con elementos de J(K); 1a congruencia ¢a asociado 

con a E J(K) es: x = y (¢ ) si {x)y} = {a,O}, y si a 
{x,y} t {a,O}, entonces x = y ( ~ a) implica que x = y. 
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Si J(K) es no ordenado en K, entonces hemos terminado. Sin 

embargo, si, tenemos, a,b £ J(K) a > b en K, entonces debe-

La forma m~s simple que esto ocurre es visto en la red 

M(a,b) de la figura 9.7. Notemos que M(a,b) tiene tres rel a 

c iones de congruencia, esta son W, L Y 8 donde e es la re l a 

cion de congruencia con las ciases de congruencia 

palabras, al = 0 "implica" que b 1 = 0, pero b 1 = 0 no "i m-

plical que a 1 = ·· 0. 

a ( b ) 

~'l( a ,b) a 1 

o 

Figura 9 . 7 
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Construiremos M lIinsertando li M(a,b) en M siempl<"e que exis-

ta un a > b en J(K). La figura 9.8 da M para tres elementos 

encadenados. 

M5s precisamente, M consiste de cuatro clases de elementos: 

(i) 0; (ii) todos los elementos disyuncion irreducible que 

son maximales; (iii) para cualquier elemento disyuncion 

irreducible no maximal a de K, tres elementos: a, a l , a z ; 

(iv) para cada par a,b E J(K) con a > b, un nuevo elemento, 

a(b). Para simplificar la notacion, para cada elemento dis-

yuncian irreducible a, escribiremos a = ai = az. 

Para a,b E J(K) con a > b, ha~emos 

M(a,b) 

M(a,b) n M(c,d) = M(a,b) si a = c y b = d ; 

~1(a,b) n M(c,d) = {O,C,Cl'CZ} s i a t c y b = d ; 

M(a,b) n M(c,d) = {a,a l } si a = c y b t d ; 

M(a,b) n M(c,d) = {a,b z } s i b = c ; en otro caso, 

M(a,b) ('I M(c,d) = { a} . 

. 
Par a x, y E M,' d e fin; m 0 s x ~ y s i 9 n i fie and 0 q u' epa r a a 1 gun 

a,b E J(K) con a > b, se tiene ' x,y E M(a,b) y x ~ y en la 

red M(a,b) como esta ilustrado en la figura 9.7. Es fac;l 

ver que x ~ y no depende de la escogencia de a,b y que ~ es 

una relacion de orden parcial. Puesto que, bajo este orden~ 

miento parcial, todos los M(a,b) y M(a,b) n M(c,d) son re

des y X,y E M, x E M(a,b), y y < x implica que y E M(a,b), 



a 

b 

Co 
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concluimos que inf{u,v} existe para todo u,v E M. 

a ( b ) b ( c ) 

C 1 C 2 

o 

Figura 9.8 

Ahora describamas C(M). Sea H E H(J(K)). Definamos una rela 

cion binaria 8H en M: x = y ( 8H) si 

x,y E U (M(a,b)/a,b E H, a > b) U U ({O,a 1 ,a 2,a}/a E H) 0 

x ,Y E {al,a(b),a(c)}, donde a > b, a > c, b,c E H, 0 x = y. 

En otras palabras [OJG
H 

conti~ne todos los . al,a 2 ,a con 

a E H; y si a > b, a,b E H, entonces el tambien contiene 

a(b). Aparte de esta clase la unica congruencia no trivial 

es a(b) = a 1 = a(c), donde a i H,y b,c E H, a > b, a > c. 

GH es obviamente una relacion de equivalencia. El hecho 

que GH restringida a cualquier M(a,b) es una relacion de 
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congruencia implica que 8H es una relaci6n de equivalencia. 

Dado una 8
H 

conseguimos: 

de este modo el mapeo: 

y: H - > 8 
H 

es una funci6n uno a uno que preserva el orden de H(J(K)) 

en C(M). Para probar que Y es un isomorfismo, tenemos que 

proba r que Y es sobre. Asi sea 8 una relaci6n de congruen

cia de ~1, y 

H = {a/al = 0 ( 8 )}. 

Puesto que en M(a,b) cada relaci6n de congruencia 8 es de

terminada por los atomos en [OJ 8 , 10 mismo se cumple en M. 

Po r tanto, 8 = 8
W 

De este modo H(J(K)) ~ C(M). Por Teorema 

7 . 9 , K ~ H ( J ( K) ), y a s i K ~ C ( ~1 ) • 



10, ALGEBRAS BOOLEANAS R-GENERADAS POR REDES DISTRIBUTI
VAS 

TEOREMA 10.1 

Cada h ed di~thibutiva puede ~eh inmeh~a en una hed Boolea-

na • 

PRUEBA 

Por Teorema 7.5, cada red distributiva L es isomorfa a un 

anillo de subconjuntos de algGn conjunto X. De aqui que L 

puede ser inmersa en P(X), el cual es una red Booleana • 

DEFINICION 10.1 

Sea L una ~ub hed de la hed Booleana genehalizada B. Se di~e 

que L R-geneha ~ B ~i L gene~a a B ~omo un anillo (0 ~ea 

B ( L, +, . ) ), Ij ~ i L ti en e unO (6 1), e~ el m i~ moO 6 1 d e 

B • 

Las Gltimas dos condiciones son equivalentes a la siguiente: 

Si AL existe, entonces AL = AB, Y si VL existe entonces 

VL = VB. 
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LEMA 10.1 

Sea B R-gene~ada po~ L. Enton~ e~ ~ada a E B pued e ~e~ exp~e-

.oado en -ta 6o~ma 

a 0 + a 1 + ••• + an - 1 , a 0 < a 12. ••• 2. an - 1 , a 0 , a 1 , ••• , an - 1 E L • 

PRUEBA 

Con B1 denotemos el conjunto de todos los elementos que pue-

den ser representada en la forma 

y B1 es cerrado por + y . , puesto que: 

y cada termino a . b. ::: a. A b. E L. 
.{. J .{. J 

De donde concluimos que B1 ::: B. 

La. b., 
.{. J 

B1 tambien puede ser visto como una red (B 1 ,A, V), y podemos 

decir que L es sub red de B; por tanto para a,b E L, avb en 

L es el rnismo a vb en B. De este modo 

a vb ::: a + b + ab, y aSl 

a+b = ab + (avb) = (aAb) + (avb). 

Tomemos ao + ... + an-l E B. Probaremos por inducci6n sobre 

n que los sumandos siernpre pueden ser obtenidos de forma ere 
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ciente. Para n = 1 esto es claro. Asumamos que 

a I < < an-I, entonces 

a o + al + .. . + an-l 

(a OAal) + (a Ov al) + a z + ... an-l 

= (a OA al) + ((aOval) Aa Z) + (a Ov a 2) + a 3 + ... + an-l 

= (a OA a l ) + (( a Oval)AaZ) + (ao va 2)Aa 3) + (a Ov a 3) + ... + an-l 

= 

• 

Ejemplo. Sea B la red Booleana vista en la figura 10.1 y sea 

L = {O,a O,al,a Z}. Entonces L oR-genera a B. 

1 

o 

Figura 10.1 
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LEr~ A 10. 2 

Sea L una ~ed di~t~i butiva. Enton~e~ exi~te una ~ed Boofeana 

gene~afizada - B fib~em e nte R- qen e~ada po~ L e~to e~ , una ~ed 

Boolea na gene~aliz ada ~ on la~ ~ig uiente~ p~o pi edade~ : 

U ) 

(ii ) 

PRUE BA 

B E~ R -ge n e~ada po~ L; 

Si B1 e~ R- g en e~ada po ~ L, e n-on ~e~ e xi~te un h o m omo~ -

6i~ m o ~o b~eyeeti v o y de B en B1 qu e e~ l a Qunei6n iden 

tidad .6ob~e L • 

Por Te o rema 10.1 L puede ser inmers a en una red Bool ea na B, 

la cu a l t ambien es r ed Booleana generalizada. Por Teo rema 

5.1 e xiste una red Booleana generalizada, gen e r ada lib rem e n

t e por L, segun la Definicion 5.2 y Teorema 9.5, B pued e se r 

consi derado como un anillo Booleano generado por L. Como B sat ; sface 

(iv) de la Definicion 5.2, si 8 1 es R-generada por L (c omo 

anillo), B1 es generada por L como redes (a · b = aAb, 

av b = a+b+a · b), asi existe un homomorfismo (de r edes) so br e 

yectivo Y: B ---> B1 , que mapea la identidad e n L, entonces 

por Teorema 9.6, Y tambien es un homomorfismo sobreyectivo 

de anillos. Cumpliendose la condicion (ii) solicitada • 



19 9 

LEMA 10.3 (J. Hashimoto). 

Sea B u na ~ed Booleana gene~alizada gene~ada po~ L. Entonc e~ 

cada ~elaci6n de cong~uencia de L tiene u na ani ca exten~i6n 

a B • 

PRUEBA 

La existencia de una extension fue probada en el Teorema 9.2. 

Por Teorema 9.3 y 9.6 (i), la siguiente afirmacion implic a 

la unicidad de la extension: 

Si I Y J son ideales (como anillos) de B con I c J, entonces 

ex ist e n elementos a,b E L, a 1 b, tal que a = b (mod J) y 

a $ b (mo d I). 

Efectivamente, sea x E J - I. Por Lema 10.1, x puede ser re-

presentado en la forma 

x = Xo + ... + Xn-l, Xo < < Xn-l, Xo, ... , Xn -l E L . 

Si n es impar, entonces Xo = X-Xo ~ X-E J; Y de este modo 

Xo E J; Xo + Xl + X2 = X'X 2 E J. por tanto 

Xl + X2 = Xo + (xo + Xl + X2 ) E J. Similarmente, 

X 3 + X4 , Xs + x, ... E J. Puesto que 

que Xo E J - I 6 

Si n es par, entonces obtenemos 

E J - I, conclui mos 

J - I para algun 2. < n. 
.{. 
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Xo + Xl, X2 + XO, ... E J (multiplicando X por Xl,X3" .), 

Y concluimos que para algun 2i < n~ X2i + x2i+l E J - I. 

Ahora si X2i + x2i+l E J - I, entonces x2i = x2i+l ( mod J), 

pero X2i * x2i+l (mod I), x2i,X2i+l E L. Finalmente, si 

Xo E J - I, entonces Xo = 0 (mod J) y Xo - 0 (mod I). Esto 

completa la prueba, en el supuesto que 0 E L. Si 0 ~ L, en

tonces podemos escoger un y E I con y < xo y obtenemos 

y = Xo (mod J), y * x (mod I) • 

TEOREMA 10.2 

Si Bl Y B2 ~on hede~ Booleana~ genehalizada~ R-gen ehada~ POh 

una h ed di~~hibu~iva L, en~on~e~ Bl y B2 ~on i~omoh6a~ • 

PRUEBA 

Sea B una red Booleana libre R- generada pur L (ver Lema 20.2). 

Sea Y un homomorfismo sobreyectivo de B en B1 tal que Y y la 

identidad es L (ver Lema 10.2 (ii)). 

Queremos probar que Y es un isomorfismo. Efectivamente, si Y 

no es un isomorfismo, entonces el ideal 

I = {xix E B, xy = O} 

no es cera. De este modo par Lema 10.3, a = b (mod I) para 

algun a,b E L, a t b. Esto significa que aY = bY, contrario 
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a 10 asumido. Similarmente, existe un isomorf ism o ~ ent re B 

Y B2. Entonces y-l~ es un isomorfismo entre Bl y B2 " 

COROLARIO 10.1 

S ean La Y Ll ~ ede~ di~t~ibutiva~ y ~ea Y un ho momo~6i~mo ~o

b~eye~tivo de La en Ll que p~e~ e~ va ef 0 y/6 1, ~ i effo~ 

exi~te n e n La. Enton~e~ y, puede ~e~ extendido a un homomo~-

n-<'.M IO ~ob~eye~ti v o de B(L a ) en B( L1 ) • 

PRUEBA 

Sea 8 una relacion de congru~ncia de Lo inducida por 

y ( x - y ( 8 ) si y solo si Xy = yy ) y sea 8 la extension de 8 

a B(L a ) (Lema 10.3). Entonces B(L o)/8 es una red Booleana g~ 

ne ra lizada R-generada por L o/ 8 ~ L1 • Por Teorema 10.2, 

B(L o )/~ ~ B(L 1 ), de donde existe un hom om orfismo sobr eye ct i -

vo de B(La) sobre B(L 1 ) • 

COROLARIO 10 .2 

S ea La una ~ub ~ed d e fa ~ed d~~t~~but~va Ll y a~umamo~ que 

~~ Ll Lt e vJ. e 0 yl6 1, entonc.e~ a~ ,[ fa hac.e La, Y ef 0, de 

Ll e~ ef m~~mo 0,1 de La . Can B d enotemo~ fa ~ub - afgeb~a de 

B(L 1 ) R- gene~ada po~ Lo' Enton~e~ B(L o ) ~ B • 
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PRUEBA 

Por Teorema 10.2 y Corolario 10.1 l a conclusion es in med i a-

ta • 

DEFINICION 10 . 2 

S ea Lu na 4ed di~t4ibutiva. Pa4a H c B(L), Qon [H]R denota4e 

mo~ la ~ ub 4ed Booleana gene4ali zada de B(L) R-gene4ada P04 

H. 

LEMA 10.4 

Sean Lo y Ll dado~ Qomo en el C0401a4io 10.2 y ~upongamo~ 

que La tiene un Qe40. EntonQe~ Lln[LaJ R e~ la J.Jub 4ed de L l 

ma J.J peque~a Qontenie~do La la Qual e~ Qe44ada al toma4 Qom

pl ementoJ.J 4elativo~ en L l . Ad em4J.J La R-geneha a BILl) J.Ji Y 

J.Joio J.Ji la ~ub 4ed ma~ pequ e~a de Ll Qonteniendo a La y Qe-

44ada al to mah Qomplemento~ helativo~ en Ll e6 Ll miJ.Jmo. 

PRUEBA 

Primero veamos que Ll n [LaJ R es una sub red de Ll contenien

do a La Y cerrada al tomar complementos relativos. 

Es obvio que La £ L1n[La]R. Si a,b,c E L1n[L o]R ' d L Ll Y 

d es el complemento relativo de b en [a,c], entonces 

----- --~--------------------------------
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d = (a + b) + C € [LaJ R, puesto que (ver figura 10.2) d es 

el complemento relativo de a + b en el intervalo [O,c]. ASl 

d E L1n[La]R. 

c 

d 

b 

a 

a+ 

o 

Figura 10.2 

En segundo lugar veamos que Ll n [LaJ R es la mas pequeiia. 

Supongamos que L es una sub red de Ll conteniendo La Y cerr~ 

da bajo complementos relativos en L1 • Si x E Ll n [LaJ R, en

tonces por Lema 10.1 podemos representar a x como: 
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Probaremos que x E L por inducci6n en n. Si n = 1, 

x = aa E La ~ L. Si n = 2, entonces x es el complemento rela 

tivo de a a en [O,al]' O,a a ,al E La , as; x E L. Si n = 3 , en

ton ces (ver figura 10.1) x = aa + al + az es el complemento 

relativo de al en [ao,az], y as; x E L. Ahora sea n > 3 Y su 

pongamos que para todo 

y = ba + + bk-l, bo, ... , bk-l E La , ba ~ ... < bk-l, y 

k < n, Y E L, ha side probado. Notemos que x E L1 Y 

a n- 3 E Lo implica que xa n-3 a 0 + 

= a a + 

= ao + ... + an-l + an- 3 + ao + ... + an-3 

= an-3 + an- z + an-l E Ll. 

Por la hip6tesis inductiva, ao + ... + an-3 E Ly 

an- 3 + an- z + an-1 E L; por tanto x es el complemento relati 

vo en L1 de un elemento (a saber, an-3) de L en un intervalo 

(a saber, [aD +' + an- 3, an- 3 + a n- 2 + an-l]) en L, y as;, 

por 10 as um ido, x E L. De este modo L1(')[L o]R ~ L • 

DEFINICION 10.3 

Una inme~~i6n de L en L1 e~ compteta, ~i etta p~e~e~va a~bi

t~a~ia~ conjuncione~ y di~yuncion e~ , ~i ella~ exi~ten en 

L • 
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LEMA 10.5 (J. Von Neuman) 

Sea B un hed Booleana Qompleta. EntonQe~ B ~ati~6aQe La iden 

tidad di~thibutiva d e in6inita~ di~yunQione~ (JID), 

X"V(X./.£E I) = V ( X"X./.£E I), 
.{. .(. 

y ~ u dual, la .£dent.£dad d'£~thibut.£va de .£n6.£n'£ta~ QonjunQ.£o-

ne~ (MID) • 

PRUEBA 

x"x. < x y x"x. < V(x ·Ii E I); por tanto, x"V ( x .Ii E I) es 
~ - ~ - ~ .{. 

una cota superior para {x"x./.£ E I}. Ahora sea u una cota su 
~ 

perior, esto es x"x . < u para todo .£ E I . 
.(. -

Ent onces 

De este modo: 

= (x " u) v (x"x') 

= (x "u ) 

< u, 

probando que x"V(x ./.£ E I) es 1a mas pequefia cot a superior 
.{. 

para {x"x . f .£ E I} . 
.{. 

E1 MID se sigue por dua1idad • 



206 

COROLARIO 10.3 

Una hed di~thibutiva completa que tiene una inm eh~i6n compl~ 

ta en una hed Booleana completa ~ati~6ace ambo~ (JID) y 

(M 10) • 

PRUEBA 

Puesto que la red Booleana es completa por Lema 10.5 s at isf a 

ce ambos (JID) y (MID), como la inmersion es completa, pre

serva conjunciones y disyunciones arbitrarias. Como la red 

distributiva tambien es completa y la inmersion es un homo

morfismo inyectivo, la red distribu t iva tambien satisface el 

(JID) y (MID) • 

LEMA 10.6 (V : Glivenko). 

S ea L una ~ed d~~t~~bu~~va eon O. En~once~ I(L) e~ una hed 

~eudoco mplem entada en la cual 

I * { x / X" i = 0 p ah a to do i E I}. 

S e.a S (I (L)) = {I* II E I (L)}. Si L e~ una hed Booleana, e.nton 

c e~ S(I(L)) e~ una hed Booleana completa y la 6unci6n 

a. --> (a] e~ una. ~nme~.6~6n de L en S ( I (L) ); e.6~a ~nme~~~6n 

phe.6ehVa ~oda~ la.6 conjuncione~ y di.6yuneione~ exi~~en~e~ • 

! 81 BLiOTECA CENTRAL 



207 

PRUEBA 

La primera afirmaci6n es trivial. Ahora sea L una red Boolea 

na. Se sigue del Teorema 6.1que S(I(L)) es una red Booleana. 

Ademas, podemos ver que para cualquier X c I(L), el inf y 

fup de X en S(I(L)) son AX y (VX)**, respectivamente donde 

A y V son la conjuncion y la disyunci6n de X en I(L), respe£ 

tivamente. Puesto que A((x]/x E: X] = (inf X], siempre que 

inf X existe en L, el mapeo a - - > (a] preserva todas l as 

conjunciones existentes en L. 

Observemos que, : para x,a E L, xAa' = 0 si y solo si x < a, y 

as; (a] = (a l ]* E: S(I(L)). Ahara hagamos a = sup X en L y 

sea 1= (xJ ( = V((xJ/x EX)). 

Probemos que x --> (x], preserva disyunciones, 0 sea tene

mos que verificar que 1** = (a], 0 equivalen temente , que 

1* = (a']. Efectivamente, si b E 1*, entonces bA x = 0 para 

todo x E: I, y de este modo x < b ' . Ademas, a = sup X .:::.- b', 

probando que a' .::.. b, esto es, b E: (at]. Reclprocamente, sea 

b E: (a']. Entonces b' > a; ademas, b ' > a = sup X> x para 

todo x E: X. 

Esto prueba que b E: 1*, probando que IX = (at] • 

LEMA 10.7 

S ea L un.a Ited c.ompfeta -6ctti-66ac.ien.do (JID) Ij (MID). En.tovl.c.e-6 
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La 6unei6n i dentidad e~ una inme~~i6n eompLeta de L en 

B (L) • 

PRUEBA 

Escribamos a E B(L) en la forma: 

a = ao + ... + an-I, a < al ~ ... ~ an-I, 

a 0 , ... , E L. 

Puesto que L es completa, ella tiene al a (cero) y as, (es

cribiendo a o como a + ao) podemos asumir sin perdida de gen~ 

ralidad que n es impar. Afirmamos que para x E Ly a E B(L), 

tenemos x < a si y solo si 

X '" a 0 = x '" aI, ( 1 ) 

X '" a 2 = x '" a 3 , ... , ( 2 ) 

X '" an-3 = x '" an- 2, ( i ) 

x < an- I 

Efectivamente, sea x < a. Entonces: 

por tanto, x A a o = x A a l . De este modo 

y asi x ~ a 2 + + an-I. Reciprocamente, si x",ao 

y x < a 2 + ... + an- 2, entonces 
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xa = xa o + xa l + x (a 2 + ... + an-I) = x, probando que x < a. 

Una simple induccion comp1eta 1a prueba de 10 afirmado. 

Sea X c L, y = sup X en L, y a E B(L). 

Si x < a para todo x E X, entonces las formulas de la afirma 

cion procedente se cumplen para todo x yay aplicando (JID) 

a (1), ... , U.), probamos que y ~ a. ASl y = sup X en B(L). 

E1 argumento dual usando (MID), completa 1a prueba • 

TEOREMA 10.3 (N. Funayama). 

Una ~ed compieta L tiene una inme~~i6n compieta en una ~ed 

Booieana co mpieta ~i y ~oio ~i L ~ati~6ace (MID) y (JID) • 

PRUEBA 

Combinando Corolario 10.3 y Lema 10.7 • 

La representaci6n para a E B(L) dada en el Lema 10.1 en gen~ 

ral no es unica; la unica excepci6n es cuando L es una cade

na. Puesto que este caso es de especial inter~s, deberemos 

investigar10 al detal1e. 

DEFINICION 10.4 

Una ~ed Booleana B e~ R-g ene~ada po~ una cadena ~i B = BIC) 



pa~a a£guna ead~na C c B • 

DEFINICION 10.5 

Una ~ed d~~t~~but~va L e~ R-gene~ada po~ una cadena C(cL) 

~i C R-gene~a a B(L) • 

Notacion: 

Para una cadena C en una red L, escribimos Co para denotar 

la cadena C si L no tiene cero, y Co denotara Cu {O} si L 

tiene un cero. 

LEMA 10.8 
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Sea L una ~ed di~t~ibutiva y ~ea C una cadena en L. Entonce~ 

C R-gene~a L ~i Y ~olo ~i L e~ la ma~ pequeffa ~ub ~ed de ~i 

mi~ma conten~endo Co y ce~~ada bajo la 6o~maci6n de comple-

• 

PRUEBA 

Apliquemos Lema 10.4 a Co • 

DEFINICION 10.6 

Pa~a u~a cadena C, ~ea B[C] d conjunto 6o~mado po~ todo~ lo~ 



~ u b~o njunto~ de C de l a 60hma 

o < a 0 < a 1 ~ ••• ~ an -1 , 

a 0 , ••• , an - 1 E C 

A+B == (A-B) u (B - A) • 

Comentario : 
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Consideraremos a B[C] como un C.O.P.O. par c i a l mente ordenado 

por c . La clausula "0 < a o" signfica que 0 < a o s i 0 ex i s te ; 

en otro ~aso no e xiste restricci6n pa r a a o. 

Identificaremos a a E C con (a], para a " 0, y 0 (si el e x i s 

t e ) con cp . As; C ~ B[C]. 

LEMA 10.9 

B[C] e~ la hed Booleana genehalizada R-genehada POh C • 

PRUE BA 

a == a o + b 1 + al + ... + bn- 1 + an-l si y solo si 

a - (a o] U (b 1 ,al] u ... U (b n- 1 ,an -I ] 

ao puede no e xistir, si el nu mero de su mandos de a e s im pa r, 

e n cu al qui r caso, los e lementos qu e tienen la for ma de a 

son cerrados bajo uniones e intersecciones, 0 sea f orm an un a 



red. Tambien con cerrados. bajo la diferencia simetrica de con-

juntos (esta sera la operacion 11+11) y el elemento cero, el 

~ . De esta manera B[C] es una red Booleana gen er alizada 

R- gener ada por C, por Teorema 10.2 , B[C] ;;;, B(C ) .. 

De este Lema inmediatamente concluimos: 

COROLARIO 10.4 
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En BIC) cada element o no e e~o ti ene una anica ~ ep~ e~ e ntaci6n 

en la 6 o ~ma 

a = a 0 + ct 1 + ... + an - 1, 0 < a 0 < a 1 < ... < an - 1 E C • 

PRUEBA 

Va que 

a = (ao] \) (a·l,a2] u '" u (an-2,a:l-l] si n es impar. 

a = (aO,al] \) ... U (a n- 2,a n-l] si n es par; 

en B[C] • 

Los siguientes resultados prueban que muchas redes distribu

tivas pueden ser R-generadas por cadenas. 

LEMA 10.10 

Cada ~ e d Boo leana 6init a B pued e ~ e~ R-g e n e~ada p o~ una cade 

na; de hecho ~ ~ [cJ R pa~a cualqui e~ cad ena maximal C de B • 
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PRUEBA 

Sea C una cadena maximal en L y sea B = B(C). Com o C tambi~n 

es maximal en B(C), por Corolario 7.7 

IJ(L) 1 = IJ(B) I· 

Entonces Y: L ---> B 

H ( J ( L )) -> H ( J ( B ) ) 

es una inmersion de L en B. ASl L c B = B(C) • 

TEOREMA 10.4 

Cada ~ed di~t~ibutiva ~ontable L puede ~e~ R-g ene~ada po~ 

una ~adena • 

PRUEBA 

Sea L = {aO,al,a 2, ... , an, ... } y sea Ln una sub red de L 

generada por aD, ... , an. Adem~s supo ngamos qu e Co es una ca 

dena ma x ima l de La , e , inductivamen t e, que en es una cadena 

ma xilllal de Ln conteniendo a en-I' 

Hagamos C = U (Ciii < 0: ). Afirmamos que C genera a L. Para 

el caso, tomemos un a E B(L); 

a = Xa + . ,. + xm-l, Xo, ... , Xm-l E L. Como L U (L .Ii < 0: ) . 
.{. 

Asi para algan n, x~, ... , Xm-l E Ln , de don de a E B( Ln). 
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Puesto que Ln es finito, por Teorema 10.4 B(L n ) = B(C n ); 

.por tanto a € B(C ) c B(C), probando que L c B(C) • n --

COROLARIO 10.5 

La C.OfLILe.-6pon.de.n.c.ia C ._._ > S(C) map e.a i a c.ia.6 e. d e. i a-6 c.ade.n.cc6 

c.on.tabie..6 !.labILe. ia c.ia.6e de. ia.6 IL e. d e..6 Boo ie.an.a.6 gen.e.ILaiiza ~ 

da.6. Baja e..6ta c.olLlLe..6pon.de.n.c.ia, .6ubc.ad en.a.6 e. image.n.e..6 homo -

' moIL6ic.a.6 c.ofLfLe..6pon.de.n. a .6ub aig e. bfLa-6 e. image.n.e..6 homomofL6i -

c.a.6 • 

DEFINICION 10.7 

Un. in.te.fLvaio [a, bJ e..6 pfLimo .6i a -< a • 

LEMA 10.11 

Cada c.ade.na c.on.tabie. C pue.de. .6e.fL in.me.IL.6a e.n. ia c.ade.n.a Q d e. 

n.am e.ILo.6 ILac.ion.aie..6. Cada c.ade.n.a c.on.tabi e. que. n.o c.on.tie.n.e. un. 

il1te.Jtvaio pIL-lmo e..6 i.6 omolLo 0 a UVlO de. io.6 in.t e.fL vaio.6 (0, 1 ) , 

[0,1), (O , IJ, 6 [O,IJ de. Q. 

PRUEBA 

Sea C = {XO,Xl, ••• , Xn-l, .•• L Definamos el mapeo Y induc-

tivamente como sigue: tomemos un arbitrario Yo € Q y hag amos 
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Si XoY, ... , Xn-lY estan bien definidos, definimos x Y como 
n 

sigue: 

Sean L = u ((x.Y]/x. < x i.. < n ) n .(. .(. n ' 

U = u ([x .Y)/x. > xn ' .(. < n) n .(. .(. 

( E s posible que L = ¢ 0 U = ¢ ) . Notemos que s i L 'I ¢ , n n n 
entonces el tiene un elemento maximal .t n' y s i U 'I <P , enton n 
ces el tiene un elemento mlnimo u . Si ambos son no vaclos, 

n 

entonces 1. n < un' En cualquier caso podemos escog e r un 

rn E Q con r ~ L \.J U n Y hacemos x Y = r Obviament e , Y n n n n 
es una inmersi6n. La seguncia pa rte de 1 a prueba se red uce a 

la siguiente afirmaci6n: 

Sean e y D cademas contables acotadas sin intervalos primo s . 

Enton c es e ~ D. Para probar esto, hagamos C = {CO,Cl,'" , ... } 

Definamos dos funciones: Y: C _. --> D, ~ : D ---> C. As uma -

mos que Co = 0, C1 = 1, y que do = 0, d l = 1. Para cada 

n < ~ , debemos idefinir inductivamente cadenas finitas 

en' Dn (C c e, D c D) y un isomorfismo Y : C ---> Dn con n - n - n n 

inversa ~ : 0 ---> C . Sea Co = {C O,Cl} = {O,l}, n n n 
Do = {do,d d {O,l} y i..Yo = i.. , i..~o ~ i.. , para i.. 0, l. Dados C ,0 ,Y . ~ , n n n n 

y n par, sea k el entero mas pequeno con ck ~ C 
n 

Definimos Uk = i\([~k) n C ) Y .t k = ( ( c k] (') e ). 
n n 
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E 11 ton c e s ,e. k < c k < uk" y as " ,e. k Y n < U k Y n' P u est 0 que 0 n 0 

contiene intervalos primos, podemos escoger un d E 0 satisfa 

ciendo lk Yn < d < uk Yn ' Puesto que ~n es is6tono, d ~ On' 

Oefinimos Cn+1 = Cn U {c
k
}, On+l = On U {d}, Yn+ 1 restringi 

do aCes Y , Y c k Yn+ l = d, ~n+l restringido a ° es ~ y n n n n 
d ~ r n + 1 = C k' Sin e s imp a r pro c e dam 0 sen for mas i mil a r, per 0 

intercambiamos los roles de C y 0, Cn y 0 Y n' n 
y 

pectivamente. 

Finalmente, pongamos Y = U ( y In < 0:) . Cl aramente, 
n 

~ , res
n 

C = u (en/n < 0: ), 0 = u (On/n < 0: ), y Y es el isomorfismo re 

querido • 

COROLARIO 10.6 

con~abee ~in ~tomo~ y ~in elemento~ unita~io ~, B(O), donde 0 

e 6 el inte~valo de ~acionale6 [o,i) • 

PRUEBA 

Tomemos el intervalo de nQmeros racionales en [O,lJ y [0,1). 

La red Booleana generalizada es en cuesti6n B([0,1J) Y 

8([0,1)) respectivamente. Esto se sigue de la observacion 

que [a,bJ es un intervalo primo en C si y solo si a + b es 

un &tomo en B(C). El resultado se sigue de Lema 10.9 y 10.11 

Y Teorema 10.4- • 

I 



II. REPRESENTACION TOPOLOGICA 

E1 C.O.P.O. P(L) de idea1 es primos nos da mucha inform acion 
. 

acerca de la red distributiva L. pero obviamente no caract~ 

riza a L. Par tanto es necesario dotar a P( L) con mas es-

tructuras si queremos caracterizar a L. 

DEFINICION 11.1 

1 1 • 1 ) • 

a. < b.,.{. = 0,1, 
.{. - .(. 

Note que a o y al no necesariamente son unicos. 

b 0 

a 0 
a 1 

Figura 11. 1 

Al gunas propiedades e1ementa1es de semiredes distributivas 
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son las siguientes: 

LEMA 11.1 

ei6n (L; v ) e~ di~tnibutiva ~i y ~olo ~i l a ned 

(L; A, v ) e~ di~tnibutiva . 

(ii ) Si una ~emined di~yunei6n L e~ di~tnibutiva, ento n

e e~ pana eualquien a , b E L exi~ t e un dE L con d < a , 

d < b . Con~ecuentemente I(L ) e~ una ~ ed . 

~i I(L), como una ned, 'e~ di~tnibutiva • 

PRUEBA 

(i) Si (L;A, v ) es distributiva, y a ~ bovb 1 , entonces con 

a , = a Ab" i = 0,1, a = a Ova l, Y por tanto (L , v) es 
-<.. -<.. 

semired distributiva. 

Reciprocamente, si (L, v ) es distributiva, y l a red L 

tie ne a Ms 0 Ns como una sub red , entonces a < bvc 

(v er la notacion de 1a f i gura 7.1) y no se pueden en -

produce a una contradiccion con 10 supuesto . De este 

mod o 1a r ed (L, A, v) es distributiva. 
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(ii) a ~ avb, de este modo a = aovb o , donde ao ~ a, 

b o < a. Puesto que b o < a, b o es cota enferior de a 

y de b. 

(iii) Primero observemos que, para I,J E I(L ), 

IVJ = {,{ vj/-t. £ I; j E J } 

se sigue de que asumimos que L es una se mired disyu~ 

cion distributiva. 

Supongamos que i(L) es una red . Ah ora sean I ,J,K e1e 

mentos de I(L) con I < JVK, como 

1= (InJ) v (InK), (I(L) ,v ) es distributiva, por 

tanto por (i) (I(L);A, ;--) es una red distributiva. 

Reclprocamen te, si I(L) es distributiva, y a < bovb 1 , 

entonces 

(a] = (a] A ((b o] v (b 1]) 

= ((a ] A (b o]) v ((a] A (b 1 ]), 

y a Sl a = a Oval, ao £ (b o], al £ (b 1], 10 cua1 es la 

distributividad par a L • 

DEFINICI ON 11.2 

Ull J.Jubc.oYljuYl,to 0 de UYla J.Jem-ilLed d-iJ.JyuYlc.-i6Yl L eJ.J Ltamado Uyl 

-ideal dual J.J-i a E 0 Y X > a -impl-ic.a que x E 0, Y a,b E D 

~mpl-ic.a qu e ex-iJ.J~e UYla c.o~a -t.Yl6 elL-iolL d de {a,b} ~al qu e 

d E 0 • 
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DEFINICION 11.3 

Un ideal I de L e~ p~im o ~i I I L Y L - I e~ u n id eal dual • 

Nuevamente con P(L) denotaremos el conjunto de todos lG S 

idea1es primos de L. 

LEMA 11.2 

Sea I u ~ ideal y ~ea D u n id eal dual de una ~emi~ed di~yu n 

ci6n di~t~ibutiva L. Si I(, D = ~, e nt o nce~ exi~te un ideal 

p~ 'lm (I P de L co n P J I, P n D • 

PRUEBA 

Sea X e1 conjunto de todos los ideal es de L conteniendo a I 

y que son disjuntos de D. 

Tenemos que verificar que X sa t isface la hip6tesis del Lema 

de Zorn. Puesto que I E X, conclui mos que X es no vaclo. 

Sea C una cadena en X y s ea M = u ( XIX E C). Si a,b EM , en 

tonces a E X, b E Y para a1gGn X, Y E C; pues to que C es 

una cadena, Xc Y 6 Y ~ X; si, deci mos, X ~ Y, entonces 

a,b E Y, y aSl avb E Y c M, puesto que Y es un i deal . Tam 

bien, si b < a E M, entonces a E X; puesto qu e X es un 

ideal, b E X c M. De este modo M es un ideal. Es obvio que 

M J I Y M(' D = 4> , verificando que M E X . Po r t an to por e l 

Lema de Zorn, X tiene un e1emento maximal, dig amos , P. Afir 
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mamos que P es un ideal pri mo . Realmente, si P no es primo, 

existen a,b E: L tal que a, ' ~ P Y para cua lquier c tal que 

c < aye < b, se tiene que c E: P. A causa de la maximi 

litud de P, (pv(aJ)nO t ¢ , ( pv(bJ)nO t ¢ . 

Sean pya E: 0, qv b E: 0, p,q E: P. De este modo existe xED 

tal que x 2. pya y x 2. q vb. ASl x = Pl va l can Pl < p, 

al < a Y x = ql vb 1 con ql ~ q, b 1 < b. ASl 

x E: (p v(aJ ) n (p v(bJ)no. Par (i i) Lem a 11.1 tenemos: 

[p v(pn (a] ) v (pn (bJ) v ((a] n (b )] n Ot ¢ con (a]n(bJ £ P, 

por hipotesis. De este modo p n ° t ¢ 10 cu al es una cont ra -

dicci6n • 

En el resto de esta seccion , entenderemos por La una semi

red - disyunci6n con cero. 

En P(L) los conjuntos de la fo rma r(a) = {Pia i P} represe~ 

tan los elementos de L. Haremos de todos estos co~juntos, 

conjuntos abie~tos. Con Ll (L) denotemos e l espacio Topo16gi 

co def inido en P(L) postulando que los co njunt os de la for

ma r(a) son una sub - base para los conjuntos abiertos; lla. 

maremos a Ll(L) el espacio Stone de L. 

LEMA 11.3 

s~~ I un ideal d ~ L, 

r(I) {P IP E P(L), P ! I} 
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En.tOYLc.e .6 r(ll e.6 abieJtto en. LI(l). Re c..,[pJtoc.am en.te, c.ada c.o~ 

junto abieJtto U de LI(l) puede .6eJt JtepJt e.6entado anic.amen;te 

c.omo r(l) paJta alg a n. ideal I de l • 

PRUEl3A 

Simplemente observemos que 

r(I)nr(J) = r(IAJ), 

(r(I.)/j E: K), 
J 

y r((aJ) = r(a), de 10 cual se sigue que lo s r(I) forman 

la mas pequena coleccion de conjuntos cerra dos bajo inter-

secciones finitas y uniones arbitrarias conteniendo todos 

los r(a). 

Observemos que a E: I si y solo si r(a) £ r(l). De este mod o 

r(I) = r(J) si y solo 5; a E: I es equivalente a, a E: J, es-

to es, si y solo si I = J • 

TEOREM A 11.1 

Lo.6 c.o njunto.6 de la 60Jtma rIa) 60Jtman una ba.6e paJta Ll(L) • 

PRUEBA 

los conjuntos r(a) forman una sub - base para L ~ (l). Para 

que sean una base tenemos que verificar que para cualquier 
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a, bEL, P E r(a)n r(b), existe c E L con P E r(c), 

r(c) c r(a)n r(b). Por 10 asumido, a ~ P, b ~ P; de este mo

do, si P es primo, existe un e E L, c ~ P, c < a, c < b. 

Entonces P E r(c), r(c) c r(a), y r(c) c r(b), co mo es re -

querido • 

LEMA 11.4 

Lo~ ~ub~onjunto~ de Li(l) de ia 60hma rIa) pueden ~eh ~aha~ 

tehizado~ ~omo ~onjunto~ abiehto~ y ~ompacto~ • 

PRUEBA 

Efectivamente si una familia de conjuntos abiertos 

{r(ik)/k E K} es una cobertura para r(a), esto es, 

r ( a) ~ u (r ( I k.) / k E K ) = r ( V ( I k / k E K)), en ton c e s 

a E V(Ik/k E K). Esto implica que a E V(I k/k E Ko) pa ra al

gun finito ko ~ K, probando que r(a) ~ l) (r(Ik)/k E Ko). 

De este modo r(a) es compacto. Reclprocamente, si I no es 

principal, entonces r(I) ~ u (r(a)/a E I ), pero 

r(I) t u (r(a)/a E 1 0 ) para cualquier 10 finito con 10 c I . 

Del Lema 11.4 y Teorema 11.1 concluimos: 
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TEOREMA 11.2 

El e~pa~io Ston e Ll (L) detehmi na a L ~alvo un i~omoh6i~mo • 

Sea P un ideal pri mo de L. Entonce s P es representado como 

un elemento de Ll {L) y ta mbien por r(P) . La coneccion entre 

P y r{P) esta dada en e1 Lem a 11. 6 e ilustrada en 1a figura 

11. 2 

Ll(L) --------------.---
{ P} 

r ( P ) • P 

Fi gura 11. 2 

LEMA 11.5 

Paha ~ada ideal phimo P de L, { P} = Ll(L) - r{P ) , donde {P} 

e~ l~ ~ ehhaduha topol6g i~a d e {P} • 
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PRUEBA 

Po r definicion de cerradura, 

(p} = {Q/Q E r(a) im p1 ica que P E r (a)} 

= {Q/Q J P} 

= Ll(L) {Q /Q 1 P} 

Ll(L) r ( P ) • 

COROLARIO 11.1 

Si P I Q, e.nA:o n.c. e..6 {P} I {Q}; e.n. a :tJta.6 pal C{. bJtal.J, Ll ( L) e. /s 

un. e..6 pac.io To • 

PRUEBA 

Combinando L~m~ 11.3 y 11.5 • 

E1 Lema 11.5 tambien prueba que si P es un i deal pr i mo, en

tonces Ll(L) - r(P) debe ser 1a cerradura de un conjunto un itario. 

En otras palabras: 

(C) si U es un conjunto abierto can 1a propiedad que, para 

los conjuntos abiertos y compactos Uo Y U1 , Uon U1 £ U i m 

plica que Uo £ U 6 U1 C U, entonces Ll(L ) - U = {P} para 

algGn elemento P. 
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DEFINICIO N 11.4 

Una 6amilia de ~onjunto~ abi e~t o~ y ~ompa~to ~ {U k/ k E K} e~ 

dualmente di~igida ~i K I ¢ y pa~a ko, kl E K, exi~te un 

k2 E K tal que U
k2 

c U
ko 

n U
k1 

Ahara estabTeceremas el Tearema de Caract erizaci6n : 

TEOREMA 11.3 

El e~paQ~o Stano Ll de una . ~em~~ ed d~~yunc~6n d~~ t~~but~va 

~on ~e~o puede ~e~ ~a~a~te~i zado ( ~aIvo homeomo~6i~mo~) po~ 

la~ ~igu~ente~ do~ p~opiedad e~: 

(SI) Ll e~ un To - e~pac~o en el cual lo~ conjunto~ ab~ e~

to~ y ~ompacto~ 6o~man una ba~e pa~a Io~ ~onjunto~ 

ab~e~to~ . 

(S 2 ) Si F e~ un ~onjunto ~e~~ado en LI, ' {Uk/k E K} e~ una 

6amilia di~igida dualmente de ~onjunto 6 abie~to6 y ~om 

pa~to~ de LI, Ij Uk n F t ¢ , ento n ~ e~ 

n (Uk/k E K) n F t ¢ • 

PRUEBA 

Por Corolario 11.1 y Teorema 11.2 (51) es satisfecho. Para 

verificar (S2) para LI(L), sea F = l.l(L) - r(I) y 

Uk = r(a k )· De este modo F = {PIP J I} Y Uk = {P /a k E Pl . 



227 

Lo asum i do s obre lo s a k significa que 0 = {xix > a k 
pa r a a -j 

-

gun k E:: K} es un ideal d u a 1 ; por hipotesis s obre l os 

Uk ' Uk n F t ¢ , y ten emos r(a
k

) t r ( I ) ; esto e s , a k ~ I , pr~ 

bando qu e o (I I = ¢ . Por tanto, por Lema 11. 2 , e x is te un 

ideal primo P con P J I, P(JO = ¢ . Ento nces a
k 

~ P, yasl 

P E r(a k ) para t odo k E K. Tambi~n P ~ I , de este modo 

P ~ r(I), y as, P E F, probando que P E F n n (Uk/k E K), ve 

rificando (S2). 

Reclprocament e, s ea Ll un espa cio to pologico que satis fa ce 

l as condiciones (S 1) y ( S2). Sea L el conjun t o de todos los 

conjuntos abiertos y compactos de Ll. Obviame nte, ¢ E:: L Y 

si A,B E L, entonces Al)B E L·, Y par tanto L es una se mir ed 

d isyuncion con cero. Sea 

,ll. .£. Bo u B1 can A, Bo, [31 E L. 

En ton c e sAn B i e s a b i e r to, Y po r tan to A (I B i = U (A j / j E:: J i) , 

i = 0, 1 , donde los A~ son conjuntos abiertos co mpactos. 
,.' J 

Puesto qu e A = (A nB o) u (A n[31 ) = U(Aj/j E J Q uJ 1,i 0,1) , 

por la compacidad de A consegu i mos A = u (Aj/j E:: J 6 j E J 1 ), 

dond e J _ e s un subconjunto finito de J _, i = 0,1. Haga mos 
~ ~ 

A = n (A~ /j E:: T.), i = 0,1. 
J ~ 

Entonces Ao, A1 E L, A = AoUA1 ' Y Ao c Bo, A1 C B1, pro-

bando que L es distributiv a . 



228 

L 

Ll Ll(L) 

Figura 11 . 3 

Se sigue de (S2) que lo s conjuntos abiertos de Ll esta n aso 

ciados univocamen te con los id eales de L. 

Par a un idea l I de L, s ea U(I) = ' U (ala E I) (guardar en 

mente que un a E L es un subconjunto de Ll, co mo est§ ilus 

trado en l a figura 11.3). Note que para a E L, a E I si Y 

solo si a c U(I). 

Ahora sea P un idea l primo de L, F = Ll - U(P), Y sean 

{Uk/k E K} el conj unto de todos los conjuntos abiertos com 

pactos de Lt que tienen inter secc io n no vacfa con F. De es

te modo, los Uk son e xac tam en te aquellos elementos de L que 

no es ta n en P. Por t a nto, por la definicio n de un ide al pr~ 



229 

mo, dados k, i E K, existe t E K con Ut 5:. Uk ' Ut 5:. Ui pro

banda que F y {Uk/k E K} s atisfacen la hipotesis de la con

dicion (S2). Por (S2) conc luimos que existe un 

p E F n n (Uk/k E K) . Si q E F, entonces para cada conjunto 

ab ierto compacta U can q E U, tenemos Un F =I ¢ ; de este mo

do P E U, prob ando que fP} = F. Notemos que Li(L) es To; 

por tanto p es unico. 

Rec;procamente, si p E Li , Sea I = {ala E L, a 5:. Ll - {p}} . 

Entonces I es un ideal de L, y Ll - {p} = U(I). Veamos que 

I es primo. Efectiv amente, si U, V E L, U !/: I, V !/: I. ento n 

c e sun {p} =I q) , V n {p} :f ¢, y po r tan top E U. P E V. 0 e e s 

te mod o, p E un V y as; un v 1 U(I) . 

Po r (S 1) e xis tea 1 men 0 s un i~ E Leo n W c U n V. W 1- U ( 1) . 

Por tanto W !/: I, Y as; I es primo . 

El mape o y: P ---> P e s uno a uno y sobreyectivo entre los 

espacios topologico s Ll( L) y Ll. Para probar que Ll es un 

hom eomorfis mo, es s uficiente probar que U es abierto en 

Ll (L) si y solo si Uy es abierto en Li. Puesto que un tipi

co conj unto abierto en Ll (L) es de la forma r(I) (I E I(L)), 

Y un conjunto abierto de Ll es de la forma U(I), solame nte 

ne cesitamos pro bar que r(I)y = U(I) y U(I)y - l = r(I) en 

otras pal a bras, que P E r(I) si y solo si (PY = )p £ U(I). 

Efectivamente, P E r ( I) s ignifica que P .t I , 1 0 cual es 

equivalente a U ( P ) :) U ( I ) ; esto es 1 0 mi smo que 

U ( I ) (, ( Ll - U ( P ) :f ¢ . Puesto que Ll - U ( P ) = {P) con 
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p = PY, la condicio n ulti ma significa qu e U(I)n(p} =I <p , 

10 cual se cumple si y solo si P € U(I) ~ 

COROLARIO 11.2 (M.H. Stone ) . 

El e~paQiQ Sto ne de una ~ed di~t~ibutiva e~ QahaQtehizado 

POh (SI), (S2 ), Ij 

(S3) La inte~~ecc~6 n de do ~ ab~ ehto~ comp a cto~ e~ Qompa cto • 

COROLARIO 11 .3 (M .H. Stone) 

El e~paQ~o Stone Ll de una hed Booleana (l lamado un e~paQio 

Boo leano ) puede ~eh QahaQtehizado Qomo un e~pac~o compacto 

Hau~do~66 en el cual lo~ conjunto~ ab~ e~to~ Ij c e~~ado~ 6o~-

man una ba~e paha lo~ Qonjunto~ abiehto~ • 

PRUE BA 

Sea Ll = Ll(B ), donde B es una red Bool eana . Entonc e s 

Ll = r(l), y de e s te modo Ll es compacto . Sean P,Q € Ll y 

P =I Q y tomemos a € P-Q. Entonces Q € r(a) , P € r(a' ); por 

tanto, cada par de elementos de Ll puede ser sepa rado por 

conjunt os abiertos - ce rrad os, verific and o que Ll es 

Hausdorff. Obvi am ente Ll es tota l mente desco nectado . 

Rec ip rocamente, sea Ll co mp acto. Hausdorff, en la cual los 
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conjuntos abiertos y cer ra dos forman una base para l os co n-

juntos abiertos. Entonces (51) es obvio . (52) se sigue de la 

ob servaci on que F y los U. , .<.. E I, son co njuntos cerr ados 
.{.. 

que t ien en la propiedad de l a inters ecci on finita; por tanto, 

por la compacidad, ellos tienen un elemento en comun . (53) 

se cumple puesto que la i nterseccion de dos abiertos compac -

tos es la interseccion de abi er tos cerrados, 10 cual e s ce -

rrado, y en es te espacio es co mpac t o . Luego los conj untos 

abiertos y compactos forman una red distributi va B, la cual 

es Booleana, co n Ll homeomorfis mo a Ll (B) • 

TEOREMA 11.4 

• 

PRUEBA 

5ea Ll un espacio Ha us dorff co mpa cto en el cu al lo s co njun 

tos a biertos ce rrados forman una base . Para a,b £: Ll con 

a ~ b, fijemos un par de conjun tos cer rados-abiertos 

Ua, b , Ub, a tal que a£: Ua , b, b £: Ub,a y Ua,b n Ub , a 9 . 

Ahora sea U un conj unto ce rrado - abie r to y a £: U. Entonces 

Ll - U ~ U (Ub,a/b £: Ll - U) , y aSl, p~r l a com pa cid ad de 

Ll - U, Ll - U .£. U (Ub,a/b e: B) para algun f ini to B .£. L.t ' - U. 

Entonces Va = n (Ua, b/b E B) es abi ert o y a E Va c U. De es -
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te modo, U ~ U (Va/a E U), aSl por compacid ad de 

U , U ~ u (Va/ a E A) para a lgln finito A c U. Por t ant o, 

U lJ (Va /a E A). De es te modo ~ada conjunt o abi erto cerrado 

es uni6n finita ·de interse cciones finitas de Ua,b' y aSl no 

hay mas conjuntos abiertos -c errados que la existencia de se

cuencias finitas de elementos de Li, de aqul que 

Ip(s)1 > lsi • 

lEMA 11.6 

S ea n la y II hede~ di~thibutiva~ acotada~ lj ~ea y un 

{O,l } - 11 0 Yl10Yl10}Lbi~YI1o .60bhelj(!,c,tiv o de la en L 1 • Entonce,s 

Li (y): P _> Py - I 

Mapeo Li l li ) en Li llo); Lily) e~ una 6unci6n continua can ia 

phopiedad que ~i U e~ un abiehto - conpacto en Lll l a ), ento n 

c e.6 U(Li(y))-l e~ compacta en Li(ll)' 

Rec~phocamente, ~i ~ : LillI ) ---> Lillo) tien e ia~ phopieda 

d e.6 antehiohe.6, entonce.6 ~ = Li( y) paha exactamente un 

• 

PRUEBA 

Como Y es un {D,l} - homomorfismo sobreyectiv o , si P es pri

mo en ll' py -l es primo en La. De es te modo Li( y ) es un a fun 
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cion sobreyectiva. 

Ademas, s i U = r ( a ) , a E L ° , entonces 

U Ll (y)-l = {PIP E Ll (L 1 ), PQ-l E r (a )} 

= {PIP € Lf.(L 1 ), a i Py - 1 } 

= { PIP E Ll (L 1 ), ay i P} 

= r(aY). 

Reciprocamente, si un tal ~ es dado y U = r(a), a E Lo , en -

tonces U ~ -l es abierto compact o, y as; U ~ -l r(b) para 

un unico b E Ll. V 

as; y : a ---> b es un mapeo sobreyecti vo de Lo en L1 • 

Es claro que Ll(L o ) ~-l = L£.(L 1 ), Y tam bi en 

$ ~ -l = $ y obte nemo s 1y = 1, Oy = O. 

Va que r(a vb) = r(a) U r(b) y 

r(a Ab) = r(a) n r(b), obtenemo s : 

(a vb)Y = aY v bY, aY A bY . 

Por 10 tanto Y es un {D,l} - homomorfismo, y ~ = Ll( Y ) 

DEFINICION 11.5 

Sea Ll un e~paQio ~opol6giQo. La BooleanizaQi6n de Ll e~ un 

e~pac.-i.o ~opoj!_ 6gic.o LlB ~oblL e. L£. que. ~-i.e.ne. lo~ c.onjuJ1~o.6 

ab ;telL~O.6 - c.ompaQ~o.6 de Ll !:f .6U.6 c.omplemen;to~ Qo mo una ,~LLb-
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ba~e paha lo~ conjunto~ ab .i ehto~ • 

LEMA 11.7 

El e.6pa c-io topo l 6g-i co compacta Ll ~at-i.66a c e (S l ), (SZ), Ij 

(S3) .6-i lj .6oto .6-i Lt B e.6 un. e..6pac. -io Booleano • 

PRUEBA 

5upongamos que satis face (51) , (52) Y (53). 
B -

Para x,Y E Ll , obt enemos : {x} = {x}, el complemento de 

{x} e s abierto en Ll , asi existe un abierto compacto B en 

Lt que contiene a y, y no contie ne a x , como B y su comple -

men t o, son ambos abiertos e. B B Ll , entonces Lt es Hau dorff 

y total mente desconect ado . Ahora verifiquemos a compacidad 

de Lt
B

, sea Fa una co le cc ion de conjuntos abiertos compactos 

de Ll Y sea Fl una col ecci6n de compl ementos de conjuntos abi .!:. 

tos compactos de Lt, y su pongamos que en F = Fa U Fl ninguna i~ 

terseccion fin ita es vacia. Por (S3) Fa es cerr a do por int e.!:. 

secciones finitas. Puesto que los miembros de Fl son cerra-

dos en Ll y Ll es compacto, n (X/X E F l ) = F es distinto de 

de vacio; ya que de otra forma u (LJ!... - X/X E F l) es cobertura 

de Ll y no t ie ne sub - cob er tu ra fin it a. Ta mbie , para cual-

quier U E Fa , Y X E F l , UnX e s cerrado en U (considerando 

a U como un es pacio topologico compacta), y aSl 

U(JF = n(u nx/ x E F l ) f cp , puesto que U es co mpa ct o y 
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(unx/x s g £ F1 ) con 9 fi nit o es dis tin t o de vaclo . 

Ap1icando ( S2 ) a F y Fo , concl uimos que (IF = cp 10 cua1, por 

e1 Teorem a de Alexander prueba la compacidad de LlB. Co mo 1a 

ba se de LlB es ta formada de int erseccione s fi nitas de abier -

tos compactos (que tambien son cerrados en Ll), esta base 

esta formada par abiertos - cerradas. Por Co rolario 11 . 3, 

Ll B es un espaci o Bo o1eano. 

R e c i pro ca m e n t e , s iLL B e s Boo 1 e an 0, lo s co n j un to s a b i e )' t 0 s 

compactos de LlB forman una red Boo1eana L. Como LlB es com -

pacto, ta mbien 10 es Ll , un a bier to com pac to de Ll es t am 

bi~n un abierto compacto de L l~, puesto que el es abierto en 

Ll B, y tambien es cerra do en Ll B, por 10 tanto es compacto 

en LlB. As; si Ll es e1 conjunto de conjuntos abiertos com -

pac t os de Ll, Ll £ L. Ll es una re d , ya que Ll es compacto. 

As; Ll es una s ub red de L, Ll es distributiva, -y po Co r o-

1ario 11.2, Ll = Ll (L 1 ) sa tisfa ce (S1), (S2 ) y (S3) • 
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