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INTRODUCCION

En el presente trabajo, se hace un estudio de los resultados
que se obtienen de dotar un conjunto G de una estructura algebraica y -
de una topolégica.

El modelo, que he tomade, de estructura algebraica es la de -
grupo; es asi, como mi interés se manifiesta en "Grupos Topoldgicos'.

Considero conveniente mencionar, que todc lo que puede decir-
se acerca de Grupos Topoldgicos puede, por supuesto, tambin aplicarse
a otros sistemas algebraicos topolégicos, por ejemplo: Anillos Topoldgi
cos, Mddulos Topoldgicos, Campos Topoldgicos y Eséacios Vectoriales To-
pelégicos. 8in embargo, mayores restricciones son impuestas sobre es -
tos sistemas.

El contenido estd organizado en capitules y cada uno de estos
en secciones. La numeracidn de las proposiciones y definiciones es co
rrelativa para cada capitulo y si en determinado momente se hace refe -
rencia a una proposicidén o definicidn, se menciona =1 nlmero, unicamen-
te, si corresponde al mismo capitulo y en caso contrario, el nlmero y -
capitulo correspondiente.

Quiero dejar constancia que mi trabajo se ha limitado a inter
pretar y redactar los resultados que obtuve de los textos consultados,
los cuales en nuestro medio son muy escasos.

Por fin, agradezco a todas las personas que de alguna u otra

manera colaboraron para que esto se realizara.



I. ESTRUCTURA: GRUPO TOPOLOGICO

1. GRUPOS TOROLOGICOS

DEFINICION 1. Llamaremos grupo topoldgico a unt conjunto G, dotado de una

estructura de grupo y de una estructura topoldgica, que satisface los si-
guientes dos axiomas:

(GTI) La funcidn (x,y) —> xy de GxG en G es continua.

(GTZ) La funcién x —> x * de G en G es continua.

Se dice que una estructura de grupo y una estructura topoldgica dadas so-

bre un conjunto G, son compatibles, si ellas satisfacen a (GTI) v (GTZ)'

EJEMPLOS

.1) La topologia discreta sobre un grupo G, es compatible con la estructu
ra de grupo.

2) La topologia definida por la métrica Ix—yl, X, ¥ € R, es compatible
con (R, +).

PRUEBA

La funcidn (x,y) — x+y de RxR en R es continua.

En efecto, la continuidad de x+y en el punto (X,, y,) es consecuencia in-

mediata de la desigualdad

[(x4y) = (x#y0) | < [x=x5] + |y-vo |

y de la definicidm.

La funcidn x —— -x de R en R es continua.

Esto es una consecuencia de la identidad ‘x—xol= Ixo-xl y de la definicidn.

3) La topologia usual en R inducida aIR+, es compatible con GR+, .

4) Si G es un grupo topoldgico, su topologia es compatible con la estruc

o]
tura de el grupo Go, el cual es, el opuesto de G; G, con esta topolo-



gia se dice ser el grupo topoldgico opuestc a G.
5) Consideremos el grupo aditivo de un anillo A. Todo filtro F, cuyos -
elementos son los ideales de A, define una topologia compatible con -

esta estructura de grupo aditivo.

PROPOSICION 1. Los axiomas (GTI) y (GTZ) son equivalentes al siguiente:

. -1 .
(GT') La funcidn (x,y) —> xy ~ de GxG en G es continua.

DEMOSTRACION

Sean las funciones
0: GXG ——m (G
(x,y) W o(x,y) = xy

T: G

> G
~1
x v T(x) = X
H: GxG —m G
-1
(X,y) AVATAVLVS & U(x,y) = xy

”(GTI) vy (GT,) implican (GT')".

En efecto:

-1 -1
(x,y) N (x,y Y VWA Xy

es una composicidn de funciones continuas.
Como u = o,(1,T), tenemos que p es continua.
134 \ - >
(6T") implica (GT,) y (GT,).
En efecto: \
e H
G——mm GxG —— @

-1
x vwwAanes (e,x) s x



eS una composicidn de funciones continuas.
Como T = uohe, tenemecs que t es continua.
En forma andloga

6o —LaTh, gy — Y g

-1
(x,y) vanans (x,y ) v Xy

de donde ¢ = uo(1, 1) es continua.

DEFINICION 2. Sea G un grupe topoldgico y a € G. Entonces la funcidn

L{a): 6 —— @
X VN ax
es llamada una traslacidn izquierda.
Similarmente la funcidn
R(a): G —— G
X m%wm+'xa

es llamada una traslacidon derecha.

PROPOSICION 2. Sea G un grupo teopoldgice y a € G. Entences las funcio--

=1
nes L{a), R(a), T y R{a ) I{a) son homeomorfismos.

DEMOSTRACICON

- L(a) es inyectiva.
Supongamos que ax = ay, esto implica inmediagtamente gue X =y después de -
multiplicar a la izquierda por a .
~ L(a) es sobre.
-1 -1
Para todo x € G, a x es tal que L{a)(a %) = x.
- L{a) es continua.

En efecto:



a U

G — -+ ERGE —— G

x wvwvwvwanss (g, x) VWA ax
es una composicidn de funciones continuas.
Como L(a) = uoka, tenemos que L(a) es comtinua.
-1 .
- L(a ") es continua.
-1 -1 -1 . . -1
Como L "(a) = L(a ") y L{(a ") es continua por lo anterior, entonces L (a)
es continua.
Conclusidn final, L(a) es un homeomorfismo. En forma similar se prueba
que R(a) tambidn lo es.
- T es inyectiva.
-1 - . . ..
Supongamos que x = y , esto implica que X =y por la unicidad de los --
elementos inverscs.
- T es sobre.
; -1 -1
En efecto, todo x € G es tal que {x ) = X.
-~ T es continua por el axioma (GT_ ).

- T  es continua.
-1
En efecto, T = 1 .
Conclusidon final, T es un homeomorfismo.

-1 _1.
- Como R(a™ ) y L(a) son homeomorfismos, tenemos que R(a JL(a) es un -

homeomorfismo.
L(a) R(a

G——m G —G

=1
D EATAVAVATAV o - SR UAVAVAVAV, - i &=

(R(s™ )oL(a))(x) = axa !
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»

PROPOSICION 3. Sea G un conjunto dotado de una estructura algebraica y -

de una estructura topoldgica. Entonces la topologia sobre G es compati -

ble con la estructura de grupe si y sdlo si

( 1) (a) y R(b) (a, b € G) son continuas,

(ii) la funcidn (x,y) —— xy—1 de GxG en G, es continua en el punto --
(e, e).

DEMOSTRACION

La condicidn necesaria se obtiene de la proposicidn 1 y proposicién 2.
Conversamente, supongamos que (i) y (ii) se cumplen. Tenemos que demos -
- .- —1 - - - -
tPar que la funcidn (x,y) —> xy es continua en GxG. Si escribimos -
.. -1 .
X = au, y = bv, entonces por (ii), (u,v) —> uv = es continua en (e,e),
y usando (i), encontramos que la funcidn
1 1, -1 -1

- -1 . ~1 -
(x,y) —> (a %, b y) = (u,v) —+uv ——=>auv b = Ry

es continua.

PROPOSICION 4. Sea G un grupce topoldgico, F un conjunto cerradec en Gy -

-1
a € G. Entonces aF, Fay F son todos cerrados.
Adenmas, si U es un conjunto abierto en G v E ¢ G, entonces
-1
e, EU y U son todos abiertos.

DEMOSTRACION

Probaremcs que Fa es cerrado y UE es abierto; la prueba para los restan -
tes se hace en forma similar.

Por ser R(a) un homeomorfismo y T un conjunto cerrado en G, tenemos que -
R(a)(F) = Fa es un conjunto cerrado en G.

Si U es abierto en G, entonces R{(a)(U) = Ua es un conjunto abierto en G.



Podemos escribir UE = yy (vUa).
ack

Luego UE es abierto por ser unidn de conjuntos abiertos.

2. VECINDARICS DE UN PUNTO EN UN GRUPO TCOPOLOGICO

En un espacio topoldgico, la topologia es posible definirla por me -
dic de los vecindarios de =us puntos; es por esto, que se analizarid, la -
importancia que tiene lo que a continuacidn se dira.

Sea B el filtro de vecindarios del elemento identidad € en un grupo topo-
logico G, v sea a un punto de G. Como L(a) y R(a) son homeomorfismos, se
sigue que el filtro de vecindarios de a, es la familia aB de conjuntos -
aV, donde V recorre B, y de manera similar la familia Ba de conjuntos Va.
Luego nosotros podemos conocer el filtro de vecindarios de cualquier pun-
to de un grupo topoldgico tan pronto como conozcamos el filtro de vecinda

rios del elemento identidad e del grupo.

DEFINICION 1. Un vecindario del elemento identidad ce un grupo topoldgi-

co G, lo llamaremos un nlcleo de G.

PROPOSICION 1. Sea G un grupo topoldgico y B el filtro de nicleos de G.

Entonces B tiene las siguientes propiedades gue se cumplen:
(GV) Dado U € B, existe V € B tal que V.V c U.

(sz) Dado Uy € B, tenemos que vt e B,

(GVB) Para todo a € G y todo V € B, tenemos que aVa—1 e B.

DEMOSTRACION

Las propiedades (GVl) y (GV?) se obtienen del hecho que xy y X son --

continuas en GXGy G respectivamente, en particular son continuas en (e,e)

y e.



. -1 . -
Finalmente, como R(a )ecL(al) es un homeomorfismo y ademis

p -1, -, . . .
{(R(a )elL{a))(e) = e, se tiene que (GV3) se cumple.

PROPOSICION 2. Las propiedades (le) v (GVZ) son equivalentes a la pro -

piedad
(GV_) Dado U € B, existe V € B tal que vy icu.

DEMOSTRACTON

”(GVl) y (GVZ) implican (GVa)".
Sea U ¢ B, por (le) tenemos que, existe W € B tal que W.W c U.

-1
Por (le) v (GVZ), podemos afirmar que existe V € B tal que V.WWec WNW

de donde Ve W y V' cW,yaqueVc W' . Por lo tanto V.V 'lc W.W ¢ U.

"(GV ) implica (GV_ ) y (GV_)".
2 1 2

-1
Sea U € B, por (GV ) tenemos que, existe V€ B tal que V.V ¢ U,
a

-1 } ) -1 . -1 -1
Como V.V "¢ U implica que V ¢ U, de donde V ¢ U , por lo que U e B

con U € B.
1

=1 -1
Finalmente. si V €B es tal que V.V c U,y W EB es tal que Wec VNV ,

-1
tenemos que W.W ¢ V¥ ¢ U,

PROPOSICION 3. Sea G un grupo y B un filtro sobre G, el cual satisface

las propiedades (GVl), (6v,) y (GVa). Entonces existe una fGnica topolo

gia sobre G, compatible con la estructura de grupo de G, para la cual B
es el filtro de niclecs de G.

DEMCSTRACION

Si existe una topologia con las propiedades requeridas, entonces por la -

que se ha dicho acerca del filtro de vecindarios de cualquier punto a € G,



8.

coincide con cada uno de los filtros alB y Ba; luego la topologia es Gni-

ca si existe.

La existencia se establecerd si mostramos:

1) Que los filtros alB son los filtros de vecindarios de una topologla -
sobre G, y

?) Que esta topologia es compatible con la estructura de grupo de G.

1) Para demostrar que alBes el filtro de vecindarios de a,en una topolo-
gia sobre G, tenemos que verificar los siguientes axiomas
(Vl) Todc subconjunto de G =1 cual este contenido en un conjunto per
teneciente a a también pertenece a alB.
(V_ ) Toda interseccidn finita de conjuntos de al®R pertenece a alB.
(V_) EL elemento a estd en todo conjunto de alB.
(v, ) Si V perteneceaaB, entonces existe un conjunto W pertenecientea
alB tal que, para cada v €aW, aV pertenecea yB.
Los ax’omas (Vl) v (Vz) se derivan de la definicidon de filtro.
Sea aV € aB es evidente que a € aV ya que a = a.e, e € V. Luego (V)
se cumple.
S2lo nos falta verificar el axioma (VM). Sea entonces V un conjunto de B,
y W un conjunte de B tal que W.W ¢ V; entonces para cualquier y € aW tenec

mos yW c aWW ¢ aV, asi que aV pertenece a yIB, luego (Vu) se satisface.

2} Mostremos ahora que la topologia definida por el filtro de vecindarios
de e, es compatible con la estructura de grupo de G.

En virtud de No.l, proposicidn 3, tenemos que demostrar gue L(a) vy --



1

R(a} son continuas y - la funcidn {x,y) —— xy es continua en (e,e)
- L(a) es continua.
Q : 3 o 7_1 »
Sea (} un abierto de G, probaremos que L~ (a)(()) es un abierto de G.
s -1
Sea x € L (a)({)), entonces ax e (J; de donde (J se puede expresar co-
mo (J = Vax para algln nlcleo V de G.
-1, - - -
Pero por (GV3) tenemos que a Va es un nliclec de G, es asl como

-1 -
a ( = a ‘vax, de donde L 1(a)((]) es un abierto de G.

- R(a) es continua.

Siguiendo un procesc similar al anterior se concluye que R(a) es -~

continua.

- Finalmente, (GV ) expresa que la funcidn (x,y)
a

> Xy de GxG en
G es continua en (e,e).

Nota. Un método comln de definir una topologia compatible con la es-
tructura de grupo sobre G, consiste en darse un filtro que satisfaga
los axiomas (le)’ (GVZ) v (GVS). Las condiciones correspondientes -
para una hase de filtro son las siguientes:

(GV{) Dado U € B, existe V & B tal que V.V ¢ U.

(GV&) Dado y € B, existe V @B +al que y! c U.

-1
(GV;) Dado a € 6 y U €B, existe VEB tal que Vcala .

DEFINICION 2. Un niicleo V de G el cual coincide con su imagen bajo la --

-

- =1 . . . .
funcidn x - X , se dice ser simé&trico.

-1 -1
PROPOSICION 4, Si V es un nlecleo de G, entonces V U V v nwv v

-1 T
V.V son nlcleos simétricos.



DEMOSTRACION

-1 -
Probaremos que V {J V ~ y V.V ' son nficleos simétricos, la prueba del ~-

restante se hace en forma similar.

-1 - -1
H(V l.) V 1) 1 - V k.»’ V 13

1

-1.-1 - - -
Sea x € (V 17 V') "; entonces x Yev uvw , de donde x Yev oo

-1 - -1 . ) -1
X eV 1, por lo que x €V L 0 xEVy,esdecir x€V UV ",

-

-1 -1 -1 -
Seax eV UV "; entonces x €V & %€V | por loquex &V o

x ' e V. De donde x ' e (V U V—l), es decir x € (V U V—l)—l.

1 1

vy HT 2 yyT

1"

~1.1 ~1 - - -1
Sea x € (V.V ") 7; entonces = € V.V 1, es decir x =mn; meV, ---

ne vl De donde x = n_l.m—l;' nlev, mlte V_l; por lo que

x e vy

Sea x € V.V_l, entonces X = m.n; me Vv, n e V-l. Por lo tante

x—1 = n_l.m_l; n_1 e v, rn—1 € V—l, de donde x_l € vy"l, es decir -
x e (v.v L.

PROPOSICION 5. Los nucleos simétricos forman un sistema fundamental de -~

vecindarios.

DEMOSTRACICON

Sea U un nfcleo de G, por (GV?) v la proposicidn anterior, tenemos gue
1 ~1 - - s
U es un nficleo y U N U es un nucleo sim&trico.

-1 - A - » L
Como U N U ° ¢ U; se tiene que los nfcleos simétricos forman un sistema
fundamental de vecindarios.

. -1 .
Nota. Si G es commutativo, tenemos que X A X = A para todo subconjunto

A de Gy todo x € G, y adends {GV_) es automiticamente satisfecho para --
ol



todo filtro sobre G.

PROPOSICION 6, Sea G un grupe topoldgico. Entonces las sigulentes condi

ciones son equivalentes:

1} G es separado.

2) La interseccidn de todos los nlcleos consiste (nicamente de el punto
e.

3) El conjunteo {e} es cerrado.

DEMOSTRACION

nj } —_— 2)11
Sea % un punto comin a todos los nlclecs de G. Supongamos que X % e ¥y
sea y un vecindario de x y U un niicleo; como x € W vy x € U, tenemos que

W N u + ¢; lo cual es contrario al hecho de ser G separado.

(\2) — 3)n

Frobaremos que {e} = {e}.
. . . ~1 - By
Sea x # e, entonces existe un nucleo V tal que x é Vy ademds e & =V, -

- lo cual muestra x é {e}, de donde {e} es cerrado.

N3y m==> 1)"

1
.
o
p—
®
[95)

Sean a, b € G tal que a % b; se sigue que L(a){e) cerrado, y ade

]

més existe un vecindario V de b tal que V N {al ¢. EL conjunto V tie

ne la forma Wb, donde W es un nlcleo.

) -1
Sea U un niclec tal que U [y o W. Probaremos que & es separado mostran-

do que Ua N Ub = ¢.

SixeUa N Ub, entonces x = ma = u b u u, € U, de donde

2 1272



-1 -1
a=u ubelU UbcWbs=V, lo cual es contradictorio al hecho que
1 2

v n {al = ¢.

Luego Ua N Ub = ¢.

IT, SUBESTRUCTURA

1. SUBGRUPOS DE UN GRUPQO TOPOLOGICO

DEFINICION 1. Sea G un grupe topoldgico y H un subconjuntc no vacio de G;

diremos que H es un subgrupc del grupo topoldgico G, si
-1
(a) HH = ¢ H.
(b) La topologia inducida sobre H, por la topologia de G, es compatible --

con la estructura de grupo de H.

DEFINICION 2. Un subgrupo H de un grupo topoldgico G se dice ser un subgru

- po cerrado de G, si H es un subconjunto cerrado del espacio topoldgico G.

o~

Prestaremos especial interés a los subgrupos cerrados de G.

PROPOSICION 1. Sean A y B subconjuntos de un grupo topoldgico G. Entonces

las siguientes relaciones se cumplen:

(¢) x Ay = (xAy), para cualesquiera %, v € G.

DEMOSTRACION

Para funciones continuas tenemos que (&) < f(A).

Ademds, AxB = A xB.



c olAxB) = A.B.

b

ofla xB) = o(AxB) = A.
Para homeomorfismo la relacidn £(A) = f(A) es cierta. Las funciones T y
L{x) R(y} son homeomorfismos, de donde tenemos que las relaciones (b} y

(¢) se cumplen.

PROPOSICION 2. Si H es un subgrupo de un grupo topoldgice G, entonces H

es un subgrupo de 6. Si E es un subgrupe normal, entonces H también lo -
es.

DEMOSTRACION

Por los literales (a) y (b) de la proposicidn anterior, tenemos

1 1

1

H.(H)™ " = H(H ) = HH
= H
Luego H es un subgrupo de G.
Si H es normal, entonces aﬁa_l‘ = H, &€ 6. Por el literal (c), tene
aHa @ -= (;}{a—l) = H. Se sigue que H es normal.

PROPOSICION 3. Sea G un grupe topoldgico separado. o1 ab = ba para to-

do a € A, b € B, siendo A v B subconjuntos de G, entonces ab = ba para

=)
)
=
(o]
w
-3

‘RACICN

Por ser G zeparado, el conjunto { el es cerrado.
La funcidn
: GG — G
(%,y) VA sy Ry

es continua, por ser la composicidn de funciones continuas

vix,y) = ololx,y), oltix), t(y})).



=
Luego ¥ (e) es un conjunto cerrado.

-1 .
Como AxB ¢ ¢ {e), de dende

AxEB = Kx§c¢f%ek

PROPOSICION 4. Si G es un grupo topoldgico separado, entonces la cerradu

ra de un subgrupo conmutativo de G, es un subgrupc conmutative de G.

EMOSTRACION

Se sigue de las proposiciones 2 y 3 gque H es un subgrupo abeliano.

. PROPOSICION 5. Sea G un grupo topoldgico y H un subgrupo de G, el cual

es localmente cerrado en un punto de H. Entonces H es cerrade en G.

DEMOSTRACION

Probaremos que H es localmente cerradc en G. Sea m € H, el punto en el -
cual H es localmente cerrado; y sea y € H un punto cualguiera,
Por ser H localmente cerrado en m, existe Wm, donde W es un niicleo de G,
tal que Wm N H es cerrado en Wm. Ademds ym € yWm, siendo yWm un -
vecindario de ym.
La funcidn

R{m): G ——— G es un homeomorfismo,

Z ANz

por lo que R_l(m)( yWm) = yW, es un vecindario de y.
Sole resta probar que vy W N\ H es cerrado en yW. Como Wm N\ H es cerra
do en Wm, entonces (Wm N H)m—1 es cerrado en W, es decir W M H es ce -
rrado en W. De donde y(WnH) = yW N H es cerrado en yW.

Por lo anterior, podemos afirmar que H es localmente cerrade en G.



(Y

o

Zea V un ncleo, abierto y simdtrico, de G tal que V M H es cerrado en

€1 x € H, entonces x V N H # ¢.
Sea y & xV- N H; entonces x € ¥V vy ademas vy(VAH) = (yV)NH es co-
rrado en yv,

Como x € (yV)NH ¢ (yVIMNH, entonces x € yVv y x € (yV)AH, de donde

x e (y) N (V) A H = (MNH = (yV)NH. Por lo que x € H.

PROPOSICION 6. Un subgrupo de un grupe topoldgico es abierto si y sdlo ~

si tiene un punto interior. Tode subgrupo abierto es cerrado.

DEMOSTRACION

Sea H ¢ G un subgrupo del grupo topoldgico G, v m € H un punto inte --
rior de H.

Luego, existe un abierto () tal que m € 0 cH. Sea x € H; mxe Ox Q=

abierto.

L{m): G-—— G es un homeomorfismo
D EAVAVAVAVL B 51D 4
-1 \) -1 . - - -1 Y
de donde, L™ (m)((}x) = m ~ [Jx es abierto tal que x € m = (Jx c H.
Por lo tantc X es un punte interior de H. Para la segunda afirmacidn, --
bastarid probar que H es localmente cerrado en uno de sus puntos.
Sea m € H un punte interior de H; entonces existe un abierto O. tal que

m € (e H. () es vecindario de m tal que 0 n H es cerrado en 0.

PROPOSICION 7. Un subgrupe E de un grupo topoldgico G, es discreto si y
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sdle =i H tiene un punto aislado. Todo subgrupo discreto de un grupo se-
parado, es cerrado.

DEMOSTRACICN

Si H es discreto, todo punto de H es aislado. Conversamente, si H tiene
un punto aislado, entonces por traslacidm, todo punto de H es aislado, --
luego H es discreto.

Si H es discreto y G separado, entonces existe un nlicleoc V de G, tal que
v N H = {el; como {e} es cerradoc en G, v ademds en V, esto hace de H, --
ser localmente cerrado en e.

Luego H es cerrade en G por la proposicidén 5.

2. SUBGRUPOS DENSGCS.

PROPOSICION 1. Sea H un subgrupo denso de un grupo topoldgico G, v sea K

un subgrupo normal de H. Entonces la cerradura de K en G es un subgrupo
normal de G.

DEMOSTRACION

La funcidn

¥: GxG — G, es continua

-
L

{z,%) v zxz
v ademds, w(H xK) = XK.

For ser i continua, tenemos

]

PH=K) ¢ W(HxX) = K

PHxK) ¢ K

o

Como H es denso en G, H =



Luego ¢{(GxK) ¢ K .

-

Por lo tantc K es un subgrupo normal de C.

ITI, MORFISMOS

1. ITSOMCRFISMOS E ISOMORFISMOS LOCALES

DEFINICION 1. Un isomorfismo f de un grupo topoldgico G sobre un grupo -

~

topoldgico G' es una funcidn biyectiva de G sobre G' la cual es simulta-
neamente un Iiscomorfismo de la estructuré de grupo de G sobre la de G', ¥
un homeomorfismo de G sobre G'.

EJEMPLOS

1) Sea a un punto de G} la funcidn

G — G

o

K VWU g 1 a

es un isomorfismo de ¢ sobre G.

he
g
wn
[N

una topologia T es compatible con la estructura de grupo de un gru
po G, v 31 G designa el grupe topoldgico que se obtiene de dotar el

" . -1 .
e la topologia T, la simetria x —> X es ul 150

s

grupo opuesto de G

o
morfismo del grupo topoldgico G sobre el grupo topoldgico G .

DEFINICION 2. Dos grupos topoldgicos G, G' se dicen ser isomdrficos si

existe un iscmorfismo de G sobre G'.

DEFINICION 3. Sean G y G' dos grupos topoldgicos; un isomorfismo local

de G en B! es un homeomorfisme F de un niicleo V de G sobre un nfcleo V'

de G', el cual satisface las condiciones sigulentes:



1) Para cada par %, vy de puntos de V tal que xy € V, tenemos

flxy) = f(x) £(y)

N
N

31 g es la funcidn inversa de f, entonces para cada par de puntos --
', y' e V' tal que x'y' € V', tenemos

glx'y")

1
[hje]

(x') gly").

La funcidn g es entonces un isomorfisme local de G' en G.

DEFINICION 4. Dos grupos topoldgicos G, G' se dicen ser localmente iso -

morficos, si existe un iscmorfismo local de G en G'.

Un isomorfismo local de G en G es llamado un automorfismo local de G.

Los grupos topoldgicos isomorfices son, evidentemente, localmente isomdrfi-
cos, Bl converso es falso.

S2 f es un isomorfismo local de G en G', entonces toda restriceidn de £ a
unt nfclec de G, es también un isomorfisme local de G en G'.

on general, si £ es un homeomorfismo de un nficleo V de G sobre un nilcleo
V' de G', el cual satisface la condicidn 1) de la definicidn 3, f no nece

sariamente satisface la condicidn 2).

PROPCSICION 1. Sean G vy G' dos grupos topoldgiccs y £ un homeomorfismo de

0]

un niicleo V de G sobre un nlcleo V' de G, £l cual satisface la condicidn
1} de la definicidn 3. Entonces f es una extensidn de un isomorfismo lo-
cal de G en 37,

DEMOSTRACTON

Sea f: V > V' un homecmorfismo gue cumple que: para cada par x, y de pun



T

o]

oz de V tal que xy € V, se tiene

Tieyy = Fix) £y,
Sea W un nficleo de G tal gque WW ¢ V, Probaremos que la restriccidn de f
a W es un isomorfisme local de G en G,
Es clarc que f£/W satisface la condicién 1). Sea g Za funcidn inversa d=
/W vy =", v' 2 £(¥) tal que x'y' 2 £{W).
Se tiene que

Flgx")y gl{y')) = f(glx'}) £(gly™))
- x’,f'
Ademds fig(x'y')) = =x";'.
Luego, g{x'y") = g{x') g(y¥') por ser £ inyectiva. Por lo tanto /W e=z
yp isomorrismo local de G en G'.
IV, GRUPOS TOPOLOGICOS COCIENTES

1. ESPACIOS CON OFERADORES
DEFINICION 1. Sea X un sspacio topoligico v G wn grupo topoldgico. Si -
las siguientes condiciones, son satisfechas
1) ¥ tiene a G comc un grupo de operadores;
2) La funcién (g, =) > g.x de Gx¥ en X es continua,
Diremes que G opera continuamente schre ¥,
LEMA 1. Si un grupc topcldgico G opera continuamente sobre un espacio to
poldgico X, entonces para cada g € G ls funcidn x — g.xX es un homeo -
morfismo de X sobre X.
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DEMOSTRACICH

Sea g € & vy sea h la funcidn

h: X — X

. s . , . -1 s omes
Evidentemente h es biyectiva, donde h estd definida asi:

L -1
h : X

> ¥

-1
R WV g LR

Para completar la prueba, probaremos gue h vy h—l son continuas,
En efecto, dichas funciones pueden obtenerse, respectivamente, como compo
sidn de funciones continuas, de la siguiente manera:

X—> GxX —— X

® VIV (gox) WA glx

X— Gx¥X — X

-1 -1

x v (g 7, %) Ve g TR

DEFINICION 2. Para cada x € X, llamaremogs la &rbita de x, 2l conjunte —-

G.x de transformaciones g.x de x por los elementos g de G; y el conjunto

=

de los g € G tal que g.x = X, lo llamaremos el estabilizador de x.

Nota. El estabilizador de x es un subgrupo de G. La relacidn fo,y}: ty
pertenece a la orbita de x" es una relacidn de equivalencia sobre X, lla-
mada 1a vrelacidn de equivalencia definida por Gj; las clases de equivalen-
cias con respecto a esta velacidn, son las Orbitas de los puntes de X. -
El espacio topoldgico X/R es 1llamado el espacio orbital de X (con respec-

to a G), o el espacio cociente de X por el grupo G, y es denotado por X/G:

y la topologia de X/G se dice ser el cociente de la topologia de X por G.



LEMA 2 4 , ¢ 18g1 opera sntir {
LEMA 2. Si un grupo topoldgice G opera continuamente sobre un espacio -

S

Ttopoldgico ¥, =2ntonces la relacidn de equivalencia R, definida por G, es

DEMOSTRACION

Sea U un subconjunto abierto de X; probaremos que la saturacidn de U, ceon
respecto a R, es abierto en X.

En efecto, dicha saturacién es Y G.x v 3 . = Y U
3 1 Ly 8 ¥ ademas ngG x géG g.U, ¥ ca

da g.U es abiertc por el lema 1.

EJEMPLOS

1) Sea H un subgrupo de un grupc topoldgico G. H opera continuamente 50

> gXx. H tambi&n opera continuamen

-1
te sobre G por la ley exterma (g, x) — gx g .

bre G por la ley externa (g, x)

PRUEBA
La primera afirmacidén es evidente, reflexionemos sobre la segunda.
Sea « la ley externa

<, HxGEC — G
-1
(g,x) YWV gx g

El heche de que « es continua es claro y ademis «(e, x) = X.

s

Analicemos, si =(gt, 2} = (g, «(t, x)).

-1 -1
In efecto, «(gt, x} = gt xt g

(g, tx t—l)

)

=(g, =(t, =)}

-1 -1
= gtxt g

Luego ~(gt, x) = =(g, =(t, x}).



]

2) Sea G un grupo topeldgico, X un espacic topoldgico. Entonces la fur-

cidn (g, x) —= x de GxX en X es una ley de composicidn externa

Y,

bre X, v G opera continuamente zcbre X con respecto a esta lay; s

ce entonces que 5 cpera trivialmente scbre X.

e

Nota, En lugar de decir gque un grupo topoldgico G opera continuamente

S0

bre un espacic topoldgice X, es frecuente decir que G opera continuamentc

X,

a la izquierda sobre X. Cuando el grupo G° opuesto a G opera continuamen

te sobre X, diremos gque G opera continuamente a la derecha sobre ¥.

DEFINICION 3. Sean X, X' dos conjuntos y G, G' sus grupos de operadores

respectivamente, y sea f: G » G' un homomorfismo y h: X =+ X' una funcidn.

f v h se dicen ser compatibles, si h(g.x) = f(g).h(x) para todo g € G

tode x € X.

PROPOSICION 1. Sea X" un conjunto y G" su grupo de operadores,

y‘

£': G' = G" un homomorfismo y h': X' - X" una funcidni si f' y h' son -

compatibles, entonces f' ,f y h',h son compatibles.

DEMOSTRACION

[1p]
e

Sea. g € G y %X &

(h' kX g.x) h'(h(g.x))
= h'(£(g).h(x))
= FT{E(g)).h (h(x))
= (F',5){g).(h' b (x)
Luego £',f y h'

- son compatibles.
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DEFINICION 4. GSea S una relacifn de equivalencia sobre X; diremos que

ila relacidn S es compatible con el grupo G si para cada g € G la funcidn
®x — g.x de X en X, es compatible con S. [en otras palabras, tal que

la relacidn x = y {mod S) implica g.x = g.y (med $)].

PROPOSICION 2. Si ¢ es la funcién candnica de X sobre X/S, y si g.y(x)

denota las clases mddulo S de g.x, entonces X/8 tiene a G como un grupo
de operadores con respecto a la ley externa (g, ¥(x}) — g.¥(x) = y(g.x)

DEMOSTRACION

Mg tad(x))

it

(gt). (%) para todo g, t € G y todo % € X".

g.(tu(x)) = g.(¥(t.x))
= P(g.(t.x))
= Pp((gt).x)
= (gt).v{x)
-"e.d(x) = w(x)  para todo x & X".
e.p(x) = Yle.x) = v(x)

PROPOSICION 3. Si una relacidn de equivalencia 3 sobre X es abierta y -

compatible con G, entonces G opera continuamente scbre X/S.

DEMOSTRACION

Probaremos que la funcidn

3 xX/S > X/S
(g, ¥(x)) v gz} = ¥(g.x) es continua.
En efecto, como la funcidn

GxX —>= GxX/S

(g.x wvuvus (g, p(x))



B2
=

eg continua, abierta y suryectiva; ademds, la funcidn
GxrX — X/S
(g,x) YWisg.pix)

es continua por ser la composicidn de funciones continuas, esto es:
GxX ——> X — X/S

(g,x) YW g.x v g, h(x)

2. ESPACIOS HOMOGENEOQS

Sea G un grupo topeldgice v H un subgrupo de G. H opera continuamente a
la derecha sobre G de acuerdo a la ley exterma (t,x) — xt, y la orbi-

ta de un punto x € G es la coclase izquierda xH.

DEFINICION 1. Llamaremos espacio homogéneo, y lo representaremos por G/H,

al conjunto de orbitas de G
Es importante hacer motar que: cuando hablemos de G/H como un espacio to
poldgice, lo pensaremos como el espacio orbital de G (con respecte a H):

en caso contratio lo expresaremos.

PROPOSICION 2. EI1 grupo G opera continuamente sobre todo espacio homoge

neo G/H.

DEMOSTRACION

-1 .
Como la relacidn de eguivalencia x y € H es abierta por No.l, lema 2

resulta ser esto, un caso particular de la proposicidn 3, No.l

PROPOSICION 3. Sea G un grupo topoldgico y H un subgrupo de G. Enton -

ces la funcidn candnica ¢, definida
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$: G — G/H
g v g
es abierta.

DEMOSTRACICN

Sea () un subconjunto abierto en G. Probaremos que ¢(()) es abierto en
G/H; para esto mostraremos que ¢-1(¢(0)) es abierto en G.
Primero notemos que

6 = {gi/ ge(Qt v Ugi = u 0On
26() heH

Sea g € ¢_1(¢(0)), entonces ¢(g1) e ¢((), lo cual implica que existe

g e tal que ¢(g1) =gH o ng = gH.

Como e € H, tenemos gl € \J gH, de donde gl e U [Onh.
ge0 heH

Luego ¢ (8(0)) ¢ U (h.
heH

Conversamente, sea z € \J (Jh, entonces existe h' @ H tal que z ¢ (h';
heH

de donde existe g € () tal que z = gh'.

Como ¢(z) = ¢(gh') = gh'H = gB € $(()), entonces z © ¢—1(¢(0)).

Luego U (Jh ¢ ¢_1(¢(0))-
heH

Por lo tanto ¢‘1(¢(O)) = (h, el cual es un conjunto abierto en G.
heH

(81, No.1, proposicidn 4).

PROPOSICION 4. Sea G un grupo topoldgico y H un subgrupo de G. Entonces

el espacio homogeneo G/H es separado si y sdlo si H es cerrado en G.



DEMOSTRACICN

. . i aa -1 - . i

H es una clase de equivalencia por la relacidn x y € H y ademds, si G/U

es separado, H es cerrade en G. Conversamente, supengamos que H es cerra
-y i v 2, . -

do v sea atl + bH en G/H. IEntonces a € bBH. Luege come bY es cerrado, exis

te un nlcleo U de G tal que Ua es un vecindario de a en Gy Ua \ bH es va

cio.

Por el axioma {GVa), existe un nlicleo ¥V de G tal que V—IV c U.

Usando el hecho de que, la funcidn ¢: G ~ G/H es abierta y, Va y Vb son
vecindarios de a y b en G, tenemos que (Va)H = v{ad) vy  V(bH) son vecin-
darios de aH y bH, respectivamente. Fstos vecindarios son disjuntos, ya

que si p @ V{aH) N V(bH), entonces p = v ah = v, bh, para v, v €V y

h, hl € H.

De donde g = v:l va = b h,h_] pertenece a Ua M bH, 1o que es contraric a

lo supuesto.

PROPOSICION 5. Sea G un grupo topolégico y H un subgrupe de G. Entoncec

el espacic homogenec G/H es discreto si y s8lo si H es abierto en G.

DEMOSTRACION

En efecto, ya gque las Imagenes inversas en G de los puntos de G/H baijo ls
funcidn candnica son las coclases x H (x € GJ; y estos conjuntos son abier

tos en G =1 y s8lo si H es abierto en G.

DEFINICION 5. Sea X un espacic topoldgico y G un grupo topolégico. Dirg

ros que G opera transitivamente sobre X, si para todo %, y & X, existe

g € G tal que g.Xx = ¥y.
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DEFINICION 6. Sea X un espacio topoldgico, diremos que X es (en el sen-

tido algebraice) un espacio homogéneo de G gi G opera continua y transi-

tivamente scbre X.

Nota. 3ea x un punto de X, H_su estabilizador. La suryeccidn contimua

+ gz.x de G sobre X se factoriza candnicamente asi:

Tx Ex

~ G/H — X

a
[=4

donde fy es la funcidn candnica de G sobre el espacic homogeneo G/Hx’ v
g es la biyeccidn gHy + g.x de G/Hy sobre X; ademéas g, s uma funcidn -

continua. Pero g, no es necesariamente un homeomcrfismo.

DEFINICION 7. Sea X un espacio topoldgico sobre &l cual un grupo topold

gico G opera continua y transitivamente; diremos que X es un espacio ho-
mogenec topoldgico (relativo a G) si g, es un homeomorfisme para cada

% 6 X.

PROPOSICICN 6, X es un espacio homogeneo topoldgiceo (relativo a G), si y

sblo 31, para cada x € X, 1la funcidn g -~ g.x de G en X, es abierta.

DEMOSTRACION

Sea x € X, donde X es un espacio homogenec topoldgico (relativo a Gl en-
Tonces g, °§ un homeomorfismo de G/Hx sobre X, pmara cada x € X, Luego
gxofx es abierta, por ser composicidn de funciones abiertas.
Por lo tante, la funcidn g + g.x de G en X, es abilerta.

Conversamente, supongamos gue para cada x € X, la funcidn g > g.x de G en

X, es abierta. Probaremos que g, es un homeomorfismo, para esto es sufi-



clente probar gque g,
nwid.

..... i
como gxo. S

vectiva, tenemos que g es

B4

PROPOSICION 7. ©Sea X un

ico G

V
J

geneo topoldgico (relative a G), es suficiente que para algiin punto x, €

la funcidn ¢

X.

DEMOSTRACION

Todo » € X puede

unn nicleo de G, entonces V.x

es abierta, en
ihierta para cada

esp

3 opera continua y transitivamente.

ey escritc como X = g

= t"\] A1
= (Vg _J}.x
1

biyectiva y conti

es continua y sur

lertTd.

acio topoldgico scbre el cual un grupo topold

Para que X sea un espacic homo-

g > g.x, transtorme cada nliclec de G en un vecindario de %, en

SivVe

3]
}

, "% para algin &, € G.

X, es un vecindaric de x, en efecto,

(Vz Yox, = g ((g Vg ).x ), v la afirmacidn anterior se
i | 1 ’
-1 o - .

gue g Vg es un nlcleo d2 G y que y - g .v es un homeomorfisro
de X sobre si mismo (No. 1, lema 1).
Se sigue gque si U es un subconjunto abierto de G y s1 x es un punto de 1.

-1
entonces U.x es un zabierio X: en efecto, si t & U, entonces t U es un
P o o L .3 . P

nicleo de £, luege (t "U).x es un vecindaric de x, v t{(t "U).x}) = U.x

es un vecindario de t.x.
Lusgo U.x es ahierto en X

ta.

+ g.#z de G en X es abier-



- GRUPOQS COCIENTES

PROPOGICION 1. Sea G un grupo topoldgico y H un subgrupo normal de G. -

Entonces la topologia cociente es compatible con la estructura de grupos

o

2 G/H.

C

DEMOSTRACION

Es suficiente mostrar que
G/H x G/H —— G/H
(aH, BH) nanas ab” T
. . . -1 . =1
es continua. Sea U un vecindario de ab 'H = 9{ab ") en G/H. Entonces
-1 . . . .- . e e .
¢ (U} es un vecindario de ab = en G. Luego, existen vecindarios V de a
v W de b tal que VW c ¢ {U). Como ¢ es abierta, (V) y ¢(W} son ve-

cindarios de aH = ¢{a) y DbH = ¢(b), respectivamente. Luego

. , -1 . .
dLvW ") = (V) o(W) c U, Lo que prueba la continuidad.

DETINICION 1. Al conjunte G/H, de la proposicidn anterior, lo llamaremos

grupo cociente,

PROPOSICION 2. 3Sea ¢

I—-.J
s}
H
5.
¢}
el
[0}
ui}
e}
e
)
Ov
3
[N
0
3]
[aN
[§)
B
g
|ad
25
Q
ot
[}
o
o
Pt
O
b
[
]
Q
()]
(93]
o]
o
3
0]

un grupo cociente G/H. Si B es un sistema fundamental “= nicleos de G,
entonces ¢(B) es un sistema fundamental de vecindarios G:l1 elemento iden-

tidad ¢(e) de G/H.

DEMOSTRACTON
. . . ,—1 e = -
Sea U un vecindario de ¢{e), entonces ¢ (U} es un niiclec de G, de dende
N . -1 . R TR 5 )
existe W € B tal que w ¢ ¢ (U). Entonces ¢(W) ¢ ¢{d (U)) = U, De 1

anterior, concluimos que ¢(B) es un sistema fundamental de vecindarios

p(a).



PROPOSTICION 3. Sea G un grupo topelogico v H un subgrupo normal de G.

1o 31 H es cerradc en 6.

Or
O

1) El grupo cociente G/H es separado =i y s
2) El grupo cociente G/H es discreto si v séle si H es abierto en G.

DEMOSTRACION

Las proposiciones 4 y 5 del Ne. 2, se dan en particular, para grupos co -

N

ciente

S.

i

COROLARIO. Si G es un grupo v N es la cerradura de {e} en G, entonces N
es un subgrupc normal cerrado de G, lusge G/N es separado; G/N es llamado

el grupo separado asociado con G.

PROPOSICION 4, Si H es un subgrupo normal discreto de un grupo topoldgi-

¢o G, entonces G/H es localmente isomdrfico a G.

DEMOSTRACION
Sea V un nlclec de G tal que VAH = {e}, v sea W un nlclec simétrico a --

2

bierto de G tal que W ¢ V. EIntonces .o restriccidn a W, de la funcidn -

7}

canénica ¢ de G sobre G/H, es inyectiva; en efecto, =i x, y € VW y

a

-1 -1

${x) = ¢y}, entcuces x  y €W ¢V y de donde x = .

>
<

[1p]

janl

-

Por la proposiciim 2, y debide a gue la resitricci®n de ¢ a W, es un homeo
morfismo de W sobre ¢(W); y ademds ¢{xy) = &(x} ¢(y} para todo x, y & ¥
= T S

concluimos que G y G/H son localmente isomdbrficos (£3, No. 1, proposicit:

~
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L, HOMOMORFISMOS CONTINUOS Y MORIISMOS CSTRICTOS

DEFINICION 1. Sean G v G' dos grupos Lopoldgicos y f una funcidn de G =n




G'; diremos que f esg un homomorfismc comtinuo, si £ es un homomorfismo de
5 en G' para las estructuras de grupos, y ademds f es continua en G.
EJEMPLO

Consideremon, los grupos topoldgicos dados en §1, No. 1, ejemplos 2 y 23;

: x ot
x v f{x) =a”, aeR , a

i
[y

Dicha funcidn es un homemorfisme continuo.

PROPOSICION 1. Un homcmorfismo £ de un grupo topoldgico G en un grupo €0

poldgice G, ez continuc en € si v sblo si es continuo en un punto de G.

DEMOSTRACTION

£ i

Frimero, probaremcs gque si f es continua en e € G, enteorces £ es contimia

n G.

]

(@]

ea x 8 G vy U un vecindario d= fix), entonces U = f(x)V, donde V es -
un ntclec de G'.
Poer ser f continua en e € G,

-1 . .
x £ (V) es un vecindario de

flz £H W) = flx).

-

For lo tanto, T es continua en 5.

)

Ahcra, probaremos gque si £ es continua en un punto a € &5, enlonces r es -~
continua en « § G.

Sea W un nficleo shiertso de G', entonces f{a)W ez un vecindario abierto d-
£laj.

or ser f continua =1 a & G, “anemos qus [ (£(2)¥W) o3 up vecindaric --



= Uun punts de § entonces £ =2¢ coptinua en G.

Nota. Gi consideramos un homomorfismo continua © de G en G', tenemos que

la iImagen inversa del elemanto identidad e' de G', £ (e

po normal de G, y f{G} es un subgrupo ds G'.
nonica
@ ) £ b
B, .4 = co cf e ~
5 ————t ‘u/f (e )—— f{C _.«LL’P

donde ¢ es la Tuncidn cant

un homomao

no biyective "asocledo” con f. En generzl, *

LooR

lzomorilrSmo de grapos topnli:

a

2.

no discreto, y G el grupo tor

un Frupo

gizo gue se obliene de detar a G' de ia

discreta; entonces 1

)
[}
D
5
]
1)
=
3

iame bivectivo continuc, pero

DEFINIZCION 2.

~

ST One Topo!

g
e
3|
E
=}

nomorfismoe bl s
mortismo de o
Un iscmorfizme 3

v
G,
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En efectc, G opera continuamente, ya que
Gx£(Q) — £(3) x £(G) — £(G)
(g, £(x)) v (£(g), £(x)) an~+ £z) £{x)
es una composicidn de funciones continuas.
Adem3s,

g' . {g.f(x)) = (g'g).f(x) para todo g', g, x € G.

1

En efecto, g'.(g.f(x)) g' (Flgx))
= f(g'(gx))
= £({g'g)x)

= (g'g)£(x)

e.f(x) = f£(x), para todo x € G.
e . f(x) = f(ex)
= f(x).

G opera transitivamente sobre £(G), en efecto, sean g, x € G, entonces --

existe g' € G tal que g'g = X; de donde
Flg'g) = £(x)
g'.flg) = £(x)

Luego, G opera transitivamente sobre £(G).

V.  GRUPCS TOPOLOGICOS CONEXOS

1. ESPACIOS CONEXQS Y CONJUNTOS CONEXOS

DEFINICION 1. Un espacio topoldgico X se dice ser conexo si &ste no se puede




como 1a

Sea X un espacio t

eia Obvia

grosera.

juntos

siguiente

D
b

HOS.

Q

TROPOSTCION 1. Sez X un
ries son equivalentes.
1} X es conexo.
2} Los Gnicos s

} ¥ nc se puede

ne vacios.

NEMOSTRACION

1Y = 2%

1y

que X

(=3

7}

es 3 la vez

‘mtonces, X = AU{X-A),

Cupongamos que

b In espacio discreto que

abilertos disjunto

uniotn de dos

T

b

maente

YA
DRl

clamente X v

i

b
AN

b

C

0

opoldgico con dos

n

o

eXpresar como

onjuntos zbiertos
2e mas de

puntos v

no se puede expresar

Azsi, X

}—)

o vaclos. .

opesicidn nos da otras caracteristica

ubconjuntos de X gque son abilertos

1 de dos

la unidn

n punte no

cuya topolo

como la

o

n

iguientes tres

vy cerrados son 9 y X

conjuntes cerrados

cond

5]

topolc

unidn de dos cen

icio -

O

’

migmo.

disjuntos

= A es un subeconjunto propic no waclco de X, -
blerto en X.

e ez contradictorieo, pues hemos supucstic jue
con abisrtos v cerradeos en X. entonces ¥ o
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se puede expresar como la unidn de dos conjuntos cerrados disjuntos nc va --
cios, puesto que si existen dichos cerrades, digamos Fl vy Fz, tal que

Fllez =¢ y X = PIKJFZ, entonces I es cerrado y abierto a la vez, -
lo que es contraric a lo supuesto.

ns) Y 1)(1
Supongamos gue X no es conexo, entonces existen abhiertos O1 Yy 02 no vacios,

= h =
tales que X OIUO2 y 01( O2 $.
Tomando Fl = X0, y Fz = X—OZ, se tiene que X = FIKJFZ y FI(\FZ = ¢, don

de F. y F2 son cerrados no vacios.

4

DEFINICION 2. Un subconjunto A de un espacio topoldgico X, se dice que es -~

un conjunto conexo, si el subespacio A de X es conexo.

EJEMPLOS

1) En un espacio topolédgico, el conjunto vacio y los conjuntos unitarios --
SON CONeXos.

2) En un espacio separado X, todé conjunto finito que tiene mas de un punto,

no €s conexo.

PROPOSICION 2. Un subconjunto A de X es conexo si y sOlo si para cada cubri

miento de A por dos subconjuntos abiertos (o cerrados) B, C de X, *tal que
ANB y ANC sean no vacios, tengamos ANBNC 4 ¢.

DEMOSTRACION

Supongamos que A es conexo, y sean B, C dos conjuntos abiertos de X tal que

A cBUC y ANB, ANC mno vacios.



Luego, A = (ANB)Y Y (ANC), donde AMB y ANC son abiertos de A.

Como A es conexo, tenemos que ANENC # ¢. Conversamente, supongamos que A
es no conexo, y sean B, C dos conjuntos abiertos de X tal que A ¢ BUC vy
ANB, ANC no vacios.

Luego, A = (ANB) U (ANC), donde ANB y ANC son abiertos de A.

Como A es no conexo, tenemos que ANBNAC = 4.

PROPOSICION 3. La unidn de una familia de conjuntos conexos, cuya intersec-

cidn es no vacia, es conexo.

DEMOSTRACION

Sea (Ai)iel una familia de subconjuntos conexos de X, tal gue todos contie-
nen un mismo punto X; probaremos que

A = U A, es conexo.
i€I

Supongamos que A no es conexo, entonces existen dos conjuntos abiertos B y C
de X, tales que BNA y CMNA son no vacios, y A ¢ BUC vy ANBNC = ¢.

® pertenece a B o a C, digamos que x € B; en otras palabras, x pertenece a

uno de los conjuntos Ai’ digamos Ax’ donde Ax(\C + $: tenemos ademds que

A ¢ BUC, A NBNC =¢ y BNA y CANA_ son no vacios. Lue
b X X pd -
go AX no es conexo, lo cual es una contradiccidn.

PROPOSICION 4. Si 0,y 0, sor dos conjuntos abiertes de un espacic topold-

2

gico X tal que 01(\02 = ¢ v X = 01\)02, entonces, si E ¢ X es conexo,

Ec O1 o bien, E ¢ 02.
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DEMOSTRACION

Por ser O1 y 0, ablertos en X, los conjuntos Olf\E N Ozf\E, son abiertos

=0 E.  Se tiene ademds que estos conjuntos son disjuntos vy que su unidn es
E. Ahora bien, no puede ser que ambos sean no vacies, pues tendriamos que
£ es no conexo., En consecuencia: Olf‘E = ¢, o bien, 0,NE = ¢, de don-

de se sigue de inmediatc el resultado.

PROPOSICION 5. Sea X un espacio topcologico v A ¢ X un conjunto conexo. Si

A c B c A, entonces B es conexo.

DEMOSTRACION

Sea A ¢ X conexo y A ¢ B ¢ A. Si B no fuera conexo, existirian abiertos no
3 3 a e = ;= ¥, .
vacios O,y O, de B tal que OI(WO2 ¢ ¥ B O1 0

For la proposicidon 4, ha de tenerse gue A c Ol’ ¢ bien, A c O supongamos

23

due A ¢ 01, entonces A c 01. Pero, 5&(\02 = ¢ ya que O1 es abierto y cerra

do en B, por lo tanto B(\O2 = ¢, lo que contradice el hecho de que O2 es un

subconjunto no vacio de B.
COROLARIO. La adherencia de una parte conexa €35 un conexo.

PROPOSICION 6., Sea A un subconjunto conexo de un espacio topoldgico X, ¥ -

sea f una funcién continua de X en un espacic topoldgico X'. Entonces f(A)
&S conexo.

DEMOSTRACION

Supongamos que £(A) no es conexo. Entonces existen dog conjuntos M, N los -

1

cuales son abiertos en £(A) y forman una particidn de £(A); luego ANE “(M)



€3}
[Xag

-1, . . ea , .
y ANTF (N} son abilertos en A y forman und particidn de A; esto contradi-
ce la hipdtesis que A es canexo.

CORCLARIO., Sea G un grupo topoldgico, A un subconjuntc conexo de G y a € G,

-1 -1
Enteonces aA, Aa v aAa SON CONexos.

dota. La imagen inversa de un conjunto conexe, bajo una funcidn continua, -

no necesariamente es conexc; consideremos por ejemploe una funcidn de un espa

cio discreto en un espacic gque tiene un solo punto.

|

La propesicidn que se da a continuacidn, es una caracterizacidn de los espa-

clos no conexes.

PROPOSICION 7. Para que un espacioc tepoldgico X no sea conexo, es necesaric

y suficiente que exista una funcidn suryectiva continua de X sobre un espacio
discreto que contiene mis de un punto.

DEMOSTRACION

La condicidn es suficiente por la proposicidn 6. Conversamente, si X no es -
conexo, existen doz subconjuntos abiertos, disjuntos, no vacios A, B cuya --
unidn es ¥, v la funeidn £ de X sobre un espacic discretc de dos elementos --

{a, b}, definida por £(A) = {a} v £(B) = {b}, es continua.

2. COMPONENTES CONEXAS

-3

Dade un punto x de un espacio topcldgico ¥, la unidn de los subconjuntos cong
xos de X, que contienen a x, es conexc (No. 1, proposicidn 3); y es ademds -

el subconjunto conexo mas grande de X que contiene a X.



La componente {o componente conexa) de un

o]
e
=
iT
Q
¥
o
j
i
®
2
v
0
o

L

‘opoldgico X, es 21 subconjunto conexo mds grande de X que contiene dicho ~-
punto. Las componentes de un subconjunto A de X son las componentes de los

puntos de A. relativas al subespacio & de X.

FROPOSICION 1. Sea X un espacic topoldgilco. La relacifn "y pertenece a la
componente de x'" es una relacidn de equivalencia R?x:y% sobre X, y las cla -

sez de equivalencia son las componentes de X,

DEMOSTRACION

La reflexividad v la simetria de R es obvio. Al R  es transitiva, yva --
que, la unidn de conjuntos conexcs que tienen un punto en comin es COnaxo ~-
(Ko, 1, proposicidn 3); luego, es una relaciln de equivalencia sobre X.
Sea x € X, y A la componente de x; es claro que A = xX. donde

x = {y € X/ y pertencce a la componente de xJ

Otra manera de describir las componentes conexac de un espacio topoldgico X,

2e presenta en la proposicidn sigulente:

PROPOSICION 2, Sea X un espacio tepoldgice. Entonces
1) Las componentes conexas de X forman una particidn de X,
ii) Si para cada x € X, ((x) denota la componente conexa que contiene a x,

entonces C(x) = \J A., donde los A, =on todos los conjuntos conannss

que contienen a x.

1i1) ((x) es conexo, para cada % € X.
» a N Bl 3 s
ivy [(#) es ceorads, parz cada x € X.



Li.

DEMOSTRACION

| o]
N

Se obtiene de la proposicidn anterior.

[N
e
[

Primero notemos que para cada ¥ € X, existe una componente cchexa que
lo contiene, ya que X es la union de sus componentes conexas. Ademas,
existe al menos un conjunto conexo {x}, que contiene a x; luego, la --

4
]

igualdad a probar es inmediata.

s
=

1) Se obtiene, del 1literal ii) y del No. 1, proposicidn 3.

iv} En vista de que la adherencia de un conexo es un conjunto conexo, re-

sulta que ((x) es conexo, luego por ii), (=) ¢ {(x).

Notas.

1) Por la condicién ii) de la propesicidn 2, se dice que ((x) es la "mayor"
parte conexa de X, que contiena a x.

2) Es claro que un espacio topoldgico X es conexe si y sdlo si ((x) = X, pa

ra algln x € X (o para todo x € X).

(93]
-

5i para un espacio topoldgice X se tiene (((x) = {x}, para cada x € X3 X

I

se llama totalmente discontinuo.

3, GRUPC TOPOLOGICO CONEXO

PROPOSICION 1. Sea G un grupo topoldgico y g € G. Entonces C(e) es un sub -

grupo normal cerrado v ((g) es la coclase g ((e).

DEMOSTRACION

. - - r~
si {(e) es la componente conexa que contiens a e, entonces {(e) es cerrado.



e ey 1
¥ € (&), entonces {{(e) v {{elx ~ son oonexos y contienen a e; como
~, -1 - ]
o) U ((e)x =5 conexo ¥y L(=2) ¢ lel (le)x °, =ntonces, por ser {(2)
g - o -1 ¢ f -1 (an
meximal, tenemos ((e) U ((e)x = 2), es deciv ((e)x ¢ (le).
A=k -

luego se tiene que para todo x € ((e}, Cled T (e
un zubgrupo de G.
. ~ -1 .
31 vy e G, entonces ¢ € {(e) y e ey [(e)y, y por un argumento similar, -
" s 1. s, ~ n Y ~ " % .
-onclulmes gue y L(e;y Q@ L(e), de donde [ {e) es normzl en G. TFinalmente.

=i ({g) es la componentes conexa que econtienc a g, entonces ((g) y g ((e) sen

e R ~, ~ s e -1
copexos y contienen a g, luegog ((e) ¢ {(g); similarmente g Clgy ¢ Cle), de

PROPOSICION 2. Si G es localmente conexo (es decir, si todo punto g de G --

rieme un vecindario conexo), entences G/((e) es discreto.

JEMOSTRACION

. . . ~ .
Sea U un vecindario conexo de e en &. Como ¢: G — G/t.{e) es una funcidn
abierta, ${U) es un vecindario de {[(e) en G/((e),
Tiuego, como L es conexo tenemos que U ¢ ((e), por lo que ¢{U) = {{(e)}.

+ I'd - - P‘ o ~ - .
For lo tanto Cke) es ablerto, de donde G/u{2) es discreto.

PROPOSICION 3. Sea G un grupo topoldgice y U un nicleo abiertc de C.

- .
. . . . s 1 .
i}y 81 U es aimétrico, entoncea H = W U7 es un subgrupo abierto y cerrs

i=1
do de G. Si U es conexo, tambi®n lo es H.
s el 1
i) ey = Cu uy n (e
i=1



DEMOSTRACION
Xy € ymre v %

2
ser U abierteo, U = Wi{a U/ a

ablerto, luegoc H es un subgrupo abierto.

i} Si U es simétrice, entonces para >

Um vGUn

H = 2

‘tenemos que

de donde H es un subgrupo. Fror

. . . i
U} es abierte y por induccidn U~ es

Ademas, por §2, No.l, propo

sicidn 6, tenemos que H también es cerrado.

. i
$i U es conexo, entonces cada U lo es, y por lo tanto H es conexo --

(usando el hecho de que e & uh).

ii) Sea V un nficleo simétrico tal que Vc U, v sea W = V N ((e).

Enton-

ces W es un nlcleo simétrico en ((e), v

H = U W ¢ (uvh)n
i=1 -1

b

Cle)

Luego, H es un subgrupo abiertc y cerrade de Cle) y como C(e) es cone

%0, tenemos que (((e) = H.

o

g
=]
o]
C
<4
3

i=1 i=1

=
i
=
S

_PROPOSICION &k,
creto de G.
DEMOSTRACION
Sea a € H. Entonces la funcidn

f: 6 —H

P GRAVAC AT S 4 2%

For ser G conexo v H

Se sigue de ii) tomando G = {(e).

Entonces H estd centenide en

discreto, tenemos que £{G)

ke i - . 2
1J U, obtenemos asl el resultado requerido.

Sea G un grupo topoldgico conexo y H un subgrupo normal dis-

el centro de G.

es continua.

1

-1
{a}, por lo que x



b,

para todo x € G, luego H estd contenido en el centro de G.

PROPOSICION 5. Sea G un grupo topoldgico y H un subgrupo topoldgico cerra

do tal que H es comexo y G/H es conexo. ZEntonces G es conexo.

DEMOSTRACION

Sea H y G/H conexos y asumamos que G = UUV, donde Uy V son conjuntos abier
tos no vaclos.
La funcidn candnica

¢: G —> G/H es abierta y ademi@s
®(U) = UH, 9(V) = VH.
Como G = UUV, tenemos que G/H = ¢(U) U ¢(V), es decir G/H = UH U VH, vy
como G/H es conexo, existe aH € UH N VH.
De donde, aH € UH; lo que implica que existe h € H tal que ah = u, u € U.
De donde aH N U es no vacilo.
8imilarmente aH M V es no vacio. Ahora, como G = UUV, tenemos que
~al = (aHnU) U (aHNV), y como H es conexo y aH es homeomorfico a H, tene
mos que aH es conexo.
De donde (aHNU) N (aHNV) es no vacio. Esto implica que UNV es no vacio,

luego G es conexo.
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