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I NTRODUCC ION 

En el presente trabajo, se hace un estudio de los resultados 

que se obtienen de dotar un conjunto G de una estructura algebraica y -

I • de una topologlca. 

El modelo) que he tomado, de estructura algebraica es la de -

grupo; es as!, como mi interes se manifiesta en "Grupos Topologicos lf • 

Considero conveniente mencionar, que to do 10 que puede decir-

se acerca de Grupos Topologicos puede, pOI' supuesto, tambien aplicarse 

a otros sistemas algebraicos topologicos, pOI' ejemplo : Anillos Topologi 

cos, Modulos Topologicos, Campos Topologicos y Espacios Vectoriales To-

po16gicos. Sin embargo, mayores restricciones son impuestas sobre es -

tos sistemas. 

El contenido esta organizado en caprtulos y cada uno de estos 

en secciones. La numeracion de las proposiciones y definiciones es co 

rrelativa para cada capitulo y si en determinado momento se hace refe -

rencia a una proposicion ° definicion, se menciona el nUmero, unicamen-

te, si corresponde al mismo capitulo y en case contrario, el numero y -

capitulo correspondiente. 

Quiero dejar constancia que mi trabajo se ha limitado a int e.::. 

pre tar y redactar los resultados que obtuve de los textos consultades, 

l os cuales en nuestro medio son muy escasos. 

POI' f in, agradezco a todas las personas que de alguna u otra 

manera colaboraron para que esto se realizara. 

& 



II ESTRUCTURA: GRUPO TOPOlOGICO 

1. GRUPOS TOP.OLOGICOS 

DEFINICION 1. Llamaremos grupo topologico a un conjunto G, dotado de tina 

estructura de grupo y de una estructura topologica~ que satisface los si-

guientes dos axiomas: 

Lafuncion (x,y) --+) X Y de G x G en G es continua. (GT
1

) 

(GT ) 
2. 

-1 La funcion x --+ x de G en G es continua. 

Se dice que una estructura de grupo y una estructura topologica dadas so-

bre un conjunto G, son compatibles, si elIas satisfacen a (GT ) y (GT ). 
1 2. 

EJEMPLOS 

. 1) La topologia discreta sobre un grupo G, es compatible con la estructu 

ra de grupo. 

2) La topologia definida por la metrica Ix-yl, x, y g 1\, es compatible 

con (R, +). 

PRUEBA 

La funcion (x,y) --+) x+y de :R xJR en JR es continua. 

En efecto, la continuidadde x+yen el punto (xo ' Yo) es consecuencia in-

mediata de la desigualdad 

y de la definicion. 

La funcion x -----+ -x de R en :JR es continua. 

Esto es una consecuencia de la identidad Ix-xol= Ixo-xi y de la definicion. 

3) La topologia usual en JR inducida aJR+, es compatible con (JR+, .). 

4) Si G es un grupo topologico, su topologia es compatible con la estruc 
o 0 

tura de el grupo G , el cual es, el opuesto de G; G ,con esta topolo-



2. 

gla se dice ser el grupo topologico opuesto a G. 

5) Consideremos el grupo aditivo de un anillo A. Todo filtro F, cuyos -

elementos son los ideales de A, define una topologla compatible con -

esta estructura de grupo aditivo. 

PROPOSICION 1. Los axiomas (GT
1

) y (GTz) son equivalentes al siguiente: 

(GT' ) La funcion (x,y) 
-1 

----+ xy de G x G en G es continua. 

DEMOSTRACION 

Sean las funciones 

a: GxG ~ G 

(x,y) 'V\I\I\r+ a(x,y) 

T: G --)- G 

x 'VVV\r+ .. ex) = -1 
X 

j.I: G xG ) G 

(x,y) 'V\I\I\r+ j.I(x,y) 

!l(GT
1

) Y (GT
2

) implican (GT')". 

En efecto: 

= xy 

_1 
= xy 

G xG ----)-)0 G xG ---~) G 

-1 _1 
( x ,y) '\I\IV\IV'V+ (x, y ) 'VVV\r+ xy 

es una composicion de funciones continuas. 

Como j.I = 0o(l,T), tenemos que ~ es continua. 

"(GT') implica (GTr ) y (GTz ). 

En efecto: 
A 

e j.I 
G GxG )- G 

(e,x) 
_1 

x '\/vvvvv\,+ 'VV\I\r+ X 
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eS una composicion de funciones cont i nuas. 

Como T :: ).10;>" , tenemos que T es cont inua. 
e 

En forma analoga 

GxG (1,T»)GXG 

-1 ( x , y) '\/vvvv\,+ (x, y ) '\1\1\1\,+ xy 

de donde a = ).l0(1, T) es continu~ . 

DEFINICION 2. Sea G un grup0 topologico y a ~ G. Entonces la funcion 

L( a): G ~ G 

X 'V'V\I\r+ ax 

es llamada una traslacion izquierda. 

Similarmente la funeion 

R(a): G ) G 

X '\I\I\IV+ xa 

es llamada una traslacion derecha. 

PROPOSICION 2'. Sea G un grupo topol Qgic y a ~ G. Ent nees las funcio- 
_1 

nes L(a), R(a), T y R( a )oL(a) son homeomorfismos. 

DEHOSTRACION 

L(a) es inyectiva. 

Supongamos que ax = ay; esto implica inmedi.tamente que x:: y despues de -

-1 
multiplicar a la izquierda par a 

L( a ) es sobre. 

Para todo x ~ G, 
- 1 -1 

a x es t al que L(a)(a x) = x. 

L(a) es continua. 

En efeeto: 



A 
G __ .::::a_..j..~ G x G 

X 'V\NVVV\r)- (a, x) 'VVVVV\n- ax 

es una composicion de funciones continuas. 

Como L(a) = ~oA , tenemos que L(a) es continua. 
a 

L(a- I ) . e s contJ.nua. 

4. 

- 1 -J -I 1 
Como L (a) = L(a) y L(a ) es continua por 10 anterior, entonces L- (a) 

es continua. 

Conclusion final, L(a) es un homeomorfismo. En forma similar se prueba 

que R(a) tarnbien 10 es. 

T es inyectiva. 

-1 -1 Supongamos que x . = y esto imp1ica que x = y por 1a unicidad de los --

elementos inversos. 

T es sobre. 

En efecto, todo x ~ G 
_1 - 1 

es tal que (x ) = x. 

T es continua por e1 

-1 . 
1" es contlnua. 

-1 
En efecto, 1" = 1" 

axioma (GT ). 
2 

Conclusion final, 1" es un homeomorfismo. 

-l - 1 () Como R( a ) y L( a) son homeomorfismos, tenemos que R( a )0 L a es un -

homeomorfismo. 
L(a) 

G --~~ G 

_1 
x '\I\I\N\J+ ax 'VVVV\n- axa 

-1 -1 (R(a )oL(a»(x) = axa 
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PROPOSICION 3. Sea G un conjunto dotado de una estructura algebraica y -

de una estructura topologica. Entonces la topolog1a sobre G es compat i -

ble con la estructura de grupo si y solo si 

( i) L(a) y R(b) (a~ b 8 G) son continuas~ 

(ii) la funcion (x,y) ~ xy -1 de G x G en G, es continua en el punto 

(e, e). 

DEMOSTRACION 

La condicion necesaria se obtiene de la proposicion 1 y proposicion 2. 

Conversamente, supongamos que (i) y (ii) se cumplen. Tenemos que demos -
_1 

trar. que la funcion (x,y) -- xy es continua en G xG. Si escribimos -

-1 
x = au, y = bv, entonces por (ii), (u,v) ~ uv es continua en (e ,e ) , 

y usando (i), encontramos que la funcion 

() -1 -1 (' -1 -1 -1 x,y -->- (a x, b y) = u,v) ---+ uv ----+ a u v b 

es continua. 

-1 = xy 

PROPOSICION 4. Sea G un grupo topologico, F un conjunto cerrado en G y -

a G G. 
-1 

Entonces aF, Fa y F son todos cerrados. 

Ademas, si U es un conjunto abierto en G y E c G, entonces 
_1 

UE, EU Y U son todos abiertos. 

DEMOSTRACION 

Probaremos que Fa es cerrado y UE es abierto; la prueba para los restan -

tes se hace en forma similar. 

Por ser RCa) un homeomorfismo y F un conjunto cerrado en G, tenemos que -

R(a)(F) = Fa es un conjunto cerrado en G. 

Si U es abierto en G, entonces R(a)(U) = Va es un conjunto abierto en G. 



Podemos escribir UE = lJ (Ua). 
aGE 

Luego UE es abierto por ser union de conjuntos abiertos. 

2. VECINDARIOS DE UN PUNTO EN UN GRUPO TOPOLOGICO 

6 . 

En un espacio topologico~ la topolog1a es posible definirla por me -

dio de los vecindarios de sus puntos; es por esto, que se analizara, la -

importancia que tiene 10 que a continuaeion se dira. 

SeaE el filtro de vecindarios del elemento identidad e en un grupo topo-

logico G, Y sea a un punto de G. Como L(a) y R(a) son homeomorfismos, se 

sigue que el filtro de vecindarios de a, es la familia as de conjuntos -

aV, donde V reeorreE, y de manera similar la familia Ea de eonjuntos Va. 

Luego nosotros podemos conocer el filtro de vecindarios de cualquier pun-

to de un grupo topologico tan pronto como conozcamos el filtro de vecinda 

rios del elemento identidad e del grupo. 

DEFINICION 1. Un vecindario del elemento identidad de un grupo topologi-

co G, 10 llamaremos un nueleo de G. 

PROPOSICION 1. Sea G un grupo topologieo yE el filtro de nueleos de G. 

E~tonces E tiene las siguientes propiedades que se cumplen: 

(GV
1

) Dado U G E, existe V G E tal que V.V c U. 

(GV
2 

) Dado U G ]B, 
-1 

tenemos que U 8 E. 
_1 

(GV ) Para todo a G G Y todo V G JB, tenemos que aVa 8 ]B. 
3 

DEMOSTRACION 

Las propiedades (GV ) y (GV ) se obtienen del hecho que xy y 
1 2 

-1 
x son--

continuas en GXG y G respectivamente) en particular son continuas en (e~e) 

y e . 
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-1 
Finalmente, como RCa )oL(a) es un homeomorfismo y ademas 

-1 
(R(a )oL(a)(e) = e, se tiene que (GV

3
) se cumple. 

PROPOSICION 2. Las propiedades (GV 1) y (GV 2) SOIl equivalentes a la pro -

piedad 

(GV
a

) Dado U G]8, existe V G]8 tal que V.V- 1 c U. 

DEMOSTRACION 

"( GV 1) y (GV) implican (GV a) fI • 

Sea U G ]8, por (GV 1) tenemos que, existe Vol G ]8 tal que W. W c U. 

-1 
Por (GV 1) y (GV 2)' podemos afirmar que exi ste V G]3 tal que V.V c WnW ; 

de donde V c W y -1 -1 
V c W, ya que V c W . Por 10 tanto V.V-1c W.W c U. 

"(GV ) implica (GV ) y (GV )". 
a 1 2 

Sea U G]8, por (GV ) tenemos que, 
a 

_1 
existe V G JB tal que V. V cU. 

-1 -1 -1 - 1 
Como V.V c U implica que V e U, de donde V e U ,por 10 que U G JB 

con U G JB. 
_1 1 

Finalmente. si V GJB es tal que V.V e U, y W GJB es tal que We vnv- k

, 

_1 
tenemos que W.W e VY c D. . 

PROPOSICION 3. Sea G un grupo yJB un filtro sobre G, el eual satisface -

las propiedades (GV1), (GV2) y (GV 3). Entonces existe una unica topolo -

gla sobre G, compatible can la estructura de grupo de G, para la cual E -

es el filtro de nucleos de G. 

DEMOSTRACION 

Si existe una topologla con las propiedades requeridas, entonces por 10 -

que se ha dicho acerca del filtro de vecindarios de cualquier punto a G G, 
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coincide con cada uno de los filtros am yEa; luego la topologla es un i -

ca si existe. 

La existencia se establecera si mostramos: 

1) Que los filtros aID son los fi ltros de vecindarios de una topologla -

sobre G, Y 

2) Que esta topologia es compat i ble con la estructura de grupo de G. 

1) Par'a demostrar que aJB es el filtro de vecindarios de a~ en una topolo-

gia sobre G, tenemos que verificar los siguientes axiomas 

(V
l

) Todo subconjunto de G el cual este conteni do en un conjunto pe£ 

teneciente a alB tambiEm pertenece a aJB. 

(V
2

) Toda interseccion finita de conjuntos de aE pertenece a aJB. 

(V ) 
3 

El elemento a esta en todo conjunto de aJB . 

(V 4) Si V pertenece a aJB, entonces existe un conjunto W perteneciente a 

as tal que, para cad a y QaW, aV pertenece a y]8 . 

Los ax :,omas (V ) y ( V,) se der i van de la definicion de filtro. 
1 £. 

Sea aV G aJB, es evidente que a G aV ya que a = a.e, e G V. Luego (V3) 

se cumple. 

S610 nos falta verificar el axioma (V
4
). Sea entonces V un conjunto de lB, 

y W un conj unto de lB tal que W. H c V; entonces para cualquier y G aW tene 

mes yW c aWW c aV, as! que aV pertenece a yJB, luego (V ) se satisface. 
4 

2) Mostremos ahora que la topologla defin ida pOI' el f iltro de vecindarios 

de e, es compatible con la estructura de grupo de G. 

En virtud de No .1, pr opos icion 3, tenemos que demostrar que L(a) y - -



9 . 

. _1 
RCa) son continuas y, .. la funcion (x,y) ---+ xy es continua en (e,e) 

- L(a) es continua. 

O _1 0 Sea un abierto de G, probaremos que L (a)( ) es un abierto de G. 

-1 0 Sea x ~ L (a)(), entonces ax ~ 0; de donde 0 se puede expresar co-

mo 0 = Vax para algun nueleo V de G. 

-1 
Pero pOI' (GV3) tenemos que a Va es un nucleo de G, es as! como 

-1 
a Vax, de donde L- 1Ca)(O) es un abierto de G. 

- RCa) es continua. 

Siguiendo un proceso similar al anterior s e concluye que RCa) es --

continua. 
_1 

- Finalmente, (GV ) expresa que la fu.T}cion (x,y) ---+ xy de G xG en 
a 

G es continua en (e,e). 

Nota. Un metodo comGn de definir una topologia compatible con la es-

tructura de grupo sobre G, consiste en darse un f iltro que satisfaga 

los ax50mas (GV ), (GV
2

) y (GV ) . Las condicionE' s correspondientes --
I 3 

pal'a una base de fLLtro son las s i guientes: 

(GV' ) Dado U ~ E, existe V 8E tal que V.V cU. 
1 

(GV~) 
~ 

Dado U 8 ]8, existe VG]3 
-1 

tal que V c U. 

(GV' ) V e a U a 
- 1 

Dado a ~ G Y U G ]B, existe VGJB tal que . 
3 

DEFINICION 2. Un nucleo V de G el cua l coincide con su imagen bajo l a - -

-1 funcion x ---+ x , se dice ser simetrieo. 

1 

PROPOSICION 4. Si V es un nueleo de G, entonees V tJ V-~ 
- 1 

V n V y 

-1 
V.V son nucleos simetricos. 
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DEMOSTRACION 

-1 -1 
Probaremos que V tl V Y V.V son nucleos simetricos, la prueba del --

rest ante se haee en forma similar . 

-1 = V U V " 

Sea x G (V -1 -1 -1 -1 -1 
U V ) ; entonees x G V U V , de donde x G V <> 

-1 G V-I pOI' 10 x G V-I x , que ~ x G es dedI' x G V V-I. 0 V, U 

Sea G V U 
-1 .. -1 -1 -1 x V . entonces x G V 0 x G V , pOI' 10 que x G V , 

-1 G V. donde x -1 G (V V-I), deeir (V -1 -1 x De U es x G U V ) . 

= 
-1 -1 1 1 1 

Sea x G eV.V ) ; entonees x- G V. V- , es deeir x- = m.n; m G V, 

-1 x G V.V . 

-1 -1 
De donde x = n .m ; 

- 1 
Sea x G V.V , entonees x = m.n; 

-1 
n 8 V, m- 1 n V-I., 1 c pOI' 0 que 

m G v, n 8 V-I. POI' 10 tanto 

<> 

- 1 -1 de donde x G vy ,es decir 
-1 -1-1 

x = n .m ; 

PROPOSICION 5. Los nueleos simetrieos foman \ID sistema fundamental de -

vecindarios. 

DEMOS TRll.C ION 

Sea U un n~cleo de G, pOI' (GV2) y la proposiei<>n anterior, tenemos que 

U- 1 es un nueleo y U (I U- 1 es un nueleo s imetrieo. 

- 1 Como U (') U e U; se tiene que los nucleos simetricos forman un sis-tema 

fundamental de vecindarios. 

Nota. S{ G • A -1 A. ~ es conmutat~vo, tenemos que x x = , para todo subeonjunt o 

A de G y todo x G G, Y ademas (GV ~ ) es automatieamente satisfecho para --
oJ 
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todo filtro sobre G. 

PROPOSICION 6. Sea G un grupo topologico . Entonces las siguientes condi 

ciones son equiyalentes: 

1) G es separado. 

2) La interseccion de todos los nucleos consiste unicamente de el punto 

e. 

3) El conjunto {e} es cerrado. 

DEHOSTRACION 

lit) => 2)" 

Sea x un punto comun a todos los nucleos de G. Supongamos que x + e y 

sea W un vecindario de x y U un nucleo; como x G W Y x G U,tenemos que 

W (i U t ~; 10 cual es contrario al hecho de ser G separado . 

"2) => 3)" 

Probaremos que {e} = {e}. 

Sea x t e, entonces existe un nucleo V tal que x-I ~ V Y ademas e ~ xV, -

10 cual muestra x $ {eT, de donde {e} es cerrado. 

"3) --> 1)" 

Sean a, b G G tal que a + b; se sigue que L(a)(e) = {a} es cerrado ~ y ade 

mas existe un vecindario V de b tal que V (j {a} =~. E1 conjunto V t i e 

ne la forma Wb, donde W es un nucleo . 

-1 
Sea U un nucleo tal que U . U c W. Probaremos que G es separado mostran-

do que U a nUb = t:f>. 

Si x 8 U a nUb, entonces x = ula = u
2
b; u , u? 8 U, de donde 

1 -



a ~ u-Iu b G U~l Ub c Wb = V, 10 cual es contradictorio al hecho que 
1 2 

V (1 {a} = <p. 

Luego Ua (1 Ub = <p . 

II. SUBESTRUCTURA 

1. SUBGRUPOS DE UN GRUPO TOPOLOGICO 

12. 

DEFINICION 1. Sea G un grupo topologico y H un subconjunto no vaclo de G; 

diremos que H es un subgrupo del grupo topologico G, si 

(a) HH-1 
c H. 

(b) La topolo~ia inducida sobre H, par la topologia de G, es compatible --

con la estructura de grupo de H. 

DEFINICION 2. Un subgrupo H de un grupo topologico G se dice ser un subgr~ 

. po cerrado de G, si H es un subconjunto cerrado del espacio topologico G. 

Prestaremos especial interes a los subgrupos cerrados de G. 

PROPOSICION 1. Sean A y B sUbconjuntos de un grupo topologico G. Entonces 

las siguientes relaciones se cumplen: 

(a) A. B c A.B 

(b) (i)-l = (A-I) 

(c) x A y = (x A y), 

DEMOSTRACION 

para cualesquiera x, y G G. 

Para funciones continuas tenemos que f(A) c f(A)". 

Ademas, A x B = AX'B. 

--~-- --
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a(AxB) = o(AxB) = A.B c o(AxB) = A.B. 

Para homeomorfismo la relacion fCA) = f (A) es cierta. Las funciones ~ y 

L(x)oR(y) son homeomorfismos, de donde tenemos que las relaciones (b) y 

(c) se cumplen. 

PROPOSICION 2. Si H es un subgrupo de un grupo topologico G, entonces if 

es un subgrupo de G. Si H es un subgrupo normal, entonces if tambiem 10 -

es. 

DEHOSTRi\CION 

POI" los literales (a) y (b) de la proposicion anterior, tenemos 

H.(H)-l = H(H- 1) = HH- 1 

= H 

Luego H es un subgrupo de G. 
_1· 

Si H es normal , entonces aH a = H, a ~ G. POI" el literal (c), tene 

- _1 -1-
a H a - = (a H a ) = H. Se sigue que H es normal. 

PROPOSICION 3. Sea G un grupo topologico separado. ~i ab = ba para to-

do a ~ A~ b ~ B, siendo A y B subconjuntos de G, entonces ab = ba para 

todo a G A, b ~ B. 

DEMOSTRACION 

POI" ser G separado, el conjUJ."lto { e} es cerrado. 

La fun cion 

1jJ: GxG ~G 

-1 -1 (x,y) 'vvv\,+ xy X Y 

es continua, por ser la composicion de fu.rlCiones continuas 

1jJ(x,y) = a(o(x,y), o(~(x), ~(y»). 



14. 

_ 1 
Luego ~ (e) es un conjunto cerrado. 

_1 
Como A xB c 1J; (e), de donde 

A xB 
- 1 = A x B e ljJ (e) • 

PROPOSICION 4. Si G es un grupo topologico separado, entonees la eerradu 

ra de un subgrupo eonmutativo de G, es un subgrupo conmutativo de G. 

DEMOSTRACION 

Se sigue de las proposiciones 2 y 3 que H es un subgrupo abeliano. 

, PROPOSICION 5. Sea G llil grupo topologico Y H un subgrupo de G, el eual 

es 10calmente cerrado en un punto de H. Entonces H es cerrado en G. 

DEMOSTRACION 

Probaremos que H es localmente cerrado en G. Sea m G H, el punto en el -

eual H es loealmente cel~ado; y sea y G H un punto cualquiera. 

Por ser H 10calmente eerrado en m, exi ste Hm, donde W es un nucleo de G, 

t a l que Wm () H es cerrado en Wm . Ademas y m G yvlm, siendo y Wm un-

vecindario de ym. 

La funcion 

Rem): G --or) G es un homeomorfismo, 

Z 'V\IV\r)- Z m 

-1 por 10 que R (m)( y Wm) = yW, es un veeindario de y. 

Solo resta probar que y W () H es cerrado en yW. Como Wm () H es cerra 

-1 
do en ~m, entonees (Wm () H)m es eer rado en W, es decir W n H es ce -

!'rado en W. De donde yeW () H) = y W n H es eerrado en yW. 

Por 10 anterior, podemos afirmar que H es localmente cerrado en G. 
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Sea V un nucleo, abierto y simetrico, de G tal que V (') H es cerrado en 

v. 

Si x 8 H, ent onces x V (, H f ~. 

Sea y 8 xV- n H; 

rrado en yV . 

entonces x 8 yV Y ademas y(V () H) ::: CyV) () H es ce-

Como x 8 (yV) ()H c (yV)()H, entonces x 8 yV y x 8 (yV) ()H, de donde 

x G (yV) n (yV) n H = CyV) (lH = (yV) (lH. POI' 10 que x 8 H. 

PROPOSICION 6. Un subgrupo de un grupo topologico es abierto si y solo -

si tiene un punto interior . Todo subgrupo abierto es cerrado. 

DEMOSTRACION 

Sea H c G un subgrupo del grupo topologico G, y rn G H un punto inte -

rior de H. 

Luego , existe un abierto 0 tal que rn G 0 c H. Sea x G H; 

abierto. 

La funcion 

L(m) : G -~-+ G es un horneomorfismo 

X '\1\1\/\,.+ mx 

rn x G Ox, Ox 

de donde, L-1(m)(Ox) = m- 1 Ox es abierto tal que x G m- 1 Ox c H. 

POI' 10 tanto x es un punto interior de H. Para la segunda afir macion, 

bastara probar que H es localmente cerrado en uno de sus puntos. 

Sea m 8 H un punto interior de H; entonces existe un abierto 0. tal que 

m G 0 c H. 0 es vecindario de m tal que 0 (1 H es cerrado en O. 

PROPOSICION 7. Un subgrupo H de un grupo topologico G, es discreto si y 
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solo si H tiene un punto aislado. Todo subgrupo discrete de un grupo se-

parado, es cerrado. 

DEMOSTRACION 

Si H es discrete, todo punto de H es aislado . Conversamente, si H tiene 

un punto aislado, entonces pOI' traslacion, todo punto de H es aislado, -

luego H es discreto. 

Si H es discreto y G separado, entonces existe un nucleo V de G tal que 

V () H = {e}; como {e} es cerrado en G, y ademas en V, esto hace de H, -

ser localmente cerrado en e. 

Luego H es cerrado en GpOI' la proposicion 5. 

2. SUBGRUPOS DENSOS. 

PROPOSICION 1. Sea H un subgrupo denso de un grupo topologico G, y sea K 

un subgrupo normal de H. Entonces la cerradura de K en G es un subgrupo 

normal de G. 

DEMOSTRACION 

La funcion 

1/1: G x G ---+) G, es continua 

(z ,x) 
-1 

'V'\I"V+ z xz 

y ademas, 1jJ(H x K) = K. 

POI' ser 'p continua, tenemos 

1/1( H x K) c ,p(H xK) = K 

,p(H x K) c K 

Como H es dense en G, H = G. 
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Luego 1/J(GxK) c K 

P OI' 1 0 tanto K es un subgrupo normal de G. 

II 1. MORF I SMOS 

1. ISOMORFISMOS E ISOMORFISMOS LOCALES 

DEFINICION 1. Un isomorfismo f de un grupo topologico G sobre un grupo -

topologico G' es una funcion biyectiva de G sobre G' la cual es simulta-

neamente un isomorfismo de la estructura de grupo de G sobre la de G', y 

un homeomorfismo de G sobre G!. 

EJEMPLOS 

1) Sea a un punto de G; la funcion 

2) 

G )- G 

_1 
X '\1\1\1\/\,..)- a x a 

es un isomorfismo de G sobre G. 

Si una topologla T es compatible con la estruct\wa de grupo 

po G, . GO y s~ - designa el grupo topologico que se obtiene de 

grupo opuesto de G de la topologla T , la simetrla x -)- x 
-1 

morfismo del grupo topologico G sobre el grupo topologico 

de un g~ 

dotar el 

es un iso 

0 
G . 

DEFINICION 2. Dos grupos topologicos G, G' se dicen ser isomorficos si 

existe un isomorfismo de G sobre G'. 

DEFINICION 3. Sean G y G' dos grupos topologicos ; un isomorfismo local 

de G en G' es un homeomorfismo f de un nucleo V de G sobre un nucleo V' 

de G', el eual satisface las condiciones siguientes: 



1) Para cada par x, y de puntos de V tal que xy g V, tenemos 

f(xy) = f(x) fCy) 

2) 8i g es la funcion inver sa de f, entonces para cada par de puntos 

Xl, yl g VI tal que x'y' g V', tenemos 

g(x'y'> = g(x ') g(y!). 

La funcion g es entonces un isomorfismo local de G' en G. 

18. 

DEFINICION 4. Dos grupos topologicos G, G! se dicen ser localmente iso -

morficos , si existe un isomorfismo local de G en Gt • 

Nota. 

Un isomorfismo local de G en G es llamado un automorfismo local de G. 

Los grupos topologicos isomorficos son,evidentemente,localmente isomorfi

cos. El converso es falso. 

Si f es un isomorfismo local de G en G!, entonces toda restriccion de f a 

un nucleo de G, es tambien un isomorfismo local de G en G'. 

En general, si f es un homeomorfismo de un nucleo V de G sobre un nucleo 

V' de G!~ el cllal satisface la condieion 1) de la definicion 3, f no neee 

sariamente satisface la eondieion 2). 

PROPOSICION 1. Sean' G y G' dos grupos topologicos y f un homeomorfismo de 

un nueleo V de G sobre un nucleo VI de G', el eual satisface la eondici6n 

1 ) de la definicion 3. Entonces f es una extension de un isomorfismo lo

cal de G en G!. 

DEMO 8 TRACION 

Sea f: V -;.. V' un homeomorfismo que cumpl e que: para cada par x, y de PUE. 
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tos de V tal que xy e v ~ se tiene 

f(xy) = f(x) f(y). 

Sea H un nueleo de G tal que 'YITW c V. Probaremos que la restriccion de f 

aWes un isornorfismo local de G en G'. 

Es claro que f/W satisface la condici6n 1). Sea g la funci6n inversa de 

f/W y x', y' e feW) tal que x'y' e feW). 

Se tiene que 

f(g(x') g(y'» = f(g(x ' » f(g(y'» 

= x'y' 

Ademas f(g(x'Y'» = X1y'. 

Luego, g(X'Y') = g(x') g(y'} por ser f inyectiva. P~r 10 tanto f/W es 

un isomorfismo local de G en G' . 

IV, GRUPOS TOPOLOGICOS COCIENTES 
1. ESPACIOS CON OPERADORES 

DEFINICION 1. Sea X un espacio topologico y G un grupo topologico. Si

las siguientes condiciones, son satisfechas 

1) X tiene a G como tm grupo de operadores; 

2) La funcion (g, x) ---+ g . x de G x X en X es continua, 

Diremos que G opera continuamente sobre X. 

LEMA 1. Si un grupo topologico G opera continuamente sobre un espacio to 

pologico X, entonces para cada g e G la funcion x - g.x es un homeo -

morfismo de X sobre X. 
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DEMOSTRACION 

Sea g e G y sea h la funcion 

h: X- X 

x ~ g.x 
_1 

Evidentemente h es biyectiva, donde h esta definida asi: 

",,-I, 
lL • X~X 

_1 
X '\IV\ ... + g . X 

-1 Para completar la prueba, probaremos que h y h son continuas. 

En efecto, dichas funciones pueden obtenerse, respectivamente, como compo 

sian de funciones continuas, de la siguiente manera: 

x - G x X --------+ X 

x 'VVV+ (g ,x) 'VV\ri- g.x 

X-GxX->- X 

-1 -1 
x'VV\ r+ (g -, x) 'VVV+ g .x 

DEFINICION 2 . Para cada x e X, llamaremos la orbita de x, al conjuntc - -

G.x de transformaciones g.x de x por los elementos g de G; y el conj unto 

de los g e G tal que g.x = x, 10 llamaremos el estabilizador de x. 

Nota. El estabilizador de x es un subgrupo de G. La relacion Rtx,yJ: Hy 

pertenece a la orbita de x" es una relacion de equivalencia sobre X, lla-

mada la relacion de equivalencia definida por G; las clases de equivalen-

cias con respecto a esta relacion, son las orbitas de los puntos de X. 

El espacio topologico X!R es llamado el espacio orbital de X (con respec-

to a G), 0 el espacio cociente de X por el grupo G, y es denotado por X/G ; 

y la topologia de X/G se dice ser el cociente de la topologia de X por G. 
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LEMA 2. Si un grupo topologico G opera continuarnente sobre un espacio -

t opologico X, entonces la relacion de equivalencia R, definida por G, es 

abierta. 

DEMOSTRA.CION 

Sea U tID subconjunto abierto de X; probal' ernos que la saturacion de U, con 

re specto a R, es abierto en X. 

En efecto, dicha saturacion es x~U G . x y ademas x'du Go x = ~G go U, Y ca 

da goU es abierto por el lema 1. 

EJEMPLOS 

1) Sea H un subgrupo de un grupo topologico G. H opera continuarnente s£ 

bre G por la ley externa (g, x) ---~ gxo H tarnbien opera continuamen 

-1 
te sobre G por la ley externa (g, x) ---+ gx g . 

PRUEBA 

La primera afirmaci6n es evidente, reflexionemos sobre la segunda. 

Sea 0: la ley externa 

0::: HxG ---r G 

-1 
(g,x) 'VV\r+ gx g 

El hecho de que 0: es continua es claro y ademas 

Analicemos, si o:(gt, x ) = o::(g, o::{t, x». 

En efecto, o:(gt, x) 
- 1 -1 = gt x t g 

- J 
o::(g, o:(t, x» = o::(g, tx t . ) 

Luego o::(gt, x) 

-1 -1 = gt x t g 

o:: ( g, o::(t, x». 

0:( e, x) = x. 

8IRlIOTE"G . 
•• 'YL.",CAU . 
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2) Sea G un grupo topologico, X un espacio t opologico . Entonces la fu .

cion (g, x) - x de G x X en X es una ley de compos icion externa s o 

bre X, Y G opera continuamente sobre X con respecto a esta ley; se di 

ce entonces que G opera trivialmente sabre X. 

Nota. En lugar de decir que un grupo topo~ogico G opera continuamente s~ 

bre un es£acio topologico X, es frecuente decir que G opera continua~ente 
---. ~ --

a la izquierda sobre X. Cuando el grupo GO opuesto a G opera continuame~ 

te sobre X, diremos que G opera continuamente a la derecha sobre X. 

DEFINICION 3. Sean X, XI dos conjuntos y G, G' sus grupos de operaaores 

respectivamente, y sea f: G + G' un homomorfismo y h: X + XI una funcion. 

f Y h se dicen ser compatibles, si h(g.x) = f(g).h(x) para todo g S G Y 

todo x G X. 

PROPOSICION 1. Sea X" un conjllilto y Gil su grupo de operadores, 

f I: G I -+- G" un homomorfismo y hI: XI -+- X" una funcion; si f' Y h' son -

compatibles, entonces f'of Y h'oh son compatibles. 

DEMOSTRACION 

Sea g G G Y x G X 

(h'Oh)( g . x) = h'(h(g.x» 

h'(f(g) .hex» = 

= 

= 

f'(f(g».h'(h(x» 

(f'of)(g).(h'oh)(x) 

Luego f'of Y h'oh son compatibles. 
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DEFINICION 4. Sea S una r elacicn de equivalencia sobre X; diremos que 

la relacion S es compatible con el grupo G sipara cada g ~ G la funcion 

x ---+ g.x de X en X, es compatible con S. [en otras palabras, tal que 

la relacion x = y (mod S) implica g.x = g.y (mod S)]. 

PROPOSICION 2. Si $ es la f uncion canonica de X sobre XIS, y si g.$(x) 

denota las clases modulo S de g.x, entonces XIS tiene a G como un grupo 

de operadores con respecto a la ley externa (g, $(x» ---+ g.W(x) = $(g.x) 

DEMOSTRACION 

- II g . ( t . W ( x) ) ::: ( gt ). $ ( x) 

g.(t.W(x» ::: g.($(t.x» 

para todo g, t 8 G Y todo x ~ X". 

= w(g.(t.x» 

::: w«gt).x) 

= (gt) . $(x) 

- "e.$(x) = $(x) para todo x G X". 

e.W(x) ::: $(e.x) ::: 1/I(x) 

PROPOSICION ~. Si una relacion de equivalencia S sobre X es abierta y -

compatible con G, entonces G opera continuamente sobre xis. 

DEMOS'fRACION 

Probaremos que la funcion 

G x XIS ---+ xiS 

(g, I/J(x» 'vv\,+ g.ijJ(x) ::: W(g.x) es continua. 

En efecto, como la funcion 

G x X ---+ G x XI S 



24. 

es continua, abierta y suryectiva; ademas, la funcion 

GxX - XIS 

Cg,x) ~~.$(x) 

es continua por s er la composicion de func i ones continuas, esto es: 

GxX - X - Xis 

(g,x) ~~ g.x ~ g .$(x) 

2. ESPACIOS HOMOGENEOS 

Sea G un grupo topologico y H un subgrupo de G. H opera continuamente a 

la derecha sobre G de acuerdo a la ley externa (t,x) ---~ xt, y la orbi-

ta de un pun to x G G es la coclase izquierda xH. 

DEFINICION 1. Llamaremos espacio homogeneo, y 10 representaremos por G/H, 

al conjunto de orbitas de G 

Es importante hacer notar que : cuando hablemos de G/H como un espacio to 

pologico, 0 pensaremos como el espacio orbital de G (con respecto a H) ; 

en caso contratio 10 expresaremos. 

PROPOSICION 2. E1 grupo G opera continuamente sobre todo espacio homog~ 

neo G/H. 

DEMOSTRACION 

- 1 
Como la r elacion de equivalencia x y 8 H es abierta por No.1, lema 2; 

resulta ser esto, un caso particular de la proposicion 3, No.1 

PROPOSICION 3. Sea G un grupo topologico y H un subgrupo de G. Enton-

ces la f uncion canonica ~, definida 



$: G ----)0 G/H 

g '\.I\I\ri- g H 

es abierta. 

DEMOSTRACION 

Sea 0 un subconjunto abierto en G. Probaremos que ~(O) es abierto en 

G/H; para esto mostraremos que ~-1($(0» es abierto en G. 

Primero notemos que 

= {gHI g S O} y U gH 
gSO 

= U Oh. 
hSH 

Sea gl S $-l(~(O», entonees ~(gl) S $(0), 10 eual impliea que existe 

g S 0 tal que $(gl) = gH 0 glH = gH. 

Como e S H~ tenemos g S \J gH, de donde g S ~) Ob. 
1 gSO 1 heH 

. 1 
Luego ~- (~(O» e lJ Ob. 

hSH 

25. 

Conversamente, sea z S ~J Qh, entonees existe h' e H tal que z S Qh'; 
heH 

de donde existe g eO tal que z = gh'. 

Como ~(z) = ~(gh') = gh'H = gH e ~(O), entonees z e $-l(~(O». 

Luego lJ Oh c ~-l(~(O»). 
heH 

Por 10 tanto $-l(~(O» = lJ Qh, el eual es un conjunto abierto en G. 
heH 

C§l, No.1, proposieion 4). 

PROPOSICION 4. Sea G un grupo topologico y H un subgrupo de G. Entonees 

el espaeio homogeneo G/H es separado si y solo si H es cerrado en G. 
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DEMOSTRACION 

H es una clase de equivalencia pOI' 
-1 

la relacion. x y g H Y ademas, si G/ H 

es separado, H es cerrado en G. Conversarnente, supongamos que H es cerr~ 

do y sea aH * bH en G/H. Entonces a ¢ bH. Luego como bH es cerrado, exi~ 

te un nueleo V de G tal que Va es un veeindari o de a en G y Ua () bH es va 

cl.o. 

-1 Por el axioma (GVa), ex i ste un nucleo V de G tal que V V c u. 

Usando el hecho de que, la funeion ~: G + G/H es ahierta y, Va y Vb son 

vecindarios de a y b en G, tenemos que (Va)H ::: yeaH) y V(bH) son vecin-

darios de aH y bH, respectivamente. Estos vecindarios son disjuntos, ya 

que si p G V( aH) () V( bH), entonces p ::; v ah ::: vI bh
1 

para v, v G V 
1 

y 

De donde q va ::; b h h- 1 perteneee a Ua n bH, 10 
1 

que es contrario a 

10 supuesto. 

PROPOSICION 5. Sea G un grupo topologico y H un subgr upo de G. Entonce~ 

el espacio homogeneo G/H es discreto si y s6lo si H es abierto en G. 

DENOSTRACION 

En efecto, ya que las imagenes inversas en G de los puntos de G/H bajo l a 

funcion canonica son las coclases x H (x G G); y estos conjuntos son abier 

tos en G si y solo si H es abierto en G. 

DEFINICION 5. Sea X un espacio topologico y G un grupo topologico. Dire 

mos que G opera transitivamente sobre X, si para todo x, y G X, existe 

g 8 G tal que g.x ::; y. 
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DEFINICION 6. Sea X un espacio topologico, diremos que X es (en el sen-

tide algebraico) un espacio homogeneo de G si G opera continua y transi-

tivamente sebre X. 

Nota. Sea x un punto de X, H su estabilizador . La suryeccion contimua 
x 

g ~ g.x de G sobre X se factoriza canonicamente as!: 
f x 

G --)- G/H --+ X 
x 

donde f es la funcion eanoniea de G sobre el espacio homogeneo G/H , y x x 

gx es la biyeceion gHx ~ g.x de G/Hx sobre X; ademas gx es una f~~cion -

continua. Pero g no es necesaria~ente un homeomorfismo. 
x 

DEFINICION 7. Sea X un espacio topologieo sobre el eual un grupo topolo 

gico G opera continua y transitivamente; diremos que X es un espacio ho-

mogeneo topologico (relativo a G) s i g es un homeomorfismo para cada 
x 

x b X. 

PROPOSICION 6. X es un espacio homogeneo topologico (relativo a G), si y 

solo si, para cada x g X, la funeion g ~ g.x de G en X, es abierta. 

DEMOSTRACION 

Sea x G X, donde X es un espacio homogeneo topologieo (relativo a G); en-

tonees g es un homeomorfismo de G/H sobre X, para cada x g x. Luego x x 

gxofx es abierta, por ser eomposiei on de funeiones abiertas. 

Por 10 tanto , la funcion g ~ g.x de G en X, es abierta. 

Conversamente, supongamos que para cada x g X, la funcion g ~ g.x de G en 

X, es abierta . Probaremos que g es un homeomorfismo, para esto es sufi
x 
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ciente probar que g es abierta, en vista de que g es biyectiva y conti x x 

nTla. 

En efecto~ como g of es abierta para cada x G X, Y f es continua y sur x x x 

yeetiva~ tenemos que g es abierta. 
x 

PROPOSICION 7. Sea X un espacio topologico sobre el eual un grupo topolo 

gico G opera continua y transitivamente . Para que X sea un espaeio homo-

geneo topologieo (relativo a G), es suficiente que para algun punto Xo G X, 

la funeion g + g.xo transforme cada nueleo de G en un veeindario de Xo en 

X. 

DEMOSTRACION 

Todo x g X puede ser eserito como x = gJ.'xo para algUn gl G G. Si V es -

un nuel.eo de G, entonces V. X = (Vg1).XO es un vecindario de x, en efeeto, 

podemos escribir 

(Vg ).xo 1 
= g «g-lVg ).xo )' y la afirmacion anterior se 

1 1 
-1 sigue de que g Vg s un nueleo de G y que y + g.y es un homeomorfisn, 

de X sobre si mismo (No.1, lema 1). 

Se sigue que si U es un sUbeonj unto abier to de G y si x es un punto de X, 

entonees U. x es un abierto en X· , en efeeto, si 
-1 

t G U, entonees t U es un 

nueleo de G, luego ( -1 ) ,t U . x es un vecindario de x, y t( (t - lU).x) = U.X 

es un vecindario de t.x . 

Luego U.x es abierto en X, aSl que la f uncion g + g.x de G en X es abier-

tao 
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3. GRUPOS COCIENTE5 

PROPOSICION 1. Sea G un grupo topologico y H un subgrupo normal de G. 

Entonces Ia topologia cociente es compatible con la estructura de grupos 

de G/ H. 

DEMOSTRACION 

Es suficiente mostrar que 

G/ H x G/H ---+ G/H 

(aH, bH) "VV\!\rr ab -IH 

es continua. Sea U un vecindario de ab-1H :: q,(ab- I
) en G/H . Entonces 

",-leu) . d . d .-1 
~, es un vec~n arlO e an en G. Luego~ existen vecindarios V de a 

-1 -1 
Y W de b tal que VW c 4> (U) . Como if> es abierta !> if>(V) y cf>(W) son ve-

cindarios de aH = $(a) y bH = 4>( b ), respectivamente . Luego 

-1 - 1 
q,(VW ) = ~(V) ¢(W) c U, 10 que prueba la continuidad. 

DEFI NICION 1. Al conjunto G/H, de Ia proposicion anterio~, 10 llamaremos 

gl'UpO cociente. 

PROPOSICION 2. Sea 4> Ia funcion canonica de un grupo topologico G sobre 

un grupo cociente G/H. 5i B es un sistema fundamental de nucleos de G~ 

entonces $(B) es un sistema fundamental de vecindarios del elemento iden-

tidad ~(e) de G/H. 

DEMOSTRACION 

Sea U un vecindario de ~(e), entonces ~ -l(U) es un nucleo de G, de donde 

-1 - 1 
existe W G B tal que W c ~ (U). Entonces ~(W) c ¢(¢ (U» = U. De 1 0 

anterior, concluimos que $( B) es un sistema fundamental. de vecindarios 

~(e). 
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PROPOSICION 3. Sea G un grupo topologico y H un subgrupo normal de G. 

1) El grupo cociente G/H es separado si y s610 sf H es cerrado en G. 

2) El grupo cociente G/H es discreto si y s610 si H es abierto en G. 

DEMOSTRACION 

Las proposiciones 4 y 5 del No.2, se dan en particular, para grupos co -

cientes. 

COROLARIO. Si G es un grupo y N es la cerradura de {e} en G, entonces N 

es un subgrupo normal cerrado de G, luego GIN es separado; GIN es llamado 

el grupo separado asociado con G. 

PROPOSICION 4. Si H es un subgrupo normal discreto de un grupo topologi -

co G, entonces G/H es localmente isomorfic o a G. 

DEMOSTR.JI.CION 

Sea V un nucleo de G tal que V () H :: {e} , y sea W un nucleo simer-rico a - -

2 
bierto de G tal que W c V. Entonces la restricci6n a W, de la funcion -

canonica $ de G sobre G/H, es inyectiva ; en efecto, si x, Y ~ W Y 

-1 
~ (x ) :: $(Y), eltonces x y b W c V Y 

-1 
x y ~ H, de donde x = y. 

Por la proposiciol 2, y debido a que la restriccion de ~ a W, es un homeo 

morfismo de W sobre $(W); y ademas <jJ(xy) = <p(x) 4>(y ) para todo x, y ~ W, 

concluimos que G y G/H son localmente isornorficos (§3 , No.1, proposic 'on 

1 ) • 

4. HOMOMORFISMOS CONTINUOS Y MORFISMOS ESTRICTOS 

DEFI NICION 1. Sean G y G' dos grupos t opologicos y f una func ion de G e 
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G'; diremos que f es un homomorfismo continuo~ si f es un homomorfismo de 

G en G' para las estructuras de grupos, y ad~~as f es continua en G. 

EJEMPLO 

Consideremos, los grupos topologicos dados en ~1, No.1, ejemplos 2 y 3; 

y la funci6n 

f: R -JR+ 

X '\IV\r+ f(x) x = a , 

Dicha funcion es un homomorfismo continuo. 

a + 1. 

PROPOSICION 1. Un homomol'fismo f de un grupo topologico G en un grupo t~ 

pologico G', es continuo en G si y solo si es continuo en un punto de G. 

DEMOSTRACION 

?r'imel'o, probaremos que si f es continua en eGG, entonces f es continua 

en G. 

Sea x G G y U un vecindario de f(x), entonces U ::: f(x) V, donde V es -

un nueleo de G'. 

-1 
POl' sel' f continua en eGG, tenemos f (V) es un nueleo de G; luego 

x f- 1
(V) es un vecindario de x, y ademas 

-1 f(x f (V» ::: ::: U. 

POl' 10 tanto, f es continua en G. 

Ahora, probaremos que si f es continua en un punt·o a G G, entonces f es -

continua en eGG. 

Sea W un nueleo abierto de G', entonces f(a)W es un vecindario abierto de 

f(a). 

POI' ser f continua en a 8 G, tenemos que f-1(f(a)W) es un vecindario 
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abierto de a; l uego a-1f-1(f(a)ii) es un nueleo de G, yademas 

- 1 ,,· 1 
fCa f (f(a)W» :: c :: w. 

De los dos resultados de."lIostrados, podemos afirmar que, 3i f es continue: 

en un punta de G, entonces f es continua en G. 

Nota. 8i consideramos un homomorfismo continuo f de G en G', tenemos que 

-1 
la imagen inyersa del elemento i dentidad e' de G', f (e') es un subgru-

po normal de G, y f(G) es un subgrupo de G'. Ademas, la factorizacicn c a 

nonica 

ijl - 1 t f ~J 
f: G --4 G/f (e) -)0 f(G) --...>.. G' 

donde 4> es la f unci6n canonica, ~) la inyeccion canonica; hace que f sea -

un homomorfismo biyectivo continuo . 

f se dice ser el homomorfismo biyectivo "asociado" can f. En general, f 

no es un isomol'fismo de grupos topologicos . 

POI' ejemp10, sea G' un grupo topo1ogico no discr'eto , y G e1 gl'upo t opol.§. . 

gieo que se cbtiene de dotal' a G' d . a top log:ia discreta ; entonces la -

f uncio identidad de G en G' es un homomorf ismo bly"'ctivo continuo, p ro 

no es bicontinuo. 

DEFINI CION 2. Un homomorfismo continuo f de un grupo topologico G e n 

grupot pologico Gf se dice sel' un mol'fismo estricto de G en G', si e1 ho 

momorfisrno biyectivo f de G/f-l(e!) sobre f(G), asociado con f, es un ·s~ 

morfismo de grupos topo1ogico<: (en ot ras pala bras. si f es bicontinua) . 

Un isomorfismo de un grupo t opolog ico G sobre un grupo topologico G' es 

pOl' 10 t anto un morfismo estrict o biyectivo de G 30bl'c G'. 
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DpO OSICION 2. S~a f un ~0momorf'smo continuo de 'n srupo topologico G -

8'1 un grupo ~opo16gico G' . Entonce'": las siguientes tres condiciones sop 

·?q'11.valentes: 

1) f es un morfismo estrieto. 

2) a imagen bajo f de todo conjunto abicrto cn G, es un conjunto abier-

to en f(G). 

3) La imagen bajo f de todo nueleo de G, es un nueleo de f(G). 

DI:r10S7RAC ON 

til) => ,,\ : 1 
"-i 

f 
G 

t 
Iw 

-1 
G/~ (e') -~ f(G) 

f 

Sea U 
_1 

abicrto en G, ento.ees </1(U) es un abie:C'to en Gff (e l
), por ::::e:::, 

¢ abierta; luego f(<DCU» es abierto en f(G), par ser f abierta. Par 10 -

tanto feU) = f(~ (U» es un abierto en £(G). 

Sea V un nueleo de G, entone existe un abierto 0 de G tal que e 8 0 c V, 

de donde fCe) = e' '2 (0) c fCV). 

Es U~S COMO f CV) e un nueleo de f(G). 

Tl3) =, 1)" 

E. viri:'.d de la propos ic ion 7, No. 2 ' ~s sufieicnte n ostrar que G opera -

continua y transitivament e s abre f(G), por media dt:: la ley de eomposicion. 

G x f( G) f(G) 

(g, f(x» '\/\IV\,+ g.f(x) = f(gx) 

f(g} f(x) 



En efecto, G opera continuamente, ya que 

G x f(G) ---+ f(G) x f(G) --- f(G) 

(g, f(x» ~(f(g), f(x» ~ f(g) f(x) 

es una composicion de funciones continuas. 

Ademas, 

g ' .(g.f(x» ::: (g'g).f(x) 

En efecto, g'.(g.f(x» ::: g'.(f(gx» 

::: f(g I (gx» 

e.f(x) 

e .f(x) 

::: f«glg)X) 

(g'g)J(x) 

= f(x), 

= f(ex) 

::: f(x). 

para todo gl, g, x G G. 

para todo x 8 G. 

34. 

G opera transitivamente sobre f(G). en efecto, sean g, x G G, entonces - --

existe gl 8 G tal que gIg = x; 

f(g'g) ::: f(x) 

g' .f(g) = f(x) 

de don de 

Luego, G opera transitivamente sobre f(G). 

V. GRUPOS TOPOLOGICOS CONEXOS 

1 . ESPACIOS CONEXOS Y CONJUNTOS CONEXOS 

DEFINICION 1. Un espacio topologico X se dice ser conexo Sl este no se puede 
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'2xp~esar como la union de dos conjuntos abiertos disjuntos no vaclos. 

E~TEMP10S 

~) Un espacio discreto que posee mas de un punto no es conexo~ 

:: ) Sea X un espacio topologico con dos puntos y cuya topologia es la topol~ 

g:ia grosera. Obviamente X no 5e puede expresaY' como la union de dos con 

juntos abiertos disjuntos no vacios . Asi, X es conexo . 

La siguiente pr oposicion nos da otras ca~ac·terlsticas de los espacios cone -

;{OS. 

~ ROPOSICION 1. Sea X un espacio topologico. Las siguientes tres eondicio -

nes son equiva1entes. 

1. ) X es conexo. 

2) 10s unicos subconjuntos de X que son abiert os y cerrados son ¢ y X mismo. 

3) X no se puede expresar como 1a union de dos conjuntos cerrados disjuntos 

no vaclos. 

DEMOSTRACION 

'1 ) => 2)" 

Supongamos que X es conexo y que A es un subconjunto propio no vaclo de X, -

e1 cua1 es a 1a vez eerrado y abier to en X. 

Entonces, X =: AU (X-A) , 10 que es contY'adicto'io, pues hemes supuesto que 

X es conexo. 

" ?) => 3) " 

Supengamos que sola.rnente X y <p son abiertos y cerrados en X, entonces X no 
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se puede expresar como la union de dos conjuntos cerrados disjuntos no va - -

ctos, puesto que si existen dichos cerrados, digamos F y F , tal que 
1 2 

F (IF ;: <P 
1 2 

y x = F tJF, entonces F es cerrado y abierto a la vez , -
1 Z 

10 que es contrario a 10 supuesto. 

"3) => i)" 

Supongamos que X no es conexo, entonces existen abiertos 01 y 02 no vacios, 

tales que X = 01 tJ02 y 01 ()Oz = ~. 

Tomando F 1 = X-O 
1 

y 

de FI Y F2 son cerrados no vacios. 

y F 1 (IF 2 = 4> ~ don 

DEFINICION 2. Un subconjunto A de un espacio topologico X, se dice que es -

un conjunto conexo, si el subespacio A de X es conexo. 

,EJEMPLOS 

1) En un espacio topologico, el conjunto vac10 y los conjuntos unitarios --

son conexos. 

2) En un espacio separado X, todo conjunto finito que tiene mas de un punto , 

no es ccrnexo. 

?ROPOSICION 2. Un subconjunto A de X es conexo si y solo s i para cada cubri 

miento de A por dos subconjuntos abiertos (0 cerrados) B, C de X, tal que 

A()B y A()C sean no vacios, tengamos A()B()C t ~. 

,DEMOSTRACION 

Supongamos que A es conexo, y sean B, C dos conjuntos abiertos de X tal que 

A c B\JC Y A()B, A n C no vacios. 
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Luego, A ::: (AnB) u CAnC), donde AnB y AnC son abiertos de A. 

Como A es conexo, tenemos que A n B n c t <1>. Conversamente) supongamos que A 

es no conexo,y sean B, C dos conjuntos abiertos de X tal que A c B~)C Y 

ArtB, An C no vacJ~os. 

Luego, A ::: (A nB) u ell. n C), donde A nB y An C son abiertos de A. 

Como A es no conexo, tenemos que A n B n C ::: <p. 

PROPOSICION 3. La union de una familia de conjuntos conexos, cuya intersec-

cion es no vacla, es conexo. 

DEMOSTRACION 

Sea (A i) iGI una familia de subconjuntos conexos deX, tal que todos contie

nen un mismo punto x; probaremos que 

A ::: U 
iGI 

A. 
1. 

es conexo. 

Supongamos que A no es conexo, entonces existen dos conjuntos abiertos B y C 

de X, tales que BriA y C(\A son no vacios, y A c Bl)C Y 

x pertenece aBo a C, digamos que x G B; en otras palabras, x pertenece a 

uno de los conJ' untos A., digamos A • donde A (IC ~ <1>; tenemos ademas que 
1. x· x T 

A c BUC, 
x 

A nBnc ::: <I> y 
x 

y C(IA son no vacios. Lue 
x 

go A no es conexo, 10 cual es una contradiccion. 
x 

PROPOSICION 4. Si 01 Y 02 son dos conjuntos abiertos de un espacio topolo-

gico X tal que ° (10 ::: ~ y 
1 2 

o bien, E cO2 , 

X ::: ° lJO, entonces, si E eXes conexo, 
1 2 
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DEMOSTRACION 

POI' ser 01 y O2 abiertos en X, los conjuntos 01 (\ E' Y O2 (') E, son abiertos 

en E. Se tiene adernas que estos conjuntos son disjuntos y que su union es 

E. Ahora bien, no puede ser que ambos sean no vaclos, pues tendrlamos que 

E es no conexo . En consecuencia: 0l(lE =~, 0 bien, 02()E =~, de don

de se sigue de inmediato e1 resultado . 

PROPOSICION 5. Sea X un espacio topologico y A c X un conjunto conexo. Si 

A c B c A, entonces B es conexo. 

DEI10STRACION 

Sea A c X conexo y A c B c A. Si B no fuera conexo, existir!an abiertos no 

y B=OUO 
1 2' 

POI' la proposicion 4, ha de t enerse que A c °
1
,0 bien , A cO

2
; supongamos 

que A cOl' entonces A cOl ' Pero, 0 no = <jl ya que 0 1 es abierto y cerr~ 
1 2 

do en B, pOI' 10 tanto B () 0 2 = <p, 10 que contradice el hecho de que O2 es un 

subconjunto no vaclo de B. 

COROLARIO. La adherencia de una parte conexa es un conexo. 

PROPOSICION 6. Sea A un subconjunto conexo de un espacio topologico X, y 

sea f una funcion continua de X en un espacio topologico X'. Entonces fCA) 

e s conexo. 

DEMOSTR1\C ION 

Supongamos que fCA) no es conexo. Entonces existen dos conjuntos M, N los -

cuales son abiertos en f(A) y forman una particion 
-1 

de f(A); luego An f (M) 
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-1 Y A(\f (N) son abiertos en A y rorm~n una particion de A; esto contradi-

ce la hipotesis que A es conexo. 

COROLARIO. Sea G un grupo topol ogico, A un subconjunto conexo de G y a 6 G. 

Entonces aA, -1 Aa y 
-1 

aAa s on conexos. 

Nota. La imagen inversa de un conjunto conexo, bajo una funcion continua, -

no necesariamente es conexo; consideremos pOI' ej eUlplo una funcion de un esp~ 

cio discreto en un espacio que tiene un solo punto. 

La proposicion que se da a continuacion~ es una caracterizacion de los espa-

cios no conexos. 

PROPOSICION 7. Para que un espacio topologico X no sea conexo, es necesario 

y suficiente que exista una funcion suryectiva continua de X sobre un espaci o 

discreto que contiene mas de un punto. 

DEMOSTRACION 

La condicion es suficiente pOI' la proposicion 6. Conversamente, si X no es -

conexo, existen dos subconjuntos abiertos, disjuntos, no vaclos A, B cuya 

union es X, y la funcion f de X sobre un espacio discreto de dos elementos 

{a, b}, definida pOI' rCA) = {a } y feB) = {b}, es conti nua. 

2. COMPONENTESCONEXAS 

Dado un punto x de un espacio topologico X, la union de l os sUbconjuntos con~ 

xos de X, que contienen a x, es conexo ( No .1, proposicion 3); Y es ademas-

el subconjunto conexo mas grande de X que contiene a x. 
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~INICION 1. La componente (0 componente conexa) de un punto de un espacio 

t opologico X, es e l sUbconjunto conexo mas grande de X que contiene dicho --

pu.to. Las componentes de un sUbconjunto A de X son las componentes de los 

puntos de A, relativas al subespacio A de X. 

rROPOSICION 1. Sea X un espacio t opologico. La relacion "y pertenece a la 

componente de x" es una relacion de equiva lencia Rl x~y\ sobre X, y las cIa -

ses de equivalencia son las componentes de X. 

,QfMOSTRACION. 

La reflexividad y la simetrla de R es obvio. Ademas R es transitiva, ya 

que, la union de con juntos conexos que tienen un punto en comun es conexo 

(No.1, proposicion 3); luego, R es una relacion de equivalencia sobre X. 

Sea x ~ X, Y A la componente de X; es. c laro que A = x, donde 

x = {y ~ XI Y pertenece a la componente de x } 

Otra manera de describir las componentes conexas de un espacio topologico X, 

se presenta en la proposicion siguiente : 

PROPOSICION 2. Sea X un espacio topologico. Ent onces 

i) Las component s conexas de X fo~~ n una particion de X. 

ii) Si para cada X ~ X, (Cx) denota la componente conexa que contiene a x, 

entonces cex) = t) 
iGI 

que contienen a x. 

A. , 
~ 

donde los A. 
l 

iii) CCx) es conexo, para cada x 8 X. 

iv) CCx) es cerrado, para cada x G X. 

son t odos los conjuntos conexos 
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DEMOSTRACION 

i) Se obtiene de la proposicion anterior, 

i i) Primero notemos que para cada x ~ X~ existe una componente conexa que 

J.o contiene , ya que X es 1a union de sus componentes conexas. Ademas, 

existe al menos un conjunto conexo {x}, que contiene a x; luego, la --

igualdad a probar es iTh~ediata. 

iii) Se obtiene~ del literal ii ) y del No.1, proposicion 3 . 

i v) En vista de que la adherencia de un conexo es un conjunto conexo, re

sulta que C(x) es conexo, luego pOI' i i) , CCx) c CCx). 

Notas. 

1 ) POI' 1a condicion ii) de la propos~cion 2, se dice que CCx) es la "mayor" 

parte conexa de X, que contiena a x . 

2) Es claro que un espacio topologico X es conexo si y solo si CCx) :: X, p~ 

ra algun x ~ X (0 para todo x ~ X). 

3) Si para un espacio t opologico X se tiene CCx) :: {x}, para cada x ~ X; X 

se llama tota1ment e di scont i nuo. 

3. GRUPO TOPOLOGI CO CONEXO 

PROPOSICION 1 . Sea G un grupo topologico y g ~ G. Entonces CCe) es un sub -

grupo normal cerrado y C(g) es la coclase g CC e) . 

DEMOSTRACION 

Si C(e) es 1a componente conexa que contiene a e, entonces CCe) es cerrade. 
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C C C - 1 
5i X e (e), entonces (e) y (e)x son conexos y contienen a e; como 

C C -1 
(e )~) (e)x es conexo y C(e) c C(e) U CCe)x- 1

, entonces, pOl' ser C(e) 

maximal , tenemos C(e) ~) CCe)x-
1 

::: C(e), es decir CCe)x-
1 

c CCe ). 

Luego, e tiene que para todo x g CCe), (Ce) (-ICe) c ((e), es decir, (Ce) -

es un subgrupo de G. 

Si Y e G, entonces e G CCe) y Y pOI' un argumento similar, -

con~luimos que y-1CCe)y c C(e), de donde CCe) es normal en G. Finalmente , 

si C<g) es la componente conexa que contiene a g, entonces (g) y g C(e) son 

conexos y contienen a g, luego g C< e) c C(g); similarmente g -lC(g) c CCe) , de 

donde CCg) ::: g C(e). 

PROPOSICION 2. Si G es localmente conexo Ces decir , 8i todo punto g de G --

tiene un vecindario conexo), entonces G/«e) es dis creto. 

DEMOSTRACION 

Sea U un vecindario conexo de e en G. Como ¢: G --+ G/(e) es una funcion 

abierta, t/>(U) es un vecindario de (e) enG/(Ce). 

Luego, como u es conexo tenemos que U c ( Ce), pOI' 10 que tP{U) ::: {(Ce)}. 

PorIa tanto CC e) es abierto, de donde G/(e) e.s discreto . 

PROPOSICION 3. Sea G un grupo topologico y U un nucleo abierto de G. 

i) Si U es simetrico, entonces H::: ~j Vi es un subgrupo abierto y cerra 
i =l 

do de G. Si V es conexo, tambien 10 es H. 

ii) C< e) C 
00 Ui) CCe) , ::: \.J ('\ 

i=l 
00 

Vi, iii) Si G es conexo, entonces G = U 
i=l 

=' 
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D forOSTRACION 

i) Si U es simetrico, entonces para x ~ ~, Y "U
n 

.. t C , e.nemos que 

Y :: de donde H es un subgrupo. Por 

ser U abierto, u
2 = t){a UI a g U} es abierto Y por induccion Ui 

es 

abierto, luego H es un subgrupo abierto. Ademas, por §2, No.1, prop~ 

sicion 6, tenemos que H tambien es eerrado. 

Si U es conexo, entonces eada Ui 
10 es, y por 10 tanto H es conexo -

(usando el hecho de que e G Ui). 

ii) Sea V un nueleo simetrico tal que V c U, Y sea W :: V n Cc e ). Enton-

ces W es un nucleo simetrieo en CCe), y 

H :: U 
i=l 

c 
00 • 

C u V~) () CCe) 
i=l 

Luego, H es un subgrupo abierto, y cerrado de CCe) y como C(e) es cone 

xo, tenemos que CCe) = H. 

Como 
00 

U 
i =l 

c 
00 

U 
i U , obtenemos as! el resultado requerido. 

i=l 

iii ) Se sigue de ii) tomando G = CCe). 

PROPOSICION 4. Sea G un grupo topologieo conexo y H un subgrupo normal dis-

creto de G. Entonces H est a contenido en el centro de G. 

DEMOSTRACION 

Sea a g H. Entonces la funcion 

Por ser G conexo y H 

f: G-H 

-1 
x'VVV+x ax 

discreto, tenemos que fCG) 

es continua. 

-1 = {a}, par 10 que x ax = a 
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para todo x g G, luego K esta contenido en el centro de G. 

PROPOSICION 5. Sea G un grupo topologico y H un subgrupo topol.ogico cerra 

do tal que H es conexo y G/H es conexo. Entonces G es conexo. 

DEMOSTRACION 

Sea H Y G/H conexos y asurnamos que G = UlJV, donde U y V son conjuntos abier 

tos no vacios. 

La funcion canonica 

c/>; G ----+- G/H es abierta y ademas 

c/>(U) = UH, Hv) = VH. 

Como G = UUV, tenemos que G/H = ~C.U) U HV), es decir G/H = UH U VH, Y 

como G/K es conexo, existe aH g UH () VH. 

De donde, aH 8 UH; 10 que implica que existe h 8 H tal que ah = u, u {; U. 

De donde aH () U es no vaclo. 

Similarrnente aH () V es no vaclo. Ahora, como G = U~)V, tenemos que 

aH = (aH () U) U (aH n V), Y como H es conexo y aH es homeom;rfieo a H, tene 

mos que aH es conexo. 

De donde (aHrLU) n (aHnV) ... es no vacl.o. Esto implica que un V es no vaclo, 

luego G es conexo. 
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