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INTROlJUCCION 

hn cu ns i derL clo nece" Clf, j os lJdPi1 abr i l~ e l CdTlIi TI O que nos 11eva el l c;S 

te me: u1ap dl:! es t a o l IT'a . 

t s , Cl tr-eS OtpCIS , os CspLlcio~~ TorJo10 l!, i cos Conc;xo.J , Compacto::; , 1 rJS 

Axio rll;) s d " Sl:! [I,i(' c i o l l Y Cont ::tbi l _' ddd; 10 mi s mo ue t_nernos Ci ll h aee r 

s uf ic i entes pare qUl' UII '''·I,.teio t C' f'o J o.r~ i co Se::n Tile Ll'izab1e . 

\ 
f. s en " e1 TeOl't: llki dl~ Hr>tl'i::'.l ion ele tJ .1r'.a t c Srnil' no v " d ndL: s es-

t b J PCt,Tl l.J. S c.o lltlic i o !1t:! !::i nC>CI.!S<1I'l <'IS y su -L c i 'n te." p (' que un S cic io 

t o p0 1og i. co ",ea rnetrL.db l e . C; II Cll e ntr',- n pu s , cond i ciones 10 s ufi 

cient "' l lle!1t(; fu e l ·t "s pur;'1 qLl(~ im liqu e tl IIICLr.'iz bilid d Y ] .... s ul- Lc i e nL e 

. c1 Y d8 C.,pacios TOlJo 16V -L COC; l oc 11 11 nt t.! m triz r: bl s p ra 11ep;ap n 

c u 1 m-Lli (' co n un cor'ol Iri,.) d e ] Tl'OI'(! IIi-l d,-· N I ~Cl td Srnirno v , <;1 e ll :'l t::~ -

TalllLj en , e n .;] C,-q) i tl 10 I ::;e r.:s td l,ll::!cen rc1:lciones e rltrt' eSjJu .-

c i os T.J(. l'dCO TlI[)rlc t O'· y II0r'III"lc':, 10 lIIi s mo qUl; ntl'e eSPdcio s metl'iz 

rn.J Jt~ St one . 

i 



Cn e1 Cc=tJJlt ulo V ~f:: tr tLl ~~ollJ'e lot" <I lie - C LO e ' li e 10 L;:jtudj c 

do ·n el Cap'itu1o IV , tf'dtoClJ do d •. ~ hdcc, r' j rl c.Jpie e n e l co n-j u nto e 

l os r LUn<2r'os r·.!.::t1r~:L l-~nL "l' los p jc'Y'c j c i os i. mpor tan tes pod elTlos IIiC'nc ' 0-

n.t !.' PO f' t.!jl~ lII p1o ClIP "1 ","c;ra.,, ; c, trlr"']6~~ i C:O ]? cerl 2 1 ord e n l exicor:r'.:'t-

ConsiJe; f ', ndu que el ] ec to!' dl:'DL:' ( P l l"':l' a n0 no l os con '8ptos -

b5::: i cos 0 topolog 'icll S ell: 10:; ,~udles h rW ' : lIIUS usa 3Cl,ui , se ha ,gL'''': ,a -

d .]1 finetl de e::::tl' ll'aL,1'ju Ull 'W~ llclice . 

Cspe l 'afflos qUL! [luL!~1-y\0 Tl'Elb.rjo sect u ri l - l os l ee t ol 'es (j u t:! SI:' 

in lC' i n ,:;n el (~stud LO d e 1il '1'0['\..,10)J) , C]1IL; cs un ram mu,/ jntE:res 11 
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t: s Acro TO POr.nGI CO 

De I. ilJLr:ioll J . J . 

Un I topu1rwl<l -en L1 11 .'UI I i unto X , s una co 1ecc i. 6n T de -

T 

Un CO l ijUl l tO X j.Jdl'd el 

11<]111 do ~~jl l (; iu I opo] ogieo . 

[) 'U[Ji.d lll <:' rI L~ , UII c:"'jJ.JL:i.u LO[JUJlll'.L C'U e:; U I I p Y.' o r en d o ( ':t , T) LIU ' -

CuT s i s ! de un cu n-iunto X y unn topu ] o[1:i.:1 T e n X. Si no da l UfTrf' d con-

fu !..~i6 n, om iril'elllus IIiL-IIC'lo nap T, 

ON,JUN TOS All lERTO 

Sj X r'c, I I '~::"l"IC.LO lOI)')16,~I) co ca ll una t opo1op'L T, dE:c i_ 

111'')S clUe I I s L(:Ollj UIIlO U 'l 1-..; p(..! I 'te l lc!l~ " a 1 d cu I cc i 6n T es un CO II ~ unto 

ab i L'T O de 

Cj e lll \, Lo 1. 1. 



3 . 

(a ) (b ) (c ) 

(d ) ( ~ ) 

(g ) (h ) 

ri p,l rr, 1 

1~1l ( c) t nt:'lIlfJ~ CJue 

T = lx, ~ , {ri, b) , fb, cl , fbl } 

mi"ll t r' S UL: l~ll ( -,), 

T = {x, tPJ 

e ll (i) 1,1 [ GpO 1.01"' 1 , 1 p~; r,'l con ,~ T i.lu i.d~ IJGr. 10dos l os subcon4 Ulltos de X , -

Cll estl:! L!j e ll ll,lo ~>C )U ",iL~ ob',ljr.V:l l' uO .ICIO 1 n con'iunto ,]e tpeS e l e-

1IIv n l OS t i P ile fTll ll : hol '" topo 1 Clp-'hs d j ft 1',' 11 t;; s , 1-' ro no t o ri co ] cc i 6n ri 

1.lS co-



00 

~~ iX,, ::.; UI con i I I- CJ , let (;f' l el;(; ion .. k tooos 1 as s ubc un-i un-

La co l..: cion fl ..: cuw; i ste Je X V cjJ so l IIIent c::.; t llibien une t opolof!l.J 

~;e. 1 X n coni nto ; sea Tf L- coLecdon de todos lo s sub-

COlljUlltos dl~ U -c! X tdL qur· X'\,LJ ,-s rilljt o 0 '" -t odo X . f.ntonc.J T es 

UIJd I CJ[JULog'LI ,"rl X, 1Ll111.[ti ,1 1<1 l:upolCJ,;),1 d l os campl - ment as riniLos . -

T Tt 0 X r.a mu (p estan -'n T[, pues to que X X s inita y X \ CP es tana Y. 

pur' P 'op l .::d dd de CO lljUllt O:; , ten'IIIf)~~ : 

I:l C:Jrt i 

todo l L Pur 

1.J' - P ,!L1e I 1 

.\ LJ U -: (1 (X Ll) 

II t e, t! '-' l ei ,1 1')" 

O ll'a IJd l'l-t~ , ".,i 

U· 1 L!!""; td L! 11 T, 

x 

u u 

-.: 11 -1 v' I 1f Ii t-( , 

Ul , , UI 1 

f'S L,d ) l ec conlu:j till 

n 
nUl' = i=l 

I 

'\)1 1 = 

Y_ I 

s" n 

, : 

(X 

qlle X 1I es fi i 0 Pi1l'Cl -
a 

Leme n tos J - T , p. ) ' ,1 1110::';-



p Ol' cunt;igui.:::mtL' un coniunt o f lnito . 

[je rll p t o 1.4.: 

r 
J . 

Se,) X un cori uTlt o ; ~,C'l TC la co l ecci6 n rle to,103 I f)s subcon 

j untoc; U d X 1:> 1 q U 0 :< \ U os (~O llT .:.th1e 0 (;;' t odo X . CnTonces T c es una 

tupul g i.<I 211 t. . I'dl '. III U~, L 1'.'11 ' qUL' I e I ' :; Ull d 10 1)0 10 1-',1,1 11 X, 10 h.t CP II IO~ -

Va IIIO':: L (k[ jllic 1I11d lOpC>10f~i 'i e n e l co nlunto JR . lleciOios 

B( x , d c u. 

Fl l x , c) ={v/ Ix - 'II c} 

L I cHlld iliOS '1 = { U/U ~s --Lit.:l'to -'n IP I , 1..: t OIJu 1oP' :i U~lc J e n JR . 

INTERIOR DE UN CONJUNTO 

l)e filli c l orl 1. J . 

D, du un ~;\lbCO ll l unt: d c: un osp c.: 0 t opo16,~ico X, n1-

con t , iJo' en • ~'C; JI!I IO ta 1)()1' '( P. ) . 

tn c 1 ejemp l o 1. L . Uipur- 1) , en ( b), 1 illtl.:(' ioY' del 

conj UIII 0 (t. , c l es v-ci." 'il que Ib, (' 1 no cOllti ene nin)~,Gn i'lti.~ r 

0 ; rnl c ntl'u S qllt' e l -' nter ' i r,;Y' oS b , b } . [8 evirlellte qu 1 

jntcr'iol' de un dbicl'LO "L' l OIisflli) ('O ll j ll11L O y rd 1I1 ,~C" que e 1 iIIL e l , i oY' 

e un l 'Oli jUlltO c:; e ] nl ,!j' . p,l'nld., i' l hil~r'Lo l',::;ntC'nirio e ll di c h o cOl l -iunt o . 

". 



G. 

S UPOI I)',JSt.! qUl' T Y T I :;ul1 clos Topo l og ' n un cOl li un-

to Lld.lo X. Sj T ' J 1 , rh"ci mo t; '-I u t.:: T ' cS 1115. S fina tlU T ; s i T ' cO llT i en e 

propia lflc nL e d T, dcc i lflo~; qu P T ' ('S es t 'lc t 'l ln':!Tlt e In,=t s fina que T . 

C .11'0 f]Ul: ,J , S l opo l og la. s en X no n eco:;; Y'i::Hnente so n eOmpFI l'd bllc!::'; , -

por j <' :lupLu t il l c fj.[ ',Ur'd 1 rJ l.lo, l.J I-()po lo)~i - que s ilu ,tr en ( c ) 

S eIl 

( i); Pt.!l 'O no 12::; cOll ljl ,n'. l U]e CO Il 11:; t opu l op;1.<.t s Je (b), ( e) , (h) . 

OL'Prl te r'if,l nulut', ' 11S"ci'-l a] 1;1 111 l'; VOl I ': .. Ik lL 'd l~t:e eoneept o es c · 
" l 

T ' J T, r J [', \I r, 0 S 11 1<1 t r 'lfI,; I l'~ u ~; ,l i c' i.] r I ']11 e '[ I l': S rnEI S P; L" n cl que T , Y '[ -, S -

Tfl.1S [wq u .I 11UC T I • 

TCtlflLil~n sc U:-:::I "1O,l:3 r uerle " y ''In,J s d c' bil ", 

BASE PARA UNA TOPOLOG1A 

Del-inidon lo S . 

::, i 1 ~ 'j un c lnj nt o , Iil k l t' d ::';"; [Jol'Cl un e. t o po ] op l. < en X 

es 1I - co ecc i o fl B (It.; :;\. Leoni unt cl ~ die X (J l cHlk d os LO enlentos ~ s i eos ) 

t 1 u e : 

1) l ', f'd Cd " X 8 X , • ..!x i s Ll : rll III L' n ll~ 1I 11 l'l ' lfIc nto La:3 l eo B que ('on (i n e 

Cl x . 
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_ I (l l!:; unrl ], I',<'! f).ll'd TId t orolo~(a e n X, l ':t t opo l o -

g ld r gt; II ~['dJ~j I )(Jl' JJ ~.ll.. ...::,ol ,il. .. '! , I '; I Un ~llb TIl u n to lJ (\ e X e c ' oJ : 1'1"': l' t 

' I I ~\ ( e::tu c'-' .. , Ull ) .. :!l~'III'-T! L 0 ( J....! [ ) , ~ .. .1 jJd L'd L:,I J..J X e U, ex i s te un c; Le rnen-

La l.J:l S j cCi I:l 
, 

0 Lll qU<2 .. G B Y H C U. 

Nute que cddd l;J'''' II\(~nto (Ie 13 !S ilb j 'rto e n X b .=t'i o est r1e f Lnic "on, 

s 5 lj c (l C T, 

Lj e lllp.lu 1 . 7 . 

S a IS 1 ':1 col~(!c i,6 n e t od-1 ~ l as r 'eg i on es c i rcula J'es (in-

Cer LOI'l.:S r.le CJcculos ) ,= 11 l'l pJclnu . I'I I Lr 'II ,;r ' S 13 s.l tj s f ce mLas co nd o ' 1 -

t',ulI r:.L co Il lJj c i 011, so iJ u'~ L p, '" n 1':1 I I I-':Ul 'd '3 , I ~n 1a t o pol o,g i a ge l 'C, da. pOI' 

~ x 

B2 

fj t;Ul'(l J Fi gura LI 

I~ , un SUht 'Ol lj lIto U dd. pl.mo cs C1L.Ll.!f'tO ~ i t odo x e n U est - n d l p-una 

l inL Lll'jOt'l.:'" .t<...! f'r.;c t.. Elllp,ulo::.. ) el l ,,1. pl,' l l f) , uU ll de 10, rectElTIgulos ti enC: JI -



8 . 

i lu s tr d en la [ i. p:lII'A 

4 ; e ll c;o.;te c so , la l' nLlj c ion ,~:,:; tr·iv i.- l, po rque l a i nterseccion de d s 

cia ) . 

~; i X e:~ cULilqui l:I' coniuntu , lei colecc i on r'le ton os l os ~ub 

cun j ulI L u~~ 1IIdt ~IC· i u ~ J,:: X t~S UII .! J" I ~e 1 ',~t· ..J 1. 1 tOIJo l o)-', l.- diScPeta en X. 

L c ili c . 1 . 

~;L! .:1 X un cO lli ufltu ; S 'o!. l I~ Ull a bdse !-Jar.} un a t opolor~ i a T en 

Le mu L . ? 

l) °l I es lllii s I in cl quc: T. 

L ) Pn.l'a cndd x ~ X Y cada e ll~ rne nt o bi'l s j.clJ B 8 f3 qUE! contiene Cl x , exi. 

I , 1~ flIJ J. 3 . 

~; (:;a • UI c~;p. le i a lopolop,:i co . ~;UI'6 1 1 f; ::tSC que C es Ull <.l co l c 

x y earh x '11 U, ex L:ll~ n el ellll: n L(j C de t 1 qu e x 8 C C U. Entonees 

C es url - base rXlra let topo l or1rl de X. 

~ i Ii ',. J.:1 <..:011'c i 0 11 de t ud os l os intervalo~~ ab i E!Y'tos 



IJ. 

r '.> 11 . 
• 1 _ 
l \ IlHJ::i l u::.; .Lr lL''' I 'V 1 ~ se lili abic r'tus d<= l :1 

[ (J [ ' rn d 

x < h} 

J :ifll 'i L0 i nCO},_L0 1' . ' tklnclu en J\ ~;(; d,l JiJ l' op(1 1og i a de l L i.lni t e in ferior , 10 

tus LSI ~;.i.cos I::S utro l' l<:'III(~lltu lJ,-I S 1 CG 0 es voJc l o . 

sj e i ll p t '~ que ,;on8i clL!l'C'flIOS n~ , SUpOf I J L" :: [I1US qu e 1 ha i do s i gnado --

t opolog j .. l u::;u , ll , .) I ftC I IU ~; que; (o~,pt.::c i I ir{U t: IIIOS otra COSd . 

e nid .L . L! • 

La tapo ogi.::t clAl Ulllit!"'! jnfe l ' i o l' T ' e n lR s es tr ic t - mcn t e -

1J1 ~ S f j ri d (U0. J d LOpolup;lCl ll!~ u...Jl T . 

SUBBASE PARA UNA ,TOPOLOG IA 

f11:! fil l i." i C.ll L . 8 , 

UnCI ~. L1Lh.J ::;L! 6 P,II'.1 11 11 01 Lu[,o l o J l d ,::n X es Ul l.J cO.Lee -

[wo [)o::; i to ~><:! L'a su f i.C' ie nte mos tr'dr' que ld cu J t:cc i o J1 S de t odas 1 - ' i n -

[JO J' L,'m,j 1.1. [)c\da :< 8 X , '"lL' f"'J't<:rlt'c ~ .\ U I I t: l Cllle nr o de <5 Y POl' co rt s i -
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• ' I 
n "n 

n (
' C' )( (._. 1 
I • Ill ' ..) 1 (I .... 

I 

( ' S ) 
I n 

ce .:l (3 . 

LA TO I OLOGr A DEL ORDEN 

Si :< os UII COl1jUlltO o r·d c nudu _. 'lfqdL!fllt!llt e ) e xi s te u na t opolo \<, -

SU[JOlIg so que X es lI11 coni lIrl Lo qL e t i l:!lll! und reI c i on dE: urrlel l _, i m 

plc: < . Darlos do lemont s v b rt~ X tal que a < b , existen c UAtro 

s UDco njul1tos d Y. 'l.111c' S 11 lJ ,"l ![!"r]os los i ll t rv - l os c1eterminarlos pal' cl 'j 

(a) lJ) = {x I < x <. lJ} 

(.l) LJ - { ',' I a < z b\ .. 

[ b) :0 i " I ,J " ;-: <" L} , .... 

[(l , bJ .. {>: I u < x < L] 

recta 

l ·eal , p c: u (-.~~tos so n inu"r'v,lLos n Uli cuniunL o or lknado Clrb i t 1'E1rio , lin 

10 del lilt lOla t ipo os 11.::l0l.iJo illt rVJ l n cepo do n x. , v 10fj co ni un ' os -

d e l seg L rldu y U! r'C:C' ! , t j prj SOli 1 1.1 1~ Ido"': ."nt e rv.=!los semiabiertos . 
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1)1' I ill i " i,-'ll I . ' ). : 

(.; i d cnJ, ',',..: lC)ll II,· 

) . [1 0 , G) , dO[lde a o es e J fnEl s lJe(l lle 

~; j X Ilu l .l" I ., _ ('l<..:lfl': fll l..J 11.1 :. !-'l.IILI. , I.U , I.C, h ,. IV c o n iulltos (1,-·1 T l PO (:/ ), 

'l'ell( ;mu::.; qu,~ Co nlfJl'uJJ l' quI..! (3 :~a L i. :;j _[( . .:I.~ lo s cE:!'lller'irlli e ntos Pd c, Ul 

lJ -::L: . ['1,1 1111..!1'0 r. (jtc lflu~ qUE: Lodu t-..!l'.clilelito x de >: eSLa en ,11 me nos llil e l e-

"I ~nto d · 13. £1 c1 ml! ro m- o:; fJGcluc·rio ( s · existc) , est ,] en todo ::: l o s con-

l (; ~ ; ('o l. junto::.; d 'l tipo ( 3 ) y lulu ULl.'O <..:L,' Ill f..! lIC O csUi e n un co n iul l to rie l 

til-"-) (1). :~e!l.u ll.-Ju , li-.J le (llll' ]ei i.nLc'l ',-·l'I '.;il:, n J e CU,li'luier nos CO[l illntus 

de I us Lipus flto;::rj o l'cE; C.:3 J(; llUCVU un cO lljunL o de uno de S[OS tj\lOS , 

~i:':II1i'J I ) l.U) . 

JR . 



J 2 . 

ut, t ~11 c'n ,x.lk tj (;:flC' ('urno b.:tsl~ 11 ('llLcL.:t i GI1 d e tor'lo s los i. lJtel'V,tl O~: CJ _ 

1. 1 I UI'lft" (,1 ;..: b, c ;.: d ) Utl r'd n donce a = c , L i .-: 1 It:: (j Ilt: 

(.1 X h 

dt:II , 

x d 

axb 

L0~; t'lll ~'l'<)S f)')" i 1 lV0 :~:Z f 'J I'IIIoIII un cU ll ju I1L o Ol ' rl l~ fl . lrl LJ 'UII 
'I 

till ", l e lllL.!fl Lo rn:I~, P""Iul, rlll , LJ LUPlllol'i, 1 li,-' J. o J'd e n " 11 Z es 1a t al n J orr l iJ -
+ 

tli S(" I'c: Lu [Jel l t 

s i, n = 1 , t~L COli jUlitO L llit , [,iu {J 1 = [1, ~t ) us un e l emen 't o 1'>.:1s ' co . 

1: i '; lIl r t I f) 1. 1.! . : 

I ~ l ('ulll un to X = 1 L, :) } x "J.. 
i 

I~ II 0 1 o ed e n le:-:i cop.t, : e 
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l'( >lIIIOII I..:[' L11 1 l 'l('filL,II 1. ') IJ" ~; it'v ' IW ' \ 'Jill i' - I ) L~ I I b ] (pOL' d e r jl li. c l Oll), y Lu ci o 

Dr-f inj c i CJIl 1 . I Ll . 

~: L :< <: ~.I un COil i U 1 to v l',I( '1l (10 y :::. es un e l <::: lnen to rl X , 

l-: xi:...:Len I..: --tL I 'u :::u l ,,~,)niu nl o~~ ;i <.- X '1Ll: ~(l ll 11;'l llld<10S l os r yvs de c r'JIlin 

( d , '"" l = /z 
( - '''' .. 1 ) -= {x , 

(_ OL 

I .~ " 

I X '-

cl} , 

I 
(i J , 

I 
d f 

CUlllunt os de J ()S prlrnC]'OS Jos L j rO:'; su ll Ll a m c10s [ ',-WO' b i -'l, t o.; , y c un-

eonjUl1tos a uicr'tu::; n 1 top01o~i ~ del orde n . en c- e ta , 10 so n . Co nsi-

d 'r-'mos POl' I..:lemplo , t~1 rdYo ( a , i- 00) . S j X tie n ' un 1 ment o rn,- s p,r n-

t j 01 11.::: e '11\(; 11 en fll ',: ' f'I'l lld,· , (;ll l·u ll ';(~.~ ( ,-I, + ()..».':! j P,U e) 1 -. 1.::1 11' on d '1 0 -

1':: 11 - rllb os c 

( - oJ) • 
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n L1' UTI 

• I J . 

<.! lJ X " Y t::S 

J u::.. cn jurltU;; lk 1.1 J '1111 1 U~· " , I\c)lld.· lJ V: Llil C'l.' l liunto ,biel' l O '-' X V 

\.'---------v~-----~ 
U2 



1 1-
J . 

Y. 

'j \.!u r • .; Iii.] J. 1 . 

::; j I, t'" 1111,1 L' S _ PoI l '.1 1 J t opo 1or; i d e X, 'I c: es uni'! biJ se 

D _. {£; " (' III P I; Y (' I:-: C 1 

LJ pr-o ,l uc t u Je l 'sL- tUjJUJ.O~5d cU I1 'J i ,rro 1!li. ~; m os lla rn ria 1a t ODo 1o o:ia 

pr'udu,-' 10'-; lk clmj I llUS c b.iy(,t( l'~ II(~ ]-? , pr- l 'U .; 1 t ~ot' ema ante r i o r' n os g- -

( c , d ) de i ntv l'vdJ.o~ .1L.ic'tu'~ en liz ~e f'V i. r ';:1 LdIllb i~ n C 1Ti0 una L .. 'e pal' 

1fi.:.: ll tc! 1.<1 l-'L>l l ~; i.dl' I 'd d 1 en 1""1 l.!'j (:lilj,] I I l . ~ . 

S UBESP AC I 0~ TOPOLOGI GOG 

c [ i Il l c i 6 n 1. I :.' . 

S'C!:'< un c:;rh.l C1 
I 

LO rJ(..l .. op LCo con la t ODo l o g l 

OS un ~'u CO li j U l ltO d e X , J cI rolecr: i o n 

Ty = {Y n u lu 8'r} 

l . ~-: i y 

". 



lb . 

Crm ' :::: 13 tnpo l C1>,: 1.'l, Y (~~~ Jl,-lIrlolJo un " ulJl;spacio de X ; sus CO lllUlltOS 

X Cu ll Y. 

Vl.; l' (l llc: r y c:, llna LUjJ'J l og i i \. r.::-~ t d co m: iene <P V '{ r ('-

'IU e 

v y = y (J X 

donc\p ¢ Y A SO il el"'IIII': n. to:, UC 1 . r:J h~cho qu' l rIS i.n t _rseccio n s r i n i-

l Cl:> Y lll lj ()[Je s clr h i t rul·LI::-; ('sti~1I 1"111'1 V i.PIII:: de 1 s l~cuac iones s jp,uien -

lJ , (U 
u - .J Lt 

r'1 y) = ( U '" ( , l- I 
u ) n y. 

u 

LCIII. I l . ':> . 

LI t vpo] o)f',id de X, n t o nees l;:t co ee 

(' :i e" I 

Lelll, l l. (3 . 

Cj l' lllj llu ].1') . 

ase t ullos l 08 subcon. -juntos de 11 COl"[Ilrl Cd, b) (J Y, donde CU, L) es -

U i J te r"V 10 cllJierto n JR. TCII cOlJjunto "'8 e uno r1 l os sjguient s t i 
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1'0;::; 

I ( . 1, 
I , ) ' . I I, , '. : I . ill "1 1 Y, 

L, , 1 I . I •••• J I " I , " .. 1,'1 "I I .( , 
( . 1, j , ) ( \ 

( <1 , lJ 'i I .. :( OJ LI I : 1 <.;~; l.l <.; 11 Y , 

\ 
( u , ~ " I III -, fl l h e:~ t i111 en Y 

ClO I'. f· l II LL~ .n·' , 

l r. 'j ~ 

f: jOfllpl 'J 1..11 • . 

g.1-.! <1':.1 :.; uL C:~ l ut...i.v (;TI Y, ,'j Cr. jljllltO 1I 11iL , lJ'l CJ t ·,) ) ,~;; b i. e r · t o , U0 1' QUL: E::S 

JCJ Lnt c f ':";e':l: i.. 0 11 d..;l ce' njUlito . d ,L" / 'lu l "! , ?- J co n Y. Per o e ll la Ln lJu 0 

g :id ul.'l Il l " ' 11 ," 11 Y, ,,1 C'd nj u Tit u L)} n 0 r~::; clhi. f! rL u . r Uc 1. qu ic l' - l'rn..;nto-

{;..: I .': I' 'i 

" ... , l' f,l O Tl CeS 1 0. Lu[)o l op. i.<..I d e 1. 
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T 'ON" IIi Ft 1 . J . 

ceS 1...1 t opolog).] p t'udULLO v I fl, x B C~ 1-1 1I1 '~; llId co n l a 1. opo l og i A x Tl -

f)E· F illlCi (![l 1..J 3 . 

U1: dui ' ..... UII i U I I tu A <it; U I t;~p, I C .i. topo16pic o X 02:::; Ce J' I"iJ -

~j('I IIJ) l o l .n. 

[;1 :iub(")!1 j U to [d , LJ d. If{ (::3 c' r T'.:Jc1o 1JO ' que s conlp l e -

mell t . 

's Jb.i (~pto. 

L1. s u b('onjun ln Cd, I)) de:: 11,' nu C"s n i . .th i el'to Tli eerr do . 

t: j,:.rnplu L . 1H . 

In lrl topnlogi~ Jist..: C[~ e 1 el coni unt o X t odo coni unto 

Teur'CrIIr l. lf . 

Sec! X uri l!S P ";(' 10 t (lI'O 10 1 [ ('0 . I. : 1t o nc ~~ 1 s s i gu i nt es con-

l) <P y X ::iO n Ct::l' l 'dcl() ~~ 

1.) I~ Y X su n CC L'hl dos !,ol'que 1.:1:10:'.; su n .LOG eo mple n e IL uS d e l os eonjun-
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, ap l.i '-d lllOS l.ey de 

x fI lJ 
u 

u~j 

('(.HIIO lc)s CU rJj llflLJ:, X 

J ) S j A · eS Ct: L'l'(ld( Pd t 'll i = l, ... . II, con S Ld'=' I'emrJS 1a ec Ur.lC i O! I 
1 , 

I, II , , U fl. :: ( I ex F, . ) 
i=J 1 i - j 

A Ii'! c.kr0c lJ.l , ('''].1 eC Ud ' i 6n l- lc' n ~ fIIUS und in terse cion flll't d e a

n 
b.i l 'tO-.i . Pop 10 t:d111 u lJ, "l' l',; ('I "('.HI. I. 

l:: L 

U,lLio un ~, llbcorl junto I lit' 1.1 11 eSpctCiO topolov. i co X, 1 -

Cl.,lU"U d r\(~ A dccnot"d" f.'Ol' r::( A) (, A, SO' drJ-i n c; <'0 1110 la inte l ',~ecc ' 01 de 

ejellll,lo l.tg . 

CJw;idGI'L'~.,-! 1.1 l:uIJ 1ul~ l ~1 r de X = t ,-I , G, C, d , e ) e I --

J Ol1de 

T = { ;~ , 'I" (d 1 , (c ,,j f , {" (' , J J , {b , (' , , c J) 

10,::; conj Ll (-os cer' l 'L dO,3 de' X son : 

l'oJ.' "un::;i ~u i elllt:: 

c = {b, (.} 

C ({d, C )) = X , 



?O . 

c (f lJ , J J) - {h , c , ,I, c I 

c (l d } ) = {1.1} 

VECtNDARIOS 

Ul1 V(!Cirll.brlu de Ull punt x de un espacio tGPo 16 ~ ~ -

l!O X ." todu conjunL c) lluc' cont ~ l'I I C n eU l"ll nto dbic!' to G t.JJ que >: ~ G. 

Los l[ld te rniit i cus US.:I n cI nlcnudu und e;;p l~ c l , 1 t e mino l ogl .:Iqul . l ~ J lo s 

X II par' 1a frd::it.:: : 

UNTO LIMJTC 

Sj A es u '":t11)con i unr o JL:l es _J - c io topa og ' co X y s j 

'x us UII punto dl:! X , decilllus qu,-, x cs un punta lirni te ( 0 punto de clc umu-

l ilc i on) Ju A, si -tol\u vcc in r\. ll'iu J e x il lters Cd A en - l gG otro pun-

Lo .J l::.;t illl: u de x . 

lJic hn d e ,.l tL'ct I O I 'Tn,- 1 , x l;~ U ll punlo llllli. t e de A si x G C(A ( x} ) . 

81 punta x PUL!Jl:! est....tT' 0 no t.::fl A. 
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. 11 tunces -

c' L pUIiLu 0 "3 UI I [l IILo Li rlii .:: lk A Y L. llftl ,j"::· \l 1 0 e'} . L ef -c; t o , todo 

[Ju lll o dL!l jlltl'J 'vd l u I ~J , 1] ,~s un l.lurl l .; I lll lLl e d e; A, pel'o nlll fT url ,,(PO 

purl t o Ju JR e~ UTI pUlllu lL1l1 i L dL' 

~; L IJ - { ~ III t--! 'I. 1 , L' II I LJ I I<' t' ~; II ~ : , I' 1 LIII h' 0 11 U I I L () L t 111 1 L , d, ~ IL 
II I 

( 'Ll.lI.qu i,l::r ' O lL 'U IJuntu x dl' [{ tjt=llc! 1111 lfL!(' i,Tld 1' 10 que n o int . r' SL!Cd '" Ii a 

H :;u1 IIllllt.-' t,I, X 1111::1110 , ::i I' - {u} lJ ( :2 , 3 ) , ~ IIL (, rI CeS los -

01 ClJllj Ulll 0 I pI li t de ]{ e' pUll t (J l'indte 

J e: :,!, , ~~i ~{ l' S (;1 c.;OfljU lllJJ J8 1u e - { 'L',l]r':..: I' _ :, itivo~ , e nto IlC",:": Lo do P Ufl-
T t 

L {J cJ e ( O} U jJ l , S I' 1Il1 t , J l'i.1 1i i t l~ d,~ 11( • 
t ~ 

~)eu Y UtI suL,.;Sl .,J cio de X. tn l u ll c;es Ufl COl I -iu La A c:s c<:!'ra 

Y. 

'1'<:; 1' '-'11 1<.1 I. G _ 

l 'l'LI 0 en X, enLOflC'-:':; A e~; CCrl'.lUO t,l l X , 

Secl Y LlIl SULe'SpdL-LU de X; S'. l A un SUbCOl i u nto d e Y; s~a 

C.UI) J "1 l'lcI LlSUP Jt: A 1"/1 X , CnLuflC' .:; j " ,-' LI U S UO du A en '( es _(A) n Y . 

eUPL'II1o ' 1 . 8 . 

( c ) r.:1I1:0 11 (,L!~;;': P c(A ) si y .:.:6 ]n s j t llo co n-junto - bie rto U q e -



?? 

( I :.: 1 I t l:.! I ',;(;('.1 d II . 

'[' t;() / 'l: lIld L . 'J. 

::.:t:; II III I ::;U i ,,';U II iUlltu de LIII (' ~ pclcio topol op i co X; SeLl 

FUN C LONI :"; C N'rtNUAS 

LI <:' ri ll i ci ( !/ 1 1 . I 7 . 

(Jpo l or:r i cos . Una -un c:io n f : X y 

NuLJITIUS ue s i 1. t uP01'J)',Jcl del e:3jl ~ i o rilnvo Y es dad pOl' una 

b ~;(; (3 , l: l lt O Jl eC~ V.H'CI IJL'cJL.lL' cO ld tll11 jd Jr] ,1, r , C's suFiciente lOo:s t r', r 

q ue l a i rr"-Ige ll l llve.(' s- de todo <::lelllt:llto b· s i.co es b j r t : eJ. con -j U t o -

. y plJi:l<1(~ s "' r .. sr. j to OInO 1 a uni61 de ele rn ntos 

v = LJ Ii 
a~·j ( t 

_ 1 
1 r. V) = 



23 . 

nuj cio uc r scr,i ~u I J.e. i,~ e mos L rdr' q u c' 1. 1 imdP, n inv rs de! cddF e1 

Illento s ubh-is l co e:J abit'rCd . [1 c1ernl' Tlt o 1.5:.;ic:o l 'bitrar l o B p 1" • .1 Y pue -

n "ill (],:. elemen-

eUCle 1,-.. : 

- 1 -I 
F (B) = f ( S ,) 

.J:j l' ,i1p1u l. ~' 1 . 

su topo1og.i. 

~~2t.1a 'lue rj . ..!nul,cl .... J <":01 1 junco de l os nGrlieros ('ea les con -

LI .. .iUaJ y ].' 
] 

Sea 

c'krlo t c.l -1 illi.:::>mo con-; un t o cun t op 10-

r : ]~ ~J!< 
.1 

L tunci6n iJE:nl iddd , f( x) = x, j):, r.:i todo nGmero re 1 x . P.ntonces 

foes una funci~n contiltUa ; 1 im:I'pl!n inversCl rl 1 con-;lllrto [ , b ) de 

'<1 igu 1 a <:.:1 rTli e- lOu , 110 s a ,iet'to en JR . T·O I. ' ott' parte , 1 funei6n i--

] ? - t lR !s CO I l l inu.l , POl ' lW 1 "I im,lge n inver 
1 

J. IlIi ::;IrtC) , e:; ; 1)) i ur'to f:!ll 11\, 

TL! Oh~ /lld 1. 10 . 

cl12 ( ~ , b) - -

sed f : 'I -+ Y . rn teJl ICeS 

(1) r (!:~ conti.lIu,:l, 

(2) I'el 'oj to 0 :.uLcorl jUIILu A dl, ;.; , sc tii"ne r( c ( ) ) C' c( r ( )). 

( 3) I' l'u todo COl junto Cl~l'l'aJ 1\ (! Y, el eon-;un t o ·f- 1( .Ii) es ce -

Y'f'rldo ell ;.: , 
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HOt1E0t10RFISMOS 

Sed n X Y Y (;;;p.l(· i os t po J i')g:i. cos ; sea f : X --,. Y lIll'] -

.Lld lTIcJUO 

t o U de X, _ d es 

- , ~ F- 1 
L-un c Lo n - s 1- In i. ::: III.:.i q ue 

_I.. .. j lIIaEL~11 c\l~ 1I bCljo L rune i on t . 

f 

x ------'lo-

y 

:; ) L[lIe O 'L 1'<..I l u tlllLl JL:: uerl Jli r UII hOIIlL:OIIiOr f i s lllo s dc c.: ir' Ljue " UI I 

func i 6n b ' y ect i v X -)- Y uJ que 1' ( LJ) 88 , 1 i or1" ss i U s , Ib j J~to . 

Csto nos Hlues t J";) quI.;: un h O[[LCOITIU! ' i ~ "lo 1:' : X -r Y nos d un cI co r'res -

b i eptos ele X 

,r "L1n e: n t 

t rav§ s de 1 fur e i6n f , 1a 
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madd Ull - [Jrop ' eJcJd topologica X. 

Ahora s upongamos que f : X -r Y -uncion cont i nua inyectiv , dond 

x y Y so esp c i os t op016gicos . S~d Z 1 conl un to imagen f eX) , conside -

Y'3. rlo como uri suLcspac i o ..-l~ V . 
u t: 1 , cntonCe3 f l: X -+ Z obten ida -

r s LL'ingiE:!udo e1 r [Io'v Je f es biyect i vu . Si f l pasc a ser un homeomor -

[ismo de X con n , decimos q e 1- un c iun f . X -+ Y es una inmers i6n -

topo16gica , 0 simpl mente una inmers i6n de X en Y. 

r. j ernplo 1 . 22 . 

La u[}cion f R -+R dada pOl' f(x ) = 3x + 1 es un 1'10 -

meomorf · srno . Vcr -ig ra B. 

I 

f (x) = 3x + 1 

I )( 
If (x) = --

1 '4!'!x2 

r ' v,ura 8 

Fj.gura 9 

Si detinifilOs II< -+ lR pOl' 1 - ec u- c i6 n 

g (y) = 
1 

( y - 1) 

entonces po erno:=; cOn1\Jl'ob.:t facilmente que f(g ( y )) = y y g (f( x )) = x pa

-1 
f'C1 tudo numel'O real x y y . Se s i .~u que f es biyectiva y que g = f 

l a continuidad de f y g es un res Itado f rnil i ar del calculo . 

Ej rnpl o 1. 23 . 

La fun c i6n F' : (-l, 1) -+IR definida por 

r( x) = 
x 

1 - ;-:2 



26 . 

s un h meomorf ' s mo , Vel" fi UNl 9 . Su inv :rsa es la funcien G rlef 'n id .. 

G(y) = 

Nutamos que f es funcion biy ctivrl que pres rva el orden . 

se:r prob do e n clos or --

nklS , U(} - forma l; ~ , notal" que f pres",pv;:l el or'den y biyectiva . f l leva -

U IJ lemerrto b5sico p,jl'.::\ 1.3 topo1oP;J del orden e n (-1 , 1) sobre un e l e -

IlIcnt o b - sico p r la topo10r,la del op e n en JE, y v i cevers . Como un re-

.sultado , r l!S duLom,J t iCdmcnte un horneomorfis mo de ( -1 , :t ) co n JR mbo s 

con 1a t opo l op,i - oj o:rden) . COInO 1 t opolovi a riel orden en (-J, 1 ) y 1 

Lopologi iJ. U uell ( sub_::.;pucio ) coincjderl , r es un homeornor i s mo de (-1 , -

1) can JR . 

Un - segunda form e most!" r' que F' es un horneomorfismo s us r l a 

cont i nui a de 1 s func ' unes 1ge r:lcas y Ja f un c i en raiz cu rir~da pa-

l' mO.:Jtr r que a mbcs , F' y G so n cont inu Estos son hec hos f mili. res 

Jel c51culo . 

Una j uncien b -y ctiv [ : X -r Y p uede ser' cont1.nua s in 

seI" hurneumoprislno . Un de 'escs Funciones s la fun c ion iden tid cl 

g ]1'.1 -)- JR considerild en e1 e-jenlplo l. 2 . ntra es I n sif;uie te : -

S J S l q t;! Jenot.J el cl:rculo unit ('io 

cons i Jt;!~a u como un ~ube~pacio ~l plano ffi2 , Y sea 

f : [ 0 , 1) >- S 1 

La func ' on definida por (t) = (Cos 2" t , Sen 2" t ) . El hecho que f 

es biy cti y continuiJ. se siv,ue de la Dropiedad s de l as ~unciones 
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. ~ . r L f .. -- 1 ~ L' ... . F t r' l. ,o n O ITi ~~trlC' s . e r'o d Imc:!lO Il i no c!s rnntlnU2 . u .un ren u 211 0 -

dc,, ] co n]' un t o abi Pto U = [0 1 ) 
' 4 del do rnill i.o , por c4 empJ 0 , no es bier 

to e n S I , piJ.ra >1 punto p = re O) no st~ en un a bierto V d 2 
JR , tal q ue 

V02r t ' p;ur',] 10 . 

f p 

o 1 

.' 
Figu 10 

Ei c rn plo 1 . 25 . 

COI!s id e r' mo s 1 ' u nc ion 

[ 0 1 ) .IT,, 2 p : , 

oLt ell ' dLi de Id fun cio; f del l:icmplo nt e ] O t ' expa nd ' endo e l r n p'o . L 

f w c i6n g es un cjl:rrJj.JJo ue: una f'unci6n inyec tiv eontinu q ue no eS una 

iflmt:: !'s ion. 

FUNCION AD ERTA , C~R ADA 

Defi ll i e ion 1 . 19 . 

Ll<1rll r e mo s un f unc jon, ' unc i on a bi rt , Gs i 13 irna-

gel! de t odo eonjunt o aLiepto es un eO fliunt o b i erto . 

Dc inic i 6 n .l. :! O. 

Un uncio ll es eerr '.Jd.3 ss i 1 <1 imFiq;en de todo coni unto 

eel 'Pe do es n cOfliul!tO CE!l'r"d do . 
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pr'uliuclOS -

cart ' ~ ,i.:m ()~~ dr' itl '. ll'iu s . [X ' stt' ll clos f01'm, l..::o d ge ll era1izar I i'! c'le-firli 

ci6n . Una form [ldl'.l delcr'mincl ' l1n · tuP()10r.;~la e n un espac i_o producto s 

1.] S i J U i t:! n t '" : j':l.c.. 
-~ un 1 [J.en(!pall2cJc i6n direc·ta de 1a form 

niliiOS U[Jd bd::;e p r Id tn['ologld Pl'orluc to n X x Y. 

Df- r inici6n J. 21 . 

qu defi-

;'ea. {X} n ' und r- , lInili rl espacios topn1op:icos , To 
a (tel 

me mu:} CUInU UWl k l ':> ' I,ll'u un- Lopol f)P.J en e1 espacio pro, lucto 

La co _eCC i.on de tud, :3 10::' conj Ul1tos de la fOl'nl 

donde U es bierto en X para todo 
a a 

i . L to ologia ~ ner d pOl' es 

a b se s llama d I t opolop 5-
--~--~------------~-

C::; cl co1ccci6n sd Lj::;f c' 1.:1 primer,] condici6n para un base porq ue 

l1X s e1 mislllo un <2l • .,ll1 nto bdSico ; Y 
0. 

tjsface la seRun da con i c j6n po~ 

que 1.:1 Lnt Y' :::;ecc i611 de c - 1qu 'cr ar de -le rnentos b-sicos es otro l e -

menta L,,5. s j 'U. 

(11 _ U)ri(l] _V)= 
u~J u a~l u 

n (U 
-ltt: i 

(j V ) 
a 

"s ra t,~pa10E:la no .;~ 1a 1II5s u Ii j z'1dCl lJ.7[r- e1 esp cio producto nx co 
a 

1110 veT'eIflO:':; . 

Una s egunda Ol 'm de gl~nel'.]1i:3 J ' In de-in i ci6n previa es p"enera1 i-

ZiJl' let f OL' lllu1d Cio n d8 subb,-!se ell" 1 - d eF inic i 6n . Sea : 

nl~ : n . X 
I-' a8l Xf3 

l_D&D • 
------~-------------------------------------------------------



Dc; I il1i c i,0 11 l. :i:: . 

,. 
,JI-::d 

IT (CX) ) - .. () • -, ' - AQ 
iJ etl:'l iJ 

6 C[u' ck·not.'l J c co l t:! 'C -L o n 
!) 

Os = {n~l ( US ) I Us .Jb.ierto e n \~ } 

6 = lJ {J" • 

1->'71 f!. • 
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X a1 'OllllllltO A como s il!ue 
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PUNTO L {HITI: COMPACTO 

Dl:'f"lnici(jn 2 . 1 5 . 

Un espac i o X os punto limit e compacto , s i t o do s ubcon

j Ul1 t o ].11 in i. to de X t iene un PUllto lilnit . 

Al('.unos Flutores dc.ll Ll es t - propi.eddcl el Tlu lnbre de 'l prop i ed d de Bol-

,], , '0 1.' [rlF! 2 . 23 . 

Com]Jacitl - d impl i c a punt o limit e co mpac t o , ner o no c onve r sa 

1Ilente . 

Pf'ucb 

Se X un eS [Jilc io co mp e t o . D do un subconiunto A e X, qu eremos 

prob- r que s i A es infini t o , entonc s A tie n e un p nto limit e . Probare 

mas e l contr~poG itivo . Si A no tien e pun t o limite , enton ces A debe ser fi 

lli to . 

Su on fanlo~ P'_lCS que A no tien. punta limi t e . Entonces A contie n e t o 

Ju s s us puntos limit s y es par 10 ta nto cerr ado . S i endo un s ubconiunto 

em" ]' d o de UI e ·p e i o comp 1- 0 , A es compacto . P ra cad ~ e n A , pod mos 

ecocogel' LIn vecindario U,-I de tal que Ua no i n·t e r seca a A \ {a }, y qu e 

n 110 os pun to lim · Ol l' de A. r.l cOlrj un t:o A es c ub i e r to por l os con1 untos 

ard eptos Ua ; s j e nd o compacto , pLl de:: ~er' c ubiert o por un nGmero f inito 

( n) de ellos . Como c - d U contien e s610 LIn punto de A, e l c o niunto A 

cont ene n pUTtoS . 

£1 ej Inplo s il',ui nt e d scribe un e s p c i o qu e es pu nto limit e co nlpa~_ 

t o pero no comp e t o . 
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r.Oll.i i ll 'C fila... 1 con i u n t o bi n ordenacio no CO l ti1b l e SIl ' -

l! ll 10 t o ol ogia de l ord n. El esp cia SIl no es compact a , porque no es -

cerr do e ll Sn . No obst nle es punto limit e compFl8t o : Sc A un suLcon-

jUlJto infin i to de Sn ' Esco-jamos un s ubcon"iunt o B de A. a ue es in f inito -
#Ii 

contable . Si endo con table , el coni unt o B tiene una cota s uperior b en -

Sg ; entonces B es un subco njun 0 del interva l o [a o ' b1 de SIl ' donAe .fo 

s 1 m&s pe u 'fio el m nto d Sn ' Como Sn tiene l a propied d del s upre -

mo , el int erva l e [ 0 0 ' bJ es compacto . POI' 1 teorem II er ior , B tiene 

un punto limite x en [a o , b] . E1 punto x es tdmb i en un p unto limit e de 

A. Asi Sg es punto limit e compacto . 

Lema 2 . 8 . 

Sea X un espacio t opo lORico ~ue s punto limi e comnact o , e~ 

tonces t octa suce ' i6n infinit (xn ) e n X tiene una subsuces i6n conver~en 

te o Esto es , existe una s uces i6n creciente 

••.. . < n . < 
1 

de entaros pos itivos ta l que 

Xn 1 ' xn2 , . . . , Xn · , 
J. 

converge . 

Pruebc 

Dad la SllC s i on ("'11) ' consider mos e l coni unto 

Primero consideremos ue e co niunto A es f inito . En este caso , ase~u--

I' mos que exi s t UI punto x t al que x = xn P ra un numero in f inito de 

vulor s de ' n . [p ra probao esta f irmac i6n, sea f : Z -+ A l a f unci6n -
+ 
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defi rLi_d pop (n) = xn . L:ntm ces COlO Z s la un ion de l a colecc i6n fi 
-I-

- 1 
n "t il de co juntos f (x ), yr: que x vilria .n A, al menos uno de l os con-

juntos f -1(x) deL~ ser inFinito] . En t nces I d s uces16n (xn ) tiene una -

s ubs uces"6n que es constante , y pOl' C nsiguiente converp;e autom~ ticamen 

te o Supongamos que A es infinito . Entonces A tiene un PUI t o limite X . -

Definimos una subsuc s i6n de (xn ) que co nverge a x como s i ~ue : Escoge-

III S n 1 tal que 

l:ntoL c ·s s p ngrlmos (ju el nt -'ro posh i vo n '
L
_

l 
os dlno . Y que J.a bo l a 

D ( 1 x, 1 ill t I ' 'ec'] , A e l l Ull J umepo il f .'nito d puntas , pod 010 e scoger 

un indice n" > n , tal que 
1 1-1 

x t; E(x , 1
1
" 

ni 

Ent onces lrt subsucesi6n x , x , 
n

l 
n

2 
co ny 1:'ge a X . 

LemF! 2 . 9 . 

Sea e1 espacio s cuellcia lmen t e compacto X, entonces t od cu -

b i rta abierta A de X tie un nGm ro de Lebesgue o. 
( ~.; ) 

Prut::ba 

Probilremos .1 contrapos itivo : Supongamo s que no ex iste 8 > 0 

tal que t odo cunjun 0 de di~metro menor q e 6 est~ en a l menos un el e -

ol .nto de A. l:n-tollces X no es s cuenr.i-1men-te compac t o . 

Asi asumamos que no ex i ste tal 6 . Esta significa que para todo 

6 > 0 , xi ste un subeonjunto de X que tiene un di&metro menor que 6 -

e l cu 1 no est& d n ro de ningGn e1emento d A. n p rticular , par c 

da n 8 Z +' Jod rnos eseoger un punta en que teng un diametro menor 

1 
que n e1 e u 1 no est§ conte nido en ninv,Gn elemento de A. Eseo i amos para 

Vel' Lem de 1 NGrnel'o (e Lebes ~u e. 



cada n, un punto x dR C . n n 

SUbSl1C s i6n cnnvprp;e n '-e . 

,-.r-o..f __ 
• '-' \. C1 

Suponr;amas que' (xn ) -j ", np un,; s l1 b, 'uced6n convppr;pnte (xn.),que 
1 

5'; . 

converge a x. Ahara x pertenece a lp~n lemento de A Je A, V como A ~s 

abierto , xi s e un E :;- 0 a 1 Clue B( Yo, d CA . f. sco -j ilmns i s lIfi iRntcmen 

te grand e C} Ie 

Ahara r. n. s1 ~ 
1 

fl(x 
n . 

1 

x) 

TI(x
11

., en 
J 

~n . 
1 

C 

E 
< 

2 

1 
) ; 

nj 

8(x , 

v 
n · 

1 

< -
? 

Sp si~l1e Cl II" 

d 

"Cntonc s Cn . C fI, cantrtl,l i c i,"! nrlo 1< fnrm,1 en 011 e se escor:ieron l os 
1 

co njuntos Cn' 

s i toda s uc s16n en un e pacio X ticnp una sub~uce -

si6n conyer ente , dec imos quo X o . 

ema 2 . 1 (), J ",ma de n(Im ,"ro rle Le e. 'p:ue) 

S a A uni1 cu ierta ab j~r 3 upl p c io m6~rica ( X, d) . S i 

X es compacta , cx i ste un 0 o t Al Clue flnra "i. n cto SllbCnllil1nto rie X que -

tiene cljametro mpnqr C}ue 6, p>ds Le un J 0m node A ("[ur> 10 contieTIl'~ , 

El nu ner o 0 es lla marlo un llmc r0 c1 e LphesgllP p ri'l la cubiRrt<l fl. 

Pr'ueba 

Como X es compacta, pOI' _ore mi1 ?23 ,X es untn J5mit p compac-

to , entonces p I' lema 2 . 8 toda suces 'on Infinita (xn ) n X tipne una -

subsucesi6n can er~en te , es dec ir X ps s_c encialmpnte compacta . Y nor 

lema 2 , 9 . t oda cu ier a abierta A rie X ti ne un nGmpr0 rl L es~ IP O. 



Teorema 2 . 24 . (Teorema de cont imL' Flcl unj forme) 

Sea F : X -}- Y un ,l funcioll contJ'nuFl (lel e SD.=IC l r) rn~trico 

co mpacto (X, c1 X ) aJ pspa c io lTI.Jtrico (Y , ely) ' ~~ntonces f e,; uniforlTl~m0n-

t e continua. Esto es dArlo t > 0 , xiste ~ > 0 t I ~U~ PQrr c UF\I~uier -

par de pun tos Xl, x2 de X, 

Pru ba 

Dado 
t 

E > 0 , tompmos la cu iertG abier-a de Y por br) las B( y, ~) . 

S8'=[ A la cub3 erta. a b i .rta de X ror 1 ClS im~ gen~s inver~~;=J. rlf> PS.=IS ho-

las bajo f. Cscojamos 0 como un num ro de L.besgue p"lra i'l cuhi8r-a A.-

En -once si Xl Y x2 son os pll1ltoS dp. X tal '1ue c1 x (xl, xi) < ) pl con-
/ ' 

junto {Xl ' X2 }tiene rliSmotro menor qu P ~, osi q Ie . 1J 'maP:'1l {F(x]), 

esta en algunFi bol , co-

mo queriamos . 

Ahora r arpmOG qJe co pFic i c rl Y pInto l imitp com ~cto son quiva 

Ipntes Il espacios metrizFlblcs . 

Teor ema 2 . 25 . : 

SeFi X un espacio metrizahle . Entonces lo~ s i gJi ntes 

nunciados son equivalen es 

(1) X es compClcto 

( 2 ) X es punto 11mi. e camp cto 

( 3 ) X e sec e nc i alment e cOllllacto 

Pru a 

POl" teQ em~ 2 . 21 y l .mFt 2 . H nemos qu se cumple (1) ~""> ( 2 ) 

> ( 3 ). Resta p es que probemos ( --- > (:l). 



Fa 0 1 

Paso 2 

S7 . 

Prim~ro pro] aremOG qlJ e p ra todo E > 0 , xiste unFl c uh ' ertil fi 

ni a de X pOl' bolas de r Adio E . Y una vez m§ s probaremos e1 

contra os ' I- i 0 : S i par;:j ;11 r,O n C > 0 , X no pucrle ser cub ' erto -

por un nGmero finit o de bo la s de r ad i o E , Antonces X no es se -

cu ncialmpnte comp~cto . 

Supong,l.mo;; pues que X n pu erlc ser cubi .rto nor un 1\ll1nOrO fjn -j 

t o de bolas de radio E . Cn ns trllimos lin ':] surpsion cle untos x ll 

de X como s jp:1.l Primero scogerno s xl un punTo cllalquie1", de 

X. Notando ~ue la bo'a 8(xl, E ) n s todo X(de o~ra f ormA X -

pod r i a s r cubierta pOl' una sola bola de rarlio E), sco~emo s -

x2 u punto de X que no r rten'ce a Hex} , c ). En general, d 

dos Xl' .. .. , x n ' esco~ m S xn+l un p un to que no est~ en 1.1 u

nion 

usando e1 hecho que las bolrts eS.as no cubr'en a X. No cse que 

l or construcc i 6n d (x l' x . ) > E n+ - para i = 1, ... , n . "POl' 10 -

tan ' 0 , 1a suc,"s:ion ( xn ) no pueo1~ tener subs uc'3s i on convprr;pn -

E te ; en efecto , toda bola ~e r ad i o ~ puede cnn-rener Xn pa FI 10 

sumo un va l or de n, 

Ah ol'a prohFlremos que X es co mpa cto , 'ea A nlli'! cubier a ;:Jbiprta 

de X. Como X es secuencia1m_nte cornpacto, 1a cubierta A tiene 

un nGrnero de Lebesgue 8 . Usan o pa s 1, esco~ mo s un~ cubiertc 

finita de X por bo l as de ra io % . Ca~a una de estas bola~ tie 

2(5 
ne d ' ametro de a Jo su mo as! pod e mos pscor;er para ~a~a j-

na de estas bol s un elc~mento de A que la cont n a . Hemo ' ob 

t enido asi una s ubcolecc ' o ll ini a de A q\le cub e n X. 
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COMPACIDA D LOCA L 

D fi nici6n 2 . . 7 . 

Un esp c -L O X es oca l mC'nte compacta en x S.L exj st <11-

gun sUbconjunto compacta C de X que contiene un vecinda io riP x . <:;i X s 

10ca1mente compacta en cada uno d s us punt os, se riic e que X es 10ca 1mpn 

te compacto . 

Natese que un espacio compact e automSticamente 10calm .nte com -

pacto . 

Ej8mplo ? 12 . 

f, ,:l r ec ta l' ;=] 1 ]\ es o' ocil lrnl' nt e comp c - . fa D11 n1:0 x e:-: I-;j -

en un int erval o Ca, b ), que esL~ cO llL en.1c10 e n e compac i -() [0, bJ 
espacio Q d 10 n(lmeros r Acionclles no es l ocAlme nt e cnrnD"lcto . 

Lema 2 . 1 . 

,] s ub 

Sea X un ssp CJO Ha s rl orff . [ntonees X s 10calme nte om aeto 

en x s i y solo si ara cada vec ·lldArio U de x . existp un vccindar io V de 

x tal que cCV) es comp coy c ry) c u. 

Corola 1 0 2 . 3 . 

Sea X un espac-Lo HausdorFF l oc lmente comracto , " A Y un 

sub s pacjo de X. 5i Y es cerra rlo n X 

ment e com acto . 

Corolar ' o 2 . 11. 

ab i erto _n X, ento eCG Y eF loca l 

n es] ac i o X es hom omor[o a un s uhconiun 0 abierto rie un 

es pacio )[ usd orff compac t a si y s6 lo si X e s Hau sdorff localmente compac 

t o . 

LlOTECA CENT 



CAPIT LO III AXTOMAS DE eCNTABILIDAD Y E?A~ACION 
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][.os AXIOMAS r. CONTAnIT,lJ1AD 

Defin icion 3 .1. 

Se dic <]1 1 un ecq"1. i o X i. e p una bas n x -------------------
s i exis te una co l ecc i 6n conti'lbJe i3 de vec indArios r1P x tA l qur-> c.l dil e-

c indar io de x con tipne a l menos uno de los e1 em h-o s rie B. n eSDAcio -

~ue tiene una base rontahle en cn rla uno ne ~us puntas re d i ce ~ue sa ti 

fa ce el prim~r axiom de contabilidad 0 qu es un esnacio rimcro num~-

rable. 

r6tese que un spaci ne-ri~il Ie ~ primero n Im er ah e : Sea X un -

espac i o metr i zable , sea d ] a m§trLcA que indu ce a S tl tODolo~1a , e nton 

para tod o x 8 X, In ca l ecci.on de bolas nex, ! ) es unn base cnnt abJ e en 
11 

x . 

T nrema 3 .1. 

Sea X n espacio qu sa t1 L ce e1 pr ' mpr AX]Oma rie con t n-

bilidad . 

( a ) El punto x pertcnece a I a c l ausur a c ( A) del s uhconiu11" a A rie X s i 

Y solo s i exi::; Le una. Hc's ' on de Duntos ne A 0 1 e cnnvf'rCTe A X . 

( b) La funci6n f : X --+ Y es contlllU i'l i v so l o 8 i. 1)i'lrn t ori," suces i~>l1 

convergen t e ( xn ) an I , quI'; co nv r , r:! a x, 1 su e s ' on (rc xn )) C n -

ver ge a f ( x ) . 

Defin :id6n 3 . 2 . 

Un espac i o toro16~ i co X se dice que satisface 1 ~c~un 

do axiom de con t abi l idnd () Clue (>8 sRP'unn o nl ll1l"'rAb e , 81 X tj "'ne und Cl 

e contable para 8U toro ] o~ia . 



Ej empl o 3 . 1. 

LA r ecta r~ill JR ·H en unA bFls e co n1.;::j I e , I;) C01r C ' on oe 

todo s l os 1n erv l os abi ertos ( a , h) co n a y b racion;Jlec . A s ~ mi smo ~n 

iene una bas e contable , l a coleccion de t odos l os rOoll ctos oe int erva 

ba se con tAbJ e . Lei co lecc i 6n de tudos l OG pr _ \l C 0 " v Tf 
n P'~" 

I-

es un intprvLl Jo abi rto con r c j on;ll es en 08 ext~ mns D'lra tm nu I~O-

finito de valores de n, y lin ::·rR pa r;::j t odos los otro valor es rle n . 

. Ejemplo 3 . ? 

de contab ilid cl ( s .i.endo metr i zabl e ) . Pero no sa LsFi'lce pI seO;IJndo . Con s i 

deremos 131 subcon-junto in cnnt abJ e C de ]~w qll cOllfa te rI -nriAS l as 8 11 -

cesj ones de O' s y l ' s , 5 i R es ni'! ase 11, C! Ja 0 ol()r~l "l 11 n i r-01'''mr~ en 

w.\oJ , podemos ~SC0f'er , pari'! c 'ld x c C, un c'lp rn entn Bx op B tJe enn -_' en 

a x y que est ~ en 1a hola de reid io j co n c ntro en x . ~ . x v V son run-

tos distinto e C, ent onces x t By ; com p( x, v) = 1, se t i e Ie a Ie -

y ~ Bx ' Conr luimos qu , B s incant ble. 

Teor ema 3 . 2 . 

Un s ubespa io oe un cspa c .i. o rimc~o co ntahle s D imero -

cont a ble . Un subespac io de un espac i o segundo contabl e es sepundo cnnta 

hIe , y un produc 0 co t ah l e ~ espAcios primerr con ':) es .s Dr 'mero 

contable , y un prod ucto con a lIe de espaci os seRund o cont C'lblRs 8S S \Tu n 

do crmtable. 

De fi n ' c:i6n 3 . 3, 

Un s uhesprJ c j 0 A de un pspae i X es dens!) en X . . 

c (A) = X. 
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Teorema 3 . 3 . 

Sup~ng~se que X tiene una base conta , 1 . Entoncps : 

( a ) Toda cubi rta ah-L8ptrt de X co nti ne uni'l s ubcolpccion conti"lblp nue 

cuhrp a X. 

(b ) Existe un subconlunto contable de X que s d n so n X. 

Prueba 

Sea {Btl} uno. ba. ,e contab e [li'lr X. 

(a) Sea A una cub i erta ab iert~ de X. Par ca ~a entero Dositi 0 n On a 

e1 C U i'! . es pos jb1e , eSCOI~emos un e1ernento An d !\ (Jue cont i ene .1 

e l emento b&s j co Bn , La co1ecc i 6n A' de 108 con ' untos An contil -

ble , ya que ti ne in lces en un subconlunto de Z . Adern~s cubre 
+ 

X : DAdo un pun ta x ex, !,odernos e. cn>rpr un e1 'men' o. A rle A. ClUe 

cont ' ene a x . Como A es abierto , eX-Ls e un e l rn nto bSsico Bn taO 

que x 8 Bn C A. C rno Bn sta en un e1 111 nto rie A, e1 coni un" a ~n -

esta defin ido ar a e 1 lnr:l jce n; 'orno .An cont :i c e a n, C'(\nt i(~ 

x , aS l AI es una 'ubco l ecci6n contable de A (Ju e c llbre a X. 

(b) De cada 121 fn- nto ba s i co no vn cio Rn , e . co!,;pmos lin punto xn ' f.l con 

' un"-o D = {xn I n e 7.+ } es d ns en X; clado x 8 X, todo I pmc n 

b.~sico a lY'cdeclor de x int er sec Cl a1 con'iun to D, 

D f:i. r'licio n 3 . LI , 

Un espacio pa ri'l pl c1la l t a cub ' erta i'!1 i ertFl can i one 

una subcubiert a con -ab1 es u l1n1rnent e 11i'l macto un esni'lc ' o Linrl e Jof 

Ejemplo 3 . 3 . 

El espacio m
l 

sat i sfac todas l os axi omas de cont~l ilidad 

s a lvo e] s Run do . 

Dado x 8 m
l

, e1 coni unto de todos l os l emento s b~sicos rie a for -



F\l r VPJ' '1 II C "It;' II - .U'l 

CO l Amos pFlra c;:! rin v un e.lr>mrnto IIx (\r> p, \:;'11 Cll ie x ~ Rx (' [x, x + 1 ) . , i '" -

>: ~ y , e nt-on ce;:; llx ~ By, yn '1 ~ x = j r nx y y = in F 1\ Pa r con s lP:Il i. e 

contah1e ri e abirrtos (' 11 i'l 1 ::;qui p.rd s(>rt1l1 I ns iJbiel 'L s en ·OS C l Cllcp. er~t'i 

un basico d e lei sub co l ecc i ''''n '1\H" cuhr' ~ ). 

sieos pAra 103 topolor,Ja d 1 llrnit e ·· nlcr' .i or . nuerpmos P.1Jcontr,r 111li3. s 1\1,-

co1ecd6n co nt h '! p' qlJ C brA i'l lP . 

c = U r> T ( C1 • 1, ), cy.,-, a rio 

rie con t hilid : d . r o mo 1a rolecci6 I {Ca , b ) } consistp t p a hicrto s d C 
('i a 

mn s , dl~ l os c l r' f1l"lll. nr- ( - , , j, ) ,11',1 ri - ('1[ . ex 2' 
a rt. 

s 'lu p ' 1 cOlll llnto JR (' _" cnnt;Jble. n 

dolo ; Ari-junt ;llv1o p;:; tc e l CTIPl lt a \ ,..,1, 1111 0 0 t-i ene un ,l S I bcolrcrjrln cantil 



... 

ble dE' II. que cubrc t ocln Wi ' 

COl Clmos 1:.; 1111 

Nr'~ .~:,ll, j nTTlPIl"l· ("> x ::: il PClr,l lln ('/ 
rt 

n]\ C Y ( x , qx ) ec-; -t 1 cnn PI] idn P II r .] 

Cjomplo 3 . 4 . 

PS 

no 10 '33 . 

C n sider~m s e1 8uh spac i a 

y to los .os e l me nt,...,s hr'isi cns de ] ,1 IOrlT],l 

[ ; I, ) ) x [- ( I, r]) 

,T . ~-

? 

punto . Como L "'s incont hJr:>, ni11P111l ,1 ::-;1I 1 )r'o l c(::~ :if,n r'nnl'ill,lr:> c 1il'rc ;=1 lP] . -

o r fir; II',' 1 . 

C'jpmr1n 3 . c;. 

c .il vel' 1u 



, ' .. ... . ' . , 

,.I x 000 ::0 101 ,1 ) x 1- , c1 ) 

" 
d.:! n:-i <.:: 11 1F; ~- . l 'e r.' o L! l S UUL!SP_ I C La L C]u t'! Li e ne l c t o polop.:lo. di s cr·e t sien-



LOS II YTnun r 
I" " L "-/ lll l, , 

nr 
I II, 

Yi'l h ~ln (1:-'. dr r i n i rln (' n r1 C,l nJ 1111 (l <1( ,-" 1 

mFil es . 

fl"'fi ni cinn l . r, . 

Dpfini cirln l . r; . 

X. Ent o ncE'S X SC~; l'cg1J1Clr s i Dard c rtrlrl pi11" fl u e cons i ::;1-e (1_ un Dl1nto x 

.y un co n'il lll i' () c rrado II quc no conl: i e nr. (] x, 0.xist"'n co nllll1to s F1hir1"to c
, 

[;1 E'spac ' 0 :< "'S n01"mi:ll ~:_L lr'il radFl ]1ilr 1\, n dr ronl 111 t S C 0 rClr1or; 

di sj lln os de X, pxis (~n conlun 'ros ab ie t os dis-; nt o:-; nl p co 1ie nen rl. A V 

B re s pec ri vame nte . 

[8 C1 Fll'O fl ' 1C U 

n o rma l RS r egul<lr. 

PS1V1C 'i o 

rrFldr)s , [10rque S L no I'odri 

de d OE; P '111 tO:J can L:l t opolor~la i nd iscret,-I ::;r 'I- i sf;:-Ice It=! o t 1"A D rte ne 1 ;:-1 

defin icion d e r~f;111iJrida(J V normi'l] irl Cl d, il U1l 1 11E' no ~s I l"lllsoiorr-F . 
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