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I N T ROD U eel 0 N 

E1 presente tr aba jo no es exac tamente todo un estudio enfo 

cado sobre 1a Topologia de Espacios M~tricos~ esto es m§s 

bien una in trod-ucc i on en es te campo 1 e1 cual es presen tado 

por .Modulos. 

Cada Modulo se inicia con definiciones claras, principios 

y teoremas pertinentes a los que se anexan una variedad de 

problemas resueltos gradualmente. 

Los problemas resueltos ilustran y amplian las definicio-­

nes enfocan los puntos principales sin los cuales un estu ­

diante se sentirla continuamente inseguro en su trabajo y 

permit e n la repeticion de los principios basicos, tan vital 

en un aprendizaje efectivo. 

En su desarrollo el analisis clasico era tan variado y co~ 

plejo, 10 cual hacla diflcil su estudio. Como el anal isis 

es enfocado con procesos de limite y continuidad; es claro 

estos no son sorprendentes pensamientos mat ema ticos, esto 

hace el estudio de dos conseptos fundamentales: 1a conver­

gencia de una sucesion de numeros reales y la continuidad 

de una funci6n r ea l continua, 

La numeracion de las d ef inicion e s~ 10 mlsmo las l etras pa ­

ra cada teorema es correlativa para cada m6dulo y si en de 

terminado momenta se hace referencia a un teorema 0 defini 



cion $e mens ionq. el niiroero 0 la 1 etra? unicamen te s i co - --. 

rre,sJ?onde al J]) i SJUO Jl)odulo '( en cadp. Cq:ao el niiroero corre s~' 

pondiente a cada modulo. 

La elaboracion de este trabajo se ha hecho asi para que 

sea una motivacion 0 es decir util para el estudio a la To 

pologia de los Espacios M~tricos. 

No me resta mas por patentizar, mi sincero agradecimiento 

a quienes contribuyeron, de una manera U otra en la reali­

zacion de este trabajo principalmente a la senora Miriam -

de Yanez~ quien realizo la parte mecanografica con dedica­

da paciencip. y esmero. 

Atentamente. 

RA}.10N ARISTIDES PAZ S. 



MOD U L 0 I 

DEFINICI6N Y ALGUNOS EJEMPLOS 

DEFINICION 1 . 1 

Sea X un conjunto no vacio. 

Una M§trica en X es una funci6n real d de pares ordenados 

de elementos de X los cuales satisfacen las siguientes 

condiciones: 

(1) d(x,y) > 0, y d(x,y) = 0 <=> X = Y 

(2) d(x,y) d(y,x) (simetria) 

(3) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (desigualdad triangular). 

Aclaraci6n: la funci6n d asigna a cada par (x,y) de ele - ­

mentes de X un nGmero real no negativo d(x,y), la cualpor 

sim tria no depende de el orden de elementos; d(x,y) es -

llamada la distancia de x a y. 

Un e s pacio m§trico consiste en dos objetos: un conjunto -

no vacio X y una m§trica d en X. 

Los elementos de X son llamados los puntos del espacio m§ 

trico (X,d), siempre que no podamos causar confuci6n dena 

taremos el espacio m§trico (X,d) por el simbolo X el cual 

es usado como el conjunto fundamental de puntos. 

Hay muchas clases de espacios m§tricos diferentes algunos 

de los cuales desempefian muchos papeles en geometria y a-
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nalisis. Nuestro primer ejemplo es un poco trivial, pero 

es aveces usado en pruebas de ciertas declaraciones que -

deseamos hacerla no verdadera . Lo que muestra que cadaco~ 

junto no vacfo puede ser considerado como un espacio m§tri 

co. 

EJEMPLO 1. 

Sea X un conjunto no vaclo arbitrario y d definido por: 

d(x,y) 
rO; si x = y 

11;slxfY 

El lector puede ver facilmente que can esta definici6n X 

es un espacio M§trico .~ 

EJEMPLO 2. 

Considere la recta real ffi y la funci6n real Ix l definida 

en ffi . Analizar si esta funci6n junto a ffi es un espacio m! 

trico. Para ver esto son importantes las tres propiedades 

de la funci6n valor absoluto. 

(i) Ixl > 0, y Ixl = 0 <= > x o 

(ii) I -xl Ixl 

(iii) Ix + yl < Ix l + Iyl 

Ahora definamos una m§trica en ffi aS1: 

d(x,y) = Ix - yl 

la cual es llamada me trica usual en ffi. E1 resu1tado que d 

es una m§trica se sigue de las propiedades establecidas -
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anteriormente. Esta es una pieza de r azonamien to que ocu ­

rre fr ecuent emente en nues tro trabajo, luego: 

para i) d(x,y) = Ix - yl es un numero real no negativo 

igual a cero < = > x - y = 0 

< = > x = y 

para ii) d(x,y) = Ix 

para i ii) d(x,y) Ix 

yl 

yl 

I-(x - y)1 = Iy - x l = d(y,x) 

= I (x - z) + (z - y) I < I x - z I + I z - y I 

d(x , z) + d(z,y). 

Lo s espacios NORMADO S podemos caract erizarlos como sigue : 

I. Lo s elementos de cada espacio me trico pueden ser su ­

mados 0 restado s en forma natural y c ada elemento 

ti ene un nega tivo. Cada e spacio metrico tiene un e l~ 

mento especial denotado por 0, 0 ll amado el origen , 

o cero elemental 

I I . En cada espacio NORMADO hay definido una nocion de 

d istanci a de un elemento arbitrario al orig en, que -

es una nocion de tamano de un el emen to arbitrario. -

El tamano de un elemento x es un numero r ea l denota ­

do par II x II y es llamado norma. El uso de las do b l e s 

barr a s es usado para enfat izar que la norma es l a g~ 

neralizacion de l a funcion valor abs oluto como en el 

ejemp l o dos , pue sto que se satisfacen las siguientes 

tres condiciones. 

Ci) Ilxll > 0 y Ilxll o < = > x o 
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Cii) II -x II = Ilx II 

(iii) Ilx + y ll < Ilxll + Ilyll 

III Fundamentalmente cada metrica aparece como la norma -

de la diferencia entre dos elementos : d(x,y) = Ilx -yll . 

Como en el ejemplo dos, los resultados que esta es 

una metrica se siguen las propiedades de la norma da­

das en II. Esta metrica es llamada LA METRICA INDUCI ­

DA por la norma. 

Ahora volvamos a ver los principios fundamentales ralati­

vos a espacios metricos en general. 

DEFINICION 

Sea X, un espacio metrico con metrica d. 

Sea Y un subconjunto no vaclo de X 

Si la funci6n d es considerada definida solo para puntos 

en Y, entonces (Y,d) es evidentemente un espacio metrico. 

Y con d restringido en esta forma es llamado SUB - ESPACIO 

DE X. 

Esta tecnica de formar subespacios de un espacio metrico 

dado nos hace capaces de encontrar una infinidad de ejem ­

plos adicionales con el manejo descrito anteriormente. 

Por ejemplo el intervalo cerrado Lo,]] es un subespacio -

de la linea r eal; el conjunto que contiene todos los pun­

tos normales; y el circulo unitario; el disco unitario c~ 

rrado y disco unitario abierto son subconjuntos del · plano 
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complejo. 

Se considera en este modulo introducir la extension de 

los NGmeros Reales,para 10 cual denotaremos el sistema -

ordinario de los numeros reales ffi con los slmbolos adjun ­

tos; 

- (X) y + (X) 

Un nGmero real extendido es un nGmero real 0 cualquiera -

de estes simbolos. Decimos que tambien por definicion. 

- (X) < + (X) 

Si x es cualquier nGmero real entonces: 

- (X) < x < + (X) 

Los simbolos - (X) y + (X) no suman nada a nuestro entendimien 

to de los nGmeros reales. Ellos son usados principalmente 

como una notacion conveniente. 

DEFINICIONES 

Sean a y b dos numeros reales cualquiera tales que a < b; 

entonc e s: 

* El intervalo cerrado de a a b es el subconjunto de la 

linea real ill definido asi: 

[!, bJ == {x: a < x < b} 

* Si b es un numero real y a es un nGmero real extendido 

tal que a < b entonces el intervalo abierto - cerrado de 

extremes a y b es (a,~ == {x: a < x < b} 

* Si a es un nGmero real y b es un nGmero real extendido 



tal que a < b entonces el intervalo cerrado - abierto de 

extremos a y b es: 

[ a, b) = {x: a < x < b} 

6 

'i: Si a y b son extensiones de los numeros reales tales que 

a < b entonces el intervalo abierto de a y b es : 

(a,b) = {x: a < x < b} 

En el resto de este libro el termino de intervalo signifi 

cara uno de los cuatro tipos definidos en este parrafo. 

Cad a definicion de un espacio metrico nos presenta el co~ 

cepto de distancia de un punto a otro. Ahora definamos la 

distancia de un punto a un conjunto y el diametro de un -

conjunto . 

DEFINICION 

Sea X u n espaClO metrico con metrica d y sea A un subcon 

junto de X. Si x E X, entonces la distancia de x a A es -

denotada p~r: 

d(x,A) = inf {d(x,a) : a E A} 

que es esta la menor de las cotas superiores de las dis-­

tancias de x a puntos de A. 

De la misma forma definimos EL DIAMETRO DE un conjunto A 

por: 

d(A) = sup {dea l ,a2): a1 y a2 E A} 

el diametro de A es la menor cota superior de las distan ­

cias entre pares de puntos de A. 
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OBSERVACIONES 

i) A se dice que tiene DIAMETRO FINITO 0 DIAMETRO I NFI ­

NITO, si d(A) es un numero real 0 es + 00 . 

ii) El conjunto vacio tiene diarnetro infinito, es decir 

d( <p ) = - 00 . 

iii) Un conjunto es acotado si su diarnetro es infinito . 

DEFINICION 

Un a funci6n de un conjunto no vacio en un espacio metrico 

es llamado funci6n acotada, si su rango es un conjunto 

acotado. 
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PROBLEMAS RESUELTOS 

Sea X un espacio m~trico con m~trica d. Muestre que d l de 

finida por : 

d l (x,y) 
d(x,y) 

Q + d(x,y)] 

es tambien una metrica en X 

PRUEBA 

Veamos en primer lugar que d esta bien definida puesto -

que 1 + d(x,y) > 0, con 10 cual se dice que d l existe . .. 

Mostremos que asf definida es un espacio metrico. 

I. "d l (x,y) ~ 0 A d] (X,y) <=> x = y" 

a) "d~ (x,y) = 
d(x,y) > 0" o + d(x,y)] 

Por definici6n d(x,y) ~ 
d(x . v) 

o luego se cumple que : 

> a 
[1 + d(x,y)] 

b) dl(x,y) = a <= > x = Y 

dl(x,y) = d(x,y) a 
Q + d(x,y)] 

luego d(x,y) = 0 

aSl x y 

ddy,x)" 

d] (x,y) = __ d~(x.....!..' '-"--'y),---
D + d(x,i[] 

d (y,x) 

Q + d(y,xJl 

I II. "dl(x , y) < ddx,z) + ddz,y)" 

d1(y ,x), porque d es 

metrica en X. 



d1 (X,y) 
d(x,y) 

< 
d(x, z) + d(z ,y) 

[1 + d(x,yfl 1-1 + d(x , z) + d(z,yfl - -

d(x z) , . + 
d(z,y) 

[1 + d(x, z) + d(z,y)] 1-1 + d(x, z) + d(z,y)] 

M ayorizando tenemos : 

d(x,z) < 
1 + d(x,z) + d(z,y) 

d(z,y) 
< 

+ d(x,z) + d(z,y) 

luego: 

d(x , z) 

1 + d(x,z) + d( z,y) + 
d(z ,y) 

< 
+ d(x,z) + d(z,y) 

d(x,z) 
1+ d(x,z) 

d(z ,y) 
1 + d(z,y) 

d(x,z) 
1+d(x,z) 

9 

d(z,y) 
+ 

1 +d(z, y) 

= d1(x,z) + d1(z,y). 

Sea X un conjunto no vaclo, y sea d una funcion real de -

pares ordenados de elementos de X que satisfacen las 2 si 

gu ientes condiciones : 

a) d(x,y) o <= > X = Y 

b) d(x,y) < d(x,z) + d(y,z) 

Muest re que d e s una metrica en X 

SOLUCION 

Basta rl a con demostra r que : 

i) d(x,y) > 0 

ii) d(x,y) d(y,x) 

iii) d(x,y) < d(x,z) + d(z, y) 

Para i) d(x,y) > 0 se debe probar que I) d(x,y) = 0 .... II) d(x,y) > 0 
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I) d(x,y) = 0 para d(x,y) = 0 <=> x = Y 

II) x # y => d(x,y) # 0 => d(x,y) > a por definicion se cum 

pIe 

Para ii) d(x,y) = d(y,x) 

d(x,y) ~ d(x,z) + d(y , z) d(y,x) ~ d(y,z) + d(x,z) 

tenemos 

si x = z o 

d(x,y) ~ d(z,z) + d(y,x) 

d(x,y) ~ d(y,x) 

=> d(x,y) = d(y,x) 

Para iii) d(x.y) ~ d(x,z) + d(z,y) 

por ii) tenemos : 

d(x,y) ~ d(x,z) + d(y,z) 

Sl Y = z 

d(y,x) ~ d(z,z) + d(x,y) 

d(y,x) ~ d(x,y) 

(antisimetrica) 

~ d(x,z) + d(z,y) por ii). 

Sea X un conjunto no vacio, y sea d una funcion real de -

pares ordenados de elementos de X que satisfacen las si -­

guientes tres condiciones : 

i) d(x,y) > 0 ; x = y = > d(x,y) = 0 

ii) d(x,y) d(y,x) 

iii) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) 

Una funcion d con estas tres propiedades es llamado SEUDO 

METRICO en X. De donde que un espacio metrico es obviamen 

te un Seudome trico. 

Sea d un s eudometrico en X que define una relacion ~ en X 

as.l : 
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X 'V Y < == > d (x, y) == 0 • 

Muestre que esta es una relaci6n de equivalenci a la eual 

corresponde a clases de equivalencia que puede se r un es -

paci o m~trico en forma natural. 

PRUEBA 

Probaremos que : 

i) x 'V X 

ii) x 'V y = > Y 'V X 

iii) x 'V y A y 'V Z == > X 'V z. 

para i) x 'V X 

¥x E: X se cumple que x x == > d(x,x) == 0 

== > X 'U X 

pa r a i i) x 'U v = > y 'U X. , 

X 'U Y = > d(x,y) = 0 == > d(y,x) == 0 == > y 'U X 

luego x 'U y = > Y 'U X 

para iii) x 'U y A Y 'U Z = > x 'U Z 

X 'V Y = > d(x , y) o (I) 

Y 'V X == > d(y,x) o (II) 

de I Y I I tenemos : 

d(x , z) < d(x,y) + d(y, z) 

d(x , z) < o + o 

d(x,z) < 0 <= > x 'V Z 

luego : 

X 'V yAy 'V Z = > x 'V z • 
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Sean Xl' X2 , •• • , Xn una clase finita de espacio s metri -­

cos con metrica d
1

, d
2

, ••• , dn . 

Mues tre que las funciones d y d definidas como siguen son 

un a metrica en el producto Xl x X2 X X3 X ••• X Xn , 

max 

n 
L 

-L=1 

PRUEBA: 

i) d({x.},{ y.}) > 0 .... d({x .} , {y.}) 
..{...{. ..{...{. 

d({x.} , {y.}) > ' 0 
..{. ..{. 

d . (x.,y .) 
..{. ..{. ..(. 

d.(x.,y.) 
..{. .{. ..(. 

o <= > X. 
..{. 

d ( {x .} , {y .}) = max d. (x . , y .) > 0, V- . 
..{...{. ..{. ..{. . ..{. - ..(. 

y . 
..(. 

ya que la maxima distancia es sin duda mayor 0 igua l 

a cero. 

d( {x . } , {y .}) 
..{. ..{. 

t enemos que : 

*d({x . } , {y.}) 
..{. ..(. 

d( {x . } , {y.}) 
..{. ..(. 

O< =>x . = y . 
..{. ..(. 

d.(x . ,y.) = 0, ¥ . 
..{. ..{. ..{. ..(. 

d.(x.,y.) 
..{. ..{. ..{. 

d({Y-L}'{X,i}) 

max d. (x . , y .) 
.{.. ..{. ..(. 

max d.(v.,x.) 
..{. '.{. ..{. 

d( {y -L}' { x,i }) 

° = > X . ..{. 
y . , ¥. 

..{. ..(. 

*d({x.}, {y . }) = d({x.},{z.}) + d( {z.},{y.}) 
..{..{. ..{..{. ..{...{. 
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d ({x.} , {y .}) = max d . (x . , y .) < max ra. (x . , z .) + d . (z ., y .)0 ; ¥ .; t. < z. < y . 
,{.,{. ,{. ,{..,{. - J..: ,{. ,{.,{. ,{.,{.,{. z,{.,{. - ,{. - ,{. 

< max d . (x . , z .) + max d (z '. y .) = d ( {x .} , {z .}) + d ( {z .} , {y .} ) - ,{.,{.,{. ,{. . ,{. ,{.,{. ,(.,{. 

ii) *d( {x.}, {y .}) = I d. (x.,y .) > 0, evidente por que se suman distancias y -
,{.,{. ,{.,{. ,(. -

por definicion : 

d.(x.,y.) > 0 
,{. ,{. ,(. 

d({XJ , {yJ) = Id. (x.,y.) = 0 => d .(x.,y .) 0 =>)C. = y., ¥ . 
,{.,{. ,{.,{. ,{. ,{. ,{. ,{. ,(.,{.,{. 

d({x .},{y.}) d({y .},{x .}) 
,{.,{. ',(.,{. 

d({x.} , {y .}) = Id. (x.,y.) = Id . (y.,x.) = d({y.},{x .}) 
,{.,{. ,{.,{.,{. ,{.,{.,{. ,(.,{. 

d({x .},{y.}) < d({x.}, {z.}) + d({z. },{y.}) 
,{. ,{. - ,{.,{. ,(.,{. 

d({x.}, {y.} ) = 'i'd.(x.,y .) < 'i'rd.(x.,z.) + d .(z.,y.)] 
,{. ,{. L ,{.,{.,{. L _ ,{. ,{.,{. ,(.,{.,{. 

< d.(x . ,z.) + Id.(z.,y.) 
,{. ,{. ,{. ,{. ,{. ,(. 

d({x. },{z. }) + d({z.},{y .}). 
,{.,{. ,(.,{. 

Sea r un subconjunto de la linea real muestre que: 

a) I es un intervalo < = > . Este es un vacio y contiene (un) punto 

entre dos cualquiera 

b) S i { r .} es una clase no vacia de i ntervalos de la linea real 
,{. 

tal que n.r. es un vacio (n .r . " ¢); muestre que u.r . es -
,{. ,{. ,{. ,{. ,{. ,(. 

un interva lo. 

PRUEBA . 

Para a) 

"= >" 

Sea r un intervalo y probemos que es no vacio y contiene puntos 
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entre dos cualquiera de estos. 

Como I es un intervale significa que para a ~ b (a < b) -

a + b ex i ste un nume ro que pertenece a I cuyos extremos -
2 

son a y b; por 10 tanto este I es no vaclo y contiene (un) 

punto entre a y b. 

" <=" 

Sea I un suconjunto no vaclo en 1a lfnea real puntos entre 

dos cualquiera (a y b) ; mostremos que I es un intervalo . 

Como I e s no vacfo ·en la linea r ea l. 

Sea a = inf {x Em.: x E I} 

b sup {x Em.: x E I } 

En este caso hay cuatro posibles formas de a y b, ya que 

estos son los extremos de un subconjunto I de l a r ecta --

real es decir : 

Cc; so 1) a = 

Caso 2) a = 

Para caso 1) 

- 00 , 

- 00 , 

b = + 00 , Caso 3) a Em., b = + 00 

b E:. m., Caso 4) a Em. , 

Sea x Effi. , como I ". cP entonces, Sea m E I tal que: 

i) x < m 6 ii) m < x 

Si i) x < m existe z < x tal que Z E I, luego z < x < m, 

enton ce s x E I . 

Si ii) m < x existe p E:.I tal que x < p lu eg o m < x < 

entonces x E I . 

Luego como I clR " lR c I, se concluye qu e I = m. 
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Para caso 2) 

Tenemos que el subconjunto I presenta las siguientes con­

diciones asf: 

I ) sib E I en ton c e s I ] - 00, bJ 

II) si b¢ I entonces I J- 00, b[ 

En I) 10 haremos por doble inclusi6n asf: 

i) Ic]- oo,b] y 

ii) J- oo,b]cI 

" c " 

Sea x E I probemos que .x EJ - 00 , bJ. Como x E I Y b = sup I 

entonces x < b, luego x E ] - oo ,b] , aSl I c] - oo ,b] 

" J " 

Como inf {x EIR I x E I} = - 00 , entonces x no es el infimo de 

I, por 10 tanto existe Z E I tal que z < .x. Luego z < .x < b 

asf J- oo ,bLC 1. 

con x E I. 

El mismo caso se presenta en II. Asf i) IcJ- 00 1b[, 

ii) J- oo ,b[c I 

" c " 

Sea XE I probemos que X E J- 00 , be, como.xE I"b = sup 1 -

tal que x < b entonces X EJ- oo ,b[ asf IcJ- 00 , be. 

" J " 

Sea x E ] - 00 , b [ entonces probemos que .x E I; Sl X E ] - 00 , b [ 
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entonces x < rn, tal que rn < b; m E I; pero x no es el infi 

rno ya que el inf {X E JR I XE I} = - 00 , entonces exis te z<I 

tal que z ~ x, lue go: 

z < x < m, si x E: I de donde ] - 00 , b [c I. 

Se concluye que I = ] - 00 , b [ 

Para el caso 3). El subconjunto I presenta las siguientes 

condiciones I) si a E I entonces I [a, + oo [ 

II) Sl a ~ I entonces I ] a, + oo [ 

En I) 10 haremos por doble inclusi6n 

" c · " 

Sea x E I y a inf {x EJR: XE I} entonces a < x asi XE [a, + 00 [ 

lu ego I c [a, + oo [ 

" :J " 

Como 5 up {x E JR: x E I} = + 00 , en ton c e s x no e s e 1 sup d e I, 

luego existe z E I tal que x < z, a si a < x < Z, luego, 

[a, + 00 [c I con x E I. 

Sirnilarrnente para I I como a ¢ 1. tenernos que : 

i) IcJa, + co [ 

ii) ] a, + oo [cI. 

" c " 

Si x E I probernos qu e x E] a, + 00 [ . Como x E I A. a = inf I 

tal que a < x, en ton c e s x EJ a, + 00 [ 1 u ego I c ] a, + 00 [ 
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" J " 

Si XEJa, + oo [ probemos que XE I, si xEJa, + oo [ en tonces 

existe m 2. x tal que m > a, mEl, pe ro x no es el sup remo 

de I ya que sup {x dR : x E I} = + 00 en tonces existe en Z E I 

tal que z > x luego m < x < z, asi x E I de don de que , 

] a, + 00 [c I . 

I = Ja, + ro [ 

Caso 4) si a < 1R A b E1R se presentan las siguientes carac­

teristicas : 

I) Si a ~ I A b i I tenemos I ]a,b[, 

II) Si a ~ I '" b E I tenemos I ]a , b], 

III) Si a E I 6 b ~ I tenemos I [a,b[ , 

IV) Si a E I " b E I tenemos I [a,bJ . 

En I) por doble inclusion. 

" c " 

Si x E I probemos que x E J a, b [ 

Si x E I, a = inf I entonces a < x; b = sup I entonces b > x 

luego a < x < b entonces x E]a ,b[de donde que I c ]a ,b[ . 

" J II 

Si x E-1 a, b [probemos que x E I. Si x E ] a, b [ decimos que 

a < X, pero x no es el sup de I ya que sup {XE lR : X E I} b, 

asi a < b, entonces a < x < b luego x E I. Por 10 tanto: 

Ja , b[c I 



Con 10 que se concluye qu e I 

En II) por doble inclusi6n. 

" c " 

Si x E I, probemos que x E 1a,bl; 
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] a, b [ 

Si x E I, a = inf I entonces a < x, b 

luego a< x< basi xEJa,bJ 

sup I en tonces b> x 

" J " 

Si x E ]a,b] probar que x E I; si x E ]a,b] decimos que a <x, 

pero x no es el sup de I ya que sup I = b entonces x < b. 

Luego XE I,as1 Ja,bJ c I. 

Con 10 que se concluye que I = ] a, bJ 

En caso III) por doble inclusi6n se tiene: 

" c " 

Si XE I probemos que X E [a,b[ 

Si x E I, a = inf I entonces a ~ x, b 

Luego a ~ x < b, asi x E [a,b[ 

De donde sec 0 n c 1 u y e I c [a, b I 

" J If 

Si x E [a,b [ p rob emo s que x E I. 

sup I entonces b > x. 

Si x E [a, b 1= en ton c e s x > a A x < b, en ton c e s a < x < b . 

entonces x E I, luego [a,b[c I 

asi se dice que I = [a,b[ 
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En caso IV) por doble inclusion 

" C If 

Si x E I; a = inf I entonces x ~ a, b = sup I entonces x 2. b 

en todo caso a < x < b, as 1 x E [a, b]. Luego I c [a, b] 

" J" 

Si x E [a ,b] probemos que x E I. 

Si XE [a,bJ entonces x > a '" x < by ten emos que a < x < b 

en ton c e s x E ll u ego [a , bJ c I 

Se concluye que I = [a, b] , y en gene ral s e demos tro que I 

es un intervalo . 

Para b) 

{I.} una clase no vacia de intervalos de la linea real tal 
..{. 

que (! .I. es no vacla; muestre que t)iLi. es un intervalo 
..{. ..{. 

Sea rt el conjunto de indices, asf la clase {I.} i E rt es -
l 

no vacfa y sean k y 1 en rt asl. I k , 11 E {IiLi. E rt . 

Sea x, Z elementos de alguna clase , asf: XE I k , ZE 11 . 

Como () I. es no vaclo entonces mE (! I., de donde que 
.{.E rt .{. iE rt ..(. 

Se puede ver facilmente que si x < )' < z, entonces y < m 

o m 2. y . 

Si y < m tenemos que x < y < m, entonces y E I k . 



Si m ~ y tenemos que m ~ y ~ Z, entonc e s yE II' 

En todo caso YE ~ ) I. con 10 cua1 se muestra que esta 
-i. E ~ .(. 

union es un interva10. 
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Sea X un espaci o metrico con metrica d. Si A es un subcon 

junto de X Y x es un punto de X, muestre 10 siguiente: 

PRUEBA 

i) A f ¢ = d(x,A) > 0 

ii) d(x,A) = + 00 = > A = ¢ 

Para i) A f ¢ = > d(x,A) > 0 

Si A I ¢ en X puede suc eder : 

I ) d(x,a) = 0 < = > X = a 

II) d(x,a) f 0 < = > X I a = > d(x,a) > 0 

1uego vemos que en ambos casos 

d(x,a) > 0; si tomamos inf {d(x,a), aEA } > 0 

10 que significa que d(x,A) > 0 

Para ii) d(x, A) = + 00 = > A = ¢ 

De nuestra hipotesis 

d(x,A) = + 00 = > d (x, A) = inf {d(x,a), a E A} + 00 

= > d(x,a) + 00 

= > d(A) = + 00 

Y por definic i on suc e de que A = ¢ • 

Sea X un espacio metrico con metrica d y A un subc on j unto 

d e X. 

Muestre 10 siguiente: 
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a) A f ~ => d(A) es es un no ne gat ivo de 1a extension de 

de los rea1 es. 

b) d(A) = - 00 <= > A = ~ 

c) Si A e sta limitado este es no vaclo 

PRUEBA 

a) A f ¢ = > ... , a en A tal que 1a dis t ancia . n 

en tr e dos pares consecutivos existe tambien; aSl: 

de d esta es no , negativa, 1u ego cua1quier distancia en 

tre dos pares e s no negativa . 

b) d(A) = - 00< = > A f ¢ 

"De fin ic ion e r con j un to vac 10 posee d iametro infin i to " 

c) Si A tiene lImite 

= > d (A) > 0 = > A f. ¢ . 

NTRAl 
LVAD •• 



MOD U L 0 I I 

CONJUNTOS ABIERTOS 

DEFINICION 2.1 

Sea un espacio metrico con metrica d . Si Xo es un punto de X 

y r es un numero real positivo . Entonces llamaremos ESFERA -

ABIERTA S (x o) con centro Xo y radio r al subconjunto defini 
r 

do por : 

Se observa adem§s que S (x o) es no vaclo, y a que esta contie 
r 

ne su centro . Lo mismo que una esfera abierta esta en la 11-

nea real es un intervalo abierto (xo - Y, Xo + r) con Xo co-

mo punto medio y 2r como su ancho. 

DEFINICION 2.2 

Un subconjunto G de un espacio metrico X es llamado CO NJU .TO 

ABIERTO si dado cualquier punto x en G, existe un numero r eal 

positivo r tal que Sr(x) c G. 

Lo que en otras palabras significa que cada punto de G es el 

centro de alguna esfera abierta contenida en G. 

El siguiente teorema nos orienta sobre el comportamiento de 

dos conjuntos conocidos, demostrarlo en base a las definicio 

nes dadas . 
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TEOREMA A 

En cualquier espacio m~trico X, el conjunto vacfo ¢ y e1 es -

pacio completo X son conjuntos abiertos 

PRUEBA 

Para mostrar que ¢ es abierto , debemos mostrar que cada pun -

to de ¢ es el centro de una esfera abierta contenida en ¢ ; 

pero como en ¢ no hay puntos, 10 que automaticamente satisfa 

ceo X es claramente abierto ya que cada esfera abierta cen - -

trada en cada uno ~e sus puntos esta contenida en X. 

En el siguiente teorema se justifica el objetivo I I ESFERA 

ABIERTA II 

TEORHIA B 

En cualquier espacio m~trico X, cada esfera abierta es un 

conjunto abierto. 

PRUEBA 

Sea S (x o ) una esfera abierta en X y 
r 

Sea x un punto en S (x o ) 
r 

Ahora bi~n deb emos producir una esfera abierta centrada en x 

y contenida en S (x o ) 
r 

En este caso s e ve que d(x,x o ) < r hagamos r 1 

un numero real positivo. Luego mostremos que: 

r - d(x,x o ) 
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Si Y es un pun to de S (x) , tenemos que d(y,x) < r, enton r 1 

ces: 

d(y,xo) ~ d(y,x) + d(x,xo) < r + d(x,xo) 

se concluye que d(y,x o) < r. 

[r-d(x,xofl + d(x,xo) = r 

Asf se demuestra que y esta en S (x o). 
r 

Luego se cumple la inclusion S (x) c S (x o). 
r 1 - r 

TEOREMA C 

Sea X un espacio m~trico. Un subconjunto G de X es abier-

to. 

<= > este es una union de esferas abiertas. 

PRUEBA 

" = > " 

Asumamos primero que G es abierto y mostremos que este es 

una union de esferas abiertas. 

Si G es vacio, este es la union de clases vacfas de esfe-

ras abiertas. 

Si G no es vacio, entonces como este es abierto y cada 

uno de sus puntos es el centro de una esfera abierta que 

10 contiene, y esta es la union de todas las esferas 

abiertas que 10 contienen. 

" <= " 

Ahora asumamos que G es la union de un a clase S de esfe --

ras abiertas. Mostremos que G es abierto. 



Si S es vacia, entonces G es tambien vacio, y por Teorema 

A, G es abierto . 

Supongamos que S no es vacia, entonces G es tambien no va 

cio. 

Sea x un punto en G~ Como G es la union de esferas abier -

tas en S, x pertenece a una esfera S (x o ) en S. Por Teore ­
r 

rna B, x es el centro de una esfera abierta S (x) c S (xo ) . r
1 

- r 

Como S (x o ) c G, entonces S (x) c G, luego tenemos una -r - r 1 -

esfera abierta centrada en x y contenida en G. As i G es -

abierta. 

Las propiedades fundamentales de l os conjuntos abiertos -

en un espacio metrico son los siguientes resultados . 

TEOREMA D 

Sea X un espacio metrico . Entonces 

1) Cualquier union de conjuntos abiertos en X es abierto . 

2) Cualquier intersecci6n finita de conjuntos abiertos en 

X es abierta. 

PRUEBA 

Para 1) 

Sea {G. } una clase arbitraria de conjuntos abiertos en X . 
.{. 

D bemos mostrar que G = lJ .G. es abierta . 
.{. .{. 

Si {G.} es vacia, entonces G es vacfa, y por Teorema A, G 
.{. 

es abierto . 
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Supongamos que {G.} no es vaclo. Por Teorema C, cada G. -
~ ~ 

( es una esfera abierta) es una uni6n de esferas abiertas ; 

G es la uni6n de todas las esferas en esta forma y por 

otra aplicaci6n del Teorema C. G es abiert a . 

Para 2) 

Sea {G.} una clase finita de esferas abiertas en X. Mostre 
~ 

mos que: 

G = (').G. es abierto. 
~ ~ 

Si {G.} es vacio, entonces G = X; Y por Teorema A, G es -
~ 

abier t o. 

Supongamos que G~ no es vacl o y que {G~} = {Gl,G2, ... Gn } 

para algGn entero positivo n. Si ocurre que G es vacio en 

tonces este es vacio por Teorema A. Sumamos que G no es -

vacio . 

Sea x un punto en G. De donde que x esta en cada G., y ca 
~ -

da G. es abierto para cada ~ existe un nGmero real posit l 
~ 

vo r. tal que: 
~ 

S (x) c G . • r. A.. 
A.. 

Sea r = min {r 1 ,r 2 , ••• ,rn } 

Este numero r es un numero real positivo tal que: 

para cada -i. , asi 

Sr(x) £ Sr. ex) 
A.. 

Sex) c G. para cada A..} y ademas Sex) c G. r - A.. r -

De donde que S (x) es una esfera abierta c ent rada en x, y 
r 
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eontenida en G, luego G es a b ierto. 

Dentro de una diversidad de conjuntos abiertos estudiare-

mos tambien EL INTERIOR DE UN CONJUNTO. 

DEFINICION 2.3 

Sea X un es paeio metrieo arbitrario, y sea A un subconju~ 

to de X. 

Un punto en A es llamado PUNTO INTERIOR de A, si este es 

el centro de alguna esfera abierta totalmente contenida -

en A. 

DEFINICION 2.4 

Sea X un espaeio metrico cualquiera y sea A un subconjun -

to de X. 

Llamaremos I TERIOR DEL CO NJU NTO A, al conjunto formado 

por todos los puntos interiores de A y 10 denotamos por -
o 

Int (A) 6 A, es deeir: 
o 

Int(A) = {x: x E A ... Sr(x) £. A para algun r} A 

Las propiedades basieas de los eonjuntos interiores son -

los siguientes: 

1) Int (A) es un subconjunto abierto de A e1 eua1 eontie-

ne todos los subconjuntos abiertos de A. (Esto es muy 

frecu ente expres Brl0 diciendo qu e e1 interior de es 

e1 mas grande subeonjunto abierto de A). 

2) A es abierto <=> A = Int (A). 
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3) Int CA) es igual a la union de t odos los subconjun tos 

abiertos de A. 

Est as propiedades son demostradas en los problemas resuel 

tos. 



PROBLEMAS RESUELTOS 

1 . Sea X un e.m y muest re que 2 puntos dis tintos cualquiera 

en X, pueden ser s eparados por esferas abiertos en el si--

guiente caso, Si "x" y "y" son puntos distintos de X, En-

tonces exi ste un par disjunto de esferas abiertas cada 

un a de las cuales esUi centrada en los puntos ("x ", "y") , 

SOLUCION 

Sea x f. y en X 

Si x f. y entonces d(x,y) res mayor que cero 
< 

Sea r tal que 0 r d(x,y) l es menor que cero (no se cia 

def "d") 

Si queremos bolas al rededor de x A y de tal forma que 

sean disjuntos formemos los radios aS1: 

d(x,y) 
3 

de donde t emeno s que B1(x, r 1 ) Y B2 (x, r 2). 

AS1 Bl (x, r 1) n B2 (x, r 2) = <p 10 que muestra que son di~ 

juntos tambien B1(x, r 1) A B
2

(x, r
2

) c X son abiertos. 

2. Sea X un e.m .. Si {x} es un subconjunto de X consisten te 

de un punto unitario, muestre que este complemento {x } , -

es abierto. 

Mas generalmente que A' es abierto si A es cualquier sub -

conjunto fin ito de X. 
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SOLUCION 

Sea {x} un subconjunto finito de X 

Sea a E X - {x} luego por definici6n de diferencia a ~ {x} 

aSl que la bola formada al rededor de "a" con un radio, 

r = d(a,x) 
2 

no contiene algun elemento de {x}, por 10 tanto 5610 debe 

contener 5610 puntos de X - {x} y X - {x} es abierto que 

no es mas que {x}' 

Nota: de la misma manera se procede en la forma generali -

zada. 

3. Sea X un espacio m§trico y Sr(x) la esfera abierta en X 

con centro x y radio r; sea A un subconjunto de X, con 

dlametro menor que r el cual intersecta a S (x). Prueba -
r 

PRUEBA. 

Como A intersecta a S (x) 
r 

tenemos que A (I S (x) f ¢ 
r 

Sea aEA (IS(x)y 
r 

probemos que A c S 2 (x) 
- r 

Sea Y EA 

d(x,y) < d(x,a) + d(a,y) 

d(x,y) ~ r + r 

de donde tenemos que : 

ya que d(x,a) < r;o.. d(a,y) < r 



d(x,y) ~ 2 r 

Se ve c1aramente que A c S2 (x ). 
- r 
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4: Sea X un espacio m§trico. Muestre que cad a subconjunto de 

X es abierto, Sl cada subconjunto de X consiste de un so -

10 punto y es abierto. 

PRUEBA 

II = > II 

Sea x E X; {x} es abierto por ser subconjunto de X. 

II <= II 

SeaA cX;A= U {x} yesteesabierto. 
X EA 

5 . Sea Y un sub-espacio de un e spacio m§trico X, y A un sub -

conjunto de un espacio m§trico Y. 

Muestre que si A c Y, A es abierto en Y <=> este es 1a in 

terseccion de Y con un abierto en X. 

SOLDeIO 

Para 1a demostracion es necesario tomar en cuenta que : 

I. En cua1quier espacio m§trico, cada esfera abierta es 

un conjunto abie rto. 

II. La union abierta de conjuntos abiertos es abierta . 

Nota : 

Una esfera abierta (B(x,r)) Vecindario 0 ento rno ~ r (r) 
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" => " 

Supongamos que A es abierto en Y. 

Para cada pEA hay un nGmero positivo rp tal que se cum--

pla que d(p,q) < r p y qEY => q EA . 

~ e a Vel con j un t 0 de to d os los q EX, tal e s que d (p ,q) < r 
p p 

y defin amo s. 

G U V • 
pEE P 

y por I, II tenemos que Gas! definido es un conjunto 

abierto de X. 

Como p E V · para todo pEA, se cumple que A c G n Y. 
P 

As! elegido V ten emos que V nYc E. para todo pEA . 
P P 

De modo que G(iY c A. As !, pues A = G(iY 

" < = " 

Si G es abierto en X y A = G n X, cualquier p EA tiene un 

entorno V c G. De donde: 
p 

V nY c A, as! A es abierto en Y. 
p 

6 , Pruebe las propiedades basicas de conjuntos interiores da 

dos anteriormente; estas son: 

a) Int (A) es un subconjunto abierto de A que contiene a 

cada subconjunto abierto de A. 

(Es decir: el interior de A es el mas gr ande subconju~ 

to abierto de A). 

b) A es abierto < = > A Int (A) . 
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c) lnt (A) es igual a la uni6n de todos los subeonjuntos 

abiertos de A. 

PRUEBA 

Para a) 

Sea B e A un abierto basta mostrar que B e lnt (A). 

Sea B u n subeonjunto {B.}i E I . 
..(. 

por 10 tanto Be l) B. = lnt (A)eA. (usando T. c) 
iE I ..(. 

B e lnt (A) 

Para b) 

If = > If 

lnt (A) c A, como A es abierto entonees A e lnt ( A) , luego: 

A = lnt (A) 

If < = If 

A lnt (A), como lnt (A) es abierto entonees A es abier-

to. 

Para c) 

Sea (A .) i Ella famil ia de todos los abiertos ineluidos -
..{. 

en A . 

Por teorema C la uni6n de abiertos e s abierta. 

Y tenemos l)A. es abierta . Entonees lJA.C lnt (A) . 
..{. --~..{.~--------

Sea lnt (A) abierto = > Int (A) es un Ai ' i Ely 

In t (A) eA . 

In t (A) LJA ., lEI. 
...{. 
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Describa el interior de cada uno de l os sigui ente s subcon 

juntos de (los r eales) la linea real : 

7~ * El conjunto de los enteros. 

In t ( Z) {XEZ I N
r 

(x) cZ} 

oJ: El conjunto de todos los racional es . 

Int (Q) = {x E Q I Nr (x) c Q} ~ 

* El conjunto de todos los irracionales. 

Int (Q' ) = {x E Q' I Nr (x) c Q' } = cp 

* (0, 1) 
Int ((0,1)) {x E ( 0,1)1 0 < x < 1 } 

'i: [0,1] 
Int ( [0, 1] ) = {x E [0, 1J I 0 < x < 1 } 

* [0 , 1 ) lJ { 1 , 2 } 

In t (I 0 , 1 ) l J {1 , 2 }) = {x E [0, 1) \;{ 1 , 2} I 0 < x < 1 } 

8. Sean A y B dos subconjuntos de un espacio m§trico X, pro­

bar 10 siguiente . 

a) Int (A) l) Int (B) c Int (AuB1 

b) Int (A) n Int (B) Int (AnB) 

* Dar un ejemplo de dos conjuntos A y B d e l a line a re a l 

tal que: 

Int (A) t) Int (B) ::/ Int (A~)B) 

PRUEBA 

Para a) 

SegGn propiedad a) de interi ores, el interior de A\ ) B es 
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un subconjunto e 1 cua1 contiene a cada subconjunto abier -

to de AlJB de donde qu e los abie rtos son: 

AcA U B ...... BCAl)B 

y par propiedad b) de Interior; Int (Al c Int (AuBl 

Int (B) c Int (A l ) B) 

1uego Int (A) U Int (B) c I nt (AuB) -
Para b) 

Int, (A) c A lInt CAl (\ Int (B) c AnB 
:-

Int (B) c B I aSl Int (A) n Int (B) c Int (A n B) ) 

I. Int (A B} c A B c A = Int (A Bl c Int (AJ. 

II. Int (A B) c A B c B Int (A B) c Int (B) 

De I Y II t enemos qu e : Int (A B) c Int (A) In t (B) 

luego Int (A) Int (B) = Int (A B) . 

Par a * Sean A ( 0, 1) ~ B = 1,2) 

Int [(O,1)J = (0 , 1)1 

> ;=: >Int (.o 1 ])' ~ ) Int J ,21 =. (.0,21 ~. In 
Int [ i)!2)} = U!2j' .. 

A l JB = (0 , 1) \ J D?2) = (0.,2) 

De do nde que Int (A t )B1 = (0 2} 

:. (0; 2} - i 1} i ( 0 ~ 2). 



~ 0 D U L 0 I I I 

CONJUNTOS CERRADOS 

Estamos estudiando los conjuntos por su natural ez a desde 

el punto de vista topo16gico (METRICAl 

DEFINICION 3.1 

Sea X un espac~o m~trico con m~trica d . 

Si A es un subconjunto de X? un punto x en X es llamado -

un PU NTO LIMITE de A si cada esfera abierta centrada en x 
. 

contien e al menos un punto de A diferente de x , 

EJEMPLOS A LA DEFIN ICION 

1) Encuentre e l punto iimite de l siguiente subconjunto de 

K{ , {1, 1/2, 1/3, 1./4, .. . , } . 

Al aplicarle la definici6n el punto limite es c e ro (0) 

y en efecto e s tinico este punto limite. 

2) Razonar si los puntos extremos son puntos limites del 

intervalo cerrado - a b ierto 1~?11 

* Cero (0) es un punto limit e del conjunto y Ie p ert e-

nece. 

* Uno (1) es un punto limite del conjunto y no Ie per-

ten e ce . 

Note que en este ej empl0 cada num ero real tal que 0 < x < 1 

es tambien punto limite. 

De la misma manera decimos que el conjunto de los numeros 
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enteros en la linea Teal no son puntos limites; sin embar 

go cada numero real es un pun to lImite de los nUmeros ra­

cionales. 

DEFINICION 3 ,2 

Sea X un espacio m§trico y F un subconjunto de el espacio 

metrico X, 

Llamaremos CONJUNTO CERRADO a F en X si este contiene a -

todos sus puntos limites. 

Igual que en el modulo anterior para el conjunto vacio 

(~) y para XI se expone e l siguiente teorema que es tam-­

bien pura aplicaci6n de las definiciones 31 y 3,2 simulta 

neame nte . 

TEOREMA A. 

En cualquier espacio m§trico X, el conjunto vacio y el es 

pacio ENTERO X son cerrados. 

PRUEBA 

El conjunto vacio no tien e puntos Ilmites~ aSI este los -

contiene a todos elIas y por tal es cerrado. 

El espacio ENTERO X contiene todos los puntos, automatica 

mente contiene todos sus puntos lfmites y esto es ser ce­

rr ado. 

El siguiente teorema caracteriza a loS conjuntos cerrad os 

en terminos de conjuntos abiertos, 
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TEOREMA B 

Sea X un espacio metrico. Un subconjunto F de X es cerra-

do si y solamente si su complemento C F es abierto. 

PRUEBA 

" => II 

Asumamos primero que F es cerrado. Mostremos que C F es -

abierto. 

Si C F es vacio? entonces este es abierto por teorema 2.A, 

Supongamos primero que C F no es vacio. 

Sea x un pun to en C F . 

Como F es cerrado y x no est~ en F, x no es un punto limi 

te de F . 

Como x no esta en F y ~ no es un punto limite de F, exis-

te una esfera abieTta Sex) la cual es disjunta de F. 
T 

Sr(x) es una esfera abierta centrada en x y contenida CF. 

para todo .:x en C F , as} C f es cerrada. 

" <= " 

Asumamos que CF es abierto y mostremos que F es cerrada. 

La Gnica forma que F puede fallar para ser cerrada es te-

niendo un punto limite en CF . Lo cua1 no puede suceder, 

porque CF es abi erto, donde cada uno de sus puntos es e1 

centro de una esfera abierta disjunta de F, y no es tal -

que puede seT un punto limite de F. 
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DEFINICION 3,3 

Si xoes un punto de nuestro espacio metrico X~ y r es un 

numero real pos i tovo; llamaremos ESFERA CERRADA Sr [x 0 ] 

con centro Xo y radio r~ a1 subconjunto de x definido por: 

Observe que: S Ix o ] r - contiene solo su centro cuando r = 0 

Sr[xoJ en la linea real es un intervalo cerrado 

Las esferas abiertas en la linea real son intervalos, 

hay un intervalo abierto el cual no es una -

esfera abierta es decir ( - 00 , + 00 1 

El siguiente teorema justifica el objetivo en 1a frase ES 

FERA CERRADA. 

TEOREMA C. 

En cualquier espacio rnetrico X~ cada esfera cerrada es un 

conjunto cerrado. 

PRUEBA. 

Sea S IXoJuna esfera cerrada en X. r -

Por el teorema B es suficiente mostrar que su complemento 

C Sr l.?co] es abierto. 

C Srl~oJ es abierto si es vaclo por teorema A. 

Supongamos que C S I~ol no es vaclo. Luego sea x un punto 
r - --

C Srl}coJ, asi d(x,xo)~ asi d(x,.x o), hagamos rJ = d(x,xc,1-r 

un numero real positivo. 
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Tomemos r! como el radio de una esfera abierta S (x) cen­
r 

trada en x y mostremos que C S Xo es abierto! mostrando 
r 

que: 

S (x) c cs rx ol rl - r - -

Sea y un punto en S (x) tal que d(y~xl r. 
r 

En base a esto y el resultado dCJ.<o ?.J.<l 2. d(;x.o,y) + d('y~x) 

vemos que: 

y con 10 cual se pyueba que y estan en C S Jxol 
r - -

Concluimos esta secci6n defini endo dos conceptos adiciona 

les qu e son usados muy a menudo. 

DEFINICION 3 . 4 

Sea X un espacio mStrico arbitrario . 

Sea A un subconjunto de X 

La clausura de A denotada por A es la union de A y e.l con 

junto de todos los puntas 11mites; es decir: 

A=A~ ) A' N = conjunto de puntos limi-

tes. 

Los principales resultados de la clausura son los siguie~ 

tes. 

1) A es un superconjunto cerrado de A el cual esta cont e -

nido en cada sup erconjunto de A (e.J.<pr e saremos esto di-

ciendo que. X es el mas pequefio supe.rconjunto de A) 

2) A es cerra do <= > A = A 
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DEFINICION 3,5 

Sea X un espacio metrico y A un subconjunto de ~. Un pun~ 

to en X es llamado PUNTO FRONTERA de A si cada esfera 

abierta centrada en el punto intercepta a~bos conjuntos -

A y CA. 

DEFI NICION 3.6 

Sea A un subconjunto de nuestro espacio metrico. 

A es llamado ~ONJUNTO FRONTERA si este es el conjunto de 

todos los puntos frontera. 

El concepto anterior posee las propiedades siguientes: 

1) La frontera de A es igual A(iCA 

2) La frontera de A es un conjunto cerrado 

3) A es cerrado si este contiene su frontera. 



PROBLEMAS RESUELTOS 

Sea X un espacio m~trico y extendiendo el problema 10-1. 

Pruebe los siguientes resultados~ 

a) Cualquier punto y conjunto cerrado disjuntos en X pue-

den ser separados por esferas abiertas en el signific~ 

do siguiente , 

Si x es un punto y F un conjunto cerrado el cual no 

contiene a x ~ entonces existe un par disjunto de con~-

juntos abiertos G1 Y G2 tal que .x E G) Y F £ G2 ,. 

SOLUCION 

Sea x un punt0 1 "F" un conjunto cerrado, "y" un punto de 

F, tal que si x ¢ F entonces d(x,y) 1 0 de donde que 

d(x,F) 

hagamos 

y 

X € S 
X 

d(y,x) = ry > 0 

T 

Sy = G (y, J) 1 Y € Sy 

En esta forma los conjuntos GJ y G2 cumplen ser abiertos; 

para G2 es la union de abiertos, Tambien F c G2 ya que; 

Y € F = > Y € Sy = > Y € \) Sy = > Y € G 2 = > F c G 2 

Mostrernos ahora que GJ y G2 son disjuntos (G 1 (IG2 ~) 

Querernos ver que: 

como y E F entonces G) n S = <P 
y 



Supongamos que a t; G1 n :-$ para. algun Y E: ,F, y 

en tonces a E: GJ 

rJ{ 
se ve que 3 < 

y a E: S aSl dCa,xl .( 
y 

:i 
3 

r.x 
-:3 

de la desigualdad triangular tenernos que 

rJ( + 1 
d(J{~y) ~ d(J{~al + d(fl,yl <"3 3 

r 
.1 
3 

< 2r . 

--1-
Contradicci6n entonces GI (lG 2 = ¢ 

43 

b) Cualquier par disjunto de conjuntos cerrado~ en X pueden 

ser separados por conjuntos abiertos en e1 sentido siguie~ 

te: si FI y F2 son conjuntos cerrados disjuntos entonces 

hay un par de conjuntos abiertos G1 Y G2 tal que: 

SOLUCION 

Si a1guno de los conjuntos FI 6 F2 son vaclos por ejemplo~ 

F) = ~ entonces ~ y X seran abiertos disjuntos tales que: 

Supongamos que FJ y F2 son no vacios entonces~ si as FJ1 

b E: F 2 , FlY F 2 cerrados entonces d(a~F2} " 0 ;::: ? rl,(a.,F21 ;::: r a ? 0 

Sean: Sa = Sea, 
ra 
3 

) , a E. S a 
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ASI formemos los conjuntos de tal forma que cumplan las -

condiciones del teorema. 

G 2 = t J { Sb' ~, b E F 2 } 

es decir G..l ) G2 son aoiertos porque es la union de abier-

tos tam b :j-.E~ n a E F 1 => a E S => a E GJ => I1c G..l a 

b E F2 => o E Sb ='> b E G2 => F2c G2 

Moestremos ahora que GJ n G2 = <P 

sup 0 n g am 0 s que G J. n G 2 :f <p en ton c e sex i s t e pEG 1 '" pEG 2 

Sea dCa,b) = E > 0 entonces d(a ,F2 J = r < £ " d(b,Fd = ro < £ a-

Sean a E F 1, b E F 2 
ra rb 

tal que p E Sa " p £ So entonces d(a,p) < 3" d(b,p} < 3 

luego d(a,b) 
r r 

= £ _< d(a,p) + d(p b) < ~ + ~ < ~ + ~ , 3 3-- 33 

2£ 
£ <­- 3 

10 cual no es posible 

entonces G1 y G2 son disjuntos. 

Sea X un espacio metrico y sea A un subconjunto de X. Si 

x-es un punto limite de A, muestre que cada esfera abier-

ta centrada en x contiene un inf~nito numero de puntos 

distintos de A. 

SOLUCION 

Sea Sr(x) una esfera abierta centrada en x que solamente 

contiene un ntimero finito de puntos de A asi: 
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p;~ P2' P
3

1 't·~ Pn tal que pertenecen a Sr(xlrlA que son 

distintos de x y hagamos~ 

r = minimo {dCx,P1 ) t d(x,P2)' d(x,P 3 J, "', d(.x,Pnl} 

sabemos que e1 minimo de un eonjunto de numeros positivos 

siempre es positivo, luego r > 0 

Asi 1a esfera abierta S (x) no contiene ningun punto p de A, 
T 

tal que p # x. Asi x no es punto limite de A >< 

por 10 tanto esta eontradicci6n demuestra el teorema~ 

Dar un ejemp10 de una clase infinita de conjuntos cerra-­

dos donde 1a union no es eerrada 

Dar un ejemplo de un conjunto donde 

a} sea abierto y cerrado JR 

b) no es cerrado ni abierto 

c) contiene un pun to lim i te e 1 cua1 no es del eonj un to 

d) No contine puntos los euales no son puntos 1imites del 

conjunto [0,1J 

Describa el interior del conjunto de Cantor <p 

Pruebe los re~u1tadQS sobre elausura 

a) A eS un superconjunto cerrado de A el eual esta conte· 

nido en eada super eonjunto cerrado de A, 

b) A es cerrado <=== >A = A 
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c) A es i-gual a la inteTsecclon de todos los superconjun.., 

tos cerTados de A. 

SOLUCION 

Para a) probemos primero que A es cerrado aSl por teorema 

basta ver que "A es cerrado si (A)c es abierto. 

- C J. 
X € (A) = p. x tf- A significa que x no es punto de acumula", 

cion de A 

= 1> existe S tal que S ()A = ~ ..x x 
S c (A'I C 

x . I 

= > x € Int CCA1 c ) 

= ~ (A)c es abierto luego A es cerrado 

Mostremos ahora que A est~ contenjdo en cada superconjun-

to cerrado de A. 

" F es cerrado, A c F => A c F " 

Como A = A~ ) A' entonces probemos que A' cF 

Si x € A' entonces existe B(x,r) tal que 

B(x,r) (lA ~ ~ ¥ r > 0 

B(x,r)nF~ q> 

entonces x € F' ., de donde que x E: F i ya que F es cerrado --. 

luego A eF t 

b) A es cerrado < = > A = A 

" = 1> " 

A'cA"'> A'~JAcA="AcA 
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" <= " 

A=A=>A=A~JA' =>A'eA 

se muestra que A = A entonces A es cerrado, 

e) A es igual a 1a intersecei6n de todos los superconjun­

tos cerrados de A (llamemos a A* = 1a interseeei6n de 

todos los supereonjuntos cerrado de Al por doble indue 

cion. 

" c " 

A c A* se cumple por a) ya que A es un cerrado y A* = nA 

cerrados. 

" J " 

A * c A * po r de fin i c ion de A * Y po r a} sec ump 1 e . 

Sea X un espacio metrico y A un subconjunto de X. 

Pro bar los siguientes resultados. 

b) A = {x : d(x,A) = O} 

SOLUCION 

Int CAc) 10 probaremos por doble inclusion 

" c " 
- c c 

CA) S:. (A \J A ' ) e e 

-c c -c c luego A es un abierto contenido en A entonces CA) Int(A) 

f! J " 
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Sea x £ In t [A c len ton c e s ex i s t e B Cx 1 r 1 tal que B eX 1 r 1 c A c 

luego x ~ Al,JA' entonces x £ Ca~)A')c aSl x £' O\"lc 

con 10 cual se conluye aJ 

b) X = {x: d(x,A) = OJ por doble inclusi6n 

" c " 

Supongamos p £ X Y que d (p ?AJ = £ ~ O. Entonces la esfera 

abierta S[p, £/21 de centro p no tiene ningun punto de A 

de donde p ~ A' consecuentemente p ~ A as! pues 

A c {xl d(x,A) = OJ 

" J" 

Supongamos que d Cp? A) = 0 

Entonces toda esfera abierta de centro p contiene al me--

nos un punto de A, por tanto pEA 6 pEA' 

luego p E AlJA' asi pues pEA entonces 

{x: d(x,A) = OJ c X 

se concluye entonces que A = {xld(x,A) = OJ 

Describa la clausura de cada uno de los siguientes subcon 

juntos de la linea real. 

SOLUCION 

a) Z 

?l 

b) W ~\ ) <Q' 



= (j) u 1I 

=CQlJlI =]R 

d) (-1,0) \) (0,1) { ( - 1 , 0) l ) (0 , 1 ) } tJ { [- 1 , 0] "\J [0 1 1 I} 
= {C- J ,O) \J (O,1)hJ[-l,J] 

= [ - 1,1J 
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Sea X un espacio metrico y x un punto de X, sea r un nume 

ro real positivo. Uno de inclina a pensar que 1a c1ausura 

de S (x) es S [x]," De un ejemp10 que muestra que no es ne 
r r 

cesariamente cierto. 

SOLUCION 

Sea d definido aS1: 

d(x,y) = 

lueg o 

B ex, 1 ) 

B ex, 1) = 

B [x, a] = 

ya que: 

y E X, x -I 

x 

Muestre que: 

rO 
< 
11 
~ 

{x} 

txJ 

X 

y 

Y 

= > 

= > 

si x Y 

si Y -I x 

d(y,x) 

d(y,x) 

J 

o 

Y E B I~, 1J 

Y E B l}c, 1 J 



a) La frontera de A es igual a A rrlf; CF rCA) = A (lAC 1 

0) La frontera de A es un eonjunto cerrado 

e} A es eerrado < = > este eontiene su frontera 

SOLUCION 

a) F CA) = AnAc 
r 

F CA) r A - In t CA} 

b) FyCA} es eerrado 

An (Int Ale 

so 

basta probar que CFrCA))c es abierto porque por el teo 

r ema que dice que "La un ion arbitraria de abie rtos es 

abierta lt
• 

CFr(A))C = CA nAc)c = O\)C U CAc)e 

luego CF CA))c es abierto por 10 tanto F CA) es eerrado . 
y r 

e) A es cerrado < = > F CA) e A 
r 

" = > " 

Supongamos que A es cerrado entonces A A 

y como F CA) e A. aSl F CA) c AlJA' r r 

por 10 tanto F (A) c A 6 F (A) e AI 
r r 

luego F CAl e A. r 
11 < = It 

Probemos primero que. 
o 

A = A \) (AI rAc 1 y 

A es cerrado, 

luego A A 10 eual significa que 



Int CA) U CArlA) 
~c 

:: (I n t CA) t ) A) n (I n t CA) u A 1 

A n x A 
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A :: In t ( A ) 't) (A n A c ) :: Int (A) lJ F (Al c Int CA)\JA:: A 
r 

Luego A :: A 

Describa la frontera de cada uno de los siguientes subcon 

juntos de la linea real. 

SOLUCION 

Se gun a) del anterior ejercicio 

a) Racion a les Q 

F Q :: Q (\ QC 
r 

(QuQ') (\ ¢ 
:: ¢ 

b) entonces tenemos 7l 

F e7l) :: 7l nZZC r 
= (71 U ¢ ) 

:: 7ln¢ 

= ¢ 

c) [0,1J 

f r ( [0, 1] ) 

d) (0,1) 

[0,1) n [0 ,1 ] C 

[0, 1] n cJ 00, ° J ~ ) J), ooJ 

{ ° , 1 } 

f r (0,1) :: ( 0 ,1) n (0,1)c 



= C~ 1 1 J n ( 100 
? 0 J ~ )1) , 00 ] } 

= {01 1 } 
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MOD U L 0 I V 

CONVERGENCIA, COMPLEJITUD Y TEOREMA DE BAIRE 

Como enfatizamos en 1a introducci6n de este trabajo uno -

de nuestros princjpales objetivos en consideraci6n de los 

espacios metricos es estudiar las sucesiones convergentes 

en un contexto mas general que el analisis clasico. 

Los frutos de este estudio son muchos, y entre ellos tene 

mos la convergencia ordinaria tal como es usada en anali-

sis. 

DEFINICION 4.1 

Sea X un espacio metrico con metrica d, y sea 

{Xn } = {XI,X2,X3, ... , x
n

' ... } 

una sucesi6n de puntos en X. 

Decimos que {x } es convergente Sl existe un punto x en X 
n 

tal que cumple una u otra de los siguientes resultados: 

1) Para cada E > 0, existe un entero positivo no tal que 

n ~ no = > d(x ,x) < E 
n 

2) Para cada esfera abierta SE (x) centrada en x, existe 

un nGmero entero positivo ITo tal que xn esta en SE(X) -

Observpse que el resultado uno es una generalizaci6n 

directa de conveTgencia para las sucesiones de los nG-

meros y el segundo se puede conseptuar diciendo que ca 
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da esfera aoierta centrada en x contiene todos los puntos 

de la sucesi6n en cualquier lugar. 

Si nosostros confiamos en nuestra capacidad acerca del 

significado de una sucesi6n convergente de numeros reales, 

la exposici6n que {x } es convergente puede igualmente 
n 

ser definida como sigue: 

Existe un pun to x en X tal que d(x n ~ln 

simbolizamos esto excribiendo 

o generalmente 

Vervalmente 10 expresamos diciendo que "x se aproxima a x, 
n 

o que x converge a x " 
n 

DEFINICION 4.2 

Cada sucesi6n convergente tiene la siguiente propiedad: 

Para cada E ~ 0, existe un entero positivo no tal que: 

Tn, n > no => d(x ,~ ) < E m n 

Pero si x --> x entonces existe un entero positivo n o 
n 

tal que n > no = > d(:x ,x) < E/ 2 y de esto t enemos que : 
n 

m, n ~ no = ~ d(x ,x ) < d(~ ,x) + d(~,x ) < E/ 2 + E/ 2 = E m n - m . n 

Una sucesi6n con esta propiedad es llarnada SUCESION DE 

CAUCHY. 

La propiedad enunciada anteriormente muestra de una man e-

ra clara que toda sucesi6n c onvergente es de CAUCEY. 
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DEFINICION 4~3 

Un ESPACIO METR ICO COMPLETO es un eS]Jacio metrico en el -

cual toda sucesi6n de Cauchy es convergente . 

TEOREMA A 

Sea X un espacio metrico completo y 

Sea Y un subespacio metrico. 

Entonces Y es completo <= > es cerrado, 

PRUEBA 

" = > " 

Asumamos primero que Yes completo como un subespacio de 

X Y mostremos que es cerrado. 

Sea y un punto limite de Y. 

Para cada entero positivo n, Sliney) contiene un punto Yn 

en Y. 

Es claro que {Y } converge a y en X y es una sucesi6n de 
n 

Cauchy en Y y como Y es completo~ y esta en Y, Y es ade-

mas cerrado. 

" <= " 

Asumamos ahora que Y es cerrado y mostremos que Y e s com-

pleto. 

Sea Y una sucesi6n de Cauchy en Y. Esta es tambien un a 
n 

sucesi6n de Cauchy en X, X es tambi€n completo , lYn } con-

verge a un punto x en X. 

:Mostremos entonces que x esta en Y. 
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Si {Y
n

} tiene solamente un nfimero finito de puntos dis tin 

tos 1 entonces x esta en infinitos puntos repetidos distin 

tos estes estan en Y\ 

En otra forma, si {Yn } tiene infinitos puntos distinto~ -

entonces x es un punto limite del conjunto de puntos 1161 

tes de la sucesi6n; este es tarnbi€n un punto limite de Y, 

y Y es ademas cerrado> x esta en Y, 

DEFINICION 4.4 

Sea X un espacio m~trico y 

A un subconjunto cualquiera de X (A c Xl 

1) A es DEN SO en X si todo punto de X es punto limite de 

A. 

2) A c X se dice que es NU~CA DENSO si el interior de su 

clausura es vacio. 

TEOREMA B 

Si {An} es una sucesi6n de conjuntos nunca dense en un e~ 

pacio m~trico completo X, entonces existe un punto en X el 

cual no esta en ninguno de los A's. 
n 

PRUEBA 

Por la duraci6n de esta prueba~ abandonaremos la notaci6n 

usual de esferas abierta y cerrados . 

Puesto que X es abieTto y Al es nunca denso, hay una esf~ 

ra abierta S1 de radio menor que 1 1a cual es disjunta 
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Seq FIla esfera, eerrda coneentriea euyo raeio es 1a ~l-~ 

tad que 1a de S y eonsidrela en su interior. 

Puesto que A2 es nunea denso ? e1 interior de (F I } 

(Int (F I )) eonti ene una espera abierta S de radio menor 

que l/Z la eua1 es disjunta con A2. 

Sea ~ una esfera cerrada eoneentriea euyo raeio es 1a mi 

tad de S2 y eonsidr e1a en su interior. 

Puesto que A3 es nunea denso, Int (Y 2 ) eontiene una esfe-

ra abierta S3 de radio menor que 1L4 10 eual es disjunta 

con A 3. 

Sea F3 una esfera e e rrada eoneentriea euyo raClO es la -

mitada de S3 . 

Continuando esta forma, obten emos una sucesi6n decreei e n-

te {F } de subconjuntos cerrados no vaclos d e X tal que -
n 

d(Fn) -- > O. Como X es completo existe un punto x en X e l 

cual est§ en todos los F '5. Este punto estg c1arament e -
n 

tambi~n en todos los S, Y ademgs (ya que S e s disjunto 
n s n 

con A ) este no esta en ninguno de los A , . n n s 

Otra forma equivalente de expresar el teorema anterior es 

TEOREMA B' 

Si un espacio m~trico cOTIp1eto es 1a union de una sucesion 

de subconjuntos, entonees 1a e1ausura de a1 menos uno d e 

el10s ti ene su interior no vaclo. 
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Las dos formas expresadas en teoremas anteriores se refie 

ren ambas a1 TEOREMA DE BArRE, 



PROBLEMAS RESUELTOS 

1) Si {xn } Y {Yn } son sueesiones en X tal que: 

PRUEBA 

Si {X } una sueesi6n Y X -+ X 1 t enemos. que: n n 

Dado 0, existe 
+ 

tal un E > n 1 E 7l , que para 

n > nl -+ d (x ,x) < E/Z. - n 

Si {Y n} una sueesi6n y Y -+ y , tenemos que: 
.. n 

Dado 0, 
+ 

un E > existe n 2 E :l , tal que para, 

n ~ n 2 -+ d(Yn' Y) < E/Z. 

Demostremos que d( X , y ) -+ d(x,y), es deeir que para 
n n 

E > 0, existe no E71 + tal que m, n > no = > Id(x ,y )-d(x,y) I<E n n . 

La eual haremos de la sigui ente mane ra: 

As i ten em as que de Id (x n ' y n ) - d (x , y) I < E; res u 1 t a 

a) d(xn'Yn) - d(x,y) < E 

b) - E < 

Para a) 

d(x , y ) - d(x,y) 
n n 

d(x , y ) - d(x,y) < E entonees d(x ,y } < E + d(x,y) y . n n n , n 

par 1a desigua1dad triangular 
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E ", E 
<-+-

2 2 

par la desigualdad triangular 

d(x,y) < d(x,x ) + d(x ,y ) + dey ,y) < £2 + d(x ,y ) + £2 - n n n n - n ' n 

d(x,y) - d(x ,y ) < £ + E -" n n 2 2- luego d(x,y) - d(x y) < E 
n~ n 

De donde que par a) y b) se conluye 

d(x ,y ) ~ d(x,y) 
n n 

bastaba demostrar para que 
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2) Muestre que una sucesi6n de Gauchy es convergente <= > -

tiene una subsucesi6n convergente . 

PRUEBA 

Sea {X } una sucesi6n de Cauchy convergente y sea x el va­
n 

lor de la convergencia; como es de Gauchy tenemos que: da-
. + do un E > 0, eXlste no E 7l , tal que m,n > no~ d(x ,x ) < E/ 2 - m n 

Sea{ x } kEn 
nk 

de convergencia , 

" = > " 

una subsucesi6n de {x } convergente y sea "x" el valor n ' 

Trivial; ya que 5i hacemo5 { x n } = {X
nk

} k E N: como { Xn } e s 

Cauchy entonces es cOTIllergente luego la subsucesi6n es tambj(§n 
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convergente y converge a1 punto x o • 

" <= " 

Sea {x } una sucesi6n de Cauchy, Mostremos que si {x }k (N -
n ' nk 

es una subsucesi6n de fx n } convergente a un punto J( enton-

cesx -+x, 
n 

Sea ( > 01 existe no dN tal que si n .::.. no y m ~ no (m,n ~ no) 

entonces d(x ,x ) < (/2, ya que {x } es de Cauchy~ m n n 

Por otra parte como {x } -+ x existe k suficientemente gra!!. 
nk 

de tal que nk > no · -+ d(x ,x) < (/2:. 
- nk 

Luego como n > no y la desigualdad triangular se cumpl e que 

d(x ,x) < d(x ,x ) + d(x ,x) n - n n k n
k 

< ~ 
2 

De 10 cual se muestra que xn -+ x, 

+ 
( 

"2 = ( 

3) Si X = Xl X X2 X X3 X '" x X es el espacio m~trico 
n 

producto y si cad a uno de los espacios coordinados 

Xl, .};2, X3 , "" Xn es completo muestre que X es compl~ 

to con respecto a cada uno de las m~tricas d y ~ defini 

dos as}: 

PRllEBA 

d({x~} , {y~}) max d~(x~?Y~l 
n 

~ ({ x ~ L {y ~ n = I d ~ (x ~ , y ~) 
~=1 

La demostraci6n sera hecha solo para dos espacios coorden a 

, 
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dos aS1; sea X, = Xl X X2 ', ' tX} = {Ca.b)} ndt-!. a EX I yb E..X2 n - n' n ' n ' n 

{Xn} n dN es de Cauchy> n,m> no para £ > 0 6 10 que es 

dCCa ,b ), Ca ,b )) = dl(a ,b ) + d 2 (b ,b ) < E n n m m n n - n m 

entonces d1(a ,a) < E n, m > no y E > 0 y n m 

d 2(b ,b) < n m E n, m > no y E > 0 

con 10 cual se ve que fa } y {b } son de Cauchy luego 
n n 

{an} n ElN de Cauchy, existe a E Xl tal que an -+ a (por ser 

Xl cOIDDleto) 

{bn } n E lN de Cauc}ly, existe b E X2 tal que bn -+ b (por ser 

X2 completo) 

Ahora probemos que (a ,b ) -+ (a,b) 
n n 

Dado E > 0 

Como an -+ a, existe n I EJN tal que 

Como b b, existe E ]\! tal -+ n2 que n 

n > n I 

n > n2 

Sea no = max {nl.n2} entonces para n , 

dl(a ,a) 
E 

= > < 
n 2 

= > d 2 (b ,b)< 
E 

n 2 

> 110 -

d I (a ,a) + d 2 (b ,b) < E ; e s - dec i r d (( a • b ), ( a , b)) < £ 
n n n n 

luego converge y es de Cauchy 

4) Mueste que un conjunto es nunc a dense < = > su compemento 

es siempre denso. 

PRUEBA 
o 

Sea X un eapacio metrico y s ea A c X nunca dense eft: <1» 

demostremos que CA es dense en X. 
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Si x £ X, exi.ste <5 > 0 tal que 

BLx,el1nCA = j 

= > B(x,o) cA 
a a 

= > X £ A c A (I) 
a .£. 

ya que A cAt t j A = A = !> A c A 
a 

se sigue de (I) que x E A 
a 

lu ego A 1 P (contradice que es nunca denso) 

por 10 tanto x £ CA; entonces CA = X 



r~or.ULO v 

MA.P.EOS CONTINUOS 

En la s eccion previa extendemos la idea de convergencia a1 

contexto de un espacio m~trico general. Raremos 10 misrno -

para la continuidad. 

DEFINICION 5.1 

Sean X Y Y espacio metricos con metrica dl Y d2 Y sea f un 

map eo de X en Y. 

Se dice que f es continua en un punto Xo en X si se cump1e 

cua1quiera de las siguientes condiciones: 

1) Para cada £ > 0 ex iste un 0 > 0 tal que: 

ddx,.x o) < 0 = > d 2 (f(xl, f(xo)J < £ 

2) Para cada esfera abierta S £ (f(xo)} centrada en f(x o) 

existe una esfera abierta S (x o) centrada en Xo tal que 

f(S (x o)) s:. S £ (f(xo)) 

Debe hacerce notar que 1a prirnera condici6n generaliza 

1a definicion elemental dada en la introduccion de el 

presenta trabajo, y 1a segunda traduce la primera al 

1enguaje de esferas abiertas. 

Nuestro primer teorema expresa continuidad a un punto -

en terminos de las sucesiones~ los cua1es convengen a -

un punto. 
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TEOREMA A 

Sean X Y Y espacios m~tricos y f un mapeo de X en Y, Enton 

ces f es continua en Xo si y 5610 si ~ ~ Xo => f(xl ~ (~ol n. 

PRUEBA 

Asumarnos que f es continua en Xo o 

Si {Xn } es una sucesi6n en X tal que xn ~ ~o, debernos mos­

trar que f(x ) ~ f(xol . 
n 

Sea S E: (f ex 0 ) 1 una e 5 fer a a b i e r t ace n t r a d a en f (X 0 1. 

Segun nuestra hip6tesis e~iste una esfera abierta Solxol -

centrada en Xo tal que: 

Puesto que x ~ ~o, todos los x I a partir de cierto fndi n n 5 . 

ce no caen en S 9(Xolo De donde fCS .o(Xoll .£ S E: (f(xo)l, 

toaos los f(xnl's a partir de cierto Indice no caen en 

SoC.xol o 

" < = It 

Luego fex 1 ~ fCxo) 
n 

Para probar la otra parte de nuestro teorema; asumamos que 

f no es contInua en XO! y mostremos que xn ~ Xo no inp1ica 

Por 10 asurnido, existe una esfera abierta S £ (f(xo)) con -

1a propiedad que la imagen bajo f de cada esfera abierta -

centrada en Xo no 1a contiene. 



66 

Considere la sucesi6n de esferas abiertas asi: 

s (x o), S 1/2(xo) S 1/3(xo), "'1 S 1Ln(JCol~ · ~ .~ se forma 

una sucesion {x n } tal que xn E: SJ In CXo) y f(xnl ¢ S E: Cf(x ol) 

es claro que xn converge a Xo y que f(xnl no converge f(Xo) 

DEFINICION 5.2 

Un mapeo de un espacio metrico en otro espacio se dice que 

es continuo si este es continuo en cada unQ de los puntos 

del dominio. 

Con la definicion 5 .2 y el teorema anterior resulta una 

concecuencia inroediata el siguiente e nunciado . 

Sea n X Y Y espacios metricos y f un roapeo de X en Y. Enton 

ces f es continua si xn ~ x => f(x n ) ~ f(Xo) 

Con 10 cua1 se dice tambien que los mapeos continuos son -

aquellos que envian sucesiones conv ergentes a sucesiones -

convergentes en otros palabras son aquellos que preservan 

1a convergencia. 

Nuestro sigueinte teorema caracteriza los mopeos continuos 

en terminos de esferas abiertas. 

TEOREMA B 

Se a n X Y Y espacios metricos y f un mopeo de X en Y. 

Entonces f es continua < = > 
- J f (Gl es abi erto en X. Sie_mp re 

que G sea abierto en -Yo 
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PRUEBA 

" => " 

Primero asuma~os que f es continua. Si G es un conjunto 

- 1 abierto en Y, debemos mostrar que f (Gl es abierto en X. 

f-l(G) es abierta si es vacia, aSl podemos asumir que esta 

no es vacla, 

-1 
Sea x un punto en f (~). Entonces f(X) esti en G, y como 

G es abier~o en Y, existe una esfera abierta S (f(xll cen 

trada en f(x) y contenida en G. 

Por la definici6n de continuidadexiste una esfera abierta 

ScS(x) tal que 

f(SC;(x)) c G, 

es abierta. 

" <= " 

f(SC;(x)) ~ S E(f(x)) ~ G luego: 
:...1 

se sabe que SC; (x) c f (G), por 10 tanto f- 1 (G) -

Ahora asumamos que f-l(G) es abierto siempre que G 10 sea, 

y mostremos que f es continua. 

Mostremos que f es continua en un punto arbitrario x en X. 

Sea S (fex) una esfera abierta centrada en fCx). 

Esta esfera abierta es un conjunto abierto? asi su imagen 

inversa es un conjunto abierto e l cual contiene a x. Por -

10 tanto existe una esfera abierta S (xl la cual estan con x · 

tenido en la imagen inversa. 

Es claro que f(SO(xl) esta contenida en S E (f(x}), asi f -
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es continua en x. 

Finalmente como x se tome siendo un punto aritrario en X? 

entonces f es continua. 

DEFINICION 5.3 

Si X Y Y son espacios mEtricos con mEtrica d 1 ¥ d 2P enton-

ces un mapeo de ~ en Y se dice que es uniformemente conti-

nuo si para cada E > 0 existe un 8 > 0 tal que: 



PROBLEMAS RESUELTOS 

1) Sean X y Y eapacios metricos y f un mapeo de X a Y. Si 

f es una funcion constante ~ muestre que f es continua. 

Use esto para mostrar que un mopeo continuo no necesit~ 

ten e r l a propi eda d qu e l a i magen de cada conjunto a b ier 

to es a b ierto. 

PRUEBA 

Sea £: A c X -+ Y tal que x -+ y = £ex) = b, b = constante y 

mostremos que £ es continua es decir que para E < 0 e ncon-

tremos <5 > 0 tal qu e d(x,y) < <5 -+ d(£(x),f( y )J < Eo Lo que 

es equiva lente a probar que f e s continua en a E A, s i a ca 

da entorno T de t ea) corresponde un entorno S de a tal que 

£(s (') a) c T. 

es dec ir que para todo X E S n A entonc e s £ (x) E T. 

Como £ es una funcian constant e tal que para todo 

X, y E A =>£(x) = fey) = b y en este caso cualquier entorno 

de un pu n toe n A (a E A,l.f a) sat i s £ ace 1 a de fin i c jan sin i m -

portar cual s ea el entorno de f(a) = b, se v e de inmediato 

que £ es continua en a, para a en A. 

Ahora mostremos l a segunda pa rte para todo conjunto G, asi 

"f es continu a l a inag en r ecfproca (f- 1 (G}) de todo con-

junto abi erto G e s tambi en ab ierto" 

- J 
Como f(x) = b , para todo x E X; luego f (G) e s v acio ( q, ) -
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si a ~ G Y es JC si a E: G; esto es para todo conjunto abierto 

G. En ambos casos f- 1 (Gl es abierto puestd que ~ y X son ~ 

abiertos. (Teorema~ A M6dulo Ill. Se ve claro en nuestro -

caso que ~ y J( son cerrados por Teorema A~ .M6dulo III . 

2) Sea X un espacio metrico con metrica d y sea Xo un pun-

to fijo en X. Muestre que la funci6n real f definida 
-Xo 

en X por f (xl = d(x!xo l eS continua. - _ Xo 

PRUEBA 

De la definici6n S ~ l 

f es continua en Y si para cada E: > 0., e.xiste 6 > 0. tal Xo 
que d(x,Y) < 0 => d(f (i» f (Yll < E: 

Xo Xo . 

Veamos que deL (x), f (y)) = d(d(x,xol, d(y,xoll < E: Y en Xo . Xo " 

contremos ese 0 > 0. tal que d(x,yl < o? asi: 

func-ion real 

como f es una -
Xo 

Si d(x.y) < E entonces d(f (x), f (j)l < E. luego 0 = E 
, Xo . Xo ' r 

tal que: 

d(x,Y) < 0 = > d(f (xl, f (yll < E 
- .Xo Xo ' 

3) Sean X y Y espacios m€tricos y A un subconjunto no va-­

cia de .x. 

Si f Y g son mapeos continuos de X en Y tal que: 

f ex) = g (x L par a cad a .x en A, mu est r e que f (x 1 = g (x) 

para cada x E A 
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PRUEBA 

Sean f Y g mapeos continuos de X en Y tal que f(xl = g(fCL p~ 

ra cada x € A, mostremos que f(JC} = g(;x) para cada x EA. 

Hagamos el conjunto B = {x E A: f(x} = g(;xl} cerrado ya que 

(A 1 d) es cerrado. Pero como A es cerrado entonces B es ce­

rrado en (X 1 d) porque este depende de una ~etrica inducida. 

Como f, g son continuas en ACA a Y tal que f(xl = g(x) e!!. 

tonces A c B de donde que A c B y como B 10 hemos definido -

cerra do y en todo caso B c A, luego tenemos pues que B = A, 

As! se cumple f(JC) = g(x) para cada JC EA. 

4) Sean X y Y espacios metricos y f un mapeo de X en Y, 

Muestre que f es continua <= > f-J(J) es cerrada en X; -

siempre que: F sea conjunto cerrado en Y <= > f(A) c f(A) 

PRUEBA 

Este teorema se resume diciendo que? si F es un conjunto -

cerrado en Y tenemos: 

-1 a) f es continua ( => f .(G) es cerrada en X. 

b) f es continua <=> f CA) c f(A) 

Lo cual probaremos por medio de la ~quivaleneia en las si-

guientes propiedades: 

J) f es continua en A. 

2) si F e~ un conjunto abierto en Y entonceS f-
1

(F} es 

abierto en A. 

3) Si F es un conjuto cerrado en Y entonees f-
1 

(F) es cerra-
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do en At 

4) Para todo conjunto S con SeA se cumple' q·ue~ 

F(AnSl c f ( S) 

Estableceremos la equivaleneia probando Ia cadena de lm 

p1ieaciones siguiente: 

1 => 4 => 3 => 2 =~1 

" 1 => 4 " 

Sea f contInua en A, tomemos SeA. Si S es vacio Ia inclu -

~i6n se verifita. trivialmente ya ~ue : 

A(iS, f(AriS) y f(S) son vaclo5, 

ASI supongamos que S no es vacio entonces existe x E A(l S, 

de donde que XES por 10 tanto existe {x } en S tal que 
n 

x -+ x (Teorema A, m6dulo V). Pero f es contInua en XES n A 
n 

10 cual impliea que f(x ) -+ f(x) (por Teorema A, m6dulo V) 
n 

y de nuevo por una aplicaci6n del problema 3, m6dulo V te-

nemos que f(x) E f(S) si esto se eump1e para todo x E A(lS, 

entonees es equivalente a decir que f(AriSl c £(S). 

".4 => 3 " 

Para todo S en SeA tal que f(A(lS) c £(S) y probemos que 
- 1 euando F en Y. Se tiene que f (F) e A es eerrado. 

Sea F un eonjunto cerrado en Y. Se tiene entonees que: 
- 1 

f (F) cAy por 4) tenemos: 

£[A(if-J(F)] c f[f~1 (F)] c F = F por 10 tanto tambien 

CENT 
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·1 --1 · - 1 --] - 1 
A ('j f (F) c f (F) pero f . (FJ = A nf (F) cAn f (F) , 

... :l . - J 
luego f (Fl = An.f (;;1 y por Teorema c .m6dulo III, tene-

~- 1 
mos que f (11 es cerra do en A. 

" 3 => 2 " 

La imagen inversa~ bajo f, de todo con junto cerrado en F -

es cerrada en A 0 Probemos que esta es abierta si F es abier 

tao 

Tenemos F un conjunto abierto en Y; luego Y - F es cerrado 

en Y por Teorema B-m6dulo III, por una aplicaci6n de hipQ 

- 1 
tesis f CY-F) es cerrda en A, y aplicando de nuevo el Teo 

- J rema B del m6dulo III tenemos f (Fl es abierta en Ao 

" 2 = > 1 " 

Nuestra hip6tesis dice que, la imagen inversa bajo f, de 

todo conjunto abierto en y es abierta en A y probemos que f 

es cotinua en Ao 

Tomemos un punto x E A _ cualquiera y sea F un entorno de 

f (x) 0 

- 1 Como F es abierto en Y y f (F) es abierto en A y sea S un 

conjunto abierto en X, tal que f-J(Fl = S(tA de donde se -

concluye que f(S('A) c F, y es un entorno de x, ya que: 

xEf"J CF ) = srtA, 

En sintesis se obtiene que f es, por definici6n continua -

en el punta x y, como este es cualquiera, f es continua en 
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A 

5) Muestre que cualquier mapeo de el espacio metrico defi.., 

nido por: 

d(x,y) 

es continuo, 

PRUEBA 

ro si x y 

<, 
l1 Sl x ~ Y 

Sea E > O~ encontremos 5 > 0 tal que 

d(x,y) < 0 = > d(fCx), fCy)) < E 

veamos que si to.mamos 0 < 0 < 1 es suficiente 

d(x,y} < 0 = > X = Y 

= > f(x) = f(Y1 

= > d (f(x1, fCy) < E 

luego f es contInua. 

ya que 
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