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INTRODUCCTIOQON

El presente trabajo no es exactamente todo un estudio enfo
cado sobre la Topologia de Espacios Métricos; esto es mas
bién una introduccidén en este campo, el cual es presentado

por Mdédulos.

Cada M6dulo se inicia con definiciones claras, principios
y teoremas pertinentes a los que se aneXxan una variedad de

problemas resueltos gradualmente.

Los problemas resueltos ilustran y amplian las definicio--
nes enfocan los puntos principales sin los cuales un estu-
diante se sentiria continuamente 1nseguro en su trabajo y

permiten la repeticidn de los principios badsicos, tan vital

en un aprendizaje efectivo.

En su desarrollo el andlisis clasico era tan variado y com
plejo, lo cual hacia dificil su estudio. Como el andlisis
es enfocado con procesos de limite y continuidad; es claro
estos no son sorprendentes pensamientos matemdticos, €esto
hace el estudio de dos conseptos fundamentales: la conver-
gencia de una sucesidn de nUmeros reales y la continuidad

de una funcidn real continua,

La numeracidn de las definiciones, lo mismo las letras pa-
ra cada teorema es correlativa para cada mddulo y si en de

terminado momento se hace referencia a un teorema o defini



cidn se mensiona el nimero ¢ la letra, Gnicamente si co---
rresponde al mismo médulo y en cada caso el nimero corres-

pondiente a cada mdédulo.

La elaboracidén de este trabajo se ha hecho asi para que -
sea una motivacidn o es decir 7til para el estudio a la To

pologia de los Espacios Métricos,

No me resta mads por patentizar, mi sincero agradecimiento
a quienes contribuyeron; de una manera u otra en la reali-
zacidon de este trabajo principalmente a la sefiora Miriam -
de Ydnez, quien realizd la parte mecanogrdfica con dedica-

da paciencia y esmero.

Atentamente.

RAMON ARISTIDES PAZ S.



MODULO I

DEFINICION Y ALGUNOS EJEMPLOS
DEFINICION 1.1
Sea X un conjunto no vacio,.

Una Métrica en X es una funcién real d de pares ordenados
de elementos de X los cuales satisfacen las siguientes -

condiciones:

(1) d(x,y) >0, y d(x,y) = 0 <=>x =y
(2) d(x,y) = d(y,x) (simetria)
(3) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (desigualdad triangular).

Aclaracidn: la funcién d asigna a cada par (x,y) de ele--
mentos de X un nGmero real no negativo d(x,y), la cual por
simetria no depende de el orden de elementos; d(x,y) es -

llamada la distancia de x a vy.

Un espacio métrico consiste en dos objetos: un conjunto -

no vacio X y una métrica d en X.

Los elementos de X son llamados los puntos del espacio mé
trico (X,d), siempre que no podamos causar confucién deno
taremos el espacio métrico (X,d) por el simbolo X el cual

es usado como el conjunto fundamental de puntos.

Hay muchas clases de espacios métricos diferentes algunos

de 1los cuales desempefian muchos papeles en geometria y a-



nalisis. Nuestro primer ejemplo es un poco trivial, pero
es aveces usado en pruebas de ciertas declaraciones que -
deseamos hacerla no verdadera. Lo que muestra que cada con

junto no vacio puede ser considerado como un espacio métri

co.
EJEMPLO 1.

Sea X un conjunto no vacio arbitrario y d definido por:

0: si x = v

d(X,}) =
. 1. six #y
El lector puede ver facilmente que con esta definicidn X

es un espacio Métrico.-
EJEMPLO 2.

Considere la recta real R y la funcidén real |x| definida
en R. Analizar si esta funcidn junto a R es un espacio mé
trico. Para ver esto son importantes las tres propiedades
de la funcidn valor absoluto.

=0 <=>x =0

(1) |x| >0, vy

X

(i1) [-x| =

(1i1) |x + y[ < [x] #

V

Ahora definamos una métrica en R asi:

d(x,y) = [x - vy

la cual es llamada métrica usual en IR. El resultado que d

es una métrica se sigue de las propiedades establecidas -



anteriormente. Esta es una pieza de razonamiento que ocu-

rre frecuentemente en nuestro trabajo, luego:

para

para

para

i) d(x,y) = |x - y| es un nGmero real no negativo
igual a cero <=> x - y =0

<=> X =y

ii) d(x,y) = |x - y| = [-(x - ¥)| = |y - x| = d(y,x)
iii) d(x,y) = |x - y|
= |(x - 2z) + (z -y)| < |x-z| + |z - ¥y|

d(x,z) + d(z,y)e

Los espacios NORMADOS podemos caracterizarlos como sigue:

I.

IT1.

Los elementos de cada espacio métrico pueden ser su-
mados o restados en forma natural y cada elemento -
tiene un negativo. Cada espacio métrico tiene un ele
mento especial denotade por (J, o llamado el origen,
0 cero elemental

En cada espacio NORMADO hay definido una nocién de
distencia de un elemento arbitrario 2l origen, que -
es una nocidén de tamafio de un elemento arbitrario. -
El tamafio de un elemento X es un nimero real denota-
do por || x|l v es 1llamado norma. El uso de las dobles
barras es usado para enfatizar que la norma es la ge
neralizacidn de la funcidn valor absoluto como en el
ejemplo dos, puesto que se satisfacen las siguilentes
tres condiciones.

(1) |[x|l >0 y |Ix|]| =0 <=>x =20



(i) [-x [l = [lx [l

X

|+l

(ii1) |Ix + vl <
ITIT Fundamentalmente cada métrica aparece como la norma -
de la diferencia entre dos elementos: d(x,y) = ||x-v|.
Como en el ejemplo dos, los resultados que esta es -
una métrica se siguen las propiedades de la norma da-
das en II. Esta métrica es llamada LA METRICA INDUCI-

DA por la norma.

Ahora volvamos a ver los principios fundamentales ralati-

VOS a espacios métricos en general.
DEFINICION

Sea X, un espacio métrico con métrica d.

Sea Y un subconjunto no vacio de X

S1 la funcidén d es considerada definida solo para puntos
en Y, entonces (Y,d) es evidentemente un espacio métrico.
Y con d restringido en esta forma es llamado SUB-ESPACIO

DE X.

Esta tecnica de formar subespacios de un espacio métrico

dado nos hace capaces de encontrar una infinidad de ejem-
plos adicionales con el manejo descrito anteriormente. -
Por ejemplo el intervalo cerrado [ 0,1 ] es un subespacio -
de la linea real; el conjunto que contiene todos los pun-
tos normales; y el circulo unitario; el disco unitario ce

rrado y disco unitario abierto son subconjuntos del- plano



compleijo.

Se considera en este modulo introducir la extensidn de -
los Nameros Reales, para lo cual denotaremos el sistema -
ordinario de los nimeros reales IR con los simbolos adjun-
tos:

- ® y o+
Un nimero real extendido es un nimero real o cualquiera -
de estos simbolos. Decimos que también por definicién.

- oo < 4+ o
Si x es cualquier nimero real entonces:

- @ < X € + @
Los simbolos - = y + « no suman nada a nuestro entendimien
to de los nlmeros reales. Ellos son usados principalmente

como una notacidn conveniente.
DEFINICIONES

Sean a y b dos nimeros reales cualquiera tales que a < b;

entonces:

* El intervalo cerrado de a a b es el subconjunto de la
linea real R definido asi:

[a,b] = {x: a < x < b}

* Si b es un ndmero real y a es un nlmero real extendido
tal que a < b entonces el intervalo abierto-cerrado de
extremos a y b es (a,b] = {x: a < x < b}

* Si a es un nlmero real y b es un nimero real extendido



tal que a < b entonces el intervalo cerrado-abierto de
extremos a vy b es:
[ a,b) = {x: a < x < b}
* S1 a y b son extensiones de los numeros reales tales que
a < b entonces el intervalo abiertoc de a y b es:
(a,b) = {x: a < x < b}
En el resto de este libro el término de intervalo signifi

card uno de los cuatro tipos definidos en este pdrrafo.

Cada definicidén de un espacio mé&trico nos presenta el con
cepto de distancia de un punto a otro. Ahora definamos la
distancia de un punto a un conjunto y el didmetro de un -

conjunto.
DEFINICION

Sea X un espacio métrico con métrica d y sea A un subcon
junto de X. Si x & X, entonces la distancia de x a A es -
denotada por:

d(x,A) = inf {d(x,a): a = A}
que es esta la menor de las cotas superiores de las dis--

tancias de x a puntos de A.

De la misma forma definimos EL DIAMETRO DE un conjunto A
por:

d(A) = sup {d(a,,az): a1 y a ¢ A}
el didmetro de A es la menor cota superior de las distan-

clas entre pares de puntos de A.



OBSERVACIONES

1) A se dice que tiene DIAMETRO FINITO o DIAMETRO INFI-
NITO, si d(A) es un nimero real o es + w,
11) E1l conjunto vacio tiene didmetro infinito, es decir
d(¢) = - o,

11i) Un conjunto es acotado si su didmetro es infinito
DEFINICION

Una funcidn de un conjunto no vacio en un espacio métrico
es llamado funcidén acotada, si su rango es un conjunto -

acotado.



PROBLEMAS RESUELTOS

Sea X un espacio métrico con métrica d. Muestre que d; de

finida por:
_ d(x,y)
d:(x,y) = 0+ d(x,y)]

es también una métrica en X

PRUEBA

Veamos en primer lugar que d esta bien definida puesto -
que 1 + d(x,y) > 0, con lo cual se dice que d; existe...
Mostremos que asi definida es un espacio métrico.

I. "di(x,y) >0 » di(x,y) <=>x = y"

d(X,)’) o
7+ d(x,y)] -

a) "d;(x,y) =

Por definicidn d(x,y) > 0 luego se cumple que:

arx.v) > 0
1+ d(x,y)]
b) di(x,y) = 0 <=> x =¥y
dl(X,y) = d(X,)") =
1+ d(x,yT]
luego d(x,y) = 0
asi X =y
IT. "di(x,y) = di(y,x)"
d(x,y) = —26Y) o dONX) - g (y,x), porque d es -

0 +dixy)]l [0+ dly,x]]

métrica en X.

ITI."dy(x,y) < di(x,z) + d,;(z,y)"



de,y) 0 _d(x,z) +d(z,y)

di(x,y) = — - .
1o+ d(x,y)] 3+ d(x,z) + d(z,y)]
_ d(x,z) . d(z,v)
1+ d(x,2) + d(z,y)] 1+ d(x,z) + d(z,y)]
Mayorizando tenemos:
d(x,z) < d(x,z)
T+ d(x,z) + d(z,y) 1+ d(x,z)
d(z,y) d(z,y)
T+ d(X,Z) + d(Z,Y) - 1"'d(2,)’)
luego:
d(x,z) ' d(z,y) o dx,2) d(z,y)

1+d(x,2) +d(z,y) 1 +dx,2) +d(z,y) T+d(x,2) © 1+d(z,y)

= dI(X,Z) + d1(2,}’)o

Sea X un conjunto no vacio, y sea d una funcidén real de -
pares ordenados de elementos de X que satisfacen las 2 si

gulientes condiciones:

a) d(x,y) = 0 <=> x =y

b) d(x,y)

A

d(x,z) + d(y,z)

Muestre que d es una métrica en X

SOLUCION

Bastaria con demostrar que:

0

d(y,x)

d(x,z) + d(z,y)

i) d(x,y)
i1) d(x,y)

| v

iii) d(x,y)

| A

Para i) d(x,y) > 0 se debe probar que I) d(x,y) = 0 ~ II) d(x,y) > 0
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I) dx,y) = 0 para d(x,y) = 0 <=>x =y
IT) x # y => d{x,y) # 0 => d(x,y) > 0 por definicién se cum

ple

Para 1i) d(x,y) = d(yv,x)

d(x,y) < d(x,z) +d(y,z) d(y,x) <d(y,z) + d(x,z)
si x =z ol si  y =2z

tenemos  d(x,y) < d(z,z) + d(y,x) d(y,x) < d(z,z) + d(x,y)
d(x,y) < d(y,x) d(y,x) < d(x,y)
=> d(x,y) = d(y,x) (antisimétrica)

Para 1i1) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y)
por 11) tenemos:
d(x,y) < d(x,z) + d(y,z)
< d(x,2z) +d(z,y) por ii),
Sea X un conjunto no vacio, y sea d una funcidn real de -

pares ordenados de elementos de X que satisfacen las si--

gulentes tres condiciones:

1) dix,y) >0 ; x =y =>d(x,y) =0
i) d(x,y) = d(y,x)
111) d(x,y) < d(x,z) *+ d(z,y)

Una funcidn d con estas tres propiedades es llamado SEUDO
METRICO en X. De donde que un espacio métrico es obviamen

te un Seudométrico.

Sea d un seudométrico en X que define una relacién ~ en X

asi:
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x vy <=> d(x,y) = 0

Muestre que esta es una relacidén de equivalencia la cual
corresponde a clases de equivalencia que puede ser un es-

pacio métrico en forma natural.
PRUEBA

Probaremos que:
i) x v ox
11) X vy =>y v X
iii) X Vy ~ynzZ =>X"N2Z.
para i) x v X

¥xe X se cumple que x = x => d(x,x) =0

para 1ii) x vy => y o x.
X vy => d(x;y) =0 => d(y,x) = 0 =>y ~v X
luego x vy => y v X

para iii) x vy A~y v z => X Vv z

0 (I)

0 (II)

x vy => d(x,y)

y v x =>d(y,x)
de I y II tenemos:
d(x,z) < d(x,y) + d(y,z)

d(x,z) 0 + 0

[N

0 <=> x Vv zZ

d(x,z)

[~

luego:

X VY Ay NVZ =>X NV 2Z s
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Sean X,, X -, X, una clase finita de espacios métri--

22

d

cos con métrica d,, d,, ..., 0

Muestre que las funciones d y d definidas como siguen son

una métrica en el producto X; x X

i) ({x,}, {y D)

2 X X3 X .0 x X

max di(xi’yi)

n
i) dlix g, {y 1) = 3 d (x;,y))
PRUEBA::

i) d({x;},{y 1
d(ix 3,4y N

| v

0 ~dlix J,{y;}) =0 <=>x, =y

[ v

0

d({xi},{yi}) max di(xé’yi) >0, ¥

P
ya que la mdxima distancia es sin duda mayor o igual

a cero.

d({xi},{yi}) 0 <=>x, =y,

£

d({xi},{yi}) = max di(xi’yi) = 0
tenemos que:
d/(‘(x/(’)}y/t) = O, X’—/(:
d/L(X/L,y&) = 0 => X/(‘ = }’& > :E—/L

*d({xi},{yi})
d({xi},{yi})

d({yi},{xi})

max dé(xi’yi)

= v .,x .
max d (v,,X )

= d({yi},{xi})

A(ix ), 0y, 1) = dlx 3,{z, 1) + d{z ), {y )



d{x 3, {y 1) =maxd (x,,y,) < max [ai(xi’zi)i-dg(zg’ygij; Vo5t 2 Sy,

-inuu(di(xé’zi) + max d(zi,yi) = d({xi},{zi})-+d({zi},{yi})

1) *d. , ' ' i ;-
11) d({xé},{}é}) X(ié(xé,yi) > (0, evidente por que se suman distancias y
por definicion:

d,(x;y ) >0

Al bty 1) = 0d, (xuy) = 0=>d.(x;,y) =0=>x, =y, ¥

3({xi},{yi}) d({yi},{xi})

H({xi},{yi})

I'A

d(ix ), 1z, 1) + Az ), 1y )

i

dlfx .ty N = Jd (xoy) < Tld (xz) + d(z,y )]

LT A4

| A

dé(xi’zi) + Yd.(z.,y.)

L7 L7 A

= at{xi},{zi}) + a({zi},{yi}).

Sea I un subconjunto de la linea real muestre que:
a) I es un intervalo <=>. Este es un vacio y contiene (un) punto
entre dos cualquiera
b) Si {IL} es una clase no vacia de intervalos de la linea real
raci LT : I . es -
tal que r\LIL es un vacio (F\&I& £ ¢); muestre que ules

un intervalo.

PRUEBA.

Para a)

H——>H

Sea I un intervalo y probemos que es no vacio y contlene puntos



14

entre dos cualquiera de estos.

Como I es un intervalo significa que para a < b (a < b) -
. - a +b

existe un nimero — que pertenece a I cuyos extremos -

son a y b; por lo tanto este I es no vacio y contiene (un)
punto entre a y b.

Mo —1

Sea I un suconjunto no vacio en la linea real puntos entre

dos cualquiera (a y b); mostremos que I es un intervalo.

Como I es no vacio en la linea real.

Sea a inf {xeR: xe I}

™

b I}

sup {xeR: x

™

En este caso hay cuatro posibles formas de a y b, ya que
estos son los extremos de un subconjunto I de la recta --

real es decir:

Céso 1) a = - o, b =+ » (Caso 3) aeR, b =+ «
Caso 2) a = - o, belR, Caso 4) aeR, beRR
Para caso 1)
Sea xeR, como I # ¢ entonces, Sea me I tal que:
1) x <m o) 11) m < x
Si 1) x < m existe z < x tal que zeI, luego z < x < m,

entonces x e I.

Si ii) m < x existe pe.l tal que x < p luego m

| A
Lo
| A
—
“

entonces x¢e I,

Luego como I¢cR ~ Rc I, se concluye que I =R



15

Para caso 2)
Tenemos que el subconjunto I presenta las sigulentes con-
diciones asi:

I) si beI entonces I = |- «, b]

IT) si b¢ I entonces I

1l
(I
1
8
o
—

En I) lo haremos por doble inclusidén asi:
1) Tc- e,b]y

ii) ]- =,b]c 1

1 C 1R}

Sea xe I probemos que xe | - »,b]. Como xeI y b = sup I
entonces x < b, luego x¢e |- «,b|, asi Ic |- «,b]

T 3 T

Como inf{xeR | xe I} = - «, entonces x no es el infimo de

I, por lo tanto existe ze I tal que z < x. Luego z <x <D

asi ]- «,b[c 1.
con xe 1.

El mismo caso se presenta en II. Asi i) Ic |- w,b[,

ii) ]- «,blc1

Sea xe I probemos que x¢e |- «, b[, como xeI~b = sup I -
tal que x < b entonces X¢e |- W,b[ asi ITc]- =, b[.
Tt o) "

Sea xe] - «,b[ entonces probemos que xe I; si x¢ 1- =,b[



entonces x < m, tal que m < b; me I; pero x no es el infi
mo ya que el inf {xeR | xe I} = - =, entonces existe z<I
tal que z < x, luego:

z <x <m, si xeI de donde ] - «,b[cI.
Se concluye que I = ] - «,bf[
Para el caso 3). El subconjunto I presenta las sigulentes
[a, + =[
Ja, + =]

condiciones 1) si ae I entonces I

II) si a4 I entonces I

En I) lo haremos por doble inclusidn

Sea xe I y a = inf {xeR: xe I} entonces a < x asi xe[a, + [

luego Ic [a, + «f

”D”

Como sup {xelR: xeg I} = + «, entonces x no es el sup de I,
luego existe ze I tal que x < z, asi a < x < z, luego,

[a, + «[cI con xel.

Similarmente para II como a¢ I tenemos que:

i) Icla, + «f

ii) Ja, + «[cI.

Si xe I probemos que xe | a, *+ 00[. Como xelI ~a = inf I

1

tal que a < X, entonces xe] a, + «| luego Ic]a, +
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Si xela, + w[ probemos que xe I, si xe:]a, + m[ entonces
existe m < x tal que m > a, me I, pero x no es el supremo
de I ya que sup {xelR: xe I} = + « entonces existe enzel
tal que z > x luego m < x < z, asi xe I de donde que,

Ja, refcr.

SooIo=Ja, v e

Caso 4) si a<R ~ b€R se presentan las siguientes carac-

teristicas:

I) Si a¢I ~bdI tenemos I = Ja,bl,
IT) Si a4¢I »~ bel tenemos I = Ja,b],
III) Si ael » b4 1 tenemos I = [a,b[,

[a,b].

IV) S1 aeI ~bel tenemos 1

En I) por doble inclusidn.

Si xe I probemos que x¢ Ja,b|

Q]

51 x

m

I, a = inf T entonces a < X; b = sup I entonces b>x
luego a < x < b entonces xe¢ |a,blde donde que Ic a,b].

noo0 o

Si xe | a,b| probemos que xe I. Si xe |a,b| decimos que -
a < x, pero x no es el sup de I va que sup {xe R:xcI} = b,

asi a<b, entonces a < x < b luego xe I. Por lo tanto:

Ja,b[cI
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Con lo que se concluye que I = Ja,b]
En II) por doble inclusién.

Y C 1A
Si xe I, probemos que x¢e |a,b];
Si xeI, a = inf I entonces a < x, b = sup I entonces b> x

luego a < x < b asi xe] a,b]
" o) 1A

Si xe ]a,b] probar que xe¢I; si xe Ja,b] decimos que a<x,
pero x no es el sup de I ya que sup I = b entonces X < b,
Luego xe I,asi Ja,b] cI.

Con lo que se concluye que I = Ja,b]

En caso III) por doble inclusidn se tiene:

1A c 1R

Si xe I probemos que xe [a,b[
Si xeI, a = inf I entonces a < x, b = sup I entonces b > x.
Luego a < x < b, asi x¢e [a,b]
De donde se concluye I ¢ [a,b]

"o

Si xe [a,b[ probemos que x¢e I.
Si xe |a,b| entonces x > a ~ X < b, entonces a < x < b.
entonces xe I, luego |a,b|cI

asi se dice que I = [a,b[
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En caso IV) por doble inclusidn

Si xe I probemos que xc¢ [a,b]

Si xelI; a = inf I entonces x > a, b = sup I entonces x < b
en todo caso a < x < b, asi xe |a,b|. Luego Ic |a,b]
T 3 1

Si xe |a,b] probemos que xe I.
Si xe |a,b] entonces x > a ~ x < b y tenemos que a < X < b
entonces xe I luego |a,b]cI

Se concluye que I = [a,b| , y en general se demostré que I

es un 1intervalo.
Para b)

{Ij} una clase no vacia de intervalos de la linea real tal

que r‘LIL es no vacia; muestre que \JLIL es un intervalo

Sea Q@ el conjunto de indices, asi la clase {Ii} ieQ es -

no vacia y sean k y 1 en @ asi. Iy, IIE:{IL}LE Q.

Sea x, z elementos de alguna clase, asi: xc¢ Ik’ ze Il'

Cémo (Y I, es no vacio entonces me () I.,, de donde aue
Lefl * Led

me Ik,lne Il'

Se puede ver facilmente que si x < y < z, entonces y < m

O m < y.

S1 y < m tenemos que X < y < m, entonces yc¢ Ik'
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S1 m < y tenemos que m < y < z, entonces yze Il‘

En tcdo caso ye () I. con lo cual se muestra que esta --
LE§

unién es un intervaloe

Sea X un espacio métrico con métrica d. Si A es un subcon

junto de X y X es un punto de X, muestre lo siguiente:

i) A # ¢ = d(x,A) 0

| v

1i) d(x,A) = + @ => A = ¢
PRUEBA

Para 1) A # ¢ => d(x,A) > 0
Si A # ¢ en X puede suceder:

I) d(x,a) = 0 <=> x = a

II) d(x,a) # 0 <=> x # a => d(x,a) >0
luego vemos que en ambhos casos
d(x,a) > 0; si tomamos inf {d(x,a), aeA} > 0

lo que significa que d(x,A) > 0
Para ii) d(x,A) = + « => A = ¢
De nuestra hipdtesis
d(x,A) = + « => d(x,A) = inf {d(x,a), ac A} = + «
=> d(x,a) = + o
=> d(A) = + o

y por definicidn sucede que A = ¢ e

Sea X un espacio métrico con métrica d y A un subconjunto
de X.

Muestre lo siguilente:
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a) A # ¢ => d(A) es es un no negativo de la extensidn de
de los reales.
b)d(A):-oo<=>A=¢

c) Si A estd limitado este es no vacio

PRUEBA

1l
v
!
o

a) A# ¢ 1 a,, a8, ..., a en A tal que la distancia

entre dos pares consecutivos existe también; asi:

a_) y por definicidn

d(a,,a,), d(aj,a,), ..., d(a,_,, 1

de d esta es no.negativa, luego cualquier distancia en
tre dos pares es no negativa.
=> sup {d(a ,a,), a,,a,eA} >0 => d(A) >0

b) d(A) = -w<=> A # ¢

'"Definicidén el conjunto vacio posee didmetro infinito"

c) S1 A tiene limite

=> d(A) >0 =>A+# ¢



MODULO I1
CONJUNTOS ABIERTOS

DEFINICION 2.1

Sea un espacio métrico con métrica d. Si x, es un punto de X
y T es un namero real positivo. Entonces llamaremos ESFERA -
ABIERTA Sr(x°) con centro X, y radio r al subconjunto defini
do por:

Sr(xo) = {x: d(x,X0) < 1}

Se observa ademds que Sr(xoj es no vacio, yva que esta contie
ne su centro. Lo mismo que una esfera abierta esta en la 11-
nea real es un intervalo abierto (x, - r, Xo *+ T) CON X, CO-

mo punto medio y 2r como su ancho.
DEFINICION 2.2

Un subconjunto G de un espacio métrico X es llamado CONJUNTO
ABIERTO si dado cualquier punto x en G, existe un nimero real
positivo r tal que Sr(x) c G.

Lo que en otras palabras significa que cada punto de G es el

centro de alguna esfera abierta contenida en G.

El siguiente teorema nos orienta sobre el comportamicnto de
dos conjuntos conocidos, demostrarlo en base a las definicio

nes dadas.



TEOREMA A

En cualquier espacio métrico X, el conjunto vacio ¢ y el es-

pacio completo X son conjuntos abiertos
PRUEBA

Para mostrar que ¢ es abierto, debemos mostrar que cada pun-
to de ¢ es el centro de una esfera abierta contenida en ¢ ;

pero como en ¢ no hay puntos, lo que automaticamente satisfa
ce. X es claramente abierto ya que cada esfera abierta cen--

trada en cada uno de sus puntos estd contenida en X.

En el siguiente teorema se justifica el objetivo " ESFERA -
ABTERTA .

TEOREMA B
En cualquier espacio métrico X, cada esfera ablerta es un -
conjunto abilerto.

PRUEBA

Sea Sr(xo) una esfera abierta en X y
Sea x un punto en Sr(xo)
Ahora bién debemos producir una esfera abierta centrada en X

y contenida en Sr(xo)

En este caso se ve que d(x,Xo,) < r hagamos v, = r - d(xX,Xs)

un nimero real positivo. Luego mostremos que:

STI(XJ ¢ S.(xo)
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S1 y es un punto de Srl{x), tenemos que d(y,x) < r, enton
ces:

d(y,Xo) < d(y,x) + d(x,x0) <1 + d(x,x0) = [r-d(x,x0)| + d(x,Xo) = T
se concluye que d(y,Xo.) < T.

Asi se demuestra que y estd en Sr(xo).

Luego se cumple la inclusidn Sr (x) c Sr(xo).
1
TEOREMA C

Sea X un espacio métrico. Un subconjunto G de X es abier-
to.

<=> este es una unidn de esferas abiertas.

PRUEBA

Asumamos primero que G es abierto y mostremos que este es

una unidén de esferas abiertas.

S1 G es vacio, este es la unidn de clases vacias de esfe-

ras abilertas.

Si G no es vacio, entonces como este es abierto y cada -
uno de sus puntos es el centro de una esfera ablerta que
lo contiene, y esta es la unidn de todas las esferas --

abiertas que lo contienen.

Ahora asumamos que G es la unidn de una clase S de esfe--

ras abilertas. Mostremos que G es abierto.
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Si S es vacia, entonces G es también vacio, y por Teorema

A, G es abierto.

Supongamos que S no es vacia, entonces G es también no va
cio.

Sea x un punto en G. Como G es la unidn de esferas abier-
tasen S, X pertenece a una esfera Sr[xo) en S. Por Teore-
ma B, x es el centro de una esfera abierta Srl(x) C Srbm).
Como Sr[xo) ¢ G, entonces Srl(x) ¢ G, luego tenemos una -
esfera abierta centrada en x y contenida en G. Asi G es -

abierta.

Las propiledades fundamentales de los conjuntos abiertos -

en un espacio métrico son los sigulientes resultados.
TEOREMA D

Sea X un espacio métrico. Entonces
1) Cualquier unidn de conjuntos abiertos en X es abierto.
2) Cualquier interseccién finita de conjuntos ablertos en

X es abierta.
PRUEBA

Para 1)

Sea {GL} una clase arbitraria de conjuntos ablertos en X.

Debemos mostrar que G = k)LGL es abilerta.
Si {GL} es vacia, entonces G es vacia,y por Teorema A, G

es abierto.
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Supongamos que {GL} no es vacio. Por Teorema C, cada G, -
( es una esfera abierta) es una unidn de esferas abiertas;
m

G es la unidn de todas las esferas en esta forma y por -

otra aplicacidn del Teorema C. G es abierta.

Para 2)

Sea {Gé} una clase finita de esferas abiertas en X. Mostre

mos que:
G = (\LGL es abierto.
Si {GL} es vacio, entonces G = X; y por Teorema A, G es -
abierto.
Supongamos que GL no es vacio y que {Gé} = {Gl,Gz,...Gn}

para algln entero positivo n. Si ocurre que G es vacio en
tonces este es vacio por Teorema A. Sumamos que G no es -

vacio.

Sea x un punto en G. De donde que X estd en cada GL’ y ca
da GL es ablerto para cada { existe un namero real positi
vo r. tal que:
£
S x) ¢ G..
r.( ) ¢ £
£

Sea r = min {r,,r,, ...,rn}
Este nimero r es un nlimero real positivo tal que:

5,(x) ¢ 8y (x)

para cada «, asi Sr(x) S-GL para cada L, Yy ademéssrbd c G.

De donde que Sr(x) es una esfera abierta centrada en x, ¥



contenida en G, luego G es abierto.

Dentro de una diversidad de conjuntos abiertos estudiare-

mos también EL INTERIOR DE UN CONJUNTO.
DEFINICION 2.3

Sea X un es pacio métrico arbitrario, y sea A un subconjun

to de X.

Un punto en A es llamado PUNTO INTERIOR de A, si este es
el centro de alguna esfera abierta totalmente contenida -

en A.
DEFINICION 2.4

3ea X un espacio métrico cualquiera y sea A un subconjun-

to de X.

Llamaremos INTERIOR DEL CONJUNTO A, al conjunto formado -

por todos los puntos intericres de A y lo denotamos por -

(o]

Int (A) &6 A, es decir:

Int(A) = {x: xe A ~ Sr(x) c A para algln r} = R

Las propiedades bédsicas de los conjuntos interiores son -

los sigulentes:

1) Int (A) es un subconjunto abierto de A el cual contie-
ne todos los subconjuntos abiertos de A. (Esto es muy

frecuente expresarlo diciendo que el interilor de A es

el mds grande subconjunto abierto de A).

2) A es abierto <=> A = Int (A).
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3) Int (A) es igual a la unidén de todos los subconjuntos

abiertos de A.

Estas propiedades son demostradas en los problemas resuel

tos.



PROBLEMAS RESUELTOS

Sea X un e.m y muestre que 2 puntos distintos cualquiera
en X, pueden ser separados por esferas abiertos en el si--
guiente caso. Si "x'" y "y'" son puntos distintos de X, En-
tonces existe un par disjunto de esferas abiertas cada -

una de las cuales estd centrada en los puntos ("x","y'").
SOLUCION

Sea x # y en X

Si x # y entonces d(x,y) (es mayor que Cero
<
Sea r tal que 0 T d(x,vy) {es menor que cero (no se ca

def Hdn)
Si queremos bolas al rededor de x ~ y de tal forma que -

sean disjuntos formemos los radios asi:

dix,y) , . - dlx,y)
B 2 T3

T, 3
de donde temenos que B,(x, r,;) y B,(x, 1,).
Asi B (x, r,) n B,y(x, r,) = ¢ lo que muestra que son dis

juntos también B (x, 1) ~ Bz(x, r2) ¢ X son abiertos.

Sea X un e.m.. Si {x! es un subconjunto de X consistente
de un punto unitario, muestre que este complemento {xJ' -
es abierto.

Mas generalmente gque A' es abierto si A es cualquier sub-

conjunto finito de X.



SOLUCION

Sea {x} un subconjunto finito de X

Sea ae X -

{x} luego por definicién de diferencia a ¢ {x}

asi que la bola formada al rededor de "a" con un radio,

T

no contiene algin elemento de {
contener s6lo puntos de X -

no es mids que {x}'

Nota: de la misma manera se procede en 1la

zada.

{x} v X -

. d(a,x)
2

x}, por lo tanto s6lo debe

{x}

es abierto que

forma generali-

Sea X un espacio métrico y Sr(x) la esfera abierta en X -

con centro x y radio r; sea A un subconjunto de X, con -

diametro menor que r el cual intersecta a Sr(x). Prueba -

~
-

que A Szr(x).

PRUEBA.

Como A intersecta a Sr(x)

tenemos que A () Sr(x) #

¢
Sea acA (\Sr(x) y

probemos que A c Szr(x)

Sea ye A
d(x,y) < d(x,a) + d(a,y)
d(x,y) £ r + 1

de donde tenemos que:

va que d(x,a) <r ~d(a,y) <1
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d(x,y) < 2 r
Se ve claramente que A C Szr(x).
Sea X un espacio métrico. Muestre que cada subconjunto de

X es abierto, si cada subconjunto de X consiste de un so-

lo punto y es abierto.

PRUEBA

"no—s n

Sea x £ X; {x} es abierto por ser subconjunto de X.

wn
¢}
o
>
0
L
I
"
—
e

{x} vy este es abierto.

Sea Y un sub-espacio de un espacio métrico X, y A un sub-
conjunto de un espacio métrico Y.
Muestre que si AcY, A es abierto en Y <=> este es la 1in

terseccidn de Y con un abierto en X.
SOLUCION

Para la demostracidn es necesario tomar en cuenta que:
I. En cualquier espacio métrico, cada esfera abierta es
un conjunto abierto.

IT. La unidn abierta de conjuntos abiertos es abilerta.

Nota:

Una esfera abierta (B(x,r)) = Vecindario o entorno N_(p]



no=s 1
Supongamos que A es ablerto en Y.
Para cada p € A hay un nGmero positivo rp tal que se cum--

pla que d(p,q) < L qeY => qeA.

Sea Vp el conjunto de todos los ge X, tales que dﬁnq)<:rp
y definamos.

G= 1wV
peE

y por I, II tenemos que G asi definido es un conjunto --

abierto de X.

Como ps:Vp para todo pe A, se cumple que Ac GNY.
Asi elegido Vp tenemos que Vp(\Yc E. para todo pe A.

De modo que GMY c A. Asi, pues A = GNY

Si1 G es abierto en X y A = GMX, cualquier pe A tiene un
entorno Vpc G. De donde:

Vpr\YX:A, asi A es abierto en Y.

Pruebe las propiedades badsicas de conjuntos interiores da

dos anteriormente; estas son:

a) Int (A) es un subconjunto abierto de A que contiene a
cada subconjunto abierto de A.
(Es decir: el interior de A es el mds grande subconjun
to abierto de A).

b) A es abierto <=> A = Int (A).



c) Int (A) es igual a la unidén de todos los subconjuntos

abiertos de A.

PRUEBA
Para a)

Sea B c A un abierto basta mostrar que Bc Int (A).
Sea B un subconjunto {Bi}ie I.

por lo tanto Bc () BL = Int (A) cA. (usando T. c)
iel

Bc Int(A)

Int (A) c A, como A es abierto entonces Ac Int (A), luego:

A = Int (A)
Moo=
A = Int (A), como Int (A) es abierto entonces A es abier-
to.
Para c)

Sea (Aijie I la familia de todos los abiertos incluidos -
en A.
Por teorema € la unidn de abiertos es abierta.

Y tenemos k)AC es abierta. Entonces k)A{C Int (A).

Sea Int (A) abierto => Int (A) es un AL’ iel vy
Int (A) cA.
.. Int (A) = kJAL, iegl.



Describa el interior de cada uno de los siguientes subcon

juntos de (los reales) la linea real:

* E1 conjunto de los enteros.

Int (Z) = {xeZ ]| N, (x)cZ} = ¢
* E1 conjunto de todos los racionales.
Int (Q) = {xeQ |Nr (x)cQ} = ¢

* E1 conjunto de todos los irracionales.
Int (Q') = {xeQ" | N, (x)cQ'} = ¢

*(0,1)

Int ((0,1)) {xe (0,1)] 0 < x<1}

M

0,1] o
Int (]0,1])

{xe [0,7]] 0 <x<1}

0,1y w{1,23

Int ([o,1yuir,21) = fxe [0:1) l}{1,2}‘ 0<x<1}

Sean A y B dos subconjuntos de un espacio métrico X, pro-
bar lo siguiente.
a) Int (A) (y Int (B) c Int (AUB)

b) Int (A) ¢ Int (B) Int (ANB)

* Dar un ejemplo de dos conjuntos A y B de la linea real
tal que:
Int (A) () Int (B) # Int (AV{!B)

PRUEBA

Para a)

Segln propiedad a) de interiores, el interior de Ay,;B es
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un subconjunto el cual contiene a cada subconjunto abier-
to de AUJB de donde que los azbiertos son:
AcAUB ~ BCAUWLB
y por propiedad b) de Intericr: Int (A) c Int (AuB)
| Int (B) ¢ Int (AUB)
luego Int (A) ) Int (B) c¢ Int (A1JB)
.Para b)

Int (A) ¢ A 1 Int (A) y Int (B) ¢ ANB

>

Int (B) ¢ B J asi Int (A)  Int (B) c Int (ArB)

I. Int (A B) c A Bc A= 1Int (A B) c Int (A)

IT. Int (A B)Y ¢c A B c B = 1Int (A B) c Int (B)
De T y II tenemos que: Int (A B) ¢ Int (A) Int (B)
luego Int (A) Int (B) = Int (A B).
Para * Sean A = (0,1) »~ B = 1,2)
Int [(0,13] = (0,1)]
o >=>Int (0,1) {; Int 1,2) = (0,2) - {1}
Int [ 3,2)] = (1,2

AUB = (0,1, [1,2) = (0,2)
“De donde que Int (AwB) = (0,2)

Soo(0,2) - {1} # (0,2)



MODULO TT11

CONJUNTOS CERRADOS

Estamos estudiando los conjuntos por su naturaleza desde

el punto de vista topolégico (METRICA)
DEFINICION 3.1

Sea X un espacio métrico con métrica 4d.
S1 A es un subconjunto de X, un punto x en X es llamado -
un PUNTO LIMITE de A si cada esfera abierta centrada en x

contiene al menos un punto de A diferente de x.
EJEMPLOS A LA DEFINICION

1) Encuentre el punto limite del siguiente subconjunto de
R. {1, 1/2, 1/3, 1/4, ..., ,}*
Al aplicarle la definicibén el punto limite es cero (0)
y en efecto es Gnico este punto limite.
2) Razonar si los puntos extremos son puntos limites del
intervalo cerrado - abierto [0,1)
* Cero (0) es un punto limite del conjunto y le perte-
nece.
¥ Uno (1) es un punto limite del conjunto y no le per-
tenece.
Note que en este ejemplo cada nGmero real tal que 0 < x <]
es también punto limite.

De la misma manera decimos que el conjunto de los nimeros
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enteros en la linea real no son puntos limites; sin embar
go cada ntmero real es un punto limite de los nimeros ra-

cionales,
DEFINICION 3,2

Sea X un espacio métrico y F un subconjunto de el espacio

métrico X,

Llamaremos CONJUNTO CERRADO a F en X si este contiene a -
todos sus puntos limites.

Igual que en el médulo anterior para el conjunto vacio -
(¢) y para X, se expone el siguiente teorema que es tam--
bién pura aplicacidén de las definiciones 31 y 3,2 simulti

neamente.
TEOREMA A.

En cualquier espacio métrico X, el conjunto vacio y el es

pacio ENTERO X son cerrados.

PRUEBA
El conjunto vacio no tiene puntos limites, asi este los -

contiene a todos ellos y por tal es cerrado.

El espacio ENTERO X contiene todos los puntos, automdtica
mente contiene todos sus puntos limites y esto es ser ce-

rrado.

El siguiente teorema caracteriza a los conjuntos cerrados

en términos de conjuntos abiertos,
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TEOREMA B

Sea X un espacio métrico. Un subconjunto F de X es cerra-

do si y solamente si su complemento CF es ahierto.

PRUEBA
"oy o

Asumamos primero que F es cerrado. Mostremos que CF es -

abierto.
S1 CF es vacio, entonces este es abierto por teorema 2.A,

Supongamos primero que CF no es vacio.
Sea x un punto en CF .,
Como F es cerrado y X no estd en F, x no es un punto limi

te de F.

Como x no estd en F y x no es un punto limite de F, exis-

te una esfera abierta Sr(x) la cual es disjunta de F.

Sr(x) es una esfera abierta centrada en x vy contenida CF,

para todo x en CF, asi Cf es cerrada.

Asumamos que CF es abierto y mostremos que F es cerrada.
La Gnica forma que F puede fallar para ser cerrada es te-
niendo un punto 1limite en CF . Lo cual no puede suceder,

porque CF es abierto, donde cada uno de sus puntos es el
centro de una esfera abierta disjunta de F, y no es tal -

que puede ser un punto limite de F.



39

DEFINICION 3,3

Si Xo.es un punto de nuestro espacio métrico X, y r es un
numero real positovo; llamaremos ESFERA CERRADA Sr|}o] -
con centro X, y radio r, al subconjunto de x definido por:

Sr}}o]= [x: d(x,x0) < 1}

Observe que: Sr|}°] contiene solo su centro cuando r = 0
: S_.[xo] en la linea real es un intervalo cerrado

: Las esferas abiertas en la linea real son intervalos,

hay un intervalo abierto el cual no es una -

esfera abierta es decir ( - «, + «)

El siguiente teorema justifica el objetivo en la frase ES

FERA CERRADA.
TEOREMA C.

En cualquier espacio métrico X, cada esfera cerrada es un

conjunto cerrado.
PRUERA.
Sea Sr|}o]una esfera cerrada en X.

Por el teorema B es suficiente mostrar que su complemento
C SrL}OJ es abierto.

C Sr

Xo] es abierto si es vacio por teorema A.
Supongamos que C Srlkow no es vacio. Luego sea X un punto
C Sr|}°], as1 d(x,x.), asi d(x,X.), hagamos r; = d(X,xd-T

un nimero real positivo.
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Tomemos r, como el radio de una esfera ahierta Sr(x) cen-
trada en X y mostremos que CSr X, es abierto, mostrando
que:

S, (x) c Ccs, |%o]

Sea y un punto en Sr (x) tal que d(y,x) T
En base a esto y el resultado d(xo,x) < d(xo,y) + d(y,x)
vemos que:

d(y,Xo) > d(x,Xo) - d(y,x) > d(X,%Xo) - T1 = d(x,Xo) - [d(X,Xo)-T] =T

y con lo cual se prueba que y estan en C Sr|}01

Concluimos esta seccidén definiendo dos conceptos adiciona

les que son usados muy a menudo.
DEFINICION 3.4

Sea X un espacio métrico arbitrario,
Sea A un subconjunto de X
La clausura de A denotada por A es la unién de A y el con
junto de todos los puntos limites; es decir:
A=Ay A ; A' = conjunto de puntos 1limi-
tes.
Los principales resultados de la clausura son los siguien
tes.
1) A es un superconjunto cerrado de A el cual estd conte-
nido en cada superconjunto de A (expresaremos esto di-
ciendo que A es el mds pequefio superconjunto de A)

2) A es cerrado <=> A = A
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DEFINICION 3,5

Sea X un espacio métrico y A un subconjunto de X. Un pun-
to en X es llamado PUNTO FRONTERA de A si cada esfera --
abierta centrada en el punto intercepta ambos conjuntos -

Ay CA.
DEFINICION 3.6

Sea A un subconjunto de nuestro espacio métrico.
A es llamado CONJUNTO FRONTERA si este es el conjunto de

todos los puntos frontera.

El concepto anterior posee las propiedades siguilentes:
1) La frontera de A es igual ANCA
2) La frontera de A es un conjunto cerrado

3) A es cerrado si este contiene su frontera.



PROBLEMAS RESUELTOS

Sea X un espacio métrico y extendiendo el ﬁrbblema 10-1,

Pruebe los siguientes resultados:

a) Cualquier punto y conjunto cerrado disjuntos en X pue-
den ser separados por esferas ahbiertas en el significa
do siguiente.

Si x es un punto y F un conjunto cerrado el cual no -
contiene a Xx; entonces existe un par disjunto de con--

juntos abiertos G, y G, tal que xeG; y F c G,.
SOLUCION

Sea x un punto, "F'" un conjunto cerrado, "y'" un punto de
F, tal que si x ¢ F entonces d(x,y) # 0 de donde que

d(x,F) = r. >0 y d(y,x) = ry > 0

hagamos
T

S =G(xi)£) xeS S = G6(y,-2), vyeS$
X » 30 X y » 3707

>

y

Llamemos a S = G, y G, = \){Sy,¥y, y e F}

En esta forma los conjuntos G; y G cumplen ser abiertos;
para Gz es la unibén de abiertos. También Fc G2 ya que:

yeF =>yeS_=> ye\)Sy => ye G2 => FcG2

y
Mostremos ahora que G, y Gz son disjuntos (Gi1 MGz = ¢)
Queremos ver que:

Gj(\Gz = d)

como y e F entonces G;r\Sy = ¢
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Supongamos que a g G1(ISY para algin y e F,

T r

entonces ae Gy ¥y a.sSy asi d(a,x) < T%’ y d(a,y) < 7%
r, 1
sSe ve que =z < 3

de la desigualdad triangular tenemos que
T T

X
d(x.’Y) _<_ d(-xpa) + d(a,}’)» < —3— + —Z)X
T T T T T
AP S AP AN
3 < 3 + 3 i % + %
T < 2r
Yy - _X
3 3

Contradiccidén entonces G; G, = ¢

Cualquier par disjunto de conjuntos cerrados en X pueden
ser separados por conjuntos abiertos en el sentido siguien
te: si F, y F2 son conjuntos cerradoes disjuntos entonces
bay un par de conjuntos abiertos G; y G, tal que:

F]SG] y F2 EGz Yy GanGz = ¢
SOLUCION

Si alguno de los conjuntos Fi1 6 Fz2 son vacios por ejemplo;
F, = ¢ entonces § y X seran abiertos disjuntos tales que:

F] C (1) » F, C X.\

Supongamos que F; y F, son no vacios entonces; si acF,,

[
-
v
o

beF, , Fi1 y F; cerrados entonces d(a,Fz) # 0 => d(a.F2) =

d(b,F1) # 0 => d(b,Fy)

T

. = _a
Sean: Sa S(a, 3 ) , ac Sa
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Sy = S(b,=), bes

Asi formemos los conjuntos de tal forma que cumplan las -

condiciones del teorema.

G1 = L){Sa, ¥ aeF1} = G2 = tJ{Sb, ¥y, beFal

a’
es decir Gi, G2 son abiertos porque es la unién de abier-
tos también ac F, => ae:Sa => ae Gy => Fc Gi

beF, => beS, =>be G, => Fc G

b

Moestremos ahora que G, MGy = ¢
supongamos que G; /G, # ¢ entonces existe pe G, ~ pe G,

Sea d(a,b) = e > 0 entonces d(a,F,) = r, e~ d(b,F;) = ro < ¢
T, ry
Sean a€ Fi,beF, tal que pE:Sa ~ ps:Sb entonces d(a,p)< T;n\d(b,p)<-§-

a  Tb 2
luego d(a,b) = e < d(a,p) + d(p,b) < = + T?Vf-§"+ %. = ??
iy -

1o cual no es posible

entonces G, y G, son disjuntos.

Sea X un espacio métrico y sea A un subconjunto de X. Si
x-es un punto limite de A, muestre que cada esfera abier-
ta centrada en x contiene un infinito namero de puntos -

distintos de A.

SOLUCION

Sea Sr(x) una esfera abierta centrada en X que solamente

contiene un nGmero finito de puntos de A asi:
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pl, pz, p3, ey pn tal que pertenecen a Sr(x){iA que Sson

distintos de x y hagamos:

r = minimo {d(x,Py), d(x,p,), d(X,P3), ..., d(x,pn)}
sabemos que el minimo de un conjunto de nimeros positivos
siempre es positivo, luego T > 0

Asi la esfera abierta Sr(x) no contiene ningfin punto p de A,
tal que p # X, Asi x no es punto limite de A >«

por lo tanto esta contradiccidén demuestra el teorema.

Dar un ejemplo de una clase infinita de conjuntos cerra--

dos donde la unién no es cerrada

_ 1- - -
1) 0,17 - =] = (0,1
0,1 - - o,

Dar un ejemplo de un conjunto donde

a) sea abierto y cerrado ¢ , R

b) no es cerrado ni abierto 1, =)

c) contiene un punto limite el cual no es del conjunto
(0,1)ywu{2}

d) No contine puntos los cuales no son puntos limites del

conjunto [0,1]
Describa el interior del conjunto de Cantor ¢

Pruebe los resultados sobre clausura
a) A es un superconjunto cerrado de A el cual estd conte-

nido en cada super conjunto cerrado de A,

b) A es cerrado < >A = A




46

c) A es igual a la intersecci6én de todos los superconjun-

tos cerrados de A,

SOLUCION

Para a) probemos primero que A es cerrado asi por teorema
basta ver que "A es cerrado si (A)® es abierto,
xe (M) =» x4 A significa que x no es punto de acumula-
cidén de A
= i NA =
existe Sx tal que SX A ¢

=» S _c¢c (M°
x L

=> xe¢ Int ((K]C)
=> (K)" es abierto luego A es cerrado
Mostremos ahora que A estid contenido en cada superconjun-
to cerrado de A,
" F es cerrado, AcF => AcF "
Como A = AUJA' entonces probemos que A'c F
Si x e A" entonces existe B(x,r) tal que
B(x,T)MNA # ¢ , ¥r >0
B(x,T)NF # ¢
entonces x ¢ F', de donde que xe F; ya que F es cerrado --
luego AcF,
b) A es cerrado <=> A = A
nooZy n

A'cA = A" \JACA => AcA
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"Moo= M

|

A = => A = AVJA" => AT cA

se muestra que A = A entonces A es cerrado,
c) A es igual a la interseccidén de todos los superconjun-
tos cerrados de A (llamemos a A* = la interseccidn de

todos los superconjuntos cerrado de A) por doble induc

cidn.

Ac A* se cumple por a) ya que A es un cerrado y A% = A
cerrados,

1n D on

A* c A* por definicién de A* y por a) se cumple,

Sea X un espacio métrico y A un subconjunto de X.
Probar los siguientes resultados.

a) (M)° = 1Int (AS) y
b) A = {x: d(x,A) = 0}
SOLUCION

a) (K)C = Int (AC) lo probaremos por doble inclusidn

1" C (B4
M c(AuA)S ¢ (AN ¢ A
luego A- es un abierto contenido en AS entonces (A)° Int(A%)

te D "

Int(AS) ¢ (&)°
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Sea x ¢ Int (ACI entonces existe B(x,r) tal que Bbgr)c:AF
luego x ¢ AVJA' entonces xe (alJA')S asf x¢ (A)°
con lo cual se conluye a)

b) A = {x: d(x,A) = 0} por doble inclusién

Supongamos pe X y que d(p,A) = € > 0. Entonces la esfera
abierta S(p, €/2) de centro p no tiene ningln punto de A
de donde p ¢ A' consecuentemente p ¢ A asi pues

A c {x]| d(x,A) = 0}

Supongamos que d(p,A) = 0
Entonces toda esfera abierta de centro p contiene al me--
nos un punto de A, por tanto peAdpe A’
luego p e ALJA' asi pues pe A entonces
{x: d(x,A) = 0} c A

se concluye entonces que A = {x|d(x,A) = 0}

Describa la clausura de cada uno de los siguientes subcon

juntos de la linea real.

SOLUCION

a) Z = Z\L!
= ZUb
- Z

b) @ = QuQ
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Qu I

QuI =R

c) (0,7+ =) = {xeR[ 0 < x} = [0, + e[

[(-1,00 00,13 {[-1,0]v[0,1]3
{(-1,0000,1) 0 [-1,1]

|:—1,1]

Sea X un espacio métrico y x un punto de X, sea r un nime

d) (-1,0)w(0,1)

ro real positivo. Uno de inclina a pensar que la clausura
de Sr(x) es Sr[x],.De un ejemplo que muestra que no es ne

cesarilamente cierto.

SOLUCION

Sea d definido asi:

[0 si x =y

d(x,y) = <
l] siy # x
luego
B(x,1) = {x}
B(x,1) = {x!
B|},a] = X
ya que:

1]
—_

yeX, x # vy => d(y,x) , yeBlx,1]

11
=

x =y => d(y,x) , yeBl|x,1]

Muestre que:
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a) La frontera de A es igual a AMVAS, (FI(A) = K(\Ktl
b) La frontera de A es un conjunto cerrado

c) A es cerrado <=> este contiene su frontera

SOLUCION
a) F_(A) = ANAS

T T C _ %7€

F (A) = K - Int (A) = AN (Int A)" = ANA

b) FT(A) es cerrado

basta probar que (Fr(A))C es ablerto porque por el teo
rema que dice que "La unidén arbitraria de abiertos es
abierta".
(F (AN = (AnA9T = (B0 @aHC

luego (FTCA))C es abierto por lo tanto Fr(A) es cerrado.

c) A es cerrado <=> Fr(A) c A

1 LA

=>

Supongamos que A es cerrado entonces A = A

y como F_(A) ¢ A, asi F (A) c AUA?

por lo tanto Fr(A) c A 0 Fr(A) c A

luego Fr(A) c A.

"noe= N

Probemos primero que.

o — —_ -_ - .
A = AV (ANAS) v luego A = A lo cual significa que

<

A es cerrado,

>

= AU (ANAS)
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Int (A) U (ANA ) = (Int (A)UR) N (Int (A) UAS)

=A N X = A
A = Int (A)U(AMAS) = Int (A)UF_(A) ¢ Int (A)UA = A
Luego A = A
Describa la frontera de cada uno de los siguientes subcon
juntos de la linea real.
SOLUCION

Segin a) del anterior ejercicio

a) Racionales Q
= C
F.Q = QNQ

(QuQ N ¢
=0

b) entonces tenemos Z
7 (\Z©

(Z ) ¢)
Z\o

F_(Z)

= ¢
c) [0,1]
£.000,1])

0,11 n Jo0,17¢
0,11 (] =.0] v [1,«]

{0,11}

d) (0,1)

£.00,1) = (0,1) v (0,1)

C
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0,1 v (=, 0] © 17,=])

{0,1}
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MopuULO TV

CONVERGENCIA, COMPLEJITUD Y TEOREMA DE BAIRE

Como enfatizamos en la introduccién de este trabajo uno -
de nuestros principales objetivos en consideracién de 1los
espacios métricos es estudiar las sucesiones convergentes

en un contexto mids general que el andlisis cléasico.

Los frutos de este estudio son muchos, y entre ellos tene
mos la convergencia ordinaria tal como es usada en andli-

sis,
DEFINICION 4.1

Sea X un espacio métrico con métrica d, y sea

{Xn}={X1,X2,X3, er ey X_ ...}

una sucesidén de puntos en X.

Decimos que {xn} es convergente si existe un punto X en X
tal que cumple una u otra de los siguientes resultados:
1) Para cada € > 0, existe un entero positivo n, tal que

n > ng => d(xn,x) < g

2) Para cada esfera abierta Se (x) centrada en x, existe
un nlmero entero positivo Mo tal que x_ estd en Se(x) -
para n > ne,

Observese que el resultado uno es una generalizacidn
directa de convergencia para las sucesiones de los nG-

meros y el segundo se puede conseptuar diciendo que ca



da esfera abierta centrada en x contiene todos los puntos

de la sucesidén en cualquier lugar.
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Si nosostros confiamos en nuestra capacidad acerca del

significado de una sucesidén convergente de nilmeros reales,

la exposicidn que {x_} es convergente puede igualmente
n

ser definida como sigue:

Existe un punto x en X tal que d(xn x)n

simbolizamos esto excribiendo

X X 4
n > Y

Vervalmente lo expresamos diciendo que ”xn

© que x ~converge a x"

DEFINICION 4.2

0 generalmente

se aproxima a

Cada sucesidn convergente tiene la siguiente propiedad:

Para cada € » 0, existe un entero positivo n. tal aue:

m, N > no => d(xm,xn) < €

Pero si X, —> X entonces existe un entero positivo no -

tal que n > n, => d(xn,x) < £/2 y de esto tenemos que:

m, n > No => d(xm,xn) i_d(xm,x) + d(x,xn) < /2 + /2 =

Una sucesidn con esta propiedad es 1lamada SUCESION DE

CAUCHY.

La propiedad enunciada anteriormente muestra de una mane-

ra clara que toda sucesidén convergente es de CAUCHY.

X,
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DEFINICION 4,3

Un ESPACIQO METRICO COMPLETO es un espacio métrico en el -

cual toda sucesidén de Cauchy es convergente
TEOREMA A

Sea X un espacio métrico completo y
Sea Y un subespacio métrico.

Entonces Y es completo <=> es cerrado,

PRUEBA

Asumamos primero que Y es completo como un suhespacio de

X y mostremos que es cerrado.

Sea y un punto limite de Y.

Para cada entero positivo n, SI/D(Y) contiene un punto Yo
en Y.

Es claro que {Yn} converge a y en X y es una sucesion de

Cauchy en Y y como Y es completo, y estd en Y, Y es ade-

mas cerrado.

Asumamcs ahora que Y es cerrado y mostremos que Y es com-
pleto.

Sea Yn una sucesién de Cauchy en Y. Esta es también una
sucesidén de Cauchy en X, X es también completo, {Yn} con-
verge a un punto X en X,

Mostremos entonces que X estd en Y.
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Si {Yn} tiene solamente un nimero finito de puntos distin

tos, entonces x estd en infinitos puntos repetidos distin

?
tos estos estan en Y,

En otra forma, si {Yn} tiene infinitos puntos distintos -
entonces x es un punto limite del conjunto de puntos 1imi

tes de la sucesidn; este es también un punto limite de Y,

y Y es ademds cerrado, x estd en Y.
DEFINICION 4.4

Sea X un espacio métrico y

A un subconjunto cualquiera de X (A c X)

1) A es DENSO en X si todo punto de X es punto limite de
A.

2) A ¢ X se dice que es NUNCA DENSO si el interior de su

clausura es vacio.
TEOREMA B

Si {An} es una sucesidn de conjuntos nunca denso en un es
pacio métrico completo X, entonces existe un punto en Xel

cual no estd en ninguno de los An's.

PRUEBA

Por la duracidn de esta prueba, abandonaremos la notacién

usual de esferas abierta y cerrados,

Puesto que X es abierto y A1 es nunca denso, hay una esfe

ra abierta S: de radio menor que 1 la cual es disjunta -
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con A;.
Sea F, la esferag cerrda concentrica cuyo racio es la mi--

tad que la de S y considrela en su interior.

Puesto que A, es nunca denso, el interior de (F;)

(Int (F,)) contiene una espera abierta S de radio menor
que 1/2 la cual es disjunta con A,.

Sea F, una esfera cerrada concentrica cuyo racio es la mi

tad de S, y considrela en su interior,

Puesto que A, es nunca denso, Int (F,) contiene una esfe-
ra ahierta S, de rédio menor que 1/4 lo cual es disjunta

con A,

Sea F,; una esfera cerrada concentrica cuyo racio es la -

mitada de S,.

Continuando esta forma, obtenemos una sucesidén decrecien-
te {Fn} de subconjuntos cerrados no vacios de X tal que -
d(Fn] —> 0. Como X es completo existe un punto x en X el
cual estd en todos los Fn's. Este punto estd claramente -

también en todos 1los Sn,q

y ademé&s (ya que Sn es disjunto

con An) este no estd en ninguno de los An's
Otra forma equivalente de expresar el teorema anterior es
TEOREMA B'

Si un espacio métrico completo es la unidn de una sucesién
de subconjuntos, entonces la clausura de al menos uno de

ellos tiene su interior no vacio.
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Las dos formas expresadas en teoremas anteriores se refie

ren ambas al TEOREMA DE BAIRE,



PROBLEMAS RESUELTOS

1) si {x_}y {y } son sucesiones en X tal que:
{Xn} > X, {Yn} ~ Y; muestre que d(xn,yn) > d(x,y).
PRUEBA

Si {Xn} una sucesién y Xn > X, tenemos que:
. +
Dado un ¢ > 0, existe n; € Z , tal que para

n >mn; > d(xn,x) < e/2.

Si {Y_ )} una sucesidn y Y -y, tenemos que:
. +
Dado un ¢ > 0, existe n, ¢ Z , tal que para,

n z n, - d(ynsY) < E:/2-

Demostremos que d(Xn,yn) »~ d(x,y), es decir que para ---

e > 0, existe noeZ tal que m, N > n, => ld(Xn,YnJ' d(x,y) [<e

Lo cual haremos de la siguiente manera:

tomemos n, = max {n;,n;}

Asi tenemos que(kﬂd(xn,yn) - d(x,y)| < e; resulta

a) d(xn,yn) - d(x,y) < ¢

b) -e < d(x_,y, ) - d(x,y)

Para a)

d(xn,yn) - d(x,y) < € entonces d(xn,yn) < e + dx,vy) vy

por la desigualdad triangular

e
d(x,y,) < dx X)) +d(xy) +dly,y) <5+ dixy) + 5
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d(xn,yn) - d(x,y) < %—+ %— = ¢g; luego d(xn,yn) - dXx,y) <€

Para b)
- < d(xn,yn) - d(x,y) entonces d(x,y) < g + d(xn,y )

n

por la desigualdad triangular

d(x,y) < d(x,x )+ d(x,y) +dy,y) <5+ dx,y) + 5

dx,y) - dlxy) <5+ 5 = 5 luego d(x,y) - dlx y) < €
asi -eg < d(xn,yn) - d(x,y)

De donde que por a) y b) se conluye

Id(xn,yn) - d(x,y)| < €; bastaba demostrar para que

d(Xn,yn) - d(X’YJ

2) Muestre que una sucesidn de Gauchy es convergente <=> -

tiene una subsucesidén convergente.
PRUEBA

Sea {Xn} una sucesién de Cauchy convergente y sea x el va-
lor de la convergencia; como es de Gauchy tenemos que: da-

. +
do un ¢ > 0, existe no, € Z , tal que m,n > neg~ d@%vxn)<e/2
Sea{ X, } ken una subsucesidén de {xn} convergente y sea 'x'" el valor
de convergencia,

"o on

3 3 . 3 , = N .
Trivial; ya que si hacemos {x_} {Xnk} ke N: como {xn} es

Cauchy entonces es convergente luego la subsucesién es también
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convergente y converge al punto X, .

"= N

Sea {xn} una sucesidn de Cauchy. Mostremos que si{xn }keN -
) k

es una subsucesidn de {xn} convergente a un punto X enton-

ces X -+ X.

Sea € > 0, existe no €N tal que si n > no ¥y m>n, (m,n > no)

entonces d(xm,xn) < ¢/2, ya que {xn} es de Cauchy,

Por otra parte como {xnk} + x existe k suficientemente gran

de tal que n > no d(x_ ,x) < e/2:

Luego como n > no, y la desigualdad triangular se cumple que

. £ £ =
d(xn,x) < d(xn,xnk) + d(xn ,X) < 5t 3 €
k
De lo cual se muestra que X, X,
3) S1 X = X7 x Xy x X3 X ... X Xn es el espacio métrico -

producto y si cada uno de los espacios coordinados
Xy, Xo, X3, ..., Xn es completo muestre que X es comple
to con respecto a cada uno de las métricas d y d defini

dos asi:

d({xi}, {yi}) max dé(xi’yil

7
I d/{_(x&sy&)

£=1

E({x{), by H

PRUEBA

La demostracién sera hecha solo para dos espacios coordena
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dos asi; sea X = X; x X, ;{Xn}= {G%,RQ} nel, %1ax1>fbnex2
{Xn}11€DJ es de Cauchy, n,m>n, para € > 0 6 lo que es
d((an,bn), (am,bm)) = dl(an’bn) + dz(bn’bm) < e
entonces dl(an,am) <€ , N, m>n, ye€>0 vy

dz(bn,bm) < g , n,m>n, Yy e >0
con lo cual se ve que {an} 4 {bn} son de Cauchy luego

{a_} nelN de Cauchy, existe aeX; tal que a > a (por ser
X; comcleto)

{bn} nelN de Cauch&, existe be X, tal que b_ > b (por ser
X, completo)

Ahora probemos que (an,bn) -~ (a,b)

Dado ¢ > 0

. £
Como a, > a, existe n, elN tal que n>n, => dl(an,a) <3
Como bn > b, existe n, elN tal que n>n, => dz(bn,b)< %

Sea no, = max {n,,n,} ; entonces para n > 1,
dl(an,a) + dg(bn,b) < g : es decir d Kan,bn), (a,b)) < ¢
luego converge y es de Cauchy

4) Mueste que un conjunto es nunca denso <=> su compemento
es siempre denso.
PRUEBA

e}
Sea X un eapacio métrico y sea Ac X nunca denso (A = ¢)

demostremos que CA es denso en X.



Si xeX, existe & » 0 tal que
B(x,8) NCA = ¢
=> B(x,8) cA

=> xecAc A (1)

— °© o
ya que AcA'UJA = A =» AcA

[+
se sigue de (I) que x¢ A
o
luego A # ¢ (contradice que es nunca denso)

por lo tanto x & CA; entonces CA = X
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MAPEOS CONTINUOS

En la seccidn previa extendemos la idea de convergencia al

contexto de un espacio métrico general. Haremos lo mismo -

para la continuidad.

DEFINICION 5.1

Sean X y Y espacio métricos con métrica di y d2 y sea f un

mapeo de X en Y.

Se dice que f es continua en un punto X, en X si se cumple

cualquiera de las siguientes condiciones:

1) Para cada € > 0 existe un & > 0 tal que:

di(x,%x0) < & => d, (£(x), f(x.))< €

2) Para cada esfera abierta Se (f(xo)) centrada en f(xo)
existe una esfera abierta S (x,) centrada en x, tal que
f(S (x6)) ¢ Se (f(x0))
Debe hacerce notar que la primera condicidn generaliza
la definicidén elemental dada en la introduccidén de el -
presenta trabajo, y la segunda traduce la primera al -

lenguaje de esferas abiertas.

Nuestro primer teorema expresa continuidad a un punto -
en términos de las sucesiones, los cuales convengen a -

un punto.
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TEOREMA A

Sean X y Y espacios métricos y f un mapeo de X en Y, Enton

ces f es continua en X, si y sélo Si.Xn + X, => f(x) » (Xo)
PRUEBA

Asumamos que f es continua en Xo.
Si {Xn} es una sucesidén en X tal que X, 7 Xo, dehemos mos-

trar que f(xn) > f(xo).

Sea Se (f(x,)) una esfera abierta centrada en f(Xo).
Seglin nuestra hipdtesis existe una esfera ahierta Sg(xo)

centrada en x, tal que:

f(Sg(xe)) ¢ Se (f(xo1]
Puesto que X -+ X,, todos los Xn‘s a partir de cierto ind1l
ce n, caen en Sd(xol. De donde f(SG(xol) c Se (f(x5)],
todos 1los f(xn)'s a partir de cierto Indice n, caen en -

Sﬁ(xol-

Luego f(x ) - f(x,)

Para probar la otra parte de nuestro teorema; asumamos que
f no es continua en x,, y mostremos que X, 7 Xo MO inplica

que £(x_ ) > f(xo),

Por lo asumido, existe una esfera abierta Se (f(x,)) con -
la propiedad que la imagen bajo f de cada esfera abierta -

centrada en x, no la contiene,
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Considere la sucesibén de esferas abiertas asi:
S (x0), S 1/2(x6) S 1/3(X6), ..., S 1/n(xs), ..., se forma
una sucesién {xn} tal que xne:S1/n (x0) Y f(xn)¢ Se (f(x.))

es claro que X, converge a X, y que f(xn) no converge f(x.)

DEFINICION 5.2

Un mapeo de un espacio métrico en otro espacio se dice que
es continuo si este es continuo en cada ung de los puntos

del dominio.

Con la definicién 5.2 y el teorema anterior resulta una -

concecuencia inmediata el siguiente enunciado,

Sean X y Y espacios métricos y f un mapeo de X en Y. Enton

ces f es continua si x > x => f(xn) > f(xo)

Con lo cual se dice también que los mapeos continuos son -
aquellos que envian sucesiones convergentes a sucesiones -
convergentes en otros palabras son aquellos que preservan

la convergencia.

Nuestro sigueinte teorema caracteriza los mopeos continuos

en términos de esferas abiertas.
TEOREMA B
Sean X y Y espacios métricos y f un mopeo de X en Y.

Entonces f es continua <=> f_](G) es ablerto en X. Siempre

que G sea abierto en-Y.
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PRUEBA

"oy o

Primero asumamos que f es continua. Si G es un conjunto -
abierto en Y, debemos mostrar que f_1(G1 es abierto en X.
f-](G) es abierta si es vacia, asi podemos asumir que esta

no es vacia.

Sea x un punto en f_T(G). Entonces f(x) estda en G, y como
G es abierto en Y, existe una esfera abierta S (f(x)) cen

trada en f(x) y contenida en G.

Por 1a definicidn de continuidadexiste una esfera abierta
SG(X) tal que f(Sd(x)) ¢ Se(f(x)) ¢ G luego:

1

f(S(S(x)) ¢ G, se sabe que Sﬁ(x) c f;1(G); por lo tanto f (G) -

es abierta.

Ahora asumamos que f_1(G) es abierto siempre que G lo sea,

y mostremos que f es continua.
Mostremos que f es continua en un punto arbitrario x en X.
Sea S (f(x) una esfera abierta centrada en f(x).

Esta esfera abierta es un conjunto abierto, asi su imagen
inversa es un conjunto abierto el cual contiene a x. Por -
lo tanto existe una esfera abilerta Sx(xl la cual estan con

tenido en la imagen inversa.

Es claro que f(Sg(X)) estda contenida en Se (f(x)), asi f -
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es continua en x.

Finalmente como X se tomd siendo un punto aritrario en X,

entonces f es continua.
DEFINICION 5.3

Si X y Y son espacios métricos con métrica d, y d,, enton-
ces un mapeo de X en Y se dice que es uniformemente conti-

nuo si para cada € > 0 existe un § > 0 tal que:

dy(x,x') < & => d,(f(x), f(x')) < ¢



PROBLEMAS RESUELTOS

1) Sean X y Y eapacios métricos y f un mapeo.de X ayY. Si
f es una funcién constante, muestre que f es continua.
Use esto para mostrar que un mopeo continuo no necesita
tener la propiedad que la imagen de cada conjunto abier

to es abierto,
PRUEBA

Sea f: AcX - Y tal que x >y = f(x) = b, b = constante y

mostremos que f es continua es decir que para € < 0 encon-

tremos § > 0 tal que d(x,y) < & » d(f(x),f(y)) < . Lo que

es equivalente a probar que f es continua en a€ A, si a ca

da entorno T de f(a) corresponde un entorno S de a tal que
f(sma) c T.

es decir que para todo x € S(A entonces f(x) e T.

Como f es una funcidén constante tal que para todo

X,ye A =>f(x) = f(y) = b y en este caso cualguier entorno

de un punto en A (ae.A,%a) satisface la definicidén sin im-

portar cual sea el entorno de f(a) = b, se ve de inmediato

que f es continua en a, para a en A.

Ahora mostremos la segunda parte para todo conjunto G, asi
- . - -1
"f es continua la inagen reciproca (f (G)) de todo con-

junto abierto G es también abierto"

Como f(x) = b, para todo x e X; luego f_](G) es vacio (¢) -
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si a4G y es X si aeG; esto es para todo conjunto abierto
G. En ambos casos f_](G) es ablerto puesto que ¢ y X son -
abiertos. (Teorema, A M6dulo II). Se ve claro en nuestro -

caso que ¢ y X son cerrados por Teorema A, Médulo III.

2) Sea X un espacio métrico con métrica d y sea Xo un pun-
to fijo en X. Muestre que la funcidn real fx definida

[o]

en X por fX (x) = d(x,x,) es continua.
PRUEBA

De la definicidn 5,1
fx es continua en Y si para cada € > 0, existe & > 0 tal

Xo(y)) < e

que d(x,y) < § => d(fX (x), £
Veamos que d(f, (x), fX (y) = d(d(x,%0), d(y,xo0)) < € y en
contremos ese & > 0 tal que d(x,y) < §, asi:

dif, (), £, (y))

d(d(x,x0), d(y,Xo0)), como fx es una

=]

X

funcién real

£, - £, )] = [d(x,x0) - d(y,Xed| < d(x,¥) < ¢
Si d(x,y) < € entonces d(fx (x), fx (y)) < g, luego § = ¢
tal gue:

d(x,y) < 6 => d(f, (x), £, (Y1) < e

X
3) Sean X v Y espacios métricos y A un subconjunto no va--
cio de X.

Si f y g son mapeos continuos de X en Y tal que:

f(x) g(x), para cada x en A, muestre que f(x) = g (x)

para cada x ¢ A
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PRUEBA

Sean f y g mapeos continuos de X en Y tal que f(x) = g(x), pa
Ta cada x ¢ A, mostremos que f(x) = g(x) para cada XeA.
Hagamos el conjunto B = {xe A: f(x) = g(x)} cerrado ya que

(A,d) es cerrado. Pero como A es cerrado entonces B es ce-

rrado en (X,d) porque este depende de una métrica inducida.

Como f, g son continuas en AcX a Y tal que f(x) = g(x) en
tonces AcB de donde que AcB y como B 1o hemos definido -

cerrado y en todo caso Bc A, luego tenemos pues que B = A,
Asi se cumple f(x) = g(x) para cada x e A.

4) Sean X y Y espacios métricos y f un mapeo de X en Y,
Muestre que f es continua <=> f_](P) es cerrada en X; -

siempre que: F sea conjunto cerrado en Y <=> f(A) c £(A)
PRUEBA

Este teorema se resume diciendo que, si F es un conjunto -

cerrado en Y tenemos:

a) f es continua <=> f'TﬂD es cerrada en X.

b) f es continua <=> f (A) c £(A)

Lo cual probaremos por medio de la equivalencia en las si-

guientes propiedades:

1) £ es continua en A.

2) si F es un conjunto ahierto en Y entonces f-](P) es  --
abierto en A,

-1
3) Si F es un conjuto cerrado en Y entonces f (F) es cerra-
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do en A,

4) Para todo conjunto S con Sc A se cumple que:
F(ANS) ¢ £(9)

Estableceremos la equivalencia probando la cadena de im
plicaciones siguiente:
1 =>4 => 3 => 2 =>]
M1o=> 40
Sea f continua en A, tomemos ScA. Si S es vacio la 1inclu-
§16n se verifica trivialmente ya aue:

ANS, £f(ANS) y ftS) son vacios,

Asi supongamos que S no es vacio entonces existe xeANS,
de donde que x €S por lo tanto existe {xn} en S tal que -
X, X (Teorema A, mddulo V). Pero f es continuaen xeSn A
lo cual implica que f(xn) »~ f(x) (por Teorema A, médulo V)
y de nuevo por una aplicacién del problema 3, médulo V te-
nemos que f(x)e:ffgj si esto se cumple para todo xe ANS,

entonces es equivalente a decir que f(ANS) ¢ £(S).
n>4 => 3 T

Para todo S en Sc A tal que f(ANS) ¢ f(S) y probemos que
cuando F en Y. Se tiene que f_1(P) c A es cerrado.
Sea F un conjunto cerrado en Y, Se tiene entonces que:

f-](F) c Ay por 4) tenemos:

f[A{\f_](P)] c f[f°1(F)1 c F =F por lo tanto también
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At (F) ¢ £71(F) pero £ (F) = AnE () ¢ AnE (R, -

luego f’1(F1 = Ar\f_](Pl y por Teorema c m6édulo III, tene-

mos que f‘1(P1 es cerrado en A.
"oz o=y 2N

La imagen inversa, bajo f, de todo conjunto cerrado en F -
es cerrada en A. Probemos que esta es abierta si F es abier

ta.

Tenemos F un conjunto abierto en Y; luego Y - F es cerrado
en Y por Teorema B médulo III, por una aplicacién de hipéd
tesis f_1(Y—F) es cerrda en A, y aplicando de nuevo el Teo

rema B del médulo III tenemos f_](F) es abierta en A.

Nuestra hipbtesis dice que, la imagen inversa bajo f, de -
todo conjunto abierto en y es abierta en A y probemos que f

es cotinua en A.

Tomemos un punto x ¢ A cualquiera y sea F un entorno de -
fix).

Como F es abierto en Y y f-1(F) es abierto en A y sea S un
conjunto abierto en X, tal que f_](F) = S/VA de donde se -
concluye que f(SfYA) ¢ F, y es un entorno de x, ya que;
xef—'](F) = SNA,

En sintesis se obtiene que f es, por definicidn continua -

en el punto x y, como este es cualquiera, f es continua en
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5) Muestre que cualquier mapeo de el espacio métrico defi-

nido por:

o si x =Yy
d(x,y) = <
l1 six #y

es continuo,

PRUEBA

Sea ¢ > 0, encontremos & > 0 tal que

d(x,y) < & =>d(f(x), f(y)) < ¢

veamos que si tomamos 0 < & < 1 es suficiente ya que

d(x,y) < 8 =>x =y

=> £(x) = £(y)
=> d(£(x), £(y) < ¢

luego f es continua.
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