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INTRODUCCION 

El estudio de las Ecuaciones Diferenciales ha entusias

mado a muchos profesores y estudiantes de Matematica, mues

tra de la anterior afirmaci6n es que en el transcurso de es

te ano son dos los trabajos de graduaci6n que tocan este te

rna y existen apuntes ineditos de profesores del Departamento 

de Matematica sobre Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y E

cuaciones Diferenciales Parciales. 

Actualmente los cursos de Ecuaciones Diferenciales es

tan dirigidos a estudiantes de segundo y tercer ano; por tal 

raz6n el fundamento te6rico que contienen es minimo, redu

ciendose los cursos al conocimiento y dominic de metodos de 

resoluci6r. de Ecuaciones Difer enciales. 

Se ve entonces la necesidad de con tar con una nueva for 

rna de estudiar las Ecuaciones Diferenciales que consista en 

un estudio, ·a un nivel superior del actual, en el cual se 

presenten las Ecuaciones Diferenciales como un ente s6lida

mente estructurado cuyos componentes esten 16gica y formal

mente ligados. 

En el presente trabajo se propone una manera de tratar 

las Ecuaciones Diferenciales, con los lineamientos antes da

dos, inspirada en las obras de Henri Cartan y Jean Dieudonne. 

i 
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El trabajo se divide en cuatro capitulos: 

1. Espacios de Banach 

2. Descomposici6n de Jord~n 

3. Ecuaciones Diferenciales. Teoremas Fundamentales 

4. Ecuaciones Diferenciales Lineales 

En los tres prime~sse da una bas~ teorica que nos ga~a£ 

tizara nuestra manera de proceder al resolver ecuaciones dife 

renciales lineales y sistemas de ecuaciones diferenciales li~ 

neales. 

Es justo reconocer que la f~ente principal de motivaci6n 

para hacer este trabajo fue un curso sobre Ecuaciones Difer'en 

ciales impartido por Carlos Canjura, profesor que fue capaz 

de cambiar un poco el tradicional esquema de estudio de esta 

materia; agradezco a1 mismo tiempo la valiosa asesoria de Car 

los. 

Hago extensivo mi reconocimiento y agradecimiento a los 

eternos anonimos: 1a mecanografa y e1 impresor. 

San Salvador, Septiembre de 1979 



11 I ESPACHI> DE BAr.u\CH 1 

1.0 INTRODUCCION 

Como es de esperarse, un trabajo sabre "ECuaciones Diferenciales 

en Espacios de Banach", debe cornenzar con un breve estudio acerca de 

los Espacios de Banach. Muchos de los resultados que aparecen en este -

Capitulo son conocidos amp1iamente; pero, con intencion de obtener a1 

final de los cuatro capitu10s un trabajo mas comp1eto, can mas unidad, 

se dedica esta primera parte a hacer un recuento de los resultados mas 

importantes, en nuestro caso, de los Espacios de Banach. 

1 • 1 NORMAS SOBRE UN ESPACIO VECfORIAL E. 

Cuando hab1emos de un espacio vectorial E entenderemos siempre -

un espacio vectorial (de dimension finita 0 infinita) sabre un cuerpo K 

que sera lR 6 a: Cuando no se especifique el cuerpo de escalares, -

entenderemos que las definiciones y los resultados son validos para am

bos. 

Un espacio vectorial complejo ( cuando K = [ ) se puede conside

rar tambien como un espacio vectorial real ( K =lR ) restringiendo los 

escalares a 1R ; en este caso decllnos que E posee 1a estructura subya -

cente de espacio vectorial real. Si E tiene dimension il, su estructura 

subyacentetiene dimensiOn In. 
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Para ilustrar la afirmaci6n anterior, consideremos el caso 

n = 2 :; 

Sea x € E, entonces existen ex] y 0.2 € a: tales que 

luego 

es decir, {el , i.el , e2 , ie2} es una base del espacio sub-

yacente de E. 

1.1.1 Definici6n 

lat'. 

Sea E un espacio vectorial sobre K. 

Una funcion II II , 
+ II II : E---. Ro 

Se llama una notma si 

N1} II x II = 0 ssi x = 0 

N2) II AX II = J A I II x II ,para todo xbE · y todo escalar A 

N31 !lx+YII ~ IIxll+IlYIl ; x,y€E 

N2 se llama pro~iedad de homogeneidad, y . N3, desigualdad trian~ 

Cuando sea necesario especifi.car el espacio vectorial usaremos ; 

la notaci6n II II E 

1.1.Z ·Definicion 

Un espacio vectorial E sobre K se · denomina espacio vectorial 
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normado sobre K (EVNK) si esta dotado de una norma. 

Por comodidad, se dira "espacio nonnado" y se denotara E 6 -

(E; II II ) cuando sea necesario especificar la nonna. 

1.1.3 Ejemplos de Espacios Normados 

n 
a) i) (. .R1 ,II "l)' con ex ,x , ... ~n· ) II = I I x·1 

1 2 . 1 1 

i =1 

ii) (:nt\ II II ), siendo II ( x ,x , ... ,x ) II = sup I x·1 
2 1 2 n 2 1 

i=1,2, ... ,n 

iii) elRn,!! II), II (x.,x , ... ,x)1I 
3 1 2 n· 

(norma euclidea) 

b) Sea X = IO,1J, C(X) = { f: [0, 1J --t- JR / f es continua} 

II f II = sup I f (x) I , 
x€X 

el par (X, II II) es un espacio normado . 

c) Sea M(n;K) el conjunto de matrices cuadradas de orden n 

con coeficientes en K ; sea 

A b M(n;K) , A = (aij ) II II definida por 
rum 

II A II· r ¥ a~j P/2 
l i,j=1 J 

el par (M(n;KJ, II II) es un espacio normado . 



1.1.4 Definicion 

Sea E tID conjtmto .. Una ftmcion d, 

+ 
d: ExE-----+ JRo 

Se llama una metrica si para todos X, Y, Z € E , 

Ml) d ( X, Y ) = 0 ssi X = Y 

M 2) d ( X, y ) = d (y, X) 

M3) d (X,Y ) ~ d (X,Z) + d (Z,Y) 

AI par (E d) se Ie , llama espacio metrico. 

.4 

Comparando 1.1.4 con 1.].1 se notan rnuchas semenjanzas; estas tie~ 

nen su razOn de ser debido al siguiente lema: 

1.1.5 Lema 

Sea E un EVNK. Fntonces d eX, y. ) = II x - y. U E es-una .metri 

ca sobre E • Se Ie 11aTIJa. metrica inducida pOT la norma II II E . 

El lema anterior a£ir.ma 10 sigui ente: 

• Todo espacio nor.mado es un espacio metrico y, pOT 10 tanto, 

un espacio topo16gico. 

. La noma de un 'Vector x, II x II , coincide con su distancia a 

cero, es decir 

lI ·x II = d (x,O) 
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1.1.6 Observaci6n 

i) Todo espacio nonnado E es , de modo natural, 1m espacio topo 

l6gico; es decir, en E tienen sentido los conceptos de con~ 

juntos abiertos, cerrados, 1imi tes· , etc.. Se llama a 1aTo 

pologia obtenida, a partir de 1a metrica inducida, topo10 -

gia natural. 

ii) E1 reclproco del lema J.j.5 no es cierto, es decir no todo 

espacio .8trico es nonnado. En efecto, considere.mos un espa 

cio vectorial E sobre el cuerpo R con la metrica discreta: 

f 1 si x f Y 

d l x,Y ) =:: <I 

J 0 5i X=Y 

'-

Se tendria entonces para todo x f 0 , A=::O 

d C). x, 0 ) = 1 ,mientras que 

y se tendria para IAI f 1 , 

!l Ax ll = d ():x,O) f [AI d (x,O) = 1:>.1 Il x li 

Conocidos ya los elementos que definen a los espacios vectoria1es nor 

mados, pasemos a trat ar un caso particular de estos : los espacios de 

Banach. 
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1.1.7 DefiniciOn 

Sea E l.lll EVNK . Una fl.lllcion Q: N --~ E se llama una suce-

sion sobre E 

Notacion: Q l!: ( Q(n) ) 
nE: N 

se usa tambien (~) ' :; 0 sea, 
nE: :N 

Q en) = ~ , Y n . 

Se dice quela sucesi6n Q es convergente en E si existe Xob E 

tal que y £ > 0 , 3.. no 6 IN tal que Y n ~ no , II x - Xo II < t . n . 

En es·te caso escribimos ~ ::: Lim Q (n) 

Llamamos a Q una sucesi6n de Cauchy si " €: > 0, 1 no6lN t.q. 

II x - x II < f; m n 

n -+ 00 

m- 00 

es decir , 

El espacio E es llamado espacio de Banach si es completo -

con respecto a l a metrica deducida de la norma ; en otras pala 

bras, si toda sucesi on de Cauchy es convergente en E. 

1.1.8 Ejemplos de Espacios de Banach 

a) Consideremos el espacio m.ll1lerico real lRn y las nonnas da-

das en el ejemplo 1.1.3 - a • 

:nf es lUl espacio de Banach . Lo mismo ocurre con u:n . (En -

1.4.5 se trata nuevamente este caso ) . 
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b) Sea X lID espacio topologico. Sea ~ eX) el conjunto de to 

das las aplicaciones continuas y acotadas de X a ]t . 

S, eX) con la nonna. II f II = sup If ex) I es un espacio de Ba -
xQC 

nach . 

Demostraci6n 

a) El resultado es inmediato a partir del hecho siguiente: Una 

sucesi6n de puntos de ]tn es convergente si y solo si las -

sucesiones coordenada5 convergen en :R . 

b) i) ·S, eX) es un espaciovectorial sobre JR • Como S, eX) e~ 

ta incluido en el conjUnto de las funciones de X a JR , 

Y se cumpl e e l cierre para la suma de funcion~s conti -

nuas acotadas y el producto por un escal ar, se sigue que 

Cb eX) es un espacio vectori al . 

Ii) Cb eX) es un EVN 1R : 

definamos la aplicaci6n II II 
+ II II : S, eX) --r) IRa 

f • ) sup I fCx) I 
x6X 

II II asl definida es m a nonna : 

N l ) II f ll = 0 ssi Sup lfCx)1 
x8X 

5si f ex) = 0 , '" x€ X 

5si f::: 0 



N 2) 

N 3) 

II A £11 = Sup I (A £) (X) I 
x€X 

= 1,\ I Sup I f ex) ! 
xQ( 

= IAI Ilf II 

IIf + g Ii = Sup I (£ + g) ex) I 
xE:X 

= Sup If(x) + g (x) I 
x€X 

~ Sup r I£(x) I + I g(x) I j" 
".xbX <. 

~ Sup Ifex) I + Sup 19(x) 1 
x QC xbX 

iii) ~ CX) es un espaci o de Banach . 

.8 

Sea (fn) n6 IN una sucesi6n de Cauchy en <1> CX) . En-

t onces", V E: > 0 , existe nob N tal que 1tl ?: no y n ~ no 

implican que 1I :sn - fn II < s ; es decir , 

(lP- ~ no y n ~ no) => Sup I £ (x) - f ex) I < "f: , m n 
xE:X 

o sea , V x b X, j nob IN t.q. 

tm ~ no y n~no) => 1 ~(x) - fnCx)i < f: , 

por 10 tanto, V x 6 X, la sucesi6n (£ (x)) es de CauchY 
n 
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en JR ; ademas, por ser JR de Banach, existe en JR 

el limite Lim fn (x) 
n - )- 00 

Sea £ tal que x6X Lbn fnex) = f(x) 
11 ~ 00 

Hay que probar que f b ~ eX) . 

a) f es continua . 

Se tiene que V x6X, 1£ (x) - f (x)! <E, V m,n >no m n -

haciendo tender n a infinito se obtiene: 

If (x) - f(x) I < s , V n > no; 0 sea, existe conver n - -

gencia uniforme de funciones continuas; asi, f 

es continua . 

b) f es acotada • 

Sea x 6 X 

sea E > 0 , existe entonces no6W t.q. 

... I f ex) I < E + E: no M. 

Las desigualdades If(x) - f (x) I <E , Ifnex) I < My n 0 

I f (x) - f (x) I < E n no 

Se siguen de que fn ---- f, (fn)n6 N es de 

Cauchy y que para no, If ex) I < M. no 

Fina1rnente, se debe probar que (fn)n6W converge 

a f en ~ eX) . Por ser (fn) n:6 W de Cauchy se 

tiene : dado E > 0, 3no6~ t.q. V m, n ~ no 

II fro - fn II < E: • Hagamos tender n a infini to 
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entonces II fIn - f II < € , V n ~ no; luego, Lim fn "" f 
n -+ 00 

En la siguiente proposici6n se generaliza el ejemplo 1.1.8 - b . 

1.1.9 Proposician 

Sean X un espacio topo16gico y F un espacio de Banach • El con '"" 

junto Cb CX) de las aplicaciones contrnuas y acotadas de X en 

F es un espacio de Banach. 

1.2 Aplicaciones Lineales Contlnuas 

Conocer las aplicaciones lineales (y mu1tilineales) contlnuas 

nos va a servir en los capitu10s 3 y 4 de este trabajo, espe -

cialmente en el estudio de l as ecuaciones diferenciales linea-

les. Vamos siempre a mantenernos, en este capitulo, en el con-

texto de-espacios de Banach en general; en los capitulos si 

gUientes trabajaremos de preferencia con los espacios ~ y 1Rn 

1.2.1 Definici6n 

Sean E Y F dos EVNK , f una aplicaci6n de E en F ,II II E la 

nonna en E y II I~ la norma en F . Sea a 8 E . Diremos que f 

escorttmu3. en a si para todo e: > 0 , existe <5 > 0 t.q. 

II x ~ a I~ < 0 implica II fex) - fCall1;F < € • Diremos tam "" 

bien que £ es continua en E si 10 es en todos los puntos de E • 

La Proposici6n siguiente nos proporciona un "criterio de continuidad" 
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que nos facilitara en muchos casos el analisis de la continuidad de -

una aplicacian lineal. 

1.2.2 Proposician 

Sean E Y F EVNK y £: E ---+ F una aplicacian lineal. 

Las siguientes condiciones son equivalentes 

i) £ es continua en E 

ii) £ es continua en cero. 

iii) £ es acotada en la bola B(p,r). 

Demostracian 

'.' iii) =;» ii) " 

Supongamos II rex) II F < M para todo x f: B(o,r) y sea e: > 0 • 

Hagamos II YII E ~ \t- ,entonces II ~ Ik:s r , como· ~ f: B{o,r) 

se tiehe que 11£ ( ~ ) i ~ -: M , de donde II fcY) I~< e: 

o sea, £ es contlnua en 0 . 

" ii) => i)" 

Como £ es continua en 0 , a todo e: > 0 corresponde un 0 > 0 

t.q. IIY "E < c5 =:> II £ (Y) l~ <e: 

Sea a € E, entonces IIx - al~ < 0 => /I rex-a) II F < e: (2) 

por otro lade , II rex-a) II F = II f(x) - f(a) 11 F (3), 

de (2) y (3) : !Ix-ailE < 15 => II fex) - fCa) " < e: , es

decir, £ es cont1nua en a ; y por ser a fijo y arbitra -
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rio se conclU)~ que f es contlnua en E. 

IT i) => iii) " 

Sea f continua en E y € > 0 ; entonces existe 15 > 0 t.q. 

II y!~ < <5 implica II fey) I[ p < € 

Sea x '8 B(o,r) , 0 sea , II x liE < r 

Tomemos <5 
lIy liE = 

0 lIx liE 
15 Ilx liE y = - x , - <: 

r r - Il x ll E 

entonces lIyll E < 0 implica II f (y) II p = II f ( ; x) lip < £, -
de donde, II f(x) II p < r£ 

6 

Es decir, f es acotada para todo x 8 B(o,r) 

Siguiendo con nuestra b6squeda de "criterios de continuidad" -

vamos a referirnos al espacio L(E;F), de las aplicaciones lineales 

y continuas de E en P , Y a la nonna "sup" definida en el. 

1.2.3 Definicion 

Dada f 6 L(E;F) , E Y F EVNK; para todo x 8'B(0,1) las -

normas Ilf(x) II F son acotadas, par 1.2.2 ; luego, existe el -

sup II f ex) II F . 
xbB(o,1) 

Llama.remos a este supremo la norma ' de f y 10 denotaremos II f II F • 
Tambien, por comodidad usaremos B en lugar de B(0,1) . 

En la siguiente proposici6n demostraremos que, efectivamente, II flip -

es una norma en L(E;F) y se probara tambien la relacion 

, II£Cx) 1/ p :: II f II F II x II E que se convierte en un a'lL"'{iliar valioso en 

futuras demostraciones . 
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1.2.4 Proposici6n 

Con las notaciones de la definici6n 1.2.3 se tiene 

i) "x € E , II £Cx) /I F 5 II f IIF II x liE 
ii) el nUmero /I £ IIF = sup_" fex) II F es una noma sobre -

xE:B 
LCE;F) . 

Demos trac i6n 

i) Por 1.2.2 , para todo x € B 

Consideremos x 6 E, x t O. 

se tiene II f Cx) II F ~ II f 1/ F • 

Si Y = ~ entonces 
. 11 xII ~ 

II fCy)1l F = --L II rex) II F < 11 1£ II F 
II x /I E 

(4) 

luego, de (4) II fex) II F ~ Ilxll E IIfll F . 

ii) II 1/ Festa bien definida ya que f est a acotada en B 

y el supremo es fu1ico ; II II F es positiva, luego 

+ II II F: LCE;F) ----~ lRo 

NJ) /I £ II F = 0 ssi II £ex) II F = 0 ,V x E: E 

ssi fex) =O,Yx€E 

ssi f i: 0 

N2) lIA£ II F = Sup III. fex) II ~ =IAI II f II F 
yC:.B .. 

N3) II f + g I~ = Sup II (f + g)(x) II F < II f II F + II g II F 
x€B 
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El criterio, finalmente, de continuidad aparece en la proposi

cion siguiente: 

1.2.5 Proposicion 

Sea f una aplicacion lineal de E en F ; E Y F EV1nC. 

f es continua en E ssi existe M b lIt t.q. 

\I f(x) II p ~ M II xII E V x £ E (5) 

Demostracion 

Si f es contlnua , es acotada en B ,luego 

II fC-"'<) II F ~ II flip H xl[ E ,para todo x 8 E. 

. Sea M = II flip . 

Reciprocarnente, si existe M t.q. se cumple (5}, 

entonces II f (x) II p ~ M I! x II E implica que f es continua en 

cero, luego, en E . 

Dadas las aplicaciones £ y g , ~ b L(E;F) y g 8 L(F;G) . 

se sabe que g of (; L (E; G) . La relacion entre I gO' f II G y II f II F ' 

II gil G aparece en la siguiente proposicion: 

1.2.6 Proposicion 

II g~ iI G ~ II gil G II £11 F (6) 
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Demostraci6n 

Sea x € E fijo y arbitrario . 

II gofll G == Sup II (go£) (x) II G 
xbB 

= Sup II g(f(x)) II G 
x8B 

< Sup II gil G II fex} II F -
xbB 

< Sup Ilg iI G iI f II F Ilx II E -
xbB 

< II g II G II f II F 

En el teorema J.2.7 veremos que el espacio L(E;F) es de Ba -

nach si F 10 es . Este SeTa el ultimo resultado de la secci6n J.2 • 

En 1.3 trataremos 1.D1 tema nruy utH e import ante : normas equivalentes. 

1.2.7 Teorema 

Sean E Y F E.V,N.K. Si F es 1.D1 espacio de Banach, enton ~ 

cesL(E;F) es otTO espacio de Banach. 

Demostracion 

Sea (£n)n€N una ~~cesi6n de Cauchy en L(E;F) , debemos de

mostrar que es convergente en LCE;F) • Sea e > 0 , existe -



ent once s no€N t.q. V n, m? no , I £n - ~II F<E 

Por 1.2.4) para todo A'"€E y para n, m ~ no , se tiene 

II ~ ex) - ~ (;x) II F:: e; II x II E 

.16 

(7) 

Consideremos ahora x€E fijo y arbitrario, entonces la suce -

si6n de Cauchy (~ex)) n€:JN es convergente en F , por ser es

te de Banach. 

Sea la aplicaci6n f, f E ~ F 

x I ) fex)::: Lim fn ex) 
n-+ oo 

probemos que f € L (E; F) • 

f es lineal, ya que : 

a) f(;x + y) = Lim ~ LX + y) ::: 
n-+oo 

Lim f (x) + Lim f (Y) = f(x)+f(y) 
n n n -+<» 

b) f( x) = Lim fnCA x) = A LLl fh(x) = A f(x) 
n-+ oo n __ oo 

Se debe probar ahora que f es acotada en B. 

Dado E = 1 ,existe n~€ :IN 

o sea, para todo x € E : 

II ~ (x) - ~l (x) II F -( II x II E ,por (7), 

. entonce s, /I f(x) - fm (x) II F::: II L:bn f ex) 
n - ~ (x) II F 

n-+ oo 

::: Lim II f.. (x) - ~ (x) /I F n 
n-+ oo 

< IIx li E -



Por otro lado, II f(x) II F:II f(x) - ~(x) II F + II fro (x) II F 

: II x II E+ II fnt II F II x II E 

< C1 + II fmll F) II xII E ' V x (;) E 

.17 

es decir, f es acotada en B; luego, por la proposici6n 1.2.2, 

f es contlnua . 

Se tiene hasta el momenta que f es lineal y conttnua • Pro ~ 

bemos, para finalizar, que fn - __ I f \ sea €: > 0 ; existe 

no € IN t.q. para todo n, m ~ no: 

II fn·-fm IlF < €: 

o sea, II fh (xl - ±in(x) II F ~ €: II xII E V x € E , "'V n, m:: no 

haciendo que m tienda a infinito: 

II frt(x) - fex) II F ~ €: II x II V x € E , V n, m:- no 

es decir, !I fn - f II F:: €: ,para n: no 

Luego, (~)n €JN converge a f. 

1.3 Isomorfismos entre espacios vectoriales normados; isametrias y 

normas equivalentes . 

La noci6n de isomorfismo entre espacios vectoriales se va am -

pliar, para espacios vectcriales normados , agregando la condici6n de 

que el isomorfismo sea un homeomorfismo . Se entiende, en el presente 

contexto, que al decir " isomorfismo" nos estaremos refiriendo a iso -

morfismos entre espacios norw~dos. 



.18 

1.3.1 Definici6n: 

Sean E Y F EVNK Y f: E F 

1) f es tm isomorfismo si : 

i) f es lineal contlnua 

ii) existe una aplicacion g lineai y continua t.q. 

gof = i~ Y fog = i~ 

2) f es tma isometria si 

i) f es lineal 

ii) f es biyectiva 

iii) II fex) II F = II xii E ' "x 8 E . 

1.3.2 Observaciones 

a) Toda isometria es un isomorfismo entre EVNK. 

En efecto : f y su reciproca g estan acotadas en la bola 

tmidad, II f II F = Sup II fex) II F = Sup II xii E = . 1 , 

xbB x€B 

II g(f(x))II E = II xII E que equhrale a afinnar que son con 

tinuas y, por 1. 3.1 , se sigue que f es un isomorfismo. 

b) No todo isomorfismo es una isometria . 

En efecto : Una homot ecia f: x ---+1 fex)= A x, .1 1-.1 + i, 
no cumple iii) de 1.3.l~2 

II fex) II F = II A X II E= .1 A I II x II E t II x II E • 
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1.3.3 Definici6n 

Sea E un EVNK Y II II ,II II dos nonnas en E • 
1 2 

Se dice que II II] Y II 112 son equivalentes si definen la mis 

ma topologia en E • 

La definicion anterior no es pr~ctica para ser utilizada como 

"criterio de equivalencia" • La proposici6n 1.3.4 nos dara infonnacion 

para saber si las nomas dadas son equivalentes • 

].3.4 Proposici6n 

Dos nomas II II] y 

el cociente )lxll2 

II II en . E son equivalentes s;i. y solo si 
2 

II xiII 
, x + 0 , est§. mayorado y minorado por nli-

meros positivos. 

Demostracion 

Definamos las dos apli caciones biyectivas lineales siguientes~ 

I E II III ---__ I E 
II 112 

si se demuestra que son continuas tendremos que ides un ho -

meomorfismo y esto garantiza que II III y II 112 definen la misma 

topol ogl.a . 

id, e id2 son contlnuas ssi existen constantes positivas ta

les que 

II id ex) II 
] 2 

II id 2 (x) II 
1 

< p IIx I[ 
1 

< Q IIxli z 
(8) 
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(8) se cumple ssi II x II < p II x II y II x II < Q II x II 2 - 1 1 - 2 

Ilx 11 2 1 II X liz 
ssi < P y- < 

IIx III - Q - II X III 

II X li z 1 ssi m< < M ; M = P ,m =-
II xI II Q 

En un espacio vectorial normado de dimension finita la "cues

tion de equivalencia" se simplifica rnucho . Tal afinnacion se basa -

en el siguiente teorema: 

1.3.5 Teorema 

En un EVNK de dimension finita todas las nOl'mas son equivalen-

tes. 

Demostracion 

Sea {el ,e2, ... ,en } una base de E y II II una norma sobre 

E . Tomemos x € E, fij o y ar bitrario , 

n 
x = ') (1. e. C91 

U J_ 1 

i = 1 

consideremos la nonna II x II I = r I I ~ 12} 1/2 

ti =l 

bastara probar que II II y II II son equivalentes . 

< 

n 
II xII ::: II I 

i=1 

(1. e. II <.: 
1 1 

[r f·i t~ . 
i=1 
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n 
haciendo M = I II e·1I 1 

se tiene II xII ~ M II X II (101 

i=1 

Falta ahora encontrar 'lnla constante TIl >0 tal que 

mil x II ~ IIxll 

Supongamos que no existe esta constante 

V n6lN , existe Yri.8E t.q. II Yn ll > nllY 1I 

cuando n __ ()O 

m • Fntonces, 

entonces H YnH __ 0 

II Xnl? 

Sea x =..2lL claramente II x II' = 1, 'in y II x II ---+ 0 
n II YnH' n -n 

cuando n __ - ()O 

I 

Como todos los ~ tienen noma II II igual a 1 , el teorema de 

Bolzano-Weistrass dice que existe 'lnla subsucesi6n ~ de xn que -

converge a un P'lnlto x' . 

Fntonces: 

II Xl - xlII -+- 0 n 
n -+- ()O 

'I , 
luego II x.A 11- II x'l! '- de donde II xli! = 1 , 0 sea, - x'f 0 . 

I 

Usando la relaci6nll xii < M ilxll tenemos: 

III x~ II - II x II \ < M II x~ -x'II' 

Por 10 tanto, II x~1I -+- II x ' II · 

Por otro 1 ado , II x~ II es una subsucesion de II ~ II --- 0 ; luego, -

debe de ser II Xl. II = 0 ,0 sea x'= 0 . 1.0 cuales contradictorio . 

BlaLtOTECA CENTRAL 
UHIY£MID ...... n .AL.V" .. " 
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Resultados que se obtienen a partir del teorerna 1.3.5 son los 

siguientes: 

1.3.6 Coro1ario 

Las nonnas II Ill, II 112 Y II 113 1 datlas en 1.1.3 , sobre ~ 

]Rn , son equivalentes . 

1.3. T Coro1ario 

Sea F un EVNK. Toda ap1icacion lineal biyectiya f" 

'f : lRu ---, F es un isomorfismo • 

Demostrac16n 

,Por 1.3.1 basta demostrar que f y su reciproca son conti ~ 

nuas. 

+ Sea p : F --~~ JRo una nonna sobre F. La compos1.ci6n 

Po f es una nonna en JR,n . 

En efecto : 

N3) (p'o.f) (x) ~ 0 ssi p(f(x)) = 0 

ssi f(x) == 0 

ssi x = 0 

N2) (Po£) (Ax) = , p (f(AX)) 

== , p(Af(x)) 

~ 1>.lp(f(x)) , 

" I A 1 (po£) (x) 
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N3) (po£) (x+y) = p (f(x+y)) = p (fex) + fCy)) 

< p (f(x)) + p (f(y)J 

< (pof) ex) + cpotl (Yl 

Asi, pof es equivalente a la norma euclidea (1.1.3-iii) 

luego, por 1.3.4 existen reales positivos my M tales que 

Vx€IRn , XfO, 

de (12) 

m 

m 

< (po£) (x) < M 

- II X 113 

< p(f(x)) < M 
- IIxll 3 

p(f(x)) = II fex) 11< M II x II 
- 3 

II f(x) II < M II x II 
- 3 

luego, por 1.2.5, f es continua en x . 

En forma similar se demuestra 1a continuidad de f- 1 

(J 1) 

(12) 

Siempre trabajando con espacios de dimensi6n finita, que seran 

los que nos interesen en los 1lltimos capi tulos, se tiene el siguiente 

teorema. que nos ofrece otro "criterio de cont:inuidad" 

1.3.8 Teorema 

Sean E Y F EVNK de dimensi6n finita n . 

Entonces: 
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i) E es tUl espacio de Banach 

ii) Toda aplicacion lineal f, f : E ~ F , es continua . 

Demostraci6n 

i) Sea {l; 1 ,E;2 , ••• , E; } Wla base de E. La aplicaci6n t, n 

t:JRn 
t E 

n 
(a a a ) ,...., --.of-. \' ~ t'1' , , ... , n (. ~'" 

1 2 
i=1 

es lineal y biyectiva, entonces, por 1.3.7 , .es un isomofismo 

entre llf y E . Luego ? es de Banach, ya qUe si existe tm is,2. 

morfismo entre dos espacios norrnados y si uno de e1los es com

pleto, tambien 10 es el otro. 

ii) Sea f : E ---+ F Wla aplicaci6n lineal y x G E . 

* definamos II x II = Sup { II x II ,II fex) II F } . 

* E * II II asi definida es tma noma. Por 1.3.5 , II II E Y II II 
son equiva1entes ; por 10 tanto, existe M> 0 t.q. 

(3) II x II * '5. M II x Ii E ' " x € E . 

La desigualdad (3) implica que II f(x) II F'5. M II xII E ' V xQ3 

luego, por 1.2.5 f es continua . 

1 .4 Producto Cartesiano, Sumas Directas y Productos Cartesianos -

Notmados . 

Vamos a tratar primero el producto cartesiano y suma direct a 



.25 

de espacios vectoriales arbitrarios para estudiar luego el caso de e~ 

pacios vectoriales normados . 

1.4.1 DefiniciOn 

Sean EyE dos espacios vectorialessobre K y E sU ptOduc-
, 1 2 

to cartesiano , E = E X E . De£in:imos en E las siguientes ~ 
1 2 -

raciones: 

x + Y = ex + y ,x + y ) 
1 1 2 2 . 

a X = (a X ,a X ) 
1 2 

E con las operaciones antes definidas es un E V K • 

Se definen tambien las proyecciones de E con respecto a E y 

E a las aplicaciones 

P E IE P E ~ E 
1 1 2 2 

XI )X XI ~x 
1 2 

en donde x = LX ,x ) € E . 
1 2 

1.4.2 ' 'Definicion 

Sea E un EVK y sean El y E2 dos subespacios de E • Se di-

ce que E es la suma directa de El con Ez , E = E1 @ E2 , si 

todo elemento X € E se representa, de manera Unica, en la for 

con x. € E. 
1 1 

La definicion anterior equivale a decir que E = El + Ez Y 

El n H2 = {o } 
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Si E1 Y E2 son espacios normados E = E1XEZ tambien 10 es, 

Y 1a norma que se define en E es 1a siguiente: 
+ II II ex>: E ----+-. Ro 

Se puede verificar facilmente que II lleo es una nonna. Luego, 

el producto cartesiano de dos EVNK es otro EVNK. Mas aUn, 

1a proposici6n que sigue afirma que si El Y EZ son espacios -

de Banach, tambien 10 es su producto cartesiano. 

1.4.4 Proposici6n 

Si El Y EZ son espacios de Banach, E = El X EZ es otro espa -

cio de Banach. 

Sea (~'Yn)n8W una sucesi6n arbitaria de Cauchy en E ,Y -

£ > 0 • Entonces existe n o6W t.q. 

o sea, 1\ (xn -xm' Y n -Ym) II ex> < £ 

de donde Sup{ II xn-xm ll EI ' II Yn-Ymll E2 } < £ (14) 

(14) implica que II xn-~II E
1
<£ Y II Yn-Yrrill E2 < £ , V n, m' ~no 

Luego, 3! Xo 8 E1, Y0 8 EZ t.q. 

Probemos que (xn,Yn) 

Tenemos que 

II xn - xm II E 1 < £ 

II Y n - Y mil E2 < E 

X· --Xo n 

, 'i n, m .:no 
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Definamos, con n fij 0 ; 

rm = II xn - xm ll El Y (lm =11 Yn -- Ym" E2 (15) 

entonces, por continuidad de las nonnas II II El Y II " E2 

existen Lim r - - Y Lim C)n 
n -+m"" m -+ co 

= II x - Xo II E <€ , V n ..>no n 1 

Luego, (Xn , Y n) -----+-. (2<:0, Yo) 8 E • 

Consecuencia inmediata de la proposici6n anterior son los si -

guientes resultados : 

1.4.5 Corolario 

a) :nf1 Y a;ffi son completos con II(x 1 ,"', Xn) II 2 ~ Sup I !xi II 
i=1,2, •.. ,n 

b) El producto finitos de espacios de Banach sobre K, es de -aa 

nach, dotandolo de la noma Sup. 

La secci6n 1.5 amplia 10 estudiado en j. 2 Y nos da "herramien ... 

tas" , junto con 1.6, para entrar al estudio de las ecuaciones di-

ferenciales lineales. 
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1.S El Espacio de las Aplicaciones Lineales Continuas 

Consideraremos primero el caso algebraico bilineal. 

Sean E1 ' E2 Y F EVK • 

1.S.1 Definicion 

Una aplicacion f, f E, x E2 ---.... ~ F , se llamabilineal 

si: 

1) f (xl + y 1 ' xz) = f (x1' xZ) + f (y l' x 2) 

f (~ x1 ,xz) = Af (xl' xZ) 

Z) f (x1' X z + y 2) = f (x1' 2) + f (x" y 2) 

f (x1' t.. xz) = A £ (x1, x 2) 

para x1'Yl 8 E1 ; x2,YZ b EZ ; t.. 8 K 

La definiciOn anterior equivale a 10 siguiente; 

Las aplicaciones .parciales f 1 Y f2 : 

En general; 

].5.2 Definici6n 

Sean E1, E21"' ~ En y F EVK. Una aplicaci6n f, 
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f : E1 x E2 ~ ... KEn ----+1 F se llama nrultilineal si, 

Vk, k = 1,2, ... ,n y toda n - ada 

(a1,a2'···'~_1' xk' ~+1"' " an) con ai i = 1,2, .•. n, 

i + k , son fijos, la aplicaci6n parcial fk ' 

F 

es lineal • 

Sea ahora el caso que E1, ••• , En y F son EVN • La siguiente 

proposicion es una generalizacion de la proposicion 1.2.2 • 

1.5.3 Proposicion 

Sean E1 ' ..• ,En y F EVNK, Y f: E1 x: ••• ><"En ----10-1 F l.ma 

aplicaci6n multilineal 

valentes : 

Las siguientes condiciones son equi ~ 

i) f es contrnua en El~ " .x En = E 

ii) f es contInua en el ori gen (0,0 , • .. , 0) b E 

iii) II f(x1 , ••• xn)!! esta acotada en el producto de bolas uni ~ 

dad II x1 II 1 ~ 1 , ... , II ~ II n ~ 1 

Demostracion 

" i) => ii) 11 

inmediata 
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" ii) = iii)" 

Camo f es continua en (0,0 , . .. 0), la imagen reciproca de la 

bola unidad en F , Bp (0,1) es un vecindario de [0,0, .•. ,0) 

en E, entonces existe r >0 t.q. 

(II x·lI· < r , i= 1,2, ... ,n) =>11 f(x1,.·,x )11< 1 
1 1 - . n·· 

Si los x· estan en bolas unidad : II x·1I . ;:; 1 ; i ;:; .1,2,.,. ,n 
111 

ell r x·1I . < r) =>11 fCrx , ... ,TX )11< 1 => fOe , ... ,x) < 
- 11- 1 n - 1 n-

se sigue as! iii) . 

" iii) = i) 'I 

Sea M >0 t.q. ell xiII i :: 1 : i::::1,2, ••• ,n) => 

=> II f(x , ... ,xn) II < M , Y 
1 -

sea (Xl""'~) 8 E fijo yarbitrario 

~ 8 B 
II xiI! . 

1 

II 

(0,1) , luego por iii), 

entonces II f(x , ... x ) II < M II x II 
1 . n - 1 1 

por ser .f multilineal . 

x. to, i=1,2 t ••• ,n 
1 

II xn II n ' Y (Xl"" ,Xn)8E, 

(16) 

Sea a:::: (a , a , ... , a ) 8 E un punto fijo y arbitrario . Probe 
1 2 n 

mos que f es contlnua en a. 

f(x., ... ,x) - fea , ... ,a) = fex -a , ... ,a) + ... 
I n 1 n 11 n 

••• + f(xl'·· .. '~-1 ' xn - an) 

II fex , ... ,x) - f(a , ... ,a)1I < II f(x . -a . , ... ,a)1I + •.• + 
In 1 n l I n 

1/ f(x "'I X l'X -a)1I 1 n- n n 

."--
BI8LiI..)ILC.A CENTP"'l I I UN'"E"'SIO 0 DE: ilL -S-'L"_oe" 

_l 
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< M II x. -a. II ..•.. II a 11+.·· + M II x II .... II x -a II , por (16) 
- 1 1 1 nn lIn n n 

si II x· -a. II < e: ; i=1 ,2, . . . ,n ; entonces II x·ll· - 11a· " .. < e: , 
1. 1. ill 1. 1-

.~. : Ilx. II < lIa. II + € ; 0 sea, existe lID m:imero A >0 t.q. 
1. i 1. i 

(llx.-a·1I < € ; i=1,2, .. .,n) => IIx·1I , < A; V i=1,2, •.. ,n 
11.- 1.-
. 1 1 

luego, 
n 

II II n-l 
f(x

I 
, .•. ,~}) -f(al,'" ,an) ~ MA . I n-] 

II Xi -ai II L ~ nMA: e" (17) 
i::o:l 

De (17) se sigue que a medida que xi -_. ai ' Vi, 

luego, f es contlnua en a por 10 tanto, en E. 

Si demotamos LeE , ... ,E ;F) al conjunto de las aplicaciones ~ 
1 n 

multilineales continuas, y tencmos en cuenta que : 

a) 'L eEl , ... ,En;F) es subespacio vectorial del espacio vectorial -

de todas las aplicaciones de E·x ..• x E en F 
1 n 

b) la aplicacicm II II : 
II II: L (E

l 
, ... ,1\t;F) ----) lR~ 

f -----+, Sup II fex , ... ~) II 

~~o,1l 
1. 

es una norma en E x ... x E 
1 n 

se obtiene el siguiente resultado: 

1.5.4 Observaci6n 
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1.6 La Isometria Natural 

Sean E,F Y G EVNK. Nuestro interes es mostrar que los espa

cios vectoria1es normados L(E,F;G) y L(E;L(F;G)) son iso -

marfos . Para. lograrlo, se demostrara que existe una isometria 

r entre los dos espacios mencionados . 

Sea f£L(E,F;G), nuestra "candidata" a isometria es r 

r: L(E,F;G), ---------+~ L(~;L(F;G)) 

f: ExF ~ G x - g(x)=fx:F - G 

(x,y) ~ f(x,y) y - f(x,y) 

f --------+ r (f) = g 

(r(f) (x)] (y)=(g(x)) (y)=fx(y)=f(x,y) 

A continuacion, probaremos que tiene sentido la forma de defi-

nir r . 

1) Sea x€E fijo y arbitrario . Probemos que g(x) € L(F;G) • 

i) g(x) es lineal, puesto que 

[g(x)] (AY +y )= f(X,AY +y ) 
1 2 1 2 

= Af(x,y )+f(x,y ) 
1 2 

= A [g(x)] (y) +(g(x)J(y) 
1 2 

ii) g (x) es continua . 

II [g(x)] (y) 1~ = II f(x,y) II ~ It f II II x II II y II 
II g(x) II -: II f II II x II (18) 

luego, g(x) es continua en F. 
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2) Probemos ahora que r(f)::; g-€ .L(E;LCF;G)) 

i) g lineal, ya que 

gC<;&xI + X2) (y} = f(~l +X2 ,y) 

= a£Cxl,yl + f(X2,yl 

= [ag(xd + gQc21J -cr) ; xi€E, y€F • 

ii) g es continua . En efecto : . 

II g(x) \I ~ II f II II x II ,por (18) 

:. 1\ g II < II f II , luego g es continua . 

De i) e ii) se sigue que r (f) € L(E ; L(F;G)) 

3) r es lineal y continua 

i) Sean: x€E; y€E ;f ,f €L(F;G); A 81(, fijos y arbitra
l 2 

rios. 

[ [ r ( afl +~ ) J ex)] ey) = [af l +£z.) (x,y) 

de donde : 

ii) II r (f) II = II g II ~ II £ 1/ 

= a f1Cx,y) + f 2 (x,y) 

= a [[r(fl )} (x)] (y) + 

+ [[r(fz)jCx)} (y) 

={a[r(f1)1 (x) + 

+ [r (£2) J (x)} (Y), Vy,Vx 

Por 10 tant:J , r es continua y II r II < 1 
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Definamos ahora una aplicaci6n w en sentido inverso: 

tp: LeE; L(F; G) ----------+1- L(E,F;G) 

g:E --+- L(F;G) (x,y) ---+ tpCg) (x,y)=f(x,y)=g(x)y 

x--+- g(x):F -- G 

Y ---+ g(x)y 

g ----------1'-, tp (g) = f 

se demuestra que : si g€L(E;L(F;G)) y dados xSE e y€F 

arbitrarios, la aplicaci6n f = tp(g) 

f : EXF I G 

(x,y) , g(;<)y 

es tal que: ftL (E ,F; Gl 

II f tI = II tp (g) II < /I gil 

111/'11 ~ 1 

Finalmente, se prueba que 

fqtp = id (L(E;L(f;G)) y 

tpor = id (~(E,F;G}) 

(rotp)(f) = re1/l (f)) = reg) = f 

(tpor)(g) = . tp(r (g)) = tp (£) :::: g 

Por ultimo, hay que verificar que r preserva las nor.mas: 

tenemos: 1 = II tpor II < II tp II II r II 

por otro lado, II rll ~ 1 y 111/111 : 1 ; luego, II tpll=l y !lr II :;] 

II r (f) II ~ II r II II f II -: II f II 
II f II = 111/1 (g) II ~ II 1/111 II gil; II g II = II r (J) II 

o sea, II r (f) II = II f II, luego r es tma isometrla • 



1 21 DESC(J\'ffi;ICION II JORDAN 

2.0 Introducci6n 

Dado un endomorfismo lJ en un espacio vectorial E de dimension 

finita, es a menudo indispensable encontrar una base de E tal 

que la matriz asociada a Jl , con respecto a tal base, sea 10 -

mas. simple posible. La mayor "simplicidad" la encontraremos en -

las matrices diagonales. La herramienta mas util en esta ocasiOn 

es la teoria de los vectores propios, que suele ser suficiente -

en la mayorla de los casos. 

Cuando no sea posible encontrar una matriz diagonal, nuestra -

''mayor simplicidad" la encontraremos en las matrices de Jordan. 

Es necesario recordar, en nuestro "contexto j ordanico", la no -

ciOn de subespacio estable por un endomorfismo: Sea lJ: E ---+ E 

un endomorfismo y D un subespacio de E . Se dice que D es -

estable por lJ si lJ(D)cD . 

2.1 Vectores prOpios y valores propios 

2.1.1 Definicion 

Sea E un EVK, K conmutativo ; p :E ---+ E un endomorfismo • 

Decimos que xbE, X+ O, es un vector propio (eigen vector) de lJ 
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si Jl ex) = . AX, AEK. Al escalar A se Ie llama valor propio 

(eigen valor) asociado al vector propio x. 

2.1.2 Observaciones 

a) Si x es un vector propio de Jl, el subespacio vectorial D 

de E engendrado por x es estable por Jl • 

En efecto: sea y€D, y es de la forma aX, con aEJ(. 

JlEK. u(y)= u(ax) = aJl(x) = a(Ax) = A(ax) , de donde Jl(y)€D, 

o sea, Jl(D)cD, por ser y fijo y arbitrario . 

Reciprocamente, si una recta D pasa por el origen de E -

verifica u CD) cD y todo vector contenido en D es un vector 

propio de Jl. 

b) La relacion Jlex) = AX equivale a decir que x es anulado por 

el endomorfismo )l ~ AI ; luego, para que A sea un valor -

pr opio de u es necesario y suficiente que KerClJ-H) + {O_} 

De aqul en adelante el calculo de detenninantes sera nuy frecuen 

te, especialmente cuando estemos a la "caza" de valores propios. La ra 

z6n de este hecho la da el siguiente teorema. 

2.1.3 Teorema 

Sean E tID EVI<, K conmutativo, y u : E--- E Un endomorfismo . 

Para que >.€K sea tID valor propio de Jl es necesario y sufi 

ciente que 

det l U - A 1 ) = 0 n 
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Deniostraci6n 

Sea U la matriz asociada a J.l con respecto a lma base dada. 

A es valor propio de ~ ssi 3x8Ker(J.I-:\I), x t 0 

ssi ~~AI) ex) = a 
ssi (U- A1n)x = 0 

ssi det(U-:\1n) = 0 , ya que x t 0 

El resultado anterior nos permite ver que los valores propios de 

J.I son las raices de una ecuaci6n algebraica con coeficientes en K. 

Por ejemplo: 

det (U-A1 2) = 0 

al2 J ' [all- A a .. 8K U - A12 =: 1J 
a22 a21 

all- ; al 2 
ssi = 0 

aZI an-A 

ss:i, (aU-A)(aZZ-A) - ' alZaZl = 0 
Z 

a12 1 
a22 -:\ , 

ssi A + (all+ a22) A- alla22- a21a12= 0 

El polinomio, en , A , encont r ado se llama polinomio caracterl'.st.!.. 

co de U . El terna central de la siguiente secci6n es este polinomio. 

2.2 Polinamio caracteristico de una Matriz 

Sea E tID EVK Y ' J.l tID endomorfismo en E 
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Escojamos tll'la base B:or { al ,az,· .. ,an} de E, y sea 

U "" (a-·) 1 < i j ~ n 1a matr i z asociada e. U rcl ..... tiva. a B. l.]' - ,. - , 

Consideremos tarllbien el enclcmorfismo I identidad de E y su 

matriz asociada J ( "\" . • -. 0:· J j ~ .l. J < n 1J - .. ~ 
n. 

La matriz asociada al endomor£ismo lJ~· 1.1 

es : 
, 

a12 ••• Ct11 ! 
Ct22-;' .•• Ct 2n i 

I 
i 
I 

~n2. -.. Ct:!m-:.\! 
! 

/ 

POT e1 teorcma 2.1.3,10:; valo-res prorio::: de ).l ::-;c obticnen a-

parbr de 1a ecuaci6n (1) : 

~ll-A C( 12 . . . (). . f 
~ i 

~ 
(1.21 <lZ2 -A 4 " .az I 

:::t: 0 (1) I 
i 

\lnl ~n2 ~ i n11-:q 

Esta ecuaci6n define tID poJ inomio (In 1,.iD.:oi. indetC'nninada con eocH 

dentes en K. 

Para ilustrar la afinnac':"6n e .... '1.tcrior considcrcmo:;: a1 c~po 

merso en e1 anillo K C .x] de los polimimio:; en u.na indetcrmin<l-

da can coe£icientes en K, Y fonnemos 13. matriz U - x1 
11 

con -

coeficientes en c1 onillo conmutativo K [x J . Su detcnninantc 
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es un elemento de K [x] , se denota PU(x) y se Ie llama 

polinomio earaeteristieo de la matriz U o sea , 

Por las observaeiones anteriores eoneluimos que los valores 

propios de JJ son las rakes en K de la ecuaei6n (3). 
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(2) 

PUCA) = 0 (3) 

Llamaremos polinomio earaeterlstieo del endomorfismo JJ al po -

linomio PUCx) ,donde U es la matriz asoeiada a JJ con res -

peeto a una base cualquiera de E. En eiertas oeasiones se tra 

baja con PJJCx) en vez de PU(x) 

2.2.1 Ejemplo 

Consideremos tID endomorfismo JJ cuya matriz en la base eanoniea 

es . 

(3 -4 0 2 

U= 4 -5 -2 4 

0 a 3 -2 

a 0 2 -1 

Los valores propios de Jl son 1 y -1 . En efecto: 
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3-x -4 0 2 

4 -5-x -2 4 
PU(x) = 0 0 3-x -2 

(4) 

0 0 2 -1-x 

Al resolver (4) se obtiene : 

PU(x) = (x - 1)2 (x + 1)2 (5) 

Y las raices reales de (5) son i\= 1 Y A = -1 . 

Dado que a un endomorfismo II se Ie puede asociar mas de una -

matriz, dependiendo de la base en cuestion, se puede plantear la si -

guiente pregunta: 6Depende PU(x) de la base escogida para determi-

nar U? . La respuesta la da el teorema siguiente: 

2.2.2 Teorema 

1 
Sea E un EVK; U Y U matrices asociadas al endomorfismo 

~ : E --+ E , relativas a las bases (a.) 1 < i < 11 
1 --

y (b i ) J <i < n ' respectivamente . Entonces 

Pu(x) = Pu 1 (x) 

Demosttaci6n 

Sea P la matriz de crunbio de base, entonces 

U1 = pup-l , 



P (x) = det(U1-x1 ) 
U1 n 

= det(pup-l - x1n) 

= det(pup-I - xPP- 1) 

= det{P [U - x1n] p-l ) 

= det P detCU - x1n) det p-l 

= det P det p-l det(U - xl ) 
n 

= det.(U - x1n) 

= Puex) 

2.3 Forma de un Polinomio caracterlstico 

AI desarrollar el deterwinante (6) 

a - X 'l a 
11 12. In 

a a -x ... a 
P ex)= 21 22 2n 
U 

a a a -x 
nl n2 nn 
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(6) 

Se obtiene una SUII'.a de n! terminos; el tennino "principal" es 

e1 producto (7): 

(a -x) (a -x) ..... (Clnn-x) 
11 22 

(7) 

Cada uno de los S1.ml8l1dos restantes, es tarnbien tm producto de 

n elementos del detenninante, con.teniendo a 10 sumo (n-2) 

elementos de 1a diagonal principal . 
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Por consjguiente, PU(x) es 1a suma de (7) y de lm. po1inoJJlio de -

grado, a 10 sumo, n-2 en x ; se tiene entonces 

n nn-l (-1) PU(x) = x-(a + ••• + a )x· + .•• 
11 rJi. 

(8) 

o bien 

(9) (_l)n PT'T(X) = ~ - -r (U)?-J + T (U)xD-- Z + ••• + (~J)n '[ (to 
~ 1 2 n 

o sea, Pu(x) es tn1 polinornio de gra.do n en la indetenninada x . 

Los coeficientes T i (U) €K son las f1..Ulci ones polinornia1es de los co~ 

ficientes aij de U. 

El coeficiente TlCU) = all + a 22+ ••• + ~ se llama. Traza de 

la matriz U y 10 denotaremos TrCU) . 

Por otra parte, si x = 0 , 

PU(x) = detCU - 01n) = det(U) 

de (9) y (10) : 

T (U) = det (U) 
n 

2.3.1 . ·Ejemplo 

Con 1a rnatriz U de 2.2.1 

Pu(x) 
2 = (x -

2 4-
1) = x - ZX2 

PU(x) 
4 3 2 

+ 1 = x + (O)x - 2x 

en (12) o = Tr(U) 

1 = det(U) 

o sea, (12) tiene 1a forma. 

+ 1 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 
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2.4.1 

.43 

Exist~nd.a de Valores Pr<2122.pS 

Definicion 

Sea K un cuerpo cornnutativo . Se d.ice qu.e K es algebrai

camente cerrado si todo polinond.o no constante de K I x I po -

see por 10 menos una raiz en K; 0, equivalente, si todas -

las raices del polinomio estan en K. 

La estrecha relacion entre raices del polinomio caracterlsti 

co y val ores propios de un endomorfismo queda de manifiesto nuevamen

te en el teorema 2.4 .2 . 

2.4.2 

2.4.3 

Toerema 

Sea K algebraicamente cerrado, E un EVK de dimension fini

ta n > 0 • Todo endomorfismo l.l : E -~ E posee al menos 

un valor propio en K . 

Demostraci6n 

Por 10 visto en 2. 2, los valores propios de l.l son las rai 

ces de PU(x) . Como el grado de PU(x) es n >0 , ver 2.3 , 

y K esta supuesto algebraicamente cerrado, este polinomio 

tiene al menos una raiz en K ,esta raiz es entonces un va 

lor propio de l.l 

Observaciones 

a) Una matriz con coeficientes en un campo no algebraicamen-
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te cerrado puede no tener sus val ores propios en K 

Por ejemplo : 

K = JR, U = [ cos G 

sen0 

-sene] 

cos 0 
J 

los valores propios son cos e ±isen 0, que no son reales -

cuando sen 0 + 0 

b) Sea E tm EVK de dimensi6n finita; K conmutativo y -

algebraicamente cerrado; )' f.l : E -~ E tm endomorfismo. 

Se dice que f.l tiene todos sus val ores propios en K si 

el polinomio P ex) tiene todas sus raices en K 
J.l 

si pode.mos cscribir la relaci6n 

donde Ai son las r aices de P (x) en K y los r· 
1 

, 0 sea 

(13) 

son, 

respectivamente, sus 6rdenes de multiplicidad. Dc 1a mis-

rna manera decimos que una matriz cuadrada U, con cefi -

cientes en K ,tiene todos sus valores propios en K si 

su polinomio caracterlstico tiene todas sus ralces en K . 

Vamos a estudiar, en la seccion 2.5, las nmtrices t r iangula-

res y los endomorfisrno triangulizab1es; en 2.6, matrices diagonales y 

endomorfismos diagonizables, hasta llegar , 2.12, al Teorema de Jordan. 

En todo este trayecto los "valores propios" jugaran W1 papel importan 

teo 
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2.5.1 
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Reducci6n a la FOnDa Triangular 

fufinici6n 

Una matriz cuadrada U = (aij) con coeficientes en un anillo 

se dice que es triangular si a·· = 0 para i > j 6 i < j . En 
1J 

el primer caso se llama triangular superior , y en el segun -

do, inferior . 

2.5.2 fufinici6n 

Sea E un EVK de dimensi6n finita. K cuerpo conmutativo. 

Un endomorfismo u: E -l- E . se dice que es triangulizable si 

existe una base de E , (xi)l<i<n ' tal que la matriz U aso 

ciada au, con respecto a esta base, es triangular. 

La definici6n 2.5.2 equivale a decir que existe una base tal que: 

U(XI) = all Xl 

U (Xz) = alZ Xl + a22 X2 (14) 

las igualdades de (14) se obtienen de la siguiente manera 

all 0.12 aln 1 

[~: : 1.1 (xl) = UXI = 0 0.22 o.2n 0 = = 0.11 X I ... 
0 0 ~ 0 
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(XlI (Xl2 (XIn 
r ~ r (X 12 

0 (X22 ct2n J.I(X2) = UXI= 

t· o· 
= t~2~)' (X12 Xl +(X22 X2 

0 0 (Xnn 

all (X 12 (Xm I 0 

lJ (Xn) Ux = 0 (X22 (X2n 0 (XlnXl+"'+ (Xnn Xn = = n 
0 0 (Xnn 

J 
1 

Ademas, a partir de (14), se concluye que lJ tienc al menos un valor 

propio en K , a saber . (X 11 . 

En los siguientes teoremas veremos criterios para determinar cuando 

un endomorfismo es triangulizable; en que condiciones 5e puede obte -

ner una matriz triangular a partir de una matriz U dada, etc. 

2.5 .3 Teorema. 

Sea E un EVK de dimension finita; K conmutativo y 

u : E ----+ E un endomorfismo u es tri311gulizable 51 y solo 

si u tiene todos sus valores propios en K 

Demostracion 

Supongamos que u es triangulizable, entonces existc una base 

\.r X .). tal que la matriz U es triangular 
1 l~l,!n 

U = 

o o 
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1uego, 

all-x a12 aln 
0 a22-X a2n 

Pu(X) = :::: (all-X)'"(ann-X) 

0 0 ~m-X 

como los a·· son elementos de K se sigue que ~ tiene todos sus 1J 

val ores propios en K 

Para demostrar en e1 otro sentido vamos a considerar primero que K 

es algebraicamente cerrado. Debemos probar que todo endomorfismo de E 

es triangulizab1e. 

Consideremos e1 endomorfismo ~ : E --+ E . Como K es algebraicamen 

te cerrado, ~ posee al menos un valor propio, es decir, existe un e~ 

calar all Y un vector no nulo XltE t.q. (15) 

Sea D e1 subespacio vectorial de E generado por xl ' D es esta -

ble por j.l (ver 2.l2-a), Y sea F un suplementario de D en F 

de suerte que E es la suma directa de F Y D ,E = D @ F, (ver de

finicion 1.4.2) . Designemos por p e1 homomorfismo de E sobre F 

obtenido proyectando cada xtE paralelamente aD, 0 sea: 

p: E-----~ F 

X=Yl + Y2 ---~ 

consideremos tambien el endomorfismo v t.q. 

v : F ----------------+ F 

fcE 
x ------------+> V (x) 

-...:.j.l-+> E ___ .JoP __ -+ F 

---+1 p(J.l(x)) x --~'j.l(x) v (x) 
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Como F es de dimension n-1 podemos, razonando por recurrencia, su-

poner que el teorema se cum~le para F y v; entonces, existe una base 

x2""'~ de F t.q. se tienen las siguientes relaciones: 

(X x + 
nz z x + .•. + 

n3 3 

tomando en cuenta la definicion de v , tenemos 

con ~(xz) = Yl + Yz 

similarmente, se obtiene 

Yl€D, Y2tF; de donde 

~(xz) = (X21XI+ Yz 

~(xz) = (XZlxI + v(X2) 

Y aSl sucesivamente hasta formar el conjunto de relaciones 

~(X2) = (X21x I +v(X2) 

~(X3 ) = (X31XI +V(X3) 

(16) 

(17) 

Como X2,""XU forman una base de F es claro que Xl,X2,""Xu 

constituyen una base de E ,por ser E = D ID F ~ luego usando (15), 

()6) Y ()7) se obtiene 

~(XI) (XllXl 

1l(X2) = (X2l x l + (X2ZXZ 

~(X3) = C13lxl + C132x2 + (l33X3 

II (Xu) = unlxl +C1nzX z + ••• +unnXn 
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entonces, por (14) de la definiciOn 2.5.2, ~ es triangulizable. 

£1 teorema esta demostrado para el caso K algebraicamente cerrado. 

Consideremos ahora el caso de un cuerpo conmutativo K cualquiera y 

razonemos por recurrencia sobre la dimension n de £ ; sea 

l.1 : E --~, E tID endomorfismo. Para n=1 la demostraci6n es irnne-

diata, ya que la base {xl} es tal que U =Cal~ es tria..1J.gular. 

Supongamos que e1 teorema se cumple para n-1 y verifique.mos que se 

a.nnple para n 

Como, por hipotesis, ~ tiene todos sus valores propios en K, tame-

mos un valor propio all Y un vector propio Xl asociado a el. Sea D 

la recta generada por Xl y F el subespacio de dimension n-1 su

plementario de D, E = D ~ F . Consideremos, como en el caso K a1 

gebraicamente cerrado, las ftmcion.es p y v 

p: E ----++ F 
Y=YI +Y2 1>- Y2 

v: F ----+) F 
X 1>- vex) = p( l.1(x)) 

para aplicar la hip6tesis de recurrencia debemos primero demostrar ~ 

que el endomorfisrno v tiene todos sus valores propios en K • 
Sea una base cualquiera {Y2, Y3, ... ,Yn} de F Y sea V la matriz -
asociada a v , con respecto a la base dada ; 

r 
1322 

em1 
V= l 1332 S3n . 

13n2 13nn} 

como se tiene la relaci6n 
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con respecto a la base { xl,y 2, ••• ,Y n} de E ,el endomorfismo )l ad 

mite la matriz U . 

r 

all 

U = 0 

l 0 

all-X 

o 
PU(x) = det(U-x1n)= 

o 

al2 aln 

f322-x .•• S2n 

Snn-x 

al desarrollar por la primera columna 

Bn2 Snn-X 
= (a 11 -x) Py(x) 

de doride : (18) 

La relacion (18) implica que el polinomio Py divide al Pu ' y co 

mo este ultimo, por hipOtesis, tiene sus valores propios en K ; lue 

go, por hipotesis de recurrencia, \1 es triangulizable en cierta base 
1 1 1 1 

{ Y2,··· 'Yn } . Luego, en la base { Xl' Y2,· •• ,Yn } U es triangular. 

En la primera parte del teorema se ha demostrado el siguiente corola-

rio : 

2.5.4Corolario 

Sea E tm EVK, dim(E)=n y K algebraicamente cerrado • 

Todo endomorfismo ~: E ---+ E es triangulizable • 
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Hemos tratado hasta el momenta la "triangulizaci6n" de endornorfismos. 

Veruoos a continuacion la fltriangulizacion" de nntrices 

2.5.5 Corolario 

Sea UE: M en; k) , n ? 1 , K algebraicamente cerrado. Existe en 

tonces una matriz inversible P tal que pup-1 es triangu -

lar. 

Demostraci6n 

La matriz P es la rnatriz de cambio de base, que nos permite 
-J pasar a una base en la cual PUP es triangular . 

2.S.6Corolario 

En las ~~smas condiciones de 2.S.S se tiene que las siguien -

tes afirmaciones son equivalente: 
-1 a) Existe una matriz P inversible tal que PUP es trian-

gular. 

b) U tiene todos sus valores propios en K. 

Una matriz que cumple 2.5.6-a) se lla~ triangulizable sabre K y la 

matriz P puede, en general, no tener sus coeficientes en K, pero 

S1 dentrode un cuerpo algebraicamente cerrado que contenga a K. 

En esta seccion, teorema 2.5.3, no se parte de hipotesis concernien -

tes a la multiplicidad de los valores propios del endomorfismo ~ . En 

la secci6n 2.6 vamos a considerar solo valores propios simples y en -

2.7 valores propios con n~ltiplicidad w2yor que uno; tambien se estu-
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diara la relacion entre las multiplicidades de los valores propios y 

la dimension del espacio E. Cuando se tengan valores propios sim -

pIes, vamos a tener matrices diagonales y endomorfismos diagoniza 

bles • 

2.6 

2.6.1 

Caso en el Cual Todos los Valores Propios sort Simples . 

Teorema 

Sea E tID EVK, K conmutativo. Sea jl: E ---+ E tID endomor-

fismo Y Xl ,X2,""Xn vectores propios de lJ asociados a valo 

res propios Al, ..• An distintos dos ados. Entonces los vec 

tores Xl,.'.'xn son linealmente independientes . 

Demostracion 

Sea F el subespacio vectorial de E generado por 

{ Xl ,X2" .. ,Xn} las relaciones \.l (xl-) = A -x - 1 < i < n 
11' 

n 
muestran que si x€F, X = L aixi, entonces 

n i=1 
\.l(x) = L aiAixi €F , es decir, F es estable por \.l • 

i=1 
Sea ahora el endomorfismo v de F inducido por J..I 

v: F -----:r F 

X ------+) V (x) = \.l ex) 

Dado Xi€F, V(Xi) = AiXi 0 sea que los Ai son valores 

propios de v ; como los Ai estan supuestos distintos dos a 
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dos se ve que v posee al menos n valores propios. Se tie

ne tambien que la matriz V asociada a v es de orden dim(F) 

es decir , Pv(X) es un polinomio de grade dim(F); de don 

de, n: dim(F) . 

Por otro lado, dim (F) : n ya que F es generado por 

{ Xl'" . ,~} . Asi, dim(F) = n, por 10 tanto el conjunto 

{ xl" .. :xu} es una base de F y esto implica que xl'" .Xn son 

linealmente independientes. 

2.6.2 Observaci6n 

La hip6tesis de que los valores propios Ai son diferentes 

dos ados es esencial para ascgurar la validez del teorema an 

t0rior. 

Por ej emplo, si )..l es la aplicaci6n nula 0 la aplicaci6n iden 

tidad y si { Xl"" 'Xn} es un conjunto de vectores no nulos, 

es claro que los xi ' 1 ~ i -: II , son vectores propios de II 

pero no se tiene ninguna garantia de que sean linealmente in

dependientes, tanto para la apl icaci6n nula como para 1a ideg 

tidad, que tienen un solo valor propio, cero y uno, respecti-

vamente. 

2.6.3 Teorema 

Sea E un EVK, K conmutativo, dim(E) = n:: J . 

Supongamos que el polinomio caracteristico P t iene n ralces 
lJ 



·54 

simples AI, 1.2, •.. ,An en K, entonces existe una base de 

E con respecto a la cual la matriz de ).l es diagonal, 

r 
I-I 0 0 

1 u == 
0 A2 0 

I r 

l 0 0 An J 

Dernostraci 6n 

Para cada 1 escojamos en E un vector propio correspon -

diente al valor propio ). .. Aplicando el teorema 2.6.1 los 
1 

n vectores asi obtenidos son linealrnente independientes y 

como su nDmero es n= dirnCE) , estos forman una base de E; 

adernas se tiene, con respecto a la base { xl , ... ,Xn} 

, J I Al 

).l(Xl) = AIXI = l '~' 
0 

[·~~l 
0 

Jl (Xz) = A2X2 == ... , Jl (:xn) = , 
A n 

es decir, 

)'1 0 0 

0 A2 0 
U = 

0 0 An 
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Cotolario 

Sea U8l'1Cn;K), K conmutativo. Supongamos que el polinomio ca 

racteristico de U, PU ' posee todas sus ralces simples 

Al,A2, ... ,An en K yestas son diferentes dos ados; enton 

ces existe una matriz PE: M(n;K) inversible t.q. 

o ... 
-1 PUP = 

o 

Demos trac i6n 

Basta considerar el endomorfismo ~ asociado a U 

II : Kn) y(1 y aplicar el teorema anterior. La matriz 

P es la de cambio de b~ses. 

Conocidosya algunos resultados sobre matrices diagonales, 

pasaremos a estudiar un poco los endomorfismos diagonizables. Muchos 

de los resultados de 2.7 se basaran en los de 2.6 . 

2.7 Caracterizaci6n de Endomorfismos Diagonizables. 

2.7.1 DefiniCion 

Sea E lID. EVK, dim(E):;n; ll: E ->- E un endomorfismo. 

Se dice que Jl es diagonizable si existe una base E tal 



2.7.2 

2.7.3 
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que la matriz U asociada a ~ ,con respecto a la base 

dada, es diagonal. 

Observaci6n 

El teorema 2.6.3 da una condici6n suficiente para que un 

endomorfisrno ~ sea diagonizable; esta es: que el polinomio 

caracteristico de ~ tenga todas sus raices en K y que sean 

todas simples 0, en otras palabras, que el polinomio admita 

n raices distintas dos a dos en K. 

La condici6n anterior es suficiente mas no necesaria. En e~ 

fecto, el endomorfismo identidad es diagonizable pero solo 

tiene un valor propio. 

En esta secciOn 2.7 vamos a tratar la condicion necesaria y 

suficiente para que tm endomorfismo sea diagonizable. 

Definicion 

Sea E un EVK, dim (E) =n , ~: E ~ E un endomorfismo 

Y A . un valor propio de ~ Se llama multiplicidad de A 

como valor propio a la mul tiplicidad de A como raiz de 

PU(x) • Se llama subespacio propio de E asociado al valor 

Eropio A ,E(A), al conjunto de vectores propios de ~ 

asociados a A es decir, 

EeA) = Ker (~ - AI) 



·57 

El siguiente teorema nos proveera de criterios para analizar c~do 

un endamorfisrno es diagonizable. 

2.7.4 Teorema 

En las mismas condiciones de la definicion 2.7.3 . 

Para que ~ sea diagonizable es necesario y suficiente que 

c:umplan las siguientes condiciones: 

a) El polinomio Pu tenga todas sus raices en K. 

b) Para todo valor propio A , la dimension del subespacio 

propio E(A) es igual a la multiplicidad de A como 

ralz de P 
~ 

Demostracion 

Supongamos que se ct~len a) y b) 

Sean Ah 1.0 •.. ,), las raices de P 
q ~ 

sus 

respectivas multiplicidades; di~(E(Ai) = r i , por b) . 

Afirmacion : Los subespacios vectoriales E(Ai) son lineal

mente independientes. 

En efecto: sea x6E , probemos que x puede escribirse en 
a 

forma (inica como x= r x. ; xib EO.i ) , Vi . 
. 1 1. 
1.= 

Supongamos que x puede escribirse tambien de la forma 

x = Yl + yz + . . . + Yq 

x - x = 0 

(19) 
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Se tiene una combinaci6n lineal, no trivial, nula de elerne!!, 

tos de E . Como los zi son vectores propios asociados a 

valores propios A· , di stintos dos a dos, entonces son li-
1 

nealmente independientes y por (19) debe cumplirse que 

z· = 0 , Vi , de donde x· = y . , Vi 
1 1 1 

Como los E(A i ) son linealmente independientes y 
q 

L r i = n , entonces 
i= 

En estas condiciones, una base de E es la reunion de ba -

ses de E(Al) , .'" E(Aq) Y esta formada 5610 de vectores 

propios 

1 
{ X 

1 
, ... , 122 

X
r1

, x , ... , x , . .. , xq 
1 r 2 1 

, ... , 

triz asociada a }l en esta base es : 

o 

o sea,}l es diagonizable . 

. A
ct 

• La rna -

• A 
q 

J 
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Supongamos ahora que ~ es diagonizable . Existe entonces una base 

de E t.q.la matriz asociada a p es diagonal. Asl, se tiene : 

o 
u = 

o 

Asl, la multiplicidad de A·. como valor propio de ~ es r· ; ademas, 
·11 

la dimehsion de E(Ai ) es r i . Por otra parte, los valores propios 

>.. estan todos en K. 
1 

2.7.5 Observaci6n 

La condicion b) del teorema anterior significa que E(>.) po-

see la mas grande dimension posible, en otras palabras, se 

cumple la desigualdad: 

dim{EC>')) ~ P ; P: multiplicidad de A, 

Para todo valor propio >. de p • 

Para probar el resultado anterior sea F = Ee>.) 

(20) 

Es claro que ~(F)cF y que el endomorfismo ~ de F induci

do por ~ es la homotecia de raz6n . A ; el polinomio carac-

teristico ~ es: 

P (x) = (>._x)dimCE(A)) 
~ .. 
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En estas condiciones, para demostrar L20} basta probar 

que el polinomio P ex) divide a P ex) . 
v ~ 

En general : Sea F un subespacio de E estable por ~ y 

sea v el endomorfismo de F inducido por ~ , entonces P divide v 

a P 
J.1 

El objetivo de las secciones siguientes es demostrar el Teo'" 

rema de Jordan. Este teorema trata sobre la reducci6n a la forma trian 

gular de matrices no diagonizables; su utilidad, en nuestro caso, se 

dara en la teoria de las ecuaciones diferenciales lineales. 

2.8 

2.8.1 

El Teorema de Hamilton-Cayley 

Teorema 

Sea E 1m EVa:, dim (E) ::: n ? 1 Y ~: E -r E un endomor -

fismo . Si P ex) es el polinomio caracteristico de ).1 ,en
J.I 

tonces p (~) ::: 0 
~ 

Demostraci6n 

Como a: es algebraicamente cerrado existe l.ll1a base 

B = { Xl, X2, •.• · xn } tal que la matriz U asociada a J.l 

con respecto a B , es triangular 



U = 
o o 

o sea 

Sea X. , l<i<n , e1 subespacio vectorial generado por 
1 --

Xl, X2,"" Xi_l 'Xi Se tiene asi que x€ Xi , 

p(X) € ~ , ya que x = alxl+a2x2+ ... +auxi Y 

~(X)=~[.I a.Xj] = .r aj~(xj) , en donde los ~(Xj) 
J=l J J=l 

5610 dependen de xl"",xi 

Ademas como 
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(21) 

P (x)=(all-x) . .. (ann-x) =det 
~ 

all-X 
a 

a o 
::: I 
<1m-x 

se tiene: 
II : E -----+ E 

P (~): E ----..... ~ E 
u 



Para probar que P (~) = 0 , hay que probar que 
)J 
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\VeE, ~ ~ (ll)] (v) = 0 , es decir, demostrar que V\r€E, 

[PJ,I(u)](v)= (allI-u) •.• (~I-lJ)(v) = 0 

probaremos 10 anterior demostrando que Vi, 1 -:. i ~ n , 

(aliI-~) .•• (aiiI-u) (x) = 0 , V x£ Xi , puesto 

que si se cump1e para todo i, se cumple para xn=E . 
Por inducci6n en i: 

a) para i = 1 : 

(allI-u) (Xl) = (lllXl - U(Xl) = 0 . En este caso basta 

probar con e1 vector d~ 1a base. 

b) Supongamos que 1a afirmaci6n se curnp1e para i-1, i >1 , 

es decir: 

Demostremos que es cierta para i, 0 sea : 

(allI-u) ... (aiiI-u) (x) = 0, vx£ Xi 

Sea x6 Xi ,entonces x se escribe en 1a forma : 

1 
X = I<: Xi + x 

1 
con x € Xi-l ,K € a: . 

afirmacian : (~iiI-~) (Xl)€ Xi-l • En efecto, 
1 I 

aiiI(x ) = aiiX € Xi - l 
y 1 l1(X ) € Xi-l porque xi-l es estab1e por )J 

Ademas, = aii(Kxi) - U(KXi) 

K(aiiXi - ~(Xi))€ Xi-l = 
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Hemos probado que 

[C4iiI-v] (Kxi + xl)f: Xi-I , 0 sea 

[C4iiI-lJ] (x)f: Xi-I ; Y por 10 tanto, por hip6tesis de induc 

cion, es anulado por (C4llI-lJ) (C4(i-l) Ci-qI- ll) yentonces 

(allI-v) (a22I -ll) ••• ( C4 Ci-l) (i_l)I- ll) [(C4ii I-ll) ex)] = 0 

Yx€ Xi . EI teorema se sigue del hecho que para ± = n , 

~ = E. 

La secci6n 2.9 servira solamente como tma ''memoria'' de re-

suI tados. Los teoremas · que se estudiaran solamente seran mencionados 

puesto que, por e1 momento s610 nos interesa su ap1icaci6rt. 

2 •. 9 Teotema de Bezoot 

2.9 .1 Defirtici6n 

2.9.2 

Se dice que dos polinomios f y g son primos entre S1, si 

su Men es un polinamio de grado cero ; es decir, si su Unico 

coman divisor es una constante no nu1a. 

Teorema(Bezoot) 

Si f Y g son dos polinomios primos entre s1, existen 0-

tros dos polinamios f y G tales que 

£(JCl F(x.) + g(JC) G(x) = 1 

BIBI..IOTECA CENT"Al 
UNIVIUlIIIlDAa .... '.L. ..... 



2.9.3 
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Teorema 

Sea E tm EV , dim(E):: n y ].I: E ---+ E un endomorfismo. 

Si F es un subespacio de E estable por ].I , entonces el 

polinomio caracteristico del endomorfisrno v: F --+ F indu 

cido por J..l , divide a P (x) 
J..l 

Pv(x)/p].l(x) 

, es decir , 

2.10 Descomposici6n en Endomorfismos nilpotentes 

2.10.1 Definici6n 

Sea UB M(n;k) • Se dice que U es nilpotente, de indice de 

nilpotencia p si uP :: ill ,pero Up-1 + ill 

2.10.2 Lema 

Sea U tma matriz triangUlar con coeficientes en un campo 

conmutativo K • Si U es nilpotente, entonces aii = 0 , 

para i = 1,2, ... ,n 

Den'tOsttciC:i6n 

Sea la matriz 

[

all 
. a UO 

a 

aln 1 
••• a2n 
... am 

) 



entonces ,Y'R.€N 

por hip6tesis tf = 0 , 0 sea 

. . . n 
Q •• 

11 
= 0 , Vi , luego 0 .. = 0 , Vi = 1,2, ... ,n 

11 

El primero paso dentro del estudio del Teorema de Jordan consiste en 

considerar el siguiente teorerna. 

2.10.3 Teorema 

Sea E un EVK de dimension finita, K cuerpo conmutativo 

y J.l: E - E un endomorfismo. 
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Supongamos que J.l tiene todos sus val ores propios en K y sea 

su polinamio caracteristico, donde los i.. 
1 

son los diversosva 

lores propios de J.l y las r i sus respectivas ~ltiplicidades. 

Sea 

Entonces E es la suma directa de los Ei Y 

dimEi = r i ' 1 ~ i ~ q 



DemostraciOn 

Para simp1ificar 1a notaci6n pongamos: 

P (x) = P(x) 
. lJ 

£. (x) 
1. 

= c\ -x)ri 

= fl(x) ... fi_1(x) fi+1Cx) ... fqCx) 
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( ) rl ( )r. f\ )ri+l ( )r = AI-X ... Ai_ix 1.-1\'''i+l-X ••• Aq-X . q 

Como los A. son dos ados distintos, los polinornios 
1 

gi ' 1 :: i ~q , son primos entre S1, entonces por el teorerna 

2.9.2 existen polinomios hl 8K[ x ] tales que: 

q 

E h. (x) g. (x) = 1 
i=l 1. 1 

q 
para x = lJ tendremos I h. (ll). g. ell) = IE 

. 11.1 1= 

Asi , para cada x€E poniendo 

W· = h. (11) 
1. 1. 

se tendra 
q 

L w1.' (v. ex» = x . 1 1. 1= 

es decir, x = WI (VI (X») + ... + Wq(Vq(x» , en otras palabras, 

los wi(vi(x)) engendran a E . Probemos ahora que cada 

wi(vi(x»€Ei, l~i-:q . 

Como P(x) = fi(x) gi(x) , fiCll) giClJ) =P(~) = 0 , por 2.8.1 

o sea, ll. 0 v. = 0, 1 <_i..:q ,entonces Ul. 0 lJ. 0 v. = 0 • 
1 1 11.1 



Ya que los g. ,h. Y fl' son polinornios en }.I ,conmutan, 
1 1 

luego 
ll. 0 W· 0 V. = 0 

l. l. l. 

Esto muestra que para todo x , 

es decir, Wi(Vi(X)) € Ker }.Ii = Ker fi(~) 

= Ker [(:>'i _ll)ri ] 

= E. 
l. 

Hernos demostrado hasta el momento que 

resta demostrar que 

y que 

E = El (!) E2 @ 

dim(Ei ) = r i 

... 

= r· . Sea x£Ei , como 
l. 
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Probemos primero que dim(Ei ) 

E1.' = Ker(}.1 - A.I)ri y como ~ . 1. conmuta con }.Ii se tiene que: 

o sea }.I (x) tEi ; es decir, IllEi } cEi , 0 en otras pala ... 

bras, Ei es estable par el endomorfismo }.I 

Designemos can III al endomorfismo de Ei inducido par }.I 

f,l! 
1 

E. ------+1 E. 
1 l. 

X -----. 111(x) = }.I(X) 

Par la observaci6n 2.7.5 P 1 (x)~(x) . Como el polinamio Pll lli '/ ~ 



tiene todos sus val ores propios en K entonces pI 
Vi 
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tambien 

los tiene Y se puede tri angulizar . Por construcci8n de E. 
1 

tenemos que 
1 r· (}t. - A.) 1. = 0 
1 1 

entonces la matriz de 

ll! -
1 

1..1 
1. 

1 
que trianguliza a ~ . es de la forma 

1 

o -
0 "11 

= al 
Q) 

0 -

1 

A-
1. (j) 

- (D . 
A. 

KIn 1. 

10 que significa que la matriz de 

forma : 

ll· en esta base es de la 
1. 

y el polinomio 

A. 
1. 

, 
, 

, 
A. 

1 

pI (x) = (A. - x) d:im(Ei ) 
ll· 1. 

1. 

debe dividir al polinomio P 0<:) , 0 sea, dimCP.) < T •• 
II 1. - 1. 

POT otra parte : 
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1uego, dim(E) = dim(;EI) 

de donde: E = E 1 @ ••• 

(22) 

y dim(;El') = r· 1 < i <q 
l' - -

, ya que si existe Ei t.q. 

dim(Ei ) <ri , entonces 

dim(E1) + ••• + dim(Ei ) + ••• + dimC;Eq) < rl · + ••• + r i + ••• + rq 

contrario a (22) 

2.11 EsttuctUta de los Endamotfismos Nilpoterttes 

E1 segundo paso en e1 estudio del teorema de Jordan 10 constitu 
• ye 1a siguiente proporsici6n : 

2.]].] ' Ptoposici6n 

Sea E tnl EVK, K conmutativo, dim (E) = n ~1 Y Jl: E - E 

un endomorfismo. 5i ~ es nilpotente con indice de ni1potencia 

q + ] , entonces existe una base de E con respecto a 1a cua1 

1a matriz de Jl es de la forma : 

o ~2 0 0 

o D- Cl3' • • 0 

o 
o 

o 
o 

o 
Q 

.. , 

en donde los escalares ~., 1 < i <n ,son igua1es a 0 6 ] . 
1 

Para demostrar esta proposicion, dada su "senci11ez" , veremos 

primero tres 1ernas auxiliares. 
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2.11.2 Lema 

Con las mismas condiciones de 2.11.1 • 

Definamos Er = Ker(llr) , 0 ~ r ~ q+l . Entonces, la sucesi6n de 

subespacios (Br) 0 ::r:: q + 1 es estrictamente creciente, 

0= EoCEC .... C.EqCEq + 1, Y )l(Ei+1)CEi , Yi>O. 

DemostraciOn 

Sea x€ Ei ' entonces 
i+1 i 

~ ex) = ~ell ex)) = 1l(0) = 0 

1uego x€ E. 1 1+ 
, es decir, Ei CEi +

1 
• Probemos que la in -

clusion es estricta . Supongamos que se cumple Ei = Ei + 1 ' pa

ra algGn i, y sea x€E ; entonces 

o = llq+l ex) = Jli+ 1 (llq-i ex)) 

de donde , 
q-1 

II (x) €Ei +
1 

= Ei 

luego, ~i()lq-i(x)) = 0 , 0 sea, llq(X) = 0, 10 que no puede 

ser dado que el indice de ni1potencia de II es q + 1 

Probemos ahora que Jl (E. ) C E. • 
1+1 1 

Sea x: € Ei + 1 ,entonces: 

lli+l ex) = 0 ~ }li(}l(x)) = 0 ;> ll(X) = Ei ' Y x€E
i
+1 

luego, 

Las condiciones de los lemas 2.11.3 y 2.11.4 son las rnismas 

dadas en 2 . 11. 2 



2.11.3 Lema 

Si i es un entero, J ~ i ; q, y F un subespacio de E 

t.q. Fn Ei = {o} ,entonces 

induce un isomorfisrno de F en 

Demostraci6n 

\.1 eF) n E. 1 = { 0 } 
1-

~(F) . 

y \.1 
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Sea x:G \.1 (F) , n E. 1 ; existe un y€F t.q. x= pey) ; y co
l-

i-J,. i 
mo 0 = \.1 I.x) = 11 (y) se sigue que y€Fn Ei = . { 0 }, luego 

y = 0 y x = 0 ,de donde II (P) n Ei -
1 

= . { o} • 

La aplicaci6n v 

v F ---+) }J (F) 

X I v (x) = }J ex) 

es biyectiva . En efecto, v es lineal y sobreyectiva; falta 

probar que es inyectiva. Sea yEF t.q. vCy)= lley) = 0 

entonces y€Ei , alg(in i, luego yEF n Ei = . { o} , es decir 

y = 0 ' 

2.]1.4 Lema 

Existen subespacios vectoriales FI , ... , Fq+l de E que cumplen 

las propiedades siguientes: 

a) E. =E. E!)F., 1-,:i-:q+ J 
1 1-1 1 

bl \.1 aplica inyectivamente Fi en 

Demostraci6n 

F. 
1-1 

Sabemos, por 2.11.2, que EoCEl C ••• CEq+
1 

= E 

Sea Fq+l suplementario de Eq en Eq+l ' se dan entonces las 
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siguientes relaciones : 

(23) 

F q+l n Eq = { 0 } (24) 

II (F q+ 1) n Eq -1 = { 0 } , por 2. 11 . 2 '" (25) 

F C E q+l . q+l 
(26) " 

ll(Eq+}CEq , por2.11-1 , (27) 

Las relaciones (~6) y (~7) implican ll(F + )C E 
q 1 q 

(28) 

Sea ahora Fq un suplementario en Eq de Eq-
1 

t.q. 

}J(Fq+l)C Fq • (29) 

La relaci6n (29) es posible por (25) . Siguiendo el razona -

miento utilizdo al principio de la demostraci6n se prueba que 

ll(Fq)C Fq-
1 

Y que ll(Fq)C Fq-
1 

. En forma similar se obtie

nen los subespacios F. que verifican la condici6n a) Y la 
1. 

relaci6n ll(F.)C F".- - . 
1. 1.-1 

La parte b) del lema se sigue de la segunda aserci6n del lema 

2.11.3 • 

Demostraci6n de 1a proposicion 2.11.1 

Sean Fi los subespacios mencionados en e1 lema 2.1 1.4; de -

signemos por Xll, X12,"" X una base de F +1 como estos 
lrl q 

vectores son linealmente independientes Y II aplica inyectiva

mente Fq+1 en Fq , por 2.11.4 , los vectores imagenes forman 

parte de una base de f ; en otras palabras, existe una base q . 

de F de 1a forma: q 
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en donde 

similarmente, existe una base de F t.q. q-l 
~ (x . ) ,., x. , para 1 ~ j ~ r 2 

2J 3J 

se repite el proceso anterior basta tener una base de FI = El , 

tal que 

X x (q+1)1 , ... , (q+l) (r + ) . q 1 

~(Xqj) = X(q+1)j para 1 ~ j ~ rq 

XII ,X12 ... , X1r1 

lJ(Xll),"" ll(Xlrl) ,X2(rl+2)'··.·, 

base de F + q 1 

base de Fq 

(30) 

Los vectores de (30) pueden expresarse de la siguiente m"Ulera: 

(31) . . . . . 
q( ) q() q() q-l ( , ..... ,x(q+l) (r ) lJ Xil , ~ X12 , •.• , U Xlr1 ,U X2(rl+1) q+l 

A1 escribir los vectores de (31) en columnas, comenzando por 

la parte inferior, tenernos : 
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Xl = \lq(Xll) 

X2 = J.lq-1(Xll) 

X = q J.l (XII) 

X = xll (32) q+l 

X = J.l
q

CxI2) q+2 

X = ).lq-l ex ) q+3 12 

etc. 

Los vectores xi 1 < i < n ,de (32), son tales que fonnan 

tma base de E y cumplen : 

o bien o bien 

Con respecto a esta base, la matriz asociada a \l posee la for 

rna 

en donde 

0 

0 

0 

l 0 

<X2 0 

0 <X3 

. . . . 
0 0 

0 0 

o 
o 

<X. = 0 6 <X. = 1 ,1 < i < n 
1 ~ 

Despues del "rodeo" que hemos dado el Teorema de Jordan viene a ser 

tID resultado casi irnnediato, pero su aplicaci6n, como veremos, es bas

tante amplia. 
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2.12 E1 Teorema de Jordan 

2.12.1 Definici6n 

Se llama matriz reducida (0 rnatriz de Jordan), con coeficien

tes en un campo conmutativo K a toda matriz cuadrada de 1a -

forma : 

Por ejemplo : 

(>..) , (~ ~), 

A 

o 
o 

o 
o 

2.12.2 Teorerna (Jordan) 

1 

>.. 

o 

o 
o 

o 0 

1 0 

A 1 

o 0 

o 0 

o 0 

o 0 
o 0 

A 1 

o >.. 

son matrices reducidas de 6rdenes 
1, 2 Y 3 , respectivamente. 

Sea E un EVK, K = a: , dim(E) = n .:-1 y ll: E--+-E 

un endomorfismo. Entonces existe una base de E con respecto a 

1a cua1 1a matriz de II es de la forma : 

u = .. 



en donde U. , ~i , es una matriz redueida. 
1 

Demostraei6n 

.76 

Sean Al ,A2,"" Aq los valores propios de Jl Y rl, r2, ••• ,rq 

sus respeetivas multiplieidades. E puede deseomponerse de la 

siguiente manera : 

Por otra parte, 1.1 - A.I 
1 

aetuando sobre E. es nilpotente, 
1 

existe entonees una base de E. con respeeto a la eual la rnatriz 
;L 

asoeiada a U -h.I es de la forma pedida, con h = 0 , 
1 

U. 
1 

aetuando 

0 (l1 m 
0 (l2 

A.1 =' 
1 m m 

• 0 

1.1 -A.I sobre E. se tiene 
1 1 

A. (l1 m 1 

U. = • (lm 
1 m A. 

1 

, m = dimCE.) 
1 

A1 reunir las bases de los E. se obtiene la matriz 
1 

U asoeiada a u 

(32) 
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U= 

con Ui de la forma (32) ,1 ~i ~q • 

2.12.3 Ejemp10 : 

Encontrar la forma de Jordan del endamorfismo ~ cuya rnatriz 

en 1a base can6nica es: 

U= 

PUCfC) = 

Pu(x) = (3-x) 

3 - 4 0 2 

4 - 5 -2 4 
o o 3-2 
o 0 2-1 

3-X -4 0 

4 -s-x -2 

Z 

4 

0 0 3-X -2 

0 0 2 -1-x 

-s-x -2 4 

o 
o 

3-X -2 -4 

2 -1-X 

-4 

o 
o 

o 2 

3-X -2 

2 -1-X 

As!, los va10res propios de ~ son 1 y -1, ambos con multi -

p1icidad 2. 



Trabajemos con (J.l - 1) 

2 -4 0. 2 

4 -s -2 4 
U-1 = 0. 0. 2 -2 

0. 0. 2 -2 

Calculemos entonces el nucleo de J.l - 1 ,es decir los X 

tales que . (Jl - 1) eX) = a 

CJ.i- 1) eX) = 0. equivale a (U - l)X = ID , es decir 

2 -4 a 2 xl 0. 

4 -6 -2 4 X2 0. = 
0 0 2 -2 x3 0 

0. 0. 2 -2 X4 0. 

Utilizando operaciones fundament ales en filas tenemos 

2 -4 0. 2 0 2 -4 0 2 a 
4 -6 -2 4 0. 0 2 -2 0 0 

a a 2 -2 0 a 0 2 -2 0. 

a 0. 2 -2 a 0. 0 0. 0. 0. 

10 que origina las ecuaciones 

2x3 - 2XL. = 0. X3 = X4 xl = X4 

2X2 - 2X3 = 0. - > x2 = x3 -> x2 = x3 

2x1- 4X2 +2X4 = 0 Xl =2X2 - X4 X3 = X4 

.78 
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y no tenemos mas que una variable libre X4 aSl, elegimos 

1 
1 

1 

"J 
El 

1 

J 

' 0 sea = 
1 1 

1 1 

Trabajemos ahora con (ll - 1) 2 

2 -4 0 2 ) ( 2 -4 0 0 -12 16 12 -16 

2 4 -6 -2 4 4 -6 -2 4 -16 20 16 -20 (U-1) = = 
0 0 2 -2 0 0 2 -2 0 0 0 0 

0 0 2 -2 0 0 2 -2 0 0 0 0 

y el range de (IJ - 1) 2 = 2 

-12 16 12 -16 I Xl o ) 

2 -16 20 16 -20 X2 0 
(U-1) X=O :: 

0 0 0 a X3 0 

0 a 0 a X'f a 

-12Xl + 16x2 + 12x3 -16x4 = 0 

-16x1 + 20X2 + 16x3 -20X4 = 0 

fijando xl = 1 Y x2:: 0 obtenemos x3 = 1 Y X4:: 0 Y re -

sulta entonces el vector 

[:
11] 

; fijando ahora Xl = a y X2 = 1 

obtenemos el vector m ' luego 



E = 2 [il , [i]" 
2 Ker Cw1) 
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ya que dim Ker[cu-1)2J = 2 . Pongamos entonces Fl un suple 

mentario de E1 en EZ = Ker Cu- 1)2 , y como base de F1 eli-

james 

(iJ 

til " 

como u aplica inyectivamente F1 en Fo tenemos 

(u- 1) 

2 -4 0 
4 -6 -2 
002 
002 

y como 

dim KerC~-1)2 = 2 , tenemos que Ker(u-1)2 = Fl ~ Fo , donde -

Fo es el subespacio engendrado por [~}, y una base de 

2 Ker(lJ-l) esta fonnada ento.lces por 

[iJ y m" 
2 Busquemos ahora una base de Ker(J.l+ 1) 

(11+1) 

- 4 

-4 

o 
o 

o 
-2 

4 

2 

2 

4 

-2 
o 

El KerCu+l) puede encontrarse resolviendo el sistema 



4 -4 0 2 xl 

1 
( 0 

4 -4 -2 4 x? 0 

0 0 4 -2 x3 

J 

0 

0 0 2 0 X4 I 0 
I. l 

Haciendol0 por operaciones ~lementales en fila tenemos: 

4 -4 0 

4 -4 -2 

0 a 4 

0 0 2 

10 que da 

x3 = 0 

4x 2x :::: 

3 4 

2 0 

4 0 

-2 b 
0 0 

0 0 

4 -4 

a 0 

0 0 

0 0 

sea x :::: 0 
4 

0 2 

-2 2 

4 -z 
2 0 

Y 4Xl 4X2 + 2X4 :::: a o sea 4Xl - 4X2 :::: 0 

Xl = X2 

y no hay mas que una variable librc, digamos Xl 

Hagamos entonces Xl = 1 Y resulta e l vector 

[~~l base de E1 :::: Ker(~+1) 

Ademas: 4 -4 0 2 I 4 -4 0 2 

(~+l)Z 
4 .-4 -2 

-~ j 

4 -4 - 2 4 
= 

0 0 4 0 0 4 -2 

0 0 2 0 0 2 0 

0 0 12 -8 1 
0 0 8 -4 I 
0 0 12 

-8 J 
0 0 8 -4 

.81 

0 

0 

0 

0 
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Encontremos Ker(U+1)2, haciendo operaciones elementales en fi-

la, 

0 0 12 -81 0 0 12 -8 
0 0 8 -4 0 0 8 -4 . el rango de (~+1)2 es 2, y 

IV 

0 0 12 -8 a 0 a 0 
0, 0 8 -4) 0 0 0 0 

las ecuaciones que se obtienen son : 

12x3 8X4 = 0 3X3 2X4 = 0 X3 = 0 
---;.. -> 

8X3 4X4 = 0 2X3 - Xlj. = 0 Xlj. = 0 

X2 resul tan ser variables libres. Pongamos enton.ces los 

vectores [iJ Y [iJ como base de EZ = Ker(p+l)z. Busquemos 

entonces su suplernentario de E1 en EZ = Ker(~+1)2 , 

[~l . Elijamos como base de Fl el vector 

Una base de Fo es entonces obtenida con el vector 

~+1) [iJ = m ' como dim Ker (ll'~" 1 ) 2 = 2 , tenemos que 

Ker(~+1)2 = Fj @ Fo 

y una base deKer(~+1)2 esta for.mada por 

[i} Y [~J= ~+1) m . Por otra parte E = Ker{p-l)Z (D Ker(v+1)Z 
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y una base de E se obtiene reuniendo las bases ya obtenidas 

para Ker (").1-1) 2 Y Ker (Jl + 1) 2 , resul tando as i que 

[1J ,[~), [iJ y [~1 es la base de E . Ordenemos esta base en 

la forma siguiente : 

f, =[~l' £2 =[iJ' £3 = [~J y £, = [iJ 
ya que ").1-1 restringido a Ker(").I-1)2 es ~-l)Cfl) = 0 , 

(").1-1) (f2) = f1 y (").1+1) restringido a Ker(Jl+l) 2 es 

(").1+1) (f3) = 0 y (\.1-1) (f4) = f3 tenemos que la matriz de 11 

en la base { f1 , f2 , f3 , f4 } es : 

1 1 0 0 
0 1 0 0 cort los bloqUes de Jordan 

U = 0 0 -1 1 r l' [-1 1] fU l ~2] 0 0 0 -1 J1 = 0 oj, J2= . 0 -1 U=lo 

La secci6n 2.13, ultima de este capitulo, pretende ensefiarnos a calcular 

la exponencial de tma matriz dada. Esta exponencial vuelve a aparecer en 

el capitulo 4 cuando esternos resolviendo sistemas de ecuaciones diferen-

ciales lineales. 

2.33 Exponencial de tma Matriz 

Nuestro interes en este momenta es calcular A e siendo 
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all aI2 am 

A= a21 a22 a2n 

anI an2 aJUl 

para lograrlo, necesi tamos primero tratar sobre la nonna en el 

espacio M(n;[) y el limite de una sucesion de matrices. Como 

cada matriz de M(n;[) puede identificarse con un punto de 
..Jl2 -Il2 
~.. ,usamos la norma en ~. para definir la norma en M(n;[) , 

(yer 1.1. 2-c) . 

2~13.1Recordar: 

Sea A8 Mcp';k) , A=(a .. ) 
1J 

La aplicaci6n 

II II : MCn;[) 
+ 

-------1-> ]{o 

A ------~ L. a .. 
[ 

~ 2 J l~ 
. . 1 1J 
1,],= 

es una norma en M(n;[) 

2.13.2 Definicion 

Sea CAn)n€N una sucesi6n de elementos de MCn;[) • Se dice 

que la sucesi6n es convergente y que converge a la matriz 

Recordemos que el Ifmite de una funci6n vectorial esta determi

nado por los limites de las funciones componentes. En las suce-
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siones de matrices, el limite de una sucesi6n es Ia rnatriz de 

los Iimites de las sucesiones de las entradas. 

La afirrnaci6n anterior se probara en el siguiente teorema. 

2.13.3 Teorema 

Sea (~)n~:JN una sucesi6n de elementos de 

A b M(n;[) . Entonces : 

Lim(A ) = A ssi Lim(AI!.) = A .. 
. i1 1J 1J 

M(n;[) y 

Aij representa la i,j -esima entrada de A y (A~j)nbI~ la 

sucesi6n de componentes en la i,j -esima entrada de la suce -

Dernostraci6n 

Ver referencia bibliografica (8) 

2.13.4 Definicion 

Sea AS M(n;[) . Definamos Ia matriz Bm por 

B = 1 + A + A2 + •.. + ~ m n -
2! m! 

(33) 

Nuestro prop6sito ahora es definir exp(A) = eA como el limite 

Lim Bn ' pero para poder hacerlo debemos probar primero que 
11:+ 00 

la sucesion de sumas parciales Bl , B2 , ... , tiene limite. Los 

teoremas 2.13.S, 2.13.7 Y el carolario 2.13.6 nos garantizaran 

tal convergencia 
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2.13.5 Teorerna 

Sean E Y F E.V.N., dim(3) = n y T: E -- F una aplicaci6n 

lineal . Entonces T es continua y existe K > 0. tal que 

II Tex)!! ~ KII xii, Vx€E. 

Demostraci6n: 

Referencia bibliogra£ica (8) • 

2.13.6Corolario 

Si Arc MCn; a:) ,existe K > 0 tal que 

1\ Air ~ if-lilA II 

Demostraci6n: Ibid. 

2.13.7 Corolario 

Sea A8 M(n;a:) . La serie 

Demostraci6n: 

Referencia bibliogra.£ica C81 

2.13.8 Definicion 

ex> pf1 
LffiT m=O • 

es convergente • 

Sea Arc M(n;[) , la matriz exp(A) 6 eA se define 

A. A2 pft 
e = LnnO n + A +- + ... + -) 

m -+ 0) 2: m! 

6 A 00 Am 
e = L -

m=o ~ . 
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2.13.9 Cbnsecuencia 

A partir de la definici6n anterior se obtienen los siguientes 

resultados 

a) 

b) 

ID e = 

1 . En efecto : · n 
.af1 

LimeJ + ID + -. - n 2; 

;\.1 

Si A= 
ID ••• ·:n I 

En efecto 

/'=; 00 Am co 
1 I - . = L 

IIFO m~ m=o m! 

+ ••• + QE) = 1 
m! n 

entonces 

[ eAl m 1 

eA~ m ••• eAn J 

[ A~.. m 1 
ID • A~ 

m!. • 

= t 
lIFO 

·m 
An 

m! 

co Al 
m l-

m=o m~ 

rA'... : 1 Am = 
ill I-A ID e n 

m~ 

Los siguientes resultados son algunas propiedades de la exponen -

cia! de una matriz . 



2.13.10 'Teorema 

Sean A, B 8 M(n;[) tales que AB = BA, entonces 

a) 

b) 

B B A. e = e . A 

A B B A e.e = e . e 

Deniostraci6n: 

Referencia bibliografica (8) 

Como sabemos la soluci6n de Ia ecuacion diferencial 
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1 Y -- c eClX 
y = Cly es . Nuestro interes es arnpliar este -

resultado para sistemas de ecuaciones diferenciales. El prL~r 

paso es mostrar que para diferenciar la exponencial de Wla rna -

triz podemos aplicar Ia mi sma regIa que se usa para f(x)=e KX 

2.13.11 Teotema 

Sea A€ M(n,[) y consideremos Ia aplicaci6n 

1R 

t 

-----+OJ M(n; a:) 

etA 

Entonces exPA es diferenciable y se tiene 

de
tA 

= AetA 

dt 

Demostraci6n: 

Referencia Bibliografi ca (8) 



2.13.12 Teorema 

Sean las aplicaciones f y g 

f : lR • M(n;a:) g ill. • MCn;a:) 

t ) ACt) t ) BCt) 

f y g diferenciables Fnt once s 

d [ (f.g)(t) ] d 
[ ACt) Bet)] = 

dt dt 

d ACt) + 
d B(t) = 

dt dt 

. DeniOsttaciGn: 

Referencia bibliograrica (81 

2,13,J3 Tebrema 

Sean A, B € M(n,a:) con A.B = B.A. Fntonces 

) A . 'bI ' a e es 1nverS1 e y su 1nversa es 

b) eA eB = eA+B 

Demostracion: 

Referencia bibliografica (8) 

-A 
e 
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Con 10 visto en los capitulos 1 y 2 estamos en condiciones 

para entrar al estudio de las ecuaciones diferenciales y su resolucion, -

especialn~nte en los sistemas de ecuaciones diferenciales . 



I 3 I ECllI-ICIONES DIFEJl.8I'CIALES . TEOREWIS FlJNDIlI'ENTALES 

El objetivo de este capitulo es garantizar la existencia y unici 

dad de la solucion de las ecuaciones diferenciales lineales. Con esta 

garantia se procedera, en el Capitulo 4, a la resolucion de ecuacio

nes diferenciales lineales y sistemas de ecuaciones diferenciales li

neales. 

El camino a seguir, en este tercer capitulo, es el siguiente: 

1. Considerar el problewa de soluciones aproximadas de la E.D. 

(ecuaci6n diferencial) 

% = f(t,x) 

2. Tratar el mismo problema planteado en (1) para el caso 

f K-lipschitziana . 

C*) 

3. Analizar el problema de existencia y unicidad, de la solu

ciOn de (~) ,cuando f es K-lipschitziana. 

4. Como caso particular de 3, tratar las ecuaciones diferencia

les lineales. 

De aqui en adelante vamos a suponer que E es un espacio de Ba

nach sobre JR 
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Si $ es diferenciab Ie y ~ : 1R --+- E , entonces la deri vada 

~, estara tambien definida de 1R a E . En efecto: definiendo 

la isometrla natural y 

y E ---+ L( JR;E) 

A ---- yCA) 

yCA): JR ---+ E 

tenemos que LC lR;E) :;: E • 

Entonces: dado t81R, <lit (t) (;; L( :n<.;E) , es decir 

4>'(t):lR ~E 

x I Ax 

3.1 Ecuaci6n Diferencial de Primer Orden. 

3. 1 . 1 Defin:ici6n 

Sean los conjtmtos U e I, U C lR X Eel C 1R ,y la funci6n 

f : U ---- E continua. 

La soluci6n de la ecuaci6n diferencial (1) 

dx _ 
dt - f(t,x) (1) 

es tma funci6n w de clase C1 , ~: I ---- E que satisface 

las dos condiciones siguientes: 

i) (t, ~ (t)6U , para todo tEl 

ii) ~' (t) = f(t, <P (t)) , para todo t61 • 
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Observar : si <l> es s6lo diferenciable y satisface i) c ii) 

se sigue que <l> es clase C1 , puesto que, por ser f(t, iii (t)) 

continua, ¢' I es continua . 

3.1.2 Definici6n 

Si E es tlll producto finito de espacios de Banach, 

E = E 1 x E 2 x ••• xE Y f: U - E n 

una funci6n de las n + 1 variables 

t, xl,""Xn. ; tE:JR y x · E: E· , i = 1,2, ... ,n . 
1 1 

f esta determinada por las n funciones, de variable vecto-

rial, f. 
1 

f. : U ------+ E. Ci = 1,2, ... ,n) 
1 1 

Una soluci6n cP de la ecuaci6n (2) 

debe ser tal que 

dx 
dt - f(t,x) 

i) Ct, 41 lt))6UCm.xE 

ii) flJ (t) = £(t, <I> (t))8E = El x ••. x E 
n 

(2) 

es decir, 4l esta determinada por n funciones 4l. de clase 
1 

C1 tales que 

cpo : I -----'» E. 
1 1 

4l (t)= (4)J. (t), ... , 4' (t)) 
n 

(t, <Ji (t)) = (t, <Ji 1 (t), ... , <I> (t))6U 
n 

4l! (t) = f.(t,4l1 (t), ... ,<Ji (t)) ; para todo i61 
1 1 n 

I I ~ ()T [ C~ CENTf,'J,L l 
~ .. ~.',, ~Sl "u OE EL S A L II AOO_ J 
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Se forma, entonces, un sistema de n ecuaciones diferencia1es 

de primer orden con n funciones inc6gnitas : 

1 <i< n . 

3.2 Ecuaci6n Diferencia1 de Orden n. 

3.2.1 Definicion 

Se llama E.D. de orden n a toda ecuaci6n de la forma 

en donde f es una funci6n continua , 

f U C lRx Ex •.• xE --+ E 

n-veces 

n-l 
d x) 

dt 

Una soluci6n de (3) es una funci6n q, de c1ase cfl, 

~ : I C 1R. --- E que satisface : 

(3) 

1· ) ( () I ( ) (n-1) ) r U V r I J,~ t, ¢I t, ... ,<I> (t) v , tv 

ii) <I>(n) (t) = f(t, <I>(t) , <I>' (t), ... , <I>(n-1) (t) , 

para todo t € I 

E1 problema de resolver la ecuaci6n (3) puede reducirse a re-

solver ecuaciones de primer orden. En efecto : 

haciendo 

= x. 
1 

1 < i < n , tenemos: 



dxl 

dt 

dx 
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n-l dn dx dn-1x 
--:--- = X = ~ = f(t x -, ... , dt ) dt n dtn ' , dt 

formandose el sistema (4) de ecuaciones de primer orden 

Las soluciones de (4) son n funciones 

de clase C1 tales que : 

¢' (t) ::: ¢l (t) 

¢ ~_ 1 (t) 

¢z (t) 

::: ~ (t) 
n 

~ ' ~l ""'~ n- 1 

::: f(t, ¢(t) , 4IJ. (t), ... , ¢n- 1 (t)) 

(4) 



siendo, claramente, clJ ·Ct) 
1 
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d1 
¢> 

= (t) , para todo t 8 I . 
dt1 

En estas condiciones podemos afirmar que el estudio de una ecuacion di 

ferencial de orden n se puede reducir al de una ecuaci6n diferencial 

~e primer orden, basta reemplazar E por £fi. 

3.3. 

3.3.1 

3.3.2 

Soluciones Aproximadas 

Definici6n 

Sea ~ > 0 • Una funci6n de clase 1 . C w, clJ • I ---+- E , se 

llama una soluci6n £-aproximada de la ecuaci6n diferencial 

(1) si cumple 

i) (t, ~ (t))8J, para todo t b I (5) 

ii) II clJ '(t) - f(t, tf>(t)) II < £ , para todo t 8 1. 

Observaci6n 

Supongamos que I es compacto Entonces 

n 
I = U Ik 

k=1 

siendo los Ik intel\ralos compactos tales que el extreme dere 

cho de Ik- 1 coincide con el Izquierdo de 

clJ 1 k 
es de clase C1 en Ik . 

Ik ' Y tales que 

Nuestro interes es que 4> satisfaga (5) en cada intervalo 



3.3.3 
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Ik . En los puntos en los que la dcrivada es discontinua se 

pide que: 

II~~ (t) - f(t,¢(t)) II<syllqJ: (t) - f(t,¢ (t)lI< s 

Teorema (Existencia de soluciones aproximadas) 

Sea la bola cerrada B (xo , r) en E . Sea I C lR un interva-

10 compacto y toE: I y sea f una funcion continua tal que: 

f : IxB(xo,r) ~ E 

y II f(t,x) 11-: M ,para t E: I Y x E: B(xo,r) . 

Sea J la interseccion de I con el segmento 

r < < +~ to -M - t - to M 

Entonces, para todo s > 0 , la ecuacion diferencia1 

% ::; f(t,x) (1) 

posee una soluci6n s -aproximada rI>, if> : J ---+ B(xo, r) de 

clase C1 a trozos tal que ~ (to) = Xo . Se puede conside 

rar tambien a ¢ lineal a trozos . 

Demostracian 

Construyamos la fundan tIl en el segumcnto de J definido 

por t : to . Analis is similar se puede hacer para t: to 

Sea I' r 
M un segmento tal que to: t: T: to + 

La 10ngitud de I' es T- t o ~ riM 

Defi namos en I I la £uncian <l> 0 , 
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\lIo : I I ) E 

q>o , aSl definida, a.nnple 4>0 (to) :: Xo Y i1?b (to) :::: fCto,xo ) • 

Debemos probar que 90 es una soluci6n s-aproximada en I . 

Para ello 

Sea t8l: , II ¢o (t) - Xo II:::: II x o+ (t-to) f (to ,Xo) - Xo II 

= II (t-to ) f (t<l ,xo) II 

:::: II t-t c II II f(to,xo) II 
< r -""1r=r 

o ,sea, i1?o (t)E: B (Xo ,r) , para todo t E: I' es decir , 

(t, i1?o (t))8 I I x B(xo ,r) . 

Falta probar que II q>' (t) - f(t, ~o (t) II < € , para todo t€I' . 
o -

Para demostrarlo consider0 mos subconjuntos de I' : Wo sera 

una soluci6n <--aproximada en un segmento [to, t11 siempre 

que se tenga 

II f(to ,xo) - f(:t,xo+ (t-to) f(to ,xo)~I:: c (6) 

para t E: [to, tl ] . Por la continuidad de f, para cual

quier E: > 0 se ticne que existe un d > 0 t.q. [t-t01 < a 

implica 1a desigua1dacl (6) . Si se cump1e para to ~ t : T , 

entonces <Po es una sol ucion aproximada en I' t. q. 

iI'o (to) :::: Xo , que es 10 que querlaJnos probar . Si no es asl., 

existe tm mayor segmento [to, tl J en el cual se ct.m!p1e (6) . 

En efecto : supongamos que (6) se CLmIple para [to, tl [ , 

siendo tl el lnfimo de los t para los que (6) no es 
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cierta . Par ser f continua, (6) se cwnplira tambien para 

t = tl . Escribamos ahara ¢'o (t1) ;: Xl; entonces 

II xrxoll = II (t1-to)f(to,Xo)II 

= II tl -to II II f(to ,Xo) II 

< II tl -to II M 

Sea rl = r - II XI-Xo II . Entonces f esta definida y es con-· 

tinua para tl ~ t:: T, II X-Xl I ~ rl , ya que se dan las siguien 

t cs inclusiones : 

ademas , 

{ t E :ffi.ltl < t< T} C I I 

{x E EIII x-xc II < rI} C BCxo,r) , 

rl 
II f(t,x) II -: 1-1 y T - tl: --g-

La desigualdad (7) se ver i fica de la siguiente manera 

t t ::. T - to -: ~ 1 - 0 M 

< < r 
t - T - - + to 

1 M 

< r T - tl - -g- + Cto- tl) 

T - tl -:. II ~ - Ctl - to) II 

(7) 



T - tl 
< 1 II r- ll f(to ,xo) II (t 1 -to) 1/ -M 

< 1 II xl-xoll 
T - tl -¥ r- (tI-to) 

I tl-tol 

T - < 1 II r-II xI-Xoll II tj - M 

con tl Y xl repetimos el proceso hecho con to Y Xo 

consideremos la funci6n cIJ 1 , 4> I : 1ft ---)0. E 

para todo t E: l' f 

Se puede verificar facilmente que ¢l toma sus valores en 

B(xl,rl) Y que existe un mayor segmento [tl' t2J , 

tl < t2 ~ T , en el cua! se verifica la desigualda.d (8) : 
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II <J!~ (t) - f(t, ~I (t)) II = II f(t l ,Xl) -f(t,Xl+(t-tl)f(tl ,Xl)) II < e: 

(8) 

En estas condiciones, si T = t2 , la funci6n ~ , igual a 

~o en [to,tl ] ya ~l en [tl,t2J esunasoluci6n 

e:-aproximada de la ecuaci6n (1) en [to, T J Y se completa 

la dernostraci6n . Si, por el contrario, t2 ~T , se sigue el 
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proceso hasta definir por recurrencia las sucesiones { to, tl, ... } 

y las funciones 4>. , 
1 

las 4>. 
1 

<p. : [ t., t. J ---+) B(xo,r) 
1. 1. ].+ 1-

0< i< n-1 

t ---+> x. + (t-t.)f(t. ,x.) 
1 111 

coinciden en los extremos comunes t. , 1 < i < n-1 
1 --

A partir de las funciones lineales afines <Pi se construye 

tma filllci6n continua 'l', 

<P: [to, t -! ---+) B(xo ,r) , 
- n-

lineal por tramos, que es una soluci6n s-aproximada de la e-

cuaci6n diferencial (1) . Si t = T , algGn n , el teorema 
n 

queda demostr ado . Falta probar que efectivamente el proceso 

anterior tiene fin . 

Supongamos que V n, t < T ; ya sea t' la cota superior de n 
la sucesi6n estrictamente creciente < • • -< t < ••• 

se tiene 

n 

II xn- 1 - xnll = II (tn+1 - tn)f(tn,x:q.) II 

::: H tn+l - tn II II f(tn,xn) II , tn+l - tn > 0 

< ( t + - t ) M - n 1 n 

La sucesi6n {tn}nt::IN es creciente y acotada por T, luego 

es convergente . Ademas {tn } es illla sucesi6n de ntimeros rea

les, por 10 tanto es de Cauchy, 0 sea II t + -t Il converge a n 1 n 
cero; en consecuencia [I Xn+ 1 - Xn II converge a cero. 
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Luego la suces i6n { xn}n€:IN es de Cauchy. Posee, 

entonces un limite x, en la bola cerrada B(xo,r) 

Por otro lade , 

II ~ (t) - x II < M(t-t )< M(t'-t) n n - n- n 

II ~n (t)-x ' II = II q,n(t)-xn+~ -x ' II ~ II ~n(t)-xnll + II xn-x ' II ~ (9) 

:. Met' -tn) + II xn -x'II por ser f continua en el punto 

Ct ' ,x'); Ct' ,x') € I x B(xo,r) existe n > 0 t.q. 

(It-t' I < n y II x-x' II -: n ) => II fCt' ,x')-fCt,x) II -: Ell 

si n --+- to tenemos por (9) : ~n (t) -- x' , para 

t <t< t' n - -

Entonces, por la continuidad de f: 

II f(t ' ,x')-f(t, ~n (t)) II ~ E/2 , tn -: t-: t' (10) 

y 

de (10) y (J 1) se concluye que : 

II fCtn,xn) -fCt, 4!n (t)) II < £ , tn -: t -: t' 

Es decir, ~n es soluci6n e;-aproxirnada en [tn' t I J , por 

otro lado, por la const rucci6n de las funciones ~ i '~n de

be estar de fin ida en r t ,t + ] , 0 sea t I < t +1 • Este - n n 1 - n 

ultimo resultado es contradictorio, puesto que t ' es cota 

superior de la sucesi6n {tn\6 W 
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3.4 Ecuacion Diferencial Lineal 

3.4.1 

Un ejemplo de aplicacion del teorema 3.3.3 10 veremos en 

las ecuaciones diferenciales lineales . En este caso, la exi~ 

tencia de la soluci6n e-aproximada se garantiza en todo el in 

tervalo I de definiciOn. 

Definicion 

Una ecuacion diferencial lineal de prbner orden es una ecua

cion de la forma (12) : 

: = a(t)x + bet) (2) 

con a y b funciones continuas en un intervalo I C JR , 

a : I ---+) L(E;E) y b : I ---+) E . 

La funcion f, 

fIxE ----E 

Ct,x) ) a(t)x + bet) 

es una funcion lineal afin continua en la segunda variable , 

para cada t E: I 

Sea Cto,xo)E: IxE y consideremos la bola cerrada B(xo,r) , 

con r fijo y arbitrario . A partir del teorema 3.3.3 se 

demostrara el siguiente resultado: 
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3.4.2 Teorema 

Sea Ie IR compacto . Entonces existe, V e: > 0 , tUla solu-

cion e: -aproximada cp, ¢' : I --- E , de la ecuacion (12) 

tal que ~ eto) = Xo • 

Demostraci6n 

Sea t81 . La nonna II aCt) II , noma en L(E;E) t es una 

flIDci6n continua en t; como I es compacto, "aCt) II debe 

ser acotada superionnente. Lo "mismo puede decirse de II bet) II . 
Sean a y S 

a = sup II a ( t) II 
t81 

S = sup II b ( t) II 
t61 

II f(t,x) II =1/ a(t)x + bet) II < II aCt) x II + II bet) 11 < allx II + S - -

sea II X-Xo II ~ r , entonces 

II fCt,x) II: a II xoll + ar + B • En efecto , II x-xo ll< r linpli-

ca 

II X II - II XO II < r 

IIx !I< II Xo 1/ + r 

a II X II -: a II Xo II + a r 

a II X II + B: a II XO II + ar + B 

Entonces, para tel y II x-xoll:: r, se tiene II f(t,x) II::M , 

con M = al l Xo 1/ + B +ar. Luego , 

+ a 
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En estas condiciones, fijado Xo , podemos escoger r tal que 

~ ~ 20. ; segiin el teorema 3.3.3, existe una soluci6n 
r 

e-aproximada ~ (lineal a trozos) en el intervalo compacto J; 

ya que 

tal que ~ Cto) = Xo . 

A partir de este resultado podemos encontrar una soluci6n 

E:-aproxin~da y lineal a trozos en todo I . La construcci6n 

de esta soluci6n es similar a la hecha en la de.mostraci6n del 

teorema 3.3.3 . La soluci6n ~ se forma a partir de la su-

cesi6n de funciones ~ 0 , ~l , •.• , Il>n-l . 

3.5 Caso Lipschitziano. Lerna Fundamental 

3.S.J Definicion 

Sea la funci6n f, f : U C ill. x E -----~ E 

f es k-lipschitziana en x , si se cumple 

(13) 

3.5.3 Lerna Fundamental 

Sean las funciones <1>1 y <t>z ~i I --+ E soluciones 
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€l-aproximada y E2-aproximada, respectivamente, de la ecua -

ciOn diferencial (1) . Sean xl = <1>1 (to) Y Xz = ~2 (to) 

sus valores iniciales para totI . Entonces, si f es 

k-lipschitziana en x , se tiene, para tE:l 

I II klt-t I klt-t I I ~l(t) - <l12(t) II: xl-x211 e 0 +(Q+F.:2) e 0 -1 
k 

Demostraci6n 

Neceistamos conocer primero la "desigualdad de los incremen-

tos finitos" Y un lerna auxiliar . 

3.5.3.1 Desigualdad de los Incrementos Finitos 

Sean las funciones f y g 

f : [a,b] ~ F 

g: [a,b] llR 

f y g son diferenciables en todo punta de ]a,b [ yean 

tinuas en [a,bJ y F es un espacio de Banach. Supongamos 

que para xE: ] a, b [ su cumple /I f' (x) 1/ -: g' (x) entonces 

II feb) - fCa) II ~ g(b) - g{a) • 

Demostraci6n Ver referencia bibliogrifica B1 

3.5.3.2 Lema Auxiliar 

Sea U una funci6n continua U [ 0, T I -- JR.! , T > 0 

(14) 



que satisface (15) : 

entonces 

t 

U(t) -: at + k 1 U(y)dy 

o 

< a kt U(t)- k (e -1) , para 

Demostraci6n Ver B1 • 

Demostraci6n del Lema Fundamental : 
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(15) 

0: t: T , 

a>o k>o . 

Por comodidad, sea to= 0 . Haremos la demostracion para el 

caso t > 0 , pasandose al otro caso con 5610 cambiar t 

por -t . 

Por 'lip6tesis , 

II <1>; (t) - fet, 4l1(t) II < £1 y ,II ¢>~ (t) - fet, <PzCt) II < £2 , 

entonces 

/I ¢ 1 (t) - <p2C t) II =" C ¢~ C t) - f C t, t1> 1 l t)) + C - ~ (t) + f (t, ¢ 2( t)) + 
+ £ (t, 4> 1 (t)) - f (t, c1J2( t)) II 

< II ~ It) -f(t, ¢l(t)) II +11 !l' ;Ct) - f(t,4>i(t)) II + 
+ II fet, 4>1 (t)) - fet, 4l2(t)) II 

< £1 + £2 + II f(t, <1>1 (t)) - f(t, ¢2(t)) II 

Tomando en cuenta (13), con x· = <P.(t) , se obtiene 
1 1 

Escribamos <P == ¢1 - 4>2 

(16) 

(17) 
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~ es de clase C 1 a trozos por serlo ~l y ~2 • Aplican-

do 3. 5. 3. 1 a (16) , t > 0 , obtenemos 
t 

lI'lCt) - '2(t) - '1(0) + .2(0)11 ~ IC£1+£2 +kll.,(Y)- .2Cy) II) dy 

o 
t usando (17) 

II .Ct) - 0(0) 115 J (£1+£2+ kll • (y) II) dy (18) 

o 
por otro lado , 

II ~ (y) " = II ~ (y) + ¢ (0) - ~ (0) II ~ II ~ (0) II + II ~(y) - ¢ (0) II (19) 

sustituyendo (19) en (18) y haciendo S = Sl + S2 , tene-

mos : 

t 

II .Ct) - • (0) II ~ J L£+kC Ii .(0) II + II oCy)- 0 (0) II) dy 

o 
t 

, f 
~ t(s+kll ~(o) II + k J II ~ (y) 

o 

- 4' (0) II dy (19') 

hagamos, por comodidad , 

II ~ (t) - ~ (0) 1/ = U(t) > 0 1 
s + kll ~ (0) 1/ = a> 0 > 

(20) 

sustituyendo (20) en (19') : 
t 

II ~ (t) - '(0) II ~ at + k I U(y)dy 

o 

(21) 
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Aplicando 3.5.3.2 a (21) se t iene 

U(t) ~ ~ Cekt 
- 1) (22) 

Sustituyendo (20) en (22) 

!I~C:t) - ~Co)1I ~ + (£ + kll~(o)lI) (ekt - 1) ,para t>o 

f: kt II ~ (t) - ~Co) II < (:-t + II ~ (0) II )(e - 1) 

II ~ (t) II~ II <jl(t)- ~(o) +H 4>(0) 11-: cf+1I <ll (0) II) (e
kt 

- 1) + II ~ (0) II 

:. II 4> (t) II <5 ~ (e
kt 

- 1) + II 4: (0) " e
kt 

(23) 

Usando (17) Y sustituyendo en (23) : 

" 4> 1 (t) - ~2 (t) II ~ 1- (e k t - 1) + II xl - X 2 II e kt 

:. II ~ (t) - ~2 (t) iI -: l:!+ £2) (e
kl 

t-t
o I ~ + II xl-x211 ekl t-t~ I 

k 

q.e.d. 

3.6 Aplicaci6n del Lema Ftmdamental : Teorema de Unicidad 

En la secci6n 3.5 vimos que la diferencia de dos soluciones 

aproximadas, de una ecuaci6n diferencial de la forma (1) , 

puede ser mayorada. Ahora, se probara que si se tienen dos so

luciones exactas de (1) , estas son iguales . 
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Teorema 

Sea f: U C IRxE ~ E una ftmcion continua, k-lipschi tzia-

na en x€E . Si ~1 Y ~2 ; ~. : I ---+ E ; son dos soluciones 
1 

exactas de la ecuaci6n diferencial (1) , y si ~l(to)= ~2(to), 

toG I , entonces 
~l - ~2 en I . 

Demostraci6n 

El lerna fundamental garantiza que : 

k() eklt-tol_1 II <PI (t) - 4>2 (t) II :: II xrx211 e t-t o + (q+ €:2) ~-'-k---

II 4>1 (t) - 4>2 (t) II = 0 , tGI 

~l 

3.7 Teorema de existencia en el Caso Lipschitziano : 

3.7.1 

Nuestro interes e~ esta secci 6n es garantizar la existencia de 

una soluci6n de la ecuaci6n diferencial (1) para el caso en que 

f es lipschitziana. 

Teorema 

Sea f: U CIRxE --~ E tma funci6n continua k-lipschitziana 

en la segundavariable; U cerrado. Sea (to,xo)GU y sea IC]R. 

un intervalo compacto conteniendo t. Supongamos que, para todo 
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£ > 0, existe en I una soluci6n E-aproximada ~ : I ~ E, 

de clase C1 a trozos, de la ecuaci6n diferencial (1) : 

dx crt = f(t,x) (1) 

tal que 

Entonces, existe en I una soluci6n exacta, 4l: I - E , 

de (1) tal que 

Demostraci6n 

Consideremos la sucesi6n de nGmeTO positivos (En)n€N fijos 

tal que En - 0 cuando n --+ 00 • Sean n y p 

arbitrarios . Consideremos las funciones 

~ :I--+E,<I> :I-----E 
n p 

fijos Y 

soluciones c , E -aproximadas de (1) , respectivamente, n p 

tales que 

Aplicando el lema 3.5.3 tenemos 

1\ 4J (t) - 4J (t) II < n p 

eklt-tol_l 
(E +£ ) k ' para todo t€l . n p 

klt-tol_1 La funci6n get) = ..::.,.e--rk---'- es continua en el compacto I , 

luego es acotada . Sea K una cota superior. Se tiene entonces 

II <p (t) - 4J
p
(t) II < K(c +E ) , para t€l . n - n p 
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Por la convergencia de (cn)n6W se sigue que la sucesi6n 

(~n)n6W es de Cauchy. Luego, la sucesi6n (~n)n6W es con-

vergente y converge a una funcion ~,~ : I --+ E 4> es 

continua, por ser el limite de flllciones continuas con conver-

gencia uniforme . 

Por hip6tesis, (t,4>n(t))6 U , Vn, V t61. Ademas U es cerrado, 

luego 
( t , 4>( t) ) 6 U ,para t6 I (23) 

Por otro lado, 

(24) 

Falta probar que 4> es diferenciable en I , Y que 

~'(t) = f(t, 4>(t)) (25), para t6 I 

Probar (25) equivale a probar que 

t 

4>(t) = Xo + f f(y,¢(y))dy (26) 

to 

Tenemos, por hip6tesis, que 

II 4>' (t) - f(t,<l> (t)) II < E: n n - n 

de donde, aplicando 3.5 .3.1 ,en ] a,b[ = ] to,t [ 

t to 

f f(Y'~n(y))dy f f(Y'¢n(y))dyli < 

to to 
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t 

1\ ~n(t) - x o- f f(y,<!Jn(y)dyll:: E:nlt-tol (27) 

to 

si en (27) n --+ <Xl , se obtiene 

t 

II 4> ( t) - Xo - J f (y , Ii> (y) ) dy II = 0 

to 

o sea, 
t 

~(t)= Xo + f f(y,~(y))dy 
to q.e.d. 

COTolario (Existencia Local) 

Sea f: V c lR x E --- E tm.a ftm.cion continua en V y 

k-lipschi tziana en la segunda variable. V es tm. vecindario 

Existe entonces un a > 0 tal que la ecuacion diferencial 

(1) 

dx _ cit - f(t,x) (1) 

posee en el intervalo I = [to-a , to+a ] tm.a y solo una 

soluci6n ~ ,~ : I --+ E , tal que 4>(t o ) = X o . 

En una forma mas detallada : 

si r > 0 y T > 0 se eligen suficientemente pequefios para 

que se den las condiciones de (26) 

[to-T , to+T J x B(xo,r) C V } 

\I f(t,x) 1\ < M , 
(26) 
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para I t-to I: T y II X-Xo II ~ r , 5e pucc1a tomar 

a = inf {T, ~ } y ~ ----Jo-) B(xo,r) 

Demostraci6n 

Como V es abierto y £: U ~ E es continua, las re1acio-

nes I t-to I ~ T Y II X-Xo II < r garantizan que, para todo 

(t,x)€V Y II £(t,x) II ~ M . 

E1 teorerna 3.3.3 garru1tiza que en e1 intervale compacto 

It-tol~ r , la ecuaci6n diferencial (1) admite , cualquiera 

que sea E > 0 , una soluci6n E-aproximada x = ~ (t) , lineal 

a trozos tal que q, (to) '" Xo . Ap1icarnos ahora e1 teorerna 

3.7.1 tomando como U cl cerrado IxB(xo,r) . 

3.8 Caso en que f es Localmcnte Lipschitziana 

3.8.1 Definici6n: 

Sea la funcion £, f: ucmxE --+ E . Se dice que £ es local-

mente lipschitziana si para todo punto (to ,xo)8 U existe un 

vecindario V de (to,xo), V c U , Y un k > 0 tales que : 

(~,X2)b V (en otras palabras, la rcstricci6n de £ a V es 

k-lipschitziana en la segunda variable) . 
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Teorema 

Sea f U ---+ E, f cont inua y localmente lipschitziana, 

y sea (to, xo) un punto interior de U . Entonces existe 

un a > 0 tal que la ecuaci6n diferencial (1) 

t = f(t ,x) (1) 

tiene una soluci6n exacta ~ 

Demos traci 6n 

Basta aplicar el colorario 3.7.2 a un entorno V de (to,Xo), 

v c U , en el cual f sea k-lipschitziana con respecto a la se-

gunda variable . 

Teoreml~ (Unicidad Global) 

Sea f: U --- E una funci6n locamente lipschitziana ; sea 

I C IR un intervalo . Si se tienen dos soluciones , ~ l Y (~2 , 

de la ecuaci6n diferencial (1) ; ~. : I ---+ E; tales que 
1 

~l(to) = ~2(to) , tob I, entonces son identicas en todo I 

Demostraci6n 

Tenemos que I , por ser un intervale real, es un espacio co-

nexo . Consideremos el conjunto J 

J + ~ ya que tob J. Si probamos que J es abierto y ce-

BIBLIOTECA CE NTRAl 
U Nt"C"S tOa.o ~I! EL SALVAOO" 
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rrado entonces se tendra I = J que demucstra cl teorema. 

J es cerrado . En efecto, Ia ftmci6n ~ l - $ 2 es continua y 

(~l -1>2)-1 ({ ill }) == J 

Para probar que J es abierto demostraremos que es vecinda

rio de todos sus puntos . Sea t' E J probemos que si 

~l(t') = ~2(t') ,exi ste a > 0 t.q. tE I Y I t - t' 12 a 

implican ~l(t) == ¢2(t) . Sea X o == 4)1(t ' ) == ¢2 Ct') por 

ser Ia funci6n l ocalmente lipschitziana existe un vecinda

rio V de (t' ,xo) en U y k > 0 tales que f es 

k-lipschitziana en V. 

En estas condiciones, podemos encontrar un a > 0 t.q. si 

tEl Y I t-t' 

pertenecen a V 

< a entonces (t' ~ l(t)) y Ct '~2(t)) 

Luego, por teorema 3 . 6.1 , 0let) = ¢2(t), 

para todo t, tE [t' -a; t' +aJn I . 

Para completar la resoluci6n de nuestro "problema de valores 

iniciales", para f Iocalmente lipschitziana, falta la cuesti6n de la 

existencia global. El teorema siguientc trata cstc punto . 

3.8.4 Teorema (Existencia Global) 

Sea f: U --+ E contulua y localmentc lipschitz iana. Sea 

(to,xo) un punto interior de U . Existe entonces un mayor 

intervalo J, toE J , en e1 cual existc una soluci6n ~ 
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$ :J --+ E de la ecuaci6n difcrencial (1) , satisf~cjcndo 1a 

condici6n inicial IjJ (to) = Xo 

Demostracion : 

El teorema 3.8.2 garantiza la existcncia de un intcrvalo I 

tot I , tal que la ecuacion diferencial (1) ticnc una solu-

cion 4l : I --+ E , con ~ (to) = Xo 

Sea S = {(I,41) Itot I, ~ : I -~ E , soluci6n de (1) y <\l(to)=xoJ 

si (II, 41 1), (I2'~2) pertenecen as, cntonccs II n I~ 

tiene al menos el punto to, luego II n 12 t 0 , y . par cl 

teorema 3.8.3 

Sea J = UI . Existe una y s6lo una funci6n III tal quc 

(I,~)tS 

$ : I --+- E Y para toda (I,41)6 S , la Tcstricci6n dc 0:l I 

es 4l • Esta funci6n 1/1 es soluci6n de (1) Y satisfacc 

q.c.d. 

Nota: 

La funcion 1/1 construida en 3.8.4 cs llamada la soluci6n maxi 

rna para las condiciones iniciales (to, x o ) 

3.9 Caso de una Ecuacion Diferencial Lincal . 

Nuestro interes, en esta secci6n, es pl3ntc:1r el "problema dc 
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valores iniciales" para 003. ecuac.ion clifeTencial 1 jncal llc 13. 

fonna (12) : 

: = a(t)x + bet) (12) 

Como primera tarca se probar[t que f cs localmente 1 ipsch.it-

ziana en 13. segunda variable; f: IxE -->- E , 

f(t,x) := a(t)x + bet) ; luego se demostro.d. 10. cxj stcnci3 y 

la unicidad de 1a solucion de (12) . 

Afinnacion 

Sea la ftmcion f, f : IxE --- E , continu;1 en TxE y dcfinl 

da por f(t ,x) a(t)x + bCt) , en donuc., y b se dcfincn 

como en 3.4.1 . 

Entonccs. f es localmentc lipschitzi:m:1 • 

En efecto : Sea JeT , .J un intcrvJl0 (,Ol'lpacto . Sea tE J , 

II f(t,Xl) - f(t,X2) II < Kj II x l - x? II 

con K. := Sup !laCt) II 
J 

tbJ 

Teorema (Existencia G~obal para OO:J. Ecuo.cion Diferencial Lineal) 

Sea (tc> ,xo)E: I xE. Existe un:l. solucion CX:1cto. (~ Y solo uno. 



de la ecuacion diferencial (12), ~ : I ~ E 

en todo el intervalo I ,t.q. iP (to) = Xo. 

Demostracion : 
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definida 

SegUn el teorema 3.8.4 , la ecuaci6n (12) tiene una solu -

cion "ma;dma" para un valor inicial (to ,xo) . Sea J un in

tervalo compacto ,JcI . Por el teorema 3.4.2 , existe, 

V E > 0 , una solucion E-aproximada en J que toma el va

lor Xo para t = to. El teorema 3.7.1 garantiza, la exis

tencia de una solucion exact a en J, que satisface la misma 

condicion inicial . Como esta solucion existe en todo el in

tervalo compacto J, JcI Y toE: J ,la solucion "maximalt 

esta definida en todo I 



I 4 I ECUACIONES DIFERENCIAlfS LINEAlfS I 

4.1 Dominio de Existencia de una Solucian de una Ecuaci6n Diferencial 

Lineal. 

En el capitulo 3 se llam6 ecuacian diferencial lineal de pri-

mer orden a una como 

~ = a(t)x + bet) (1) 

estando a y b definidas como en 3.4.1 . 

Consideremos ahora un sistema de ecuaciones del tipo (1) 

4.1.1 DefiniciOn 

Un sistema de n ecuaciones diferenciales lineales de primer 

orden se llama lineal si es de la forma (2) : 

Xl = a 1 (t)x + a (t)x + ••. + ann(t)x + b Ct) n n 1 n2 2 n n 

en donde t€IC R ; a .. y b. son continuas en I ; Y las 
lJ J 

ftmciones x. son reales; 1 ~ i, j:. n . 
J 

El sistema (2) en notaci6n ~~tricial tiene la forma (3) 

XI = A(t)X + B(t) (3) 
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r xi 
) all (t) al2 (t) am(t) 
I 

siendo x' x' 

J 

ACt) a2I (t) a22 (t) a2n (t) = 2 = 

l ~~ l anI (t) a (t) ann(t) n2 

Xl b I (t) 1 
X = X2 

Y Bet) = b2 (t) 

xn bn(t) 
J 

Observaci6n 

Vimos en el capitulo 3 que las ecuaciones diferenciales lineales 

como (3) tienen la propiedad importante de tener soluciones de-

finidas en todo el intervalo I donde A y B son continuas. 

La continuidad de las funciones vectoriales A y B esta garan-

tizada por la continuidad de las funciones a.. y b. 
1J J 

1 ~ i, j ~ n . Es esta entonces la garantia de la existencia y 

unicidad de soluci ones del sistema de ecuaciones diferenciales 

lineales (2) 

En esta "coyuntura matricial" es donde retomaremos todo 10 trata-

do en los capitulos anteriores, especialmente el 2 cuando estemos 

tratando las ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes. 

Afinnaci6n 

Una ecuaci6n lineal diferencial de orden n 
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es equivalente a un sistema JineQl como (2) . 

En efecto : 

Dada, en general, una ecuacion diferencial de orden 11 

x(n) = f(t,X,X' , ... ,X(n-l) ) (5) 

siendo f continua en un abierto D CIRn
+

1 
Una solud on de 

(5) , en un abierto IC JR es una funci6n real U de clase 

,.Jl-1 
c en I, tal que se cumplen las siguientes condiciones: 

i) (t,V(t), VI (t), ... ,U(n-1) (t))E D 

ii) V(n) Ct) == f(t,U(t) ,VI (t.), ... ,u Cn- 1) Ct)) 

. h - tJ - VI - V(n-l) t Sl acemos vl- ,V2- , ... ,v n - tenemos quC' cs as n 

funciones son continuas y der i. vable~ en I y con~tituyen e-1 

conjunto soluci6n del s5stema de- ecuociones difcrenciales li -

neales de primer orden siguicnte: 

== v , ? 
VI == Y , 2 • :l 

YI - y 
n-l n 

y~ = f(t'Y1'Y?' ... 'Yn_ ) 

(6) 

Reciprocamente, si c1 conjunto {vl'v?, ... , ~n 1 es soluci6n de 

(6) , la funcien U == VI es continua. Y n vecc~ clerjY:lhle en 

I , y es una soluci6n de (5) . 

La afirmaci6n se sigue como un G1SO ra.rticular de 1:1 C'cuac-i6n (5). 
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Cambio de Variables 

Si en la ecuacion (3) se hace el cambio de variables Y = PX , 

donde P es una matriz inversible constante, se obtiene : 

sus tituyendo (7) Y (8) en (3) 

p-ly'= A(t)P-1y + Bet) 

Y'= PA(t)P-Iy + PB(t) 

(7) 

(8) 

(9) 

En algunas ocasiones, mediante cambio de variables puede llegar-

se al caso en el cual la matriz A(t) es de la forma 

A(t)= 

siendo Al(t) y Az(t) matrices cuadradas de orden P y n-P , 

respectivamente . 

En estas condiciones la ecuacion (3) queda 

x, 
1 arit) ... aIp(t) Q) xl b l (t) 

X' 
a (t) ... app(t) Xz bz (t) PI 2 = a (t) a (t) = 

(10) 
ID 

P+I,P+l p+J ,n J 
x' a (t) ann (t) x bn(t) n n,p+l n 



y se puede descomponer en cl siguiente sistema 

con Xl ::: 

XI ::: Al (t) X1 + Bl (t) 
1 

Xl 0 

X2 0 

xp , X2 XP+l 
0 
0 

0 Xn 

4.1.3.1 Caso Particular 

, etc. 

Si 1a matriz A es constante y A::: 

J l Y J2 son bloqucs de Jordan, 

entonces la ecuaci6n diferencial 

homo gene a (11) : 

dX CIt::: AX 

es equiva1ente a1 sistema. (12 

dX 1 
(It = J1X1 

<L\2 
(ft- J2X2 
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donde 

(11 ) 

(12) 
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4.2 Matriz Resolvente de un Sistema de Ecuaciones Diferenciales Li-

4.2.1 

neales • 

Consideremos la ecuacion lineal hamogenea asociada a (3) 

X' = A(t)X (13) 

con A definida y continua en un intervalo I CR . 

Sabemos, par 4.1.2 , que dado existe en I 

una y solo una solucion Y de (13) tal que : 

i) Y(to) = Xo 

ii) (t,y(t))Glx nf , V tE: I 

iii) Y' (t) = A(t)Y 

Las tres condiciones anteriores son equivalentes a afirmar que 

existe una funcion U, tal que 

(14) 

Proposicion . 

Supongamos t y to fijos Entonces la aplicaci6n U, 

U : lRn ---4--~ lRn 

X ---~)o U(t, to ,X) 

es lineal • 



4.2.2 
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Demostraci6n 

La funci6n vectorial M 

M I ---r) nf 
t ----+-

con Xi £lRn ; i=1,2 ; es una soluci6n de (13) que torna el va

lor ~xl + 8X2, para to. 

Por otro lade , 

Luego, por la unicidad del problema de valores iniciales consti-

tuido por la ecuaci6n (13) y la condici6n 

se concluye que 

Observaci6n 

La proposici6n anterior nos garantiza la existencia de una ma-

triz R relativa a la base canonica tal que : 

U(t,to,X) = R(t,to)x (15) 

La j-esima columna de R(t,to) es, por definicion, 

R(t,to) . e. , 0 sea, la soluci6n U. de (13) tal que 
J J 

U.(t o ) = e. 
J J 

Se llama a R(t,t o ) la matriz resolvente de (13) (6 (3) ) . 



4.2.3 
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Proposici6n 

La matriz resolvente R(t,to) es invertible. 

Demostraci6n 

De . (14) resulta que 

R(to,to) = 1n (16) 

Ademas, dados t,to Y r en I , se tiene 

R(t,to) R(to,r) = R(t,r) 

ya que, dado xo8:nf- la ftmci6n P 

P : I ---+~ Rn 

t ) R(t,to)·(R(to,r)-xo) 

es la soluci6n de (13) que, para t = to, toma el valor 

Por otro lado, la ftmci6n Q , 

Q:I---+>Rn 

t ) R(t,r)·xo 

(17) 

es tambien soluci6n de (13) e igualmente cumple la condici6n 

Q(to) = R(to,r)-xo ; 

luego, por la tmicidad de la soluci6n de (13) debe cumplirse 

que 

por ser Xo fijo y arbitrario, se sigue que 



4.2.4 

4.2.5 
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R(t, t o) · R(to,r) = R(t,r) (17) 

En particular , para r=t , en virtud de (16) , se tiene 

R(t, t o)· Reto,t) = Ret,t) = 1n (18) 

de donde, la matriz R(t ,to) es invertible y se tiene . 

Reto,t) = [ R(t,tc) J-1 
(19) 

Definicion 

Se llama sistema fundamental de soluciones de la ecuacion (J3) 

a un sistema de n soluciones VI, V2' ... 'Vn ' tales que, para 

todo t61, los n vectores Vl(t), . .. ,vn(t) forrnen una base 

de lIf 

ObservaciOn 

Dado que Vj (t) = Ret, t c} Vj (to); 1:. j -: n ; por ser soluciOn 

de (13) , Y por ser R(t,to) invertible, basta que las v.(to ) 
J 

sean linealmente independientes en t 0 8 1 ,para que el conjunto 

{VI ,V2,". ,Vn} sea un sistema fundamental. 

Ademas, si yet) es la matriz cuyas columnas son 

Vl(t), ... ,vnCt), entonces: 

R(~ ,to) = V(t)y-1(t o ) (20) 

En conclusion, el conocimiento de un sistema fundamental de solu 
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ciones equivale al conocimiento de una matriz resolvente. 

Se dice que la matriz de soluciones, Vet) es una matriz fun-

damental de (13) (6 (3) ) 

4.2.6 Proposici6n 

Si ~(~,to) = det R(t,to) , entonces 

~Ct, to) =: exp - f\CA(<l)d<l 
to -

(21 ) 

Demos traci6n 

La i unci6n Q, 

Q : I ----+> lRn 

t---+ 

es una soluci6n de (13) . Designando por R'Ct,toJ la deriva-

&~ de R(t,to ) con respecto at, obtenemos: 

(22) , 

y como Xo es fijo y arbitrario, se sigue que 

R'(t,to) = ACt) RCt,to) (22') 

En otras palabras , la funci6n <i>, 

cI> : I 

t --+1 R(t, to) 



es la soluci6n del problema de valores iniciales siguiente 

<[ U' (t) = A(t) U(t) 

U(to ) = In 
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(23) 

(24) 

Por otro lado, haciendo U(t) = R(t,to) y 6(t) = t.(t,to) , 

se tiene, para todo t€ I y todo h bastante pequeno : 

. . . 
Tambien 

6(t) = det U(t) 

6(t+h) = det U(t+h) 

6(t+h) = det (U(t+h)ln) 

= det U(t+h) det CU(t)U-1(t)) 

= det U(t+h) det U(t) det u-1 (t) 

= det U(t) det U(t+h) det U~1(t) 

= 6(t) det [U(t+h)U-1 (t) ] 

6(t+h) = lI(t) det [U(t+h)U- 1 (t) ] 

U(t+h) = U(t) + h U' (t) + h2 U"(t) + ... 
1! 2! 

U(t+h) = U(t) + A(t) U(t)h + o(h) 

U(t+h)U- 1 (t) = 1n + A(t)h +o(h) 

det [U(t+h)U- 1 (t)] = det 

(25) 

(26) 

(27) 



4.2.7 

las P .. (h) 
1J 

son tales que P .. (h) -----+-~ 0 
1J 

h --+> 0 

det [U(t+h)U- 1(t)] = 1 + (all(t) + ... + ann(t))h + oCh) 

= 1 + Tr(A(t))h + oCh) 

8' (t) = Lim det U(t+h) -det UCt) 
~ h 

= Lim det. 'uCt) det LU(t+h)U-1 (t)J - det UCt) 
h-+o h 

= det UCt) Lim Tr(A(J:))h 
~ h 
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(29) 

cuya solucian, con la condici6n inicial 8(to ) = 1 ,es (21) 

Metodo de Lagrange 

Hasta el momenta hemos trabajado solamente con la ecuacian homo-

genea (13) . Se ha estudiado la matriz resolvente asociada a 

(13) . En esta secci6n veremos como obtener toda~ l as soluciones 

de la ecuaci6n no hornogenea (3) a partir del conocimiento de la 

matrizresolvente de (13) . El metoda de Lagrange (llamado tam

bien de ''variaci6n de las constantes") nos servira para tal fin. 

Debemos recordar, 4.2.5, que el conocimiento de una matriz resol

vente equivale a conocer un sistema fundamental de n solucio-

nes de (13) . 

BIBLIOTECA CENTRAL 
UNIVE.-SID" •• 1: D.. .aLV"'" 
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Metodo de Lagrange 

Sea v una soluciGn de (3) y sea w tal que 

wet) = R(t o , t) vet) (29) 

POT (19), (29) se convierte en 

(30) 

como w es continuamente derivable, tenemos : 

Rt(t,to) wet) + R(t,to) w'(t) = vIet) 

= A(t)v(t) + B(t) 

= A(t)R(t,to)w(t)+B(t) (31) 

sustituyendo (22 t) en (31) se obtiene : 

R(t,to) wt(t) = Bet) 

w'(t) = R(to,t) B(t~ 

integrando (32) : 

w (t) • weto) + fR(to,Y) B(y)dy 

to 

(32) 

haciendo w(to) = Xo y tomando en cuenta (18) y (30) tene-

mos : 

vet) • R(t, to) [x., + fR(to,Y) B(y)dy J 
to 

vet) = Ret, to)Xo + 
t 

J R(t,y) B(y)dy 

to 

(33) 
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La igualdad (33) , suponiendo continua lamatriz resolvente, es 

la expresi6n explicita de la tinica soluci6n de (3) que tama el 

valor Xo en to 

Si Vet) es una matriz fundamental Olalquiera, tenemos, por 

(20) y (33) 

vet) = Vet) V-l(to)Xo+ Vet) JtV-l(y) B(y)dy (34) 
to . 

si I:: [ to, + co [ , 

-1 -1 

J
t J+oo 
V (y) B(y)dy = V (y) B(y)dy -

J

+OO 
-1 V (y) B(y)dy (35) 

to to t 

de (34) y (35) 

+00 

vet) = V(t)K - Vet) Jtv-l(y) B(Y)dy (36) 

con K = v-1Cto)Xo+ r::-1CY) BCy)dy 

to 
siendo (36) una expresi6n explicita par~ la soluci6n v de 

(3) en terminos de matrices fundamentales . 
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4.3 Ecuaciones Diferenciales Lineales con Coeficientes Constantes 

Consideremos la ecuacion diferencial lineal (3) considerando 

constante la matriz A, (37) : 

X' ::: AX + B(t) (37) 

Vamos a considerar tambien que X y Bet) son elementos de 

tn y A € MCn;[) 

La matriz resolvente de (37) es R(t,to)::: e(t-to)A (38) 

ya que veri fica las condiciones (23) y (24) 

U' (t) ::: A U(t) . Y U(t o ) ::: 1n 

La matriz (38) se "desarrolla" facilmente cuando A est§. re

ferjda a la forma can6nica de Jordan (Capitulo 2) 

Recordemos, segUn 10 visto en 2.12.2 , que existe una matriz 

invertible P, tal que 

. J 
r 

(39) 

donde cada J i , 1 < i < r es un bloque (matriz) de Jordan 

de orden i, de la forma 

t.. ln + N 
1 
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o 1 0 •.. 0 
o 0 1 .•• 0 

siendo N una matriz nilpotente, N = (40) 
o 0 0 1 
o 0 0 ... 0 

y los A. son los valores propios de A, raices (en general 
1 

complejas) de la ecuaci6n caracteristica 

det(A1n - A) = a 

4.3.1 Proposicion 

Si J es una matriz de Jordan de orden n ,de la forma 

J = ,,In + N , entonces 

etJ = eAt 

N es de la forma (40) 

Demostracion 

etJ = et(>"in+N) 

= etA1n etN 

1 

0 

o 

t t 2 

2' 

1 t 

o o 

n-1 
t 
(n- 'I ) ! 
n-2 

t 
(n- 2) ! 

1 



(X) m 
= ~ ltA1n) 

[. m! 
m=o i co ~m} 

I m! m=o 

00 m { tN = I (tA)_ 1n In + -- + 
~ m! 1 ! m==o 

( 1 o . I · 
co 

(tA2m ~ 0 1 . · = 1n L m! m=o t 0 o • · 

t 2 
0 0 y . . . + . 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 

1 t 
t 2 

2! 

= etA 

0 0 0 

4.4 Cambio de Variables 

t
2N2 
--+ 

2! 

n-1N1- 1 
t 

+ (n-1)! } 

~ 1 

o t 0 . 0 . 
o 0 t . 0 

+-

1 J 000 t 
000 . 0 

0 fO 0 

t 2/2! + ... + • 
. 0 

0 o 0 

t Cn- 1 ) 

Cn-l) ! 

1 

Una aplicaci6n de 4.1.4 es la siguiente 
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+ • . . 

n-1 
t 1 Cn-1) ! 

t 0 

l.q.q.d 
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4.4 Cambio de Variables 

Una aplicacion de 4.1.4 es la siguiente: 

4.4. 1 ProI?osicion 

Dada la ecuacion diferencial (41) 

X' = A X (41) 

en donde A es una m~triz constante. Una solucion de (41) es 

eU\ • Supongase que existe la matriz B inversible tal que 

donde J es una matriz de Jordan . 

Si Y es soluci6n de (41) , entonces 

es soluci6n de 

Z' == J Z 

Demostracion 

lk-'lJlostramos prillero que etA es soluci6n de (41) 

Sea X = etA d tA at (e ) 
tA Ae :=o.AX. 

En segundo lugar, p~obemos que Z es soluci6n de (43) 

Tenemos : 

(42) 

(43) 



y 

etJ = B- 1 etA B 

etA = BetJ B- 1 

dz dB-'y - 1 rue 1 
dt = dt = B crt = (B - A B}Z = J Z 

4.5 Ap1icacion 
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En esta ultima secci6n vamos a aplicar 10 estudiado basta el mo-

mento. En 1a practica, los capltu10s 2 y 4 seran de mayor uti-

1idad. 

Ej~lo 

Resolver el siguiente problema de val ores iniciales 

Y' = AY , 

con 
Y= 

La ecuacion (44) equiva1e a1 sistema (~S) 

Y~ = Y1 

Y~ = Y2 

Y~ = Y1 + Y3 

(44) 



c-1 
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En primer lugar, encontremos la matriz de Jordan asociada a la 

matriz A . 

AI proceder, como en 2.12.3, obtenemos 

J= 

1 

o 
o 

1 

1 

o 

Ahora, encontremos la matriz C, invertible, de cambio de base 

tal que 

J = C- 1 A C 

6n 6c ( 0 1 ° (1,0,0) (0,0,1) 
C = 0 ° 1 

(0,1,0) (1,0,0) 
1 ° ° (0,0,1) (0,1,0) 

( 

I~~ 1- I ~~ I I ~~ I 
- I~~ I I~~I-I~~I 

Ad oC (Cd t 
I~~ ! - I~~ I I~~ I 

[ ~ 
0 

~ 1 = J = = = ° I ci I c I 1 1 ° 1 o J 

° 1 0 

° ° 1 



Se puede verificar facilmente que J = c-1 A C . 

Utilizando 4.4 tenemos: 

Z' = J Z , Z I = C-1 Y 

Calculo de e tJ 

1 

o 
o 

t 

1 

o 

Y' = A Y , Y = CZ 

J ::: C- 1 A C 

eJ = ec-1AC ::: 

°°1 1 ' por 4.3.1 
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tJ C- 1 tA C e::: e , de donde, la solucion buscada etA es : 

(45) 

A1 efectuar (45) se obtiene 

[t~: 
0 0 

etA = et 

° 0 et 



.140 

Las soluciones buscadas son 

Yl = et 

Y2 
t = e 

Y3 = te t 
+ et 

-o-o-o~ 

cv. 
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