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INTRODUCCION

El estudio de las Ecuaciones Diferenciales ha entusias-
mado a muchos profesores y estudiantes de Matemitica, mues-
tra de la anterior afirmacidn es que en el transcurso de es-
te afio son dos los trabajos de graduacibn que tocan este te-
ma y existen apuntes inéditos de profesores del Departamento
de Matemdtica sobre Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y E-

cuaciones Diferenciales Parciales.

Actualmente los cursos de Ecuaciones Diferenciales es-
tédn dirigidos a estudiantes de segundo y tercer afio; por tal
razbn el fundamento tedrico que contienen es minimo, redu-
ciéndose los cursos al conocimiento y dominio de métodos de

resolucidr de Ecuaciones Difeienciales.

Se ve entonces la necesidad de contar con una nueva for
ma de estudiar las Ecuaciones Diferenciales gque consista en
un estudio, a un nivel superior del actual, en el cual se
presenten las Ecuaciones Diferenciales como un ente sdlida-
mente estructurado cuyos componentes estén 16gica y formal-

mente ligados.

En el presente trabajo se propone una manera de tratar
las Ecuaciones Diferenciales, con los lineamientos antes da-

dos, inspirada en las obras de Henri Cartan y Jean Dieudonné,

[ N



El trabajo se divide en cuatro capitulos:

1. Espacios de Banach
2. Descomposicidn de Jordin
3. Ecuaciones Diferenciales. Teoremas Fundamentales

4. Ecuaciones Diferenciales Lineales

En los tres primerosse da una base tebrica que nos garan
tizard nuestra manera de proceder al resolver ecuaciones dife
renciales lineales y sistemas de ecuaciones diferenciales 1li-

neales.

Es justo reconocer que la fuente principal de motivacién
para hacer este trabajo fue un cursoc sobre Ecuaciones Diferen
ciales impartido por Carles Canjura, profesor que fue capaz
de cambiar un poco el tradicicnal esquema de estudio de esta
materia; agradezco al mismo tiempo la valiosa asesoria de Car

los.

Hago extensiyo mi reconocimiento y agradecimiento a los

eternos andnimos: la mecandgrafa y el impresor.

San Salvador, Septiembre de 1979



1 | ESPACIOS DE BANACH

1.0 INTRODUCCION

Como es de esperarse, un trabajo sobre "Ecuaciones Diferenciales
en Espacios de Banach'', debe comenzar con un breve estudio acerca de -
los Espacios de Banach. Muchos de los resultados que aparecen en este -
Capitulo son conocidos ampliamente; pero, con intencidén de obtener al
final de los cuatro capitulos um trabajo mis completo, con mis unidad,
se dedica esta primera parte a hacer un recuento de los resultados mis

importantes, en nuestro caso, de los Espacios de Banach.

1.1 NORMAS SOBRE UN ESPACIO VECTORIAL E.

Cuando hablemos de un espacio vectorial E entenderemos siempre -
un espacio vectorial (de dimensidn finita o infinita) sobre un cuerpo K
que sera R 6 € . Cuando no se especifique el cuerpo de escalares, -
entenderemos que las definiciones y los resultados son vilidos para am-
bos.

Un espacio vectorial complejo ( cuando K = T } se puede conside-
rar también como um espacio vectorial real ( K =R } restringiendo los
escalares alR ; en este caso decimos que E posee la estructura subya -

cente de espacio vectorial real. Si E tiene dimensidn n, su estructura

subyacente tiene dimensién 2n.



Para ilustrar la afirmacidn anterior, consideremos el caso
n=2:

Sea x € E, entonces existen oy Yy a, € € tales que

X =01 € *tar €

luego : x = (a; + byiley + (ap + boide;

X ajeyt ib1e1 + Qgest ibz =)

es decir,{ey, , iey , ey , i€, } es una base del espacio sub-

yacente de E .

1.1.1 Definicidn
Sea E um espacio vectorial sobre K .

Una funcién || || ,

Il : B——— R

Se 1llama una norma si :

N1) {|x]]=0 ssi x=0
N2) l|ax]| = |a] {|x]|| , para todo xEE vy todo escalar A

N3) flx+yll < lIx[[+llyll ;s x,y €E

N2 se llama propiedad de homogeneidad, y N3, desigualdad triangu
lar.
Cuando sea necesario especificar el espacio vectorial usaremos ;

la notacitn || |

1.1.2 Definicidn

Un espacio vectorial E sobre K se denomina espacio vectorial



normado sobre K (EVNK) si estd dotado de una norma.

Por comodidad, se dird "espacioc nommado" v se denotard E & -

(E; || I Y cuando sea necesario especificar la norma.

1.1.3 Ejemplos de Espacios Normados

a) 1 (RLIID, con Goux seee )l = T Ixg

1 1

i) (R ), siendo [(x x ,...x)l] = sup X

i=1,2,...,n

n
iii) (R, || 1) WCxgox eeox O = [Z
i

=1
(norma euclidea) J

b) Sea X = [0,1], CX) ={£:[0,1] — R/ £ es contima}

| £ll = swp [£&x)]
xeX
el par (X, | | ) es un espacio normade .

c} Sea M(»;X} el conjunto de matrices cuadradas de orden n

con coeficientes en X ; sea

A€ MK , A= (a;5) : i I definida por :
Y mm
Y,

5 1
HA “ = aijl’l 3
J

T
Sy e

»J=1

el par (M(n;K), || Il ) es un espacio normado .



1.1.4 Definicidn
Sea E un conjunto. Una funcidn d,
+
d:EXE——-—— R,

Se 1lama wna métrica si : para todos X, Y, Z € E ,

i

0 ssi X=Y

d (¥,X)
M3) @ (X,Y)< d (X,2) +4d (Z,Y)

M1) d ( XY)
M2) 4 (XY)

Al par ( Ed ) se le llama espacio métrico.

Comparando 1.1.4 con 1.1.1 se notan muchas semenjanzas; €stas tie-

nen su razon de ser debido al siguiente lema:

1.1.5 lema

Sea Eun EVNK . Entonces d (XY ) = |

X - Y| p ©S una métri

ca sobre E . Se le llama métrica inducida por la norma | || E -

El lema anterior afirma lo siguiente:
. Todo espacio normadc es un espacio métrico y, por lo tanto,
un espacio topoldgico.
. La nomma de un vector x, {[x|| , coincide con su distancia a
cero, es decir

x| =d (x,0)



1.1.6 Observacidn

i) Todo espacic normado E es, de modo natural, um espacio topo
16gico; es decir, en E tienen sentide los conceptos de con-~
juntos abiertos, cerrados, limites, etc.. Se llama a la To
pologia obtenida, a partir de la métrica inducida, topolo -

gia natural.

i1) E1 reciproco del lema 1.1.5 no es cierto, es decir no todo
espacio nétrico es normado. En efecto, consideremos un espa

cio vectorial E sobre el cuerpo R con la métrica discreta:

Se tendria entonces para tode X% 0 , » = 0

d (xx,0) 1, mientras que

irMd (x,0) = a]
y se tendria para [A] ¥ 1,

faxl] = d (xx,0) 4 2] d (x,00 = [a] ifx|

Conocidos ya los elementos que definen a los espacios vectoriales nor
mados, pasemos a tratar un caso particular de éstos : los espacios de

Banach .



1.1.7 Definicién

1

.

8

Sea E un EVNK . Una funcitn Q : N —— E se llama una suce-

sion sobre E .

Notacidn: Q = ( Q(n) ) , Se usa también (X} 3 O sea,
nE N : DnEN

ne

Q) =x,,Yn.

Se dice que la sucesidn Q es convergente en E si existe Xo6 E

tal que Ye>o, 4 n€N tal que Yn2n, , I x, - %li<e.
En este caso escribimos X, = Lim Q (n) .
n—— ®

Llamamos a Q una sucesidn de Cauchy si ¥ e >0, inOE]N t.q.

(m2no y nzn,) => | xm—xn[[< e , es decir ,

Lim me-xn][ = 0

n—m «

> o

m

El espacio E es llamado espacio de Banach si es completo -

con respecto a la métrica deducida de la norma ; en otras pala

bras, si toda sucesidn de Cauchy es convergente en E .

Ejemplos de Espacios de Banach

" - - - - n

a} Consideremos el espacio numérico real R~ y las normas da-
das en el ejemple 1.1.3 - a .
R* es un espacio de Banach . Lo mismo ocurre con @ . (En -

1.4.5 se trata nuevamente este caso ) .



b) Sea X um espacic topoldgico. Sea C’b (X} el conjunto de to
das las aplicaciones continuas y acotadas de X a R . -
Cy (X) con la norma || £f| = sup [£(x)| es un espacio de Ba -

x6X
nach .

Demostracidn

a) El resultado es immediato a partir del hecho siguiente: Una
sucesitn de puntos de R es convergente si y s6lo si las -

sucesiones coordenadas convergen en R .

b) 1) Cb (X) es un espacio vectorial sobre R . Como Cb (X) es
ta incluido en el conjunto de las funciones de X a R,
y se cumple el cierre para la suma de funciomes contl -
nuas acotadas y el producto por un escalar, se sigue que
G, (X) es un espacio vectorial.
ii) G, {(X) esum EVNIR
definamos 1a aplicacién || ||

+

¢y 00— R

£

sup | £00) |
xeX

I || asi definida es uma norma :

N1) [[£]l= ¢ ssi  Sup|f ()]
xeX

ssi  f(x) =0, ¥xEX
ssi f£=0



N2 gl = sl ()
XeX
= Dif sup [£ ()]
XEX
= Il £ 1]
N3Z) If +gll =5 [(£+g) ]

XEX

Sup [£(x) + g ()]
XeX

1A

s [1£00] + | g0
XX |

< Swp [£(x)] + Sup Jg(x)]

< £+ el
1ii) Cb (X) es un espacio de Banach .

) 1 1 16 v r -
Sea (f}) 6 N una sucesidn de Cauchy en Gy X) . En

tonces, ¥V ¢>0 , exXiste ne€ N tal que m > No Yy N1

implican que || £ - £, 1 < &1 es decir ,
mz2ne y p2ned => Sw [£(x) - £ (X[« e,
XEX R

osea, VX E€X, 1nE6N t.q.
(m>ne y neng) => ; £m(x) - fn(x)I < e

por lo tanto, ¥ x€ X, la sucesidn (fn (x)) es de Cauchy



en R ; ademids, por ser R de Banach, existe en R

el 1limite Lim £ n(x)

n-—, o

Sea £ tal que x € X, Lim fn(x) = £(x)

n—

Hay que probar que £ 6 Cb(X) .

a)

b)

f es continua .

Se tiene que V x€X, Ifm(x) - fn(x}[ <g, ¥ m,n >n,
haciendo tender n a infinito se obtiene:

[fn(x) - £(x)| <e , V¥ n > n,; o sea, existe conver
gencia uniforme de funciones continuas; asi, f

es contimia .

£ es acotada .

Sea x€ X,

sea e > o , eXiste entonces MN.EN t.q.

] < [£00 - £001+ €00 - £, +

+ {fngx)i <g+e + M.

Las desigualdades [£(x) - £ (x)] <e ,!fn(x)l <My
{fn(x) - fngx){ <g

Se siguen de que fn — f, (fn)nGN es de

Cauchy y que para no, !fn(x)f < M.
[&]

Finalmente, se debe probar que (fn) converge

nE N
£ .

a £ en Cb(X) . Por ser (fn)nGJN de Cauchy se

tiene : dado e > o, IN.EN t.q. Vm, n > ne

I £, - £, <e . Hagamos tender n a infinito ,
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entonces l|fm - £] < ¢, ¥ n>n,; luego, Lim fn =

I =P o

En la siguiente proposicién se generaliza el ejemplo 1.1.8 - b .

1.1.9 Proposicidn
Sean X un espacio topoldgico y F un espacio de Banach . El1 con-

junto Cb (X) de las aplicaciones continuas y acotadas de X en

F es un espacio de Banach.

1.2 Aplicaciones Lineales Continuas

Conocer las aplicaciones lineales (y multilineales) contirmuas
nos va a servir en los capitulos 3 y 4 de este trabajo, espe -
cialmente en el estudio de las ecuaciones diferenciales linea-
les. Vamos siempre a mantenernos, en este capitulo, en el con-
texto de espacios de Banmach en general; en los capitulos si -

o . s - . n
guientes trabajaremos de preferencia con los espacios ¢ y R° .

1.2.1 Definicidn

Sean E y F dos EVNK , f uma aplicacién de Een 7, || || 1la

IIE
norma en E y || [& la norma en F . Sea a € E . Diremos que £

es continua en a si para todo £>0 , existed> o t.g.

lx-al, < ¢ implica || £(x) - f@ﬂH[F < ¢ . Diremos tam -

bién que £ es continua en E si 1o es en todos los puntos de E .

La Proposicién siguiente nos proporciona un ''criterio de continuidad"



M

que nos facilitari en muchos casos el andlisis de la continuidad de -

wa aplicacidn lineal.

1.2.2 Proposicidn

Sean EyF EVWNK y f : E

» ¥ una aplicacién lineal.
Las siguientes condiciones son equivalentes

i) £ es continua en E

ii) f es continua en cero.

iii) £ es acotada en la bola é(p,r).

Demostracidn

" 1i1) =>ii)"
Supongamos || £(x) ”F < M para todo x€B(o,r) ysea e >o0.

Hagamos || Y < g_ﬁa_ , entonces H MY “ES r , como ge B(o,1)
[

se tiene que £ ('py)ﬂf.g M, de donde | £(Y) < e

o sea, £ es continua en 0.

i) ==> i)

Como f es continua en O , a tode € > 0o corresponde un §> o0
tq. [[Yllg <8 = | (Y)j#_ < e,

Sea a € E, entonces [lx - aHE< § == || f(x-a)|| < e (@
por otro lado , || f(x-a)|l ;= [ £ - £(a) ]| ¢ (3,

de (2 vy (3 : lixallg < s =[£x -£f@] < ¢, es-

i)

decir, f es continua en a ; y por ser a fijo y arbitra -
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ric se conciuye que £ es continua en E .

"i) = 1ii) "
Sea f continua en E y € > 0 ; entonces existe ¢§ > o t.q.
Iyl <& implica | £l 5 << .

Sea x € B(o,r) , o sea , ]{x[% < T

§ ¢ §
Tomemos y = — x, llyliy = —+ Ixilg < — Ixllg
IXil
entonces [{yliE < & implica | £(y)] F = f f(—%— x)HF < e,

de donde, | f(x) 1l g < Ie
8

Es decir, f es acotada para todo x € B(o,r)

Siguiendo con nuestra bGsqueda de '"'criterios de continuidad" -
vamos a referirnos al espacio  L(E;F) , de las aplicaciones lineales

y continuas de Een F , y a la norma "sup" definida en E1.

1.2.3 Definicidn
Dada f € L(E;F) , Ey F EVNK ; para todo x € B(o,1) las -
normas |[£(x)|[ ; son acotadas, por 1.2.2 ; luego, existe el -

swp || £60) || 5 -
x€B(o,1)

Llamaremos a este supremo la norma de f y lo denotaremos | fll; .
También, por comodidad usaremos B en lugar de B(o,1)

En la siguiente proposicién demostraremos que, efectivamente, || f|1F -

es una norma en  L(E;F) y se probarid también la relacidn

’|E(x)[{F < [[ €]l Ixllz que se copvierte en un auxiliar valioso en
- ' i

futuras demostraciocnes .
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1.2.4 Proposicifn

Con las notaciones de la definicidn 1.2.3 se tiene :

D ¥YxeE, 1 £00l g £l Ixllg

ii) el nfmero || £ ||F = sup || £ || ; ©s una norma sobre -
XEB
L(E;F) .
Demostracién

i) Por 1.2.2 , para todo x € B se tiene || £(x) || < | £ 1] F

Consideremos x 6 E, x+ 0 . Si Y =—— entonces

€l p = == §£@l, < I€1p » @
X g

luego, de (4) || £00llp < x5 €1l

i) | ”F esta bien definida ya que f estd acotada en B
y el supremo es Gmico ; || || p s positiva, luego
+
Il gt LEFR ———— Ro
NT) Hfhp =0  ssi !}f(x)HF=O , YXEE
ssi £{x) =0 ,VYxXxEE
ssi £ =z [}

N2) JAfl p=Swp Ia£eal = Al [£]]
F y%;a F F
W) £ gl sw 0@y I2lprlsly
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El criterio, finalmente, de continuidad aparece en la proposi-

cidn siguiente:

1.2.5 Proposicion
Sea £ una aplicacién lineal de E en F ; Ey F EVNK.

- . . +
f es continua en E ssi existe MER t.q.

£l g« MiIxl[; YxEE (5)

Demostracidn

Si f es continua, es acotada en B , luego

| €601 g <INl Bxlg , para todo x € .
Sea M = | £l .
Reciprocamente, si existe M t.a. se cumple (5) ,

entonces || £(x)|! g M I xllE implica que f es continua en

—

cero, luego, en E

Dadas las aplicaciones f ¥

el

» £6LEF)yY geLFEGQ .
se sabe que  gof € L(E;G) . La relacién entre |lgof|| g 7 Il £l E

||g!|G aparece en la siguiente proposicidn:

1.,2.6 Proposicidn

| gotll o< Il el g I €l 5 ©
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Demostracidn
Sea x € E fijo y arbitrario .
| gofll o = Sup [[ (D)) 4
XEB
= Swp |l (£
xEB
< swp gl €I
x6B
< S figll g £l Ix]]
<€D { F E
< llellg I£h;

En el teorema i.2.7 veremos que el espacic L(E;F) es de Ba -
nach si F Jo es . Este serd el filtimo resultado de la seccitn 1.2 .

En 1.3 trataremes un tema muy (itil e importante : nommas equivalentes.

1.2.7 Teorema

w2

Sean Ey F E.V.N.K, Si T es un espacio de Banach, enton -

ces L{E;F) es otro espacio de Banach.

Demostracidn
Sea (f’q)nc“‘T una <ncesibn de Cauchy en L(E;F) , debemos de-
EY AW

mostrar que es convergente en L(E;F) . Sea ¢ » o , existe -
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entonces NEN t.g. ¥Ym, m>n, , £ - £ g< €

Por 1.2.4, para todo xEE ¥ para n, M>No, se tiene

£, ) - £ Gl e e x5 7)
Consideremos ahora XxEE fijo y arbitrario, entonces la suce -
sitn de Cauchy (£,(x}} ney €S convergente en F , por ser és-
te de Banach.

Sea la aplicacién f, f : E ——— F

X b——— f(x} = Lim fn (x)
n — «©

probemos que f € L(E:F) .
f es lineal, yva gque

a) f(x +y)

]

n — o Y — O

b} £( x) = Lim fn(k X) = x Lia f.p(x) = A £(x}
n —- = n o~ =

Se debe probar ahora que f es acotada en B .

Lim fn (x+y)= Lim fn(x) + Lim f'n(Y) = f(x)+£(Y)

Dado =1, existe n€ N t.q. [|£ -£f£] .< 1, Vmnzn

o sea, para todo x € E

Ii JE"I X) - .;PX“}! E = g X H E s DOT (7) ’
entonces, || £(x) - £ () Il r S | Lim :En(x) - £ x| v
n —
= Lim | £ &) - £ 000 ¢
no-->
< ix ]l
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Por otro lado, || Gl gt [ £ - £l g+ £ @ g

N

i
o

+
H

e =l

1A
e
-

+
.-h

) Ixly, vxen

es decir, f es acotada en B; luege, por la proposicidn 1.2.2,

f es continua .

Se tiene hasta el momento que f es lineal y continua . Pro -
bemos, para finalizar, que fn —— f, sea e > o ; existe
ne €EN t.q. para todo n, m > ng:
-.'C‘
| £, 1l g < e
osea, | £G) - £l pcellxll,3VxER, Vn, mon, ;

haciendo que m tienda a2 infinito:

an(x) -f@ g < e lIx][; ¥X€E, ¥, m>no

es decir, || £ - £ 5< ¢ , para n> N,

n

Luego, (£,) oqy converge a £ .

1.3 Iscmorfismos entre espacios vectoriales normados; isometrias y

normas equivalentes.

La nocidn de isomorfismo entre espacios vectoriales se va am -
pliar, para espacios vectc riales normados , agregando la condicién de
que el isomorfismo sea un homeomorfismo . Se entiende, en el presente
contexto, que al decir "isomorfismo™ nos estaremos refiriendo a iso -

morfismos entre espacios normados.
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1.3.1 Definicidn :

Sean EyF EWK y£: E——F
1) £ es um isomorfismo si :
i} f es lineal continua

ii) existe uma aplicacidn g lineal y continua t.q.

gof = idE y fog = idF
2) £ es una isometria si :
i) f es lineal
ii} f es biyectiva

b0 | €690 = lxlly . YxeE.

1.3.2 QObservaciones

a) Toda isometria es un isonorfismo entre EVNK .
En efecto : £ v su reciproca g estan acotadas en la bola
wnidad, | £llg = Sw | £60) p=Swp Ixlyg = 1,

~ER xER

: que equivale a afirmar que son con

FeEe ] g = 1l

(ws]

b

tinuas vy, por 1.3.1 | se sigue que £ es un isomorfismo.

b) No todo isomorfismo es ima isometria .
En efecto : Una homotecia f : x —— £(xX)= A x, [a] 1,
no cumple iii) de 1.3.1-2 :

1200l g = Iaxu g Al Ixlig + x5
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1.3.3 Definicidn

Sea E un EWK y | [, |l  dos normas en E .

ik -

Se dice que || ”1 y ol H2 son equivalentes si definen la mis

ma topologia en E .

La definicidn anterior no es practica para ser utilizada como
"criterio de equivalencia' . La proposicidn 1.2.4 nos dard informacidn

para saber si las normas dadas son equivalentes .

1.3.4 Proposicidn
Dos nomas || || vy |l || en E son equivalentes si y s6lo si

el cociente .#fﬂEL , X ¥ 0, estd mayorade y minorado por nd-

v
Py

-1

meros positivos.

Demostracidn

Definamos las dos aplicaciones biyectivas lineales siguientes:

L

id, : E —_— B id, : E , ——
et By | 1d, 12 Eiiu,

1
sl se demuestra que son continuas tendremos que id es un ho -
meomorfismo y ésto garantiza que | ||y || || definen la misma
topologia .
id, e id, son continuas ssi existen constantes positivas ta-
les que
Iid (0
1 2

lids GOl

1A

P lx
=1

(8)
Q Ix],

§A
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(® se ample ssi [xf <Plxiy [xl <Qlixl

2 - 1
I 112 . Ixl
3S1 -S D y — \:
lix [l Q [ x [l
H 1
= !|2 1
$si m< < M;M=P,m=—
% Q

En un espacio vectorial normado de dimensidn finita la "cues-

tidn de equivalencia' se simplifica mucho . Tal afirmacidn se basa -

en el siguiente teoremz:

1.3.5 Teorema

En un EVNK de dimensitn finita todas las normas son equivalen-
tes.

Demostracidn

Sea {ej,ep,...,en ' una base de E y | || una norma sobre

X = ) 0*1'_ e. Cg}

consideremos la norma

bastard probar que || || v || || son equivalentes .

n n n
Il = 05 aye e lagl = 5 lagl f

i=1 =t i=1
3 ']&
e.]l
| L legl



.21

i 1 ]
haciendo M= I [le;ll %2 se tiene [x[l<Mllx]| (10)
i=1
Falta ahora encontrar una constante m >0 tal que
mll x|l < llx]

Supongamos que no existe esta constante m . Entonces,

VnEN , existe Y.€E t.q. Iy [l > nlly s entonceslAl'Yn B

| YplP
cuando n — =
Sea x, = s claranente [l = 1, vy gl —0
Y ]
n
cuando n — o
Como todos los x  tienen norma ||| igual a 1 , el teorema de

Bolzano-Weistrass dice que existe una subsucesidn xr‘1 de X, que -

converge a un punto X'

Entonces:
g, - — o
n S ol ]
! 1 )
luego || x [l—— || x'l[| , de donde || x'['= 1, o sea,. x'$ 0
Usando la relacidnl|| x|| < M||x]] tenemos :
- t
ol - O] < e
Por lo tanto, xr‘lll — |Ix'
Por otro lado, || x'|| es una subsucesitn de | an — 0 ; luego, -
debe de ser || x'|l= 0 , osea x*= 0 . Lo cual es contradictorio .

BIBLIOTECA CENTRAL |

UNIVERSIDAD BE EL BALVAB®R
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Resultados que se obtienen a partir del teorema 1.3.5 son los

siguientes:

1.3.6 Corolario

Las normas || [y , Il ll2 y Il lls , dadas en 1.1.3 , sobre -

R , Son equivalentes .

1.3.7 Corolario

Sea F un EVNK . Toda aplicacifn lineal biyectiva £,
£:R" ——F es un isomorfismo .

‘Demostracidn

Por 1.3.1 basta demostrar que £ y su reciproca son cont: -
nuas.
Sea p: F ———R, na norma scbre F . La composicién -
oof es una norma en R .
En efecto :
N1) (pof) xX) = 0 ssi o(f(x)) = o
ssi f(x) = o0
ssi X =0
e (EOx))
p(AE(XD)
A p (£(x))
(Al (pef) (X)

]

NZ)  (pof) (3x)

]

)|



N3)  (pof) (x+y) = o(f(x+y)) = p(£(x) + £(¥))
< o)+ o (£(¥))
< (pof) (x) + (pof) )

Asi, pof es equivalente a la norma euclidea (1.1.3-1ii) ;
luego, por 1.3.4 existen reales positivos m y M tales que
VxER', x40,

m < < M an

m < < < M (12)

de (12) : o(f(x)) = | £« M [[x ||

luego, por 1.2.5, f es continua en x .

En forma similar se demuestra la continuidad de £

Siempre trabajando con espacios de dimensidtn finita, que serén
los que nos interesen en los {iltimos capitulos, se tiene el siguiente

teorema que nos ofrece otro ''criterio de continuidad"

1.3.8 Teorema

Sean E y F EVNK de dimensidén finita n .

Entonces:
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i) E es un espacio de Banach

ii) Toda aplicacitn lineal £, £ :E-— F , es continua .

Demostracidn

i) Sea fg; ,&» ,...,gn} una base de E . La aplicacidén t ,
£t :RY ——+ E

n
(al,az,...,an)l————r Yoa; &y

i=1
es lineal y biyectiva, entonces, por 1.3.7 , es un isomofismo
entre R* y E . Iuego E es de Banach, ya que si existe un iso

morfismo entre dos espacios normados y si uno de ellos es com-

pleto, también lo es el otro.

ii) Sea f : E —— F una aplicacitn lineal y x € E .
definamos || x[I= Sup ¢ [|x[| .| £Gall g 3
%* E ' x
| I asi definida es uma norma . Por 1.3.5, [| | Ey[l I

son equivalentes ; por lo tanto, existe M>o t.q.

* .
a3 x|l < Mlixig.¥x€E.
La desigualdad (13) implica que [[£(x)[ p< M| X”E , ¥ x€E ;

luego, por 1.2.5 f es continua .

Producto Cartesiano, Sumas Directas y Productos Cartesianos -

Normados .

Vamos a tratar primero el producto cartesiano y suma directa
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de espacios vectoriales arbitrarios para estudiar luego el caso de es

pacios vectoriales normados .

1.4.1 Definicidn

Sean E1 y E2 dos espacios vectoriales sobre KXy E su produc-

to cartesiano , E = EIX E2 . Definimos en E las siguientes ope
raciones:

X+Y

+ +
(x1 y o X, yz_)

a X=(ox ,ax )
1 2

E con las operaciones antes definidas esun E VK .

Se definen también las proyecciones de E con respecto a E Yy

E a las aplicaciones

P :E ~ E ; P E + E
1 1 2 2

Xt X X+ r X
1 2

en donde x = Cx,;xz ) EE.
1 A

1.4.2 Definicidn
Sea E un EVK y sean E; y E, dos subespacios de E . Se di-

ce que E es la suma directa de E; conE, , E=E; ® E, , si

todo elemento x € E se representa, de manera (inica, en la for

ma X = X3 + Xp con X. € E.
’ 1 i

La definicién anterior equivale a decir que E = E; + E, ¥y

E;N B, = {0}
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Si E, vy E, son espacios normados E = }31)CE2 también lo es,

y la norma que se define en E es la siguiente:

) +
I, : E + Ro
‘r 5wl 5 ol 5 3
Se puede verificar ficilmente que || || es una norma. Luego,

el producto cartesiano de dos EVNK es otro EVNK . Mas alm,
la proposicibn que sigue afirma que si }31 y EZ son espacios -

de Banach, también lo es su producto cartesiano.

Proposicidn

Si E1 y E2 son espacios de Bamach, E = E1 X E2 es otro espa -
cio de Banach.

Sea (xn’yn)nGIN una sucesidn arbitaria de Cauchy en E , y

e > o . Entonces existe no€N t.q.

Mm>no y n>no) = [[ (XY - Yl <e (13)
o sea, | (X Yo Yl Il
de donde  Sup{ [ x,-x i E, | Yn’)’mH E, < e (14)
—meE<byHVn‘/{E<g,Vn m>Ne .
Luego, q! Xo € Ey, Y€ B, t.q. X —Xo Yp—+ Yo

Probemos que (X, .Y ) ——— (¥Xo»Ye) .

Tenemos que

m

%y = Xll 5, <

[|yn-ym||E2< £ ,» ¥ n, m>ne
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Definamos, con n fijo ;

rm = H Xn - me Ey Yy O‘m = ” Yn, - ym“ E, (15)
entonces, por continuidad de las normas || || By I “E2

existen LimI~ y Lim

n — o m-—
Liml" = X - X re Vn>n .
y m——»-gg “ n OH Ey £ e
. _ _ | .
Limap = {ly, = vell g, < e ¥ nzmo

Luego, (X, ¥,) ———— (Xo, ¥o) € E

Consecuencia inmediata de la proposicién anterior son los si -

guientes resultados :

1.4.5 Corolario

a) R" y ™ son completos con ||(x; ,..-, Xn)i[z = SUP[kiH

i=1,2,...,n

b) El producto finitos de espacios de Banach sobre K, es de Ba

nach, dotindolo de la norma Sup .

La seccidn 1.5 amplia lo estudiado en 1.2 y nos da "herramien-
tas" , junto con 1.6 , para entrar al estudio de las ecuaciones di-

ferenciales lineales.



1.5

1.5.1

1

.5.2
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El Espacio de las Aplicaciones Lineales Continuas

Consideraremos primero el caso algebraico bilineal.

Sean E E, v F EVK

1 H
Definicién
Una aplicacién f, £ : E; x Ey ——— F , se llama bilineal
si:
N £y +yy ) = £ (x, x) + £ (g, X5)
£f( x],xz) = Af (x1,.x2)
2) f (X-PXZ + yZ) = f (X-]; -2) + £ (X.], yZ)
£ (xpna %) =2 £ (x, X))

para X,y € E] S X5, Y € E2 ; A EK

La definicidn anterior equivale a le siguiente;

Las aplicaciones parciales £, y f2 :

+ F fz : E2 — F

Xy b f1(xl’32) Xy f(aT,xz)

son lineales, con (a,,a,) € E; X E, .

En general:
Definicidn

Sean E,, E,,..., E, ¥ F EVK. Una aplicacitn £ ,
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f: E1 x EZ x...xEn F se llama multilineal si,
vk, k=1,2,...,n y toda n - ada :
(a1,az,...,ak_1, Xies Bppqrrees an) , con a, , i=1,2,...n, -

i+ k , son fijos, la aplicacién parcial fk s

£ 0 By

X ——— fk [a1,a2,...ak_1,xk,ak+1,...,an)

F

es lineal .

Sea ahora el caso que E{serrs En y F son EVN . la siguiente

proposicién es una generalizacidn de la proposicidtn 1.2.2 .

1.5.3 Proposicidn

Sean E1""’En yF EWK ,y £: E]x...XEn —— F una
aplicacidn multilineal . Las siguientes condiciones son equil-
valentes : ‘

i) f es continua en E]x...xEn = E

ii)} f es continua en el origen (0,0,...,0) € E

iii) || f(x1,...xn)H esta acotada en el producto de bolas uni -

dad fIxgll 3 <1,eeey lix . <

Demostracidn

1 1) = ii) 3]

inmediata



"ii) = iii) "
Como f es continua en (0,0,...0), la imagen reciproca de la
bola unidad en F , EP (0,1) es un vecindario de (o,0,...,0)

en E, entonces existe T 0 t.q.

Cllxglly <o, dm 1,200, =] £0c,00,x ) i< ]

Si los x; estdn en bolas unidad : I xiH ;5 1s51i=12,....n

(”Txﬂ[iir) =°”fhﬁ}“'ﬂﬁﬁui7==>f@1V‘”§95 JH

r
se sigue asi 1iii) .

"iii) = i) "

Sea M>o t.q. (llx;fl;< 1:i=1,2,...n) =>

=> || f(xl,...,xn)H < M , vy

sea (xl,...,xn) €E fijo y arbitrario ; X 0, i=1,2,...,n ;

x% € B (0,1) , luego por 1iii),
il
[ T S| I ¥
bl Ty
n
entonces || f(xi,...xn)|L§M | xlll1 cee | an I (xl,...,xn)eg,
por ser f multilineal . (16)

Sea a = (al,az,..., an) € E un punto fijo y arbitrario . Probe
mos que £ es continua en a .

fﬁxi,...,xn) - f(al,...,an) = f(xl—al,...,an) +,..

ceat f(xl,...,)%q ’ Xn - al’l)

I f(xl,---,fh) - f(al,---,an) < ] flx -a,.hap) |+ .+

” f(xl’ .- an_] ,xn'a-n) H
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© M kel el agleo M x| el oyl o por G0
si [[x5-a;l < e; i=1,2,...,n ; entonces || x;l;-lasll;< €,

171 -
1

< Haill_ + e ; 0 sea, existe un nfmero A >0 t.q.

gl
i i

C |l xi—ai|| < e i=1,2,0.n) = | xill__g A Vi=1,2,...,n
i

n
- -1
| £ ,...,x,) -£(ag,...,a) < MA® 1 | xi—ailli. < nMA" e (17)
i=1

De (17) se sigue que a medida que X; T3, Yi,

£ (xl,...xn) f(al,...,an)

luego, f es continua en a ; por lo tanto, en E .

Si denotamos L(E1 y»--,E 3F) al conjunto de las aplicaciones -
multilineales continuas, y tencmos en cuenta que :

a) L(E1 yoas ,En;F) es subespacio vectorial del espacio vectorial -
de todas las aplicaciones de Ei:;. X B enF

b) la aplicacién || ||

-+
. -
s L, B F) ———— Ro

£ > Sup || £(x ,...x) |

xeéEi(o,nl

es una norma en E X...X En
1

se obtiene el siguiente resultado:

1.5.4 Observacién

L(El,...,En ;F) es wn EVNK .
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1.6 La Isometria Natural

Sean E,F y G EVNK . Nuestro interés es mostrar que los espa-
cios vectoriales normados L(E,F;G) y L(E;L(F;G)) son iso -
morfos . Para lograrlo, se demostrari que existe una isometria

I entre los dos espacios mencionados .

Sea f€L(E,F;G), nuestra ''candidata" a isometria es T

r: L(E,F;G) » L(E;L(F;G))
f1 EXF —— G X — g(x)=fx:F — G
x,y) — £(x,y) y — £(x,y)
f > 1) =g

(6 ] =X M=£,=£x,y)
A continuacidn, probaremos que tiene sentido la forma de defi-
nir T
1) Sea x€E fijo y arbitrario . Probemos que g(x) € L(F;G) .
i) g(x) es lineal, puesto que

[e(x)] Oy +y )= £06ay *Y)

Af(X,Yl)"'f(x’yz)
A g(x)] )+ [e(x)] v,)

ii) g(x) es continua .
I ] A= £l <« T£] Il Hyll
el < £l x| (18)

luego, g(x) es continua en F.
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2) Probemos ahora que Tr(f) = g€ L(E;L(F;G))
i) g lineal, ya que
glox;*+ X3) () = £lax;+x;,Y)
= af (x1,y) + £(xp,Y)
[ogCy) + 802)] @) 5 x4€E, yeF

ii) g es continua . En efecto :

gl < £l [Ix]l, por (18)

Sollgll < N1 £]l, luego g es continua .

De i) e ii) se sigue que T (£)€ L(E; L(F;G))

3) T es lineal y continua
i) Sean : x€E; y€E ;fl,fze L(F;G); A€K, fijos y arbitra-
rios.

[Lr(efy*+5)] (] ) = [ ofi+f2] (x¥)
o £;(x,y) + £2(x,y)

a [[rEN] ] o) +

i

+ [[rEDI] O
={a[T ()| () +
+ [1(£)] )Y ), ¥y,vx

de donde : I (afi+ £5) = aT(f;) + I'(£,)
i) [ (Bl =gl < li £l

Por lo tanty, T es continua y [[T(l < 1
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Definamos ahora una aplicacitn ¢ en sentido inverso:

v: L(E;L(F;G) ~ L(E,F;G)
g:E — L(F;6) (x,y) — ¥ (g) X, y)=ftXx,Y)=gX)y
x —> g(x):F —G

y — g(x)y

g ~w(g) = £
se demuestra que : si g€L(E;L(F;G)) y dados x€E e y€F -
arbitrarios, la aplicacitn £ = y(g)
f:EF—— G
x,y) ——— gxly
es tal que : £EL(E,F;G)
el =@l < gl

[l < 1

Finalmente, se prueba que

oy = id (L(B;L(F:G)) vy

4o = 1d (L(E,F;6))
o)) = T(v () =1l = £
Wor)(g) = w(r (g)) =v(d) = g

Por iltimo, hay que verificar que I' preserva las normas:

tenemos: i= | wor || < [ wll (T

por otro lado, [Tl <1 vyl vl <1 ; luego, || w|f =1y |[r || =1
e ceyll < frll | £h< Il €1 '
HED =l vl < ol el lall= 1l r@]

osea, |[r ()| =ll £fll, luego I es una isometria .



2 | DESCOMPCSICION DE JORDAN

Introduccidon

Dado un endomorfismo u en un espacio vectorial E de dimensidn
finita, es a menudo indispensable encontrar una base de E tal -
que la matriz asociada a p , con respecto a tal base, sea lo -
mis simple posible. La mayor ''simplicidad" la encontraremos en -
las matrices diagonales. La herramienta mis (til en esta ocasién
es la teoria de los vectores propios, que suele ser suficiente -

en la mayoria de los cascs.

Cuando no sea posible encontrar una matriz diagonal, nuestra -
"mayor simplicidad" la encontraremos en las matrices de Jordin.
Es necesario recordar, en nuestro "contexto jordinico', la no -

cidn de subespacio estable por un endomorfismo: Sea w: E —— E

un endomorfismo y I un subespacio de E . Se dice que D es -

estable por y  si u(D)cD .

Vectores propios y valores propios

Definicidn
Sea E un EVK, K conmutativo ; p :E —— E un endomorfismo .

Decimos que x€E, xt0, es un vector propio {eigen vector) de wu
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u(x) = ax, 2A€K. Al escalar A se le llama valor propio

(eigen valor ) asociado al vector propio x .

2.1.2 Observaciones

a)

b)

Si x es un vector propio de u , el subespacio vectorial D
de E engendrado por x es estable por u

En efecto: sea y€D, y es de la forma oXx, con o€K.

weK. u(¥)= ulex) = ou(x) = o(ax) = A(ex) , de donde u(y)€D,
o sea, u(D)cD, por ser y fijo y arbitrario .

Reciprocamente, si una recta D pasa por el origende E -
verifica u(D)cD y todo vector contenido en D es un vector

propio de wu.

La relacidn n(x) = ix equivale a decir que x es anulado por
el endomorfismo u - AT ; luego, para que A sea un valor -

propio de u es necesario y suficiente que Ker(p-aI) {0}

De aqui en adelante el calculo de determinantes serd miy frecuen

te, especialmente cuando estemos a la "caza'' de valores propios. La ra

z6n de este hecho la da el siguiente teorema.

2.1.3 Teorema

Sean E wun EVK, K commutativo, y u :E— E un endomorfismo .

Para que 2€K sea un valor propio de u es necesario y sufi -

ciente que

det (U - ATn} =0



Demostracidn

Sea U la matriz asociada a u con respecto a uma base dada .

A es valor propio de u  ssi  IxEKer(y-2I), x # 0
ssi (p-aAl) X)) =20
ssi (U- ATn)x =0

ssi det(U—ATn) =0,yaquext0

El resultado anterior nos permite ver que los valores propios de

u son las rajces de una ecuacidn algebraica con coeficientes en K.

Por ejemplo:
an a2 a11-2a a2
U= » 3358 5 g oa, =
a21 az2, dz1 d22-2
J L
i 211~ 412
det (U-a1,) =0 ssi | { =0

ssi  (ajy-a)(agzz-2) - apay; = 0

3
P

ssi 4 + (@it azp) A- azjaz,- a;3232= 0

El polinomio, en X , encoentrado se llama polinomio caracteristi

code U . E1l tema central de la siguiente seccifn es este polinomio.

2.2 Polinomio caracteristico de uma Matriz

Sea E un EVK y u un endomorfismo en E
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Escojames una base B ={a;,az,...,2 1 de E , y sea

n
U= raljj, 1< i,j«mn, la matriz aseciads a U relstivaa B
 Consideremos tembién el endomorfisme I ideptidad de B vy su

matriz asociada Tn = {3

La matriz asociada al endomorfisn - Al

es !
A
{“11») o1z .-+ Sin |
! i
;0'21 Go2-) - e 22 ‘f
U~ a1 =i i
no |
i(!_._l Ano - - - ;\i
{
/

Por el teorema 2.1.3, los valoves propios de n s¢ obticnen a -

partir de 1a ecuacibn (1)

% all—ﬁ ﬁlz “ e Gi :

[ [/ ¢

¥ ~no 90— PRI 4.3 ; - N
Loz L2 A 2 ,} = () (13
} -

: i

I oom Gnz “nn-

Esta ecuacifn define un polinomio on wna indeterminads con coefl
cientes en K
Para 1lustrar la afirmacibn anterior considercnos al campo X in

merso cn el anillo K x| de Jos polinomics en upa indetermina-

!3

da con coeficientes cn K , v formemos la matyiz U - x1 con -
? J P

coeficientes en cl wnillo commutativo K[ x| . Su determinante



(xll_x 0-12 T aln ‘
a9y ar2-x .., Gon ;
| on1 @n2 e Onn-x

es un elemento de K [x], se denota P,(x) y se le 1llama

polinomio caracteristico de la matriz U , o sea ,

Py(x) = det(U - x1) (2)

Por las observaciones anteriores concluimos que los valores -

propios de u son las raices en K de la ecuacidn (3).
PU()\) = 0 (3

Llamaremos polinomio caracteristico del endomorfismo y al po -

linomio PU(x) , donde U es la matriz ascciada a y con res -
pecto a una base cualquiera de E . En clertas ocasiones se tra

baja con Pu (x) en vez de PU (x)

2.2.1 Ejempio
Consideremos un endomorfisme p cuya matriz en la base canbnica

es !

(z -4 0 2)

ye |4 -5 -2 4
0 o0 3 -2
0 o 2 -1

Los valores propios de u son 1 y -1 . En efecto:



Al resolver

(4)

Pyl = Gx - D G )Y

y las raices reales de

.40

3-X -4 0 2
4 -5-x -2 4
0 0 3-x =2 | (4)
| 0 0 2 -1-x
se obtiene :
(5)
(3) son x=1yaxr= -1

bBado que a un endomorfisme 1 se le puede asociar mas de una -

matriz, dependiendo de la base en cuestidn, se¢ puede plantear la si -

guiente pregunta:

nar U ? .

2.2.2 Teorema

iDepende  Pp(x) de la base escogida para determi-

La respuesta la da el teorema siguiente:

1
Sea E un EVK; Uy U matrices asociadas al endomorfismo

U

y (g, <i<n

Demostracidn

, respectivamente .

: E—E , relativas a las bases

(

~

o

i) l<i<n

Entcnces

Sea P la matriz de cambio de base, entonces

ul = pup-l

BIBLIUTECA CENTRAL |
UNIVEREIDSD OF =L |

aRLVADOR
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det{Ul-x1 )
Il

det(PUP~! - x1.)

det(pUP"! - xPP~1)

det(P[U - x1.] P71 )

det P det(U - x1,) det P!
det P det P! det(U - x1n)
det(U - x1.)

PU (x)

2.3 Forma de un Polinomic caracteristico
Al desarrcllar el determinante (6)
0, - X o a
11 12 n
o . (¢ -X. OLn
PU (x)= 21 22 in (6)
a o o X
nl n2 nn

Se obtiene una suma de n!

(73

términos; el término "principal" es

el producto

(7}

Cada uno de los =umendos restantes, es también un preducto de
n elementos del determinante, conteniendo a lo sume (n-2) -

elementos de 1la diagonal principal .
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Por consiguiente, PU(X) es la suma de (7) vy de un polinomio de -

grado, a 1lo sumo, n-Z2 en Xx ; se tiene entonces :

il

-0 By )(I]-(o,:l+...+ am}x’“] . (8)

o0 bien :

© D" 2,0

- Tlm)x“‘] Fr WA e G g )
0 sea, PU(X) es un polinomio de grado n en la indeterminada x
Los cceficientes «t.(U)EK son las funcicnes polinomiales de los cee
ficientes %55 de U.

El coeficiente 1 (U) = ayj * a,,+...+ opy se 1lama Traza de

la matriz U y lo denotaremos T,.(U) .

Por otra parte, si x =20,

Py(x) = det(U - Oln) = det (U) (10
de (9) v (10) :
rnCU) = det(U) ¢h)

2.3.1 Ejemplo

Con la matriz U de 2.2.1

Py(xj = (x2 - 1)2 = x" - e 1
Py(x) = x' + (0)x° - 2x" + 1 (12)
en (12) : 0= T.(U)

1 = det(U)

o sea, (12) tiene la forma (9)
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Existencia de Valores Propios

Definicién

Sea K un cuerpe commutative . Se dice que X es algebrai-
camente cerrado si todo polincmic no constante de K | x| po -
see por lo menos uma raiz en K ; o, equivalente, si todas -

las rajces del polincmio estin en K .

La estrecha relaci®n entre raices del pelinomio caracteristi

co y valores propios de un endomorfismo queda de manifiesto nuevamen-

te en el tecorema 2.4.2 .

2.4.2

2.4.3

Toerema

sea K algebraicamente cerrado, E un EVK de dimensidn fini-
ta n>0 . Todo endomorfismo vy : E — E posee al menos
un valor propic cn XK .

Lemostracidn

Por lo visto en 2.2 , los valores propios de u son las rai
ces de PU(X) . Como el grado de PU(X) es n > , ver 2.3,
y K estd supuesto algebraicamente cerrado, este polinomio
tiene al menos una ralz en X , esta raiz es entonces un va

lor propio de u .

Observaciones

a) Una matriz con coeficientes en un campo no algebraicamen-
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te cerrado puede no tencr sus valores propios en K

Por ejemplo

los valores propios son cos € *isen®, que no son reales -

cuando sen© # 0 .

b) Sea E un EVK de dimensién finita; K conmutativo y -
algebraicamente cerrado; y ¢ : E — E un endomorfismo.
Se dice que u tiene todos sus valores propios en K si
el polinomio gJ(x) tiene todas sus raices en K , o sea
s1 podemos escribir la relacidn

4

DT PO = o- WL (x - (13)

donde Ai son las raices de P (x) en K v los r. son,
respectivamente, sus drdenes de multiplicidad. De la mis-
ma manera decimos que una matriz cuadrada U, con cefi -

cientes en K , tienc todos sus valeres propios en K si

su polinomio caracteristico tiene todas sus raices en K

Vamos a estudiar, er la seccidn 2,5, las matrices triangula-
res y los endomorfismo triangulizables; cn 2.6, matrices diagonales y
endomorfismos diagonizables, hasta llegar, 2.12, al Teorema de Jordan.
En todo este trayecto los ''valores propios' jugarin un papel importan

te.
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2.5 Reduccidn a la Forma Triangular

2.5.1 Definicidn
Una matriz cuadrada U = (aij) con coeficientes en un anillo
se dice que es triangular si OLij= 0 para i>j © 1i<j . En
el primer caso se llama triangular superior , y en el segun -

do, inferior .

2.5.2 Definicidn
Sea E uwn EVK de dimensidén finita . K cuerpo conmutativo.

Un endomorfismo p: E — E se dice que es triangulizable si

existe wma base de E , (x.)

i) 1<i<n ° tal que la matriz U aso

ciada a u , con respecto a esta base, es triangular.

La definicidn 2.5.2 equivale a decir que existe una base tal que:

n(xy) = aypxg
u(xz) = o312 Xyt+oapr X (14)
H(Xn) = aIin Xl+(}.2n}(2+__.+ ann Xn

las igualdades de (14) se obtienen de la siguiente manera :

o117 Q12 <. Q1N 1 1 0‘11}
p(xl) = Ux1= 0 022 ... O2n 0 ?-.'— a11 X1
| 0 0 onn J 0 LO
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" {
a1y @y %in 1 0 (@12
0 Qs Giop 1 Q .
n(xp) = Uxy= 22 Gl = |27 = ey Xp tagg Xy
0 0 .. och 0 [0
L )
[ Yof
011 alz PR an ‘
| 0 Qo o |
- _ 22 ... ©on _
= U ‘.- [T eapXyte. ot Onp Xp
I
tO 0 ...ocnnj 1)

Ademas, a partir de (14), se concluye que u ticne al menos un valor

propio en K

, a saber : apy

En los siguientes teoremas veremos criterios para determinar cuindo -

un endomorfismo es triangulizable; en qué condiciones sc puede obte -

ner una matriz triangular a partir de una matriz U

2.5.3

dada, etc.

Teorema.

Sea E un EVK de dimensidon finita; K commutativo y
u @ E-— E un endomorfismo . u cs triangulizable si y sélo
si p tlene todos sus valorcs propios cn K

Demostracidn

Supongamos que p es triangulizable, entonces existc una base

4 e 3~ 1 N 5 -
\Xi)lsign tal que la matriz U es triangular
11 Ay12 -« 21N
U - 0 Copp -.. 02N

0 o

Q
~
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luego,
Gy1-X Cya «e. UM
0 092X ... Oon
pU(X)= e = (0111"3() - (Gnn‘X)
-x |
0 0 O~ X
como los 0 5 son elementos de K se sigue que u tienc todos sus

valores propios en K

Para demostrar en el otro scntido vamos a considerar primero que K
es algebraicamente cerrado. Debemos probar que todo endomorfismo de E
es triangulizable.

Consideremos el endomorfismo u : E-—E . Como X es algebraicamen
te cerrado, u posee al menos un valor propic, es decir, existe un es

calar o713 y un vector no nulo x,€E t.qg. (X)) = ajq (15)

Sea D el subespacio vectorial de E generado por x, , D cs csta -

ble por u (ver 2.12-a), y sea F un suplementariode [ en F , -

de suerte que E es la suma directa de Fy D , E=D#&F, (ver de-
finicidn 1.4.2) . Designemos por p el homomor©ismo de E sobre F -

obtenido proyectando cada x€E paralclamcente a D, o sea:

go]
T
-

X 'r v {x)
fcE LI P F

X > u (%)~ p(u{x)) = v(x)
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Como F es de dimensidn n-1 podemos, razonando por recurrencia, Su-
poner que el teorema se cumple para F y v; entonces, existe uma base

XoyenesX de F t.q. se tiemen las siguientes relaciones:

v(xz) = 00Xy

v(x3) = azppX; + 033X (16)
X ) = o X + C L

vx,) “na™y n3*s % nn’n

tomando en cuenta la definicidn de v , tenemos

v{xp) = p(u(xz)) =p(y1 *+v2) = Y2
con  u(xy) =y; +yy ; Yi1€D, y,€F; de donde
p(xa) = w1 Xpt ¥y
p(x2) = ez1X; +v(xy)
similarmente, se obtiene

u(x3) = 031X; +v(Xa)

y asi sucesivamente hasta formar el conjunto de relaciones

i}

n(%) = 01Xy +v(xs)

[t}

031Xy Fv(X3) an

n(xs)

n(xp) = opiX; +\’(X_n)

Como LCPRRS forman una base de F es claro que Xi,Xz,...,X,
constituyen una base de E , por ser E =D & F , iuego usando (15),

(16) v (17) se obtiene

p(xy) = e11x)
n(xy) = wp1Xy * e22%
B(X3) = aziX; * 03Xz + 033X3

1}

an1Xy tonsXo F...tonnXp

u(XAj.
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entonces, por (14) de la definicién 2.5.2, u es triangulizable.

El teorema estd demostrado para el caso K algebraicamente cerrado.
Consideremos ahora el caso de un cuerpo commutative K cualquiera y
razonemos por recurrencia sobre la dimensitn n de E ; sea

g ¢+ E——— E un endomorfismo. Para n=1 1la demostracidn es inme-
diata, ya que la base {x;} es tal que U =(a;) es triangular,
Supongamos que el teorema se cumple para n-1 y verifiquemos que se
cumple para n

Como, por hipdtesis, p tiene todos sus valores propios en K , tome-
mos un valor propio a;; Yy un vector propio x; asociado a €l. Sea D
la recta generada por x; y F el subespacio de dimension n-1 su -
plementario de D, E =D ® F . Consideremos, como en el caso K al

gebraicamente cerrado, las funciones p y v :

p: E—————>F

y=y1#ty2 —> Y2

vi:F——F

X ——v(x) = p( u(x))
para aplicar la hipbtesis de recurrencia debemos primero demostrar -
que el endomorfismo v tiene todos sus valores propios en K |
Sea una base cualquiera {y», ¥3,...,y,} de¢ F y sea V la matriz -
asociada a v , con respecto a la base dada :

Ba2 fon
v=| P2 ... Bm
fn2 Bn |

como se tiene la relacidn

p(yi) = X, o+ v(y;) » 2 <is<n , por (16), es claro,que

O.il
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con respecto a la base {4x1,y2,...,yn} de E , el endomorfismo p ad

mite la matriz U

[ %11 @12 -..01M)
U= 0 Boo ...Bon
0 Bn2 -.-Fmn
;17X a1z ... O1n
0 Boo=X... B
Py(x) = det(U-x1,)= 2z 2
0 Bnz .- Byn X

al desarrollar por la primera columa :

t Br2 ... Fon
PU(X)-—-(CLD_‘X) = ((111‘)() PV(X)
| #np ... Bn-x
de donde :  Py00) = (211~ x) Py(x) (18)

La relacidon (18) implica que el polinomio Py divide al PU » Y CO
mo este Gltimo, por hipdtesis, tiene sus valores propios en K ; lue
go, por hipdtesis de recurrencia, v es triangulizable en cierta base

1 1 1 1

{yb.ngh} .mwg%enlab%e{xh)@“.”ﬁl} U es triangular .

En 1a primera parte del teorema se ha demostrado el siguiente corola-

T10 :

2.5,4 Corolario
Sea E wn EVK , dim(E)=n y K algebraicamente cerrado .

Todo endomorfismo u: E—— E es triangulizable .
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Hemos tratado hasta el momento la '‘triangulizacidn'' de endomorfismos.

Veamos a continuacidn la "triangulizacidn” de matrices .

2.5.5

2.5.6

Corolario

Sea UEM(n;k) , n>1, K algebraicamente cerrado. Existe en
tonces una matriz inversible P tal que PUP_] es triangu -
lar.

Demostracidn

La matriz P es la matriz de cambio de base, que nos permite

pasar a una base en la cual PUP—] es triangular .

Corolario

En las mismas condiciones de 2.5.5 se tiene que las siguien -

tes afirmaciones son eguivalente:

a) Existe uma matriz P inversible tal que PUP-1 es trian-
gular.

b) U tiene todos sus valores proplos en K .

Una matriz que cumple 2.5.6-a) se llama triangulizable sobre K y la

matriz

P puede, en general, no tener sus coeficientes en K , pero

si dentro de un cuerpo algebraicamente cerrado que contenga a K .

En esta seccibn, teorema 2.5.3, no se parte de hipdtesis concernien -

tes a la multiplicidad de los wvalores propios del endomorfismo p . En

la seccién 2.6 vamos a considerar sblo valores propios simples y en -

2.7 valores propios con nultiplicidad mayor que uno; también se estu-
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diard la relacidn entre las multiplicidades de los valcres propios y

la dimensidn del espacic E . Cuando se tengan valores propios sim -

ples, vamos a tener matrices diagonales y endomorfismos diagoniza -

bles .

2.6

2.6.1

Caso en el Cual Todos los Valores Propios son Simples .

Teorema

Sea E un EVK, K commitativo. Sea p: E —— E un endomor-
fismo y x;,Xp,...,X, vectores propios de u asociados a valo
res propios 1ip,...A, distintos dos a dos . Entonces los vec

Lores Xj,...,X; son linealmente independientes .

Demostracidn

Sea F el subespacio vectorial de E generado por

{X1,X2,...,x,} 1las relaciones  u(xj) =A%, 1<i<n

n
muestran que si XEF , x = Z ajXj , entonces

n i=1
u(x) = J ejrjx; €F , es decir, F es estable por u .

1=1

Sea ahora el endomorfismo v de F inducido por u :

v: F F

X ——v(x) = u(x)

Dado x;EF, v(Xj) = AjXj , 0 sea que los 1A; son valores -

propios de v ; como los ); estdn supuestos distintos dos a
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dos se ve que v posee al menos n valores propios. Se tie-
ne también que la matriz V asociada a v es de orden dim(F)

es decir , P\; (x) es un polinomio de grade dim(F); de don

de, n <dim(F) .
Por otro lado, dim(F) <n  ya que F es generado por
{xr.”,gg. Asi, dim(F) = n, por lo tanto el conjunto

fxl,...xn} es una base de F y &ste umplica que X;,...Xp Son

1

linealmente independientes.

Observacidn

La hipdtesis de que los valores propios A son diferentes
dos a dos es esenclal para ascgurar la validez del teorema an
tarior.

Por ejemplo, si u es la aplicacién nula o la aplicacidn iden
tidad y si{ Xx;,...,%;! es un conjuntc de vectores no nulos,

es claro que los x3 , 1!

A

i<n , son vectores propios de u

perc no se tiene ningunz garantia ce que sean linealmente in-
dependientes, tanto para la aplicacidn nula como para la iden
tidad, que tienen un solo valor oropio, ceroc y uno, respecti-

vamente.

Teorema

Sea E un EVK, K conmutativo, dim(E) = n=>1

Supongamos que el polinomio caracteristico PU tiene n raices
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simples Ay, Agz,....An en K , entonces existe una base de

E con respecto a 1a cual la matriz de p es diagonal,

{

I.)-‘l G s 0
U= 0 Ay 0
L0 0 .. AL

Demostracidn

Para cada 1 escoj=mos en E un vector proplo correspon -
diente al valor propio A, . Aplicando el teorema 2.6.1 los
n  vectores asi obtenidos son linealmente independientes y
como su nfmero es n= dim(E), éstos forman una base de E;

ademis se tiene, con respecto a la base {x ,...,x,}

° |
pl) = axp = L,
1 0
¢ ¥ J
{0
(o}l‘ 0
n(xp) = oy = Aol s eeey omlx) = L.
ce] A
0 Ln
es decir,
{ oo 0 ... 0}
0 Ay ... 0|
U:i b
, i
‘ 0 0 An}
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Corclario

Sea UEM(n;K), X conmutativo. Supongamos que el polinomio ca
racteristico de U, PU . posee todas sus raices simples
A1,A2,-..,A5 en K y éstas son diferentes dos a dos; enton

ces existe una matriz PEM(n;K) inversible t.q.

Al O a e ‘]
pUP—-I: |O Ao -..0‘

Demeostracidn

Basta considerar el endomorfismo w asociado a U
R N . . .
p: K ——— y aplicar ¢l teorema anterior. La matriz

P es la de cambio de bases.

Conocidos ya algunos resultados sobre matrices diagonales,

pasaremos a estudiar un poco los endomorfismos diagonizables. Muchos

de los resultados de 2.7 se basardn en los de 2.6 .

2.7

2.7.1

Caracterizacion de Endomorfismos Diagonizables,

Definicidn

Sea E un EVK, dim(E)=n ; u: E — E un endomorfismo.

Se dice que p es diagonizable si existe una base E tal
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que la matriz U asoclada a u , con respecto a la base

dada, es diagonal.

Observacidn

El teorema 2.6.3 da una condicitn suficiente para que un
endomorfismo p sea diagonizable; ésta es: que el polinomio
caracteristico de p tenga todas sus raices en X y gque sean
todas simples o, en otras palabras, que el polinomio admita

n rajces distintas dos a dos en X .

La condicifn anterior es suficiente mas no necesaria. En e-
fecto, el endomorfismo identidad es diagonizable pero sdélo
tiene un valor propio.

En esta seccidn 2.7 vamos a tratar la condicibn necesaria y

suficiente para que un endomorfismo sea diagonizable.

Definicidn
Sea E un EVK, dim{(E)>n , u: E — E un endomorfismo

y A un valor propio de u . Se 1llama multiplicidad de 2

como valor propio a la multiplicidad de A como raiz de

PU(X) . Se 1llama subespacio propio de E asociado al valor
propic x , E(A), al conjunto de vectores propios de n

asociados a A ; es decir,

EO\) = Ke]"{u - AI)
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El siguiente teorema nos proveerd de criterios para analizar cudndo

un endomorfismo es diaeonizable.

2.7.4

Teorema

En las mismas condiciones de la definicién 2.7.3 .

Para gue u sea diagonizable es necesario y suficiente que

cumplan las siguientes condiciones:

a) El polinomio PU tenga todas sus raices en K.

b) Para todo valor propio A , la dimensidn del subespacio
propio E(A) es igual a 1a multiplicidad de A como

1

raiz d

Demostracidn

Supongamos que se cumplen a) v b)) .

Sean A Agy ..., Aq las raices de Pu Y Ty, Toyeees rq sus
respectivas multiplicidades; dim(E(xi) = 1;, por b) .
Afirmacién : Los subcspacios vecteriales E(Ai) son lineal-
mente independientes,

En efecto: sea xFE , probemos que Xx puede escribirse en

forma Gnica como xX= | X; 5 X4€ EQG) L, VLo

Supongamos que X puede oscribirse también de la forma :

21 F ZpFe.t zg S 05z, =x; -¥; €B (33) (19)
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Se tiene wuma combinacién lineal, no trivial, nula de elemen
tos de E . Como los z; son vectores propios asociados a
valores propilos Ay distintos dos a dos, entonces son li-
nealmente independientes y por (19) debe cumplirse que

z; =0, ¥i, de donde x; =y, , Vi

Como los E(A;) son linealmente independientes y
q

¥ r; =n , entonces

1_

E = E(

5
-~

)& ... BE (An) .

En estas condicicnes, vna base de E es la reunidn de ba -

ses de E(X1),..., E(Aq) vy esta formada sdlo de vectores
propilos :
1 1 2 2
q q -
{ xl yeens Xrl’ xl,..., sz""’ xl yeens, xr } . Lama
q
triz asociada a yp en esta base es :
" 3\
A
Ly 0
A
1Xx2
Ay
AO
C A,
( 0 a4

o sea, p es diagonizable .
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Supongamos ahora que u es diagonizable . Existe entonces una base

de E t.q.la matriz asociada a p es diagonal. Asi, se tiene :

}\1‘ 0
T
L0 a
entonces : Py(x) = (x a0 L (& - Aq)rq
Asi, la multiplicidad de A; como valor propio de u es L ademis,

la dimensidén de E(Ai) es T, . Por otra parte, los valores proplos

Ai estan todos en K .

2.7.5 Observacibn

La condicitn b) del tecrema anterior significa que E(}) po-
see la mis grande dimensidn posible, en otras palabras, se
cunple la desigualdad:

dim(E(2)) <P ; P: multiplicidad de 1 , (20)
Para todo valor propic A de u .

Para probar el resultado anterior sea F = E(}) .

Es claro que u(F)cF y que el endomorfismo v de F induci-
do por u es la homotecia de razén A ; el polinomio carac-

teristico v es:

P\) (X) = (A-x) dim(E() )
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En estas condiciones, para demostrar (20) basta probar
que el polinomio Pv(x) divide a Pu[x)

En general : Sea F un subespacio de E estable por p vy
sea v el endomorfisme de F inducido por w , entonces Pv divide

a P .
H

El objetivo de las secciones siguientes es demostrar el Teo-
rema de Jordan. Este teorema trata sobre la reduccidn a la forma trian
gular de matrices no diagonizables; su utilidad, en nuestro caso, se

dara en la teoria de las ecuaciones diferenciales lineales.

2.8 El Teoremsa de Hamilton-Cavley

2.8.1 Teorema

Sea E wm EBEVC , dim(E) =n 3zl v u: E » E un endomor -

€]
p-te

fismo . Pu(x) es el poliinomio caracteristico de u , en-

tonces Pu(u) = {

Demostracién

Comc (€ es algebraicamente cerrado existe una base
B={ Xy, Xp,.... X } tal que la matriz U asociada a n ,

con respecto a B , es triapgular
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(
! G11 G12 «-- U1n
' 0 Op2 -.. QG2n
U =
0 0 “nn
L
0 sea :
u(xy) = o3 X
(X2} = ajp X3 * oy Xp
u(xl) = ayq X3 * ...+ oopiXg 210
u(xp) = Gy X, *o-.. ¥ ooppXp

Sea Xi , 1<i<n , el subespacio vectorial generado por
X1, Xg5.v05 X5_; » X3 . Se tiene asi que x€X; ,

u(x) € Xy , ya que x = a;Xy+apXp¥...tapXy ¥

i
p()=u| ajxj! = J

i
L ZTaju{Xj) , en donde los  u(xj)
j= =1
{ 1

s0lo dependen de xi,...,X;

Ademas como

a11-X G112 cen ain

Pu(x)=(a11—x)...(ann—x) =det @227X .-~ G2n

S

entonces Pu(u) = (o1 T-1) . (oppl-w)

se tiene:
u  E » E

Pu(u): E ~ E
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Para probar que Pu(u) = 0 , hay que probar que
WEE , [?u(ull (v) = 0, es decir, demostrar que WeE€E,
[P, 007y~ (@l . Canpl-w) (¥) = 0

probaremos lo anterior demostrando que Vi, 1 <i<n,
(a;5I-1) ... (oj3I-u) (xX) = 0, ¥V x€ X; , puesto
que si se cumple para todo i , se cumple para X,=E .
Por induccién en i :
a) para 1i=1:
(@17I-1) (x3) = o31X; - u(x1) = 0 . En este caso basta

probar con el vector de la base.

b) Supongamos que la afirmacién se cumple para 1-1, i >1 ,
es decir:

(alll'”)---(a(i_l)(i_l)I'U) (x) = 0, ¥x€ xj_-l

Demostremos que es cierta para 1 , o sea :
(a13I-1) ... (o5;I-01) (X) = 0, Vx€ X5

Sea xt€ X; , entonces X se escribe en la forma :

1
X=KkX3 +X

con x'€ Xi-1,x €0 .

afirmacién : (o;iI-u) (x1€ Xi-; . En efecto,
aiiI(xl) = aiixl € Xi—1

y u(xl) € Xj-1 porque Xxj_., es estable por u

Ademis, (ojiI-n) (kxj) = aji(xx5) - nlex;)

k(aiixX; - v(xg))€ Xj-
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Hemos probado que

[o55I-u]  (xx3 + xDE Xj_;, 0 sea
fa;;I-u] (X)€ Xj.; ; ¥ por lo tanto, por hipbtesis de induc
cién, es anulado por (ap;I-u) (“(1-1)(i—1)1'“) y entonces
(alll-u)(gzzl-u)---(a(i_l)(i_l)l-u)[(aiil-u)(X)] =0

¥x€ X; . E1 teorema se sigue del hecho que para i =n,

X, = E

La seccifn 2.9 servira solamente como una "memoria' de re-

sultados. Los teoremas que se estudiaran solamente serin mencionados

puesto que, por el momento s6lo nos interesa su aplicacién.

2.9

2.9.1

2.9.2

‘Teorema de Bezoot

Definicidn

Se dice que dos polinomios f y g son primos entre si, si
su MCD es un polinomio de grado cero; es decir, si su Gnico

comim divisor es una constante no nula.

‘Teorema (Bezoot)

Si £ y g son dos polinomios primos entre si, existen o-
tros dos polinomios F y G tales que

f(x) F(x) + g(x) G(x) = 1

[_?BUUTLUA CENTRAL
L7

NIVERSIDAS BF = LIS T T 'I



.64

2.9.3 Teorema

Sea E un EV , dim(E) =n y u: E-—- E un endomorfismo.
Si F es un subespacio de E estable por u , entonces el
polinomio caracteristico del endomorfismo v: F —— F indu

cido por u , divide a Pu(x) , es decir ,

Pv(x)/Pu(x)

2.10 Descomposicidn en Endomorfismos nilpotentes

2.10.1  Definicién

Sea UE M(n;k) . Se dice que U es nilpotente, de indice de

nilpotencia p si P =@ , pero P )

2.10.2 Lema

Sea U uma matriz triapgular con coeficientes en un campo
connutativo K . Si U es nilpotente, entonces a33 = 0,
para 1 =1,2,...,n

Demostracidn

. 011 ... ain
Sea la matriz oo
U= 022 ...%21

0 0 R te)
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L
a1 . . .
entonces 2 . ,V 2 EN
2 ®22 .
U = .
.
o
nm
por hipbtesis U =0, o sea : a?l h
22 n =0
“nn
. n _ . — LI
A T 0, Vi, luego @i = 0, VvVi=1,2,...,n

El primero paso dentro del estudio del Teorema de Jordin consiste en

considerar el siguiente teorema.

2.10.3 Teorema

Sea E un EVK de dimensidén finita , K cuerpo commutativo
y u: E ——E un endomorfismo.

Supongamos que u tiene todos sus valores propios en K y sea

P () = (- x)rl...(Aq—X)rq

su polinomio caracteristico, donde los A, son los diversos va
lores propios de u y las T, sus respectivas rmultiplicidades.

Sea E, = Ker(u-a,D'i , i= 1,2,...,q

Entonces E es la suma directa de los Ei y

dimE. =71, , 1<i<q
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Demostracidn

Para simplificar la notacién pongamos:

P () = P(x)

£,00 = (0"t

g;(0 = £,(... £_ ) £;,,(... £, 00

g () = (A" L. (Ai_ix)ri‘l()\iﬂ-x)ri"' L..(x q-x)_rq

Como los A; son dos a dos distintos, los polinomios
g; > 1<1<q , son primos entre si, entonces por el teorema

2.9.2 existen polinomios h;€K[ x ] tales que:

i§1hi(X) g0 = 1

q
para X=yu tendremos ) h.(n). g.(u) = I
i=1 * t

Asi , para cada X€E poniendo

Ui = fi(U)
v, = g. ()
w, =h (w) ,

se tendra :

q
L)) = x
i=1 "

es decir , x = w; (vi;(x)) +...+ wq(vq(x)) , en otras palabras,
los mi(vi(x)) engendran a E . Probemos ahora que cada
wi(vi(x))GEi , 1<1<q

Como P(x) = fi(X) gi(X) » fi(p) 8i(u) =P(u) = 0, por 2.8.1 ,

. 0V, = 1<1i < entonces w. o u. o v, =0
0 sea, M ; 50, 1T<i<q, 0 1 OW 3
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Ya que los g; » hi y fi son polinomios en u , cormutan,
luego

. ow:0 v. =0
L1 1 1

Esto muestra que para todo x ,

s (0 (0, 60)) = 0

es decir, “’i(-\’i(x)) € Ker p; = Ker fi(p)

Ker I:('Ai - p)ri ]

E,
i

Hemos demostrado hasta el momento que
E = E1+ Ez"‘..."‘ Eq y
resta demostrar que
E=E ®E; 6 ... (BEq
y que dim(Ei) =T,
Probemos primero que dim(Ei) =r; . Sea xEEi , como

Ei = Ker(p - AiI)ri y como u commuta con  p, Sse tiene que:

Oy wW'L @) = w0;wW @ = ue) =0

osea , u(x) €Ei ; es decir, u(E;) cEj , o en otras pala -

bras, Ei es estable por el endomorfismo n

Designemos con ul! al endomorfismo de E. inducido por
1 1

1. » E.
“i'Ei El

x —— ul(x) = p(x)

Por la observacién 2.7.5 Pul (x)/q(x) . Como el polinomio P}J
i
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tiene todos sus valores propios en K entonces P; también
1

los tiene y se puede triangulizar . Por construccién de Ei

tenemos que T
(ui - )\1) 1 =0

entonces la matriz de

1
M AiI

1
que trianguliza a py es de la forma

- - - - 1
lo que significa que la matriz de M, en esta base es de la

forma :

\ 1 jdim(E;)

y el polinomio
Pl (x) = (a, - x)3m(E;)
U i
i
debe dividir al polinomio Pu(x) , O sea, dim(EiJ~gri .
Por otra parte :

n= dim(E) = dim(E+...+E) <dim(Bp)+...+ dim(Eq) <1p +...+7q = n



.69

luego, dim(E) = dim(E;) +...+ dim(Eq) (22)
de donde : E=E; 6 ... @Eq

y dm(E) =7

1<i<q , ya que si existe Ei t.q.
dhn(Ei) <r,, entonces

dim(E;) +“.+thEﬁ t.ﬂ-&m@%)<r1+”.+ri+ u.+rq
contrario a (22)

2.11 Estructura de los Endomorfismos Nilpotentes

El segundo paso en el estudio del teorema de Jorddn lo constitu

ye la siguiénte propoxrsicién :

2.11.1 Proposicién
Sea E un EVK, K conmutativo, dim(E) =n<l1 y nu: E—E
un endomorfismo. Si p  es nilpotente con indice de nilpotencia

q + 1 , entonces existe uma base de E con respecto a la cual

la matriz de u es de la forma :

P

0 ap 0 -+ 0 )
0 0 g +--

en donde los escalares «o. , 1<i<n , son iguales a 046 1 .
i <1<

Para demostrar esta proposicitn, dada su ''sencillez! , veremos

primero tres lemas auxiliares.
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2.11,2 Lema

Con las mismas condiciones de 2.11.1
Definamos E.= Ker(ur) , 0 <r<q+1 . Entonces, la sucesién de
subespacios (Er) 0 <r<q *+ 1 es estrictamente creciente,

0 = EoCEC.... CEqCE, + 1, n(E, )CE; , Vi>0.

Demostracién

i+1 :
Sea XxE€E; , entonces » (x) = n(u'(X)) = u() =0,
. Juego x€ Ei+i , es decir, Ei C“Ei+1 . Probemos que la in -
clusifn es estricta . Supongamos que se cumple Ei = Ei+1 , pa-
ra algm i, y sea xEE ; entonces

1 i+1 -1
0 =31 =™ )
de donde ,
q-1 -
ut T (x) GEi+1 .= E;
luego, ui(pq-i(x)) =0, o0sea, pix) =0, lo que no puede

ser dado que el indice de nilpotencia de n es q + 1

) CE; .

Probemos ahora que u(E i

i+1
Sea JCGEi+1 , entonces :
) = 0= ') = 0 = ux) = E

luego, (Ei . 1) CE;

1°? VXGEiH ;

Las condiciones de los lemas 2.11.3 y 2.11.4 son las mismas

dadas en 2.11.2
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2.11.3 Lema

Si i esunentero, 1<i<q, y F un subespacio de E
t.q. FOE; = {o} , entonces w(H a4 E, = {o} y

induce un isomorfismo de F en u(F)

Deémostracidn

Sea x.'Gu(F)'rlEi_l ; existeun YEF t.q. x= u(y) ; y co-
mo 0= ul'](_x) = pl(y) se sigue que Y€EFN Ei = {0}, luego

y=0 y x=0 , de donde u(E)_flEi_1= {o} .

La aplicacién v ,
v i Fe—e—— ()
X — v(x) = ux)
es biyectiva . En efecto, v es lineal y sobreyectiva; falta
probar que es inyectiva. Sea YyE€F t.q. v(Y)=u(y) =0 ,
entonces ye€E. , algn 1 , luego YEFQ E; = {0}, es decir

y=20

2.11.4 Lema

Existen subespacios vectoriales F,,..., Fq+1 de E que cumplen
las propiedades siguientes:
a) Ei=Ei_1€9Fi , 1<i<q+ 1

b) v aplica inyectivamente F. en Fi—1 ; 2<i<qg + 1

Demostracidn
Sabemos, por 2.11.2 , que E.CE;C ... CEq+1 = E
Sea Fq +1 suplementario de Eq en Eq # se dan entonces las
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siguientes relaciones :

Eqer = Fqry @ B (23)
Fq+1[1 Eq ={o0} (24)
u(Fq+l) n q-1= {o}, por 2.11.2 ,. (25)
Fq+1 ¢ Eq+1 (26)
u(Eq+1)C Eq , por 2.11.1 , 2Zn
Las relaciones (26) y (27) implican u(Fq+l)C Eq (28)
Sea ahora Fq un suplementario en Eq de Eq_1 t.q.
W(Fg,,)C Fy (29)

La relacién (29) es posible por (25) . Siguiendo el razona -
miento utilizdo al principio de la demostracibn se prueba que
u(Fq)C Fq_l y que u(Fq)C FQ'1 . En forma similar se obtie-
nen los subespacios F. que verifican la condicién a) y la
relacibn u(Fi)C Fi:;‘

La parte b) del lema se sigue de la segunda asercidn del lema

2.11.3 .

Demostracitn de la proposicidén 2.11.1

Sean F. los subespacios mencionados en el lema 2.11.4 ; de -

S1gNEMOS POT X311, Xi2s-+-) xlrl una base de Fq+1 como estos

vectores son linealmente independientes y u aplica inyectiva-

mente Fq+1

parte de una base de Fq ; en otras palabras, existe una base

en Fq , por 2.11.4 , los vectores imigenes forman

de Fq de la forma:
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Xo1s X2235e00y erl, X2r1+l secey x2T2

2]

similarmente, existe una base de -1 t.q.

u(x?_j) = X,;  para 1<j<r,

en donde “(le) =X,. ,para 1<j<r,

se repite el proceso anterior hasta tener una base de F, = E; ,
a1, @D (rg,)

tal que u(xqj) = X(q+1)j para 1§jfrq .

X11 s X123 e e e Xlrl base de Fq+]

u(x11) 5000, ulXir1) X2y 4p) 20 o0 s X2T2

\ base de F
q
X21 sesr, X2T) ,X2(r1+1),---, X2T>2 J
X3] yesey X3T2 ,X3(r2+1),..., X3T3 (30)
x(q+1)1’ tee ’ X(q+1)rqﬂ}>base de Fi= E;

Los vectores de (30) pueden expresarse de la sigulente m.nera:

X11 ’ X12 > cee s Xy

HiX X P BiX 1T X
( 11) > ( 12) ’ , 1 1 1) » 2(T1+1),---, X3To

u2(x11)7u2(x12),"',uztxln)’u(XZ(r ),...,U(Xz,rz),X3(r2+1),
1%1

*e*, X3I3 (31)

Al escribir los vectores de (31) en columas, comenzando por

la parte inferior, tenemos :
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x; = 130xp)
X = ntl(xy1)
Xq = H(Xll)
= X 32
= Q..
Xgry = M (x12)
- q-3
x = x
qQ+3 ut ol 12)
etc.

Los vectores X 1<i<n, de (32), son tales que forman

una base de E y cumplen :

o bien u(xi) =0 o bien ”(xiﬂ) =X Yi

Con respecto a esta base, la matriz asociada a u posee la for

(0 @y 0 ... 0 )
0 0 3
(o
n
L J
en donde ai=0 o ozi=1 , 1<i<n

Después del ''rodeo' que hemos dado el Teorema de Jorddn viene a ser
un resultado casi inmmediato, pero su aplicacidn, como veremos, es bas-

tante amplia.
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2.12 El Teorema de Jordan

2.12.1 Definicidn

Se llama matriz reducida (o matriz de Jordan), con coeficien-

tes en un campo conmutativo K a toda matriz cuadrada de la -

forma :

o O
—_

Por ejemplo :

A1 0
(), [8 1], 0Ax 1|, son matrices reducidas de Ordenes
00 A 1, 2y 3 , respectivamente.

2.12.2 Teorema (Jordin)

Sea E wm EVK, K=€ , dim(E) =n>1 vy n: E—E
un endomorfismo. Entonces existe una base de E con respecto a

1a cual la matriz de u es de la forma :




.76

en donde u; , Vi, es una matriz reducida.

Demostracidn

Sean Ay ,A2,..., Aq los valores propios de u y 719, T25++05Tq
sus respectivas multiplicidades . E puede descomponerse de la

siguiente manera :
E=E1@E2®...®Eq
donde E, = Ker(p - AﬁI)ri ; 1<i<q

Por otra parte, u - AiI actuando sobre Ei es nilpotente,
existe entonces una base de Ei con respecto a la cual la matriz

asociada a u —AiI es de la forma pedida, con A =0,

d
0 ay m

U, - rx.1 7 : . , M = dim(Ei)

\ J

actuando u -AiI sobre E.l se tiene :

- X @] (D

U. = T (32)

>
e

r

Al reunir las bases de los Ei se obtiene la matriz

U asociada a p



con Ui de la forma (32)

2.12.3 Ejemplo :

0

» 1<i<q

77

Encontrar la forma de Jordidn del endomorfismo u cuya matriz

en la base candnica es:

3 -4 0 2
4 -5 -2 4
U=1 o 0 3 -2
0 0 2 -1
3-X -4 0
4 -5-X -2
Py =1 0 3-X -2
| 0 0 2 -1x
-5-X -2 4
PU(x) =(3-x) 0 3-X -2
0 2 -1-X
Py =012 (x41)?
Asi, los valores propios de u son 1

plicidad 2 .

Y

-4 0 yA
0 3-X -2
0 2 -1-X

-1, ambos con multi -



Trabajemos con (p - 1)

2 -4 0

4 -5 -2 4
U-1=4 0o 2 -z

0 0 2 -2

L

Calculemos entonces el nficleo de wn - 1 , es decir los X

talesque (p-1) X) =0.

- DX) =0 equivalea (U - D)X =0, es decir :

2 -4 0 2 [ X3 ( 0
4 -6 -2 Xxo || 0
0 2 -2 X3 l 0
0 0

Utilizando operaciones fundamentales en filas tenemos :

N

2 -4 0 Z -4 0 2 0
4 -6 - 0 0 2 - 0 0
0 0 -2 0| o o0 -2 0
0 0 2 -2 0 0 0 0 0 0
lo que origina las ecuaciones
2x3 - 2x, = 0 X3 = Xy X; = Xy
2xp - 2X3 =0 = Xp = X3 T Xy = X3

le' 4X2 +2Xq

I
[ew)
2
|
N
tal
N
1
ol
-~
54
w
il

Xy

.78
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y no tenemos mds que una variable libre : x, asi, elegimos :

-

1

, 0 sea E, =

—h A —a e
S———

Trabajemos ahora con (u - 1)2

2 -4 0 2Y(2 -4 0 0 -12 16 12 -16
(U_1)2 - 4 -6 -2 4 ' 4 -6 -2 4 |_|-16 20 16 -20
0 0 2 -2 o 0 2z -2 0 0 0 0
0 0 2z -z | 0 0 2 -2 0 0 0 0

y el rango de (p - 1)2 = 2

-12 16 12 <161 [ x; 0
. 16200 16 -20 | | x,
(U-1) “X=0 o o 0 0| x| T
0 0 0 0 J t X 0
s J
-12xy + 16x, + 12x3 ~10x, = 0
-16x; + 20x, + 10x3 -20x, = 0

fijando x; =1 y x; = 0 obtenemos x3 =1 y x;, =0 y re -

sulta entonces el vector ; fijando ahora x; =0 y xp; =1

obtenemos el vector , luego :
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(ot
————

a3}
S}
i
=
[—
—

o

Ker (u-1)%

- D e O
1l

bl

ya que dim Ker

(u-i)LJ = 2 . Pongamos entonces F; un suple

mentario de E1 en EZ = Ker (u"1)2 , Yy como base de F1 eli-

(1\
jamos |pf ; como u aplica inyectivamente F] en F, tenemos
1
O
(1) 2 -4 0 2 1 2
0 4 -6 -2 4 ol 12
-1 hl=|0 o 2 -2 1l = 2 y como
0 0 0] Z -2 0 iz

dim Ker(u—1)2 = 2 , tenemos que Ker(u—1)2 = F1 ® F, , donde -

(2
F, es el subespacio engendrado por 7} y una base de

I

NN

Ker(u-1)2 estd formada ento.ces por

B
_ o
= (H‘ﬂ‘|1J

[0

NNNN

1
0
1ty
0

Busquemos ahora una base de Ker(u+ 1)2

4 -4 0 2
(u+1) - 4 ‘4 ’2 /l
0 4 -2
0 0

El Ker(u+1) puede encontrarse resoiviendo el sistema



-4 0 21 xy )
|
{
|

0 4 -z |x3
0o 2 oJ qu

[l e N e
1
~
1
N
BN

4 -4 0 0 4 -4 0 2
4 -4 - 0 0 -2 2
0 4 -2 0 0 L -2
0 0 0 0 0
lo que da :

x3 =0

4x3 - ZXH =0 o sa X = 0
y 4xy - 4xp + 2x4, =0 o sca 4 - 4dxo =0

X1 = X2

Yy no hay mis que una variable librc, dlgamos

Hagamos entonces x3; = 1 y resulta ¢l vector
1

g base de E, = Ker (u+1)
8]
_ 3
Ademss - 4 -4 0 2} ! 4 0 2 |
) 4 -4 2 4 a4 -4 -2 4|
G =1 0 4 27 o o 4 —2|
0o 0 2z 0 L o o 2 0 J

QO O O

o o O O
—
[a]
1
-f =]
—

o o O O
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Encontremos Ker(u+1)2 , haciendo operaciones elementales en fi-

la,

0 0 12 —81 0 0 12 -8

0 0 8 4 ~ U R S| rango de (u+1)2 es 2, y
0 0 12 -8 0o 0 0

00 0 8 '4J 0 0 0

las ecuaciones que se obtienen son :

n
[ev]

12x3 - 8xy Ixg3 - 2x, = 0 x3 =0

1
[

8x3 - 4xy = 2x3 - x4 =0 x, =0

Yy X; , Xp resultan ser variables libres. Pongamos entonces los
1 0

vectores 0} y 1| como base de EZ = Ker(p+1)2 . Busquemos
0 0
0 0

entonces su suplementario de E1 en E2 = Ker(u+1)2 .

E, = Ker(u+1) . Elijamos como base de F1 el vector

1

OO Q

Una base de F., es entonces obtenida con el vector
1

(u+1)

u
8 = g , como dim Ker(p+1)2 = 2 , tenemos que
0 0

Ker(p+1)2 =F, & Fo

1

y uma base de Ker(p+1)2 estd formada por
4 1.

OO0
=

4 0
ol= (ut1) OJ . Por otra parte E = Ker(u—1)2 ® Ker(u+1)2
0 0.
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y una base de E se obtiene reuniendo Jas bases ya obtenidas

para Ker(u-l)z Ker(p+1)2 , resultando asi que

y
1) 2} 1 4
0 2 0 Y
IJ sl2ls 1ol ¥ |0 es la base de E . Ordenemos esta base en
0 2 0 0

la forma siguiente :

2 1

2 0
f1=2’f2=1’f3=

2) 0

y £y, =

D O
o O D
-

ya que up-1 restringido a Ker(u-1)2 es (w-N{E) =0,
(u-1) (£2)
(u+1) (£3)

£, y (w+1) restringido a Ker(p+1)2 es

0 y (u-1)(fy) = £3 tenemos que la matriz de n

en la base {f; , £, , f3 , f4 } es :

11 0 0
01 0 0 cont 1Jos bloques de Jordan
U=1lo 0 -1 1 1 1) 1 (U, o
00 0 - J1=00J’J2= 0 -1 U=[0 Uz

La seccitn 2.13, Gltima de este capitulo, pretende ensefiarnos a calcular
la exponencial de una matriz dada. Esta exponencial vuelve a aparecer en
el capitulo 4 cuando estemos resolviendo sistemas de ecuaciones diferen-

ciales lineales.

2.13 Exponencial de una Matriz

; - A .
Nuestro interés en este momento es calcular € , siendo
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2.13.2
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a1 412 ... @

mn

A= dg1 Q22 ... 32n
a

4 %o 4nn

para lograrlo, necesitamos primero tratar sobre la norma en el
espacio M(n;C€) y el limite de una sucesidn de matrices. Como
cada matriz de M(n;C) puede identificarse con un punto de

2 A
o , usamos la norma en ct para definir la norma en M(m;T) ,

(ver 1.1.2-c)

Recordar:

Sea A€ M(n;k) , A:(aij) . La aplicaci6n

|12 M @) > Ro
A - ? aZ, g
i,j=1

es una norma en M(n;T)

Definicién
Sea (An)nGJN una sucesidn de elementos de M(n;L) . Se dice

que la sucesifn es convergente y que converge a la matriz

AE M(n;C) , si Vevo , Jn.EN  t.g. ¥n >no, llAn—AH < e

Recordemos que el 1imite de una funcifn vectorial estd determi-

nado por los limites de las funciones componentes. En las suce-
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siones de matrices, el limite de una sucesidn es la matriz de
los 1imites de las sucesilcnes de las entradas.

La afirmacidn anterior se probard en el siguiente teorema.

2.13.3 Teorema

Sea (An)nGJN una sucesidn de elementos de Mn;E) vy

A € M(n;C) . Entonces :

Lim(A)) = A ssi Lim(AIilj) = Ay

Nl & o

Aij representa la 1i,j -€sima entrada de Ay (AI.1 la

1j)n€ N
sucesibn de componentes en la 1,j -&sima entrada de la suce -

s16n (An) ne N

Demostracién

Ver referencia bibliogrifica (8)

2.13.4 Definicidn
Sea A€ M(n;C) . Definamos la matriz B~ por

B =i +A+A2 + ..+ A (33)
m n -_— -

Z

Nuestro propdsito ahora es definir exp(A) = eA como el limite

Lim B, » pero para poder hacerlo debemos probar primero que
T~ oo

la sucesidén de sumas parciales By , B, ,..., tiene limite. Los
teoremas 2.13.5, 2.13.7 vy el corolario 2.13.6 nos garantizaran

tal convergencia .
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2.13.6
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Teorema

Sean Ey F E.V.N., dim(E) =n y T: E — F una aplicacidn

lineal. Entonces T es contimua y existe X >0 tal que
T < Kl x|l , Vx€E .

Demostracibn:

Referencia bibliogriafica (8)

Corolario
Si A€ M(n;@) , existe K>0 tal que

AP < K71 Al

Demostracién: Ibid.

Corolario
<) Am

Sea AE M(n;T) . La serie y —— s convergente .
=0

Demostracion:

Referencia bibliogrifica (&)

Definicidn

Sea A€ M(n;T) , la matriz exp(A) 6 A se define :

5 m
eA=ij(‘] +A+A_ + ..+ 6__)
n
m — e 2! m!

o .M
6 Aoy A
m=0 M.
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2.13.9 Consecuencia

A partir de la definicifn anterior se obtienen los siguientes

resultados :
a) el - Jn . En efecto
m
o ... ) o
e—Lm(}Jn+m+E‘— + ., +E)_]n
Al 0} } re}‘l. ) )
— " A "
b) Si A=) o -_} entonces e =| 0 M
t " L
En efecto 0 .
- - A 0]
A _ At 1 .
I o
m=0 m! m=0 1m! )] A
n
(AT
m!. -
= Z .)\1;11
m=0 —_—
m!
4 )
=) }\1
Lo— 0
m=0 m! erl
R A
0 y 2 @ e’ n
" m!

Los siguientes resultados son algunas propiedades de la exponen -

cial de una matriz .
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2.13.10 Teorema

2.13.11

Sean A, B € M(n;C) tales que AB = BA, entonces :

a) A. eB = eB . A
b) eA.eB = eB eA
Demostracidn:

Referencia bibliogréfica (8)

Como sabemos la solucifn de la ecuacidn diferencial

yl = ay es Y= ¢ ™™ . Nuestro interés es ampliar este -

resultado para sistemas de ecuaciones diferenciales. El primer
paso es mostrar que para diferenciar la exponencial de una ma -

3 i g KX
triz podemos aplicar la misma regla que se vsa para f£(x)=e = .

Teorema

Sea A€ M(n,€ ) v consideremos la aplicaci6én

exP

W R ——— M0

t —m etA

Entonces exPA es diferenciable y se tiene

detA

dt

= AetA

Demostracidn:

Referencia Bibliografica (8)
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2.13.12 Teoreéma

2,13,13

Sean las aplicaciones f y g :

f: R—— Mn;0) g: R—— Mn;0)

t —— A(L) t ————— B(t)

f y g diferenciables . Entonces :

5%_ {(f.g)(t)] - }fi_ [A(_t) B(_t)}
= A+ -4 By
dt dt

Demostracién:

Referencia bibliogriafica (8)

Teorema

Sean A, B € Mn,T) con A.B = B.A. Entonces

A

A . . . -A
a) € es inversible y su inversa es ¢

by A B = A'B

Demostracidn:

Referencia bibliografica (8)

Con lo visto en los capitulos 1 y 2 estamos en condiciones

para entrar al estudioc de las ecuaciones diferenciales y su resolucidn, -

especialmente en los sistemas de ecuaciones diferenciales .



FB ECUACIONES DIFERENCIALES . TEOREMAS FUNDAVMENTALES

E1l objetivo de este capitulo es garantizar la existencia y umici
dad de la solucién de ias ecuaciones diferenciales lineales. Con esta
garantia se procederd, en el Capitulo 4 , a l1a resolucidn de ecuacio-
nes diferenciales lineales y sistemas de ecuaciones diferenciales 1i-

neales.

El camino a seguir, en este tercer capitulo, es el siguiente:

1. Considerar el problema de soluciones aproximadas de la E.D.

(ecuacitn diferencial)

dx  _
= 5% (*)

2. Tratar el mismo problema planteado en (1) para el caso

£ X-lipschitziana .

3. Analizar el problema dc existencia y unicidad, de la solu-

cibn de (*) , cuando f es K-lipschitziana.
4. Como caso particular de 3, tratar las ecuaciones diferencia-

les lineales.

De aqui en adelante vamos a suponer que E es um espacio de Ba-

nach sobre R
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Si ¢ es diferenciable y ¢ :R -— E , entonces la derivada
¢'  estard también definida de R a E . En efecto: definiendo
la isometria natural vy :
Yy : E—L(R;E)
A—y(A)

vy(A): R ~——E

A A
tenemos que L{R;E)<E .

Entonces : dado tER , 3" {t)€ L{(R;E) , es decir :

¢(t) :R——E

X —— Ax

Ecuacion Diferencial de Primer Orden .

Definicidn
Sean los conjuntos Ue I, UCRXE e ICR, vy la funcidn
f:U——E continua .

La solucidén de la ecuacidn diferencial (1)

= £(t,x} (M

es una funcién ¢ de clase C1 , ®: I -—E que satisface
las dos condiciones siguilentes:
i) (t,® (t)€U , para todo t€I

il) ¢ (t) = £{t, e (t)) , para todo t€I .
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Observar : si ¢ es sblo diferenciable y satisface 1) ¢ 1i)
. 21
se sigue que ¢ es clase ( , puesto que, por ser f£(t, @ (t))

continua, ¢ es continua .

Definicién

Si E es un producto finito de espacios de Banach,
E =E;xE»p X...xEn y f: U ——E ; UC RxEpx...xE_ ¥y f es
una funcidon de ias n + 1 wvariables

T, X1,...,%, 5 TER y:%EEj,i=1JP.wn.

f esta determinada por las n funciones, de variable vecto-

rial, f. :
1

fi U ~—*»Ei (i=1,2,...,n)

Una sclucién ¢ de la ecuacidn (2)

3

debe ser tal que :
i) (t,e (1))EUCR x E

ii) #(r) = £(t, 2 (t))EE = E; x...x En

es decir, ¢ estd determinada por n funciones 2 de clase

C] tales que :

. 1

1
2 ()= (9(8),..., ¢ (1)
(6,9 () = (t, & (©),..., 8 (£))EV

——n
1

@i {65 = £.(t, 0, (t),...,¢r1(t)) ; para todo 1€1
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Se forma, entonces, un sistema de n ccuaciones diferenciales

de primer orden con n funciones incdgnitas

dx.
i C 1<
,Xp) 5 1 <i< n .

;e Ei(t,xl,...

Ecuacitn Diferencial de Crden n .

Definicidn
Se 1lama E.D. de orden n a toda ecuacidn de la forma :
-1
x  dx a7 'x
P = f(t,x, —ar vt ——azf—a (3)

enn donde f es una fimcidn continua ,

T}

f i UCRxEx,..xE —

P

n-veces

Una solucibn de (3) es wma funcién ¢ de clase o R
satisface :

b

¢: ICR - £ que

D (e (8), o0, 0 T
53y oMy = ‘ ;
J-l) ¢ (t) - f(t,d)‘\t),é (t),...,@
para todo t € 1

El problema de resolver la ecuacidn (3) puede reducirse a re-

solver ecuaciones de primer orden. En efecto

haciendo

dix
=x. ; 1< 1<n , tenemos:
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R s
dt -1
dx; nizii
=Xy = —
dt R dt?
dx d3x
=2 Ji;,- = .__: -
dt dt?
dx -
) n-1 S e - f(tx dx a1y )
dt noogn gy e dt

formindose el sistema (4)

dx _
ac T %
<-}f\'l X
————— T ‘2
dt
dx
n-1
dt = ;rt>xl JXZ) -:“n__l)
Las soluciones de (4) =on n funciones ¢, ¢y, "Qn—]
de clase C1 tales que
o' () = &, (t)
H
¢ (1) = 2 (t)
' {4 = &
@n_ 1\1) ¢ n(.t)
= f(t.o(t), a(t),..., ¢ _ (1))

n-1

de ecuaciones de primer orden :

(4)
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1

. i d e .
siendo, claramente, @.(t) = ~—?——(t) , para todo t €I
' dt’
En estas condiciones podemos afirmar que el estudio de una ecuacidn di
ferencial de orden n se puede reducir al de una ecuacidn diferencial

de primer orden, basta reemplazar E por B

3.3. Soluciones Aproximadas
3.3.1 Definicién

e <
Sea e > o . Una {funcidn de clase C ¢,9 : I ——E , se

1llama una solucidn e-aproximadz de la ecuacibn diferencial

(1) si cumple
i) (t, ® (t))EU, para todo t € I (5)

ii) ] oY) - f(t,9@)) < e , para todo t € I.

3.3.2 Observacién

Supongamos que 1 e5 compacto . Entonces

=4y Iy
k=1 ©

siendo los Ik intervalos compactos tales que el extremo dere

1

cho de Ik—T coincide con ol izquierdo de Ik , ¥y tales que

@I es de clase C1 en I
k

ruestro interés es que ¢ satisfaga (5) en cada intervalo

k
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Ik . BEn los puntos on los que la derivada es discontinua se

pide que:

e (8 - £(t, e (N l<eyllel (©) - f(t, 0 (O]<e

Teorema (Existencia de soluciones aproximadas)

Sea 1a bola cerrada B{x.,r) en E . Sea I CIR un interva-

~

lo compacto y to€1 vy sea { una funcidn continua tal que:

£ IxB(Xo,r) ——E
y £, Qi< M, parta t €I y x € B(Xo,r) .

Sea J 1la interseccidn de I con el scgmento

Entonces, para tode e > o , la ecuacidn diferencial

posee una solucidn s-agproximada ¢, ®: J — B(X.,T) de

1 .
clase C a trozos tal que ¢ (to) = X, . Se puede conside -

rar también a ¢ lineal a trozos .

Demostracidn

Construyamos la funcidn & en el segumento de J definido
por t>t, . Andlisis similar se puede hacer para t<t, .
iy

Sea I' un segmento tal que tet< T< to *+ N -

La longitud de I' es T-tg< r/M

Definamos en I' la funcidn 2, ,



ot I'" ——— L

t ——— XQ+ (t“to) f (tQ,XQ)

o, , asi definida, cumple ¢, (ta) = Xo ¥ 0 (to) = £(ts,X0)

/

Debemos probar que ¢, es una solucidn c¢-aproximada en I .

Para ello :

Sea tGI’ ’ H q-‘o (t - XOH ” XO+ (:t"tc) f (to ,Xo) - Xo||

H (t”to) f (toyxc)”

L

ilt*tﬂu H f(toaxo)”

< T

=T
o sea, %, (£)EB (Xo,r} , para todo t € I' ; es decir ,
(£, 20 (£))E I x B(Xo,T) .
Falta probar que [[o! () - £(t,eo ()]l < ¢ , para todo t€I' .
Prra demestrarle consider~mos subconjuntos de I' @ ¢, serd
una solucién e-aproximada en un segmentec |to,t;]|  Siempre
gue se tenga

I £(tesxo) - £(t,Xo* (E-to) £(to X< ¢ (6)
para t € [ t., t; | . Por 1a continuidad de £ , para cual-
quier € > o se ticne que oxiste un @ » o t.q. | t-ts] < 3
implica la desigualdac (6} . Si se cwmple para to<t<T,
entonces &, €S una solucidn aproximada en I' t.qg.
3

3o {te) = Xo , Que es lo gue queriamos probar . Si no es asi,

1

o]

existe un mayor segmento |*,,t; | en el cual se cumle (6).

En efecto : supongamos que (6) se cumple para [ to,t;[ ,

siendo t; el Infimo de los t para los que (6) no es
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cierta . Por ser £ contirma, (6) sec cumpliri también para

t = t; . Escribamos ghora &, (t;)} = X;; entonces

Xy1-Xo= @5 (ty) - @, (to)

Xo+ (t1-to) {te,Xe) - Xo

11

(ti-te)f(to,Xo)

i

Xl‘Xo” H (ty-to)f(to,Xo) H

= [ e-to F 1 £(to,xo) ||

< o -te I M

-3

1A
It
1

-

Sea 11 =71 - || X;-Xol - Entonces f estid definida y es con-

tinua para ty < t< T,{| x-x3{<r; , ya que se dan las siguien

(IS

t~s inclusiones

{tER/ty <t< T} CI

{x €F/l x-xo|, < 17} C B(Xo,1) ,

1
ademis , | €, x)| < M vy T - ty< - (7

La desigualdad ({7) se verifica dc la siguiente manera

£y - oS T - tot—

N
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H r—th 'to) '
Tt

1
|
|
I

M '

< .
T - t, - M “ T"H f(tcﬁxo) “ (tl_tc:)H
‘: ! Xl‘}(o”

T -ty < ~£;— | r- ——— (t;-to)

T et ,;

1 [
Tt S g |l |

< 1
v e T A tl - T

con ty; y X; repetimos el proceso hecho con to ¥ Xo

consideremos la funcién @y , ¢7: ' —F

I" ={ t€R /t-T - ~M—‘ b ocon 8q(t) = x +(t-t1)E(t,,x1),

para todo t € I

Se puede verificar fécilmente gque ¢; toma sus valores en
B(xy,r7) y que existe un mavor segmento | ty,t, | .

ti< ty < T, en el cual se verifica la desigualdad (8) :

| &1 () - f(t,él(t)}f§:)|f(tl,Xi)‘f(t,31+(t‘t1)f(t1,Xl))|\< €
(8)

En estas condiciones, si T = t, , Ja funcion o , igual a

9, en [te,ty | ya @; en [ty,tp | es una solucién
e-aproximada de la ecuacién (1) en [t,,T ] y se completa

la demostracidn . Si, por el contrario, t, <T , se sigue el
L) > 2 2 S
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proceso hasta definir por recurrencia las sucesiones { to,ty,...}
con  te < ty <...< t < T 3 {XosX1,.-01, X; EE, oc<i<mn;

y las funciones o. ,
i

0. : [ t.

N 1’ti+1j —————— B(Xo,r) ; 0< i< n-1

s +- ., X
t X, + (x ti)f(tl,xl)

las 2. coinciden en los extremos comnes ts 1 <i< n-t

y los X; son tales que X; = 24 (ti) ]

A partir de las funciones lineales afines ¢, se construye

wma funcidn continua ¢

~. -1

b ,1_t0’tn_li —_ B(Xoyr) )

iineal por tramos, que es una solucidn s-aproximada de la e-
cuacidn diferencial (1) . Si tn =T, algtn n , el teorema
Gueda demostrado . Falta probar que efectivamente el proceso
anterior tiene fin .

Supongamos que V n, tn < T ; ya sea t' la cota superior de

la sucesifn estrictamente creciente to< 1, Sres<t <eee

se tiene :
Py i XM= 1 G- £ 0 LX)
=t gl £ x ), £, -t > 0
< (tn+l— €)M

La sucesidon { t_} es creciente y acotada por T , luego

n' neE N

es convergente . Ademis -{tni}es una sucesidén de nimeros rea-

les, por lo tanto cs de Cauchy, o sea | converge a

tn+1—th

cero; en consecuencia || X 41" an converge a cero.
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. 1 q A r
Luego la sucesiodn { Xn}nGIN es de Cauchy . Posee,
entonces un limite x' en la bola cerrada B(X.,T)

Por otro lado ,

- = - 3 . '
o (t) X, (t tn)f(tn,xn) 'S t sttt
I q>n(t) - xnll < M(t-t )< M(t'—tn)

o (0=l o (0)-x s x| <o _(0x [+ xox < (9)
< M(t'-t) + I X, X' | por ser f continua en el punto

(t"x,); (t,’x')e I XB(?CO,T) > existe n > o t.q.
(Jt-t' T <n y [[xx"[<n) = [ £(t',x")-£(t,x)[| < e/2

si n — = , tenemos por (9) : 2, (t) — x' , para
t <t< t'
n — -
"ntonces, por la continuidad de £ :
” f(_t’,X’}-f(t, @Il (t})”f 5/2 , t <t<_ t! (10)
“V'

H f(t' )X’) —f(tnsxn) H = H f(,tn’xn) —f(.t' ,X’) ” f E/?_ (11)

de (00) y (11) se concluye gue :

P x)-£C, e (< eyt ctet

Es decir, ¢  es solucién c-aproximada en [tn,t' ], por

otro lado, por la construccidn de las funciones P de-

- - = + s
be estar definida en | tpothe; J » Osea thet .. Este

Gltimo resultado es contradictorio, puesto que t' es cota

superior de la sucesidén {t_}
P { n'ne W
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3.4.1

Ecuacitn Diferencial Lineal

Un ejemplo de aplicacitn del teorema 3.3.3 lo veremos en
las ecuaciones diferenciales lineales . En este caso, la exis
tencia de la solucidn e-aproximada se garantiza en todo el in

tervalo I de definicion.

Definicidn
Una ecuacidn diferencial lineal de primer orden es una ecua-

cidn de la forma (i2) :

dx

T = altx + b(t) (12)

con a y b funciones continuas en un intervale IC R ,

ee———> E

i
p—
<

o
t=mi

£ I¥E-

1l

(t,x) ——— a(t)x + b(t)
es una funcidén lineal afin continua en la segunda variable ,

para cada t € I

Sea (to,Xo)€ IXE vy consideremos 1a bola cerrada B(x.,r) ,
con r fijo y arbitrario . A partir del teorema 3,3.3 se

demostrarid el siguiente resultado:
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Teorema

Sea JCR compacto . Entonces existe, V ¢ > o , uma solu-
cidén e-aproximada ¢ , ¢ : I ——E , de la ecuacion (12)

tal que 0 (to) = Xo -

Demostracién

Sea t€I . Lanomma | a(t) ||, norma en L(E:E), es uma
funcién continua en t ; como 1 es compacto, || a(t)( debe
ser acotada superiormente. Lo mismo puede decirse de || b(t)] .

Sean o Yy B :

v = suplla(e) [ , 8= supl b(t)]|
t€l tel
I £ = att)x + b <] ate) x|+ b || < afl x|l +
sea || x-Xo||< r , entcnces :

| £(t, %) < & [Ixol| + or + & . En efecto , || X-Xo|[]< r impli-

ca
Ix| -l %ol <
Ix < [ xoll +
o [x]i<al xofl + a7

o llxli+ 6<allxll+or 8

Entonces, para t€1 y |

con M= af Xo|l + £ +ar. Luego ,

N 1t
M _ :-;:u)\oll + 8 .

r T

X-Xo|| < ¥, se tieme : || £(t,x)| <M,
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En estas condiciones, fijado X,, podemos escoger r tal que

"
¥

(S

< 29 ; segin el teorema 3.3.5 , existe una solucidn
T
e-aproximada ¢ (lineal a trozos) en el intervalo compacto J;

R
J~Lﬂi_to—-—.—v&_,~.o+—_.:;—1—]

ya que

tal que ¢ (to) = Xo .

A partir de este resultado podemos encontrar una sclucién
e-aproximada y lineal a trozos en todo I . La construccidn
de esta solucién es similar a la hecha en la demostracitn del

teorema 3.3.3 . La solucidn ¢ se forma a partir de la su-

cesibn de funciones 9., &, seres 9
3.5 Caso Lipschitziano. Lema Fundamental
3.5.7 Definicidn

Sea 1z funcién £, ¥ : U CR*xE —— E
£ es Kk-lipschitziana en X , Si Se cumple

1

[ E(txy) - £tax) 1l < Kl xy-xo ] (13)

3.5.3 Lema Fundamental

Sean las funciones & y & ; & : I —E ; soluciones



3.5.3.1

3.5.3.2

gp-aproximada y e,-aproximada, respectivamente, de
cidn diferencial (1) . Sean X3 = @1 (ts) ¥ Xpo =
sus valores iniciales para t.I . Entonces, si f

k-lipschitziana en x , se tiene, para tET

w klt-to!
| e

H ¢l(t) - ‘I'z(t) H f H Xl_XZi +(€l+52) e

Demostracibn

Neceistamos conocer primero la "desigualdad de los

tos finitos" y un lema auxiliar

Desigualdad de los Incrementos Finitos

Sean las funciones f y g

o]

____).F
a,b] —R

jan]
it

= F=

£
g :

f y g son diferenciables en todo punto de Ja,b |

tinuas en [2,b] y F es un espacio de Banach. Supongamos

I3

que para x€ Ja,b[ su cmple || £ (X< g"(x) ;
| £®) - £(a)[|< g®) - gla) .

-

Demostracidn : Ver referencia bibliogriafica Bl .

Lema Auxiliar

la ecua -

32 (to)

es

k

incremen-

entonces

: & . %
Sea U wunma funcién continua ; U : [ 0,T] — R , T>0 ;

[9n]

k|t-t°l_]

y con

(4
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que satisface (15)
t

Ut)<at + k i Uy)dy (15)
|

J:__-)

entonces

kt

—%—-(e -1} , para

Demostracidon : Ver Bl

Demostracitn del Lema Fundamental :
Por comodidad, sea t,= o . Haremos la demostracic¢n para el

caso t > 0 , pasé&ndose al otro caso con sblo cambiar t

| o3 (8) - e, ()|« ey y [ o3 () - £0t, o)< en
entonces
leiqt) - o300 =1 (orrt) - £(t, 81 (1)) + (~&(t) + £(t, a5(t)) +

+ £(t,0,(0)) - £(t, o)) ]

< | & @ -£,n @ +lea(t) - £, 6N+

|| £0t, 0 (L)) - £(t, &(t)) ]

< eyrep | £(8, 8 () - £(t, () |
Tomanco en cuenta (13), con X, = @i[t) , Se obtiene :

| e1(t) - 65 ()|l ey +ep + k|| 8 ()-0,(1) || (16)

Escribamos o= o; - ¢, (17
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1 -
® es de clase C' a trozos por serlo & y &, . Aplican-

do 3.5.3.1 a (16) , t>o0 , obtenemos :

e
5

{

|,

H &,(t) - &,(t) - ¢,(0) + 3, (o) || < |ley+e; +k“ &y (y)- ¢2(Y)l) dy

)

usando (17) : rt

|l o(t) - o) [ | (crtenr k|l e NNy (18)

0

por otro lado ,

Te I =lle) + e(0) - e} [[<llel+]le(x) - ¢ (@[ (19
sustituyendo (19} en (18) y haciendo ec=e;+¢y , tene-
mos :

< | okl o) 1+ 6= 0 (o) ) dy

0

e(t) - 2 ()

!
e ) - <@l dy (197)

‘C

< t(etk]l s(0) ]l *+ k

hagamos, por comodidad ,

[e(t) - e}l =U(t) > 0

T ” (20)
e+ K| ¢ (o) H: ax>{0
J
sustituyendo (20) en (i9') :
T
[2(t) -2(0) || < at + k | U(Y)ay (zn
!

- ¢
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Aplicando 3.5.3.2 a (21) se tiene :

U(t) < 5= (e - 1)

Sustituyendo (20) en (22)

.108

(22)

o) - e <~ +kle@l) (-1, para tso0

kt

le@ - @I < Ge+ le@Ie

w]j

ol Il (3-ot0) +f el (E+ [le(@ ) (& = 1) + [[a @) |

N -kt k
Fe(eyll < £ e - 1) + el e @23)
Usando (17) vy sustituyendo en (23)
| 2 () - et II< {%‘(ekL -1+ fler(0) - 2 (0)] &<t

le1()- m ()l & (& - 1)+ |l x -xa ||

.'_ “ (i\l (‘t) = ¢\2 (t) I;l[ 'i (E:--l' 527 ':C | X

Aplicacidn del Loma Fundamental

: Teoren:

de Unicidad

En la seccidon 3.5 vimos que la diferencia de dos soluciones

aproximadas, de una ecuacién diferencial de la forma (1) ,

puede ser mayorada. Ahora, se probari que si se tienen dos so-

luciones exactas de (1) , &stas son iguales .



3.6.1 Teorema

Sea f : UCRxE —— E una funcidn continua, k-lipschitzia-
naen XEE . 81 ¢; ¥y &5 ; @i : I —— [ ; son dos soluciones
exactas de 1a ecuacidn diferencial (1) , v si &1(ts)= 2,(to),

to& I , entonces

L

‘151 @2 en I .

Demostracidn

El lema fundamental garantiza que

kE-ta) (e1*eq) = ;

i Xl‘XRH €

o1 (t) - ex(e)] <
en nuestro caso, o)(t.) = x; = 8,(te) = Xp 5 €1= g5= 0 , luego
| 81(t) - 2,(t)]| =0, tEl

@j - ':’2

3.7 Teorema de existencia con el Caso Lipschitziano :

Nuestro inter@s en esta secc’op es garantizar la existencia de
una solucién de la ecuzcidn diferencial (1) para el caso en que

f es lipschitziana.

2.7.0 Teorema

Sea £ : UCRxE *E una funcidn continua k-lipschitziana
en la segunda variable; U cerrade, Sea (t,,X.)EU y sea ICR

un intervalo compacto conteniendo t . Supongamos e, para todo
fe s P
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e > o, existe en I wuna sclucitn e-aproximada ¢ : I ——E,

de clase C1 a trozos, de la ecuacién diferencial (1)

dX  _ rre s
& £(t,x) (n
tal que ¢ (ts) = Xo
Entonces, existe en I wuna solucitn exacta, ¢: I ——E ,

de (1) tal que 3 (ts) = Xo

Demostracidn
Consideremos la sucesidén de nimero positivos (en)nGN fijos
tal que ey T 0 cuando n-—= . Sean n y p fijos y

arbitrarios . Consideremos las funciones

soluciones £ eD—aproximadas de (1) , respectivamente,

tales que

@“(to} = Mo, @p(to) = Xo

Aplicando el lema 3.5.3 tenemos

k't"tn| a4
P . e o= )
I o (1) - @p(L)J < (en-ep} ~———— , para todo t€I
k|t-to] .
La funcidn g(t) = £ T : es continua en el compacto I ,

luege es acotada . Sea X una cota superior. Se tiene entonces

I @n(t} - @p(t)“ < K(en+ep) , para t€I
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Por la convergencia de (e_) se sigue que la sucesidn

n'nE IN

es de Cauchy . Lucgo, 1a sucesidn es con-
g0,

(Qn) ne N ((bn'} nE N

vergente y converge a una fimcidén ¢ ,¢ : I *E . ¢ es

continua, por ser el limite de funciones continuas con conver-
gencia uniforme .
Por hipdtesis, (t,bn(t))e U, ¥n, ¥ t€I. Ademas U es cerrado,

luego
(t, 9(t))EU , para tE€1I (23)

Por otro lado, c~n(to) — §(te) = X,, 0 €3, &{t,) = X,

(24)
Falta probar que ¢ es diferenciable en 1 , y que
o' (t) = £(t,e(t)) (25 , para t€I
Probar (25) equivale a probar que
t
O(1) = xe* | £(r,2())dy (26)

4

Tenemos, por hipdtesis, que
! _ + .'\;'; +~ }I ¢
e (t) - £0t,0, ()] < =

de donde, aplicando 3.5.3.1 , en Ja,b[ =7 to,t[
£ s
2,0 - [ £0ua,00ar - ot + [ £ae 0N 5 < feet]

to td



3.7.2

t
Lo - xe [ £Gre 0Oyl <
to

sien (27) n-— « , se obticne

T
[

| o(t) - xo- | E(y,5(y))dy]

Py

.
o
o sea, N

s(t)= x.t | £(v,5(y))dy
'J

Corolario (Existencia Local)

q.e.d.

Sea f:VcRxE ——E una funcidén continua en V vy

k-lipschitziana en la segunda variable.

de (to,X.)ERxE .

Existe entonces un o > o tal que la ¢

(Mm

dx

at

= £{t,.x}

i

posee en el intervalo I to-a , To¥

5

solucién ¢ ,¢ : I —E , tal que ¢
En 1:7a forma mds detalladn
si r>o0o Yy T >0 seeligen suficien

que se den las condiciones de (20)

[to"T s to'*'T_-} x B(Xq,7) CV ]
]

£, 0 <M,

V es un vecindario

cuacion diferencial

~
—h
!

¢ ] una y solo una

ita) = Xo .

temente pequefios para

(26)
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3.8.1

-
—d
(92

para | t-t, | < 1t ¥y | x-Xo| <« r , sc pueda tomar

= inf {t, - ) 0 ¢+ | to-@,tots ] —— B(xs,T)
o = 1in T, M D2 I T Rl P o o B{Xa,T
Demostracidn

Com V cs abilerto v f: U —F es continua., ias relacio-
nes |t-to] < 1y || xXo|l < ¥ garantizan que, para todo
(t, eV y || £{t,x) || < ¥

El teorema 3.3.3 garantiza que cn el intervalo compacto
It—to{f r , la ecuacidn diferencial (1) admite, cualguiera
que sea ¢ > o , una solucifn c-aproximada x = &(t) , lineal
a trozos tal que ¢ (t,) = X, . Aplicamos ahora ¢l teorema

3.7.1 tomando como U el cerrado IDx2(x.,T)

Caso en que f es Localmente Lipschitziana

Definicidn:
£

Sea la funcién £, f: UCTR«E —E | Se dicc que € es local-

mente lipschitziana si nare todo punto (7,,X.)€ U existe un

3

vecindario V de {to,Xs), VclU ,vyun X >0 tales que

<

1 £0t,xy) - £(t,x) ]| < K] x1 -x30], con (t,x))EV
(t,x,)€ V (en otras palabras, ia restriccidnde £ a V es

k-lipschitziana en la segunda variable) .
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3.8.3

Teorema

Sea f:U——FE , £ continua vy localmente lipschitziana,
y sea (ty, Xo) un punto intecrior de U . Fntonces existe

un o > o tal gque la ecuacion diferencial (1)

dx 5
= i(t.x 1
tiene una solucidn exacta ¢ , ¢ :[ to-o ,to*n | — E
Demostracion

Basta aplicar el colorarie 3.7.2 a un entorno V de (to,Xo),
VcU, enel cual £ sea k-lipschitziana con respecto a la se-

gunda variable .

Teorema (Unicidad Global)

Sea £ : Il ——E wna funcidn localmente lipschitziana ; sea
I CR un intervalo . Si se ticnen dos soluciones , ¢ y ¢, ,
ge la ecuacion diferencial (1) ; ¢. : 7 ~ 1 ; tales que

1 = >

CB]
g

1(te) = 2(ta) , to ontonces son idénticas en todo I

Demostracion

T

Tenemos que I , por ser un intervalo real, ¢S un cspacio cCo-

nexo . Consideremos el conjunto J ,

J={t €1/ o (t) = 2,(t)}

J+@# vaque to€J . Si probamos que J cs abicrto y ce-

§ R 5
RIBLIOTECA CENTRAL
LNIVERSIDAD DE EL SAL VADOR |
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rrado entonces se terdrd I = J que demucstra ¢l tcorema.
J es cerrado . En efecto, i1a funcibn ¢; - %, s continua y

(81 -0)7" (101 =3

Para probar guec J e¢s abicrto demostraremos que €S vecinda-
rio de todos sus punios . Sea t' € .J . probemos que si

e;(t") = @&,(t") , existe a > o t.q. tEI y |t-t'|<ao

B

implican ¢,(t) = 9,(t) . Sea X, = & (t') = o,(t") ; por
ser la funcidn localmentec Iipschitziana cxiste un vecinda-
rio V de {(t',x.) en U v k>o tales que f es
k-lipschitziana en V .

En estas condiciones, podemes cncontyar wn o > o t.q. si

t€I vy | t-t" | <« entonces (t,o (1)) v (t,2,(t))

1/

——

pertenecen 2 V . Luego, por teorema 3.0.1 , &,(t) = ¢,(t),

para todo t , tE [t' -a ; t' o]l 7
Para completar la resolucion de nuestro "'problema de valores

iniciales', para £ localmente lipschitziana, falta la cucstidn de la

exlistencia global. El teorema siguientc trata cste punto.

3.8.4 Teorema (Existencia Global)

Sea f : U—=E continua y localmentc Tipschitziana. Sca
(tosXo) um punto interior de U . Existc entonces un mayor

intervalo J, to.€J , en ¢l cual existce una solucidn



p :J — E de la ecuacidn diferencial (1) , satisfaciendo Ia

condicién inicial ¢ (t.) = x,

Demostracidn

-

El teorema 3.8.2 garantiza la existencia de un intervalo 1.
to€ I , tal que la ecuacidn diferencial (1} tiene una solu-

cion ¢ : I —E , con  * (t.) = Xo .

Sea S = {(1,9) /to€1, ¢ : I —T , solucion do (1Y v a(t,)=x,
si (I, ¢1), (I,,%3) pertenecena & , ecntonces I, T,
tiene al menos el punto t,, luego I;n T+ @ .,y , por el
teorema 3.8.3 , ¢; =% en Ll

Sea J = UI . Existe una y so0lo una funcién ¢ tal que

I,2)ES

$ + I ——E vy para toda (I,®)ES , la restriccionde @ a1
es ¢ . Esta funcidn ¢ es solucidn de (1) ¥ satisface

o(te) = Xo -
G.o-d.

3.8.5 Nota:

La funcidn ¢ construida en 3.8.4 <5 llomuda 1a solucidon mixi

ma para las condiciones iniciales (f,, X.)

3.9 Caso de una Ecuacidn Diferencial Lineal .

Nuestro interés, en esta seccidn, es plantcuar ol “problems de



3.9.2

17

1

valores iniciales™ para wna ccuacidn diferencial lincal de la

forma (12) :

dx
dt

= a{t)x + bl(t) Mz

Como primera tareca sc probard que [ os
ziana cn la segunda variable ; £ : I¥E ——TF |,
f(t,x) = a(t)x + b(t) . lucgo sc demostrari la cxistencia v

la unicidad de la sclucidn de  (12)

Afirmacién
Sea la funcién £, § : I»E —— L , continua on IxE y defini
1

da por f(t,x) = a(t)x + b(t) . en donde o v b sc definen

como cn  3.4.1

Entonces, f es localmente lipschitziano.

En efecto @ Sca JCT Joun antervals compacto . Sea t€J

L]

£(t,xq) - 1lt.xy) = a(t)(x -Xp)

| £0t,x7) - el =l ale) i %3 x|l
| £(t,xy) - Slt.xy) ] ~Kill <o -xotl
s A1 L 2 S 24

con Kj = Sup Ja(t) |
- ‘r

Lilal

Teorcma (Existencia Gleobal para una Icuacitn Diferencial Lineal)

Sea (to.Xo)E TxE . DIxiste una solucidn exacta » , v sdle wna
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de la ecuacién diferencial (12) , 4: 1 ——E , definida

en todo el intervalo T | t.q. ¢ (tq) = X..

Demostracidn :

Seglin el teorema 3.8.4 , la ecuacifn (1Z) tiene una solu -
cion "maxima’ para un valor inicial (t,,X.) . Sea J un in-
tervalo compacto , JclI . Por el teorema 3.4.2 , existe,
Ve>o, una solucidn e-aproximada en J que toma el va-
lor X, para t = to. El teorema 3.7.1 garantiza, la exis-
tencia de una solucién exacta en J, que satisface la misma
condicidn inicial . Como esta solucitn existe en todo ¢l in-
tervalo compacto J, JcI y te.€J , la solucidn "maxima’

estd definida en todo I .



4.1

4.1

.1

4 | ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

Dominio de Existencia de unz Solucitn de una Ecuacitn Diferencial

Lineal .
En el capitulo 3 se 1llamd ecuacifn diferencial lineal de pri-

mer orden a una como :

-%%— = a(t)x + b(t) (1)

s

estando a y b definidas como en 3.4.1

Consideremos ahorza un sistema de ecuaciones del tipo (1) :

Definicibn

Un sistema de n ecuaciones diferenciales lineales de primer

orden se llama lineal si es de la forma (2) :

xi = 333 (t)xl + alz(t]}:z *,..F ajn(_t)xn + b1 (t)

xé = aZl(t)xl + 322(,1:-)?(2 o, azll(t):(n + bz(t) [2)
" = xX

x) anl(t)xl +a (tx, +...+a (t)x +b (1)

en donde tEICR 3 a .y b. son continuas en I ; y las

funciones Xj son reales ; 1<i, j<n
El sistema (2) en notacidn matricial tiene la forma (3) :

X' = A(t)X + B(t) (3)
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4.1.3
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(= ) a3 (8) 2t ...oa (1) )
siendo X' = | 2 } ;0 AE) = | an(t) e (t) ... a, (t) l ;
| . 0 ! ) ) -1 5 I
:>:§n ; | a,, (t) anz(t) . ann(t) J
[ x; [ by (t) }
x={ %2 | y = 220 ‘ -
| Py
Observacifn

Vimos en el capitulo 3 que las ecuaciones diferenciales lineales

como {3)

tienen la propiedad importante de tener soluciones de-

finidas en todo el intervalo T donde A y B son continuas.

la continuidad de las funciones vectoriales A v B

/

estd garan-
tizada por la continuidad de las funciones a.. ¥y bj .
i <i, j <n . Es esta entonces la garantia de la existencia y

mmicidad de soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales

lineales (2)

En esta "coyuntura matricial” =s donde retomaremos todo lo trata-
do en los capitulos anteriores, especialmente el 2 cuando estemos

tratando las ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes.

Afirmacidn

Una ecuacitn lineal diferencial de orden n
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X(n) - ﬂl(t)X(n—1) * agft)X(”‘2)+...+ an(t)X + b(t) (4)
es equivalente a un sistema lincnl como (2)

En efecto

Dada, en general, una ccuacidn diferencial de orden n

x™ <o xxe, L x@Ty

-~
1
L

) ] ) +
siendo f continua en un abicrto D C IRV 1

Ilna solucidn de
(5) , en un abicrto JCR es una funcidn rcal U de clase

! o I, tal que se cumplen las siguientes condiciones:
. ] ' x(n'-l) ]
1) (t,U(t), U(t),...,U (t))€ D

i) U™ 0y = ceeLuce) o). o™ D

. n-1
si hacemos vi= U, vo=U",...,v_ = U( ) tencnos que estas n

ha |
funciones son continuas y derivibles en I v constituven cl
conjunto solucién decl sistema dc ccuaciones dilerenciales 1i-

neales dec primer orden siguiente:

L 3 v! = Vv
‘ 1 s
v! = v
Yo Y2 (e)
PANRE
n-1 -n
yLo= r(t,y:,y?,....yn“,)
Reciprocamente, si ¢l conjunto {v,.vo,..., Vn? cs solucidn de

(6) , la funcitn U = v; cs continua y n veces derivable on
I, y cs una solucién de  (5)

La afirmacibn sc siguc como un caso particular de 1a ccuacidon (5).
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4

Cambio de Variables

Si en 1la ecuacitn (3) se hace el cambio de variables

Y = X,

donde P es una matriz inversible constante, sc obtiene :

Y = PX
Py = X
P lyr= X'

sustituyendo (7} y (8) en (3)

P lyr= A(HPTYY + B(E)

Y'= PA(t)P 'Y + PR(t)

(9)

En algumas ocasiones, mediante cambio de variables puede 1llegar-

se al caso en el cual la matriz A(t) es de la forma

A 0 )
A(t)=

(D Ay ()

siendo A;(t) y A.(t) matrices cuadradas de orden

respectivamente .

En estas condiciones la ecuacidén (3) queda :

x!' ) [a(t) ... a. (t

! 1) 1pf ) 0

.
Xé ap1(t)"' app““) ’
= a (t)y ... a (t)

co e @ pF1l ,p+1 pt+i :_n
x! a () e..oa (1)

ol B,p+1 nn

by (t) ]

by (t)

Ib_(t)

P yn-P ,

(10)
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y se puede descomponer cn cl siguiente sistema :

Xi = A (E)Ny + By(t)

X! = /\p_(t:f,\;z + T::"r'f:)

(x| 0 )
XZ O —
con Xy = | xp |, X ["' , etc
. | Xp+
0 [0 |
0 I
Caso Particular
(J

Si 1o matriz A es constantc y A =

Jy y J; son bloques d¢ Jordan,

entonces la ecuacitn diferencial

homogénea  (11)
dX  _
e T M
es equivalente al sistemz (12)
dX,;
T h
cXz
TaE T 2%

(1)

(12)
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4.2 Matriz Resolvente de un Sistema de Ecuaciones Diferenciales Li-

neales .
Consideremos la ecuacidn lineal homogénea asociada a (3)

X' = A(t)X (13)
con A definida y continua en un intervalo I CR .

Sabemos, por 4.1.2 , que dado (t.,X,)€E T xR® , existe en I

ua y sb6lo una solucidon Y de (13) tal que :

1) Y(to) = Xo
1) (t,y(tNEIxRY | V teT

1i1) Y'(£) = A(D)Y

Las tres condiciones anteriores son equivalentes a afirmar que

existe una funcién U , tal que :
t ————— U{t,to,Xo)

y que U(to,to,Xo) = Xo (14)

4.2.1 Proposicidn
Supongamos t ¥y t, fijos . Entences la aplicacién U ,

Ut R’

X o U(t,to,X)

es lineal .,
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Demostracidn

la funcidn vectorial M :

M:T —— B

t —— al(t,t, ,)C1)+ ﬁU(t,flo,Xz)

con Xi erR" ; 1=1,2 ; es una solucidn de (13) que toma el va-
lor axy; + BXp; , para t,.
Por otro lado ,

U(to,to,oX;+BXp)= aXy; + BXp
Luego, por la unicidad del problema de valores inicilales consti-
tuido por la ecuacidn (13) vy la condicién

X(te) = ay; + By,
se concluye que

U(t,to; O.Xl + BXz) = GU(t,to,X];]'-k‘ E”(t’to,,r?_)

Observacidn

La proposicifn anterior nos garantiza 1a existencia de una ma-

triz R relative a la base canonica tal que

U(t,to,x) = R(t,t.)x (15)

La j-8sime columa de R(t,t,) es, por definicidn,

R(t,to) . e. , O sea, la solucidn Uj de (13) tal que

T - a
Lj(to) e,

Se 1lama a R(t,t,) 1a matriz resolvente de (13) (6 (3) )
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Proposicion

La matriz resolvente R(t,t,) cs invertible .

Demostracidn

De (14) resulta que

R(to,to) = 1n (16)
Ademis, dados t,to y T en I , se tiene :

R(t,ts) R(te,r) = R{t,r) (17)
ya que, dado X,€R® 1la funcién P R

P:7]—— R

t ———— R(t,to) (R{to,T) "Xo)
es la solucidén de (13) que, para t = t,, toma el valor :
P(to} = R(to ,I‘) 'XQ

Por otro lado, la funciom Q ,

Q: I R

t —— R(t,r) "X,
es también solucion de (13) e igualmente cumple la condicibn
Q{to) = R(to,T) *Xo ;
luego, por la unicidad de la solucidén de (13) debe cumplirse
que '

R({t,to) " (R(to,T) "Xo) = R(t,T)Xs ,

por ser X, fijo y arbitrario, se sigue que
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R(t,ts) - R(tos,r) = R(t,T) (17
En particular, para r=t , en virtud de (16} , se tiene :

R(t,te) - R{te,t) = R(t,t) = 1_ (18)
de donde, la matriz R(t,t.) es invertible y se tiene :

R(to,t) = [R(t,tg} ]—1 (19)

Definicion

Se llama sistema fundamental de soluciones de la ecuacitn (13)

a un sistema de n soluciones vy, VasaeaVy s tales que, para

todo t€I, los n vectores vy(t),... ,vn{t) formen una base

de R

Observacién

Dado que v (t) = R(Lt,t.)- v,'(tn_) i l<j<n ; por ser solucitm
de (13) , y por ser R(t,t,) invertible, basta que las vj (to)

sean linealmente independientes en t,€ I , para que el conjunto

{vi,va,. ..,vn} sea un sistema fundamental .

Ademds, si V(t) es la matriz cuyas columnas son

vy (t),...,vn(t), entonces :
R(%,t.) = VOV (t) (20)

En conclusién, el conocimiento de un sistema fundamental de solu
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ciones equivale al conocimiento de una matriz resolvente.

Se dice que la mafriz de soluciones, V(t)} ., es una matriz

damental de (13} (B (3) )

Proposicifn

Si a{t,ts) = det R(t,t,) , entonces

Iy
A(t,t) = exp ,F | TT(A(a))d%
i t() -

Demostracidn

La ‘uncidtn Q ,
Q:1 —— 128

£ R(t,10)X,

Y
£~
joe]

fim-

(21)

es una solucidn de (13) . Designando por R'(t,t,); la deriva-

da de R({x,t,) con respecto a t . obtenemos:
R'(t,to)xe= A(t) (R(t,to)Xo)
y como X. es fijo y arbitrario, se sigue que
R'(t,te) = A(t) R(t,to)
En otras palabra.., la funcidén ¢,
N

: I — L(RY, R

J

t ——— R(t,to)

(22},

(22}
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es la solucidn del problema de valores iniciales siguiente :

Ur(t) = A(t) U (23)

i

<

U(to)

In (24)

Por otro lado, haciendo U(t) = R(t,t.) vy A(t) = a(t,ts) ,

se tiene, para todo t€I 1y todo h bastante pequefio :

A(E) = det U(t) (25)

A(t+h) = det U(t+h) (26)

A(t+h} = det (U(t+h)In)
= det U(t+h) det (U(HU' (1))
= det U(t+h) det 1U(t) det g (1)
= det U(t) det U(t+h) det U (¢)
= ACt) det [Ut+WU ()]
A(t+h) = a(t) det [U(E+h)U ' (1) ] 27)
Tambhi&n

UCt+h) = U(t) + h L8 4 2 UMD
1! 21

UCt+h) = U(t) + A(t) Ut)h + o(h)
UC+h)U” (1) = 1n + A(Dh +o(h)

(1 + all(t)h + Pllal) .........

ar1(t)h + Pyy(h) T+ap,(t)+Py,(h) ...

det [U(t+h)U_1(t):| det |

1+ann(t)h+Pnn(h)
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las P*i(h) son tales que Pij(h) — 0

h ——— 0

det [U(t+0)U | (8 ]

(a5 ( + ¥ i
1+ (@y(8) +ok a_ () + o(k)

1+ TT(A{t))h + o(h)

im det U(t+h)-det U(t)

h

A'(t) = L

., det U(t) detlueyu’ ()]~ det u(e)

=L
h—o h
= det U(t) Lim Tr(A(t))h
h—o h
A'(t) = a(t) T_(A(L)) (29}
cuya solucidn, con la condicién inicial A(t,) = 1 , es (21)

MEtodo de Lagrange

Hasta el momento hemos trabajado solamente con la ecuacién homo-
génea (13) . Se ha estudiado la matriz resolvente asociada a
(13) . En esta seccidn veremos como obtener todas las soluciones
de la ecvacidn no homogénea (3) a partir Jdel conocimiento de la

matriz resolvente de (13) . El método de Lagrange (llamado tam-

bién de '‘variacidn de las constantes'’) nos servird para tal fin.
Debemos recordar, 4.2.5, que el conocimiento de una matriz resol-
vente equivale a conocer um sistema fundamental de n solucio-

nes de (13) .

BIBLIOTECA CENTRAL
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Método de Lagrange

Sea v una solucitn de (3) y sea o tal que

w(t) = R(to,t) v(t) (29)
Por (19) , (29) se convierte en :

R(t,ts) w(t) = v(t) (30)

como w es continuamente derivable, tenemos :

R'(t,te) w(t) + R(t,ts) w'(t) = v' (1)

A(t)v(t) + B(t)

1t

it

A(BR(t,to)w{t)+B(t) (31)
sustituyendo (22') en (31) se obtiene

R(t,to) o' (t) = B(t)

w'(t) = R(to,t) B(L (32)

integrando (32)

rt
w(t) = w(ts) + | R(te,y) B(¥)dy
4 tc
haciendo w(t,) = X, » tomande en cuenta (18) v (30) tene-

mos :

+
L

o8 = Rt [ Xe + [ Rete,y) B(y‘)dyj
B Jty
b
o(t) = R(t,to)Xo + f R(t,y) B(y)dy (33)

to
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La igualdad (33) , suponiendo continua la matriz resolvente, es

1a expresitn explicita de la Gmica solucitn de (3) que toma el

valor X, en t,

Si V(t) es uns matriz fundamental cualquiera, tenemos, por

20) vy (33}

t
v(t) = V(t) \f‘1(to)>(o+ v(t) J V'l(y) B(y)dy

+
o

[ +oo +co
J v'liy) Boy)dy = 1 v y) By)dy - } v (y) BOdy

to to t

de (34) y (35 :

P
4

v(t) = V(E)X - V(t) | V_T(Y] B(y)dy ;

IS

t‘+m

con K=V (to)Xet | V1 y) By)dy

to
siende (36) wuna expresidn explicita para la solucifn v

(3) en términos de matrices fundamentales .

(34)

(35)

(36)

de



(2]

Ecuaciones Diferenciales Lineales con Coeficientes Constantes

Consideremos la ecuacidn diferencial lineal (3) considerando

constante la matriz A , (37) :

Xt = AX + B(t) (37)

Vamos a considerar también que X y B(t) son elementos de
oy A€ MmO .
La matriz resolvente de (37) es R{t,.to) = ettt tol (38)

ya que verifica las condiciones (23) vy (24} :

U(t) =AUE) v U(t) = 1n
La matriz (38) se '"desarrnlia' facilmente cuando A estid re-

ferida a la forma candnica de Jordin (Capitulo 2)

Recordemos, seglin lo vistc en 2.12.2 , que existe una matriz

invertible P , tal que

{ b
E J1 Jq ;D |
PAP”| = | 0 | (39)
1 - * _j
| r

donde cada Ji , 1 <1 <r , esun bloque (matriz) de Jordin

de orden i , de la forma

Ao I+ )
1



010, 0
o1 ...0
siendo N una matriz nilpotente , N = e 5 s R (40
Q0 5. 1
000, 0

|
{
y los Ai son los valcres propios de A, raices (en general

complejas) de la ecuacidn caracteristica

det(Ain - A) = 0

4.3.1 Proposicidn
Si J es una matriz de Jorddn de orden n , de la forma

J=xln + N , entonces

( 1 . _t_}_ ) tn“I 3\
| 2 ZEHE
] tn—&
tJ A 1 0 1 t .
e = ¢ g (n-2}!
S T« SR ]

N es de la forma (40)

Demostracidn

1 T
etJ - et(A.n+h)

tAln TN
e e



¢
_ ? {taln)m | E ()™ 1
T Lol ) L i
m=0 { m=C J
o @ o.m ,.m r a0 A ]
-7 = Ao In 43 (LN} |
m! h m! [
=0 {0 |
\ J
(
o m
- (tx)" . - tN
= I 5= g In+ g+ S
m=0 [ tT
(10 . 0
o i ]
- E (1A T.! 0 1 0
*—rl ..
m=o T G 0., 1
vl
2
(6 0 —;i—
+
6 0 0
0 0 0
0 0 0
L
It tz
1 t =3
- pt}
0 0 Q

Cambio de Variables

Una splicacitn de 4.7.4 es la

[N o]
O+
O

oo

siguiente :

ot (n—l)!

:

OO

<t

A

T
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n-1
{n-1)!

l.g.q.d
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Cambio de Variables

3

]
]

Una aplicacién de 4.1.4 es la siguiente:

Proposicitn
Dada la ecuacidn diferencial (41)
Xt = A X (4[)

en donde A es una matriz constante. Una solucidén de (41) es

tA < : . . .
e’ . Supbngase que existe 12 matriz B inversible tal que

donde J es vna matriz de Jordin .

ar

1 Y es solucion de (41} , entonces

o

z=28" Y (42)

7' =J 2 (43)

Demostracion
- . tA P A
Demostramos primero que = es solucidén de (471

4 A 4+ A N
Sea X = e“\ . —i;-reLA) = Act\ = AX .

En segundo lugar, probemos que Z es solucibn de (43)

Tenemos



4.5

J=3aB
etJ = B—1 eth B
;  oH . get g1
-1 )
dz _dB Y _ -1 dx _ Ty myg o 1o
LS - - A=z

Aplicacidn
En esta iltima seccidn vamos a aplicar lo estudiado hasta el mo-

mento. En la practica, los capitulos 2 ¥ 4 serin de mayor uti-

lidad.

Ejemplo

Resolver el siguiente problema de valores iniciales :

Y' = AY , (44)
con (Y, (100
Y=Y, |, A= ! 0 1 0
Y 1 0 1|
3 l J

La ecuacién (44) equivale al sistema (45)

c
] H
g

M
+

[

9
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En primer lugar, encontremos la matriz de Jordin asociada a la

matriz A

Al proceder, como en 2.12.3, obtenemos

11”
J= 0 1 Q|
10 0 1]

Ahora, encontremos la matriz C , invertible, de cambio de base

tal que
J=CVAC
B —m —— B
® & (g 1 0)
(1,0,0) ——— (0,0,1) ’
C= O 0 1
(0)1:0) m—rme——n E1.0_.U) |
t 1 0 0
(0851) — (0,7,0) |
[ |0l (a1 an -
00| ‘10 10|
1] (00 01
g }00 llﬁ] = ‘10
10[ 00 01
As.C t ‘01;‘ 01’ ‘uo [0 0 1
=—"J'—-—d Z—L—CL-(-C = x / = 1 0 O
cl ¢l 19 o\ 001 0
1 0
0 1



]

Se puede verificar ficilmente quee J=C  AC
Utilizando 4.4 tenemos :
2v=J3z , '=0C"Y

Cilculo de e%J

(1 t 1
e -etlo 1 0| , por 4.3.1
0 a0 1 J
Y' =AY , Y = CZ
J =c'ac
-1, g
eJ o eC AC _ c IEA c
oW o1 ePg , de donde, la solucidn buscada
9
etA =10 etJ G

Al efectuar (45) se obtiene :

(et 0 0 )
etA—‘o et o
[tet 0 eﬁ

.139
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Las soluciones

Y1

Y2

140

buscadas son :

U
f'+
®]
+
0]

-0-0-0~



B1

B2

B3

B4

BS

Bé

B7

B8

B9

141

BIBLIOGRAFIA

CARTAN, H. '"Cilculo Diferencial"

GODEMENT, R. 'Cours D' Algebre"

DIEUDONNE, J. '"Cdlculo Infinitesimal"

DIEUDONNE, J. '"Fundamentos de AnfZlisis Moderno

NABCHIN, L. "Introducao a Analise Funcional:

Espacos de Banach e Calculo Diferencial”

FEEMAN-GRABOIS, ‘"Lincar Algebra and Multivariable

Calculus"

COTLAR, M. '"Necciones de Espacios Normados'

CANJURA, C. "Apuntes sobre la Exponencial de una
Matriz"

IMAZ-VOREL, '"Ecuaciones Diferenciales Ordinarias"




