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PROLOGDEO

Todo trabajo de graduacién previo a la opcién del titulo
de grado en la especialidad de Matemdtica se reduce en nues--
tro medio, por su propia naturaleza, a un trabajo de investi-
gacién bibliografica, donde la seleccidn del tema, mids que a
objetivos claramente definidos obedece a criterios de natura-
leza subjetiva, las que se insertan dentro de un amplio espec
tro de motivaciones, dentro de las cuales las condiciones de
conocimiento del objeto matemitico a tratar no juegan, casi -
siempre, un papel relevante. Estas condiciones van desde nues
tra relacidn personal mds o menos casual con el objeto matemid
tico, hasta un conocimiento aceptable del mismo, emprendiendo
entonces la tarea investigativa con el deseo de penetrar en -
la intrincada red de sus relaciones, que determinan y confor-
man su estructura. La motivacién, casi siempre aprioristica,
obedece pues a un deseo, ya sea para dar un modesto aporte al
desarrollo de esta bella disciplina, o bien para incentilvar -
futuras investigaciones sobre el tema, motivar su estudio; o
en Gltima instancia, brindar los fundamentos teéricos que --
coadyuven a dar respuesta a alguno de los ingentes problemas
que plantea y confronta nuestra cambiante realidad. Es en es-
te Gltimo contexto en el que se inscribe el presente trabajo
y el que alienta su desarrollo, debido a la riqueza de sus re
sultados y a sus mGltiples aplicaciones.

Una visién panordmica del contenido del trabajo se da en



11

el siguiente resumen:

El el primer capitulo se aborda la construccidén del sis-
tema de ntimeros complejos utilizando para ello un método bas-
tante novedoso: mediante la extensidén cuadrdtica de un cuerpo
conmutativo. Se analiza en seguida la geometria de €, la am--
pliacidén del plano complejo, para luego enfocar el estudio de
la Topologia del plano, finalizando con un estudio de limites,
continuidad y diferenciabilidad de funciones de variable com-
pleja.

En el presente trabajo la teoria de funciones de una va-
riable compieja se desarrolla partiendo de la nocidén de serie
de potencilas y tomando como idea fundamental la de funcidn --
analitica. Con tal fin, el capitulo II estd dedicado al estu-
dio de las series de nlmeros complejos y criterios de conver-
gencia, destacdndose aqui interesantes resultados, como el 1le
ma de Abel y el principio de los ceros aislados. El capitulo
ITI se dedica integramente al desarrollo de la teoria de fun-
ciones analiticas, haciendo énfasis en algunos aspectos COMmO
diferenciabilidad, existencia de primitivas y su comportamien
to peculiar; mereciendo poner de relieve dos importantes re--
sultados, el principio de prolongacidén analitica y el princi-
pio del mé&ximo.

En el capitulo IV se aborda lo que constituye el tema -
central de este trabajo: la teoria de Cauchy. La integracidn
de funciones de una variable compleja se introduce aqui de -
una forma totalmente novedosa, definiendo para ello las nocio

nes de ''camino" y a partir de ella, la de 'lazo', las cuales
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resultan bédsicas para la definicidn de integracidén a lo largo
de un camino. Estas nociones bdsicas juntamente con la rela--
cidén de equivalencia que se introduce a continuacién, desempe
Nan un papel fundamental a lo largo de toda la teoria. Se re-
toma en seguida el problema de las primitivas de una funcidn
analitica, esta vez a la luz de un nuevo y potente instrumen-
to, la integral a lo largo de un camino. En la seccidén 5 se -
demuestra el teorema integral de Cauchy, desarrollando previa
mente las nociones de homotopia de caminos y homotopia de la
zos. Otros resultados relevantes son: la férmula integral de
Cauchy, (uno de los méds importantes diria yo), el teorema de
Liouville, condiciones de analiticidad de funcilones de una va
riable compleja y el teorema de convergencia de Welerstrass.
Por G1timo en el capitulo V, que es un breve estudio de la
teoria de residuos, se estudia la serie de Laurent (desarro--

1lo en serie de una funcidén analitica en la vecindad de un --
punto singular aislado), sintesis de lo cual, es el teorema -
de Laurent. Se pasa luego, a la caracterizacién, andlisis y -
céI;ulo de residuos, para culminar en la seccidén 5, con la -
aplicacidén del teorema de residuos al cdlculo de integrales.

La elaboracidén de este trabajo se fundamenta en la obra
"Cadlculo Infinitesimal" de Jean Dieudonné.

Deseo expresar mi especial agradecimiento al Ingeniero -
Carlos Mauricio Canjura por su valiosa asesoria en la prepara
cién del trabajo; quiero asimismo expresar mis sinceros agra-

decimientos a la Sefiora Miriam de Ydnez por la paciencia y -

gentileza de mecanografiar el documento.
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Capiiulo I

EL CUERPO T DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Los numeros reales y nimeros complejos constituyen las -
herramientas esenciales del Andlisis, de ahi la importancia -
que cobra un adecuado manejo de estas nociones, asi como te--
ner presente a cada instante su significacidén geométrica, en
particular, para los nlmeros complejos. La utilidad de la re-
presentacidn geométrica deriva fundamentalmente de lo intuiti
vas que resultan las imdgenes mentales asociadas al lenguaje

geométrico, sobre todo en el caso complejo.

§ 1. RELACIONES DE EQUIVALENCIA
DEFINICION 1.1.1

Sea E un conjunto y R{x,y} una relacidén en que intervie
nen 2 variables x,y, definida sobre E. Diremos que R{x,y} es
una relacidén de equivalencia si se verifican las siguilentes -
cendiciones:

K1) R{x,y} implica xeE e yeE.

RZ) R{x,x} es verdadera para todo xe E.
Rz) R{x,y} implica R{y,x}

R,) Rix,y} y R{y,z} implican R{x,z}.

7/

EJEMPLO 1.1.2

Sea R el conjunto de los nlimeros reales. Si escribimos

(1) existe un entero k tal que x-y = 2Ik



se obtiene una relacidn de equivalencia sobre R, llamada con-

gruenclia mdédulo 2II. Esta relacidén de equivalencia es bédsica -

en la definicidn matemidtica de &angulo.
DEFINICION 1.1.3

Sea R una relacidén de equivalencia sobre un conjunto E.

Dado un x e E, llamaremos clase de x mdbdulo R al conjunto Fxc E

formado por 1los ye E tales que la relacidn

y(méd R)

m

X

(x es congruente a y mbédulo R) sea verdadera, de manera que -

las relaciones

x = y(méd R), yE:Fx

son equilvalentes.
DEFINICION 1.1.4

Si en el conjunto P(E) de las partes de E, consideramos

el conjunto formado por las partes F de E tales que

para al menos un xe E, esto es, el conjunto de las clases de
equivalencia de los distintos elementos de E, denotado por --

E/R, diremos que E/R es el cociente del conjunto E por la re-

lacidén de equivalencia R.

DEFINICION 1.1.5

Si con las mismas notaciones de (1.].4) consideramos una

aplicacién f definida por



f: E > E/R

x | >f(x)=Fx

es decir, la aplicacidén que asocia a cada xe L su clase mddu-

lo R, diremos que f es la aplicacién canénica de E sobre -

E/R. Por su misma construccidn, es claro que f es sobreyecti-
va. Por otro lado, para x,y e E, puede probarse que las rela--

ciones
X = y(mdbd R) y F_ = F

son equivalentes, por lo que, por la definicidn anterior, pue

de escribirse

f(x)

f(y)

EJEMPLO 1.1.6

En el caso del ejemplo (1.1.2) el conjunto cociente se -

denota por
R/21Z ,

y sus elementos se llaman nimeros reales mddulo 2II. Un nimero real md-

dulo 2II es, por tanto, un conjunto de nlimeros reales: todos -
los que se deducen de un nfimero real dado por adicidén de un -
miltiplo de 2I. Es claro que la medida de un angulo es, preci
samente, un nimero real médulo 21 y no un nimero real ordina-
Trio.

§ 2. RAICES CUADRADAS

DEFINICION 1.2.1

Sea K un anillo conmutativo. Se dice que un elemento aeK



es un cuadrado si existe un xe K tal que

se dice entonces que X es una raliz cuadrada de a en K. Resul-

ta evidente que si x es una raiz cuadrada de a en K, también

lo es -x; si1 ademds K es un anillo entero, a admite a lo sumo

dos raices cuadradas en K, puesto que para x,y e K se tendra

2 _ 2 2 2 _
x" =yt = x"-y" =0

=>(x-y) (x+y) =0
=> x =Yy 0 Xx = -y.

Puede suceder, desde luego, que un elemento a de un ani-
llo conmutativo K no sea un cuadrado en K. Asi por ejemplo, -
si K es el cuerpo R de los numeros reales, a es un cuadrado -
en K si y solo si a > 0. Si K es el cuerpo @ de los nimeros -

racionales, 3 no serid un cuadrado en K y sin embargo, 3 es un

cuadrado en el cuerpo IR,

Tenemos entonces planteado el sigulente problema:
dados un anillo conmutativo K y un elemento ae K que no es un
cuadrado, debemos construir un anillo conmutativo L con las -

siguientes propledades:

i) K es un subanillo de L, y

ii) a es un cuadrado en L.
§ 3. EL ANILLO K [ V& ]

(1.3.1) Sea a un elemento de un anillo conmutativo K; vamos a -

construir un nuevo anillo L, tradicionalmente denotado por

K[ va],
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y que se define como sigue:
L = KxK = {(x,y) / xeK,yeK},

y las dos operaciones fundamentales en L,

i) +: LxL > L
(w1 ,wz)l——> W,

ii) -: LxL > L
(w1,w2);————> Wy W,

vienen definidas por las fdérmulas

(1) (x,y) + (x',y") = (x+x', y+y')
(2)  (x,y) « (x',y"') = (xx'"+ayy', xy'+x'y)
las cuales hacen intervenir a la vez al elemento dado a y a -
las leyes de composicidén del anillo K (haciendo
Wy = (x,¥y) vy Wy = (x',y")).

Por supuesto, no resulta en absoluto evidente que las --
féormulas (1.3.1.(1)) y (1.3.1.(2)) conviertan al conjunto KxK

en un anillo conmutativo, por lo que, es algo que se debe de-

mostrar.
PROPOSICION 1.3.2

(L, +, .) es un anillo conmutativo con identidad.
DEMOSTRACION

En efecto, (L, +) es un grupo conmutativo. Esto resulta
de que L = Kx K es un producto directo de grupos y del hecho
de que el conjunto K, dotado de la adicién dada, es un grupo

conmutativo



Mostremos ahora que la multiplicacidn (1.3.1.(2)) es aso

clativa. Se tiene, en efecto, por definicidn

LYY [(x",y") (XM, y™ ] = (x,y) (x'x"+ay'y",x'y"+x"y') =

(X(xlxn+ay!yll)+ay(x|yn+xnyl) , X(X'yn"'}(”yr)+}7(X'X”+a}7'yn))

y por otra parte,

[(x,y)(x',y" )] (x",y") = (xx'+ayy',xy'+x'y)(x",y") =

(Gax+ayy')x"+a(xy " +x'y)y", (xx'+ayy ' Jy"+(xy ' +x'y)x");
la asociatividad se obtiene comparando los resultados obteni-
dos (y por supuesto, utilizando las reglas de cdlculo de K).

Por medio de cdlculos andlogos se puede establecer la conmuta

tividad y su distributividad respecto de la suma.

Por Gltimo, la relacidn

(1,0 (x,y) = (x,y)

muestra que el conjunto KX K dotado de la ley de composicidn

(1.3.1.(2)) admite un elemento neutro.

Por consiguiente, el anillo (L, +, -) es efectivamente -

un anillo conmutativo con identidad.
PROPOSICION 1.3.3

K[/Elconmeneun subanillo isomorfo a K.
DEMOSTRACION
En efecto, consideremos la aplicacidn

$: K > K[/a]

X}

> o(x) = (x,0)



y verifiquemos que ¢ asi definida es un isomorfismo.

i) ¢o(x + x') = (x + x', 0) = (x, 0 + (x', 0) = @(x) + o(x")

i1) ¢(x - x') (xx', 0) = (x, 0) - (x', 0) = &(x) - o(x")
iii) (1) = (1, 0) (la identidad de K[va]).

iv) ¢ es inyectiva:

?(x) = o(x") > (x, 0) = (x', 0)

> x = x'

Luego, ¢ es un isomorfismo de X sobre un subanillo (¢(K)) de

K[va]

Puesto que ¢ transforma las leyes de composicién de K en
las del subanillo ¢(K) de K[va], no existe inconveniente algu
no en identificar cada xe K con el elemento ¢(x) de K[/E]; es
to es 1o que haremos. Para mostrar que se ha resuelto el pro-
blema planteado en (§ 2 ) basta con verificar que el elemento
aeK es un cuadrado en L = K[/E]. Para ello consideremos el -

elemento

(1) w = (0,1)

de L; un cdlculo elemental muestra que

w2 = (0,1)(0,1) = (0.0+a.1.1,0.1+1.0) = (a,0) = o(a)

y como se ha convenido de manera general en identificar cada
Xe K con el elemento ¢(x) de L, nuestra afirmacidn queda de--

mostrada.

Hemos resuelto asi, no sdlo el problema planteado, sino

incluso constituido una solucidn '"canénica' de este problema,



esto es, el anillo K[/Va].
DEFINICION 1.3.4

S1 K es un anillo conmutativo, diremos que un anillo de

la forma K[v/a] se llama una extensién cuadritica de K. Se di-

ce que se obtiene por adjuncién a K de una raiz cuadrada de a.

(1.3.5) Para concluir estas construcciones, indiguemos una no
tacién cémoda para los elementos de K[/a|. La identificacidn

de todo xe K con el elemento (x,0) de K[/a] permite escribir
(1) (x,0) = x.

Un calculo inmediato muestra que, para todo x,y € K, se tiene

la f6rmula

(x,y) = (x,0) + (0,1)(y,0);

€sta se escribe, teniendo en cuenta (1.3.3.(1)) y (1.3.4.(1)),

en la forma
(2) (x,y) = x + wy

En conclusién, todo elemento del anillo K[/a] se escribe
de una manera y de una sola en la forma x + wy, Yy este hecho
unido a los axiomas de anillos conmutativos y a la relacidn

(3) w2 = a,

basta para efectuar todos los cdlculos que se puedan necesi--

tar.
EJEMPLO 1.3.5

El caso méds importante se presenta cuando K = R, cuerpo



de los numeros reales, y a = -1. El anillo R[/-T] obtenido asi
se denota usualmente por T y sus elementos se llaman nimeros
complejos; un nGmero complejo es, por tanto, un par (x,y) de
nimeros reales. Se calcula con los nGmeros complejos por me--
dio de las fdérmulas (1.3.1.(1)) y (1.3.1.(2)) para a = -1, es

decir, se pone

(x,y) + (x',y') = (x+x", y+y")
(x,y) » (x',y") = (xx'-yy', xy'+x'y).
En la préctica sblo se utilizan las propiedades siguien-

tes:

P]) Los nlmeros complejos forman un anillo conmutativo € (mas
adelante se verd que { es un cuerpo),

PZ) El cuerpo R de los ntmeros reales es un subanillo de C.
PS) Existe un nlGmero complejo i (notacidn cldsica que sustitu
ye a la notacidén w utilizada para las extensiones cuadradticas

generales) tal que i? = -7,

P4) Todo nimero complejo z se escribe de manera Gnica en la -

forma

z =X + 1y
donde x, y son nGmeros reales.
DEFINICION 1.3.6

Dado un nGmero complejo z = x + iy, con X,y elR, se dice
que X es la parte real e y la parte imaginaria de z; se desig

nan por las notacilones



x = Re(z), y = Im(z).

§ 4. ELEMENTOS INVERSIBLES DE UNA

DEFINICION 1.4.1

Sean K un anillo conmutativo

deremos la extensidn cuadratica L

10

EXTENSION CUADRATICA

y a un elemento de K; consi

K[/a] construida anterior

mente. Dado un elemento

z = z + wy (x,yeK)
de L, llamaremos:

i) Conjugado de z, al elemento

(1) ; = Z - wy,
ii) Norma de z al elemento
(z) N(z) = Z « z = (x - wy)(x + wy) = x° - ay’

La conjugacidn es una transformacidén cuyas propiedades -

fundamentales son:

(3) Z4 + Zy9 = Z] + 24
(4) Ly ° Zy = 29 v Iy,
cualesquiera que sean 215 Z5€ L; que muestran cémo calcular -

el conjugado de una suma o de un producto. Por otra parte se

tiene
z =z

(5)

lo que demuestra que la conjugacidén es una transformacidén in-

volutiva.

La relacidn (1.4.1.(4)) muestra que



1]

(6) N(z]zz) = N(Z1)'N(Z2)

cualesquiera que sean z e L. En efecto,

1772

N(Z]Z2)==Z122-Z

129 = Lq2pt2172y T ZyrZqelyiZy = N(z1)N(22)

como habiamos afirmado. Es evidente que también se tiene

(7) N(T)

1l
—

TEOREMA 1.4.2

Sean K un anillo conmutativo, ae K y z un elemento del -
anillo K|ya]. Para que z sea inversible en K[/a] es necesario

y suficiente que N(z) lo sea en K; se tiene entonces

(1) 2V =Ny T

DEMOSTRACION

"=—>"  Supongamos que z es inversible; entonces la relacibn -
z_]z = ] proporciona, teniendo en cuenta (1.4.1.(6)) y

(1.4.1.(7)), la relacién
N(z  ).N(z) = 1,

con lo que N(z) es efectivamente un elemento inversible del -

anillo K.
"<=="" Asumamos ahora que N(z) es 1inversible en K; la rela---
cidn

zz= N(z)

implica entonces
N(;)‘1'sz =

lo que muestra que z es inversible y que su inverso viene da-
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do por la relacidén (1.4.2.(1)), de donde, resulta nuestra ---

afirmacidn.
§ 5. EXTENSIONES CUADRATICAS DE CUERPOS

Damos aqui un paso adelante en nuestro plan constructivo
y de generalizacién, a fin de dotar al anillo X[/a] de la es-
tructura de cuerpo, con las ventajas adicionales que ello im-

plica.
TEOREMA 1.5.1

Sea a un elemento de un cuerpo conmutativo K; las propie

dades siguientes son equivalentes:

a) El anillo K|[Ya] es un cuerpo.

b) a no es un cuadrado en K.
DEMOSTRACION
a) ==> b)

Procederemos por reduccidén al absurdo, suponiendo que -~

existe un xe K tal x2 = a.
. 2 2 .

Se tiene entonces que X = w , Yy en consecuencia
(x - w)(x + w) = 0; si K[Y/a] es un cuperpo, y por tanto un -
anillo entero, entonces, o bien x = w o bien x = -w, lo que -
es imposible porque para z,ye K la relacién x + wy = 0 impli-
ca x =y = 0,
b) ==> a)

Sea z = x + wy un elemento no nulo de K[/a]; para demos-

trar que z es inversible basta con demostrar N(z) es inversi-
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ble en K (1.4.2); como K es un cuerpo, todo consiste en demos
trar que la relacidén N(z) = 0 implica z = 0, a lo que es lo--
mismo, que

x% - ay2 =0 =>x=y = 0;

ahora bien, si se tuviera y # 0, ye X seria inversible, y por
consiguiente se tendria

a = (yH) 'x% = (v

contrario a la hipdtesis de que a es un elemento no cuadrado

. 2 .
de K. Se tiene entonces y = 0, y por tanto x = 0, es decir,

x = 0, lo que completa la demostracidén del teorema.
EJEMPLO 1.5.2

El anillo L = Q[v/2] es un cuerpo conmutativo. Se puede -
identificarlo con un subcuerpo de R: basta asociar a cada uel

el nGmero real x + y/2 ;

b

la aplicacidén de L en IR asi definida
es inyectiva y ademds, compatible con las leyes de composicién
que 1ntervienen en la cuestidén (morfismo).

EJEMPLO 1.5.3

Tomando K =R y a = -1 vemos que el anillo € de los nime
Tos complejos es un cuerpo conmutativo; por esta razdn se di-

ce que es el cuerpo de los nimeros complejos. Dado un nGmero

complejo
z = z + 1y
no nulo, su inverso viene dado por la relacidn (1.4.2.(1)) y

como aqui se tiene

P
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?
N(z) = x° + y?
resulta
2_1 = X - 1 —L .
2 2 2 2
X7ty x° + vy
el denominador no puede anularse (1.5.1) mads que si x = y = O,

esto es, s1 z = 0.
§ 6. REPRESENTACION GEOMETRICA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

(1.6.1) Consideremos en el plano dos ejes coordenados rectan-
gulares 0x y Oy; es natural asociar a todo ntmero complejo -
z = z + iy el punto de coordenadas x,y en el plano; reciproca
mente, se puede asociar a todo punto del plano de coordenadas
X,y el nimero complejo z = x + 1y, que se llama tradicional -
el afijo del punto P. Se establece asi una biyeccidn del con-
junto € sobre el conjunto de puntos del plano, una vez elegi-
dos los ejes coordenados, lo que tiene por objeto, identifi--

car el plano con el conjuntoimz.

Esta representacifén geométrica de los nGmeros complejos
permite interpretar fdcilmente la adicidén de los nimeros com-
plejos (Fig. 1): si P y Q son puntos del plano de afijos u y
v, entonces el punto R de afijo u + v viene dado por la rela-
cidn

—> —> —>
OR = 0P + 0Q,
puesto que para sumar vectores de origen O basta con sumar --

sus componentes respecto de los ejéé coordenados Ox, Oy,

Sea P el punto de afijo z = x + 1iy; el nimero
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N(z) = zz = x2 + y2

viene dado evidentemente por
N(z) = 0OP",

en virtud del teorema de Pitdgoras, La distancia de P al punto

0, es decir, el nlmero

(1) r = 0P = Az»ryz -

Ay
R
F \\
/ ~
/ R
/ ~.
F ~
/ \\
F \\
// Q
| 2F (HpS N W y
1]
. r= |z
X+1y
: 6 =Arg(z)
} o X
X 0
Figura 1.

se llama el mdédulo o el valor absoluto de z y se denota por -

|z|; se cumple siempre [z| > 0, y |z| = 0 si y s6lo si z = 0;
ademds las desigualdades clasicas entre los lados de un tridn
gulo muestran, si se examina la figura, que se tiene

lu+v| < |u| + |v| cualesquiera que sean u,vel, y con mayor -

generalidad.

(2) |z vz, v ooz | <z fzy] vl + 2

n‘ n|'.



cualesquiera que sean los complejos z Z.5 este resul-

T IRREE

tado se conoce como desigualdad triangular.

DEFINICION 1.6.2

Sea z # 0. El &dngulo
i

—> —>

6 = (0x, Oy),

que es un niamero real mdédulo 2I(1.1.6) se llama el argumento

6 amplitud del namero z # O, y se denota por
Arg(z).

La figura (1) muestra que las partes real e inaginaria de z -
vienen dadas en funcidén del médulo r y del argumento & de z -

por las férmulas

(1) X = T Ccos 8, y = rsen b

de manera que sSe puede escribir también
(2) z = r(cos® + 1 senb),

o bien utilizando la notacidn

(3) Zz = rcis 6,

donde cis 6 es la contraccidn de cos® + i sen@, férmula que
recibe el nombre de representacién trigonométrica de z. Reci-
procamente, la relacidn

z = r(cos® + i sen6)conrT >0 =>1 = |z|, 6 = Arg(z);

ya que la relacidén considerada muestra que las partes real e

imaginaria de z son
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X = rcosé@g, Yy = rsenébd
de donde resulta que r2 = xz + yz Yy puesto que T €S positivo,
T = |z|; denotando por 8' el argumento de z, se tiene enton--
ces cos6 = cosB', send® = senbB', de donde 6 = 96', salvo un

mhltiplo entero de 21, lo que establece nuestra afirmacidn.

(1.6.3) Para obtener una interpretacidn geométrica del produc
to de dos nilimeros complejos, consideremos los nlmeros comple-
jos

z, = r1(cose

1 + 1 sen 61), vA

= rz(cose + isenez).

1 2 2

su producto puede escribirse en la forma

(1) z,z, =71

1272 rz(cose1 + 1,sen61)(cos 6

+ i senez)

1 2

y como r,T, €s positivo, de (1.6.1.(1)) se deduce que

(2) |Z-|Zzl = |Z1||22|

Por otro lado, seglin las reglas de multiplicacidén de nlmeros
complejos, se tiene

- sen@,senf,) + i(senb COS@2+COSG]Sen62)]

2

242, = r1r2£Fcos 6 cos 8 .

Mediante los teoremas de adicidn del seno y el coseno, -

esta expresidn se reduce a

2425 = r1r2[cos(e1+62) + i sen(e1+62)],

resultado que establece que
(3) Arg(z122) = Arg(z1) + Arg(z,).

Este resultado se puede extender naturalmente a un pro--

ducto de varios factores, en la forma
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e
1

Ne~—13

n
417 (cos®, + i sen8,) = cos8 + iseng, donde § = K
k=1

k
En particular, si los ek se suponen iguales a un mismo angulo,

se obtiene la célebre férmula de De Moivre

(5) (cos8+ 1 sene)n = cos(nB) + isen(nd)

Por otro lado, puesto que la divisidén es un caso espe---
cial de la multiplicacién, si en (1.6.3.(1)) hacemos z, = 2_1,
se tendri
-1 Z4 ry (cos6,+ isenb,)

(cos 8 + 1isen 6)

r .
?; (cos(e]-e) + 1 sen (61—8))

lo que muestra claramente que

yA

(6)

il
Z

y Arg[i}] = Arg(zj) - Arg(z).

Asi, las férmulas
|Z122| = |Z-]sz‘, Al‘g(Z]ZZ) = Arg(Z]) + Arg(z,)

permiten dar una interpretacidén geométrica de la multiplica--

cidén de nimeros complejos. Sea
z = r(cosf6 + 1sen8), r > 0,

un numero complejo; asociemos a todo punto P del plano el pun
to P' cuyo afijo es el producto por z del afijo de P (la apli
cacidén P —> P' corresponde entonces, en el plano, a la apli-
cacién u —> zu de € en (€); entonces la transformacidén que ha
ce pasar de P a P' es una semejanza y, de manera mis precisa,

es el producto de la homotecia de centro O y de razdn 1 y de



la rotacidén del dngulo 8
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alrededor de O.

De manera similar, las relaciones

que se obtienen haciendo
muestran que se pasa del

jo z por una inversidn

una simetria respecto al

-1

s Arg(z_1) = -Arg(z),

2, = 2, Z, = z_1 en (1.6.3.(2)), --

punto de afijo z # 0 al punto de afi
de centro O y potencia 1, seguida de

eje Oy.

Estas interpretaciones geométricas de las operaclones --

con nimeros complejos son de aplicacidén muy usual en Andlisis.

En la teoria de funciones de una variable compleja, la -

funcién exponencial e? de

finicién que damos a cont

- 2 X =
cidn e”, para xeR (cf.3.

DEFINICION 1.6.4

sempefia un rol fundamental. En la de
inuacidén se supone conocida la fun--

4.3).

Sea z ¢ T un ntmero complejo cualquiera. Por (P4) de --

(1.3.5), z es de la forma z = x + iy, entonces el valor de e?

estd dado por la formula

(1) e’ = ex(c05)7+

isenvy)

Para z = 1y, se tilene entonces etV = cosy + 1seny. Por tan-

to (1.6.2.(2)) se puede e
(2) z = reie (r =

(1.6.5) La determinacidn

scribir en la forma
lz|, 8 = Arg(z))

de las raices de un nimero complejo

es uno de los temas centrales de la teoria de ecuaciliones, y -

es preclsamente la labor

desarroldada en la solucidbn de este



20

problema lo gque engendra la cracién del sistema de los ntme--

ros complejos.

Para hallar la raiz n - ésima de un nlmero complejo a te-

nemes que resolver la ecuacidn
n
(1) 20 = a

En el supuesto de que a # 0, escribimos a = r (cos ¢ + i sen ¢)

Yy z = P(cos® + isen6). Entonces (1.6.5.(1)) adopta la forma
(2) On(c05116 + 1senn6) = r(cosd+ isen d)

Esta ecuacidén se verifica ciertamente si o = r y no6= &. De
aquil se obtiene la raiz

T]/n

o} . o}
= Z o+ =
z (cos 0 1sen19,

donde rj/n

denota la raiz enésima positiva del nlGmero r, no -
siendo esta la Gnica solucidén. En efecto, también se verifica
(1.6.5.(2)) si n6 difiere de ¢ en un mOltiplo del dngulo to--
tal. 51 se expresan los dngulos en radianes, el dngulo total

es 2II, y tenemos que se verifica (1.6.5.(2)) si (y solo si)

211

+ K.22
n

)
Il
3|

donde X = 0,1,...,n-1. Por tanto la solucidén completa de la -

ecuacién (1.6.5.(1)) viene dada por

(3) =z = 1/ o {% + ZEH]+ isen[g-PZKH]

=[], x =10, ..., n-1.

Existen n raices n-ésimas de cualquier nimero complejo -
a # 0. Todas tienen el mismo mdédulo y sus argumentos difieren

en miltiplos de %; (Arg moéd 2I).
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Geométricamente, las raices n- €simas son los Vvértices -

de un poligono regular de n- lados.

De particular importancia es el caso en que a = ]. Las -
- . n . - P
raices de la ecuacidn z° = 1 se denominan raices n- &simas de
la unidad, y si1 ponemos

(4) W = COS -, isen 2
n n

- - n-
todas las raices pueden expresarse mediante 1,w,...,Ww V. Es

a1/n

claro que si denota cualquier raiz enésima de a, enton--

ces todas las raices pueden expresarse en la forma

wk . aT/D, K=20,7,...,n-1,

Si se sustituye (1.6.5.(1)) en (1.6.4.(1)), se tendrd

Zn nz
e = €

En particular, si z 186 se tiene

16.n nia
)

(e
obteniéndose de nuevo la férmula de De Moivre (1.6.3.(5)).

(1.6.6) Para muchos propdsitos es Gtil ampliar el sistema C -
de los nlmeros complejos mediante la introduccién de un simbo
lo » que representa al infinito. Su relacidén con los numeros

finitos se establece escribiendo

(1) a + «°

i
8
+

»

= o, para todo a finito |,

(2) b+ = b = =, para todo b # 0 (incluyendo b = =),

i
8

Es imposible, sin embargo, definir « + « y 0.~ sin violar las

reglas aritmética. No obstante, por convenio especial escribil
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(3) % o, para a ¥ 0.
b

(4)

0, para b # .

En el planoc no hay lugar para un punto correspondiente a
©, pero podemos, naturalmente, introducir un punto '"ideal",
que llamaremos punto del infinito. La posibilidad de hacer es
to es consecuencia de que para conocer un punto es suficiente
conocer todos sus r- entornos (discos de centro z, y radio -
r > 0). No es posible definir un r- entorno de « mediante una
desigualdad del tipo ||z - z.|| < r, perd si es posible hacer-
lo por la condicidén ||z|] > 1/r. Desde el punto de vista geomé
trico, un 1- entorno de « es el exterior del disco de radio -
1/r y de centro en el origen. Se dice que una regidén contiene
al punto del infinito si tiene al menos un punto comin con ca
da entorno de «. Esto ocurre si y solamente si la regidén no -
estd acotada. Se dice entonces que la regidn es no acotada o
infinita. Convenimos en que toda recta pasa por el punto del
infinito.

Cuando al plano complejo se le adjunta el punto del infi
nito se le llama plano complejo ampliado o plano complejo en-

tero, y algunas veces, también plano completo.

En ocasiones, el plano complejo sin el punto z © se --

llama plano complejo finito y se designa por |[z|| < «. E1l pla
no complejo ampliado puede aplicarse mediante la proyeccidn -

estereografica sobre la superficie de la esfera unidad S ---
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(F1ig. 2). Consideremos la esfera unidad centrada en el origen
z = 0 del plano complejo. El plano z corta a la esfera por el -
ecuador de ésta, que es la circunferencia ||z]|| = 1. Cada punto
P del plano z se aplica en un punto P' de la esfera por el si-
gulente procedimiento: se unen el polo norte N de la esfera y
el punto P mediante una linea recta. Entonces P' es el punto de
interseccién de la esfera y la recta NP. Los puntos para los que
|z|]l < 1 se aplican en el hemisferio inferior, mientras que aque
1los para los que |[|z|| > 1 lo hacen en el hemisferio superior.
El punto z = « corresponde con el polo norte N de la esfera, y
el origen z = (0 se transforma en el polo sur. De esta manera se
establece una biyeccidn entre la esfera y el plano complejo am-

1]

pliado. Si P, estd proximo a P, entonces P! esta préximo a P],

1
lo cual es también vdlido para z = «, es decir, un r-entorno de
© del plano z corresponde a una regibén pequefia de la esfera --

cuando r es pequefio. En la teoria de funciones la esfera S se -

llama esfera de Riemann.

Figura 2



§ 7. TOPOLOGIA DEL PLANO
DEFINICION 1.7.1

Llamaremos vecindad de un punto z, e € a todo conjunto V

que contiene un disco abierto
Atz - zol] <1
de centro z, y radio r > 0.
El disco A es, naturalmente, una vecindad de z,.
DEFINICION 1.7.2

Sea Sc €. Se dice que un punto z, € S es un punto inte---
rior a S si1 existe una vecindad V de z, tal que VcS. El1 con-
junto de todos los puntos interiores a S se llama el interior

. )
de S y se denota por S. S se llama un conjunto abilerto si
(o]
S = S.
En otras palabras, un conjunto S es abierto si y so6lo si,

todo punto de S es un punto interior de S.
TEOREMA 1,7.3

1) La unidn de una familia cualquiera de conjuntos abiertos
en € es un conjunto abierto en C.
1i) La interseccidén de un nUmero finito de conjuntos abiertos

en € es un conjunto ablerto.
DEMOSTRACION

i) Sean A una clase de subconjunto abiertos de C, y
M = U{G/GeA}, y sea pe M. Debemos mostrar que p es un --

punto interior de M, es decir, que existe un disco abier-
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1

to D, tal que e D D cM.
p TATAHE PES Y T

Puesto que peM, existe Go en A tal que pe Go,. Como ade-
mds, G, es un conjunto abierto, entonces existe un disco abier

to Dp que contlene a p y tal que pei%)c Go .

Puesto que Go es un subconjunto de M = U{G/Ge A}, Dp es
también un subconjunto de M. Asi, pues, M es abierto.
ii) Toémense dos subconjuntos de €. La prueba se completa por -

induccidn.
EJEMPLO 1.7.4

El anillo S = {z/ry < lz|| < Ty, T4, T, > 0} es un con--

junto abierto.
DEFINICION 1.7.5

Un conjunto Fc € se dice cerrado si su complemento € - F

es abierto.

Obséryese que es posible que un conjunto sea abierto y -

cerrado al mismo tiempo, como sucede con T y ¢.
EJEMPLOS 1.7.6

i) Un conjunto finito es cerrado.

ii) E1 disco cerrado A: ||z - zo|| < T, T > 0 es cerrado,
TEOREMA 1.7.7

i) Toda interseccidn de conjuntos cerrados es un conjunto ce
rrado.
ii) La unidén de un ntmero finito de conjuntos cerrados es un

conjunto cerrado.
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DEMOSTRACION

Probaremos 1i). Para ello consideremos una familia

(Fi)ie I de conjuntos abiertos. Por (1./.3.(i1))iQIF1 es un -

conjunto abierto. Se tiene entonces que

Ci0rFy = U;CFy

es un conjunto cerrado.
DEFINICION 1.7.8

Un punto z, se llama punto de acumulacidn de un conjunto
Sc € si cada vecindad V de z, contiene un punto de S diferen-

te de z,.
OBSERVACION 1.7.9

Si z, es un punto de acumulacidén de un conjunto S, z, --
puede no pertenecer a S. Por otra parte, un punto z, de S no
tiene por qué ser un punto de acumulacidén de S. En efecto, --
z = 1 es un punto de acumulacidén del disco S: ||z - zo]|| < 1,

y sin embargo 1¢ S.
PROPOSICION 1.7.10

Si z, es un punto de acumulacién de un conjunto Sc €, en
tonces todo vecindario de z, contiene un nimero infinito de -

puntos de S.

DEMOSTRACION
En efecto, si la vecindad ||z - zo|| < r contiene un pun-
to z, # z, perteneciente a S, entonces, en forma semejante, -

1

' la vecindad ||z - zo|| < Hz1 - zo|| contendrd un punto z,, dis-



tinto de z, Vv ©,, Que pertenc.i & S. Repitiendo este proceso
en forma indefinida, se obticne que la vecindad V= |[z-z2o| < T

contiene un ntmero infinito de puntos de S.
DEFINICION 1.7.11

El conjunto de puntos de acumulacidén de S se llama con--

junto derivado de S y se denota por S'.
TEOREMA 1.7.12

Si1 S es un conjunto cerrado en €, todo punto de acumula-

c16n de S pertenece a §.
DEMOSTRACION

En efecto, si 2z, es un punto de acumulacién de S, z, nc
puede estaren C - S, pues L - S es abierto. Reciprocamente, si
todo punto de acumulacidén de S pertenece a S, entonces todo -
Zoe(L - S), debe tener una vecindad V tal que Vc (C - S), --
pues de otro modo z, seria un punto de acumulacidén de S que -

no esta en S. Por consiguiente (T - S) es abierto, o sea S es

cerrado.

Si denotamos por S la unidn SUS', el resultado anterior

puede expresarse: S es cerrados ssi Sc S. Se cumple siempre -

ScS.
El conjunto S se 1lama la cerradura o adherencia de S.
TEOREMA 1.7.13

i) Una condicidn necesaria y suficiente para que un conjunto

Sc T sea cerrado es que S sea lgual a S.



i1) Para un conjunto S cualquiera, S es siempre cerrado,
DEMOSTRACION

Inmediata.
DEFINICION 1.7.14

Sea A un subconjunto de un conjunto Sc €. Se dice que A
es abierto en S o con relacidén a S, si existe un conjunto ---

abierto B tal que A = BNS.

Cuando S = € entonces coinciden ambas nociones de abier-
to y de abierto con respecto a €. Si S # €, entonces A puede

ser abilerto en S, sin que A en si sea abierto.
DEFINICION 1.7.15

Un conjunto S se llama conexo si no existen conjuntos no

vacios H1, Hy, ¥y abliertos en S tales que

i) HyNH, = ¢

ii) HyUH, = s

Cuando S es abierto, la condicién de que H1, H2 sean --
abiertos en S se puede reemplazar por la condicioén de que H1,

HZ sean abiertos. (En (3.3.3) se da una nocidén equivalente de

conexidad).

E1 conjunto € es conexo. Es inmediato que esto equivale
a decir que en € los Unicos conjuntos que son abiertos y ce--

rrados al mismo tiempo son ¢ y (€.



EJEMPLO 1.7.16

El disco abierto [[z]|| < 1 y el disco cerrado |[z|| < 1, -

son ambos conexos.
DEFINICION 1.7.17

Todo conjunto abierto y conexo del plano complejo se 1lla
ma dominio (o regidn abierta).

De esta definicién y de (1.7.15) de deduce unmediatamen-

te que o bien H] = ¢, o0 bien HZ ¢ .

DEFINICION 1.7.18

La cerradura de una regidn abierta o dominio se llama re
g1dén cerrada.

Si a una regidén abierta agregamos alguno, todos o ningu-
no de sus puntos de acumulacidn, obtenemos un conjunto llama-

do regidn.
EJEMPLOS 1.7.19

1) El disco ||z - zo]|] < r (r > 0), es un dominio.

2) Los semiplanos Re(z) > 0 y Re(z) < 0 son ambos dominios.
DEFINICION 1.7.20

Un punto z. se llama punto frontera de un conjunto S si -
cada vecindad del punto zo. contiene al menos un punto del con

junto S y al menos un punto que no pertenece a S.
DEFINICION 1.7.21

Un conjunto S de dice acotado si existe un nimero k > 0

tal que ||z|] < k para todo ze S. ,



DEFINICION 1.7.22

Llamaremos recubrimiento abierto de un conjunto Ec T a -

la familia (Gi)iEI de subconjuntos abiertos de €, tales que -
EcUG;.
iel

DEFINICION 1.7.23

Se dice que un conjunto Kc T es compacto si es a la vez
cerrado y acotado. De forma mids precisa, diremos que un con--
junto Kc € es compacto si todo recubrimiento abierto de K con
tiene un subrecubrimiento finito.

Mas explicitamente, la condicidn es que si (Gi) es un

iel
recubrimiento abierto de K, existe un ntmero finito de indi--

Ces 14, 15, vy 1o, tales que

KCGi UGi u... UGi,
1 2 n

definicidén motivada por el enunciado del clidsico teorema de -

Heine-Borel:
TEOREMA 1.7.24 (Heine-Borel)

Sea Kc € un conjunto compacto y (G.) un recubrimiento

171iel
abierto de K, entonces (Gi)i'eI contiene un subrecubrimiento -
finito de K.
Haremos referencia a esta propledad, como la propiedad -
de Heine-Borel.

Antes de proceder a la demostracidén del teorema conside-

remos algunas observaciones que seran de mucha utilidad.



OBSERVACION 1.7.25

S1 K tiene la propiedad de Heine-Borel y si Ko e€s un sub

conjunto cerrado de K, entonces K, tiene la misma propiedad.
DEMOSTRACION

En efecto, supongamos que (Gi)iaI es un recubrimiento --
ablerto de K,. Entonces el recubrimiento abierto de K es de -
la forma [ (G);.;y] U [K-Ko|. De acuerdo con nuestra hipétesis,

exliste un subrecubrimiento finito (G. ) de K, que puede
Tx" 1<k<n

incluir a K-K,. El mismo subrecubrimiento, sin K-K,, recubre
a Ke.

Como consecuencia de la observacidén anterior, bastara --
probar el teorema (1.7.24) para un cuadrado |x[| <M, [ly||l <M

en el caso del plano.
OBSERVACION 1.7.26

El caso del plano ampliado se reduce facilmente al del -
plano. En efecto, si el conjunto cerrado K no incluye «, esta
acotado; si lo incluye, uno de los conjuntos abiertos recubril
dores contiene a «, y bastard considerar el subconjunto cerré

do acotado de K exterior a este conjunto abierto particular.
(1.7.24) DEMOSTRACION

Mostraremos ahora que un cuadrado C1 tiene la propiledad
de Heine-Borel. (La demostracidén es indirecta y por el método

de biseccidén). Consideremos un recubrimiento abierto [Gi)iEI

de C1 y supongamos que C] no tiene un subrecubrimiento finito,



Si dividimos C1 en 4 cuadrados de lado £/2 (llamando £ al va-
lor del lado de C1), al mencs unc de 1los cuadrados no tiene -
un subrecubrimiento finito. Denotemos este cuadrado por C2 y
asumamos que C2 es el cuadrado del angulo superior izquierdo
de C1. Repitiendo indefinidamente este proceso, obtenemos una
sucesidn Cn de cuadrados encajados sin subrecubrimiento fini-

tos. Es claro que Cn converge hacia un punto comin £ g C], ya

£ _ .
que — > 0 cuando n » «. Por hipbtesis, £ pertenece a un con-
2

junto Gi’ y puesto que Gi es un recindario abierto de £, esta
contenido en G.,. Se tiene entonces que para n suficientemente
grande Cn(:Gi, lo que contradice el hecho de que Cn no puede

recubrirse por un ntmero finito de abiertos de (Gi) La --

1el”

contradiccidn prueba el teorema.
TEOREMA 1.7.27 (Bolzano-Welerstrass)

Si K es un conjunto compacto, toda sucesidn infinita ---
(an)ndN de puntos ane:K tiene al menos un punto de acumula---
cidén en K.

DEMOSTRACION

Consideremos la coleccién formada por todos los conjun--
tos U, tales que a ¢ U, como miximo para un naimero finito
de subindices n. Todo punto que no es de acumulacidén de la su

cesidn (an) tiene un entorno con esta propledad. Por consi

nelN
guiente, si no hay punto de acumulacién en K, los conjuntos U
forman un recubrimiento abierto de K. Podriamos entonces recu

. brir a K con un numero finito de conjuntos U. Se sigue de es-



to que ane:K inicamente para un nGmero finito de subindices,
contrario a la hipdtesis. Por consiguiente debe existir al me

nos un punto de acumulacidn en K.
TEOREMA 1.7.28

Todo conjunto con la propiedad de Heine-Borel es compac-

to.
DEMOSTRACION

Basta probar este reciproco del teorema de Heine-Borel -
para el caso del plano ampliado. En efecto, si un conjunto es
cerrado con respecto al plano ampliado y no contiene el punto
del infinito, es por lo mismo acotado.

Sea Kc € un conjunto con la propiedad de Heine-Borel y -
consideremos un punto z e (C-K). Denotemos (Ui)iEI la colec---
cidén de todos los conjuntos abiertos U, cuyo cierre U no con-
tiene a z. Es evidente que todo punto z tiene una vecindad --
con esta propiedad. Por consiguiente, la coleccidn (Ui)iEI es
un recubrimiento abierto de K, pudiéndose extraer un subrecu-

n

brimiento finito (U. ) . Entonces zeN(C - U. ), y esta -
1k 1<k<n k=T 1k

interseccidn es un subconjunto abierto de (C-K). Puesto que z
es un punto arbitrario de (C-K), se tiene que (C-K) es abier-

to y, por tanto K es cerrado.

§ 8. FUNCIONES COMPLEJAS DE VARIABLE COMPLEJA.

En la teoria de variables complejas se consideran funcio
nes de cuatro tipos distintos: funciones reales de una varia-

ble real, funciones reales de una variable compleja, funcio--
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nes complejas de una variable real y funciones complejas de -
una varilable compleja. Estas Gltimas constituyen el objeto de
la presente seccidn.

Adoptaremos el convenio de que las letras z y w denotan
siempre variables complejas; asi por ejemplo, para indicar --
una funcidén compleja de una variable compleja escribiremos --

w = f(z).
DEFINICION 1.8.1

Sea Dc € un conjunto arbitrario. Se llama funcidn de la
variable compleja z a toda regla o aplicacibén que a todo ele-
mento z ¢ D hace corresponder otro elemento we € y que se deno
ta por f(z). Se dice entonces que f estd definida en D. La in
terpretacidn precisa de la palabra "regla' no es muy 1mportan
te. Lo que si es importante es que una funcidn asocia un nime
ro complejo a cada punto de su dominio de definicidn.

Como i1lustracidn, consideremos los siguientes ejemplos:
(D W=z

que define una funcidn en cualquier regidn.

2
(2) W=
3
4-|z |l
que define una funcidén en toda Tegidn que no contenga ningin

punto de la Circunferencia ||z|| = 4.

(1.8.2) Tal como ocurre en el Andlisis real, las operaciones
algebraicas con las funciones, se definen efectuando las co--
rrespondientes operaciones con sus valores. Por ejemplo, el -

producto fg de dos funtiones f y g es la funcibn cuyo valor -



en z es f(z) g (z). Es obvio que f y g deben tener un dominio
comin.

Cualquier funcién f puede ser expresada mediante dos fun
ciones reales, descomponiéndola en sus partes real e imagina-
ria. Por ejemplo, si w =u + 1iv y z = x + iy, la ecuacibn -
w = 22 da

i L2 2 .
u + 1v = (x + iy)"~ = x~ - vy~ + 2ixy
que es equlvalente al sistema

(1) u=x -y, v = 2xXy

En el caso general, f tiene una parte real u y una parte
lmaginaria v que son funciones de z y por consiguiente, tam--

bién de (x,y). Asi pues, w = f(z) es equivalente a

w o= u(x,y) + iv(x,y).

Se puede considerar que una funcidn f, de la variable z,
establece una transformacidén de los puntos del plano z en que
esté definida, en puntos del plano w. Estas transformaciones

se llaman también aplicaciones y, a veces, representaciones.
2

b

Por ejemplo, para w = z las ecuaciones (1.8.2.(1)) estable-
cen la correspondencia entre el punto (x,y) del plano z y el

punto (u,v) del plano w. Se dice entonces que (u,v) es la ima
gen de (x,y) en la transformacidén, o lo que es igual, que w -

es la imagen de z. De igual forma puede hablarse de la imagen

de un conjunto de puntos, de una regidén, por ejemplo.
DEFINICION 1.8.53

Si f es una funcidn definida por w = £(z), diremos que f



es una funcidn univoca de z, si a cada valor de z corresponde

s6lo un valor de w. Si por el contrario, mids de un valor de w
corresponde a cada valor de z, diremos que f es una funcién -

multivoca o multiforme de z.

Una funcidén multivaluada puede considerarse como una coO-
leccidén de funciones univocas, cada uno de cuyos miembros se-

ra llamado una rama de la funcién. Se acostumbra a considerar

un miembro particular como una rama principal de la funcién -

multivoca y el valor de la funcidn correspondiente a esta ra-

ma como el valor principal.

4

EJEMPLOS 1.8.4

. 2 .
(1) Si w = z7, entonces para cada valor de z existe un solo
2 . . -
valor de w. Por ello w = f(z) = z" es una funcidn univoca de
z.
2 . ..
Aunque w = z° asigna un Gnico valor de w a cada valor de

z, no es necesariamente cierto que al transformar una regiodn
del plano z se cubra su imagen en el plano w exactamente una
vez; puede ocurrilir que la transformacidn asigne un mismo va--
. 2 2
lor w a dos puntos distintos del plano z, pues (z)° = (-z)° -
son lguales.
. 2 . . .
La funcidn w = z” aplica el semiplano superior del plano
. 2
z en una regidén del plano w. Como |[|w]|| = ||z]||" ¥
Arg(w) = 2Arg(z) méd 20, las circunferencias |[|z|| = r se ---
. . . _ 2
aplican sobre las circunferencias ||w|| = r“ y un rayo que par
tiendo del origen forme un dngulo 6 con el eje x se aplica so

bre un rayo que forma un dngulo doble con el eje u. El efecto



de la aplicacidn es abrir el semiplano superior como si fuera
un abanico, de tal manera que su imagen cubre exactamente una

vez el plano w, como se muestra en la figura 3.

A

Figura 3.

S1 se transforma de esta manera una regibén mayor que el
semiplano superior se recubrirdn 2 veces algunos puntos; la -
imagen de todo el plano z recubre el plano w, con excepcidn
del origen, exactamente 2 veces. La razdén de este comporta---
miento obedece a que la ecuacibn w = 22 tiene dos soluciones
cuando w # 0; en otras palabras, a que vw tiene 2 valores.

1/2

(2) Siw-= 1z , entonces para cada valor de z existen dos -

Z1/2

valores de w. De donde f(z) = es una funcidén multivalua-

da (bivaluada en este caso) de z.
§ 9. LIMITES Y CONTINUIDAD

Se define en el Anédlisis de variable compleja el concep-
to de 1imite de la misma forma que en el Andlisis real, con -
la Ginica salvedad que ahora el valor absoluto tiene el senti-

do de l1la definicidén (1.6.1.(1)).
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"DEFINICION 1.9.1

Sea f una funcidn definida en un conjunto D del plano --
complejo, excepto tal vez en el punto z,eD. Se dice que el na

mero L es el limite de f(z) cuando z tiende a z. & sea

1im £(z) = L

Z+Z
si para cada € > 0 existe un 6§ > 0 tal que |[f(z) - L|| < € pa
ra todo z e D que satisfaga 0 < ||z - zo]|| < §.

Obsérvese que para que existe el limite L no es necesa--

rio que f esté definida en el punto z,.

EJEMPLO 1.9.72

2
Sea f(z) = %T%% . La funcidén f estid definida solamente -

para z # 2i. Sin embargo 1%& f(z) 4i. En efecto, si z # 21,
z+21

entonces se tiene

l£(z) - 4ifl = [[z - 21|
Por consiguiente, tomando & = & se obtiene |[f(z) - 4if| < e -
si 0 < ||z - 21| < &, o sea
1im f%;i = 41,
z»21 ©

TEOREMA 1.9.2

Sean f y g dos funciones definidas sobre el mismo conjun

to Dc T, tales que

1im £(z) = a y 1im g(z) = B8,

27>Zo 2720

entonces se tiene que



i) 1im [f(z) + g(z2)] = o + 8
Z>Z o
ii) 1im [f(z) - g(z)] = o - B
Z>Zo
iii)  1im [f(z) - g(z)]| = B
Z%Zo
. - f(z) _ a :
iv) iég alzy g (si B # 0).

Las demostraciones de estas propiedades son similares a las -
del Andlisis real.

Se demuestra por induccidén que

i) 1im [f(z)+g(z)+...+p(2)] = 1im £(z)+1im g(z)+...+ 1im p(z)

%2, 72720 22, Z%Zo
ii)  1im [£(z)g(z)...p(z)] = 1im f(z) 1im g(z)... lim p(z)
Z+Zo Z+Zo > Zo Z%Zo
donde f,g,...,p son funciones definidas en la misma regidn, -

tales que los limites del segundo miembro existen. Puesto que

se verifica también que

1im cf(z) = c1im f(z)
Z%Zo Z%Zo

para toda constante c, concluimos que

1im F[£(z), g(2),.--, p(2)] = F[lim £(z), 1im g(z),..., 1im p(2z)]
para todo polinomio F(a, B, ..., O)-.

DEFINICION 1.9.3

Sea Dc £. Al igual que en el Andlisis real, se dice que

una funcidén f definida en D es continua en el punto z,eD si
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1im f(z) = f(zo).

272,

S1 £ es continua en cada punto ze D, se dice que f es --
continua en D.

Las funciones de varilable compleja y de variable real --
presentan comportamilentos andlogos con respecto a la continul
dad. Las propiedades de las funciones continuas son las mis--
mas, razdén por la cual sdlo enunciaremos tales propiedades, -

pues su demostracidén es similar a la de funciones de variable

real.
TEOREMA 1.9.4

Si f es continua en z,, entonces cf es continua en z,.
TEOREMA 1.9.5

S1 f y g son funciones continuas en un conjunto Dc C, en
tonces f + g, £ - g, fg son también funciones continuas en D.

De 1gual forma g es continua en aquellos puntos z.eD para 1los

cuales g(zo) # 0.

Es una consecuencia inmediata de (1.9.2).
TEOREMA 1.9.6

Si f es continua en z, y g es continua en f(z,), enton--

ces la funcidén compuesta h = g o f es continua en zo.
DEMOSTRACION
Inmediata. En efecto, como f es continua en z, se tilene

1im £(z) = f(zo)
! Z>Zo
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De igual forma, puesto que g es continua en f(z,), enton

ces

1im glz) = g(f(z0)) = (gof)(zs),
z2+f(z0)

lo que muestra nuestra afirmacidn.
OBSERVACION 1.9.7

Como evidentemente las funciones f(z) = k (k constante)
y £(z) = z son ambas continuas en T, de (1.9.5) se deduce que

todo polinomio

P(z) = aoz" + a]z.n_1 oo+ oAy
es continuo en €. De igual manera, toda funcidn racional g%i%
es continua en todo punto z, en que Q(z,) # O.
OBSERVACION 1.9.8
Puesto que ||[£(z) - £(zo)]|| = [|£(2) - £(z.) ], es evidente

que las condiciones

1im £(z) = f(zo) y 1im f(z) = f(zo)

Z+Zo Z>Zo
son equivalentes. Por consiguiente f(z) es continua en z, si
lo es f(z).

Teniendo en cuenta que

f(z) - f(z)

Re (£(2)) , Im(f(2)) - ) )] = s@ER

_ f(2)+f(2)
2

observamos que las tres funciones
Re (£(2)), Im(£(z)), [[£(2)]]

son continuas en todo z, donde lo sea f(z).
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OBSERVACION 1.9.10

Dada una funcién f = u + iv se verifica sin dificultad -
que f es continua en el punto z, = X, * 1yo si, y sélo si, u

y v son ambas continuas en el punto (X., Yo), es decir, si pa

ra cada € > 0 existe un & > 0 tal que

u(z,y) - u(xe,yold|l < €, [l v(x,y) - v(Xo,Yo)l|l < €

cada vez que

0 < Ax-xa) + (y-yo)? <6,

EJEMPLO 1.9.11

Apliquemos ahora el criterio a la funcidén logz, defini-
da para z # 0.
Puesto que logz =1og |z| + i6 (|]z| > 0 y 6 = Arg(z)), se

tiene:

u(x,y) = 10g/x2+y2, v(x,y) = 8 = Arc tg %—, - < 8 <1

La funcidén u(x,y) = log,/x2+y2 es continua en todo punto

(x,y) # (0,0). En cuanto a la funcién v(x,y) = 6, ella es con
tinua en todo punto (x,y) = (0,0) que no esté sobre el semie-
je negativo del eje real. En efecto, si X, < 0 es un punto de

dicho semieje, entonces para y > 0 se tiene

1im Arg(xo+iy) = I, 1im Arg(Xo.-1y) = -1
y>0 y~>0
Por consiguiente, la funcidén 6 = Arg(z) es discontinua en ca-

da punto X, < 0. Se deduce entonces que la funcidén logz es -

continua en el plano complejo si se exceptlia el semieje real
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negativo.
Las funciones continuas gozan de propiedades especiales
cuando se las considera en conjuntos compactos o conexos. Ha-

remos una breve resefia de esta interesante teoria.
TEOREMA 1.9.12

Si f es una funcidn continua en un conjunto compacto K,

entonces f(K) es también un conjunto compacto.
DEMOSTRACION

Sea f continua en el compacto K. Mostraremos que f(K) po
see la propiledad de Heine-Borel; por el teorema (1.7.28) £f(K)
sera entonces compacto.

Sea (Gi)iEI un recubrimiento abierto cualquiera de F(K).

Consideremos la familia (Vj)jE de todos los conjuntos abiler-

J
tos Vj tales que f(Kf1Vj) estd contenido en un conjunto Gi'
Si z, e K, sabemos que f(z,) pertenece a algin Gi’ y por la --

continuidad existe un disco abierto ||z - z.|| < r (vecindario

de z,) que es un conjunto Vj. Por consiguiente (Vj)jeJ es un

recubrimiento abierto de K, y podemos seleccionar un subrecu-

brimiento finito (V. )] <p<n’ Si f(Kf]Vj )¢ Gi" es obvio

p - = P p

que (Gi es un subrecubrimiento finito de f(K).

) I < < "
p n
p — J—

COROLARIO 1.9.13 (Teorema de Bolzano)
Sea f una funcidén que toma valores reales y es continua
en un compacto K. Entonces existen puntos zo, Z1 en K tales

que
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flzo) < f(2) < f(:]j para todo z e K.

Zo es el punto de K donde f alcanza su minimo y 23 el punto -

en donde f alcanza su miaximo.
DEMOSTRACION

En virtud de (1.9.12) y de la hip6tesis, se tiene que --
f(K) es un conjunto cerrado y acotado de nimeros reales. Por
ser f(K) acotado existen el extremo superior M y el extremo
inferior m de f£(K), y por ser f(X) cerrado, M y m son puntos
de f(K). Por consiguiente, existen los puntos z.,, z, ¢ K tales

1

que f(z,) = m, f(z1] = M. De esto se deduce que se cumple:
f(zo) < f(2) < f(z]] YzekK,
que es lo que se queria probar.

(1.9.14) El1 concepto de continuidad uniforme desempefia un pa-
pel esencial en la teoria de funciones de variable compleja.
En general, se dice que una condicién se verifica de¢ manera -
uniforme con respecto a un pardmetro si puede expresarse me--
diante desigualdades que no implican al pardmetro.

Cuando se considera la continuidad de una cierta funcidn
en una region dada, por lo general, el § necesario para un va
lor dado de ¢ depende no sélo de e sino también del punto 2.
considerado. Si es posible elegir § de manera que no dependa
de z,, se dice que la funcidn es uniformemente continua. For-

malizamos a continuacidn la discusidn anterior:
DEFINICION 1.9.15

Se dice que una funcidén f es uniformemente continua en -



una regidén D si para todo € > 0 existe un & > 0, que no depen
de méds que de ¢ y tal que Hf(z1) - f(ZZ)H < ¢, para todos --

los pares z z,¢D que satisfagan ||z, - z

12 %2 1 < 9.

, ]
TEOREMA 1.9.16

Toda funcidén contfinua en un conjunto compacto es unifor-

memente continua.
DEMOSTRACION

Sea f continua en el conjunto compacto K. Entonces todo
zo € K tiene un entorno ||z - z.|| < r, en el que
| £(z) - f(zo) ]| < % . Los entornos méds pequefios ||z - zo]| < %
forman un recubrimiento abierto de K, siendo posible extraer

un subrecubrimiento finito compuesto por entornos de la forma

T
|z - zon|| < 7? . Sea & el menor de los nlmeros 7? . Conside-
remos un par z,, z,eK de modo que sz - 22H < 6. Existe un

T
zo tal que ||z, - zo || < 4= y obtenemos
n 1 n 2
T
n
2y~ zopll < llzg - 2o I+ Hlzq - 2yl < 5+ 6 <1

. €
En consecuencia, Hf(z]) - f(zon)” < % y f(z,) - fCZon)H <5

Por la desigualdad triangular se deduce que Hf(;ﬂ - fﬁf)” < g
lo que prueba la continuidad uniforme de f en X.

En conjuntos no compactos, algunas funciones continuas -
son uniformemente continuas, mientras que otras no lo son. -
Asi por ejemplo, la funcidén z es uniformemente continua en to
do el plano, pero no lo es la funcidn z

De especial importancia resulta el hecho de que una fun-
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c16n uniformemente continua en un conjunto K lo es también en
todo subconjunto de K. Por tanto, si f estd definida en Ko, ¥y
puede prolongarse a una funcidén sobre un conjunto compacto --

K2K,, entonces f es uniformemente continua en K.
TEOREMA 1.9.17

Si f es una funcidn continua en un conjunto conexo D, en

tonces f(D) es también conexo.
DEMOSTRACION

Supongamos que f es continua en el conjunto conexo D. Si
D es ablerto, la demostracidn resulta bastante sencilla. En -

efecto, sean H1 y HZ conjuntos ablertos tales que
f(ch:H1UH7 y f(A)f](H1ﬂ HZ) = ¢.

Entonces f_l(H1) y f—1(H2) son también abiertos (puesto que -
si f es definida en un abierto, condicidn necesaria y suficien
te para que sea continua, es que la imagen inversa de todo con
junto abierto sea ablierta), de donde

.

D = f'1(H1) u £ (H,), £7(H,) N £ (H,) = ¢. Dado que D es -

conexo, f-1(H1) = ¢ O f_1(H2) = ¢ y esto es clerto sb0lo si

£f(D) n H1 = ¢ 6 £(D) N H, = ¢. Por tanto, f(D) es conexo.

En general, f_1(H]) % f_1(H2) no son abiertos; pero por
la continuidad cada punto de f—1(H]) tiene un entorno cuya in
terseccidn con D estié contenida en f_1(H1). La unidén de todos
estos entornos es un conjunto abilerto Hi tal que

H% o= f_1(H]); el qohjunto Hé puede definirse de manera --



andloga. El mismo razonamiento hecho anteriormente muestra -
que, 6 bien Haf1D = ¢ o bien Héf]D = ¢, y esto implica que -
f(D)ﬂH1 = ¢ 0 £f(D)NH, = ¢, lo que completa la demostracidn.
COROLARIO 1.9.18

Sea f una funcidn continua en un conjunto conexo D que -
toma valores reales. Si a = f(z1) < f(zz) = b, con 21,29 € D,
entonces para todo nGmero real ¢, a < ¢ < b, existe z, e D en
donde f toma el valor c.

DEMOSTRACION

En virtud de (1.9.17) y de la hipdtesis que f toma valo-
res en R, f(D) es un conjunto conexo de la recta real y por -

consiguiente f(D) es un intervalo I. Si a y b son puntos de I,

entonces [a,b| c I f(D) y, por lo tanto, ce £f(D), es decir,

existe z, €D tal que f(z,) = c.
COROLARIO 1.9.19

Sea f una funcidén continua en un conjunto conexo D y que
toma en D valores enteros. Entonces f es una funcidn constan-

te.
DEMOSTRACION

Basta aplicar a f el corolario (1.9.18) y tener en cuen-
ta que un conjunto de nlmeros enteros es conexo si, y solo si,
el conjunto se reduce a un punto.

§ 10. LA DIFERENCIACION DE VARIABLE COMPLEJA
DEFINICION 1.10.1

Se dice que la funcidén f definida en un dominio D es di-



ferenciable en el punto z, €D cuando existe el limite

(1) 1im £(z) - f(zo)

L - Zo
Z+Zo

Tal 1imite se denota por f'(z,) y se llama la derivada ( compleja) de f
en el punto z,.

De la relacidn siguiente

- f(Zo) (Z _ Zo) + f(Zo), (Z # Zo)

- Zo

£(z) = f(z%

se deduce que 1im f(z) = f'(z,) - 0 + f(z,) = f(zo) cuando -
Z > Zo, Yy por lo tanto, una funcién gque es diferenciable en -
Zo €s tamblén continua en ese punto. Sin embargo, la recipro-
ca no es verdadera; la diferenciabilidad es una condicidn mu-
cho méds fuerte que la continuidad.

Si en la definicidn anterior hacemos z - z, = h, obtene-

mos la forma equivalente

h-=+0 :
en la que se ha sustituido z, por z. Es importante recordar -
que ahora h es complejo. Denotando h por Az se tilene

(3) 1im flz+az) - f(z)

: = f'(z).

Az 0 bz
Si w = f(z), se define a veces
(4) Aw = f(z+az) - f(z)

cribiéndose la derivada en la forma dw o d w;, asi pues
€s n * dz dz W
- Aw

dw = 1im —

(3) Iz a0 B2

Esta notacidén, sin embargo, s6lo tiene sentido cuandc se tile-



ne presente (1.70.7.(47).

(1.70.2) Si el 1imite (1.10.1.(2)) existe para todo z de una -
regidén dada R, el proceso anterior le asocia el nidmero f'(z)
a cada punto z e R, determinandose asi una funcién, la cual se
denota por £' & f'(z). Las ecuaciones en las que 1intervienen
derivadas, como en (1.10.2.(1)), pueden interpretarse en dos
sentidos, bilen como una igualdad de funciones, o ccmo una --
lgualdad de valores de funciones.

Tal como podria esperarse, teniendo en cuenta las defini
ciones anteriores, las derivadas de funciones complejas se -
comportan de manera muy parecida a las derivadas de funciones
reales. Por ejemplo, si f(z) = zn, siendo n un entero positi-

vo, entonces

(z. = h%? -z n-1 n-Zh

donde 1las Cy son coeficientes binomiales. Haciendo que n - (
se tiene

(1) d _n _ n-1

Las mismas demostraciones que se dan en el Andlisis real

permiten establecer que si f y g son diferenciables, entonces

(2) (f + g)' =f£" =+ g
(3) (f - g)' = fg' + f'g
,-1! [l _ []
¥ o2

suponiéndose en este Gltimo caso que g(z) # 0 en la regidn -



considerada. Si las derivadas del segundo miembro existen, -
por induccién se demuestra que

' t ' '

(f+g+ ... +p) =f +g + ... +0D

Cuando se considera la férmula obtenida al dividir (fg)' por
fg, se prevé la siguiente generalizacidn

1 1 ' \
(5) (f-g -..p) - L,
f-g ... p

=

resultado que se demuestra por induccidn, suponiendo que no -
se anule ningin denominador y que existan todas las derivadas
que figuran en los numeradores. A modo de verificacidn, hacien
do £ =12z, g =12, ..., p=1ze€n (1.10.2.(5))'56 obtiene otra -
vez (1.10.2.(1)) para z # 0. Los resultados anteriores indican
que los polinomios y las funciones racionales se derivan en -

forma andloga que en el An&lisis real. También es vdalida la -

Tegla de la cadena: si g es diferenciable en z y f es diferen

ciable en g(z), entonces F(z) = f[g(z)] es diferenciable en -
Z, Y

(6) F'(z) = £f'[g(2)]-g'(2).

Siu = g(z) vy w= f(u), la regla de la cadena puede escribir-

se en la forma:

dw _ dw  du |
dz du dz

(1.10.3) Las comparaciones hechas hasta el momento, ponen de
manifiesto la semejanza existente entre la derivacidn en el -
caso de variable real y en el de variable compleja. Sin embar

go, el hecho de que en (1.10.1.(2)) h sea complejo, impone --



una restriccidén muy fuerte sobre la clase de funciones que -

tienen derivada compleja. Consideremos, por ejemplo, la fun--

cién f(z) = z entonces
—v+ - - Z - - .
f(z h]h flz) _ +hh z  _ % . (h # 0).
Si helR, entonces h = h y el limite cuando h > 0 es 1. Pero -
si h = ik es 1maginario puro, entonces h=-h y el limite es

-1. Esta funcidén no es diferenciable en ningGn punto, a pesar
de que sus partes real e imaginaria, X y -y, presentan muy --
buen comportamiento.

El e}emplo anterior muestra claramente la no existencia
de f'(z) haclendo que h » 0 primero segin valores reales y -
después segln valores imaginarios. Estas dos posibilidades --
nos conducen a la principal condicidn que debe satisfacer una
funcidén compleja para poder admitir una derivada.

En efecto, si f(z) = u(x,y) + iv(x,y) y si h es real, en

tonces f'(z) es el limite de

f(z+h) - £(z) _ ulx+h,y) - ulx,y) , ; v(x+th,y) - v(x,y)
h h ’

Sin embargo, si h = ik, con kelR, entonces f'(z) es el limite

de

f(z+ik) - £(z) _ u(x,y+k) - u(x,y) , ; V{x,y*k) - v(X,y)
ik ik ik

Asi pues, si h - 0 en la primera expresidén y k - 0 en la se--

gunda, se obtilienen las dos formulas

(1) f'(z) = u, + ivx, f'(z) = - iuy + vy
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expresiones en las que los subindices indican derivacidn par-
cial, tomé&ndose el valor de las funciones del segundo miembro

en (x,y). Asi, por ejemplo

su
u =1u (x,v) =
X x( Y 99X

En el proceso de demostracién de (1.10.3.(71)) se ha estableci
do también que la existencia de f'(z) implica la existencia -

de uX’ UV, VX’ v

<

Las dos expresiones de (1.10.3.(1)) son compatibles sola

mente si y y v satisfacen las ecuaciones

(2) u, = Vy’ uy = - Voo

las cuales reciben el nombre de ecuaciones de Cauchy - Riemann,
que caracterizamos y demostramos su existencia en (4.9.6). En
contraremos ya aqui una notable diferencia entre las deriva--
das de las funciones de variable real y las de variable com--
pleja. La existencia de una derivada real no es S1no una con-
dicién de variacidn suave, mientras que la existencia de una
derivada compleja conduce a un par de ecuaciones en derivadas
parciales.

Observando el proceso por el cual se han deducido las -
ecuaciones de Cauchy - Riemann, no es de esperar que estas -
sean suficientes para garantizar la existencia de f'(z) y de
hecho, no lo son. Pero si se supone que las derivadas parcila-
les son continuas, entonces las ecuaciones de Cauchy - Riemann
si son suficientes, como se demuestra en (4.9.7).

El resultado mds importante de la discusidn anterior es

que en todo punto en el que exista f'(z) se satisface un cier



‘to sistema de ecuaciones en derivadas parciales (ecuaciones -
de Cauchy - Riemann). Es claro que las ecuaciones en derivadas
parciales son de escaso interés cuando s6lo se satisfacen en
un punto. Si1 por el contrario, se sastisfacen en toda una re-

gibén, se pueden extraer de ellas consecuencias sumamente inte

resantes.
DEFINICION 1.10.4

Se dice que una funcidén f es analitica en un punto z, si
f es diferenciable en todos los puntos de un disco abierto de
centro z, y de radio r(un r-entorno de z,). Una funcidn es -
analitica en una regidn cuando es analitica en todos los pun-
tos de esa regidn.

Algunos aspectos relevantes de la teoria de funciones --
analiticas se tratan con algln detenimiento en el capitulo -

IITI.
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Capiiulo I

SERIES EN
§ 1. LA SERIE DE TAYLOR

DEFINICION 2.1.1

Sea ) z, una serie de nimeros complejos. Se dice que la
k>1

serie converge si existe ze € tal que ¥e >0, Hnoabitalque

. zp - z| <e ¥n,n>n,

I~

1
DEFINICION 2.1.12

Una serie Z z se dice absolutamente convergenté, si con
n>1

verge la serie de médulos, es decir, si ) |z, || converge. Si -
n>1

una serle converge pero no absolutamente, se dice que converge
condicionaimente.

(2.1.3) El estudio de la convergencia de una serie de tér
minos positivos o de la convergencia absoluta de una serie de
términos complejos se reduce a un problema de mayoracidn de su
término general. Para las sumas de series absolutamente conver

gentes, se tlenen las reglas de mayoracidén y de minoracidn
k o
D NS ull- 7 <||zu|<2||u ,
n=1 n=k+1]
El interés de las series absolutamente convergentes es debido

a que para una de estas series de término general U las se--

ries obtenilidas cambilando arbitrariamente el orden de los térmi

$



minos, siguen siendo absolutamente convergentes y tienen la mis
ma suma que la serie dada. El significado preciso de esta afir

macidn se da en el siguiente teorema.

TEOREMA 2.1.4

Para toda funcidén biyectiva o: N >IN si se pone v_=u

n~ Yo(n)’ enton

ces la serie de término general v, es absolutamente convergen-

te y
s' = v_es igual a s = ) u
n§1 n n>1 n
DEMOSTRACION
Supongamos que m es el mayor de los enteros o(1), o(2),..., o(n). Se
tiene entonces por definicidn
vyl vl oo+ v i< fhugll+ uy i+ ooe = Tl 3 [Tl

n=1
de donde, se deduce inmediatamente la convergencia absoluta de -
la serie de término general v

Mostraremos ahora que s = s'.
n n
Sean s_ = ) u, y s' = ) v,. Luego,
N3 KTm glg K

¥e>0, § n, e N tal que para n > n,, se tiene

lu g+ oo+ ||un+p||i e para todo p > 1; sea m, el mayor -

- - .

de. los enteros g ](J), v+es @ (n,); entonces, sin >m_, se -
tiene o(n) > n_, deduciéndose de esto y de la definicién de v,
que, para n > m_ , se tiene

I gl ® vee # Nyl s €, ¥p o 0

n+p
Por otra parte
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s' - s =
Mo

si k no es la forma O_T(h) con h < n_ . Esta suma es pues, la -

suma de cierto numero de términos u, para cada uno de los cua-

les h > n_, de donde |[s' - s_ || < e. Puesto que para n > no
mo no —_—
y n > m, Se tiene respectivamente ||sn - s, || < e vy
(o]
||sﬁ - SﬁoH < g, entonces
1 _ = t - ' - -
sg = spll= WGy - spdelsy - s )+ (s - s
<llsy-splie sy -s, e lls, - s ll<3e
.y en el limite tenemos por tanto || s' - s|| <3 e que es lo que

queriamos demostrar, puesto que € es arbitrario.

DEFINICION Z.1.5

Sea (nk) una sucesién infinita estrictamente crecilen

k €eIN

te de nUmeros enteros > 1; para
U llamaremos serie parcial de
pondiente a la sucesidén parcial
de término general Vi T ug .
. n
k
TEOREMA 2.1.6

S1 u
nzl n

es una serie ahsolutamente convergente,

toda serie de término general
la serie considerada, corres--

(subsucesién) (nk), la serie -

enton--

ces toda serie parcial es absolutamente convergente, y se tie-

ne

QD L S T U | IS I e
k>1 "k T x>1 Pk Toaz1 P

DEMOSTRACION

En efecto,
1%

Dl s W le Uyl s

es evidente que para todo p ¢ IN se tiene

[= 0]

Il
P n=1]



lo gque demuestra la convergencla absoluta de la serie parcial,
lo mismo que la relacidén (1) al pasar al limite.

En general, una serie parcial de una serie convergente no
es necesarilamente convergente, como se demuestra med?ante el -

slguliente ejemplo:

EJEMPLC 2.1.7

n
Sea la serie alternante Z (-1) y consideremos la serie

n
n>1
) o (_1)2n
parcial de los términos de orden par | ~—-Z
nz'l 2n
i s . (-1)n8
i) Verifiquemos que la serie 21 n converge.
nz :

Por el criterio de convergencia para serles alternantes, -
se debe tener:

a) |l u < [l i

n+]|’ n

b) Lim u, = 0

n — o«
1 1 . 1 _
Puesto que v <3 Y Lim — = 0, la serle converge.
n— @
2n
. . o (-1) .
ii) Verifiquemos ahora que ) ~—— diverge.
n>1 -
En efecto,
Z (—1)2n=l+l+l+
n>1 2n 2 4 6
_ 1 1 1
S AR A SRR
-1y 1
Zni] n

y puesto que la serie armdnica diverge, entonces la serie

2n
) Lile)———-diverge.
n

n31
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(2.1.8) Es claro que la suma de la serie parcial z u - es tam

n>1 "k
bién la suma de la serie ) W siendo wooT Uy si n es de la -
n>1
forma Ny, Y W= 0 si n no es igunal a alguna de 1las n, - S1 1 -

designa el conjunto de los enteros de la forma ny,, la suma --

) w_ose puede escribir ) u s lo que no proporciona ninguna -
n>1 nel

ambigﬁedad, puesto que el orden de los términos no interviene

(por 2.1.3). Con esta notacidén, resulta claro que se tiene

(1) L ullh < § M uyli
nel

nel

y si I y J son subconjuntos infinitos disjuntos de N, se tilene

(2) ) u_ = jYu_ + 7§ u

nel 7 nedJ
DEFINICION 2.7.9

Se dice que una serie de funciones complejas de variable
compleja definida en un conjunto E, es uniformemente convergen

te si1 la sucesidn de sumas parciales

s, = f1(z) + fz(z) + ...t fn(z)
converge uniformemente en E hacia una funcién f, llamada suma

de la serie de funciones.

DEFINICION 2.1.10

Una serie de funciones complejas Z1fn(z) de variable compleja se di
ns

ce normalmente convergente, si existe una serie convergente de

ntimeros reales positivos | a_, tal que an(z)Hf_an, ¥ze D .
n>1] n

TEOREMA 2.1.11 (Fdrmula de Taylor)

Sea f: | a,b ] > IR una funcién definida en un 1nter-




T - A - -
valo [a,bj. Supongamos que f sea diferenciable hasta un orden

c(n+1)

n en [a,b], v que la derivada exista en (a,b). Sea x_

un punto fijo cualguiera en,ih,b]. Entonces, para cada

xe:La,b], existe un punto & entre x y X, tal que

| " (1’1\-
(1) £69 = £0x,) + S0 eox ) Bed ex )% L s f—nj'—x) (x-x)"+R (),

f(n+zl +1
donde R _(x) = £ (5 (x-x )" (2)
n (n+1)! ©
OBSERVACION
Notese que para n = 0, el teorema anterior es precisamen-

te el teorema del valor medio.

DEMOSTRACION
Consideremos el caso en que x > X_; el caso en que X < X,
se demuestra por un razonamiento similar. E1 punto x quedard -

fijo a lo largo de toda la demostracidén. Sea la funcién

F: [}(o,x:[ >IR
t —us F(t)
definida por

f!

F(t) = £() - £(1) - T

o) , .
(!t) (x-t) - ... - f_n,n@ ()(v-t)n - G—'I:J)', @(.,.t)n ]

donde K es una constante a ser determinada. Es claro que F asi
definida es continua en [Xo,x |. F es asimismo diferenciable en

(Xo, X). {F no es necesariamente diferenciable en Exo,x], pues
Xo 6 x podrian coincidir con a y b, donde f(n) puede no ser di

ferenciable). Por otro lado, F(x)

0 y para K tomado comnvenien

P

temente, es decirt,

1 (n) s ]
(3) K = (£0)-£0xa) - -l (o) - Lo - BB sy —E“‘ 13—;“1 ,
: X-Xo



entonces F(x,) = 0. Asi, estdn satisfechas todas las condicio-

nes para la aplicacidn del teorema de Rolle. Luego, existe

£e(Xo, x) tal que F'(E£) = 0. Derivando F y simplificando se -
tiene:

e(n+1)
() Fr(t) = - L8 e v K (x-n)®

Luego, de (4) y F'(&) = 0 se sigue que

(5) x = £ 1) gy
Por Gltimo, (3) y (5) nos proporcionan las expresiones (1) y -

(2) que se querian demostrar.
OBSERVACION 2.1.12 Si escribimos

U)%&)zﬂ%%£%¥ﬂr%)+ggﬂﬁrmﬂ+.”+f%£)&ﬂdn
) : n.

el teorema (2.1.10) nos dice que f(x) difiere del polinomio -

Pn(x) por Rn(x), es decir:
£(x) - P_(x) = R (x),

llamada f6rmula de error de lLagrange, donde Rn(x) es llamada
resto de Lagrange y Pn(x) es llamado polinomio de Taylor,

Las funciones f indefinidamente diferenciables para las -
cuales los polinomios (1) convergen hacia f en un entorno de -
Xo, O que siguen slendo sumas de su serie de Taylor

£1 (10 £(M)

£(xo) + ) (x-x_) + ... 4 o) (xex )”

constituyen s6lo una parte de las funciones indefinidamente di
ferenciables. Estas funciones poseen propiedades sumamente in-

teresantes.
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§ 2. SERIES ENTERAS

Consideremos una serie de la forma

. N n
(1) C.Z = Co + C,Z + ¢C 22 + + c_z o+ ..
n 1

nto 7 R 0
donde los coeficientes ¢, son nameros complejos cualesquiera.
Mientras no se diga lo contrario, supondremos que 1los C,L Y z
son nuimeros complejos, por el momento arbitrarios. Cuando una
serie de este tipo converge, su suma f(z) es por tanto un nime
ro complejo, funcidén del nGmero complejo z. Se denominan se---

ries enteras en z.

PROPOSICION 2.2.1 (Lema de Abel)
Supongamos que la serie entera (1) tenga sus términos uni

formemente acotados para z, # 0:
Il cnan <M, ¥n, n=20, 1,

donde M es independiente de n. Entonces:
i) Para todo z tal que ||z || < |[zo |[, 1a serie (1) es abhsolu-
tamente convergente.
ii) Para todo r tal que O<r< ||z, ||, la serie (1) es normal--

mente convergente en el disco cerrado |lz || < T.

DEMOSTRACION
i) De l[cnzn([g_M resulta que para |[z|| < [[zo ||, se tiene
n n z"
le 2™ = e 2D, 2
Zo
= oy, 2
Sl Hz]n |




| A
=

2 [y

llzo ||

| A
=
H
O
O
ot
H

|

como la serie M + Mr + Mr~ + ... + Mr~ + ... es una serie geomé
trica con razén 0 < r < 1 es convergente por el criterio de -
comparacién para las series de términos positivos, la serie .
Feoll+ lleqzll + [[epzll+ oo+ [ egztfl +

1 L2 i

es convergente. Por tanto, la serie (1) es absolutamente con--

. vergente.

ii) De la misma forma, para ||z || < r se tiene
||cnan < Mer"
Sea B = {ze(E\H c z"|| < M, para algin MeR", ¥i = 1,2,...)

Sea R = sup {]||z ||

zeB}. Si z,eB, ze B, entonces

Nz | < Hzo fl, ¥2.

Por el lema de Abel, si 0 < ||z || < R, la serie (1) es normal--
mente convergente en el disco cerrado ||z || < R

Si ||z || > R, los términos de la serie

2
leo dl + gzl + Il eyz®il +

no estédn acotados y por tanto, ella no puede ser convergente.

-

El limite superior R del conjunto B es un namero > Q0 6 --

+ o, llamado radio de convergencia de la serie (1),

El disco abierto ||z || < R se denomina disco de convergen-
cia de la serie.

El plano € estd dividido entonces en 3 partes disjuntas -



dos a dos:

a) E1 disco ||z || <« R, donde la serie converge,

b) El exterior del disco de convergencia: ||z |

> R, donde la -
serle no s6lo no converge, sino que sus términos no estdn -

acotados.
c) E1l circulo ||z || = R, en cuyos puntos la serie puede o no -

converger.

OBSERVACION 2.2.2 (Regla de Cauchy)
Supongamos que la sucesidn [ch ﬂmq _ tiene un limite
(finito o no) p > 0. Si 0<p <+ o

, para todo par de nlimeros -

p', p" tales que

(1) 0 < p' < p" < o

se tiene NelN tal que

0 <o < fle, 1P < o < =
0 <ozl < lieg 7™z fl <o flz || <=
0< o™ 1z™ < e, Nz ™« P llz ]l < =

0< (o™ Iz lI® < ez Il < M Iz |7 < =

Si ||z || < o » para todo p" con la condicidén (1), |knzn|l < 1.
Por tanto, ||cnzn|| < 1 siempre que |/z]| < %.
Asi, para r < %, la serie co + cqz *+ c222 + + c_zm o+ -

es normalmente convergente en el disco
_ . | 1
D= fzeC | |lz]] <11}

Si lz|] » % , e'llz|l » 1 para p' suficientemente prdéximo a p.

Entonces (p'|z|D™ = (p")"]|z||™ no seria una sucesién acotada,



. - n
como tampoco lo seria la sucesién [|c z

vergente, y se tiene para el radio de convergencia R =

Sip =
por lo que R = + o,
ta
ta

dado port:

Lim
n-—>o

len

EJEMPLO 2.2.3

. . P a
i) La serie de término general (n

dio de convergencia R

- 1/n
Lim || nl[ /n p ;5 R
p = Lim (na)]/n
n-—>o
p = Lim (na/n)
No o
en o = fn Lim (n¥™
1+
= Lim £n (na/n)
n-*>ee
= Lim a- _.EVL—D
n-+w n
= a. Lim £n n
n-—+o n
1
= Q. Lim _n__
n -+
= o. Lim —
Il =

0, la sucesidn ch

H]/n

n
Z

'Dl_n —

De 1gual forma,

acotada para todo r > 0, por tanto R = 0.

z

H, y la serie ria di

se
1
p

Il no estd acotada para todo v > 0,

Sip = + o, chan no es-

El valor de p es-

n), aelR fijo, tiene por ra



R =1 =1
e
0
ii) La serie ) 5 tiene por radio de convergencia R = 1 y pa
n>17 B
ra todo z en ||z|| = 1 la serie es absolutamente convergen-
te.
L f 1 ]l/n
p = Lim |~
e |
] 1/n
np = £n Lim —1
1> n
1 1/n
= Lim [—]
1 > n
n ()
= Lim n
n-—>o n

\
= Lim n‘.‘[— 2n]

n->o ot
3
= Lim - _2n4
n->o n

.

- Lim - 2 =0
n
7 >

n
1ii) La serie ) == tiene por radio de convergencia R = = y,

n g ;
n>1 n

por lo tanto, es absolutamente convergente para todo ze T,

1/n
p = Lim [—]—J
now o
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s ] \ ped ]
p = Lim ~—7—‘=L1m—=0
= 1 —lzoo
R = 5 =0
. . Z 22 Zn
iv) La serie 1 + Tﬁ+ 7T.-+ L.+ — +

tiene por radio de convergencia R = o,

En efecto:

1/n _ - {1 }”“

Lin |[[c_|| Lim |— = 0

n > n- oo
—1—1_=oo

R=2 =g

Es de notarse que esta serie converge uniformemente en to-
do disco ||z||< r, sin embargo, esta condicién no se cumple

en todo el plano C.
§ 3. PRINCIPIO DE LOS CEROS AISLADOS

LEMA 2.3.1

Sean ) fn una serie de funciones complejas de vyariable -
n>0

compleja normalmente convergente, tal que

fn: D ——> €

y (fn)HE:IN una sucesidén de funciones que converge uniformemen-

te a f en D. Entonces ) fn es uniformemente convergente.
n>0

DEMOSTRACION

Por hipbtesis se tiene:

(1) Existe una serie convergente ) a s 0‘<ane]R tal que
n>0
Y¥ze De
n

1€ (1 < e
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(2) ¥e>0, dnoe N tal que

|£ - f]] < ¢ ¥n>n,

n
Sup. ||fn(z) - f(2)]] < e ,¥ eD.
Probaremos 1) => 2)

z f - f
nzO n

¥e>0, { noe N tal que

=3

| 2 £; - £l <e, ¥n>n, (no dependiente de z)

) £l < e
1=n+1
Sup || ) fi|( < g
1=n+1

I £z < e,¥zeD
1=n+1]

n
1£(z) - ) fi[z]H < e, ¥z ¢D.
i=0

LEMA 2.3.2 Sea fn: D >

Sea (fn)nsﬂN una sucesidén de funciones complejas conti---
nuas, y que converge uniformemente hacia una funcién £. Enton-

ces f es continua.

DEMOSTRACION
A probar que f es continua en z,. Es decir,
Y¥e>0, 4 ¢8>0 tal que

|z - zof] < § => ||£f(z)- f(zo) ]| < €

Como fn converge uniformemente a f, ] n.eIN tal que
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I|£ - £ || < e, ¥n>n,
n

|£(z) - fn(z)H< € ¥n>no; ¥zeb

En particular, |[f(z.) - fn[zo)H < e

Por otra parte, las fn son continuas, luego

-1 6> 0 tal que

lz-zol| < 6 = [[f (2)- £ (29| < e

Luego,

1£(2)-£(ze) || = || £(2)-£ (2)+£ (2D -£ (2o) + £, (2zo) - £(zo) ]

< @£ |+ || £, (z) || + |, (z0)-F(zo) ]
De donde,
| £(2) - f(zo) |l <3¢

por lo que f resulta ser continua.

PROPOSICION 2.3.3 (Principio de los Ceros aislados)

Sea f(z) = co + ciz + czz2 * ... *coz + ... una serie -
entera con radio de convergencia R>0 y tal que no todos los -
c; son nulos. Entonces, existe 0< 71, <R tal que f£(z) no se anu

la en ningln punto del disco abierto ||z || < To, salvo posible

mente en z = 0

DEMOSTRACION
Puesto que no todos 1los c; son nulos, existe un indice k

tal que Cy # 0; lo que significa:

k k+1 k+
f(z) Crz™ * CriqZ + .. F Ck+pz P 4

*r T

N P
- z (Ck Z + « e 0w +Ck Z: + 1!!)

+ Ck+1 +p
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f(z) = zkg(z), con g(z) = Cp ¥ Cyyq2 *

Es evidente que R es igualmente el radio de convergencla de g.

Ademéds g(0) Cy # 0. Como g es continua, en particular en 0,

existe 1, > 0 t.q.

.
llg(z)-g(0){l <_ﬂ_£LU_ , ¥z en el disco A(0,To)

| k||
lg(z)-g(O)||] < |Jg(z)-g(0)|] < LLb

2

C C
- TR < g t- pecoyy < 2K
C C,
gcoy - LRl ygeayy < 1L g0y

lc

N

<l ] < 2 ey |l

Asi g(z) # 0 en A(O0,7,). Puesto que f(z)

zkg(z), f no puede

anularse sino, posiblemente en z = 0.

COROLARIO 1

Si £(z) = co *+ cqz + czz2 + L.+ cnzn + ... es una fun--

cién normalmente convergente con radio de convergencia R > 0 y

si existe una sucesidn (zn) de puntos distintos convergen-

n £1IN

te a 0, para la cual f(zn) = 0, ¥nelN, entonces ¢, = 0, ¥ielN.

DEMOSTRACION

Supongamos que existe al menos un k elN para el cual c¢,=0,

k
luego, (por 2.3.3) se tiene f(z) = zkg(z), con

g(z) = Ck + Ck+]z + L., F Ck+pzp +

> tiene adema u
Se e demds que para (Zn)nEIN



f(zn) =0, ¥ne N

Sea z_ # 0 un término arbitrario de (z_) . Se tendréd enton--
T n’ nelN

Ces para este ZI_

k
£(z) = zr g(2.)
Por hipbtesis
f(z_ ) = zk (z.) =0, es decir
T r 844y } ’
k .k i} P ~
zpglzy ) = 2ol * Cppqgzp 7 Ck+p?r T cee) =0

< k
Puesto que z, # 0, con mayor razdn z, # 0, entonces debe ser

Cr ¥ CyuqlZye T 7 Ck+ng + =0
por 1o que

% T Cx+1%r T B Ck+pZIIJ“ - =0
es decir,

Ck T Cyyq T -0 T ck+p = ... =0

contrario a lo supuesto de que Cqe # 0, por consiguilente,
c. =0 ¥1eNN

i

COROLARIO 2

Toda funcidén obtenida por medio de una serie entera con--

vergente se escribe de manera Unica.

DEMOSTRACION
Sea f(z) = ) ckzk = Co ¥t CqZ + ... 4 szn +
k50 ‘
convergente, |lz|| < R, R > 0 y supongamos que su representa---

cidn no es unica. Se tiene entonces

Y bpz" = bo + b,z + ... + bz +
K50 k 1 n



como otra representacidon de f(z). Luego,
k k
} cozb - T byzo = Y (¢, -b)z =0
k0 © k30 K x5 KK

(co - bo)+(c]-b1)z+...+(cn—bn)zn+...=0

y £ se anula en todo su dominio.

Entonces
Co - bo = 0, c,-b, =0 c. -b_=20
1 71 ’ > Tn n ’
de donde:
Co = bg, ¢, = Db c_. =bD

con lo que unicidad de la representacién de f resulta evidente.

TEOREMA 2.3.4

o n -
Sea f(z) = co + Cqz + ... +cCc z + .., una serie antera -

de radio de convergencia R > 0 para valores de z en el disco -

llz]] < R. Entonces f es una funcidén continua en este disco ==
abilerto.
DEMOSTRACION

En efecto, para 0 < r < R la serie es normalmente conver-
gente en el disco cerrado [[z|| < r (por el lema de Abel). la -
conclusibén se sigue del lema (2.3.1) y se cumple para todo pun
to z, tal que ||zo|| < R esté en el interior de un disco
||z|]| < r para 0 < T < R.

TEOREMA 2.3.5

n -]

Las series enteras ) cnzn y L nc,z tienen el mismo

n>0 niQ

radio de conyergencia,



DEMOSTRACION

Sea R > 0 el radio de convergencia de la serie ) cnzn. -
n>0
Sea ademds 0 < ||z.]] < R.
Puesto que ) ang converge, 1im cnzg = 0, y por lo tanto
n>0 n - o
chng <1 eligiendo n lo suficientemente grande, o sea
chl| < L, Para n > no.
2ol
De modo que
n-1 _ n-1
ne_2® 11 = nlle 1 120", ¥n>n
n-1
< n Lzl
e
AT
Por el criterio del cociente, la serie ) n converge
n>0 n
= lzell
para [|z]| < ||zs|| < R. De donde, )} ncnzn_] converge ahsoluta-

n>0
mente para todo z tal que |[|z]|| < ||zo|| (no importa que tan --

préximo esté ||z.|| de R), es decir, para ||z|| < R. De tal for-

. . n- R
ma, R es el radio de convergencila z ncnz ]! Esto es igualmen
hiO
te vilido si R = 0.

: - n
Por otro lado, si ||z|| > R, entonces 1im c_z  # 0, y por
n-e

.. . - n
consiguiente 1im ncnzn . 0, de donde, ) nc .z © no converge,
n->o n>0

§ 4. SUSTITUCION DE UNA SERIE ENTERA EN UNA SERIE ENTERA

(2.4.1) Sean los polinomios

£(z) = ngkanz“, g(z) = [ bz
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de coeficientes complejos y de grado < k. La funcién compues-

ta f(g(z)) sigue siendo un polinomio (de grado i_kﬁ). Para cal

cularlo se calcula primeramente cada uno de los productos

m _ Jnpngt..
(1) (g(2)) —nékj.”,nmikbn]bnz...bnmﬂ1 iy

donde para cada m < k, la suma se extiende a todos los sis-
temas (nj)]ijim de enteros nj < k. Se tiene por tanto
(2) £(g(z)) = ) a (g(Z))
m<k
y sustituyendo en cada término (g(z))m por Ssu expresidn --

(1), se obtiene el polinomio buscado

= p
(3) £(g(z)) pgkchz

donde los coeficientes o estdn dados por

(1) ¢, = ) a b b ...b
n]+n2+...+nm=p

estando extendida la suma a todos los valores de m < k, vy,

para cada m a todos los sistemas

(n. )1<J<m tales que ny+n,+...+n = p. Es decir,
f(g(z)) = zkan(g(_zn“
n<k
= 7 a_( ) bz nyn

n<k n<k

= [( Zb 2™ ) bz Ty ) bnznjw
n<k

n<k n<k n<k -

= ] a (boz®+b

2% +bkzk)(boz°+bjz+...+b z
n<k

. .#b, 2



_ n n-1 n-J 2 n-2,2 2
asbe + a]b b]z + 82bo bzz + azbO b]z +
n-7 3 n-2 3 n-3 3 3 k k
+ a3bo bsz + a.by b]bzz + 33b° b]z +.. akb]z .

(2.4.2) Mediante hipbtesis restrictivas, se puede generalizar
a las seriles enteras convergentes las fdérmulas (3) y (4). Una
primera dificultad estriba en que ahora se tienen que conside-
rar potencias (g(z))" de una serie entera de exponente arhitra
riamente grande, y es necesario dar un sentido (cuando es posi
ble) a las sumas

c_ = ) ab b ...b
P N+, *. . .40 =D n

cuando m y los nj pueden tomar todos los valores enteros > 0.
Con la finalidad de fijar ideas, dispongamos en un orden fijo

los términos que se pueden obtener de esta forma:

Para cada keN,, sea A, el conjunto de todas las sucesiones f1i

k

1 d . .
nitas de enteros (nJ]]<J<m

tales que el ntGmero de términos m -

sea < k y que cada uno de los términos nj sea < k, es decir,

. © k; n. < k
(nj] < m < nJ < k}

Es claro que Akc:Ak+] para todo kelNo,, asi como Ak<u> y poTr ~-
consiguiente

B, = (A

8 Agd < =

k+1
Por convencibn se tendrd A, = ¢, Se enumerardn todas las suce-
ciones (nj)]<j<m fijando un orden arhitrario en cada conjunto

By después ge_enumerarén, en primer lugar las sucesiones de -

B] en el orden elegido, a continuacidén las sucesiones de B, en-
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el orden establecido, y asi sucesivamente, teniéndose, por --

ejemplo, para los primeros términos;:

By: (0), (1)
B,: (2),(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2)
By (3),(0,3),(1,3),(2,3),(3,3),(3,0),(3,1),(3,2),.

S1 para cada entero m y cada sucesidén de m términos(an<jqnse

da un nlimero complejo @(m,n1,...,nm), decir que la suma

(M ) o(m,ny,...,0)
(nj)

existe significard por definicidén que la serie obtenida dispo-
niendo las sucesiones (nj) en el orden elegido es convergente,
y la suma de esta serie serd por definicidén el nGmero (1) pre-
cedente.

Si ademds esta serie es absolutamente convergente, se sa-
be que toda serie obtenida camhbiando el orden de sus términos
de manera arbitraria, serd también absolutamente convergente Yy

tendrd también la misma suma, por lo que la eleccidn de un or-

den, no tiene importancia.

(2.4.3) Teniendo en consideracidn las condiciones preyias, sean

las seriles enteras
(1) f(z)
(2) g(z)

It
b
Q
+
job)
N
+
+

o)
™
+

N
o’
o
+
o’
1
+
+
o2
N

que supondremos respectivamente convergentes en discos abier--

tos |lz]|| <, |[z]} <" (r > 0, ' > 0). Si se quiere susti---



tulr z por g(z) en (1), es decir, formar la serie

flg(z)) = ] a_(g(z))"

m>0
resulta claro que esto s8lo tendrd sentido si ||g(z)|| < r. Pa-
Ta poder obtener f(g(z)) como una serie entera es necesario es
tablecer una hipOtesilis mids restrictiva. Consideremos la serie
entera

n

(3) G(z) = |[boll + |bylfz + ..o+ Ib_[lz7 + ...

.
Por el lema de Abel se tiene que la series g(z) y G(z) tienen

el mismo disco de convergencia.

TEOREMA 5.4.4

Supongamos gque existe 1" tal que 0 < r" < r' y que para -
lz|| < " se tenga G(||z||) < r. Entonces para |[|z]|| < ", se -
tiene ||g(z)]] < r y el nimero f(g(z)) es la suma de una serie
convergente

(1) £(g(2)) = co + cqz + ... + cpzp +
donde cada cp es suna de la serile absolutamente convergente.

c. = ) a_b_b_...b
m n n
P Nq+n,+...+0 =P )

m
cuyos términos estdn ordenados segiin el orden descrito en ---
(2.4.2).

En sentido préactico, se forman las potencias (g(z))m como
si se tratara de un polinomio, reagrupando los monomios del mis
mo grado en z (de los cuales, para un m fijo, se obtiene un ni

mero finito de grado p dado); luego se suman "término a térmi-

. 1 . - - - .
no'" las series am(g(z)) obtenidas, cuyo ntmero es infinito.
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DEMOSTRACION

Se probard en primer lugar que la serie (en el sentido de

2.4.2)

(2) h(z) = J ab_b_ ...b2z'1 4+ ... n

es absolutamente convergente para |[z|| < r".

Basta probar que existe un nGmero fijo C > (0 tal que, pa-
ra todo k elN, se tenga

Il]"'., .

(3) ] la b by z ml| < C,
m

(nj)eAk 1
Por definicidn de Ay se tiene, en la suma finita del pri-

7

mer miembro de (1), O<m<k y 0 < nj < k para J < k, por tanto

esta suma estd dada por

k k N k o
I llagll (LI 2™ < I llalieclzld < I lla llGClz[D™ = ¢
m=0 n=0 m=0 m=0

puesto que la Gltima serie escrita es convergente, en virtud -

del lema de Abel.

Le relacidén ||g(z)|| < r para ||z|| < r" se deduce inmedia-

tamente de que ||g(z)|| < G(]|z]||) para ||z|| < r' (por(2.1.3.(1))).

La serie f(g(z) = z am(g(z))m €s por tanto convergente pa
m>0
ra ||z|| < r". Probaremos a continuacién que su suma es igual a

(2). Para ello, vamos a demostrar que la diferencia de estas -
dos sumas es arbitrariamente pequefia. Con ese fin, sea z fijo
tal que ||z|| < " y sea € » 0 arbitrario. Puesto que la serie

(2) es absolutamente convergente, existe un k,eN, tal que para

]
todo k > k] se tiene



) Ni+, - n,+.
@ 1 llap, b 2T T 7 ap 2! TR <k
(nj]sAk 1 m (nj)EAk1 m
k
Sea gk(Z] = ) bnzn, ¥ k. De (4) se tiene entonces que se cum--
n=_0
ple

k k
m
(53 11 T ap e (207 - mzoam(gk1(z))mn < e

puesto que al desarrollar el primer miembro, se obtiene el va-
lor absoluto de una suma de un nGmero finitc de términos cuyos

valores absolutos tienen por suma el primer miembro de (4). --

Por otro lado, (5) puede expresarse tamhién como

k
]
n]+...nm_ m
(6Jl|(§j)EAkambn]---bnmz RGO

y da por tanto haciendo tender k hacla + «
K

(7) Ih(z) - ] a (g &NVl < e.
m=0 1

Visto lo anterior, se tiene ||g(z)|| < r; sea § > 0 tal que --

§ <1 - |[g(z)]||; como la serie ) amum

miO

es uniformemente conver

gente para |[|ul] < |lg(z)||] + 6 < v (por el lema de Abel), exis-

te kZEiNO, k, > k] tal que para k > k2 y

2

Hui‘ f_||g(2)|| + §, se tilene

k
(8) lI£(w)- § a v < e.
m=0

. DU n .
Por otra parte, como la serie de término general bnz tie

ne por suma g(z), existe k3 elN., k3 > kz tal que, para todo

k > kg se tieme || g(z) - g, (2)|| < & y por consiguiente, en -



virtud de (8) se tiene
£ m
(9) Il £(gg(2)) - T a (g GN™ ] < e
m=0
Por la continuidad de f£(2.3.3), podemos suponer & lo sufi--

cientemente pequefio para que

(10) || £(g(z)) - £(g (22 || < €.

para k > kS'

De (5), (7), (9) y (10) se deduce que

| h(z) - £(g()]| < 4e

lo que muestra nuestra afirmacidn.

Falta probar que cada una de las series (2.4.1.(4)) converge -
absolutamente.

Como r" > 0, existe un z # 0 tal que |[z|| » r", resulta -
lo mismo probar que la serie obtenida multiplicando todos los
términos de (2.4.1.(4)) por zp, es absolutamente convergente;
pero la serie obtenida de este modo es una serle parcial de --
h(z), de ahi el resultado esperado (2.1.3). Se ve del mismo mo

do que para todo entero k, se tiene, en virtud de (2.4,4.(3))
(1) Nleoll + llegzll + oo #ley2®|l < C
o ] LI k -~

de otro modo, la serie de término general cpzp es absolutamen-
te convergente. En fin, para p > kz, todos los términos de 1la
suma

ﬂ+_._+
ab_ ...b_ z1 m

(nﬁ)eAk m 1y Ny

figuran en la suma parcial
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C0+CZ+...+CZp

1
de la serie (2.4.4.(2)). De (2.4.4.(4)) y de (2.1.8.(2)) se de
duce que se cumple

Ih(z) - (co =+ iz + ... cpzp)H < ¢ para p > k?

COROLARIO 2.4.5
En las mismas condiciones de (2.4.4), supongamos que se -
tiene

@y lleoll = [lg0)|] < r.

Entonces existe un numerc r" tal que 0 < r" < r' y tal que se
cumple G(||z|]) < r para ||z|| < r"; por consiguiente las conclu

siones de (2.4.4) son vdlidas para ||z|] < r".

DEMOSTRACION

En efecto, se tiene 6(||0]]) = 6(Q) = ||Boll y la conclu~--
sién se sigue de la continuidad de G en 0, ya que G es conti--
nua en su disco de convergencia; por ser la suma de una serle

entera convergente con R » 0, (2,3.4).



TCapiliule III

FUNCIONES ANALITICAS
§ 1. DEFINICION Y CARACTERISTICAS

El desarrollo del andlisis infinitesimal precisd del es-
tablecimiento de un punto de vista cada vez méds exacto para -
el concepto de funcidén y para las distintas posibilidades de
definir funciones en matemdtica. En los comienzos mismos del
desarrollo del Andlisis se comprobd ya que las funciones que
aparecian con mads frecuencia podian ser desarrolladas en serie
de potencias en el entorno de cada punto del dominio de defi-
nicién. La mayoria de los problemas concretos del Andlisis -
conducian a funciones que son desarrollables en serie de po--
tencias. Por otra parte, existia el deseo de conectar la defi
nicién de funcidén "matemidtica'" con una férmula ""matematica',
y en este sentido las series de potencias representaban un ti
po de formula "matemdtica'" muy abarcador. Esta situacidn con-
dujo incluso a serios intentos de restringir el Andlisis al -
estudio de funciones que fueran dasarrollables en serie de po
tencias, razdn por la cual se les 1lamé funciones analiticas.
F1 desarrollo ulterior de la clencila demostrd que tal restric

cid6n es improcedente.
DEFINICION 3.1.1

Sea D un conjunto abierto en €. Se dice que una funcidn
compleja f: D » € definida en D es analitica (u holomorfa) -

-en D si, para todo punto z, e D, existe un disco abilerto

81
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_ -t - .
A: ||z - 2ol < r contenido en D tal que se cumpla en este dis
co
(1) £(z) = .
z) ) a (z - zo)
n>0
donde el segundo miembro es una serle entera en z - Z,, CON--

vergente en A (Fig. 4). De forma mds breve se dice que f es -
analitica en D si1 ella es desarrollable en serie entera en -
z - 2o en el vecindario de todo punto zo, € D. Teniendo en cuen
ta el corolario Z de (2.3.3), esta serie entera (si existe) -
es necesarlamente UGnica. Una funcién compleja analitica en C

todo entero se llama funcidn entera.

Figura 4

Es de observarse que, en virtud de esta definicidn, no -

resulta evidente a priori que una serie entera en z

(2) £(z) = ] a 2"

niO

convergente en un disco ||/z]|| < r, sea analitica en este disco,



puesto que la hipdtesis hecha para f demuestra que la condicidn

(1) se verifica para z, = 0

, pero no prueba de manera inmedia-

ta que esta condicibn se verifique también en los otros puntos

Zo, del disco. Sin embargo, esto es cierto. Formalizamos a con-

tinuacidén la observacidn precedente.

TEOREMA 3.1.2

- n - -
Sea f(z) = E a,z’ una serie entera convergente en el dis

n>0

co D: ||z|| < r, entonces, para todo z, e D, existe una serie en

tera (y s6lo una) convergente para ||z - zo|| <1 - ||zo]| ¥y que

verifique (3.7.7.(1)). (Ver Fig. 5).

DEMOSTRACION

Por el teorema de substitucidn (2.4.4), haciendo

g(t) = zo + t, se tiene G(t) = ||zo|l

+ t v la condicidn

'

G(]|t|]) < r se verifica para ||t]|] < r - ||zo]|. Puesto que por

la f6rmula del binomio se tiene

n| )
(1) (2o + ) = k) 2D7KeK,
kiO
el teorema de substitucidn demuestra
Y
) =
(/.) Ck ak + 1 ak+‘lz° + .. +

que cada una de las series
k+m)
mo| a,. z9 +
J k+m*©°

es absolutamente convergente y que se cumple, para |[t]|<r- |z

(3) f(zo + 1) = ) ¢t
k>0

siendo la serile entera del segundo miembro convergente para -

|t]] < r - |lzo]|, (por otra parte, es posible que el radio de

convergencia de (3) sea estrictamente mayor que T -




demos seguir diciendo en forma abreviada que una serie entera
en z es una funcién analitica en su disco de convergencia.

Es de notarse ademds, que no es de ningin modo evidente a
priori que reciprocamente, si una funcidén f es analitica en un
disco abierto ||z]|| < T, haya una serie entera en z convergente
en este disco y de suma igual a f; la definicidn dice Unicamen
te que existe una serie convergente de este tipo en un disco -

llz]| < ' e igual a f en este disco, para un cierto r' < r, pe

ro no que se pueda tomar r' = r. Posteriormente veremos que -
efectivamente, se puede tomar r' = T,
D
0
Figura 5

TEOREMA 3.1.3

Sean D y D' dos conjuntos abiertos en €, £ y g funciones
analiticas en D y D' respectivamente; Yy supongamos que --
g(D') ¢ D. Entonces la funcidén compuesta f o g estd definida en
D' y es analitica en D'. (Fig. 6)%.

DEMOSTRACION

Sea z,eD'. Por hip6tesis existe un disco abierto
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Av: o |lz-zefl < T' tal que en A' se tiene
. _ N I
(1) g(z) = ) bn(z—zo)
n>(0
siendo la serie convergente en A'. Por otra parte, el punto -
z, = g(zo) pertenece a D por hipbtesis, por tanto existe un dis
co ablerto A: ||z-zol|| < T tal que en A se tiene

(2) f(z) = ] a_(z-zo)"
n>0

siendo la serie convergente en A. Puesto que la serie entera
_ n
g(Z) - g(Zo) - 2 an(Z—Zo)
>
n—0
tiene su término constante nulo, por (2.4.5) se tiene que exis
te r" eR tal que 0 < 1" < r y que, en el disco A": |[z-z.|| < 1",

se tiene g(z)e A vy

£lg(z)) = ] c (z-2.)"
n>0

siendo la serie convergente en este disco.

Figura 6

# A fin de tener figuras mds comprensibles, se han representado
los valores de z y de g(z) en dos planos diferentes,
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DEFINICION 3.1.4

Sea f: Dc T —> C" una funcién vectorial, donde D es un -
abierto en €. Diremos que f es analitica en D, si cada una de
sus componentes fj (1 < j <n) es analitica en D. Es claro que
resulta equivalente decir que para todo z, e D, existe un disco

abierto A: ||z-zo|| < T contenido en D y tal que en este disco

se cumple

(1) £(z) = ] a (z-zo)"
m>0

donde 1las a  son vectores de €" y 1a serie del segundo miembro
es convergente en A. De esta definicién y del lema de Abel re-
sulta que, para todo r', tal que 0 < r' < r la serilie del segun

do miembro es normalmente convergente en el disco [z-z.| <r',
§ 2. DERIVADAS Y PRIMITIVAS DE UNA FUNCION ANALITICA
DEFINICION 3.2.1

Sea D un conjunto ablerto en C y f una funcidn compleja -
continua en D, definido en D. Se dice que la funcidn f es dife
renciable respecto a la variable compleja z, en un punto zo e D
si, cuando h = u + iv—+ 0 en C permaneciendo # 0 (es decir que

(u,v) > (0,0) en]R2 permaneciendo # (0,0)),

(1) 1im
h-0

existe.

f(zo+h) - f(zo)
h

El 1imite anterior se llama la derivada de f en el punto z, Yy

se denota f'(zo) 6 Df(z,).
OBSERVACION 3.2.2

Debe observarse que la expresidn (3.2.3.(1)) tiene senti-
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do a partir de ||h|| bastante pequefio puesto que por hipdtesis

existe un disco |/z-z,|| < r para r > 0 contenido en D.

OBSERVACION 5.2.3

Es de observarse que una funcién de z = u + iv puede ad-
mitir derivadas parcilales de todos los &rdenes respecto a u y
vV, sin admitir derivada respecto a z. El ejemplo mads sencillo
es la funcidén f: z > z = u - 1v; en el punto z, = 0, la expre-

sién (3.2.1.(1)) es h/h; si h = rel h/h = e_Zie' sobre cada

5 3

radio p = po esta funcidén es constante, por tanto tiende a un
limite cuando h tiende a 0 a lo largo del radio, pero el 1imi-

te depende de po, por tanto no existe limite enﬁmz en el punto

(0,0).
TEOREMA 3.2.4
Una funcidn compleja analitica en un abierto Dc € admite

una derivada f'(z) en todo punto zeD y la funcidn £' es anall

ticaen D.
DEMOSTRACION

En efecto, sin pérdida de generalidad, siempre podemos 11
mitarnos al caso en que D es un disco ||z]] < r, en el cual se

tiene
(1) f(z) = 2 anzn

siendo la serie convergente en D. Se tiene entonces por (3.7.2)
que para todo z,eD y todo h # 0 tal que [|h||] < 1 - [[zoll, se

cumple
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- = cy o c b+ L ckhk—]+

donde la serie del segundo miembro es convergente y las Cy vie
nen dadas por las series convergentes (3.1.2.(2)). Por (2.3.4)
se tlene que toda serie entera convergente es continua en su -
disco de convergencia, luego, el limite (3.2.1.(7)) existe y -

esta dado por

(3) £f'(z0) = a; * 2a,zo * ...+ nanz§_1+

es decir, se obtiene simplemente derivando término a término -

la serie (1).
COROLARIO 3.2.5

Si f es una funcidén analitica en un abierto Dc T, enton--
ces f es indefinidamente diferenciable en T y todas sus deriva
das son analiticas en D; ademds para todo z, e D, existe un dis
co ||z-zo|] < p en el cual la funcién es igual a su serie de --

Taylor

. (n)
(1) £(z) = £(z0) + fg_f) (z-20) + ... + 2702) (4 )"+ ..
! n'

DEMOSTRACION

La primera afirmacidn es una consecuencila inmediata de -
(3.2.4) ya que f es la suma de una serie infinita y la deriva-
da de f en cada punto z e D, se obtiene derivando la serile tér-
mino a término.

La segunda afirmacidn se sigue de la expresidn (3.1.2.(2))
de los coeficlentes de la serie entera (3.1.2.(3)) y de la for

mula (3.2.4.(3)) aplicada por recurrencia.
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Posteriormente veremos que, reciprocamente, toda funcidn
compleja que posee una derivada continua en un abierto Dc C, -

es analitica en D. Convendremos en que f(o) = f.
DEFINICION 3.2.6

Sean f y F funciones analjiticas en un abierto Dc C. Dire-
mos que F es una primitiva de f si se cumple F' = f(z) para to
do z e D.

Una funcién analitica en un abierto Dc € no admite necesa
riamente una primitiva en D, contrariamente a lo que podria --

creerse, en vista de la definicidén precedente.
PROPOSICION 3.2.7
Si la serie entera

o+

(1) £(z) = ao + aj(z-zo) + ... * a (2-20

es convergente en un disco |[|z-z.|| < r, entonces la serie

a a
(2)  E(z) = ae(z-2o) + 5 (2-20)" + .o+ 2 (2-2)" e L

es convergente en este disco y su suma es una primitiva de f,
DEMOSTRACION

Por (3.2.4,(3)) se tiene

n-1
t'(z0) = aj + lasze * ... * Ma_ 2
Basta entonces probar la convergencia de la serie (2) en el --

disco ||[z-zo]] < r. Es claro que para todo p tal que 0 < p < T,

la sucesidn de nameros complejos (anpn)ndN estd acotada; asuma

n+1)
Jnz-:I\l

que 1a serie (2) es absolutamente convergente en el disco [[z-z.]|[ < T

también lo estd. Del lema de Abel se sigue

n
mos que L;ﬁ o}



an

(normalmente convergente, si se consideran como funciones).
OBSERVACION 3.2.8

El cdlculo de las derivadas es valido sin modificaciones
3

para las funciones analiticas, asi, para 2 funciones analiti--

cas f y g, se tiene:

(1) (f +g)' (z) = £'(2) + g'(z)

(2) (fg)'(z) = f'(z)eg(z) + f(z)g'(2)
£ _ f'(2)g(z) - f(=)g'(2)

3 (£ - z) -

(g(z)]

(4) (£97(2) = n(£(z) £ (2), nez
(5) (fog) (2) = £'(g(2)) g' (=)

siempre que éstas tengan sentido.
Probaremos (5).
DEMOSTRACION

Para todo oe |0, 1], existe un r > 0 tal que para

|ull < r, [v]] < r se tiene

(1) [[£(glz) + u) - £(glz)) - £ (gz))u |l < o [Ju]

(2) [lglz + v) - g(z) - g (2)vi| < o |v].

Como g es continua en el punto z, existe r' < T tal que para -
Iv]] < r' se cumple |[g(z+v) - g(z)|l <71; sustituyendo

g(z + v) - g(z) en (1) y teniendo en cuenta (2), se tilene

| fleg(z+v)) - £(g(2)) - £ (g(z2))g (VI <A o [[v]|

donde A = |lg'(2)]] + ||f'(g(z))|| + 1 no depende de ¢, de donde

el resultado esporado.
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El mismo razonamiento demuestra que si f es analitica en
un abierto D y y es una funcidén compleja de variable real t, -
continua y diferenciable en un intervalo I cIR y tal que y(I)cD,
la funcidn compuesta t -+ f(y(t)) de la variable real t es dife

renciable en I v se tiene

(6) (feY) (t) = £ (Y)Y ().

§ 3. PRINCIPIOC DE LA PROLONGACION ANALITICA
DEFINICION 3.3.1

Una funcidén lineal afin con valores en un espaclio vecto--

rial E sobre R es una funcidén definida en R y de la forma

c: R > IR
t s o(t) = at + b

donde a y b son vectores en E, Si [a,B8] cR es un intervalo ce
rrado y acotado, llamaremos segmento cerrado en E a o(ia,B]),

donde o(a) y o(8) son los extremos del segmento.
DEFINICION 3.3.2

Si [a,B8] es un intervalo cerrado y acotado de R y E es un

R - espacio vectorial, diremos que la funcidn

h: [o, B] cR > E

es una funcidén lineal afin a trozos, si1 existe un nUGmero fini-

to de puntos
@ = Qo < oy < ... <Q <a =B

tales que h coincide con una funcidén lineal afin en cada uno

de los subintervalos uk+]] para 0 < k < n-1. La imagen de

|bk,



la, 8] segln h se denomina linea quebrada en E.
DEFINICION 3.3.3

Se dice que un conjunto ablerto Ac € es conexo si, para -
dos puntos cualesquiera a,be A, existe una funcién lineal afin
por intervalos h definida en un intervalo [a,B] de R, con valo
res en A, tal que h(a) = a, h(B) = b; se dice también que dos
puntos cualesquiera de A pueden estar unidos por una linea que
brada contenida en A.

Equivalentemente, se dice que A es conexo S1 no es posi--
ble escribir A como unidén de dos abiertos no vacios disjuntos

By C.
EJEMPLO 3.3.4

1) E1l conjunto abierto H = {zeg @ /Re(z) # 0} no es conexo, pues
H= {zelU/Re(z) > 0} U {zeC/Re(z) < 0} que son abiertos no

vacios sin puntos comunes.

2) €, un disco abierto, el exterior de un disco abierto, una -
corona ablerta (o anillo abilerto), son conexos.

(3.3.5) Una funcidén f indefinidamente diferenciable de una va-
riable real, definida en un intervalo abierto I, puede ser mo-
dificada en un intervalo arbitrariamente pequefio Jc I, sin de-
jar de ser derivable indefinidamente. Existen funciones, diga-
mos h, indefinidamente diferenciables aunque nulas en I-J y -
distintas de cero en J, y la funcidén indefinidamente diferen--
ciable f + «h, es por tanto igual a f en I -J pudiendo tomar

valores arbitrariamente grandes en J (para o bastante grandes)



(ver Fig. 7). Como ejemplo de tales funciones tenemos

o(x) = glo + x)gl - x)

1
e xZ

donde g(x) =T
0

, x>0

ix] <0

bl

que es continua e indefinidamente diferenciable en R vy mavor -

que 0 en -ao <X <a.

P y=£(x) +ah(x)

y=f(x)

Figura 7

(3.3.6) Si £ es una funcidn analitica en un conjunto abierto D,
se verd que contrariamente, los valores de f en diversos pun--
tos donde ella estd definida, se comportan de algdn modo en for
ma '"solidaria'" los unos con los otros; no es posible modificar
la funcidén en el entorno de un punto dado, sin que forzosamen-
te (si contingia siendo analitica en D) no sea a su vez modifi-
cada en puntos muy alejados del punto considerado. Este hecho

es lo que prueba ya el principio de los ceros aislados, que es



precisamente un caso particular del principio de prolongacidn
analitica.

Para enunciar este principic, sin embargo, €s necesario -
restringir el conjunto abierto D que se considera. Supongamos,
por ejemplo, que D = D,uD,, donde D, ¥y D, son dos discos abier
tos disjuntos, entonces una funcidén f = a' = a'" en D, siendo -
a' y a" constantes complejas, es evidentemente analitica y es
claro que dos funclones con esta caracteristica pueden ser igua
les en D] y diferentes en D2. La restriccidén a 1mponer al con-

junto ablerto D es que sea conexo.
TEOREMA 3.3.7 (Principio de la prolongacidén analitica)

Sean f, g dos funciones analiticas en un conjunto ablerto
conexo Dc €. Si existe un conjunto abierto no vacio (arbitra--
riamente pequefio) Uc D tal que fiU = O\U, entonces se tlene que

I=

t = ¢g.
DEMOSTRACION

Sean ae U y beD dos puntos cualesquiera. Por hipdtesis -
existe una linea quebrada L: t - A(t), contenida en D, 1magen
de [0,1] segln una funcién afin a trozos i tal que A(0) = a y
A(1) = b (Fig. 8). Sea A el conjunto de valores de t tales que
para 0 < s < t se tiene f(X(s)) = g(x(s)). Puesto que X es con
tinua y aeU, para o > 0 existe por hipdtesis un intervalo 0 < t < o tal
que [0,a] ¢ A. Debemos probar que 1¢ A, para lo cual considere-
mos el extremo superior ¢ >a >0 de A en [0,1]. Supongamos que

forzosamente se tiene pe A. En efecto, existe una sucesidn cre

4



ciente (tn)

.
"I

de puntos de que tienden a o, Yy cComo

nelN
f(k(tn]) = g(x(tn)) para todo n, se tiene también, por continui

dad, f(a(p)) = g(x(p)). Todo se reduce entonces a verificar --

que p = 1. Razonaremos por reduccidn al absurdo suponiendo que
p < 1. Hagamos z, = X(p) € D. Por hipdtesis existe wun disco

A: ||z-zo]] < v contenido en D en el cual f y g son iguales a -
series enteras convergentes en z - z,. lLuego, puesto que p > 0,

exliste una sucesidn creciente (tn)ndN de nimeros reales distin
tos que convergen a p y tal que 1las k(tn) son distintas y tien
den hacia z.,. Se tiene por tanto A(tn) e A a partir de un cier-
to n. Como por hipdtesis f(A(tn)) = g(k(tn))xln, por corolario
2 de (2.3.3) se tendrd que las restricciones de f y g en A son
iguales.

Pero existe un intervalo [p,p + h]| para h > 0 tal que
p+ h <1y que a(t)ehr para p<t<p+h, en virtud de la contl
nuidad, lo que es contrarioc a la definicidén de extremo superior;
por tanto p=1, con 1lo que el teorema queda demostrado.

Nétese que el teorema se aplica a funciones analiticas --

vectorilales.
PROPOSICION 3.3.8

Sean f y g dos funciones analiticas en un conjunto abiler-

to conexo Dc C. S1 aeD y existe una sucesiodn (Zn)ném de pun--

tos distintos de D cuyo limite es a, y tal que f(:n) = g(zn) -
para todo n, entonces f = g.
DEMOSTRACION

Puesto que f v g son iguales a unas serles enteras conver



gentes en un disco abierto 4: ||z - al| < a contenido en D, por
Corolario 2 de (2.3.3) se tendrd que f(z) = g(z) en A.

Esta proposicidén se aplicard, por ejemplo, cuandec -
f(z) = g(z) en todos los puntos de un segmento de recta no re-
ducido a un punto (pero tan pequefio como Se quiera) contenido

en D.

Figura §

§ 4. EJEMPLOS DE FUNCIONES ANALITICAS

n

(3.4.1) Un polinomio P(z) = a. + a S a.z es claramen-

.I/_
te una serie entera que converge para todo ze @, ¥ por consi--
guiente una funcidn entera. De lo anterlor y de (3.1.3) se de-
duce que para toda funcidén f analitica en un abierto Dc L, to-

da potencia £1 (0 <n € N) es analitica en D; como la suma --

f + g de dos funciones analiticas en D es asimismo analitica,
t



se deduce que el producto fg es igualmente analitica, puesto -

_ ] 2 2
que fg = & ((£ ~ g}” - (£ - g)7).

Por (2.4.4) se ve que si se tienen los desarrollos de f y
de g en series enteras en z - Zo en el entorno de un punto
zo €D, se obtiene el cesarrollo en serie entera de fg multipli
cando término a término las dos series y reagrupando los mono-

mios del mismo grado en z - Zo.

PROPOSICION 3.4.

[g8]

La funcidn % es analitica en C- {0},
DEMOSTRACION

Debemos mostrar que para todo z, # 0 la serle entera en -

)I]

(1) a1 (z - z.) , (z ‘3&3)i.+ oo+ (-1)B {z - 20)°

n-
Zo

+

—|N

| - 1
es convergente para |/ z-z.|| ¥y tiene por suma -
En efecto, para todo uel y para todo nelN, se tiene la -

identidad

n+1 n+]
u

— =a - u+ut - L+ (- s 1_(_])+ 3

. - +
Cuando ||u|| < 1, se tiene que lim u" 1o 0 y por tanto

N>
2

(2) 11u =1 - u+u® - ... + [—1)nun +

siendo la serie convergente para |ju||l < 1; sustituyendo u por

Zo

Za

W]

en (2) y multiplicando este resultado por é%—, se en--

. 1
cuentra que (1) converge y tiene por suma 5 para



lz - 2ol < [lzo]l-

Del resultado precedente y de (3.1.3) se deduce que si f
es analitica en un conjunto abierto D, % es analitica en el -
conjunto abierto D' c D de puntos z en que f(z) # 0. Si D es co
nexo y si f no es idénticamente nula en D, el conjunto D-D' -
estd constituido por puntos aislados en D, en virtud del prin-
ciplo de prolongacidn analitica.

Teniendo en cuenta este hecho y (3.4.1) se tiene que si f
y g son analiticas en D, é es analitica en el conjunto ablerto
D' ¢ D de puntos en que g(z) # 0. En particular, una fraccidn -
racional P(z) /Q(z), donde P y Q son polinomios (Q no idéntica
mente nulo), es una funcidén analitica en el complemento del -

conjunto finito de las raices de Q(z) = 0.

(3.4.3) Supondremos conocidas las definiciones de las funciones

. X .
reales de variable real, e°, senx, cosx, las expresiones de -

. . . X1 X
sus respectivas derivadas y la relacién fundamental e“Je” 2 pa-

ra X X, reales.

1 72

Por la fdrmula de Taylor se tiene, para todo xelR y todo

n>290
X X XZ x
et = Nty T e T T R
donde R_(x) = S xn+1. En el limite se tendra
n (n+1)!
£ _n+i n+ -
lim R_(x) = 1im S¥ o = " 1in X = & . 0
n-» o - n+1)! - (I’l+1)'
si |x| < 1; es decir, que se cumple para todo xelR
2 n
X X X X
(1) e-\:‘l+1—!'+ﬁ+..-+n:+‘nen



siendo la serle entera convergente.

Por el lema de Abel se tiene que la serie de término gene

ral %T :" converge para todo z e €. Luego,

7 2 —yn

(2) e* =1+ S+ o+ 4 Iy
‘]' a1 [
. YARS .

o}

define una funcién entera para todo z ¢ € y segulremos diciendo
que es la funcidén exponencial; denotdndose asimismo por exp(z).
El empleo de esta notacién y terminologia encuentra justifica-
cidén por un lado, en la férmula (1) para x e¢IR, y por otro, en

la propiedad fundamental
(3) eZ1722 = e%le?2

cualesqulera que sean z, 2z, e C.
Para probar la validez de esta fdrmula sin efectuar cédlcu
lo, se procede en 2 fases:

. . . Z+X z
1) Si1 xelR, se tiene que e = e’e® wzerC.

>

En efecto, los dos miembros son funciones enteras de z, -
por (3.1.3), que coinciden para todo z real; luego, son idénti
cas en virtud del principio de prolongacidén analitica.

11) Consideremos ahora las funciones

z2+24 Z_ 7
z > e y z > e’e

para un z, e € arbitrario fijo. Se deduce entonces de lo ante--

1

rior y de (3.1.3) que son funclones enteras de z que colnciden

. z+21 - .Z_.Z
para todo z €eR, de donde, se tiene de nuevo e 1 = e%e?l por
el principio de prolongacién analitica, donde z, zq son comple

jos cualesquilera.



S1 en (3) hacemos z, = " 24, S€ obtiene
(4) 721 = L
“1

para todo Z4 € C. Por otra parte, al razonar por recurrencia --
del entero n > 0 deducimos de (3) que e"?% = (ep)n, y teniendo

presente (4), se tiene
(5) (e1)D = N2
para todo ze C y todo neZ.

(3.4.4) Por un Ttazonamiento similar que en (3.4.3) se tiene pa

ra cosXx y senx los desarrollos en series enteras convergentes

2 4 2n
X X n X
cosx = 1 - + - ., - =+
. 2. 4! -1 (2n)!
.3 5 2n+1
senx = X - 2, + %T-- ee. F L-T)n X 4
) (2n+1)}

para todo x elR.
Por otro lado, al sustituir ix por x en (3.4.3.(1)) se ob

tiene para todo x €¢R, la conocida férmula de Euler
1x .
(1) e = COSX+ 1 senx

si en (1) se sustituye x por (-x) se obtienen las ecuacilones

ix e—lx)

(2) cosx = 7(e + X e—lx)

; Senx = jf(e
’ 21
para X elR.

(3.4.5) Sea z ¢ € un namero complejo cualquiera tal que

z = x + 1y, donde x e y son respectivamente, las partes real -
e imaginaria, estoc es, x = Re(z), v = Im(z). Por (3.4.3.(2)) vy

(3.4.4.(1)), se tiene
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z X+1iv .
(1) e” = e 7= X (cos y + iseny)

es decir,

JRe(z) Re(z)

(2) Re(ez) cos(Im(z)); Im(ez) sen{(Im(z)).

Se deduce entonces que

(3) [|e?]] = X = eR€(Z) 4 o wieq.

z z X : ;
(4) e® = e = e"(cosy - i seny), ¥zeC.
De manera particular se tiene

|

(5) ||e*”

=1, ¥yelR.

(6) el = 1Y = 1Y - ly , ¥yelR,
e

Para todo z x + 1y, la amplitud (o argumento) del nGmero com
. z - - .
plejo e” es un angulo cuyo nimero real "y" es una medida en ra

dianes (Fig. 9). En particular tenemos

. - 5111 o
(7) elll/2 _ i; et - -1y e 2 = -1 et =
de donde, por (3.4.3.(3))

- 3 - 23
(8) eL+lH _ _ez; eL+L1H - eZ.

La funcién exponencial es por lo tanto periddica, de periodo -
imaginario Z21ill.

El estudio del problema de las raices de la ecuacidn
e’ = a, Y¥aecl ha sido abordado anterilormente. Considéremos -
aqui el caso particular de las raices de la ecuacidn e? = 1, -
con z = x + 1y. Por (3.4.5.(1)) y (3.4.5.(3)) se tiene que

et = 1, por lo que x = 0; es decir,



it
}

en z es f(z) g (z). Es obvio que f y g dehen tener un dominio

comin.

Cualquier funcién f puede ser expresada mediante dos fun

ciones reales, descomponiéndola en sus partes real e imagina-
ria. Por ejemplo, si w = u + iv y 2z = x + iv, la ecuacidn -
2
w = z~ da
: co~ 2 2 2 A
u + 1v = (x + 1y)~ = x -y~ + Zixy

que es equivalente al sistema

2 2
(1) u = x -y, v = 2xvy

En el caso general, f tiene una parte real u ¥y una parte
lmaginaria v que son funciones de z vy por consiguiente, tam--

bién de (x,y). Asi pues, w = £(z) es cquivalente a
wo= ulx,y) + iv(x,y).

Se puede considerar gue una ruancidn £, de la variable =
L 3 b

establece una transformacidn de los puntos del plano z en que
esté definida, en puntos del planc w. Estas transformaciones
se llaman también aplicacilones Vv, a veces, representaciones.
2
Por ejemplo, para w = z°, las ecuaciones (1.8.2.(7}) estable-
cen la correspondencia entre el punto (x,y) d=l plano z y el
punto (u,v) del plano w. Se dice entonces que (u,v) es la ima
gen de (x,y) en la transformacién, o lo que es igual, que W -
es la imagen de z. [e igual forma puede hablarse de la imagen

de un conjunto de nuntos, de una regidn, por ejemplo.

CION 1.8.5

]
il
11

1

=

Si f es una funcidn definida por w = f(z), diremos que £

’



z X :
e” = 1 <==> e“(cosy+iseny) =1

== e—c05)7= T v e sen v = 0
c=—=> ¢g* = 1, vyaquecosv= 1y seny= 0,
Puesto que
cosy =1, entonces v = 2KII,
seny = 0, entonce~ y = kI,
se tlene que z = 2kill(kel)
v )
1i/z

il N, \
i ki —1.” N R - —— N
/1 1
. !
3 -1V -
e =e T W .
/_/ \ /

3in/c
le

Figura 9

- - . 1z . - s
{3.4.6) La funcidn z - e ¢s evidentemente una funcidn entera
1gual en todo € a la se¢rie entera convergente

2 3 S

(1) e =1 + 1 0 - = - 2_+ .+ i +

z
nT
Por consigulente, es pcsible prolongar completamente en [ las -

funciones seno Vv coseno, poniendo por definicién, para todo zeC

(2) cosz =

wn

(elz 4 e—lz); en 7 = (elz _ e-lZJ

1
21

P —

lc que da claramente
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de lo cual no debe inferirse que cosz y senz sean las partes real e imagi-
. iz . e pr - \
naria de e 7, para ze €. No es dificil, no obstante, descomponer en Sus par

tes real e imaginaria las funciones trigonométricas prolongadas de esta mane

ré. En efecto, para z = x + 1y, x,yeR, se tiene
_ T Ix-y | -iXHy, 1 -y ) v . ,
(cosz= H{e ™7 +e ‘) = e Y (cosx+1senx) + %e, (cosx - 1senx)

o1 ix-y -1x+ -y . : .
|senz = ﬁ(e ‘-e y) = ,)]—.le ) (cosx +1senx) - ;—ie} (cosx - 1senx)

Finalmente, se tiene que las funciones coszy senz son funciones

enteras 1iguales en L completo a las series convergentes

) L2 _4 _Zn
(cosz=1 - Fr T et (-n" ATt

(5) < 3 .5 2n+]
Lsenz=z—§—,.+§—,_—...+(—1)n(;‘T])—l+...

v que verifican las conocidas relaciones

a 9

(6) cos“(z) + sen“(z) = 1

cos (z + N/2) = - sen z; sen (z + 1I/2) = cos =z
(7) < cos (z + TI) = - cos z; sen {(z + T} = - senz:z

cos (z + 2I) = cos z; sen (z + 2II) = senz
(8) cos (-z) = cos z; sen (-z) = - senz

i(cos (z1 + :2) = C0SZ,C0Sz, - Senzy sen z,
(9) < sen z, COS z, + COS Z, Sen z

= R 2 - 2

i\Sen (z1 + 22)

lo que se ve directamente de las definiciones o por prolongacidén analitica co
mo en (3.4.3).
Las raices de la ecuacién sen z = 0 son los nimeros que verifican la re-
12 -iz 2iz

lacidén €~ = e =7, o lo que es eguivalente e = 1; es decir, son los nlme--

ros z = KNI (ke Z).

De este resultado y de (7) se deduce que las raices de la -
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. . 1 .
ecuacion cos z=0 son los nimeros z = (k+=)1 (keZ). Se tiene entonces

_ _ senc: L .
(tan‘_ o5 . %7 (k ZJH, keZ.
(10) <[
cos z
cotz= ===, 2 # kll, keZ.

que son funciones que prolongan a los valores nco reales de z las funmciones -
conocldas para xelR, siendo cada una de ellas analitica en el abierto en que
estd definida.

De (2), (7) vy (8) se deduce

21z 21z

(n tanz = + ‘9;77;1 S cotz= i e” 71
1 g=1Z 21z
c +1 e _1
(12)  tan (z + I/2) = - cotz; cot (z + I/2) = tanz
(13)  tan (-z) = - tan (z)

§ 5. PRINCIPIO DEL MAXIMO

Una funcién real indefinidamente diferenciable en un intervalo de R pue
de alcanzar un maximo relativo en un punto cualquiera de este intervalo. las
funciones analiticas de una variable compleja observan un comportamiento com

pletamente diferente, como lo muestra el siguiente teorema.
TEOREMA 3.5.71 (Principio del maximo)

Sea ) un conjunto abierto conexo en T, y sea f una funcién compleja ana
1itica en D. Si en un punto z.e D la funcién (positiva)z - ||f(z) || alcanza -
un maximo relativo (es decir, que existe un disco abierto [[z-zo|| < T conte-
nido en D y tal que [[f(z)|| < [|[f(z.)]| en este disco), entonces f es constan
te en D.

La razdn de este comportamiento que parece muy sorprendente a primera -

vista se ve fAcilmente mediante el ejemplo particular siguiente,

EJFMPLO 3.5.2

Sea f un polinomio de dos términos definido por



g
a

f(z] = co + Ck(z—zojk

siendo c, # 0, ck# 0 (kelN); si se escribe

Z - 2o = pele(p >0, 0 <06 < 21) se ticne
_ _k_kie _ ( k|| k_ i(k8+a)’
f(z) = ¢co + cppe = Co LT + \Col'p e
‘X
donde o es la amplitud de o Cuando © varia de 0 a 2I, k& va-

ria de 0 a 2kIl; en particular se puede hallar un 6 tal que --

ke + o sea de la forma 2kI y por consiguiente

C | k
I p

"k

Coll

k

k|| gkei(ke+a)
Co

1|

. |
L

es real y mayor que 1; para el valor respectivo de z se tiene

por tanto

£ > Jleoll = £z,

y esto para p = ||z-z.|| tan pequefio como se quiera. De manera
intuitiva, cuando z ''gira" alrededor de z.,, f(z) "'gira" alrede
dor de f(z.) y su valor absoluto toma por tanto valores estric
tamente mayores que |[f(zo)!}.

Teniendo en cuenta el ejemplo anterior, precedemos a de--

mostrar (3.5.1).
DEMOSTRACION

En virtud del principio de prolongacién analitica (3.4.7),
basta demostrar que si |[f(z)|l alcanza un maximo relativo en -
el puntoc z.,, f es constante en un disco abierto |[[z-zol|} < T -
contenido en D. Luego, existe por definicidén un disco en el --

cual se puede escribir
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flz) = co * Cc (z2-26) + ... + Cn(Z—ao)n +

1

siendo la serie convergente en el disco y co f(zo). Basta de

mostrar entonces que la hipdtesis implica c 0 para todo n>1.

Il

Podemos limitarnos al caso en que c, # 0, sin lo cual la hi-

I

potesis implica ||f(z)|, < 0, por tanto f(z) 0 en una vecindad
de z, ¥y el teorema estarid demostrado.

Supongamos por tanto que ¢, ¥ 0 y razonando por reduccidn
al absurdo, supongamos que existe un entero mds pequefio k > 1

tal que ¢, # 0. Para |/z-z,|| < r se puede escribir

k
k .
(1) £(2) = co(1 + bylz-20) (1 + (2-20) g(2)))
Cq.
donde hemos escrito by = Eh y donde g(z) es una funcién anali-

tica para |/z-z.|| < r; por consiguiente, podemos suponer que -
para |[z-z.|| < r/2, se tiene |[[g(z)|| < M (independiente de z).
la

Tomemos r' < r/2 tal que Mr' < 1/2; hagamos bk = pe

(p>0,0iai2m,z—zo=Hz%oHew(OieiZH)

y escojamos 6 de tal forma que k86 + o sea mGltiplo enterc de

211, lo cual es posible puesto que k > 1. Se tiene entonces
k k
bi(z-20)" = pllz-zo]|

y por consiguiente, si ||z-zol| < T',

P

_ _ K
1+ bk(Z—Zc._i 1+ [‘ z-zo!||" > 0, v

+

|1 + bk(z-zo)k bk(z-zo)k+]8(2)||_i 17+ bk(z-zo)k|l- ku(z-zo)kg(ZJH

Dicho de otro modo, para todo z tal que |[/z-z,]| < r' y para el -



cual 6 toma el valor determinado anteriormente, se tiene, se--
gan (1), |[£(z)]|| > |lceil = ||f(z.) ]|, 1o que es contraric a la
hipbotesis, de donde, nuestro resultado. En virtud del siguiente --

teoremz, va demostrado en (1.9.13) es vdlida la subsiguiente afirmacién.
TEOREMA 3.5.3

Sea h una funcidn real continua en un conjunto compacto -
Ac . Entonces h estd acotada en A, y existe al menos un punto
aeA (respectivamente a' e A) tal que h(a) = suph (z) (respectl

ze A
vamente h{(a') = inf h(z)).
ze A
Pueden existir infinitos puntos que gocen de esta propiedad, -
asi por ejemplo, cuando h es constante. Diremos que en uno de
estos puntos a (respectivamente a') h alcanza su extremo supe-
rior (resp. su extremo inferior) en A.

Supuesto lo anterior, se tiene la sigulente consecuencia
del principio del maximo.
COROLARIO 3.5.4

Sean Dc € un conjunto abierto conexo y f una funcidn ana-
litica no constante en D. Entonces para todo conjunto compacto

Ac D, los puntos de A en que |[f(z)]| alcanza su extremo supe--

rior son puntos frontera de A.

DEMOSTRACION
Puesto que ||[f(z)|| es continua en D, estos puntos existen
siempre; razonando por reduccidén al absurdo, supongamos que --

|£(z) || alcanza su extremo superior en un punto z, tal que z,
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es no exterlor a A ni punto frontera de A; luege z, €5 un pun-
to interior a A. Existe entonces por definicién un disco abier
to [[z-zo]] < v (r > 0), totalmente contenido en A (y por consi
guiente en D), en el cual se cumple |[f(z) || < [|£(zs)][, 1o cual
es contrario a (3.5.1) y a la hipdétesis de que f no es constan
te; de donde el resultado esperado.

Es de observarse que |/ f(z)]|| puede ser constante sobre to
da la frontera de A, segin el ejemplo en que D = €, A es el --
disco unidad |[z]| < 1 y f(z) = z.

Una aplicacién inmediata de (3.5.4) se da en la demostra-
cidn del "teorema fundamental del Algebra' (o teorema de d'Alem

bert-Gauss).
TEOREMA 3.5.5 (Teorema fundamental del Algebra).

Sea

(1) P(z) = aoz" + a]Zn oo+ ag

un polinomio no constante de coeficientes complejos (n>1, a.#0).
Entonces existe una sucesidén finita (Zi)]<i<n de n nGmeros com

plejos (distintos o no) tales que
(2) P(z) = aclz-2)(z-z,) ... (z-2 )
DEMOSTRACION

Basta demostrar que existe un z, e T tal que P(z] = 0, pues

]
entonces el dlgebra prueba que podemos escribir P(z) = (Z—LQQ(Z),
donde Q es un polinomio de grado n-1, y basta proceder por re-

currencia de n. Para probar la existencia de 24, Vamos a razo-

nar por reduccién al absurdo, suponiendo que P(z) # 0 para to-
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do ze¢ €. Resultaria entonces que 1/P(z) seria analitica en C;
veremos que esto contradice el principio del maximo.
Por hipdtesis se tiene que P(0) = a_ # 0; verificaremos -

en primer lugar gue existe un ntmero R > 0 tal que se tiene

(3) [IP(=)|] > 2 HanH para todo z tal que |[z|| > R. En efecto,

se puede escribir, para z # 0

| d a
P(z) = acz™|1 + —— + ... =« '“EH]
oz aoz
y por tanto
a a }
() P 2 Hlaall 112" |3 - =2+ e 2]
aoz aoz '
Luego, para [[z|| > 1 se tiene entonces
|| a a_ || lla. |l a_ ||
[5) rl ! + + n I< I_—]" ._]_‘-}— _n_’; I‘I’
llaoz aoz™M | 7 |lao || llzll ae || Izl
rna a 15y
< ] _]‘ + + “_n‘l
= llz]l | lae Il aell |
Tomemos entonces R de tal modo que se cumpla
] i'a1 1%n ] n
Ri],i I‘Ia lz ijjao RiZ an

lo cual es posible. Para |[[z|| > R, se tiene segin (5]
I an |
+ L.+ o<

il agz aoz = |

i
2
por tanto, en virtud de (4)

1Pl > 3 llaeliR” > 2]lay]]

Apliquemos ahora a la funcidén analitica ?%ZT el resultado de -

(3.5.3) para D = €, siendo A el disco cerrado |[z|| < R. No sien
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do constante la funcidén 1/P, su valor absoluto 1/]||P(z)|l debe-
ria alcanzar su extremo superior en A en un punto frontera, es

decir, en un punto z tal que ||z| = R; pero se ha visto que en

1 .
—FF , milentras que -

uno de estos puntos se tiene 1. =7 ,
1PC2)[ = 2llag|]

1 1

P(0) Han|| , lo que resulta contradictorio puesto que a, # 0.

Es de observarse que este razonamiento, no s6lo prueba la

existencia de una raiz de la ecuacién P(z) = 0, sino que ade--

ces:

a
ol

do

i

do

mas da una mayoracidén para los valores absolutos de estas rai-
(6) |lz:|| < Roe = sup {1,2[ SO S

vl )
1

puesto que para |[|z|| > Ro, se tiene [[P(z)]| > 5 [[ao]

n
| ]

Nétese ademds que el teorema no se extlende a las funciones en

teras puesto que e? 40, ¥z eC.



Tapiiuloe IV

TEORTA DE CAUCHY

La peculiaridad del comportamiento "solidario'" entre los
valores de una funcidén analitica y los diferentes puntos de un
conjunto abierto conexo donde estd definida, lo que ha sido ya
puesto de relieve por el principio de prolongamiento analitico,
se manifiesta de manera todavia mids explicita introduciendo, -
como lo ha hecho Cauchy, la integral curvilinea de funcilones -
complejas a lo largo de "caminos" contenidos en €; lo cual per
mite entre otras cosas, tanto tebfrica como practicamente, calcular -
los valores de una funcién analitica en un disco, por ejemplo,
cuando se les conoce Unicamente sobre el circulo frontera del

disco.
§ 7. CAMINOS Y LAZOS
DEFINICION 4.1.1

Sea I = [a,b] cR un intervalo cerrado y acotado. Se dice
que una funcidén vectorial f: I > R" es continua a trazos en I,

si se puede descomponer I en un nOmero finito de 1intervalos
[ao, a1], [a1, azj, cees [am_1 am]

siendo a = a, < a; < a; < ... <a <a_ = b, de modo que f --

2 m-1 m ?

sea continua en cualquier punto x interlor a cada uno de estos
intervalos; y ademds que el limite a la derecha

1im £(x) = f(a; +) existe para 0 <k <m-1Tyel limite a la 1z
Xray

X>8.k
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quierda 1im f(x) = f(ai) exliste para 1 < k < m; no se impone --
<ok -
k

ninguna condicién a los valores de f en los puntos de disconti

nuidad.
DEFINICION 4.1.2

Sea f una funcidn vectorial continua por intervalos en

[a,b]. Entonces la funcién

X
(1) F(x) = J f(t) dt

a
es continua en [a,b] y tiene una deriﬁada igual a f(x) en cual
quier punto x distinto de los puntos de discontinuidad de f£.
Si ¢ es un punto de discontinuidad de f, interior a [a,b],
F tiene una derivada a la derecha igual a f(c*) y una derivada
a la 1zquierda igual a f(c ). Se dice, ademds, que F es una pri
mitiva de f igual que todas las funciones de la forma F(x) + kK,

donde k es un vector constante.
DEFINICION 4.71.3%

Sea I = [a,b] un intervalo cerrado de R, no reducido a un

punto. Diremos que un camino es una aplicacidn continua

> O

(1) v I

de 1 en €, diferenciable con continuidad a trozos, es decir, -

t
que es una primitiva y(t) = J v'(s)ds +C de una funcidn y' -
a

continua a trozos en 1I.
Cuando t varia de a a b, el punto y(t) describe en el pla

no € una trayectoria vy(I) que, en los puntos y(t) tales que v'



es continua y distinta de cero en el punto t, admite una tangen

te cuya direccidn es el vector y'(t) e C (Fig. 10).

v(b)

Figura 10

En los puntos t donde y' es discontinua y tiene valores 1imi--
tes a derecha y a i1zquierda no nulos, corresponden '"puntos an-
gulosos'". La trayvectoria v(I) puede tener "puntos multiples",
que corresponden a valores distintos de t, donde y toma el mis
mo valor; de igual forma puede hacerse que todos lo puntos de

y(I) sean maltiples. Envirtud de (1.9.12), v(I) es cerrado.
OBSERVACION 4.1.4

El resultado anterior resulta inmediato en virtud de la -
continuidad de y, y del hecho de ser I un conjunto cerrado y -

acotado de la recta real.

EJEMPLOS 4.1.5

1) S1 vy es constante en I, v(I) se reduce a un solo punto (''ca

mino constante').

2) Sean I = [0,1] y aeR, o # 0; la aplicacidn o: t - glliat

definida en I es un camino tal que y(I) es una parte del circu



1o unidad |[z]] = 1. Si o es un entero n # 0 (positivo o negati
vo), v(I) es el circulo unidad completo, pero todo punto del -
circulo se obtiene para |n| valores distintos de t; seguiremos
diciendo que o "es el circulo unidad recorrido n veces'.
3) Sean c¢,d dos puntos de [; definamos para 0 < t < 2 la fun--
cidn

{c(1-t)+dt, 0 <t <7

y(t) = j
(d(2 - t) + c(t - 1), 1

| A

t < 2

La imagen de y es por tanto el segmento de extremos ¢, d, pero
el camino y puede estar descrito como el "segmento recorrido -
en los dos sentidos'". El punto t = 1 es un punto de disconti--

nuidad de v

Los ejemplos anteriores muestran que es absolutamente ne-
cesario evitar confundir un camino y y la "curva'" y(I). E1 pun
to Y(a) se llama el origen del camino y y el punto Y(h) su ex-
tremo; a menudo se dice también que Y(a) y Y(b) son los extre-
mos de Y, y que Y "une los puntos y(a) y y(b)". Para que dos -
puntes cualesquiera c¢, d de un conjunto abierto Dc € puedan es
tar unidos por un camino, es suficiente que D sea conexo; esta

condicidén es también necesaria, en virtud de un teorema que ad

mitiremos.
DEFINICION 4.1.6

Se dice que un camino es un lazo si Y(a) = Y(b); se dice
también que Y es un "lazo de origen Y(a)". Los ejemplos

(4.1.5.(1)), (4.1.5.(3)) son lazos; también g, lo es, cuando -
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a es un entero, peroc no en los otros casos (aungue el caminoc -

Oy pueda "pasar' varias veces por su origen).

DEFINICION 4.1.7

Dado el carine v: I = [a,v' — > €, llamaremos camino opues
Y s U P Pues

to a vy y lo denotaremos por y° al camino

y°: t —> y(a+b-t)
definido en I; y° tiene por origen el extremo y(b) de vy y por

extremo ¢l origen y(a) de v; se dice que Y° es el 'camino reco

rrido en sentidc inverso'.
DEFINICION 4.1.8
Dados los caminos

[a,b] —> C

<
—Y
—
—Y
1

+

TS [c,d] — T

I

tales que el origen v,(c) de Y, sea el extremo y](b] de Yt se
llama yuxtaposicion de Y1 Y Y, ¥ se designa por y = Y]V’YZ el
camino

y: [a,d+b-c] —>
definido por

[Y](t), a <t<b

't =
v (t) 1y7(t—b+c),b < t<d+ Db -c

(Fig. 11); el origen de 71\572 es el origen de Yy ¥ el extremc
de YT\fYZ es el extremo de y,. El ejemplo (4.1.5.(3)) puede es

> c(1-t) + dt defi-

cribirse y]\fyg, donde Y, es el camino t



nido en [O,ij v y1 estd dado por t —>» d(2-t) + c(t-1) defini-

|. En general, para todo camino vy, la vuxtaposiciodn

[\

do en |1,

vy V y° es un lazo cuyo origen es el de y.

Figura M

Para todo camino y: [a,b] —> € y todo punto c tal que -
a<c<b, y es yuxXtaposicidn de sus restricciones Yqs Y, €D o
l[a,c] y en [c,b] respectivamente; en particular, un lazo es siem
pre la yuxtaposicidén de dos caminos (de infinitas maneras); si
ademé&s, con la misma notacidn, y es un lazo de origen y(a), el
camino vy' = Yo Vv estd definido (puesto que el extremo de Yo
es el origen de y1) y sigue siendo un lazo de origen y(c);
se dice que es el lazo obtenido a partir de y "tomando el pun-

to y(c) por origen".
DEFINICION 4.1.9

Sean Yq I1 = [a,b] —> C, Yol 12 [c,d] —> € dos cami--
nos. Diremos que Yy Y Y, son equivalentes sl existe una biyeccidn cre

ciente ¢: I,—> I,, continua y derivable con continuidad a tro--
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zos, lo mismo que la funcidn reciproca @~1,t81LﬂK‘Y7ﬁj:Y1@wt))
en I,.
2

Las 1magenes y1(I1) y yz(Iz) son entonces las mismas y --

los origenes y extremos de Y, Y Y, son los mismos; pero el ejem

plo (4.7.5.(2)) muestra que estas condiciones no son suficien-

tes para que dos caminos sean equivalentes. Es de observarse -

que para todo camino
y: I =[a,b] —> C

el camino t —» y(At + p), donde A >0 y peR es arbitrario, es
equivalente a y. Como una aproximacién, se puede por tanto, --
considerar Unicamente los caminos definidos en un intervalo fi
jo IcR, por ejemplo [0,1]. Siempre que no dé lugar a confusién,
designaremos un camino por una figura que describa su imagen -

y su sentido de recorrido.
§ 2. INTEGRACION A LO LARGO DE UN CAMINO
TEOREMA 4.2.1 (Férmula de cambio de variables).

Sea ¢ una funcidn numérica continua por intervalos en --
[a,b] y tal que ¢(x) > 0 excepto en un ntmero finito de puntos;
entonces la funcidn

X
v(x) = ( o(t) dt + C
ja

es estrictamente creciente en [a,b]; y para toda funcién vecto
rial f, continua por intervalos en el intervalo [y(a), w(b)],

tenemos la foérmula de cambio de variable

y(b) b
(1) J f(u) du = J f(y(t))e(t) dt
- Y (a) a .
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como se ve descomponiendo el intervalo [a,b] en un niimero fini
to de intervalos en cada uno de los cuales f(y(t)) y ¢(t) sean
continuas y aplicando a cada uno de estos intervalos la {drmu-
la cléasica.

(4.2.2) S1i a<b vy si f y g son funciones reales continuas a --
trozos en [a,b] ¥y f(x) < g(x) en todos los puntos de continui--
dad de f y g (y en consecuencia, excepto quizds en un numero -

finito de puntos), tenemos

b b
) [ < e

a a
donde la 1gualdad no podrd verificarse mas que si f(x) = g(x)
en todos los puntos de continuidad de f y g. Subdividiendo -

el intervalo [a,b} nos encontramos en el caso conocido en que

f v g son ambas continuas. En particular, si se sabe que

a) £ es continua a trozos en [a,b].

b) f(x) >0 excepto en los puntos de discontinuidad.

b
c) Jf(t) dt = 0
a

se puede entonces deducir f(x) 0 en [a,b] excepto en los pun

tos de discontinuidad.

(4.2.3) De la desigualdad (4.2.2.(1)) se deriva el procedimien
to mds importante para obtener las mayoraciones y minoracilones,
el teorema del valor medio: si a<b y m< f(x) <M en [a,b] (o -
Unicamente en los puntos de continuidad de f), para toda fun--

cién g>0 en [a,b], tenemos

o

b

b
(n mf g(t) dt < J £(t) g(t) dtiMJ g(t) dt
a a ’ a



y en particular para g = ]
(b
(2) m(b - a) < | £(t) dt < M(b - a)

‘a
La desigualdad (4.2.3.(1)) da en particular para toda funcidn

real £ continua a trozos
b b

(3) H £(t) dt‘ ij [£0t)| dt
a a

de donde, si [f(t)| < M en los puntos de continuidad de f y si

g>0 en [a,b],
b (b
(4) H f(t)g(t) dt‘ < M| g(t) dt.
a ~a
El teorema del valor medio se aplica a las integrales de

funciones complejas en virtud del teorema siguiente:
TEOREMA 4.2.4
Para toda funcidn compleja f continua a trozos en [a,b]

{b

b
(1) H ety atll < [ 1)) at
), )

a

(es decir, (4.2.3.(3)) sigue siendo valida para funciones com-

plejas).

DEMOSTRACION

b
En efecto, expresando el nimero complejo J f(t) dt en for
a

ma trigonométrica ret® (rz_O) y haciendo g(t) = e_laf(t), se -

b
tiene [ g(t)dt = r, o bien, descomponiendo g en sus partes --
a

real e imaginaria,
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b /b
g =8yt 1g,, T < J g(t) dt = J g, (1) dt
B a a
ya que el primer miembro es real. Puesto que g, < |[|g|, se de-

duce de (4.2.2.(1)) que

b b
J g4(t) dt < J lig(t) |l dt; pero puesto que ||g|| = || f||, esto -
a a
prueba la desigualdad (4.2.4.(1)).
b b
Es de observarse que s6lo se cumple J g](t) dt = J g(t) dt
a a

si g (1) = [lg() ]|

excepto en los puntos de discontinuidad de g (o de f) por ---
(4.2.2); es decir, la igualdad no se verifica en (4.2.4.(1)) -
mds que si f(t) = eia|\f(t)H para una constante a excepto en -

los puntos de discontinuidad de f.
DEFINICION 4.2.5

Sean y: [a,b] —> € un camino, f una funcién compleja con
tinua en y(I) (no se supone que f esté definida necesariamente
fuera de y(I) y ademds, no se supone necesariamente que f sea
analitica). Entonces la funcidén compuesta t — f(y(t))v'(t) es
continua a trozos en [a,b] y por consiguiente su integral en -
este intervalo estd definida (4.2.2). Por definicidn, se llama

integral de f a lo largo del camino y al nGmero complejo

b
(1) J £(2) dz = [ F(y(1)) v' (1) dt
v a

entendiendo, segln esta notacidén, que se puede reemplazar z porT

una letra cualquilera.

(4.2.6) La definicibn precedente muestra que la integral a 1lo

1
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largo de un camino depende no sbélo del conjunto y(I), sino tam
bién de su parametrizacién (véase mds adelante (4.2.7.(1)). --
Sin embargo, si y1:[a,b] —s Ty yzz[c,d] ——> { son dos cami--

nos equivalentes, se tiene

(1) J f(z) dz = J f(z) dz.
Yy Yo
En efecto, si @:[a,dj — [a,bj es una biyeccidn creciente, -

continua y derivable con continuidad a trozos tal que y2=y1o¢,

se tiene Y. (t) = yﬁ(@(t))¢'(t) en I2 excepto en un nimero finito
de puntos y por consiguiente, por la férmula de cambio de va--

riables (4.2.1)

d
£y, (t))y, () dt

JY f(z) dz
2

@)

d
£y, (800} (2(1))0" (1) dt

Cc

f(y;(u))yy(u) du

b

£y, (u))yq(u) du
C

J@(d]
J f(z) dz.
S§i la funcidn f es tal que [[f(z)]|| < M para zey(I), se deduce

de la definicidn (4.2.5.(1)) y de la férmula del valor medio -

(4.2.4.(1))

(2) ijf(z)dz E_MJ:HY'(t)H

donde L no es otra cosa que la longitud de la "curva' t — y(t).



122

(4.2.7) De la definicién (4.2.5.(1)) y de las reglas de calcu-
lo de las integrales, se sigue inmediatamente que para dos ca-

minos opuestos se tiene

( (
(1) | f(z)dz = - ] f(z) dz
)-YO .Y
Yy que para la yuxtaposicidn y = Y1V Y, de dos caminos se tiene
(2) J f(z)dz = J f(z)dz + ( f(z) dz
Y Y1 ap

Puesto que el segundo miembro de (2) no cambia cuando se invier
ten los dos términos se deduce de (2) que si y es un lazo, la

integral { f(z) dz es independiente del origen de este lazo, -
Y

en virtud de (4.1.8). Si v es un lazo constante, se tiene

{ f(z)dz =20

para toda funcidn f£f.

Finalmente, supongamos que el camino y estd contenido en un --
abierto Dc €, y sea g una funcidn analitica en D; entonces si
I es el camino campuesto t —»> g(y(t)), por (3.2.8.(6)), se --

tiene

(3) J flg(2)) g' (2) dz = J{Tf(w) dv.
Y

§ 3., EL PROBLEMA DE LAS PRIMITIVAS DE LAS FUNCIONES ANALITICAS

(4.3.1) Sea Dc € un conjunto abierto conexo. Ya se ha sefialado
en (3.2.6) que es posible que determinadas funciones analfiti--
cas en D no admitan sin embargo una primitiva en D. La nocidn
de integral a lo largo de un camino permite dar una condicidn

necesaria y suficiente para que exista una de tales funciones
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primitivas, como se muestra en el sigulente teorema.
TEOREMA 4.3.2

Sea Dc € un conjunto abierto conexo y f una funcidén anali
tica en D. Para que f admita una primitiva en L, es necesario
y suficiente que para todo lazo y contenido en D, se tenga --

J f(z)dz = 0. Cuando es asi, toda primitiva F de f en D se ob
’\/
tiene de la forma siguiente:

(1) F(z) = C + J f(u) du
a{z)

donde a(z) es un camino cualquiera contenido en D de origen un
punto fijo (arbitrario) z, e D y de extremo z. La diferencia de

las dos primitivas f en D es una constante.
DEMOSTRACION

" —> "' Supongamos que F es una primitiva de f en D, entonces

para todo camino Y:[a,b] —> € contenido en D, se tilene
d
flv(t)) y' (1) = g7 Fly (1))
en [a,b] (por (3.2.7)), por tanto

J f(u) du = F(y(b)) - F(vy(a))
¥
y en particular, si y es un lazo, J f(u)du = 0. Esto demues--
Y

tra también que si existe una primitiva F de f en D, se tilene

F(z) -F(zo) = J f(u)du (con las mismas notaciones del enunciado)

a(z)

para cualquier camino a(z) de origen z, y extremo z (es claro
que siempre existe uno de tales caminos puesto que D es comnexo);

esto prueba en particular la Gltima afirmacidén del enunciado.
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" <= " Debemos mostrar que la condicidn del enunciado es sufi
clente para la existencia de una primitiva.

Supongamos que dicha condicidén se satisface. Debemos mos-
trar entonces, en primer lugar, que la integral del segundo --
miembro de (1) s6lo depende de z y z,, Yy no del camino a(z) de
origen z, y extremo z.

En efecto, si a1(z) y az(z) son dos de dichos caminos, -

Yy = a1(z)\fa2(z)° es un lazo de origen z,, y por tanto

f(u) du f(u) du = ] f(u)du = 0,
Y

Ja1(z) _ Jaz(z)

de donde, se deduce nuestro resultado.
La formula (4.3.2.(1)) define por tanto una funcién F en D (una
vez elegidos C y z,).

En segundo lugar, queda por ver que F es analitica y tie-

ne por derivada f. En efecto, para todo punto z. €D, existe un

1

disco A: |]z-z]|| < r contenido en D, en el cual f es desarro--

llable en serie entera en |/z-z existe por tanto una primi-

s

tiva (analitica) F, de £ en A (por (3.2.7)), y se puede supo--

1

ner que ella se anula en z Para todo camino A(z) en A de ori

1
gen z, y extremo z, se tiene por tanto F,(z) = J f(u) du. -

A(z)

Luego , si a(z1) es un camino en D de origen z, y de extremo -

z la yuxtaposicidn a(z])\fx(z) es un camino en D de origen -

‘] H
zo y de extremo z, y se tiene por tanto (por 4.2.7.(4)),

F(z) = F(z1) + F1(z)

para todo z e A, lo que demuestra el teorema.



(4.3.3) E1 ejemplo tipico del caso en que la condicién (4.3.2)

no se satisface es cuando se considera D = € - {0} (el comple-
mento de {0} en €, que es conexo), y f(z) = % , que es analiti
ca en D; si1 se considera el lazo y: t —> et definido en ---

3 - - - -
[O,ZHJ, que estd contenido evidentemente en D, se tiene

20 it
[d—Z=Jie.—tdt=2in=21n#o.
Jy z 0 et

En general, para un conjunto abierto conexo Dc € dado, exilsten
ciertas funciones analiticas en D que admiten una primitiva en
D (las funciones polinomiales por ejemplo), pero pueden exis--
tir ofras que no admitan primitiva. Veremos que si D verifica
cierta condicién de naturaleza geométrica, entonces todas las

funciones analiticas en D admiten una primitiva.

§ 4. HOMOTOPIAS DE CAMINOS Y HOMOTOPIAS DE LAZOS. DOMINIOS SIM

PLEMENTE CONEXOS.
(4.4.17) La idea intuitiva de homotopia de dos camincs es la de
una ''deformacién continua" que permite pasar del unc al otro.

Esto puede precisarse por la definicién matemdtica siguiente,
DEFINICION 4.4.2

Sea D un conjunto abierto en €, y sean ek I —> T; ---
Yot I —> € dos caminos contenidos en D, definidos en el mismo
intervalo I = [a,b]. Se llama homotopia de Y, & vy, en D a una
aplicacién continua ¢: I XJ —»> D, donde J = [c,d] es un inter
valo de R, tal que &(t,c) = yj[t) y ¢(t,d) = yz(t) para todo -
tel.

Debe. observarse que se exige la continuidad de la funcidn



de dos variables (t,s) —» @(t,s), v no sélo la continuidad de
cada una de las funciones parciales; por el contrario no se im
pone ninguna condicidén de derivabilidad a ¢, salvo las que se

imponen por la definicidén de un camino a Yo Y Yp-
EJEMPLO 4.4.3

A fin de lograr una mejor aproximacidén (desde el punto de
vista 1ntuitivo) al concepto de homotopia de dos caminos, con-
sideremos la sigulente interpretacidén geométrica de (4.4.2), -
donde supcnemos que Yi ¥ Y, tienen por origen el punto pel v

por extremo el punto geD. (Fig. 12)

s A

o
N am!

Figura 12

DEFINICION 4.4 .4

Sean Yoo Yy dos caminos con las mismas condiciones de --
(4.4.2). Diremos que Y, €s homotopo de Y, en D si existe una -

homotoia de Y4 a en D.

Y2
Cuando Y{ Y Y, son lazos en D, se dice que Y{ Y Y, son ho

motopos como lazos en D si existe una homotopia ¢: I XJ —> D



—
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~

de Y, @ v, en D teniendo la propiledad adicional de que --
¢(a,s) = o(b,s) cualquiera que sea s e J: intultivamente hablan
do, la homotopia ¢ '"no deshace"™ el lazo; dicha homotopia se si
gue llamando homotopia de lazos.

Se deberd tener presente que dos lazos contenidos en D -
pueden ser homotopos (como lazos) en un ablerto D' tal que --

Dc D', sin ser homotopos en D.
PROPOSICION 4.4.5

La homotopia de caminos en un abierto Dc € es una relacibn

de equivalencia.

DEMOSTRACION
Sean Yqt [a,b] —> (, Yy [a,b] —> C vy Yt [a,H] —>

tres caminos contenidos en un abierto Dc €, y denotemos por --

" ~

= " la relacién de homotopia entre dos caminos. Debemos mos-

trar que = es reflexiva, simétrica v transitiva.

i) Y, o= YT(Y1 es homotopo de Y, en D). En efecto, sea

o: IXJ —> D: o(t,s) = y](t) ¥seJ, que es evidentemente -
una homotopia, donde I = [a,b] y J = [c,d].

11) Si Y1 0 Y, entonces y, = Y

Puesto que Yy % Yoo existe una homotopia ¢: I XJ —> D tal -
que 0(t,c) = y (1) ¥y #(t,d) = y,(1).

Para ver que Y, = Yq, sSe€a la aplicacidn

¢°: IXJ —> D tal 2°(t,s) = o(t,c+d-s), que es claramente -

una homotopia, ya que

§



¢(t,c+d-s)

y1(t}, si s = d

d(t,c+d-s) yz(t), si s = ¢

iii) si Yo% Y, ¥ v, = entonces YiE Yz

\’3

Consideremos una homotopia ¢

P

10 1XJy —> D de vy, a vy, y una ho

motopia 0 I XJZ —> D de v, a Yz siendo
Jy o= [c1,d1] y J, = [CZ’dZJ' Si se escribe J = [c1,d1+d2—c2]

y definimos $z: IXJ; -—> D por las condiciones siguientes:
®3(t,sj = @1(t,5) en I XJ# y @S(t,s) = éz(t,s+c2—d]} para
(t,s) el X[d1,d1+d2—c2], es inmediato verificar gue ¢, es una

homotopia de Y, @& Yz en D.

Por un razonamiento similar se demuestra que la homotopia
de lazos es también una relacién de equivalencia, siendo las -

homotopias ¢°,¢, construidas anteriormente homotopias de lazos

3
si también lo son &, ®] y ¢,
DEFINICION 4.4.6 ‘\

Se dice que un lazo y contenido en D es homotopo de un --

punto en D s1 es homotopo como lazo en D de un lazo constante.
DEFINICION 4.4.7

Se dice que un conjunto abierto conexo D es simplemente -
conexo (o es un dominio simplemente conexo) si todo lazo en D

es homotopo de un punto en D.
DEFINICION 4.4.8

Se dice gque un conjunto abierto Dc € es estrellado respec

to a un punto a €D, si para todo z €D el segmento



t —> (1-t)a + tz (0 < t < 1) que une a y 2z, estd contenido
en D.

PROPOSICION 4.4.9

Todo conjunto abierto estrellado respecto a un punto es -

simplemente conexo.

DEMOSTRACION
En efecto, sea y: I —> D un lazo en D, para D = [a,B]‘ -
Consideremos una homotopia ¢: IX [0,1] —> D definida por --

o(t,s)=sa + (1-s)y (t). Es evidente que &(t,0) =vy(t) y&(t,1) = a;
¢ es evidentemente continua y la hipdtesis implica que los va-
lores de ¢ pertenecen a D, de donde se deduce nuestra afirma--
cidn.

Como ejemplo de conjuntos abiertos estrellados respecto a
un punto, tenemos: todo el plano T, un semiplano, un disco --
abierto, el interior de un rectdngulo también es estrellado -
con respecto a cada uno de sus puntos (se dice entonces que €S
convexo). Como ejemplo distinto, citemos el caso del disco unil
dad ||z|] < 1 del que se ha suprimido un nimero finito de seg--

mentos radiales:
z = telﬁicon okf_t§_1

siendo Py un nimero tal que O<:pk<i1 (Fig. 13); se comprueba -

de inmediato que este conjunto abierto es estrellado respecto

a 0.
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Figura 13

Admitiremos el sigulente teorema.
TEOREMA 4.4.10

Toda interseccidén de un niGmero finito de conjuntos abier-
tos estrellados respecto a un punto a es un conjunto estrella-
do con respecto a a. (El teorema es vadlido también para conjun
tos convexos).

Como ejemplo de conjunto simplemente conexo no estrellado,
consideremos un semiplano abierto Im(z) >0 del cual se han su-
primido un cierto nimero de semirrectas cerradas z = t-*in, -

siendo -« < t f-ak (Fig. 14).

ap * 18y

Figura 14

(4.4.11). Mas adelante veremos como consecuencia del teorema -



de Cauchy y de (4.3.3), que el conjunto conexo T - {0} es homo-

topo de un punto en €, pero no necesariamente en C - {0}.
§ 5. EL TEOREMA INTEGRAL DE CAUCHY

LEMA 4.5.1 (Lema de Cauchy - Goursat)

Sean Dc € un conjunto abierto conexo, f una funcidn analil
tica en D y R un rectangulo en D, cuyos lados son paralelos a

los ejes coordenados. Si v es el lazo del borde de R, entonces

(1) J f(z)dz= 0
Y

DEMOSTRACION
Dividamos el rectdngulo R en cuatro subrectdngulos 1gua--
les Ri con bordes yi(i =1, ..., 4) . Supongamos que tanto y -

como los vy, estén orientado positivamente (Fig. 15).

yA
= e —X
0
Figura 15
4 -
Es claro que J f(z)dz = J £(z)dz. Sea R, el rectdngu-
Y 1=T17v.

gulo de borde Y, tal que



‘J f(z)dz < ’ f(z)dz|, i = 1, , 4
'\/ . - J 'Y’ J
1 1
y puesto que
‘J f(z)dz| = I[ f(z)dz
'\/ P '\r’ _] ‘\,'Y 2\7 '\/ S-V-'\’/ ‘i
< }[ f(z)dz| + J f(z)dz| + ‘J f(z)dz| + ‘J f(z)dz'
¥ Y2 Y3 Y4 '

se tlene entonces

‘J f(z)dzi < 4J f(z)dz
Y Y1

Denotando ahora Y, como . vy aplicando este resultado al

1

rectdngulo R, obtenemos nuevamente un subrectidngulo RS de bor-

1
de TZ tal que

f(z)dz

< 42‘J £(z)dz
)1 - r

Continuando este proceso indefinidamente, se obtiene una suce-

si6n de rectdngulos encajados R:)R]:)R2 o SR 31%]3 ..., ademas

de las desigualdades

( f(z)dz

Jr
n

<,..< 4"

(2) ‘J £(z)dz| < 4{[T £(2)dz| < 42‘Jr £(z)dz
Y

de manera que el area del k-ésimo rectidngulo (Rk) tliende a ce-

ro cuando k » + o, y en consecuencia las longitudes de sus la-

H

dos tienden a cero.

Como f es diferenciable en R, existe un NelN tal que para

n>N se tiene

' (z0)

f(z) - £(z0)

Z'Zo
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para todo z e R_, donde R_ representa el n-ésimo rectingulo (y
n n

en el que Tn representa su borde). Denotemos por L el perime--

- _ ] _1
tro de R y por Ln el perimetro de Rn . Como L]—QJ“ Lz"zlj"'”

se obtiene

2

sea ¢(z) = £(z) - f(zo) - £'(20)(z-2,). Se tiene por tanto
(0(2) | = [£(2) - £(zo) - £'(zo)(2-20)] < €lz-20]

Por consiguilente

J f(z)dz = J f(ze)dz + [ f'(z0)(z-20)dz + J o (z)dz
T r -

J
n n Fn IﬂI'l

2
Puesto que F](z) = f(zo0)-2 ¥ Fz(z) = f'(z,) LE;%gl_ son primi

tivas de f(zo) v f'(z0)(z-20), Tespectivamente, en virtud de -

(4.3.2) se tendra

f(z)dz = J d(z)dz
T

(
\
JT
TI'l n

y en consecuencila

| A

HF £(z)dz| = Hr 2(2)dz Jr ‘@(z)‘dz

n n n

< J elz-2z0|dz
'n

< €J |z-2.]dz

"n

L

< g( i?dz
- r_

L
< € 7? J dz = € lﬁ){ dz
N T 27)°T



Teniendo en cuenta el cambio de y por I', en virtud de (4.5.1.(2)),

se tlene

‘J f(z)dz| < 4" J f(z)dz
T T
n
< 4P L }J dz
- VAP
n
<4t Lo g
— 2]’1 n
< 4% ¢ L L
- AR L
n . 2
< %] £.L lL = Zne L. £ L2
- 2n 2n

pero puesto que l; + 0 cuando n + + «, se tiene por tanto

o]

= 0, esto es, ( f(z)dz = 0

’JFf(z)dz )

Admitiremos temporalmente el siguiente teorema, el cual -

serad demostrado en cada una de sus partes en la seccibén 9 (§9).
TEOREMA 4.5.2

Condicidn necesaria y suficiente para que una funcidén --

f = P+ 1Q sea analitica en un conjunto abierto Dc € es que en
e . 1ee 2P 3P 3Q . 3Q
cada punto z x+ 1y, las derivadas parciales 3x° 3y’ ax y oy

existan, sean continuas y satisfagan las condiciones de Cauchy

(ecuaciones de Cauchy-Riemann):

3P _ 3Q 3P 30
0X oy ’ oy X




TEOREMA 4.5.3 (Teorema de Cauchy).

Sea Dc € un conjunto abierto conexo, y sea f una funcidn
analitica en D. Si Yq> Y, son dos lazos contenidos en D y homo

topos como lazos en D, se tiene

(1 J f(z)dz = J f(z)dz.
Yi A

En particular, si D es simplemente conexo (4.4.7), se tiene

(2) J f(z)dz = 0
Y

para todo lazo vy contenido en D.
DEMOSTRACION (para el caso de un disco).

Vamos a limitarnos a considerar el caso particular, esto
es, cuando D es simplemente conexo.

La demostracidn consiste sencillamente en establecer que
f posee una primitiva en el disco D: |lz-z.|| < p, viniendo a -
ser entonces la f0ormula (4.5.3.(2)) una consecuencia del teo

rema (4.3.2). Definamos una funcién F por
(3) F(z) = J f(z)dz
0

donde el camino de integracidn o, que va de un punto fijo z, -
en D al punto variable z e D, consta de un segmento horizontal

y otro vertical. Naturalmente, para que F esté bien definida -
debemos verificar que si se conecta z, con z por medio de dos

caminos Gq5 O de ese tipo (Fig. 16), entonces

2

(4) J f(z)dz = f(z)dz.

(
J



En efecto, por el lema de Cauchy-Goursat (4.5.1), se tendri

{
[ f(z)dz - | f(z)dz = J f(z)dz = J f(z)dz = ( f(z)dz =0
04 ‘0, G170, G1VG§ JY
donde el lazo y, yuxtaposicidn de o,y G:, es el borde de un -

rectingulo R contenido en D, orientado positivamente.

/A
|
= X
0
Figura 16
Para mostrar que F es analitica en D y F'(z) = f(z) para todo

zeD, basta establecer la relacidn

(5)  f(z) = L (2) = -

~ T
al

(z), (z € D)

a by
En efecto, si F = P+ iQ, entonces de (4.5.3.(5)) se tendra que

P
}1'

<%

Q

oP , . 3Q _ _. (3P . 8Q ) _ 3Q _
Tolax Y Tl J oy *

de donde, resultard que se cumplen las condiciones de Cauchy:

} 9P _ 3Q 9P _ _23Q
90X



Por otra parte, puesto que f es continua en D, de (4.5.3.(5))

3P 3P 3Q . 8Q

resultard la continuidad de =—— , == , y == , lo cual proba-
X ay h'e oy

rd que F es analitica en D y F'(z) = £(z) (4.5.2).
oF

Demostremos pues, que f(z) = 5;(2), 0 sea que, para todo

e > 0, existe 6 > 0 tal que

(E(z+h) - F(z)

o f(z)’ < g, cuando heR y 0< |h| < 6.
‘ <

De la definicidén (4.5.3.(3)) resulta que

F(z+h) - F(z) = [ f(g)de
¥

donde v es el segmento, paralelo al eje real, de ecuacidn -~

£ =2z + ht, 0 <t < 1. Por tanto

1 1
F(z+h% - F(z) ’J f(z+ht)dt - [ f(Z)dtf

f(Z)) 0 Jo

1 .
‘J [f(z+ht) - f(z)]dtI
0

I A

max |[f(z+ht) - f(z)|
O<t<]

Debido a la continuildad de f, dado €>0, existe § > 0 tal que --
|f(z+ht) - f(z)| < € si |ht| < 8. Por lo tanto, si |h| <&, en--
tonces |ht| < |h| < &, de modo que se cumple |[f(z+ht) - £(z)]| <c¢

para todo t, 0 < t < 1. De esto se sigue que para lh| < 6 se -

tiene
.F(z+h)h— F(z) £(z)] < e.
La demostracidén de f(z) = - 1 %g (z) se logra por un razo

namiento similar.



TEOREMA 4.5.4

S1 D es un dominio simplemente conexo, toda funcidén analil

tica en D admite una primitiva en D.
DEMOSTRACION

Se sigue inmediatamente de (4.5.3) y (4.3.2).
§ 6. INDICE DE UN PUNTO RESPECTO A UN LAZO
DEFINICION 4.6.1

Sea y: J = [¢c,d] - € un lazo en T y sea a un punto de € -
que no pertenece a y(J). Llamarenos indice de a respecto al la

zo vy al nimero

]

(1) 1) = oy |

Zz-a

L3

TEOREMA 4.,6.2

I(a;y) es un ntmero entero (positive o negativo):

DEMOSTRACION
t '(s)d
Sea h(t) = J X——El—é-para todo t € J, de manera que -
c Y(s)-a
21 I(a; v) = h(d). Como h es una primitiva de una funcién frag

mentariamente continua, se tiene que

1
h' (t) - %"_(tt2a

t

excepto en un nimerc finito de puntos de J. Hagamos
- t
g(t) = e My - 2,

se tlene entonces
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-h(t) -h(t)

g'(t) = - h'(t)e (v(t)-a) +y'(t)e

excepto en un numero finito de puntos de J, segin el cdlculo -
efectuado anteriormente. Por consiguiente, la funcidén continua

g es constante en J, y en particular se tiene g(c) = g(d). Pe-

ro h(c) = 0, por tanto
glc) = v(c) - a
se tlene entonces
e M (y(a) - a) = y(e) - a

Pero por hipétesis y es un lazo, por tanto y(d) = y(c) .y se ob

-h(d)

tiene para el nGmero complejo h(d) la relacidn e 1, de

donde h(d) = 2kIi para un keZ en virtud de (3.4.5).
OBSERVACION 4.6.3

Es absolutamente necesario tener presente que el nlimero -
entero I(a;y) no estad definido mds que si a ¢ y(J). Veremos que
este nlimero es la nocidn matemdtica precisa que corresponde a
la idea intuitiva del "nGmero de veces que el lazo y gira alre
dedor de a".

Se tiene evidentemente, en virtud de (4.6.1.(1)) y de 1las

férmulas (4.2.5.(1)) vy (4.2.7.(2))
(1) I(a;¥°) = - I(a;v)
(2) Ilasy,; Vy,) = I(a;yvq) + I(asy,)

7

donde v, Y] Y v, sop lazos cuyas imdgenes no contlenen a a, su
poniendo que los lazos Y1 Y Y, tienen el mismo origen (de mane

ra que y]\fyz sigue siendo un lazo del mismo origen).
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PROPOSICION 4.6.4

Sean a un punto de C, Y5 Y dos lazos en € - {a} homoto-
pos como lazos en € - {a}; entonces se tiene I(asvq) = I(asy,).
DEMOSTRACION

Es una consecuencia del teorema de Cauchy (4.5.3) aplica-

do a la funcioén Z%E que es analitica en T - {a} (3.4.2).
DEFINICION 4.6.5

Se dice que una funcidén vectorial f definida en un abier-
to Dc € es localmente constante si, para todo zo, €D, existe un
ntmero § > 0 tal que el disco ||z-z.]| < & esté contenido en D
y que f sea constante en este disco. En un conjunto abierto co

nexo Dc €, una funcién f 1localmente constante, es constante.
TEOREMA 4.6.6

Sea y un lazo en {; para todo conjunto abilierto conexo D -

contenido en € - y(J), la funcidén z - I(z;y) es constante en D.
DEMOSTRACION

Basta probar que para todo z, eD, en todo disco abierto -
A:llz-zof] < T (r>0) contenido en D, se tiene I(z;vy) = I(zo;vy)-
Esto probara que la funcidén z - I(z;vy) es localmente constante
en D, y por ende constante, puesto que D es conexo (4.6.5). De
mostremos, pues, que en todo disco abierto A de centro z. con-
tenido en D, se tiene I(z;vy) =1(z,;y). Para ello hagamos hinca
pié en que se tiene

. 1 du _ 1 du _ .
o Ilzsy) = 201 J u-z 211 [ Uu-zo I(zo5Y)
Y v

1
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designando por Y1 el lazo t » y(t) - (z-z.). Luego Y, €s homo

topo como lazo de y en € - {z.}, por la homotopia
o(t,s) = y(t) - s(z-zo) (0<s<1).

En efecto, si se cumpliera &(t,s) = z,, esto significaria que
y(t) = sz + (1-s)zo para tedJ y un s tal que 0<s<1. Pero el
punto sz + (1-s)z. pertenece a A y por hipdtesis y(J) no encuen

tra a A. Basta ahora aplicar (4.6.4).
TEOREMA 4.6.7

Sea Dc € un dominio simplemente conexo y sea vy un lazo -
contenido en D. Entonces para todo punto a¢ D se tiene que --

I(a;y) = 0.

DEMOSTRACION

En efecto sea la funcidén f: z - gue es analitica en

z-a’
D. La conclusibén se sigue del teorema de Cauchy (4.5.3) y de -

la definicién de indice (4.6.1.(31)).

PROPOSICION 4.6.8

Sea o it o= enlt(Of_tf_ZH) el "circulo unidad recorrido n

veces" (4.1.5.(2)) (n entero positivo o negativo). Entonces, -

para todo z tal que ||z|| < 1, se tiene I(z30,) = n, y para to-
do z tal que |lz|| > 1, se tiene I(z;0 ) = 0.
DEMOSTRACION

El disco unidad |[/z||] < 1 y el exterior del disco unidad -
llz|| > 1, son conjuntos abiertos conexos que no encuentran el

circulo unidad ||z|| = 1. Bastard entonces mostrar que ---
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I(zo;on) = n para un punto z, del disco wunidad |/z]|] < 1 vy -
I(z1;on) = 0 para un punto Z, exterior a este disco. Por tanto,
s1 se toma z, = 0, se tiene
. 1
1(0;0.) = 1 du _ 1 2 hie™tar -5
e 211 u 271 nit

g 0 e

n
Por otro lado, para H21H > 1, z, no estd contenido en el disco

abierto ||z]|| < Hz1||, y el circulo unidad estd contenido en es
te disco. Como se ha visto que un circulo abierto es simplemen

te conexo (4.4.9), la afirmacidn respecto a z, €S una consecuen

1
cia de (4.6.7).

(4.6.9) METODO DE CALCULO DEL INDICE

En muchos casos es posible dar un método prédctico de cal-
cular el indice I(a;y) por el procedimiento que a continuacidn
se describe:

Mediante una traslacidén podemos limitarnos al caso en que
a = 0 (suponiendo, por supuesto, que 0 ¢ y(J)). Vamos a suponer
que el eje real Im(z) = 0 no encuentra a y(J) mds que un nime-
ro finito de puntos. Escribamos y(t) = u(t) + iv(t), donde u(t)
y v(t) son reales; existe por tanto en J un numero finito de -

puntos

1 IR n

donde la funcién v cambia de signo; ademds se puede suponer, -
cambiando el origen de y(4.2.7), que J = [t1’tn]’ de manera -

que Y(t1) = Y(tn) y y(t) # 0 en J. Dado esto, prolonguemos y a

R por periodicidad de periodo t, -ty los puntos ty (1<k<n)

I3



s
it

Se reparten €n cuatro CUHthtDEZ

M1: se tiene u(tk) > 0 y v(t) pasa del signo - al signo + atra
vesando ty en sentido crecilente;

M,: se tiene u(tk) > 0 y v(t) pasa del signc + al signo - atrza
2 2
resando tk en sentido creciente;

MS: se tiamzu(ty) < 0 v v(t) pasa del signo + al signo - atra-

vesando tk en sentido creciente;

M4: se tiene u(ty) < 0 vy v(t) pasa del signo - al signo + atra

vesando t

x €7 sentido creciente (Fig. 17).

Figura 17

Se observaria que t] Y tn pertenecen al mismo conjunto Mk Yy que
n es ilmpar, puesto que para t = t1 -hy t= tn-+h para h bas--
tante pequefic, v tiene signos diferentes y ha cambiado n veces
de signo. Definamos ahora, para todo entero k tal que 1 <k<n

un nimero

{ - g 8 /
6k 1, si tka}l1 o bien tks:M3

(1)
ék =-7,s1 t,. e M, o bien t, €M

k 2 k 4



Intuitivamente, &, es positivo si en el entorno de to y(t) "gi

L =
ra en el sentido positivo'" alrededor de 0, negativo en el caso

contrario. Se tiene entonces

n-1

x

(2) QU

I
to| =

En efecto, en 1a integral

RN S
3 1(0;y) = —0r | M YLLTIdT
(3) (03] 271 Jt1 y(t)

se descompone el intervalo de integracidén mediante los puntos

ty (2<k<n-1). Supongamos por ejemplo que ty € M,; luego, -

por definicidn se tiene v{(t) < 0 para

tk< t< tk+'l

y no se puede cumplir mas que ty

- eM, & tyaq €M, Por tanto,

1

_ . . AN 2 i6(t)
para t; <t<t, . se puede escribir u(t) + iv(t) =/ u (t) + v (t) e s

donde 68(t) es una funcidén derivable bien determinada, con valo

res en [-I,0], definida por

[0, si

ﬁ
\l

'k

; ! ] = M

6(t) = < U» ST T bge Trep e

-1, s1otoE oty g, ty,q e My

Por otra parte, podemos limitarnos a calcular la parte real de

la integral

es decir



—
JE
o

(Fk+1 w(e)v' (1) - v(thu' (1) 4,
] .

1
(4) L
2 vi(t) + v()

fars

k

Pero, por un simple cdlculo de derivadas se tiene

¥ s ) t " 1
u' + iv' = ele[ie‘ Jut o+ vt o+ W o ]
| 4 2
<
1 //u + v
-16 _ u - 1iv .
y como e = ————— | se obtiene
2 2
u” o+ v
uv' - vu'
v —
(5) g' = )
u” - v

de donde, sustituyendo en (4)

t
1 (fk+1 vy (edde) _ ] )
S R o I S USRI OS]
k

Si denotamos por It la integral (4.6.8.(4)), el resultado ante

rior también puede escribirse
- ] .
Re (I.) = i [e(tk+1) e(tk)J

Luego, por definicidn de €(t) se tendra

e M
6(tk+1) - G(tk)

Asi, para Re(It) hay dos posibilidades

—_

2
%

Re(I.) = - | T
2 O

0

obteniéndose finalimente la expresidn 1/4 (Gk + 6k+])’ como en

t
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efecto puede comprobarse mediante la definicidn de & Los --

K
otros casos se tratan de igual forma y dan finalmente la f8rmu

la (4.6.8.(3)).
El caso inmediatamente a considerar es el de una recta -

cualquiera L que pasa por 0 y no corta a y(J) mas que en un nl

mero finito de puntos, por rotacidon alrededor del origen.

Un caso interesante es aquel en que ademds el semleje real

- - +
positivo R : Im(z) = 0, Re(z) >0, corta a y(J) en un solo pun-
to (o los casos que se deducen por rotacidn); se puede suponer

que este punto corresponde a t = t, y a t = t- Resulta enton-

1

ces de las definiciones que las otras tj (2§in11—1) son en -

nimero impar; si por ejemplo t]g:M1, se tiene mecesarilamente -

t7s:M3 y las tj tales que Zﬁﬂjirl‘1 estidn en M3 y

j es par, -
en M4 S1 J es 1impar; la contribucidén de estos puntos en -

(4.6.8.(2)) es, pues, % y se tiene por tanto

(6) I(0;v) =1

S1 se cumpliera t EZMZ, se demostraria de igual manera que --

1
I(05v) = -1
§ 7. LA FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY

TEOREMA 4.7.1 (F6érmula de Cauchy)

Sea D¢ € un dominio simplemente conexo, y sea y: I - D un
lazo en D (Fig. 18). Entonces, para toda funcién f analitica -
en D y todo punto z,eD - (I), se tiene

1

(M I(zo; Y)Ef(2o) = ST J f(z)dz
Y

Z2-Zo
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DEMOSTRACION

Definamos en D la funcidn g(z) por las condiciones

£(z) - f(z0)

Z - Zo

{
1g(z) para z # Zo
<

(2) ,
lg(z0) = £'(z0)

y mostremos que esta funcidn es analitica en D. Esto resulta -

evidente para z # z, (3.4.2); queda por ver lo que pasa en un

entorno del punto z,. Por consiguiente, sea A: ||z-zo|| < T un

disco contenido en D, en el cual la serie de Taylor

' (n)
£(2) = £(zo) + FE) gy v I (E) g™

es convergente (3.2.5). La definicidén (4.7.1.(2)) muestra que
para todo ze A, g(z) es suma de la serie entera convergente en

Z-Zo¢

" (n). _
f'(zo) + % (Z-Zo) + L0. 7 f—nlﬁ‘i (Z_Zo)n 1+

por tanto g es analitica en D. Puesto que D es simplemente co-

[

nexo, se obtiene

[ g(z)dz = 0
)Y

por el teorema de Cauchy (4.5.3), lo que da, teniendo en cuen-

ta que z,¢ v (I),

[ =) -

f(.a% - 5(20) dz = 0, o también
J’Y °©

flzldz _ ¢(, ) [ 42 = omi T(ze3v)£(z0)
Jy 27Zo Jy ET%e



Figura 18

La f0rmula de Cauchy resulta especialmente interesante --
cuando I(zo;y) # 0. Por ejemplo, si D contiene un disco cerra-

se tiene, para todo punto z, del disco abierto

3

do |[z-al] < 7
|zo-a]| < r del mismo centro y del mismo radio

1 [ f(z)dz

(3) flzo) = 773 J, 7t

donde vy es el lazo t - a + rel? definido en [0,2m] (4.6.8). Se
tlene por consiguiente una férmula explicita que da los valo--
res de f en el disco |[z.-a|| < r cuando se les conoce sobre el
circulo |lzo-all = r.

Inversamente, las integrales del tipo que figura en el se
gundo miembro de (4.7.1.(1)) son funciones analiticas del pard
metro z.,; de manera mds general:

(4.7.2) Sea y: I = [b,c] + € un camino en € y sea g: vy(I) - C
una funcidén definida y continua en y(I) (no se supone a g defl
nida fuera del conjunto y(I) y en Gltima instancia, no se la -

7

supone analitica). Entonces la funcidn

_ g(u)du
(1) _ f(z) = JY r—ﬁjzf—
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estda definida y es analitica en el conjunto abierto @ - y(I).

De un modo mds preciso, si hacemos

(2) c_ = J _g(uldu
n nT
y (u-aj

1

para todo punto ae € - y(I) y para todo entero n > (0, se tiene

un desarrollo en serile entera convergente
(3) £(z) = ) c (z - a)t
n=0

en todo el disco abierto de centro a y de radio igual a la dis
.tancia d(a,y(I)) de a en el conjunto cerrado y(I). Por otra -

parte se tilene

(4) £y = 1o = J _glu)du_
n n+1]
y (u-a)
sea 6 = d(a,y(I)) > 0 y supongamos que |[z-al|| = q8§ para 0<qg<1.

Como por definicidn se tiene

§ = inf |u-al
uey (1)

se tiene que |ju-al|| > & para todo uey(I), y por consigulente

para todo ue y(I) (Fig. 19). Podemos escribir, por tanto, para

Z - a
u - a

< g <1

todo ue y(I),

(z-a)"

0 (u—a)n+1

1 1

(5) u-z v
(u—a)[1~5:2} n

1t~ 8

donde la serie es convergente, con las mayoraclones
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n

< % para n > 0.

(z-a)"
(6 =
) ‘ (u—a)n']}

Por definicidn, se tiene por tanto

[eo]

C C n
f( = g(Y(t))Y'(t)dt:( (v(t))y'(t (z-a) . dt
Z) Jb 'Y(t)-Z Jbg Y Y ) nzo (Y(t)_a)n 1

y las desigualdades (4.7.2.(6)) demuestran que cuando t reco--
rre I, la serie integrada es normalmente convergente. En efec-
to, puesto que g es continua y y' continua a trozos en [b,c],

exlste un nimero M tal que

le(v(eNy' (D) || <M

para todo te I, y por consigulente

n

< ML
— 8

(z-a)"

(y(t)-a)™"!

% g(y())y' (1)

para todo te I, lo que prueba nuestra afirmacidén. Integrando -
término a término, se obtiene el desarrollo en serle convergen

te

F2) = ) (zeay® [ BO(E)Y(D)AE
= J +
net by
es decir, (4.7.2.(3)).
Si [jg(u)|] < M en Y(I), se deduce de (4.7.2,(2)) upa mayo

racldn de los coeficientes Cn

ML
6n+1

(7) el

donde L es la longitud de la '"curva" y(I) (véase 4.2.6.(2)).

%
-



Figura 19

La combinacién de (4.7.2) y la férmula de Cauchv (4.7.7)
permite responder a una pregunta planteada de manera natural -
en (3.1.2):

TEOREMA 4.7.3

Si una funcidén f es anzlitca en un conjunto ablcrte [, en

m

tonces para todo ae D, la serie de Taylor de¢ f en el puntoc a -
es convergente y tiene por suma f(z) en todo el disco ablerto
de centro a y de radio 1gual a la distancia de a a € - It (di--

cho de otro modo, el mayor disco abierto de centro a contenido

en D).
DEMOSTRACION

Si 0<r<d(a,C - D) es posible aplicar la fdérmula de Cau-
chy (4.7.1.(1)) en el disco abierto |lz-a| < r, tomando -

y: t - a + rejt en 0 < t < ZII, lo que da I(a,y) = 1 (4.6.0. -
Aplicando (4.7.2), se obtiene por tanto para f un desarrollo -
en serie entera en z-a, convergente para |[z-a|| < r. Se sute -
por (3.2.5) que este desarrollo es necesariamente la suerle e

Taylor, y como t es arbitrariamente préximo a d(a,C - D), el -
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teorema estd demostrado.

En el capitulo V veremos que si no se hace ninguna hipote
sis suplementaria sobre D & f, el mayor disco abierto de cen--
tro a contenido en D es en general més pequeflo que el disco de
convergencia de la serie de Taylor de f en el punto a, es de--

cir, este (1ltimo "desborda' sobre D.
b

COROLARIO 4.7.4

Si f es una funcidn entera, su serie de Taylor en todo -

punto a € € es convergente en [ completo.
OBSERVACION 4.7.5

Si se aplica la férmula (4.7.2.(4)) al caso de (4.7.1), -
se ve que, bajo las hipdtesis de (4.7.1), no solamente se tie-
ne la formula (4.7.1.(1)), sino también, para todo entero n > 1

£(2)dz
v (z-x)P"!

v
(1) I(X;Y)f(n)(X) = znn'i J

para todo x¢ y(I); dicho de otro modo, en los puntos en que -
I(x,y) # 0 estdn determinados explicitamente no sdolo el valor
de f, sino también el de todas sus derivadas por los valores -

¢e f en el conjunto v(I).
OBSERVACION 4.7.6

La consideracidn de valores complejos de la variable per-
mite por si sola comprender fendmenos que serian sorprendentes
si nos limitaramos a las funciones de variable real. Considere

mos por ejemplo la funcién f(z) = —— . Si s6lo se dan a z va

7 —
o

lores reales, se obtiene una funcién f(x) definida y continua en R, Yy,



para cada punto aelR, en un intervalo abierto de centro a, f(x)
es suma de una serie entera convergente en Xx-a, que no es otra
que su serie de Taylor en a. Sin embargo, para cualquiler punto
aelR esta serie no es convergente en IR completo, de lo contra-
rio, la serie seria también convergente en € completo por el -
lema de Abel y su suma seria una funcidén entera g(z) que coin-
cidiria con f(z) en un intervalo de R, y por tanto, también en

todo el conjunto abierto conexo T - {i,-i} donde f es analiti-
ca (3.3.8). Pero esto es absurdo puesto que [[f(z)|l tiende a+e
cuando z tiende a 1 6 a -1 en € - {i,-1} mientras que g seria

continua en estos puntos. La razdén de este comportamiento de -

las series de Taylor de la funcidn de variable real w; , que
X7+

sin embargo es analitica en todo punto de R, procede de que es
ta funcidén no puede ser prolongada en una funcidn entera de va
riable compleja (es decir, una funcidén analitica en todo punto
de €); la funcidén f(z) tiene, como se dird en el capitulo V, -

"singularidades' en los puntos * i, que evidentemente no pue--

3

den aparecer mientras se consideren solamente valores reales

de la variable.

§ 8. DESIGUALDADES DE CAUCHY. EL TEOREMA DE LIQUVILLE.
TEOREMA 4.8.1 (Desigualdades de Cauchy).

Sea f una funcidn analitica en un conjunto abierto Dc C;
sean a un punto de D, A: |[z-al||] < v un disco cerrado de centro
a contenido en D y sea M el extremo superior de |[f(z)]|| sobre

el circulo T: ||z-a|] = r, frontera de A. Entonces para todo en



tero n > 0, se tiene

(1) H f(n)(a)“< n'M
: (0)
con el convenio de que f = f,
DEMOSTRACION
En efecto, apliquemos la férmula (4.7.5.(1)), tomando por
vy el la:zo
it
t+a + re (0<t<2M) y x = a;
se obtiene
(n) _ _n!t 211 . -
f (a) A J fla + relt)e nit,,
- 0

—nitH

y puesto que ||le = 1 la desigualdad (4.8.1.(1)) es una --

consecuencia inmediata del teorema del valor medio (4.2.4).
TEOREMA 4.8.2 (TEOREMA DE LIOUVILLE)

Una funcidn entera acotada en todo T es necesariamente -

constante.

DEMOSTRACION

n . . . i
En efecto, sea f(z) = ) c,z una funcidén entera, siendo

n>0

la serie entera convergente en
todo z e C,
ablerto de centro 0 y de radio

tiene por tanto, para todo n

| v

ey |l

| A

se puede aplicar (4.

C (4.7.4). Si [|[f(z)]|| < M para

8.1.(1)) tomando por A un disco

r arbitrariamente grande; se -

1,

|



Pero cuando r tiende a +, el segundo miembro tiende a cero -
(puesto que n> 1) y como el primer miembro es independiente de

T se tlene necesariamente c, = 0 para todo n > 1, y por tanto

f(z) = co en C.
OBSERVACION 4.8.3

En este caso tampoco existe un resultado andlogo a (4.8.17)
6 (4.8.2) cuando nos limitamos a valores reales de la variable.
Por ejemplo, la funcidn entera sen kz es tal que |[senkx | < 1
para todo x eIR, perc no existe mayoracidén de su derivada en IR,

que sd0lo dependa del extremo superior de la funcién en R; por

otro lado, esta funcidn estid acotada en R sin ser constante.
§ 9. CONDICIONES DE CAUCHY
DEFINICION 4.9.]

Llamaremos integral dependiente de un parametro a una fun

cidén de la forma

b
(1) I(t) = J F(x,t) dx
a

donde F es una funcidén de dos variables reales variando x en -
un interyalo cerrado y acotado [a,b] de R, estando t en un in-
tervalo abierto J de IR; F puede ser una funcidn vectorial y es
preciso para cada valor de te J, suponer X - F(x,t) continua -
por intervalos. Admitiremos los dos siguientes teoremas (pro--

piedades de las integrales dependientes de un paradmetro):
TEOREMA 4.9.2

Si la funcién de dos variables (x,t) - F(x,t) es continua

en el producto [a,b] X lemz, entonces I(t) es continua en J.



[EOREMA 4.9.3

S1 la derivada parcial %% (x,t) exlste para todo punto de

[a,b] X J y es continua en este producto, entonces I(t) admite
una derivada continua en J, dada por la fdérmula de Leibiz de -

"derivacidén bajo el signo S " :

Qo
]

b
(n I'(t) = [

(x,t)dx
Ja

Qo
+

Estos teoremas se generalizan cuando hay varios parimetros:
si

b
I(t,s) = J F(x,t,s)dx
a

donde la funcién de tres variables (x,t,s) - F(x,t,s) es contl
nua, entonces (t,s) - I(t,s) es funcidn continua de dos varia-

bles.

Es interesante observar que el Unico hecho de ser continua
mente diferenciable caracteriza las funciones analiticas de --

una variable compleja:
TEOREMA 4.9.4

Toda funcién compleja definida y continuamente derivable
en un conjunto ablerto Dc € es analitica en D (y por consiguien-

te derivable en D).
DEMOSTRACION

Sea f una funcidn continuamente derivable en D y probemos
para todo disco cerrado A: |{z-a|| < r contenido en D (Fig. 20),

f(z) es igual a la suma de una serie entera convergente en z-a



en el disco abierto ||z-a|| < r. Si se considera el lazo -
1 - .
Y: t > a + re t (0<t<?2l), bastarda, en virtud de (4.7.2), de-

mostrar que para z tal que ||z-a|| < r se tieme

(1) £(2) = orr [ flu)du
- | u-z

Iy

Para ello, hagamos, para 0 <)<

(2) g(1) = 1 J f(z+k£u—zD du

271 u-z

(Fig. 17); se tiene entonces

g(1) = 1 J f(u)du

ni

2 Y u-z
_ 1 f(z)du _ 1 du _
g(0) = 2103 JY u-z = £(2)- 201 JY u-z £(z)

puesto que I(z;y) = 1 (4.6.9). Para probar (4.9.4.(2)) basta -
por tanto demostrar que la funcidn g es constante en [U,]]. Se

&

expresa de la forma

g(x) = 7T Tt T.

r J:H f(z+)(avre’ -2)) ity
0 atre -z

Las propiedades de las integrales que dependen de un parametro

y la hipdtesis de derivabilidad hecha sobre f demuestran que g

es continua en el intervalo cerrado [0,1], y derivable en el -

intervalo abierto ]0,1| , viniendo dada su derivada por la for

mula de derivacidén bajo el signo integral (4.9.3.(1))

A : _
(3)  g'(») = zr—r ( £1 (z+n(a+rettoz))ettat

)0

pero se observa que se tiene



oo

g% (f(z+k(a+relt—:})) = iAreltf'(z+A(a+relt—z)).

La formula (4.9.4(3)) da por tanto, para 0O< i< 1,

' (1) = smry £z +a(a+re'to2))

2m

")
lo que demuestra que g es constante en el intervalo abierto -
]0,1], y como es continua en el intervalo cerrado | 0,1] se tie

ne g(0) = g(1).

Figura 20

OBSERVACION 4.9.5

Es de observarse también aqul la diferencia de comporta--
miento entre las funciones de una variable compleja y las fun-
ciones de una variable real. Una funcidén de una variable real
puede perfectamente ser continuamente diferenciable sin tener
incluso segunda derivada, como lo demuestra el ejemplo de la -

funcidén x|x]|.



TEOREMA 4.9.6

=

Condicidén necesaria para que una funcidn £(z) = P(x,y) + iQ(x,y) sea

analitica en un conjunto abierto Dc T es que existan las deril
5l aP 3

2 b} L, B Py
x a’y X

S
]

vadas parciales

A

, 29 v éstas satisfagan las condi
Y gy

Q2

ciones de Cauchy.
DEMOSTRACION

Toda funcidén compleja (analitica o no) definida en un --
abierto Dc T puede escribirse
(1 fx + 1y) = P(x,y) + 1Q(x,y)
donde P v Q son funciones reales definidas en D, e inversamen-
te, para todo par de dichas funciones, la férmula (4.9.06.(1))
define una funcidn compleja en D; decir que f es continua en [
equivale a decir que P y Q lo son. Suponiendo a f continua, bus
quemos las condiciones de P y Q para que f admita en un punto
Zo = Xo * 1Yo una derivada respecto a la variable compleja z.

Por definicidn (3.2.1), la expresion

(2) P(Xo +S,Yo *1t) + iQ(Xo *5,Y0 +t) - P(Xo,¥o) - 1Q(Xo,Y¥o)

s+ it
debe tender a un limite cuando (s,t) tiende a (0,0) enﬁmz per-
maneciendo # (0,0) y forzosamente debe tender a un mismo 1imil-
te a lo largo de cada recta as+ 8t = 0 que pasa por el origen.
Tomenos en particular como rectas los dos ejes de coordenadas:
si se hace t = 0 y se escribe que (4.9.6.(2)) tiende a un liml
te cuando s tiende a 0, se encuentra que las derivadas parcla-

les
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TN
T (XO,}G) Y 35X (Xo,}’o)

deben existir y que el limite tiene por valor

(3) 82 (Kouye) + 1 2% (xa,yo)

Si adem3ds se escribe que (4.9.6.(2)), donde se ha hecho s = 0,
tiende a un limite cuando t tiende a 0, se encuentra que las -

derivadas parciales

0P

, 9Q
a—y(xo,yo) Y

ay

(XO ,YO)

deben existir y que el limite es

1 _B_P 7 & C
(4) - 1 ay (Xo,}o) + By (ko,}’o)

Comparando los valores encontrados, se ve que las derivadas --

parciales de P y Q deben verificar las condiciones de Cauchy

P _ 39 . 3P _ 2
(5) ﬁ (Xojyo) ay (Xo,yQ), ay (_XO’yo) ax (Xo,yo)

Reciprocamente, se tiene el siguiente teorema:
TEOREMA 4.9.7

Supongamos que las funciones P y Q admiten derivadas par-
ciales de primer orden continuas en D y que estas derivadas ve

rifican 1dé&nticamente en D las condiciones de Cauchy

(1) £ = & ﬂ = - ag .
90X ay 9y ox
entonces la funcién f(x + iy) = P(x,y) + 1Q(x,y) es analitica -



DEMOSTRACION

Basta probar que en todo punto (X,,Y.), el 1limite de -
(4.9.6.(2)) existe; la funcidén f(z) tendrd entonces una deriva
da en todo punto de D, y la expresidn (4.9.6.(3)) de esta deri
vada, unida a la hipbtesis de continuidad de las derivadas par
ciales de P y Q, demostrard que f'(z) es continua en D, lo que
permitira para terminar, la aplicacidén de (4.9.4). Considere--
mos por tanto la diferencia
F(s,t) = P(Xo *S,Yo+t)+1iQ(Xo+S,¥o +t) - P(X0,Y0) - 1Q(Xe,¥o) -

_ i) |9F ; 8Q .
(5 + 1t) BX (Xo ,YO) + lBX(XO ;}O) -

Se tiene entonces
Re(F(s,t)) = P(Xxo*+s,yo+t) - P(Xo,Yo) - s %)I% (Xo0,¥0) +% (Xo,¥o0)
que, en virtud de las condiciones de Cauchy, podemos escribir

Re(F(s,t)) = P(Xo *S,Yo*t) - P(Xo,Yo) - s % (Xo,yo) - t % (Xo,Yo)

y de la misma forma se tiene

IID(F(S,t)) = Q(XO + S,}’o + t) - Q(XO_,YO) -5 % (XO’YO) -t % (X03YO)-

Puesto que las derivadas parciales de primer orden de P y Q -

7

son continuas, se puede aplicar el teorema del valos medlo: --
para todo € > 0, existe un namero r > 0 tal que para |s| < Ty

't] < r, se tenga
[Re(F(s,t))| < 5 [s+it], [Im(F(s,t))| < 5 [s+it
y por consiguiente

[F(s,t)| < [s+1it



lo que prueba la existencia del limite (4.9.6.(2)). Una férmu-
la equivalente y mas breve de escribir (4.9.7.(1)) es:

of - of _
(2) ax Fl 5y - .

(4.9.8) Cuando las funciones reales derivables continuamente P
y Q, verifican en D las condiciones de Cauchy se deduce de --
(4.9.7) y del hecho de que una funcidén analitica es indefinida
mente diferenciable, que P y Q son ipso facto indefinidamente

diferenciables en D y que se tiene

.
5! n e s
M (xviyy = 2Q 4,3 3Q - (ym 2P,y 80
d n n n n.
90X X [ay oy
n n n
Por otra parte, las funciones G Yy é—% (lo mismo que E Yy
X 93X sy

n
d - s .. X .
-—%—) verifican a su vez las condiciones de Cauchy; en particu

oy

lar, se tiene para n = ]

L_@\:a[ﬂ]; ir£}=_88 8&]

: 8 [eQ) - 8 {8Q ; i6
Yy puesto que 3y {BXJ ~x [By} , se obtiene para P la ecuacidn
de Laplace

2 2
(1) 3 g + 0 P _ 0

X 3y

y se verifica de manera similar que Q (que ademds es la parte

real de - if), es también solucidn de esta ecuacidn.
Inversamente, una funcidén P derivable dos veces que veri-

fica en D la ecuacidén de Laplace (4.9.8.(1)) no es forzosamen-

te la parte real de una funcidn analitica en D.



PROPOSICION 4.9.9

Sea P(x,y) una funcidn dos veces continuamente diferencia
ble en un cuadrado D: |x-x,| < 1, |y-vye| < 1 v que verifique
en D la ecuacidn de Laplace. Entonces existe una funcidén anall
tica f en D tal que Re(f(x+ iy)) = P(x,y) y todas las funcio--
nes que tengan esta propiedad son de la forma f+ ¢, donde c ==

una constante.

NEMOSTRACION

Obsérvese gue si Re(f(x+ 1iy)) = P(x,y), se tiene, en vir-

tud de las <condicicnes de Cauchy y de (4.9.6.(3)), --

£1(x + iy) = o2 (x,y) - i oF

X (x,y) y la Gltima afirmacién se -

deduce de (4.3.2), siendo D c¢onexo. Para porbar la e¢xistencia

(e

de f, en virtud de (4.9.4), basta demostrar que existe una fun

cidn continuamente diferenciable Q(x,y) en D, que verifique --
las condiciones de Cauchy (4.9.6.(5)), luego, se define una --

tal funcién por la férmula

t
(X0 +u,yo)du + { opb (Xo + S5,¥0 *V)dv

Qxo *S,Y0 + t) = - T

En efecto, se tiene utilizando la férmula de derivacidn -

bajo el signo de integracidén (4.9.3.(1))

0 9P
5% (XO + S,Yo * t) = ﬁ (Xo + S,¥o + t)
t L2
'BQ (Xo T S,Ye * t): - op (Xo + S:Yo) + ( ob (XG+S,}70+V)dV
°x oy Jo ax?

Pero en virtud de la ecuacidn de Laplace



lo cual, demuestra la propesicidn.
& 10. EL TEOREMA DE CONVERGENCIA DE WEIERSTRASS

DEFINICION 4.10.1

Si f es una funcidn definida en un intervalo abierto ]a,b|

(es decir, conti--

i
L

(@ vy b finitos o infinitos) v continua a trozos

nua por intervalos en todo intervalo cerrado v acotado --
o ) b
|@,8] cJa,b’ ), se dice que la integral impropia J f(t)dt es -

a
C

b
f{t)dt + { f(t)dt, para un a < c<b, suponiendo que -

igual a J
a ‘c

cada una de estas integrales impropias existan; es claroc que -

esta definicién no depende de la eleccidn de c.

Es de hacerse notar aqui que cuando una funcién f continua
a trozos estid definida en un intervalo acotado [a,b:, se escril
b o+ oo
be a menudo f{(t)dt bajo la forma f(t)dt conviniendo gue se
J J
a -0

prolonga por 0 la funcidén f en R completo. La convergencia de

estas integrales es evidente.
TEOREMA 4.10.2

Sea (fn)n>] una sucesidén de funciones complejas definidas

en un conjunto E tomando todos sus valores en un subconjunto -
cerrado y acotado F del plano complejo C; sea por otra parte h
una funcidn compleja continua en F. Entonces, si la sucesion -

(f)

converge uniformemente hacia una funcidn g en E, la su

n'n>1



—
o
s

\

=
ot
¥2]
”

melenes compuestas, converge unifor

memente en E hacia f o g.
DEMOSTRACION

En efecto, se tiene g(E) c F,; por otra parte, un teorema -
que admitiremos dice que para todo € >0, existe un niimero & > (
tal que si z, I, son cos puntes de F tales que |
tonces se tieme |[|h{z) - h(z.) || < €. Pero por hipdtesis existe

un nimerc n. que no depende mAs que de &, tal que para n>No -

se cumple || g(x) - fr(x)\|< § prra todo xe E. Se tiene por tan

to || h(g(x)) - h(f (x))

| < € pera todo xe E y todo n>n., de -

donde se deduce nuestra afirmacidn.
TEOREMA 4.10.5

Sea I = [a,b] un intervalo cerrado y acotado de R y sea -

(gn)n>1 una sucesi6n de funciones complejas continuas a Trozos

en 1, que converge uniformemente en I hacia una funcién fragme

tariamente continua f. Entonces se tiene

b ‘b

(1) lim J‘gn(t)dt = f(t)dt
i@ a 4 a
DEMOSTRACION
Debemos probar que dado un nimero € > 0, existe un enteroc

N., que sb6lo depende de £ tal que para n >rnc, se cumpla

({‘ rb
2) f(t)dt - | g (t)dt| < ¢
(2) ), ) En <

-

En efecto, aplicando el teorema del valor medio (4.2.4), se tie

ne



b A it 19

|| f(t)dz g (tidt| <  [f(+; - g (t)dt
|)a _/a n | - )I‘,—:l n
La hipdtesis de convergencia uniforme implica que existe un en
tero n, que sdlo de £, tal que, para n>n, y para todo tel, se
cumpla
f(t) - g (1 —
£t J Byt ¢ ¥5
En virtud del teorema del valor medic [4.2.3.(4)) se tiene por
tanto la desigualdad (4.70.2.(2)) para todo n>n,, lo cual prue
ba el teorcma
TEOREMA 4.170.4 (Teorema de convergencia de Weierstrass)
Sea (frjn“] una sucesidén de funciones analiticas en un -
1
conjunto abierto Dc €, v supongamos gue para todo disco cerra-
.. r ~II .
do 4¢ D, la sucesidn Ifr[:s,n\j converge uniformemente en 4 &
t o jn>1
un limite f(: Entonces la funcién f es analitica en I vy para
tode disco cerrade £ contenide en I, v todo entero k> 1, la su
3 . Vi)
cesidén de las derivadas f " (z) L converge uniformemente en
: [ lae
. AN T
A hacia f( )(:).
DEMOSTRACION
Sea en efecto 4: ||z-zo|| < r un disco cerrado contenido -
en I, v v el lazo t = £, + re" (0 < t< 2); siendo la funciodn
f continua en [, puesto que un limite uniforme de funciones --
continua es continuec, para probar que es analitica en el disco
abierto |[z-zo < r, basta demostrar que para todo-punto z de
geste disco se tiene
1 [ f(u)du
1 f(z) = 5+ o
(1 (z) 211 lg—2



en virtud de (4.7.2). Por consigulente se tiene, por la farmu-

la de Cauchy (4.7.1)

¢ (o) 1 , fn(u)du - p2l fn(L0+re Je  “dt
Z = e ~ —_— = = == = = -
n 271 J u-z 3 | O 1t
20 Zo tTE -2
1t 1t
fn Ze+TEeT e’
Pero, para z fijo, la sucesidén de funciones t - - : _
T_O‘*'FLi - £
. i _ f(ZcTreitWeit
converge uniformemente en [0,2I] hacia t - - ST , en
Zo+tTe -z

efecto, se tiene

| lt - — H
lz - 26 = Te || > T~ ||z-20]

y por hipdotesis, para todo ¢ > 0, existe un n, tal que para -

n>n, y para todo te |0,2I], se cumple

|(fn(zo+relt] - f(:o+relt))elt

= <
it _—

|
| Zo + TE -z = - |lz-zol]

lo que demuestra nuestra afirmacidén. La relacidn (4.10.4.(1})
resulta entonces inmediatamente del paso al 1imite uniforme en
una integral (4.10.3). Del mismo modo se obtiene la mayoracidn

er
lz-z0 |l

() ||g2) - £, <
para n>n,, 10 que pruecba que bastaria suponer que la sucesidn
(fn(u))n>1 converge uniformemente hacia f(u) sobre el circulo

|lu-zo|| = r para que se cumpliera la convergencia uniforme de

la sucesidn (fn(zj)n> hacia f(z) en todo disco

1

Z-z2e|| < ' donde T'<T

Del mismo mcdo, particndo de la relacidn (4.7.5.(1))



_(‘(kr.l (_\ _ }‘ | T
n i 271 i n+]
vy (u-z]
ol -9 | [P 5 o
y de la férmula andloga para f(I (z), se obtiene la ms ~acifor
- =) : =) . %
: {1z} - Jfr‘7':\, < ]\';L—— -
7 . i n+1
= [l =2 |

para n > ne,

1 . }\-\] ~
hacia f( (z

Se puede cons

Weiersirass vcemneral

funcidén anal

forma,

-
LA
LCL

Dc € un conjunto a

compleia (Z,u) -
propiedades

la) para todo uce vy

las funciones

Za)

nuas en X yv(I

(Debe observarse que no

los conjuntos D ¥

lo que demuestra la

en todo disco |[z-zo]| <
iza el hecho

itica en

el siguiente resultadc

bierto

convergencia uniforme de 77
r' para r'<r.

iderar que el teorema de convergencia de -

de gue una seric entera ecs 13
su disco de convergencia (3.1.2}. De igual

generaliza (4.7.2).

,b] —s € un camino en €; sea

por otra pAarte

en € y supongamos dada una funcién -

(z,u} en DX ~vy(I), que tenga las siguientes -

la funcibn =z

(I)}

+ g{z,u) es analitica en D,

d

0o

(z,u) » g(z,u) y (z,u) - (z,u) son conti-

Q2

I~

).

existe ninguna relacidn necesarila entre

Y li 1\) en )
iciones, la funciodn



T

DEMOSTRACION

En efecto, hagamos
b
R(x,y) = £(x+iy) = | glx+iy,y(t))y' (t)de;
las propledades de las integrales dependientes de un pardmetro

demuestran que R es continua y tiene derivadas parciales conti

nuas de primer orden

%% s 25 Yy que se cumple
R 4 9R °(2 gx+1y,y(t)) + 1 g(x+1y Y(t))}Y'(t)dt = 0
aX 8}7 alaxb b Jay S 2 J .

lo que demuestra (4.70.5).
El teorema de Welerstrass (4.10.4) permite extender (4.10.5)

a lntegrales mas generales.
DEFINICION 4.10.6

Llamaremos caminos sin fin en € a wuna aplicacidn
y: I = Ja,b]|

(acotado o no) y tal que para todo intervalo cerrado [c,d] con

> € definida en un intervalo abierto I de IR -

tenlido en I, la restriccidén de vy a [c,d] sea un camino (en el
sentido definido en § 1); no se supone que y(t) tienda hacia -

un lImite cuando t tiende a a 0 a b.
DEFINICION 4.170.7

S1 y es un camino sin fin y £ es una funcidon compleja con
tinua en y(I), se llama integral de f a lo largo del camino --

sin fin vy, a la integral impropia (4.10.7)



Sy
(cuando existe), que se sigue dencminando | f(z)d:.
Iy
TEOREMA 4.10.8
Sea yv: I = Wa,bt ——s @€ un camino sin fin en €; sea ademis

Dc € un conjunto abierto en € y supongamos dada una funcidén -
compleja (z,u) - g(z,u) en DXvy(I), que tenga las propiedades
la. y 2a. de (4.70.5) y que verifique por otra parte la siguien-

te condicidn:

3a) Cualesquiera que sean el disco cerrado Ac D, el intervalc
cerrado Jc I y el nGmero ¢ >0, existe wun 1intervalo cerrado
[co,do] c I conteniendo a J, tal que, si Yo es la restriccién -
de y en [co,ds], Se tenga para todo z e A,

'I{I
|] szwau - |

}v\’

g(z,u)du{ < €.

By

1Ll

( ..
stas condiciones, la funcidén f(z) = | g(z,u)du es analiti-
J o~
Y

(0]

ca en D.

DEMOSTRACION

Aplicando la hipdtesis para € = % para todos los enteros

n>1, se obtiene una sucesidn de caminos Y, : Lcn,dnj — T, --

restricciones de v en los intervalos [Cn,dn](:l, donde c, > a

y dn + b, tales que

| [

g(z,u)du - ( g(z,u)du
WAy Iy o

1
| <
—

para todo ze A. Como en virtud de (4.10.5) la funcidén fn(:) = J g(z,u)du

: . Y
)’ n



es analitica en D' v converge uniformemente hacia

by
1
L -
D
=
=
Ha

es analitica en I en virtud de (4.10,4).

OBSERVACION 4.,10.9

Bajo las hipétesis de (4.10.4), supongamos que para todo
disco cerrado Ac¢ D, los conjuntos fn(A) estén todos contenidos
en un conjunto cerrado y acotado Fc [, y sea u una funcidén ana
litica en un conjunto ablerto E que contiene a F, Entonces la
sucesién de las funciones compuestas U o fn {analitica en D)
converge uniformemente en todo disco cerrado Ac D en virtud de

(4.70.2), y tiene por limite la funcidén analitica uo f.



s

Capitule

TEORIA DE RESIDUOS

[ng
—
.

PROLONGACION ANALITICA Y SINGULARIDADES

v L L

S1 f es una funcidn analitica en un conjunto ablerto co--
nexo DcC v si z., es un punto de D, se sabe gue la serie de -
Taylor de f en el punto =Z. converge en el mayor disco abierto
A: |lz-z,]] < v de centro z. contenido en D(4.7.3); perc, como

va se ha sefalado, puede suceder que el disco de convergencis

4]

de esta serie sea mayvor que A (Fig. 21), y este serd el caso -

o

mas frecuente.

Figura 271.

Puesto que la frontera |[z-z.

| = r de 4o contiene por lo -
MENOS un punto z. de la frontera de D, se ve que existe una -
funcién g, analitica en el conjunto abierto (no vacio ya dgue -

z, €s punto frontera de D) AN D.



La discusifn precedente nos lleva a distinguir de manera gene

ral, entre los puntos frontera 2, de D, dos clases de puntos:

DEFINICION 5.1.1
Diremos que z, €s regular {para f) s1 existe un conjunto

ablerto conexo A, que contenga a z., ¥y una funcibén analitica g

1

en Ao, que colncide con f en un conjunto abierto ch:Dn Ae,

del cual z, es punto frontera. Si no es asi, diremos que z, €s

singular para f.

Cabe pensar que cuando z. es un punto frontera de D, regu

1
lar para f, se puede (con las notaciones precedentes) prolon--
gar la funcidén analitica f al conjunto abierto DU A, mds gran-
de que D, considerando la funcidén igual a £ en D y a g en A,.
Esto es posible cuando f y g coinciden en DN A, completo; y es
te serd automdticamente el caso en que DN A, es conexo en vir--
tud del principlo de polongacidén analitica (3.3.7).

Pero puede suceder que z. sea un punto regular para f, -

L

que la interseccldn DN A, no sea conexa (Fig. 22) y que £ y g
no coincidan en toda esta interseccién completa, aunque por de
finicidn, coincidan en una parte ablerta conexa ae Dn 4, de 1la
cual z, €s punto frontera; y puesto que una funcidén no puede -
tener md&s que un valor en un punto, no es posible definir una
funcién en DU A, como se ha sugerido anteriormente.

Los ejemplos de este fendémeno, donde no es posible prolon
gar f, por mds pequefio que sea el conjunto ablerto A; conte---
niendo a zy, Y aurque z, sca regular, no serdn tratados en el

presente trabajo.



/

La posibilidad de la prolongacién analitica de £ en un -
abierto mayor que D, depende por tanto a la vez de f y de la -
geometria de D. Por ejemplo, cuando D es un disco abierto, o -
un semiplano abierto, o el interior de un rectidngulo, DA, es
conexo para todo disco abierto Ao que tenga por centro un pun-
to frontera cualguiera Z4 de D, y si z, es regular para f, se
puede por tanto prolongar f a Duyud. para un disco A, bastante

pequeho.

PROPOSICION 5.1.2

Sea f(z) = co + ¢,z *+ Cc,2° + ... + Cc_z + ,,. una serie -

entera en z, cuvo radio de convergencia R > 0 es finito., Enton
ces existe por lo menos un punto frontera del disco de conver-

gencia D: ||z-zo]||] < R de la serie que es singular para f,
DEMOSTRACION

Razonando por reduccidn al absurdo, supongamos lo contra-

rio; entonces, para tado punto frontera u de D (tal quellu|| =R),

1
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existiria un disco abierto £ de centro u y de radio mayor

que cero, tal que hubiera una funcidn analitica g, en Au -

coincidente con f en D(\AU. Ademéds para dos puntos distin-

tos y, u' tales que |lul = |lu']l = R, si la interseccién -

[ i |

Aufﬁﬁu, no es vacila, las funciones g, Y &y coinciden en -
L.

AN A ve en efecto, la interseccidn Df\ﬁur\_

U L1 €s un con--

junto abierto no vacio (Fig. 23) en el cual por hipbtesis

las funcilones

oQ

u Y &y coinciden con f, y puesto que

)

(]

Au(\gu, es conexo, se tiene que f = g en virtud del princi

pio de prolongacién analitica (3.3.7)%. Sea entonces el -
conjunto abierto D', unidén de D y de todos los b, cuando -
u recorre el circulo [|jul]| = R; se puede definir alli una -
funcidén g por la condicidn de ser igual a £ en D y a g, en
cada uno de los discos A5 Y puesto que en virtud de lo an
terior, no se obtiene de esta forma mis que un solo valor
en un punto de D', esto define perfectamente una funcidn -
en D', evidentemente analitica y que prolonga f. Por defi-
nicidn, los puntos del circulo [[u]|| = R pertenecen todos a
D', por tanto el mayor disco abierto D. de centro § conte-
nido en D' tiene un radio R > R (puesto que el circulo -
lul| = R es compacto). La serie de Taylor de g en el punto
0 seria por tanto convergente en Do (4.7.3); pero esta se-
rie es la misma que la de f, lo cual es contradictorio, de

donde, nuestra conclusidn.




Figura 23.

OBSERVACION 5.1.3

S1 £ es una funcidn analitica en un conjunto abierto co--
nexo D, puede suceder gue todos los puntos frontera de D sean
singulares para f; cuando es asi, no existe ninguna prolonga--
ci6n de f en una funcidén analitica en un abierto mayor que D;
se dice entonces que D es el "dominio natural de existencia" -
de la funcidén f. Pero lo mas corriente es que ciertos puntos -
frontera de I! sean regulares y otros singulares. Estudiaremos
a continuacidén un caso particular de las dificultades que pue-
de nresentar el problema de la prolongacidén analitica: el caso

de los puntos frontera aislados.

§ 2. PUNTOS SINGULARES AI1SLADOS: LA SERIE DE LAURENT.

DEFINICION 5.2.1
Sea D un conjunto abicrto en €. Diremos que un punto {ron

tera a un D es aislado si existe un disco abierto A: |[z-a]| < T -
l 4



de centro a, el cual contenga todos los puntos perteneclentes
a D excepto a.
Se puede demostrar que resulta lo mismo decir que en este

disco no existe ningin punto frontera de D distinto de a.
Nos proponemos estudiar el comportamiento de las funcio--
nes analiticas en D en el entorno del punto a y podemos por -

tanto, limitarnos al casoc en que D = A - {a}l.

Uno d2 dichos conjuntos abiertos es un caso particular de
una corona abierta (o anillo abierto) S: r, < z-all < 1,, don

de 0 < T, < T Y generalmente vamoa a estudiar las funciones -

analiticas en una de dichas coronas (Fig. 24).

PROPOSICION 5.2.2

Si S es una corona ahlerta, entonces S es un coenjunto -~

abierto conexo, pero no simplemente conexo.



DEMOSTRACION

En efecto, si r, < r < T, y si vy es el lazo t = a + re

(0 <t < 2I), la integral es igual a 21 (4.3.3), mien

= % o i3
tras que la funcidn 1/(z-a) es analitica en S, luego, en vir--
tud del tcorema de Cauchy se tiene que S es me simplemente co-

nexo.
En todo caso, se tiene el sigulente corolario del teorcma

de Cauchy:

COROLARIO 5.2.3
Sea S una corona abilerta. Si r] <T<7T1' < T, Yy s1 se de-
: s it . P a1t )
signa por vy y yv' los lazos t -+ a + Te y t = a + 1'€e res--
pectivamente (0 < t < 2]I), entonces, para toda funcién f anall
tica en S se tlene

) )
J f(z)dz = | £(z)dz,

=
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!
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En virtud del teorema de Cauchy (4.5.3), basta probar que

Yy v v' son homotopos como lazos en S, En efecto, si se conside

ra la homotopia

d(t,s7 = a + (r{l-s) + s1r'") elt

—

donde 0 < < 2Ly 0 < s < 1, el resultado es inmediato:

P

t
1) S1 te [G,ZK] es arhitrario, se tilene

Y i
¢(t,sy = a + re to. v(t), para s = 0
o(t,s) = a + r'e't = yv'(t). para s = 1

ii) Por otro lado, para se [0,7] arbitrario se tiene:

®@(0,s) = a + (r(1-s) + sr')= @(20,s).



De la proposicién precsdente se deduce Ta {3.muia s
te, que sustituyve la formula de Cauchy (4.7.1), 1la cual no

implemente conexo S.

tn

aplicable en el conjunte no

Sea f una funcidén analitica en el anillo S: 1 < ||z-a]

con las mismas notacicnes de (5.2.3), se tiene para S

] f(z)d:z 1 f(z)dz
1 (2 = et , o J eSS
(1) £(z.) 201 Jy' z-z. 2l “y Z-%&,

DEMOSTRACION

Si definimos todavia en S la funcién g(

[ ., f(z) - f(zo)
lg(z) = l—:—ﬁh L,z #F oz,
— L a
<

ra
T
o
L
1l
Hh
t
o
f—

el mismo razonamiento qgue en (4.7.1) muestra que g es anal

ca en S. Por (5.2.3) se tendri

#n virtud de la hip6tesis de z, se tiene

{ e -
F 4t oy [ A4 soom
: Jo1Z-Zo
y

Jo, = =0

por (4.6.8), de donde se obtiene (5.2.4.(1)).

De este resultado se deduce un desarrollo en serile qu

sustituye al desarrollo de Taylor:

T7OREMA 5.2.5 (Teorema de Laurent)

~

-
i

Sea f una funcidén analitica en un anillo § alrededor de

un punto a. Entonces para todo ze S se cumple

[
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—
]
@]
=
(@]
]
jou]
~
>
~1
P



o0 d
v n

o
z c {\:_al,l' + Z - )

(1) flz) = == _
n=1 (z-a)"

ente para |[z-al| < 1,

[ee]
. - n
donde la serie entera ) c (z-a)" es converg
=0

n
oo d
v la serie entera en e ) E - ©s comvergente para
- n=1 (z-a)
lz-all > Ty Y los coeficientes vienen dados por las fdérmulas
1 f(z)dz 1 n-1
2 c_ = - ——x] d = - f(z)(z-a -
(2) n 211 n+T n 2I1 (z)(z-a) d
y (z-a) Y

vdlidas para todo lazo Y: t - a + relt, 0 < t < ZI para T{<T<T,

(desarrollo de Laurente de £ en S).

DEMOSTRACION
S un punto cualquiera; puesto que

r' tales

En efecto, sea z¢
T, < |z-a|| < r,, es posible encontrar dos nlmeros r,
Por (4.7.2) resulta entonces

que 1, < T < l|z-all < r' < T,.

gque se tiene

1 f(u)d © n
ﬂ[ e N I
! n=0
donde S ﬁl: | —ELElg%%
Ty (u-a)
siendo ademéds la serie convergente para ||z-a|l < r'. Por otro
lado, para ||lu-al| = r, podemos escribir
- _yn-1
(3) 1 ﬂT ] __! = - f 1, _u-a .o s {(u-a)
u-z z-a 7. v-aj z-a Z -7
| e (z-a) (z-a)

donde la serie es convergente, para



(4)

1
1A
=

Como la funcién f es continua, v en consecuencia, acotada en -

el circulo ||u-all|= r la serie de término general
I it. i
rf(a+relty Mt
- 511
(z-a)

es normalmente convergente (2.1.9) para 0 < t < 21 en virtud -
de (5.2.5.(4)); luego, intepgrando esta serie t&rmino a término
o “ ?

se obtiene

1 ( f(u)du _ z dn
DI - -
S Jy vz n>0 (z-a)
para
(ZH e g f -
d = 0| Tirffratret®)e™t - 1| fru)u-a)® lau
n 21;1 JO Laill J_Y

siendo la serie convergente para |[|z-a|l » v, Teniendo en cuen-
. a2 o n+l
ta (5.2.3) y el hecho de que las funciones f(z)/ (z-a) - =
n-1 oy - .
f(z)(z-a) son analitlcas en S, se ve que en 1las expreslones

de c, Y dn dadas anteriormente, es posible reemplazar los ra--

dios r y r' por cualquier nGmero r" tal que v, < r" < T,, Se -

1 2
<) 0 a
ve por tanto que las series ) cn(z—a)n y ) 4u4£4F conver- -
n=0 n=1 (z-a)"
gen para [jz-al|| <1, vy |[lz-all > r,, respectivamente. Luego,

de lo anterior v de (5.2.4.(1)) se deduce la f&rmula (5.2.5.(1)).

PROPOSICION 5.2.6
Si S es una corona abierta y f una funcidn analitica en S,

entonces el desarrollo de Laurent de f en S es TGnico.
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Supongamos que el desarrollo de Laurent de £ en S no es -

inico. Sea cntonces

© «© at
.. n n
f(z) = | ¢! (z-a) + § ———
S n
n=0 n=1 (z-a)
uno de tales desarrollos. Implicitamente estd supuesta la con-

vergencia de las dos series enteras, lo que implica, por el le

oo
i \ T
ma de Abel, que para T, < r' < 1" <7r1,, la serie ) c! (z-a)"
- n=0 N
@ a!
C n

converge normalmente para |[z-a|| < r" y la serie e
n=1 (z-a)

converge normalmente para |[/z-a|| > r'. Luego, para todo nGmero

r tal que T, < T <T,y todo entero m, se puede escribir

-

(z-a)" Mz + (z-a)™ Maz

Y n

{ £(2)(z-a)"dz
Y n

]
Il o~ 8

Il ~1 8

d' |
] n ’|\"

en virtud del proceso de integracién término a t&rmino de una
serie uniformemente convergente, donde Y es un lazo definido -

come en (5.2,5). Pero,

[ 0, sip # 1

?

21 }
(1) [ (Z—:i)pdz _ rp+ji J e(p+])1tdt _ <
Iy 0 LZHi, sip= -]

por tanto se obtiene perfectamente c! = c_ para n > O}fdﬂ==d

n n n

para n > 1 en virtud de (5.2.5.(2)).
EJEMPLO 5.2.7

Sea f(z) = - - —— . Como f es analitica en el anillo
(z-1)(z-2)

1 < ||z]|] < 2, £ se puede representar en dicho anillo por medio

de una serie de Laurent. El cdlculo de los coeficlentes se pue



de simplificar mucho en este caso si en vez de utilizar las -
£ A 1 ‘[q,: [ L i I = ) y o3 . g e . ST Il o T -

1ormulas (2.2.5.(<4)) se sigue el procedimiento siguiente, basa
do en la unicidad del desarrollo de Laurent. En primer lugar -

expresamos f en la forma

(M —— = - 1 1
(z-1)(=z-2) (z-1 (z-2)
Se tlene entonces
] a0 (e &
]_ ? 1T ¢ n c
S T LI SRS PR
21 ey 2 n=g *? n=1 z"
1 -
3 2 N i z 1N -
77 = 7 Z (7) , para |[|z]|| < 2.
(1-5) n=0 "

Por consiguiente, se tiene para 1 < ||z]|l < 2

(z-1)(2-2) nZo 0% -

donde ¢ = - ;+1 » paran = 0,1,2,...;d = - 1 para
2 i

n=-1,-2 .

§ 3. ESTUDIO DE UNA FUNCION ANALITICA EN EL ENTORNO DE UN PUN-
TO SINGULAR ATISLADO,

(5.3.1) Si f es una funcidn analitica en un "disco punteado" -

A - {a}t: 0 < |[z-2l] < r se puede, en virtud de lez proposicién

rle de un modeo finico su desarrollo de

as0C1

o0

anterior (5.2.6)

2
Laurent. La funcidn
d

(1) u(z) = § "

n=1 [:—ujn

se 1lama la parte singular o parte principal de f en el punto




a, v puesto g

m

n
I~
1
jab]
.
=
-l
8]
Hy
=
(8]
d
o
=

ue esta serie converyg

1 ° :
2 - T 3 - iy 3 _,]"
(2) via + ) L dpX

cs una funcidn entera de la variable compleja x. La funcién

b

n en £ - {a} de una fun-

()

f(z) - u(z) es por tanto la restricci
cién analitica en A. Para una funcién f dada, los puntos fron-

tera aislados se clasifican seglin la naturaleza de la parte --

1¢) Supongamos en primer lugar que u sea idénticamente nula, -

es decir, dn = 0 ¥ n > 1. Entonces se tiene para ||z-al| < r

£(z)

I
I~ g
N
N
S
!

0
—t
=

o
[a]

Pero la funcidn del segundo miemhro es analitica en todo el -

disco abierto A: ||z-al|| < r, por tanto prolenga f a A, Inversa

i

mente, si f puede ser prel 1da en una funcién analitica en -

e
ng

@]

-

A, el teorema de Cauchy (4.5.3) demuestra que d

0% n > 1,
Tl -

El caso que examinamos es por tantc aquel en gue a es un punto

frontera regular para f (seccién 1), razdén por la cual

n

Y c_(z-a)
n=0

es llamada la parte regular de f en a. Si f no es

idénticamente nula, el nfimero mas pequefio m > 0 tal que < 7 0
—_ 1

se llama orden de f en el punto a y se denota w(a:f). Decir -

que w(a;f) = 0 significa por tanto que la funcidén f(prolonga--
da en A) no se anula en el punto a; si w(a;f) = m, donde m > 1,

|
LS

se puede escribir

i - 1~ r ta 1 =] - r b \ I
f(z) = (:-aj’J]L:J, ionde f,(z) # (0, y se dice que a es un ce-

ro maltiple de orden m de f.



tri

funcidn

22) Supongames en segundo lugar que la nter
(5.3.1.(2)) sea un polinomio nc idénticamente nulo, por tanto
d d., d
= » 1 Z n
(3) u(z) = =t L
- W . r\]".
z-a (z-a) (z-a)

para dn # 0. Diremos entonces gue a es un polo miltiple de £ -
de orden n {rclo simrle, doble, etc., para n = 1,2, ). Simi-
larmente, el niGmerc -n se denominarid orden de £ en el punto a,
denotdndose de ig¢ual rorma; se puede escribir

£(z) = (z-a) "£,(2), ©

F ] L ¥ P‘ra
1, v 1
. - v - TR

4) £,(z) = d_ + d z-a) + + d,(z-3) + ) ¢ (z-a)

( D 1(‘4) I I’I‘][ C‘) ]( J "—i.’, kk ‘.
donde la serie del segundo miembro es convergente en A; por 1o
tanto f] es analitica en A, y se tiene f](a] Z 0.

32) Consideremos como Gltimo caso, que la funcidn entera
(5,3.3.(2)) no sea un polinomio, es decir, se trata de una fun
cidén entera trascendente; o sez, existen infinitos valores de
n tales que d_ # 0. Diremos en este caso gue & es un punto sin

gular esencial aislado de f. Para toda funcidn entera trascen-

A ] . .
dente v, la funcién v(=) tiene por tanto z = 0 como punto sin-
gular esencial.

UESERVACION 5.3.2

Cuando f es una funcidn analitica definida en un conjunto
ablerto conexo Dc €, el orden de £ en un punto frontera aisla-
do a de D estd definido cuando f no es idénticamente nula y -
cuando a no es un punto singular esencial de f. Este nlimero en

tero {positivo

te teorema.

o negativo) w(a;f) se caracteriza en el siguien



Para que umna funcidn f analitica en D tenga un orden ---

lgual a m en el punto a, es necesario y suficiente que, cuando

9 . k- it A q
tienda a a permaneciendo en D, || (z-a)"f(z) || tienda a 0 para
k> - m, a+« para k < - m. Se puede decir también gue -m es -

- - .- . k
el entero mis pequefio k (positivo o negativo) tal que (z-a) f(z)

)

permanezca acotado cuandc z tiende a a permaneciendo en D.

DEMOSTRACION
La necesidad de las condiciones del enunciado se deduce

inmediatamente de que
- k K 1 c
I(z-a) £(2) || = |lz-a (i "™ £, (22 |

donde fj, siendo analitica y distinta de 0 en el punto a, tien

de al 1imite finito f](a) Z 0,

Para ver que la condicién es suficiente, observamos en -
primer lugar que implica que f no es idénticamente nula en D;
todo consiste por tanto en demostrar que a no es un punto sin-
gular esencial para f, y basta para ello ver que los coeficien

tes dn del desarrollo de Laurent de f en a son todos nulcs pa-

ra n > - m. luego, con las notaciones de (5.2.5), se tiene
n (20 . .
_ T e, 1ty nit,,
(1) dn = I [ J_(bl"'re )e dt
FA
donde r > 0 puede tomarse arbitrariamente pequefio. Por hipdte-

s1s, para todo € > 0, existe un nimero 1, > 0 tal que, para -

0 < 1T < 1, se ten

. it -n
!!ILa~r¢1 yIl < eT T

2

en virtud de (5.3.3.(1)) y del teorema de la media, se tiene -



por tanto |ld || < e v come

n

i

Fl interfs de este crti

Es de observarse que si a es un punto SsiT

aislado de f, Ef[Z-S}R

n
=
s
M

z tlende a a para ningfn

=
m

i

valor

¢ punto.

del

El ejemplo de la funcién sen(1/:z)

erio reside en gue permite determi

onocer por anticipado el desarro--

ular esencilal -

rf(z)H no puede permanecer acotado cuando

entero k, en razdn de (5.3.3).

{para a = 0) demuestra que f

puede tener inf{initos ceros en un entorno de a, de forma que -

para la funcidn 1/f, a no es ya un punto singular aislado, Cuan

A

do ademas f(z) # 0 en D,

cial aislado de 1/f (sin

el punto a es un punto singular e

lo cual a

n

e~

seria un polo 0 un cero de

1-
f):; se ve por tanto que ||(z-a)"f{z)|| ya no puede permanecer -

acotado para nigin valor

OBSERVACION 5.3.5

de k.

El cdlculo de las derivadas de una funcidén analitica f -

{(no idénticamente nula),

en un punto a (3.2.4.(3)) demuestra -

inmediatamente que el orden w(a:;f)

tal que se cumpla f(k]

EJEMPLOS 5.3.6

1) En la funcién £(z) =

-

es el entero més peqgueflo m

r
f
\

< k < m-17y es £0m) (ay40.

considerada en (5.2.,7), --

(a) = C, para O
(z-13(z-2)
de

z = ay z = 2 son polos

la descomposicidén (5.2

. 1 1
(g

1) £(z) = - — - ——

) £(2) Z=] 1-(z

se obtie

-+
It~ 8

0

primer orden. En efecto, aplicando

ne:

(-1 (z-D7, 0 < J|z-1]] < 1)



ii) fl\:) = = - T PO IR A S Tk :"_'... (I« e < ]
G e ‘_5,.'_":’; = = ’
2) Sea la funcién
1
it~ o 1 ' 1
f[:»]—e = 1 + = + — o+ . +
- v ..
= — o — is L =
la cual estd definida para tedo ||z]|| > 0, sin embargo el wri--
gen, a pesar de ser un punto singular no es un pelo de f, va -
que su parte principal contiene un nOmero infinito de términos.
PROPOSICION 5.3.7
Sean D un conjunto abierto conexo en @, & un puntc fronte
ra aislado de D, f y g dos funciones analiticas en D gue admi-
ten cada una un orden en el punto a. Entonces
1) La funcidén fg es analitica en D y admite en el punto a un -

orden tal que

(1) w(a;

g) = w(a;f} + w(a;g).

A

]

11} La funcidén f+g es analitica en D; si n

nula admite en a un orden tal que

,A
tAl
=

~
o8]
Fh

4
o
1l
l._l
o
Fh

"
jav)
bt

-

-
~—
)

[Go!

—

—

i11) Existe un disco ahlerto 4 de centro a tal que

litica en A - {a}, ¥ admite en el punto a un orden
(4) w(a;1/f) = - w(a;f).

DEMOSTRACION
Todo se deduce de (5.3.3) y de que, si wla:f)
se tilene

w(a;g) = n

b

1/

+ a7

{

es

que

es idénticamente -

dlld -



. <IN = . 1 5
f(z) = (z-a) £.(z]. o(z2] = | ~a?TP (=

donde f] Yy g4 son analiticas en un disco abiertoc de centro a vy

tales gue 1 # .
1] ue fj(a) 7 0, g1

lananY

a

o
e
=

La afirmacidén (i) es entonces inmediata; si por ejemplo -

n >m se tiene

£(z) = (z-a)"f,(2), g(2) = (z-a)lgy(2)

y siendo la funcidn f1fz) + {a-z g,(z) analitica en un en--
torno de a, tiende al limite 51[3) # 0 sin>m, a fjhﬂ + g1&ﬂ
sin = m. Finalmente, en virtud del principio de los ceros ais

lados, existe un disco abierto A de centro a tal que f]{z) # 0

en A; de donde (1ii).

93]

OBSERVACION 5.3.8

Dados un conjunto abierto Dc € y una sucesidn (finita o -

21)

no) de puntos a_  que son puntos frontera aislados de D, el con

junto D' unidn de D y del conjunto de los a_, sigue siendo un

) n

(8]
m

conjunto ahierto en C,

DEFINIC

\
—
>

]

t
=
-
j¥h}
[¥2]
=2
—
ol
oy

nas condiciones de (5.3.8), se dice {(por abuso
de lenguaje) que una funcién compleja f analitica en D es mero

morfa en 1'' si cada una de las a_ es un punto regular o un po-

=

lo de f. Es decir, cuando sus Gnicas singularidades en D sean
polos, siendo analitica en los demds puntos de D.

Es clarc que la suma y el producte de dos funciones mero-
morfas en D' siguen siendo mercomorfas en D', 51 D' es conexo -

tambiZn se pueden disponer en una sucesidn (br)n 1 finita o



no, los ceres de ung funcifn -rarfe f no idgénticamente nolg

en D'; si D" es el conjunte wrlementaric en D del conijunte -
de las bn’ las 2y las br ¢ cien siendo puntos frontera aisla
dos de D". En efecte, el Te. e de gue las br sean aisladas n

|
es otre que €l principleo Ge 1os ceéros aislades v por OirTe Larv-
te, puesto que |[f(z)!| tiende a += cuando : tiende a un peolc
) (5.5.3), existe un entornc de ese pole que no centisne nin-

guno de los ceros de f. Se deduce gue lz funcidn 1

siendo meraomorfa en D'.
§ 4. EL TEDREMA DE LOS RESTQS

TEOREMA 5.4 .1

oo
- o iyl = L . . S
Sea v(z) = ) dn: una funcién entera en C. Entonces, pa-
n=0
Ta todo a ¢ € y todo laco Y: 1 - @ tal que a gy (I), s¢ tiene

DEMOSTRACION

oc
P - - . " o E i n
Sea ¢ > 0 la distancia de a a Y(I); como la serie ) dn:
n=0
es normalmente convergente para ||z|| < 2/¢, 1z serie de térmi-

no general

“y? L1t

D
(v(t)-a)
es normalmente cenvergente para te¢ I. En virtud del proceso de
integracién términc a término de una serie unitormemente con--

vergente, se tiene entonces



5. @ 2 1 -
Luego, para n = 0 y n > 2, la funciin —-——_ Aadmite una primi
(3~&]=
. T-n B}
tiva {1-n)(z-2a) en € - {aj, por tanto la intezra.s
f 3
| ez
n
)y (z-a)
es nula (4.3.2) y la férmula (5.4.1.(1)) resulta por tanto de
la definicidn del indice (4.6.1).
Come consecuencia del resultado precedente se tiene la si

guiente definicidn,

DEFINICION 5.4.

(e

51 a es un punto frontera aislado de un conjunte a-lerto
conexo Dc €, v £ es una funcidn analitica en D, 1llamarencs 1€

to de f en el punto a, denotado por Re s_f, al coeficiente 4,

n 3 i
= . a ]
5
de —— en el desarrollc de Laurent de f en el punto a.
- - & -

Es el finico término que aperta una contribucibn no necesa

(

riamente nula en la integral | f(z)dz en virtud de (5.4.1) y -
|
”

2hi su nonbre.

L
M
—,
l_‘_|
[R]
L1
—
(a¥)

i

—]
98]
2
=
!
=
tn
~
o1

(Teorema de los restos)

Sean Dec € un cenjunte abierto simplemente conexc,

{aT,a7,....a J un coniunto de puntos distintos de D, de [cima

que los &) son puntos frontera aislades del conjunto abierto

|
I
=,
I
o
[N

1,37,.,,,an}. Para toda funcidém compleja f aneliti-



ca en II' v tade saze Y CoOnt- SO0 St YL € TN

Como 7 admite un desarrallc

e Lauront £1 Jan enitornc e
cada uno de los puntos a,, sea U}[:j la parte singular de T

el punto ay (5.3.1), la cual eg una funcibén entera de - - -

(gque puede ademads ser idénticamente nula). Censideremos la -

cidn

{{fe]
1}

(2} = FLE) - uglzd - mgled = ... - B 02)
que es analitica en D' y demostremos due los &, SOn puntos re-
gulares para g.

En efecto, sea & un disco abierte de centre &, contenidc

en Dy que no contenga ninchn a. # a,; entonces prdemos e307i-

I A

bir en o - {a}}

glz) = (£(2) - u.(=2)) - [ w;(=d,
: L

Como para k # j el punto a, es ve ular para ui{z}, lo es tam- -

bién para uj{z); por otra parte, por definicidn €l punte ay.

“Ho b~

i#k
es regular para f(z) - uy(:] (5.3.1), por consivulente 1lc es -
para g. Se puede por tanto prolongar g en una funcidn anal

ca en DI; como D es simplemente conexo, el teorema de Cauchy -

(4.5.3) nos da



oD
Por otra parte, de (5.4.1} se deduce gue para cada k se tiene,
| u, (z)dz = 2nmi-I(a;y)+ Res_ Ly

v por definicién Res_ u, = Res_ f; de donde la férmula
(5.4.3.(1)).
(5.4.4). EL CALCULO DE RESIDUOS

El cZlculec del resto de una funcidén f en un punto singu--

lar aislado a consiste en encontrar el primer término del desa

—
3]

rrollo de Taylor de funcidén entera v tal que v( ) sea la

parte singular de f en el punto a. En el caso particular en -
que a es un polo de orden m, se puede escribir

£,(2)
I

f(z) =
(=-a
donde f. es analitica en un entorno de a y f,(a) # 0 (5.3.1);

sustituyendo f(z) por su desarrollo de Laurent en el punto &,

(=)
-

Ee . - LI - Y b |
se ve que Res_f es el coeficiente de (z-a) en el desarrollo

de Taylor de f1(z) en el punto a (5.3.1.(4)). Un caso que se -
presenta con mucha frecuencia es el de un polo simple, es de--

cir, el caso en que

(1) f(z) = —L =

[
=

=
Y

para f analitica en el punto a y f1(aj # (0; entonces se ti
(2) Res _f = fT(a).

la funcién f se presenta muchas veces en la forma



-+

(37 f(z)

donde P y Q son analiticas en el punto a, P(a) # 0 v a es un -

ro simole d

(ai
)
m
)

-+
bt
T
e
il
A
=
[41]
7]
=t
]
L]
'
2]

{(4) Ree £ = _.,P*al
a Q'(a)
puesto que se puede escribir Q(z) = (z-a)Q,{z), donde Q, es --

analitica en a v jSa} # 0, v se tiene

LAY

@i}l = pwf:) + (z-a)Qs(z), por tanto

-

v como se tiene la férmula (5.4.4.(1)) para £, = de

P
17

OESERVACION 5.4.5

Deberd tenerse cuidado en no aplicar estas férmulas en --

forma mecdnica, asi como tampoce deberd asumirse gue cuando -
f.(z)

f(z) = ~—4———ﬁ— para m > 2 v f](a) # 0 se tenga que Resaf=f1Gﬂ.
(z-a)

Fara el caso en que a es un polo de orden m,., existe una -

férmula simple para &] dada por

1 dm—1 € o o

€1 m = 1 (polo simple) el rcsultade es muy sencillo y estd da

40 poT



]
z>a
que es un caso particular del anterior con m = 1, teniendo en -
uenta que 0! = 1.
= 3

1) Si f(z) —= = entonces z = 1 y z = -1 son polos -

(z-1)(2+1)?

de primero y segundo orden, respectivamente. Se tliene entonces:

i) Resjf = 1im (z-1) | — = i = %
z+1 - (z-1)(=z+1)" - a
¥ 5 1 4 z 1 1
i1) Res_;f = Lim -5 = | (z- ) ] [ n
z -1 e (z- 1)(&1)
2) si f£(z) = — = iR . , T tiene un polo doble en = = -1
2 2
(z+1)°(z"+4)
v polos simples en z = =213
i) Res ,f = 1lim - C% (z+1)7. — =325
z--1 7" - (z+1)~™ (" +4) -
RN 2.,
— -_Ii 1 L +.‘|(_Z‘/_,' - (_L _LZ)(ZZ)
oo -~y 3
- ! (z7+4) "
- 14
T 2%
. 2_ﬁ~ N
i1) ReSZif = 1im {}2—21)- Lo P o |
z>21 (H+J] (L 21)(z+21) -
—1—41.'1



= S5F
5
.. - . [ .- Y ) 1
111) Res ,.f = 1im |(:+;1| - — |
-21 T e L EE R
z s | (1) "L=-23fz+2 '
L =l
_ -4+41
(-21+1)7(-41)
_ 7 -1
25
1
3 Si f(z) = e Z, entonces z = 0 es una singularidad esencial,
- - oo s 1 e - | A u = 7 =y i & - e
y del desarrollo conocide para e con u = - 1/z, sSe tiens
-1z 1 1
e =1 - =+ —=— - — + ...
z a2 2 O
24 = 3z
donde se ve que el residuo de f en a = 0 es el coeficiente de

§ 5, APLICACION DEL TEOREMA DE LOS RESTOS AL CALCULO DE INTE--

GRALES.

(5.5.1) E1 teorema de los restos proporciona un método de gran

eficacia para calcular integrales 1mpropias
r+too

(1) | f

.Y ) dx 5

—

que se describe a continuacién.

Se supone que f sea la restriccidén en IR de una funcidn -

(que seguiremos l1llamando f) gue es analitica en un cenjuntce -

ahierto D' = D - {51,...,an), donde D contiene el semiplanc ce



-

Im(z) » 0. (Se puede reenylazar estous miplanos por
Im(z) < 0 e Im(z) < U respectivamente) (Fig, 25)

2 0

L
; <! a Y
."/ -l ) n !
/ v

R 1 === — ! X
-R 0 B R
lgura 25
Consideremos un lazo VY, vuxtazposicidn Yi VY5 de los dog cami

nos:

Y,: t =~ Re

donde el namerc R se toma tal que R > ﬁakf‘ para todc k.

Por (4.6.8) se tiene entonces para todo Kk

I(ak; Y) = 1

.

de manera que por el tcorema de los restos se puede escribir

‘R n
f{x)dx + [ f(z)dz = J f(z)dz = 211 ) Resa f.
: (= k

/=R Y5 Y k=1

3]

(2)

S1 ademis se tiene

_ T
(3) 1im J f(z)dz = 0
R -+ ‘Y’)

Fo)

se deduce de (5.5.1.(2)), pasando al limite



j, + 0o n
(4) | f(x)dx = 2mi § Res_ f

PROPOSICION 5.5.2

Sea £(z) = 22 una fraccisn racional, donde P y Q son

Qlz)
polinomios primos entre si, no siendo real ninguno de los ce--

ros de Q. Supongamos ademds gue
(1) grad Q > grad P + 2.

Entonces se tiene

P ol =] it
| f(x)dx = 2Mi ] Res f
) k=1 Pk

siendo los 2y los ceros de Q tales que Im(ak) > Q,

DEMOSTRACION

En efecto, si se cumple

- - N

P(z) = cozm + ¢z L + ... +c_; Q(z) = hez + cC
m

para co # 0, bo # 0, los cdlculos de (5.5.5) demuestran gque -

existe un nGmero R, > 0 tal que, para R > R., se cumple

1P(Re™™) || < 2]lco lIR®,  flQRe™™) || > 2 [[bo]|l "

y por consiguiente, con las mismas notaciones de (5.5,1) se --

tiene
‘ { /H =T lt\ l‘ I
‘\ £(z)dz|| < JP(“‘ifilf- RAt < 4 LCel RRHIIR L9 Lo < oo,
v, 0lorett)y | b ]
lo que demuestra que Lim J f(z)dz = 0 se verifica,
R~ 4 Y
2

EJEMPLO 5.5.3

Verifiquemos que se tilene



+oo ~ -
J _dx 3
—o (x7+1)7 8

En este caso no existe mids que un solo polo en el semiplano

Im{z) > 0, el punto i, y Se tiene entonces

(1) J ~§DV~§ = 201 Res.f.
-ee (xT+1) t
En efecto,
a - a_, a_ 4
f(z) = “3 + - o+ + a, + a](z—i) +
z-1) (z-1) (z-1)
(;—i)j-f(z) = a_3+a_2(z-i) + a_T(z—i];+ao(z—i]5+a1{z—ij4

L ((z-1)£(2))= a_, + 2a_ (z-1) + 3ao(z-1)7 + da,(z-1)° +

2

7 (Z—i]sf[z]] = Za_1 + bag(z-1) + ]2a1[:—i)2 .

d
dz

Fn el 1limite se tendri

2 .
vim 9 ((z-1)°F(2)) = 2a
L -1
21 dz
2
2a_] = Lim—gi- (z—i)s- ; 3
z+1 dz (z+1)7(z-1)
2 .
2a_, = Lin 4 (z+1)77°
z+1 dz~
12
? =
“3 371

De donde, por (5.5.3.(1))

*ee dx 3@
J_m (x2+177 8

+ -
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(5.5.4) Supongamos que se tiene una funcidn de la forma

f{z) = g(z) et con m> a,

siendo g analitica en D' =D - {a], ..., a_}, La técnica de in

“+

tegracién de funciones de este tipo se basa en el llamado lema

de Jordan.
LEMA 5.5,5. (Lema de Jordan).

Cuando R tiende a + «, la 1ntegral
1 imReit“

D f Rlle jdt (para m > 0)
0

permanece acotada. Si existe una sucesifn (Rn] gue tiende

n > ]

. . S it .
a + o y tal gque la sucesidn de las funciones g(Rne ) tienda -
uniformemente a 0 en el intervalo @,Iﬂ, entonces la sucesi6n de -

las integrales correspondientes

cll . 1t
il 1mRne dt

g(R
) ‘%

— .
H
~~

IR
-
ol

~N

u

eit]R e
n n

tiende a 0.

DEMOSTRACION
En efecto, se tiene

“eimReiti} _ }ieimR[cos t o+ i sen‘t]H

| imR cos t -mR sen t]|
| = T € 1

Hcos(chosTﬂ + isen(chosTj“He‘mR59ﬂt~



01

, ncdemos escribir

como sent = sen (-t
T A n’z R sen t
e mR =Nt € at = 2 ( e m SCIl bdt,
N )q
ya que
il _ TL/Z ;T _
( o MRsent . _ ( o-MRsent o, J mRsent j.
‘0 ‘0 n/2
n/z -mR sen t i -mR sen(Il-u)
- J 4 d o ‘ se il du
0 /2
(H/Z B a /2 _ _
_ J mRsent ;. J mR sen(M-uj ;.
0 0
(/2
_ ZJ mR senizdt,
0
= - dt.
1T se tiene

donde u I - t, por lo gue du
Por consiguiente, en el intervalo [0,1/2

[

tant > t
o sea, sent .
cos t —
es decir, 5?? Ty cost.
Por el argumento (criterio} de la derivada se tiene
d {Sen't): tcost - sent
t
coes _ sent
2

T Tt



-1 cost -
to

Se tiene ademds, por un lado,

te [0,01/2] 1o que implica que t > 0 y por otro,

sen t . . t
cos t < JIL que a su vez implica que cost - Se? <0,
de donde
d sent ] _ 1 f sen t
dT \__t—J = f ALC.OS t - < O
sen t sent 1

Z Wz

Y en consecuencia, es decreciente. Por tanto

J

%, que es 1igual a tener sent > %% (Fig. 26),

v - sen t
es decir, —

lo que permite la mayoracidn

n/2 n/2
J o MRsent g J o T2MRT 4. 7H

puesto que

_ 2mRt n/z
e I < 1y J dt = 1/2
0
entonces
‘ e il t] <
( JO 1 ZmR

de donde, se deduce el lema.



sent A

Tt
P{gura 26.
EJEMPLO 5.5.6
Mostrar que [ E%EjE& dx = % e ™ m> o0
0 x™ +1
eimz
Consideremos J —;7———-dz, donde Y = Y1\7 YZ’ con YJ, Yz defini
Yy z7+1

dos comc en (5.5.7). El integrando presenta 2 polos simples en

z = £1, pero Unicamente i ¢ Im(z) > 0.
Luego,
eimz
Res.f = 1im |[(z-1i)- - -
* z+ i (z-1)(z+1)
imz
- 1“? z+1
z+1
-m
_ e
21
imz -m
AsT, J ez——— dz = 271 e~f} = He—m
2%+] 21 ’
¥
imx imz m
0 sea, J dx + J S dz = lle ,
vy, x +1 z7+1



es decir,

R (R imez
COS X - Sen mx e” " . -
J — Zdx + 1 _77__'dx + ( Fgn  dz = e ™
-R x7+1 J-R x7+1 Iy, 27+
Por consiguiente
R [ imz
cos mx . -
Zp == ax + ez dz = ne "
0 x +1 Iy 27+

Tomando el limite cuando R » + « y aplicando (5.5.5), se obtie

ne
r+x

OBSERVACION 5.5.7

De manera similar se puede calcular

por el método precedente cuando, para una sucesiodn (Rn%i o1

de nimeros mayores que cero que tiende a + «, la sucesién de -

las integrales J f(z) dz tiende a un 1imite no necesariamente

Yy

nulo.
EJEMPLO 5.5.8

Mostrar qgue

o S—

El método del ejemplo (5.5.6) nos induce a considerar la inte-
iz
gral de

a lo largo del lazo Y definido como en (5.5.1). -

Pero, puesto que z = 0 estd sobre el camino de integracidn y



nos vemos en la imposibilidad de integrar a través de una sin-

gularidad, modificamos el recorrido del lazo Y evitande =z 0,

como se muestra en la (Fig. 27) y designamos al nuevo lazo por

Y', vuxtaposicibn Y' = Y? v Y, VvV Y.V \4 de los cuatre caminos:
< )
Y]: t - t, - R <t < -7
it
YZ: t >r1e” 7, T <t <0
YB: t > t, r < t < R
1t
Y4: t - Re™ ", 0 < t < 1
Puesto que z = 0 es exterior a D, se tileme
Ie ei”
— dz = 0
O | =
H
01X elz eix el
c sea, | — dx =+ | + dx + =~ dz = {0
¥ x J Z ) X z
.Y') s i
] 2 Yz \4

sustituvendo x por -xX en la primera integral, se tiene

( eix ( e—ix
| — dx = - J e dx, luego,
[ elX [ a7 B 1z L1z
| —— dx - | S dx + € dz + = dz = @
) X J X = Z Z
YS Yz Y2 Y4
ix -1x 1z [ iz
{ < < + [ < dz + c dz = 0
Jy X J Z % . Z
3 Ty "4

Asi, haciendo que v » 0 y R = + o« se obtiene

[y

R . x { eiz r z

21 J f%f_ dx = - = dz - J € _ a:
J Z \

T Y2 Yy

£

Por: (5.5.5), la segunda integral de la derecha tiende a cero,



ot

1

Haciendo =z = re en la primera integral a la derec ¢ .-
limite se tendré
Lo it .
0  ire it 0 et
-1im ———— 1re” dt = -1im ( ie”” 7 dt = M
1t |
r=0 ‘. re r=0 /_

puesto que en virtud de la continuidad de la 1integral, se& pue-
de tomar el 1limite dentro del signo integral.

Se tiene entonces

(B sen X
1im 21 | = dx = @i,
R ++o )
T
T -+ Q
0 sed
(e il
SeN X g4 = i
< 2
o
~~‘\
/ N
/ ‘\
/

7N

Figura 27

(5.5.9) Ccnsideremos por Gltimo integrales definidas del tipo

(ZH
. G(sent, cost]) dt
Al' () .



N

donde G es una funcidén racional de sent Y cost ,

1t

Haciendo z = e tendremos
Z - z-] 2 v g 1t
(1) sent = = 5% , cost = =—.° y dz = 1le” "dt o sea -
at = dz L la i dad .
t = ;- . Luego, la integral dada es equivalente a
( f(z)dz
) ’.\/

donde Y es el lazc Y: t = elt, t € [O,ZH], el circulo unidad -

con centro en el orgien |lz|] = 1 (4.6.8).

EJEMPLO 5.5.10

20
Mostrar que [ dt - sia > ||bil.
‘o0 a + b sent / 22 _p?
. it -1t -1
Sea z = ell. Entonces sent = & - © =z z v
21 21

dz = ielldat = iz at. Luego,

JZH dt _ dz/iz  _ J 2dz
“a+b sen t - N 2
g arbsent o y bzl+2aiz-b
L2-2 )
a+tb-See—~
21
La funcidn f(z) = = 2 posee dos polos simples en
bz"+2a1z-b
S
 2ai: Saalean?
“ 2b
5
_ -8di % be-a? i
b
A2 42
solamente 2y 5%3—i5—w—_a} 1 pertenece al disco abilerto
l,

llz]] < 1, ya que



o /73 | fiE [FaE
| |- a + a"a"—b“\‘I ; “ | va=-b~ z~-h" + all .
= — - — ————— 1 = —_— %

,
Res_ f = 1im 'Z_:T) — =
1 chi bo"+2aiz-b
- lim 2 (por L'Hopital)
L. 2bz + Zai
R
_ 1
b:1 + ail

Fexel

Por consiguiente

( 2dz _oopaf 1) _ e

AT T 5
a -b"” 1

[R]

{ ]
)ybze+2aiz-b .

ok}
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