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PRO LOG 0 

Todo trabajo de graduaci6n previo a la opci6n del titulo 

de grado en la especialidad de Matematica se reduce en nues-

tro medio, por su propia naturaleza, a un trabajo de investi

gaci6n bibliografica, donde la selecci6n del tema, mas que a 

objetivos claramente definidos obedece a criterios de natura

leza subjetiva, las que se insertan dentro de un amplio espec 

tro de motivaciones, dentro de las cuales las condiciones de 

conocimiento del objeto matematico a tratar no juegan, casi -

siempre, un papel relevante. Estas condiciones van desde nues 

tra relaci6n personal mas 0 menos casual con el objeto materna 

tico, hasta un conocimiento aceptable del mismo, emprendiendo 

entonces la tarea investigativa con el deseo de penetrar en -

la intrincada red de sus relaciones 7 que determinan y confor

man su estructura. La motivaci6n, casi siempre aprioristica, 

obedece pues a un deseo, ya sea para dar un modesto aporte al 

desarrollo de esta bella disciplina, 0 bien para incentivar -

futuras investigaciones sobre el tema, motivar su estudio; 0 

en ultima instancia, brindar los fundamentos te6ricos que -~ 

coadyuven a dar respuesta a alguno de los ingentes problemas 

que plantea y confronta nuestra cambiante realidad. Es en es

te ultimo contexto en el que se inscribe el presente trabajo 

y el que alienta su desarrollo, debido a la riqueza de sus re 

sultados y a sus multiples aplicaciones. 

Una visi6n panoramica del contenido del traoajo se da en 

l 
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el siguiente resumen: 

El el primer capitulo se aborda la construccion del sis

tema de numeros complejos utilizando para ella un metodo bas

tante novedoso: mediante la extension cuadratica de un cuerpo 

conmutativo. Se analiza en seguida la geometrfa de [, la am- 

pliacion del plano complejo, para luego enfocar el estudio de 

la Topologia del plano, finalizando con un estudio de limites, 

continuidad y diferenciabilidad de funciones de variable com

pleja. 

En el presente trabajo la teoria de funciones de una va 

riable compleja se desarrolla partiendo de la nocion de serie 

de potencias y tomando como idea fundamental la de funcion -

analitica. Con tal fin, el capitulo II esta dedicado al estu

dio de las series de numeros complejos r criterios de converT 

gencia, destacandose aqui interesantes resultados, como el Ie 

ma de Abel y el principio de los ceros aislados. El capitulo 

III se dedica integramente al desarrollo de la teoria de fun-

~ ciones analiticas, haciendo enfasis en algunos- aspectos como 

diferenciabilidad, existencia de primitivas y ~u comporta~ien 

to peculiar; mereciendo poner de relieve dos importantes re~

sultados, el principio de prolongacion analitica y el princi-

pio del maximo. 

En el capitulo IV se aborda 10 que constituye el tema 

central de este trabajo: la teoria de Cauchy. La integracion 

de funciones de una variable compleja se introduce aqui de 

una forma totalmente novedosa, definiendo para ella las nocio 

nes de "camino" y a partir de ella, la de "lazo", las cuales 
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resultan basicas para la definicion de integracion a 10 largo 

de un camino. Estas nociones basicas juntamente con la Tela-

cion de equivalencia que se introduce a continuacion, desemp~ 

nan un papel fundamental a 10 largo de toda la teoria. Se re

toma en seguida el problema de las primitivas de una funcion 

analitica, esta vez a la luz de un nuevo y potente instrumen-

to, la integral a 10 largo de un camino. En la seccion 5 se -

demuestra el teorema integral de Cauchy, desarrollando pr-evi~ 

mente las nociones de homotopia de caminos y- homotopia de la 

zos. Otros resultados relevantes son: la formula integral de 

Cauchy, (uno de los mas importantes dlria yo), el teorema de 

Liouville, condiciones de analiticidad de funciones de una va 

riable compleja y el teorema de convergencia de Weierstrass. 

Por ultimo en el capitulo V, que es un bTeve estudio de la 

teoTia de residuos) se estudia la serie de Laurent (desarro--

110 en serie de una funcion analitica en la vecindad de un -

punto singular aislado), sintesis de 10 cual, es el teorema -

de Laurent. Se pasa luego, a la caracterizacion) analisi~ y ~

calculo de residuos, para culminar en la seccion 5) con la 

aplicacion del teorema de residues al calculo de integrales. 

La elaboracion de este trabajo se fundamenta en la oora 

"Calculo Infinitesimal" de Jean Dieudonne. 

Deseo expre~ar mi especial agradecimiento al Ingeniero -

Carlos Mauricio Canjura por su valiosa asesoria en la prepar~ 

cion del trabajo; quiero asimismo expresar mis sinceros agra

decimientos a la Senora Miriam de Yanez por la paciencia y 

gentileza de mecanografiar el documento . 

, 
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I I I 
EL CUERPO [ DE LOS NUMEROS COMPLEJOS 

Los numeros reales y numeros complejos constituyen las -

herramientas esenciales del Analisis, de ahf la importancia -

que cobra un adecuado manejo de estas nociones, aSl como te--

ner presente a cada instante su significacion geometrica, en 

particular, para los numeros complejos. La utilidad de la re-

presentacion geometrica deriva fundamentalmente de 10 intuiti 

vas que res~ltan las im~genes mentales asociadas al lenguaje 

geometrico, sobre todo en el caso complejo. 

§ 1. RE1ACIONES DE EQUIVALENCIA 

DEFINICION 1.1.1 

Sea E un conjunto y R{x, y} una relacion en que intervi~ 

nen 2 variables x,y, definida sobre E. Diremos que R{r,y} es 

uila relacion de equivalencia si se verifican las siguientes -

condiciones: 

R 1) R { x , y } imp 1 i c a x E E eyE E . 

JL,) R{x, x} es verdadera para todo x E E. 
L- -

R3 ) R{x,y} implica R{y,x} 

R4 ) R{x,y} y R{y,z } implican R{x,z}. 

EJEMPLO 1.1.2 

Sea ffi el conjunto de los numeros reales. Si escribimos 

(1) existe un entero k tal que x-y = 2rrk 

1 
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se obtiene una relaci6n de equ ivalencia sobre ffi , llamada con

gruencia m6dulo 2IT. Esta relaci6n de equivalencia es basica -

en la definici6n matematica de angulo. 

DEFINICION 1.1.3 

Sea R una relaci6n de equivalencia sobre un conjunto E. 

Dado un x E E, llamaremos clase de x m6dulo R al conjunto F c E x 

formado por los Y E E tales que la relaci6n 

x == y (m6d R) 

(x es congruente a y m6dulo R) sea verdadera, de manera que -

las relaciones 

x _ y(m6d R), 

son equivalentes. 

DEFINICION J .1 .4 

Si en el conjunto P(E) de las partes de E, consideramos 

el conjunto formado por las partes F de E tales que 

para al menos un x E E, esto es, el conjunto de las clases de 

equivalencia de los distintos elementos de E, denotado por --

E/R, diremos que E/R es el cocient~ d~l conjunt6 E por la re-

laci6n de equivalencia R. 

DEFINICION 1.1.5 

Si con las mismas notaciones de (l.J .4) consideramos una 

aplicaci6n f definida por 



f: E --> E/R 

X f---> f(x) F 
x 
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es decir, la aplicacion que asocia a cada x e: E su clase modu

lo R, diremos que f es la aplicacion canonica de E sobre 

E/R. Por su misma construccion, es claro que f es sobreyecti

va. Por otro 1 ado, para x, y e: E, puede pro bar s e que las rela --

ciones 

x .= y(mod R) y F == F x y 

son equivalentes, por 10 que, por la definicion anterior, pu~ 

de escribirse 

f(x) fey) 

EJEMPLO 1.1.6 

En el caso del ejemplo (1.1.2) el conjunto cociente se -

denota por 

:rn./ 2 IT 7l , 

y sus elementos se llaman nilmeros reales modulo 2IT. Un numero real mo-

dulo 2IT es, por tanto, un conjunto de numeros reales: todos -

los que se deducen de un numero real dado por adicion de un 

multiplo de 2IT. Es claro que la medida de un angulo es, preci 

samente, un numero real modulo 2IT y no un numero real ordina-

rio. 

§ 2. RAICES CUADRADAS 

DEFINICION 1.2.1 

Sea K un anillo conmutativo. Se dice que un elemento ae:K 



es un cuadrado si existe un x E K tal que 

x 2 = a; 
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se dice entonces que x es una raiz cuadrada de a en K. Resul

ta evidente que si x es una raiz cuadrada de a en K, tambien 

10 es - x; si ademas K es un anill0 entero, a admite a 10 sumo 

dos raices cuadradas en Ie, puesto que para x,Y £ K se tendra 

x 2 = y2 => x 2 _y2 = 0 

=> (x-y) (x+y) 0 

=> X = Y 6 x = - yo 

Puede suceder, desde luego, que un elemento a de un ani-

110 conmutativo K no sea un cuadrado en K. Asi por ejemplo, -

si K es el cuerpo R de los nlimeros reales, a es un .cuadrado 

en K 51 Y solo si a > O. Si K es el cuerpo ~ de los nlimeros 

racionales, 3 no sera un cuadrado en K y sin embargo, 3 es un 

cuadrado en el cuerpo m. 

Tenemos entonces planteado el siguiente problema; 

dados un anillo conmutativo K y un elemento a£K que no es un 

cuadrado, debemos construir un anillo conmu t ativo L con las -

siguientes propiedades: 

i) K es un subanillo de L, y 

ii) a es un cuadrado en L. 

§ 3. EL ANILLO K [ ra ] 

(1.3.1) Sea a un elemento de un anillo conmutativo K; vamos a 

construir un nuevo anillo L, tradicionalmente denotado por 

K [ /a], 

.. 
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y que se define como sigue: 

L = KxK = {(x,y) / xEK,YEK}, 

y las dos operaciones fundamentales en L, 

i) +: L x L --> L 
(w1 ,wz) 1---> w

1 
+wz 

ii) .: Lx L --> L 
(w, ,w2) 1--> w1 ·w2 

vienen definidas por las formulas 

(1) (x,y) + (x' ,y') (x+x', y+y') 

(2) (x,y) (x' ,y') = (xx'+ayy', xy'+x'y) 

las cuales hacen intervenir a la vez al elemento dado a y a -

las leyes de composicion del anillo K (haciendo 

w1 (x,y) Y w2 = (x' ,y')). 

Por supuesto, no resulta en absoluto evidente que las 

formulas (1 .3.1. (1)) Y (1.3.1.(2)) conviertan al conjunto KxK 

en un anillo conmutativo, por 10 que, es algo que se debe de-

mostrar. 

PROPOSICION 1.3.2 

(L , +, . ) es un a nillo conmutativo con identidad. 

DEMOSTRACION 

En efecto, (L, +) es un grupo conmutativo. Esto resulta 

de que L = Kx K es un producto directo de grupos y del hecho 

de que el conjunto K, dotado de la adicion dada, es un grupo 

conmutativo 
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Mostremos ahora que la multiplicaci6n (1.3.1.(2)) es aso 

ciativa. Se tiene, en efecto, por definici6n 

(x,y) [(x' , y') (x",y"J] = (x,y)(x'x"+ay'y",x'y"+x"y') 

= (x(x'x"+ay'y")+ay(x'y"+x"y'), x(x'y"+x"y')+y(x'x"+ay'y")) 

y por otra parte, 

[(x,y)(x' , y')] (x",y") = (xx'+ayy' ,xy'+x'y)(x",y") = 

((xx'+ayy')x"+a(xy'+x'y)y",(xx'+ayy')y"+(xy'+x'y)x") ; 

la asociatividad se obtiene comparando los resultados obteni 

dos (y por supuesto, utilizando las reglas de calculo de K). 

Por medio de calculos analogos se puede establecer la conmuta 

tividad y su distributividad respecto de la suma. 

Por ultimo, la relaci6n 

(1,0) (x,y) = (x,y) 

muestra que el conjunto K X K dotado de la ley de composici6n 

(1.3.1.(2)) admite un elemento neutro. 

Por consiguiente, el anillo \L, +, .) es efectivamente -

un anillo conmutativo con identidad. 

PROPOSICION 1.3.3 

K[ra] contiene un subanillo isomorfo a K. 

DEMOSTRACION 

En efecto, consideremos la aplicaci6n 

<t> : K --> K [ raJ 
x r---> <t>(x) = (x,O) 
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y verifiquemos que ~ aSl definida es un isomorfismo. 

i) cp(x + x I) = (x + x I, 0) = (x, 0) + (x I , 0) = cp(x) + cp(Xl) 

ii) cp(x x I) = (xx I, 0) = (x, 0) . (x I , 0) = ~(x) . cp(x l ) 

iii) cp(t) = ( 1 , 0) CIa identidad de K [raJ ) . 

iv) cp es inyectiva: 

cp(x) = cp(Xl) = > (x, 0) = (x I , 0) 

=> X Xl 

Luego, cp es un isomorfismo de K sabre un subanillo (cp(K)) de 

K[ra] 

Puesto que ~ transforma las leyes de composicion de K en 

las del subanillo CP(K) de K[Ia], no existe inconveniente algu 

no en identificar cada x £ K con el elemento cp (x) de K [ra]; e~ 

to es 10 que haremos. Para mostrar que se ha resuelto el pro

blema planteado en (§ 2) basta con verificar que el elemento 

a £ K es un cuadrado en L = K [ra]. Para ello cons ideremos el -

elemento 

( 1 ) w = (0,1) 

de L; un calculo elemental muestra que 

w2 = (0,1)(0,1) = (0.0+a.1.1,O.1+1.0) = (a,O) = <pea) 

y como se ha convenido de manera general en identificar cada 

x £ K con el elemento ~(x) de L, nuestra afirmacion queda de-

mostrada. 

Hemos resuelto asi, no 5610 el problema planteado, sino 

incluso constituido una soluci6n "canonica" de este problema, 
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esto es, el anillo K[laJ. 

DEFINICION 1.3.4 

Si K es un anillo conmutativo, diremos que un anillo de 

la forma K[ra] se llama una extension cuadratica de K. Se di-

ce que se obtiene por adjuncion a K de una raiz cuadrada de a. 

(1.3.5) Para concluir estas construcciones, indiquemos una n~ 

tacion comoda para los elementos de K[~. La identificacion 

de todo x £ K con el elemento (x,O) de K [Ta] permi te escribir 

(1) (x,O) = x. 

Un calculo inmedia to mues tra que, para todo x, y £ K, se tiene 

la formula 

(X,y) = (x,O) + (0,1)(y,0); 

esta se escribe, teniendo en cuenta (1.3.3.(1)) y CJ.3.4.(J)), 

en la forma 

(2) (X,y) = x + wy 

En conclusion, todo elemento del anillo K[laJ se e~cribe 

de una manera y de una sola en la forma :x + w y, y este hecho 

unido a los axiomas de anillos conmutativos y a la relacion 

(3) 2 w = a, 

basta para efectuar todos los calculos que se puedan necesi--

tar. 

EJEMPLO 3.3.5 

El caso mas importante se presenta cuando K = ffi~ cuerpo 
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de los numeros reales, y a == -1. El anillo lR [/"=l"] obtenido asi 

se denota usualmente por [ y sus elementos se llaman numeros 

complejos; un numero complejo es, por tanto, un par (x,y) de 

numeros reales. Se calcula con los numeros complejos por me--

dio de las formulas (1.3.1.(1)) y (1.3.1.(Z)) para a == -1, es 

decir, se pone 

(x,y) + (x' ,y') (x+.x', y+y') 

(x,y) (x',y') == (XX'_yyl, xy'+x'y). 

En la practica solo se utilizan las propiedades siguien-

tes: 

P
J

) Los numeros complejos forman un anillo conmutativo [ (~as 

adelante se vera que [ es un cuerpo). 

PZ) El cuerpo lR de los numeros reales es un subanillo de [. 

P
3

) Existe un numero complejo i (notacion clasica que sustitu 

ye a la notacion w utilizada para las extensiones cuadraticas 

generales) tal que i Z 
== -J. 

P4) Todo numero complejo z se escribe de manera unica en la -

forma 

z = .x+iy 

donde x, y son numeros reales . 

DEFINICION J .3.6 

Dado un nlimero compl ej 0 z = x + iy, con x, y ElRl se dice 

que .x es Ia parte real e y Ia parte imaginaria de z; se desiK 

nan por las notaciones 
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x = Re ( z), Y = 1m ( z ) . 

§ 4. ELEMENTOS INVERSIBLES DE UNA EXTENSION CUADRATICA 

DEFINICION 1.4.1 

Sean K un anillo conmutativo y a un el emento de K; consi 

deremos la extension cuadratica L K[Ia] construida anterior 

mente. Dado un elemento 

Z=Z+Wy(x,YEK) 

de L, llamaremos: 

i) Conjugado de z, al elemento 

(1) Z = Z - wy, 

ii) Norma de Z al elemento 

(2) N(z) = z . z = LX - .1WY) ex + wy) = 2 x 2 
"" ay 

La conjugacion es una transformacion cuyas propiedades 

fundamentales son: 

(3) 

(4 ) 

cualesquiera que sean zl' z2 E L; que muestran como calcular -

el conjugado de una suma 0 de un producto. Por otra parte se 

tiene 

(5) 
-z = z 

10 que demuestra que la conjugacion es una transformacion in-

volutiva. 

La relacion (1.4 . 1.(4)) muestra que 
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cualesquiera que sean z1 ,z 2 £ L. En efecto, 

como habiamos afirmado. Es evidente que tambien se tiene 

(7) N(1) = 1 

TEOREMA 1.4.2 

Sean K un anill0 conmuta ti vo, a e: K y z un elemento del -

anillo K[l""aJ. Para que z sea inversible en K[raJ es necesario 

y suficiente que N(z) 10 sea en K; se tiene entonces 

DEMOSTRACION 

"=>" Supongamos que z es inversible; entonces la relacion -

- 1 z z = 1 proporciona, teniendo en cuenta (1 . 4.J . (6)) y 

(1.4.1.(7)), la relacion 

con 10 que N(z) es efectivamente un elemento inversible del -

anillo K. 

"<=" Asumamos ahora que N(z) es inversible en K; la rela---

cion 

z z = N(z) 

implica entonces 

10 que Euestra que z es inversible y que su inverso yiene da-
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do por la relacion (1.4.2.(1)), de donde, resulta nuestra ---

afirmacion. 

§ 5. EXTENSIONES CUADRATICAS DE CUERPOS 

Damos aqui un paso adelante en nuestro planconstructivo 

y de generalizacion, a fin de dotar al anillo K[laJ de la es-

tructura de cuerpo, con las ventajas adicionales que ella im-

plica. 

TEOREMA 1.5.1 

Sea a un elemento de un cuerpo conmutativo K; las propi~ 

dades siguientes son equivalentes: 

a) El anillo K ITa] es un cuerpo. 

b) a no es un cuadrado en K. 

DEMOSTRACION 

a) => b) 

Procederemos por Teducci6n al absurdo, suponiendo que 

existe un x £ K tal x 2 = a. 

Se tiene entonces que x 2 2 = W 1 y en consecuencia 

(x - w)(x + w) = 0; si K[laJ es un cuperpo, y por tanto un 

anillo entero, entonces, 0 bien x = W 0 bien x = -w, 10 que -

es imposible porque para z, y £ K la relacion x + wy = 0 impli-

ca .x = y=.O. 

b) => a) 

Sea z = x + wy un elemento no nulo de K[raJ; para demos

trar que z es inversible basta con dernostrar Nez) es invers.i-
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ble en K (1.4.2); como K es un cuerpo, todo consiste en demos 

trar que la relaci6n N(z) = ° implica z = 0, a 10 que es 10--

mismo, que 

x 2 - ay2 = ° ==> X = Y = 0; 

ahora bien, Sl se tuviera y f. 0, Y E K seria inversible, y por 

consiguiente se tendria 

contrario a la "hip6tesis de que a es un elemento no cuadrado 

de K. Se tiene entonces y = 2 0, y por tanto x = 0, es decir, 

x = 0, 10 que completa la demostraci6n del teorema. 

EJEMPLO 1.5.2 

El anillo L = ~Ir2J es un cuerpo conmutativo. Se puede -

identificarlo con un subcuerpo de ffi: basta asociar a cada u€ L 

el numero real x + y/Z; la aplicaci6n de L en JR asi definida 

es inyectiva y ademas, compatible con las leyes de cornposici6n 

que intervienen en la cuesti6n (morfismo). 

EJEMPLO 1.5.3 

Tomando K = ill Y a = -1 vemos que el anillo [ de los nume 

ros complejos es un cuerpo conmutativo; por esta raz6n se di

ce que es el cuerpo de los numeros complejos. Dado un numero 

complejo 

z = z + ly 

no nuIo, su inverso viene dado por Ia relaci6n(). 4.2, ())) y 

como aqul se tiene 



resulta 

- 1 
z 
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N (z) 

x 
2 2 x + Y 

el denominador no puede anularse (J .5 .1) m§s que si x = Y = 0, 

esto es, si z = O. 

§ 6. REPRESENTACION GEOMETRICA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS 

(1.6.1) Consideremos en el plano dos ejes coordenados rectan-

gulares Ox y Oy; es natural asociar a todo numero complejo 

z = z + iy el punto de coordenadas x~y en el plano; reciproca 

mente, se puede asociar a todo punto del plano de coordenadas 

x,y el numero complejo z = x + iy, que se llama tradicional -

elafijo del punto P. Se establece asi una biyecci6n del con-

junto [ sobre el conjunto de puntos del plano, una vez elegi

dos los ejes coordenados 1 10 que tiene por oojeto, identifi--

1 1 1 · JR2 car e p ana con e conJunto . 

Esta representaci6n geometri ca de los numeros complejos 

permite interpretar facilmente la adici6n de los nlimeros com-

plejos (Fig. 1): si P y Q son puntos del plano de afijos u y 

v, entonces el punto R de afijo u + v viene dado pOJ la Jela-

cion 
-> -> -> 
OR OP + OQ, 

puesto que para sumar yectores de origen 0 basta con sumar 

su~ componentes respecto de los ejes coordenados Ox~ Oy. 

Sea P el punto de afijo z x + iy; el numero 

' " 



N(z) = z z 2 2 x + y 

viene dado evidentemente por 

2 
N (z) = OP , 

1 5 

en virtud del teorema de Pitagoras. La distancia de P al punto 

0, es decir, el numero 

(1) 

P 

x+iy: , , 
I 
I 
I 

/ 
I 

/ 

/ 

R 

y 

.... ... 
"- ... 

Q 

-----+------------------~---L-----------------------x 

x o 

Figura 1 . 

se llama el m6dulo 0 el valor absoluto de z y se denota por -

Izl; se cumple siempre Izl ~ 0, y Izl = 0 si Y 5610 51 z o· , 

ademas las desigualdades clasicas entre los lados de un trian 

gulo muestran, si se exarnina la figura, que se tiene 

I u +v I 2 I u I + I v I c ua 1 e 5 qui era que sean u, v £ [, y c on rna yo r -

generalidad. 

(2) I z I n I 

." 
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cualesqui e ra que sean los comple jos zJ,z2'" '1zn; este resul

tado se conoce como desigualdad triangular. 

DEFINICION 1.6.2 

Sea z f O. El angulo 

~ 
e = (Ox, Oy), 

que es un numero real modulo zn (1 .1 .6) se llama el argumento 

o amplitud del numero z f 0, y se denota pOT 

Arg(z). 

La figura (1) muestra que las partes real e inaginaria de z -

vienen dadas en funcion del modulo r y del argumento e de z -

por las formulas 

(1) x = r cos e, y = r sen e 

de manera que se puede escribir tambien 

(2) z = r(cose + i sene), 

o bien utilizando la notacion 

(3) z = r cis e, 

donde cis e es la contraccion de cos e + i sen e, formula que 

recibe el nombre de representacion trigonometrica de z. Reci-

procame nte, la relacion 

z = r(cos e + i sene) con r > 0 => r = Izl , e = Arg(z); 

y a que la relacion considerada muestra que las partes real e 

imaginaria de z son 
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x = r cos 8, y = r sen 8 

d d d 1 2 x 2 + y2 . . e on e resu ta que r = y puesto que r es POSltlVO, 

r = Izl; denotando por 8' el argumento de z, se tiene enton--

ces cos 8 = cos 8', sen 8 = sen 8', de donde 8 = 8', salvo un 

multiplo entero de 2TI, 10 que establece nuestra afirmacion. 

(1.6.3) Para obtener una interpretacion geometrica del produc 

to de dos numeros complejos, consideremos los numeros comple-

jos 

su producto puede escribirse en la forma 

y como r 1r 2 es positivo, de (1.6.1.(1)) se deduce que 

Por otro lado, segun las reglas de multiplicacion de numeros 

complejos, se tiene 

Mediante los teoremas de adicion del sene y el coseno, -

esta expresion se reduce a 

resultado que establece que 

Este resultado se puede extender naturalmente a un pro--

ducto de varios factores, en la forma 
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n n 
(4) n (cos 8k + i sen 8k ) 

k=1 
= cos 8 + i sen 8, donde 8 = I 8k · 

k=1 

En particular, si los 8
k 

se suponen iguales a un mismo angulo, 

se obtiene la celebre formula de DeMoivre 

(5) (cos e + i sen e)n = cos (ne) + i sen(n8) 

Por otro lado, puesto que la division es un caso espe---

- J cial de la multiplicacion, si en (1.6.3.(1)) hacemos z2 = z , 

se tendra 

- 1 z1 r 1 (cos 81 + i sen 8 1) 
z1 z -z r (cos 8 + i sen e) 

r
1 (cos(8] -8) + i sen (8 1 - 8)) r 

10 que muestra claramente que 

(6) y Arg [z}) Arg(z1) - Arg(z). 

Asi, las formulas 

permiten dar una interpretacion geometrica de la multiplica--

cion de numeros complejos. Sea 

z = r(cos 8 + i sen 8) , r 2:. 0, 

un numero complejo; asociemos a todo punto P del plano el pun 

to P' cuyo afijo es el producto por z del afijo de P (la apli 

cae ion P -> P' corresponde entonces, en el plano, a la apli-

cae ion u -> zu de [ en [); entonces la transformacion que ha 

ce pasar de PaP' es una semejanza y, de manera mas precisa, 

es e~ producto de la homotecia de centro 0 y de razon r y de 



la rotaci6n del angulo S alrededor de O. 

De manera similar, las relaciones 

que se obtienen haciendo zl 

Arg(z-1) = -Arg(z}, 

-1 
= z, z 2 = z en (1. 6 . 3 . ( 2) ) , 

1 9 

muestran que se pasa del punto de afijo z # 0 al punto de afi 

. - 1 JO z por una inversi6n de centro 0 y potencia 1, seguida de 

una s ime tri a respecto al eje Oy. 

Estas interpretaciones geometricas de las operaciones 

con numeros complejos son de aplicacion muy usual en Analisis. 

En la teoria de funciones de una variable compleja, la -

funcion exponencial e Z desempena un ro l fundamental . En la de 

finicion que dames a continuacion s e s u pone conocida la fun--

.~ x 
clon e , para XElR (cf.3.4.3). 

DEFINICION 1 . 6.4 

Sea z E a: un numero complej 0 cualquiera. Por (P 4) de 

(1.3.5), 
z 

z es de la forma z = x + iy, entonces el valor de e 

esta dado por la formula 

(1) 

Para z = iy, se tiene entonces elY = cos y + i sen y. Por tan-

to' (1.6.2.(2)) se puede escribir en la forma 

(2) z = re is (r = I z I, e = Ar g ( z) ) 

(1.6.5) La determinacion de las raices de un numero complejo 

es uno de los temas centrales de la teoria de ecuaciones, y -

es precisamente la labor desarrolQad a en la solucion de este 
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problema 10 que engendra la craci6n del sistema de los nume--

ros complejos. 

Para hallar la raiz n - esima de un numero complejo a te-

nemos que resolver la ecuaci6n 

( 1 ) 

En el supuesto de que a 'f 0, escribimos a = r (cos ¢ + i sen ¢) 

y z = p(cose + isene). Entonces (1.6.5.(1)) adopta la forma 

(2) pn(cos n e + i sen n e) = r(cos ¢ + i sen ¢) 

Esta ecuaci6n se verifica ciertamente si pn = r y n .6 ¢. De 

aqui se obtiene la raiz 

1 I . ¢ . . ¢ 
z = y n(cos - + ls en - ) 

n n ' 

donde yl/n denota la raiz enesima positiva del nlimero T, no -

siendo esta la unica soluci6n. En efecto, tambien se verifica 

(1.6.5.(2)) Sl ne difiere de ¢ en un multiplo del angulo to--

tal. Si se expresan los angulos en radianes, el angulo total 

es 2IT, Y tenemos que se verifica (1.6.5.(2)) si (y solo si) 

6 ¢ + K .ZIT 
n n 

donde K = 0,1, ... ,n-l. Por tanto la soluci6n completa de la ~ 

ecuaci6n (J .6 . 5.(1)) viene dada por 

(3) z = r1/nl-cos (~ + 2~IT) + isen (* + 2~cnn, K = 0, ... , n - l. 

Existen n raices n-esimas de cualquier numero complejo -

a 'f O. Todas tienen el mismo m6dulo y sus argumentos difieren 

en mUltiplos de ~ (Arg m6d 2IT). n 

.~ 
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Geometricamente, las raices n- esimas son los vertices -

de un poligono regular de n- lados. 

De particular importancia es el caso en que a = 1. Las -

raices de la ecuacion zn = 1 se denominan raices n- esimas de 

la unidad, y 51 ponemos 

(4) w 

todas las 

claro que 

cos 2IT 
n 

. ZIT 
+ 1 sen

n 

n -1 raices pueden expresarse mediante J,w, ... ,w . Es 

. 1 In d .". d 51 a enota cualquler ralZ eneslma e a, enton--

ces todas las raices pueden expresarse en la forma 

w
k a 1/n , K = O,1, ... ,n-1. 

Si s e sustituye (1.6.5.(1)) en (1.6.4.(1)), se tendra 

En particular, 51 Z = i e se tiene 

nie e 

obteniendose de nuevo la formula de De Moivre (1.6.3.C5)}. 

(J.6.6) Para muchos propositos es util ampliar el sistema [ -

de los numeros complejos mediante la introduccion de un sirobo 

10 00 que representa al infinito. Su relacion con los numeros 

finitos se establece escribiendo 

(J) a + 00 ~ 00 + a = 00, para todo a finito . 

(2) b 00 00 b 00, para to do b f 0 (incluyendo b = 00), 

Es imposible
1 

Sln embargo, definir 00 + 00 Y 0 ,00 sin violar las 

reglas aritmetica. No obstante, por convenio especial escribi 
I 
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rernos 

(3) a o = 00 , para a ::f O. 

(4) b 0, para b ::f 00 . 
00 

En el plano no hay lugar para un punto correspondiente a 

00, pero podemos, naturalmente, introducir un punto "ideal", -

que llarnaremos punto del infinito. La posibilidad de hacer e~ 

to es consecuencia de que para conocer un punto es suficiente 

conocer todos sus r- entornos (discos de centro Zo y radio 

r > 0). No es posible definir un r- entorno de 00 mediante una 

desigualdad del tipo liz zoll < r, pero 51 es posible hacer-

10 por la condicion Ilzl l > 1/r. Desde el punto de vista geom~ 

trico, un r- entorno de 00 es el exterior del disco de radio -

1/r y de centro en el origen. Se dice que una region contiene 

al punto del infinito si tiene al menDs un punto comun con c~ 

da entorno de 00 Esto ocurre si y solamente si la region no -

esta acotada. Se dice entonces que la region es no acotada 0 

infinita. Convenimos en que toda recta pasa por el punto del 

infinito. 

Cuando al plano complejo se Ie adjunta el punto del infi 

nito se Ie llama plano complejo ampliado 0 plano complejo en-

tero, y algunas veces, tambien plano completo. 

En ocasiones, el plano complejo sin el punto z = 00 se --

llama plano complejo finito y se designa par IIzll < 00. EI pIa 

no complejo ampliado puede aplicarse mediante la proyeccion -

estereografica sobre la superficie de la esfera unidad S 
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( Fig. 2 ) . Cons ideremos la es fera unidad cen trada en el or 1gen 

z = 0 del plano complejo. EI plano z corta a la esfera por el -

ecuador de esta, que es la circunferencia Il zll = 1. Cada punto 

P del plano z se aplica en un punto pI de la esfera por el si

guiente procedimiento: se unen el polo norte N de la esfera y 

el punto P mediante una linea recta. Entonces pI es el punto de 

interseccion de la esfera y la recta NP. Los puntos para los que 

II z II < 1 se aplican en el hemisferio inferior, mientras que aque 

llos para los que IIzll > 1 10 hac en en el hemisferio superior. 

El punto z = 00 corresponde con el polo norte N de la esfera, y 

el origen z = 0 se transforma en el polo sur. De esta manera se 

establece una biyeccion entre la esfera y el plano complejo am

pliado. Si Po esta proximo a P1 entonces p~ esta proximo a P;, 

10 cual es tambien valido para z = 00, es decir, un r-entorno de 

00 del plano z corresponde a una region pequena de la esfera 

cuando r es pequeno. En la teoria de funciones la esfera S se -

llama esfera de Riemann. 

N 

Figura 2 

. ~ 
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§ 7. TOPOLOGIA DEL PLANO 

DEFINICION 1.7.1 

. Llamaremos vecindad de un punto Zo £ 0: a todo conjunto V 

que contiene un disco abierto 

~: liz - zol l < r 

de centro Zo y radio r > O. 

El disco ~ es, naturalmente, una vecindad de zoo 

DEFINICION 1.7.2 

Sea S cO:. Se dice que un punto Zo E S es un punto inte---

rior a S si existe una vecindad V de Zo tal que V c S. El con-

junto de todos los puntos interiores a S se llama el interior 
o 

de S y se denota por S. S se llama un conjunto abierto si 
o 

S = S. 

En otras palabras, un conjunto S es abierto Sl y 5610 Sl, 

to do punto de S es un punto interior de S. 

TEOREMA J.7.3 

i) La union de una familia cualquiera de conjuntos abiertos 

en 0: es un conjunto abierto en 0:. 

ii) La intersecci6n de un numero finito de conjuntos abiertos 

en 0: es un conjunto abierto. 

DEMOSTRACION 

i) Sean A una clase de subconjunto abiertos de 0:, y 

M = U{G/GEA}, y sea pEM. Debemos mostrar que p es un --

punto interior de M, es ~ecir, que existe un disco abier-
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to Dp tal que p E Dp Y Dp c M. 

Puesto que p E M, existe Go en A tal que p E Go. Como ade

mas, Go es un conjunto abierto, entonces existe un disco abier 

to Dp que contiene a p y tal que p E Dp c Go . 

Puesto que Go es un subconjunto de M U{G/G E A}, Dp es 

tambien un subconjunto de M. Asi,pues, M es abierto. 

ii) Tomense dos subconjuntos de [. La prueba se completa por -

induccion. 

EJEMPLO 1.7.4 

El anillo S {z/r] < Ilzll < r Z' r J , r Z > O} es un con--

junto abierto. 

DEFINICION J .7.5 

Un conjunto F c [ se dice cerrado Sl su complemento [ - F 

es abierto. 

Obseryese que es posible que un conjunto sea abierto y -

cerrado al mismo tiempo, como sucede con [ y ¢. 

EJEMPLOS 1.7.6 

i) Un conjunto finito es cerrado. 

ii) El disco cerrado !:.: II z - Zra II < r, r ~ 0 es cerrado. 

TEOREMA 1.7.7 

i) Toda interseccion de conjuntos cerrados es un conjunto ce 

rrado. 

ii) La union de un nlimero finito de conjuntos cerrados es un 

conjunto cerrado . 
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DEMOSTRACION 

Pro baremos ii ) . Para ello consideremos una familia 

(P.). I de conjuntos abiertos. Por (1.7.3.(ii)).rLPi es un -
1 1 £ Id 

conjunto abierto. Se tiene entonc es que 

C .nIP . 
1£ 1 

es un conjunto cerrado. 

DEFINICION 1.7.8 

Un punto Zo se llama punto de acumulaci6n de un conjunto 

S c «: s 1 cada vecindad V de z 0 con tiene un pun to de S diferen-

te de z o. 

OBSERVACION 1.7.9 

Si Zo es un punto de acumulaci6n de un conjunto S, ZO --

puede no pertenecer a S. Por otra parte, un punto Zo de S no 

tiene por que ser un punto de acumulaci6n de S. En efecto, --

z = 1 es un punto de acumulaci6n del disco S: II z - ZO II < J, 

y sin embargo 1 'i- S. 

PROPOSICION 1.7.10 

Si Zo es un punto de acumulac i6n de un conjunto S c [, e!!. 

tonces todo vecindario de Zo contiene un numero infinito de -

puntas de S. 

DEMOSTRACION 

En efecto, si la yecindad liz - zoll < r contiene un pun-

to z1 1 Zo perteneciente a S, entonces, en forma semejante 1 -

I la vecindad liz - ZO II < II z1 - ZO II contendra un punto z2' dis-



tinto de Zo Y z 1' que pert enecc ? S. Repitiendo este proceso 

en forma indefinida, se obt jene Cj u e la vecindad \" = IIz-zol l < r 

contiene un numero infinito de puntos de S. 

DEFINICION 1.7.11 

El conjunto de puntos de acumulacion de S se llama con-

junto derivado de S y se denota por S'. 

TEOREMA 1.7.12 

Si S es un conjunto cerrado en [, to do punto de acumula

cion de S pertenece a S. 

DEMOSTRACION 

En efecto, si Zo es un punto d e acumulacion de S, ZO no 

puede estar en [ - S, pues [ - S es abierto. Reciprocame nte, si 

todo punto de acumulacion de S pertenec e . a S, entonces todo -

ZoE ([ - S), debe :tener una vecindad V tal que V c ([ - S) , 

pues de otro modo Zo seria un punto de acumu1acion de S que -

no esta en S. Por consiguiente ([ - S) es abierto, 0 sea S es 

cerrado. 

Si denotamos por S 1a union SUS', e1 resul tado anterior 

puede expresarse: S es cerrados ssi Sc S . Se cump1e siempre -

S c S. 

E1 conjunto S se llama 1a cerradura 0 adherencia de S. 

TEOREMA 1 . 7 . 13 

i) Una condicion necesaria y suficiente para que un conjunto 

S c [ sea cerrado es que S sea ~g.ual a S. 
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ii) Para un conjunto S cualquiera, S es siempre cerrado. 

DEMOSTRACION 

Inmediata. 

DEFINICION 1.7.14 

Sea A un subconj un to de un conj un to S c «:. Se dice que A 

es abierto en S 0 con relaci6n a S, si existe un conjunto --

abierto B tal que A = B n S. 

Cuando S «: entonces coinciden ambas nociones de abier-

to y de abierto con respecto a «:. Si S 1 «:, entonces A puede 

ser abierto en S, sin que A en S1 sea abierto. 

DEFINICION 1.7.15 

Un conjunto S se llama conexo Sl no existen conjuntos no 

vac10s H1 , HZ Y abiertos en S tales que 

i) H1 n HZ cP 

ii) H1 U HZ = S 

Cuando S es abierto, la condici6n de que H1 , HZ sean 

abiertos en S se puede reemplazar por la condici6n de que H1 , 

HZ sean abiertos. (En (3.3.3) se da una noci6n equivalente de 

conexidad). 

El conjunto «: es conexo. Es inmediato que esto equivale 

a decir que en «: los unicos conjuntos que son abiertos y ce -

rrados al mismo tiempo son cp y [. 
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EJEMPLO 1. 7 .1 6 

El disco abierto II z II < 1 Y e l disco cerrado II z II < 1, -

son ambos conexos. 

DEFINICION 1.7.17 

Todo conjunto abierto y conexo del plano complejo se lla 

rna dominic (0 r eg ion abierta). 

De esta definicion y de (1.7.15) de deduce unmediatamen

te que 0 bien Hl = cp, 0 bien H2 = cp. 

DEFINICION 1.7.18 

La cerradura de una region abierta 0 dominic se llama re 

gion cerrada. 

Si a una region abierta agregamos alguno, todos 0 ningu

no de sus puntos de acumulacion, obtenemos un conjunto llama

do region. 

EJEMPLOS 1.7.19 

1) El disco liz - zoll < r (y > 0), es un dominio . 

2) Los semiplanos Re(z) > 0 y Re(z) < 0 son ambos dominios. 

DEFINICION 1.7.20 

Un punto Zo se llama punto frontera de un conjunto S si ~ 

cada vecindad del punto Zo contiene al menos un punto del con 

junto S y al menos un punto que no pertenece a S. 

DEFINICION 1.7.21 

Un conjunto S de dice acotado Sl existe un numero k > 0 

tal que II z 11 < k para todo z E: S. 
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DEFINICION 1.7.22 

Llamaremos recubrimiento abierto de un conjunto E c [ a -

la familia (Gi)iEI de subconjuntos abiertos de [, tales que -

E c U G·. 
. I 1 IE 

DEFINICION 1. 7 . 23 

Se dice que un conjunto K c [ es compacto 51 es a la vez 

cerrado y acotado. De forma mas precisa, diremos que un con--

junto K c [ es compacto si todo recubrimiento abierto de K con 

tiene un subrecubrimiento finito. 

Mas explicitamente, la condicion es que si (G.). I es un 
1 IE 

recubrimiento abierto de K, existe un numero finito de indi--

ces 1 1 , 1 2 , ... , in' tales que 

definicion motivada por el enunciado del clasico teorema de -

Heine-Borel: 

TEOREMA 1.7.24 (Heine~Borel) 

Sea K c [ un conjunto compacto y (G i ) iEI un recubrill)iento 

abierto de K, entonces (G.) o · I contiene un subrecubrimiento -
1 IE 

fin ito de K. 

Haremos referencia a esta propiedad, como la propiedad -

de Heine-Borel. 

Antes de proceder a la demostracion del teorema conside-

remos algunas observaciones que seran de mucha utilidad. 



OBSERVACION '.7.25 

Si K tiene la propiedad de Heine-Borel y si Ko es un sub 

conjunto cerrado de K, entonces Ko tiene la misma propiedad. 

DEMOSTRACION 

En efecto, supongamos que (G.). I es un recubrimiento -
l le: 

abierto de Ko. Entonces el recubrimiento abierto de K es de -

la forma [(Gi)ie:I ] U [K-KoJ. De acuerdo con nuestra hip6tesis, 

existe un subrecubrimiento finito (G. ) de K, que puede 
lk -, <-k<n 

incluir a K-Ko. El mlsmo s~brecubrimiento, sin K-K o , recubre 

a Ko. 

Como consecuencia de la observaci6n anterior, bastara --

probar el teorema (1.7.24) para un cuadrado Ilxl l .::. M, Ilyll < M 

en el caso del plano. 

OBSERVACION 1.7.26 

El caso del plano ampliado se reduce facilmente al del -

plano. En efecto, si el conjunto cerrado K no incluye 00, esta 

acotado; si 10 incluye, uno de los conjuntos abiertos recubri 

dores contiene a 00, y bastara considerar el subconjunto cerra 

do acotado de K exterior a este conjunto abierto particular. 

(1.7.24) DEMOSTRACION 

Mostraremos ahora que un cuadrado C1 tiene la propiedad 

de Heine - Borel. (La demostraci6n es indirecta y por el metodo 

de bisecci6n). Consideremos un recubrimiento abierto CGi)ie:I 

de C, y supongamos que C
J 

no tiene un subrecubrimiento finito. 
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Si dividimos C1 en 4 cuadrados de lado l/Z (llamando l al va

lor del lado de C1), al menos uno de los cuadrados no tiene -

un subrecubrimiento finito. Denotemos este cuadrado por C2 y 

asumamos que Cz es el cuadrado del angulo superior izquierdo 

de C1 . Repitiendo indefinidamente este proceso, obtenemos una 

sucesi6n C de cuadrados encajados sin subrecubrimiento fini-
n 

tos. Es claro que Cn converge hacia un punto camun c;, £ C1 ' ya 

.t que + 0 cuando n + 00. Por hip6tesis, c;, pertenece a un con-
Zn 

junto Gi , Y puesto que Gi es un recindario abierto de c;" esta 

contenido en G .. Se tiene entonces que para n suficientemente 
1 

grande C c G., 10 que contradice el hecho de que C no puede 
n 1 n 

recubrirse por un numero finito de abiertos de (G.). I. La --
1 l£ 

cantradicci6n prueba el teorema. 

TEOREMA 1.7.27 (Bolzano-Weierstrass) 

Si K es un conjunto compacto, toda sucesi6n infinita ---

( a ) de puntos a E K tiene al menos un punto de acumula---n nE:1N n 

cion en K. 

DEMOSTRACION 

Consideremos la colecci6n formada por todos los conjun--

tos U, tales que a E U, 
n como maximo para un numero finito 

de subindices n. Todo punto que no es de acumulacion de la su 

cesion (a) IN tiene un entorno con esta propiedad. Por consi 
n nE 

guiente, si no hay punto de acumulaci6n en K, los conjuntos U 

forman un recubrimiento abierto de K. Podriamos entonces recu 

I brir a K con un numero finito de conjuntos U. Se sigue de es-
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to que a E K unicamente para un numero fini to de subindices, 
n 

contrario a la hipotesis. Por consiguiente debe existir al me 

nos un punto de acumulacion en K. 

TEOREMA 1.7.28 

Todo conjunto con la propiedad de Heine-Borel es compac-

to. 

DEMOSTRACION 

Basta probar este reciproco del teorema de Heine-Borel -

para el caso del plano ampliado. En efecto, si un conjunto es 

cerrado con respecto al plano ampliado y no contiene el punto 

del infinito, es por 10 mismo acotado. 

Sea K c a: un conjunto con la propiedad de Heine-Borel y -

consideremos un punto Z E (a:-K). Denotemos (U.). I la colec- --
1 lE 

cion de todos los conjuntos abiertos U, cuyo cierre U no con-

tiene a z. Es evidente que todo punto z tiene una vecindad 

con esta propiedad. Por consiguiente, la coleccion (~iliEI es 

un recubrimiento abierto de K, pudiendose extraer un subrecu-
n _ 

brimiento fini to (U. ) . Entonces ZEn (a: - U. ), y esta -
lk J <k<n k=f l.k 

interseccion es un subconjunto abierto de - (a:-K). Puesto que Z 

es un punto arbitrario de (a:-K), se tiene que (a:-K) es abier-

to y, por tanto K es cerrado. 

§ 8. FUNCIONES COMPLEJAS DE VARIABLE COMPLEJA. 

En la teoria de variables complejas se consideran funcio 

nes de cuatro tipos distintos: funciones reales de una varia

ble real, funciones reales de una variable compleja, funcio--
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nes complejas de una variable real y funciones complejas de -

una variable compleja. Estas ultimas constituyen el objeto de 

la presente secci6n. 

Adoptaremos el convenio de que las letras z y w denotan 

siempre variables complejas; aS1 por ejemplo, para indicar 

una funci6n compleja de una variable compleja escribiremos 

w = fez). 

DEFINICION 1.8.1 

Sea Dc 0: un conjunto arbi trario. Se llama funci6n de la 

variable compleja z a toda regla 0 aplicaci6n que a todo ele 

mento z £ D hace corresponder otro elemento w £ 0: Y que se dena 

ta por fez). Se dice entonces que f esta definida en D. La in 

terpretaci6n preclsa de la palabra "regla" no es muy importan 

teo Lo que S1 es importante es que una funci6n asocia un nume 

ro complejo a cada punto de su dominic de definicion. 

Como ilustracion, consideremos los siguientes ejemplos: 

(1) w = z 

que define una funci6n en cualquier regi6n. 

(2) 
2 

w = 
4 - II z II ' 

que define una funcion en toda region que no contenga ningun 

punto de la Circunferencia Ilzll = 4. 

(1.8.2) Tal como ocurre en el Analisis real, las operaciones 

algebraicas con las funciones, se definen efectuando las co--

rrespondientes operaciones con sus Yalores. Por ejemplo, el 

producto fg de dos funtiones f y g es la funcion cuyo valor -



35 

en z es fCz) g Cz). Es obvio que f y g deben t ener un dominio 

comtin. 

Cualquier funci6n f puede ser expresada mediante dos fun 

ciones r eales, descomponiendola en sus partes real e imagina-

ria. Por ej emplo, si w = u + iv Y z = x + iy, la ecuaci6n -
2 w = z da 

( .) 2 2 u + lV = X + ly = X 
2 Y + 2ixy 

que es equivalente al sistema 

(1) 2 2 u=x -y, v = 2xy 

En el caso general , f tiene una parte real u y una parte 

imaginaria v que son funciones de z y por consiguiente, tam--

bien de (x,y). ASl pues, W = fez) es equivalente a 

W = u(x,y) + iv(x,y). 

Se puede considerar que una funci6n f, de la variable z, 

establece una transformaci6n de los puntos del plano z en que 

este definida, en puntos del plano w. Estas transformaciones 

se llaman tambien aplicaciones y, a veces, representaciones. 

Por ejemplo, para W = z2, las ecuaciones (1.8.2.(1)) estable-

cen la correspondencia entre el punto (x,y) del plano z y el 

punto (u,v) del plano w. Se dice entonces que (u,v) es la ima 

gen de (x,y) en la transformaci6n, 0 10 que es igual, que w -

es la imagen de z. De igual forma puede hablarse de la imagen 

de un conjunto de puntos, de una regi6n, por ejemplo. 

DEFINICION 1.8.3 

Si f es una funci6n definida por w = fez), di~emos que f 
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es una funcion univoca de z, si a cada valor de z corresponde 

solo un valor de w. Si por el contrario, mas de un valor de w 

corresponde a cada valor de z, diremos que f es una funcion -

multivoca 0 multiforme de z. 

Una funcion multivaluada puede considerarse como una co-

leccion de funciones univocas, cada uno de cuyos miembros se-

ra llamado una raffia de ~a £uncion. Se acostumbra a considerar 

un miembro particular como una ram'a prin'cipal de la funcion -

multivoca y el valor de la funcion correspondiente a esta ra-

rna como el Valor p~incipal. 

EJEMPLOS J.8.4 

(J) Si w = Z z , entonces para cada valor de z existe un solo 

valor de w. por ello w = fez) = zZ es una funcion univoca de 

z. 

2 
.Aunque w = z asigna un unico valor de w a cada valor de 

z, no es necesariamente cierto que al transformar una region 

del plano z se cubra su lmagen en el plano w exactamente una 

vez; puede ocurrir que la transformacion asigne un mismo va-~ 

lor w ados puntos distintos del ~lan o z, pues (z)Z ~ C-z)Z -

son iguales. 

La funcion w = zZ aplica el semiplano superior del plano 

2 
z en una region del plano w. Como Ilwll = IIzll y 

Arg(w) = ZArg(z) mod ZIT, las circunferencias IIzll = r se 

aplican sobre las circunferencias 2 II w II = r y un rayo que par 

tiendo del origen forme un angulo e con el eje x se aplica so 

bre un rayo que forma un angulo doble con el eje u. El efecto 



37 

de la aplicacion es abrir el semiplano superior como si fuera 

un abanico, de tal manera que su imagen cubre exactamente una 

vez el plano w, como se muestra en la figura 3. 

z 

Figura 3. 

Si se transforma de esta manera una region mayor que el 

semiplano superior se recubriran 2 veces algunos puntos; la 

imagen de todo el plano z recubre el plano w, con excepci6n 

del origen, exactamente 2 veces. La razon de este comporta--

miento obedece a que la ecuaci6n w = z2 tiene dos soluciones 

cuando w i 0; en otras palabras, a que IW tiene 2 valores. 

(2) Si w = z1/2, entonces para cada valor de z e~isten dos -

valores de w. De donde fez) = z1/2 es una funci6n multivalua

da (bivaluada en este caso) de z. 

§ 9. LIMITES Y CONTlNUIDAD 

Se define en el Analisls de variable compleja el concep

to de limite de la misma forma que en el Analisis real, con -

la unica salvedad que ahora el valor absoluto tiene el senti-

do de la definicion (1.6.1.(1)). 

... 
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DE FI NICION 1.9.1 

Sea f una funci6n definida en un conjunto D del plano 

compl ejo, excep to tal vez en el punto zoED. Se dice que el nu 

mero L es el limite de fez) cuando z tiende a Zo 6 sea 

lim fez) = L 
Z+Zo 

Sl par a cada E > 0 existe un 0 > 0 tal que IIfez) - LI I < E pa 

ra todo ZED que sa tisfaga 0 < liz - z 0 II < o. 

Observese que para que existe el limite L no es necesa--

rio que f este definida en el punto zoo 

EJEMPLO 1.9.2 

Sea fez) 
2 

z +4 L f . ~ f ~ d f' . d 1 ---2-' . a unclon esta e lnl a so amente -
Z - l 

para z 1 2i . Sin embargo li~ fez) = 4i. En efecto, si z 1 2i, 
Z+2l 

entonces se tiene 

Il f( z) - 4ill = liz - 2ill 

Por consiguiente, tomando 0 = E se obtiene II flz) - 4i II < E 

5 i 0 < II z - 2 i II < 0, 0 5 ea 

TEOREMA 1.9.2 

z·2+ 4 lim ----. = 4i. 
z+2i z - 2l 

Sean f y g dos funciones definidas sobre el mismo conjun 

to Dc 0::, tales que 

1 im ;f ( z ) = a y 1 im g ( z ) S, 
z+Zo z+zo 

entonces se tiene que 



i) lim 
Z+Zo 

[f ez) + g ( z)] a + S 

ii) lim 
Z+Zo 

[fez) - g(z)] a - S 

iii) lim If (z) g(z)] == as 

iv) 

Z+Zo 

lim fez) 
Z+Zo grzr ~ (si (3 :f 0). 

3 9 

Las demostraciones de estas prapiedades son similares a las -

del Analisis real. 

Se demuestra por induccion que 

i) lim [f (z) + g (z) + ... +p (z) ] == 1 im f (z) + 1 im g (z) + ... + 1 im p (z) 

i i ) 1 im [ f ( z ) g ( z) . . . p ( z ) ] lim fez) lim g(z) ... lim p(z) 
Z+Zo z+Zo z+Zo z+Zo 

donde f,g, ... ,p son funciones definidas en la misma region, -

tales que los 1imites del segundo miembro existen. Puesta que 

se verifica tambien que 

1 im c f ( z 1 == c 1 im f Lz) 
Z+Zo Z+Zo 

para toda constante c, concluimos que 

1 im F [f ( z), g (z) , ... , p (z) ] == F [1 im f (z), 1 im g (z) 1 •• • 1 1 fm p (z) ] 

para to do po1inomio F(a, S, • .. , 0). 

DEFINICION 1.9.3 

Sea Dca:. Al igua1 que en e1 Anal is isreal, se dice que 

una funcion f definida en D es continua en el punta Zo £ D si 



40 

lim fez) = f(zo). 
Z-+Zo 

Si f es continua en cada punto zED , se dice que f es --

continua en D. 

Las funciones de variable compleja y de variable real --

presentan comportamientos analogos con respecto a la continui 

dad. Las propiedades de las funciones continuas son las mis--

mas, razon por la cual solo enunciaremos tales propiedades, -

pues su demostraci6n es similar a la de funciones de variable 

real. 

TEOREMA 1.9.4 

Si f es continua en Zo, entonces c f es continua en zoo 

TEOREMA 1.9.S 

Si f y g son funciones continuas en un conjunto Dc [, en 

tonces f + g, f - g, f g son tambien funciones continuas en D. 

f De igual forma - es continua en aquellos puntos zoED para los 
g 

cuales g(zo) # O. 

Es una consecuencia inmediata de (1.9.2). 

TEOREMA 1. 9. 6 

Si f es continua en Zo y g es continua en f(zo), enton--

ces la funcion compuesta h = g 0 f es continua en ZOe 

DEMOSTRACION 

Inmediata. En efecto , como f es continua en Zo se tiene 

1 im f ( z ) = f ( z 0 ) 

z-+Zo 

- .. 
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De igual forma, puesto que g es continua en f(zo), enton 

ces 

lim g( z) 
z-+f(zo) 

10 que muestra nuestra afirmaci6n. 

OBSERVACION 1.9.7 

(g of)(zo), 

Como evidentemente las funciones fez) = k (k constante) 

y fez) = z son ambas continuas en [, de (1.9.5) se deduce que 

todo polinomio 

P(z) + a 
n 

P(z) es continuo en [. De igual manera, toda funci6n raciona1 Q(z) 

es continua en todo punto Zo en que Q(zo) 1 o. 

OBSERVACION 1.9.8 

Pu e s to que II f ( z ) - f ( z 0) II Ilf(z) - f(zo) II, es evidente 

que las condiciones 

lim fez) = f(zo) y lim fez ) f(zo) 
z-+zo 

son equivalentes. Por consiguiente fe z) es continua en Zo si 

10 es f(z). 

Teniendo en cuenta que 

Re(f(z)) f(z);f(z) , Im(f(z)) = fez) 2-i f(z), Ilf(z)1 1 (f (z) fez) 1 /2 

observamos que las tTes funciones 

Re (f ( z) ), 1m (f ( z) ), II f (z) II 

son continuas en todo Zo donde 10 sea fez). 

• 4 
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OBSERVACION 1.9.10 

Dada una funci6n f = u + iv se verifica Sln dificultad -

que f es continua en el punto Zo = Xo + iyo si, y solo si, u 

y v son ambas continuas en el punto (x o , Yo), es decir, si p~ 

ra cada E > 0 existe un 0 > ° tal que 

lIu(z,y) - u(xo,Yo) II < E, II v(x,y) - v(xo,Yo) II < E 

cada vez que 

EJEMPLO 1.9.11 

Apliquemos ahora el cri ter:i.o a la funcion log z, defini-

da para z 1- o. 

Puesto que log z = log Izi + ie (Izl > ° y e Arg (zl), se 

tiene: 

u(x,y) v(x,y) = e = Arc tg y , -IT < e < IT x 

La funcion u(x,y) log/X 2+y2 es continua en todo punto 

(x,y) 1- (0,0). En cuanto a la funcion v(x,y) = 6, ella es con 

tinua en todo punto (x,y) = (0,0) que no este sobre el semie-

je negativo del eje real. En efecto, si Xo < ° es un punto de 

dicho semieje, entonces para y > ° se tiene 

lim Arg(xo+iy) = IT, 
y+o 

lim Arg(xo -iy) 
y+o 

-IT 

Por consigui ente, la funcion e = Arg(z) es discontinua en ca-

da punto Xo < 0. Se deduce entonces que la funcion log z es -

continua en el plano complejo si se exceptua el semieje real 
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negativo. 

Las funciones continuas gozan de propiedades especiale.s 

cuando se las considera en conjuntos compactos 0 conexos. Ha-

remos una breve iesefia de esta interesante teoria. 

TEOREMA 1.9.12 

Si f es una funci6n continua en un conjunto compacto K, 

entonces f(K) es tambien un conjunto compacto. 

DEMOSTRACION 

Sea f continua en el compacto K. Mostraremos que f(K) po 

see la propiedad de Heine-Borel; por el teorema (1.7.28) f(K) 

sera entonces compacto. 

Sea (G.) - I un recubrimiento abierto cualquiera de F(K). 
l lE 

Consideremos la familia (V.). J de todos los conjuntos abier
J JE 

tos V _ tales que f(K n V.) esta contenido en un conjunto G
l
-. 

J J 

Si Zo E K, sabemos que f(zo) pertenece a algun Gi , y por la --

continuidad existe un disco abierto liz - zoll < r (vecindario 

de zo) que es un conjunto V .. Por consiguiente (V.). J es un 
J J JE 

recubrimiento abierto de K, y podemos seleccionar un subrecu-

brimiento fini to (V. ) 1 < < n' J p _ p-
Si f(K n Vj ) c Gi -, , es obvio 

p P 

que (G. ) 1 < • 
l p < n p - -

es un subrecubrimiento finito de f(K). 

COROLARIO 1.9.13 (Teorema de Bolzano) 

Sea f una funci6n que toma valores reales y es continua 

en un compacto K. Entonces existen puntos zo, z1 en K tales 

que 
I 



f(Za) 2. fez) 2. fez,) para todo Z E K. 

Za es el punto de K donde f alcanza su minimo y z1 el punto -

en donde f alcanza su maximo. 

DEMOSTRACION 

En virtud de (1.9.12) y de la hipotesis, se tiene que -

f(K) es un conjunto cerrado y acotado de numeros reales. Por 

ser f(K) acotado existen el extremo superior Myel extremo 

inferior m de f(K), y por ser f(K) cerrado, M y m son puntos 

de f(K). Por consiguiente, existen los puntos za, z1 E K tales 

que f(za) = m, f(zl) = M. De esto se deduce que se cumple: 

f(za) 2. fez) 2. f(z1) V-z EK, 

que es 10 que se queria probar. 

(1.9.14) El concepto de continuidad uniforme desempefia un pa 

pel esencial en la teoria de funciones de variable compleja. 

En general, se dice que una condicion se verifica de manera -

uniforme con respecto a un parametro Sl puede expresarse me-

diante desigualdades que no implican al parametro. 

Cuando se considera la continuidad de una cierta funci6n 

en una regi6n dada, por 10 general, el 0 necesario para un v~ 

lor dado de E depende no solo de E sino tambien del punto Za 

considerado. Si es posible elegir a de manera que no dependa 

de Za, se dice que la funcion es uniformemente continua. For

malizamos a continuaci6n la discusi6n anterior: 

DEFIN ICION 1.9.15 

Se dice que una funci6n f es uniformemente continua en -
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una regi6n D 51 para todo E > 0 existe un 0 > 0, que no depen 

de mas que de E y tal que Il f(z1) - f(zZ) II < E, para todos -

los pares z1' Zz E D que satis fagan II z1 - Zz II < o. 

TEOREMA 1.9.16 

Toda funci6n continua en un conjunto compacto es unifor-

memente continua. 

DEMOSTRACION 

Sea f continua en el conjunto compacto K. Entonces todo 

Zo E K tiene un entorno liz - ZO II < r, en el que 

II fez) - f(zo) II < -2- . Los entornos mas pequefios liz - ZO II < ~ 

forman un recubrimiento abierto de K, siendo posible extraer 

un subrecubrimiento finito compuesto por entornos de la forma 

II z z 0 II 
rn 

Sea 0 el menor de los numeros 
rn 

Conside-- < 2 . 2 n 
remos un par z 1 ' Zz E K de modo que 

r 
II z 1 - zzll < o. Existe un 

Zo tal que II z J ZO II < n obtenernos - 2 y 
n n 

r 
n 

En consecuencia, y f CZo } II 
n 

E 
< 2" 

Por la desigualdad triangular se deduce que IlfCzJ ) - fCzZ} II < E, 

10 que prueba la continuidad uniforme de f en K. 

En conjuntos no cornpactos, a1gunas funciones continuas -

son uniformemente continuas, rnientras que otras no 10 son , 

Asi por ejernp10, 1a funci6n z es uniforrnernente continua en to 

d f 
. ~ 2 

o e1 plano, pero no 10 es la unclon z . 

De especial importancia resulta el hecho de que una fun-
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ci6n uniformemente continua en un conjunto K 10 es tambien en 

todo subconjunto de K. Por tanto, si f esta definida en Ko Y 

pue d e prolongarse a una funci6n sobre un conjunto compacto 

K J Ko , entonces f es uniformemente continua en Ko. 

TEOREMA 1.9. 1 7 

Si f es una funci6n continua en un conjunto conexo D, en 

tonces feD) es tambien conexo. 

DEMOSTRACION 

Supongamos que f es continua en el conjunto conexo D. Si 

D es abierto, la demostracion resulta bastante sencilla . En -

efecto, sean H1 y HZ conjuntos abiertos tales que 

f (D) c H, U HZ Y f (A) n (H1 n HZ) = cp. 

Entonces f- 1 (H
1

) y f-1(H Z) son tambien abier t os (puesto que -

s"'i f es definida en un abierto, condicion necesaria y suficien 

te para que sea continua, es que la imagen inversa de todo con 

junto abierto sea abierta), de donde 

D = f - 1 (H
1

) U f - 1(Hz)' f - 1 (H
1

) n f-1(H
Z

) = cp. Dado que D es-

- 1 -1 
conexo, f (H

1
) = cp 0 f (HZ) = cp y esto es cierto s610 si 

feD) n H1 = cp 0 feD) n HZ = cp. Po r t anto, feD) es conexo. 

- 1 -1 
En general, f (H J ) Y f (HZ) no son abiertosj pero por 

la continuidad cada pun to de f- 1 (H1 ) tiene un entorno cuya i~ 

terseccion con D esta contenida en f - 1 (H1). La union de todos 

estos entornos es un conjunto abierto H~ tal que 

1 - 1 I H1 n D = f (H
1
); el ~onjunto HZ puede definirse de manera --

- . 
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analoga. El mismo razonamiento hecho anteriormente muestra 

que, 6 bien H; n D = ¢ 0 bien H~ n D = ¢, y esto implica que 

f(D)nH 1 = ¢ 6 f(D)nH Z = ¢, 10 que completa la demostraci6n. 

COROLARIO 1.9.18 

Sea f una funcion continua en un conjunto conexo D que -

toma valores reales. Si a = f(zl) < f(zZ) = b, con z, ,zz E D, 

entonces para todo nfunero real c, a < c < b, existe Zo EDen 

donde f toma el valor c. 

DEMOSTRACION 

En virtud de (1.9.17) y de la hip6tesis que f toma valo-

res en JR., feD) es un conjunto conexo de la recta real y por -

consiguiente feD) es un intervale 1. Si a y b son puntos de I, 

entonces [a, bJ c I = feD) y, por 10 tanto, c E f (D) , es decir, 

existe Zo E D tal que f(zo) = c. 

COROLARIO 1.9.19 

Sea f una funcion continua en un conjunto conexo D y que .. 
toma en D valores enteros. Entonces f - es una funci6n constan-

teo 

DEMOSTRACION 

Basta aplicar a f el corolario (1.9.18) Y tener en cuen-

ta que un conjunto de numeros enteros es conexo si, y solo si, 

el conjunto se reduce a un punto. 

§ 10. LA DIFERENCIACION DE VARIABLE COMPLEJA 

DEFINICION 1 . 10.1 

Se dice que la funci6n f definida en un dominic D es di-
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ferenciable en el punto ZO ED cu a ndo existe el limi t e 

(1) lim fez) - f(zo) 
z-+zo z - Zo 

Tal limite se denota por fl (zo ) y se llama la derivada ( complej a) de f 

en el punto Zo. 

De la relacion siguiente 

fez) = fez) - f(zo) (z - zo) + f(zo), (z =f zo) 
z - Zo 

se deduce que lim fez) = fl (zo) . 0 + f(zo) = f(zo) cuando 

z -+ Zo, y por 10 tanto, una funci6n que es diferenciable en -

Zo es tambien continua en ese punto. Sin embargo, la recipro-

ca no es verdadera; la diferenciabilidad es una condicion mu -

cho mas fuerte que la continuidad. 

Si en la definicion anterior hacemos z - Zo = h, obtene -

mos la forma equival ente 

(2) 1 im f ( z + h) - f ( z) = f 1 (z) 
h-+ O h 

en la que se ha sustituido Zo por z . Es importante recordar -

que ahora h es complejo. Denotando h por ~z se tiene 

(3) lim f(z+~ z ) - fez) = f'(z). 
~z -+0 ~z 

Si w fez), se define a veces 

(4) ~w = f(z+~z) - fez) 

dw escribiendose la derivada en la forma dz 0 

(5) 
dw lim ~v. 
dz ~z-+ 0 ~z 

d w· asi pues az ' 

Esta notacion, sin embargo, solo tiene sentido cuando se tie-
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ne presente (1.1 0 .1. (4)) . 

(1.10.2) Si el limite (1.10.1. l2)) existe para todo z de una-

regi6n dada R, el proceso a nte rior Ie asocia el numero f' (z) 

a cada punto z £ R, det e rmi nandose asi una funci6n, la cual se 

denota por f' 6 f' (z). Las e cuaciones en las que intervienen 

derivadas, como en (1.10.2. (1)), pue den interpretarse en dos 

sentidos, bien como una igualdad de funciones, 0 como una 

igualdad de valores de funciones. 

Tal como podria esperarse, teniendo en cuenta las defini 

ciones anteriores, las derivadas de funciones complejas se 

comportan de manera muy parecida a las derivadas de funciones 

reales. Por ejemplo, si fez) = zn, siendo n un entero positi -

vo, entonces 

n-1 n-2 nz +c
2

z h+ + C h n - 1 
n 

donde las c
k 

son coeficientes binomiales. Haciendo que h ~ 0 

se tiene 

(1) n -1 n z 

Las mismas demostraciones que se dan en el Analisis real 

permiten establecer que si f y g son diferenciables, entonces 

(2) 

(3) 

(4) 

(f ± 

(f 

[iJ' 

g) , = 

g) , 

g f' 

g 

f' ± g' 

f g' + f' g 

- f g' 
2 

suponiendose en este ultimo caso que g(z) # 0 en la regi6n 



50 

considerada. Si las derivadas del segundo miembro existen, 

por induccion s e demuestra qu e 

(f + g + 
1 1 1 1 

+ p) = f + g + .•. + p . 

Cuando se considera la formula obtenida al dividir (fg)' por 

fg, se preve la siguiente generalizaci6n 

(5) (f.g p) 1 
= 

f' 
f + 

1 
g 
g 

+ •.• + 
1 

P 
p' f.g p 

resultado que se demue stra por induccion, suponiendo que no -

se anule ningun denominador y que existan todas las derivadas 

que figuran en los numeradores. A modo de verificaci6n, hacien 

do f = z, g = z, ... , p = z en (1 .1 0.2.(5)) se obtiene otra -

vez (1.10.2. (1)) para z 1 o. Los resultados anteriores indican 

que los polinomios y las funciones racionales se derivan en -

forma analoga que en el Analisis real. Tambien es ¥alida la -

regIa de la cadena: si g es diferenciable en z y f es diferen 

ciable en g (z) , entonces F(z) = f[g(z)] es diferenciable en -

z, y 

(6) F'(z ) = f'[g(Z)J·g'(Z). 

Si u = g(z) y w = feu), la regIa de la cadena puede escribir-

se en la forma: 

dw 
d z 

dw 
du 

du 
az 

(1.10.3) Las comparaciones hechas hasta el momento, ponen de 

manifiesto la s emejan za exi stente entre la derivaci6n en el -

cas o de variable real y en el de variable compleja. Sin embar 

go, el hecho de que en (1.10 . 1 . (2)) h sea complejo, impone --
I 
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una restricci6n muy fuert e sobre la clase de funciones que 

tienen derivada compleja. Consideremos, por ejemplo, la fun- -

ci6n fez) = z entonces 

f(z+h) - fez) 
h 

Z+h - z 
h 

h 
h ' (h i 0). 

Si hEIR , entonces h = h y el limite cuando h -+ 0 es 1. Pero -

51 h = ik es imaginario puro, entonces h = - h y el limite es 

-1. Esta funci6n no es diferenciable en ningun punto, a pesar 

de que sus partes real e imaginaria, x y -y, presentan muy - -

buen comportamiento. 

El ejemplo anterior muestra claramente la no existencia 

de f' (z) haciendo que h -+ 0 primero segun valores reales y 

despues segun valores imaginarios. Estas dos posibilidades 

nos conducen a la principal condi ci6n que debe satisfacer una 

funci6n compleja para poder admitir una derivada. 

En efecto, si fez) = u(x,y) + iv(x,y) y si h es real, en 

tonces f' (z) es el limite de 

f(z+h) - fez) 
h 

u(x+h,y) - u(x,y) 
h 

+ 1 v(x+h,y) - v(x,y) 
h 

Sin embargo, si h ik, con k EIR, entonces f' (z) es el limite 

de 

f(z+ik) - fez) 

ik 

u(x,y+k) - u(x,y) 

ik 
+ 

v(x,y+k) - v(x,y) 
1 

ik 

Asi pues, si h -+ 0 en la primera expresi6n y k -+ 0 en la se--

gunda, se obtienen las dos f6rmulas 

(1) f' (z) = Ux + ivx ' f' (z) = - lUy 
+ v y 

. ~ 
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expresiones en las que los subindices indican derivaci6n par-

cial, tomandose el valor de las funciones del segundo miembro 

en (x,y). Asi, por ejemplo 

u = u (x,y) x x 
au = 

En el proceso de demostraci6n de (1.10.3.(1)) se ha estableci 

do tambien que la existencia de f'(z) implica la existencia -

v . y 

Las dos expresione s de (1.10.3.(1)) son compatibles sola 

mente Sl Y Y v satisfacen las ecuaciones 

(2) u = v 
x y' u 

y 
- v x' 

las cuales reciben el nombre de ecuaciones de Cauchy - Riemann, 

que caracteri zamos y demostramos su existencia en (4.9.6) . En 

contraremos ya aqui una notable diferencia entre las deriva--

das de las funciones de variable real y las de variable com--

pleja. La existencia de una derivada real no es sino una con-

dici6n de variaci6n suave, mientras que la existencia de una 

derivada compleja conduce a un par de ecuaciones en derivadas 

parciales. 

Observando el proceso por el cual se han deducido las 

ecuaciones de Cauchy - Riemann, no es de esperar que estas 

sean suficientes para garantizar la existencia de f' (z) y de 

hecho, no 10 son. Pero si se supone que las derivadas parcia-

les son continuas, entonces las ecuaciones de Cauchy - Riemann 

si son suficientes, como se demuestra en (4.9.7). 

El resultado mas importante de la discusi6n anterior es 

~ue en todo punto en el que exista f' (z) se satisface un cier 
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to sistema de ecuaC 10nes en derivadas parciales (ecuaciones -

de Cauchy - Riemann) . Es claro que las ecuaciones en derivadas 

parciales son de escaso interes cuando s610 se satisfacen en 

un punto. Si por el contrario, se sastisfacen en toda una re

gion, se pueden extraer de elIas consecuencias sumamente inte 

resantes. 

DEFINICION 1.10.4 

Se dice que una funcion f es analitica en un punto Zo Sl 

f es diferenciable en todos los puntos de un disco abierto de 

centro Zo y de radio r(un r-entorno de zo). Una funcion es 

analitica en una region cuando es analitica en todos los pun

tos de esa regi6n. 

Algunos aspectos relevantes de la teoria de funciones 

analiticas se tratan con algun detenimiento en el capitulo 

III. 
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SERIES EN [ 

§ 1. LA SERlE DE TAYLOR 

DEFINICION 2 . 1 . 1 

Sea I Zk una serie de numeros complejos. Se dice que la 
k>l 

s e r i e con v erg e s lex i s t e z £ [ tal que l.J £ > 0, 3 n 0 £:N tal que 

n 
I I Zk - zl <£ Vn,n>no 
k=l 

DEFINICION 2 .1. 2 

Una serie I Z se dice absolutamente convergente, 
n >l n 

, . 
sl con 

verge la serie de m6dulos, es decir, si L IIznllconverge . Si -
n>l 

una serie converge pero no absolutamente, se dice que converge 

condicionalmente. 

(2 .1.3 ) El estudio de la convergencla de una serie de ter 

minos positivos 0 de la convergencia absoluta de una serie de 

terminos complejos se reduce a un problema de mayoraci6n de su 

terminG general. Para las sumas de series absolutamente conver 

gentes, se tienen las r e glas de mayoraci6n y de minoraci6n 

k 00 00 00 

(1) II I unl l - I \I Un II < II Lull < L Ilu II , vk 
n=l n=k+l - n=l n -n=l n 

El interes de las series absolutamente convergentes es debido 

a que para una de e stas series de termino gene ral un' las se-

ries obtenidas cambiando arbitrariamente el orden de los termi 

54 
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mlnos, siguen siendo absolutamente convergentes y tienen la mis 

rna suma que la serie dada. El significado preciso de esta afir 

macion se da en e1 siguiente teorema . 

TEOREMA 2.1.4 

Para toda funci6n biyectiva a: :IN --> :N 5i 5e pone v =u ( )' enton nan -

ce5 la serie de terminG general v e5 absolutamente convergen
n 

te y 

5' = I Vn e5 igual a 5 = 
n>l 

DEMOSTRACION 

Supongarn05 que m e5 el mayor de los enteros 0(1), 0(2), ... , oen). Se 

tiene entonce5 por definicion 
00 

de donde, se deduce inmediatamente 1a convergencia ab501uta de -

la 5erie de termino general v . 
n 

M05trarem05 ahora que 5 = S'. 

Sean s 
n 

n 
I Uk Y 5' = 

k=l n 
Luego, 

V E > 0, 3 no E IN tal que para n ~ no' 5e tiene 

II un + 1 " + ••. + II un +p " ~ E para todo p ~ 1; sea 1110 el Jllayor 

d ~J ( ) ~ J ( ) , 
~ los enteros a 0 , ... , a Lno ; entonces, S~ n ~111o' 5e ~ 

ti~ne oen) ~ no, deduciend05e de esto y de la definlci6n de Yn 

que, para n ~ IDo' 5e tiene 

II Y n + J II + ••• + II Y n +p II -< E, V P ~ J 

Por otra parte 
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mo s 

no = 

56 

mo 

- 1 
si k no es la forma 0 (h) con h < no. Esta suma es pues, la -

5uma de cierto numero de terminos uh para cada uno de los cua-

les h > no' de donde II s' - s II < E. Puesto que para n > no mo no 

y n ~ mo 5e tiene respectivamente - 5 II < E Y no 

II s' - 5' 11_< E, entonce5 n mo 

II s I - S n II = II (5 nl - s I ) + ( 5 I - S ) + (5 - 5 ) II n mo mo no no n 

< II Sl - Sl \I + \I 51 - 5 \I + \I 5 - s \I < 3 E - n mo mo no no n-

y en el limite tenemos por tanto \I 51 - 51\,::,3 E que es 10 que 

queriam05 demostrar, pue5to que E e 5 arbitrario. 

DEFINICION 2.1.5 

Sea (nk)kElN una 5ucesi6n infinita estrictamente crecien 

te de numeros enteros ~ 1; para toda serie de termino general 

u , llamaremos serie parcial de la serie considerada, corres - 
n 

pondiente a la sucesi6n parcial (subsucesi6n) (nk ), la 5erie -

de termino general v k = un . 
k 

TEOREM.A 2. 1 . 6 

Si L 
n>1 

u es una serie absolutamente convergente, enton- 
n 

ce5 toda serie parcial es ab501utamen te convergente, y s e tie-

ne 

(1) \I L 
k>1 

u 1\< L \lu 1\< 
n k k>1 n k 

DEMOSTRACION 

En efecto, es evidente que para todo p . E m se tiene 
co 



57 

10 que demuestra la converg encia absoluta de la serle parcial, 

10 mismo que la relaci6n (1 ) al pasar al limite. 

En general, una serie parcial de una serie convergente no 

es necesariamente convergente, como se demuestra mediante el -

siguiente ejemplo: 

EJEMPLO 2 .1. 7 

Sea la serie alternante I 
n>1 

( -1) n 
n y consideremos la serie 

parcial de los terminos de orden par I 
n> 1 

( -1) 2n 
2n 

i) Verifiquemos que la serie I 
n~l 

( -nn 
n 

converge. 

Por e1 criterio de convergencia para series alternantes, -

se debe tener: 

a) \I u n +1 \I < II u II n 

b) Lim un = 0 

n - > <Xl 

1 1 
Puesto que n+1 < n y Lim 

n -> <Xl 

1 
n 

= 0, la serie converge. 

ii) Verifiquemos ahora que I 
n>l 

(_1)2n 
2n 

diverge. 

En efecto, 

L 
n>l 

(_1)2n 
2n = + ••. 

= l(l+l + l + ) 223 . . . 

= i- I ~ 
n>1 

y puesto que la serie arm6nica diverge, entonces la serie 

(-1) 2n 2n diverge. I 
n>l 
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(2.1.8) Es claro que la suma de la serie parcial Lues tam 
n>1 n k -

bien la suma de la serie L W , siendo W = u si n es de la 
n>1 n n n 

forma n k , Y wn = 0 si n no es igual a alguna de las n
k

. Si I -

designa el conjunto de los enteros de la forma n k , la suma 

I W se puede escribir L u , 10 que no proporciona ninguna -
n>1 n n£I n 

ambiguedad, puesto que el orden de los terminos no interviene 

(por 2.1.3). Con esta notaci6n, resulta claro que se tiene 

( 1 ) < L II u II - n nEI 

Y si I Y J son subconjuntos infinitos disjuntos de m, se tiene 

(2) L u = 
n£IUJ n 

L u + \' U n I.. n 
nEI nEJ 

DEFINICION 2.1 . 9 

Se dice que una serie de funciones complejas de variable 

compleja definida en un conjunto E, es uniformemente convergen 

te si la sucesi6n de sumas parciales 

converge uniformemente en E hacia una funci6n f, llamada suma 

de la serie de funciones. 

DEFINICION 2.1.10 

Una serie de funciones complejas I f (z) de variable compleja se di 
n>1 n 

ce normalrnente convergente, si existe una serie convergente de 

numeros reales positivo s \' a , tal que II f (z) II < an' Vz E Df . 
n~l n n - n 

TEOREMA 2 .1.11 (Formula de Tayl or) 

Sea f: [a,b ] - - > JR una funci6n definida en un inter-



9 

vale [a,b]. Supongamos que f sea diferenciable hasta un orden 

n en [a,b], y que la derivada f(n+1) exista en (a,b). Sea 

un punto fijo cualquiera en [a,b]. Entonces, para cada 

x E [a, bJ, existe un punto ~ entre x y Xo tal que 

(1) f(x) = f(xo) + fl (xo) (x-x )+f"(xo) (x-x )2+ 
1~ 0 2~ 0 

donde R (x) 
n 

OBSERVACION 

f(n+1)) 
= l~ (x-x )n+1 

(n+1)~ 0 

(2) 

'" + 

x 
o -

N6tese que para n = 0, el teorema anterior es precisamen-

te el teorema del valor medio . 

DEMOSTRACION 

Consideremos el caso en que x > xo; el caso en que x < Xo 

se demuestra por un razonamiento similar. El punto x quedar3 -

fijo a 10 largo de toda la demostraci6n. Sea la funci6n 

F : [XO , x] --> IR 

t -fvv\,,>F(t) 

definida por 

() f() f() - f' (t) (.:x-t) _ ... _ ' f(~\) rx_.t)n _. _~ rx ... tln+.:J F t = x - t J ~ . n! '- (n+J 1 ~ l. 

donde K es una constante a ser determinada. Es claro que} asi 

definida es continua en ~o,x].} es asimismo diferenciable en 

(x o , x) . (F no es necesariamente diferenciaole en [.:x 0 ,x], pues 

Xo 6 x podrian coincidir con a y b, donde fen) puede no ser d! 

ferenciable). Por otro lado, F(x) = 0 y para K to~ado corrvenien 

temente, es decir, 
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entonces F(x o) = O. Asi, e stan satisfechas todas las corrdicio-

nes para ~a aplicaci6n del teorema de Rolle. Luego, existe 

~ E: (x o , x) tal que FI (~) = O. Derivando F y simplificando se 

tiene: 

(4) FI (t) = 
(n+l) 

f lot) n k - - (x - t) + -- (x - t)n 
n ~ n ~ 

Luego, de (4) y FI (~) o se sigue que 

Por ultimo, (3) y (5) nos proporcionan las expresiones (1) y -

(2) que se querian demostrar. 

OBSERVACION 2 . 1 . 12 Si escribimos 

fl ( ) ( ) + ftl (xo) 2 fen) n 
( 1) Pn(x) = f(x ) + Xo X-Xo () + + (xo) (x-xo) , ° 1 ! 2! X-Xo . . . n! 

el teorema (2.1.10) nos dice que f(x ) difiere del polinomio -

P (x) por R (x), es decir: 
n n 

llamada f6rmula de error de Lagrange, don de Rn(x) es llamada 

resto de Lagrange y P (x) es llamado polinomio de Taylor. 
n 

Las funciones f indefinidamente diferenciabl es para las -

cuales los polinomios (1) convergen hacia f en un entorno de -

xo, 0 que siguen siendo sumas de su serie de Taylor 

fl( )f(n)(xo) n 
f(x o) + l~o (x-x o) + ... + n! (x-x o) + 

constituyen 5610 una par te de las funciones indefinidamente di 

ferenciables. Estas funciones poseen propiedades sumamente in~ 

teresantes. 
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§ 2. SERIES ENTERAS 

Consideremos una serie de la forma 

donde los coeficientes c son numeros complejos cualesquiera. 
n 

Mientras no se diga 10 contrario, supondremos que los c n Y z 

son numeros complejos, por el momenta arbitrarios. Cuando una 

serie de este tipo converge, su suma fez) es por tanto un nume 

ro complejo, funcion del numero complejo z. Se denominan se---

ries enteras en z. 

PROPOSICION 2. "2 .1 (Lema de Abel) 

Supongamos que la serie entera (1) tenga sus terminos uni 

formemente acotados para Zo # 0: 

II c zn II < M, Vn, n = 0, J, n -

donde M es independiente de n. Entonces: 

i ) Para todo z tal que II z II ~ II ZO II, la serie ()) es absolu-

tamente convergente. 

ii) Para todo r tal que 0 < r < II ZO II, la serie()) es nonnal--..,. 

mente c onvergente en el disco cerrado II z II < r. 

DEMOSTRACION 

i) De II cnz
n II < M resul ta que para II z II < II ZO II, se tiene 

n 
~II 
z~ 



< M • II ~ II n = M (hl)n 
z 0 Ilzo II 

< M • n 
r , con r = II z II 

liz 011 
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como la serie M + Mr + Mr2 + ... + Mrl + •.. es una serie geome 

trica con razon 0 < r < 1 es convergente por el criterio de 

comparacion para las series de terminos positivos, la serie 

es convergente. Por tanto, la serie (1) es absolutamente con--

vergente. 

ii) 'De la misma forma, para II z II 2. r se tiene 

II c znl l < Morn 
n -

Sea B = ' {z E [I II en Z n II 2. M , para a 1 gun M E lR +, ¥ i = :J, 2 , . . . } 

Sea R = sup {liz "I zEB}. Si zoEB, ZEB, entonces 

li z 11< IlzolI,¥z. 

Por el lema de Abel, si 0 2. II z II < R, la serie (1) es normal-

mente convergente en el disco cerrado II z II < R 

Si II z II > R, los terminos de la serie 

no estan acotados y por tanto, ella no puede ser conyergente. 

El limite superior R del conjunto B es un niimero' > Q 0 ~~ 

+ 00, llamado radio de comTe rgencia de la serie (:l), 

El disco abierto II z II < R se denomina disco de convergen-

cia de la serie. 

El plano [ esta dividido entonces en 3 partes disjuntas -
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dos ados: 

a) El disco II z II < R, donde l a serie converge, 

b) El exterior del disco de convergencia: II z II > R, donde la -

serie no s6lo no converge, sino que sus terminos no estan -

acotados. 

c) El circulo II z II = R, en cuyos puntos la serle puede 0 no -

converger. 

OBSERVACION 2.2.2 (RegIa de Cauchy) 

Supongarnos que la sucesi6n (II c 111k) tiene un limi te 
n n ElN 

(fini to 0 no) p > O. Si 0 < p < + 00, para todo par de nurneros 

p', p" tales que 

(1) 0 < p' < p" < 00 

se tiene N EW tal que 

0< p' < IIc II 1/n < p" < 00 n 

O<p' IIz II < IIcnlll/nllzll<p" IIzII<oo 

0< (pl)n IIzll n < II c n II liz II n < (p"f liz II < 00 

o < (p') n II z II n < II c n z n II < Cp,,)n II z II n -< 00 

Sill z II < ~ , par a to do p" con 1 a con d i c i 6 n (1), IIc z n" < J. - p n 

Por tanto, II cnz
n 

II < 1 siempre que II z" < ~ 
, :1. 2 

ASl, para r < p' la serle Co + cjz + c 2 z + ••• 

es normalmente conve rgente en el disco 

D {z£[ I IIz11 < ~ } 

+ c zn + ••• ~ 
n 

Si II z" > ~ P I II z II > J para p' suficientemente pr6:xbno a p. 

Entonces (plllzll)n = Cp,)nllzlln no seria una sucesi6n acotada 1 
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como tampoco 10 seria la sucesi6n Ilcnznll, y la serie seria di 

1 vergente, y se tiene para el radio de convergencia R = - . 
P 

Si p = 0, la sucesi6n Ilc zn ll no esta acotada para todo r > 0, 
n 

por 10 que R = + 00. De igual forma, si p = + 00, II cnznll no e s-

ta acotada para todo r > 0, por tanto R = o. El valor de p es-

ta dado por: 

Lim 
n -+ oo 

II c 111 In 
n 

EJEMPLO 2 . 2 .3 

i) La serie de termino general CnC/.zn), C/. Em. fijo, tiene por ra 

dio de convergencia R = 1 . 

Lim II c 11 1 In = R 
1 

n p 
p 

p = Lim CnC/.) lin 
n-+ oo 

p Lim enC/./n) 
n-+ oo 

in p in Lim Cn C/./n) 
n-+ oo 

= Lim in Cn C/./n) 
n-+ oo 

Lim in n 
ct ·. n n-+ oo 

Lim in n C/. . 
n-+oo n 

1 

Lim n C/.. -1-
n -+00 

Lim 1 
= C/.. --n n -+00 

= C/. . 0 = ° 



l~ p = 0 = > P ] 

1 R = - = 1 
p 
n 

65 

ii) La serie I ~ tiene por radio de convergencia R = 1 Y p~ 
n>l n 

ra todo z en IIzll = 1 la serie es absolutamente convergen -

teo 

p = Lim 
n-+ oo 

.e.~ p = .e.~ Lim r~ )J/n 
n-+ oo [ 

= Lim .e.~ [:) 1 In 
n-+ oo 

= Lim 
n-+ oo 

= Lim 
n-+ oo 

2n3 
= Lim -

n-+ oo 7 

= Llin 2 = 0 n n-+ oo 

.e.~ p = 0 => p = ] 

R 1 = ] 
p 

iii) La serie l: 
11>::1 

tiene por rad:),.:o de convergenci.a R ~ a;t y~ 

pOT 10 tanto, es absolutamente con-vergente para todo z £: 0: t 

p = Lim _1_ r )
1 In 

n -+00 tnn 



p 

R 
1 
p 

1 
o = 00 

2 n 
iv) La serle 1 + ~~ + ~~ + ... + ~! + 

tiene por radio de convergencia R = 00 

En efecto: 

Lim Lim [~! ) 1/n o 
n-+ oo 

1 1 R = - = = 00 
p 0 
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Es de notarse que esta serie converge uniformemente en to-

do disco IIzll< r, sin embargo, esta condici6n no se cumple 

en todo el plano [. 

§ 3. PRINCIPIO DE LOS CEROS AISLADOS 

LEMA 2 .3 . J 

Sean I f una serie de funciones complejas de Yariable 
n>O n 

compleja normalmente convergente, tal que 

y (f) :IN una sucesion de funciones que converge uniformemen
n n £ 

te a f en D. Entonces I f es uniformemente convergente. 
n>O n 

DEMOSTRACION 

Por hipotesis se tiene: 

(1) Existe una serie convergente 'n~o Un' 0 < Un £ JR tal q.ue 

Ilfn(z)11 <un' Vz£Df 
n 



(2) 'tt: >0 , jnot:lN tal que 

II£n-£11 <E ¥n>no 

Sup. II£n(z) - £(z)1 1 < E ,¥ ED. 

Probaremos 1) => 2) 

L f -+ f 
n>O n 

¥t: > 0,3 noE IN tal que 

n 
II l £. - £ II < E, ¥n > no (no dependiente de z) 

. 0 1 1= 

n 
II £ - L £. II 

. 0 1 1= 
< E 

00 

II L f ·1 1 < E . 1 1 l = n+ 

00 

Sup II L £. II < E 
. 1 1 l=n+ 

00 

II l £.(z)1I < E,¥ZED 
. 1 1 
l=n+J 

n 
11£(z) - L f. lz) II 

. 0 1 1= 

LEMA 2.3 . 2 Sea £ : D ---> [ 
n 
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Sea (£) IN una sucesi6n de funciones complejas conti~-nnE 

nuas, y que converge uniformemente hacia una funci6n f. Enton~ 

ces f es continua. 

DEMOSTRACION 

A probar que f es continua en Z09 Es decir, 

¥ E !> Q I j 0- > Q tal qu e 

II z -. Zo II < Q = > 11£[z) ~ £C.zo) II .<; E 

Como f converge unifonnemente a f, 3. noEm tal que 
n 



Ilf - f II < E, ¥n>no n 

Il f(z) -f(z)I I<E ¥n > no; V-zED n 

En particular, Il f(zo) - f (zo) II < E 
n 

Por otra parte, las f son continuas, luego 
n 

=1 <5 > 0 ta l que 

Luego, 

II fez) -f(zo) II = II fez) -f (z) +f (z) -f (zo) + f (zo) - f(zo) II n n n n 

< II fez) -f (z) II + II f (z) -f (zo) II + Ilf (Zo) -f( zo}11 n n n n 

De donde, 

II fez) - f(zo) 1\ < 3 E 

por 10 que f resulta ser continua. 

PROPOSICION 2.3.3 (Principio de los Ceros aislados) 

68 

Sea fez ) = Co + c 1 z + c 2 z 2 + .. . + cnzn + .. . una serle -

entera con radio de convergencia R> 0 Y tal que no todos los -

c. son nulos. Entonces, exi ste 0 < To < R tal que flz) no se anu 
1 

la en ningun punto del disco abieTto II z II < To, salvo posihl~ 

mente en z = 0 

DEMOSTRACION 

Puesto que no todos los c. son nulos> e:xis-te un indice k 
1 

tal que Ck # 0; 10 que significa: 

k k+j 
flz) = ckz + ck+jz + , .. + c

k 
zk+p + 

+p 
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k fez) = z g(z), con gez) = c
k 

+ c
k

+
1

z + 

Es evidente que R es igualmente el radio de convergencia de g. 

Ademas g(O) = c k # O. Como g es continua, en particular en 0, 

existe ro > 0 t.q. 

Ilg(z) -g (O)11 < Ilckll ,¥z en el discofl(O,ro) 
2 

Asi g(z) # 0 en ~(O,ro) . Puesto que fez) = zkg(z), f no puede 

anularse sino, posiblemente en z = O. 

COROLARIO 1 

Si fez) ... + C zn + ... es una fun-
n 

ci6n normalmente convergente can radio de convergencia R > 0 y 

Sl existe una sucesi6n (z) IN de puntas distintos conyergennne: 

te a 0, para la cual f(zn) = 0, ¥ne:TI'-J, entonces c i = 0, ¥-ie:lN. 

DEMOSTRACION 

Supongamos que e.xiste al JIlenOS un Ie EJN para el cual ck=O, 

luego, [pOT 2.3.3) se tiene fez) k 
r= Z g(z), con 

g(z) = c k + ck+jz + .,. + ck+pzP + 

Se t iene ademas que para (z) IN nnE 



f(z) = 0, ¥nElN n 
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Sea zr f 0 un termino arbitrario de (zn)n8N' Se tendra enton-

ces para este z 
r 

Por hipotesis 

Puesto que z 
r 

por 10 que 

es decir, 

k fez ) = z g(z ) = 0, es decir, r r r 

+ c k l z + ... + c k zP + ... ) = 0 + r +p r 

f 0, con mayor razon zk f 0, entonces debe ser 
r 

C
k 

+ c
k 

l z + ... + c
k 

zP + ... = 0 + r +p r 

= c zP = 
k+p r 

c k = c k +J = ... = c k +p = ••• = 0 

= 0 

contrario a 10 supuesto de que c
k 

f 0, por consiguiente, 

c .. = 0 ¥i £:IN 
l 

COROLARIO 2 

Tocla funcion obtenida por medio de una serie entera con--

yergente se escribe de manera unica. 

DEMOSTRACION 

Sea fez) = I c zk = Co + cJz + ... + cnzn + 
k>O k 

convergente, IIzll < R, R> 0 Y supongamos que su representa---· 

cion no es unica. Se t iene en tonces 

b Z
n 

+ •. . + 
n 

+ .•• 



como otra representaci6n de flz), Luego, 

Y f se anula en todo su dominio. 

Entonces 

0, ... , 

de donde: 

c 
n b 

n 
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0, ... 

con 10 que unicidad de la representacion de f resulta eYidente. 

TEOREM..A2 • 3.4 

Sea fez) = Co + cJz + una serie antera ~ 

de radio de conyergencia R > Q para yalOTes de z en el disco -

1\ z II < R. Entonces f es una funcion continua en este d:rs·co "",~. 

abierto. 

DEMOSTRACION 

En eiect0 1 para Q < r "> R laserie es nonnabnente conyer .... 

gente en el disco cerrado II z II -c:; T C'pOT el lema de Aoel} . La """

conclusion se sigue del lema (2.3.1) y se cumple para todo pu~ 

to Zo tal que Ilzoll < R este en el interior de un disco 

Ilzll < r para 0 < r < R. 

TEOREMA 2.3.5 

Las series enteras tienen el -::mi~ o 

radio de cQnyergencia, 
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DEMOSTRACION 

Sea R > 0 el radio de conyergencla de la serie I cnzn . 
n>O 

Sea ademas 0 < II ZO II < R. 

Puesto que I cnz~ converge, 
n>O 

lim 
n+oo 

n c Zo = 0, y por 10 tanto 
n 

Ilc z~11 < 1 eligiendo n 10 suficientemente grande, 0 sea n 

para n > no. 

De modo que 

nllcnllllzlln -1, ¥n>no 

IIzll n-1 
< n 

II ZO II n 

Por el criterio del cociente, la serie 

\' n - 1 
L nc z 

n>O n 
para Ilzll < Ilzoll < R. De donde, 

corrverge 

converge absoluta-

mente para todo z tal que II z II < II ZO II (no importa que tan 

pr6ximo este II Zo II de R), es dec ir, para II z II < R. De tal for-

\' n-:l rna, R es el radio de convergencia L nc z • Esto es igualmen 
'11>0 n 

te valido si R = O. 

Por otro lado, si II z II > R, entonces lim 

consiguiente lim nc zn-:l # 0, de donde, 
n n +00 

n+ oo 

\' n-1 
L ncnz no conyerge, 

n>O 

§ 4. SUSTITUCION DE UNA SERlE ENTERA EN DNA SERlE ENTERA 

(2.4 . J) Sean los polinomios 

gCz) = 
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de coeficientes complejos y de grado < k. La funci6n compues-

2 ta f(g(z) ) sigue siendo un polinomio (de grado ~ k ). Para cal 

cuI arlo se calcula primeramente cada uno de los productos 

(1) (g(z))m = L b b ... b zn1+n2+···+l1:m 
k n n n 

n,~ , ... ,nm ~ k 12m 

donde para cada m ~ k, la suma se extiende a todos los sis

temas (n·)1 · de enteros n. < k. Se tiene por tanto 
J ~J~m J 

(2) f(g(z)) = L am(g(z))rn 
m<k 

y sustituyendo en eada termino (g(z))m por su expresion 

(J), se obtiene el polinomio buseado 

( 3 ) f e.g ( z)) ::: 

donde los eoefieientes ep estan dados por 

(4) c 
P 

= Lab b . t .b 
JU n... n 2 nm n1+n Z+ ... +nm:::;p -l 

estando extendida la suma a todos los yalores de m < k, y, 

para cada m a todos los sistemas 

(nj)1~j<m tales que nJ+nZ+,·,+nm 

f (g Cz ))::; L a (g Cz)) n 
n<k n 

\' a ( L b zn)n 
L n n n<k n<k 

= 

p. Es deeir, 
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(2.4.2) Mediante hip6tesis restrictivas, se puede generalizar 

a las series enteras convergentes las formulas (3) y (4). Una 

primera dificultad estriba en que ahora se tienen que conside

rar potencias (g(z))m de una serie entera de exponente arbitra 

riamente grande, y es necesario dar un sentido (cuando es posi 

ble) a las sumas 

c 
p = 

cuando ID Y los n. pueden tomar todos los valores enteros > O. 
J 

Con la finalidad de fijar ideas, dispongamo s en un orden £ijo 

los terminos que se pueden obtener de esta forma: 

Para cada k ElN o , sea Ak el conjunto de todas las sucesiones '£1. 

ni tas de enteros (n
j

) J<j<m tales que el mlmero de terminos :m .... 

sea < k Y que cada uno de los terminos n. sea < k> es decir, 
J 

A - {(n ) I (n.) < 00 ,. m < k·, n .. < k} k - j 1 ~j <m J - J 

Es claro que Ak c Ak + J para todo k e:lN 0, as i como Ak< 00 Y PQr -

consiguiente 

Por convenci6n se tendra Ao = ~t Se enumeraran todas las suce~ 

ciones (n.) 1 . < fij andQ un orden arbitrario en ca,da conjun to 
J ~)_m 

Bk , despues se enumeraran? en primer 'Iugar las suceSlones de .." 

B1 en e1 orden elegido, a continuaci6n las sucesiones de B2 e n -



el orden establecido, y aSl sllces.ivamente? teniendose 1 por 

ejemplo, para los primeros terminos: 

B j : (0), (1) 

7S 

B 2: ( 2) , (0 , 0) , (0 , J ) , (0 , 2) , (J , 0) , (J ,J ) , (1 , 2) , (2 , 0) , C2 ,j ) , (2 , 2) 

B3: (3),(0,3),(1,3),(2,3),(3,3),(3,0),(3,1),(3,2 ), ... 

Si para cada entero m y cada sucesion de m terminos (n')l ' se 
J <J<m 

da un numero complejo ~(m,n1, ... ,nm)' decir que la suma 

(1) I ~(m,nl" .. ,nm) 
(n '· ) 

J 

existe significara por definicion que la serie obtenida dispo-

niendo las sucesiones (n . ) en el orden elegido es conyergente~ 
J 

y la suma de esta serie sera por definicion el mlmero CJ) pre~ 

cedente. 

Si ademas esta serle e s absolutamente convergente, se sa-

be que toda serie obtenida cambiando el orden de sus terminos 

de manera arbitraria, sera tambien absolutamente cODvergente y 

tendra tambien la misma suma, pOT 10 que la eleccion de un OT~ 

den, no tiene importancia. 

(2.4.3) Teniendo en consideraci6n las condicione~ preyias,sean 

las series enteras 

(1) fez ) 

(2) g(z) 

n 
+ a z + 

n 

+ b zn 
n 

que supondr emos respectivamente convergentes en discos abier- -

to s II z II < r, II z II < r' ( r > 0 , r' > ,0). Sis e qui ere sus t i - - -



tuir z por g(z) en (1), es decir, formar la serie 

f(g(z)) = I a (g(z))m 
m>O m 
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resulta claro que esto s610 tendra sentido Sl Ilg(z) \I < T. Pa -

ra poder obtener f(g(z)) como una serie entera es necesaTio es 

tablecer una hip6tesis mas restrictiva. Consideremos la serie 

entera 

Por el lema de Abel se tiene que la series g(z) y G(z) "tienen 

el mismo disco de convergencia. 

TEOREMA 2.4 .4 

Supongamos que existe r" tal que 0 < r" < r' y que para -

\I z \I < T" se tenga G ( II z II) < r. Entonces para \I z \I < r", se 

tiene IIg(z) II < r y el numero f(g(z)) es la suma de una serie 

convergente 

donde cada c es suma 
p de la serie absolutamente convergente. 

c p = I am b b ... bn n:J +n 2 + ... +nm =p nj n 2 m 

cuyos terminos estan ordenados segiin el orden descrito en 

(2.4.2). 

En sentido practico, se forman las potencias CgCz)}Jll como 

si se tratara de un polinomio, Teagrupando los IDonomios del mis 

mo grado en z (de los cuales, para un m fijo, se obtiene un nu 

mero finito de grado p dado); luego se suman "termino a termi 

no" las series a (g(z))1ll obtenidas, cuyo nu.mero es infinito. m 
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DEMOSTRACION 

Se probara en primer lugar que la serie (en el sentido de 

2.4.2) 

(2) h( z) = L a b b ... b zn1 + n ... 
(n. ) m n l n 2 n m m 

J 

es absolutamente convergente para \I z II < r". 

Basta probar que existe un numero fijo C > 0 tal que 1 pa-

ra todo k E:W 0 se tenga 

(3) 

Por definicion de Ak se tiene) en la suma finita del pri

mer miembro de (:J), 0 < m < kyO <; n. < k para J < k, por tanto 
J -

esta suma esta dada por 

k k k 00 

I Ilamil ( L Ilbnznll)ID 2- L Il a
mIIG(lI z lJ) 2- L IlamIIG(llzll)m = C 

m=O n=O m=O m=O 

puesto que la ultima serie escrita es convergente, en virtud -

del lema de Abel. 

Le relacion II g(z) II < T para II z II < r" se deduce inmedia

tamente de que IlgLz)1 1 < GCllzll) para Ilzll < r' (por(2.1.3.()))). 

La serie f(g(z) = L a CgCz))m es por tanto conyergente p~ 
m>O m 

ra II z II < r". Probaremos a continuacion que su suma es igual a 

(2). Para ello, y amos a demostrar que la diferencia de estas -

dos sumas es arbitrariamente pequefia. Con ese fin, sea z fijo 

tal que II z II < r" y sea E !> 0 arbi traTio. Puesto que la serie 

(2) es absolutamente convergente, existe un ~E:No tal que para 

todo k ~ k J se tiene 
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< E: 

b Zn 
n ' 

V-k. De (4) se tiene entonces que se CUJll- -

pIe 

puesto que al desarrollar el primer miembro, se obtiene el ya

lor absoluto de una suma de un nlimero Tinito de terminos cuyos 

valores absolutos tienen por suma el primer miembro de (4). --

Por otro lado, (5) puede expresarse tambien como 

k j 

(6) II L ambn . . . b
n 

znJ+ .. '~ - . ~ am(gk (z))m II · < E 

(n j ) EAk J m m~O J 

y da por tanto haciendo tender k hacia + 00 

k1 
(7) Ilh(z) - I a Lgk CZ))ID II · < E. 

m:::;O m j -

Vista 10 anterior, se tiene Ilg(z) II < r; sea 0 > 0 tal que 

o < r - Ilg(z) II; como la serie I amum es uniformemente conyer 
m>O 

gente para Ilull ~ Il g(z)1 1 + 0 < r (por ellema de Abel), exis-

Ilull ~ Ilg ( z) II + 0, se tiene 
k 

(8) I l f(ll)-JTI~Oam~ 11 < E, 

Por otra parte, como la serie de termino general bnzn tie 

ne par s uma g(z), ex iste k3 dNo, k3 ~ k z tal que, para todo 

k ~ k3 se tiene II g(z) - gk(z) II · ~ 0 y pOT consiguiente 1 en ~ 



virtud de (8) se tiene 

k 
(9) II f(gk(z)) - -I am(gk(z))m II < E. 

m=O 
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Por la continuidad de f(2.3.3), podemos suponer 0 10 sufi--

cientemente pequeno para que 

(10) II f(g(z)) - f(gk(z)) II 2 E. 

para k ~ k 3 . 

De (5), (7), (9) Y (10) se deduce que 

II h (z) - f Cg (z) ) II 2 4 E 

10 que muestra nue~tra afirmacion, 

Fal ta probar que cada una de las series [2.4. j , (4)} converge 

absolutamente. 

Como r" > 0, e:x:isteun z::J 0 tal que Ilzll !> rll? resulta-

10 JDismo probar que la serie obtenida 1TIultiplicando toaos los 

tenninos de (Z. 4. j . C 4)) por zP, es ab solu tamente convergen te ; 

pero la serie obtenida de este modo es una serie parcial de 

h(z), de ahf el resultado esperado (2.1.3). Se ve del mismo mo 

do que para todo entero k, se tiene, en yirtud de CZ~4.4.(31) 

de otro modo, la serie de termino general c zP es absolutamen p 

te convergente. En fin, para p > k 2 , todos los terminos de la 

suma 

1. amb ... b z n J + •.. +nm 
( ) A n 1 nm .nj E k 

figuran en la suma parcial 
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de la serie (2.4.4.(2)). De (2.4.4.(4)) y de (2.1.8.(2)) se de 

duce que se cumple 

IIh(z) - (co + c lz + ••. cpzp ) \I < E para p > ki 
COROLARIO '2.4.5 

En las mismas condic iones de (2.4 . 4) J suponga.mos que se "'< 

tiene 

En tonces e:xis-te un numepo ptl tal que Q < T" < IJ'" Y' tal que $e 

cumple G C II z II) < T para II z II <. 'Til; pOl' consiguien te las conc1.u 

siones de C2.4.4) son validas' paTa Ilzll <: r tl, 

DEMOSTRACION 

En eiecto, se tiene e;Olnlll =- BCIT1 = 110 0 II ¥' 1a cOn.c:Lu~:,· -· 

s i on se sigue de la continuidad de G en 0, ya que e; es conti ..,. 

nua en su disco de conyergencia~ pOT seT la suma de una seTi~ 

entera convergente con R ~ 0, (2,3,41. 



1 III 
FUNCIONES ANALITICAS 

§ 1. DEFI NICION Y CARACTERISTICAS 

El desarrollo del analisis infinitesimal precis6 del es-

tablecimi e nto de un punto de vista cada vez mas exacto para -

el concepto de funcion y para las distintas posibilidades de 

definir funciones en matematica. En los comienzos mismos del .... . 
desarrollo del Analisis se comprobo ya que las funciones que 

aparecian con mas frecuencia podian ser desarrolladas en serle 

de potencias en el entorno de cada punto del dominio de defi

nicion. La mayoria de los problemas concretos del Analisis 

conducian a funciones que son desarrollables en serle de po--

tencias. Por otra parte, existia el deseo de conectar la defi 

nicion de funcion " ma tematica" con una formula " ma tematica", 

y en este sentido las series de potencias representaban un t~ 

po de formula "matematica" muy abarcador. Esta situacion con-

dujo incluso a serios intentos de rest r ingir el Analisis al -

estudio de funciones que fueran dasarrollables en serie de p~ 

tencias, razon por la cual se les llama funciones analiticas. 

~l desarrollo ulterior de la ciencia demostro que tal restric 

cion es improcedente. 

DEFINICION 3.1.1 

Sea D un conjunto abierto en [. Se dice que una funcion 

compleja f: D ~ [ d e finida en D es analitica Cu holomorfa) -

-en D si, para to do punto Zo ED, existe un disco abierto 

81 
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~ : liz - Zoll < r contenido en D tal que se cumpla en este dis 

co 

(1) 

donde el segundo miembro es una serie entera en z - zo, con--

vergente en ~ (Fig. 4). De forma mas breve se dice que f es 

analitica en D si ella es desarrollable en serie entera en 

z - Zo en el vecindario de todo punto Zo E D. Teniendo en cuen 

ta el corolario 2 de (2.3.3), esta serie entera (si existe) 

es n ecesariamente unica. Una funcion compleja analitica en [ 

todo entero se llama funcion entera. 

Figura 4 

Es de observarse que, en virtud de esta definicion, no -

resulta evidente a priori que una seri e entera en z 

(2) fez) ~ L a zn 
n n >O 

convergente en un disco IIzll < r, sea analitica en este disco, 
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puesto que la hip6tesis hecha para f demuestra qu e la condicion 

(1) se verifica para Zo = 0, pero no prueba d e manera inmed ia-

ta que esta condicion se verifique tambien en los otros puntos 

Zo del disco. Sin embargo, esto es cierto. Formalizamos a con-

tinuac ion la observacion precedente. 

TEOREMA 3.1.2 

Sea f lz) = I a zn una serle entera converge nte en el dis 
n> O n 

co D~ Ilzll < r, entonces, para to do Zo £ D, existe una serle en 

tera (y solo una) convergente para II z - ZO II < r - II ZO II y que 

verifique (3.1.1.(1)) . (Ver Fig. 5). 

DEMOSTRACION 

Por el teorema de substitucion (2.4.4), haciendo 

get) = Zo + t, se tiene G(t) = Ilzol l + t Y la condicion 

G ( II t II) < r s eve r if i c a para II t II < r - II z 0 II . Pu e s to que po r 

la formula del binomio se tiene 

(1) ( t)
n Zo + = I [~) z~-k tk, 

k>O 

el teorema de substitucion demuestra que cada una de las series 

(2) c = 
k (

k +1 ) 
a k + 1 ak~1zo + + ... 

es absolutamente convergente y que se cumple, para Iltll<r-l lzol l 

(3) f (z o + t) k I ckt 
-k>O 

siendo la serie entera del segundo miembro convergente para 

II t II < r - II ZO II , (por otra parte, es posible que el radio de 

convergencia de (3) sea estrictamente mayor que r - II L. o II) . Po 



84 

demos seguir diciendo en forma abreviada que una serie entera 

en z es una funcion analltica en su disco de convergencia . 

Es de notarse ademas, que no es de ningun modo evidente a 

priori que reclprocamente, Sl una funcion f es analltica en un 

disco abierto Ilzll < r, hay a una serie entera en z convergente 

en este disco y de suma igual a f; la definicion dice unicamen 

te que existe una serie conver gen te de este tipo en un disco -

IIzll < r' e igual a f en este disco, para un cierto r' < r, p~ 

ro no que se pueda tomar r' = r . Posteriormente veremos que 

efectivamen te, se puede tomar r' = r. 

D 

Figura 5 

TEOREMA 3.1.3 

Sean D Y D' dos conjuntos abiertos en [, f Y g funciones 

anallticas en D y D' respectivamente; y supongamos que 

g(D') cD. Entonces la funcion compuesta fog esta definida en 

D' y es analltica en D'. (Fig. 6) *. 

DEMOSTRACION 

Sea zoED'. Por .hipotesis existe Un disco abierto 



6': Il z - zoll < r' tal que en 6' se tiene 

(1) g(z) = I bn(z-zo)n 
n>O 

8S 

siendo la serle convergente en 6'. Por otra parte, el punto 

z1 = g(zo) pertenece a D por hipotesis, por tanto existe un dis 

co ab ierto 6: Ilz - zoll < r tal que en 6 se tiene 

(2) f (z) = 

siendo la serle convergente en 6. Puesto que la serie entera 

g (z) g(zo) I n - = a (Z-Zo) n 
> n-O 

tiene su terminG constante nulo, por (2.4.5) se tiene que exis 

t e r" £ lR tal que 0 < r" < r y que, en e 1 dis c 0 6": II z - z 0 II < r", 

se tiene g(z) £ 6 y 

f(g(z)) = I c (z~zo)n 
n>O n 

siendo la serie convergente en este disco. 

Figura 6 

* A fin de tener figuras mas comprensibfes, ~e han representado 
los valores de z y de gez) en dos pIanos dlferentes. 
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DEFINICION 3.1.4 

n 
Sea f: D c [ -> [ una funcion vee torial, donde D es un -

abierto en [. Diremos que f es analitica en D, si cada una de 

sus componentes f. (1 ~ j < n) es analitica en D. Es claro que 
J 

resul ta equivalente decir que para todo Zo E D, existe un disco 

ab ierto 6.: liz - z 0 II < r con tenido en D y tal que en es te disco 

se cumple 

( 1 ) fez) = L a (Z - zo)ID 
m>O m 

donde las a son yectores de [n y la serie del segundo miembro 
m 

es convergente en 6.. De esta definicion y del lema de Abel re -

sulta que, para todo r', tal que ° < r' < r la serie del segun 

do miembro es normalmen te convergente en el disco II Z-Zo II < r'. 

§ 2. DERIVADAS Y PRIMITIVAS DE UNA FUNCION ANALITICA 

DEFINIC ION 3.2 . 1 

Sea D un conjunto abierto en [ y f una funcion compleja -

continua en D, definido en D. Se dice que la funcion f es dife 

renciable respecto a la variable complej a z, en un pu~to ZoE D 

si, cuando h = u + 1 V -+ ° en [ permaneciendo " ° (es decir que 

(u,v) -+ (0,0) en]R2 permaneciendo " (0,0)), 

( 1 ) lim f(zo+h) - f(zo) existe. 
h-+O h 

El limite anterior se llama la derivada de f en el punto Zo y 

se denota f' (Zo) 0 D f(zo). 

OBSERVACION 3.2.2 

Debe observarse que la expresi6n (3.2.1.(J)) t iene senti -
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do a partir de Ilhl l bastante pequeno puesto que por hipotesis 

existe un disco Il z - zoll < r para r > 0 contenido en D. 

OBSERVACION 3.2.3 

Es de observarse que una funcion de z = u + i v pu e d e ad-

mitir derivadas parciales de todos los ordenes respecto a u y 

v, sin admitir derivada r espec to a z. El ejemplo mas sencillo 

es la funcion f: z -+ z = U - lV; en el punto Zo = 0, la expre-

- i8 - 2i8 sion (3.2.1.(1)) es h/h; si h = re ,h/h = e ; sobre cada 

radio P = Po esta funcion es constante, por tanto tiende a un 

limite cuando h tiende a ° a 10 largo del radio, pero el limi

te depende de Po , por tanto no existe limite en ffi2 en el punto 

(0,0). 

TEOREMA 3.2.4 

Una funcion complej a analitica en un abierto Dc [ admi te 

una derivada f'Cz) en todo punto ZED y la funcion f' es anali 

ticaen D. 

DEMOSTRACION 

En efecto, Sln p§rdida de generalidad, siempre podemos Ii 

mitarnos al caso en que D es un disco Ilzll < r, en el cual se 

tiene 

(1) f( z) = L a zn 
n n>O 

siendo la serie convergente en D. Se tiene entonces por (~.J.2) 

que para todo Zo ED Y todo h :f ° tal que Ilhll < r - II Zo II? se 

cumple 
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'(2) 
... + 

donde la serie del segundo miembro es convergente y las c
k 

vie 

nen dadas por las series convergentes (3.1.2.(2)). Por (2.3.4) 

se tiene que toda serie entera convergente es continua en su -

disco de convergencia, luego, el limite (3.2.1.(1)) existe y -

esta dado por 

(3) f' (zo) = a 1 

es decir, se obtiene simplemente derivando termino a termino -

la serie (1). 

COROLARIO. 3.2.5 

Si f es una funeion analftica en un abierto Dc [, enton--

ces f es indefinidamente diferenciable en [ y todas sus deriva 

das son anal i tieas en D; ademas para todo z 0 £ D, exis te un dis 

co Ilz-zoll < p en el eual la funci6n es igual a su serie de --

Taylor 

(1) fez) 
f' (zo) f(n)(zo) n = £ ( z 0 ) + (z - Z 0) of- ••• + ( z - Z 0 ) + ••• 

1 ! n~ 

DEMOSTRACION 

La primera afirmacion es una consecuencia inmediata de 

(3.2.4) ya que f es la suma de una serie infinita y la deriva

da de f en cada punto z £ D, se obtiene derivando la serie ter-

mlno a termino . 

La segunda afirmaeion se sigue de la expresion (3,j,2.(2)) 

de los coefieientes de la serie entera (3.1.2.(3)) y de la for 

mula (3.2,4.(3)) aplieada por recurreneia. 
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Posteriorrnente verernos que, reciprocarnente, toda funci6n 

cornplej a que posee una deri vada continua en un abierto D cO:, -

es analitica en D. Convendremos en que f(o) = f. 

DEFINICION 3.2.6 

Sean f y F funciones anal i ticas en un abieTto Dc 0:. Dire-

mos que F es una prirnitiva de f si se curnple F' = fez) para to 

do ZED. 

Una funcion analitica en un abierto Dc 0: no adrni te necesa 

riarnente una prirnitiva en D, contrariarnente a 10 que podria --

creers€, en vista de la definicion precedente. 

PROPOSICION 3.2.7 

Si la serie entera 

(J) f (z) = a o + n a (z-zo) + .. , 
n 

es convergente en un disco Ilz - zoll < T1 entonces la serle 

(2) 
a] 2 

Fez) = ao(z-zo) + T(z-zo) + .. , 

es convergente en este disco y su surna es una pTirnitiva de f, 

DEMOSTRACION 

Por (3.2.4.(~)) se tiene 

Basta entonces probar la convergencia de la serie (J) en el 

disco Ilz-zoll < r. Es claro que para todo p tal que 0 < p < T, 

la sucesion de nurneros cornplejos (a pn) _ThT esta acotada; asuma n nt..1l'; 

rno s que (:+~ pn+1) tarnbien 10 esta . Del l erna de Abel se sigue 
ndJ 

que la serie (2) es absolutamente convergente en el disco II z - zo II < r 
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(normalmente conver gente, SI se consideran como funciones). 

OBSERVAC ION 3.2.8 

EI calculo de las derivadas es valido SIn modificaciones 

para las funciones analiticas, aS1 , para 2 funciones analiti --

cas f Y g, se tiene : 

(1) (f + g)'(z) = f'(z) + g'(z) 

(2) (fg)' (z) = f' (z)g(z) + f(z)g' (z) 

(3) (~J ' (z) 
f' (z)g(z) - f(z)g' (z) 

[g (z) ] 
2 

( 4) ( fn) 1 ( z) = n ( f ( z) ) n - 1 f' C z) , n E Z 
, 

(5) (f 0 g) (z) = f' (gez)) g ' Lz) 

siempre que estas tengan sentido. 

Probaremos (5). 

DEMOSTRACION 

Para todo a E ] 0, 1], exis te un r > 0 tal que para 

lIull .2 r, IIvll < r se tiene 

(1) IIf(g(z) + u) - f(g(z)) - f' (g(z)) u II < a Ilull 

(2) IIg(z + v) - g(z) - g' (z)vll < a IIvll . 

Como g es continua en el punto z, existe r' < r tal que para -

IIvll < r' se cumple IIg(z +v) - g(z) 1I < r; sustituyendo 

g(z + v) - g(z) en (1) y teniendo en cuenta (2), se tiene 

II f(g(z+v)) - f(g(z)) - f'(g(z))g'(z)vll.2 A a IIvll 

donde A = Il g' (z) II + IIf' (g(z)) II + 1 no depende de a, de donde 

el resultado esperado . 
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El mismo razonamiento demuestra que S1 f es analitica en 

un abierto D y y es una funci6n compleja de variable real t, -

continua y diferenciable en un intervalo I cIR y tal que y(I) cD, 

la funci6n compuesta t ~ f(y(t)) de la variable real t es dife 

renciable en lyse tiene 

(6) (f 0 Y) 1 (t) = fl (Y(t))YI (t). 

§ 3. PRINCIPIO DE LA PROLONGACION ANALITICA 

DEFINICION 3.3.1 

Una funci6n l ineal afin con valores en un espacio vecto- -

rial E sobre IR es una funci6n definida en IR y de la forma 

cr: IR --> IR 
t ~~~~> oCt) at + b 

donde a y b son vectores en E . Si [a, sl cIR es un intervalo ce 

rrado y acotado, llamaremos segmento cerrado en E a o([a 1 S]), 

donde o(a) y cr(S) son los extremes del segmento. 

DEFINICION 3.3.2 

Si [a,S] es un intervale cerrado y acotado de IR y E es un 

R - espaclo vectorial, diremos que la funci6n 

h: [a,S]cR - > E 

es una funci6n lineal afin a trozos, si existe un numero fini-

to de puntos 

a = ao < a 1 < •.• < a 1 < a = S n - n 

tales que h coincide con una funci6n lineal afin en cada uno 

de los subintervalos I~~, ak+JJ para 0 ~ k ~ n-J. La imagen de 
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[a, S] segun h se denomina linea quebrada en E. 

DEFINICION 3.3.3 

Se dice que un conjunto abierto A c [ es conexo 51, para -

dos puntos cualesquiera a, b E A, existe una funci6n lineal afin 

por intervalos h definida en un intervalo [a,S] de ffi, con valo 

res en A, tal que h(a) a, heB) = b; se dice tambien que dos 

puntos cualesquiera de A pueden estar unidos por una linea que 

brada contenida en A. 

Equivalentemente, se dice que A es conexo si no es POSl-

ble escribir A como uni6n de dos abiertos no vacios disjuntos 

B y C. 

EJEMPLO 3.3.4 

1) El conjunto abierto H = {z E [I Reez) "f O} no es conexo~ pues 

H = {z E [/ Re(z) > O} U {z E [/ Re(z) < O} que son abiertos no 

vacios sin puntos COllunes. 

2) [, un disco abierto, el exterior de un disco abierto, una -

corona abierta (0 anillo abierto)~ son conexos. 

(3.3.5) Una funci6n f indefinidamente diferenciable de una va

riable real, definida en un intervalo abierto I, puede ser mo

dificada en un intervalo arbitrariamente pequeno Jc I, SIn de

jar de ser derivable indefinidamente. Existen funciones, diga

mos h, indefinidament~ diferenciables aunque nulas en I - J Y -

distintas de cero en J, y la funci6n indefinidamente diferen-

ciable f + a h, es por tanto igual a f en I - J pudiendo tomar 

valores arbitrariamente grandes en J (para a bastante grandes) 
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(ver Fig. 7) . Como ejemplo de tales funciones tenemos 

a (x) = g(ex + x) g (ex - x) 

r e - dz x > 0 
donde g(x) =[0 

Ixl < 0 

que es continua e indefinidamente diferenciable en lR )' mayor -

que 0 en - ex < x < ex. 

J 

Figura 7 

~ y = f(x) +exh(x) 

V 
I 

y = f(x) 

(3.3.6) Si f es una funci6n analftica en un conjunto abierto D, 

se vera que contrariamente, los valores de f en diversos pun--

tos donde ella esta definida, se comportan de algun modo en for 

rna " so lidaria" los unos con los otros; no es posible modificar 

la funci6n en el entorno de un punto dado, sin que forzosamen-

te (si continua siendo analftica en D) no sea a su vez modifi-

cada en puntos muy alejados del punto considerado. Este hecho 

es 10 que prueba ya el principio de los ceros aislados, que es 
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precisamente un caso particular del principio de prolongaci6n 

analitica. 

Para enunciar este principiQ, SIn embargo, es necesario -

restringir el conjunto abierto D que se considera. Supongamos, 

por ej emplo, que D = D1 U DZ' donde D1 Y Dz son dos discos abier 

tos disjuntos, entonces una funci6n f :::; a' = a" en D, siendo -

a' y a" constantes complejas, es evidentemente analitica y es 

claro que dos funciones con esta caracteristica pueden ser igua 

les en D
J 

Y diferentes en DZ' La restricci6n a imponer al con

junto abierto D es que sea conexo. 

TEOREMA 3.3.7 (Principio de la p~010ngaci6n analitica) 

Sean f, g dos funciones analiticas en un conjunto abierto 

conexo Dc [. Si existe un conjunto abierto no vacio (arbi tra-

riamente pequeno) U c D tal que flu = g I u' ent·onces se tiene que 

f = g . 

DEMOSTRACION 

Sean a E: lj Y b E: D dos puntos cualesquiera. Por hip6tesis -

existe una linea quebrada L: t ~ ACt), contenida en D, imagen 

de [0,1J segun una funci6n afin a trozos A tal que Ala) = a y 

A(1) b (Fig. 8). Sea A el conjunto de val ores de t tales que 

para a < s < t se tiene f(A(S)) = g(A(S)). Puesto que A es con 

tinua y a E: U, para a > a existe por hip6tesis un intervale a < t < a tal 

que [O,a] cA. Debemos probar que 1 E: A, para 10 cual considere

mos el extrema superior p > a > a de A en [0, 1]. Supongamos que 

forzosamente se tiene p E: A. En efecto, existe una sucesi6n cre 
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ciente (tn )n8N de puntos de A que tienden a p, y como 

f(A(t n )) = g(A(tn )) para todo n, se tiene tambien, por continui 

dad, f(A(p)) = g(A(p)). Todo se reduce entonces a verificar --

que p = 1. Razonaremos por reducci6n al absurdo suponiendo que 

p < 1. Hagamos Zo = A(p) ED . Por hipotesis existe un disco 

6: II Z - Z o II < r contenido en D en e1 cua1 f y g son igua1es a -

se r ie s enteras convergentes en z - ZOo Luego, puesto que p > 0 , 

exis t e una sucesi6n creciente (t ) ~Thl de numeros rea1es distin 
n ntJ!'; 

tos que convergen a p y tal que las ACt) son distintas y tien 
n 

den hac i a z o . Set i en e po r tan to).. ( t ) E A a par t i r de un c i e r -
n 

to n. Como por hip6tesis f(Alt )) = gC)..(t )) ¥n, por corolario 
n n 

2 de (2 . 3.3) se tendra que las restricciones de f y g en 6 son 

iguales . 

Pero existe un intervalo [p,p + hJ para h > 0 tal que 

p + h < 1 y que A(t) E6 para p~t~p+h, en virtud de la conti 

nuidad, 10 qu e es contrario a 1a definicion de extremo superior; 

por tanto p = 1, con 10 que e1 teorema queda demostrado. 

N6 t ese que el teorema se ap1ica a f un c i ones analfticas 

vectoriales. 

PROPOSICION 3.3.8 

Sean f y g dos funciones analiticas en un conjunto abier-

to conexo D c [ . Si a E D Y exis te una suces ion (z ) ~Th1 de pun - n ntJ!'; 

tos distintos de D cuyo limite es a, y tal que f(zn) = g(zn) -

para todo n, entonces f = g. 

DEMOSTRACION 

Puesto que f y g son iguales a unas series enteras conver 



96 

gentes en un disco abierto ~ : li z - a ll < a contenido en D, por 

Corolario 2 de (2.3.3) se tendra que fez) = g(z) e n ~ . 

Esta proposicion se aplicara, por ejemplo, cuando 

fez) = g(z) en todos los puntos d e un segmento de recta n o re -

ducido a un punto (pero tan pequeno como se quiera) contenido 

en D. 

Figura 8 

§ 4. EJEMPLOS DE FUNCIONES ANALITICAS 

(3.4 . 1) Un polinomio P(z) = a o + a 1 z + + a zn es claramen 
n 

te una serie entera que converge para todo z £ [, Y por consi--

guiente una funci6n entera . De 10 anterior y de (3,1.3) se de-

duce que para toda funci6n f analitica en un abierto Dc [, to

da potencia fn (0 ~ n £ W) es analitica en D; como la suma 

f + g de dos funciones analiticas en D es asimismo analitica, 
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se deduce que el producto fg es igualmente analitica, puesto -

que fg = } ((f + g)2 _ (f _ g)2). 

Por (2.4.4) se ve que Sl se tienen los desarrollos de f y 

de g en series enteras en z - Zo en el entorno de un punto 

Zo E D, se obtiene el desarrollo en serie entera de fg mul tipli 

cando terminG a terminG las dos series y r e agrupando los mono-

mios del mismo grado en z - zo o 

PROPOSICION 3.4.2 

La funci6n 1 es analitica en [;- {a}. z 

DEMOSTRACION 

Debemos mostrar que para todo Zo lOla serie entera en -

z - Zo 

(1) 1 

Zo 

(z - zo) 

z~ 

es convergente para Ilz - zoli y 
1 tiene por suma z 

En efecto, para todo U E [; Y para todo n ElN, se tiene la -

identidad 

1 = a -
n+1 n+J 

u + u 2 _ . . . + (-1) nun + 1 - ( - J ) u . 
J + u J +u 

Cuando Ilull < 1, se tiene que limun+1 Oypor tanto 
n-+CXl 

1 
C 2) 1 +u + C-1)nun + ... 

siendo la serie convergente para Ilull < 1 ; 
-

sustituyendo u por 

z - Zo (2) y multiplicando este resultado J en por , se en --
zo Zo 

cuentra que (1) converge y tiene 
1 por suma - para z 
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Del resultado precedente y de (3.1.3) se deduce que si f 

es analitica en un conjunto abierto D, t es analitica en el -

conjunto abierto D' cD de puntos z en que fez) #- O~ Si D es co 

nexo y si f no es identicamente nula en D, el conjunto D - D' 

esta constituido por puntos aislados en D, en virtud del prin-

cipio de prolongacion analitica. 

Teni endo en cuenta este hecho y (3.4.1) se tiene que si f 

y g son analiticas en D, f es analitica en el conjunto abierto 

D' cD de puntos en que g(z) #- O. En particular, una fraccion -

racional P(z) / Q(z), donde P y Q son polinomios (Q no identica 

mente nulo), es una funcion analitica en el complemento del 

conjunto finito de las raices de Q(z) = o. 

(3.4.3) Supondremos conocidas las definiciones de las funciones 

x reales de variable real, e , sen x, cos x, las expresiones de -

sus respectivas derivadas y l a relaci6n fundamental e XJ e x 2 pa-

ra x1 ' x 2 reales. 

Por la formula de Taylor se tiene 1 para to do x e1R y todo 

n > 0 

eX 1 

donde R n(x) 

lim Rn (x) 
n+ 00 

2 x + X + + IT Y 

e S n+1 
(n +1 )! 

x . 

S n+1 
I' e x 

1 m -(-=+-1-)-' 
n+ 00 n . 

n 
+ X + R (x) Ii! n 

En el limite se 

eS lim 
n~oo 

n+1 
x 

(n + 1 ) ! 

tendra 

S e . 0 

Sl I x I < 1; es decir, que se cumple para -todo x e1R 

(1 ) 

--

x e x 
1 + IT 
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siendo la serle entera convergente. 

Por el lema de Abel se tiene que la serie de termino gen~ 

ral 1 zn t d 0: L ~ converge para 0 0 Z E • uego, 

2 
1 + 2... +z 

1 ! Z ~ 

define una funcion entera para todo Z E 0: Y seguiremos diciendo 

que es la funcion exponencial; denotandose asimismo por exp(z). 

El empleo de esta notacion y terminologia encuentra justifica

cion por un lado, en la formula (1) para x ElR, y por otro, en 

la propiedad fundamental 

cualesquiera que sean Z J 1 Zz EO:. 

Para probar la validez de esta formula sin efectuar calcu 

10, se procede en Z fases: 

i) Sl' lR t' z+x .x E ,se lene que e ZeX e , 

En efecto, los dos miembros son funciones enteras de Z1 -

por (3.1.3), que coinciden para todo Z real; luego, son identi 

cas en virtud del principio de prolongacion analitica. 

ii) Consideremos ahora las funciones 

y Z Z 1 Z + e e 

para un zJ EO: arbitrario fijo. Se deduce entonces de 10 ante-

rlor y de (3.1.3) que son funciones enteras de Z que coi~ciden 

para todo Z ElR, de donde, se tiene de nuevo e Z
+ Z1 = e Ze z1 por 

el principio de prolongacion analitica, donde z, z1 ' son compl~ 

jos cualesquiera. 
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Si en (3) hacemos Zz 

e-zl = 1 
z1 

10 0 

- z" se obtiene 

para todo z1 E [. Por otra parte, al razonar por recurrencia 

del entero n > 0 deducimos de (3) que enz 
= (ez)n, y teniendo 

presente (4), se tiene 

(5) nz e 

para todo z E [ Y to do n E ~. 

(3.4.4) Por un razonamiento similar que en (3.4.3) se tiene p~ 

ra cos x y sen x los desarrollos en series enteras convergentes 

Z 4 .2n 
cos x = 1 x + x ( -1) n x - - + + 

Z! 4 ~ 
... 

(Zn) ! 

JC3 JC5 
c.-1)n 

2n+1 
+ + x sen x x - 3! 5T 

- ... + 
(2n+l) ~ 

para todo x E lR. 

Por otro lado, al sustituir lJC por x en (3.4.3.(1)) se ob 

tiene para todo x ElR, la conocida formula de Euler 

(1) e 1X 
= cos x + i sen x 

si en (1) se sustituye x por (-x) se obtienen las ecuaClones 

(2) cos x 1( ix -ix) 1 (ix -ix) 2: e + e ; sen x = 21 e ~ e 

para J( ElR. 

(3.4.5) Sea z E [ un numero complej 0 cualquiera tal que 

z = x + lY, donde x e y son respectiva~ente, las partes real 

e imaginaria, esto es, J( = Re(z), Y = Im(z). Por (3.4.3.(2)) y 

(3.4.4.(1)), se tiene 



es decir, 

x+iy 
e eJ((cos y + i sen y) 

Z Re(z) z Re(z) (2) Re(e ) = e cosCIm(z)); Im(e ) = e senClm(z)). 

Se deduce entonces que 

(3) II e Z II 

Z J( 
e = e (cosy - i seny), ¥ZE:[. 

De manera particular se tiene 

(5) II e iy II = 1 , ¥ Y t::lR. 

(6) 1y = 1y = ~ly = 1 ¥yElR. e e e l y e 

1 01 

Para todo z = x + 1Y, la amplitud (0 argumento) del nurnero com 

plejo e Z es un lingulo cuyo numero real "y" es una medida en ra 

dianes (Fig. 9). En particular tenemos 

(7) e iTI / 2 iTI 1; e = -1; 

de donde, por (3.4.3.(3)) 

(8) e z+iTI z+2iTI e 

3iTI 
e 2 

z e . 

2iTI e 

La funci6n exponencial es por 10 tanto peri6dica, de perlodo -

irnaginario 2iTI. 

El estudio del problema de las raices de la ecuaci6n 

e Z a, ¥a E: [ ha sido abordado anteriormente. Considerernos 

aqui el caso particular de las "raices de la ecuaci6n e Z = 1, 

con z = x + iy. Por (3.4.5.(1)) y (3.4.5.(3)) se tiene que 

eX = 1, por 10 que x = 0; es decir, 



en z es fez) g (z). Es obvio que f y g deben tener un dominio 

cornun . 

Cualquier funci6n f puede ser expresada mediante dos fun 

ciones reales, descornponiendola en sus partes real e imagina-

ria. Por ejemplo, si w = u + lV Y z = x + iy, la ecuaci6n -

2 w = z da 

u + lV ( -)2 2 2 2-= x + ly = X - Y + lXy 

que es equivalente al sistema 

(1) 2 2 
u = x - y , v = 2xy 

En el caso general, f tiene una parte real u y una parLe 

irnaginaria v que son funciones de z y por consiguiente, tarn--

bien de (x,y) . ASl pues, W = flz) es equivalente a 

w = u(x,y) + iv(x,y). 

Se puede considerar que una funci6n f, de la variable z, 

establece una transformaci6n de los puntos del pl~no z en que 

este definida, en puntos del plano w. Estas transformaciones 

se llaman tambien aplicaciones y, a veces, representaciones. 

Por ejernplo, para w = z2, las ecuaciones (1 . 8.2.(1)) estable -

cen la correspondencia entre el punto (x,y) del plano z y el 

punto (u,v) del plano w. Se dice entonces que (u,v) es la lma 

gen de (x,y) en la transformaci6n, 0 10 que es igual, que w -

es la lmagen de ~ re igual forma puede hablaTse de la imagen 

de un conjunto de puntos , de una region, pOT ejemplo. 

DEFINICION 1.8.3 

Si f es una funci6n definida por w flz), dire~os que f 
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Pues to que 

1 x 1 <= > e (cosy+iseny) = 

<= > x 1 eX e cos y = y sen y 

<= > X e = 1 , ya que cos y = 

cos y = ], entonces y 2kII, 

sen y = 0, entonces y kIT, 

se tiene que z = 2kiII(k E:) 

i n 

ly e 

0 

J y sen y = O. 

___ e __ -+ __________ ~~----------+_--------~-x 
o 

3iIT/2 e 

Figura 9 

1 

1 02 

(3 .4 .6) La funci6n z ~ e lZ es evidentemente una funci6n entera 

igual en todo [ a la serie entera convergente 

2 3 
(1 ) - ~--~+ + 2 ! l 3! . . . 

Por consiguiente, es po~ible prolongar completamente en [ las -

funciones seno y cos eno, poniendo por definicion, para todo ZE[ 

10 que da claramente 

(3) e l Z = co s Z + i 5 en z, 

---
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de 10 cual no debe inferirse que cos z y sen z sean las partes real e imagi

naria de e
lZ

, para Z E [. Noes diffcil, no obstante, descornponer en sus par 

tes real e irnaginaria las funciones trigonometricas prolongadas de esta mane 

ra. En efecto, para Z = x + iy, X,y EJR, se tiene 

(4 ) 

f cos Z = }ceix-Y + e -ix+y) = -i-e -Y (cos x + i sen x) + jeY (cos x - i sen x) 

lsenz= ft(eix-y-e- ix+y) = iie-Y(COsx+isenx) - iieY(coSx-isenx) 

Finalmente, se tiene que las funciones cos Z Y sen z son funciones 

enteras iguales en [ completo a las series convergentes 

Z 4 Zn 
r cos 

, z + z (-1) n z + z = -
~ 

- ... + 
( Zn) ! 4 ~ 

(5) 

lsen z 
3 5 Zn+1 z z ( _1)n z + = z - 3T + 

5T - ... + 
CZn +1)~ 

y que verifican las conocidas relaciones 

(6) cosZ(z ) + senZ(z) = , 

[cos (z + IT/Z) sen z· sen (z + IT/Z) cos z , 

(z + IT) = - cos z· sen (z + IT) = - sen z (7) 1 cos , 

cos (z + ZIT) = cos z · sen (z + ZIT) = sen z , 

(8) cos ( - z) = cos z· sen (-z) = - sen z , 

J cos (z, + zZ) cos z, cos Zz sen z, sen Zz 

(9) sen z, cos z2 + cos z1 sen z2 
lsen (z, + z2) = 

10 que se ve directamente de las definiciones 0 por prolongaci6n analitica co 

mo en (3.4 . 3). 

Las raices de la ecuaci6n sen z = 0 son los nlimeros que verifican la re-

1 
.; lZ -lZ aClon e = e . 1 2iz 1 d· o 10 que es equlva ente e =; es eClr son los nlime --

ros z = kTI (k Ell) . 

De este resultado Y de (7) se deduce que las raices de la 
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1 ecuacion cos z = 0 son los nlimeros z = (k + "2 ) n (k Ell). Se tiene entonces 

r tan z sen z z t- (1c + -21 ) n, k Ell. 
cos z 

(10) 1 
cot Z = cos Z ...t 

, Z T kn, k E I . sen z 

que son funciones que prolongan a los val ores no reales de z las funciones -

conocidas para x Em., siendo cada lIDa de ellas analitica en el abierto en que 

esta definida . 

De (2), (7) y (~) se deduce 

(11) 1 tan z = -:--
1 

e2iz_l e2iz+1 
2l· z 1 ; cot z = 1 7 · _lZ 1 e + e -

(12) tan (z + n/2) = - cot z; cot (z + n/2) = tan z 

(13) tan (-z) = - tan (z) 

§ 5. PRINCIPIO DEL MAXIMO 

Una funcion real indefinidamente diferenciable en un intervalo dem. pue 

de alcanzar un maximo relativo en un punto cualquiera de este intervalo. Las 

funciones analiticas de una variable compleja observan un comportamiento com 

pletamente diferente, como 10 muestra el siguiente teorema. 

TEOREMA 3.5 . 1 (Principio del maximo) 

Sea D un conjunto abierto conexo en [, y sea f una funcion compleja ana 

litica en D. Si en un PlIDtO Zo E D la funcion (positiva) z -r Ilf(z) II alcanza -

lID maximo relativo (es decir, que existe lID disco abierto IIz-Zoll < r conte-

nido en D y tal que II fez) II < II f(zo) II en este disco), entonces f es constan 

te en D. 

La razon de este comportamiento que parece muy sOYprendente a prirnera -

vista se ve facilmente mediante el ejemplo particular siguiente, 

EJPMPLO 3. 5 • 2 

Sea f un polinomio de dos terminos definido por 
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fez ) = Co 

siendo Co f 0, c k f 0 (k ElN) ; si se escribe 

z - Zo i8 = pe (p > 0, 0 ~ e ~ ZIT) se tiene 

f (z) Co + 

c k donde a es la ampl itud de -- Cuando e varia de 0 a ZIT, ke va
Co 

ria de 0 a ZkIT; en particular se puede hallar un 8 tal que 

ke + a sea de la forma ZkIT y por consiguiente 

es real y mayor que 1; para el valor respectivo de z se tiene 

por tanto 

IIf(z)11 > Il col l = Ilf(zo)ll, 

y esto para p = Ilz-zoll tan pequeno como se quiera. De manera 

intuitiva, cuando z "gira" alrededor de Zo, fez) "gira" alrede 

dor d~ f(zo) y su valor absoluto toma por tanto val ores estric 

tamente mayores que Ilf(zo) II. 

Teniendo en cuenta el ejemplo anterior, pr0cedemos a de--

mostrar (3.5.1). 

DEMOSTRACION 

En virtud del prlnclplo de prolongaci6n analitica (3 ,4.7)1 

basta demostrar que si Ilf(z) II alcanza un maximo relativo en -

el punto Zo, f es constante en un disco abierto Ilz-zoll < r 

contenido en D. Luego, existe por definici6n un disco en el 

cual se puede escribir 
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siendo la serie convergente en el disco y Co f(zo). Basta de 

mostTar entonces que la hip6tesis implica c 0 para todo n>l. 
n 

Podemos limi tarnos al caso en que Co f 0, sin 10 cual la hi-

p6tesis implica 11£(z) II < 0, pOT tanto fez) 0 en una vecindad 

de Zo y el teorema estara demostrado. 

Supongamos por tanto que Co f 0 y razonando por reducci6n 

al absurdo, supongamos que existe un entero mas pequeno k > 1 

tal que c k f o. Para Ilz ~zo ll < r se puede escribir 

k 
( 1) £ ( z ) = c (, ( 1 + b k ( z - z 0 ) ( 1 + (z - Z 0 ) g ( z ) )) 

c k donde hemos escrito bk = -- y donde g(z) es una funci6n anali
Co 

tica para IIz - zoll < r; por consiguiente, podemos suponer que -

para Ilz - zoll < T12, se tiene Ilg(z )1 1 .::. M (independiente de z). 

let Tomemos r 1 < r/ 2 tal que Mr' .::. 1/2; hagamos bk = pe 

. e 
(p> 0, 0.::. et .::. 2 IT), z - Zo = II Z-Zo II e

l 
(0.::. e.::. 2 IT) 

y escojamos e de tal forma que k e + et sea multiplo entero de 

2IT, 10 cual es posible puesto que k ~ 1. Se tiene entonces 

y pOT con s i gu i en t e, 5 i II z - z 0 II .::. T' , 

k 
) + bk(z-zo) = 1 + pllz - zoll > 0, y 

111 + bk(z-zo)k + bk(z - zo)k+l g(z) II ~ 111 + bk(z-zo)k ll - 11~(z - zo)kgCz) II 

, K 1 k 
> 1 + pllz-zoll -zpllz-zol l 

> 1 + ~ pllz-zoll > 1 

Dicho de otro modo, para todo z tal que II Z-Zo II < r' y para el -
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cual e torna el valor deterrninado an teriorrnente, se tiene, se--

gun (1), Ilf(z)1I > IIcoll = IIf(zo)lI, 10 que es contrario a la 

hip6tesis, de donde, nuestro resul tado. En virtud del siguiente -

teorerna, ya dernostrado en (1 . 9 .13) es valida la subsiguiente afirmaci6n. 

TEOREMA 3.5.3 

Sea h una funci6n real continua en un conjunto compacto -

A c [. Entonces h esta acotada en A, y existe al menos un punto 

a E A (respectivamente a I E A) tal que h(a) = sup h (z) (respecti 
zEA 

vamente h(al) = inf h(z)). 
ZEA 

Pueden existir infinitos puntos que gocen de esta propiedad, -

asi por ejemplo, cuando h es constante. Dirernos que en uno de 

estos puntos a (respectivamente a 1 ) h alcanza su extrema supe-

rior (resp. su extrema inferior) en A. 

Supuesto 10 anterior, se tiene la siguiente consecuencia 

del principio del maximo. 

COROLARIO 3.5.4 

Sean Dc [ un conjunto abierto conexo y f una funci6n ana-

litica no constante en D. Entonces para todo conjunto compacto 

A c D, los puntos de A en que II fez) II alcanza su extremo supe--

rior son puntos front era de A. 

DEMOSTRACION 

Puesto que Ilf(z) II es continua en D, estos puntos existen 

siempre; razonando por reducci6n a1 absurdo, supongarnos que 

IIf(z) II alcanza su extrema superior en un punto Zo tal que Zo 
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es no exterior a A ni punto frontera de A; luego Zo es un pun-

to interior a A. Existe entonces por definicion un disco abier 

to Ilz - Zoll < r (r > 0), totalmente contenido en A (y por consl 

guiente en D), en el cual se cumple Il f(z) II .:.. Il f(zo) II , 10 cual 

es contrario a (3 . 5.1) y a la hip6tesis de que f no es constan 

te; de donde el resultado esperado. 

Es de observarse que Ilf(z) II puede ser constante sobre to 

da la frontera de A, segun el ejemplo en que D = [1 A es el 

disco unidad II z II < 1 y fez) = z. 

Una aplicacion inmediata de (3.5.4) se da en la demostra -

cion del "teorema fundamental del Algebra" (0 teorema de d1Alem 

bert-Gauss) . 

TEOREMA 3.5.5 (Teorema fundamental del Algebra). 

Sea 

(1) P(z) = + + a 
n 

un polinomio no constante de coeficientes complej0s (n>11 aotO). 

Entonces existe una sucesi6n finita (z ) de n nlimeros com . i l<i<n 

plejos (distinto s 0 no) tales que 

(2) P(z) = ao(z-z1)(~ - z2) .. ,Lz - zn) 

DEMOSTRACION 

Basta demostra:: que existe un zJ E [ tal que PLz} = Q~ pues 

entonces el algebra prueba que podemos escribir P(z) = (z-zl)Q(z) 1 

donde Q es un polinomio de grado n-l, y basta proceder por re-

currencia de n. Para probar la existencia de z1' vamos a razo

nar por reduccion al absurdo, suponiendo que P(z) t 6 para to -
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do Z E [. Resultaria ent onces que 1/PCz) seria analiti ca en [; 

veremos que esto contradice el principio del maximo. 

Por hip6tesis se tiene que PCO) = a f O' verificaremos 
n ' 

en primer lugar que exi ste un numero R > 0 tal que se tiene 

(3) II p(z) II ~ 2 Ilanll para todo z tal que Il z ll > R. En efecto, 

se puede escribir, para Z f 0 

PCz) = a ozn [1 + a 1 

aoz 

y por tanto 

(4) II P (z) II > II a o II II z II n [ J -

Luego, para II z II > 1 se tiene 

a
1 

a a 1 (5) 
n 

+ + < n aoz aoz a o 

+ •.. + ann] 
aoz 

II~ + • + a::n II] aoz 

entonces 

_1_ + a 1 n 
.... " + --

II ,z II II z II ao 

~ H [II:! II + ••• + II :~ II] 
Tomemos entonces R de tal modo que se cumpla 

10 cual es posible. Para Ilzll > R, se tiene segun (5) 

< .1 
- 2 

por tanto, en virtud de (4) 

1 Apliquemos ahora a la funci6n analitica PTZT el resultado de -

( 3.5.3) para D ,;, [, siendo A el disco cerrado II z II < R. No sien 
! 
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-
do constante la funci6n liP, su valor absoluto l/l lp(z) II debe -

ria alcanzar su extremo sup erio r en A en un punto fronte ra, es 

decir, en un punto z tal que II z II = R; pero se ha visto que en 

1 < 
IIp(z ) ll -

1 . 
211 a n

ll ' mlentras que -uno de estos puntos se tiene 

1 
peO) 

1 , 10 que resulta contradictorio pu es to que a # O. 
n 

Es de observarse que este razonamiento, no 5610 prueba la 

existencia de una raiz de la ecuaci6n pez) = 0, sino que ade--

mas da una mayoraci6n para los valores absolutos de estas rai-

ces : 

e 6) II z. II < Ro 
1 

puesto que para Ilzll ~ Ro , se tiene Iipez)1I > 1l1aoll - lI z ll n 

N6tese ademas que el teorema no se extiende a las funciones en 

teras puesto que e Z =I 0, V-z E [. 
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TEORIA DE CAUCHY 

La peculiaridad del comportamiento "solidario" entre los 

valores de una funcion analitica y los diferentes puntos de un 

conjunto abierto conexo donde esta definida, 10 que ha side ya 

puesto de relieve por el principio de prolongamiento analitico, 

se manifiesta de manera todavia mas explicita introduciendo, -

como 10 ha hecho Cauchy, la integral ~urvilinea de funciones -

complejas a 10 largo de "caminos" contenidos en [; 10 cual per 

mi te entre otras cosas, tanto teorica como practicamente, calcular -

los valores de una funcion analitica en un disco, por ejemplo, 

cuando se les conoce finicamente sabre el cfrculo fronteri del 

disco. 

§ 1. CAMINQS Y LAZOS 

DEFINICION 4.1.1 

Sea I == [a, bJ c:rn. un in tervalo cerrado y aco tado. Se dice 

que una funcion vectorial f: I ~:rn.n es continua a trazos en I, 

si se puede descomponer I en un nfimero finito de intervalos 

... , 

••• < a < a == b, de modo que f - -
m- l m 

sea continua en cualquier punto x interior a cada uno de estes 

intervalos; y ademas que el limite a la derecha 

lim f(x) = f(ak +) existe para 0 ~ k < m-1 y el limite a la lZ 

x+ak 
x>ak 

111 



quierda 11m f (x) = 
x-+a

k x<ak 

f(ak) existe para 1 

11 2 

< k < m; no se lmpone 

nlnguna condici6n a los valores de f en los puntos de disconti 

nuidad . 

DEFINICION 4.1.2 

Sea f una funci6n vectorial continua por int e rvalos en 

[a,bJ. Entonces la funci6n 

(1) F(x) = jXf(t) dt 
a 

es continua en [a,bJ y tiene una derivada igual a f(x) en cual 

quier punto x distinto de los puntos de discontinuidad de f. 

Si c es un punto de discontinuidad de f, interior a [a,b], 

F tiene una derivada a la derecha igual a £(c+) y una derivada 

a la i zquierda igual a f (c - ). Se dice, adema's, que F e s una pr i 

mi ti va de f igual que todas 1 as func iones de Ia forma F (x) + k, 

donde k es un vector constante. 

DEFINICION 4 .J.3 

Sea I = [a,b] -un intervalo cerrado de ffi, no reducido a un 

punto. Diremos que un camlno es una aplicaci6n continua 

(1) y: I - .- > [ 

de I en [, diferenciab le con continuidad a tro zos, es d ec ir, -

que es una primitiva yet) = Jtyl (s) ds + C de una funci6n y' 
a 

continua a trozos en I. 

Cuando t varia de a a b, el punto yet) d e scribe en el pIa 

no [ una trayectoria y(I) que, en los puntos yet) tales .que y' 
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es continua y distinta de cero en el punto t, adrnite una tan gen 

te cuya direcci6n es el vector y' (t) E [ (Fig. 10). 

a 
I 

" / 

t 

y(b) 

b 

Figura 10 

En los puntos t donde y' es discontinua y tiene valores limi--

tes a derecha y a izquierda no nulos, corresponden "puntos an-

gulosos". La trayectoria y (1) puede tener "puntos mul tiples", 

que corresponden a valores distintos de t, donde y toma el mls 

rno valor; de igual forma puede hacers e que todos 10 puntos de 

y(I) sean multiples. Envirtud de (1.9.12), y(I ) es cerrado. 

OBSERVACION 4.1.4 

El resultado anterior resulta inmediato en virtud de la 

continuidad de y, y del hecho de ser I un conjunt o cerrado y -

acotado de la recta real. 

EJEMPLOS 4.1.5 

1) Si y es constante en I, y(I) se reduce a un solo punto ("c~ 

mino constante"). 

2) Sean I = [0,1J Y exEIR, ex" 0; la aplicaci6n t 
2TIiat 

a: -+e -ex 

definida en I es un camino tal que y(I) es una parte del circu 
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10 unidad Il zl l = 1 . Si a es un entero n i 0 (positivo 0 negat~ 

vo), y(I) es el circulo unidad completo, pero todo punto del -

circulo se obtiene para Inl valores distintos de t; seguiremos 

diciendo que a lies el circulo unidad recorrido n veces". 
n 

3) Sean c,d dos puntos de [; definamos para 0 < t < 2 la fun--

cion 

y (t) 

fc(1 - t) + dt, 0 < t < 1 
< 

td(2 - t) + c(t - 1), J < t < 2 

La lmagen de y es por tanto el segmento de extremos c, d 1 pero 

el camlno y puede estar descrito como el "segmento recorrido -

en los dos sentidos" . El punto t = J es un punto de discontiT-

nuidad de y I • 

Los ejemp10s anteriores muestran que es absolutamente ne -

ce sario evi tar confundir un camino y y 1a "curva" y (I). E1 pun 

to yea) se llama el origen del camino y y el punto Yeb) su ex -

tremo; a menudo se dice tambien que yea) y Y(b) son los extre 

mos de y , y que Y "une los puntos yea) y yeb)". Para que dos -

puntos cualesquiera c, d de un conj unto abierto Dc [ puedan e~ 

tar unidos por un camino, es suficiente que D sea conexo; esta 

condicion es tambien necesaria, en virtud de un teorema que ad 

mitiremos. 

DEF:::NICION 4.1,6 

Se dice que un camlno es un lazo si yea) = Y(b); se dice 

tarnbien que y es un "lazo de oTlgen Y(a)". Los ejernplos 

(4.1.5.(1)), (4.1.5.(3)) son lazos; tambien 0a 10 es, cuando-
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a es un entero, pero no en los otros casos (aunque el camino -

a pueda "pasar" varias veces por su origen). a 

DEFINICION 4.1.7 

Dado e 1 camino y: I = [a, bJ -> [, llamaremo s camino opue~ 

to a Y y 10 denotaremos por yO al camino 

yO: t -> y(a+b-t) 

definido en I; yO tiene por origen el extremo yep) de y y por 

extremo el origen yea) de y; se dice que yO es el "camino reco 

rrido en sentido inverso"_ 

DEFINICION 4.1.8 

Dados los caminos 

y 1: 11 [a ~ bJ --> [ 

y 2: 12 + [c, dJ -> [ 

tales que el orlgen Y2LC) de Y2 sea el extremo Y1(b) de Y1 : se 

llama yuxtaposici6n de Y1 y Y2 Y se designa por Y = YJ V Y2 el 

camino 

y: [a , d + b - cJ -> [ 

definido por 

y (t) 
fYJ(t), a ~ t ~ b 

= lY2(t -b+C),b ~ t < d + b - c 

(Fig _ 11); el orlgen de Y 1 "\ Y 2 es el origen de Y 1 Y el extrema 

de Y1VY2 es el extremo de Y2 - El ejemplo (4.1.5.(3)) puede es 

cribirse Y1 V Y2' donde Y2 es el camino t -> ceJ-t) + dt defi-



116 

nido en [0 ,1 J Y Y1 esta dado port - > d(2-t) + c(t-1) defini

do en [1,2J. En general, para todo carnlno y, la yuxtaposici6n 

Y V yO es un lazo cuyo origen es el de y . 

, , 

" " 

------ --

1 
I 
I 
1 
1 

I 
f 

.---+-: _-+-1 ---4I---tI----1F-~ Y 2 (I 2) ,: 
a t b d+b-c c "d ,/ 

"-.. - - - - - - - - - - - - - - - - - - -,,/ 

Figura 11 

Y2(d) 

Y2(t) 

Para todo camino y: [a,bJ -> [ Y todo punto c tal que 

a < c < b, y es yuxtaposici6n de sus restricciones Y
J

, Y2 en 

[a,c] y en [c,b] respectivarnente; en particular, un lazo es siern 

pre la y uxtaposici6n de dos carninos (de infinitas rnaneras); si 

adernas, con la rnisrna notaci6n, Y es un lazo de origen yea), el 

camino y' = Y 2 V y, es ta definido (pues to que el extrerno de y 2 

es el origen de y,) y slgue siendo un lazo de origen y(c); 

se dice qu e es el lazo obtenido a partir de y "tornando el pun-

to y(c) por origen". 

DEFINICION 4 .1. 9 

Sean y ,: 11 = [a,b] -> [, Y2 : 12 [c,dJ -> [ dos carni--

nos. Dirernos que Yl y Y2 son equivalentes si existe una biyecci6n cr~ 

ciente ¢ : 12 -> I" continua y derivable con continuidad a tro --
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- 1 zos, 10 mismo que la funci6n reciproca q, ,tal que Y2(t)==Y
1 

(q,(t)) 

en 12 , 

Las imagenes Yl(1 1) Y Y2(1 2) son entonces las mismas y -

los origenes y extremos de Y
1 

Y Y2 son los mismos; pero el eje~ 

plo (4.1.5.(2)) muestra que estas condiciones no son suficien-

tes para que dos caminos sean equivalentes. Es de observarse -

que para todo camlno 

y : I == [a, bJ -> [ 

el camino t -> Y(At + p), donde A > 0 Y l.l ElR es arbitrario, es 

equivalente a y. Como una aproximaci~n, se puede por tanto, 

considerar unicamente los camino s definidos en un intervalo fi 

j 0 I c lR, por e j emplo [0, 1]. Siempre que no de 1 ugar a confusi6n, 

designaremos un camino por una figura que describa su imagen -

y su sentido de recorrido. 

§ 2. INTEGRACION A LO LARGO DE UN CAMINO 

TEOREMA 4.2.1 (F6rmula de cambio de variables). 

Sea q, una funci6n numerica continua por intervalos en 

[a,bJ y tal que q,(x) > 0 excepto en un numero finito de puntos; 

entonces 1a funci6n 

w ex) IX q, ( t ) d t + C 
a 

es estrictamente creciente en [a,bJ; y para toda funci6n vect~ 

rial f, continua por intervalos en el intervalo [1/J(a) , 1/J(b)], 

tenemos la f6rmula de cambio de variable 

(J) f
W(b) Ib 

fCu) du == afC1/JCt))~Ct) dt 
1/J C a) 
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como se ve desc omponiendo el intervale [a,b] en un numero fini 

to de interval os en cada uno de los cuales f(~(t)) y ¢(t) sean 

continuas y aplicando a cada uno de estes intervalos la f6rmu-

la clasica. 

(4.2.2) Si a < b y si f y g son funciones reales continuas a - -

trozos en [a, bJ y f(x) ~ g(x) en todos los puntos de continui--

dad de f y g (yen consecuencia, excepto quizas en un nlimero -

finito de puntos), tenemos 

f
b fb (1) f(t) dt ~ get) 
a a 

donde la igualdad no podra verificarse mas que si f(x) = g(x) 

en todos los puntos de continuidad de f y g. Su13dividiendo -

el intervalo [a,bJ nos encontramos en el caso conocido en que 

f y g son ambas continuas. En particular, si se sabe que 

a) f es continua a trozos en [a,bJ. 

b) f(x) ~ 0 excepto en los punto s de discontinuidad. 

c) fbf(t) dt = 0 
a 

se puede entonces deducir f(x) 

tos de discontinuidad. 

Q en [a,bJ excepto en los pu~ 

(4.2.3) De la desigualdad (4.2.2.(1)) se deriva el procedimie~ 

to mas irnportante para obtener las mayoraciones y minoraciones~ 

el teorema del valor medio: si a<b y m~f(x)~M en [a,bJ (0-

unicamente en los puntos de continuidad de f), para toda fun--

ci6n g~O en [a,b], tenemos 

(1) mJb g (t) d t ~ fb f (t) g (t) d t ~ Mfb g (t) d t 
a a · a 



y en particular para g = J 

(2) m(b - a) < fb f(t) dt < Meb - a) 
a 
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La desigualdad (4 . 2.3.(1)) da en particular para toda funcion 

real f continua a trozos 

de donde, si I£(t) I < M en los puntos de continuidad de f y si 

g ~ 0 en [a, bJ , 

(4) 1f>(t)gCt) 

El teorema del va lor medio se aplica a las integrales de 

funciones complejas en virtud del teorema siguiente: 

TEOREMA 4.2.4 

Para toda funci6n compleja f continua a trozos en [a,bJ 

se tiene 

(es decir, C4.2.3,())) sigue siendo valida para funciones com -

plejas). 

DEMOSTRACION 

En efecto, expresando el numero complejo fbf(t) dt en for 
a 

ma trigonometrica re 1Cl (r ~ 0) y haciendo get) = e -lClfCt ), se -

tiene fb g (t) dt = r, 0 bien, descomponiendo g en sus partes - 
a 

real e imaginaria, 
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ya que el primer miembro es real. Puesto que g, < Ilgll, se de

duce de (4.2.2.(')) que 

fbg
1(t) dt ~ jbllg(t)11 dt; pero puesto que Ilgll = Ilfll, esto -

a a 

prueba la desigualdad (4.2.4.(J)). 

Es de observarse que 5610 se cump1e f:g1Ct) dt " f:g(t) dt 

si g,(t) = Ilg( t) 11 

excepto en los puntos de discontinuidad de g (0 de f) por 

(4 . 2.2); es decir, la igualdad no se veri fica en (4.2.4.CJ)) -

mas que si f(t) = eiallf(t) II para una constante a excepto en -

los puntos de discontinuidad de f. 

DEFINICION 4.2.5 

Sean y: [a ,bJ --> [ un camino, f una funcion compleja con 

tinua en y(I) (no se sup one que f este definida necesariamente 

fuera de y(I) y ademas, no se supone necesariamente que f sea 

analitica). Entonces la funcion cornpuesta t --- > f(y(t)) y' (t) es 

continua a trozos en [a,bJ y por consiguiente su integral en -

este intervalo esta definida (4.2.2). POT definicion, se llama 

integral de f a 10 largo del camino y al numero complejo 

Cl) fyfCZ) dz " f:fCYCt)) y'Ct) dt 

entendiendo, segun esta notacion, que se puede reemplazar z por 

una letra cualquiera. 

(4.2 . 6) La definici6n precedente muestra que la integral a 10 
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largo de un camino depende no solo del conjunto y (I), sino tarn 

bien de su parametrizacion (vease mas adelante (4.2.7. (1)). -

Sin embargo, si Y1 : [a,bJ --> [ Y Y2 :[c, d] --> [ son dos cami--

nos equivalentes, se tiene 

(1) f fez) dz = f fez) dz. 
y 1 Y 2 

En efecto, si ¢ :[a,dJ --> [a,bJ es una biyeccion creciente, 

continua y derivable con continuidad a trozos tal que YZ=Y1°¢' 

se tiene YZ(t) ,= Yl (¢(t) )¢' (t) en 12 excepto en un nfunero finito 

de puntos y por consiguiente, por la formula de cambio de va--

riables (4.2.1) 

. f fez) dz = Jd

c
f(Y2( t))YZ(t) dt 

Y2 

= fd f (Y.1 (¢ (t) ) ) Y 1 c¢ (t) ) ¢' (t) d t 
c 

f
¢(d) 

f(Y1 (U))Yl (u) du 
¢(c) 

fbf(Y1(U))Y1(U) du 
c 

=J f(z)dz. 
Y1 

Si la funcion f es tal que Ilf(z)11 ~ M para zEy(I), se deduce 

de la definicion (4.2.5.(1)) ,y de la formula del valor medio -

(4.2.4.(1)) 

( 2 ) II f / ( z) d z II < M f: II y' (t) II = ML 

donde L no es otra cosa que la longi tud de la "curva" t -> y(t) . 
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(4.2.7) De la definicion (4 . 2 .5.(1) ) y de las reglas de calcu-

10 de las integrales, se sigue inmediatamente que para dos ca-

minos opuestos se tiene 

(1) f fez) dz 
yO 

= - f fez) dz 
y 

y que para la yuxtaposicion y 

(2) f fez) dz 
y 

= f fez) dz 
Y1 

y 1 V Y 2 de dos caminos se tiene 

+ f f (z) dz 
Y2 

Puesto que el segundo miembro de (2) no cambia cuando se invier 

ten los dos terminos se deduce de (2) que si y es un lazo, la 

integral f fez) dz es independiente del origen de este lazo, -
y 

en virtud de (4.1.8). Si y es un lazo constante, se tiene 

f fe z) dz = 0 
y 

para toda funci6n f. 

Finalmente, supongamos que el camino y esta contenido en un --

abierto Dc [, y sea g una funcion analitica en D; entonces si 

r es el camino campuesto t --> g(y(t)), por (3.2.8.(6)), se - -

tiene 

(3) fyf(g(Z)) g' (z) dz = frf(W) dw. 

§ 3. EL PROBLEMA DE LAS PRIMITIVAS DE LAS FUNCIONES ANALITICAS 

(4.3.1) Sea Dc [un conjunto abierto conexo. Ya se ha sefialado 

en (3.2.6) que es posible que determinadas funciones analiti --

cas en D no admitan sin embargo una primitiva en D. La noci6n 

de integral a 10 largo de un camino permite dar una condicion 

necesaria y suficiente pa!a que exista una de tales funciones 
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primitivas, como se muestra en el siguiente teor ema. 

TEOREMA 4.3.2 

Sea Dc [ un conjunto abierto cone.xo y f una funci6n anall 

tica en D. Para que f admita una primitiva en D, es nec e sario 

y suficiente que para todo lazo y contenido en D, se tenga 

f fez) dz O. Cuando es aSl, toda primitiva F de f en D se ob 
y 

tiene de la jorma siguiente: 

C + f f (u) du 
a (z) 

(1) F(z) 

donde a(z) es un camino cualquiera contenido en ~ de origen un 

punto fijo (arbitrario) Zo ED Y de extremo z. La diferencia de 

las dos primitivas f en D es una constante. 

DEMOSTRACION 

" => " Supongamos que F es una primitiva de f en D~ entonces 

para todo camino y:[a,bJ --> [ contenido en D, se tiene 

f(y(t)) y' (t) d 
= at F(y(t)) 

en [a, bJ (por (3.2.7)), por tanto 

f feu) du == F(y(b)) - F(y(a)) 
y 

y en particular, 51 y es un lazo, f feu) du == O. Esto demues-
y 

tra tarnbien que si existe una prirnitiva F de f en D, se tiene 

F(z) - F(zo) == f feu) du (con las rnisrnas notaciones del enunciado) 
a(z) 

para cualquier carn1no a(z) de origen Zo y extremo z (es claro 

que slempre existe uno de tales carninos puesto que D es conexo); 

esto prueba en particular la ultima afirrnaci6n del enunciado. 
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" <= " Debemos mostrar que la condici6n del enunciado es sufi 

ciente para la existencia de una primitiva. 

Supongamos que dicha condici6n se satisface. Debemos mos-

trar entonces, en primer lugar, que la integral del segundo 

miembro de (1) s610 depende de z y Zo, y no del camino a(z) de 

origen Zo y extremo z. 

En efecto, si a
1

(z) y a 2 (z) son dos de dichos caminos 1 

y a 1 (z) V a 2 (z) ° es un lazo de origen zo, y por tanto 

f feu) du f feu) duo = f feu) du 0, 
a 1 (z) a

2
(z) y 

de donde, se deduce nuestro resultado. 

La f6rmula (4 .3.2.(1 )) define por tanto una funci6n F en D (una 

vez elegidos C y zo). 

En segundo lugar, queda por ver que F es analitica y tie-

ne por derivada f. En efecto, para todo punto z1 E: D, existe un 

disco 1::,: II z-z1 11 < r contenido en D, en el cual f es desarro-

llable en serie entera en Ilz - z
1 

II, existe por tanto una primi

tiva (analitica) Fl de f en 6 (por [3.2.7)), y se puede supo-

ner que ella se anula en zJ. Para todo camino A(Z) en 6 de ori 

gen z1 y extremo z, se tiene por tanto Fl Cz) = f f(:u) du. -
A (z) 

Luego , si a(zl) es un camlno en D de origen Zo y de extremo 

zl' la yuxtaposici6n a(z1) V A (z) es un camino en D de origen -

Zo y de extremo z, y se tiene por tanto (por 4.2.7.(4)), 

F (z) F(z,) + F, (z) 

para todo z E 6, 10 .que demues tra el teor ema. 
, · 

.~ 
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(4.3.3) El ejemplo tipico del caso en que la condicion (4.3.2) 

no se satisface es cuando se considera D = [ - {a} (el comple-

men to de {O} [, conexo), f (z) 1 analiti en que es y = - que es z , 

ca en D· , Sl se considera el lazo y : t - > e it definido en 

[O,2TI], que esta contenido evidentemente en D, se tiene 

J 
d z =J2TI i 

y z 0 

it 
e' t dt = ZiTI = ZiTI # O. 
e 1 

En general, para un conj un to abierto conexo Dc [dado exis ten 

ciertas funciones analiticas en D que admiten una primitiva en 

D (las funciones polinomiales por ejemplo), pero pueden e~is--

tir otras que no admitan primitiva. Veremos que si D verifica 

cierta condicion de naturaleza geometrica, entonces todas las 

funciones analiticas en D admiten una primitiva. 

§ 4. HOMOTOPIAS DE CAMINOS Y HOMOTOPIAS DE LAZOS. DOMINIOS SIM 

PLEMENTE CONEXOS. 

(4.4.1) La idea intuitiva de homotopia de dos cam1nos es la de 

una "deformacion continua" que permite pasar del uno al otro. 

Esto puede precisarse por la definicion matematica siguiente. 

DEFINICION 4.4.Z 

Sea D un conjunto abierto en [, y sean y 1 : I -> [. , 

Y2 : I -> [ dos caminos contenidos en D, definidos en el mismo 

intervalo I = [a,bJ. Se llama homotopia de Y1 a YZ en D a una 

aplicacion continua <lJ: I X J-> D, donde J = [c, dJ es un inter 

valo de ffi, tal que <lJ(t,c) = y](t) y <lJ(t,d) = Y2(t) para todo -

tEL 

Debe. observarse que se exige la continuidad de la funcjon 
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de dos variables (t,s) --> ~(t,s), y no solo la continuidad de 

cada una de las funciones parciales; por el contrario no se lrn 

pone ninguna condicion de derivabilidad a ~, salvo las que se 

lrnponen por la definicion de un camino a Y1 Y Y2' 

EJEMPLO 4.4.3 

A fin de lograr una rnejor aproxirnacion (desde el pun to de 

vista intuitivo) al concepto de hornotopia de dos carninos, con

siderernos la siguiente interpretacion geornetrica de (4.4.2), -

donde suponernos que Y 1 Y Y 2 tienen por origen el punto P E D Y 

por extrerno el punto qED. (Fig. 12) 

s 

Y2 
d 

p 
f--------i q 

c Y 1 (t) 

o a b t 

Figura 12 

DEFINICION 4.4.4 

Sean Y1' YZ dos carninos con las rnisrnas condiciones de 

(4.4.2). Dirernos que Y2 es hornotopo de Y1 en D si exis te una -

hornotoia de Y1 a Y2 en D. 

Cuando Y1 Y Y2 son lazos en D, se dice que Y1 Y Y2 son ho 

rnotopos como lazos en D Sl existe una hornotopia ~: I X J --> D 
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de Y1 a Y2 en D teniendo la propiedad adicional de que 

q,( a,s) == q,(b,s) cualquiera que sea s E J: intuitivamente hablan 

do, la homotopia q, "no deshaee" el lazo; dieha homotopia se si 

gue llamando homotopia 'de lazos. 

Se debera tener presente que dos lazos eontenidos en D 

pueden ser homotopo s (como lazos) en un abierto D' tal que 

Dc D', sin ser homotopos en D. 

PROPOSICION 4.4.5 

La homotopia de eaminos en un abierto Dc [ es una -relaei6n 

de equivaleneia. 

DEMOSTRACION 

Se an Y 1; [ a, bJ -> [, Y 2: [a , bJ - > [ Y Y 3: [ a, b J -> [ 

tres eaminos con tenidos en un abierto D e [, Y denotemos por - -

" ~ " la relaci6n de homotopia entre dos caminos. Debemos mos-

trar que ~ e s reflexiva, sim§trica y transitiva. 

i) Y1 ~ Y1 (Y 1 es homotopo de Y1 en D). En efecto, sea 

q,: I XJ -> D: q,(t,s) = Yl(t) V-s EJ, que e s evidentemente 

una homotopia, donde I = [a,bJ y J = [c,d]. 

ii) Si Yl Y2 entonces YZ ~ Y J 

Puesto que Y1 Y2' existe una homotopia q,: I X J -> D tal 

que q,(t,c) Y1 (t) y q,(t,d) Y2(t). 

Para ver que Yz Y1' sea la aplieaci6n 

q,O: I XJ -> D tal q,° (t,s) = q,(t,c + d - s), que es claramente -

una homotopia, ya que 
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¢(t,c+d -s ) y,(t), si s d 

¢(t,c+d-s) Y2(t), si s = c 

iii) Sl y, ~ Y2 Y YZ 
~ Y3 

entonces Y ~ Y3 . , 
Consideremos una homotopia ¢, : I X J, -> D de Y, a Y 2 Y una ho 

motopia ¢2 : I XJ z -> D de YZ a Y3 ' siendo 

y definimos ¢3: I X J 3 -> D por las condiciones siguientes: 

<P 3 (t,s) = <p,(t,s) en IXJ, y ¢3(t,s) = <P 2 (t,s+c Z-d,) para 

(t,s)EIX[d1 ,d,+d 2 -c Z]' es inmediato verificar que ¢3 es una 

homotopia de Y1 a Y3 en D. 

Por un razonamiento similar se demuestra que la homotopia 

de lazos es tambien una relaci6n de equivalencia, siendo las -

homotopias ¢o , <P 3 construidas anteriormente homotopias de lazos 

si tambien 10 son ¢, <P1 Y ¢Z. 

DEFIN ICION 4.4.6 

Se dice que un lazo Y contenido en D es homotopo de un ~ -

punto en D si es homotopo como lazo en D de un lazo constante. 

DEFINICION 4.4.7 

Se dice que un conjunto abierto conexo D es simplemente -

conexo (0 es un dominic simplemente conexo) si todo lazo en D 

es homotopo de un punto en D. 

DEFINICION 4,4,8 

Se dice que un conjunto abierto Dc [ es estrellado· respe£ 

to a un punto a ED, si para todo zED el segmento 

.' 
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t - > (1-t) a + tz (0 < t < 1) que une a y z, esta contenido 

en D. 

PROPOSICION 4.4.9 

Todo conjunto abierto estrellado respecto a un punto es -

simplemente conexo . 

DEMO STRACION 

En efecto, sea y: I -> D un lazo en D, para D = [a , S] 

Consideremos una homotopia ~ : IX [0,1J -> D -d efinid a por 

~( t,s)= sa + (1 - 5) y (t). Es evidente que ~(t,O ) =y(t)y<I>(t,1)= a; 

~ es evident emente continua y la hipotesis implica que los va

lores de ~ pertenecen a D, de donde se deduce nuestra afirma--

cion. 

Como ejemplo de conjuntos abiertos estrellados respecto a 

un punto, tenemos: todo el plano [, un semiplano, un disco 

abierto, el interior d e un rectangulo tamb ien es estrellado 

con respecto a cada uno de sus puntos ( se dice en tonces que es 

convexo). Como ejemplo distinto~ citemos el caso del disco uni 

dad IIzll < 1 del que se ha suprimido un numero finito de seg--

mentes r adiale s: 

sien do Pk un numero tal que 0 < P
k 

< 1 (Fig . 13); se comprueba -

de inmedia to que este conjunto abie rto es estrellado respecto 

a O. 

I 
1 
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0,' 
.. . ,--- - ---I .... "-

" 

Figura 13 

Admitiremos el siguiente teorema. 

TEOREMA 4.4.10 

Toda intersecci6n de un numero finito de conjuntos abier-

tos estrellados respecto a un punto a es un conjunto estTella

do con respecto a a. (El teorema es valido tambien para conjun 

tos convexos) . 

Como ejemplo de conjunto simplemente conexo no estrellado~ 

consideremos un semiplano abierto Im(z) > 0 del cual se han su-

primido un cierto numero de semirrectas cerradas z = t + iS
k

, -

siendo -00 < t ~ ~ (Fig. 14). 

- -----------ak + iSk 

b x 

Figura 14 

(4.4.1J}. Mas adelante veremo s como consecuencia del teorema -



131 

-de Cauchy y de (4.3.3), que el conjunto conexo [- { O} es homo-

topo de un punto en [, pero no necesariamente en [- {O } . 

§ 5. EL TEOREMA INTEGRAL DE CAUCHY 

LEMA 4.5.1 (Lema de Cauchy - Goursat) 

Sean Dc [un conjunto abierto conexo, f una funci6n anali 

tica en D y R un rectangulo en D, cuyos lados son paralelos a 

los ejes coordenados. Si y es el lazo del borde de R, e n tonces 

(1) f fez) dz = 0 
y 

DEMOSTRACION 

Dividamos el rectangulo R en cuatro subrectangulos igua--

les Ri con bordes Yi (i = 1, . . . , 4) . Supongamos que tanto y -

como los y. esten orientado positivamente (Fig. 15). 
1 

y 

R 

J~ RZ ~t 1 ~ Rl J 
t~ R3 ~1 l-E Jl4 ~t 

~;-----------------------------------------------------~x o 

Figura 15 

Es claro que f f(z)dz 
y 

gulo de borde Y1 tal que 

" ii,fy.fCZ)dZ. Sea R, el rec t angu-
1 



If f(Z)dz l < 
Yi 

y puesto que 

If f(Z)dzl, 1 = 1, .. ,,4 
Y1 
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2 If f(Z)dz l + If f(Z)dzl + If f(Z)dzl + If f(Z)dz l 
Y1 Y2 Y3 Y4 

se tiene entonces 

Denotando ahora Y
1 

como f1 y aplicando este resultado al 

rectangulo R1 obtenemos nuevamente un subrectangulo R~ de bor

de fZ tal que 

Continuando este proceso inde finidam e nte, se obtiene una suce -

sion de rectangulos encaj ados R:J Rj :J RZ :J •• • :J Rn :J . •• , ademas 

de las desigualdades 

de manera qu e el area del k-esimo rectangulo (Rk ) tiende a ce

ro cuando k 7 + 00, y en consecuencia las longitudes de sus la-

dos tienden & cero . 

Como f es diferenciable en R, existe un N ElN tal que para 

n > N se tiene 

If(z) .:. f(zo) _ fl (~o) I 
~ z - z 0 



133 

para todo z E R , donde R representa el n-esimo rectangulo (y n n 

en el que r representa su borde). Denotemos por L el perime-
n 

1 1 
Como L1 =1"L, L2 =2L1' ... , tro de R y por L el perimetro de R 

n n 

se obtiene 

Ln = ( 1) n L, n = 1, 2 , ... 

sea <1>(z) = fez) - f(zo) - fl (zo) (z - zo). Se tiene por tanto 

Por consiguiente 

f f ( z <) d z = f f ( z 0 ) d z + f f I (z 0) (z - z 0 ) d z + f <1> ( z) d z 
rn rn - rn rn 

Puesto que F
1

(z) = f(zo)'z y F
2

(z) = fl(zo) ' (Z_~o)2 son prlm~ 

tivas de f(zo) y fl (zo)(z-zo), respectivamente, en virtud de -

(4.3.2) se tendra 

y en consecuencia 

Ifr f(Z)dzl 
n 

If r <1> l z ) d z I < f r I <1> (z) I d z 
n n 

< Ef Ln 
-dz 

) r 2 
n 

L 
f dz £ [~n] f r n dz 

< £ 
n 

.' T 
rn 
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Teniendo en cuenta e1 cambio de y por r, en virtud de (4.5.1. (2)) , 

se tiene 

IJrf(Z)dZI < 4nlJr f(Z)dZI 
n 

n L < 4 . E 

L 
n 

L pero puesto que -- ~ 0 cuando n ~ + 00, se tiene por tanto 
2ft 

0, esto es, f f(z)dz 
) r 

o 

Admitiremos temporalmente el siguiente teorema, el cual -

sera demostrado en cada una de sus partes en la secci6n 9 (§9), 

TEOREMA 4.5.2 

Condici6n necesaria y suficiente para que una funci6n 

f = P + iQ sea anal itica en un conjunto abierto Dc [ es que en 

d t - 1 d . d - 1 a P -a P ~ ~ ca a pun 0 Z = x + lY, as erlva as parcla es ax' ay' ax Y ay 

existan, sean continuas y satisfagan las condiciones de Cauchy 

(ecuaciones de Cauchy-Riemann): 

ap 
a.x 

aQ ap 
ay' ay 

aQ 
- ax 
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TEOREMA 4.5.3 (Teorema de Cauchy ). 

Sea Dc [ un conjunto abierto conexo, y sea f una funcion 

analitica en D. Si Y1' Y2 son dos lazos contenidos en D y homo 

topos como lazos en D, se tiene 

( , ) f f(z)dz = 
Yl 

f f (z)dz. 
Y2 

En particular, Sl D es simplemente conexo (4.4.7), se tiene 

(2) f f(z)dz = 0 
Y 

para todo lazo Y contenido en D. 

DEMOSTRACION (para el caso de un disco ). 

Vamos a limitarnos a considerar el caso particular, esto 

es, cuando D es simplemente conexo. 

La demostracion consiste sencillamente en establecer que 

f posee una primitiva en el disco D: II Z-Zo II < p, viniendo a -

ser entonces la formula (4.5.3.(2)) una consecuencia del teo 

rema (4.3.2) . Definamos una funcion F por 

(3) F(z) = fof(Z)dZ 

donde el camino de integracion 0, que va de un punto fijo z~ -

en D al punto variable zED, consta de un segmento horizontal 

y otro vertical. Naturalmente, para que F este bien definida -

debemos verificar que si se conecta Zo con z por medio de dos· 

caminos 0" °2 de ese tipo (Fig. 16), entonce s 

(4) f f(z)dz = f f(z)dz. 

°1 °2 
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En efecto, por el lerna de Cauchy-Goursat (4.5.1), se tendra 

f f(z)dz - J f(z)dz = f f(z)dz 
°1 °2 °1 - °2 f f(z)dz 

° Vo
o 

1 2 

f f(z)dz = 0 
y 

o 
donde el lazo y, yuxtapos ici6n de 01 y 02' es el borde de un -

rectangulo R contenido en D, orientado positivamente. 

y 

--+-----------------------------------------__ x 
o 

Figura 16 

Para rnostrar que F es analitica en D y F'(z) fez) para todo 

zED, basta establecer la relaci6n 

(5) fez) = ~ (z) = 
Clx 

. ClF ( ) 
1 Cly z, (z E D) 

En efecto, si F = P + iQ, entonces de (4.5.3. (5)) se tendra que 

+i~)= ~-i~ 
Cly ClY ay 

de donde, resultara que se curnplen las condiciones de Cauchy; 

ap 
ax 

ClP = _ N 
ay ax 
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Por otra parte, puesto que f es continua en D, de (4.5 .3.(5) ) 

-- . . d d d ap ap ~ aQ b resultara la contlnul a e ax ' ay , ax Yay, 10 cual pro a-

ra que F es analitica en D y F' (z) = fez) (4.5.2). 

aF Demostremos pues, que fez) = dX (z), 0 sea que, para todo 

E > 0, existe 0 > 0 tal que 

IF(Z +h)h - F(z) - fez) I .::. E, cuando h EJR Y 0 < Ih l < o. 

De la definicion (4.5.3.(3)) resulta que 

F(z+h) - F(z) = I f(~)d~ 
Y 

donde y es el segmento, paralelo al eje real, de ecuacion 

~ = z + ht, 0 < t < 1. Por tanto 

IF(Z+h~ - F(z) fez) I " I f>(Z+ht)dt 

If: [f( z+ht) - fez)] dt I 

<max If(z+ht) - f(z)1 
0<t<1 

Debido a la continuidad de f , dado E> 0, existe 0 > 0 tal que 

If(z+ht) - fez) I < E si Ihtl < o. Por 10 tanto, si Ihl < 0, en -

tonces Ihtl .::. Ihl < 0, de modo que se cumple If(z+ht) - fez) 1< E 

para todo t, 0 < t < J. De esto se slgue que para Ihl < 6 se -

tiene 

IF(Z+h)h- F(z) - fez) I < E. 

La demostracion de fez) = - l ~~ (z) se 10gra por un razo 

namiento similar. 
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TEOREMA 4.5.4 

Si D es un dominic simplemente conexo, toda funci6n anali 

tica en D admite una primitiva en D. 

DEMOSTRACIO 

Se sigue inmediatamente de C4.5.3) y (4.3.2). 

§ 6. INDICE DE UN PUNTO RESPECTO A UN LAZO 

DEFINICION 4 . 6.1 

Sea y: J = [c,dJ + [ un lazo en [ y sea a un punto de [ -

que no pertenece a y(J) . Llamarenos indice de a respecto alIa 

zo y al nfunero 

(J) l(a;y) 

TEOREMA 4.6.2 

'] 

2ni f 
. dz 
z~a 

y 

I(p;y) es un nfrmero entero (positivo 0 negativo)-

DEMO STRACION 

-_ f ·c
t 

y' (s) ds Seah(t) y(s)-a para todo t £ J, . de manera que -

zni lea; y) = h(d). Como h es una primitiva de una funci6n fraK 

mentariamente continua, se tiene que 

h'(t) = yl(t) 
y(t)-a 

excepto en un numero finito de puntos de J. Hagamos 

get) = e-hCt)(y(t) - a), 

se tiene entonces 
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g' (t) = - hI (t)e-h(t)(y(t ) -a ) + y' (t)e-h(t) = 0 

excepto en un numero finito de puntos de J, segun el calculo -

efectuado anteriormente. Por consiguiente, la funcion continua 

g es constante en J, y en particular se tiene g(c) = g(d). Pe-

ro h(c) = 0, pOT tanto 

g(c) y( c ) - a 

se tiene entonces 

e - h(d) (yCd) - a) = y(c) - a 

Pero por hipote sis y es un lazo, por tanto y(d) = y(c) ~ se o~ 

tiene para el numero complejo h(d) la relacion e-h(d) = J, de 

donde h(d) = 2kIIi para un k E I en virtud de (3.4.5). 

OBSERVACION 4.6.3 

Es absolutamente necesario tener presente que el numero -

entero I(a;y) no esta definido mas que si a ¢ y(J). Veremos que 

este numero es la nocion matematica precisa que corresponde a 

la idea intuitiva del "numero de veces que el lazo y gira alre 

dedor de a". 

Se tiene evidentemente, en virtud de (4.6.J .(1)) Y de las 

formulas (4.2.5. (1)) y (4.2.7. (2)) 

(1) I(a;yO) = - I(a;y) 

(2) 

donde y, Y1 Y Y2 son lazos cuyas imagenes no contienen a a~ su 

poniendo que los lazos YJ y Y2 tienen el mismo origen Cde mane 

r-a que YJ V Y2 sig~e ,siendo un lazo del mismo origen). 
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PROPOSICION 4.6.4 

Sean a un punto de [, Yl' YZ dos lazos en [ - {a} homoto

pos como lazos en [ - {a}; entonces se tiene I(a;y,) = I(a;yZ). 

DEMOSTRACION 

Es una consecuencia del teorema de Cauchy (4.5.3) aplica

do a la funci6n --'- que es analitica en [ - {a} (3.4.2). z-a 

DEFINICION 4.6.5 

Se dice que una funci6n vectorial f definida en un abier-

to Dc [ es localmente constante si, para todo Zo ED, existe un 

numero 0 > 0 tal que el disco Ilz-zoli < 0 este contenido en D 

y que f sea constante en este disco. En un conjunto abierto co 

nexo Dc [, una funci6n f localmente constante, es constante. 

TEOREMA 4.6.6 

Sea y un lazo en [; para todo conjunto abierto conexo D -

contenido en [-y(J), la funci6n z -T I(z;y) es constante en D. 

DEMOSTRACION 

Basta probar que para todo Zo E D, en todo disco abierto -

6 :l lz -Zo ll < r (r>O) contenido en D, se tiene r(z;y) = Ilzo;y). 

Esto probara que la funci6n z -T I(z;y) es localmente constante 

en D, y por ende constante, puesto que D es conexo (4.6.5). D~ 

mostremos, pues, que en todo disco abierto 6 de centro Zo con-

tenido en D, se tiene I (z; y) = I (z 0; y) . Para ello hagamos hinca 

pie en que se tiene 

1 
I(z;y) = ZITi f 

du 
u-z 

y : 
I (zo ;y) 



141 

designando po r Y1 el lazo t -+ yet) - (z-zo). Luego Y1 es homo 

topo como lazo de y en [ - {zo}, por la homotopia 

~(t ,s ) = yet) - s(z-zo ) (0 < s < 1). 

En efecto , si se cumpliera ~(t, s) = Zo, esto significaria que 

y ( t) = s z + (1 - s ) z 0 par atE J y un s tal que 0 < s < 1. Per 0 e 1 

punto sz + (1-s)zo pertenece a ~ y por hipotesis y(J) no encuen 

tra a ~. Basta ahora apl icar (4.6.4). 

TEOREMA 4.6.7 

Sea Dc 0: un dominio simplemente conexo y sea y un lazo 

contenido en D. Entonces para todo punto a ¢ D se tiene que 

I(a;y) = O. 

DEMOSTRACION 

En efecto sea la funcion f: z 
. - 1 

-+ --z-a' que es analitica en 

D. La conclusion se sigue del teorema de Cauchy (4.5.3) y de -

la definicion de indice (4.6.1.(J)). 

PROPOSICION 4.6.8 

nit Sea 0 : t -+ e (0 < t < 2IT) el "circulo unidad recorrido n 
n - -

veces" (4.1.5.(2)) (n entero positivo 0 negativo). Entonces, -

para to do z tal que Ilzll < 1, se tiene l(z;o ) = n, y para ton 

do z tal que 11z11 > 1, se tiene I(z;on) = o. 

DEMOSTRACION 

El disco unidad IIzll < J y el exterior del disco unidad 

Ilzll > 1, son Gonjuntos abiertos conexos que no encuentran el 

circulo unidad Ilzll = 1. Bastara entonces mostrar que 
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n para un punto Zo del disco unidad II z II < , y-

o para un punto z, exterior a este disco. Por tanto, 

si se toma Zo = 0, se tiene 

, foZIT 
2ITi 

. nit
dt nle = n 

Por otro lado, para liz, II > 1, zl no esta contenido en el disco 

abierto Ilzll < IIz1 II , y el cfrculo unidad esta contenido en es 

te disco. Como se ha visto que un circulo abierto es simpleme~ 

te conexo (4.4.9), la afirmaci6n respecto a z1 es una consecuen 

cia de (4.6.7). 

(4 . 6.9) METODO DE CALCULO DEL INDICE 

En muchos casos es posible dar un metodo practico de cal -

cular el indice I(a;y) por el procedimiento que a continuaci6n 

se describe: 

Mediante una traslaci6n podemos limitarnos al caso en que 

a = 0 (suponiendo, por supuesto, que 0 ¢ y lJ)). Vamos a suponer 

que el eje real Im(z) = 0 no encuentra a y(J) mas que un nume

ro finito de puntos. Escribamos yet) = ult) + iv(t), donde u(t) 

y vet) son reales; existe por tanto en J un numero finito de -

puntos 

t J < t Z < ••• < tn 

donde la funci6n v cambia de signo; ademas se puede suponer , 

cambiando el origen de y(4.2.7), que J = [t 1 ,t;l, de manera 

que y(t
1

) = y(tn ) y yet) 1 0 en J. Dado esto, prolonguemos y a 

JR por per iodi,c idad de per lodo tn - t 1 ; 10 spun tos tk (1 ~ k~ n) -
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se reparten en cuatro conjuntos: 

M1 : se tiene u(tk ) > 0 y vet) pasa del signo - al signo + atra 

vesando tk en sentido creciente; 

MZ : se tiene u(tk ) > 0 y vet) pasa del signa + al slgno - atra 

vesando tk en sentido creciente; 

M3 : se tiene u (tk ) < 0 y vet) pasa del signo + al slgno - atra-

vesando tk en sentido creciente; 

M4 : se tiene u(tk ) < 0 y vet) pasa del signo - al signo + atra 

vesando tk en sentido creciente (Fig. 17) . 

Figura 17 

Se observara que t1 y tn pertenecen al mismo conjunto Mk y que 

n es impar, puesto que para t = t - h Y t = t + h para h bas--
1 n 

tante pequ eno, v tiene slgnos diferentes y ha cambiado n veces 

de signo. Definamos ahora , para todo entero k tal que 1 < k < n 

un numero 

(1 ) 
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Intuitivamente, ok es positivo si en el entorno de t k , y (t) "gi 

ra en el sentido positivo" alrededor de 0, negativo en el caso 

contrario_ Se tiene entonces 

(Z) 
1 n-1 

I(O;y) = 2 L ok
k=1 

En efecto, en la integral 

(3) 1 ft n 
I(O;y) = ZITi t 

1 

y' (t)dt 
yet) 

se descompone el intervalo de integracion mediante los puntos 

tk (2 ~. k ~ n - 1) _ Supongamos por ej emplo que tk E MZ ; 1 uego, 

por definicion se tiene vet) < ° para 

y no se puede cumplir mas que tk+1 E Ml 0 t k +1 E M4 - Por tanto, 

para tk~t~tk+l se puede escribir u(t) + iv(t) = /u2(t) + v
2
(t) eie(t), 

donde e(t) es una funcion derivable bien determinada, con vale 

res en [-n,o], definida por 

e (t) 

r 0 , si t 

'1 0, si t = 

l-n, si t = tk+l' tk+1 EM4 

tk 

t k+1 , tk+1 EM, 

Por otra parte, podemos limitarnos a calcular la parte real de 

la integral 

1 ftk+1 y' (t)dt 
2ITi yet) 

tk 

es decir 



( 4) J ftk +1 u(t)v' (t) - v(t)u' (t) 
2IT 2 2 dt 

tk v (t) + v (t) 

Pero, por un simple calculo de derivadas se tiene 

u' + iv' + v 

-ie u - lV obtiene Y como e , se 
!u2 + 2 v 

(5) 8' uv' - vu' 

u 2 v 2 -

de donde, sustituyendo en (4) 

[ 
1 rtk+1 y' (t)dt) 

Re 2ITi yet) 
) tk 

2 + uu' + vv' 1 
/ u 2 

+ v 2 
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Si denotamos por It la integral (4 . 6.8.(4)), el resultado ante 

rior tambien puede escribirse 

Luego, por definicion de 8(t) se tendra 

j-n - 0, tk+l £M4 

l 0 - 0, tk+ 1 E M1 

ASl, para Re(I t ) hay dos posibilidades 

1 
1 f-IT\~ - 2 

R e ( It) = 2IT 0 J ----------. 
o 

obteniendose finalmente la expre sion 1/4 (ok + 0k+J)' como en 
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efecto puede cornprobarse mediante la definici6n de ok . Los 

otros casos se tratan de igual forma y dan finalmente la formu 

la (4.6.8.(3)). 

El caso inmediatamente a considerar es el de una r ec ta 

cualquiera L que pasa por 0 y no corta a y(J) mas que en un nu 

mero finito de puntos, por rotacion alrededor del origen. 

Un caso interesante es aquel en que ademas el semiej e real 

positivo :rn.+: Im(z) = 0, Re(z) ~ 0, corta a y(J) en un solo pun

to (0 los cas os que se deducen por rotacion); se puede suponer 

que este punto corresponde a t = t y a t = t . Resulta enton -
1 n 

ces de las definiciones que las otras t. (Z < j < n - J) son en -
J --

numero impar; si por ej emplo t1 E M
1

, se tiene necesariamente -

t z E M3 Y las tj tales que Z.2 j .2 n - 1 estan en M3 y j es par, -

en M4 si j es impar; la contribucion de estos puntos en

(4.6.8.(Z)) es, pues, ~ y se tiene por tanto 

(6) I(O;y) 1 

Si se cumpliera t1 E MZ' se demostraria de igual manera que 

I(O; y) = -1 

§ 7. LA FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY 

TEOREMA 4.7.1 (Formula de Cauchy) 

Sea D c [ un dominio s implemen te conexo, y sea y; I ~ D un 

lazo en D (Fig. 18). Entonces, para toda funcion f analitica -

en D Y todo punto Zo E D - (1 ) , se ti ene 

(1) 
1 

ZITi 

.' 
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DEMOSTRACION 

Definamos en D la funcion g(z) por las condiciones 

(2) 
fg(z) = f(z~ = ;~zo) para z 1 Zo 

< 

19(zo) = fl (zo) 

y mostremos que esta funcion es analitica en D. Esto resulta -

evidente para z 1 Zo (3.4.2); queda por ver 10 que pasa en un 

entorno del punto zoo Por consiguiente, sea /:).: Ilz - zoll < run 

disco contenido en D, en el cual la serie de Taylor 

(n) 
fez) = f(zo) + fl ~~o) (z - zo} + ... + f nfzo) (z-zo)n+ ... 

es convergente (3.2.5). La definicion (4.7.1.(2)) muestra que 

para todD z E /:)., g(z) es suma de la serie entera convergente en 

z-zo 

+ ••• + 

por tanto g es analitica en D. Puesto que D es simplemente co-

nexo, se obtiene 

r g(z)dz = 0 
J y 

por el teorema de Cauchy (4.5.3), 10 que da, teniendo en cuen -

ta que Zo 1. y (1), 

f fez) - f(zo) dz 
z - z y 0 

0, 0 tambien 

dz 
z-zo 
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rigura 18 

La formula de Cauchy resulta especialmente interesante --

cuando I(zo;Y) # o. Por ejemplo, si D contiene un disco cer~a

do liz-ail < r, se tiene, para todo punto Zo del disco abierto 

Ilzo-all < r del mismo centro y del mismo radio 

(3) f(zo) __ 1 __ f f(z)dz 
ZITi Z-Zo 

y 

donde y es el lazo t + a + re it definido en [O,ZIT] (4.6.8). Se 

tiene por consiguiente una formula explicita que da los valo-

res de f en el disco IIzo - ali < r cuando se les conoce sobre el 

circulo IIzo-ali = r. 

Inversamente, las integrales del tipo que figura en else 

gundo miembro de (4.7.1.(1)) son funciones analiticas del para 

metro Zo; de manera mas general: 

(4.7.Z) Sea y: I = [b,cJ + [ un camino en [ y sea g: y(I) + [ 

una funcion definida y continua en y(I) (no se supone a g defi 

nida fuera del conjunto y(I) y en ultima instancia, no se la -

sup one analitica). Entonces la funcion 

(1) fez) = r ~(u)du 
) u-z 

y ~ 
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esta definida y es analitica en el conjunto abierto [ - y(I). 

De un modo mas preciso, si hacemos 

(2) c ;:: f g(u ) du 
n ()n+1 y u-a 

para to do punto a E a: - y(I) Y para todo entero n > 0, se tiene 

un desarrollo en serie entera convergente 

(3) fez) 
00 

L c (z - a) n 
n=O n 

en todo el disco abierto de centro a y de radio igual a la dis 

. tancia d(a,y(I)) de a en el conjunto cerrado y(I). Por otra -

parte se tiene 

(4) f(n)(a) =n! = n! r g(uJdu 
)y (u_a)n+J 

sea 0 = d(a,y(I)) > 0 y supongamos que liz-ail 

Como por definicion se tiene 

o = i n f lIu-a II 
uEy(I) 

q 0 para 0.::. q < 1 • 

setiene que lIu-ali > 0 para todo UEy(I), y por consiguiente 

para todo u E y(I) (Fig. 19). Podemos escribir, por tanto, para 

todo u E: y ( I) , 
00 

(z-a)n 
(5) 1 1 L = 

( ) n+ 1 u- z 
{ 7 - a) n=O u-a (u-a) 1 ----

u-a 

donde la serie es convergente, con las mayoraciones 

~ 
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(6) ( z -a ) n I < qn 
(u_a)n+1, 0 

para n > O. 

Por definicion, se tiene por tanto 

fez) = fC g(y(t))y' (t)dt=fCg(y(t))y' (t) [ I (z -a )nn+1] dt 
)b y(t)-z b n=O (y(t)-a) 

y las desigualdades (4.7.2.(6)) demuestran que cuando t reco--

rre I, la serie integrada es normalmente convergente. En efec

to, puesto que g es continua y y' continua a trozos en [b,c], 

existe un nGmero M tal que 

I\g(y(t))y'(t) \I < M 

" para todo t e: I, Y por cons igui en te 

g(y(t))y' (t) " (z-a)nn+1 
(y(t)-a) 

n 
< M.:L 
- 0 

para todo t e: I, 10 que prueba nuestra afirmacion. lntegrando -

termino a termino, se obtiene el desarrollo en serie convergen 

te 

00 " rc g"(y(t) ")Y'(t)dt 
f ( z ) = I (z - a) n -

n=O )b (y(t)_a)n+l 

e s dec i r, ( 4 . 7 . 2 . (3)) . 

Si IIg(u) II.::: M en Y(l), se deduce de (4.7.2 . (2)) una mayo 

racion de los coeficientes c : 
n 

(7) IIc \I < n -
ML 

on+l 

donde L es la longitud de la "curva" yeI) (vease 4.2.6.(2)). 
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u . 

Figura 19 

La combinaci6n de (4.7.2) y la f6rmula de Cauchy (4.7.1) 

permite responder a una pregunta planteada de manera natural -

en (3. 1 . 2) : 

TEOREMA 4.7.3 

Si una funci6n f es analitca en un conjunto abierto r en 

tonces para todo a E: D, la serie de Taylor de f en el punto a -

es convergente y tiene por suma fez) en todo el disco abierto 

de centro a y de radio igua1 a la distancia de a a [ - D (di --

cho de otro modo, el mayor disco abierto de centro a contenido 

en D) . 

DEMOSTRACION 

Si 0 < r < dCa, [ - D) es posible ap1icar 1a f6rmula de Cau-

chy (4.7 .1.(1) ) en el disco abierto liz-all < r, tomando

it y: t ~ a + re en 0 2. t 2. 2TI, 10 que da I(a,y) = 1 (4 . 6 . 9) . -

Aplicando (4 . 7.2), se obtiene por tanto para f un desarrollo -

en serie entera en z-a, convergente para liz-all < r. Se sabe 

por (3.2.5) que este desarrollo es necesariamente la serie de 

Taylor, y como t es arbitrariamente pr6ximo a d(a,[ - D), el -
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teorema esta demostrado. 

En el capitulo V veremos que si no se hace ninguna hipot~ 

sis suplementaria sobre D 0 f, el mayor disco abierto de cen--

tro a contenido en D es en general mas pequeno que el disco de 

convergencia de la serie de Taylor de f en el punto a, es de- -

cir, este ultimo "desborda" sobre D . 

.. 
COROLARIO 4 . 7.4 

Si f es una funcion entera, su serie de Taylor en todo 

punto a E [ es convergente en [ completo . 

OBSERVACION 4 . 7.5 

Si se aplica la formula (4.7.2 . (4)) al caso de (4.7.1)~ -

se ve que, bajo las hipotesis de (4 . 7.J), no solamente se tie-

ne la formula (4.7.1.(1)), sino tambien, para todo entero n> 1 

(1) I(x;y)f(n)(x) = Fdi f f(z)~~1 
y (z -x) 

para todo x ¢ y(I); dicho de otro modo, en los puntos en que 

I(x,y) ~ 0 estan determinados explicitamente no s6lo el valor 

de f, sino tambien el de todas sus derivadas por los valores -

de f en el conjunto y(I). 

OBSERVACION 4.7.6 

La consideracion de valores complejos de la variable per-

mite por si sola comprender fenomenos que serian sorprendente s 

si nos limitaramos a las funciones de variab le real. Considere 

mos por ej e mplo la funcion fez) = -i-- . Si s6lo se dan a z va 
z +1 

lores reales , se obtiene una funcion f(x) definida y continua en IR, y, 



para cada punto a £JR., en un intervalo abierto de centro a, f(x) 

es suma de una serie entera convergente en ~ -a, que no es otra 

que su serie de Taylor en a . Sin embargo, para cualquier punto 

a £JR esta serie no es convergente en JR. completo, de 10 contra-

rio, la serie seria tambien convergente en [ completo por el -

lema de Abel y su suma seria una funcion entera gez) que coin-

cidiria con fez) en un intervalo de JR., y por tanto, tambien en 

todo el conjunto abierto conexo [ - {i,-i} donde f es analiti-

ca (3.3.8). Pero esto es absurdo puesto que Ilf(z) II tiende a+ oo 

cuando z tiende a i 0 a -i en [ - ii, -i } mientras que g seria 

continua en estos puntos. La razon de este comportamiento de -

las series de Taylor de la funcion de variable real --i-- , que 
x +1 

Sln embargo es analitica en todo punto de JR., procede de que es 

ta funcion no puede ser prolongada en una funcion entera de va 

riable compleja (es decir, una funcion analitica en todo punto 

de [); la funcion fez) tiene, como se dira en el capitulo V, -

"singularidades" en los puntos ± i, que evidentemente no pue- -

den aparecer mientras se consideren solamente valores reales 

de la variable. 

§ 8. DESIGUALDADES DE CAUCHY. EL TEOREMA DE LIOUVILLE. 

TEOREMA 4.8.1 CDesigualdades de Cauchy). 

Sea f una funcion analitica en un conjunto abierto Dc [; 

sean a un punto de D, 6: liz-ail.:: r un disco cerrado de centro 

a contenido en D y sea M e1 extremo superior de Ilf(z) II sobre 

el circulo r: II z -a II = r, frontera de t:,. Entonces para todo en 

.' 
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tero n ~ 0, se tiene 

(J) 

con el convenio de que f(O) f. 

DEMOSTRACION 

En efecto, apliquemos la formula (4.7.5.(1)), tornando por 

'Y el lazo 

it t -+ a + re (0 .2 t.2 ZIT) y.x a; 

se obtiene 

f(n)(a) 

f
2IT 

o f(a 
it)' -nitdt + re e 

y puesto que Ile - nitil = 1 la desigualdad (4.8.1.(1)) es una 

consecuencia inmediata del teorema del valor medio (4.2.4). 

TEOREMA 4 .8.2 (TEOREMA DE LIOUVILLE) 

Una funcion entera acotada en todo [ es necesariamente 

constante. 

DEMOSTRACION 

En efecto, sea fez) I 
n>O 

c zn una funci6n entera, siendo 
n 

la ser~e entera convergente en [ (4.7.4). Si Ilf(z) II .2 M para 

todo z E [, se puede apl icar (4.8. 1 . (1)) tomando por /). un disco 

abierto de centro 0 y de radio r arbitrariamente grande; se --

tiene por tanto, para todo n > 1, 

M < -
n 

r 
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Pero cuando r ti e nde a + 00 , el segundo miembro tiende a cera -

(puesto que n~ 1) y como el primer miembro es independiente de 

r se tiene necesariamente c = 0 para todo n > 1, y par tanto 
n 

fez) = Co en [. 

OB SERVACION 4 . 8.3 

En este caso tampoco existe un resultado analogo a (4.8.1) 

6 (4.8.2) cuando nos limitamos a valores reales de la variable. 

Par ejemplo , la funci6n entera sen kz es tal que Jsen kx J 2 1 

para todo xEill, pero no existe mayoraci6n de su derivada en ill, 

que solo dependa del extrema superior de la funcion en ill; par 

otro lad0 1 esta funci6n esta acotada en ill sin ser constante . 

§ 9 , CONDICIONES DE CAUCHY 

DEF INICION 4.9.J 

Llamaremos integral dependiente de un parametro a una fun 

ci6n de la f orma 

b 
(1) I(t ) = fa F(X , t ) dx 

donde F es una funci6n de dos variable s reales variando x en -

un intervalo cerrado y acotado [a,bJ de ill, estando t en un In

tervalo abierto J de ill ; F puede ser una funcion vectorial y e s 

preciso para cada valor de t EJ, suponer x + F(x,t) continua -

par intervalos. Admi tiremos los dos siguientes teoremas (pro--

piedades de las integrale s depend i entes de un parametro): 

TEOREMA 4.9.2 

Si la funci6n de dos v ariables (x,t) + F ~x,t) es continua 
J 2" 

en el producto [a,bJ X Jcill , entonces I(t) es continua en J. 
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TEOREMA 4.9.3 

Si la derivada parcial ~~ (x,t) existe para todo punto de 

[a,b] X J Y es continua en este producto, entonces I(t) admite 

una derivada continua en J, dada por la formula de Leibiz de -

"derivacion baj 0 el signo f" 

(1) I' (t) f
b

a 
ClF (x.t)dx at < 

Es tos teoremas se general izan cuando hay varios parfunetros : 

si 

I(t,s) = f:F(X,t'S)dX 

donde la funcion de tres variable s (x,t,s) + Flx,t,s) es conti 

nua, entonces (t,s) + I(t,s) es funcion continua de dos varia -

bles. 

Es interesante observar que el tinico hecho de ser continua 

mente diferenciable caracteriza las funciones analiticas de --

una variable compleja: 

TEOREMA 4 . 9 . 4 

Toda funcion compleja definida y continuamente derivable 

en un conjunto abierto Dc [ es analitica en D (y por consiguien-

te derivable en D). 

DEMOSTRACION 

Sea f una funcion continuamente derivable en D y probemos 

para todo disco cerrado 6: liz-ail -< r contenido en D (Fig. 20), 

fez) es igual a la suma de una serie entera convergente en z-a 
I 



1 S 7 

en el disco abierto liz -a il < r. Si se conside ra el lazo 

it y: t -+ a + re (0~t~2IT), bastara, en virtud de (4.7.2), de-

mostrar que para z tal que II z-a II < r se tiene 

(1) fez) = zrii f f(u)du 
u-z y 

Para ello, hagamos, para 0 ~ A ~ 1 

g(A) = _1_. f f(Z+A(U - Z)) du 
ZITl u- z 

Y 

(2) 

(Fig. 1 7) ; se tiene entonces 

g( 1) 1 

fy 
£(u)du 

ZITi u- z 

g(O) 1 

fy 
f( z)du f (z) . = 2ITj = 

u- z 
1 

Jy 

du 
ZITi u- z f( z) 

puesto que I(z;y) = 1 (4.6.9). Para probar (4.9.4.(2)) basta -

por tanto demostrar que la funcion g es constante en [0,1J. Se 

expresa de la forma 

g( "\) = ~ f(z+A(a+re -z)) ltdt f
2IT it" 

/\ ZIT 1" t e. o a+re-z 

Las propiedades de las integrales que dependen de un parametro 

y la hipotesis de derivabilidad hecha sobre f demuestran que g 

es continua en el intervalo cerrado [0,1J, y derivable en el -

intervalo abierto JO,1 [ , viniendo dada su derivada por la for 

mula de derivacion bajo el signo integral (4.9.3.(1)) 

r 1 t 1 t 

f 
2IT "" 

(3) g' (A) = ZIT 0 fl (z+A(a+re -z))e dt 

pero se observa que se tiene 
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a it . it it 
at (f(Z+A(a+re -Z))) = lAre f' (Z+A(a+re -z)). 

La f6rmula (4.9.4 (3)) da por tan to, para 0 < A < 1 , 

g' (A) = 2n\A fez + A(a + reit_z)) I ~n = 0 

10 que demuestra que g es constante en el intervalo abierto 

] 0, 1 [, y como es continua en el intervalo cerrado [0, 1J se tie 

ne g (0) = g (1) . 

Figura 20 

OBSERVACION 4,9.5 

Es de observarse tambien aqui la diferencia de comporta--

miento entre las funciones de una variable compleja y las fun-

ciones de una variable real. Una funci6n de una variable real 

puede perfectamente ser continuamente diferenciable sin tener 

incluso segunda derivada, como 10 demuestra el ejemplo de la -

funci6n x Ix I . 



TEOREMA 4.9.6 

Condici6n necesaria para que una funci6n fez) = P(x,y) + iQ(x,y) sea 

analltica en un conjunto abierto Dc [ es que existan las d er i 

vadas parcial e s ~xP ap aQ ~ y estas satisfagan las condi 
a 'ay' ax ' ay 

ciones de Cauchy. 

DEMOSTRACION 

Toda funci6n compleja (analitica 0 no) defini da en un 

abierto Dc [ puede escribirse 

(1) f(x + iy) = P(x,y) + iQ(x,y) 

donde P y Q son funciones reales definidas en D, e inversamen-

te, para todo par de dichas funciones, la f6rmula (4.9.6.(1)) 

defin e una funci6n compleja en D; decir que f es continua en D 

equivale a decir que P y Q 10 son. Suponiendo a f continua, bus 

quemos las condiciones de P y Q para que f admita en un punto 

Zo = Xo + iyo una derivada respe cto a la variable compleja z. 

Por definici6n (3.2.1), la expresi6n 

(2) P(Xo + s,Yo + ·t) + iQ(x o + s,Yo + t) ·- P(xo,Yo) - iQ(xo,Yo) 

5 + it 

2 
debe t e nder a un limite cuando (s,t) tiende a (0,0) en ffi per-

maneciendo f (0,0) y forzosamente debe tender a un mismo limi-

te a 10 largo de cada recta CL 5 + B t = ° que pasa por el origen. 

Tomenos en particular como rectas los dos ejes de coordenadas : 

si se hace t = ° y se escribe que (4.9.6.(2)) tiende a un limi 

te cuando 5 ti ende a 0, se encu en tra que las derivadas parcla -

les 
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ap 
(xo,Yo) EQ 

ax y ax (xo,Yo) 

deb en existir y que el limite tiene por valor 

(3) 
ap 

(xo,Yo) ~ (xo,Yo)' + 1 ax dX 

Si ademas se escribe que (4.9.6.(2)), donde se ha hecho s = 0, 

tiende a un limite cuando t tiende a 0, se encuentra que las -

derivadas parciales 

y 

deben existir y que el limite e s 

(4) - 1 

Comparando los valores encontrados, se ve que las derivadas --

parciales de P y Q deben verificar las condiciones de Cauchy 

(5) 

Reciprocamente, se tiene el siguiente teorema: 

TEOREMA 4.9.7 

Supongamos que las funciones P y Q admiten derivadas par-

ciales de primer orden continuas en D y que estas derivadas ye 

rifican identicamente en D las condiciones de Cauchy 

(1) ~ 
ay , 

ap 
ay 

aQ 
- ax 

en tonces la funci6n f (x + iy) = P ex, y) + iQ LX, y) e s anal i tica -
J 

en D. 
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DEMOSTRACION 

Basta probar que en todo punto (xo,Yo), el limite de-

(4.9.6.(2)) existe; la funcion fez) tendra entonces una deriva 

da en todo punto de D, Y la expresi6n (4.9.6.(3)) de esta deri 

vada, unida a la hipotesis de continuidad de las derivadas par 

ciales de P y Q, demostrara que f'(z) es continua en D, 10 que 

permitira para terminar, la aplicaci6n de (4.9.4). Considere--

mos por tanto la diferencia 

F(s,t) = P(X o + s,Yo + t) + iQ(x o + s,Yo + t) - P(Xo,Yo) - iQ(xo,yo) -

(5 + it) (~~ (xo,Yo) + i~(Xo,Yo)). 

Se tiene entonces 

que, en virtud de las condiciones de Cauchy, podemos escribir 

y de la misma forma se tiene 

Im(F(s,t)) 

Puesto que las derivadas parciales de prlmer orden de P y Q 

son continuas, se puede aplicar el teorema del valos medio: 

para todo E > 0, existe un nlimero r > 0 tal que para 151 < r y 

It I < r, se tenga 

I Re (F (5 , t)) I < ~ I 5 + i t I , I 1m ( F (5 , t) ) I < ~ I 5 + i t I 

y por consiguiente 

IF(s,t) I < Is + itl 
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10 que prueba la existencia del limite (4.9.6.(2)). Una formu

la equivalente y mas breve de escribir (4.9.7.(1)) es: 

(2) af ~ ::: 0 "Ix + i o ay . 

(4.9.8) Cuando las funciones reales derivables continuamente P 

y Q, verifican en D las condiciones de Cauchy se deduce de 

(4.9.7) y del hecho de que una funcion analitica es indefinida 

mente diferenciable, que P y Q son ipso facto indefinidamente 

diferenciables en D y que se tiene 

f(n)(x+ iy) ::: i:Q + 1 n C_i)n[anp + i ~J 
Clxn axn ayn Clyn. 

Por otra parte, las funciones 
anp ~ (10 mismo 

anp 
y 

axn y 
dX

n que 
dyn 

ann 
~ ) verifican a su vez las condiciones de Cauchy; en particu 
Cly 

lar, se tiene para n ::: J 

Cl 
ax Cl [~) ay ax 

a [~x) y puesto que Cly 0 

de Laplace 

(1) Cl 2P 

ax 2 + 

Cl (ap) 
ay Cly 

:x (~) , se obtiene para P la ecuacion 

o 

y se verifica de manera similar que Q (que ademas es la parte 

real de - if), es tambien solucion de esta ecuacion. 

Inversamente, una funcion P derivable dos veces que veri-

fica en D la ecuacion de Laplace (4.9.8.(1)) no es forzosamen-

te la parte real de una funcion analitica en D. 
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PROPOSICION 4.9.9 

Sea P(x,y) una funcion dos veces continuamente diferencia 

ble en un cuadrado D: Ix - Xo I < r, Iy - Yo I < r y que verifique 

en D la ecuacion de Laplace. Entonces existe una funcion anali 

tica f en D tal que Re(f(x + iy)) = P(;X:,y) Y todas las funcio-

nes que tengan esta propiedad son de la forma f + c , donde c es 

una constante. 

DEMO STRACION 

Observese que si Re(f(x + iy)) = P(x,y), se tiene, en vir-

tud de las condiciones de Cauchy y de (4.9.6.(3)), 

f l( .) ap ( ) 0 °ap ( ) 1 ~l ° fO o~ X + ly = OA X,y - l oy X,y y a u tlma a lrmaClon se -

deduce de (4.3.2), siendo D foneAo. Para porbar la existencia 

de f, en virtud de (4.9.4), basta demostrar que existe una fun 

cion continuamente diferenciable Q(x,y) en D, que verifique 

las condiciones de Cauchy (4.9.6.(5)), luego, se define una 

tal funcion por la formula 

r
s 

oP It oP Q(xo+s,yo+t) = - oy (xo+u,yo)du+ - ' (Xo+S,Yo+v)dv 
) 0 0 a:x 

En efecto, se tiene utilizando la formula de derivacion -

bajo el signo de integracion (4.9.3.(1)) 

~ (x 0 + S, Yo + t) ~~ ( x 0 + S, yo + t) 

Pero en virtud de la ecuacion de Laplace 

.' 
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(t a2p 
lAc -"- Y) d" :: - r 

( x c ~ or 5. Yo '" 
or sy +v ) dy 

) 0 ' . 0 
elJ( ) 0 dy 

ap 
(xo +s,Yo+t) + 

ap 
(xo + s,Yo) ay el y 

10 cual, demuestra la proposi · jon. 

§ 10. EL TEOREMA DE CONVERGENCIA DE WEIERSTRASS 

DEFINICION 4.10.J 

Si f es una funci6n definida en un intervalo abierto Ja,b[ 

(a y b finitos 0 infinitos) y continua a trozos (es decir, cont i--

nua por interva los en todo intervalo cer ra do y acotado--

[a, BJ c ] a, b [ ), se dice que la integral impropia J:f(t)dt es 

igual a J: f(t)dt + J: f(t)dt, para un a < c < b, suponiendo que -

cada una de estas integrales impropias existan; es claro que -

esta definici6n no depende d e la elecci6n de c. 

Es de hacerse no tar aqul que cuando una funci6n f continua 

a trozos esta definida en un intervalo acotado [a,b], se escr1 

be a menudo J:f(t)dt bajo la forma J~:f(t)dt conviniendo que se 

prolonga por 0 la funci6n f en ill completo. La convergencia de 

estas integrales es evidente. 

TEOREMA 4.10.2 

Sea (fn )n>l una sucesi6n de funciones compleja s definidas 

en un conjunto E tomando todos sus valores en un subconjunto ~ 

c e rrado y acotado F del plano complejo [; sea por otra parte h 

una funci6n compleja continua en F. Entonces, S1 la sucesi6n 

(fn )n>l converge uniformemente hacia una funci6n g en E, la su 
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ce si 6n (h c f) de las func io nes compuestas, converge unifor 
n n> 1 

memente en E hacia fog. 

DEMOSTRACION 

En efecto, se tiene geE) cF; por otra parte, un teorema 

que admi tiremos dice que para todo E > 0, existe un numero 0 > 0 

tal que Sl Z, Zo son dos puntos de F tales que Il z-zo ll < 0, en 

tonces se tiene Ilh(z) - h(zo) II ~ E. Pero por hip6tesis existe 

un numero no que no depend e mas que de 0, tal que para n > no -

se cumple II g (x) - f (x) II < 15 pa ra todo x E E. Se tiene por ta~ n -

to IIh(g(x)) - h(fn(x))I1~ E pa ra todo XEE y todo n~no, de-

donde se deduce nuestra afirmaci6n. 

TEOREMA 4.10.3 

Sea I = [a,b] un intervalo cerrado y acotado de m y sea -

(g) 1 una sucesi6n de funciones complejas continuas a trozos 
n n> 

en I, que converge uniformement e en I hacia una funci6n fragm~ 

tariamente continua f. Entonces se tiene 

(1) lim 
n-+ CXl 

DEMOSTRACIO 

Debemos probar que dado un nurnero E > 0, ex iste un entero 

no, que s610 depende de E tal que para n > no, se curnpla 

(2) IJ>Ct)dt - f>nCt)dt l < E 

En efecto, aplicando el teorerna del valor medio (4,2.4), se tie 

ne 
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a f ( t) d t - ) a gn (t) d t .2. J a I f ( t) - gn ( t) I d t 

La hipotesis de convergencia uniforrne implica que existe un en 

tero no que solo de £, tal que, para n > no y para todo tEl, se 

cump1a 

I f ( t) - gn ( t j I 
, 

F-a 

En virtud del teorema del valor medlo (4. 2.3 . (4)) se tiene por 

tanto la desigualdad (4.JO.2.(2)) para todo n2.no, 10 cua1pru~ 

ba el t E:orema. 

TEOREMA 4 . 10.4 (Teorema de convergencia de Weierstrass) 

Sea (f) una sucesion de funciones analiticas en un n n>l 

conj un to abier t o D c [ , Y supongamos que para todo disco cerra-

do 6 c D, la sucesion [fn Cz) )n>l converge uniformemente en f1 a 

un limite fez). Entonces la funcion f es analitica en D y para 

"todo disco cerrado 6 contenido en D, y todo entero k > 1, 1a su 

cesion de las derivadas 

6 hacia f(k) (z). 

' f (k) - 'r l n (L)jn2. J converge uniformemente en 

DEMOSTRACION 

Sea en efecto 6: Ilz - zoll .2. r un disco cerrado contenido -

en D, )' Y el lazo t -;. 20 + rei t (0.2. t.2. 2IT); siendo la funcion 

f continua en D, puesto que un limite un iforme de iuncione 

continua es continuo, para probar que es analitica en el disco 

abierto IIz - zol1 < r, basta demostrar que para todo . punto z de 

este disco se tiene 

(1) - 1 J f ez) - 2ITi 
Y 

f(u)du 
u - z 
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en virtud de ( 4 . 7 . 2) . Por consigu ien t e se tiene, por la f6rmu-

la de Cauchy (4. 7 . 1) 

f (z) 
n 2~i f y 

f (u ) du n 
u-z 

r 
2 IT 

it it 

f
2

0

n fn(z o+re )e dt 

it z 0 + re - z 

Pero , pa r a z fijo, la sucesi6n de funciones t ~ 

f ( - + it ) i t n 1..0 r e e 

it z o+re - z 

it it 
converge uniformemente en [O,zn] hacia t ~ f(zo+reit ) e ,en 

zo+re - z 
efecto, se tiene 

II z - z 0 - re
it II > r - II Z- Zo II 

y por hip6tesis, para todo E > 0, existe un no tal que para 

n > no 

(2 ) 

y para todo t E [0, 2n], se cumple 

(f ( z o+re it ) - f(z o+rei t )) e it 
n 

it zo+re - z 
< 

E 

r - II z- zol l 

10 que demuestra nuestr a afirmaci6n . La relaci6n (ft,1Q,4.(1} ) 

r e sulta entonces inmediatament e de l paso al limite uniforme en 

una integral (4 . 10.3). Del mismo modo se obtiene la mayoraci6n 

para n > no, 10 que pru eba que bastaria suponer que la sucesi6n 

(f (u )) 1 converge uniformemente hacia feu) sabre el circulo n n> 

lI u-Zo II = r para que se cumpliera la convergencia uniforme de 

la suc esi6n (fn (z))n >l hacia fez) en todo disco 

II Z- Zo II < r' do nd e r' < r 

De l mlsmo modo, parti e ndo de la relaci6n (4.7.5 t ())1 
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f(k)(z) 
n 

k' . 
2ITi 

y de la f6rmula an§loga para f(k)(z), se obtiene la mavoraci6n 

para n ~ no, 10 que demuestra la convergencia uniform e de f(k) (z) 
n 

hacia f(k)(z) en todo disco Ilz-zoll ~ r' para r' ~r . 

Se puede conside rar que el teorema de convergencia de-

Wejerstrass generaliza el hecho de que una serie entera es una 

funci6n analitica en su disco de convergencia (3 . 1.2). De igual 

forma, el siguiente resultado generaliza (4.7.2) . 

TEOREMA 4 .1 0 .5 

Sea y : I = [a,bJ --> [ un camino en [; sea por otra parte 

Dc [ un conjunto abierto en [ y supongamos dada una funci6n 

compleja (z,u) -'- g(z,u) en DXyCI)' que tenga las siguientes -

propiedades: 

1a) para todo u E y(I) 1 la funci6n z -+ g(z,u) es analitica en D, 

2a) las funciones (z,u) -+ g(z,u) y (z,u) + ~~ (z,u) son conti 

nuas en D X y (I) . 

(Debe observarse que no existe nlnguna relaci6n necesaria entre 

los conjuntos D y y(I) en [ ). 

En estas condiciones, la funci6n 

(1) fez) = f g(z,u)du 
y 

es analitica en D. 



DEMOSTRACI ON 

En efecto, hagamos 

b 
R(x,y) = f(x+iy ) = f g (x+iy,y(t))y' (t)dt; 

g 
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las propiedades de las integrales dependientes de un p a rame tro 

d emuestran que R es continua y tiene derivadas parciales conti 

nuas de prlmer orden 

aR aR 
ax ' ay y que se cumple 

~~ + i ~~ = J:[aaxg(X+iy,y(t ll + i day g(X+i y ,y(t llJy l(t)dt = Q 

10 que demuestra (4.10.5). 

El teorema de Weierstrass C4. 1 Q .4) permi te extender (4 ,J 0.5) 

a integrales mas generales. 

DEFINICION 4.10.6 

Llamaremos caminos Sln fin en [ a una aplicaci6n 

y: I = ] a, b [--> [ definida en un in tervalo abierto I de JR 

(acotado 0 no) y tal que para todo intervalo cerrado [c 1 dJ con 

tenido en I, la restricci6n de y a [c 1 dJ sea un camlno Cen el 

sentido definido en § 1); no se supone que yet) ti enda hacia -

un limite cuando t ti e nde a a 6 a b . 

DEFINICION 4.1 0 .7 

Si y es un camino sin fin y f es una funci6n compleja con 

tinua e n y(I), se ll a ma i n t e gral de f a 10 largo del camino -

sin fin y, a la int e gral impropia (fl.10.1) 



f f(y(t))y' (t)dt 
y 

(cuando existe), que se sigue denominando f f(z)dz . 
y 

TEOREMA 4.10.8 

1 7 11 

Sea y: I = ] a, b [ -) ([ un camino sin fin en [; sea ademas 

Dc [ un conjunto abierto en [ y supongamos dada una funci6n 

compleja (z,u) -+ g(z,u) en D X y(I), que tenga las propiedades 

1 a . y 2a. de (4 . 10 . 5) Y que verifique por otra parte la siguien-

te condici6n: 

3a) Cualesquiera que sean el disco cerrado b. cD, e1 intervalo 

cerrado J c I y el numero E > 0, existe un intervalo cerrado 

[co,d o] c I conteniendo a J, tal qu e , si Yo es la restricci6n -

de y en [co,d o], se tenga para to do z E b., 

Ilf g(z , u)du - f g(Z,U)dUII ~ E. 
y yo 

En estas condiciones, 1a funci6n fez) = r g(z,u)du es ana1iti 
J y 

ca en D. 

DEMOSTRACION 

1 Aplicando la hip6tesis para E = - para todos los enteros 
n 

n > J, se obtiene una sucesi6n de caminos y : [c ,d J --> [, n n n 

restricciones de y en los intervalos [cn,dnJ ' c I, don de c n -+ a 

y d -+ b, tales que 
n 

para todo Z E b. . Como en virtud de (4 . 1 0 . 5) 1a funci6n f (z) 
n f g(z,u)du 

Yn 

,. 
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es analitica en D y converge uniformemente hacia fCz) en 6? f 

es analitica en n en virtud de (P.JO,4). 

OBSERVACION 4.JO.9 

Bajo las hip6tesis de (4.10,4), supongamos que para todo 

disco cerrado 6 c D~ los conjuntos fn (6) esten todos contenidos 

en un conjunto cerrado y acotado F c [, y sea u una funci6n ana 

litica en un conjunto abierto E que contiene a F. Entonces la 

sucesi6n de las funciones compuestas u 0 f (analitica en D) 
n 

converge unifonnemente en todo disco cerrado 6 c D en virtud de 

(4 . JO.2), y tiene por limite la funci6n analitic'a u 0 f. 



TEORIA DE RESIDUOS 
§ 1. PROLONGACION ANALITICA Y SINGULARIDADES 

Si f es una funci6n analitica en un conjunto abierto co -

nexo Dca: Y Sl Zo es un punto de D, se sabe que la serie de 

Tay lor d e f en el punto Zo converge en el mayor disco abierto 

8. : Ilz -zoll < r de centro Zo contenido en D(4.7.3 ) ; pero, como 

ya se ha sefialado, puede suc ede r que el disco de convergencia 

de esta serie sea mayor que 8. (Fig . 21) , Y este sera el caso -

mas frecuente . 

D 

Figura 21. 

Puesto que la frontera IIz -zoll = r de 8. contiene por 10 -

menos un punto zl de la frontera de D, se ve que ex i s t e una 

funci6n g, analitica en el conjunto abierto (no vac i o ya que 

z1 es punto frontera de D) ~ o n D. 

172 



La discusi6n precedente nos lleva a distinguir de manera gen~ 

ral, entre los puntos frontera z1 de D, dos clases de puntos; 

DEFINICION 5.1.J 

Diremos que z] es regular (para f) Sl existe un conjunto 

abierto conexo 6 0 que contenga a z1 y una funci6n analitica g 

en 6 0 , que coincide con f en un conjunto abierto D
J 

c Dn 6 0 , 

del cual z1 es punto frontera. Si no es asi, diremos que zJ es 

singular para f. 

Cabe pensar que cuando zl es un punto frontera de D, reg~ 

lar para f, se puede (con las .notaciones precedentes) prolon-

gar la funci6n analitica f al conjunto abierto D~ 6 0 mas gran 

de que D, considerando la funci6n igual a f en D y a g en 6 0 • 

Esto es posible cuando f y g coinciden en D (\ 6 0 completo; y e~ 

te sera automaticamente el caso en que D n 6 0 es conexo en vir- 

tud del principio de pOlongaci6n analitica (3.3 . 7). 

Pero puede suceder que zJ sea un punto regular para f, 

que la intersecci6n D(.\6 0 no sea cone.xa (Fig. 22) Y que f y g 

no coincidan en toda esta intersecci6n completa, aunque por de 

finici6n, coincidan en una parte abier ta conexa de Dn 6 0 de la 

cual zl es punto frontera; y puesto que una funci6n no puede -

tener mas que un valor en un punto, no es posible definir una 

funci6n en DU 6 0 como se ha sugerido anteriormente. 

Los ejemplos de este fen6meno, donde no es posible prolon 

gar f, por mas pequefio que sea el conjunto abierto 6 0 conte--

niendo a zl' y aunque Zj sea regular, no seran tratados en el 

presente trabajo. 
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Figura :2 2 

-
La posibi1idad de 1a pr010ngaci6n ana1itica de f en un 

abierto mayor que D, depende por tanto a 1a vez de f y de 1a -

geometria de D. Por ejemplo, cuando D es un disco abierto, 0 -

un semip1ano abierto, 0 el interior de un rectingulo, D n6 0 es 

conexo para todo disco abierto 6 0 que tenga por centro un pun -

to frontera cualquiera Zj de D, y si zJ es regular para f, se 

puede por tanto prolongar faD u6 0 para un disco 6 0 bastante 

pequeno . 

PROPOS ICION 5.1.2 

2 
Sea fez) = Co + cJz + CZZ + ••• + . una serie -

entera en z, cuyo radio de convergencia R > 0 es finito. Enton 

ces existe por 10 menos un punto frontera del disco de conver -

gencia D: 1\ Z-Zo II < R de la serie que es singular para f. 

DEMOSTRACION 

Razonando por reducci6n al absurdo, supongamos 10 contra 

rlO; entonces, para todo punto frontera u de D (tal que lIuli = R), 
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existiria un disco abierto ,0,u de centro u ) de radio mayor 

que cero, tal que hubiera una funcion analitica g en,0, 
u u 

coincidente con f en D nAu . Ademas para dos puntos distin -

tos y, u' tales que Ilull = Ilu'll = R, si la interseccion -

6 n,0, , no es vacia, las funciones g y g coinciden en -u u u u' 

junto abierto no vacio (Fig. 23) en el cual por hipotesis 

las funeiones gu y gu' coinciden con f, y puesto que 

6 n 6 , es conexo, se tiene que f = g en virtud del princi u u 

pio de prolongacion analitica (3.3.7)* . Sea entonces el 

conjunto abierto D', union de D y de todos 10s ,0, cuando
u 

u recorre el circulo Ilull = R; se puede definir alIi una -

funcion g por la condicion de ser igual a f en D y a gu en 

cada uno de los discos 6 ; y puesto que en virtud de 10 an 
u 

terior, no se obtiene de esta forma mas que un solo valor 

en un punto de D', esto define perfectamente una funcion -

en D', evidentemente analitica y que prolonga f. Por defi-

nicion, los puntos del circulo Ilull = R pertenecen todos a 

D', por tanto el mayor disco abierto Do de centro 0 conte-

nido en D' tiene un radio Ro > R (puesto que el eirculo 

Ilull = R es compacto). La serie de Taylor de g en el punto 

o seria por ta~to convergente en Do (4.7.3); pero esta se -

rle es la misma que la de f, 10 eual es contradictorio, de 

donde, nuestra conclusion . 

* Fig. 23 
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Figura 23 . 

OBSERVACION 5 . 1 . 3 

Si f es una funcion ana1itica en un conjunto abierto co - -

nexo D, puede suceder que todos los puntos frontera de D sean 

singulares para f; cuando es asi, no existe ninguna pro10nga- -

cion de f en una funcion ana1itica en un abierto mayor que D; 

se dice entonces que D es e1 "dominio natural de existencia" -

de la funcion f . Pero 10 mas cor r iente es que ciertos puntos -

frontera de D sean regu1ares y otro s s ingu1ares. Estudiaremos 

a continuacion un caso particular de las dificu1tades que pue -

de ~resentar e1 problema de 1a pro10ngacion ana1itica: e1 caso 

de los puntos frontera ais1ados. 

§ 2. PUNTOS SlNGULARES AISLADOS~ LA SERlE DE LAURENT. 

DEFINICION 5.2.J 

Sea D un conjunt6 abierto en [. Diremos que un punto fron 

tera a un D es ais1ado si existe un aisco abierto 6 : liz-ali < r -
.l 
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de centro a, el cual contenga todos los puntos pertenecientes 

a D excepto a. 

Se puede demostrar que resulta 10 mismo decir que en este 

disco no existe ningun punto front era de D distinto de a. 

Nos proponemos estudiar el comportamiento de las funcio--

nes ana liticas en D en el entorno del punto a y podemos por 

tanto, limitarnos al caso en que D = 6 - {a}. 

Uno de dichos conjuntos abiertos es un caso particular de 

una corona abierta (0 anillo abierto) S: r] < liz -a il < r 2 , do~ 

de 0 ~ r] < r y generalmente vamoa a estudiar las funciones 

analiticas en una de dichas coronas [Fig . 24). 

S -------

Figura 24 . 

PROPOSICION 5.2.2 

Si S es una corona abierta, entonces S es un conjunto 

abierto conexo, pero no simplemente conexo. 
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DEMOSTRACI Ol\: 

En efecto, si r
J 

< r < r Z y Sl Y es el lazo t ~ a + re it 

(0 ~ t < ZIT) , la integral f ~ es igual a ZITi (4.3 . 3), 
y z - a 

rnlen 

tras que la funci6n ]/ (z -a ) es analitica en S, luego, en vir- -

tud del teorerna de Cauchy se ti ene que S es no sirnplernente co-

nexo. 

En todo caso, se tiene el siguiente corolario del teor erna 

de Cauchy: 

COROLARIO 5. Z.3 

Sea S una corona abierta. Si r] < r < r' < r Z y si se de 

signa por y y y' los lazos t ~ a + re it y t ~ a + r'e it , res-~ 

pectivarnente (0 ~ t < ZIT), entonces, para toda funci6n f anali 

tica en S se tiene 

fyf(Z)dZ ;:: 

DEMOSTRACION 

f fLz)dz. 
y' 

En virtud del teorema de Cauchy (4.5.3), basta probar que 

y y y' son homotopos como lazos en S , En efecto, 5i se conside 

ra la homotopia 

<p(t ,s ) :::; a + (r(J~s) + srI) e it 

donde 0 < t < ZIT Y 0 < S < 1, el resultado es inmediato: 
- -

i) Si t E [0, ZIT] es arbi trario, se tiene 

<I>(t,s) it :::; a + re :::; yet), para 5 :::; 0 

<I> ( t , s) :::; a + r' e it:::; y' Lt) . par as:::; 1 

ii) Por otro l ado~ para s E [0,1J arbitrario se tiene: 

<I> (0., s) :::; a + (r ( 1 - s) + sr'):::; q, ( ZIT, s) . 
~ 



De la proposicion prec eden t c se dedu-e 1a f5.-mui.a sig-u ie!!. 

te, que sustituye la formula de Cauchy (4.7.1 ) , 1a cual no es 

aplicable en el conjunto no simplemente conexo S. 

PROPOSICIOK 5 . 2.4 

Sea f una funcion anal:itica en el anillo S: r < liz-ai l < r'; 

con las mismas notaciones de 

DEMOSTRACION 

(5.2 .3 ), se tiene 

_1_ J f(z)dz 
ZITi y Z-Zo . 

para S 

Si definimos todavia en S la funcion g(z) como en (4.7 . 1): 

fg(Z) = f(z~ = ;~zo) 
< 

, z 1- Zo 

19(Zo) 

el mismo razonamiento que en (4 . 7 .1 ) IDuestra que g es analiti -

ca en S. Por (5 . 2 . 3) se tendra 

f f~~~~Z f(zo) 
fy 

d: f , f~:~~: f(zo) f d: - = z - :. 0 "' - -
y' ~o y y 

En virtud de la hipotesis de Zo se tiene 

f. Z~~o = 
0 y f , z ~~ 0 

= 2ITi 
y y 

por (4.6.8), de donde se obtiene (5.2.4.(1) ) . 

De este resultado s e deduce un desarrollo en s erie que --

sustituye al desarrollo de Taylor: 

TEOREMA 5.2 . 5 (Teorema de Laurent) 

Sea f una funcion analitica en un anillo S alrededor de -

un punto a. Entonces para todo z E. S se cumple 



( 1 ) f (z) == 
ex> 

L c (z-a)n + 
n==O n 

ex> 

18 0 

ex> d 
L n 

n:=;:l (z-a)n 

donde la serie entera I c (z_a)n es convergente para liz-ail < r 2, 
n==O n 

1 Y la serie entera en z-a es convergente para 

liz-ail> r
1

, y los coeficientes vienen dados por las f6rmulas 

(2) f(z)dz 
(z_a)n+l 

d 
n J 

n-1 fez) (z-a) dz 
y 

validas para todo lazo y: t -+ a + rei t 0 < t < 2IT para r
J 

< r< r Z 

(desarrollo de Laurente de f en S). 

DEMOSTRACION 

En efecto, sea z E S un punto cualquiera; puesto que 

r J < liz - ai l < r 2 , es posible encontrar dos nlimeros r, r' tales 

que r J < r < liz - ali < r' < r 2 . Por (4.7.2) resulta entonces 

que se tiene 

f f ~U_)zdu 
ex> 

1 L cnCz-a)n, ""21Ii y' n =O 

donde J f feu) du c ZITi , ( ) n+j n y u - a 

siendo ademas la serle convergente para liz-ail < r'. Por otro 

lado, para Ilu-all == r, podemos escribir 

:l 1 (3) - = - -u-z z-a [ 3u -a] = - c'z ~ a + 
:1- -z-a 

Bonde la serie es convergente 1 para 

u-a + 

(z-a)2 

n- J 
+ (u-a) 

(z -a) n 
+ ••• ) 



II 
n-1 

(4) {u-a) 
(z-a) II 

n -] 
r 
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Como la funcion f es continua, y en consecuencia, acotada en -

el circulo Ilu -a ll= r la serie de terminG general 

rnfCa+re it ) enit 

(z-a)n 

es normalmente convergente C2 .1. 9) para 0 2 t 2 2n en virtud -

de (5.2.5.(4)); luego, integrando esta serie termino a termino, 

se obtiene 

para 

J 
f(u)du 

u- z 
y 

L 
n>O 

d 
n 2~i J feu} C:u- a )n-l du 

y 

siendo la serie convergente para IIz,a!! ~ r, Teniendo en cuen 

ta (S.2.3) y el hecho de que las funciones f(z)/ (z_a)n+1 y 

n-1 f(z)(z - a) son analiticas en S, se ve que en las expresiones 

de c y d dadas anteriormente, es posible reemplazar los ra--n n 

dios r y r' por cualquier numero Til tal que r
1 

< T" < r 2 , Se -

00 

ye por tanto que las series L c (z-a)n y 
n=O n 

00 d 
L n n 

n=J (z-a) 
conveT --

gen para liz-ali < TZ Y !Iz~· all > TJ , respectivamente. Luego, 

de 10 anterior y de (5.2.4.(J)) se deduce la formula (5.2.5,(1)). 

PROPOSICION 5.2.6 

Si S es una corona abierta y f una funcion analitica en S, 

entonces el desarrollo de Laurent de f en S es unico. 
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DEMOSTRACION 

Supongamos que e1 desarrollo de Laurent de £ en S no es -

unico. Sea entonces 
00 

fez) = L c' (z~a)n 
n=O n 

+ 

00 d' 
n 

L 
n =J (z-a)n 

uno de tales desarrol10s. Implicitamente esta supuesta 1a con-

vergencia de las dos series enteras, 10 que imp1ica, por e1 1~ 
00 

rna de Abe 1, que par a r 1 < r' < r" < r 2' 1 a 5 e r i e L c ~ (z - a) n 
n=O 

00 

serle 
d' 

n oonverge normalmente para liz-ail < r" y 1a L 
n=J (z-a)n 

converge norma1mente para liz -ai l> r'. Luego, para todo numero 

r tal que r 1 < r < r 2 y todo entero m, se puede escribir 

I c' f (z - a)m+ndz + I d~ f (z-a)E-ndz 
n=O n y n=J y 

en virtud del proceso de integraci6n termino a terminG de una 

serie uniformemente convergente, donde Y es un lazo definido -

COEO en (5,2,5), Per0 1 

J 
+J f 2IT

"( +l)"t (:1) (z-a)Pdz = r P i e "p 1 dt 
y 0 

por tanto se obtiene perfectamente c 1 
n 

para n ~ 1 en virtud de (5 .2.5. (2)) . 

EJEMPLO 5.2.7 

r 0, si p -:f 1 
< 

t 2 IT i, si p = -J 

cn para n" > 0 y d~ = d 
n 

Sea fez) J . Como £ es ana1itica en e1 ani110 
(z - J ) lz - 2) 

1 ~ Ilzll < 2, f se puede Tepresentar en dicho ani110 por Eedio 

de una serie de Laurent, E1 ca1cu10 de los coeficientes se pu~ 



de simplif jcar mucho en este caso si en vez de utiliza r las 

formulas (5.2.5.(2)) se sigue el procedimiento siguiente, bas~ 

do en la unicidad del desarrollo de Laurent. En primer lugar -

expresamos f en la forma 

eJ) J 1 
+ 1 

(z-]) (z-2) (z - 1) (z-2) 

Se tiene entonces: 

1 
J 

00 00 

= z 1 L (l)n L 1 
IIzll J ~ para > 1 z n=O z zn 

, 
(J --) n=1 z 

1 
1 2 

00 

1 L (f)n, \I z II 2 . z:-z - 2 para < 
(J --2-) n=O 

Por consiguiente, se tiene para J < Ilzll < 2 

1 

(z-1)(z-2) 

donde cn 

00 

= L (- ;+J) zn + 
n=O 2 

00 

L (-J) 
n=J 

1 
n z 

1 
--1 ' para n = 
2n + 

0,1,2, ... ; d 
n 

- 1 para 

§ 3. ESTUDIO DE UNA FUNCION ANALITICA EN EL ENTORNO DE UN PUN

TO SINGULAR AISLADO, 

(5.3.J) Si f es una funcion analitica en un "disco punteado" .. 

~ - {a}: 0 < liz-ail < r se puede, en ~irtud de la proposicion 

anterior (5.2 . 6), asociarle de un modo unico su desarrollo de 

Laurent. La funcion 

00 d 
n (J) u Cz) = L 

n=J Lz-a)n 

se llama la parte singular o· p·arte· pr-inc'ipa1. de fen· e1. punto 
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~, y puesto que esta serie converge para z - a i- 0, la funcion 

(2) 1 
v(a + -) = 

JC 

00 

L 
n=J 

es una funcion entera de la variable compleja x. La funcion 

fez) - u(z) es por tanto la restriccion en ~ - {a} de una fun-

cion analltica en ~ . Para una funcion f dada, los puntos fron-

tera aislados se clasif ican segun la naturaleza de 1a parte --

singular correspondiente: 

1 2) Supongamos en primer lugar que u sea identicamente nula, -

e 5 dec i r, d n = 0 ¥ n > ]. En ton c e sse tie n e para Il.z -a II < r 

f( z) 

Pero la funcion del segundo miembro es analitica en todo el 

disco abierto ~: II z - a II < r, por tanto prolonga f a ~ t Inversa 

mente, si f puede ser prolongada en una funcion analitica en -

~, el teorema de Cauchy (4.5.3) demuestra que d = Q ~ n > J. 
n 

E1 cas o que examinamos es por tanto aquel en que a es un punto 

frontera regular para f (seccion 1), razon por 1a cua1 
00 

nIoCn(z-a)n es llamada la parte regular de f en a, Si f no es 

identicamente nula, el numero mas pequeno m > 0 tal que c i- 0 m 

se llama orden de f en el punto a y se denota w(a;f) . Decir -

que w(a;f) = 0 significa por tanto que la funcion f(prolonga- -

da en ~) no se anula en el punto a; si w(a;f) = m, donde m > J, 

se puede escribir 

fez) = (z-a)mf1Cz ), donde fJCz) i- 0, y se dice que a es un ce 

ro multiple de orden m de f. 
I 



22) Supongamos en segundo lugar que la funcion entera 

(5.3.1.(2)) sea un polinomio no identicamente nulo, por tanto 

d] .d 2 d 
(3) u( z) = + + + n 

z-a (z-a)2 (z-a)n 

para dn ~ O. Diremos entonces que a es un polo multiple de f -

de orden n (polo simple, doble, etc., para n = J,2, ... ). Simi-

larmente, el numero - n se denominara orden de f en el punto a, 

denotandose de igual forma; se puede escribir 

-n 
f ( z ) = (z -·a) f J C z.), par a 

00 

C 4) f J C z) = dn + dn _ J C z - a) + ' " + 
n-J n+k 

d J C z - a) + I Ck C z -a) 
1\=0 

donde la serie del segundo miembro es convergente en ~; por 10 

tanto f
J 

es analitica en ~, y se tiene f
1

Ca) 1 O. 

3 2 ) Consideremos como ultimo caso, que la funcion entera 

C5.3.J.(2)) no sea un polinomio, es decir, se trata de una fun 

cion entera trascendente; 0 sea, existen infinitos val ores de 

n tales que d # O. Diremos en este caso que a es un punto Sln 
n 

gular esencial aislado de f. Para toda funci6n enter a trascen-

dente v, la funci6n vCl) tiene pOT t anto z = Q como punto sin z 

gular esencial. 

OBSERVACION 5.3.2 

Cuando f es una funcion analltica definida en un conjunto 

abierto conexo D c [, e 1 orden de f en un pun to fron tera ai s la-

do a de D esta definido cuando f no es identicamente nula y 

cuando a no es un punto singular esencial de f. Este nurnero en 

tero (positivo 0 negativo) w(a;f) se caracteriza en el siguie~ 

te teorema. 
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TEOREMA 5.3 . .3 

Para que una funci6n f analitica en D tenga un orden 

igual a ill en el punto a, es necesario y suficiente que, cuando 

- t ienda a a permanec i endo en D, II (z-a) kf(z) II t i enda a 0 para 

k > - m, a + <Xl para k < - m. Se puede decir tambien que -m es -

el en tero mas pequeno k (pos i ti vo 0 nega ti vo) tal que (z-a)kf(z) 

permanezca acotado cuando z tiende a a permaneciendo en D. 

DEMOSTRACION 

La necesidad de las condiciones del enunciado se deducen 

inmediatamente de que 

donde fj' siendo analitica y distinta de 0 en el punto a, tien 

de al limite finito f J Ca) " 0, 

Para ver que la condici6n es suficiente, observaIDo s en 

primer lugar que implica que f no es identicamente nula en TI; 

to~o consiste por tanto en demostrar que a no es un punto sin -

gular esencial para f, y basta para ello ver que los coeficien 

tes d del desarrollo de Laurent de f en a son todos nulos pa 
n 

ra n > - m. Luego, con las notacione s de (5.2.5), se tiene 

(1) d 
n 

n f2IT . . r It nlt 
ZiT 0 f(a+re )e dt 

d onde r > 0 pu e de to marse arbitrariamente pequeno. Por hip6te-

SlS, para todo £ > 0, existe un numero ro > 0 tal que , para 

o < r < ro se tenga 

-n 
< £r 

en virtud de C5.3.3,(1)) y del teore~a de la media, j se tiene -



por tanto Ildnll < E Y como E es arbitrario, dn = 0" 

E1 interes de este criterio reside en que permite determi 

nar e1 orden de f en a SIn conocer por anticipado el desarro--

110 de Laurent de f en este punto. 

OBSERVACION 5.3.4 

Es de observarse que SI a e s un punto singular esencial -

aislado de f, II (z - a)kfCz ) II no puede permanecer acotado cuando 

z tiende a a para ningun valor del entero k, en razon de (5,3.3). 

E1 ejemplo de 1a funcion sen(1/:) (para a = 0) demuestra que f 

puede tener inf~nitos ceros en un entorno de a, de forma que -

para la funcion l/f, a no es ya un punto singular aislado, ~ 

do aaem~s fez) # 0 en D1 e1 punto a es un punto singular esen-

cial aislado de 1/f (~in 10 cual a seria un polo 0 un cero de 

k f}; se ve por tanto que II (z-a) fez) II ya no puede permanecer -

acotado para nigun valor de k. 

OBSERVACION 5.3.5 

El ca1culo de las derivadas de una funcion analitica f 

(no identicamente nu1a), en un punto a (3.2.4.(3)) demuestra -

inmediatamente que el orden w(a;f) es el entero mas pequeno m 

tal que se cump1a f(k)(a) = 0, para 0 < k < m-J y es f(m)(a)#O. 

EJEMPLOS 5.3.6 

J} En la funcion fez) = (Z-1}(Z-2) considerada en (5.2,7), 

z = a y z = 2 son polos de primer orden, En efecto? aplicando 

1a descomposicion (5.2.7.(1)) se obtiene : 

I") f( ) 1 1 
Z = - z::1 - ]-(z-1) 

00 

1 + \' (-1)(z - 1)n,(O< Ilz-lll < 1) z::1 L 
n=O 



ii) fez) i.. ', - 1 :1+\ 7_-) n (0 11 __ 711 ]' , - - . , < 1 __ I < ) 
n=O 

2) Sea la funci6n 
1 

f (z) = e - = 1 + - + - - + .,. + 
, t ~2 

+ ... , 

la cual esta definida para todo Ilzll > 0, sin embargo el ur j --

gen, a pesar de ser un punto singular no es un polo de £, va -

que su parte principal contiene un numero infinito de terminos. 

PROPOSICION 5 . 3.7 

Sean D un conjunto abierto cone.:xo en [, a un punto f ront~ 

ra aislado de D, f y g dos funcione s ana1iticas en D que admi -

ten cada una un orden en el punto a. Entonces: 

i) La funci6n fg es analitica en D y admite en e1 punto a un -

orden tal que 

(1) w(a;fg) = w(a;f) + w(a;g). 

ii) La funci6n f+g es ana1itica en D; 51 no es identicamente -

nula admite en a un orden tal que 

(2) w(a;f+g) ~ inf(w(a;f), w(a;g)) . 

Si ademas w(a;f) i w(a;g), se tiene 

(3) w(a;f+g) = inf (w(a;f) , w(a;g)). 

iii) Existe un disco abierto ~ de centro a tal que j/f es ana-

litica en ~ - {a}, y admite en el punto a un orden tal que 

(4) w(a;l/f) = - w(a;f) . 

DEMOSTRACION 

Todo se deduce de (5.3.3) y de que, Sl ~Ca;f) m y 

w(a ;g) = n , se tiene 
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m 
fez) = (z-a) f] (z), n 

g(z) = ( :-a) gl(Z) 

donde f J Y gl son analiticas en un disco abierto de centro a y 

tales que f 1 (a) i 0, gl(a) i O. 

La afirmacion (i) es entonce 5 inmediata; 5i por ejemplo 

n > rn 5e tiene 

m 
fez) = (z-a) f1 (z), n 

g(z) = (z-a) gJ (z) 

Y siendo la f ; n-m uncion fJ(~) + (a-z) gl(z) analitica en ~n en- -

torno de a, tiende allimite flea) i 0 si n> m, afj(a) +gj(a) 

Sl n = rn. Finalmente, en virtud del principio de los ceros a1S 

lados, existe un disco abierto ~ de centro a tal que fJ(z) i 0 

en ~; de donde (iii). 

OBSERVACION 5.3.8 

Dados un conjunto abierto Dc [ y una sucesion (finita 0 -

no) de puntos a que son puntos frontera aislados de D, el con 
n 

junto D' union de D y del conjunto de los an' sigue siendo un 

conjunto abierto en [. 

DEFINIC ION 5.3.9 

En las misrnas condiciones de (5.3.8), se dice (por abuso 

de lenguaje) que una funcion compleja f analitica en D es mere 
--

morfa en TI' si cada una de las a es un punto regular 0 un po 
n 

10 de f. Es decir, cuando sus finicas singularidades en D sean 

polos, siendo analitica en los demas puntos de D. 

Es claro que la 5uma )' el producto de dos funciones mero-

morfa5 en D' siguen siendo meromorfas en D'. Si D' es conexo -

tambien se pueden dispone r en una sucesion (b ~ finita 0 . n n > 1) 



no, los CEcros de una funcj{,rl lTivr rl1 '''rfa f no identicamente nu1a 

en D'; si D" es el conjunto LomplEmenta Tio en D del conjunto -

de las b , las a Y las b 5 !..QUen siendo puntos front era ais1a n n ' n-

dos de D". En efecto, e1 f l h-'}C' de que las b sean aisladas fl O 
n 

es otro que el principio de 105 ceros aislados y por otra pay-

te, puesto que II fez) II bende a + 00 cuando z tiende a un pole 

an (5 .3.3 ) , existe un entorno de ese polo que no contiene nin

guno de los ceros de f. Se deduce que la funci6n 1/f s igue ---

siendo meromorfa en D' . 

§ 4. EL TEOREMA DE LOS RESTOS 

TEOREMA 5. 4 . 1 

00 

Sea v(z) L dnz n una funci6n entera en [, Entonces, pa-
n=O 

ra todo a £ [y todo 1azo 1' : 1-+[ tal que a ¢Y Cr), se tiene 

(1) I V(z~a) dz 
y 

DB10STRACION 

2ITi d J lea; 1') . 

00 

Sea ° > 0 la distancia de a a 1'(1); como la serie L ~zn 
n=O 

es normalmente convergente para IIzl1 < 2/0, 1a serle de termi -

no general 

d Y I (t) 
n 

(Y(t)-a)n 

es normalmente convergente para t £ I. En virtud del proceso de 

integraci6n terminG a termino de una serie uniformernente con --

vergente, se tiene entonces 



d: f Y(:~a) d: = 
y 

L' d n I n 
n=O Jy (z-a) 

1 Luego, para n = 0 y n > 2, la funci6n admite una pr l ml -
(:._a)n 

tiva (1 -n)(: - a) 1 - n en [ - {a}, por tanto la integral 

f 
dz 

y (z - a)n 

e s nula (4.3 . 2) y la f6rmula ( 5. 4 .1. (1)) resulta por tanto de 

la definicion del indice (4 . 6.1) . 

Como consecuencia del resultado precedente se tiene la si 

guiente definicion . 

DEFINIC I ON 5 . 4 . 2 

Si a es un punto frontera aislado de un conjunto abierto 

conexo Dc [, y f e s una funcion analitica en D, llamaremos I es 

to de f en el punto a, denotado por R e saf, al coeficient e d J 

de __ 1_ en el desarrollo de Laurent de f en el punto a. z - a 

Es el unico termino que aporta una contribucion no necesa 

riamente nula en la integral J f(z)dz en virtud de (5.4.1) )' -
y 

de (5.2.5), de ahi su nombre . 

TEOREMA 5 . 4.3 (Teorema de los restos) 

Se an Dc [ un conjunto abierto simplemente con e..xo, 

{a"a 2, . .. ,an } un conjunto de puntos distintos de D, de for ma 

que los a k son puntos frontera aisJados del conjunto abierto 

D' = D - {a 1 ,a 2 , ... ,an}' Para toda funcion compleja f anallti -



ca en D' v t 0 do., a:. 0 °l , corlt 0 " cc eJ. I", .sf :i '- ])E-

(1) J 
n 

f(z)d: =- _ ~i 0 L l(a}.,:!') F eS q f . 
y 1 =, 1; 

DE\10STRACHJ[\ 

Como f admite un desarrollo de LaUl~nt ~n un entorno de 

cada uno de los puntas a
k

, sea u k (:) la parte singular de f , l

eI punta a k (S.3.J), la cual es una funcion entera de --'-:-a
k 

(que puede ademas ser identicamente nul a). Consideremos la } l; I 

cion 

g(=) = f(:::) - ujC:) - u')(:) - ... - u (=) 
~ n 

que es analitica en D' y dernostremos que los a k son puntas re

gulares para g. 

En efecto, sea h un disco abierto de centro a
k 

contenidG 

en D Y que no contenga ningfin a. t a
k

; entonces podemos escri 
J 

g(z) 

Como para k # J el 

bien para I u. (z) . 
jik J 

(f(:) - U
k
(:)) - I u. (z). 

j#k J 

punto a k es regular para u.(z). 
J 

par otra parte 1 por definicion 

10 es t (lIT. - -

el punta a k 

es regular para fez) - uk(z) (S.3.1), por consi[luiente 10 es -

para g. Se puede par tanto prolongar g en una funcion analiti -

ca en D; como D es sirnp1emente conexo, e1 teorerna de Cauchy 

(4.S.3) nos da 

f g(z)dz 0 
y 



Por otra parte, de (5 . 4.j) se deduce que para cada k se tiene, 

y por definici6n R es a uk = 
k 

(5.4 . .5.(1)). 

2 II i . I (a ; y). Res uk 
ak 

R es f· de donde la f6rmula 
a k 

(5.4.4). EL CALCULO DE RESIDUOS 

El calculo del resto de una funci6n f en un punto singu--

lar aislado a consiste en encontraT el primer termino del desa 

rrollo de Taylor de la funci6n entera v tal que v( __ 1_) sea la 
z-a 

parte singular de f en el punto a. En el caso particular en -

que a es un polo de orden TI, se puede escribir 

f Cz) 

donde f1 es analitica en un entorno de a y fj(a ) i 0 (5.3.J); 

sustituyendo fez) por su desarrollo de Laurent en el punto a, 

R f 1 f · · d ()m- J 1 d 11 se ve que eS a es e coe lClente e z-a en e esarro 0 

de Taylor de fJ(z) en el punto a (5.3 . .3 .(4)}. Un caso que se -

presenta con mucha frecuencia es el de un polo simple, es de--

clr, el caso en que 

(1) fez) 
f 1 (z) 

z-a 

para f ana1itica en el punto a y f
l

(a) i 0; entonces se tiene 

(2) 

La funci6n f se presenta muchas veces en la forma 



l3 ) f (z) := 
P C.z) 
Q (z) 

donde P Y Q son analiticas en el punta a, pea) f 0 y a es un -

cera simple de Q; se tiene en este caso 

(4) p ea ) 
Q' ( a ) 

puesto que se puede escribir Q(z) := (z-a)Q1 (z), do nde Q] es --

analitica en a y Q1(a) f 0, y se tiene 

Q' (z) := Q] (z) + (:-a)QJ (z), par tanto 

Q' (a) := QJ (a) , 

y como se tiene la f6rmula (5.4.4.(1)) para f
J 

P 
:= Q] , de 

(5.4 . 4 . ( 2) ) se deduce (5.4.4.(4)). 

OBSERVACION 5.4.5 

Debera tenerse cuidado en no aplicar estas f6rmulas en 

forma mecanica, asi como tampoco debera asumirse que cuando 

fez) := 

f 1 (z) 

m (z-a) 

EJEMPLOS 5.4.6 

Para el caso en que a es un polo de orden m; existe una -

f6rmula simple para d] dada par 

(m-J) ~ 

Si m := 1 (polo simple) el resu]tado es muy sencillo y esta da-

do par 

--'-~----------



dJ ;::; lim (z-a) fez) ~ 
z-+a 

1 ~ :. 

que es un caso particular del anterior con TI J; teniendo en -

cuenta que O! ] . 

1) Si fez) := z entonce s z := :1 y z := - J son polos -
(z - 1)(z +1)2 ' 

de prime r o y s egundo orden, respectivamente . Se tiene entonces: 

i ) Re s 1 £ := 1 im (z - 1) r z ? J := } 
Z -+ 1 - (:. - ] ) (z + ] ) -

i i) Res _1£ := Lim 
z - 1 

2 
2) si f ez) z - 2z 

fr :z [ (z -a) 2 [ z 2 \ J := - } 
(z-1) (z +:1 ) J 

, £ tiene un polo doble en z 

Y polo s simples en z := ±2i 

i) Re s _ 1 £ := 1 im /! 
z -+ - 1 

:= 
z -+ -1 

14 - z-s 

') 

d [ 2 z"' - 2z I 
dz (z+1) . 2 2 I 

(z+J ) Cz +4) -

i i) Res 2i £ lim [(Z - 2i) . z2-2z J 
z-+2i (z+J)2(z-2 i )(z+2i) 

-4-4i 

- J 



iii) Res 2 - f 
- 1 

= 

7 +i 
= ~ 

1 1m [( Z + 2 i ) -
Z + - 2i 

-4+4i 

( - 2i+])2(-4i) 

7 - 1 

25 

1 

z2 - 2z 1 
-( -Z -+ -J)-2~(z-- 2i)(z+;i) I 

3) Si fez) = e z, entonces z = 0 es una singu1aridad esencia1, 

y del desarrollo conocido para e U con u = - l/z, se tiene 

-l /z 
e 1 _ J 

z + 
2! z 2 ~ -J . Z 

donde s e ve que el residuo de f en a 

J 
z' igual a - 1 . 

+ 

o es el coeficiente de 

§ 5, APLICACION DEL TEOREMA DE LOS RESTOS AL CALCULO DE I NTE --

GRALES. 

(5 . 5,J) El teorema de los restos proporciona un metodo de gran 

eficacia para calcular integrales impropias 

que s e describ e a continuaci6n. 

Se supone que f sea la restricci6n en ffi de una func i6 n 

(que seguir emos ll amando f) que es ana1itica en un conj un to 

abierto D' = D - {a
1

, . . • ,an } , donae D contiene e1 semiplano ce 



rrado Im(z ) ~ 0, y las a k ~on puntos del scmipla no abierto 

Im(z) > O. (Se puede reemplr:lza r estus semiplanos por 

Im(z) < 0 e Im(z) < 0 respeetivamente) (Fig. 2S). 

"a 
2 

~Y2 .a
1 . a n 

Y1 

-R 0 ~ 
x 

R 

Figura 2S 

, -

Consideremos un lazo Y, yuxtaposiei 6n Y1 V Y2 de los dos eami -

nos: 

- R < t < R 

Y2: t ~ Re it , 0 < t < IT 

donde el nurnero R se toma tal que R > Ilakll para todo k. 

Por (4.6.8) se tiene entonees para todo k 

de manera que por el teorema de los restos se puede eseribir 

(Z) fR f(x)dx + f f(z)dz = f f(z)dz = ZITi I Res a £. 
-R Yz Y k = J k 

Si ademas se tiene 

(3) lim f f(z)dz = 0 
R ~ +00 Y 2 

se deduce de (S. S . 1 . (2) ), pas and 0 all irn i t e 

-
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n 
(4) 2IT i L Res a f 

k=J k 

PROPOSICION 5.5.2 

Sea fez) = P(z) 
Q (z) 

una fracci6n racional, donde P y Q son 

pOlinowios primos entre 51) no siendo real ninguno ae los ce~-

ros de Q. Supongamos ademas que 

en grad Q .:. grad P + 2 . 

Entonces se tiene 

n 
2ITi L Res f 

k =j a k 

siendo los a k los ceros de Q tales que Im(ak ) > U, 

DEMOSTRACION 

En efecto, si se cumple 

P(z) + •.. + c . 
JIl~ 

para Co # 0, b o # 0, los calculos de (3.5.5) demuestran que 

existe un numero Ro > U tal que, para R > Ro , se cumple 

y por cons igu ien te, con 1 as -mislllas notac iones de (5,5 • .:J) se ----~ 

tiene 

10 que deJIluestra que Lim f f(z)dz 
R-++oo Yz 

EJEMPLO 5.5.3 

Verifiquemos que se tiene 

4 II coll Rffi + 1 - n , m + J - n < O. 

II b o II 

o se verifica. 



dx 3rr 

8 

1 99 

En este caso no e~iste mas que un solo polo en el s emiplano 

Im(z) > 0, el pun ta i, y se tiene enton c es 

(1) J
+ OO ax 

2 3 
-00 (~ +1) 

2 ITi Res . f. 
1 

En efecto, 

a .. 
fez) = - :J + 

(z - i)3 

d Z 3 2 
- Z (z - i) fe z ) ) = Za _

1 
+ 6a o (z -i ) + lZa 1 (z-i ) + ••• 

dz 

En el limite se tendra 

d 2 3 
L Un - (Cz-i) f(z)) = 2a _J 
Z-+1 dz Z 

Lim d
Z 

[( z - i) 3. 1 1 
z -+ 1 dz 2 ( z + i ) 3 ( z - i ) 3 

2 a _ 1 = Lim d 
2 

( z + i) - 3 
z-+i dz 2 

2a 1 2 
- ] 32i 

De donde, par (S.S.3 . (1)) 

f~: 
dx 3IT 

(~2+J )3 8 

~L-__ ~ ______________________________________________________________________ ~. 
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(5,5.4) Supongamos que se tiene una funci6n de la forma 

fez) = g(z) emiz con m> Q, 

siendo g analitiea en D' = D 

tegraci6n de funciones de este tipo se basa en el llamado lema 

de Jordan. 

LEMA 5.5.5. (Lema de Jordan). 

Cuando R tiende a + 00, 1a integral 

permanece aeotada . Si eAlste una sucesi6n CR ) ] que tiende n n > _ 

a + 00 Y tal que 1a sucesi6n de las funeiones g(R-e it ) tienda 
n 

uniformemente a 0 en el intervalo [0, IT], entonces la sucesi6n de -

las integrales eorrespondiente s 

f f
IT.. R it 

f(z)dz = i g(R elt) R elm ne dt 
o n n 

Y2 

tiende a O. 

DEMOSTRACION 

En efeeto, se tiene 

II eimR(cos t + i sen t) II 

II e imR cos t . e -mR sen til 

II cos (mR cos t) + i sen (mR eos t) IIII e -mRsen t II 

= e -mRsen t 



20 1 

y como sen t ::; sen (IT -t l, podemo s escribir 

f
IT jIT/2 e-mRsent dt = 2 e-mRsentdt, 

o 0 

ya que 

-

f
TI/Z 

fTI e - m R s e n t dt + e - mR sen t dt 

o TI/2 

= fTI/Ze -mRsentdt _ fO e -mRsen (TI-u)du 

o TI/Z 

= fTI/Ze -mRsentdt + fTI/Ze-mRSen(n -!l )dU 

o 0 

f
TI/Z 

Z e-mRsentdt, 

o 

donde u = TI - t, par 10 que du = - dt. 

Par consiguiente, en el intervalo [O,TI/Z] se tiene 

a sea, 

es decir, 

tan t > t 

sen t > t 
cos t 

sen t t > cost. 

Par el argumento (criteria) de la derivada se tiene 

d fse n t)= t cos t - sen t 
dt ~ t t Z 

cos t 
t 

sen t 

t
Z 
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t 
[ co s t - set t ) 

Se tiene ademas, por un lado, 

t E [0, n/2] 10 que implica que t > 0 y por otro, 

sen t cos t < t que a su vez implica que cos t sen t 
t < 0, 

de donde 

d
dt (s etn t ) . 1 [ sen t ) t co s t - t < 0 

y en consecuencia, sen t 
t 

es decreciente. Por tanto sent> 
t 

1 
n12 ' 

es decir, sen t 2 
t > 11' 

2t que es igual a t ener sent> IT (Fig. 26) , 

10 que permite la mayoraci6n 

f
n/2e-mRsentdt _< fTI/2e - 2mRt dt < TI 
o 0 n 2mR 

puesto que 

2mRt 
e - -n-[ - < 1 y 

entonces 

f

TI/2 
dt 

o 

II C2 e _2~Rt dt II < 

de donde, se deduce el lema. 

n/2 



sen t 

-- - - - - - ----,,'"7."'"1--

1 

rr/2 rr 

/ 

Figura 26. 

EJEMPLO 5.5.6 

"Mostrar que f
+ OO 

cos mx 

o x 2 
+ 1 

Consideremos __ e~ __ _ 
f 

lmz 

y z2+J 

ax n -m 
L e ; 

20 3 

t 

m > O. 

dos como en (5.5.1). El integrando presenta 2 polos simples en 

z = ii, pero unicamente i E Im(z) > O. 

Luego, 

Res-f 

Asi, 

o sea, f 
Y1 

l 

i1llX e 

lim 
z+ i 

lim 
z+ i 

e -m 

21 

dz 

[ (z.i)· 

lmz e 
z+i 

2rri 

e lIDZ 

(z-i) (z+i) 

-m TIe , 

1 

-m 
.lIe ~ 



es decir, 

cos mx dx 
-xZ + 1 

Por consiguiente 

2fR cOZs mx 
o x +1 

+ i 

ax 

senm:x d Z :x 
:x + 1 

-.m 
IIe 

lmz e 
Z Z +] 

dz 

Z04 

-m 
TIe 

Tomando el limite cuando R ~ + 00 Y aplicando (5.5.5}, se obtie 

ne 

OBSERVACION 5,5,7 

II -m 
2" e . 

De nanera similar se pueae calcular 

r
+oo 

f (:x) d:x 
) 

-00 

por el metodo precedente cuando, para ~na s ucesi6n (R I 
n~ > 1 

de nlimeros mayores que cero que tiende a + 00, la sucesi6n de -

las integrales f fez) d z tiende a un limite no necesariamente 

YZ 
nulo. 

EJEMPLO 5. 5 . 8 

Mostrar que 

dx II 
2" 

El metodo del ej emplo (5.5.6) nos ind"uce a considerar la inte 
lZ 

gral de _e __ a 10 largo del lazo Y definido como en (5,5,J). -
z 

Pero, puesto que z = 0 esta sobre el camino de integraci6n y 
t 
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nos vemos en 1a imposibi1idad de integrar a traves de una sin-

gularidad, modificamos el recorrido del lazo I' evitando z = 0, 

como se rnuestra en 1a (Fig . 27) Y designarnos a1 nuevo lazo por 

1" , yuxtaposici6n 1" = 1'] v 1'2 v 1'3 v 1'4 de los euatro earninos : 

I' J : t -+ t, - R < t < - r 

1'2 : t -+ re it 
II < t < 0 

1'3: t -+ t, r < t < R 

1'4: t -+ R it e , 0 < t < II 

Puesto que z = 0 es exterior a D, se tierre 

r e iz 
dz 0 = 

)1" z 

Jy 

DC 

J 
lZ 

J 
lX 

f 
lZ e dx + 

e e dx e dz 0 0 sea, -- + -- + - - = 
JC Z X Z 

J 1'2 1'3 1'4 

sustituyendo x por -x en la prirnera integral, se tiene 

f e:
X 

dx = - f e~lX dX, luego, 
I' J I' 3 

dx - dx + 

. . 

iz e 
z 

f 
lX - lX e - e + f elzZ dz + 

1'2 

Asi , haciendo que r -+ 0 y R -+ + 

2i JR sen x dx = r 
elZ 

dz - --.x 
)1' 2 z 

r 

d z + dz o 

o 

00 se obtiene 

J
Y4 

elZ 
dz - --z 

PorI (S. S. S), la segunda integral de la derecha tiende a cero . 

. 



--

it Hacienda z = re en l a pnJllera integral a la derecha e _ c- _ -

limite se tendra 

JO 
ire it rO - it 

-lim e ireitdt -lim . lre dt .ITi le = 
r-+O it r-+O ) 

IT re IT 

puesta que en virtud de la continuidad de la integral , se pue -

de tomar el limite dentro del signa integral . 

Se tiene entonce s 

o sea 

lim 
R -+ +00 

r -+ Q 

2i fR 
) 
r 

sen .x 
..x 

sen x 
...x 

d.x 

cbr 

IT 
2 

= ITi, 

------~----------~-----~----~------------~------ x 
-R -r OrR 

Figura 27 

(5,5,9) Consideremos pOT ultimo integrales definidas del tipo 

J

2IT 
G(sent, cost) dt 

° ' 



--

donde G es una funci6n racional de sen t )' cos t . 

it Haciendo z = e tendremos 

(1) sen t 

dz dt = iz 

- 1 z - z 
2i , cos t = 

z + 
2 

- 1 z Y dz = ieitdt 0 sea 

Luego, la integral dada es equivalente a 

J f(z)dz 
y 
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donde Y es el lazo Y: t + e it t E [0,2TI], el circulo unidad -

con centro en el orgien Ilzll = 1 (4.6.8). 

EJEMPLO 5.5.JO 

J
2TI 

Mostrar que 
o 

dt 2TI 

a + b sen t 

it e 
it -it e - e Sea z Entonces sen t = 

2i 

dz = ieitdt = 1Z dt. Luego, 

dt 
a+b sen t 

dz/iz 

, - 1 
l z-z ) 

a+b - 2i 

S1 a > Ilbll. 

-1 z - z 

2i 
y 

La funci6n fez) 2 posee dos polos siroples en 

z = 
-2ai ± !4a2+4b 2 

2b 

-a1 

b 

solamente z1 !-ai +b~21 i pertenece al disco abierto 

II z II < 1, ya que 



Sl a > 

Res f z, 

lib II 

= lim 
Z -+ ~ . Ll 

(z -z, ) . 
2 

bz 2+2aiz-b 

!a 2 _b 2 +a 

1a2_b 2 +a 

lim 2
2

. (pOY L'Hopital) 
2bz + al 

bz, + ai 

1 

1a2_b 2 l 

POY consiguiente 

f 
2d z 

ybz 2+2aiz-b 

ZIT 

:208 

- b < 1 
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