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INTRODUCCION 

El objetivo 6undamental de e4te t~abajo e6 la p~e6entaci6n 

de l06 Teo~em~h de Fub~n~ q T~nelL£, con la intenci6n de ge-
. . 

med~d~ . 

~edida q 6uneioneh med~bleh; Gene~~liz~ei6n de l~ i~eg~a

ci6n eon ~ehpee~o ~ un~ me~d~; Ap~e~~6n ~ la ~eo4i~ . de 

p~obabiL~dad . 

Se a ~ealizado el e66ue~zo pa~a Que el int e~e6ado en e6tu

dia~ e6te t~abajo pueda encont~a~ en el mi6mo texto l06 ~e

~ ultado6 m46 impo~tante6 de la teo~la de la medida. 

Se 6u pone Que el lecto~ tiene conocimiento6 de T eo~la de con 

junto6, An4li6i6 ~eal, C4lculo de va~iable compleja y nocio

ne6 de la teo~la de medida y de la teo~la de p~obabilidad. 

En el p~im e~ Capltulo y la p~ime~a pa~te del CapItulo II 6e 

p~etende p~opo~cio na~ l06 concepto6 6undamentale6, a6I como 

cione6 Medible6, Integ~aci6n con ~e~pecto a una medida, E6pa 

Ci06 de Lebe6gue y alguno6 modo6 de conve~gencia. Retomando 

l06 ~e6ultado6 de mayo~ int e~e6 pa~a nue6t~o p~op6~ito de 

l06 £~abajo~ de g~aduaci6n: 



E.6t:ud-io COllllpaJtaUVO de 1.(1 I nt:eglLai. de R.iemann Ij 1.a. I nt:eglLa.i. 

de Leb~gue, (Va. v-td EI1.Il.,(qu.e Na.VCVl't.O ). 

TeolLema de ReplLeAent:ae.i6n de R.ie~z. ( PedlLo J o ~~ Ge0661L0 y Call 

-r 
le~~-t Y MalLcelil1.o Me jla Gonzdlez) 

En lo qu e ~igue del Capl~ulo 11 ~e plL e~ en~a la~ d e6inicion e~ 

lj lLe6ul~ado~ qu e de una u otlLa man elLa ~on de glLan valolL palla 

culminalL can lo~ T eoJt.ema~ de Fubin-t y Tonelli. Seguidame n~ e 

~e expone una geneJt.aliz ac-t6n de dicho~ te oJt.ema~ paJt.a lLectdn

g ulo~ n-dimencionale~ y Cilin dJt.o~. 

En el Capltulo III ~e mue6tJt.a la aplicac-t611. que tiene La Te~ 

Jt.l a de Medi da pJt.e~entada en l06 tlLabajo~ ant eJt.ioJt.mente cita

do~ y lo~ Jt.e~ultado~ que ~ ehan e~tablecido~ en lo~ d o ~ cap{ 

tulo~ pJt.ecedente~, en La teoJt.la de pJt.ob abilidad. La inten

cion no e~ plL e~e n~aJt. un en 60qu e pIL06undo ~obJt.e lo~ pIL oce606 

pJt. obabill~ tico~ n-t mucho m eno~ pJt.e6entaJt. alga telLminado , ~i

rIO daJt. una intJt.oducci6n a La TeoJt.la de pJt.obab Ltidad, que pe~ 

m.it:a. ~abajo~ 6u~ulLo~ en el. ~ea, e~pee.ial.ment:e en lo~ PlLoee 

~o~ E~t:oe4A~CO.6 ~ 1.a E~t:adi~~ea Mat:em~ea, Jt.ama~ de la Ma 

tem~tica que ~ e apoyan en La Teo Jt.la de pJt.obabilidad. 

La6 e~~lLa~egia6 ~eguida6 6e vi~lumbJt.a n paJt.tiendo de l06 cuJt. -

606 b~~ico~ de ~eoJt.la de La medida y p06teJt.iolLm ente lo~ ~Jt.a

ba jo6 ya plLe~en~adQ~ y cieJt.~a bibliogJt.a6la adicional. (veIL 

t Se presenta n las referencias de l caso s in demostracion alguna. 



bibliaQ~a6£al . Vand e ha ~e~vida de ba~e el ~ e xto de: Real 

AHctfY-6 ,i.4 de. H. '-. RQyden tj que. -6 e.Ji.a ,tomado com o ba.6 e en e.6te. 

tJi.abajo e.n l04 pJi.im e.Ji.04 d04 Car·[t ulo4. 

En e.l 6ttimo Cctpltulo .6e. tom6 e.n con6ide.Ji.ct c.i6n lct-6 oJi.ie.nta 

cio ne.6 Ij Ia. 'i ~i6 H p~e.6e.Yl.ta.da eft!. ei CUJl . .oo de Pll..oba.bil-i.da e..6 

y Te.oJlL,[a de l.a. t!e.d..ida , .i.mpaJLtido po~ Vlt. V,[c. ,to~ M. pe.Jtez 

Ab~e. u.. C., en ei Se.pt.i.mo Cu.h~O CentJto Ame.Ji.ic.ano Ij del CaJi.,[be. 

de Matem~tic.a. EI cudl ~iJi.vi6 de Quia en ei de.~aJtJtollo . 

. , 
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CAPITULO I 

(vIEDI DA Y FU NC I OI'IE S !\1E DII3 Lt.S 

Co 11 fa -i(1te.I LC.,[6 11 de. fle. a.t.-i zafl UYi. tltabaj 0 c.omp.te.to e.I1 e..t .6 e.11,t-i 

van la e.n la.6 p~u e ba.6 de ta Te.oA£a de. PA n b ab~l-ida (. Adem6.6 

de. e..tlo .6 e. 

que. pfle.tEnd 11 dall .6a.t;rla a thaba j o6 6utuA0.6 . 
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1.1 ALGEB RA DE CONJU NTOS 

Definici6n 1.1.1. Se.a n lHl c.o njuvlto. Una c.ole.c.c.i6n S de. 

.6 u b c. 0 Vl junto.6 de. n .6 e. llam a ~ emf - tflg eblLa. .6 i c.um pl e. la.6 .6 i

guie.nte..6 p~opie.dade..6 : 

-t. n E S. 

-t-t. E, F E S => E(IF E S. 

iii . E E S => e. xi.6 te. E 1 , ••• , Ek E S; d,i6 junto.6 ta
k 

le..6 qu e. E = U1E . n= n 

Proposicion 1. 1.1 . Se.a S un .6e.mi - alge.b~a y{E
k

}k>l una 

.6uc.e.6,i6n de. e.le.me.nto.6 de. S. Enton c.e..6 e.xi.6te. {F n }n > l una .6u

c.e..6,i6n d e. e.le.me.nto.6 de. S di.6junto.6 tale..6 que. ky ,E k = nY1Fn' 

Prueba. Sea 

Fl = E 1 • 

k l 
F ' = E2 - E l = U [E 2 ( I E I j J . 2 

j=l 

[EI U E 2J 
k 2 kl 

[E3 n Eli n E 2j ]. F ' = E3 - = U U 3 j=l i = l 

k- 1 kl k2 k k 1 k-1 
F' = Ek - U E . = U U . U- [Ek n . n E i' J. k i=l 1 j1 = 1 j 2= 1 J =1 1 = ' I n k-1 

k - l 
Donde E nnE pertene cen a S y ademas son disjuntos en-

k i=l ijn 

tre sf. 
, 

k-1 
Si tomamos las E fin E . . como las F tenemos : 

k i=l 1J n n 



F' 1 

F' 2 = 

pi = 3 

F' = 
k 

Fl 

kl 
U Fn 

n=l 

2k 1 +k 2 

U Fn 
n=k 1 +l 

Entonces { F n }n> l es una sucesi6n en S disjuntos tal que 

U F = 
n > 1 n 

U F' = 
k> 1 k 

Observaci6n . 

U E 
k> 1 k 

k 

n E n 
n=l 

E S. 

Oefinici6n 1.1.2. Una eo leee~6n A de ~ubeonjun~o~ de 0 ~e 

l lama lUge.bILa ~-t ~a~~~6aee. la~ ~~gu-te.n~e.~ PJtop~edade.~: 

-<... 0 E A 
-

~~. E E A = > E E A 

r. 
-<..-<..-<... E I , ••• ,Ek E A => U E E A 

n= 1 n 

Observaci6n. Toda algebra es un semi - algebra. 

2 

Proposici.on 1.1.2. Se.a S una .6e.m~ - a.lge.bJl.a de. .6u beonju vLto.6 



A(S) 
k 

{ U E : El, ••• ,E k E S, d-i.6jun:to.6 Ij R. > OJ. 
n=1 n 

3 

Enconce..6 A(S) e..6 un alge.bfLa llamada e.l cU.ge.bJtd ge.nVlddd 

p Oll S. 

Prueba. Evi dentemente 0 E A(S) y la uni6 n finita de conjun-

tos en A(S) esta en A(S). 

Si Elf Ez E S entonces 

n 

=[UE 1 ·] 
j = 1 J 

con E 1j Y E 2 i disjuntos. 

n m 
= U U [E

1
.nE2 .] EA (S) 

j=1i = 1 J l 

Por recurrencia se tiene que: 

k 
Si El, ••• ,Ek E S entonces nE E A(S) 

n = 1 n 

k 

Si E E A(S) entonces E = U En' 
n=1 

k -donde E = n En E A(S) * 
n=1 

Definici6n 1.1.3 . Una o-alge.bJtd AO de. Q e. .6 una cole.cc-i6n de. 

. . AO AO. ~~ . E E ~> E E 

iii. Si {E n }n>1 e..6 una c.ole.c.c.i 6n de. conjun:to.6 e.n AO 

e. n:tonce..6 U E~ E AO. 
n> 1 

. I 



Observaci6n. Toda a-algebra es un algebra. 

Proposici6n 1.1.3. La. inte..JtpJte..tac. ,i.6n de.. toda 6ami.ti a de.. 

a- 4.tge..bJta. de.. 0 e..6 una a - ~.tge..b~a de.. n. [ 3 , p. 46 ] 

4 

Proposicion 1.1.4. Se.a C una c.o.t e.c. c.i6n altb-i.tJtaJt-i.a de. !.lubc.on 

j unto6 de.. Q. Entonc.e..!.l !.lie.mpJte.. e..xi!.lte.. una. mlnima a- a.tge..bJta de. 

o que.. c.onti e..ne.. a e, .t.tamada .ta cr - lilge.blla ge.ne.llada pOll. e Ij de.. 

notada poJt ate) [ 3, p . 47 ] 

Definici 6n 1.1.4. Se..a. ~ un c.on junto c.ua.tquie..Jta , no vac.lo. 

Una. m~:tJU..e.a e..n I: e..6 una ftun c.i6 n ' (1 : ~ X ~ -> lR que.. c.ump fe.. 

fa!.l 6iguie..nt e..6 pltopie..dade6 : 

~ . Vx, Ij E ( : d( x , lj ) > O. 

ii . PaJta X,1j E (: d (x , lj ) = a <= > x = Ij. 

iii. vx, Ij E (: d (x ,lj) = d(lj,x) (1..ime.t:Jt..[a ) 

i v. VX,Ij,z E (: d( x ,lj ) < d(x,z) + d(lj,z ) (VUi.gu.a!. 

dad Vr..i.ang ada.ll..) • 

Definici6n 1.1.5. E.t pa.Jt ((, d ) c.on!.ltituido poJt un c.onjunto 

( Ij una m~tJtic.a de..6i nida 6obJt e.. (, 6e.. de..nomina Eo pae..io mlt:A.i

e.o . 

Proposici6n 1.1.5. S e.. a ((,d) un e..6pa c. io metJtic. o Ij !.le..a 0 fa. 

co.te.cc.i6n de.. todo6 .to!.l conjunto!.l abie.ltto !.l e.n (, e..nton c.e.!.l 

0 (0) e..6 un 0 - afge..bJta de.. ( . L.tamada cr -a..e.geblla. de BOllet de. ( 
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y deno~ada po~ 8(~). 

1. 2 MED IDA 

Definici6n 1. 2.1. Sea 11 u.n C.0l1jU.I1tO. Ul1a nu.l1c.i6n de. c.onju.l1-

° -~O-6 jJ: A -> IR, c.uyo dom-<.n-<.o e.6 un o-aigeb~a de 11, e..6 iia-

mado m ed~da -6-<. c.umpi e. ia.6 -6igu.-<.ente.6 p~op-<.edade.6: 

-<.. \,I( </» = o. 

~~ . VEE AO: ~(E) > O. 

~~~. 

d-<'.6jun~o.6, .6e. da jJ[ U En] 
n>1 

Evidentemente, toda medida jJ es finitamente aditiva . 

Proposici6n 1. 2. 1. Si ~ e-6 'ul1a 111 ed-<.da .6 0 b~ e ul1a 0- a.lg e. b~a 

AO de 11, el1tol1c.e-6 ~ e..6 mDn6~ona y ~~~ae~va. [ 3, p.53 ] 

Proposici6n 1. 2. 2. Sea 11 UI1 c.onjunto y ~ una l11e.d-<.da .6ob~e 

una o-algeb~a AO de n. 

~. S-<' E E AO Y {En }n>1 e.6 una .6uc.e-6-<.6n d -<'.6jun~a de. 

elemento-6 de. AO tal que U En C E. Entonc.e.6 
n >1 

L ~ (En) ~ ~ (E). 
n>1 

{En} n>1 e..6 una' .6uc.e.6-<.6n de. e.iemento.6 de. A0 .6e. 

~-<. e n e ~ [ U En] < L ~ (E n)' [ 3, p . 5 4 ] 
n >1 n>1 
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Definici6n 1.2.2. POIt tu!. ellpac.i..o medi..bl.. e e.Y!.te.nde.mo.6 una pa

Ite.ja (U, AO) qu e. eon.6ta de. un eonjunto U y un o- ~lge.blta AO 

de U. Un .6ubc.onjun;to E de. U e..6 llamado medi..bl..e c.on 1te..6pe.eto 

a AO .6i E £: AO . 

Definici6n 1.2.3. Un e.~pac.i..o de medi..da e. .6 una teltna 

(U, AO, U), donde (n, AO) e..6 un e..6 pac.io me.dible. junto eon 

una me.dida U de.6inida e.n AO. 

Definici6n 1.2.4. S e. e.ntie.nde. pOIt medi..da ex~~i..olt u* una 

guie.nte..6 pltopiedade..6: 

i . u*( cp ) = o. 

~~. E c F => U*(E) ~ U*(F) mono~ona . 

iii . E c U En => U* (E) < 
n>1 

L U*(En) eon~abl..eme~e 
n>1 

/)u b-acLiUua. 

Definici6n 1.2 . 5 . UrI. c.onjunto E .6e. dic.e. me.di ble. c.on 1te..6pee

to a ~* .6i palta c.ada c.onjun;to F ;te.ne.mo.6 : 

Definici6n 1. 2.6. La me.dida A: L -+ "Ire d e. ninida eomo 

A(E) = inn I l (I n l, donde. L e..6 e.l o-~lge.blta de. c.onjunto.6 me. 
n > 1 

dible..6 d e. ndme.lto.6 lte.ale..6 y E c U In' e..6 la medi..da de Lebe~ 
n > 1 
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gu.e CIl ( IR. , L) . Ad e. llla6 l'6 ta lill .. lc.a Ill edida q[(e. ClUll )JCe q u e. pa-

Ejemplos d e espacios medibles . 

i . (IR., L, A ), dondc l R cs 1 conj unto 1c num ros 

rea l es , L e l o-algebra de conjun os medibles 

Y A la me dida de Le besg u e . 

ii. ([O , lJ, L, It ) sus tituyendo lR por [O,lJ en el 

c aso ant e r io r . 

iii. (Ifl., 8 (IR), It ) donde B (lR) es a -algebra de Bore l. 

Proposj.ci6n 1. 2.3. Se.Ct \J twa me. d,tda .6obftc e.l e. .6pac.io 

(n, Aa
). S i [E n } n > 1 e. .6 una /.)u c. e. .6i6 n d e.c.he.c.ie.nt e. de. c.onjunto.6 

'I l AO Y ]J(E l ) < 00 . Ento llc. e. .6 ]J[ n EnJ = Li m fJ (E n ) · 
n > 1 

Prueba . Sea E 11 En' e ntonces 
n > 1 

E l = E U U [En-En+,], 
n> 1 

10 cua l es 1a uni6n de conjuntos disjuntos. En t onces 

fJ (E l ) = fJ ( E ) + l [En-E n+1 J 
n 1 

como En = En+1 U [En - E n+1J 

uni6n disjunta de c o njullt s C III dida finita , 

fJ[En - E n+ 1J = \J (E n ) - fJ(E n + l). 

ti n e 
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'ntonc e s d a _ucrd _ a l res' tado an c ior 

lJ ( E 1 ) = jJ ( E ) + L llJ (En) - jJ(E p + 1) J 
n ; I 

k-1 

=- ~. ( , ) + Ll.m L [p ( E 1) - lJ En + 1 )] 
II -" 1 

= 11 ( E ) + J .J1lI li l (J:: 1 ) - 11 (F.IJ J 

]J t E ) -1 jJ t E d - Lim jJ (EJ : ) 

jJ (E) = jJ [ n En] = Lim IJ ( En ) ,#': 

n > 1 

finici6n 1.2.7. Li lla ttl (.' d,<' d(( II .6ob Jte CtI'l. a-a g e. /) JLa a e.6 ee. allla 

. 0 6il1i 6J. jJ (n ) < 00 

Def.i llici6 n .1 . 2 • 8 • Una IH e.d-ida jJ .6obJte un o-6.. .e.ge.b./tCL A O f.: e. d-e-

c.e. 0 - 6 ·ni.ta. .6[ e.x .i. .6 te. UILCI. .6 U c. c. 6i6 n { E n }n > 1 d ef. e m e. Il.tOJ e. Yl 

1\ 11Iu .tucull eHt e. d[ 6ju ILtO.5 tal qu.e. \1 (E n ) < w; pa'La .todo ~I. > Y 

n = U E n' 
n > 1 

/""ef i n ici6 n 1.2 . 9 . ea E U H C. OJl j UYl to . E e..6 de med,ida: 6-i..ni:ta 

~ .i. E E A O Y jJ (E) < 00 Y .6 e d,i :ta qLL e. E e..6 de me.dida. 0 - 6ini.ta. .6-i. 

e. 6 .c.a ulli. 6 Jl c. Htab e.e. de. C.'ILjUI1.tO.6 lIled-i.b(C'6 de liIe.d-i.da 6·i.n-i. t a . 

Def~nici6n 1.2.10. 

q tt e. ('. 6 lIe.m.i - 6.in .i.:ta 6 i. P(.IUt ada c.o nj tol .to /II c.d .i.b.e.e. de. me. a-i..aa 

., omo .6 e. qLL ell a. 10 . .'to ~. ~ ' .d_ 0.. 
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o scrvasi '1. T oda mo di a (j- fi~ : it" es s c n .i-f i l i 't . 

ufiric' n . 2 . 11 . 

que. c. , c [) p.t :to ~i AO C.O~ltUfJ e. todu 6LLb r.. OlljUHt C' d . c. r HjU.H.tOj 

d e. In e.dd't c c. ,~(I. E6 d l' C,( 'l j( 8 F AO tJ Id E ) = 0, r.. d e."'l~ ~ F c 

o e rv" cion. ( m,L 1 A) e 1 sr· 3.cj 0 de medida de L e esg Ie es 

comp l eto . 

Proposi ci ' .. m 1 . 2 . 4 . SJ (2, ° Ii ) e. 6 ' .01 Q.,o):J (lc io d e. /fle.d .ida e. !l-

tOI/c.e.~) p ll C II1 0 6 C l l Ct) rl t"i..[( .. (ill c '~ r a c , ' (· d e. III (!d .{ f ia C.(Hllp f e. :L o 

(12, A ~ , Po i. Q.Ul? CUlII ]' t !' la 66-l,I]U '(, r/ l 'e s p /l u r ( ,d, t d C'6 ; 

.(. . \ 0 c A ~ . 

"C L • E E: AO => I (E) = Po O: ). 

a 
d UI d e. A .{. .{J . • E E: Ao <==> E = F lJ e F E U G r:: ..., 

11 ( ' f 
I" CO lt I J (11 ) = o. 

H, 

Prucba . Sea { ~ -- (E c 11: E = F' lJ G donde l' r:: t\ ° y G s B, 

H E A c o n p (II) O. } 

Probcmos Cf'.L 1 0 d . l cl e [ _· n:i. c,C) s nJ1 0-.11q _} 1." i.l. E. :; vidc nte 

n E AO n n que u Ii. y~l que .~ = H lJ ¢ . Adem~s s i E E A ~ entonce s 

E = F t..J G donr:l F' A O Y G c l1 , c n 11 ( fI ) = O. D . 

dond :is = f.: n y l?' c \ " .. , ( , fI, por 1 - anto 

E2 F n H e:: A nt n e s 

- -1:: := F (') 1I U (E - f' In , 



- -. -. --
onue E .- F II II - i·' (1 C - l' n II 

c G - Ii 

= H -

c I, con \I (i I) -- 0 

- I) 
Luego E E A 0 • 

Sea {En} . I u na co l ecci6n de 
::1 " 

conjun tos en Ao e t.once 

E = F U G d nde F E AO y G c F H E A con _ 1 

n ' n 11 r n 11 n 

jJ (H ) = 
n 

0, para todo n. 

U E - U [ " u G J 
n > l 

11 1!>1 11 
11 

.. [ U rnJ u [ U GnJ d o nde U P n c AO 
n> 1 11 > -I n > 1 

U G c n U fIn ' 
n > l 

U lI n E AO con p[ U HnJ < 
n'::1 

decir U E n 
n :.. l 

Ademas p ara 

tos F a 
E 

conjunto de 

Y G c H, li. 

Y G ' E H' . , 
F U G = F ' 

F ' c F U (: 

n> l 1J > 1 

° E Ao . 

° E E A 0 , 

t a l qne 

medida 

I\. '} C n 

]J t F ) 

E = F 

c ero. 

Jl ( ]f ) 

e s la lisma 

U G, on G 

Ya que s i E 

= 0 y E = 

H' E AO con p(Il ') = o. Se 

U G ' , es d c i r F c F' l} 

c F U H de do n d 

~l (F) < p(P I U H ') 

y 1.1 (F I ) < jJ(F U H) < 

para to os los 

un subconjunto 

= F U G donde 

[. I U ro l d 1 Ie , 

ti n e que 

G ' c F ' U H' 

< P F ' ) --

p ~ F ) 

10 

y 

0, e s 

conj u n-

d e un 

F E AO 

F' E.. AO 

Y 
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Por 10 t nto ~(F ) = ~(~ I). 

Defina mos IJ 0 a oyandono e lla pr piedQd an Lerior , e s dec:i.r 

jJ 0 : A ~ ---> IR 

r: 'VV\f\jl.r+ jJ 0 (J::;) = IJ (F ) tq F. = F U G c on F 
a 

y 

G c JT , H [ 1\ 0 c an jJ( Il) = O. 

jJo as ! defi lido es Ula medida . 

Las pr~meras do s propiedad c d una medida son h e r edada s de 

Si {En} ~ . es una suc~ s~6n de elern~n~os n , I 

tiene qne : 

Si En = F 

a 
isj ntos e n Au se 

\l(1' n ) = 0 entonces como {E n }n > 1 son disjuntos tambien 

{F'n }n> 1 10 son. 

Luego ]J 0 [ U En] = 
n 1 

p[ U F ] 
n> 1 II 

L ]Jo (E n ). 
n 1 

Definici6~ 1.2.12 . Sl W, A , lJ ) e. . ~ UJl e. .6pct c.{o de. me.d.<.dct . 

V C. C...{. /II ue llH UUCJ'H jU.Ht· E de U e.6 .toc.a..tmen-t:e rned-i.b.te. -6.(. 

E (' F £ A pa~a cada F c AO CO M ~ ( F ) < ~ . 
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Defi .nicio n 1.2.13. La tn e. did a \.l e..6 .t.iamada l)(l;tuJtada -6i paha 

:to do C.O l1j UI1-tO .tO c.cle.me.n,te. me.dib.t'l e.-6 me.d,· b.te. , e.-6 dec.-i.Jt , e.-6:tf 

o e. 1l A. • 

Observaciun . T: da rlle.dida a - ribL-i..ta. e.-6 ,~a ,tu./[a a. V LO que. 

exi te. Itla. I.> LlC. e.-6 ,i.61l {E } 1 de. e..te.me.l1:to-6 de. AO, mutuame.nte. 
n , 

di.<sjU.I1.t0-6 .to. t qu.e. lJ( 'n ) y 12 = U En' 
n> 1 

Lue.go -6 ,i. E e -6 UI1 c.o l1jul1 ,to .tOc.a.e.I1H?I1..te, me.dl b.ee , . e Li.e.I1e. : 

E ::: E (, Sl = E (I U En = U ( E (I En) E A ° . 
n > l n> 1 

l}-:;finici6n 1 . 2.14. S e. a {En }n > 1 u. VLa ,~ u.c. e.-6 .!:6YL d e. c. on jul1,t O-6 

e.11:t 0 n c. e-6 : 

iv . 

S Ct p E n .- U En' 
11 n>1 

In6 En ::: n En. 
n n > 1 

Lim S('LP En = 111 6 Sup Ek 
11 c:IN k>n 

L lm I n6 E ::: Sup 1 116 Ek n 
n Em k >n 

m t lj el ~e u~ - a U Un' 
n > i 

. I 

= n u Ek 
n > 1 k> 1 

::: U n E k • 
n>1 k> n 
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L £III . .tt e. Ij e..6 -<.g uaf a - n En
' n ~ 1 

[ 3, /.1 . 58 J 

Proposici6 1.2.5. S ea. n u ,', c.olljuvdo Ij II LU1 a me.d-<.da .6 0 bil.e.. 

una. o-a:i ge..b.~(( AO de.. n. 

. . ~ . {E } '6 d . -I- d 0 .t l . ~ ..(. • n n > 1 e. ) ! LI to 6 L!. C. e 6 L 11 e. c. 'LI? c. .{. ('. n ·d!. C. e. .(. e. -

/l e. l1t O.6 de. AO , pa.'L L .eo C.U(t.e. e.x.-<. .~t a.e. m e. I'l O.6 un 

Un cr~te rio para probar si un a f unci6r d e c on j un t os es una 

medida se e xpresa en la s i guiente proposici6n. 

Proposi.ci.6n 1.2 . 6. (CotL.t-i.nu.-i.dad en el va.c.-<-o). S e. ]I una 6u.~ 

c.-<'6 n de. c.orr junto.6 .6ob/te. un o-ae.ge.b/ta AO .:ta P.. qlt e. c.umpie. C.O IL : 

1l ( <jJ ) :: O. 

YE E AO = > ll(E ) > O. 

.CCi. . -J .{. {E }k 
n n=l 

e..6 [Ula c. oe. e.c.c. ,i.6 n d e. e..t e.me ntu.o di. .6 -

j U It to 6 d e. A a , V I ;t 0 vz c. e. .6 
1r 

IJ[ U En] == 
n = l 

Evzton e. 6 II e 6 una me.d-<.d a e n A O .6 -<. Ij .6610 .6-<. II e .6 c.on.:tlnua 

e n Q. .e. vt;t c...[o , 
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Prueba. Sea {En} ~ > 1 una sUC0 si6n e n AO y Lim E n = . Pa r Le 

rna 1.2 .1, Lim En = n En = ¢, de dande por proposici6n 
n > 1 

1 .2.5 tene mos que ~[Lim E1J = ~ ( ¢ ) 

{ }+ ° Recipr ocam nte, s1 para tada suces i 6n E n n > 1 en A y 

+ Lim En = ¢ tene mas que L"m ~ (En) = O. Considerelnos {F n }n > 1 

c ualquier sucesi6n disjunta en AO y E = U Fn' Sea {Ek l !> 1 
n > 1 

u na sucesi6n en AO definida pa r Ek = E -

Lim Ek = Lim [E - b FnJ . 
n = 1 

k 
= E - Lim U F n . 

n=1 

= ¢ . 

k 

k 
U Fno Tenernas que: 

n = 1 

Luega Lim ~ (E k) = a y adem&s E = E k l J U Fn i uni6n de c a njun
n = 1 

tas d1sjuntas. 

k 
Par la tanto ~(.) = ~(Ek ) + I ~ (Fn) 

n = 1 

k 
Y Lim ~(E ) - L"m ~ ( P k ) + Lim I ~(Fn )' 

n = 1 

~(E) - I ~(F n) * 
n > 1 

Proposici6 n 1,2,7. La c la 5e C de con ju n~o~ ~*-m ed~bl e~ e~ 

e~ una medida comple~a en C . [ 8 , p . 86 ] 
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1.3 TEO REMA DE CARATHEODORY 

Pretendemos mostrar ahora que, s i iniciamos con una medida 

e n un algebra A de con juntos podemos extenderla a una medi 

da definida en una a-& lgebra que contie ne a A. 

Utilizando l a medida en un a l gebra A para construir un me 

dida exterior w* y mostrar luego q ue la medida ~ inducida 

po r w* es precisa me nte la ext e ns i6n de ~. 

Not a . EHt.endemo.6 PO)!.. una. med.i.da. en u.n tflge.bJtQ A , a. una. 

6U I1c.-i6/,1. w d e C. Ol1jUI1t.O.6 a £.0.0 Jtea£.e.o ex.t.eYl.d.<.do!.;, qu.e c.wnp£.e 

.{. . 

VE E A = > ]J ( E) > O. 

-<-.Li . • S ea {E} k ul1a c.olec.c.-i6n de el em e l1t.o~ d-i.6ju_11 
n n= 1 

k k 
to.o de A, el"lt.ol1c.e.o ]J [ U En] = L]J (E ;l ). 

n=·1 n= 1 

Observaci6n. Una medida en un algebra A es una medida si y 

solo si A e s un a-algebra y la medida e n e l algebra es con-

tlnua en e l vaclo. 

Definici6n 1.3.1. S.t. , e.6 Ull (Hg e bka Ij W UJ1.a. mc. d-<.da. en A. 

V e6~n~mo~ u*(E) = I n6 I jJ (En ) donde {E n }n > 1 e un cubh{
n > 1 

m.i.en..to d e E. 
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Lema 1.3.1. S-i. E E A e. f1 .tO Jl ce.~ \.1* (E) \.1 (E) . 

Lema 1. 3 . 2 . La 6ullc .t6 n d c o njun tu \.1* e.6 U.Ha mc.. dida. e.x.te.-

ll-i. Oil. . [ 8, p. 9 2 J. 

La rnedida exterior \.1* definida anteriorrnen te es llarnada la 

medida exterior i n ducida por \.1 

Para un algebra A de conjuntos, denotarernos po r A a l a cIa a -
se de conj ntos que son uni6n c ontable de conjuntos de A y 

por Aao a l a clase de conjuntos que son i n terc epc i ones con

tab l es de conjunto s en A . 
a 

Proposici6n 1.3.1. S e.a \.1 UI'LCt me.d ,td a e. n un a ge. blta A, \.1 * l a 

me. d-i.da e.xte.ltio/t i nd u cida pOll. \.1 , Y E un c o njuVl .to cual qui e.lta . 

to: > 0, e. i~ t e.. un c o nju n t o F E A c o n E c F Y 
o 

+ E . 

E x -i.~.t e. .tambie.n un C O Hj U I'l.-t O G E Aoo c o n E c G lj \.1* (E ) == \.1 * (G J. 

[ 8, p. 94] 

Teorema 1.3.1. (CaJLa.-tlteodoltyJ. S e.a \.1 una me. di d a e.n un al 9! 

blt a A, lj \.1* La me. d -i. d a e.x te.lt t Olt -i.ndu c -i. d a p Oll \.1 . Entonc e. La 

~ n i6n d e ~ a una a - ~ De bha que on ~en e. a A. ~~ ~ e~ 6 ' Vl. f 

~a ( 6 a - 6 ~ n~~al ~amb~ ln ~ e~ l a an~ca m ed~da en la m~6 pe.

qu e Ha a - ~lg e b~a qu e. c.on~~ e Vl e. a A, la c. u al e.6 u na e.x .te.nc.i6n 

de. \.1 -' [ 8, p. 9 5 J 
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Si ~ e s una funci6n de conjuntos definida en una semi-alge-

bra S, parece natural intentar definir una func i 6n de con-

juntos finitamente aditiva en e l algebra A(S) aSl : 

k k 
~(E) = L ~ (En)' donde E = U En ' EinEj = ¢ para i I j 

n= 1 n= 1 

Proposici6n 1.3.2. Se.a S una .6e.m,i. - c1.{' .. ge.blLa de. c.. onj unto.6 y 

~ una 6unc..i6n no-ne.gativa de. c..onjunto.6 de. 6inida e.n S c..on 

~( ¢ ) = 0 (.6i ¢ E S). Ent onc..e..6 ~ tie.ne. una ~nic..a e.xte.nc..i6n 

a una medida en el dlgebfLa A(S) .6i .6ati.66ac..e : 

~. Si un c..onjunto E en S e.6 la uni6n di.6j unta de 

una c..o le c..c..i6n 6inita {En}~=1 de. c..onjunto.6 e.n S 

k 
e.ntonc..e..6 ~(E) L ~ (En) . 

n= 1 

~~ . Si un c..onjunto E e.n S e..6 la uni6n di.6junta de 

una c..o le.c..c..i6n c..ontable. {En} 1 d e. c..onjunto.6 e.n n > 

S, e.ntonc..e..6 ~(E ) < L ~(En)' [ 8 , p . 99 ] 
n > 1 

Definici6n 1.3.2. S e.a M una c..ole.c..c..i6n de. .6ubc..onjunto.6 de 

Q. Vec..imo.6 que. M e...6 una c..iQ...f,e.. mono;tona.. .6i palLa {En} l' una 
n > 

.6uc..e..6i6n c.. lLe..c..ie.nte. 6 de.c..lLe.c..ie.nte. .6e.. tie.ne.. que. Lim En E M. 

Lema 1.3.3. Se.a lot y M' c..la.6e..6 mon6tona.6 e.n Q. Entonc.e...6 

1ot('M' e..6 una c..la.6e. mo n6tona . 
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Lema 1.3.4. S e.a C una c.u.te c c. .(6 n d e. c_o njun.:to 6 . E Jl-tOI'lC.e.J.> 

6-ie.mpJt e. e.x.Ltd.e. u.na c-ta.6e. 17JOJl6toVLa n1 -LILJ..mQ qu. e COYlt-ie.Ile. a C. 

Ve.notada P OIt M(C). 

Proposici6n 1.3.3. M(C) = v IC) J.:,i..j~ c C~ I1.lI. ci."g Q.bha . 

~ 

Prueba. Sea M = {F E M (C) : F E M (C) }, en,-onces dada 

{F n }n >1' una sucesi6n de elementos d e M l a cual es crec ien

te 6 decrecie nte. Entonces {Fn }n > 1 e s una suce si6n en M(C) . 

Por 10 an to Lim Fn E M(C). 

S1 {Fn} ' 1 es creciente Lim Fn = U Fn E ~I(CJ Y {~n } >, en 
n , n > 1 n . 

~ 

una sucesi6 n de crec i en te y Fn E M(C), de do nde Lim Fn E U(C) 

es dec1r Lin Fn E M. De la misma mane ra cuando {p } e s n n > 1 

decre ciente. 

At::1.e.rnas '" c M (C) y C c M ya que C es un algebra . Pero M (C) es 

la menor clase mon6tona que contiene a C. Lueqo M(C) = M. 

Sea ME = {F E H(C ): p(1E E M(C ) }, entonces dada {Pn} ! > 1 en 

. } t ( 1 ME se ti e ne que {PnnE n > 1 e n M C. De donde 

Lim Fn (") E = U [P n (") EJ - En [ U Fn] E fA (C) . 
n > 1 n > 1 

Luego Lim Fn E ME ' Simila r cua do e s una suces i 6 n de c e cie n 

teo Por 10 tanto concluimos que ME es una clase mon6tona. 

Si E E C entonces C c ME' por s e r C un algebra y 5e ccnclu-

ye que ME = M(C) . 

Si F E M(C ) e ntonces MF es una clase mo ton a y adem~s para 
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E E C se tiene que F E ME = M(e), de donde E E MF' Es decir 

C eMF' , luego MF = U(C). 

Con las pruebas anteriores hemos probado q ue M(C) es un al

gebra y tene mos por hip6tesis que es una cl ase mon6tona en

tonces M(C) es un a - algebra. 

Si C no es un algebra entonces M y MF no contiene a e y por 

10 tanto M(C) no seria un o-alg bra * 

Definici6n 1.3.3. Una c.ote.c.c. ,i.6n de. c.ol'ljun,to.6 V e..6 Ltn V-S..i..ll 

t:e.ma. .6 -i. c.ump.€. e. ta.6 .6 ig uie.VZ .t e. .6 pJto p-i.e.dad e. /!J . 

i. n E V 

ii. E,F E V c. o vz E c F = > F - E E V . 

..i.ii. {En} ~ > 1 e.1'1. V => n > 1 En E V. 

Proposic.i6n 1. 3 . 4 . S i e.111 pfL e. e. x.L~d e. u.n 111 -[ vlim 0 V - Si.6 .t e. tn a q u. e. 

c.on.tie.ne. a una c.la.6e. afLbi.tJtaJtia C. Ve.no.tada poJt V(e), y tta 

mada e.t m£n..imo V- .6i.6.te.ma qu.e. c.ontie.ne. a C. 

Proposici6n 1.3.5. Si C e..6 una c.la.6e. de. c.onjun.to c. e.JtJr. ado 

paJta ta.6 in.te.Jtc.e.pc.ion e. .6 e.n.tonc.e..6 VIC) = a (C). 

Prueba. Es evidente que si E E v(e) entonces E E v(e). 

Sea VE = {F E V(e): F(1E E V(e)} entonces VE es un V-siste

ma ya que g 1) E = E E V(e) y si F l , F2 E DE con Fl c F2 en 

tonces [Fl - Fd n E = F 2 () E - Fl nE E v(e). Tambien si 
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U [F nE] =En[ UF] ( o(e). 
n > 1 n > 1 

Si E ( C entonces e c DE por 10 tanto V E = p(e ) . 

Sea F ( V(e) entonces para cua1quier E E C se tiene que 

F ( V E , pero entonces E ( VFf de donde C c V F entonces 

OF = V (C) • 

De 10 expuesto ante riormente t e n e mos que V(e) es un algebra 

y por hip6tesis un V-sistema entonces V(e) es un a -algebra. * 

1.4 FUNCIONES MEDIBLES 

Sea (0, Aa ) un espacio medible 

Proposici6n 1.4.1. S ea 6: E c Q -+1R UVl.a oUnc...i.6VL. EVLtoVLc. e6 

ta c. .ta -6e C = {B c II? : 6 -1(8) ( Aa } e.-6 UVL a-ci.e.g e.bfLa. [3, p . 89] 

Definici6n 1. 4.1. S e.a 6: E c n -+ Irt UVLa 6UVLC. ,i.6VL . Se. d..i.c.e. 

qu e. 6 e.-6 UVLa 6UVLC...i.6VL med~ble e.on fLe.6pe.e.to a AO -6..i. : 

-c. a 
E E A. 

VB ( B ( IR ) : 6 - 1 (B ) ( A a . 

Proposici6n 1.4.2. S e.a 0 una ottrl. c...i.61'1. de. va£'oJte.-6 Jte.a£.e..6 e.x-
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-t o Vr E lR; 6 - 1 (J r , 00 ] ) E AD. 

-t-t . Vr E IR; 6 - 1 ( [ r, oo]) E: AD. IiIBL'OraCA CIiNT"A .. 
,. ................... 

i..i..i.. . Vr E: IR; 6- 1 ([ -00 , r [ ) E AG. 

i..v. Vr E m; 6- 1 ([- 0) , r J ) E AD. 

UI1a. de. e.6ta.6 c.ondi..c.,iol1e.6. [ 3 , p .B 7 J, [ 3 , p.90 ] 
.. 

Proposici6n 1.4.3. S ea. a una c. ol1.6tal1te y la.6 6ul1c.i..one.6 6 y 9 

me.di.. ble . .6 . Entol1c.e.6 ta.mbi..~11 lo .6011 : 0 + a , a · fl , 0 + g , O· g y 

6 v g . AUI1 ma.6 , .6i.. { On } n >1 e..6 ul1a .6 u c.e..6i..611 de. oUI1c.i..ol1e.6 me.di..

ble..6 e.l1tol1c.e.6 .6 Up On, 1110 On , Li m On y Lim On .6on me.di.. ble.6 . 

[ 3, p .l02 ] 

Proposici6n 1. 4 .4. S e.a. (0, AD) u n e.6 p a. c. i.. 0 medi..ble y .6 e a. 

{On}n >1 .6 uc. e..6i..6n de. e.le.m e.nto.6 D di...6 j u nto.6 ta.l UI1a. e.11 A qu e. 

0 = U On' Ve. oi.. ni..mO.6 AD = { E n o E E: AD}. Entonc.e..6 0 e..6 me. di.. n 
n >1 

ble. c. o n ~e..6pe. c.t o a. (0, AD) .6i..i.. .6 U.6 ~ e. .6 t~i..c.c.i..one..6 On a On .6o n 

me.di.. ble..6 C. 011 ~e..6pe. c.to a (O n , A ~ ). [ 8 , p . 4B ] 

Proposici6 n 1.4.5 . S ea. 0 : E c 0 -+ lR una. ounu6n m edi.. bl e. y 

FeE, F E AD. Entonc. e..6 La. ~e..6t~i.. c.c. i..6n 6/ F e..6 UI1a. 6un c.i..6n me. -

di..bLe.. [ 3 , p. 94 ] 

Proposici6n 1.4.6. S e.a. 6, g : E c g -+ lR do.6 6u nc.i..one.6 me.di.. -

ble.6 , -Lo.6 .6i..gui..el1te.6 c.onjul1to.6 .6on me.di..bLe..6. 
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-<.. . {x E: E: 6(x ) < g (x)} 

-<.. -<.. • {x E: E: 6 (x) < 9 (x) } 

-<..-<..-<.. • {x E: E: 6 (x) = 9 (x ) }. [ .3 , p. 9 6 ] 

Proposici6n 1.4.7. S e.a {6n}~=1 6unc..{one..6 me.d.{bte..6 c. on e.t m.{.6 

mo dom.{n.{o E. En~onc. e..6 ta.6 6unc. .{o ne..6 .6 .{g u.{e.nte..6 .6on me.d.{b te..6 . 

6 (xl 
k 

-<.. . max {6n(x)}n=1 

.{.{. 6(xl m.{n k 
== {6 n (x)}n=1 

.{.{.{ . + 
6 n' 6 ~, 16n I • [ 3, p. 1 01 ] 

Proposici6n 1.4.8. S ea 6 una 6unc.'{6 n med'{ble de6.{n.{da en un 

e..6pac. -io med'{b .e.e (12, A a , IJ) Ij de6-ina mo.6 . 

a ( 6 1 == {6 - 1 (B 1 E: A a: B E: B (IR) } . 

Entonc.e.6 0 (6 ) e.6 una a -~lgeb~a . Adem~.6 0 (6 ) e.6 la mln.{ma 

a-~lg e b~a c. ont en-ida en Aa c.on ~e.6pec.to a la c.ual 6 e.6 med-i-

ble., e.6 d e. c.-i~ 6 e.6 0(6 ) - me.d-ible.. 

Prueba. 12 E: 0 (6 ) ya que 6- 1 (IR) = 12. Ademas si E E: 0 (6 ) en

tonces E = r1(B) con B E: B(IR). Luego E = 6- 1 (B) = 6- 1 (13) 

con B E: B (IR), es decir E E: 0 (6 ). 

Si {E n }n > 1 es una sucesi6n de elementos de 0 ( 6 ), entonces 

En = 6 - 1 (Bn) con Bn E: B (IR) donde {Bn} n > 1 es una sucesi6n en 

B ( IR). Luego U En 
n > 1 

6 - 1 ( U B n ); con 
n > 1 
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U Bn E B ( IR I, es decir U En E a ( il I . 
n>1 n > 1 

Sea {A~ }AEA' donde A es una familia de lndices y Af son a-a! 

gebras en las cuales il es medible. Entonces il es medible en 

a a n AA' Por 10 tanto 0 ( 6 ) 0 n AA' 
AEA AE A 

Si E E 0(6) entonces E = 6- 1 (B), B E B(IRI. Luego E E n Af ,~: 
A EI\. 

Definici6n 1.4.2. S ea E c U, de6inamo~ ~a ilun Qi6n IE como: 

E E = j 1; w 

10; w i E 

L~amada 6une~6n e~aQ~~~~~ea d~i eonjun~o E. 

Proposici6n 1.4.9. S ea E, FEU. En~onQ e~ 

i. 

Definici6n 1. 4.3. UI1a 6une~6n ~.impi~ e~ una QombinaQi6n Li.-

nea~ 6ini~a de 6unQion e~ Qa~aQ~ e~l~~iQa~ d e Qonjun~o~ medi
k 

b~e~, di~jun~o~. E~ deQi~ ¢ (wl = I a nlE (wI, Qon Ei(1Ej = ¢ 
n= 1 n 

pa~a i I j. 

Observaci6n. Una funci6n simple es medible dado que la fun-

ci6n caracterlstica 10 es. 
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Proposici6n 1.4.10. S ea a E Ill. Ij <P, \[I 6unciol'lQ.~ .6imple..6 d e. -

6i nida~ e.n el mi~mo c.onjunto me. dibl e. E. Enton c.Q..6 ~on 6unc.io 

n e..6 .6 im pi e..6; a ¢, ¢ + a , ¢ + \[I Ij ¢. \[I . [ 3, p. 1 0 9 ] 

Oefinici6n 1.4.4. Si una pftopi e.dad.6e .6ati.66ac.e e.xc.e.pto e.Yl 

u.n c.onju.n~o medib le E ~al qu e. w(E) 0, d e.c.~ m o.6 que .6e. veJt~-

oic.a c..ui. pOll d.iJqui.elL c..OJllLe~pec.,to a. W Ij e.6 cJL~u ~mo.6 e x d(w). 

Proposici6n 1.4.11. Sea 6 una 6UVlc.i6n medib .e.e. no-ne.gativa, 

e.ntonc.e..6 exi.6te. una .6uc. e.6i6n no dec.fte.c.~e.nt e {\[I n}n >1 de oun

c.ione.~ .6imple.6 no-negativa.6 tal que Lim \[In = O. 

Prueba. Definamos para n > 1 

k 
IAn 

2 n k 

dondeAn=l-1([~,k+1» d" " t \IJ \IJ Ad ~ D lSJun os Y Tn 2 T n +1' emus para 
k 2 n 2n 

E > a existe un N > a t.q n > N se tiene que 

lo(w) - \[In(w) I < E para w E 6- 1 ([O,n». Luego Llm \[I n = 0 ,', 

Proposici6n 1.4.12. Sea {On}n >1 una .6uc.e..6i6n de ounc.ione.6 

medib.e.e.6 con e.e. mi.6mo dominio de de.oinic.i6n E. Si Lim On = 0 

c x d(w) entonc.e.6 0 e.6 me.dib le. . [ 3, p. 10 3 ] 

Proposici6n 1.4.13. S ea 6 = 9 c x d(w), dond e w e.6 una medi 

da c.ompleta, entonc.e.6 6i 6 e.6 m ed~bl e tambi~n fo e.6 g. 

[ 8, p.50 ] 

18 IOTEC;o. C 
hiT '" 

L & 
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Lema 1.4.1. Supongam o-6 qu e paJta c.ada a e..n un c.onjlUl-to V d e.. 

nam e.. Jto,6 Jte..ale..-6 le.. ha c.e.. mo-6 c.oJtJt e.. -6ponde Jt c.on c.onj un-to E E AO 
a 

c.on l a c.ondic.i6n de.. que.. lJ(E - Eo) = 0 paJta a < o . En-to''l.c.e.. /~ a 

e..Xi6-te.. una o (tnc. i6 n In e.. d,lbl e.. 0 -tal que.. q(te.. 0 < a c x d( lJ ) HI. 

- [ ] E Y 0 > a c x d(lJ) e..n E . 8 , p . 5 Z 
a a 

Lema 1.4.2. SU}J oYlgalllo-6 qu e.. paJta c.ada a e..Vl urI C.Ovt jU~ltO V de.. 

nam e..JtO-6 Jte..ale..-6 le.. ha c.e..mo-6 c.oJtJte..-6ponde..Jt un c. onjunto E E AO, 
a 

c.on la c.ondic.i6n d e.. qu e.. Eo. C Eo paJta a < o . Entonc.e..-6 e..xi-6te.. 

una 6unc.i6n 0 e..n 0 me..dib le.. y d e.. valoJte..-6 e..n lO-6 Jte..ale..-6 e..xte..n-

d ~do-6 tal qu e.. 0 ~ a e.. n Eo. y 6 ~ a e..n Ea ' [ 8 , p .51 ] 

Proposici6n 1.4.14. S e..a (n, A O, lJ) u.n e..-6pac.~o de.. m e..d~da Ij 

(0, A ~ , ]Jo) -6U e..-6pac.~o c.omple..to. Entonc. e..-6 una 6unc.~6n 0 me.. d{ 

ble.. c.on Jte..-6pe..c.to a A O -6e.. pu e.. d e.. e..xte..nde..Jt a una o unc.~6n me..di 

ble.. c. on Jte..-6pe..c.to a A ~ . 

Prueba. Sea 6: FeD ~ IR tal que F E AO Y fJ - 1 (B) E AO pa

ra todo B E 8 (IR). Conside r emos la funcion 6: E c n ~ lR tal 

que E = F U G, G c H E A O y ]J (H) = 0, ademas 6 (w) = 6 (w) para 

W E F. 

6 ° 8 (lR) Probemos que es medible con respecto a A a • Sea B E en 

tonces I-I (B) = {w c E: 6 ( w ) E B} 

{w E F: 6 ( w ) E B} u {w E G: 6 ( w ) E B} 

= 6- 1 (B) u {w E G: 6 ( w ) E B} 



tal que 6- 1 (B) € AO y {w € G: 6 (w) € Bf c H € AU con 

U(H) = O. Es decir 6- 1 (B) E A ~ . * 
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Proposici6n 1.4 .15. S'[ 6 : E c IR -+ IR e.6 UVla 6UVlC,[6Vl co Vl-t-C

Vlua en E. EVltonCe.6 6 e.6 med,[ble. [ 3 , p.93 ] 

Proposici6n 1. 4 .16. S'[ 6 e.6 co n-t-C nua c x d ( ~J) e.6 el co nj UVl

.t o med,[ bl e E. En-tonce.6 6 e.6 medible . [ 3 , p . 93 ] 

Definici6n 1.4.5. S ea 6 una nUHc.,[6n Jteal d e vaJt,[able Jteaf 

deninimo.6 6 ( w+h ) - 6 ( w ) 
V 6 ( w ) L-Cm h 

11 0 

D+ 6 ( w ) L-Cm+ 
6 (w+h ) - 6 ( w ) r;--- - -

11-+ 0 

Definici6n 1.4.6. S ea 6 una 6unc,[6n Jteal. Vec,[mo.6 que 6 e.6 

cii6VLentiabl.e en w.6,[ V_6( w ) = D+6 (w ) I ± 00 Y fa deno-tamo.6 

poJt n ' ( w ), ef valo Jt comun de la.6 deJr..,[vada.6 en w . 

Proposici6n 1.4 . 17. S ea 6 UI'l.a 6unci6n Jteaf cJr.. e cien-te el'l. ef 

in-teJtvafo [a,bJ. Entonc.e.6 6 e.6 di6eJr..enc.iab f e c x d (u ). La de 

Jr..i vada. 6' e.6 medibf e . [ 8, p . 1 56 J 

Definici6n 1. 4.7. S ea (C ef c.onjun-to de I'ulmeJr..o.6 c. ompfe j o.6 y 

Z: n -+ ~, -ta.f que Z( w) 6 (w) + g (w),[. LfamaJtemo.6 a Z una 

6unci6n medibl.e compl.eja .6i 6 y 9 .6on medibfe.6 . Vonde 6 y 9 

.6on 6uncione..6 con valoJte..6 en fo.6 Jt e.ale.6 ex-te.ndido.6 de.n,[n,[do.6 
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e.n. U. 

Definici6n 1.4.8. Se.a {On} 1 twa .6uc.e..6i6n. de. 6u n.c.ione..6 me.-n > 

dib .f.e..6. 

i . Ve. c. imo.6 qtte. {On} n > 1 c.onaeJlge en fa med.ida a 6 .6i 

dado E > 0 e.xi.6t~ N > 0 ta.f. qu e. 

pa.tr.a n. ~ N. 

Ve.c.imo.6 qu e. {On} . e..6 un.a l.uc.e.6 .ion de Cauc.ltq en 
n > 1 

La med.ida .6i dado E > 0 e.xi.6te. un N > 0 ta .f. que. 

pa.tr.a n , m > N. 

Proposici6n 1.4.18. S e.a {6n} n > 1 una .6uc.e..6i6Vl de ounc.ion.e..6 

me.dib.f.e..6. {On}n > 1 c.onve. .tr.g e e.n. .f.a me.dida .6ii {on}n > 1 e..6 una 

.6 uc. e. .6i6n. de. Cauc.hy e.n. .f.a me.di da . 

Prueba. Supongamos que {O n } converge en la medida a O. 
n > 1 

Entonces dado E > 0, existe N > 0 t.q 

]J({W: 10 (wI - o (w ll > E/ 2}1 < E/2, para n > N. ASl si 

m,n ~ N, tenemos que si W E {w : I On (wl - om( w l > E} entonces 

I On( w ) - 6(wl I + IOm( w l - 6 (w l I > E es decir 

w E {w: I 6 n (w I - 6 (w I I > E/2 } U {w: 10 m (w I - 0 (w I > E/2 } 

!118l10r.CA C.NT"~·L 
•••••• ••• 6 ...... . •• 6 •• Ja 
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para n, m ~ N. De donde 

]1({W: IOn( w) - Om(W) I> E }) < ]1({w: 10n( W) - O(W) 1 > E/ 2}) 

+ ]1 ({W: 10m( w) - 6 (w)1 > E/2} 

< E/2 + E/2 = E . 

Reciprocamente, si {Un}n > 1 es una sucesi6n d e funciones medi 

bles tal que para E > 0 existe N > 0 tal que 

]1({W: IOm( w) - On( w) 1 > E } ) < E , para n > N. Debemos demos-

trar que existe una funci6n medible 0 tal que {O n} 1 conver n > 

ge en la medida a O. 

De el hecho que ]1({w: lo m(x) - On(x) 1 > E} se obtiene que p~ 

ra cada W fijo, la sucesi6n {O n( w)}n > 1 en los reales extendi 

dos es de Cauchy, entonces Lim On(x) existe. Definamos 6 por 

O(W) = Lim On(w). 

Tomando m fijo en {w: 10m(x) - On(x) 1 > E} Y haciendo tener 

n a co tenemos que ]1({ w: lom(x) - Lim on(X) I > E} ) < E :'; 



CAPITULO II 

GENERALIZACION DE LA INTEGRAL SOBRE UNA MEDIDA 

lleg a a eo n elui~ lo~ teo~ema~ de Fubini y Tonelli de~pue~ de 

teo~ema~. E~ de ag~ega~ qu e ~e han int~odueido alguno~ ~e~uf 

tado~ qu e ~on de g~an inte~~~ en el d e~ a~~ollo exelu~ivamen -

te del eapltulo III eomo e~ el teo~ema de eambio de va~iable. 

I 
I 
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2.1 INTEGRACION CON RESPECTO A UNA MEDIDA 

° Sea (Q, A , ~ ) un espacio de rnedida. 

Definici6n 2.1.1. Si E E AO Ij ¢ e..6 un.a 6un.c.i6n. .6impte. n.o-n.e. 

gativa, d e. 6in.am o.6 : 

k 

L a n ~ (Enn E). 
n=1 

k 

don.de. ¢ (w) = L a n IE (W). 
n= 1 n 

Definici6n 2.1.2. Se.a 6 un.a 6un.c.i6n. me.dibte. , 

6: E c Q + [0, + ooJ e.n.ton.c.e..6 e.t in.te.g~at d e. 6 e. .6 : 

Vande. ¢ e. .6 un.a 6un.c.i6n. .6impte. . 

Definici6n 2.1.3. S e. a F c E c.on. F E AO Ij .6e.a 6 un.a 6un.c.i6n. 

me.dibte., 6: E c Q + [0, + ooJ; e. n.ton.c.e..6 e.t in.te.g~at de. 6 .60-

b~e. F e..6 : 

f 6 d ~ 
F f 6·1 d~ 

E F 

Proposici6n 2.1.1. S e.a 6 Ij 9 6un. c.ion. e. .6 me.di bt e..6 tat QU e. 

6<g cxd( ~ ). En. ton. c. e..6 f 6 d~ ~ fgd].l. [3, p .13 Z] 

Proposici6n 2.1.2. (Lema de Fatau). Se.a {nn} 1 un.a .6uc.e. n > 

.6i6n..d e. 6un.c.ion.e..6 me.dibte..6 n.o-n.e.gativa.6 QUe. c.on.ve.~ge.n. c.a.6i 
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po~ doqui e~ en un eonjunto E a una 6unei6n 6. Entonee6 

Prueba. Sin perdida de generalidad asumimos q ue bn (W) + O(w) , 

para eada WE E. 

Ademas es suficiente demostrar que para cualquier funci6n 

simple ¢ no-negativa con ¢ ~ 0, entonces J ¢ ~ < Lim J O nd~. 
E E 

Si J ¢ = 00 , entonces hay un eonjunto medible F c E con 
E 

lJ (F) = 00 . Sea ¢ > a > 0 en F y a E IR, sea 

Fn = n o~l(Ja, ooJ). Entonees {Fn }n >1 es una sueesi6n ere
k >n+1 

eiente de eonjuntos medibles cuya uni6n eontiene a F ya que 

o < a < ¢ < 6 y On (w) + o (w), por 10 tanto existe N > 0 tal 

que n > N, 

J OndlJ > a 
E 

On > a, con ¢ ~ Lim On - Asi Lim 

lJ(F n ) , tenemos Lim J OndlJ = 00 = 
E 

lJ (F n ) = 00 . Ademas 

J ¢dlJ. 
E 

Si J ¢ < 00, entonces hay un conjunto medible FeE con 
E 

lJ(F) < 00 tal que ¢ se anula en E - F. 

Sea M = max ¢ , sea E > 0, y sea Fn = n ( th + ( E-1) ¢ ) (JO, ooJ). 
k>l 

Entonces {Fn} 1 es una sucesi6n creciente de conjuntos tal n> 

que F e + U Fn y asf {F - F n }n> l una sueesi6n de eonjuntos 
n > 1 

eu 

ya interseeci6n es vaeio. Por proposiei6n 1.2.6 se tiene que 

Lim ~(F - Fn) = 0, y asi podemos encontrar un N > 0 tal que 
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~(F - F k ) < E para todo k > N. Asi para k > N 

> (1 - E) f <l>d]..! 
Fk 

> (1 - E) JE <l> d]..! - J <l> d ~ 
F-F k 

> J <l>d~ - E[ JE <l> ~ + MJ . 
E 

Entonces Lim fE6nd~ > f <l> d]..! - E[f <l>d]..! + MJ. Dado g:ue E es ar 
E E 

bitrario Lim fE6nd ]..! > f :!J d ]..!. ~': 

E 

Proposici6n 2.1.3. (Te04ema de e~nve4gen~a mon6~ona). Sea 

{6 n }n>1 una ~uce~i6n de 6uncione~ medible~ no-negativa~ que 

conve~gen ca~i po~ doquie~ a una 6unci6n 6 y ~ upongamo~ que 

On ~ 6 pa~a todo n. Entonce~ J Od]..! = Lim fOnd]..!. 

Prueba. Tenemos por hipotesis que ~n ~ 6~ 

2.1.1, fOnd ]..! ~ f 6 d~. Por 10 tanto 

de donde po~ p~o

Lim r 6nd~ < r 6d~ 
) - ) 

y por 1a proposici6n 2.1.2. tenemos f 6d~ ~ Lim f 6nd~ ~ Lim f 6ndl1 

< J6d~. Luego f 6d ]..! = Lim fOnd]..!. * 

Proposici6n 2.1.4. Sea {6n }n >1 una ~uce~i611 d e ouncione~ me 

dible~ no-negativa~ en~once~ 

f I On d]..! = 
n >1 

I, - . . , 
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k 
Prueba.. Sea 6 = I On 

n >1 Y 9 k = I On donde 9k < 6, para to
n=1 

do k y ademas son no-negativas las cuales convergen a 6. 

Por proposici6n 2.1.3 se tiene 

f I 6 n d lJ = Lfm f 9k dlJ 
n > 1 

k 
= Lfm J nL 6 n dlJ 

k 
= Lfm L J6 n d lJ 

n=1 

= I Jon dlJ. ~': 

n >1 

Proposici6n 2.1.5. Se.a (n, AO, JJ ) un e.J.Jpac.-i.o me.d-i.b.te. y 6 

una 6unc.-i.6 n me.d-i.b .te. no-ne.9a~-i.va . En~onc.e.J.J u tE) = f 6dJJ e.J.J 
E 

una me. d-i.da e.n e..t e.J.Jpac.-i.o me.d-i.b.te. (n, AO ). S-i. ade.md~ J6 dJJ < 00 

e.n~onc.e.~ pana E > 0, e.x-i.J.J~e. 0 > 0 ~a.t que. J.J-i. E E AO Y 

JJ(E) < 0, e.n~on c. e.J.J utE) < E . [ 8, p.56 ] 

Definici6n 2.1.4. Una 6unc.-i.6n no -n e.ga~-i. va 0 e.J.J llamada in~~ 

g~abte ( ~obne. un c.o njun~o me. d-i.b.te. E c. on ne.~ pe. c.~o a JJl, ~-i. e.J.J 

me.d-i.b.te. y f 6dJJ < 00 . 

E 

Una funci6n arbitraria 6 se dice que es integrable si tanto 

+ -6 como 6 son integrables. En este caso definimos: 



Proposici6n 2.1.6. 

tegnable~ ~obne E. Enton~e~ 

= Om C X d(U) ~on n I m enton~e~ 

f n dll 
J r. In 
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~~~. Si 191 ~ IOnl, donde 9 e6 una Oun~i6n medib le , 

enton~e6 9 e6 integnable 60bn e E. 

di~junto~ tal que E = U En. Entonce~ 
n>1 

L f OndU • [3, p.125 J .. [3, p .136 J 
n~ 1 En 

Proposici6n 2.1.7. S ea 6 e6 una 6un~i6n a~otada de6inida en 

E c n ~on valone6 en l06 neale~ extendido6 y w(E ) < 00 . n e~ 
integnable 6ii 6 e6 m edible. [ 3, p. 120 ] 

Proposici6n 2.1.8. Sea 9 una nun~i6n inte9nable 60bne E, y 

~uponga que {nn }n>1 e6 una 6u~e6i6n de 6un~ion e~ medible6 

tal que en E, I 6 n ( W) I 
Entonce6 f ndu = Lim 

E 

~ 9(w ) Y On (w) ~ fl( w) 

f nndll • [ lS, p .58 ] 
E 

c x d( ll ) e n E. 
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Proposici6n 2.1.9, 

Yl..{'ta c.a-6 -i POlt doqu-i e. lt, e.-6 d e.c.-ilt 6- 1 (+ 00 ) Ij 6- 1 ( -00 ) -6o n d e. me. 

d-ida, nuR.a. [ 3, p. 138 ] 

proposici6n 2.1.10. S e. a. 6: E c Sl -+ Ill. una 6unc.-i 6n me. d-i bR. e.. 

S~ u[F) = 0, c.on FeE e. nto nc.e.-6 f 6du = O. 
F 

2.2 EL TEOREMA DE RADON-NIKODYM 

Definici6n 2.2.1. S e. a (Sl, AO) un e4 pac~o m ed~ ble . S~ U Ij U 

-60n dO-6 medida-6 de6~n-ida-6 en (il, AO), dec. ,(~m o -6 que ]l Ij U .60n 

mutuam ent e .6~ngula e .6 (d enotamo.6 u 1 u) -6 ~ e.x~.6te. n c. onjunto .6 

di-6junto-6 E y F en AO taR. que n = EUF Y u(E) = u(F) = o. 

Definici6n 2.2.2. Una med~da v -6e d~ce qu e e-6 ab~ol.u.t:ame.n-te. 

v(E) = 0 palta cad a E c a n uiE) = O. 

Observaci6n. La medida U definida en la proposici6n 2.1.5, 

es absolutamente contlnua con respecto a U, por proposici6n 

2.1.10 . 

Probaremos a continuaci6n que si requerimos una medida U 

o -finita, entonces caca me d ida U absolutame nte continua con 

respecto a U puede ser obtenida en la forma e xpuesta en la 

proposici6n 2.1.5. 
t J 

• (. I 

--
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Teorema 2.2.1. (Radon - NDwdym). S e.a. (n, AO, p ) ltll (I j 19 Cl -

cia de. me.di da o-6inita, y ~e.a u una medida de.~inida. e. n AO la 

cual e.~ ab~olutament e continua ca n he6pecto a w. Entonce6 

ex~~ t e un a 6unc~6n med~ble no-negat~va 6 tal que. paha cada 

conjunto E e.n AO te.ne.mo~: 

u (E) = f fld\l . 
E 

La 6unc~6n 6 e6 an~ca en el 6ent~do que 6~ 9 e6 c ualq u~eh 

9 = 6 ex d(]..I). [8, p .70 ] 

Teorema 2.2.2. (Cambi.o de. vaJLiabLe.) S e.a (12 1, A? ) y (n 2 , A ~ ) 

e6 paC~O.6 m ed~bl e.6 y 6 una tha.n.66ohmac~6n d e A?, a A ~ can va-

.e.O h e.~ en n 2 • Se.a w una med~da 6~ n~ta e.n (n I, A? ) y ]Jf1 la m e.-

d~da de. (n 2 , A ~ ) -i.nduc~da POh 6, a .6 e. a ]..I 6 (E) = ]..I ( 6- 1 (E) ) , 

can E E A ~ , Y 9 una 6 unc~6n A ~ -m ed~bl e . 

Prueba. Probemos que ]..I il es una medida. ]..I ~ ( ¢ )= ]..1 ( 6- 1 (¢ )) = 

W(¢ ) = 0, ademas para E E A ~ se tiene ]..16 (E) = w( 6- 1 (E)) > O. 

Sea {E n }n > 1 una colecci6n disjunta de eleme ntos de A ~ enton-

ces 
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jJ f ( U En) = jJ( 6- 1 ( U En)) 
n > l n > l -

= jJ ( U ( 6- I (E n ))) 
n > 1 

= L jJ ( 6- 1 (En)) 
n > 1 

= IjJ6 (En ) 
n > 1 

Adem~s g06 es una funci6n A? -medible ya que si B E B(IR) en 

to nee s ( g ° 6 ) - I (B) = If - -1 (g - I (B)) E A? 

Sea F E A ~ entonces IF es una funci6n A ~ -medible y por 10 a~ 

terior I p 0 6 es A? -medible , ademas IF 06 = 1
6

- 1 (F) en 0 1 • Sea 

E E A ~ entonces 

f 1/-1 d jJ 
6-1( E ) u (F) 

Si ¢ es una funci6n simple en O 2 se tiene que 

f ¢ 06 d jJ = f ¢ d jJ/· 
6- 1 (E) E U 

---------
T # 



37 

Como es finita entonces es a -finitas, de donde P6 tambien 10 

es . Luego si 9 es una funci6n A ~ -medible entonces existe una 

sucesi6n {¢ n }:>1 de funciones simples tal que Llm ¢ n = 6 . 

Por proposici6n 2.1.3 tenemos 

J gdW f = Lim f ¢ n d~f 
E U E U 

donde {¢no 6} ~ > 1 de funciones simples A?-medibles tal que 

2.3 LOS ESPACIOS DE LEBESGUE Lp 

Definici6n 2.3.1. S-i. V e..6 UI1 e..6pa c.-i. o f-i.l1e.af .6obILe. Ifl., e.l1tO~ 

c.e..6 ul1a 6ul1c.-i.611 ILe.af N de.6-i.l1ida e.11 V .6e. d-i.c.e. que. e..6 nOILma e.11 

-i.. N (v) > 0 , palLa todo v E V; 

-i.-i.. N (v) 0 .6i-i. v = 0; 

iii. N ( a v) = I a I N ( v ) palLa to do v E V tj a E Ifl. ; 

iv. N ( u+ v) < N ( u) + N ( v) palLa todo u, v E V. 

S-i. fa c.ol1d-i.c.i611 ii. 110 e..6 .6at-i..66e.c.ha fa 6ul1c.-i.611 N .6e. dic.e. 

que. e..6 ul1a ~em.i-no1L.ma 6 p~eudo-nolLma e.n V. UI1 e~pa.e.io Unea! 

nOlLmal e..6 UI1 e..6 pac.-i.o f-i.l1e. af V jUl1to C.OI1 ul1a l10ILma e.11 If, 



38 

Definici6n 2,3.2. S e. a (n, AO
, jJ) Uvt e.~pac.-eo de. me.d-ed a , de.vt~ 

-t e III 0 -6 P 0 Jt L (jJ ) e l e. ~ pac -e 0 de ;t 0 d a -6 l a ~ 6 u n c. -i 0 n e. ~ m e. d -e b l e. ~ 
p 

paJta la~ c.uaee.~ JI61 P djJ < 00 , dovtde. < p < 00 

Lema 2.3.1. Se.a 6 tj 9 6uvtc.-eovte.~ e.n L (jJ), e.vttOvt C.e.6 
p 

Proposici6n 2 .3 .1. El e.~ pac.-e o Lp (jJ ) e.~ Uvt e.~p ac.-eo l-e vte.a l ba 

jo la~ o p e.Jtac.-e o vt e.~ de. 6-evt-eda-6 poJt 

( 6 + g) (w ) = 6 (w ) + g( w ), ( a6 )( w ) a 6 (w ); 

C 0 vt 6, 9 F L ( w ) !J a lR. [ Pi , p . 3 ] 
P 

Definici6n 2.3.3. V e. c.-em o~ que. do~ l.1luvtc..{. o n. e. ~ e. vt L (jJ) ~ O vt 
- P 

jJ -e.qu.-ivalen-ie.6 ~-e ~Ovt -e9uale.~ c x d(]..d. La c.ia.6e de equ.-ival -

lenc.ia de.~e.~minada po~ 6 en Lp(jJ) e.~ de.vtotada poJt [6J tj C.Ovt

~-e~te. de. e.l C.OvtjUvtto d e. to da~ la~ 6uvtc.-eovt e.~ e. vt L (jJ ) la~ c.ua 
p 

le.~ ~Ovt jJ -e. qu-eval e. vtt e.~ a 6. El e.6pac.io de Lebe.6gue L p 

Lp(U, AO
, jJ ) c.ovt~-e~ t e d e. toda-6 la~ c.la~e.~ jJ - e. qu-evale. vtte. ~ e.vt 

L p ( jJ ) • 

Definici6n 2.3.4. PaJta lo~ e.le. m e. vt;to~ d e. Uvt e.~p ac. .{.o L , de. 6.{.
p 

vt.{.m o~ la 6uvtc.-e6vt : 

(; • r ~ 

---
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Proposici6n 2 , 3.2. La 6unc~6n ~ II e...6 un a noftma e..n L 
p P 

[ 8 , p . 4 ] 

Definici6n 2.3.5. una 6unc~6n 6 de..6~n~da e..n un ~nt e.. ftvato 

ab~e..ftto (a,b) .6e.. d~ee.. qu e.. e...6 conve..xa .6~~ pa ft a eada x , YE(a , h ) 

U cada ~ con 0 < ~ < 1 .6e.. cumple que : 

6 ( AX + (I - A)lj ) 2.. A6 ( x ) + (I - A)6 ( lj ) 

Lema 2.3.2. S ~ una 6 u ne~6n 6 t~ene.. una .6 e.. ,n unda d e..ft~va d a no 

ne.. gat~ va e..n un ~nte..ftvato ab~e..ftto (a ,b), e..ntonee...6 6 e...6 e on-

v e..x a e..n (a ,b). [ 8 , p . 6 ] 

Lema 2.3.3. S e..a a lj 13 nam e.. fto.6 fte..ale...6 no-n e..g at~ v o.6 lj .6UPOH-

gam o.6 qu e.. a < A < I, e..ntonee...6 

A 1 - ~ 
a 13 < Aa + (1- 1. ) 13 

ca n t a ~g ualdad .6 at~.66e..eha .66to .6~ a 13 . [ 8 , p . 7 ] 

Proposici6n 2 • 3 . 3 • (V e.<s igua.ldad de. Hal.de./t'lI) S~ 6 E L lj 
P 

L 1 , 1 , 
1 1 

7 e..nto ne e...6 6 . ,9 E Ll 9 E pafta p > q > - + - - lj q p q 

11 0' gill < 
- 11 6 11 p . 11 9 II q . La ~g ualdad .6e .6a.t~.66ae e.. .6~ Ij .66.to .6~ p~ 

fta alguna.6 eon.6.tan.te.6 no nul a.6 a y b .te..ne..mo.6 que.. a161 P= blg lq 

ea.6~ POft d o qu~e..ft . [ 8 , r . 8 ] 

Proposici6n 2.3 . 4. (Ve.<sigual dad de. Cauc hy - B~ya~ovll~~l -

S cllUaJr..). S ~ 6, gE L 2 , e.. n.t 0 n e e...6 o. g E L 1 lj 
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Prueba. Tenemos que 0 < (1 61 - Igl) 2 

entonces 

de donde se obtiene que 6·9 E LI· 

Ademas 0 < f (ex 16 1 + I 9 I) 2dW 

= ex
2
fl 61

2
d W + 2 ex J I 6 . 9 Id W + Jlgl 2d W, con ex E IR.. 

Escogiendo ex tal que sea el menor valor. Para ella conside-

ramos la expresi6n ante rio como una funci6n de ex y encon-

-fl {g ldW J 
trando el minimo. Si ex = ) y como 1 6 1 2 d~ ~ 0 se 

fl6 12d w 

tendra que es el minimo. 

Sustituyendo el valor ex en la funci6n consi de rada tenemos 

resultado. 

Proposici6n 2.3.5. (Ve~~gualdad de U~nkow~k~). S~ 6,g E L 
P 

paJta algun p ~ 1, en.{onc.e-6 116+911p ~ 11611 p + Ilgll p '[ 8 , p .l0 ] 



Proposici6n 2.3.6 Cada 6(tI'l c.i6Vl 9 e.Vl L ( lJ ) de.6iVlida una q 

6LlHC.t6Vl f..tH e.al ac. o;(:ana F en L ( )..Jl a-6 -t 
p 

F ( 6) = J 6. gdlJ • 

e.n d a Vl d e. II F II = II 9 II q' [ 8, p. 7 6 ] 
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Proposici6n 2.3.7. Sea 0 t L ()J), 1 ~ P " .. . , e.Yl toVlc.e.6 dado p 

UVl C.OVljUVltO de. me.dida 6iVlita tal que ~ 6 - ¢ij < E . 
P 

[ 8, p.78 ] 

Proposici6n 2.3.8. S e.a (n, AO, lJ) UVl e.-6pac.io de. medida 6i -

te M. 

[ 8, p.78 ] 

Nota. En nuestro caso 1a convergencia en el espacio L , 
P 

1 < P < 00 , es a menudo referida como convergencia en 1a ~-

dia de orden p . Entonces tendremos que una sucesi6n de fun-

ciones {6 n }n>1 se dice que converge en la media de orden p 

Definici6n 2.3.6. Un ct .6uc.e6 i.6n {On} n > 1 e. Yl L p e.6 una ~u..ee -
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~~6R de Cauchy en l ~i pa~a todo E > 0 3 Ail E ) tal que ~i 
p 

HI , 1'1 ~ M ( E ) e. It tOil c e..6 116 m - 6 n II p < E . 

Definici6n 2.3 . 7 . Un. e.~pacio Li.n.eal 11otr_ /I1a ~C e~ CO 'flmpl.uo ~i 

pa~a toda ~u ce.6i6n. de Cauchy con.ve.~g e. a alg 6n. ele.men.to de. 

el e~pac.-i.o . UI1 e.~pac.-i.o n.oMnal completo e~ llamad o eltpauo 

de Banach. 

Lema 2.3 . 4. S,i. l a ~uce.~i6n. {6n}n >1 con.ve~ge. a 6 en. Lp' En.

tonceo e~ UHa ~u c e~i6 H d e Cauchy. 

Prueba. Si m,n > N( E/2), entonce s 

Entonces tenernos 

II tl m - 6 n II < 116m - 611 p + II 6 - 6 n II p < E . ~': 

Definici6n 2.3.8. Un.a ~e~.-i. e < {nn}n >1' {Sn} 1> e n. un. e~-n> 

pacio l.in.e.al n.o ~mado ~ e dice que e~ .6U1mab£.e a .ta. AUinla S ~i 

~o e~c~ibimo~ S = Inn . 
n >1 

n 

L n j II 
i >1 

0 , en. e~te ca -

A ~u v ez , la ~e~ie <{6n}n >1' {Sn}n >1> e~ ab.6o£~ame~e Auma 

b.le ~i 
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L Ilnnll < 00 

n > 1 

Proposici6n 2.3.9. Un e.6pCl~i.o .U .nea.t noft lllad o N e.6 ~ompfe.to 

.6 i. Ij ~ 6 e. a .6 .i. c. a d a .6 eJr..L e a b .6 0 e u.f a III e. VI .• t e. .6 u H7Ct b f Q. e. .6 .6 um a b f e. . 

[ 8 , p .1 8J 

Proposicion 2.3.10. (Teo~ema de Rieaz - fiac.he~). Si 

1 < P < 00 , e.nton c. e..6 e.l e..6pac.io Lp e..6 un e.6pae.io lineal no~

maf e.omp feto e.on la nahma dada e. n fa de.6i nici6n 2.3 . 4. 

[ 8, p.21 ] 

Proposici6n 2.3.11. Sea {En} (.uta -6 Uc. e..6 i.6n d e cOJtj un.to.6 
n > 1 

medible-6 di-6junto.6, y paha cada n .6ea 6n 

que -6e anula 6ue~a de En' Sea 6 

L II 6 n II p < 00 

una 6unc.i6n en L 
p 

e. J'l.t o nc e.-6 6 E L -6i 
P 

~i'eorel!llla 2. 3 . 1 . Sea F un 6uncionaf lineal acotado e.n L (u) p 

y ~ una me.dida a-6inita . Entone.e..6 e.xi.6te. un anico e.le.me.nto 

9 e.n Lq , can p + ~, tal que. F(6) J 6.9dU Ij tambi~n 

\I F II = II 9 II . [ 8, p . 8 0 J q 

Definicion 2.3.8. E.e. e..6pacio L L (11, AO, lJ ) c.on.6i.6te. de. 
00 00 

.!'.a6 CoLla/: -6 -60Y!. ac.ot ada.-6 c.t6 .l pO lt doqu ·ell . S( tl E t oo l:I 

E E A0 c.OY!. ~(E) = 0, de 6iY!..i mo-6 
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S (E) = ;., up { I 6 (w ) I: (u q: E} 

y II 6 II 00 = I I'l 6 {s ( E): E E A 0 , ].1 (E) = O}. 

Proposicion 2.3. 12. L e;., UI'l e;.,pa~io lil'leal I'lo~mad o . 
00 

[ 8, p.1 2 J 

Proposici6n 2.3.13. Loo e;., ~ompl et(J . [ 8, p .1 6 ] 

Proposicion 2.3.14. Si 6 E '-1 Y g E L , el'ltol'lc.e;., 
00 

Proposiciolfh 2.3.15. S e a 6 ul'la 6ul'lc.iol'l med,i.b le a~otada el'l -

tOI'lc.e.6 Li. m 11611p = 11611
00

, [ 8, p .1 4 ] 
p-+oo 

2.4 PRODUCTO DE MEDIDAS. 

o 0 Sea (nIl All ].11) Y (n 2 1 " 21 ].1 2 ) dos espacios de medida com-

pletos y consideremos el producto directo n1 x n2 • 

Definicion 2.4.1. Si E c n 1 Y F c n 2 • LlamaJtemo.6 a E x F 

o 0 
UI'l Jtec~lnguLo. Si E E Al U F E " 2, llama~emo;., a E x F UI'l 

~ec~anguto medib~e. 

La colecci6n R de rectangulos medibles es u na semi-algebra 

- --
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ya que 

y ~ (E x F) = (E x F) u (E x F) u (1~ x F) . 

Si E x F E R, definimos WI x ~z tal que 

Lema 2.4.1. 

~ e et~ngu lo ~ medibl e~ euya uni6n e~ un ~e ct6nDulo medible 

E x F. E nto Yl. c. e~ 

~ 1 X W Z (E x F) = L WI X W 2 (En x F n) . 
n>1 

Prueba. Sea wEE un punto fijo. Entonces para cada v E F , 

el punto (w, v ) pertenece exactamente a un rectangulo 

En x Fn. ASl F es la union disjunta de las Fn para el co-

rrespondiente wEEn . Etnonces 

(F).l E (w), 

dado que Wz · es contablemente aditiva. ASl por proposi cion 

2.1.4, tenemos 

a 

L ~2(F )· ]Jl (E) = ]J2(F )· ]Jl(E ). n n 
n > 1 



Es dec i r 

I ~ l X ~2 (En x Fn) 
n > 1 
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:': 

El Lema 2.3.1. implica que w) x ]lz satisface las condicio-

nes de la proposicion 1.3.2 y e ntonce s tie ne una unica ex-

tensi6n a una medida e n el algebra A(R), consistente de to-

das las uniones finitas de conjuntos disjuntos de R. 

Por teorema 1.3.1 tenemos que LI) x Ll2 e s una medida comp le

ta en un a -algebra RO que conti e ne a R. A esta extension de 

Lll X Ll2 es llamada la medida producto de Lll Y Ll 2 ' Si Ll l Y 

Ll2 son finitas (0 o-finitas) e ntonces Ll I x Ll2 tambi~n 10 

es . 

Observaci6n. S~ ill Y il 2 son subconjuntos d e los numeros rea 

les Y LI lT Ll2 son ambas la medida de Lebesgu e entonces 

Ll l X Ll2 es lla~ada la medida de Lebesgue bidimencional para 

el plano. 

Nota, Si Lll = Ll2 entonces WI x Ll 2 10 denotar e mos por w2 , 

Definici6n 2.4.2. S ea 6 : R C ill x f2 2 -+ lR U. vta t1UYl.C.~6Vl .• S e. 

d~c.e. que. 6 e.-6 una 6 unc.~6n m e. d~ble. c. on fte..6 p e. c.to (l R0 .6~ : 

..{. . R E RO 

..(...{. . V B E B (IR) ; 6- 1 (B) E RO
. 
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La intenci6n de l as pr6 x imas l emas es de scribi r las e st ruc -

turas de l os conjuntos q ue son medibles respecto a la medi-

da producto ~l x ~ 2 ' 

Definici6n 2 . 4. 3 . Si R e.6 c.u al qu ielL .6 UbC OVljUVltO de 0 1 x O 2 

w a ee cO l1 jtw.to 1< l OlL I' = t v C 0 2 : (w, v ) ~ J. 
w w 

Similarmente se p uede definir la secci6n transversa l en v 

para v E U2 • La funci 6n carac t erlstica de R esta relac iona 
w 

da con la de R por 

l R ( w, v ). 

Ta mbien se ti e ne que ( R) = - ( R ) y ( U R) = U (R ) para w w cr W cr W 

t o da colecci6n {R } . 
cr 

Lema 2.4.2. Sea wE ill Ij R E Rao ' EVlt onC e.6 Rw e.6 un .6UbC.OVl 

JUVltO medible d e n2 • 

Prueba. El lema es tribial si R E R ya que R serla un rec-

tangulo medible. Demostremos ahora que e s cierto para 

R E R . a 

Sea R = U Rn' donde Rn E R. Entonce s 
n > 1 

lR ( v ) l R(w, v ) 
W 

Sup lR (w, 
n n 

Su p l( R ) 
n n W 

v ) 

( v ) . 
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dado que Rn es 

medible de n 2 , 

un rectangulo medible, l( Rn) w es una funcion 

y aSl l R es mecible. Entonces R es medible. 
w w 

Supongamos e l caso que R = n R 
n > 1 n 

E R • Entonces 
a 

Inf l R (w , v ) 
n n 

= Inf 1 ( v ) 
(Rn) (,) 

n 

como lR es medible. Asf Rw es medible para todo R E Ra8 • ~ 
n 

Lema 2.4.3. S e.a R e..6 UVI e.on.jun.;to e.n. Ra8 e.o", JJ) x JJ2 (R) <oo . 

E,, ;tO I'Ie.C.6 fa 6ulle. ,l6n 9 d e.6 iI1 -lda pOlL 

g(w ) JJ 2 (R ), 
w 

Prueba. El lema es trivialmente cierto si R es un rectang~ 

10 medible ya que R = E x Fi con E E A?, y F E A ~ . Notemos 

que los con juntos de R son la union de rectanqulos medi
a 

bles. 

Sea {R n }n > l una sucesion de rectangulos medibles, disjuntos 

y sea R = 

Sea 9n(w ) = ]J 2[ (Rn) l, entonces 9n es una funci6n medible 
w-

no negativa y 9 = L 9 n • 
n > 1 



As! 9 e s me dible , y por pro posic i6n 2 .1. 3 tene mos q ue 

= P I X lJ2 ( R). 

Por 10 tanto se cumple para R c R. 
a 

4 9 

Sea R E R ~ , entonces hav una sucesi6n {Rn} de conJ'untos au J. n >1 

en Ra tal que Rn+ 1 c Rn y R = n Rn' De ac ue r do con l a hip~ 
n >1 

t e sis debe mos consi de rar WI x W2 (R 1 ) < 00 • 

mo s que 9 1 (w) < 00 c x d( WI)' Para w t al que 91 ( w ) < 00 , t e ne 

mos que { (R n ) w} n >1 e s una sucesi6n decreciente de conjuntos 

medibles , de me dida finita cuy a intersecci6n es Rw' 

As! por proposici6n 1.2.3 t e nemos 

9 (w) = W2 ( Rw) 

= Lim W 2 [ (Rn ) wJ 
= Lim 9 n (w) . 

Entonces 9 n + 9 c x d( Wl ), de donde 9 e s me dible. Luego co 

mo 0 < 9n < 91' por proposici6n 2.1.8 imp lica q ue 

j9 d WI = Lim j 9 ndW l 

= Lim WI x wl( Rn ) 

= W 1 X W 2 (R). ,': 
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Definici6n 2.4.4. S e.a E un ;.,ubc.onjull:to de. n 1 x n2 - Enton-

c e~ de6inimo~ La medida exte~io~ bidimencional inducida po~ 

k 
(Ill X 112)*(E) = I n6 I III x 112(R n ) 

n = 1 

donde {R n }n > 1 e;., cual quie.A 6 u ce.6~ 6n de e.le.m e. nto,6 de. R tal 

que. E c URn. 
n > 1 

Lema 2.4.4. Se.a E un c.onjunto paAa e.l c.ual II I x 112 (E) = o. 

Entonce,6 paAa ca~i todo w tenemo,6 que 11 2 (E ) = o. w 

Prueba. Por la proposici6n 1.3.1, hay un conjunto F en Roo 

tal que E c F Y II I X 112 (F) = O. Por lema 2.4.3, F es medi
w 

- Ie Y 112(F ) = 0 c x d(\11) por proposici6n 2.1.6. Pero 
w 

E c F , Y as! \12(E ) = O. * w w w 

Observaci6n. El lema anterior significa que \1 2 es completa. 

Proposici6n 2.4.1. Sea E un ;"ubconjuvdo medible de 0 1 x O2 

tal QUe. \11 x \1 2 (E) < 00 . Ento nc. e.;., c.a;.,i paAa todo w e.l c. o nju~ 

to E e;., un ,6ubconjunto me.dibl e. de n 2 • La 6unc.i6n 9 de6ini
w 

da POA g(w) = III (E ), e;., una 6unci6n medible de6inida 
w 

J9dl11 = I-ll x 11 2 (E). 

Prueba. Por proposici6n 1.3.1, hay un conjunto F E Roo tal 

que E c F Y I-ll x 112 (F) = \11 x 1-l2 (E). 
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Sea G = F - E, Dado que F y E son medible, 10 es G, y 

~I X ~2 (F) = ~I X ~ 2 (E) + ~I X ~2(G) . Pero como 

~I X W2 (F) = WI X W2 (E) se tiene que WI x W2 (G) = O. As! 

por lema 2.4.4 tenemos que W2 (G
oo

) = 0, almenos para to do oo . 

Entonces 

112(1" ) - 11 ;> (E) = 11 ;> ((;) = 0, 
- 00 (j) (j) 

y as! 9 es una funci6n medible por lema 2.4.3 y 

j9dWl = ~l x W2(F ) 

=WIXW2 (E). }': 

Los dos teoremas siguientes hacen posible e l intercambio de 

orden de integraci6n y el calculo de la integral con respe£ 

to a el producto de medi das por iteracciones. 

Teorema 2.4.1. (Fubini). S e.a (01, A?, WI) Ij (~h, A ~ , W 2 ) 

do~ e.~paeio~ me.dibl e.~ eomple.~o~ y 6 una 6unei6n in~e.ghable. 

i. Paha ea~i ~odo 00 a 6uneion 6 de.6inida pOh 
00 

& (v ) = 6(00, v ) e.~ una 6unei6n in~e.ghable. e.n 
00 

n 2 ; 

i' . Paha ea~i ~odo v La 6uneion 6 de.6inida pOh 
v 

6 (v) = 6( 00 , v i e. ~ una 6unei6n in~e.ghabLe. e.n 00 
n 1; 
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-<...-<... • J 6 ( w , v ) d II 2 c..6 U f1 a 6 U H L 6 VI -i. /1;(: e 9 JlCt b e. e. e. VI 

O2 

n 1; 

-i.-i.'. J 6( w, V )d ~ l e.6 una 6unc-i.6n -i.n;(:eg~able en 
0 1 

Prueba. Por la similitud de las pruebas, solo es neeesario 

probar i., ii. Y la primera parte de iii., y para 0 no nega-

+ -
tiva ya que 6 = 6 - 6 . 

La proposiei6n 2.4.1, muestra que el teorema es eierto si 6 

es la funeion earaeterlstiea de un eonjunto medible de medi-

da finita ya que IE (w, \J ) = I E ( I), 

medible y f IE d~ 2 = ~2( E ) =w9 (w) 
O 2 W w 

g(w) es medible e x d(~l) y 

donde IE es un a funeion 
w 

< 00 e x d( ~ l)' ademas 

Si 6 es una funei6n simple la eual se anula en el ext erior 

de un eonjunto de medida finita, el teorema es tribialmente 

eierto. 

Si 6 es una funeion no-negativa, por proposieion 1.3.11, n 
es el llmite de una sueesion ereeiente { ¢ n}n > 1 de funeiones 

simples no negativas e integrables, que se anulan en el ex-

terlor de un eonjunto de medida finita. ASl 6 es el llmite 
w 
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de la sucesi6n creciente {<p n) } . , la cual es medible. Por w n > 1 

proposici6n 2.1.3 tenemos: 

y as! 6 es integrable y una funci6n medible en w y 
w 

= Lim f ¢nd ( ~ lX~ 2 ) 
0 1 :xS2 2 

J tld(~lX]J 2 )' 
01 X0 2 

~': 

Para ap1icar el teore ma 2.4.1 se de be primero verificar que 

tl es integrable con respecto a ~l x ~2 es decir probar que tl 

es medible en 0 1 x O2 Y que JI61 d(~l x ]J 2 ) < 00 . La medibi

lidad de 6 en 0 1 x O2 establece ciertas dificultades, pero 

para muchos casos podemos establecer por consideraciones to-

pol6gicas. En el caso cuando ~1 y ]J2 son o -finitas, la inte-

grabilidad de 6 puede determinarse por interacciones de la 

integral. 

Teorema 2.4. 2. (Tonelli). S e.a (n 1, A ~ , ]J 1) Ij (n 2 , A ~ , ]J 2 ) 

do~ e.~pa~io~ m e.dibLe.~ o-tlini~o~ , Ij ~e.a tl una tl un~i6n me.dibLe. 

i. Pa~a ~a~i todo w La 6un~i6n tl w de.tlinida po~ 

6 ( v ) = 6(w, v) e.~ una 6un~i6n medible en n 2 ; 
w 



. , 
..{. t 

6 (wI = 6 (w, v I e ~ una ~un ci6n m e d~ ble en 
v 
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f tr w, V )d ~ 2 e~ una 6unci6 n medible e n OJ; 
O2 

.. , 
..{. ..{. . f 6 (00 , V )d~ l e~ una 6un~~6 n m e d~bte e n 0 2; 

OJ 

f [ f 6 d ~ 2] d]J J = J 6 d ( ]J J X W 2 ) = f [ j 6dw JJ dw 2 
n J O 2 0 J O 2 O2 0 J 

Prueba. Por la similitud de las pruebas, solo es necesario 

probar i., ii., Y la primera parte de iii .. 

Como 6 es una funci6n mcd i ble no- negat i v a n un spacio ~ -

t dible a -finito entonces existe {¢ n}n > 1 una sucesi6n de fun-

ciones simples tal q ue 6 = Lim ¢ n para t odo O J x O2 • Donde 

¢ n se anula en el · exterior de un conjunto de me dida finita. 

Ya que {( ¢n)} es una sucesi6n de funciones simples cre-w n >1 

cientes tal que 6 = Lim (¢ ) para todo v E O 2 se t i ene w n w 
que 6 es medible en O2 • 

w 

Ademas ¢ se anula en el exterior de un conjunto de medida 
n 

finita. Por proposici6n 2.4.1, f ¢ n( w, V)dWl es una fun
il 2 

ci6n medible en OJ. Luego 

.... ~ •... 
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Por proposici6n 2 . 1,3, f 6 (w, V )d~ 2 es una funci6n me d ible 
Q 2 

De acuerdo a los razonamientos anteriores se tiene q u e 

= Lim f ~ ( w , V )d(~l x ~ 2 ) 
G lX1l2 

= f 6 «('J , V ) d ( ~ 1 X ~ 2 ) • 

9 1X0 2 

Proposicion 2.4.2. S ea h lj 9 6 unc~o n e~ ~n~eg~a b i e~ e n 0 1 Y 

O2 h e~rec~~vamen~ e . En~onc e~ 6 (w, v ) = h( w ) . g( v ) e~ una 6 u~ 

c~6n m ed~b i e en il l x il2 Y J 6 d(~lX~2) = f hd~ l·f g d~2 
n lxn 2 n 1 11 2 

Prueba. Si h( w) = IE( w), con E E A~ y g ( v ) = lp( v ) c on 

a P E A2 y ademAs como h y 9 son integrables en 111 y 11 2 r es-

pectivamente entonces ~ l (E) < 00 y ~ 2 (P) < 00 . AdemAs 

6( w, v) = h( w).g( v ) 

lE ( w ) .lp ( v ) 

IEXP( w, v ), 

a a donde E x PEAl X A2 Y 
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f 6 (w, v ) d(}11X}1 2 ) 

{llX{l 2 

Si h y 9 son funciones simples en U I y U2 respectivamente 

k 

entonces h = I anlE 
n=1 n 

6 (W I v) = 

= 

= 

= 

1 
Y 9 = I allF . De donde 

m=1 n 

h(w).g(v) 

k 1 
I anlE (w) 

n= 1 n 
. I a~IF ( v ) 

m= 1 m 

k 1 

I I a na~IE (w) .IF ( v ) 
n=1 m= 1 n m 

k 1 

L I a a 1 IE xF ( w , v ) n m 
n=1 m=1 n m 

0" 0" 
Con En x Fm £ Al X A2 • Por 10 tanto 6 es medible en 

J 6 (W, V )d( ].11X].12 ) = J h(w)·9 ( v ) d].11 x ].12 

{lIX{l2 U lX{l2 

k 1 

L 'I a a 1 
l.. n m 

n=1 m= 1 
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k 

= L 
n=l 

k 1 
= L a ~ 1 (E ). L ex 1 lJ 2 (F ) 

n=l n n m=l m m 

Sea h( w ) > 0 y g(v) ~ 0, funciones medibles e integrables 

en 0 1 Y O 2 respectivamente, entonces existen sucesiones de 

t t 
funciones simples no decrecientes {~n}n>l Y {~n}n > l tales 

que Lim ~ n = h y Lim ~n = g . De donde se tiene que: 

6(w, v ) = h(w).g(v) 

= Lim en (w, v ), 

Tal que como h y 9 son integrables en 0 1 y O 2 respectiva-

mente entonces <P n Y ~ n 10 son y par e1 caso anterior e n e s i.!2. 

tegrable en 0 1 x O 2 y ademas e n 2 6. Lueqo por proposicion 

2.1.3 se tiene: 
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En los s~gu~entes ejemplos most~a~emos que no es posible re 

mover la hip6tesis de los t e oremas de Fabini y Tonelli. 

Ejemplo 1. E.6te e j emplo t-i.ene como objet-i.v o mO.6 .tJt(Vl. qu.e rIO 

podemo~ pJte.6cindiJt de la i ntegJtabilidad de 6 en el teoJtema 

de Fub~n~ , n~ de la no n e9a~~v~dad de n en e.l ~e.oJte.ma de To 

Sea 0 1 = O2 = z+ Ij A? = A~ = p(x). Con.6ideJte mo.6 ].l = ].l1 = ].l2 

la medida de6inida poJt ].l(E) e.6 igual al nameJto de punto.6 de 

E Ij .6i E e.6 in6 i nito entonce.6 ].l(E) = 00 E.6ta medida e.6 lfa

mada fa med~da que euenta. 

Sea. 

6 (w, \) ) = 

+ Soluci6n. Sea 6 , dado 

y ademas existe { ¢ k} ~> 1 

r 2 
- w 

si 2 . w = \) , 
- w 

1 r + 2 . si w = \) + , 

0 

+ que 6 es medible e ntonces n 10 es 

+ tal que Lim ¢ k = n . Consideremos 

k 1 k-1 
~ -1 1 -k 1 

¢ k = n:: 1 (2 - 2 ) S (n, 1 / 2 ) + ( 2 - 2 ) D (z + x~ + ) - n ~ 1 S (n, 11 2 ) , 

don de S(n,1/2) es la Bola abierta con centro en n y radio 

1/2 con la metrica discreta en z+ x Z+. 

De donde 
k-1 J + +¢k d ].l 2 = L (2-2-

n
)].l 2 (S(n,1/2)) + 

Z xZ n= 1 

k-1 
(2-2-k)].l 2 [D(Z+~+)- U S(n,1/2)] 

n=1 

k-1 
= I (2-2 - n

) + (2-2- k ) 00 

n=1 

00 ----------------~-- 8UilLlOT£C~ caNT ~. ........ . , ....... , ... 



Ademas p o r proposici6n 2,1.3 s e tiene q ue: 

= 00 , 
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- + + similar p~ra 6 . Por 10 tanto 6 no es integrable en ~ x X 

2 
- ul 

2 ; si w = v 

y 6 (v) w 
-2 + 2-w; si w = v + 1 

o 

donde 0 es medible en x+ y f +0 ( v )d~ 
w X w 

es una funci6n medible en X. Pero 

por 10 que se concluye que no se cumple el insiso iii., de 

los teoremas de Fabini y Tonelli. * 

Ejemp10 2. E.6te. e.je.mplo mue..6tlta que. no .6 e. pu e. de. lte.move.1t la 

hip6te..6i.6 que. 6 .6e.a inte.gltable. e.n e.l t e.o lte.ma de. Fubin.i 6 

qu e. ~ ~ IJ ~ ~e.an o- oinita.6 oJte.nte. al te.oJt e. ma de. Tone.lli . 

sea 1f'f- = 2 = [0,1], eon ')!( = 1f-= BI[O, lJ I. Sea ", £.a m ed~ 
da de. Le.be..og u e. IJ ~2 la me. dida que. eue.nta. En.tone e. .6 la diag~ 

nal6 = { (w, v ) E O2 X O2 : W = v} e..6 me. dib le. ( e..6 ta e.n. Ra8 ) 
~\1! 

pe.lto la oune~~n eaJtaete.Jtl.6ti ea no .6ati.ooaee. la igualdad e.n. 

la eondiei6n iii., de. lo.6 te.olte.ma.6 de. Fabini IJ Tone.lli . 

, f 
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Sol.uci6n. 
012 

Sea {n' n' n' , .. , ~} 
n 

una partie ion del inte r va 

[
i-1 i 

10 [O,lJ, entonces los rectangulos -n- ' nJ 
i - 1 i l x [--, - son n n-

[ i -1 il [J medibles ya que -n-' n- E 8( 0,1 ). Adema s 

nu [i-_1, ~J [i-1 i J x ---, - esta en R por 10 tanto pertenece a 
i=1 n n n n 0 

n . 1 . 
o (8 ([ ° , 1]) x 8 ( [ 0 , 1 J ) ), ta 1 que f:.. c · U [~, ~ ] 

i=1 n n 

para cualquier n. Entonee s 

[ i-1 :!:'J x ---, 
n n 

n 
n > 1 

G [i-1, ~J x 
i= 1 n n 

[
i-1 

n ' ~J E 0 (8([0,1J) x 8( [ 0,1J )), 

y (w, v) E n 
n > 1 

G [i-1, ~J x [i-1 ~J 
i=1 n n n ' n 

entonces (w, v ) E 6 . 

es decir 

f:.. = n 
n > 1 

[ i-1 i:.J x --, n n 

donde concl uimos que 6 es medible. 

Sea 16 la funcion caracterlstica de 6 , donde. 

[ i-1 
x ----n-' 

por proposicion 1.2.3. 

= Lim 
n -+oo 

= Lim 
n -+oo 

= 00 

I ~1([i~1, ~J) 
i=1 

n 1 L _ . 00 

i = 1n 

[
i-1 

x ~ 2 ( ---, 
n 



y ~ 2 no es a -finita. 

Consideremos f 16d~1 = 
ill 

0, entonces 

1. De donde 

a a Si Al Y A 2 son dos a -&lgebras e n 0 1 Y Q 2 respe ctivamente. 
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El a-algebra mas pequena q ue contiene a las rectangulas me

dib1es 10 de notamos po r A ~ x A ~ . ASl e 1 producto de me didas 

es definido en un a -algebra conteniendo a A ~ x A ~ y donde 

~l X ~2 es obtenido por e1 proceso de extenci6n de Corethe-

odory, por 10 tanto es comp1eta y saturada. Entonces tene -

Aa a mos e1 espacio producto de medida (0 I X O2 , 1 X A 2, ~ I X U 2 ) • 

2.5 GENERALIZACION DEL PRODUCTO DE MEDIDAS 

Sea {(On' A~, ~ n)}~= 1 una co1ecci6n de espacios de medi da. 

Entenderemos por un rectangu10 a EI x E 2 x .. . x Ekl con 

En E On p ara todo n = 1, ... , k. a 
E An ' para todo 

n = 1, ... , k entonces EI x E2 X ••• x Ek Ie 11amaremos rec 

tangulo medib1e . 

Definamos. 

c- T 
c. .. ----
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kR = {kE·. kE = E E E C E AO 1 k ·} 1 x '2 X ••• X k ' on n E n;n= , ... , 

Entonces kR as! definido es un semi-alge bra c e subconjuntos 

Nota. Para facilitar el desarrollo de las pruebas, conside 

raremos las siguientes notaciones: 

i. 

ii. 

iii. 

k 
Sea {E n }n= 1 una colecci6n de conjuntos, enton-

k 
ces El X E 2 X •.. x Ek 10 denotaremos po r E 

k k 
Y WE E por (Wn )n=1 

n=1 

n=1 

k 
Sea {~n}n=1 un a colecci6n de medidas, entonces 

k 

~ l X ~2 X ••. x Wk 10 denotare mos por ~ y 
n=1 

k 
].1 1 X ].12 X ••• x Wk = ].1. 

Sea {A O}k una colecci6n de o-algebras, ento_n n n=1 
k k 

ces A? xA~x ... xA ° = AO y o (kRl = A ?xA ~x ... xA~= AO 
n= 1 n= 1 

El lerna 2.3.1 es valido, pra los elementos de kR co n la me-

dida producto definido por: 

k 
b ( E = 

n= 1 n= 1 

Nota. La prueba del lerna 2.4.1 se desa r rolla por inducci6n 

matematica, auxiliada de la propiedad asociativa. 
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Lema 2.5.1. 

gulo~ medible~ , ~uya uni6n e~ un ~e~t~ngulo medibl e k E • En-

k k \ k k 
ton~e~ W ( E) = L W ( Ei) 

Prueba. 

n=1 i >1n = 1 

k Tene mos q ue E 
k U En entonccs 1 

n > 1 kE 

ro las kEn son disjuntas de donde. 

Por 10 cual 

= I lk 
n > 1 E _ n 

k entonces E 

\ lk-1 1· 1 = L Fn·F n , ya que ExF 
n > 1 i=1 k 

J. u J.: E P'=. 
' n ' 

n > 1 

k 

.F 1 • 
l= 

Integrando con respecto a Wk y aplicando l a proposici6n 

2.1.3, tenemos: 

lkp1. wk (F k ) = 
i=1 

Por inducci6n tenemos que 

k k 
W ( E) = I ,;': 

i=1 n > 1 

k 
Dicho resultado implica que W satisface las condiciones de 

n=1 

la proposicion 1.3.2. Por 1 0 tanto se puede exten0er a una 

medida en el ~lgebra A( kR), consistente ~e todas las uniones 
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finitas de c onjuntos disjuntos de kR• Por el teorema 1.3.1, 

k k tenemos que 1-\ es unr.l IT\edida, completa e n o ( R), denotada por 

1<. 
Aa. Si Un s on finitas 

i=l 

entonces ku t ambien 10 

(0 a -finitas) para t odo n = 1, ... ,k 

es. 

Nota, Sj. los espac i os de l11cdi da son j.9uales , e n tonces 

U I X U2 X 
k a a Aa Aa x Uk = U Y Al X A2 X ..• x k = ( ) 

k 
Definici6n 2.5.1. S,c E e-6 c.uafq u,ceJt -6ubc.ovtjuvtto de n y 

k 

E = {( WI, • •• , Wj -1 , Wj+1, ... , Wk) E n 
Wj n = 1 

nij 

Observaci6n. 

n=l 

( E ) = ~ (E ). Tamb i e n ( U E ) 
Wj Wj a Wj 

U (E) para toda colec
a Wj 

ci6n {E }. 
a 

Lema 2.5.2. Sea Wj E nj y E E 
k k 

R ;;: , C. Ovt U(E) < 00 . Evt-f.ovtc.e.-6 
k au n= 1 

E e-6 Uvt -6ubc.ovtjuvtto medibfe 
Wj 

n y fa 6uvtc.i 6vt 9 de6ivtid a 
n=1 
nr'j 

k 

U lEw· ), 
n = 1 J 

nij 

e.a LLrta 6uvtc.i6vt medib le evt OJ y J 9dUj = b (E). 
n = l 
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Prueba. La prueba de este lema es similar a la prueba d e 

los lemas 2.4.2 y 2.4.3. Por 10 eual solo prob aremos que 

k 
se cumple cuando E E R. 

Como 

don de E es un rectangulo medible, entonces I E es una funcion 

rnedible y por 10 tanto tarnbi~n IE 10 e s. Luego Ew . es rnedi 
k Wj ] 

ble en 0 . 
n=1 
nt-j 

k k 
Adernas E = E por 10 tanto Ew . = E Y 

n=1 ] n= 1 
n7'j 

k 
g (w . ) = ~ (Ew ' ) ] 

n= 1 ] 
n;;'!j 

k k 

= jJ E 
n=1 n = 1 
n ;;.! j n;;.!j 

k 

= II ]In(En) , 
n=1 
ntj 

es decir 9 es una funcion constante en OJ' par 10 tanto 9 

es rnedible en Uj can 

k 
= II l1 n (E). 

n= 1 
n;;.!j 

]J·(E · ) 
] J 

.. - -_ .. _-- .. _-
I lOT::.C 

- "-- .. -



6 6 

k 
= 1J (E). ;'; 

n== 1 

De el lema anterior $e puede fa cilmente p robar la p r oposi-

ci6n 2 . 4.1 Y desde lue go l o s t eo r emas de Fabini y To ne ll i. 

A continua ci6n enunc i aremos la ge nera lizaci6 n de los teo re-

mas de Fabini y Tonell i. 

Teorema 2 . 5 . 1 (Generalizaci6n del teorema de Fubini). S ~a 

{Inn, A ~ , 1J n)} : =1 u na co l~cci6n d ~ e~paci o~ d e medida co m p l~ 
k 

~o~ y 6 una 6unci6n in~~ghabl ~ ~ n n9 1 ~n~on c ~~ : 

~ . Paha ca~i ~odo Wj E nj la 6unci6n 6w . d ~ 6inida 
J 

k k 
POh 6wj l (wn ) n == 1) = 6 (( wn )n == 1) ~~ una. 6u. nci6 n in 

n¥ j 

k 
~ ~gha.ble. e.n n 

n== 1 
n¥ j 

~~ . J ~ 6dn~ ' ' 0 una 6 u.c~6 . ~ .t ,g~abt, ,. Uj . 

n== 1 
n¥j n¥j 

~~~. 

. .. , 

de. lo~ ~ubindic e.~ . 

Teorema 2.5.2. (Generalizaci6n del teorema de Tonelli). S e.a. 
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{(Un' ,, ~ , lln l }~=1 LU't(!. c.o{ e. c.c. ,(.611 d e e..6pac.-i. o.6 de. me.d-i.da a -6-i. 

k 
HLta.6 Ij 6 l.met, 6LlI1C.-i. 611 me.d-i. b f.e no n eg a,t-i.v a e n n En,toYlc.e.6 : 

n= 1 

~. Pa~a c.a.6-i. ,todo Wj E OJ {a 6LlI1 c.-i.6Yl 6Wj d e6-i. Yl-i.da 

k k 
po~ 6Wj(( Wn )n =1) = 6((w n )n=1) e.6 Lll1a 6LlI1 c. ,l 6 n me 

n ij 

d-i.b{e e l1 0 
n=l 
nij 

f 
k 

k 6d II 
n n=l 

11 =1 n~j 

n~j 

~ ,<....< .. . 

de {Of., .6Llb-£l1d-i.c. e..6 . 

En base a los resultados obtenidos hasta el momento y sus 

respectivas generalizaciones, nos permite presentar de mane-

ra superficial el caso, para una sucesi6n de espacios de me-

dida. 

Sea {(On ' A ~, lln)}n >1 una sucesi6n de espacios de medida y 

definamos el conjunto: 

00 

E = E ; 
n>1 

k k 
donde E E AO, con k > 1}, 

n= 1 n= 1 

llamado el semi-algebra de cilindros de 0 y definamos 

00 

II ( E) 
n >1 

k 
H lln(En)' donde II 

n >1 n=1 

n >1 

es la medida de 
k 
AO 

n=1 
, con 



con k > 1 . 

~e~t~ngulo~ medible~ ~uya uni6n e ~ un ~e~t6ngulo medible 

Enton~ e~ 

00 

~ ( E) 
n > 1 

entonces 
n > 1 n > 1 

100 = lEI 1 E 
E n > 2 

= L IE k·1 Ek 
k > 1 

- n > 2 

Integrando con respecto a ~I y utilizando la proposicion 

2.1.3, tenernos. 

k I 1 Ek • ~ I (E 1 ) • 

k > 1 
n > 2 

Por induccion sobre n tenernos que 

~ (ooE) = I w (ooEk)' 
n > 1 k > 1n > 1 
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00 
E. 

La proposicion anterior nos da la pauta para poder extender 

00 
~ a una rnedida en un &lgebra que contenqa a C y por teor~ 

n > 1 

00 
rna ~.3.1, podemos extenderla a una medida en a ( C). Denotada 



AO" • por 
n > 1 

Proposicion 2.5.2. c.on ]J (El 
n > 1 
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< 00 

Entonc.e~ Ew. e~ un ~ubc.onjunto medible de n y la ~unc.i6n 9 
] n > l 

de6~n~da ro~ ntj 

]J (Eu ')' 
n > 1 ] 
n"1j 

]J (E). 
n > l 

Nota. Si los espacios de rnedida son iguales entonces denota 
00 00 

rernos ]J x ... x ]1 x ... = ]1 ; n x n x ... x n x ... = n y 
0" 00 0" 

x ... x A x ... = A • 



CAPITULO III 

APLICACION A LA TEORIA DE PRO BAB ILIDAD 

impo~tan~ia ~n ta teo~~a de P~obabitidad, teniendo como meta 

et T eo~ema de to~ G~ande~ Nam e~o~ y et T eo~ema de L ~mite Cen 

t~at. E~ de a~ta~a~ que t06 t eo~ ema6 de Fubini y Tonetti 6e 

ningan mom enta 6e ha bla de la dimen~i6 n del e~p aci o mu e6t~al , 

Hi det tipo de va~iabt e6 aleato~ia6 qu e p~e6 entamo6. 
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3,1 ESPACIO DE PROBABlLlDAD 

Definici6n 3,1.1, S e llama 6en6meno atea~o4~o 6 expe~men~o 

~ea~o~o, al expen~mento s que aunque puede ~uceden de d~~

t~nta manena en un ~n~tante dado ~o lo pued e hacenlo de una 

de ella~. 

Nota. Un experimen-to aleatorio tiene las siguientes caracte 

rlstieas: 

i. Es posible repetir cada experimento indefinida

mente sin cambiar eseneialmente las condiciones. 

ii. Podemos describir el conjunto de todos los re

sultados posibles del experimento, aunque no p~ 

demos indicar eual sera el resultado. 

iii. Cuando se repite un gran numero de veces, apar~ 

ce un modelo definido de regularidades. 

Definici6n 3.1.2. S ea s expenimel1to aleatonio. Ve6il1imo~ el 

ellpa.c.-io muellVta.l. 0, c.omo el C.Ol1jUl1to de tod o.6 lo .6 fte.6ultado.6 

pO.6ible.6 de ~. Adem~.6 a todo .6ubc.ol1junto de 0 le llamaftemo.6 

llucellOll 6 even~OIl. 

Nota. A ~ se le canace como suceso imposible y a 0 como su

ceso seguro, Ademas ~l sueeso que consta de un solo elemento 

se l~ama suceso elemental. 



71 

Observaci6n. Pued en existir varios espacios muestrale s aso-

ciados al rnisrno experirnento a lea torio. 

Definici6n 3.1.3. Se a s un expeh~m e n~ o aiea~oh~o y n ei e~ 

E no oe~e ~~~ w £ E. 

Nota. Si E Y F son sucesos. EUF es el suceso de ocurrencia 

sii E ocurre 6 F ocurre y EnF es e1 suceso de ocurrencia 

sii E Y F ocurren 

Definici6n 3.1.4. S ea E y F do~ ~ uce~o ~, V~hemo~ que ~ on m~ 

Definici6n 3.1.5. Sea ~ una m ed~da en un G- ai ge bha AG. ~ e~ 

una med~dd de phobdb~l~ddd ~ ~ ~(n) = 7. 

Nota. Toda rnedida de probabilidad la denotarernos por p y 

sirnplemente le llamaremos probabilidad. 

Axioma de Ko1mogorov. Un e~Pdc~o de p4obdb~Lidad e~ una teh 

na In, pG, pI en do nde . 

I --;e~·:-:--_ 
_. I C~NTR l 
._ III II! , ----- - "' .. ", -. 
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i.A. . po e..6 e..f. o-a..f.ge. bJt..a de. .6 ubconjul'[;to.6 de 0 . 

Propos~ci6n 3.1.1. (P~op~e.dade..6 e.le.me.nta.ie..6 de. una pAobab~-

~dad). Sea puna pJt..obabi.iidad ~obJt..e. un a..ig e. bJt..a A de. ~ubcon 

junto~ de n. Enton e e.6 : 

i. p(¢) = 0 y ptE ) = 1 - ptE), paJt..a E E A. 

ii • S i E, F E A e nt 0 n c e~ p ( E U F) = p (E ) + P ( F ) - P ( E (' F) • 

~~~ . Si E, F E AyE c F e.n;tonce.~ ptE) ~ p(F). 

en;tonce~ p[ U En] < I p(E n ). 
n > 1 n > 1 

L[m p(E n ) p(E). (Co~R~dad poJt.. abajo). 

L~m p(E n ) = ptE ) (Con~n~dad poJt.. akA~ba) -

Ejemplo. Si 0 e.~ un e.~pacio mue~;tJt..a .i 6inito. Entonc e.~ 

ptE) == 
nume.Jt..o de. mane.Jt..a~ e.n que s puede. ocuJt..Jt..iJt.. a 6avoJt.. de. E 
nQme.Jt..o total d e. ma ne.Jt..a~ e.n qu ~ oe~Jt..Jt..e. ~ 

e6 una me.dida de pJt.. obabilidad e.6 en po. 



Soluci6n. Por definici6n p (E) ~ 0, p (U) = 1 y p (¢ ) = 0, 

Ademas como U es finito entonces pO tiene 20 (U) elementos . 
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Esto significa que no p uede existir una sucesi6n con table de 

sucesos excluyentes, por 10 tanto basta probarlo para un nu-

mero finito de sucesos excluyentes. 

Sea EI Y E ~ dos suces o s mutua me nte e xcluyent s (disjun tos ), 

entonces e1 numero de maneras en que s puede ocurrir a fa vor 

de El UE2 es igua1 a la suma de e1 numero de maneras en que 

s puede ocurrir a favor de El y ~l numero de maneras en que 

s puede ocurrir a favor de E 2 . Por definici6n 3.1.3. 

Luego p(E 1 UE 2 ) = P(El) + P (E 2 ) • • ': 

3.2 PROBABILIDAD CONDICIONAL. 

Definici6n 3.2.1. (E, A~) e..6 u.n e..6pac,i.o me. dib-fe. ft e.du.cido 

de. e.-f e..6pacio me.di b-f e. (n, AOI .6 i E E AO Y FE E A~ e..6 igu.a-f 

° a E r) F, can F E A. 

Definici6n 3.2.2. S e.a El Y E do.6 .6 uc. e..60.6 a.6ociado.6 can un 

e. xpe.ftime.nto ~, I ndicafte.mo.6 ptE / Ell -fa pftobabi-fidad de. E can 

fte.~p e. cto a-f e..6p ac.io mue..6tfta-f fte.du.cido de. E l , E.6 de.cift -fa pft~ 

babi-fidad de. que. ocuftfta e.-f .6u.ce..60 E, dado qu e. ha ocu.ftftido e.-f 

.6 u.ce.6 O E 1 , Ve. 6inim o.6 p IE / Ell = p IE(1E 1 )/pIE I I, con p u.na p~~ 

babi-fidad .6ob~e pO, 

.. IILIOTECA CriNT"A~ ..................... 
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Proposicion 3.2.1, p( l EI) el.l una P Jto b a b -O~_ -i. dC(d , 

Pruepa. Por definici6n 3.2.2 se tiene que 0 ~ p (E/ E I ) ~ 1. 

Ademas si {F n }n >1 es una suce si6n excluyente en pO entonces 

p ( U F n IE I ) == 
n >1 

== 

== 

p (E I ) 

p ( U (EI( ~ Fn)) 
n~ 1 

P (E I ) 

L p(Ed ~ Fn) 
n > 1 

L p(ElnFn ) 

n >1 p(Ed 

== L p(Fn/EI). * 
n > 1 

Observacion. Cuando calculamos p(E) nos preguntamos que tan 

probable es que estemos en E, sabiendo que debe~os estar en 

n, y cuando evaluarrDs p(E/Ed nos preguntamos que tan proba-

ble es que estemos en E, sabiendo que debemos estar en E I , 

es decir el espacio reducido (E I , AO). 
E I 

Nota. A p(E/EI) se conoce como la probabilidad condicional 

de E con respecto a EI 

Proposici6n 3.2.2 (Teorema de multiplicacion de probabilida

des). S ea (n, pO, p) un el.lp a c.-i.o d e me did a , e n,t on c.e-6 

k 
p ( n "En) p(E I ). p(E 2 / E I ). P (E 3 / EI,E 2 ) ... p (En / EI, ... ,En-I)' 

n=1 



Proposici6n 3.2.3 (~eorema de Bayes), 

a~oc~ado con n. En~once~ 

Prueba. 

E~L~.l§uL__ . 
k ' 
l p (E/En)p(En ) 

n=1 

p(Ern/E ) = P ( }T~(nl 

= P (E/Ern) . p (Ern) 
k 
L p (E/E n ) .p (E n ) 

n= 1 

75 

k 
S e~ {En }n=1 una pa~-
k 

U En) Y E un ~uce~o 
n= 1 

m = 1, 2, .", k. 

Nota. Al teorema de Bayes tambien se Ie lla ma formul a para 

la probabilidad de las causas, puesto que las En son una pa£ 

ticion del espacio muestral, uno y 5610 uno de los sucesos 

En ocurre. Por 10 tanto la formula anterior nos da la proba-

bilidad de un En particular (esto es una causa), dado que el 

suceso E ha ocurrido. 

3.3 INDEPENDENCIA 

Definici6n 3.3.1. Sea (n, pO, p ) un e~pac~o de PJtobab~.t~dad . 

Vec.~m o~ qu e do~ ~Llc. e~o~ E y F e n p O .6on -independ-ien.t:u ~~ 

p(E/F) = p (E) y p(F / E) = p (F). E~ d e c.~ Jt qu e .ta ocuJtJtenc.~ a 

de uno de ello.6 no ~~ene in6luenci a al gu na e n l a oc.uJtJtenc.ia 

o no oc.uJtJtenc.ia de e.t o ~Jt o . 

Proposici6n 3.3.1. E Y F ~O '1 indepel1diel1~e.6 .6~~ 
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p (E (l F) p (E). p (F) . 

Definici6n 3.3,2. Ve.c.iYllo.6 que. e e..6 un.a c.ill.6e. de. e.Ve.nt:Oll -in -

de.pendie"~e~, .6i pa~a tQda c.ole.c.c.i6n. 
k k 

{ En} n == 1 e. 1l e .6 e. ti e. n. e. que. p [ n En] = 
n== l 

lo.6 En .60n. -in.d e.pe.n. die.n.te..6. 

Oin.-t t a de. 
k 
IT p(E n ). 

n=l 

e.ve.n..tO.6 

E.6 de.c.ift qu e. 

c.e..6 y eA e..6 un.a c.la.6e. d e. e.ve.n.tO.6. Ve. c.imo.6 qu e. {SA: A E A} e..6 

un.a 6ami.Ua de. c.itUU i.ndepe.nd.i..e,uu, .6i c.ada 

{E A: EA E eA, C. on. A E A} e..6 un.a c.la.6e. de. e.ve.n.tO.6 in.de.pe.n.die.~ 

te..6 . 

Proposici6n 3.3.2. S e.a {SA : A E A} un.a 6am-ilia d e. c.la.6e..6 in. 

de.pe.n.die.n.te..6 tal que. SA e..6 c.e.ft~ado bajo in.te.~.6e.c.c.ion.e..6 oin.i 

ta.6. En.to n. c.e..6 {a(e A): A E A} e..6 un.a 6amilia de. c.la.6e..6 in.de.

p e. n.di e. n.t e..6 • 

Prueba. La prueba se desarrolla por recurrencia sobre el nu 

mero de sucesos que son inde pendientes entre si. 

Para n = 2; sea E E S6 Y definamos I A (E) = {F E a (SA ): E y 

F son independientes}, A 1 6 . Entonces I A (E) c a (SA ) yade

mas 8 A c I A (E), par hipotesi s . 

Evidentemente n E I A (E) y para Flt F 2 E I A (E) can Fl c F 2 se 

tiene: 



p [E(I (F 2-Fd ] = p[ E (! F 2-E (! F 1 ] 

= p (E (lF 2 ) - p (E (') FI) 

= p (E) . P (F 2 ) - p(E) . p (Fd 

= p (E) . [ p (F 2 ) - p (Fd ] 

= p tE) . P ( F 2- F d 

y p [ E () (F I lJ F 2) ] = p[ (F It) (F 2- F I )) n EJ 

= p[FI n E lJ (F 2-F j} (J E] 

= P (Fl ()E ) + p[ (F 2- F d n EJ 

= P (F 1) • p (E) + P (FI-F 2 ) . p (E) 

= p (E).[ p (F 1 ) + p (F 1 -F 2 )] 

= p (E} .P(FI U F 2 }, 

es decir F2 - Fl Y Fl U F 2 estan en I I.. (E) . 

Adem~s si { En}~> 1 en I I.. (E) entonces haciendo 

k-1 
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Fk = Ek - U En E I I.. (E), p or los resultados anteriores. En
n=1 

tonces 

p[( U En} (IE ] = p[ ( U Fn) (IE] 
n > 1 n > 1 

= p[ U (FnnE)] 
n > 1 

I p (F n ) . p (E) 
n > 1 

p (E) .p(E U En ), 
n > 1 



es d e cir U En E I A (E) . 
n 1 

Por 10 tanto I A (E) es un V- sis t ema y p or l a proposici6n 

1.3.5 tenemos que a ( e
A

) = I A (E). 
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Sea I A(E), con E E a (e S) e ntonces E E I A(E'), con E ' E e A, 

para algun A E A. Luego E ' [ I A (E), de dond e 0A c I A (E ) y 

ademas I A (E) es un V-sistema entonces por proposici6n 1.3.5 

a ( 8
A

) = I A(E). 

Hemos probado que cualq uier par de elementos q u e tomemos de 

dos clases distintas de a -algebra son independientes. 

Supongamos que se cump l e para m, es de cir si tomamos una fa-

milia de sucesos de c a da e
A

, {E
A

: EA E a (e
A
), con A E A} en

tonces al tomar m eleme ntos de este conjunto se tie n e q ue 

m m 
p ( n En ) 11 P (En) . 

n= l n=l 

m m m 
Sea I S ( n En ) = {F E a ( e

S
): p( n En (lF ) = 11 p(En ). p (F) } con 

n=l n=l n= l 
Ei E a( e n .). Lo demas d e la prueba es similar a la parte an-

1 

terior de esta. * 

3.4 LA INTEGRAL DE LEBESGUE - STIELTJES 

Sea Q el conjunto de numeros reales y B(IR) la clase de to-

dos los conjuntos de Borel. 

IBlJOTt:.CA Cb 1 . 
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Definici6n 3.4.1. Lt vto. mecl-i.d a ~ d e_fl -tn-i.dCl- e r[ B (lR) U o-i.H-i. t a 

paJta c.onj(J,nto-6 a.c.otado-6 e..6 .t.tC{mada. /nJed-i.da de Ro.ltd tm l a /tee 

,ta It. e.at • 

A cada medida de Borel finit a nosotros podemos asociar una 

funcion F definida como: 

F( x ) = )J (- oo , xJ 

La funci6n real de variable real F es llamada funcion acumu-

lativa de distribuci6n de )J . 

Tenemos que )J(a,bJ = F(b) = F(a), ya que: 

)J (a , b] =: )J { ( - 00 f b] - (- f (1 l } 
)J (- , b] - ]1(- oo ,a] 

= F ( D) - F(a). 

LeIma 3.4.1. S-i.)J e.6 una. me.d-i. da. de. Bo tc..e.f n-i.n-i.ta. e.n fa. tc..e.c.ta. 

tc..e.a.L e.nto nc.e..6 fa. nunc.-i. 6n a.c.umu f a.t-i. va de. di.6ttc..ibuc.i6n F e. .6 mo 

n6tona. no de.c.tc..e.c.ie.nte. y a.c.otada, fa c.ua.t e. .6 c. ontlnua potc.. La 

de.tc..e.c.ha. Ade.m~.6 Llm FIx) = o. 
X-+- oo 

Prueba. Se a X. l > X2 entonces (- 00 , X1J J (- 00 , X2J , por 10 tan-

to )J (- oo , x lJ > ]1(- 00 ,X 2J . De donde F(Xl) ~ F( X2)' Por otra paE 

te como (a,b] es la intercepci6n de l os conjuntos (a,b+1/nJ, 

esto implica por la proposici6n 1.2.3 que 

)J (a,b] =: Lim )J(a,b+1/nJ, y aSl F (b) =: Lim F (b+1/n) = F (b+), 

ya que 
n -+ oo 

(- oo ,b] =: n (- 00 ,b+1/n]. 
n > 1 

n -+OO 
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Asi una funci6n acu~ulativa de distrib uci6n es acumu l a tiva 

po;r la dere cha. 

Dado que ¢ = n (- 00 , -nJ tenemos que Lim F (n) = 0 y entonces 
n+- oo 

Lim F {;d O. Ademas F es acotada dado que ~ es finita. 
X+- oo 

Tenemos que jJ{b } = Lim jJ (b- 1/ n ,b] 
n + oo 

= Lim F(b) - F(b-1/n) 
n +oo 

-
= F(b) - F (b ) . 

Entonces F es continua en b si y s6lo si el conjunto {b } tie 

ne medida cero. 

Debemos demostrar que hay una unica me dida de Borel jJ tal 

que jJ(a,b] = F(b) - F (a), para todos los interva l os de la 

forma (a,b], donde definimos F( oo ) = Lim F ( x ) y 
+ 00 

F(- oo ) = Lim F ( x). 
X+- oo 

I..eJmIIa 3.4.2. S e. a Puna 6 une.i6n mo n6to na 110 de.e.lte.e.ie.nte. y e.o n

tlnua pOIt La d e.lte. e.ha. S i (a, bJ c U (an, bnJ e.ntone. e.~ 
n > l 

F(b) - F ( a ) < I [F(bnl (anl ] . 
n > 1 

Prueba. Sea E > O. Po r ser F con t lnua a l a derecha se tiene 

que Lim F(b n + 11k) = F(b n ), es deci r que existe un k n > 0 
k+oo 

. 
tal que P(bn + 1/kn ) < F(bn ) + E/2n. Y ademas existe k > 0 

f~· --.... E", T I/O , , ... . ,. -...... .. -
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tal que F(a + 11k ) < F(a ) + E . Entonces lo s interva los abier -

tos (an ' b n + l/k n ) cubren e 1 inte rvalo cerrado [a + 11k , bJ. 

Luego w[a + 11k , b] < w[ U (an , b n + l/kn )] 
n > 1 

< I w(a n , b n + l/k n ), 
n > l 

pero w(a + 11k , bJ < w[a + 11k, bJ y 

Luego w(a + 11k, bJ < I w(a n , b n + l/kn ) 
n > 1 

F(b) - F(a+l/k) < L [F(bn +l/kn ) - F (an)] 
n > 1 

F (b) - F (a) - E < I [F (b n ) - F ( an ) + E/2n] 
n > 1 

F(b) - F (a) < L [F(b n ) - F(an )]. ~', 
n > 1 

Proposici6n 3.4.1. S e. a F una 6unc.-i.6n mon6-tona no de.c.Jt e. c.-i.e.n-te. 

l a c.u.al e. ~ c.on-tinua poJt la de.Jte.c.ha . En-tonc.e.~ hay una unic.a me. 

dida w -tal que. paJta -todo a y b -t e. n e.mo~ 

w(a,b] = F (b) - F ( a ). 

Prueba. Sea C' la semi-algebra consistente de todos los in-

tervalos de la forma (a,b] y sea w(a,b] = F (b ) - F (a). En ton 

ces W satisface las condic i ones de la proposicion 1.3 . 2, y a 

que W es aditiva y ademas sat i sface e l lema 3.4.2. Por 10 t a n 

to admitimos que W es la unica extencion a una medida en el 
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algebra generada por C', donde IR = U (n,n+l]. Por t eo r e ma 

1.3.1 ~ puede ser extenid~ a una medida en un a -&lgebra q ue 

contiene a C'. Como S(IR) es la mas pequena a -algebra que co~ 

tiene a C', por 10 tanto tenemos la extencion de ~ a una medi 

da de Bonel. * 

Coro1ario 3.4.1 Cada 6unc..-l6n F mon6tona ac.otada, la c.ual e..6 

c.ontlnua po~ la de.~e.c.ha e.6 la 6unc.i6n ac.umulativa de. di.6t~ib~ 

c.i6n de. una anic.a me.dida de. Bo~e.l 6inita .6i c.umpl e. c.on 

F(-ooJ = o. 

P~eba. Sea F una funci6n mon6tona acotada y contfnua por la 

derecha, entonces e x iste una Gnica medida de Borel U tal que 

para todo a y ~ se tie ne u(a,b] = F(b) - F(a); por Proposi-

cion 3.4.1. De donde si a = - 00 entonces 

u (- oo ,b] = F (b) - F (- 00 ) , 

pero u(-oo) = O. Luego F(b) = u (- oo ,b]. 

Definici6n 3.4.2. Una 6un c.i6n F: Ill. -+ III 6e. llama 6u.nc.i6n 

diAVLibuc.i611TJ. .6i >f).a.ti .6 6ac.e. lct-.6 ,6iguie.Hte..6 p~opie.dade..6 : 

-<... F (w J e..6 no de.c.~e.c.ie.nte.' 

-<..-<... F( - oo J = 0 y F(+ oo J = 1, e.n donde. 

F ( _ 00 J Lim F ( x) y F ( +00 J = Lim F ( x J 
x-+ - oo x-+ oo 

iii. F(w) es contlnua por la derecha y tiene llmite 

por la izquierda. 

IIIIJUOT5CA C5NT'R#t. .. 
•••••••••• ••• ~ •••••••• I 
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Ejemplos de funciones de distribuci6n 

0; w < O. 

(a) F (w) = w; 0 < w < 1. (uniforme) 

1, w > 1 

w < 0 
(b) F( w) = r ; - 8w 1-e ; w > 0 y C > 0 (exponencial) 

(c) F (w) 
1 fe- t2

/
2
dt (normal) = 

/27T 
_ 00 

tl L Ae- AW . W > o Y A > 0 (d) F(w) = kT I 

k=O • 

o ; w < 0 (poisson) 

en donde [ w] denota la parte entera de w 

Definici6n 3.4.3. Sea 6 una 6une~6n med~bfe de Bo~ef no neg~ 

~~va y F e~ una 6une~6n mon6~ana no dee~ee~en~ e fa euaf e~ 

eon~,[nua po~ fa de~ eeha, d e6-<: n~mo~ fa i.JU~egJta..1.. LebeAgue. 

Stie.Lt:.ju de 6 eon ~ e,6pee.to a F eomo: 

J6dF = j6d ].1. 

Vand e ].1 e.6 fa m ed~da de Bo~ef qu e t~ene a F eomo fa 6une~6n 

aeumufa.t~va de d~~~~~bue~6n. 

S1 6 es positiva y negativa. Decirnos que es integrable con 

respecto a F si es integrable con respecto a ].1. 
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Proposici6n 3.4.2. S e~ 6 una 6unci6n mon6tona no dec~ecien-

te Ij d e6btamQ.6 

F * ( x ) = Lim + 6 ( Ij ) • 
Ij-+x 

P04 La d e4 echa e i guaL a 6 donde quie4a que ~ .6ea cont~nua 

P04 t a de4 ec ha. Ad ema.6 (F*)* = F*, lj .6i 6 Ij 9 .6on 6u nc io ne6 

todo x Ij en to.6 pu nto.6 en to .6 cuaLe.6 .6on cont~nua.6 . Entonce.6 

F* = G* . 

Prueba. Se a x . .:. y e ntonc e s x + h .:. y + h, h > o. Par hip6te -

sis 6( x + h) > 6( y + h) par 10 tanto 

Lim+ 6 (x + h) > Lim 6 ( y + h), 
h-+O h -+ O+ 

es decir F* ( x) > F* ( y ) • 

Ademas 

Lim+F*( x') = Lim+ Lim+6( z) 
x-+ Ij x-+ Ij Z-+ x 

= Lim+ Lim ( x + h/2) 
x-+ Y h/2+0 

= Lim Lim 6 ( y + h) 
h/2 -+ 0 h/2 -+ 0 

= Lim 6( y + h) 
h/2 -+ 0 

= F* ( y). 
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Luego F* es contfnua por la dere cha y (F*)* = F*. 

Sea Lim+ n ( Y) esto significa que para todo E > 0 existe 6 > 0 
Y-+x 

tal que 0 < Y - x < 0 entonces 16(u) - LI < E . 

Consideremos E 1 entonces e x iste On > 0 tq 0 < Y - X < On n . 

1 
entonces 16( y ) - LI < ~, Yn • 

Pero como 6 y 9 son iguales para casi todo x entonces existe 

De donde sea { ~n}! > 1 una sucesi6n de puntos tornados de la for 

rna anteriorme nte expuesta con xn -+ x por ser 6 creciente. En

tonces {g( Xn )}!>1 tal que para E > 0 existe un N E IN tal que 

1 
E > N y se da que 19 ( xn ) - LI < E siempre q ue n > N, es de-

cir g( x n ) -+ L . Luego Lim+ ( y ) = L. 
y-+x 

3.5 ~1EDIDA EN c[O)l] I 

Sea C[O,l] el espacio de toda s las funci ones contfnuas en el 

intervalo [O,lJ. C[O,lJ es un espacio metrico con la metrica 

d( 6 ,9) = Sup 16(t) - 9(t) I· 
O<t <l 

Consideremos los subconjuntos de C[O,l], de la forma: 

--==---8I1h.'OTaCA - -_ . . I........ C NT At 
•••• 



o 
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k > O. LLamados cLlindros. 

Sea Sc la colecci6n de todos los cilin 

dros. 

Lema 3.5.1. S c es un semi-algebra ll~ 

mado la semi-algebra de los cilindros 

de C [0, 1J 

Prueba. Evidentemente C[O,1] E Sc' ya 

que C [0,1] = A (t 1 i IR). Ademas considere 

mo s A ( t I , • • • , t k ill , • • • , I k ) y 

A(t~, ... ,tl ; I~, ... 1 1
). Entonces 

e e 
1 

Sea A(tl, ... ,tkiII, ... ,Ik) en S c entonce s 

';" A(tl, ... ,tki II, ... ,Ik) es el conjunto d e las 6 E C[O,1] 

que no pertenecen a A(tl, ... ,tkiIl, ... ,Ik) es decir 

(6(td, ... ,6(tk )) i I1x ... xlkt por 10 tanto 

(6(tr), ... , 6 (tk)) E ~ IIX ... xlk' Pero 

m n n n n 
~ IIX ... xlk = U IIX ... xlk tal que Ii = Ii 6 Ii = ~ Ii. 

n=1 

~ n n ~ U I 1x ... xlk, para algun n. 
n = 1 

significa que 

Esto 



n=1 

•• Sc es un semi-algebra. * 

Lema 3.5.2. Sea. B(C[O, 1J) .i.a. a-~fgebJta. de BOJte f de C[O, 1J 

con fa. metJt~~a. d. Enton ~ e¢ a (Sc) = B(C[0,1J). 
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Prueba. Antes de iniciar la prueba en sf, trataremos de vi-

sualizar que son las Bolas abiertas can centr o 6 y radio 

r > 0, 6 E: B(C[0,1J). 

1 

Sea 6 E: A(tl, ... ,tki 

1 

S(6,r) = {g E: C[O,lJ: sup 16 (t)-g(t) I<r} 
O<t <l 

esto significa que 

16(t) - g(t) I < r 

-r < g(t) 6 (t) < r 

-r + 6 (t: ) < g (t) < r + 6( t) . 

II, ... ,Ik), es decir 

( 6 (t 1 ), ••• ,6(tk» E: IIx ... x1 k . 

Sea r = mim {I 6 (t i) -a ii, I 6 (t i) -b i I } , 
i 

entonces S(6,r) es la bola abierta can 

centro en 6 y radio r > O. 

Sea 9 E: S(6,r), entonces 
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Sup 16(t) - g(t} 1 < r, es decir 16 (t i )- g (ti) 1 < r 6 10 que 
O<t<l 
es fo mismo g(ti) € (6(ti) - r, 6(ti) + r} c Ii, Vi, Esto si~ 

Luego a(Sc) c B(C[O,l]). 
8IlJllOreCA cli --T~ • •....•....•.. ~ .~.A .... 

Sea S(6,r) la bola abierta con centro en 6 y radio r > 0, co~ 

entonces 

n A(r n ; In} = S(6,r). 
n>1 

••• a(Sc ) B(C[O,I]). 

con 1·(')1'· ='+'. 
1 J 'f' 

Prueba. Sea A(t1, ... ,tk;I1, ... ,I k ) y A(t~, ... ,t~ ;Ii, ... ,I~) 

disjuntos y supongamos que para todo i = l, ... ,k y j = l, ... ,m 

se tiene que ti ~ tj v lin Ij ~ <p. Entonces consideremos las 

siguientes alternativas. 

Si t. ~ t '. A I· n I'· =,+, 6 t · ~ t '. A I· (') I '. ~ </> V·· Es 1 J 1 J 'f' 1 J 1 J 1,J· 

evidente que se puede encontrar una funci6n 6 E C[O,l] tal 

y 6 E A(t~, ... ,t';I~, ... ,I'}. m m 

Si ti = tj A lin lj ~ </>, entonces es posible encontrar una 

funci6n 6 E C[O,l] tal que 6(t i ) = 6(tj) E linlj. 

Lo anterior contradice nuestra hip6tesis, por 10 tanto se de-
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be tener q ue ti = t~ con I i(\ I~ = ¢ . 
IBlIOTrCA CIiNTItA 

.. ,........ • l 
au ••••••• 

Resfprocamente, si existen i,j tal que ti t'. A I .n I'. =,1, 
J 1 J 't' 

y suponemos que A (t1, ... ,tk;I1, ... ,I k ) Y 

A(t~, ... ,t~ ; I~, ... ,I~) no son disjuntos e ntonce s existe 

6 E C [0,1] tal que 

es decir 

(6 (tIl, ... , 6 (tk )) E IIX . .. xI k y (6 (t~), . . . , 6 (t~)) E Ilx ... xI~. 

Lo que contradice el hecho de q ue Ii y I ; sean disjuntos. * 

Observaci6n. 

con In = IR; n = k+ 1, ... ,m. 

Teorema 3.5.1. (medida de wiener) . Ex-i.6te ul1a u.11-ic.a med-ida 

de p~obab-it-idad W el1 (C[O,1J, B(C[O, 1J) tat que pa~a todo 
w 

ti c [O,lJ, a i < bi EIP.., -<-= 1, ... , k,k~O (tomemo.6 

0< tl < t z < ••• < t k .6-<-11 p~~d-<-da de gel1e~at-<-dad ). Tel1emo.6 

1 
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I 
l 

La me. d-i.da de. pJtobab-i.f-i.dad ]J ' .6e. fla m a fa medi..da de Wi..eneJL. 
w 
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Prueba. Trivialmente]J es una funcion no negativa. Por una 
w 

simple aplicacion de el teorema de Fubini tenemos que 

1 

{ n n '} Sea A(tl, . . . ,tki II, ... ,Ik ) 1 una sucesion disjunta en S , 
n > c 

tal que n n 
U A(tl, ... ,t ilk, ... ,Id = A(tlt ... ,tkiI I , ... ,Ik), 

n > 1 

(es de notar que k 10 hemos considerado fijo dado la observa-

cion anterior) . 

Sea ( ~ I, ... , Xk) E II x ... X1k, entonces existe una funcion 

9 E C[O,l] tal que para ti se tiene g(t.) = x ., i=l, ... ,k. 
1 1 

Es decir 9 E A(t1, ... ,tkiI I , ... ,Ik) Y por hipotesis 

U n n 9 E A(tl, ... ,tkiII, ... ,Ik)' Entonces 
n>1 

9 E A(tl, ... ,tk;Ir, ... ,I ~ ); para un i co s , 6 su equivalente 
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1 ( ) I s 1·5 d· ue go Xl, .", Xk E l X, •• ·X ·k, es eClr 

5 5 
U 1 lx • • • X- 1k. 

n > 1 

n n Sea ( X lf •• • , Xk) E U 1 l x. ••• . I k , entonces 
n > 1 

5 - 5 
( Xll • • • , Xk ) E II X. ~ •• x I k . Similar a los razo n amientos anterio-

res se tien e que 

Lo q ue se a probado es que Il x • •• X1k = n n 
U 1j x ••• X1 k, donde 

n > 1 

{1~X ... X I~}n > 1 es una sucesi6n disjunta de rect§ngulos medi

bles. 

( 

(I2n) kit 1 (t , ~t tl . ~tk-tk - tl J 
1~ X ••• Xl k 

( x - Xk_l) 21 I 
+ ... + t t . .~ J k - k- l ) 

d( x j, ••• , Xk) 

+ ... + 

+ .•• 
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por proposici6n 2.1.6. 

Luego por proposici6n 1.3.2, ~ se puede extender de forma 
w 

unica a una medida en e1 algebra A(Sc) y por teorema 1.3.1 

~ se puede extender una medida en o (Sc) = B(C[O,l]). Dicha 
w 

extensi6n es unica ya que 

1 (x n -x n _ 1 ) 2 

"2 tn-tn - l 

Es decir ~ es finita ~ (C[O,l]) = 1. * w w 

3.6 VARIABLE ALEATORIA. 

Nota. A menos que se indique 10 contrario, de ahora en ade-

lante (a, pO, p ) denotara un espacio de probabilidad arbitra 

rio y (IR,8(IR)) la recta r ea l con sus conjuntos de Borel. 
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Definicion 3.6.1. Una 6unci6 n ~eal X: 0 ~ IR e·s un a vatia -

man 6u.nc..ionu de. BoJte.t. 

Al igual que en los cursos de probabilidad elemental, una va-

riable aleatoria la interpretamos como una propiedad numerica 

de un experimento, con un valo r que depende del a zar. La con-

dici6n de que X sea una funci6n medible es de gran importan

a cia puesto que si p es una p robabilidad en (0, P ), s6lo tie 

ne sentido hablar de la probabilidad del c on junto 

{w: X(w) E B} cuando este Gltimo es un evento. Por c onvenien 

cia el evento {X(w) E B} sera escrito simplemente como 

{X E B}, pero es importante hacer nota r q ue es t e Gltimo es un 

a elemento de la a -algebra P . 

El espacio RX' el conjunto de todos los valores posibles de 

X, se llama algunas veces recorrido. En cie rto sentido pode-

mos considerar a RX como otro espacio muestral. El espacio 

muestral 0 corresponde a res ultados no numericos (posibleme~ 

te) del experimento, mientras que RX es e l espacio mues tral 

asociado con la variable aleatoria X, que representa la ca-

racterlstica nume rica que pue de ser de intere s . 

Oefinici6n 3 . 6.2. S ea 1;; u ri e.x.pvLime.n-to Ij 0 un e..6pac.io mue..6-

-t~at. S e.a X una va~iabte. ate.a-to~ia de.6inida e.n 0 Ij .6e.a RX .6u 

~e.c.o~~ido . Se.a B un .6uc. e. .60 ~e..6pe.c-to a RX; e..6-to e..6 B c RX' Su 
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p ongam o~ qu e E 6 e d e6 ine 

E = {w E Q: X( W) E B} . 

En e6te c.a60 de.c.imo6 qu e. E Ij B 60n ,6 l..lc. e6 0,6 equ-ivalent e,6. 

Proposici6n 3.6.1. S e. a X una vahiable. al eatohia 6obhe. un e.6-

pac.i o de p~ o babilidad (U, pO, pJ Ij 6 e. a 

P X ( B) = p ( {X E B}), B E B (IR) . 

Entonc.e.-6 Px e-6 u na medi da. llamada. f a. di..6tA.ibuc.i.6n de X. 

La funci6n acurnulat iva de distribuci6n de Px es llarnada fWl

ci6n de distribuci6n de X. 

Observacion. Par la unicida d de la proposicio n 3.4.1 

Los siguientes resultados son criterios 6tile s para decir si 

una funci6n es variable aleatoria (ad ernas de los expuestos en 

la seccion 1. 4) . 

Proposici6n 3. 6 .2. S ea e una c.olec.c.i6n d e. -6ubc.onjunto 6 de 

~ tal que. o le) = B(IR). Una c.ondi c.i6n ne.c.e.6a.hia Ij -6u6i c.-ie.nte 

paha que. una 6unc.-i6n heal X, -6ea pO-medible (vahi able. aleato 

hia) e6 que X-I IE) E pO paha todo E E C. 

Prueba. La n e cesidad d e la condicion es clara. 
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Sea 

v = {E £: B ( IR ): X - 1 (E) £: p O} , 

e s evidente que V es un a -Algebra. Por 10 tanto C eVe S (IR) 

y por consiguiente a (C) c a(V ) = V c S(IR) 

Pero por hip6tesis a (C) = S (IR) , por 10 tanto V S(IR) . .. ': 

Proposici6n 3.6.3. S e.a 6 una 6unc.i6n d e. BoJt e. .e. y X una vaJtia 

b.e.e. a.e.e.atoJtia. Enton c. e.¢ .e.a c.ompo¢ic.i6n Y = 6 oX e.¢ tambien 

una vaJtiab.e.e. a.e.e.atoJtia . 

prueba. Sea B E S (IR) , entonces 6- 1 ( B ) E S(IR) puesto que 6 

es una funci6n Borel - medibl e . Luego 

{wdl:Y( w ) £: B} = {wdl:6(X( w )) £: B} = { wd2:X( W) E6- 1 ( B ) } Ep a. ;': 

Nota. Dado que una variable aleatoria no es mAs que una fun

ci6n medible. Son varialbes aleatorias todas las funciones 

expresadas en las proposiciones 1.4.4 y 1.4 . 8. 

El siguiente resultado es importante e n probabilidad y esta

dfstica pues da la existencia de una variable aleatoria con 

una distribuci6n dada. 

Teorema 3.6.1. S e.a F una 6unc.~6n de. d~¢tJt~buc.i6n aJtb~tJtaJtia 

e.n~onc.e.¢ e.x~¢~e. un e.¢pac.~o de. PJtobab~~~dad (n, p O, p ) Y u na 

vaJt~ab ~e. a~e.a~oJt~a X de.6inida e.n el, ~a~ QUe. X ~ie.ne. c.omo 

6un c.i6n de. di¢~Jt~buc.~6n a F. 
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Prueba. a Sea (Q, P , p) e1 espacio de probabi1idad asociado 

a F dado por 1a proposici6n 3.4.1, 

(n , po, p ) = (IR , B ( IR ), P F) • 

o sea 

'.lIOTI!CA CINTRAl -: .............. ~ .. ~ ..... 
Definamos X; lR -+ IR como X (x) = x, X E: lR. Entonces X es una 

variable aleatoria y obviamente 

o sea X tiene funci6n de distribuci6n F. 

Definici6n 3.6.3. Sea X un.a 6un.c.i6n. p?x .. . xP~-medible. e.n.ton. 

c.e.-6 de.c. ,tmo-6 que. X e..6 un.a valLi.able aleat:.olL-i..a k-d-i..menc.-i..onaf.. 

Proposici6n 3.6.4. Si X e..6 un.a vahiabfe afe.atohia k-d-i..men.-

c.-i..on.af e.n.ton.c.e.6 X e.6 un.a vahiable. ale.atohia (k-l)-dime.n.c.io 
IJ 

n.al. 

Prueba. Consecuencia inmediata del teorema de Tonelli. 

3.7 VARIABLES ALEATORIAS INDEPENDIENTES 

Tal como definimos e1 concepto de independencia entre dos s~ 

cesos E Y F, definiremos ahora las variables a1eatorias inde 

pendientes. Lo que queremos decir intuitivamente es que X y 

Y son variables a1eatorias independientes si e1 resu1tado de 

X, digamos, de ninguna manera inf1uye en e1 resu1tado de Y. 
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Defini ci6n 3.7.1. Ve. c..imo.6 Qu e d06 v~lL-i..abte~ a..te~.toti~h X y 

Y 40n independienie4 .6~ a (X) y a lY) 40n ind epe. ndie.nt e.6 . 

En general si {X n } 1 es una suces i6n de var i abl e s aleatorias~ 
n > 

decimos que son independientes si { a ( X ) :n >l} es una familia 
n -

de a -algebra ind€pendiente s . 

la.6 va~~able..6 al e.ato~ia.6 Xl, .. " Xn .6 e.an in de.pe. ndie. nt e..6 e..6 

que. V(Xl, ••• ,X n ) E IRn. 

VOl1de. 
11 

{Xl < Xl"",Xn < Xn} = n {Xi < Xi} 
n=1 

Prueba. Sea Xl, "" Xn var iables aleatorias independie n t es 

entonces { a (Xi ): i =l , ... ,n } e s una familia de a-algeb r as 

independientes entonces 

p(X l < Xl , ••• ,X n < Xn) 

Reclprocamente si para todo ( X 1 , ••• ,X n ) E lR n se tiene que 

p(X l ~ Xl, ""Xn ~ Xn ) = p (Xl ~ Xl ) ••• p(X n ~ Xn ). Entonces 

consideremos el conjunto 8i = {{Xi ~ Xi }: xi E IR} , es eviden 

te que 8, es cerrado para l a s intercepciones f initas y ademas 
~ 

{ei: i = l, ... ,n } es una fami l ia de clases independientes. 

Por proposici6n 3.3.2 se tiene que {a ( e i ): i = 1, ... ,n} es 

una familia de clases inde pendientes . * 

• 
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El siguiente resultado asegura la exi stencia de una sucesi6n 

de va r iables aleatorias independ i e ntes con distribuciones da 

das. 

Proposici6n 3. 7.1 '(Ko!m.ogorov). 

de 6u»Qio»e~ de di~t~ibuQi6» e» IR, exi~te u» e~paQio de p~~ 

babilidad (n, pO, p) e» donde ~e enQuent~a de 6inida una ~UQe 

~i6n {X n }n > 1 de va~iable~ aleato~ia~ independiente~ y Fn e~ 

la 6unQi6» de di~t~ibuQi6» de Xn , pa~a » > 1. 

Prueba. Sea Pn = PF
n

; n ~ 1 en donde PF
n 

es la medida en 
00 00 

( IR., B (IR)) por proposici6n 3.4.1. Se a (IR , 0 ( C)) el espacio 
00 00 00 

(IR , 0 ( C)) de probabilidad y p es la probabilidad en 

k 
en donde P = P I X", XP n, Definamos para n > 1 

00 x . 
n' IR + IR 

Xn es una variable aleatoria, ademas {X n ~ x} es un cilindro, 

00 

p ( X n < x ) P n ( (- 00 , x J) = F n ( x ) , 

es decir Xn tiene distribuci6n Fn' 

Es de notar que {X il :::.- xn } = IR x IR x ... x(-oo, xnJ x ... xIRx ... 

por 10 tanto {X 1 :::.- Xl, ... , Xn:::'- Xn, •• • } = ( -oo ,XIJ X .. • X (_ oo ,X nJ x ... 

entonces 

00 

P (Xl . < Xl, •• "X n < Xn) 
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Par lema 3.7.1 se concluye la prueba. * 

3.8 VALOR ESPERADO Y MOMENTO 

Oefinici6n 3.8.1. S e.a (n, pO, pl ttn e..opac.io de. pftobabitidad 

aftbitftaftio y X una vaftiabte. ate.atoftia. Si X e.o integftabte en 

12 de6iYlimo.o e.,t vatoft e.opeftado de. X. (Ve.not ado POft E(Xl l, c.o-

rna: 

E(Xl = fnXdP. 

En general si r > 0 y J Ixlrdp < 00 definimos el r-€simo 
n 

momenta de X como 

Proposici6n 3.8.1. Se.a (n, po , p) un e..opac.io de. pftobab~tidad 

y PX ta di.otftibuc.i6n de. X y F .oU 6unc.i6n de. di.otftibuc.i6n. 

Enton c.e..o 

Prueba. Cons~derando 6(x) D una funci6n B (Ill. )~m dible y X 

la. transformaci6n de (n, p a , p) a. (1R, B(IR), Px), donde 

6 0 X = X. Entonces por teorema. 2.2.2 tenemos 

f Xdp = f x PF(xl. 
12 lR 



Si~ilarrnente s e prueba la segunda afirmaci6n (haciendo 

it: 

En general si g: IR + IR es una funci6n rnedible entonces 

E(g( X )) = f g(X )dPF(X)' 
IR 

100 

Definicion 3.8.2. S e. a F una OUI1CA:' 611 de. di .6 t ltib uc.i6H y de.6iH~ 

mol.> OF = {x € lR: F(x) - F( x -) > O}, 

e.11 dOl1de F(x-) e..6 eL Llmite. pan La izquienda de. F e.11 x . 

Proposici6n 3.8.2. El C. OYl. jUYl.to VF e.6 a La mal.> l1umenabLe. 

l'>rueba. Para cada entero n = 1,2, ... , sea 

V n = {x € lR: F ( x ) - F ( x -) > 7 /11} . 

Entonces Vn no tiene mas de n puntas porque s i las t uviera 

m 

Vn = U {X i}, donde [{X i}}:=1' son disjuntos y rn > n. Luego 
i=1 

m 

= L F(Xi) F(xiJ 
i= l 

m 
> I lin 

;!. =1 

> 1, 

contradiciendo e1 h e cho de que r- r es una robabi1idad . 

. I 
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Pe ro V
F 

= U Vn e1 cua1 es a 10 mas numerable y a que cada Vn 
n > l 

es fi ni to. ~'; 

De:finici6n 3.8.3. Ve..c. -i.rnof.. que. F e..6 un.a 6u.nc-i6n de d-ibvubu. 

c.-i.6n d-i.~cJr..e:ta si P F (V
F

) == 1. E ,~ d e.c. ilL e. f. c.o lljun.to d e. puntof., 

de cfi.-6C o l7t cll u {riari dC' F t;(,~I (, )J.'W L}((/ l Ol c'dari (I)lU. V{I im o f[LU' 

Si F es una distribuci6n disc reta 1a E(X) se convierte en la 

e xpr esi6n. 

E (X ) = J xdPF (x ) 
(2 

= f xdp F ( x) + J xdp F ( x ); P F (IR - DF) 0 
V F IR -VF 

== L XI (X = x ); PF { {x} ) = p { X x) 
XEV F 

En donde 1a suma es s obre un numero a 10 mas numerable de pu~ 

tos. Si p {{x} ) > 0 decimo s que x es un atomo de F. 

Definici.6n 3.8.4. Ve,c,{.l11 o.6 qu.e u.vta, 6unc..i.of't de. d..i..6.tIL..i.buc.-i.6n 

no-nega.t..(.va 6, ~lamada ~a denc~dad de F .ta~ que palLa .todo 

x E ·IR 
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F(x) = JX 6(t)dt. 
- 00 

Para una funci6n de distribuci6n absolutamente continua la 

E(X) se convierte en la expresi6n, 

ya que dPF(X) dF 

= f x6 (x)dx 
IR 

= f oo x6(x)dx, 
- 00 

6(x)dx. 

lJIilUOTIC C8NTRAl .. , ........... . - ........ ,.. 

Proposici6n 3.8.3. S ea g: IR -+ Ill. una 6unc.'{6n med'{b fe en.tonc.e.6 

.6 e .ti el1 e : 

E(g(X)) = I g(x)p(X=x) 
XSPF 

con.tll1ua c on den.6idad 6. 

Proposici6n 3.8.4. S ea X y Y va~.{abfe.6 afea.to ~.{ a.6 e n UI1 e.6p~ 

cio de p~obab'{fidade..6 (0, pO, p). 

,(.. Si X,Y S L I , eYl.tonce..6 pa~a cuafqu.{e.~ a s IR .6e. 

.tie.ne. E(X + Y) = a E(X) + E(Y). 

,(.,{.. Si X,Y s LI Y X < Y, e.n.tol1ce..6 E(X) < E(Y). 



v. 

E(X.Y) = E( X ).E(Y). 

E(l x.YI} < I (E( X} } 2 

Si X E Ly Y E Lr pa~a q > 1, r > 
q 

1 / q + 1 / r = 1. E n,to nC'. e.-6 E ( I X . Y I) < 00 Y 
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IE(X. Y) I < E( I x .yl) ~ (E( IXlq
)) 1 /q . (E( I Yl r

) ) 1 / r 

vi. Si X,Y E L pa~a algan q > 1 e n~onC'.e-6 
q 

E( Ix+Yl
q

} < 00 Ij 

(E( Ix+yl q )} 1 / q 2. (E( IXl q ) 1 /q + (E( I Yl q ) j 1 /q . 

Prueba. Es inmediato probar por la definicion de el valor es-

perado las propiedades i., ii .. Ademas las pro piedades iv., 

v., vi., se presentan como una aplicacion de las proposicio-

nes 2.3.3: 2.3.4 y 2.3.5 .. 

Como 1A• 18 = 1A(l 8 = 1AxB se tiene que 

E (X, Y) = J X Y dp 2 = f x Y dp X x P Y 
Q xQ IRxlR 

y por la proposi-

cion 2.4.2 se prueba la propiedad iii. ~': 

Definici6n 3.8.5. La di6 e~enC'.ia X - E(X) -6e llama d~~pe~-

~~6n 0 UaA~anza de la VaA~abte alea~o~~a X y -6e de-6igna po~ 

V(X1 al valo~ medio C'.uad~a~iC'. o de la d~-6pe~-6i6n , e-6 deC'.i~ 



Proposici6n 3 . 8 .5 (Propiedades de l a dispc["si6n). Sea X I Ij 

Xz vaniabl e~ aleatonia~ e n un e~pacio d e p~o b abilidad 

(n, pO, p ). 

-t. S~ K E IR e HtOYlc. e~ D(KX 1 ) = K 2 . D(X 1 ) 

1U4 

-t-t. S~ Xl Ij X Z ~O'1 \)a1l.-tabl e. 6 a.f e.ato~i.a6 -t~'1de.r e l1d ,i.e.Yl.te.~ 

entonc.e~ V(X] + X 2 ) = D(X I ) + V(X 2 ) 

Prueba. Por definici6n 3.8.5 tene mos 

v ( KX 1 ) 

K E ( X l - E(X I )) 2 [ ' 2] 

Ademas 

o 

Luego 

D(X I + X2 ) ' : E[((X I - E(X I )) + ( X 2 - E(X 2 )))2] 

E[( X I -E( X I )) 2] + 2E[(X\-E(X\))( X 2 -E(X 2 ) )] 
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1) ( X I ) + 0 (X 2 ) • ~: 

Proposici6n 3.8.6. (Desigualdad de }tlI.arkov). S ea X LLna vaJt-<".a

bl e aleatoJtia en un e~pacio de pJtobabil-<".dad (n, p O, p ) Y 

O <q<oo 

Prueba. 

Sea Xl 
Ix I 

Ix I 

< E 
, E > 0 

> E 

ya que J Ix1lqdp = cqp{IXI ~ EL 
u 

Luego 

p( Ixi > E ) < E( Ixlq) 
E

q 
~': 

Corolario 3. 8 • 1 . (Desigualdad de Chebyshev). Sea X una vaJtia 

p( Ix - E(X) I > E ) ~ , \j E > 0 
- E2 

La desigualdad de Chebyshev rnuestra que si e1 valor esperado 

se puede despreciar, practicamente, la probabilidad de reali-
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zaci6n del suceso {IXI > s} es pequefia, entonces tambi~n ser~ 

pequefia la variable aleatoria X, es decir Ixi < E . 

Si X > 0 y E(X) E( /XT ) = 0, entonces X Ocxd (p ). 

Definici6n 3.8.6. Una 6un~i6n z : n ~ ~ tq Z( w) = X(w) + Y( w )i 

.6e. llama u(vLiable ai..eat:.olLia compleja .6i e..6 unct 6un~i6n me.di bl e. 

~omple.ja. Si X, Y E LI, de.6inim o.6 

E(Z) = E(X) + E(Y)i 

Hasta el momenta hemos presentado par~metros asociados con la 

distribucion de variables aleatorias tales como E( X) y V(X). 

Estos par~metros miden ciertas caracteristicas de la distribu 

cion. Sin embargo surge la pregunta de si hay un par&metro si~ 

nificativo que mida de alguna manera el grado de asociacion 

entre dos variables aleatorias. 

Definici6n 3.8.7. Se.a X, Y E L1 va~iable..6 ale.ata~ia.6. Ve.6ina 

mO.6 C(X, V), e.l eoe'~e~ent:.e de eo~~ac~6n, e.nt~e. X y Y, como: 

C(X,Y) = E[(X-E(X)) (Y-E(Y))] 
IV(X)V(Y) 

donde. V(X) Y V(y) Son di.6tinto.6 de. ce.~o. El nume.~ado~ 

E[(X-E(X)) (Y-E(Y))] .6e. llama coua~anza de X y Y Y .6e. de.nota 

° pa~ X Y. 

Observaci6n. °X Y E(XY) - E(X) E(Y), y si X Y Y son indepe~ 

----- ---- -- . 
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dientes se tiene que C(X,Y) O. 

Definici6n 3.8.8. S e. a X Ij Y vaJt ,i.ab le..6 alc.cd.oft-i.a .6 . Ve. c.-i.rrlO.6 que. 

x Ij Y .6 a n. t1P c.oJtJl.elac..i..o nada/) .6,[ C ( X, Y) = o. 

Observaci6n: Si dos variables aleatorias son no correlaciona 

das no significa que sean independientes. Por ejemplo sea X 

una variable aleatoria distribuida simetricamente, con fun-

cion de densidad 6(x) tal que 6(-x) = 6(x), - 00 < x < 00 Y sea • 
Y = Ixi. Entonces a pesar de que la variable Y es una fun-

cion de X, el coeficiente de correlacion entre X y Y es cero, 

ya que 

y E[(X - E(X)) (Y - E(Y))] E (X· Y) 

= foo x lx I6(x)dx 
) 

00 

= o. 

3.9 MODOS DE CONVERGENCIA, 

Definici6n 3.9.1. Se.a {X n } 1 Ij X vaJt-i.abfe..6 ale.atoJt-i.Q.6 de.6-i.n> 

n.-i.da~ e.n. eL m-i..6mo e..6pac.-i.o de PJtobab-i.l-i.dad (n, po, p). 

-i.. Ve.c.-i.mo.6 que {X n } > c.onve.lLge. Qa..6.i .6e.gud.a.me.n-te. a. 
n 1 
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.tamb-i.e.1'l. ttamado eonvVlge.ne..ia eon plLobab.iUdad 1 lj 

de.l'!. o.tada po~ Xn C.s > X. 

-i..{_. 0 e.e.-i.nl 0.6 que. {X n} n> 1 e.o nveltg e. en pltO bab.iUdad a X 

.6-i. pa~a cuatqu-i.e.~ E > 0 L-i.m p( IXn- x l > E ) 

I'!.o.tado po~ Xn --p--> X. 

0, de.-

O. Oe.l'!.o.tado po~ Xn 
y 

- - - > X 

Observaci6n. La convergencia con probabilidad 1 no es mas 

que la convergencia c x d(p), es decir 

Lim Xn(w) = X(w) c x d(p) 

Ademas si Xn ---Y-> X entonces Xn ~> X ya que 

Proposici6n 3.9 . 1. Xn C.s > X .6-i. lj .66to .6-i. pa~a cuatqu-i.e.~ 

E > 0 .66to oe.u~~e.1'!. Ul'!. I'l.ume.~o n-i.I'!.-i..to de. to.6 .6uce..60.6 

A~ = {IXn(w) - X(W) I > E}, I'!. > 1 e.OI'!. ta e.xce.pc-i.6 1'!. d e. W E 0, 

p (0) :: O. 

Prueba. Sea WEn - 0 entonces para cualquier E > 0 existe 

N > 0 tal que 

W E {IXn(w) - X(w)1 < d, n > N, 

. I 



E e s decir que solo ocurren un nGmero finito de las An. 

Sea Sk = {w: solo un nGme ro f inito de Al / k ocurre} 
n 

= {w : Al /k 
WEn ' 

Si W E Sk entonces 

I 
1 

X (W) < k ; 

es decir que W s olo pertenece a un numero finito de A1
/

k
-

1 
n 
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+ de donde W E Sk -l. Por 10 tanto {Sk}k> l sucesion de suceso s y 

para e1 suceso S n Sk s e ti ene que p (S ) = Lim P (Sk) por pr£ 
k > l 

posicion 1.2.3. Como par hipotesis para cua1quier E > 0 ocu

rren solo un nGmero finito de sucesos A~ entonces P(Sk ) = 1, 

para k > 1. Par 10 tanto p(S) = 1. 

La anterior significa que W E S Y para cua 1quier E > 0 existe 

N > 0 tal que Ix (w) - X (wll < E , n > N, es decir X c . s > X .~·: 
n 

Lema. 3.9.1. (Bore1 - Cante11i). Sea {E n }n > l una .6uc.e.6..i.6n de .6~ 

c.e.6O.6 an b..i.tnan ..i.o.6. S..i. L p(E
n

) < 00 , entonc.e.6 oc.unn e c.on pnoba 
n > l 

b..i.l..i.dad 1 .66lo un nameno 6..i.n..i.to de tal e.6 .6 u c.e.6O.6 . 

Prueba. Sea 

S = {WEn: W pertenece solo a un numero finito de los En> l}. 
n 
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Es claro que si ocurren un numero finito de las {En}n >1enton-

ces ocurren un numero finito de las {Sn}n > 1' do nde {Sn }n >1 es 

una sucesion decreciente de sucesos. 

Tenemos que .s n Sn y por proposici6n 1.2.3 
n > 1 

pIS) Ltm p(Sn) 

Ltm p( I Ek ) 
k >1 

Lim I plEk ) 
k >n 

= Lim [ I plEk) L pI Ek ) ] 
k >1 k=1 

= 0 

Lo que significa que pIS) = 1, es decir que los suce s o s 

{E n }n >1 s6lo ocurren un numero finito de ellos a excepcion de 

los elementos de S c n tal que pIS) = o. 

Teorema 3.9.1. (Ley debil de los grandes n6meros). Sea 

{X n }n >1 una ~uc e~i6n d e va~iabl e~ al ea~o~ia~ ind ep e ndi e n~e~ 

igualm e n~e di~~~ibuida e~ d e ci~ E(X n ) = a y 0 2 = V( Xn ), 

l'l = 1,2, ... Y ~ea Xn = LX. EIl~once~ Xn -p-> a. 
n k= 1 n 

Prueba. Tenemos que 

E IXn ) - . I EIX n ) a 
yt 

k=1 

V(~ 
n 

0 2 
y V IXk) = I Xk) = 

yt 
k = 1 n --------I --0---- __ _ 

I ltOTEC C ----f. r E TR l I 

~-



Observemos que 

Es decir Lim 

X -_P_> a. 
n 

E[ (Xn 

~t: 

= 

= 

= 

- a) 2 ] 

I E[(1: I Xk 
n k =l 

---
IV {Xn ) 

0 -
In 

= 0, Luego 

Observaci6n. P ( I Xn - a I < E ) > 1 -

- a) 2 ] 

2 
Xn --> a de donde 

, E > 0 

Teorema 3.9.2. (Ley fuente de los grandes nlirneros). S ea 

te ~ndepend~ente~ y no 
- 1 

V(X n ) = 0 2 . Sea Xn = -n 

Qo~~etat~va~ Qon E(X n ) = a y 
n 
\ X + X C.s L n en~o nQe~ n ----> a. 

k =l 
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Prueba. Sin perdida de generalidad se puede considerar a = O. 

Segun la desigualdad de Chebyshev para cualquier E > 0 

Segun el lema 3.9.1, con la probabilidad 1 pueden ocurrir un 
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solo numero finito de s ucesos E 
n 

{Ix 21 > £ } n = 1,2, ... Y 
n 

d d d ..... 3 9 1 X c.s e on e por propos~c~on .. n 2 ----> o. 

Consideremos 

entonces 

X* 
ya que {I~I 

n 2 

X* 
n 

> 

= Max \Xn2 + ... + Xk \, 
n 2 +1<k < (n+l) 2 

(n+ 1) 2 X 
n 2 + ... + 

£ } = U { I 
k= n 2 +1 n 2 

Xk 
\ 

rio 3.8.1 tenemos 

X* (n+l) 2 

p(\~\ > £) < L 
(k-n 2 ) 

0 2 
2 k=n2+1 n 4 £2 

OL 
(n+ 1) 2 

< L (2m 
n 4 £2 

k=n2+1 

0 2 
2n.2n = 

n 4 £2 

4 0 2 
= 

n 2 £2 

X* 
4 0

2 1 
Y 2 p(\-E..\ > £) < 2 < 00 . 

n > 1 n 2 £2 k>l n 2 

> £L 

+ m2 -

Por corola-

n 2) 

Por consiguiente, con la probabilidad 1, puede ocurrir solo 
xri 

un numero finito de sucesos S = {\ -- \ > £} , n = 1,2, ... , Y 
n n2 
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de tal modo que 
X* 

n c.s 0 --> , por proposici6n 3.9.1. Es decir, 
n 2 

para cualquier n, m2 ~ n < (m+1) 2 tenemos 

Definici6n 3.9.2. S ea {F n }n > 1 una -6uc.e -6-i 61'l de 6ul'lc. -iol'le-6 de 

d~-6t~~buc.~6n. S~ ~X~-6t~ una 6unc.~61'l d~ d-i-6t~~buc.-i61'l F tal 

QU~ L~m Fn(x) = F(x), 

pa~a todo x pUl'lto de c.ol'lt-il'lu-idad de F, dec.-im u~ que {F n }n>1 

c.onvVtge. ct.l rLiAVL-ibu.uon 6 de.b-il.me.n.-te. a F. Ve.c.-imo-6 que ul'la 

-6uc.e-6-i61'l de va~-iable-6 aleato~-ia-6 {X n }n>1 c.onve~ge en d-i~~-i-

bu.c.-i6n a. X -6~ la-6 c.o~~e.-6pond~ e.nte.-6 6unc.-i.on e.6 de. d-i-6t~,i.buc.-i.6n 

F c.onve.~ge.n deb-i.lmente a F la 6unc.-i6n de d-i.6t~-ibuc.-i6n de X. 
n 

V Venotado po~ Fn ---> F. 

Observaci6n. V 
Decir que Fn ---> F es equivalente a decir 

que Lim p({x' < X < x"}) = F( x") - F(x'), para cualesquiera n _ 

puntos x', x" en los cuales F(x.) es continua. 

Observaci6n. Se puede tener una sucesi6n de funciones de 

distribuci6n Fn que no converge a una funci6n de distribu

ci6n. Sea 

F (x.) 
n 

= 10
; 

ll; 
si x. < n 

si x > n, 
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entonces Li m Fn {x ) 0, Vx E Ii y F = 0 no e s una fu n ci6n 

de di s tribuci6n. 

Ejemplo 4. 1 
Sea Xn - N(O,-) , X 

n 
o y ¢ 1a funci6n de dis-

tribuci6n normal estandar 

Fn{ x ) = lP ( /D x ) 

t si x < 0 
y sea F (x) 

1; si x > 0 t.q 0 E DF• 

f~; si x 0 

Lim Fn{x) si 0 t x = 

1· si x 0 , 

Por 10 tanto 
D 

Fn - - > F. 

Observemos tambien que para cua1quier E > 0 

p ( I Xn - X I > E ) = p ( I Xn I > E ) 

1 p ( I Xn I < E ) 

1 - (Fn( E) - Fn(-E) 

= 2 ¢ ( -:/n E ) , 

de donde Lim p{.I xn - X I > E) -; 0 6 sea Xn - p- > o. 

Ejemplo 5. Este ejemp lo muestra que variables aleatorias 

discretas pueden converge r a una continua. 

Sea X - u(O,I) y Xn uniforme me nte distribu i da en 

j=1, ... ,2n 6 s ea 
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Entonces 

r:-1 
0 x < 

Fn(x) = 
j-l 

< x < i 

17 ' 
2

n 
2

n 

1 ; x > 1, 

asi, si x es tal que .1-1 
< x < _1 

2 n 2 n 

IFn(x) F (x) I j - l 1 
= - x < 

2n 2n 

Luego Lim Irn(x) F ( x ) I 0 de donde Fn 
D F. - = y --> 

Proposici6n 3.9.2. Si l a ~u~e~i6n de la~ 6un~ione~ de di~-

bilmen~e ha~ia la 6u n~i6n de di~~hibu~i6n de La vahiabLe X, 

en IR 

Prueba. Para cualquier e > 0 sa encuent ra un valor finite \ 

de a que 

p ( I X I < a) > 1 - E i 'In = 1, 2, • • • ( 1) 

. I 
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Tomando un interva10 10 suficientemente grande [-ao,aoJ para 

10 cua1 pi Ixi ~ ao} ~ 1 - ~ y por hip6tesis Lim p i IXn l ~ ao ) 

= pi Ixi < ao), obtenemos que para n > n o y a > a o se cump1e 

(1) y para cada numero finito de los valores restantes 

n = 1, ... , no con la correspondiente elecci6n de a, tambien 

se cumplira. 

Como 6 es continua limitada se tiene que 161x) I ~. k, x E IR 

Y ademas 6 es una funci6n Borel - medible en [-a, a], enton-

ces existe 

6 I x) 
E 

Xk- 2 < X < Xk Ik = 1, ... , N) 

x < -a y x > a, 

donde -a = Xo < Xl ~ ... ~ xn = a son puntos de continuidad 

de la funci6n F de distribuci6n de X tales que 

161x) - 61xkl I < E para Xk-l < x ~ xk' De la condici6n (1) 

se deduce que 

= Jg 16 1X n) 6 1Xnlldp E 

= J 161X n ) 
{ IXnl ~a } 

- 6E IX n )dp + 

f 161X n ) 
{IXnl >a} 

- 6 (X n ) I dp E 

< J Edp 
{IXnl~a} 

+ j I 6 ( X n I I dp 
{ Ixnl >a} 



'"'-

< (k+1) E . 

Para todo los n = 1,2, ... yanalogamente. 

IE( 6(X)) - E(6 (X) )I < (k+l) E , 
E -

para cualquier N fijo . De la relacion p(x.' < X < x.") n _ 

obtenemos que 

N 

N 

L 6 (xk )p(X k- 1 < Xn ~ Xk) 
k=1 

-> I 6(Xk)p(Xk- l < X < Xk) 
k=1 

E (6 ( X) ). 
E 

En conclusion tenemo s que para cualquier E > 0 

Lim 16 (X n )) - E(6(X)) 1 < 2(k+l) E 

IE ( 6 ( Xn )) - E ( 6 (X) ) I IE ( 6 (X n ) ) E ( 6 E (X n ) + E ( 6 E ( X) ) 

- E(6(X))1 + On 

< 2(k+l) E + On ' 

con On - > 0, para n - > 00 ~': 

Proposici6n 3.9.3 . 
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aleato~ia~ que conve~gen en medida 2 a la va~iable aleato~ia 

X, entonce~ la~ di~t~ibucione~ de p~obabilidad e~ de e~ta¢ v~ 

~iable¢ al eato~ia¢ conve~ge debilmente hacia la di¢t~ibuci6n 
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de p~obabiiidad de X. 

Prueba. Para cualquier E Y 6 t a n pequefios como se quiera y 

para los valores de n suficie ntemente grandes 

( I I ) E (Xn - X ) 2 ) r Xn - X > E < < o. 
E2 

De donde se tiene que 

p(X'+ E < X < X" - E )- O < p( X '+ E ~ X ~ x " -E) -p (I Xn-X I > E ) 

< p Ix ' < Xn < x " ) 

p ( x ' < Xn < x") + p ( I Xn - X I > E ) 

pIx ' < X ~ x") + 0 , 

donde Xl, x" son pun t os de continuidad de la funcion de dis-

tribucion F. Cuando E tiende acero, obtenemos que 

pIx' < X < x") - ° < p Ix' < Xn < x ") < p Ix' < X < x ") + o. 

Luego Lim p Ix ' < Xn ~ x " ) p Ix' < X < X"). ~': 

3.10 TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL 

Definicion 3.10.1. S ea 6 una 6u n~i6n ~ontinua po~ t~amo~ , di 

6 e.!te.I'l~iab .e.e. Ij a b.6 olu-talll e. n.te. int> gJrabl e e. I'l IR. Ve. 6inimo.6 

F(t) = _. _1_ f oo 6 (x )ei t xdx. llamado la -t~an~6o~mada de Fo~e!t 
I21T -00 
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iiam ada ia inv~~a de la ~an66o~mada de Fou~ie~. 

Definici6n 3.10.2. S ea tl lj 9 tlunc-i. onf'.,o -i.n;t egfl a bie.6 en IR. 

6 0 9 ( x ) f OO 6(x-u )g(u)du, 
I2"1T - 00 

iia.mada. convulaci6n de 6 lj g . 

Observaci6n. Si 6 y 9 son funciones continuas se tiene que 

6 0 9 tambien es continua . 

FL (t) = _1_ foo e-t t x
d x f00

6 ( X - u)g(u)du 
u 0 9 I2-iT - 00 /fir 00 

1J OO f oo . ) -t tx In 6(x - u)g(u e dxdu 
- 00 - 00 

Luego la inversa de la transformada de Fo urier es 

roo - -i. t x f oo 
F6!t)F (t) dt = _oo tl!u)g!X-U)dU. 

I27T ) -00 . 9 
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Si x = 0 entonces 

foo F6(t)F (t)dt = J
oo

_00 6(U)9(-U)dU 
ffi _00 9 

tomando el caso especial que g(u) = 6(-u) tenemos 

f oo 6(u)6(u)du 
}- oo 

conocida esta igualdad como igualdad de Parseval. 

Definicion 3.10.3. S~a X una vahiabi~ ai~atohia ~on 6un~i6n 

d~ di~thibu~i6n F. V~6inamo~ ia 6une~6n ea~ae~e~£~~ea de ~a 

v~~ab~e a~ea~o~~a X ~omo 

Observacion. Como II e ,i.txlI ~ 1, para todo t E IR, entonces 0 (t) 

siempre est~ definida para todo t E IR. 

~(t) se conoce tambien como la transformacion de Founier de 

la medida de probabilidad PF' 6 de la distribuci6n F. Tam

bien se dice que l a variable aleatoria X tiene funci6n carac 

terlsticas ~ y algu r ~s v eCE 
A " 

se e s cribe ~X 6 ~F' 
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Si F es una funci6n de distribuci6n discreta entonces 

00 

k=- OO 

Si F es absolutamente contfnua con funci6n d e densidad 6 en-

tonces 

A fOO -t t x 
w (t) = e 6 ( x )d x , 

) 00 

ademas es posible obtener 6 a partir de 0 ( t ) po r medio de la 

inversa de la transformada de Faurier 

6 ( x) _ 00 < x < 00 . 

Como = 
n Xk k Xn + 1 1 
\, . k t e t n + 
L,(, k! + (n+1)! ' 

k=O 

donde e es una variable limitada ~ e ~ < 1. Si l o s momentos 

existen para k =1, ... ,n+1, entonces 

~ (t) = E (e -t tX) 

n E(X k ) E( eX n+1) L -t k t k + t n + 1
, t E IR 

k=O k! (n+1) ! 
= 

(funci6n generadora de mementos) 

(0 k 
es la k-esima derivada de ~ con respecto a t). Es decir 

que es posible calcular los momentos a partir de las deriva-

das de la funcion caracterfstica de la variable aleatoria. 
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Proposici6n 3.10.1. Sea Xl, . .. , Xn vah~abl e~ aleatoh~a~ ~n-

depend~ente~ y Sn = Xl + •.. + Xn e ntonc e~ 

~Sn (t) = ~Xl (t) ... ~Xn (t). 

Prueba. Como e~tx es una funcion B(IR)-medib1e entonces 

~tX f'6 pO" . 1 ,ltX e es una unCl n -medlb e . Luego e es una variable 

aleatoria compleja. 

Adema s (e ~ tX) - 1 (B) = X-I ( (e ~ t) - 1 (B)) E 0" (X), B E 8 ( !C). De 

don de e~tXI, ... , e~tXn _ sQn yariables a1eatorias independien-

tes ya que Xl"'" Xn 10 son. 

Por 10 tanto 

~Sn(t) = E(e~tSn) 

= E(e~tX I ... e~tXn) 

Funciones caracterfsticas de las distribuciones mas usadas 

en estadfstica. 

Uniforme: ~ (t) e n [ a , bJ 

Paisson: (pP)) 

Normal: ].l(t) (N(E(X), V(X))) 



123 

"-
Bernovi11e: )J ( t ) = ).le it + ( 1 -· p ) r (B ( )J) ) 

"- - Itl Cauchy: \J (t) e (CA ) 

"- e - I t 1(( ; Eatab1e: lJ (t ) = 0 < (X < 2 r (f: S ( o )) 

Proposici6n 3.10 . 2 . S e. a X (lila vali. i. abf.e ae ea t oJria Ij)J U 6u~ 

Ij { n}n > 1 (UI.a 6LiC e. -6 -i.. 6 H d e. \J cuL.ta b.e.e.-6 a-te.a .tolt-<-a;., qu e. C.OflVe.Jt g e.Vl. 

Q.J1 me. dida 2 a c. e.Jto iYLde.p e. J1d-c e. nt e. -6 d e. X eH.tollc. e 6 

f
OO _<-X " t ix 't 

F ( x ") - F ( x ' ) L . 1 e - e A = -<-1'11 -2 . t lJ ( t) ° n (t ) d t 
IT )- 00 -c 

Prueba . Co n s ide r e mos l as varia bles a l eatorias Xn = X + (:.. n ' 

2 X 2 X . ... entonces como 6 n --> 0 se t i e n e q u e n --> . La f unc l o n 

c aracterlstica ~ 11(t) = ~ (t) . on ( t ) d e Xn = X + 6 n l as c uale s 

son integrables absolutamente ya que 

Se a 6n la funci6 n de d e nsi dad d e l as funcio nes de d i stribu-

c i6n de X que esta r e lacio n a d a con la fun c i 6 n ca r a cte rlsti-11 

c a 0n (t) de la variable aleator i a Xn a t rav§s de l a tra nsfor 

ma d a de Fo u r i e r. 

6 (x ) 11 roo e - .i.. x t w ( t ) d t 
21f n 

)-00 



integrando por x, en el intervalo [x', x"] obtenemos que 

x" 
p ( x ' < Xn < x ") = j On( x)d x 

x' 

00 - -i t x" - -i tx' 
= ~f e -e 

21TJ_ 00 - i t 

Por proposici6n 3.9.3, tenemos 

p(x' < X < x") L -im p ( x' < X < x") _ n_ 

lf
OO - -ix "t - -ix 't e -e A 

L -im fi _ i t ]J ( t) 0 n (t) d t . ~': 
- 00 
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El resultado anterior es conocido como f6r.mula de inversi6n. 

Observasi6n. La funci6n de distribuci6n esta unfvocamente 

determinada por la funci6n caracterfstica garantizado por la 

proposicion anterior y la proposicion 3.8.2. 

Proposici6n 3.10.3. La ~uce~-i6n de d-i~~~-ibuc-i6n de p~obab~

l~dad can la~ 6unc-ione~ ca~ac~e~l~~-ica~ Gn (t), n = 1,2, ... , 

conve~ge deb-ilmente hac-ia la d-i~~~-ibuc-i6n con la 6unc-i6n ca

~ac~e~l~~-ica G(t), ~-i Y ~6to ~-i 

L-im 0 (t) 
n 

eonve~ge un-i6o~memen~e ~egun t en cada -inte~valo 6-in-ito. 

I llOT£C 
' __ lit t. caNTIfAl ----.:.. ... .. . - - ... . ' ....... . 
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Prueba. Si las distribuc iones d e probabi l odade s d e l as va-

riables a l eatorias {X n } converge n debilme n te h ac ia la dis 
n > 1 

tribucion de la variab le X. Entonce s p o r p roposicion 3.9 .2 , 

como e i tx es con t inua (donde t c ambia en un determinado in-

tervalo finito It I < T) 

converge uniformemente s e gun t, ya q ue 

I e itx_e,i.t Xk I I I k 1 < C x -xk, = , • •• , N 

donde la c onstante C depende so l o de T. 

Por otra parte si se cumple que Lim ~ n(t) = G(t) unifo rmenen 

te en t. Para nn = Xn + 6 Y n = X + 6 con l a s f unciones ca 

racteristicas 0' (t) 
n 

o (t) <5 (t) 
n 

y ~, (t) = w ( t) <5 (t), donde 

cS (t) = ~ - o2 t 2 /2 es la f unc i o n c aracter l stica de la variable 

aleatoria de Gauss 6 , independiente d e Xn Y X. 

ademas para cualequier £ > 0 se encuentra un T t. q 

J IGn(t) - W(t) 1
2 o ( t ) 2d ot < 2[ o ( t)2dt < s , 

I t I > T ) l ot I > T 

para un T grande. 



-

y para Lim wn(t) = w(t) uniforme segun t, It I < T 

'1' 

Lim J I Gn (t) - ~ (t) 12 0 (t) 2dt = 0, 
-'1' 

126 

por 10 tanto para las densidades 6n(x) y 6( x ) de las funcio-

nes de distribuci6n de las variables aleatorias nn y n 

J oo 16n(x) - 6(x) 12 dX = z~J oo 10' (t) - 'G~(t) 12 dt 
- 00 - 00 

(por la igualdad de Porseval). 

de donde se da la convergencia debil de las funciones de dis 

tribuci6n para cualquier intervalo finito [x', x"]. 

x" x" 
p(x' < nn.2. x") = f 6n(x)dx - > J 6(x)dx = p(x' < n < x"). 

x' x' 

Luego las funciones de distribuci6n de las variables aleato-

rias Xn; n = 1, 2, ... convergen debilmente a la funci6n de 

distribuci6n de la variable aleatoria X ya que como 

nn = Xn + 6 y n = X + 6 entonces 

y II n- X 112 = I E( 1I 2 j 

cuando n -+ 00 
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para a = I E (/:, 2.) tan pequeno como queramos. :': 

Teorema 3.10.1. (Teorema del limite central), Sea {X n }n> l 

una 6uce6i6n de va~iable6 aleato~ia6 i nd ependie.nte.6 con 

E ( X n) = an Ij D ( X n) = a ~ ; n = 1, 2 , .•. , Ij L 0 ~ = 00 , cum-

pLi.endo talllbien 

n 
Li m L 

(/o ~ ) 3 k=l 

S -E(S ) 

E ( I Xk - ak 1
3 

) 

n > l 

= 0 (Condici6n de Liapu
nov) 

x" 2 

Si S* n n e.nto I1C e.6 Lim p Ix ' = < S* < x") = _1 J e- x i2 dx . 
n IV (S ) - rn x' 

n 

Prueba. Sea Xkn = (Xk - ak) /IVTSn ); k - 1,2, ... , de donde 

se tiene que 

V(X
k

) 0
2 

E(X kn ) 0 V(X kn ) k 
= Ij ---n n 

L V (X, ) I o~ 
j=l J j = 1 J 

Por las condiciones del teorerna se tiene que 

y de acuerdo a las condiciones realizadas anteriormente la 

condici6n de Liapunov se transforrna en 

n 
Lim L E(i Xkn i 3

) = o. 
k=l 

Adem~s 

I , 

.. ---~ 

81l!1lloJi------ -'
........... CA C.,."rItA, 
-----=-:.:..~.~, •• ~ •••. 



n 
S~ = 2 

k= 1 

n 

Sn-E1S n l 

I D(Sn) 

= I Xkn 
k=l 

128 

La prueba esta basada a partir de aqul en la proposicion 

3.10.3. Dernostremos que las funci o nes caracterlsticas Gn(t) 

de las variables aleatorias S~ convergen hac ia la funci6n c~ 

racterlstica 0(t) = e-
t2

/ 2 de la distribuci6n normal standar. 

Para las funciones caracterlsticas Gkn(t) de los sumandos in 

dependientes Xkn , obtenemos que 

0
2 R 

~kn(t) = 1 - kn t 2 + kn t 3 
~ --2-- --6-' 

de acuerdo a la funcion generadora de momentos, donde 

IRknl ~ E( IX kn I 3
). Como O~n + 0, Rkn + 0 para n + 00 uniforme 

mente por k, entonces. Lim 0kn (t) = 1 uniformemente por k y 

t en cada intervalo finito; en particular l~kn(t)-ll ~ i pa-

ra valores suficientemente grandes de donde tiene sentido ha 

blar sobre el logaritmo de las funciones 0kn (t). 

tenemos 
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n 
A 

L 
A 

(t) N Ln ~ (t) = Ln ~kn i n > 
n 

k=1 

11 0
2 R 

I Ln ( 1 k n t 2 + k11 t 3 ) = - -2"-- -6-· 
k =1 

11 0
2 R

kn I (- k11 t 2 + t 3 ) -y- -6-
k=1 

11 t 3 

= - t 2 /2 + ( J. Rk ) -6 
k= 1 11 

- -t 2 /2, 

Uniformemente para t en cada intervalo finito, y a que por la 

condici6n de Liapunov 

n 11 

I 1 Rk11 I < I E ( I X I 3 ) + 0 ; n + 00 • 

k= 1 k= 1 k11 

A 

Por 10 tanto Lim ~ n ( t) -t 2 /2. = e 

at8LIOTt:.C~ 

.. 
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