70-/8/3 ¢
L I6R3
UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR

FACULTAD DE INGEMIERIA Y ARQUITECTURA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

@eavemn de Fubini - Tonelli

TRABAJO DE GRADUACION

Presentado por:

MAURICIO HERNAN LOVO CORDOVA

Para Optar al Titulo de:

LICENCIADRO EN MATEMATICA

OCTUBRE 1989

SAN SALVADOR, EL SALVADOR, CENTRO AMERICA.



T UES BIBLIOTECAR CENTRAL

T T

INVENTARIO: 10123457
L 91
.t

UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR

RECTOR t Ldie. José Ludis Argueta Antillon

SECRETARIO GENERAL : Ing. René Maunicdo Mejia Mendez

FACULTAD DE INGENIERIA Y ARQUITECTURA

DECANO : Ing. Robento Bran Giralt

SECRETARIO : Ing. Mardo Annoldo Molina Argueta

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

JEFE : Lic. Rolando Lemus Gomez



UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR

TRABAJO DE GRADUACION

o 7
"
_ / /
= J
. 7 \ ¥ v ﬁ:’éc ’
56 Franbisco guin
J'_ /

N
7 /
J

08¢ Francisco Maraoquin

COORDINADOR : Ing.

ASESOR ! Ing.



INTRODUCCION

EL objetivo fundamental de este trabajo es La presentacibn
de Los Teeremas de Fubini y Tinelli, con La intencibn de ge-
neralizan La conceptualizacibn de £a integracibn sobnre una

medida.
EL maternial esitd dividido en thes partes {fundamentales:

Medida y funciones medibles; Generalizacibén de La integra-
cibn cen nespecto a una medida; Aplicacién a fa teornia de

probabilidad.

Se a rnealdizado el espuenzo para que el Lnternesado en estfu-
dian este trabajo pueda encontrar en el mismo texto Los he-

sultados mds Limporntantes de La teornfia de £a meddida.

Se supone que el Lector tiene conocimientos de Teonfa de con
juntos, Andlisis neal, Cdlcufo de varnlfable compleja y nocio-

nes de La teonfa de medida y de La teornla de probabifidad.

En el paimern Capltulo y La primera parte del Capiltulo I1 se
pretende proporcionar Los conceptos fundamentales, asi como
Los principales nesultados sobre medida en un o-dlgebra, Fun
cliones Medibles, Integracién con hespecto a una medida, Espa
cios de Lebesgue y algunos modos de convergencia. Retomando
Los resultados de mayor intenbs para nuestro propdsito de

Los thabajos de graduacidn:



Estudio Companativo de fLa Integral de Riemann y £a Integral

de Lebrsgue. (David Enrndlque Navarnro).

Tecnema de Representacidn de Riesz. (Pedro José Geoffroy Car

Lettd y Manceldino Mejia Gonzdﬂez)*.

En Lo que sigue del Capftulo 11 se presenta Las dejfindciones
y nesultados que de una u otra manera son de ghan valor para
cufminan con Los Teoremas de Fubind y Tonellfi. Seguidamente
se expone una generaldlzacdbén de dichos teoremas para rectdn-

gulos n-dimencionales y CLLlindros.

En el Capitulo TIT se muestra La aplicacdibn que tiene La Teo
nia de Medida presentada en Los trabajos antendloamente cita-
dos y Los nesultados que sehan establecddos en Los dos capd
tufos precedentes, en La teorla de probabilidad. La Linten-

cibn no es presentar un enpoque progundo sobre Los procesos

probabilisticos nd mucho menos presentar algo terminado, s4L-
no dan una Lntroduccibén a La Teorfa de probabilidad, que pen
mita trabajos gufunros en ef drnea, especialmente en f£os Proce
408 Estocdsticos y La Estadisitica Matemdlica, ramas de La Ma

temdtica que se apoyan en La Teorfa de probab.ilidad.

Las estrnategias seguddas se vislumbran partiendo de Los cuhr-
405 bdsdicos de teornla de £a medida y postendlormente Los tha-

bajos ya presentados y cienta bibliografia adicional. (ven

1T Se presentan las referencias del caso sin demostracidn alguna.



bibliogragial. Pende ha senvido de base £ Xexto de: Real
Analysis de H.oL. Reyden y que sexd fomado como base en este

trabajo en Los primerces dos Capltulos,

En el altimo Capiiulo se Lemd en consddernacién Las oradlenta-
citones v Lo viiridn presentada en el Curse de Paobabifidades
y Teonia de La Medida, (mpantido porn Dr. Victon M. Pérez

Abreu C., en el Séptimo Cunso Centrno Amendicanc y def Caxdibe

de MatemdLica. EL cudl s4ihvdd de gula en el desarnnollc.
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CAPLTULG

MEDIDA Y FUNCIOMES MEDIBLES

Con La Lnteicddn de realizar un frnabajo completo en el sentd
do de que sea posdble encontran Los conceptaos bdsices en £
mismo. Seo dndceda con Algebra de Confuntes, donde se exponen
alguines confuntos y méiodcs de prueba que son de gran nrele-
vancda en Las proecbas de La Teonfa de Pusbabilided, Ademds
de ellc se prescntan Las bases sobre Las que gira el desarno
£Lu del Capiltufo 11 y uina serie de definiciones y pruebes

gue pretevden darn safida a trabajos fufuros.



1.1 ALGEBRA DE CONJUNTOS

Definici6n 1.1.1. Sea 2 un conjunto. Una coleccidn S de
subconjuntos de R se £Lama semd - dlgebra s cumple Las s4-

guientes propledades:

L. 2 € 8.
LA E, Fe § =>ENF ¢ §.
L€, E € 8 => exdste By, ..., E_ € S; dasjuntos ta-
K
Les que E = U E .
Proposicifén 1.1.1. Sea S un semi - dlgebra y {Ek}k>1 una
sucesibn de elementos de S. Entonces exdiste {F ) ., una su-

cesldn de elementos de S disjuntos tales que kg1Ek = JY.F, -

Prueba. Sea

F}{ = E,.
k1
F} =E, - E, = U [E,NE,§].
j=1
) ky ky -
FY = E; - [E,UE,] = U U [Eswali(\Ez‘J'
: j=11i=1 ]
k-1 kK,  k, k K -1
k=1
F!l =€ - UE, = U U ... U [ENDNDE,.].
k-1
Donde Ek(\ N Eij pertenecen a § y ademls son disjuntos en-
i=1 “Jn
tre sfi.
k-1

Si tomamos las Ek(\n Eij como las Fn tenemos:
i=1 n



F! = F,
kl
F} = U Fp
n:
2k1+k2
Fl = U Fp
o n=k1+‘|
' k-2 k-3
2 k1+2 k2+ .+2kk_2+kk_1
v = U
: n=2k“3fn+2k—4k +...42k, Ltk o+
. <1 2 k-3 k-2

Entonces {Fn}n es una sucesién en S8 disjuntos tal que

>1

UFn=UF;{=UE ”
n>1 k> 1 k> 1

k
Observacién. Si E;,...,Ex € 8 entonces N E_ ¢ S.

Definicibén 1.1.2. Una cofeccién A de subconjuntos de Q se

LLama dEgebra si satisface Las siguienites propledades:

L. Qe A
LA EeA—>Ec¢e€A
k
AL Ey,...,Ep e A=> UE ¢ A
n=1 1
Observacién. Toda &dlgebra es un semi - &dlgebra.

Proposicién 1.1.2. Sea S una semdi - dlgebra de subconjuntos

de Q -y definamos



k
AlS) = {UE : E,,...,Ex € 8, disjuntcs y k > 0}.

Encences A(S] es un dlgebra LLamada el dLgebra generada

porn S.
Prueba. Evidentemente § ¢ A(S]) y la unién finita de conjun-
tos en A[S) estd en A(S).

Si E;, E, € § entonces

ElrWEz = I:
]

[ =]

m
1E1j] N [iE1E2i]; con E . y E,; disjuntos.

Il
oo

3

[E1j(WE2i] e A(S)

j=11i=1

Por recurrencia se tiene que:

k
$i E;,..-,Exk € S entonces  E € A(S]
n=1 o

Si E € A(S) entonces E =
n

L

E,, donde E =
1 n

E, € A(S]

[ —Trry

Definici6n 1.1.3. Una o-dfgebra AY de Q es una cofeccidn de
subconjuntos de @ que cumple Las sdigudlentes phopledades:

L. Q ¢ AY.

LA Ee A’ = E ¢ AY.

Lid. S AELY o es una colecedidn de conjuntos en A°

entonces U E_ ¢ AY.



Observacifn. Toda o-&lgebra es un &dlgebra.

Proposici6n 1.1.3. La inteapretacidn de toda familia de

o-dlgebra de Q e una o-dlgebra de Q. [ 3, p.46 |

Proposicifn 1.1.4. Sea C una cofeccddn arbitraria de subcon
juntos de Q. Entonces sdiempre existe una minima o-dlgebra de
Q que contiene a €, LLamada La g-dfgebra generada porn C y de

notada por olC) [ 3, p.47 ]

Definicitn 1.1.4. Sea § un conjunto cuafquiera, no vacio.
Una métaica en £ es una funcidn ¢: E x £ —> IR que cumple

Las sdlgudlentes propLedades:

L. ¥x, y e &: dlx,y) > 0.

LA Para x,y e E: d(x,y) = 0 <=> x = y.

LAL Vx, y € €: dix,y) = dly,x) (simetrnia)

Lu. vx,y,z € £: dix,y) < dlx,z) + dly,z] (Desigual

dad trdiangulan).

Pefinici6n 1.1.5. EL pan [E,d} constitudldo por un conjunto
E y una métnilca defindda sobre §, se denomina Espacio métni-

co.

Proposicibén 1.1.5. Sea (gE,d) un espaclo métrnico y sea 0 La
colecedibn de todos Los conjuntos ablentos en E, entonces

of{@) es un o- algebra de g. LLamada o-dfgebra de Berel de E



y denotada pon B(E].

1.2 MEDIDA

Definicién 1.2.1. Seca @ un conjunto. Una funcién de conjun-

tos u: AY IR, cuyo domindo es un g-dlgebra de Q, es LLa-

mado meddida s4 cumple Las siguientes propiedades:

L. ulg) = 0.
ii.  wEedA%: u(E) > 0.

Add. SLLELY (o es una sucesdidn de elementos de A
n

disfuntos, se da u[ U E ] = ) w(E,).
n>1 n>1t

Evidentemente, toda medida p es finitamente aditiva.

Proposici6bn 1.2.1. S{ p es una medida sobre una o-dfgebra

A° de @, entonces y es monétona y sustriactiva. [ 3, p.53 |

Proposicién 1.2.2. Sea @ un confunto y p una medida sobre

una o-dfgebhra A% de Q.

L. Si Ee AY y {En}n\1 es una sucesdldn disfunta de

elementos de A” tal que U E, ¢ E. Entonces
n>1
) u(E,) < u(E). -
n>1
L4, W es numerablfemente sub-aditiva. Es decin, 84

{Ep) o, es una sucesidn de elementos de A7 se

tiene p[ U E,] < ) u(Ey). [ 3, p.54 ]

n>1 n>1i



Definici6n 1.2.2. Por un espacio medibfe entendemos una pa-
hefa (R, A%) que consta de un conjunto @ y un o-dlgebra A°
de Q. Un subconfjunto E de Q es LLamado medible con hespecto

a A° 50 E e AY.

Definicién 1.2.3. Un espacio de medida es una fenna
(2, A%, u), donde (8, A%) es un espaclo medibfe funto con

una medida p definida en A°.

Definicién 1.2.4. Se entiende poxr medida extendior p* una
funcidn de confuntos de valones reafes extendidos definida

en todas Los subconjuntos de un espacio R y que tiene Las 54

gudientes propiedades:

L. u*(e) = 0.
L4 Ec F => p*(E) < p*(F) monotona.

iii. Ec UE, => u*(E) < ) u*(E,) contablemente
n>1 n>1

sub-aditiva.

Definici6n 1.2.5. Un conjunto E se dice medibfe con nespec-

toe a p* 34 para cada conjuntoc F tenemos:

p*(F) = n*(ENF) + u*(ENrF).

Definicién 1.2.6. La medida x: L ~ IR definida como

ME) = 4ng ) £(I,), donde L es el o-dlgebra de conjuntos me
1

n>
dibles de nimenos nreales y E c U I,, es La medida de Lebes-
- n>1



gue cn (IR, L). Ademds ¢s La dudea meddida gue cumple que pa-

ta cuabguienn (ntervalte T c IR V(L) = (1],

Ejemplos de espacios medibles.

i. (IR, L, V], donder IR es ¢l conjuntn de nlmeros
reales, L el u-4lgebra de conjuntos } medibles

y A la medida de Lebesgue.

ii. ([0,1], L, ») sustituyendo IR por [0,1] en el

caso anterior.

iii. (IR, B(IR), ) donde B(IR) es o-dlgebra de Borel.

Froposicibén 1.2.3. Sea W una medida sobre ef espacio
o . : . . .
(@, A7), S¢ {Eq) o, es una sucesidn decreclente de confuintos
e &Y y plBE,) < ». Entonces u{ n En] = Lim pl(Ey).
n> 1
Prueba. Sea E = 1 E,, entonces

n>1

E, = EU U [Ep-Ens1],

n=>1

lo cual es la unidén de conjuntos disjuntos. Entonces
b(Ey) = u(E) + ) [Ep=Epsq]
nzl
como En = IEp+1 U [En = En~l<'|]
unién disjunta de conjuntos de medida finita, se tiene

L'!LEH - En-H] = p(By) — u(Epe1) .



Entonces d» aruerds al resu! tado antorior

A % - N
W(ED) = u(E) + ) [ (EY - w(Epeq) |
no|
Jo=
— L ITY 4 T s ‘ - g y o
pE)Y + Lim LH(L”) AL )
R
= e {E)Y - LTw l[[(E]) - 1|(Fqi)j
= o (Y 4 op ) - Lidm o p(ER)
coowE)y =l EHJ = Lim p(B)) =
n-d
Definicidn 1.2.7. Una medidd p sobie an o-digcbua AY es (Lama
de fdnidfa s p{G) < o,

= e . , a ;.
Definicidn 1.2.8. Una meddida y sobre un o-dlgebra A7 se di-

ce o-fandfa 40 ex(sTe una sucesdn {F,n}1>1 de cefementaes on
1
Il .. , .
AT mutuamente disfuntes tal gue plE,) < <5 pawe tode w > 1 oy
€ = U E,-
n>1

Vefinicidn 1.2.9. Sva E un conjunte. E s de medida finida
$( E e AY 4 u(E) < o y se dira que E es de medida o-44inita s

s La unidn contable do conjuntrs meddibtes de meddida f.inita.

- . s R
Definicidn 1.2.10. Una medida p en wn o-dlgebra A9 se dice
que. ¢85 semd - fdndita s pare cada copfunto meddble de meddida
(ng(ndta contiene subcenjuntos meddibles de medida tan gaande

comu Ae quicha pere Adrita,



Ohsexrvasida,  Toda modida o-Tinitn s seoni-finita,

v L2010 Ui ocspando de medaoda (12, A7 n)ore dice
P . 4] .. . ' -
gue ey compfote SO AT contiene tode subresnfunte de conjuntos

: - o . S ﬁ . S
de wmoeddda ceno. Bs decdr so B o A7 v plBl = 0, adenis ¥ ¢ E
rT 1
entenory e AY

D
9]
[
D

(12, L, X) ¢l os3pacio de medida de Lebec es

1

rroposicita 1.2.4. S {Q, A, pl oes nnoes)p ool de meddida on-
toneces podemos cnecnda an capacsde de wmedolr compleio

(2, Ay, ngl. Que cunple Cas slauooades prop dodades:

. 4 e
4. 4 C RAqg.

,_4
-
8]
&
™
-
W
L]

Prurba., Sca Ay, = (E ¢ Q: F = F ¢ ¢ donde v ¢+ A” y G ¢ I,

Proboemas aqul An asi definido en an o-dlgohra. Te vid nke
[} - - [
que £ ¢ A caoque @ = Q o 4b. hdemBs si E = AL entonces
Y B
— y .
=T y G donde ¥F ¢ A7 v G o U, I ¢ AY con n{f)y = 0. De

donde E = F n & y o A7, & i, por 1o tanto
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donde e S S N T S L O B S L R R |

Luzage E ¢ A%

. 2 : + 7
Sea {E,} una colcccidon de conjuntes on A, cntonces

i

. Pav A
E =F y G donde F_ e A vy G oI , U r A con
n n 11 I8 n n n

u(H )y = 0, para todo n.

R n= 1 n>t
7 - —
Uc, ¢ UtH,, Umn, s A conul UH,] < ) plig) = 0, es
n- n=>1 n>1 n>1 n-1

decir U E, ¢ Ay,

ni
= - ™ A ) 3 . L] ol -
Ademds pera & ¢ Ay, p(F) es la wiswa para tclos los conjun-—
a (Y - .
tos F ¢ A tal aue E = F U G, con G un suhconjunto de un

conjunto de medida cero. Ya cque si E = F y G donde F ¢ AY
] 1

Il

y Gec i, i = A7 con n(i)y =0 v R Froy St donde RO A
v G' ¢ H', H' ¢ AY con p(l') = 0. Se tiene que
Fu G=F'" 1) G', es decixr ' ¢ F' ) G' ¢ F' U H' vy

F' ¢ 1y ¢ cf? u t de donde

pE) < op(E' oy HY) <o plFET)

“
e
N

vl < p(r u o H) < Ul
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Por lo taako p(fy = . 157).

Definamos 11, apoyandonos cu la propiedad anlerior, es decir

6] =
Ho ¢ Ag > TH
by
B v () = p(rr) tg 0= y G con F ¢ A v

Gcoc i Hre A con pf =0,

g asil defii1ido es vna modida.

.
: ) e - g
Si {dn}n;1 o5 una sucosidn de elem2ntos disjuntos en A; cse

tiene que:

Si E, = F, U G, dende ¥, ¢ A” v G, ¢ H,, #H, = A” con
n(ti,) = 0 entonces corno {_E”}I\1 son disjuntos tawmbién
{F“}n>1 lo son,
Luego u@[ U EFJ = ul U FHJ
nxl i
=] opry)
n>ti

Definicisdn 1.2.12, £¢ (Q, A, y) es un espacic de meddida.

Decdmoes gue un dubeoitjunte B de Q es Localmente medible .l

o N O
E Y F e A para cada ' ¢ A con p(r)y < =
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Definicison 1.2.13. La medida p es Llamada safurada 54 para
tode conjunio Localmente mediblfe es medible, es decdn, estd

el AY,

Cbservacifn. Toda medd(da o-findta es saturada. Dudo gue

exdste una sucesién (Eqt o de elementos de A7, mutuamente
didfuntes tol que plE,] < w; para fodo n > 1 ¢ Q = U Eq,
n>1i

Luege 4.0 I es un conjunto Lecalmente medible, se fiene:

E=En Q=E N U B, = UIEN E, e A"

Definicibn 1.2.14. Sea {Ej} _ una sucesidn de cenjuntus

>1

enfonces:

EAR Sup E, = U T,.
1 n>i
LA Ing B, = 0 Ep.
n n=1
4L, Lim Sup E, = In§ Sup Ex = N U Ey
nzIN k>n n>1 k>
LV, Lém Ing En = Sup Ing By = U n Ey.
nel k-n n>1 k>n

Leaa 1.2.1.  Sea {Ej} _, uaa sucesidn de conjuntos.

>1

L. Si {Ep}n es crecdente entonces existe el L&

>1
mita y a8 Lguaf a U m,.
n>i

nsq @4 decheciente entcnccs existe el
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Limdite y s fgual a- 0 Ej. [ 35, p.58 |

n=
—

Proposicifn 1.2.5. Seca. Q un confunic y p una meddida sobte

e

o}
wia o-dLgebsa A7 de §.

L. Sé (B, e vna fuces{dn crecdente de elemcin-

L T

tos de A°, se da que ulLim vy = Lim ulr,).

00 S {e ) L, es wna suwees (dn decnee(ente de efle-
LR §
O 2 4
nentes de AV, pata Lo cual exdiste al mencs un
E, con meddida §indta, enfonces

nlLém o] = Lim plEL). [ 3, p.o ]

Un criterio para probar si una funcidn Jde coniduntos es una

medida se =2xpresa en la siguiente proposiciodn.

Propcosicién 1.2.¢. (Continudded en ef vacfe). Se p una 4un

cidn de conjuntos sabre un o-dlgebra A% tab que cumple co:

L. pl{g) = 0.

(A vE ¢ AY = L(E) - 0.

S o v -« / :
L0 5o {E“}n—1 es wuna coleccidn de colementos dis-
- kK
. 9] ~ U T :
juntes de A7, entonces u[ EDJ = Z w{E,) .
n=1 n=1

Entonces p es una medida en A7 54 y 56f0 5.0 p es centinua

. . . I
en el vacio, es decin que para toda sucesidn {E"}n>1 on AY

y Lim B = ¢ entonces Lim nlE,) = 0.
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Pruasba. Sea {En}i>1 una sucesién en A° y Lim T, = 4. Por Le
ma 1.2.1, Lim E; = n E, = ¢, de donde por proposicién
n>1

1.2.5 tenemos que p[Lim E.] = u(4)

Lim u(E,) = 0.
Reciprccamente, si para toda sucesidn {E“}i>| on A° Y
- !
Lim Ep = ¢ tenemos gue Lim p(E,) = C. Consideremos {F“};>1
. . A ful . L ¥
cualquier sucesidén disjunta en A~ vy E = U F,. Sea {Ek}k>1
n>1 _
g k
una sucesién en A° definida por Ex = E - U F,. Tenemos que:
n=1
. . }:
Lim B, = Lim [E - U F_].
n—=1
}\
= E - Lim U I'n
n=1
= ¢.
k
Luego Lim p(E,) = 0 y ademds E = E, U U F,; unién de conjun-
n=1
tos disjuntos.
K
Por lo tanto p(-) = p(By) + ) u(Fy)
n=|
k

y Lim p(E) = Lim pu(f,) + Lim Z u(F,) .

n=1

Propesicidn 1,2,7. La clase C de conjuntos p*-medibles es
una o-dfgebra. S4 1 es La restrniccién de p* a C, entonces p

es una medida completa en C. [ &, p.&6 ]
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1.3 TEOREMA DE CARATHEODORY

Pretendemos mostrar ahora ¢ue, si iniciamos con una medida
en un 4lgebra A de conjuntos podemos extenderla a una medi

da definida en una o-4lgebra que contiene a A.

Utilizando la medida en un &dlgebra A para construir una me
dida exterior p* y mostrar luego que la medida 1 inducida

por u* es precisamente la extensién de .

Keta. Eatendemos per una medida en un degebra A, a una
puncidn p de conjuntos a £os neales extenddidos que cumple

Las sdlguientes propdedades:

L. ulgl = 0.
AL YEe A => p(E] > 0.
ioi. Sea {E)E

n=

, una coleceddn de efementos disjun

k K
tos de A, entonces u[ U B, = ] u(E,).
n="1 =1

Cbservacidén. Una medida en un dlgebra A es una medida si y

solo si A es un o-&lgebra y la medida en el &lgebra es con-

tinua en el vacio.

Befinicién 1.3.1. S{ A& e¢s un dlgebra y p una meddida en A,

Deginimos w*(E) = Tn§ § vlEL) donde {En} __, es un cubnri-
n>1 —_

miento de E.
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Lema 1.3.1. S{ E ¢ A entonces u*(E} = ulE).

Lema 1.3.2. La guncidn de confunte p* es wna medida exte-

nion. [ 8, p.92 .

La medida exterior p* definida anteriormente es llamada la

medida exterior inducida por u

Para un &lgebra A de conjuntos, denotaremos por Ao a la cla
se de conjiuntos que son unién contable de conjuntos de A y
por Aoé a la clase de conjuntos gue son intercepcicnes con-

tables de conjuntos en Ao’

Proposicién 1.3.1. Sea p una medida en un dlcebra A, p* La
medida externiforn Lnducd{da pecr n, y E un cenjunto cualgudlera.
Entonces para & > 0, exdste un conjunto F e Ao cen E ¢ F oy

pH(F] < w¥(E) + €.

Existe fambién un conjunte G € A06 con E c Gy ptlE) = pfia).

[ &, p.94 ]

Teorema 1.3.1. (Carathecdory). Sea p una medida en un dlge
bra A, y p* La medida externior Anducdida por p. Enxoncer La
nestniceddn § de p* a Los conjuntos p* - medibles es una ex
tencddn de p a una g-d€gebra que contiene a A, 5.4 1 es fLnd
ta (6 g-f4nita) tamb.ibn | es La drica med.ida en €a mds pe-
quena og-dfgebra que contiene a A, La cual es una extencidn

de p. [ &, p-95
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Si p es una funcién de conjuntos definida en una semi-&lge-

bra S, parece natural intentar definir una funcién de con-

juntos finitamente aditiva en el &lgebra A(S) asi:

u(E) = v (E,), donde E =

1 n

I D~ %

=

En, EiNEy = ¢ para 1 # j

n 1

Proposici6bn 1.3.2. Sea S una sem{-dlgebra de conjuntos y
p ouna funcidn no-negativa de conjuntos defindida en S con
pld) = 0 (84 ¢ € S). Entonces p tiene una ndca extencidn

a una medida en el dlgebra A(S) s.4 satisfpace:

L. S{ un conjunto E en S es La unddn disjunta de

. .. k .
una coleccidn finita {Ep} _, de conjuntos en S

1

k
entonces uw(E) = ) ulE,).
n=1

L4 SL oun confunto E en S e¢s La undidn disfunta de

una coleccldin contable {En]n de conjuntos en

>1

S, entonces plE) < ) plE ). [ §, p.99 ]
n>1

Definici6bn 1.3.2. Sea M una cofeccidn de subconjuntos de

Q. Decdimos que M es una clase mondtona 54 para {Ep} una

n>1?

sucesidn crheclente ¢ decrneciente se ftiene que Lim Ep £ M.

Lema 1.3.3. Sea M y M' clases monGtonas en . Entonces

MOYM' es una clase menétona.
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Lema 1.3.4. Sea € una cofeccidn de conjuntos. Entonces
slempre existe una clase mendtona mindma que centiene a €,
Denotada pon M(C).

Proposicitn 1.3.3. M({C] ¢{C) 544 € ¢s un dlgebra.

Prueba. Sea H = {F ¢ M(C): T ¢ MIC)}, entonces dada

{F“}n>1’ una sucesién de elementos de M la cual es crecien-

te & decreciente. Entonces {Fn}n>1 es una sucesidén en M(C).

Por lo tanto Lim F, ¢ M(C].

., es creciente Lim Fp = U F, ¢ M[C] v {F“}n>1 en
- n>l —

Si (Fn}n

una sucesién decreciente y ﬁn c M(C}), de donde Lim ﬁn e M(C)

>1

es decir Lin F, ¢ M. De la misma manera cuando {Fn}n es

decreciente.

Aemds ¥ ¢ M(C) v C ¢ H vaque € es un dlgebhra. Pero M(C) es

la menor clase mondtona que contiene a C. Lueago M(€C) = H.

Sea Mp = {F ¢ M(C): FNE ¢ ¥(C)}, entonces dada {Fn}:>1 en

Mg se tiene que {anﬁE}:> en M[C]. De donde

1

Lim FrVE = U [FanE] = EN[ U Fn] ¢ M(C).
ni1 ni’l

Luego Lim F, € M. Similar cuando es una sucesidn decrecien

te. Por lo tanto concluimos que My es una clase mondtona.

S1 E € € entonces €C ¢ My, por ser €C un &lgebra y se ccnclu-

ve que Mp = M{C]).

Si F & ML) entonces M. es una clase mendtona y ademds para
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E ¢ C se tiene que F ¢ Mg = M(C), de donde E = M,. Es decir

C c My, luego My = M(C).

Con las pruebas anteriores hemos probado gque M(C) es un 41-
gebra y tenemos por hip&tesis que es una clase mondtona en-

tonces M{C) es un o-&lgebra.
Si € no es un &lgebra entonces H y Hy no contiene a € y por

lo tanto M{C) no seria un o-&lgebra

Definici6én 1.3.3. Una cofeccidn de cenjuntos D es un 9-848

tema 5.0 cumple Las slguientes propledades.

L. QeD

LA . E,F ¢ D con Ec F=>F - FE ¢ D.
L + B

i ABRY en D = Epe .

Proposicién 1.3.4. Siempre exdiste un mindme U-Sistema que
contlene a una clase arbitraria C. Denotada por D(C), y £La

mada el minime D-sistema que contiene a C.

Proposicién 1.3.5. Si C es una clase de conjunto cerrado

para Las LntercepcLones entonces DIC) = g(C).

Prueba. Es evidente que si E e P(C) entonces E ¢ D(C).

Sea Pg = {(F ¢ B(C): FNE e P(C])} entonces P es un D-siste-~
ma ya que N E = E ¢ D{C) y si Fy, F, ¢ P con F; ¢ F, en

tonces [F1 - Fz](\E = F,NE - F1NE e D(C). También si
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S it .
{F“}n>1 en U entonces {an\E}n>1 en P(C] de donde

UIlF NE] =EN[ UF ] eDI(C].

n>1 n=>1

Si E ¢ € entonces € ¢ Py por lo tanto Up = D(C].

Sea F ¢ D(C) entonces para cualquier E ¢ € se tiene que
F ¢ Dg, pero entonces E € P, de donde C ¢ Dp entonces

Vp = D(C).

De lo expuesto anteriormente tenemos que P(C] es un &dlgebra
y por hipétesis un D-sistema entonces PU(C) es un o-dlgebra.
1.4 FUNCIONES MEDIBLES

sea (2, AY) un espacio medible

Proposicidén 1.4.1. Sea §: E ¢ > IR una funcidn. Entonces

La clase € = {8 c IR: § 1Bl e A%} e¢s un o-dlgebra.[3, p.5§9]

Definicibn 1.4.1. Sea §: E c @ ~ I una funcidn. Se dice

que § es una funcién medibfe con respecto a A% si:

L. E e A°.

ii. ¥B e B(IR): 47 '(B) € AY.

Proposici6n 1.3.2. Sea 4 una funcidn de valforesr heales ex-
tendidos deginida en Q. Untonces Los siguientes enuncLados

son cquivalentes:
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L. vr ¢ R; 4 '(]r,«]) ¢ AC.

il ¥roe IR; 4 '([r,=]) e A. BIBLIOTECA CENTRA.
SRIVIREINA® BE b BaLvamme

iii. vroe IR; § ' ([-», r[) e AC,

iv. wre IR; § ' ([-=, r]) e A7,

m

Ademds 54 § es medible con nespecto a A%, 84 y s0Lo 54 cumple
una de estas condiciones. [ 3, p.§7 |, | 3, p.90 ]
Proposici6n 1.4.3. Sea o una constante y Las funciones 4 y g
medibles. Entonces fambién Lo son: 4 + o, a-4, 4 + g, £°9 y

4 v g. Aun mds, 54 {f§n} es una sucesLdn de funciones medd-

n>1

bles entonces sup fn, Ing fn, LAM fn y Lim §n son medibles.

[ 3, p.102 ]

Proposicién 1.4.4. Sea (@, A%) un espacio medible y sea

{Qn}n>1 una sucesidn de elementos en A° disjuntos tal que
Q= U@, . Definimos A) = {ENQ : E ¢ A®}. Entonces § es medL
n>1

ble con nespecto a (R, A%) s44i sus restricciones fn a Qn so0n

medibles con nespecto a (R,, An). [ &, p.48 ]

Proposicién 1.4.5. Seca 4: E ¢ € - IR una funcidn medible y
FcE, Fe A%, Entonces La nestriceibn §/F es una funcidn me-

dible. [ 3, p.94 |

Proposicién 1.4.6. Seca 4, g: Ec Q » IR dos funciones medi-

bles, -Los sigudlentes conjuntos son medibles.
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L. {x € B: $(x) < g(x)!
LA {x e BE: §(x) < g(x)!
iid. {x e B §(x) =gx)t. [ 3, p.96 |

Proposici6n 1.4.7. Sea {5n}k funciones medibles con el mis

n=1

mo domdindio E. Entonces Las funciones sigudlentes son medibles.

max {ﬁn(x)}i:

L. §{x)

1

AL 4 (x) min {6“(X)}E=1

Adie bns fns fale [ 3, potor ]

Proposicifn 1.4.8. Sea 4§ una funcidn medible defindida en un

espacio medible (R, A% ) y definamos .
olg) = {4 '(B) ¢ A°: B ¢ B(IR}.

Entonces olg) es una o-dlgebra. Ademds ol4) es La minima
o-dlgebra contenida en A con nespecto a La cual § es medd-

ble, es decin f es ol4) - medible.

Prueba. Q ¢ o({) ya que 4 '{IR) = Q. Ademés si E ¢ olf) en-

tonces E = §-'(B) con B £ B(IR) . Luego E = 4 '(B) = 41 (B)

con B € B(IR), es decir E € al4f).

Si {En}n>1 es una sucesién de elementos de ol{{], entonces
En = 4 ' (Bn) con By € B(IR) donde {Bn}n>1 es una sucesién en
B(IR). Luego U E, = U § '(Bp) = §°'( U Bnl; con

n>1 n>1 ni1
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UB,e B(IR], es decir U E, e olf].
ni1 n>1

Sea {AS}AEA, donde A es una familia de indices y Af son ¢0-al
gebras en las cuales § es medible. Entonces 4 es medible en

N Ai. Por lo tanto o(§) o Ag.
Ael Ael

Si E € o0(4) entonces E

§'(B), B e B(IR). Luego E & AS %
Aeh

Definici6n 1.4.2, Sca E c @, definamos La funcidn lE como :

I; we E

1o (w)
E 0; wdE

LLamada funcibfn canacteristica del conjunto E.

Proposici6bn 1.4.9. Sea E, F ¢ Q. Entonces

leny = 1g 1p

’(:’(:’ 1EUF = 1A + 1B - 1A{\B' [ 3, p.]05 :|

Definici6bn 1.4.3. Una funciébn simple c¢s una combinacildn LAL-

neal gfindita de funcifones caracternisiticas de conjuntos meddL-
k

bles, disfuntos. Es decin ®lw) = ) apl. (w), con EsNEy = ¢

n=1

para L # 4.

Observacifén. Una funcidn sihple es medible dado que la fun-

cibn caracteristica lo es.
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Proposici6bm 1.4.10. Sca a ¢ IR y &, ¥ pfuncioncs simples de-

findidas en el mismo confunto medible E. Enfonces son funcdo-

nes simples; ad, & + a, © + ¥ y 0¥, [ 3, p.109 |

Definici6n 1.4.4. S.{ una propiedad se satisface excepto en
un conjunito medible E tal que ul(E) = 0, decdimos que se verdi-

fica casdi pon déquier con nespecto a y y cscribomos ¢ x d(p).

Proposici6n 1.4.11. Sea § una funcidén medible no-negativa,

entonces existe una sucesLdn no decreclente {LPn}n de fun-

>1

ciones simples no-negativas tal que Lim ¥, = 4.

Prueba. Definamos para n > 1

2% -1

- k
lyl’l - kzo 2—n lAl’l
donde AE = 5‘1([J%, k:1)) disjuntos y Y, < ¥Y,;1. Ademds para
2 2

e > 0 existe un N > 0 t.g n > N se tiene que
| §(w) = ¥ (w)| < ¢ para w ¢ 4§ '([0,n)). Luego Lim ¥, = 4

Proposici6én 1.4 .12. Sea {44} una sucesidn de funciones
N n

>1
medibles con el mismo domindo de defindcidn E. S& Lim §, = 4§

c x d(w) entonces § es medibe. [ 3, p.103]

Proposicién 1.4 .13. Sea 4§ = g ¢ x d(u), donde p es una medd
da completa, entonces 3L 4 es medible también Lo c¢s g.

[ &, p.50 ]



Lema 1.4.1. Supongamos que para cada o en un cenfunto D de
nameros neafes Le hacemos corhesponden con confunto E, € A’
con La condicidn de que u(EU - Eé) = 0 para o < §. Entonces
exLste una funcddn mediblfe § Lal que que 4 < o ¢ x d(y) en
y ~

E, ¥ b >0 cx d(u) en E, - [ &, p.52 ]

Lema 1.4.2, Supongamos que para cada « en un cunjunto D de
nimeros neales fLe hacemos cornesponden un conjunto E, € AO,
con La condicifn de que E, C Fg para o < §. Entonces exdiste

una funcidn § en Q@ medible y de valores en Los neales exten-

didos Zal que § < o en E, Y §f > o en Ea' [ &, p.51 ]

Proposicién 1.4.14. Sca (Q, AO, pu) oun espaclLo de medida y

(Q, AS, uo) su espacio completo. Entonces una funcidn § medL

ble con nespecto a AY se puede extender a una funcidn medd-

ble con nespecto a A%.

Prueba. Sea {: F c Q ~» IR tal que F ¢ A° v 47'(B) € A° pa-
ra todo B ¢ B{IR). Consideremos la funcién §: E ¢ @ » IR tal

que E = FUG, G ¢ H ¢ AO y u(H) = 0, ademas K(w)

i1

4 (w) para

w e F.

Probemos que Z es medible con respecto a Ag. Sea B ¢ B(IR] en

tonces £ '(B) = {w ¢ E: 4(»w) & B}

{w e F: 4(w) € BY Uiw € G: {(») € B}

() u {w e G: X(w) € B!



26

tal que 4 '(B) ¢ A° vy {w e G: f(w) € B} ¢ H ¢ AY con

L(H) = 0. Es decir { '(B) ¢ Aj.

Proposici6én 1.4.15. S{ 4: E c IR ~» IR ¢4 una funcddn contdi-

nua en E. Entonces § es medible. [ 3, p.93 ]

Proposicién 1.4.16. S{ 4 es continua c x d(p) es el confun-

to medible E. Entonces § es medible. [ 3, p.93 ]

Definici6én 1.4.5. Sea § una 4{wicidén real de vardiable real

definimos

D 4lw) = Lim flwrh] - flw)
- >0 a
U, 4w} = Lim 6(w+hlﬁ‘ §(w)
h~0

Definicidén 1.4.6. Sea 4 una gfuncddn real. Decimos que 4 e4
diferenciable en w 54 D flw) = D flw) # * « y La denotamos

por ' (w], el valor comun de Las derdvadas en w.

Proposici6bn 1.4.17. Sea 4 una funcidn neal crecLente en el
intervalo [a,b]. Entonces 4 es diferenciable ¢ x dlul. La de

rivada §' es mediblLe. [ &, p. 156]

Definicibn 1.4.7. Sea T el conjunto de ndmercs complefos y
Z: Q ~ €, tal que Z(w) = 4{w) + glw)i. LLamaremos a I una
funcién medible compleja 54 4 y g s0on mediblfes. Donde § y g

son funciones con valores en Los reales extendidos deginidos
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en Q.

Definici6én 1.4.8. Sea {5n}n una sucesddn de funciones me-

>

dibles.

L. Decimos que {5n}n coneenge en La medida a 4§ 54

>1

dado € > 0 exdiste N > 0 tal que
pl{w: |galw) - 4lw)]| > e}) < e.
para n > N.

LL. Decimos que {4} es una sucesién de Cauchy en
n

21

La medida 54 dado ¢ > 0 exdste un N > 0 tal que
piflws [4alx) - 4nix)] > €}) < e.

para n, m > N,

Proposici6n 1.4.18. Seca {4n! una sucesdbn de funciones

n>1

medibles. {§,} . converge en La medida s4id {§n}_,, es una

sucesLdn de Cauchy en f£a medida.

Prueba. Supongamos que {5n}n converge en la medida a §.

>1

Entonces dado ¢ > 0, existe N > 0 t.qg

b({w: |4 (w) - 4{w)| > e/2}) < e/2, para n > N. Asi si
m,n > N, tenemos que si w ¢ {w:|§,(w] - 4,(w) > e} entonces
6, lw) - glwl] + [4 (0] - flu)] > e es decir

we {w: |fplw) - flw)] > e/2} U {w: |§,(w) - flw) > e/2}
8IBLIOTRCA ‘5;,‘?“-
_::l‘_:.-wa- T T _.“‘.:_

—
——



28

para n, m > N. De donde

u({w: |fp(w) = dn(w)|[> e 1) pu{w: |4nlw) - flw) | > e/2})

| A

+ p({w: [4mlw) = 4(w)| > e/2}

< e/2 + €/2 = €.

Reciprocamente, si {5n}n>1 es una sucesidén de funciones medi

bles tal que para & > 0 existe N > 0 tal que

p{w: |fp(w) = §n(w)] > € }) < e, para n > N. Debemos demos-
trar que existe una funcién medible § tal que {6“}n>1 conver
ge en la medida a 4.

De el hecho que p({w: lﬁm(x) - 6n(x)| > ¢} se obtiene que pa

ra cada w fijo, la sucesién {6n(w]}n en los reales extendi

>1

dos es de Cauchy, entonces Lim {,(x) existe. Definamos § por

§(w) = Lim 4 (w).

Tomando m fijo en {w: |§,({x) - §,(x)| > €} y haciendo tener

n a » tenemos que u({w: |5m(x) - Lfm 5n(x)| > e}) < g



CAPITULO [1

GENERALIZACION DE LA INTEGRAL SOBRE UNA MEDIDA

Se presenta a grandes rasgos La integracddin con hespecto a
una meddda. Indicifamos con el producto de medidas y el o-dlge
bra mds pequenc que conitiene A? X Ag, a partin del cual se
Llega a concluin Los teoremas de Fubdind y Tonelli despues de
cientos procesos. Ademds de rnemovern La hipbdtesdis de dichos
teoremas. Es de agregar que se han Antroducdido algunos resul
tados que son de ghan Antenés en el desarrollo exclusifvamen-

te del capitulo 111 como es el teorema de cambio de vardiable.
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2.1 INTEGRACION CON RESPECTO A UNA MEDIDA

Sea (R, AU, p) un espacio de medida.

Definicién 2.1.1. S{ E ¢ A° y ¢ es una funcidn simple no-ne
gativa, definamos:
K
J ¢dp = ) a, pl(E,NE).
E

n=1

donde ¢{w) =

Il t~1 8

ap 1p (wl.

n=1 n

Definicibn 2.1.2. Seca 4 una funcién medible,
f: EcQ > [0, + =] entonces el integral de £ es:

{

Jﬁdu =3§} J@du.

0
b< 4

Donde ¢ es una funcidn simple.

Definici6n 2.1.3. Sea F c E con F ¢ A° y sea 4 una funciin
medible, §: E c @ ~ [0, + »]; entonces el integhal de § 40-

brne F es:

JFédu . jEé.leu

Proposicién 2.1.1. Sea 4 g fpunciones medibles tal que

Y
f < g c x d(u). Entonces Jﬁdu < Jgdu. [ 3, p.132]

Proposicién 2.1.2. (lema de Fatau). Sea {f,} . una suce-

s46n de funciones medibles no-negativas que converngen casd
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por doqudlen en un conjunto E a una funclén 4. Entonces

I

J f4du < Lim J §ndu -
E E

Prueba. Sin pérdida de generalidad asumimos que f4,(w) > 4{w],

para cada w € E.

Ademés es suficiente demostrar que para cualgquier funcién

simple ¢ no-negativa con ¢ < 4, entonces J ¢ p < Lim J hndu.
E E

Si J ¢ = «», entonces hay un conjunto medible F ¢ E con
E
u(F) = », Sea ¢ > a > 0 en FyacelIR, sea
Fpo = 1 fx'(]a, =]). Entonces {Fn}n>1 es una sucesibn cre-
k>n+1 Z

ciente de conjuntos medibles cuya unién contiene a F ya que
0 <a< o< {§y bplw) > 4(w), por lo tanto existe N > 0 tal

que n > N, 4 > a, con ¢ < Lim 6n- Asi Lim u(F,) = =. Ademds

JEéndu

| v

a u(F,), tenemos Lim J fpdu = « = J ddy.
B B

Si J ¢ < =, entonces hay un conjunto medible F ¢ E con
E

p(F) < o tal que ¢ se anula en E - F.

Sea M = max ¢, sea € > 0, y sea F, = N (4 + (e—l)@)(]o @]) °
k>1 !

Entonces {Fp! es una sucesién creciente de conjuntos tal

n>1

- ¥
que F c ng1Fn y asi {F - Fn}ni1

una sucesién de conjuntos cu

ya interseccibn es vacio. Por proposicibén 1.2.6 se tiene que

Lim p(F - Fp) = 0, y asi podemos encontrar un N > 0 tal que
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u(F - F,) < ¢ para todo k > N. Asf para k > N

JFﬁkdu > JF fydu
‘ K

| v
l_l
|
™
—_—
!
(S)
[oN)
=

| v

(1 - e)J pdy - J bdy

E F-Fy

| v

J ¢dp - e[J o p o+ M].

E E

Entonces Lim J b,du > J ddu - E[J dduy + M]. Dado que ¢ es ar
E —Jr o

bitrario Lim J 5ndu > J ddp.
E - 'E

Proposici6n 2.1.3. (Teorema de cénverngencia mondétona). Sea
{5n}n>1 una ducesibn de 4funciones medibles no-negativas que

convergen casd por dogquden a una funcidn § y supongamos que

b, < 6 para todo n. Entfonces Jédu = Lim Jéndu-

Prueba. Tenemos por hipotesis que {n < §, de donde por phro-

posdcidn 2.1.1, Jﬁndu < Jﬁdu. Por lo tanto Lim Jéndu < Jﬁdu

y por la proposicidn 2.1.2. tenemosJﬁduf_LﬁnJéﬂhliIimJZn&J

< Jﬁdu. Luego Jﬁdu = Lim Jﬁndu.

Proposici6én 2.1.4. Sea {6n}n una sucesidn de funciones me

>1

dibles no-negaitivas entonces

[ 7 6 av= ][4 av

n>1 n>1
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k
Prueba. Sea { = Z 6n y 9, = Z §  donde gy < 4, para to-

do k y ademds son no-negativas las cuales convergen a 4.

Por proposicién 2,1.3 se tiene

J E 6, du = Lim Jgk du
ni1
k
= Lim J Z ﬁn du
n=1
k
= Lim ) jﬁn du
n=1
= Z Jén du.
ni1

Proposici6n 2.1.5. Seca (2, AY, u) un espacic medible y §

una funcidn medible no-negativa. Entonces v(E) = J 4du es
E

una medida en el espacioc medible (R, A®). Si ademds Jﬁdu < oo
entonces para e > 0, existe § > 0 tal que 54 E € A° y

u(E) < 8, entonces v(E] < e. [ §, p.56 ]

Definici6n 2.1.4. Una funcidn no-negativa § es LLamada inte

ghable (sobrne un conjunto medibfe E con nrespecte a n), 54 e

medible y J §du < o,
E

Una funcibén arbitraria 4 se dice que es integrable si tanto

+ - , ..
4 como 4 son integrables. En este caso definimos:

JEédu = JE5+du - JEﬁ_du.
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Proposicion 2.1.6. Sca {6“}n>1 una sucesdldn de punclones An

teghables sobre E. Entonces

N D R T A
n>1 n>1

AL, Si §y = by © x dp) con n # m entonces

m
J §,du = J Amdu
B I

iiio S |g| < |énl, donde g es una funcidn medible,

entonces g es Lntegrable sobre E.

o ] el < [ gnlan
E E
V. S4 {En}n>1 es una sucesLdn de conjuntos medibles
disjuntos tal que E = U E,. Entonces
n>1
J fpdu = ) J fodu. [ 3, p.125 ], [ 3, p.136 ]
E n>1"Ep

Proposicién 2.1.7. Sea 4 es una funcidn acotada definida en
E c Q con valores en Los neales extendidos y nl(E) < o. § es

{nteghable 544 § es medible. [ 3, p.120 ]

Proposici6n 2.1.8. Sea g una 4funcLén Lnteghrable sobre E, y

suponga que {5n}n es una sucesdibfn de funciones medibles

>1

tal que en E, [f,lw)l] < glw) y 4,lw) » 4lu) ¢ x d(u) en E.

Entonces J gdu = Ldim J fodu. [ 8, p.58 ]
E E
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Proposici6n 2,1.9. S< 4 es dintegnrable, dicha funcdidn es f4L
nita casdi por doquien, es decin - (+e) y §-'{-) son de me-

dida nula, [ 3, p.138 ]

proposicibn 2.1.10. Sea 4: E c R + IR una puncidn medible.

S{ pwlF) = 0, con F ¢ E entonces { 4dp = 0,
‘F

2.2 EL TEOREMA DE RADON-NIKODYM

Definicién 2.2.1. Sea (R, A%) un espacioc medible. Si u y v
son dos medidas definidas en (R, A°), decimos que y y v son
mutuamente singulaes {denotamos p l V) 4 existen confuntos

disjuntos E y F en AY tal que = EUF y v(E) = pu(F) = 0.

Definicibn 2.2.2. Una medida v se dice que es absclutamente
continua con nespecto a una medida u (escnibimos v << u) 44

V(E) = 0 para cada E con ul\E] = 0.

Observaci6én. La medida v definida en la proposicién 2.1.5,

es absolutamente continua con respecto a u, por proposicién

2.1.10.

Probaremos a continuacién que si requerimos una medida u
o- finita, entonces cada medida y absolutamente continua con
respecto a y puede ser obtenida en la forma expuesta en la

proposicidén 2.1.5.
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Teorema 2.2.1. [(Radon - Nikodym). Sea (@, A°, ) wn cspa-

clfo de medida o-findta, y sea v una medida defindida en AC ta
cual es absofutamente continua con hespectc a . Entonces
ex{ste una funcidn medible no-negativa § fal que para cada

confunto E en A9 tenemos:

v(E) = J #dyi.

E

La funcién § es dnlea en el sentido que 44 g es cualqudlen
funcidn medible con La propiedad antendior entonces

g =fcxdl. [ & p.70 ]

Teorema 2.2.2. (Cambio de variable) Sea (2,, A) y (a,, A7)
espacdos medibles y 4 una transformacidn de AY, a A9 con va-
tornes en Q,. Sea p una medida 4inita en (2,, AJ) y g La me-
dida de (,, AY) inducida por §, 0 sea UA(E) = pl4=YIE)],
con E e Ag. Entonces

JQdU.=J g o 4du,
E § £~ 1 (E)

con B € A3, y g una funcién A-medible.

Prueba. Probemos que p, es una medida. w/(¢)= n(gd™ ' (9))

u(¢) = 0, ademés para E ¢ Ag se tiene Uﬁ(E) = pu(4 "(E)) > 0.

Sea {En}n una coleccién disjunta de elementos de AS enton-

>1

ces
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Uf( U En)
n>li n>1l

|
=
—
>
I
-
A e
=
o}

nz1
= 7 w6 N (EL)
ni1
= uy (E )
n;1 A n

Adem&s gof es una funcién AJ-medible ya que si B ¢ B(IR) en

tonces (gof) '(B) = £-1(q-'(B)) e AS.

Sea F ¢ Ag entonces lF es una funcidén Ag—medible y por lo an

terior ]_of es AY-medible, ademas T.of = 1,1 en Q,. Sea
P F 47 (F)

E ¢ A? entonces

= - d

il

u(§7Y(E) n 47H(F))

(4~ (E N F))

il

“5(E n F)

= J 1.du,.
g6
Si & es una funcién simple en R, se tiene gque

Jﬁ_l(E)¢°6du = JE¢du6.
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Como es finita entonces es o-finitas, de donde “6 también lo

. . 8] . .
es. Luego si g es una funcién A;-medible entonces existe una

.T\

sucesién {Qn}n>1

de funciones simples tal que Lim ¢, = 4.

Por proposicién 2.1,3 tenemos

d =L J d_d
JEQ My im | n dug
= Lim J dnof du
671 (E)
= J go/) du
4 1(E)

donde {¢noﬁ}:>1 de funciones simples A9-medibles tal que

Lim Q)noﬂ = goﬁ.
2.3 LOS ESPACIOS DE LEBESGUE Lp
Definici6én 2.3.1. S{ V es un espacio £ineal sobre IR, enton

ces una fguncLdn heal N definida en V se dice que es norma en

V s satisqace

L. N{vl > 0, para todo v e V;

LA N{v) = 0 544 v = 0;

iii. Nfav) = |a|Nlv] para ftodo v e V y a e IR ;
Lv. Nlutv) < Nlu) + Nlv) para todo u,v e V.

Si La condicddn L4. no es satisfecha La funcién N se dice
que es una semi-ncama 6 pseudc-norma en V., un espacio fLineal

normal es un espacio £ineal V junto con una noima en €4,
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Definici6én 2.3.2, Sea (@, A°, p) un espacio de medida, deno
temos pon Lp(u) el espacio de todas Las funciones medibles

para Las cuales J|6|p dp < o, donde 1 < p < =,

Lema 2.3.1. Sea 4 y g 4unciones en Lp(u), entonces

16+ glP < 2P(4P + JglPro [ 5, po2 ]

Proposici6bn 2.3.1. EL€ espacdio Lp(u) es un espacdo Lineal ba

jo Las operaciones definidas pon

(§ + gllw) = flw) + glw), (af)lw) = aflw);

con f,q r Lp(m) y o cIR. [ &, p.3]

Definici6n 2.3.3. Decdmos que dos funcLones en Lp(u) son
n-equivalentes 54 son Lguafes ¢ x d(u). La clase de equivar-
Lencia detenminada por § en Lp(u) es denotada por [4] y con-
siste de el confjunto de todas Las funcilones en Lp(u) Las cua
Les son p-equivalentes a . EL espacio de Lebesque Lp =

LP(Q’ A%, 1) consiste de todas Las clases p-equivalentes en

Lp(u).

Definici6bn 2.3.4. Para Los elementos de un espacdo LP’ defi-

nimos La funcLdn:

. Lp s IR}
_ p 1/p
§ e lléiip-{ 417 an}
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Proposicién 2,3.2, La 4uncidn | “p e una noama en LP

[ &, p.a ]

Definici6n 2.3.5. una funcdén 4 defindida en un Lntervalo
abiento l(a,b) se dice que es convexa 344 para cada x,yela,b)

y cada X con 0 < X < 1 se cumple que:

fxx + (1 - Ayl < xglx) + (1-x)4(y]

Lema 2.3.2. S{ una funcidn § tiene una seaqunda derlvada no
negativa en un {ntervalo abierto la,b), entonces § es con-

vexa en la,b). [ 8, p.6 ]

Lema 2.3.3. Sea a y B nudmeros heales no-negalivos y supon-

gamos que 0 < X < 1, entonces
a’B < xo + (1-X)8B

con La {gualdad satisfecha s6Lo 44 o = B. [ &, p.7 ]

Proposicién 2.3.3. (Desigualdad de Halden's) S< 4 ¢ L,y

g € Lq para p > 1, ¢ > 1, L I entonces 4.9 € L1 y

P q
l6.al, < Nﬁ"p.“g"q. La igualdad se satispace 84 y 4620 44 pa
na algunas constantes no nulas a y b tenemos que alf]”= blgl?

casi pon dogquien. [ 8, p.§ ]

Proposici6n 2.3.4. (Desigualdad de Cauchy - Buagakovskif-

Schuen). Si{ 4,9 € L,, entonces f.9 ¢ L, u



40

Prueba. Tenemos que 0 < (|4] - |g])? = 4> - 2|4g| + g%,

entonces

l4.g] < (4% + g%,

de donde se obtiene que §.g € L,.

Ademis 0

I A

J(aiél + |gl)?an

= a?flg]%an + 2] 6.gku + [lglan, con o e IR,

Escogiendo o tal que sea el menor valor. Para ello conside-

ramos la expresibn anterio como una funcidn de o y encon-

~{14.qlan
trando el minimo. Si a = 4y como Jlélzdu > 0 se
Ilél’-du

tendrd que es el minimo.

Sustituyendo el valor a en la funcién considerada tenemos

J|5|2du . J|g|2du - Jiﬁ.gldu ? > 0, de donde se obtiene el
resultado.
Proposici6n 2.3.5. (Desigualdad de Minkowski). Si 4,g € Lp

para algdn p > 1, entonces H4+g“p < “6"p + "g“p.[ §, p.10 ]
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Proposicién 2,3.6 Cada funcién g en Lq(u) defindida una

fote (dn Cineal acotada F oon Lp(u) asi
F(f) = Jé.gdU-

en donde |F| = Hg”q. [ &, p.76 ]

Proposicifbn 2.3.7. Sca 4 ¢« Lp(u), I < p - vy, entonces dado
€ > 0 exdste una funcddn simple ¢ La cual se anula fuera de

un conjunto de medida f.inita tal que ||§ - ®Hp < €.

[ 8, p.78 ]

Proposicién 2.3.8. Sca (@, A%, u) un espacio de medida §4-
nita y g una funcidn Lntegrable tal que para alguna constan

e M,

® < Mmle| ,

o o ul < ulel,

para todas Las funciones simples ¢ entfonces g € Lp.
[ &, p.78 ]

Nota. En nuestro caso la convergencia en el espacio L ,
1 < p < =, es a menudo referida como convergencia en la me-
dia de ordemn p. Entonces tendremos gue una sucesidn de fun-

ciones {4,} se dice que converge en la media de orden p

n>1

. o
afsifet v lf- bl >

Definicibn 2.3.6. Una sucesifn (fn) ., en Lp ¢4 una suce-
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s446n de Cauchy en Lp 44 para tedo = > 03 Mle) tal que 54

m,n > Mle) entonces | §, - A”HP <,

Definicién 2.3.7. Un espacioc Lineal noamal e completo 54
para toda sucesién de Cauchy convenge a afgin elemento de

el espacio. Un espacdo noamal completo es LLamado espacdo

de Banach.

Lema 2.3.4. S La sucesddn {f,} . converge a § en Lp. En-

>1

tonces es una sucesidn de Cauchy.

Prueba. Si m,n > N(e/2), entonces
6 - g, < er2, 14 - g, < /2.

Entonces tenemos

U = dnl < Bbn - 60, + 16 - all, < e

Definicién 2.3.8. Una sendie < {fn} {Sp! > en un es-

n>1"* n>1

pacioc Lineal nonmade se dice que es Aumabfe a La suma S 54

S estd en el espacio y La sucesdbn de sumas parciales

1

{Sn) o, convernge a 8, es decdn |s - _

_ i>1

f51 ~ 0, en este ca-

s0 escnibimos S = ) 4

A su vez, La sendle <{5“}n>1’ {Sn}n> es absclutamente suma

bRe s«
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Vola o< e
n

n>1
Proposicibn 2.3.9. Un espacic Cineal noamado N es completo

sC ¢y 8600 s cada senie absclutamente sumabfe es sumable.

[ 8, p.1§ ]

Proposicién 2.3.10. (Teorema de Riesz - Fischenrn). S
I < p < =, entonces el espacdo Lp es un espacio Lineal nohr-

mafl completo con La ncoama dada en La definicidn 2.3.4.

[ &, p.21 |

Proposicibm 2.3,.11. Scea {En]n>1 una suces (6n de conguntos

medibles disjuntos, y para cada n sea 4, una funcidn en L

que se anula fuenra de E_ . Sea 4

1P < =

) .0 entonces 4 e L 54
n>1 R

Teorema 2.3.1. Sea F un funcional €ineaf acotado en Lp(u)
y u una medida o-finita. Entonces ex(ste un dnice elemento

g en Lq’ con % + é, tal que F(§) = Jﬁ.gdu y tambidn

17l = Yol - [ &, p.80 ]

pefinicibn 2.3.8. EL espacdo L = L (2, AY, y] consiste de

todas fas clases de cquivalencia de funciones A9-medibles

Las cuatles son acvtadas casd porn doguilen. S{C f o Ly

(23}

g .
E ¢ A" con plE) = 0, defindmos
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S(E) = supl|flw)|: wm { E}
y Il = Ing {SIE): E € A9, w(E) = 0}.

Un elemento de L_ es ELamada guncibn esenciafmente acotada.

Proposicion 2.3.12, L_ es un espacto Lineal noamado.

[ &, p.12 ]
Proposici6n 2.3.13. L_ es completo. [ §, p.16 ]

Proposicidén 2.3.14. S< 4 e L, y g e L, entonces

[l.glaw < 1ghy lalye [ 6, pors ]

Proposicibém 2.3.15. Sea 4 una funcidn mediblfe acotada en-

tonces Lim N4l = gl [os, pors ]

p->oo
2.4 PRODUCTO DE MEDIDAS.

Sea (R, A?, 1)y (R2, Ag, n,) dos espacios de medida com-

pletos y consideremos el producto directo R; x ;.

Definicién 2.4.1. S{ E c Q;, y F c Q,. LLamaremos a E x F

un frectdngulo. SL E ¢ Ad y F e Ag, LLamaremos a E x F un

nectdngulo medible.

La coleccidn R de rectéangulos medibles es una semi-&lgebra
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ya que
(Ey x Fu) N (E; x Fy) = (E1NE2) x (F1NFy)
y ~(ExF) = (ExF) u (ExF) y (ExTF).
Si E x F £ R, definimos 1, x u, tal que
By X o (B x M) = ) (E).p, (F).

Lema 2.4.1. Sea {(E, x Fn)}n>1 una sucesddn disfunta de
nectdngulos medibles cuya undén ¢4 wh rectdngulo medible
E x F. Entonces

W X g, (E x F) = Z|J1XU2(EHXFn)-
n>1

Prueba. Sea w ¢ E un putito fijo. Entonces para cada v ¢ T,
el punto (w, V) pertenece exactamente a un rectangulo

En ¥ Fpn. AsI F es la unidn disjunta de las Fp para el co-
rrespondiente w £ En. Etnonces

Z U2(Fn)-1E_ (UJ) = (F)._]_E(U)),
n> 1 n

dado gue p, es contablemente aditiva. Asi por proposicidn

2.1.4, tenemos

) [Uz(Fn)-lEndU1 = JUZ(F)-lEdU1

[e))

Y oua(F)eny (B = 1, (F ) ouy (B),
n>1
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Es decir

Z By X 11, (Ep X Fp) = 11, x 11, (E x 7).
n>1

El Lema 2.3.1. implica gue u; x Jt, satisface las condicio-
nes de la proposicidn 1.3.2 y entonces tiene una Unica ex-
tensién a una medida en el &dlgebra A{(R]}, consistente de to-

das las unicnes finitas de conjuntos disjuntos de R.

Por teorema 1.3.1 tenemos que p; X U, es una medida comple-
ta en un o-&lgebra RY gue contiene a R. A esta extensidn de
U1 X pp es llamada la medida producto de p, y p,. Si p; vy
u, son finitas (o o-finitas) entonces p; x |1, también lo

[SESIN

Observacién. S< 2, y £, son subconjuntos de los nGmeros rea
les y u;, U, son ambas la medida de Lebesgue entonces
1) X g, es llamada la medida de Lebesgue bidimencional para

el plano.

Nota. Si pu; = i, entonces I, x p, lo denotaremos por u?.

Definicién 2.4.2. Sca 4: R c R, x , » IR una funcidn. Se

dice que § es una puncdién medibfe con respecto a RE s4:

<. R ¢ RY

ii. ¥ B e B(R); 4 '(B) e RY.
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La intencién de las prdximas lemas es describir las estruc-
turas de los conjuntos cue son medibles respecto a la medi-

da producto p;, X u,.

Definicién 2.4.3, S{ R es cuafqudien subconjunto de Q, x Q,
y w es un punto de Q,; definimes La seccdldn Ltransvensal en
wa el conjunto Rm por R o= fvoe Q,: (w, v} v K},

Similarmente se puede definir la seccidn transversal en v
para v € Q,. La funcidén caracteristica de Rm esta relaciona

da con la de R por
Ig, (V1 = Iple, vl
n

Tambidn se tiene que (R) = ~(R ) y (UR) = UI(R) para
w w SN o<Wt

toda ceoleccidn {Rm}.

lema 2.4.2. Sea w e Q; y R ¢ R0 Entonces Rw es un subcon

5"
funto medible de Q,.

Prueba. El lema es tribial si R ¢ R ya gue R seria un rec-

tdngulo medible. Demostremos ahora que es cierto para

R e R _.
o
Sea R = U Rn, donde R_ ¢ R. Entonces
ni1
1Ru[v) = 1R(m, V)
= Sup 1R (w, v
n n
= Sup l(R ] fv).

n n w
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dado que R, es un rectingulo medible, ] es una funcidn

R,

medible de Q,, y asi 1R es medible. Entonces R es medible.

w
Supongamos el caso que R = (I R ¢ Rg. Entonces
n>1 D
1 -
lRw(\)) 1R[w, v

i

Inf lR fw, v
n n
- Iﬁf 1[R“)m(v)

como 1R es medible. Asi R ~es medible para todo R & R_..
n

Lema 2.4.3. Sca R es un confunto en Roﬁ COn Py X U, [R)<m.
Entonces Ca funcdén g defdndda pon

Q(LU) = UZ(RU));
¢s una funcibn de w, Aj-medible y Jgdul = py X ougp(R).

Prueba. El lema es trivialmente cierto si R es un rectdngu
lo medible yva que R = E x F; con E ¢ A?, y F ¢ AY. Notemos
que los conjuntos de Ro son la unién de rectlnaqulos medi-

bles.

Sea {Rn}n una sucesidn de recténgulos medibles, disjuntos

>1

y sea R = U R
n>1

Sea gn(w) = UQ[(Rn)w], entonces g, es una funcibén medible

no negativa y g = ) a,-
n>1
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Asi g es medible, y por proposicidédn 2.1.3 tenemos gue

-

Z [gndul
n>1

JQdUI

Z Hy X Uz(Rn)
n>1

1l

pp X ua(R).

Por lo tanto se cumple para R c R

.
Sea R € Rod' entonces hay una sucesidn {Rn}n>1 de conjuntos
en Ro tal que Rn+1 c R, vy R= p R,. De acuerdo con la hipd

n>1

tesis debemos considerar p,; x u,(R;) <

Sea g, lw) = uz[(Rn)w]. Como ngdul = p; X U,I(Ry) < =, tene-

mos que g;(w) < « ¢ x d(p,;). Para w tal gue g (w) < «, tene

mos que {{R_ ) }

o' n>1 €5 una sucesidn decreciente de conjuntos

medibles, de medida finita cuya interseccidén es Rw.
Asi por proposicidén 1.2.3 tenemos

g(w) = UZ(RM)

Lim UZ[(Rn)w]

Lim g, (w) .

Entonces g, + g ¢ x d(u;), de donde g es medible. Luego cO

mo 0 < gn < g, pPOr proposicibn 2.1.8 implica que

Jgdul Lim Jgndul

Lim u; X M (Rp)

i

g1 x u2 (R).
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Definicibn 2.4.4. Sea E un subconfunto de Q, »x Q,. Enfon-
ces deginimos La medida extenion bidimencional inducida pon
U1 X P, PO

k

(by x w)*(E) = Ing ) pi x uy(R,)
n=1

donde {Rn}n es cualquien sucesién de efementos de R tal

>1

que E ¢ U Rp.
n>1

Lema 2.4.4. Sea E un confjunto para ef cual u, x u,(E}) = 0.

Entonces para casd todo w tenemos que up(E ) = 0.

Prueba. Por la proposicién 1.3.1, hay un conjunto F en R06
tal que Ec Fy pu; X p,(F) = 0., Por lema 2.4.3, Fw es medi-
Ele vy UZ(Fw) = 0 ¢ x d(u,) por proposicién 2.1.6. Pero

E c Fw’ y asi uz(Ew) = 0.

w

Observacidn. El lema anterior significa gue p, es completa.

Proposicidn 2.4.1. Sea E un subconfunto medible de Q, x Q,
tal que u; x U, (E) < o. Entonces casd para todo w el conjun
to E ~es un subconfjunto medible de Q,. La funcidén g defind-
da por glw) = Ul(Ew)’ es una funcidén medible definida

c x d(um,) y Jgdul = p1 X U (E).

Prueba. Por proposicién 1.3.1, hay un conjunto F ¢ RO6 tal

que E c Fy U, X Ua(F) = 11, x pu,(E).
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Sea G = F - E, Dado que F v E son medible, lo es G, y

Uy X U (F) = uy X uy(E) + uy x u,(G). Pero como

By X Ua{F) = uy x P, (E) se tiene que u; x p,(G) = 0. As{
por lema 2.4.4 tenemos que pz(Gw) = 0, almenos para todo w.
Entonces
Ha (B ) = na () n, (G ) = 0,
i) (i}

aSi le(Fw) = Uz(Ew) = g(w); Cc X d(ul)l

y asi g es una funcidén medible por lema 2.4.3 y

i

JgdU1 U1 X U, (F)

= 1 X Uz(E).

Los dos teoremas siguientes hacen posible el intercambio de
orden de integracidén y el cé&lculo de la integral con respec

to a el productc de medidas por iteracciones.

Teorema 2.4.1. (Fubini). Sea (2., AY, ui) v (2., AS , )
dos espacios medibles completos y 4 una puncidn Lntegrable

en @ X Q, entonces:

L. Para casd todo w a funcdidn ﬁw defindda por
5w(v] = 4{lw, v) es una funcién integrable en
Q,;

L0 Para casd todo v La funcidn Av definida por

5w(v) = 4lw, v) es una funcidn integrable en

Q:;
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LA J 4lw, v Ay, es una fun. cén (ntegrable cen
Q-
Ql)

L4 J blw, vidu, es una funcidn {ntegrable en
Q,
Q75

(4. J [J gdu,ldn, = J Apdly g, ) = J [J fdiy | du,
Ql 92 Q]XS)Z (27_ QI

Prueba. Por la similitud de las pruebas, solo es necesario
probar i., ii. y la primera parte de iii., y para {4 no nega-

tiva yva que § = é+ - 4

La proposicién 2.4.1, muestra que el teorema es cierto si 4

es la funcidn caracteristica de un conjunto medible de medi-

da finita ya que lE(m, V) = lF (v), donde 1E es una funcidn
‘w W

medible vy J lE du, = uZ(Em) = g(w) < o ¢ x d{p,), ademds
Q, "w

g(w) es medible ¢ x d(u,) y
J glw)du, = J [J 1FdU2]d“1 = X, (2) < o,
Ql Q] 92 !

Si 4 es una funcidén simple la cual se anula en el exterior
de un conjunto de medida finita, el teorema es tribialmente

cierto.

Si 4 es una funcidn no-negativa, por proposicidn 1.3.11, 4
es el limite de una sucesidn creciente {®n}n>1 de funciones

simples no negativas e integrables, que se anulan en el ex-

terior de un conjunto de medida finita. Asi 6m es el limite
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de la sucesién creciente {¢n)w}n;1, la cual es medible. Por

proposicidén 2,1,3 tenemos:
e

y asi éw es integrable y una funcién medible en w y

$§(w, v)dp, = Lim J dhlw, v)du, < «,
Q

2 2

JQ [J fdu,]jdu,

1 QZ

Lim J [J @nduZ]dul
Q, 'Q;

Lim J dpd (pyxp,)
Q,x%,

pd (uyxus) .

Q,xN,

Para aplicar el teorema 2.4.1 se debe primero verificar cue
4 es integrable con respecto a p, X U, es decir probar que 4§
es medible en R, x R, y que J|ﬂ| d(y; x p,) < . La medibi-
lidad de 4 en 2, x R, establece ciertas dificultades, pero
para muchos casos podemos establecer por consideraciones to-
poldgicas. En el caso cuando p, y U, son o-finitas, la inte-
grabilidad de { puede determinarse por interacciones de la

integral.

Teorema 2.4. 2. (Tonelli). Sea (2,, A?, ) oy (R, Ag, Us )
dos espacLos medibles o-4initos, y sea 4§ wia puncién medible

no negativa en R, x ,. Entonces:

L. Panrna casdi tode w La funcidn 6w defindida ponr

5w[v] = 4w, V] es una funcidn medible en Q,;
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' Para casd tode v La funcidn 6m defindida pon
ﬁv(w) = 4lw, v] es una funccdn medible en
Q5
L4, J flw, v)idy, es una funcidin medible en Q;
2,
L4, J 4lw, vidu, es una funcién medible en Q,;
2,
4:*(:{- J [J 6dU2]dLll = J 6d(U1XU2) = J [I 6dU1]dU2
Q, 'Q, Q, Q, Q, ‘Q,;

Prueba. Por la similitud de las pruebas, solo es necesario

probar i., ii., y la primera parte de iii..

Como 4 es una funcidén medible no-negativa cn un espacio me-

dible o-finito entonces existe {@n}i>1 una sucesién de fun-

ciones simples tal que 4§ = Lim ¢,  para todo 2, x £,. Donde

¢, se anula en el-exterior de un conjunto de medida finita.

Ya que {(@n)w}n>1 es una sucesidén de funciones simples cre-

cientes tal que 6w = Lim (fbn)UJ para todo v £ 2, se tiene

que 6w es medible en Q,.

Ademés ¢ se anula en el exterior de un conjunto de medida

finita. Por proposicién 2.4.1, J d,(w, v)du, es una fun-
2,
cién medible en §&,. Luego

Il

J 4 (w, v)duy, J Lim % (w, vidu,
Q, Q,

it

Lim J o (w, v)dp,
1,
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Por proposicidén 2.1,3, [ 6 (w, v)du, es una funcién medible
2,

en ;.

De acuerdo a los razonamientos anteriores se tiene que

J [J ¢ (w, v)du,]du, = J d(w, v)d(py X uy).
Q 9,2 Q,xﬁp_
Luego J [J 4(w, v)du,]dy, = Lim J [J o, (w, v)du,]du,
2, ‘R Q, ‘2,
= Lim J d(w,v)d(py x uy)
91XQ2
= J §lo,v)d(py x u,).
leﬂz

Proposicidn 2.4.2. Sea h y g funclones Lntegrables en Q, y
Q, respectivamente. Entonces flw, v) = hiw).glv) es una fun

cifn medible en @, x Q, y J 4dlpxp, ] = J hdul.J adyu,
Q, Q,

?,x9,

Prueba. Si h(w) = 1E(w), con E e A v g(v) = 1F(v) con
F e AY y ademds como h y a son integrables en 2, y f, res-

pectivamente entonces p; (E) < o y p,(F) < «. Ademés

6(0), v) = h(w).g(\))
= 1EXF((U, \))I

donde E x F € A? X Ag v
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plw, V)
1xQ

d(pyxuy)

il
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J

(S

1 d(U1XU2)
Q,xe, °oXF

X Uy (E X F)

p1 (E) up (F)

J hdu, . J
@, @

gdu,
2

Si h y g son funciones simples en 2, y R, respectivamente
k 1 .
entonces h = n§1anlEn y g = mg1a 1Fn De donde
glw, v) = h(w).a(v)
i
= n£1anlEn(w) m£1a$ Fm(v)
k 1 .
) n£1 m£1unum En(w).lFm(v)
k 1
= n£1 m£1ana$ lEanm(w, V)

Con E, x Fp ¢ A] x AJ. Por lo tanto 4

es medible en

Ql X 92 Y
J g w, vYyd(u,xp,) = J h{w) .g(v) du, x u,
lenz QIXQZ
[0 Qe
= o o (w,v)A(p; xu,)
xRon=1 nm=1 nom EnXFm
kX 1
= Z g o o lepz(Fn X Fm)
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};‘ 1

= ) ) oegan wi(E ), (F )
n=1 m=1
k 1

= Lo (ED. ) ag ua(F )
n=1 m=1

= J h(w)dy, J h(v)du,
Q, Q,

Sea h(w) > 0 y g(v) > 0, funciones medibles e integrables

en Q, y 2, respectivamente, entonces existen sucesiones de

y {Wn}+ tales

. ; . 4
funciones simples no decrecientes {&,}
Non> n>1

1

que Lim ¢, = h y Lim ¥, = g. De donde se tiene gue:

flw, v) = h(w).g(v)

Lim @n(w). Lim Wn(v)

Lim ¢ (w). ¥

Lim Gn(w, V),

Tal gque como h y g son integrables en Q;, y Q, respectiva-
mente entonces ¢, y Y, lo son y por el caso anterior 0, es in
tegrable en Q; x Q; y ademds 6,, < {§. Luego por proposicidn

2.1.3 se tiene:

J gd(u;xXu,) = Lim Ond(p, x up)
91 Qz Q1 QZ
= Lim ¢, du, . J Ynhdu,
Q, Q,
= Lim ) (Dndlil . Lim J lyndl,lz
Q1 2

1l
—
Lol

hdul . J gdUZ P
Q,
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En los siguientes ejemplos mostraremos que no es posible re

mover la hipbtesis de los teoremas de Fabini y Tonelli.

Ejemplo 1, Este ejemple tiene como objetive mosthar ¢ue no
podemos prescindin de La {nteghabilidad de 4 en el teohema

de Fubini, ni de £a no negativ.idad de £ en el Leorema de To

nelli.

Sea Q; = Q, = 7" Y A9 = AY = plZ). Consideremos y = Uy = U,

La medida definida por ulE) es Lgual af ndmero de puntos de
E y 44 E es Anpinito entonces p(E) = o, Esta meddida es {La-

mada fa medida que cuenta.

w .
Sea. ; S1 w

I
<

flw, v) = {—2 + 2% siw=v+1

+ +
Solucibn. Sea {4 , dado que 4 es medible entonces { lo es

. . + .
y ademds existe {®k}l>1 tal gue Lim @k = 4 . Consideremos
k=1 . K k~1
= -2 -2" - u
¢, n§1<2 20 ]1g (12 F 272 e n=1s<n,1/2),

donde S{(n,1/2) es la Bola abierta con centro en n y radio

1/2 con la métrica discreta en Z+ X Z+.
k-1 _
De donde J N +¢kdu2 = ) (2-2"Mp?%(s(n,1/2)) +
2 xXZ n=1
-k + 4, Ko
(2-2"%)p?[D(@ x2")- U S(n,1/2)]
n=1
k-1 _ y
= 7 (2=2"") + (2-277) =
n=1 .
= w, “mBLIOTECA CENTRA.
amivERBIBAS S8 5h WARVES
, s

e
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Ademds por proposicién 2,1.3 se tiene que:

(Ydu? = nin o Ay’

J + .+ j n
Z xZ ZXZ+

= 00
’

- : + +
similar para 4 . Por lo tanto 4 no es integrable en Z x E

- .
2 - 2 7; siw

= VvV
y 6w(v) = q=2 4+ 2% 51w = v o+ 1
0 ; ~
donde { es medible en T y J 4 (vydu = (2-27") + (-2427") = 0
w %+ )

es una funcidn medible en Z. Pero

[J 5(m,v)du]du = 0,
J%+ Z+

por lo que se concluye gque no se cumple el insiso iii., de

los teoremas de Fabini y Tonelli.

Ejemplo 2. Este ejemplo muestra que no se puede remover La

hipbtesis que 4 sea .ntegrable en el teorema de Fubind 6

que Wy Yy U, Aean o-finitas frente al teorema de Tonelld.

(A

Sea @, = @ = [0,1], con AT - A? = B([0,7]). Sea pu; La med<

da de lLebesgue y p, fa medida que cuenta. Entonces La diago

)

nal A = {(w; vl € Q2 x Q2% w = v} es medible (esta en Ro

4

$
pero La 5unc£gn caracternistica no satisface La Lgualdad en

La condicdibn LiL., de Los teoremas de Fabini y Tonelld.
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Solucibn. Sea {9, %, %, ey %] una particién del interva
n —_—

1

lo [0,1], entonces los recténgulos [ —] X [———, %1 son

medibles ya que [i —1 e B([0,1]). Ademas

n

n . . .
U [55 5) = [

5 %] esta en Ro por lo tanto pertenece a

. n .
o(B([0,1]) x B([0,1])), tal que o c U [__¥ 1 x (=, 3
i=1
para cualquier n. Entonces
n l .
n U =1 x [ 2 e oB([0,1]) x B([0,1])),
n>1 i=1 n n
n . . .
y (w, v) € N 'U [3%i, %] x [l;l, %] entonces (w, v) € A.
niT i=1
es decir
n . . . .
A = n U [—Ji, i] X [l—l, i
n>1 i=1 T 0 noon

donde concluimos que A es medible.

Sea lA la funcidn caracteristica de A, donde.

J l duy X pp = p; X Hp(4)
Q IXQZ

= Lim ulxpz[ U [i_ _]
-

_J].
por proposicidébn 1.2.3.

= Lim Z Ul([l L,

n—+o — 1

. Z1
%]) X UZ([Lﬁ—I %])

= Lim
no>w i

|I ~13

1
—,c
11’1
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Y W, ho es o-finita.

Consideremos J lAdU1 = Ul(Av) = 0, entonces
Q,
J [J lAduljduz = 0. Por otra parte J 1Aduz = uz(Aw) =1,
n2 n1 Q?_
entonces [ [J ]_Aduz:ldul = u,(2;) = ]. De donde
Q, ‘Q

J [[ lAdUl]dUZ # J [J lAduzjdul.
Q. "Q, Q, ‘9,

Si A? N A9 son dos o-&8lgebras en 2, y f&, respectivamente.
El o-algebra mas pequena que contiene a las recténgulas me-
dibles lo denotamos por A? X Ag. Asi el producto de medidas
es definido en un o-&lgebra conteniendo a A? X Ag y donde
U; X p, es obtenido por el proceso de extencidn de Corethe-
odory, por lo tanto es completa y saturada. Entonces tene-

mos el espacio producto de medida (2, x QZ,A?}cAg, Wy X Up).

2.5 GENERALIZACION DEL PRODUCTO DE MEDIDAS

Sea {(Q_, Ag, un)}iz1 una coleccibén de espacios de medida.

Entenderemos por un recténgulo a E;, x E, %... X Ex, con
E e para todkon =1, ..., k. 81 E, ¢ Ag, para todo
n=1, ..., k entonces E1 x E2 X ... X Ex le llamaremos rec

tdngulo medible.

Definamos.
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E: '"E=E; xE; x ... x E, Con E_ ¢ Ag;n:l,...,k}

k .. . .
Entonces R asi definido es un semi-&lgebra de subconjuntos

de ; x 2, X ... X Qk’

Nota. Para facilitar el desarrollo de las pruebas, conside

raremos las siguientes notaciones:

. k . . .
i, Sea {En}n_1 una coleccidn de conjuntos, enton-
k
ces E; x E2 x ... x Ei lo denotaremos por E
n=1
k
E or (w )k
Yy W € p n) =1
n=1
. . k . .
ii. Sea {“n}n=1 una coleccién de medidas, entonces

k
W1 X Hp X ... X Py lo denotaremos por u vy
n=1

k
U1 X Hp X eve X Up = U

k . 2 e
iii. Sea {Ag}nz1 una coleccidén de o-dlgebras, enton

k k
ces A xA9x...xA% = A% y o(FR) - A9xATx...xAJ- A

n=1 n=1

El lema 2.3.1 es valido, pra los elementos de XR con la me-

dida producto definido por:

Nota. La prueba del lema 2.4.1 se desarrolla por induccidn

matemdtica, auxiliada de la propiedad asociativa.
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Lema 2.5.1., Sea {kEn}n>1 una colecctdn disfunta de xrectdn-

gulos medibles, cuya unién es un rnectdngulo medible KE. En-

k 'k k
tonces f (“E) = 7 0 ("E;).
n=1 i>1n=1
k k.,
Prueba. Tenemos gue E = U "F,, entonces lk =1y ¥ pe
~ - ‘ne -
n>l E n> 1
ro las kEn son disjuntas de donde.
L, = 11
E n>1 "E,
k k K k . k K
Adem&s "E ¢ "R asi como "E,, entonces E= F y E, = F_.

Por lo cual

k-1 . _
111;-11]'11;\}2' ya que lEXF lE'lF'

lig = Vg1 = ]

Integrando con respecto a p, y aplicando la proposicién

2.1.3, tenemos:

IRp en (B = ) IRgh-ny (F}.) .
1—1 n>1 i—1

Por induccidn tenemos que

k .
Dicho resultado implica gque 1y satisface las condiciones de

la proposicién 1.3.2. Por lo tanto se puede extender a una

medida en el &dlgebra A(kR), consistente cde todas las uniones
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finitas de conjuntos disjuntos de kR? Por el teorema 1.3.1,

tenemos que ku es una medida completa en u(kR), denotada por

k
.é?. Si p, son finitas (o o-finitas) para todo n = 1,...,k

entonces ku también lo es.

Hota, ©Si los espacios de medida son iqguales, entonces

k
M1 X Pp X «v0o X Py = po vy A x AY x ... % Ai = (AY)

Definici6bn 2.5.1. S{ E es cualquden subconjunto de Q y
n=1

wy en Ry; defindmos La secedidn transvernsal de E e wy al cenjunito

J
K k
E, = {(wry vvovy w1y W1y wvvy wy) € 2 2 (wp) ;€ E}
J n=1
n#j
Observacién. Se cumple que | ((wn)k_ ) =] ((wn)k_ ) v
Ey. n=1 E n=1
] n7j
(E) = ~(E ). También [(UE ] = U(E | para toda colec-
u)j U)j [¢2 (L,\j a L(Jj
cién {E _}.
a
K k
Lema 2.5.2. Sea w. € . v E e "R_, con u(E) < «,. Entonces
J ] K fof) n=1
E . @4 un subconjunto medible Q y La juncidn g depindda
J n=1
n#j
poh
k
glwy) = v (By.l,
n=1 J
n#j

es una func.cdn medible en Q5 y Jgduj =
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Prueba, La prueba de este lema es similar a la prueba de
los lemas 2,4.2 y 2.4.3. Por lo cual solo probaremos que

k
se cumple cuando E ¢ 'R,

Como K
)zlE(((U) )I

k
: n'n=1

=1
w n
J n#j

lE ((wp)

donde E es un rectédngulo medible, entonces lE es una funcidn

medible y por lo tanto también 1Ew- lo es., Luego E, es medi
k J
ble en
n=1
n# i
k k
Ademds E = E por lo tanto E;, = E y
n=1 J n=1
n#j
k
g (w3) = u (Eyy)
n=1
n#j
k k
= u (E)
n=1 n=1
n#j n#j
k
= H Un(En),
n=1
n#j

es decir g es una funcidn constante en Qj, por lo tanto g

es medible en Qj con

k
J gduj = J m oy (En)duj
Q G n=1
I
k
= I u,(E). uj(Ej)
n=1

n#j
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De el lema anterior se puede facilmente probar la proposi-

cién 2.4.1 y desde luego los teoremas de TI'abini y Tonelli.

A continuacidén enunciaremos la generalizacidn de los teore-

mas de Fabini y Tonelli.

Teorema 2.5.1 (Generalizacibn del teorema de Fubini). Sca
{{Q,, Ag, un)}: una cofeceddn de espacdics de medida comple
k

tos y § una gfuncilén Antegrable en n81 entonces:

=1

L. Para casd todo wy e Ry La funcidn definida
]

0 . [ {w )k ) = 40w )k } es una funcidn Ain

P (Uj n', = '} n'n=1 - - *
nyj
k
teghable en R
n=1
n¥j

k
LA J k 4d 1 es una puncidn Antegrable en Q.

Jn.

1 -1 L,

...J 4du ...dpiz.duil,
Qik k

donde £,, £,, ..., 4y es un arreglo adbitranic

de Los subindices.

Teorema 2.5.2. (Generalizacibn del teorema de Tonelli). Seca
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K . . , ,
(R, AY, un)}n una cofeccibn de espacios de medida o-44-

=1

k
nitas y 4§ una funcddn medibfe no negativa en Q . Entonces:
n=1
L. Para casd todo wy € Ry La funcidn 5mj defindida
on i (lun) S0 = §llwa) X 1) es wna funcic
PO g nlo_q) = §llwnd o ) es wna guncidn me
nyj
dible en Q
n=1
n#j
k
L. J k 4d v es una puncidn medible en Q.
Q n=1
n=1 n#j
n#j
k
LLA . J k 4d u = J J ..J Adpy .. .dpy .dpy o,
R n=1 Q; ‘q; Q, k 2 !
n=1 ! 2 k
donde £y, 42, ..., Lx ¢5 un arnreglo adbitrario

de Los sub-indices,

En base a los resultados obtenidos hasta el momento y sus
respectivas generalizaciones, nos permite presentar de mane-
ra superficial el caso, para una sucesidn de espacios de me-

dida.

Sea {(Qn, Ag, pn) ! una sucesidn de espacios de medida y

n>1

definamos el conjunto:

k k
; donde E ¢ AY, con k > 1},

Cc ={E: E= E
nz1 n=1 n=1

llamado el semi-dlgebra de cilindros de Q@ vy definamos
n>1
© k B kO
v (E) = 1 u,(E)), donde p es la medida de A", con
n>1 - n>1 n=1 n=1
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con k > 1.

Proposicidén 2.5.1, Seca (mEk}k>1 una cofeccddn disjunta de

rectlngulos medibles cuya undldn es un rectdngulo medible “E.

Entonces
v CE) = ) u (TEK]
n>1 n>1n>1
Prueba. Sea E = E vy OOEk = E¥ , entonces
n>1 ni1
L.=1lp le
ni2
= ) 1. k.1 .k
k> 1 E E

ni2

Integrando con respecto a p; y utilizando la proposicidn
2.1.3, tenemos.

k
ni(Er) .1 g ) 1 gk-ui(ED).

> 1
n>2 = n>2

Por induccidn sobre n tenemos gue

foe)
b CCE) = ) b CEy).
n>1 k>1n>1

La proposicidén anterior nos da la pauta para poder extender

p  a una medida en un dlgebra que contenga a “c y por teore
n>1

ma 1.3.1, pcdemos extenderla a una medida en o(mC). Denotada
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por A°,

n>1

Proposicibn 2.5.2. Sea w4y £ 25 y E ¢ ng&’ con 51(E} < o,
n

Entonces E, es un subconjunto medible de @ y La funcidn g

J n>1
definida pon n#j
g(w) = H (E ,))
’ n>1 3
nyj
es una guncddn medible en Qv Jgduj = u (E).
“ n>1

Nota. Si los espacios de medida son iguales entonces denota

TemosS g XeoeoX U X oo = mu: Q X Q X...Xx Q@ X... = Q y

A% x A% x...x A%... = TAY.



CAPITULO ITI

APLICACION A LA TEORIA DE PROBABILIDAD

En este capitulo se thata de engpocarn Los resultados de mayon
impontancia en La teoria de Probabilidad, Ztendendo como meta
el Teonema de Los Grandes Niumeros y el Teorema de Limite Cen
thal. Es de aclarar que Los teoremas de Fubind y Toneldld se
presentan de manera Amplisita, donde es de observar que en
ningin momento se habla de La dimensidn del espacio muestral,

Wi del tipo de vaniables aleatordias que phesentamos.



70

3,1 ESPACIO DE PROBABILIDAD

Definici6n 3,1.1, Se £Lama fenémenoc aleatonio 6 expenimento
aleatonio, al experdimento ¢ que aungue puede suceden de dis-

tinta manera en un Lnstante dado s0fo puede hacerlo de una

de elflas.
Nota. Un experimento aleatorio tiene las siguientes caracte
risticas:
i. Es posible repetir cada experimento indefinida-
mente sin cambiar esencialmente las condiciones.
ii. Podemos describir el conjunto de todos los re-

sultados posibles del experimento, aungue no po

demos indicar cual serid el resultado.

iii. Cuando se repite un gran nfimero de veces, apare

ce un modelo definido de regularidades.

Definicibn 3.1.2. Sea ¢ expenimento afeatornlo., Definimos el
espacio muestral Q, como el conjunto de todos Los nesultados
posibles de . Ademds a todo subconjunto de Q@ Le LLamaremos

sucesod 6 eventos.

Nota. A ¢ se le conoce como suceso imposible y a 2 como su-
ceso sequro, Ademds al suceso que consta de un solo elemento

se llama suceso elemental.
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Observacibn. Pueden existir varios espacios muestrales aso-

ciados al mismo experimento aleatorio.

Definicib6n 3.1.3. Sea ¢ un experdimento aleatondio y Q el es
pacio muestral ascciado a 6£. S{ E es un suceso entonces E
también es un suceso y es Llamado suceso contrario de E. Ade
mds 244 w e Q@ y w estd asocdlado a un resultado particulan de
z, entonces para E c R se dice gue E ocurne 24ii w € E y que

E no ocure 444 w € E.

Nota. Si E y F son sucesos. EUF es el suceso de ocurrencia
sii E ocurre 6 F ocurre y ENF es el suceso de ocurrencia

sii E y F ocurren

Definicién 3.1.4. Sea E y F dos sucesos, Diremos que son mu
tuamente excluyentes s{ no pueden occurhin simultaneamente,

es decin son disjuntos.

Definici6n 3.1.5. Sea py una medida en un o-dlgebra A%, U es

una medida de probabilidad 54 p(R) = 1.

Nota. Toda medida de probabilidad la denotaremos por p y

simplemente le llamaremos probabilidad.

Axioma de Kolmogorov. Un espacio de probabilidad e¢s una ter

na (2, P%, p) en donde.

L. R # ¢, rhepresenta el espacio muesthal asociado a

un experimento afeatorio T.

" —

WIR

"y =
ol T —ENT B
) L E TP s A "TML
= L}

~—— Ta, h o
»
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ii. PP es ek o-dlgebra de subconjuntos de Q,

iii, p es una medida de probabifidad sobre PY,

Proposicién 3.1,1, (Propiedades efementales de una probabi-
Lidad), Sea p una probabifidad sobre un dfgebra A de subcon

funtos de Q. Entonces:
L. pled) = 0 y plE) = 1 - plE), para E ¢ A.
L4 SL E, F e A entonces plEUF]) = plE)+p(F)-p(ENF).
Aif. S4L E, FedAdyEcTF entonces plE] < p(F].

Lv. SL {En}n\1 es una sucesidn en Ay UE, € A

— ni1
entonces p| U En] < ) plEq).
1

n>1 n>

Yy Lim E, = E se tdene que

. +
v. S4 {En}ni1

Lim plEL) = p(E). (Continuidad pern abajo).

v, SL {En}:>1 Yy Lim Ep = E se tlene que
Lim p(E,) = pl(E) (Centinudidad porn arniba)-

Ejemplo. S{ Q es un espacio muestral findlto. Entonces

nimero de maneras en que g puede ocurrnin a 4pavor de E
ndmero total de maneras en que ocurre L

plE) =

es una medida de probabilidades en PY.
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Solucidén. Por definicibén p(E) > 0, p(Q) =1 y p(¢) = 0.
Ademds como £ es finito entonces P’ tiene ZO(Q) elementos,
Esto significa que no puede existir una sucesidn contable de
sucesos excluyentes, por lo tanto basta probarlo para un ni-

mero finito de sucesos excluyentes.

Sea E; y E; dos sucesos mutuamente excluyentes (disjuntos),
entonces el nlmero de maneras en que [ puede ocurrir a favor
de E;UE; es igual a la suma de el nfimero de maneras en que
¢ puede ocurrir a favor de E; y €1 nmero de maneras en que

¢ puede ocurrir a favor de E,. Por definicidén 3.1.3.

Luego p(E, U E,)

P(E)) + p(Ez).
3.2 PROBABILIDAD CONDICIONAL.,

Definicién 3.2.1. (E, AZ) es un espacdio medible reducdido
de el espacio medible (2, A7) si E e A y Fp e A es igual

a ENF, con F € AO,

Definicibn 3.2.2. Sea E,; y E dos sucesos asocdiados con un
expernimento . Indicaremos p(E/E,) La probabilidad de E con
rnespecto al espacdo muesiral neducido de E,. Es decirn La pro
babilidad de que ocunra el suceso E, dado que ha ccurnido el
suceso E,. Deginimos ple/E,) = p(ENE,)/p(E,), con p una pro

babifidad sobre p%.

BIBLIOTECA CANTRAL
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Proposicién 3.2.1, pl /E,) es una probabifidad.

Prueba. Por definicién 3.2.2 se tiene que 0 < p(E/E;) < 1.

Pd k3 Le O
Ademds si {Fn}n es una sucesidn excluyente en P~ entonces

>1
P(E1N (U Fpu))
n>1

p(E;)

p( U Fn/E:) =
n>1
p( U (E:NFL))
nz1

p(E1)

) p(E1(Fp)
n>1

p(E1)

- ZP(E_I”_EQ

n>1 p(E1)

= ZP(FH/EI)'

n>1

Observacién. Cuando calculamos p(E) nos preguntamos que tan
probable es que estemos en E, sabiendo que debemos estar en

, y cuando evaluamos p (E/E:1) nos preguntamos que tan proba-

ble es que estemos en E, sabiendo que debemos estar en E;,

O).

es decir el espacio reducido (E,, AE1

Nota. A p(E/E;) se conoce como la probabilidad condiciomnal

de E con respecto a E,

Proposicibn 3.2.2 (Teorema de multiplicaci6tn de probabilida-

des). Sca (9, PO, p) un espacio de meddida, entonces

o~

E,) = plE,). plEL/E,). plEs/E1,E2) .. .plEn/Er, -« ,En-1]).
1

P

n



Proposicidén 3.2.3 (Teorema de Bayes

ticibn de @, {es decdn disjuntos y Q

asocLado con Q. Entonces

75

), Sea {En}r}::1 una pan-
k
= UE,) y E un sucesc

n=1

p(En/E) piE/Em]P(Em) mo=1,2,..., k.
) P(E/E ) p(Ep)
=1
Prueba.
_ plENE
plEn/E) = (Erm—
_ P(E/Ep) .p (Ep)
k
) P(E/En) .p(Ep)
n=1
Nota. Al teorema de Bayes también se le llama férmula para

la probabilidad de las causas, puesto que las E,

ticidén del espacio muestral,
En ocurre.
bilidad de un Ep particular

suceso E ha ocurrido.

3.3 INDEPENDENCIA

o

Definici6n 3.3.1. Sea (Q, P, p) un

Decimos que dos sucesos E y F en PO

p(E/F) plE)] y plF/E) plF), E3s

de uno de ellos no tlene influencia

0 no ocunrnnencLa de el otho,

Proposicitn 3.3.1,.

(esto es una causa),

son una par

uno y s6lo uno de los sucesos

Por lo tanto la fdérmula anterior nos da la proba-

dado que el

espacdo de probabilidad.
son independientes 5.4
decin que La ocurnrnencda

alguna en fa ocurrencila

E y F son Lndependientes 844
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p(ENF] = p(E).p(F),

Definicibn 3.3,2. UDecdmes que 6 es una clase de eventes in-

dependientes, 54 para toda coleccidn fincita de eventos

k k
k . .
{(En} _, en 8 se tiene que p[ n En] = T p(Ey). Es decin que
n=1 n=1
Los E, son Andependientes.
Definicién 3.3.3. Sea {6 ! donde A es una clase de {ndi

AT Aeh’

ces y 6, es una clase de eventos. Decimos que {ex: A e A} es

una familia de clases independientes, s4i cada

{E,: B, e 0,, con X« A} es una clase de eventos Lndependien

Les.

Proposici6én 3.3.2. Sea {ex: A e A} una famifia de clases in
dependientes tal que 0, es cerrado bajo intensecclones find-
tas. Entonces {ol8 ): X e A} es una familia de clases Ande-

A
pendientes.

Prueba. La prueba se desarrolla por recurrencia sobre el n

mero de sucesos gue son independientes entre si.

Para n = 2; sea E ¢ 88 y definamos I, (E) = {F ¢ o(6,): Evy

A

F son independientes}, A # R. Entonces I, (E) c O(SA) y ade-

A

mas 6, ¢ IA(E)’ por hipbtesis.

Evidentemente Q ¢ IA(E) y para F,, F, ¢ IA(E) con F;, ¢ F, se

tiene:



PLEN (Fo-F1)] = p[ENF-ENF,]

= p(ENF2) - p(ENF,)

= p(E).p(F2) - p(E).p(F,)
= p(E).[p(Fz) - p(Fl)]

= pP(E) . p(Fy-F)

y plEN (Fy UF2)] p[(F1l) (F,-Fy)) NE]

= p[F1NE U (F2-F;) N E]
= p(FyNE) + p[ (F.-F,) O E]
= p(F).p(E) + p(F1-F3).p(E)

= p(E).[}D(Fl) + P(FI'FZ)]

= p(E).p(F; UF2),

es decir F, - F;, y F,UF, estan en IA(E)'
. + .
Ademds si {En}n>1 en I, (E) entonces haciendo
k-1
F = E - UE, ¢ IA(E)’ por los resultados anteriores.
n=1

tonces

p[C UEDNE] = p[( U F,) NE]

n>1 n>1

= P[ u (Fn”E)]

n>1

= z P(Fn)-P(E)

n>1

= p(E).p(E U E,),
n>1

77

En-
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(E).

es decir U E, ¢ IA

n>1

Por lo tanto IA(E) es un P-sistema y por la proposicidn

1,3.5 tenemos que 0(6\) = IA(E)’

Sea IA(E), con E ¢ 0(68) entonces E ¢ IA(E')’ con E' ¢ GA,
para alglin X ¢ A. Luego E' r IA(E)’ de donde OA c I>(E) %
ademés IA(E) es un DP-sistema entonces por proposicién 1.3.5
o(ek) = IA(E).

Hemos probado que cualquier par de elementos que tomemos de

dos clases distintas de og-&lgebra son independientes.

Supongamos que se cumple para m, es decir si tomamos una fa-

X {EA: E, € O(GA)’ con A £ A} en-

tonces al tomar m elementos de este conjunto se tiene que

milia de sucesos de cada 6

m m
p( N Ep) = I p(Ep)
n=1 n=1
m m m
Sea IB( ne)=1{re o(eB): p( N ENF) = T p(E,).p(F)} con
n=1 n=1 n=1
Ei ¢ o(Gni). Lo demds de la prueba es similar a la parte an-

terior de esta.

3.4 LA INTEGRAL DE LEBESGUE - STIELTJES

Sea Q el conjunto de nGmeros reales y B(IR) la clase de to-

dos los conjuntos de Borel.



79

Definicién 3.4.1. Una medida p defindida cn BUR) v findta
para conjuntos acotades es LLamada medida de Borel en fa nec

ta neakl,

A cada medida de Borel finita nosotros podemos asociar una

funcidén F definida como:

La funcidn real de variable real F es llamada funcidn acumu-—

lativa de distribucidén de yu.

Tenemos que u(a,b] = F(b) = F(a), ya que:

Il

u(a,b] pl (==, b] = (==,a]}l

p(- rb] - U(—C‘O,a:l

F(b) - F(a).

Lema 3.4.1. S{ y es una medida de Bonel {.indita en La necta
neal entonces La guncidn acumulativa de distrnibucidén F es mo

nétona no decrneciente y acotada, La cual e¢s continua pon La

dernecha. Ademds Lim F(x) = 0.

X - oo
Prueba. Sea x; > x2 entonces (—m,x1] o (_m,xzj, por lo tan-
to u(-w,xl] > u(—m,x2]- De donde F(x,) > F(Xz)-' Por otra par

te como (a,b] es la intercepcifén de los conjuntos (a,b+l/n],
esto implica por la proposicidn 1.2.3 gue

p(a,b] = Lim u(a,b+1l/n], y asi F(b) = Lim F(b+1/n) = F(b+),
n-+ow n>o
va que (~w,b] = p (-«,b+l/n].
- n>1
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Asi una funcidén acumulativa de distribucidn es acumulativa

por la derecha,

Dado que ¢ = r\(—w,—nj tenemos que Lim F(n) = 0 y entonces
N—>—ow

Lim F(x) = 0, Ademds F es acotada dado que u es finita.

X—>—=co0

Tenemos que u{b} Lim u(b—l/n,b]

n-—>oo

= Lim F(b) - F(b-1/n)

n-—>co

= F(b) - F(b ).

Entonces F es contfnua en b si y s6lo si el conjunto {b} tie

ne medida cero.

Debemos demostrar que hay una finica medida de Borel n tal

que u(a,b] = F(b) - F(a), para todos los intervalos de la
forma (a,b], donde definimos F(») = Lim F(x) y
00
F(-») = Lim F(x).
X>—o0

Lema 3.4.2. Sea F una funcién monétona no decrecdLente y con-

tinua pon La derecha. Si (a,b] ¢ U (a_,b,] entonces

ni1
F(b) - F(a) < J [Flb ) - lag)].
ni1
Prueba. Sea & > 0. Por ser F continua a la derecha se tiene
que Lim F(b, + 1/k) = F(b,), es decir que existe un k, > 0

k -+

tal que F(b, + 1/k,) < F(b,) + &/2". Y ademés existe k > 0

n

—

| ®BLIOTER; —— -
[ ,f_.),?k(d”" r:"::“'.l'i'\bn o
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tal que f(a + 1/k) < F(a) + £. Entonces los intervalos abier-

tos (a,, b, + 1/k,) cubren el intervalo cerrado [a + 1/k, b].

Luego u[a + 1/k, b]

| A

U[ U (a,, by + l/kn):l

< ) oulag, b+ 1/k)),

pero p(a + 1/k, b] < p[a + 1/k, b] y

ulag, by + 1/ky) < ulan, by, + 1/ky].

Luego u(a + 1/k, b] < ] u(an, by + 1/ky)
n>1

F(b) - F(a+l/k) < ] [F(bp+1/kpn) - F(an)]

ni1

F(b) - F(a) = € < ] [F(bn) - F(an) + &/2"]
ni1

Fib) - F(a) < ) [F(b,) - F(ay)]

Proposicién 3.4.1. Sea F una guncién mondtona no decheciente
La cual es continua poh La derecha. Entonces hay una dndca me

dida y tal que para todo a y b tenemos

ula,b] = F{b) - Fla).

Prueba. Sea C' la semi-4lgebra consistente de todos los in-
tervalos de la forma (a,b] y sea p(a,b] = F(b) - F(a). Enton
ces U satisface las condiciones de la proposicidén 1.3.2, vya
que 1 es aditiva y ademds satisface el lema 3.4.2. Por lo tan

to admitimos que p es la Gnica extencidn a una medida en el
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dlgebra generada por C', donde IR = \)(n,n+l]. Por teoremna
1.3.1 p puede ser extenida a una medida en un og-&lgebra que
contiene a C'. Como B(IR] es la mds pequefia o-&lgebra que con
tiene a C', por lo tanto tenemos la extencidén de p a una medi

da de Bonel.

Corolario 3.4.1 Cada funcién F mondtona acotada, La cual es
continua por La denecha es La funcidn acumulativa de distribu
cdibén de una dndca medida de Bonrel finita 5.0 cumple con

Fl-o} = 0.

Pegueba. Sea F una funcidén mondétona acotada y continua por la
derecha, entonces existe una finica medida de Borel p tal que
para todo a y b se tiene u(a,b] = F(b) - F(a); por Proposi-

cibn 3.4.1. De donde si a = — « entonces
H(-o,b] = F(b) - F(-=),

pero p(-«) = 0. Luego F(b) = p(-=,b].

Definicibm 3.4.2. Una {funcidén F: IR +~ IR sc LLama funcibn

distribucibn 5.0 satisface Las sigudlentes propLedades:

L. Flw) es no decreciente’
LA Fl-) = 0 y F(+o) = 1, en donde
Fl~o) = Lim F(x) y Fl+eo) = Lim F(x)
X> - X >0

iii. F(w) es continua por la derecha y tiene limite

por la izquierda.

BIBLIOTECA CENTRAL |
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Ejemplos de funciones de distribucidn

0; w < O
(a) F(w) = qw; 0 < w < 1. (uniforme)
1, w>1
0 s w < 0
(b) F(w) = 6w
l-e i w> 0y ¢ > 0 (exponencial)
v 2
(c) Fl(w) = i_ et /2dt (normal)
v2m
[[f}]xe”“”
_ — + w >0y A >0
(d) Flw) = k=0 <° —
0 ; w < 0 (poisson)

en donde ﬂmﬂ denota la parte entera de w

Definicién 3.4.3. Sea 4 una funcidn medible de Borel no nega
tiva y F es una funcdén monétona no decreciente La cual es
continua porn La derecha, definimos La integral Lebesgue -

Stieltfes de § con nespecto a F como:

[

JﬁdF = Jédu.

Donde p es La medida de Borel gque tiene a F como La funcddn

acumulativa de distribucLdn.

Si 4 es positiva y negativa. Decimos que es integrable con

respecto a F si es integrable con respecto a .
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Proposici6m 3.4.2. Sea § una funcifn mondtona no decrecden-

te y definamos

F¥(x) = Lam, §(y).
y+x
Entonces F* ¢4 mon6tona no decreciente £a cual es continua
por £a derecha e Lgual a 4 donde quiera que f sea confinua
por La derecha. Ademds (F*)* = F*, y 44 § y g s0n funciones
mondtonas no decrecientes Las cuales son Lguakes para casd
todo x y en Los puntos en Los cuales son continuas. Entonces

F* = G*.

Prueba. Sea x > y entonces x + h > y + h, h > 0. Por hipbte-

sis 4(x + h) > 4(y + h) por lo tanto

Lim 4 (x + h) > Lim, §(y + h),
h-+0 h~0

es decir F¥(x) > F*(y).

Ademés
Lim F*(x) = Lim, Lim_ §(z2)
x*y x>y ZrX
= Lim+ Lim (x + h/2)
x*+y h/2+0

= Lim Lim 4(y + h)
h/2+0 h/2-+0

= Lim ([+h)
h/2+g Y

= F¥(uy.
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Luego F* es continua por la derecha y (F*)* = F*.

Sea Lim+5(g) esto significa que para todo £ > 0 existe § > O

Yy=x
tal que 0 < y - x < § entonces |{(y) - L| < €.
. 1 .
Consideremos &€ = = entonces existe 6§, > 0 tgq 0 < y - x < &,
n
1
entonces |[§(y) - L| < L' ¥n-

Pero como 4 y g son iguales para casi todo x entonces existe

un x, € (x, 8 + x) tg 4(xu) = g(xy).

- ] ¥
De donde sea {xn}n>

; una sucesidén de puntos tomados de la for

ma anteriormente expuesta con x, * X por ser 4 creciente. En-

1

¥
tonces {g(x.n)}n>1

tal que para € > 0 existe un N ¢ IN tal que

y se da que |g(xn) - L| < ¢ siempre cue n > N, es de-

2=

cir g(x,) - L . Luego Lim+ (y) = L.
y=>Xx

3.5 MEDIDA EN c[0,1],

Sea C[O,l] el espacio de todas las funciones continuas en el

intervalo [0,1]. €[0,1] es un espacio métrico con la métrica

d(4,g) = Sup |4(t) - g(t)].
O0<t<1

Consideremos los subconjuntos de C[O,l], de la forma:

Alty,eee,tygs Tipee.,Iy) = {4eC[0,1]: (4(t1),ene, (tr))el x...Ixl},
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para tje[0,1], I; = (aj,bi] con -= < aj < bj < =; i =1,...,k

k > 0. LLamados cilindros.

| Sea S, la coleccidn de todos los cilin

| I dros.

Lema 3.5.1. S, es un semi-dlgebra lla

|
> ‘ mado la semi-dlgebra de los cilindros

: de c[0,1]

| Prueba. Evidentemente C[0,1] ¢ S_, ya
. | que C[O,l] = A(t,; IR). Ademds considere

mos A(ti,...,tk; T1,...,Ix) vy

I ' ! A(tYy,...,t'" ; I},...I'). Entonces
e e
1 2 3 1

Altryeee b Try e, I OAGRY, - 5T 00 T = Alty, ety b ot

LSS N S L SR

Sea A(ti,...,tx:I1,...,Ix) en S, entonces

~A(tyi,...,tk; I1,...,Ix) es el conjunto de las 4 ¢ €[0,1]
que no pertenecen a A(t,,...,tx:Ii1,-.-.,Ix) es decir
(4(t1), .-, f(tx)) ¢ I,x...xIx, por lo tanto

(f(t1) ..., 4(tx)) € ~I1x...xIx. Pero

m n n n
~Iix...xIx = U Iyx...xIx tal que Ij
n=1

Il
]
i
O
H
[
1l
4
H
[

Luego (§(ty), ..., 4(ty)) ¢ ﬁ I?x...xIﬁ, para algin n. Esto

n=1

signifjca que



(f(tr), .o, fltr)) €

y “A(t,,...,tksI1,...

n
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AEr, ..., t) I, o IR)

1

[ ——|

n
A(t]_,...,tk;Il,...,Ik)
1

JIk) =
n

| ——

*+ S, es un semi-&lgebra. %

Lema 3.5.2. Sea B(C[0,1]) La o—dﬂgebna de Bornel de C[0,1]

con La métnica d.

Entonces o(Sc) = B(C[0,1]).

Prueba. Antes de iniciar la prueba en si, trataremos de vi-

sualizar que son las Bolas abiertas con centro { y radio

r >0, 4 e B(C[O,1]).

S(4,xr) = {g e ¢[0,1]: sup |§(t)-g(t)]|<r}
O0<t<1

esto significa que
l§(£) - g(t) ] < r

-r < g(t) - f(t) < r

Probemos que A(t,,.

Sea f & A(t;,...

1

PR

-r + 4(t) < g(t) < r + §(t).

eertysIy, ..., Ix) es un conjunto abierto.

I,,.-.,Ix), es decir

(6(t1),eee,f(tx)) e I1x...xTk.

Sea r = mim {Iﬁ(ti)—aii,iﬁ(ti)—bii},
i

entonces S(4,r) es la bola abierta con

centro en { y radio r > 0,

Sea g £ S(4,r), entonces
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Sup |4(t) - g(t)| < r, es decir |{(t{)~-g(ti)] < r & lo que
Oft<l

es lo mismo g(t;) e (§(t;) - r, 4(*;) + r) ¢ I;, ¥;, Esto sig

nifica que g € A(ty1,..., 7 Th,-..,I).
, SIBLIOTECA CENTRAL
Luego o(S.) ¢ BIC[0,1]). | #wveenionn o ar macys-n,

Sea S(§,r) la bola abierta con centro en 4 y radio r > 0, con
sideremos A(r,; I ), conry, € Q y Ip = (§(rp)-r,§(ry)+r)
entonces

N A(ry: In) = S(§,x).
n>1

-~ o(S.) = B(C[0,1]).

Lema 3.5.3 A(ty,...,ty Ty, ..I) ¢ At} ooe, £l I, .00, I}

L son disjuntos s44 exdste t; = tl con IyjNTIL = 4.

Prueba. Sea A(tl,...,tk;Il,...,Ik) y A(t{,...,t% ;I{,...,Ié)
disjuntos y supongamos que para todo i =1,...,ky j=1,...,m
se tiene que t; # t% o Ii(\Ié # ¢. Entonces consideremos las

siguientes alternativas.

-

Sit; #tl ~I;NIL =¢ &6 t; #t)~I;NIL#¢ Vg 5. Es
evidente que se puede encontrar una funcidn {§ ¢ C[O,l] tal

que § € A(t,,...,t ;I,,...,1I

k) Yy 4 € A(ti,...,t%;Ii,...,I ).

Y ]
k' m

Si t; = tﬁ ~ Iir\Iﬁ # ¢, entonces es posible encontrar una

funcidn { ¢ C[O,l] tal que {(t;) = ﬁ(tﬁ) € Iir\Iﬁ.

Lo anterior contradice nuestra hipdtesis, por lo tanto se de-



\\\\“
——-lOTECA CENTRAL
.o . = LI i
be tener que tj = tj con I;NIL = ¢. 18aw 't.:‘_ RAVaing,
_h_-‘-—"'\,
Resiprocamente, si existen i,j tal que t; = ty ~ I;N I = ¢
y suponemos que A(t],...,tk;Il,...,Ik) Yy

A(t!

1

,...,té ; I;,...,I%) no son disjuntos entonces existe

§ € ¢[0,1] tal que

§ € Alty, ety 3Ty, vea,Ix) v 4 € ACEY, .o ,t) 5TV, ..., I,

es decir

(6(E1),een, b (ty)) & IoxeooxIy vy (4(EY), oo, 60E0)) € Iix...xI}.

Pero entonces $(t;) € I; Yy 5(t5) e I!

i donde £ (t;) = £(t;

])'

Lo gque contradice el hecho de que I; vy Ié sean disjuntos.

Observacidn.

=A(t1,. t t

A TS TR I

T, yqreeerT)

con I, =1IR; n = k+l,...,m.

Teorema 3.5.1. (medida de wiemer). Ex.iste una dnica medida
de probabilidad p —en (c[o,1], B(C[0,1]) tal que para todo

ti o) [Oll]’ a . < b‘

5 IR, L=1, (.., kk > 0 [tomemos

0 < t; < t, <... <t adn pérdida de genernalidad). Tenemos

Llm(A[tlrtzr""tk7 Ty Ty, Iy) =

1 a, bk
(V2m) ket =t1) ... (t ~Er 1) e °
- a, a,
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[ Lt Gemxd® ) (ks ko)
j 2 t, t.—-t, tk_tk—l
e

\ dxp...dx:

La medida de probabifidad b, ¢ LLama La medida de Wienen.

Prueba. Trivialmente b, ©s una funcidén no negativa. Por una

simple aplicacibén de el teorema de Fubini tenemos que

Um(A(tll""t}'(’Ill"'lIk)) =

1
(/2m) *VET (E2-E1) - - - (Ek-Ex-1) .
I, ... Ik
L Ixd L e ] |
-t {ﬁL + X X ) ...+ (xk—xk-1) L .
2 1t, t,-t, £ -t J
e d(x,, ...,xk)J

Sea {A(tl,...,tﬁ; Il,...,IE)} una sucesidén disjunta en SC,

n>1

n
tal que U A(ty, ...t 3Tkse-.,I1) = A(ty, evertysTis.e-,IKk),
n>1

(es de notar que k lo hemos considerado fijo dado la observa-

cidén anterior).

Sea (x14-+.,%xk) € I1x...xIk, entonces existe una funcidn
g € C[O,l] tal que para t; se tiene g(ti) = Xy i=1,...,k.

Es decir g € A(t;,...,tx:I1,...,Ix) y por hipdtesis

ge U A(tl,...,tk;IT,...,Iﬁ). Entonces
n>1

g & A(ty,...,t;I%,...,I}); para Gnico s, &6 su equivalente

(g(t1), .-, gl(ty) € Iix...xIy. Pero g(t;) = xj:i=1,...,k
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luego (x1,.+-,xk) € ITx...xIy, es decir
S S
(X14+¢0,xk) € U ITx...xIk.
n>1
n n
Sea (x;,...,Xx) ¢ U Ijx... .Ix, entonces
s n>1
(X13e..,XK) € le...xIﬁ. Similar a los razonamientos anterio-

res se tiene que
(Xp,eeu,Xk) € IiX... XTIk,

Lo que se a probado es que I;x...xIx = U ITx...xIQ, donde
n>1

n -n . .. .
{le...X¢k}n es una sucesidn disjunta de recté&ngulos medi-

>1
bles.
Z Uw(A(t11-~-rtkfl?r--~rlﬁ)) =
ni1

1
(V2T) ®VET (E2-€1) -+ - (Ex—Ek<1)
I;x...ka
1 ] (x2~x1)° (x =-xkx )EL ]
- moq&l 4 Ar27%1) Ar TAR-L)
2 t, to—-t, teet tk-tk-1 )
e A(X1seeer,Xk)
+ o, +

1
(V2 R/ (Bt 1) - .. (Ek-tk=-1)

L

n n
IIX...XI}(

(2 - 2 v 2 .
{§%_+ (xp=x,) " | (Xk=Xk-1) L

rore e g X

[N o)

t

1
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por proposicidén 2.1.6.

TECA _ .
= vanpy |
)1

(V2m)kve | (E,-t1) .« - . (Ex-Ex-1)

1X - e axTy

2 2 2)
J o loaxg L (e=x,) Fo. o+ (Xg=Xg-1)
2 t to,—-t, tk—tk-1

= Um(A(tll'"Itk;Il!"'lIk)‘

Luego por proposicidén 1.3.2, H, se puede extender de forma
inica a una medida en el &lgebra A(S_) y por teorema 1.3.1

L se puede extender una medida en o(S.) = B(C[O,l]). Dicha
w

extensidén es (nica ya que

+ o co
_ 1 (pmxany)’ YL
e 2 tn-tn- dxn = /E;:E;?TJ e 2 dx
= V21 /En—tn—l

Es decir p es finita u (€[0,1]) = 1.
w W

3.6 VARIABLE ALEATORIA,

Nota. A menos gue se indigque lo contrario, de ahora en ade-
lante (R, P%, p) denotard un espacio de probabilidad arbitra

rio y (IR,B(IR)) la recta real con sus conjuntos de Borel.
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Definicidén 3.6.1. Una funcdidn heal X: Q ~ IR es una varea-

ble aleatondia s{ es una funcidn PP -medible.

vi (@, P°) = (IR", BIIR™)), ta funciGn B(IR™) - medille se¢ £fLa-

man funciones de Boref.

Al igual que en los cursos de probabilidad elemental, una va-
riable aleatoria la interpretamos como una propiedad numérica
de un experimentc, con un valor que depende del azar. La con-
dicidén de gue X sea una funcidn medible es de gran importan-

cia puesto gque si p es una probabilidad en (R, PO), s6lo tie

ne sentido hablar de la probabilidad del conjunto

{w: X(w) e B} cuando este Giltimo es un evento. Por convenien

cia el evento {X(w) € B} serd escrito simplemente como

{X ¢ B}, pero es importante hacer notar que este (ltimo es un

elemento de la o-&lgebra P°.

El espacio R el conjunto de todos los valores posibles de

Xl

X, se llama algunas veces recorrido. En cierto sentido pode-

mos considerar a RX como otro espacio muestral. El espacio

muestral 2 corresponde a resultados no numéricos (posiblemen

te) del experimento, mientras que R, es el espacio muestral

X

asociado con la variable aleatoria X, que representa la ca-

racteristica numérica que puede ser de interés.

Definicibn 3.6.2. Sea ¢ un expendimento y 0 un espacio mues-
thal. Sea X una variable afeafonia defindida en Q y sea Ry su

recoardido. Sea B un suceso hespecto a R

X; esto es B ¢ RX. Su
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pongamos que E se define
E={w =z Q: X(w) ¢ Bl}.

En este caso decimos que E y B son sucesos equivalentes.

Proposici6n 3.6.1. Sea X una vardable afeatoria sobre un es-

pacio de probabilidad (8, P, ) y sea

p,(B) = pl{xe B}, Be BIIR).

X

Entonces Py €5 una medida fLLamada fLa distribucibén de X.

La funcidn acumulativa de distribucidn de Py es llamada fun-

ci6bn de distribucibn de X.

Chservacidn. Por la unicidad de la proposicidn 3.4.1

Py = Pp-

Los siquientes resultados son criterios Gtiles para decir si
una funcidn es variable aleatoria (ademds de los expuestos en

la seccidn 1.4).

Proposicitn 3.6.2. Sea C una coleccidn de subconjuntos de
IR tafl que ofC] = B{IR]). Una condicién necesandia y suficiente
para que una puncidin real X, sea P’ -medible (variable aleato

nia) es que X“'(E) e P° para todo E e C.

Prueba. La necesidad de la condicidén es clara.
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Sea

D= (E ¢ B(IR): X '(E) ¢ P},

es evidente que D es un oc-dlgebra. Por lo tanto € ¢ D ¢ B [IR])

y por consiguiente o(€) ¢ olD] = D ¢ B(IR] .

i

Pero por hipbétesis o (C) B (IR) , por lo tanto D = B(IR).
Proposicién 3.6.3. Sea § una 4funcién de Borel y X una varda
ble aleatoria. Entonces La composdicdlén Y = 4 oX es también

una vaniable aleatoria.

Prueba. Sea B € B (IR}, entonces £~ !'(B) ¢ B[IR) puesto que f§
es una funcién Borel - medible. Luego

{weR: Y (w)eB) = {weR:4 (X(w))eBl = {weQ:X(w)ed ' (B)IeP?.

Nota. Dado que una variable aleatoria no es mds gue una fun-
cidén medible. Son varialbes aleatorias todas las funciones

expresadas en las proposiciones 1.4.4 y 1.4.8.

El siguiente resultado es importante en probabilidad y esta-
distica pues da la existencia de una variable aleatoria con

una distribucidén dada.

Teorema 3.6.1. Sea F una funcidn de distribucidn arnbitraria
entonces existe un espacio de probabilidad (2, PY, p) y una
variable aleatornia X defindda en é£, tal que X Ldlewne ccmo

puncién de distribucidn a F.
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Prueba. Sea (R, PO, p) el espacio de probabilidad asociado

a F dado por la proposicién 3.4.,1, o sea

@, P, p) = (IR, B(IR), p.). —
SISLIOTECA CENTRAL
.'-l'...l..l. ®R ay SALvamee

Definamos X: IR -~ IR como X({x) = x, x ¢ IR. Entonces X es una

variable aleatoria y obviamente

p,(B) = pF[{X e B}), ¥B € B (IR),

X

o sea X tiene funcidn de distribucidn F.

Definicibén 3.6.3. Sea X una funcibn P?x...ng-madibEa enton

ces decimos que X es una varniable aleatoria k-dimencional .

Proposicibm 3.6.4. S{ X es una vardlable aleatoria k-dimen-
cional entonces Xy es una variable aleatonia (h—l)—dimencig

nat.

Prueba. Consecuencia inmediata del teorema de Tonelli.

3.7 VARIABLES ALEATORIAS INDEPENDIENTES

Tal como definimos el concepto de independencia entre dos su
cesos E y F, definiremos ahora las variables aleatorias inde
pendientes. Lo gque queremos decir intuitivamente es que X y

Y son variables aleatorias independientes si el resultado de

X, digamos, de ninguna manera influye en el resultado de VY.
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Definici6bn 3.7.1. Decames que dos vaniables aleatornias X y

Y son {independientes s5.¢ olX] y olVY) son independientes.

-

En general si {Xn}n es una sucesién de variables aleatorias,

>1

decimos que son independientes si {O(Xn):n:l} es una familia

de o-&lgebra independientes.

Lema 3.7.1. Una condictdn necesandia y supledente para que
Las vanrniables aleatonlas Xi,...,Xn sean Andependientes es

que ¥(Xi,...,x,) e IR",

plXy < x1,...,Xn < xp) = p{Xy < x)...plXn < xnl.
Donde
n
(X, < xi, yXn < xpb =0 Xy < xil
n=1
Prueba. Sea X,,...,Xy variables aleatorias independientes

entonces {o(Xi): i=1,...,n} es una familia de og-dlgebras

independientes entonces
p(Xy < x1,...,Xn < xg) = p{Xy < x1).oo.p(Xp < xpl.

Reciprocamente si para todo (x,,...,X,) € IR" se tiene que

P(Xy < X1, ...,Xn < xn) = plXy < xy)...p(Xy < xu). Entonces
consideremos el conjunto 6; = {{X; < x3}: x; ¢ IR}, es eviden
te que Gi es cerrado para las intercepciones finitas y ademas
{ei: i=1,...,n} es una familia de clases independientes.

Por proposicidn 3.3.2 se tiene que {o(6;): i = 1,...,n} es

una familia de clases independientes.
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El siguiente resultado asegura la existencia de una sucesién
de variables aleatorias independientes con distribuciones da

das.

Proposicién 3.7.1 (Kolmogorov). Dada una sucesidn {Fn}n>1

de funciones de distribucdidn en IR, exisfe un espacic de prc
babilidad (2, PY, p) en donde se encuentra definida una suce

5400 {Xn}n de vaniables aleatornias independientes y F, es

>1

La funcidn de distrnibucidn de Xp, para n > 1,

Prueba. Sea p = pp i n > 1 en donde prp es la medida en
n - n
(IR, B(IR)) por proposicidén 3.4.1. Sea (IRm,(ﬂab)) el espacio

de probabilidad y p es la probabilidad en (IR", ol C))

o  k k oo
p ("E) = p (kE); v'E ¢ “C
en donde pk = pPiX...Xp,. Definamos para n > 1
Xyt IR ~ IR como Xpl(x,,%X5,...)) = xn. Es evidente que

X, es una variable aleatoria, ademds {X, < x} es un cilindro,

po(X, < x) = p ((==, x]) = F (x),
es decir X, tiene distribucidén F,.

Es de notar que {X, < x,} = IR x IRx...x[-», x,]x...xIRx...

n n

por lo tanto {X; < xi1,...,Xn < Xp,...} = (—w,xljx...x(-w,xn]x...

entonces
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Por lema 3.7.1 se concluye la prueba. B

3.8 VALOR ESPERADO Y MOMENTO

Definicifn 3.8.1. Sea (Q, PO, p) un espacLo de probabilidad
arnbitrarnio y X una vartable aleatonia. S4 X es dnfegrable en
Q defindimos el valor esperado de X. (Denotado pon E(X]), co-

mo :

E{X)

J Xdp.
Q

En general si r > 0 y { |X|rdp < ®» definimos el r-é&simo
Q

momento de X como

E(XY) = J xFap.
Q

Proposicién 3.8.1. Sea (@, P°, p) un espacio de probabilidad

Y Py La distribucdibn de X y F su funcidn de distribucddn.

Entonces

J Xdp = I xdpF(x)

Q IR

y J erp= J xrdpF(x]

Q 1R
Prueba. Considerando 4{x) - x una funcién B(IR)-medible y X
la transformacién de (2, P°, p) a (IR, B(IR), px), donde
fo X = X. Entonces por teorema 2.2.2 tenemos

JnXdp = JIRX pF[x).
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Similarmente se prueba la seqgunda afirmacidén (haciendo

flx) = xT).
En general si g: IR » IR es una funcidén medible entonces

E(g (X)) = J aixlap, (x).
1

R

Definicién 3.8.2. Sea F una funcidn de distribucién y defina

mos Dp = {x e IR: Flx) - Fix ) > 0},

en donde F{x ) es el Cimite por La izquienda de F en x.

Proposicifm 3.8.2. EC conjunto D, es a Lo mds numerable.

F

Prveba. Para cada enteron = 1,2,..., sea
D, = {xeIR: Flx) - Flx ) > 1/n}.

Entonces D, no tiene mas de n puntos porque si las tuviera

Dy -

{xi}, donde {{xj}}T_
i

1

;¢ SOn disjuntos y m > n. Luego

LI ey =

m

Z pF({Xi})

n=1

pr{04)

F

¥ Fixy) - Flxi]

i=1

Vv

? 1/n

fe 1

> 1,

contradiciendo el hecho de gue p,. es una probabilidad.

’_'
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Pero DF = U D, el cual es a lo mds numerable ya que cada U,
n>1

es finito. B

Definicibn 3.8.3. Decimos que F es una funcién de distrnibu-

cibn discrneta si pF(DF) = 1. Es decin el conjunto de puntos
de discontinudcdad de F tiene probab (€ ddad uno. Deedmos que
F es una guncién de distribucién centinua 54 DF = .

Si F es una distribucidn discreta la E(X) se convierte en la

expresidn.

E(X)

n

JnxdpF(xJ

i

JD xdpF(x) + jI xdpF(x); pF(IR—DF)= 0
F R-Dp

= J xdpF(x)
Dg

=} appl{x})
XEDF

il
n

L ooxplX o= x); opplixd) = plX o= x)

xeD
F
En donde la suma es sobre un nfimero a lo mds numerable de pun

tos. Si pi{{x}) > 0 decimos que x es un dtomo de F.

Definicifn 3.8.4. Decimos que una funcidn de distrlbucLdn
continua F es absolfutamente continua s{ ex.iste una funcidén
no-negativa §, LLamada £La dencidad de F falf que para todo

x € IR
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X
Fix) = J flt)at.

Para una funcidn de distribucidn absolutamente continua la

E(X) se convierte en la expresibn,

E(X) = xdpp [x)
J IR
= - x4 (x)dx BIBLIOTECRm |
III"“III‘I PR W5 | FTR 7YY
= Xﬁ ( X ) dx »
ya que dpF(X] = dF = 6(X]dx.

Proposici6bmn 3.8.3. Sca g: IR » IR una funcilén medible entonces

se tiene:
L. F es una funcibn discreta
Elg(x)) = )} glx)p(X=x)
Xepy

L4. F es una gfuncidn de distrnibucidn absolutamente

continua con densdidad §.

Elg(X) = J glx]gix)ax.
Proposicidn 3.8.4. Sea X y Y vardables aleatordias en un espa
cic de prnobabilfidades (R, P°, pl.

L. S X,Y € Ly, entonces para cualquien o ¢ IR se
tiene E(X + V] = aE(X] + E(V).

AL S X,Y e by y X< VY, entecnces E(X) < E(V).
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L4, SL X,Y e Ly y ademds son vardables aleatonias
independientes, entonces E[|X.V]|) < = y

E(X.Y) = E(X),E(Y].

Lv. S4 X, Ve Ly, entonces

E([X.v]) < VIE(X))? . /(E(Y))?

V. S¢ X ¢ Lq y Y el, pana ¢ > 1, v > 1 y
1/q + 1/r = 1. Entunces E[|X.V]) = » y

E(X.Y)] < EUIx.v]) < (B9 Y9 (erfy|F))/E

vA. SL X,V e Lq para algdn q > 1 entonces
EClx+v]T) < =y

CECIy 99 (B x| 9% (E(|y]))17d,

Prueba. Es inmediato probar por la definicidén de el valor es-
perado las propiedades i., ii.. Ademds las propiedades iv.,

v., vi., se presentan como una aplicacién de las proposicio-

nes 2.3.3; 2.3.4 y 2.3.5..

Como lA. lB = lA(\B = leB se tiene que

E(X,Y]) = Xy dp? = X y dpx X Py Y por la proposi-

JQXQ JIRxIR

cidén 2.4.2 se prueba la propiedad iii.

Definicibén 3.8.5. La difenencia X - E(X) se LLama dispen-
8406n o varianza de £a variabfe aleatonia X y se desdigna pohr

D(X] al valor medio cuadrdtico de La dispensdidn, es decir
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Dix) = E[IX-E(X))?].
Proposici6bn 3.8.5 (Propiedades de la dispersidn). Sca Y, gy

X2 vaadables aleaterndias en un cspacio de probabif.idad

(2, PO, ).

L, Si K e IR entonces DI(KX,) = K°.D(X,]
il S Xy y Xo son vatdables aleatornias indepondientes

entonces DX, + Xy) = D(Xy) + D{X,)

Prueba. Por definicidn 3.8.5 tenemos

DI{KX,)

E[ (KX, - E(KX;))?]
= E[ (KX, - KE(X,))?]
= K2E[ (X, - [1X,))7]
KD (X, ).

Ademis

E[(Xl - FIXy) )Xy - E(Xz))]

= E[Xlxz - EIXp )Xy - E(Xy )X + E(X1)-E[X2]J

= E(Xy).E(Xa) = E(X,)E(X,) - E(X,)E(Xa) + E(X,).E(X5)
= 0

Luego

DXy + Xo) = E[((Xy - EI[Xy)) + (X, - E(X2)1)2]

E[ (X -E(Xy) 7] + ZE[ (X 1-E(X,) ) (Xo-E(X, )]
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v E[ X, - ElX5))7]

=U(XI) +D(X2)

Proposici6n 3.8.6. (Desigualdad de Markov). Sea X una var«a-

ble aleatondia en un espacio de probabilidad (R, pY pl y

b

0<q<oo
plIx| > e) < E({x]|9) /e e > 0.

Prueba.

Entonces X, < [X| 'y E(|[X|F) > E(|X [T = e9p{|X] > €}

ya que J X, 19ap = e¥pl{|X] > e}. Luego
Q

plIX] > ) i‘Ellﬁiil .

!

Corolario 3.8.1.

(Desigualdad de Chebyshev). Sea X una varda

bLe aleatonia en un espacio de probabilidad (R, PY, p). S«

X e Ly entonces

plIx - E(X)] » e) 21X

62

, ¥ve >0

La desigualdad de Chebyshev muestra que si el valor esperado

E[(X]?] es pequefio en relacién a e?, digamos E[(X*)/e? < §, y

se puede despreciar, practicamente, la probabilidad de reali-
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zacién del suceso {|X| > €} es pequefa, entonces también serd

pequefia la variable aleatoria X, es decir |X| < «.

si X >0 y E(X] = E(/X?) = 0, entonces X = 0 c x d(p).

Definicién 3.8.6. Una 4funcidn z: @ »~ C tq Zlw) = Xlw) + Viw}d
se LLama variable aleafonia compleja 54 e¢s una funcedn medible

complefa. SL X,Yel,, definimos
E(Z) = E(X) + E(Y)L

Hasta el momento hemos presentado parémetros asociados con la
distribucidén de variables aleatorias tales como E(X] y D{X).
Estos par@metros miden ciertas caracteristicas de la distribu
cidén. Sin embargo surge la pregunta de si hay un pardmetro sig
nificativo que mida de alguna manera el grado de asociacidn

entre dos variables aleatorias.

Definicibén 3.8.7. Sea X, VY e L1 vardables aleatorias. Defina

mos C(X, V), el coeficiente de conrnelacibn, entre X y Y, como:

E[(X-E(X)) [V-E(Y))]

cix,vy) =
YD (X)D(Y)

donde D(X) y Dly) Son distintos de cero. EL numeradohr
E[(X-E(X)){V-E(V))] se LLama covanianza de X y YV y se denota

porn OXV.

Observacién. XV = E(XY] - E(X) E(Y), v si X y Y son indepen
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dientes se tiene que C(X,Y) = 0.

Definici6ébn 3.8.8. Sea X y VY vardables aleatonias. Decimos que

Xy VY son np cornelacionadas si C(X,Y) = 0.

Observacién: Si dos variables aleatorias son no correlaciona
das no significa que sean independientes. Por ejemplo sea X
una variable aleatoria distribuida simetricamente, con fun-
cidn de densidad 4(x) tal que 4(-x) = {{x), -= < x < » y sea
Y = |X|. Entonces a pesar de que la variable ¥ es una fun-
cién de X, el coeficiente de correlacidn entre X y VY es cero,

ya que

E(X) - J x4 (x)dx = 0

y E[(X - E(X))lYy - E(Y))] = E(X- V)

J x|x|4(x)dx

[es]

3.9 MODOS DE CONVERGENCIA.

Definicib6n 3.9.1. Sea {Xn}n y X vaniables aleatornias dehd-

>1

nidas en el mismo espacic de probabilidad (@, P°, p).

L. Decimos que {Xn}n>1 convenge vasdi segudamente a

X 84 plLim X, exdiste y es X] = 1

’
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Lambien £Lamado convergencdia con probabilidad 1 y

c.s
> X,

denctada por X,

L4, Decimos que {Xn}n convenge en probabitidad a X

>1

54 para cualquien € > 0 Lim pl(|Xn-X| > €) = 0, de-

notado porn X, P X,

L44. Decimos que {Xn} _. comverge en medida Y a X 4.

Lém EL[X_ - x|") = 0. Denotado pon X, —'—s X

Observacibn. La convergencia con probabilidad 1 no es més

que la convergencia c¢ x d(p), es decir

Lim Xp(w) = X(w) c x d(p)

Ademds si X, Y > X entonces Xn —P 5 x ya que

pUlX, - x| > e) < El|x, - x|V)/€Y.

Proposicibn 3.9.1. Xp

> X 84 y 46Lo 84 parna cualqudien

e > 0 860 ocunrnen un nuimero finito de Los sucesos

A = {Ix (w) - X{w)] > €}, n>1 con La excepcidn de w e D,
p(D) = 0.
Prueba. Sea w € R - D entonces para cualquier e > 0 existe

N > 0 tal que

we {|Xylw) - Xlw)] < €}, n > N,



109

es decir gue solo ocurren un nlmero finito de las Ai.

/K

Sea 8, = {w: solo un nGmero finito de Al ocurre}
~1/k
= ° c >
{w: w e A7, n > Nk}.
Si w & Sy entonces
1,
|Xn((,0) --X(LL))’ f_]—\:; niNk
X[w]—X[w]<l-;n>N,
n — k=1 ~ Yk

1/k~1

es decir que w solo pertenece a un nmero finito de An

de donde w & Skx.q1. Por lo tanto {S],}t>1 sucesidn de sucesos y
para el suceso § = N Sy se tiene que p(S) = Lim p[SP] por pro
K> . =

posicién 1.2.3. Como por hipdtesis para cualguier ¢ > 0 ocu-

rren solo un nfimero finito de sucesos Ai entonces p(Sk) =1,

para k > 1. Por lo tanto p(S$) 1.
Lo anterior significa que w £ S y para cualquier £ > 0 existe

N > 0 tal que |X (w) - X{w)| < €, n > N, es decir Xn LB

Lema 3.9.1. (Borel - Cantelli). Sea {E,} una sucesdbn de su

n>1
cesos anbitranios. Si ] plE ) < », entonces vcurne con proba-
n>1

bilidad 1 s6L0 un ndmero fLnito de Tales sucesos.

Prueba. Sea

S = {weQ: w pertenece solo a un nfimero finito de los E_ n > 1}.

Y S, = U E,.
ki'l
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Es claro que si ocurren un ntimero finito de las {En}n enton-

>1
ces ocurren un nlilmero finito de las {Sn}n>1, donde {Sn}n>1 es
una sucesidn decreciente de sucesos.
Tenemos que § = S, Y por proposicién 1.2.3
n>1
p(g) = Lim p(S,)
= Lim pl ) Ey)
ki1
= Lim ) plEy]
kin
= Lim [ ) plEx) - ) plEx)]
ki1 k=1
= ¢
Lo gue significa que p(S) = 1, es decir que los sucesos
{En}n>1 s6lo ocurren un nlmero finito de ellos a excepcidn de
los elementos de S ¢ Q tal que p(g) = 0.

Teorema 3.9.1. (Ley débil de los grandes ntimeros). Sca

{Xn}n>1 una sucesdén de vardlables aleatorias LAndependientes
Lgualmente distribuida es decin E(X,) = a y o2 = D(X,]),
no=1,2,... y sea X, = % k§1Xn. Entonces X, ——> a.

Prueba. Tenemos que

E(Xn) = L 7 ElXn)

¥
e

74 o
D(—= ) Xx) - ——
oy

. .-1t-"-t!_rr)r€;q- -

!
2

y D(Xx])

1(“1‘.'—,‘“

S N T ‘I\l\.’_,_.‘.

—

—

——

i
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Observemos que

_ 1
1%, - a2 = 1E T %, - al,
k=1
1
- VE[E T % - 7]
k=1
= /D(X,)
- 9
Vn
— — 2
Es decir Lim E[ (X, - a)?] = 0, Luego X, > a de donde
X, P . a.
2
Observacibén. p(|X, - a] <€) > 1 - -2, ¢ >0
- - ne?

Teorema 3.9.2. (Ley fuente de los grandes nfmeros). Sea

{Xn}n>1 una sucesibn de variables aleatorias no necesariamen-
fe Andependientes y no cornelativas con E(X,) = a y

- 1 v C.s,

n
DIX,) = 0. Sea X, = kZ1Xn entonces X, a.

n

Prueba. Sin pérdida de generalidad se puede considerar a = 0.

Seglin la desigualdad de Chebyshev para cualquier € > 0

_ DX ,) 52
p(|Xn2| > g} < 1 = ’
- e? nZe?
- o2 1
de modo que ) p([X 2| > €) < &= ) = < .
n>1 n o 62 n>1n2

Segin el lema 3.9.1, con la probabilidad 1 pueden ocurrir un



112

u
.
<]
~
Vv
m
.
jo]
It
N
‘I\)
g

solo nGmero finito de sucesos E
n

de donde por proposicién 3.9.1 an €S

Consideremos

* _ -
Xrl = ng |Xn2 +'§'+ Xk|,
n +1iki(n+1)

entonces
x* (n+1) 2 [X o4...+ X |
n n k
pll—] > el < ) pl > g)
nZ k=n2+1 n2
x* (n+1) 2 K 2 +..t Xy |
va que {|—| > e} = U {| | > e¢}. Por corola-
n2 k=r12+1 n2
rio 3.8.1 tenemos
ok (n+1) 2 ,
k-n
pUR] > e) < =2 o
2 k=n2+1 n*e?
gl (n+1)2
< (2m + m? -~ n?)
— 4 2
n-e k=n2+1
2
= 2n.2n
n*e?
- _ 4g?
- r
n2eg?
x* 2
1
y LR > e <4 ) =< e,
n>1  n? €? kx>1 n?

Por consiguiente, con 1la probabilidag 1, puede ocurrir solo

n
un nimero finito de sucesos S, = {|~?| >e¢el, n=121,2,..., vy
n

~



X *
de tal modo que __

nZ
para cualquier n, m

cC.S

> 0, por proposicién 3.9.1. Es decir,

2 < n < (m+l)? tenemos

X*
< lX 2' + __Il E:S_> 0.
- n 2

n

Definicifn 3.9.2. Seca [Fn}n>1 una sucesLdn de funcilones de

distnibucidn. S4 exdste una funcibdn de distribucidn F tak
que Lim Flx) = F(x],

para todo x punto de continudidad de F, decimous que {Fn}n>1

convenge en distribucibn 6 debilmente a F. Decdmos que una

sucesLdn de varlables aleatorndias {Xn}n convenge en distni-

>1

bucibn a X s4 Las correspondientes funciones de distribucidn

F, convergen debifmente a F La funcidn de distrnibucidn de X.
D

Denotado por F, > F.

Observacién. Decir que Fp > F es equivalente a decir

que Lim p({x' < X < x"}) = F(x"] - F(x'), para cualesquiera

puntos x', x" en los cuales F(x) es continua.

Observacifn. Se puede tener una sucesibdn de funciones de
distribucién F  que no converge a una funcidn de distribu-

cibén. Sea

——

0; si x < n | QIBLE)TECA-‘_;_
F (x] = | CENTRA,

"W . 3
n . U815 #2 62 BaLvARe
L; si x > n, ————
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entonces Lim F (x]) = 0, ¥x ¢ IR y F = 0 no es una funcidn

de distribucibn.

Ejemplo 4. Sea X, ~ N(O,%), X = 0 y ¢ la funcibébn de dis-

tribucién normal estandar

F (x) = &(v/n x)

nl

n 0
. .
=

P

o

0;
y sea F (x) = J
|15

Por lo tanto Fj,

Observemos también que para cualquier e > 0

plIXy = X| > el = pl|X,] > €]
=1 - pl|Xy] < €)
=1 - (Fp(e) - Fp(-€))
= 26 (-vn ¢),

de donde Lim p(|X, - X | > €) = 0 & sea X[ E__. o.

Ejemplo 5. Este ejemplo muestra que variables aleatorias

discretas pueden converger a una continua.

Sea X ~ u(0,1]) y X, uniformemente distribuida en

j=1,..., 2" 6 sea
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p(X, = 3) = —; 3 =1,2,...,2"
21’1
0, x <0
y Fix) = 9x, x e [0,1]
1, x > 0O
| Z
Entonces (0 x < 0
Folx) = <1:%; 1:% < x < —%
2 2 2
1 5 x>1,
asi, si x es tal que il x < —
n — n
2 2
[Fnlx) - Flx)| = 22 - x < 2.
2" 2"
Luego Lim |F_ (x) - F(x)| = 0 y de donde F, > F.

Proposici6n 3.9.2. Si La sucesidn de Las funcdones de dis-

thibucibn de Las vaniables aleatonrnias {Xn}n convengan de-

>1
bilmente hacla La funcidn de distribucibén de La variable X,
entonces para cualqudler funcidn continua Limitada § degindda

en IR

Lém EL§(X,0) = EL§(X]).

Prueba. Para cualquier e > 0 se encuentra un valor finito

de a que

p(IX | <al >1 - ge; ¥n=1,2,... (1)
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Tomando un intervalo lo suficientemente grande [-a,,a,| para
lo cual p(|X| < ag} » 1 - % y por hipdtesis Lim p{|Xp| < a,)

= p(|X] < ag), obtenemos que para n > ny y a > a, se cumple

(1) y para cada nlimero finito de los valores restantes

n=1,..., ng con la correspondiente eleccién de a, también

se cumplird.

Como { es continua limitada se tiene que |[f§(x)]| < k, x € IR

y ademds § es una funcién Borel - medible en [-a, a], enton-

ces existe

) §Ux )5 Xy < x < x (k=1,..., N)
g x]) =
© 0 ; x < -a y x >a,
donde -a = Xg < X3 < ... < x, = a son puntos de continuidad

de la funcidn F de distribucidn de X tales que
l4(x) - §i{xx)] < e para xp_, < x < . De la condicién (1)

se deduce que

[E(§(Xa)) = E(6_(Xn)| < Bl (Xn) - 4_(Xa)|
= Jn|5(xn) - 6. (Xnl)ldp
= | 4(Xn) - fe(Xn)dp +
T X, | <ad
(Xn) - (Xn)|d
{|L£|>a} 65 |ap
< cap + | 14(xn)|ap

T [ Xp|<al {|Xp|>a}
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Ep(ixnl < al + )0[|Xn‘ > al

< (k+l)e.
Para todo los n = 1,2,... y analogamente.
[E(40)) - EL4_(X))] < (k+l)e,

para cualquier N fijo. De la relacidén p(x' < X < x")

N
obtenemos que E(ﬁE[Xn]) = ) flxgdplxyy < X, < x ]
k=1
N
— Y gl plxko, < X < ox)
k=1
= E(AE(XJ].

En conclusidén tenemos que para cualquier e > 0

Lim | 4(X,)) - E(4(X])] < 2(k+1)e
ya que Lim E(éE(Xn]) = E(ﬁE(X)] y
|E(6(Xn)) - E(4(X))] = |E(6(Xn)) - E(ég(Xn) + E(ée(x))
- E(4(X))] o+ 6,

< 2(k+l)e + &y,

\ —

con §, —> 0, para n —> o,

Proposicibn 3.9.3. Sea {Xn}n una sucesibn de varndiables

>1

117

aleatonias que convergen en medida 2 a La variable aleatordia

X, entonces Las distribucdiones de probabifidades de estas va

niables aleatonias converge debifmente hacdia La distribucidn
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de probabilidad de X.

Prueba. Para cualquier € y ¢ tan pequenocs como Se gulera y

para los valores de n suficientemente grandes

_ 2
pllXn - x| » e < X = XVZ)
p— 2 —
€
De donde se tiene que
plx'+e < X < x"-g)-§ < plx'+e < X < x"-g)-pl|X,-X] > €]
< plxt <X, < x")
plxt < Xy < x") + pl|Xy - X| > €]
plx' < X < x"] + §,

donde x', x" son puntos de continuidad de la funcidén de dis-

tribucidén F. Cuando ¢ tiende a cero, obtenemos que

plx' < X < x") -8 < plx' <X

no<x"l < plix! < X< x") + 6.

Luego Lim p{x' < X, < x"] = p(x" < X < X"},

3.10 TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL

Definicidn 3.10.1. Sea 4 una funcién continua por thamos, di

gernenccable y absolutamente LAntegrable en IR. Definimos

Fle) = _] J é(x)eitxdx. LLamado La transformada de Founien
VI J -o

de f. S{ La transformada de Founien existe para § entonces

es posible obtenen
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(x) - —— | Frete tHtar,

JTT ) o

LLamada La invernsa de La transformada de Founrndien.

Definicién 3.10.2. Sea 4§ y g funciones integhrables en IR.

Deginimos

foglx) = flx-ulglu)du,

=l

Leamada convulacibn de § y g.

Observacién. Si § vy g son funciones continuas se tiene que

4 o g tambien es continua.

J ® o dtx *
F (t) — J et tax 4(x - ulglu)du
fog VIr 7 - V2 J e

j §lx - wlglu)e ™ axdu

3

J §lulgluyettvielgua,

Fé(t) . Fg(t)

Luego la inversa de la transformada de Fourier es

(" —itx, [T )
= J_mFé(t)Fg(t) dt = J—wﬁ(u)g(x u)du.
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Si x = 0 entonces
—l~-J F, Ae)lF (t)dt = J flulgl-uldu
VIm Joew D g - o0

tomando el caso especial que glu) = 4(-u] tenemos

T aF nae - | glw g a

ViT —oo6 6 ) _o

J ||F6(t)||2dt=J 4 1x) | 2ax,
Vim ) -w -

conocida esta igualdad como igualdad de Parseval.

Definicién 3.10.3. Sea X una variable aleatoria con funcidn
de distaibucidn F. Definamos La funeidn caracteristica de fa

variable aleatornia X como

n
™

nit)

= J eitxdpF(X), t e IR
IR

Observacién. Como He‘txﬂ < 1, para todo t e IR, entonces p(t)

siempre estd definida para todo t e IR.

Ll (t) se conoce también como la transformacién de Founier de

la medida de probabilidad p., 6 de la distribucién F. Tam-

bién se dice que la variable aleatoria X tiene funcidn carac

~

terfsticas § y algu ~= vece se escribe My 6 Hp-
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Si F es una funci6bn de distribucibn discreta entonces

Nty = 7 etpx=x).
k:._oo

Si F es absolutamente continua con funcién de densidad 4 en-
tonces

A 0 't

n(t) = J e g (x)ax,

o8}

ademds es posible obtener { a partir de 1(t) por medio de la

inversa de la transformada de Faurier

§ix) = 7%J e itrat,  —w < x < o,
. n k n+1
LEX kX k X n+1
Como e = kZO/L KT t + Gm—: t ’

donde 6 es una variable limitada 6] < 1. Si los momentos

existen para k =1,...,n+1, entonces

n(t) = E

n+1) 1
£, t e IR

(
n k

x E(xX) k. Elex
) T T D T

(funcibén generadora de momentos)

n+1

con [E(ex™ )| < E(x™") y E(X®) = 1(0) = 1.

K|y = (Tkpk

E(]|X (0), k=1,..., n.

~

(uk es la k-&sima derivada de j con respecto a t). Es decir
que es posible calcular los momentos a partir de las deriva-

das de la funcidn caracteristica de la variable aleatoria.
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Proposici6n 3.10.1. Sea X,,..., Xn vaxadLables aleatondas An-

dependientes y S, = X, +...+ X, entonces

(t) = (t) (t]).

Hsy HX, HXn

't
Prueba. Como e& X es una funcidén B(IR)-medible entonces

(t ( .
et X es una funcién P%-medible. Luego e&tx es una variable

aleatoria compleja.

ademds (e“™) 7 (B) = x 1 ((e*F) (B)) € 0(X), B ¢ B(T). De
donde eitxl,..., eitxn-son variables aleatorias independien-
tes ya que X,,..., X, lo son,
Por lo tanto
by (0) = E(e“n

_ E(eitxl... eLtXn)

= By E(etHny

= iy (t) Hy (1)

Funciones caracteristicas de las distribuciones mis usadas

en estadistica.

i . e&b _eiat
Uniforme: u(t) s —p——y o—i en [a,b]
A A Lt—1)
Paisson: u(t) = e '€ i (p(A))
LtE(X) - DIX) o2

Normal : ut) = ef T2, (NE(), D))



Bernoville: ﬁ(t) = pe + (1-p), (B(p))

Cauchy: H{t) = e R (ca)
[§4
Estable: u(t)y = e_|t| P 0 < w < 2, (LS ()
Proposicién 3.10.2. Seca X una vatriabte aleatonia y a A fun

ccin caractenistica. S{ F es La funcidn de distalbucdin de X
y {a,} una sucesdidn de varndiables ateatovndas que convergen

n>t

en medida 2 a ceno Lndependientes de X entcences

Fix") - F{x') = Lim

o Ax"t Ax't
{ e -e

I <
7 I T p(t) s, (t)de

con Sylt) Ca funcddn caractenistica de Las vaniables aleato-

TLas By

Prueba. Consideremos las variables aleatorias X, = X + A,

entonces como Ap

> 0 se tiene que X, > X. La funcidn

caracteristica ﬂn(t) = a(t).6n(t) de X, = X + A, las cuales

son integrables absolutamente ya que
weyl <1y fuge ] < s

Sea {, la funcidén de densidad de las funciones de distribu-
cidn de X, que esta relacionada con la funcidn caracteristi-

~

ca un(t) de la variable aleatoria X, a través de la transfor

mada de Fourier.

I
5(x)=ﬂ) e o (t)ydt
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integrando por x, en el intervalo [x', x"] obtenemos que

X”
plx' < X, < x") = J fin (x1dx
X!
o x”
1 —(tx ~
= jﬁj-w[Jx'e dx}un(t)dt
l[w —th”_e—itx’ R
= jFJ_m e plt).d,(t)dt

Por proposicibén 3.9.3, tenemos

p(xl _<_X i X")

Lim plx' < X, < x"])

® e—ix”t_e—ix't R
Lim ?FJ — D(t)s, (t)at.

El resultado anterior es conocido como férmula de inversidn.

Observasibn. La funcidn de distribucidn est& univocamente
determinada por la funcidn caracteristica garantizado por la

proposicidn anterior y la proposicidn 3.8.2.

Proposicifébm 3.10.3. La sucesibn de distrnibucidn de probabi-

Lidad con Las funciones caracternisticas ﬁn(t), no=1,2,..

*
convenge deb.ifmente hacia La distrnibucdbn con La funcibn ca-

nactenistica p(t), 44 y s6Lo s4
Lim un(t) = pult).

convernge undigormemente segun t en cada Anftervalo gfinito.
—

BIBLIOTE ~
). HUUTECA CEN ——
-th._.‘-" r‘%AL

"
e —ae bl 1) Bavvawy,
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Prueba. Si las distribuciones de probabilidades de las va-

riables aleatorias {Xn}n convergen debilmente hacia la dis

>1

tribucidén de la variable X. Entonces por proposicién 3.9.2,
LEtx . . .
como e es continua (donde t cambia en un determinado in-

tervalo finito |t| < T)

tX

Lim u, (t) Lim [ (e“®n)

_ E(eftX

nt)

converge uniformemente segin t, ya gue

e ™ et K| < Claoxyl, k=1, ..., M

donde la constante C depende solo de T.

Por otra parte si se cumple gue Lim ﬁn(t) = 1(t) uniformenen
te en t. Para np = Xn + A y n = X + A con las funciones ca

racteristicas ﬁ;(t) = 0 _(£)6(t) y H'(t) = u(t)s(t), donde

“-g?t?/2 . .
S(t) = e es la funcidn caracteristica de la variable

aleatoria de Gauss A, independiente de X, y X.

fi

Como [ |na(t) = n(t)|%at J [h, () = B(t)|26(t)2at

ademds para cualequier ¢ > 0 se encuentra un T t.g

f [, () - n(e) |28 (L) 2at < 2| §(t)?dt < e,
|t|>T J |

para un T grande.
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y para Lim ﬁn(t) = 1 (t) uniforme segfin t, [t < T

T
Lim J lu, (£) = p(t)[?8(t)*dt = 0,
-T

por lo tanto para las densidades 4,(x) y 4{x) de las funcio-

nes de distribucidn de las variables aleatorias n, y n

J [6n(x) - §{x)|%ax —J [0' (£) - up(t)]%de

(por la igualdad de Porseval).

Luego Lim J 6, (x) - 4lx)|%dx =

|
o
~

de donde se da la convergencia débil de las funciones de dis
tribucidén para cualquier intervalo finito [x', x"].

X” X”

plx' < np < x") = J fn(x)dx —> J flx)dx = plx' < n < x"].

X X

Luego las funciones de distribucidén de las variables aleato-
rias Xn; n =1, 2,... convergen debilmente a la funcidén de
distribucidén de la variable aleatoria X ya que como

Nnn = Xpn + Ay n= X+ A entonces

Inn - Xal2 = /E[(nn—xn]]?' = VE(A?)
y [n-x] - = VE(0?)
de donde |Xp-X| ., = | Xn-nn*n-X], + &n

< Ixg=npl2 *+ In-xl2 + 6,, con &, > 0
cuando n > o

= 2/E(A%) + &,
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VE(AT)

para o = tan pequeno como queramos.

Teorema 3.10.1. (Teorema del limite central). Sea {X,} _.

una sucesdidn de variables aleatorias Lindependientes con

E(Xp) = ap y D(Xp) = 03 i n=1,2,..., 4y ) 0k = =, cunm-
n>1

pliendo tambien

n
Lim ——— ) E(]|Xx - axl|®) = 0 (Condicibn de Liapu-
(Vog)? k=1 nov )
S -E(S_) X",
S« S: = 2 eptonces Lim plx’ < 8 < x") = L J e ¥ /zdx.
/D(Sn) V2t x!
Prueba. Sea Xxn = (Xx - ak)//ﬁngT ; k=1,2,..., de donde

se tiene que

ElXkn) = 0y DXy, = =

Por las condiciones del teorema se tiene que
Lim D(an] =0

y de acuerdo a las condiciones realizadas anteriormente 1la

condicién de Liapunov se transforma en

n
Lim ) E(]X
k=1

BIBLIOTEGA ol
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) n Sn"E(‘n]
S¥ = ) - —
k=1 VD(S,)
n
- Z an

La prueba est& basada a partir de aqui en la proposicidn
3.10.3. Demostremos que las funciones caracteristicas ﬁn(t)
de las variables aleatorias S} convergen hacia la funcién ca

4y 2
_ omt?/2

racterfstica pi(t) de la distribucién normal standar.

Para las funciones caracteristicas ”kn(t) de los sumandos in

dependientes an, obtenemos que

de acuerdo a la funcidén generadora de momentos, donde

|Rypnl < E(|Xkn|?). Como oin + 0, R_ > 0 para n > = uniforme
mente por k, entonces. Lim ﬁkn(t) = 1 uniformemente por k y

. o ; ~ 1
t en cada intervalo finito; en particular ‘qu(t)“l| <35 pa-

ra valores suficientemente grandes de donde tiene sentido ha

blar sobre el logaritmo de las funciones ﬁkn(t).

ukn(t) tenemos
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k=1 2 6
n 3
t
= - t%/2 4+ () R ) ==
Ko kn 6
. -t?/2,

Uniformemente para t en cada intervalo finito, ya que por la

condicidén de Liapunov

n n
RENES LIINUREPREE

A _+ 2
Por lo tanto Lim M, (t) = e £e/2.
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