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INTRODUCCTION

Muy frecuentemente nos encontramos en la MECANICA ESTRUCTU-
RAL, con problemas tales como: cortantes y momentos, rotaciones y
deflexiones, rigideces y factores de acarreo, etc,, cuyas solucio-
nes exactas son la resolucidn de ecuaciones diferenciales, proble-
mags éstos gue no ofrecen dificultad cuando las condiciones de car-
ga son sencillas y los miembros son de seccidn constante., T1 pro-
blema se complica cuando los miembros son de geccidén variables y
las cargas no son uniformemente distribtuidas, en estos casos la
solucién de las ecuaciones diferenciales, ademds de reguerir dema-
siado tiempo y cuidado, algunas veces se hace hasta dificil.

Sin embargo, para propdsitos prdcticos, nos bastaird con ob-
tener valores,aunque no exactos, pero si lo suficientemente apro-
Ximados; es entonces cuando sentimos la necesidad de disponer de
métodos,que ademds de ser de fdcil aplicaciédn, nog den 13 exacti-
tud degeada.

Es asi como en base 2 estas necesidades, numerosos métodos
numéricos han sido desarrollados, entre ellos podriamos citar: el
método de las Diferencias Finitas, el método de las Relajaciones,
métodos numéricos de N,M.Newmark, método de distribucidén de momen-—
tos de Hardy Cross, etc., teniendo c3da uno de ellos sus campos
de aplicacidn, en los cuales, dichos procedimientos, facilitan la
solucién de los problemas.

Los dos primeros métodos mencionados, es decir, el Nétodo
de las Diferencias Pinitas y el liétodo de 1las Relajaciones, son

los puntos que se desarrollan en el presente trabajo.



N

1.~ METODO DIFLRENCIAS FINITAS

1-1 Conceptos Fundamentales:

Diferenciaciédn
Y Y & .
Y /ifEL Y=1(x) | e T
s 3 - "~ ' I t
& 1 'A_1 ! . v ‘ ' !
Y "-'” Q}L R ; . H ' . i
) P ‘3-'4 ‘ : : ] , !
: ' ' ' co
A
| 5 oo
| R
———— J.._ S SN - TR ISR Y ST A e S o R S e
& x 1205 3 A X
% (1) FH Figl (20
En la figura (1) tenemos ancién Y = f(x); necesitimos conocer
la pendiente de la cus = <¢.. el punto P. Para tal objeto, conside-

remos un segundo punto P| sobre la curva; la linea gque une P con
P| serd secante de la curvi. Ahora, si dicho punto P}, lo movemos
a lo largo de la curva acercandolo a P, el valor de la secante se
ird aproximando al valor de la tangente de la curva en P. En el
1imite amhos valores serdn iguales. En otras palabras, se ha 1do
tomando incrementos de la variable independiente (x) cada vez mis
pegqueiios, con lo que los incrementos de la variable dependlente
(Y) se hardn también pequefios. :
El punto P tiene como coordenadas: X
Y=F(x)
El punto Py tiene como coordenadis: Xi
=f(x}))
pero: X] =X+aX
Yy=f(x+:X)
Y=Y =f(x+sx) - f(x)
Yi-Y _ flx+ex) - £(x) _ .Y

Secante: Tan ex= X. z = ” 22
] - »

i
5

Cuando aX -—==0 , X w5 o¢

Tangente cn P: Tangc= Lim f(xtax) -£(x) 13y, oY &
X-o=0 s X X~ 0ax  dx

Es entonces cuando llegamos al concepto de derivada, gque es el 1i-
mite de la razdn del incremento de la funcidn 2l incremento de la
variible independiente cuando éste tiende a cero,

En el cdlculo de diferenciais finitas el concepto es el mismo
que en el cdlculo infinitesimal, solamente que se emplean incre-
mentos.
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Entre mds pequefios tomemos estos incrementos, mis exactitud obten-
dremos.,
Consideremos el siguiente ejemplo:

Y- 4x

Y4oY= (x+ax F -4 (x+2%)
Y4 sY=X2 42X aX +4%X% —4X~42X
AY=2X4X +aX2 -44X
AY=2X +ax-4
AX
Ianbgzzzx_A
Nao A X
Como se observa, entre mids pequefios sean estos incrementos,
mayor exactitud lograremos.
Con el objeto de facilitar los cdlculos, se acostumbra a to-
mar los incrementos de la variable independiente ax constantes =2
un valor h, tendremos:

primera diferencia:
(Y Yn+ g-¥Yn
L AKX/, h

Segunda diferencia: es obtenida derivando la primera deriviiii
asi:

; P \\.
:,3Y _iz{éz¥;AYn—ﬁYh—l)
ZAAXhm xlax;n ax?

':3@ Y®+“)— Y(n)-(Y¥Yn) Y n-1))
h2

_2Y Y\n+])—2Yn + Yin-iy
&‘ h-2

Para facilitar la obtencidén de las derivadas son muy Utiles usar
tablas de diferencias como se ilustra.

mABIA DE DPIFERENCIAS DESCENDENTES

Los puntos usados son todos en orden descendente con respecto al
punto en consideracidn.

Asi para la primera diferencia,por definicién de diferencias des-
cendente tendremos:

AYn= Yxn; - Y{(n-1)

La segunda diferencia A°Yn es obtenida encontrando 12 primera
diferencia de AY¥n., tendremos:

#in=4(2¥n)= 2¥n-a¥(n-1,

a¥n= Y(nj- Yn-4, - ( Y(n-1) = Y (n-2))

:&h: Y(n,-2Y(n-t; + Y{(n-2).



En forma semejante:

A¥n=a( A%n)= A¥n- o n-
A¥n=a( s%Yn)= ¥¥n~ MY (n—-
A¥n=A( a*Yn)= a'¥n- HY (-1

A=A A" 'yn)= 2" yn-

):

A |

N

Y(n-y)

Colocadas estas diferencias en forma tabular:

B DIAGONAL

)= ¥n-3Y n—-1)+3Y n-2) -Y (n-3)
§i= Yn-4Y(n-1)+6Y m—-2) -4Y (-3)+Y (n-4)

X Y oy RS S SRS (S (RN ¢ oY

Xn Yn f 1 1 1 1
AYn

Xnel Yool A" Y -1 -2 =3 -4
AYn-| L").BYn

Xn2 Yh-2 ,ﬁzxwl Auﬁn i +3 +6
2 Yn-2 l_l-.aYn—l

Xn-3  Yo-3 2% Yn-2 -1 —4
- Yn=3 j

Xnel  Yad ' +1

Ordenadas las difercnciais en forma horizontal

X Yy sy Sy %y Y A ofe ol A

Xn  Ya oYn %% Y oY | 1 1 11

Xne| Yool AYol  ¥ael  OYnel _1 -2 -3 -4

Kne2 Yoz  AYn-2 ﬂfYn—z 1 +3 +6

Xn3 Y-3 AYn-3 -1 -4

Xny Yo 1

TABIA DE DIFERENCIAS ASCENDENTES:

Los puntos usados son todos en orden ascendente con respecto

al punto en consgideracidn.
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Asi para la primerg diferencii por definicidn de diferencia ascen-
dente tenemos:

£Yn= Y(r+ 1) = Y( 0 )

Encontrando la primera diferencia de A¥Yn obtencmos la segunda di-
ferencia

Y= 0 (AYn )= aY (0t ) = LY =
B fp= Ylmg2 = Y{n+ 1) - (Ylntt)=- Y =
32Y¥n = Yin+2)- 2§1n+h) +(Y\1; ) (n))
De manera semejante obtenemos la tercera, cuarta, etc.diferenciac
D= (A0 )= ¥+ 1 SAY(n) = Y{n43,-3Y(n+2, 43 \n+1)= o
AYn= A{ANYn)= AY(nt 1) —efY\n) = Yin+4)=4Y(n+3)+6Y(n+2)=4Y (0 + 1 )+Y
»;\%Ynz,-i(é Yo)=OY(n+1) -D Y (n) =

L]

- o -l
INCEUNEN ' Y= al lYkn+ )= Y=
Ordenadas estas diferencias en forma tabular.

EN DIAGONAL

2 3 y _ 2 3 y
X Y nY AY é& Y NY A Yn A Yon I%_YE AN Yn

Xn Yn ~1 1 -1 1
AT
XnH Youl 2 Y 1 -2 3 -4
O Yo A%ﬁ
X2 Yo 0 o | At 1 -3 6
A Y ng2 é?ﬁﬁ
Xr3 Yo13 ZfYM2 1 -4
~ Yei3
Kot Ynih 1

TABLA DE DIFERENCIAS CENTRALES

Los puntos usados son los situados simetricamente con respecto
al punto en consideracidn.



Asi 13 primera diferencia por definicidn.

£ In= h,_ -,
Yn= f\x+2) f\X2

A Yn= Yin +733‘)—Y(n —%):% {ﬂn%—l}—Y\n—lq)?

La segunda diferencia es obténida encontrando 1la diferencia de 1a
primera diferencia (aYh )

\Yn:-_s\_kYn) =2 Y n+F) —~AY(n~%)
"‘Yn— Yin+ 1) Yn— \Yn—Y(n—l)}
'\Yn— Y{(n+1)2Y¥n+ Y(n—1)

Enaforma sunllar
2 Yn—ﬂ(AYn)— \Y(n+2)— sY\n—g) =5 (Y +2 ) 2V(n+l)+2Y(n-1;-Y(n—2)4
2 Y= (20 )= A3Y\n+e)— MY in- ) = Tins2) —4Y(n +1)+ 6Yn — 4Y(n —1)-Y(-2 )

. =AGR " ) A (0 +4) =A™ T ( e 5) ......
Ordenadas estag diferencias en forma tabular.

BN DIAGONAL

X Y sy Ay 3y dy o2aye Awo23v nty
Xn+2 Yo+e2 1 1
S ¥n 4342
2
Xn4+1 Yo+l “Yn 4 1 1 -2 -4
3
2 Yn +3 A Yn+é
2
Xn Yn Yo 3 N Yn O ~2 0 6
A Yoo~ 3 AN Yn-i
2
An-1 & - 2 Y n-| -1 1 2 -4
A Yn —3/2
Xn—-2 Yn=2 -1 1
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Ljemplo: Sea la funcidn Y= X'+ 33X + lOk 5X+8
e nos pide encontrar las diferencias 47 ﬂ ‘ﬂ y etc.

T

X Y Ay % 2k oafW o
‘ , T 1 ,; .
of 8 19 52 54 24 | ©
1 | 27 71 | 106 | 78 24 0
>} 98 | 177 | 184 | 102 24 0

3 275 361 286 126
4 636 647 412

5 11283 11059

2342

l
!
2

s —- ~ [

Se ha usado lasdiferenciagsascendenteg, Comenzamos encontrando los
valores de la funcién Y para valores de la variable X , asf{ por
ejemplo, cuindo x toma valor de cero, Y= (o0)+ 3(o) +10(0)+5(0)+
8=8. Como se observa,los incrementos .x=h se han tomado iguales

a la unidad.

La primera diferencia »¥Yn= Ybh+i)- ¥Yn
1la segunda diferencia 2n= 2 (2Yn)= a¥n+y) ~A4Yn
Se notard que las diferencias son obtenidas por sencillas restas

“Yo= Y~ Yo= 27-8= 19
nYo=4Y | -iAYo= 71-19=52
HYo=:2YI-#0=106-52=54
AYo= 3Ve@Yo=T78-54= 24
oNo=NeMo=04_24= ©

Gran analogia existe entre teoremas del cilculo de diferencias fi-
nitas con log del cdlculo infinitesimal.

Se dan a continuaciédn estos teoremas:
Teorema 1: Si C= constante
2C= 0
Teorema 2: Ax, Bx, Dx, son funciones de X
AM(Ax+DBx~Dx )= A"Ax+ A"Bx~ ~"Dx
Teorema 3: Si C es una constante y AXx es una funcidn de x
MMeAx = ¢ Ax



n.n
Teorema 4: o~ X =n! en oonde n es un nlmero entero pogitivo.

corolario 1: «ex = = c(n!)
corolar%g 2:L?H x“ = 5
Teorema 5: » (2+bx) = bn (a+bx)("'I
corolario 1z .x (M= pnx (=)
corolario 2: »"x(n)= n!
en la que x ' = x(x-1)(x-2)(X=3)ver.... (x-n+1)
ox )2 X(x+ D) (x+2) (X433 ) v e v v vn. (x+n-1)

Teorema 6: (Teorema Nevton). 3i ¥YX es un polimomio de grado n en x,
su desarrollo pu@on ser egcrito en la siguiente forma:
n
YX=20+ alx+ azx uuuuuuuuu +2n X

Yx= Yo+lﬁ”AYb+ 4%0 + Q;Z A%b+ ....... xi? &Yo
21 n'!

Ejemplo:
Consideremos el ejemplo anteriocr; necesitamos conocer la e-
cuacién de la funcidn.Datos: los valores Y

% _ X S
¢ 2 ! 3 y b5 6
X Y NY AY AY ANY AN 4 NY
= L
0 8 |+ 19 52 54 24 0O | O
1 27 71 106 78 24 O

2 98 | 177 | 184 1102 24
31 275 1 361 1286 126
41 636 | 647 a1z

5 11283 11059

A i \

(1) ; (2) 2 (3)

3
Yx= Yo+x A Yo+ x A Yo+ X AYo+.......
2‘ »

=8 + x 19 + (x=1) 52 + x(x-1)(x-2) 54 +x(x-1)(x-2)(x~3) 24
2 6 24

Yx= 8 +19X+26X2—26X +9x3— 27x2+ 18x+xu—6x3+11x%6x
Yx= x"+ 3x2+10x%+5x+8.

que es 1a ecuacibn de la gue habiamos obtenido los valores de Y.
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A continuacidén se da un2a tibla de Diferencias Finitas.

1.- A(Ax+Bx-Dx)=AnAX +n Bx- oDx
2.- AcAx = chAx
3.- aa * = (a-1a’
4-_ AX(n) - n x (n"'l)
- Al _ -n
0T By = T
x n) (n-1)
6.~ n(a+bx) = bn(a+bx)
T.— A 1 -bn ‘
o fir 7 Tl )
(2+4bx) (a+bx)

N

8.- A3cen(a+bx)= 2 Sen b Cos(1+gibx)
9,—- NCos(a+bx)=-2 Sen g Cos(a+g+bx)
10.- AAxXBx = AX ABX +Bx+1 AAXx

11.- a X! = X(x1)

12.,- & Tan(a+bx) Sen b

Cos(a+bx)Cos(a+b+bx)

~-3en b
Sen (a+bx)Sen(a+b+bx )

13.—- A Cot(a+bx)

2 Sen® Sen(a+s4bx)
Cog(a+bx)Cos(a+b+bx)

it

14.—- p Sec(a+bx)

- b
15.— n Csc(a+bx) = -23en3Cos(a+z+bx)
Sen(a+bx)Sen(a+bx+b)

INTEGRACION FINITA

En el cdlculo infinitesimal la palabrz Integrar tiene dos acepta-
ciones: la primera es la gque coincide con el significado corrien-—
te de la palabra, es decir, para indicar una suma de partes.
L1 segundo significado que tiene en matemdticais la palabra inte-
grayr ¢s el de encontrar una funcidn conociendo su derivada.
In integracidén Finita 3l igual gue en el cdlculo infinitesimal,
consiste en encontrar la funcidn ¥x cuya diferencia es AXx.
AYx=AX
Yx=n"" ax
en donde: Yx es la funcién
AAX es la integracién finita de Ax.

Alcontinuacidén se da una tabla de Integrales Finitas.
T{ & (ax+Bx+Dx)=  AlAx+ ~'Bx+ A Dx

2 &JCAX= C dJAX

3| 8lax= g 5 af 1
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«\*IX(n) - X (n_l)
i m—-—
-
/ 1 _ 1 .
/\. X"‘ inl — (]'_'r\'j)_}(_l'n—:n 9(n 1?)7'[ 1
oo (ko )™ Giaox)
b(n+t)
a1 - 1
fime|
(a+bX)/M b(l-n)(a+bx)/ /
4§ICOS(a+bX)=—;%—$— Sen(a-L+bx)
20@115- 2
I
N Sen(a+bx)=- §§%E§ Cos(a—5+bx)

ot (ixBx)= AxBx- A\~ (Bx+1dix)

A X(x!) = x!

&tsde(a+bx) Sec (a+b+bx)= Csc b tan(a+bx)

' Gsc(a+bx) Cse (a+b+bx)=—Csc b Cot (a+bx)

b

o Sen(a+24bx) = Sec(a+hx)
Cos(a+bx)Cos(2+b+bx) 2Sen
b
A" Cosla+3+bx) =_Csc(a+bx)

Sen(a+bx) Sen(a+b+bx) 2Sen g
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1 - 3 ERRORES AL EMPLEAR DIFERENCIAS FINITAS

Como se c¢ijo anteriormente, 31l emplear las diferenciag finitas, se
logrard una mayor aproximacidén en los resultados mientras mis pequé-
flos sean los incrementos; sin embargo no se pretende inducir la i-
dea de que tomemous valores de incrementos tan peguefiog que practici-
mente pierda su valor el método, yi que al emplearlo, llegaremos a
un conjunto de ecuaciones lineales, en lis gque habrd . tantas ecua-—
ciones como puntos tomemos.

Para evitar la necesidid de tomar gran cantidad de puntos, es muy
Gtil saber en qué errores se incurre al emplear las diferencias fi-
nitas; luego conociendo la magnitud de estos errorcs, afectar 1as
ecuaciones obttenidas en estos valores para poder obtener una mis cer
cana exactitud.

Se procederd a encontrar 1la magnitud de estos errores.

Del cdlculo diferencial, el teorema de Taylor establece gue si tene-
mos una funcidn de grado n

y=f(x)= as+3,x+2, x° +a4 x3 4. a, x"
diferenciando la ecuacidén uni, dos, tres, etc. vecers y encontrando
egas derivadis para xX=0, encontramos:

X=0 ao=f(0)

F'(x)=2, + 2 @3 X4euu..
para x=o a,= £ (o)
_ n
de manera similar: azzf". o) 33=f"i 0) seceann , a.:i_ﬁ%g)
Luego y=f(x)=f(o)+xf (0o)+ x2 £"(o)+ x? "' (0)+...+ x" " (0)
7! 3! n!

S5i ahora reemplazamos (x) por (x+h)
y consideramos f(x+h)= g(h) como funcién de h, en la gque X perminece
fija y h es la variable independiente, tendremos:

g’ (h)= £7(x+h)

g"(h)= £"(x+h)

g"(B)= £ "(Z+h)

entonces si h=o

g’ (o)= £7(x)
g“(9)= f‘:(X)

" (8)= £ (x)
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Aplicando 1a serie de Taylor:

2 3 n
fx+h)= f(x)+hf (x)+ glf" (x)+ S!f"‘(x)+ ..... %! " (x)
A
e~ Y=1(x)

/‘ !
T Col
/} ‘ )

e |

e ! A
' i 1 : i
! 1 :

L o

XX Ko X SR T PX

4+ Fre. 3+

G
\ m " .
asi:s Yu4= Y(xn+h)= o %T £7{xy)
m =0 i

ERRORE3 USANDO DIFERENCIAS PINITAS DESCENDENTIES

Yn e
L . _ - / (—h)m i

Youf = Y(Xn h)= 0n="0 -Tn—r—f (o)
o0

Y., = Y(x-on)= 3 (Z2B)Er(y )
=
= (-3nr

Vg = ¥xe-3n)= ) T (xy)
m~

Ia expresién de 1la primerg diferencia es:

_ . A “hy .
(éX) : PR Ny N Y, - nm=o EET; f (xn)

Xy h h

desarrollando : h h3

- [&n—h £ (xp )+ 2! £ (xn)- 3'f"'(Xn)+...;j
h

_:_X = f’(xn )-gfn(X'n)"‘l—lzfnl v Xn )‘h‘? f""(xn >+ ........

o X n.‘ < 6 24—
pero f (x, { } el valor exicto que buscamos
Tenemos:

p _{ay h h? \ h3
£ (xn )—{%;{—)n +5 " (xn )=z £ (e " (e Vel
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Se obgerva que cl error al emplear lis diferencias finitas en la

primera cdiferencia eg:

. _h - ____1’_1._2_ " h " _ ol
Error = 5 f (xn) 2 "%, )+ 24f (x, ) .o
Ia expresidén de 1la segunda difercncia es:
ea 159
So(=n)", v l=Em)
/‘%} Yo—-2¥n=1 +Yn - Y}p —2m,-=‘c T f‘ ‘K")J-m'fs"o m! f (Xﬁ)
i 2 2
\ X h h
desarrollando: :
- @2 hj -
Y, - 2.Y, -hf (x, )+ 2! £ (% -3t £ (g )be ... o+
h2
ﬁ -2hf " (x, )+%Q £'(x, )~ °°§
2 oy . 3 ans __Z Y _29_ 5.5
Eh " (x, )-h’f (xn)+12 n'f (x,) 125n £7(x, J+...
. . ) hz
2
{2\ _en 7 3% pon 3010707 (x Ye. ...
\\x)nf(x)hf (x)+hf(x)125 (%, )+
' (x ﬁ[ij;] +hf"' (x .)- léh 1 )+3QJ? fs(xn)— .....
125
_ 1N] 4 Al 2= 5 —
Error=hf"' (x, ) éﬁh £ (%, ) 4—1251 £2(x, )—enn.

En forma semejante obtenemos:

j 3
f"'(xn)=1 X3}+3hf""( )
ERRORES EN TERMINOS DE DIFERINCI .3 FINITAS:

E1l error obtenido piri 13 primera diferencii fue:

; . .__h T2 h2 "t i h 3 nn
Error—gf (kn)—6 " (xa ) ¥ 57 ' (Xn ) e eeenoo :
‘ 2
pero f"(x ):{Liy'\+hf”'(y ) - Z~h s G SN
Sustituyendo ef—§alor de f"(x ) obtenemos :
2 - 2 3

_h 1 W { h 1"t . W it
Error= ] LKE€%)+hf"(x I?b £ (x, )+, . ‘| -5 T (x, )+§Z £ (x, )+

-h £ _ e h " - h vy
Error= (%i? %’ (x,)- Z h U (x Y -R £ (%, )+ T (R, )+
hrror—h(=h%§ +3 f"(x ) h—f”"( DL

3
pero "' (x ( 5 +§ hf”“(x )+ .......
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Sustituyendo el valor de f"'"(x,),obtenemos:

2 .
— h/ily— o] /?Y'\ A enn T _hj "
Error= szﬁiy)n+311j?§rhj2hf (Xn)+...ﬂ 1 (% )b e e enne
) 2, 3 \ 3 3

i = hi £ Y hf ¢ ¥ V. h Tenn N _h7pun I
Trror QQZCEQ)1+3<7%X3 ):2 £ (X ) 7 ' (xn )+

h,m2Y') hy A3Y \\Ip R
Error= ={ = 4= w2 L += F Talt.eeens

AV A RS R A )
i h.’i \vr h?( £\3Y \ hﬁ’“ Vi Hy \ ~i
Brrors= —-=:% = 142 Fovunn |

Arxt )13 3X3,g4-{45”! !

R A VR R

Trror= 4 ELI-) +h(;é1l e (& Fenn

2h n x* Ao |4t ax

En forma scmejante, pueden ser encontraidos la magnitud de los crro-
res en términos de Diferenciais Finitis, rara li segunda, tercera,
cuirta, ctc., difercncias, tainto para lis diferenciis Descendant s,
Ascendentes y Centrales.

A continuacidén se dan las taiblis que muestrin estos errores

Errores par: Difcrenciais Descendentes

yroooywooynn o y® o ySs A%y 3y sty a0y Ay
A x? N x3 AXY AX5 Hx6
. h h? h3 h h2 h3
Y += -= == += += +=
2 6 24 2 3 4
12
Y +h Iz +h +ilhz+ b’
12 12 6
3 5K 3h L 7n?
Y +5 ) +5 +4
2
yen +°h +lZQ
6
Errores para Diforencils Ascendentes
5 . ST ; e s
Y ym oooyne Y Y n Y ATY AY AY n Y
n%Z nx AxT AX px®
ys .n  _h* B RN L
2 6 24 2 3 4
¥ IR ‘ Ly ,lln? sY
12 12 6
2 2
_r 3h  _%h _h | Thb
2 4 2 4
Yun _2},1 +lih2
I . - SR 3
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Errores para Diferencizs Centrales

YH Y Yo Y > Y6 / 2Y 4‘\.3Y L\l‘( Y 5 Y !\6Y

e . Ax? Lx3 Ax' AX ax®
Y’ _1.1-2. 0O -13—1\‘.. _l.gi 0 +i @]

6 120 6 30
2 I 2 4
n L _ _

¥ &0 il 0+

Y _}]E _bi o)
4 4

2 2

VAN ~ho, o’
6 6

Se puede apreciair que se ohtienen mejores
las Diferencias Centrales, y3 que los erro
meten son menores gue 2l emplear las Difer
Degcendentes.,

1-4

Anteriormente se habia trabajido con incre
tes un valor h 5 cuaindo los puntos pivot
tervalos degiguilesy 1is exprcesiones de 1a
serin las siguicntes:

Ly

o

N
T
! f x
; | |
1 Yo LY, A
{ ! !
1 ' t
— i ; ->
Eoot ;. Kopgh
Xn d T
- e 3
‘ FIG. 4.
E]l punto n-1 +tendrd como coordenidis Xam
Yo
E1l punto n+l tendri como coordenadis X .

resultados 2l emplear
res gue en ella sc co-
encias Ascendentes 0

DIFERENCIAS FINITAS CON INCRENTNICS AX NO IGUALES

mentos en x constain-—
cs sean tomiados 3 1in-—-
g Diferencias Finitas



2 3

pero Y(x+h)=Y+hY '+ g,Y”+%TY”“+ ,,,,, Teorema Taylor

Tendremos: '
2 2 3 3 N
Y =Y. -k WY g 4= th yn K ny: AL (1
-1 n o1 31 n veee L1
Y - Y k h Y’ ki&) hZYn‘ K nyg 1"3Yui .ﬁ’?:i
e L + ! n + i e Wl

/Aj[) Y= Yne primera diferencia
"\X n <kn+l' + kn—f >h

Un valor de (%;% }més exicto serd considerando las expresiones del
N n

Teorema dc¢ laylor, tal como se demucstra:

De las ecuiciones 1 y 2 , arreglindclas para elimihar Y" ¥

despreciando los valores Y"h , Y""n, etc.

Tenemos:

Yn'—l Yn hYIn h Y"l’\ P
= - - Y
Kol Ka—r kn-. 2 (37
, 2
Yorl Yo o, bYW b7 YV, (D)
kn+i Ko+ kn +1 2
Restando 3 de 4
Yn2+| -Y;—: :Yn(' :2L _ 21 ) Lhysf 1, 1 )
Ly K ke K k.n.i.i' LS
2 2 2 2
K-} Yo+i-Kn+t Yn—i_Ya (kn~| - k“+')¢hY‘(k"+l + kn=1)
K4 Kot K341 k- " kn+l kn-i
hys Kn+l + kKoo - Kool Yo+t - k%+| Yn — |
Kty - Ko-l Kot k&
2 2
- Y, (k. n-i — kot )
K5 +i Wn-i
T2
Y,’, = 1 !k ne} Yo+ "'<k2n—l—k2n+l )Yn
hkn‘:F I:_ . ko~ (k'l‘!'.H kn-l) -

2
- Kkn + | Yn—l}

puesto qut al encontrar Y/, no sc¢ han tomado en cuenta 1a terccra,
cuarta, etc. derivadas de 1la funcidn, el valor encontrado dc Y,

/ hY
seri un valor mds iproximado de (QL%_

[AY

nX /)
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2 2 2
<AY>= -1 (knﬂ'h+h4b—n—1uﬂ)h
/n h kn+) kn-1  (kn+t + kn=y) L

- Bot1 Yo—i J

- . . PN ‘A
Para 1a segunda ciferencia, irreglando las ecuaciones ill ¥y 2
con el objeto de eliminar Y% y despreciando también los valo-
res de la tercera, cuarta, etc. cderivadas, tenemos:

Yo~ - zr_x__h an + En—l h2 Y"n @
kKn—1  kn-i 2

Yn+| - Yn h Y;: n Kn + 1 hLY"n @g’
En+i Ko+ 2 —

Sumando kz) NG {E)tenemos:

‘ . 2
Y-l Yol _ Y( 1 w1 Viohn Y(kem + kot )
Kn-1  kn+ Kn=1 ko+1~/ 2
n’ Y o (knmt 4 Kndil) _Knt+i Yn—i +_h1—| Yn+1 v, kn+1+ %n-r
™ kn+1  kKn—i kn +i Kt
Y, = e :- Yo+i _ Yn + Yn -1
n° U (kn+i 4+ kn=t) Kn+l Kn+1 Kn=j (kn+t + XKn—l )kn—1

Yo +1 Yn Yn-|

-

AR h? [ (Kn+1 + kn~|) kn+l Kn +I kn—k+ (ka+; + kn— Jkn—|

1-5 DIFERLNCIA FINITA PARCIAL

Uno de los métodog mis Utiles en la solucidén de las ecuaciones di-
ferenciales parciales eg el método de las diferencias finitas, en
donde la solucién de la ecuicidbn diferencial parcial esg reducidz a
la solucidn de un conjunto de ecuaciones lineales. Es asi como pro-
blemas como son: momentos flexionantes d: placas, deflexiones ae
placas, andlisis de egsfuerzos en tres dimensiones, etc.,cuyas solu-
civnes implican trabijar con ecuaiciones diferenciales parciales,so
hacen de fdcil resolucidbdn 21 empleir el método de las diferencias
finitas.

Como se dijo anteriormente, mayor exactitud obtendremos al tomar
incrementos de las variables mis pequefios.



1-5a DIFERENCIAS PARCIALES IEN COORDERADAS RECTANGULARES

L
-y
‘1\
Y
- /
(L]
it
b
ey
>4
B
~—

| (n m-ﬁ‘j

(n-3, r)(n-Zl,—mT(n- ;) (n§m) (n4llyn) (v, ) (743 m)

———t

E (r[;m 1) !

| A . SR I SO D
% : ‘ {njm 2) | : !

i C
: [

V i n'm ‘ 1—,.—
| (nym 3)

\"\
~ & FIG. 5
Sea la funcidn Z=f (x,y).

La expresién de la diferencial parcial de la funciébn Z, con respec-
to 2 uno de las variables (X,y) son lzs mismas que lag diferencias
finitas ordinariais,

Haciendo ax=h , aY= k y usando diferencias centrales, tenemos:

0L - Blori 0)=Bb( gy n)

e °h

“x 0 _

Q_Z ;Z(n+|,m) -2%(nym ) + Z(n_{{m)
T2 T 2

7 h

W2 _B(nyn+1) = Z(n,m=1)

oY 2k

2
a ZA::Z(“’ N l)" QZ(“ym) + Z(n,m—l )

oY K2

La diferencia finiti parcial de la funcidén Z con respecto a X y Y

son obtenidas tomando la primera diferencia parcial en una direc-—
cién y luego tomando 1a diferencia de la primera derivada en 12 o-

tra direccidn. Tenemos:

:g%(z_(nw.m;h- Z(n =1 a) )

(Z(n+19m+l) - Z(n_l ’m+|)) _ 2__}1{ (~'Z(n+l ,m_l)
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v

&)

-22(n,0) 480 1,0 )4 X Um,m-l) 28 (00— >+A<n-1,m~;f‘?§

Wi
;)2%){2—}12}(? LZ (n + 1, mi )—22(n+ ty m)+ Z(n +iym=— l)-— ZZ(n,m-}— |)+4z(ﬂ ,m)
d

A - \ -
-

_Zg(n ] ) + ‘Z.(nfl,m+] )—2Z(n-—l,m) +‘ Z(n-—l ,m—lzj

Ahora, si los incrementos en X y Y los hacemos iguales, es decir,

h:k’tendremos:

\ 2
& 2 1 ' Z(n+|,m+|)—Z(n +]9m_|)_g(n—l9m+|)+Z(n-|,m—l)£
. -

3Y 3X 412

2'% _ 1
3 Z,XZv 1}' g(n‘H ,m+l)_22("+]9m)+z(”+|9m"l)“QZ("sm+')*4g(n’m)
YL-Z\ h -

o = 24(n, “‘"[')+Q‘T"":“‘+')"2Z(n"": A =l yu-| )
En las siguientes figuras aparecen representados simbdlicamente

J %4 J z
oYox ¥ 3Y? ax

los valores encontrados para cuindo los incre-

montog AX y AY son iguales.
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FIG,6

1-5b DIFERENCIA FINITA

O O—0—0
hu;‘-}rzg?
FI1G,7

PARCIAL EN COORDENADAS POIARES

FIG.8
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La transformacidén de coordenadis rectangulares a coordenadas polare:

€3 el siguiente:

X f# Cos o

y=p Den e

F = N Xty

tanew = £ %, o = Arc tan ¥
e X
Tenemos:
df . _2x X =% - Cos ot
dr  2yxP+y® JxT+y P
df 2y y v _ o -
dy 2)xtwy® JxTwE P
AP
_QOk. = _ El_i_g_l_ —.oen &
o 1+(L) xfvyt O F
1
dx_ X X X__ Cosx

: = 2 2
Tt S G ¢
puesto que % =f(x,y) ~ N
y como €y et son funcioncs de X y Y

=f( P, ).
_cL:: dz g€ , 37 dx
dx of 33X 2ot JX

;3__605@( D7 Sengh

o€ Jdol P

a_% 87 g)Z C)OL zSend+§l Cos @k

oY Jf c9 Tk dY det P

0% Q Jdz

axé ‘é’&e d x) 93_0( —)
—.dz_Cos o(+i§ Sene( _,._d_ - 2_3__ Sen (Cosgud
d P* P X P2 Y Z WA

40 JZ Senec Cos.ol

31_ P>

:&2' en’ ﬁCQ?ZQS +_()_2§Qg_s_g 2 ¢/ 8 Sengl Cosg X
Sl’lb‘*’d amz Fz +a€()'< f |
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1-6 APLICACIONESZ: MCLTI10S FLIAIONANTILS Y DEFLEXIONES TE VIGAS

1-6a VIGAS SIMPLELENTE APOYAD:3: DIVERS0S TITPOS DE CakGA

Congideremos una vigi bajo la 2cciédn de unz carga uniformemente
Cistribuida. Las siguientes ecuaciones pueden ser obtenidas:

w/unidxd longitud

a¥y ;
- W AN NN
ax M M+dM
y
4% 1 g
- W
dx?
2 v
d%y _ M VadV
ax° BT T ax | ‘
!
§+y W
_— = _ para I constante
dx* EI
d2 I d2 W
— 'Hf%' = é? para I variable
en donde:w = carga/unidad longitud , Dpositiva hacila arriba
V. = fuerza cortante y positiva hacia arriba
M = momento flexionante, positivo si produce compresidn
en las fibrig superiores.
Yy = deflexidn; positivo hacia arriba

Aplicando a estas ecuiaciones diferenciales, las diferencias finitas

tenemos:

Vi 4+l - Vol =2Phw

Mn —1 —2kin + Mn+t = ndw

Y-l ~2Yn + Yol = n? K
Es n

Método de lasz Diferencias Finitis para 1la solucién de cargis unifor-—
memente distribuidas con cargas concentradass

L1l procedimiento 2 s=2guir consiste en sustituir el sistema de carg:i
por concentraciones estidticamente equivalente a ellas. IEstas condi-
ciones son fuerza cortante y momento flexionante, ninguna de Fstas
debe alterarse fuera del tramo cargado al sustituir el sistcma dc

carga por concentraciones.



¥y v ,
A
2 A
0 ] 2 3. )+
13 l i \ cargas equivalcentes
0 ! 2 3 é‘
y 4 b B, B
! f T ¥ !
i L 1
R |
F1G. 8

Ias FIG.(8) muestran el procedimiento 2 seguir, que es el de consi-
derar las reaccion~g gue tendria una viga libremente apoyada some-
ticéa al sistema de carga.

Al guedar entonces, la viga sujeta a un sistema de cargas concentra-

das, las ecuaciones guedan en 1a siguiente forma:

Mr=1 =28n 4+ DMn+] = hPa
Yne| =2Yn 4+ Yo+l h®

i

Kin..
Eln

Al emplear, el método de las diferencias finitas, el problema de en-
contrar momentos y deflexiones consiste en resolver un conjunto ce
ecuaciones lineales. Para facilitir 1a resolucidén dc estas ecuiacio-
nes se degarrollardn 2 continuacidén expresiones de los momentos ¥y
deflexiones.

Consideremos la viga simplemente apoyada, segun se muestra en la

FIG (9), sujeta 2 cualquier sistema de carga que ha sido sustituide

por sus cargas concentradas equivalentes.



B P P2 P3 Py
\ 3 l’ L
2 A b=y
% h ‘i h ' h % h +
1 D i
T T
FIG.(9)

APLICANDO T.A DCUACION PALA MCMEN1O0S:

lin—1  —2hn  + DMn+! = h Fn
Condiciones: Mo= M=o
punto 1: o - 2N + N, = - hP = A (a)
punto 2: Mioo=2h, + Ny = - hB = B (b)
punto 3: M, —2l4 + o =+ hpy = C (c)

Kesolviendo:

_ (A+2B4C)
2

1\12 =

S

para encontrar los valores de i y 3 , simplemente sustituyendo

en las ecuaciones (a) y (c¢) el valor de Mz encontrado.

Deflexiones:

ial

Yo -1 =2Yn + Yo 41 = h° Mn _
EI,
Condiciones: Yo=Yy, = ©
punto 1l: o - 2Y + Y, =n® M./ElL. = A& (Q)
punto 2: Y, - 2Y, + Y, =n® My/EL, = B (e)
punto 4: Y, - 2Y; + o0 =h® MyEL; = C ()

Resgsolviendo:
v = - £A+2§+C)




Consideremos ahora el caso,
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en €l que 1a viga h2 sido subdividida
en un mayor numero de tramos (L= 6h), segln se muestra en la FIG.

(10)
Po Py 2 P3 Py Py Ps
| A
| [

AT e s s 4

%h§h%h}hih{h%\

: . %

FIG.(10)
MONENTOS: lin —1 -2Mn + Mn+i1 = DPah

condiciones o= MNb=0
punto 1 o - 2M1 + DMy = - hP,| =
punto 2 M1 - 2M, + M3 = — hPy =
punto 3: Mo, -2M3 +  Iuy = - hPy =
punto 4 i3 - 2M&%  + Ns = + hPy =
punto 5 My 2Ms+ O = + hP5 =

Resolviendo:
Me=-2(A+2B+D)-C - L
3 3
Deflexiones: Yol ~2Y¥n 4+ Yn+i= h’ Nn/EIn
condiciones Yo=Y6=0

punto 1: o - 2Y1 + Y, = hZMl/EIl
punto 2 YI .27, +Y3 = h?Nﬂ/EIZ
punto 3: Y, - 273 + W = h?MB/Ela
punto 4 Y3 -2¥4% + Y5 = hzmu/EIu
punto 5 Yy -2Y¥s5 + O = b’ Ms/EIs

Resgolviendo:

Yo =—%(A+2B+D) - C -

E
N

H O Q W »

H & Q & &

(2)
(b)
(c)
(d)
(c)
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Puesto que el sistema de carga a que puede estar sometida la viga es
trapecial o parabdbdlico, se dan 3 continuacidbén las férmulas pari poder

encontrar las cargis concentradas eguivalentes.

CARGAS YRAPECIALES:

W :XW‘ h Wo
Ai h - h T
: W, l
// \‘Vg/',
4 o
l/ /’
- _., x
WO "r,-' "'/ Rofﬂ%h%.%‘VJ %
/q _,""’ h .
- - Ro=3#(2Wo+W; )
b T 6(
| e
Ry ) - Hop
4 bol i h {
T | T
FIG (11)
RO = (ZWO + W:|)

<2w,+w0)+§(2w,+w2):é}(w0+4w; +W; )

ey
it
iy oty o

(Wpey + 4W_ 4+ Way )
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CARGAS PAEABOLICAS

0 ) W
{1 S n i
1 : 1
|
W w lw Ro=0 (7W,+ 6W, W, )
0 { 2 o4 0
i - !
1 é\ EI_EQ(WO+10W[+ W, )
| | Ro=- (W +10Wn + Wo+t)
o | Ry Ry
1 h h j
i

FIG!(12)

Ejemplo 1: Consideremos 1la viga simplemente apoyada, de seccciédn
constante, con carga uniformemente distribuida.

Se pide
encontrir momentos y deflexiones.

VA
:

W/unidad léngitud

n.

—— s
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Momentos:

condiciones Dlio=ly=0

2
O - 2M; + M - hw
M, - 2M, + Mg - hiw

H

B, -2M3 + 0 - hw

1

Resolviendo:
Nig=— L#2B+C — h2 w('—1—2—1)
2 2 '

M,= 2n’w = wL’/8
M;=1.5h" w=3wL>/32
M3=l=5HZW:3WL2/32

Los valoras obtenidos para momentos son exactos

Deflexiones:

condiciones: Yy, = ¥4 = O
0 -2Y + Y = n?(1.5wh%/EI)= 1.5wh' /EI
Y, 2% + Y3 = n* (2.0wh® /BEI)= 2.0wh' /EI

Y, -2Y3 + 0 = K (1.5wh?® /BEI)= 1.5wh'/EI

Resolviendo obtenemos:

valores exactos Error
Y, = - 0.00975 wI'/EI Y, = - 0.0093 wL'/ET 4.8%
Y,= - 0.01360 wl'/EI  Yo= - 0.0130 wL'/EI 4. 6%
Yy= - 0.00975 wL' /ET  Ys= - 0.0093 wL' /BEI 4.8%

Para obtener una mayor exactitud, tomaremos en cuenta los errores
que involucran el empleo del método de las diferencias finitis. dAsi,
tenemos, gue el error en diferencias centrales para la segunda di-

g

2
ferencia H Y . 1,2/ A Y . :
=5} es: - =h A_ ) s 13 ecuacidn para 1lrs deflexio-
(A};,)n 12 (AX n ’
a

nes puede sep’escrita en 1lasy siguiente forma:

N 2
py & n 9
Yn-l -2Y, + Yn+[ —%:—2%4 ( Yn ) -4Y ned +6Yn -4Y el + Y +2 ):h Ivin /EIn

2
T =2Y, + Yoy —}3 (Yoo —-4Y.t +6Y,- 4Yo4y +Y42 ) =h M, /EL
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31 el error en el punto 2 es encontrado y usado para log puntos

1l y 3 tendremos:

Brror= —{(0-4Y] + 6Y2 - 4¥Y3 + 0)= -0.333Y; + 0.5Y2 - 0.,3337;

punto 1: 0-2Y)+ Ya— (=0.333Y,40.5Y2 - 0.333Y¥3)= 1.5wh / EI
~1.667Y, + 0.5Y; + 0.333Y4 1.5wh"/ EI (a)
punto 2: Y1 - 2Y,+ Y3— (-0.333Y;4+C.5Y> - 0.333Y3) = 2.0wh*/ EI

i

1.333Y, - 2.5Y,+ 1.333Y, =2.0wn'/EI (b)

punto 3: 0.333Y, + 0.5Y, — 1.667¥3=1.5wh' /EI (c)
Resolviendo: valoresg exactos
Y =~ 0.00926 wL'/EI Y,=-0.0093 wL'/EI
Y,=- 0.01302  wL'/EI Y,=-0.0130 wl'/EI
Yy=- 0.00926 wL'/EI Y5=-0.0093 wIL'/ET

Ejemplo 2: Para la viga mostradir en 1la Fig. (14), sc nos pide cn-

contrar momentos flexionantes y deflexiones.

w/unidad long.
¥ v v 1 I=10 —

I=2T0 - I
0 ] 2 3 b 5 Zé
§ h L h i h - h - h { b § -
+ = 1 J T T
1 L N
§ t
FIG. (14)
wh wh wh
2 2
i ‘ l VIGA CON
| CARGA
A , v \ EQUIVALETE.

0 ! 2 3 b 5 6



Momentos:
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condiciones Do=Meé=0
Mnp—1 ~2lin + M+ = hP,
punto 1: 0 = 2M1 + B, = - h(0.5%h) (3)
punto 2: M, = 2, + Ng = — h{wh) (b)
punto 3: Mo ~2Mg + My = - h(0.5wh) (c)
punto 4: Mg —2My + Mg = 0 (d)
punto 5: iy =2Mg + O = 0 (e)
Resolviendo: ‘
Mzz—%(A+2B+D)-C—% = - %g-o.5-2-o)-(-o.5)+é] wh?
M,= 2.16wh®
M,= 1.33wh’
K= 2.00wh’
My= 1.33wh?
M= 0.66wh’
Deflexiones:
condiciones Yo=Y¥eé= O
En el punto 3, en donde hay cambio de inercia de la secciébn, se to-
mard un momento dc¢ inercia promedio: Is3= :gzgizgi 1,510
Yot - 2Yn + Yos = h’lun/Eln
punto 1: 0 - 2Y, + Yo - n21.33wh? /2ETo = 0.66wh' /Elo
punto 2: Y| ~2Yp4Y, = n®2.16wh? /2ETo = 1.08wh' /Elo
punto 3: Yo —2Y34Yy = n?2.00wh? /1.5ET =1.33wh'/Elo
punto 4: Y5-2Yy4Ys = h?1.34wh®/EIo = 1.34wh'/Elo
punto 5: Yy -2Y540 = h?0.66wh° /EIo = O.66whu/EIc
Resolviendo obtenemos:
Y, = -2.5wh" /BIo. = - 0.00193 wl"/EIo
Yo = -4.33wh"/Blo.= - 0.00334 wL'/EIo
Y; = -5.08wh"* /BIo.= - 0.00392 wlL'/Elo
Yy = -4.50wh"* /EIo.= - 0.00347 wL'/EIo
Yo = -2.58wk* /EIo.= - 0.00199 wl'/EIlo
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Ejemplo 3: Consideremos li vig: simplemente apoyadi de seccidn cons-
tinte y sometida 2 una carga triangular. FWncontrar momen-—
tos y deflexiones.

WO

{?7 l 2 é & 5 é
S S TS NI S A - R S
+ L j
FIG. (15)
Nomentos:
condiciones limites Mo=M¢= o
Mact =28, + Mnt = n*w,
punto 1t O — 2L, + Mp = ~ h*(w,/¢)
punto 2: by =20+ Dig = — h%(wy/3)
punto 3: My - 2My + biy, = - h*(wy/5)
punto 4: lig =28y + Mg = - h?(@wy/9
punto 5: by =2+ 0 = - h2(5w0/6)
Resolviendo:
M, = 0.972 wgh
M2 = 1.777 woh'
lig = 2,249 woh®
b, = 2.221 w bh?
Mg = 1.527 woh®

Los valores de los momentos obtenidos son @xactos,ya que el error
cometido es del orden de 1a cuarta diferencia, cuyo valor en tste

CaA80 28 Cero,
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Deflexiones: condiciones Yo= Yé= o

punto 1: 0 - 2Y;, + Y = 0.972 woh'/EI
punto 2: Y, -2Y, + Y4 = 1.777 weh"/BI
punto 3: Y, -2Y;4¥ = 2.249 wyh'/EI
punto 4: Y3-2Y, + Yo = 2.221 wyh*/EI
punto 5: Yy -2Y¥; + 0 = 1.527 wyh'/BI
Resolviendo obtenemos:
valores exactos Error
Y| == 4.114 wyh'/ET Y, =- 4.034 w h"/EI 2%
Y, == 7.256 woh /BT Y, =- 7.111 w,h'/BI 2%
Yy =- 8.621 w,h'/EI  Y,=— 8.437 w h*/EI 2.1%
Yy == 7.737 w,h*/EI  Y,=- 7.555 w h"/EI 2., 4%
Y, =- 4.632 wyh'/EI Y.=- 4.506 wyh*/EI 2.8%

Tomando en cuenta los errores y si el error en el punto 2 ge usa pa-
ra el punto 1 y el erior en el punto 4 se usi para el punito S, ten-
dremos:

Error =t» (Yne ~4Y¥,q +6%,-4Y,,. + Y. 2 )

Error en el punto 23

Error :%é (0-4Y, + 6Y, -4Y5 + Yq):—O.BBBYI +O.5Y2—O.333Y3+O.0Cflg

Error en el punto 3:

Error =15 (Y -4Y, +6Y,-4Y, +Y,)=0.083Y,-0.333Y, +0.5Y,-0.333Y, +0.

Error en el punto 4:
Error= %E(YQ— 4Y5+6Y, ~4Y;+0)=0.083Y,-0.333Y,+0.5Y,~0,333Y,
Ia ecuaciédn, para encontrar deflexiones tomando en cuenta losg errores
propios del método es:
Yo~ =2Yn+ Y+ —%é(ﬁ,—z ~4Yn— ) +6Y, = 4Y¥ o+ + Y, 4 )=h?ly, Ela
Yn-1 -2¥n+ Yn4t - Brror = I Mn/ FIn (i)
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Sustituyendo los errores encontracos en la ecuacidn <:> dada,obtenemos
~1.667 Y1 + 0.50 Y, + 0.333% - 0.083Y, 0.972 w, h4/ET
1.333 Y1 - 2.50 2+ 1.333% - 0.083Y, = 1.777 wahu/EI
-0.0837Y | + 1.333Y, - 2.500¥3+ 1.333Yy -0.083Y.= 2.249 wohy4 /ET

- 0.083Y; + 1.333Y3- 2.50 Yy +1.333¥s= 2.221 w,n' /EI

-~ 0.083Y, + 0.333Y3+ 0.50 Yy -1.667Ys5= 1.527 weh' /BT

{f

"o

O

Resolviendo obtenemos:

valores exactos:

Y, = - 4.030 won' /BT Y, == 4.034 woh' /ET
Y, = - 7.100 wyh" /EI Y, =- 7.111 w,h"/ET
Y3 = - 8.440 wyh' /BT Yy =~ 8.437 wh'/5I
Yy, = - 7.550 woh' /BT Y, =— 7.555 wyh'/EI
Yo = - 4.500 wyh" /EI Yo =- 4.506 wyh'/EI

3e degarrollard a continuacidén el mismo ejemplo anterior, solamente
que el numero de tramos se rcducird a cuatro y se comparardplos va-

lores gue se obtengan con los valores cxactos.

WO

% L
. | 2 3 £3
f—Dh % Jo! + h i h
1' 4 Tl b
r 5 “-—
FIG. (16)
Momentos: condiciones Iwo=lu= o
punto 1: O - 2M, + Mo =— h®(w, /)
punto 2: M ~2Mp+ M =— h®(w,/,)

puntc 3 lp=2Mg+0 =- h2@w0A+)
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Hegolviendo: M, = 0.625 woh2
M, = 1.000 wyh

My = 0.873 wyh®

il

Los valores obtenidos para momentos son exactos,ya que 1los errores
propios del método son del orden d~ 1 cuarta diferencia, gue son
cero en nuestro caso.

Deflexiones: condiciones Yo = Yy= o

il

y
punto 1: O - 2Y| + Yz 0.625 woh /ET

punto 2: Y| -2Y, + Y4 = 1.000 woh'/EI
punto 3 Yo - 2Yq + 0 = 0.873 wyh"/EI
Resolviendo obtenemos:
Valores exactos Error
Y, =- 1.187 woh' /EI Y, =-1.135 w,h'/TI 4.6 %
Y, =— 1.749 wyh" /I Y, =-1.666 w h"/EI 5.0 %
Y, =- 1.311 w h'/EI Y, =-1.239 woh"/EI 5.8 %

Desarrollemog el mismo ejemplo, sustituyendo el sistema de carga

por cargas concentradas equivalentes.

o~

0.0416woh 0.25woh 04 50woh 0,75woh’ 0.458woh
l l |
; v i l CARGAS CONCENIRADAS
‘% ' 2 3 A BOUIVALENTES
e h h ; h [ h ¥
' : ] 1
} L 4
PIG. (17)

Momentos: condiciones Mo=M,=o0

i

My =2k, + W h F,
(-0.25 wyh) h
(-0.50 wh) h

(-0.75 wyh) h

n4t

H

punto 1: O - 2M, + I,
punto 2: Ml - 2M2 + M3

i

punto 3: M, - 2Mj5 + DMy

"
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Resolviendo obtenemos:
My = 0.625 wh?
My = 1.000 woh®
My = 0.873 wyb

o
&

[ Q0W b 5
\wt’oh
2
8,625 Woh
DIAGIALAS DE iiQLENTOS
;p‘ | 2 R3
9 \[ CARGAS COilCEITRADAS
A EQUIVALENTES
1 2 A
@] 3 4
FlGe(18)

Pucsto que 12 ecuicidn diferencial para momento, <°s una ecuacidn
cubica, para encontrar lais cargas concentradas ejuivalentes (Ry,
Rg, R3) haremos uso dc¢ las férmulas paira cargas varabdlicas,

igi, tendremos:

R, =1l23 (lio +10% j+11,)= l-g(0+6.25+1.o)w ;h?=0.604 w, b’
Re =5 (M) +10kz+M5)= §(0.625+10.040.873)w K’ =0.958w, b’

R, = 1’% (bip+ 100ugthuy)= i-gl—(l.0+8.73+0)wohzz 0.810 woh’

Deflexiones: condiciones Yo=Y,=0.

Yo - 2%, + Y, ., = h R/EI,

punto 1: 0 - 2Y, + Y, = 0.604 woh'/EI
punto .. : Y, -2Y¥o+ Yy = 0.958 wohq/EI
punto 3 Y, 2Y54+ 0 = 0.810 woh*/EI



Resolviendo obtenemos:
Valores exactos
Y, = - 1.135 wyh"/EI Y, =-1.135 woh" /BT
1.665 w,h*/EI Yo =-1.666 wyh'/EI
1.238 woh'/EI Y, =-1.239 woh'/ET

=

W

I i

| [

Se puede observar 1a gran exactitud gque obtuvimos al emplear 1as
cargas concentradas equivalentcos.
1-6b FACTORES LE ACARREO Y RIGIDEx

Para el andlisis de estructuris hiperestiticas, varios métodos
han sido desarrolladoss; entre ellos podriamos citar el "método
de Distribucidén do¢ Momentos" propuesto por €1 profesor Hardy Crosss
dicho métocdo cs vilido tod: vez que los esfuerzos que se produz-
can en los micmbros no sobrepasen el limite clistico. Por mecio
dc este método eg posiktle calcular los momentos en los nudos de
manera iterativa.,

Para poder aplicar el métoco de Hardy Cross, se requicre:

1 Conocer los momentos de empotramicento perfecto.

2 Conocer los factorcs de distribucidén de momentos,para deter-
minar 1z forma cdmo los mommntos de desequilibrio se reparten
en los miembros que converpger en un mismo nudo. Hs necesario,
entonces, conocer 1la rigidez de los miembros pari poder detrr-
minar los factores de distribucién.

3 Conocer los factores de acarreo (F.A,) o factores dec transpor-
te, para determinar el momento en <1 empotramiento cuindo el

extremo irticulado c¢s sometido a un momento.

My, = KagBa

//"\\yi E I
W————'/MW/ /
B

FIG,. (19)

I8 = Ma (F.A,)
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Los conceptos de Rigidez y faictores do acarreo son los siguientes:
La Rigidez Kpg drl miembro 4D cs cefinida como el momento jue s
necesario aplicar rn el eoxtremo irticulado 4, para gue &1 4dngulo
(3A sea 1gual 21 un radiznh, cuindo el cxtremo B se sncuentre fijo.

Ko =Ma

e

31 Qhﬂ:ridiins. Ky = M,

Factor de Acarreo (F'.A.) de 4 a B es definido como 1a razdén dcl mo-

mento en el sxtremo fijo B a1l momento aplicido en A (L, ).

(F.i.)ab =tie
I\riA

Cuando los miembros son de seccidn constinte, los momentos de cnjo-
tramiento perfecto pfuedrn ser cailculados ya s<1i con ayudi de marui-
?

1@890 A partir d-~ deformaciones.
4ET

La rigidez cdcl miembro Ky ==
Factor de Transporte (FnA,)lb:_EB — é%
Lilpy [

ko]

51 problema se complica cuindo los micmbros son de seccidn variible;
en ellos 1li rigidez de los miembros K # 4BI , los fictores dc ca-
rreo son diferentes de 0.5 y los momentos de cmpotramiento son dio-

tintos a2 los de uni vig: de EI constwnte, sin embirgo, el procedi-

miento de distribucidén de momentos es el mismo.

Piri estos cisos, los métodos de "Columna Andloga" y "létodos Numé-—
ricos",son muy utiles.

3e proéedeaa continuacién91 encontrir factores de 2car:eco y rigide-—
ces de miembros, por medio de lis “"Difercncias Finitas".

51 proccdimiento a seguir es 1 siguientes



N
9 N 2 3 i 5 6
b — caso a
—'3_ y S
0 | 2 5
N //,a caso b
FIG { 20)

Queremos cncontrar, la rigidez y factor de icarreo del miembro de

A a B. Para tal, sustituiremos el sistema original, FIG.20 (1), por
la suma de los sistecmis de los cisos 2y b. Tlendremos, gue los mo-
mentos Mo y Mg tendridn gue guardar cierta rolacidn, ya que debemos

cumplir con 1la condicidén gue 131 rotacidén cn =1 punto 6 debe ser cerc

Para facilitar las operaciones, tomaremos Mo = lig = 100 y calculare-
mos : N
1 Ias deflexiones: Yo -2Yn+ Yoo = h%M, /EI,
I@s rotaciones {;2 ye?u:a partir de las deflexiones ya encontra-
das
=0

& ,A-Yn he‘n

Yoo 1 = Yo
_n-{_l_()_._.u_L_—_ he o

~V

6% ‘;z uZ##L:_34

dX EIn
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LG = 1 v, /7,
&4—-‘%@“-:1 = h M./EI,

Llegamos a2 los siguientes resultados.

i, = 100
s //’::\ A caso a
eoa eGa
62100
@  — A caso b
B¢,

Fla.( 21)
Pucsto gque 13 roticidn cn el punto 6 debe ser cero.

Be¢a + ¢ (F.A.3b) = o
(F.a.)ab _ _ @
E1l ingulo eo serd entonces: @Gb
O, -0 - (F.a.)a0p @ o

y la rigidez .del miemtro seri:

100

K;"\B =
o

De manera semejante procederiamos para obtener la rigidez y factor

de 1acarreo de B a A
Ejemplo: Encontrar factor de{acarreo y rigidez de la viga mostrada

en 1a FIG. (22).

A+ 1.%h : 3.0h ; 1.,5h |
1,51 2,01 —>
_—3 i I”“z | 12
Az% B
! 2 3 }
1 n_ h 4 h | h D f h i
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A 7\ caso a

100
i
i
16 ! DIAGRAMA
| ; '50,0 MOMENTOS .,
(b)
FIG, (22)
1 Deflexiones:
Yn-—l —2Yn + Yn,q_[ = h2Mn/EIn
punto 1: O -2Y, + Y, - h283.3/1.5E1 =55.5h2/EI
punto 2: Y, -2Y, + Y4 = h2 66.6/EI
punto 3: Y, -2Y, + Y, = h®50.0/E1
punto 4: Y3 -2Y, +Ys = n® 33.3/ET
punto 5: Yy -2Y¥s+ 0 = I 16.6/4ET =8.3h* /EI
Resolviendo:
Y, = -200.8 n®/EI Yy =— 162.8 L’/EI
Y, = -128.2 n®/EI Y, =- 85.5 h"/EI
Y, = -206.8 h”/EI
2. Rotaciones &, , 6O,
o, - Ya-¥i _ (-206.8 + 128.2) h® _ _39.3 B
27 T om °h ET ET
B, _ Y.-Y (-85.5 + 206.8) h? h
} = 5 3 = = ° _———
h oh Bl +60.7 77

3. Rotaciones 630 , 636

O, ®.=2x55.50 .00 = - 150.3n_
TT =T
O, Oy=2x 8.3 O, =+ 77.3n_

Bl ET
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M =100

1 - Deflexiones:
Punto 1: 0 -2Y, + Y, = h®16.
Punto 2 Y -2Yo+ Y4 = h?33.
Punto 3 Y,-2Y,+ Y, = h®50
Punto 4: Y3-2Yy+ Y5 = h°66.
Punto 5 Y,-2Y,+0 = h°83.
Kesolviendo:
Y = - 85.5 h®/EI
Y, = -159.9 h?/EI
Y= -201.0 h*®/EI
Y, = -192.1 h®/BI
Y, = -116.6 h*/EI
2 Rotaciones 8, O,
O Y3 Y; (-=201.0+85.5) n® _ .57.8.0
2T 2h EI "TEI
_Ys-Yq_ (-116.6+201.0)K h
()" ~2n 2n R
3. Rotaciones @o, 66
0,.60, =2x11.1 h_ o Qa= - 80.0n
EI EI
O,. 6, =2x41.6 1 . e = +125.4 n

ET

6/1.551
3/BI
.0/EI
6/ET
3/2E1

caso b

100

DIAGRAIMA
MOMENTOS

1l

i1

11.1h° /BT

41.6 n® /EI
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(F.A) o = 80.0_ ¢.533

150.3
K,  =.100EI _ 100 6BI _ 7 1337
o 84.2n  84.2L -

Valores exactos:

(F.A.),,
(F.A.)ba

0.6162
0.5440

1 - 6c MOMENTOS DE EMFOTRAMIENTO

Como se expresé anteriormente, para la aplicacién del método de

Distribucidén de lomentos, es necesario conocer también los mo-

mentos de empotramiento.

Encontraremos, los momentos de empotramiento para 13 viga del

ejemplo anterior, sometida a una cirga uniformemente distritui-

da w.

E1l procedimiento a sceguir seri el siguiente:

1 - Encontraremos las rotaciones gue se

los puntos O y 6, considerando 2 1la

producen en la viga, en

viga simplemente apoya-

da y sujeta 2 1la carga w vuniformemente distribuida.

2 — Aplicaremos un momento de 100 en el
encontraremos las rotaciones en los
considerada simplemente apoyada.

3 - Aplicaremos un momento de 100 en el
encontraremos las rotaciones en 1los

considerada simplemente apoyzada. Lia

extremo A de la viga y

puntos O y 6. Ia viga

extremo B de 1a viga ¥y
puntos 0 y 6. Ia viga

condicidén que tencmos

que cumplir es que las rotaciones en O y 6 deben valer cero.

Planteando las ecuaciones para cumplir esti condicidn, en-

contramos los momentos de empotramiento.
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Factor de acarreo y rigidez de A a B:

Condicién Q¢= O

100
‘A Q_ Q caso
-150,3% 7 ah
0 T + 77,304
A
caso
K )
O - so.0h } 125.4 D
EI ET
61.7
K Z N caso
o tao.zl_ - 77,30
EI 51
100 61.7
A . suma
K - n
6 -lowo ET FIG. (23) 0
F.,.A.ab ZQLZ = 0.618:&3_
100 125.4
_100EI _ 10046 EI _ EI
K 1o =To1.5n - 10101 - 29T
Factor de acarrco y Kigidez de B a A:
Condicién Qo= 0
100
f N caso
A _h _ h A
0 -~ 150.3E71 +77.3 37
100
A ‘r;\\\ caso
h h
@ -80.0—— $125.4- 0
-. EI ET
53+
13;—3\ A caso
h h
+80, O -
53,3 100
N £\ suma
A . - A
o 0 + 84,2
EI

FIG,

(24}

b (F.A,ab) 3

de 1 vy 3

a(F.A.ba)

2y 4
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w/unidad longitud 2 :
N A 2 A A A A
1 I— |
1,571 2l

. f
FIG. (25)
Momento g™ Mo=DMe=0
Punto 1: 0-2Ii,+ My, =— wh?
Punto 2: My —2Mo+ Mg =— wh?
Punto 3: Mo=2M3+ My =— wh?
Punto 4: M g=2Wiy+ M g =— wh?
Punto 5: My-2Ms+ o =- wh?

kesolviendo tenemos:

M,= 2.5wh? My= 4 .0wh?
lM2= 4 .0wh? lig= 2.5wh?
1\![13 = 4, 5Wh2

Deflexiones: yo= y¢=0

Punto 1: 0-2Y,+ Y, = 2.5wh"iuge 1.67wh" /EL
Punto 2: Y -2Y2 + Y3 = 4.0wh" /g1
Punto 3 Y2 -2Y¥5 4 Yy = 4.5wh*/EI
Punto 4: Y3 -2Yu + Ys = 4.0wh* /EI
Punto 5 Yy -2Y¥5+ 0o = 2.5wh%/ALEI = 1.25wht /KT
Resolviendo :
Y, =— 7.850wh"/EI Yy =-13.890 wh"/ET
Yo =—14 .030wh" /ET Y5 =~ 7.570 wh* /ET

Y3 =—16.210wh* /EI
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Rotaciones 62 y 91,

@, Y=Y, _(-16.21047.85)wh® _ 4.180 wh?

2h 2n TT BT
"
el} :Y5—Y3 :(\-.7057+l6021)“,h - 4 4'320 Wh3
2h 2h EI EI
Rotaciones Goy 96
B, -0c =2x1.67w ;. Bo0=-7.52 wif
EI EI
66 - e“ = 2 4 1.25wh? S He=+6.82wh3
EI EI
A [N
O  -7.52.uh’ + 6,820013
=7 ET
100
(= 2
) h - 77,30
0 - 150.3 A B
00
& )
e - 80,0 h - 125.4...}.3__
“ET FIG. ( 26) EI

CONDICION 8o = 8¢=o0

“ whd ;
_7052wh —_ 150039._ X - 800©h__ y —

BT “TT BT ° " °
-6.82wh3 77.3h 125.4h_ y = o
g T v T Bl

Resolviendo: X = - 0.0313 wh?

Y = - 0.0352 wh?
3,13 wh? 3.52 wh®
e -
o 0

0
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Tenemos entonces que los momentos de empotramiento son:

o

" Ma = 3.13wh?
Mg = 3.52wh?

0.0869 wI?
0.0976 WI?2

1]

~1=-74d ANALISIS DE VIGAS ESTATICALLENTE INDETERMINADAS

1§,, 7 ' —T\

A B '

VAN A,

A B a

N A

A ) C
FIG, (27)

Ia vigaiABC en base al principio de superposicién;.puede'éer susS—
tituido por: ’
l. Una viga simplemente apoyada en A y C sometido 21 sistema
"de cargé. La deflexidn gque sufre el punto B bijo este sis-
tema de carga puede seor encontrado VSNB).
2:'Eés una viga simplemente apoyéd@ en A.y C sometido a carga
concentrada unitaria en B. L‘Ba.jo esta carga concentrada, el
punto B sufrird unamdeflexiérLAﬁ

Pero como 1la deformacién del punto B es cero, tendremos:

A B=rg (§p)

de donde RB =
B
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Siguiendo este procedimiento, tendriamos que aplicar el método de
diferencias finitas, para cida uno de los sistemas en gue ha sido
sustituido el sistema original, para poder encontrir la reaccién en
B. Sin embargo, 12 reaccién RB puede calculirse en forma mis ré-
pida, aplicando el teorema de "Desplazamientos Keciprocos" de lhaxwell
que nos esgstablecen:

a) Al2 =A21

Il desplazamiento que ocurre en un punto j sobre la viga, debido a
una carga P ’aplicada en otro punto 2, es igual 21 desplazamiento
que sufrird el punto 2,cuando 1la carga P esté colocada en el punto
lo-'

b) 12 =¢ 21

Ia rotacién en el punto 1l,debido 2 un momento M aplicado en 2,
es 1gual a la rotacidén en el punto 2,debido al momento M aplicado
en 1.

M M
1. N TN 2
S0 A a3y <
T~ 12 Ne 21
FIG, (29)

c) e 12 =A21

La rotacidén en el punto 1,debido 2 una carga unitaria aplicada
en 2,es igual 2 la deflexidén que sufrird el punto 2 cuando un momen-
to unitario esté 3plicado en 1.~

J/p::l le
: N 2
5T LT L T
eirz BIBLIOTECA CENTRAL
FIG. (30) UNIVERSIDALWL DE EL SALVADOR
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Sustifuyendo 1la viga simplemente apoyada en A y C bajo el sistema
de carga por la vig:a eguivalente sometidi 2 cargas concentradas
como se muestra en la FIG. 31.

h|h

1

}

}
FIG, (3)

Luego sometiendo 2 1a viga AC bajo 12 accidn de una carga unitaria
en B; por medio del método de las diferencixs finitas encontramos
las deflexiones que se producen en los puntos 1, 2, 3, 4, 5.

(o S s
<,B éf‘z’n i ‘JSB
\~\

FMK%)'

en base a1l teorema de laxwell.

12 deflexidén que producird la carga P, en B seri: C(LGB

La deflexién que producird la carga P, en B seri: é’2BP2

de manerz similar, las cargas Pg, Py Py producirin las deflexiones
P3sdm Py Sy s y PSJ5B, regpectivamente,

La deflexidén total en B, bajo el gistema e carg g8 serd:

#':&B: PI | B 'f p2 J‘,QB f PB (QDB. " Plh_gl}B PS&’ S.B

y como RB =E€Ji
BB

RB = D118 4 Padoy 4 pa{.w,.- pudud - psfen

(5’-'003
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Ejemplo: Encontrar la reatcidén en B para 12 vigaz ABC mostrada de
seccibn variable, sometida 2 dos cargis concentradas
de Wy 2W en los puntos 1 y 4 respectivamente,

[

w 2w

I 21 41 8T 41 21 1]

A C
B

0 1 2 5

. h , h on 3 oy An 2y ®

L ! { ! T I =1
FIG. ( 33)

2) Someter 1a vig2 simplemente 2apoyacéa en A y C a una carga con-

centrada de 100 en B y encontrir las deflexiones en los puntos.

A
A

N100

| 50h _1doh 150k

FIG. (34)
Deflexiones: Yo=¥Y¢=o0
Punto 1: O - 2Y,+ Yo - - n%50n/2E1 =-25K3 /BT
Punto 2: Y i-2Ys+ Yj = - h2100h/4BI=-250 /EI
Punto 3: Y,-2Y 3+ Yy = - h2150h/8EI=-18.8h3 /EI
Punto 4: Y3-2Yy,+ Y = - h2100h/4EI=-25h3 /EI
Punto 5: Y4y-2Yg+ O = - h? 50h/2EI=-25h3/EL

Resolviendo obtenemos:
Y, =+59.4h3/EI
Y2 =+93.8hn3/EI
Y3 =+103.2h°/ET
Yy =+493.8n3/BI
Y5 =+59.4h3/E1
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Ia deflexién en B decbido 2 las cargas aplicadas es:
aB= W13 + 20 543
A B= W (59.4 + 2.93.8)hd

. BT
A B= 247.0Wh3
' ET

& pp=433= 103.2 nd/ET
A B= RBJBB

Rg = &-B

BB
R 247.0 wh3 /EI
B 103.2 h3/EI

2.38 w

o
o
H
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II- PANDEO EIASTICO DE BARKAS AXIALMENTE CARGADAS!
Py
p p
FIG.{ 1 )

Consideremos la barra mostrada en la fig. ( 1 ) gsometida 2 fuerza
axial de compresidén P.

Se considerard gque 1la barra es perfectamente eldstica, que los es—
fuerzos gque le ocagionan las fuerzis axiales se encuentran dentro
del rango elidstico de la barra.

Cuando las fuerzas axiales de compresién P son pequefias, 12 barra
permanece recta y si sometemos bajo esta condicibén 1la barra a una
fuerza lateral, que le produzca una peguefia deflexién (Y), 1la de-
flexién desaparece cuando la fuerza lateral es removida, volviendo
la barra a su posicidn original, es decir 2 su forma recta. Se dice
entonces que la barra se encuentra en equilibrio estaible.

Ahora, si 1la fuerza axial P se aumenta gradualmente, llegard un mo-
mento en el que 1la deflexidén producida por una pequefia carga lateral
no degaparece una vez que 1lia cargi lateral es removida; se dice en-~
tonces que 12 barra se encuentra bajo un estado de equilibrib ines-
table, ya que en estis condiciones 12 barra puede fallar repentina-
mente por pandeo.

En un punto intermedio entre el equilibrio estable y el inestable
existe el equilibrio neutro, y 12 fuerza axial en esta condicidn es
conocida comy fuerza axial critica.

Las ecuaciones eldsticas para la condicidn critica pueden ser enton-

ceg egcritas:
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las expresionesg obtenidis son ecuaciones diferenciales, por lo tan-

to, el empleo de las diferencias finitas resultari prictico.

Ejemplo 1: ZEncontrar 12 carga critica para 1a barrai mostradi de

seccidn congtante.

Per o ... x . I ¢ Por
-} 0 | 2 3 4 5
i h h [ h g h ] h h 1
Y ¥ 1 1 ¥
i L
rig.( 2 )
4 2
Para poder resolver 13 ecuacidn: §_¥__ - Per_ szﬂ_ es necegario
P dxt* EI a

usar puntos imaginarios de 1la barra.

Por 1a manera en que la barra se pandeari tendremos:
Y, = - Y-y 3 Y3 = - Yg

Ia ecucién diferencial escrita en términos de diferencias finitas

es:
y - _ Per 2 2+
AlY = = h™  AY
Yne ~4Y¥n-1 + 6Yn ~4Yn+l+ Yn+2 = —_-%)EIL h2 [Yn-l -2¥n + Yn.q.l—:]

Sustituyendo A =%%L—h2 , tenemos:

Yoo -4Y,| + 6Y, - 4Y,% + Y, 4p= - A [Yn_, ~2Y, 4+ Y+, ]
Yoo +(A-4)Y,, +(6-24) Y, + (A~4) Y, |+ Y 4= 0

Para el punto 1:

Y, +0 + (6-24) Y, + (4-4) , + Y3 =0
reemplazando Yy =-~-7%,

Y, (5-2A) + Yg(4-4) + Y53 =0 , (a)

Para el punto 2:

Y, (A-4) + Y2 (6-24) + Y3 (A - 4) = (g/ (b)
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Para el punto 3:
YI + Y2 (A—4—) + Y3 (5—2A) =0 (C)

12 solucidn de las ecuaciones (a), (b) y (c) solo es posible cuando

el determinante de las coeficientes es cero:

(5-24) (A -4) 1
(A-4 ) (6-24) (A-g) = 0
1 (A-4 ) (5~24)

Desarrollando:

(5-24) [ ( 6-24) (5-24) = (a-0)%] - (a-4)[ (4-4)(5-28)-(a-2)]
+1 [(a-0)* - (6-28) ] =0
~ 4 A3 424 A® - 40A + 16 = O

A% —64° +10A -4 =0

Resolviendo:

EI_, _16EI _ ET
L’\, = On6 . Pcr = h2 A Lz On6 —9060 "EE'—
Y : __BI_ , _16BI 5 o _3p.o _EL
A 0 S Per =i— A =22m-2.0 =32.0 =
A=2.5 oo B, =B a =16ET 5.5 -40.0 _EL.

h2 L2 2

Ia carg2 critica de pandeo serd el valor de la fuerza axial mis pe-

guefia obtenida, en nuestro caso:

P, = 9.60 _EI?I
Valor exacto P = 1%?2;; 9,8696 _%%

Ejemplo 2: Encontrar 1la cargi critica Pe para 1la barra de sec-—
cién variable mostrada. Ia expresién de la variacién

del momento de inercia es:

(xf]°
IX = Io[j 1 -2.11 TT—
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To Ix
Pcr >E’ | | ;‘\’Pcr
X
_T‘“O‘Ao i z 3 4}"1‘““5
I ; h o:-Io h 0.7?10 h I:o h O.ZF}I% 0,2 0h I
L
FIG(3)
Condiciones: Yo = Y4 = O s Yy = Y3
Y =-Y- i Y3 = -Ys
Yno =—4Yn- +6Yn —4qu+Yn+2=-%%; h? [}n4 -2Yn + Yn+[:]
: P or h?
- - - = S -2Y Y.
Punto 1 Y, 0O + 6Y| - 4Y2 + Yg O.75EIo(O I+ Yo )
Punto 2: O - 4Y; + 6Y, -~ 4Y3 + O = - PEE?LT,(Y,-2Y2+ Y3)
2 o
haciendo =Eﬁih—— tendremos:
Elo
Y, (6-2.66A) + Ya (1.334-4) =0
Y (24-8) + Y2 ( 6-2a) =
(6-2.664)  (1.334-4) )
5

(28-8) 7 (6-2a)
desarrollando:

A~ 3.504 + 1.50
Regolviendo: .
.A’% = 0-50 -.w""sz: = lé]]ii%ﬁ— On5o = 8oO ]—3—];-9-

]
o

= 88l 3 50 —48.0

A = 3.00 I Pcr L2 fZ—
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Carga critica de pandeo: Per = 8.0 %éﬁ
: ~ETo
Valor exacto : Pe = 8.15E?—

Ejemplo 3: Determinar la carga critica de pandeo para la barra
articulada en un extremo y empotrada en el otro. Ia

barra es de seccidn constante.

Fig. (1)
al igual gue en los ejemplos anteriores, para poder encontrar 1la

carga critica de pandeo, es necesario asumir puntos imaginarios.
condiciones: Yo = ¥y = O
por 1la eldstica que adoptard 1a barra: Y3= Ys

Yi=-Y,

Ecuacidén General: Peor 242
ANy Ay
n

Yo -4¥%|+ 6Y, = 4¥Yn41 + Ynq42 =—£ﬁ%%__[%nq 2% + Ym+|]

tendremos:

punto 1: (=Y;) - 0 + 6Y, —4Y, + Y3=-P§Ih2 (0 -2Y, +Y,)

punto 2: 0-4Y, +6Y, - 4Y3 + 0 =—E%;ﬁi (Y, -2Y, + Yé)
1 n I

2
punto 3: Y, -4Y,+ 6Y; - O + (YB) —_Per b (2 -2Y3 + 0 )
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Prh?

Haciendo A=.EI y ordeniando las ecuaciones tenemos:

Y, (5-24) + Y, (A-4) + 7Y, = 0]
Y, (A-4 )4 Y, (6-24) + ¥, (4-4) = 0> (E:)
Y, + Y, (A-4) + Yé(7—2A)= 0.

Para que el conjunto de ecuaciones (1) sea posible, es necesario

que el determininte de los coeficientes sei cero:

(5-24) (A=4) 1
(4-4) (6-24) (4-4) = 0
1 (A-4 ) (7-2A)

Desarrollindo:

4433042 + 68A -~ 44

il
O

A3-7.5424 174 - 11

i
O

Resolviendo:

16 EI EI
A= 1.30 ve P eoer==2_2= 1., = 2 .8 -
! 3 T 3 0.8 3

Vzlor exicto Per = 20.19—%%—

ITI- VIGAS SOBRE FUNDACION ELASTICA

Conocemos como fundicidbén eldstica, aquella que registe des-
plazamiento con uni fuerza gue es prpporcional 1l desplazamiento.
Esta idealizaciébén fisica se hi encontrado ser razonible pira un

gran npGnerd de problemas pfécticos.

r’"" T,

ERIRR R
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Asi, para 1la viga mostridi en la FIG (r ) descansando sobre una fun
dacibén elistica, 1a fuerza resistente 31 desplazamiento vertical

de 13 viga es:

Q= -k

en donde: g = vreaccidn fundaicidn por unidad de longitud
k = médulo de fundacidn

Y = desplazamiento verticil que sufre 1la viga

Lar ecuacidbén diferencial para una vigi descinsando sobre un medio

elistico gquedairi entonces en 11 siguiente forma:

ay _ y . . . . .

I T ;3 ecuicidbén diferenciil usida cuindo 1i vig: se
encuentre sometida 2 cirgis concentridas.

TTau

“Igz%— = - kY +w para I= constante

d2 /r142
a§2(UI%§;): - ky + w para 7 = variable

ecuaciones en lis cuiles:

E = mbédulo de elasticidad de 1la viga
I = momento de inercia de 12 vig>
W = cairgy distribuida por unidid de longitud

La ecuicidén diferencial expresidi en términos de diferencias fi-
nitas seri:

y
Lf y = &0 (cxy + W, ).

BT,
Yoo =4Y0 + 6Yn — 4Yn+ 1 + Y,,+2—-——( “ky + w, ).
y y
Yoo -4Y. + Y, kh —-4Y o+ 1+ Ynto = h__wn (1)

EIn

\753 definida comgp rigidez relativa de 13 fundicidn
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I= mh , donde m es el numero de segmentos en que ha sido sub-

dividichr 1a viga.

tendremos: kh'_A'nt A"
= = Ty

EI, LY m
Sustituyendo este valor en 11 ecuicidn (4
4 ) Y 1xr
Yoo - 4% + Y, (6 +/3 ) —4¥n4) + Yptro = DV B
M Eln

Al llevar 31 caibo, el cilcilo estructural de un edificio,como
parte de dicho cilculo7es necesirio el diseflo de uni cimenticiédn
cipz2z de soportar las cargis 1 que se encuentra sometido, sin provo-
cir 12 falla del terreno.

Ia tierra es consideridi ser un medio elistico y 12 cimenta-
cién descinsando sobre ellax debe ser traitida como uni viga sobre
fundacidén elistica y por tanto, par: su disefio, es necesirio encon-
trar momentos y cortintes; también es necesirio conocer 1ia mixima
presién sobre cl terreno para comprobir que dicha presidén no sobre-
pase 11 prezidén admisible.

Si el momento de inercii (I) de 1la cimenticidbn es grande, y el
médulo de fundacidén K del suelo es pequefizg 12 cimenticidén puede
ser considerad: 3 ser rigida y la presidén del suelo puede ser deter
minida por eguilibrio esgtitico; en Cas0 contrario,seri necesario
tomar en cuenti la flexibilidad de 1la cimentaicidn.

Ejemplo le—Para la viga mostradi en 13 Fig. (6), sometido 2 uni car

&2 Wo uniformemente distribuida, y sobre un medio elisticoj; encon-
trar el diagraima de momento y cortintes. Asumir’ﬁg = LQ/ k/EBI =4.0

EI= constante
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Condiciones limites: momentos y cortantes son de magnitud cero con
los extremos.

Mo = My = O

Vo = Vy = O

i

1
t
H

azy_
dx?

v _ an EI ay

dx dx3
Punto O
Iy - 2Y + Y, =0 S Y = 2Y - Y
Yo - 2Y, + 2Y_ - Y2= o0 oo Yo = 4Y, -4Y) + Yo
Punto 4:
Y3 - 2Yy + Y5 = o0 Ys = 2Yy - Y3
Yo - 2Yg + 2Y3 - % = o0 oo Y = 4%y -4Y3 + Y,

Ly ecuicidn diferencial en términos ¢de ciferenciis finitais.

n

zy = 4%y + Yo (6 +A0) = 4%, 1% Y(mo)= hhwi /EI
En punto 0: Y2 - 4Y + Yo (6+1) = 4Y) + % =-h"w, /251
en punto 1l: Y, -4Y, + Y (6+1) - 4Y, + Y3 =-h'%w,/II
En punto 2: Yo -4Y1 + Yz (6+1) — 4¥3 + Yy =~ht w, /BT
En punto 3: ¥, 4% + Y3 (6+1) — 4¥Yv + Yg =-h*w,/EI
En punto 4: Yo —4Ys + Y (6+41) - 4Ys + Y¢ =-htw,/ BT

Sustituyendo las cxpresioncs encontradas de Y. , Yo , Y5, Y

obtenemos:

3Yo - 4Y; + 2Y» = - ht*w o/2EI
-2Yo + 6Y| - 4Y2 + Y4 = - Mwo/EI
Yo - 4% + 7Y2 ~4Y3 + Yy = - h4w,/BEI
Y\ - 4Y2 +6Y3 -2Yy, = - hw./BEI

2Y2 —4Y3 +3%, = hb'WO/EI
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Resolviendo obtenemos:

Yo = - 0.726 woh* /EI
Y, = - 0.904 woh'/EL
Y = - 0.968 w,ht /EI
Y3 = - 0.904 wyht /EI
Yy = - 0.726 w,h+ /EI

Los momentos y cortantes pueden ser encontrados

In =

Asi Mo =

Mo =

M3 =-

My =

Cortantes:

g A%Y _ EI

AX 2 h2 (Yn-—l _2Yn + Yn+l)

0)

BEI (Yo-2Y;+ Y, )= woh?(-0.726 + 1.808-0.968)=0.114wwh?
he

ET (Y)-2Y3+ Y5 )= weot? (-0.904+41.936-0.904) = 0.128w,h?
h
......................................... = 0.114W0h2
0

Vv =

Vo =

Vy

Ady _EILT '
EI/E\;& = om3 LY“+2'2Y" I+ Y-t Y“"{l
0
EI (- 2Y2 + 2Yo - Yo )=woh (-0.904+1.936-1.452+0.548)
2h 3
&2064W0h
TI ($+— 2Y3 + 2Y| - Yo) = ﬂ&h (O ) oooooooooooooooooooooo
5hH3 2
0
-0.064 woh
0

DIAGRAMA MOMENTOS

0.114w h" 0,128w h’




61

DIAGRAIMA CORTANTE

20, 064w oh

Ejemplo (2),-Para 1a viga mostrada en 1la Fig, (g), sometidz 2 unz
carga concentrada W en el centro de 1i vigi, y sobre un medio elds
tico; encontrar momentos y cortantes. Peso propio vig: se conside-

rari ser despreciable.

Asumir 4= XN /ET = 4.0

EI = constante

Considerar 1a distribucidén de presiones ser parabdlica

I

13nas B

FIG. (8)

Ro 2—%( 7Y o+6Y | -Y> )

kh
Ry=—=(Y +10Y,+Y
Ky t 12( o i 2)

|~ R*z—]é{-——il(—Yz +§Y3+7Yu )

T
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Como se dijo anteriormente, cuando 13 vigi se encuentra sometida a

cargas concentradas es mis conveniente trabajar con 1a expresidn:

ey _ b
dx? ; II
A% = n?M/EI

punto 1l: Yo- 2Y; + Yz = Roh’/EI (2)

i1

il

punto 2: Yy - 2Y¥ + Y3 = (2Re+ Ry)h’EI= (2Ru+ F3) h3/BI (D)

punto 3: Yo- 2Y3 + Yy = Ryh® /EI (c)

Sustituyendo los valores de R por sus equivalentcs en fun-

cién de las deflexiones yvkhq ::(Zg>21 obten=mos:
o TI 4
Y, - 2Y, + Y, = -0.291Y, -0.25Y, + 0.042Y> (a)

1.291Y, - 1.75Y; + 0.958Y2 = 0 (4)

Y - 2Y2 + Y3 = - 0.66Y0 -1.33Y] (b)
0.66Y, + 2.33Y) - 2Y2 + Y3 = O (e)
Por simetria:
Y = Y3
Ro = Rl’i 5 R] = RB

YF¥= o
Ro + R, + Rp + Rg + Ry = W

2Ry +2R| + R2 = W

hd ' kh _v. y_kh : _kh Y},: 3

Bl 12 (7Y, +6Y, Y2 ) ]':2—(2Y0 +20Y; +2Y; ) -1—2—(Y| +10Y2 +%] v}\EII
3

0.75 Yo + 2.33Y1 + 0.918Yz = - ¥ (¢

"EI
1.291Y, - 1.75Y, + 0.958Y,
0.66Y, + 3.33Y, - 2.00Y
0.75Y, + 2.33Y; + 0.918Y%

1l

0 - (d)
0 (¢)
— wh3/BI (f)

i



a3

Kesolviendo: Y

]
i

0.024  wh3/EI

Y, = - 0.257 wh3/EI
Y = - 0.430 wh3/EI
Yg = - 0.257 wi. /EI
Y, = - 0.024  wh3/BI
M. :
lhomentos M, = BL (Yo, =2Y, + Yo )
h2
M, =o0
M, = BI (Yo-2Y) +Y;) = wh(-0.024+0.514-0.430)= 0.060 wh
h?2
M, = 3I (Y, -2Y, +Y3) = wh(-0.25740.860-0.257)= 0.346 wh
h?2
Mg = e heeuiet i e e e = 0.060 wh
My = O
Cortintes:
kh kh h3
Fo = = L (7Y, +6Y,-Y, ) = - &2 22W(-0.168-1.54240.430) = 0.054w
51 (7Y, +6Y,-Y2) =% T ( 542+0.430)
By = - S (v, 4107, 4¥2) = —Kh B30 0 004-2.570-0.430) = 0.252w
12 12 EI
kh kh h3
o = - 22— (Y, +10Yp+Y,) = -8 Aw(-0.257-4.30-~0.257 = 0.400w
2 5 (Y, 2 +Y5) 5 T ( 3 57)
R = i it conuno s ccooeoccccanocsoaocaacoasocaseenseas = 0.252w
By = ittt in oo aaee oo aacs e e cannoon Ceconana = 0.054w

En base a3 ecgtas reacciones R, el diagrima de cortintes en forma a-

proximadi puede ser aibujido, gsi:
0.346wh

DIAGRAMA OMENTOS

DIAGRAMA CORTANTZS
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Ljemplo 3: Una viga sip peso descansa sobre un medio elistico B-L

P
= L{*/k;EI = 3.82 y se encuentra sometidoacargas concentridas en
los extremos. Pibujar diagramas de momento y cortante. EI = cons-

tante: Usar 13 distribucidén pirabdlicr para cncontrar las reaccio-

nes k. W
W
\ v
216E1
0 1 2 3 Ke S
SN WA S L
L
w w
\ y
KY
Ry
Ro: el ld'l/zu (7Y0+ 6Y| —Yz)
R=- /., (Y, +10Y + Y,)
Ro= - 1‘&1/]2 (Y' +1OY2'+ Ya)
0% = W2 M/EI
Punto 1: Yo - 2Y; + Y, = h? (Ro-w) /EI (1)
Punto 2: Y, - 2Y2 + Y 3= h3 (2Rc-2w+R; )/EI (b)
Punto 3: Y, - 2¥3 + Yy = h3 (Ey-w) /EI (c)
YFPv = o
Re+ Ri1 + R2+ Rg+ Ry= 2w
Ro= Ry
R, = R3

2R, +2R j+ R2 = 2w (a)



Sustituyendo los valores de Kk por sus equivalentes en funcién de

; . ' b
las deflexiones, Y kh (2?) 0.83 obtenemos:

1.245 Y, - 1.81Y, + 0.965Y, = - wh3/EI
0.560Y, + 3.12Y, - 2.00Y2 = - 2wh3 /LI
0.630Ys + 1.96Y, + 0.77Y, = - 2wk /LI
Resolviendo obtenemos:
Yo = — 1.4 wh3/BI
Y, = - 0.508wh?® /EI
Y, = - 0.182wh3 /TT
Y3 = - 0,508wh3 /EI
Yy, = -1.4 wh?/EI
Momentos: Ma - EI [?(n~l) - 2Y, + Y(n+d]
e
I\IIIQ - O )
M BI (Yo -2Y, %% ) = wh(-1.400+1.016-0.182)=- 0.566 wh
h? -
My = BI (Y, -2Y2 +% ) = wh(~0.508+0.364-0.508)=- 0.652 wh
n? '
NI3 = ° a . ° . . PR ° ° .t ° . ° . ° ° . . . == 00566 Wh
My =0
™
Cortantes:
Ro = - &1 (7Y, 46Y,-Y2) = kh‘ ¥(-9.80-3.048+0.182) =0.445 w
N ( 1=Y2) E; o7 9. 3. ) 5
kh kh'Y w (- )
Ri = - ZB (v, 4+10Y,+Y, )=— _)_ ~1.40-5.08-0.182 ).=0.468 w
K 4% )= (E) 2(-1.40-5 )
Be = - 5By, +10% 4% _-Céh 1w( ~0.508-1.820-0.508)=0.198 w

RB = 4 o s e o 8 © o e o o e a e o e o 5 e e e o = =O'.468 w

Ry = & & o o e e e e e e e e d e e e e e e e e . . =0.445 W
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IV-DEFLEXION DE NEMBRANA:

Lz aplicicidn de 1las difecrencizis finitas resulta muy ven-
tajoso en aguellos problcmis en gue su soluciébdn es 12 resoluciédn
de ecuiciones diferenciales parciiles; tales como 1o son las defle-
Xiones de membranis, deflexiones de plicis, etc.

Trataremos ahora el problema de 1i deflexidén de una membra-
na homogénea soportada en sus borcdes, sujeto 2 una tensidén uniforme
en sus bordes y 2 una presidén lateral uniforme.

Sea S 1la tensidn uniforme por unidad de longitud y W 1a pre-

sién por unidad de 4rea.

S I% w/unidad de area J///z’S/unidad de longi-
\ A A T 4 "\ # tud,

FIG, (11)

Consideremos el equilibrio del elemento diferencizl 1 2 3 4. Ia

resultante en direccidén Z de 1a fuerza de tensidn ictuando en los
lados 13 y 24 seri:

3z, Xz _ z _ ’s
Sdy (__X+§de) Sy '%;E S _a:)}_? axdy
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En forma similar, 12 resultante en direccién 2 de 13 fuerza de

tensién 2actuindo en los lados 12 y 34 seri:
)2 2
Sdx (A_z+ j)__zdy) _SaxQ% -5 2 dxdy
a3y y2 oV 02
Puesto que el elemento diferencial 1 2 3 4 debe encontrarse
en equilibrio, tendremos:

2 2
S_J_dedy+s 22 3xdy + w dxdy = O
o2

Li ecuicidn diferenciil en términos de diferencias finitis ser4:

Z(n+isn) = 22(n,n) +26uin) P2 Zlnynt1)=22(am) + 2 (oypu)

d% _
ok? h? o o2 h?

—h2_ W
Z(n+17m) + Z(n-lvm) + Z(n,m-H) + Z(n, m—| )"4Z( ns m)— h S @

v

EJEMPLO: Una membrana de dimensiones a x 2, se encuentra sometida

2 una fuerzi de tensién S/ unid:id de longitud en sus bordes y

uni cargi uniforxme W/unidid de f4rea. Encontrar deflexidén que ten-

dri 1a membraﬁan

]
!

3/4{ 3/4} 3/4;8/4
5 i

N »

afl

afl

o FIG. (12)

a /U




]
)

&8..

Tomando incremgntos en X y Y iguiles a a/4 y debido 2 13 sime-
tria existente, solamente ¢s suficiente considerair los 6 puntos pi-

votes mostrados.
Condiciones Zg =4y =123 =20

Aplicaindo 1la ecuacién (2) tendremos:

Punto 0: -4z, + 4z = - Rw/s (a)
Punto 1: 2, - 42, + 2z, = - w/s  (b)
Punto 2: 2z - 422 = - hw/s (c)

Resolviendo obtenemos:

zo = 1.125 HY = 0.0704 ¥2%
S S

z2) = 0.875 BY = 0.0546 wa’/s
S

22 = 0.6875 B¥ = 0.0430 wa? /s
8

4-1 MOMENTOS FLEXIONANTES Y DEFLEXTONES DE PLACAS BAJO CARGAS LATERALES:

MY % MYx

M

Mxy

Myx + é MyX dy
7 Y

My, &My _ 4
Sy Y FIG,. (13)
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™~
N
N

FIG.(13)

En las figuris se indicain el sentido positivo de los momentos fle-
xionantes DMx, ly; de los momentos torsionantes Mxy, Myx; de los

cortantes Vx, Vy.

Considerando lais ecuiciones de equilibrio, las siguientes expresio-

nes son obtenidas:

m=_D(3;22+/4 g2 3
My = - D (j’;j Y 53:{22) 4
Mxy= - Myz= D (17a) c););i 5
e oo (fEe 22y
Vy = = D c)_ay ( }_':g ;—f—) 7
Irod Q% w 8

JXY JxJy?  Jyd D
En dondes D =B t3/ 12 (1;}42) rigidez placa
Médulo de elasticidad

espesor placa

I

razbén de Poisson

"
+
A
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La ecuaciébn (8) puede gser ordenada de 13 manera siguiente:

(Ji?z 5y X a;i): 7 (8

Sumando ly mis Dy obtenemos;

2

Mx + My = =D (1 M) ( 2 Z) (3a)
px: P

Introduciendo un nuevo elemento M:

M;Mxl;;‘mx __ (%?%; . %?%%) (9)

Ia ecuzcién (8 ) y (3a) pueden entonces ser representadas de la

manera siguiente:

%‘:? + %‘;g’l - - w (10)
¢
Dz, D% __M (11)

‘axz "byQ D

Se observi que las expresiones (10) y (11) son semejintes a la ob-

tenida para la membrana.
BEjemplo:

Consideremos una placa rectangular zapoyada en sus cuitro bordes, y
bajo una carga lateral uniforme W/unidad de Area. Se supondrid que
12 placa tiene una de sus dimensiones igual 2 infinito (o).

Es decir gue 1la placa funcionarid como simplemente apoyada.

Las ecuiciones (10) y (11) gquedarin entonces en 13 siguiente forma

M:—W 9 _C____SZZ:_M_
D x2 D x2 D

B”’-}i jOTr—
x =
\\- e ——

- SALvapog
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En términos de diferenciis finitas tendremos:

A= - nPw o APz= - 2l

D
L l
- R S A
1 2 3
h (b b 4—h 1
a
FIG, (14)
Miomentos: Mo = My= O M; = bis
0 — 2M1 + Me = _— h2W (2)
My -2M2 + lug = - h?W (D)
Mz -2M3 + O = - h2W (¢)
Kesolviendo: Mi= 1.5 ¥ w = 3 wa2 /32
M= 2.0 h?w =  wa?/8
M3= 1.5 h2w = 3 wa?/32

Valores que son iguzales i1 los obtenidos, usando 13 cxpresidén cono-

cida para momento:

M= Wa_ x_ Wx2
2 )

Deflexiones: Y, =¥ = 0; Y, = Y3

= - h?(1. 2 d
punto 1: 0 - 22|+ 2z h#(1.5 wh /D) ()

punto 2: Z, ~222 + 23 = - h2(2.0 wh?2/D) (e)
punto 3: z2- 223 + 0 = - h?(1.5 wh?/p) ()
Resolviendo: Y
Z, =2.5wh"/D = 0.00977wa /D
%2 = 3.5 wh' /D = 0.01367wa" /D
Z3 =2.5wh"/D = 0.00977w," /D
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Los valores exactos son obtenidos usando 12 expresiédn:

2

Z = wx (a3 - 23 x%+ x3)

24D

) 0.00930wa" /D

Zzs 0.01304wa"/D
Z3= 0.00930wa*/D
obteniéndose errores en las deflexiores alrededor del 4.5%

Ejemplo: 2

Consideremos 2hora, una placi de dimensiones 5 4 a s 2PpO-
yada en sus cuatro bordes y bajo un: cargir lateral uniforme W/uni

dad de 4rea.

T

L&/ alg L. . afq
Y I l T }
TTE 7 3 —f
=
35
L 1 — ]
2 2
L -
il 0 T z
5
T 2 1 >
=
R . ok
: l lw/unida@ area .
X :

FIG.(15)
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En este caso, tanto los momentos como deflexiones son funciones de
las variables X, Y. Tomaremos incrementos iguales g un cuarto de
12 luz (2/y).

Condiciones limites: bomentos y deflexiones en los bordes son igua-
les a1 cero.

Momentos: ¢\)2m+ o’m = - w

ax? Y 2

En términos de Diferencias Finitas:

T (n}l,m) + [\ri( ne} ,m) + M( n, m;',.]) + M(n ,m-l) —41\1(n,m)= - h2W (13)

Aplicando 1la ecuacién (13) obtendremos:

punto O: —4M, + 4M1 = - h%w
punto 1: Mo — 4Nt + 2Np = — PP w
punto 2: 2hij — 4l = - hw

Resolviendo obtenemos:

Mo = 1.1250 wh? = 0.0704 wa?
M, = 0.8750 wh? = 0.0546 w12
M, = 0.6875 wh? = 0.0430 wa?

puesto que =YX + My

l+/L(
Suponiendo un vilor de 4 = 0.3 obtendremos, 3 continuicién,los mo-

mentos en los puntos O, 1, 2 en lis direcciones X,Y,

Por simetria; Mx = My

ASLE yox = . (1 +A4) 5.0704 wa2 elii) = 0.0457 wa?
Mix = Mé (1 +a) 0.0546 wd %%429- = 0.0354 wa?
bpox = M; (1 +4)_ 0.430 wa? €l§§) = 0.0279 wa?
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Valor exacto de Mex = 0.0479 wa? ;3 de donde el error es 4.50 %

Deflexiones: (} c) ,
2z o z __ M
ox2 Jyz T M

In ecuacidn (11) en términos ée Diferencias Finitas:

Z(n+l,m) + Z(n—l,m) + Z(n, ntl) + Z(n,m—-l ) - 4Z(n,m ) = "‘Mnhz /D 14

Sustituyendo los valores de los momentos encontridos en la e-

cuacién (14), obtendremos:
punto 0: =— 4Zo + 47 = - n* (1.1250 wh®)/D

punto 1: Zo — 47| + 2% = - h%(0.8750 wh®)/D

i

punto 2 271 - 422 = - h?(0.6875 wH)/D

Resolviendo obtenemos:

2N
i

o= 1.03 wh'/D 0.00403 wa%/D

(W]
il

0.75 wh'/D

0.00293 wa%/D

Z, = 0.547wh*/D 0.00213 wa* /D

Valor exacto de Zo, = 0.00406 wa'/D
Error = 0.70 %

. . - ’ - -
51 quisieramos obtener momentos Torsionintes, 2 partir Jdr 12 ccui-
cién  (5)

Mxy = - Myx = D ( 1-44) éci;_; (5)

Expresada en términos de Diferencias Finitas:

M V¥V~ D( 1 '}()Z—}le-— [ Z(n+lym+|)— Z(n+|,m—l)—z(n-l 9m+|)+z(""l9m—l)1
Asi, aplicada para el punto O obtenemos:

1 B whg
o - 1-0. . -0. -0. . l RALENS
M oxy D(1-0 3) 4h2_9 547-0.547-0.547 + 0.547 o)

Moxy 0

]
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Ejemplo 3:

Encontrar momentos Flexionantes, deflexiones, momentos

Torsionantes pira 13 placa mostraida en 11 figuri, bijo 12 condicidn

de carga mostrada.

Wo 1 .
T ] 3 I
o
=
S
5 0 )
T b 3 I
B
L ajfy | aly \ a/y | a/d
i 1 T ] 1
~ a .
FIG. (16)

- _ 2
M2 ) + By ) arag )+ B ) Wi = = e (3)

Aplicando 13 ecuacién (13) obtendremos:

punto 0Oz -4, + My o+ 2Ny + My = —0.75 woh? (2)
punto 1t 4N, + M, + Mg = -0.875 woh? (b)
punto 2: M. +2M; - 4N, , = -0.875 woh® (c)
punto 3: M, + M, —4M5 o+ My = -0.750 wonh? (d)
punto 4: M3 -4My  + Ms = -0.625 woh? (e)
punto 53 Mo +2My —4Ms = -0.625 woh?  (f)
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Resolviendo obtencemos:

M, = 0.840 woh?

M, = 0.557  woh?

Pﬁ.2 = Ol705 W0h2

M3 = 0.657 Wo h?

My = 0.485 Wo h?

PV].S = Ov608 Vvok?
Deflexiones:
Z(n+]9m) + Z(n~l9m) +Z(n9m+]) +Z(n9 m—l)_4Z(n9m)= - h2 I\’in/:D (14)
punto O ~42, + 2o+ 243 + 25 = - 0.840 woh'*/D
punto 1 -421 + Z2 + I3 = - 0.557 woh'*/D
punto 2 Zo +227 —422 = - 0.705 woh"*/D
punto 3 Zo 4+ 7 473  + Ty = - 0.657 woh"/D
punto 4 %23 —4Zy + Zs5 = - 0.485 woh%/D
punto 5 AR +22y -4Z25 = - 0.608 woh%/D

Resolviendo obtcnemos:

Zo = 0.765 woh'/D
Z1 = 0.422 woh"/D
Z2 = 0.576 woh'*/D
Z3 = 0.560 won'/D
Zy = 0.396 woh%/D
Z' = 0.540 woh%/D

A partir de las deflexiones encontradas, procederemos 2 encontrar

los momentos flexionantes y torsionaintes.

by, 5 2
v (EE R @

MX - _ D ‘[-ZGH-l’ mQ—-QIZl(Zni m)+Z(n-—l,m) + Z(n_gm-i-l) —Z;len, m)+ Z(n, m—~| ):'

hix

ll
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Suponiendo un vialor de M = 0.30

M= -

Moy =
M, x=
Mz x=
M3, =
M yx=

Ni 5X=

My =

Los momentos torsionantes a partir de

t

%% wop* [0.576 ~ 1.530 + 0.540 + O,
0.539 woh?
woh?(0.284 - 0.30 x 0.268)
woh?(~0.387 - 0.3 x 0.308)
woh? (-0.302 = 0.3 x 0.355)
Wohz(—o,é32 - 0.3 x 0.252)
woh?2 (-0.315 - 0.3 x 0.288)
~ 5 .

D (?gg;z /4'—5;2- ®
D[ZQLM11— 24n, myt

L h?2
woh? (-0.410 - 0.3 x 0.414)
woh® (~0.268 - 0.3 x 0.284)
woh? (-0.308-0.3 x 0.387)
woh® (~0.355 - 0.3 x 0.302)
woh? (-0.252 --0.3 x 0.232)
woh2(-0.288 - 0.3 x 0.315)

il
O

.364

.480

H
)

.408

1]
)

]
o

.308

I
O

.401

30 (0.56 -1.530+o.56ﬂ

woh2
W oh?
Wo h?
W oh?

Woh2

0 m"‘)*/./ Zotis ny s ny _i_Z.LtuJ]
hz

= 0.534

0.353

0.424

0.446

0.322

I}

.
li

0.383

Mxy = - Myx = D (l/‘f)éL__(S)
Sxdy

hixy =

o L went

bioxy= O

woh?
woh?
W oh?
woh2

Woh2

woh2

12 ecuicidn (:)

D (17”> —ZHE[}RH m+|)—%ﬁhm4)—3mhm+lﬂzh4m4ﬂ

(0.422-0.422 - 0.396 +0.396)= 0
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V-~ METODO DE RELAJACION:

Introduccidbn:

El método de Lelajacién fue primeramente introducido por
Richard V. Southwell, como uni herramienta pira resolver los cs-
fuerzos 2 gque se encontraban sometidos lis barrjgs en entrgmados
articulados indeterminados y determinados.

Este método de Relajacidn es un procedimiento de aproxima-
ciones sucesivas, en ¢l que comenzamos suponiendo valores 2 las
incdgnitas y llevando el procedimiento de una manera sistemitica,
poco a poco llegamos 3 los valores reales de lis incdédgnitas.

Hay gue hacer notar que pari lograr uni convergencia ri-
pldﬁ influyen pr1n01palmonte

v . . 4
1 - que al suponer los valores iniciales, estos no estén tan
alejados de los valores reales.

2 - 12 habilidad para llevar el procedimiento.

bt

SOLUCION DE TCUACIONE3 LINEALES POK METODO DE LAS RLLAJACIONES

Consideramos el conjunto de ecuaciones lineales (1-1)

A X+ Ap X o+ Aig X3 - Loiiiiieianann + An X + Cl =
Ap X1+ Agp X + Ay X3 - i, + A2y Xp + C2 =
A3l Xl + A32 X-2 + A33 Xs = o e e s e 600600 esw o + %n Xn + 03 =
App i+ Anax, + An3 X3 - ceiiieiiia.. + Apy Xp + C, - O

. ] * -
1 - Comencemos 1isumiendo valores a las incognitisy

Asi’ Xy =Xy ;3 Xp = Xy, X3 =ZXKgg,....... vy Xno o= Xy -
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Al sustituir estos vailores en lis ecuiciones, 5 menos que 1os Vi~
lores asumidos sezn los correctos, tendremos que 1la parte izquier
da de las ecuiciones no serdn iguiles 3 cero; llamiremos a este
valor, Residuo.

Tendremos:

All

TRY

Anp Xy

X” + A|2 X22+ A.la %3— e 6 e 0 e e 00 a0 e o0 a oo e + Aln :X.nn +C] =Rl

+

'
[\
N

X22+ A23 XBB‘ o6 ccoooeoeencos ot A2n Xnn +CZ

g3 Bggm ceveveeeeaeeonaot Ay Ko+ Gy o= K
X22+ An3 X33—' ...... ...,...e.+Ann Xmm + Ch = Ry

il
w5

+
.
R

ni

Consideremos nuevamente el conjunto de €cuaciones (1 - 1)

51 ahora X se i1ltera en + 1, entonces R| se alterard en A,

R, es alterado por Az , Ry por Ag;, ......,R, por Ay

In una manera similar podemos encontrar las influencias que tienen
en los residuos, cuando los vailores de X2, X3,......4n s€ alteran
en + 1.

Llevando estos cambios gque sufren los residuos debidos 3 los cam-
bios en los valores de X 3 una forma tibular, con el objeto de po-
der visualizar en una forma mis general el probklema y decidir qué

nuevos valores de X 1ir tomando, para ir logrando 1z convergencia.

Llamaremos 3 esta tabla, $3ibla de operaciones.

TABLA DID RELAJACION: La manera de llevar la relajacién se indica

en la tabla de Relajacién. En esta tabla, comenzaremos anotando
los valores asumidos pira las incégnitzs con sus respectivos resi-
duos. Luego vamos reilizindo sucesivos cimbios en las incégnitas
y encontrando nuevos residuos, hista llevar estos residuos 2 vilo-
res préximos 2 cero. Al llegar 2 esta fase, tendremos que los va-—
lores reales de las incégnit%s serin 13 sumi de los valores asu-
midos,mis los sucesivos cimbios que hubieramos efectuado en dichas

incognitas para llevar los residuos 2 cero.
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Se comprenderd mejor la téenica de la relajacidén y el empleo de
las tablas de Operacioncs y Relajaciones con el siguiente ejemplo:

Consideremos el conjunto de ecuaciones lineales siguiente:

105, - 2% - 2%3 + 6 -0

X, 410K, -~ 2X3+ 7 =0
-4 —X2 +10X3 + 8 =0

TABLA DE OPERACIONES

-

j— AR niﬁ AR, i 'A R |
4% - 1110 -1 -1
4%, = 1 ]|-2 10 1

X3 = 1-2 -2 +10

| X -} X | X3 R, ) Ry Rs
Valores Incl. O 0 0 +6 +7 +8
i -0.6 0 7.6 8.6
0.86 _ |1.72 9:.32__ 10 ﬁ
-0.9320 3.584 0) 0.932
-0.3584 } 0 - 0.3584 11.2904
| ) ~0.12904 | 0.25808 0,61648| 0
- —- ——— =-0.061649 _____________] 0.38148 0. 0.061665
W -0..03814 Y R S o 0.0381410.09979
- ———- e ..1=0.00998 |0.01996 } ©.04812} O
Valores
Finales ~:9.99654 :9.99365 C9f99902 0991996 0.04812 0
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Asi obtenemos los wvilores para las incdgnitas de:

X = - 0.9965%4
X2 = - 0.99365
X3 = - 0.99902

Observamos en este ejemplo, que mientras un residuo lo haciamos cero,
los otros dos residuos aumentaban de valor

Sin embargo, hay varias técnicas en el método dez las Relijacioncs
que acortan lis opcraciones, Entre estas técnicag tenemos:

. . . 4
Sobre-Relajacidén: quc consiste, que en vez de hacer el mayor residuo

cero lo sobrerelajamos, es decir, lo hacemos menor de cero (negativo)
4

de tal manera gue, cuando rclajemos los otros residuos,esto residuo

se aproxima a cero.

. . . . A . 7
Baja relajacidn: el que consiste que al reducir un residuo, los otros

4 . .
residuos son también reducidos.

. . » - - . . s
Relajacidén en Blogue: En el ejemplo anterior si cambiamos simultanea-

mente AX; = +1 , AXe = +1, AXy = +1, obtenecmos que los cambios
en los residuos son: AR, = +¢ , AR, = + 7, ARy = +8.

Esta operacién de realizar cambios en mis de una incdgnita por +1 es
conocida como la técnica de EHelajacidén en Bloque.

RELAJACION TN GRUPO: es la tdécnica de realizar cambios en mis de una

incégnita ror diferentcs cantidades. Agsiysi en el ejemplo anterior
realizamos los giguientes cambhios:

kA S & =+1, AXy, = 4, obtcncmos los siguientes cambios en los re-
siduos: [&RI = +6 ,AR, = 49, ASEB =-3 , hemos hecho una reclajacién
en grupo.
En base a todas estas técnicais cxplicadas, procedercmos 2 resolver

el conjunto de ecuacioncs lineales del ejemplo antcrior.



TABLA DE OPERACIONES

________________________ _E_I_DL.._:_I__ _ R, : Rs
CAE =1 f10 o1 o1
] LX, =1 §~2 10 T 5
nAXy =1 Y R e R S OO
S e e L
é;AXF]l ,;AXQZ;QE 6 + 19: -3

Ll 3, AB" AR, : OF, : Z_\.,R3§
Yalores Tmic. 10 1 0 P 0 il 461 47 &
h,= Xy = Ay ==1i-1 P -1 13 0o: 0 : a
Final ST S T 0 : o o

Obtencmos: X, = -1, 2=-1, X3 = -1

£-2 METODO DT RELAJACICN "5 £\lA LA SO0LUCION DE ENTRAMADOS AETICULALOS

Originalmente, ¢l método dc las Relajaciones fue aplicado para la
solucién dc entramados articuladoss; considercmos el miembro AE de
un entramado articulado y mantengamos fijo el nudo B mientras dos-
plazamientos "U" y “V" en las direcciones X y Y rcspectivamente
son impucstas al nudo A.

Encontrairemos que fuerzas, debido a cstos desplazamiecentos, se ori-

ginan en los miembros que llegan a los nudos A y B.
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1L

La fuerza ejercida sobre cl micmbro AB para producir > dichos des-

plazamientos scrd entonces:

o -

Tab= Kab Aab. 2-2
En donde Tab= fuerza ejercida sobre miembro AB.

Kab es la rigidez del miembro, gue para miembros prismitico y recto

es:
Kab = E_Aab
Lows
I = médulo de elasticidad del material

Aab = Secciédén del miembro AB
Isb = Longitﬁd del miembro AB
y Aab. es ¢l desplazamiento relativo entre los nudos A y B que en

nuestro c¢iso es:

AAab =-Ua Cos <~ab - Va Sen Aab.
Sustituyendo cstos valoresg en la ecuacidn 2-2 obtenemos:
Tab =-Kab (Ua Coschab + Va Sen 5@b)
Las componentss de Tab en las direcciones X y Y son:
Xab =-Tab Cos Aab = Kab (Ua Cos ~ab +Va Sendab)Cos ha
”;r ’¥ab =-Tab Ser.ab = Kab (Ua Cos fab + Va Son.éab)Senva
Dé.manera similar, son cncor tradas las fuerzas que se originan éen 10S

miembros gque llegan a los ntdos A y B cuando el nudo A es mantenido
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fijo, mientras desplazamientogs "U" y "V" en las direccioncs X y Y

respectivamentce son impuestas en el nudo B.

Tha=- Kab (Ub Cos s ba + Vb Sendhba)

los componcntes en las direcciones X y Y.

Xba = - Tha Cos dsba = Kab (Ub Cosenba + Vb Senb\ba) CoscX ba
Yba = — Tha SoncAba = Kab (Ub Cos@Aba + Vb Senc{ba) Sen o ba
Kab = Kba

Abza = 180 + chab
Ias fuerzas en A son iguales y de signo opuesto
Consideremos que fuerzas externas Fx y Fy actlan en el nudo A.
Fuesto que el nudo dcbe encontrarsc en equilibrio, tomando suma de
fuerzas en las direcciones X y Y, dichas sumas debrn ser igualcs a
cero,
2Fx =0
Ua J Kab Cosfckab + Va Y Kab Sencfab Cos cAab

~" 2 Ub xab Cos®’Xab - 3 Vb Kab Sen <Kab Cosohgb - Fax = O

Y Fy =0
Ua ¥ keb SencXab Cosckab + Va o Kab Sen?cXab - Fay = O
- 2 Ub Kab Senolab Cos®ab - 2 Vb Kab SerfXab.

Empleando el método de las Relajaciones para resolver estas ecuacio-

nes ' v

TABLA DE OPERACIONES FARA NUDO A
, Aras~ ARay
;A a= 1 ¥ Kab Uos2alat ~ J Kab Sen Kab Cos eXabf
6 é\_fa= 1 > Xab Sen olab Coshani > Kab Sen’TXab
AUb: 1 _ Kab Cost>{ab 3 —Kab SenCkab Cos <Xab
Avb= 1 - Kab Sen CAab CosO(ab? ~Kab SenkxXab
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Una vez habiendo encontrados los desplazamientos, la fuerza en el
miembro AE serd

Tab = Kab (Ub-Ua) Cos cXab + (Vb-Va) Sen X ab.

Ejemplo: encontrar log esfuerzos a que se encuentra sometido las ba-
rras del entramaco articulado ACDB, debico 2 1la fuerza de

24K aplicada cn el nudo D

C (2) D

— 24K
(W) (4
§dmeroe entre paréntesis son
areas en in?
or | < = E = 30.000 K/in2
———— A 7@
+ - 4
Fif. 3"']_
Rigideces: Kic = AR 5E o 0.625 E
L 8
kad = 25 - 45 _ o 400E
L 10
_AE _ 2E -
ARl 415
kbe = 7= = —W—= = 0.400 E
L 10 4
kbd = A8 - 58 _ 0,625 E
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liiembro Cos2zX, Sen? o éeno( Cogch
ac 0 1 0
ad 0.36 0.64 0.48
cd 1 0 0
________ be o ].0.36 1 0.64 | =0.48
bd I D Ao O
TABLA DE OPERACIONE
kex Rey J' kdx | Rdy
AUe = 4 0.4773 ~0.192 ~0.3333 0
AVe = 1 ~0.1920 0.881 |  0© 0
' 1 v H
d |
AUs = 1 0.3333 o | o0.773 | 0.192
AvVa= 11 0 o I 0.1920 0.881
U= Vem Vo= Vouq  -0.048 | 0.689 | 0.3360 }  1.073
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.. TABL&4 DE RELAJACIONES

llllllllllll wmm--,|.-,--umwN'Lll---,-wwmFWJ--,-‘mew-,,Ww,l.wumm,,--,--wwmmn--l,-,-Lwam-||4,,,-wwuu,-,-,
inicial 0O 0 . I I O N TN (ORI O SO =24.00 | ____{ Q]
034 g0 0 o | 9.65
T T ETAO 6L T0 o 1 =2.83 1T
ETE D 3230 0-8.05 | <16.77 | 3.35)
I DY i + 1.55 | 0 | -16.77 23,35
....................................... 3.2 TN IS Ny
R I Y N V-7 S TS G R o L o
T 27.3 | 285 523 | 9,92 T 0,60
....................... EEEIEEY I R NS B R Y
............................... 20.8 -5.21 0 O 3.40
......... SRR ARSI N =T e - 0 T N N7
.............. P20 N OO N CINN =0 0 M v A N
I -2 YA I 20:45| 0 | =437} 0]
R I 9e15] =349 ) o | I 1.75.]
......................... - 199 W =3:49 1 0 | =0.38 4 __ 0o __|
e i 297140 | =2.81 4 o.___|
e T 039 a0 e 0o
,,,,,,,,,,,,,,,, 5. 90 =235 ) 00 | o 11,13
e T 128 22,35 ) 0,40 | =0m2d | o]
,,,,,,,,,,,,,, IEN N R D T T -
R T N I Lzo2 o J-iee o]
SE 2 A L4310 L 0 . 0.5
D [ 085 | C1.43 | o 0,16 o
S P N I, 5 T PR © S il O, 00 £ ¢ SN IV Q d
.............. 2.99 | T g s | —nas o
............... 0. 64 ﬁ 012 ] o 1-116 | o]
A T S0.93 o O O b
FINAL 795,337 20.76 | 127.72 [<27.2% ] * . Q
m.mm-c“mmxo”.m” JFed ] Tea ... Teb _____Tad. ! Tdb o
Kab (Ub-Va)Cos &fab 10.45 0 -22,80  +30.60 0
Kab (Vb-Va)Sen = ab 0 13.0 + 6.63 - 8.70 - 17.10
+10.45 + 13.00 -16.17  +21.90 - 17.10

C 10,45
K o
i
o~
(e
<
mm ™
w0
y T
¢
&
Fige( 3-2)

2y
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5=3 DISTRIBUCION DE MOMENTOS POR METODO DE RELAJACIONES

Congideraremos primeramente el caso ¢n el que el marco rigido no

sufre desplazamientos laterales.

f—‘—s\\ivlb /-—""“ '\I?/i a
7 ~ : ,_4“\
B A D
) C

o
f
/
b
|
\
»

\

\

T

C
FIG.3-3

Sea el marco rigido mostrado en la Fig. (3-3) capaz de no sufrir
desplazamientos laterales, sujeto 3 cualguier condicién de carga y
a momentos externos en los nudos.

Empezaremos el procedimiento de relajacidén asumiendo gue todos los
nudos son fijos; bajo esta condicidbén encontraremos los momentos de
empotramiento para las condiciones de carga, existente.

Después dc considerar los nudos fijos, todos los nudos son relaja-
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dos de manera sistemdtica hasta conseguir el equilibrio del marco.
Para comprender en una forma mis clars 1a técnica de la relajaciédn
¢s necesario recordar lcs concepitos de rigidez rotacional y facto-
ros de acarreo. Asi, analicemos el nudo A, nudo en el gue concu-
rren los miembros AB, AC y AD.
Tenemos gue para el miembro AB, de seccidn constante y longitud Iab,
la rigidez rotacional tiene como valor:

Kab = 4 E Iab

Lep.

y ¢l factor de acarrco: Cab = Cha = 2
Para el micmbro AD de Seccidn constante v longitud Lad, gue se¢ en-—
cuentra articulado cn D, la rigidez rotacional (Rigidez modificada)
tiszne un valor de las tres cuartis partcs de la rigidez rotacional

si €l extremo D estuviera empotrady.:

4 E Tad 3 E Iad

L.ad Lad-

Kad =

Blea

y el factor de acarrco Cac = 0O

Para miembros no prismiticos, tanto 13 rigidez rotacional como fac-
tor de acarreo pueden encontrarsc empleando ya sea el método de la
Columna Andloga o Métodos numéricos como lo gon el de las Difecren-

cias Finitas o métodos numéricos de N.I, Newmark.

Una ve¢z gue hayamos conseguido el equilibrio del marco

el nudo A habrd girado un 4ngulo £A; el nudo B, un 4ngulo
8B, etc. y en esta fase, el equilibrio de momentos en los nudos de-
berd existir.
Cuatro clases de momentos apareccran cn el nudo A:
1 - los momentos fijos, debidos a las cargas, que estdn actuando: Mf

S Kab

2 - los momentos debidos a 11 rotacidbdn en €l nudo A: © A PR
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3 - momentos debido 2 lag influencias gue provocan el haber girado

los nudos B, C y D. ):) Con.  Koa

4 - momentos externos quc pucden existir en As I a
Puesto que el nudo A s¢ cncucentra en equilibrio, la suma de momentos

en é1, dcbe ser ceros

64 LK + yBp Cum Kok + S MF - s = O

En hase a egta ecuacidén, la tabla de opcracioneg para el nudo A

puede ser planteada.

TAPLA DE OPERACIONES PAREA NUDO A

~erocormrmooooomosszozozysssozesoizozozoosassosmooooooos .
72y Ma
. NGA = > kad
AeB =1 G K
AN6C =1 . C ch Ken,

L f ) ._-'.- .‘v. . :
Los mémentos finales en los extremos de los miembros son eXpresados s

Ma, = Mf + 65 K +06p Cuoa  Kow

It

- Mg Mf + ©n Ka +oc Coa Kon

Se Comﬁrenderé mejor dicho procedimiento con los siguientes ejem-

plos: /

Ejemplo 1: Encontrar los momentos flexionantes en los nudos, para
el marco mostrado, con las condiciones de ciarga indica=-

dag.



2 Tong/ma.

ra

oY

145 Tona/m —

i Y YT NN NN i“\f“yw‘f\" “r’\’“}"}r\g,
15 c| Im6 e 155 g
- .
2440 |1+ 3 I=3 £ 7
71/3 Ad
1 5 - f 6 i 5.5 [
[ ' f *}
E=z constante FIG.( 3-4)
i hiembro Rigidez Momento [Empotramiento
kK oy
ab 2,25 - -
b 4.00 - + 4,16 | - 4,16
ce 4,00 + 5.33 - 2.67
cd 2.25 0 _
eg 3-63 + 3::—?;7 ': 3-77
ef 4.00 - -
TABLA DE OPERACION
L‘ lig ' A i ../.\ Me
hgo = 1 4.0+2.25 = 6.25 %= 4.0 = 2.0 -
ltos = 1 1 4.0 = 2.00 4.0+4.0+2.25=10.25] 44,0 =2.0
Q% = 1 , F 4.0 = 2.0 11.63
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TARPLA DE RELAJACION

. ' ] d
B 0 QE  {MB M M E |
Th.ibig.30 L2 6Tis.T1
iniciales 0 0 0 +4.16 = +1.17 _mf"il;ég_"}
l ~0.663 0 -0.16 1.10
e ~-0.095 Q.. -0.35 0
_0.0342 0.068 | O 1 0.068
i ~0.011 0 ~0.0216 0.068
b1 -0.00581 o -0.0323 | O
0.0032 | £0.0063 | 0 0.0063
Pinal ~0.676 | 0.0374| - ©.1008 j; 0.0063 0 0.0063
Mbo = Mf + @4 Kakh + op Cra  Kbw
Mad = 0 + (-0.676) 2.25 + 0 = - 1.52 Ton-m
Mpe = + 4.16 + (-0.676) 4 + 0.0374 4, 2.0 = + 1.53 Ton -m
Med = -4.16 + (0.0374)4.0-0.676x2 - = =5.36
Mep. = 0.0374 x 2.25....... =+0.08
Mee = — + 5.33 + 0.0374 x 4.0-0.1008 x 2 = + 5.28
Mec = — 2.67 - 0.1008 x 4 + 0.0374 x 2 = - 3.00
Mef = 0 - 0.1008 x 4.00 = - 0.40
Mgg- = 3.77 — 0.1008 x 3.63 = + 3.40
Mg = - 3.77 - 0.1008 x 1.82 = - 3.95

Congideraremos ahora el caso cn el quc los nudos de un marco rigido

sufren desplazamientos latarales. Puesto gque en estc caso, los nudos

ademis de rotar han sufrido desplazamientos,

12 técnica de distriou-

cién dc momentos no es suficiente,es necesario llevar al mismo tiem-

po una distribucidén de cortantes.
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Para realizar el procedimiento de rclajacidn, partircmos de las fér-
mulas dadas por €l método de pendiente deformacidn (the Slope De-
flection kethod), férmulas que serin deducidas 3 continuacién.

Sea el miembro no prismitico AB de 1la Fig. (2-1), el cual forma
parte de un marco rigido continuo. Debido 2 las cirgas 2 gquc se en-
cuentra sometido ¢l marco, el miembro AB se ha deformado sufriendo
lis rotaciones B4 y @ en los extremos A y B respectivamente; en
3dicién, un desplazamiento relativo (£\) entre los puntos A y B ha

. A

resultado, con l1lo que €1 eje dcl miembro ha rotado un éngUIO/“:I
AD

+
— _.———-,..\ \ {l
\\
~ 98

— B~ B -

Lap, L

L

FIG.( 3-5-)

La siguiente convencidn de slgnos serd usada:

1 - Ias rotaciones ©a, &8, fﬁson consideradas positivas si tienen
¢l sentido de las agujas d2l reloj:

2 - Los momentos serin positivos si produccn uni rotacidbén decl miem-
bro en el sentido de las 2aguj2as del reloj.
El miembro AB, bajo las condicioncs mostradas en 1la fig. (3-5)

puede ser sustituido por 1a suma de los siguientes cuatro casos:
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a) considerar los nudos A y B fijos y el miembro AB sometido 2 las
condicionos de cargiscexistonte: podeomos entonces encontrar los mo-

mentog de empotramicnto Nfn y ifyg

}
Men ! i M Fa
; /MH\\\ . ! - "“!
1 " l | v
1 * ;
A ~ B
% L&y ‘+_

FIG, (3-6~)

b) Considerar ol miembro AB con sus nudos fijos p2ro con un desg-—

entre los puntos A y E.

plazamiento relativo L.

!
=
/!D ~

MRITAY
S
//

FIG, (3-7-)

Sea ’fj el dngulo rotido por el eje del miembro e igual 2

- '__'\
/= If;

. . wi ..
debido a csta rot1016n.\f”)%nmmentos so originan con los extremos A

H”y B, gque tendrdn por wvailor.
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/
M 7A = Ka (—~~§3~) + Coa  Kioa (—-‘;-. )
Lab.. Lab
M A= - AN (Kan + C'ob Kom) !
Lub)

cn forma similar
AN

;ab,

B = - (Cb» Kb + Kma)

en donde: KA = rigidcz rotacional de A 2 B
Keh = rigidez rotacional de B a A
Can = factor de acarrco de A a B

Coh

H

factor de acirreo dec B a A

Para micmbros prismiticos:

Kapg = K = ____4E-I-A[?
T ab,
Cho . = M = &
entonces: A '
A o
M “Ae MB oo = 3. 4B I8
Lav 2 L ab
A \’-\."\
M ‘4= M'B =- O E Iani:
‘Latg

c) Considerair que el micmbro AB ha sufrido una rotacidn O A en el

extremo A, mientras el cxtremo B es mantenido fijo.

KAS, © —
/,55\ A . SAs KAb 94

FANN — [5’ 2

l L ab- . . i

FIG, (3-8)
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d) Considerar que el miembro AB ha sufrido una rotacidén ©B en el

extremo B, mientras el extremo A ¢g mantenido fijo.

Tendremos entonccs gque los momentos en A y B scrdn la suma de los
momentos en A y B de los cuitro casos en guc hemos sustituido el

sistema original.

May = Kro 8 A + Ch&‘a-KIDm eg + Mfa - f—%(mn + C o Kuoa,)
Aol

i

Mga Can Kan. 8 A + Kok O + Mfs - _I.J%%(Crm"-- Kao. + Ktk )

Pucsto que gineralmentc trataremos con cargas laiteralcs aplica-
das en los nudos, los momentos de empotraimicnto serin ccro. El1 cor

tante (Vas ) en ¢l miembro AB tendri como valors

.- o -

Vep, =¥ Mao 4+ Moa

T
Vag, = —(CR.41) wap ga _ (CBA+1 ) Koh gp
If"’b" Ia~

+ (nan+l) Kap, + (Coa+l) Kon  Z\ap
Tas: Law,

Para miembros prismiticos obtencmos

Mas = ﬂl_h_?_'_' Ay 1 EI&CJ 9B 4 LN\‘lfA, _,Qiﬁ_ < 3 4EI.;&-5,
Lh3 L o e Laar

]

Mg = Mfa + SERCZL (2gy 4+ 6B - 3 £bp)
Loy Ias
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Mo = Mfo + SBIA L A
50 (2 6B + epx e
: 1 . /‘\fU
Ve = - o3 g _ 38 3y AEIa D
/2“LETQA 2 "I g ° TS
vip - - 284 368 12 ETAC /A8

Realiz;rembs dos cjemplos para comprender mejor 1a téenica de la re
lajiecibn.

Ljemplo 2: Incontrar momentos en 1os nudos, para el marco mostrado

bajo 13 condicidén dc cirga indicada

_LO 5 h

21 0«50 h

D
h h |
. } |
FIG. 3-10

E = constante
h =16 m.



Miembro RIGI%EZ _________ Momento Empotramiento
hlo
(B
e oottt e ot jrubonpmtan e nbant st np sdeurd wferl tusudest-scfvhosfur oot {':S:: ——————————————
1
|
AE21 4
AB 1.25h o
. T
BC 12 ~48.0 + 48.0
CD 8
CE 12
EF 16
TABLA DE OPTRACION -
E TTTTMEs . Mée | MeeT MEF i
Mo Mo (BELL) e BT, g(Ele (L))
3 Mo (=) M= L2
6.4 12 16 0 0 0 0
—- - P . P e m—— e - - - - . 61‘
.8 =1 18.4 6 .. 0 i ‘
' 0 6 12 g 1277776 0 0 |
R N 6 ol ) n o TR
D B s A < M SO - I I
T N N O 6 R 28 . 0]
~7.68 o |0 =-12 o Lo._._ -48 | .
L =h ) -7.68 —-12 —48 228.3
00 =66= 0E=1} +4.13 18 hg  4.45 18 | 18 1.8 | ©
4=0.296h 22.13 40.45 19.8 {
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Ejemplo 3: Para el marco mostrado,

mostradais,

100

encontrar los elementos mecdnicos,

flexionantes, cortantes, fuerzis axiales)

11000 ‘f\
®©

3000 C
©

2000 E

V

) »

5.0

-+

N FIG, 3-12

gometido a lag cargas laterales

(momento s
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1 L R i i A /A ¥ R S Sl e LR R B L L U T B e
inicial 0 0 0 0 0 0 o | o |o 0 0 0 0 0 0 -4000| -7000 | -9000
| 4000 | %000 %000 |{-6000 | ~6000| ~16000] —16000 | ~{9000| ~19000! Yoo00| 6300 0
2 666 | 666 | 666 | 666 | 666 | 666 0 0 | -%000 [ - %000 |=~3000{ ~3000] 0 |-366[ -3000
3 ' 1330 0 0 | -4000 | - 4000 |~ 6000| ~ 6000 © | - 366 o |7 |
y 43 | 243 | 243 | 23 364 | 364| o o [~ 1m0 [~ o0 [ 725|796 | io | % 3
5 80 364 364 | ~ 2100} ~ 2100}~ 2280| ~ 2280| ~ 725| © ~1090 _,W J
6 485 36k 364 [ ~ 21001 - 2100 |~-3370] ~ 3370| -~ 725 0 0 , ”..\_. -
7 127 | 127 127 127 ssh | ssh| o 0 |- 320] - 320| ~1105| 1270 | =570 || % °
8 552 «276 | ~276| - 830 -~ 830 |~ 320 -~ 320 0 [~220| =570 ||~ G
9 38| =276 | =276| -1780 | ~ 1780 |~ 1220 ~ 1220] o | o0 | - 570 VL z
10 < 253 276 | -276| ~1780 | - 1780 |~ 1840 = 1840 o0 | o o | @ m
T n| n 7 7 -6l | = 161 ] =520 | - =20 o 0 | =-230|~765| ~3u =
12 ’ ' ’ ’ 15 | 115 | 115} =333 | -333(~980 | - 980 |~ SU5| - 55| O [%382| - g
13 33 33 33 | 33 33 33 ~33 | = 33| =360 | - 380( 255 255| - 2000 =715 - 23
14 ; . . ’ ) .
FINAL 700 700 1146 | 1146 1146 1146 6183 {5336 | u666tl -~ 33 | - 33| - 380 - 380 255 mwm =~ 200] =715 | - 234
HMOLENT 08:
Mce = 36 x {146 - m_.mw meu:_ozmo kgm
Meg = 6 x I146 - M_.mume = = 7020 kgn .
Hec = 5 x N6+ 3 x::m-uwwa. xw;nuﬁmm kgm .
Mer = 7 x 1146 & 7 x 11%6=+ 12050 kgn
Mce =

5 x 1146 | w :f,uzﬂw.mxw 5= « 4755 kgm

Mca = 9 x lik6+

W=

wxuoc;w.wqmb. xw.wn..mu_oxms

Mop = 4 x 1i46+

Wl
=

x 1146 =4 6890 kgm

3 x 1146 h666 _ 3

MAC = 3 x 700+ -5 Mwu - 3180 kgm

N~

g
4

9 x 700+

[51hd
w

x 700 = +3150 kgm



ELEMENTOS MECANICOS:
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7, =1260 kg
A \+3150 f +3150 , B
_ / J {
N ~
-3{180 -3180
-t 1900 ‘_41___wvc= 1900 kg
N=1260( tensién) ‘ N = +1260 (compresién)
-12510 Vv= 2760 kg -12510
T~ - AN
o |y +6890 f +6890 T T
! 1 \ |
~47[55 ~47155
&1 3200 . 1 Ve= 3200 kg
-—4020 4 N =+4020
-47155 Vv=4820 kg. -4 1755
Ll I I\ I
B 1 +12050 +12050 { P
~ G4
-70}20 -70 PO -
4380 E <t— V¢ = 4380 ke.
N=—-8840 kg. N =+8840 kg
~1o60 ~3q460
bt T
G H
"En la PFigura: FIG. 3-13
Vy CORTANTT EN VIGAS

Ve CORTANTE EN COLUMNAS

N FUERZA AXTAL EN COLUMNAS (POSITIVA SI ES A COMPRESION
Y NEGATIVA SI SE ENCUENTRA A TENSION)
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BEJEMPLOZ sEncontrar los momentos flexionantes, para el marco mostirado, sometido a
cargas laterales ds 15T, lOT, 82 aplicados en los nudos A,D,C, respecti-

vamente.
15 T i
A 8 | B b.0
4
T
10 , 1
2 D g E g F
-'”‘ 105 -
g1 12 4 E_I_G.S 14
> G T
C : 3 3
4 1.5
14 ' 1= 1 -+ -+
H 4.0 i} 3,0 J 3}0 K
Los valores anc}tados dentro de los circulcsg son rigideces felativas ( F— K ’ )
A ' _' . R .Y A
= F B R
flllxz
X T
._._..__..._,..._..._I"il ; ’ T—
- a) b)) cT (e
FIG. (3-15) .
TABLA DE OPERACICNGES
My - | My Mg Mp | Mg | Mp | Mg Vg Vs v,
§a- 1 10 4 1 0 0 0 0 | -0.856|-0.856 | 0
Op=1 4 12 0 2 0 0 0 -3.00 0 e
Qc=1 1 0 18 0 0 0 3 -0.856 |-0.856 |-4.0
60 =1 0 2 0 16| 4 0 2 ~-3.00 |-4.0 +0.0
Qe=1 0 0 0 4 19 4 0 0 |-1.5 -1.5
8r=1 0 0 0 0 4 11 0 0 |[-1.5 -1.5
Qc= 1 0 0 6. 2 0 0 20 0 |-4.0 -4.0
A3=1 -0.856 |-3.0 | -0.856|-3.0] 0 0 0 3.49 | 0.49 0
N2 =1 -0.856 | 0 -0.856 | -4.0| -1.5 | -1.5 |-4.0| 0.49] 7.82 2.0
Al =1 0 0 | -0.4 0 -1.5 | -1.5 | -4.0 0.0 | 2.00 [12.66
| sq=1 15 18 25 24 27 15 28 | -7.712]-12.712]|-11.0C
0= 1 -1.712 |-3.0| -5.712[-7.0] =3.0 | -3.,0 |-8.0] 3.98] 10.31 | 14.6¢
0 A0 b=1 14 16 1 2 0 0 0 -3,856|~0.856 0
Q c=04d=1 1 2 18 16 4 0 8 | -3.856]-4.856 |-4
0=0y =1 0 0 0 4 23 15 0 0 -3.0 -34S
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B:.10:1 O 8, 18 10 £ .\.f B [ Ay |y | Mo [ Wy | Mo | Ve | M L Ve L
) 0 0|, 0} o0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ~15000 [~25000 | =33000
2250 (2250 | 2250 |~38%0 [~=6750 12750 [~15600 [=6750 | ~6750 |~18000 [~6050 |= 1800 0
72101 710 3130 |=5330 | © - 4250 [-3910 | ~6750 |~12320 |~ 8790 |- 5240 | - 28u40
3331 333 1530 | o© 333 [~ 3584 |-3910 | —6750 |~12320 |-10075 [~ 5525 | ~ 2840
) " | 2880 - 930 |-8650 & 2127 |~1223% |~3910 | —6750 |[~12320 0 |-~8115 | - 2840
ygo | 4s0| us0 | 480 { 480 | 480 B8o i " 1270 0 | $873 |- 73% | 9040 | 450 | 1080 |- 3700 {~10215 | ~ BII0
990 | 990 | 990 | 4570 |-2970 | 4223 |- 7674 | 6070 | 2520 |- 6850 240 | 0 6390
457 0 4800 | 3796 |~ 7674 | 6070 | -2520 |- 6850 630 390 6390
400 ~505 0 4800 5816 |- 7674 | 6825 i ~I765 |~ 4830 £30 610 0
~322 1200 0 5816 |~ €074 | €025 | ~1765 |~ 4830 | = 570 |~ 610 0
427 878 | 0 0 |- 6874 | 6825 | ~1765 |~ 6760 | = 294 [~ 334 1290
450 878 854 0 0 8535 | ~1765 |~ 5906 | ~I574 [~ 203%4 1290
295 878 854 0 - 1800 0 ~3565 |~ 5906 | =574 |=2709 615
878 854 1740 590 0 =~3565 0 ~- I574% |~ 3889 | - 565
197 | 197 { 197 538 264 820 |~ 790 |~ 590 | ~%155 |~ 1570 |~ 790 |~ 1889 2315
377 538 264 820 |~ 7901 920 0 |« 1570 |~ 790 [~ 245y 1750
79 538 264 1290 [~ 634 920 0 0 - 790 |~ 276k 1440
354 238 | 264 990 |~ 2034 | 390 |~ 530 |« 1400 |~ &I3 0 2140
127 238 518 950 0 899 |~ 530 |~ Il46 |~ 993 [~ 505 2140
- 169 | 238 518 | 1665 0 149 | = 280 |~ 471 )= 993 [~ 845 o
- 92 72 518 0 0 1149 |~ 280 |~ {471 |~ 850 [~ 705 660
73 72 5i8 440 e [ 1149 |~ 280 0 |-~ 850{- 1000 365
- 6l 72 518 4o |~ 100 0 ~ 520 0 - 850~ 910 455
356 213 776 1 <31 B57T 927 6671 337 2763




MOMERTOS :
NUDO A:

NUDO B:

NUDO C:

NUDO D:

NUDO E:

NUDO F:

NUDO G:

105

M A= 8x356 + 4 x 1213 = 2848 + 4852
Mic = 2x356 + 776 - 667143437 L3 . o

NoA=: 45356 + 8 x 1213= + 11128 kgm

MDD =
Miea=

Mon=

Mee=
Mog =

Mpg =

Vpe =
Mgp =
Vigr =
Mes =
Mire =
Me =
Mep =

Mgy =

Mg =

3.5 2

4x1213 + 2 % 1744- 66;1.x

3
2
667143437 .3

_ 2163 .3
4776 = S22 xS

12x776 + 6 x 927

45 1744+ 2 4 1213 - égllx%
4y 1744 + 2 927 - _i?;x%
8x 1744 + 4 (-31)
4% 1744 + 8 (=31)
8 (-31) + 4 x 857
-3(31) - 343§+2763 %3 3

4(=31) + 8 4 857

3 857 - 8290 3 4 3
X 3 2
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