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I N T ROD U C C ION 

Muy frecuentemente nos encontramos en la 1lECANICA ESTRUCTU­

RAL~ can problemas tales como: cortantes y momentos, rotac iones y 

deflexiones~ rigideces y factores de acarreo, etc., cuyas solucio­

nes ex~ct~s son la resoluci6n de ecuaciones diferenciales, proble ­

mas estos que no ofrecen dificultad cuando las condiciones de car­

ga son sencillas y los miembros son de secci6n const3nte. El pro­

blema se complica cuando los miempros son de secci6n v~riables y 

las cargas no son uniformemente distribuidas, en estos casos la 

soluci6n de l as ecu~ciones diferenciales, ademas de requer i r dema­

siado tiempo y cuid3.do, a l gunas veces se hace hast~ dificil. 

Sin embargo, para prop6sitos practicos, nos bast~ra con ob ­

tener valores,aunque no exactos, pero si 10 suficientemente apro­

ximados; es entonces cuando sentimos l a nec esid~d de disponer de 

metodos~que ademas de ser de facil aplic ~ci6n~ nos den l~ ex~cti­

tud deseada. 

Es as i como en base a estas neces i dades, numerosos metodos 

numericos han sido desarrollados, entre ellos podriamos citar: el 

metodo de l as Diferencias Finitas~ el metodo de las Relajaciones, 

metodos numericos de N.M.N ewmark, metodo de distribuci6n de momen ­

tos de Hardy Cross , etc .~ teni endo c ~da uno de ellos sus campos 

de aplic~ci6n, en los cuales~ dichos procedimientos, facilitan la 

soluci6n de lo s problemas. 

Los dos pr imeros metodos mencionados, es decir, e1 Metodo 

de las Diferencias Finitas y el fuetodo de l~s Re lajac iones~ son 

los puntos que se des~rrollan en el presente trabajo. 
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IVLE~ODO DIFLR:SNCI:\S FINI1'AS 

Conceptos Fund~mentales: 
Diferenci3.c i6n 

Y -t 

, 
; ti l, ; --- ---X' .. ± ; .. - .. -X .... , --1 .. _ -12 '- - 3' -- 1.' ~:l" ':~'- x 

Fi~.(l) 'fh~ hi Fig.(2)t-!t 
En la figura \ 1) tenem. l.mc ion Y = fCx) ; necE!"si'tl.mos conoc er 
la pendiente de l a cu~ el punta P. Par a tal obj eto, consi de -
remo s un segundo punta PI s obre l a curva; la linea que une P con 
PI sera seca nte de l a curv .1 . Ahora? si dicho punta PJ 9 10 movemos 
a 10 13.rgo de la curva a cercandolo d P? el valor de l a s ec ~nte se 
ira aproximando al va l or de la tangente de l a curva en P t En el 
limite ambos va lores seran i guales . En otras palabr~s, se ha ido 
t om3.ndo incrementos de la variable independiente ( x ) cada vez mis 
pequenos y con 10 que los incrementos de l a variable dependiente 
(Y) se haran t 3.mbien pequenos . 
El punto P tiene como coordenadas: X 

Y=f(x) 
El punta ~ tiene como coor dena d.1s : XI 

pero: XJ =x+Qx 
Y,! =f(x+:~\ x) 

y,-y =f(X+ 0X) - f(x) 

YI-Y Secante : Tan o(l-~'-' ~ . Xj -X 

Y\ =f(x ,J ) 

= f(x+ ·. x) - f(x) = 
" x 

Cuando 6 X ··~- O ? 0( I . ~. 0( 

.y 
-.:l­
l::,X 

T.1ngent c em P: T~n~= Lim f (x+~ x) -f(x)=Lim 6Y_ dY 
". x - ··", 0 1.' X :'x-<O .~x dx 

Es entonces cuando 11egamos ~ l concepto de derivada? que es el li­
mite de la r az on del incremento de l a funci6n a l incr emento de la 
va ri .1 ble independiente cua ndo este tiende a cero. 

En el calcul0 de d iferenc i ~s finit ~s e l con cep to es e l mismo 
que en el calculo inf inite s i ma1 9 solamente que se emplean incre­
mentos. 
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Entre mas pequenos tomemos estos incrementos, mis ex~ctitud obten­
dremos. 
Consideremo s el si guiente ejemplo~ 

2 
Y# - 4x 

Y +i.1Y~(X+ '-\ x)'2 -4 (x+t,x) 
Y+ DY=X:a +2xwc +~X2 -4x-4 "x 

,\Y=2XbX +'_\x2 -4i~X 
£J...=2x +(!.x-4 
fJ.X 

LimA! =2x-4 
1S&~0 ~X 

Como se observa, entre mas pequenos sean estos incremento s , 
mayor exa ctitud lograremos. 

Con el objeto de facilit~r lo s calculos , se ~costumbra a to­
mar los incremento s de l a variable independ iente 8X constantes a 
un va lor h, tendremos: 

primer~ diferenci~ : 

f',.\Y ~ =: Y, n + c ) - Y n 
\~)x)n h 

Segunda diferencia: es obtenida derivando l a primera deriv~c t 

Y,n+IJ-2Yn + Y,n-I; 
b'2 

Para facilitar 19. obtencion de las derivadas son muy utiles US '3.r 
tablas de diferenci~s como se ilustra. 

TABLA DE DIFERENCIAS DESCENDENTES 

Los puntos usados son todos en orden descend ente con respecto al 
punta en consideracion. 
Asi para la primera diferencia ,por definicion de diferencias de s ­
cendente ten dremos: 

~Yn= Y,n) - Y(n-I) 

La segunda diferencia [~2Yn es obtenid .). encontrando l~ primera 
diferencia de 6 Yn. , tendremos: 

c?in= .~( ~Yn)= .~, Yn-t.:lY,n- I) 
') 

~Yn=: Y,nj- Y\n-~) - ( Y,n-tJ - Y (n-2) 
::\~n= Y,n)-2Y(n-l) + Y,n- 2). 
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En forma semejante: 
ctYn=t.\( :~2yn )= ~2Yn_ ~2y (n- 1)== Yn-JY (n- i )+JY (n-2.) -Y (n-J) 
~4Yn= i\( / \3Yn)== I~Yn- &Y (n-\l )= Yn- 4Y(n-, )+6Y (n-i) -4Y '(n- .3 ~+Y (n-4) 
&.:'n== .1( ~4Yn)== 0 4Yn - .}}y (n- n)== 

n,.", . ( n-I ) n-l n-l (' ) I.\.rn=/.) ~~ Yn == I~, Yn - ,:\ Y n- ~ 

Colocadas es.ta s diferencias en forma tabular: 

Er; DLlGONAL 

,,,2.y ·;)Y ..:: 4y .2 3 4 
X Y <\ Y - .J t - Yh ':..: Yn '-~ Yn .~ ~ 

Xn Yn 1 1 1 1 

(~ Yn 

X n-I Yn-l 
2 

{). Yn -1 -2 -J -4 

1...'. Yn -I 
3 

6 Yn 

Xn-2 Yn-2 .~~ 
2 

Yn-I 
4 

~ Yn 1 +J +6 

~ Yn-2 
3 

D Yn-I 

Xn-3 Yn - 3 
2 

6 Yn-2 -1 -4 

. .; Yn-3 

1.n-4 Yn-4 +1 

·Orden3.d 3.S 13.s difer enci -ts en forma horizontal 

2. , •. 3y '. 4y 2 , 3y 4 
X Y ~. Y '~ Y ... ,~. Yn ~, Yn .:\ n b Yn . 
Xn Yn '_'. Y n 

2 ~3yn 1 •. 
4y 1 1 1 1 0. Yn ',_ n 

Xn- I Yn-I ~Yn -I 
2 

/ ) Yn-I 3 :..,\Yn-I -1 - 2 -J -4 

~ Yn-2 1~.Yn - 2 0,.'lyn-2 1 + J +6 

X n-3 ~-3 ::.. Y n- 3 -1 -4 
X n_4 Yn-4 1 

~I.'ABLA DE DIFERENCI AS fl.SCENDENTES: 

Los puntos uS 3. dos son t odo s en orden ascendente c on respecto 

a 1 punto en consideraci6n. 
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ASl para l a primer~ diferencia por definici6n de diferencia ascen ­
dente tenemo s: 

Encontrando l a pr i mera diferencia de ~Y n obtene mos l a segunda di ­
ferencia 

0~Yn= ,~ (!.~Yn)= 6Y ( n+ 1) - c,Yn = 
2 

!j,2Yn = Y ( nl.j-2 \ - Y \ n + I) - (Y C n + 1 ) - Y \ n ) = 
~ Y n:: Y \. n + 2) - 2Y \ n + I) + Y \. n) 

De manera semejante obtenemos la terc er )', clllrta~ etc.diferencia c: 

(}Yn= /\ (/_2Yn)= '..:.~ \.n+l) _ 1...\.2 Y\.n) = Y,n+3)-3Yt.n+2)+3Y,n+I)- Yn 
-, _4yn == /) (t.\Yn)= ;:ly, n+ I) -~3yi. n) = Y,n+ 4)-4Yt n+3)+6Y,n+2)-4Y,n + 1)+)' 

I_\~ n = ~ ( 6 Y n ) = 6. Y \. n+ I) - 6 Y (n) = 
• 
1\,. n-I n-L n-I 

brn= I\.(.~ ]i):: 6. Y,n+ 1)-6 Yn= 

Ordena das e stas diferenc i as en forma tabular. 

EN DIAGONAL 

2 
I.}y 

4 2 3 4 
X Y t Y L\ Y 6Y 6Yn 6. Ynn (~YI2 6 Yn , . w p: ' I 

Xn Yn -1 1 -1 1 

0. Y n 
2 

Xn +1 yn .... , L Yn 1 -2 3 -4 

6 Yn.+! 
3 

I~ Yn 
2 4 

Xn-fi2 yn.;2 6. Yn+ 1 AYn 1 -3 6 
3 

/-\ Y n# !~ Yn+J 
2 

Xn+3 Ynt3 b Ynt2 1 -4 
:. Yr.r3 

Xn~ Yn-+4 1 

~I'ABLA DE DIFERENCIAS CENTRALES 

Los puntos uS:1do s son los situados simetricamente con respecto 
al punta en considerac i6n . 
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ASl l~ primera diferenci~ por definici6n . 
}~ tn= f\X+~)- f\X-~J 

~ Y n = Y, n +t ) - Y (n -t) =t (~+ I J - Y, n - I ~ 
... ~'f,~ 

La segund 3. difer enci 3. es obtEinid~ encontrando la diferencia de la. 
primer a diferenc i a <.\ yn ) 

_2 , . 1 . 1 
J \ Y n = c:. \'.::, Y n) =,:,. Y \ n +2) - Ij. Y \, n -'2' ) 

2 . 
1\ Y n = Y \n + I ) - Y n - \ Y n - Y (n - I iJ 

2 . 
r-- Yn= Y(n+I)-2Yn+ Y,n-I) 

En3forma similar 
6 Yn=L(6Yn)= .:SY(n +t) - .~2Y\n-t) =t\Y~+2)-2Y·(n+ 1)+2Y(n-1 ;-Y(n -.2 )} 
~.lf.Yn= ~\ (11)Yn)=6.3Y\...n+~)_.~2Y\n_~) = Y,n+2) -4Y(n+I)+ 6Yn- 4y,n-l)-Y(n-2 ) . , " . ' 

.... r A.(.\.n-I y .tn-Iy I) n-1y, I) 
.. 11'1 -= :A • ...,. n )=4' In + 2 -D. \ n- 2 •••••• 

Or den3.das estas ' diferencias en forma t 3.bular. 

x Y 

X n+2 Y n+2 

Xn+1 Yn+1 

Xn Yn 

An-l ~ -I 

Xn-2 Yn-2 

EN DIAGONAL 

~\ Y 
2 

J~:\ Y 

"-, Yn +3(2 
2 

~ \ Yn + I 

:.. .. Yn +~ 
3 

t\ Y n +~ 
2 

.~, Yn 3 
I 

o Yn - ~ :.'1 Y n-~ 

2 
.~ Yn-I 

!.1 Yn - 3/2 

./ 

2.:..\ Yn 

1 

If 
Yn 0 

-1 

1 

1 -2 

-2 0 

1 2 

-1 

If 
!.;,. Yn 

1 

-4 

6 

-4 

1 



x Y 
---r- :::. I 
o I 8 I 

1 I 271 
I 

2 J 
·1 

~ 

3 f 

98 

275 

19 

71 

177 

361 

.• 2y ~ .~ 

52 

106 

184 

286 

412 

7 

54 24 

78 24 

102 24 

126 

~;---l 

r--- I 
; , 

o I 

o 

o 

4 i 636 647 

5 11283 11059 

6 12342 I 
---i-----4- --+-----llf--.. -.- - - .. + 
Se ha uS3.do las diferenci3.S ascenden tes . Comenzamos encontrando los 
valores de la funci6n Y par3. valores de la variab1e'X , :lsi por 
ejemp109 cu~ndo x toma valor de cero, Y= (0)+ 3(0) +10 ( 0)+5(0)+ 
8=8. Como se observa 910s increment os 1x=h se han tornado igua1e~ 
a la unidad. 

L-3. pr i mera diferencia '~Yn= Y~+ I)- Yn 
la seg~nda diferencia ,2Yn = ~ C~ Y n)= ~ Y(n +I') -6Yn 
Se notar1 ~ue las diferencias son obtenidas por sencil1as resta s 

.~~ Yo= Y 1- Yo= 27-8= 19 
() YO=·.W l-ilYO= 71-19=52 
D)Y 0= ::: 2YI.!~?Y 0=106- 52= 54 ' 
64yO= :,.3YI-'-~0=78-54= 24 
65y"0= ,.;·!+YI-J'{o=24-24= 0 

Gran an3.10gia exist e entre teorema s del c;:ilcul0 de diferencias fi ·· 
nitas con los del calcul0 infinitesimal. 

Se dan a cont inuaci6n e stos teoremas: 
~eorema 1: Si C= constante 

I~ C= 0 
Teorema 2: AX9 Bx, Dx, son funci ones de x 

{) n(Ax+Bx-Dx)= [\ nAx+ l~nBx_ / \nDx 
Teorema 3: Si C es un3. const~nte y Ax es una funcion de x 

;::." cAx = c (.\ n Ax 
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n n 
Teorema 4: ~X =n! en donde n es un numero ente ro pos itiv~. 

corolario 1: ~~,n cxn = C (n ! ) 
corolarj.Q 2: 1.,n+1 X n = 0 

Teorema 5: ~\ (s.+bx)\n) = bn ( a +bx )(n-I) 
c orol9.r i o 1: .~ x (n) = nx (n-I) 

corolar i o 2 : :,-nx (n) = n! 
en l a que x (n) = X ( X - I ) ( x - 2 ) (x ':" 3 ) • • • • • • • (x - n + I ) 

x(n) = x (x+l)( x + 2) (x+3) ...... . (x+n-l) 

IJ.ieorema 6: (Teorema Nev/ton ) . Si Yx es un polinomio de grad o n en x , 
su des~rro llo pue de ser escrito en la s i gui ente forma~ 

2 n 
YX=~o+ alx+ a2X + . . . ...• .. +anx () 

. \l) (2) 2.. (3) 'L n n 
Yx=Yo + X !.1 Yo+~ L~ YO + X ~n::o+ ..••.•• -X ' .6.. Yo 

2! jl IT! 
Ejemplo: 

Consideremos 81 ejempl0 anterior; nec 8sit~mos conocer l a c ­
cu~ci6n de l a func i6n.Datos: los valores Y 

x 

0 

1 

>. 

2 

3 

4 

5 

6 

y I 6.Y ! 2 
6 Y 

3 
I~ Y 

'. I 
8 19 52 54 

27 71 106 78 
I 

98 177 t 184 102 

275 361 t 286 12 6 
I 

636 647 
I 

412 

1

1283 1059 

I 2342 
I 

I I 

Yx= Yo +x(l) is. Yo + X(2) 
rr-

4 
6.Y 

24 
I 

I 24 

t 24 

2 
D. Yo+ 

I 6.Y~ Y _r· I 

5 6 

(3 ) 
x 
3T 

0 

0 

I 

0 
I 

3 
~. yo+ ... . .. . 

Yx= 8 + x 19 + (x_I ) 52 +. x(x- I) (X_2) 54 +x(x- I) (X_2) (x_3 ) . 24 
2 6 24 

Yx= 8 +19x+26x 2 -26x +9x3 _ 27x2 + 18x+xlt _ 6x3 +llxl2-6x 

Yx= X4+ 3x 3+10x 2+5x+8. 

que 8S 1a ecuaci6n de la que habiamos obtenid o los va 10res de Y. 
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A continuaciOn se da una tabl~ de Diferenci~s Finitas. 

1. - t:: ( Ax+Bx-Dx ) = 6. Ax + ~ Bx- !..lDx 

2.-

3.-

4.-

5.-

6.-

7.-

8.-

9.-

/ cAx = c/~Ax 

x (a - l)a x 
6.a = 

" .6. X (n) (n-' ) 
= n x 

l~ 1-.£n"' = ~n 'fn +1 ' I - " x,. 
X (n) (n-I) 

~(a+bx) = bn(a+bx) 

1 -1m 
tIl -'n+.d 

b.+bX) I (a+bx) 
I~ Scm (a+bx)= 2 Sen b 

"2" 

nCos(~+bx)=-2 Sen b 
"'2"" 

Cos (l+b +bx) 
"7-

Cos(a+b+bx) 
~ 

10. - t\l~xBx = Ax 6. Bx + Bx+1 6, Ax 

11.- ~ X! = X(X!) 

12.- ~ Tan(a+bx) = 

13.':' 6. Cot ( a + bx) = 

14.- 6, Sec (a+bx) = 

Sen b 

Cos(a+bx)Cos(a+b+ox) 

- Sen b 
Sen(a+bx)Sen(a+b+bx) 

2 Sen~ Sen(a+;+bx) 
Cos(a+bx)Cos(~+b+bx) 

15.- 6 Csc (a+bx) = -2Sen~Cos(a+~+bx) 
Sen(a+bx)Sen(a+bx+b) 

1-2 IWLEGRilCION FINI'I'A 

En e1 calcu10 infinitesim~l 1a pa1~brl Integrar tiena dos acepta­
ciones~ 1a primera es 1a que coincide con e1 significado corri en­
te de 1a pa1abra, es decir, para indic~r una surna de partes. 
E1 segundo significado que tiene en matem~tic ~ s 1a pa1abra inte­
gra;r es e 1 d e encontr3.r una funci6n conociendo su derivadl. 
L~ inte graci6n Finita 31 igua1 que en e1 c~1culo infinitesimal, 
consiste en encontrar 1a funci6n Yx cuy~ diferencia BS Ax. 

I~Yx=Ax 
yx=~-I Ax 

en donde: Yx es la funci6n 
-I 
~ Ax es la integraci6n finit~ de Ax. 

A 'continuaci6n se da una tlbla. de Inte gra1es Finitas " 

I £1(Ax+Bx+Dx)= 6"'Ax+ 6-~X+ 6"IDx 
-I -I 

2 ~ CAx= C ~ Ax 

3 · ·1)( x 
~ a: = a ' al 1 

a-I 



4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

.' 

10 

~l 1..:. 1 ; nil 
Xfiii f - (I-l'l) ,n=rl 

() X (n I) 
/\,I (a+ bx) n _ (.3.+ bx ) 
.- - -b(n+ 1 )-

1 I...~ .... , 1 

(a+bx) Inl / n-I I b(l-n)(a+bx) 

l{ICos(a+bx)=-~~-~- S8n(a-~+bx) 2uen'2 · . .. , 2 

~~ I ~en(a+bx )=- -2-S1~b COS(.3.-;+bX) en -
2 

;:.,1 (..1.xBx)= AxBx- !i-I (Bx+14.~x) 

6~ISdc( a+bx) Sec (a +b+bx)= Csc b t~n(~+bx) 

(~IC sc(a+bx) Csc ( .3.+b+bx)=-Csc b Cot ( a +bx ) 
b 

~- I ~fn (aT 2' +bf) = .s.e,c (a+~x) 
Cos a +bx Cos a +b+bx) 2Sen ; 

b 

/\-1 Cos(a+2+bx) =_Csc( a +bx) 
Sen(a+bx) Sen(a+b+bx) 2Sen 1 

2 
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1 - 3 ERR ORES AL EN~LE(\R DIFERENCIAS FINITAS 

Como se dijo anteriormente, al emplear las diferencias finit~s, se 
lograra una mayor aproximaci6n en los resultados mientras mols peque­
nos s ean los incrementos; sin embargo no se pretende inducir la i­
dea de que tomemos valores de incrementos tan pequenos que practic~­
mente pierda su valor el m~tod09 ya que ~l emplearlo, llegaremos a 
un conjunto de ecuaeiones lineale s, en IdS que habra. t antas eeua­
ciones como puntos tomemos . 
Para evitar la necesid ~d de tomar gran eantidad de puntos, BS muy 
6til saber en qu~ errores se ineurr e a l emplear l~s difereneias fi­
nitas; luego eonoeiendo la magnitud de estos erroros, afectar l. ~s 

eeuaeiones obtenidas en estos v a lores para poder obtener una mis cor 
e ana exaeti tUd. 
Se proeedera a encontr ~r 13. ma.gni tud de estos errores. 
Del calculo difereneial, el teor ema de Taylor estableee que si tene­
mos una funci6n de g r ado n 

diferenciando la ecuaci6n un~, dos , tres, etc. vee p s y encontrando 
esas d€riv~dls p~ra x=o, eneontr~mos: 

x=o 9.o=f(o) 

F ' ( x ) = a, + 2 a 2 x + • ...• 

para x=o a l = f ' (0) 

de manera s imilar: az=~Q) , a3 =f'" LO) , •••••• , a:n=f
n 

~o) 
j:-- n. 

Luego y=f(x)=f(o)+xf'(o)+ x 2 f"(o)+ 
2"! 

Si ahora reemplaz~mos (x) por (x+h) 

x 3 f" I (0) +. 0 • + X n f n (0) 
3! n! 

y eonsid er~mos f(x+h)= g (h) como funei6n de h, en la que x permaneee 

fija y h es la variable independiente , tendremos: 

g '(h)= f'(x+h) 

g"(h)= f"(x+h) . . 
gn(n)= fn(x+h) 

entone es si h=o 

g'(o)= f'(x) 
g"(o)= f"(x) . 



12 
Aplicando l~ seri e de Taylor: 

f(x+h)= f(x)+hf'(x)+ ~21f ll (x)+ [!f'" (x)+ ... . . ~n! fn (x) 

Y 

1si: 

~Y==f(x) 
- ~.-, 

....., 
//"" : I 

/1 
,/. 

I , 

I I I 

, I 

L ~ ~ . 
-----J t-. ......... -';I _ __ Ih..-c-''--'_ 

XI X2 xl Xn-l Xn Xn-H 

ERRORES USAt'JDO JJI FERENCIAS FINITAS DESCENDEN1'ES 

Yn ..:.? 
, 

i2~·(· fm( Y.n .. j == Y(x;-h)=== I 
n ) '-

m=o m. 
~ 

(-2h)'~ m (x
n

) Y(xn·-2h) = 
, 

Y n-2 
\ 

== i 
m! 

m=o 
~ 

(_ 3h )m~ ( ) 
Y(X'rr- 3h )= 

, 

Yn- 3 = " --;y;-r- x tl I m. 
m=o 

La expresi6n de la prime~~ diferencia es : 
, 
I t'-mhh!~' fm ( xn ) Y:n - rii=o t::r" 

(fY) = 
!.\X n h h 

desarrollando: h 3 b 2 

= Yn - [y n. - h f ' ( X iol ) + 2! 
h 

f" (x:n)-3!f"' (xn.)+ .... J 

f ' ( ) hfl! ( . ) h 2 f ill ) h 3 f" II ( ) 
Xn -2 x n +6 \ Xn -24 Xn + ..... . . . 

f '( ) ,fdy\ el valor eX1.cto que buscamos pero x n = \ ax.Jn' 
Tenemos: 

f'(xn )===(A Y) 
Ii x ,n 

h f " ( ) b
2
f ", ( . ) h,~f''''' ( \ +2" Xn -l) Xn -\>2'Lf Xn - •••• ••• • •• 
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Se observa que ~1 ~rror ~1 emplcar I1S diferenc i a s finit~s cn la 

primera diferenci~ 8 S: 

h h 2 , h 3 'u 
Error = 2 fIt (Xn )-6,f"'(Xr, )+24 f"" (xn )- . ....... . 

La expresi6n de 18. seg und-=t difer enci·3. es: 

~ (-2h) m 

': x'" ) + m i= 0 m ! f m ( X ft;~) __ 
~ ( )m 

(

'2 1 ,,~ ~ f:1 o Y Yn -2Y n- I +Yn-2 : YR - 2 m70 m. f 
bY: h 2 h 2 

-;; 
desarroll3.ndo: 

1 fIll (x g )+, ...• .....i+ 

h 2 f"(x. )_b3 fll l (x) 7 h4fnlf( )_.30 J15 f 5( ) 
n ~ n +12 xn 125 xn + ....• 

li2 

({J.') =f"(X )-hf"; (x )+7 h
2

fllllex )_.3.0-h 3
f 5ex )+ . .... 

\,_\1tj n n n 12 n 125 n 

f" (x,,~~) +hf'" (x,,)-ri f"" (x" )+1%~ f 5 (x" )- ..... 

Error=hf lll (Xfl· )-102f""(Xn )+-fg_f3f5(Xn )- ..... 

En form~ semcjante obtenemos: 

, 3 ) 
f ill ( )-(6.Y<'hf""( ) xn - -X-3' +-'- xn -.. . ,..,.. 

\ L\ In 2 
ERRORES EN TERMINOS DE DIFERm~ C l. , S FINI'l'AS: 

El error obtenido plr ~ 1~ primer~ diferenci3. fue: 

E h f ,,() h
2
f lll( ) Lh 3

f llll ( ) rror=2 Xn -6" " Xn +24 Xn + . .. . ••... 
, 2. 2 

pero f"(x )=(!.\~ );!-hflll (x )-L
I2

h fll"(X )+ • .• • • 
n \ 6X . n n n 

Susti tuyendo el valor de f" (x ) j obtenernos: 
n 

Error=hl-'(g \+hf'" (x )_lh
2
f""(x )+ .. '-1' _h

2 
fill (x )+~ f"lI(xn )+ ... 

2 _ !j, X ! n n TI n _ 0' n ~ 4 

(2 ~2 3 2 3 Error=bt~ It..flll (x )-l-h fill/(X )-h. fill (x )+h.. f' .. I(xn )+ ••• . 
2\ I.!..X 2 , 2 n 24 n 6 n 24 

n 
. 2 \ 2 3 

Error=~t~xt )n+~-~III (xii )-ffllll( Xn )+ .. . .• 

pero fill (X n )=( 'Zi3 )+~ hf"tl(X" )+ .... ". 
n 
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Susti tuyendo e l valor de fll" (x n ), obtenemos: 

E h ( .6. 2y) bD( 1'::,.3 y,' .3hf " " () -I' h 3 f "" ( ) rror= -21~) +3 , ~" +2 Xn + .... "~4 Xn + .. . ... . 
\tSI.. n . .:.~X:' !n -
.. 2y) 2· 3 ) 3 3 Error= h( ~ . +bl.6 Y +b f"" ( X n ) _b f "" (Xn ) + ..... . 

2 \ ~X2 n J \ /,\ X3 n 2 4 
Error= Q 1 1\ 2 y) +h1 D 3y \ +h3 :fill" ( X n. ) + ..•.• 

2 \ ):\X~ n 3\ 2. X 3 )n 4 

Error= ~(~i2 )n +~( ~~3 l+~ll. 'i~4 ) + .... :! 
2) 23 \ 34 

Error= h(~~} +Dt ·~ Y3 J +h f.£. Y) + ..... 
2· '\ 3\ / X 4 \ ;xrr \- . n ~ ~ n 

En form~ semejsnte 9 pueden ser Encontr~do s 13 m3.gn itud de los erra­
r es en t6rminos de Di ferenci ~s Finit~s, p~r~ 1~ segunda , t ercer3, 
cu ~rt=J., etc., diferenci3.8.,. t~nto p3.r3. 13.8 difer cmc i 1.S Desc en dr.; n t ," s ~ 

Ascendentes y Centrales. 
A continuaci6n se d~n 13.S t3.b11 d que muestr~n estos error es 

Errores par). Diferenci 1.s Desc endente s 
----------------~--------------------------------------------

Y" Y"· Y"" y 5 y6 /\ 2y 
..... - .. }y 1,4 Y --- D 

6. x 2 ~~. x3 Llx4 ~x 5 

Y' h h 2 h3 h h 2 h3 +- -- +-- +- +- +-2 6 24 2 3 4 

Y" +h _1h 2 

12 
+h +11h2 +~ 

12 6 

Y" , +Jh _2h2 
+Jh +lh2 

2 4 2 4 

Y"" +2h 
17h2 

+---
6 ----------+-----------., 

Errores p~ra Difer enci3.s Ascendentes 
.. ~~ --'-" -" -" .. _._ .. ,---- .-.. - .- ... -... - . ---.- -- . -_._-_., .. --- -- , 

Y" Y" , Y"" y 5 y6 2 
I 3y 4 

~ ~ ~ y 
~){: t'~x3 ~~ x If (~ X 

6 . I, Y 
6-X 6 

y' h h 2 h 3 h h 2 11 
-2 -6 -_., -2 +- -4 24 3 

y" -h _1h2 
-h +llh2 _2li 

12 12 6 

y" , 1!2 _~2 3h 7h2 
-'2 +-2 4 4 

Y" " -2h 
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Errores p~rd Diferenci~s C entr~les 

y 5 y6 2 11,3 y 
I, 

.J1.J. 6y Y" y" t Y It It I~, Y '-\ ' Y 
8X2 

...a-

~\ Xli ---- :..,x3 6 x5 llX 6 
.--_ . . _. ... . "".-_ .... . .......... -:--~";;~-: .. -.-~"..::. .. ::: .. -

Y ' h 2 
0 

h4 
0 h

2 
0 

h4 
0 -- -- -- +-

6 120 6 30 

til -~ 12 0 -~ -~ 0 +~ 
Y"II -~ -LL 0 

4 4 

Y"H -u:. _b! 
6 6 

.---

Se puede ~prec i~r que se obtienen mejores resultados ~l emple~r 
l~s Diferenci~s Centr~ leS9 y~ que los errores que en ell~ se co­
meten son menures q ue ~l emplear l~s Diferencias Ascendentes 0 

Desc end ente s. 

1-4 DIFERENC IAS FINI'IA ,,:) CON INCREl'Il"SN'l'OS M . NO IGUALES 

Anteriormente se h~bi~ tr~bajldo con incr ement os en x const~n­

tes a un valor h ; cU 'lndo los punto s pivotcs sean tom3.dos a i n­
t ervalos desigu~l~s ~ l~s exprcsiones de l~s Diferencias Finit l s 
serin 13.s sigui ent es: 

El punta n-l 

El punta n+l 

~: 
, • I 

Iy 
n 

_...J..J~_--L! ____ L __ ) 

IKo-r h . ~h I 
Xn r 

- . I 
FIG. 4. 

tendr.:i como coorden'ld"1.s x ,~:'J 

y Ii-I 
tendr1 como co orden1.d·3.s x 0+1 

y ~+1 

=y(x n-kj,:I' h) 

;:::Y(xn+kn+,h) 
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Teore m'3. T'3.ylor 

Tendremos: 
2 2 3 3 

k hY ' h. +~.,. rh Y"n - ~~h yilt Y Il - 1 y~. 
2! 31 n 

+ ...• 
1. 2' h 2 . \ k3 h 3 ' 

+ k <':-r' .h Y'O +1: lGIo~, Y"n +~"""- Y'I'I' 11 I 2 ! 3! I 

(; i ) 
o 

Y 0+ 1- yo ... , 

(kn+ I' + k ~I ~ h 

pr imer3 diferenci'3. 

Un v '3.1or de (" ~ Y \ m1s eX3.c to seri considerando 1::18 expresionc s de l 
L'- 1. .'n 

Teorema de l''3.ylor, tal como se demuestr3.: 

De l'3.s ecul.c i ones 1 y 2 ,:l.rreglindclas p3.r9. elimih3.r Y" y 

despreci3.ndo los val'ores y" l\, , y "1I n, etc. 

Tenemos : 

hY' n 
2 

Y" n Y n- I Y n h 0) k~-l =~ - --- + 
kn-r kn-I 2 

Yn+1 _Yn + hY'n + h
2 

Y" @ 
~ -~ 

__ n 

kn+1 k n+1 kn +1 2 

Restando 3 de 4 

Yn + 1 Yn - 1 - - 1 1) '1 1) ~ -::-z-- =Yn(-~---2-_-.- +hY~ ( __ , +--
kn+1 k n_I ' • k n+ J , K n_

1 
kilt} k n_1 I 

2 2 2 2 
kn-/ Yn+l:..kn+l Yn-I;:lYn (kn-I- kn+1 )+hYA.(kn +1 + kn-I) 

2 2 k2 2 n kn + 1 k n-I' n+J kn-J kn+J kn-I 

kn+1 k n-I 
2 2 

Yn - I hY~ + = kn-I Y n+1 k n+ I 

krr+l kn-I k 2 , 2 . ·o+ ,! k "0-'1 
2 2 

- Yn(kn-J - kn +~ ) 
2 

kn +1 
2 

k' n-I 

1 r k2 
n-I 

2 2 
Y ~ - Yn +1 -( k n-I- k n+1 )Yn 

h kn~l: lin-I (k 'J k n-I) I-. n± 2 
Yn -11 - kn + I 

-, 

puesto que a1 encontrar Y 'h no s e h"ln tornado en cucmta 180 t erc er).? 

cU3.rt3., e tc . deriv3.d '3. s de 1 3. el valor encontr9.do de y ~ 

Geri un v310r mas 9.proxim3.do de 

funcion, 
1/\ Y \ 

(~x )n 



//\ Y )_ ~l 2 2 2 
[kn , .. i Yn+I-(kn-1 - kn+1 )Yn 

\~X n~ h kn+1 k n-I (kn+1 + kn- 1) 

It n+ 1 Y n-l J 
P-3.ra 1':1 segund3. dife r enc ia. 9 3.rreglando I ds ec u3.c iones U"') y <~~ 
con el objeto de eliminar Y'n y desprecilndo tamb i~n los valo~ 
res de l a t erc f? r :l. y cu-3.rta j etc . deriv1.das j teL1emos~ 

1-5 

Yn -I = X,:- _ h Y 'n + 
kn - 1 h

2 
Y"n CD --

kn -I kn-I 2 

2 
Yn+1 ::::~h Y~ k n + I h Y"n G;'! + --
kn+1 kn+1 2 

Sumando Ci) y G)tenemos: 

-L_-+ _..L ) 
2 

(k n- I Yn -I +Yn+1 :::: Yn ( + h Y"n 

k n -I kn+1 kn- I kn+1 ( 2 

h
2 

Y" n(kn-I + kn+ 1 ) . 
T 

kn+1 Yn- I + &-1 Yn+1 
kn +1 kn-I 

ylln == ...z.~ r Yn+1 Yn 

+ 

i 
h I - ~+I + kn-I ) kn + 1 kn + 1 kn-I 

+ 

(<l'1 ) [ Yn + 1 Yn 
, 6. X2 

n =? (kn+1 + kn-I ) - kn -I + kn+ 1 kn +1 

DI FERE:ti'C IA FINITA PARCIAL 

kn+1 ) 

kn + 1 + kn -t 
-Yn 

kn +1 kn-I 

Yn -1 

(kn+f + kn-I )kn -I 

Yn-I 
Tkn+1 -+- kn-I )kn - 1 

Uno de los metodos m~s utiles en la soluci6n de las ecuacione s di ­
ferenciales p 3.rci3.1es es el metodo de las diferencias finitas y en 
donde la soluci6n de la ecu~ci6n diferencial parcial es reducid3. a 
la soluci6n de un conjunto de ecu~ ciones lineales . Es asi como pr o­
blemas como son~ momentos fl exion·.3.ntes d 3 placls, deflexiones cie 
placas, analisis de esfuerzos en tres dime nsi ones j etc 0) cuyas sol L'-­
ciones implic 3.n trab.3.j3.r con ecu.'lc iones diferencia.les parcialesy S':") 
hacen de facil resoluci6n a l emplelr el m~todo de las diferencia s 
fini tas. 
Como se dijo an teriorment e j mayor exactitud obtendremos al tomar 
incrementos de l as v3.riables m1s pequenos. 

! 
J 
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1-5a DIFSRSl\CIAS PARCIALES EN COORDEKAD \S REVl.'ANGULARES 

1-

Sea la funci6n Z=f (x,y). 

La expresi6n de la diferencial parci~l de la funci6n Z, con respec­
to a uno de l~s v~riables (x,y) son l~s mismas que l~s diferenci~s 
finit~s ordin~ri~s. 

Haciendo ~ x=h aY= k Y usando diferencias centr~les, tenemos: 

Q.£ == 23 ( 0 .... " ) -2. ( 0-'1', m ) 

1"(:lX 2h 

~2Z _zs( n+1 , m) -2Z( n, m) + Zen _ i', m) 
~X2 h2 

id~ _3(n,m+ I) - Z(n,m=J_)_ 
d Y 2k 

L~ diferencia finit2 parcial de la funci6n Z con respecto a X y Y 
son obtenid'3.s tomando la IJrimera diferencia parcial en una direc­
cion y luego tomando l~ diferencia de la primera deriv~d~ en l a 0-

tra dire ccion . Tenemos; 

~ 2 Z '7 ~ (' "0 fl.'.) = "'l> (g (n + I , m) - Z (n - 1 tin) ) 
@.~X?;Y ax 1fl ' 2h 

=...J.- [ -L (Z (n + f ,m + I) 
2k _ 2h 

- g ( n_ 1 ,m - J) )] 
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C y ,~X 
~ . 

19 
-r 

1 . 
4hk 

I..Z( n+I ,m+d - ~(n + I,m- 1 )-~(n-l,m+l) +Z(n-I,m-I)I 

r 1 I 'I ----.,. (z( n+ l,m)-2~(n , m)+Z( n-! ,r" ) ,-". 
~ h" 

=-~ r ~ (Z ( n + 1 , m + I) - 2 Z (n ,m + I ) + Z ( n - I ,m + I ) - ~ ( Z ( n+ 1 , m ) 
k l h \ . h 

_ ... 
- 223(n ,m-I) + 21 (n-I,I;1+1 )~2g( n-i,m) + Z(n-I ,m-,)I 

.:...j 

Ahara, si los incr cmentos en X y Y los h~cemos i guale s, e s deci~ 

h=k~tendremos: 

En las s i guient e s figuras ap~recen 
d2~_ 

los valor es encontrados para d Y dX 
mantas l~X y l':::..Y son iguales 0 

representados s imb61icament e 
.J4g 

Y cU 3.ndo los incre-dY 2 ~X2 
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,---10,_--1 0---" --4-2\-----' 1 . 

o 1--_--1 0 }-----0) ·4
u 

) ____ (-2 

+11------4 1----t-1 1 1----1 

FIG,6 FIG,? 

1-5b DIFERENCIA FIN ITA P :tRGIAL EN COORDENADAS POLARES 

y 

- (x,y) 

x 

FIG.8 



.. ~~. 

La transformaci6n de coordenad3.s rectangulares a coordenadas pol ..i rt' s 
es e1 siguiente: 

x = p Cos c( 

y = r Sen.,..; 
.~-~ f = ,/ x +y 

tan ot... = y. .-. 0( = Arc tan Y. 

Tenemos: 

x x 

2L- ~=y~-= L = Sen« 2Jx 2+y2 rx~+y"2 f! 
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1- 6 APLICACIONES: l\10r.J]\~ 'lOS FL:I:1.IONANT:CS Y DEFLEXIONES I:E VIG~S 

1-6a VIGAS SIl\1PLEl\iliN~E APOYAD~S : DIVERSOS TIPOS DB Cf.iRGA 

Consideremos un~ vig~ bajo l a ~cc ion de una carea uni formemente 
distribuida. Las si g ui entss e cu~c ione s pueden s ~r obt enidas: 

w/unid~d longitud 
dV w 
dx = I'll M+dM 

d2
lYl 

vii 1 dx2 --
:::: W 

d 2 y M 
dx2 = tf v+ 

dx 

d'4 Y w par a I cons t ante ::: 

dX'4 EI 

d 2 2 
I ~ 

W 

dx2 = E para I vari3.ble 

en donde: w = carga/unida d longitud positiva haci~ a r r i ba 

V = fuerza. cortante po sitiva hacia a rriba 

1\1 = momento flexionante , posit iv~ s i produc e compresion 

en l a s f ibr ls super iores. 

y = deflex ion; positiv~ hacia arriba 

Aplicando a estas e c u~ ciones diferenciales, l as diferencias finit as 

tenemos: 

Vn+ 1 - Vn-I =2hw 

lVln -I -2lV.i n + riln +1 = h 2 
W 

Yn-l -2Yn + Yn+1 = h 2 lVl n 
Ern" 

fyietodo de 1a3 Diferencias Fini t~s para 13. solue ion de carg'ls unifor-­

memente distribuidas con eargas concentradas : 

El . proe ed imiento '1 s eguir co ns i ste en susti tu ir el sistema de Ca.r-g.l 

POI' conc entl3.ciones est;{tie3.mente equiv.alente a ellas . Bstas co ndi­

ciones son fuerz a cortant p. y momenta fl exionante, n i nguna de estas 

debe alterarse fuera del tramo cargado al sU3tituir e1 sistema de 

carga por eoncentraciones. 
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b.. 
1 } L 

6 
0 I 2 3 1+ 

1 

i 
, 
I j 
i 

l 

t 
I 

j , , 
I 

, J' , f 
~ 

;0 3 
{t 

2 

I 
i 

r 
: 

IS 
O· 

1 ! 
~ 

cargas equivalcntes 

I 2 3 , 
h 

I I h I h , h 
t 

I L I 
FIG. 8 

Las FIG. (8) muestran el procedimiento a seguir ~ que es el de consj.­

derar las reaccione s que tendria una viga librement e apoyada so mc-­

tid~ al sistema de c~rga. 

Al quedar entonces, la viga sujeta a un sist8ma do cargas concentra­

d3.s, las ecua cione s quedan en 130 s i guionte forma: 

Mn-I -2M n + Mn+1 = hl? n 

Yn- I -2Yn + Yn+l = Mn .. 
EIn 

Al emplear, el m~todo do l as diferenci3.s finit3.s, 01 problema de en-

contrar momentos y deflexiones consiste en resolver un conjunto de 

ecu3.ciones lineales. Para facilit3.r 13. resoluci6n de estas ecuacio­

nes se desarrollaran a continuaci6n expres iones de los momentos y 

deflexione s. 

Consideremos la viga simplemente apoyada, segun se muestra en la 

FIG (9), sujeta 3. cualquier sistem3. de carga que ha sido sustituido 

par sus cargas conc entradas equivalen te s. 
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Po f' [' 1 \ 
2 

h h 

~ 
h 

FIG. (9) 

APLICAr:oo 1A ECUACION PAFiA NlOrYlEN10S: 

JIIln-1 -2 rYln + J.\.In + I = h Pn 

Condiciones: Mo= 1\14=0 

punta 1: 0 - 21'1:,1 + rYJ 2 

punta 2 : MI -21\·2 + IV: , 

punta 3 : J.\.I 2 -2Th-3 + 0 

Reso lviendo: 

= 

= 

:::: 

UP~ 
_L 

h-~ 
h 

- hPI 

hB2 

+ hP-' ;1 

+ -
I 

= 

:::: 

== 

A (a) 

B (b) 

c (c) 

para encontr~r los valores de Ni l y M3 , simplemente sustituyendo 

en las ecua ciones (a) y (c) el v~lor de M2 encontr ~do . 

:Oeflexiones: 

Yn -I -2Y n + Yn + 1 = 

Condiciones: YO::::Ylj = 0 

punta 1: 0 - 2Y I + Y 2 ==h 2 M,/El, :::: A (d) 

punta 2 : Y - 2Y2 + Y3 ::::h 2 
M.2/EI2 

:::: B (e) 
I 

punta 4: Y
2 - 2Y':' + 0 =h 2 

M.~/ET3 = c (f) 
3 

Resolviendo: 

Y :::: 
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Consideremos ~hora el C3.S0, en el que la viga h3. sido subdividida 
en un mayor numero de tramos (1= 6h ) , segun se mue stra en l a FIG. 
(10 ) 

Po PI ,"P2 P3 P~ P5 P6 
l '1\ i III 'it \ ,,- " 'V ' 

~ 2 3 4 5 It 0 ... 

h h h h b b ~ 

1 . ,I 
FIG. (10) 

lYlON.;ENTOS: l'v1n- 1 -2Mn + lVI n + I = Pnh 

condiciones Mo: M6=0 

punta 1: 0 - 2MI + 112 == - hP I ::: A (a) 

punta 2 : MI - 2M 2 + M3 ::::: - hPt' : B (b) 

punta 3 : M'2 -2M3 + Mil == - hP) : C (c) 

punta 4 : NI3 - 2MIt + Ni5 = + hPl! :: D ( q) 

punta 5 : Mit -2Ms +- 0 = + hP5 == E (0 ) 

Resolvien do: 

I\12,=-g (A+2B+D)-C - ~ 
3 3 

Deflexiones: Yn -I - 2Yn + Yn +1 = h 2 Ml\/Eln 

condicione s Yo=Y6=0 

punta 1: 0 - 2YI + Y2 ::: h
2

.MI/EII = A (f) 
punta 2 : YI -.2Y 2 + Y3 == 

2 
h M2/EI2 ::: B ( ( 'I" '\ 

\ 6) 

punta 2 
(11 ) 3: Y2 2Y3 + 1'1 = h l't1 3/EI3 ::: C 

2 
(i) punta 4: Y3 -2Y'+ + Y5 : h MlJ/EIlJ ::: D 

punto 0 
2 

( j ) 5 : Yll -2Y5 + = h M5/EI5 "'" E 

Resolviendo: 

I, ' e' 

Y2 =-g(A+2B+D) - C - E 
,. " . , .. 3.., , .. H '.e y _ _ - =.__ _ ;3. 

* .f 
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Puesto que e l sistema de carga a que puede e star sometida la viga es 

trapecial 0 p3.rab61ico j se dan 3. continuaci6n las f6rmulas p:::t r "j. pod er 

encontrar las c~rg 3.s concentradas equivalentes. 

Ci\RGAS 1RC\PECIALES: 

; 

./ 

1 :1 

,." 
, " 

,­
/ 

If---~RO -----%.-1 ~r 
Be = 

= 

h 

h 
'6 

h 
c 

h 

FIG (11) 

(w n.:.. + 4W n + W n+1 ) 

RO=!~~"~ j 
Ro=~( 2WotW I )" 



CARGAS PARABOLICil,S 

0 
h l h t 

i 
f 
" . ,. 
r . 
k · . 

: ' ,-' ---i _______ · · : 

- ,~ 

lWo 

" " 

., _. 

.. 1------:1.,., -_ .. 
, . (\ I' 

I 

I 

r 
h h 

FIG! (12) 
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Ro=B(7Wo+ 6W1 -W2 ) 
24 

Rt=h (WO+IOW1 + W2 ) 
12 

Rn=- (W n_1 +lOWn +Wn+l) 

Ejemp10 1: Consideremos 1~ viga simp1emente apoyada, de seccci6n 

constant e 9 con carga uniformemente distribuida. Se pi de 

encontrar momentos y de f1exiones . 

W/unidad 16hgit Lid . 

L 

FIG. (13) 
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NlOmentos: 

c ond ic i one s :rv.i.O=IV~4 =0 

2 
0 - 2M j + M2 = - h w 

M( - 2M2 + M3 = - h 2w 

l\~2 - 211 3 + 0 = - h 2w 

Reso1viendo: 

lVi.a=- A+2B+C 
2 

h
2 w ('-1-2-1) =- ~ 

M!= 2h
2

w = wL 2 /8 
M, =1. 5h2 w=3wL 2/32 

N13=1.5h2 w=3wL 2/32 

2 

Los va10r 9s obtenidos para momentos son ex~ctos 

Def1exiones: 

condiciones: Yo = Y~ = 0 

o - 2Y1 + Y2 = h2 (1.5wh2 IEI)= 

Y1 -2'Y2 + Y3 = h2 (2 .Owh2 jEI)= 

Y2 - 2Y3 + 0 = 11 (1.5wh
2 

JEI)= 

Reso1viendo obtenemos: 

va10res exactos 

Y1 = - 0.00975 wL4 lEI YI = - 0". 0093 wL !f/EI 

Y2 :::: - 0.01360 
4 

wL lEI Y2 = - 0.0130 wL 4/EI 

Y3 = - 0.00975 wL
4 
lEI Y3 = - 0.0093 wL

4 
lEI 

1.5wh
4 

lEI 

2.0wh4 jEI 
'l 

1.5wh lEI 

Error 

4.8% 

4.6% 

4.8% 

Para obtener una mayor exactitud, tomaremos en cuenta los errores 
que invo1ucran e1 emp1eo do1'meto do de las diferencias finitls. I\S1, 
tenemos, que e1 error en diferenc i as centra1e s par3 1a segunda di-

, 2 

ferencia (.6~"{ es:­
.uX n 

nes puede ~e e scritl 

Y n-I -2Yn + Yn+1 

Y n-t -2Y n + Ynt,-f 

Y n-I - 2Yn + Yn+1 

l-h2~A' x\ ; 1~ ecuaci6n para lIs def1exio-
12 ~n 
en 1a:siguiente forma: 

_l...h4{ 8,4y ~ 2 
= h l\ln l EI n 

12 \ 6. X4 1 b 4 , n 
-4 Y n-:1 +6Yn -4Y n-tl + Yn +2 )=h 2 Mn IEIn -12i}I' (. Yn - 2 

_L +Yn+2 ) 
2 

( Y n-2 -4Yn- t +6Yn - 4Yn+1 =h Mn IEIn 
12 
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Si el error en el punt a 2 es encontrado y usa do para lo s puntos 

1 y 3 tendremos: 

Error:::: -(0-4Y, + 6Y2 - 4Y3 + 0)= - 0 . 333Y, + 0 .5Y2 - 0 .333Y3 

punta 1: 0-2YI+ Y2- (-0 .333Y, +0 . 5Y2 - 0 . 333Y3)= 1.5wh
41 EI 

-1.667YI + 0.5Y2 + 0.333Y3 = 1 . 5wh
4

/ El (a) 

punta 2: Yl - 2Y2 + Y3- ( - 0 .33 3Y, +0 .5Y2- 0.333Y3) = 2 .Owh4 I EI 

( b) 
If 

1.333Y1 - 2.5Y2+ 1.333Y 3 =2 .0wh lEI 

punta 3: Od33Y1 + 0.5Y2 - 1.667Y3=1.5wh4 lEI (c) 

Resolviend o: v3.10res eX3.ctos 

YI=- 0.00926 wL 4/El YI=-0 .0093 wL 4/EI 

Y2 =- 0 .01302 
4 

wL lEI Y2=-0 .0130 wL4 
lEI 

Y3=- 0.00926 4 wL lEI Y3=-0 .0093 wL 4/EI 

Ejemp10 2 : P:3.ra 1 3- v i ga mastrad'"l en 13. Fig. (14)1 s ,:-' " nos pide en-

contrar momento s fl ex i onant c s y deflexiones. 

w/unidad long. 

! 
It , : ~ -{ 1=10 

~ 1=210 4 0 2 3 4 5 
h , h h I h h h -f---

L I 

FIG. (14) 

wh wh wh 
-2 -2 

1 ! 1 VIGA CON 
CARGA 

6 A EQUIVALEP [E " 

Il 2 3 5 6 
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M.omentos: 

condiciones ]\10=116=0 

Nin-I -2lVln + Mn+ 1 = h P n 

punta 1: 0 - 2MI + lV12 = - h(0.5wh) (-3. ) 

punta 2 : M I - 2112 + lV13 = - h(wh) (b) 

punto 3: IvI2 - 2M3 + IVllj = - h(0.5wh) (c ) 

punta 4: 1:1 3 - 2M4 + Jlil S = 0 ( d ) 

punta 5: M 4 - 2IvI s + 0 = 0 (e) 

Resolviendo: 

M2 =-~( A+2B+D)-C-~ = - f-0.5-2-0)-(-0.5)+0] wh
2 

.-
IvI2= 2.16wh2 

IvI 1= 1.33wh 
2 

M.3= 2.00wh 
2 

114= 1.33wh2 

J:It~5= 0 .66wh2 

Def1exiones : 

condiciones YO=Y6= 0 

En e1 punta 3, en donae h3.Y cambio de inercia de 1a secci6n, se to-

~ t d '· d ' I 21
2
0+10; 1.510 mara un momen 0 C l nerC1a prome 10 : 3= . 

punta 1: 

punta 2 : 

punta 3 : 

punta 4: 

punta 5: 

Y n-1 

0 -
- 2Yn + Yn..,.. = h

2
IVi n/EIn 

2 ), 
= h2 1.33wh /2Elo ~ 0.66wh'/El o 2YI + Y2 

YJ -2Y~+Y3 = h 22.16wh2/2Elo = 1. 08wh
4
/EIo 

= h22.00wh2/1.5EI =1.J3wh4 /El o Y2 -'2Y3+Y 4 

Y3-2Y~~Y5 = h2 1.34Wh2 /EIo ~ 1.34Wh4 /EIo 

Ylj-2YS+0 = :h2 0066wh2/El o = 0.66wh 4/El o 

Reso1viendo obtenemos: 

Y 1 = 

Y2 =: 

Y3 = 

Y4 = 

Ys = 

-2.5wh 4 /EIo. = 

-4. 33wh If/EIo .= 
-5.08wh4 /EIo.= 

0 . 00193 

0.00334 

0.00392 

-4.50wh4 /EIo.= 0.00347 

-2.58wh4 /BIo.= - 0.00199 

wL 4/EIo 

wL '*/EIo 
4 wL /EIo 
'* wL /EIo 

4 wL /EIo 
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Ej emp10 3: Consider emos 1-3. vig.i simp1emente apoyad3. de secci6n cons­
t3.nte y sometid~ ~ una c~rga tri~ngu1ar. Encontr~r momen­
tos y def1exione s. 

wo 

wo wo 2wo 5wo 
J -2- --r- -6-

A 2 3 If 5 6 0 

I b b b ! b. I b. b I 
1 

L 

FIG. (15) 
lVlOmento s: 

condiciones 1imites 1Io=M6= 0 

1\1 n-I -2M n + JliIn-lr 1 

punta 1: 0 - 2~1 + fu2 

punto 2: 

punta 3: lY12 - 2M3 + rillf 

punto 4: 

punto 5: 

Reso1viendo: 

lVl l = 0 . 972 

lV12 = 1.777 

lV13 == 2.249 

1V1 4 = 2.221 

lVl 5 = 1.527 

woh 

woh 

woh 

I~1 3 -2Ivl4 + M 5 

l\11f-2M s+ 0 

2 

2 

2 

W h2 
0 

woh 2 

= h 2
w n 

= h 2 (wo/d 
= h 2 (wo/3) 

= h 2 (wO/2) 

= h 2 (2wo/~ 

= - h 2 (5wo/6) 

Los va10res de 

cometido es del 

los momentos 

orden de l~ 

obtenidos son 2xactos.,.ya que e1 error 

clBrta diferencia, cuyo valor en DSt.E: 

c ~so es cero. 
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Deflexiones : condici ones Yo = Y6= 0 

punta 1: 0 - 2Y I + Y2 = 0 . 972 wo h4 lEI 

punta 2 : Y, -2Y 2 + Y 3 = 1.777 woh4/EI 

punta 3 : Y2 - 2Yr bY4 = 2. 24 9 woh4/EI 

punta 4 : Y3- 2Y 4 + Y5 = 2.221 wohi+/EI 

punta 5 : Y4 - 2Y 5 + 0 = 1. 527 woh4 /EI 

Resolviendo obtenemos: 

valor l3S exac tos Error 

YI -- 4.114 woh4/EI YI =- 4.034 W Ohll lEI 2% 

7.256 4 WOhll lEI 2% Y2 =- woh lEI ~ =- 7.111 

Y3 = .... 8 . 621 woh4/EI Y3=- 8.437 woh4 lEI 2.1% 

Y4 = - 7 .737 woh4/EI Y4=- 7 . 555 woh4/EI 2.4% 

Ys =- 4.632 WO hll lEI Y - -s- 4.506 woh4/EI 2.8% 

Toma ndo en cuent ~ los error es y s i el error en e l punta 2 se usa pa­

ra e l punta 1 y e l erl or en el punta 4 se us~ Pdr~ el punta 5~ ten­

dremos: 

Error en el punto 2: 

Error =b (0-4Y1 + 6Y2 -4Y3 + Y4 )=- 0.333Y 1 +0 .5Y2-0 .333Y,+0. 08T ... t: 

Error en el punta 3: 

Error =i2 (Y 1 -4Y2 +6Y 3 -~Y4 +Ys )=0 .083Y ,-0 . 333Y2 +0. 5Y3-O. 333YIf +0 . C\.-: 

Error en e l punta 4: 

Error~ l- (Y2- 4Y3+6YIf-4Ys+0)=0 . 083Y2 - 0 .333Y3+0.5Y4-0.333Y5 
12 

Ie. eClBci6n 1 pari enc ontrar deflexiones tomando en cuent:l los errorGS 

propios del metodo es: 

Yn- I -2Y n+ Yn +1 _:L (~-2 -4Yn - 1 +6Yn - 4Y n+1 + Yn-i2 )=h2l'v~ 'EIIl l2 
Yn- 1 -2Yn+ Yn+1 - Error = Ifl"-i n/ Eln @ 
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Sustituyendo los errore s encontrados en la ecuaci6n <!J da da ~obtenemos, 

-1. 667 Yr + 0 .50 Y2 + 0 . 333Y3- 0 . 083Y4 = 0 .972 Wo h 4/EI 

1.333 Yl 2.50 Y2 + 1.333~ - 0 . 083Y 4 = 1.777 W ohil/EI 

- 0 . 08 3-:Y I + 1. 333~ - 2.500Y3+ 1.333Y4 - 0 .083Ys= 2.249 wohl}/EI 

- 0,083Y2 + 1. 33 3Y3- 2 . 50 Yli +1. 333Y5 = 2.221 wop4 l EI 

- 0 .083Y 2 + 0.333Y3+ 0 . 50 Y4 -1. 667 Ys= 1 . 527 W oh 4 l EI 

Reso lviendo obt enemos~ 

va lores exactos: 

woh4 lEI 
4 

Y, ... - 4.030 YJ =- 4.034 woh lEI 

Y2 = 7.100 woh4 lEI Y2 ::::- 7.111 woh4/EI 

Y3 = 8.440 woh4 lEI Y3 =- 8.437 woh4/EI 

Y4 = 7.550 woh4 lEI Y4 =- 7.555 wo h4/EI 

Y5 = 4.500 woh4/EI Y5 =- 4 .506 W Ohll lEI 

Se desarrolla r a a continuac i6n e l mismo ejempl0 a n te rior , solament 0 

qu e e l numero de tramos se r sducira a cuatro y se compar~ranlos va-

10res que se obt engan c on lo s v~lores exaetos. 

FIG. (16) 

Jlilomento s ~ condie ione s rvlo=lVl4 = 0 

punta 1: 

punta 2: 

punta 3 : 

0 - 2M, 

ill, 

+ fu2 

-2 M2 + M3 

1V1 2 - 2I'v1 3+O 

-- h 2 (wo 14 ) 
-- h2(w o/2) 

-- h 2
(3'N o/ 4 ) 
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Resolviendo: ~j l 0.625 
2 

= woh 

112 1.000 2 
= woh 

l'v13 = 0 . 873 W h2 
0 

Los valores obtenidos para momen t os son exactos,ya que los errores 

propio s del metodo son dEl or d("!} dp 1 'l cuarta di forenci 3., que son 

cero en nue stro caso. 

Deflexione s: condicione s Yo = Ylt= 0 

punta 1: o - 2Y, + Y2 
4 

= 0.625 woh JEI 

punto 2 : Y, -2Y2 + Y3 = 1.000 W ob4 JEI 

punta 3 : Y2 - 2Y 3 + 0 = 0. 873 woh4jEI 

Resolvi8ndo obtenemos: 

Valores exactos Error 

1.187 
4 woh4 jEI 4.6 % Y, =- woh JEI Y, =-1.135 

Y2 =- 1.749 W Oh ll JEI Y2 =-1.666 woh4 jEI 5.0 % 
Y3 = - 1.311 woh4jEI Y3 =-1.239 woh4jEI 5.8 % 

Desarrollemos el mismo e j e mplo~ sustituyend o el sistema de carg~ 

por cargas concentradas equivalentes . 

Momentos: 

punta 1: 

punto 2: 

punta 3: 

. ' 
0.04 16woh 0. 25woh 0.50woh 

j 1 ~/ 

:2 
0 h h h I ! 

L 

FIG. (17 ) 

condiciones Mo=M4 =0 

lV1 n_1 -2 K ~ + Ih n+' 

0 - 2lVlI + M2 

11, 2M2 + M 
3 

M2 2M3 + M4 

O. 7 5~/oh ' 0.458woh 

1 t CAflG ,~S CONCEN'lRADAS 
3 E QUIV,\LENTES 

h 

= hP ·n 

= (-0.25 woh) h 

= (-0.50 w,oh) h 

= (-0.75 woh ) h 
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Re s olvi en do ob t enemos: 

11 1 = 0 . 62 5 wOh2 

1\1 2 1 .000 2 = woh 

M3 = 0 .873 W h2 
0 

l . oo v1 oh 2 

DI AGr: Ar.IAS DE i.i Oi.1EfnOS 

1 
iR I 

r r J 1 CAR GAS CON CE HTRADAS 

1 2 3 . .J EQU I Vi\LE NTES 

0 4 
FI G.(1 8 ) 

Pue sto que l ~ 8cu~ c i 6n di f er encia l p~r~ momen t o 1 s s una 8cua ci6n 
c~bic ~ , p~r a enc ontrar 1 1S c ar g as conc cntrad~s equiv~l entes (R I , 
R2 , R3 ) har emos uso de l a s f 6rmula s para c arga s parab61icd8 • 

. \ 81 , t cndr emo 8 : 

R I = II (Ivio +10l'vl l+lVl 2)= ..h (0 +6 . 25 +1 .0 )woll=0 . 604 woh3 
12 12 

R2 = l~ (MI +10Ivl 2+M3)= ~ ( 0 . 6 2 5 +10 . 0 +0 . 8 73) wo h2 =0 .958woh 3 

R3 = II (lv1 2 + 101h 3+lVl4) = .1L( 1 . 0 +8 . 73 +0 )w oh 2 = 0 . 810 woh 3 
12 12 

Defl ex i ones: c ondicione s YO=Y4 =0 . 

Yn- 1 

punta 1: 0 

pun t a 

punt a 3 ~ 

2Yn 

2YI 

YI 

+ Y n+1 

+ Y2 

-2Y 2+ Y 3 

Y2 - 2Y3 + 

= h R/EI n 

= 0 . 604 woh
4 / EI 

= 0. 958 W oh4 /EI 

0 = 0 . 810 woh 4 /EI 
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Resolviendo obtenemos: 

V3.10res eX3.cto s 

Y1 = 1.135 woh 4/EI Y j =-1.135 w oh 4/EI 

Y2 = 1. 665 woh 4/EI Y2 =-1. 666 w oh 4/EI 

Y3 = 1. 238 woh 4/EI Y3 =-1 . 239 woh 4/EI 

Se puede observar l a gran ex~ctitud que obtuv imo s a l emplear 13.S 
c arg~s concentradas equiv31ent e s. 

1- 6b F.'\CTORE S DE ACARREO Y RIGI DEL, 

Para el analisis de estructurls h iperestat ic ~s9 var ios met odos 
han s i do des3.rrollados~ entre ellos podriamos cit1.r e l "metodo 
de Di ~tr i buci6n de ]\/lomento s ", propue sto por el profesor H3.rdy Cross ~ 
dicho m~todo as valido tOd l VGZ que los esfuerzo s que se pro duz ­
can en los miombros no sobrepasen 81 limite cl1st ico . Por me di o 
de este metodo es posible c3.1cular los momentos en lo s nudos de 
manera iter lt iva . 

Para poder ap lic ar el metoda de H3.rdy Crossy se requi~re: 

1 Conocer los momentos de ompot r ami ento perfecto . 

2 Cono c er los factores de di stribuci6n de momentos,par~ detpr­

minar la forma como los mom~nto s de desequili0r io se rep3.rten 

en los ,miembro s que converg eD en un mismo nudo. Bs neces'lrio, 

entonces, conoc er la ri~idez de l os mi embro s pall poder dct r r­

min~r l os fa.ctores de di str i buci6n. 

3 Conocer los factores de acarreo (F.A.) 0 f~ctores do transpor ­

t e , para dete rminar el momento en 01 empot r ami ento cuando e l 

extremo lrticu Ll.do os sometido a un momento . 

':'.. MA (F.A.) 

FIG. (1 9 ) 
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Los conce ptos de Rigidcz y flctores de ~c~rreo son los s i guientcs: 

L3. Rigidez KA8 del mi2mbro (\ B 8S (~ofinid3. como el momento que cs 

neceS3.rio 3.plic:ir en el (':1xtremo lrticul.3.do A, plr3. que 81 :ingulo 

e~ sea i 5u3.1 3. un r~di~n1 cU indo el extremo B se sncuentre fijo . 

SiG{\ 9. r 3.d i:fn .'. 1<;\B = 1J. {, 

Factor de Ac~rreo (F .A. ) de A a B es dcfinido como II r~z6n del mo­

mento en e l 0xtremo fijo B 3.1 momento aplieldo en A (full ). 

(F. :L ) ;:].b =h-
11f1 

CU':mdo los miembros son de sccc i6n c on3t-:l.nte 1 los momentos G cml_o­

tramiento p0rieeto fued~n S8r e llculldos ya sP~ con 3.yud3. de ma~u~­, 
IGS 0 ~ plrtir dr deformaciones. , 
L3. rigid0z del miembro ~B =4EI 

L 

Factor de Transporte ( }i\.A.) .-3.b=_1~B = 1 
Nt{\ 2 

El problem3. se complic~ c U3 ndo los micmbros son de secei6n v~rilblc; 

on ellos 1'1 rib idez de los miembro sKI 4EI , los f lCtores de 1C ]. -
L 

rreo son diferentes de 0 . 5 y los momentos de cmpotrlmiento son dis-

tintos a los de una Vigl de tI eonstlnte, sin emblrg0 1 el procedi­

miento de dis tribuci6n de momentos es el mismo. 

Parl estos 01.S0S, los metodos de "Column'3. An:ilog ·3." y " IVietodos Nume­

ricos " son rnuy utiles. , 
Se pro~ede a continulci6n 3. encontrlr f3.ctores d8 lCarJeO y rigide -, , 
ccs de rni8mbros por medio de l iS "Difercncias Finitls". , 
El pro ccdirniento a seguir es pI sigui enteg 
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II 

:5 6 
,.,>'6, 

./ 

caso a 

O~_-,-__ 2 __ 3,,--__ 4 __ .:;..5 _ 6 6 C a so + ~A 
ts ___ /'n b 

- - ..... - ... -"" --
FIG ( 20) 

Queremos cncontr~r, l~ rigidez y factor de ~cqrreo del miembro de 

A a B. PJ.ra tal, susti tuiremo s e 1 si sterna origin3.l, FIG. 20 (:d, por 

la sum~ de los sistGmJ.s de los c~sos a y b. ~endr e mos, que los mo­

mentos Mo y M6 t endr~n que ;u~rd lr cierta r 3 1~ci6n, ya que debemos 

cumplir con 13. condici6n que 11 rotaci6n en ~ l punta 6 debe s er cero. 

Para fJ.cilit).r las operaciones, tomaremos Mo = fu6 = 100 Y ca lculare-

mos: 

£;L =~ dx 

" /l.Yn he-n 

~~"7 Yo-I he n 
2 

G}n 
'- y I-

% "t 2h X-I 

3 Encontrarernos 13.s rot3.cioncs eo y e 63. p3.rtir de G 2 Y b>4 

lVl n 
Er;;-
IV1 ::;Jl_ 

EIn 



L\$n = h Nln /Eln 

a 101':~-=l = h Mn/EIn 2 

Lleg~mos ~ los sig uientes result~dos. 

IV1 0 = 100 
~ e IS. A. c a so a 

eo a 9 6 a 

~6=100 e ~ :h caso b 

eo b 96 b 

FI~.(21) 

.PUQsto q ue l~ rot2cion en el punta 6 debe ser cero. 

+ e 60 (F. 1\ • '=j, b) = 0 

(F .A. ) ~b = _J1~ 
C' 6b 

E1 .:ingulo 90 sera entonces ~ 

y la Tigidez ~~el miem~ro ser~: 

RiIB = 100 e 0 

De m~nera semej3.nte procederiamos para obtener 13. rigidez y f~ctor 

de 3carreo de B ~ A 

" Ejernplo: Encontrar f~ctor de a c arreo y rigidez de 1a viga mostr~d~ 

en 13. FIG. (22). 

-r--l~.~5~b ____ ~ _________ 3_._0_h ______ ~ ___ 1_._·5_h __ ~ __ 

1.51 7 2.01 . 7 
1-7 

it AI----------~------~-------J~-----~~~!B 
o 2 3 

h I h 
If 

I h r h 6 

I n b 

L 
(a ) 
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M: 100 

~~----------------------~ h caso a 

100 ! 
I 
183 • 3 

I 
I 
I DIAGRAlVlA 

~ ____ ~ ____ ~~~ __ ~~~~~~ __ ~-=~~MOMENTOS. 
(b) 

!66.6 

FIG ~ (22) 

Def1exiones: 

Yn- I -2Y n + Yn +1 
" ", 

punta 1: 0 -2Y1 + Y 2 

punta 2: Y1 -2Y 2 + Y3 

punta 3: Y
2
" -2Y 3 

punta 4: Y3 

punta 5 : 

Reso1viendo: 

Y1 = -200.8 h 2 /EI 

Y2 = -128.2 h
2
/EI 

Y3 = -206.8 h 2/EI 

= h2 Mn/E1n 

= h283.3/1.5EI =55.5h2/EI 

= h2 66. 6/EI 

+ Y4 = h 2 50.0/EI 

-2Y4 +Y5 = h2 33. 3/EI 

Y4 -2Y5 + 0 = rf 16. 6/iEI 

Y4 =- 162.8 h
2
/EI 

Y5 = 85.5 h
2
/EI 

=8.3h2 /EI 

2 . Rot3.C iones 6-2 , e 4 

3. 

()2 = ~3-Y.L= (-206.8 + 128.2) ~ = -39.3 £.... 
2h 2h EI EI 

Rot l.ciones eo 
2 x 55. 5h 

BI 
150.3h 

EI 

••• () 6 = + 77 . 3h­
EI 



1 -

2 

3. 

41 M =100 

,4r-------------------C\----nA . caso b 

I 

183.3 100 
i 

66.6 
i 

--~--~~~--~----~------~----~----~ DIAGRAtM 
I 33.3 I 50 .• 0 

FIG. ( 22) c 
MOMENTOS 

Def1exione s: 

Punto 1: 0 -2Y, + Y2 = h2 16.6/1.5EI = 11.lh
2 jEI 

Punta 2 : YI -2Y2+ Y3 = h 2 33.3/EI 

Punta 3: Y2- 2Y 3+ Y 4 = h2 50.0/EI 

Punto 4: Y3- 2Y 4+ Ys = h
2
66.6/EI 

Punta 5: Y4-2Ys +0 = h 2 83.3/2EI = 41.6 h2 lEI 

Reso1vienda: 

Y1 = - 85.5 h
2 
lEI 

Y2 = -159.9 h2 lEI 

yS= -201.0 h2 lEI 

Y4 = -192.1 h2 
lEI 

Ys = -116.6 h2 /EI 

Hat'tcianes $2' €h 
e2 Y:2-Y' (-201.0+85.5) h2 

-57.8l ~ -2h 2h EI EI 

0 4 Y~-Y:I 1..=116.6+201.0 )h2 h 
2h 2ha EI :s 

+42.2EI 

Hat3.cianes 6 0 , 0 6 

6 2 .; eo =2 x 11.1 h . ear: 80.0 h . . 
EI EI 

0 6 ~ '&4 :;:;2 x 41.6 h . (i)f) c:: +125 .4 h . . 
EI EI 
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(F.A. ) 80.0 0.533 ba 
150.3 

Karl _ 100EI = 100 6EI = 7.13EI -----
84.2h 84.2L L 

Valores exacto s: 

(F.A·)ab = 0.6162 

(F.A.)ba = 0.5440 

1 - 6 c MOIVLEN'l'O S DE ElvlPOTR.ANiIENTO 

Como se expres6 ~nteriormente, par~ la aplic~ci6n del metodo de 

Distribuci6n de Komentos 9 es neccsario conoc cr tambien los mo­

mentos de empotramiento. 

Encontr3.remos, los momentos de empotramiento p3.ra. 1::1. vig1. del 

ejemplo anterior 9 sometidl. 3. una c:lrg3. uniformemente distribui­

d3. w. 

El procedimiento a seguir seri e l siguiente: 

1 - Encontraremos 11.s rot a ciones que sa pr oducen en 130 viga., en 

los puntos 0 y 6 9 considerando a 1:3. viga simplemente apoya­

da y sujeta ~ la c3.rga W uniformemente distribuid~ . 

2 - Aplicaremos un momento de 100 en el extremo A de l a vig~ y 

encontraremos las rota.ciones en los puntos 0 y 6. L'l viga 

considerad~ sirriplemente apoy3.da.. 

3 - Aplic 3.remos un momento de 100 en el extremo B de 1:3. vig'3. y 

encontr~remos 13.s rot~cione s en los puntos 0 y 6. L~ vigq 

consider3.d3. simplemente apoy'3.da. La condici6n que t ensmos 

que cumplir es que l 'l s rot~ciones en 0 y 6 daben valer c ero. 

Plantel.ndo l as ecua ciones p3.ra cumplir est~ condici6n , en­

contramos los momentos de ernpotr:tmiento. 
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Factor deac~rreo y rigidez de A a B: 

e 

Condie i6n e6 = 0 

100 
~ 

~150 . 3@.r 
. A 

t 77 .3~--c I 

~oo 

caso a 1 

~ __________________________ ~~" caso b 2 
A .... e - 80.0_~ t- 125.4_~ 

EI EI 
61.7 

~------------~ caso b (F.A.ab) 3 A h 
f} t49.3--

EI 
" 

h 
- 77. 3:::::--

1 1-.... 

.' , 
100 . 
~ 

61.7 
r----------------.-.~ suma de 1 '/ ' 3 

.Ii h 
G 

F.A. ab 

KAa 

-101.~ FIG. (23) 

61.7 - ---- -
100 

100EI 
101.h 

0.618 77.3 
125.4 

100)(6 EI = 5.94~ 
101.0 L .lJ 

Factor de ~carrco y Ri gide z de B ~ A: 

Condici6n $0= 0 

~ h e .. JL 
- 150.3EI 4-77.3Tr 

o 

71 

is. 
10t\ 

L1 

e -80,0 h 
EI 

"· 125.~ 
EI 

~ !5. ~ 

a +80.~ h 
EI -41.2 EI 

53.3 100 
~. ~ • h-

e 0 + 84. 2-
h 

EI 
FIG. ( 24 ~ 

caso a 1 

caso b 2 

caso a(F. A.ba) 

suma 2 y 4 

~ -

4 
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w/unidad longitud ~ 

I· t 1 ~ } J J 1 J, i i I $ 

26 I I oz: 
1.51 21 

OA 
b t b i b i h f b ~ b 

J I 
L 

FIG. (25) 
Momento s': Iv.[o=MG=o 

Punto 1: 0-2IV1, + J.li1 2 = wh 2 

Punto 2 : ]I,1,-2M 2+ IV13 =- wh 2 

Punto 3~ M2- 2M3+ MIf -- wh 2 

Punto 4: M 3-2N11f+ l'v1 s =- wh2 

Punto 5 : MIf- 2M s+ 0 -- wh 2 

Eesolviendo tenemos: 

M,= 2.5wh2 

M2= 4.0wh2 

M3= 4. 5wh2 

M4= 4.0wh2 

lV.is= 2.5wh2 

Def1exiones: yo= Y6=O 

Punto 1: 0-2Y,+ Y2 

Punto 2: Y,-2Y2 + Y3 

Punto 3: Y2 -2Y3 + Y4 

Punto 4: Y3 - 2Y4 + Ys 
Punto 5 : Y4 -2Ys + 

Reso1viendo: 

~ =- 7.850wh 4jEI 

Y2=-14 0030wh4jEI 

~=-16.210wh4jEI 

0 

= 2.5wh\/J·JEr 1.67wh4/EI 

= 4.0wh 4/EI 

= 4.5wh4jEI 

= 4 .Owhlf JEI 

= 2.5wh4/2EI = 1.25wh4 JEI 

Y4=-13.890 Wh4jEI 

Ys =- 7. 570 whlf JEI 



45 

Rota ciones 82 yelf 

t92Y3-YJ = (-16.210+7.85)Wh~ _ 4.180 wh3 
2h 2h EI ~ 

YS-Y3 _(~7.57+16.21)whlf 

2h 2h EI 
+ 4.320 wh3 

EI 

Rotaciones Soy 96 

e2 

e6 

-eo = 2 x 1. 67~h3 ... e 0 =-7 • 52 wb' 
EI 

- elj 

e 

= 

EI 

2 x 1.2 5wh3 

EI 

6. 

-7.52. wh3 

EI 

. '. t) 6=+6.82wh 3 

EI 

6.. 

+ '6.82~.l. 
EI 

100 

~--------------------~A 
- 150 3 h - 77.3 __ h __ 

• EI EI 
..r---,J.OO 

~~-----------------------------~ \ 
- 80.0~ 125.4~ __ 

ElF IG. ( 26) E I 

CONDICION eo = G6 =0 

'7.52wh3 15Q.3h- x 80.<J.h y = 0 EI _ ,-- - - EI ' E1' 

-6.82wh 3 77.3L x 125.4h y = 0 + - + + E1 E1 EI 

Resolviendo: x = 0.0313 Wh2 

Y=-O.0352wh 2 

3.13 Wh2 3.52 Wh2 

~--------------------------~ 
o 0 
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Tencmos entonces que los momentos de empotramiento son: 

• -t. 0
" Nill = 3.13wh2 = 

JoIl B = 3. 52wh 2 = 
0.0869 wI,2 

0.0976 wL2 

~ l7'Z.d ANALISIS Dr. VIG.\ S :C STATIC i\ lv.ENl'E INDETERI\HN ADAS 

". 
,~-­..,.. . .,. : 

A 

is. 
A 

A 
A 

,. 

. " "-') 

I~ 

B 

B 

FIG.(27) 

li 
C 

.-~ .. 
C 

A 
c 

., 
L9. vig9. ABC en b1.se a l principio de superposici6n, puede ser sus-

tituido por: 

1. Un9. viga . simplemente ,3.poyad3. en A y C someti do a l sistema 
. I 

' de c3.rgi. La deflexi.6n que sufre e1 punta B b3.jo este sis-

tema de carga pued e s or encontr9.do ~.B). 
2:- Nus una viga simp1emente apoyad~ en A, -y C sometido a carg3. 

concentrada u~itaria en B. ~ B3.jo esta c3.rga concentr9.da, el 

punta B sufrira una deflexi6n A)3 

Pero como 13. deformaci6n del punto B es cero, tendremos: 
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Siguiendo este procedimiento, tendriamos que aplicar 81 metodo de 
diferencias fini t .1.S, p3.ra c3.da uno de los sistemas en que h3. side 
sustituido el sistem~ original, par3. poder encontr l r la reacci6n en 
B. Sin embargo, la reacci6n RB puede calcu1arse en forma mis ra­
pida, aplicando e 1 t e orema de "De sp1aza.mien to s Rec iproco s" de Ihaxwell 
que nos estab1ecen: 

a) a 12 =A 21 

E1 desp1azamiento que ocurre en un punta 1 sobre 13 vig~, debido a 
una carga P ap1icad3. en otro punta 2? es igual a1 desp1azamiento 
que sufrira e~ punta 2,cu3.ndo 13. c3.rga Peste C010C2dl en e1 punta 
1.-

P 

1 ! 
FIG. ( 28) 

b) e 12 =g 21 

La rot1.ci6n en e1 punta 1, debido .3, un momen to M ap1icado en 2, 
es igu:3.1 . a 1.3. rotaci6n en el punta 2, debido a1 momento IVI aplicado 
en 1. 

M M 

1 i ~ ~ 2 
is-_ ~ _ -ll. ........ . -. ---" 

fr 12 
--~- ...... -~ 

'-e- 21 
FIG. (29) 

La rotaci6n en e1 punta 1, debido a un'3. C'3.:t-g·.l uni t"lria aplic3.d3. 
en 2, es igua l ':3. 13. deflexi6n que .sufrira e1 punta 2 cU3.ndo un momen­
to unitario este 3.p1ic"ldo en 1.-

BIBLIOTECA CENTRAL 

± 1 P=l 

2 ... ~ .1' ..: - --.~- -- ~ 

FIG. (30j UNIVERSIDAl) DE EL SAL-VADOR 

,. 
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Sustituyendo la viga 
de carg~ por la vig~ 
como se muestra en la 

simplemen te apoyad:.3. en A y C baj 0 el si stema 
equi v.3.1en te sometid3. a C-1.rgas conc entr'id3.s 

FIG. 31. 

l~~-----------------------------a 
ABC 

rrr,fr fT 
012 3 4 5 ~ 
Ih h,h\ hlh Ihl 

FIG. ( 31 ) 
Luego sometiendo :3. la vig3. AC b'3.j 0 13. 3.cci6n de un-1. c:lrg::t uni taria 
en B; por media del metodo de las diferenci~s finitas encontr'3.mos 
las deflexiones que se producen en los puntos 1, 2, 3, 4, 5. 

A b 

o '3fB) 

FIG.{32) I 
6 2 .4 5 

en base al teorema de fu::txwell . 

L"3. deflexi6n que producira. la carga PI en B sera: 

L:t deflexi6n que produciri 13. c::tr63. P2 en B ser.1 : 

de manera simil3.r, 13.s c3.rg'3.s P 3 ' P4,PS producir::in 

P 3 ":00 , P1id4 B Y P sf 58 , respectivamente. 

" 

crroop, 

J 2 BP 2 

las deflexiones 

La defloxi6n total en B, oajo 

j~ = PI" B -t F2 t 2 B t P 3 SSB
o 

e1 ~istema 

.. P't54B 

e c '3.rg 3" sera: 

ps E. 5° B 

y como RB =-j;;-
n 

RB - p", Q of P 2fP2~ + P 3[ O!-:LP4llt..o - P 5S ~L 
&000] 
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Ejemp10: Encontr~r 1a reabci6n en B p~r~ 1~ vig~ ABC mostr~da de 
secci6n vari~ble~ s6metid~ ~ dos c~rg3s concentradas 
de W y 2W en los puntos 1 Y 4 respectiv~mente. 

o 
I h 

1 

I 

w 

b h 
B 
3 
I h 

FIG. ( 33) 

4 , 

2w 

h 
5 
I h 

6 
I 

a) Some t er 1 a viga simplemente apoy3d~ en Aye a una c~rga con­
centrada de 100 en B y encontr~r l~s deflexiones en los puntos. 

A 
A 

Def1exiones: 

Punto 1: 

Punto 2 : 

Punto 3: 

Punto 4: 

Punto 5 : 

0 

Y o=y 6=0 

2Y,+ Y2 

Y,-2Y2+ 

flOO 

FIG. (34) 

Y3 

Y2-2Y 3+ YIf 

Y3- 2Ylj+ Y5 

Y4-2Y 5+ 

Resolviendo obtenemos: 

Y1 =+59.4h 3/EI 

Y2 =+93. 8h 3/EI 

Y3 =+103.2h 3jEI 

Y4 =+93. 8h 3 lEI 

Y5 =+59.4h 3/EI 

= 
= 
= 
= 

0 = 

c 

h2 50h/2EI =-25h3/EI 

h 2100n/4EI=-25h3 lEI 

h 2150h/8EI=-18.8h3/EI 

h2100h/4EI=-25h3/EI 

h 2 50h/2EI=-25h 3/ EI 

.. 
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· Lq, def1e xi6n en B dGbido .1 1 3. s c ~rga s a p1ica das os : 

.A,B= w tt13 + 2W £ 43 

A,..B= W (59.4 + 2.x93.8)h3 
EI 

Ii B= 247.0Wh3 
; ~ 

d~ BB = £33= 103.2 h 3/EI 

6. B == R at.fa a 

RB -~ 
- O BB 
= 247.0 wh3/EI 

RB 103.2 h3/EI 

RB = 2.38 w 
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II- PANDEO ELASTICa DE BARRAS AXIALMEN'l'E CARGADAS! 

ty 

P--~>A~-===================~~ 
FIG. ( 1 ) 

x 

Consideremos la b:3.rra mostra da en 1.:3. fig. ( 1) some tid:3. ~ fuerza 

axial de compresi6n P. 

Se considerar~ que la barr a es perfectamente el~stica , que los es­

fuerzos que Ie oc~sionan l~s fuerz~s axiales se encuentran dentro 

del rango elistico de l a barra. 

CU3.ndo l:1s f'uerz3.s axiales de compresi6n P son pequefias, 13. barr3. 

permanece recta y si sometemos b·3.j 0 e sta condic i6n la barr9. a una 

fuerza lateral, que Ie produzcl una pequefia deflexi6n (Y), la de­

flexi6n desap3.rece CU·3.ndo la fuerza 1a ter9.1 es removida, volviendo 

la barra a su posici6n original, es decir, '3. su forma rect.:3.. Se dice 

entonces que 13. barra se encuentr=3. en equilibria est1.ble. 

Ahora 9 si l~ fuerza axial P se aumenta gradualmente, llegara un mo­

mento en el que 1'3. deflexi6n producid:3. por una peque:fi3. c'3.rga lateral, 

no desaplrece una vez que 1-:3. c3or§,3. lateral es removid a ; se dice en­

tonces que 19. barra se encuentra bajo un estado de equilibrio ines­

table, ya que en est~s condiciones l~ b9.r r a puede f~llar repentina ­

mente por pandeo. 

En un punta intermedio entre el equilibrio e stable y el inest3.ble 

existe el equilibrio neutro, y la fuerz3. axial en est~ condici6n es 

conocida com~ fuerza axial critica . 

L3.s ecu3.cione s el:istic '3.s para la condici6n critic3. pueden ser enton­

ces escrit3.s: 

M= - PCI"' . Y 

~ . M - P er y 
= d ') EI EI x '" 

U P er d2 (+) =- -dx L
! E dx 2 

..I 
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las expresioncs obtenid~s son ecuaciones diferencia1es~ par 10 t~n­

to, el empleo d e las diferenci'ls fini t'lS resul t3.r3. pr1ctico. 

Ejempl0 1: Encontrar 13. carga critica parl la barrl mostr3d~ de 

secci6n constante. 

PCI" 
)--- ----A ~cr a- - - - - -
-I 0 2 3 

14 

5 

I 
' t h h h h h h 

L 
i. ( 2 ) 19. 

Par~ poder resolv pr la ecu3.ci6n: ~- Per d2 
necesario y --- es 

dx - - EI 
usar puntos im'.3.ginarios de 1a barra. 

Por la manera en que 1a barra se pandeari tendremos: 

Y, ::;: - Y-I 

11 ecu~ci6n diferencial escrita en t~rminos de diferencias finit~s , 

es: 

Pcr h2 ::;: - EI 

Yn-2 -4 Y n-I + 6Yn -4 Y n +1 + Y n+2::;: - ~ h 2 [Yn-I -2Yn + Yn-f-1J -EI 

Sustituyendo A ::;:~h2 
EI ~ tenemos: 

Yn-2 -4Y n-I + 6Yn - 4Yn+/+ Y n+2::;: - A [ Y n-I -2Yo + Yn+ 1 J 
"Yn-2 +(A-4)Yn-_1 +(6-2A) Yn + (A-4) Yn+ 1 + Ynt- 2= 0 

Para e1 punta 1: 

Y_1 +0 + (6-2A) Y 1 + (A-4) Y2 + Y3 ::;: 0 

reemp1az'3.ndo Y..I = - Y I 

Y, (5-2A) + Yii (A-4) + Y 3 ::;: 0 

Para el punta 2: 
(a) 
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Para e1 punt 0 3 : 

Y, + Y2 (A-4) + Y 3 (5-2A) = 0 (c) 

1"3. soluci6n de 13.s ecu'1cione s (a) , (b) (c) 
; 

es posib1e cU'1.ndo y solo 

el determinante de l'3. s coeficientes es cero: 

C 5-2A) (A -4) 1 

(A-4 ) (6-2A) (A-4 ) = e 
1 (A-4 ) (5-2A) 

Des1.rrollando: 

(5-2A) [C 6-2A) (5-2A) - (A-4)~ - (A-4)[(A-4)(5-2A)-(A-4D 

+ 1 [(A-4)2 - (6-2A) ] = 0 

- 4 A3 +24 A2 - 40A + 16 = 0 

A3 _6A2 + lOA - 4 = 0 

Resolviendo: 

A 0.6 Per =~A 16EI 0.6 =9.60 EI = 12 If h 2 

A = 2.0 Per =~A 16EI 2.0 =32 . 0 EI 
112 12 V-

A = 2.5 . 
Per :::~ A =16E1 2.5 -' =40.0 EI .. 

h2 12 12 

L3. c 3.rg3. crftic3. de pandeo sers e1 v3.1or de la fuerz '3. .3.xial m:is pe­

q'lolefia obtenid3., en nuestro C 'lSO: 

Per = 9.60 EI 
IJ 

Valor exacto Per ::: f{~I _, 
9.8696 

EI -rr -' 'L2 

Ejemplo 2: Encontrar 13. c3.rg.:l critica Per pa r3. 13. blrra de sec­

ci6n v~riable mostr3. da . La expresi6n de la vari3.ci6n 

del momento de inercia es: 

l,c = I 0[ 1 - 2.11 ( Tj' 
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10 Ix 

Per )t---- ----i 'E"" P er 

x 

3 ~ - - - - .• 5 

-~ -~l ~~. 1_° 0_b_0_o_7_T_1 I_e_b __ ~_~e_b __ 0_'_7_5_Ig ___ 0+1_2 Ie b I 
I 

FIG (3) 

Condicione s : Yo = Y4 = 0 

YI =-Y- I 

Yn~ 

Punto 

-4Yn-J +6Yil -4Yn+1 +Y n+2=_Pcr h2 
EI 

1: - Y1 - 0 + 6Y I - 4 Y2 + Y 3 

(Yn-l -2Yn + Y n+J 
= Pcrh

2 
(0-2Yj + Y2 ) 

0.75EIe 

Punto 2: 0 - 4Yj + 6Y2 - 4Y3 + 0 = - Perrf(Y j _2Y2+ Y3) 
EIe " 

haciendo A Pcrh 2 
EIo 

tendremos: 

Y 1 (6-2.66A) + Ya (1.33A':"4) = 0 

Y I (2A-8) + Y 2 ( 6-2a) - 0 

(6-2.66A) 
_/ 

(2A-8) 

des3.rro11ando: 

A2 _ 3.50A + 

Reso1viendo: 

~ .. ..... ~ -

C1033A-4) 

(6-2A) 

1.50 = 0 

A 0.50 . ·~~· ·F-~; = 16Ele = "Lr 

A = 3.00 . Per = 16Elo .. IT 

= O· 

0.50 

3.00 

= 8 00 EIe 
V-

=48.0 EIo 
V 

,. 
,/ 
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Cflrg:1 critic). de p9.ndeo: Per 

V3.10r eX3.cto Per 

Ejemp10 3: DetGrmin~r 1a c ~rg:1 critic 3. de pandeo p3.ra la barra 

arti cul3. d'l en un extrema y empotr3.d3. en e1 otro. Ia 

ba rrs es de seccion const3.nte. 

- ,- - - -

f t- ~ --1 -1 1 2 3 

I h " j h I h - h' I 
I 

f'ig·(4) 
I 

3.1 igual que en los ejemplos 3.nter iores, p3.ra poder encontra r la 

c3.rga critica de p~ndeo, es nec e sar io asumir puntos im~gin3.rios. 

cond iciones : Yo = Y4 = 0 

Y n-2 -4Yn-1 + 6Y n - 4Yn+1 + Yn +2 

tendremos: 

= Per h2 

EI 

YJ=-Y, 

+ Yn+ I ] 

pu,rito 1: (-Y, ) - 0 + 6Y 1 - 4Y2 + Y3= Per h 2 

EI 
( 0 - 2Y I + Y2 ) 

punto 2 : 0-4Y, +6Y2 - 4Y3 + 0 = Per h 2 
(y, - 2Y2 + Y3 ) 

EI 

= per h
2 

('12 -2Y3 + 0 ) 
EI 
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H'3.ciendo A Per h 2 orden"3.ndo Lts ecu3.ciones tenemos: EI Y 

Y1 (5-21\) + Y2 (A-4) + Y3 == J , 

Y1 (A-4 )\\+ 'Y.2 (6-2A) + Y3(A-4) == 0 ., 

~ Y, + Y2 (A-4) + Y3 (7-2A)= 

P~r3 que e1 conjunto de eC~dciones (I) se3. posible, es neces "3.rio 

que el " determinlnt e de los coeficientes se~ cero~ 

(5-2A) 

(~-4) 

1 

Deslrroll3.ndo: 

(A'-4 ) 

(6-2A) 

(A-4 ) 

.~ 

1 

U.-4) 

(7-2A) 

44 = 0 

= 0 

A3_7.5A2~ 17A - 11 = 0 

Resolviendo: 

A= 1.30 

V~lor eX3.cto 

P cr=l:6 Ell. 3 = 20.8 EI 
L2 12 

EI Per = 20.19V -

111- VIG1S SOBRE FUNDACION ELAS1'IC A 

Conocemos como fund~ci6n e1~stic~~ ~que11~ que resiste des­

pl3.Z1miento con un3. fuerz3. que es prQPorcion~l 3.1 desp1~z3.miento. 

Est'3. ide'3.1iz~ci6n fisica s o h~ encontr'3.do ser rlzon3.b1e p~r~ un 
. 

gran ~~ner~ " ~e problem3.s pr1cticos. 

~~ ___ . ______ :_:::: __ " __ J 

1 iii fft t t t tKY 

Fig. (5 ) 
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AS1, p~r~ l~ vig~ mostrldl en l~ FIG (5 ) desc~ns~ndo sobre un~ fun 

d3cion elisticq, l ~ fuerz~ r es istente ~ l desp13z3miento vertic~l 

de l -Cl. vig 1 e s : 

en donde: ~ = re~ccion fund~ci6n por unidqd de longitud 

k = m6dulo de fund~ci6n 

y = despl~z~miento vertic~l que sufre l~ vigq 

L~ ecuqcion diferenci31 para un~ vig~ d esc ~ns~n do sobre un med io 

elis tico qued 2r1 entonces en l~ siguiento form~: 

ecu~cion diferenc ill uSld~ cU 1ndo l ~ vig~ se 

enc u entre sometid3 ~ c ~rg3s conc ontr~d~s . 

EI~ = _ ky + w 
dx It 

~ (EI.d ZY)_ _ 
dx2 CGr- ky + W 

ecu3 ciones en 11S cU 11es: 

p~r3 1= const3n te 

p~r3 I = v3ri~ble 

E = modulo de el~st icid~d de l~ vigq 

I = momento de inor ci ~ de 13 vig~ 

w = c ~rg~ distribuid~ par unid ~d de longitud 

L3 eculcion difer enci~l expresld~ en t 6rminos de d i ferenci 3 s fi­

nit~ s ser(i: 

1\4 Y = h 4 ( -ky ) 
I-l- EJ;, + W n • 

Yn- 2 -4Yn- 1 + 6Yn - 4Yn+ 1+ Yn-r 2 =_ h4 (-ky + Wn ) . 
EIn 

kh4 h4 Wn 
(6+--) -4Y n+ 1+ Yn+2 = 

EIn EIn 
( I, ) 

i 
S /.) =L , lJk- definid ~ coma rigidez re13tiv3 de l~ fund ~cion 

1..7 VEl 

" . 
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1= mh ,donde m es e1 numero de segmentos en que h~ sido sub­

dividi d1 1~ vig~. 

tendremos: kh 4 .. 8 4h 1+ 
---= 4 
EIn L 

Sustituyendo este v~lor en 11 eculci6n (~ 

Yn-2 - 4Yn- 1 ( ~4) hl+Wn + Yn 6 +,.~- -4Yn+1 + Yn+2= 
!h EIn 

B) 

Al 11ev~r ~ clbo, e1 c11ci10 estructur~l de un edificio,como 

p~rte de dicho c11culo es neces"1rio e1 dis eno de un~ cimentlci6n , 
C2P~Z de soport~r l~s c~rgls 1 que se encuentr~ sometid~ sin provo-

C2r 12 fl11~ del terreno. 

L2 tierr~ es considerld1 ser un medio e1istico y 1~ ciment~­

ci6n desclns~ndo sobre e11~ debe ser trltld~ como un~ Vigl sobre 

fundlci6n e1~stica y por tlnto 9 p~r1 s u di s eno, e s neceslrio encon­

tr~r momentos y cort l ntes; t1mbi~n es neces~rio conocer 13 mixim1 

presi6n sobre 81 t e rreno p~r~ co~prob1r que dich~ presi6n no sobre­

p~se 11 presi6n ~dmisib1e. 

3i e1 momento de ine rci2 (I) de 11 cimentlci6n e s gr~nde9 y e1 

m6du10 de fundlci6n K del sue10 es peque n3; 11 ciment l ci6n puede 

ser consider1.d1 ~ ser rigid1 y 13. pr.e si6n de l sue lo puede s e r deter 

minld3. por equi1ibrio estitico; en c ~ so contr'lrio 9 seri neces3rio 

tom~r en cuentl 1~ f1exibi1id3.d de 11 cimentlci6n. 

Ejemp10 1.-Pqr1 1~ vig~ mostrldl 8n 11 Fig. (6)9 some tido 1 un3 c1r 

@,'l Wo uniformemente distribuid1 9 y sobre un medio elistico 9 encon­

tr3r e1 di1.grlml de momento y cort1.ntes. AS\lmir j9 = L 'o/ k/EI =4.0 

EI= const"lnte 

_______ .=~=====,f,====I==~l===.* ==~l~~ ____ _ 
-1 5 6 

h h h h 

L 

FIG. {6) 
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Condiciones limites: momentos y cort~nt e s son de m~gnitud cero con 

los extremos. 

]ho = l'vl 4 = 0 

Vo = VI; = 0 

M = EI d2'{ ---.... 
dx 2 

V dlVi !fU_~ = --
dx dx3 

Punto Oz 

Y-1 - 2Yo + Y1 = 0 1'-1 = 2Yo - YI 

Y2 2Y1 + 2Y_, - Y-2 = 0 Y-2 = 4Y o -4Yl + Y2 

Punto 4 : 
Y3 2Y4 + Ys = 0 Ys = 2Y4 - Y3 

Y6 - 2Y s + 21'3 - 12 = 0 ... ~ = 4Y4 - 4Y3 + Y2 

L~ eculci6n diferenci~ l en t~rminos de C: ifer enci lS finit 1S. 

Y - 4Y(n_l) + Yn (6 +A4) - 4 Y(n+ 1 f Y(rff'-2) = h 4wn/EI (n-2 ) m4 

En punta 0: Y-2 - 4Y-1 + Yo (6+ 1 ) - 4YI + Y2 =-h 4 wo/ 2EI 

en punta 1: Y-I -4Y o + Yl (6+ 1 ) - 4Y2 + Y3 =-h4w,jEI 

En punto 2 : Yo -4Y, + Y2 (6+ I) - 4Y3 + Y4 =-h4 woiEI 

En punta 3 : Y, -4Y2 + Y3 (6+1 ) - 4Y4 + Ys =-h4 w D/EI 

En punta 4 : Y2 -4Y3 + Y4 (6+ 1 ) - 4Ys + Y6 =-h4 wol iEI 

Sustituyendo 13.S exprcsionc s encontr 1dl. s de Y-I , Y-2 , Y s , Y6 
obtenemos: 

3Yo - 4Y, + 2Y2 = h4 w o/2EI 

-2Yo + 61'1 - 4Y2 + Y3 = h4 wo/EI 

Yo - 4Yt + 7Y2 -4Y3 + Y4 = h4 wdlEI 

Y, - 4"12 +6Y3 - 2Y4 = h 4w aiEl 

2Y2 -4Y3 +3Y4 = h4 wo/EI 
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Resolviendo obtenemos: 

Yo = 0.726 w'o h4 /EI 

Y, = 0.904 woh4 lEI 

Y2 = 0.968 woh4 lEI 

Y3 = 0.904 woh4 /EI 

Y4 = 0.726 woh4 /EI 

Los momentos y cort~nte s pueden ser enc ontr~dos 

Ih = EIA2 Y = EI (Y 2Y Y) 
;. 2 n-I - n + n + I 

LlX h 2 

Asi Mo = 0 

l'£, = EI (Yo-2Y, + Y2 )= Woh2 (-0.726 + 1.808-0.968)=0.114w,oh2 
h2 

M2 = EI (Y/-2Y2+ Y§)= Wo°}:f (-0.904+1.936-0.904) = 0.128w oh 2 
b7 

lV13 7' ~" . 0 0 0 • 0 • 0 0 0 ••• 0 0 0 0 0 0 ••••• 0 • II • 0 0 • Cl 0 • 0 • 0 0 • •• = 0 .114 W 0 h2 

lVi4 = 0 

Cort :mt e s: 

v 

Vo = 0 

,. 
V, = If!... (Y3-

2h 3 
= O.064Woh 

V2 = EI (YIf -
2h3 

= 0 

EI 'L-2 h3 Y n+ 2 - 2 Y n ,+ 2Yn-l-

2Y2 + 2Yo - Y_, )=!oh (-0.904+1.936-1.452+0.548) 
2 

2Y3+2Y, -Yo)=wog,(o ) ••.• ... . . •...• . ...••.• 
2 

v, . ~ .. .. ~ ..... 00 •• 0 

= -0.064 Woh 

VIf = 0 
'D IAGRAMA MOiAi::NTOS 
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DIAGRAM'; CORTANTE 

FIG. (7 ) 

Ejemp10 (2),.-P-3.r3. 1,3. vig3. mostr'1d 'l en 13. Fig~ (8) ~ sometid'3. -'3. un3. 

c3.rg~ concentr3.da W en e1 centro de 1'1 vig3., y sobre un medio e1~~ 

tico; encontr~r momentos y cort~ntes. Peso propio vig'l se conside­

r '3.r3. s e r despreci'3.b1e. 

Asumir t9= I .#k/EI = 4.0 

EI = const3.nte 

Consider3.r 13. distribuci6n de presiones ser p~r3.b61ic3. 

I 
~r 

0 1 2 
h h , 

L 

FT3. (8) 

3 4 

h h 

Ro=-~(7Yo+6YI-Y2) 

R1=_kh(Y o +10Y,+y2 ) 
KY 12 

R_=_kh(-Y2 +6Y 3+7Yq ) 
. 24 . 
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Como se dijo ~nteriormentej cuqndo 1~ vi~~ se encuentra sometida a 

c .a rgas concentr'ida8 es mis conveniente tr.3.b '3. j!3.r con 13. expresi6n: 

~_ M 
dx2 , - EI 

punta 1: Yo - 2Y, + Y2 = Roh3 JEI 

punta 2: y, - 2Y2 + Y3 = (2Ro+ R, )h3EI= (2RIf+ E3) h3 jEI (b) 

punta 3: Y2 - 2Y3 + YIf = Rl1h3 JEI (c) 

Sustituyendo los valor es de R por sus e quiva lentc s en fun-

,ci6n de 13.s deflexiones y kh If = / /3).\ obten~ mos ~ 
EI \4 r 

Por 

1.291Yo - 1.75Y, + O.958Y2 = 0 (d) 

Y, - 2Y2 + Y3 = - O.66Yo -1.33Y, (b) 

O.66Yo + 2.33Y, 2Y2 + ~3 = 0 (e) , 

sime trl''i : 
Y, = Y3 

Eo = Rif RI = R3 

~Fi.'= 0 

Ro' + R, + R2 + R3 + Rif = W 

2Ro +2R, + R2 = W 

~~ .. [ - ¥t-< 7Yo +6Y, -Y2)- E-( 2Yo +20Yj +2Y2 )-~ (Y, +10Y2 +YI~' = 

wh 3 
0.75 Yo + 2.33Y, + 0.918Y2 = - -- ( f ) 

1.291Yo 1.75Y, 

o . 66Y 0 + 3 . 33Y, 

O.75Y o + 2.33Y, 

EI 

+ 0 .958Y2 = 0 (~) 

2 .00Y2 = 0 ( e ) 

+ 0.918~ = - wh 3jEI (f) 



' ~) 3 

Resolviendo: Yo = - 0.024 wh 3/EI 

lhomentos: 

Cort 'Ln tes : 

Eo kh = --24 

Rd 
kh 

= ,2 

kh H2 = --12 

YI = - 0.257 wh3/EI 

Y2 = - 0.430 wh?/EI 

Y3 = - 0.257 wl1. /EI 
y 

1+ = - 0 .024 wh 3/EI 

Mn = EI (Yn-, - 2Y n + Yn+ ,) 
h 2 

M 0 = 0 

M, =:: EI (Yo -2Y, +~) = wh(-0.024+0.514-0.430)= 0.060 wh 
h 2 

M2 = SI (Y, -2Y 2 +Y3) = wh (-0 .257+0. 860- 0 .2 57)= 0. 346 wh 
h 2 

M = 3 .0 ." •• 00 00 •• 0 •• 00 •••• 0 •• 00 . 0 .... .;0000 •••• 

(7Y o +6Y, -Y2 ) kh h3 ) = - __ --W(-0.168-1 .542 +0.4 30 
24 EI 

(Yo +10Y, +Y2 ) = kh h3 ( ) -- _w -0. 024-2.570-0. 430 
12 EI 

(Y 1 +10Y2 +Y3 ) 
kh h3 

= ---- _w(-0.257-4.30-0.257) 
12 EI 

= 0.060 wh 

= 0.054w 

= 0 .252w 

= 0 .400w 

• • • 0000., . 0 0 •• OCQOO OOOOOOOOo:lO.00.000 0I;I0000 • ••• ••• = 0 .252w 

= 0.054w 

En b3.se .3. 8 st3.S re3.cciones R 9 e1 di3.gr1.m3. de cort l.ntes en form3. 3.­

proxim3.dl puede s er d ibuj~do, as!: 

0.346wh 

~ DIAGRf-\i'J1A riONtENIOS 

DIAGRANlA CORTANI ES 

FIG . (9 ) 
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Ejemp10 3: Un-:t vig3. sin peso desc1.ns-3. s obre un media e1:istico B-L 
/ " 

,:J= L\lk/1n = 3.82 y se encuentl::L someti doa c .lrg:=ts concentrld-is en 
/ 

los extremos. Dibu j3.r di~gram3.s de momento y cort3.nte. EI = c ons­

t::Lnte: Us~r 1 3. distribuci6n p1r~b61icl p3.r3. encontr ~r 1 1S relccio­

nes R. 

Punto 1: Yo -

r 
0 

I 
b 

W 

1 
I 

2 
h / 

Rz 
FIG. (10) 

h 

.6. 2y = h2 lVi/EI 

2Yr + Y2 = h 3 (Ro-w) 

l 216EI 
3 1 K~ . LY - -
I h 

W 

KY 

t
- 1, 
R3 

Ro = - kh/24 (7Yo + 6Y, 

Rr = - 1h /'2 (Yo +10Yr + 

R2= - kh!l2 (Y, +10Y2, + 

JEI 

Punto 2 : Y, - 2Y 2 + Y 3 = h3 (2R o-2w+Rr )/EI 

( 3. ) 

(b) 

(c) Punto 3: Y2 

fFv = 0 

R 0+ Rr 

' R 0 = Rlf 

R, = R3 

- 2Y3 + Y4 = h 3 

+ R2+ R3+ R4= 2w 

2R 0 +2R ,+ R2 = 2w (d) 

(R If-W ) JEI 

-Y2 ) 

Y2 ) 

Y3 ) 
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Sustituyendo los v1.10res de R por sus equivllentes en funci6n de 

1-:1.S deflexione s, Y kh~_= (/J)~ 0 83 obt enemos , 
EI \- 4 . 

1.245 Yo 1.81Y, + O. 965Y2 = wh3/EI 

0.560Yo + 3.12YI - 2.001:2 = - 2wb3/EI 

0.630Yo + 1.96Y, + O. 77Y2 = - 2wW lEI 

Resolviendo obtenemos: 
Yo = 1.4 wh 3/EI 

YI = - O. 508wb3 lEI I 

Y2 = - 0.182wh3/EI 

Y3 = - O. 508wh3 lEI 

Y If = - 1 • 4 wb3 lEI 

lhomentos: M. 11- EI L:( n-I ) - 2Yn + Y(n+I)] 
b2 .. -.; 

Mo - 0 

]\Ill EI (Yo -2Y j - ';f-Y2 ) 
h2 

= wh(-1.400~1.016-0.18 2)=- 0.566 wh 
; , 

M2 ;' EI (YI -2Y2 +J§ ) = wh(-0.508+0.364-0.508)=- 0.652 wb 
h2 

. .. . 0 •••••••••• • ==- 0.566 wh 
". 

Cort :mtes: 

kb (7Yo +6Yj-Y2) =_(k~) ~(-9.80-3.048+0.182) - =0.445 w 
24 E} 24 . 

RI = kh 
12 

(Yo +lOY j +Y2 )=_(khlf~ ~(-l. 40~5 >08-0 . 182 ) -:=0.468 w 
'-E:L )'1.2 . 

! 

R2 kh (Yj = 
12 +10Y2 +Y3 )::::.-(~~'~~(-O.508-1.820-0.508)=0.198 w 

o 0 0 • • 0 • • • • • •• • 0 • = 0'. 4 68 w 

Rlf = =0.445 w 

' . 
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IV-DEFLEXION DE ~lliNillRANA~ 

L1. 3.plic ·lci6n de 1 3. s difcr cnci"ls fini t :.1S resul t3. muy ven­

t1.joso en aquellos problcm1.s en que su soluci6n es 11. reso1uci6n 

de ecu lciones diferencis1e s p~rci1.1es; t~le s como 10 son l1.s defle­

xiones de membr~nls, deflexione s de p11C 1S, etc . . 

2.'r:1t3.remos a.hor3. el problem3. de 13. deflexi6n de un3. membra-
, 

n1. homogene3. soport"3.d3. en sus bordes, suj o to '). un'3. tcnsi6n uniformc 

en sus bordes y3. un3. pr esi6n 1·-'1 ter3.1 uniforme. 

Se1. S 13. tensi6n uniforme por unid3.d de 10ngit ud y W 13. pre­

si6n por unid 3.d de ·ire3.. 

FIG. (11 ) 

S/unidad de longi­
tude 

Consideremos el equilibrio de l elemento diferenci1.1 1 2 3 4. L3. 

resu1t3.nte en direcci6n Z de 11 fuerza de t ensi6n ~ctu3.ndo en los 

2 
S ~ dxdy 

d:i 
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En forma simil~r, l~ result~nte en dire cci6n Z de l~ fuerz~ de 

tensi6n ~ctu~ndo en los l~ dos 12 y 34 seri: 

Sdx (~+ ~dy\ -SdX~ =3 ~ dxdy 
Jy dy2) Oy oy2 

Pueste que el elemente diferenci~l 1 2 3 4 debe encontr~rse 

en equilibrio, tendremos: 

s.h dxdy + S J~ dxdy + w dxdy = 0 
(Jx2 dy2 

~ + ~~= w CD ,}x2 cJy2 S 

11 ecu lci6n diferenci~l en terminos de diferenci~s finitis ser1: 

EJEI'fJPLO: Un,?- membrg,na de dimensiones a x 9., se encuentr~ sometid3. 

9. un~ fuerzl de tonsi6n S/ unid ld de longitud en sus bordes y 

un~ c~rg3. unifoFme W/unidld de ire9.. Encontr3.r deflexi6n que ten­

dr 3. 1'3. mem br9.n ~ .. 

5 IJ '} 

.• r· ·-:. a/4 

-- ~ I 

a/'+ 
a __ ~ 

I 0 I 

a/4 
FIG. (12) 

-- "- II I<:! 

a/If 



Tom~ndo increm§ntos en X y Y igu~les a a/4 y debido ~ 1~ sime-

tri ~ existente, sol~mentc c s suficiente consi der~r los 6 puntos pi­

votes mostr ~ do s. 

Condici ones 2-5 = Zlf ·· = Z3 = 0 

Aplic~ndo 1 '1 ecu·'lC i6n (2) t endr emos : 

Punto 0: -4zo + 4zJ = - 112 w/s ( :3. ) 

Punto 1: Z 0 - 4z, + 2Z2 = - h2 w/s (b) 

Punto 2 : 2zJ - 4Z2 = - h2 w/s (c) 

Resolviendo obtenemos: 

Zo = 1.125 tf~ = 0.0704 wa 2 

s s 

0.875 lf~ 
2 

Z, = = 0.0546 wa /s 
s 

Z2 = 0.6875 rf~ = 0.0430 W~2 /s 
s 

4-1 MOl.V1ENTOS FLEXIONAWrES I DEFLEXI ONES DE PLAC .. \S BAJO CARGAS LATERALES: 

Myx +- ~MYx dy 
dY 

FIG. (13) 

Mx +dMx dx 
Y_--J. __ · J x 

fv1xy+J N~ dx 
d X 
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Vy 
Vx ,,-------........ '"-------, ---....,.> X 

1 
£ 

I 
y 

FIG. (13 ) 

En l:ls figur3.s se indic3.n el sentido positivo de los momentos fle­

xion'1ntes IVix, N~y; de los momento s torsion·3.ntf! s l\rxy 1 Myx; de los 

corta ntes Vx, Vy. 

Consider3.ndo I -iS c cu3.cione s de equilib,rio 9 l =:ts siguientes expresio-

nes son obtenid 3.S: 

Jlilx = - D (..a 2Z d2
z d x 2 +f!. Jy2) 3 

My = - D (~+;.(~) 4 
d y2 Ox 2 

Mxy= - Myz= D (1~) J2Z 
aXJy 

5 

Vx = ~ ( ;:/z + J2Z ) 
()x dx2 dY2 6 

Vy = - D d (-j2Z 
dY x 2 1;~) 7 

h c>4 ~ Z +2 ~ __ + z = ~_ 
cJx4 clx2J y2 J y4 D 

8 

En dond e : D = E t 3 j 12 (1~2) rigidez plac:t 

E = M6dul0 de elasticidad 

t = espesor pl:tca 

)-4= raz6n de Poisson 
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L3. ecu3.ci6n (8) puede ser orden3.d:3. de 1:3. ll"3.ner3. siguiente: 

Suma ndo Mx mis lVly obtenRmos: 

= -D (1 .y,t) (()2 Z ~) 
~ X2 ~ y2 V (, 

Mx + My 

Introduciendo un nuevo elemcnto M: 

11' JlilX + lViy m ~ 

l~ 
= _ D (])2 Z 

"0 X2 

(3 a) 

L9. eCU3. ci6n (8a) y (3 a) pueden en tonc e s ser represen t3.das de la 

m"3.nera siguiente: 

~ + a2
M = o X2 a y2 

~+ .~= 
'b X2 "0 y2 

- w 

M 
D 

(10) 

(11) 

Sc observ3. que 13.s expresiones (10) y (11) son semej3.ntes g, 13. ob­

tenid). para la membrana. 

Ejemplo: 

Consideremos un''3. pl"3.c:1 rect3.ngular "3.poY.3.d ':1 en sus cu). tro bordes ~ y 

bajo una c:1rg9. lateral uniforme W/unidad de ,1.rea. Se supondra que 

13. pl3.c.:l. tiene ung, de sus dimensiones igu"3.1 a infinito (~) . 
Es decir que la pl3.ca func ionar,3, como simp1emont e 9. poyad3.. 

L3.s ecu3.ciones (10) y (11) qued3.rin entonces en 1':1 siguien t e fo rm3. : 

- w Q 2 z = -!!L 
'Ox2 D 

~~8~l;IO~T~E~C~A~-r------
1 UN'VEF<S' DA CeNTRAL 
-- 0 OE EL -SALVACOR I --
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En terminos de diferenci~s finit~s tendr emos: 

1\ 2,.­
~ 1'11-. = 

.. 

NlO mento s : 

0 -
l'v1o 

211 1 

M/ 

Resolviendo: 

1 t 1 
0 1 

I 
h , 

= M4= 0 

+ l\h 

-21.\12 + rvi 3 

M2 -2 l'v'1 3 

lVii= 1.5 h2 w 

1.\: 2= 2.0 h2 w 

M3= 1.5 h 2w 

w 
1 i ! i ! * 2 3 

1 
h h h 

a 

FIG.(14) 

l'v" 1 i = 1\13 

= h 2 W b.) 

= h 2 W (b) 

+ 0 = h 2 W (c) 

= 3 wa 2 /32 

= wa 2 / 8 
= 3 w'3. 2 /32 

V~lores que son igu~l es 1 los obtenidos, usando l q expre s i6n cono­

cida p~ra momento: 

11 = wa x- wx2 

2 2 

Deflexiones: Yo = Y4 = 0; YI = Y3 

punta 1: o - 2z l + = - h 2 (1.5 wh 2 /D) (d) 
Z2 

punto 2 : zi -2z 2 + z3 = - h 2 (2 .0 wh 2 /D ) (e) 

punta 3 : Z 2 - 2Z3 + 0 = - h 2 (1.5 wh 2 /D) ( f) 

Resolviendo: 
ZI = 2.5 wh 4/D = O.OO977wa

4
/ D 

22 wh 4
/D 

4 
= 3.5 = O.01367wa /D 

Z3 = 2.5 wh 4/D = O.OO977wa
4

/ D 

J 
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Los valores ex~etos son obtenidos us~ndo l~ 8xpresi6n: 

z = wx (a3 - 23.. x 2 + x3 ) 
24D 

ZI= O.00930wa 4jD 

Z2l;: O.01304wa 4 jD 

obteni~ndose errores en las deflexiones ~lred edor de l 4.5% 

Ejemplo: 2 

Consideremos 3..h or~, una pl~e~ de dimensiones a xa 9 ~po­

y3. d .~ en sus eua tro bord e s "JT b~j 0 un'l e -l r g 1 1). t er'll uniforme W juni 

d"l d de ·ire'3. 0 

.::J" -­., 

.::J" -­'" 

a 

5 4 3 

1 
2 2 

1 0 1 

2 1 2 

-, .1~ ____ ~t_w_/_u_n_id_a~r~. _a_r_e_a~l ____ ~l 
FIG. (15) 

., .­... ,," 
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En este c~so, t~nto los momentos como deflexiones son funciones de 

l'3.s v~ri3.b1es X7 Y. Tom3.remos incrementos igu·::l.1es a un cU::l.rto de 

l11uz ('l/If). 

Condiciones limites : IVlomentos y def1exiones en los bordes son igu3.­

l e s '1 c ero. 

Momentos~ - w 

En terminos de Diferenci~s Finit~s: 

Ap1ic ';mdo b. ecu3.ci6n (13) obtendremos: 

punta 0: -41V1 o + 4lV1I = 

punta 1: Mo - 4MI + 2M2 = - ~w 

punta 2: 

Reso1viendo obtenemos= 

Mo = 1.1250 wh 2 = 0.0704 wa 2 

M, = 0.8750 wh 2 
= 0.0546 W3. 2 

1\12 == 0.6875 wh 2 == 0.0430 wa 2 

puesto que lVl=..!~~ 
1 +,/-< 

Suponiendo un v'llor de A = 0.3 obtcndremos, 3. continulci6n,los mo­

mentos en los puntos 0, 1, 2 en 11S direcc iones X,Y. 

Por s ime tr i '3.: l'flX == My 

ASI: 
Mox ==~.2....L1 +~) wa~ ~ W3.2 

2 0.0704 = 0.0457 

M,x =~.L.L +.J..() 0.0546 
2 

wa2 W~)· = 0.0354 W3.
2 

lY!2 X 
M2 ( 1 +A) 0.430 W'l2 (1~3~ 0.0279 W:~2 == 

2 
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Valor eX'lcto de lVl'Qx = 0 .047 9 W1. 
2 

Def1exiones: 
~ + cl 2

z =- ]lVl_ 11 
dx2 J y 2 

de dond e e1 error e s 4.50 ~ 

Ia ecu~ ci6n (11) en t ermino s de Dif er enci~ s Finit~s : 

Sustituyendo los v~lores de los momentos encontr~do s en 1~ e­

cua ci6n (14), obtendremos: 

punta 0: - 4Z 0 + 421 :::: - h2 (1.1250 wh2 )/D 

punta 1: 20 - 421 + 222 :::: - h 2(0 .87 50 wh2 )/D 

punta 2: 22 1 - 422:::: - h2 (O o6875 w~)/D 

Re solvie ndo obtenemos: 

20:::: 1.03 wh4/D :::: 0.00 403 wJ. 4/D 

21 :::: 0.75 wh~/D :::: 0 . 00293 WJ. 4/D 

22 :::: 0 . 547wh 4/D :::: 0.00213 w3.4 /D 

V ':3. lor eX.3.cto de 20 :::: 0.00406 w~4/D 

Err or:::: 0.70 % 

Si quisi er J.IDo s obteney momentos Torsi on ~nt c s? J. p1.rt i r d 0 1q CU1 -

ci6n (5) 

NlXY :::: - lViyx :::: D ( 1- Ll) b ( I) ) 
/~- dX~Y -

Expresqda en terminos de Difer enci ':3.s Fini t1. s: 

MY:::: D( 1 -)I-) 4~2 [2(n+hm+ I)- 2(n+l,m- I)-Z(n-I ,m+I)+Z(n-l, m-I)] 

Asi, a p1ic 3. dJ. p 3. r 1. e 1 punta 0 obtenemos: 

I'v1oxy :::: D(I-0 .3) 4~2~.547-0 . 5 47-0 .547 + 0.547 ] w~ti 
I'v1'oxy :::: 0 
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~emplo 3: 

Encontr~r momentos F1 exion~ntes9 def1exiones 9 momentos 

Torsion~ntcs p~r~ 1~ p1~c~ mostrld~ en 1~ figur~, b~jo 1~ condici6n 

de c~rg~ mostrad~. 

'" 

.:r 

'" 

.:r -­'" 

a/If 

Ii 

S 

If 

a/tf 

3 I 

(j 2 

< I 

I 
a/4 a/4 

a 

FIG. (16) 

M(n+l , m) + M( n-I 9 J + Nl (n,m+l) + M(n,m-I) -4lVl n 9 m 

Ap1iC'3.ndo 1~ ecu~ci6n (13) obtendremos: 

punta 0: -4110 + M2 + 2M3 + M s 

punto 1: -4M I + M2 + M3 

punta 2 : 110 +2lV.i1 4M2 

punta 3 : lVIa + M 1 - 4M 3 + M 4 

punta 4: IVl 3 -4M 4 + M s 

punto 5: Mo +2 M4 -4M s 

= ~ h2 
W n (Dl 

......... ".' 

= - 0 .75 woh 2 ( "3. ) 

= - 0.875 W h 2 0 (b) 

= -0. 875 W oh2 (c) 

== -0.750 woh 2 (d) 

== -0.625 w oh 2 ( c) 

= -0. 625 woh2 ( f) 
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Resolviendo obtenemos: 

Mo = 0 .840 woh 2 

Ml = 0 .557 woh 2 

M2 = 0.705 Woh2 

M3 = 0.657 woh2 

M4 = 0.485 woh 2 

M 5 = 0.608 Wo rl 

Deflexiones : 

punta 0: 

punta 1: 

punta 2 : 

punta 3: 

punta 4: 

punta 5 : 

-4Zo + Z2 + 2Z 3 

-4Zr + Z 2 + Z 3 

Z 0 +2Z I -4Z 2 

+ Z 5 

Z 0 + Z r -4 Z3 + Z If 

Z3 - 4Z 4 + Z 5 

Z 0 +2Z4 -4Z 5 

Resolviendo obtenemos : 

Zo = 0.765 woh 4/D 

Z ~~ = 0.422 woh 4/D 

Z2 = 0.576 woh4/D 

Z3 = 0. 560 W oh 4/D 

Z .. = 0.396 woh4/ D 

ZI5 = 0.540 woh4/D 

= - 0.840 woh 4/D 

= - o . 557 W oh 4/D 

= - 0 .70 5 W oh4/D 

= - 0 . 657 woh 4/D 

= - 0.485 woh 4/D 

= - 0.608 woh4/D 

A p3.rtir de 13.s defloxiones encontr3.d3.s 1 proc ederemos 3- encontrar 

los momentos flexion:).ntes y torsion'lnt es. 

lV'JX = 

IV'lX = 
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, . 
Suponiendo un v~lor de~= 0.30 

Mox": - ~2 W;hll [0.576 - 1.530 + 0.540 + 0.30 (0.56 -1.530+0.56U 

0.3 x 0.308) = 0.480 woh2 

0.3 x 0.355) = 0 .408 woh 2 

Mqx= - woh2(-0.232 - 0.3 x 0.252) = 0.308 woh2 

M5x= - woh2(-0.315 - 0.3 x 0 . 288 ) = 0 .401 woh2 

My = 

11y = ~.llJ.. m -I )+ lJ L-Lt.-!!!..,l: 2 Z(n 9 m) .....±~l!2::L.P.J ] 
/""' . h 2 

fu oy= - Woh2(-0.410 - 0.3 x 0.414) = 0 . 534 Woh 2 

NilY= 

1\: '2Y= 

MsY= 

IV' I+Y= 

IV1 y-5 -

Los 

- Wo h 2 (-0.268 0.3 x 0.284) = 0.353 woh2 

- Woh2 (-0.308-0.3 x 0.387) = 0 .42 4 . W oh2 

- Woh2 (-0.355 0.3 0.]02) 0 .446 2 - x = Woh 

- woh2 (-0.252 - --0 .3 x 0.232) = 0.322 woh2 

- woh 2 (-0.288 - 0.3 x 0.315) - 0.383 woh 2 

momentos torsionante s ."3. p"3.rtir de 1Cl e c U'3. ci 6n CD 
MxY= 

1'i1xy . = 

D 1 woh 4
( ) (1-0.3) --D-- 0 .42 2- 0.422 - 0 . 396 +0 .396 = 0 4h2 

Moxy= 0 

. '­, -
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v- METODO DE RELAJACION: 

Introducci6n: 

El metodo de Rel1.j9.ci6n fuc primeramente introducido por 
Rich~rd v. Southwel~ como un~ herramient9. p~r~ resolver los cs­
fuerzos ~ 'lue se encontr'3.b~n some tidos 11.s b-3.rra s en entram?idos 
~rticul~dos ind8termin~dos y det ermin'3.dos. 

Este metodo de Re13jacion e s un procedimiento de aproxima­
ciones sucesivss, en 01 que comenz~mos suponiendo v~lores ~ l~s 
inc6gnitas y llev'3.ndo e1 procedimiento de un~ m3ner-3. sistemiticl, 
poco a. poco lleg~mos a los vl.lores reales de 11.s incognita.s. 

H3Y que h~cer not~r,que p3r~ lograr un-3. convergenci~ r1-
pid~,influyen principalmente: 

1 
, 

que ,3.1 suponer los v'alores inici :tIes, esto s no esten t3.n 
alej~dos de los v'3.1ores reales. 

2 - 1). h~bilid~d p-3.r'3. llevar el procedimiento. 

5-1 SOLUCION DE ECUACIONES LINEALES POE 11E'l'ODO DE LAS RELAJACIONES 

Consideramos e1 conjunto de ecu:lciones 1ine3.1es (1-1) 

All XI + AI2 X2 + A 13 X3 • •••••••••• 0 •• + Aln Xn + CI = 0 

AI2 XI + A 22 X2 + A23 X3 · .•..••••••.•• + A 2n Xn + C2 = 0 

A31 XI + A32 X2 + A33 X3 • •••••••••••• 0 + Asn X n + C3 = 0 

Ani XI + A n2 >;2 + An3 X3 - • ••• «I • 0 ••••••• + Ann X n + Cn - 0 

1 Comencemos ).sumiendo 13.s 
, 

- v'3.10res ::1. incogni t -lS; 
, 

Asi XI = XII X2 = X22 , X3 = X 33 , ..•..•• , Xn = Xnn 
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Al sustituir estos vllores en l 1.s ecu"lciones, a. menos que los V3.­
lores asumidos se~n lo s correctos, t endremos que 11. p1.rte izquier 
d~ de las eculciones no s§ran i gul.les B cero; 113m1.remos a esta 
valor? Residuo. 

'l:endremos: 

All XII + Al2 X22 + A 13 JS3- • • •••• «> 0 •••• 00 •• + Aln ~n + C, = 

A21 ~I + A22 X22 + A 23 X 333" oo o(, o o oo o ••• ooo.T A 2n ~n + C 2 = 

A3J XII + A32 X22 + A33 ~3- .............•.. + ~n ~n + C3 = 
Ani XII + An2 X22 + A n3 X3r •• " .0 • ••••••••• • + A nn X nn + en = 

Consideremos nucv3.mente el conjunto de ~cu1.eiones (1 - 1) 

Si ahor'1 Xl se 1.1tera en + 1, entonees RI se al t~r3.rq, en All , 
R2 es :llter'3.do por A21 , R3 por A3! , oeo o Clo,R n por AnI 

RI 

~ 

Rs 
Rn 

En un). m3.ner.:l simil9.r pod emos eneontrlr ll.s influenci 'l s que tienan 

en los r e siduos, cU:lndo los v1.10res de X2, X3,oo -o.o. X n se '11ter'.3.n 

en + 1. 

Llev3.ndo estos c 3.mbios que sufren los residuos debidos 1. los C'3.m­

bios en los v'3.10res de X '1 un'3. forml. t~bul'3.r, eon el objeto de po­

der visu l.liz3.r en unl. form9. mis gener'.3.1 e l probl em'.3. y decidir que 

nuevos v'110res de X ir tom3.ndo, pl.r'.3. ir 10gr3.ndo 1'3. convergeneia . 

Ll~ml.r emos 3. est3. t~bl3., tl.bll. de oper'.3.eiones. 

TABLA DR RELAJACION . L'.3. m1.nerl. de llevlr 1'.3. rel3.j3.ci6n se indic.1. 

en 1'.3. t'3.bl3. de Re13j1.ci6n. En est'.3. t abl3., comenZ'.3.remos l.not1.ndo 
, 

los v3.10res 3.sumidos p3.r1. 13.s incognitls eon sus respectivos resi-
, 

duos. Luego V3.mos rellizlndo sucesivos e~mbios en 13S incognit1.s 

y encontr3.ndo nuevos residuos, h3.st3. llevar estos r e siduos 1. v1.10 -

res pr6ximos 1. cero. Al lleg1.r '.3. e st3. f 'lS8, t~ndremos que los V'.3. ­

lores re31e s de 13.s inc~gnit~s serin 1'1 sum1. de los v310res '.3. SU-
, 

midos ,m:is los sucesivos c "3.mbios que hubieramos efectu'1.do en dieh3.s 
, 

incognit ). s p:lr1. llev3.r los residuos 1. cero. 
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Se cornprendera me jor l a tecnica de la r e laj~ci6n y el empleo de 

l as t ablas de Op er~ciones y Relajac i ones con e l sigui ente ejemplo: 

Consid eremos e l conjunto de e cuacione s lineales siguiente: 

10X j - 2X2 2X3 + 6 = 0 

- X I +10X 2 - 2X 3 + 7 = 0 

- A I - X 2 ·+lOX 3 + 8 = 0 

TABLA DE OPERACIONES 
. ,... '""'::-=========- ===:~===:tf======::===1-:;:;::=======::'!: . 

~---:------ ~!L_____ fl~c------ ~_~l ____ ~ 
IJ At = 1 10 -1 1 -1 

----------- ------- -----------1'·1--------- .. 
I~. X 2 = 1 -2 J 10 I ~ -1 
~-------~-- --------- i----------- ~---------
X 3 = 1 - 2 I - 2 . I: +10 . ~======"'==-. ========= :I=====*_===rb=========~- -' -.• : 

TABLA DE RELAJACION 
---------~-------------------------------- -.------ ----1- -----------~---

! I RI 
___ c ______ : -------- -,-.zL-- t~----- -- __ ](_L ______ _ RJ -- -

--_Y_~l~_~.?:? __ ~_l?:.? -=----9---------- --~-------.----~----------- -~.§.----------r-~~---------- __ +8 ___ _ 

-------------------- ~-~-:~-----------r--------------- -------------- --~-----------~--~-~~-------- --~-~--------- I 
------~------------ ----------------t---------------- ~9_!~§_______ _~~7_~________ ---9-~)-~------r_-Q-------------
------------------- --------------~--t---CL~~~?-Q--- -------------- _3_~5_ell ______ ---Q----------- Q_~~3_~ _______ _ 

____________________ :-_Q_~35~1___ _ _ 0 0 .3584 1. 2904 

-----------~~------ -------------~-~-I~~~~~=~-------- ~~~-~;~~~-- -;-~;;~~~--- ---~-~~;~~-~- -----;----------
------------------- ~---------------- __ 7i2~O~~6~~ --~--------- - - -~~.l--8--;~-8---- --------;------ ~~~~~~~-~---__ __ ___________ _ __ ~.:t.: _________ ______ _ __ ________ , ___ ~ __ _ 

--------------_____ =:.O_ .. Q3B.l4 ________ .:.: __________ ____ __________ __ ____ 0 ___________ 9_!.Q.3_~1.4_ 9_!.Q9_91.9_____ : 

------------------- ------______________________ _____ ~S2~_QQ.9~~ __ _ 9_!Q~_9~? ___ ___ 9_!~~_~~? ______ 9 _________ _ 
Valor es 

Fina l es - 0 . 99654 - 0 .99365 - 0 . 99902 0.01996 0.04812 0 
===================: ==::===::=:~====_=: =,~=:::.=======:::::J===,,=========:.==:========_.::==:::k===_ _ _=======_========_== 
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Asi obtene mos los v~lorps para l~s inc6gnitas de: 

X I - - 0 .99654 

X2 = 0.99365 

X3 = 0 .99902 
, 

Observamos en este e j emplo~ que mientras un residuo 10 h~ci~mos c ero, 
, 

los otros dos residuos aument~b~n do valor 

Sin emb~rgo, hay vari~s t6cnicas en 01 m6todo do l~s Re13 jacione s 

que acortan 1 1S oporacion e s. Entre estas t~cnicas t en emos: 
( 

Sobr8-Relajaci6n~ qu e cons iste, que en vez de hacer el mayor reslduo 

c er~ 10 sobrcr c l ~jamos, as d ecir, 10 hacemos menor de c ero (n Ggativo~ 
, 

de tal maner~ q u~ cu~ndo rclaj emos los otros residuos, es t 0 r e siduo 

s e aprox ima a c ero. 
, 

Baj.~ r el ~ j ac i6n : 01 que consist e que a l reducir un residuo, los otros 
, 

residuos son tambien r educi dos . 
, 

Re laj a ci6n en Blogue: En e l ojemplo anter i or si camb i amos simultanea-

mente 4:1., = +1 , i'-;-X2 = + 1 , l.~ .. :1.3 = + 1 ~ obtenemos que los c~mbios 

en los r es iduos son: .6..R I = + 6 ~ .6.R2 = + 7, ·4R 3 = + 8 • 

Esta operaci6n de r ealizar cambios en mis de una inc6gnit~ por +1 es 

conocid~ co mo l a t ecnica de Rela j ~ci6n en Bloqu e. 

RELAJACION EN GRUPO ~ es la tecnica de realizar c ambios en mas de una 
, 

incognita por difer entc s cantid ~des. As i,si en el e j emplo ant er ior 

r ea lizamos los siguientes cambios ~ 

.6-x I =+ 1 , 4X 2 = +2, obtene mos los s i gui ent os c ambi os en los re -

s i duos: AR I = +6 ~ 6R 2 = +19 ~ AR3 =-3 , hemos h e cho una r e l ajaci6n 

en grupo. 

En base a todas es tas t6cnic~ s oxplicad3s~ procedercmos a r esolver 

e l conjunt o de ecua cioncs lineales del e jcmplo anter i or . 
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TABLA DE OPERA-ClONES .. -:---------------------------------------------------­::------------------------.---------;-------;---------=: 

:: : R :I : R2 : R3 ~ 
•• =====;:=;===============-:!=::; :- ===;:==!:======::~=====::!r=;;.;:.;; .,. 

.; A X = 1 .= 10 : -1 • -1 !. 
:: ~\ I 0. : 
•• ---_____________________ ... , _________ 3. _______ .. _________ -: 

.. L1 X 2 = 1 : -2 : 10 : -1 : .. . 
~--~~ JC;--~--i--------:-~2-----~-~-2---~---i()----t 

~~-~}[~~-1i}(;~~-:-~-6-----=---7---t---8------i 
.. ----------------------------------~-------~----------~ 
:: Ll Xl = 1 ''&2 =+2: 6 : 19: -3 : .. . 
-==:::::=::======::===:::===:::=::~==='=~==:..-::=====~::======~ 

TA B·LA · DT:: RELAJ ACION 

=:==:::::::::::::::::::=::::~=:~:::::;==::::=::=:~:::=::=:::f~:==:==:=::::~::====::::::=:~:::=:::====~======-

,; • "\ X ,I A R • A R /~R • 
.. , A I A 2 3 :; U , I : ·4 2 ~ 3: 
=E========~=======:=:=~·F;:.: ======:=':==:..;===7====::.::===::;:======:::==f1==;:;=====:-::==~============:::.:=-==~======'!:'~-::=== 

Valoros lnic. 0 O · 0:: +6: +7· +8 
-::..---~.;....----------------------%---------~----":"------:-----------}{----------- .... ~--------------:-----------'-.~-------

X , = X 2 = 1.3 =-1: -1 ~ -1: -1; ; 0 : o . a. 
----------------------------~--------~-~---------~----------~~------------!--------------~-----------~-------tJ • 0 • • • • • 

Final : -1 9 - 1: -1: : 0 : O · O· 
~==::::===::==:::======:.:~=_::7.=:::::"::::: =;;:= :_:=~~=:===!:===:::.::-~=::===::===:::..::!_========;:c:=:==========~=========~~======:: 

Obt enemo s : :X, = -I , :\2 = - 1, JC 3 = - 1 

5-2 lViETODO DE RELAJ ACIOFT-.. S P '\FA L,\ SOLUCION DE ENTRAIVlADOS ARTICUIJADOS 

Originalmcnto , cl metodo do las Relajaciones fuc ap1ic~do para l a 

soluci6n do entramados articulados; consid ercmos 01 m1cmbro AB de 

un entr1.mado 3.rticulado y mantcngamos fijo el nudo B micntras dcs­

pld.zamiEmtos "U" y ICV " en l as dirccciones JC y Y rcspoctiv3.mcnt e 

son impuostas a l nudo A. 

Encontr~remos que fuerzas, dcbido a ostos dosplazamiontos, so ori­

ginan en los miembros que llegan a los nudos A y B. 
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B 

Va 

La fuerza ejercida 80bre 01 miGmbro AB para producir - ") dichos des-

pla~~mientos sera ontonccs~ 

Tab= Kab ~ab. 2-2 

En donde Tab= fU Grza ejercida sobre miembro AB. 

Kab os la rigidez del miembro, que para micmbros prismitico y recto 

es: 

Ka,b = E Aab 

E -- modulo do elasticidad del rna terial 

Aab = Sec cion de l miembro AB 

Lab = Longitud del miembro AB 
" 

'. y A:3.b . . es 01 desp::'azami ento rclativo entre los nudos A y B que en 

nuestro C=.l.SO es : 

4ab =-·Ua. Cos ~ab - Va Sen O{ab. 

Sustituyendo estos valor Qs en 1:3. ecuac i6n 2-2 obtonemos: 

Tab =-K~b (Va Cos Ci\3.b + Va Sen c).b) 

Las componente s GG Tab en l as direcciones X y Y son: 

Xab =-Tab Cos O\ab = Kab (Va Cos d-ab +Va Sen(h3.b)Cos ~'3.b. 

.... .' ¥.;ib =-Tab SCLo--'3.b = Kab (Va Cos O'7ab + Va Sen ~ b) Scnc:\3. b . 
... ~,. 

De manera similar~ son Gncor tradas 13.s fuerzas que S€ originan en los 

miembros que llegan a los nldos A y B cuando el nudo A es mantenido 
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fijo, mientras despl azami entos "Ull y "V" en las direccionc s X y Y 

resp ectivament c son impue st~ s en e~ nudo B. 

'l'b3.=- Kdb (Ub Cos ~ ba. + Vb Sen~ba ) 

l os componcn t e s en l a s direc cione s X y yo. 

Xb3. = Tba Cos r.7-ba = Kab (Ub Cos~ba. + Vb S cn~"3, ) 

Yba = 'Iba Sonol..ba = Kab (Ub Cosd, ba + Vb SencX.b3.) 

Kab = Kba 

d.b~ = 180 + d-.ab 

L:ls fuerzas en A son i gu3.1es y de signo opues to 

Cose{ ba 

Sen d-. ba 

Consid eremos que fuer za s externas Fx y Fy act uan en el nudo A. 

Puesto que e l nudo dcbe encontrars 0 en equilibrio y toman do suma de 

fuerza.s en l as direcciones X y Y, dichas sumas deb 0n s er i g ua l os a 

c ero . 

EFx = 0 

Ua [ Kab Coifd.ab + Va 2:Kab S r:m~b Cos o... ab 

-' .t Ub Kab Cos 2 C\(ab - I Vb Kab Son O<ab Cos ~b - Fax = 0 

LFy = 0 
.,- .- - -

Ua L kat" ~en' c:>(ab .... C_ps0(;3.b + Va L"Kab Sen2o{ab - Fay = 0 

EUb K8.b Seno(a.b Co s o(;1.b - 2.Vb K~b Sen2 o<..ab. 

Empleando 0 1 me todo de l as Relaj"3.cionQs par]. r eso lver 8s t as ecuacio-

nes 

TABLA DE OPERACIONBS PARA NUDO A 
===================:====~========================~========================================================= 

" Li Fta.-X'" ".A"RaY 
'\ b:='~~;:=l::=::=::::=::::===::::f~b---(TO~~~b----::-- ---~--::t~t===~~~==~~b =-C~~=~=<io 

~~-------------------------------~-------------~----------------f&-----------------------------------------
, .AVa= 1 L lfub Sen dab Cosdab ! I'Kab Sen2d\3.b 

"---------------~------------------~------------------------------t------------------------------------------
DUb= 1 ". - KaiJ Cost:lab 1 - Kab SenD<ab Cos o-a b 
--------------~----------------------------------~---------------t~-----------------------------------------A- •• 2 
u Vb= 1 - Kab Sen d\.ab Cos,<Xab; -Kab SenO{ab 
============~============;====================================;==!=====================================~= 
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Una vez habiendo encontrados los desplazamientos, la fue rza en el 

miembro AB sera 

Tab = Kab (Ub-Ua ) Cos c(.ab + (Vb-Va) S8n o<.ab. 

Ejemplo~ encontrar los esfuerzos a q ue s e encuentra sometido las ba­

rras d81 entram~ do artigula do ~CDB, debido 3 la fue rza de 

24K aplic ~da on el nudo D 

24k 

N ' , umeros e ntre parente sis son 
areas en in 2 

8' E :: 30.000 K/in 2 

6' 

Fif. 3-1 
Rigideees: 1.3.e 

AE = _5E = 0 .625 E = L 8 

kad = AE 4E 0.400E = = 
L 10 

Ked = AE 2E 
0.333 E = -- = L 6 

kbe = 
AE_ 

= L 
~ = 10 

0 .400 E 

kbd AE 5E 0 .625 E = = S- = 
L 
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cd 1 0 0 

_______ ~_~ _________ ___ ~~_~~ _____________ 9_:~~ _____ ____ ~ --:-~-~~-~--- -----
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5-3 DISTRIBUCION DE MOIv1ENTOS POR Iv1ETODO DE RELAJACIONES 

Consideraremos primeramente e1 caso en e1 Que e 1 marco rigido no 

sufre desp1az ~mi8ntos 1a t era1es. 

~-.~~--------~~~~---------
B 

im? 
C 

FIG . 3~3 

Sea e1 marco rigido mostr~do en 1a Fig. (3-3) capaz de no sufrir 

desp1azamientos 1~tera1es, sujeto a cu ~ lQui er condici6n de carga y 

a momentos externos en los nudos .. 

Empezaremos e l procedimionto de ro1ajaci6n asumiendo que todos los 

nudos son fijos; bajo osta condici6n encontr~remos los momentos de 

empotramiento para las condiciones de c~rga9 existente. 

Despues do considerar los nudos fijos, todos los nudos son re1aja-
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dos de manera sist ematica hast3. conseguir ("; 1 equilibrio del marco. 

Para comprender en una forma mas clara la tecnica d€ la relajaci6n 

es neccsario recordar los conceptos de rigidez rotacional y facto­

res de acarreo. Asi9 ana lic emos el nudo A9 nudo en el que concu­

rren lo s miembros AB, AC y AD. 

Tencmos qUE para el miembro AB, de secci6n constante y longitud Lab, 

la rigidez rotacional tiene como valor: 

Kab = 4 E lab 
ill,_ 

y el factor de acarr~o: Cab = Cba = i 
Para el miombro AD de Secci6n const~nte y longitud Lad, que se en­

cuentra articulado en D, la rigidez rotacional (Rigidez modificada) 

ti ene un valor de 1 3.s tres cuart:is part ::' s de la rigidez rotacional 

si el extremo D ,estuviera empotrado.: 

Kad = i 4 E l ad = ~Iad 
L .. ad L.acL 

y e l factor de acarrco Cad = 0 

Para mi embros no prismaticos, tanto la rigidez rot3.ciona1 como fac­

tor de acarreo pueden encontrarso empl eando ya sea el m~todo de la 

Columna Analoga 0 M~todos num~r icos como 10 son e l de las Diferen­

cias Finitas 0 m~todos num~ricos de N.M. Newmark. 

Una vcz quo h yamos cons eguido el equilibrio del marco 

e1 nudo A habra girado un angu10 e1 nudo B, un ingulo 

eB, etc . . y en es ta fase, el equilibr io de momentos en los nudos de­

bera existir. 

Cuatro clases de mom entos apareccran cn el nudo A~ 

1 - los momentos fijos, debidos a las carg·::ls, que estan actuando: Mf 

2 - los momentos debidos a la rotaci6n en 81 nudo A: e A ~Kab 
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3 - momentos deb i do a las influencias qu e provocan el haber g irado 

los nudos B~ C Y D. C 04'1 , KCA 

4 . ~ moment~s externos quo puoden existir en A~ Ml 

Pues to que el nudo A S0 oncu Gntra en equilibrio, l a surna de momentos 

en~l~ debe ser c ero : 

eA L KArl + '> 6& CrAl Klo~~ + ;L,11F - 1JI\ = 0 
.' 

En base a s sta e cuaci6n~ l a t3.bla de op cr 3.ciones para el nudo A 

pueds ser planteada . 

. . . 

TABLA DE OPERACIONES PARA NUDO A 

.. . , 

-=-----------------------1--------------------------------

I :~~:~:~:~:~::::::~:I::::~~~~~:. :~:::::::::~:ij . 
------------------------ -------------------------------~ 

~~£~~;~~~:i:::::::::j::::~~~:~~:::::=::=::~, 
-------~---------------l-------------------------------, . 
-------~--------------- -------------------------------H ~-______ i ________________ ________ --------------------~--D 

b ------....."...--------------- ------------------.-------------~ 

<. . r-.. . 
Los riwmeritos fin'3.1c:: s en lo s extremos de l os mi embros son expresados: 

.- . .- , . 
. ' ." 11:.18; = 11f + Qh, Kl'.ci + QB C.DA K".ofi. 

·. M:EO = 1\1f + Qf:-... K.Ab + QC' CrCA Ketl' 
, . . .... . ~., 

Se Comprend er~ mejor dicho procedimiento c on lo s s i guiente s ejem-

pl os: 

Ejemplo 1 : Encontrar los momentos f l exi onantes en los nudo s, para 

e l marco mostradb~ can l ~s cond iciones de c ~rga indica­

da s. 
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6 T. 
\ 2 . 0 

:2 7o:J ./r......
1 

-1---

4-, 0 I : 3 1:-3 

erDYY:f~·y~I 
=2 40 

i . 
f ,--:-;"/7 j 

1.5 Ton./m ~ 

-+ ____ 5_~ . . ___ ! 6 5 .5 

E= con s t ante FIG . ( 3 - 4) 

f ",,·' -- - - - - .-~, ~-:-'- - ... , + 
J I E ! ~kiembro Rig id ez IMomento <mpotrami ento 
j 

t
. -=ooo~",o,o,o""c.",~c.,o,o"c.~ojbo"oc.,o"o", ,o",~",~oo"",,",J _____ ~~ __________ l __ ~~~5 _________ l _____ ::______ _ _____ ~ ______________ ] 
t be I 4 . 00 " t+ 4 .16 - 4 .16 I 
t--M-----~--------.-------~-------- ------------- ---------------------1 I ,~ I 
I ee , 4.00 + 5.33 - 2.67 j 1'-----------------1.----..:-----------------------::--- ------------------

1---;;---------1-;~~~;--------t:-~:7~-~- ---~-~-~~-7--------
I
'.-----------------l-" .. -------------.!-------------- --------------------- 1 i I . 1 
.~-:::.~=:!:=:,====:: =::: :::i::::-:~=~?~~="'::;:=~=~:L:==:::=:==:;=== =::=======:========::;:===== 

TABLA DE OPER:AC~ON 
i:--; :-:~=~=:::==:-=- ;""':"::::::-:':=:-- -t-~--;~!"! :-:=:::-:=:-:==~';"' ... ~::=:-:=;: ::.:::;::~;::=;=:::::.:-:;::=;:==========;=====:::==1...=;:===;======,:::====-==; 

'------------------r'. ---~~~v~~------·------------ rl ~-;:---~~~~~------------------ -----0-~~--------i b~, D' = 1 4.0+2.25 = 6.25 . 2 - 4 . 0 = 2 . 0 __ ~ ____________ __ 1------.. _---------, ____________________________ 1 __________________________ --- ---
; i . 

1 . .6.9 ~C = 1 i 4 . 0 = 2.00 4.0+4.0+2.2:5=10.25:i.4 .~L.;;.?_ .. .cL_ ~~~ --::--;------· 1 -· .. ·--------.. --.. -----... -t .. ~~~-~-.-;-:;---.. --.. - .. -;;. 63 i 
-:::::::::::::::::::::::: J.~::::: :::::::::: .:::::::::::::=::::::!:::::::::::::::::::::=::::::::::::::::::::,;;:::::=:::::::::::::::t 

." 
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M ~ A1P = Mf + 9[1: K~en + QB CDA. Knit, 

M :Ad'- = 0 + (-0 . 676 ) 2.25 + 0 ::=: - 1 . 52 T on- m 

M oo~ = + 4 . 16 + (-:-0.676) 4 + 0 . 0374 x 2.0 = + 1.53 T on - m 

M teO' = - 4. 1 6 + ( 0 . 0374 )4. 0-0. 676x2 - = - 5.36 

M CD . ::=: 0 .0374 x 2 .25 ... . . . . . . . . =+0 . 08 

M~E ' = - + 5.33 + 0 . 0374 x 4. 0-0.1008 x 2 = + 5.28 

M (;~ = 2 . 67 - 0 .1008 x 4 + 0 .0 374 x 2 = 3.00 

Me f· = 0 - 0.1008 x 4 . 00 = 0 . 40 

ME-G- = 3 .77 - 0. 1008 x 3.63 = + 3.40 

M~ = - 3. 77 - 0 .1008 x 1.82 = 3.95 

Consid eraremo s ahora el c~so cn 81 que los nudos de un marco rig ido 

sufren desplazamientos l ~t Gr~les. Pue sto que e n este c~so, l os nudos 

ademis de rot~r han sufr i do de splazamientos, 1 ~ t~cnica de distri bu­

cion de momentos no es suficiente, e s nec es~r i o llev~r al mismo ti em­

po un~ di s t r ibuc i6n de cortant es . 
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P9.ra realizar el procedimiento de rcl~jaci6n, p1rtircmos do las f6r­

mul9.s d~das por 01 metodo de pendiento doformacion (the Slope De­

flection lVlethod), for mul~s que ser:in ded uc id ~s 3.. continuac ion. 

Sea el miembro no prismatico AB de l~ Fig. (2-1), el cu~l forma 

p~rte de un m~rco rigido continuo. Debido ~ 13..S C3..rg~s 3.. que so en­

cuentra somctido 01 marco, e l mi ernbro ABse h~ doformado sufriendo 

13.s rot~cione s GA' y QIl en los extremos A y 13 respectiv8.mcnto; en 

'3..dicion, un de splaz3.miento relativo (6.) entre los 

result 3.do, con 10 que s l e j e de 1 rniembro h3. rot-3.do 

A ---I 
___ ~~ I 

I -~B 
LAJ3:­+--------------------------+1-

FIG. ( 3-5- ) 

L9. siguiente convencion de signos sera usada: 

puntos A Y 13 h9. 

un 4ngulo I;:':'~ 
lAO 

/\ 

1 - L'3.s rot~cionc s Q.\, Qo:, f'" son consid er~d'3.s posi ti v~s si ti enen 

01 sentido do 13.. s aguj'3.s dal reloj: 

2 - Los mornentos seran positivos si produc en un3.. rot'lcion del miem­

bro en e l sontido de 13..s agujas del reloj. 

El rniernbro A13, b~jo las condicionos rnostrad'ls on 1'1 fig. (3-5) 

puede s er sustituido por la surna de los siguientes cU3.tro c~sos: 



94 

3. ) cons id er"3.r lo s nudos A y B f ij os y e l miembro AB somc tido '.3. l ',lS 

condici onos de c"3.rg~ cxist Gnto: pod cmo s cn tonccs cnc ontr"3.r lo s mo ­

, men to s de cmpotr3.mi ont a ]Viftl y 11ft; 

1 1 1 
M FB 

Lib, 

FIG.( 3- 6 -) 

b) Con sid cr~r 01 miembro AB con sus nudos fijos pe ro can un des­

plaz3.mic nto roll ti vo !...::: t:n tre los punt as A y B . 

M' 
--~ /' ", 

f ~"""~."..... ........ _ ,, _.~_" , .--"-
A 

FIG. (3-7 - ) 

-4._-
So 1 .p 01 ,3.ngulo rot =tdo pOI' el e j c del miembro e igu'.3.1 '1 

b d 6 I i:} ) d e i 0 a. e st3. rot'1.ci n \1 "If., momentos s e, or i g ina.n on l os extremos A 

"y B~ que t endr~n par v~lor . 
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M ~ = K~,~,P + C Df\.. K; DA f 
M 'A = K M (- .B .. ) + C- DA ICQ£t 

Lab .. 

~ (-_. ) 
Lab 

M 'A = - 1', (KAt; + C 1)1) KPlIl) 
Lab 

) 

on form8. simi1'3.r 

Jlil'B 
{,"').. 

( C{,[}) KM~ K1tlA. ) = - lab, 
+ 

, 

endondc: K1.o = rigid ez rot'lciona 1 

ICIlA = rigid ez rot'3.cional 

CM = f3.ctor de 3.C3.rr eo 

CIJA = f3.ctor de aClrr eo 

Pir3. micmbros prism~ticos: 

4EIAD: 
= -=--

J. = 2-

Lab,; 

d e 

de 

de 

de 

A 

B 

A 8-

B 8. 

entonces: 
M ' A= M':B -- 1._ 4 E 1M" 

2 Lab 

M 'A= M'B =-
La.b 

., .. .... 

a. B 

a A 

B 

A 

c) Considerlr que e 1 1fui cmbro AB h3. sufrido una rot3.ci6n Q A on e1 
I 

Gxtremo A, mientr:3,s e1 E.xtremo B es m3.ntenido fijo. 

K~rl, 9A 
.~ 

~-' ------------~-> 
La.b· 

FIG. (3- 8 ) 
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d) Consider~r que e1 miernbro AB h~ sufrido un~ rot ~ci6n 8B en e1 

extremo B, mientr~s 01 extremo A os m~nte nido fijo. 

, 
Qo 

A 
_'~I __________ ~L~~~ ____________ ~ 

11en drernos en t onc c s que los momentos Em A Jl B scr9.n 13. s uma de los 

momcntos e~A y B de l os cu~tro c~sos en que h emos su st ituido e l 

si s t ema ~r ig ina1. 

1\1 4il = PAD J e A + C -n~. KIDA1. 9B' + Mf It A ( K.: . C Ki) --.- -AU + Dr\. O:A • 
1..\,); 

MbA = C ArJ EA .... ; . e A + K'of'; 

PU0StO que gcner~lment e trataremos con cirg~s 13. t er a l es ap1ica­

d~s en los nudos 7 los momentos de empotr3.mi cnto s erin c cr o . El cor­

t ~nte (V:l\u) en 01 mi ornbro AB t endri como v3.10r ~ 

-+ I\J Al1 + M" DA 
- -

Pira miembros prisnriticos obienemos 

(Cli>\~+l ) K[~ QB · 
h~ 

MAO = 4EIAQ . . eA+ t 4EIACJ.Q B + MfA. _ "A~.lIO X ..3 
L1\~ .' " I f,i; tir.· 2 

4EIl~l~ J 

ltlt;" 



:Ni'rJ\ = l'vlfl~ + 2EIA~', 

VAii, ' 3 = 2 .. ~:tAL~ 
/' 

Wr: = --1~ 
2LM 

LAO, 

, 
~A -

,,-
~. 97 

(28 B + 

3 ~. 
2 lMt, 

SA 3 
t.l-4~ ) -

LAfr. 

3 + -~-:r~ X 
it ' . 

12 EII\O, f iA.!) 
--Ifr..s .. 

4EIM, 
JAj . 

Rea1iz.irClnOS do's ejemp10s p3.r3. comp;render mojor 1'3. tccnic3. de 13. rc-
1aj .1cf6n. 

, . ' ... ~ 

Ejemp10 2: Encontrar momentos en los nudos, para 01 marc o mostr.ido, 

bajo 1~ condici6n d e clrga indic~ d3. 

+0.5 h -----c ~24 T. 

B,-- ,It G' C' 
r-

® C:) 
® 0.50 h 

h 
Hi7T 

~ F 
1.25 h 

~ 
/A.,h 
D 

I 

~ 

I h h 

FIG. 3-10 
E - constante -
h - 16 m. -
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EjemElo 3: P3.r3. el m3.rco mostr3.do, som€tido 3. 13.S C3. rg.3.S 13.ter'lles 

mostr3.dlS, encontr3.r los elementos mec~nicos, (momcntos 

flexion3.nt €s, cort3.ntes, fuerz3.s 3.xi3.1es) 

4000 A B B 
~. -

C) 

0) G 3.0 

3000 C D ''!> 
,.' 

8 .",' 

0 (:) 3.0 

2000 t:. F 
~ 
~ 

(0 '-- .. -. 

(0 (2) 4.0 

1 -J...H 

5.0 

~ FIG. 3-12 
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ELE~mNTOS MECANICOS: 

En 1a Figura: 

A +3150 

-3 80 

~_1900 

Vy =1260 kg 

+3150 

N-1260( tensi on) 

- 2510 

) 
+6890 

-4755 

""",~-3200 
N=-4020 

-4755 

) +120 50 

-7020 

·"!."-1f--4380 
N~-8840 kg. 

-10460 

G 

Vv== 

f 
2760 kg 

+6890 

Vv=4820 kg. 

t +12Q50 

Vv CORTANTE EN VIGAS 

Vc CORTANTE EN COLUMNAS 

B 

-3180 

~-;' 

~-+-_ .. Vc= 1900 kg 
N = +1260 (compresion) 

- 2510 

~ .- Vc== 3200 kg 
N =+4020 

-4 755 

( -

. ~. 

-<E'-+-- V c == 4380 kg. 
N =+8840 kg 

FIG. 3-13 

N FUERZA AXIAL EN COLUMNAS (POSIT1VA S1 ES A COMPRESION 
Y NEGATIVA SI SE ENCUENTRA A TENSION) 
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EJEMPL04gEncontrar los momentos flexionantes, para el marco mostrado~ sometido a 
oargas laterales de 15 T ~ 10 T, 8T, aplic.ados en los nudos A,D,C , respecti-
vamente. 

15 T , 

A 8 B 
2.0 

T 4 
10 

2 .- ...... 

0 8 8 F 

4 
.".,. . 1.5 FIG.3-14 

8 T 12 .-' 

.' · G 
C 3 3 

_~4 _~ 
n '4,,0 f 3 .. 0 ~ 3 ~ 0 f 

Coo 'fr "~hd014-" d, J" """'rIO d,id" " id.tl, .. (+--)K .t+ AI 
t -+ 

....----, 

1 ... ..... . (~ ;. ~ " J-~i(hl:. I ,J .. 
... FIG. (3-15 f . " . ' 

I 
TAB L A DE o P E E A C I ON E S 

.... 

MA Mo I M e M ~ 
--

ME MF M G V9 V2 V, 

~Ac: 1 10 4 1 0 0 0 0 - 0 . 8 56 - 0.8 56 0 
00= 1 4 12 0 2 0 0 0 -3. 00 0 .· 0 

00= 1 1 . 0 18 0 0 0 6 - 0.856 - 0 . 856 -4.0 
Qo. 1 0 2 0 16 4 0 2 -3. 00 -4.0 +0 .0 
QE= 1 0 0 0 4 19 4 0 0 -1. 5 -1. 5 
OF= 1 0 0 0 0 4 11 0 0 -1. ') -1. 5 
OQe: 1 0 0 6 , 2 0 0 20 0 -4.0 - 4 . 0 

163:; 1 - 0 . 8 56 - 3. 0 - 0 . 8 56 - 3. 0 0 0 0 3. 49 0. 49 0 
,42 = 1 - 0 . 856 0 - 0 . 856 - 4 . 0 -1. 5 -1. 5 - 4. 0 0.49 7. 82 2 . 0 

L~= 1 0 0 - 0 . 4 0 -1. 5 -1. 5 -4 . 0 0 . 0 2. 00 12. 66 
2.Q.= 1 15 18 25 24 27 15 28 -7.712 -12 .712 -11. 00 
m= 1 -1. 712 -3. 0 - 5· 71 2 -7. 0 -3.0 -3 .0 - 8 .0 3.98 10. 31 14. 66 

Q A=Q b=1 14 16 1 2 0 0 0 -3. 8 56 -0. 856 0 
o G= 0 d=l 1 2 18 16 4 0 8 -3 .856 - 4 . 8 56 - 4 

Oe--@f =1 0 0 0 4 23 1 5 0 0 -3 . 0 -3.0 
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MOMENTOS: 

NUDO A: 
M M= 8 x356 + 4 ·x 1213 = 2848 + 4852 = + 7700 kgm 

M{\c::: 2 x356 + 776 - 66712:3437 j(J...~x 2 
3.5 2 

= 7262 Kgm 

NUDO B: 1101\ = : 4x·356 + 8 x 1213= + 11128 kgm 

MOD::: 4x1213 + 2 :.x 1744- 6671. x. d x 4 = 11173 Kgm 
2 2 

NUDO C: MeA::: 356+2 x 776 - 6671; ~;37 ·x ~ x 2 = - 6842 Kgm 

MCB::: 4x776 - llil x...l.x4 = - 7948 Kgm 
1.5 2 

MeG::: 12r,776 + 6 x 927 = + 14874 Kgm 

NUDO D: Moo = 4 x .1744+ 2 x 1213 - 6~71x· ~ x 4 ::: - 10611 Kgm 

MoQ'::: 4 x17 44 + 2 x 927 - 3437x 3·x 4 ::: - 4918 
1.5 2 

Kgm 

lV.bE = 8 x 1 744 + 4 (-31 ) 

NUDO E: MEO = 4 x· 1744 + 8 (-31) 

MEF= 8 (-31) + 4 x 857 

lVi.EJ::: -3(31) - 3437+2763 ·x~ x 3 
3 2 

NUDO F: 11 FE::: 4 ( - 31) + 8 x 857 

MFK = 3 x· 857 - 6200 x J ~?< 3 
3 2 

NUDO G: MGo= 2 x 17 44 + 4 x 927 13748 

Nat = 4 'x 927 - 2763 ~ lX4 
1.5 2 

MlC = 12 x 927 + 6 x 776 

::: + 13830 Kgm 

= + 6728 Kgm 

= + 3180 Kgm 

= 9393 Kgm 

= + 6732 Kgm 

6729 Kgm 

::: 65 52 Kgm 

::: 7344 Kgm 

= + 15780 Kgm 
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FIG. ( 3-16 ) 



1 

BIBLIOC'-RA1'7A 

Maneri cal and lifo. t rix Me t hod s in St rL!C tr ~ ral lJec/w ni cs. 
Ping-Chun Wang 
John Wiley S Sons!) Inc. 1966 

iVum e rica l Procedure f or Co;np zaing Dejlections lI!oments and 
Buc k ling Loads. 
Newma rk, NoilJ. 
Trans 0 A/;, . Soc. Ct v.Engrs. 1943 

3 Num e rica l Analysis 
Kaiser S.Kunz 
Mc Graw Hill. Co mpany Inc. New York 1957. 

4 Nurnerical i7t!ethod of Analysis in Engineering' 
I. Eo Grinter 
The MacMillan Company New York 

5 The Analysi s of Stress and Dejor/na tion rJeorg e W.Housne r and 
thad Vreeland!; Jr. 
The Mac NUlan Companyo New York 

6 Relaxation N!ethods in Eng ineering Science. 
R. V. Southwell 
Oxf ord Uni versi ty Press. 

7 Nuinerical Methods in Engineering a 
Ma rio Go Salvadori and Melvin 
Prentice-!la1l fJ Englewood Cliffs, No J.196l 

8 Theory of El a stic Stability 
Timoshenko and (!.ere 
lI([c Craw Hi 11 Bo a k Co mpany!) I nc 0 New York 
Second Ed it i on 

9 n1eory of Plates and Shells 
Stephen P. Timoshenlro and S. Wo i nowsky Krie ger 
Me [!-raw Hill Co mpa nYfJ Inc. New York. 
Second Edi t ion 

10 Theory of Elasticity 
Timoshenko and Goodier 
Mc Craw Hi 11 Book Company, Inc. New York" 
Secane! Eel it i on 

11 Advanced Struc t'L!ra l Analysis 
S o Bo r g and J. Gena rel 
Do Van Nos t rand COO!) ~>:Jrince to n N. J . 1959 


