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ANALISIS VECTORIAL,-

MAGNITUDES ESCALARES Y VECTORIAIES,-

- Hay magnitudes que quedan determinadas dando un nimero real, su medida, la lon—
gitud de ura regla, la masa de un cuerpo, su densidad, su volumen, la potencia,
el trabajo, etc.; tuales magnitudes se llaman ESCALARES,-

~— Para otras magnitudes en cambio, no basta dar un niimero real para determinarlas,
sIno que es necesario conocer ademis la direccién y el sentido en gue el punto_
£ .orovs, la velocidad, la aceleracién, etc. Estas magnitudes en las cuales hay
gue distinguir su intensidad (que es unu magnitud escalar) su direccién y su ——
sentido, se llaman MaGNITUDES VECTORIALES,-

VECIORES,~ Un segmento de recta qued: determinado por sus dos puntos extremos; —
cuando esos punrtos estdn dados en cierto orden sc dice que el seguento esti —
orientado.—

VECTOR, es todo segmento orientado; el primero de los puntos que lo determina se
1llama origen; el otro punto se llama extremo del vector; la orientucidén del seg

ento determira su sentido.—

{4 = Vector
P

n

MSdulo, longitud del segmento orien

e ////// tado que lo define
o . :
\///// .+ = Origen

~ = Extremo
-~ Dos vectores son iguzles cuando tienen el wismo médulo, la misma direccién y —
sentido,—

ADICION Y SUSTRACCION DE VECTORES,.-—

~ ADICION DE VECTORES,.- Para sumar dos vectorescéy /é se procede asi: A purtir —

del extremo de ¢ se lleve el vector /é y el vector cuyo origen es el origen ——

de & y cuyo extremo, es el extremo de /& es el vector suna X+ /b

0 también a partir del extremo de /6 se 1leve ol vector < el vector que tiene -
por origer el origen del vector /b y por extremo, ¢l extremo del v ctor & es el_

vector /6 L J de lo anterior se deduce que

d[-!-/é'—'-/b-l-dz i et ed)



rl=2==
DEFIMICION,- E1 vector suwma de varios vectores, cs el vector que tienme por origen

¥ extreno, respectivamente, cl origen y extremo de la poligoral obtenida llevando

un vector & continuacidén del otro.—

SUSTIACCION DE VECTONES,-

5 ¢/
Daco un vector ‘< sc representa por - /& el vector opuesto, e¢s decir: -

tiene el mismo mddulo y direccidén, pero sentido contrario.-—

L. diferencia (7-/4 es igual a la suma del vector 77/ y tal vector
.

opuesto a /é} /

/"I/é.-

/

Setu,, ]

Cjz;/,éﬁ—vdos vectores
STy a) BT escalares

S¢ curplen las leyes:

Ia Vo] (//7 :_’5'7/ = L-’//"') ay)_‘////,'/!/ (ﬂ

b gy stb +a D ~(#* L]

//

s

11 7 /é_) = AO 4
Illa (.47) - D ) = 5 C2F YT
Ite, — (@ */5) — % - //J

-.Las leyes que gobierman la adicidn, sustraccién y mltiplicacidén de un cs-

calar por un vector, son idénticas a las que gobiernan las nisnas operaciones de

escalares en 4lgebra ordinaria.-

o UK )



COMPONENTES DE ULl VECTCH,~

~ Componente de un vector en uns dirceeidn, os la proyeccidn del vector en la

direccidn ecstablecidsn.-

- Sean ( 0, X, ¥, Z ) un sistema de coordensdss cartesianas octogonales de
; : 2 = 2 ( =
origen O, y ejes X, Y, Z.~- /2 )(,_._ 32 Z'z

N
N
/
.

X
d, JL J&, vectores unitserios en direecidn positive de los ejes x, y, 2z, res
pectivamente, ~ (VEBSC&BS.~}
Componentes de O 2n log zjes.-
Ay = Xo - X4 A, = b e ) - Ay = Zp = 24

A = Ax u + Ay_U'-/-AZHi

-~ Los versores :f,,ﬁ- = ser4n positivos cuando al girar /. hacia 4 en el_

m

del reloj reproduzecan [K

w

sentido contrario a las agujs
L

{//ltw

I Ik

PRODUCTO ESCALAR Y PRODUCTO VECTORIAL .-

~ Producto escalar.~ Se llams producto esealar o interno de dos vectores

Cl;//é al escalar obtenido como producto de los mddulos‘haéﬂ‘y /b por el eco=-

d¢o por los dos vectoes

seno del dngulo form:

) a.lb = AR cos O

donde i) dngulo formedo por dos vectores, A y B sus médulos.-

- De lo anterior se dcduce aues
a. /b = b, &

iuwego, la coundicidn necnsnris 7 suficiente A3

pare we Jdos vactores sedan pore-

i

s roduets ¢escalar gsea nulo

]

rondicvlares s nus Su




1 3. ﬂ k.iK =

no.ow
W J =g k=K. =o0

1 = /Ax it -+-Aij+ Az ‘K)- (BX I +5y -‘j + Bz ”()
A. b

-8
i
it

H

1"

Ax Bx + A)/B)/ + Az Bz

A = feosek G+ A cos [ 4j 4 Acas 4" [K
_?.~ ( Cos o L + Cos @.’J-}-Cos :K')K}
versovr en diveccion de (&

- = |In

PRODUCTO VECTORIAL,-

- Bl producto vectorial del vector ¢ por Aé es el vector @ resultante, cuya_

direccion es perpendicular al plano definido por 4%3?045 el sentidg,el de gi

ro de (f hacie Ag através del ncnor dngulo entre ellos y su magnitud el pro

ducto de sus médulos por el seno del dngulo entre ellos,-

a = AB 5Sen O

-~ De lo anterior se deduce que

aa x /E, = - /k) x CQL

~ Para que dos vectores tengan la misma direccién (con sentidos iguales u

opuestos) es condicion necesaria y suficnete gue el producto vectorial sea

nulo

A x lb = (A x LL +Ay\.§‘} " 4+ Az lk))((BxiL.;.Byui.*_E;'k)
a"”’=(AVBZ—AKBy)':i.+(/-\sz'-Asz) j-&—
( A x ESY "/Qy 532_) !f(

podemos poner:

iwx it =z 1) x vy =lkxlk=zo

-

|\<j Ixlk = =Tk x4 =0

~—
—

=
K
e
1t
!
.
X



A x lb= Ax Ay Az
{VBX (37 Bz

PRODUCTO MIXTO Y OTROS PRODUCTOS, -

PRODUCTO MIXTO

Y :{Clx lb). © =(¢YC’1) - 4= :-'(’bec)-a

e indica el volumen de un paralelepipedo, construido sobre los vectores, una_

vez llevados a partir de un origen comdn,~

Triple producto vectorial

Ax (lbxc)=a-(clb-lbe)
:(C/?/'cf/{/é —(_4[/5)6

DIFERENCIACION PARCIAL ~ OPERACIONES VECTORIALES.~

Si en una regidén del espacio, a cada punto de ells le corresponde un valor de
alguna magnitud fisica, la regidén recibe el nombre de campo.3egid que le nagyi
tud sea escalar o vectorial, el campo se llama también escalar o vectorial.=-

Supongamos una regidén del espacio, cuyos puntos estdn determinados por -
sus coordenadas P (X, Y, %) respecto a un sistema cartesiano ortogonal, una -
funcién F (x, y, z) definida en 1la regidn)se llama funcidén de punto 0 esca=~~
lar.~ Si

0}

r = radio vector del punto P y

f f(r) a cada valor de r le corresponde un punto P y por con-

siguiente un valor de f.-

Se dice que un punto variable P tiene como lImite a un punto fijo Po, si
la distancia PoP tiende a cero. Se dice que una funcidén de punto es continua_
en Po cuando tiene un valor definido en Po y tiene a ese valor como lImita --
cuando P tiende hacia Po.-

Condiciones analiticas para que7[7P} sea continua en Po son:

a) Que f(Po) tenga un valor definido,

b) Que a cada valor positivo é?f corresponda un ndmero posityvo<;w

tal que

, [/l' (p) - £12)] < é siempre ques
prLd



La condicién de continuidad para una funcién vectorizl tiene ls misma --

forma,~

GRADIENTE DE UNA FUNCION DE PUNTO,-

Sen ¢ (x,y,2) una funcidn escalar definida sobre cierta regién del espa

cilo y que admita los tres derivados parciales.-

El radio vector al punto variable P (x, Y z) es Q

(f s6p = X + 'y 4 k& =
dr = .t J]d){ + IKdz

dir
ir
x'g @é
95 gfd - ¢ J)’ dz

3i la variecidn se toma en la direccidén PQ

ldur\

de = (J
y d¢ _ 94 dx ’305 dy 24 . o=
ds T Ix ds 37 "ds =2 ‘de

es la derivada de @ en la direccidén PQ.-

Si multiplicamos

= (@24 L 2¢ jr kD) (ildx 4 T1dy + Ikde)
3 D) 27
;!5 Qé C],(_,_/aé d + @ ¢Az entonces
ox Y —c),
= (12240244 1k 24 |, di
X =
la cantidad
grad é = D 4 U ?i+ [k 2 ¢ —  gradiente §
o X . oY 2z
V¢‘(“§-—+U-€%(_+\\<§TZ:) ;;5
= 2 2 =
V= H/_D_;_ e H<_a—-——-L




-7 =

:7 operador gque designaremos como NABLA,-
largo de ¢ (x, y, 2) = const, (b =

bien, en una variacidén a lo
cada vector d\f _

Ahora
Y7¢.chEO gue nos dice que el gradiente ¢ es perpendicular a
en la superficie en P, Por consiguiente, ¢ es normsl a la superficie ¢_:

constante, que pasa por P y estd dirigido hacia el lado en que ¢ aumenta.-

PRODUCTOS CON EL OPERADOR \ (NABLA)

Sea

V=2 i+ 2 4+ 2 Ik
;;;x ‘23)’ aZ
\V :M + V. U + W “‘ donde \\/ puede representar en cada -

punto del espacio la velocidad de un fluido en movimiento., Es decir, \J repre-

senta un campo de velocidades, donde sus componentes las suponemos funciones -~

derivables de x, y, Zo~
TNz (i 2 45 B sk 2) W

X Y o Z

, > 2\ | Dw _

Vow = ’83 ¥ %‘Sé‘ + ,:é"\ﬁ' i divergencia de Y

Para explicar el significado fIsico de la divergencia, consideremos un_

punto P (x, y, z) un paralelepipedo elementul que a partir de "P" tiene las --
y de longltudes dx, dy,

dz, asf - /\Cz o 72)
dz /

a los versores 4 ) \/ /K

aristas paralelas a




l=8=

Considerardo la cantidad de fluido que pasa & través de las caras normales

al eje "x"
a A
- s W o) Ly
/
L. cara opuesta cuya coordenada es mayor gue la artcrio en dx es:

/ . s
‘ \ ) S A
LW (Bocde ogro)Syed = £ WX 4, 2l F jfel
_ , ’ N _ﬂ} e
B G o (e G, T D Cp TG
2 /(:(- « NP ,y/‘ //-' e /-/ o < dﬂ{, ¥4

y ¢l flujo total a través de esas dos caras es la suma algebrdica de esas cantida

des - simplemente:

e " o D4 _f o \_;3 (\ Wi ) g" T bkj ’_\r_,’ £ (’7/3
o Sy = - — D o Vor R— EF LD /_/ 7 2
> DU / D€

igualmente con los otros pares de caras normales a los ejes Y y Z song

B P R y 4 < :\ N/ il 18 e
f[ « == &2 &y e w S Sl Sep T 2
! L"_)LI o S e /
! 2xih
! Vs S e EX
S VA / e e (X >
. B~ Tuay <% =)
aps N
-‘ ! ‘AA Vi
- o (P ol i
i —ud ) ,/ =2 T |Gl ER
s b o 2¢ o2
)
&

Que e¢s el cambio del fluido a través de las caras del paralelepipedo en la unidad

de tiempo.,— Si esa cantidad es por uridad de volumer tenemos:

DN > 2N A JE =
N\ = v == =4 j e ’
D« R4
i -
? - et =
= e, § - N /
=S LI Cé L - %7—— —t- -5_'"_-;—‘
e ;“ = =N i S

es decir: la diversencia del veetor w en gl punto P es lu cantidad de fluido -

que se crea por unidad de tiempo er el volunen elemental correspondiente a P~
Evidente que si - es negativa se consume fluido en el punto, hay -

un desaglic o sunidero y si 7.\ es positivo se crea fluido en el punto, hay _

una fuernte.—

si

Nole Wt 0 ¢l fluido es incompresible,—

E L ROTOR

- o i /:_\_ '_’/ _ _Q:L \ = ti;'. —::; L:'__ o \2‘"’[: \ s H’_ E"-;;'*/’ ™ Eft)
N x\Y = A ( = e ) ._.B (\ o @ X DA OL/
} “ ™

===I=I==:=9




W A%
Vx WV = 1 0 9 2 = rotor W/ o
- =z
i T\T -a\)// 3\] Vorticidad, -~
donde 7 - ™2 w4+ 2 \U + ._’9_.. IR
D w =Y o7

W o= Uu o+ V‘J + WIiK
- Intuyitivamenté podemos dar el significado del rotor; supongamos un campo de _

velocidades como ¢l representado &« continuacién:

WV

\V

y O

\

cualquier parcela colocada en ese campo, girard en el sentido contrario a les
- agujas del reloj, esto quiere decir que en "O" el rotor del campo es dis~-~
tinto de cero y su sentido es normal al plano del dibujo; hacia adelante- el

rotor podemos darle otra interpretacidn,.-

1 | _ u=-Wx

7

& / X \/::-\-\/‘13

vol, angular

R
&
i

U w componente de la vol, perp.a "x"




Esto nog dice:
Bl rotor del vector velocidad en un movimiento de roteacidn alrecdedor de

un eje es igual al doble del vector velocidad angular.-

REGLAS DE OPERACION PARA EL USO DE U W., ¥ x APLICADO A FUNCIONES ESCALARES
) Ve

Y VECTORIALES.~

1-V{u+v) = Vu+ Vv

2 -V, (14 + W) = Wi+ 00w

3 =Vx (IU+w) = Vx JU4 VxWw

4~V (uv) = vVu4uVy

5-Vo(uw) = VU WVW4uVW

6 ~VUx (kW) = Vix W+UVxW

TV (W, W) = WV M +WL T W+ Wx [Ty W) $1Ux (Vx V]
8 -V, (WX W) = W xi)-1gh, Vx W

\O

~Ux (WU x W) = W ViU -\wW U - 1.7 W U T w

10-Vx (Tx\w) = 9w v-W VW

11 r-(Vx\V)x\\U:V%(WxM? FWT W=7 (W \WZN
W \

EL LAPLACIANO, ~ V,Z(?

Se llama Laplaciano de una funcidén de punto jg (x, ¥, z) a la divergen
cia del gradiente,-~

VY

gradiente

2
= Laplaciano ¥y es un escalar
] splaciang
vEYy -2, U '
oxZ z 2¢ . T -
VxV ? = O el rotor de un gradiente es hulo

V. Vax\v

la divergencia de un rotor es nulo,~

LAPLACIANO DE UN VECTOR.~ Se llama Laplaciano de un vector W al nuevo vec--

tor definido

Lap. W= V(7 W) =Vx (VX W)

DIADAS Y DIADICAS.~

Una expresién Ib formads por la yuxtaposicién de dos vectores sin que -
entre ellos exista algdin punto o cruz, se llama una disda.- La suma de dos =~

diadas o tres diadas o mds diadas se llama una diddica.,-
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TRANSFORMACIONES LINEALES.- MATRICES, -

~ Sea Rp un espacio de dimensiones "P" y seanXti (i =1, +...p) las coor-
denadas de sus puntos; andlogamente gean Q% un espacio de dimension q ¥y 5(
(h = i, ..q) las coordenadas da sus puntos.-

Se llama transformacidn linesl de Rp en Pg’ o tods transformacidn de los

puntos del primer espacio en los del segundo, dcfinido por las ecuesciones li=-

neales y homogéneas de l= forma
P

X1 = Z Alh .X.h (i=1, 2,.-..,q>

h=1

los coeficientes de Aih son constantes y forman la matriz.-

11 M2 Ap
Lome thpq App Aop

Aq' liqz qu

Se llama transformacidén lineal producto B.A a la transformecidén lineal -
de Rp ¢ =7, obtenida como resultado de verificar sucesivas trensformaciones
Ay B.-

Las ecuaciones de_esia

__E rain
—t 2;_55

sformacidén producto, swrin:

CZEZ )(h (/kf- (2 - ’Pj

4‘_— / =t
foe - [—511 Ci2 C1p‘_—
C= B.4 = 1 €29 Coo Cop
L_?r1 é;; é;;;_——

con C1J =
z é§¢4A%;'
h =1

La matriz C de la transformacidén producta se llama Matriz producto ByA.-

~

OBSERVACICNES., -

1)

Dos matrices son iguales cuando dan luger a la misma transformacidn

linealy en consccuencia cuando tienen iguales todos sus elementos.=-

2)

51 una motriz tiene gq filas y p columnas, se dice que es del tipo -

q X p. 51 €}7E)9 la matriz es rectanguler y si g = cuadrada.-

Py

Para gue el producto de dos matrices B, A estd definido, es necesa-

3)




rio que si B es de tipo r x q ¥y A sea del tipo g x p el producto serd del ti-

PO r X D.-

e B d |_¢ 3x 2 .
Ly by g3 l 1y Pio
ch | boy Agp los S 1 Po1 oo
'l 434 ‘\*32 _!123 }_iﬁ b32 ]
e 3 b4 2
LR e R T Ly Dy ik ihyot ool il s s
Ay B= o4 b11 + doo b21 + A25 b31 A21 b12 + Aoo  boo + A23 b32
A31 b1' + ABQ b21 + 352 b31 A31 b12 + A32 b22 +i¥33 b32

Se llama matriz transpuesta de otra a la que resulte de permutar sﬁs fi~
las por columnas.-

Matriz unidad dee orden "n" es la matriz correspondiente a la transforma
¢ién que hace corresponder cada punto en . mismo entre dos sunaclus de la --
misma dimensién "n'".-

La rcpresentaremos por

1 O O.ll"' O
0 1 Qeewa o O
gg% 0 0 levess. O
0] 0 D snmain X

entonces Vzale
%

AL =FA-A

PROPIEDADES DE IMLATRICES. -

a)- La inversa del producto de dos matricedo.da. la férmula.-

=
- v AL} - ?1-1 - “-1

b)= La inversa de la inversa de una matriz, es la matriz primitiva, -

oop o= =é?
FAPWAY

c)- La inversa de 1la transpuesta de una matriz es igual a la transpuesta de la

inversa,-

—memu13



MATRICES SIimTRIC.S ¥ abTISThATRICHS
A s el
Lha Tetriz cusirota Ue sirlivica: Si

Toda matriz cuagdrada es siempre la suma de una matriz simétrica y otra antisi-
métrica

Producto esecalar en forma de matriz

a.lb= Ax Bx + Ag B_tj-/- Az Bz

1la podemos represantar asi

Ax Ay Az Bx

— - By~ =~ Ax Bx 4+ Ay By 4+ Az Bz

Bz

PRODUCTO VECTORIAL EN FORMA DE MATRIZ

Cx = Ay Bz - Az By = OBx - Az By + Ay Bs
Cy = Az Bx ~ Ax Bzz = Az Bz — 0 By -~ Ax Bz
Cz - Ax By - Ay Bx - Ay Bx + Ax By + OBazz
i Cx , ' 0 -~ Ag Ay ‘ Bx
i Cy = | Az 0 - Ax By
Cz —Ay Ax 0 Bz

*'Una diada se puede representar en forma de matriz asi:

8 =1 L= 3
Ax Ax Bx Ax By | Ax Bz
x / b= Ay Bx By Bz - A&y Bx Ay By Ay Bz
Az | hz Bx Az By Az Bz

alb+ |ba
Dijdica mis completa tiene nueve términos y por eso se dice que se representa

en forma de nomios.-

— 14
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¢.:'WH ity o+ M2 i g4 My ik +
Madd U4 Mag ) 1)+ Mus il ko4

My ki + Maglk 1] Mas K gk

™y v i

o Mo g
M, 1\~ Myy Moy

- ~_ M13 y M31 elementos conjugados
M M M
31 32 33 .
™~
~a Elementos diagonales

Las diddicas correspondientes 2 dos matrices transpuestas 8e llaman conju-
gadas
g # M
si se cumple que
# = fc  son simétricas
¥y es antisimétrica cuando los elementos diagonales son cero y sus conjuga=

dos opuestos en signo

e - cpe
/
Una diada actuando como prefactor es igual a que su conjugada actde como -

posfactor

En la diada

es antecedente
consecuente

Factor idéntico , €5 una diddica que aplicade a un vector da ese mis-

N

mo vector

;? = W odo4 ) o+ Ik Ik

f.ar: \r ar.g:ur

é? es una diada simétrica y da lo mismo aplicarlo como post o prefactor.-

LSCALAR Y VECTOR DE UNA DIADICA,-

Sea la difficac:

gﬁi:ﬁ/m 4 1lbin + € IF
e &
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el escalar es:

'

.= adm + teoin + €

el vector es:

A

0, = AxIm 4 1t in ¢+ CTxar

Si una diddica es simétrica SZ% =
v

En una matriz

11 12 3

Moy Myo  Mog

M3 ’ I‘-'I3 5 ]'.VI3 3

Se llama:

I.‘111 * M22 * M33 = ? invariante lineal de la matriz
I W v | !
‘ Mg Mo [Ny M3 Moo M3
Moy oo i Mz 4 Mz3 i Mz o Mzz | = ¢2 invariante cuadrati-
‘ - co
Mg My i
|
Mp4 Moo M23l= ¢5 invariante c@bico
M M M ‘
RETIRCT 33 |

TEOREMA DE STO kES.-

Tomemos un 4rea muy pequefia construida en el plano ( x y ) cuyos lados =-=

sean paralelos a los ejes. En esa 4rea tengo definido por ejemplo un campo

de velocidades, -

Calculamos la circulacién a lo largo del perinetros

Siempre “Y_/ X VW = df = rotor = vorticidad
e 7 :
C)qu-dY*-Uify"‘lKJZ GCtu+ /%Cﬁ/k
C = circulacidn, -

Vy 4 OVx CJV

Y
=)

Vv oVY.
= = dx

i = X,




Por ser el 4rea pequeiia podemos porer

N ~
C=Vx.dx+ (Vy+ <OVydx)dy— (Vx+ < Vx dy ) dx + Vy dy

= x >y
C = (/Q\Iy___fc) Vx_ )C}Xd&?
ox DY

v =i s

/”
W

compornernte z de la vorticidad
dx dy = ‘szl = &rea normal &l vector

entonces podemos decir rue:

Cx = QXJJ;;

Cy = g 0? sumando tengo
Cz = az ddz
C

(
CJCj‘es perpendicular a la cara

oblicua.-

Li circulacié» a través de una cara oblicua, es igual a la suma de las ciy
culacidéres de las proyecciones de esa cara sobre planros coordenados.—

5i la superficie es alabeada en el espacio.-

Todas las circulaciores internas se anmulan o restan y solo quedar las exte
riores,

entonces:

jD/\\/, C n’:!é(q, JJ

— 17
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QUE ES EL TEOREMA DE STOKES

" L. circulacién a lo larzo de ura curva cerrada de un campo vectorial,es ——

igual al flujo del rotor de ese mismo campo a través de cualquier casguete ue —

tenga por contorno la curva dada'.-

El teorema de Gauss relaciora la distribuciér de divergencia en un canpo -

vectorial con el flujo a través de urma superficie cerrada.-—

=

Ve s

Consideremos ur paralelepipedo con sus aristas paralelas a los ejes coorde

ncdos .-

Lo drico que mos interesa es saber la irtensidad del flujo a través de las

caras del paralelepipedo.-

Causzl= ( vz + @VZJ\Z- vz ) Cﬂ(cf;’-{-
= i A
(vx + 'ayxd(:«—Vx)J;/Op}
22X

(vy + ?Vyo{z—vy ) <[ZJZ

= .
Caudal—(@\/z + D Vy 12 DVz 9 chl[\;’;/z

o X Y =z
Q = Vs “/é;;é

Q = “('Cyéf G{}; — diferercial de volumen

Caudal=L/zj V. ¥ Jézé\\(.:f@'
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tme es el Tcorema de Guauss

Jé V. W o[é :/;\V- Jm‘

Si se cumple:

Vxlh=0 |lh=Voc  en este caso se dice que “” es un vector la

melar,- o
S5i YV xW #0 o sea que\V # V?S pero se podrd encontrar bajo ciertas con

diciones ur escalar /, 1llamado factor integrarte tal cue

VX(P\V]:O en este caso

W = _l__v¢y si hacemos | ;o(Obtehgo)J \V:err\tornces
F W = 7}!__ Vo-oL VP
’ .
en este caso se dice que \Y es doblemerte larelar ¥y el vector rno es irrotecional.

Se cumple V(VX\V):O

Vectores soleroidales curple ri

$=VO<’>< \7}8

V. $= Vx (VXKVB)~9e<.x7 3 = ©

Vectores solenoidales V. ﬁ = 0

| i

! ! P g

! VN o

| * f Lo 3

N7 !

2 2y -V,
| | A

| ol |

!
|

El vector solenoidal tieve la misma direccién del tubo formado por las su-
perficies ©{ = constante /3 = constante o sea la direccidn del vectores la misma
0 paralela a la de los tubos.~ Donde ¢l tubo se emsancha, el mSdulo del vector -
dismiruye y donde el tubo se argosta el médulo del vector aumenta, de modo que el

flujo del :ctor es constante.—

Em=e====]0
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CASO DE Ls ACELFRACION DE GRADIENTE,-

G:—pr

VX g == VOC X VF 75 0 S5i V0< no es peralelo V/;;,, es decir cuap

do las superficies de igual =< se cortar cor las de igual p, los tubos que for

war las superficies de ~ y p corstante, formar tubos que se 1llamar Solenoides,
er este caso el fluido se llama baroclinicc.- Cuando las superficies de =< y p
son coincidertes y paralelos, se dice que el fluido es BallOYI.OPICO,-

Cuundo o< = constante en todo el campo

5 P
Voo Q,? - 0
el fluido es homogéneo,—

ECUACION DE CONTIMUIDAD,-

Sea una regidn cualquiera 70-/.

densidad

O
"

M = misa conterida en O

TN " -pé

//] /’/

j /

[ %/
'awgfgﬁ J; @)
2t M 2w of 7

por otra parte la variacién de masa con el tiempo en la superficie

28 pvdr  a

E),_{L_:-I/;P\V.@/f:—év‘{f) \V)C{\; @

| ]
-

<

ialondo Q) y (3) temeo

/;—@fz—Jz’ '—/; 7. (¢ V) dz

Suprimiendo integrales tengo




te

t

)

S

AN

(.‘_

V

Ecuacibén de continuidad de la masa

er su forma local.-

/a€=-v..(p\\1)
=1 \
2 - _\w.vp- PV W
24
2L wv P=-p ¥ W
o1 |
dP - - Pv. W
dt ‘P
B - o oAy

e
=

Clgﬂoé a/pﬂ)’)m . ‘:/'57)7?
C['t - \-d_,t__/ dt
Yo
L dec_ 1 de
o< dt T € Tgt

comparando (4) y (5) tergo

3 des o uw
o< dt T

ECU4CION DE MOVIMIINTO,-

Aﬂsf:: m (Ei__

aesarrollando =

v.(_p\\()

forma sustarcial de la ecuacién

(

EY
~

de cortinuidad.-

(5)

diletaciones relativas

4[7 = fucrza
m = masa
a = aceleracion
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1l

F=m

dt
/F > ‘i_(l"‘_‘i) variacién de la cantidad de movimierto con el tiempo
ce
@ La parcela tiene un volumen determinado.-
m\V = & S derivendo \V tengo
S Pude :

mg_\y_: /) A\v C'{é

’.

‘)1

H? j/oJ\vJ

= representa dos clases de fuerzas, fy y las de superficie ,}[’_5

{FV*‘/}I; f [OJJLV JE

=) it i para fuerza de grevedad solamerte actuedo en todo el vo
FV —.‘/‘/‘Dﬁ dﬁ -
S

lumen,—~

::/\PCGF Para fluido no viscoso, ideal o perfecto, en la aual ——
T las fuerzas de superficie son Unicanente normales a la_

superficie.—

Por Gauss tengo

Pl - ) vpdz
Fv s /ﬁdw;,f /0(/ M/Q Cr“/

como se cumple para todas las c( la podemos eliminar escribierdo:

L J\v ()q VP

dividierdo por Ptengo / ‘ = oC‘

l d\\( = % - B vp Ecuucion del movimierto e su forna

e g sustzncial .-




]
[
o

1l

Caso particular:

Si 'S‘W = 0 aceleraciér rula.-
At

5_ oV O apliquénosle escalar |K
I

— (= < P Ecuaciér hidrostdtica
oz

FOFRMA LOCAL DE L4 ECUACION DE MOVIMIINTO,-

v AN TR
dt. ot

T2 W LYWW —Wx (Ux W) i qulx\v
i

dwv - 2W o+ v\v2+Qx\V
dt O

entonces

/Q\V,,_-!- O:IX\V’-'% V\\IQ:"V?S-—OCVP

PV _V(frL N VP g

m el cieo de un flujn permanente, irrotacional, de un fluido horogéreo,=—

e \V = o por flujo permarente
“< t

irrotacional q = 0 q x\V¥ = 0

1l: expresién

p o+ 4 (VQ 3L P= constente

Ecuaciérn de Bernoulli




FUMCION DE CORFIENTE, -

FIUJO DL UM FLIUIDO A TFAVES DE UM CILIMDRO DE FLFLSOI. UMITALIO.-
\¥

]

Velocidad targente a la linea de corriente
CJVr = vector posicion

r
tt = versor en direccién de /rr

in = " normal a C%:r

Caudal de =—olumep .~

dF = \V, m.cpr

e ST

W% \V. c{;r

Si el fluido es homogéreo e incompresible,

‘jzg‘dF =0

entonces:

dF

Por Stokes: ' .

ey

e x \\/"Cj;v/" = O
o~ r
{\f"/‘

! ./a" Vx (IKx W ). \Kefs  donde ds = d x dy

1lkds = vector superficie

]glkx\v,c/; : ;5 K (V. (v )-kds
/

jé KIK(v. V)ds= V. WVds=0 >
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I
Il

Para fluido incompresible

V. V=0

Lo integral (4  vale para cualguier ds entonces

/VY(\KX\Y),IKC\Q_O "

1K x \\/:—V»D

o —
v
vector Lamelar
y % le 1lamamos la funrcidn oorrientej¢ es la I5¢linea tangerte a los vecto
tores velocidad en todos los purtos qme ocunan las parcelas er un instante dado,_
es decir, es la fotografia del campo de velocidades en un instente dado,-
MStese que la funcidén ds corriente se ha deducido para fluidos incom—

presibles y bidimensionales y queda defirido ¥-icamerte para esas condiciones.-

Probaremos que

W= Kx VY

Para fluidos irncompresibles V. \V =0
T =Y. (U’\x v '%’ Lo V){) . Vx Ik - \K. _\7)(\7"7['
¥ v
@ O
IK es irrotacioral V x K = 0
VxV % = 0 rotor de ur gradierte es cero
Entonces V({ K« ¥ ‘,U/: 0 v

W = JKXT df pavo 1K = Vi

entonces \V = \7/3 x Y %’

Cucndo el vector \V se puede expresar mediarte la funcién corriente es un

vector selenoidal. Los selenoides sor los tubos forredos por las superficies
/Z = constante y % = constante

\V:(KxV?ﬂ .
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T e ] wi

u — couporsnte de la velocidad en el eje de x

dx Iy VY

P.

.
.

-

=
il

v — componente de la velocidad en el ejetjy

=
o
<
n
I
(.
L
<

n
<
Y,
&

|

3

. D ¥ = o

—_—

Y 22X

AL

"

ECUACION DI MOVIMIEMTO Pil.. UV FIUIDO !'EAL.-

= {\/‘D { \</ - 9 ) = Fucrza por unidad de volumer

\O (\\./ - = Y. Y = Tensor de ternsiones
X G )=vY P
Ve gz

—_—— e

El tensor Y se puede descomporer e dos partes, ura simétrica y otra artisisinétri
Cle—

Podemos descomponer el tersor de las tensiornes er dos tensores, uno que —-—
provenga del campo de presiores y otro del campo de velocidades, asi:

jD = tensor .ue desperde del campo de presiores

‘/‘/ i n " n 1" 1" " velocidades
)ﬁ? = idenfactor
entonces
1/ //‘ . - -
= *'/Lifé’ is tr~po ¥y su variante lineal eS cero.-

~ _

En cuanto al tensor:]ﬁ podemos aplicar la hipétesis de VMAVIER STOKES, que_
corresponde a las tensiones tengenciales, Supondrerwos que va ser proporcioral al

tensor de deformacidn, provenierte del campo de velocideades

éirﬁ::;; Z) D = tensor de deforrecidn
/

1527‘ = 22/// D



- /lj fg? 4 2?/L’

Ls expresiér de D 1o escribiremos asi:

=1 ( VV + WV -2/3: g% )
enconde ¢ = V. WV

De = 0 el irvariarte linezl de D es cero

y=-/DZ:J.-/U(\7\V-!- AR -2/3»-?)

De 1& ecuucidn sereral

C{v-g)=vy

—t

Veamos por separado \/, Y

7.Y = \7(—/95 +/u{, V\V+\vV*Q/zf’§)_[
“(-PE ) =-Vp £ - P-——~

V- PE )= -vp

//[V. (VW + v v_%g;? )= A | V.Y W+ (V) 7= 2/ \7‘(@?)]

=/ [V v (Vw) -2 57, ]

! i

_// (V W+ 5 V2)

¥ 1c ecucciér de movimierto cueda:

V.Y=-vp+ // (viw + Y5 ¥ e

ECUACIOM DIVAMICA DEL MOVIMIZNTO DE U™ FLUIDO PEAL, POR UMID.D DE VOLUMEN,-

¥

(W= )=-9 P+ (ViVH)]39c)

Lo ecuicidén dirdmica del movimierto representa tres ccuaciores escalares,—
Incégrnitas U—v-w-:/o-;l)_-

Otra ecuaciér seria la de cortinuidad.-

La eccuacién que falta para resolver el sistema, terdria que ser ura ediacién ter—

modirdmica que ro contenga variaciér de temperatura, puesto que/L/ coeficierte de




viscosidad depende funduiiertaliente de la temperatura.—
Ep varios cusos, pure <l tivtaadents de fluidos sc degprecia el ténino de

la ccuacién de wovimienrto vae depende del cwino de velocidides (Fluico no viscwso).-

Z,
==

e
1/ [T% Cr o o B
M (VWi vae ) =o0 2= V. W
S/

¥ queda la ecuecidn de wovimdento.-

2w

) = L} - 7 ﬁ

/ (v- g ) V [
Ecuacidn e woviidento wdo Vale peie un fluiuo ideel; wvue vule peie up sistome de
—¢jes incrcicl, es decir yue se waeve cor velocldod constante

Esta ccur cidn J¢ wmoViinento no 8¢ MUCHE ablicel coiw E5ti, pucsto U noso

tros tonciios une ticrre aprowindcointe coidricoe, con lus rluicos .uc la rodean y
Si tOLLIOS €5t CCde€idn en ane cicrte parcele wel fluico HVGGWGS corsiacrel la
ecd cidn de wmovindicnto pere un Siotoie e referencia que estd fijo o le ticrra, o
SCa wOvidn onos con le ticrre, €10 ic tierre taidiln gire odredewor ao su cjeyde
Wenele uc ¢5t0 no seril s wuC ur .OViidento reletive, bdcsto wul respecto  acl
cje de la tierre le percela se moverde con otre vilocidad, ¥ ie ccuccidn de wovi-
mento si lu eplicaios no seric lo correcta, crtonces deberiawaos trobajer le ccua
€idn de woviidorto UC ak NCIyUC Vilpe w6 Fe C1 Caln0 ul 1o therre rotandn, tambidn
wllf terdremos wac utilizar un sistoia peit €l cdiel N0S Veilds & ontinder; une po—
sibilidud scric fijar ol sistone &l ¢jo Ge le tierr:é y nosotros referiios nacs—-
-tras ccuacioncs «l ¢je de le ticrre, uesde Juc:d Ue Ve e VOI VaFioClOnes Pele Un

observader gue estuvicra con ¢l 50l baeste e teibidn el ¢je de 1o tierre sc ruc—

Ve, PCro nosotros Somos licuitertes de le ticrre , eso ¢s 1o wue nos intorcse.lod

(¢]

mos elegdr vicn, cono sistema de referencia, el cje de la tierre y referirnos a _

¢s¢ sistema. Considerarcrios cuwl serfa la ccuccidn de woviiiento pare un obscrva—
dsr situcao en ¢l polo, couwo verde si fucsce vosible el wovindcento de 1os fiuidos;

veawos lus cificultides (uc s¢ presenten, ucesde luego, ¢l caublio e sistenw ac re

ferencia vara estu ecuaridn no ¢S neds uificil




Si tratamos de culeuler la Veric cidn individuul de une peicelie o pertica—
las G fluidc .-

Y1 2 o S et - R ) % 12 iy 0 L ' Y cag s o L . o =5 AT o
Qué sc crticnac por serticuli de £1uido.— ‘de de 5 Pronicw Qes funciicm el s cue —

o “ 1

aefinen une serticule 4o flaico sor tel ue 1o JoneiGed, Lo presidn, lo tuapereiu
Fo, SCan no depenuicrtes del volwaen ¥ taaoscu stun uehenaicntes ool Licdo vala_
intervalos de ticmno peGucicS.—

Si gueremos colculer le veriecidn individue 1 0 1a deriveds totel de esta —
parcele, tenelos wue Jo variacidn individuel sipnifice que seguiiws le treyecto—
ric e truovés del woviidento de este wercelt ¥ entonces Vo « depender del sisten_
de rcferencia, paXa un OLSSIVLLOTr Gltu. o sobre le superiicic e le tierre Va & _
Ver mover & este percelc con une ciorte veluciGuu, perd ware un observoeaor situe—
ao en ¢l polo verd el wmovimicrto e otra forii, €5 decir, «ue le aeriveae total —

e T a0y
b = & 4+ \V.V dcpenden

Dt ¢t

pora ese sistoue do referenclia wsocic

lel sistae de referencda. Valows & VEr gue ocurre —

~

£

o &l eje de 1e ticrri, este se Lle.e siste-
me absoluto, relative ol wovimiento refererte & un obSCIVWOL 71j0 o la therlee—

(o seie el moviidento roferido o lo su.wrficie de 1o tierrs).—

I = derivada respecto o Sus sistuna wSociude ¢l eje de i ticrre
Dt

(a¥
n

GCrivada reSpCeto o un sistau. asSocicda & clelguicr punto {ijo de -

ls G erras—

Iy
;
0)
{ o
=
<

Velocidad absoluts = W O

p —

™~
Q)
i“i'

W

|
Y
o=
=
N
<J

- Velocidad relativea

sl
dt T 2L
En cuarte & Lo variucidn lcocal, depende del sistens e referencic, pero pa
ro nuestro tipo de problaris no vamos & tenir dificultad poryue ie viriccidn de -
le ticrra cs constortc,.—
En cuanto &l cirpo de velocidad, la velocidud absoluta serd igual a:

Wa =Wy 7 X

dond y 7 .
s (L,/:_L/QXIJ’

L. velocided debe cstar en W = Velocided de wrrastre
¢l plino meridianc pare ser V¢ = Vel, reletiva |
perpenuicular « 1le vertical? ﬁ/ = Vel, de arrastre



Si qudisiéremos escribir, nos o V= =Vel, ineuder de le tilrra.—
Z//'f" = \Va = Velocidad ubsoluta
e
<7
:///" = ¥y = Velocidud relutive
At
Perce el mwvimdento wbsoluto
/7// ="—— r < x Im ?
bublésenos X rtido ucl oner«dor ?
L
,D - d » IZ X
TR B /
_/;)(_ ¢1 &
Li ccuacidn de ovisderto wbsoluto cs:
[ //,... ” . o
W = % PRl (V %1 ) W = tienc .ue scr absoluto porque su deduc——

¢ién perte de la 22 ley de Mewton cuc vele nara un sisterns incercie 1 y ponu
Wa - e g ( V. & /
. { s
d
W + 74 %q - O (V "7’ / L = yoluner especifico

Pare hollar 1o ccucciér de wovimicnto referido ol eje de Lo tierira tene:os

we haller 1o acelerscién \Wa.  wue o5 iguel us

Wa = Iz = ( -————r‘d 71.\./'Cj x y { We w )
Dt e

entonces si podenws caleuler Wa , suporicndo licito @l oweredor ( Ci +ﬂ7x)
eplicido dos veces ¢l vecter posisidén, es decir, Si ol opeircdor (C{ 4 i) es -
aplicelle ¢l vector derivado, pari €S0 ¢S necesurio prwlbar wue ia acelerccidn li_

pucao aescoblir er ure derte relotiva ¥ le otra de errestre.—

Suporierdo 1lfcito gplicar el :iswo operacor ¢ i aerivade nos va o dar:

—_— ; 7 . — ; /—‘\ 7 -
DWa . dwvr 3 d @y 25 Nry §2x L = V<x i
/ / o~
Lz C:/z 3// JZ = CO/)S?’/"”"/6
= divr + ¥
e Tl s Wr +92 x Wk +02x UL C_Cf/-/l— =5 V/(,/(x //'/
4 P4

1]

dive + o gD 7
= 2 Vv + X WU 7 '
. e e | - [ x e
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ft

Vamos & ver como poder
AY

[0S cutrculer /0

¢l

=t

} { tiene la

"\\:- . - VA )

~ ) este

. 7 [2 2

ticne le
,-"“; Py I e .
o e e o YL T U
1 Alg: CCmO.‘; L e 5 Y N N e o
direccidn nédulo

pero

]

L = £ |

(RN

_Q;;;y P ({i% <j1£;21A2:2 /

y sustituyendo tengo:

2 Wa
e

f:{/ﬁﬁ'
=4

¥ le ccuicidn de wovindento wucda:

/ ) P —~<
clivr 20 x Wr - v</44
c/é
Y deIudandd en uno solo les

Py [ i "“' L.‘ i
af ./X”;+_Y (izﬁ S /
s &
DS _\_b /( —/nf., ¥ pucdo poner:
2 %
A r +2 Jovive + V| ?24 = | =

'y
] S |
V % otencial ¢

le ticrra,.—

(&, -

E1l térimdino

\E‘Q‘ [\\l ‘\ :
B

A

c
o

puraaedo al cje ac

gircceidn

» ulrecaadn ac

en W5 partes

aceleracidén deb.do «

il o—

3
Le-

de ézf(de oeste 4

UN paleiCile—

v 2 Dxr-v (£ 12%%)

T Viiiz: Vs GV j?

e apeTeCe )/ TercCios

V. ¢

eritLt%{;o reietivo & an observaeer iijo

fucrsa centrfifuga

gravedud wbsoluta

acclerocidn relative
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Er la exproesidn d_e ~a ccuecidn de swviiderto Lickos raenternico el subindice-

ry pare inadcer 1o reletivo, 1O wuituranos, gntendidéndosc .uaec los pardnetros que

cPpalCCCn COrresponden & 1&s .icaides peri un observador sobre lu tierra y cs:

Yy
3

:i&L-+2iﬁd 1% = = V.Y
d't )

WV Z¥ExWV o L vdoekv Y D

iderzes actuentes debido & la presch—

cla e fluldoe.—
y— = tensor d¢ tensioncs

Li ccuocidn de moviuiento es por unidud GE iuaSie—

e

\‘ A 7 / i/' 3 o .
Couo , = -z o "iensor dido por ifuerzas tangenclalcese—
. (_‘ Ny 4
\,//
R e i
VY --VpVF @
P

¥y sustituyendo &£ en [/ tengo

P = T el v L v ) Ecuucibén de wovimierto
ViV & pec VP YV e
W2 Jdx ViV ES /- relotivo.—

et

— El término o< V‘_?/se sucle desyreciar on fluidos o sea jue sc suponc —

viscosidad iguul o O.—

DESCOMPOMER. IA ECUACION DE MOVIMIENTO,~

TEMA: DESAREOLLAR LA ECUACIONM DE MOVIMIEMTO Y DESCOMPOMNERLO EN SU PARTL HORIZOMTAL

Y VERTICAL,~

Lt terne e user

De la ecuicdidr de movimicerto
' —t
i S e 2 _ »
W - . -—/’,K \V T N\ l[ 4 Moo - 7 jf




\./ = o ' W, = estd en el plano 4 - 4

]

+ en la dircccibn de |/

\ S s /
R B = LT +( y X
\ ‘/’ = ) = DN I /( \A\ wal J= N ; __!_ | Vi A ! b
A 1.2 2N =
Explicacién
rj !
gy A \
# e ) ey s
- : = * f . v L e 1
¥y e
oA ral = 7
) = : R e
4 e A L \\/ . NS AL/ }
- =
A =k
; / fo. .
L Sl i S = ). T ws
s . a ;
' e + i P/ W M TN K
; -3 ]
g = iz
= i ‘ 7 W e o+ \RAME = N2 Y
= -
¥ yueda
"’1.' | 7
= z, -;- A £ 1 = i
Y/ L7 N e

\
.
oy
™
e

de

o tierra,.,—

La aceleracidén del movimiernto sobre la superficie de la tierra se puede des—

componer en una aceleracidén tangencial (subindice) y otra er la direccidér del cen

tro (centrifuga

- ’/" -'~j'n‘ £ ) \\A\!-')!'- ) y Y LT A AR vy
\\ ;o= i‘fj 2 ’./ /.' ey =t /’:-'i_- = — / ~ NS Wy NS
d l = / T / _,-”l 4 b :
AL Sy
poderwos porer para movimiento horizontal, la ecuacidn
A 7 .

e ” /"I | NS - ) i 3 > — i = url ;:/f
[ / — 1|/, = 2 a £ 1\ ek \ ¢ Lo, =
L of / 37 = ' { ) 4 # !
S 4 2 s / /

Sy / . ~ : 3 ~ - 1 0
Lo mé&s comin es tomar 7 [ (componente vertical de la vorticidad de la tie-

smmm==e=3 3

rra o
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e S Y. £ S FI )
CD...:}‘./'-JT‘_‘.;“‘_\A‘.‘ Vi LJ_C_:'_ g 18 ecualtlor Of 8} irLent 3 flu :.—
5i el rovimiento es nuranerte horizortel

/

l = 0
ALt ,

Z
N
\V H = )
T g A > :

2 f<- ¥ = despreciable,—~ ../ 7.\'» ‘

et oy ) e

"'_'-L.’:—j‘l v D P - o< / hY '7 el //(-‘

g e =Sy \ :

P e e
BCUACIOM il VOCRTICIDAD .—
s S | iy e o e e el S T o et L POTIRES
Partamos de la ccuwcidén de movimiento ern su forma locel ¥ «pliguéuosle el rotor
rotor
=i \\/ 1T 2 / ~ ’O

= 4-%7;;\v:~-.-,\/;\/=: e \7'
Ecuacidr de movirdento on formiz local, &pliguerosle el rotor

\Y :k(/"j\\/;C?h\vL\\/\V% —Q—CX/V/'())

i

‘ R i e Rpiiaia s
NALLCEeRD S CCITIING - LLITIAN0,

\7 x DV - 2 (P X\ ) <2 \7 en derivades parciales inter
2t =t “BT

R B e e
CAIDLAIIOS Qpercaores

AG W)= 7. (WG - ) = V. W g,y G-Ye G N-g.y V

R
o

<

Vx (FxW)= 9 VWYV G - T W
v - ) — ,% Y ‘\7 \V Z o pOY gor Totor de ur ggeaviderte

TN o s s e = 1 Bepgie o i
'®) DO ser rotor de ur vector laenelor.-—

Lt
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¥ nos gueda la ecuacidr de vorticidad

gg_:_q T/\\/%C;V(i/.ﬂ\’/’six = ‘

ANALISIS FISICO DL LOH TEIMIMOS,—

A -
-,-.. £ = » . . o R - v
e— 7 = variacion individual de la vorticidad
' Cﬁ = Y & — representa el efecto de le divergencia
- los tubos de vértice se expanden
si V-WV> O ‘p ’
disminuye la vorticidad

Si V W« O 1los tubos de vértice se dijlatan, la vorticidad aunerta.-—

?. V W ¢s el témiro resporseble de le deformacidén de los tubos de vor—

ticeo"

o

_ el i [

o A |

il |
gl T |
e |
o ’ | |
z |
_; |

! | I

W “w W A g
( f ‘
L | NS e—
q e e

De 1o arterior sc¢ deduce gue los tubos de vorticidad so» arrastrodos, cambiando

su orientacidn y su valor numérico .-

El térmiro V oL X ¥ p .~ Siempre que existe barocliricidad, el carpo _

de mase trata de entror en cguilibrio, existiendo rotacidén
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L
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117777~
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Pe
J fenss pe JG\.I ' o ’\!I = el
/ \ D14 if/ = - Consg 7"54/; te

S |
\‘L tmasi pesc Jo

CONMSERVACION DEL FIuJO DE I4 VORTICIDAD

i | ,‘ |
e ? - .
,’ﬂ/ ; Y ‘ /" j - mEn er p = CY €ccio N

&t = diferencial de tiempo
C//I’ = s¢celé» del contorno

(/Z = drca

/ A

a = 4rea porcial
/

/ . A/AI

. . s . s -~ 4 .
L. variacion del drea estd definida por —/——— = Ay

7Y
77
&l A - ALt Wx dp

Cclcularernos ‘C///J— - L/[Z‘ H/X‘ ////

@ f”/x C,,,._ -(%AC///"'X W= ~//O/E/,Zx\7/x\\/ @
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Lo anterior es por una consequencic del teorax. 4o Stokas, neble wctda S0~
bre \V
Deduciremos sus corsecucncias.—

Teorema de Stokes:

%\V.Uf;\r:f VX\VJU

hagauos d = W 2 d. = Corstunte

: N / 2
j{da/ﬁr :/v v QI .Clir= G_Vy (wi€ ). da
=

VUx (Wx€C)=C.VW-V.WC +WVV,C-W.VQ

es constante

\vv,<£:-07 ™
- C =

WY = o J
vy (k€)= C.VW-V.VT o

gg\\/xd:, O’Tr:SZgJI‘FX\\/,(ﬁ :J‘gf,cwx\v :fg’?'v\v‘vl\\/é)cgﬂ
(. 56 cﬂrx\\/:C.j{V\y,J((«V,\\/Jﬂr )

como (. es cualguiera lo puedo siiplificar tuubién:

(dev Jx W=V x (vx&w )= ¥ v.dT-v. wd'a

en la quc V' solumnte wctda sobre 4 y wueda la consccuerciu de Stokes asf:

ﬁ&er:ﬁJ@’xV} X \V
J
Volviendo a la ecuacién

Q.i/(O%x-V/X\v

Pare poder operar con un &rea difcrencicl suco el integral de lu equucidn ante—

rior,-

Cfﬂﬁr- (J@/xv)x\\/

ce=me=s== 3




Por la consecuencia del teorema de Stokes

JC/}.: Of(l( V.\V- J@Z,,V WV V. W =
da-ec da+vwv.da- o @D

j¢% <Z‘§/7 U/ YWV=@Q ®

(T)
multipliquenos /lgﬁa ) (CJ?Z ==

Q‘g’g,?-fj@ fVH/,Crdcf O 17/
At a

49, s B e ,
%»Cﬂf@d@% C/ZQ.V\V,-,Q(~QC(\@ (W)

Sumendo III y IV

1 L. Ja). @S
¢

Esta ecuacidn nuestro yuc en un fluido real, donde existen ternsiones visco

sas y barocliricidad, los filuuentos de vorticidad no se trasledan con el fluido.—

Ern la cauacidn wnterior (22' conticne
' )
Q) ==V XXV P +T x £ \7.]7/)

Si el fluido es barotrépico y no viscoso

@: O egntonces d /qd'Cfa )= 0
4

deduce que en un fluido ideal y barotrépico el producto

de la vorticidad por el 4rec es constante

qd Ja - constante,—

se conoce coro conservacidn del flujo de vorticidad.-—

BREVE ESBOZO

Ta lo antcrior se

CIMEMATICO DEL TRATAMIINTQ DE ONDAS,.-

1.~ Todos estamos familiarizados con la idea de onda: &si, cuwndo se deja caer

en un cstanw@e, lus orndas de agua marchan radialiente hacia afuera;—

al tocar el piuno vibran lus cuerdas y las ondas sonoras sc extierden por li. ha
bitucidn; cuando un. cstucidn de rudio esté transmitiendo, las ondas eléctricas
se mueven a truvés del éter. Todos estos son ¢jenplos de movimierto ondulitorio,

y tienen en comin dos importantes propiedades: primeranente, sc propage energic
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a puntdos uistantes, y, er sgpundu lugar, la perturbecidr ic.rclic. ¢ trevés del ie—
Gi0, sin wuce €ste en su totelided sufre aesvliczeaento erarente, nsi, las ondu—-
leciores se catienden iwCic cluere sobic un estengue lleverao erergia consipo,bpe—
ro, COn® DOGLCIOS VOr, ubS TVendu el woviilento de ur hecwdly cuerpo ifletente, el
dnte del estaenuue wiSia MmO s€ wmeve con lab onueS. In 1lus cenitulos sizulentes ve
reni0s (ue cCdeludier: we sec le neturcleza del wedlo que trersidte las ordes, ya
s€a el aire, unc cucide teénsa, un Liuuiuwo, un ceble eléctrice o el &ter, estes —
UOS PIOviCurdes u€ SUN CorUMeS o LOGOS estos tipos de iwviwderto onaulatorio, me
peruitirén relicionsrlos ertre sf, Estdn todos re;ides nor wra cicrta €cue cidn i
~ferercial, lo ccuecidén del iwvimierto onduleterio (véase )
5) ¥ la verte nateidtics «e Cale NrobLleue elslalo consite uerenente en re
>0lver esta ¢cuc cidn con leS allCuc Gad cunuiciones de cortorno ¢ inturpretar aes
pués le solucidn anrovicGenenta.—
2.~ Consideraios ane pertarbacidn gf yue: 8¢ DU pe o 10 Le PO ded ujejﬁ,con Velo—
cigaa Co Mo es rnecesariv indicar cunlicitaniente o o ué s reficre 90 pueue ser lé_
elevacidén de une ule de ¢ cue © lo reenitud de an compo eléciricu osciienrte, En—
tonces, puesto ue de 2eiturvecidn se muuVu,%/“ aenerue Ui X ¥ te Cuenuo t = c,f’
S\Ié ure clerte funcidr de x cuc vode.ws llavwr f(x) es el POIFIL DB O"DA,pues—
tO wUe 81 rewrlebinCeinos xrdéficaiente la eitdrbacidn %f iecaendo veriar x y ioto
srcfienos 1o orde vere € = 0, lo cur've obtenide Scre %ﬂ = f (x). Si suponaiws auc
1é Onde S€ DIOPe:a SIN Cambicr de Toluie, entonces avu-fotu;r(fia tnkda D un v©

wmenTO nostirior t svid iuéntice ¢ 1o e t = 0, Sclvo (ue ¢l peafil de onde SC hia

ot

EOVIGO une aistincle ct on la dirceccidn positive del cje Xo Si €OMI0S ur nuevo_
oripgun ¢n el punto x = ¢ct, ¥y 1llaios X ¢ 1les distencies metldeS « vertir Jdo cste_

Ori;un, ui wmemiie yue X = X ketcs, ertonces lo ccuc cidn del perfil we onde refe—

rido « ¢ste nuevo oripun serd

V £ (X)

hefirido el origon pracatvemente fijedo, este significa vuc

-5/9 = f(x = ct )

sta ecuc ¢idn vs Ja exwresidr ufs perercd de una 0nuce tue Se rideve con Ve

(1)

1ocldcd consiente € ¥ dan Ceiwd0 de foltia a 10 lersu e 1c ulleccidn p0bitive de

Xe Si 1lr Onde nercue en uireccidn ne: . tiv. , sit fore estd dede por (l) CoON ¢ Ceild

% = f(x + ct). (2)

Dlado de Sigvo, es ducirs

] 39
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= Jg =

Tl Gjoipie ule pemmilla oo tine oMo~ e aotlr eloea an Tu DDA LPLOTTS,, &= 1o
cucl el cerill ce onde €5 ura sirusoide. De moco ue si ¢l verfil de onda pe
re« t =290 ¢s

(F )t=0 =a cos ix,
entonces, pare ol ticuwo t, el despleZamierto O nerturv. cidn es

%’ = o COS il (x = ct). (3)

El velor wdxiuwo de lo perturbecidn, o scber, o, s¢ ldaw APLITD, L1 perril
de Onde se¢ repite o uistencias resuicres 2 x/ie Lsta distercie se ilesrw. LOM=
GITUD DE OMDn o Lo ecuucidn (3) podric por 1o tento, escribirse

7) = g C05 ?./;? (x = ct) (4)

El tiewpo .ue emplec une onae coiplete €n paser pol alizpdn purto s¢ llaa Phi-

- _ g7
FIODO 7= de le orGe. Se dcuuce de (4) ue 7 (3¢ =ct) uebe regorer uv
A b
ciclo COlu])lctO UuC Velores ol cwinniar € er Z e Do sucrte e

27
< y
z = A

. . = : .
Ls frecuencia & de Ie ona» es ¢l nlixro d& omdas wue pusSer en lo unided de

ticupo por aelantc de un obsurvewor iijo. Bvident auente.

—

L Ll * (6)

di are Ie. uue

C:/7/< (7)

¥ la ©guccidn (4) pucde cscribirsce on cuelydicra deé 1.5 forue s equd¥clentes

4 Z
;//: T cos 27 /7?—~2/ (8)

/
Algunas veces cunviene irtrocgacir ¢l NUMORC DIt O /4 cue es el miuro de

ONic. S Continiues cn le uniacd de distencic. DIntonces

K) = /"('/‘ (10)

v podeios ¢scribir lo couccidn (9) en L foivwe

L e SR A e (11)

i
]

a5 P e e ) S T [ - - ~
VL COupaloids WOS ONGeS 8Lk Jaentesd

b

acos 27 (-1t ]

I

7 CoS 2/2’/4‘%77&{55

{1
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Veraios udc ?/Z oS / s SedVo e QEld duSpleiade une WisStencia —~—

-~
3 =4 T, A / - < -7
g Co adeir, A Z Se liaie abl de ?ﬁ relciivVa % . Si 5—577;
27/ 27 € - '

4 T eees entonces el Gesvleeadento ¢S CXaClamwnle UNa, uOS seeess lOngitudes _
d¢ onde, y Girciu0s « u€ LlaS Ohdas ¢stan un ieSe; Si ( 7/377....-. entonces J.(,.b
UOS UNGas CSUAN ermet-uente lucic ue VHSC.—

Auique unc onde. PO Sea afnudnice, Si el oeriil de unde consiste en un pa——
trén que se repite Con repdlalided, las Gelinicioncs de lovsituu de onue perdodo,
frecucncie y ndnaro de onues 8¢ sigucn aplicerwo y les ccuccivnes (5), (6), (7)
y (10) son towbién v&lidas.—

4o~ S¢ puede gencralizaer la ccuacidn (1) pere tretal €l Cesu de onw s planas en ———
tres Giwensioncs. una OMDA PLAMA es ouuciia « (uc le perturbacidn es cwnstente_
en todos los puntos de un vleno Crezado pelpendicularuente a ic ulreccidn de ——
provegacidne Tal pleno s¢ licie un TREMTD DI OMba, v el frevte de onue se rueve
¢n le direccidn perpendiculer ol rasw con 1o veluCidal U4C propagecidn c. 91 la
uircceidn de propapacidn es x 1y i = i/ dorae (/ il 2N sun los cosenos di
rectores de la noruel o Cede frento de onee, entonces ia ccuacidn de los fren—

tCS G4E€ onue es
V2, 7MY+ Z = comstante (12)

Yy en cualyulel mOuenio t y e e ser gunsiante perr touos lus X, ¥, 2z yue —

Sotisfazen a (12), DBs cvidente wue

;ﬂ_—/(/z‘fmyw?z«cf/ (13)

€5 une funcidn yue Cunple tOdes Cstes conmdiciunes ¥, nu' 1o tantu, rewresenta —

Ura onGe blane (ue selCina cun Velocided con L Cireccdidn 1 2 m ¢ n: sin cwibio

asv fora .~

S¢= Le expreoidn (13) es une svlidcidn vurticuler ¢ le ecuc cidn del woviibdento ondu

T Ay T e —

directores, 1 I m + n2 = l. ¥ sC comipruciua rdciliwente (e /° sciisfa

CC o le Ccuecidn aiferencial (- )

g B L DL ity P 5

BE L U A

ESTA ES L. ECUACICY DEL MOVIMIL™TO OMPULLTUIIO (¢ ) (Llamade & veces Ecua—

(14)

(\\

cidn de Ondag, puiro no utilizarciiws ¢Ste frasSc pale eVitar confusidn con la iie—
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cénice OnGuletorie woGirmale.— Ln una dv las vcuacioncs Giferenciales wls ipore—
tantes do €ode la wmtendTica, pucsto quc represinte todos 1los tipos Qo moviiien—
to onuuletorio en aue le velocideda €8 cursuertes— Las exnresiones (1), (2),(8),_
(9), (11) y (13) sor touessoluciones i rticul res de eote ecuccidn. 4l estudier_
en los si:uientes Ceditulos los ciielentes tivos de mviimienio onauietorio vere-
M08 vue le ecuacidn (1e) cporece inveliauviciente ¥ ruescl: teloa COPSLSTIPS €n -=
elegir le solducidn eprovicde o nuestro probloie wvorticulor. Hoy ciertos tipos de
solucidn quc s¢ Cncucptren con frecuencic, y ulscutirsong olsunes de ell os er el
resto de este canftulo, nero antes de!l acerlo debemnos exporer una irmortante pro
riedad de la ecuacién furdamertdl .-
La ecuacién del movimierto ondulatorio es lireal.Bs decir, quc;. y ;s derivadas_
ro se presentan en ningura otra forma que la de primer grado, f’orconsigntient,,si

% \/ % son dos soluciores cuzlesquicra de (14), d/ 5/ + %es tanbién solu
cifn, sierdo ay] y ag dos consfentes arbitrorias, lListo constituye ur ejerr
plo da=1 PEIMCIPIO DE SUPEPPOSICIOMN, uuc afimin quc, cuande todas los ectacio—
nes pertinentes son lincales, podemos superponcr cualguier rdmero de soluciones
irdividuzles poerc former nueves fundiones que, « su vez, scn solucioncs. Con —
frecuencic tendremos ocasidn de liacerlo wsf.-

Un cjemple particulir de esta superposicidn, quc ¢s importonte er nuchos —

problemus, sc cbtierne swiande dos ondes arudnici s LUC wel'Chah ¢n Girecciones di
ferentes cor 1o misme amplitud y velocidud. Do este modo, con Gos vnueb Sclejan

tes o (11) de dirceciures opucstes, cbtendrenos

O o cos 27 (Bt theacos 27 (£xb?)

— /} /'_A' /7 gl
= Za cos 2/ /4 ¥ cos 2y nt

),

(15)

Esta se 1lama O¥Di ESTACIOVARIA par. distinguirla de las antericres OMb.S PLOGEE

N

SIVAS, Dcbe su nowbre ol hecho de que el perfil de onde no sc mueve hecic wdelan

te.— En efecto, ’f ¢ znula sieunre en los puntos pore los que cos 27/%2 o
& saber r—
,- i z 5

e o

dp " gp) 4 K .

es...0s Li5tos puntos

se llawar MODOS, y los puntos intcrmedios, eon donde la anplitud de V (es deeir,

& 2 - T 7 » 1 TR o bRy =
2a. cos 477/?91 ) es méxiiz, sc¢ llaan AMTINMODOS o VIEMTRLES, La distincic en—
tre rodos sucesivos ¢ ortinodos sucesivos es 1/2 % guac, on virtud de (10),

1a adtad de 1o lonoitud Gc ondie=—



Utilizande funciongs de onde wrudnici, seugjwntes o {15) belluios ondus esti~

ciorarius en tres dimensiones, dadi por

7: Zd cos 27(_/;(71/77}/7//7‘7/675 ";\—Cf

(16)

—

2

EY! cste caso 70 sc uyﬂ!_;.‘_. Sl\,x..pl\, on 108 ,,“m.m _L..; <+ Wiy + ng = - —'—4[ 4 —

[¢]
[
b
o]
B
{

3
o
E".

Z
-
L

7}
=
)
L
o
|

ceasesy $&Stes se
7o~ Vamcsg o obtener uhora algunos tipos especiclec de scolucidn de lua ecuacidn del uo-
vimiento ondulaterio ue wpliciremos « problenus especificos er ulteriores capd
tules, Pudanos dividir nucstros soluciones on dos tipus prirncipulces, quce repre—
scntan ondas estacierurias y pronresivis.—
Yo henes tretudo de las progresivis puri uni. ciiensidn. Li ¢cuwcidén & resol—
Pivs ?
Pt I
ver es < < sﬂ
e
S
- ST
% -
oHE ¢ Bt

Su sclucidn mfs wonmceral pucde obtencrse por un wlt. o debide o d%#lembert. Hace——
-+ =X #Ct g
Gy . Ontunces se comwrucben fécilnerte
(]ﬂ g ) 2 LL
yuc ‘a_io_ s¢ tronsforua en 2 2 éﬂ ) L’L sc tronsferiic en — ¢ f
9
2 X 5 £ ‘/ ”37}’ 2t =

< /4 5
= &4 ) <
*c s 7 se convicerte en ( 2 qg oo { -x-h:) / ) ¥ finalnentc_

»/’2 2 X* 2, @1, @4 ve
: 7 (i, -
27 2 (@

-t/ . 2
Se cenvierte cr ¢ - Lov "}-L/ + 2 <f7 o= Una vez hechos -

L Sur  BHT UZ

- . . — 2 { i
cstes cambios lu cecuacidn sc tramsformc en <& <70 _ 3 su solucidén gencrel cs

mos ¢l cawsbiv e variables L=X-

cLEln = f («)1 g (v

sierco f y g furciores crbitrerics. En las vericbles pridtives c¢s
) ’ - —
%://x_(f/er/X%\?f) a7)

L-s ¢ndi 8 arwdrices del 2 5¢n cusus perticulares Ge €ste, senuo f ¥y & coSC—
1 3

noss Les ondes £ y g iwrchian con velocidud ¢, or dirccciones ovpucstisS.—

OMDAS DE GRAVEDAD,— @ Sl

74 T e '

o

‘/.’ U Y f 5

e

77 ﬁ/’:o ‘ —y



:43::

fluido (1)
(2)

FIUIHO IDEAL
= gensidad de

0 - z x.—~ Scur
1t n

MOVIMIEMTO PLs

«mbos fluidos sor horogéneos, cxiste discontinuidad
5-5 lmbl‘;: ik

cidad nc caabia »i en (1) ni con (2); en
L o= vel, liicéa W) eje x = o 2D
n n X [ o
/
sl

fn
oy /'~,.,,’.-'-'.~

"
neriodo

\A/ =
de onda 1

densiced en S = S5.— Vorti-

iidctuc.cicnes de vorticidoed.~-

K= # & lon,
QL) = funcién de corricnte
i Irterface
Wos
((~/.
oo = dntroduclmos un. wmerturbocids de lu forre z = Az cus A, 1.~ E1 flui-
do es ircompresible e v/ = & Bl fluido irrotacioncl 7w = © luego adiid
te la funcibn de corrierte y poderws puner ~v/= < yi)& . tirbién
o D = J
NLE = b = Jlg}’ Vi, = T
: T S
==z /"- ~ \
W E5 - (2 -V V)
A7 at
(2) S B cordicidén sinemdtica resulta
;_\ C < (6
/ 7
hacer \A/ = K/
1. circuliacién - suporenwos continuidad en la

Pare la condicidn din&aica tonerws lo
i 1.'.ovii iiento

2 /l //

presidn er la irterfoce — eccuwcidn de

se ;
/4 - I
A \ .
(}D/U ( V= L_, / . ( a = ‘P
/ ;

/_. 7
. ’L/_I:J k{r::’

T s ,‘/—.:Z-— e

S ,Z) o AL

pers
L= -S| = KB Ly
Reo
é;l i %_Zﬁl:
; 7 ’ 3 _Z me=eredd




/‘«— /) /
—t =

=
’/ﬂ l/)/ purdictro de estebilidad.—
DY = 95 DIs (1)
,2 f— k ,_\a X
95 = CSZ tiene dimensiones de velocidad
AL

20 _O@
derivando con el tiempo la (1) y con "x" 1a (2) St DSx tenwo
Z % : / 5
@Z; 7T Oz reeiunle zendo con z = AS cos ZZ resultas
—{2 s PXZ
G o3
—"——0/ L = CEZK?A/S (3) siendo€= Cs £ frecuencia
/:. . d,-‘ 7

si para t = 0 As = Aso entonces resolviendo (3) tengo

e
~ - -4 f - .

- Fs = Aso cosgtcos £k | Habla del
i :

CallPO de laSa

con la condicién (1)

R i L.

(b) |
! %/5 s (S 4_50 sen f/%” /ZX

Hebla del campo de vorticidad

Veauos fIsicamente ambas ondas la (z) y (b)

N

~—

& -
/”’Y}@\ —_ \'\\

®
b
=
S
\\__gu)_// A

un filauento de vdrtice como (1) oscila pero no rota

n n neo(2) " y rote.
1 n " (3) rota pero no oscilé.-—

Se vé win con las ecuwciones que las dos onda, le de
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desfasados 902 1o cue iie dice (uc auendo une es max L. otra vele cero.— La ondi_
€s estucionaric — oscila pero no se desplaza ¥y cs estable.— Fisicuinente se puede
ver &sto con los {ilamertos de vértice y el sobrepeso.-—

Encontramos E/S; /450 Eos ,),z(' —os Kl )
;LS: - C’S /450 <en //"27_‘/ )/(_7/'7 A/z«C J

©

también son soluciores

Zs= Aso sen XE sen £Fx
/45: —Cs Asp Cos £F cos £x
La suma de (c) y (d) también son soluciores y tengo
e As cos lex 7 /2{/ onda de nasa
%:(5,45 ces (ZI 4‘/@22) onda de vorticidad

Estos dltimos se propagar lo que no Sse propaga es la deforriacidr de la interda —

-

ce, es decir gue poderios porer
lv X -
Fs= A< £ (Lx-/2¢)
i - C’(L/I _ f
%5._ (.3 /45 @ /2 /

Si variemos A tengo un conjurto & ondas posibles, llanados "los medos norma—
les del sisteme ~
La suma de ambas ondas d4 ura oscilacidn pernanente

OMD. DE T 1YIEIGH

Partimos del flujo bésico consistente en tres capas, la capa del nedio
es ur flujo dc Goette y les otras dos son flujos rectos paralelos sin v-rtici-—

cided, ¢l nerfil es cste

1

IR =
= s
| 4
Bl
- /',,.-/'-:‘“k_
| i s 4 1
| { el 5 i
e - —— P |, e /ﬁ b el =
P
By ! ;
4
.‘.‘ Il',(' f ‘}
|
s — — —_— = —— — = — . —_—
J /
’ .:2: [T S A 7/_/ = ’ « £ ~ s .v'/,r -
| P ~ b
p— o e TIre s
Fc P ) . o
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Perturbarciios le interface superior, le perturbacidn cunsiste en una —
onda Sirusailuly problenas, ¢sta unde S€ DRUPara ¥ en ue sSentido se provega, Se—
ré csteble o incsteble.—
Vaiics a estudier ¢l caas de perturbacidn, es suficiente pere eliov, es—
tuuler le vorticided dCl canpu uc periurbagidn.-—

Qu

Cn

sucede ¢n le wverte cunbrenuidae enire le SCulonue superior y el ni—
vel oo rrespundiente « le interface sin aelvrwr. Antes (e la Gefiriiacidn, en di—-
chiv sector no bebla vorticided, anwre 8i lo hay. La vorticided perturbada tiene_
¢l valor y el siunu de le verticided del fiujo bLésicu en le cabe centroel.—

A continuacidn estudiarcims el caipo de lirecs de o rriente, del novi-

aiento perturbedo, si la verturbecidn es peyueiia, puderios considerar gue el call

i - “
- h | s 3 A‘l .
DU de lirea G
: / r i . " 3
'y ,/ i k8 } r—— 1
i i ’ \ ' | / \
‘I s S -
P — - = —— - —h 5 = - B = 1 13 ey ¥ A
1 ]
i |
i ,
. i _ y
l ,A’ ._;- 4 - ———— S S
. i N
£ | | |
£ 1
4 : 1
4 i g
| g ~ |
. LR, D I L L 0 i e = ———
| N v 3
— H i
I t
e \/ - -
i

corriente es el resualtirte de un e Ge filawentos de virtice de igucl intensi-

dad y sentido contrurio.—

|
i
|
l

si /( =/ /45 se pucde considerer yue lus filarientus de vortice estian sobre la
interfece de woao wue la linee de curriente central es perpendiculer « la inter—
face -

Justo en ¢l purto de inflexidn existe une cuvipunente verticel e
e tresleau el purtu ¢ otro cue Geje ae ser de inflexidn abarece otru y parece

gue la onde se uwlcve.—

::z::[‘} 7




AT gy
El campo de vorticidad perturbtado tiende a desplazar =z la onda en este —
caso hacia la izquierda (en este caso) en el caso general el campo de vorticidad
perturbado tiende a desplazar a la ondz en el sentido de la concavidad del per—
fil del flujo béAsico.—
A la velocidad debida al campo de vorticidad perturbado se le llama “"We—
locidad intrinsica de la onda".-—
El flujo bisico se opone a la velocidad intrinsica, de modo que la onda_
tiene una velocidad distinta .-

Calcular la velocidad de la onda.-—

1 'J Condicidn dlnamlca 1imite que es gplicar el teorema de Stokes.-
| e /JL—‘.‘—_.—-*
! ! s -+
L] w ] / \ 4
| ,.Hf—:;_\!
. peeatll I 2 . O e
- i d : i f \\____ /
/l"\ ‘\\
) d 7 \ / =\
/ L \\ -

i Tener en cuenta que el campo de lineas de corriente perturbada fuera de
!
hos filamentos de vértice es irrotacional debido a que parte del reposo por una

fuerza de impulsidén, que es la de perturbacidn
T
."7 4 - oot N
IR T ok WA E gl e = G S
e E / /

\V‘//i; —= son de segunda orden, se desprecian

y,
V. /’
//{/f ’/ Jdr & C/

7

= &

AT - wu/ = % j

. m i # ) g = f e d i o ,“ ’),".
si ponemos /A%{ ;y,gQ( en funcién de /%

e

é f d ». ,/.

La funcidn de corriente del movimiento perturbado es irrotacional.—



v ke sen (K2-¥)
fE:%;éK% Ser (Klf#%)

En ¢l 1ivdte pera Z = O

dy” _fzy @

restanuo (i) de (_5_) tereuus

o]

)

(/} A = y valor furcidn de curriente ern la in-
== %1~/ |k

terfoz

gue De Sé en u» sisteme Ge couvrndensuas uue
sv despleze cor le unde €l fluide se des-
lisa «. 1o larve de la onde de mode que 1o

irterfez ¢s ane lirea de corrivnte.—

Condicidn doe tangencia estld dedr. purs Cue M el cbservador se
I, I
i — - — rueve ¢on el fluaiao po—
= " e
— "/(J e

ngldv S
— s
T =3 \\" - - i - . 3 1 a =
e L e : s Coz velveldau de propa=
e === / : 55 (e
s pecaon de le undae

+ L2k

= f =X

¥, . U = D oL
CO ' i }u_g o= ﬁ ?

94 l ; . _, _
{ (o T ‘ Velog. de brovepicidn ae 1o uhuae
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Lo yue se perturba es todo el ceubo nu la interfez, lo que interesa es lo
yae voSa en le interfaz.—

En le onue de Rayleigh el fendienu cunsiste en lo siguiente: s¢ verturba_
toae €l Cenpo, lu ude yuiere decir wue Se inferien todes los lineas de curriente,
1o wie se pretende es ubtener le evulucidn ulterior de todo el carmpo; S¢ uripd——
nan esi filewentos de virtice currespundientes el Caimo di berturvecidn, cuyos -
line:s de curriente asuciceucs Propepen el Cumnn ue perturbecisn, pero esvs vorti
ces sulu awverecen en el nivel uonde el perfil experiixnte un scito en su pendien
tee= Touus los dends niveles no contrivuyen « procgar el Conipo pertur Datio—

Si consideranos (i), si considercmos 1os (2) nuestro proceuiudento surd -
perturber tudo €l cauwu, ue mow wue lus niveles enpulosos del perfil estdn per-
turbeuwws en fase, se verturbe la linec de curviente ce lus puntus anglusos (in-

—~
terfuz) sierpre X 2/ A piituu .=
Saberus vue le velucliue G vnue Superior inuenenuliente de cualyuier otro —=—

cefectv es (= L . aonde 7 = velvciuad ael tiajoe LEsicu suverior e infe———-—

£d’

rior .~

Ciib = Vel, intrinsica

/- LL " —_
o = — e VC.LUC. Veraaderea

Pars un sistciw ue referencie simdtrice 1: onc~ se daesplega corn la velo——
Cuclyuier cefecty gue tionds ¢ udsedrulr ic velocldou verticel ulsianuye -

l(’ VCl'JCid(-(i d\.’ 1u ONUC o™

Sabeivos yue ; e i

we 2 LN R
2 ):__glz_ > > e .

1 r:::====50
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Le funcidn coriiente en ¢l nivel (1) vroducide por el nivel (2) serd:

/ - -~
Q) \D o f\/u/
/5 = L &
(2)=>¢ )
U 8Cc que 4, Cn le WASie wepnilud ¢n uud se trenswite 1l Tuancidn corriente, se —

trensiite la veloucived, ontonees
Ca_ = yoelocidaed resultente en (i)
—td
CL’L. = Co = Co @

Ca_: (O (/'C/ /== Vel, intrinsice a¢ da perturbacidn cucndo se incluye 1o -
mdtue influencie entre las perturbaciones.-—

Si K es nuy prende, 1o oma: es iy corto
Ca= Co

Al scr ¢l drce s chice, ¥ cunuue Lo v rticided sea le idSkk, el velor -
de la intersidad e le worticided; estuv qulere decir, qque Bele ondes My cortes,
s8¢ reduce nuicvlaaente 1o influencic wdtua entre 1lus coipous ae pveviidento induci
das pur los filerwntos de vértice de perturbocidn en anbos niveles anpuloxis; es
€ se debe & lo sipuicntes si lo lonzitud dv epbae es pewuelic el 4ree del filaien
to de vdértice del caapo de perturbacidn es tunbidn peweiia; tewbién 1o serd la_
irtensiaged del virtice y pur 1o terto le wapnitud ae las velocidedes inducides —
por cede virtice XK = ? A caenau K = U v Seu e NGOV /\—m—* oKk L Fov0

\

Cucndo

- L e R ‘./ ——pg
e oA A e

=J Jos en;ﬁp'os crecen infinito, lus Cawpus se ix.cen infinitos y
wrdcticadente llexo sin atenuccidn.
Cg_’ Munge puede superal o Co

A pertir de ar cestedou "o cano s€ meven les onaes, cun referencia el ———

sistoie Siwétricu.~ Araliger qué b sorfe cun una wnd svic, Cue vistu con ese —

===
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LA d o/ A
sistera Siuwétrico (o = /[é’/ el o (p = L - /gdl )
Loz =0 C= U y sedespleza en ¢l sentido G //

En el ¢ su 4¢ una omie scliterie cuyo velocided es Co, cebe le posibili—
ded de guv se propague tartu ¢n le uireccidn del flujo bédsicu corwo en le direc—
cidn opueste, tow uepenue de yue el factur Zf,/ Sta laeyol 0 uenol’ yue /

Bstedo d s €8 un Sistemc vn TSe.—~

Cun reswvecte del sisteie siuadtricu

Cas A = ¢ //' @’“’&’//

‘KC/
(ﬁ.:/éé’f&g(/‘z )

: / - Z ) Kc/ - o 3 5
6( g /é/ [f = — - Veluciued 1intrinsica.—
£

Intrinsica, velocided cun respecto o un sisteiwm que se wueve cun el flujo
en le interfaz.—

VELOCIDAD DE OMDA EM SISTEMa SIMETEICO,.-

- J-aKd

(“-:/&/" el =

T

Cu ndo K - L/ﬁ — Z[ /(——4.7 D,

Lo onda 8€ dija affasStrlel pur le colrliente.—
Pura ondes lalyus K — O

/___Z‘Kd/

N
nor i 1ey0 Hospitel © de€8arroilv ¢n serie.—

K d /«Z—L/C/ /,/,L,(C/:j

A d fict

es decir Cu. nunce suuelc lie twpnicud ded flajo bLiésicu.—

Deteruino

Por. un sistoia aindivico, siuétrico, le veloclidad progucida pvor ¢l cenmo_

de perturboecidn cuwbinado nu supere o /Qsicnprn: s¢ desplaza con dircecidn de e

Les vnue 8 coenss szlon del estado "a" se sxplifican,—
Un rivel eneulosy s¢ auwlificed, acbido ol calivo de perturbecidn de e ———

otre onda ( )



Llegard el momento en que estarfim.epn.posicion de fasg,entonces los campos

se reforzgrin (Campos de Perturbacién).-

C:.é = Co (/7" é7 -‘KO) ——=vel. intrinsica.—

G- L0+ e™) ,,

Cp = & - ‘///+C /////“/'ia)
cuanzov—w%j ., y

K———-—-‘PO (b___wo/_’)

tiene valores comprendidos entre . (ondas muy cortas) y <= (ondas_

muy largas) por lo tanto existird una onda de longitud intermedia para la cual_
(é sea O, a esa long. de onda la llamarin /Zé «— Es precisamente la longi-
tud de la onda estacionaria . ,Zf divide el espectro de onda corta (Z\//5 )
y ondas largas Ve >Ls -

FLUIDO HOBOGENEQ — ONDA DE RAYLEIGH.-

Presenta salto de la pendiente - o sea salto de vorticidad.-

Se deforman todas las lineas de corriente en fase, la dnica deformacién -
de la linea de corriente de cada nivel anguloso, el objeto de la teoris es in—
vestigar como evoluciona esa perturbacic’;n..—

Explicacién de condicién cinemitica limite.—

S
n

- = Zl=Co

Para medir la velocidad instrinsica de la onds me mueve con el flujo basi-

CO o=

Sistema & ( sistema ) la onda se desplaza en el sentido del flujo -

bisico.~

Sistema B , Puede pasar cualquier cosa, velocidad dependiente de 1a lones

tud de onda.-

Una onda en estado 4, sale de ese estadd simetricoa—~ -




Ks valcer de K quc sutisface le ecuacidn

~ 53 =

A Ks le corresponde una Z S

27
45' Ks

e e

una longitud de ¢nde pura la cual es cestacioraria.—

OMDAS CORTAS

OMDaS DETACIOMARTAS

OMoaS LARGAS

aunierta awmplitud
di sminuye velocidad
Estade .

disminuye awplitud
csurienta velocidad

§
Estade a

Ondas Lstablces

(proceso ciclice)

Lstado a

Aunenta waplitud

disminuye veloecidad

Ondas Lstaclunarics

Lstado a
Aumentia auplitud

disminayc velocidad

Estodo de fase estacio—
naria — Ondas inesta———
blcs

Disudinuye velocidad

hurente anplitud
]
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