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AJTALJSIS VECTORIAL.-

MAG~~TUDES ESCALARES Y VECTORIAIES.-

- Hay magnitudes que Cjuedan determi!1udas dando un número real, su medida, la. Ion-

gitud de u~a regla., la Qasa de un cuerpo, su densidad, su volumen, la potencia~ 

el trúbajo, etc&; táles magnitudes se llaman ESCALARES.-

- P¿rú otras magnitudes en cambio, nO basta da.r un núnlero real paru deteroi~rlas, 

síno 'fue es necesario conocer ~dem.1s 1& direcci6n y el sentido en 4ue el punto ..... 

~ : . . " ''::Y::, 1 ... velocidad, la aceleraci6n , etc . E3tas lJUbJlitudes en l ... s cuales hay 

que distinguir su intensidad (4ue es una m"'bnitud escu!c:;.r) su Girecci6n y su. -

sentido, Se llc:.tw.n :t-1h.Gr-TITUDES VECTORIAIES.-

VEJ~ORES&- Un sebmento de rectu qued~ dete~n ... do por sus dos puntos extrecosj --

cuando esos puntos están dados en cierto orden se dice que el sCgLlcnto está ---

orientüdo.-

VECTO~, es todo sebmento orientudoj el pri@ero de los puntos que lo deterDÍnu se 

llar.~ origen; el otro punto se llaca extreoo del vector; lu oricntaci6n del seg 

mento determina su sentido.-

p (L .., Vector 

? :~~ a= H6dulo, longi. tud del scgrJen to orien 

tado ~ue lo define 
o J >= Origen 

- Dos vectores son iguales cuundo tienen el rJÍsuo D6dulo, la Disma direcci6n y --

sentido.-

ADICIO~ y SUSTRACCION DE VE~TORESo-

- ADICION DE VECTORES.- Pára sumar dos vectores<:::ZL y lb se procede así: A pi..rtir -

del extremo de cr~ se lleva el vector lb y el vector cuyo oriben es el origen -­

de a y cuyo extremo, es el extremo de lb es el vector sur.la al -t / b 

o también u partir del extrer.lO de / b se lleva el vector aL el vector que tiene 

por oriben el origen del vector lb y por extre@o, el extremo del V ctor ~ es el_ 

vector lb +tu de lo anterior se deduce que 

al -lo lb = Ib.¡. ClL ·2 



DEFI~qClON.- El vector sUL~ de varios vectores, es el vector que tiene por oriben 

y extrel~" respectivamente, el origen y extrerJO de la polibon,al obtcnidü llevando 

un vector u ccnti~uución del otro.-

/J 
~~\._-~~. 

SUSTI;ACClm.T DE VTI:CTOf:ES ..... 

Da~o un vector J¿, .se representa por - Ji, el vector opuesto, es decir: -

tie~e el mismo n6dulo y dirección" pero sentido contrario.-

k (!iferencia 0{-- /6 esigur.l él. la SUI.la del vector rJ2 y tul vector 

opuesto a /6 I 

l. 

-\ 

lb 
I 

I 

& y ;'tJ -.. -dos vectores 

/?? Y"' .1 0 -' ;;:; escalares 

Se 

la 

lb 

II 

cucplen las leyes: 

/ --;-? ( /) G) -::: /) (~! ') al) -=-~-;//--;) ClZ 

a + /6 -J-á = OJ -.i- (lb ¡t- e) 

--<J7 -+ /t ~ /h --1-- a 

. lIle. - ( (J) .¡. /6) -=- - C!l - /.6 

_· Las leyes 'iue l;,l.lbiernan 1.::. adici6n, sustracción y wltiplicaci6n de un es-

calar por un vector, son idé~.ticas a lr.s que gobiernan las LlÍSlJaS operaciones de 

escalares en álbebra ordinaria.-



"" 3 

COMPONENTES DE UN VECTOR.-

' ... Component e de un v e ctor en una d ireoci6n , es l a proye cción de l v e c tor en l a 

dire c c i6n es tabl e cida~-

- Sean ( O, X, Y, Z ) un s i stema de coordenad~ s c a rtes i ana s octogona l es de 

origen 0 , y eje s X, Y, z.-

11' 
• 

Ii. 

. . 

~_7 

/ 
/ 

/ 

lt, Ji, 11'., v e c tores unit2 rio s en di rección po s i t iva de los e jes x, y, z, re§. 

p ectivame nt e .- ( VE~SORES.l 

Componentes d e O e n l o s e je s.-

"" ~2 -

el ~ A X tÍ .J. A'I Jj + A l: /1( 

Los Ji.: v e r sores t:(.:_. !/. s erl1n pos itivos cuando a l gira r /l hac i a 

s entido contra rio a l as agujas de l r e loj r epro uu z c a n Ik 
• (ll .. \ 

JJ~IK 

PRODUCT O ES C \LAR y PRODUCTO VECT OR I AL.-

l. 

!I 
.. :J 

en e l 

- Producto escal ar.~ Se llama producto esca l a r o inte rno de dos v e ctores 

el. y/k a l es ca l a r obtenido como producto de lo s módulos de ¿U y lb por el co-

seno d e l ángu l o formado por los dos v ec t oee 

01. . lb: A L3 Cos O 
do n de ¿) ángul o formad o p or dos v e ctores , A y B sus m6dul os. -

- De l o ante rior se de u c e que : 

ClL, lb ::. lb. Cli 
luego, l a c ondici6n nec esar i a y suficient e par que dos v e ctor es sean per--

pendicu l a r e s es qu e s u produc to e sca l ar sea nulo 

-----4 



. 
1I . 
\( . 

. II ;:: JJ' • Jj :: Ik • 11< = 1 

Jj ::: JJ . 1 K = IK • lL ~ O 

== 4 == 

r.1fa -, fAx IT +AyJj+A-z. Ik). (/3)( lt. ~By Jj + B<! fJ<) 
(J¿, lb :::: 

a ::. 
at. - .::. A 

Ax Bx -t AJ Bl + Az 13, 

A Cos o< ú + A Cos (3 Jj -f 

( CQS oc ti. + CoS ¡9.1 J + 

al - /Y1 ' Ve .... sov A-
PRODUCTO VECTORIAL.-

AcoS K: fk 
.. .' 

CO,5 ;(. IK ) 
<, 

- El producto vectorial del vector ~ por /6 es el vector~ resultante, cuya_ 

direccion es perpendicular al plano definido por~Jf~ el sentid~ el de gi 

ro de ~ hacia /6 através del Donar ángulo entre ellos y su magnitud el pr~ 

dueto de sus módulos por el seno del ángulo entre ell03.-

<L.. = A B Se~ e 
- De lo anterior se deduce que 

01 x J b ~ - lb )(' ClL 

~ Para que dos vectores tengan la misma direcci6n (con sentidos iguales u 

opuestos) es condicion necesaria y suficnete que el producto vectorial sea 

nulo 

aL x Ih ; (A X i.L + Ay ~ - + A:z Ik) '1. (Bxil+Byj' +B~ Ik) . ~ 

aL )( lb - {Ay 8 z - A -,( By) ti + (Az I3x - A X Bz) ..lJ + 

( A >< By - Ay BL) I k 

podemos poner: 

ti. ' }C li :: 
. 

I J y: \ j ;: \ k X l k - O 

. , • • • 
H )( 

• t. 

-JI )( {l ::. 1 k ' 
J 

:::. - , k X ~ - U 

-----5 
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í. 

-!j Ik 11 

al )( lb:: Ay. Ay Áz. 

B'l< By l3z 

PRODUCTO MIXTO Y OTROS PRODUCTOS.-

PRODUCTO MIXTO 

V =(Ol >< lb). <c =(a:)( Cll) · 16 :::. (1 by~. a 
e indica el volumen de ~~ paralelepipedo, construido sobre los vectores, una_ 

vez llevados a partir de un origen común,-

Triple producto vectorial 

el)( (lb >t' (; ) := a - ( ~ I h - 'b e) 

-=- (~~y. 9/6 _. (á,/¿) lL 

DIFERENCIACION PARCIAL - OPERACIONES VECTORIALES.-

Si en una región del espacio, a cada punto de ella le corresponde un valor de 

alguna magnitud fisica, la región recibe el nombre de campo.Segt1Ii Que lo. nng,P'Í 

tud sea escalar o vectorial, el campo se llama tambi~n escalar o vectorial.-

Supongamos una región del espacio, cuyos puntos están determinados por -

sus coordenadas P (X, Y, ~) respecto a un sistema cartesiano ortogonal, una -

función F (x, y, z) definida en la región se llama función de punto o esca--­
) 

lar.- Si 

OP r; radio vector del punto P y 

f f(r) a cada va lor de r le corresponde un punto P y por con-

siguiente un valor de f.-

Se dice que un punto variable P tiene como limite a un punto fijo Po, si 

la distancia PoP tiende a cero. Se dice que una función de punto es continua 

en Po cuando tiene un valor definido en Po y tiene a ese valor cooo lrLi~, --

cuando P tiende hacia Po.-

Condiciones analíticas para que;:(p) sea continua en Po son: 

a) Que ((Po) t enga un v a lor definido, 

b) Que a cada valor positivo ~ corresponda un ndmero posit Ivo or 
tal que 

siempre que: 

-------6 
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La condici6n de continuidad para una funci6n vectorial tiene la misma --

forma .... 

GRADIENTE DE UNA FUNCION DE PUNTO.-

Se~' ~ (x,y,z) una funci6n escalar definida sobre cierta regi6n del esp~ 

cio y que admita los tres de rivados parciales.-

El radio vector al punto variable P (x, y, z) es Q 
, ~ ~, \ 

........ . ¡ -rr i; OP ,; i'tX + . .. ~y ~ Ik .L . -:=: 

di' :: il.~t+ Jjdy + IKd~ 

Ir 

Si la variaci6n se toma en la direcci6n PQ 

y 

es la derivada de ~ en la dirección PQ.-

Si multiplicamos 

:: ( li O J + -O P Jj + \ k . '6 cP ) ti ( lid)( l ' i J d t -t I f',cl"Z.) 
Ó)( al ~z 

df = ~ ~ d~ -+ 'O ~ dy + -o ti d-z. entonces 

-Ox "dY ==aZ 
d~ ~ (,l ~: t.¡\~j + Ik ;; ), cJif 
la cantidad 

dz.. 

------1 

\ 
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\7 operador que des igna remos como NABLA.-

Ahora bien, en una variación a lo largo de rf (x, y, z) ;: const, Qt¡- .,. 

vrf. d~o que nos dice que el gradiente ~ es p e rpendicular a cada vectordlf 

en la superficie en P. Por consiguiente, V rf es normal a la superficie rf ~ 
constante, que pasa por P y está dirigido hacia el l ado en que rf aumenta.-

PRODUCTOS CON EL OPERADOR (NABLA) 

Sea 

\f - -=s- II + -O Ik 
0>< -ay 

o • 

\V :::. ¡t,Ul.. + V.U -+ w Ik donde \\1 puede representar en cada -

punto del espacio la velocidad de un fluido en movimiento. Es decir, ~ repre-

senta un campo de velocidades, donde sus componentes las s uponemos funciones -

derivables de x, y, z.-

'l. \Y ( i¡ -O . ' (} lk~). \V - - + tJ - ·t 
QX 'al" OZ 

\/. \V -"Ou. + '0\/ +-~ de \V - divergencia O~ O ·y "0'% 
Para explica r el significado fisico de l a divergencia, consideremos un 

punto P (x, y, z) un paralelepipedo elemental que a partir de "FU tiene las --
; 

aristas paralelas a los vorsores ti j JI; /K y de longitudes dx, dy, 
." , 

" / 
'(-=</ '7;> 2) 

k---------------~~----~ 

dz, as! 

)( -----8 



Considerando la cantidad de fluido que pasa a través de lus caras noroales 

al eje "x" 
/! '( ) "'¡./,j, -' /";.' - { L .. \V >':· 1, ':/ . '-''.; "". 

La cara opuesta cuya coordenada es nayor que la anterio en dx es: 

( 3 \v d -¡ I / 

1/, 1'/("':" 0''..::. /".: )oy¿{;", ú: l- \v(;.;c / . ;0:' .... oZ ~_ aC¡¿:.02 

" 2) 'v .' 0.' J.,: 
"!- ././ " \ 1/ ( ./, ¡:, .2 ./ C:-YO'/;'>- .¡.- ti ' ~ ¿yx... y <: 

y el flujo total a través de esa s dos caras es la suma albebráica de esas cantid~ 

des - simplemente: 

1/
'. '2)' './ / " :2) (\ '1' , (l" ) / I 1. 

I - c; .r:.o'y'd '; -= (:) c ¿OY" O';i = , c ¿ (- -c. 

igualmente con los otros pares de ejes y y Z son: 
.-::J "C:,) .... , I 

J) - ¿;q 

~ -O \ ~/ ) J j .-./~ ') L cU: 0\'/ - O LU,!C/ -<:. 

(
té." . 0 \ \ 1 ~//_O\\ ' -J.. /t . o~ o'xúyd¿ := ~ ..J. 0(/ -1- o~ 

OX - - ay U ,¿ . f 

Que es el cambio del fluido a través de las caras oel paralelepipedo en la unidad 

de tiempo.- Si esa cantidad es por unidad de volune~ teneBOS: 

que se crea por unidad de tiempo e~ el volUIlcn elemental correspondiente a P.-

Evidente 4ue si --.-..... 7 -- \\1 es negativa se co~sume fluido en el punto, h~ -

un desagUe o sw.udero y si '-/. \V es positivo se crea fluido en el pUt'1to, hay _ 

una fuente.-

si 

~/ o \. V c: O el fluido es i ncoL.1presible.-

EL ROTOR 

,\/ x\V ~ d (~I~'J _ , 

ce:.z::c:ct::.=9 
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lt • Ik .-JJ 

\Ix. 'V ::: "O "O d rotor \V o 
'd)( -oY 02-

lJ V W 
Vorticidad.-

donde \J C) " ---a ~+ -O IIC-= lL + ----
.'0 )( -oy -:dZ 

W ::: jlÚ. + Vlj + W \1< 

- ~ntuitivaDente podemos dar el significado del rotor; supongamos un campo de _ 

velocidades como el r e presentado a continuaci6ng 

\V ... 
\V 

\V 

\V 

.. 
cualquier parcela colocada en ese campo, gira rá en el sentido contrario a leo 

- agujas del reloj, esto quiere decir que en "O" el rotor del campo es dis--

tinto de cero y su sentido es normal a l plano del dibujo; hacia adelante~el 

rotor podemos darle otra inte rpreta ci6n.-

o 
u==--wx 

v= + ""~ 

vol. angular 

U 6t componente de la vol. perp.a "x" 

v 11 
" 11 " 11 " "y" 
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Es t o nos dice: 

El rotor del vector velocidad en un movimiento de rotaci6n alrededor de 

un eje es i gual al doble del vector velocidad angular .-

REGLAS DE OPERACION PARA EL USO DE ') \/;.' \1)1. APLIC ADO A FUNC IONES ESCALARES 

y VECTORIi\LES .-

1 -\)(IJ+V) - Vu + 'Iv -
2 -V.(IU+W) - V. \11+ \J. \V -

3 - V X (I'J +- \V ) - V)( )U i f} X \V 

4 ~ V ( UV ) - "Vu-tu\i" -

5 - \/. ( U w) - \j U, \V + U 'Y. \V -
6 "VX(U:\V) - 'V U)( ,V + U 'V X \V -

7 - V ( IU. W) - \Y. V I U -+ U1... V \V + \V X ( V >( \'J) + \ U X (r¡ X \V) 
8 -~ Uu ~ \v) - \v. 9x'0 -\\.t , 'Ix \V -

9 - \l X (tu X \V) - \V .. valJ - \V \7~~U - \0. ,\7 \V +HJ v, \V 

10 - 'V')f. ( V)( \V) _ 'V V, \V - \J, r¡ \V 

11 ,', ( r¡ X \Y ) X \\1} =- V )( ( ,V X I~~ + \\N r:J .. \V - V (W. H~ L 
EL LAPLACIANO.- V'l ~ 

Se llama Lapla ciano de una funci6n de punto r (x, y , z) a la diverge,!l 

cia de l gradiente.-

v p gradiente 

\J. 'V ~ = Laplaciano \J '2 dJ __ _ y es un escalar 
2 _ o~cf ?lc{J f::f<pI , ' 

'V - a~z + ~ +'CilZ .. '-;:: ~ 
\l x V f O el r oto r de un gr adi ente es ñulo 

l a diver genc i a de un rotor es nulo.-

Li\PLAC I ANO DE UN VECTOR ... Se llama Laplaciano de un vector W a l nuevo vec--

tor definido 

La. p. y'¡;: V (V. W ) - \l x (V X \V) 

DIADAS Y DIADICAS.­

Una expre s i6n t:.O. lb formad a por la yuxtaposici6n de dos vectores s in que -

entre ellos exista alg6n punto o cruz, se llama una diada.- La suma de dos -

diadas o tres diadas o m~s diadas se llama una diádica.-
-----11 
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TRANSFORMACIONES LINEALES.- M.ATRICES.-

Sea Rp un espacio de dimensiones "P" y seanXl (i = l, •••• p) las coor­

denadas de sus puntos; análogamente sean R~ un espacio de dimension ~ y )( 

(h :: 1, •• q) las coordenadas de sus puntos.-

Se llama trannf0rmaci6n linea l de Rp en Pq' a toda transformaci6n do los 

puntos del primer espacio en los del segundo, definido por las ecuaciones li-

neales y homo géneas de l a forma 
p 

Xi'::. ~ 
~ Aih Xlol (i = 1, 2 ••••• ,q) 

h=1 

los coeficientes de Aih son constantes y forman la matriz.-

A11 1\.12 A1p 
A _ .. A21 A22 A2p 

Aq' Aq2 Aqp 

Se llama transformaci6n lineal producto B. A a la transformaci6n lineal -

de Rp ~"/ 
..... / 
., V' obtenida como resultado de verificar sucesivas transformaciones 

A Y B.-

Las ecuaciones de~stjetransformaci6n producto, s e rán ~ 

~ L b I:c' C1~ l X h (k ~ 1, 2. . - - • 
..¿,".: / IJ ~ I 

( o- re11 C12 C1p 

c=- B.A =. C21 022 C2p 

Cr 1 Cr 2 C ·.tt 

con C1j = i:=6,;44' 
h = 1 .. 

La matriz O de la transformación produc~ se llama Matriz producto ByA.-

OBSERVACIONES.-

1) - Dos matrices son i gua les cuando dan luga~ a la misma transformaci6n 

lineal; en conse cuencia cuando tienen iguales todos sus elementos.-

2) - Si una matriz tiene ~ filas y p columnas , se dice que es del tipo -

q x p. Si Cj f (J la matriz es rectangular y si q = p~ cuadrada.-

3) = Para que el producto de dos matrices B, A está definido, es necesa-

------12 
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rio que si B es de tipo r x q y A sea del tipo q x p e l producto ser~ del ti-

po r x p .. -

3 x ; 3 x 2 

11.
11 11.12 1113 b 11 b12 

11. A21 ~2 11.23 B b 21 
b 22 = 

A31 A32 li~3 b
31 

b
32 

3 x 2 

F-11 + IL, 2 b 21 + 1,.13 b 31 1'11 b12 + A12 b 22 + 1.13 b 32 

A.B= 'lÍ.21 b11 + 11.22 b 21 + il.23 b 31 A21 b12 + A22 b22 + il.23 b32 

A31 b11 + A32 b 21 + A32 b 31 A31 b12 + A32 b 22 +~3 b 32 

Se llama matriz transpuesta de otra a la que resulte de permutar sus fi-

las por columnas.-

Matriz unidad dee orden fin" es la matriz correspondiente a la transform-ª. 

ción que hace corresponder ca da punto en . mismo entre dos ~:n<:ci..;.¡;3 de la --

misma dimensión "n".-

La representaremos por 

-. 
O O •••••• O 

O 1 o. . . . .. O 

r O O l. • • • •. O 

4 •••••••••••••••••• .. 
O O o. . . • .• X 

entonces Vale 

PROPIEDii.DES DE H;~TRICES .-

0.)- La inversa del producto de dos matricelio....da .. la fórmula.-

b)- La inversa de 

- 1 A.A 

la inversa de uno. matriz, es la ma triz primitiva.-

=c 
c)- La inversa de l a transpuesta de una matriz es igual a l a transpuesta de la 

inversa .-

-----13 
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MATBlCES~b~..LclITJ§J!:l§TbJ~--. 
... :... ..; , "J . .. .J . , ', ... .' •• __ ., 

'v' · , . , tJ.· c .t· ,,~+. t'icrl si ti •.. ~ .¡. ..... ..LJ.. '--. ..... - ___ -

~dj = nji 

Toda mQtriz cuadrada es siempre la suma de una matriz simétrica y otra antisi-

métrica 

Producto escalar en forma de matriz 

la podemos representar así 

Bx 

- Ax B x +- Ay By + Az Bz 

Bz 

PRODUCTO VECTORIAL EN FORli~ DE ~~TRIZ 

Cx = Ay Bz Az By = OBx .... Az By -!- Ay Bs, 

Cy = Az Bx Ax BZ3 = Az Bz - O By - Ax Bz 

Cz Ax .:;~ - Ay Bx - - Ay Bx 4- Ax By:; 4- OBzz 

Cx O Az Ay Bx 

Cy = Az O - Ax By 

Cz -Ay Ax O Bz 

"Una diada puede representar en forma de matriz 
, 

se aSl: 

5, :::; 1 1 - :3 

Ax Ax Bx Ax By Ax Bz 

ex lb = Ay Bx By Bz -- Ay Bx Ay By Ay Bz 

Az hZ Bx Az By Az Bz 

(J. lb i lb C!L 

Diádica más completa tiene nueve términos y por eso se dice que se representa 

en forma de nomios.-

14 
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~.::MlI 
. 

+ M 1'2 Ü ~ I.L ti 

. ,. 
M 21 ...u U + Wl2,¿ .VJ !J 
M3/ Ik " M 32.lk U tL ..¡.. 

+ 

+ 

+ 

MI3 

M 2..3 

M33 

M 
13 

Ü. 

~J 

\k 

y 

Ik t-

Ik + 
\k 

elementos conjugados 

'~E1ementos diagonales 

Las diádicas correspondientes a dos matrices transpuestas se llaman conju-

gadas 

si se cumple que 

# = #e son simétricas 

y es antisim~trica cuando los elementos diagonales son cero y sus conjuga-

dos opuestos en signo 

Una diada actuando como prefactor es igual a que su conjugada aet~e como -

posfactor 

En la diada 

a lb 

a es antecedente 

lb 11 consecuente 

Factor idéntico ~ • es una diádica que aplicada a un vector da ese mis­

mo vector 

t =- U 
, . 
u 

¿.Ir:::, Ir 

t d U 

tr,t;..lr 

+ \\< lk 

es una diada simétrica y da lo mismo aplicarlo como post o prefaetor.-

~~ft~ y VECTOR DE UNA DIADICA.-

Sea la di~C!ica: 

dJ=.(Jllm -f lb In f eL Ir 
1: 

------15 
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el escalar es g 

tb_= aJm f Ibd n + ~. Ir 
¡; :::. 

el vector es: 

Si una diádica es sim~trica ~ ~ C) 

En una matriz 

Se llama: 

invariante lineal de la matriz 

M11 M12 M11 M13 I M
22 M23 

+ + 
~2 

/ 

M21 M22 M31 M33 M32 M33 = invariante cuadrati-
co 

M11 H12 H13 
I 

~1 M22 M23 = ~3 invariante c~bico 

M331 M31 M32 
I 
I , 

TEOREMA DE STO kES.-

Tomemos un área muy pequeña construida en el plano (x y) cuyos lados --

sean paralelos a los ejes. En esa área tengo definido por ejemplo un campo 

de velocidades.-

Calculamos la circulación a lo largo del per:Lletro; 

Siempre \1 X \V;; <1f = rotor = vorticidad 

J;r-=. ¡¡ ct -1- U J'y -i JK Jz :: Jx ti. -+ di :i+ el:. Ik 

C = circulación.-

-----16 
------~~--------------------------------~------------------~- ~ 
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Por ser el área pe~ueña podernos po~er 

c= V~.dx .;. (Vy'¡' d y i u..,,) d> -:.- ( V;, .¡. d V)C dy ) ~"'.:. "y dy 

e x -a y 

e = (~ \/y - --O 'Ix ) cJx d!i 
'o X' -aY 

t~ ______ ~~~ ______ _ 
11 

W 
compo~e"te z de la vorticidad 

dx dy = dffZ = ~rea normal el vector 

eT'tonces podemos decir (~ue: 

ex - 'Ix Jq; 
Cy = qy tÓf suma!!do te"co 

cz = qz Jáz 

C ::: 'i-
cfcfí' 

It dcf J á es perpendicular a la cara 

oblicua.-

;¡;p-, 

x 
LQ circulaci6n a través de una cara oblicua, es igual a la SUL~ de las ci~ 

culaciónes de las proyecciones de esa cara sobre pla"os coordenados.-

riores, 

Si la supp-rficie es alabeada en el espacio.­
~ 

¡;~-U'~\ 
{I( ~ ~\\ 
~~~'Q~l 

1CJrJf 
"--.:._--

Todas las circulacioT'es interT'aS se anulan o restan y solo (~edar las ext~ 

--17 
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QUE ES EL TEOfiEMA DE 5TOkES 

" k circulació" a lo lar,:o de una curva cerrada de un CaJTl!,o vectorial, es 

igual al flujo del rotor de ese misno caJn!,o a través de cualquier cas<luete (;.ue 

te"'ga por conto rno la curva dada".-

TEorEUi .. D:: GriUSS.-- ... ..--
El teorema de Gnuss relucio?1a la distribuci6n de divergencia en Ul"l canpo -

vectorial con el flujo a través de una superficie cerrada.-

Consideremos Ul"l paralele~ipedo CO" sus aristas !,aralelas a los ejes coord~ 

no:..dos.-

10 único que "'os interesa es saber la i~tel"lsidad del flujo a través de las 

caras del paralelepipedo.-

Caus~l:: (Vz "" 

(Vx "" 

(Vy + 

Caudal ::: \ ~ Yz 
~x 

Q = V, \V J~ 

Q z: ~. J (f 

'O V Z dL - V Z ) eh <[y + 
02 

-O Y x J~ - Vx ) el; J"4-
-C>X 

dVyJy- Vy) ~dz 
-0'1 

"" d Vy 
-ay 

{ 

¿-p ::. di f erer cial de volur.lcn 

=======lS 
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~ue es el Teorema de Gauss 

Si se cumple: 

\fy.lh -::: o en este ca so se dice 4ue Ih ea ltn vector l~ 

mela r.-

Si \J x \'J :f O o sea ~ue \V :f í/ f pero se podrá encontrar baj o ciertas con 

diciones u~ escalar~1 ll~~ado factor inteGrante tal ~ue 

V)( (Ji 'V ) =- O en !l.S tli:... Ca ~ o 

W = _I_'il ~ Y si hacemos -l..-",?-o("obten&o f \V =-íJ I eJ'ltonces 

fu f' 
\v =- 1 V ~.:. e;t::. V P ¡J I . 

, 
e?'l este caso se dice que ,,, es doblerae?'lte lanelar y el vector no es irrote cional. 

Se cum~le 'l ( V ~ w ) = O 

Vectores sole~oidales cumple n 

1P=V oC xvp 
\l. fP=- Vx (Vot.:/--v(3)-\loC..V\.V(.6 O , 

Vectores solenoidales V~ fp - O 

/3.1- $3 (32 (3, 
I I 1 I 
I I oC4 
I i roe ! I C<3 

\1(3 :~ cL2 ~ 

, 4 

I I ~I I 

El vector solenoidal tiene la misma direcci6n del tubo formado por las su­

perficies oC= constc:nte {!J = constante o sea la direcci6n del vecto l-eS la misma 

o paralela a la de los tubos.- Donde el tubo se ensancha, el módulo del vector -

dismiJ'luye y donde el tubo se angosta el Módulo del vector aumenta, de ~do que el 

flujo del ~ctor es constante.-

======19 
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CASO DE LB. ACElERJ1CIOf.T DE GPJillffi).1TE.-

o Si V 0<-" no es p¿.ralelo VID I es decir cua,!! 

do lc.s sU;;lerficies de igual oC' se cortan con las de ieual p, los tubos c¡ue fo! 

mar. las superficies de oC' y l' co"sta"te, forma" tubos llue se llamar> sole"o;i,4eª .• 

e" este caso el fluido se llama _ba:~o,9).i!,i'co.- L'uando las su~ rficies de ct::' y P 

son coi"dde"tes y paralelos, se dice (.ue el fluido es BlÚ~O';r.OPICO.­

C01c:..ndo oC: = consta!'te en todo el cam!,o 

el fluido es homoeé"eo.-

ECUACION DE CO~lTn1(JID1..D.-

Se.::. una regió" cualquiera ~ 

f = densidad 

H e LlLsa conteJ"lida en G 

H =f ~ 

por otra parte la variaci6n de masa con el ti anpo eJ"l la superficie 

-dM -
'at 

f W. Jar 
Por G.::..uss 

if,Uúlando (1) y Q) tel1bO 

~í?!'t J¡,; -~ v. (f\V)J-¡, 
Suprimiendo inteerales tengo 

=======20 
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Ecu~ci6n de continuidad de la masa 

el" su foma local.-

~ f = - V.. (f \Y ) ~csarrollaJ1do = \/. ( P \'1 ) 
'"'at 

~ = - \V. \¡ f- PV. \V 
-O 1.(: 

~+ \V. " p-=- - O V, \V ----a t.. . \ 

d. e :: - () '\/. \V 
dt. \ 

d o -;:. o ~ - \l. \'V 
\ dt 

tambié~ podemos pOT'er: 

o<:: = rn 

F 

forma sustaT'dal de la ecuaci6n 

de co~tinuidad.-

~n~- :;:: -f1nr17 - ¿n f 

den~-_ dPnm , dPnp 
el t ~ ~ d -t (§) 

'10 
I Jo<.: I~p 

eX- dt -=?' dt 

comparando (1) y (~) tergo 

doC V _ \7. \ 
di. dil,-- taci.one s relativas 

ECUACI01lT DE MOVIMlE't-'l'O.-

F = fuerza 

m = masa 

a = ~celeraci.on 
----21 
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dt 

= 21 e 

d (yY\\v) 

dI::. 
variación de la caTltidad de moviniet'to con el tiempo 

o la parcela tiene un volUl!l .... determinado.-

m \V = f {O \V cEf ~ deriv¿:,ndo \V teneo 

C;; 

m dw rf dw 
dt - [;,.~ dt 

\f::lp~ J~ 
i5 di: fF = representa dos cl&ses de fuerzas, If"v y las de superficie Fs 

para fuerza de gré>.vedad soléll!lente actUé,do en todo el v2, 

lwnen.-

Para fluido no viscoso, ideal o perfecto, en la cual --

las fuer zas de su!,erficie SOn únicameTlt e normales a la_ 

sUllerficie.-

Por Gauss tengo 

¡fiar - -J V pJi 
¡-oh =1.Pdd{>{fl?rJ;"'+Jf ~ J~ 

como se cumple para todas las J la podemos elir.1Ínar escribiel'do: 

dividiet'do por p te'/1go : 

p 

Ecu~cion del movinierto er su forLK~ 

sustancia.l.-

EiBLlOTEr..I' C'fr,TR L e========22 
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Caso particular: 

Si 

[ 

= O acelera ci6n nula.-

apli'luémosle escalar 1 k 

- 9=oC C)P 
Oz. 

Lcuaci6n hidrostática 

FOP.MA LOCAL DE U. ECUACI01>T DE MOVllUEJ'1TO.-

_ d_'-;-Y_ J.- 'Y \1/. \ v - \V X ( \j x W ) si 6:j::\í X \V 
-~-t 

dw Q \V + i V \V '2 -t 9 x. \Y 
dt. -ot 

ertonces 

~n el cu:co de U" flUj 0 !leI'!lí'.T"e .,te" irrotaciol1al" de un fluido honog6neo.-

o por flujo permélT"eT't e 

irrotacional a¡ = O cq x \V = O 

o = -'V (s1 ~ ! w 2.J.. oC' p) 

1.::. expresi6n 

S6 + ~ IV 2 J.- oC p= constante 

Ecuaci6n de Bernoulli 

=======23 
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FUf..TCIOy.¡ DE CORrIE~l1'E.-

FWJO DE UN FIlJlDO A TPAVES DE UN CIU1'1)HO DE rLPLb OI. U!'TITAf;IO.-

\V = Velocidad tal"ee.,te a la li"ea de corrierrte 

= vector posicion 

e ver sor 

In = " 

í' 
en direcci6n de drr 

nornal a drr 
Caudal de -olume~.-

dF = 

dF e ,Y. H< X J r-r 
dF = I \-()( \ V, d rr 
Si el fluido es homoGéneo e i~com~rresible, 

fdF: O 
entonces: 

Por Stokes: 
(' 

p /1", x ,v' ",dlr = O 
fj 

;. 

étJ r .J(r 'l '1. ( I K"" \V ) _ H< (;\s donde ds = d x dy 

lkds = vector superficie 

¡; lb \V.1r, == ¡; 11( ('i7 - \ V ).lkdS 

j5 IK./K (v. \Y) ds= Iv, Wds~ O 
u 

x 

======24 
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Para fluido incom,resible 

\¡. W::: O 

lo integral (1~ vale para cualc¡uier ds ent6.i)nces 

f 1/ " ( 11( X\Y ) .1 K J S - O Y 

IK){ \V::.-vf 
l~ 

J 
vector Lamelar 

y f le llamarnos la funci6n rorrie'Y'tej if es la I :50linea taT'ge'Y'te a los vect,2. 

tores velocidad en todos los puntos <pe ocupan las !,é!.rcelas er un instante dado,_ 

es decir, es la fotografía del campo de velocidades en un instrnte dado.-

N6tese que la funci6n d~ corriente se ha deducido para . fluidos incom-

presibles y bidimensionales y queda definido f~icrumerte para esas condiciones.-

Probaremos que 

\V = \~ X \f t 
P&.ra fluido s incom,resibles v. \v = O 

\¡. \V = \;. (IK 'X \j ~ ) =: \1 f . ,V X IK.- \1<,. 
¡I 
O 

'k es irro tacional V x I K O 

v x 'íJ ti = O rotor de un cSradiert e es cero 

Entonces \7' \K X V ~ J = O Y 

'V -= , K )( \l f 1\ 51'0 I k 

entonces \V == V} x V + 

1/ , 
I 

Cu~n~o el vector \Y se puede e~resar medierte la fUT'ci6n corriente es un 

vector selenoidal. los selenoides son los tubos for~. dos por las superficies 

= COT'S tant e y f = consta!!te 

\V ;; IK X \l ~ 

=====25 
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c: LL IK x. \J 'f 

;';'1. \\CV ~ 

u _ conpoYl F'not e de la v elocidad en el eje de x 

LL, W v - componente de la velocidad en el cjejY 

C> 

tL- \V = 

~~_o _____ ; __ ~~1 I __ o __ -___ ~_~_~~ 
ECUACIO~T DE MOVIMIS.~TTO Pi. foj~ U~T FJlJIDO !.EJ..L.-

P t \v­ FucrZ<l por unidad de volumer 

f (\v - q ) = V· Y y = Tensor de tensiones 

.' d \\1 
\V= dt 

El tensor Y se ~uede descom~oner el" dos Pc".rtes, Una simétrica y otra antisisiuétri 

ca.-

Podemos descomponer el tensor de las t ... nsioncs eYl dos tensores, uno que --

provenga del campo de presiones y otro del camIlO de velocidades, así: 

= tensor _,ue despende del campo de presiones 

= l! If n l! Jf Jf velocidades 

= idenfactor 

entonces 

p = - P! is 'tr; y SU varü",tc lineal es cero.-

En cuanto al tef'sor J podemos aplicar la hipótesis de 1JAVIER STOlillS, que_ 

corresponde a las tensiones t2neenciales. Supondremos que va ser proporcional al 

tensor de defonnación, proveniel"te del CélffipO de velocidedes 

D == tensor de deformación 

=========26 
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La expre si6n de D 1.::. escribiremos as!: 

D c:! (\1 \V + \V V - 2/3 ~ ~ ) 

en <i.ol1de e \1. \V 

De = O el inv~riante li~eul de D es cero 

• 

• 

-
y = - f E + p (\7 IV -!- \V 'iJ - 2/ 3 ~. ' ~ ) 

\j,y 

Veamos por serxtrado \J. y 

íj. y == 'V. ( - p ~ ) -t jJ IV. (v W + IV V - 'J./3 t t ) I 
JI '-

íl. (- P f ) - \l p. f -p-17. t 
v. (- f € ):: - '1 P O 

¡V [l). ( V \Vi- \ Y V - %(;t ) =. ¡V [ V V IV +1 1). Ivl V - '213 V - ( é tU J 
:= ./J [v 2 W + V (11, \ V ) - % \l V. \V ] 

== 1/ ('1.
2 

\V + ~ V r¡.) 
y 1.:;. ecu~ci6~ de movimiento ~ueda: 

ECUACIO~T DpTAMICA mn. HOVIM]]]t-1'!'O DE lJ)' FIlnDO PEAL, Por. U"r¡DIJJ DI: VOIlJ).~.-

r (IV - '5 ) '" - V P t jJ e íl 2 IV .¡. Y3 'J ,z: ) 

La ecu~ci611 dinámica del movimiento representa tres ecuaciones escalar~s.­

Inc6gT1itas U-v-\v - ( ) - p --
Otra ecuaci6n sería la de continuidad.-

La ecuaci6n c;ue falta para resolver el sistema, tendría 'lue ser una ecué'..ci6n ter-

modi!lámica que no conteT'ca variaci6T' de temperatura" puesto c1ue)J coeficie..,te de 

=====21 
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viscosidild depende fan~u¡¡te"té1LJent;c de lél. teLlpcl'c.turú.-

la e cua ci6n c!e ~lvVir.UCr.t" '-.... e <1cjJcilde ~cl CJ,i . o de vclociu;. uc:; (flui~o no visooso).-

o 

y queda. la ecuaci6n de ~oviQianto.-

f 
I 

( IV - \lp 

-ejes in~rciúl, es clecir ~<!c se '.¡..leve c(;)" vclociu-.c! con~tCJ11tc 

E:;tu ccu¡:. ción .le i.lovihuento no :Je -)ucde npliCc.r COi, U ést.:._ , pae~to l .UC nos,2 

tros tCI1C!:lOS Un,"",- tierr .... ¿<tJro:.n.lii..C. ;-.lente c:ü¡éric ... , con 10.3 fluidos .. .u.e Id. rodean y 

ec~ ci6n de ¡;¡ovü.Licnto p.-rc.c an si~tClllc ~c n.fenmciu t<.te e¡"t,~ fijo H h . tiernl., o 

\;jc de la. ticrr .... 1 ... p "l'cel., sc nover! .... con otr" vuociuu.u, -f ~. cca<.ción Oc ¡,lOvi-

miento si 1 .... ¿, ¡ÜiCui",'OS nO s~rlú. li. corrcct<.l, en tonc~~ dcb(:l·íú:.¡o~ tIC:. b ... j <:.r 1", ecu!! 

.... lli tc.ndremos .¡c atiliza r un ::;istc .. ~J. p<-n. el Co.lé.l nos Vi.,LIO':; i~ eptcnc.cr; un<-_ po-

sibilicl .... d scriél fijúr el sistcr .. ·, ~l eje de L . ti~lT" Y no~otros rcferiLlOS n .. lCS--

-tras ecuaciones ' 1 ej (! de ló ticrr ... : Jcsde luc~o '-1u(~ v .... c. ver v .... ri ... ci oncs pon. un 

observ3.oor 4ue estuviera en el ~ol, 1.> ... este ~ue tu. •. 1Lión el ejc ut! le. tic rn. se lJUC-

ve, pero nosotros sor..os llu~it<... ntes C:c lo. ticrr;..;. , eso es lo {tue nos il1tcreS<.l.rod~ 

mos ele~ir ~ien, cor"o sister¡l<:. de refcrenciit, el eje de lú tierr .... y l~cfcrirnos d. _ 

ese sis temu.. Considcrura-.ios cUúl serIa 1 ... eca"'.ción ele ¡-.lovÍl.u.e:nt o p .. r ... ¡,¡n obscrva-

G.Gr .situii~o en el polo, CO¡aO ved .... :Ji fucoe }>osiL1c el ¡.iovi¡,ucnto oc los fluiuos; 

veillOOs lv.s ~fi cult .... des \ ... c. se presentan, ~esclc lue!:.o, el c¿.¡.¡bio (lC sis tCI.l~. ~c re 

ferencia ~á rú. cst", ccuúrión no 

() 

\ I \ 
I 

/ ) 
, , ,/ I 

--.~~ 
=======2E 
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Si tr~t¿;r.¡os ~ c .... lcul .r l a v •. rÍe ci6n ir.~ vi~u ... l ue U!1'~ Pc..&' celé.t O yc~ rtíe'-l-

int~rvú.los li.C ti cmpo¡Je '-le .. cs.-

púrcelc.,tene.-Jos L,ue 1 .. vüridci6n in~ivic.ui.l si,o...nificé:< ~~ue se ':uil-los le- tri.yecto-

ri ... '" tr<.4vés del lliovi.¡,uento de est e:.. Ilnl'C e li, y (.:ntonccn v .. á C:epender uel sisteL1<l_ 

de rcfcreT.!cia, parca LlI1 obscrvú.~or ::ritu<. do sobre lé. ~ l)Cr¡icie L.C 1¿ .. tierl" V¿,. ú. 

do en el polo ver..! el .;ovim~C:f'to ":e otro:. f.:. ¡-¡;r . , C~ t:ecir, ' I"'C ::"é-c c..eriv •. ~ tot~l 

D 
Dt 

= ~ + \V. V dependen del si staJ<;. dt! refcret~ciü. VaLlOS <l ver 4UC úcun'e -
-ot. 

ese siste::la ce tefer encia .. soci.:'cuo ul eje de la. ticrr." estE.! se llé.,¡é-'. siste-

~ .bsoluto, rel.:..tivc a l ;,:ovúri.C:-1.to rcferCJ"lte é.. un ,>Ls(;l'v.,.L.or fijo n :in ticrnl..-

(o se .. el I;lovil"ü;ntc rcf.::riC:o .. 1 .. su ,cr¡ici~ de lú ti~rl"'i,.).-

D 
Dt 

deriVnG<i r~~pecto u S\.l~ :3istt.;I.¡;¡ .... socL .• oo ,·1 eje ue .. . ...... tierr¿. 

_c:_ 
dt 

C:criVaG .. res· ecto .. ~ Un SÜ,tC..ié. úsociuUé.l éi. CU<1-.!..,i.üer D\.lnto fijo ue -

1". ti en~.:. .. -

D G> -!-- ,Yo ~ \l Vclocidú~ úbsolutú. \yO 

])[ '2)1.. 

d ~ -!- \Vrr V . Velocicl .. d relé.ltiv¿ .. 

dt '8 t. 
En cuarotc o:. 1..,. v.:lriu.ci6n loc.:-.l, uepenJc ~cl siste¡,¡ .. ~ de rcfercncll . , pero }J~ 

r~ nuestro tipo de problcr;J.:,.s nO V~'¡-,lOS ~L tCK r ili.ficultuu por'luc :;. .... vú.ricci6n uc -

lú tierra es const~ptc .-

uonde .fl X Ir 

Lu. vclocid~d Gebc est~r en V cloci.k.u uc ... rr¿;;,stre 

el pl .. no rucriíliano púr.:. ser Velo rc~,-tivv. 

pcrpc~~icul l' " I r. vertical l Vele de ü.rrélstrc 
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"ue 

= 29 

Si ~uisiér~li1os escribir, nOS G<! 

]JI, = \Va = Velocidad \tbsolut<:. 

j)i 
¿I/- = IVr Vclocic! ... d r c luti v .... 

dt 
P ... r..: el l:iovi:~úcnto .... bsolato 

Ir ? 

hubiésemos ,.x rti':o "';cl opcr..,~or ? 

v­
j)t 

d 
dt 

Le:.. cC4l~ci6n de :.lOvi¡:¡icr.to .... bsoluto cs: 

\"l := tiene \ .,"¿c s er a.bsoluto por,!uc su ueuuc-

\Y a - 9a ~ oC (V,!I) 

\V ó- -t V fa. ::: eL: ('1,!J ) 

Púrú t úll ... r lú ccu; ci 61" G.c l;.oviMicnto r<lferido ¡;.l eje de l't ticr!· ... tenel.lOS 
.e 

r .... llLr 1<_ úcclere;ci 6" \YCL \. ,u"" es ibU .. d <1: 

.. 
DIVu d ) \Va ( + fJ2 X ) ( \Vr +- fU.--
Dc d-t 

entonccs si })odc¡iloS c.,J,cul ... r \V á. , ::;ul¡onicrlt:o licito ,,1 O,)crCh ,Or ( ~+12 X ) 
dt 

ctplü:.:, Jo ... os veces el vector posisi6!1 , es decir, si C..l. opere GO r (!i.. -+ J1¿x) es 
clt 

¡;.plicélLle <.,.1 vector dcri Vél.CO, :;><'tn . eso es necesario j ire, u~.r ' I'"'C l ú ~ccler;-. ci6n l.~_ 

Suponie!"'c.o licito .:.plic¡:¡,r el :,ÚSl:¡O opcn ... C:or . ' ~¡ t c!criv¡;. c!~, nos va ü dar: 

lJ /Va. = ¿/Vr -lo d (ti- + 12 X \'J r + .fI'2x ILL 
J)t di dt 

d¡Y r -lo tjf 

dt- l/x \Vr 1-.12 x. IV r f-.!l2 X tIL 

cllvr + 2 PX1Vr+Y2x /!L 
di 

------~---------------------------------'~.-------------

fLL -=- 112)( / r 
Ji2:: Cons/ón1e. 

dA? ~ d (rl Jf Ir ¿ 
C/t .--e l' 

- f2Y~ 
di 

.J2 >< /Vr 
========30 
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VúLlOS ~ ver como pOdCLlOS cú.lculur 

.. 
II 

o 
a tiene 1 ... dil'ccción de f1) (de oeste <.. 

. .;¡ C2 este) 

Si liú.ce;.¡osff¿ !iL:: - :ir€' 
direcci6n 

-ºu 
~~. 

n6dulo 

pero .,...-, 
.~ =..J¿ 12 

_tJ2 x ¿¿ ::; _ V (; Q 2 /2 2 
) 

y sustituyen~o tc~o: 

.P JV a. 

vt 
y l ó. ec<.¡¿· ción de uiOvir.:.iento l.ucd ... : 

y a. ~·. ru Yándo en UnO sol" l é.> s 'l"H~ «pe;. rece \1 t-':PCI,lOS 

dlVr 
+2 

dt l¿x IV" T V (~- t (22!2~) -;. oL:' \l, J 
Q 2 ~ 2 2 

n ~ro ¿' k = éL y puedo poner: 

2 :2 

dWr + 2 RxWr + \j ( rf - &;; );:;: ex:::- V-J 
a '2 

~-,v-- ---' di 

'11 • potc"cial "re Viklo rol,· ti vo .. .ln obocrv .. cor fijo 

lú. ti crrú.-

El tér~ri.no Cn .!os u ... rtcs 

-.- '-_ -' - 1-' .... -_---~-'\-- . 

~·Jr~ : 
?fo = i;r¿.vedad úbsolut ... 

q <..ccleré:..ci6!1 rel ... ti Vi.. 

====== ji 



= II = 

EI1 1 ... expr csi6'"! de :: ... ccué..ci6n ;le J uvi:.1icnto hCJ.¡o~ lL.ntcpi~o el subinilice-

r, p~lr ' i nw.c¡:r lo relutivo, la \{Uit ..... reI .• os, 6:;tendiénuosc , .<lC los p¿.,ráuetros que 

<.i.pucecen corresponden ú. l¡~s .1cdúk.s par .. Un observ ... uor sobre 1 ... ticcr.::.. y es: 

\V + 2.!k.' x \V 
"J 

-t V f := ~.~-.:-~ 
~. 

iuer~""'3 üct~ntcs debido ... :u prcsen--

ciu ~c fluido.-

..!I - = tensor de tensiones 

de L.ovil.liento "::5 por <lniG .... J 

- i.:::J (f -!- ~7 '.l en so r r C' L.-y-1 A 
~ 

\j (.:J f V J:"" @ 

y sustituyendo 2 en I teJ'l~O 

Ecu~.ci6!'! de l.lOvir:d.~to 
rclutivo.~ 

- El téroi!!o ~ V \ P-:e sue le deS;lrccic._r en fluiGOS o sea ..fue se alponc -

viscosid.::..d i~u ... l .::.. 0.-

DESCOMPOt-1EP. lA ECUACIOTI DE MOVIMIE1.1TO. -

TEMA: DESARROLUill LA ECUACIO T DE MOVIHIEJ'JTO y DESCOMPO~.1EnLO :eN .sU PaRTL HOrrrZOf''TltL 

y VERTICAL.-

\y + ;;-" ~-¿x \V +­

. dl v ,-1/= -­
dt 

=2 \v -!­

··ot 
\Y . V \ V 

.A - /V,.., J I' /uJ 

L{ '- lo /.,. I ti el 

======32 



\1 

\v 

\l .¡.. 
VI' 

7 

, , , 

a ' I" -= 

Ji 

fu.-plic~ci6n 

y 'iucdQ 

"'" 32 "" 

~ rJ 

\\" "" este! en el plaTlo I¿ -,.1 

~v/f- e!"l 1'-1. direcci6n de It 

.¡.. JI -::,I/..../ .Jo ( IV L' - - v.l/k. ) --- !F-- ., 
2 · t e l: 

Q\I~~ -!- It GVI -!- \\ '¡" V\I,:'¡ 1- V,/k, \i' i~'r 1- \~~ Vv,I/):-r-w//(.'\" v llk.· 

'01:- el: 

. \ ! 0,,\/ H .Jo 

el: 

~ V/ -!-

C\ f 

\V. / vJ \ 
} 

~ \;" . ' 
.Jo 

"'O J 

\\ 1, . \7 v/ -.L- ~\ /k... \'/ \ ',./ /L 
e 

/1- ---- ' C.¡ v.' -!-

o t 

di 11/- .Jo 

~./t 

'vI \ / l/e .J- V / /.J::.' . -; \IV 1,,::: 

es 1.::;. ~celer,.ci6J'1 de cualquier p<U'cela que se nueve sobre 1.1. superficie de 

l~ tierra.-

La aceleraci6~ del novi~úento sobre la superficie de l a tierra se puede des-

compo1"'er en u.,a aceleraci6n t a"¡;encial (subil"dice) y otr ... Ct1 la direcci6l'! del ccn 

podcnos pOl"er p~ra movimiel"t0 horizo"tal~ l a ecuüci6n 

at 
(9

1f{ J -1-

di );" 
\ .' / .' , 

---"'-- .--_. 

.. 25¿z 1,t, ]\I~ ../ ¿:"'..i.. -::¡ V /I/ _1 ex -:-:-~, P:~~,1i • ..J. 

I 

10 más ccrun es tornar 1'./2/:-f (coraponentc vertic<.l de 1<:. vorticidad de la tie-



rot r 

dw 
dI: 

Cowpo~er'.te v,=rtical ¿ 

clW 
dt ¿ 
"'14 
r 

o 

o 

= JJ -= 

2 J2 y ti. t= despre c':"1:'..ule .- " /-< ~\ 
?:> cD -1- ><' C) F :::: o< (\l. f /. /*--o ::f ~ 'C) >e. 

ECUAcI01< ~i ~ YO , ICIDAD.-

P<!.rt<lf:l0S de k ce iE.. ci 61'1 e :l:wülie.-.to e1" su fon. ,1. locU y ~.;;li'iUéLlos ~ el rotor 

--:J \V - ~ 
_0 __ -!- a¡ ::~ \v -!- r V IV = 

'-ot I 

'Y x (d \ V -*- q x \ V -!- ~ \/ ,y 2= 
-at I 

~'~nali cei. 0 s . 
) 

y x 0\\/ = -O 
---;at C)t 

( " X \V ) =~ cr¡ en cLriv¿ld s : rcialcs i ,..,t c!. 

C<.!flbi c.nos op rL'..dores 

y l~ ecu~ci6" ,..,os ~ dL : 



\+2 
da¡ 
~dt 

y nos queda l~ ecuaci6n de vorticidad 

:::: - e¡ \/, \ V + a¡ . V IV - \l eL X \l P 

A~TAUSIS FISICO DI: LO:' TEDlI TOS.-

do/ " o¡ 
di 

= variacio'1 i,.,dividual de la vorticidad 

- (1 v. \V _----- representa el efecto de 1[. divcrgcT'cia 

sí V ~ \V > O los tubos de vórtice se expa~dcp, 

disminuye la vorticidad 

Si V. W <:: () los tubos de v~rtice se dilatil1', la vorticidad auncpta.-

a¡ . 'V \V es el térmi1"o responsable de la deformación de los tubos de vor­

tice.-

IV \V \V \V 

De lo a1"terior se deduce que los tubo s de vorticidad so 1"_ ~rrastrr.dos, cambiando 

su orient?ci6n y su val0r "UT!lérico.-

El término V ~ X \l P .- Sieo;>rc "1uc existe baroclinicidad, cl campo _ 

de mas~ trata de c~tr~r cn equilibrio, existie~do rotaci6n 
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CONSERVACIOt--T DEL FLUJO DE LA VOnTICIDAD 

/----) -

al 

""ü:::::=--,--;.---
I 'v 

Ol\' 

sea: 

d t = diferel1cial de tienpo 

e/Ir = sección del cOl1torno 

(ll t: áreé'.. 

(fl / = área pc:.rcial 

14. vé4.ric.cion del área está definida por 

d a¿ ;: d t IV X c? 
Cc.lcukremos d tli -= dt IV xcIJr 

dd 

, I 
P voy ec..c./ DV) 
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10 anterior es por unú conscQJ.cncii. \!d Lccrcw< .. ~e S~, TK.b]..¡,. _~ so-

brc \V 

Deducir~Jos sus consccucncias.-

Teorema de Stokes: 

<f: = Cor:st~ntc 

fa, ¿;. =-;; v y ([l • c(¡~ :: ;; 'V y (IV xC ) .J (fT 

Yx (\VX ~) == ([ .. \i \V-\l.\V ([, + \v \1, Q..-\V, \l ([ 

\v t¡, <C .:;.. o 7. 
,CC 

\V . \l <L -= c> J 

¡ es constc:..ntc 

~) 

\i)( (\V )( ( ) ;:: L I \l \ V-\( I \ V <L ~ 

rjw><c J:r= ! drrx\v.<[ = J e d:rl<\V ::: ltc.Y'\V-'V,W<f)¿óT 

<f:.f d'rl<W::CSCvw,da-v,wJor) 
como ce es cu\'.tlquiem lo puedo si¡.~lificúr t.::..ubién: 

en 1.:. (tUC V sokl~cnt e .:..ct6..::.. !>obrc \'1/ y -1ucclu lu co~sccuer. cía de Stokes ~s1: 

Volviendo <l k ecu .. ci6n 

rior.-

Ja/=- (dClJxV)YW 
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Por l~ consecuenci~ del teore@a de Stokes 

JÓL-:- el Ctl V. \v- t (R.,'y \V \J. \V 

J ti - e: J (]l. -1- V \V -J ál;:. O (j) 

do/á 
-t CZ 

dt ® 

multipliquemos 

® 
Sumaf'ldo II! Y IV 

Este. ecu~ci6!1 L1Uestr.;:. ~uc en un fluido rCc;.;.l, donde existen tensiones visc.2, 

sas y baroclir.icidad, lo s fil¡:.r.lentos de vorticidc..d no S e trüsl¿.d,:¡r, con el fluido.­

En lá ecu"ci6n ,.ntcrior Q. contiene 

Si el flilido es b~rotrópico y no viscoso 

entonces 

:""0 lo únt crior s e deduce ~Iue en un fluido ideal y búrotr6pico el producto 

de la vorticidúd por el áre~ es constante 

o/e¡., d {fL - constante.-

se conoce como cO!1serv~lción del flujo dc vorticidad.-

BPEVE ES90Z0 CP1EMATICO DEL THATAMI:8'TTO DE OT\IDAS.-

1.- Todos estaroos faLliliariz .... dos con la idea de oncla: ús1, cUi.r.do se deja c.:.er 

una piedr~, en Un est<!l14Ue, lús ond .. s de a¡"ua fJarchan radiuh.~ntc hacia üfucr ... ;-

dl tocar el pi.:..no vibrc:..n l as cuerdas y lús ond~s sonorús se extienden por lL. h~ 

bit~ci6n; cu~do unú estúción de rúdio está transQÍtie~do, l~s ondas eléctricas 

se ¡.-:ueven <i través del éter. Todos estos son ejeuplos de novir.úerto ondu.1:.torio, 

y tienen en COr.lÚf'I dos ir;¡portantes propiedc:..des: primerar,lcnte, se prop<~~a encr6i a 

>=====38 
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seo. el étir'e , U!'lr' cucnlé< tepSit, un lí"ui~o, Un cé ~ble eléctri C\' O el éter, c~t<..S 

) 

ConsidcrÓiiV~ I..I.n.~ tJcrturbclci6n Lf I[L\~ SI;! IrU ¡li t lt el lo le ri~O \hÜ .~jt/X cm' vt!lo­

cic;n~ C. ~TO es nt"ccsáriu inJicClr ~:;<í.l llcith"i~l1t(; <.t l. lt~ s.; r •. fil!re '! pUC41C S\! l' lé,_ 

el\" .. aci6n de Un(l úla de ¿. ,:o·U.· o 1<1 , ·.el 'nitud dt! un c ... hpO clécü'ic(l oscile.nttl. En-

toPccs,p·l..I.e~;'tv '-:Ut! le- ·· . .I~rturlkción se UIU~V\:, '1 dept!"ut! d\~ x y t. C,k!"ÚI t e e, 1] 

S,,:rb . .ll"c. ci ~rtc f un ci6n dt! X l ! W Dode_,¡os lld.i.ic.l.r f(x) es el P:cr.FIl, DE O~1J)A, PUAS-

to '.¡Ut: si r~}.ln-::.,cntcÜ,!os :!: r(~ficd 'le1"t~ ltl lJt;i·t.¡rll"ci,STl Lf \¡¡ 'cümoo vr.rirtr x y fot~ 

,=. r cfi"rüos 1 .... onJ,... '! lrrC t e 0, l •. cul·Vé. oLt\ .. ~l1iJé. s'-rC. '1 "" f (x). Si suponenos "ile 

1é: 0110.. se propc' i <L sin cambie< r ti\:' forlllct, e1"to~'c~ S ll"cl foto t r. fíG tú. ir. dil ,,;1" U1" I I!!. 

m~to post. rior t s ..... ~ ü~épticc: "'- 1" (l\~ t e O, s ... lvo ' ,ue .Ü pe&'fil \le 0'1\10. se ha. 

movicto ¡¡Pe. di.:.t"'TlciG ct en le! ~lir\:!cci6n }J\Js~tiv" ¡kl ~je x. Si tOI¡1í.üIOS Uf' nucvo_ 

~ = f(x -- ct ) 

(1) 

r = f(x J.. ct). (2) 

=====39 



.1.-' 'Rl ;,~ 
, , 

·H..,¿~ \)o?'"tO- • t ... 

r.. t -= O es 

(r ) t = o e (.1 C()~ HX, 

~ntonce~, p"rr ~l tiCí.líJO t, el de3¡>l<!.:;:(Ulli~l"'to o /I~rtu ru"ción es 

If -= ii. CuS ill (x -= ct). (3) 

El v(~l\Ír ~xilllo de le' fh;;rlurbc.ción, ,1. S(.b~l·, d, .;c l:i.a..1b. lJ.iPLI'j'lfD. ra perfil 

GI'l'UD DE O~TDi. 

f e tl coa 
: í! 

J, 
(x - ct) 

cOhplct \!n p<1s .... r !Jvl~ <llb~ll 'punto ~c ll(t.l 'J<l PE-

21T 
,,{ (x -ct) UOdOC r~C~/ rn¡r ti" F.IODO 

ticmpo por ~l!lé.ntc Jc un obs.::rvo\.or fijv. Evidunto.L \!J1tt;. 

/ -Z> 

c= n Á 

1'" CIc03 21T ( : -f ) 
y = a coS 2 17 ~~ -7 ¿ ) 

Al~Ut'ld S v-.:cc~ c~r>vi~J'le ir>tro';ucir el Y.1t,11EHO' DE O''1)L~ ~ C.LW 

y poc1l:r"os escribir Id ccu,·ción (9) \!n lé: fH''I-l<: 

., ' .' 
• J 

. , 
( 

,., - , 
l.· >~ .- I 

<~. . ' / ¡ 
I 

( 

I 

Si CCi"li~é-:.r(J n¡03 toO s on.:i. '. S aCJilcj,.nt<::s 

j; ;:: a C05 2 TI (/(;C- IJ t ) 

lz=- el CoS (21r(k>c-/)th { j 

(6) 

(7) 

(8) 

(9 ) 

(lo) 

(11) 

r.-=====40 



4 ff ••.• entollces el desiJlá~a..-lÍento es exac'ccu l~nttJ una, uÚ~ •••••• lOfll_itudcs _ 

de oNic. , y \iirc¡"os I., ue lds onJhs cst';'n \C!f1 feos\:!; si ~-:-:,---rf¡37[ •••••• <::ntunc\:!s 1ó8_ 

~ir~cción de prop~,dción es x : y : z = R 9 : Itl n Su!'" 1"s cosenos di:. 

rectores de la nun \c'.l el c",lic frcnt~ tic O'1~<.~ , t:ntoflc~~ 1.\ ecuación ue lus frt!n-

tes de OPUc es 

(12) 

sotisfa~n ~ (12). E~ ~vi~ent~ ~U~ 

(1J) 

ui"; fOr!tid.-

l' ... 12 
ú~rec,-ores, - l. Y oS'" COl:1pl"UcLa fcíciL:,entc l ue 

I 
-¡' 
'1 

shtisf~ 

I 
ce o, 1 ... cCJcción ~iferencü! 1 ( . '. , ) 

'd 2 t¡ I + --
-¿)c2. - e 2 

d 1 y 
? -t.. 2. (14) 

( , !-. ) (Llma¡HI<I <1 VeCe:;' Ecuil.-

\ 

BIBLIOTECA CENTRAL 
UNIVE"SIDAU DE EL SALVADOR 
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tantes de todc:: I d ¡)Ic.ltell~t~ca, )JLlCatO UC l'epres,-nk tocios los tipos ~c T.lOvli.licn-

sol..tci6n I.(U~ se CflCJCfltraJ1 cvn fr~cyenc~cl, y u~~clltirf:po. i'J.rUT1'B de ell os en el 

resto de este c E1; \Ítulo, pero n.,tes de I aCArlo debET:.10S expo"'er unn iJ'lporta"te pr2 

pied':'ld de la ecuaci6n fundnmertril..-

6.- La ecuaci6n del movimiento o"duléltorio es lineal.F'\S decir, que ./ y SlS derivadas_ 

"0 se prese~ta" en ningunn otra fo~. qua la de primer grado. Porconsiguientt,si 

'f, y re SOn dos soluciones cu<'cles quiern de (14), a J y: -1 a Z Yz. es tiU'lbién sol!! 

y <1. 2 dos cons t,. ntes é! rbitr¿o. ri él.S. Esto constituye u ... e jen-

neS pertinentes so~ liJ1c~les, podemos sup~rponcr cualquier ~rtmero de soluciones 

ir.di vidu.:les p<!rc. fornu:.r nuevas fu~dioncs que, c... ~ll vez, s cn soluciones. Con -

frccucr:ciu tendremos occ.si6n de k .. ccrl .. s1.-

Un cjemplo ~C',rticul<-r de est.:. SU '\)CrilOsición, 'iUC es iuport<:..nte er r.luchos 

problcr.;~s, se obtiene su; .~~ o dos ond¡s .:.ru6nic.:.s >.,uc '.¡urcLé.n en clirccciones di 

fcrcntes CO!1 l o r.asua ... r.¡~llitud y vdocid .. u. Dc ~ste modo, con L.ú::¡ on(.!u.~ ::¡CI.lcjun 

tes ü (11) de dircccio~es o~ucst~s, obtc.,drcr.los 

r = O- CoS 21í (kx - 1j5 fJ-f acoso 217 (/?X-fl?,vt ) 

2 a. Cé5S 2. 7T R ,k' C05 '27/ n t 
r (15) 

Est.:. se llill.l~ mol}) i. &STAClONARIA p.ar~. disti!"~uirl .. de lu.:J ~.ntcriores 01·TlJü.s pr~OGrJ:: 

SIVAS. Debe su noubre c.l hecho de "ue el perfil de onC:~ no se lJUCVC lu::.cü ... del'¡,n 

te.- En efecto, l' se <:..nul.:. sieuL)rc en los l);,¡ntos ¡x. n~ los '1~C cos 2lí/CX::.. O 

'" sc.ber 
~- + I -i- 5 -- 4¡¿ 4~ ) ....... LstOS ¡Juntos 

se 11ar"K:!" NODOS, y los })untos intcrucdios, cn do~c.!e l~ i.Xlplitud de l' (es decir, 

2~. ce s 271 ):?~' ) es >;¡&xi." , se 11<..1.1L.n AYl'HrODOS o VILN'i'l:LS. la Jü¡t~ncÍ¿_ cn--

tre I".odos sucesivos o oortir:odos sucesivos es 1/2 ¡¿ 'iue, en virtud de (lO), es 
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, .. -

27T(/J ) 271 L t¡ = 2 a... LOS ~ (,;r -1 m y II?? Cos >: c"c 

•••••• y éste s s e llurJé.~ PLtI.",T\ :" ?TODL. IES.-

(16) 

tA-1~3\. 
q -4 

7.- Ví::.L1CS ..... .;btc!lcr ...horc.. ¡;J,¡;;unos ti:tJos C51)CcL .. lc~ ue soluc':6n de L. ecu .. cü~n del LlO-

vimicnto ondul",tcrio 'l~e ~"" lic'-rcfJ.Os ..... problcl.l ..... s c5~)ecificos l.'r. ulteriores c.::.pi-

tules. P"dcn:!..JS c!ivü!ir nuestr.:.s sul;,¡cior.e~ ~1"'. uo~ tipos lJrirci;Jú,lcs, ltuc rcprc-

Yé,. hc1l.(s tr<..t.::.do de lc..s prc:brcsivi..s pú.r ... un •• ~,Li.cnsi6r¡. L. cc..4 .... ción u rcsol-

ver es 

estos Qamblos la ecuaci61"! se tr~>'1sf(l rr.u:. en ---;3' 'Z I.f _ f) su solución ¡,;ener .. l es - ,_ / 

"d U'd7f 

sienc!o f Y lb fU!1cio!'es Lrbitn .. ri .. s • EI~ lus v .... rü. bles ~rÍl.;iti Vi.. S es 

(17) 

Las cnc:.~, s a r¡;.,snic<..o.s cel 2 ~~n C ... S0S ',k_rti cul.:.rcs d~ éste, m.cnUo f y El 005e-

nos. L s vnG i..s i y g iÜc;;. rchün CO"1 v~lociu ... d. e, cr drceeL.l!1cs upuc stú.s.-

O~J1)AS DE Gr~VEDAD.- o t 
t /.t: 

/ 11.. 

!I /lJ 
@ 
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FLUIlJO IDEAL 

MOVIHIE~l"!,O PLti~TO - Z x.- SCé,;.'!" ~ ~cnsidad ue fluidu (1) 

11 11 11 

WJbos fluidos SO" honogéneos, existe discontinuidac} d.e uensiC:t:.d en S - S.- Vorti-

cidéU no c2J,lbia !"i en (1) ni en (2); en S-S l,übr~~ G.uctu •. cic!les <le vorticidi.:.d.-

V / e n " 
~r::: # ue lol",~ . 

cp e fanci6n ele 

--:-~~ /C I ""t ..:rL; .. cc 

l .... J \ \ / 
\ V '::" .. _'-"-'-" 

dI-

n ti X 

c!e onda 1 

corriente 

i,1criodo 

15-
í 

?cf1 
ot 

/ 
oC ,.)/. //, .... , •• ) - 'Z~ 

cZ -k!~j 

\7 , " j :- O El fluido irrotúcion~.l 7~ \\1 a::- O lucho adI.i! 

te la 

condición sineDática rc~ta al 

f 
hacer VI.::: v<../.I 

Pé.rú. ls... conw.ción c.int;]l cn toner.iVS 1<:. circu¡¿'ción sU~O~~S continuidad en la 

l1resi·11" e!' le. il'1terf::ce - ccu .. ción C:c .:¡oviuicnto 

pero 

~,-, 

l' 

Pf{!V-

( 
/, ,, ' 1 , _ ./J . .L~ I 

, 
l , • , .. 

--..... ' -/' ~' 'l/-' 

ei .Z: ¡ 
J 

~, 

:? -" U 

puedo poner 

05?4 _ 
dt -
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tiene JiI:lcnsioncs Je velociJüd 

deriv~ndo con el tie@po la (1) y con "XII ten~o 

~ =:;J_~ e" ---..7:;;z 1 J A J/.x 1 u L ' ~ "=-" c:;.. rCeli.lp Gl.Z<in o con z <= S cos¡::... resu tó., 
--- -- :s ..-gt'2 - -"dX 2 

__ / ," ,-: _ d~A5 __ c. Z k '1J (3) sic!1do ,;2:::: lS j¿ f¡-ccucnciél. 
:{ , - - dt - :5 RS I 

si para t e O As <= hSO entonces resolviendo (3) t~ngo 

(a) 

/ ú -: 
l ... :., 

,1 
" I ' . 

con 1.: condición (1) 

, -
-r . 

. . _ 0--"--

i 
..J 

J 

(b) 
I fs - - eS 450 5PA ¡¡/Sé" ¡¿ x H ... ,bla del cmlPo de vorticidad 

V ( -_~,. ) y (-E.) camos fisic~e~te ~bus onJus la ~ 

un 

" 

" 

filw:.ento 

" 

" 

- -

CD 
Q 

de vórtice 

11 11 

11 " 

® 
~~- -, 

COI:lO (1) oscila :pero no rota 

11 (2) I! Y rotó 

11 (3) rota pero no oscil<::..-

Se vé úún con l a s ecui.cioTlcs que lú.s dos onda, 1 ... de lJú.Sú y ele vorticidúd están 
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desf<1súdos 90º lo :ue jI-,e dice "-uc cuu.1'1 ' o un ... es Lláx l' otr ... v,:.le cero.- lrt onda_ 

es estúcion.:.ri.:. - oscilo:;. pero no se desplo:;.~u y es estublc.- Fisicí..r,lcnte se puede 

ver ésto con los filanc~tos de vórtice y el sobrepe so.-

Encontramos 

también son soluciones 

La suma de (c) y (ct) t~~bién son soluciones y tenbo 

¿s'::::' ÁS coS (k.A:-':;- 12 -f ) onda de nasa 

f's = es.,45 C05 (é.x ; 17 t) ol1du de vorticidad 

Esto s últimos se proI1agrt~ lo que 1'" o se propaga es l a deforrw.ci6n de la inter :" u -
./ 

ce, es decir que podenos poner 

Si variamos ¡¿ te"go u~ conjunto re ondt1.S posibles, llanados "Los m~dos norIJa-

l e s del sistema".-

La suma de ambas onda s dá un a oscilaci6n pen:laT'eT'te 

Of.Tj)A DE ! AYIEIGH 

Partimos del flujo básico consistente en tres capas, l a capa del Hedio 

es Un flujo d(;; Goette y l as otra s dos Son flujos rectos paralelos sin v- rtici-

es este 

-----~ ~ - /, - ---~- ,~~ ?-
.¿ ~~ 

. , 

,( ... :./ ~ ~; ..:\ (;:' 
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Perturbó.rcr.10S Id interface su!Jcrior, la. tJ~rturbóci0n cvn,:,istc en uno -

VaIílCS él estlldidr el Cd..i:~JU ue ¡.Jcrtl.iruación, es sufici ~ te fJ< :r ü t!llú, ~s-

Qué sucede en l e. c' rt~ cv¡ .I}Jr~nui.dü entre Id. sCi!liomla. ~uJ~riur Y el ni-

A cvntinuóci6n estucailrci¡Jos tÜ Ci:l:lPO de lit'et:s \le C\. . ¡·ri~llte, del luovi-

miento pt:rturbo.do, si I d iJerturbC<.ciSn C~ j)equeíí<.t, }ll.uel.lOS cunsiderdr lIue el ct.U...:! 

p0 de lined de 

.) 

__ o __ ._-+ _ _ "',-

1/ .. 
/, 

t' 

I 
• i 

di--­
r 

, - - . 

~ ..- ~- ~ ... "' ,-- ... -.. ~,", 
4 I 

/' / I 
j ! 

I 

.... J 
. ...... .. 

. . ~.:._-- "' 
. i. " 

\ " 

- -·-T---- -­
u 
I 
I 

\ 

,.~._ - --. 

I -.. 

",,--­
,.' I 

I 
! ' .' ~~~-~:- " .... L~_· .. _·· __ · ···l 

---~I__ - .. . ... ~r--

...... . 
. ... .... . 

--~,-

/ ......... /' 

/ 

. _- . ¡ i 
./ J I 

":.--.--

" 
/ 

/ i 
/ 

corrief'te es el rcsultr.1' t~ Je U!1 jlc..r dc filO1JCJ1tos ue v6rticc de igu,,-l inteJ'1si-

dad y seJ'1tido Cuf't r~lrio.- 11\ .. 

/ 

.' " 

-" J.!, ..­
/ 

/ 

. I 
L- • _ .:l 

. ,. 

si Á71As se puede consideré'.r ~lue los filcu 'lcntvs UC vurtice están súbre la 

int~rface de ¡uOUO 4ue la lineGl. ~e cürricT'te ccntrdl es perI'Hmilicukr é;t lo. inter--

féice . -

Justo en el pU1"to de iJ1flexi..>n existe W'G. c\")j.ij.J\.Jnent ~ vertical 

'iue trCl slóGú el punto e 0tr0 l~ue <leja tie s~!r de infl~xi0n apétrece otr\.J y parí:!ce 

que la ondó se iuueve.-
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El campo de vorticidad perturbado tiende a desplazar a la onda en este -

caso hacia la izquierda (en este caso) en el caso general el campo de vorticidad 

·perturbado tiende a despl azar a la onda en el sentido de la concavidad del per-

fil del flujo básico .-

A la velocidad debida al campo de vorticidad perturbado se le llama "Ve-

locidad intrínsica de la ondall .-

El flujo básico se opone a la velocidad intrínsica, de modo que la onda_ 

tiene una velocidad distinta .-

Calcular la velocidad de l a onda.-

Condición dinámica límite que es aplicar el teorema de Stokes.-

IN' ~ ~-- "'fif 

1 
el 
1 
{" 

I () r,-! 
.. - - . -----¡-¡ ---'----'-, .-t-----=="'---<;:::----------

_¡~ ~VJ 

I I Tener en cuenta que el campo de lineas de corriente perturbada fuera de 

~os filamentos de v6rtice es irrotacional debido a que parte del reposo por una 
I 

fuerza de impulsión, que es la de perturbación 

W j - son do segunda orden, se desprecian 

('¿¿f_ ¿¡Jd):= 1) /;. 
~ -f _- ¿¿ - .=- 1/ J 

si ponemos A ~ ,Y ¿¿ en función de 1/ 

La función de corriente de l movinliento perturb~do es irrotacional.-

48 
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;::d 

c-==4~c 

(tx +fJ 

l.f: :. v al o r fu"cil~n J~ c .. l rri~ntt- en l ¿¡ in­

S t t: rÍi:'z 

s~ despl c z cu ro 16. 1IT]~C!. el fluid" se des-

o) I 

Ce> 

fs~Co/ 

G ~ .- ti. 
O ;X - j:'.d 

Ca LL -le el. 

Nueve e ln el flúüio lJu-

¿; :. velu cül(!tl \.le pl"'l.ijJa-

~ í 
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L;:¡ ~!Ue se jJ ~rturb<1 es todo el CCilllPO nu Id int~rf<.!.z, lu ,[ue il1t~r¿sc1 es lu 

t oJo el Co.ltJpo, lv ~ut: quiere ut:cir l!ue StO infurlt.ul todé'.S 1<\8 line¡ s de cúrriente, 

naP 2,:,í fildutentüs de vórtice curn~spu"die nt¡;:s ' 1 C"-lill}.lU ll~!hTturuc1ciún, cuya S-

ces 801ú a.yi:1recen en el niv~l JonJe el ~rfíl ext-'t!ril ~"t<.. un s...J.tu t:l1 ~u l>emJie!!. 

hlJ, plitu~ .-

~fectú es /' - -IL . 
<""0--1 

i 

/ c: ve10cüldl ut-:l fluj l,) L( s i c0 l:iU ¡)~riur e inf~---

K-d 
riúr .• -

(Ó z= Vd. intdnsicú 

,. --­
" 

CUúlq",icr .:!fcctu 

w -a- ..2:: _ ~ ¿ 

ts e 
-a P =-l?fs 
0--<= 

'f= 
t) 5 eCL 

./ 

I.!U~ thmur, il uiSI!LLlluir l.c 
I 

-.... /.' 

--\.') "1 
l' I 

I 
i 

/ 

/ 
,1 

.-: 

, r-'> 

I 

~f--
" 

, 
I 
I 

I 

1
1 .. .. . ' 

. , , , 

I 
i 

/ , 
I 

vt:luciJüú v\:rticc!l \Ji:;¡ ¡~nuye 
/ 

/ ". '" 

-- \, 
\ 

I 

jÚ)' 

\ 

, 
/ 

, . -' , '.- ; 
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L l función curáent..:: ~n el nivel (1) iJTuUUCÜI.<! pul' el nivel (2') sf'rá: - - -

V sec-. \jUe , en la luislilc. ilLJ r.nitu.d en u,.' se ti' . nti¡tlit~ le función Cvl'rümtl!, se --

trClnSiuite I d Vd0CÜ.:á~, ent0nces 

Ca..:: Co - Co rz -l:.d 

Ca.:: Co(l-e-td)"" Vd. intrínsicc. de la }J~rturbüci6n CUc. nJ~1 se incluye 1,,-

J .. Jtuo. influenci<:1 entre l a :. jJCrturu' ciones.-

Al Ser el ~rea ItI.'S chic .... , y , :U)1l!l~~ lt~ v. rticid Id SCd 1<... flÚ.SIlic.1 , t!l valor -

se reduce nvtG.ble'Jente l u influenciü 1,.lÍtUi:l entre lus Ccthl!h)S ,le u,!vir.liento induci 

d(-¡~ p"r 10& filal ,ent0s ele v6rtice de ¡)crt·~b¿.ci6n en d.lJillOS üv~h; s L1n~ ',ullJS(' s; e~ 

to se debe Ci. lú si~uü':)1te: si lL~ 10n.<'i tuo d~ 0._ es pcyu eile el árcCi. dd filcue!!, 

t0 d(;:; v6rtice del cumpo de perturbCi.ci6p es t ~ilbi~n pCilueiía; t< l l :iLi én lu será lu_ 

i,.,t~nsiela d ci.cl vSrtice y pl.lr lu tL-nto le.o hll.lt',nitucl lic lLis vclvciUc.ocs i'1uucidus -

por cnd", v":rtice 

CUaJ'lJo 

o : :¡') '-

'..1-•• _ • 

I 

o / I 

--- -- /. 0 e /) _ ---' 0 _ 

C : , oo' -' -, .y /( ---- r::>0 lvs ~{6pOS crecen infinitu, lus Cchl})OS se h...cen infinitos y 

¡Jr~ctiCcl¡¡el'!te lle,;;1J sin utenui:..ci~n . 

e CL 1-UOC<l pueue supera.r é 

~J::===51 



I 
~i stercid sill,étri Co o Co 

00:. e -::. ti. y se \ic spl.c Zd en ~l scntiuu ue / / 
, . 

Oü.d (le ·u~ se p rúpúf:,ue t a f'tu en lá Jirecci6J1 <lel fluju llé1sicú COHO en lé.. uü'ec­

ción opue~tc., tuJú uepenue üe que tol f actv r t d sea hay ,'r o 1lI~"ul' 4ue 1-
Estc..dü a ,es un Sist~IiIL ~ f t... se ..... 

C~m r~sfJ ectu del siste¡'Ja simétrico 

Ca.. = ,-
;' 
'- . 

P­
.,tL- -

/(d 

(/_ (Z-ed) 

(! - rt -id ) 

¡-cZ - t.J] 

~d 
l. Intrínsiec., vt:luciuc..d cvn respectu b un sist~J I.ó. 4ue se llueVe c un el fluju 

VELOQIDAD p~ .Ot-1J)A &T SISTEJiA SINETFilCO.-

CIli: ndo 

~ 

Deterr,úno 
/_e- Kd 

_______ ...;.p i) l' l,~ ley D HO ::> jJitul u uesa.rrolll,l un sodrie.~ 

Kd /- If,l<d 

;;d 
es decir Cd. punce:. SUDe r l o ¡ lCl t:;nil;uu dd flaju L~~iclJ.-

1 

Pnr ~¡ un sistc¡,.á uin"tJico, ::;Íl,iétr::'cu, l a ve1ücidud pr.lcJucida yur \31 Cd.¡pü_ 

de perturbaci6n cvlubil1 do no su~er(.. CI ~ sün,ijJr,~ se des¡Jli:.l~Ci cúl1 dire cción .le LL 

Un ,üvel a né.ulo sv se al,i¡)lificc.I. , uebiJ,) u1 C..J,(00 de lH:rturbc,ción de l ' 

otrci. ondú ( )-------'--1 
\ BI8L10TECA, CENTRAl, 
\ UNIVE-SIOAO CE E"L S_LV." ~~ 

z:: .. a=====5~ _ 
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Llegará el momento en que estarÍJ.n .. eo.t,pos.ic.:ian- aa o f.as~,entonces los C.:j!lpos 

se reforzarán (Campos de Perturbaci6n).-

-col 
¡-I-é ) 
I'd 

cuando 

-// 

tiene valores comprendidos entre)! (ondas muy cortas) y -=O (ondas_ 

muy largas) por lo tanto existirá una onda de longitud intermedia para la cual_ 

W sea 0, a esa long. de onda la llamarán,L:5 .- Es precisamente la longi-

tud de la onda estacionaria • ~ divide el espectro de onda corta (¿¿¿S ) 

y ondas largas .1 .>.1.$ .-

FLUIDO HOMOGENEO - ONDA DE RAYLEIGH.-

Presenta salto de la pendiente - o sea salto de vorticidad.-

Se deforman todas las lineas de corriente en fase, la única deformaci6n -

de la linea de corriente de cada nivel anguloso, el objeto de la teoría es in-

vestigar como evoluciona esa perturbación.-

Explica~ión de cond:;i.GiQf'). cinemática límite.-

W 

~'(=--~---e<:'~~-=-'- '_\-I--~_~~_~ __ ~ 
reo dz '. -- .. ~ 

¿j=CQ 

Para medir la velocidad instrinsica de la onda me muevo con el flujo basi-

co.-
, 

Sistema A ( sistema ) la onda se desplaza en el sentido del flujo -

básico.-

Sistema B , Puede pasar cualquier cosa, velocidad dependiente tie 1.13 l.orur; 

tud de onda.-

Una onda en estado A, sale de ese estadós.:iJnetr;ic"lXo· ... -

---33 
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, 

",--
( oo. :;:-' -

,~. . 

/ / /;'- ) 
/. c' ,/ 

l / 
; 

/ ¡ ¡ - l . -
1, 

~ 

! -1 .<} 

.... ------_ . / 
. / 

Ks valer de K 4Uc s~tisface lú ecu~ci6n kd 

A Ks le corresponde una i 5 

2lT --- una lOnbitud de ondú p~ra la cual es estúcior.aria.-

1<5 

01'TDAS CORTAS 

Estado a 

aW.icntt:. urüplitud 

disminuye velocidad 

Cisr.li.nuye alUPli tud 

~unenta velocidad 

f 
EstGdo a 

Ond"s Estables 

(proceso cíclico ) 

O'W.áS U,T I.Cl ONlúllAS 

Estadu a 

AurJentú. <.I.lplitud 

disrJinuyc velocidad 

ONDAS l.Jl.nGAS 

~stado d. 

AULlcn ti. auplitud 

disuinuyc vclocidúd 

I 
\. 

Est~do de fase estacio­
nt:.riu - Ondus incsta--­
blcs 

Di sr.ti. 'luye vclocülad 

liur,lC'1tc=.. aLlplitud 
l 

Estado b 
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