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PRES ENT /J. CI ~. N: 

Co mo tema d el "TR.lJ.Bl1JO D.L. FI¡v DE lJ T[JDIOS " con 

opci6n a la Licenci atu r a en F{sic~ por el Depa rt amento de Fí­

sic a de l a [Jniversida d de El Salvador 9 h e seleccionado uno de 

los que más int e ré s está despertando en la actualidad dent ro 

de l campo de la "Físic a Te6ric ü ", como lo e s el de la .l!:LEC­

TRODINAMICA , por e star llamado a da r una adecuada interpre-­

taci6n no s 6l o de l mundo físico que nos rodea y de sus fenó- ­

menos , s i no t ambién de las l eyes fundam e ntales que lo gobier­

nan y hasta la explic ación filosófica 7~elativa a la constitu ­

ción de l propio mundo . 

Dado que son varia ~ las "Teor{as Electro dinám ic as " 

formuladas hasta este momento , me 1 imit aré en est EST[JDIO al 

análisis de dos de ellas; 

- la primera de el las es una de las más an tiguas y 

por lo mismo, l a que pudie ra considerarse como la Electrodi­

námica Cl ásica ~ y con este apelativo me estoy refiriendo a 

la ele ctrodinámic a de sa rroll ada por H . .IJ. . LORENTZ y por P. A. 
DI Ril C. 

- la segunda, es de nuestros días ya que la mayor{a 

de sus fundad o r es b' pa rtidario s aú n siguen contribuyendo con 

sus t r abajos e investigaciones, al progreso de la F{sica Te6-

rica. Ella es la Electrodinámica de la Escuela formada por un 

combinado de hombres cél ebres como Hen in. Hc Manus, Peierls y 

Prigogine . 

Am bos cap{tulos tien c n casi id6ntica est ructura y sub­

divisiones , en tre las cuales s610 menciono: Pr e sen tació!'u d8 la 

ecuaci6 n del movimi e nto, Div e rsas soluciones dadas a l a misma, 

Estu dio de algunos ejemplos típicos , Balance de ene rgía, de -­

Jando como .lJ.PENDICES el e studi e de l "SPIN DE HEISEiVBERG" Y 1 a 

soluci6n de algunas ecuacion e s ~on fue r zas exte rnas especiales 



usando Transformadas de Laplace que constituyen 

ejemplos típicos de ecuaciones de la electrodi­

nám i ca. 

Tanto la prepa ración del plan de 

trabajo así como su re al i zación las h~ podido 

llevar a feli z término, gra cias a la valiosa y 

desinteresada colaboración de mi Profe s or, el 

Dr. J'i'illy J. C10etens, quien no ha escatimado 

tiempo ni esfuerzo s par'a darme su acertada, ati­

nada y oportuna orientación, habiendo tenido a 

bien aceptar el d ifícil cargo de CONSEJERO en 

el desarrollo de esta ft¡fonog rafía, indicándome 

las enmiendas y correcciones que el caso reque­

ría, y a vece s , hasta comproban do pers onalmente 

lo s largos y engo rrosos cálculos matemáticos de 

ciertas ecuaciones. 

y por si to do e s to fuera poco, tuv o 1 a gen-­

tileza de poner a mi entera disposición, la ri­

ca y varia da bibliografía que, sobre un tema 

tan poco conocido en estas latitudes, posee en 

su biblioteca particular. 

A cep tado 

cR~ 
.---__ J-ng. RauI Val iente 

~ Jefe Dpto de Física 

V o • B o 

Dr. Wi11y C10et e ns 
Moderador 
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A mis Hermanos en Reli g ión, de modo espe­
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fu e r z o s, s a c r i fi c i o s ni t r a b a j o s e x t r a, am é n del a s i n­

contables muestras de estímulo y aliento, para que pu-­

diera llevar a buen término la carrera emprendida. 

do r, el DR. 

- Al háb il Mae stro e incansable investiga­

PILLY CLOETENS, quien du rante dos años 

fue mi Profesor, lo que me ha permiti do aquilatar sus 

relevantes méritos como Profesional competente y abne­

gado. 

Confieso que sin su valiosa colaboración, sus acerta­

das y oportunas palabras de aliento, su e ntrega sin des­

canso y su desinterés en brindarme cuanta ayuda he nece­

s itado en cada una de las últimas etapas de mi carrera 

universitaria, no hubiera logrado superar las dificul-­

tades que se me fueron presentando. 



- Al In g . Raúl Valiente, Jefe del 
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los Profesores de quienes a lo largo de estos 

cinco años de estudios, he recibi do amplios y 
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I N T R O D U C C I ON 

Una p r op ieda d fun damental de toda partícula cargada es que 

la "energía electromagn~tica" es irradiada al ser acelerada 

dentro de un campo magn~tico ; he c ho que ha sido comprobado 

con mime r osos experimentos r ealizados en dive rs os campos de 

la Física . 

Cuando l os "efectos cuánticos" no son impo rta n t e s , la Teo ­

ría Clásica conserva toda su val~ deH , y la "Ecuación Exacta 

del Mo vimiento" de una partícula cargada irra d iada, se com -­

pren de p l enamente en el estado actual de la Física . 

Pe r o a 1 t en e r e n c u e n talos "E fe c t o s Cu á n tic o s" y al con s i -

derar las nuevas soluciones qu e la "Teo rí a Cuántica" nos da, 

entonces, aparece que no hay ninguna ra zón para aceptar las so­

luci one s tal com o nos las presenta u na desc ripción clásica exa c 

ta de las partícula s ra di acti v a s . 

El re p r e s e n tan t e m á s gen u i no de l a "Ele c t ro di n ám i ca C 1 á sic a " 

es H. A . Lorentz (1 ). e l cual escoge una esfe ra cargada como el 

modelo de su electrón . Calculó la fuerza de radiación conside­

ran do la acción retar dad a de una parte de la p artícula sob r e 

las ot ras partes . 

El resultado lo pu do exp re sa r como un "Desarrollo en Series 

de Pote ncias", en las cuales el ra dio del electr6n hacía de pa­

rámetro . El primer t~rm ino de la serie es independiente del ra 

dio. de modo que repre senta la fuerza de ra d iación de una par-­

tícul a puntual. 

Las di ficulta des surgen cuan do e l "Mo de lo de Lorentz" quie r e 

(1) H. A . LORENTZ en Teo rí a de los ele ctrones , Leipzi z 1909 
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aplicarse a partículas de dimensiones finitas 1 pues entonces 

lo s términos superiores de la serie, dependen de suposiciones 

a rbitrarias r especto a la forma y la distribución de carga de 

la s partículas. 

Estos términos de orde n superior se hacen más y más impor-­

ta ntes a med i da que e l tiempo r eque ri do para una oscilación es­

pacial de la partícula se hace pequefio comparado con el emplea­

do por una sefial l uminosa para atravesar una distancia igual al 

ra dio de la part í cula . 

Con mayo r razón el mode lo prppuesto no puede ser es t abl e , y 

r equeriría la p r esencia de fuerzas no eléctricas pa r a asegurar 

la estabilidad del sistema . 

Rohrlich (1) ha demos tra do no ha mucho la posibilidad de fo~ 

mular una nueva "Teoría" consistente y r elativ ísticamente inva­

riante"1 pa ra pa rtí culas de dimensiones finitas con tal que se 

definan co rr ec t amente la energ ía y la cantida d de mov imiento 

del campo . 

Demues tra también que todas las di ve r gencias posibles para 

partículas, pueden elimina rs e ún ic amen t e median t e un procedi-­

miento de r e no rmali zación, basa do en l a invariancia relativista 

de la Teoría . 

Dirac (2) nos ha proporc ionado un método bien definido y re­

l ativíst icamen t e invariante para calcular la fue rza de ra dia--
. , 

c¡on. Para ello supone que l as "Ecuaci ones de Maxwe ll" son 

válidas mu cho más allá de l punto de singularidad y demuest ra 

qu e hay u n solo proc edimie nto de invaria ncia de Lorentz por el 

cual puede e liminar se e l "infinito" para la posición de las 

partículas . 

Encuent ra además qu e la fuerza e n cuestión es proporcional 

a l a dife r en cia entre los campos adel antado y retrasado de la 

partí cu l a, de modo qu e cuando se ha l og ra do de terminar esta 

can tidad en térmi nos de la "v e locidad" de la partícula y sus 

"derivadas ", se obtiene la e cuación que nos da l a fuerza de la 

(1) F. ROHRLICH, i n Amer ican Journal of Ph ysics , 28, 639 (1960) 
(2) P. A. M. DIRAC, Proc. Royal Sociaty~ Londres a-16?, 148 (1938) 
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ra diación. 

En la aproximación no ralativista, este resultado de Dirac, 

concue rda con el térmi no princi pal del desa rrollo en Series de 

Pot encias calcula do po r Lorentz . La deducc ión r elativista de 

la j uerza de ra diaci ón y sin utilizar la notac ión tensorial, 

había s i do ya presenta da por Schott (1) . 

La interpretación fís ica de los result ados matemáti cos obte­

ni dos por Dirac, la hicieron por primera vez los físicos Whee-­

ler y Fey nman (2). Según e llo s , la combina ción de los campos 

avanz a do y retrasa do surge -_ de la interacción de la partícula 

cargada con todas las dem ás partículas cargadas del universo, 

suponiendo para ello qu e todo nuestro univer so es un absorben­

te. 

Tanto Di rac como WheCi 1 e r y Fel./ nman para 1 a deduc ción e inter . -
pretación de l os r e sult ado s obt e ni do s , s e ba s aron en suposic i o­

ne s de la mayor generali da d, de modo que la exp r es ión de la 

fuer za de radiación pudiera tomars e como una ecuación matemáti­

ca exa cta de dicha fuer z a, dentro del sist ema de trabajo de la 

Teoría Clásica . 

S in emba r go esta conclusión no tiene much os adep tos y la ma­

yorí a de los libros de tex t o (3) hacen hincapié en que esta ex­

p r e s ión de l a fu e r z a de r a d i a ció n t i e n e u n c am po d e a p 1 i ca ció n 

muy re ducido . 

En particular, no es aplicable a interval os 1 arg05de tiempo, 

ni tampoco cuando esas mi smas fue r zas son g randes comp aradas con 

otra s que pueden estar actuando sobre la partícula . 

Dos fact o r es dete rminan esta limitación: 

1° La solución de ecuacione s de movimiento 

con ra diación para una partícula dada , siempre contiene térmi--

(1) G. A . SCHOTT, e n Philosophy Magazzine, 29, 49 , (1915) 

( 2) J. A . WHEELER Y R. Po FEYNAfAN, e n Re vi ews o f Mod e rn Physics 
1 ?, 15?, ( 194 5) 

( 3) E. G. LANDAfJ Y E. LIFCHITZ, en Teoría Clásica de los Campos, 
Edici ones de 1 a Paz , Moscú 
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nos qu e r equ ieren que l a a c e leración de la part ícula aumente ex­

pon en ci almen t e con el tiemp o, dando as í origen a las llama das 

soluc iones "auto-acel e ra das divergentes" o (RUN-A WAY) , l o cual 

supon dría una adición de e nerg í a de fue r zas que no actúen sobre 

ell a, lo que sería un absu r do aplicado a nuest ro mundo fís ic o 

r e al. 

Dirac no pudo adve rt i r tal incongruencia, po rque consideró 

el más s i mp l e de l os casos , como es e l movimiento de una partí­

cula libre . 

2° Post e ri orme nt e , C. J . Eliezer (1) a segu ró haber de 

mos t r ado que hay casos de campos de fu e r zas en los cua l es no es 

posibl e e ncontrar l a solución f ísica . Esto s casos particulares 

son : 

a) El campo creado po r una de l gada p l a ca con carga in­

fin ita . 

b) Campo Coulombiano de at r acc ión o de r epu lsión. 

Por l o tanto, según él , no tiene se nti do hab lar de una solu­

ción ge ne ral de la ecuaci ón de l movim i ento de una pa rtícula oJn 

una ca r ga de terminada . 

S in emba rgo, se verá qu e sí ex ist e d i cha so lu ció n para mov i­

miento s tridimensionales tanto en c ampos de atracc ió n como de 

r epul s ión, y para movi mientos un i di men si onales de c ampos de re­

puls ió n. 

En cu anto al movimiento unidimens ional a 10 l argo de una lí­

nea qu e contiene l a fuen t e de un campo coul om biano de atracción, 

n o e s p o s i b 1 e o b ten e r 1 a s o 1 u ció n f í s ic a e n t ér'm i n o s d e fu n c i 0 -

nes ordinarias , pe r o s í s e lo g r a una solución sa tisfact oria en 

térmi nos de funcione s gene ral i zadas conoci das com o "función de 

distribución". 

Gilbert N. P1 ass ( 2) ha s i do el prim e r o en en con trar tales 

sol uciones , que pr e s en ta r emos más adelante . 

(1) C. J. ELIEZAR, en Re vi we of J,fode rn Physics , 19, 147, (1947) 

(2) G. N . PLASS., en Rev i ew of Mode rn Physic s , Vol 33, # 1, 
3 7, (1961) 
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I.- CAMPOS ASOCIADOS CON UN ELECTRON 

De acuerdo con el trabajo original de Dirac (1), en 

todo electrón en movimiento debe t ene rs e presente la existencia 

de l os campos a él asociados. Siguiendo al propio Dirac , utili ­

zaremos notación rel ativista y tomaremos la velocidad de la luz 

como uni dad , es deci r que : c = 1 

Suponiendo que la " '!o r1 d-1 in e " de l electrón en las coordena­

das espa cio-ti empo , s e conocen y que viene descrita por la ecua 
. , 

c~ on; 

Zú, (s) 1- 1- 1 

don de ~(s) son funcion e s conocidas del tiempo propio, y en- ­

tonc as se debe cumplir que: 

> O 1 - 1- 2 
ds 

y el potencial e l ect r omagnético ~/{, ' en e l punto ~t(.. ' satis­

face l as e cuaci o nes: 

don de 

)A 
--...,,--,-fl-_ = O 

j x.,.¿v 

es la densidad 

1-1-3 

del vector corriente de la carga , den 

s i dad que pue de exp r esa rse para una partícula de carga "e", en 

t é rminos de funci ones de la forma : 
....,.,.. 
J"P- = e 

u 

= e I ¿~J( ~a- - Zfi) para/«= O, 1, 2 , 3 

La s cantidades de campo F~J pueden deduc irse a partir de 

los potenciales A~ y vienen dadas por: 

F/~j./- ;) A J ) A LA..--

- U x,,¿c.. J x¡/ 1-1- 5 

( 1) P. A. ¡){ . DI EA e, op . cito 
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Las e cuaciones 1-1-3 tien e n muchas so l uciones y por lo tanto 

no son suficientes para determinar el campo . Para e ll o hay que 

utili z ar l os campos o potenciales llama dos retardados de Li~nard 

y Wi eche r, '11 r et . 

Puden lograrse otras soluci o nes a fi adiendo a lo anterior, 

cu alquie r a de las obtenidas por la 1-1-3 y le 

o 1-1- 6 

que r ep r esen tan el campo de ra diaci6n u ondas elect romagn~t i cas 

i nci dentes sobre el ele ctr6n en cuesti6n . 

La soluci6n particula r que r ep r esenta las condiciones actua-­

le s de l e l ect r 6n s e r6 la suma de los potenciales y lo s que satis 

fac en la e cuaci6n anterior . 

Tendremos por 10 tanto que : 

F ,l{//'/ = 
':" c.+ 

1-1- 7 

Ot l' as so l uc i ones i mp o r tantes de la 1-1-3, son las que nos da-­

rían los potenciales adelantados . 

Por razon es de simetría con la 1 - 1 - ~ podremos esc r ibir que: 
~ -7 ~-4:"' 

F «.-,¡..I = F.-UV- + F.-UV 1 - 1 - 8 
Clc... f ::¡di/ o,~f --don d e el F Uf ¡J S a t i s f a c e 1 a 1 - 1- 6, Y r e P r e s e n t a u n c am po de r a --

DV 
d i aci6n que desempefia, po r r a;wnes de simetría, el mismo papel 

- /.¿ ;/ que e .Z ~'n ' Y que puede interpretarse com o el campo de r adia-

ci6n sa .Zient e , de las p r oximidades del elect r6n , de modo que: 

1--1-9 

sería el camp o de radiaci6n p r oduci.do por el elect r 6n, diferen- -­

cia qL¿e puede exp r esarse con la ay"L~da de las ecua ciones 1- 1-7 y 

1-1-8 en la forma: 
-";o- ~ 
FU _ 
rClc.l 1- 1-10 

Comparando este r esultado con uno de los comunes para la r a-­

d i aci6n producida por un e l ectr6n acele r ado . 

Par a m a y o r s e n e i 11 e?, v am o a supo n e r q u e al p r i n c i p i o , e 1 e 1 e c; 

tr6n se mueve con "velocidad constante", luego expe ri menta una 

aceleraci6n, y finalment e reg7' esa a un estado de "velocidad uni ­

fa rm e . " 
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En t ales condici ones y de acu8 r do con la t eo rí a c o rri en t e , 

la r adia ci ón em iti da por e l e l ect rón mientras es a c e l erado vie --..... 
ne dado por e l F~P a g r andes dista nci as del ele ctrón y en rr¿ 
tiemp os muy gr andes después de sufri da l a ace l e r ación . 

Esto debe se r igual al s egundo mi emb r o de la 1-1-1 0, puesto 
----qu e en tales con dici ones , e l F-~¡/ debe se r nulo . 
act v 

Por tant o e l r esu l tado de la 1-1-1 0 está de acuerdo con el 

usu al , e n aquella r egión del e spacio - tiemp o en que es t e últi mo 

e stá defi n i do . 

Dic ho r esu l tado p r opo rci ona además un valor definido pa r a e l 

campo de r ad i ación a t rav és de t oda la lín ea espa cio - ti empo da~ 

do un s i gn i ficado al campo de ra d i ación muy ce rca de l e l e ctrón 

y an tGs de su ti empo de emisión , cuando todav ía carece de sen-­

ti do f ísico . 

Otro camp o que será necesario más ade l ante es e l 

fi ni llo como : 

1- 1-11 

qu e también lo podemos exp r e ar con la ayuda de las e cuacion es 

1-1-7 y 1- 1- 8 en l a fo rma: 

~ ( .--'r' u.P 
"2 F'- + I r¡ 

pP-P/) 
oul 1-1-12 

II . - EC'UACI ON DEL /¡fO VDfIENTO DEL ELECTRON 

Para obtener la ecuac ión de l movimiento de un e l e ctrón, que 

no s pe rmit a complet ar l a teoría de l a i nteracción e lectrón-c amp o 

e l e ctromagné tico, seguiremos totalmente a P. M. Dirac (1) en su 

ya refe ri do trabajo o ri g in al . La i nformac ión necesa ri a l a pode­

mos obtener de l as l eyes de con s e rv ación de ene rgía y del Nomen ­

tu mo 

(1) P . A . M . DIRAC, en op . cit. 
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Para e ll o r ode aremos la línea de l universo (World-line) en 

e l espa cio - ti empo de un tubo delgado ) cuyo r adio sea mucho me­

nor que cua lqui e r l o ngitud físic a impo r tante en e l probl ema del 

e l e ctrón . 

En tales condicione s e l flujo total de energ ía de l Momentum 

que sale a través de la superfic i e de es t e tubo , de be se r igual 

a l a dife r enc i a de energ { a dentro del tubo 8n ambos extremos de 

su l ongi t ud, y dep8nder6 exclusivament e de las condici ones de 

dichos ext r emos . 

Adem6s , es indep endic:n te de la fo rma y tamaño del tubo , con 

t a l que sea pequeño para que los de s a r rollos e n Se ri e s de Tay -

1 0r~ s igan siendo v61idos . 

Los c6lculos necesarios para logra r esta infor'mación, son 

largos y pesados , y Dirac los presenta en el apénd ic e de su r e­

ferido trabajo . 

El flujo de ene r gí a y ¡)fomentum que sa l e de la supe rfici e del 

m ene i onado tubo viene dado por: 

I[J e
2 c--1 . t- - elJJ 

JL dv 
donde v = 

.dV dS 

1-2 -1 

int egrado sobre toda la supe rfic i e del tubo, 10 cual supone que 

e l integrando es un dife r encial pe rfec to, es dec ir que: 

~ 2 -1 . 
"2 e t .31- 1- 2- 2 

y e sto es t odo 10 que podemos lograr a partir de l as l eyes de 

cons e rvación de l a ene r g {a y del Momentum . 

Para poder ll egar a formular la ecuación de l movimiento hay 
-'Y 

que hacer otras suposiciones que nos dete rminen e l vector ~ 

De l a e cuación ant e rior y con la ayuda de: 

( -» -=-:;:. ) v • v o 1 - 2-3 

se t end r6 qu e : 

(15 . m ~ 2 - 1 (--">- --7v• ) = o "2 e é- v . 1 - 2-4 

con l o cual r es tri njimos la e le cc ión del ~ de modo que siga 

si endo función de ,~ y sus der iv adas . La forma m6s senc ill a 



- 9 -

qu e sat isfac e l a r est r ic c ió n impuesta po r la 1-2 - 4 es que: 

k . . l!a- donde k = cons t e 1-2-5 

Sus tit uy e ndo e st a exp r esión en la 1 -2-4 se tendr á qlLe la cons 

ta n t ~ toma l a f o rma : 
_ ~ 2 - 1 

k - 2 ' e E. m 1 - 2- 6 

e n 1 a c u a 1 "m" e s o t r a con s tan t e i n d e pe n d i e n t o de " E " , de mo -

do que l a e cu aci ó n puede te ne r una fo rma def i n i da b i e n de t e rmi­

na da cua ndo é.. _·_~O • 

De es t e modo se cons i gue como ecuac i ón del mo vimi e nto pa r a 

un el e c t rón : . ;/ 
m . ~ = e ' ~ ' /~ 

dent ro de un c ampo e l ec t r om agné tic o ext() r no ~ 
1/ 

p eña e l pape l de l a masa en r epo s o y " fa- " 

defi nido po r l a ecua c ión 1-1 - 11 . 

1 - 2 - 7 

e n do n de "m" de s em­

e s el cam p o ext e rn o 

Pe r o l a e cu ac i ón 1 2-7 no ti ene l a f o rma dese abl e pa r a l a a­

p l ic ac i ón e n p robl emas f í s icos co ncre t o s , ya qu e de ordinari o . ~ 

no se co no c e e l "f;;; " , sin o e l c ampo i nci dente " F::" " de f i n i-
" 1 

do po r l a 1-1 - 9 . 

L a r ela c ión en tre es t os dos c ampos se obt i ( ne de la s e cua c i o 

nes 1 1 - 8 , 1-1-9 Y 1 1 - 11 Y v i e ne dada po r : 
1-' ¡./ j/ 

fu f,u- + i F~d 
/ 1'1 re. 

f};. 
2 

e (i--t-' 
¡-J 

Ü'/~ v.a-. ) + - .... - V 
''1 J 

1 - 2- 8 

de sue rt e qu e al susti t u ir esta r ela ció n en l a 1 - 2 - 7 se ti e ne 
. , 

de fi ni ti ua dE: la 
. , 

del mov i mi e nt o de c om o exp r es ~ o n e c uac ~ on u n 

e l e ctrón : 
2 2 2 ~2 ~ 

m. v - :r e . ~ -y- e . v • v e . ~ . F~ 1 - 2 - 9 
,P:- .bV Ir¡ 

Es t as e cuaci ones s o n de l a misma fo rma que las obt en i das a 

pa r t i r de l a Teoría de Lo r e nt z de s u. e l ect r ón e x te ns o, i gu.ala n­

do a ce r o l a fu e r za t o tal s obre e l e l e ctrón y de s p r e cian do l o s 

té rminos qu e con t engan de riva das supe r i o r es al s egun do o r den . de 

" v " ~ . 
Pe r o mi e ntras las e cua ci o nes de Lo r e n tz so n ap r ox i mada s , hay 

muy bu e nas r az ones pa r a ac ept nr qu e la s dedu c i da s p or Di r ac s on 
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"e cuaciones exactas " den tro de los límites que impone la Teoría 

Clá s ic a de donde se han de ri vado . 

Presen tar emos ahora e l significado de cada uno de los tJrmi -­

no s que in teg r an l a 1 ~2-9 , cuando :j'~ = O ". 

El segu ndo miemb r o r ep r esenta el T rab ajo promedio que e l c am­

po incidente r ealiza sobre el elect rón . 

Los dos primeros términos del p ri mer miei7lbro ~ son dife rencia­

l es exac to s , que pueden considera r se como la exp r es ión de las 

"energías intr{ns ecas n de l e l e trón . 

El té rmino " m. vo", como la ene rgía cinética de una pa rtícula 

con masa en r eposo mo . 
2 2 ·· 

El t é rm i no - ----:J" e • v , con s t i t u y e 1 a 11 am a da " e n e r g í a de 

aceleración" o energía de Schott del ele ctrón . 
2 2 Por último, e l término - - e . v . v , r ep r ese nta l a em isión 
3 

irreve r s ibl e de rad ia ~tón , y da e l efecto del amo rti guamiento de 

l a r ad ia ción sobre e l e lectrón . 

Ve amos aho r a, cómo apa r ece e l término r ep r ese ntativo de l a 

energía cinét i ca: . 
El "B::V " intro ducido en l a 1- 2- 2 , puede consid e rars e como 

e l vecto r negativo de la energ í a y e l Momentum . dent ro del tubo 

para cu alquier val or del tiempo propio . 

De las e cuaciones 1- 2-5 y 1- 2- 6 se deduce que dicha ene rgí a 

debe se r negativ a y í :;nde rá a " --:;...0 " cuan do "é'.. - -",", O " , Y es ta 

energía negativa es indispen able para compensar la e no rme ener­

g í a pos itiva coulombi ana fuera de l tub o, a fin de cons e rv ar la 

energía total por det2jo del valo r ap r opiado a la masa en r epo s o 

qu e hemos r ep r esentado po r" m oJO . 

De ue rt e que si se qu i siera da r un modelo de l e l e ctrón, de --­

bem os supon e r que éste tiene una masa infi nita negativa e n su 

c entro, de tal modo qt¿ C al r esta r la de la masa infinit a positiva. 

de l campo coulombiano ci r cundante , la diferencia sea precisamen­

t e la ma sa e n r eposo "m o" . 

Un mode lo semejante d i f ícilmente es tará de acuerdo con las 

i dea s ¡ ís i cas co r rient s, pero no r epres e nta un absu r do a la te ­

oría con tal que s e posea un esquema matemático razon ab l e de l 

mismo . 
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Gi1be r t N. P1ass presenra la mism a ecuaciJn de Dirac e n 

o tra forma , utilizando e l tense; dc: l c ampo elect r omagnétic o . ?a-· 

r a 61, la ecuación de l movimit~ t o será: 

• k 1 
, 

e 
./Li -- Fik ' u + - b- ( n i 

.-
mc 

donde Fik r epr e s e nt a el 

do po r: 

O H H E x y x 

- H O H E 
F iJr 

z x y 

H - H O E 
Y x z 

- E - E - E O x y 

y además s e ti ene: 

y 

z 

1 
- b-

u. 
7.-

= 

2 
-:3' 

dx . 
7.----

d e. 

2 e 
3 m . c 

1 , ti . ü¡J - '"2 u . • u 
7.- n. 

1 - 2-:;C 
C 

Z e ns o 7~ de l CG.1'2pO 

1- 2- 11 

1 - 2- i, 2 

dx . 
7.- 1 - 2 -1 3 v . = ----

7.- d i:: 
r ela ciones en 1 as que el tiempo p r opio "e: II y e l ti empo o r-·-

d i nario " t " vi enen relacionados median t e l a e xp r es ión : 

~ ~ 

de: r (+ )2] 2 

II (+)2( - 2 

dt = II + 1 - ~- 1 Lf: 
; 

donde 
2 2 

r ep r e sentan la de l os cuadrados de l a n u y v suma comp o-

nentes e sp acial e s correspon d i entes a 1 as veloci dades . 

L as coordenadas se escogen de tal modo qu e se ve l'i fi qu e ; 

1 2 x Xl x te x = y 2 
3 4 

ct x x 3 - z x - x 4 

de modo que s e tenga: 
7) 2-1 

~ .-- - -
1 r 2' í 

(+)2) u u
1 = v 1 ( - é ---) ¡ = v Li + x l x 

v y II 
~ - ~ 

2 v 2 1 "2- I 1 (+) 2j 
- a 

U = u 2 - (_·c) .1 v + y L.L 1 - 2--15 

II 
~ 

(_U_ )2l 
~ 

4 (_v_ )2 \ 2 

ti 
- 2' 

u u4 c - - e + e I e .J 



Conviene t e ne r p r esente que: 

i 
u • u . 

L 

u. 
J 

2 c 

• i 
u 

i u U. 
L 

• i 
u 

- 1 2 -

o 
1-2-1 6 

y que en notación r e l at ivi sta como es nuestro caso, l as de riv a-­

das si emp r e son r espe cto al tiempo p r op i o" '(:' " . 

La cuarta co mpo nen te de l a 1- 2-1 0 no es una ecuac ión in depen­

di ente p como se puede demo strar a parti r de 1 as tres primeras 

componen t es y de la ecua ción 1-2-16 . 

v Para --c-~<l , l as e cu aciones 1- 2- 1 0 y 1-2- 11 nos dan la expr~ 

sión de las e cu acione s no r elat ivist as del movim i en t o , exp r es ión 

qu e vi ene dada por: 

dv 
(j[-

-7 e = - E 
m 

+ +-6)( Jf 
mc 1-2-17 

en la cua l e l últim o término r ep r e senta l a fue rz a de ra di ación 

divi d i da en t r e la masa de la part ícula . 

Tan to l a e cuaci ón 1-2-1 0 como la 1-2-17 r ep r ese ntan e cu aci o-­

nes exa ctas de l mo vi miento de pa rtícul as puntual es cargadas de n­

tro de un sist ema de r efe r en cia de l a Fí sica Cl¿sic a, y se pue-­

den ac ep tar como una des cripción comp l e t a de l f e nómeno . 

Ot r a formulación de la e cu ac i ón Lorent z-D irac, es la p r ese n­

ta da po r e l Dr . !7ill y Cl oetens (1 ). 

Según él, toda partícula ca r gada dent r o de un campo e léctrico 

y magné tico es t¿ sometida a las sigui e ntes condicional es : 
-::: -3;> -7 

F ::r F + F ext carga 
--s> ~ ~ 

E E ex t + E carga 1-2-1 8 
-.;> -? ~ 

H H ext + H car ga 

(1) F . J .. CLOETENS, en notas manuscrita s del cu r so de life c¿nic a 
Universidad de El Salva do r , 1967 



donde cada una de estas fuer z a0 

tes ecuaciones: 

ci ~ expresa mediant e la s 

de sue r t e 
~ 

m. a 

-)o 

F ext 

que l a 
-::)-

F to tal 

CJ -'- --=::: _v_ Ú,; H 
c - ext 

e~ -;, ~. 

'-u>( H + e . E c carg carg 

- ~ de l mouimien to 
, 

entonces: ecuaClon sera 
¿ ~ 

F ex t . + F carga 

-3' ....,. ~ 

- 13 -

si au ~ c: 71.. 
~ -

1- 2-19 

1-2-2C 
e ~ e- -!;:. 

(--u>( H t + e . Eext ) + (--u x H + e . E ) c ex c c ar g ca r g 

e c ua c i ó n qu e es uálida pa ra una ca r ga puntual . 

La 1-2- 20 pu ede s e r transformada t en i endo en cuenta para e LiJ o 

1 a den s ida d de ca r g a "F" y e 1 fa c t o r de f o rm a " , g ( k o, k) . 

Recordando que: 

e =! dV = f dt = r dx . dy . dz 

ento nce s se tendrá: 

y 

e -? 
-vx - e 

e • E ~ f P ( i, t) . E ( x , t) d:i O -" ~ -::l> -'" 

I carg 

e s t o al ha c e r : f (t, t) u =,¡ ( i~ t) 

1- 2- 2J 

1 - 2 - 22 

Po r o tr a pa r t e los campos cor r e spondi ente a la ca r ga los p o­

demos esc ri b ir en la fo rma : 
-.;:. --';> 

H ='\1 xA carga c arg a 

do nde se 

cP carg 

-;> 

Ecarga 

ha de cumplir que : 

= 27T 2 dk . e x ( )--Lj -'l' i k 

1 - --- ~ c 

t: 

-> 
'<1 carga 

1-2- 23 

4 i ,p , ') ( ' ) . 7íck dt J k( t sen ck t - t 

t-- - 00 1 - 2- 2~ 

-1(-'7 
dk . 1: ir k -) f k (t ' ) s e n c k ( t - t ' ) d t ' 

- : ;)0 

y 3/ ". ~ _ __ ,,' v 
A = (2 /1 ) 2 e ". '< 

carg 
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de modo que al sustitui r las dos ú2timas ecuac i ones en la 1-2-22 

y ésta en la 1-2-20 s e obti e ne finalmente: 
2 2 f:'!/ -

m.5 = f'e:l:t - 32:; e Jo d% [ v(t ' )cos ck(t ~ t ' )k
2

g
2

(k o,kl./ dt ' 1-2- 25 

váli da en l os límit es no r elativistas o s ea para _v_¿<..l~ y que c 
r ep r esenta una aproximac i6n r ec tilínea de la e cuaci6n obten i da 

por l os físicos Bohm y r,'einsten (1), donde "' 

g (k o , k) = factor de form a 

-1 ) - 2- /p ( 7 ) ikx ~ 
~ e ( 2 í7 2// x e dx 

Para e nc o ntrar e l valor de l factor de forma: 

Por defin ici6n: 
( ) - k~ f3~ -i k x r( -:- ~) g k IJ , k - 1 ')7752- d r . e () r- 11 IJ 1-2 - 26 

( 2/7) '-' / G • 41í 

y expres ándolo en coordenadas po l ar es se tendrá : 

k~ ! ~ j ')Jí '7{" 

g(k o , k) 3; 2 .:. ; ' r dr dfi' sen tJ de 
(21í) . 4/1 0 o o 1- 2- 27 

e-ikrcos&J(r_k~l ) 

que al integrar después de ha c e r l as correspo ndi entes sustitu--. 
ci ones se obt~nen como valor pa ra e l 

g (ka, k) 1 

factor de 

sen(_k_) 
ka 

forma : 

1-2 - 28 

Sustituyendo este va l or e n la 1-2 - 25 , l a e cuaci6n del movi-­

mi ento toma la forma: 
00 t k 

2 _1 _1 sen( ¡¡-;/i 
m.-: = - ~eíl1o d'l, e v(t ' )cos ck(t-t '). k

2
-

t
-k--2 jdt , 

r-k -) 

1-2-29 

do n d e "m" e s 1 a m i2 s a m e c á ni ca t o t al . 

Int egr ando por partes e sta r e laci6n, pa r a l o cua l haremos: 

(1) BOHM y J'lEINSTEIM, e n Physical Rev i ew, Vol 74, 1112, 
1789 , (1948) 
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-00 2 k 

v (t ' ) =[ dk eos 
s en (--_ ) 

u = dv ck ( t - t ' ) l. a 

du= a (t ' ) (~) 
2 

o 
ka 

se obti e ne como resul tado: 

2 ,1:: 0= 2 k sen ~-

J 
""!:> ~"rr eL al t ' ) J k sen ck(t-t ' ) ka dk 1 - 2- 30 m. a - -

(2:_) 2 
Íi a 

Volviendo a int egr a r nuevam e nte por part e s y tomando esta vez: 

dv = f:;:;~sen ck(t-t' ) . s e n2 
- ¡Ji- (~l )- 27 d~ 

l. -[ a -[ o /' 
.::> !:YO 

u=a(t ' ) 

du = a( t ' ) 

!J/ - 2 ( ' ) 2 k (k )-2'-/' 
V = - 1 c . cos ck t-t . sen ~. ~ dk 

o..... o v / 

nos da como exp r esión final de la e cuación del mov i miento según 

e l Dr . ~ . Cloetens: 

4 2 i ~ i~ _:)<::7 
(mo + mel ) . -;= e

2 
a(t ' )dt ' lcos ck(t - t ' ) • 

371 c o . G 1-2-31 
2 ( k) (~) - 21 dk 

sen ---¡:¡-;. k o " 

Supon i endo qu e : rako 

f = dens i dad de carga 

e 2 r - -/ , 
----""""2- (.) (' -r - ko ) 

4íTk v 

= 

se puede demost r ar qu e: m , = m electr o total 
y , . 

mo = masa mecanlca 

= O 

de sue rt e que toda l a ma sa proc ede de la carga de la part í cula . 

De todo lo anterior, se deduce que la ecuac ión del movim i e n-

to t oma finalm ente l a expresión: 
t 

+ _4e22j~It ')dt-r(:S eh 
-> 
F ext 3TTc e ),1, 

(t - t ' ) . 
1-- 2- 32 

( _~) . (~) -2J~ 

In ercia -
de l a 
c arga 

Fue r za 
mac r os­
cópica 

+ F u e r z a Ir! i 

2 sen 
k o k a ) 

croscópi c a 
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Aceptando que l a cc~ac i o~6s repres ntadas ~ n l a ~ - 2- 9 no 

dan una descripción exacta de.Z mo vimi e nto de un e l e ctrón df:: ntr" 

de un campo inci dente b i e n cpe ciJi ccdo . podemos inuesti~cr al ­

guna s de sus cons e cuenci as . 

En estas ecuaciones int ervi ene l a " v " 1 0 ua l sign i f ic a 
~ 

que e l movimiento no puede .. ,r d;Í"c r:-:: in ado ~ si sólo conocemo s 

su posición y u v e l ocidad en un momento da do . Para ell o debe ­

mos co noc e r también su aceler ación, de suerte que podam os dete r 

minar e l " cambio promedio" de 1:1 G c e l eración~ de modo qu e todo 

el movimi e nto qued e fijado . 

Para r eso lv e r l a e cuac ió n del mov i mi ento consideremos por ra­
~ 

zone s de sencille z ~ e l caso en ausenc i a de u n " H " exte rno in--

cide nt e . En t al e condici one la e cuación 1-2- 9 toma l a fo rma : 

-';" 2 a ' .~ - ?- - v, . ;:,.,. = O 

donde 3m 
a = ~-2 

2e 

1-3-1 

Pasando a coordenadas (X , y , R. t) e n l uga r de las coor denada . 

~ i pa r' a i = O, 1 , 2 :> 3 

y escogiendo un sist ema de coorden adas tal qu e 
-'7 
VA y 

--3>­
a o 

e s té n e n 1 a d i r e c ció n del e j e " x " , o e n 1 en gu a j e r e 1 a t i v i s t a, 
-7 -'7 

que los cuadrivectores "va" y "a o" e t6n contenidos e n el 

plano "xt", e ntonce s e l mov i mi ento est arrl contenido en e l mismc 

pla no y la ecua ción 1-3-1 s e transformará en es ta otra : 

.. 
(-; 2 " 2 . . 

a . x x + x x ) 
y , . 

~ .. 
t('t 2 ;:'2 a. t t - ) O 

1 - '1- 2 

De las ecuaciones 1-2-3 s e ob tl e ne fácilm en te que : 
· 2 · 2 
t - x = 1 • • • 0 0 " 2 " 2 

(t'. t - x . x') + (t - x ) = O 1-3-3 . 
t . t .'C. x O 
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Vemos que mu lti plicando la 1 - 3- 2 por "x" y l a 1- 3- 2b po r "tU 

y r e tándo l as miemb r o a miem bre, ambas desapa r e cen , lo que nos 

in dica qu e cada una de e lla s e s e quivalen te a la ot r a . . 
Eliminando "tU de l a 1-3- 3a y la 1-3-3b se obtiene: 

.• . . 2 - -~ 
t = x . x( l + x ) 2 1 - 3- 4 

y al us titui r en l a 1 ~ 3- 2a , nos da : 

• . ..2 . 2 -1 a . x - ~ + x . x (1 + x ) = O 1 - 3 - 5 

S i la " x " no desapa r e c e , podemos di vi di r la 1 - 3 -5 por esa 

cantida d y s e obt en drá: . .. 
x 

+ 
x . x 

O a ~ .. 
x 1 + 

- 2 x 
1-3- 6 

fó rmula qu e e s integrable de inmediato obteniéndose com o r e sul ­

t ado.' 

a . s ~ ( . 2) 1 n x + 2 1 n 1 + x = A 1-3-7 

do nde "A" es la constante de int egr ació n . 

Esco gie ndo el orige n do nde se mi de " s " de tal fo rma que: 

A =- ln a 

e n el pun t o "a ", t e ndr emo s qu e : 

as a . e 1-3 - 8 

fórmula qu e también ti ene int egr ación inme dia ta, dá ndonos como 

r esu l tado : 

l~ . 2 .1.1 as 
l n i + (1 + x )2j = e + B 1-3-9 

donde" B " e s una nueva c ons tant e de int egr ación . 

Es t e último r esultado lo podemos escribir como: 

x s enh ( eas + B) 
y 1-3- 10 

t co s h (e as + B) 

De l a e cu ación 1 - 3 - 1 0 v emos qu e : 

l O A medi da que s --~-,"-..,c> , v - - 7- ct e , dada po r : 

x = se nh B - tanh B 
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2° Cu ando " s " cre c e desde ( -ae.;J , e l mo vimi e nto 

se inicia en forma asintótic a con velocidad 

con stante y ésta cre ce de modo cont i nuo, de mo ­

do que pa r a valo r e s gran des de " 's ", la v--.::¡rc 

3 ° Pa r ecer í a que e l signo do l a e xpone ncial de la 

1 -3 1 0 de bi e r a ser ( - J. 
Sin em bargo con e st e signo ( - J, tendríamos 

una teo ría en la cu al, s i un elect r ón s e per-­

turb a de cualquier modo qu e se a y lu e go s e de ­

j a solo , pronto r eto rn ar í a a un estado de velo 

ci dad con stante c o n emisi ón de e ne rgía de r a- ­

diación , mi en tras de sci ende a dicho estado. 

Es t o sería admisibl e de ntro de las i deas de l a Física clási ­

ca , poro e n una te orí a r e l ativista , no es pos ibl e manipular los 

signos arbitrariamente , pues ello ll e v aría a que un átomo de H 
exc i tado , po r e j empl o , t e ndría que des cribir espiral e s hacia 

afu era, e n luga r de e spiral es hac i a den tro ha sta ca e r e n e l nú­

cl eo como debe suce de r según los postulados de la Física cl ási-

ca . 

De todo lo anterior se desp ren de que e l s i gno que apa r ece e n 

la 1-3-1 0 e s el correc to , y es to e s precisam e nte lo qu e const i­

tuy e la "característic a " más asombrosa de la nu e v a teoría de 

P. A. M. Dirac (lJ 

El mo vimiento descrit o por l a 1- 3-10 nunca se ha obs e rv ado 

para u n e l e ctrón en ausenc i a de u n camp o exte rno, lo cual no sig 

ni f i ca que haya contradi cción ent r e l a te or í a y la expe riencia, 

ya que la 1-3-1 admit e so luci ones alt e rn at i vas , es decir, para 

~ = c o nstant e 

está de acuer do con l a exp e ri en ci a y son la s únicas cond i ciones 

qu e so p r e s en tan e n l a natural eza . Estas cond iciones s e apli -­

can e n los problemas r eal es en l a forma siguiente : 

( 1) P. A. M. DI RA C, o p • c i t . 
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Suponiendo que un el ect rón es perturbado por una fuente de 

ra di aciones elec tromagn~ticas (R . E .3 . ) que incide sob r e dicho 

electrón y luego se l e deja so l o . 

En es tas condiciones podemo usar la ecuación general de l mo ­

vimiento representada po r la 1-2- 9 y r estringi r nos a aquellas s~ 

luci ones para las cual es la velocidad se hace constant6 en l os 

últi mos i nstan t es en que el electrón actúa so l o . 

Esto nos p r eviene pa r a tene r l a ve l ocidad exa ctamente constan 

te durante el periodo ante ri o r a l a llega da de la perturbación y 

nos lleva al movimi ento descrito po r la ecuación 1- 3- 10 , en l a 

cual 31 elect rón adquiere gradualm e nte su acele ración . 

La diferencia ent r e tal movimiento y el aue aq tiene cuando 

hay ¡¿na velocidad constante es tan pequeña , que no es posible 

adv e rtir contradicción con l os movimientos qtlO la expe ri e ncia 

nos ofrece . 

Por lo tanto, la ecuación 1-2- 9 o la 1 3-10 nos dan solucio - ­

nes en las cual es se co nocen la posición~ l a ve l oc i dad inicial y 

la acele ración final, en lu ga r de qu e t odas sean condic iones ini 

c i ale s las que se conocen . 

IV . ,_' l', LiJCION DE Ll~ ECUACI ON SEGUN G, N. PLASS 

Para en c ontra r la so l uc ió n de la e cuación gene ral de l mov i -­

mi e nto tal como l a p r opone este auto r (1), consideraremos sól o 

un movimiento unidim ens ional pe r o bajo dos condiciones dist in- ­

tas , a sabe r : 

a) s i n radiación de ene r g í a 

b) con r adiación de energía 

(1) G. N. PLA SS, op . cit . pp 37 Y s i gts 
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y en cada una de ellas tendremos en cuenta l a ecuación r elat i -­

vist a y la no relativista . 

1° Solución exacta del movimiento unidimensional 

de la ecuación no relativista y sin ra diación. 

Para este caso g en la 1 - 2-1 7, se p r escinde de la radiación~ 

de modo que la partícula qu eda obligada a moverse en una sola 

dirección , siendo la fuerza que actúa sobre ella , una func i ón 

explícita del tiempo y es i ndependient de la velocidad de la 

pro p i a pa r t í cu la . 

En tales condiciones , la e cuación 1-2-17 se reduce a l a bi en 

conocida "ecuación newtoniana " del movim i ento: 

m.6(t) = f(t) 1-4-1 

en la cual: a(t) representa la aceleración de la par-­
t íc ula. 

Si como condiciones iniciales t omamos: 

:x = Xo y v = vo para t = O 

l a solución de la ecuación anterior, la podemos esc ribir así: 
t 

v - Vo + .-1- r (t') dt ' 
m ~o (t 

Xo + vot + - ;-) f(t ') . (t -t ' ) . dt ' 
:::> 

y 1-4-2 
x 

de suerte que : 

"Si emp re que se nos dé la fuerza que actúa sobre 

l a partícula , como una función exp lícita de l tiel!':­

pO g la solución completa de su mo vi miento queda 

determinada por las e cuaciones 1-4 - 2 " 

2 °Solución de la ecuac ión de l movimiento r e l at i-­

vista y sin radiación : 

La ecuac ión rel at ivista de l movimiento que corresponde a la 

1-4 .. 1 g se puede obt e ner a partir de la 1-2-10 y viene dada por: 
__ '- ..J. 

• . u 21 2 . 
m . u = L 1 + (-c- J 1 • f r l: J 

-- '- ~ 

y [1 + (+JJ 2 = ~0-

1 - 4 - 3 

en 1 a c ua l:?- t. . 
L = (, empo prop~o 
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Int r oduciendo una nu e va va ri abl e "u)" .• t al qu e : 

u=c . senh 
w ((: ) 
-,-~....--- .~. -

de suerte qu e al sustituir est 6 valor en l a 1-4 - 3 nc d~ : 

m • w = f ; ~ ) ) -4 - 5 

Para demostrar el paso de l a 1- 4 - 3 a l u 1-4 - 5 podemos p r oce ­

de r de la ma ne r a s i guient e : 

Si e n l a 1-4-3/ hacemos: 

u u/(Z) -------~ = senh 
c 

10 cual i mp l ic a que: 

c 
u 2 (._ ... - ) 
e 

2 ( ,lj /C) ~ 
senh r------, c 

en t onc es t e ndr emos qu e : 

[1 + (+)~ 

Sustituy endo e st e va l o r, en la 1 - 4 - 3 :: 
.,-

m . ~ = l COSh 

l. ' 
f Ir '2" 

(.(~( 2J f( e) 

Por ot r a part e se ti ene que : 

" du m. u = m . crs-

== m"c . cosh - ---e 

r esu lta: 

ds 
CiT-

1 - 4 -
b 

1 - 4 -3 
c 

Si aho r a igua l amos 1au e xp r e siones 1-4~3b Y 1- 4 - 3d no s da : 

m. c.cosh ds 
dt = cosh CVI ( C J f( ¿) 1-4-3 

c -------c 

m . c . ds L Clt = f( ) 

- ' t.V'l'~- u~ 

se ti e ne finalm e nt e que: 
.. 

m. W = f ( C: ) 

como queríamo s demostra r . 

CENiRA . 
B'BLlOiECA. v~DO I 

E EL S~L 
UNIVERSIDAD D 

1 - 4 - 3 
e 

1- 4 - 5 
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De l o anterior se ve qu e pa r a una ci erta fue r za , la nu eva v a­

ri ab l e "w " desempe ña e n la ecua ción r e l a ti v i s ta e l mism o pape l 

qu e 1 a ve loe i da d " v " e n 1 a e cu a ció n no r e 1 a ti v i s t a . 

La so lución exacta de la velocidad r e lativista s e obt i ene al 

tomar una so l ución para la cor r espo nd i en te ve loci dad r elativis­

ta, sust ituyen do "'C " por "t", utilizando la e cuación 1-4- 4 y 

aju stando conv e ni enteme nt e las condic i ones inic ial es . 

A partir de las e cuaciones 1- 4 - 2 y 1- 4-4 
a 

se t i e ne com o r esu l 

ta do: 
u = c. senh í senh- 1 (2: ... L-) + ~ 

l c mc f (?:-') d'c'l 1-4 - 6 .,. 

Pa ra obtene r l a pos i ción o la ac e l e ració n como func ion e s del 

ti empo p ropi o "c" basta r á int eg r ar o deriv a r r esp e ctiv amen t e 

la ecuaci ón anterior . 

3° Ecuacione s de l movimiento con radiación, es de ­

cir en p r esenc ia de un c ampo exte rno ~o ~ 
a) Ecuación no - r e l at ivista: _ v-¿L...1 

e 

La e cuación de l movim i ento de una partícula carga­

da y sob r e l a cual actúa u na fue rza "f(t)" i ndepe n d i e nt e de la 

vel oc i dad de la partícula , vi e ne dada a partir de l a 1-2-1 7 por 

1 a expr e sión: I 

-7 m -"7 ( ) m. a - --b-. a = f t 1-4-7 

cuy a so l ución se rá : t 
a It) = e bt [ al o) - ~ i e-bt '! lt') dtj 1- 4 - 8 

De es t e r esulta do se dedu ce que : 

"En gene r al para una ac e l e r ac ión inici al arbitra­

ri a, l a acele r aci ó n de l a pa rtícula cr ece expo nen­

cial ment e como " e bt ", lo cual da ría una solu-­

ción f í s ic a inac ep tabl e , es de cir, nos ll evar í lJ.. a 

una so lu c ión div e rgente o "RUN- AWA Y" , soluc ión que ha sido es tu­

d i ada con to do de t all e po r Dira c y por Eli ezer e n sus ya v ari as 

vec es cita dos trab a j os . 

En la ecuac ió n newt on ian a del mo vi mient o apa r e c e l a segunda 

de riv ada de la posición r e sp e cto al ti empo . Y para lograr una 
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sol uc ión particular de l a misma es pre ciso conocer la posición 

y vel oc i dad inicial es de l a partícula . 

La e cuación del movimiento con un campo ex terno dada por la 

1-4 - 6 apa rec e con una tercera de riva da . Por 10 t anto par a po­

der resolverl a s e p r ec is a de una tercera condición inicial, y 

ést a e s l a acel e r aci ón de l a partícula . 

En l os probl emas f í s icos concre t os , el valor de dichas cons­

t ant es queda dete rmi nado po r las condicione s inicial es impu estas 

al problema y pa r a e l c aso qu e nos o cup a, la acele ración inicial 

que da determinada po r la sigui en t e condición de límite: 

De es ta 

"L a ac eleración no pu ede aumentar indefinidam e~ 

te con el tiempo , a me nos que haya una "fuerza ex­

t e rn a " que proporcione a l a pa r t ícula la e nergía 

necesaria . " 

condición se de sprende que en l a 1-4 - 8: 

[ a(o) - !{te- b t
: f (t')dtj2 - - ;, O si t --"' = 

de o tro modo , l a aceleración aume ntaría tan rápidamente como la 

exponencial "e tb " l o cual ll eva ría a u na sol ución "run-away". 

Para qu e s e cump lan estas co ndici ones de límit e , la acelera-

ci ón inicial de be t ene r el v alor de : 
cP 

m. a(o) = { e- b t '. f(t')dt' 1-4-9 

mientras que cuan do no se tiene en cuenta l a ra diac ión, l a ace- ­

lerac ió n inici al de l a pa rtícula es proporci onal a l a fuerza ini 

cíal, es decir qu e: 
~ 

m. a(o)CoG pro) 1-4-10 

S in embargo, para cualquier jue r za f í sica posible , la dife- ­

rencia en tr e am bo s valo r es es muy pequeña po rqu e e l tiempo qu e 

apar e ce en la expon encial es de l orden de: 

b -1 = O. 627. 1 O":' 1.."3 s e g • 

La so lución exac t a de la ecu ación consi derada , se obtiene a 

partir de las relaci ones 1-4-7 y 1-4 - 8 , Y viene dad a por: 
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b~e-b(t'-t).f(t ' )dt' 
c.o 

{e-bt' . f(t + t') dt ' 

-E> 
m. a(t) 

1-4-11 

De e sta ecuac ión se deduce que hay una solución física , siem­

pr e que ex ista la "Transformada de Lapl ace ~) " de la fuerza 

10 cual ocurre si empr e 

a) f(t + 

b) J t ' -

.t( t + t ' ) 

que: 

t ' ) sea conti nua 

toln.f(t o + t ' ) pos ea una singularidad 

para t'= t o ce rca de un n L. 1. 

c) ¡f(t + t ' )( L A. e .1 t ' para val o r es grandes de t' 

y donde: "A" es cual qui e r const ante 

" t" L b 

Y en par ticular habrá una solución no-div e rge nt e , siempr e qu e 

sobre la partícula actúe una "fu e rza finit a" y si la fuerza ac­

túa siempre en l a misma dirección, po r e j emplo en la dirección 

en que la J.' x " aument a, de modo que: 
....J.-

a (l..');>,0 para todo "t" 

Cu a n do n o s e t i e n e en c u e n tal a r a d i a ció n, 1 a a c e 1 e ro a ció n en 

un c i e r t o " t " e s pro po r c i on a 1 a 1 a fu e r z a q u e a e tú a s o b re 1 a 

partícula e n es e tiempo . 

Pe ro si se consi dera la ra diación, la aceleración e n un tiem-
-bt po " t ", está dada por el producto de "e JJ y la "fuerza" que 

actúa sobre la partícula en todos lo s ti emp o s posteriores al 

consi de rado. 

A menos que la fuerz a varíe apr e ciabl emen te e n un intervalo 

de ti empo de l orden de: 
b -1 = O. 627. 10- E,·:, s e g 

l a acele r ación en ambos casos s e puede consi de rar idéntic a en 

una buena aproximación. 

L a pos ición y la veloci dad de la partícul a se puede hallar 

mediant e la integración de la ecuación 1-4-1 0 , obteniéndose como 

v alores respectivo s : 
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x ( t) 

-c. t 
~ + ~t + 1-j(t- t')f(t') dt ' + ~if(t ' )dt ' m m m ' bm 

ca o ~~ 1-4 - 12 

+ --L--};e-b(t '-t) f(t ' )d t ' - L(l+bti e- btf(t ') dt' 
bm bm 

t o 

= va + ;j~(t ,)'1 '; j:-bt[f(t+t ' ) f(t'j}dt ' 1 - 4 -1 3 
o o 

v (t) 

De la s e cu aciones 1-4 -1 0, 1- 4 - 11 Y 1-4-12 se ve que la posi ­

ció n, velocida d y aceleración de una part í cula ca rga da sobre la 
~ 

cual actúa una "F externa ", si emp r e son finitas , a menos que 

dich a fue r za s ea l o sufici en teme nte g r ande com o pa ra hace r que 

alguna de estas canti dades se haga inifinit a al no t ene r e n con­

sideración la radiaci ón . 

b ) Ecuación relativista: V;::::::; c 

En es t e caso l a fuerza que actúa so bre l a partícula es: 
~ 

F ex t = f ((:,) 
in depend i e nt e de la velocida d de la propia pa rtícul a, y e nton-­

c es l a e cuac ión de l movimiento , a part ir de las r e lacion es 1-2-10 

y 1 2-16 vi ene dada po r : 
. 2 

1 1 u . u 
u - - b- u + -b-· 2 2 

c +u 

~ 

= ~[1 +(-%-)~~f(Z:) 1- 4 - 14 

que es una e cuación dife r enc i al pe r o no li neal y que puede r eso~ 

verse introduciendo la nueva vari ab l e dependiente dada en la r e ­

l ación 1-4-4 , que al sus titu irl a e n l a en l a 1-4 - 13 da: 
• m 

m .u) - - b- W = f( 0) 1- 4 -1 5 

que es una ecuac ió n de l a mi sma fo rma que l a 1-4 - 6 para la ecua 

ción no r e l a tivist a . 

Se puede , por 1 0 tanto , obtener la so l ución para el mov imi en 

to r e l at ivi sta de la 1-4 - 12 con s ól o sustituir "t" po r "c", y 

ll e v ando este v al o r a la 1 - 4 - 4 , e introduci e n do l a ve l ocidad 

propia " Uo " al ti empo p ro pio ,,(;= O " . 

Hechas to das esas su stituci ones se obtiene como so lu ción ex ac 

ta de l a e cuación r e l a ti vi sta de l mov i miento: 
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CÑ 

~(Z) = ~ l e-b(Z- -L:').j(r¿) COShT (Z,) dZ;'l-4-17 

"Z 
dond e: T(0) = ar gume nt o de l senh de 1- 4 -15 

Como casos pa rticu l ares t enemos : 
2 - Si T ~4. 1, en t onces cosh T-:;:::l y 

la so l uc ión dada por la 1-4-1 6 coincide con l a 1- 4-1 0 
a 

- S i s e nh T::::;T, e ntonces en le 1-4-15, 

la v eloci dad r e lativista coincide con l a no-relativista 

dada en la 1-4-12. 

Las e cuaci ones 1-4 - 15 y 1- 4 -1 6 r ep r esentan la so lución r el a­

tivi s ta exacta y no diverge nt e de una part { cula cargada so bre 

la que actúa una" Fu e r za exte l'na " y dotad a de un movimiento mo­

nodim ens ional. 

V. - SOL [JCION DE LA EC[J A CION SEG[J N EL Dr . ¡;r . CLOETENS 

La fo rmulación de la e cu ación ge ne ral de l mov i mi ento den tro 

de la Electrodinámic a Clásic a según el Dr . [Tilly Cloetens (1), 

está r ep resenta da por la e cu ac i ón 1- 2-32 . 

Par a e ncontrar l a so lución, es coge r emo s un~ "Fue r za exte rna" 

tal que: ~ 

Fext(t) -= O pa ra t~O 

Ap licando "Trans fo rmadas de Laplac e " y r' eco r dando que: 

;G f(t) = F (p) y ~ a(t) = J1 (p) 1-5-1 

( 1 ) [H . J, CLOETENS, op. cit. 



en t onces di ch6 e cuación toma la forma : 

(mo + me l) . A(p) = F(p) + 
2 jrP 2 sen

2 (_'!.J 
4 e 2 A ( p J [2 ~ 2 · k ~ o dk 
3r7'.II C P +c k (-) 

o k o 

de modo qu e : 
A (p) = __ 1 ___ , J~ H (p) • F (p)7 

mo+ m l , t ~ e e c o 

1 
H (p) = ----'------:-·--;::2:--------=2---

1 - ~-(rok o)[(~e n2- xdX +jo0

2sen 2x]dX 
Tí Jo x Da + x 

esto hac i endo las sustitucione s sigui en tes: 

k x = --¡;r;- a = -p~­
ck o 

2 
e 

3 
r uk o = ""'2 

ro = ~~---------2 e (mo + me1 ) 

pero como por ot r a parte se ti ene que : 

100 __ 2-,,::-s en x 
2 x 

Tr 
dx = ~ 1,::;0 sen2 x 

y 2 2 
o a + x 
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1- 5-2 

1-5-3 

1-5-4 

en t onces ~ l a 1-5-3 y 1- 5- 4 toman respectivamente la forma: 

2 íYPJ - 1 1 1/ - - -
A (p) = mo + m . 2p(ck o ) - 1 1 - e /¡ck o . F(p) 

eléc . ' 

[ 
2 í1P ] -1 

H (.p) = 1 - e- ~ck 
1/ o 

Escog i endo como valor de la F (p): 

F (p) = 7í ck o [ 1 
p2 + (Ti ck d) 2 

- ~I 
- e W). eE o 

y sustituyéndolo en la ecua ción 1-5- 5b nos 

= 2 /í 
m eE o • 

p 

da rá : 

1- 5- 5 

1-5-6 

Apli can do a la ecuación 1-5-5b, la "Tr ansformada de Lap lac e 

Inv ersa ", se ti ene como so l ución de 1 a ecuación 1-2-32: 



a (t) 2/1 e.E o cos (rrckot) 
m 
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1-5-7 

10 cual nos indica que la partícula puede vibrar sin amortigua­

miento en su campo retardado. 

Ahora trataremos de encontrar la solución do la ecuación del 

movi mie nto de un ele c trón, para tres casos particulares . 

~ 

Primer Caso : Electrón dentro de un H constante 

Ahora la ecuación de l movimiento se re du ce a: 

~ e ~ ~ 
m. a = -- v>(H c 1-5-8 

De acuerdo con la fig . 1 adjunta se tendrá : 
~ 

H = H~ 
Ji 

y v{o) = v{o)! + v{o)! + v{o)~ 

Por otra parte se cumple que: 

H (v i - v j) 
y x 

m. -; ma 1 + ma j + ma JI 
x y z 

1- 5- 9 

1-5-1 0 

Sus tituyendo la 1 - 5-10 en la 1-5- 8 re sulta: 

m . ~ = e H (v 1 - v 1) 
c y x 

= ma i + ma J + ma 1 x y z 

1- 5-11 

e igualando coeficientes nos da: 

eH -===-> f; =Wv a v x mc y x y donde{/.J = eH 

-eH mc 
a v - '7 v = -U/v y mc x y x 

1-5-12 

Apl icando "Transformadas de Laplace (~ )" a estas ecuacio-­

nes de las componente s se tiene: 

v (p) = 
p v{o) x p2 +w 2 

1- 5- 13 

vy{p) 
U/ 

v{o) 2 +w 2 p 



-- 29 -

Util i za n do aho r a 1 a "Transfo rmada I nversa d e Lapl ace ct;" -J,, ~ 
no s da como s o l ución de l a ecuación del movim ie nto : 

v (t) 
x 

v (t) 
Y 

Vo cos (6Ut) 

- v o ,~c n ( wt ) 

-'7 

Segundo Caso : Elect r ón en ause ncia de un H 6xte r-

no , e s decir sob r e él só l o actúa un 
--:l> 
E = conste ext 

En es t e ca so vamos a c ons idera r la solución de la ecuaci6n 

d e l mov i mi ent o en las dos situacio n e s: 

a) Pa r a v - c- <{ /- 1 ~ con d i c i o n e s no - r e 1 a t i v i s t a s 

, d ' .r Aho r a l a e cuacion 1- 2- 32 qu e nos ef~ n~ a el caso 

general de l a ecuación de l mov i miento se gún la Teo ría Lorentz-

Di r ac , se re duce a,' 2 
m.1z (t) e .1:(t) + 2e ; ( t) = 3 

~( t) e 
o bi en --m 

S i hac emo s l a susti t uc i ón : 

3c 
---3 2e 2 
E( t) + -~3 a ( t ) 

3mc 

2 2 . 8 
3 3 . m. c 

1 
- b -

1-5 - 15 

1 - 5--1 6 

y u tilizam o s "Transfo rmadas de Lap l ace" como so l uc ió n de l a an­

teri o r ecuació n se obtiene: 

-?< b t / 
a ( t ) = e 1 aro) ... 

t 
~ i e-

bt 
: eE( t ' ) d t 3 1 - 5-17 

en la cu al, e l va l or de " aro ) " queda de t e 7'minado po r las 

con dic io nes i ni c ial es de l p roblema f í s i co conside 7' ado , de sue r -

te que s i t omamos por ejemp l o: a r o) = O, entonces la ecuac i ón 

an t e rio r se r educe a : 

a (t) bt e 

pero c om o s i emp r e: 

y por lo t an t o : 

fJ 2 
~ . e O 

3 j¡ 
3 .m . c 

l i m o a (t) 
t ._ -~ -:::>-0 

t 
b ! -b t ' - - e . 
m eE(t ' )d t ' 1 - 5 -1 8 

/0 

en t onces b > O 



de modo que la soluci6n dada por la 1-4 1 8 
1\ 

es del tipo re presentado en la fig . 2, o tJ..t:..\ 

sea INESTABLE . 

Para eliminar esta inestabilidad, hay 

que i mp oner unas condiciones de 1 {mi te, 

a ( ~,;o) = O 

lo cual exige que la aceleraci6a inicial f;3 2 
debe ser entonces: 

ao 

;;.C 

() b 1 -b t' ( ' ) J ' = a o = --- e . eE t ct rr; 
./() 

- 30 -

1- ,:-19 

Sust ituyen do este valor de aro) en la ecu e 

ci6n 1-5- 17, se obtiene como "soluci6n regu--

1 a da y e s t a b le" : 
" ...0 

b bt / - bt' 
= m' e he . eE (t ' ) d t ' 

->;> 

Tercer Caso: Electrón dent r o de un H y z un 

La e cuaci6n del movim iento en estas con dic iones es: 

m .7[( t) = _ e_ -; x. El + e . E 
e 

1-5-20 

-'> 
E 

Y 

1-5-21 

que escrita en sus componentes" x, y " se transfo rma en: 

eH m. x = -- y c 
.. eH m. y - --e 

.. ---> x = 

x + eE ==> y 

eH 
me 

y _ /x=wy 
eH • eE .. 

- - ._- x + - - ==,?y = me m 
. 

-wx + 

Aplicando Transformadas de Laplaee, y recordando que: 
:-? .. . 
~ x(t) = p . X(o) - vo <J.? k = k._1_ 

_:r-X:J P 

s e tiene de las ecuaciones anteriores que: . . 
p . X(p) - Vo = t..UY( p) 

1-5-22 
eE -m 

y 1-5-23 . 
p . Y(p) 
. 

que resuelto para X(p) y 
. 

v (p) = X(p) = 
.'C 

v (p) = Y(p) 
y 

. eE 1 
= -[¿'X(p) + -.-m p . 
Y( p) no s da : 

p vo + eE 1 
p2 +w2 

--. 2 2 m p (p +c..u) 
1-5-24 

UJ 1 eE 
2 +w2 Vo + 2 +w2 

0_-
p p 1'7/ 



- 31 -

Ahora podemos aplicar Trasnjormadas I nversas de Lap1ac e " al 

sist ema 1-5-24 Y nos da como resu1 tado ji na1 cuando eE 
-- --~ O m 

v (t) (wt) + e . E 1 (1 ca s L¿it) = vo cos ---- -. x m UJ 
y 1-5-25 

v (t) (..l./t) + e . E 1 (UJt) = - vúsen -- sen y m (.(.1 

de modo que al sumar estas componentes s e tend rá: 

~ (t) = v (t) + v (t) x y 
1 - 5-26 

~~ stituyendo lo s valo r es de las ecuaciones 1-5-25 en 1-5-26 

se tiene como soluci6n de la ecuaci6n del movimiento : 

esto último recordando que: 

e . E 
muJ 

e . E 
mr..u 1-5-27 

- Ivt,¿ () ' ( ) e = ca s UJ t - .¿ se n LJ t 1-5-28 

VI. EJEfifPLOS PRACTICOS DE ESTE TIPO DE ECUACIONES 

Para mejo r visuali z ar la Teoría que estamos estudiando, ap1! 

c arem os la ecua ci6n del movim iento, a l os sigu ientes caso con- ­

creta s: 

a) Sea una fue r za impulsiva del tipo : 

h 
.,- t 

I F( t) = e . ErJ (g-) 1 - 6-1 
/ r(t) 
):1 J, ____ donde : Q = (seg)-l ./ 1t ( v é a s e 1 a fi g . 4) 

~/ )1. \~"~PttJ Sust ituyen do este valor de la fuerza en l o, 

~ I ~ ~ s o 1 u c i 6 n e s t a b 1 e da da por 1 a 1-5 - 20 s e 

( iJl tiene que : 
-¡-/9 7 
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1-6-2 

1 para 
1-6-3 

o para t> O 

Teni endo en cuenta esta propiedad, la solución viene dada por: 

C? (t) 
(bQ) e . E 

m 

O 

• e bt para 
1 - 6-4 

para t7 O 

.J.)'1 V(t) Gráficamente esta soluc ió n aparece representa-

)1l~ J da en la fig . 5 . 

\ Y' ~JFft)- - Vemos , pues , que en tales con d iciones, la 
- -- I ¡¿ /' I ~ partícula posee una aceleración cuando no ac--

túa sob re ella ninguna fuer z a externa, no tie-
fi9 5 ne~ pues , una "CA USA LI DAD" . 

Una solución así nos presenta el fenómeno de la "PRE- ACELERA 

CION")I es decir que la partícula experimenta una aceleración en 

un intervalo de tiempo arbitrariamente largo, antes de que so-­

bre ella actúe la fuer z a . 

Este fenómeno tie ne un comportamiento exponenc ial en el tiem 

po; de tal modo que en el dominio de la s velocidades clásicas o 

no-relativista s , en el cual cualquier medida tiene una preci-­

sión : "óc.'7/'L..." ", no es posible detectar es ta pre-aceleración . 

La pre- aceleración tambi~n orig ina un "redondeamiento" en 

l a gráfica de la velocidad" v(t) " c omo aparece en la mis-

ma figura 5 , en punteado . 

Comparando esta velocidad de l a pa rtíc ula cargada con la de 

otra par>tícul a neutra~ sometida a la mism a fue rza, se ve que la 

diferencia entre ambas~ está sólo en la po rción re dondeada , es 

de c i r qu e: 
v neu tra - v carg (oa) hasta el c:::.. = O 

donde alcanza el mi smo valor que la partíCUla cargada, conser- -
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ván dose ambas idénticas y constantes para todo "-<::7 O " 

Este valor se obtiene por supuesto de la suma de la veloci - ­

dad relativista desde: " v ( - -yO);' y la velocidad que propor­

ciona la fuerz a aplicada: v = c . tanh A 

Para este mismo caso, r esolviendo la 1 6 ·4 , se obtienen como 

valores de la veloci dad: 
eEQ bt . u(-t) t ¿" O . e para 

(t) m v = 
eEQ . u(+t) m para t>- O 

b) Consideremos ahora una fuer z a del tipo: 

en la cual : 

e . E( t) - /a/t eE . e • u (t) 

u (t) = función Heaveside 

O para tL O 
= 

1 para t~O 

1 - 6- 5 

1-6- 6 

En tales con diciones la colución correcta de la 1- 5- 20 es: 

eE . b b t 
m(b +Ta7) . e . u(-t) para L:_O 

1( t) 1-6-7 

eE . b - /a/ t () 
m (b + I al ) . e . u t para t;r O 

Si aho ra imponemo s la condición de que: 

v ( - oC) O 

lo cual no altera en nada la naturaleza del problema como lo ha 

demostrado F. Rohrlich (1), nos encontramos con que hay una ma­

yor gene rali zación cuando la fuerza actúa durante un tiempo fi ­

nito "'Z::. ", o sea que: 

f (e;) 
O . para ¿:L.O y L 7 e:.¡ 

I ntegrando la 
. , 

ecuaclon: 
w(z.) = 1-6-8a 

1965 
(1) F. ROHRLICH, en Class ic al Charged particles, Adison- Wesley 
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no s da como result ados: 

Z. -z: 
?;of . e~(l - e- ~) para Z'= O 

'L, - Z 
para OL- 'CL c/ 1-6-8b 

o para "E, .c. c:: 

Por conveniencia supongamos que: " v ( - ;:;Q) = O, ya qu e c u a!:... 

qui er ot r a elección nos llevaría a tener que sumar l a velocidad 

rel ativista , pero no afectaría en nada la naturaleza de l probl~ 

ma conside r ado . 

Integ r ando de nuevo la 1-6-8b, se tendrá: 

C 'L: 
'2: o. f . e ? ", (1 - e- 'Z..., ) pa ra -c: ~ O 

'2:, - 'C 

Z ... ) " O~ '<:"=L,1 - 6-9 

I I ¿:;;A "'- e 
~/-

Para obt e ner la ace leración y la velo cidad en este caso , bas 

tará sustituir la 1 -· 6-9 , en la siguiente ecuación : 

--;, 
a (t) 

-"> 
v (t) 

a[ t(Z.;J = 

v[ t( ¿ ~ c . t anhc.u (e) 

do nde: y = cosh ("U 

1-6-11 

y l a solución gráfica apa r ece en las adjuntas figuras 6 y 7 

{I~ 
V'(él 

- -" - - - --r,------

'G 
/ 



- 35 -

La figu r a presenta un dob l e "redondeamiento" en los puntos 

de la discontinuidad . Estos r edondeamientos son: 

uno de p re-ac elerac ión para "C:::O " 
- otro de pre-desaceleración pa r a " "e ~ ?:.)' 

De la gráf i ca de la veloci dad, se ve que p ara "1:.;'-2::,", la 

v elocidad es la misma tanto para una partícula cargada , como pa­

ra una partícula neutra si ambas están sometidas a la misma fue~ 

za externa . 

Por otra parte: La aceleración es continua pa ra to do "~", 

mientras que la aceleración de la part í cula 

neutra es d iscontinua en: 

La ve l ocidad es diferenc i able en todos los puntos , en tanto 

que la velocidad de l a part í cula neutra no es d i fe renciable, (p~ 

ro sí cont i nua) en: c := o 7 c:. == "C:.I 

El valor peque ffo de la pre- ace l eración y la pre-desacelera-­

ción p roviene del factor" '2:
0

", que aparece en la ecuación 1-6-9 

S i L () - -~ O, entonc es 

el compo rtamient o de la pa rt{cula cargada s ería idJn t ico al de 

la pa rtícula neutra, y la solución para la velocidad será: 

e . E bt (t) t O m(b + /a/) · e . u - para L 

v(t) = 1 - 6-12 
.b . eE 

t7" O - m(b + /a/) . /a/ 

Se de be escoger la constance C
1 

de tal forma que: 

v (0-) - v (o) - v (0+) 
y 

(0+) 
1 - 6-1 3 

a (0- ) - a (o) - a 

lo cual implica qu e el valor de la C
1 

debe ser : 

1-6-14 

deduciJndose fácilmente qu e entonces: 

a ( +00) O 
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VII . - BALANCE DE ENERGIA EN LA TEORI A "LORENTZ-DIRAC' 

Si hasta el presente hay alguna "Le y Física" que S82 acepta­

da sin la menor discusión por todos l os hombres de ciencia$ és­

ta e s la "Ley de la Conservaci6n de la Energía " de un sistema . 

S egJn la Teoría de Lorentz- Dirac, hay caso en que dicho pos­

tulado se cumple; sin emba r go se pueden dar ejemplos perfecta-­

mente pos ibl es , en que hay una flagrante violación de la "Ley 

de Conse rv ac ión de Energía" . 

Así por ejemplo para l a ecuación del movimiento con una fue~ 

za impuls i va estudiada en el primer caso de .la sección sexta , y 

cuya so lución dimos en la ecuación 

m .a(t) = e . E + 

1-6-4, s e ti ene : 

2e 2 ~ 
3 ' a 

3c 
1-7-1 

y para obtener el "Balance de Energ í a" basta multiplicar por 

"v . dt" 

r esultando entonces: 
<) 2 

-? ma . (vdt) eE . (vdt) + _ . e ~ (dt) - . -;.,o . a . v 
3c

J 
1-7- 2 

o 10 que es lo mismo: 

( 1-7-.? 
dEcin = dT t rab - d o/rad + dWSchott 7 

Cuando una partícula cargada sigue una traye ctor ia con una 

velocidad " ~" y una aceleración" 7"$ expe rimenta una varia­

ció n de energía, y esa cantidad de energía por unidad de tiempo 

a través de una esfera de ra dio " r =00) viene dada por : 

2e 2 2 dW rad 3 a • dt 1-7- 4 
3c 

qu e es irreversible por ser función de: 2 
~ O a 

Por 
o , 

toma : convenc~on se 

d 2e 2 d 
---rr- WS ch 3 . dt (a . v) 1-7-5 

3c 
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donde esta "Energla de Schott" representa l a ene r g la alrededor 
~ 

de lapa rt {cul a, deb i do al campo magné t i ca " H " Y al campo 
-7 

eléctrico " E ", Y es reversibl e . 

Por l o tanto, podr emos escr ibir e l "Balance de Energla" en 

l a sigu i en t e fo rma: 

o bien 

dE = cin 

dT = 
1 -7- 6 

dE o + dW d + d FSch C7..n ra 

Es dec ir que la partícul a se comporta en este caso como un 

simple transformador de l a ene r g í a que inci de sob r e ella , se--

gún e l adjunto esquema de l a fi g . 8: 

j
o f= ~d~,"h '- ,,--.-:;:. .....-/ ,J 'IAI -a--=-r:=-o -----717 I fe, °l_~ ';:>-0 fVrDd 

I EI . ,,;>-d¿. 
C/l1 

F:n e l caso que estamos consi de r ando , de una fu e rza i mpu lsi­

va en " t = O ", la ecuac ión de l mo vimie n to está dada por la 

rel ació n 1-5-20, y la e cu ació n del "Balan ce de energla" p or la 

1- 7-2, de modo que integr ando cada uno de l os términos de e sta 

últi ma e cuac ió n se obt iene: 

dT = eE . (vdt) 1-7-7 

y al sustituir la 1-6-5 b en esta exp r esión y volviendo a int e­

grar se tiene: 
o, cwO 

T =j eEJ(+) [ 
-'- oC> 

eEQ 
m 

pero como po r ot r a pa rt e : 

J(_t_) 
Q 

r-
= /Q/<.J( t) 

f (t) =L ebt .u(-t ) + u(+tJ 
00 

J:!!t). f(t ) dt = f(o) = 1 

1-7-8 

1-7-9 

de sue rt e que ll evando estos valores a la 1 - 7-8 r esulta final--

men t e que : 
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T = 1-7-10 

Para encontrar l a "Ene r g í a Cin~tica" que vie ne dada por: 

E . C7.n 
1 2 
2" mv (:)<C') 1 - 7- 11 

r ecordando que pa r a tiempos mayo r es qu e cero ( t7 O ) : 

eEQ = conste v (t~ O) = m 
1 - 7- 1 2 

i nt r odu ci mos e st e va l o r en la 1 -7-11 y nos da : 

E. = -±m ( eEQ ) 2 = * ( eEG ) 2 J. T 
C7. n :9 m '" m Ñ 

1-7-1 3 

Par a o b t e n e r 1 a "En e r g í a de R a di a ció n " ~ b a s t a 11 e v a r 1 a e c u a 

ció n 1 6- 4 a l a 1-7-5,; ha ci e ndo p r e viamen te: 

b 
m 

obt en i é ndose finalmente que: 
o 

dW -t--b--o( b . eEQ ) 2 oe2bt d t r ad m m 
- .-:-0 

.f. . (eEQ)2 = -J T 
m 

1-7-14 

1-7- 15 

De la s e cua ci ones : 1-7- 1 0 , 1 -- 7- 1 3 Y 1 - 7-1 5 se ve que e n est e 

ca so de l a "fuerza impulsiva " de l tipo dado po r la 1-6- 1 , s í 

hay conservación de ene rgía . 

En e l e j empo se gundo~ trat ado e n la sección p r e c ede nt e por 

la s e cuaciones: 1-6-5 a 1 - 6- 15 inc1usiv e ~ se t i ene tamci6n que: 
00 

j ;:SCh o 1 - 7-16 

y po r' 1 0 tant o, sól o tendrem o s que calcu l ar e l trabajo JJ T ", 

la ene rgía cin~tica " E . " y l a de ra d iación" W "o C7.n r ad 

De acue r do con las e cuac i on e s : 1 - 6- 6~ 1-6-12 Y 1 - 7- 2 , s e de -

b e tene r que :,?O 2 

! --7> ( eE) b 
T = eE . dr =2m(b + /a/J . / al . ( 2 + Ja7)~ O 

- c.Q 

1 - 7-17 



E. 
Cl.n j

?O 

= dE . 
Cl. n 

- .'"70 

ce 

W =jdW r ad ra d 
_ a!O 

=f T b -1. (1 + 
U2 + Tal)) 

T (1 
(2 + b) 

Tal 

b '-7á7 )~ O 

De es tas t r es úl timas e cu a i o nes se deduce que : 

T = E . + ir Cl. n rad 
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1-7-19 

1-7-20 

lo cual no s i ndica que tam bi ~n e n este ca so hay "Conse r vación 

de ene rgía". 

Pero podemos p re senta r ot r o ca so , muy fact ibl e p or ciert o, 

en e l qu e falla el "P rincipio de Conservación de Ene rgía", l o 

que es sufic ie n t e para demost r ar qu e la Teor ía que estamos es t u­

d i ando no tiene vali dez universal , y que por lo tanto -habrá que 

bu s car una nueva Teoría . 

Sea po r ejempl o, una part í cula ca r gada de ntro de un campo 
-¿. 

ma gn6t ico consta nte " H ", cuy a ecuac ió n del movimiento e n sus 

componen tes (x , y) es: 

- U)v 1 O a - - b- a = x y x 

+wv 1 O a - - b- a = y x y 

e cuación que en forma compacta podemos escribir como: 

-"'7 -~ m -~2 m d (-'7 -:7) 
m. a . v = - --b- a + --b- ~ a . v 

en l a cual tenemos: 

m 
b 

- ~ d ( m. a .v = dt 

m ~2 
- b- a 

2 
mv ) d ( ) 
2 = ~ E ci n 

1-7-21 

1 - 7- 22 

1 - 7- 23 

y al sustituir estos va l o r es e n la 1 - 7-22, de s pués de multipli ­

car po r" dt " se obtiene : 
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dE. + dW d + dWS c h C1n ra 
o 1-7- 24 

e integrando entre " O Y t " s e tiene c omo resultado: 

1-7-25 

q u e r e p r e s e n t a el" B a 1 a n c e d e E n e r 9 í a" par a 1 a fu e r z a q u e e s t a­

mas cons i de rando . 

Ap.licando a l sist ema 1 - 7- 21 , el méto do de Gilbe r t N . Plass , 

s e obtiene como "Solución Aceptab l e " de l a e cuació n: 

v x Vo ca s ((3 t ) . e - I :>( I t 
1-7-26 

v
y 

- Vo sen ((3 t) . e- IJ( It 

don de 1 as constantes ":::>( " y " f3 " vi ene n dadas p or : 

ID{ I = C>f 

~ 

i b1 ( i + t u + 16b- 2
w

2 )iJ " 
) 

l' 
J 1- 7-27 

r J be - i-+ :f( 1 + 1 6b-
2

W
2

):fJ j 

Aqu { las únicas ene r g ías obse rv ab l es son la Cinética y la de 

Ra d i ación, pues nunca se puede v isuali za r l a ene rgía de S ch o tt 

en campo s cuy a v e l ocidad sea" - 2 " r • 

L a e nerg{a ci~ética inicial viene dada por: 

E. 
C1 n 

2 + mv ( o ) 
2 

2 -mv (o ) 
== == 2 

2 
mv ( o ) e - 2/~ It 1-7-28 

2 

que de be transfo rma r se~ según e l "Pri ncipio de Conse r vación" y 

por lo menos en el límite pa r a " t- - :;;..=", en "En e r g ía de Radia­

ción", ya que todos aceptan que para una pa r t í cu l a en r e .1- -'so o 

si n ace l e r ación, la "Ene r gía de Sc ho tt" es nu la . 

Se deb i era tener pues que pa r a un " t =~ " : 

IL.\ W d I r a 1 -7-29 

pero se pu ede comprobar qu e en este caso , l os r esul tado s obte-­

nido s e n r e ali dad s on: 



Como 

~ Wrad 

2 mv (o) 
2 

mi~ - b- o a • dt 

2 2 0.2--mv (o) :?( +(d 1
1 2 . b/ a/ l 

si emp r e tomamos: 
2 _L (?)2 o/ ;- 1 b . / al 

y si 
w b 

frecuencia exte r ior 

entonces s e tendrá que: 

2 - 2 
0\ + ,1r 

b . / a/ 
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1-7-30 

1 - 7-31 

1 - 7-32 

Luego , comparando las e cuaci ones 1 - 7-28 y 1- 7- 29 Y teniendo 

en cuen ta 1 a 1-7-30 , resul ta que: 

1 - 7-33 

contra lo que se afirmaba en la 1 - 7- 27 de acuerdo con el "Pr in­

ci p i o de Conservación de Energía" . 

Tomando valores aproximadamente igu ales para "w" y "b",o sea 

~ = 0 . 968 

se t endrá que l a energía de radiación , al sustituir la 1-7- 26 

en l a 1-7-29, está dada por: 

/.); Virad = 1 . 57 
'" c. mv o 

2 
= 1.5 7 [lE . 

c~n 
1-7-34 

De modo qu e según es t os datos , ~~_E~~1iE~~~_~~~~~~~_~~_~Z~ 
de ene r g í a más de su ene r g í a cinética inicial . Estamos pues en 

p r esencia de una "Paradoja Energética ", la cual sólo podr í a de­

saparece r con una "Energ í a Total de Schott" negativa , para pa r­

tículas en r eposo . 

Pe r o este último recurso es inaceptable porque entonces do s 

partículas dife r entes en reposo , pod rá n te ne r una energ{a t o tal 
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de Scho tt d iferente . Y como ya se d ijo po co ha, todos aceptan, 

incl u so Dirac y e l prop i o Pl ass , au t o r de la llamada "Soluc ión 

Ac eptab l e" , que l a ene rgí a de Sc hot t para una partícula en rep2.. 

so ti ene que ser nul a . 

Luego vemos c o n e l senci~lo e j em plo anali z ado que en la lla­

mada "Teoría de Lorentz-Dira c", no se cumple , ni siquiera en la 

"Solución Aceptable" p ro p u esta por Gilbert N. Plass, el "Prin-­

cipi o Fun dame ntal de toda Mecán ica", c omo l o es el "Principio 

de Con serva c ión de l a Energía . " 

Es ta paradoja desap arec e , al tomar como e cuación de l movimien 

to, la introducida por Thomas Erber (1) , ecuac ión qu e luego ha 

sido examinada y gene raliza da po r e l Dr . Willy Cloetens (2). 
L a nueva formulaci ón de la ecuación del movimiento es: 

donde 

m .if( t) = _ e_ l!~ H':> -
C 

2 2 . e 
3 3 . c 

-> 
Fext 

. .,.. (_a_) 2 -> 
m '--L v .U 

'Z L 
1 

- b-= 

1-7-35 

Ecu ac ión cuya s olución haremos e n el apén di c e " A" que acom-­

paña a este trabaj o . 

(1) Th. ERBER, en "Fortschritt e der Physik", 9 , 384 , (1961) 

(2) W. CLOETENS, en "Dam ping- time" of rela t ivistic charged par­
ticl e with self-int e rac t ion in a constant 

hom ogeneous magne tic fiel d . 
Aceptado po r SIMON STEVIN, marzo de 1968 
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gn est a se cción 3eguiremo s t o talmente a l os pro-­

píos autores Henin-Prigogine (1) . Deduciremos la ecuac ión del 

movi miento para partí cu las que dependan de un "Campo electro-­

magnético" . La eli minac ión de los auto - campos, dar á la ecua-­

ció n de l movimiento para una fuerza externa arbitrar i a que víe­

ne exp resa da por: 

2-1-1 

en l a cu al: w = cua drivector aceleración 

F tenso r de l aut o- campo 

FO es el tensor del campo externo 

ambos tomados en el punto: 

x = q 

La ecuación ante ri or r elac i ona la aceleración con el valor 

de l campo ' sólo en el pu nto" x = q " Para una mejo r compren-

s ió n del a e c u a ció n de l m o v i m i e n t o , v am o s a con s i de r a r u n a p a!:.. 

tlcu la do ta da de u n mo vimi ento "uni dimensi ona l" a lo l argo del 

eje ~'z", en cuyo caso se tiene que: 

= - 1 

u = 
~ 
? 

( O, 

( O, 

uw + u4 w4 2 2 . 
w + w

4 
+ uw + u

4
w

4 
= O 

O, u , u
4

) 

O, W, w
4

) 

o 

k . sen&cos..p , k . sen ~ sen r(J , k . cose , k4 

2-1-2 

y 1) P r i 9 o g i n e I . a n d He ni n F. en " O n a c 1 a s s ic a 1 re f o rm u 1 a t i on 
Acad . Real de Bé l g ic a, (19 65 ) 
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S e logrará una mayor simplifi cación de la 2-1-1, si además 

hac emos: 

eF 34' u 4 = - i f( s) u 4 

u senh U 

Para el límit e no-relativista en que se tiene: 

• • a 
u;::;U ;~~ 

e 

~ 
"8 

u :::: U;::::::; 
v 
c 

2-1-3 

2 - 1 - 4 

donde" a " repres enta la "acel e ración tri d i mensional" y en t on­

ces l a expresión final de l a ecuación del mov imiento será: 

F t + ex 

2 t -.= 4 e 2/ d t JI dk . g ( k o, k) c o s c k ( t - t ' )?r( t ' ) 
3 c ,_ 

- -;;¡,c.- .:; 

2 - 1-5 

que eD la forma corri en te de escl'ibir la ecuación del movimien­

to en la teoría no-relativista de un electrón . 

Esta ecuación aunque parecida a la presentada por Bohm- WeiBs 

tein (1), tiene una d i fe rencia notable en el factor de forma , 

a saber: 

Par a B o hm - '11 e i n s te in: I g ( k o , k) / 2 

Para Pei:r1s-Prigogine: g(k o , k) 

Y ell o se debe a que aquéll os t om a como punt o de pa rtida para 

su ecua.ción , el límite no-rel ativ ista de la ecuación: 

2 m oC w =-F :j/_v 2-1-6 

En cambio, para partículas cargadas y con" v c 1 " se 

tiene que "k o 

la unidad para 

l os efectos de 

" y 1 a f u n ció n de l cut t - off e s i gu a 1 a 

todos los valores de "k" y desaparecen todos 

memoria que en el caso anterior era del orden : 

L ) - 1 
ü -::: (ch o 2-1 - 7 

(1) BOH!!, D. y í'fEINSTEIN~ },f . , en "The se1 f-osci1l ations of a . .. 
Phys . Rev . Vol . 74~ 1 2, 1789- 1798, (1948) 
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Pa ra una más ampli a di s cusión de la ecuac ión 2 - 1 - 5 , tom are ­

mos como valores del factor de forma, aquéllos en que : 

g(k o ; k) 'i O 2- 1 - 8 

d e modo que en ausenc ia de fue r zas externas:; las auto - acelera- ­

cio ne s de l tipo de Lor e ntz vendr6 n dadas por: 

a (t) = a ( o ) • e;\ t para /\> 0 2- 1 - 9 

Ll introducir este valor en la 2-1-5 para " f(t) = O " 

d i chas 801uc i ones ex i gen que : 

3 2 c 
'1,(0) O 2 - 1 - 10 

de la cual se deduce teni endo en cu enta la 2- 1 - 8 , que : 

dk . g(k o , k) 2 A 
2 

2 i:k • 9 ( k o , k) 
/\ + (ch:) 

e 

2 - 1 - 11 

Para esta ecuación, según lo '¡an demost r ado Herglotz (1) y 

Wil der7lluth (2) , y si la masa me cJnica " mo O " , la única so-­

luci ón compatible es : 

aro) = O 2-1-12 

Por lo tanto en la 2-1 - 9 , no hay soluci ones "RUN- AYlA'y" . 

Pos te riorme nte , el Dr . P . C10ete ns (3) ha demost rado que 1 a 

men cionada cond ición de la 2-1 - 8 y la condición de causalidad 

expresada por : 

a (t) = O para t ~ t o 2- 1 - 13 
f (t ) O " 

son condición necesaria y s ufici ente pa ra exluir toda s olución 

"RU/{' J1 F 'Y" de la ecuación 2-1-5 . 

(1) HZR GLOTZ, G. , en "Go tt Nachr , 357, (19 03) 

(2) !,:TILDERAfUTH, K . , en Na turf , lO- A, 450; (1955) 

(3 ) CLOETENS, 0/' . J ., en Jilemo ria pa ra la Lic enciatura 

Un iversi dua 'Z,i::'re de Bruxelas , (1 963) 
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SegJn un autor (1) ampliamen te conocido~ para eliminar las 

sol uciones "ru n- away" de la ecuaci6n Lorentz- Dirac: 

m.a(t) = f (t) + 2e 2 

3c 2 
~ • a 

es preciso imponer condiciones de límite en " t = +,-gQ 

2-1 -14 

Pero aJn e n este caso, la llamada soluci6n física es incom­

pati ble con la condici6n de causalida d impuesta en la 2-1-13. 

Para mejor captar es tas caracterí s ticas 'l vamos a considerar 

la e cuaci6n del movimiento cuando la "fuer z a externa" es un 

"Im pulso" en el ti empo " t = O " 

Con objeto de evita r toda discont inui dad en la fuerza esco--

f (t) = E t (t - t oJI¿ l (t 1+t o- tJ -ri (to+tJ) + 

(t o+2t1-t)lll(t - t1 - to) -1¡(t-t a- 2t 1 ~\2-1-15 
l 

1 9 (ka , k) = 
1 + (~) 2 

k 

Con esta ¡unci6n de l" cutt - off" y la condici6n de causali - ­

dad, la ecuaci6n 2-1-5 se r educe a : 

t 
m. ;:(t) =? + 2e

2
ko ¡dt ' -cko(t- t') ~(tl) 2-1-16 

ext 3 2 e • a 
. c " 

Utilizando la restricci6n impuesta en l a 2- 1~15 , suponiendo 

que la eondiei6n de causali da d du: 

a (0+) = O 

Y aplicando "Transformadas de Laplace" se obtiene : 

a ( p ) 
~2 

E ~ e- ptu(1 _ e- pt1¡ __ 1_ . p + ck o 
m L ) p2 P Jf ck o 2-1-17 

do nde: 2 
1 _ 2e k u > O 

3me
2 para m 0'7 O 

(1) PLASS, G. N. op . eit. Vol . 33, 37, (1 961) 
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S i aho ra tomamos la "Transforr:zada Inver sa de Laplace" y limi­

tan do el contorno por un sem icírculo en el semiplano superior o 

inferior de acuerdo con el signo del argumento de la exponencial 

se obtienen los siguientes val o r es para la acele r ación: 

para t ~ t o 

2e
2 

( 1 - exp 
3mc3 

a (t) 

( -ck o0\(t - to0! 

par a t o :: t =- t 1 1+ t o 

L¡2t +to-t­
m t 1 

2 .-- ( 
2e Ll-2e-Ck 00( t-t o 

3m
3 

c _ ck o .::>( ( t 
+ e 

2 -2 

2-1-18 -t ) 
1 t l+t o'"::-t f. 2t l+ t o 

- t o) 

- -m- --~ para 2t1 + to~ t E 2e 3e-Ckó:Y..(t-t O) (1 _ eCkrP<t1j 
3mc 

v 
'i:: 
-;- t~ En 1 a figura adjunta se 

~ I 1 : :: ! : 
tiene: 

(1) c~o f(t) vs ckot 

,.' \ ck ot o 2 
~ ¡ ----¡ '--f' ;,:/ \~-(¿J . 

1 

; ,," , ' . 

, . " ,. ' -" ' 
I _. _____ ~.,,;_>r- T ~(iF .. - --
J ' 1 I \ I 

ck ot 1 5 
I • \ "' . . ~ tL __ -?~ . .. --.: . '~' , _ (// . \\\ 
~/ \ . ~ , 

, ?-.3; /~ 5 G f..\ 5-' 9 
t:. o -C I ' . : 

--ro- ¡ 

(2) c~o ma(t) vs ckot Prigogine 

(3) ckvma(t) vs ckot Lorentz-D 
E 

la s olución gr áfica de la 2- 1-1 8 para valores típicos de 

ko ~ t o y t
1 

Y en ella vemos comparadas tres teorías, y las características 

más ll amati vas son: 

- la no pre- acele r ación 

- la desapa rición de la aceleración un tiempo des-

pués de interrumpida la fue rza. 

En cambio: al mantener la condición de causa lidad dada en la 

2-1-13~ l a ecuación Lorentz-D irac condu ce a una 

solución "run-awa~". 



Si se impone la condición de límit e" a (~ ) = O " 

ent onces aparec e el fenómeno de la pre-aceleración . 

11. - SOLUCION DE LA ECUACION SEGUN CLOETEHS 
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Para encontrar la soluc i ón de la e cu ación del movimiento da ­

da por la 2 - 1 - 5, nos limitaremos a funcion es del "cutt - off" que 

sa tisjaga n la condici ón de la 2- 1 - 8 , y además supondremos que 

la fuerza se ap lica p r ogresivamente a partir de t = O de modo 

que se tenga: 

f (t) = O pa r a t L. O 

O 

al introducir el factor de forma 2-1 - 8~ se obtiene 

+ a (o) = O 

2 - 2-1 

Y ap1 ic ando "Transformadas de Lap1ace (X) " a la e cuación ge­

neral 2-1-5 r esu lt a: 
ro_ ( ) _ J ( p ) 
a p - m.1l( p ) 2-2-2 

donde: 
r-" 
G(p) 1 - 4e21' : . g(k O k) 

2 
P 

2 2 
3 mc P + (ck) 

D 

Utilizando el teorema sobre l as "Tr ansformadas Inversas de 

Lap1ace (~-I) ", se obtiene como so l ución de la 2-1- 5 para t~ O 

, -t.-fr +- 00 ~ 

a (t) - 1 i Vd - izt f(-iz) - 2-- z . e . ,-/ 2- 2-3 

en la cual: 

IliO-~ m. G(-iz) 

queda de terminado po r la exigencia de qu e todos 

l os puntos de singulari dad del integrando queden 

por deba j o de l contorno de integración . 



- 50 -

De 0r d ina ri o d ich o ~ contorno~ se 8valJan median t e un de p la­

zamiento del contorno 8~ u~ cG~i~lcno inje~ior c on r acio e in- -

fi ni t o " r (j = .:.><':... " 

,~'i las únicas singul clr' idúQS8 f:J"istentes son poLo Pc;,, ' l: ci t3r"-

tos va lores " ? de;: 
~i 

", en;;or..::es se tiene: 

m,a(t) =.é­
z¿ 

.. iz . t .f(-i,3) e (, . J'")8 S 

[( --íz) z' == z . 
7, 

2 - 2 --4 

Por l o tan t o s610 lu8aa a&~o strar qu e el integrando no posee 

polos con part e imag i naria pos itiva a fin de excluir toda po si­

bili dad de soluciones " ru n- aw~J " . 

Pa r a ello, seguiremo s a Bo l es cu (1). t en i endo sumo cu i dado 

al des viar e l conto r ne hacia e l sem i p l ano infe rior , en la d6f i ­

ni ci 6n del nu evo integrando en 1 nuevo semipla no . 

Supon i e n do que:; l a "fuerza e.J:te rna" aplic ada e s tal que care-­

ce ele po l os en el "'em-¿p lc.no supe rior , s61 0 habrá que tener e n 

con s i d e i~ a c -¿ 6 n 1 a fu n e i 6 n ,. ,, 'if ( - i z) 

que se puede expresa7' en l a fo rma : 

~ 
G ( i z) ..o' 1 + 

2 / "t .<J 

2 e z V dk ,{ ( k ) 

3 --- 2 ck - z 
11 mc 

- ,-:-.o 

2 -·2-5 

do nde 

Po r' o tra part e 7 de todos e s conocido que la i ntegr al de Cau ­

chy que apar ece en la e cuaci6n ante r'i o r p r esenta un "c ut- o ff " 

s o b r e e 1 e j e r e al!J Y po / 1 o tan t o t am b i é n 1 a fu n ció n " G ( - i z) " 

lo p 7' ese ntará . 

De a cuerdo con la t eo ría e las "Transformadas de Lapla c e ". 

la función que debe utilL'1a7' e para 7' eso lv e r la 2 - 2 - 4 es de :' 

tip o: I T e>O 

F ( z ) = I d71: . 

jc-CJ 
_t,~(_k....;.) __ 

ck -- z 

(1) B,¡LESCU J R . , e n "Sta tistical He chanic s Di charged pa r'ticl es'; 
Int e rsci e 7~ce;, ], . Y. (1963) 



en el sem ipl c.no superi \) ,. al:? no el -, uil,¿: 

-'+ ' G (-iz) 

!J donde : 

1 + 

~ .~. 

2e'~z~' .-:Y(k) dJí . ---:-------
. ,-../ 2 e '- .. - "" 
3!J7i2c 

-o<- para z 2i¿ 

¿ 
4 o· ) ( .'; ) + ---.( ¡,z .tÍ _ ._ , 

~) 2 'U c' vmc 

ser/; ipl ano 

2r(iJ'( ~ ) ;1eprescntü la discontinutdad d6 .!.c. inttl -­

gral de Cauchy en el eje r eal. 

Todo l o anterior dem uestra que la Junci6n deJinida por las 

ecu ac iones 2 - 2-7 no tiene cer'os con pai' te i,naginaria pO <'i;;iua , 

o 1 0 que es lo mismo , care ce de cel'OS [n 01 semiplano :.,-uper' io n 

Si "rl " es el contorno de la región en la cual la fl..,,?ción 

" G ( - i;; ) 

está defin i da, la dijerGncia entl1f:;. el m¿TiierO de Cf:3ros ; . po;'o:s 

de" 1;+ ( - i z) " den t ro d e e s e con -!; o r' no" \' " v i e n e dad o por: 

1 ( ¡' K= - -- d jln 
27r , 

Ir 
G ( - i Z)-r 

/ 

¿ -2- 8 

Si escogemos omo centorno "/7 " un s um icirculo al i~jtnit ' 

en el semiplano superi or y teniendo presente que ni la Lide:; aL 

de Cauchy , 2- 2- 6~ ni "7;+(-iz)" tienen pol os de ntro de ::j''' 

l a 2 .. 2-8 nos da el núme r o de ceros de " -(;( - iz) " con part f:3 -:'-;:-:.ag i· .. 

na ri a positiva . 

Pa¡na dete rminar el núme r o de ceros , bastará considerar lü va· 

r iación del número COl'lple j o ,, 1;+ ( - iz) "cuando "z" var ¿{j, a lo 

la r go de l contorno de l as adjunta.:> figuras; en la página si:Ju-:'er.. 

te . 

Para e llo ~ basta asociar con di cha figura 9, la del hodógra­

Jo tal que a cada punto "z" del contorno , c o rresponda en el ho-
, , .~ 

dog r aJo el aJijo del numero compl ejo " G' (-i;;) 
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JJJ . ~ SO L[JCJON SEGUN Ul! MF.TODO GENERAL 

En esta sección anal izaremos l a solu c i ón de la ecua ción de l 

movimiento s egdn el m~todo de sarrollado por el Dr . W. Cloet e ns 

e~ la Univer s i dad de El Sa lva do r. 

Escogie ndo como factor de forma: 

t 3(11¿a, ~) 
g (k o k) 2- 3-1 

y cuya r epresentación g ráfic a apare-

... L ................. ~9 . .. . ........... .. .. .. .... . . .. . ~ ::ó:n 
d~; ::~~i:::n~:g~o~:' l~a f:~~:~-

i -/;'} /2 . 2 ~ t 00 

m.a (t) = ~xt + -.i e 
2j dt jdk ""'2_k'-~-2"" co s 

3 71C t!> ko + k o 

k !fu 1 tipl i can do por " k o ", hac i endo "-- = 
ka 

para" a(t) " se tien e: 
-;:.- t I ;:::;<> 

. 
ck ( t - t ' ) (/' ( ti) 

2-3-2 

x " y r eso lvi e ndo 

en t) = F: x t + 4 e 
2 

k ¿ I d t j dx 
37(mc jo o 1 

1 2 cO s c:r: (t - t ' )-7J( t ' ) 2-3-3 
+ x 

Re cordando que 
2 e 

2 mc 

e i ntegrando r especto a " x " r esu l ta: 

({( t) = 

~ 

Fext 
m 

2-3-4 

Pa ra dete rminar el valo r de " roko " basta t ene r presente 

qu e en la '~lectro d i námica de Pe i~ls-Prigo gine": 

2 e 2! 
me1 = ~ . (--c- ) / g (k o , k ) dk 2 - 3-5 

qu e al multiplic ar y divi dir po r" m " ~ 
) 

" " í~~ = x ,. y r eco r dar QUyh
x2 

~ 1 

ha ci endo nue v amente 
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se obtiene como valor de la masa e léctrica: 

2-3- 6 

Teniendo presente que" mo = O ", lo que supone que 

"m m " el 
y su ~titu i do en l a 2·J-6 da : 

1 2- 3 - 7 

Llevados estos valores a la 2-3- 4, 

-tI 
ést a se r educ e a : 

-'» 

~ 
a(t) = 

Fext 
77l ~i dt '. + 2-3-8 

.i1pl icando "g" p a ra r eso lv e r esta e cun.ción y teniendo en 

cuent a los teoremas relativos a las transformadas de Laplace, re­

sulta finalmente que: 

E (p) m (p + 3 ck o) 
--'-"'-------=-"---. Ji ( p ) 
3(p + ck o ) 

2-3- 9 

Suponiendo que " v(t) " sea dal tipo: 

v (t) = 2 - 3- 10 

do nde u(t) función Heaveside 

= O para t L O 

1 " t ~ O ............... .. >. 
e es dec ir que el movimiento sea como 

el representado en la fig . 1 3 

entonces la 2 - 3-9 l a podemos escribir así: 

a (t) = 

y por las Transformadas de 

A (p) = 3eEQ 
m 

2- 3-11 

Lap1ac e s e t i ene que: 

1 3clr: o J 
3ck ~2 - (;~- -';clí: o) 3 

2-3-12 



eE:' ( t) 
~ :? c.i.; r; ' 

e 

ci 6n de "variab1 8 s reduci~cs" n 

, :: e 7l.t~ ,0 

- ck o r; r e I 
) 

2'· 3-.J .. : 

y ",J, 

basta para e ll o mu l tiplicar /j (Lv~d1r dichas e cuacicnc-0 " r ... 7. :: -'(' 

de modo que se obt1enen 

IJ (t) 

ti : t) 

C1:" u·; = .;c 

CO~¡lO 

-;!. = v ;. 

l.ueva s expresiones : 

;9 -·3x 
_~ • A 

~ 2 3x v--.p, ck o (2x .- 3x ). e 

'--' ? .. 
t:.J- -.J -..1 .... 

Podemos expresG-~' e2 valor de " ck o " un función de l ti e¡,,_T;,. 

f undamental de Lorentz (e:,) . d e la siguiente manera: 

Luegoi' 

lo qu e 

pero 

'L..L 

implica ~ 

'L..L ck o 

2 e 

m. c 2 

<?- k = 2 ( 7-) e-L • c o ~ r OIL o 

'-

2 
2 e 

-- "'j- " 3 mc 

;9 2 e 
-y ·-3- -. cko 

mc 

ro 

f 
pero como acabamos de ve r en la 2-3- ?,: 

= _~ '7'-1 
cl¡; o 3 . lo- L 

al sustitui r estos v alores en la 2- 3- 14 b 

2 '7 -- 1 1té ( 2) -3x a ( t) = - 3- '-L • v 2x - 3x • e 

2 
2 

e 
-y- ---¿o k o 

mc 

resulta : 

2- 3-·:1 :5 

que nos da la "ac elerac ión" en función de la s variabl e::; i~edi.lc:-, 

das, las cuales al introducirlas en la 2--3-1 3 nos da cemo e:Lpl'" 

sión de la fuerza exte rna en fun ción de variables .,'edu ci da3; 
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"7-1 ~ r( ) -3x eE( t) = m. c...,... L . v 'L I 1 + 6x . e - 2- 3-16 

Al mismo r e sultado podem os llegar siguiendo un procedimien to 

to t almen t e distinto . 

A partir de la 2-3-2$ introduciendo lo, variable "x=ck ot " 

e int egrando r espe ct o a " k " se tiene : 

a (x) :1 - xiJ(x ~ 
+ 3-e • o e . a ( x ) dx 2- 3-17 

Reso l v i e ndo para" 

aplicada y después de 

sigui en te r esultado : 

eE(x) " que repre senta la "fuerza ext erna ' 
m 

int eg r ar por pa rt es dos veces, se ll e ga al 

)( 

_ u(x).ex +~ex u(x) dx 

o 2-3-1 8 

eE ~ r ~ x) = a (x) _ ~ e -x( a (x) . eX 

Introduci endo " e~x "en el corchete y r educi e ndo término s 

nos da: 

eE(X) 
m 

1 2 
~a(x) + ~v(x) -

)(I 

2 -x r x ' () d ' 
~e ~ e .v x x 2-3-19 

S i u tilizamos los v alores de " v(x) " y de " a(x) " dados ~Qr 

2-3·14 y 2-3-1 5 r espectivamente en la 2-3- 1 9 , la integración 
a 

del tercer término de é sta nos da: 
)(, 

2 -1 x' () , 2 -x %(-1 f-e o e . v x dx = -T e . v Ifi. - 4 -
2 

- 2x ( x .J.. 

- e ~ 

y sustituye ndo totalm e nt e en l a 2-3-1 9 s e tiene: 

__ e_E~( x--:....) _ * 0( 1 + ) - 3x 1 - x 7 
m - v C--6- x . e - -S-e ) 

~ + +) 
2-3-20 

2- 3-21 

e cu aci ón que coinci de con la 2- 3-16 ob t enida anteriormente. 



IV. - ESTUDIO DE ALGUNOS EJE1IPLOS TIPICOS 

--A.- Fu e rza exte rna producida por un " H JI, en la 

di r ecc i6n de l e j e» z " 

En estas condiciones~ la e cuaci6n de l movimiento en sus com-

ponentes " x-y ", viene dada por: 
.¿ ~ • 

a wv = ~7f (r ok o) / d t ' /dx _-..:;;;.1---:=:2cOS ele o( t- t ' )x. a
x

( t ' ) 
)0 lo e 1 + X x y 

a 
y + wv x 

2-4 - 1 

1 2cOS cko(t-t ' )x,; (t~ 
1 + x y 

Para integrar r especto a " x ", introduci mo s "variables com­

pleja s de modo que: 

J v (t) + iv (t) x y 

f = v (t) + iv (t) -i::;rf a (t) + ia (t) 2-4-2 x y x y 

f v (t) + i~ (t) ~ f = a,J t) + i ay ( t) x y 

Sum ando miembro a miem bro e s sist ema 2-4 ""1, después de multi­

plicar la "segun da" de sus e cuaciones por ~ i " Y reagrupando 

los términos conv e ni entemente t e niendo presente la 2 - 4-2 se 

tendrá : 

. 
f· w(v -

y 

t

f
= 

ivx ) = 3~(roko)ldt ' dx 1 2cOS cko(t - t ' )x . f 
%' (/ 1 + x 2- 4-3 

pero el parént e sis que aparece en e l Primer miem bro , 10 podemos 

tran sfo rma r del siguient e modo: 

iv x 

v v . 
i(~ - v ) = i(~.~ - v ) 

~ x ~ ~ x 

= - i(v + iv ) = - if 
x Y 

2-4-4 
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de sue rt e que t e ni endo e n cuenta que e l valor de {rokv} en la 

e1ectro dindmica de Pe~r1s-Prigogine vi ene dado por: 

3 
{roko } = ~ 

la ecuac ión 2- 4 - 3 toma e ntonces la forma : 

-t. r:><:J 

i + i wf = :-/d;' /dX ---,;;,x--'::2cO s ck c) (t - t ' ) f 
lo'lo ~ l+x 

2-4-5 

Ecuación li br e de constantes arbitraria s ya que e n ella todas 

la s magn itu des po s een un significado bi e n definido. 

Aplicando "Tra nsfo rma das de Laplac e", u tilizando los teoremas 

corre spond i en t es a l as misma s y r ecordando que el "Segundo t6r-­
mino " de dicha ecuación representa un pro du cto de convolución se 

ti ene: 

pF(p) - f(o) + iwF(p) ~{rf-~ p2 
?f Ll+ x2p2+(Ckux ) 2 

dX[ 

p2F {p) - pf(o) 

Alu 1 t i P 1 i can d o y di vid i e n d o el" 2 o m i e m b r o" d e e s t a e c u a ció n 

por " (c k o) 2 y ha c i e n do " c ~ o = a " , s e o b ti e n e : 

pF(p) - f(o) + iwF(p} 2 1 

{

.:;JO 

2 P 2 
!í(ck o ) i 1 + x 

2 p F(p} - pf{o) 

En es ta e cu ación vemos que hay "p o l os" para los siguientes va-

lo re s: x = t. i Y x = i i a 

Si ademds s e utiliza e l t eo rema s obre lo s residuos que establ e -

ce : 

1. tí 
2 2 dx == 2a ( 1 + a ) 

a + x 
2-4-8 
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y volviendo a hacer la sustitución: " a 
p se tiene: 

pF(p) - f(o) + iwF(p) ¡(OV 2- 4-9 

Multip lican do ambos miembros por" (p + ck o ) " esta última 

ecuación, se reduc e de un grado, introduci e ndo una frecuencia 

" Wo = ck o ", y resolvi endo para" F(p) " s e tiene por fin: 

. 
F(p) w of ( o) - f ( o ) 

(wo T Lv) {¡: T 

2-4-10 

Ecuación que sólo depende de: 
" p" d i wWo 

y e a = Wo + iw 

y en la cual podemos apl icar "Transforma das Inversas de Lap1ace" 

recordando para ello que: 

:;;:;-1 p ~ a 

Lu ego: 

-at = e 

I -1 

:;l- F ( p) =X -w-o-+-..,;.:.~...::;:!!..f~~...:.O (":")-p---+..!Lf"':":"':':":'{-~-w-i-w) 

y 

f( t) 
-

1 . l w of( o) 
Wo + LW 

f( o) . ex p (- i ww o. tI 2-4 -11 
Wo + LW) 

Esta ecuación constituye la "Solución formal" de la ecuación 

del mov imi ento 2-4-1, pero presenta una incompatibilidad como se 

demu est ra a continuaci ón . 

En efecto , tomando la solución para "t = O ", la 2 - 4 -11, se 

re duce a : 

f(o) = Wo ~ iw 2-4 -1 2 

que al multiplicarla por" Wo + iw ¡ O " se obtiene : 

. 
iw.f(o) = f( o) 2-4-13 
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Recordando la 2-4 -2a, y q U E l as condiciones iniciales son; 

s e ti e ne . f(o) = v(' 

v (o) -=-: O 
y 

Al multiplicar por" i w " ~ + - ~iG n do p rese nte que: 
t" -

i wv o = ~. i j ( o) -- - i a (o ) + i a (o) / 
l."X y '-.J 

según .la 2-4 - 2b~ re s ul ta finalmente que: 

o + i w. f(o ) = - a (o) - ia (o) x y 

e igualando partes r ea les e imaginarias s e tiene: 

a (o I x / 

a (o) 
y 

o 

- wVo 
2 - 4 - 14 

De rivando la 2-4 - 11 r e sp e cto a " t" Y to mándola para "t=O" 

se llega al sigui e nt e resultado: 

f( o) i ww o • fw of ( o ) 
( _ ) 2Lu 

W o + LW 

2 - 4-15 

. 
Se puede demostrar que es te valor de u /(0 ) " es distinto 

del que toma en la 2-4-13 . 

En efecto : 

Basta multiplicar la 2 - 4-15 po r" (wo + iw)2 " . 
y r eso lver para" ¡(o) ", obt e ni~ndos e como resultado : 

_ 2 
f( o) LWW.; 2 '-------:=:2,.-

Wo + i WW o - W 

f( o) 2 - 4 - 16 

Igualando los J'Segundos mi em bros" de l a 2-4-13 y 2 - 4 - 16 se 

tiene , despu~s de multiplicar el denominador de esta última ex­

p r esión por " w~ ", e l sigui e nt e r esultado: 

que nunca puede cumplirs e ya que t anto" W " como" wo " son 

rea1 es ~ con 10 cua l queda demostrada la de sigualdad de las 

ecuaciones mencionadas, 2- 4 -13 y 2- 4 - 15 . 
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Por 10 tanto: La solución :lada t;n la 2-4·· 1 1 .. aunqu t: fo rma l . 

n o e s v e r dad e 7' a: :.--; L' e s i o q u e con du c e a u na i n c; ,_ ;;z l' _ 

ti b ilida d pa r a el valor- de ;; 1 (0) ". 

Par a encontrar la soluci6n adecuadJ de la e cuación del ~OV1 

miento qu e e stam os estudiando, p¡'oceder'cmos ele la sigui e nt e iill ....... 

nera: 

Teniendo e n men t e las r e laci o nes 2 - 4-2 y 2-4 -1 3 se ll ega a ' 

siguiente expres i6n : 

a (o) + ia (o) = -i W[V (o) + iv (o), x y x y Ij 2-4-1 7 

de modo que al i gu alar part es r eale s e imaginarias y recordan do 

las condiciones inici al e s de la 2 - 4 - 14, r esul ta: 

a (o) O 
x 

a (o) = - wV o 
7j 

2 - 4 -1 8 

Sus tituyen do e l "Prim e r miembro" de la 2-4-11 por l a 2-4- 2a 

y despu6s de multiplic a r por: 

y haciendo la sustituci6n: 

se 1.Z eya al r esul ta do: 

( Wo - iw) 

cos x - is e n x 

2 2 

-ix = e 

v (t) + iv (t) x y 
__ (w oW ) ( w o W vo. exp - --¡¿--;;/ cos Y-2t 

Wo + w Wo + W 

2-4-19 

igualando las part e s r eales y las imaginarias nos da: 

do nde: 

v (t) x 

v (t) 
y 

- O(t 
v o e • e o s (O{ t ) 

Vo 

2 
Wf) W 

2 2 
Wo + W 

- o(t 
e . sen (cxt) 

2 - 4 -20 

Derivando r e sp e cto a " t " 1 a part e r eal y tomando para t=O 

se tiene: 
a (o) = - v oO( x 2-4-21 
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-'V 

Par a un " H "p equefio, e s dec ir c ~ando l a f r ecuencia de l G 

partícula" Wo " es mucho mayor q /.., e la fr e cu e ncia de l camp e 'w" 

se obti e ne para la 2- 4 21: 

a (o) = x vo 
2 

W o w 
2 2 

W o + W 

- Vo w ~O 
--~ 

W o 

r esult a do que concu e r da con e l obtenido e n la 2- 4 - 18a . 

;r;n camb io para un " 7,, muy intenso , l o cual supone qU f;: 

"W o -;:::"W" 

entonces r esulta de l a 2-4 - 20 ~u e : 

v (t) 
x 

4 
Vo exp ( - Zi1Jt) . c o s ( wt) 

L. 

;a 
v (t) = - Vo exp (-Cwt).s e n ( wt) 

y L 

2- 4 - 22 

A lo s mismos r e sult ados ob t en ~ dos en l a 2 4 - 20 podemos ll egar 

por un proced i miento totalm e nte dis tinto. Pa r a ello : 

Multiplicando la 2 - 4-9 por " p " y pa sando a condi cione s de 

l{mit e , e s dec ir cuando" p --~ 00", para poder apl i car "Tr ans·- ·· 

forma da s de Lapl ace" se tiene : 

p 2P(p) _ pf(o) = - iwpP(p) + 4e 2 dk . g (k o k) 2 P 2 
2 ¡cKJ 2 

3¡(mc o p +(ck ) 

[p
2
P(p) _ pIro) - i(o)] 

2- 4 - 23 

por la condici6n de " Bohm- We inste i n " sab emos que : 

4e
2

2
/;; . g(k o , k) = 1 

3 7{ mc )0 
2- 4 - 24 

Lu e go al in troducir e sta con dici6n en l a 2-4 - 9 nos da: 

que rep r esenta el 

iw . f(o) + p 2P(p) - p . j(o) 

. 2- 4 - 25 
f( o) - iw · f(o) 

-'>-

"cutt - off" de l "H" dado po r g = _...;:1=----,-
1 + x2 

. 
fr (' I 
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Tomando como condici6n : 
. 2 
t(o) = p . F(p) - p . f(o) 2 - 4 - 2S 

10 cual es correcto ya que: 

~ j(t) = p2 . F (p) - p . f(o) -, f (o } 2 - 4 - 27 

y i 'O'Opt .. ;;1;;' f ( t ) = o e - . f ( t) = O 2- 4 - 28 

O = p2 . F (p) - p . f (o} - f(o) 
L u ego~ 

2 - 4-29 a 

y por lo tanto r e solviendo para" f(o) " r esulta: 

I 

f( o) 2 
= p . F(p) - p . j(o) 2- 4 - 29b 

1 0 cual demuest r a l a licitud de nuest r a e l ecc ión en la 2 - 4-26 

Por lo tanto: de l as e cuacionC?s 2 - 4 - 25 y [] 4 - 29 se dedu c e ;7." 

hay una incompatibilidad por se r dos e cuaciones ¡ 

mogéneas, y queda así demostrado que la 2 - 4 - 1 prc 

senta una incompatibilidad con la normalización ~ 

Bohm- We inst e in pa r a una es tructura cua l quiera . 

Si que r emos obt e ner la "Solución formal J a~acta" de la ec~~, 

c ión de l movimient o, podemos int r oducir variables complejas y 

e n tonce s l a ecuación del movimiento toma l a jorma : 
, I 

:t = - iwf + ~ Iroko)U~- Ck o (t- t ' ) . flt ')dz!. ' 2- 4 - 30 

De rivando r especto a " t ", s e tiene: 

.. "'1 tI ( ' ) f = - iwf + -~ I r ok o) -~tlodt ,. e- Ck o t-t frt ' ) 2-4-3é 

pe r o: .t t' 

. ~t{/e-Ckolt- t ' ) . flt '1i? ~t[ e- Ck o~e- ck o t 'flt ')dt ' 
/n tI o 

o / k (t t') " .¡-I.. 2 - 4 - 32 
= - c k 0)0 e - c o - J ( t ' )cL':t- f ( t ) 

de modo que al sustituir estos valo r es e n l a 2-4 - 31 s e ti ene: 
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.i 
f = -. i wf + ; roko[!.e· Ckolt- t ' Jflt ' Jdt]I - CkoJ + ; rokoflt} 

2 - 4-33 

p e ro : 2 ji k ( ' ).. • 
--y-r ok o él e - c o t ~ t f ( t ' ) d t ' = f ( t) + i wj ( t) 

esto en virtu d de l a e cuación 2 - 4 - 30 J de modo que la 2- 4 - 33 

s e r edu c e a: 
.. 
j(t) = 

2 .. 
iwf(t) + (f + iwf)(- c~o) + ~roko j(t) 

h ac i en do: ck o = UJo y 
2 

-J-r ok o = 1 . 
y r esol vi endo para" f( t) " se t endrá; 

df = 
(ft 

. f( . ) - 1 1. ww v • W o + 1. W 

Sepa rando variabl es e int e grando r esulta : 

Lu ego: 

y 

1 f( t ) . ( . ) - 1 t e n = - 1.WWo W o + 1.W • + 
donde : 

e = 1 n f( o) 

ln f(t) - l n f( o) iwwo t 
W o + iw 

f ( t) = f ( o ) . e x p ( - w o iwu: o t) + l.W 

2 - 4 - 34 

2-4 -35 

2- 4 -36 

2 - 4 - 37 

que r epresenta la "Solución exa cta" de l a 2·-4~3, pues to que 

para" t = O ", e st a solución se conviert e en una identida d . 

Para r eso lv e r la 2-· 4 ~ 37J bastará poner como condiciones ini-

ci alos: v (o) = vo x y v (o) = O 
Y 

de modo qu e para " t = O " s e t e nga : 

f (t) = v (t) + iv (t) 
x y 

f(o) = v (o) + iv (o) = Vo 
X y 

Nu ltiplicando la expo nencial de la 2-4 - 37 por:"(wo 

y r eco rdando que: 
- ix e - cos x - isen x 

2 - 4-38 

- iw) 



f(t) ~ Vo exp (- 2W2W~~)[COS 
Wo + W 

Si ahora hacemos: o< = 

e igualamos las partos 

2 
W • WiJ 

2 2 
Wo + W 

r ea l es y l as 

- i sen 
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2 -
( w. Wo t1 2-4-39 

2 2 
Wo +W 

imagi nari as, resulta: 

v (t) - o<t (e< t) vo e . cos x 
2-4-40 

v (t) -vd (O( t) ~ - Vo e .sen 
y 

S~luc ión que coin cide con la e ncontrada ante riormente en esta 

misma sección, dada po r la 2- 4- 20 . 

Como: 
2-4-41 

al hacer las sustituci ones de la 2- 4 - 40, se tiene como velocidad 

del movimiento: 
2 = Vo 

y 
v (t) = Vo • 

- ax,t e 

- Y.,t e 

2-4-42 

Si queremos encont rar los valores de l a aceleración, bastará 

derivar las e cuaciones 2-4-40 r esp ec to al ¡j t ", obteniéndose 

como re s ultado s finales: 

a (t) = - vo. e-CI"t(w cos (-::x,t) + Wo sen (C)(t) 
x 

2-4-43 

( ) - :x,t a t = - vo . e W sen ('2{t) .- Wo cos (Ü(t) y 

y en ,forma compacta se tiene: 

a (t) 

v~ (CIJ 2 . e- 2:::{t 

.b\ e -CÚ = Vo 

2 - 4 - 44 

Las ecuac i ones 2 4"olEb Y 2- 4 - .j ·1b r ep r esentan la "Solución 

exacta y formal" de la ecua ción general del mo vimiento para 

la "Fuerza externa" producida por un "H " constante. 



- 66 -

B.- Fuerza externa dependiente del tiempo, o sea 

~xt /(t) 

La ecuación del movimiento en e ste caso es: 

4e~ ~~!:d; g(k () 
37(CVo~ o 

~ ma(t) = f(t) + 
, 

k)cos ck(t t')~(t') 2-4 - 4 5 

Aplicando "T r ansformadas de L aplace " después ,;.e divid i r por 

la masa" m ", se tiene: 

= 
F(p) 

m 

2- 4 - 46 

2~OO 2 
4 e 2 dk g ( k t) k) 2 p 2 a ( (j ) 

3 7071 C () P + (c k ) 

El jacto r " aro) " es im'Jortante para "Fuerzas ImpulsiVas"ftlJo 

(.Ot) "Fuerzas Del ta de Di rac ", '1 e n e 1 caso que no s o cupa , de 
I 

una fue r za externa dependiente del "tiempo'}, dicho facto r se 

puede considerar nulo. 

Introduciendo teorema de las Transformadas de Laplace para 

las condiciones inici ales se tiene : 

lím . p.F(p) F(o) 
p --".. 00 

En efecto: Sabemos que: 

ck F(t) = p . F(p) 

p . F(p) 

y por ot r a parte: 

F (t)1 e x t ,tt\t=O 

F troj ex 

2- 4 - 47 

2- 4-48 

~ 
. 
F( t) 

/o<J t . 
= Jo e- P . F(t) = O para P--7 00 

Luego: 

p . F(p) - F troj -:::::. O 7 p . F(p) = F(o) ex 
2- 4 - 49 

Por lo tanto: Mu ltiplican do la 2- 4 - 46 por" p " y tomando 

1 í m i t e par a " p - - - ~ ~", r e s u 1 t a al r e s o 1 v er 

para "a(o)" : 



S? -, 

2-4-50 

aro) = 

que represe nta la "Sol'J.,c¿ón COTi:;Jt;tib,Ze') do la ecuac ión del 1Tt':: 

vimiento para el tipo d8 "."'ue,--r.c; e x ~' erT"a" considerado" 

C. - "Oscilado r Li i"ea i" somo fuerza e xterna. 

La ecuación del moo¿mient o se r6: 

- kx + 4e
2¡jf;í , fc¡";g("o k) eos elc(t-t').7rrt') 

37f c}o Jo \ 2 - 4 -51 

Re c o rdando que: m 
7r; 2 

= w 

la ecuación anterior la podemos escribir en func ión de " x ~ . 

sus derivadas en la forma: 

2 LoO t.
1 

.. 
'?t(t) -1- w2x = ;:2 dk . g(k o k)! cos ck(t-t') . "J?(t ' )dt' 2-4-52 

3/1mc o Jo 
introduciendo la "Normalización de Bohm" dada en la 2- 4 - 24 , 

obtiene: 
.. 

x(t) 

tI 

+ w
2

x ~ leos 
" 

ck ( t - t ' ) . -!i( t ' ) d t ' 2-4-53 

... " 
~ .• l .. 

ecuación incompatibl e y po r lo tanto sin solución, porque Sí: ; 

"Segundo miembro" aparece una de rivada de "Grado superior" al 

que tiene en el "Prim e r miembro . " 

D . - La "Fuerz a exte rna" está dada por: 

~ , = eEQt . e- ckot 
exr 

Bn es te caso para la misma est ructura 9 
k~ + k

2 

2- 4-54 

Y suponiendo uá1i da la "Condición de Bohm", la e cuación del ¡,í 

vimiento será entonces: 
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m7 = eEQ t . e - ck o t + 
L:-

2 ( 1 )1 -cko(t-t') 
~ roía e • 

o 

. 
a( t ') dt ' 2- 4-55 

ha c i e n do : t: ' 
fo e-Ck()(t.-t') '-~(t')dt' 'LL r 2- 4: -5 6 

Je; m ext 

int ro duciendo l a "Condici6n de Bohm" y resolviendo para "a(t ): 

se tiene: 

a(t) = 
eEG --ckot ---t e + ---m 

2 - 4 - 57 
m 

que representa la nEcuaci6n del movimiento" y la soluci6n d 

la misma en las condiciones supuestas . 

Si ah ora sus ti tu{m os el valor de la fu e r za e xterna dada por 

la 2- 4-54 , se tendrá: 

Efectuando la de r ivaci6n indicada y reduciendo términos: 

2-4-59 

que al integrarla re spec to el " t " ent re los l{mites "O y t " 

nos da el va lor de la velocidad, a saber : 

v (t) eEG 7"2 [ t 0---(<-- ) 1 - exp ( - -) 
m L ~ 

2- 4 -60 

Estas dos últimas exp r es ion e s r ep r esentan la "Solución exac­

ta y fo rmal " de la ecu a ci6n del movimiento para el tipo de la 

fuer za externa: 

-; t = eEGt.e- ckot 
ex 



- - 69 -

v EAL ANCE DE LA EHERGI1" 

Al h a cor e l C' s t u d io d", l "Balcmc ._ de Energía" s e­

gú n e l e ct r odinámica de Pe i'rl s -?¡ 'i gogint:; t e ndremos oportuni­

dad ae comprobar con s e ndos e j c7 1. )los, qu e pa r a una misma e struc 

tura de l " cutt-off ". e n unos c c- sos hay cons e rvación de ener-­

gía, es dec ir qu e se cumple: 

dT dE . + dW d 
C1n r a 

mi en tr as que en otros, no s, cumple di c ho "Principio" . 

S i en la ecu ación de l movimiento suponemos que la "fu e rza ex­

terna}) e s del tipo de finida por la 2 -3-13, se t e ndrá al intro-­

duci r "variabl e reducidas". para l o cual bastará multiplicar 

y dividir por" 3mclí o " : 

eEQ 
ck o 

pues: 

3 
• mck o 

mck o 
3 

mck () 
3 

3e}j,'Q 
. <J p o r def i n ición 
m (ckrJr-' 

hac i endo " clí ot = x ", y a l ustituir en la 2 - 3 -13, ésta 

toma l a si guiente forma: 

~ mck ( - 3x - 3x - x) "' '1' ( t) - v'7f': ~ - u 6x e + e e l.)" - 2 3 . - 2 -5-2 

llu l t ipl ic ando amb o s miemb r os de la e cu ación ante ri o r por la 

2-3~1.J y po r" dt ", Y multiplica n do y d ivi d i e ndo sólo e l pri-

mer miemb ro por ,,( c7r: o ) ", se obti ene: 

eEv 
ck o 

, _ ~ ( ~ *2) -.-!:-d (6 3 - 6x 2 ·-6x ax - 2 l.. V • 3 x x . e + x • e 2 - 4x) x . e 

2-5-3 

I n t egran do entre" O e 00", ya que e l movimie nto es nulo 

para "- 00 l.. t 4. O " , se tendrá e l "TRA BAJ!' " que se e stá dand o 

al sistema, es deci r que: 
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i 
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2-5-4 
2 

. .... . \] 

2- 5 - 5 

gs co g i endc cJmo ~ve l o idad" de2 mo vi miento p ara e l tipo de 

~Fu erza e x ~e rna" conside r ado : 

v (-:;) = 
¿ 

3efJ'Q-t - 3 ck ot -------. e m 2-5- 6 '* (2 - 3x ) v x.e 

que al der ivarl a r 6spe c to a " t " nos da la a c e l e raci6n : 

a(t ) 
3('EG - _ ._-

m 
2 - 5-7 

v* ( k u ) (2x - 3x2 ) . e- 3x 

val o7 Cjue co incide c on e l obten i do en la c cua ci6n 2 - 3-14 , de mo­

do qu e al custi tu irl o en l a 2-5-5 , ¡' e c o r da n do que: 

c71: o UL = ~ -
y de~pu ~ s de multiplicar y di vi dir por" 2 " Y hace r las simpli­

fic aci one s posibl es , se obt i e nE: 

.::-<:) 

- _ ~(*2) 4 1(9) 
"' ra d - :3 mv • -Y-)o x 

3 2 - 6x 
- 12x + 4x ) . e dx 2- 5- 8 

L as e cu aciones 2 5 .. 4 Y 2- 5-8 las po demos exp resar en func i6n 

de ¡ ) m y v *- ~', para 10 cu al bast a r e cordar que: 

, o<:J I n -1 al x _ I 1 
~ x . e . dx - n" lal n + 1 2 - 5 - 9 

de mo dc qu e al introdu c i r e st a r e laci6n en l as mencionadas e cua-

ci o nes s e t e nga : 
T = 2 - 5 -1 0 

2- 5-11 
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Nos fa ltaría la ';Enc; r g ía Ciné ti ca"2 p e ro p ara e l tipo de 

fu er.::-; a que estamos estudian do y s 8gún el Dr . C. Cl oetens (1)~ 

o 2- 5 - 1 2 

de suerte qu e po demos e s ta r s eguros de que no hay d i f e rencia 

a l gu:7.a con l a "Ener g í a de Sch o tt ' para "t=O y t=04 " 

Y qu e po r l o tanto tampo co habr& variación en l a "Ene r g í a Ci n~­

ti ca", es deci r : 

= !.;:".E. = O 
C1n 

2- 5 - 13 

Po r e sta r azón p odemos t e ne r l a seguri dad de que e l "Tr abaJo 

t o t al " apli cado al s i stem a: 

t: 
T = 1 í m. T( t) =jeE t (t) . v (t) dt 

..J- e x 
l-- ~ e;.O 

a 

2- 5-14 

es i gual a l a "Energí a Total de Radiación" qu e sa l e de l a par-­

tí cu l a y se v a hasta e l infinito, e nergí a qu e ya no se r ¿ fun-­

ci ón de l a est r uctura d8 la propia part í cu l a . 

Co~pa rando es t o s r esultados v emos qu e : 

o lo qu e e s igu al: 

Ti/ 
" rad 32 

- 5-T 

í7 d r a ( ~ + ~~ ) T 

= ( 100 
100 + 540 ) T 

100 

2-5- 15 

l o cual significa que e n e l caso que nos ocup a, hay creación de 

ener gí a de r adiación en un " 540 % " de l t r aba jo que s e aplica 

al si st em a . 

( 1) CLOETENS, W. J . e n An e nergy pa r adox in Lo r e ntz ivariant 

Il Nuovo Cim e n t o, X~ Vol 56A , 403, (1968) 
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.i.:.,sto mi smo fenómf:jno e "PG1'l vc..jC cr:..::: rgética;] t; prC3sen-Cú. er: 

to da~ las teor{as electrodin6~i~c~ i~ pcrt{cula s extensas cuyo 

movi mL.n to satisfagan 1 GS condicione3 e stablec i das en la 2-5-::" 2 

La mi sma "P a radoja ') OCU l'r'8 en le¿ ul.:J ctrodinámica de Pew-ls­

Pri gogine , cuan tlo se con i dura ia variaci r)n :le l a "Energía de 

c ampo ( ir ) " en lu gar de la onerg í a de radiac i ón, de modo que . 

2-5- 16 

y 211- t o<J v (t u F· 
J 1: e i' , f 2/ ( k) / "-' (" ') (t') I !:7 = 1 ~ m. 3- dí d t dk • k O k o c o s c k t - t v • 1 

i-?~ 7í / 
o o o 2-5-17 

= 1 í m ---:::~1 ~¡É2 ( t) + J? ( t ~ ,.. E
2 

( o) dv 
-t. 8 7í tl au to au to:'; au to ( 
L--"!> 00 J 

e n l a cual "E t Y H t "r ep r esentan l os campos r e tardado:c. au o au o 
de l a pa rt{cul a e xt e n 5a . 

En gene ral en l a e l e ctrodinámica de Pe ~rls-P ri goo i ne , para 

movi mi u ntos qu e satisfa c e n la citada condici 6 n dada en 3-5-12. 

s e tiene : 
.--;r T 

y la c ausa de es t a "pa r ado ja" s~ debe a que : 

" VI n o e s 1 i n e a 1 e n 1 a fu n ció n de f o rm a 
2 

/0 (k() J k) / 

mient r as qu e T, s{ 10 e 0, en su facto r de forma : 

/ O (k o ~ k) / 

ro b . 1 . , d 1 . . t c..0r} 
~n cam ~o para a u cuaCLon e mOVLm~ e n o _ una "Fuerza 

-> 
externa" de bi da a un H H " con stant e y homog6neo en l a direc--

ción de l eje "z '\ es t ud i ado en la "Se cció n Cua rta" de e ste 

mismo capítulo , y cuy a solución vi e n e dada po r las e cuaciones 

2-4 ~42 y 2- 4 - 44 , e l "Balanc e de E ne rg{aJ) nos da como r esu lta do. 

2-5-19 

don de: 
2 

N = lUoW '-'\ - 2 --2 
Wo + W 
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La "Energía de Radiación ", de acuerao Caí" la 1- 7- ':I, ) al sus-­

tituir un el la el valor de la aceleración encontrado en 1u eGU~ 

ci ón él 4 - 44, será: 

2- 5 - 20 

Suma ndo e stas dos cont ri buciones ene rg6tic as, r esulta: 

E . (t ) + W d(t) = -J (m.v~) = E . (o) 
C1n r a C 1 n 

2- 5-21 

De sue rt e que la '~nc rg{ a Cin~tica In ic ial" de la pa rtícu la, 

s e ha transformado totalmente en ene r g í a cin6tic a y de radiacio n 

en el ti empo " t " sin que apa r ez ca ninguna radiaci6n de Scho tt . 

Esta transformaci6n de la "Ene rg{a cin ~t ic a inicial" o de l 

"Trabajo ", es independiente de la fr e cuencia del e1ect r6n así 

co mo de l a int ens i dad del "Campo ,lfagnético" u n que se encuent r a 

l a pa rtícula y e l "Pr incip io de Conse rv ación de Energ{a" es vá­

lido pa ra una est r uctura: 

g 

y 

r ok o 

y para una fuerza ex t e rn a: 

O L W 

Puro si aho r a anali z amos el 

mismo ca so de l electr6n en las 

mi sma~ condici ones, pero cam-­

bia ndo (: 1 tipo de "F " y qu e ext 
ahora se r á: 

P t = eEQ t. e- ckot 
ex 2-5- 23 

tal como apa r ece en la J ig. 14 . 

eH 
-- L C><O mc 

/: 
F(t) : 

2- 5 - 22 



En e stas condiciones s e puede supone r qu a: 

para t = O 

para t = 00 

E. = O 
C1n 

= O 

Einterna 

O 

p u e s e n ton c e s e 1 "m o v i m i e n t o e s u n i f o rm e " • 
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o 
2-5-24: 

O 

Para obtener e l "Balanc e de Ene rg{a ", procederemos del modo 

si gu i en te : j ~ 
Como T = F tov(t) odt ex 

o 

2-5-25 

Sustituyendo e l valor de " v(t) " encontrado en la 2-4-62 

y e.Z de la fuerza que e studiamos según la 3 ·5-23, resu1 ta: 

t exp(- .-} dt 
zt 2-5-26 

y recordando la propi e dad de las integral es de acuerdo con la 

2-5 9 , nos da: 
3 

T = --ro (eE}2 
2 2- 5-27 m 

Para e ncontrar la "En e rg{a Cin¿tica" bas ta r6 saber cu6l e s l ~ 

ve 1 oc i da den los i n s tan t e s: " t = O 

Sus tituyendo en la 2 4 - 62: 

y t = oc:> " 

v(o) = ~(QZ2)(l - exp(- _ 0_) = O m L (;L 
para t = O 

2-5-28 

para t =00 v (00) e E ( Q?;,f) ( 1 - exp( ~) m ~ 

= eE ( Qry2 ) 

lo que nos indic a qU & 
m vL 

"Toda la e nerg{a cin6tica de la part{cula, 

se deb e a 2a velocida d de la misma , para 

ti empos muy grandes, do suerte que: 
~ 2 - [ 011: .-.2 -J 2 E . (00) ="2 m.v (00) = -!tm -=-(Qc;,) 

C7, n 2 m L 

( eE)2 (Qzf) 2-5-29 
m 
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Par a hallar la "Energ {a de Radiaci6n" bast a r6 su s tituir e n 

la 2·5-20, el valor de la ace l e raci6n enc ont rado en la 2- 4-61 , 

de modo que: 

i 00 eE 2 Z; 2 2t 
Wr ad m.~ . ( - m- ) (Q-¡) . exp ( - -r;- .J dt 

o L 
4 2- 5- 30 

::::: (eE )2 (Q?:!!.) ----m--. 2 

Sumando e sta s do s contribuc i on e s se tiene : 

E . (00 ) + W d = 
c~n ra 

2 2 
(eEQG ... ) 

m 2- 5 - 31 

Compa r ando es t e r esu ltado con el obtenido en la 2- 5 - 27, vemos 

que no son igua l e s . Por lo tanto: 

"Qu eda comp r obado que e n l a elect r odin6m i ca de 

Pe~ls Prigogine , no hay con se rvaci6n de ene r gía 

para una misma e st ru ctura : 

g = ---;;~k.....;~~--:::,_ 
k~ + k

2 

pe r o con di s t i n t a " Pu e r z a e x t e r na " a p 1 i cad a al 

e l ectr6n . 
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VI .- ESTABILIDAD DE LA lJATERIil 

Para e l est u d io de l a "Estabilidad de l a ma t e ria" dentro de 

l a e l ec trod inámica de Pe iltrl s - Prigog i ne , se uti li za rá el crit e- ­

ri o de "Rutz-Hurwitz':~ cuyos princ ipios esen ciales damos a con­

tinuación . 

Dada l a ecua ción de gr ado " n " . 

n n-l n- 2 1 o 
a s + a ls + a?s + .... + a1 s + u s = O n n- n· ,u o 2 - 6- 1 

cuyos co e fici e nt e s podem os ag ru pa r e n la siguiente forma : 

a n· -O a 2 n-

a a n- l n- 3 

a n-4 a n-6 a n- 8 a 2 -n·, l 

dond e i = 1 , 2 , 3 , 4 , ..... . 

2 - 6- 2 

y s e p u ede n obt ene r ot r o s tipos de co efici e ntes a partir de 

los ant e riores , de este modo : 

a n-O 
1 b n-·l a n-l a n-l 

a n-O 

b 1 
n-5 a n- l a n- l 

y e n 

y t amb i6n los igui e n t us : 

a I 

n- 2 j 
I 

a n_ 3 1 

a n- 6 

a n- 7 

ge ne r al 

b 

b n- 3 

n- 7 

1 
a n-l 

= 

(1) Ga rl oux, L . , Syste7fles li néai r es 

la 
n- O 

1 .- ~-
n. n-l a n-l 

1 - --a 
n~ l 

a 1 n· -

I an_ O 

¡ 

I an_ 1 

a.
n

_
2i 

a n- 4 

a n-5 

a n- 8 

a n-9 



e 

e 

a 

a 

b 

c 
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a n-1 a n-3 a n-1 a n-5 
1 1 

b e = - ~ n-1 n-1 b b n-3 
n~1 b b 

n-1 n- 3 n-1 n-5 

a n- l a n-? a n-1 
a

n
_

9 

1 1 = - -b- b e n-7 = - ¡;-- b b n-5 
n-l b n-1 n- ? n·-1 n-1 n-9 

y en gene r- al : 

a n-1 a n-2i 
1 e n-2( i + 1 : b - n-1 b b t n-1 n-2( i 1) 

De sue r-t e que la 2--6-2 se puede escr- ibir- en la for-ma: 

n-O a n-2 a n-1 a n_ 6 · .... a n- 2i { n- 1 a n- 3 a n-5 CL n- ? · .... a n- 2 (i i: 1) 
2-6-3 

n-1 b n- 3 b n-5 b n-? · .... b n- 2( i t 1) ) n- 1 c n-3 c n-5 c ? · .. .. e n-2{i t 1) n 

El nCr-iter-io de Ru tz-Hur-witz" dic e que: 

" Un sist cln a es esta bl e , sól o cuando todos los coe­

ficient es de la Pr-imer-a Columna de la 2-6-3 sean 

positivos . " 

Ap l ica r- emos e st e "Cr-ite r- io de Estabilidad" a los dive r- so s 

c asos de "Fue r- za s exter-na s" apl icadas e n la elect r-o di námica de 

Pe~l s-Pr-igogine : 
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A.- Osci la dor armónico cuya f ue rza viene dada por 

-¡- (t) = -kx 2-6-4 a ext 

En as te caso vamos a t omar como "Factor de Forma": 
4 

k o - ~)- ( It ok) 2 
o.J g(k o , k) 

( k~ + 

que p r e senta un " (;2[,0 " e n e l "cutt-off" 

L a masa e1ectromag n6 tica vi e ne dada 
00 x2 

mel ~ ~ IrokoJm;.(dX -(-:--:--x-2-~ñ2 
de tal f o rma qu e : 

Si hac emos ( r ok o) = 3 - / é / 

por: 

1 = --'")-( r ok o)m 
..J 

2-6-4b 

2-6-5 

2-6-6 

2-6-7 

donde: /6../ es un p arámetro y tan p e queño como se quiera 

y ent onces s e t e ndrá: 

y 

m = m -e l 
Lf;J m 

3 

Por otra part e s e ti e ne qu e : 

Luego: 

m -

10 cual indica qu e : 

de mo do que si: 

mel =m-m o 

/ E.. / m - 3- = m - m o 

mo 

m o ~ L m, 

/~/ m;>,--O 
3 

e ntonces: 

/ E. / L..L..1 
3 

Si ponemos como con d ición inicial 

X (o) = ;;(0) = O 

qu e : 

2-6-8 

2-6-9 

2- 6-10 

2-6-11 

2-6-1 2 
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la ecuación del movimi e nto toma la form a: 

} ¡-t 00 

ma (ti = -kx + ~ (r ok 0% dtidk. g(k o k) cos clr( t-t ,)1t( t) 2-6-13 

Tomando "Transformadas de Laplac e " y r e solvi e ndo para "X(p}" 

s e obtiene: • 2 2 2 x( o}.(p + 3c k o} X(p) = 2-6-14 
D 

[
j 2 3 2 

D = / (1- -gr ok o) + p (2- -y-r ok o) ck o 

2 2 2 2 2 21 
+ p ( w + e ko) + p(ck o) 2w + (wck o ) ) 

Para ap licar e l criterio de e stabilida d de "Ruth-Hurwitz" 

en la 2-6-14 , ne ces i tamo s conoc e r e l valor de los coefici entes 
1: 3 

de "p »y de "p " e n dicha e cuación, p ara lo cual bastard 

sustituir el ualor de " roko » dado e n l a 2- 6- 7 y 2-6-11 de mo­

do qu e: 

y 

4 para p : 

3 para p : 

1 - g (r ok ()) = 1 - g ( 3 - I é.. I ) ~ + 
2-6-15 

22 2 2 _. -yr ok o) = 2 - -y-( 3 _. I é I ):;3 -y-IE.,I 

Sus tituyendo e l ualo r de e stos co eficientes e n la 2-6-14 

se tendrá qu e : 
• 2 22 

X ( pl-= .. . __ ................ _ ..... __ .... ...... _ .. _" _ .. ~.(. ~.~_~~~ ..... ~ .. ~.~ ... ~ .. ~~---_ ..... .... ........... Z.--:.~.":l <o 
1 4 2 3 2 2 2 2 2 2 

-y-P + -y-/61p + (w +c ko)p + 2w (cko)p + (wck o ) 

Aquí los co e fici e nt es de Rut h- Hurwitz son: 
1 2 2 2 2 an __ O = --:¡- an_2 = w + c k o Gn_4 = (wck o) 

2 2w 2 a
n

_
1 = -y-/61 ck o a = ck o 2-6-17 n-3 

1 2 2::3 ¡ 
a n-O a n- 2 -y- w +c k o \ 

b 1 1 = - = -n- l a a a 2 2- I ck o 
2 

ck 0\ n-1 n- l n-3 -y-/él ck o 3' 2w 
I 



y efe ctuando el producto del dete rminant e r e su lta: 

2 
b 

n- 1 
w 

= - 7V- LO 
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2-6-17 

de donde se v e qu e l a 2-6-16 presenta un "Polo " con parte real 

negati v a, lo cual hac e que e l S ist ema estudiado s ea INESTABLE . 

B.- Fuerza externa producida por Un " H " constan 

t e , dada por: 

~ e -+-;.. 
F = --- v~H = const e ex t c 

La ecuac i6n del mo vi mien to e n sus compon e nt es " v x 
tom a 1 a fo rma: 

y 

2-6-18 

v 
y " 

-t 
axltJ ~ wUyltJ z r3k~t '[~ + ;Ckolt-t ' J.e Cko(t- t ' 1'~xlt ' J 

t:: 2- 6-19 

ayltJ + wvxltJ z r3k~t '[~ + ;Ck o lt_t ' J . e- Ckolt- t 'j ' ~ylt'J 

11 1 apl i ca r "Tra ns fa rmada s de Lapl ace rZ)" e s t e s i s tema se 

t r a n s f o rm a en : 

v x( p) [ p (p+ck o) 2 -

V x(p)lW(P+Ck o )2J + 

do nde: 

.... 
r olí 0(2 ) 2/ 
-3- y+2ck o P ) 

V (p)[P(P+Ck o )2 -y 

<:> 
El = vx(o)(p+clío) W r3lío (jP + 2Ck o )[PVx (oJ + ~x(oJJ 

2-6-21 

B2 = v y (0)(P+Ck o) 2 - r3k o (j.p+2Clí o )[PV
y

( oJ + ~y(00 

Reso lvi e ndo e st e si s t ema de e cuaciones simult6neas se obtie­

ne como r esu ltado: 
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1 3 222 2 222 
_ B1 (jP +2ck ol&lp +c kop) - B2 (wP +2wck op+w c ko) 

V (p) - ... _ .. _ .. _ ... . __ ._ .. ___ ._ .. _______ ______ --.-. -.-.- ----.-- .-.-- .... -- .- -.- ... -.- ----.------- .. --.- .. ----- --- .- -- ---
x D 2-6-22 

13 2 22 2 222 
B 2( }P +2ck olE,l p +c k op ) + B 1 (wp +2wck uP+w c k o) 

V (p ) = .-.. -.. -.- -.- -- -.. -- ---.-- .--. ---- --- .. -- .. ------- ---- .. ---. -.--- -.- -.- .. . --.- -----.- -.-.. --. --.- ---- ------ .. --- ---. 
y D 

ecuaciones cuyo denominado r es: 

= 6P +}c o c:;, P + 3 W c oP D 
[

1 6 4 k l e l 5 (E. c2k 2
o + w2 )p4 + 4 2 k 3 

2-6-23 

+ (c4k~ + 6w2c2k~)p2 + 4w2c3k~P + w2c4k~J 

De acuerdo con el "Crite ri o Ruth-Hurwit z", vemo s que los co­

e fi ci entes son: 

b ~­n· 1 

2 
w ck" 

31té.) 
¿.o 

y por 10 tanto~ es sistema anterior es también "INESTABLE" 

C.- "Fuerza exte rn a " que dep ende del tiempo. 

Dicha fuerza puede s er dal tipo: 

~ 

F t = eE( t) ex 

Para este caso~ vamo s a demostrar 1 a "INESTABILIDAD" por el 

llamado "J.1ét odo de los polos" y de l o s corre spond ientes hodógra­

fas. 

L a e cuación del movi mi ento s e rá: 

~ 4e 2{t0, oO 

m <tr t) = eE ( t) + - -2 d'C dk . {/ ( k o k) c o s 
3 c L 

o o 

. 
ck (t - 24J .d( t) 

L 
2-6-24 

La es tabili dad de e s ta ecuac ión lineal sólo es función de la 

funci6n de trans fe r en c ia" H(p) " definida 
, 

aS l: 

-1 2 ¡ex::> 2 [H(p8 =1- 4e 2 g(kok) 2 P22dk 
37fmc p + e k 

o 

2- 6-25 
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en _~- -::r....al :- "m" representa la "/las a total" del sistema y vi e -

ne dada por: m 2- 6-26 
, -m o masa mecanl ca 

m
el 

= masa electromagnética 

2e~:¡;ko k)dk 
ífc 

o 

2-6-27 

Introduciendo una nueva notación según las siguientes conve n-

ci ones: 

x = 
ko 
k p = - ice;- ro 

2 e 

m.c 

9 =1.. (k).g(k o k) +I'C(-k) .g(k o , -k) 

2 
2-6-28 

la "Funci6n de tran sfere ncia" dada por la 2-6-6· se transforma e 7L 

00 

= 1 + 3~ r ok o I dx 

Job 
-1 

~ (-i c<i7] x - U-
2-6-29 

Slabemos que el "Número de polos" de la " . H(p) " coinci de C Oi" 

el '~úmero de ceros" de " H(p ) -1 

Como esta funci6n de transferencia viene de finida por una i n<­

tegral de Cauchy , carece de polos en el semiplano superior de 

modo que el "Número de Ceros ( Z )" de la ,; H(p) -1 " en dicho 

semiplano es igual al número de veces: 

+ 
que se pasa por el origen en sentido contrarreloj al recorrer eL 

eje real "",~O" desde : 

hasta O- = + OCJ 

De sue rte que el sistema será ESTABLE sí y sólo si: 

Z o 2-6-30 

Para el caso que nos ocupa actualmente, los valores que se 

tienen por encima del e je real son: 



donde: 
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oC' 

= 1 + ~r ok o qJLdX _5,---C/_ 
371 eJ x - (/-

- 00 2-6- 3J 

= ~ (r ok o) 0-. 7i ( 1, O- ) 

g(l,o-) rep resenta l a estructura más sencilla qJ.e ' " 

pue de p r e sentar, y viene dada por: 

-
[ 

ck x 21 g(l,o-) = 1 - (_0_) p(l,x) 
w ./ 

2-6-32 

que al sustituirla en l a 2-6- 31 da valore s nulos en los punt o¿ 

0-= + ex.:> - , o + 2-6-33 

resultados cuya representación gráfica aparece en la fig. lb 

~~Im I-r' 

Para construir el hodógrafo que nos in dique las veces que 

atravesamos el origen en sentido contrarreloj, bastará evalu a: 

la 2- 6- 31 en los punto s dados por la 2-6-33 encontrándose qu e 

tales valores son: 

v O t w + 00 • • ck o 

1;;10 2- 6-34 
- 1. ~"ak aj p(J , x) dx 

2 
m el Re H • 1 n.. = 1 

_. 
.fl. -:.1 - "3 I (X) m 

o 

Si" m ~ O " , r e s u 1 t a s i e m p r e q u e "..(')...QD> O " 

pero entonces el signo de "S'.L " no queda determinado por e 1. 

de la masa mecánica . 



Si l a densida d d e ca rga es tal que 

sist ema est¿ da do po r l a f i g . 1 6 

Como po demos v e r e n e sta 

fi gu r e , se pasa dos v ece s e n 

torno al o ri gen e n se n t i do 

contr arre l o j , y po r l o tant o 

el sis tema no e s ESTAELE . 

VC~0 S pues a tr a v ~s d e lo s 

ejemp l os examina do s que , pa r a 

':.,r¿ L. O", 
I 
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el hodógrafo del 

i( IITl(Htr' 
! 

;L.l, Ó () . 

una es tructura det e r minada , exp r esada me d i ante l a ecuación 

2-6·- ,4 . e n la e1ectrod i n¿mi ca de Pe ir1s-P ri gog i n e hay INESTABI--

LIDAD, cualquiera se a el t i po de "Fuerza exte r na" a que se en-­

cu enü'e s om e t ido e l e 1 e ctro n . ( 1) 

,est o nos llev a a co n cluir que d icha IN/!,'STABILIDAD desapa r e ­

cería s i se tomara como f a c to r' de forma: 

2 
/ g ( k o , k ) / 

qu e con s t ituye e l p r o ce dimi en to ll am a do de '~e normalizac ión" 

com o o curre en l a e l e c tro d in¿mica d e S omme r fe 1 d . 

(1) CLOETENS, W. J . en "Ru n- away solutions in the Prigogine 
El e ctrodynam i cs 

Acepta do por PHYS:CA, 
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APENDICE "A" 

Deducci6n y Sol u ci6n 

de 1 a 

Ecuaci6n de THOMAS ERBER 

Acabamos de ver en la f i g . 8~ pág 37, que una partíCU la car· 

gada se comporta como un s iutema con una energía de entrada y 

una energía de salida; en el cual: 

La ene r gía de entrada "Po ;l es 1 a que se da al si stema -'-'in 
desde fue ra ~ es de ci r está rep res e nta da por el "Tr abajo externo" 

El elemen t o de este trabajo externo viene dado por : 

dE . 
~n 

-> 
dT = F t ' v d t 

t""n ex A-A- 1 

El trabajo o Energ í a de salida " E " es lo que se obtie-ou t 
de del sistema, y está r ep res entado por la "Ene r gía cin~ t ica" 

"E .. " y la energía de radiaci6n " W " 
c~ n ra d 

El elemento de trabaj o de salida será por 1 0 tanto: 

dE = dT = dE .. + dW out out c~n ' rad 
A-A- 2 

Ecuaci6n en la cua l los elementos de Energía cin~tica y de 

Ene rgía de ra diaci6n vienen dados respectivamente por: 

dW r ad 

dE .. 
c~n 

v . ~tj/_(----m_V--~2~'i).I . dt 
_ 1 - v 2) I 

c 

, dt 

De la misma manera que en Termodinámica, podemos aho r a es ta­

blecer el "Teorema de la Con ~e r/)aci6n de Energ í a", que para mo­

vimi entos lineales se r á : 

E. E 
~ n ou t 

A- ..4. - 4 

dT = dlJ i n + diV rad 



A-A-2 - 8'7 - ' 

Sustituyendo las ecuaciones A- l, A- 2~ Y A 3 e n l a }-1 - 4-) ~~G 

obtiene como única ecuación de l mo vimi ento para mo v imiento li­

neal: 
-? 
F t , vdt ex 

d ¡¡¡ . 6 .ti v • ~d t- .. -.. __ o - v + 
---~ 

J 1 - .(- .~ 
c 

r 
+m'-L 

._;.- -'7 12 
--{~.-.!_---

.. ( 2,)3 
e .... 13 - (-_.~)) 

d t 

Ciertamente en este caso el Teo r ema de la Conservación de 

energía se puede aceptar como l a ecuación del mov i miento, qU.8 

tambié n podemos escribir en l a forma J' 

/ 

m.V ~~ j' j 2 / -'). v> )2 (_Ti' d 
- m ~ 

a ( a . 
(IT 2 ext 2f' + 2,3{ v 2 

.... 1 (. -~) ) l (1 - (-%) c
2 

[ 1 (-%) J ) il - _1- 6 

para l o cual , basta simplifica r po r dt , divi dir por "v ", re-

cor da r que: 
1 1 v v -- ------ - 2-v v v v 

y r eordena r convenient emente en la ecuación A 5 

Para mo vimientos tri dimensionales no es posible dedu cir una 

ecuación única del movimient o a pa rtir de l teor~ma de la Con­

se r vación de la Energ ía; por lo tanto , POSTULAREAfOS que : 

"la ecuación ve cto rial para movi mientos li~ca-­

les, es válida tambiÁn pa ra movi mientos tridi - ­

mensionales. " 

Esto es equival ente a dec ir que: 

"1 a fu e r z a 7Il i c r o s c Ó P i c a a c tú a e n 1 a di re c ció n 

de la veloci dad . " 

En la ecuación A-6~ el t é rmino de l primer miemb r o 7'epreSe i1-

ta el I mpU! so , y el corch ete del segundo miembro nos est6 dan­

do la "fue r za de radiación" . 

L a A <- 6 re p r e s e n tal a e c [¿ a ció n gen e r a 1 del Til o v i m i e n t o > e n 

l a que se pue den consi de r ar tres caso s límite s intere$ant e0 : 
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Pri me r caso : lím v( t); aquí p asamos po r alt o l a r adiaci5n J 
'?:..I--'7 o 

I to das las correc ci one s r elativist a s .• Y- "-.-"-
c-

de modo que l a A- 6 se re du ce a: 
- ';>- - > 

m. a == F 
e.1:~ 

A- A-7 

Segundo caso : lím v(t) : ahora s610 desp r eciamo s las co r ecci o­
'Z: -> o 
~ nes de l a ra dia ci6n~ y entonces la A- 6 

toma 1 a fo rma: 

d 

([tI 
\ 1 

-> 
m.v 

2 
- (~) 

c 

-> 
]/' 

ext 
A- A- 8 

Tercer caso: l í m v (t): en este caso s610 se pasan po r al to, la 5 

correcciones r e l a tiv istas, de modo que 

1 a e c u a c i 6 n A - 6, s e t r a n s f o r m a en,' 

-> -';T 
m. a == F ext 

pues: 

-> 
F ext 

v 2 
~) == e c 

o 
,.,.. (2 ('~/2 2 v 

m. 'L a +/-7-+' . a ). --2-

para v -- ~L...1 c 

v 
A- A- 9 

Esta ecua'ci6n A-9, es la mi sma que la 1 -7-35, y c onst itu ye 

la llama da Ecuaci6n de Thomas Erb e r, po r habe r sido el pr i me r o 

en e s cri b irl a en esa forma (1), pa ra el ca so de un oscila do r 

lineal arm6nico , aunque su estud i o y gene r ali zac i6n ha s i do re­

aliza do p o r el Dr . Will y Cl oetens (2) . 

En t odas estas e cua ci ones , l a "fu e r za exte rna;', de a cue r'do 

con l a El e c t r odin ámica de Lorentz- Di r ac , vi ene dada por : 
-> - -"'";;> e -'> -> 
Fex t e . E + c v><.H A- A- 10 

(1) Th . ERBER, en Fo rt ech ri ste de r Physik, 9 , 348, (1961 

(2) W. CLOETENS, en Tij ds chrift van ds :r~ije [Jn iv e r siéeit Err.., . 
se l~ 3 , 8 , ( 1 965 ) 
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Para resolver l a Ecuación de Th . ERBER, tomaremos como 

fuerza externa: -';7 

F = ext 
e -)- ~7 

--o U x. H c 

de suert e que la A-9 , ado p t e la siguiente forma: 

-> 
m. a = 

e -- -> a 2 _> 
--vx. H - me (=--). u c lj v 
-> 

A- A- II 

Sabem o s que para un " H " monod imensional en la di rección 

del eje Z, se tiene: 

iJ. - A-1 2 

'- -> 
Ji que el producto vect o ri al "v x H " da: 

, -=---
~ -'> 

7.. J k 
-";;r --;. 

(v i"> V . j'i» vx H = v v v H -x y z y x A- iJ.-13 

O O H z 

de modo que la ecu ación A- II t oma l a f o rma : 
2 

-";;r ~ -:> '2: a -'> m • a = H (v • 7.. - V • J] - m L (--) • v A - A -14 Y x v 

Como por ot ra parte 9 la "l"uerza Externa" en sus component es 

viene dada por: 
-> ---:':>- -> --"7 

m. a = ma .7.. + ma .j + ma . k 
x Ji z 

iJ. - A-1 5 

iguala ndo los coeficient es de e stas dos últimas expresiones: 

ma x 

ma 
y -

e 
c H. v 

e --Hv c 

=> a 
Ji x 

x~> a 
y 

eH O v ->a w. v = mc Ji - x y 
A-iJ.-1 6 

eH 
>a O -v + w. ""; 

mc x y x 

De tal mane r a qu e al sustitu ir estas componentes de la fue~ 

za en la ecuación o ri ginal de l movimiento , la A-II , ésta toma 

la form a: 2 
a w. v +cL (+J . vx O 

x y 
A- A- I? 

+ "2: 
2 

a + w. v (_a_ J . v O 
y x L v y 

que es u n "Sistema Lineal " al que p odemos aplicar "Transforma--
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das de L a¡; 1.1ce", teniendo p r esente las siguientes c ondic io nes 

i n i e i al e s: 
v (o) Vo x 

A- A-1 8 
v (o) O 

y 

El sistema A-17 es equivalente a : 

2 
v w. V + ?::L ( _ a_ ) . v O x y v x 

2 A- A-1 9 

v + w. v + 'C. (_a_) . v = O 
Y x L v y 

Apl i cando aho r a "Transfo r'madas deL apl ace (~) " da: 

-? 2 .. _ 
P., /_·v - v ( o) - w Pv + c:. ( _ a_ I 'jt-" v = O 
-::f.o x x 'k' y L v b\o x 

p r v
y 

- v (o) + w í v + C L ( _a_)k; = O JI.-.o' Y .:>(0 x voy 

A-A- 20 

<,¿..-sist ema que podemos resolver tanto pa ra "?(o v "como pa ra 
/ x 

" -r-- v " De l a ecuación A- 20 se t i ene: -7-0 y a 

Vo + w~lJ. __ 
----- 2 

p +L.. ( --2..) 
L V 

que al sust itui r en A-20 y r eso lvi endo para" r¡:::ú " da : a o(¿;¡ y 

w - v o 

+ 
2 w 

y al ll eva r este valo r a la ecuación A- 2 I r esul ta : 

v x 

p 
V o 

2 
+Z ~,~ 

L . ,. ' 

[p +'LL ( ~/]2 + 
2 w 

A- A- 22 

A-A- 23 

A partir de la ecuación A-1I podemos encontrar e l val or de 

la const ante ( ajv )2 



A- A-6 

Para e llo elevamos al cuad r ado dicha ecuaci ó n A-l l, d e mo e: 

que: ~ 2 

(m a) 2 = (_e_ vH ) 2 2 e -7 H--=;- --;'- ( C'. 12 ( e ( a ) eS ) A-- j1- "" " - --v )( . m T --r , u + m L - v - . v . éJ~ 
C C D U 

Di v i die ndo por ( TIl V ) 2 ~ ha c i e n do eH 
mc - w y recordando qu v 

-7 ,.... -)' 
( v x Ji) . v = O 

l a anterior e cuación se r educe a: 

2 4 a 2 
({:L ) . ( -%-) - (--v--) + w2 = O A- .L1.-25 

que es u na "Ecuación de Segundo Grado" para 

Re so l v iendo por 10 tanto esta ecuación se ti ene : 

2 _ 1 -.t J 1 4 (eL ' w) 2 __ ( __ a __ ) = __ -= __ ~ ______ ~ 
v 2 ZL 2 

A- A- 26 

Introdu ciendo est e resultado e n A- 22 y A-23 se ti ene : 

d0v x V o ,1 

¡ p -
" 

/' L p - ( - -~ '-; )) 

A- A-27 

;é;v 
y 

= 
I 

/' 
{p 
..... 

,/ 

Aplic a ndo aho ra "Tran sfo r mada s Inv e rsa s de Lap lace cZ)" 
y rec ordando que: 

1 e r. (bt) = 
b 

A- A·-28 

dG
' /' -/ 

____ ~p __ -__ a~ ____ =-
( p _ a) 2 + b 2 

at (o-t) = e . ca s 

do nde a = - O( ZL y b = w 



A- A- 7 -- 9 8 ... 

El sistema A- 2 7 tiene com o súl- ·. ción : 

v (t) x 

( ) - -:1\ ¿ t ( ' v t = - v o • e L . :J e n wt i 
y 

Sustituyendo el valor de "o< " encontrado en la A- 26 y des ­

pués d e s imp l ific a r , se tiene fina l mente como solución : 

..­
I 

v (t) = V o • x exp¡ 

v (t) 
y - Vo • 

" 

(wt) 

A- A- 30 

(wt) 

e cuación qu e también podemo esc r ibir. factorando conv enien 

t em e n t e , e n l a fo rm a : 

v (t) 
x v o • exp r _.1-_ ( 

'- 2-L.. 
~ L 

v (t) = - Vo • exp [ + ( 
y 2~ 

I 2 2
1 
I 

1 + \1 (1 - 41(. L w ) J co s (wt) 

_ ______ , A- A- 31 

+\/1 - (21w}2Isen (wt) 
/' 

que rep r ese nta l a soluci ón formal y ex ct a de la "Ecuación del 

Mo v imiento", de acuerdo c on l a fo rmulaci ón hecha po r Thomas 

E r ber en 1961 , y r e s ue lta segú n el método expue sto por el 

Dr . Wi11y Cl oetens .. hay también nt r o mét el -jue apa7'ece en 

S i mon S tevin . 
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Solución de la Ecuación del Movimiento 

de una 

Partícula Cargada 

sometida a una f uerza externa 

" Del ta de DIRAC" 

En estas con diciones~ la e cuación general de l movimiento que 

hemos presentado en la e cuación 1-2- 32, pág . 15 de este trabajo 

toma l a fo rma: 

o 

t::-
eEQd( t) + ~ r ok o ( d t ' e - C,k o ( t- t ' ) • -t( t ' ) 

)0 ir A-B-1 
+eEf!,f(t) + ~ ro~, o dt' . e- clr,(t-t ' ) -"d(t ' ) ¿ (t) 

Esco giendo como valor de la "masa electromagn~tica ": 

~ (-f-/-j 9 (Ir, , Ir) dk A-B- 2 

Al multiplicar y div i dir por "m" y haciendo == x, 1 a 

expresión anterior se transforma en: 

m = el 
2 e

2

2 
k o . m j-oO-1-1_--:::

2 
dx 

íí m. c +x 
D 

pero por otra parte sabemos que: 

2 e 

m c 2 

y oC 

f~---:;1~2 
1 + x o 

radio promed io de la 
partícula 

A-B-3 

A ~ B-4 

Por lo tanto, llevan do estos valo r es a la B-3, ~sta se reduce 

final mente a: 

A-B-5 



A-B- 2 

Como adem ás: 

de modo que: 

m, entonces mo o 

m e 1 = (r ok o) • m e l y r ok o = 1 

Por lo tanto la ecuación B-1 se re du ce a: 

A-B- 6 

-> 
a (t) = 1 

m 

t:. 
eEQJ( t) + ~ i e- ck , ( t-t') . "7f( t ' ) dt' A-B- 7 

Si ahora aplicamos a es ta expres ión "Transformadas de L apl!! 

ce" y r eco rdamos que: 

~d(t) 1 Z e- ckvt 1 = _./ P + ck o 

~ 
Ú 

;r (t) = p . i1(pj - y-1o) = p . A(p) 

en t onces, la B-7 se transforma en: 

A(p) = __ 1 __ eEG + ~ 1 A(p) 
m 3 p + ck o 

que re s uelt a para A(p) nos da 

A (p) eEG 
m 

( p + ck o ) 
P + 3ck o 

A-B- 8 

A- B- 9 

Sumando y r estando" 2ck o " dent r o del paréntes is de esta 

expresión se tendrá como valor de A(p) el siDuiente: 

m 
( 1 2 3ck O) A B 10 

- ~ p + 3ck o - a--A (p) eEG 

J1 ha ra s í po demo s apl i car "Transfo rma das Inv e rsas de Lc(1 a c e" 

rec o r dando para ello que: 

,;e-11 = V( t) 

;t; -/ a 

p - a 
at a . e donde a - 3ck o 

obteni éndose como resultado final : 

-ct(t) = + eEG( cf (t) - 2 ck o • e- 3ckotJ A-B- 11 

que representa l a "Solución Exacta " de l a ecuaci ón dada . 
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Solución de l a Ecuación del Movimiento 

de una 

Partícul a Cargada 

Somet i da a una doble fue r za exterior 

"Impulsiv a y de Lorentz" 

En estas circunstanc ias; la ecuac ión general del movimiento , 

es decir, la 1 - 2-32 , to ma la forma : 
t:. 

md:(t! = eEfid!t) + +v.¡?+ ~ rok{ dt . e-Cko(t-c) .i(é:) A-Cf-l 

ecuación en la cual , ca da término tiene un s ignificado f í si ­

co, a saber : 

- Primer miembro , r ep r esenta la Fuerza de Newton 

El primer término del 2 ° miem bro representa l a prime r a 

contribución de la fuerza exterior, y es un Im-­

pulso en la direcc ión del movimiento . 

- El 2 ° término es la segunda c ontribu,ción de la fuerza 

exterior, y es la fuerza de Lorentz . 

- Hl último término , r ep r esenta la fuerza de radiación 

Para encontrar la solución de esta ecuaci (.n , la vamos a es-­

cribir en función de "va ri ables complejas", tomando entonces 

la sigui e nte forma : 
-t 

l(t) = - !wl(t) + e[;'fiJ(t) +1 e-wo (t-L-) . /(1::.) de: A-C- 2 

y derivando r especto a "tU esta expresión se tiene: 

• 
; = - iwj + eEGd(t) + f -

Multiplicando la C-2 por" wo " y reordenan do adecuadamente 

r esulta: 
t 

ro 01 + i ww of - eEfiw od (t) = w 01 e - w o (t- ~ ). 1(1':) dL- A .-C- 4 
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Sustituyendo la C-4 en la C-3, se tiene: 

o A- C- 5 

Factorando y trasladan do términos en la expresión anterio r , 

r esulta: . 
f (wo + i w) + i ww of = eEQJ(t) + eEQJ(t) A- C- 6 

que es una "Ecu ación Li neal de Primer g ra do '1, a 1 a cu al se la 

puede aplicar "Transformadas de Laplace (J3) ,,; obteniéndose: 

P (i w + wo) . F(p) + iwwoF(p) = eEQp + woeEQ . l 

y r e s o 1 u i e n do par a " F ( p ) " r e s u 1 t a : 

F (p) p + Wo 
eEQ p(w o + iw) + iwwo 

expre s i ón que también podemos escribir en la fo rma : 

A- C- 7 

A- C- 8 

F (p) = eEQ p 
p(wo + iw) + iwwo 

+ .. wo 4 
eEQ P(Wo + iw ) + iwwou C- 9 

- / 

S i aho r a apl i camos "Transformadas Inu e rsa s de Lapl ace (%) " 
s e t en drá que: 

f (t) = ~ .~-- eEQ . exp 
Wo + iw 

iww o (- t) 
Wo + i w 

-1 
sO n p 

A- C-11 

+ d-..,o eE-- -( + - J + ~J W O 7, W iwwo 

pero de acue r do con l as p r op i edades de las "Transformadas In-

versa s de Laplace" se tiene que : 

- 1 -Ir ' . , ,'7 eEQ 
k F (p) =lo I Wo + iw 

1 

-----,p 
p i wW o -1 

Wo + iw + 

Sumando y restando a esta exp r es ión l a cantidad: 

iwwo 

Wo + iw 

se t endrá com o ual o r de la F (p) : 

A- C-1 2 
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q?~(p) = c¡;-' ¡/ _eE_Q~ 
k d-.o Wo + i w 

" 
• ( 1 

iwwo 

;J Wo + iwo 

i ww o =4· -jC~13 
p + wo + iw 

Sustituyendo esta exp r es ión en la e cuación C-11 resulta : 

j (t) = __ w...::.o-,--_ 
Wo + iw eEQ . exp( -

1 

Wo 
iww o t) 
+ i w + 1 . eEGd( t) 

Wo + ~w 

A - C-14 

eEG iwwo ( - i wu: 0t) 
+ iw . + 

.• exp wo Wo ~ w Wo + ~w 

El 2 0 té rmino re p r esen ta una pequ ño pu l so inicial que se 

da a l a p artícula , y 1 0 podemos de spre ciar, de mo do que pasan­

do a condic i ones de límit e, es de cir cuando .-

W <..L Wo 

la e cu ación ante ri or se r educe a : 

f(t) = eEG. exp( - !wu: o 
W o ~w 

w t) + i--eEG . exp ( 
Wo 

i ww ? t) A C-1 5 
Wo + ~w 

Para es tas condiciones de límit e , también e l 2 0 término de 

A- C-15 ti e nde a c e ro, de modo qu e finalmente se tiene como solu­

ción de la ecuación p r opuesta: 

f (t) = eEG . exp (- iwwo t) 
W o + i w 

qu e escrita en sus compon en tes no s da: 

v (t) 
x 

A- C-16 

A- C-17 

q u e r e p r e s e n tal a " S o 1 u ció n F o rm a 1 y E x a c t a" de l a e c u a ció n 

es tu dia da . 
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EL "SPIN DE HE! SENBERG" 

como una consecuen cia 

de 1 a 

"El ectrodinámica 

libre de toda 

Clásica" 

singularidad 

- 98 -

En este Apén dice presentaremos la deducción del "Spin 

de Heisen berg", y lue go haremos el cálcul o de ese mismo spin 

compro bando la diferencia existente con el re su ltado expe r i-­

mental obtenido po r los ya bien conocidos mé todos cuánticos . 

A . - De du c ció n del " S P i n de He i s e n b e r g " 

Para el desarrollo de esta sección seguiremos al Dr . W. Clo ­

eten s (1) cuyo artículo aparecerá próximalilente en "PHYSICA ", y 

que lleva el mismo título que el que encabeza este apéndice . 

Par a ello t o m am o s u na par t í c u 1 a p u n t u al c o m o u na " Fu n ció n 

" .. Dirac" difundida mediante una distribución de frecuencias . 

La ecuación del movim iento de dicha partícula, segdn la teo~ 

ría Lorentz- Dirac para una partícula puntual delta es: 

m.u) = 
? 

A- D- 1 

Si tomamos: c = 1 y r ok o = 1 

la ecuación anterior la podemos escribir en la siguiente fo rma: 

m;::a = e}!~t . u", + 5e1:7 -s ') (i:. - w;. W; . u¡)) dk A- D- 2 

I ntroduciendo una representación de "Onda plana " pa r a la "Fui1":' 

c i 6n Delta", dada por: 

~(s - s ' ) = J~f~s k(s-s ' )dk 
_ 00 

A-D-3 

en l a cual: 

( 1) CLOETENS, 

-1 k = longitud de onda relati v ista 

J . en "The Hetsen berg Sp in" as a consequen­
ce of classical electrodynamics without 
singularities . 
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Llevando esta expresión a la A-D-2, la ecuación del movimi er¿-­

to será: 

~ext mw = e . f' . u 
? /",,1/ ;..J 

2 cp <XJ 

+ -{e~!~sf: cas ( ' ) (" "') k s-s 7:V W UJ. ; u 
~ v ~ p 

A-D-4 

Aho ra podemos intro duci r como función de distribución: 

9 ( k
2 

) 

que representa la distribución de f recuenciús de la auto-fuerza, 

de modo que la dlti ma ecuac i ón adop ta l a jorma: 

m. w 
/~ A- D-5 

A la función de distribución" g(k2
) " l a podemos as ignar 

por ejemplo el siguiente valor: 

1 A- D-6 

do nde : I )- 1 ro =( k o 

Pero también se hub iera podido tomar otras distribuciones de 

f r ecuencias que dieran lugar a "auto-oscilaciones", lo cual im­

plicaría que: 

A-D-7 

Una part ícula libre adm ite auto - o scilaci ones r elativistas en 

el pl ano " x-y", dadas por: 

A-D-8 

de modo que se tenga : 

~ 2 (w) = conste conste conste A- D-9 
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y por l o tanto: J 
ds = dt 1 

donde "v "= conste c 
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/ 
v 2 

d t \ 1 - ( _.5:..) 
c A- D- I0 

de suerte que como solución de la A- D- 5, se tendría: 

a(t) 

Podemos notar que l os "valores p romedio s~ de las componentes 

de .Z e Cantidad de Movimiento" [7 ", en las dire cciones de los 

eje s ,) x - y", son nulo s ~ lo cual nos permite calcular el Momen­

to Antul a r " L " , teniendo en cuenta la correcciones relati -­

vi stes , y este Moment o viene dado por: 

m. r v 

Esto supone que: 

---c 

ir -? 

~. lz 

u 2 
_ (_c) 

c 

-;::-_1_ 7r ~ 10-1 1 cm 
2mc 

A- D- 12 

A- D- 13 

A- D-14 

A- D- 15 

Integrando una ve z más, se obtiene el r adio relativista de 

l as auto-oscilaciones~ dan:o como valo r : 

que al mult i plica r l o por" 

a sabe r : 

e 
m " no s 

eh 
4'7Tm 

= e 1 h = e * m-·a · 2 n m ~ 

da al 

== 0 . 927 ~ 10- 23 

A- D-16 

'~agneton de Bohr" 

A- D- 17 
2 ) - 1 jculs- m (web 
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B.- Cálculo del "Spin de Heisenberg" 

A.?.. , 

17./ 7 

donde ro 

De acuerdo con la imagen cuántica deL 

"Spin del e lec trón;), éste lo podemos r e .. 

presentar como una esfera en rotación: 

tal como aparece en la fig . 17 . 

Su poniendo que la masa y la densidaa 

de l electrón con s iderado vengan dadas 

por: 

m , m elect r on 

3 
4 

A- D- 18 

f=+ m 

radio del cent r o del elect rón al 

to de masa considerado . 

elemen-

Entonces el impulso o "Cantidad de movimiento ", teniendo en 

cuent a las correccione s relativistas ser6: 

-> p 

"'/1 , 

-'> m. v 
A-D-19 

y la "variación de ese mismo "momentum" vendrá dada por: 

f . v 
A-D-20 

Por otra parte sab emos que e l "Momento Angu lar" est6 dado 

medi ante la expresión : 
-'> -"" ~ 
L = r x P A - D- 21 

de 51.¿er te que la "vari ación " de dicho iy/omen to es: 

A- D- 22 

esto, despu és de sustituir el valor de "S-p" dado po r A- D-20 
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Considerando una rotaci6n del electrón en torno al eje "a", 

1 a e x p r e s i 6 n Ú 1 t i m a s e t r a n s f o rm a e n: 

3, .n 
-~ 

41178 
A-D- 23 

Para encontrar el "/fomento Angular Total " en la di rección de ::' 

eje" a ", basta multiplicar la expresión anterio r por" dV ", 

e integrar en todo el volumen, de modo que: 

(Ji. dV = 3m 3 f,r:v . dV. 7;, 
j.J~ 4 71 ~ o Jv .... /1 _ (%) 2 

A-D-24 

La ecuación de la esfe r a en coordenadas cartesianas es: 

222 2 R = x + y ~ a A- D-25 

de sue rte que l os límites de integración de la ecuación A-D- 24 

a lo largo del eje" a " ser6n : 

a. = O 
~ 

A- D-26 

Por lo tanto, al introducir estos límites en la A- D- 24, sepa · 

randa las integrales, e integrando el primer miembro se tendr6: 
1. 

2 2 2 a 
R - (x +y ) 

L = :: 31dXdY . 2f r·----r.~--V. · -__:F da.7; 
4" rolj . \,'1 _ (E..) 

lO\! c 

A-D- 27 

ecuación en la cual el producto " rv " es una constante porque 

son independientes de la variable de integración, y si además 

recor damo s que: 

222 

I
R - (x +y ) 

a O 

1. 
'2 

entonces la ecuación A D-27 se transforma en: 

A- D- 28 
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L A-D-29 

Por otra parte tenemos que : 

1" = distancia del electr6n al eje HZ" 

que introducido en la expresión p r ecedente nos da : 

L = A- D-30 

Aho ra podemos exp r esa r la doble integral que nos queda 

en coordenadas parlares, para lo cual basta tener presente que : 

dx . dy elemento de área 

dS A-D-31 

== redQ;Jdr 

cuyos límites de i ntegr ación son : 

O ~ 'Q -= 27í 

de t al mane ra que al llevar todos estos valores e n la ecuación 

del Mome nt o se tiene: 

L 3m" 3 1::!:\,~~;2~_ dr . l: 
21/ 1" o L· ' .. ~ ( v ) 2 o el '.:,L - -, c 

A- D- 32 

e i n te g 1" a n do 1" e s pe c t o a " Q " 1" e s u 1 t a : 

R 
L 3mv 3 (21T) f\/R2=-;2 . ____ .~ . " ........ dr . J> 

277 1" o %' \,/1 _ ( ~ ) 2 z 
R . c 

3m v ¡ ...-2·· ·· ······2" 1" d I" . ~1 
= --3- \.:'R - 1" . . z 

r o o ···._/;,,·~ii.j·2 
c 

A-D-33 
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Si ahora suponemos que en el 

extremo de la trayect oria del 

electrón, su velocidad ex máxi­

ma, e igual a " c ", de acuer­

do con la fig. 18 Y la semeja~ 

za de triángulos se tendrá : 

A-D-34 V c 
c = 

r 
-¡¡-

qu e in t ro du c i do en la ecuación 

anteriór, después de reducir a 

común denominador, y hac e r las 

simplificaciones posibles da: 

L i
R 

3mc 
3 

ro o 
--1 = 

z 
3mc 

3 ro 

4 
_R __ 1-:> 

4 • z 

pero: R radio de la part ícula 

= ro 

J\ -Z ; 
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"',\ 1oE-'-~-;-;.'------ --------------------'>-

- / Y 
/ 

h· /1 

A-D-35 

Luego la ecuación A- D-35 toma finalmente el siguiente valor : 

L = A-D-36 

y representa el "valor máximo" que puede tom ar el "Momen to 

Total" en la dirección del eje H Z" 

Sustituyendo los valores de las constantes que aparecen en 

e s t a e c u a ció n, s e e n c u e n t r a par a " L " e 1 s i gu i e n t e valor: 

-'> 3 10-30Kgr 8 -1 10-15 L - 4- 0 . 911 . . 2 . 998 . 10 m-s 2 . 85 
z 

2 A-D- 37 

0 . 575 10-38 K[lr- m (Jou1 s-se g) . seg 

De acue r do con la "Necáncia cuántica C16sica" se tiene: 

h 
4 -7í 

0.623 • 10- 33 

4 )( 3./4 
-34 0 .496 . 10 joul-sej 

A-D-38 
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Ve mo s pues al compa r ar estos dos ~ltimo s resultados que. 

El "Mom ento RelatilJista", es de cir al con ¿ de,' ,~'~ 

al "ppin H como una consecuencia del movimien to ~, 

ratorio del elect rón, es: 

L -? 
rel.1 z 

-4 
= 1016 < 10 L , t 1~ cuan . /J. -D- 39 

z 

De todo 10 anterior llegamos a la siguiente conclusión: 

"El SPIN debe ser cons:derado como consecuencia ae J.. 

electrón dotado de un movimiento de vibración, o s e _ 

can AUTO-OSCILACIONES en las dos dimensiones del 

plano " x~y ", y no animado de un movimiento de ro­

tación en torno a su propio eje." 

Para visualizar algo más esta nueva concepción del "SPINna 

podemos imaginarlo com o un "planeta" con movimiento de tra s1 a·· 

ci 6n ex clusivamente alrededor del 6entro de ~u sistema, s610 

que para nuestro caso, no hay tal centro de atracción gravi ta­

cional, sino que el electrón es su "propio centro" y su fuent e 

de autoabastecimiento energético para mantenerse en moviviento 

Este movimiento vibracional puede ser en dos sentidos cont ~ · 

rios de acuerdo con e l signo del SPIN. 
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Bo s qu ejo de u n po si bl e Experi ¡,le n to 

para 2 G. 

life dici6n de l "Damp"ing - Time" 

A. - OBJETIVO: 

- 106 -

Como una de las pos ibl es consecuencias y aplicación de cuan­

to se ha di ch o en estas pág i nas , vamos Q de lin ear a gra ndes ra~ 

gas l a expe ri encia que nos permita determinar un doble hecho: 

a) La trayectoria que desc rib e un e lectr6n acele r ado y 
-"> 

some tido a la acción de un campo m agn~t i co "H " constante . 

b) El" DL'fFING-TIlfE " o tiempo que d icho e lectr6n tar­

da en hacer el r ecorrido de su trayectoria . en las con di cione s 

an t es mencionadas . 

De acuerdo con la s diversas so l ucio nes p r esen tadas e n 

la s dos Electrodi n¿micas estud ia das esa trayectoria pu ede se r: 

circu lar en el ca so de l a El ect ro dinámica de "Di rac y Lor e nt z " 

y su Escue l a, o 

espiral, en conformi dad con l a solución p r esent ada po r G. N . 

Pl au s y f . J . Cloetens (1) y (2~ para l a misma e lectrodinámic a 

el pr imero de e st os au tores y la ele ctro di námica de Peierls- Pri­

go gino e l segundo . 

Au nque e l objetivo de nuestra expe ri encia es de licado y de un 

al t o valor ci en tíji ca en el cam po de 1 a "Fí si ca Te6ri ca ", si n 

emba r go bastará, al menos en principio, un senc ill o in st rumen-­

tal, compuest o de; 

a) Un acelerado r de pa r tículas, un haz de e l ect r ones 

e n nue stro ca so , para lo cual utiliza r emos un simple "Tu bo de 

(1) PLflSS, G. N. en lie v . of liJad . Physics, 33, 37-62 , (1961) 

( 2 ) CLOETENS, .1 . J . en S i mon S tevin, 42, 65 75, (1968) 
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ra ijos cat6dicos" segJn aparece en la fig. pág . 111 

b) Un "TJn 1 al vac{o" con un poco de ga0 de arg6n mu¡ 

enra r ecido . La finalidad de este "gas'" es hacci~ vinible .2"! tr' c, ­

yectn r ia de l as part{cu1as. 

El pequefio ensancham i ento i2{ndrico de esta 
p a. (.(J I ¡"j ¡ í ¿ 

que ! ODse rv a r la trayectoria de las partículas 

l ar el Damp ing--ti mc , V~ase /i g . 21, pág . 111 
-"> 

sección 

así como 

8S el 

calcu-

c) Generador de l campo magnético ~ H " con su corres--

pon dient e electroimán . Este generador es de potencia variable 

y a f in de que los efectos sean detectados y medibles , creemos 

que debe ponérse1 e en condiciones tales que sea capaz de gene -
- > 4 

rar un " H :::::. 0 . 4 10 Ga!~ss!l Véan e figs . 20 y 22 

C.- FUNDil Hb'l'1TO DE LA EXPERIENCIA 

En am bas electrodinámicas estud iada s , hemos visto que tanto 

l a solu ci 6n p r esentada por G. N. Pl ass (1), como la soluci6n 

encont r ada por el Dr . P . Cloetens (2) a partir de la ecuac i6n 

de Th . Erber. coinciden pa ra los limites en que : 

'7 t w L:. L_ 1 

que co rr esponde a los campos magné tico s expe rimentales de uso 

frecuente en e l Lab o ratorio y vienen expresadas así: 

v (t) -:::::;::;. v o ex p ( - L .. w 2 
t ) . c o s ( w t ) x 0 

il-E-1 

v (t)-;::::. 
Y 

( 
.,.-,,,.. 2 

V o exp -CLw t).sen (wt) 

Par CJ esta solución, el "Damping- time" o tiemp o transcu rri do 

desde que e l ele ctr6n penet r a en el campo magnético hasta su 

(1) PLASS, G. N. art o cit . fórmula 134 

(2) CLOETENS, W. J . en Simon Stevi n, 42. 65-75 . f6 rmu1 a 4-5 

( 19 68) 
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'desaparición en el c en tro de la "Cavida d cilíndrica" de la c6ma­

ra al vacío, y viene dado por : 

T = 1 A-E-2 

Pero si al tratar la ecuación del movi miento tenemos en cuen­

ta toda s las correcciones (de radiación, relativistas) , entonces 

aquélla toma la forma: 

-~- -----------

.... ./1 ~ (Y-) 2 
~ c 

a y 
- - - - .. - -- .. ----- .--_.-. -

-> ~ 
V .v . a x + .... .. ............ . 

c2 \!1 _ (y-)2 
',' e 

->- -> 

+ 
v • v • a y 

- w.v y 

2 
a • v x + 7:.L ......... ..... . , .. 

v2' :1 _ (~) 2 
c 

2 
a • v y 

o 

A-E-3 

'\/'1 _ (%) 2 
2. :-············iT·2 

v \:1 - (-) 
'.: C 

~ -':>-
-'?- v.v.a 
~ y o 

Sistema que pa r a las condiciones iniciales escogidas en la 

exuación A- A-18 de la p6gina 90, nos da c om o solución; 

. i 2 
a (o ) = - v o W '.. .: 1 - (...E.E. ) y ' .. : C 

en cuyo caso el "Damping-t ime " viene dado por: 

T = 
\ /1 _ (~)2 
. ' c [- 1 

, .... ··--········ ········· ·· --···2J 
+ ..... ...- 1 - (2 0L w) 

A-E-4 

A-E-5 
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y para campos magnéticos fr~cuente s en Laboratorio, es deci r 

cuando" UL. WLL1" , se tendrá que: 

T 
1 

.. -- . _- -- --- - -_.-- - -------- -

'Ct 2.: _ (~) 2 
. • W " ........ 1 .' c 

E . (o) 
c~n 

-;::3 --2~-~--"":"2~ 
m • c • UL' W 

A-E- 6 

Si nuest ra partícula cargada , o haz de e lectrones es someti -
.....,.. 4 

da a la acci6n de un campo magnético "H = 10 Gauss", campo 

no muy intenso y que por lo tanto s e puede obtener f6ci1mente 

en el Laborat ori o y con e l apnrato que se ha descrito anterior­

mente~ el "Damp ing~ time" de be se r: 

a) en e l límite no r elativista : 

T -:;::; 5 . 21 seg 

b) en e l l im it e r elativis ta : 

T ,-,¿...11. 6 seg. 

efectos que son perfec tam ente detectable s 

-E....!L L.t.... 1 
c 

Queda pues bosqu ejado el "experimento" que puede darnos 1 as 

pruebas experiment ales de dos t6pi cos tan interesantes y que 

permitiría comprobar s i los resultados t e6r icos concuerdan o no 

con los datos expe ri mental es . 
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ESQUEMAS DEL MONTAJE DEL EXPERIMENTO 

~ . 

Fig. 20 

Generador de Po­

tencia para crear el 

Campo magnético. 

Capacidad Máxima: 

0.4 . 104 Gauss. 

Fig. J' 
Esquema mostrando el con­

junto del montaje necesario 

para realizar la experiencia. 



Fig.22 

Electroimán 
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Fig 21 

Cámara al vacío con gas de argón 

a muy baja presión para hacer visible 

la trayectoria de los electrones. 

Fig.23 

Lámpara de rayos catódicos, utili­

zada como fuente de electrones. 

Esta lámpara va acoplada al circuito 

de la Cáma ra al vacío de la figura 21. 
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F E D E ERRATAS: 

P á g . 3 5 ~ de s pué s del a 1 í n e a 11, fa 1 talos i gu i e n te: 

"La aceleración es continua para todo "G ", 
mientras que la aceleración de la par tícula neu -

t r a e s di s con t i nu a en: L = O Y 'C: = c: 
I 

pág . 76, Falta la refere ncia de la nota al pie de la página 

Esta r efe r encia e : 

GARLOUX, L . en Systemes Linéaires 

pág . 84 ~ Falta completar la referencia al pie de la página: 

CLOETENS, W. J. en Tesis Doctoral, Universidad Libre de 

Bruxel as, 1967 

" en Pria: Empain , 1966 

pág . 99; Después de la fórmula A- D- 5 debe añadirse : 

Esta ecuación representa la solución exa cta sin nin-­

guna aproximación . Solamente aparece incluida la idea 

por otra parte ya bien aceptada , del CUT -OFF . 


