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PRESENTACTI O X :

Como tema del *TRABIJO D FIj
opcidn a la Licenciatura en Fisica por
sica de la Universidad de EI Salvador, h
los gque mds interés esta despertando en
del campo de la »i{sica Tedrica”, como 1
TRODINAKICA , por estar llamado a dar un
tacidn no sdélo del mundo fisico que nos
menos, sino también de las leyes fundame
nan y hasta la explicacion filosdfica re
cidn del propio mundo,

Dado gquc son varias las *Teoria
formuladas hasta este momento, me limita
analisis de dos de ellas;

-la primera de ellas es unag de
por lo mismo, la gue pudiera considerars
dmica Cldsica , lj con e€ste apelativo me

a c¢lectrodinamnica desarrollada por H. 4. LO 4.
DIRAC,
- 4 4 7
- la segunda, es de nuestros dias ya que lLa mayorta
de sus fundadores y partidarios ain sigucn contribuyendo con
. y i ’ - 7 TG P T A4
sus trabajos e itnvestigaciones, al progreso de la Fisica Teo-
rica. Ella es la Electrodindmica de la Escuela formada por un
combinado de hombres célebres como Henin, Hc ilanus, Peierls y
Prigogine.
dmbos capitulos tiencn cusi idéntica estructura y
divisiones, entre las cuales sdlo mencionocs Presentacidn de
gcuccion del mcvimiento, Diversas scoluciones dadas a la misma,

Fstudio de algunos cjemplos tipicas,
Jjando como APENDICES el estudic del »SPI
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usando Transformadas de Laplace gque constituyen
ejemplos tipicos de ecuaciones de la electrodi-

ndmica.

Tanto la preparacion del plan de
trabajo asi como su realizacidn Ias he podido
llevar a feliz términc, gracias a la valiosa Yy
desinteresada colaboracidn de mi Profesor, el

Dr. Willy J. Cloetens, quien no ha escatimado

tiempo ni esfuerzos para darme su acertada, ati-
nada y oportuna orientacidn, habiendo tenido a
bien aceptar el dificil cargo de CONSEJERO en

el desarrollo de esta Monografia , indicdndome
las enmiendas Yy correcciones gue el casSo reque-
ria, y a veces, hasta comprobando personalmente
los largos y engorrosos cdlculos matemdticos de
ciertas ecuaciones.

Y por si todo esto fuera poco, tuvo la gen—-—
tileza de poner a mi entera disposicidn, la ri-
ca y variada bibliografia que, sobre un tema
tan poco conocido en esStas latitudes, posee en

su biblioteca particular.

dceptado Vo . Bo

— T -~ = | by Ve
.2 4
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Ing. Raull Valiente Dr. Willy Cloetens
Jefe Dpto de Fisica Hoderador
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'na propiedad fundamental de toda particula cargada es que

la »energia electromagnética” es irradiada al ser acelerada

2
D
=

o~
B
®)
16
&
= |
3
2
o
@]

o e - b - 5 3 i A T A
nagneticoy hecho que ha sido comprobado

con numerosos experimentos realizados en diversos campos de

Cuondo los “efectos cudnticos” no son importantes, la Teo-
ria Cldsica conserva toda su validesz, y la *Fcuacidn Ezxacta
del Novimiento” de una particula cargada irradiada, se com--
prende plenamente en el estado actual de la Fisica.

Pero al tener en cuenta los Efectos Cudnticos” y al consi-
derar las nuevas soluciones que la “Teoria Cudntica” nos da,
entonces, aparece que no hay ninguna razdén para aceptar las So-
luciones tal como nos las presenta una descripcidn clasica exac
ta de las particulas radiactivas.

El representante mds genuino de la ?Electrodindmica Cldsica”
es 4. 4. Lorentz (1), el cual escoge una e¢sfera cargada como el
modelo de su electrdn. Calculd la fuerza de radiacidn conside-
rando la accidn retardada de una parte de la particula sobre
las otras partes,

El resultado 1o pudo expresar como un “Desarrollo en Series
de Fotencias”, en las cuales el radio del electrdn hacia de pa-—
rametro. FEl1 primer término de la serie es independiente del ra
dio, de modo gque representa la fuerza de radiacidn de una par--

ticula puntual.

=

Las dificultades surgen cuando el "Hode de Lorentz” gqguiere

(1) H. 4. LORENTZ en Teoria de los electrones, Leipziz 1909
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aplicarse a partfculas de dimensiones finitas, pues entonces
los términos superiores de la serie, dependen de suposiciones
arbitrarias respecto a la forma y la distribucidn de carga de
las porticulas.

Estos términos de orden superior se hacen mds y mds impor—-—
tantes a medida que el tiempe requerido para una oscilacidn es-
pacial de la particula se hace pequeito comparado con el emplea-
do por una sefial lumincSa para atravesar una distancia itgual al
radio de la particula.

Con mayor razdn el modelo prppuesto no puede ser estable, Yy
regueriria la presencia de fuerzas no eléctricas para asegurar
la estabilidad del sistema.

Rohrlich (1) ha demostrado no ha mucho la posibilidad de for
mular una nueva “Teoria” consistente y relativisticamente inva-
riante”, para particulas de dimensiones finitas con tal que se
definan correctamente la energia y la cantidad de movimiento
del campo.

Demuestra también que todas las divergencias posibles para
particulas, pueden eliminarse unicamente mediante un procedi—-—
miento de renormalizacidn, basado en la invariancia relativista
de la Teoria.

Dirac (2) nos ha proporcionado un método bien definido y re-
lativisticamente invariante para calcular la fuerza de radia—--—
cidn., Para ello supone que las 7Ecuaciones de Haxwell” son
vdltdas mucho mds alld del punto de singularidad y demuestra
que hay un solo procedimiento de invariancia de Lorentz por el
cual puede eliminarse el ”infinito” para ia posicidn de las
particulas.

Encuentra ademds que la fuerza en cuestidn es proporcional
a la diferencia entre 10s campos adelantado y retrasado de la
particula, de modo gue cuando se ha logrado determinar esta
cantidad en términos de la “velocidad” de la particula y sus

Yderivadas”, se obtiene la ecuacidn que nos da la fuerza de la

(1) F. ROHRLICH, in dmerican Journal of Physics, 28, 639 (1960)
(2) P. 4. ¥. DIRAC, Proc. Royal Sociaty, Londres a-167, 148 (1938)



radiacidn.

En la aproximacidn no ralativista, este resultado de Dirac,
concuerda con el término principal del desarrollo en Series de
Potencias calculado por Lorentz. La deduccidn relativista de
la fuerza de radiacidén y sin utilizar la notacidn tensorial,
habia sido ya presentada por Schott (1).

La interpretacidn fisica de los resultados matematicos obte-
nidos por Dirac, la hicieron por primera vez los fisicos Fhee—-
ler y Ifeynman (2). Segin ellos, la combinacicon de 1os campos
avanzado y retrasado surge- de la interaccidn de la particula
cargada con todas las demds particulas cargadas del universo,
suponiendo para ello gue todo nuestro universo es un absorben-
te.

Tanto Dirac como Theeler y Feynman para la deduccidn e inter
pretacidén de los resultcedos obtenidos, se basaron en Suposicio-—
nes de la mayor generalidad, de modo gue la expresidn de la
Suerza de radiacidn pudiera tomarse como una ecuacidn matemdti-
ca exacta de dicha fuerza, dentro del sistema de trabajo de la
Teoria Cldsica.

Sin embargo esta conclusidn no tiene muchos adeptos y la ma-
yoria de los libros de texto (3) hacen hincapié en que esta ex-
presidén de la fuerza de radiacidn tiene un campo de aplicacidn
muy reducido.

En particular, no e€s aplicable a intervalos largosde tiempo,
ni tampoco cuando e€sas mismas fuerzas son grandes compdradas con

otras que pueden estar actuando Sobre la particula.

Dos factores determinan esta limitacidn:
1° La solucidn de ecuaciones de movimiento

con radiacidn para una particula dada, Siempre contiene térmi—-

(1) G. 4. SCHOTT, en Philosophy HNagazzine, 29, 49, (1915)

(2) J. 4. WHEELER y R. P. FEYNMAN, en Revicws of HModern Physics
17, 157, (1945)

(3) E. G. LANDAU y E. LIFCHITZ, en Tecoria Cldsica de los Campos,
Ediciones de la Paz, Moscu
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nos que requieren que la aceleracidn de la particula aumente ex-
ponencialmente con el tiempo, dando asi origen a las llamadas
soluciones Yauto-aceleradas divergentes” o (RUN-AFAY), 1o cual
supondria una adicidn de energia de fuerzas que no actien sobre
ella, lo que seria un absurdo aplicado a nuestro mundo fisico
real.

Dirac no pudo advertir tal incongruencia, porque considerd
el mds simple de los casos, como e€s el movimiento de una parti-

cula 1ibre.

2° Posteriormente, C. J. Eliezer (1) asegurd haber de
mostrado que hay casos de campos de fuerzas en Los cuales no es
posible encontrar la solucidn fisica. EStos casos particulares
son:
a) El1 campo creado por una delgada placa con carga in-
Jinita.
b) Campo Coulombiano de atraccidn o de repulsidn.

Por 1o tanto, segun él1, no tiene sentido hablar de una solu-
cidn general de la ecuacidn del movimiento de una particula e6an
una carga determinada.

Sin embargo, se verd que St existe dicha solucidn para movi-
mientos tridimensionales tanto en campos de atraccidn como de
repulsidn, y para movimientos unidimensionales de campos de re-
pulsidn,

En cuanto al movimiento unidimensional a 1o largo de una l1i-
nea que contiene la juente de un campo coulombiano de atraccidn,
no es posible obtener la solucidn fisica en términos de funcio-
nes ordinarias, pero si{ se logra una solucion satisfactoria en
términos de funciones generaliszadas conocidas como ”funcidn de
distribucidn?.

Gilbert N. Plass (2) ha sido el primero en encontrar tales

- 7
soluciones, gqgue presentaremos mas adelante,

(1) C. J. ELIEZAR, en Reviwe of iodern Physics, 19, 147, (1947)

(2) G. N. PLASS., en Review of Hodern Physics, Vol 33, # 1,
37, (1961)
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Z.- CANPOS ASOUTADOS 00§

De acuerdo con el trabajo original de Dirac (1), en
todo electrdn en movimiento debe tenerse presente la existencia
de los camps a él ascociados. Siguiendo al propioc Dirac, utili-
zaremos notacidn relativista y tomaremos la velocidad de la lux
como unitdad, es decir gue: c = 1

Suponiendo que la *?7orld-line” del electirdn en las coordena-
das espacio-tiempo, sc conocen y que viene descrita por la ecua
cidn:

Z, = Zy4 [(s) 1-1-1
donde %A,(s) son funciones conocidas del tiempo propio, l en—-—

tonces se debe cumplir que:s
d.{?o
> 0 I-1~-2
as
y el potencial electromagnético A%’, en el punto x, , sSatis-

face las ecuaciones:

™4
S =

~ =0 U mdy T4 de 1-1-3
s -

dondc es la densidad del vector corriente de la carga, den

-3
Ju
sidad que puede expresarse para una particula de carga ”e”, en

términos de funciones de la forma:

- dz .
- = e ,J{,J . "~ _ ] I‘ _
7 o w 50) Ix ma ) d (z0a,) STz 2 )ds
1-1-4
= 9//d§é{?§m = 3y ) parag= 0, 1, 2, 3
Las cantidades de campo it pueden deducirse a partir de

los potenciales 4y Y vienen dadas por:

/:pai:_agﬁ) 24"

(1) P. 4. if. DIRAC, op. cit.
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Las ecuaciones 1-1-2 tienen muchas soluciones y por lo tanto
no son suficientes para determinar el campo. PFara ello hay gue

utilizar los campos o potenciales llamados retardados de Lic¢nard

fiecher, 7
A

Puceden lograrse otras soluciones aqnadicndo a 1o anterior,

o

~F
[

cualguiera de las obtenidas por la 1-1-53 y I

nd, = 0 1-1-6

Lot

que rcpresentan el campo dé radiacidn u ondas electromagnéticas
nte

incidentes sobre el clectrdn en cuestidn.

Lo solucidn particular que representa las condiciones actua--

les del electrdn serd Ia suma de los potenciales y los que satis

facen la ecuacidn anteriar.
Tendremos por lo tanto que:s

— 7 gt S
s + F

‘2 /ﬂ(///
H —
trse

{ = A

1127
et Vet

Otras soluciones ituwportantes de la [-1-3, son las que nos da-
rian los potenciales adelantados.
Por razones de simetria con la 1-1-7, podremos escribir que:
—

e, = Tt . B
e = g F 71 71-7-8
e f —-/1/ [ x

—
donde ¢l F‘iﬁ’satiSJTuc la 1-1-6, Yy represSenta un campo de Pra-—-
ou

diacidn que desempefia, por razones de simetria, el mismo papel
T’,AL 724
/'

que el s Y que puede interpretarse como el campe de radia-

cidn saliente, de las proxinidades del electrdn, de modo quers

- -5 —_ .

T i e T s L
PO = g - P, 1-1--9
Sl 2t

seria ¢l campo de radiacidén producide por el electrdn, diferen-—-—
cla gue puede expresarse con la ayuda de las ecuaciones i-i-7 u
_ 7> T Al S -
/J';‘.--y o = ﬁ;:o;# - Fa; o e 1-i-10
Comparando este resultado con uno de Los comunes para la ra—-
diacidn producida por un electrdn acelerado.
Para mayor sencilles vamos a suponer que al principio, ¢l celec
tron se mueve comn "velocidad constante”, luego experimenta una
aceleracion, y finalmente regresas a un estado de "velocidad uni-

forme, ”
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IEn tales condicioncs y de acuerdo con la tecoria corriente,
la radiacidn emitida por el electrdon mientras es acelerado vie-
ne dado por el E%:” a grandes distancias del electrdn y cn

-
tiempos muy grandes después de sufrida la aceleracidn.

Fsto debe ser igual al segundo miembro de la 1-1-10, puesto
que en tales condiciones, el ?E:V’debe ser nulo.

Por tanto el resultado de la 1-1-10 estd de acuerdo con el
usual, e¢n aquella regidn del espacio-tiempo en que este ultimo
estd definido.

Dicho resultado preoporciona ademds un valor definido para el
campo de radiacidn a través de toda la linea espacio-tiempo dan
do un significado al campo de radiacidn muy cerca del electron

]
y antcs de su tiempo de emisidn, cuando todavia carece de sen—-—
tide fisico.

32 ;,.'L‘é*/”

Gtro campo que serd neccsario mds adelantc es el J de~—
finido como: = e’ =
11).’/# N ?’é’/,;_/ Z;‘n’?'l - FGC‘/l// 1 Z 11
I S & T

que tambien lo podemos cxzpresar con la ayuda de las ecuaciones

1-1-7 y 1-1-8 en la forma:

At e e
o — 1 7 - P
=z (B + E) 1-1-18

IT.- ECUACION DEL _NOVINIENTG DEL _ELECTRON

Para obtener la ccuacidn del movimiento de un electrdn, que
nos permita completar la teoria de la interaccidn electrdn—campo
electromagnético, seguircmos totalmente a P. ¥. Dirac (1) en su
ya referido trabajo original. La informacidn necesario la podc—
mos obtener de las leyes de conservacidn de energia y del iHfomen—

tum.

—

(1) P. 4. M. DIRAC, en op. cit.



Parc ello rodearemcs la linea del universo (PVorld-line) en

¢l ¢spacio-tiempo de un tubo declgaedo, cuyo radio Sea mucho me-
nor que cualquier longitud fisicu importante en el problema del

electrdn.
En tales condiciones el flujo total de energia del Homentum

que sale a través de la superficic de c¢ste tubo, debe ser igual

a la diferencia de energia dentro del tubo c¢n ambos extremos de
su longitud, y dependerd cxclusivamentc de las condiciones de
dichoo cextremos.

Ademds, es independicnte de la forma y tamanio del tubo, con
tal que sea pequeno para que los desarrollos cn Series de Tay-
lor, sigan siende validos.

Los cdlculos necesarios para lograr esta informacidn, Son
largns y pesados, y Dirac los presenta en el apéndice de su re-
ferido trabajo.

El flujo de energin y iHomentum que sale de la superjicie del

mencionagdo tubo vienc dado por:

e Y .
/‘;_ c” & O o~ ey, f/,(, j&‘c,—@ 1-58-1
R ) dy
aonde U =
AL ds

integrado sobre toda la superficie del tubo, Io cual supone gue

el integrando es un dijerencial perfecto, es decir que:

S 7" % B>
ge’e Ty -ens, = B 1-a-2

Yy esto as todo la gue podemcos lograr a partir de las leyes de
conservacidn de la energia y del Homentum.

Para poder llegar a formular la ecuacidn del mcvimiento hay

—
que hacer otras supostciones gue nos determinen el vector B,
De la ecuacidn antcrior y con la ayuda dc:
= s

( .U ) = 0 1-8-3
se tendrd que:

5 o [‘:‘ — _7_ — L? .

(. B) =2 e g (v. v ) =0 1-5-4
con 1o cual restrinjimos lag cieccidn del B, de modo que siga

stendo funcidn de v,, Y sus derivadas. La jorma mds sencilla



Sustituyendo esta expresidn en la 1-2-4 se tendrd que la cons

tante toma la forma:

= 1 -~ 7 -
o= me8 = = L—g=0

en lg cual "m” es otra constante independicntc de & ”, de mo-
do quc la ecuagcidn puede tener una forma definida bien determi-

nada cuando &. ——-3=0 .

L]
=
8]
=
e~
3
=
@O
b
a8
O
£
=
Q

De este modo se¢ consigue como ecuacion del

un elccirdn:
. o /J & 7
m.v, = .v. f 1-8-
i S A
dentro de un campo elcctromagnético externo, en donde "m” desem-
peila el papel de la masa en reposo y ” [, ¥ es el campo externo
definido por la ecuacion 1-1-11.

Pero la ecuqcidn 1-52-7 no tiene lg

deseable para la a-
plicacidn en problemas fisicos concretos, ya que de ordinario
no se conoce el * Lb:” s Sino el campo incidente ” E%:” defini-
do por la 1-1-9.

La relacidn entre cstos dos campos Se obticne de las ecuacio

nes 1.-1-8, 1-1-9 y 1-1-11 y viene dada pore
- /

C ;T;f' + g |
; st = i gl
‘/{4- o = "Cuﬁ/ _Z'"‘ /r:__(cj
-
v & F + 2o,
- 7 2
= §¢ g e(v,. v = 0% Ug )
7

de sucrte que al sustituir esta relacidn en la 1-2-7 se tiene

como expresidn definitiva de la ecuacidn del movimiento de un
elecctron:
. > 2 =2 ’ 2
m.v_ - - € .0 W0 = .0, . Fee 1-2-59
=t < R “ yn

Estas ecuaciones son de la misma forma que Lags obtenidas a
partir de la Teoria de Lorentsz de su electrdn extenso, igualan-

do a cero la fuerza total sobre el electrdén y desp

=~

L . - - : 7
terminos gue contengan derivadas superiores al segundo orden.de

3 33

3
Bee 7 -
Pero mientras las cecuaciones de Lorentsz son aproximadas, hay

muy buenas razones para aceptar que las deducidas por Dirac so

s
=



. ; s - v 4 F i T . R
Yecuaciones exactas” dentro de ios limites que impone lLa Teoria
£t 4 o1
Clasica de donde 3¢
Presentaremos ahora el significade de cada uno de los termi--

nos gue integran la 1-2-9, cuando

£l segundo miembro representa

po incidente realiza sobre el electran.

I~

s Ir o 7 i o Ve fé+vminps de
0SS primerocs telninocs Le

e
0S5

y
o

1
les exactos, gque pueden considerarse come La

[ ]
o+
22
O
<
X

=

F . 7 oo = 2 3
"energias intrinsecas” del ¢
invi + A 3 o 3 = % 32 ¥ SERRpRT 4 P i i | 5 . o A -
El término " m.ve”, como la energia cinética de una particula

CO7 mads3a €n reposo ilg.

El término - —=— e“.v , constituye la llamada ”energic de

o 4 - ; L g y : 7 sl
aceleracion” o energia de Schott del electron.
» 2

, . ; 2 & ] . o
Por dltimeo, el término - —— e .v.v , representa la emisidn

5

irreversible de radiaci

y da el efecto del amortiguamiento deg

lag radigcidn sobre ¢l electrdn.

=8

Veamos ahora, cdmo aparcce el término representativo de la
9 4

N e . 7oy
energia cineticas

717 sy

ElI * B, *” introducido en la 1-2-2, puede considerarse como
el vector negativo de la energia y el Momentum, dentro del tubo
para cualquier valer del tiempo propio.

De las ecuaciones i-&8-5 y 1-8-6 se deducc que dicha

. 7 T 3. <o - g ~ O -
debe ser negativa y 7andera a » =<7 ‘e -=-> 0 7, y esta
energia negativa s indispensable para compensar la enorme ener--

gfa positiva coulombiana fuera del tubo, a fin de conservar la
energia total por deczijo del valor apropiado a la masa en reposo
gque hemos representado por ” me” .

Dc suerte que st se quisiera dar un modelo del electrdn, de—-

bemos Suponer gque este tiene una masa infinita negativa en St

centro, de tal modo guc al restarla de Iig 1 infinita posSitive
del campo coulombiano circundante, la diferencia Sea precisamen-

te la masa en reposo "mo”.
Un modelo semejante dificilmente estard de acuerdo con 1as
. P . . ' 1 i .
ideas fisicas corrientes, pero no representa un absurdo a la te-
7 - " . = SR CRESA el i A e [ 3B . = R “h T o = i T
oria con tal que Se posea un esguema matematico raszonable del

mismo,
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Gilbert N: Plass presenta 1 i ecuaciar ra
otra forma, utilizando el tenscor deli campo electromagnecico. £a-
A e o ke ey v S, 4
ra 21, la ecuacion del movimiconto sera
» - ; y T 1 ’
= A L . o bl | g a3 A
{é Ay = —_ F, 7 e W + —"r_—"{ Wy o e oo BT Ol 5 S ikt v I
A1 me ik b i - .4
Ol F., representa el tensor del campo Yy Ui -
do por:
~ rr yar = |
U FEN
X ;f' 4 |
-#, 0 H. & |
FZZ’ = ) 4 2 Z—L—'_Z_’
’ H -H 0 E
Y X Z |
-E_ ~E  -E 0 |
55 Y y: |
e : 7 N . :3
y ademas se tiene:
z . 3 5 ,
- -~ - N i — —
) 7 J
f_ = M« C )

& d < v a z

relaciones en las que el tiempo propio “Z » y el tiempo Or--

dinario ”t» vienen relacionados mediante la expresidn:

iz _f, _ ,v,2] ¥ _ ., u,2]7F  _
at B Ll ( ¢ / ) - (\1 v (gl | sTeTes

o)

[
donde u” y v° representan la suma de los cuadrados de las compo-
nentes espaciales correspondientes ¢ las velocidades.

Las coordenadas se escogen de tal modo gue se verifigque:




Conviene tener prescnte gque:

u . U, = = ¢ u . u. =0
’ 1-2-16

y que en notacidn relativista como es nuestro caso, las deriva—-
das siempre son respecto al tiempo propio » < 7 .

La cuarta componente de la 1-5-10 no c¢s una ecuacidn indepen—
diente, como Se puede demosStrar a partir de las tres primeras
componéntes y de la ecuacidn 1-2-16.

1%
c
- . - . . > - Id
sién de las ecuacionc: no relativistas del movimiento, expresion

Pora <«1, las ecuaciones 1-2-10 y 1-2~11 nos dan la expre

que viene dada por:s

du e = e > = =7 dgf: .
= E + —e—vx H — 1-2-17
dt m mC

ae”
en la cual el dltimo término representa la fuerza de radiacidn
dividida entre la masa de la particula.

Tanto la ecuacidn 1-5=10 como la 1-2-17 rcepresentan ecuacio—-
nes cxactas del movimiento de particulas puntuales cargadas den-
tro de un sistema de referencia de la Fisicae Clasica, Y Se¢ pug—-—

den aceptar como una descripcidn completa del fendmeno.

Otra fornulacidn de la ecuacidn Lorentz—Dirac, es la presen—
tada por el Dr. Tilly Cloetens (1).
Segin €1, toda particula cargada dentro de¢ un campo eléctrico

y magnético estd sometida a las siguicntes condicionales:

- = =

o= F + F
ext carga

-5 e —

E = E + E 1-2-18
ext carga

—= - -

H = A + H
ert carga

(1) 17, Ju CLOETENS, ¢n notas maenuscritas del curso de Necdnica
Universidad de EI Salvador, 1967



dondc cada una de estas fuerzco oo caxpresa mediante las sSiguccr

tes ecuaciones:s

> o — e s
F = U H + e.F
cxt C ext ezt
L=o=_{ v
= - 3 -
¢ > 2 2
F = U x H + e E
carga c cary carg
de suerte que la ecuacidn del novimiento serd entonces:
—_ = - —_—
m.o = F = + F
' total cet. carga
I ==l
e 2 = = e — o> =
= vx H + ek ) + ( U x H + e.F )
c ext cxt c caryg caryg

ecuacidn que es valida para una carga puntual.
La 1=5-20 pusde ser transformada tenicndo en cuenta para c¢il
la densidad de carga ”f?” y €l factor de forma”, g(ko, k).

Recordando que:

~

+

=/ dr =/ dx.dy.d= 1-2-21

<
£
i

~

entoncaes se¢ tendrds:

W

caryg

e.j-;':?// (Z,t).F___ (%, t)d7
Y

__,__p’“_,:; ‘}_ __-{/'__ 77/_.‘: - = > 2 .9_909
=D X H= C//,w.b)yxﬁcarg(x,t)da 1-8-22

I S A~ 7 > =
= c{/@f (z,t) x ﬁcarg(x,t)dz

I

= >
esto al hacer: %7(x,t)u :ﬁf(xft)
Por otra parte los campos correspondicnics a la carga 1o0s po-

demos escribir en lag forma:

-~ =
q = %7 x4
carga carga
— _ 3 7 ) — 1-5=-23
carga T Tt T “earga
donde se ha de cumplir que: 7~
, S . .,
L A= e ;T' [l —_ , ’ y
d/carg = (277) 2 / dik.e "% 477ck czszk(zf )Jsen ck(t-t")
/ 5 20 ] — 95
v = P
7 — (2~)_ —g_ J".'r;.‘ aui g iy =D T> ’ ’ ’
lcar,g - /7 < ark .4 k qk(t )bc'n Ck(t—t )di—

- o
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de modo que al sustituir las dos #ltimas ecuaciones en la 1-2-22

y ésta en la 1-2-20 sc obtzcne finalmente:

n. 2 = 22E;§—7////2’U(t “Jeos ck(t-t )kog (ko,k4 dt’ 1-5-25

vdlida en lcs limites no relativistas o sSca para

<« 1, Y que
representa una aproximacidn rectilinea de¢ la ecuacidn obtenida

por los fisicos Bohm y Ileinsten (1), donde:

g (ko , k) = factor de forma

3 .
2///(3}&“&?

Para encontrar el valor del factor de formas

= lrsmy )T

Por definicion: 5

S 4 (r-n%) 1-2-26
(2/7‘) A7

Q(ku » Zf) =

y expresdandolo en coordenadas polares se tendrd'

& e AT
ko /
glke , k) = 572 ~/ r dr d%f san<9d€
(& )70 4% 1-2-27
e—zkrc03qg( —kol

gue al integrar después de hacer las correspondientes SuStitu—-—

. <
ciones se obténen como valor para el jfactor dec forma:

g (ko , k) = 1 o Sen(ﬂii;J I1-2-28
(277)375 L
t o

Sustituyendo este valor en la 1-2-825, la ccuacidn del movi--—

miento toma la formas

)_

5 sen(—
n.a = ///dé//tu(t Jcos ckl(t-t"). k> kf/dt' 1-9-29
(E_

-/

donde "m” es la masa mecdanica total.

Integrando por partes esta relacidn, para lo cual haremos:

(1) BOHN y VYEINSTEIH, en Physical Review, Vol 74, #12,
1789, (1948)



ol o sen” ()
w = ult dv i//dk cos ck (t-t") e
du= a(t’) o ()

e fo)

Se obtiene como resuZtad

Qen 'v-
m.a = = C//a(t i///hsen ck(t-t") dk 1-8=-30
(—~-)

Volviendo a integrar nuevamente por partes y tomando esta ves:

W

’ o0 5 a7 £
— - 7’ 17 - / e A
v alt’) dv :/7/}ksen ck(t-t ).Sen2 _é“ g ) [(”‘%é
L o Lo e
du = a(t’) o 5o
- ’ 8k
v = ~/jc 2 cos ck(t-t’).sen _%_.( Z )~ 2fdk
oY [¢] 4 /

nos da como expresidn final de la ecuacidn del movimiento segin

el Dr. 7. Cloetens:

(mo + m Z).;': // alt )dt//Lcos ck(t=t’) .
¢ 377 ¢© . 1-8-31
k -2 dk
(~=) . (=)
e | . 3
Suponiendo que: Toko =z

densidad de carga

I}

/

o / S
= _-——-____E—CJ (7)_— /ép /
47k
se puede demostrar guc: - -
eléctr. total

Y
me = masa mecdnica

=0
de sucrte que toda la masa procede de la cargo de la particula.
De todo lo anterior, se deduce que la ceccuacidn del movimien-—

to toma finalmente la expresidn'

— ~> ,
moge @ = Fext + 3/7 a(t )dt/ﬂ%os ck (t - t7). 1"2_32
g i ' ,1//,-’
Sen ]’L’o ‘J T
Inercia = Fuerza
de la macros- + F u e r» 5 a i croscdpica

carga cépica
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IT7.- SOLUCI( D,
dceptando gue las ccuaciones representadas en la 1-2-9 nos
. . 7 1 5 I &
dan una descripcion exacia del wimiento de un electror ne?
de un campo incidente bien ccpecificado, podemos investigar al-
gunas de sus consec eias.

guc el movimiento no puede scr daierminado, Si s6lo conocemos
su posicidn y su velocidad 2n un momento dado. Para ello debe-
. p S = s @irsilia 5 s d :
mos conocer tambien su acelegracion, de suerie gue
minar el ? cambic promedio® de la aceleracion, de modo que todc

el movimiento quede [fijada.

to consideremos por ra-
= .
» g ¥ grterno in--—

. .
Para resclver Ig ecuacion del

z2ones de sencillez, el caso en ausen

cidente., In tales condiciones, la

) T S | e —
L.Q =
o oAl

Pasando a coordenadas

v,
—
%]
&3
-
S
-
v
ot
i
"
~
=3
M~
=
]
=
~!
3
B~
&
vl
o
(o]
o]
~
¥
|
~
=
o
=
v

/l‘ff, para ¢ =0, 1, &, 3

y escogiendo un sistema de coordenadas tal guc ;a Yy ao

estén en la direccidn del eje "z”, o en lenguaje relativista,
Qque l1os cuadrivectores Pvo” Yy ”53” estén contenidos en el
plano "xt®, entonces el movimiento estard contenido en el mismc

plano y la ecuacidn 1-3-1 se transformard en esta otra:

i
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Vemos que multiplicando la 1-3-2 por ”x” y la 1-3-2b por 7t”

y restdndolas miembrc a miembre, ambas desaparecen, lo que nos
indica que cada una de ellas es equivalente a la otra.
Eliminando ”t” de la 1-3-3a y la 1-3-3b se¢ obtiene:
. -, . g L
t = x.x(1 + z27) * 1-3-4
v al sustituir en la 1-5~Za, nos dar
22 . T 2 =1
a.x - ¥ + x.87(1 + z =0 1-3-5
5t la ” x ” no desaparece, podemos dividir Ia 1-3-5 por esa
cantidad y se obtendri:
Z r.x P
a - —=m * .- =0 1-5-6
wl _Z + In—l
e . 4 . . ; . 4 B
Jormula gue es integroble de inmediato obtenicndose como resul-
tado:
e 7 .2 : .
a.s - Inax + gln(1 + 27) =4 1-3-7
donde ”4” es la constante de integracion.
Fscogiendo el origen donde se mide 7s” de tal forma que:
4 =-1In a
en el punto “a”, tcndroans quc:
- 2, -z as
z.(1 +27) % = a.e” 1-3-8

JOrmuia que tambidn tiecnec integracidn inmediata, ddndonos como

resultado:

7o s as :
ZnL r+ (1 + x7)% = ¢ + B 1-3-9
donde " B ” es una nucva constante de integracidn.
Este ultimo resultado lo podemos escribir como:
. as
x = senh (e + B)
¥y . % 1-3-10
a
t = cosh (e + B)
De 12 ecuacicon 1-3-10 vemos gque:
1° 4 medida que s —=>">> , U > cte, dada por:
z senh B - tanh B
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2° Cuando 7s” crece desde ( -w=<), el movimiento
se inicia en forma asintdtica con velocidad
constante y ésta crece de modo continuo, de mo-

do gue para valores grandes de ” s 7, la v-=-% ¢

3° Parcceria que c¢l signo de la exponencial de la
71=-5-70 debiera ser ( - ).

Sin embargo con este sicno (-), tendriamos
una teoria en I1a cual, Si un electrdn se per——
turbe de cualquier modo que sea Yy luego Se de-
. - 4 7 7
Jja solc, pronto retornaric a un estado de velo
cidad constante con emisidn de energia de ra--

diacidn, mientras desciende a dicho estado.

Hsto seria admisiblc dentro de las idecas de la Fisica Cldsi-
ca, pero en una teoric relativista, no es posible manipular 108
signos arbitrariamente, pues ello llevaria a que un dtomo de H
excitado, por e¢jemplo, tendria que desScribir cspirales hacia
afuera, en lugar de espirales hacia dentro hasta caer en el nid-
cleo como debe suceder segin los postulados dec la Fisica Cl4si-
ca. '

De todo lo anterior se desprende gue el signo que aparece en
La 1-5-10 es el corrccto, y €sto &s precisamcenie lo gue consti-
tuye la Ycaracteristica® mas asombrosa de la nueva teoria de
P. 4. . Dirac (1)

Kl movimiento descrito por la 1-3-10 nunca se ha observado
para un electrdon en ausencia de un campo exicrno, lo cual no sig
nifico que haya contradiccidn entrc la teoria y la experiencia,
ya gue la 1-3-1 admits soluciones alternativaes, es decir, para

Uee = constante

s¢ presentan en la naturaleza. FEstas condiciones se apli—-

e
can ¢n los problemas reales en la forma sSiguiente:

(1) P. 4. ¥. DIRAC, op. cit.
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Suponiendo que un electrdn es perturbedo por una fuente de

radiaciones electromagnéticas (R.E.M.) que incide sobre dicho
electrdn y luego se le deja solo.

in estas condiciones podemos usar la ecuacidn general del mo-
vimiento representada por la 1-2-9 y restringirnos a aquellas so
luciones para las cuales la velocidad se hace constante en 1os
Ultimos instantes en gue el electrdn actiua solo.

Fsto nos previene para tener la velocided cxactamente constan
te durante el periodo anterior a la llegada de la perturbacidn y
nos lleva al movimiento descrito por la ecuacidn 1-3-10, en la
cual ¢i electrdn adquiere gradualmente su aceleracidn.

La diferencia entre tal movimiento y el gue 82 tiene cuando
hay una velocidad constante es tan pequerfia, que no e€s posible
advertir contradiccidn con los movimientos que la experiencia
nos ojfrece.

Por lo tanto, la ecuacion 1-2-9 o la 1-3-10 nos dan solucio-—-
nes en las cuales s:. conocen la posicidn, 1o wvelocidad inicial y
la acecleracidn final, en lugar de que todas sean condiciones int

ciales las que se conocen.

IVee OLUCION DE L.

o~ ar D A
7. N. PLASS

Para encontrar la solucidn de la ecuacidn general del movi--
miento tal como la propone este autor (1), consideraremos sdlo
un movimiento unidimensional pero bajo dos condiciones distin—-
tas, ¢ Saber:

- i B o L . _—
a) sin radiacidn de energia

b) con radiacidn de energia

(1) . N. FLiSS, op. cit. pp 37 y sigts
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y en cada una de ellas tendremos en cuenta la ecuacidn relati-—-—
vista y la no relativista.
1° Solucidn exacta del movimiento unidimensio;
de la ecuacidn no relativista y sin radiacidn.
Para este caso, en la 1-8-17, se prescinde de la radiacidn,
de modo que la particula queda obligada a moverse en una sola
direccidn, siendo la fuerza que actiua Sobre ella, una funcidn

explicita del tiempo y es independiente de

propia particula.

Fn tales condiciones, la ecuacidn 1-5-17

newtoniana” del movimien

fit)

a{t) representa la accl

caonocida Yecuacidn
—
E*Z.{f(t)

en la cual:

S1 como condiciones

l1q velocidad de 1la

5 reduce a la bicn

=

+ e

Ll e

-

2

1-4--1

7
cracion

de la par--
ticula.

r = Zo Y Vo= Uy para t = 0
la solucidn de la ecuacidn anterior, la podemocs escribir asic
r
d 5 ;
v = ve + = Flt7)dt’
_ i £
¥ ° re 1=4=2
T = Zo + Vot + —— | Ff(t").(t-t").dt’
o d
de sucrte gque:
“Siempre que se nos dé la fuersza que actla sobre
la particula, como una funcidn explicita del tiem

- v
po, la soclucion completa de su

leterminada por las ecuacione

w2

y sin radiacidn:

Lmiento

t=d -2

mov queda

e o L
movimiento

i X

La ccuacidn relativista del movimiento que co? ponde a la
1-4-1, se puede obtener a partir de la 1-2-10 y viene dada por:
” N ok
' | , U & % apem ;o
mou =| 1+ (——) JIE ) 1~4-3
“ 7 1
en la cual: . : T w 27 dm
= e emp propic Yy ‘ 7 + ( ) t — —————
A ’ o



N

Introduciendo una nueva variable "y/”, tal que:
U = C.SERA  mmm—meie
de suerte gque al sustituir estc wvalor en Lo I-4-5 ncs dé:
m.u&::,f 1T ) 1~4-5

Pora demostrar el pasc de la i-4-3 a L. 1-4-5 podemos proce-

der de la manera siguienitc:

§1 en la 1-4-3. hacemos:
U ) b’/(/?/
-—— = senh ———-
&4 5 P C}
lo cual implica que: (-—-Zfi}—)2 = senh” | 2 J
entonces tendremos gque:
v Al ; )
L 2 &
1 + (= ‘J = 1 + senn® &LE]
c c 1—4-3
- = ¢coSh .(..ﬂi.[___"_)__ b
c
Sustituyendo e€Ste valor, en Ila 1-4-2. resulta:
/I
-~ , /— 1A
© [ L//’( é} ) -
m.u =|cosh -———=- C -~
L = J S ) 1 30
Por otra parte se tiene que:
mJu = m . ,l._. o __.iw‘i__._
15 d ,
‘ ¢ 1-4-3,
= m.C.C0Sh -MU{Z) 2e
= m.cC. .
S§1 ahora igualamos las cxpresionegs 1—4m3b y 1-4-3, nos da:
L/ ‘;) o =
M.,CsCOSh b—giiluo —%%w = cosh fﬁegizlf(c;) 1-4-3
1—4—38
i
ls ~
MeCa ~—-~‘;— = f(i}
— }[\////C/t//l/‘/o((/x) LS = kbl
A=
se tiene finalmente gue:
m. = fF () J—d =5
como queriamos demostrar.
e —
—TEGA CENTRA
Blp,‘_ ) _\_arjr-'— EL_S,.LVIF':’__

AD
l'uwl\,-'E_RSH,:_l—_ - —
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De lIo anterior Se vc que para una cierta juerza, lLa nueva va-
rigble ?wW?” desempefia en la ecuacidn relativista el mismo papel
que la velocidad ” v ¥ en la ecuacidn no relativista.

La solucidn exacta de la velocidad relativista se obtiene al
tomar una solucidén para la correspondiente velocidad relativis-
ta, sustituyendo *C » por ”t”, utilizando la ecuacidn 1-4-4 y
ajustando convenientcomente las condiciones iniciales.

4 partir de las ecuaciones 1—4—2a Yy 1-4-4 se tiene como resul
tados

1
mc

f(ﬁ')d'zﬂ 1-4-8

u o= c.senh{ senh—l(—%ﬁ—) +

Para obtener la posicidn o la aceleracion como funciones del
tiempo propio *& ” bastard integrar o derivar respectivamente

la ecuacidn anterior.

39 Ecuaciones del movimiento con radiacidn, es de-—
. : E? el
cir en presencia de un campo externo o E.

. . v
a) FEcuacidn no-relativista: —3—44_1

La ecuacidn del movimiento de una particula carga-
da y sobre la cual actia una fuerza ”f(t)” independiente de Ia
velocidad de la particula, viene dada a partir de la 1-2-17 por
la expresidn: .
n.d - n%—fﬁ’: S (t) 1-4-7

cuya solucidn serd: #

/ s
a (t) =" ato) - 2| &P prt7)at|  1-4-8
; _

D¢ este resultado se deduce quer
"En general para una aceleracidn inicial arbitra-
ria, la aceleracidn de la particula crece exponen-—

bt ,
” e ?», lo cual daria una solu—-

ctalmente como
cidn fisica inaceptable, es decir, nos llevaria a
una solucidn divergente o PRUN-AWAY”, solucidn que ha sido estu-
diada con todo detalle por Dirac y por Eliezer en sus ya varias
veces citados trabajos.
En la ecuacidn newtoniana del movimiento aparece la segunda

derivada de la posicidn respecto al tiempo. Y para lograr una
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solucidn particular de la misma e€s preciso conocer la posicion
y velocidad iniciales de la particula.

Lo cecuacidn del movimiento con un campo cexterno dada por la
1-4-6 aparece con una tercera derivada. FPor lo tanto para po-
der resolverla se precisa de una tercera condicidn inicial, Yy
ésta ¢s la aceleracidn de la particula.

En los problemas fisicos concretos, el valor de dichas cons-
tantes queda determinado por las condiciones iniciales impuestas
al problema y para €l caso que nos ocupa, la aceleracidn inicial
queda determinada por la siguiente condicidn de limite:

"La aceleracidn no puedec aumentar indefinidamen
te con el tiempo, a menos que haya una *fuerza ex—
terna” que proporcione a la particula la energfa
necesaria.”

De esta condicidén se desprende que en la 1-4-8:

, -
[a(o) - —%T/,e_bt.f(t')dtijg e O STt —mm o
a

de otro modo, la acecleracidn aumentaria tan rdpidamente como la

th .
? g » Jo cual Ilevaria a una solucidn *run-away”.

exponencial
Para que se cumplan estas condiciones de limite, la acelera-

cidn inicial debe tener el valor de:
food

m.al(o) = é/ké_bt,. fet’)at’ 1-4-9

mientras que cuando no se tiene en cuenta la radiacidn, la ace—-
leracidn inicial de la particula es proporcional a la fuerza int
cial, es decir que:
—
m.al(o) =< F(o) 1-4-10

Sin embargo, para cualquier juerza fisica posible, la dife--
rencia entre ambos valores es muly pequefia porque el tiempo que
aparcce en la exponencial es del orden de:

-1 3

vl = 0.627, 1077 seyg.

La solucidn exacta de la ecuacidn considerada, se obtiene a

partir de las relaciones 1-4-7 y 1-4-8, y viene dada por:
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<

n.alt) = b/fb(t"“.f(t’)dt’
z 1-4-11

= zye"bt Lt o+ t7)adt’
0o

De csta ecuacidn se deduce que hay una solucidn fisica, siem-—
pre que exista la “Transformada de Laplace L{;’)” de la fuerza
st +t7)

lo cual ocurre siempre que:
a) f(t + t’) sea continua

b) ft'ﬂ to\n.f(to + t’) posea una singularidad

para t’'= to cerca de un ne 1.
c) (f(t + t')[L_A.cd/t para valores grandes de t°'

y donde: Pi¥ es cualguier constante
» o
474 b
. s .’ . .
¥y en particular habra una solucion no-divergente, Ssiempre que
sobre la particula actie una Yfuerza finita” y si la fuerza ac-
tila siempre en la misna direccidn, por ejemplo en la direccidn

en que Ia »” x” aumenta, de modo que:
e
e« (“)>0 para todo »t”

Cuando no Se tienc en cuenta la radiacidn, la aceleracidn en
un cierto ” t ? es proporcional a la fuerza gque actia sobre la
particula en esec tiempo.

Pero si se considera la radiacidn, la aceleracidn en un tiem-—

po * t ¥, estda dada por el producto de ”eabt”

y la "fuerza” que
actia sobre la particula en todos los tiempos posteriores al
considerado.

A menos que la fuerza varie apreciablemcnte en un intervalo

de tiempo del orden de:

wip

-1

[
fariy

b™" = 0.687. 10~ seg
la aceleracidn en ambos casos se puede considerar idéntica en
una buena aproximacidn,
La posicidn y la velocidad de la particula se puede hallar
mediantc la integracidn de la ecuacidn 1-4--10, obteniéndose como

valores respectivos:



g 7 é

e(t) =Sy Loy 4 Lttt )pt)att » ——/ F(t7)at’
0 =4
= 1-4-12

7 G ‘mt) , , = T, .
+ ——gnje b(t t/f(t Jdt - ﬁ—(]+bt7 e btf(t )dt
e t b

"L / o

2 _bt 3
v(t) =ve+ =] F(t7)F 2/ ¢ thf(t—Hf’) - F(t7)dt’ 1-4-13
o [

D¢ las ecuaciones 1-4-10, 1-4-11 y 1-4-152 se ve que la posSi-

cidn, velocidad y accleracidn de una particula cargada sobre Ia

-—
5 >

cual actia una PP exicrna”, Siempre son finitaS, a menos que

dicha juersa cca lo suficientemente grande como para hacer que

alguna de estas cantidades se haga inifinita al no tener en con—

siderccidn la radiacidn,

b) Ecuacidn relativista: v=c

En este caso Ia jucrza que actida sobre 1o particula es:
Fo.. =75 (&)
indepcndiente de la velocidad de Ia propia rnoarticula, y enton——

ces la ecuacion del movimiento, a partir de las relaciones 1-2-10

y 1-2-16 viene dada por:

1 - 1wt 1 >E
u =~ —-b—u, -+ ) .m = - [1 ‘/‘(—'—)J f(C) 1—4—14

que es una ecuacidn diferencial pero no lincal y que puede resol
verse introduciendo Iae nueva variable dependiente dada en la re-

lacidn 1-4-4, que al sustituirle en la en la 1--4-13 da:

n .l - Lo o= () 1415

gue es una ecuacidn Jde¢ la misma forma gue la 1-4-6 para la ecua
cidn no relativista.

e puede, por lo tuiito, obtencr la solucidn para el movimien
to relativista de la 1-4-12 con s0lo sustituir ”t” por 2707, Uy
llevendo este valor a la 1-4-4, e introduciendo l1a velocidad
propia ” ue ” al tiemps propio "C= 0 7,

Hechas todas esas sustituciones se obtiene como solucidn exac

ta de 1a ecuacidn reclativista del movimiento:s



<
ul( 7)) :-c.senh{ senn 1 ( Zo) + mé//f(if)dt’

~ |

. mé/e-_'bcrfff(Z*;il) - ')dZ'J

1-4-186

. O
u(e) = '%'/e—b(z - c )-f(Z)coshT(Z)d'z;’ 1-4-17
<
donde: T(g, ) = argumento del senh de 1-4-15
Como casos particqlures tenemos:
- St Ti4_1, entonces cosh T—~=1 Yy

la solucidn dada por la 1-4-16 coincide con la 1—4—10a

- Si senh T~7T, entonces en lc 1-4-15,
la velocidad relativista coincide con la no-relativista
dada en la 1-4-12.
Las ecuaciones 1=4-15 y 1-4-16 representan la solucidn rela-
tivista exacta y no divergente de una particula cargada sobre
la gue actida una ” Fuerza externa” y dotade de un movimiento mo-

nodimensional.

Vee  SOLUCION DE L4 ECULCION SEGUN KL Dr. 7. CLOETENS

La formulacidn de la ecuacidn general del movimiento dentro
de lIa Electrodindmica Cldsice segun el Dr. [7illy Cloetens (1),
estd representada por la ecuacidn 1-2-32.

Para encontrar la solucidn, esScogeremos un® “Fuerza externa”

tal ques = - <
‘ext(t) = 0 para t%0

Adplicando “Transformadas de Laplace?” y recordando que:

5 p(t) = F (p) y Zoalt) =4 (p) 1-5-1

(1) ¥. g, CLOETENS, op. cit.
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entonces dicha ecuacidn toma la forma'

,—

4 b 2 bpn((;;—f')
(mo + mez).ﬁ(p) =F(p) + L, A(%}L 2—~£~2 dk  1-5-2

p+cTk (——)

de modo gue: 4

4 (p)

Ef.Zr,C-

H (p) = - 1-5-4

d /™ s n2 x
1 - "‘"(7"011 o)f/ +/--2,_£__g_]dx

<o doa” + x

esto haciendo lgs sustitucioncs siguientes:

_ & p _ .3
o Ko ¢ - cko 7"07{0——2
6’{5
o —
C (/(o + mez)
pero como por otra parte se tiene quc:
(.,0 2 =3 22
sen” x dr = 7 sen” G T (1 —2a)
2 T =3 Y 2 2 fmemgEtioe
o Xz (@) a + X
entonces, la 1-5-3 y 1-5-4 toman respcctzuomtnte la forma:
; o L Z2mp -1
4 (p) = L2plcko) i1 = e ko Fip)
Mo + M _ 4« l
elec., ~
1-5-5
gmp 7 =1
H (p) :[1 - 7 ok,
Escogiendo como valor de la F (p):
_ &Fp
Fo(p) = —F %o {1-36 w}-eEo
1% + (77‘0’7{@)
y sustituyéndolo en la ccuacidn 1-5-5b nos dard:
Alp) = =4, cE, . L : 158

m

»)
p2 + (rrcko)”

Aplicando a la ecuacidn 1-5-5b, la *Transformada de Laplace

ITnversa”, se tiene como solucidn de la ecuacidn 1-8-3&¢



——r

a (t) = ;/’ e.Bo cos f(7ickot) [=5-7

lo cual nos indica que la particula puede vibrar sin amortigua-

miento en su campo retardado.
dhora trataremos de encontrar la solucidn dc la ecuacidn del

movimiento de un electron, para tres caso§ particulares.

: =
Primer Caso: Electrdn dentro de un H constante

Adhora la ecuqgcidn del movimiento se reduce a:

INE >
mea = i O H 1-5-8
!ﬁ] De acuerdo con la fig. 1 adjunta Se tendrd:
= Hz
k
i N N 1-5-9
3;5;§>/¥. ¥ v(o) = v(o)T + v(o)j + vio)k
‘g 1
X J Por otra parte se cumple ques
- P >
OxH = H (v 1T - ij)
Y 1-5-10
m.a =mal + ma T+ ma &
x y Z
Sustituyendo la 1-5-10 en la 1-5-8 resultas
= _ e —:_ -3
m.a = —— 4 (Uyz ij)
- > 1-5-11
=ma 1 + ma_J + ma 7
z Y =
e tgualando coeficientes nos da:
eH
a_ = v —_— b =Wy
rooome x Y gondew = —2H 1-5-12
o =28, > = —wy e
Y mc r T y x

L
dplicando *Transformadas de Laplace (K> )” a estas ecuacio—-
nes de las componentes se tiene:

v (p) = ———= v(o)

O

p” +
1-5-13
. w/
Uy(p) = - —— vio)

ol -



)
2>

Utilizando ahora la ”Transjormada Inversa de Laplace Q;;) 5
nos da comoc solucidn de la ecuacidn del movimiento:
Ur(t) = v, cos (w/t)
v (t) = = ve “en {wi)
Y
Segundo Caso: Flectrdn en cusencia de un H exter-

o, €5 decir sobre é1 sdlo actia un

B

= conste

ext
Fn este caso vamos a considerar la solucidn de la ecuacion

del movimiento en las dos situcciones:
U

a) Para <~ 1 , condiciones no-relativistas

- N # s
dhora la ecuacion 1-2-532 gue nos definita el caso

general de la ecuacidn del movimiento segun la Teoria Lorentz-—

Dirac, se reduce acs o
nA(t) = e.i(t) + Be_ é(t)
5 3
3c
R ) 1-5-15
o bien (t) = - E(t) + —=% alt)
sme”
S1 hacemos la sustitucidn: .
= ed 1
T = e 1-5--16
. 51 b
3.m.c

y utilizamos ”Transformadas de Laplace” como solucidn de la an-

terior ecuacidon se obtiene:

. z
T (1) =e" [ alo) - 2 e"'bt.eE(t’)dtjz—5-z7
™~ o
en la cual, el valor de ” a(o) ” gueda determinado por 1las

condicicnes iniciales del problema fisico considerado, de suer-

te que si tomamos por ejemplo: af(o) = 0, entonces la ecuacidn
anterior se reduce a: 7
— bt b bt
a (t) = - e . e . cE(t7)dt’ 1-5-18
L/O
pero como siempre: P 62
— g 0 entonces b> 0
3.7.C

y por lo tanto =



de modo que la solucidn dada por la 1-4--17

IN
. o e : fio. 2, 0 -
es del tipo representadc en la [ig. 2, 0 i ,/
e
seq JTHNSTARLE. yd
Paira eliminar est inestatilidad, hoy -~
7 73 . 3 e . /
gue Ll.:poner unas condiciones ue limite,
a (=< ) = (0 - . —_— e
‘ .
. . Lo l A~
o cual exige cue la aceleracidn in : .
1 ) i . / eleracion inicial Iy - ;
- tra 4
debe ser entoncess R -
7 . 7
Iz =0T
o = J{O) = — =] .eﬁ((’)dt, ."—:—_ZJ
N "

Akt o ‘ ,
Sustituyendo este valor de al(o) en la ecu:

N cidn 1-5-17, se obtiens como ”solucidn regu-—-
AN lalo y estable”:
‘ ™ <
r T ~ b bt/ -bt |
- > a (t) = — ¢ [ e Loel(t’)dt’ 1-5-2
i . _ 7= 7 J
+i0 A e e
< 7 e —
Tercer (aso: Electrén dentro de un H_ y un FE
e

ILa ccuacidn del movimiento en estas coniiciones es:

= v z ‘? = -
m.alt, — v xHd + e.h 1-5--51
[
que escrita en sus componentes 7 ox, y ¥ se itransforma en:
' _ =87 . o el . e o .
et = - Sy - Yy oo =y L
1--5-22
- eH - - - G el - : el
Ml = — —— 2 + 2=y = — xr o+ — =y = —wtT F
Y c : _ me m Y m
dplicando Transformades de Laplace, Yy recordando gue:
e e . L. s <o 1
J<; w(t) = p.Xlo) ~ ve sxl(t) =X(p) 7o k= k.—-;—
Sse ticne de las ecuaciones anteriores gque:
p.X(p) — ve = ¥(p)
4 5 S ie)
L=—Jd=I0
v . . i 1
Z/'l(r‘) = —L(_.‘X(p) + '"l&.—-\—

que resuelto para X¥(p) y Y(p) nos da:

v (p) = X(p) T T m et T

: [y 7 & fm
I, = - - 1 — . e e
Uy(pf -Z’(p) L‘ 241 v o + 5] ‘ 2 /‘I‘/



dhora podemos aplicar Trasnformadas Inversas de Laplace” al

sistema 1-5-24 y nos da como resultado [final cuando e -0

glaf 4

v (t) = vy cos (wit) + e O . BB DT

% m " ies

Y 1=5-

e,k 1 y

b (t) = = vesSen (wt) + - —— sen (w/t)
li e,

. B ok e T4
de modo C]Lf,e al sumar estas C:"'*FNfT_fe“ S tenara.

Sustituyendo los valores de las ecuaciones 1-5-25 en 1-5-26

se ticene como solucidn de la ecuacidn del movimiento:

N
—ust e.fr | e. .
Lt & @ (u(o) - — | + ,E 1-5=-27
L i | midis
esto ultimo recordando que:
— it N -
“= cos (w't) en (Wt) 1-5-28

VI~ BEJEHPLOS PRACTICOS _DE ESTE TIPO DIi ECUACIONES

Para mejor visualizar la Teoria que estam estudigndo, apli

carenvs la ecuacidn del movimiento, a Ios siguien

ﬂ

cretos:

a) Sea una fuerza impulsiva del tipo:

i\ Flt) = e.E(.{_—(—é—) 1-6-1

tes caso con—-

Ty .
1 donde: @ = (seg) E
il ol
,'fw (véase la fig. 4)
~ {11 y
g T };WJF”U sSustituyende este valor de la fuerza en L«
l}

«“'\\ > solucidn estable dada por la 1-5-20 se
: - .
L Q% tiene que:



= b bt | -bt’ e A
& (t) =—— .0 " [ e "5 eBO(—7— dt’
- = 1-6-2
{ 3 -4
= S ege. Pt et St )at”
b

para t< 0

0 para tx>20

Tenicndo en cuenta esta propiedad, la solucidn viene dada por:

N (bQ)—EL;—.ebt para tz O
A a/ I/‘[:) = m 1—6—4
| 0] para t>0

Vi)  Grdficamente esta solucidn aparece representa—

W e diaE e g FEg. 9%
&;Mvt) Vemos, pues, gue en tales condiciones, la

particula posee una aceleracidn cuando no ac--

“~ tua sobre ella ninguna jfuerza externa, no tie-
ne, pues, una PCAUSALIDAD?,
Una solucidn asi nos presenta el fendmeno de la ”PRE-ACELER4
CION”, es decir gque la particula experimenta una aceleracidn en
un intervalo de tiempo arbitrariamente largo, antes de que So0--—

bre ella actie la juerza.

Ifste fendmenoc tiene un comportamiento exponencial en el tiem

po, de tal modo que en el dominio de las velocidades cldsicas o

0]
P~
Q

no-relativistas, en ual cualguier medida tiene una preci--

sidén: *aT7>Z, ", no es posible detectar esta pre-aceleracidn.

.a pre-aceleracidn también origina un “redondeamiento” en
la grdfica de la velocidad * v(t) » como aparece en l1g mis-—
ma Jfigura 5, en punteado.

Comparando esta velocidad de la particula cargada con la de
otra particula neutra, sometida a la misma fuerza, Se ve que la
diferencia entre ambas, estd sdlo en la porcidn redondeada, es
decir que:

v = v (-==) hasta el T =0
“neutra carg
donde alcanza el mismo valor que la particula cargada, conser—-



o]
(%)

para todo T >0 *®

{v5]

vdndose ambas idénticas y constante
Fste valor se obtiene por supuesto de Ia suma de la veloci--
dad relativista desde: ? v ( -~ =2) y la velocidad gque propor-
ciona la fuerza aplicada: v = c.tanh 4
Para este mismo caso, resolviendo la 1-6-4, se obtienen como

7

valores de la velocidad:

—

———.u(+t) para t> 0

b) Consideremos ahora una fuerza del tipo:

: o == O A

e.E(t) = eK.e /al st 1-6-6
(+) = Punecidn Henmeside
i) = Juncion gdeavestide

0 para t2 O

5 parg itz

En tales condiciones la colucidn correcta de la 1-5-20 es:

elil.b bt g
e i TR - 1 — D & Lok
7lh + '7-07 U Z') para s

alt) = B

€. b .e-f /'t u(t) para t>20
(& + Ja/) BHEREZ e
ot - . N 7 N IR Y 4 7 !
Si ahora imponemos la condicidn de gue:
oo —e] = 0

lo cual no altera en nada la naturaleza del problema como 1o ha
demostrado F. Rohrlich (1), nos encontramos con gque hay una ma-
yor generalizacidén cuando la fuerza actia durante un tiempo fi-
nito € ¥, o sea que:

T guta DL S s 5

O .para T«0 y =>€,

Integrande la ecuacidn: ' A
(T} = FICT %) . dx 1-6-8a

1965
(1) F. ROFRLICH, en (Classical Charged particles, Adison-FWesley

o



- 7 .
nos da como resultados:
- =
z,f.e €, (1 - e & ) para T%20
o . e
()= f (1 - e e para QOe C<« C  1-6-8D
0 rare T T
Por conveniencia supongamos gue: *» v (-2°) =0, ya que cual
uier otra eleccidn nos llevaria a tener gue sumar la velocidad
q

relativista, pero no afectaria en nada la naturaleza del proble
ma considerado.

Integrando de nuevo la 1—6—8@, se tendrd:

Y

; 1_ ~ il = = L .Y >~
UNCT /= TF + floll - e 2 ) O«C=z7, 1-6-9
ik C; it a, e ol
Para obtener la aceleracidn y la velocidad en este caso, bas
tard sustituir la 1-6-9, en la siguiente ecuacidn:

T (t) =af t(z)] =L, = Tt

;AT coshIe(Z)

N 1 dv ces(€)
j

N
v (t) = th(’ ) = c.tonh (e 1-6-11

donde: yy = cosh

grdfica aparece en las adjuntas figuras

o
«
~

N
‘ |
c(T) ViE)|

et ;
=5

(

0
N
e
N
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La figura presenta un doble ”redondeamicnto” en 1os puntos
de la discontinuidad. Estos redondeamientos son:

- uno de pre-aceleracidn para PT<0 7
- otro de pre-desaceleracidn para ”ZLg?;’

De la grafica de la velocidad, se ve que para *Z>2, la
velocidad es la misma tanto para una particula cargada, COmMO P -
ra una particula newtra si ambas estdn sometidas a la misnma Juer
za externa,

Por otra parte: La aceleracidn es continua para todo *<T 7,

mientras que la aceleracidn de la particula

neutra es discontinua enc¢

La velocidad es diferenciable en todos los puntos, en tanto
gue la velocidad de la particula neutra no es diferenciable,(pg
ro si continual) en: T=0C 7 = C,

El valor pequefio de la pre-aceleracidn y la pre-desacelera—-—
cidn proviene del factor » )", que aparece en la ecuacidn 1-6-9

St Ty =--> 0, entonces

el comportamiento de la particula cargada Seria idéntico al de

la particula neutra, y la solucidn para la velocidad serd:

e.l bt
v(t) = 1-6-12
.b.ek - /a/t
Bm(b+/a/}-/a/ e € -U:(t) +C’1 t?‘O
Se debe escoger la constance 01 de tal forma que:

v (07) =v (o) =v (07)
~ . 1-6~13

a (o) =a (o) =a (0")

lo cual implica que el valor de Ia 01 debe ser:
_ 2 b

PRy o my ey o RR Rl -y el 1-6-14

deduciéndose fécilmente que entonces:

a ( =o<) = a ( +o<) =0



VII.~ BALANCE DI

Cra ;. S - e Py - p A T
&1 hasta el presente hay al

- . 3 1 I ] - !
da sin la menor discusion por todos los hombres de ciencia, és-

de Conservacidn de Energia”.
457 por ejemplo para la ecuacidn del movimiento con una fuer

z2a inmpulsiva estudiada en el primer caso dc.la seccidn sexta, Y

cuya solucidn dimos en la ecuacidn 1-6-4, se tiene:
>, — 2e” -
m.al(t) = e.E + —_—, a 1-7-1
a0
He
Yy para obtener el ”Balance de Energia” basta multiplicar por
¥omadg
resultando entonces:
. o {‘2 .
md.(vdt) = eE.(vdt) + — " “g.@%(vdt) 1-7-2
g
o lo gue es 1o mismo:
. . ’ 1~7=.
drE . = dT - (dr + di
cin “trab Car.. .z Schott
Cuando una particula cargada sigue una trayectoria con una
i et 4 o o 3 ¢
velocidad ™ v ” y una aceleracidn » a ”?, experimenta una varia-
cidn de energia, y esa cantidad de energic por unidad de tiempo

a través de una esfera de radio ” r =<2) viene dada por:

r _ 2‘\& i . 7'_'| 3 474
- —3 .dt 1-7-4
o C
gue es irreversible por ser funcidn de: a“ >0
Por convencidn se toma:




— A

donde esta “Energia de Schott” representa la energia alrededor
e
de la particula, debido al campo magnético H ” y al campo
= als.
eléctrico » E 2, y es reversible,
Por lo tanto, podremos escribir el ”Balance de FEnergia” en
la siguiente forma:s
AR o= @l = A a¥w . _,
cin trab rad Sech
¢ bien 1-7-6
ar = dF_. dir ar .,
cin rad Sch
Es decir que la particula se comporta en este caso como un
simple transformador de la energia que incide sobre ella, se—-
gun el adjunto esquema de la fig. 8:
1‘ ¥ ” 3 dv%’"(.h
,,,_____,*%I g {,_7{" ot
37/7} ¢ STt Ay - ————-»; Wrod
? > o .
. P V3
e A
Fin el caso gue estamos considerando, de una fuerza impulsi-
va en ® t =0 ?, la ecuacidn del movimiento estd dada por la
relacidn 1-5-20, y la ecuacidn del *Balance de energia” por la
1-7-2, de modo gue integrando cada uno de los términos de esta
ultima ecuacidn se obtiene:
dT7 = eFE.{(vdt) 1-7=-
y al sustituir Ila 1 huﬁb en esta expresidn y volviendo a inte-
grar se tiene:
o0 , ~
ot | eR@ bt eFo | 27 -
= emd(—E)| SE2Ptu(-t) + B u(it) LB 1o7-s
v it "
-t e o
pero como por otra parte:
+ o
S+ = /e /(L)
&
7 b
: [ bt ) it 5
£ (t) =)e ".ul-t) + M(Tta 1-7-3
// J?t) FlElat = flo) = 4
de suerte gue Ilevando estos valores a la 1-7-8 resulta final--



~( eF9 )S
I = - 1=7-10

Pora encontrar la “Energia Cinética” que viene dada por:

= L — 7717
Ecin F Mmu [ ) 1 11

recordando que para tiempos mayores que cero ( t> 0 ):
. _ eRE > 4
U(t)o) = — = conste 1-7-12

introducimos este valor en la 1-7-11 y nos dace

E.. = 2n(-2£9 )% - 2 (e50) _ , 7 1-7-13
cin 2 il T E m < -

Para obtener la “inergila de Eadiacidn”, basta llevar la ecuc

cidn 1-6-4 q la 1-7-5, haciendo previamente:

2
3 n
7? = i = 1-7-1
(4 BCJ
obteniéndose finalmente que:
;O
B b b.eFO 2 &bt
on'd =y = i1
d“rad // m - { n )7.e i
s 1-7-15
a1 S
_ 2 (eEQ)™ _
=2 135/ 217
i m

De las ecuacioness 1-7-10, 1--7-13 y 1-7-15 se ve que en este
caso de la ”fuerza impulsiva” del tipo dado por la 1-6-1, si
hay conservacidn de ecnergia.

En el ejempo segundo, tratado en la seccidn precedente por

las c¢cuacioness 1-6-5 a 1-6-15 inclusive, Se tiene tambidn gue:

o>
/.-;.-:Sch = 0 1-7-16
-

y por lo tanto, scélo tendremos gque calcular el trabajo » T 7,

33 23

la energia cinética ” E . »” y la de radiacidn 7
cin rad

De acuerdo con las ecuacicones: 1-6-6, 1-6-158 y 1-7-2, se de-

be tener que: . 5
7 = em.dr = (er)” (8 + 2)= 0 1-7-17
em(b + Ja/)./a/ Ta]’ ™

- o




— .'.-'j '—'/- T ls o b — o
Ecin ——/d.-_cin —l—-—-‘-—-———-(g_/_ )JJ.(_Z + 7{-1—7 )ZO 1=-7~18
- ;a;

; i T Lb s .
i = am = , ~7-19
rad ‘/{d rad (5 + b ) (1 Iy )z 0 1-7-1
- =0 “ Ja/
Dc estas tres Ultimas ecuaciones se deduce que:
T =F . + ¥ 1-7-20
cin rad

1o cual nos indica gue también cn este caso hay ”Conservacidn
de energia”.

Pero podemos presentar otro caso, muy jfactible por cilerto,
en el que falla el *Principio de Conservacidn de Energia®, 1o
que es suficiente para demostrar gue la Teoria que estamos estu-
diando no tiene valides universal, y qgue por lo tanto “habrd gque
buscar una nueva Teoria.

Seca por ejemplo, una particula cargada dentro de un campo
magnético constante 7 §>”, cuya ecuacidn del movimiento en Sus

componentes (x, y) es:

a_ . —uv ——L—a = 0
x Y b x
1-7-21
@ OV -~ o =0
Y x b y
ecuacidn que en forma compacta podemos escribir como:
- 7 m 2 m d = o
m.a.v = - —— 4+ — —Gﬁf(a.u 1-7-22
en Ia cual tenemos:
- d mug d
mea.v = —g=(——p—) = —5—(E ;)
m =2 _  d
5 a — ""'C_{E—( r.ad) 1—7—23
m d = =, _ d
b g (V) = g (Fgep,)

Yy al sustituir estos valores en la 1-7=2&, después de multipli-

car por »” dt ” se obtiene:
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ag + AW

. .+ di., = 0 1-7=-24
cin rad Sch

e integrando entre ” O y t ” se tiene como resultado:
¥ 7 = — 7=
A Ecm(t(o) +¢hrad(t/o) +4",5'ch(t/0) 0O 1-7-25

que recpresenta el ”Balance de Energia” parc la fuerza que esta-
-mos coensiderando.
dplicando aql sistema 1~7-21, el método de Gilbert HN. FPlass,

se obtiene como “Solucidn Aceptable” de la c¢cuacidn:

. _ gl ‘/%/t
v, = Vo COS (ﬂ}t}.e

1-7-26
- t
Uy = - U,y Sen Qﬁ t). e /x/
donde las constantes ¥ 7 y ”;ﬁ Y vienen dadas por:
| g 247
[ ] = o :gsz[§+§(1+16b_w)§] —JJ‘
1-7=-27

Tul)\‘

< I's) i
+ (1 + 16b’“’w‘)2]

Wjj

(d E;-_b[_

Aqui las dnicas energias observables son la Cinética y la de
Radiacidn, pues nunca se puede visuelizar la energia de Schott

; -2
en campos cuya velocidad sea ” r "7,

La energia cinética inicial viene dada por:

2, + 2, - a
7 _ mun(o ) _mv (o ) _ mg (o) e_g/q /t 1-7-28

cin & z £

que debe transformarse, segiun el "Principio de Conservacidn?” y
por lo menos en el limite para » t-->oo”, en ?Energia de Radia-

2 Lo . . 4 .
citon”, ya que todos aceptan gue para una particula en rer>so o

sin aceleracidn, la ”Energia de Schott” es nula.
Se debiera tener pues que para un »” t = >?
/n Ecin /= /o " rad / 1=7-29

pero se puede comprobar que en este caso, los resultados obte—-—

nidos en realidad soné¢
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2 L
_mv (o) ( -2/ /t]
N T = ¢ P 1-7-30
L2
m &,
A rad bl//a at
o 1-7=-531
2 ~
CwPlo)  x £ .8 L elx /tf
B £ = b/a/ L A
Corio siempre tomamos:
£ 2
A -~ {é - 1
b. /a/ d
y S1
w = b
= frecuenclia exterior
entonces se tendrd que:
2 . 22
F— 757 >>> 1 1-7-32

Luego, comparando las ecuaciones 1-7-28 y 1-7-29 Yy teniendo
en cuenta la 1-7-30, resulta gue:
1-7-33

/

e
R
Q
2

NG

N

>

by
@]
o~
3

contra 1o que se afirmaba en la 1-7-27 de acuerdo con el ”Prin-—
cipio de Conservacidn de Energia”.

Tomando valores aproximadamente iguales para “w” y ”b”,0 sea

wooo_ ¢
— = 0.568

se tendrd que la energla de radiacidn, al sustituir la 1-7-26

en la 1-7-29, estda dada por:

c Dy

muv
= 1.57 aX ] =734
& ) cin 3

AV g = 1.57

De modo que segin estos datos, la particula irradia un 57%
de encrgia mds de su cnergia cinética inicial. Estamos pues en
presencia de una ”Paradoja Lnergética”, la cual sélo podria de-
saparecer con una “Energia Total de Schott” negativa, para par-
ticulas en reposo.

FPero este ultimo recurso es inaceptable porque entonces dos

particulas diferentes en reposo, podrdn tener una energia total
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de Schott diferente. Y como ya se dijo poco ha, todos aceptan,
incluso Dirac y €l propio Plass, autor de la Ilamada ”Solucidn

Aceptable”, que la energia de Schott para una particula en repo
so tiene que Ser nula.

Luego vemos con el senciilo ejemplo analizado que en la Ila-
mada *Teoria de Lorentz-Dirac”, no se cumple, ni siquiera en la
»Solucidn Aceptable” propuesta por Gilbert N. Plass, el *Prin--
cipio Fundamental de toda Kecdanica”, como lo es el PPrincipio
de Conservacidn de la Energia.”

Esta paradoja desaparece, al tomar como ecuacicn del movimien
to, la introducida por Thomas Erber (1), ecuacidn que luego ha
sido examinada y generalizada por el Dr. Filly Cloetens (2).

La nueva formulacidn de la ecuacidn del movimiento es:

nFt) = T - Bt (-4 )85
c 3 (2]
3.c
1-7~35

= . a g —

= F T B mzL ( v ) 0
i = L
donde Q:L = :

Ecuacidn cuya solucidn haremos en el apéndice ” A » que acom—-

pafia a este trabajo.

(1) Th. ERBER, en ”Fortschritte der Physik?”, 9, 384, (1961)

(2) F. CLOETENS, en *Damping-time” of relativistic charged par-
ticle with self-interaction in a constant
homogeneous magnetic field,
dceptado por SIHON STEVIN, marzo de 1968
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Peierls ~ lc Hanus ~ Prigogine — Henin
%
sus  Ascuelas

L= PLANTEAHIENTO DE L[4 ECUACION DEL OVZWIENTO

£n esta seccion seguiremos totalmente a losS pro—-—
pios autores Henin-Frigogine (1). Deduciremos la ecuacidn del
movimiento para particulas que dependan de un ”Campo electro--
magnético”., La eliminacidn de los auto-campos, dard la ecug—-—
. £ 7 . . . - .
cion del movimiento para una fuerza externg arbitraria gue vie-

ne expresada pore

mocégv = %ﬂz)(g).%d + ?ﬁéfq).uy; ‘2—1—1
en la cual: w = cuadrivector aceleracidn
F = tensor del auto-campo
F° = es el tensor del campo externo

ambos tciados en el puntos

£ = q

La ecuacidn anterior relaciona la aceleracidn con el valor
del campo sédlo en el punto ” x = ¢ . Para wuna mejor compren—
sidn de la ecuacidn del movimiento, vamos ¢ considerar una par
ticula dotada de un movimiento *unidimensional” a lo largo del

eje 7z”, en cuyo caso se tiene gque:

g//{’ = (O) O, q’ q:/_/:) %: (O, O, Uz_g U.4)
yg,: (2, 0, w, w, Wy = (0, 0, w, w4) P
u- A+ uz = - 7 uw+u(zud:0

2 2 L

W+ W, + uw + u4w4 =0

ley, = k.send cosy, k.sent seny, k.cos &, k

e ¢

Fl) Prigogine I. and Henin F. en ”"0n a classical reformulation
Lcad. Real de Bélgica, (1965)



Se logrard una mayor simplificacidn de la 2-1-1, si ademds

hacenos:

eFd, . u, = - if(siu,
S48 : 2-1-3

U = senh U

Para el limite no-relativista en gue Se tiene:

, 2 E
v . v
uo= (=2 1 - (—=) Uoe U —
¢ L ¢ S5-1-4
&A;}:§_£? &75 U,zf—g—g
. c

donde ” a ” representa la ”aceleracidn tridimensional” y enton-—

ces la expresidn final de la ecuacidn del movimiento serd:

~ et

~
xag - /- .
malt) = Fert + —35—1 dt "[dk.glk o, k)cos ch(t-t )al(t’) 2-1-5
. 3 c” I

que es la forma corricnte de escribir la ecuacidn del movimien-

to en la teoria no-relativista de un electrdin.

Esto ecuacidn aungue parecida a la presentada por Bohm--Feins

tein (1), tiene una diferencia notable en el factor de forma,

a Saber:
Para Bokhm—Teinstein: | al(ke , k) /7

Para Peirls—Prigogine: g(koe , k)
y ellc se debe a que aquéllos toma como punto de partida para

su ecugcidn, el limite no-relativista de la ecuacidne

I}

o
moC w = [,

: - U
En cambio, para particulas cargadas y con ” — 1 7 se
tiene gque 7 ko » y la funcidn del cutt-off es igual a
la unidad para todos los valores de "k” y desaparecen todos

los efectos de memoria que en el caso anterior era del orden:

R (cko)_l S-1-7

3

nom

(1) BORM, D. y FEINSTEIN, #., en ”The self-oscillations of a...
Phys. Rev. Vol. 74, 12, 1789-1798, (1948)
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Pora una mds amplia discusidn de la ecuacidn 2-1-5, tomare-

mos como valores del factor de fornma, aquéllos en que:

glko » k) z O para O«k & == 5.1-8

de modc gue en ausencia de fuerzas externas, las auto-acelera—-

ciones del tipo de Lorents vendrdan dadas por:
a (t) :'a(O)-GAt para A =0 £~1-9

41 introducir este valor en la £-1-5 para ” f(t) =0 »
dichas eoluciones exigen gque:
P 2 \2
m - ———sp dk g(ko , k)y—=——= alo) =0 2-1-10
3 ¢ N+ (ck)”

-

de la cual se deduce teniendo en cuenta la 2-1-8, gque:

2 fia ey
dk.g(hke , k) > A = f/ dk.glhoe , k) E-1-11
AT+ (ck)
Para esta ecuacidn, segin lo hran demostrado Herglotz (1) y

Fildernuth (£2), y si la masa mecdnica ” mo O », la iunica So—-—

lucidn compatible es:

alo) = 0 E-1-12

Por 1o tanto en la 2-1-9, no hay soluciones “RUN-AFAY?”.
Posteriormente, el Dr. F. Cloetens (3) ha demostrado que la
mencionada condicidn de la £-1-8 y la condicién de causalidad
expresada por:

a (t) =0 para t4to 2 7-13
f(t) =0 »  tetoe
son condicidn necesaria y sSuficiente para exluir toda solucidn

PRUN--47Y” de la ecuacidn S-1-5.

(1) HIRGLOTZ, G., en ”GStt Nachr, 357, (1903)
(2) I'ILDERKUTH, K., en Naturf, 10-4, 450, (1955)
(3) CLOETENS, ¥. J., en ifemoria para la Licenciatura

Universidud Lilre de Bruxelas, (1963)



Segun un autor (1) empliamente conocido, para eliminar las

soluciones "run-gway” de la ecuacidn Lorentz-Dirac:
=
s : S .
med (t) = f () + *iﬂz—.E’ E-1-14
Z;‘C

es preciso imponer condiciones de limite en ” t = +sc
Pero ain es incom-

n este caso, la llamada solucidn fisica
ta en la 2~-1-13.

0]
&

e

patible con la condicidn de causalidad impu
Para mejor captar estas caracteristicas” vamos a considerar

la ecuacion del movimiento cuando la ”fuerza externa” es un

s

P"Impulso®” en el tiempo ¥ t =0 %
Con objeto de eviitar toda discontinuidad en la fuerza esco--
gereiios:

L {2} :E} (f'to)i:‘i((t1+to—t) -y

¥
-

Ton esta yuncidn del ? cutit-off? y la condicidn de causali-—

dad, la ecuacidn 2=-i--5 s¢ reduce ao:
»

) 7
- !/ - g
—a . — SeTk f -ck t ot ) ; .
iea (t) = Fprt + —3—2%—/ dt e of AT () £-1-18
o S.cm )

Utilizando la restricecidn impueste en lo & .1-15, suponiendo

que la condicidn de cawsalilad da:

y aplicando "Transjormadas de Laplace” sc¢ obiiecne:

-
e 2w =Dt ot -nt o ° ‘ .
a {/,(’)) ::-77;—6’ L U)\_z - e '1§ l‘ﬁ_].‘ + Cck g
- i : P =
Aopt P E e o g g7
donde: - &,
. &€ A .
o= 4o - = >~ 0 para we» O
sme”

{ T O e : Y falEa} o] FAGN R
(1) FPLuSS, G. #. op. cit. Vol. 33, 37, (i561)
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s

S1 ahora tomamos la “Transfermada Inversa de Laplace” y limi-
tando el contorno por un semicirculo en el semiplano superior o
inferior de acuerdo con el signo del argumento de la exponencial

se obtienen los siguientes valores para la aceleracidn:

0 para t<te
. Ze N ol
e ¢ t - tog + —= 1 -~ exp ( —-chkoA(t - O{J
= L para to<«t <t
a(t)
‘ L R PG 20y, W SR ) c=deiidd
“T Bl i *‘7[1'56 7t +tecte2t +t,
i sme” SRRl w ) 1 Temeeey
G o X L o
F 27 ~chX(t-to)(, chext [°
=€ 0 (Z—e {J para 2t, + tec t
mn I 1 =
3mc N
3
?}\ En la figura adjunta se tiene:
‘JJ‘ b
< AL (1) Z22—f(t) vs ckot
g ,‘//‘-‘.;'//(2,) Z
| / ) C,Zfoto = .2
i T ",,»/, -‘\; ‘ . - " _
:' ..j',/ \\K“/“)_ p.bot-z = 5
5 Co
AB)AV /! ‘k (2) Cko —2mna(t) vs ckot Prigogine
]&/2// ‘ SN L =
' 2245 6 A &9 YU T —E%#ma(t) vs ckot Lorentz-D
e Kt T :

L =<l
74
|

la solucidn grdafica de la 2-1-18 para velores tipicos de

Ko s to U tl

y en ella vemos comparadas tres tecrias, y las caracteristicas
mds llamativas songs
- la no pre-aceleracidn
- la desaparicidn de la aceleracidn un tiempo des-
pués de interrumpida la fuerza.
In cambio: al mantener la condicidn de causalidad dada en la
g~1-13, la ecuacidn Lorentz-Dirac conduce a una

solucidn “run-away”.



Si se impone la condicidn de limite ” a (=<) =0

entonces aparece el fendmeno de la pre-aceleracidn.

IT.~ SOLUCION DE L4 ECUACION SEGUI CLOETENS

Para encontrar la soclucidn de la ecuacidn del movimiento da-

4

da por la £-1-5, nos limitaremos a jfunciones d

0]

I Pcutt-off” que

satisfagan la condicidn de la 2-1-8, y ademds supondremos que
la fuerza se aplica progresivamente a partir de t = 0 de modo
que se tenga:
F %)y =4 para t < 0
lim. f_/_(’t) =0 B D
T - 0

al introducir el factor de forma &£-1-8, se obtiene

_,'_
g {0/ = 0
y aplicando "Transformadas de Laplace (5 _;)” a la ecuacidn ge-

neral Z-1-5 resulta:

F [p)

a (p) = (D) 222
donde: 2 a0 o
/E(p) = 1 - =E ,..J/dk-g(ko k) "—/-'z? [
3 mc”/ p+ (ck)
S

Utilizando el teorema sobre las *Transjformadas Inversas de
Laplace (F ) s, solucidn de la 8-1-5 para t> 0

a (t)

m.G(~iz)

en la cual: por la exigencia de gue todos
los puntos de singularidad del integrando gqueden

por debajo del contorno de integracidn.



De ordinagrio dicho. contornos se evalidan mediante un despla--

o~

zamiento del contorno en ¢I ceminicno inferior con radio ¢ in--
Finito * py, = o= 7
"l 7 cii syl i ' s 7 - o W ot = o { IO S v, e
4 LIS whicas Sinjguiaridadzs exrlistentes 300N poLOS DUl cLeis-

tos valores ” x. de & 7, entvonces se tiene.

—_— 2 'y /: 7 5 R )
m.alt) =2 ¢ "Ti°.7fcs f#—L—lf;— G et
2, C(—-1s) z = &

7

FPor lo tanto sdlo queda demcstrar que el integrando nc DOSEeE

polos con parte imaginaric positivae a fin de excluir toda posi-—
bilidad de solucioncs “run—agury?.

Farc ello, scguiremos a Folescu (1), tenizndo sumo cuidade
al desviar el coniornc hacia el semiplanc inferior, en la defi--
nicidn del nuevo integrando on €l nuevo semiplano.

Suponiende que Ic “fuerza cxterna” aplicada es tal gue care—-

¥ . ~ '3 I . . - . Id . 7 1. 7 _ .
ce d¢ polos en c semiplanc superior, so0lo habrd gqgue tener cn

-

consideracidn la Funcidn: PR (—iz)

que se¢ puede expiresar en la
— o _‘: / ¥ «
& (/ i) 1 + _‘_.__”__/ Ik _/L(],L___ Han B2mh

donde

/{(k) :ka).d(ku ) +’<(—k)-9(ko , =lt)

For otra parte, de todos es conocido que la iantegral de Cau-
chy que aparece en la ccuacidn anterior presenta un *cut—cff*
sobre ¢l eje real, i ror lo tanto tambidn la funcidn » G(-iz)?
lo presentard.

De acuerdo con la teoria ce las "Transforiiadas de Laplace?™,

7 TS e
L fu.-/uCIOTZ gque deo

q ¢ utiliizarse para resolver la 2-5-4 es dgl

tipo: e
F(z) = / di . -"I—£L b6
g ck - = )

S <l

(1) BALESCU, R., en ®Statistical NVcchanics of charged particles”
Interscience. 7. Y. (1863)
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' — = e/ . = . i oy
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o = ks o D
= 1 A e——— — (LH . = + { A =
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para =2 € semiplano 7

esta definida, la diferenci

de * 7T (-iz) * dentro de

~
<

o
<
\
I
1
8]
=
~

y 2-B=6, i TG (—iz)*® tienen polos dentro de *)'7
la 2-2-8 nos da €l numero de ceros de »” G(-iz)” con parte inmagi—
naria positiva.

Parag determinar el numero de ceros, bastard

Ll La-
. o P 4 by 2 /i'/_ . % = = - 3
riacidn del nimero complejo » G (-iz) ? cuando *z” variac a lo
largo del contorno de las adjuntas figurasy en la Lnia Siguien

te,

Para ello, basta asociar con dicha figura 9, la del hoddgra-
al

Jo tal gue a cada punto ”2” del contornoc, corresponda en ¢l ho-

=7 )

complejo » G (~iz)
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come gpagrece en :as8 figuras 1o y 11,
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- [ =2, s i) =S & ==
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cero, o8 concicton suficlentz pare aliminar toda Zolucidn “run—

T L Y P +om s T "y emy 1 Py vty Ay T e = o]
Qi 2 Con el gue SC SuSR-L L@ egLT G OR 4 18 s-J=J,



IIT.- SOLUCION

ITUiHuL

- ; 4 v . e T _ 3 o
kn esta seccion anclizaremos la solucidn de la ecuacion del
movimicnto segin el método desarrollado por el Dr. V. Cloetens
ciw la Universidad de EI Salvador,
l‘lscogiendo como jfactor de forma:
7. o { 3
A gk, %) K .
P g (ko k) = ——%—5 2-3-1
i }{_L& ;L_..__
y cuya representacidn grdfica apare-
ce en la adjunta fig. 12, la ecua—--
cidn del movimicento toma la forma:
il
7]
[ -
—5= ) -37—0 A%
iy (1) =F L dt "{ dk ————"--n cos ck(t-t ) £
(=8 = &
J7ce ko+-k

—3-2

=
ir

fflultiplicando por »” ko ?, haciendo ” —%f-:'r P y resolviendo
o
para » a(t)” se tiene:
e
- Foxt 4% / >
/ & * 4 4 - -
af(t) = = - 2 dt dr cos cx(t~t )Ja(t’) 2-3=-3
" ) : e”
Ifecordando que Io = =
mec”
e integrando respecto « * x ” resulta:
—> )
Fext [ cko(t-t") :
alt) = g Sl ad o 7 o4 AT 1 ) 204
0

Para determinar el

que ¢n la “Electrodindmica
el = ar
que ali multiplicar y
7
»

Xy

o

y recordar

valor de ” roko basta tener presente

1

de Pei%ls-Prigogine?”:

g = , .
. ( o ) g (k o t?f) CL,ZI‘._ 2)— 3— :_CJ
dividir por ” m ”, haciendo nuevamente
que /% 5 =
Jé 9 4 = 7
Y &
& o U7 )



}
)
W

I

m ., = (rev ko/m e=3=6
s m oo 3 ! 32 = ) 33 = e =
Teniendo presente qu me = C 7, Io gque supone qu
iy - m,‘}
el

g el | T : 7 e Y " P
Y Sustl tutda en 14 Ze-9=06 adgz

=
1
il
~
o
&
(o]
Ly
=
)
b |
[}
[
N
fl
b
%)
|
Co
I
~)

Llevados

’ .
& 3 g -'L/_'(t _’: )-—_ -
b 2 farr. e~ () e
g
o

dplicando »Io ? para resolver esta ccuncidn y teniendo en
cuenta los tecremas relatives a las transjoruwadas de Laplace,

sultae finaimente que:

Suponiendo que » v(t) ” sea del tipo:

Va0 ) e I P
£ a e FCH ot ~N. ™
Au(Z) o (f) = —228EL 8 OBl i rh) B

s,
(&

donde u(t) = funcidn Heaveside

: o = 0 para t«4 0

/! _ =4 & 230
A RS (T S e e e = . . g ) .
: ) Z es decir gque el movimiento Ssea
: el representado en la fig. 13

o S "
escribir asis

entonces la =3-9 1a pr

~dJck ot e
& o=3=71

65

como



Tanto la 2=3=10 com L ee=Jd=1 7 La8 vacncs expresar

.32 - L ¥ )

cidon de *variagbles reduci

basta para ello multipiicar y dwividir dichas ecuacioncs

de modo gue §e oblienen COlC nuevas expresiones:

Podemos expresar cl valor de ” chky ” en funcion del tiem

sundamental de Lorentz (C. ), de la siguiente manera:

Ty T 5

lo que implica:

yarf € " e
Z:T CH g — —g— =———a—. ck 0o = —— - -k o
i) ) ') o

mce mc

, Z 2 . - ) ) -7
Ty cho = ~(roio) g ok = (P ol o) T

pero como acabamos de ver en ia E-3-7,:

el o = 2 /Z.:Z

=
3

s en la 2—3—14b resultas

al sustituir e€stos

PR

s .7 N ¢ —
a {(t) = —3—7:L*,uﬂ%(2x - Exg).e Jx ;

ue nos da la “acelcracion” en funcidn de las variablics raduc.-
q

das, laeas cuales al introduciriaz en la £-3-13 nos da como cu

sidn de la fuerza scxzterna cn funcidn de variables reducidas:

J1



eE(t) =n.T] i

1ismo resultado podemos Ilegar Siguiendo un precedimiento

4l
totalmente distinto.
4 partir de Ia B-3-2, introduciendo lo variagble “xz=ch,t ’
e integrando respecto ao ” k” se tiene:
eFi s 2z, e
a (x) = -l ==z el &7 .d (x)dx E-53-17
7 J /
é,‘?( )
; . x :
Hesolviendo para ” e ¥ que representa la “fuersza externa’
- " ’ ; - : y ¥
aplicaca y despucs do integrar por partes dos veces, se llega o!
stguicnte resultado:
o I )(
““lx) | -z . x z z
e = alz) - —¢ alz).e” - v(ix).e” + /e v(x)dx
© 8-3-18
Introduciendo ” e " en el corchete y reduciendo términos
nes da:
. x’
el . .
x) 1 g g -z x
(z) 3 alx) + ——vlzx) - ——e e’ Jvl(x)dx’ £-53-19
ford

m
» dgdos ner

3 y d@ H) (l(l')

3 U(.’L‘)
la integracidn

ST wtilizamos 1os valores de
2m3~14a Yy &2-53-15 respectivamente en la 2-5-19,
fs8ta nos da:

del tercer término de

cx! o
& ~xf x’ sr_ 8 -x */(Z w8z, 7 | 1
e e vlz)dr = Sme T.oT)g— - e (—:7— -~ =5 —ZT_)
£-3-20
Yy sustituyendo totalmente en la 2-3-19 sc tiene:
_ifiﬁi = U¥/; i, z) o~ _ _lun”x& S-5-51
m - [ 6 T - 6 (57
anteriormente.

ecuacidén que coincide con la 2-3-16 obtenida



IV.- ESTUDIO DE ALGUNOS EJEHPLOS TIPICO

B A e e e — - ——— | o = ———— —— —— o7 T~ o — Tt S — ] T S S

o ————— T T 7 S — ———— —————— ——— ] {5 S i ot - -

Ad.- Fuerza externa producida por un ” H 7, en la

3

direccidn del eje 7 =z

En estas condicioncs, la ecuacidn del movimiento en SusS com—

ponentes ” x-y P, vicne dada por:

g4 =L/ 7 , A
a, - wvy = —EZF(FOKO{//dz//dx ;—:—Tgcos ck o t=t )x-ax(t )
[ o xz

S-4-1
e /w
. _ 4 Iy 1 . p ’ ’
ay + wo = (roko// dé//dx ———>5C0s clol t-1 )x,ay(t)
fe] o 1 + =z

Para integrar respecto a * x 7, introducimos "variables com-—

plejas de modo que:

f = vx(t) + zvy(t)

P . s _ . 4D

I ux(t) + zuy(t} = f ax(t) + zay(t) 2-¢

F=u (t) + 10 (t) =7 Fo=a (t) + 14 (t

Fev(t) + o (t) F=agt) s ia e

Sumando miembro a miembro es sistema 2-4--1, después de multi-
plicar Ia "segunda” de sus ecuaciones por »” i ” y reagrupando

los términos convenientemente teniendo presente la 2-4-2 se

tendrd:

} - wlv. -~ iux) :'Eé—(roko//gt’ dx——l——gcos ckolt-t " )x.f
Y 77 o o 1 + x .
o= =3

5

pero ¢l paréntesis que aparece en el Primer miembro, lo podemos
transformar del siguicnte modo:

v 3

v - iv = (<L - v ) = i(—E- X _ )
y x i z i i x
2-4 -4
= - i(v_+ iv_ ) if



de suerte que teniendo c¢n cuenta que el valor de (roky) en la

electrodindmica de Peierls-Frigogine viene dado por:

(7"0'7’:0) = 2

la ecuacidn &£-4-3 toma cntonces la forma:

L)

o >0
J o+ twf = ;f“— dt [dz —E—cos cko(t-t’)f 2-4-5
A 1+ z°

Fecuacidn libre de constantes arbitrarias ya que en ella todas
las maognitudes poseen un significado bicn definido.

Aplicando "Transjformadas de Laplace”, utilizando los teoremas
correspondientes a las mismas y recordando que el “Segundo tér-—-
mino” de dicha ecuacidn representa un producto de convolucidn se
tiene:

o< .
s o 2 1 €
pPF(p) — flo) + iwF(p) = £ - dx
T 4 22 N P
1+ rpT+(ck ,x)
o g-4-6

p7P(p) - prlo) - 7o) )]

\

Hultiplicando y dividiendo el ”2° miembhro” de esta ecuacidn

Y 2 . . o . L
por # (cko)® y haciendo » —E— = ¢ 7, ce obtiecne:

ck g
.
. B 2 1 1
pF(p) ~ flo) + iwF(p) = —=—— p 5 D 5 dI[
TT(cko)© 1+ 27 a” + x
¢ = 47

2%7(p) - prlo) - :f(O)JJ

in esta ecuacidn vemos que hay “polos” para los siguientes va-
Iores: x =17 Y r =% ia

St ademds se utiliza el teorema sobre los residuos que estable
ced =0

1 Doz B = R4
T, 2 2. 2" T Zar1Fa) 2-4-8




y volviendo a hacer la

a5 T1
FIYH
(20

pF(p) -~ fio) + iwF(p)

MHultiplicando ambos mi

ecuacidn, reduce de un

Qo
oo

L3 ZUo — ck 0 )J,

y resoluviend

e

mbros por
gra ao,

o para

woflo) = }(o)

- 59 -
ol » N . sg tiene:
uciones a = a7 sSg rtirene.
Cit o
e —.

_— /J Fj ;’:l';.' ( ﬁ'.‘." ) s [_I./I_r.({_:' ‘) - ‘f(o )j 2—4—-:}
o

» (p + cko) » esta Ultima

T
(94

introducien una frecuencia

1do
» Ffp) tiene por fin:

= _— o
A M b

Ecuacidn gque sdélo depe

p L

»”

/ en la cual podemos

=

recordando para ello que:

Luego:
~/
g

7"(/

of

aplicar

0/

- p? _ T iwwe 7
(wo + tw) [F T We + iy/

£-4~10

(i e:
. iwi o
- Wo + 1w
"I'ransformadas Inversas de Laplace?”

}(0)

gii_/F(p) ;Zf

{ wo + iw

Y

_ 1
7)== o5

Fsta ecuacidn

del movimientoc 2-4-1, per

constituyec

0]

J (n + -
. Do

;I\wof(m) - f(o) .

i

presenta

1
e

T WWw o

+ iw}

»Solucidn f

una incompatibilidad como

demucstra a continuacidn,

I'n efecto, tomando la

reauce a @

solucion

rlo) = =t |
We = LW
.

4

para Pt =0 2, la zZ-4-11,
’ T
flo).w, ~ ffo)j 2md-12

ormal® de la ecuacidn

Se

se



Recordando la 2-4-Za, y que las condiciones iniciales son:
U'v-(o) = Do v (o) = C
se tianc, flo) = ve

41 multiplicar por * iw * U nicndo presente que:

segiun la 2-4-8b, resulta finalmente gue:

e itgualando partes rcales ¢ imaginarias sc tiene:

ay(o) = — WU,

Derivando la 2-4-11 respecto a ” t” y tomdndola para 7t=0%

se Ilega al siguiente resuliado:

_ flo) = m__;__h[wof(o) - jf-'(o)] £—d-15

. =
lwe + i)

S¢ puede demostrar que este valor de ¥ jf(o) ” es distinto

~

del gque toma en la £-4-13.
En efecto:
. - - .2
tasta multiplicar la E-4-15 por wo w
Bast 1tipli la £-4 » + iw)" ”

L

y resolver para ? f(o) »?, obteniéndose como resultado:

- Flo) = g 005 — flo) 2-4-16

lgualando los “Segundos miembros” de Ia 2413 y 2-4-16 se¢

+ s

tienc, después de multiplicar el denominador de esSta ultima ex

presidn por * wy ”, ¢l siguiente resultado:

woo=  lwg
guc nunca puede cumplirse ya gque tanto »* w ¥ como ” wo ¥ son
reales, con lo cual qucda demosirada Ia desigualdad de Ias

gcuaciones mencionadas, S-4-153 y S-4-15.



Por lo tanto: La solucidn dada en la 2-4-11, aunque form
no es verdadera.
tibilidad para el valor de

Para encontrar la solucidn adecuaeda de la ecuacidn del mov

miento gue estamos estudiando, procedercmes de la siguiente
nera:

Teniendoe en mente las relaciones 2=4-2 1y 2-4-13 se lIlege a !

stguicnte expresidn:

. . . s L o417
ax(o) >~ 1a (O) ——LLM_,ZU‘r(o) o Z-L”‘O/ Sed_ 17

«

de modo gue al igualar partes reales e imaginarias y recordancc

las condiciones inicioles de la Z-4-14, resulta:

a (o) = 0
g—4—18

a (o) = —wvo,

Sustituyendo e¢l "Primer miembro” de la Z-4-11 por la &2-4-Za

y después de multiplicar por: (wo - iw)

y haciendo la sustitucidn: co8 x - isen & = e
se llega al resultados

2 & 2
. W ol W ol . ) ol
v, (t) + zvy(t) = vo.exp(~ ————=t)(cos =—%—=t - isen it otk

[}

wo + w wo + w” Wot w
g~4-19
igualando Ias partes reales y las imaginarias nos da:
—_a T
v (t) = v, ¢ .cos (Xt)

2-4-20

Uv(t) =~ v, M sen (xt)

donde: i ] 2

;o Wea W
N = ; =

Derivando respecto a * t »” Ia parte real y tomando para t=0

sec ticnee

[N

a (/O) = e Z‘GO( Sed_ 2



—

"

particula ” we ” es muc

b2

1e
p2]

Para un pequen

se obtiecne para la £-4-=

a (o)

resultado que concucrda

33

n cambio para un
entonces resulta de Io
/
v

Lt
v

A 1os mismos resulta

por un procedimicento to

% )
=vo exp (-Twt).cos ( wt)
(g

- 82 -
0, e€s decir cuando la frecuencia de
ho mayor gque la frecucncia del campc
W a ) - . w —
Vo 5 5 =" Vo ——- =0
Wo + w- oo
con el obhtenido en la 2Z-4-18a.
H ” muy intenso, 1o cual supone quc:
»

2ed-20 guc:

A [ Lo
—r—aan

to

- Vo €XPD KJQ;t).Scn ( wt)

dos obtenidos en la 5-4-20 podemos Ilcga

talmente distinto. Para ello:

Hultiplicando la £-4-3 por ” p ” y pasande a condiciones de
limite, es decir cuando »” p —--% o2”, para poder aplicar *Trans-
SJormadas de Laplace” se tiene:

: =9 g
p%ﬂp)—pﬂb):- M@Mp)+-—ﬂL§ dic.glko k) 2L .

2
pé+(ck)
0453

pflo) - }(o)j

S me

(]

[ng(p) -

por la condicidn de » Bohm~lcinstein » sabemos que:
o >0
———ldk. alke , k) =1 o-4-24
5 <
ST me /o
Lucgo al introducir esta condicion en la 2-4-9 nos da:
& D :
p"F(p) = p.flo) = - iw.f(o) + p"F(p) - p.f(o) = f(«
. _ g—4-25
flo) = - iw.f(o)
gue representa el Ycutt-off? del 7H” dado por g = =

7 + x°



~

- 85 -~
Tomando como condicidn:
flo) p.F(p) - p.f(o) a4 -,
1o cual es correcto 1 QUE
Ff(t) =p . F(p) - p.flo) - f(o) 2425
L g ” pt - _ ) a5
Lre) =[Pt =0 p-4-2¢
S
Luego: 3
O =p".F(p) - p.f(o) - flo) 2-4-29
ara flo) resulta:

p‘uf(o)

eleccidn en la E-4-5¢

y por lo tanto resolviendo j
p“.F(p) -

f’(o}

lo cual demuesira la licitud de nuestra
Por 1o tanto: de las ccuaciones 2-4-26 y 2-4-20 se deduce _
hay una incompatibilidad por ser dos ecuagcione
sueda asi demostrado que la 2-4-1 pr
la normalizacidn
L era.

mogéneas, Y ¢
senta una incompatibilidad con
instein para una ecstructura cualqul
»Solucidn formal ; exacta” de la ecu:
variablies complejas y

introducir

Bohm-Fe

S1 gueremos obtecncr la
cidn del movimiento, podemos
entonces la ecuacidén del movimiento toma la forma:
N4
. o o cko(t-t / o .
J = = tuy 4 "q—(r'o}fo)[ O( / f(f ) 7L 8-4-30
Derivando respecto a 2t ¥, se tiene:
® 2 | / s - ”'/1'- % g s
S == iwf + —=—(roo) —d—tL at . gl et )f(f ) E=i-
° I
pero: ,.f 7
d =Cko(t=t") gl d Cck ot/ —~CHKo
dti = .'f(t )'JZ_.— '—d%- (53 f{t )
N - a
@ k(1 ey f —-4-32
-c 1. u
= —cky/ ¢ v Fit’ )% (t)
a
cs en la 2-4-31 se tienes

tituir estos valore

de nmodo que al su



f = ~-7-,Z.i,’(f + “é ro‘]{o]}/"g -C;fo(t—t ),f(t’)dtf(mcl}":o) 4 i;) rokof(t)
[

Py E=4d-33
p[;“r'c_' & t ck (_, Z,_/)-- -
& - Ll 3 7 it
ST ok | € 2 Flt7)dt’'= fFlt) + twfl(t)
/o
esto ¢n virtud de la ccuacidn £-4-30 , de modo que la 2-1-33
se reduce a:
- - % : ; & Ry
f(f) = . -Je'/.g__.’(t) + (__f' + 7"/Jf)( clio) + ok e ST/
J
E—d—-54
haciendo: cko = wo 7 —%—roko = 7 Skl 35
y resolviende para » f(t) » se tendrd;
ar , . o= . -
o= = twwo. f(we + iw) g-4-36
Separando variahlecs e integrando resultd:
/2 _ o , .o —1
In f(t) == iwwoelwoe + tw) “.t + C
donde:
C =1n f(o)
Luego:
Tww,e
In t) - In 0) = = ————— ¢
7t) F(o) il
Il 2—4{:—37

&

Py _ o twwe
jlt) = flo).exp ( W o iwt)

F)

que representa la ?Solucidén exactae” de la 2-4-3, puesto que

para P t = 0 *, egsta solucidn se convierte en una identidad.

Para resolver la 2-4-37, bastard poncr como condiciones ini-
cialcs: v (o) = v ! v (o) =0
! ) 0 Y y( )

de modo que para ” t = 0 ” se tenga:

flt) = Ux(t) + iuy(t)

£-4-35
flo) = Ux(O) + iuy(o) = Vo
Hultiplicando la exponencial de Ia 8-4-37 por:”(wo — iw)

y recordando gue:

—-1x .
e = ¢c0Ss x - iLsen x
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= o 2]

flt) =ve exp (=~ gw “ot)| cos Eﬂﬁ—gt) - iscn (—%Lﬂﬁgt) 9_4_39
we + w” - Worw Wo +W
Si ahora hacemos: o = E_iilz

e igualamos las partcs recales y las imaginarias, resulta:

UI(t) = wve e .cos (oAt

£-4-40

Uy(t) = - U, e_qt.san (Xt )

Solucidn gque coincide con la encontrada anteriormente en esta
misma scccidn, dada por la 2-4-20.

Conozs ) o o
& £i [
o(t) = ux(t) + Uy(t} 8-4-41

1

al hocer las sustituciones de la 2-4-40, se tiene como velocidad
del movimiento:

a-4-42

v (t) = vy ~xt

@

Si queremos encontrar los valores de la aceleracidn, bastard
derivar las ecuaciones Z-4-40 respecto al 7 ¢t », obteniéndose

como iresultados finales:

aj(t) = - v, e—qz(w cos (xt) + we sen (xt)
omd 43
, -7 )
ay(t) = Vg € w sen (xt) « we cos [Xt)

y en iorma compacta sc¢ tiene:

a(t) = v5 ﬂyJ‘.a—ddt
-ofz

7

a (t) = ve &e
Lrs ecuaciones Z-4-LEb y &-4—ilb represcntan la *Solucidn
exacta y formal” de la ccuacion general del movimiento para

la “Fuerza externa®™ producida por un ” H ¥ constante.



B = f"_'H( » = s it o ]
. Wl ol W A

iependientse del tiempo, © Ssea

La ecuacidn del movimiento cn eSte caso s

““/— / (ko k)cos cli(tmt JA(t') B£-4-45
5’” c /,. /r/'

nal(t) = f(t) +

dplicando *Transformadas de Laplace” despuds ce dividir por
la masa ¥ m *”, se¢ tiene:s

- B o . |

1a“ TJ:A LLT’ 5

fl(p)j 1 - -——?/d}f Q('T'--'u h’)—_—---—‘ 5 = p)
C Jo ‘ 7

! e
A 3T

E—d-46

I's) R =1
20° - . o
= faie g(i i) i = afo)
2Tmc /o pT o+ (ck)

El fjactor ” a(o) ¥ es imnortante para “Fuerzas Impulsiuas”ﬁdw

onFucrzas Delta de Dirac?, T' en el caso gue nos ocupa, de
una fuerza externa dependiente del “tiempo?, dicho factor se
pueds considerar nulo.,

Introduciendo teoruema de las Transformadas de Laplace para

las condiciones inicicles se¢ tiene:

1im. p.F(p) = F{n) 2-4-47
p —— O

En efecto: Sabemos gue:

Fr(t)

I

p.F(p) - Fﬂ.+{.t) t:o
GEE e 2-1-48

=p.Flp) - F__.(0)
Y por otra partes oo

ol F(t)::/nfpt.F(t) = 0 para p---- oo
Luego: e

p.F(5) (0) =

‘¢
<]

=
=
il

SN
oy
=
O

S—

—d g 9
cxt &

Por lo tantos MNultiplicando Io 2-4-46 por » p * y tomando

Iimite para » p —--—-3 o<, resulta al resolver



rd - el e ) )
r ol ieg” . 2" :
a(C;LZ - —35 |9 alr| = N A o BV A i
3ime” /. ) T~
@] ¥ (
Zmie =5
alo) e
. . » .7 v
gue representa la “Solucion competible” d¢ La ecuacion del m
vimiento para el tipo Fuegrza 2xcerna” considerado.
¢ POscilador Lineal” como juersa externa.
Le ecuacidn del movimiente cerd:

walt)

kx +

)

lecordando gques

la ecuqgcidn anter

sus derivadas en

g 74
deg gt L i
meT, .

' (io k) cos ck(t=t').alt’)

2"":“":),

I &
T —— G
m
ior la podemos escrinir cn jfuncidn de * x 7

la jorma:

. . IS z’ .
() + w2z = —3i—§//dk.g(ko k)/ cos ch(t—=t").F (¢t')dt  2-4-5
3me /g o
introduciendo la “Normalizacidn de¢ Bohm” dada en la E-1i-521,
obtiene: A ,
F(t) + wor =[cos ch(t-t’). Ble")dt’

ecuacidn incompat
PSegundo miembro”

que tiene en el

D.—

T

suponicndo vdalida

cste caso para

2-4-53

o
ible y por lo tanto sin solucidn, porque ci

aparece una derivada de *Grado superior”

»Primer micmbro.”

La ”Fuerza externa® estd dada por:
- , —ck ot ;
= gFO0t.e e S-d i
exrt
2
7 s o Ko
La misma estructura g = =
=z 2
kKo + Kk
da la *Condicion de Hohm”, la ecuacidn del

5 - 7
vimicnto sera entonces:



(,_,i"c']{o(t—t ). -.?,(t I) dt s :j.—'_r"'—"."_}u

haciendo: 7=
h = 7. ; e Vd N y Z_\— T ., R . .
/c', Cit u( A ) . "_7,(1: ) dt L. _____:__ ;,_—;— - a=dia5h
116 8k
o)

introduciendo l1a “Condicidn de Bohm” y resolviendo para “al(t)’

se tiene:

a ( t) = '—-———‘:I.l;:‘:'] —+ -Ck Ot - "“——'Z’r];; F__ e b ’g; 45 )éa 2—1—57

gue representa la “lcuacidn del movimiento” y la solucion
la misna en las condicioncs supuestas.
Si chora sustituimos el valor de la fuerza cxterna dada por

[

7 o 4 B4 ae ey
a o=<=9%, &€ rtenarda:

N

W

= O Z_' -7
1(t) = “Qﬁ—t.e¢p (—?it) + L a4 eJOt.exp(—Qrt)
‘ L m t L 5458

Efectuando la derivacion indicada y reduciendo términos:

¢) = L8z 4 - b 459
a (t) —(C ). exp ( Z ) £-4-5¢

que al integrarla respecto u ” t » entre los limites *0 y t *

nos da e valor de la velocidad, a saber:s

v (t) :'-bgg(zf){/l - exp (~-?§-{J 2-4-~60

Lstas dos ultimas eapresiones representan la *Solucidn ezac
ta y jormal” de la ecuccidn del movimiento para el tipo de la

Juerza externa:




-_£9 -

i
11 hacer el estudio del »Balance de Energia” se-
gun I lectrodindmica de Peirls-Prigogine, tendremos oportuni-

dad de comprobar con scndos ejeiplos, gque para una misma e€sStruc
tura doel »? cutt—-off *, en unos casos hay conservacidn de ener--—

4 1 .
gta, es decir gque Se cumple:

(1L LY b Z

cin ‘rad
mientras que eén otros, no Sse¢ cumple dicho “Principio”.

Si en la ecuacion del movimiento suponemos gue la "fuerza ex-
ternc? ¢s del tipo definida por la £-3-13, se tendrd al intro--
ducir Yvariables reducidas?, para lo cual bastard multiplicar

y dividir por 7 Jmci,

= v  por definicidn

hiaciendo P chot = x ¥, y al sustituir cn la 2-3-13, ésta

tomae la siguiente forma:

{ Bx.e % ¢ 7°% o &% S-5-2

fultiplicando ambos miembros de la ecuacidn anterior por la

) L N p B 7 4 33 10 vy
S=5-1< 1y por at ¥, y mu

tipli d dividiend 51 7 j -
tiplicando y dividiendo solo el pri

Z
mer miembro por * ( clko ) ", se obtienc:

- -G & =4
+ x.e - x7.e )

cl s

2-5-3

Integrando cntre 7 0 ¢ =2, pya gue el movimiento es nulo

para ” -~oo0et « O ¥, s¢ tendrd el PTRABAJT” que se estd dando

al sistema s €8 decdld que.



s 5 i -4 7 ) .
’2. Anergli [ e 2 i { (SN

& —-Sck ot
p(t) = 28225 K
2-5-6
sl g =3
= R )

y 5 y . = -
que al derivarla respecto a ”» t »” nos da Ia aceleracion:,

; Jead = L a -JCck
alt) = 922 (2t - 3ckt?).e "ot

E-5=7

valor que coincide con ¢l obtenido en la ccuacion 2-3-14, de mo-

-
CiT g (_;L = v
.l

y desnuds de multiplicar y dividir por *» 2 * y hacer las simpli-

JSicaciones posibles, se¢ obtiener

”J.e'Sxdx 8-5-8

s podemos cxpresar en funcidn

1o cual basta recordar gue:
e MY L de = nd e 2-5-9

de mode cue al introducir ceota relacidn cn las mencionadas ecuid—

o= L R Tk 2-5-10

]
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Vos faltaria la ”Energia Cindiica”, pero para el tipo de

fuerza que estamos estudiando y scemin el Dr. ['. Cloetens (1),

vicw) = v(o)\\
alo2) = a(o)'*ii_; &) £2-5-12
Fegﬁv - cht(o)/

de suerte que podemos c¢Star seguros de guc no hay diferencia
alguna con Ia “Energia de Schott® para » t=0 y t=o0?”

y gue por lo tanto tampoco habrd variacidn e¢n la “Energia (Ciné-
tica”, es decir:

£Fo, =naE . =0 £-5-13

Por c¢sta razdén podcmos tencr la seguridad de que el *Trabajo
total” aplicado al sistena:

=
T =1im. T(t) i//;Eext(t).u(t)dt 2-5-14
a

‘s oo

es igual a la ”Energic Total de Radiacidn” cgue sale de la par—--
ticulc y se va hasta el infinito, energia guc ya no serd fun—-

cidén de la estructura do la propia particula.

Comparando estos rcsultados vemos gques

“rad 3

_ 38
T 5
o Io quec es igual:
B 5 570
raa =5t 5 L
a2-5-15
_ /100 540 ) n

700 T TT00

lo cual significa que :n el caso que nos ocupa, hay creacidn dc

energia de radiacidn cn un » 540 % » del trabojo que se aplica

al sistema.

(1) CLOETENS, I'. J. ¢n 4n energy paradox in Lorentz ivariant
Il iuove Cimento, X, Vol 564, 4053, (1968)



ste mismo fenomen PPa1ra rgetic Se presenta
todas las teorias electrodinanic particulas extensas Culy
movimicnto satisfagan Ics condiciaon stablecidas en la 2=-5-1
. T . R . L Id = % B . ’._
La misma *Paradoja rre en Il 2C Tt inamicae de Pelwrls—
¥ - ] . N Ay I #
Prigogine, cuando se¢ considera ia variaci ¢ la "Energic
y | 1 T : 4 3 ; 7 Fry—
campo ( ) " en lugar de la energia de ra de modo que
W= = = = = I m5-186
Freg. Qcq wpo L0nm
Y : -/ﬁ v(t
- 5 £ . s |/ = AR s e TR s
= —_— T M) o ok =
7L.Zl/?’l. _,17'/ ") /Q(,ﬁ o)/ CcOSCH(T—-T )U(L, i
L = o0 / P
fi) . 517
7 3 2 ‘
Vg A - 2
= lim e (t% ; A dv
L 877 1uto
L o5 d
en la cual ? E__, y H ? representan los campos retardado
to - aut ‘

alL
de la particula

general

) y'.r'a
moviil. .ntos

ticne

que

Se

n la electrodinamica de Pewrls-Prigogine
satisfacen Ia citada condicidn dada en

v la causa de esta “paradoja” sc debe que:
v no e¢s ILineal en Ia funchn de forma
/;_7 Lo - }f) /
mientras que T, si lo es, en su factor de
/g (ke , k) /

lin cambio pa

externa” debidag

cidn del eje *

o

misino 'LtuZo

Omdmd 2

o=

]

Y

ra la

a un

e . o . Loen
ccuacion del movimiento

—=

una
la

¥ H ? constante homogéneo en

Y

L3 1y M
ruer

pare

3-5-18,

Y

2

Jorma:

2a
direc——

este

2 », estudiado en la *Seccidn Cuarta” de
y cuya solucidn viene dada por las ecuaciones
, ¢l *Balance de Energia” nos da como re

(t) = g Bt

sultado.

2-5-19



. T T ._'_r = I LI « 7 I o - =T = = 7 * 7 17 7 oy
La “anergla de Radiacion?”, de acuerdao con La 1-7-=, Iy al SUS~
- ' - ! id v
tituir en elle el valor de Iaq ageceleracion encontraedo en 1d ecuc
£ y - 4
CLtaN a=-t=—%4, Sera. 0
/
P o o]
¥ {t) =nt [ a®.dt
74k _L /
/o 2-5-20
S 52t - EAT |
= = Mlgy [ £ = /

. ] Z i 3o o f -
Sumando estas dos contribuciones energcticas

E . (t) + W 1l =8 thuusr = E . fod 2-5-21
czn(b) rad! / g ! B -

[SIN

.r?-14-7,(1u T
arviculao;

De suerte que la “Energia Cinética Inicial” de la

o)

1

-~ o r 2 4 - # . 7 . . &
se ha transformado totalmente en energia cincitica Yy de radiacion

en el tiempo » t ” sin que aparezca ninguna radiacion de Schott.
Esta transformacidn de la ”Energia cinética inicial” o del
*"Tpabajo®, es independiente de la frecuencia del electrdn asi
como d¢ la intensidad del »Campo Magnético” c¢n que se¢ encuenira
E

5 = A i - 3 = 3
la particula y el *Principio de Conservacidn de Energia” es vd-

lido para una estructura:

P ) = 18
L a=Jd= S
3
1 .t
rOA‘O i —Q
&
Yy para una fuerza externa.:
eH

Pero si ahora analizamos el

7

mismo caso del electrdn en las Fit):

-

mtsmas condiciones, pero cam—-
biando ¢l tipo de *F__," y que

ahora scrd:

ext £-5-23
="
tal como aparece en la fig. 14. o




n estas condiciones Se€ puede suponer quc:
area t = 0O E . =0 E =, Bl . =10
P cin Sch interna
para t = o = =0
pues ;

entonces €l movimiento es uniforme?,

[l

Para cobtener ¢l ”“Balance de ', procederemos
Siguiente: , o
~ e 7
Como o= F.v(t).dt
ext
Q
Sustituyendo el valor de ” v(t) » encontrado en la
y el de la fuerza que cstudiamocs segun la 3-5-23,
/ o0
- 5 oy 4
T = [ eB9t.eap(- =—). VL = eepli-i—

~)

W]
He

n
[\

resulta:

) dt

T, s5-26

y recordando la propicdad de las integralcs de acuerdo con la
g5, nos da: Y i)
i (86
i ‘;117)
T = o llx_/
a2 ° m & 8=-5=-27

o

Para encontrar la “Energia Cindtica” bastard sab
velocidad en los instantes: ? ¢t =0 Y = oo Y
Sustituyendo en la A-4-62:
: ek C Q
para t = 0 vio) = —= {QZE)(J - exp(- ~-) = 0
- 7
P (,“I_’j A 2 Fa e )
para t =00 v(o) = | agL)(z = exp(~ ——/
I UL
= le
Io gue nos indica que ‘
“Toda la energia cindtica de la
se debe a la velocidad de
ticmpos muy grandes, uverte

E ., (e0) =22 n.v(ca) = Im e
ecin o - |
o O & A
oy >
- esh x’) (€ (—')._. _,)

la misma,

particula,

para
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Para hallar la ”Energia de Radiacidén” bastard sustituir en

0

la 2-5-~20, €l valor de la aceleracidn encontrado en la 2-4-61,

de modo que: o 2
ek S &t :
4 = ﬂz.q- (——) rQZi) cexp( rdt
ra 7
2 - )
: 1 £2=5=530
, e e
= {":-._; ,/] /Qb‘_/
m E o

F

Sumando estas dos contribuciones se¢ tiene:
o

’ &

; = { (=, EQ ,)

il " { o2 ,} ../_ ¥ s o E= ._\____..__..._a._l".....
cLn rad mn

5 g-5-31
Comparando este resultado con el obienido en la £-5-27, vemos
que no son iguales. Por lo tanto:
"oucda comprobado gque e¢n la electrodindmica de

Peierl s—-Prigogine, no hay conservacidn de energia

para una misma estruciura:

v
ol

3

k9 + k°

g =

pero con distinta “Fuerza cxrterna” aplicada al

electrdn,



DE Ll W{ATERI/

Poaira el estudio de la "Estabilidad de 1o materia®” dentro de

la clectrodindmica de Pciwwrls-Frigogine, Sc utilizard el crite—-—
rio de *YRutz-Hurwitsz?, cuyos principios cocnctales damos a con-—
tinuacidn.

Dada la ecuacidn de grado * n

- a a a " a . a ~ wn e wnw -
n--0 n~z N n-6 n—& -1
E—-6-2
a G o o} ! a R - I
ne1 n-3 n->5 N7 n-9 ne2(i * 1)

donde 1 = 1, £, 3, 4y ieeees

y s¢ pueden obtener oitros tipos de coeficientes a partir de

los anteriores, dc¢ estc modo:

]
a8, .5 a ; p
4 | n-0 n—¢1 1 Yn-0 “n-z
F = - = b R '
il “n-1 a a I -3 n-1 |a a
" } n—1 ‘n~3 | ! n-1 n->5
a ‘ a
n=--0 Yn-s %n-0 n—8‘
S b e ;
e “n-1 a a Catd “n-1 la a
n--1 n—7| ' | n-1 n—Q‘
y cn general
Gy “n-21
I S
n-5(i T 1) = a
( n-1 |a

_~
Y
~—
~
)
g;;
-
t~
-
-
}
)
¢
]
~
N
.



-z n-3 % | 4y n-5
c = 1 | | = !
n-1 " b ‘R n-3 ~ 7 D
n-1 1b, bo-3 Gt L bp-5
“n-i n—7 Cn-1 Gn-9
C — == 1 C :.....:?__.._.
b Pocr |Pnez Pasz =7 by g ‘bn—l 0,9
y o general:
Yn-1 n-2i
. _ 1
n-2(i L 1, = b
=1y, g n-2(i £ 1)

Dc suerte que la 2-6-2 se¢ pucede escribir en la forma:

%n-0 n-2 % n—g gttt Ipoog f

.1 “n-3 -5 e ottt An_o(i o+ 1) (

b ] . a-6=3
ned =3 bn-5 Yne7 ottt Ypnlo(i 1)

°n-1 “n-3  “n-s  Sn.7? ot Cne2(i £ 1)

El “Criterio de Futg-Hurwitz” dice que:
NDyn sistona es estable, sdlo cuando todos los coe-
ficientes de la Primera Columna de la £-6-3 sean
positivos.,”
Aplicaremos este 7“Criterio de Estabilidad” a los diversos
casos de *Fuerzas eatcrnas? agplicadas en la electrodindmica de
Peiwrl s-Prigogincs



= RS e

] = (2 i/ado armdnic cuya Juerza viene dad )
d.—- Oscilador armonico cuya juerza viene dada por
— ; —
F . (t) = =kx E-6-1q
ext

In cste caso vamos a tomar como *Factor de Formae?”:

o — —=—(kok)”

glko , k) = - e 2-6-4b

gue presenta un » CZE0 ” en el Pcuti-off”

Lc masa electromagndtica viene dada por:

) - .
m_ ., o= 2L = < (rohe)m E-6-5
el &5 0
de tal forma gque:
Q& imotem 2 M £2-6-6
el
St hacemos (Fokal =3 = L&/ 2B

donde: [/& / es un pardmetro y tan pequefio como se quiera
y centonces se tendrd:

0 mao — Z’Z../E,/LAI?Z

m = M /

o[
~

b = - &2 m
Por otra parte se ticne que:
M,y =M = Mo S—-6-9
Luego: . )
7 lééﬁ.m =m - Mo
Io cual indica que: g = /é,/ n 30 2-6-10
]
de modo que Si: Rp Lot B entonces:

L 2 4] a2-6-11

St ponemos como condicion inicial que:

(o) = z(c) =0 2m6-1

N



la ecuacidn del movimicnto toma la forma:

mal{t) = -kx + ? (roku)/uf'fdk.g(ko k)cos ck(t-t’)a(t) 2-6-13

omando "Transformadas de Laplace” y resolviendo para *X(p)”

Se obtiecne: ., ;2 2.8
Y{/ o } = .f(‘{ %) /} . (p + -?(Jl r"_‘.o__ o_ 6—11

r 4 [®) ) (]
i & T : ,
D :_—{p (1- —5Toko) + P (8- —S-—rokolcko
L e A

.
2, & 2,2 . =5 2
+ p (w” + cTko) + plcko)éw”™ + (wck,)

le YRuth-Hurwitsz?

Para aplicar ¢l criterio de estabilidad
en la 2-6-14, necesitamos conocer el valor dc los coeficientes

de » p- " y de ” p°~ ” cn dicha ecuacidn, para lo cual bastard

sustituir el valor dc ¥ roke »” dado en la 2-6-7 y 2-6-11 de mo-

1: £;, .E:) _ - y 4
para p @ 1~ —s=(roks) =1 = g3 = J€ [)ef 3

. 2~6-15
! (=] ;_?

o ‘ ;. ) 2 :
para p-: o e —troy) = & - —§~(3 ' /é.f)gﬁ*ﬁ*ﬂi/

sSustituyende el valor de estos coeficientes en la 2-6-14

se tendrd que:
. 5 . 2.8
z(0).(p” + 3¢"k%) 2616

b 4 o N

4

! i ]

=P + —=—/E/p" + (W~ +cTko)p” + Ew (cko)p + (wecko)

[

dqui los ¢

-~
.

eficientes de Ruth-Hurwitaz son:

2 2 2 ) o
g a_ o =w + ¢ ko e, _, = (wek o)

()

Ew"ck o E-6=17

2
s
]
M
~.
0
h>
o
|

L1 o 8 B
g = & 5l = w+c Ko
n—_ n=¢& | 3 |
1
= 1 1 :
bn Pl A - l a B . (] ' (9} 1
- i = P i 5 ; 5 = s '
n—1 n—1 n-3 —=—/E/ckoi %, [che Ewckl
I i



y efectuando el producto del determinante rosulta:
3
&
b e —_— L. 0 2-6=-17
n—1 /&
de dondec se ve que la 2-6-16 presenta un ”Polo” con parte real
negativa, lo cual hace que el Sistema estudiado sea INESTABLE.

B.- Fuerza externa producida por Un » H ” constan

7 e_ > 7 - .
Ko O o ALREE & conste S-6~-18
17 o

La ccuacidn del movimicnto en sus componentes * Ve ¥ U ?

toma la forma:

a;(t) = WUy(t) = + %c”o(t-t'). -Choof t- J a (t’)

2-6-19

a (t) + wo_(t) = Lot f et 1) & B 0BT )J £

15T
3/ -+

41 aplicar "Transformadas de Laplace ézg)” este sistema sé

transforma en:

2 -

P Z.I- g - [»] r ¢
v (p) P/n+ ;‘.'o) L; -9-(-,-};“-+21le0)[=&£ + ¥ (}J)L--a(/}"-f-ch’o) ]:: B7
wJ .. L i 4
) 4 ’ 5-6-20

= T 1 =)
E ptcko) |+ Vy(;)Lp(p*cko)b ~ rgﬁo(#) + 8cko)p°| = Bg

done

& " Olf o

ol

(3p + ”CKO)Lpdh/D) + vmfo{}

By = v (0)(p+cko)” rﬁﬁq(%p+zcko)(pu (c) + v (ojl
¥ = = L oY Y y

=

ST . - S = ol . - - 7 x
Resolviendo este sistema de ecuaciones simultaneas se

m
o
e

o+

o~

Lo}
I

ne como reswltado



Vx(p) =5

V- fpl) =
y £

ecuaciones cuyo denominador es:

1 6 4 Py FeL RS 2, 4 P24 3
b = (_'*?-p T —:?ch’u/é/’,p - (_QC Ho + W )P F 4w ckop

De acuerdo con el “Criterio Ruth-Hurwitz?”, Uvemd

W]
7]

)
IS
)
-
[®]
t
O
o

!

eficientes son:

e . - / . wcky
Gy = g7 nmg = 3HE/> O Dy = S 4

b

y por lo tanto, es sistema anterior es también *INESTABLE?”

C.- PFuerza externa” gue depende del tiempo.
Dicha fuerza puede ser del tTipo:

—
F = eF(t)
eExrt

Paora este caso, vamos a demostrar la “INESTABILIDAD” por el
llamado “Método de los polos” y de los correspondientes hoddgra-
fos.,

Ee Tt 4 i ST I ’r
La ecuacion del movimiento sera:

malt) = eE(t) +

La estabilidad de esta ecuacidn lineal sdlo es funcidn de la

. 1) r/ ) I3

funcidn de transferencia ¥ H(p) ” definida aste:

— 2 o ;
oy IJ‘:: eh.l 4 ] D = ) A
LJT' (/p ){ =1 = — Q(}f o H) = £ 57 dk 2—-6=25
= Sime” p~ + ¢k

Q



en 7~ ~welr " m ” representa la “Hasa total?” del sistema y Ul

ne dadc por: mo=me oM o 6-26
el
me = masa mecdnica
M,y = Masa electromagnétiau
- 562 glko k)dk 2-6-27
e
]

Introduciendo una nueva notacidn segun las siguientes COnver

ciones: o
&
K ) . _ e
x = 7 p = - 1cG "o = g
[e]
e © £-6-25

”g’:rz(;c).g(zfo k) +/Z(-zf).g(ko s =k)

la "Funcidn de transferencia” dada por la 2-6-6. se transforma e
-7 [= =}
. 2 . g o o _p_c
H (=icod = + r ok dr ——t——— E-6-29
( ( Gﬁ 1 T of o gl
~ ol
Jabemos que el ”Nimero de polos” de la ” H(p) » coincide c¢

, —1
el PMimero de ceros” de * H(p)

Como esta funcidn de transferencia viene
carece de polos en el semiplano superior de
-1 ,

? en dicho

definida por una in

tegral de Cauckhy,
modo que el “Niumero de Ceros ( Z )” de la ” H(p)

LXY

semiplano es igual al numero de veces
P -7 -7 %
Te H + Im H

que se pasa por el origen en Sentido contrarreloj al recorrer c.
eje real »6,0” desde:
g = - OO hasta T = + OO
De suerte que el sistema serd ESTABLE si y sdélo si:
= 0 2-6-30
Para el caso gue nos ocupa actualmente, los valores que se

tienen por encima del eje real son:



— o
4 -
- _Z r:_'y " l"'.:)ffJJ J,’" TT (o3
fie H = 71 + Tf'woﬁca/ /dr ————
T c / -
bt - ] .
S 2-6=-31

~1 4
-3

o
by
t

(7'0-"1-0)6”]5(5,(7')

g(1, 7 ) representa la estructura mdis sencilla

puede presentar, Y viene dada por:

w

O |
gl1, ) :I:i _ (Lhe¥ fp(i,r) 2-6-32
que al sustituirla en lo 2-6-31 da valores nulos en 1oS puntc

o-= 1 oo 0 pA. - £2-6-33

resultados cuya representacidn grdfica aparece en la fig. 15

AN H—I
Ek/ 7

fi5 15

Para constrvipr el hoddgrafo que nos indigue las veces que

atravesamos el origen en sSentido contrarreloj, bastard evaluc:
la 52-6-31 en los puntos dados por la £-6-33 encontrdndose que

tales valores son:

G- 6= G
=1 - > Per
Re H =0 1 =1~ =roie fpll,x)dr 21 - 5 —
i o3 o0 J mn
(3

S 7" mz 0 7, resulta siempre gque Sy > 0 7

pero entonces el signo de "LL 7 no queda determinado por

15
S

de la masa mecdnica.



Si la densidad de carga es tal gque ".» 07, el hoddgrafo del
/
ststema estd dado por Ia fig. 16 /\I”KHU-i
Como podemos uver en esta
!

figura, se pasa dos vecas en

oo
o
SN
&

torne al origen en senti

-
c

(o
e}

contrarreloj, y por Lo tan

el sistema no es ESTARLE,

Vemos pues a través de los Jr.2 3 7 &
VAT

ejenplos examinados gue, para
£ 3 o 7] - - = -+ . 7

una estructura determinada, erpresada mediante la ecuacion
o~6-4, en la electrodindmica de Peirls-Prigogine hay INESTABI—-
LID4AD, cualquiera sea el tipu de “Fuerza externa” a que Se en——
cuentre sometido el electrdn. (1)

&to nos lleva a concluir gue dicha INBESTABILIDAD desapare-
ceria si se tomara como factor de forma:

&g
/ g ( ]{O » i ) /

que constituye el procedimiento 1lamado de ”"Renormalizacidn”

como ocurre en la electrodindmica de Sommerjfeld.

(1) CLOETENS, W. J. en ~Hun-away Solutions in the Prigogine
Electrodynamics

.

dceptado por PHYSICA,



Deduccidn y Solucidn de la “Ecuacidn electrodi-

Soluciaon

Solucidn

£l PSpin

Bosgquejo

ndmica de THOWAS FERBER

le Ia ”Ecuacidn del #ovimiento de una
particula cargada sometida a una fuer-

2a externa YDelta de Dirac?”

de la “Ecuacidn del Hovimiento de una
particula cargada y sometida a fuer-—

zas externas “Impulsiva y de Lorentsa?

de HEISENEBERG? como una COnsSecuencia
le la Electrodindmica Cldsica libre

de singularidades

de un posible experimento para deter—
minar la trayectoria de un haz de
electrones dentro de un Campo mag—-

nético constante.
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Deduccidn y Solucidn
de la
FEcuacidn de THONAS ERBER

Adcabamos de ver en luo fic. 8, pdg 37, que una particuia car-
gada se comporta como un Sistema con una energia de entrada Yy
una energia de salida, en el cual:

La energia de entrado 7 Ein ? es la gque se da al sistema
desde fuera, es decir estd representada por el *Trabajo externo”

£l elemento de este trabajo exiterno viene dado por:

dE, = 4T =TF. ,.vdt A~d-1

in P ert

El trabajo o Energia de salida ” Bt ¥ es 1o que se obtie-

1%

de del sistema, y eStd representado por la “Energia cinéiica”

’JE

b

» y la energia de radiacidn »*F .
Y g rad

cin
El elemento de trabajo de salida serd por lo tanto:

df = dT = df _._ + d?r AA-2

out out cin ad

Ecuacidn en la cual los elementos de Energia cinética y de

Energia de radiacidn vienen dados respectivamente por:

_ d r mv ]
A7y = Ve E 2 %"dt
[ 1 - )
l C2 P
A 4-3
2 - 3y &
ar ) — R O 757 A
rad L) o & 3
7 02] 2? 023
I - — c [1 - —=x{
( Cd/ L CL:?/

De la misma manera gque en Termodindamica, podemos ahora esta-
blecer el “Teorema de la Concervacidn de Energia”, que para mo--

- . . 7
vimientos lineqles sera:

b*j

in out

ar = af.

LL



d=-4-2

Sustituyendo las ecuac

obtiene como Unica ecuaciion

neagle¢
— d
F .uvdt = UVe—57
ext d

Ciertamente en este caso

energza Se pueda ie aceptar

también podemos escribir

10T hA=1, A-E, 1y

v

novimiento

el Teorema de
como la ecuacidn

en la formaz

- &7
7
< N L3 A=z
para movimiento
- C. =) -
m ., ———————————
L -~ ol
{ 2
- & )
1 <
- A )
Lomyy =3
- Y ‘/‘.
f o 1) y,
————— [2
T
s s
1 ("-gz){
C ¢’

lag

del movimiento,

/ N : . [s)
d mw. | > z J o ( = (
7 o F m T + =1
at . ext L 272 . k{ .
Li=(-<) ) { v 2| v,“
c St —(—%) | c \Z (—) j
para lo cual, basta simplificar por dt, dividir por
cordar gque: 77 | .
v v " Tu E
v

y reoidenar convenientemente en la ecuacidn 4--5

Para movimientos tridimens

ecuacidn Unica del
servacidn de la Energia;
»lag ecuacidn

les,

mensionales.,”

Esto es equivalente a

?la fuersa

de la velocidad

En la ecuacidn 4-6, el

ta el Impu! so,

=

do la "fuerza de

La i

la que se pueden considerar tres casos limites

movimientc

por lo tanto,

es vdlida

y el corchete

radicecion”

a partir del teorema de
POSTULARES
vectorial parae movimientos

también para movimientos

decir que:

. Ié . Id
Microscopica actia

término del primer miembro

del sepundo micmbro

.6 representa la ecuacidn general del

ionales no es posible deducir

L

08 que:

en

estd

7.0 &

intere

2y

qu

Conservacidn de

urn

lirnca-

tridi—-

la direccidn

represe

novimicnto, en

santes:

Wil

Co7.—-



A~4-3

Primer caso:

v oL todas las correcciones relagtivistas,
de modo que la A4-6 se reduce a:
— g , R
m.a = F UA=A=-7
Segundo caso: l1im v(t). ahora sdlo despreciamncos las correcci
T =0
—_— . - 7
L nes de Ig radiacion, U entonces la A-—!
toma la jorma:
1 m T> -
— = F Ad=4—c
dt / > 2 Yext -
7 - (=
\VJ ( c)
Tercer cascs lim v(t): en este caso sdlo se pasan por alto, la
o, : —
= correcciones relativistas, de modo gue
la ecuacidn 4-6, se transforma en:
> 77
—> o o £ 2 2 1
m.a = F ~ Muler (@ +/72£; Q) o
ext “Z( ( c / i
D
A-4-~9
_ L w28 57
ext L v )
pues:
o
v o< -
t=—) =¢ rara AV

Fsta ecuacidn 4-9,
la llamada Ecuacidn de Thomas

en escribirla en esa forma (1),

lineal armdnico,

alizado

1im

sor el Dr.

20
[a) o]

v(t)s agui pasamos por alto la radiaeciin j

es la misma que la 1-7-35, Yy constitujye

iLrber, por haber sido el primero

para el caso de un oscilador

I

aunque su estudio y generalisacicn ha sido re-

Filly Cloetens (2).

En todas estas ecuaciones, la "fuerza externa), de acuerdo
con la lectrodindmica de Lorentz-Dirac, viene dada por:
—> —> e —> —
F = e.H + — H ~-4-10
ext X 4-4
(1) Th. ERBER, en Fortechriste der Physik, 5, 548, (1961
(2) W. CLOETENS, en Tijdschrift van ds 7-ije Universiteit Lru
sel, 3, &, (1965)
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Para resolver la Fcuacidn de Th. ERBER, tomaremos cOmo
Juerzag externa: > e > —
F = —Uvx H
ext c

de suerte que la A-9, adopte la siguiente formas

Sabemos gque para un ” H * monodimensional en la direccidn

del eje Z, se tienec

£ =1{ 0w+ Cpt i) d-4-12
-~
¥ que el producto vectorial ” vx H ” da:
77T F
- 7‘7_ ! - . T _ —> -4
va = v Uy v, | = H (JHL Do+ d ) A=4-13
0 9 H
z
de modo que la ecuacidn i-11 toma la forma:
2
—> — —> z a _ .,
= H — — —_—— /I,
m.a FE (Uyaz Ux-,]) m L ( U ) . 2] Lo -l 14

Como por otra parte, la “Fuerza Fxterna” en sus componentes
viene dada por:

m.a :—max.7>+ may.3>+ maylz? ‘ A=4-15

igualando los coeficientes de estas dos Ultimas expresiones:

o H
ma_ = —~— H, v == a S — —=>a_ - w.0_ =0
x c Y x mc Y xr U
A-4-16
e eH
ma, = = Ho —=> a1 = = UV =>a + W.s_ =0
Y c 7 e d 3 mc X > v x
De tal manera que al sustitulr estas componentes de la fuer
za en lo ecuacidn original del movimiento, la 4-11, ésta toma
la forma: a
. a |
a_ - Ww.v. + —).0 = 0
x Y Zi ( % / x
. A= 4-17
- a -
a + WwW.v_ + = —) .0 = O
17 x L ( U) 1%

que es un ?Sistema Lineal” al que podemos aplicar “Transforma-
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das de Lapilace”, teniendo presente las siguientes condiciones

iniciales

v (0) = vy
* 4-4-18
v (o)
El sistema A-17 es eguivalente a:
L~ wo e T,
v, wev, F ﬁ,L( = ).Ur 0
(] A—A—_ZQ
P}
v +  W,U . v =0
y l

Aplicando ahora PTransformadas de Laplace K%} ) da:

a..
n 7" - o 7T e a7~ =
‘%ioux UI(O) mﬂouy * L( v ‘&DJI o
| 4=-4-20
] 74:' . . 9 _— a [ . 3
B Py uy(o) + WU, A5V, = G

sistema que podemos resolver tanto para ”4250, ? como para
- Z

»Ll,v. P, De la ecuacidn A-2C se tienes
Y a

- - _Po * WAPy A_4-21
Ao Ve 5
Jo + L( u)

. . N IoTe R P TN 7 P 9= .
que al suvstituir en 4-20 Yy resolviendo para v 7 da:

%l' U‘y = - Dy :/ , Zﬂj > ] 2"" A-4=-5F
'p +Z, a ] oW
| L("‘;) J

y al llevar este valor a la ecuacidn A-21 resulta:

2 p +‘Zj -L
A U, = Uo

Z_P szi (-—J

4 partir de la ecuacidn A4-11 podemos encontrar el valor de

fJ’."A_BB

la constante ( a/v )2
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Para ello elevamos al cuadrado dicha ecuacion 4-11, de moc-

que:

o o & N
Y e & _ B e - o T;‘ fije:, ) 4,T. -, a4 " e Sl
(ma) ( - vH) o vx H.m L')( Tead + ("‘L_C{ 5/ ) A= f =2
2 \_,,-.r
rividiendo por (mv)”, haciondo ~F%— = w Yy recordando gu
—_ —_-';“‘ -
( 5xfy. v =0
la anterior ecuacidn se reduce a:
2 a 4 a = _
(ETL ) - —) - (=) +uv" =0 d=4-25
a &

que es una “Ecuacidn de Segundo Grado” para (=43~

Resolviendo por lo tanto esta ecuacidn se tiene:

(_a )2 = =1 /1 - MQ'“J)E:
v T 2
- L

A-4A-26

Introduciendo este resultado en A-22 y 4--55 se tiene:

Cred

s o
Ly vy L ""CK)']
(p - (—:4%’ ﬂg#_wZ
Ad=4-27
Qé v.,o= - Uo.w‘/. _,/ =
y @' —(-d%frg + w”

~/
. 5 [
iplicando ahora ”Transformadas Inversas de Laplace (Lz)”

y recordando que:

, =/ .
‘:%éj (p - ajg + b2 - é . e t.sen (bt)
A-4-28
#;J—/ p = a_ _ eat cos (bt)
N (b - a)a L b2 ’ '
donde g = -x < y b = w
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o)

—X wt L
Uﬂ(t) = = Vo . € 2 .oen (wt,
7y

Sustituyendo el valor de "X » encontrado en la 4-26 y des-

pués de simplificar, se tiene finalmente como solucidn:

It

j38)
&

Ux(f) Vo . exp ===

A= A-30

~

f
—

i
S
1
=
9

I
Ha
™

™ Ny

I
~—
ok

Uy(f) =~ v, . exr -_Jgfn (wt)

~

ecuacidn gue también podemos escribir, factorando convenien

temente, en la forma:

~
5 o
v (t) =ve . exp 4622“)} cos (wt)
& . P
. 14“‘1—'-:71
Uy(ﬁ) =~ veo . (ki;ujgacen (wt)
que representa la solucidn formal y exacta de la *Ecuacidn del

Hovimiento”, de acuerdo con la formulacidn hecha por Thomas
Erber en 1961, y resuelta segin ¢l método ecxpuesto por el
Dr. Miilly Cloetens, ay también atro mét do gue aparece en

T 3y =

Stevin.
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A-B-1 -
Solucidn de la FEcuacidn del Movimiento
(le una
Particula Cargada
sometida a una Jfuerza exrterna
" Delta de DIRAC 7
En estas condiciones, la ecuacidon general del movimicnto gque
hemos presentado en la eccuacion 1-2-32, pdg. 15 de este trabajo
toma la formas
L mcke(t=t’)
— & s, —C [k —=»
m.alt) = exoS(t) + Qroko[dte ¢ . alt’)
0 ‘ o s . 4-B-1
—= i S rok / —cl ol t=1 -
a (t) = enod(t) + = eCe g7, ¢ ¢ of )'37t')
m m
(]
Escogiendo como valor de la masa electromagnética”:
- L. 2
fav) -
m —) k k) dki A—-B-2
ez ]_{/ ( c ) ,g ( o 9 ) B
~ . . L - 3 3 - £y k
Al multipliicar y dividir por ”"m” y haciendo o = % la
L)
expresidn anterior se transforma en:
=
: 8
Z e 1
mez = e ———— K .« . dx A-B-3
77 m.c” 1+ x°
o]
pero por otra parte sabemos que:
eg
— = re = radio promedio de la
m oo particula
y I|E_oC A.__B_z}
Age 1 _ 7
M = = 3
7+ x°
o
Por lo tanto, llevando estos valores a la B-3, ésta se reduce

Sinalmente a:

m

€l -

ndro . ko} 4i-B-5
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Como ademas: m =m, entonces mo = 0

el
de modo que:
m,; :'(roko).mgz y roko = 1 4-B-6
Por lo tanto la ecuacion B-1 se reduce as
-
- o 2 - t-t’ : ’ p
a (t) = é eEoL (1) + 5 e ckol -t ). Z(t’)dt 4-B-7

<

2 _ S~ _=ckot Z -
SAnd (t) =1 (o S
- . v
Ao a(t) = p.d(p} - g/(g) = p.4(p)
entonces, la B-7 se transforma en:
: I 2 1
! ) = o B0 ~ A j— B—
A(p) w— B0 4+ 4 —— (p) A-B-8
que resuelta para A(p) nos da
I 1
i(p) = —LEE (D F Cho A-B-9

m p+JC;fo

Sumando y restando » fck, ” dentro del paréntesis de esta

expresidn se tendrd comc valor de 4A(p) el siguiente:
eEQ 2 Sck o
1 (p) = ———— 1 - -4-B-10
A (p) m ( 3 p + 3Cko)

o 9 . ol d
lhora si podemos aplicar *Transformadas Inversas de Lqﬁace”

recordando para ello gue:

AR

-/
% a - at o . -
A7 p—-:—-a' = d.€ donde a = = JCHop
obteniéndose como recsultado final:
— 1 : o ~3ck ot |
a (t) = ~ eEU[dﬁ(t) ~ 3cko . e 7"V ’J A-B-11

que representa la »Solucidn Ezxacta” de la ccuracidn dada.
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Ly

Solucidén de 1la cuacidn del Movimiento

de una
Particula Cargada

Sometida a wuna doble fuerza exterior

» Impulsiva Yy de Lorentz ”

En estas circunstancias, la ecuacidn general del movimiento,

es decir, la 1-2-32, toma la forma:
~ [} Z ZJ .
nd(t) = epod(t) + 2Bl + roki//dt.e_CkO(t” ' h(8) 4-0-1
24

3

ecuacidn en la cual, cada término tiene un significado fisi-
co, a saber:
- Primer miembro, representa la Fuerza de Newton
Z1 primer término del 2° miembro representa la primera
contribucidn de la fuerza exterior, y es un Im—-—
pulso en la direccidn del movimiento.
- FE1 2° término es la segunda contribucidn de la fuerza
exterior, y es la fuerza de Lorentsz.

- i1 Ultimo término, representa la fuerza de radiacidn

Paro encontrar la solucidn de esta ecuaciin, la vamos a €S-~
cribir en funcidn de ”variables complejas”, tomando entonces
la siguiente formas

Ft) = - iwr(t) + credit) +

e

£
0o t=C) L) 4T oo

y derivando respecto a ”t? esta expresidn se tiene:

. . . -~ T -
== iwf + eEQd?t) + f - wo)(e wolt Z:’. flz)aZT 4-C0-3
[
Hultiplicando Ia C-2 por ” wo »” y reordenando adecuadamente
resultac

Uof + Twwof - eEQwoJkt) :-w?//e—wO(t—Ez). f(€)az ;.04
o
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Sustituyendo la C-4 en la C-3, se tiene:

Twf - eroS(t) + wof + iwwoef - eFOw.d(t) = 0 4-0-5

Factorando y trasladando términos en la cxzpresidn anterior,
resultas
F(wo + iw) + itwwof = eEOJ(t) + ered(t) 4-C-6

que es uno *Ecuacidn Lineal de Primer grado?”, a la cual se la

puede aplicar *Transformadas de Laplace (¥5) 7, obteniéndose:

p (iw + we).F(p) + iwweF(p) = eEBp + woeEO. 1 4-0-7
y resolviendo para * F(p) »” resulta:
F (p) = eE9 - L+ Do 4-c-8

plwe + iw) + Twwo
expresidn que también podemos escribir en la forma:

eEQ Yo

— . Vil
Flp) = ebe D(we + tw) * twws plwe + tw) + twwe

c-9

-/
St ahora aplicamos *Transformadas Inversas de Laplace ng)”

se tendrd gue:

LB o iwwe_
f(t) = Ty eFe.exp ( TR t)

., A-0-11
7'*_:\/‘,9/ cF8

(woe + iw) + Twwe

pero de acuerdo con las propiedades de las 7Transformadas In-—

versas de Laplace” se tiene qgue:

-/ :I( =
e _y | __ck€ D A go
Ao ¥ (D) Tla|wo + lw . i wwo 4-0-12
L P Wo + 1W

Sumando y restando a esta expresidn la cantidad:

TWW e

We + 1w

se tendrd como valor de la F (p):



,]0 F(p) :z

i
o~
Sustituyendo csta
A Wo
f(t) = = =
Weg + 1

con’?

A-C~15 ticnde @ CGro,

. r . 7
cion de Io ecuacion

SU 3

vt
o+

S
|

gue representa la

estudiadla,

comioncntes nos

Uo.cns (wt).exp

1WWo

]
|

P =
D JE —
% Wo
TP 7 wacidn 0-11
EXPT ] a ecuacion L—il
Lww o , , 1
o T o B (R 2l o
AT S 4 1 Z'_') : 1y
o 7 Lz o 7
LWW o o
= DT ke ey g U O PTG -
Wo + TW i

inicial que

)J A=i0~13

resultas

— L _epod
——eEed(t)

4 - (C-14

ZZL’ZUO )

we + 1w

Se

que pasan-

—t) 40-15

ta una quero pulso
lo podemos desprecia de modo
Iimite, es decir cuando:
) “‘U
se reduce a:
W, g iww e
l~——chO.ecxp (
o //Jo T

5 . RS S I B . 1 = 0
ciones de limite, también ol £
de modo gue firnalmente se Tiene

projuesta.

1w
il o '(5)

(t) = ef@.cop (- —
4 Wo + T

(—E%wa

o
(mt).ecxp (=G w”t)
Yormal y seactar’

término de

como Ssolu-

4-C-16

ecuacidn
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FL NOPTN i HETSENBERG?”
Com! 'na consSecuencia
la
el - T
lect Ca Clasica

singularidad

b

I'n este csentar la de

emos

de Heisenberg”, y luego haremos el cdlculo
comprobando la difercncia existente con el

mental tenido por los ya bien conocidos m

Ad.- Deduccidn del »Spin de Heise
Para el desarrollo de esta seccidn Segu

88

D Re

diccidn del »Spin

de es i

\D

mismo spin

resultado exrperi—-—
édtodos cudnticos.

1

nberg?”

iremos al Dr.

etens (1) cuyo articulo qpaﬁ10€rd prdximuucnts en PPHYSIC4?, y
que Ileva el mismo titulo gque el que encabeza este apéndice.
Para ello tomamos una particula puntual como una ”Funcidn

3

Dirac?” distribuc

La

difundida mediante una

)

ecuacidn del movimiento de dicha part

ria Lorentz-Dirac para una particula puntua

. ~>ext 8 A
mety, = @F U, 5 e (uw s eklcy
AL A - IR

't tomamos: ¢ = ] Yy rohio = 1
la ecuacidn anterior la podemos escribir er

idn de frecuencias.

'

icula, segun la teo-

i delta es:

A-D-1

la siguiente forma:

nw, = G Rl 4 o B ' s ) (w’ w . w ) dk =D~ 2
/,[4_ u.&//‘,/ oty 7 3,, [ & S ‘:4,‘//“ w,j'“ . 8 A= L=
’ ’ — D
Introduciendo una representacidn de *Onda plana® para la “Fun-=
cidn Delta”, dada por
."Oc
JA(S = e :ff%7 cos k(s-s')dk A-D=3
Q—L:O
. =1 e
en la cual: s = longitud de onda relati ta
(1) CLOETENS, W. J. a conseqguen-

without



4-D-2

Llevando esta expresidn a la 4-D-2,

99

la ecuacidn del movimici

to serd:
[a’=] [=2}
=ert // . .
nw = e, LU, ds’'fdk cos ki{s-s")(w ~w'w/u') 4-D-4
L A y / Ty P
; oo
- oo
Adhora podemos introducir como funcidn de distribucidne
(]
<
( &)
que representa la distribucidn de frecuenci. de lag aquto-fuerza,
de modo que la Ultima ecuacidn adopta la forma:
P e g 0
~=ext 4e” P 2
m.w = e.r JU T ds’/dk. (k).
e A s S i
7 ’ ~ o dooo A-D=-5
s s Fd I'd ks
cos s=3 )J(w’ - w’ w’ou
( )_/& b, 0w, )
z
- 4 4 . - .5 .
4 la funcidn de distribucidn » g(k™) * la podemos asignar
por ejemplo el siguiente valor:
& 1 1
g(k /) i P = = 0 _4—‘D"6
1 - (rok) £ = (e}
]“Lro
donde: -1
ro =(ko)

Pero también se hubiera podide tomar otras distribuciones de
Jrecuencias que dieran lugar a “auto-~oscilaciones”, 1o cual im-
plicaria que:

fdg (¢ Sext 2 e Zext
o » i -~ |
w, + liovi —s| = E + koo = E. U 4-D~
A FO B\m e A 4=-D-7
as—~" s
Una particula libre admite auto-oscilaciones relativistas en
el plceno » x-y ¥, dadas por:
—_— = -—-— ) =
o = C&Ecos (kos). I + sen (kos).i;] 4A-D-8
-3
de modo que se tenga:s
=, 2 — 2 — 2
(w)” = conste (v )7 = conste ( x )7 = conste A-D-9
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y por lo tanto:s — % /___“_ij_fz
ds = jt\/i - (%) =diNf 1 -~ ( =) 4-D-10

donde ” v 7 = conste

de suerte que como solucidn de la A-D-5, se tendria:

&) g , / v, & >
VQ - (S Lt 1T+ sen £~\/1~(f9) t.1  4-D-11
c ro Y

C

oy

al(t) = 4 cos %:

Podemos notar gue ios *valores promedios” de las componentes

de lao Cantidad de Yovimiento »” p~”, en las direcciones de los

ejes ¥ x-y 7, son nulos, lo cual nos permite calcular el fomen—

cuenta las correcciones relati-—--

o~
)

to Antular ? L 7, teniendo

vistas, y este lNomento lado por:

7= A-D-12

v o
(= A-D-13

)”1} - A-D-14

j_:'f(mc)—l.h(aﬁT)al = zf———“% ~ 10711 cus 4-D-15

Integrande una vez mds, Se obtiene el radio relativista de

las autoc-oscilaciones, dan.lo como valor:e

r :\/7\0“0 == 10—12 ms A=D=18

2 e 33

gue «al multiplicarlo nos da al *“lagneton de Bohr?”

a saber:

T
i7rm m <" 2 om 2 g7

2 ,
s-m (webh

= 0.927 . 10°°°  jou:
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B.- Cdlculo del »”Spin de Heisenberg”

e - 7 . 3 y e 3
nNL De acuerdo con Lo imagen cuantica de.
e TSN VRN " 2ol s 5 ¥ ) N gy
‘Spin del electron?”, éste lo podemos I
- o o o - - — " : - v N .
presentar como une esfera en rotacion,
al como aparece en la fig. 17.

Suponiendo que Ia masa y la densidac

o . oo
7 del electrdn considerado vengan dadas
f,' ors:
m_ 5 s = TN
electron
A A=-D—=18
_m J m

= == = 7 3

V 4 - 3

T re

donde 1ro = radio del centro del electrdn al elemen-

to de masa considerado.

Entonces el impulso o *Cantidad de movimiento®, teniendo en

cuenta las correcciones relativistas serd:

—
= m. v
p = e 4-D-13
\_‘ ," _Z . s — ) Pt
y (C_

y la “variacidn de ese mismo “momentum?” vendrd dada por:

4-D=20

Por otra parte sabemos que el *Homento Angular” estd dado

mediante la expresidn:
— oy

. =Ty D 4-D=21

I~

de suerte que la "variacion” de dicho i

esto, después de sustituir el valor de ”éiﬁ” dado por A-D-z0



Conatderagndo

la copiresion ditima sc

= i
. . .7
Jro- &

g

477 3

Para enconirar el “JHorn

eje ¥ & Y, La:in

I

€ integrar sn (020 el UO

L U
S ey
.
mernto Angular Total

icar la erpresion o

lumern, de modo guer

¢ /
'3 '—S
Ji.or = 9 . ar.g
5 | T
g a7 = Uy o
V s 0 -/

La ecuacion de la o:!n

de suerte gue lcu ITwitces

a lo largo del ¢ je

For Ilo tanto, al

rando

[t

ecuacidn en la cual €l p

son itndependientes de [o
recordamocs ques:

< ) [

&y b
R (x"+y"~ ) ]E

7 - o
a.z — i

\

]

- . r'd -
entonces lag ecuacicén 4

introducir

;
s de integracion da

,

sorans
R :
Lo E

2 = ﬁx _ -

o

citaon

integrande el prime

roducto Y rv Y oes uno

variable de

I
2,2 2, ¢
- (o~ Uu/‘ -
) ‘!‘\6
o= a4

- g o o~ D iTr b3
nterior por G

Iimiteo-

neidn, y

35 ., 30
y

al eje

H Fa TR
=)=l

cn la direccion

d=-D=-24

crnrtezianas €8s

A=D-25

Py

T
i

la ecuacidn A==

A=D--Z26

en la 4A-D-24,

&3

sepo

m miembro se tendrdg:

]

onstante porgue

i ademds

57

2) 4=-D=28
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r gl stancia del gLecvron atl eje 4
ST e
- \v‘ & I -;’
=r" + y

que introducido en la expresion precedente nos da:

b | o
SIMU

./ .,
/
/ drdy ———————— ;
27rs /) i3y (2R )

Ahora podemos expresar la doble integral gue nos gueda

en coordenadas porlares, para lo cual basta tener presente que:

- - . 3 5 . . R = o
cuyos limites de integracion son:

.
ade ol wanera gva

%

del womento se tie

.. N
1 1y - B
_ CmU - - H 3 oo
ro = Uit L ==
D D A
P VO A

£ integrando —aspert. a P & Y resulito:
=

1

o~
|




4=D-7

Si chora suponemos que en el
extremo de la trayectoria del
electrdn, su vel
ma, € igual a * ¢ 7, de acuer-
do con la fig. 18 y la semejan

zq de tridngulos se tendrd:

A=D-34 Yo r

que introducido en la ecuacidn
anteridr, después de reducir a

I's - 7
comun denominador, Yy hacer las

simplificaciones posibles da:
= 2
7 = Jme E*_ 3me R ?
e 2 3 4 Tz
0 o o
s

ero: R = radio de la partic

:r‘o

Luego la ecuacion A-D-35 toma finalmente

5 -
L = —— mcry, .1
g g

y representa el *valor mdrimo” que puedc

Total” en la direccidn del eje

sustituyendo los valores de I

esta ecuacidn, Se encuentra para

_5 - ’
L = « 0,921 . 10 !
Z

32

By

tomar el

as constantes

33 L 3 e ]_

P o 208

stguiente

g . 10%m-s"1

. =38 Kgr-m“
= 0.575 . 10 S8t roule—seqg)

seg

4=D=-35

»omento

gue aparecen en

valor:

2.85 10°1°

4=D-37

De acuerdo con la *iecdncia cudntica Cldsica” se tienes

10777

h 0.623 .
4 x

3.14

joul-seg
A=-D-38
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Venos pues al

El lecir al consid
al 7 del movimient
ratorio

—> 5 J— P
relaig = $. 16 « Z0 L 3 - A=D=3Y

De todo lo anterior llegamos a la Siguiente conclusidn:

PEl SPIN debe ser considerado como COnsecuencia co.
‘electrdn dotado de un movimiento de vibracidn, o
con AUTO-OSCILACIONES en las dos dimensiones del
planc » z-y *, y no animadc de un movimiento de ro-
tacidn en torno a su propio eje.”

Para visualizar algo mas esta nueva concepcidn del »SPIN”,
podemos imaginarlo como un ”planeta” con movimiento de tracsliu
cidén exclusivamente alrededor del centro de cu sistema, sélo
que para nuestro caso, no hay tal centro de atraccidn graviia
cional, sino que €l electrdn es su “propio centro” y su jfuentc
de autoabastecimiento energético para mantenerse en movivient

ste movimiento vibracional puede ser en dos sentidos cont

rios de acuerdo con el signo del SPIN.



Bosquejo de wun posible Experimentc
par
Kedicidn del “Damping -

Como una de posibles consecuencias aplicacidn de cuan-
to s¢ ha dicho en estas iginas, vamos elinear a grandes ras
gos la experienciac quc nos permita deterninar un doble hecho:

a) La trayectoria que describe un electrdn acelerado y
sometido a la accidn de un campo magnético ”E?”CCﬁstante.

b) E1 ? DANFING=-TIHE” o tiempo oque dicho electrdn tar-
da en hacer el recorprido de su trayectoria, en las condiciones
antcs mencionadas,

De acuerdo con las diversas soluciones presentadas en
las dos Electrodindmicas cstudiadas esa trayectoria puede ser:

circular en el caso de la Flectrodind

Y osu

Fscuela, o

g

gspiral, con Ia solucion
Flc
el

goyine

en conformidad
y ¥. J. Cloetens (1) y (2), para la
primero de estos auwtores y la

3

el segundo,

B.- EQUIF

miCda

7:;‘, e
mi

electrodin

le”Dirac y Lorentz?”

sentada por (. I.
sma electrodindmica

dmica de Peierls—Pri-

Lunqgue el objetivo de nuestra expericncino es delicado y de un
alto valor cientijico en el campo de la #Fisica Tedrica”, sin
egmnborgo bastard, al menos en principio, un sencillo instrumen—-—
tal, compuesto de:

a) Un acelerador de particulas, un haz de electrones

en nuestro caso, paera lo cual

(1) F
(2)

G. N. en llev. of Nod.

g

Simon Stevin,

L.‘LL}‘._)’

r

CLOETENS, T. 44,

Physics

witilizaremos

0

un simple

»Tubo de

(1961)
(1968)



4 . 5 ' ] - 4 -
T O A o) T I ey e " - V.5 . g g 4
rayos catodicos” segun aparece en la fig. £3, pag. 111
77 7 7 7 3 T s > "
b) Un *Tunce 1L JACEC COn W? oco gas E G
enrarecido. La i de L e s” es hacer rstole Lo Lra-

yectoria de las particulas.

0o ensagnchamiento cilindrico de estaq seccion s gl

s — y = ~ s

larr el Damping-time , Veéase [Jig. =21, 1G. 111

c) Generador del campo magnético *» H ¥ con Su corres—-—

electroimdn. Este generador es de potencia variable

fre!
O
N
2
=
=
o+

y a fin de gque los efectos sean detectados y medibles, creemos
que debe ponérsele en condiciones tales que sea capaz de gene-
—> A .
rar un 7 H = 0, 10" Gauss, Véanse [f 4 y &z
C.- FUNDI TCIA

L oambas electrodinamicas estudiadas, hemos visto que tanto
- . V4 N » 1 .
la solucidn presentade por G. N. Plass (1), como la solucidn

encontrada por el Dr. ¥. Cloetens (2) a ~tir de la ecuacidn

de Th. Erber, coinciden para los limites

- . . - - sy ey 2 e YT T +om T Ao { -
guec corresponde a 1os campos magnéticos cxzperimentales de

=
[v]
o

frecuente en el Laboratorio y vienen cxpresadas asi:

Parad esta solucidn, el ”Damping-time?” o

desde que el electrdn penetra en el

(1) PLASS, G. N. art. cit. férmula 134

(&) CLOETENS, W¥. J. en Simon Stevin, 42, 65-75, formula 4-5



A=F=3 - 108 -

‘desaparicidn en el centro de la ”Cavidad cilindrica” de la cdma-

ra al vacfio, y viene dado por:

;R S A-E-2
- 2
&

Pero si al tratar la ecuacidn del movimiento tenemosS en cuen-—
ta todas las correcciones (de radiacidn, relativistas), entonces

aguélla toma la jorma:

- — b2
f’j V. wld o & a % Ux
e + i e - W. UU t o s e~
. 2 250 e S 2
fT - i1 - (2)° 021 -(2)
- >
-
+ tL = ot e e by = 0
o, v, 2
(cv)Bij1 -(2)°
' 4~E-3
e _’__> 2
a , UU « U 4 a .U
S + e - + w. U.Z' + CL P Y
D& : 2 F L T vya
1 - (':) 02 bE .-{’2) D L B - )
97 f C C
—
« D . 4

Sistema que para las condiciones iniciales escogidas en la

exuacidn A-4A-18 de la pdgina 90, nos da como solucidn;

Y v ORIV
ai,(O/ EZL _Z - ( - ) [ \ qw J

. ':" U =
a (0) ==vow i1 = (—=)
Y K &
en cuyo caso el “Damping-time” viene dado por:

2Y

T = e - — i-E-5

Vi1 - z°)2 [-—1 +lfi = ﬁeﬁiyuéj
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y para campos magnéticos frecuentes en Laboratorio, es decir

cuandn ”'Z&ru’L-Li » . se tendra que:

1

A-E-6

Si nuestra particula cargada, o haz de clectrones es someti-

. 7 - Id > - 4
a la accion de un campo magnetico ” H = 107 Gauss ”, campo

da
nc muy intenso y que por lo tanto se puede obtener fdcilmente
en el Laboratorio y con el aparato gque se ha descrito anterior-

mente, el 7"Damping-time?” debe ser:

. .. v
a) en el 1imite no relativista: ‘CD £ s 1

T~ 5.521 seg

T

b) en el linmite relativistas vy = 0.9.c

|

L4 11.6 seg.

efectos qgue son perjfecctamente detectables

Queda pues bosquejado el Yexperimento” gue puede darnos las

pruchbas experimentalecs de dos tdpicos tan interesantes y que
pernitiria comprobar si los resultados tedricos concuerdan o no

con los datos experimentales.
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ESQUEMAS DEL MONTAJE DEL EXPERIMENTO

Fig. 19

Esquema mostrando el con-
junto del montaje necesario

para realizar la experiencia.

Fig. 20

Generador de Po-
tencia para crear el

Campo magnético.

Capacidad Maxima:
0.4 . 10" Gauss.
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Fig 21

Camara al vacio con gas de argdn
a muy baja presion para hacer visible

la trayectoria de los electrones.

Fig. 22

Electroiman

Fig. 23

Lémpara de rayos catédicos, utili-

zada como fuente de electrones.

Esta ldampara va acoplada al circuito
de la Cdmara al vacio de la figura 21.
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Pag. 35, despues la linea 11, falta lo siguiente:
nT Lo e 07
La €8 continua para todo ”&%,

T o mnt s o ) T A e A g ¢ ~ o -
mientras gite La aceleracion de la

‘ —
tra es discontinua en: <« = 0 y
£ 20 7T - 7 SR P Y - Fihoet o e 1 S L. Ty
Pag. 76, Falta la refercncia de lLa nota al pie de la pagina

referencic es:

GARLOUX, L. en es Linéaires

I ) 5 o - ; et .
Pag. 84, Falta completar la referencia al pie de la pagina:
Tesis Doctoral, Universidad Libre de

e Valrl

Bruxelas, 1967

2 en Prix Empain, 1966

s £a -1 W) = Yo il i . J s I oamag e
Despues de la jormula A-D-5 debe ariadirse:

Esta ecuacidn representa la solucidn exacta sin nin-—-

idea

]
o
I~
b~
&

guna aproxima Solamente aparece inclu

por otra parte ya bien aceptada, del CUT -C



