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PRO L O G O 

Nuestro prop6sito al elaborar el presente trabajo de in- -

vestiga ci6n, es dar lineamientos que ayuden a escoger acertad~ 

mente un método directo que r e sue lva un sistema d e ecuaciones 

lineales dado; dicho sistema no debe tener muchas ecuaciones ; 

excepto que tenga una configuraci6n especial ; si este fuera -

el caso que se presentara, se recomienda el empl e o de los Méto 

dos Iterativos. 

En el capitulo 1, se recuerdan algunos conocimientos bási 

cos del Algebra Matricial que facilitan la comprensión de lo 

expuesto en este trabajo; así mismo tratamos de familiari zar -

al lector con l a notación que emplearemos , tambien conocere mos 

l as diferentes situaciones que se pueden presentar al querer -

resolver un sistema de ecuaciones lineales; y además se defi--

nen conceptos que serán de mucha utilidad en el desarrollo de 

los siguientes capítulos. 

En el capítulo 11 se describen: el M~todo de Eliminaci6n 

Gau~~iana y el M~to d o de G au~~- J o~dan ; que son Métodos Direc--

tos que resue l ven un sistema de ecuaciones lineale s. Para di--

chos métodos se dun diversos algoritmos que se aplicarán toman 

do en cuenta la naturaleza de l sis tema plant eado. 

Para el Método de Eliminaci6n Gaussiana empleamos l a3 e5 -

trategias de pivotamiento completo y parcial pa r a Sistema s de 

Ecuaciones Lineales que se representan por medio de matrices -

de orden n. Finalmente se e s tab l e c e una compa raci6n e ntre . e l -

Método de Elimina ci6n Gaus siana con sustitución hacia atrás y 



el Método de Gauss-Jordan. 

En el capítulo 111 se exponen otros mé todos directos, que 

se basan en la factorización de matrices; d ichos métodos se ero 

plean para resolver Sistemas de Ecuaciones Lineales que invol~ 

cran una matriz de orden n. Estos métodos son: Voof..Ltf...e. ,. , CfLOU.:t 

.Y Chof..~~ky. Para la r e ducción de Crout se h a empleado pivo t a--

miento parcial. En este capítulo se explica , cómo los algorit­

mos de factorización pueden ser simplifica~o s para el caso de 

Sistemas Tridiagonales de ecuaciones. 

En el capítulo IV se analiza la estabi lidad de los algo-­

ritmos; para ello comenzarnos definiendo los conceptos de nor-­

mas de vectores y normas de matrices que s e rvirán para el e stu 

dio de la estimación del error en el cálcu1 0 de la solución de 

un Sistema de Ecuaciones Lineales; obtenida la solución por 

las técnicas estudiadas anteriormente, en e ste capítulo damos 

a conocer una técnica de refinamiento de i c lucionesi la cuál -

consiste en buscar una solución que se apro xime a la solución 

verdadera. 

Al final de la mayoría de las seccione s de cada capítulo 

se encuentran varios ejercicios adicionales, los cuáles consti 

tuyen ampliaciones a la teoría incluida e n este trabajo. 
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e A P 1 TUL o 1 

FUNDAMENTACIO N TEORICA 

1. ESPACIOS VECTORIALES 

DEFINIeION 1.1 

Sea E un conjunto y K un cuerpo conmutativo, deci 

mos que sobre E se define la estructura de E~pa~~o Ve~t o ~~ai si 

se tiene definidas dos o peracio n e s, una interna 

+: E x lE --> lE 

(x,y) ~> + (x,y) = x + y 

tal que (E,+) es un grupo conmutativo; y otra operacion e x terna 

.: K x E --> E 

(a,x) ~> .(a,x) = ax 

tal que, si x é y son elerrentos cualesquiera de lE y a, b E K, entonces 

i) Lx = x ( 1 : identidad multiplicativa del cuerpo) 

ii) a ( b . x) = (ab)x 

iii) (a+b)x = ax + bx 

iv) a (x+y) = ax + ay 

EJEMPLO 1.2 (algunos espacios vectoriales) . 

1- ~ es un espacio vectorial sobre si mismo. 

2- Todo cuerpo conmutativo K es un espacio vectorial sobre si -

mismo. 

3- Si K es un cuerpo conmutativo, el conjunto K, donde 
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K n = {XIX = (Xl' X2, ••• , xnt, Xi E K} I forman un espacio vecto-

rial con las operaciones definidas por: 

Sean X, Y E K n. Entonces 

aX = ( ax 1 , ax 2, ••• , aXn 1, a E K 

En particular mn es un espacio vectorial sobre m. 

En efecto: 

1 (lR n,+) cumple ser un grupo conmutativo. 

ii) Las propiedades asociativas y conmutativas se cumplen, 

ya que los componentes de los elementos de lRn son ele-
• I 

mentos de JR. 

iii) El elemento neutro en lR n respecto a la SUma es aquel -

cuyos n componentes son ceros. 

x + O = (x 1 , X 2 , ••• , xn) + (O, O , ••• , O) = (x 1 , X 2 , ••• , xn) = X 

iv) 'IX = (Xl,X 2 , ••• ,Xn) slRn existe -x = (-Xl ,-X2, ••• ,-Xn) 

tal que X + (-X) = O 

11 V X, Y Emn , a, b ElR se cumple: 

i) 3 1 E JR tal que 1. X = X, V X E lRn 

= (x l ., X 2 , ••• , X n ) = X. 

Las otras propiedades tambien son fáciles de comprobar. 

La demostración se basa en el hecho de que las compone n-
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tes de los elementos d e m n pertenecen am los cuales cumplen la 

asociatividad y distributividad con la operación multiplicación. 

•• m n es un espacio vectorial sobre m. 

DEFINICION 1.3 

A los elementos de un espacio vectorial se le lla 

man v ~~tone~. En este trabajo adoptaremos la siguiente notación; 

hablaremos de n-uplas ordenadas como vectores de ~n pero arre-­

glados en columna, así: 

X E: R n => X = 

X n 

X t nos denotará el vector fila, x t = [x 1 , X2 , ••• , xnJ 

DEFINICION 1.4 

Sea K un cuerpo arbitrario. Una ordenación rectan­

gular de la forma 

all a12 ••• aln 

a2l a22 •• • a2n 

aml am2 •• • amn 

donde aij son elementos de Ki se ilama una Matniz sobre K ó 

simplemente una Matniz , si K está implícito. 

La matriz anterior se denota por [aij], i = 1,2, ... ,m; 
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j = 1,2, ... ,n; ó simplemente por ¡ai-'JI 
L J roxn 

Las m n-uplas horizontales [all,aI2, ... ,aln],[a21,a22, ... ,a2n], ... 

..• [aml ,am2 , ... ,amn], son las filas de la matriz y las n m-uplas 

verticales 

r al I a12 aln 

a21 a22 a2n 
, ••• I , son sus columnas. 

amI am2 amn 

Obsérvese que el elemento a .. llamado la componente i-j ocupa -
1J 

la i-ésima fila y la j-ésima columna. Una matriz con m filas y 

n 60lumnas se llama Mat~¡z m por n ó Mat~¡z de orden m x n. 

Una matriz de orden m x n, donde m = n se llama M at~¡z 
. 

euad~ada y se dice que es de orden n. 

EJEMPLO 1.5 

La siguiente es una matriz 2 x 3 

-4 

3 

DEFINIeION 1.6 

Dos matrices A y B son ¡guat ~~ , esto es A = B, si 

tienen la misma forma y sus elementos correspondientes son igua 

les. Por tanto, la igualdad de dos matrices m x n es equivalen-

te a un sistema de m.n igualdades, una para cada par de elemen-

tos. 
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EJEMPLO 1.7 

Es fácil verificar que el conjunto M formado por las 

matrices de orden m x n definidas sobre m forman un espacio vec 

torial con las operaciones: 

Sean A, B E: M 

al 1 al z •••• aJ n 

r
b 1J b 1 Z •••• b_1 n 

aZl aZ2 • • • • azn b 1 Z b Z Z • • • • b 2 n 
A = Y B = . 

. 
amI a m2 ···· a rnn lbrnl brnz •••• brnn 

c.a 1 1 C.alZ· ••• C.aln 

c.azz •••• c.azn 
cA = 

C. a rnl C. am2 • ••• C.arnn 
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EJERCICIOS 

1.1 Mostrar que el conjunto de todas las funciones reales 

f: lR -> JR, definidas para ° < x < .1, Y tales que f(1/21 = O, 

forman un espacio vectorial sobre los reales, considerándose 

válidas las definiciones de adición y multiplicación escalar 

como sigue: 

(f + g) (x) = f(x) + g(x) 

(af) (x) = af (y) .vXEJR 

1.2 Mostrar que el conjunto de los vectores de coordenadas en JR3 , 

cuya primera coordenada es la unidad, no es un espacio vecto 

rial. 

1.3 Verificar que el conjunto de las ternas de números reales 

t ' 
[Xl,X2,X3] en ei cual se han Qefinido la adición ' y la multi 

plicación por un escalar como: 

[XI,X2,X3] + [YI,Y2,Y3]t = [Xl + YI, X2 + Y2, X3 + Y3]t Y 

a[xI,x2,X3]t = [O,O,O]t, en donde aElR , 

no es un espacio vectorial. 

- t 1.4 El conjunto de las parejas de números reales [X I ,X 2J , defi-

nida la adición por: [Xl ,X2] t + [YI ,y.2] t = [Xl + YI ,X2 + Y2] t, 

Y la multiplicación por un escalar como: 

[ J t [2 2 Jt a XI , X2 = a Xl , a X2 ,en donde a EJR. Muestre que dicho -

conjunto no satisface todas las propiedades de un espacio --

vectorial. 

1.5 Mostrar que el conjunto de las parejas de números reales 
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[Xl,X2]t en donde se ha definido la adición y la multiplica-

ción por un escalar como: 

[Xl,X2]t + [Y1/Y2]t = [Xl + Yl, X2 + Y2]t 

b[Xl,X2]t = [5bxlf 5bx z] 

no es un espacio vectorial. 

1.6 Si V es un espacio ve c torial sobre los reales, v pertenece a 

V y v + v = O, mueste que v = o. 

1.7 Si V es un espacio vectorial, v pertenece a V y a,b son esca 

lares, muestre que av = bv y a f b, entor..::es v = O 

1.8 Considere el conjunto de todas las matrices n x n que tienen 

todos los elementos a , , = O, cuando i = j. 
1-J 

Muestre que satisface todas las propiedades de un espacio 

vectorial. 

2. INDEPENDE NCIA LHJEAL, SUBESPACIO y BASES 

DEFINICION 2.1 

- - - n 
Sean XI,XZ, ... , XmEJR y CLI,CLZ, •• "CLlOEJR. 

- -
Entonces el vector B = alxl + aZX2 + ••. + amXm -es llamado c om-

b:¿vlac ,¿ón ,L¿ne.al de Xl ,X 2"" ,Xm. Los números al ,a 2 ,. ', ' ,aro son -

llamados coefic i entes de la combinación lineal~ 

Si al = az = ... = am = O, la combinación se d i-

ce que es t~ivial, en caso contrario se dice que es no t~iviCLl _ 

EJEMPLO 2,2 

Si e i (i = 1,2, ... ,n), denota el n -ve ctor cuya i-~si 
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ma componente es la unidad y las otras componentes son c e ros. -

Entonce s para cualquier vector x = [X l,~ 2, ... , XnJt de E n se tie 

ne: 

(2.1) 

En otras palabras cualquier n -vector es una combinación lineal 

de el,e 2,e 3, ... ,en . Estos vector es continuaran a p areciendo y re 

serva ~emos lo s símbolos ei (i = 1,2, ••• ,n) para referirnos a 

ellos. 

DEFINIeION 2.3 

Sea I~ cEn , Los elementos de A son f"¿Yle.afme.Yl-t e. "¿ Yl -

- - --
alXl + a2X2 + '" + amxm = o, entonces al = a2 = , .. = aro = O. 

En este caso se dice tambien que A es un conjunto linealmente -

indep end i ente . 

Un conjunto A de vectore s que no es linealmente independiente -

se denomina L"¿ne.afme.n-t e. de.pe.n d"¿ e.n-te. ( f . d ) 

EJEMPLO 2.4 

En En supóngase q ue se tiene la siguiente .combina---

ción lineal 

- -
a lel + a i e 2 + ... + a ne n = 5 

= + an[ O, O, ... ,O ,1J t O 

t = O 
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- (i e = 1,2, ... ,n) son .t . .¿. 

EJEMPLO 2.5 

El conjunto de vectores: 

5 _ 1-1 
I r 9 3 

, x, ~ l : j , - 7 8 Xl = 2 X3 = XI¡ = 

1 5 7 

es linealmente dependiente puesto qu~ podemos formar la combina 

ción lineal no trivial igual a cero: 

TEOREMA 2.6 

- - - n Sean Xl I X2 , ••. , Xm EJR linealmente independientes i su 

póngase que 

y 

entonces a . = b. (i = 1,2, ... ,m) 
1 1 

PRUEBA 

De (2.2) Y (2.3) se sigue que 

o = y 

(2.2) 

( 2 • 3) 

(2.4) 

Como los vectore s Xl , X2 , •.• , Xm son linealmente independien--

tes, se tiene que a
i 

- b
i 

= O (i = l,2, ... ,n), lo cual es just~ 

mente (2.4). 

Este teorema nos garantiza la unicidad de la representa--

ción de un vector mediante vectores linealmente independientes . 
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DEFINIerON 2.7 

Sea A un subconjunto no vacío de mn . Entonces A -

es un ~ub~~paQ¡o de m n si: 

1. x , y E A => x + y E A 
2. X E A A a E m => ax E A 

Se sigue inmediatamente de la definición que si A 
es un subespacio de m n , combinaciones lineales de elementos de 

A estan tambien en A. Reciprocamente, cualquier subconjunto no 

vacío ,demn que es cerrado bajo combinaciones lineales es un --

subespacio. 

EJEMPLO 2.8 

El espaciomn es subespacio de sí mismo. 

El conjunto {O} que es solamente el vector cero, es el subespa­

cio tri vial de m n
. 

DEFINICION 2.9 

Sean B cA cmn , se dice que B genera a A si todo -

vector de A puede obtenerse corno combinación lineal de los ele­

mentos de B. 

DEFINICION 2.10 

Sea A cmn un subespacio y B cA. 

Entonces B es una ba~ ~ de A si: 

1- Los elementos de B son linealmente independientes 

2- B genera a A. 
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EJEMPLO 2.11 

Por el ejemplo 2.4, 
- - - n los vectores el ,e 2 , ••• ,en EJR -

son linealmente independientes; por el ejemplo 2.2, ellos gene-

ran JRn. Por tanto el conjunto {el / e 2,e 3, ..• ,en } es una base pa­

ra JRn. 

TEOREMA 2.12 

n Cualquier bas e para JR debe tener e x actamente n ele 

mentos. 

DEFINICION 2.13 

Si A es un subespacio no trivial de JRn, la d¡men ­

~ ¡ón de A, denotada por dim (A) es el número de elementos de 

una base de A. La dimensión del subespacio trivial es cero. 

De l teorema 2.12 y la definición 2.13 ' se tiene -

que dim (IRn) = n. En particular dim (R 3) = 3. 

DEFINICION 2.14 

Sea A cJRn un subespacio y sean U y V subespacios 

de A. Entonces U y V son llamados c. omp-tem en.:to /!J en A si: 

i) U n V = { ü } 

ii) A es generado por U U V 

Escribimo s: 

TEORE!'1A 2, 15 

Sea A un sube s pac io d e R n , 
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1. Si U c A es un subespacio, entonces U tiene un complemento -

en A. 

2. Si A = U m V y {UJ ,U2""'Uk} Y {Vl,V2,. ~ .,vl } 

son bases para U y y, entonces i Ul,. ~ ~,uk,vJ, ••• ,vl} 

es una base para A. 
Consecuentemente dim CA) = dim (U) + dim CVl 

3. Si A = U ED Y y .x € A r e ntonc es x pue d e s e r escrito uni vocamen 

te en la forma x = u + v, donde u € U y V € V. 
A 

EJERCICIOS 

2.1 Sea P el subconjunto de todos los elementos de lli 3
, cuy a ter 

cera coordenada es el número cero. Verificar si este conjun 

to P es un subespacio de JR3 • 

n 2.2 Probar que en lli 

- -ex = O => e = O Ó x = O , con e € lli • 

2.3 Probar que cualquier conjunto que contenga el vector cero -

es linealmente dependiente. 

2.4 Verificar que los vectores [ 2,3Jt , [3.S] t son linealmente 

independientes. 

2.S Verificar que los vectores [ 2,3]t , [3,S]t , [1,1]t, son li 

nealmente dependientes. 

2.6 Sean A y B subespacios de JRn . Pruebe que si A c B y 

dim CA) = dim CB), entonces A = B 
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3. TIPOS DE MATRICES 

DEFINIeION 3.1 

Sea A una matriz m x n y sea k = min{m,n}. 

Los elementos a .. (i = 1,2, ... ,k) se dice que estan en la diago 
1.1. 

nal de A¡ a .. es llamado el i-ésimo elemento de la diagonal de 
11 

A. 

Los elementos a . . 1 se dice que estan en la -6 u--
1,1.+ 

pe.Jr.d"¿ag o n.ai de A. Los element0s a. ; 1 en la -6ubd"¿agon.al de A 
1,1.-

Si A es cuadrada, los elementos a . . 
n-1+1,1. 

(i = 1,2, ... ,n), se dice que estan en la diagonal secundaria de 

A~ 

DEFINIeION 3.2 

.Una matriz A de orden n, se dice que es d"¿ag on.ai 

si a.. = O ,Vi f j. Es decir 
1J 

al 1 O 

O a2 2 

O O 

O O 

O ••••• O 

O ••••• O 

a 3 3 ••••• O 

O ..... a
nn 

Notación C:'ue emplearemos'. A - dl' ag ' [a a' a l - - 1,2 , ··., nJ 

DEFINIeION 3.3 

Una matriz A de orden m x n es TJr.ap e.z o,,¿dai Su pe. --

Jr."¿oJr. si 

i > j = > a .. 
l.J 

= O 



i < J" => eL"" = O 
J.J 
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Una matriz cuadra da que sea trapezoidal superior linferiorl se 

llama T/L-tangu t a}L Supe../L-tO/L (Inferior}. 

OBSERVACION 3.4 

Algunos tipos especiales de matrices triangula--

res son: 

a) Si T es triangular superior (inferior) con elementos ceros -

en la diagonal, entonces T es llamada t/L-ta nEuta/L e..~t/L-tQtam e.. n 

te.. ~upe../L-tO/L (inferior). 

-o O O O O x x 

:1 x O O O O O x 

x x O O O O O 

:J x x x O O O O -

Triangular estrictamente Triangular estrictamente 

Inferior Superior 

b) Si los elementos de la diagonal de T son unos, T es llamaca 

t/L-ta ngut a/L un-tta/L-ta ~upe.. /L-t O /L (inferior) 

-
1 O O O 1 x x x 

x 1 O O O 1 x x 

x x 1 O O O 1 x 

Lx x x 1 O O O 1 

Triangular unitaria Triangular unitaria 

Inferior Superior. 
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EJEMPLO 3.5 

Una matriz 3 x 5 trapezoidal superior tiene la for-

ma: 

x x x x 

o x x x 

o o x x 

DEFINICION 3.6 

Una matriz cuadrada A es He~~en~e~g Supe~io~ si 

i > j + 1 => a" = O 
1J 

i < j - 1 => a, , 
l.J 

= O 

es ~~gona.l si al mismo tiempo es Hessenberg superior é infe--

rior. 

EJEMPLO 3.7 

x x x x x x O O O 

x x x x x x x O O 

O x x x O x x x O 

O O x x O O O x x -

Hessenberg 'Superior Tridiagonal 

DEFINICION 3.8 

Una matriz de orden n es llamada M a.t~iz Ba nda si 

existen p y q~ 1 < p, q < n con la p ropiedad que a " = O cuando 
- 1 J 

i + P < j ó j + q < i. El ancho de la b anda para una matriz -
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de este tipo está definida así : 

w = p + q - 1 

EJEMPLO 3.9 

Una matriz banda de orden 8, con p = 2 Y q = 3, tie-

ne la forma siguiente: 

x x O O O O O O 

x x x O O O O O 

x x x .x O O O O 

O x x x x O O O 

O O x x .x .x O Q 

O O O .x x .x x O 

O O O O x .x x 

:J O O O O O x ..x 

w = p + q - 1 

w = 2 + 3 - 1 

=> w = 4 

EJERCICIO 3.l0 

Mostrar que si A es una matriz banda con p = q = 2, 

entonces es simultaneamente Hessenberg Superior y Hessenberg In­

ferior, además tambien es tridiagonal. 

PRUEBA 

Como A es una matriz banda con p = q = 2, debe cumplirse -

que: 
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a. .. = O cuando i+2<; 6 a. .. = O cuando j+2.2.i (def. 3.8) 
1J -"' ~J 

<=> a .. = O cuando i.2.j-2 ó a.. = O cuando i~j+2 
1J lj 

<=> a. .. = O cuando i < j-1 ... 
ct .. = O cuando i>j+1 o 

1) 1) 

Se tiene así c;ue la matriz A es Hessenberg superior y -

Hessenberg inferior. 

Por lo tanto la matriz A es tridiagonal. (def. 3.6) 

DEFINICION 3.11 

Cualquier matri7 donde todos sus elementos son -

ceros es llamada A!at~¡z C e~ o (o Matriz Nula) y la denotaremos -

por el símbolo Q. 

DEFINICION 3.12 

Una matriz A de orden n es S¡mét~¡Qct si 

ct .. = ct .. 
1.J J1. 

(i,j = 1,2, ... ,n). 

OBSERVACION 2.13 

La denominación "simétrica" proviene del hecho 

de que los elementos de A estan dispuestos simetricamente con -

relación a la diagonal principal. Así= 

5 o 3 

A = o 1 -1 

3 -1 4 

OBSERVACION 3.14 

Dada una matriz A y supóngase que ciertas filas 
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y columnas de A' han sido seleccionadas. El arreglo rectangular 

de elementos de A que estan situados e n la intersección de e s--

tas filas y columnas es tarrbien una matriz y es llamada ~ubma--

:t!tlz de A. Por ejemplo, el arreglo 

es una submatriz obtenida de A por selección de las filas 2 y 4, 

y las columnas 2,3 y 5 como si0ue 

I I 
I I 

all a12 a13 a14 alS 
I I I 
I I I 
I I I 

---a21----a Z2 ----a23----a24----a2S----
I I I 
I I I A = 
I I I 

a 31 a 32 ü33 a 34 a 3S 
I I I 
I I I 
I I I 

---a41----a 42---- a 43---- a 44---- a 4S----
- . I I I 1-

I I I 

Los elementos que se encuentran en la intersección de las líneas 

punteadas componen los elementos de S. La siguiente es una defi 

nición mas precisa de la idea de una submatriz. 

DEFINIeION 3.15 

to es 

.ó uv = a. . 
1 , J u v 

es llamada S LLbma"ttl..lz de A. Si k = l Y i 1 = jI, i 2 j 2 , 

i k = jk' entonces S es llamada ~ubma:t!tl z p!tin ~lpal de A . 

••• I 
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Si i J = 1, i 2 ~ 2, ... ,ik = k Y jJ = 1, j2 = 2, ... ,j l = t , en­

tonces S es llamada .6 ubmcctltiz dilte c. .tltiz de A. Consecuente mente, 

una submatri z princip al es una subma"triz cuad rada en la cual fi 

las y column as son i g u a les. Por e jemplo, la matriz 

es una submatriz principal 2 x 2 d e A. 

DEFINICION 3.16 

Una m~z diJte~z de A, es una submatriz que s e 

halla en la esquina superior iZ0uierda de A, es decir 

OBSERVACION 3.17 

Las submatrices directrices principales de una 

matriz ocurren frecuentemente y por lo cual requieren de su pro 

pia notación . Denotaremos las s ubmatrices directrices principa­

les de A de orden K así A [k]. Por ejemplo 

a.l 1 a.l 2 a.l 3 

A [ 3J = a.2 1 a22 a23 

a 3 1 a 32 a33 

DEFI NICION 3.18 

La ma triz de orden n . 
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In = diag[l,l,l, ••• ,1J 

es llamada Mat~iz Identidad (o Ma triz Unidadl de orden n. 

Note que In = [el,e2/" .,en], donde los vectores ei constituyen 

n -la base canónica de m ; ei es la i-ésima columna de la matriz -

identidad. 

Usaremos I en lugar de In para referirnos a la matriz 

identidad. 

La importante propiedad de la matriz identidad es que 

lA = Al = A 

para cualquier matriz A siempre que la multiplicación sea posi-

ble. 

DEFINIeION 3.19 

Sea A una matriz de orden m x n. La t~a~pue~ta -

de A es la matriz B de orde n n x m donde sus elementos estan da 

dos por 

(i = l,2, .•. ,n j = 1,2, ... m) 

Escribirnos 

B = A t 

EJEMPLO 3.20 

Dado el vector columna 
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puede ser escrito en una so12 línea c omo : [1,-2,4Jt. 

TEOREHA 3. 21 

Sean las matrices " y B, Y a EJR. Entonces; ro 

1- (A) t = A 

2- (A + B)t = A t + Bt 

3- (a A) t = a At 

4- (AB) t = BtA t 

DEFINIeION 3.22 

Sea A una matriz cuadrada. La Inv~~~a de A es --

-1 
una matriz cuadrada , denotada por A que satisface la propie--

dad 

Una matriz que tiene inversa es llamada No ~in9u 

ta~, en caso contrario es llamada Sing uta~ . 

TEOREMA 3.23 

Sea A no singular. Entonces A- 1 
es no singular y 

( -1) - 1 A = A . 

PRUEBA 

La no singularida d p a ra A- 1 se da implicitamente. 

Probaremos que (A- 1)-1 = A. 

Por de finición de A- 1 
se tiene i nmediatamente que 



22 

AA -1 = A -1 A =: 1 

Si se considera A- 1 como la matriz dada, en lugar de A y como -

A es la inversa única de A- l 
se tiene que 

Partimos de 

AA- l = A-lA = r 

Tomando la traspuesta y notando que r t = 1, 3e obtiene 

(A-l)tAt = At(A-1)t = 

(A-l)t t Por tanto es la inversa de A . Entonces 

TEOREMA 3.24 

Sean A Y B de orden n. Entonces AB es no singular -

si y solamente si A y B son no singulares y 

'COROLARIO 3.25 

Sea A de orden n. Entonces An es no singular si -

solamente si A es no singular y 

NOTA: 

La discusi6n de l a inversa f ue originada a l tratar de re--
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solver la ecuación Ax = t, que al multiplicarla por A- 1 

- -J- --
se obtiene x = A b (donde x y b representaran vectores -

columna} . 

DEFINIeION 3 . 26 

La matriz A de orden n, es llamada V~agonaf e~ --

t~~~tamente domina nte cuando 

1 a . . 1 
II 

para cada i = 1,2, .•• ,n. 

EJEMPLO 3.27 

n 

> I 1 a. · 1 
'] l J J= 
jti 

Sea la matriz A de orden 3. 

2 o 

5 -1 

o 5 -6 o 

3 o 

5 5 

-1 -6 

La' matriz A es diagonal estrictamente dominante porgue: 

151 > 131 + 1-11 

1-61 > 101 + 151 

Es interesante notar que At no es diagonal estrictamente domi--

nante. 
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EJERCICIOS 

3.1 Compruebe que la traspuesta de una matriz triangular infe---

rior es una matriz triangular superior. 

3.2 Verificar que una matriz es diagonal si y solo si es a la 

vez triangular superior é inferior. 

3.3 Pruebe q ue la tras puesta de una matriz simétrica escrita co­

mo At es igual a A. Es decir At = A. 

3.4 Demostrar que si A = [a.. '.J es una matriz :uadrada, la matriz 
1 J-

B = [b .. ] = A + A t es simétrica. 
1J 

3.5 Dadas las matrices n x n simétricas A y B. Pruebe que A + B 

es simétrica. 

3.6 Demostrar que 

1 2 3 3 -2 -1 

2 5 7 es la inversa de -4 1 -1 

-2 -4 -5 2 o 1 

3 7 D t (ABC) t -_ CtBtA t . emos rar que 

3~8 Demostrar que si una matriz cuadrada A de orden m es simétri 

ca y que si P es de orde n m x ni B = ptAP ~s otra matriz si-

métrica. 
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4. OPERACIONES CON MATRICES 

En el ejemplo 1.7 se defini6 la suma 

de matrices y la multiplicación de una matriz por un escalar. -

Utilizando el criterio de la s uma de matrices, se enuncia el si 

guiente teorema. 

TEOREMA 4.1 

La suma de dos matrices diagonales ltrapezoidal sup~ 

rior, trapezoidal inferior, Hessenberg superior, Hessenberg in-

ferior, tridiagonal , simétrica) e s una matriz diagonal (trape--

zoidal superior, trapezoidal inferior, Hessenberg superior, He -

ssenberg inferior, tridiagonal, simétrica), 

Mostraremos solamente que la suma de dos matrices --

diagonales tambien es matriz diagonal. 

Sean A Y B dos matrices diagonales y e la matriz que 

resul ta de sumar A y B i sean además eL . . , b .. , c. . . , los elemen--
J.] J.] J.] 

tos de estas matrices. Debe cumplirse que: 

a. = b. = O, para todo i ~ j J.j J.j 

=> a. + b . = O, para todo i ~ j 
J.j J.j r 

=> c.. = a. + b. = " O, para todo i ~ j J.j J.j J.j 

. e es una matriz diagonal. .. 

DEFI NIeION 4.2 

Sea A una matriz t x m y B una matriz ID x n. El -

producto de A y B es la matr i z e de orden t x m cuyos elementos 

estan dados por : 
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lU 

c. .. = }' oa..kbk.(i;::: J(2(".(.t; j 
l..J l<~.1 ~ J 

1,2, ... ,nl ( 4 • 1) 

Escribirnos 

e = AB (4 .2) 

OBSERVJI.CION 4.3 

Note que el producto AB está definido solamente 

cuando el número de columnas de A es igual al número de filas 

de B (en este caso se dice que A y B son c.onbo~mab.te~ para el -

producto). El producto tiene el mismo número de filas de A y el 

mismo número de columnas de B. 

TEOREMA 4.4 

El producto de una matriz diagonal y una matriz dia-

gonal (trapezoidal, Hessenberg, tridiagonal) es diagonal (trape 

zoidal, Hessenberg, tridiagonal). 

El producto de dos matrices trapezoidales superiore s 

(inferiores) es trapezoidal superior (inferior). 

PRUEBA 

Probaremos solamente que el producto de dos lnatrices tra-

·pezoidales superiores es trapezoidal superior. 

Sean A Y B matrices trapezoidales superiores de orden 

t x tll y In x 11 respectivamente . Prob a remos aue AB es una matriz -

e trapezoidal superior. 

Por hipótesis tenernos aue 

i > j => a . . = b . o = O 
1 J 1 J 

(ver def. 3.3) 



demostraremos que 

i > j => c., , = O 
lJ 

Por definición de producto de matrices 

(i == 1,2, •.. , -C. ; j == 1,2, ... ,n) 

Consideremos i > j 

se tiene que 

a
ik 

= O , Vk = 1,2, ... ,i-1 

Luego (4.3) se puede escribir como: 

c., , 
lJ 

i-1 ID 

I a'kbk' + I a'kbk' 
k==1 l J k==i l J 

ID 

=> c." = O + La, b , 
lJ k==ilkkJ 

, por (4.4) 

ID 

:-~> c." 
lJ L a'kbk' 

k==i l J 

Pe ro b k j == O, V k = i, i + 1, i + 2 , . • . , ID • 

c." = O cuando i > j 
lJ 
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( 4 . 3) 

( 4 • 4) 

(4.5) 

En esta sección describiremos una técnica usual que emplearemos 

frecuentemente par~ facilitar las manipulaciones ~atriciales . 

EJEMPLO 4.5 

Supóngase que particionamos una matriz A en submatri 

ces como sigue: 
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al 1 a12 a13 I ctl4 I al 5 a16 

A = a21 a22 a23 a.24 a25 a26 (4.6) 
- - - - - - - - - - - - - - - - - -

I I 

a31 a 32 a. 3 3 I a. 3 4 I a 35 a36 

podemos escribir esto mas simplemente como: 

(4.7) 

TEOREMA 4.6 

Podemos sumar y restar matrices particionadas como -

si las submatrices fueran elementos (escalares) ordinarios, 

siempre que las matrices esten particionadas de tal manera que 

las operaciones puedan efectuarse. 

EJEMPLO 4.7 

Sean 

B = B2 C = C2 

Si B . es de orden m. x n 
1 1 

( i 1,2,3) con rnl+rn2+rn3 = rn y las --

submatrice s C. son del mismo orden que las correspondientes B . , 
1 1 

para cada i, entonces: 

B + C = B2 + C2 = B2 + C2 ( 4 • 8) 

B3 + C 3 
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TEOREMA 4.8 

Podemos multiplicar matrices particionadas como si -

las submatrice s fueran elementos (escalares) ordinarios, siem--

pre que las matrices esten particionadas de tal forma que los -

productos correspondientes puedan ser efectuados. 

EJEMPLO 4.9 

Sean las matrices A y B particionadas de la siguien-

te manera: 

al 1 

A= = 
I ----------,--- - -

a31 a32 I a~3 

B= = 

B21 

Su producto sería: 

e = [e 1 1] 
e 21 

( 4 .9) 

Es fácil verificar que los p roductos corre~pondientes son con--

forrnables. 
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EJEMPLO 4.10 

Sea A = [Al ,A z ,A 3 , ••• ,AnJ una matriz ID x n partici.~ 

nada en columnas. Si X EJR
n , entonces: 

Xl 

Ax = [Al ,A z , .•• ,An] Xz 

l4 .~O) 

as1 Ax es una combinación lineal de las columnas de A. Recipro-

camente si y es una combinación lineal de las columnas de A, es 

decir 

l4.11) 

entonces 

y = Ax (4 • 12) 

donde x = [Xl,X Z ' ••• ,Xn]t. As1 el conjunto de todos los produc-

tos Ax es el mismo que el conjunto de combinaciones lineales de 

columnas de A. 

EJEMPLO 4.11 

Sea B = diag [b l , bz , ••• , b n]. El producto AB es la -

matriz obtenida de multiplicar la i-ésima columna de A por b., 
1 

para cada i.El producto BA es la matriz obtenida de multiplicar 

la i-ésima fila de A por b., para cada i. 
1 



3.1 

EJEMPLO 4.12 

Sea B una matriz tri a ngular superior. Entonces la 

primera colmana de AB es un múltiplo de la primera columna de 

A. La segunda columna de AB es una corobinaci6n lineal de las -­

dos columnas de A. En general, la i-ésima columna de AB es una 

combinaci6n lineal de las primeras i columnas de A. En particu­

lar 

Sean 

6 

AB = 12 

3 

Para i = 2: 

3 

2 

2 

8 

8 

5 

1 

2 

1 

11 

18 

8 

y 

.1 

2 

O 

2 

1 

4 

[8,8,SJ t = 1[2, 4 ,lJ t + 2[3,2,2]t 

EJEMPID 4. 13 

Muchas discusiones de matrices se centran alrededor 

de las ope4ae¡o ne~ el em e ntale~ en 6ila . Estas son operaciones -

simples que pueden s e r efectuadas en las filas de una matriz A 

para obtener una nueva matriz. 

Ellas son: 

1. Multiplicar la i-ésima fila de A por e EJR. 
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2. Interc amb i ar las filas i y j (para cualesquierq i i j) 

3. Sumar c. veces fila i a la fila j (V i f j). 

Las ope r a ciones elementales en fil a pueden ser efectuadas mul-

tiplicando A po r matrices convenientes. La siguiente l ista con 

ti e n e las matri c es correspondientes a l as operacione s e l ementa 

les en fila. El l e ctor debe veri ficar que ellas p roducen el 

efecto deseado cuando multiplican a l a matriz A. 

Para l a operaci6n tipo 1 

10. 
O 

i 
• • • O 

O 

· 1 . 
i • c. 

1 

O · . . · · 1 

I 

Para la operaci6n tipo 

1 O i j O · 
O · 1 O 

· 
i O 1 

j 1 O 
1 

O 1 

Para la operación tipo 

1 O 
i j 

O · · · . 
O · O 

i 1 O 

j c. 1 

O · . . · · . 1 

2 

3 
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EJERCICIOS 

4.l Efectuar las sig uientes ope r a cione s: 

6 b) 1 0]+4 [0 1l+ 8 [0 al 
2 o 1 o 0_ 1 oJ 2 

e) d) o -1 1 

4 1 -2 

-2 1 3 

e) ° O 

:l 
6 2 -1 f) 1 a O 

r~ 
4 -l 

a 1 1 4 6 a 1 O 5 -2 

l: 1 o oJ 3 -5 4 -3 o 1 6 3 -

4.2 Muestre que eLA = diag[a , a , ... ,alA eL EJR. 

4.3 Sea A EJR
f xm, B EJR

mx n 
y a, b E JR. Muestre que 

(aA) ( bB) = ab AB. 

4.4 Sea A simétrica, M EJRmx n . Mue stre que I"1AM t es simétri ca . 

- n -t-4.5 Muestre que p a ra todo x EJR . , x x > O; además 

xtx = 5 si y solo si x = O. 

4.6 Sea A, B EJR
mxn

. Pr u e be q u e A = B si y solo s i A x = B x para 

- n 
todo x E JR . 

5. PROPI EDADES DE LAS MATRICES 

Hemos d i c h o que e l c on junto M de l as matrices de f i 

nidas sobre JR fo rman un espa cio vectoria l, p o r t a n t o l as matri -

• I 
!... 
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ces cumplen las propiedades de espacio vectorial (def. 1.1.). 

La sustracci6n de matrices se define en términos de 

operaciones ya consideradas: 

A - B = A + (-llB 

El producto entre matr ices no obedece todas las pro 

piedades del producto ordinario en tre nGmeros reales. 

TEOREMA 5.1 

Sean A una matriz t x ro, B una matriz ro x n, Cuna -

matriz t x n y a EIR. Entonces : 

lo (AB)C =A(BC) 

2. A(B+C) = AB + AC 

3. (A+B)C = AC + BC 

4 . a(AB) = (aA)B = A(aB) 

EJEMPLO 5.2 

El teorema anterior muestra que el producto entre ma 

trices satisface las propiedades asociativas y distributiva . 

Sin embargo no el.> conmu.tativo como puede apreciarse en el si---

guiente ejemplo: 

Sean 

y B 
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luego AB f- BA 

EJEMPLO 5.3 

El siguie nte p roducto matricial 

o 

muestra que es posible que al multiplicar dos matrices diferen-

tes de cero resulte la matriz cero. En particular esto signifi-

ca que de la expresión 

A X = A Y A f- O 

no podernos concluir que X = Y esto es, la L ~ y Canc~tativa pa-

. ra nGmeros reales no se puede extender a las matrices. 

TEOREMA 5.4 

Si la matriz A de orden n posee inversa, ésta es Gni 

ca. 

PRUEBA 

Sea B la matriz inversa de A. Entonces tenemos 

AB = BA = 

Supongamos q ue e x iste otra matriz inversa C tal q ue 

AC = CA = 
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como 

I\B = BA 

= > C(AB) = C(BA) 

=> (CA) B = C(BA) 

= > 1 B e 

luego B = C 

DEFINICION 5 . 5 

Cua l quier matriz B obtenida al r ealizar una so l a 

operaci6n elemental en fila en l a matriz unidad 1, se conoce co 

mo una Mat~iz elemental . 

DEFINIeION 5.6 

Dos matrices A y B se denominan Equivalente~ 

(A ~ B), si una d e ellas de deduce de la otra c omo c onsecuencia 

de efectuar operaciones e l ementales en fila. 

DEFINICION 5.7 

Una matri z s imétri ca A de orden n, es llamada Ve -

6inida p o ~ itiva si 

para c ada vector columna n - d imensional x I O. 

EJEMPLO 5 . 8 

La matriz 
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2 -1 

A = -1 2 

o -1 

es un a matriz definida p ositi va. Sup6ngase que x es cualquie r -

vector columna 3-dime n s iona1, enton c e s: 

2 -1 O 

[:: -t -
[XI,X 2,X3] -1 2 -1 x Ax = 

O -1 2 X3 

[2x i 2XIX2 
2 

2 X2X3 " 2J = - + 2 X2 - + ¿X 3 

[x~ (x l 
2 

(X2 
2 

x~J = + - X 2 ) + - X 3 ) + 

2 
(x l 

2 
( x 2 

2 2 
Y Xl + - x 2 ) + - X 3 ) + x 3 > O 

a menos que 

DEFINIeION 5 . 9 

La suma de los elementos de la diagonal principal 

de cua lquier matr iz cuadrada A, se llama T~aza d~ A Y se denota 

por tJt[A] . 
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n 

t Jt I A] = a 1 1 -\- a 2 2 -\- • • • + a n Il = L a i i 
i==1 

DEFINI CION 5.10 

Sea l a matriz A de orden m x D, El e~paeio eolum 

na denotado por R(A) e s el subespacio d e ~m generado por l as ca 

lumn as de A. El e..6pa e-i.o n-i.·t cL de. A es R(A t
) c JRD . El fLC{.n,go de A, 

denotado por rang CA) es la dimensi6n de RCA), o sea 

rang CA) = dim [R CA) ] . 

DEF I NICION 5.11 

Sea A una matriz m x D. El e.~pa e-i. o Nulo de A, de 

notado por N(A) s e de fin e corno s igue 

La nul-i.dad de. A, denotada por Nul l (A), es la d i 

mensión de N(A), o sea 

Null (A) = dim [N (A) ] 

EJEMPLO 5.12 

. ( y} = [1, OJ 
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y; = [O,. 1J 

y, {] 

Yl + Y21 por lo que es t .d; 

los vectore s {y~,y~ } son l .i y Y~ = Y~ + Y~ es tambien l .d. 

Entonces 

rang (A) = 2 y rang (A t
) = 2. 

Por definición, N(A) = {x E JR 3 / Ax = O} 

Xl + X3 = O Xl = X2 
=> = > 

a 

luego N(A) = {x EJR 3 / x = a ,a EJR } 

-a 

dim [N (A) J = 1 

=> Null (A) = 1 

Por definición, N(At ) = {S{ EJR 2 / AS{ = O} 

Xl O 

t- x 2 O = > = X2 = O A X = = Xl 

XJ + X 2 O 
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íol 
I } 

1 o. J " . 

dim [N ( A t) ] - O 

=> Null (At
) = O 

Nótese que Null (A) f Null (A
t

) 

OBSERVACION 5 . 13 

En el ejemplo anterior hemos v is t o que a pesar 

de que rang (A) = rang (A t
), no necesariamente Null (A) tiene 

t 
que s er igual a Null (A ). 

EJERCICIOS 

5.1 Dadas las matrices 

1 O 2 

B ~ [: 
3 O 6 5 7 

A = O 1 1 4 -1 C= 2 2 4 

2 O 2 3 O 3 3 6 

verifiq u e que AC = BC, sin embargo, A ~ B. 

5.2 Demostrar que 

a) TILaza [A + B] = ;tILaza [A] + ;tILaza [B] 

b) TILaza [~A] = ~ ;tILaza [A] 

mx n 5.3 Sea A s JR . Demostrar que si n > m, entonc es 

Null (A) =j: O. 

5.4 Probar que si A, es. definida positiva, entonces A- 1 es defi 

nida positiva . 

-t -
5.5 Con s truy a una matriz A no simétrica pero que x A x > O 
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para todo x f. O a 

5.6 Muestre que la matriz 

4 -l 

:.7sl A= -1 4.25 

1 2.75 3.5 
I 
J 

es definid a positiva 

5.7 Demostrar que si U es triangular supe rior, entonces 

(AU) [k] = A Lk] U I:lJ po.ra toclo k siempre que A [kJ esté defini 

da. (Suge rencia: consider a r l as pa r ticione s 

A12 
u = 

o 

las cuales son conformables con respecto a la multiplica--

ción) . 

5.8 Demostrar si L es triangular inferior, entonces 

(LA) [k] = L[k] A[ k] para todo k, siempre que A [k] esté de-

finida. 

6. TRANSFORMACIONES LINEALES Y MATRICIALES 

DEFINIeION 6.1 

Sea f: ~n ---> mn una función. Se dice q u e f e s 

una transformación lineal si 

a ,b c: m ( 6 • 1) 
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EJEIvIPLO 6 . 2 

La func i ón T: JR 2 -->:iR , tal que 'rc[x,y] t j = x 

es una t r a ns f o rmació n lineal. 

Enton c es : 

= aXl + bx2' p o r de f. d e T 

EJEMPLO 6.3 

Sea f: JR3 ---> JR3 una transformación lineal. Esta -

transformación line al e s tá determinada en forma única por los 

r al1 a ·l 2 

r
a13l 

Sea f(ed = Al ~ l a 2l 
f(e 2) = A2 = a 22 y f(e 3 ) ~ A3 ~ a"j 

a3 l CL32 CL 33 

s e tiene q ue : 

En t érminos de componentes i ndividuales , s i y = f( x ), e ntonces : 
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C6 . 2) 

Las ecuaciones (6 . 2 ) muestran que la transformación lineal f es 

tá completamente determinada por la matriz 

[al 1 a12 al 3 

a 21 a22 a23 ( 6 • 3) 

L.. a 31 a32 a 3 3 
.' 

El arreglo (6.3) es llamado f1.e.pf1.e.-6e.I1 -tac.i6Yl. ma-tf1.ic.ia.t. de la trans 

formación lineal f. 

Ampliando lo anterior, enunciaremos el siguiente teorema. 

TEOREMA 6.4 

Sea f: JRn ---> JRm es una transformación lineal. En--

tonces hay una única matriz de orden ro x n tal que 

(6.4) 

todo - n 
Reciprocamente , si Af matriz para x EJR • es una m x n , en--

tonces la función f definida por (6 . 4) es una t.ransformación li 

neal de JRn a JRm . 

PRUEBA 

Primero obse rvemos que si Bf es cua lquier otra matriz sa­

tisfaciendo (6.4), entonces V X EJRn 

B x = f(x) = A x 
f f 
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Corno f es una transformac i 6n lineal y (6.4) es válida para 

cualquier x EJR 

entonces B. = A. 
l l 

tome mos x = e.¡ luego tendríamos que 
1 

es decir que 

Por tanto Bf = A~. Así, si Af existe , es Gnica. 

Para construir Af' sea Ai 

Af = (A 1 ,A 2, . .. ,A n ) 

- f(e.) 
1 

n 
(i = 1,2, ••• ,n) EJR y 

Entonces, 

+ ... 

así que Af satisface (6.4). 

Es fácil probar el recíproco. 

EJERCICIOS 

6.1 Mostrar que si f, g: JRn --> JRm son transformaciones line a--

les, entonces la funci6n f + g: JRn --> JRm definida por 

(f + g) ( x ) = f(x) + g (x) 
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es una transfor mación lineal . . Además 

6.2 Muestre que si la función f: ~n --> mm es una transforma--

ción lineal y a. E:ffi. . Entonces la función a.f definida por 

(o. f)(.x) = af( x ) 
- n xEJR 

es una transforma ción lineal. Además 

Aa.f = a.A f 

6.3 Sea f: mn __ >JRrn 
y rn ,f.. f o lO g: :IR --> JR trans ormaClones lnea-

les. Mostrar que la función g o f definida por 

(g o f) (x) = g(f(x)) 
- n 

, X EJR 

es una transformación lineal. Además 

2 

6.4 Muestre que la función T: m ---> JR2 definida por 

5X2] t 

es una transforma ción lineal. 

6.5 Muestre que la función f: m2 __ > m2 definida por 

f , ( [ Xl, X 2 J t) = X1X2 

no es una trans formación lineal. 

6.6 Verificar que T : IR 3 __ > JR 2 definida por 
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-1 
T 

2 

es una transformación lineal. 

7. ECUACIONES LINEALES 

El sistema de m ecuaciones lineales 

(7 .1) 

. 
amI Xl + am2 X2 + ..• + amn Xn bm 

con las variables XI,X2, ••• ,X n puede ser escrito en la forma ma 

tricial 

Ax = b (7.2) 

Dado un sistema de la forma (7.1) podernos formar la matriz 

r a" 
aI2····· a ln b l 

a21 Ct22·····a2n 62 . = [A, i,J 

lL • 

am2 ••••• a mn bm 

que es llamada la matriz aumentada del sistema. 

En esta sección se discutirá condiciones bajo las que ---

(7.2) tiene una solución. Los resultados de esta sección no 

son constructivos; éstos no nos d icen cómo calcular una solu--

ción x de (7.2). Métodos computacionales para resolver siste--
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mas lineales seran tratados en el capítulo siguiente. 

Hay alguna terminología asociada con el sistema (7.11 y -

la ecuación matricial (7.2). Sea A EJRm.x n. Si .ro > n, el sistema -

es llamado . ~ob4 edete4minad o (hay más ecuaciones que variables}. 

Si m < n, el sistema se dice que es baj o deteJ1..mina do (hay más va­

riables que ecuaciones). Si b = 0, el sistema es llamado H omog~ 

neo. 

La primera pregunta trata de la existencia de una solución 

para (7.2). Un criterio clásico está contenido en el siguiente 

teorema. 

TEOREMA 7.1 

La ecuación (7.2) tiene una solución x si y solo si 

rang ([A,SJ) = rang (A) (7.3) 

PRUEBA 

Supongamos que existe un x tal que Ax = b. Entonces b es 

una combinación lineal de las columnas de A, por lo tanto está 

en el espacio columna R(A). Se sigue que R([A,bJ) = R(A), y --­

rang ([A ,b] ) = rang (A) 

Reciprocamente, note que R (A) c R ([A ,b] ). Por tanto si 

(7.3) es satisfecha-, R(A) y R([A,bJ) tienen la misma dimensión 

y son además i gua l es (ejercic . 2.6) 

Por tanto S E R (A); esto es, b es una combinación lineal -

de las columnas de A. Por el ejemplo (4.10) esto significa que 

b = Ax para algún x E }Rn • 
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COROLARIO 7.2 

Si rang CA} = m, e ntonces (7.2) siempre tiene una 

solución. 

PRUEBA 

Como las c olumnas de A y [A,1] son m-vectores 

ro = r ang CA) 2 rang C[A,1J ) 2 m, lo cual i mp lica que 

rang CA) = rang C[A,bJ) = m. 

OBSERVACION 7.3 

El teorema hace fácil la construcción de siste-

mas que no tienen soluciones. Por ejemplo, tomar 

y b = [ 1, OJ t 

Entonces rang CA) = 1 f 2 = rang C[A,bJ) 

TEOREMA 7.4 

Sea x una solución de (.7.2). Entonces el conjunto -

de todas las soluciones de (7.2) e s x + NCA), donde 

x + N CA) = {z E ]Rn / z = x + y ,.. Ay = O}. 

PRUEBA 

Si Y satisfa c e (7.2), es decir, Ay = b, entonces 

Ay - Ax = 5 => A( y - x} = Q 

=> (y - x) E N CA) 

además y = x + (y x) E X + N(A) 
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Reciprocamente , si y E X + N CA) , entonces y = x + z, para algún 

Z tal que Az = O 

Por lo tanto, Ay = A(x + z) 
- -

Ay = Ax + Az 

Ay AY.. = b 

A 

El teorema anterior nos permite obtener otras soluciones 

de (7.2), sumando vectores en pI espacio nulo de A. Solamente 

exi~te una manera p ara que la soluci6n s ea Gnica yescuando el 

espacio nulo de A conste solame nte del vector cero. 

COROLARIO 7.5 

Una soluci6n de (7.2) es Gnica si y solo si 

Null (A) = o. 

TEOREMA 7.6 

Un sistema bajodeterminado de ecuaciones homogéneas 

siempre tiene una soluci6n no trivial. 

PRUEBA 

La ecuaci6n homogénea Ax - O siempre tiene la soluci6n -

trivial x = O. Por el teorema (7.3), el conju~to de todas las 

soluciones de l sistema h omogéneo sería el sube spacio 

Si Null (Al = O = dim [N(A)], entonces N(A) = {o}. En es 

- -
te c aso Ax = O solo tendría la soluci6n trivial x = 6; como el 
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sistema es bajodete rminado, e s decir que n > m, entonces 

Null CA) i" O (por ejercicio 5.3) i por consiguiente dim[NCA)] t O. 

Por tanto el sistema bajodeterminado Ax = 5 tiene una solución 

no trivial 

Si a i" O, la ecuación escalar aXl = b puede ser resuelta 

dividiendo por "a" y obtener Xl = a-lb. Esto sugiere que es po 

sible expresar la solución de (7.2) en la forma 

- -I­
X = A b ( 7 .4) 

El requerimiento de que (7.2) tenga una solución única li 

mita la dimensión de A: 

1°) Si la solución es única, tenemos que Null CA) = O, de lo -

que se deduce que ID > n. 

2°) La representación (7.4) implica que (7.2) tiene una solu~­

ción para todo b (JRm. Esto significa que las n columnas de 

A generan JRID y por lo tanto que n > ID. Así n = ID. 

EJEMPLO 7.7 

La restricción que n ~ ID no puede ser liberada, pue~ 

to que (7.4) implica que (7.2) debe siempre tener una solución. 

Sin embargo, podemos liberar la restricción de que la solución 

sea única y requerir solamente que (7.4) produzca una de las-

soluciones. Por ejemplo, sea 



51 

o 
o 

y .1 
1 

o 

Entonces AC = l. Por tanto, si 

x Cb 

tenemos Ai = Ac5 = 15 = S. Así la matriz C hace el papel de -

-1 A en (7. 4) . Sin embargo , C no e s la única matriz que hace es 

too Por ejemplo, la matriz 

1 O 

D= 1 2 

-1 . 1 

tambien satisface AD = J, Y servirá igualmente de A- 1 
en (7.4). 

Del ejemplo anterior, vemos que si A es una matriz de or-

den ro x n (m t n), existen matrices que hacen el papel de inve r 

sa s610 a la de~echa 6 s610 a la ¡ zqu¡e~da de A 

Si A es una matriz cuadrada, no necesariamente posee in--

versa. Condiciones n e c e sarias y suficientes para que A tenga -

inversa estan dadas en el siguiente teorema. 

TEOREMA 7.8 

Sea A una matriz cua drada de orden n. Entonces las 

siguientes proposiciones son equivalentes: 

lo rang CA) = n 

2. Null CA) = O 

3. Las co lumnas de A son linealmente independiente s 

4 . Las fiJas de A son linealmente independiente.s 
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5. 
-1 

Existe una matriz A d e orde n n satisfaciendo 

(7.5) 

PRUEBA 

Las condiciones 1, 2 Y 3 son obiamente equivalentes. Pa-

ra demostrar que la parte 3 implica 5: . 

Sea f: JRn --> JRn, la transformaci6n lineal representada por -

la matriz A. Ahora por la parte 1 y el corolario 7.2, la ecua-

ci6n Ax = b siempre tiene una soluci6n. Por la parte 2 y coro-

lario 7.5, la soluci6n es única. Esto equivale a decir que f -

es uno a uno y sobre (ejercicio 7.6). Por lo tanto f tiene una 

inversa g satisfaciendo 

g o f = f o g = i n 
(7.6) 

afirmamos que g es lineal. Para mostrar esto, sean 

- - n g (x 1 ) - g (X2) además Xl, X2 EJR y Y1 = Y2 = , que 

x. = fG. ) (i = 1,2) 
1 1 

entonces 

Por tanto 

ag(Xl) + bg(X2) = aY1 + bY2 

= g[f(aYI + bY2)] 

Como g es una transformac i6n lineal de JRn en JRn es re 
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presentada por una matriz A-J de orden n. Entonces la ecuación 

(7.6) es equivalente a A- J A = AA- 1 = In, lo cua.l es justamente 

() • 5) • 

Para mostrar q ue la parte 5 ll1plica parte 3, supóngase que 

Ax 5. Entonces 

Así, si Ax = 0, entonces x = 0, lo cual es equivalente a -

decir que las columnas de A son linealmente independientes. 

Argumentos idénticos con las f ilas en lugar de las colum--

nas establecerá la equivalencia de las partes 4 y 5. 

EJERCICIOS 

7.1 Muestre que la matriz A EIRnxn es no singular si y solamen-

te si la ecuaci6n homogénea Ax = O tiene la soluci6n tri--

vial. 

7.2 Sea A EIRffixn . Muestre que AtA es no singular si y solamente 

si A tiene columnas linealmente independientes. 

7.3 Muestre que si A tiene filas linealmente independientes y 

columnas linealmente independientes, entonces A es cuadra-

da y no singular. 

7.4 Sean 

y 

Probar que el sistema homogéneo Ax = O tiene soluciones no 

triviales. 



54 

7.5 La s sig uie ntes matrj_ces rep resGn tan la .matriz aumentada 

[A,bJ de un s is tema de ecua ciones line a les . En cada c aso -

determina.r cuale s ecuaciones t::i.enen infinito número de so-

luciones¡ soluc i ó n única -" o n o posee solución. 

a} 

[: 
1 O O 

:1 
b) r3 2 1 6 

l: O 1 2 1 2 4 

O O O O 1 ~ OJ 

c) 

1: 
3 4 

:1 
d) 

[: 
O O O 4 

2 3 1 2 O 5 

l: O 2 O O 1 6 

:J O 1 

7.6 Si el sistema Ax = b tiene soluci6n única; probar que la -

tra~sformación line al f: JRn ___ > JRl1 representada por la ma 

triz A, es biyectiva. 

8. ERRORES, ARITMETICA y ESTABILIDAD 

En esta sección daremos conceptos que serán de mucha utili 

dad p a ra estudiar los efectos del error por redondeo en los al-

goritmos que apare ceran en los capítulos siguientes. 

Como casi siempr e tra t amo s con c antidades aproximadas, el 

primer problema es dar una definición satisfactoria d e error en 

una aproxima ción. 

Sea b una aprox i mación de a . Una medida natural de la exac 

ti tud de b es e l número la - b l . S in e:nbargo, e ste número no tie 

ne s enti do a menos que e l tamafio de a sea conocido; re s ulta s e r 

,..-----
I 't">' r 
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además una cantidad engafiosa . Por ej e mplo, conside remos dos ca 

sos 

a = 1.234 

b = .1.233 

la - 61 = 10- 3 

a = 0.002, 

b -- 0.001, 

la. - bl 

En ambos ca so s 1 a - bies 10 - 3 , pero sola mente en el primer c a -o 

s o diremo s q ue b es una buena aproximaci6n de a . 

En el segundo caso, a es tan p equefio que la diferencia 

la - bl = 10- 3 entre a y b representa un cambio significativo. 

Así, es claro que lo que es i mportante; es la relaci6n de 

1 a - b 1 con a. Este e jemplo motiva las sigl1ie.ntes definiciones 

de error. 

DEFINIerON 8 .1 

Sean a , b EJR .. con b conside rada como una apro x i ma 

ci6n de a. 

El ~e~~dual de b es el número 

a. - b 

El e~~o~ ab~oluto 6 error e n b es e l número 

e = la - bl 

Si a. 1- 0, el .ti.e~ ~dual ~ eiat~vo de b es el número 

a. - b 
a 

así, si el residual de b es ~, e s decir, 
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a. - b = S 

=> b = a - S 

En otras palabras, si b tiene error absoluto pequeño, entonces 

b puede ser obtenido de a sustrayendo una cantidad pequeña. Si 

milarmente si b tiene residual relativo a, es decir, 

a - b a = a 

1 
b a => - = a 

b 
=> - = 1 - a a 

. .. b = a(l a) = a(l + a) donde d = - a 

En otras palabras, si b tiene un error relativo pequeño, enton 

ces b puede ser obtenido de a multiplicando por una cantidad -

muy cercana a la unidad. 

Muchos cálculos numéricos en computadora son efectuados -

en aritmética de punto flotante. La forma de un n úmero en pun-

to flotante varía de computador en computador. Para ilustrar 

su diferencia daremos la siguiente definición. 

DEFINIeION 8.2 

(8.1) 

donde t es la precisión del sistema, es decir, el número de ci 
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fras que pcdemos representar*. En la expresi6n (8.1) observa- -

mos do s part.es: 

1) Fracción 6 Mantisa: ±. d 1 d 2 ••• d t 

2) Exponente 6 Carac;teristica e. El número "e" es un ent.ero 

tal que m < e < M, donde ro e s un entero negativo y M un en-

tero positivo. 

Sj. en la expresión (8.1 ) se da O.l~ l·dld2 ... dtl < 1, en--

tonces se dice que e l número está no~malizado . 

Si el sistema es de base Z, (8.1) se transforma en 

o < d. < [3 
l 

( 8 • 2) 

Un sistema de punto flotante queda determinado de la mane 

ra siquiente 

fe s, t, m, 1'.0 I (8.3) 

donde [3 es la base del sistema , t la precisión, m y M es el --

rango del e xponente . 

EJEMPLO 8.3 

Sea el sistema representado por f(10,4,-63,63). 

Tres maneras diferentes de expresar e l número y = 58.73 en for 

ma de punto flotante serían: 

* En muchas computadoras l os nGmeros en pun to flotante tienen 
preci s ión fi ja , otras t i enen la capacidad para man ipular núme ­
ros en punto flotan te c on el doble de la pre cisión usual. Ta -­
les nG me ros en punt o flot ari t e son l lamados nam~~o~ en doble - ­
p~e..c.¿~i6Jl y l os c á lculos involucra dos se dice que estan en do ­
b.te.. pfLf2.c.i~i6n . 
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i) Y = 0.5873 X 10 2 

ii) Y - 0 . 0587 ~ 1 0 3 

iii) Y 0.0058 ~ 10 4 

Los números ijJ y iii) no estan normalizados y no son convenien-

tes por la pérdida de cifras significativas que nos ocasiona. 

Por esta razón en lo suces ivo consideraremos unicamente núme--

ros ~ormalizados. 

En tod o número real puede ser expresado en la forma: 

es decir, 
. e 

± 0.0 ... Odt+ldt+2 ••• )10 

y = ± • chd 2 ... c1 10 
e-t 

± • d t + 1 d t + 2 ••• ~ .10 , 

lo que simbolizaremos por 

e e -t 
y = ± P 10 ± q .10 

y y 
(8 .4 ) 

Si queremos representar en el sistema f(10,4,-63,63) el -

número y = 0.46787222 X 10 3 
I o sea 

y = 0.4678 X 10 3 + 0.7222 X 10- 1 

debemos redondear lo. Para ello existen dos formas: 

i) Redondeo por Corte: 

Yc = 0.4678 X 10 3 

ii) Redondeo Simétrico: 

Ys = 0.467 9 X 10 3 

Es decir que un número de la forma (8.4) representado con re--

dondeo por corte sería 

e Yc = ± p y l0 
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y por medio de redonde o simétrico 

t 
lO e si Iqyl 

1 
Py , < 

2 

Y = s 
10 e - t ~ 

Py lOe ± - , si Iqyl > 2' 

Para el análisis de los errores absolutos y relativos que 

se cometen al representar un nGmero en un sistema de punto flo-

tante , consideraremos unicamente los nGmeros positivos. 

Si un número y está expre s ado en la forma (8.4) f entonces 

Y = p lOe . e y • 

Luego el error absoluto sería 

e = Iy - Yc I = y 

. e = qy lOe-t . . y 

La cota para el error a bsoluto es 

e 
y 

ya que O < q < 1. 
Y 

El error relativo a Yc sería 

le I q y loe-t 
a = y = y 

I y I p lO e y + qy lOe-t 

a loe-t 
a = "y 

y 
·dld 2 ... dtd t + 1 ••• 1Oe 

Luego una cota para (8.6) sería 

lO e -t qy 
< = 

( 8 .5) 

( 8 ,6) 
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DEFINIeION 8.4 

El número Yc = lOJ-t, es la Unidad de Redondeo -

po~ Co~te en la aritmética decimal de punto flotante con t dí-

gitos significativos de precisión. 

Si un número y está e xpresado como 

y = p lOe + qlOe-t 
y . 

entonces el error absoluto de Ys cuando qy < ~, sería 

. . . e = q ~oe-t 
y y 

1 
Corno qy < 2 se tiene que 

e - q loe-t < 1:. loe-t 
y y 2 

1 
El error absoluto de Ys cuando qy ~ 2 es: 

= Ip lOe + q lOe-t 
- y -y 

= I q lO e-t - loe-t I 
y 

= I (q - 1) lO e -t I 
y 

e = 1 1 - q 11oe -t 
y y 

Luego una cota para (8.8) sería: 

El error relativo para y es: 
s 

JO e _ loe-ti p -
y 

( 8 • 7) 

( 8 . 8) 



Una cota para (8.9) es: 

< 

NOTA: 

1/210 e - t 
~ -t = -2 10 

~0-110e 
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e8 .9). 

De la misma manera se hacen los análisis de error cuando -

se trate de números negativ os y llegaríamos a los mismos resul 

tados. 

DEFINICION 8.5 

Se define 11 = ~101-t = 5 x 10- t corno la Un.id a.d 
2 

de. Re.do n.de.o SiméAA .. tC.O en la aritmética de punto flotante con t 

dígitos. 

OBSERVACION 8.6 

Ya sea que se ocupe en los cálculos redondeo por corte ó re 

dondeo simétrico, la unidad de redondeo no depende de la 

magnitud del número que representemos en el sistema, sino -

que unicamente depende de las características del sistema. 

Notemos que 11 c = 211. 

NOTA: 

En los cálculos que esten involucrados en es te trabajo, -

se ocupará siempre redondeo simétrico; en lo sucesivo usaremos 
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el símbolo ~ en lugar de Ys' 

Sea {t ea) la expresión en punto f lotante del número real 

a¡ hemos comprobado que 

6i (a) = a (l + a ) do nde d = - d 2. J.l 

Si 6l (ab), 6l (a/b) , 6l (~ + b) denota n el producto, cocie n 

te y suma de los nGmeros r e ale s a y b donde éstos estan r e pre­

sentados en punto flot ante , enton ces: 

i) 6.e.(ab} = ab (1 + a,) , donde 1 d 1 < ~ 

ii) 6l (a/ b ) = (a/ b ) (1 + 8) , donde 1 81 '::' Jl L8 .10) 

iii) 6l (a + b) = a( 1 + 8 ¡} + (1 + (2 ) I donde 

181 I I 18 21 < II 

Estas expresiones dicen que las operaciones de redondeo, 

multiplicación y división introduce n solamente pequeños errores 

relativos. 

En nuestra definición de un nGmero en punto flotante no -

observamos limitaciones en el tamaño de la característica. Sin 

embargo, si la característica está e ntre -100 y 100, entonces -

los nGmeros ma yores q ue 10 1 00 Ó menores que 10-10 0 no tienen -­

una representanción en punto fl~tante. Cuando una operación pro 

duce un nGmero con una caracterís t ica bastante grande o muy pe­

queña, se dice que sufre de ~ObheQahga ó baj a~ahga respect iva-­

mente. 

Daremos ahora dos ejemplos de cálculos en los cuales el -

error po r redonde o p roduce r e sul t a dos i nexactos. To dos los c á l­

culos están dados en a r i tmética de 4-díg i to s . 
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EJEMPLO 8.7 

La menor raíz r J de la ecuación cuadrá tica 

X
2 

- 6.433 x + 0. 0094 74 = O l 8.11) 

es, con cinco cifras, ~ .4 73~ x 10- 3
• Una e xpresión numérica pa 

ra rl está dada por la f é r mula cuadrática 

6.433 - ~(6. 433) 2 - 4 (0.00 9474 ) 
2 

( 8 • 12) 

En aritmética de 4-dígitos, una evaluación de (8.12} con ~edon 

deo simétrico sería: 

1} a = ni[(6.433)2] = 41.38 

2) b = 6i[4(.009 4 7 4 )] = 0.0380Cl 

3) ~ = tíi(a - b) = 41.34 

4) d = tíi(~) = 6. 4 30 
I 

5-) e. = tí i ( 6 . 433 - d ) = O. O 03 

6) rl = tíi( e. /2} = 0.0015 

así el valor calculado rl no está de acuerdo con r l en su se-­

gunda cifra significativa. 

EJEMPLO 8.8 

El siguiente sistema de ecuaciones lineales 

3.000 Xl + 4.127 X2 = 15.41 
(8.13) 

1.000 X l + 1.374 X2 = 5.147 

tiene por solución Xl = 13.665 8 Y X2 = -6.2. Si la primera 

ecuación es dividida por 3.000 y restada de la segunda, el r e-

sultado es 



así 

_ i.'1
3

27) X2 = 5 . ~ 4 7 _ 15.41 --3--
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X2 = 
~5. 41 

5.147 - --3-
C8 .14) 

~ • 3 7 4 _. 4. 12 7 
3 

Una evaluaci6n de (8.14) es la siguiente 

1) a = 6 l (15;4~ = 5.140 

2) b = 6lC5.147 - a) = 0.G.7 

3) c. = 6l[4.;27) = 1.376 

4) d = {f(1.374 - c.) = -0.002 

5) x ~ = tí l (-~] = - 3 • 5 O O 

De nuevo el valor calculado no está de acuerdo con el valor 

verdadero. En ambos ejemplos, el fracaso se encuentra en la 

resta de cantidades bastante iguales que cancela mas cifras 

significativas (paso 5 en el ejemplo 8.7 y pasos 2 y 4 en ejem 

plo 8.8). 

A pesar de sus similitudes l sin embargo, los cálculos fa-

llan por razones diferentes. La falla en el ejemplo 8.7 fué 

causada por la desafortunada representaci6n (8.12) de TI' cuyo 

cálculo requiere la cancelaci6n de cifras significativas. Esta 

cancelaci6n es evitada con la e.xpresi6n al·t.ernativa 

T.l ;:: 
2(0.00947 4 ) 

(8 .15) 
6.433 + /(6.433) 2 - 4(0.09474) 
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cuyo resultado con 4 dígitos es T l = 1.473, que es una respue~ 

ta bastante satis factoria. 

Si el lector está, por el mOillento, queriendo usar la pal~ 

bra IIcercana" sin especificar exactamente lo que significa, p~ 

demos hacer esta distinción mas especificamente. Muchos proble 

mas numéricos puede n ser descritos de la siguiente manera. 

~ m n Dada una función definida matematicamente f: E cJR -->JR. 

Las m componentes del argumento x de f son los datos para de--

terminar el problema y las n componentes de f(x) son las res--

puestas. El problema numérico consiste entonces en calcular la 

aproximación a f(x) dado un x. 

Por ejemplo, la DATA en el ejemplo 8.7 es el vector 

x = (b,~) de coeficientes de la ecuación X2 + bx + ~ = O. 

La naturaleza de la función f limita la exactitud alcanza 

da por los cálculos, pero en la práctica solamente una aproxi-

mación x* a la DATA es conocida, y siempre solamente podernos -

calcular f(x*) . 

Ahora para algunas clases de problemas, f(x) y f(x*) pue-

den diferir grandemente. Tal problema se dice que está mal ~on 

d¡~¡onado. Si intentamos resolver un problema mal condicionado 

comenzando con la data inexacta, la solución será inexacta no 

importando cómo sea calculada. El problema del ejemplo 8.8 es­

tá mal condicionado. 

La selección e implementación de un algoritmo para resol­

ver el problema matemático asociado con f es importante para -

definir una nueva función f* que, dada una data x resulta una 



66 

solución aproximada f*(i). No esperamos que f* resuelva proble 

mas mal condic ionados con ma s exactitud q ue lo que la data ga-

rantiza, sin embargo, estaríamos muy p:::-eocupados si f* introdu 

ce inexactitudes mas grandes que la propia función f. Esto su-

giere que requerirnos de f * lo siguiente; Para cualquier .x E: E -

existe valor próximo ;(* E E 't a l que f (x*) está cerca de f * ( x ), • 

En otras palabras requerirnos que el algor itmo dé una solución 

que esté cer ca de la solución exacta de un problema poco per--

turbado. Algoritmos con esta propiedad son llamados e~tabte~ . 

La ecuación (8.12) representa una inestable manera de calcu--

lar la raíz TI de (8.11). 

EJERCICIOS 

8.1 Sean A,B EJR
mxn

• Mostrar que 6t(A + B) = A' + B', donde 

a~. = 0. .. (1 + d .. ), 
lJ lJ lJ 1 d , . 1 < ].l , 

lJ 

y 

bl~J' = b .. (l + o .. ), 10 .. 1 <].l. lJ lJ lJ 

8.2 Mostrar que si 1 dI 1, 1 a 2 1 , ••• ,la 1 < ].l, en tonce s 
n -

donde 

8.3 Sea I al.::. ]l. Mostrar que si n J.1 < O. 1, entonces 

(l + d) n = 1 + n d " donde la ' I < 1. 06 ].l . 

Así si 

]l' = 1.06 ]l 



y 'a 1 1, ,a 2 , , ••• , 'a , ~}l, se sigue que 
n 

(1 + (1)(1 + (2 ) ••• (1 

donde 'd I < )JI. 

8.4 Mostrar que 

donde 

y 

+ d ) 
n 

1 d.1 < (n - i + 1) )JI 
~. 

= ..1 + n9., 
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(i = 2,3, ..• ,n) 
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METODOS DIRECTOS PARA RESOLVER 

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 

PRIMERA PARTE 

En el capítulo anterior se dió a conocer las condiciones 

que debe cumpli r un sistema de e.cuaciones lineales para q ue --

tenga solución. 

En este capítulo estaremos concentrados con algoritmos 

que resolverán la ecuación Ax = b (1) 

Los algoritmos tienen en comGn la idea ,de f actorar A en · -

la forma 

La ecuaci6n (1) puede ser facilmente resuelta tomando Yo = b 

y para. i =1,2, ... ,k calculando y. como la solución de la ecua 
l. 

ción 

R.Y. -- Y 
l. l. i-¡ 

Entonces se tiene 

RIR2R3 ••• Rkx = b 

RIR2 R3 ••• Rkx -= Yo 

R2 R3" .RkX 
-1-

= Yl = R 1 Yo 

Obviamente Yk es la solución deseada x. 
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Las matrices R. que resultan de la factorización de A son 
~ 

a menudo triangulares. Por consiguiente estudiaremos los algo-

ritmos para resolver sistemas triangulares. 

Cuando A es no singular, los métodos de este capítulo pue 

-1 
den ser adaptados para dar algoritmos para el cálculo de A ¿ 

sin embargo, el cálculo de A- 1 es innecesario para la resolu--

ci6n de (1) porque consume demasiado tiempo; los métodos que -

-1 
daremos aquí serán mas cortos que primero calcular A y luego 

- 1-
formar A b. 

1. MATR 1 CES TR 1 AN GULARES y SI STErv'AS 

En esta sección daremos algoritmos para obtener la inver-

sa de matrices triangulares y para resolver sistemas -- de ecua--

ciones triangulares. Hay varias razones para considerar este -

primer caso especial. En primer lugar, nuestro algoritmos sub-

siguientes facilitan la resolución de sistemas triangulares. -

Segundo, los algoritmos para sistemas triangulares son compara 

rivamente simples. Tercero, los algoritmos proveen ejemplos 

buenos y simplificados de algunas consideraciones prácticas re 

lacionadas con el almacenamiento y la cantidad de operaciones 

efectuadas. Restringiremos nuestra atención a matrices triangu 

lares superiores, las modificaciones para matrices triangula--

res inferiores serían obvias. 

TEOREMA 1.1 

Sean A Y C de orden f y m respectivamente, y B una 

matriz de orden l x m. Entonces la matriz 
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es no singular si y solo si A y e son no singulares. En este -

caso 

PRUEBA 

11<=11 

Si A Y e son no singulares, la matriz del lado derecho de 

(1.1) está bien definida y es la inversa de T. 

En efecto: 

. den { x . m. 

[: 

entonces 

Sean X, l de orden { y m respectivamente, y Y de or-

[

AX + BO 

OX + eo 

AY 

AY + Bl] 
OY + el 

+ Bl] 
el 
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T - 1 A singular AX -- ! . .e. ,.....,> X = A 1 .e. como es no 

=> X = A -.1 

CZ = 1m => Z :::: C -.1 1 
m c omo C es no singular 

=> Z 
. -.1 
e 

AY + BZ = o => AY + BC-l = o 
=> AY = -BC- 1 

=> Y = -A -1 BC - 1 

luego T es no singular y D.l) es su inverso. . 

"=>" 

Sup6ngase que e es singular. Entonces existe un vector di­

ferente de cero x, con m componentes, tal que xtC = ot. 

Si 6t denota ei cero vector fila con l componentes, enton-

Por lo tanto T es singular. El caso donde A es singular es tr~ 

tado similarmente. 

El teorema 1.1 tiene mejor uso en consecuencias te6ricas. 

Note que la matriz A es submatrizdirectriz principal de orden 

l de Ti esto es A = T[l] (ver la discusi6n siguiendo la defini 

ci6n 1.3.15). 

L i 
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De (1.1) se tiene que la matriz A- 1 es la submatriz direc 

triz principal de orden l de T- 1 
• En otras palabras, si T es 

triangular superior, entonces (T[l])-l = (T-1)[lJ 

El teorema 1.1 nos permi te describir la inversa de una ma 

triz triangular. 

TEOREMA 1.2 

I 

Sea T una matriz triangular superior. Entonces T es 

no singular si y solo si ~us elementos de la diagonal son dife 

feren tes de cero. En este caso T-
1 es triangular superior. 

PRUEBA 

La prueba es por inducción en el orden de T. La afirma--

ción es obviamente cierta para matrices de orden 1 
-..L • Supóngase 

que el teorema es ciert.o para todas las matrices de orden n > 1 

y T es de orden n. Entonces T puede ser particionada en la for 

ma 

[

T
n

_
1 

T= 
O 

donde Tn - 1 es la submatriz directriz principal de Tde orden -

n-l y t n = [tln' t2nl ... ,tn_l,nJt. Ahora Tn - J y t nn son ma-­

trices triangulares de orden menor que n. Ellas tienen elemen-

tos diferentes de ceros en la diagonal. Por la hipótesis induc 

tiva ellas son no singulares si y solo si tienen elementos di-

ferentes de cero en la diagonal. Finalmente por el teorema 1.1, 

T es no singular si y solo si Tn -
1 

y t nn son no singulares. 
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-1 t Para ver que T es triangul a r superior, note que por eo 

rema 1 . .1 

[

r-l 
n-

r- 1 = 
O 

_ r-1 t t _1] 
n- n nn 

t- J 

nn 

(.1.2) 

~ T- J 
Por hipotesis inductiva 

n-1 
es triangular superior. Por lo 

-1 
tanto r es triangular superior. 

Regresemos al problema de resolución de~ sistema lineal 

- -T x = b (1. 3) 

donde r es una matriz triangular superior no singular de orden 

n. La última ecuación del sistema (1.3) es 

del que se tiene 

t x = b 
nn n n 

_1 
X = t b n nn n 

(1.4) 

En general, si conocemos x , x , ..• ,x. , podemos resol n n-l 1.+1 

ver la i-ésima ecuación de (1.3), que es 

para obtener 

t . . x. + t .. x + ... + t. x = b. 
1.1. 1. 1.,1.+1 i+1 1.n n 1. 

X. 1. 

n 
_1 ( 'i' ) = t .. b . - L t .. X. 
1.1. 1. j=i+l 1.J J 

(1.5) 

Las fórmulas (1.4) y (1.5) definen un algoritmo para el cálcu-

lo de la soluci6n de (1.3). 
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ALGORITMO 1.3: 

Sea T E:JR
nxn una matriz triangular superior y no 

- n singular I y sea b EJR • Este algoritmo calcula la solución de -

la ecuación T x = b 

1) Ipara i = n, 

~ xi = 

n-~, ... ,l 

-1 ( 
t . . ,b . 

lJ.. 1. 

n 
- L t .. x.t 

j=i+J 1.J J 

El algoritmo 1.3 para resolver un sistema triangular es al-

gunas veces llamado Método de ~u~t~tuQ~6n haQ~a atná~. Matemáti 

camente, el algoritmo puede fallar solamente cuando algún t .. = O, 
11 

-1 en cuyo caso t .. no estaría definido. Por el teorema 1.2 esto -
11 

. puede suceder solamente cuando T es singular. En otras palabras , 

si T es no singular , el algoritmo 1.3 puede ser completado. 

Una importante consideración práctica es la posibilidad 

que el algoritmo falle por sobre- carga del computador, aunque -

T sea no singular. Por ejemplo, si 

y b = [O, l]t , entonces x = [_10 12 °, 10 60]t • En un computador 

cuyo orden de punto flotante tiene "caracteres" limitado por 

100, la primera componente de x no puede ser representada como 

un número de punto flotante y cualquier intento de ejecutar el 

algoritmo 1.3 para este dato resultará una sobre-carga. 

El algoritmo 1.3 no ocupa los elementos de la parte infe--
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rior del arreglo T. Así e sta parte está libre para otros propó-

sitos, es decir, par a almacenar lo s elementos de una matriz es-

trictamente triangular inferior . 

Finalmente note que el a l goritmo 1.3 requiere alrededor de 

n 2 
-- multiplicaciones. 
2 

El algoritmo 1.3 puede ser adaptado para c a lcular la inver 

sa S de una matr iz triangular superj.or T. Especificamente si S 

la particionamos en columnas , es decir, S = [S j , S 2 , •. . , SJ, en-

tonces la ecuación TS = 1 es equivalente al \Jnjunto de ecuacio 

nes 

TS
k 

= e 
k 

(k = 1,2, • .. ,n) 

Cada ecuación puede ser resuelta por el algoritmo 1.3 para 

obtener la inversa S. Sin embargo este es un procedi~iento ine-

ficiente, para la mitad de los elementos de S que se sabe que -

son ceros y no tiene sent ido calcularlos. Para evitar esta difi 

cultad, sea Sk = [Slk,S2k, ... ,Skk]t. Entonces es fácil verifi--

car que 

donde ek . es ahora un k-vector. La ecuación (1.6) es un sistema 

triangular superior de orden k para los elementos distintos de 

c e ro de Sk ' e l cual puede ser resuel to por el algoritmo 1.3. Si 

esto es dado para c ada k , r esulta aquí un algoritmo para inver -

tir una matriz triang ular superior. Por razones que serán obvias 

mas tarde , r esolveremos las ecuaciones en e l orden k = n,n-J. , .. . ,l 

(conf . al algoritmo 1 . 5) . 



ALGORITMO 1.4 

T cJRnxn l' Sea ~ una matriz triangu ar superlor y no 

-J. 
singular. Este algoritmo calcula T . 

1) I Para k = n, n-l, ... , 1 

n 
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2) S. 
1k 

-1 = -t . . 
11 L t . 'S ' k(i 

1 J 1 
= k-l,k-2, ... ,1). 

j=i+1 

En este algoritmo hemos tornado ventaja del hecho que todas 

las componente s excepto las últimas de 8k son cero . Como e l al­

goritmo 1.3, este algoritmo está matemáticamente bien definido 

cuando T es no ~¡ngula~. Practicamente la sobre carga puede im-

pedir su ejecución completa. Alguna precisión puede ser ganada 

por la ecumulación de productos internos en doble precisión. 

Cuando no es requerido guardar los elementos de la matriz 

T, ellos pueden ser sobre-escritos en el lugar de los elementos 

- 1 
de S = T . En efecto, en el algoritmo 1.4, una vez t. ha sido 

1k 

usado para calcular sik éste ya no se necesita, y por lo tanto 

podemos escribir sik en el lugar de t ik " Esto lo vemos en el si 

guiente algoritmo para invertir T en su propio arreglo. 

ALGORITMO 1.5 

Sea T sJRI1XI1 una matriz no singular triangular supe 

rior. Este algoritmo sobre escr ibe T con su inversa S. 

1) Para k = n, n-I," .. ,l 

<--

I1 
-1 \' ' = - t .. L t . . s. (l=k-.1,k-2, ... ,1) 
11 " 1J Jk 

J=l+l 
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Ambos algoritmos 1.4 y 1.5 requieren alrededor de n 3/6 multipli 

caciones las cuales difieren en l a cantidad de multiplicaciones 

n para el algoritmo 1.3 por un factor de ~. 

Este hecho tiene consecuencias importantes para la solu---

ción de sistemas triangualres. 

Un simple esquema para resolver (1.3) podr!a ser como si--

gue: 

2) x = S1 

cuando el primer paso es realizado por el algoritmo 1.5. Sin em 

bargo, la expresión 1 requiere n 3 /6 multiplicaciones, además 
2 

que las n
2 

multiplicaciones de la expresión 2 son insignifican-

tes. Obviamente, cuando n sea grande, este proceso es mas caro 

que el algoritmo 1.3. En otras palabras, si solamente se requie 

-1 
re la solución de (1.3), no es necesario calcular T . . 

La inversa de una matriz raras veces es requerida en comp~ 

taciones matriciales. Cada vez que solicitemos calcular 

_1-
X = T - b 

podemos alternativamente calcular la solución de 

Tx = b 

reconstruyendo lo en tal forma s e puede ahorrar un buen tiempo de 

máquina, como se mues tra en el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 1.6 

Deseamos calcular la expresión 
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-t -l-
a = x T y I 

donde T es una matriz triangular super ior de orden n. En vez de 

invertir T, puede procederse como sigue: 

1) Resolver la ecuación lz = y 

2) Calcular 
-t-

a = x z 

El simple hecho de calcular T- 1 
requiere 

n 3 

multiplicaciones, 6 -

además los cálculo s que se efectuan son insignificantes. El pro­

n 2 

ceso alternativo, por o tro lado, requiere solamente ~ multipl~ 

caciones . 

EJEMPLO 1 . 7 

Deseamos calcular 

-1 
e = T B 

donde T es de orden n y B EJR
nxm . Si particionamos B y e por co-

lumnas, entonces 

[- ] [_1 -1 -1 ] 
el, C 2 , •• • , Cm = T B 1 , T B 2 , ••• , T Bm 

-1 
donde C. = T B.; así las columnas de e pueden ser encontradas 

1 1 

resolviendo los sistemas 

TC. = B. 
1 1 

(i = 1,2, ... , m) 

n 3 

Si T es triangular superior, el simple cálculo requiere 6 mul-

tiplicaciones para la inversión de T y otras m~ multiplicacio­

nes para calcular e = T-1B, dando un total de (in + }.m)n 2 multi 
2 

plicaciones. El proc eso alternativo requiere m~ multiplicacio-

nes. Compara ndo e sta cantidad de operaciones, vemos que el pro­

cedimiento que involucra T- 1 siempre requiere mas trabajo que -
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el proceso alternativo, aunque la diferencia se hace insignifi-

cante para m » n. 

EJERCICIOS 

1.1 Elaborar un a l goritmo para encontrar la inversa de una ma -

triz triangular inferior. 

1.2 Utilizar el algoritmo 1.3 para resolver el sistema 

2Xl + 4X2 

- 13x 3 = 12 

1.3 Aplicar el algoritmo 1.4 para encontrar la inversa de la -

matriz 

2 4 

o -3 

o o 

1.4 Elaborar un algoritmo para resolver un sistema triangular 

inferior. 

1.5 Escribir un algoritmo para encontrar la inversa de una ma-

triz triangular superior T de otra manera diferente al al-

goritmo 1.5 [sugerencia: Resolver los sistemas 

2. ELIMINACION GAUSSIANA. 

En esta sección daremos algoritmos para reducir una matriz 

a la forma trapezoidal superior. El algoritmo básico, llamado -
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EL¿mi.nac.i.6 Y1 Gau.6 J.:¡i.aYla, minimiza el proceso de eliminación de -­

las variables en un sistema de ecuaciones lineales. Además, los 

algoritmos pueden ser descritos en términos de operaciones ma-­

triciales, y estas descripciones nos guian a las factor i zacio-­

nes que se verán en el capítulo III. 

Para ilustrar estas ideas consideremo s el siguiente siste­

ma de ecuaciones lineal e s: 

Xl (2.1) 

Si 1/2 veces la primera ecuación es restada de la segunda y 2 -

veces la primera restada de la tercera, resulta el sistema 

- 3x 2 + 6 x 3 - - 3 ( 2 • 2) 

- 7X2 + 2 X3 = -10 

en el cual la variable Xl no aparece en la segunda y terce ra 

ecuación. Además la variable X2 puede ser eliminada de la terce 

ra ecuación sustrayendo 7/3 veces la segunda ecuación de la ter 

cera y obtenemos 

- 3X2 + 6 X3 = -3 ( 2 • 3) 

- 12x 3 = -3 

El sistema (2 .3) es triangular superior y puede ser resuelto 

por las técnicas de la sección 1 . Obviamente esta idea de la 

eliminación puede ser extendida para dar un método general para 
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resolver sistemas de cualquier orden. 

Sean A = Al , A2 Y A3 l as ma trices de los sistemas (2.1), 

(2.2), y (2.3), respectivamente; por ejemplo, 

A, ~ r: 
4 -2 

-3 6 

-7 -2 LO 

Entonces A2 es obtenida de Al r e stando 1/2 la primera fila 

de Al de la segunda fila y 2 veces la primera fila de la terce-

ra. De la discusión de multiplicación matricial en la sección 4 

del capítulo anterior, sabemos que A2 puede ser obtenida premul 

tiplicando Al por una matriz adecuada, y e n efecto e s facil ve-

rificar que 

(2.4) 

donde 

[-1~2 
O 

:l MI = 1 

-2 O 

similarmente 

A3 = M2 A2 (2.5) 

donde 

[: 
O 

:l M2 
= 1 

-7/3 
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Combinando (2.4) Y (2.51, vemos que 

Así para resolver el sistema Ax - b necesitamos solamente calcu 

lar el vector c = M2 M1b Y resolve r el sistema triangular supe--

rior 

Además, la expresión (2.6) puede ser rearreglada para dar una -

factorización de A en una matriz triangular inferior y una ma--

triz triangular superior. Como las M. son no~ingulares, tenemos 
l 

de (2.6) que 

( 2 .7) 

Como MI Y M2 son matrices triangulares unitarias inferiores, el 

producto de sus inversas también lo es. Por lo tanto, si hace--

L 
- 1 - 1 

mos = MI M2 Y U = A3 , la ecuación (2.7) se convierte en 

A = LU, 

donde L es triangular unitaria inferior y U es triangular supe-

rior. Como 

L es el producto de matrices tria ngulares muy simples. 

La discusión de arriba depende escencialmente de las matri 

ces M., las cuales son llamad a s Mat~¡c e6 Elementale6 T~¡angula ­
l 

~e6 I n6e~¡o~e6 . Comencemos nue s t r a e xposición formal de Elimi n a 
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ción Gaussiana con la discusión de sus propiedades. 

DEFINIeION 2.1 

Una matriz elemental triangular inferior de orden 

n y de índice k, es una matriz de la forma 

donde 

- -t 
M = 1 n-m e k ' 

-t- = O e.m 
1. 

Ci=~,2, ... ,k) (2.8) 

Las condiciones (2.8) dicen que las primeras k componentes 

de m son ceros; esto es, m tiene la forma 

m = [O,O, .. . , O,m
k 

,m
k 

, ••• ,m -Jt. En general una matriz elemen 
+1 +2 n . 

tal triangular inferior tiene la forma 

1 O ••• • 0 •••• 0 
O 1 .... 0 .... 0 

M ° O . . . .1. . . . O = 
k ° ? ... -~k+ 1 • : 

• 

° O • • • -m . . . 1 
n 

Así una matriz elemental triangular inferior es una matriz iden 

tidad con algunos elementos adicionales distintos de cero en la 

k-ésima columna bajo la diagonal. 

Las matrices elementales triangulares inferiores son fáci-

les de invertir. 

TEOREMA 2.2: 

Sea M - - t = 1 - m e k una matriz elemental triangular in 

ferior. Entonces 

-1 - - t 
M = 1 + me

k 



PRUEBA 

Sea X 
- -t = 1 + ro e

k 
Entonces 

M X = (1 - ro e~_ (1 + ID e~ 

= 1 - - t - -t - m e k + m e k 

_ ro (etiñ) e t 
k k = 

84 

-t-
Corno M es una matriz elemental triangular inferior, ekm = O. -

Por lo tanto M X = 1 Y X es la inversa de M. 

A 

El significado computacional de las matrices elementales -

triangulares inferiores es que pueden ser usadas para in~rodu--

cir componentes cero en un vector. 

TEOREIv"JA 2. 3 

-t-
Sea ekx = x k t O. Entonces existe una finica matriz -

elemental triangular inferior M de índice k tal que 

,.... [ t 
M x = Xl' X 2' • • • , x k' O , • • • I O ] ( 2 .9) 

PRUEBA 

Tenemos M de la forma M - - t = 1 - m e k. Como M es de índice k, 

debemos tener que 

Ahora 

m. = O 
1. 

(i = 1,2, ... ,k) 

- - t -= (I - m e k) x 

- -t -= x (m e k ) x 

- -t-= x - m (ekx) 

(2.10) 
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Corno las n-k componentes de .M x son ceros debemos tener que 

x - x m = O 
i k i 

ffi. = 
l 

(i. = k+l, k+2, ••• ,n) 

(i = k+l,k+2, •.. ,n) (2.11) 

así, si M existe, está determinada en forma única por (2.10) y 

(2.11) . Por otro lado, si x
k 

t O, entonces el vector m puede 

ser determinado de (2.10) y . (2 11), Y es fácil verificar que la 

ma tri z a s o e i a d a M = 1 - ro e ~ s a t i s f a c e ( 2 . 9 ) 

Así cuando x
k 

t O, podemos multiplicar x por una matriz 

elemental triangular inferior de tal manera que las últimas com 

ponentes de x sean reemplazadas por ceros y las otras componen-

tes se dejan inalteradas. 

Cuando x = O, tal matriz no existe, a menos que 
k 

Xk+1"",X
n 

sean tambien ceros, en cuyo caso cualquier matriz -

elemental triangular inferior de índice k hará el trabajo. Será 

notorio que las ecuaciones (2.10) y (2.11) definen un algoritmo 

para calcular m y por consiguiente M. 

En el método de eliminaci6n Gaussiana para reducir una ma­

triz a la forma trapezoidal superior, la matriz es premultipli-

cada por una secuencia de matrices e lementa les triangulares in-

feriores, cada una escogida para introducir una columna con ce-

ros bajo la diagonal. 

( 1 ) 
Sea Al = A una matriz m x n. Si a. ll = a. ll es distinto de -
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cero, entonces por el teorema 2.3 existe una única matriz ele--

mental triangular inferior M1 de índice 1 que elimina los ro - 1 

elementos de la primera columna d e AJ. Si AJ es premultiplicada 

por MIl resulta una matriz A2 de la forma 

( 1 ) 
a 1 1 

(1) 
a 1 2 

(1) (1) 
a 13 •• • a 1n 

O a( 2) 
22 

a(2) •• • ci(2) 
2 J 2 n 

A 2 -- MIAJ = O a( 2) a(2) • •. a( 2 ) 
.3 2 • 3 3 3n 

O a ( ~ ) a(2) a.(2) 
m2 m3 • • • mn 

El número que aparece entre paréntesis en la parte supe---

rior de cada elemento de una fila, nos indicará las transforma-

ciones realizadas. 

Note que la primera fila de A2 es la misma que la primera 

fila de A 1 • 

En general supóngase que Ak = Mk _
1 

•• • M
1

A
1 

tiene la forma -

. l- A (k) 1 1 

A = 
k 

O 

d o nde A~~) es una matriz triangular superior de orden k - 1 Y p~ 

ra i = l,2 , .. . ,k - 1 la i - ésima fila de Ak es igual a la i-ési­

ma fila de A . . Por ejemplo, con m = n = 5 tenernos 
1 
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. í aUl. a(J) a ( 1 ) a(l) a U } 
1 1 1 2 1 3 14 1 5 

O 
( 2 ) (2) (.2 ) ( 2 ) 

CL 22 CL 23 CL 24 a 25 

A3 = O O a t 3 ) a ( 3 ) a l3 ) 
- 3 3 3 4 3 5 

( 3 ) ( 3 ) ( 3 ) 
O O CL"3 CL",+ 

a" J 
(3) ( 3 ) ( 3 ) 

Q O a 5 3 a 54 a,55 

Si CL(k) 
kk 

f O, enton c e s existe una matriz e lemental tr i angu-

lar inferior M
k 

tal que anula los últimos m - k elementos de la 

k-ésima columna de Ak. Una matriz semejante puede escribirse en 

la forma 

donde M~ es una matriz e lementa l triangular inferior de índice 

1. Ahora 

r1k
-

, ] r (kl ( k
l
] O Al 1 A12 

~+ l = MkA k = l O MI jo A 22 t k :: 

[ A ( k l A ( kl 1 1 1 1 2 

= (k) 
O MkA22 

Así las pr irreras k - 1 f i 1 a s 

. f'l d A (k ) 

de Ak+l son iguales a las Ak. Como la -
I (k) 

~kA22 son l as mismas, las primeras k prlmera 1 a e 2 2 y 

filas de Ak y Ak+l son iguales. Tambien por construcción de Mk ' 
( k ) 

MkA22 tiene la forma 
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x . x 

o x 

o x · . XJ 

Por lo tanto, la submatriz directriz principal de orden k 

de Ak+l es triangular superior. En otras palabras, Ak + 1 es un -

paso en el transcurso de la reducción. 

La reducción termir.ará cuando nos salgamos de las filas o 

columnas. Cuando m > n, esto ' sucede después del n-ésimo paso. -

Cuando m ~ n, la matriz es de la forma trapezoidal inferior des-

pués del (m-l)-ésimo paso. Por ejemplo cuando. m = 1, no se re--

quiere reducción, ya que un vector fila es trivialmente de la -

forma trapezoidal superior. As! la reducción termina con la ma-

triz Ar + 1 , donde 

r = min { m -1, n} 

La reducción de A es constructiva en el sentido que podemos es-

pecificar un algoritmo para el cálculo de Ak y Mk • Especifica--

mente, la k-ésima columna de Ak es el vector 

[ 

(1) (2) (k) (k)Jt 
= a 1 k ' a 2 k · , ••• , akk , ••• , amk _ 

y Mk es la matriz elemental triangular inferior de !ndice k tal 

que 

~ t 

l (1) ( 2 ) (k) ] = a
1k 

,a
2k 

, ••. ,a
kk 

,9, ... ,0 

Por el teorema 2.3, 



y 

a Ckl 
ik 

mik = a Ck) 
kk 
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(i = k+l, k+2, ..• ,m) (2 . 12) 

(k) 
Así M

k 
está determinada en forma única cuando akk i O. En 

principio Ak+l puede ser calculado formando Mk y calculando el 

producto MkAk' Sin embargo, considerables ahorros en operacio--

nes y almacenamientos pueden ser obtenidos tomando ventaja de -

la forma especial de Mk • En , efecto, 

Ahora e~Ak es la k-ésima fila de Ak. Por lo tanto la i-ésima fi 

la de A puede ser formada restando m1'k veces la k-ésima fila k+l 

de Ak de la i-ésima fila de . Ak. Como m1k = m2 k = ... = mkk = O, 

solamente las filas k+1, k+2, ... ,m son alteradas. En términos -

de elementos tenemos 

(k+ 1 ) a ik = O (i = k+l, k+2, ... ,m) (2.13) 

(k+l) a~~) (k) 
Y a .. = - mikakj 1J 1J 

(i = k+1, k+2, .•. ,m i j = k+1, k+2, ... n) (2.14) 

Las ecuaciones (2.12) al (2.14) especifican completamente 

los cálculos involucrados en la reducción. En cuanto al almace-

namiento concierne, podemos hacer que los elementos de Ak+l se 

sobreescriban en los lugares correspondientes a los elementos -

de Ak. En aplicaciones tales como resolver sistemas lineales, -
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es importante conoc~r las matrices Mk · 

Después que el a ~ k } es us ado para calcular Mik , éste no es 
l.k 

utilizado de nuevo, y en efecto es reducida a cero en la trans-

formaci6n de Ak y Ak +1 • Por lo tanto, si queremos almacenar so-

lamente los eleme ntos diferente s de cero de Ak+l' el número mik 

puede ser colocado en el lugar originalmente ocupado por a ik " 

Estas consideraciones pueden ser resumidas en el siguiente 

algoritmo. 

ALGORITMO 2.4 (Eliminaci6n Gaussiana) 

Sea A una matriz de orden m x n con m > ~ y sea 

r = min{m - 1, n}. Este algoritmo sobreescribe A con la matriz 

trapezoidal superior Ar+l. Los multiplicadores mik se sobrees--

criben en los aik. 

1) Para k = 1,2, ... ,r 

= ai~ (i = k+1, k+2, ... ,m) 
a

kk 

2) a ij <-- a ij - mika kj (i=k+1, ... ,m¡ j=k+1, ... n) 

El número de multiplicaciones para este algoritmo está dado por 

r 
L (m-j)(n-j) = 

j = 1 

= 

r 
L (mn-mj-nj+j2) 

j = 1 

r 2 + (3m + 3n - 3r - 1) (m + n)'T m n r - 6 r 

Cuando r es bastante grande el número de multiplicaciones es --

aproximadamente 

r 3 r 2 

""""T - (m + n) 2 + m n r 
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Si m = n, entonces r = n - 1, Y el número de multiplicacio-

nes sería. 

n-J n-1 
L (n - j) (n - j) = L (n - j) 2 

j=J j=j 

desarrollando el miembro dere cho de la expresión anterior, cbte 

nemos 

n -1 
L (n-j)2 = 

j=1 

luego 
n-1 
L j '2 = 

j=1 

n 3 

"3 

Cuando n es considerablemente grande, el número de multi-­

n 3 

plicaciones es aproximadamente ~. 

La generalización para resolver sistema de ecuaciones li--

neales por e l método de eliminación Gaussiana con sustitución -

hacia atrás está dada en el ' siguiente algoritmo. 

ALGORITMO 2.5 

Sea el sistema linea l 

A x = b (2.15 ) 

es decir 

allxl + a 12x 2 + 

+ a. 2nXn = b 2 = a2,n+l 

este algoritmo resuelve el sistema (2.15). 



1) Construir la matriz aumentada 

a.l,n+J 

a2,n+J 

amI am2 am 3 ••• amn am,n+l 

2) Hacer r = min{m - 1, n} 

3) Parak=1,2, ... ,r 

2) a .. <- ·a . .. 
lJ lJ 

a_i k 
(i = a

kk 

4) Si m > n, ir a paso 6) 

5) Si a ~ O, ir a paso 9) 
mm 

k + 1, k + 2, ... ,m) 

= k+l, ... ,m¡ j=k+l, ... ,n,n+l) 
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6) Si ai,n+l = O para i = r + 1, r + 2, ... ,m, imprimir el mensaje 

"el sistema no tiene solución" e ir al paso lO) 

7) Hacer para i = r, r - 1, ... , 1 

_ 1 ( 
1) x. = a .. a. 

1 11 1,n+I 

8) Ir a paso 10) 

r 
- L a . . x.) 

j=i+l lJ J 

9) IP
1

a
)ra i = m,m-l, ••• ,l ro 

X. = a. ~ ~ ( a . - La .. x .) 
1 11 1,n+1 .. lJ J 

J=l+l 

10) El proceso se ha completado. 

Nota: Este algoritmo va hacer aplicado a un sistema lineal de or 

den 3 en el e jemplo 4.1 de este capítulo. 
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(k) 
Los números a

kk 
(k == l,2, ... ,r) son llamados elementos de 

la reducci6n. Así como estan dados los algoritmos (2.4) y (2.51 

pueden ser completados si y solament.e si todos los elementos pi 

votes son dife rentes de cero. Es conveniente que la matriz ori-

ginal tenga una condici6n b ajo la que los elementos pivotes es-

ten garantizados que sean diferentes de cero. Tal condici6n es-

tá dada en el siguiente teorema. 

TEOREMA 2.6 

Los elementos pl"vot.es a(,~,) (l" = 1 2 k) son dl'&e-_ , , ••• , L 
1.1. 

rentes de cero si y solamente si las submatrices directrices 

principales A [iJ (i = 1,2, ... , k) son no singulares. 

PRUEBA , 

es 

vo 

Esta prueba es por inducci6n en k. Para k = 1, el teorema 

trivialmente cierto cuando A[l] = a~!). Para el paso inducti 

es suficiente asumir qu~ A[l], ... ,A[k- 1
] son no singulares -

, 
y mostrar que AC kJ es no singular si y solo sí a~~) ~ O. 

P h ' --t , ' , d t' (1) (2) (k- l ) ..J O P or lpO eSls ln uc lva, a l1 a 22 , ••• ,a
k

_
l 

r . or--

tanto el algoritmo 2.4 puede ser completado hasta su (k-~)-ési-

mo paso para obtener matrices triangulares inferiores Mi de ín­

dice i (i = 1,2, ... ,k-1) tal que 

[

(k) 

All 

O 

donde A;~) es triangular superior con elementos en la diagonal 

(1) (k -l) 
all,···,ak-l,k-l· Se deduce que A[~ 

k 
e s triangular superior --



(1) (k-l) (k) 
con elementos en la diagonal a ll / ••• ,ak - l k-l,akk . Como , 

(l) (k-1) [k] 
a
ll 

, ••• ,ak-1,k-l ~ 0, Ak es no singular si y solo si 

(k) ~ O. Ahora M M t' ulares ;nferl'ores a
kk 

r como ], ... , k-l son rlang -

Como M. es triangular inferior unitaria, lo es tambien 
1. 
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M~ k]. Así A [k] es no singular si y solo si A~ k] es no singular, 

lo que es cierto sí y solo sí a~~) = O 

En su k-ésimo paso el método de eliminación Gaussiana pro-

duce matrices triangulares inferiores M. de índice i(i=1,2, ... ,k) 
1. 

tal que Ak+l = MkMk-1 ... MIA tiene ceros debajo de los primeros 

k-elementos de la diagonal. Una vez iniciado, el método procede 

siempre que los elementos pivotes sean diferentes de cero. Esto 

sugiere que las matrices MI ,M 2 , ••• ,Mk son determinadas en forma 

única por el requerimiento que MkMk-l ... MlA tiene ceros bajo --

los primeros k elementos de la diagonal. El siguiente teorema -

nos da la unicidad de estas matrices elementales. 

TEOREMA 2.7 

AcJRmxn ~ . A[l] A[2] ' A[k] Sea ~ y supongase que ~ , ... , son no 

singulares. Para i = 1,2, ... ,k sea M. y N. matrices elementales 
1. 1. 

triangulares inferiores de índice i. Si MkMk_l ... M1A Y 

NkNk-l ... N1A tienen ambas ceros debajo de sus primeros k elemen 

tos de la diagonal, entonce s Mi = Ni (i = l,2, ... ,k) 
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PRUEBA 

La prueba es por inducci6n en k. Para k = 1, MJ. Y NI son 

matrices elementales triangulares inferiores de índice ~ que in 

troduce ceros en los últimos m - 1 elementos de la primera colum 

na de A. Como all t O estos requerimientos determinan en forma 

única a MI y NI (Teorema 2.3) las cuales son indudablemente 

iguales. 

t d [k] Para el paso inductivo, asuminos que A , ... ,A son no 

singulares y que Mk ... MIA Y' Nk ... NIA tienen ambas ceros debajo 

sus primeros k-elementos de la diagonal. 

Como Mk matriz elemental triangular inferior de ,# 

es una ln-

dice k, tambien lo es M- 1 
k ' y es fácil verificar que 

Mk-l ... M1A 
-1 . 

= Mk Nk ... NI A 

tiene ceros bajo sus primeros k-l elementos de la diagonal. --

Igualmente Nk-1 ... N1A tiene ceros bajo sus primeros k-l elemen-

tos de la diagonal. Por la hipótesis inductiva 

donde Ak es la matriz resultante de los k-l pasos de la elimina 

ción Gaussiana. Por el teorema 2.6, a~~) ? O. Por tanto Mk y · Nk 

son las únicas matrices elementales triangulares inferiores de 

índice k que introducen ceros debajo de la k-ésima elemento de 

la diagonal de Ak. Se sigue que Mk : Nk . 

A 

El algoritmo 2.4 se interrumpe en el paso 1.1 cuando el pi 

vote akk = O. Si algunos aik t O (i = k+l, ... ,m), entonces la -
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reducción no puede ser continuada . Sin enbargo, si 

aik = O (i = k+1, .•. ,m), entonce s Ak es ya cero bajo su k - é simo 

elemento de la diagonal, y cualquier matriz elemental triangu--

lar inferior de índice k puede ser usada corno Mk , así,si surge 

un elemento pivote que es cero e n el paso k, es posible conti--

nuar la reducci6n, pero Mk ,Mk+l , ... ,Mr . no serían Gnicas. 

EJEMPLO 2. 8 

Ilustremos varias situaciones que pueden surgir en-

la reducci6n en las siguientes matrices 2 x 2. Note que r = 1 

Y por lo tanto alles el factor determinante en la reducci6n. 

1. all t O 

A l = r 1 21, MI = r 1 °1 
1 3 -1 1 

2. all t O 

Aquí Al es singular. N6tese que MI está determinada en forma 

Gnica. 

3.all=O 

La reducción no puede continuarse. 

4. all = O 
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Aquí la reducci6n puede t e rminarse, pero no es única. En efec 

to para cualquier c podernos construir 

dando 

r
o 1.] A2 = 
O 2+c 

Hemos visto arriba que la reducción de una matriz a la forma 

trapezoidal falla cuando el elemento pivote a~:1 es cero. 

El siguiente ejemplo ilustra las consecuencias de calcular 

con ·un elemento pivote pequeño. 

EJEMPLO 2.9 

Sea 

0.001 2.000 3.000 

Al = -1.000 3.712 4.623 

-2.000 .1.072 5.643 

Luego utilizando solamente cuatro dígitos en la reducción 

de A a la forma triangular superior producirá las siguientes ma 

trices. 

1.000 0.000 0.000 

M1 = 1 000. 1..000 0.000 

2 000. 0.000 1.000 
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rO. OO1 2.000 3.000 

A2 = 0.000 200 4. 3005. 

Lo.ooo 400l. 6006. 

.1.000 0.000 0.0001 

M2 = 0.000 .1.000 0.000] 
0.000 -l.997 l.OOO 

0.001 2.000 3.000 

A3 = 0.000 2004. 2005. 

0.000 0.000 5.000 

Hay razón de dudar en este cálculo, por una rigurosa cance 

lación ocurrida en el cálculo del elemento (3.3) de A3 por la -

fórmula 

~.t ~6006. -(1.997) (3005.)J 

En efecto el valor correcto del elemento (3,3) con cuatro 

. cifras es 5.922, lo que no está de acuerdo con el valor cal¿rila 

do en el segundo cálculo. Si este valor encontrado es empleado 

en siguientes cálculos, el resultado será en general exacto so-

lamente en una o dos cifras. 

El ejemplo anterior sugiere que el aparecimiento de un pi-

vote pequeño en el curso del algoritmo 2.4 puede causarproble-

mas serios. Cuando se tiene un problema de esta naturaleza el -

sistema puede ser arreglado de nuevo, así que la reducción es 

efectuada con una matriz diferente para el cual no tengamos ele 

mentas pivotes pequeños. Por ejemplo, supóngase que la matriz -

en el ejemplo 2.9 ha surgido relacionada con la solución d e l --
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sistema lineal. 

0.001 Xl + 2.000 X2 + 3.000 X3 = 1.000 

-1.000 Xl + 3.712 X2 + 4.623 X3 = 2.000 

-2.000 Xl + ~. 072 X2 + 5.643 X3 = 3.000 

Si la primera y la segunda ecuación son intercambiadas, re 

sulta un sistema lineal cuya matriz 

-1.000 3.712 4.623 

0.001 2 . 000 3.000 

-2.000 1.072 5.643 

puede ser reducida sin dificultad. 

Las consideraciones anteriores sugieren que modifiquemos -

el algoritmo 2.4 para evitar los elem8ntos pivotes pequeños in-

tercambiando las filas y columnas de la matriz A. Especificamen 

te si en la k-ésima etapa de la reducción, el elemento a~~) es 

sumamente pequeño, podemos escoger algún otro elemento , es de-­

cir a(k) t O como pivote. Si intercambiamos las filas k y Yk ' 
yk,zk 

y tambien las columnas k y zk' el resultado es para movera(k) 
yk,zk 

a la (k,k) posici6n, y la reducción puede ser continuada con el 

nuevo pivote. Obviamente, debemos tener que Yk ~ . k Y zk ~ k, de 

lo contrario los intercambios distorcionarán los ceros previa--

mente introducidos en la reducción. 

En términos matriciales el algoritmo modificado puede ser 

descrito como sigue. En la k-ésima etapa, Ak es premultiplicada 

y posmultiplicada, respectivamente, por las permutaciones ele--
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mentales 1 Y 
k'Y k 

Ik (conforme ejem. 1.4.131 y ta,mbien pre--
,zk 

multiplicada por una matriz elemental triangular inferior ~ de 
k 

!ndice k escogida para introducir una nueva columna de ceros. -

As! 

A = M 1 A 1 
k+~ k k'Y k k k,zk 

Por simplicidad de notación, denotaremos la permutación --

elemental 1 Y 1 por Pk. y Qk' respectivamente, as! que 
k'Y k k,zk -

(2.16 ) 

La incorporación de intercambios en el algoritmo 2.4 com--

plica la expresión para A
k

- Se pensar!a que sería mas difícil -

analizar el algoritmo modificado. Afortumadamente, como muestra 

el siguiente teorema, el algoritmo modificado es equivalente a 

hacer todos los intercambios primero y entonces aplicar el alg~ 

ritmo 2.4. 

TEOREMP. 2. 10 

Sea el algoritmo modificado aplicado a A producien-

do matrices Q.,P . ,M., Y A. (i = 1,2, ... ,k) . 
~ ~ ~ ~+l 

Sea 

A' = PP ••• P AQ Q ••• Q 
k k-l 1 1 2 k 

El algoritmo 2.4 puede ser aplicado a A' por medio de su -

k-ésimo paso. Si M~ y~. (i 1 2 k) 1 t' ~ ~+l '--'- = ~I , ••• , ,son as ma rlces 

producidas por el algoritmo 2.4, entonces 

A' = A 
k+l k+l 

l 
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y MI = PkP
k 

... P . M.P. , •• Pk P, 
i -1 1.+1 1. 1.+ J -J K 

(2.1.7) 

PRUEBA 

De la ecuación (2.16) se sigue que 

A = M PkMk Pk ... M P AQ Q ... Qk k+ 1 k -J -J 1 1 1 2 

2 -1 ya que P = 1 , es decir que P . = P. por lo tanto 
i . 1. 1. 

A = M
k
l M

k
l • • • M lA' ( 2 • .18}. 

k+ 1 -J 1 

, 
donde r~. está definida por '( 2.17). Ahora es fácil verificar que 

1. 

si M
k 

es una matriz elemental triangular inferior de índice k y 

i, j > k, entonces l .. MI .. es tambien una matriz elemental trian 
1.J k 1.J 

gular inferior de índice k. Se sigue que M~ es una matriz ele-­
l 

mental triangular inferior de índice k. Los primeros k elemen--

tos de la diagonal de Ak+l son diferentes de cero y por lo tan­

to las primeras k submatrices principales directrices de Al son 

no singulares. Así por el teorema 2.6, MI ,MI, ... ,M
k
l Y A son 

1 2 k+l 

el resultado de aplicar k pasos del algoritmo 2.4 a Al 

El ejemplo 2.9 sugiere que debemos escoger el pivote tan -

grande como sea posible. En otras palabras deseamos escoger Yk 

y zk' ambos no menores que k, así que 

> 
( k ) 

a . . 
1.J 

(i = k, k+ 1, ... ,m j = k, k+l, ... ,n) 

Existe la posibilidad que este máximo elemento sea cero; 

sin enbargo, esto puede suceder solamente cuando las últimas 

m - k filas de Ak sean ceros, y en este caso Ak ya está en la 
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forma trapezoidal s uperior. El algoritmo modificado con los pi 

votes escogidos anteriormente es llamado eliminación Gaussiana 

con pivotamiento completo. 

ALGORITMO 2.l1 (Eliminación Gauss i an a con pivotamiento completo) 

A mxn 
Sea EJR con l L > 1. Este algoritmo calcula la -

solución del sistema (2.15). Los índices de las filas y colum--

nas permutadas son Yk y zk' respectivamente. 

1) Construir la matriz aumentaJa 

a1 3 • 

2) Hacer r = min{m - l,n} 

· 3) Para k = 1,2, ... ,r 

1) Encontrar yk,zk ~ k tal que 

máx {I a . . 1: i, j > k} 
lJ 

3) Si a = O, hacer r= k-l e ir a paso 10. 
yk,zk 

4) a
kj 

<- > a ( j = k,k+l, ... ,n+l) 
Yk . , J 

5) a. <- > a. (i = l,2, ... ,m) lk l,zk 

6' ) a
ik 

<--
a ik 

ti k+l, k+2, ... ,m) mik -- = a
kk 

7) a . <-- a .. mi kakj 
(i = k+l , ... ,m j = k+l, ... ,n+l) lj lJ 





4) S i m > n, ira paso ( 6 ) 

5) Si a f O, ir a paso 19). 
mm 

~03 

6) Si a . f O para i = r+l, r+2, •.• ,m , imprimir el mensaje 
~,n+ .1 

"el sistema no tiene solución" e ir a paso C~Ol. 

7) Hacer para i = r,r-1, ... ,1 

~
) xi 

2) x 
z. 
~ 

-1 = a .. (a. -
~~ ~,n+1 

<-- x . 
~ 

8) Ir a paso (10) 

9) Para i = m,m - 1, .•. ,1 

~
) Xi 

2) x 
z. 
~ 

-1 = a .. (a. -
~~ ~,n+1 

<-- x . 
~ 

r 

L 
j =i+~ 

m 

eL . . .x .) 
~J J 

L a .. x.) 
j=i+l ~J J 

10) El proceso ha terminado 

Para mostrar la efectividad del algoritmo anterior resolve -

remos un sistema de ecuaciones lineales que t iene el número de -

ecuaciones menor que el número de variables, para el caso, el 

sistema es de orden 3 x 4. 

EJEMPLO 2.12 

Aplicando el algoritmo 2·.ll, resolver el siguiente -

sistema: 

3" + 6x 2 - x 3 + 8x 4 = 10 L">.1 

2x I + 4x 2 + 4x 3 + 3x 4 9 

Xl + 2x 2 x
3 

+ 3x 4 = 3 
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1) La matriz aumentada es 

I 
3 6 -1 8 ~ O 

I 

2 4 4 " I 9 ..j 

1 2 -~ 3 I 3 

2) r = mi n {m l,n} 

r = min { 3 ~,4} 

r = 2 

3) Para k = ~ , 2 . 

. , k = 11 

1) y 1 , z1 ~ 1 ta l q u e la I = max {I a . . I 
Y..lz1 lJ 

i,j~l} = a14 = 8 

3) 0.14 = 8 :1 O 

4 ) a <--> a . (j = 1,2,3,4,5); ( la primera fila no camb i a). 
1 j 1 ,J 

5 ) a. <- -> a. (i = l,2,3 ) 
II l 4 

0.11 <--> 
0. 1 4 , 8 6 -1 3 

' 1:1 
0.21 < - - > 3 4 4 2 :::r> 0.31 <--> 3 2 - 1 1 3 

0. . 
6) a. <--> l1 (i 2,3) m . = = 

II l1 0.11 

0. 2 1 

~l 110 0. 2 1 <--> m 2 1 = = 8 6 -l 3 
0.1 1 

,-.." 
:> = > ~/8, 4 4 2 9 0.

31 iJ 
I 

0.31 <--> m31 = = .... _" ....... 
0.1 1 I , 

,3/8¡ 2 -1 .1 3 
-'- ... 

7) a .. <--> a . . - m. a (i == 2,3 . j = 2,3,4 , 5) 
lJ lJ II 1 j 

, 
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i = 2 

4 3 l 6) 
7 

a 2 2 <- - a2 2 ffi2 1 a l 2 = - 8" = 4" 

4 
3 

( - 1) 
35 

a 23 <-- (.(.2 3 ffi 21a 1 3 = - 8" = 8 

2 3 ( 3 ) 7 
a2 4 <- - a.2 4 - ffi 2 1 al 4 = - 8" = 8" 

9 
3 (10) 

21 
a 25 <-- a 25 - ffi2 1 a l 5 = 8 = 4"" 

i = 3 

2 3 ( 6 ) 
1 

a 32 <-- a 32 - ffi31 a 1 2 = - 8 = - "4 

3 ( -1) 5 
a 3 3 <-- Ct 3 3 - ffi 3 1 a 1 3 = -1 --- = 8 8 

a 3 4 <-- a 34 ffi31 a 14 1_ 3 ( 3) 1 = = 8 8 

mi; 1 a15 
3 (10) 3 

a 35 <-- Ct 3 5 - = 3- 8 = - "4 

8 6 -1 3 10 
... , 

=> ;3 /8; 7/4 35/8 7/8 I 21/4 ,_, 
/- , 
13/8} -1/4 

- '-/ -5/8 -1/8 - 3/4 

Ik = 21 

= rnax{ 1 a . . 1 : i, j > 2 } = a2 3 
1J -

35 = 8 

2) X2 <-- X3 

3) 35 t . O a 2 3 = 8 

4 ) a2 j <--> (l· 2 j ( j = 2.3, 4 , 5 ) (la s e gunda fila no c amb i a ) 

5) ai 2<--> Cl. i 3 (i = 1,2,3) 

a .12<--> 
a" l 8 - l 6 3 I 10 -

I 
-,- , 

1 
35/8 7/4 7/8 121/4 a 22 <--> 

:::J 
=> 13/8) 

'- . I 
, - , I 

a3 2<--> '2/8: - 5/8 -1/4 -1 / 8 1-3/4 - -' 
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a. 

6) 1.2 (i 3) a i 2 <-- m i2 = = 
a 22 

a 3 2 -5/8 ~ 
a 3 2 <-- m 32 = = 35/8 - "7 a 2 2 

7) a .. <-- a . . m. a (i = 3 -i = 3 ,4 ,5) 
1J 1 J 1 2 2 j .J 

CL
33 

<-- a
3 3 

m
3 2

a
2 3 = 1 (~ ~) [~) O 4 = 

1 [- ~) ( ~) O a. 34 <-- a 3 4 - m 32 a 2 4 = 8" 

3 ( 

~) (24
1

) a 3 5 <-- a 3 5 m 32 a 2~ = - 4 
-. 1.- = o 

8 -1 6 3 10 
-, 

l' , 

35/8 7/4 7/8 21/ 4 => ~3/~1 
-:; ...,..-.... -.... 

~3!~~, ' \. -1/7 O O O . 
\ ; 
"--

4) ro = 3 A n = 4 => 3 1 4 

5) a = a = O 
mm 3 3 

6) a . . = O cua ndo i = 3 
1,n+l 

a 35 = O 

7) Para i = r,r-l, ... l 

1) i = 2,1 

1 
( a 2 5 ) 

21/4 42 6 
X 2 = = 

35/8 = 35 = 5 a22 

2) X 3 <-- X2 

1) 1 
( (.l. l 5 a1 2 X 2 ) Xl = - - -

al 1 

1 
[ 10 -(-1) [i~) J 1 56 7 

xl = 8 = S·S = 5 

2) X4 <-- Xl 



=> X3 = 6 
5" 

7 
"5 
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NOTA: Los números encerrados en círculos en c ada matriz son los 

números de los ffi ik • 

En la práctica, el paso 3.1 de l algoritmo 2.l1 puede --

consumir una buena porción de t i empo después que busca e l mas -

grande alrededor de los (rn- k + 1) (n - k + 1) elementos de A. Una 

alternativa frecuentemente usada es buscar solamente la k-ésima 

columna para el elemento mayor y efectuar intercambio de fila -

para llevar l a a la posición p ivotal. Si en el k -é simo paso el -

pivote es cero, los ceros requeridos estan ya en la k-ésima co-

lumna y tomamos Mk = l. Esta estrategia de pivotamiente es lla-

mado Eliminación Gaussiana con pivotamiento parcial. 

ALGORITMO 2.13 (E liminación Gaussiana con pivotamiento parcial) 

Sea A una matriz m x n. Este algoritmo calcula la 

solución del sistema (2.15) intercambiando filas en la "matriz -

aumentada. 

1) Construir la 

a. 
l l 

a 
2 1 

a. 
mI 

matriz 

a. 
l 2 

a 
22 

aumentada 

a. 
In 

a 
2n 

a. 
ron 

2) Hacer r = min {m - 1/n} 

I 

I 

a.
1tn

+
I

-¡ 
a 

2 , n+ 1 

a. 
m,n+l 



3) 

4) 

5) 

¡pa ra k = l,2, . .. ,r 

11) Ha llar Y
k 

> k tal que la k l 
I Y k , 

= .max 

2) Si a 
yk,k 

= O, tomar siguiente k. 

3) a
kj 

<- > a 
yk ,j 

( j = k , k+1, . .. , n+l) 

a ' k 4) l . (i k+1, k +2, .. • / a
ik 

<-- mik = -- = Ct
kk 

5) a .. <- - a .. 
lJ lJ 

Si m > n ir a p aso 6) 

Si a t- O ir a paso 9) 
mm 
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ro) 

j = k+~ / •.. / n+l) 

6) Si Ct . 
l,n+l t- O para i = r+1, r+ 2, . , • , ro, imprimir el mensaj e -

"el sistema no tiene solución" e 

7) IHace r para i ~ ,r,r-l,;"",l 
-1 \' 

1) x. = a . . (a . - L a . . x. ) 
l II l,n+1 "+ lJ J 

J=l 1 

8) I r a paso 10 

9) 

lp a ra i = ~:m-.1, ... /1 

1) x. = a . . a -
l II i,n+1 

ro 

I a i j j 
j=i+l 

10) El proceso ha t erminado . 

EJEMPLO 2.14: 

ir al paso .10) 

Empleando eliminación Gaussiana con pivotamiento --

parcial, resolver el sistema 
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Xl + 2x
2 + 2x

3 
= 2 

3x 2x x = 5 
1 2 3 

2x I - 5x 2 + 3x 3 = -4 

Xl + 4x 2 + 6x 3 = O 

1) La matriz aumen t ada es 

~ 

1 2 2 2 

3 -2 -1 5 

2 -5 3 '_4 

1 4 6 I O 

2) r = min { 4 - i, 3} 

r = 3 

3) Para k = 1,2,3. 

Ik = 11 

1) Y I > 1 t al que · la · 1 = max {la. 1 
- Yl ,l II 

i > 1 } = a 21 = 3 

2) a = a = 3 ~ O 
y l ,l 21 

3) a <- > a ( j = 1,2,3, 4 ) ¡j y l j 

al 1 <- > eL 2 1 3 -2 -1 I 5 

a 12 
<- > a 22 1 2 2 2 

~> 

al 3 <- > a 2 3 2 -5 3 -4 

a 14 <- > a 24 1 4 6 I O 

a. 
4) a. 

I I 
(i 2,3,4) <-- m . = = 

LI II a
11 

a 21 <-- m2l 
a21 1 

3 -2 -1 5 = = "1 . al 1 

a3 1 
eL 3 1 2 1/3 2 2 2 <-- m31 = = "3 => 
al 1 

2/3 - 5 3 
I -4 {.I.4 1 1 

a41 <-- m4 1 = = "3 CL l 1 
1/3 4 6 I O 
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1
5 

) 
a, , <--- a, , m'l a. (i :::: 2 13 ,4 j :::: 2,3 , 4) • 

1J 1J l . lj 

[i = 21 

1 8 
a 22 <-- a 22 m 21 c.t 12 

_. 2 ::' ( -2 ) :::: 

3 3 \ 

1 (-1) 
..., 

2 J a
23 

<-- c.t
23 m 2 1 al 3 = - '3 3 

') ~ ( 5 ) 1 
a 2 If 

<-- a 2 ~ - m
2 1

CL
11f 

= ¿ - :::: 
3 3 

li - 31 
= -5 - 2 11 

a 32 <-- CL 32 m 31 c.t 12 - ( -2 ) = - ----::¡-3 .j 

3 
2 11 c.t

33 
<-- c.t

3 3 - m
3 1

c.t
1 3 

:::: - ( -1) :::: 3-3 

c.t 3 If 
<-- m

31
c.t

11f 
= -4 - ~( 5 ) 22 

a 3 If - --3 3 

li :::: 41 
4 1 14 c.t lf2 <-- a lf2 - mlf 1 c.t 1 2 = -(-2) :::: 

3 3 

6 
1 19 c.t lf3 <-- c.t lf3 mlf 1 c.t 1 3 :::: - (-1) :::: -:r 3 

c.tlflf <-- alflf mlf 1 c.t 1 If = O 1:.( 5 ) 5 - =-3 3 

3 -2 -1 5 

1/3 8/3 7/3 1/3 
> 

2/3 -11/3 11/3 I -22/3 

1/3 14/3 19/3 I 5/3 

Ik - 21 

1) > 2 tal I C( ' " I .. { I c.t, 1: i > 2 } 14 
Y2 que = max :::: Ci. :::: 

3 y 2 , 2 J.2 If 2 

2) c.t a 1 4 
=J O = = -:3 y 2 , 2 If 2 

3) a <- > CL ( j :::: 2,3,4) 
2 j Ifj 



4) a. <-- ro. 
1 2 J.2 

= 
Ct . 

1 2 

eL 
2 2 

3 -2 
/- ... . 
:,1/ ~i 14/3 
'- , " -, 

12/3', -11/3 
\ .... ,/ 
" =... , 
'1/3) 8/3 
\ / 
' -

-1 , 5 

19/3 ,-5/3 

11/3 -22/3 

7/3 ' 1/3 

(i -- 3,4) 1 
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-2 - 1 

r .~~ 11 ( , 
a. 3 2 - -3 11 . \~~~ 14/ 3 19/3, - 5/3 

= --=--=--> > a 22 14 14 

5 ) Ct.. <-- Ct . . 
1 J 1J 

li = 31 

Ji = 4] 

al¡3 <--

al¡l¡ <- -

al¡ 3 

al¡l¡ -

3 

-, 
'1 / 3' \ / ' ,_/ 

/-, 
\1/3! 
'-' 

3" 

rn.eL . (i = 3,4 
12· 2 J 

,j = 3 14) 

rnl¡ 2 a 23 

rnl¡2 a 2 l¡ 

-2 

14/3 

,-, 

= \1 -[- i~J (~J = 

7 
- 3 

1 = 3 

! [~l= 7 3) 

~(-35 ) = ; 

-1 5 

19/3 , -5/3 

9 
7' 

-11/1 4 121/14,-121/14 , _1 

'" -, 
f~/71 
_/ 

-9/7 , 9/7 

1 ) Y3 > 3 tal que la I 
y 3, 3 

= rna x {I a. 1: 
1 3 

i > 

121 
14 

3 } = 

7/3 ' 1/3 

a 
3 3 

121 
= 14 



2) a 
Y3 r 3 

3) a . <--> a.. Cj = 3 , 4 ) 
3] 3 J 

a. <--> 0-
33 3 3 

4) C(. 
13 

a. 
Lf 3 

<--

<--

m. 
1 3 

3 

= 

-, r , 
11/31 
'-/ 

(i = 4) 

- 9 
- 7-

= = -121 
1 8 

1 21 
14 

- 1 -1 5 

14 / 3 19/3 -5/3 
I 
I 

,.-, 
~/7) --

12 ~:~,4 : -121/14] 
-18/121: 9/7 

'- . ./ 

.s ) CL. <- a... - ID a. (i = 4 i j = 4 ) 
1J 1J i3 3j 

ID a. = 9 - r- ~l [- 121J = O 
Lf 3 3 Lf '7 l 12 J) 14 

3 

=> 

,-, 
'~/3) 
,-/ 

-2 

14/3 

-1/í;~4 
'-, ,.,,, 
(4/t 
"-/ 

5 1 
19/3 : -5/3 .1 

12~~,4 ;-121/14] 

-1? /~21 : O 

-1 

4) Si ID > n (4 > 3) ir al paso 6) 

6) Para i = 4 

a.. = a. = O 
1,n+l LfLf 

112 
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7) Pa.ra i = 3,2,1 . 

i = 3 

1 
(a 3 l¡ ) 

~4 
(- 121) 

x 3 = = 121 a.
33 

~4 

IX
3 

= -~I 

l 
(a. 2 l¡ a 2 3-X 3 1 x = -

2 a
22 

= 1
3
4 [- ~ -

(19) (~l)J 
3 

i = 1 

= ;{5 - [ ( -2) (1) + (-1) (-l)J} 

= l (5 + 1) 
3 

otra alternativa para obtener la solución de un sistema 

de la forma A x = b a través de la eliminación Gaussiana se da -

a en el siguiente algoritmo. 

" ALGORITNO 2.15 

l,2, ... ,n-~), y A las matrices 
n 
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obtenida s aplicando elimina ción Gau s siana con pivotamiento par 

cia l a A (pasos 1 ,2 y 3 del algoritmo 2.13). Dado el n-ve ctor 

b, este algoritmo calcula la solución del si stema A x = b. 

1) x = b 
2) IPara 

~x 
k = l,2, •.. ,n~l 

<-- M P x 
k k 

- -1-
3) x <- - A x . 

n 

OBSERVACION 2.16: 

Notemos que el a lgoritmo anterior para poder 

llevarse a cabo, combina varios algoritmos vistos anteriormen-

te. 

EJERCICIOS 

2.1 Elabore un algoritmo para resolver un s istema de ecuacio--

n e s con sustitución hacia adelante. 

2.2 Escriba un algoritmo con sustitución hacia adelante utili-

zando las siguientes estrategias: a) con pivotamiento com-

pleto y b) con pivotami ento parcial. 

2.3 Resolver lo s siguientes sistema s lineales utilizando el mé 

todo de Eliminación Gaussiana . 

a) Xl + 3x 2 - x
3 + Xl¡ = 5 b) Xl + x 2 x 3 = 3 

2x
2 + x

3 
+ xl¡ = 7 2x

1 
x

2 + 3x
3 = O 

X + 2x = 7 -x 2x + x = -5 
3 l¡ 1 2 3 

3x = l¡ 9 
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e) Xl 2x~ = 3 d) 3x y + 2z = -3 

2Xl + x = 4 x + y + z = -4 
:L 

2x + y z = ~3 

2. 4 Us e el algoritmo 2.5 para r eso lver lo s siguientes sistemas 

lineales; 

a) b) 2x + y = - 1 

x + y = 2 

3 x - 3y = 5 

e) 
1 1 1 

9 d) 2x + + ~ "4 Xl + SX 2 + "6 x 3 = y z = 

1 1 
+ 1 

8 2x + 4y - 1 3 Xl + "4 X2 S X3 = - z = 

1 + + 2 x 3 8 "2 Xl X2 = 

2.5 Mostrar que el sistema linea l 

2x I + 3x 2 X3 = 4 

Xl - 2x 2 + X
3 

= 6 

- Xl 12x 2 + 5x
3 

= 10 

tiene infinito n úme ro de solucione s . 

3. ""ETODO DE GA USS-JORDAN 

En esta s e cc ión t rataremos e l método de Ga u ss -Jordan que 

r esu e l ve la ecuac ión lineal A x = b, donde A es de o rden n y b 

es un n-ve ctor; el método puede ser descri to d e la siguiente -

manera: 

Sea el sis tema 
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El: al 1 Xl + al 2 X 2 + ... + al nXn = 

a 
2 , n+J 

( 3 .1) 

El método de Gauss-Jordan usa la i-ésima ecuación para 

eliminar no solamente l a variable x . d~ las ecuaciones 
1. 

E. , E. , ... , E, como se hizo en el método de eliminación de 
1.+1 1.+ 2 n 

Gauss, sino que tambien la elimina de las ecuaciones 

E ,E , ... ,E .. Resultando la matriz 
1 2 1.- 1 

O 

o 

o . O 

a(2)O O 
22 •• 

(n) . a 
nn 

Luego la solución es obtenida haciendo 

X. = 
1. 

a(n) 
i,n+l 

( i) 
O •.. 

l1. 

a( n) 
1 ,n+ 1 

a(n) 
2, n+ 1 

~(n) 
n,n+l 

( 3 • 2) 

(3.3) 

para cada i = 1,2, ... ,n. Este proceso evita la sustitución ha--

cia atrás en la eliminación Gaussiana. 

Ilustraremos esta idea considerando el mismo sistema (2.1) 

empleado en la sección 2. 

Dado el sistema lineal 

x - 2x = 2 
2 3 

( 3 • 4 ) 



1 
$ i 2" 

1. 1 7 

v ece s l a p rimera ec ua c i 6n es r e stada de la s egunda y 

2 v e c e s l a p rimera es r e stada de la t erc era, ob tenemos el siste 

ma 

( 3 . 5) 

4 
Si - ~ v eces la segunda e c uaci6n es re s tada d e la p r imer a 

7 y ~ veces la segun da es res tada de la tercera, resulta el si s te 

ma 

2x 1 

- 12x =-3 3 
(3.6) 

Podemos eliminar ~ del sistema (3~6) multiplicando por 

1 
2 la tercer a e cua ci6n restá r s ela a la prime ra y lo mismo res-

tarlo a la segunda 

- 3x 2 

1 
= 2 

= 

- 12x = 
3 

9 
"2 

3 ( 3 • 7) 

vemos que el sistema (3.7) e s diagonal y se resuelve en la for-

ma (3.3). 

Sean A = Al , A2 ,A 3 Y A4' Las matri ce s del sistema (3. 4 ), 

(3.5), (3.6) Y (3.7) respe ctiv ame nt e . Entonce s A2 es obte nida -

de Al' premultiplicando Al por la matri z 
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1. O O 

RJ :::: -1/2 1- O 

- 2 O ~ 

es decir que A
2 

:::: RJ A J L3. 8) 

Similarmente 

A3 :::: R
2
A

2 
C3. 9) 

donde 

fl 4/3 O 

R2 
:::: l: 1 O 

-7/3 1 .... 

Y A4 ::: R3 A3 (3.10) 

donde 1 O 1/2l 
R3 :- O' 1 1/2 

O O 1 J 

combinando (3.8), (3.9) Y (3.10), vemos que 

(3.11) 

luego de la misma manera que en la eliminación de Gauss, p ara -

- - . 
resolver el sistema A x = b, nece sitamos calcular el vector 

~ :::: R3R 2 ~lS y resolver el sistema diagonal 

En la discusión ante r ior inte rvienen matrices R" las cua­
l 

les son llamadas R-matrices elementales, las cuales se descii--

ben en la siguie nte definición. 



R = 1 -

conde 

- - t 
r E:: 

k 
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(3.12 ) 

De la condición C3.l2 ) se deduce que todas las componentes 

de r son d iferente s de cero, except o la k-ésima componente ; es 
_ . t 

decir r tien e la forma r = [rj/ r 2/ . . . ,rk_l,O,rk_l,rk+2/ ... ,rk] . 

En genera l una R-matr i z 

, 

° .L 

° 1 

° 
R = k 

° 
° 

TEOREMA 3.2: 

Sea R = 1 -

1) R- 1 
= I + 

- -t r e k 

2 ) -t-
O => Rx ekx = = x 

PRUEBA 

e l emental 

° . . . O . 

tiene 

. r
1 

· -:: 2 

-r 
k-l 

. 1 

.-rk · +1 

.-r 
n 

- -t 
donde 

-t-
r e k ekr , 

1) Sea Y = 1 + r e~. Enton c es 

la forma 

° . . ° 
° . . ° 

° . O 

1 

= ° . Entonces 

B 
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RY (I - -t (I - -~ = - r e
k

) + re 

1 - -t - - t - -t - -t = - re + r e
k 

(r e
k

) (r e
k

) 
k 

1 (:::: et ) - -t = - ( r e
k

) 
.L. k 

1 
- -t - -t = - r(eKr)e k 

1 -t-
O = , ya q ue ekr = 

Por lo tanto RY = 1 Y Y e s la inversa de R. 

Sea R 1 - -t 
= - r e k 

Rx ( 1 r et
) 

-
= - x 

k 

- - -t-= x - r ( e
k 

x ) 

= x - ..o 
-t-

, ya que por hip6tesis ekx = O 

= x 

El significado computac iona l de las R-matrices elementales, 

al igual que la s matrices M, es que se emplean 'para hacer c e ro 

las componentes de un vector. 

TEOREMA 3 .3: 

Si e~x ~ O, entonces existe una R-matriz elemental 

de índice k tal q ue 

t 
= [O, O , ••• , O , x

k 
' O , • •• , O J (3. 13) 



PRUEBA 

Se tiene que R es de la forma R = - - t 
- re .. 

k ' 

Como R es de índice k, debemos tener que 

luego 

= 

= 

Luego x, 
1 

-t-
como ekx = 

Por tanto 

r. 
1 

r = O 
k 

- -t -x - (r e
k 

) x 

- -t­
X - r (e

k 
x) 

r x 
k+l k 

xkr i = O (i = 

x
k -1 O 

x. 

t 
=, [ O , O , ••• , O , x

k 
' O , ••• , O] 

l,2, ... ,k-1, k+1, k+2, ... ,n) 

1 
(i l,2, ... ,k-1, k+1, k+2, ... ,n) = = 

X
k 
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(3 . 14 ) 

( 3 .15) 

así, si R existe, está determinada en forma única por (3.14) y 

(3.15). Por otra parte si x
k 

~ O, entonces el vector r puede 

ser d e terminado de (3 .14 ) y (3.15) Y se puede veri ficar que la 
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matriz asociada R = - -t - r e satisface (3.13) 
)~ 

Podemos observar que la discusión anterior nos define un -

algoritmo para calcular r y por lo tanto R. 

En este m§todo de Gau s s -Jordan que reduce una matriz a la 

forma diagonal, la matriz es premultiplicada por una secuencia 

de R-matrices elementales , cada una escogida para introducir ce 

ros bajo y sobre la diagonal. 

. . ( , ) 
Sea Al = A una matriz de orden n . Sl a ll = al~ es d istin-

to de cero, entonces por el teorema 3.3, existe una única R-ma-

triz elemental Rl de índice 1 que elimina los n-l elementos de 

la primera column a de Al. Si Al es premultiplicada por Rll re-­

sulta una matriz A2 de la forma 

r (1) al 1 

O 

A2 = RIAl = O 

O 

( 1 ) 

al 2 

( 2 ) 
a 22 

( 2 ) 
a 32 

( 2 ) a 
n2 

( 1 ) 
a 13 

a ( 2 ) 
23 • 

a ( 2 ) 
3 3 • 

( 2 ) a . 
n3 

( 1 ) -, 
a ln 

a ( 2 ) 
2n 

( 2. ) a
3n 

( 2 ) . a 
nn 

Si A2 es premultiplicada por R2 , entonces resulta la matriz A3 

de la forma 



r (1) 
O 

( 2 ) I a;-l C~ 1 3 • 

lo ( 2 ) r? ) 
a · a' . 

2 2 2 3 • 

A 3 = R2 A2 
= O O a (. 3 ) 

3 = . 

LO O 
• (3 ) 
a n3 • 

En general sup6ngase que Ak+l tiene la forma 

[

D 
k+l 

Ak+l = O 

A( k +J)] 1 2 

A(k+l) 
• 2 2 

J .23 

( :< ) 1 
• ((.1 n I 
. a ( 2) I 

. 2n 1 

a ( 3 ) I 

3n 

I 

: (3) j 
a nn 

donde D es diagonal de o rden k . As1 A es diagonal . La ma-
k+ 1 n+ 1 

triz A se reducirá a la forma diago na l despues del n -ésimo paso. 

Podemos construir un algoritmo para e l c á lcul o de Ak y Rk' 

Especificamente la k-ésima c olumna de A. e s el vec t or 
K 

(k) (k+l) ( k ~l l] t a 3k 'o o., a
kk 

' .oo, a nk 

y Rk es la R-matriz elementa l de índice k tal que 

- [ ( k+l) _t 
Rkc k = O,O, ..• , a kk ,O, o .• ,OJ 

Por el teorema 3 . 3, Rk = 1 - rkek~ donde 

y 

(k) a
ik 

a(k) 
kk 

(i 1,2, . . o,k-1,k+1, ••. ,n) 

Así Rk está determinada en forma única si a(k) ~ O. , kk 

( 3 . 16) 

En base a todo lo discutido anteriormente establec emo s el 
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siguiente algoritmo; 

ALGORITMO 3.4 (Método de Gauss-Jordan) 

Sea A una matriz de orden n. Este algoritmo calcu-

la la solución x del sistema linea l (3.1) y sobreescribe los --

elementos r
ik 

en los correspondientes elementos a ik 

1) Construir la matria au.rnentada 

2) Para k = 1,2, ... , n 
aik 

1) a ik <--- r ik = a
kk 

(i = 1,2, ... ,k-1,k+1, ... ,n) 

2) I Para i 

1) a .. 
1.J 

= 1,2, ... ,k-1,k+1, ... ,n) 

3) Hacer x. = 
1. 

NOTA: 

<--- a ij - rika
kj 

(j = k+1,k+2, ... ,n+1) 

a. 
1.,n+l 

a. .. 
1.1. 

(i = 1,2, ... ,n) 

Para comprobar el funcionamiento del algoritmo 3.4, puede 

verse en el desarrollo del ejemplo 4.2 que se encuentra en la -

próxima sección. 

OBSERVACION 3.5 

El algoritmo de Gauss-Jordan funciona bajo las -



.125 

mismas condiciones tratadas e n l a s ecci6n 2 de este capítulo 60 

bre la Eliminación Ga u s siana. 

EJERCICIOS 

3.1 Elaborar un algoritmo gene ra l d e Gauss-Jordan para resolver 

sistemas de ecuaciones de orden m x n. 

3 . 2 Modificar el algoritmo 3 . 4 u t il izando las estrategias de pi 

votamiento: 

a ) parcial y b) comp l et.o. 

3.3 Resuelva el s iguiente s i s t.ema por el métudo d e Gauss-Jordan 

3 . 333x
1 

+ 15920 x
2 

10.333x = 15913 
3 

2 . 222x
l 

+ 16.71 x
2 

+ 9.612 x
3 

= 28.544 

1.5611 Xl + 5.1791 x 2 + 1.6852 x 3 = 8.454 

3.4 Use el algo r itmo 3.4 para resolve r los sistemas "lineales a) 

y c) del ejercicio 2.4 de la sección anterior. 

4. COMPARACION DE LOS METODOS 

Para concluir este c apítulo haremos UEa comparación entre 

el método de Eliminación d e Gauss y el método d e Gauss-Jordan -

en lo que concierne a su aplicación a l problema de la búsqueda 

de la solución de un sistema lineal no homogéneo . 

El criterio generalmente aceptado de la "superioridad" de 

un método dado, consiste en el número necesario de operaciones 

de cálculo, es decir, el número de multiplicaciones y divisio--

nes, así corno tambien el de adiciones y sustracciones necesa---

rias. 
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Cuando c ompararnos técnic as para resolver sistemas lineales 

necesitamos considerar el e f ec t o de error por redondeo y el 

tiempo reque l.-ic1o para completa. r l os cálc ulos . Ambos aspectos de 

penden del núme r o de operac i ones ar i tméti.cas necesari.as para en 

contrar la so luc i6n al probl ema . 

Solamente haremo s e l c á lcu l o del nlli'1lero d e multiplicacio-­

nes y divi s iones que se reali zan al aplicar el método de Elimi­

nación de Gauss, así tambien , cua ndo se emplea el de Gaus s-Jor­

dan. Contar s olo estas operaciones y no tener en cuenta adicio­

n e s y s ust r accione s , s e justi f ica por l a obse r vaci6n de que es ­

tas son las partes del a lgori tmo que ma s tiemp o consumen y mas 

errores producen. L3S operaciones que contaremos s e ran las que 

resuelvan sistemas lineales de n ecuaciones con n variables. Al 

aplicar el algoritmo 2.5 (Eliminación Ga ussiana con sustitución 

hacia ~trás ) a un sistema lineal¡ la cant i dad de multipl icacio­

nes y div isiones que se efectUan para encontrar la soluci6n se 

obtiene de la siguiente forma : 

Para el paso 3: 

1) (n - j) divisiones . 

2) (n - j) (n - j + 1) multiplicaciones. 

N2 de multiplicaciones y divisibnes: 

(n-j) + (n -j)(n-j+1) = (n-j)(n-j + 2). 

El número tota l de multiplicacione s y divisiones para este paso 

es: 



r=n-l 
I (n-j) (n-j+2) = 

j=l 

n-l 
'i' (22 "2 , 2 2') L n - nJ-r n+J - J 

j =J 

n-J 

= L [n 2 -2j( n+ l) +2n+j2] 
j=l 

n-j n-l 

= L n 2 - 2 (n+1) I j + 
j = 1 

n-l 
L 2n + 

j=l 
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= (n-l) n 2 _ 2 (n+l) (n -}- ) n + (n-~ ) 2n + n Cn - l~ (2n-l) 

- - n (n-l ) [n- (n+l) + 2 + ( 2ni 1
) ] 

= n (n-l) [~ + ~ n ] 

+ l 3 
"Jn 

= 

1 2 - -n 
3 

2n 3 +3n 2 ":'Sn 
6 

Otro paso del algoritmo que requiere operaciones aritméti-

cas es el paso 8 en el cual se verifican: 

a) Primera sustitución hacia atrás: 1 división 

b) Siguientes sustituciones h a cia atrás: 1 división y (n-j) mul 

tiplicacione's. 

El total de multiplicaciones y divisiones en este paso es: 
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n-J n-l 
1 + 1. [1 + (n-j)] = 1 + 1. [(n+1) - j] 

j=1 j =l 

n- l n-l 

l. L 
,. 

= 1 + (n+1) - j 
j == 1 j=l 

1 + (n- 1) (n+1) - n (n-1) 
= 2 

Entonces, el total de multiplicaciones y divi siones en el algo-

ritmo 2.5 es 

2n 3 + 3n 2 - 5n n 2 + n 2n 3 + 6n 2 - 2n 
6 + 2 -

6 

n 3 + .3n 2 - n (4.1) = .3 

Cuando se aplica el! algoritmo 3.4 (Método de Gauss-Jordan) la -

cantidad de multiplicaciones y d ivisiones que se realizan se ob 

tienen de la siguiente forma: 

En el paso 2: 

1) Para cada columna se efectúan (n-1) divisiones. 

2) En cada fila se efectúan (n - j + 1) multiplicaciones. 

El total de filas que se multiplican es de en - 1) • 

El total de productos por columna es: (n - 1) (n - j + 1) . 

Total de multiplicaciones y divisiones para este paso es: 



n n 

L [(n - 1) + (n - 1) (n - j + 1) ] = 
j=l 

I (n - 1) (n - j + 2) 
j =~ 

TI 

l. Cn 2 -jn+n+j-2) 
jo:l 

n 
= ): [(n 2 + n-2) + jO. -n)] 

j = l 

n n 
= L (n 2 +n-2) + (l-n) L 

~=l j=l 

= n(n 2 +n-2) + (l_n)n(n+l) 
2 

n-n 3 = n 3 + n 2 - 2n + _=-_ 
2 

= 

= 

2n 3 + 2n 2 - 4n + n-n 3 

2 

n 3 +2n2 - 3n 
2 

n 3 + n 2 _ 3n 
_o. 2 2 

En el paso 3, se efectúan n divisiones. 
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Entonces, el total de multiplica ciones y divisione s en el 

algoritmo 3.4 es: 

n
2

3 + n 2 _ 3n 2 + n = ( 4 • 2) 

La siguiente tabla nos demuestra cómo la cantidad de opera 

ciones varía entre los dos métodos, a medida se cambia el tama-

ño de n, utilizando las e xpresiones (4.1) y (4.2). 
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----
NU!-ffiRO TOTAL DE M::JLTIPLICACIONES y DIV I SIONES 

Número de Eliminacj_ón d e Gaus s con Método de 
Ecuaciones sust.i. tüción hacia atrás Gauss-Jordan 

n 3 + 3n 2 - n n 3 

+ n 2 n n 2 - 1-3 

3 17 21 

7 161 217 

10 430 595 

50 40,150 64,975 

De la tabla anterior notamos que en el método de Gauss-Jor 

dan a medida que el valor de n se incrementa el número de oper~ 

ciones es mayor que en el método de Eliminación Gaussiana . 

EJEMPLO 4.1: 

Comprobaremos que al resolver un sistema lineal de 

orden 3x3 aplicando el algoritmo 2.5, el número de multiplica-

ciones y divisiones es de 17. 

Resolver el sistema lineal 

2x I + 4x 2 - 2x 3 = 6 

Xl - x 2 + 5x 3 = O 

4x I + x 2 - 2x 3 = 2 

1) La matriz aumentada es 

2 4 -2 

:l 1 -1 5 

4 1 . -2 

2) r = min {3 - 1, 3} = 2 



3) ¡para k = 1,2 

I k = 11 

a <-- m 
21 21 

2) a . . <-- a .. 
1J 1J 

a 22 <--- a 22 

a 23 <-- a 23 

a 24 <-- a 24 

a 3 2 <-- a 3 2 

a 33 <-- a 33 

a 3 4 <-- a 3 4 

2 

=> 1/2 

2 

Ik = 2 1 

1) ai2 <-- mi2 

a.
32 <-- In3 2 

-

-

-

-

-

-

-

= 

--

ti = 2,3) 

In. 
11 

4 = 2 = 2 

a ' . (i 
1 J 

In 21 a 12 = -1 

= 2,3 

1 - '2 

; j 

( 4) 

In 21 a 13 5 1 (-2) - - 2' 

In 21 a 14 O 
1 ( 6) = - '2 

m
31

a
12 = 1 2 (4) 

In 31 a 13 = -2 - 2 (-2) 

In
31

a
14 = 2 - 2 (6) 

4 -2 6 

-3 6 -3 

-7 2 -10 

a. 
12 (i 3) = a. 22 

a.
32 - .7 2.; -- = -3 = a. 22 3 
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= 2,3,4) 

= -3 .¡ 

= 6 .¡ 

= -3 .¡ 

= -7 .¡ 

= 2 .¡ 

= -10 .¡ 



2) a., , 
J.J 

a. 33 

4) m = n = 

8) Para i 

x 3 

x 2 

x 2 

Xl 

Xl 

X 

Nota: 

= 

<-- a, 
J.j 

<-- a 33 

2 

=> 1/2 

2 

3 

3,2,1 

1 

- m, a. 
J.2 2j 

m3 2 a. 2 3 = 

4 -2 

-3 6 

7/3 - 12 

1 

132 

( . . l = 3 i j = 3,4) 

2 
. 7 

-12 ¡ - <-:3) (6} = 

6 

-3 

-3 

= Ca 3 t¡) = (-3 ) = ~I 
a

33 
-12 4 

1 
(a 2 t¡ a

23
x

3
) = -a

22 

1 (- 3 - 6 (~) ) 1 II = -3 = 4 2 

1 3 1 
(al t¡ [a 12 x 2 + al 3X3J) = (a l t¡ L al j Xj ) = -

a ll j=2 al l 

1 
(6 [4 • 

3 (-2) ., ll) = 2" - - + 2 2-

1 (6 11) 1 III = 2 - = 4 2 

Total: 17 multip. y ' divisiones 

La marca (/) identifica a cada una de las operaciones (mul 

tiplicaciones y divisiones) efectuadas en el algoritmo. 

B 
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EJEMPLO 4.2: 

Si aplicamo s el algor itmo 3.4 (Método de Gauss-Jor-

dan) al mismo sistema lineal de o r den J x 3, el númer o de mul ti-

plicacio nes y divisiones es de 21 . 

1) La matr i z aumentada es: 

2 4 -2 6 

1 -1 5 o 

4 1 "7"2 2 

2) Para k = 1,2,3. 

lli = 11 
I 

1) 
ai1 

a. <-- r. = i 
11 11 al 1 

2,3) 

a 1 
a 21 <--

2 1 / r 21 = -- = 2 al 1 

a 3 1 tI 
a 3 1 <-- r 31 = = 2" = 2/ 

a. 1 1 

2) Para i = 2~, 3. 

i = 2 

a <-- a - r a ( j = 2,3,4) 
2 j 2j 2 1 1 j 

a 22 <-- 1 
- 3 / a 22 , - r 21 a 12 = -1--(4) = 2 

a 23 <-- a 23 - r 21 a 13 = 1 
6 / 5--(-2) 

2 

a 24 <-- a 24 
1 (6 ) = -3 / - r 21 a 14 = 0- 2 
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i = 3 

a 32 <-- a 32 - r 31 a 12 = 1-2(4) - - 7 1 

a 33 <-- a 33 - r 3 1 a 13 =-2-2(-2) = 2 1 

a 34 <-- a 34 - r 31 a 14 = 2-2(6) = -10/ 

2 4 -2 6 

=> 1/2 -3 6 I -3 

2 -7 2 I -.10 

Ik - 21 
a. 

1) ai 2 <-- ri2 = 12 (i 1,3) = 
a 22 

a 4 
a 12 <-- r 12 = 12 j = 

a 22 -3 

a -7 7 
a 32 <-- r 32 

32 1 ~ = . -3 = 
a 22 "3 

2) Para i = 1,3 

i = 1 

a 1j <-- al j - r 12 a 2j (j = 3,4) 

a 13 
<-- a 13 - r 12 a 23 = -2 - (-i)(6) = 61 

a 11< <-- a 14 6 - 4 21 - r 12 a 2 1< = (--)(-3) = 3 



2) 

i -- 3 

a. 3 j <-- a. 3 j 

a. 3 3 <-- a. 33 

a. 3 4 <-- a 34 

2 

=> 1/2 

2 

Ik = 31 

a 13 <-- r 1 3 

a.
23 <-- r

23 

Para i = 1,2 

i = 1 

al j <-- al j 

i = 2 

2 

=> 1/2 

2 . 

-

-

-

= 

= 

-

r 32 a ' 2j tj = 3,4) 

r 32 a. 23 = 2 -e;) (6) = - 12/ 

r 32 a 24 = ~ 10 - (2) (-3 ) = -31 
3 

-4/3 / 6 2 

-3 

7/3 

a. . 
],3 

a. 33 

a. 
1 3 

a. 33 

a. 
2 3 

a.
33 

= 

= 

r 13 a 3 j 

-4/3 

-3 

7/3 

6 I -3 

-12 I -3 

(i = 1,2) 

6 1 ¡ 
-12 = '2 

6 !¡ 
-12 = 2 

( j = 4) 

= 2- (--21 )(-3) = 1 ¡ 
2' 

(j = 4) 

1 -9 = - 3 - (- -2) (-3) . = ¡ 2 

-1/2 

-1/2 

-12 

1/2 

-9/2 

-3 
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3) Hacer 

X. -
1 

Xl = 

X 2 = 

X
3 = 

a. 
1, 1+ 

O • .. 
II 

a. 
1 l¡ -- = 

al J 

a 
2 1+ = a 22 

a 
3 l¡ = a0
33 

ti = 1,2,3) 

1/2 1 / -2- = 4-

-9/2 ... 
...) ¡ -=-3 = 2 

-3 ~ / -12 = "4 

Total: 21 multi J . y divisiones. 
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METODOS DIRECTOS PARA RESOLVER 

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 

SEGUNDA PARTE 

1. FACTORIZACION DE MATRICES 

En esta sección considera~emos algoritmos para factorar -­

una matriz cuadrada A en el producto LU de una matriz triangu-­

l ar inferio r y una matriz triangular superior. Tal factoriza--­

c i ón e s a menudo llamada de~compo~¡c¡6n LU de la matr i z A. Corno 

una de scomposición LU expresa a una matriz corno el producto d e 

matrices muy sinples, puede ser usada para simplificar cálculos 

. que involucran a la matriz . Por ejemplo si se quiere obtener la 

inversa de A, puede ser c alculada en la forma A-¡ = U-¡ L-¡ por 

la s téc nic as del capítulo 11, secc ión 1 . 

EJ EMPLO 1. 1 : 

Con s ide remos el siguiente s istema lineal. 

Xl + x 2 + 3x 4 = 4 

2x
I + x 2 - x 3 + x 4 = 1 

3x I - x 2 - x 3 + 2x 4 = -3 

- Xl + 2x 2 + 3x 3 - x 4 = 4 (1.1 ) 

que ap l icando eliminación Gaussiana se reduce al sistema equiva 

l ente . 
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1 1 O 3 4 

O -1 -1 -5 -7 

O O 3 13 13 

O O O -13 -13 (1. 2 ) 

Sea U la matriz triangular s uperior de orden 4 . 

r1 1 O 3 

O -1 -1 -5 
U = (1. 3) 

O O 3 ·13 

O O O -13 

la cual es el resultado de la eliminación Gauss iana e fectu a da -

sobre A. Si se define L corno la matriz triangula r i n f e rior cu - -

yos elementos lo o estan dados por 
l.J 

rO cuando 

lo o cuando = 1: : l.J 

cuando 
l.J 

i = 1,2, ... ,j-1 

i = j 

i = j+1, j+2, ... , n 

donde m son los multiplicadores empleados en la eliminación -
ij 

Gaussiana. Se puede verificar. 

1 O O O 

2 1 O O 
L = 

3 4 1 O 

-1 -3 O 1 

además es fácil verificar que 
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r 1 O o. 

:1 
r1 1 O 3 

2 1 O O -1 -1 -5 
LU = 

3 4 1 O O O 3 13 

-1 -3 O 1 O O O -13 -

1 1 O 3 

2 1 -1 1 
= = A 

3 -1 -1 2 

l-l 2 3 -1 

Los resultados obtenidos en el ejemplo <.1.1) son ciertos -

en general y estan dados en el siguiente teorema. 

TEOREMA 1. 2: 

Si el procedimiento de eliminación Gaussiana (algo­

ritmo 2.5) puede ser efectuado en el sistema Ax = b sin inter--

cambios de filas, es decir sin pivotamiento, entonces, la ma---

triz A puede ser factorada en el producto de una matriz triangu 

lar inferior con una triangular superior. 

donde U = ( u . . ) 
1J 

u .. = 
1J 

A = LU, 

y L = (l . . ) estan definidas por 
1J 

( (i) 
cuando i 1,2, ..• ,j Ictij , = 

10 , cuando i = j+l, j+2, ... ,n 

J: si i = 1,2, ... ,j-1 

l. si i = j 
1j 

1m .. si i = j+1, j+2, ... ,n 
l 1 J 
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donde a. ~~) es el elemento U ,j) de A , y m .. es el muli:iplica--
J..J n J..J 

doro 

PRUEBA 

Como la eliminación Gaussiana se puede efectuar sin pivo-

tamiento 

donde A es triangular superior con elementos 
n 

J (i) i l,2, ... ,j = a ij , = 
a 
ij 

lo i = j+l; ... ,n 

- 1 - 1 - 1 - 1 
entonces A = MI M2 ••• Mn - 2 Mn - 1 U 

se tienen que A - LU 

verificaremos que L - 1 = M es triangular unitaria inferior. 

Se sabe por teorema 2.2 que 

1 O . O 1 O . O 

m21 1 . 
O 1 

M- 1 
~1 3 1 O 1 en general - 1 O = O M = 1 k 

m O 1 1 
nI m • 

k+ 1 I k • 
O . . . m kO n, ? 

· O 

· O 

O 

· : 1 
J 



entonces 

f1 O O • 
I 

m2J. 1 O • 

- I - J 1 MI M2 = m3I m 32 
O · 

m m O 
nJ. n2 

1 O O 

Mil M; I M; 1 = m 2I 1 O · 
tn 3I m 32 1 

· ml+3 

m m m 
nI n2 n3 

continuando este proceso llegamos a 

1 O· O 

m2I 1 O 

- 1 .. 1 m3I m32 1 M = L = 
ml+i 

m m m nI n 2 n3 

• • 

• · 

· 

· 
· · 

O · . 

· 

~ 

O 

O 

O 

1 

O 

O 

. 1 J 

O O 

O o 

1 O 

~,n-I1J . 
, . 
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Un a condici6n importante para llevar a cabo la eliminaci6n 

Gaussiana sin intercambio de filas está dada en el siguiente --

teo rema . 

TEOREMA 1.3 : 

Si A es una matriz estrictamente diagonal dominante 
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de orden n (def. 1.3.26), entonces A es no stngular. Además. -

la eliminación Gaussiana puede ser efectuada en cualquier siste 

ma lineal de la forma Ai = 1, para obtener su anica solución ~-

sin intercambio de filas o columnas. 

Para mostrar que A es no singular, ccnsiderar el sistema -

lineal Ai = 6 y supóngase que existe un x p O que es 

de este sistema. En este caso, para algan k, 0< Ixkl 

y como 
n 
La, ,x, = O 

, 1 J J 
(V i = 1,2, •.• ,n) 

J =: 1 

se tiene que 

esto implica que 

n 
L a ,x, 

j == 1 kJ J 

5ik 

n 

I a k k I I X k I < ) I a k j I I x j I 
J=1 

jik 

o sea 
n 

< L I ak ' I 
j ==J J 

jik 

solución -

= máx I·x ,1 
J 

lo que es contradictorio a la definición de m~triz estr{ctamen-

te dominante. Consecuentemente, la única solución para Ai ~ 5 -

es x = O, lo que equivale a decir que A es no singular. 

Es fácil h a cer la prueba que la elimanación Gaussiana pue -

de ser efectuada sin hacer pivotamiento. 
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Para ilustrar un procedimiento para el cálculo de lqs ma- -

trices L Y U consideraremos el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 1.4 

Considerar la matriz estr i ctamente diagonal dominan -

t e de orden 4. 

6 2 1 -1 

2 4 1 o 
A 

1 1 4 -1 

-1 o -1 3 

Los t eor ema s 1 .2 y 1.3 nos garantizan que A puede ser factor2da 

e n l a f orma A = LU , donde: 

.t 1 1 O O O U 1 1 U 12 U 1 3 U 1 !.¡ 

.t 21 .t 2 2 O O O U 22 U 23 U 24 
L = Y U 

.t 3 1 .t 32 .t 3 3 O O O U 33 U 34 

.t 41 .t'+2 .t 43 .t 44 O O O U 4 '+ 

Los dieciseis elementos conocido s de A pueden se r usado s -

para dete rminar parcialmente los diez elemen to s d e sconocidos ce 

L y el mismo número e n U. 

El método u sado en este e j emp lo arbitrario requiere 

t l l = .t 22 = .t 3 3 = t 4 ,+ = 1; este es conocido como e l método de -

Doo litte . Má s adelante e n esta secc ión v eremo s un método e n e l 

cua l los elementos de la diagonal de U son uno s y e s llamado ~é 

todo de Crout. El requerimi ento que .t 
ii 

d e i e s llamado método de Chole s ki . 

u . . para cada va lo r 
11 



1 44 

La parte de la multipl icación de L por U 

r
1 O O O U 1 l . ti 1 2 U 1 3 ' U 1 l¡ 

li 2l 1 O O O U 22 U 23 U 2 l¡ 
L.U = 

i 31 i 32 1. O O O U 3 3 .U 3 l¡ 

il¡l i 42 il¡3 1 JI_o O O Ul¡l¡ 

la cual la determina . la primera fila de A, resulta en las cua--

tro ecuaciones 

U 11 = 6, U 1 2 = 2 , U 1 3 = 1, u 1 l¡ = -1 

La parte que determina los resta ntes elementos en l a prime 

ra columna de A preve e las ecuaciones 

i 2l U l 1 = 2 i 2l = .1/3 

i 31 u 1 1 = 1 Y i 3 1 = 1/6 
I 

..t l¡l U 1 1 = -1 il¡ l - -1/6 

En este paso las matrices L y U asumen la forma 

1 O O O 6 2 1 -1 

1/3 1 O O O U Z2 U 23 LL 2 l¡ 
L = Y U= 

1/6 1 32 1 O O O U 3 3 U"J 
-1/6 il¡2 1l¡3 1 O O O ul¡l¡ 

La parte de la multiplicación que determina los restante s 

elementos en la segunda fila de A da las ecuaciones 

2 + = 4 10 
:J U

22 U
22 = 3 

1 + l . así 
2 

-3 U23 = U23 = "3 

-1 + u 2 l¡ O 1 
-;:¡- = U 24 = "3 .:> 
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y 10. que determina los restantes elementos en la segunda colum-

na de Po da 

2 + 
10 .e. 1 .e. 3 2 

1 
"3 3 = = 5 3 2 

-2 lO .e. 42 O así .e. 42 

.l 
6 + 3 = -la 

Este proceso es continuado alternando diagonalmente colum-

nas y filas para finalmente obtener: 

1 O O O r6 2 1 -.1 

1 1 O O O 
10 2 1 

J" 3 - "3 "2 
L = Y U = 

1 1 1 01 O O 
37 -9 

"6 5 10 10 

-1 1 -9 1 l O O O 
191 

6 lo 27 74 

Un procedimiento general p a ra factorar matrices en un pro-

ducto de matrices triangulares está contenido en el siguiente -

algoritmo. 

. ALGORITMO 1.5 (Factorización Directa) 

Para factorar la matriz 

a. l1 a. 1 2 • a. 1n 

a.
21 a. 2 2 • . . a.

2n 
A = 

en matrices triangulares 
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1) 
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¡-lll 

, r 
O . . .0 

I 
I Ul 1 U. 1 2 • • u. ln 

O U. 2. n I R.. 2. 1 l22 . : U2.2.' • 
= Y U= O· 

'0 J . . 
lO lnl ln2. . . .lnn o . o U. 

nn 

Para k = 1,2, ... ,n seleccionar los elementos lkk y u de ­kk 

manera que 

k-l 

1) lkkukk = akk - pI1lkpUpk 

k=l 

2)lik 
-1 L l u ) = ukk(aik p=l ip pk 

(i = k,k+l, ... ,n) 

k-l 
3) 

-1 I lkpUpj ) U
kj = lkk(akj 

p=l 
( j j + 1 , k+ 2, • . • , n) 

El algoritmo 1.5 se puede particularizar para los métodos 

de Doolittle y Crout. 

Al factorar una matriz, aunque nuevas matrices L y U son -

construidas, los valores actuales generados pueden ser coloca--

dos en los correspondientes elementos de A, los cuales ya no 

son necesitados. 

Así a. .. y l .. , para cada i = 2,3, ... ,n y j = 1,2" ... ,i-1; 
1-J 1-J 

.e. . . = 1, para i = 1,2, ... , n ya.. . = u ., para cada i = 1,2, ... , n 
1-1- 1-J 1-J 

Y j = 1, i+l, ... ,n,sería el resultado. 

A continuación presentaremos el algoritmo para factorar --

una matriz A de orden n, haciendo los.e. = 1 para k = 1,2, ... ,n. 
kk . 

ALGORITMO 1.6: (Método de Doolittle) 

Este algoritmo sobre escribe los elementos de U y 



L en los correspondientes elementos de A. 

1) Para k = 1,2, ... ,n 
k-l 

= a
kJ

, - I l k u . (j = 1,2, .•• ,n) 
p=l P PJ 

1 4 7 

El siguiente algoritmo factora una matriz A de orden n ati 

lizando el método de Crout. 

ALGORITMO 1.7: (Método de Crout) 

En este algoritmo los elementos de la diagonal de 

U se escogen que sean uno~ y tambien los elementos de L y U se 

sobre escriben en los correspondientes elementos de A. 

1) Para k = 1,2, .•. ,n 
k-l 
I.f·uk(i=k, ... ,n) 

l.p P 
' p=l 

k-l 
I.f u .)(j = k+1,k+2, ... ,n) 

p= 1 kp PJ 

Para su completación, este algoritmo requiere aproximada -­

n 3 
mente ~ multiplicaciones. 

Una dificultad puede surgir cuando se usa este algoritmo -

para obtener la factorización de la matriz de coeficientes d e -

un sistema lineal de ecuaciones que es originada por el hecho -

que no es empleado el pivotamiento para reducir el efe~to del -

error por redondeo. 

El siguiente ejemplo ilustra los cálculos involucrados en 

el método de Crout de una matriz 3 x 3. Tambien se muestra los -
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efectos desastrosos de un elemento pequeño en la diagonal. 

EJEMPLO 1.8: 

0.001 2.000 3.000 

Sea A = -1. 000 3.712 4 .623 

-2.000 1. 072 5.643 

(A es la matriz del ej e mplo 2.2.9) • En aritmética de cuatro d í 

gitos, la reducción de Crout es como sigue 

.t 1 1 = 0.001 u 1 1 == U 22 = U 33 = 1 

.t
21 

= -1. 000 

.t 3 1 = -2.000 

u 1 2 = 6.t(2.000) = 2000, 
0.001 

U 13 = 6.t[3.000J = 3000, 
0.001 

.t
22 = 6.t[3 .712 + (1.000) (2000)J = 2004, 

.t 3 2 = 6.t[1.072 + (2.000) (2000)J = 4001 , 

U 23 = 6.t[4 .623 + (1.000) (3.000)J = 1.500, 
2004 

.t
33 

6.t[5 .6 43 + (2.000) (3000) - (4001) (1.500)J = 4.0 00 

Note que el cálculo de .t
33 

envuelve la cancelación de tres 

cifras significativas. Por lo tanto podemos esperar que el v a --

lor calculado de .t 33 sea inexacto, y en verdad, el verdade ro v a 

lor para 1 3 3 , redondeado a cuatro cifras es 5.922. 

El ejemp~o 1.8 indica la necesidad de evitar elementos pe -

queños en la diagonal mediante la reducción de Crout. Como hici 
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mos ~n la eliminación Gaussiana, buscaremos un reme dio para el 

problema permutando filas y columnas en la matriz original A. -

No es conveniente emplear el pivotamiento completo para la re--

ducción de Crout¡ por lo tanto usaremos el pivotamiento parcial, 

que es el intercambio de filas. 

El principal obstáculo para incorporar intercambios en el 

algoritmo de Crout es que no podemos saber que lkk es pequeño -

hasta que lo hemos calculadc. Sin embargo, en este paso un in--

tercambio en las filas de A cambiará la descomposición de Crout, 

la cual tendría que ser recalculada. Afortunadamente cxite una 

relación muy simple entre la descomposición qe Crout de una ma-

triz y la matriz obtenida intercambiando dos de sus filas. Esta 

relación es mejor derivada considerando lo que .sucede al apli--

car la eliminación Gaussiana a A cuando dos de sus filas son 

permutadas. 

Supóngase que Al = A es de orden 5 y la tercera y quinta -. 

fila de A son intercambiadas para obtener una nueva matriz 

( 1 ) ( 1 ) ( 1 ) a ( 1 ) a ( 1 ) al 1 a 12 a. 1 3 1 4 1 S 

( 1 ) 
a 21 

( 1 ) 
C. 22 

( 1 ) 
a 23 

( 1 ) a 24 
( 1 ) a 2S 

A~ 
( ¡ ) a ( 1 ) a ( 1 ) a ( 1 ) a ( 1 ) = as 1 s 2 S 3 5 4 S S 

( 1 ) ( 1 ) a ( 1 ) ( 1 ) a ( 1 ) a 41 a"2 ,. 3 a 44 ,. s 

( 1 ) ( 1 ) ( 1 ) ( 1 ) a ( 1 ) a 31 a a 33 a. 
3 2 3·4 3 5 

Examinando el algoritmo 2.5, es fácil verificar que des---

pues de un paso de eliminación Gaussiana, Al 
1 se convierte en 
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a U1 a (1 ) eL ( .1 ) a ( 1 ) 
eL (J ) 1 

11 1 2 1 3 1 4 1 S 

m a (2 ) el. ( 2 ) a(2 ) a e 2 ) 

21 2 2 2 3 24 2 S 

A' . l2) (2) a (2) a. (2) 
2 m 51 eL s 2 a·s 3 54 5 S 

( 2 ) aC21 ( 2 ) ( ,) I m a a a 
4 1 42 4 3 44 4 5 

el. e 2 ) ( 2 ) ( 2 ) a( 2 t 
m 3 1 

a ,. a 
3 2 3 3 34 3 S 

Otro paso mas nos resulta 

r a (1 ) a ( 1 ) a ( 1 ). a ( 1 ) a ( 1 ) 

1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 

m a ( 2 ) a ( 2 ) . 2 ) a\ a ( 2 ) 

21 22 23 24 2 5 

A' 
3 = m

S1 m 52 
( 3 ) a
53 

( 3 ) 
as 4 

I 3 ) a\ 
55 

( 3 ) ( 3 ) a e 3 ) m
41 

m
42 

a a 
4. 3 4 1.¡ 4 5 

m m a 
( 3 ) 

a 
( 3 ) 

a 
( 3 ) 

3 I 3 2 3 3 34 3 S 

si continuáramos aplicando el algoritmo 1.7 de esta sección, a 

la matriz A~, después del paso 1.1 cuando k = 3, habremos obte-

nido el arreglo. 

.e. 1 1 U I 2 U I 3 U 14 U
I5 

.e. .e. u u U 
2 I 2 2 2 3 24 2 5 

.e. s I .e. 5 2 .e. 5 3 a 
54 · 

a
55 

.e. .e. .e. a a 
l¡ I 42 4 3 4 l¡ 45 

.e. .e. .e. a a 
3 1 3 2 3 3 3 4 3 5 

En otras palabras, despue s del paso l.l cuando k = 3, la -

deferencia entre los arreglos obte nidos de A y A' solamente es 

que la tercera y la quinta fila han sido intercambiadas. 
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Este es generalmente el caso. Si despues del paso 1.1 en -

el algoritmo 1. 7 intercambiamos las filas k y l el > k)., el efec 

to será el mismo que si intercarrbiamos las filas k y l en la m~ 

triz original antes de comenzar. Podemos efectuar intercambios 

de filas como está dado en el siguiente algoritmo. 

ALGORITMO 1.9 

Sea A de orden n. En este algoritmo sobreescr ibe 

A con la descomposición de Crout de 1 ••• 1 1 A. 
n- 1 'Y n _ 1 Y1 

1) Para k = 1,2, ... ,n 

2) Encontrar Yk tal que 

3) a
kj 

<-> a ( j = 
ykj 

k-l 
L l. u

k 
(i=k, ... ,n) 

p= 1 lp P 

II I > Ilikl (i = k,k+1, ... ,n) 
Yk,k -

1,2, ... ,n) 

k-l 
- 1 4) a

kj 
<-- u

kj = lkk (a
k j L i

k 
u .) (j = k+1, ... ,n) 

p= 1 P P J 

Cuando se conoce que la matriz A es definida positiva (def. 

1.5.7), un mejoramiento significativo en la técnica de la facto-

rización de una matriz puede ser analizado con respecto al núme 

ro de operaciones requeridas. 

TEOREMA 1. 10 : 

Si A es una matriz definida positiva de orden n, -

entonces A es no singular. Además la eliminación Gaussiana pue-

de ser efectuada en cualquier sistema lineal Ax = b para ob te--

ner su única solución sin intercambios de filas o columnas. 
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PRUEBA 

Si x ~ O es un vector q ue satisface Ai = 5, entonces 

itAi = 5, lo que contradice que A sea definida positiva. Conse-

cuentemente, Ai = 5 tiene una única solución que es el vector -

5 y esto implica que A es no singular. 

Para mostrar la parte relacionada con la eliminación G 3 U­

ssiana , sea AI~J la submatriz directriz principal de A para un 

arbitrario k, k = 1,2, ... ,n. 

Si A [k] no es definida positiva ,entonces existe un 
A 

k-vector x 
A A t I-k 1 A 

O tal que x A - -x ~ O. Si construirnos un n-vector 

i ~ 5 de x colocando ceros en los últimos n-k espacios. Corno 

-t - "'t A 
X Ax = x Ax < O 

A no es definida positiva, y tenemos una contradicción~ Conse--

cuentemente, cada submatriz directriz principal de A es defini-

da positiva y por lo tanto ·no singular. 

LEMA 1.11: 

Una submatriz principal de una matriz definida posit~ 

va es definida positiva. 

PRUEBA 

Sea Al la submatriz principal formada por la intersección 

óe filas y columnas i 1 < i 2 < ••• < ir . Sea i l ~ O un r-vector. 

Sea x el n-vector definido por 

X
ik = Xl 

k 
(k = 1,2, ... ,r) 

X. = O 
J 



entonces x i O, Y en estas condi cione s se tiene que 

-t - - l t -x Ax = x A X l 
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-t - - t -luego como A es definida po s it i va, x Ax - Xl Ax' > 0, y Al es -

definida positiva. 

TEOREHA 1. 12 : 

Si A es definida positiva, entonces e xiste una Gni 

ca matriz triangular inferior L con e leme ntos positivos en la -

diagonal tal que A = LL t . 

PRUEBA 

La prueba es por inducción en el orden de A. Si A es def i 

nida positiva, entonces a ll > O, Y L está definida unicame nte -

por .e. 1 1 = ~. 

Supóngase que la aseve ración es verdadera para matrices -

de orden n-1 y A' e~ definida positivCl de orden n. Corno A l es si 

métrica, puede ser particionada en la forma 

y 

a 

Por el lema 1.11, Al es de f inida positiva. Buscaremos una matriz 

triangular infer i or LI que satisfaga L'Llt = Al. 

Sea L' particionada en la forma 

-L 

°l L' == -t .e.J -x 



Luego efectuando 

Al = L' L't 

l;t 
Yl = [~t DW t 

xl 
~J l .J lo .tJ 

r
LLt 

Lx 1 = 
-t t xt x+l 2 x L 

Entonces requerirnos que: 

A = LL t 

Lx 
-t t 
x L 

-= y 

-t = y 

15 4 

(1. 4) 

(1. 5, 
(1. 6) 

(1. 7) 

Por hipótesis inductiva, existe una única matriz triangu--

lar inferior L con elementos positivos en la diagonal satisfa- ­

- I-
ciendo (1.4). Como L es no singular, x = L Y es el único vec--

tor satisfaciendo (1.5) y (1.6). Finalmente , 
-t-

si a - x x > O, en 

tonce s l estará definida en forma única por 

- t-
Para mostrar que a - x x > O, es de notar que la no singu-

laridad de L implica q u e A - - l-
es no singular. Sea b = A y. En--

tonce s, corno A es definida pos i tiva 
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o < [;t, 
y1 ib 1 

aJ1J 

= 1)tAb - t-
2b Y + a 

-t - t -= b Y - 2b Y + a 

yt (LL t) - 1-= a. - y = a. - (L - 1 y) t ( L - 1 y) 

= a. - -t-x x 

La prueba del teorema 1.12 permite construir la descomposi 

ción de Cholesky de una matriz calculando sucesivamente las des 

composiciones de sus submatrices directrices principales. Sea -

t Ak la submatriz directriz principal de orden k y sea Ak = LkLk 

la descomposición de Cholesky de Ak. Entonces si 

de la prueba del teorema sigue que 
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donde 

(1. 8) 

y 

Construyendo un algoritmo para calcular la descomposici6n 

de Cholesky de una matriz d e finida po s itiva A, notaremos que, 

como A es simétrica, nece si tamo s solamente trabajar con la , ~ -

tad inferior. Además los eleme ntos de L pueden sobre escribi r -

los correspondientes elementos de A. Por supuesto , calculando -

- - 1 
x~ de (1.8) no haremos la forma L . meJ·or resolveremos e l sis 

J"> k - 1 ' 

tema 

L X 
k-1 k 

ALGORITMO 1.13: (Reducci6n de Chole sky) 

Sea A definida posit i va de orden n. Este algo--

ritmo escribe la matriz L de la reducci6n de Cholesky de A en -

la mitad inferior del arreglo de A. 

1) Para k = 1,2, ... ,n 

1) Para i = 1,2, ... ,k-1 
i-1 

1) a
1
·

k 
<- f

k
. = f~~(a.k . - \' f . . f

k
.) 

-1 11 1 .1. lJ J 
J=1 

k-1 ,J/2 

. L f~j J 
J=1 

2) a
kk 

<-- .t 
_ kk 

Si A es definida positiva, el algoritmo siempre puede ser 
3 

corrido por comple t o. Requiere cerca d e ~ multip licacione s, la 

mitad del nGmero r e que rido para la eliminaci6n Ga ussiana 6 la -
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reducci6n de Crout. Esto era de esperarse, ya que el algoritmo 

toma ventaja de la simetria de A para reducir los cálculos invo 

lucrados. 

A continuación daremos un ejemplo para ilustrar el algori~ 

mo 1.13. 

EJEMPLO 

Sea la matriz definida positiva 

2 

A == -1 

o 

-1 

2 

-1 

o 

-1 

2 

Factorar dicha matriz en la forma A == LL t donde L es --

triangular inferior. 

Paso 1: k == 1,2,3. 

1 k == 11 

1) I~)~ 1 - 1 == O 

[k = 21 

1) i = 1 

~ 
-,;- (a. 21 ) 
.(.. 1 .1 

(-1) = l 2 
2 



158 

r (7. 22 

') 1/2 
2) a 22 

<- .t
22 = - .t ~ , J 

l 
_ .1 

.t 22 [2 _ [1)'] ' /2 /6 
= = 2 · 

Ik = 31 

1) i = 1,2 

1) .t 3 1 
1 · (a

3J
) a 3 1 <- --

.t 1 1 

.t 3 1 
1 (O) O = - . 

. /2 

<- .t 32 

1 (a 32 .t 21 1 3J ) a 32 = :r;; -

l = 2. [-1-(- 12 
) (O) J 16 

2" = 3 32 lb 

(a 33 

2 2 J 1/2 
2 ) a33 <- .t 3 3 = - .t 3 1 - .t 3 2 

(2 0 2 (- V;) 2 r /2 2 /1 133 = - = "3 

Luego A queda factorada asJ.: 

12 O 

: 1 

12 12 
O -2 

A = LL t 
{i 6 

O /6 16 = -2 -2 2"" :-) 

1 31 O 
16 

O O 2 ·3 - 3 3" ¡ J 

EJERCICIOS 

1.1 Elaborar un algoritmo que sobreescriba una mdtriz definida 

positiva A con su inversa . Trabajar solamente con l a mitad 

inferior del arreglo A. ISugerenc ia: Usar el algoritmo 1.13 
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para calcular L"de la d e scomposici6n de Cho lesky; luego cal­

cular L -1 Y L - t L - 1J . 

1.2 Mostrar que la siguiente matriz es definida posi~iva y obten 
... " 

ga una factori zaci6n de l a matriz en la forma A = LL~ usando 

método de Cholesky. 

6 2 1 -1 

2 4 1 o 
A = 

1 1 4 -1 

-1 o -1 3 

1.3 Mostrar que la matriz 

4 -1 1 

A = -1 4.25 2.75 

1 2.75 3.5 

es definida poiitiv a. 

2. RESOLUCIO N DE SISTEMA S DE ECUACIONES LINEALES UTILIZA NDO LA -

FACTORIZACIO N, 

En esta sección daremos a l goritmo s para resolve r e l sistema 

-
Ax = b (2.1) 

donde A es una matr iz de orden n, utilizando la factori zaci6n de 

matrices tratadas en la sección anterior . 

La reducci ón de Crout de A con pivotamiento da p e rmutacio-­

nes elem~ntales Pi (i = 1,2, ... ,n-1) tal que 

PP ••• P A = LU, 
n -l n - t 
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donde L es triangular inferior y U es triangular unitaria supe--

rior. Por lo tanto la solución de (2.1) está dada por 

Esto nos guia al siguiente algoritmo. 

ALGORITMO 2.1: 

Sea LU la descomposición de Crout de PP .•• P A, 
n-l n-2 I 

y sea un vector b dado. Este algoritmo calcula la solución de --

(2.1). 

1) x = b 

2) t: k = 1,2, ... ,n-1 

p x 1) x <-
k 

3) 
- I-

X <- L x 

4 ) - -I-
X <- U x 

A 

Este algoritmo puede ser corrido hasta el final si A es no 

singular y requiere alrededor d e n 2 multiplicaciones. En la par-

te 4 un minimo ahorro puede ser efectuado tomando ventaja del he 

cho que U es triangular unitaria superior . 

Cuando A es simétrica y definida positiva, tiene una des-­

composición Cholesky en la forma A = LL t donde L es triangular -

inferior. Asi la solución de (2.1) está dada por 

y obtenemos el siguiente algoritmo . 
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ALGORITMO 2.2: 

Sea LL t la descomposición Cholesky de la matriz A 

definida positiva, y sea el vector E dado. Este algoritmo calcu-

la la solución de (2.~). 

Las descomposiciones anteriores puede n ser usadas para en--

contrar la inversa de A, ya sea invirtiendo y multiplicando las 

matrices en la descomposición ó resolviendo las n ecuaciones li-

neales 

para las columnas de la inversa. Otra vez hacemos énfasis que la 

inversa de una matriz es rara vez requerida. Los altoritmos de 

factorización pueden ser simplificados considerablemente en el -

caso de matrices banda debida a la gran cantidad de ceros que --

aparecen en estas matrices. 

Es particularmente interesante observar la forma que aswnen 

el método de Crout ó el de Doolittle en este caso. Para ilustrar 

la situación, supóngase que una matriz tridiagonal 

al 1 a 12 O . O 

a 21 a 2 2 a 2 3 . O 
A = 

O. a 3 2 

a . n-l ,n 
O ••••• O a a 

n,n-l nn 



puede ser factorada en las siguientes matrices triangulares 

L = 

1: 11 

U = I 
I 
I O 
L 

U' 12' ". ,u1nl 

u. U I 
,2 ~ ....... 2 ni 

O '~nnJ 
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Como A tiene solamente (3n-2) elementos diferer.. Jces de c e ro, 

existen solamente (3n- 2) condiciones p&ra ser aplicadas para de-

terminar los de L y U. Supóngase oue las matrices pueden actual-

mente ser encontradas en la forma 

-
-1 .t 1 1 O , O 1 u 12 O. O 

I 
.t 2 1 .t 2 2 O 1 . I 

L -- O O )y U= O 

¿nJ 
u 

n-l , n 

O. • O l ni n - l 
O. .0 1 

En esta forma, existen (2n-l) elementos no determinados de , 

L Y (n-l) ele~entos no determinados de U, lo cual totaliza el nú 

mero de condiciones mencionada s arriba, y los elemen'tos ceros de 

A son obtenidos automáticamente . 

La multiplicaci6n involucrada con A = LU da, ademá s de los 

elementos ceros, las ecuaciones 

a 
i I i - 1 

u 
i, i+ 1 

= 

i I i - 1 

a i , i+1 

tii 

Para cada i = 1,2, ... ,n 

Para cada i = 1,2, .. . ,n-l 

l, + " =Ct,+ '+ -.t. ,u. . (i = 1,2, ... ,n-l) 1, 1,lTl 1 1,1 1 1 +1 : 1 1,1+1 

Un completo a l gori tmo para r esolver un sistema de ecuacio--



163 

nes lineales cuya matri z de coeficientes es trigiagonal es p r e- -

sentado a contin uación . 

ALGORITMO 2.3: (Reducción de Crout para Sistemas lineales Tridia 

gonales) , 

Para resolver el sistema de ecuaciones lineales: 

al 1 X 1 + a12 x 2 = bl - al , n+ 1 

a21 x l + a22 x 2 + a23 x 3 = b 2 - a 2 ,n +l 

a32 x 2 + a3 3 Xs + a 3 qX q = 03 - a ' 3 ,n+l 

a x + a x = b - b n ,n + 1 n,n-l n- l nn n n 

Construir la matr iz aumentada [ A, b] 

1) Hacer I II = all 

2) 

3) 

4) 

5) 

Ipara i = 2,3, •.• ,n 
1) l.. a. . 

l,l-l l ,l-l 

Para i = 1,2, ... , n -l 
a . . 

1) l , l+l 
ui,i +l = f .. 

II 

2) l . . = a . . 
l+l,l+l l+l,l+l 

~--

a 
Z 1 = 1 , n + 1 

f 1 1 

l . .u. 
l+l,l l,l+l 

- 1 
Zl' = l . . ( a , 

II l,n+l 
l. . z . ) 
l, l -l l-l 

(para i - 2,3 , ... ,n) 

6 ) Hacer x z 
n n 

7) x. = z. - u . . X . 
l l l,l+ l l + l 

(para i = n-1,n-2, ... ,1) 

Este algoritmo puede ser adaptado para almacena r los elemen 
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tos de U y L, e n los correspondientes elementos de A. 

Tambien se t iene que e l alg-oritmo requiere solamente CSn-4) 

multiplicaciones y consecuentemente tiene considerables ventajas 

computacio nales sobre los métodos que no consideran la tridiago-

nalidad de la matriz, espec i almente para valores grandes de n. 

EJEMPLO 2.4: 

Para ilustrar el proceso involucrado e n e l algoritmo 

2.3, consideremos el sistema tridiagonal de ecuacione s 

cuya matriz aume n tada es 

- 1 

2 

- 1 

O 

1) .t 1 1 = 2 

2) Para i = 2,3,4. 

3) Para i = 1,2,3. 

a J 2 _1 u 1 2 = .t 22 ~ ¿ 

ct 23 -1 2 
U 23 = 

.e. 2 2 
--

3/2 
= 

3 

o 

-.1 

2 

-1 

= ct2 2 

.t 3 3 = 

- 1 

= O 

o 

O 

1 
-.1. 

2 

o 

1 

- t 2 1 LL 12 = 2-(-1) 

a, 3 .3 - .e. 32 U 23 -- 2 

(- .1) ¿ 

- ( -1) 

3 
= ¿ 

~) 4 (-
3 -3 
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IU3'+ 

a -1 3 3 '+ = ~ = 4/ 3 
- - - 4 

I 

3 5 
- 2 - (-.1) (- 4) = 4" • 

4) 
a l,n+ 1 1 

Z l = 7
1
-

1
-- = 2 

5) Para i 2,3,4. 

2 [ 1 J 1 
= -- O - (-1) (- ) = 3' 3 - 2 

3 [ O-(-l)(j)] 
1 = 4 = 4" 

4 - J ] = 5 [1 - (-1) (i) - 1 

6) X,+ = Z,+ = 1 

7) Para i = 3,2,1. 

1 
(- l) ( 1) 1 X 3 = Z3 - U 3'+ X,+ = 4 = 4 

.1 
(- *) (1) 1 X2 = Z2 - U2 3 X 3 = 3 - = 

1 (- i) (1) 1 Xl = Z ¡ - Ul2 X 2, = 2 - = 

El algoritmo ha factorado la matriz involucrada en: 

2 - 1 O O 2 O O O 1 
1 

O O -2 

-1 2 -1 O -1 3 
O O O 1 

2 
O ¿ -3 

= 4 3 O -1 2 -1 O -1 3 O O O 1 -41 
O O -1 2 O O -1 

5 
O ,O O 1J "4 

y da la solución correcta, X l = X2 = X3 = X4 = 1. 

El a lgo rj,t mo 2.3 puede ser a p lica do siempre que t O para 

cada i = 1,2,~.,n. Cualquiera de las dos cond icione s que aseguran -

esto son : 
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a) que la oatriz de coeficientes sea def inida posi tiva 6 

b) que la matriz sea estrictamente diagonal dominante. 

Una condici6n adicional que asegur a que este algoritmo pue-

da ser aplicado, es tá dada e n e l siguiente teorema. 

TEOREMA 2.5: 

Si I a.l 1 I > I al 2 I y la .. I > Ia.·· I + la.· . -1 I para -11 1 _ 1,1-1 1,1 ' 1 

cada i ~ 2,3, ... ,n-1, y la I > la I, entonce s A es no singu 
nn n,n - 1 

lar y los valores de l .. descritos en el algoritmo 2.3 son dife-
1.1 

rentes de cero para cada i = 1,2, ... ,n. 

OBSERVACION 2.6: 

El teorema anterior es un caso particular de las 

matrices estrictamente diagona l dominante. 

EJERCICIOS 

2.1 Resolve r e l sis tema Ax = b ut ilizando los algoritmos 1.13 y 

2.2 de este capítulo 

6 2 1 -1 1 

2 4 1 O 2 
A = Y b = 

1 1 4 -1 -1 

-1 O -1 3 3 

2 .2 Resolver el sistema 

- Xl + 4 .2 5x2 + 2 . 75x 3 = 1 

utilizando l os a l gori tmos 1.7 y 2 .1 

2.3 Elaborar un algor i tmo para re~o lver sistemas de ecuaciones -
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lineales cuya matriz de coeficiente~ sea Hessenberg superior. 

2.4 Sea la factorización de Crout . 

o o 1 1/2 

LU = 1 5/2 . o 1 1 

-1 1/2 7/5 o o 

2 -2 

3 o = A 

o 2 

-1/2 

1/5 

1 

Resolve r e l sistema Ax = b utilizando el algoritmo 2.1, dado 

- - ] t b = L2,1,-1 . 



e A P 1 TUL o 1 V 

E S T A B 1 LID A D 

1. NORMAS DE VECTORES 

La noci6n de norma vectorial surge del intento de genera ­

lizar la idea de la longitud de un vector en ~ Ó ~2. El ejem-­

plo mas simple de norma es la función valo~ ab6oluto, la c ua_ 

mide la distancia de un escalr al origen. El valor absoluto 

I xl de un namero x puede ser ~efinido por la ecuación 

Ixl == O 

y tiene las tres bien conocidas propiedades: 

1. x ~ O => Ix l > O , 

2. I ax I = I a II x I ( 1.1 ) 

3. Ix+yl ~ Ixl + Iyl 

Segan (1.1.1), el valor absoluto se dice Que es deÍinido 

positivo. De (1.1.2), se dice que es homogéneo. La tercera cc~ 

dición es llamada de6igualdad t~ia~gula~ por razones que sera~ 

mas claras adelante. 



! x 
I 2. 

I 

I 

Fig. 1 

Un ejemplo poco trivial de norma es la longitud e ucl i de=-

, na de un vector en JR 2. Para cualquier x sJR 2 , es denotada por 

(1. :¿ ) 

Por el teorema de Pitágoras, IIx l12 es la distancia d e x -

al orígen (Fig. 1). 

La norma Euclideana 11. 11
2 

satisface tres condiciones q ' e -

corresponden a las propiedades (1.1) satisfechas por el valc= 

absoluto . Especificamente, 

1. x t O => 11 x 11 2 > O 

2. IIax l12 = la ll lxl1 2 

3. Ilx + yl l ~ ~ IIxl 12 + 111 11 ~ 

Las primeras dos condiciones son claras de la definic ié~ 

de 11.112. La tercera condición puede s er interpretado geomét=~ 

camente del hecho que la longitud del l a do de un triángulo ~ 2 
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es mayor q ue la suma de las long itudes de los otros dos lados, 

de donde proviene el nombre de desigualdad triangular (F j_g. 2 ) . 

Fig. 2 

Una manera natural de extender estMideas a En es genera-

lizar la fórmula (1.2) en la manera obvia d e obtener una long~ 

tud Euclideana de un vector en En. Sin embargo, esto es algo --

limitado, pues existen otras funcio nes que miden la longi t~d -

de un vector. Por ejemplo, el nú_mero 1)Jl(X) d efinido para X EJR
2 

por 

( 1. 3) 

es una medida razonable de la longitud de x y es computaciona! 

mente mas conveniente que (1.2). 

r 
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DEFINIeION 1.1 

La norma de un vector (6 simplemente normal en -

JRn, es una funci6n 1/J: JRn --> JR que satisface las siguientes -

condiciones: 

1. x f O => 1/J(i) > O 

2. 1/J(ai) = lal1/J( x) 

3. 1/J(i+Y) < 1/J (x) + 1/J (Y) 

El valor absoluto es una norma ' en JR 1, Y la función 11 · 11 2 

definida por (1.2) es una norma en JR 2. La Íunci6n 1/J definida -

por (1.3) es tambien una norma en JR 2 . 

La definición de norma tiene algunas consecuencias el eme n 

tales. Por la propiedad 1.1.1, la función 1/J es positiva, exceE 

to en el vector cero. Por prop iedad 1.1.2, 

1/J (O) = 1/J (O. x ) = OljJ (x) = O, 

así que la norma del vector cero es cero. Tawbien de 1.1.2, se 

sigue que 

Una importante desigualdad es la siguiente: 

(1. 4) 

lo cual en términos de la norma euclídea dice que la longitud 

de un lado de un triángulo no es menor que la diferencia de l a 

longitud de los otros dos lados (Fig. 3). Para establecerlo, -

note que 
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Por lo tanto 

(1. 5) 

Fig. 3 

Si x e y son intercambiados en (1.5), obtenernos 

(1. 6) 

Las desigualdades (1. 5) Y (1. 6) implican a (1. 4) • 

Si Y es colocado en lugar de -yen (1.4) I resulta la si--

guiente desigualdad 

Regresemos ahora a la construcción de norma s de vectores. 

Comencemos con tres normas en En que son frecuentemente usadas 

en procesos de análisis matricial. 

Ellas son las normas 1,2 y 00 definidas por 
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11 xll1 = 
n 

L 1 x. 1 , 
1 

i ==j 

=~ 
. 1 
l==1 

= I-t-
¡IX X 

11 x 11 00 = má X { 1 xi 1 ; i = 1 , 2 , . . . , n } . 

l7~ 

La norma- 2 es la generalizaci6n de la longi t u d euclidea-

na d e vectores de F 2 y F 3 e n F n
, tambien es llamada norma eu--

clide a n a . La norma 00 e s algunas v e ces l lamaaa la no rma máxima 

6 la norma C hevy~ h ev . 

Las tres funciones 11 . 11 1 11·112 y 11 .11
00 

son obviamente de-

finidas positivas y homogéneas. Además es fácil mostrar que 

satisface la des i g ualda d triangular. En efecto, 

n 

1) 11 x+y 11 1 = I Ix . + y. 1 
. 1 1 

1 == 1 

n 

< ) (I x il + IYi l ) 
l==1 

n n 
I 1 x. 1 + 

. 1 
1=1 

I 1 y. 1 
i=1 1 

= Ilxlll + Ilylll 

Ilx + yll oo = máx {I x. + y . 1 : 
1 1 

i=~,2, ... ,n } 2) 

< máx { lx.l : i = 1,2, ... ,n } + máx {ly.l : i 
1 1 

1,2, ... ,n:-

Para establecer la desigualdad triangular para la norma - 2 , 
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requerirnos de una des i gualda d que es importante y es la --

bien conocida des i gualdad de Cauchy . 

TEOREMA 1.2: 

- - n Para todo X,Y EJR, 

(1.7) 

se cumple la igualdad sí y so lo sí x é y son linea lmente de - -

pendientes. 

PRUEBA 

Si x ó y es cero, el teorema es trivialmente cierto. Por 

-lo tanto supóngase que x e y son distintas de cero. Entonces -

IIxII 2 y IIyl12 son diferentes de cero. 
- --Sean Xl = X 

YI = 11~112. Entonces IIx l l1 2 

y la desigualdad (1 . 7) es equivalente a la des i gualdad 

-t-
Ahora supóngase que X1Yl ~ O. Entonces 

= 11 xIII ~ + 1I Y 1 11 2 2 
-t-- 2XlYl 

1 1 
-t-= + - 2X 1Yl 

2 - t-
(1 . 8) = - 2x 1 y 1 

-t-
Por lo tanto X

1 Yl < 1. 



Ahora supóngase que 1 xty 1 = 11 x 11 2 11 Y 11 2 con xty ~ O. Esto puec= 

suceder cuando la desigualdad en (1.8) es u . a igualdad. Por le 

tanto 11 Xl - Yl 11 2 = O, Y Xl = y¡ . Esto i mplica que 

X =~ 

IIxll2 IIyl1 2 

_ 11 xl 12 _ 
X = lIyI1 2 y 

y por lo tanto X é Y son linealmente d ependientes. 

-t-
El caso X y < O es tratado similarmente. 

Finalmente, supóngase que x é y son linealmente dependie~ 

tes. Como y t 0, X = ay para algún escalar a. 
Entonces 11 xl12 = lalllyl12' y 

Ix yl = 1 (ay)tyl 

= laytyl 

= lalyty 

= lalllyl1211yl12 

= 11 x 11 211 y 11 2 
A 



La prueba anterior hace f uerte el uso de la identida d 

I I~II: = iti. "Esta caracteri zaci6n es tambi e n usada para esta--

blecer que 11· 11 2 e s una norma. 

TEOREHA 1.3 

La función 11.11
2 

satisface la desigualdad triangu--

lar. 

PRUEBA 

- - t - -= (x+y) (x+y' 

-t- -t- -t­= x x + 2x y + y y 

2 

< 11 xII ~ + 211xll 211yl12 + lIyll2 por desig. de Cai.: 

chy 

Hemos usado e l mismo símbolo 11. 11 2 para denotar la nor!. a 

2 1 2 3 en JR , :IR , JR , ••• . Mientras no sea un abuso de notación, --

puede evitarse introduciendo alguna terminología que nos s erá 

útil mas tarde en relación con la norma de matrices. 

DEFINICION 1.4 

Sea 1.jJ: 
00 n 

U JR --> JR. Entonces 1.jJ es una famil ia. 
n=l 

de normas de vectores si para cada n = 1,2, ... , la restricció_ 

de 1.jJ a JRn es una norma. 

Así cada una de las funciones 11· 111 ' 11 . 11 2' 11 • 1I ro 

es una familia de normas de vectores. Inci.dentalmente, estas -

normas son casos especiales de normas de Holder ó ~-normas de -
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finidQs por 

1 < P < 00 

Podernos demostrar que Ilxi loo es lim Ilxll p , 
p -+oo 

observemos que 

-- Ixol P para lO = 1 2 < n ' max I I ••• In 
~ 

luego 

11 xii < o/n máx 1 x o 1 P = Prn máx 1 x o 1 para i = 1,2 , ••• , n 
P - ~ ~ 

P­
bastaría demostrar que lim i n = 1 

p-+co 

Sea y = 'in ===> Ln y = Ln \rrl 

Luego 

( y) 
1 

Ln (n) => Ln = 
P 

=> lim Ln (y) = lim 
p-+co p-+oo 

=> lim Ln (y) = O 
p-+co 

lim y = 1 
p-+co 

Ln ( n) 

P 

lim 
p-+co 

11 x 11 = má x { x o : P ~ 
i = 1,2, ... ,n} = Ilxllco 

Una técnica útil para construir nuevas normas de las ya -

conocidas está contenida en el siguiente teorema. 

TEOREMA 1.5 

ro roxn Sea 1jJ una norma en JR y A EJR con columnas lineal 

mente independientes. Entonces la función ~: mm ---> m defini-



da por 

n es una norma en ~ . 

PRUEBA 
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Como A tiene columnas linealmente independientes y ~ es 

una norma, 

i) x # O = > Ax # O 

= > 1jJ (Ax ) > O 

=> ].l (x) > O 

Por lo tanto ].l es de finida positiva. 

ii) ].l ( x) = 1jJ (el A x) 

= 1a. 1 ~) (A x) 

Luego ].l es homogénea. Finalmente 

iii) 1-l(x+y) = 1jJ[A(x+y) ] 

= 1jJ(Ax +A y) 

< ljJ (A x) + 1jJ( A y) 
= ].l(x) + ].l (Y) 

así que ].l satisface la desigualdad triangular. 

El teorema 1.5 puede ser aplicado para obtener una clase 

importante de norma. 
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TEOREMA 1.6: 

r< A "JRnxn una ma trl" z defl" nl" Q'a "t" E .L.. 0ea ~ pOSl l va. n ,-ore - 2S 

la función ~ : ~n ---> R definida por 

n 
es una norma enJR . 

PRUEBA 

Por el teorema 3.1.12 , A puede ser escrita en la fo~ ~a -

A ~ LL t , donde L es una matr iz triangular i ~ f e rior no singc~~~. 

Entonces 

/- t t ­= x (LL ) x 

=/(xtL)(Ltx) 

= / (L t x ) t (L t x ) 

= IILt xll 2 

Por lo tanto, por el teorema 1.5, ~ es una norma. 

Note q ue cuando A = 1, la función ~ de l teorema 1.6 se ~= 

duce a ' la norma 2. 

Ilustr aremos el teorema 1.6 con e l siguiente eje~plo . 

EJEMPLO 1.7 

Encontrar la norma de l vector [ 2,l,3Jt mediante __ 

norma de f inida en el teorema l .6. 

Sea la matriz definida positiva 
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2 -1 O' 

A = -1 2 -1 

O -1 2 

[-: 
-1 

-:1 :1 
1/2 

~ (X) . = [2/1 / 3J 2 

-1 2 J 

[3'-3'5JI: . 1/2 

= = lIS = 313. 

l L 3 

Como la norma de un vector da una medida para la "distan-

cia" entre el vector y el orígen, la distancia entre dos vecto 

res puede ser definida como la norma de la diferencia de los -

vectores. 

DEFINICION 1.8 

Si x 

n 
vectores en JR , las distancias t 1 y t entre x é y estan defi-

00 

nidas por 

= (I Ix._Y.12)1/2 
. 1. l 
1.=1 

(1. 9) 

rnáx Ix. - y. I 
1. l 

l<i<n 
(1. 10) 

EJEMPLO 1.9 

El sistema lineal 
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3.3 33 0 Xl + 15920x 2 10.333 x3 = 15913 

2.2 22 0 Xl + 16.710x2 + 9 . 612x 3 - 28.5 44 

1.5611 Xl + 5 .1 791 X2 + 1.6852 X3 = 8.4254 

tiene por solución [Xl, X2,X3]t = [ 1.0 000,l .0000 , l. 000 0J
t

. Si la 

elimina ción Gauss i a na es efectuada e n aritmét ica de 5 - d!gitos, 

usando pivotamiento completo (a lgo r i tmo 2.2 . 11, pag 102), la solu 

ción obtenida es 

Xl = [x~,x~,x~J t = [ 1.2001,0.99991, O.9 2538Jt 

El t amafio de x - Xl e stá dado por 

11 x - Xl IL" = máx {11. 0000 - 1. 2001 1, 11. 0000 - 0 . 99991 1, 11. 0000 - 0.925381 } 

= máx {0 .2001,O.000 09,0. 0 7462} 

= 0.20 01 

Aunque l as componentes x~ y x ~ son muy buena s aproximacio- -

nes de X2 y X 3 , note q ue la c omponente xr es una mala aproxima--

ciona x 1 • 

EJEHCICIOS 

1.1 Mostrar que la función ~ defi~ida por ecuac ión (1.3) es una 

norma. 

1. 2 Probar l a identidad d e polarizac ión 

1. 3 Encontrar 11 xII 00 ' 11 X 11 1 y 11 xii 2 para l os sigu ientes v e ctore s 

a) x = [3,-4,O,3 /4] t 



- r- 4 
b) x =Lk+T ' 

1.4 Encontrar vecto~e s line almente i ndependientes x é v t a l e " O 
- '-

Ilx+yll = Ilxll + I! yll 
00 00 00 

1.5 Mos t r a r que 11 x + y 11
2 

= 11 X !1 2 + !I Y 11
2 

s í y s olo sí x é y c:e 

-t-
linea l mente dependient es y x y ~ O. 

1.6 Se an al, a2 ", " a n p o s i tivos. Muestre que l a funci6n 

1/J : JRn --> JR definida por 

(
1: 2 \1/2 

¡P ( x ) = ¿ a.x . 1 
I • l J. ) 
"l=) 

sea una norma . 

2. NORMAS DE MATRICES 

En esta secci6n conside r a r e mos e l probl ema de extender la 

idea de no rma de un v e ctor a matr ice s. Hemos vi sto en e~ eje~? lo 

1 1 7 1 . t d t ' JRm x n . t . . que e conJun o e ma _r lce s en es un espac~o vec ---

rial, lo que es esencialmente idénti c o con JRm n. Con se cuente~e~-

te cualquier norma de v e ctores (vectoria l) en JRffin i nduce una : . n 

ci6n definida positiva y homogé n e a ~n JRmxn que s atis face l a ¿esi 

gualdad tria ngular, y es natura l llamar a tal f unci6n una no:~a 

ma Jcricia l. Po r e j e mp lo, la no rma -2 en JRffin induce l a Lorma F', : ::, e 

n-tu-ó II.! I F en JR
m

" n d e fini da por 

'2 
a . . 

l J ( 2 . 1) 

La misma pru eba que 11 . 11
2 

es un a norma vector i a_ , mue5~~a 

q ue 11. 11 F " . JRm x n - > 'm, .lL es definida posi ti va , funci6n ~_omogé_~2 ::' 



y q u e satisfac e la desigualdad t{i~ngul ar 

Adoptaremos esta definici6n general de nor~a mat ricia: . -

Sin embargo , norma s matr icial- .~- def i n ida de esta manera no s :: -

muy usuales . La razón es que esta def in ición de n o r ma ~atric:~~ 

no da una relaci6n en t re las normas d e do s matrices y la co:~~ -

de su producto. Consecuentemente restringiremos nuestra ate . ~:~n 

a norma s de matrices sati s faci ~ndo un a condi c i6n de consiste~~:a , 

l a cual para la norma Frobenius ind ica 

(2 . 2 ) 

Comencemos nuestro desarr ollo con la defi ición gene ra : -

de norma matric ia l . 

DEFINIe ION 2 . 1 : 

Una función tjJ : JRmx n --> JR e s una norma r:latric::.~l 

en JRmxn si 

1) A :f O => ¡P CA) > O f A EJR
mxn . 

2) l/J CaA) = la Il/J CA) A EJRmx n , a EJR . 

3) l/J CA+B) < l/J CA) + ~) C B) , A, B EJR
mxn 

Es t a defin ición tiene a l gunas consecuencias inme d ia tas . -

C t . - 1 JRm x n . 1 omo una norma ma rlC la en es esenCla mente una nor~a ~e= -

t - 1 mn 'orla en JR , se sigue que una norma mat r icia l go a de toda3 - -

l as propiedade s de una norma vec torial. 

DEF I NICIeN 2.2 : 

La func i 6n l[J : u ce, JRmxn __ > JR es una f a::!i 
m , n=l 
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de no r mas ma"triciales si para cada m,n > 1 la restricci.6n de l/! a 

JRmxn es una norma matr icia l. 

Se sigue de esta de finici6 n y de los comentarios anterio-

res que si l/! es una familia d e normas matriciales, entonces la 

restricción de l/! a U
OO 

~nx l es un~ familia de normas vectoria- ­
n=l 

les. 

EJEMPLO 2.3: 

Las normas de Frobenius definida para cualquier 

A EmIDxn 
por (2.1) forman una f amilia de nor a s matriciales. La -

11 11 
00 nxJ • . , 

restricci6n de . F a l) n=l~ es la famlll a de normas- 2 vec to 

riales¡ es ·to es 11 xii F ::: 11 X 11 2 para t odo vec to r x . 

La norma Frobenius es una generalizaci6n natural d e 

la norma vectorial Euclidea na . Puesto que es relativmnente fáci.l 

calcula r y satis face la des i gua ldad (2.2), es usada frecuenteme~ 

te en cálculos matriciales. Sin embargo, todas las normas Qatri-

ciales que satisface n la definici6n 2 .1 no necesariamente atis-

facen una desigualdad tal como (2.2). Por ejemplo, una generali-

zaci6n n a tural de la norma - ro es la funci6n tj; definida p o r 

l/! CA) = má x {I a. . . 1: i = 1, 2 , . . . ,m ; j = 1, 2 , . . . ,n} , 
J..J 

con A E~mxn 

( 2 • 3 ) 

Es fácil v e rificar que tj; es una norma matricial según la -

definici6n 2 . 1. Sin embargo, si 

entonces l/! CA) \jJ CE) = 1 mientras que ~) (AB) = 2, así que no es cier-



to que ~(!\B) .~ ¡H A) 1jJ (B). Por e S'ca ra.zón J.a norma matricial (2 . 21 

es rara vez utilizada. 

Estas consideraciones sugieren que consideremo s l a s pro_ ~e-

dades de normas matriciales que s atisfa cen una r e laci6n co~o 

(2.2) • 

Como A,B y AB en general tendran diferentes dimens~ones, 

usaremos una norma diferente para cada miembro de (2 . 2). 

DEFINICION 2.4 

Sean fl: JRlxm --> :IR i ~: JRmxn - -> JR 
lx:-, y d: :P 0.'_> 

normas ma t riciales. Entonce s fl, ~ Y d son consi stentes si 

d (AB) .2. J.l (A) ~ (B) 

para todo A EJR
1xm y B EJR

mxn • Una norma matricial en JRnx n es CC::1 -

sistente si es consistente consigo misma. Una familia de nor=~s 

matriciales ~ es consistente si 

siempre que el producto AB esté definido. 

Como un ejemplo de familia de normas matrici a les consis~e ~-

tes, mostraremos que la norma de Frobenius del . e jemplo 2.3 es --

consistente. 

TEOREMA 2. 5: . 

La familia 11· 11 F es consi s t ente. 

PRUEBA 

Mostremos prime ro que 
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( 2 • 4 ) 

1 " A JR.e.xm - mm Sea A+-"" ~ fl"la c: ·. para CU éJ ql!l e r e y x EJ:'. • _ par .... lClonaaa e n ~ 

At = [A 1f A2 , ••• ,A.e.J . En Jconce s 

tanto 

A x = 

Por tanto 

11 Axll ~ = 

· t -
A.e. x 

.t 
II A1I

L

• 

i=1 

Por la desigualdad de Cauchy I A ~xl < IIA .11 2 1IxI1 2 • Por lo --
1 1 

i = 1 

.t m 
Observemos que L ¿ a .. 

. . 1J 
1=1J == 1 

= 
.t 
- 2 L (a . 

11 
i=1 

.t ~ 
= L A ~ 

1 
i=1 

i=1 

2 + a . 
1 2 

+ ..• 

Por lo tanto (2.4) es satisfecha . 

2. + a. . ) 
1m 

Ahora, s ea e = AB, donde A E: ]R.txm y B E: JRmxn . Si 

B = [ B1 ,B 2 f ••• ,B ] es particionada en c olumnas, entonces 
n 
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11 '1 2 1I 1I 2 1I e I F = , AB ¡ , F 

la cual es la r e lación de c onsis tenc i a, 

A 

En p a r t icular, la def i nición 2 . 4 i nc l uy e l a noc i ó n de c 

sistencia de una no rffia vec to r i al y un a no rma matr i c i a l. 

Por ej e mplo, si 11 . 11 : JRnx n e s una norma matricia l y 1jJ : JRn --> ::R. 

es una norma vector ial , entonce s ~ y ' JI . 11 son c onsiste n tes s~ 

La desigualdad ( 2.4 ) en la p rueba de l t e orema 2.5, mue str~ 

que la norma matrici a l Frobenius e s co n s i s tente con la nor~a 

torial Eucl i d e ana. 

Alguna s v e c e s s uc ede que da da una norma mat r icia l con si s ~e _ 

te en JRn x n s e r e quiere de una norma vector i a l cons is t e n t e. La --

prueba del siguiente t e orema muestra cómo constr uir tal norma . 

TEOREMA 2.6: 

Sea II . I! : JR nx n - -> JR una n or ma matr icial c onsi sts . 

Entonces e x iste una no r ma en JRn q ue es c on sistente con 11. " . 

PRUEBA 

por 

Sea y ~ O un n - vector. Def i n imo s la f unción 1jJ : JRn --> 

- n 
X EJR 

Es f á ci l v e rificar que ~ es una norma vec torial. Además, 



así que 1); es consistente con 11 .11. 

Regresemos ahora a un proceso importante para la constr~= 

ci6n de normas ma triciales c onsiste ntes. La idea para la c o~s-

trucci6n es la siguie nte: 

A mxn n Sea [:IR y sean las norma s 1);::IR -->:IR Y )..! : :w.-- --> : .. 

Si 1); (x) = 1 é Y = (l.X , entonces 1); (y) = la l y 

En otras palabras, el n úwero ~(Ax ) mide , en cuánto 1= 

transformaci6n lineal aumenta (o disminuye), a cualquier \ O ~ 

tor que es un mfiltiplo de ~. Si existe ta l nfimero mayor ~( ~ ~ ), 

esta constante es un candidato natural para una norma de A. 

rrEOREMA 2. 7 

Si 11.11 es cualquier norma vec torial en Rmx~ en ~o~ -

ces max 11 Ax 11 

11 ~ 11 =1 

- n , con x E:IR , 

define una norma matricial en el conjunto de matrices real~ s -

de orden m x n, la cua l es llamada n.oJtma n.atu..Jtaf . 

PRUEBA 

Probaremos que satisface las tres c ondiciones de una r.c ~ 

ma 
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máx I\AXII 
II ~ 11 = 1 

A X 1 

... max 
11 x 11 = 1 

con A = [ Al,Az, ... ,Aro] par t icionada en 

filas 

= IIAkxl1 ~ IIAk1lx11 = IIAII > O 

ii) Il aA 11 ~ 11 = máx 

11 ~ 1I = 1 

11 CaA) xii , 
... 11 a(AX) 11 - max 

11 ~ 11 = 1 

= máx 1 a 1I1 Ax 11 
11 ~ 11 = 1 

~ !al I ~xál~ ~ 1 11 Ax 1I 

= lalllAI! 

má x 11 (A + B) x 11 
11 ~ 11 = 1 

= máx 11 Ax + Bx 11 
11 x 11 = 1 

aER 

< ,~:,~JIIAxll + IIBxll] 

< máx I i AX 11 + máx 11 BX 11 
11 ~11 = 1 ' 11~11 = 1 



TEOREMA 2.9 

y 

Sea 
mxn 

A EJR • Entonces 

( m 

1I A 11
1 

= máx ! I I a i ji : j 
"i= 1 

1 
= 1,2,3 , ... ,nJ 

19': 

11 A 1100 = . máx [.I I a i ji: i -" 1, 2 , 3 I •• • , m J ( 2 . 1 
J = 1 

PRUEBA 

La estrategia de la prueba es l a misma en a nillos c2.sos. 

Llamemos ~ a la parte derecha de (2.9) y (2.10). Mostrare~os -

primero que p ara cua l quier vector x tenemos que 

IIAxl1 < ~'lx¡ 1 (p = 1; (0 ) . Esto implic a c ".:e 
p p 

después encontramos un vecto r particular x con Ilx ll p = . tal -

que 

~ = /lA II p < II Allpllxllp < IIA II p 

esto muestra que 

II AII p > A , 2 . 1 

de (2.11) y ( 2 • 12 ) se deduce qlle II AII p = A 

.... 



191 

Especi ficamente, para la norma-l sea A = [A 1 t A2, .•. ,An J 

particionada en columnas. Entonces ;\ = máx {II A .11 ; j:= 1,2, ... , n} 
J 1 

y 

< (I Xll + 1 x 2 1 + ... + 1 X n 1) máx { 11 A j 11
1

} = ;\ 11 xii
I 

Por otro lado si ;\ = 11 Ak "
1

' entonces 11 ek "
1 

= 1 Y 

Esto establece (2.9) 
n 

Para l a norma -00 , ;\ = máx { L 1a. . . I: i = 1,2, ... ,n}. Para 
· 1J 

-el cual x t enemos: 

11 Ax 11 = máx 
i 

n 

< máx 
i 

< máx 
i 

J=1 

{ ¿la . . x· l} 
· 1 J J 
J 

{ Ilet .. llx . l} 
· 1 J J 
J 

{ LleL . . I} 
· 1 J 
J 

máx 
j 

Po r otro l ado si \ = L y x = [s ign (a k1 ) , s i gn (a k2 ) " • • 

j = 1 

..,t 1'lx- I I ~, -- 1 ... , sign ( akn) J ' entonces ~ y 

Así la norma-l de una matriz es igual al máximo de la nor 

ma-l de sus columnas. Por esta razón la norma matricial- 1 es -
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frecuenteme nte llamada ,~uma. de l'lOJUlla.6 d e. c.olumn.a . Simi lan:.en "C. s 

la norma - ro es llamada !.Juma de n.oJr..ma~ d e. 6,¿la. . Como estas nor- -' 

mas son fáciles de calcu l ar, junto con l a norma Frobenius, so~ 

a menudo' u sadas en algoritmos matric iale s . 

EJ'EMPLO 2. 10 

1 2 -1 -, 

Si A = O 3 1 
-..L 

S -1 lJ 

Entonces 
3 

I 1 a. . 1 = 11 1 + 121 + 1-11 = 4 
1 J j=l 

3 

I 1a.2jl = ! O! + 131 + 1-11 = 4 
j=l 

3 

L j = 1 

1a."3j l = Isl + 1-11 + 111 - 7 

Así 11 A 1I ro = máx {4 , 4 ,7 } = 7 

Computacionalme nte no es conveniente la norma matrici al - - . 

Sin embargo, esta norma t i ene algunas propiedades muy b uenas -

que la hacen útil para propósi t os teóricos . Alguna s de e sta s -

propiedades estan contenidas en el siguiente teorema: 

TEOREtvI..A 2. 11 

Sea A EJR
mxn

• Entonces 

1. I-t -1 máx y , Ax 
! 1 ~1I 2=IIYII= 1 



193 

PRUEBA 

Para la parte 1, sea IIxll2 = Ilyll = 1. Entonces por la -

desigualdad de Cauchy, 

Por otro lado, 
Ax 

sea IIxl12 = 1 Y IIAxll 2 = II A11 2. Sea y = - -
1I Ax 11 2 

Entonces 11 Y 11 2 = 1 Y 

-t t -x A Ax 
=--= 

(Ax) t Ax 
IIAx 112 

11 Ax 11 ~ = = 11 Ax 11 2 = 11 A 11 2 . 

así que, para esta selecci6n de x é ~, igualmente es logrado. 

Para la parte 2., note que 

II At l1 2 = rnáx lytAt~1 
IIxIl 2 =lIyll= 1 

rrBX I xtAY! = I! 
IIxIl 2=ll yll=1 

Finalmente, para la parte 3 tenemos: 

Por otro lado, sea Ilxll = 1 Y IIAxl1 2 = !IAII2' Entonces po r 

- -la parte 1 con y = x 

A 



EJERCICIOS 

2.1 Verificar que la funci6n ~ def i n ida por (2.5) es una nor=a 

vectorial. 

2.2 Probar que si A = [A1,A z ' • .. tA n] e stá partic ionada e~ c o --

lumnas , entonces 

IIAI I; =: I I t\lli ~ + IIA211~ + . •. + I I A nll~ 

2 .3 Mos tra r que para X EJR
n

, 11 xII 2 = IIxtl 12 . 

2.4 Se a ~ : JR l1xn --> JR defini da por 

ljJ ( A) = n {máx I a o o 1: i, j = 1 , 2 , ••. , n} 
l o J 

mues tre q ue ljJ es una no rma matr icial con s istente . 

2.5 Mues tre qU(~ 11. 110 y 11. II(D son normas ma triciales , de:-. 'o 

11 n 

y 11 A IIG) = I " I ~ 1 
'

1 '- • • 
L :' J 

i=l j =l 

para cua lqujoer ma t r i z A o de orden n x n. 

2.6 Encon t rar 11.11
00 

y II. I! l' para las siguien t es matrices : 

b) 
B = 

sl 
! 

lJ 

3. ESTlMACIO r~ DE !::RROR, CO ND ICI ONAlvlIENTO DE UNA MA TRIZ Y REFi -

NAMIENTO ITERATIVO . 

En esta sección discutiremos los efectos d e l o s er~2re s -

por r edon deo de lo s algoritmos , así como tambien la exa ~~tu¿ 

de sistemas ljnea l es y por Gltimo e l mejoramiento de sc l~_io - -

nes . Con r elació n a l os errores por redondeo mos tra r emos que -
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si los algoritmos de los capitula s II y 111 son usados para -­

calcular una solución de la ecuación 

Ax = b (3.1) 

l a solución calculada x satisface 

CA + H) j{ = b , ( 3 . 2) 

y daremos cotas rigurosas para los eleme ntos de H. Si puede -­

ser mostrado que H es pequefio, entonces el algoritmo es esta-­

ble en el sentido de la sección 8 del capítulo l . 

°Tal análisis de error tiene importantes limita c i ones. En 

primer lugar, las cotas d e l error estan a menudo más lejos que 

los errores observados. En segun do lugar un resultado estable 

tal como (3.2) no pue de asegurar la e xactitud de la solución , 

a menos que el problema esté bien condicionado, pero si el si~ 

tema (3 . 1) está mal condicionado aGn para un H p equefia corres­

ponderá una gran desviación para x. 

Una cuestión importante es que un análisis de error puede 

sugerir como arreglar los detalles de u n algoritmo para una m~ 

yor estabilidad. Por e j emplo, usando el hecho que la cota en H 

de (3.2) contiene fac tores que dependen de la estrategia de p~ 

votamiento. 

Un riguro so análisis del error por r edondeo procede de -­

aplicaciones repetidas de las cotas del error por redondeo del 

capítulo 1, sección 8. Expondremo s solamente los resultados de 

los análisis de l error por redondeo. Asumj.remos que todos lo s 

cálculos han sido efectuados en ari t mética de punto flotant e -



de t-d í gi tos , satisfa c iendo las cotas del capítulo J, secci é ~ 

8. Además, asumiremos que l a baja - ~a~ga y ~ob~ e- ~anga n o ha - -

ocurrido en el c álculo. Finalmente asumiremos que el orden c e _ 

problema considerado, es decir n, está tamb i en restringido 'C·::r 

n l1 < 0.1 
Regresemos prime ro a la solución de un sistema triangul ~= 

por medio del algoritmo (2.1.3 ) 

TEOREMA 3.1 

Sea T c JR n xn 
y b EJR

TI
• Si x denota l a so lució n calc:-

lada de la ecuación Ti = 1 , obtenida por el algoritmo 1.3 En --

tonce s x satisface la ecuación 

(T + E) x = b 

donde 1 e .. 1 < (n + 1) JI 1 t . . 110 - t 
lJ - lJ 

(i,j 1,2, ... ,n) (3 . 2) 

Aquí TI es una constante de orden unita r ia que dependen de lo~ 

detalles de l a ai rtmética . 

Este teorema es e n muchos aspectos b a stante satisfacto r ~ ~ . 

Dice que la solución c a lculada es una solución exacta de un --

problema en el cua l T ha sido perturb ada ligeramente. En ef e c -

to, los . elemento s de T + E difieren de los elementos correspe :::-

dientes de T en los pequeños errores relativos. Para un n rre ~= 

rada, esos errores relativos son comparab les con les errores -

hechos en el redondeo de T misma , y si los elementos de T s e -

calculan, los e rrores e . . puede n ser considerab lemente mas 
lJ 

queños que la incerteza en T. Si productos internos son ac 

lados en doble prec i s i ón , el factor n pue de ser eliminado d e -
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(3.3), así que la matriz de error E es b as t ante comparable c n 

el error hecho en el redondeo de T. 

Nada menos, q ue lo s resultados anteriores ilustran l a s li 

mitaciones de la primera parte de esta secció n . En primer 1 

gar, los detal l es del aná lisis mue stra que 

le .. 1 < (j-i +2 ) 11 It .. llo- t
, 

1 J '- 1 J 

lo cual puede ser considerado ma s p e quefio que (3 . 3). Masimpo~ 

tante, sin embargo, es el hecho que las -6o.tuc.'¿ oI1c?. -s d e. -6'¿-6t e..m a~ 

te hecho no p uede ser probado e n general ya q u e ex i sten pro b e 

mas para los que la afi rmación anterior no e s v e rdadera. 

La pregunta de que si el algoritmo 2.1.4 para inver t ir 

una matriz triangular supe rior e s estable , es tá abierta . Como 

cada columna S . de la inver sa fué fo rma da resolv iendo el s is te 
1 

roa TS . = e. , se sigue del teo rema 3 .1 que S. es la i - é sima c o -
11 1 

lumna de una matriz lige rame nte perturbada T + E .• Sin embargo ; 
1 

corno la perturbación es diferente para cada i, no s e sigue q ue 

S = [Sl,S 2" .. 'S l sea la inversa de alguna matriz perturbada 
n -

T + E aunque S esté cercana a la inversa de tal roa tri z . 

En la práctica, las inversas calculadas de ; atrices trian 

gulare s, que usualmente son encontradas , son bastante exacta s . 

Ahora cons ide raremos los aná lisis de error de l a elimina-

ción Gaussiana y de lo s algoritmos para la descomposición tri~~ 

gular . Hemos visto ya, que la estrategia para s e lecc ionar l o s 

pivote s en estos a l goritmos puede n tener un e f e c t o a rcado e 

sus propi e dades numérica s y espera rramos que el anál i sis d e - -
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error refleje la estrategia de pivotamiento. Se deduce que la 

s e lección de pivotes afecta e l resultado limitando ' el creci---

miento de los elementos calcula dos e n el curso de la r educción. 

Por el t e orema 2.2.10 podemos asumir que cualquier intercambio 

requerido por la estrateg i a de p ivotamiento ha sido ya efectu~ 

do. As!, sea e l algoritmo de eliminación Gaussiana efectuado -

en aritmética de p unto flo tante sobre la matriz A = Al dando -

las matrices M 1 ' M 2 , •• • , M n _ l' Y A 2 , 1\ 3 , • • • , A n • Sea 

S - '" { I Ck )l } k - max I a i j 
(k = l,2, ..• ,n) 

y 

as! y, la relación e ntre el mayor elemento d e A fA , ... ,A con 
1 2 n 

el mayor elemento de Al' es una medida del c recimiento de las 

matrices generadas po r el algoritmo. Con estas definiciones te 

nemas el siguiente resultado. 

TEOREMA 3.2 

Las matrices M ,M , ... ,M . A calculadas por el al 
1 2 n- .l " n 

goritmo 2.2.4 satisfacen 

- 1 - 1 - 1 
t1

1 
M

2 
• • • M .A =A+E n-! n ( 3 .4) 

donde 

(3.5) 

para alguna cpnstante rr de orde n unitario que es independiente 

de A. 
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Por el teorema, la descomposición triangular c al culada a 

través de la eliminac~6n Gaussiana es la descomposición trian-

guIar exacta de una matriz perturbada. La perturbación será p~ 

quefia comparada con Bl (esto es, comparado con el mayor elemen 

to de Al) con tal de que el factor de crecimiento y sea peque-

fio. Así, es importante establecer cotas para el crecimiento de 

elementos en el curso de la reducción. Para el pivotamiento 

parcial y completo las cotas supe riores pueden ser dadas por y 

que no dependen de A. La cota para el pivotamiento parcial es 

, { 21 31/2 4 1 / 3 1/n-1}J /2 ) 2 n.. . . .. n 

Esta cota se incrementa un poco lenta con respecto a n y ade--

más l a prueba que se establece mues tra que no puede ser alcan-

zada. As!, la eliminaci6n Gau~¿iana con pivotamiento completo 

e~ un algo~itmo e~table. 

La cota para el pivotamiento parcial es 

y 2 2 
n- l 

(3 . 6) 

Esta es una función de crecimiento un poco rápida y su 

uso en la cota (3.5) sugiere que el orden de las matrices que 

pueden ser descompuestas por eliminación Gaussiana con pivota-

miento parcial es estrictame nte limitado. En este caso los ele 

mentas de E pue den ser del mismo t amafio que los elementos de A. 

No ~e puede a6i~ma~ que la eli;¡¡inaci6n Gau~.¿iaHa con pivotCl.--­

miento pa~cial ~ea incondicio nalm ente e~table . 

En la práctica, sin embargo, la cota (3.6) es rara vez al 

canzada. Usualmente los e l emento s de las matrices reducidas 
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Al,A z, ... ,An quedan del mismo orden de magnitud 6 muestran --­

siempre un decrecimiento progresivo en el tamaño. En la práct~ 

ca la eliminaci6n Gaus s iana con p i votamiento parcial debe ser 

con~iderado un algoritmo e stable. 

El análisis de error de la reducci6n de Crout da resul ta ­

dos similares. Las matrices L y U calculadas satisfacen 

LU = A + E 

donde los elementos de E satisfacen (3.5). El factor de creci­

miento y en las cotas para la r educci6n de Crout es el mismo -

que el factor de crecimie nto para la eliminación Gaussiana . 

No se puede afirm~r que la reducci6n de Crout sea estable 

en general. Sin embargo, para prop6sitos prácticos puede ser -

considerado un algoritmo estable. 

La reducci6n de Crout permite la acumulaci6n de productos 

internos en doble presici6n. Hasta donde el análisis de error 

está interesado, el efecto de ésto es quitar el factor n de la 

cota (3.5). As!, siy es tambien de orden unitaria, lo ~ elemen 

tos de la matriz error E son del mismo t amaño que los errores 

por redondeo de A y en muchos son considerado s mas pequeños. 

El análisis de error del algoritmo de Cholesky para matri 

ces definida s positivas difiere de las otra s en que no existe 

un factor de crecimiento (esto es tambien cierto para la elimi 

maci6n Gaus siana y reducción de Crout aplicados a matrices de ­

finidas positivas ). Este algoritmo calcula una matriz triangu­

lar inferior L satisfaciendo 
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t LL. :--= A + E 

donde los elementos de E satisface n ( 3 .5) con y-l. Cuando --

los prod uctos interno~ no pueden ser a cumulados en doble pre--

cisión, la redücr.ión de Crout y la e liminación Gaussiana tie--

nen las mismas propiedades numéricas; e n 'cambio , si los produ~ 

tos internos p uede n ser a c umulados en doble precisión, la reduc 

ción de Crout es superior. 

Las cotas para la solución de l s i s t ema lineal Ai = b , pu~ 

den ser obtenidas combinando los teoremas 3.1 y 3.2. Para def! 

nirlas s upondremos que l a matriz A ha sido de scompuesta por la 

elimina ción Gaussia na c on pivotamiento parcia l en el producto 

Los elementos de L son los multiplicadores m . . del algo--
1J 

ritmo 2.2.4, los cuales son menores que la unidad en magnitud . 

Por lo tanto 

Il . . I < 1 
1J -

Los elementos de U son tomados de las matrices Al ,A 2 , • •• ,An 

de la reducción i por 16 tanto satisfacen 

donde S I es la magnitud del mayor elemento de Al .y Y es el fac 

tor de c recimiento . Finalmente del teorema 3 .2 sabemos que 

LU = A + E ( 3 • 7) 

donde los elementos de E satisfacen (3.5 ) 

Aho r a supóngase que el algori tmo 2.2.15., es usado para re 
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solver e l s i stema AY.. = b . El paso 2 del algo r itmo es n UlTer i c 2. 

mente equivalente a resolver el si s teffia triangula r inferior 

Ly - h (3. _ 

mientras el paso 3, equiva l e a r e solve r el sistema triangular 

superior 

Ux = y 

Hemos obse rva do que l o s sis tema s t riang ula r e s son usua l -

mente resue ltos con al t a precj ~i6n . Por lo tan t o no e s sorpre~ 

dente que la so l uci6n calc u lada x es t á a menudo muy c erca ce -

la verdade ra soluc i6n i' de l sis tema 

(A + E) .x' = b (3. 9) 

En otras pa l abra s, l a ~oluci6n cal cul ada i de un ¿¿~~Zl._ 

de ecuac¿o ne~ linenle~ e~t6 a menudo c ehca de u n~ 6oluc¿6 . i ' 

d e (3.9), don de lct mathiz de e/r.Jtah E e~ úl. d e ¡ end/e nte. G. 2. b . 

El ' siguiente teorema mue stra q ue si dijamos e l r equ8r i---

miento de que la matriz de error sea independ iente de b, po¿e -

mos obte n e r un r esultado rigurosamen t e estab le. 

TEOREMA 3.3 

Si i denota la soluc i 6n calculada para el sis teGa -

Ax = b por medio d e l al goritmo 2.2.15. Entonces x s a ti sface 

(A + H) x = b (3. _ O. 

donde 

(3 . l~ , 

con TI Y a constante s de o rden unitaria. 
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PRUEBA 

Por el teorema 3.1, la soluci6n calculada y de (3.8) sa-

tisface 

(l + F}y = b 

donde 

If .. 1 < na 1.e .. 11o- t < na10- t 
1J - 1J _. 

con a c onsta nte de orden unitar ia. La 6ltima desigualdad se si 

gue del hecho que el pivotamie n t o parcial asegura que l.e . . 1.<1. 
1J 

Eh el p a so 3 del algoritmo 2.2.l5, resolvemos el sistema Ux = y , 

dando una soluci6n c a lculada i que s atisface 

(U + G) i = Y 

donde 

Ig . . 1 < n a lu. ·Ilo- t < n a Sly10- t 
1J 1J-

lueoo 

(l + F) Y = b 

= > (l + F) (U + G) x = b 

~> (lU '+ l G + FU + F G) i = b 

=-> (A + E + lG + FU + FG) x = b 

(A + H) i = 'h, donde H = E +lG + FU + FG i 

ahora e l mayor eleme n to del producto de dos matrices de orden 

n está acotado por n v eces el produc t o del mayor elemento de -

cada ma t r i z . Por lo t anto, usando las cotas para los e lementos 

de E,F,G,l y U, obtenemos 
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A H 2 3 2 -t · -t 
+ < (nIT +2na+n 310 )y S1 IO 

Como teoremas no generales en las inversas calculadas de 

ecuaciones triangualres han sido establecidas, no es ELxtraño -

que poco puede ser dicho acerca de las inversas calculada s de 

matrices ge nerales. Supóngas e por ejemplo, que las columnas de 

la inversa X, son calculadas, como las soluciones de los siste 

mas AX. = e. (i = 1,2, .•. f n) . Entonces de l teorema 3.3 sabemos 
l l 

que cada columna c a lculada x. satisface (A + H.) X. = e.; 
l l l l 

sin -

embargo las matrices de error H. puede n ser diferentes para ca 
l 

da columna, y no podemos concluir que e xiste una matriz p a rti-

cular pequeña H tal que CA + f-D x = l. 

No menos se sigue de l a observación presedida del teorema 

3.3 que cada X. estará a menudo cerca de la solución x' de l a 
l i 

ecuación (A + E) x ~ = e., donde E es la matriz error de la d e s--
l l 

composición LU de A. Como E e s independiente de 

-que X está cercana a la inversa de A + E. 

e. , 
l 

se sigue -

Consideraremos a hora el siguiente problema. Sea A EJR
nxn -

no singular y sea E una matriz de orden n x n que ' se presume 

sea pequeña. ¿Qué t an peque ña debe ·ser E para que la matriz 

perturbada A + E sea tambien no singular, y cuánto difiere 

CA + E) - 1 de A - l? En contestac ión a estas preguntas usaremos -

la teor1a de normas desarrollada en las dos secc iones ante rio-

res. 

Una aplicación de nues t ros resultado s es e l cáJ.culo d . --
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las inversas de matrices. Antes hemos indicado que la inversa 

calculada de una matriz A estaría a menudo cerca de la inve rsa 

exacta de una matriz ligeramente perturbada A + E. Sin enlbargo , 

-1 
este resültado no garantiz& q u e la inversa calculada para A 

y (A + E) -1 no pueden diferi r granc1emente. En la terminología -

de la sección 8 del capítulo I, tal matriz sería llamada mal -

Nuestro análisis no solamente da condiciones bajo las cua 

les A está mal condicionada , sino que tambien asocia a A un nú 

me~o de Qond¡Q¡onam¡ en~o que mide el grado de su mal condicio-

namiento. 

Además para hablar rigurosamente acerca del tamafio de 

errores que involucran vectores y matrices introduciremos l as 

siguientes generalizacione s de error absoluto y relativo. 

DEFINIeION 3.4 

Sean A, B EJRmxn con B considerada como una aproxi 

maci6n a A. El ~e~¡dual de B es la matriz 

A-B 

Si 1jJ: JRmxn --> JR es una norma, el error en B con respecto a ljJ 

es el número 

1jJ (A - B) 

Si A t O, el error relativo en B con respecto a 1jJ es el número 

1jJ (A - B) 

1jJ (A.) 
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Donde no haya con fusi6n, quitaremos la fr a se !'con respe~ 

to a lJi" y nos referiremos simplemente a error 6 error r ela ti -

vo. Las nociones de residual, error y error relativo estan de 

finidos para n-vecto~es considerados como matrices de orden -

n x 1. 

EJEMP .1.,0 3. 5 

En un computador dado sup6ngase que el valor re don 

deado de un número b es tí.f. (b) = b (1 + él ), donde I él I < lO-t. 

Sea A EJR
mx n y sea a la magn i tud de l mayor e _emento de A. Sea 

B obtenida de A r edonde ando sus elementos. Entonces B = A + E, 

donde 

Por tanto 

y 

n 

¿ le .. 1 < l a . . lla .. 1 < lo- t llAll oo . 1J 1J 1J 
J=1 

IIA-BII < 10-t 

IIAll oo 

Entonces, el error relativo con respecto a la norma-oo en una -
-

-t matriz redondeada con t cifras no es mayor que ~O . 

Cuando no e x iste crecimiento en el proceso de elimi naci6=, 

el teorema 3.3 puede ser interpretado diciendo que la solucié~ 

calculada x de (3.1) satisfa c e 

CA + H) x = b , (3.1 2 

donde 

(3.1 3 , 
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donde ~ (n) es una función de n cuya forma depende de los deta-

lles aritméticos en el cálculo, pero que en cualquier evento -

no es muy grande. 

Una manera de estimación de la exactitud de una solución 

aproximada para un sistema lineal es determinar entonces la --

cercana aprox imación que viene satisfaciendo el sistema. 

DEFINIeION 3.6 

Si X E:JR
n 

es una aproximación a la solución del 

sistema lineal (3.1), el vector residual para x con respecto a 

este sistema está definido por 

r = b - Ax. 

Sería intuitivamente esperado que cuando Ilrll es pequeño 

para algún vector, entonces II x - x" tambien sea pequeño. Aun--

que este sea a menudo el caio, ciertos sistemas especiales que 

ocurren con bastante frecuencia no poseen esta propiedad. 

EJEMPLO 3.7 

El sistema lineal Ax = b dado por 

[:.0001 

tiene la única solución x = [1,1Jt. La aproxima ción a esta so­

lución x = [3,OJ t tiene corno vector residual 

r = b [ 
3 ] AY.. -

3.0001 - [:.001 



así I¡~II = 0.0002. Aunque la norma del vector residual es ~e -
00 

quefi.a, la aprox imación x = [3,OJ t es obvi amente .,uy nala; en -

efecto,lIx- xll
co

=2 

La dificultad que surgió en el ejemplo pueae ser e xpl~ca-

da simplemente notando que l a soluc ión del sistena represe __ tc. 

la intersección de las rectas 

y 

El pynto (3~O) está situado sobre L] y las rectas so~ sa-

si paralelas. Esto implica que (3,0) tambien está bastante ce~ 

ca de L 2 , aunque difiere slgnif icati vamente del pun~o de i n --

tersección (1,1). (ver Figura 4). 

3 

2 

~ 

- ,,-~ '( >-;). 3 
S 

I "-
-, 

Li 
Ll 

- ---
Fig . 4 
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En general, no podemos conta r con la geometría del siste-

ma para dar una indicación de cuando podría ocurrir el proble-

ma. Podemos, sin embargo, obtener esta informaci6n consideran-

do la norrr.a de A y la de su inversa. 

TEOREMA 3. 8 

Si x es una aproximaci6n a la solución de Ai = ~ y 

A es una matriz no singular, entonces para cualquier norma na-

tural, 

y 

Ilx - xii 
¡¡xII 

-

(.3.~4) 

siempre que x =f O Y b t- O (3.15) 

donde r es el vector residual para x con respecto al sistema -

( 3 . 1) . 

PRUEBA 

Corno r = b - Ax 

- Ax - AY.. r = 
- A (x - x) r = , 

luego - - l-
x-x = A r. 

Entonces 

Además corno b = Ax, 11 b 11 .2. "A II "x 11 es decir 

1 < IIA II -- , 
"xII - IIbll 
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así que 

Ilx-i{I! < IIAIIIIA- 1 !1 IIrll 
11 xII IIbll 

Las condiciones (3.14) y (3.15) implican que las cantida-­

des IIA-11I = IIAiIIIA-1 11 pueden ser usadas para dar una indi.ca--

ción de la relación entre e~ residual y la exactitud de la 

aproximación . En ge n e ral, el eY1.·or r e l a tivo (11 x - xii / 11 xii) es 

de mucho interés y, por la ecuación (3 . 15), este error es acota 

do por el producto de ( 11 A 11 11 A - 1 11) con el residual relativo pa-

ra esta aproximación, ( 11 r 11 / 11 1)11. Cualquier norma convenie nte 

puede ser usada para esta aproximación, siendo el Gnico requis! 

to que sea usado desde el principio. 

DEFINICION 3.9 

El nam e~o d e ~o nd¡~¡onam¡ ento ~(Nde la matri z -

no singular A, relativo a la norma 11.11 es definido por 

~(A) = IIAI ! II A-11I 

con esta notación las desi.gualdades en e l teorema 3.8 se convier 

ten en 

11 x - x 11 < D«A Y 11 r 11 
- 11 A 11 

y 

IIx-~ 1I < II rll 
11 

- 1I - D< (A) -11 -b 11 XI 

Puesto que, para cualquier matriz no singular A, 

1 = 11 1 11 = 11 AA - 1 11 < 11 A 11 11 A - 1 11 = ~ (A) I 
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la expectaci6n es que la matriz A es tará bien c ond¡~io nada si -

~(A) ~s cercano a uno y mal ~ondi~ionada cuando ~(~ 
. . f' . es slgnl ~l 

cativamente mayor que uno. 

EJEMPLO 3.10 

~a matriz para el sistema considerado en el ejempl o 

3.7 fué 

A - [:.0001 :] 
que tiene IIAII = 3.00Q1. Esta norma sería considerada grande , 

00 

sin embargo, como 

A-1 = r-10000 

5000.5 
Lo 

10000] 

-5000 

y para la norma-ro , D«A) . = (20,000) (3.0001) = 60.002. El tamaño 

del número de condicionamiento para este ejemplo nos guardar ía 

de hacer decisiones precipitadas de exactitud basada en el resi 

dual de una a~roximaci6n. 

Mientras en la teoría del nGmero de condicionamiento de --

una matriz dependa totalmente de las matrices y sus inversas, -

en la práctica el cálculo de la inve rsa estaría sujeto a error 

por redondeo, depe ndiendo de la exactitud con la que los cálcu -

los son efectuados. 

Mas profundidad en la naturaleza del residual puede ser ga 

nada considerando el residual de una soluci6n r e dondeada x' de 
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(3.1). Del ejemplo 3.5 conocemos que Xl puede ser escrito en la 

forma 

Por lo tanto 

r = b - Ax I = b - AY. -- Ae - - Ae 

y 

-t ( 3 .16 ) 

-Ahora, si A está mal condicionada y x refleja el mal condiciona 

miento de A, de modo que IIxllro sea mayor, entonces rserá gran-

de. En otras palabras, la ~oluei6n ~edofldeadade una eeuaei6n -
\ 

puede tene~ un ~e~ldual g~ande . Este fen6meno lo ilustraremos -

en el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 3.11 

Sea 

r 
1. 000 

A = 
1..000 

1. 001] 

1. 000 

y b = [2.0001, 2.000Jt. Entonces la soluci6n exacta de la ecua­

ci6n Ax = b es x = [l,lJt. Sin embargo, el vector x= [2,OJt , 

que no está muy cerca de x, ' tiene un vector residual muy pequ~ 

ño r = [10 - 3 , OJ t. Por otro lado, la soluci6n de Ax = b = [1,0] t, 

es x = [~1000,1000Jt, y el vector x = [-1001,1000J t está muy -­

cerca de x. Sin embargo, el vector residua l de x es r = [ O,lJt , 



el cual es tan grande como b. 

Es instructivo comparar el residual de una soluci6n redo~--

deada i' de (3.1) con el residual de la soluci6n ~ calculada =or 

eliminación Gaussiana. Sabemos que x satisface (3.12), donde t . 

satisface (3.13). Por lo tanto 

r = b - Ax = Hx o 

Si <p(n) no es tan grande , la cot.a (3.1"" es comparable cc .. 

(3.16). As!, el he~¡dual de la ~oluc¡6n calculada ~e~~ ap~ cxi~~ -

damente del m¡~mo tamaño qu e el ~e.~¡ dtLal de. la ~ c ..e. u.u:'6J1 ex ac.to. -

~~dondeada c.on t c.¡~~a~. 

Si hacemos la suposición de que la solución aproximada oe_ 
, 

sistema lineal está siendo determinada usando aritmética de t- ~ f 

gitos y eliminación Gaussiana, el vector residual r de la a~rcxi 

maci6n x tiene la propiedad 

De esta ecuación aproximada, una estimaci6n Dara el efect~-

vo número de condicionamiento en aritmética de ' t-dígitos pueee -

ser obtenida sin necesidad de invertir la matriz A. En la act~a -

lidad, la aproximación en (3.18) asume qu e todas las operacio .. -:::s 

aritméticas en la técnica . de la eliminación Gaussiana son efec--

tuadas usando aritmética de t-dígitos, aunque las operacio. e s 

que son necesitadas para determinar el residual estan hechas e~ 

aritmética de doble precisión. 
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La aproximaci6n para el nGme ro de condicionamiento~(A) con 

t-dígitos viene de la consideración del sistema lineal 

- -Ay = r 

La solución para este sistema puede ser facilmente aproxima 

do dado que los multiplicadores para el método . de eliminación --

Gaussiana han sido ya calculados. 

En efecto, y, la solución aproxi~ada de Ay - r, satisface 

- l - - l - _ - 1- - 1 _ - _ 
y ~ A r = A (b-Ax) = A b-A Ax = x-x, (3.19) 

así 9 es una estimación del error en la aprox~mación de la solu-

ción del sistema original. La ecuación (3.18) puede ser conse---

cuentemente usada para deducir que 

Ilyll ~ IIx-xll = IIA-1rll 2. IIA-11lIlrll ::: IIA- I II(10- t IlAllllxll) 

= 10 - t 1I x IIIK (A) . 

Esto da una aproximación para el nGmero de condicionamiento 

relacionado con la solución del sistema Ax = b usando elimina---

ción Gaussiana y el tipo de aritmética de t-dígitos descrito 

arriba 

(3.20) 

EJEMPLO 3.12 

El sistema lineal dado por 

[3.3330 15920 -10.333 Xl 15913 l 

2.2220 16.710 9.6120 X2 = 28.544 

1.5611 5.1791 1.6852 X3 8.4254 
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tiene la solución exacta i = [l,l,lJt. 

Usando eliminación Gaussiana y aritmética de 5-dígitos re--

sulta la matriz aumentada 

3.3330 15920 -10.333 15913 

O -10596 16.501 I -10580 

O O -5.0790 I -4.700 

y la soluci6n aproximada de este sistema es 

x == r1.2001, 0.99991, 0._92538Jt. 

El vector residual correspondiente a x es calculado en do--

ble precisi6n 

-0.005181 

r = b -!>'x - 0.27413 

- 0.18616 

11 r .1I 00 = O. 2 7413 . 

Usando aritmética de S-dígitos para los cálculos da la 

aproximaci6n para la inversa de A, 

-1.1701 X 10-
4 

- 1 5 
A = 6.2782 x 10-

-8.6631 X 10-
5 

-1.4983 X 10-
1 

- 4 
1. 2124 x 10 

1.3846 X 10- 1 

8.5416 X 10-
1 

-3.0662 X 10- 4 

-1.9689 X 10- 1 

y utilizando el teorema 2.9 resulta que II A- 1 11
00 

= 1.0041 Y 

IIAll oo = 15934. El número de condicionamiento en este caso es 

exactamente grande: 

IK ( A) ::: ( 1. O O 4 1) (159 3 4 ) = 14 9 9 9 . (3.21) 

La estimaci6n para el húmero de condicionamiento dada en la 
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discusi6n precedente es obtenida resolviendo primero el siste-

ma 

3.3330 15920 -10.333 Y1 r -0.005181 
2.2220 16.710 9.6120 Y2 = 0.27413 

1. 5611 5.1791 1.6852 Y3 L -0.18616J 

lo cual implica que y = [-0.20008, 8.9987 x 10-
5

, 0.074607] t, 

y entonces, usando la estimación dada en (3.20): 

. 11-11 10
5

(0.2008) 
!K ( A) :,: 10 5 Y ro = = 1 ó 6 7 2 

11 xll oo 1.·2001 

Esta estimación está bastante relacionada al valor verda-

dero y requiere considerablemente menos trabajo comput.acional. 

Dado que la solución real x = [1,1/1Jt es conocida para -

este sistema, pode~os calcular aIT~as 
I 

0.2001 y Ilx - xii 
Ilxll 

= 0.2001 

1 
= 0.2001 

Las cotas del error dadas en el teorema 3.8 para estos valores 

serían 

y 

Ilrll oo = (15999) (0.27413) = 0.27525 

IIAll oo 15934 

Il xll oo = 

11 b 1100 
(15999) (0.27431) = 0.27561 

15913 

En la ecuación (3.19) usamos la estimación y ~ x - x, don 

de y es la solución aproximada al sistema Ay = r. 
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Sería razonalbe sospechar de este resultado que .x + y 5e--

ría una aproximación mas exacta a la solución del sistema li--

neal Ax = b que la orginal aprox imación x. El método que util~ 

za esta suposición es llamado ~ e 6¡nam¡en~o ¡~e~at¡vo 6 mej G ~a-

m¡en~o ¡te~at¡vo, y consiste en efectuar iteraciones en el sis 

tema cuya parte derecha es el vector residual para aproximaci~ 

nes sucesivas hasta obtener resultados satisfactoriamente e x ac 

tos. El proceso es generalmente usado solamente en sistemas en 

los cuales se sospecha que la matriz relacionada esté mal ccn-

dicionada aunque la aproximación para un sistema bien condicio 

nado no se mejoraría significativamente por esta técnica. 

El método comienza con una solución aproximada Xl y prod~ 

ce una nueva solución aproximada x2 que está más cercana a x -

que xl. · Obviamente uno puede aplicar de nuevo el método a la -

solución aproximada x 2 para .obtener otra mejor aproximación x3 • 

Procediendo de este modo, obtenemos una sucesión (x,) de solu­
K 

ciones aproximadas que convergen a la verdadera solución x. 

La idea del método es simple. Sea xl una solución aproxim~ 

da de (3.1), obtenida presumiblemente por las técnicas de los 

capítulos 11 Y 111. Sea 

r l = b - AX I 

el residual correspondiente a Xl. Entonces si resolvemos el --

sistema 

(3.22) 

y calculamos 
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se sigue que 

- - 1 
X2 = X2 + A r

1 

= Xl + A -1 (5 - Ax 

= Xl + 
- 1-A b - Xl 

-1 -
= A b 
= x · 

as! que X 2 es la s o lución exacta. Note que este proceso es ve~ 

tajoso , pero si la matriz A ha sido descompuesta para calcular 

Xl ; es decir por reducción de Crout, entonces no se necesita -

descomponer l a de nuevo para resolver (3.22). Como el cálcul o -

del residual requiere s o lamente n 2 multiplic aciones, el proce-

so completo puede ser finalizado con 2n 2 multiplicaciones . 

ALGORITHO 3 . 13 

Sea x una solución aproximada de la ecuación 

Ai = b, donde A es de orden n . Si A n o es demasiada . mal condi-

cio nada, este algoritmo c u ando es ejecutado en aritmética de -

t - d!gitos sobre es c ribe en x una solución aproximada que es 

cercanamente igual a la s olución exacta redondeada a t cifras. 

1) Calcular r = b - Ax en doble precisión y redondeada en pre-

cis i ón simple . 

2 ) Calc u l ar en simple precisión l a s o lución de la ecuación 

Ay = r . 

3) Si el proceso ha terminado. · 

4) x .<-- X + Y 

5) Ir a paso 1. 
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Así como está construído el algoritmo, puede ser que se -

encuentre en un lazo indefinido; si A está bastante mal condi--

cionada para que la iteración sea convergente. En este caso --

las correcciones y. no mostraran un decrecimiento estable, aho 
l 

ra decreciendo, ahora creciendo. Así es suficiente terminar el 

algoritmo cuando 

EJEMPLO 3.14 

_lly~_" > 

IIxi + 1 11 -
IIYi-lll 
IIx." l 

Utilizando el algoritmo 3.13 encontraremos un mej~ 

ramiento de la solución obtenida en el ejemplo 3.12. 

La solución aproximada que se obtuvo fué 

- (1 ) '1- ] t x = :_1.2001,0.99991,0.92538 

1) El vector residual sería~ 

15913 ¡3.333 15920 -10.333 1. 2001 1 

r = 28~544 2.222 16. 710 9.6120 0.99991 

8.4254 !_i.5611 5.1791 . 1.6852 0.92538 

15913 - 15913.00518 

-r = 28.544 28.26987086 

8.4254 - 8.611560367 

-0.005182 

r = 0.27412914 , en doble precisión. 

-0.186160367 



-~> 

-0.0051820 

r: Cl1 = 0.27413 

-0.18616 
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, en precisión simple. 

2) Calcular la solución de Ay U ) 
- (1 ) = r 

13 . 333 

=1 2 . 222 

ll. 5611 

3.333 

= o 

15920 

16.710 

5.1791 

1592.0 

-10596 

o -7451.4 

3.333 15920 

= o -10596 

o o 

-10.333 

9.612 

1.6852 

-10.333 

16.501 

6.525 

-10.333 

16.501 

-5.0790 

-0.005182l 

0.27413 j 
-0.18616 

-0.005182 

0.27758 

-0.18373 

-0.005182 

0.27758 

-0.37893 

(1) -0.37893 
Y3 = -5.0790 => y ~ 1) = O'. O 746 O 7 

( 1 ) 
Y = 0.27758 - 16.501(0.074607) 

- 10596 2 ' 

( 1 ) 
Y1 

0.27758 - 1.2311 
-10596 

=> 

- 0.95352 = - 10596 

( 1 ) 
Y2 = 0.000089989 

= -0.005182 + 10.333(0.074607) - 15920(0.000089 9:? ) 

3.333 

-0.005182 + 0.77091 - 1.4326 = = 
3.333 

=> 
( 1 ) 

Yl = - 0.20008 

- 0.66687 

3.333 



3) 

4) 

-0.2008 l 
- Ll 1 Y = 0.000089989] 

0.074607 

llL~lL~_ = 0.2008 = 0.16732 > lO-5 
Ilx U ) 1100 1.2001 

-{l) -(1) -(1) x <-- x + y 

1.2001 

X(2)= 0.99991 

0.92538 

1. 0000 

x(2)= 1.0000 

0.99999 

-0.20008 

+ 0.000089989 

0.074607 

1) El vector residual sería r ( 2 ) = b _ Ax ( 2 ) 

l 15913 3.333 15920 -10.333 1.0000 

r(2) 28.544 2.222 16.710 9.6120 1.0000 

8.4254 1.5611 5.1791 1. 6852 0.99999 

15913 15913.00010333 

- ( 2 ) r - = 28.544 28.54390388 

8.4254 - 8.425383148 

r-0000010333 1 
r-( 2 >- - - 0.00009612 

0.000016852 

221 
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2) Calcular la solución de Ay (2 ) -P} 
== x: 

3.333 15920 -10.333 -0.00010333 1 
[A , r(2)} = 2.222 16.710 9.6120 0.0000.9612 

1.5611 5.179l 1.6852 O. OOOOl5852 J 

3.333 15920 -10.333 -0.0001033 

= O -10596 16.501 0.000l650 1 

O -7451.4 6.525 0.00006525 

3.333 15920 -10.333 -0.000103331 

= O -10596 16.501 0.0001650 1 1 

O O -5.0790 -0.OOO05079 J 

( 2 ) -0.00005079 Y (2) = 0.00001 Y3 = => -5.0790 3 
\ 

( 2 ) 0.00016501 - 16.501 (0.00001) 
Y2 = 

-10596 

( 2 ) 0.00016501 - 0.00016501 O 
Y2 = = 

-10596 -10596 

( 2 ) 
=> Y2 = O 

( 2 ) -0.00010333 + 10.333(0.00001) - 15920(0) . 
Y1 = 

3.333 

( 2 ) -0.00010333 + 0.00010333 O 
Y1 

= = 
3.333 3.333 

(2) 
= > Yl = O 



3) 

4) 

_ e2 } 
y = 

lIy (2)11
00 

Ilx (2)11
00 

= 

1. 0000 

- (3) x = 1. 0000 

0.99999 

1. 0000 

x(3) = 1.0000 

1.0000 

0.0001 

1.00000 

+ 

= 0.00001 f 10-
5 

1) Calcular el vector residual 'r(3) = b - AX(3) 

15913 

;::(3) = 28.544 

o 

;::C3} = O 

o 

8.4254 

3.333 

2.222 

1. 5611 

15920 -10.333 1.0000 

16.710 9.6120 1.0000 

5.1791 1.6852 1.0000 

223 
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EJERCICIOS 

3.1 Resolver los siguientes sis tema s lineales usando Elimina--

ción Gaussiana y mejoramiento Iterativo. También estimar 

K(A) 

a) 1 + 
1 1 1 

Xl + -X 2 -X3 = 6-2. 3 

5XI 
10 + 

5 65 
+ 3 X2 2"X3 = "6 

225 = -3- (aritmética de 3 dígitos) 

b) 1.003xI + 58.09x 2 = 68.12, 

5.550XI + 321.8x2 = 3.77 . 8. (aritmé tica de 4 dígitos) 

c) 3.9xI + 1.6x2 = 5.5 

6. 8x I + 2. 9x 2 = 9.7 (aritmétic a de 2 dígitos 

e) 4.56x I + 2.18x 2 = 6.74, 

2.79x I + 1. 38x 2 = 4.13. (aritmética de 3 dígitos) 

3.2 Calcular los números de condicionamiento de las siguientes 

matrices relativos a 11. 11 00 

a) 

r 1. :001 :] 
b) 

f3
0
9 

1. 61 c) [1. 0003 58009] 

2.91 6.8 .5.550 321. 8 

comparar con 3.1(c) comparar con 3.1(b) 

3.3 Mostrar que, si B es singular, entonces 

1 
!«A) 

< 

Sugerencia: existe un vector x t O, con II xll = 1, tal que 

- -Bx = O. Derivar la estimación usando 
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11 Ax 1I > 11 A 11 ] 
11 A -1 11 

3.4 Usando el ejercicio 3.3, estimar los números de condicio--

namiento para las siguientes matrices 

a) [ 1 

1.0001 

b) [3.9 
6.8 

1.6] 
2.9 

comparar con 3;2(a) comparar con 3.1(c) 
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