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PRCLOGO

Nuestro propbésito al elabcrar el presente trabajo de in--
vestigacidn, es dar lineamientos que ayuden a escoger acertada
mente un método directo gue resuelva un sistema de ecuaciones
lineales dado; dicho sistema no debe tener muchas ecuaciones;
excepto que tenga una configuracidn especial ; si este fuera -
el caso que se presentara, se recomienda el cecmpleo de los Métc
dos Iterativos.

‘En el capitulo I, se recuerdan algunos conccimientos bisi
cos del Algebra Matricial que facilitan la comprensidn de lo -
expuesto en este trabajo; asi mismo tratamos de familiarizer -
al lector con la notacién que emplearemos, tambien conoceremos
las diferentes situaciones gque se pueden presentar al querer -
resolver un sistema de ecuaciocnes lineales; y ademé&s se defi--
nen conceptos gue seran de mucha utilidad en el desarrolio de
los siguientes capitulos.

En el capitulo II se describen: el Método de ELiminacidn
Gaussifana y el Método de Gauss-Joxrdan; que son Métodos Direc--
tos que resuelven un sistema de ecuaciones lineales. Para di--
chos métodos se dan diversos algoritmos que se aplicaré&n toman
do en cuenta 1la naturaleza del sistema planteado.

Para el Método de Eliminacidn Gaussiana empleamos las es-
trategias de pivotamiento completo y parcial para Sistemas de
Ecuaciones Lineales que se representan por medio de matrices -

de orden n. Finalmente se establece una comparacidén entre 21 -

n

Método de Eliminacidn Gaussiana con sustitucidn hacia atris y



el Método de Gauss-Jordan.

En el capitulo III se exponen otros m&todos directos, gque
se basan en la factorizacidén de matrices; dichos métodos se em
plean para resolver Sistemas de Ecuaciones Lineales gque involu
cran una matriz de orden n. Estos métodos son: Doolitle, , Crout
Yy Cholesky. Para la reduccién de Crout se ha empleado pivota--
miento parcial. En este capitulo se explica, cbmo los algorit-
mos de factorizacidén pueden ser simplificados para el caso de
Sistemas Tridiagonales de ecuaciones.

En el capitulo IV se analiza la estabilidad de los algo--
ritmos; para ello comenzamos definiendo los conceptos de nor--
mas de vectores y normas de matrices que servirén para el estu
dio de la estimacidén del error en el c&lculo de la solucidn de
un Sistema de Ecuaciones Lineales; obtenida la solucidén por --
las técnicas estudiadas anteriormente, en este capitulc damos
a conocer una técnica de refinamiento de soluciones; la cudl -
consiste en buscar una solucibn que se aproxime a la solucidn
verdadera.

Al final de la mayoria de las secciones de cada capitulo
se encuentran varios ejercicios adicionales, los cuédles consti

tuyen ampliaciones a la teoria incluida en este trabajo.
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LISTA DE ALGUNOS SIMBOLOS USADOS

a, b,...: escalares
E: Kr-..: conjuntos
X, V,...%: vectores columnna
A, B,...: matrices

a,. : elementos de la matriz A
A, B,...: espacios o subespacios

® : suma directa de subespacios

B.. : submatriz de B

4L (e) : la expresién e evaluada en aritmética de --
punto flotante.

= : operador para reemplazamiento

operador para sobre-escribir

> : operador para intercambios

K(A) : nmero de condicionamiento de la matriz A.



CAPITULO I

FUNDAMENTACION TEORICA

1. ESPACIOS VECTORIALES

DEFINICION 1.1
Sea E un conjunto y K un cuerpo conmutativo, deci
mos que sobre E se define la estructura de Espacdo Vectoadlal si

se tiene definidas dos operaciones, una interna

+: E X E —> E

(x,y) > + (xX,y) = x + vy

tal que (E,+) es un grupo conmutativo; y otra operacion externa

+: K xXE > E

(a,x) vV~—> <(a,x) = ax
tal que, si x & y son elementos cualesquiera de E y «,b € K, entonces

i) 1l.x = x (l: identidad multiplicativa del cuerpo)

ii) a(b.x) = (ab)x
iii) (a+bh)x = ax + bx
iv) a(x+y) = ax + ay

EJEMPLO 1.2 (algunos espacios vectoriales).

1- R es un espacio vectorial sobre si mismo.
2- Todo cuerpo conmutativo K es un espacio vectorial sobre si -
mismo.

3~ Si K es un cuerpo conmutativo, el conjunto K, donde
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K" = {X/X = (X3, X2, +»+, ¥n), Xi €K}, forman un espacio vecto-

rial con las operaciones definidas por:

Sean X,Y ¢ K™. Entonces

X+ Y (X1+y1, X2tY2, «+e, Xntyn)

aX = ( axy, axXz2, «.., aXn), ackK
En particular R" es un espacio vectorial sobre R.
En efecto:

I (R",+) cumple ser un grupo conmutativo.

i) X + Y (X1,X2,X3,0:,%n) + (Y1,Y270¢«,¥Yn)

(X1+y1, X2+Y2,++4, Xn+tyn)

ii) Las propiedades asociativas y conmutativas se cumplen,
yva que los componentes de los elementos de R™ son ele-

mentos de R.

iii) El1 elemento neutro en R" respecto a la suma es aquel -
cuyos n componentes son ceros.

X+ 0= (X1,%X2,¢+.,%n) + (0,0,...,0) = (X1,X2,4++4,%n)=X

iv) ¥X = (X1,X2,+++,%n) eR? existe =X = (-X1,-X2,+44,~-Xn)

tal que X + (-X) =0 , OeR".

IT ¥X,YeR!, a,beR se cumple:

i) 4§ 1eR tal que 1.X = X , ¥Xe RD
1.X = 1(x1,X2,c0.,%n) = (1.x7,1.%2,...1.%p)
= (X1,X2,...,%Xpnq) = X.

Las otras propiedades tambien son fédciles de comprobar.

La demostracidén se basa en el hecho de que las componen-



tes de los elementos de R" pertenecen a R los cuales cumplen la

asociatividad y distributividad con la operacidén multiplicacidn.
'+ RD es un espacio vectorial sobre IR.
DEFINICION 1.3

A los elementos de un espacio vectorial se le lla
man vectonres ., En este trabajo adoptaremos la siguiente notacidn;

hablaremos de n-uplas ordenadas como vectores de R" pero arre--

glados en columna, asi:

Fxl_
X2
x e R => X = .
An
a
—t - . _t
Xt nos denotard el vector fila, x = [X1,X2,+.+,%n]

DEFINICION 1.4

Sea K un cuerpo arbitrario. Una ordenacidén rectan-

gular de la forma

Fall aAl12...a1n
az1 A22...a2n
ami Am2...4mn

donde aiy son elementos de K; se llama una Matriz sobre K & --
simplemente una Matriz, si K estd implicito.

ILa matriz anterior se denota por [aij], i=1,2,...,m;



jy=1,2,...,n; & simplemente por [Fi‘]
mxn

Las m n-uplas horizontales [au,alz,”.,a”ﬂ,[aZMan,”.,azﬂ,...

co.[@n1,%m2,---,ann], son las filas de la matriz y las n m-uplas
verticales
Faxx az a1nw
Q21 az2 A2n
. . P , son sus columnas.
Lamlj _amzj _amnj

Obsérvese que el elemento aij llamado la componente i-j ocupa -
la i-ésima fila y la j-ésima columna. Una matriz con m filas y

n columnas se llama Maftrdiz m por n 6 Matriz de orden m x n.

Una matriz de orden m x n, donde m = n se llama Matadiz

cuadrada y se dice que es de orden n.

EJEMPLO 1.5

La siguiente es una matriz 2 x 3

DEFINICION 1.6

Dos matrices A y B son Lguales, esto es A = B, si
tienen la misma forma y sus elementos correspondientes son igua
les. Por tanto, la igualdad de dos matrices m x n es equivalen-

te a un sistema de m.n igualdades, una para cada par de elemen-

tos.



EJEMPLO 1.7

Es facil verificar que el conjunto M formado por las
matrices de orden m x n definidas sobre R forman un espacio vec
torial con las operaciones:

Sean A,B ¢ M

rall A12«-«+d1n 511 bi2....01n
a1 A22¢0.,.don !’ blz bzz....bzn
A=, . . \% R =. . .
Lqm1 amz....amn_ _bml bmz....bmn_J
rall + b1 aiys + byose...ain + blrl.-
az1 + bay A2 + boa....dan + byn
A+B=1. . .
Laml + bml dmo + bmz....amn + bmn
]—C.(lll Calz....caln—
Con Cd22....CA2n
cA = |. . .

_Caml Camz....camnj



EJERCICIOS

1.1 Mostrar cue el conjunto de todas las funciones reales
f: R —> R, definidas para 0 < x < 1, y tales que f(1/2) = 0,
forman un espacio vectorial sobre los reales, consider&ndose
védlidas las definiciones de adicidn y multiplicacidn escalar

como sigue:

(f + g)(x) = £(x) + g(x)

(af) (x) = af(¥) , ¥xeR

1.2 Mostrar gue el conjunto de los vectores de coordenadas enfRa,
cuya primera coordenada es la unidad, no es un espacio vecto
riai.

1.3 Verificar que el conjunto de las ternas de nflimeros reales -

t : - C e .
[XJ,Xz,Xaj en el cual se han definido la adicidn y la multi

plicacidén por un escalar como:

[X1:X2:X3] + [Y11Y2:Y3]t = [X1 + V1, X2 + Y2, X3 + Ya]t Y
a[xl,xz,xajt = [0,0,Q]t, en donde a eIR,

no es un espacio vectorial.

1.4 E1 conjunto de las parejas de nfmeros reales [x,,x,]%, defi-
nida la adicidn por: [xl,xzjt + [yl,yzjt = [x1 + y1,%2 + Y2]t,
y la multiplicacidén por un escalar como:
a[xl,xz]t = [azxi,azxz]t, en donde a ¢R. Muestre que dicho -
conjunto no satisface todas las propiedades de un espacio --—

vectorial.

1.5 Mostrar que el conjunto de las parejas de nimeros reales



[xl,xzjt en donde se ha definido la adicidén y la multiplica-
cidn por un escalar como:
t t t
[X1,X2] + [YJ;Y2J = [Xx + vi, X2 * Y2]
t
bl xy1,x%x2] - = [5bxy, 5bx,] ,
no es un espacio vectorial.
1.6 si Y es un espacio vectorial sobre los reales, v pertenece a

v y v+ v =0, mueste cue v = Q.

1,7 81 V es un espacio vectorial, v pertenece a v y a,b son esca

lares, muestre que av = bv y a # b, entorces v = 0

1.8 Considere el conjunto de todas las matrices n x n que tienen

tocos los elementos aij = 0, cuando 1 = j.

Muestre que satisface todas las propiedades de un espacio -

vectorial.

2. INDEPENDENCIA LINEAL., SUBESPACIO Y BASES

DEFINICION 2.1

- - - n
Sean Xj,X2,.++,¥p €R" Yy 1,42, 4,,4n eR.
Entonces el vector B = a;x; + a2§2 + ,.. + dpXp-es llamado com-
binacidn Lineal de Xi1,X2,...,Xmn. LOS nlmeros a,,dz,...,4m SON -

llamados coeficientes de la combinacidn lineal,
Si a; = a4, = ... = am = 0, la combinacidn se di-

ce que es tiafvdiaf, en caso contrario se dice que es no tafvial.

EJEMPLO 2,2

Sie, (i =1,2,...,n), denota el n-vector cuya i-ési



ma componente es la unidad y las otras componentes son ceros. -

. . - t n .
Entonces para cualquier vector x = [xl,xZ,...,xn] de R se tie
ne:

X = xlél + Xzéz + ... + Xnén (2.1)

En otras palabras cualquier n-vector es una combinacidén lineal

de e;,e;,€3,...,€,. Estos vectores continuaran apareciendo y re
servaremos los simbolos éi (1 =1,2,...,n) para referirnos a -
ellos.

DEFINICION 2.3

sea AcR"”. Los elementos de A son Linealmente in
dependienieé (E./(:) si }21,}_(2,}—(.3,...,}_{m€A Y
a1X1 + @2X2 + ... + Apxp = 0, entonces a; = d; = ... = ap = 0.
En este caso se dice tambien que A es un conjunto linealmente -

independiente.

Un conjunto A de vectores que no es linealmente independiente

se denomina L{nealmente dependiente (£.d )
EJEMPLO 2.4

n 2 . . . .
En IR" supdngase que se tiene la siguiente .combina---

cidén lineal

a e, + aze; + ... + apep = 0
= a;[1,0,...,0]% + «,[0,1,...,0]% + ... + an[0,0,...,0,1]* =0
= [a1,0,...,0]t + [0,az,...,0]® + ... + {0.0,...,a7]" =0
= [al,az,ag,...,an}t =0

entonces a; = a4z = &3 = ... = ap = 0



S.oooe (1i=1,2,...,n) son f.(.

EJEMPLO 2.5

es linealmente dependiente puesto que podemos formar la combina

cidn lineal no trivial igual a cero:

4}—(1 —}—(2 - 3}_{3 +2}_{q =-0-"
TECREMA 2.6
Sean Xj,X2,...,%Xm €ER" linealmente independientes; su
pdngase que
i_/ = 6(1}_(1 + (12}—(2 + ... + am;‘:m (2.2)
y Y = bix1 + boXs + ... + bpXn (2.3)
entonces a, = bi (i = 1,2,...,m) (2.4)
PRUEBA

De (2.2) y (2.3) se sigue que

0 = }7 - ﬁ_/ = (a1 - bl)i‘_(l + (a, -~ bz)}_{z +. ... + (CLm - bm)im
Como los vectores X1, X2, ..., Xm son linealmente independien--
tes, se tiene que a; - bi =0 (i=1,2,...,n), lo cual es justa

mente (2.4).

Este teorema nos garantiza la unicidad de la representa--

cidén de un vector mediante vectores linealmente independientes.
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DEFINICION 2.7

Sea A un subconjunto no vacio de R". Entonces A -

es un subespacio de R" si:
yeh

2. Xxe A » aeR => axe A

X1
+

lo ;(,;EA =>

Se sigue inmediatamente de la definicidén que si A
es un subespacio de R", combinaciones lineales de elementos de
A estan tambien en A. Reciprocamente, cualquier subconjunto no
vacio de R" que es cerrado bajo combinaciones lineales es un --

subespacio.
EJEMPLO 2.8

El espacioIRn es subespacio de si mismo.
El conjunto {0} que es solamente el vector cero, es el subespa-

cio trivial deIRn.
DEFINICION 2.9

Sean BczA(an’ se dice que B genera a A si todo -

vector de A puede obtenerse como combinacidén lineal de los ele-

mentos de B.
DEFINICION 2.10

sea A cR" un subespacio y BczA.
Entonces B es una base de A si:
1- Los elementos de B son linealmente independientes

2- B genera a A.
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EJEMPLO 2.11

Por el ejemplo 2.4, los vectores €1,€2,v4,€n eR" -
son linealmente independientes; por el ejemplo 2.2, ellos gene-

n . - = = =
ran R'. Por tanto el conjunto {e;,e;,e3,...,en} es una base pa-

n
ra R

TEOREMA 2.12

Cualqguier base paraZRn debe tener exactamente n ele

mentos.
DEFINICION 2.13

Si A es un subespacio no trivial de R®, la dimen-
s46n de A, denotada por dim (A) es el nlmero de elementos de -
una base de A. La dimensidén del subespacio trivial es cero.

Del teorema 2.12 y la definicién 2.13 se tiene -

gque dim (R") = n. En particular dim (R?®) = 3.
DEFINICION 2.14

sea A c®r?® un subespacio y sean U 3% v subespacios

de A. Entonces U y V son llamados complementos en B osi:

i) UnV = {0}

i1i) A es generado por UuV

Escribimos:
A=UeV

TEOREMA 2,15

sea A un subespacio de R",
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Si Uec A es un subespacio, entonces i tiene un complemento -

en A.

SiAzuevy{u_lluZII'QIuk}y.{VI’VZ,qv_apvﬂ}
son bases para U v VY, entonces (U1, 0eay U, Viseeo,Vpl

es una base para A.

Consecuentemente dim (A) = dim (U) + dim (V)

Si A=UeV Yy x:EA, entonces x puede ser escrito univocamen

te en la forma x = u + v, donde uel v velV,
' A

RCICIOS

2.1 Sea P el subconjunto de todos los elementos de R®, cuya ter

cera coordenada es el nfimero cero. Verificar si este conjun
to P es un subespacio de R3.

Probar gue en R"

¢ex=0=>c¢=0 6 x=0 , con ¢clR,

Probar gue cualquier conjunto que contenga el vector cero -
es linealmente dependiente.

Verificar que los vectores [2,3]t ’ [3.5]t son linealmente
independientes.

Verificar gue los vectores [2,3]t ’ [3,5]t ’ [l,l]t, son 1i
nealmente depeﬁdientes.

Sean A Y R subespacios de R". Pruebe que si AcBy

dim (A) = din (B) , entonces A=08
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3. TIPOS DE MATRICES

DEFINICION 3,1
Sea A una matriz m x n y sea k = min{m,n}.

Los elementos a ., (i =1,2,...,k) se dice que estan en la diago

nal de A; a,; es llamado el i-ésimo elemento de la diagonal de

A,

Los elementos a; ;,q S€ dice que estan en la 4u--
/

perdiagonal de A. Los elementcs a,

. en la subdiagonal de A
i,i-1

Ssi A es cuadrada, los elementos a ,
n-i+1,1

(1 =1,2,...,n), se dice que estan en la diagonal secundaria de

DEFINICION 3.2

Una matriz A de orden n, se dice que es d{agonal

si aij =0, ¥i# 3j. Es decir

[ayy, 0 0 «u... 0

0 Qoo 0  ..oee 0

0 0 A33.e..., 0

Lo 0 0 ceose annJ
Notacién cue emplearemos: A = diag [a;,a,...,a,]

DEFINICION 3.3

Una matriz A de orden m x n es Trapezodidal Supe--

rion si
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es Trapezoidal Infendicr si

i< 3= aij = 0

Una matriz cuadrada que sea trapezoidal superior (inferior) se

llama Taiangulfar Superdlor (Inferior).
OBSERVACION 3.4

Algunos tipos especiales de matrices triangula--

res son:

a) Si1 T es triangular superior (inferior) con elementos ceros -
en la diagonal, entonces T es llamada tadlangulan estadlctamen

te supendior (inferior).

0 0 0 0 0 X X X
X 0 0 0 0 0 X X
X X 0 0 0 0 0 X
x x x 0 o 0 0 0]
Triangular estrictamente Triangular estrictamente
Inferior Superior

b) Si los elementos de la diagonal de T son unos, T es llamaca

thiangular unditanda superion (inferior).

1 0 0 0 1 x x X

X 1 0 0 0 1 X b'4

X X 1 0 0 0 1 X
x x x 1 o o o0 1
Triangular unitaria Triangular unitaria

Inferior Superior.



15

EJEMPLO 3.5

Una matriz 3 x 5 trapezoidal superior tiene la for-

ma:

DEFINICION 3.6
Una matriz cuadrada A es Hessenberg Superdor si

i>3j+ 1= aij =0

es Hessenberg LAnfenson si

i< j=-1=>a,, =0
1]
es tuidiagonal si al mismo tiempo es Hessenberg superior é infe--

rior.

EJEMPLO 3.7

Fx X X x| % X 0 0 0]
X X X X X X X 0 0
0 X X X 0 X X X 0
0 0 X X | L0 0] 0 pd X

Hessenberq ‘Superior Tridiagonal

DEFINICION 3.8

Una matriz de orden n es llamada Hatriz Banda si
existen p y g3 1 < p, g < n con la propiedad que aij = 0 cuando

i+p=<3j &6 j+ ag< i. El ancho de la banda para una matriz -
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de este tipo estd definida asi:

EJEMPLO 3.9

Una matriz banda de orden 8, con p = 2 y ¢ = 3, tilie-

ne la forma siguiente:

0] 0 X X X X 0] 0]
0 0 0 X X x X 0
0] 0] 0] 0] X X X X

w=p+qg-1

w=2+3-1
=> w = 4
EJERCICIO 3.10
Mostrar que si A es una matriz banda con p = q = 2,

entonces es simultaneamente Hessenberg Superior y Hessenberg In-

ferior, ademd@s tambien es tridiagonal.

PRUEBA

Como A es una matriz banda con p

Il
Q
Il

2, debe cumplirse -

que:
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aij = 0 cuando 1i+2<7 & aqj = 0 cuando j+2<i (def. 3.8)
<=> aij = 0 cuando i<j-2 & a;j = 0 cuando i<j+2
<=> aij = 0 cuando i<j-1 & aij = 0 cuando i>j+1

Se tiene asi cue la matriz A es Hessenberg superior y -
Hessenberag inferior.

Por lo tanto la matriz A es tridiagonal. (def. 3.6)
DEFINICICN 3,11
Cualcuier matrir donde tocos sus elementos son =

ceros es llamada Matadiz Cenc (o Matriz Nula) y la denotaremos -

por el simbolo 0.
DEFINICION 3.12
Una matriz A de orden n es Simétrdlca si

'aij = aji (i,3 = 1,2,...,n).

OBSERVACION 2,13

La denominacidn "simétrica” proviene del hecho
de gue los elementos de A estan dispuestos simetricamente con -

relacidén a la diagonal principal. Asi:

5 0 3
A=1|o0 1 -1
3 -1 4

OBSERVACION 3.14

Dada una matriz A y supbngase que ciertas filas



y columnas de A han sido seleccionadas. El arreglo rectangular
de elementos de A que estan situados en la interseccidén de es--
tas filas y columnas es tambien una matriz y es llamada subma--

tniz de A. Por ejemplo, el arreglo

az2 azs3 azs

Ay 2 Ay 3 Ay g

es una submatriz obtenida de A por seleccidén de las filas 2 y 4,

y las columnas 2,3 v 5 como sicue
I

-

!
N : ] ! -
a1 %:2 ?13 A1y ?15
I i 1
| 1 t
S St T S - Rl Xl S
A = I | 1
| 1 1
@31 %32 ?33 Qgy ?35
i I 1
I [ 1
[~~~y mmm=dy g ===y 3=y —— ==y 5 ===
I
I

Los elementos que se encuentran en la interseccidén de las lineas
punteadas componen los elementos de S. La siguiente es una defi

nicidn mas precisa de la idea de una submatriz.
DEFINICION 3.15

Sea A una matriz m x n y sea 1<ij;<iz...<ip<m

Yy 153:<j,...<jp<n. La matriz S de orden k x £ cuyo (u,v)=-elemen
to es
= d. N
Suv lu’]V
es llamada Submatriz de A, Si k = £ v i1 = 1, 12 = J2, ey

i, = Jj,, entonces § es llamada submatriz principal de A,
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Si ij=l, iz=2,.q-,ik=k y julzl, j2=2,-c¢,j£=21 en-
tonces S es llamada submataiz directrniz de A. Consecuentemente,
una submatriz principal es una submatriz cuadrada en la cual fi

las y columnas son iguales. Por ejemplo, la matriz
azz2 Aoy
Ay 2 Ay y

es una submatriz principal 2 x 2 de A.

DEFINICION 3.16

Una matniz directriiz de A, es una submatriz que se

halla en la esquina superior izcuierda de A, es decir
ai a2 a13
d21 az2 d2s

OBSERVACION 3;17

Las submatrices directrices principales de una
matriz ocurren frecuentemente y por lo cual requieren de su pro

pia notacidn. Denotaremos las submatrices directrices principa-

"k
les de A de orden K asi AL j. Por ejemplo
—a11 ai:2 ala—
AD] = az1 az2 @23
as ajzo2 ajy3 |

DEFINICION 3.18

La matriz de orden n.
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1, = diag{1,1,1,...,1]
es llamada Matriz Identidad (o Matriz Unidad) de orden n,
Note que In = [€1,€2,...,6n], donde los vectores ej constituyen

- . n - . . .
la base candnica deIR ; e: es la i-ésima columna de la matriz -

1

identidad.
Usaremos | en lugar de ], para referirnos a la matriz
identidad.

La importante propiedad de la matriz identidad es que
IA = Al = A

para cualquier matriz A siempre que la multiplicacién sea posi-

ble.
DEFINICION 3.19

Sea A una matriz de orden m x n. La traspuesta -
de A es la matriz B de orden n x m donde sus elementos estan da

dos por

biy = a3i (i =1,2,...,n ; J =1,2,...m
Escribimos

B =A"
EJEMPLO 3.20

Dado el vector columna



puede ser escrito en una sola linea como: [l,—2,4jt.
TEOREMA 3,21

Sean las matrices A y B, y a eIR. Entonces;
1- (A=A

2- (A + B)t = At 4+ B®

t

3- (aA)® = anp

4- (AB)® = B®A®

DEFINICION 3.22

Sea A una matriz cuadrada. La Inveirsa de A es --
una matriz cuadrada, denotada por AT ague satisface la propie--
dad

AA™!Y = ATIA = ]

Una matriz que tiene inversa es llamada No s4ngu

Lan, en caso contrario es llamada Singufah.
TEOREMA 3.23

Sea A no singular. Entonces A™' es no singular y -
(A7 = A

t . ty-1 -1y t
Igualmente A" es no singular y (A") = (A7) ",
PRUEBA

La no singularidad para AT? se da implicitamente,

Probaremos que (A™')7' = A,

C e s -1 . . .
Por definicidn de A se tiene inmediatamente gue



b
({0l

3i se considera A~ como la matriz dada, en lugar de A y como -

. . -1 .
A es la inversa tnica de A se tiene que

Demostraremos ahora gque (A®)™! = (A7')F.

Partimos de

Tomando la traspuesta y notando que 1t = I, se obtiene
(AT = AR () =1
Por tanto (A”!)% es la inversa de AY. Entonces
(A7 = (ATHT,
A
TEOREMA 3.24

Sean A y B de orden n. Entonces AB es no singular -

si y solamente si A y B son no singulares y
(AB) "' = B7'AT!
‘COROLARIO 3.25

n . .
Sea A de orden n. Entonces A" es no singular si -

solamente si A es no singular y
(A7 = (A"
NOTA:

La discusién de la inversa fue originada al tratar de re--
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4 - = s -1
solver la ecuacidn Ax = b, gue al multiplicarla por A -

A™'hL (donde x vy b representaran vectores -

se obtiene x

columna) .
DEFINICION 3.26

La matriz A de orden n, es llamada D{Lagonal es--

thictamente dominante cuando

para'cada i=1,2,,..,n,
EJEMPLO 3.27

Sea la matriz A de orden 3.

7 2 0 7 3 0
A= |3 5 -1 At = |2 5 5
0 5 -6 0 -1 -6

La matriz A es diagonal estrictamente dominante porgue:
|71 > 2] + |o]
5] > 3] + [-1]
|-6] > fof + [5]

. t . . .
Es interesante notar cue A~ no es diagonal estrictamente domi--

nante.
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EJERCICIOS

3.1 Compruebe gue la traspuesta de una matriz triangular infe---

rior es una matriz triangular superior.

3.2 Verificar gue una matriz es diagonal si y solo si es a la -

vez triangular superior & inferior.

3.3 Pruebe que la traspuesta de una matriz simétrica escrita co-

mo At es igual a A. Es decir At = A,

3.4 Demostrar que si A = [aiﬁj es una matriz -~uadrada, la matriz

B = [b..] = A + A" es simétrica.
i3

3.5 Dadas las matrices n x n simétricas A y B. Pruebe que A + B

es simétrica.

3.6 Demostrar gue

1 2 3 3 -2 -1
2 5 7| es la inversa de |-4 1 -1
-2 -4 -5 | 2 0 1]

3.7 Demostrar que (ABC)® = ctptat

3.8 Demostrar gue si una matriz cuadrada A de orden m es simétri
) . t . .
ca y cque si P es de orden m x n, B = P AP es otra matriz si-

métrica.
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4., OPERACIONES CON MATRICES

En el ejemplo 1.7 se definid la suma
de matrices y la multiplicacidén de una matriz por un escalar. -
Utilizando el criterio de la suma de matrices, se enuncia el si

guilente teorema.
TEOREMA 4.1

La suma de dos matrices diagonales (trapezoidal supe
rior, trapezoidal inferior, Hessenberg superior, Hessenberg in-
ferior, tridiagonal, simétrica) es una matriz diagonal (trape--
zoidal superior, trapezoidal inferior, Hessenberg superior, He-
ssenberg inferior, tridiagonal, simétrica),

Mostraremos solamente que la suma de dos matrices --
diagonales tambien es matriz diagonal.

Sean A y B dos matrices diagonales y C la matriz cque
resulta de sumar A y B; sean ademés aij’ b, ., Cij’ los elemen--

ij
tos de estas matrices. Debe cumplirse que:

aij = bij = 0, para todo i # j

=> + b = i j
aij i 0, para todo i # j

=> = + = . .
Cij aij bij 0, para todo i # j

.. C es una matriz diagonal.

DEFINICION 4.2

Sea A una matriz £ x m y B una matriz m x n. E1 -
producto de A y B es la matriz C de orden £ x m cuyos elementos

estan dados por:
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(i = 1,2, 00,8: 3 =1,2,...,0)  (4.1)

HﬁdE

c. . a, b, .
1] Ko ik k3

Escribimos

C = AB (4.2)

OBSERVACION 4.3

Note cue el producto AB estd definido solamente
cuando el nlmero de columnas de A es igual al nlmero de filas -
de B (en este caso se dice que A y B son congoramables para el -
producto) . El1 producto tiene el mismo nGmero de filas de A y el

mismo nimero de columnas de B.
TEOREMA 4.4

El producto de una matriz diagonal y una matriz dia-
gonal (trapezoidal, Hessenberg, tridiagonal) es diagonal (trape
zoidal, Hessenberg, tridiagonal).

El producto de dos matrices trapezoidales superiores

(inferiores) es trapezoidal superior (inferior).

PRUEBA

Probaremos solamente que el producto de dos matrices tra-
rezoidales superiores es trapezoidal superior.

Sean A y B matrices trapezoidales superiores de orden -
L x my mxhn respectivamente. Probaremos cue AB es una matriz -
C trapezoidal superior.

Por hipbtesis tenemos aque

i >3 =>a,.=5b,. =20 (ver def. 3.3)
13 1]
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demostraremos que

Por definicidén de producto de matrices

m
o p. L .
Qij = kzlaikbkj (1 = 1,2,...,4; 3 1,2,...,n) (4.3)

Consideremos i > j
se tiene que

a,, =0, ¥k=1,2,...,i-1 (4.4)

Luego (4.3) se puede escribir como:

i-1 m
c..= Ya, b .+ ) oa, b . : (4.5)
ij k=1 ik k3 k=i ik kj
m
=> = a '4-4
¢y 5 0+ ) LY , por )
k:
m
=> ¢.. = ) a, b .
i3 ke i ik k3
Pero bkj =0, ¥k =i, i+1, i+2,...,m.
* ¢.. =0 cuando i > j
. o l]
A

En esta seccidn describiremos una té&cnica usual gue emplearemos

frecuentemente para facilitar las manipulaciones matriciales.

EJEMPILC 4.5

Supdngase que particionamos una matriz A en submatri

ces como sigue:



28

Q11 a1z arsz ' Ay V dys als
1 1
a a a ' a ' a a
A - 21 22 23 ' 24 | 25 26 (4.6)
- -0 0 0T _I— - |
_ 431 ) A3z | A3y ; QAg3zs a3s

podemos escribir esto mas simplemente como:

Ayx Ao Ars

A = ' (4.7)
A21 A22 A23

TEOREMA 4.6

Podemos sumar y restar matrices particionadas como -
si las submatrices fueran elementos (escalares) ordinarios, --
siempre que las matrices esten particionadas de tal manera que

las operaciones puedan efectuarse.

EJEMPLO 4.7

Sean
B C1]
B = |B2 ’ C=|C2
Bl Cal
Si Bi es de orden m, x 1 (i1 =1,2,3) con my+my+msz = m y las -~

submatrices Ci son del mismo orden gue las correspondientes Bi’

para cada i, entonces:

B+ C = |B2| + |[C2| = |B2 + C2 (4.8)

B3 Cs| Bs + Cs3]
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TEOREMA 4.2

Podemos multiplicar matrices particionadas como si -
las submatrices fueran elementos (escalares) ordinarios, siem--
pre que las matrices esten particionadas de tal forma que los -

productos correspondientes puedan ser efectuados.

EJEMPLO 4.9

Sean las matrices A y B particionadas de la siguien-

te manera:

[ a1 a2 E ars | Arr A12]
1
A=| a1 &a> U =
_______.____: _____
| @431 G332 ! dza | A21 Az
b1y byp ] By, |
B= b21 bzz =
_ b3 bio | B2
Su producto seria:
Ci, Ay2Biy + A2Bo
c= = (4.9)
C,, A21Bi1 T A22B2:

Es facil verificar que los productos correspondientes son con--

formables.
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EJEMPLO 4.10

sea A = [A;,A;,A;,...,An] una matriz = % n particio

. n
nada en columnas. Si x €¢R, entonces:

X1

Ai = [AIIAZI-'°IAn] }-{2

L¥n

AR = x,A; + XAy + ... + XnAn (4.10)

asf Ax es una combinacidén lineal de las columnas de A. Recipro-

camente si y es una combinacidén lineal de las columnas de A, es

decir
Yy = X1A1 + X2A2 + ... + XpAp . (4.11)
entonces
y = Ax (4.12)
donde x = [xl,xz,...,xn]t. Asf el conjunto de todos los produc-

tos AX es el mismo que el conjunto de combinaciones lineales de

columnas de A.
EJEMPLO 4.11

Sea B = diag [bi,bz,...,bn]. El producto AB es la -
matriz obtenida de multiplicar la i-ésima columna de A por bi,
para cada i.El producto BA es la matriz obtenida de multiplicar

la i~ésima fila de A por bi’ para cada i.
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EJEMPLO 4.12

Sea B una matriz triangular superior. Entonces la -
primera columna de AB 25 un niiltiplo de la primera columna de -
A. La segunda columna de AB es una combinacién lineal de las --
dos columnas de A. En general, la i-&sima columna de AB es una
combinacién lineal de las primeras i columnas de A. En particu-
lar

Sean

[8,8,5] %= 1[2,4,1]% + 2[3,2,2]°
EJEMPIO 4.13

Muchas discusiones de matrices se centran alrededor
de las operaciones elementales en 44fa, Estas son operaciones -
simples que pueden ser efectuadas en las filas de una matriz A
para obtener una nueva matriz.

Ellas son:

1. Multiplicar la i-ésima fila de A por ¢ cIR.



2. Intercambiar las filas i y j (para cualesquiera i # 3J)

3. Sumar c¢ veces fila i a la fila 35 (VWi # 7).

Las operaciones elementales en fila pueden ser efectuadas mul-
tiplicando A por matrices convenlentes. La siguiente lista con
tiene las matrices correspondientes a las operaciones elementa
les en fila. El lector debe verificar que ellas producen el -
efecto deseado cuando multiplican a la matriz A,

Para la operacidén tipo 1

— i . —
i10. ... ..0
0 0
* 1 .
i c ¢
1
10 . 1

(10 .1, .3 . .0

0., 0
i 0 1
5 1 0
1

0 1

— -

10 . 1 ] 0]
0 . 0
i 1 0
j . c 1
o . 31_
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EJERCICIOS

4,1 Efectuar las siguientes operaciones:

5.

a) 1 6 4] [-2 0 i b) ]2 0 0 1 0 0
+ +4 +8
-4 2 8| | 2 -3 4 210 1 0 0| 1 0
c) 1 2 4 3 d) [ 8 0 =11 [ 1]
3 4| |2 1 2 4 1| |-=2

e) [0 o 1] e 2 -1 £y T1 0 o] [1 4 -1
0 1 0| |1 4 6 0 1 0| |z 5 =2
1 0 ol |3 -5 4] -3 0 1| [3 6 3]

Muestre que aA = diag[a,a,...,a]p ;i acelR.

£xm n

Sea AcR , BeRrR™ a,b elR. Muestre que
Y

(«A) (bB) = ab AR.

Sea A simétrica, MER™"., Muestre que MAMt es simétrica.

n “t= _ =

Muestre que para todo xeR , X X >0 ; ademés’

x*x = 0 si y solo si x = 0.

Sea A,B eR™". Pruebe que A = B si y solo si AX = BX para
todo x eIR".

PROPIEDADES DE LAS MATRICES

Hemos dicho gue el conjunto M de las matrices defi

nidas sobre IR forman un espacic vectorial, por tanto las matri-



34

ces cumplen las propiedades de espacio vectorial (def. 1.1).

La sustraccidén de matrices se define en términos de
operaciones ya consideradas:

A -B=A+ (-1)B

El producto entre matrices no obedece todas las pro
piedades del producto ordinarioc entre nlmeros reales.

TEOREMA 5.1

Sean A una matriz £ x n, B una matriz m x n, C una -

matriz £ x n y a ¢eR. Entonces:

1. (AB)C = A(BC)
2. A(B+C) = AB + AC

3. (A+B)C = AC + BC

4. a(AB) = (aA)B = A(aB)
EJEMPLO 5.2

El teorema anterior muestra que el producto entre ma
trices satisface las propiedades asociativas y distributiva. -
Sin embargo no e4 conmulativoe como puede apreciarse en el si---

gulente ejemplo:

Sean



(¥8]
o

luego AB # DA

EJEMPLO 5.3

El siguiente producto matricial
1 1 1 1 0 0
1 1 -1 -1 0 0

muestra que es posible que al multiplicar dos matrices diferen-

tes de cero resulte la matriz cero. En particular esto signifi-

ca que de la expresidn
AX=AYIA7£O

no podemos concluir gue X =Y ; esto es, la Ley Cancelfativa pa=-

ra nlmeros reales no se puede extender a las matrices.

TEOREMA 5.4

Si la matriz A de orden n posee inversa, ésta es Gni

ca.
PRUEBA
Sea B la matriz inversa de A. Entonces tenemos
AB = BA =1
Supongamos gue existe otra matriz inversa C tal gue

AC = CA =1



cQomo
AB = BA
=> C(AB) = C(BA)
=>  (CA)B = C(BA)
=> I B=C 1
luego B = (¢

DEFINICION 5.5

Cualcguier matriz B obtenida al realizar una sola
operacidén elemental en fila en la matriz unidad I, se conoce co

mo una Matiliz elemental.
DEFINICION 5.6

Dos matrices A y B se denominan Etqudvafentes
(A ~ B), si una de ellas de deduce de la otra como consccuencia

de efectuar operaciones elementales en fila.
DEFINICION 5.7

Una matriz simétrica A de orden n, es llamada De-

gindda posditiva si

para cada vector columna n-dimensional x # 0.
EJEMPLO 5.8

La matriz



es una matriz definida positiva. Supdngase gue X es cualquier

vector columna 3-dimensional, entonces:

X AX = [X1,%2,%x3]|-1 2 =1 X

[X1,%2,%3] | =x1 + 2X2 = X3

- Xy + 2X3

2 2 -
= [2x] = 2x,X, + 2X; = 2X,X; + 2x3]
2 2 2 2
= [Xl + (X] - Xz) + (X2 - Xa) + X3]
2 2 2 2

a menos gque

DEFINICION 5.9

La suma de los elementos de la diagonal principal

de cualquier matriz cuadrada A, se llama Thaza de A y se denota

por in[AJ.
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th[A] = a1y + ass + ... 4 apy =

DEFINICION 5.10

Sea la matriz A de orden w x n. El espacio celum
na denotado por R(A) es el subespacio de R generado por las co
lumnas de A. El espacdo 44La de A es R(At) cR”. El xange de A,
denotado por rang (A) es la dimensidn de R(A), o sea

rang (n) = din [R(8)].

DEFINICION 5.11

Sea A una matriz m x n. El espacic Nulo de A, de

notado por N(A) se define como sigue
N(A) = {(xer” / Ax = 0}

La nufidad de A, denotada por Null (A), es la di

mensién de N(A), o sea
Null (A) = dim [N(A)]

EJEMPLO 5.12

Sea
100
1 0 17
A = s A= o 1
o 1 1
11
1
Y1 = i oyr=[1, 0]



Los vectores {y,,y.} son £.i vy ¥3 = y; + V2, por lo que es £.d;
los vectores {yr,ys} son £.i y vyt = 9% + §% es tambien £.4.

Entonces

rang (A) = 2y rang (A%) = 2.

Por definicién, N(A) = {XeR® / Ax = 0}

- X1 t+ X3 G X; + X3 = 0 Xy = X2
A x = = => =>
Xy + X3 0 X + X3 =0 X3 = -X3
a
luego N(A) = {xeR® / X = | a|, aceR)
-a

aim [N(A)] = 1
=> Null (A) =1

Por definicién, N(AY) = {(ReRr? / AZ = 0}



luegn N(At) = {XeR?® / x = %
o

dim FN(At)] =

—=> Null (A%) =0
Notese que Null (A) # Null %

OBSERVACION 5.13
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En el ejemplo anterior hemos visto que a pesar

de que rang (A) = rang (AY), no necesariamente Null (A) tiene

t
que ser igual a Null (A7).

EJERCICIOS

5.1 Dadas las matrices

N
o
N
N
w
o
w
w

verifique que AC BC, sin embargo, A # B.

5.2 Demostrar que

Il

a) Traza [A + B] traza [A] + traza [B]
b) Traza [cA] = ¢ traza [A]

mxn .
5.3 Sea AeR ~ . Demostrar que s1 n > m, entonces

Null (A) # O.

5.4 Probar que si A es definida positiva, entonces AT

nida positiva.

. .. . -t
5.5 Construya una matriz A no simétrica pero que x

es defi

A x>0
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para todo x # 0 ,

5.6 Muestre que la matriz

es definida positiva

5.7 Demostrar que si U es triangular superior, entonces

(k1 .

(Au)[K] = A[k]ULk] para todc k siempre que A esté defini

da. (Sugerencia: considerar las particiones
alel UL T
A= . U=
Az, A2z 0 U22

las cuales son conformables con respecto a la multiplica--
cidn) .
5.8 Demostrar si L es triangular inferior, entonces

(LA)[k] = L[k]A[k] para todo k, siempre que A[ki esté de-

finida.
6. TRANSFORMACIONES LINEALES Y MATRICIALES

DEFINICION 6.1

n n . . .
Sea f: IR >R una funcidn. Se dice gue f es

una transformacidn lineal si

flax + by) = af(X) + b6f(y) , ¥%X, v R" ; a,beR (6.1)



EJEMPLO 6.2

La funcién T: R’ ——> &R, tal que T([X,yjt) = X

es una transformacidn lineal.

- 1t

, t
En efecto. Sean [x,,y1] ,[x2,y.] eR® y a,beR.

Entonces:

i

T(a[xl;yljt + b[xg,yzjt) T([axl,ayljt + [bxz,by2]t)

T([ax,+bxs,ay1+by,] ")
= ax,;+bx,, por def. de T

aT([xl,yljt) + bT([Xz,Yz]t).

EJEMPLO 6.3

Sea f: R?® > R® una transformacién lineal. Esta -

transfcrmacién lineal est& determinada en forma Gnica por los

vectores de la base {e;,e,,e3}. En efecto:

ai ar2 a2
Sea f(e1) = A =] ds i flez) = As =] asz, v f(e3) = A; = | ass
& _aazj 33
entonces si X = X,2; 4+ X2€, + Xzo3
se tiene que:
§ = f(}_‘.) = f(X]él + _xzéz + X3é3)

= le(él) + ng(éz) + X3f(é3)

¥2AL F+ AL+ X3A;

En términos de componentes individuales, si y = f(x), entonces:
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Vi = Qi11¥1 t+ d12%X2 + Q13X3
Y2 = A21X) + do2¥p + d23X3 (6.2)
vy = a31X1 + d3a2X2 * d33X3

Las ecuacicnes (6.2) nmuestran que la transformacién lineal f eg
t4 completamente determinaca por la matriz

ay; @y, ars

Aa1 Q22 A23 (6.3)

ld3z1 adz2 d3zgs |

El arreglo (6.3) es llamado tepresentacién matricial de la trans

formacidn lineal f.
Ampiiando lo anterior, enunciaremos el siguiente teorema.
TEOREMA 6.4

n m . - .
Sea f: R~ -—> IR es una transformacidn lineal. En--

tonces hay una Gnica matriz de orden m x n tal que

£(%) = A_x, (6.4)

L
= n . . .
para todo x ¢IR° . Reciprocamente, si Af es una matriz mxn, en—-
tonces la funcién f definida por (6.4) es una transformacidén 1i

neal de R" a R™.
PRUEBA

Primero observemcs que si Bf es cualgquier otra matriz sa-

tisfaciendo (6.4), entonces V¥V x eRR"

fo = f(x) = Afx
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Como f es una transformacidén lineal y (6.4) es vilida para

cualquier x eR , tomemos X = éi; luego tendriamos que
e, = A€,
Beey Azey
entonces Bi = Ai , es decir que
b1i==a1i
bri=azi
bnizani

Por tanto Bf = A_. Asi, si Af existe, es Qnica.

£
Para construir Af, sea Ai = f(éi) , (i =1,2,...,n) eR" Y
Ae = (A1 Az, oo AL)
Entonces,
f(x) = f(x1e1 + Xze2 + ... + xp€ep)
= x,f(e1) + x2f(ez) + ... + xpflep)
= X1A1 * X2A2 + ... + XnAp

asi que Af satisface (6.4).

Es facil probar el reciproco.
A

EJERCICIOS

6.1 Mostrar que si f,g:IRn > R™ son transformaciones linea--

les, entonces la funcidn f + g:ZlRn > R™ definida por

(f + @) (x) = £(x) + g(x)



es una transformacidéxn lineal. Ademas

Aprg = Ap + Ay

. ~ . . ey 1Y nm ..
Muestre que si la funcién f: " —-—> R es una transforma--

cidén lineal y a €IR. Entonces la funcidn af definida por
(af) (%) = af(x) , xeR
es una transformacidn lineal. Ademas

Ape = aAg

Sea f: R" >R v og: RT . &' transformaciones linea-

les. Mostrar que la funcidn g o f definida por
(gof)(X) = g(f(x)) , XeR"
es una transformacidn lineal. Ademés

Agof = AgAf

> R? definida por

Muestre que la funcidn T: R
t - t
T(I:Xl,XZ:l ) = LX1+X2 ’ 5X2:|
es una transformacidn lineal.

Muestre que la funcidén f: R? > R? definida por

f([X1,X2]t) = X1X2

no es una transformacidn lincal.

Verificar que T: R*® > R? definida por



-
2 -1
T X =
0 2
X3

es una transformac

7. ECUACIONES LINE

El1 sistema de

a1 X,
a1 X
am1 X1

con las variables x

tricial

Dado un sistema de

rall

21

Q eesesen

mil

gue es llamada la

En esta secci
(7.2) tiene una so
son constructivos;

cidn x de (7.2). M
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X1

3 } 2X; — X2 + 3x3
X2 =

1 , 2X2 + X3
X3

idén lineal.

ALES

m ecuaciones lineales

+ a;o2 X2+...+a-1nxn=bl

doo X2+...+a2an=bz
. (7.1)

+ dmz X2 + ... + Amn Xn bn
17X2,+4.,%Xr puede ser escrito en la forma ma
Ax = Db : (7.2)

la forma (7.1) podemos formar la matriz

A1260essldin : bl
!
A22eeeeslon : bz _
. [ = |A
: . [Ar bl
- I .
. v
° |
AM2 o o v o dmn ' bm]

matriz aumentada del sistema.

6n se discutird condiciones bajo las que ---
lucidn. Los resultados de esta seccidn no -
éstos no nos dicen cdmo calcular una solu--

2todos computacionales para resolver siste--
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mas lineales seran tratados en el capitulo siguiente,

Hay alguna terminologia asociada con el sistema (7.1) y -
la ecuacidn matricial (7.2). Sea A eR™", si m>n, el sistema -
es llamado .écbredeterminade (hay mds ecuaciones que variables).
Si m<n, el sistema se dice que es bajodefeaminado (hay mds va-
riables que ecuaciones). Si b = 0, el sistema es llamado Homogl
neo.

La primera pregunta trata de la existencia de una solucidn

para (7.2). Un criterio cldsico estd contenido en el siguiente

teorema.
TEOREMA 7.1

La ecuacidén (7.2) tiene una solucidén x si y solo si

rang ([A,b]) = rang (A) (7.3)

PRUEBA

Supongamos que existe un X tal que Ax = b. Entonces b es
una combinacidén lineal de las columnas de A, por lo tanto esté
en el espacio columna R(A). Se sigue que R([A,B]) = R(pa), v ---
rang ([A,b]) = rang (A)

Reciprocamente, note que R(A) ¢ R([A,b]). Por tanto si ~--
(7.3) es satisfecha, R(A) y R([A,b]) tienen la misma dimensidn
y son ademds iguales (ejercic. 2.6)

Por tanto b e R(A); esto es, b es una combinacién lineal -
de las columnas de A. Por el ejemplo (4.10) estc significa que

b = AX para algln x eR".
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COROLARIO 7.2

Si rang (A) = m, entonces (7.2) siempre tiene una

solucidn.
PRUEBA

Como las columnas de A y [A,B] son m-vectores
m = rang (A) < rang ([A.B]) < m, lo cual implica que

rang (A) = rang ([A,b]) = m.
A

OBSERVACION 7.3

El teorema hace facil la construccidn de siste-

mas que no tienen soluciones. Por ejemplo, tomar

11
A = [ } y b={1,0"°

1 1
Entonces rang (A) = 1 # 2 = rang ([A,b])
TEOREMA 7.4

Sea x una solucidén de (7.2). Entonces el conjunto -
de todas las soluciones de (7.2) es x + N(A), donde
x +NQ) =1{zeR" / Z2=%+3 ~ Ay = 0}.
PRUEBA
Si 9 satisface (7.2), es decir, Ay = b, entonces

Ay = Ax = 0 => Ay - X) =0

= (y - %) e N(a)

ademds ¥ = X + (¥ - %) ¢ % + N(A)



Reciprocamente, si yex + N(A), entonces y = x + z, para algin

z tal que Az = 0

Por lo tanto, Ay = A(X + z)
AY = AX + AZ

Ay = Ax =D
A

El teorema anterior nos permite obtener otras soluciones
de (7.2), sumando vectores en ~l espacio nulo de A. Solamente
existe una manera para que la solucidn sea Gnica yescuando el

espacio nulo de A conste solamente del vector cero.

COROLARIO 7.5 ;

Una solucién de (7.2) es finica si y solo si

Null (A) = 0.
TEOREMA 7.6

Un sistema bajodeterminado de ecuaciones homogéneas

siempre tiene una solucidn no trivial.

PRUEBA

La ecuacidén homogénea Ax = 0 siempre tiene la solucién -
trivial x = 0. Por el teorema (7.3), el conjunto de todas las

soluciones del sistema homogéneo sexria el subespacio

0+ N(a) = N(a).

Si Null (A) = 0 = dim [N(A)], entonces N(A)

Il

{0}. En es

il
(@)
0
Q
=
o)
0
'_I

te caso Ax = 0 solo tendria la solucidn trivial x
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sistema es bajodeterminado, es decir gue n >m, entonces
Null (A) # 0 (por ejercicio 5.3); por consiguiente aim[N(A)] # O.
Por tanto el sistema bajodeterminado AX = 0 tiene una solucidn

no trivial

A

Si a # 0, la ecuacidén escalar ax; = b puede ser resuelta
dividiendo por "a" y obtener x; = e 'b. Esto sugiere que es po
sible expresar la solucidn de (7.2) en la forma

R

x=A Db (7.4)

El requerimiento de que (7.2) tenga una solucidén fnica 11

mita la dimensién de A:

1°) Si la solucidén es finica, tenemos gque Null (A) = 0, de lo -

que se deduce que m > n.

2°) La representacidén (7.4) implica que (7.2) tiene una solu--
cidén para todo b eR"™, Esto significa que las n columnas de

A generanZRm y por lo tanto que n > m. Asi n = m.
EJEMPLO 7.7

La restriccidn que n >m no puede ser liberada, pues
to que (7.4) implica que (7.2) debe siempre tener una solucidn.
Sin embargo, podemos liberar la restriccidn de que la solucidn
sea Qinica y requerir solamente que (7.4) produzca una de las -

soluciones. Por ejemplo, sea
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_ [1 0
1 0 0
A::[ ¥ c=i0 1
o 1 1 !0 ;
L

It
Pt
.

Entonces AC Por tanto, si

% = Cb

tenemos Ax = ACH = Ib = b. Asi la matriz C hace el papel de -
A" en (7.4). Sin embargo, C no es la Gnica matriz que hace es

to. Por ejemplo, la matriz

. D=] 1 2
-1 1
tambien satisface AD = [, y serviri igualmente de A™' en (7.4).

Del ejemplo anterior, vemos que si A es una matriz de or-
den mxn (m # n), existen matrices gue hacen el papel de inver
sa s6lo a la derecha & sblo a la Azquderda de A

Si A es una metriz cuadrada, no necesariamente posee in--
versa. Condiciones necesarias y suficientes para gue A tenga -

inversa estan dadas en el siguiente teorema.
TEOREMA 7.8

Sea A una metriz cuadrada de orden n. Entonces las

siguientes proposiciones son eqguivalentes:

1. rang (A)

n
2. Null (A) =0
3. Las columnas de A son linealmente independientes

4. Las filas de A son linealmente independientes



52

-1 . .
5. Existe una matriz A de orden n satisfaciendo
ATTA = AATT =1, (7.5)
PRUEBA

Las condiciones 1, 2 y 3 son oblamente equivalentes. Pa-

ra demostrar que la parte 3 implica 5:

Sea f: R"

>2Rn, la transformacidén lineal representada por -
la matriz A. Ahora por la parte 1 y el corolario 7.2, la ecua-
cién Ax = b siempre tiene una solucidén. Por la parte 2 y coro-
larid 7.5, la solucidén es finica. Esto equivale a decir que f -
€S uno a uno y sobre (ejercicio 7.6). Por lo tanto f tiene una

inversa g satisfaciendo

gof = fog =1 (7.6)

afirmamos que g es lineal. Para mostrar esto, sean

;{1,;(2 EJRn Y _‘71 = g(;il) ’ Y2

g(x,), ademds que

X,
1

£(¥,) (i=1,2)

entonces

f(ay, + by,) af(y1) + bf(ya)

!

aSZl + b}_‘ig

Por tanto

a{n + b;/z

g[f(a§1 + b§2)]

ag(x,) + bg(xa)

g(a;g + b)_(z)

. - n n
Como g es una transformacidn lineal de R° en IR es re
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presentada por una matriz A”' de orden n. Entonces la ecuacién
(7.6) es equivalente a AT'A = A/-\—1 = In, lo cual es justamente
(7.5).

Para mostrar que la parte 5 implica parte 3, supdngase que

Ax = 0. Entonces

ol
I
-y
1
o
I
-y
|
=

= I, x =x

i

Asi, si Ax 0, entonces x = 0, lo cual es equivalente a -
decir gque las columnas de A son linealmente independientes.
Argumentos idénticos con las filas en lugar de las colum--

nas establecerd la equivalencia de las partes 4 y 5.
A

EJERCICIOS

" es no singular si y solamen-

7.1 Muestre que la matriz A e R
te si la ecuacidn homogénea AX = 0 tiene la solucibn tri--
vial.

7.2 Sea A eR™", Muestre que AtA es no singular si y solamente
si A tiene columnas linealmente independientes.

7.3 Muestre que si A tiene filas linealmente independientes y

columnas linealmente independientes, entonces A es cuadra-

da y no singular.

7.4 Sean
1 2 - X1
A= Yy X =
2 4 X2
Probar que el sistema homogéneo Ax = 0 tiene soluciones no

triviales.



7.5 Las siguientes matrices representan la matriz aumentada -

[A,b] de un sistema de ecuacicnes lineales. En cada caso -
determinar cuales ecuaciones tienen infinito nimero de so-

luciones, solucidn finica & no posee solucidn.

a) fo 1 0 ¢ 4] b) I3 2 1 6

sy

wul
[en]
|_l
)
N

0o 0 1 2

c) [1 3 4 9] a 1 o o 0 4
0 2 3 7 o 1 2 0 5
0 0 2 6 0 0 0 1 6
0 0 1 4

7.6 Si el sistema AX = b tiene solucién Gnica; probar que la -
. . n n
transformacidén lineal f: R —> R representada por la ma

triz A, es biyectiva.
8. ERRORES, ARITMETICA Y ESTABILIDAD

En esta seccidn daremos conceptos que seré@n de mucha utili
dad para estudiar los efectos del error por redondeo en los al-
goritmos gque apareceran en los capitulos siguientes. ‘

Como casi siempre tratamos con cantidades aproximadas, el
primer problema es dar una definicidn satisfactoria de error en
una aproximacidn.

Sea b una aproximacién de a. Una mediaa natural de la exac
titud de b es el nlmero |a - b|. Sin embargo, este nmero no tie

ne sentido a menos gue el tamano de a sea conocido; resulta ser
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ademds una cantidad enganosa. Por ejemplo, considerenos dos ca

S035
a = 1.234 , a = 0.0062,
6 = 1.233 , b = 0.001,
la - 6] =107* , Ja - b] = 107°

En ambos casos |a-~b| es 107°, pero solamente en el primer ca-
so diremos que b eg una buena aproximacidén de a.

En el segundo caso, a es tan pequeno gue la diferencia

la = b| = 107% entre a y b representa un cambio significativo.
Asi, es claro que lo gue es importante; es la relacidn de

|a - b| con a. Este ejemplo motiva las siguientes definiciones

de error.
DEFINICION 8.1

Sean a,b eR, con b considerada como una aproexima
cidén de a.

El nesdduaf de b es el nfimero
a - b
El enror absoluto 6 error en b es el nimero
e = |a - b]
Si a # 0, el nesdidual nelativo de b es el nfmero

a - b
a

asi, si el residual de b es &, es decir,
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a -~ b =t
=> b =aqa -
En otras palabras, si b tiene error absoluto pegqueno, entonces

b puede ser obtenido de a sustrayendo una cantidad pequena. Si

milarmente si b tiene residual relativo 3, es decir,

a ; b _ 5
=> 1 - % =3
=> g =1 -3
b =a(l - 3) = a(l + 3) donde 3 = - 3

En otras palabras, si b tiene un error relativo pequeno, enton
ces b puede ser obtenido de a multiplicando por una cantidad -
muy cercana a la uﬂidad.

| Muchos cé&lculos numéricos en computadora son efectuados -
en aritmética de punto flotante. La forma de un nfimero en pun-
to flotante varia de computador en computador. Para ilustrar

su diferencia daremos la siguiente definicidn.
DEFINICION 8.2

Un ntmero decimal con t digitos expresado en pun

to gLofante tiene la forma

e

y = % o dldz---dtlo 7 (8.1)

donde t es la precisidén del sistema, es decir, el n@mero de ci
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fras que pcdemos representar®. En la expresién (8.1) observa--

mos dos partes:

1) Fraccién 6 Mantisa: £ ¢ dydz...dg

2) Exponente & Caracteristica e. El nlimero "e" es un entero -
tal que m < e < M, donde m es¢ un entero negativo y M un en-

tero positivo.

Si en la expresidn (8.1) se da 0.1<

»d1dz...d,| <1, en--
tonces se dice gue el ntmero estd noamallizado.
Si el sistema es de base 3, (8.1) se transforma en

y = t+d;d,...d, 8%, 0<d, <8 (8.2)

1

Un sistema de punto flotante queda determinado de la mane

ra sigquiente
f(B8, t, m, ), (8.3)

donde B es la base del sistema, t la precisidn, m y M es el -~

rango del exponente.

EJEMPLO 8.3

Sea el sistema reprecentado por £(10,4,-63,63). --
Tres maneras diferentes de expresar el nfimero y = 58.73 en for

ma de punto flotante serian:

*# En muchas computadoras los nimeros en punto flotante tienen
precisidn fija, otras tienen la capacidad para manipular nime-
ros en punto flotante con el doble de la precisidn usual. Ta--
les nlimeros en punto flcoctante son llamados ndmerosd en dobfe --
precLsLdn y los cilculcs involucrados se dice que estan en do-
ble procisidn.



wm
6]

i) y = 0.5873 x 10?2
ii) y = 0,0587 x 10°

iii) y = 0.0058 x 10"

Los nlmeros ii) y iii) no estan normalizados y no son convenien-
tes por la pérdida de cifras significativas que nos ocasiona.
Por esta razdn en lo sucesivo consideraremos unicamente nlme--
ros normalizados.

En todo nGmero real puede ser expresado en la forma:

e

y = % -dldﬁ...dtdt+1dt+z...x 10°,
N

es decir, = (+ -d;ds...d *#0.0...0d¢+1dt+2...210

y =+ +dids...d 10 * «dgsrdesze.. x 10575,
lo gue simbolizaremos por

o o= 4 e e-t 8.4
y = +p,10" £ g 10 (8.4)

Si queremos representar en el sistema £(10,4,-63,63) el -
nfimero y = 0.46787222 x 10° , o sea

0.4678 % 10° + 0.7222 x 10 !

Y

debemos redondearlo. Para ello existen dos formas:

1) Redondeo por Corte:
Yo = 0.4678 x 10°

ii) Redondeo Simé&trico:
ys = 0.4679 x 10°

Es decir que un nfmero de la forma (8.4) representado con re--

dondeo por corte seria
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y por medio de redondeo simétrico

I+
o)
=
o
0
.
Q
A
N =

Yg 5 1
; S1 |q|i§'

Para el an&dlisis de los errores absolutos y relativos que
se cometen al representar un nimero en un sistema de punto flo-
tante, consideraremos unicamente los nlimeros positivos.

Si un nfimero y estd expresado en la forma (8.4), entonces

. e
Yo = P 0T,

Luego el error absoluto seria

0
Il

e e-t e
- = - 1
ly = v | = [p 107 + g 10 p 107

e = qyloe't . (8.5)

La cota para el error absoluto es

e < 10°°% a que 0 < < 1.
y = ’ ya g = qy

El error relativo a Y. seria

-t
e 10°
N
y e e—-t
+
|y | p,10 q,10
g 1087t
3 = b4 . (8.6)
Y .d,ds...d¢dp4q1...108
Luego una cota para (8.6) seria
108”¢ -t -
qy g 10¢ _ 10€°t _ 1oi-t

e —

*d;ds...dedie+1...10 107%10° 10¢~!
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DEFINICION 8.4

El nlmero p_ = lOJ_t, es la Undidad de Redondeo -
porn Corte en la aritmética decimal de punto flotante con t di-
gitos significativos de precisidn.

Si un nlmero y estd expresado como

y = plee + qloe—t

1 -
entonces el error absoluto de Yo cuando qy < 5: serla

| e =t e
e = - = 10° + g 10 - p 10
y = ly -y I =1p a, p, 107
. e =g 10°7t
* N Ty
1 .
Como qy < 5 se tiene que
e = g 10°7F < Lipet (8.7)
Ty y 2 )
El error absoluto de Y cuando qy > % es:
e = -y | = 10° + g 10°7% - p 10° - 10°°°F
gy = ly =yl =1p, q,10 P, 0" 7|
= |qyloe—t loe"tl
= |(q -1 10°7"
N
. e = |1 - 10°7F | :
o v | q,|10 | (8.8)
Luego una cota para (8.8) seria:
e = |1-qg |10°7F < 10t
y - 2

El error relativo para y_ es:



|1 - g 107"

3 = |&f Y

Y Yl ads...dpdey;.. .l 10°
|1 - q 207"

3. = 24 - (8.9)

Y .d1dz...dedey, ... 10

Una cota para (8.9) es:
|1 - g |10°7" 1/210°7%
¥ < =710 .
.dydy...dydypy,...10° 7 107110°

NOTA:

De la misma manera se hacen los andlisis de error cuando -
se trate de nlimeros negativos y llegariamos a los mismos resul

tados.
DEFINICION 8.5

Se define u =-%101‘t =5 x lO-t como la Unidad
de Redondeo Simétrico en la aritmética de punto flotante con t

digitos.
OBSERVACION 8.6

- Ya sea que se ocupe en los célculos redondeo por corte & re
dondeo simétrico, la unidad de redondeo no depende de la -
magnitud del nlmero que representemos en el sistema, sino =
gue unicamente depende de las caracteristicas del sistema.

- Notemos gque M, = PATIR

NOTA:

En los cdlculos gue esten involucrados en este trabajo, -

se ocuparé siempre redondeo simétrico; en lo sucesivo usaremos



el simbolo u en lugar de u _.

Sea 4§£(a) la expresidén en punto flotante del nfmuero real

a; hemos comprobado que
§L(a) = a(l + 3) , donde 3 = -5 <

Si {L&(ab), 4€(a/b), {£(a + b) denotan el producto, cocien
te y suma de los n(meros reales a y h donde éstos estan repre-
sentados en punto flotante, enténces:

i) 4L&(ab) = ab(l + 3) , donde |3]| <u
ii) ¢&(a/b) = (a/b) (1 + 3) , donde |3] < u (8.10)
iii) 4€(a + b) = a(l + 3;)+ (1 + 32), donde

[32] + [32] < m

Estas expresiones dicen que las operaciones de redondeo,
multiplicacidén y divisidn introducen solamente pequenos errores
relativos.

En nuestra definicidén de un nfimero en punto flotante no -
observamos limitaciones en el tamano de la caracteristica. Sin

embargo, si la caracteristica estd entre -100 y 100, entonces -

" 100
0100

los ntmeros mayores gque 1 & menores que 10~ no tienen --
una representancién en punto flotante. Cuando una ope%acién pro
duce un nlmero con una caracteristica bastante grande o muy pe-
quena, se dice que sufre de sobrecarga & bajacarga respectiva--
mente.

Daremos ahora dos ejemplos de célculés en los cuales el -

error por redondeo produce resultados inexactos. Todos los cal-

culos estan dados en aritmética de 4-digitos.



EJEMPLO 8.7
La menor rafz r; de la ecuacidn cuadrética
x? - 6.433x + 0.009474 = 0 (8.11)

. . -2 . .
es, con cinco cifras, 1.4731 x 107 °. Una expresidn numérica pa

ra r; estéd dada por la férmula cuadrética

r, = 6.433 - /(6.433)‘ - 4(0.009474) (8.12)

En aritmética de 4-digitos, una evaluacidn de (8.12) con redon

deo simétrico seria:

1) a = 4£[(6.433)%] = 41.38

2) b = §£[4(.009474)] = 0.03800
3) ¢ = §2(a - b) = 41.34

4) d = 4£(/2) = 6.430

5) ¢ = §£(6.433-d) = 0.003
6) T} = 4£(¢/2) = 0.0015

asi el valor calculado r; no estd de acuerdo con T, en su se--

gunda cifra significativa.
EJEMPLO 8.8

El siguiente sistema de ecuaciones lineales

3.000 %1 + 4.127 xo = 15.41
(8.13)
1.000 x: + 1.374 x, = 5.147
tiene por solucidn x1 = 13.6658 y x» = -6.2. Si la primera --

ecuacibn es dividida por 3.000 y restada de la segunda, el re-

sultado es
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[1.374 L 41270 -5 1g7 - 22041
{ 3 3
asi
oy 1
5.147 - §;é4"
X2 = (8.14)
9]
1.374 - 4'§°7

Una evaluacidén de (8.14) es la siguiente

15.41)
5 }_ 5.140

1) a = 52[

2) b = {£(5.147 - a) = 0.07

3) ¢ = 52{4'§27] = 1.376
4) d = §£(1.374 -¢) = -0.002

5) x! =5£[§]= ~3.500

De nuevo el valor calculado no estéd de acuerdo con el valor --
verdadero. En ambos ejemplos, el fracaso se encuentra en la --
resta de cantidades bastante iguales que cancela mas cifras -
significativas (paso 5 en el ejemplo 8.7 y pasos 2 y 4 en ejem
plo 8.8).

A pesar de sus similitudes, sin embargo, los c&lculos fa-
llan por razones diferentes. La falla en el ejemplo 8.7 fué =
causada por la desafortunada representacién (8.12) de r,, cuyo
célculo requiere la cancelacidn de cifras significativas. Esta

cancelacidn es evitada con la expresidn alternativa

ry = 2(0.009474) (8.15)

6.433 + V/(6.433)% - 4(0.09474)




cuyo resultado con 4 digitos es r; = 1.473, gque es una respues
ta bastante satisfactoria.

Si el lector estd, por el momento, queriendo usar la pala
bra "cercana" sin especificar exactamente lo que significa, po
demos hacer esta distincidén mas especificamente. Muchos proble
mas numéricos pueden ser descritos de la sigulente manera.

n

Dada una funcidén definida matemdticamente f: E c¢IR™ >R

Las m componentes del argumento x de f son los datos para de--

terminar el problema y las n componentes de f(x) son las res--
puestas. El problema numérico consiste entonces en calcular la
aproximacidn a f(x) dado un x.

Por ejemplo, la DATA en el ejemplo 8.7 es el vector
x = (b,c) de coeficientes de la ecuacidn x2 + bx + ¢ = 0.

La naturaleza de la funcidn f limita la exactitud alcanza
da por los cédlculos, pero en la practica solamente una aproxi-
macién x* a la DATA es conocida, y siempre solamente podemos -
calcular f(x*).

Ahora para algunas clases de problemas, f(X) % f(x*) pue-
den diferir grandemente. Tal problema se dice que estd mal con
dicdionado. Si intentamos resolver un problema mal condicionado
comenzando con la data inexacta, la solucibén seri inexacta no
importando cémo sea calculada. El problema del ejemplo 8.8 es-
t& mal condicionado.

La seleccidn e implementacién de un algoritmo para resol-
ver el problema matem&tico asociado con f es importante para -

definir una nueva funcidén f* que, dada una data x resulta una
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solucién aproximada f*(x). No esperamos que f* resuelva proble
mas mal condicionados con mas exactitud que lo gue la data ga-
rantiza, sin embargo, estariamos muy preocupados si f* introdu
ce inexactitudes mas grandes que la propia funcidén f. Esto su-
giere que requerimos de f* lc siguiente: Para cualguier xeE -
existe valor préximo x* ¢ £ tal cue f(x*) estd cerca de £% (%) .

En otras palabras requerimos que el algoritmo d& una solucidn

que esté cerca de la solucién e#acta de un problema poco per=-
turbado. Algoritmos con esta propiedad son llamados estables.

La ecuacidn (8.12) representa una inestable manera de calcu--

lar la raiz r; de (8.11).

EJERCICIOS

8.1 Sean A,B eR"™ ™. Mostrar que 4£(A + B) = A' +B', donde

a£j= aij(1+aij), |aij| < Uy
Y
bij = bij(l + sij), |6ij| < u.
8.2 Mostrar que si |3/, |82|,...,|3n| < u, entonces
(L+31) (1 + 32)e.a(l+3) = (1L+2)7,
donde
18] < w.

8.3 Sea |5 < p. Mostrar que si nu<0. 1, entonces

(1 +n"

= 1+ nd', donde [3'| < 1.06 p.
Asi si

u' = 1.06 p



vy |81, [92fseves 8 | < 1, se sigue que
(1 + 31){(1 +93z)...(1 + an) = 1 + na,

donde |3| < u'.

8.4 Mostrar que

6£(a14fa2*""*'a“) = a;{1+3;)+a,{1l+23,)+ ...
donde

|3, < (n - 1) u
Y

|3.] < (n - i+ 1) p' (1

1. -

+apn(1+293p)



CAPITULO T1

METGDOS DIRECTOS PARA RESOLVER
SISTEMAS Dt ECUACIONES LINEALES

PRIMERA PARTE

En el capitulo anterior se did a conocer las condiciones

que debe cumplir un sistema de ecuaciones lineales para que --

tenga solucidn.

que resolverdn la ecuacidn

En este capitulo estaremos concentrados con algoritmos -

AxX = b (1)

Los algoritmos tienen en comfin la idea ‘de factorar A

la forma

La ecuacién (1) puede ser facilmente resuelta tomando y, = b

y para i =

cibén

A = RiR2--+Rx

1,2,...,k calculando §i como la solucidn de la

Entonces se tiene

RiR2R3...Ryx = b

R1R2R3. ..Rk}—( =

Obviamente §k es la solucidn deseada x.

en. -—

ecua



69

Las matrices R:_L que resultan de la factorizacidn de A son
a menudo triangulares. Por consiguiente estudiaremos los algo-
ritmos para resolver sistemas triangulares.

Cuando A es no singular, los métodos de este capitulo pue
den ser adaptados para dar algoritmos para el cdlculo de AT
sin embargo, el célculo de A~ ' es innecesario para la resolu--
cidn de (1) porgue consume demasiado tiempo; los métodos que -

- - -1
daremos aqui serdn mas cortos que primero calcular A y luego

formar A™'D.
1. MATRICES TRIANGULARES Y SISTEMAS

En esta seccibén daremos algoritmos para obtener la inver-

sa de matrices triangulares y para resolver sistemas de ecua=--
,

ciones triangulares. Hay varias razones para considerar este -
primer caso especial. En primer lugar, nuestro algoritmos sub-
siguientes facilitan la resblucién de sistemas triangulares. -
Segundo, los algoritmos para sistemas triangulares son compara
rivamente simples. Tercero, los algoritmos proveen ejemplos --
buenos y simplificados de algunas consideraciones practicas re
lacionadas con el almacenamiento y la cantidad de operaciones
efectuadas. Restringiremos nuestra atencidn a matrices triangu
lares superiores, las modificaciones para matrices triangula--

res inferiores serian obvias.

TEOREMA 1.1
Sean A y C de orden £ y m respectivamente, y B una

matriz de orden £ x m. Entonces la matriz
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es no singular si y solo si A y C son no singulares. En este -

caso

PRUEBA

L

Si A y C son no singulares, la matriz del lado derecho de
(1.1) estd bien definida y es la inversa de T.
En efecto:
Sean X, Z de orden £ y m respectivamente, y Y de or-

den £ x m.

A B| [x v [AX + BO AY + BZ
o ¢l lo z) [OX + CO  OY + CZ
[ AX AY + BZ
i L o cz
(1, ©
o

entonces



AX

il
J
>
[l
>

comec A es no singular

'y 2
=> X = A-J

Cz=1,=>1272-= C—Jlm : como C es no singular
=D Z = C_l

AY + BZ = 0 => AY + BC™® =0

=1

1l

=> AY -BC

_A"IBC_I

=> Y

luego T es no singular v (1.1) es su inversa.
II=> n

supbngase que C es singular. Entonces existe un vector di-
ferente de cero x, con m componentes, tal que xtc = O%.
Si Ot denota el cero vector fila con £ componentes, enton-

ces [6t, ;t] #Z0 vy

,_.
o
o
%1
i
| —
-]
il
[ |
ol
o
X1
o+
| S—
- 1
>
w
I

= [0°A + k%0, 0°B + X%] =0

Por lo tanto T es singular. El caso donde A es singular es tra
tado similarmente.

A

El teorema 1.1 tiene mejor uso en consecuencias tedricas.
Note que la matriz A es submatriz directriz principal de orden
£ de T; esto es A = Tw’:| (ver la discusidén siguiendo la defini

cidén 1.3.15).



De (1.1) se tiene que la matriz A-! es la submatriz direc

triz principal de orden £ de T°! . En otras palabras, si T es
. -1 -1\ L L
triangular superior, entonces (TEE]) = (T )[ ]

El teorema 1.1 nos permite describir la inversa de una ma

triz triangular.
TEOREMA 1.2

Sea T una matriz triangular superior. Entonces T es

no singular si y solo si sus elementos de la diagonal son dife

-1 . .
ferentes de cero. En este caso T es triangular superior.

PRUEBA

La prueba es por induccidén en el orden de T. La afirma--
cidn es obviamente cierta para matrices de orden 1. Supdngase
que el teorema es cierto para todas las matrices de orden n>1
y T es de orden n. Entonces T puede ser particionada en la for

ma

donde T,_, es la submatriz directriz principal de T de orden -

- T t
n-1 y t  =[t . tzn""'tn_1,n] . Ahora T, _, y t,, son ma--

trices triangulares de orden menor que n. Ellas tienen elemen-
tos diferentes de ceros en la diagonal. Por la hipétesis induc
tiva ellas son no singulares si y solo si tienen elementos di-
ferentes de cero en la diagonal. Finalmente por el teorema 1.1,

T es no singular si y solo si Th-; ¥ t,, son no singulares.
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-1 . .
Para ver que T es triangular superior, note que por teo

rema 1.1
LN B S
n- n- n nn
771 = (1.2)
0 £ !
nn

. - . - - "J- . .
Por hipbtesis inductiva Tn—l es triangular superior. Por lo -
-1 _ .
tanto T es triangular superior.

A

Regresemos al problema de resolucidén del sistema lineal

Tx =b (1.3)

donde T es una matriz triangular superior no singular de orden

n. La Gltima ecuacidn del sistema (1.3) es

t x =5D
nn n n
del que se tiene
-1
X =t b (1.4)
n nn n
En general, si conocemos Xor X _precerXg 0 podemos rescl

ver la i-ésima ecuacidn de (1.3), que es

t..x., + t. . x. + ... +t. x =Db. ,
iivi i,i+1 i+41 in'n i

para obtener

n

-1
x; = t7;(b; - 1 tijxj) (1.5)
J=1+1

Las férmulas (1.4) y (1.5) definen un algoritmo para el cdlcu-

lo de la solucidbn de (1.3).
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ALGORITMO 1.3:

Sea TeR"™" una matriz triangular superior y no
singular, y sea b ¢R". Este algoritmo calcula la solucién de -
la ecuacién Tx = b

1) |Ppara i = n, n-1,...,1

n
bx, =t (b, - ¥ t..x.)
A 3l 1 j=i+l 173 7

El algoritmo 1.3 para resolver un sistema triangular es al-

gunas veces llamado Métcdo de sustitfucidn hacdia atrds. Matemdti
camente, el algoritmo puede fallar solamente cuando algﬁntii==0,
en cuyo caso t;; no estaria definido. Por el teorema 1.2 esto =
‘ puede suceder solamente cuandc T es singular. En otras palabras,
si T es no singular, el algoritmo 1.3 puede ser completado.

Una importante consideracién préctica es la posibilidad --
que el algoritmo falle por sobrew-carga del computador, aunque -

T sea no singular. Por ejemplo, si

-60
10 1

=1 107°°
y b =1[0, 1]%, entonces k = [-10'2°, 10°°]* . En un computador
cuyo orden de punto.flotante tiene "caracteres" limitado por -
100, la primera componente de X no puede ser representada como
un nfimero de punto flotante y cualquier intento de ejecutar el
algoritmo 1.3 para este dato resultard una sobre-carga.

El algoritmo 1.3 no ocupa los elementos de la parte infe--



rior del arreglo T. Asi esta parte esté libre para otros propd-
sitcs, es decir, para almacenar los elementos de una matriz es-
trictamente triangular infericr.

Finalmente note que el algoritmo 1.3 requiere alrededor de

5 multiplicaciones.

El algoritmo 1.3 puede sexr adaptado para calcuiar la inver

sa § de una matriz triangular superior T. Especificamente si §

la particionamos en columnas, es decir, S = [S$:,S2,...,54), en-
tonces la ecuacién TS = I es equivalente al conjunto de ecuacio
nes

Tsk = ék (k = 1,2,...,n)

Cada ecuacidn puede ser resuelta por el algoritmo 1.3 para
obtener la inversa S. Sin embargo este es un procedimiento ine-
ficiente, para la mitad de los elementcs de S que se sabe gue -
son ceros y no tiene sentido calcularlos. Para evitar esta difi
cultad, sea Sy = [slk,SZk,...,skk]t. Entonces es f&cil verifi--

car gue

SSEI
T Sk = e, ‘ (1.6)

donde ék es ahora un k-vector. La ecuacidén (1.6) es un sistema
triangular superior de orden k para los elementos distintos de
cero de Sk’ el cual puede ser resuelto por el algoritmo 1.3. Si
esto es dado para cada k, resulta aqui un algoritmo para inver-
tir una matriz triangular superior. Por razones que serdn cbvias

mas tarde, resolveremos las ecuaciones en el ordenk =n,n-4,...,1

(conf. al algoritmo 1.5).
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ALGORITMO 1.4

nxn . - .
Sea T eR una matriz triangular superior y no -

-1
singular. Este algoritmo calcula T .

1) Para Xk = n, n-1,...,1
-1
Dosyy = b
._l n '
2) s, = -t ] 385 (1 = k=1,k=2,...,1).
j=1i+1

En este algoritmo hemos tomado ventaja del hecho que todas
las componentes excepto las Gltimas de ék son cero. Como el al-
goritmo 1.3, este algoritmo estéd matemdticamente bien definido
cuando T es no singular. Practicamente la sobre carga puede im-
pedir su ejecucidén completa. Alguna precisidn puede ser ganada
por la ecumulacidn de productos internos en doble precisidn.

Cuando no es requerido guardar los elementos de la matriz
T, ellos pueden ser sobre-escritos en el lugar de los elementos

1

de S =T En efecto, en el algoritmo 1.4, una vez tik ha sido

usado para calcular Siy éste ya no se necesita, y por lo tanto
podemos escribir =

en el lugar de ti Esto lo vemos en el si

k k°

guiente algoritmo para invertir T en su propio arreglo.
ALGORITMO 1.5

nxn . . .
Sea TER una matriz no singular triangular supe

rior. Este algoritmo sobre escribe T con su inversa S.

1) |para k = n, n-1,...,1
-1
1) tkk < Sy = tkk

2) Eip < 85, = —t.) ZH tijsjk(1=k—l,k-2,...,l)




Ambos algoritmos 1.4 y 1.5 requieren alrededor de n’/6 multipli
caciones las cuales difieren en la cantidad de multiplicaciones
para el algoritmo 1,3 por un factor de %.

Este hecho tiene consecuencias importantes para la solu---
cidén de sistemas triangualres.

Un simple esquema para resolver (1.3) podria ser como Si---

gue:

cuando el primer paso es realizado por el algoritmo 1.5. Sin em
bargo, la expresién 1 requiere n®/6 multiplicaciones, ademéds -
que las %; multiplicaciones de la expresién 2 son insignifican-
tes. Obviamente, cuando n sea grande, este proceso es mas caro
que el algeritmo 1.3. En otras palabras, si solamente se requie
re la solucidén de (1.3), no es necesario calcular T

La inversa de una matriz raras veces es requerida en compu

taciones matriciales. Cada vez que solicitemos calcular
x =T b

podemos alternativamente calcular la solucidn de

reconstruyendolo en tal forma se puede ahorrar un buen tiempo de

mdguina, como se muestra en el siguiente ejemplo.
EJEMPLO 1.6

Descamos calcular la expresidn



donde T es una matriz triangular superior de orden n, En vez de

invertir T, puede procederse como sigue:

1) Resolver la ecuacién Tz = ¥y

2) Calcular a = itE

3
6
ademds los célculos gque se efectuan son insignificantes. El pro-

2

ceso alternativo, por otro lado, reguiere solamente %7 multipli

El simple hecho de calcular T requiere multiplicaciones, -

cacilones.
EJEMPLO 1.7

Deseamos calcular

C=T B

donde T es de orden n y B eR"™™M, si particionamos B y C por co-

lumnas, entonces

[C1/CoyevvsCr] = [T7'B1, T " Bayees, T By

1

donde Ci =T Bi; asi las columnas de C pueden ser encontradas

resolviendo los sistemas

TC, =B, (1i=1,2,...,m

3
Si T es triangular superior, el simple cdlculo reqgquiere %T mul-
tiplicaciones para la inversidén de T y otras E%— multiplicacio-
nes para calcular C = T~'B, dando un total de (%n + %m)n
2

multiplicacio-

2 multi

. . . . n
plicaciones. El procesc alternativo requiere m2

nes. Comparando esta cantidad de operaciones, vemos que el pro-

. . . -1 . . .
cedimiento que involucra T siempre requiere mas trabajo que -



el proceso alternativo, aunque la diferencia se hace insignifi-

cante para m >> n.

EJERCICIGS

1.1

2.

Elaborar un algoritmo para encontrar la inversa de una ma-
triz triangular inferior.

Utilizar el algoritmo 1.3 para resolver el sistema

2X1] + 4x, - 2%53 =1
- 3%, + 6x3 = 9

- 13x3 12

Aplicar el algoritmo 1.4 para encontrar la inversa de la -

matriz
2 4 -2
0 -3 6
0 0 =12

Elaborar un algoritmo para resolver un sistema triangular
inferior.

Escribir un algoritmo para encontrar la inversa de una ma-
triz triangular superior T de otra manera diferente al al-
goritmo 1.5 [sugerencia: Resolver los sistemas

Tt _ -t _ _
S, T=e(k=1,2,...,0]

ELIMINACION GAUSSIANA-

En esta seccidn daremos algoritmos para reducir una matriz

a la forma trapezoidal superior. El algoritmo bédsico, llamado -
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ELiminacdidn Gaussiana, minimiza el proceso de eliminacién de --
las variables en un sistema de ecuaciones lineales. Ademas, los
algoritmos pueden ser descritos en términos de operacioneg ma--
triciales, y estas descripciones nos guian a las factorizacio--
nes que se verdn en el capitulo IIT.

Para ilustrar estas ideas consideremos el siguiente siste-

ma de ecuaciones lineales:

2x) + 4x, - 2%X3 = 6
X; — X, + bxy =20 (2.1)
4X1 + X2 - 2X3 = 2

Si 1/2 veces la primera ecuacidn es restada de la segunda y 2 -

veces la primera restada de la tercera, resulta el sistema

2x; + 4%, - 2x%X3 = 6
—~ 3%2 + 06xX3 = =3 (2.2)

~-10

- 7xXo, + 2X3

en el cual la variable X3 no aparece en la segunda y tercera --
ecuacién. Ademés la variable x; puede ser eliminada de la terce
ra ecuacidén sustrayendo 7/3 veces la segunda ecuacidn de la ter

cera y obtenemos

2X1 + 4x, - 2X3 = 6
- 3%X, + 6x3 = -3 (2.3)
—l2X3 = =3

El sistema (2.3) es triangular superior y puede ser resuelto -
por las técnicas de la seccidn 1. Obviamente esta idea de la -

eliminacidén puede ser extendida para dar un método general para
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resolver sistemas de cualguier orden.
Sean A = A; , A v Az las matrices de los sistemas (2.1),

(2.2), y (2.3), respectivamente; por ejemplo,

2 4 -2
Az = |0 -3 6
L0 -7 -2

Entonces A, es cbtenida de A; restando 1/2 la primera fila
de A, de la segunda fila y 2 veces la primera fila de la terce-
ra. De la discusidén de multiplicacién matricial en la seccidn 4
del capitulo anterior, sabemos que A, puede ser obtenida premul
tiplicando A, por una matriz adecuada, y en efecto es facil ve-

rificar que

A, = MA, (2.4)
donde
1 0 0
M, = |-1/2 1 0
-2 0 1
similarmente
A; = M)A, (2.5)
donde
1 0 0
M. =10 1 0
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Combinando (2.4) y (2.5), vemos gue

A3 = M2M1A (2-6)
Asi para resolver el sistema AxX = b necesitamos solamente calcu
lar el vector c = MleE y resolver el sistema triangular supe--

rior
A3§ = MzM]Ag = Mleg = E

Adenéds, la expresidn (2.6) puede ser rearreglada para dar una -
factorizacidén de A en una matriz triangular inferior y una ma--
triz triangular superior. Como las Mj son nQgingulares, tenemos

de (2.6) que

A= M 'M;YA, (2.7)

Como M; ¥y M, son matrices triangulares unitarias inferiores, el

producto de sus inversas también lo es. Por lo tanto, si hace--
-1, _1 . . .

mos L =M M, y U= A;, la ecuacibén (2.7) se convierte en

A = LU,

donde L es triangular unitaria inferior y U es triangular supe-

rior. Como

1 0 0 ) 1 0 v
M=]1/2 1 0 ’ M,=1]0 1 0|
2 0 1 o 7/3 1

L es el producto de matrices triangulares muy simples.
La discusién de arriba depende escencialmente de las matri
ces Mi’ las cuales son llamadas Maftlces Elementalfes Talangula-

res Ingerdones. Comencemos nuestra exposicidén formal de Elimina
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cién Gaussiana con la discusién de sus propiedades.

DEFINICION 2.1

Una matriz elemental triangular inferior de orden

n y de indice k, es una matriz de la forma
M= 1 -aé;,
donde

em=0 (i=1,2,...,k) (2.8)

Las condiciones (2.8) dicen gue las primeras Kk componentes
de m son ceros; esto es, m tiene la forma

- -t .
m = [0,0,...,0 e ..,mnj . En general una matriz elemen

m .
"+ k+2'

tdl triangular inferior tiene la forma

[1 0....0....0]
lo v1....0....0
0 0....1 0

M — 3 3
K 0 0 '_mk+1 9
0 0...-m ...1
n i

Asi una matriz elemental triangular inferior es una matriz iden
tidad con algunos elementos adicionales distintos de cero en la
k~ésima columna bajo la diagonal.

Las matrices elementales triangulares inferiores son fé&ci-

les de invertir.
TEOREMA 2.2:

Sea M =1 - me, una matriz elemental triangular in

t
k

ferior. Entonces



PRUEBA

- —t
Sea X =1 + nlek . Entonces

)

ot

Mx=(1—ﬁép(1+ﬁé

o

Aocr

efmet
x S

=3

— = - —t
=1 -
me +mek

m) &

Dl

(

]
—
|
=31
=t

t
k

Como M es una matriz elemental triangular inferior, ékﬂ = 0. -
Por lo tanto MX =] y X es la inversa de M.
A
El significado computacional de las matrices elementales -

triangulares inferiores es gue pueden ser usadas para introdu--

cir componentes cero en un vector.
TEOREMA 2.3

~t=- . P .
Sea ekx = Xk # 0. Entonces existe una Gnica matriz -

elemental triangular inferior M de indice k tal que

< t
Mk =[x %, 00x,,0,...,0] (2.9)

PRUEBA

Tenemos M de la forma M =1 - me Como M es de indice k,

t
K

debemos tener que

mi = 0 (i = 1,2,...,k) (2.10)
Ahora
r = ____t <
Mx (I meak)x
= X - (mey) X
= %X - m(erx).



Como las n-k componentes de Mx son ceros debemos tener que

X, -—xm, =20 (i = k+1, k+2,...,n)
i k1
y si x, # 0
X,
m, = -~ (i = k+1,k+2,...,n) (2.11)
i X,

asi, si M existe, estd determinada en forma fnica por (2.10) y
(2.11) . Por otro lado, si X, # 0, entonces el vector m puede --

ser determinado de (2.10) y (2 11), y es f&cil verificar que la

purs

matriz asociada M = ] - me- satisface (2.9)

e

A
Asi cuando X, # 0, podemos multiplicar X por una matriz -
elemental triangular inferior de tal manera que las fGltimas com
ponentes de X sean reemplazadas por ceros y las otras componen-
tes se dejan inalteradas.
Cuando x, = 0, tal matriz no existe, a menos que

k
xk+1,...,xn sean tambien ceros, en cuyo caso cualquier matriz -
elemental triangular inferior de indice k har& el trabajo. Serd
notorio que las ecuaciones (2.10) y (2.11) definen un algoritmo
para calcular m y por consiguiente M.

En el método de eliminacién Gaussiana para reducir una ma-

triz a la forma trapezoidal superior, la matriz es premultipli-

cada por una secuencia de matrices elementales triangulares in-

feriores, cada una escogida para introducir una columna con ce-

ros bajo la diagonal.

Sea A1 = A una matriz mxn. Si a(l) = a

1 11 €S distinto de -
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cero, entonces por el teorema 2.3 existe una finica matriz ele--
mental triangular inferior M, de iIndice 1 que elimina los m-1
elementos de la primera columna de A;. Si A, es premultiplicada

por M,, resulta una matriz A, de la forma

(1) (1) (1) (1) ]
11 12 13 "% 1n

(2) (2) (2)
0 ) Ayy’rr-lyy

Az = M1Ay = |0 al2) al2) . ql(2)
. .32 .33 3n

0 a(?) a(2)".a(2)

m?2 ms mn |

El nGmero que aparece entre paréntesis en la parte supe---
rior de cada elemento de una fila, nos indicard las transforma-

ciones realizadas.

Note que la primera fila de A, es la misma que la primera

fila de Ai.
En general supdngase que Ak = Mk_l...MlA1 tiene la forma -
4 (k) (k)
All A12
A =
k (k)
0 Az,

donde Aff) es una matriz triangular superior de orden k-1 y pa
rai=1,2,...,k -1 la i-ésima fila de Ak es igual a la i-ési-

ma fila de Ai' Por ejemplo, conm = n = 5 tenemos



As =

()

(1)

11 12
0 aiz)
0 Q
0 0
0 0

(3)
Ay 3

(3)

a53

(1)

14

(2)
24

(3)
Lyy

(3)
Ayy

(3)
gy

Ay s

a

(3)

(3)

55 J

. k . . .
Si aik) # 0, entonces existe una matriz elemental triangu-

lar inferior Mk tal cue anula los dltimos m -k elementos de la
k-ésima columna de Ak' Una matriz semejante puede escribirse en

la forma

donde ML es una matriz elemental triangular inferior de indice

1. Ahora
o (k) (k)_
(Ik—l 0 A11 A12
L= MA. -
Ak+1 K k 0 M! 0 Azz
(k) (x) |
A11 A12
= . (k)
0 MxAz22

Asi las primeras k-1 filas de Ay,, son iguales a las Ax. Como la -

k)

. . ( (k) ) .
primera fila de A,, MLAzz son las mismas, las primeras k

filas de A, y A
(k) k k+1

MkA22 tiene la forma

son iguales. Tambien por construccidn de Mk’
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b4 X « . X
0 X o« « « X
| 0 X, X

Por lo tanto, la submatriz directriz principal de orden Kk
de Ay,;, es triangular superior. En otras palabras, Ayxy, es un -
paso en el transcurso de la reduccién.

La reduccidén termirar& cuando nos salgamos de las filas o
columnas. Cuando m>n, esto sucede después del n-ésimo paso. -
Cuando m<n, la matriz es de la forma trapezoidal inferior des-
pués del (m-1)-ésimo paso. Por ejemplo cuando m = 1, no se re--
gquiere reduccién, ya que un vector fila es trivialmente de la -
forma trapezoidal superior. Asi la reduccidn termina con la ma-

triz A,.,,, donde
r = min {m-1,n}

La reduccién de A es constructiva en el sentido que podemos es-
pecificar un algoritmo para el cdlculo de Ay y My. Especifica--

mente, la k-ésima columna de Ak es el vector

t
_ (k) [(1) (2) (k) (k)]

Cy i N AR L. R S

y My es la matriz elemental triangular inferior de indice k tal

que
wosOo [ e L0 1"
Kk 1k %ok rrcrByk P
Por el teorema 2.3, M =1 - p &t donde

k k "k’
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t
mk: [0’0"."0’mk+1,k"'.’n]mk]

o)

K _(i = k+1, k+2,...,m) (2.12)

k)

(
Tk

(k)

Kk # 0. En

Asi Mk estd determinada en forma Gnica cuando «
principio Ak+1 puede ser calculado formando M, y calculando el
producto M.A;. Sin embargo, considerables ahorros en operacio--

nes y almacenamientos pueden ser obtenidos tomando ventaja de =

la forma especial de My. En efecto,

- -t
Agpr = MAy = (1 - mype) Ay
- _ = =t
A = meAy
Ahora éiAk es la k-&sima fila de Ak' Por lo tanto la i-&sima fi

la de Ak+1 puede ser formada restando m,, veces la k-ésima fila
de Ay de la i-ésima fila de Ag. Como m;y = My = ... = My = 0,
solamente las filas k+1, k+2,...,m son alteradas. En términos -

de elementos tenemos

a1 =0 (1= k41, k+2,...,m) (2.13)

(k+1) _ (k) _ (k)

Yy ooy = Ay k%5
(1 = k+1, k+2,...,m ; j = k+1, k+2,...n) (2.14)

Las ecuaciones (2.12) al (2.14) especifican completamente
los cdlculos involucrados en la reduccibn. En cuanto al almace-
namiento concierne, podemos hacer que los elementos de Ak+1 se
sobreescriban en los lugares correspondientes a los elementos -

de Ay. En aplicaciones tales como resolver sistemas lineales, -
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es importante conocer las matrices My.

(k)

) es usado para calcular M;,, éste no es
ik 1

Después que el a
utilizado de nuevo, y en efecto es reducida a cero en la trans-
formacidén de Ay v Axy,. Por lo tanto, si queremos almacenar so-
lamente los elementos diferentes de cero de A, ,r el nlmero My
puede ser colocado en el lugar originalmente ocupado por Aspe
Estas consideraciones pueden ser resumidas en el siguiente

algoritmo.
ALGORITMO 2.4 (Eliminacién Gaussiana)

Sea A una matriz de orden m x nconm > 1 y sea -
r = min{m - 1, n}. Este algoritmo sobreescribe A con la matriz
trapezoidal superior Ar+1. Los multiplicadores m;, se sobrees--

criben en los ajx.

1) |para k = 1,2,...,r
ik
1) Ay < m., =z (i = k+1, k+2,...,m)
kk
2 a < - | = e 0=
__1 i3 aij mikakj(l k+1,...,m; j=k+1,...n)

El nGmero de multiplicaciones para este algoritmo estd dado por

r r
) (m=-3)(n=-9) = J (mn=-mj-nj+3j?)
j=1 =1
_xd r? 3m+3n-3r -1
= 3 - (m-kn)if + mnr - 3 Jr

Cuando r es bastante grande el nlmero de multiplicaciones es -=-
aproximadamente

rd r?
=5 - (m + n) 5 + mnr



Sim=n, entonces r = n-1, v el nGmero de multiplicacio-

nes seria.

n-1J n-1
J (n=-3)(n-3) ) (n-3)2
j=1 j=1

desarrollando el miembro derecho de la expresidn anterior, cbte

nemnos
n-1 n-1J
) (n-3)?%= 7 3% ,
j=1 =1
n-t n? n? n
luego jZ]J =3 "2 7%

Cuando n es considerablemente grande, el nfimero de multi--
3

plicaciones es aproximadamente -

La generalizacidn para resolver sistema de ecuaciones li--
neales por el método de eliminacidn Gaussiana con sustitucidn -

hacia atrds estd dada en el siguiente algoritmo.

ALGORITMO 2.5

Sea el sistema lineal

Ax =D (2.15)
es decir
@A11X1 + A12X2 + ... + QinXn = b1 = ai,n+1
A21X1 + a22X2 + ... + aznXn = by = az,n+a
amlxl + am2X2 + s o 8 + a.man = bm = amln.{-l

este algoritmo resuelve el sistema (2.15).
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1) Construir la matriz aumentada

B N
ai aiz €13 «<«.. din | &1 ,n+1
!
[
a2 az2 23 ... G2n | a2z ,n+1
. ' -
. . . ’ .
. . | .
| Am1 am2 Gmz +.. Amn | dm,n+1|
2) Hacer ¥ = mini{m=-1, n}
3) |para k = 1,2,...,r
@y
< = =% (i = k+ +2,...,m
1) . m, a (i k+1, k+ 2, ,m)
kk
< ‘ - m i = k+1,... ; j=k+1,...,n,n+l
2) aij aij ikakj(l k l, , J ’ 111, )
4) Sim > n, ir a paso 6)
5) 8i a # 0, ir a paso 9)
mm
6) Si aj,pn+y = 0 para i =r+1, r+2,...,m, imprimir el mensaje

"el sistema no tiene solucidén" e ir al paso 10)

7) |Hacer para i = r, r-~1, ..., 1
-1 r
Doxgo=ag(ay - ag5%;)
J=1+1

8) Ir a paso 10)
9) |Para i = m,m-1,...,1

m

1) x, =a. (a - ) a,.x.)

i ii' 1,n+1 j=i+1 1373
10) El1 proceso se ha completado.

Nota: Este algoritmo va hacer aplicado a un sistema lineal de or

den 3 en el ejemplo 4.1 de este capitulo.
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(k)

L (k = 1,2,...,r) son llamados elementos de

Los nmeros «
la reduccién. Asi como estan dados los algoritmos (2.4) y (2.5)
pueden ser completados si y solamente si todos los elementos pi
votes son diferentes de cero. Es conveniente que la matriz ori-
ginal tenga una condicidn bajo la gue los elementos pivotes es-
ten garantizados que sean diferentes de cero. Tal condicidn es-

td dada en el siguiente teorema.
TEOREMA 2.6

Los elementos pivotes aii) (1 =1,2,...,k) son dife~

rentes de cero si y solamente si las submatrices directrices --

principales ALl] (i =1,2,...,k) son no singulares.
PRUEBA .

Esta prueba es por induccidén en k. Para k = 1, el teorema

[1] (1)

es trivialmente cierto cuando A = a,, . Para el paso inducti

[1]’...,A[k—1]

vo es suficiente asumir que A son no singulares -

y mostrar que A[kj es no singular si y solo si aéi) # 0.
(2) (k~1) £ 0

22 ,...,ak_l Por --

Por hipbtesis inductiva, afi) a
tanto el algoritmo 2.4 puede ser completado hasta su (k-1)-&si-
mo paso para obtener matrices triangulares inferiores Mi de in-

dice 1 (i = 1,2,...,k-1) tal que

(k) (k)7
A My 1 M MiA = A Ara
k = k-~ 1Mk -2 1 (k)

o 22

donde Af§)

1 k-1 ] . .
afl),--.,aﬁ_lli_l. Se deduce gue AEkJ es triangular superior --

es triangular superior con elementos en la diagonal



94

. (1 (k-1)
con elementos en la diagonal all),...,ak_llk_l,aéi). Como

(1) (k-1)
a1 ""’ak—l,k—l

aﬁi) # 0. Ahora como M;,...,Mk-1 son triangulares inferiores -~

[x]
Ay

Z 0, AEk] es no singular si y solo si

(ejercicio 1.5.8).

= wbx) L ]

Como Mi es triangular inferior unitaria, lo es tambien -

[x]
k

k
Asi A[ l es no singular si y solo si A es no singular,

lo que es cierto si y solo si aﬁi) =0

MExd

A

En su k-ésimo paso el método de eliminacidn Gaussiana pro-
duce matrices triangulares inferiores Mi de indice i(i=1,2,...,k)
tal que Agxy, = MiM_,...MA tiene ceros debajo de los primeros
k-elementos de la diagonal. Una vez iniciado, el método procede
siempre que los elementos pivotes sean diferentes de cero. Esto
sugiere que las matrices M;,M,,..., M  son determinadas en forma
Gnica por el requerimiento que MyMyx-;...M;A tiene ceros bajo --
los primeros k elementos de la diagonal. El1 siguiente teorema -

nos da la unicidad de estas matrices elementales.

TEOREMA 2.7

[2] A2 A0

sea A eR™" y supdngase que A son no
singulares. Para i =1,2,...,k sea Mi y Ni matrices elementales

triangulares inferiores de indice i. Si MM, _,...MA vy

NgkNg-1...N)A tienen ambas ceros debajo de sus primeros k elemen

tos de la diagonal, entonces M; = N; (i =1,2,...,k)



e
[9)]

PRUEBA

La prueba es por induccién en k. Para k = 1, M; y N; son
matrices elementales triangulares inferiores de iIndice 1 qgue in
troduce ceros en los Gltimos m- 1 elementos de la primera colum
na de A. Como a;; #¥ 0 estos reguerimientos determinan en forma
Ginica a M; y N; (Teorema 2.3) las cuales son indudablemente =~
iguales.

alrl, Al

Para el paso inductivo, asuminos que son no
singulares y que Mg...M;A y Nx...N:A tienen ambas ceros debajo
sus ?rimeros k-elementos de la diagonal.

Como Mk es una matriz elemental triangular inferior de in-

dice k, tambien lo es M;l, y es facil verificar que
Mi—1++.MA = Mo Ng. . Ny A

tiene ceros bajo sus primeros k-1 elementos de la diagonal. --
Igualmente Ng_;...N;A tiene ceros bajo sus primeros k-1 elemen-
tos de la diagonal. Por la hipdtesis inductiva
Mij=N; (i =1,2,...,k-1). Por lo tanto Mk-1...MA = Nkx-1.,.N:A = Ay,
donde Ax es la matriz resultante de los k-1 pasos de la elimina
cidén Gaussiana. Por el teorema 2.6, aét) # 0. Por tanto M, y Ny
son las {inicas matrices elementales triangulares inferiores de
indice k que introducen ceros debajo de la k-&sima elemento de
la diagonal de Ayx. Se sigue que My = Ny.

A

El algoritmo 2.4 se interrumpe en el paso 1.1 cuando el pi

vote ayxy = 0. Si algunos a;, # 0 (i = k+1,...,m), entonces la -
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reduccién no puede ser continuada. Sin enbargo, si

aip = 0 (i =

k+l,...,m), entonces Ax es va cero bajo su k-é&simo

elemento de la diagonal, y cualquier matriz elemental triangu--

lar inferior de indice k puede ser usada como My, asi,si surge

un elemento pivote que es cero cn el paso X,

nuar la reduccidn, pero My,Mix+1,..

EJEMPLO 2.8

es posible conti--

.My no serian finicas.

Tlustremos varias situaciones que pueden surgir en -

la reduccidén en

las siguientes

matrices 2 x 2.

Note que r=1

Yy por lo tanto a;;es el factor determinante en la reduccidn.

1. all#O
1 2
A1=
13
2. a1 ?40
1 2
A1=
1 2

Aqui A, es singular.

inica.

14

1
M, =

-1

1
M1=

-1

Noétese que

M1

La reduccibén no puede continuarse.

4, a11=0

1 21
7 A2 -

0 1

1 2
’ AZ =

0 0

estd determinada en forma
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A, =

Aqui la reduccibn puede terminarse, pero no es (nica. En efec

to para cualquier c¢ podemos construir

1 0
M1 =
c l_
dando
0 1
A2=
0 2+cC

Hemos visto arriba gue la reduccidn de una matriz a la forma

trapezoidal falla cuando el elemento pivote aé:) es cero.
El siguiente ejemplo ilustra las consecuencias de calcular

con un elemento pivote pequeno.
EJEMPLO 2.9

Sea
0.001 2.000 3.000
A1 = | =-1.000 3.712 4.623

-2.000 1.072 5.643

Luego utilizando solamente cuatro digitos en la reduccidn
de A a la forma triangular superior producird las siguientes ma

trices.

1.000 0.000  0.000
M = |1 000. 1,000 0.000

2 000. 0.000 1.000
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[0.001 2.000 3,000
A, = |0.000 2004.  30Q05.

| 0.000 4001,  6006.] ,

[1.000 0.000 0.000]
M, = [0.000 1.000 0.000

1 0.000 =1.997 1.000] ,

[0.001 2.000 3.000]

A; = [0.000 2004. 2005.

10.000 0.000 5.000]

Hay razdén de dudar en este cdlculo, por una rigurosa cance
lacidn ocurrida en el cdlculo del elemento (3.3) de A; por la -
férmula

42 [6006. =(1.997) (3005.)]

En efecté el valor correcto del elemento (3,3) con cuatro
cifras es 5.922, lo gue no estéd de acuerdo con el valor calcula
do en el segundo cdlculo. Si este valor encontrado es empleado
en sigulientes célculos, el resultado serd en general exacto so-
lamente en una o dos cifras.

El ejemplo anterior sugiere que el aparecimiento de un pi-
vote pequeno en el curso del algoritmo 2.4 puede causar proble-
mas serios. Cuando se tiene un problema de esta naturaleza el -
sistema puede ser arreglado de nuevo, asi que la reduccidn es
efectuada con una matriz diferente para el cual no tengamos ele
mentos pivotes pequefios. Por ejemplo, supbngase que la matriz -

en el ejemplo 2.9 ha surgido relacionada con la solucidén del --
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sistema lineal.

0.001 x; + 2.000 x, + 3.000 x; = 1.000
-1.000 x; + 3.712 x, + 4.623 x; = 2.000
-2.000 x; + 1.072 x, + 5.643 x3 = 3.000

Si la primera y la segunda ecuacidn son intercambiadas, re

sulta un sistema lineal cuya matriz

-1.000 3.712 4.623
0.001 2.000 3.000

-2.000 1.072 5.643
puede ser reducida sin dificultad.

Las consideraciones anteriores sugieren gque modifiquemos -
el algoritmo 2.4 para evitar los elementos pivotes pequenos in-

tercambiando las filas y columnas de la matriz A. Especificamen

te si en la k-ésima etapa de la reduccidn, el elemento ait) es

sumamente pequeno, podemos escoger alglin otro elemento, es de--

cir a(k)z # 0 como pivote. Si intercambiamos las filas k y Yy
k' 7k
y tambien las columnas k y Z, el resultado es para moveraydz
X'k

a la (k,k) posicibn, y la reduccidn puede ser continuada con el

nuevo pivote. Obviamente, debemos tener que Yy 2 kyz >k, de

k
lo contrario los intercambios distorcionardn los ceros previa--
mente introducidos en la reduccidn.

En términos matriciales el algoritmo modificado puede ser
descrito como sigue. En la k-&sima etapa, Ak es premultiplicada

Yy posmultiplicada, respectivamente, por las permutaciones ele--
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mentales Ik g Y I . (conforme ejem. 1.4.13) y tambien pre--
"k "k

multiplicada por una matriz elemental triangular inferior Mk de

indice k escogida para introducir una nueva columna de ceros. -

Asi
Ak+1 - Mka,ykAka,zk
Por simplicidad de notacibn, denotaremos la pernutacidn --
elemental Ik,yk y Ik,zk por Pk y Qk, respectivamente, asi que
A, = MPAQ | (2.16)

La incorporacidén de intercambios en el algoritmo 2.4 com--
plica la expresién para Ak' Se pensaria que seria mas dificil -
analizar el algoritmo modificado. Afortumadamente, como muestra
el siguiente teorema, el algoritmo modificado es equivalente a
hacer todos los intercambios primero y entonces aplicar el algo

ritmo 2.4.
TEOREMA 2.10

Sea el algoritmo modificado aplicado a A prbducien—

do matrices Qi’Pi’Mi’ y Ai+1(i =1,2,...,k).

Sea

At = PP ...PAQQ,...Q

El algoritmo 2.4 puede ser aplicado a A' por medio de su -

k-ésimo paso. Si M! y A

j4; (4 =1,2,...,k), son las matrices -

producidas por el algoritmo 2.4, entonces

= A
k+1 k+1
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Mi = Pk'k—1"'Pi+1MiPi+1"'Pk—1Pk (2.17)
PRUEBA

De la ecuacidn (2.16) se sigue que

Apiy = MkPkMk_lPk_l...MIPIAQJQZ...Qk
2 _ . -.1_ . "
ya que Pi =1 , es decir que Pi = Pi por lo tanto
_ VR Tal
Ak+1 = MkMk_l...MlA (2.18)

donde M; estd definida por (2.17). Ahora es fécil verificar que
si Mg es una matriz elemental triangular inferior de indice k y
i,j > k, entonces IiijIij es tambien una matriz elemental trian
gular inferior de indice k. Se sigue que Mi es una matriz ele--
mental triangular inferior de indice k. Los primeros k elemen--

tos de la diagonal de Ak+ son diferentes de cero y por lo tan-

1
to las primeras k submatrices principales directrices de A' son
no singulares. Asi por el teorema 2.6, M;,M;,...,Mi Yy Ak+1 son

el resultado de aplicar k pasos del algoritmo 2.4 a A'

4
El ejemplo 2.9 sugiere que debemos escoger el pivote tan -
grande como sea posible. En otras palabras deseamos escoger Yy

Y Zyr ambos no menores que k, asi que

q (k)

yk’zk

a(k)

5 (i =k, k+1,...,m ; j = k, k+1,...,n)

Existe la posibilidad que este méaximo elemento sea cero; -
sin enbargo, esto puede suceder solamente cuando las Gltimas -

m-k filas de Ak sean ceros, v en este caso Ak ya esti en la --
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forma trapezoidal superior. El algoritmo modificado con los pi
votes escogidos anteriormente es llamado eliminacidn Gaussiana

con pivotamiento completo.
ALGORITMO 2.11 (Eliminacidén Gaussiana con pivotamiento completo)

Sea AeR™" con m > 1. Este algoritmo calcula la -
solucién del sistema (2.15). Los indices de las filas y colum--

nas permutadas son yk y Z respectivamente.

kl

1) Construir la matriz aumentala

a1 a2 a3 Ain | A1,n+1
I

az1 Az das dan : damn+1
l
!
| -

_ dm1 Am2 Amz. +« « Amn | %m,n+1

!
2) Hacer r = min{m - 1,n}

3) | para k =1,2,...,r
1) Encontrar Y12, 2 k tal que
a = méx {|a,.|: i,5 > k
I yklzk‘ ' ljl ’j - }
2) x. < X
k zk
3) Sia . = 0, hacer r= k-1 e ir a paso 10.
Yir %y ,
4) akj <—> ayk . (7 = k,k+1,...,n+1)
1]
5) aik <—> ai,z (i = 1,2,...,m)
k
ik
6) a. . < m.o= (i = k+1, k+2,...,m)
kk
7) aij < aij - mikakj (1 = k+1,...,m ; j = k+1,...,n+1)
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4) Si m>n, ir a paso (6)

5) Si «a # 0, ir a paso (9).
mm

6) Si @ # 0 para i = r+l, r+2,...,m, imprinir el mensaje
’

"el gsistema no tiene solucidén" e ir a paso (10).

7) Hacerpara 1 = r,r-1,...,1
X
-1
0 oxy o= oagy (e 0m L aguxg)
J=1+1
2) x <— X
zZ . 1
1
8) Ir a paso (10)
9) Para i = m,m-1,...,1
-1 Ry
Doxg o= agy lay o= L k)
J=1+1
2) x < X,
Z , 1
h
10) El proceso ha terminado
A

Para mostrar la efectividad del algoritmo anterior resolve-
remos un sistema de ecuaciones lineales que tiene el ntmero de -
ecuaciones menor que el nlmero de variables, para el caso, el -

sistema es de orden 3 x 4.
EJEMPLO 2.12

Aplicando el algoritmo 2.11, resolver el siguiente -

sistema:
3x; + 6%, - x; + 8x, = 10
2x, + 4x, + 4x, + 3x, = 9
X, + 2x, - x, + 3x, = 3

1 2 3 b
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a matriz aumentada
1) L triz entada es

2) r = min {m - 1,n}
r = min {3 - 1,4}
r = 2

k =1
1) vi,z1 > 1 tal que |a =max {|la..|: 1,7>1} = a1, =8
- Y 2, 1J
2) X7 <— X4
3y a;, =8 #0
4) a1j< > alj (3j=1,2,3,4,5); (la primera fila no cambia).
5) a. < > a, (1 = 1,2,3)
11 1y
aj< > A1y 8 6 -1 3 '10
|
Ay < > oy > => 3 4 4 2 ! 9
|
as;< > aqu 3 2 -1 1, 3]
ail
6) ai1< g mil - a1 (1=2,3)
< > _ =3 8 !
Az mp; = a1l = g = 6 -1 3 |lO
a sr 3/8y 4 4 2 19
a31< > miz; = % = _g_J /\'__;\/\ |
e 3/8 2 -1 1 | 3
AN
7) aij< > ay. - milalj (i=2,3; 3=2,3,4,5)
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i =2
3 7
Ay <—= Qg2 = Mzi1d1p = 4 =~ 7 (6) = 7
3 35
23 <——— Q23 =~ M21413 = 4 = g'("l) = 5
3 7
Aoy < Goy = Mp1dyy = 2 -~ g (3) = g
21
Aps <—— d25 = M2315 = 9 - % (10) = v
i=3
3 1
Az < Azz = m31d12 = 2 - % (6) = - Z
3 5
3z < 33 — m31@r3 = -l"§ (-1) = ~ el
1
Azy < Agy = M3 A1y = l"% (3) = - el
azs < Az3s — M31A1s5 = 3"% (10) = - %
B 6 -1 30 10
- |
N
> 1 3/¢ 7/4 35/8 7/8 | 21/4
srTN :
_(3/8) -1/4 -5/8 =-1/8 | -3/4
-
k = 2
1) y2, 22 > 2 tal gue |a = max{ |a |:ij>2}=c123=§-E
! — Y2.,22 lJ - 8
2) X < X3
3) az; = %; # 0
4) a,y < > a3 (Jj = 2.3,4,5) ; (la segunda fila no cambia)
5) aiz< > ajs (1 =1,2,3)
ay2< >a131> "8 -1 6 3 : 10 7
- '
Wy <o——> o5 > => ‘g/s) 35/8 7/4 1/8 121/4
g !
a3 < > 33 L ’3/8‘ "5/8 -1/4 "1/8 i—3/4
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a.
6) ajis < Mip, = —= (i = 3)
a,,
%2 5/ 2
sz <——M32 = = = 3578 = 7 7
7) aiy < @yg = omy d, (i =3 ; J = 3,4,5)
1 1 (7) _
gy © Agg = My,8,3 = -7~ [_ 7]{3} =0
. 1 1) (7} _
Mgy <77 dyy — Myly, = = 5 = [_ 7]L§} =0
3 (1) (21)
Ays < Ags = M3l = = 7 ~ ‘— 7} 4J =0
g -1 6 3:10‘
”\\ |
=D @/8, 35/8 7/4 7/8 1 21/4
7‘-1‘/ —_—— |
8/8 <1/7 0 o, 0 _
:3/\n=4—'—'—>3%4
= a = 0
mm 33
. =0 cuando i = 3
i, n+1
@ys = 0
Para i = r,r-1,...1
1) i=2,1
_ _21/4 _ 42 _ 6
*2 = 1 (azs) = 35/8 35 7§
2) x3 < X2
1) =, = @ (a1s = ay12%2)
_ 1 (42 156 _ 7
2) Xy, < X




6 7
:>.X3="5"/\X'+:'§‘

NOTA: Los nlimeros encerrados en circulos en cada matriz son los

nlmeros de los my . e

En la préactica, el paso 3.1 del algoritmo 2.11 puede --
consumir una buena porcibn de tiempo despué€s que busca el mas -
grande alrededor de los (m-k+1){n-k+ 1) elementos de A. Una
alternativa frecuentemente usada es buscar solamente la k-&sima
columna para el elemento mayor y efectuar intercambio de fila -
para llevarla a la posicidn pivotal. Si en el k-ésimo paso el -
pivote es cero, los ceros requeridos estan ya en la k-é&sima co-
lumna y tomamos M, = I. Esta estrategia de pivotamiente es lla-

mado Eliminacidén Gaussiana con pivotamiento parcial.
ALGORITMO 2.13 (Eliminacidn Gaussiana con pivotamiento parcial)

Sea A una matriz mxn. Este algoritmo calcula la
solucidn del sistema (2.15) intercambiando filas en la matriz -

aumentada.

1) Construir la matriz aumentada

(a a . . . . a f ]
11 12 In | 1,n+1
a a . . . .a ' a
21 22 2n | 2,n+1
;o
ol
a a P ¢ & !
m} m2 mn | m,n+;j

2) Hacer r = min {m - 1,n}



3)

4)
5)
6)

7)

8)

9)

10)
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Para k = 1,2,...,r
1) Hallar y, > k tal que |ayk,k| = max {|aik i > k}
2) 51 a = 0, tomar siguilente k.
Yy ek
3) a ., <—> a . j = k, k+1,..., n+l)
kJ Yy o] (3 ' ! !
Liy
_ = - { = - 1
4) Aip < m a (1 k+1l, k+2,..., m)
kk
5) a P -m, a (i = k+1,...,m ; j = k+1,..., n+l)
ijJ ij ik kj
Sim>n ir a paso 6)
Si a . # 0 ir a paso 9)
Si «a # 0 para i = x+1, r+2,.,.,m, imprinir el mensaje -~

i,n+;

"el sistema no tiene solucidén" e ir al paso 10)

Hacer para 1 = r,r-1,...,1
1) %, = a..(a - ) a,.x.)

i ii'%i, n+

Ir a paso 10

Para 1 = m,m-1,...,1
_1 T
l) x, = a,. «a, - 2 a,. .
i ii i, n+1 L2 ij 3
J=i+1

El proceso ha terminado.

A

EJEMPLO 2.14:

Empleando eliminacidén Gaussiana con pivotamiento --

parcial, resolver el sistema



2)

3)

1) y, > 1 tal que |a

2

3

)

)

a

a

=
ylll 2
. <—> A
1]
[
11 > Ad
12 STT> a
13 <—> a
1 ST 4
. < nm
il
21 < m
31 < m
41 < m

+ 2x2 4
- 2x2 -
- 5x, +
+ 4x, +

viJ

\
21

22

!
3 #0

(7 = 1,2,3,4)

3

rl

-2

Wk Wi W

max {|a, [:

-1 15
2 2
3 '—-4
6 ' 0
2,3,4)
T3
_. |1/3
2/3
1/3

i> 1}

10



ij ij 11713
i=2
- - 9 1, 2
pp < PP Mypydyy, = 2 = 4~
a. . < a -m,. a = 2 - l(—l
23 23 21713 3
Apy < Qo — My by, = 2 = %(5
i = 3
2
A3, < U3, = My 8y, =5 5(-2)
2
a,, < @y, — W, 0, . = 3 - §(_1)
_ 2
Qyy < Uy, = Mmy,a,, =-4- §( 5)
i = 4
- =4 - 2(2
Ay, < Ly, My,&,, = - §(_ )
a < a = 6 L
43 w3 T My, 4y = - §(_l)
a < a -m, . a = 0 - i( 5)
4y 4y y1%1y 3
3 -2 -1 , 5 ]
/3 8/3 1/3  1/3
—_
2/3 =11/3 11/3 ' -22/3
| 1/3 14/3 19/3 . -5/3 ]
k = 2
1) y, > 2 tal que |« | = mdx {|a,
Yo 2 =
_ 14
2) aYQ,z - auz T3 7 0

3) azj <—> a“j (3 = 2,3,4)

w|

Wi~ Wl~I



3 -2 -1 v+ 5 ]
Ayy <777 Gy 77 ) :
1/% 14/3 159/3 ,-5/3
yy <777 Qyy p =2 ;-"\ :
?/3}—11/3 11/3 -22/3
a,, <—> a,, LN
' L 1/3 8/3 7/3 ' 1/3 |
a. B _
4) a. < m, = -——% (i = 3,4) 3 -2
iz i2 a
22 i~
11 £
a S = “ao = —-§t~= JLih \gfél 1473
32 Mo = @, 7 14 iz ST
I 273} -11/14
a LN -~
_ w2 _8/3 _ 4 A ‘0
“up MG =g oTHg Tog ) W2 WU
3
5) aij < aij T My, Ay (i = 3,4 ; 7 = 3,4)
1= 3
< _ 11 (. 11)(19) _ 121
Q33 ST A3y T Myl = 737 1z) 3] - 14
22 11 5) _
gy < Qagy = M3,8,, = = 3 —[" IZ]{— j} -
i = 4]
4 e _ A -1 _4 19)__9
43 Ly s My =3 7 *§_J" 7
1 4(-5]1 _ 9
Qyy < Qyy = Mydyy, = 3 7 7[??] -7
-3 -2 -1, 5
/3 14/3 19/3 , =-5/3
N7
o~ ,—\ 1
/3 -11/14 121/14,-121/14
7 TN 77N '
_l]\_/;,‘ !@/,7) -9/7 97
kK =3
1) y, > 3 tal que ‘ay = max {lai |: i > 3}

19/3

11/3

7/3

33




4)

6)

Sim>

Para 1

a.,
i,n+1

N 2
33 14
<—>a . [(j= 3,4
3]
< > a
33
> A,
< = i (1 = 4)
T iy Toay
-9
. C%s o TT 18
Mes = @, 7 7121 T T 121
Z
3 -1 -1 : 5 ]
/\\ f
/3 14/3 19/3 ! -5/3
FARRAN /r\\ |
/3 -11/14 121/14 :—121/14
/:/\ ,\"’\ LN !
\ |
[ 1/3 ’51\/’7/‘» -18/121y  9/7 |
<— a,, ~m, a . (1 =4; 3 =4)
13 13 33
4 —moa. =2 A8)[ 121} _
ve T Mes®se T 7 TIT 127 14
[ 3 -2 -1 ! 5
PR |
1/3 14/3 19/3 ! -5/3
— - |
77N /’H‘. | ’
/3 -11/34 121/14 ;-121/14
~ - - ’
roN 7o TN, |
L 1/3) @4/7  -1g/121! 0 |
n (4 > 3) ir al paso 6)
= 4
= =0
[N

112
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i=3
1 14 121
Xs =@, (ay,) = 151 (= 7T7)
x, = -1
i =2
X, = . (d,, = &,;%,)
22
_ 3|_5 _ (19, ,_
-ﬁ[ S <3)<1>}
= 3 (14
14 73
X, = 1
i=1
x, = 1 [al - (a,,x, + a13x3)]
all *
= (5 - [(-2) (1) + (-1 (-1]}
- % (5 + 1)
X, = 2

Otra alternativa para obtener la solucidén de un sistema

de la forma AX = b a través de la eliminacién Gaussiana se da -

a en el siguiente algoritmo.

. ALGORITMO 2.15

Sea Pi yM (i=1,2,...,n-1), vy An las matrices



obtenidas aplicando eliminacidn Gaussiana con pivotamiento par

cial a A (pasos 1,2 y 3 del algoritmo 2.13). Dado el n-vector
b, este algoritmo calcula la solucidén del sistema Ax = b.
1) x =b
2) Parak=l,2,...,n“l
1) x <—— MkPkX
- ~1 -
3) % < A " x.

OBSERVACION 2.16:

Notemos que el algoritmo anterior para poder
llevarse a cabo, combina varios algoritmos vistos anteriormen-

te.

EJERCICIOS

2.1 Elabore un algoritmo para resolver un sistema de ecuacio--

nes con sustitucién hacia adelante.

N
.
[\]

Escriba un algoritmo con sustitucidn hacia adelante utili-
zando las siguientes estrategias: a) con pivotamiento com-
pleto y b) con pivotamiento parcial.

2.3 Resolver los siguientes sistemas lineales utilizando el mé

todo de Eliminacidn Gaussiana.

a) x, + 3x, - X, +x, = 5 b) x;, + x, - x, =3
2x2 + X, + X, = 7 2x. - X, + 3x. =0
X +2x =7 -3 - 2Xx + x = =5
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c) x, - 2x, =3 d) 3x -y + 2z = =3
2%y + x, = 4 X +y+ z = -4
2x +y - z = -3

2.4 Use el algoritmo 2.5 para resolver los sigulentes sistemas

lineales:
a) xX; - X, + 3x, = 2 b) 2x + y = -1
3x; - 3%, + x5 = -1 X +y = 2
Xy X, = 3 x -3y= 5
C)ZJ:X1 +-%x2 +-%x3 =9 d) 2x + y +z = 1
-%xl +%x2 + %}g = 8 2x + 4y - z = =1
-%Xl + X, + 2x3 = 8

2.5 Mostrar que el gistema lineal

2x, + 3x, - x; = 4
X, - 2x2 + %X, = 6
-x, - 12x, + 5x, = 10 ,

tiene infinito nlimero de soluciones.
3. METODO DE GAUSS-JORDAN

En esta seccién trataremos el método de Gauss-Jordan cue
resuelve la ecuacidn lineal Ax = b, donde A es de orden n y b
es un n-vector; el método puede ser descrito de la siguiente -
manera:

Sea el sistema



]
S
kb
+
=

1 1171 12 in“n ~ T1,n+1
: et = a
E,: a, x + a, x+ a, X, 2, n+1
En: dniXy + dno¥ot...t AnnXn = &n,n+) (3.1)

El método de Gauss-Jordan usa la i1-ésima ecuacidn para -
eliminar no solamente la variable Xy de las ecuaciones
E.. ., Ei+2,...,En, como se hizo en el método de eliminacidn de
Gauss, sino gque tambien la elimina de las ecuaciones

Ex’Ez""’Ei—l' Resultando la matriz

|
(a(l) 0 P ¢ ' a(n)
11 [ 1,n+1
0 az(z)o . .0 | a(n)+
. A (3.2)
. t .
. .
o . . . . . .. a(n) ! a(n)
L nn n,n+1 |
Luego la solucidn es obtenida haciendo
S
woo= o= (3.3)
> ot
11
para cada i = 1,2,...,n. Este proceso evita la sustitucién ha--

cia atrids en la eliminacidn Gaussiana.
Ilustraremos esta idea considerando el mismo sistema (2.1)
empleado en la seccidn 2.

Dado el sistema lineal

X, - X, +5x. =0

4. + x, - 2x, = 2 (3.4)
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1| b

veces la primera ecuacidn es restada de la segunda y

Qo]
=

2 veces la primera es restada de la tercera, obtenemos el siste

ma
2%, + 4x, - 2x; = 6
- 3x, + 6x,; = -3
- 7%, + 2x45 = =10 (3.5)
Si - 2 veces la segunda ecuacidn es restada de la primera

3

Y % veces la segunda es restada de la tercera, resulta el siste

ma
2X | + 6x3 = 2
- 3x, + 6x; = -3
-12x, = -3 (3.6)

Podemos eliminar x, del sistema (3.6) multiplicando por -
- % la tercera ecuacién restérsela a la primera y lo mismo res-

tarlo a la segunda

N

2x1 =

1
w
x
N
fl
|
w N

- l2x3

I
I

(3.7)

vemos que el sistema (3.7) es diagonal y se resuelve en la for-
ma (3.3).

Sean A = A, , A,,A; vy A,. Las matrices del sistema (3.4),
(3.5), (3.6) y (3.7) respectivamente. Entonces A, es obtenida -

de A}, premultiplicando A, por la matriz



|
R1 = | =1/2 1 0
~2 0 1
es decir que A, = R /A, (3.8)
Similarmente
A, = R,A, (3.9)
donde
1 4/3 0
R2 = |0 ] O
| 0 -7/3 1
y A, = R,A, (3.10)
donde 1 0 1/2
R3 = |0 1 1/2
0 0 1 J

combinando (3.8),(3.9) vy (3.10), vemos que

A, = R,R,R/A (3.11)

Y

luego de la misma manera gue en la eliminacidn de Gauss, para -

resolver el sistema A x =Db, necesitamos calcular el vector

c = R;R,R,b y resolver el sistema diagenal

2R1b = C

A,x = R,R,R Ax = R,R

3
En la discusidén anterior intervienen matrices R., las cua-

1
les son llamadas R-matrices elementales, las cuales se descri--

ben en la siguiente definicidn.



X
i
!
4
M1
T

A

donde

-t -
er = 0. (3.12)

De la condicidn (3.12) se deduce que todas las componentes

de r son cdiferentes de cero, excepto la k-&sima componente; es
o= - t
decir r tiene la forma r = [rl,rz,...,rk_l,O,rk_],rk+2,...,rk] .

En general una R-matriz elemental tiene la forma

0 . . . r, . e e e
0 .. . .-r, o . . . .0
R = S Y
k_ L]
0 1 0 . 0
'_rk+1 .
. 0 -r | 1
L n J
TEOREMA 3.2:
_ - -t —t- :
Sea R =1 - re , donde er = 0. Entonces
-1 - =t
1 =1
) R t re,

PRUEBA

ct

1) sea Y =1+ ¥e- . Entonces

~



120

=1 - Fe +Fa - (Te))(Fa)
=1 - (&) (F&))
=1 - F(ene,
=1, vya que éif =0
Por lo tanto RY = [ yv Y es la inversa de R.
Sea R=1.-r7rgt

k

= X - (E;é;)i
=>_<—E(é';§)
= x -0 , ya que por hipétesis éiﬁ =0
= x
A

El significado computacional de las R-matrices elementales,
al igual que las matrices M, es que se emplean para hacer cero

las componentes de un vector.
TEOREMA 3.3:

Si éﬁi # 0, entonces existe una R-matriz elemental

de indice k tal que

Rx = x,e, = [0,0,...,0,x

k€1 0,...,0] (3.13)

kl
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PRUEBA
. g - =t
Se tiene que R es de la forma R =1 -xre .
Como R es de indice k, debemos tener que
= 3.14)
r, Q ' ( )
luego
R% = (I - Tel)x
= % - (Eé}i)§
= kX - r(e %
[x,] [rixx |
X, Y, Xy
Xk rk_lxk .
= T ZEOIOI IOIXkIOI IO]
X
k+1 k
X r Xy
Luego X, = xr, = 0 (i =121,2,...,k-1, k+1, k+2,...,n)
como Et§ = x, #0
Kkt T Tk
Por tanto
X3
r, = — (i=1,2,...,k=1, k1, k+2,...,n) (3.15)
k

asi, si R existe, estd determinada en forma finica por (3.14) vy
(3.15). Por otra parte si X, # 0, entonces el vector r puede -

ser determinado de (3.14) y (3.15) y se puede verificar que la
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matriz asociada R = I - re” catisface (3.13)

Podemos observar gue la discusiédn anterior nos define un -
algoritmo para calcular r y por lo tanto R.

En este método de Gauss-Jordan que reduce una matriz a la
forma diagonal, la matriz es premultiplicada por una secuencia
de R-matrices elementales, cada una escogida para introducir ce
ros bajo y sobre la diagonzal.

Sea A, = A una matriz de orden n. Si af;) = a,,; es distin-
to de cero, entonces por el teorema 3.3, existe una @inica R-ma-
triz elemental R1 de ZIndice 1 que elimina los n-l1 elementos de

la primera columna de A, . Si A es premultiplicada por R, re--

sulta una matriz A, de la forma

(1) (1) (1) (1)
(all a,, Ayy v o o .oagy
il (2) (2) (2)
0] a,, Qyygte o 0w A,
2 2 b
A, = R,A, = |0 agz) aia). .o agg)
6 a(z) a(z) a(z)
i n2 n3 ° " "¢ nn |

Si A, es premultiplicada por R,, entonces resulta la matriz As

de la forma
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[ z) |
a0 AL
(?) (2) (2]
0 (22 a23 ot a?_n
= - (3) (3)
Ay = R,A, = |0 0 a0 el
. s
0 0 a3l

En general supdngase que Ay, tiene la forma

(k+1)
D A12

k+3
k+1 = C(k+1)
AZZ

donde D}’+ es diagonal de orden k. Asi An+1 es diagonal. La ma-
i+1
triz A se reducird a la forma diagonal despues del n-ésimo paso.
Podemos construir un algoritmo para el cdlculo de Ak Yy Rk'

Especificamente la k~ésima columna de Ak es el vector

- (k) (k) (k) (k+1) (k+1)7°¢
c, =[a v a, "y oay ey a T aeesa ]

Y Rk es la R~matriz elemental de indice k tal que

- (k+1) -t
R.c, = [o,o,...,akk /0,...,0]
_ e
Por el teorema 3.3, Rk = 1 r e donde

_ -t
T T [rlk’rzk""’rk—l,k(rk+1,k""’rnkJ
an
Y ro, = (g) (i =1,2,...,k=-1,k+1,...,n) {3.16)
Ty

(k)

Asi Rk estd determinada en forma finica si akk

# 0.

En base a todo lo discutido anteriormente establecemos el
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siguiente algoritmo.
ALGORITMO 3.4 (Método de Gauss-Jordan)

Sea A una matriz de orden n. Este algoritmo calcu-

la la solucidn x del sistema lineal (3.1) y sobreescribe los =--

elementos r,, en los correspondientes elementos @,y

1) Construir la matria aumentada

(all ay, Ain : al,n+1w
P Ay Xyn : Xy, n+2
l
|
. !
na Aape « + « %an ! %n n4
2) |Para k =1,2,..., n
Tik .
1) Aiy < i T % (i = 1,2,...,k=-1,k+1,...,n)
kk
2) |para 1 =1,2,...,k=-1,k+1,...,n)
1) aij < aij - rikakj (j = k+1,k+2,...,n+l)
a5, n+
3) Hacer x, = —=r0T1 (i =1,2,...,n).
1 a, .
11
A
NOTA:

Para comprobar el funcionamiento del algoritmo 3.4, puede
verse en el desarrollo del ejemplo 4.2 que se encuentra en la -

prdoxima seccidn.
OBSERVACION 3.5

El algoritmo de Gauss-Jordan funciona bajo las -
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mismas condiciones tratadas en la seccidn 2 de este capitulo so

bre la Eliminacidn Gaussiana.

EJERCICIOS

3.1 Elaborar un algoritmo general de Gauss-Jordan para resolver
sistemas de ecuaciones de orden m X n,

3.2 Modificar el algoritmo 3.4 utilizando las estrategias de pi
votamiento:
a) parciail 3% b) completo.

3.3 Resuelva el siguiente sistema por el método de Gauss-Jordan

3.333x, + 15920x, - 10.333x_ = 15913
2.222x, + 16.71x, + 9.612x, = 28.544
1.5611x, + 5.1791x, + 1.6852x, = 8.454

3.4 Use el algoritmo 3.4 para resolver los sistemas lineales a)

y c¢) del ejercicio 2.4 de la seccidén anterior.

4. COMPARACION DE LOS METODOS

Para concluir este capitulo haremos una comparacidn entre
el método de Eliminacidn de Gauss y el método de Gauss-Jordan -
en lo que concierne a su aplicacidn al problema ce la blscqueda
de la solucidén de un sistema lineal no homogéneo.

El criterio generalmente aceptado de la "superioridad" de
un método dado, consiste en el nlmero necesario de operaciones
de célculo, es decir, el ntmero de multiplicaciones y divisio--
nes, asi como tambien el de adiciones y sustracciones necesa---

rias.
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Cuando comparamos técnicas para resolver sistemas lineales
necesitamos considerar el efecto de error por redondeo y el -~
tiempo requerido para completar los cllculos. Ambos aspectos de
penden del nfimerc de operaciones aritméticas necesarias para en
contrar la solucién al problema.

Solamente haremos el cadlculo del nfimero de multiplicacio~--
nes y divisiones que se realizan al aplicar el método de Elimi-
nacién de Gauss, asi tambien, cuando se emplea el de Gauss-Jor-
dan. Contar solo estas operacicnes y no tener en cuenta adicio-
nes y sustracciones, se justifica por la observacidn de que es-
tas son las partes del algoritmo gue mas tiempo consumen y nas
errores producen. Las oreraciones gue contaremos seran las que
resuelvan sistemas lineales de n ecuaciones con n variables. Al
aplicar el algoritmo 2.5 (Eliminacidn Gaussiana con sustitucidn
hazia atrds) a un sistema lineal; la cantidad de multiplicacio-
nes y divisiones que se efectllan para encontrar la solucién se

obtiene de la siguiente forma:
Para el paso 3:

1) (n-3j) divisiones,
2) (n-3j)(n=-3j+1) multiplicaciones.,
N® de multiplicaciones y divisiones:
(n-3) + (n=-3)(n=-3+1) = (n-3)(n-73+2).
El nlmero total de multiplicaciones y divisiones para este vaso

es:
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r=n-1 n-1
L (n-g) (n-j+2) ) (n?-2nj+2n+3%-23)
j=1 j=1

n-1
= J [n%?-29(n+1) +2n+j?]

J=1
= Y n?2-2Mm+l) §J 3+ J 2n+ ) 3?

3=1 J= j=1 j=1
= (n-1)n? - 2(n+1)£Pf})n + (n-1)2n + n\nulé(zn-l)

= n(n-1) [n-(n+1) + 2 + iZ%gil]

= n(n—l)[l + (%-— %)J

= n(n-l){E +-%n}

6
=
=%n2 +%n3 —%n-—%nz
_n? +in - 2n = 2n’+3n%-5n
3 2 6 6

Otro paso del algoritmo que requiere operaciones aritméti-
cas es el paso 8 en el cual se verifican:
a) Primera sustitucidn hacia atrés: 1 divisidn
b) Siguientes sustituciones hacia atr@s: 1 divisidén y (n-j) mul
tiplicaciones.

El total de multiplicaciones y divisiones en este paso es:
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n-1 -1
1+ J[1+ (n-9)] =1+ 7§ [(n+l) - 7]
j=1 Jj=1
n-1 n-1
=1 + Z (n+l) - Z J
j_—l j=1
= 1 + (n-1) (n+1) n(f;l)
= l + n2 - 1 - n_2 4 D
2 2
- n2 + n
2

Entonces, el total de multiplicaciones y divisiones en el algo-

ritmo 2.5 es

2n® + 3n? - 5n N n> + n _ 2n® 4+ 6n? - 2n
6 2 6
3 2
=0 *n -n (4.1)

Cuando se aplica el algoritmo 3.4 (Mé&todo de Gauss-Jordan) la -
cantidad de multiplicaciones y divisiones que se realizan se ob
tienen de la siguiente forma:

En el paso 2:

1) Para cada columna se efectfian (n-1) divisiones.

2) En cada fila se efect@lan (n-3j + 1) multiplicaciones.
El total de filas que se multiplican es de (n-1).
El total de productos por columna es: (n-1)(n-3j+1).

Total de multiplicaciones y divisiones para este paso es:
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(n-=1)(n~-7J+2)

1
a

&~
[
—~
o
!
'_l
-+
—~
o
1
'_l
—~
=
4
vt
+
'_l
| R
H
I o~1

j=1 3
n
= ) (n’-jn+n+3j=-2)
j=1

[(nz-rn-2) + j(l-—n)]
1

|
I~

3

n n
= )} (n*+n-2) + (1-n) }

j=1 =1
= n(n?’+n-2) + (l-n)2lﬂétil
= n? 'nz-—2n+n"na
= + 5
_ 2n* +2n% -4n+n-n?
. 2
— n® +2n?% - 3n

2
3

_ n 2 _ 3n
S tn T

En el paso 3, se efectGan n divisiones.
Entonces, el total de multiplicaciones y divisiones en el

algoritmo 3.4 es:
3 3
n 2 _ 3n _n 2 _n
I +n? - o (4.2)

La siguiente tabla nos demuestra cdémo la cantidad de opera
ciones varia entre los dos métodos, a medida se cambia el tama-

no de n, utilizando las expresiones (4.1) v (4.2).



NUMERO TOTAL DE MULTIPLICACIONES Y DIVISIONES
NGmero de Eliminacidn gg.Gauss con Método de

Ecuaciones sustitucidn hacia atréas Gauss-Jordan
n n't 3n’ - n nl4n? -3

3 17 21

7 161 217

10 430 | 595

50 40,150 64,975

De la tabla anterior notamos gque en el método de Gauss-Jor
dan a medida que el valor de n se incrementa el nfimero de opera

ciones es mayor que en el método de Eliminacidén Gaussiana.
EJEMPLO 4.1:

Comprobaremos gque al rescolver un sistema lineal de
orden 3 x 3 aplicando el algoritmo 2.5, el nGmero de multiplica-
ciones y divisiones es de 17.

Resolver el sistema lineal

2x1 + 4x, - 2x3 = 6
X, = X, + 5x3 = 0
4x1 + x, - 2x3 = 2

1) La matriz aumentada es

2 4 -2 6
1 -1 5 ' 0
4 l "2 1 2



1/2

- mya,, = -1

'
NN o
T
R

]
3]
—_
=9

)

2(6)

-10

2,3,4)

-3V

6 v

-3V

-7V

2V

-10 vV

131
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2) a,. < «. ., -m, a , (i=137;3=3,4)
ij ij i2 23
=2 - (L)) = -12/
Ay < gy = M35 = & = \zy :
= -~ 10 - () (=3) = -3
gy < Ay, = Mypd;y = - 3 - -
2 4 -2 6]
> | 1/2 -3 6 = =3
2 7/3 -12 '+ =3
4) m = n = 3
8) Para i = 3,2,1
1 1 a1
X, = .. (ay,) = -1z (-3) = E'/
1
X, = (a A, . X,)
2 a,, 24 23%3
1, .1y 3
X, = :3-( 3-6 (Z)) = 5'//
- 3 1
2 (cy, - Z a,jxj) = a [alh [alzxz'Fa13x3]]
11 j=2 11
1 3 1
X, = 5 6-|_4‘-§+(-2).,7]]
1 11 1
X —7 (6 —T) '—Z ///

Total: 17 multip. y divisiones

Nota:
La marca (V) identifica a cada una de las operaciones (mul

tiplicaciones y divisiones) efectuadas en el algoritmo.
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EJEMPLO 4.2:

€i aplicamos el algoritmo 3.4 (Métodeo de Gauss-Jor-
dan) al mismo sistema lineal de orden 3 x 3, el nGmero de multi-

plicaciones y divisiones es de 21,

1) ILa matriz aumentada es:

2 4 -2 . 6
1 -1 5 ' 0
4 1 -2 ! 2_
2) |Para k = 1,2,3.
k=1
a.
1
1) a, < r, = -— (i=2,3)
i1 i1 a,,
a
21 1
@y, < Y21 = 3 =j2“‘/
11 .
31 4
a3l < r = — = - = 2V
31 L )
2) bPara i = 2,3,
i=2
azj < azj - eralj (3 = 2,3,4)
a < a - a = —1—-l 4) = -3V
22 22 o144, = j( ) = -
a < a - a 5 -1 -2) = 6V
23 23 T21%3 f( )
a < a -r,.a = 0 —]'(6) =~3V
24 2y 2171 T > -~
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3
< aA,, — r,,a,, =1-2(4) = -7V
< a,, - r,a,, = 2-2(6) = -10/
2 4 -2 ' 67
> |1/2 =3 6 ' -3
2 -7 2 ,-10_
= 2
a,
1) aj, < i, = alz (1 = 1,3)
22
a
12 4
a < r = :_/
12 12 T, 3
-7 7
a < X =L=____/
32 32 ) -3 3
Para 1 = 1,3
=1
ayy < Ayg = Ty,pdy,g (3 = 3,4)
a < a -r. .a = =2 - b—é-)(G) = 6/
13 13 12723 3
a < a - r. .a = 6—(—1)(—9 = 2y
14 14 “12%2y 3



2]

24

1/2

a0, (7 = 3,4)

= 2-(Uy(6) = - 12¢
Typa3 = ¢~ {3 =

= ~10 - (< /
T32Q5y - “(j)(’3)"'3

~-4/3 , 6 . 2
-3 6 ' -3
7/3 -12 1 -'3

ais
(1 =1,2)
Ay, !

13 6 1
——— = [ = — — /
a,, =12 2

23 6 1

= 238 - 5 _ _ Ly

e 12T T2

r13a3j (j 4)

ri,a,, = 2-(-3)(-3)
Ty3%;5 (3 = 4)
T3y, = =3- b'%)(—3)'=
~4/3  -1/2 172

-3 -1/2 ' -9/2

7/3 =12 P =3

-9

2

v
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3) Hacer

i,n .
= = 2.
X, a (1 1,2,3)

i vi e

2y -9/2 3
X, = =z =3V
2 22 -3 2
x = 3% _ =3 _1 ,
3 33 -12 4

Total: 21 multi . y divisiones.



CAPITULLO TT1I1

METODOS DIRECTOS PARA RESOLVER

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

SEGUNDA PARTE

1. FACTORIZACION DE MATRICES

En esta seccidn considera-emos algoritmos para factorar --

una matriz cuadrada A en el producto LU de

una matriz triangu--

lar inferior y una matriz triangular supericr. Tal factoriza---

cidén es a menudo llamada descomposicddn LU
una descomposicidn LU expresa a una matriz
matrices muy sinples, puede ser usada para

que involucran a la matriz. Por ejemplo si

de la matriz A. Como
como el producto de
simplificar cdlculos

se quiere obtener la

inversa de A, puede ser calculada en la forma A™' = UT'L™! por

las técnicas del capitulo II, seccidén 1.

EJEMPLO 1.1:

Consideremos el siguliente sistema lineal.

X, + x, + 3x, = 4
2x, + x, - x;, + x, = 1
3x, = x, - x, + 2x, = -3

- X, +2x, + 3x, - x, = 4

(1.1)

que aplicando eliminacidn Gaussiana se reduce al sistema equiva

lente.



donde m_ .

Gaussiana.

la cual es el resultado
sobre A. Si se define L

yos elementos Kij estan

1 0
-1 -1
0 3
0 0

1 0
-1 -1
0 3
0 0

3 4
-5 -7
13 13

-13  -13]
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(1.2)

(1.3)

de la eliminacidn Gaussiana efectuada -

como la matriz triangular inferior cu--

dados por

’

’

.7
J

cuando 1

cuando 1

cuando i

0 0
1 0
4 1
-3 0

13
Se puede verificar.
1
2
L =
3
-1

ademds es facil verificar

que

I

j+1, j+2,...,n

son los multiplicadores empleados en la eliminacidén -
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LU

3 4 1 0 0 0 3 13

-1 2 3 -1

‘Los resultados obtenidos en el ejemplo (1.1) son ciertos -

en general y estan dados en el siguiente teorema.
TEOREMA 1.2:

Si el procedimiento de eliminacidén Gaussiana (algo-
ritmo 2.5) puede ser efectuado en el sistema Ax = b sin inter--
cambios de filas, es decir sin pivotamiento, entonces, la ma---
triz A puede ser factorada en el producto de una matriz triangu
lar inferior con una triangular superior.

A = LU,
donde U = (uij) y L = (ﬂij) estan definidas por
a..’', cuando i1 = 1,2,...,]

u,. =
+J 10 , cuando 1

j+l, j+2,...,n

Jo , sii=1,2,...,j-1

m.,. , sii= j+1, j+2,...,n
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donde ai;) es el elemento (i,3j) de An, y mij es el multiplica--
dor.
PRUEBA

Como la eliminacidén Gaussiana se puede efectuar sin pivco-

tamiento

A =M _,M

n m-2

e M, M A

donde An es triangular superior con elementos

(1) . .
. :=Jaij , 1 =1,2,...,73

i3
o s

= j+1 /N
Sea U = M,_ M _,.-..-MMA
-1,,-1 -1 -1
entonces A = M; "M, ...Mp-,Mp_ U
; = M Im7! = S S|
Haciendo L = M, "M, " ...M _, = M
se tienen que A = LU
verificaremos que L = M oes triangular unitaria inferior.
Se sabe por teorema 2.2 que
(1 O . . . . . 0] {l o..0. . .0
my, 1 ) ' 0
-1 . -
M™ = |mgp O l. © 0 ;a1qmaalM;= .
m 0 .
nl .
" - k+1,k
_O . .mn’ko 1




entonces

MITMZ MY =

m

m32

n2

n2

o o

O

3 R o

43

ns

L,n“l

A

=N
[

Una condicidén importante para llevar a cabo la eliminacidn

Gaussiana sin intercambio de filas estd dada en el siguiente --

teorema.

TEOREMA 1.3:

Si A es una matriz estrictamente diagonai dominante
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de orden n (def. 1.3.26), entonces A es no singular. Ademas. -

la eliminacién Gaussiana puede ser efectuada en cualquier siste

ma lineal de la forma Ax = b, para obtener su Gnica solucién --

sin intercambio de filas o columnas.

Para mostrar que A €s no singular, ccnsiderar el sistema -

lineal Ax = 0 y supdngase que existe un x # 0 que es solucidn -
de este sistema. En este caso, para algln k, 0<:[xk| = mdx ij[
1<j<n
y como
n
X = i =
2 A, ¥ =0 (¥i=1,2,...,n)
j=1
se tiene que
n
a X == =
Kk ¥k P T35
J=1
j#k
esto implica que
n

e I < T Tay 11|

j#k
O sea
PIREPEE TR | LEAPE P
a a < a. .
xk 521 k3 |Xk| — = kj
37k 37k

lo que es contradictorio a la definicidn de matriz estrictamen-
te dominante. Consecuentemente, la Gnica solucidn para Ax = 0 -
es x = 0, lo que equivale a decir que A es no singular.

Es ficil hacer la prueba cgue la elimanacidén Gaussiana pue-

de ser efectuada sin hacer pivotamiento.



Para ilustrar un procedimiento para el cdlculo de las ma--

trices L y U consideraremos el siguiente ejemplo.
EJEMPLO 1.4

Considerar la matriz estrictamente diagonal dominan-

te de orden 4.

[ 6 2 1 -1
2 4 1 0
A =
1 1 4 -1
-1 0 -1 3

Los teoremas 1.2 y 1.3 nos garantizan gue A puede ser factoradsa

en la forma A = LU, donde:
Ly, 0 0 0 ~u11 ty, Uy uxuq
L, Ly, 0 0 0 Uy P Uy
L = 3% U =
£, Ly, L, 0 0 0 Ujj sy
Ly Ly, Ly, Ly, 0 0 0 Uy y

Los dieciseis elementos conocidos de A pueden ser usadce -
para determinar parcialmente los diez elementos desconocidos de
L v el mismo ntmero en U.

El método usado en este ejemplo arbitrario fequiere

Ly, =4&,, =4&,, =12,, = 1; este es conocido como el método de -

-

Doolitte. MAZs adelante en esta seccidn veremos un métodce en &

cual los elecmentos de la diagonal de U son unos y es llamado m&

todo de Crout. El recuerimiento que £ ., = u. ., para cada valor
11 11
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La parte de la multiplicacidn de L por U

[1 0 0 O [u,, uy, Uy Uy,
: £, 1 0 010 Uy, U, , Uy,
L.U =

'?’31 '632 1 0 0 0 U.33 u316

£y Ly, €3 1110 0 0 Uiy

la cual la determina la primera fila de A, resulta en las cua--

tro ecuaciones
Uyy = 6, Uy = 2, Uy = 1, Ugy = -1

La parte que determina los restantes elementos en la prime

ra columna de A prevee las ecuaciones

Loy uyy = 2 L,, = 1/3
'831 u11=l y £31 =l/6
Ly, Uy, =

1 4, = -1/6

En este paso las matrices L y U asumen la forma

1 0 0 0 6 2 1 -1
1/3 1 0 0 0 Uy, U, 4 Wy,
L = Y U=
1/6 £y, 1 0 0 0 [T T
| -1/6 Ly, Ly s 1 0 0 -0 Uy y |

La parte de la multiplicacidén que determina los restantes

elementos en la segunda fila de A da las ecuaciones

2 _ _ 10
j + u22 = 4 u22 - 3
1 2
-1 _ _ 1
T + u-2'+ = 0 LLZL\\ = -§



y lo que determina los restantes elementos en la segunda colum-

na de A da
2 10 _ 1
3 + = 232 =1 232 =z
-2 | 10 |
—6— + T 4@,42 = 0 aSi qu —-—J-O—

Este proceso es continuade alternando diagonalmente colum-

nas y filas para finalmente obtener:

1 0 0 0 e 2 1 -1 ]

1 10 2 1

3 2 0 0 0 ¥ 5 3

L = Y U =

11 37 -9

g § Lt 0 S )

-1 1 -9 191
By Al R

Un procedimiento general para factorar matrices en un pro-

ducto de matrices triangulares estd contenido en el siguiente -

algoritmo.
ALGORITMO 1.5 (Factorizacidn Directa)

Para factorar la matriz

Ay,  Ay,e - - . app]

a a a
21 22° *+ * ¢ 2n

A = .
T S

en matrices triangulares



- - - -
i 0, . . +0 Lyy Uy « Uin
L21 L22 . 0 Uppre o « Usn
L = . v . v U = 0
. . . 0 .
_Enl Enz Knn_ -0 O * 0 u'nn_
1) {pPara k = 1,2,...,n seleccionar los elementos ﬁkk y u
manera que
k-1
oL, u, =a, - pzlﬂkpupk
. k=1
2) Eik = ukk(aik - pzlﬁipupk) (i = k,k+1,...,n)
- k-1
= . — . 1 .
3wy o= Ly lag pzlﬂkpupj) (j = j+1,k+2,...,n)

kk
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de

El algoritmo 1.5 se puede particularizar para los métodos

de Doolittle y Crout.

Al factorar una matriz, aunque nuevas matrices L y U son -

1,2,...

construidas, los valores actuales generados pueden ser coloca--
dos en los correspondientes elementos de A, los cuales ya no
son necesitados.
Asi a,., y £,., para cada i = 2,3,...,ny j =
1] i)
ﬂii =1, para i =1,2,...,ny aij = uij para cada i =
y j =1, i+l,...,n seria el resultado.

A continuacidn presentaremos el algoritmo para factorar --

una

ALGORITMO 1.6: (Mé&todo

matriz A de orden n, haciendo los ﬂkk

1 para k

de Doolittle)

1,2,...

(.

Este algoritmo sobre escribe los elementos de U y
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L en los correspondientes elementos de A,

1) |Para k = 1,2,...,n
k-1
1) a . <—u, , = a, ., = £ou . (3 =1,2,4..,n)
) kj kj kj pzl kp'pj 7 Tt !
1 k;l
= u_ - i = k+1,...,n
2) @y, < Lip = (g pﬁlzipupk) (1 ' n)

El siguiente algoritmo factora una matriz A de orden n ati

lizando el método de Crout.
ALGORITMO 1.7: (Método de Crout)

En este algoritmo los elementos de la diagonal de
U se escogen gque sean uncs vy tambien los elementos de L y U se

sobre escriben en los correspondientes elementos de A.

1) |Para k =1,2,...,n
k-1
1) a;, < Kik =a,, - pzlﬂipupk (i = k,...,n)
- k-1
= - j = k+1,k
2) a5 < s 1&kk(akj pzlzkpupj)(g k+1,k+2, n)

Para su completacidén, este algoritmo reguiere aproximada--

3
n . . .
mente 5 multiplicaciones.

3
Una dificultad puede surgir cuando se usa este algoritmo -
para obtener la factorizacidén de la matriz de coeficientes de -
un sistema lineal de ecuaciones que es originada por el hecho -
que no es empleado el pivotamiento para reducir el efecto del -
error por redondeo.

El siguiente ejemplo ilustra los cdlculos involucrados en

el método de Crout de una matriz 3 x 3. Tambien se muestra los -



efectos desastrosos de un elementc pequeno en la diagonal.

EJEMPLO 1.8:
0.001 2,000 3.000
Sea A = |-1.000 3.712 4.623

-2.000 1.072 5.643

(A es la matriz del ejemplo 2.2.9). En aritmética de cuatro di

gitos, la reduccidn de Crout es como sigue

£y, = 0.001 Uyy = Uy, = Ugy =1
£,, = -1.000
£. = =2.000

31

£,, = §£3.712 + (1.000) (2000)] = 2004,

£,, = $£[1.072 + (2.000) (2000)] = 4001,

0, = 62{4.623 + (15882)(3'000)] - 1.500,

£,, 4£[5.643 + (2.000)(3000) ~- (4001)(1.500)] = 4.000

Note que el célculo de 233 envuelve la cancélacién de tres
cifras significativas. Por lo tanto podemos esperar que el va--
lor calculado de 233 sea ilnexacto, y en verdad, el verdadero va
lor para £33, redondeado a cuatro cifras es 5.922.

El ejemplo 1.8 indica la necesidad de evitar elementos pe-

quenos en la diagonal mediante la reduccién de Crout. Como hici
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mos en la eliminacién Gaussiana, buscaremcs un remedio para el
problema permutando filas y columnas en la matriz original A. -
No es conveniente emplear el pivotamiento completo para la re--
duccidn de Crout; por lo tanto usaremos el pivcotamiento parcial,
que es el intercambio de filas. -

El principal obstaculo para incorporar intercambios en el
algoritmo de Crout es que no podemos saber que Zkk es pequeho -
hasta que lo hemos calculadc. Sin embargc, en este paso un in--
tercambio en las filas de A cambiard la descomposicidn de Crout,
la cual tendria que ser recalculada. Afortunadamente cxite una
relacidn muy simple entre la descomposicidn de Crout de una ma-
triz y la matriz obtenida intercambiando dos de sus filas. Esta
relacidn es mejor derivada considerando lo que sucede al apli--
car la eliminacidn Gaussiana a A cuando dos de sus filas son -
permutadas.

Supdbngase que A, = A es de orden 5 y la tercera y gquinta -

fila de A son intercambiadas para obtener una nueva matriz

R A
az) eg)eqy) el ey
e P LR
i) aly) ey el aly)
WD W W el e

Examinando el algoritmo 2.5, es facil verificar que des---

pues de un paso de eliminacién Gaussiana, A, se convierte en

1
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“ (1) a (1) a (1) a (1) a (1)
11 12 13 14 15
m 7 t?) o 2) a2 g 2)
21 22 23 24 25
(2 (2) (2) (2
A; = Ms asz) Qs 3 Asy a55)
m ) a2} (2 g 2)
41 Y2 43 by ys
(2) (2) (2) (2)
_m31 ay, i3 @y, i ]

Otro paso mas nos resulta

[a“’ O RS I S RS
11 12 13 1y 15
" (2 gy ()

21 22 23 24 25

- (5) (3) (3)

Ay = Msy Ms s 4 sy Ass
(3) (3) (3)

My My, ana auu aus

n . L L ()

31 32 33 34 35

si continudramos aplicando el algoritmo 1.7 de esta seccidn, a
la matriz A;, después del paso 1.1 cuando k = 3, habremos obte-

nido el arreglo.

(Kll Uy, Uys Uy Uys
£ £ u u u
21 22 23 24 25
£51 Ksz K53 g Gy
£ £ £ a a
4 ] %2 43 by 4 s
£ £ £ a a
| 731 32 33 3y 35
En otras palabras, despues del paso 1.1 cuando k = 3, la -

deferencia entre los arreglos obtenidos de A y A' solamente es

que la tercera y la quinta fila han sido intercambiadas.



Este es generalmente el caso. Si despues del paso 1.1 en -
el algoritmo 1.7 intercambiamos las filas k y £ (£>k), el efec
to serd& el mismo que si intercambiamos las filas k y £ en la ma
triz original antes de comenzar. Podemos efectuar intercambios

de filas como est& dado en el siguiente algoritmo.

ALGORITMO 1.9

Sea A de orden n. En este algoritmo sobreescribe

A con la descomposicidn de Crout de | ..., A
n"l,yn_l v
1) Para k = 1,2,...,n
: k=1
1) a;, < Kik = a;, - pzlﬂipupk (i = k,...,n)
2) Encontrar y, tal que [Z£ | > |2, | (i = k,k+1,...,n)
k Yy — ik
k,k
3) akj <—> aykj (3 =1,2,...,n)
-1 k-1
4) ays < s = Ly (akj - pzl kpupj) (3 = k+1,...,n)

Cuando se conoce que la matriz A es definida positiva (def.
1.5.7), un mejoramiento significativo en la técnica de la facto-
rizacién de una matriz puede ser analizado con respecto al nfime

ro de operaciones requeridas.
TEOREMA 1.10:

Si A es una matriz definida positiva de orxrden n, -
entonces A es no singular. Ademds la eliminacibén Gaussiana pue-
de ser efectuada en cualquier sistema lineal AX = b para obte--

ner su Gnica solucidn sin intercambios de filas o columnas.



PRUEBA

Si x # 0 es un vector que satisface Ax = 0, entonces ---
x"Ax = 0, lo que contradice cue A sea definida positiva. Conse-
cuentemente, Ax = 0 tiene una finica solucidn que es el vector -
0 y esto implica gue A es no singular.

Para mostrar la parte relacionada con la eliminacién Gzu-
ssiana, sea A':k:l la submatriz directriz principal de A para un
arbitrario k, k= 1,2,...,n.

Si A[k] no es definida positiva, entonces existe un ---
T

~ “ At kin . .
k-vector x = 0 tal gue x A~ -x < 0. Si construimos un n-vector

x # 0 de x colocando ceros en los Gltimos n-k espacios. Como

— —-— A A

xtAx = &A% < 0
A no es definida positiva, y tenemos una contradiccidédn. Conse--
cuentemente, cada submatriz directriz principal de A es defini-

da positiva y por lo tanto no singular.

&

LEMA 1.11:

Una submatriz principal de una matriz definida positi

va es definida positiva.
PRUEBA

T . . . . . .
Sea A’ la submatriz principal formada por la interseccidén
Ge filas y columnas i, < i, < ... < i, . Sea X' # 0 un r-vector.

Sea x el n-vector definido por

Xik = xﬂ (k =1,2,...,1)

x, =0 (3 # i ,,d,5000,1)
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entonces x ¥ 0, y en estas condicionss se tiene que

itA§ = %'tAx

~e

o o -t, = -, t, =
luego como A es definida pocgitiva, xtAx = x' Ax' > 0, v A' es -

definida positiva.
TEOREMA 1.12:

Si A es definida positiva, entonces existe un

Q1

i

o]
I=

ca matriz triangular inferior L con elementes positivos en la -

diagonal tal que A = LLE.
PRUEBA

La prueba es por induccién en el orden de A. Si A es defi
nida positiva, entonces a,, > 0, y L estd definida unicamente -

por £,, = Ya,,.

11

Supdbngase que la aseveracidén es verdadera para matrices -
de orden n-1 y A' es definida positiva de orden n. Como A' es si

métrica, puede ser particionada en la forma

——

A y

v a

A' =
Por el lema 1.11, A' es definida positiva. Buscaremos una matriz
triangular inferior L' cue satisfaga LLr® = A,

Sea L' particionada en la forma




Luego efectuando

A= L'L'E
A 171 L ol[L" ]
= !
v* aJ __t EJLO L]

Lt LR

— ...—t—
| X Lt X x+£2_

Entonces requerimos que:

A= LL® (1.4)

Lx = v (1.5)

xtLt = §°F (1.6)

Xtk + 22 = «q (1.7)

Por hipdtesis inductiva, existe una Ginica matriz triangu--

lar inferior L con elementos positivos en la diagonal satisfa--
. . - -1 .

ciendo (1.4). Como L es no singular, x = L "y es el Gnicoc vec--
-t~

tor satisfaciendo (1.5) y (1.6). Finalmente, si a - x'x > 0, en

tonces £ estarad definida en forma tdnica por

S ——
L = Ja - %%

_t-.. .
Para mostrar gue a - x X > 0, es de notar gue la no singu-

laridad de L implica que A es no singular. Sea b = A_1§ . En--

tonces, como A es definida positiva



1

- -1 -

= btAA”
= Ety - 2Et§ + a

=a - F5LLY 'Y = a - (LT ELTTY)
= a - X%

A

g - 2b% +a, yagqueb =AYy
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La prueba del teorema 1.12 permite construir la descomposi

cidén de Cholesky de una matriz calculando sucesivamente las des

composiciones de sus submatrices directrices principales.

k

la descomposicidn de Cholesky de A . Entonces si
Y k

Ak—l yk I
A =
k =t
yk akk

Sea -

A, la submatriz directriz principal de orden k y sea Ak = LkL;
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donde

(1.8)

Construyendo un algcritmo para calcular la descomposicidn
de Cholesky de una matriz definida positiva A, notaremos gqus,
como A es simétrica, necesitamos solamente trabajar con la . -
tad inferior. Ademds los elementos de L pueden sobre escribir -
los gorrespondientes eiementos de A. Por supuesto, calculando -~
EK de (1.8) no haremos la forma L;il; mejor resolveremos 2l sis

tema

ALGORITMO 1.13: (Reduccidn de Cholesky)

Sea A definida positiva de orden n. Este algo--
ritmo escribe la matriz L de la reduccidén de Cholesky de A en -

la mitad inferior del arreglo de A.

1) Jpara k = 1,2,...,n
1) |para i = 1,2,....k-1
i-1
-1 0
1)ayy < By = Lis(ay = 1 &858
k-1 \ 1/2
e T jz £y

Si A es definida positiva, el algoritmo siempre puede ser
3

. ) : n
corrido por completo. Requiere cerca de e

mitad del nGmero requerido para la eliminacidn Caussiana & la -

multiplicaciones, la
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reduccibén de Crout. Esto era de esperarse, ya que el algoritmo
toma ventaja de la simetria de A para reducir los célculos invo
lucrados.

A continuacidn daremos un ejemplo para ilustrar el algorit

mo 1.13.
EJEMPLO

Sea la matriz definida positiva

2 -1 0
A= |-~1 2 -1
0 -1 2
Factorar dicha matriz en la forma A = LLt donde L es --
triangular inferior.
Paso 1: k =1,2,3.
[k =1
1) 1 - 1=20

k=2
1) |i=1
l) a.21 <— '821 = :@*Jl:—l- (anl)
_ V2
,821 = __/],E; (_l) - - T




La
(@3]
(oo

[ 2)1/2
2) a,, <— £,, = (azz . Ez;J
(2R
L= -2 -
k =3
1) i=1,2
1) «a < £ - 1 (a., )
31 31 7, 31
1
L = .— (0) = 0
o7
a,, <— L4, = L o(a L,,457)
32 32 I;Z’ 32 2173
2 ) 2 _ _ /6
Ly, = T - —(= & ) {0)] =5
) ) 1/2
2) Ay <— Ly, = [aaa - 4y, - 232}
V6|2 1/2 2
233—{2-02-[——3-]} =373
Luego A queda factorada asi:
/2
[ V2 0 o 1[v2 - = 0
t _ V2 6 g /G
A:LL = --—5— ——i—- O O _2__ _3_._
e V2
L O—’—3— ?J_LO O *3—')/3_

EJERCICIOS

1.1 Elaborar un algoritmo gue sobreescriba una matriz definida
positiva A con su inversa. Trabajar solamente con la mitad

inferior del arreglo A. [Sugerencia: Usar el algoritmo 1.13
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para calcular L de la descomposicién de Cholesky; luego cal-

1

cular L vy L_tL_lj.
1.2 Mostrar que la siguiente matriz es definida positiva y obten

. . 2 . t
ga una factorizacidén de la matriz en la forma A = LL" usando

método de Cholesky.

6 2 1 -1

4 -1 1
A= |-1 4.25 2.75
1 2.75 3.5 '

es definida positiva.

2. RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES UTILIZANDO LA -

FACTORIZACION,

En esta seccidn daremos algoritmos para resolver el sistema
AX = b ' (2.1)

donde A es una matriz de orden n, utilizando la factorizacidn de
matrices tratadas en la seccién anterior.

La reduccidn de Crout de A con pivotamiento da permutacio--

nes elementales Pi (i =1,2,...,n-1) tal que



donde L es triangular inferior ¥ U es triangular unitaria supe--
rior. Por lo tanto la solucidn de (2.1) estd dada por
— -1 -1 —
x=U L P, ,P,_,...P]
Esto nos guia al siguiente algoritmo.

ALCORITMO 2.1:

Sea LU la descomposicién de Crout de PndPn_zu.P]A,

y sea un vector b dado. Este algoritmo calcula la sclucidén de --

(2.1).
1) x =5
2) |Para k = 1,2,...,n-1
1) x <— P %
3) % <— L7'%
4) % <— UT'%
A

Este algoritmo puede ser corrido hasta el final si A es no
singular y requiere alrededor de n? multiplicaciones. En la par-
te 4 un minimo ahorro puede ser efectuado tomando ventaja del he
cho que U es triangular unitaria superior. -

Cuando A es simétrica y definida positiva, tiene una des--
composicidén Cholesky en la forma A = LL* donde L es triangular -
inferior. Asi la solucidén de (2.1) estd dada por

x = LU"%L7'p

y obtenemos el siguiente algoritmo.



ALGORITMO 2.2:

sea LL® 1a descomposicidn Cholesky de la matriz A
definida positiva, y sea el vector b dado. Este algoritmo calcu-

la la solucidn de (2.1).

1) x =L b

b |
A
|
i
®

2)

Las descomposiciones anteriores pueden ser usadas para en—-
contrar la inversa de A, ya sea invirtiendo y multiplicando las
matrices en la descomposicidn & resolviendo las n ecuaciones li-
neales

Ax. = e,
2. ER

para las columnas de la inversa. Otra vez hacemcs énfasis gue la
inversa de una matriz es rara vez requerida. Los altoritmos de
factorizacidén pueden ser simplificados considerablemente en el -
caso de matrices banda debida a la gran cantidad de ceros que -~
aparecen en estas matrices.

Es particularmente interesante observar la forma que asumen
el método de Crout & el de Doolittle en este caso. Para ilustrar

la situacibén, supdngase gque una matriz tridiagonal

a,, a,, 0. « . <« .+ 0
aj, Az Qaj - 0
A = .
0 asz . )
- - ) - a
. - . . n-1,n
0.....0 a
n,n-1 nn




sde ser factorada en las siguientes matrices triangulares
£yy  0.....0 (W, Uggee..llgg]
. L2 522‘ 9 0 Ugoa, . ... .U2n
L=1. U = . . .
’é'nl 'énz ¢ :E'nn_ bO . 0 . ) .nn_
Como A tiene solamente (23n-2) elementos difererntes de c=2ro,

existen solamente (3n-2) condicicnes para ser aplicadas para de-

terminar los de L v U. Supdngase cque las matrices pueden actual-

mente ser encontradas en la forma

2y, 0. .. .0 1w, 0. .0 )
C,y Ly, ' o 1 ..
L =10 - .0 |yus|L. -0
0. . .0 En,n—lznn_ 0. . . .0 1 |
En esta forma, existen (2n-1) elementos no determinados de
L y (n-1) elementos no determinados de U, lo cual totaliza el nii

mero de condiciones menciocnadas arriba, y los elementos cexos de

A son obtenidos autom&ticamente.

La multiplicacién involucrada con A = LU da, acdemés de los

elementos ceros, las ecuaciones

ayy, = £,

a = £ Para cada i = 1,2,...,n
i,1-1 1,1-1

. Qi ,i+1
iivr 25 Para cada 1 = 1,2,...,n-1

.e. . = . . . U, . ] = y —
i,41,i00 - %y e iy, i%i, a0 (3= 12Z,000yn-1)

Un completo algoritmo para resolver un sistema de ecuacio--
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nes lineales cuya matriz de coeficientes es triglagonal es pre--

sentado a continuacidn.

ALGORITMO 2.3: (Reduccidén de Crout para Sistemas lireales Tridia

gonales) '

Para resolver el sistema de ecuaciones lineales:

allxl + a]ZXZ = b] = a—'l,ﬂ“‘l
Az1X) + Az2X2 + dAp3X; = by = a3,n+
A3z2Xp + A33Xs5 * AgyXy = D3 = d3,n+;
X + a x =Db = b
n,n-1 n-3 nn’ n n n,n+l
Construir la matriz aumentada [A,b]
l) Hacer £11 = diy
2) |(Para i = 2,3,...,n
1) £, = a, .
I 1,1-1 1,1-1
3) |Para 1 = 1,2,...,n-1
l) - 1,1+,
i,i+1 ..
11
) £, . = a, . - £, T
1+1,1+) 1+1,1+) i1+1,1 1,1+
@ on+
4) Z 1., 1
! L1
-1
5) z, = £, (a - L Z i =
i ii" i, n+1 i,i-1 i—1) (para i1 2:3s...yn)
6) Hacer x = z
n n
7)) x. = z2. - u i = n- -
) i i i1 %4 (para i n-1,n-2,...,1)

Este algoritmo puede ser adaptado para almacenar los elemen
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tos de U y L, en los correspcndientes elementos de A.

Tambien se tiene que el algoritmo requiere solamente (5n-4)
multiplicaciones y consecuentemente tiene considerables ventajas
computacionales sobre los métodos gue no consideran la tridiago-

nalidad de la matriz, especialmente para valores grandes de n.
EJEMPLO 2.4:

Para 1lustrar el proceso involucrado en el algoritmo

2.3, consideremos el sistema tridiagonal de ecuaciones

2X1 - X =1
- Xy + 2%, - X; =0
- Xo + 2X3 - Xy, = 0

[ 2 -1 0 o v+ 1]
-1 2 -1 0 : 0
0o -1 2 -1 : 0

0 0o -1 2 1

Loy = a2y = =1 5 L3, = a3z, = =1 ; Ly3 = ay; = -1
3) |Para i = 1,2,3.

a2

Uiz = — = - 1 Lo, = Qy; ~ Coqtiyy, = 2=(=1) (= &) = 3
11 2 ’ 22 2z 21%12 ‘72‘ “'5:
@33
~ -1 2 2, 4

U3y = 7,. 373 T 3 Lys = a3z - LU,y = 2 - (-1) (- §)==§




u3q=;%=4‘_13=_% ; ZM—aw—ﬁqau“:Z-(—l)(—%):%
R
5 |pPara i = 2,3,4.

22 = £3b(azs - Loaza) = 2[0- (-1 (] =3

22 = £31(ass - Lasze) = 2 [0- (-1 (D] = 7

2y = Lia(ays - £y323) = —g— [1-(-1) (%)] = 1

1 2
X2 = Zp — U23X3 = 3 = (= §)(l) =1

X1 = 27 — Uy12X2 =

N
1
|
N
[
i
=

El algoritmo ha factorado la matriz involucrada en:

2 -1 0 0] [ 2 0 0 o] [1 —% 0 0
3 2
-1 2 -1 0 _ -1 > 0 0 0 1. -3 0
- 4 - 3
0 1 2 1 0 -1 3 0 0 0 i vy
0 0o -1 2 .0 0o -1 % 0 0 0 1]
y da la sclucidn correcta, X1 = X» = X3 = X, = 1.

El algoritme 2.3 puede ser aplicado siempre que zii # 0 para -
cada 1 = 1,2,..,n. Cualguiera de las dos condiciones gue aseguran -

esto son:



a) que la nmatriz de coeficientes sea definida positiva &
b) que la matriz sea estrictamente diagonal dominante.
Una condicidn adicional gue asegura que este algoritmo pue-

da ser aplicado, estd dada en el siguiente teorema.
TEOREMA 2.5:

Si fan| > |asz| vy [ayy | + |a

iil > la

i,i-1 i,i+1| para -

| > a |, entonces A es no singu

cada 1 = 2,3,...,n-1 a
P ! r Y I nn n,n-1

lar y los valores de Eii descritos en el algoritmo 2.3 son dife-

rentes de cero para cada i = 1,2,...,1n.
OBSERVACION 2.6:

El teorema anterior es un caso particular de las
matrices estrictamente diagonal dominante.

EJERCICIOS

2.1 Resolver el sistema AX = b utilizando los algoritmos 1.13 vy

2.2 de este capitulo

6 2 1 -1 1]
2 4 1 0 _ 2
A = yb::
1 1 4 -1 -1
-1 0 -1 3 L 3]

2.2 Resolver el sistema

4x, - X, + Xy = 2
- x; + 4.25x, + 2.75%; = 1
X1 + 2.75X2 + 3.5 X3 = "'l,

utilizando los algoritmos 1.7 y 2.1

2.3 Elaborar un algoritmo para resolver sistemas de ecuaciones -
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lineales cuya matriz de coeficientes sea Hessenberg superior.

2.4 Sea la factorizacidn de Crout.

4 0 0 1 1/2 -1/2
LU=| 1 5/2 0 1 1 1/5
-1 1/2 7/5] |0 0 1
4 2 =2
= 1 3 0] =A
-1 0 2

Resolver el sistema Ax = b utilizando el algoritmo 2.1, dado

b=[2,1,-1]".



CAPITULO TV
ESTABILIDAD

1. NORMAS DE VECTORES

La nocién de norma vectorial surge del intento de genera-
lizar la idea de la longitud de un vector en R 6 R*. El ejen--
plo mas simple de norma es la funcidén valor absolule, la cual

mide la distancia de un escalr al origen. El valor absolutoc -

|x| de un nfimero x puede ser cefinido por la ecuacidn

2. |ax| = |allx| ., (1.1}

3. |x+yl < x| + |yl
SegGn (1.1.1), el valor absoluto se dice gue es definidc
positivo. De (1.1.2), se dice que es homogéneo. La tercera ccn

dicidén es llamada desdigualdad talangufar por razones que seran

mas claras adelante.



()
(3
v

=

Fig. 1

Un ejemplo poco trivial de norma es la longitud euclidez-

na de un vector en R?., Para cualquier x eR?, es denotada por

x|, = /%% + x3 (1.2

2

Por el teorema de Pitdgoras, ||x||2 es la distancia de x -

al origen (Fig. 1).

La norma Euclideana |

|Zsatisface tres condiciones cue -

corresponden a las propiedades (1l.1l) satisfechas por el valcz

absoluto. Especificamente,

1. x #0 = ||x]|, > 0

2. |lax]], = |alllxll,

3.0 0%+ yll, < =, + [yl

Las primeras dos condiciones son claras de la definicié-

de |

|2. La tercera condicidn puede ser interpretado geométrl

camente del hecho que la longitud del lado de un tri&ngulo n:
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es mayor que la suma de las longitudes de los otros dos lados,

\

de donde proviene el nombre de desigualdad triangular (Fig. 2}.

Fig. 2

Una manera natural de extender estasideas a R" es genera-
lizar la férmula (1.2) en la manera obvia de obtener una longi
tud Euclideana de un vector en R". Sin embargo, esto es algo -
limitado, pues existen otras funciones gue miden la longitud -
de un vector. Por ejemplo, el nfmero w#i) defini@o para X eR’

por

-
[y
.
w
L—

P(x) = méx {Ix, [, 1%,13

es una medida razonable de la longitud de x y es computacional

mente mas conveniente gue (1.2).



DEFINICION 1.1

La norma de un vector (&6 simplemente norma) en -
R", es una funcidén w:IRn -——> R gue satisface las siguientes -

condiciones:

El valor absoluto es una norma en R', y la funcién [|.]],
definida por (1.2) es una norma en R?. La funcién ¢ definida -
por (1.3) es tambien una norma en R?.

La definicién de norma tiene algunas consecuencias elemen
tales. Por la propiedad 1.1.1, la funcidn ¢y es positiva, excep

to en el vector cero. Por propiedad 1.1.2,

P(0) = ¥(0.x) = OY(x) = 0,

asi que la norma del vector cero es cerc. Tambien de 1.1.2, se
sigue que

P(=x) = P(-1.%) = |-1|p(x) = ¥(x)

Una importante desigualdad es la siguiente:

(%) - v(y)| < ¥(x=-y) (1.4)
lo cual en términos de la norma euclidea dice que la longitud

de un lado de un tridngulo no es menor que la diferencia de la

longitud de los otros dos lados (Fig. 3). Para establecerlo, -

note que
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Por lo tanto

Uix) - Yy} < P(x-y) (1.5)

Si x e y son intercambiados en (1.5), obtenemos

YY) = ¥(x) < 9ly-x) = v(x=-y)

Las desigualdades (1.5) y (1.6) implican a (1.4).

Si y es colocado en lugar de -y en (1.4), resulta la si--

guiente desigualdad

[U(x) - ()| < v(x+y)

Regresemos ahora a la construccidén de normas de vectores.

Comencemos con tres normas en R" que son frecuentemente usadas

en procesos de andlisis matricial.

Ellas son las normas 1,2 y « definidas por
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=11,

il
I~
]

'|X“2 = ¥ Z Xi = VX X

ll

1%, = max ([x,| i ©=1,2,...,n},

La norma-2 es la generalizacidn de la longitud euclidea-
na de vectores de R? yIR3 enIRn, tambien es llamada norma eu--
clideana. La norma « es algunas veces llamaca la norma maxima
6 la norma Chevychev,

Las tres funciones ||.|[, [[.ll, v ||.|]_ son obviamente de-
finidas positivas y homogéneas. Ademds es facil mostrar gue -

||'”1 vy ||.|l, satisface la desigualdad triangular. En efecto,

n
0olEFIL = ] Ik by
1=1

| A

n
PEIEARRIA

=ty + ¥l

2) |lx+yl|l, = méx {]xi-+yilz i=1,2,...,n}

[ A

m& x {Ixilz i=1,2,...,n} + max {|yi|: i=1,2,...,n-

=1, + Nyl

Para establecer la desigualdad triangular para la norma-2,



requerimos de una desiqualdad que es 1mportante y es la --

bien conocida desigualdad de Cauchy.

TEOREMA 1.2:

- - = n
Para todo x,yeR,

X5 < %I, 1%, (1.7)

-

se cumple la igualdad si y solo si x é y son linealmente de--

pendientes.
PRUEBA

Si x 6 y es cero, el teorema es trivialmente cierto. Por
lo tanto supéngase que x é y son distintas de cero. Entonces -

[|%]], v |l¥]l, son diferentes de cero.

b
el

Sean x1 =

oy §ro= plp L Entonces [ll, NI, =1,
=1l yil,

y la desigualdad (1.7) es equivalente a la desigualdad
%5, <1

Ahora supdngase que §f§1 > 0. Entonces

t('-

0 < [Ix1= ¥1ll2 = (X1 =-¥1) " (%1 -91)

—t= -t = —t=
X X, + vy, - 2¥1Y1

- 2 - 2 -t -
Il + 15012 - 285,

1+ 1 - 2%y,

2 - 2kly, (1.8)

Por lo tanto §f§l < 1.
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Si x,y, < 0. Entonces

0 f_||X1*'YJ’|§ (EJ'*§1)t(£1'*§1)

~t= - t= —t=
= XX, + ¥,Y, + ZXJyl

||§JH§ + lln Hi + 2%5¥a

- Zts
= 2 + 2x]y,
_t._
de aqui cue x,;y, < 1.

Ahora supéngase que |x'y| = [|%]|,]l¥]l, con Y > 0. Esto pueds
suceder cuando la desigualdad en (1.8) es u a igualdad. Por Ilc

tanto ||x, -y,|l, = 0, y X; = y,. Esto implica que

X -y
IN=x[l, lvll,
o lElL
- ' Iyll,

y por lo tanto x é § son linealmente dependientes.
-t~ A
El caso x y < 0 es tratado similarmente.

Finalmente, supdéngase que x & y son linealmente dependiern

tes. Como y # 0, X = ay para algGn escalar a.
Entonces |[|x[|, = [all|lyll, . y
% ¥ = |(ap) Y|
= |ay"y|
= lal¥"y

= lalllyll ¥l

= =, ll¥ll,



[
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La prueba anterior hace fuerte el uso de la identidad -

-

-2 —t= - . . - . R
|x|], = x x. Esta caracterizacién es tambien usada para esta--

€5 una norma.

blecer que ||.||,

TEOREMA 1.3

satisface la desigualdad triangu--

La funcién |[|. ]|,

lar.
PRUEBA
1R+307 = G+ " (x+p
= %% + 2%'% + ¥'%
2
o 2 = = = ) - =5 —_
< =iy + 200 Mlyll, + llyll, por desig. de cac
chy
- - 2
= (%[l + [yl
A
Hemos usado el mismo simbolo ||.||, para denotar la norna
2 enIRl,ZRz,Zma,... . Mientras no sea un abuso de notacidn, --

puede evitarse introduciendo alguna terminologia que nos seré

Gtil mas tarde en relacibdn con la norma de matrices.

DEFINICION 1.4

(o0} n . .
Sea y: k)n_PR ——> IR. Entonces ¥ es una familiz
de normas de vectores si para cada n = 1,2,..., la restriccién

n
de y a R° es una norma.

10

es una familia de normas de vectores. Incidentalmente, estas -

Asi cada una de las funciones ||.||,,]|-]l2,]

normas son casos especiales de normas de Holder &6 p-normas de-



finidas por

'_ 4?/“ l p
Ixll, =Y 1 ix 17 » 1sp<e
l:

ot
b

Podemos demostrar que ||x||_ es lim [[x]|_,
p-o b
observemos gue
|x1|p + 2, [P+ 0+ |x P < n méx |x |P
n - 1
luego
|[x]| < Unmax |x. |® = 5/A max |x.| para i
p — i i

bastaria demostrar que lim Un =1

p>re®
P p
Sea y = Vn > In y = Ln vVn
1
> ILn (y) = = Ln (n)
b
> lim Ln (y) = lim Ln (n)
> lim Ln (y) = 0
p—)-oo
Luego limy =1
p—)-oo
<o lim Hi”p = mix {x;: 1 =1,2,...,n} = I3

p—)-oo
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A

para 1 = 1,

=1,2,..

Una técnica Gtil para construir nuevas normas de las ya -

conocidas estd contenida en el siguiente teorema.

TEOREMA 1.5

n mxn
Sea ¥ una norma en R° y AelR

mente independientes. Entonces la funcidén p; R"

con columnas lineal

> R defini-



da por

T
es una norma en R .

PRUEBA
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Como A tiene columnas linealmente independientes y § es

una norma,

i) X#0—>Ax # 0

—> u(x) > 0

Por lo tanto pu es definida positiva.

ii) p( x) =

Luego u es

iii) (X +vy)

| A

Y (a A x)
la| ¥ (AX)
la] v (%)

homogénea. Finalmente

YA(x+y)]
= V(AR +A V)

YAX) + YAY)

= u(x) + uly)

asi que p satisface la desigualdad triangular.

A

El teorema 1.5 puede ser aplicado para obtener una clase

importante de norma.



TEOREMA 1.6:

nxn . - . C . -
Sea A eR una matriz definida positiva. Enton:

1
(i
u

la funcidn w:ZRn ——> R definida por
P(x) = /= A%

es una norma en IR'.

PRUEBA

Por el teorema 3.1.12;, A puede ser escrita en la formz -

t . . . . . -
A = LL", donde L es una matriz triangular i ferior no singul

1u

Entonces

(%) = /X"AX

f
%
i
r
' t
X1

JREL) (Lt )

S Lt

L%,

Por lo tanto, por el teorema 1.5, Y es una norma.
A
Note que cuando A = I, la funcién ¥ del teorema 1.6 se Tz

duce a la norma 2.

Ilustraremos el teorema 1.6 con el siguiente ejerplo.

EJEMPLO 1.7

Encontrar la norma del vector [2,1,3]% mediante 1z

norma definida en el teorema 1.6.

Sea la matriz definida positiva
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2 -1 0
A=|-1 2 -1
0 -1 2

p(x) = [[2,1,3] | -1 2 -1l|1
L 0 -1 2|3
_2 1/2
= [[3,-3,5]|1 = /Ig§ = 3V/3
( L3

Como la norma de un vector da una medida para la "distan-
cia" entre el vector y el origen, la distancia entre dos vecto
res puede ser definida como la norma de la diferencia de los -

vectores.

DEFINICION 1.8

. t - i
Si1 x = [xl,xz,...,xn] y v = [yl,yz,...,yn] son
vectores enZRn, las distancias £, y Em entre x é § estan defi-

nidas por

o n N 1/2

1Z-30, = [ 1 1% -v,17] (1.9)
A=1

Ix-yll, = mix |x -y, | (1.10)
15i<n

EJEMPLO 1.9

El sistema lineal
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3.3330 x; -+ 15920 x» - 10.333x, = 15913
2.2220 %1 + 16.710 %2 + 09.612xs = 28.544

1.5611 x; + 5.1791x, + 1.6852 x3 8.4254

. t = t .
tiene por solucién [Xi,Xz,x3]| = Ll.OOOO,l.OOOO,l.OOOO] . 51 la
eliminacidn Gaussiana es efectuada en aritmética de 5-digitos,
usando pivotamiento completo (algoritmo 2.2.11, pag 102), la solu

cidén obtenida es

x' = [x!,x),x}]% = [1.2001,0.99991, 0.92538]°
El tamaho de x - X' estd dado por
l|x-x'|] = midx {|1.0000~1.2001|,!1.0000 -0.99991|,|1.0000 - 0.92538]}

(o]

= mdx {0.2001,0.00009,0.07462}

= 0.2001

Aungue las componentes X,

y x, son muy buenas aproximacio--
nes de x» y x3, hote que la componente x; es una mala aproxima--

cion a x,.

EJEKRCICIOS

1.1 Mostrar que la funcidn y definida por ecuacidn (1l.3) es una
norma.

1.2 Probar la identidad de polarizacidn

—e- _ [2+707 - 112-7]l3
. 4

, para los siguientes vectores



b) x :Lk+f p o xge"klt, para un k entero pecsitivo ZIljc
1.4 Encontrar vectores linealmente independientes x & v tal cue
X 4 v = |Isf _ .
Ix+vil, = lixli, + Iyl
1.5 Mostrar que [[x+y|l, = [|x|], + |[¥]|, 81 y solo s X é y =con

. . . --t_.
linealnmente dependientes y x vy > 0.
1.6 Sean ai,d3,...,4, positivos. Muestre que la funcidén

n

Y: R > R definida pox

Plx) = ( E a.x2w1/2

Sed una norma.

2. NORMAS DE MATRICES

J

\-

En esta seccidén consideraremos el problema de extends

s

idea de norma de un vector a matrices. Hemos visto en el ejerrlo

1.1.7 que el conjunto de matrices en R™*"

es un espacio vecto---
. . L s . mn
rial, lo gue es esencialmente idéntico con R . Consecuentemzn=-
. . mn . 5 -
te cualquier norma de vectores (vectorial) en R induce une ~un

. oA . . . . - i mxn . - - .
cidn definida positiva y homogénea én R gue satisface la cesi

gualdad triangular, y es natural llamar a tal funcidn una nor:a

. . mn T
matricial. Por ejemplo, la norma -2 en R induce la norma f..o¢
, mxn . .
nius | .JF en R definida por
l /fﬂ
Al =Y 0 Lag, . (2.1)
i=121=1
La misma prueba que ||.|/, es una norma vectorizl, mueszra
| R mxn . - . . s . P
que .|F. R > X es definida wvositiva, funcidn “omogércz




K
()
(U]

Adoptaremos esta definicidn general de norma matricial. -
Sin embargo, normas matriciales definida de esta manera no scon -
muy usuales. La razdn es gue esta definicibén de norma matriclz.
no da una relacidn entre las normas de dos matrices y la rormz -
de su producto. Consecuentemente restringiremos nuestra atenciin

a2 normas de matrices satisfaciendo una condicidn de consistenzia,

la cual para la norma Frcbenius indica

ARl < lIall, 1Bl (2.2)

1]
[
13
|
!

Comencemos nuestro desarrollo con la definicién gen

de norma matricial.

DEFINICION 2.1:

. . mxn e =
Una funcidn v: R ——> IR es una norma natricrzi

en IR si

mxn

1) A0 = uw(A) > 0, AcR .
2) y(ah) = Jalp(s) , AeR™?, aeR.

3) Y (A+B) < y(a) + (B, A,B eR™HN

Esta definicidn tiene algunas consecuencias inmediatas. -
. . nm=n .
Como una norma matricial en R'"~ es esencialmente una norra so-
. mn . .. - L -
torial en R, se sigue gue una norma matricial goia de todaz --
las propiedades de una norma vectorial.

DEFINICION 2.2:

mxrIi

[e 9]
La funcién W: U ® >R es una famillis -

ni, 11=1
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de normas matriciales si para cada m,n > 1 la restriccidn de ¥ a

mxn . .
R es una norma matricial.

Se sigue de esta definicidén y de los ccmentarios anlerio-
res que si U es una familia de normas matriciales, entonces la

nx,

. LIl © - - g
restriccién de ¢ a U __ R es una familia de normas vectoria--

les.
EJEMPLO 2.3:

Las normas de Irobenius definida para cualaguier -

_IEN - . . .
AeR™ por (2.1) forman una familia de normas matriciales, La -

. . - ! ) nxl ca
restriccidn de ||. ”r a ) R es la familia de normas-2 wvecto
: n=j —
riales; esto es ||x = ||xl|, para todo vector x.

r

La norma Frobenius es una generalizacidnr natural de
la norma vectorial Euclideana. Puesto que es relativamente facil
calcular y satisface la desigualdad (2.2), es usada frecuentemen
te en calculos matriciales. Sin embargo, todas las normas matri-
ciales gue satisfacen la definicidén 2.1 no necesariamente satis-
facen una desigualdad tal como (2.2). Por ejemplo, una generalil-

zacidn natural de la norma -« es la funcidn ¢ definida por

¥ (A) = méx {|aij :1=1,2,...,m; 3 =1,2,...,n}, (2.3)

con A gRr™*P
Es facil verificar que W es una norma matricial segiin la -

definicidén 2.1. Sin embargo, si

1 1

entonces Y(A) ¥(B) = 1 mientras que U(AB)= 2, asi que no es cier-



[a¥]
n

to que Y(ABR) < U(A) vw(B). Por esta razdn la norma matricial (2.:

es rara vez utilizada.

=
=

Estas consideraciones sugileren que consideremos las pr

0
Uel

dades de normas matriciales que satisfacen una relacidn coxo -

Como A,B y AB en general tendran diferentes dimensicnas, --

usaremos urna norma diferente para cada mierbro de (2.2).

DEFINICION 2.4

' , Lo
Sean uzlmﬂxm ———>IR;1@:EJ““ - —> R y 3:}= = >

s

normas matriciales. Entonces u, ¢ v 3 son consistentes si

3(AB) < u(A) v (B
Lxm

mxn . . nx
para todo A eRR y BeR . Una norma matricial en R es cco-
sistente si es consistente consigo misma. Una familia de norzzs

matriciales ¢ es consistente si

v(AB) < v(A ¥ (B

siempre que el producto AB esté definido.
Como un ejemplo de familia de ncrmas matriciales consicstzsn-
tes, mostraremos que la norma de Frobenius del ejemplo 2.3 g --

consistente.

TEOREMA 2.5:

La familia | .HF es consistente.
PRUEBA

Mostremos primero que



Faxll, < Haii =l
para cualquier AzﬂRﬂxm N xelR". Sea A particionada en fila
At = [Al,Az,...,Aﬂ]. Entonces
AY X
_ AY %
Ax = |.
tt =
| Pe X
Por tanto
| - 2 E t 2
IlAXH2 = Z ‘Ai ’
i=1
Por la desigualdad de Cauchy |A§£| §_||AiH2||§H2. Por
tanto
-2 2 o2
Nax[l, < dl=ll; 2 llagll,.
i=1
5T
Observemos que !|A\|F = .Z .2 a;
1=17J=1
£
_ 2 2 2
= 'z (a; +aj +o.oo+a )
i=1
£ 2
= z Ai
i=1
£
2
= 2 ||Al||2
i=1
Por lo tanto (2.4) es satisfecha.
Ahora, sea C = AB, donde A ewExm y BeR™", 51

B = [B],Bz,..

.,Bn] es particionada en columnas, entonces
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lo --



il

N 2 1 |2
el = sl = Il [ap, aB,.---0ap Jlig

n n 2
TN R TN R P

la cual es la relacidn de consistencia,
&
En particular, la definicién 2.4 incluye la nocidn de ccr--
sistencia de una norma vectorial y una norma matricial.

L~ XN . . Y]
: R es una norma matricial y yY: R

>R

Por ejemplo, si ||.

es una norma vectorial, entonces U y '

‘I

Il son consistentes si

La desigualdad (2.4) en la prueba del teorema 2.5, muastzz

gue la norma matricial Frobenius es consistente con la norma vz

K®!

torial Euclideana.
Algunas veces sucede que dada una norma matricial consisztzn

nxn - . .
te en R se requiere de una norma vectorial consistente. L

fu
!
[

prueba del siguiente teorema muestra cdmo construir tal norma.

TEOREMA 2.6:

nxn

sea ||.|l: R

——> IR una norma matricial consist=zs.

- n -
Entonces existe una norma en IR gue es consistente con |

PRUEBA

Sea § # 0 un n-vector., Definimos la funcidn w::mn —_— T -

por

|

- s .
v(x) = [lxy"il, eR

{

—
N
(1}

Es f&cil verificar que es una norma vectorial. Adermis,



[
[
iy

b3 = Il a v xyO U< Al IEZ5I = allvin,

asi que Y es consistente con |

4

Regresemos ahora a un proceso importante para la coastruc

13}

cidén de normas matriciales consistentes. La idea para la con

truccidn es la siguiente:

mxn n
Sea A eI y sean las normas yYP: R

Si Y(x) = 1 &y = ax, entonces y(y) = |a| vy
W(AY) = u(aAXR) = |a|p(AR) = $(X)p(AR).

En otras palabras, el nimero p(Ax) mide, en cuénte la -~

transformacidén lineal aumenta (o disminuye), a cualculer vel

Y,

tor gue es un nmltiplo de x. Si existe tal nmerc mayor uy(ix)

o

esta constante es un candidato natural para una norma de A.

TEQREMA 2.7

. . . mxo .
S1i | .| es cualgquier norma vectorial en R enton-
_ . = n
ces |A = max HAX , con xR,
x[[=1

define una norma matricial en el conjunto de matrices real=ss -

de orden mxn, la cual es llamada noama naturaf.
PRUEBA

Probaremos que satisface las tres condiciones de una ncr

na
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-
i) HA“ = max 'Ax
x|l =1
Alx
An;{ 7 . .
= max : , con A = [A,,A,,...,A,] particionada en
IS Il filas
ALE
= ozl < allz] = [la) > o
k — k \
ii) iaAH < H = max ((LA);.; , aelR
|| ][=1
=  méx a(Ax)
|[x|[=1
= max alllAx
|| x[]=1
= |a max A
[ =
=[]l
iii) HA + BH = max H(A + B) x , ABeR™*M
|| xl=
= méx (ASE + Bx
15 ]]=1
< méx HA;(H + ‘B} ]
[ x]]=1
| - . |
< max iA,{l + max MBV



—
el
[

< flall = I8l

A
TEOREMA 2.9
Sea AeﬂRmxn. Entonces
A . (m \l ’2 Q
H Hl = max !Z («_jj\: J 0= ;,2,3, ,nJ \ b
1=1
Y
I_\:
Al = max [ ] e le 1= 1,2,3,...,m] (2. 10
i=1
PRUEBA

La estrategia de la prueba es la misma en ambos casos.
Llamemos X a la parte derecha de (2.9) y (2.10). Mostraremos -

primero gue para cualquier vector x tenemos que

|’A§H < K“EH (p = 1,»). Esto implica c:e
p b
Al < a (2.1
P
después encontramos un vector particular X con ||§Hp = > tal -
que
||| =
‘P
— . > |
= Al < Al IED, < Al

esto muestra que

||A|lpzk , (2.12

de (2.11) y (2.12) se deduce que |lAHp = A
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Especificamente, para la norma-l sea A = [A]IAQI"’IAH]
particionada en columnas. Entonces X = méx {||AjH]: §=1,2,...,n}
Y

||A>—<||1 = |Ix1A1 + XoA2 +...4 XnAnHl
< Al # Azl +er (xR
< bl Al o+ e lazll | +onos Ixp AL
< (=] + |x2] +...4 ]xn|)méx{ilAjf|1} = A ||§H1
Por otro lado si A = ||Ak||l, entonces ||ék||1 =1y
A8, = NlA Nl =
Esto establece (2.9)
n
Para la norma -<, A = mix { ) lai_|: i=1,2,...,n}. Para
J=1 )
el cual X tenemos:
141 = ndx € Jla,x, ]}
i j
< méx { Z|aij||xj|}

1 J

| A

max { Z|aij|} méx {Ile} = A || x]l
1 J J

Por otro lado si A =

I o~

Yy X = (sign (a,,), sign (ay,)reee
J=1
. <t P -
-y sign (a, ) [", entonces [[x|| =1 vy [Ax|l_ = X
&
Asi la norma-1 de una matriz es igual al mdximo de la nor

ma-1l de sus columnas. Por esta razdn la norma matricial-1l es -



[
w0
I\)

frecuentemente llamada suma de noamas de cofumpc. Similarmence
la norma-= es llamada suma de noamas de f4€a. Como estas nor--
mas son féciles de calcular, junto con la norma Frobenius, scr

a menudo usadas en algoritmos matriciales.

EJEMPLO 2.10

1 2 -1
si A=|0C 3 -1
5 -1 i
IEntonces
Dla sl = 2] + J2| + |-1] = 4
j:l
3
) ‘a2j| = o] + [3] + |-1] = 4
j=1
3
T lasgl =I5l o+ Ao+ 1] =7
j=1

asi ||All, = max {4,4,7} =7

Computacionalmente no es conveniente la norma matriciel-Z.

Sin embargo, esta norma tiene algunas propiledades muy busna

u)

que la hacen Gtil para propdsitos tedricos. Algunas de estas -

propiedades estan contenidas en el siguiente teorema:

TEOREMA 2.11

Sea A eR™™". Entonces

1. ’|AH2 = max _ ‘?tAil ’
: x|z =[lv]l=1



2. [|a%]], = llall, .
t 2
3. l[ATAll, = [IAllS.
PRUEBA
para la parte 1, sea [[x||, = |ly|| = 1. Entonces por la -

desigualdad de Cauchy,

FRE] < TN, AR, < ISR IAL = 1AL
_ _ - Ax
Por otro lado, sea |[|x]||, = 1y [|Ax|l, = ||A]l,. Sea y = {|}"F .
Axll,

Entonces ||¥], = 1 vy
—t,= ASAR _ (AR) AR Axll3 -
oan| = EAME (B AR TIAEIL gy, - an,.

1Ax]| lAx]], [LAx]] -

asf que, para esta seleccién de x & y, igualmente es logrado.

Para la parte 2., note que

t - =
1A%,

Il
=
s
=

[

o
™

o+
»

méix |xtAT | = |14

It
=3
I an
— X
N
I~
<
+
X
li

131 =ll¥[]=1
Finalmente, para la parte 3 tenemos:

t ol 2
IATALL, < AT, 1AL, < Al

Por otro lado, sea |[|x]|| 1 vy ||axl], = l|a]l,. Entonces por

la parte 1 con y = X

- - - 2 2
[IASAll > [x®atAx] = [lax|l, = [IAll;.
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EJERCICIOS

2.1 Verificar gue la funcidn ¥ definida por (2.5) es unz noro:z
vectorial.
2.2 Probar gue si A = [A1/A2/~--/An] esti particionada e co--

lumnas, entonces

2 2 2 2
HAL L = [TAaclly + 1Aty + oo+ QAL
2.3 Mostrar gue para x eR", ||x]|, = |l§tH2 .
nxn

2.4 Sea yP: R —> R definida por

y(A) = n {méx|ajjl: i,9 = 1,2,...,n}

muestre gue ¥ es una norma matricial consistente.

2.5 Muestre que H.IED§7||.HC)son normas matriciales, dcrnde
n n 2 1/2 n n
g = [ 1 1 lagyl”) vy llallg= 3 T la.|
i=13=1 i=14=1
para cualguier matriz A de orden n xn.
2.6 Encontrar ||.||_ v ||.|l,, para las siguientes matrices:
a) 1 -1 b) -3 2 c) [10  15]
A= B = C zi £
2 1 3/2 /2] L0 1]

3. ESTIMACION DE ERROR., CONDICICNAMIENTO DE UNA MATRIZ Y REFI-

NAMIENTO ITERATIVO.

En esta seccidn discutiremos los efectos de los erxrcres -

por redondeo de los algoritmos, asi como tambien la exactituc

nes. Con relacidn a los errores por redondeo mostraremos cue -
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si los algoritmos de los capitulos IT y III son usados para --

calcular una solucidn de la ecuacidn

Ax = b (3.1)
la solucidn calculada x satisface

(A +H x=5b, (3.2)

y daremos cotas rigurcosas para los elementos de H. Si puede --
ser mostrado que H es pequeno, entonces el algoritmo es esta--
ble en el sentido de la seccidn § del capitulo I.

Tal andlisis de errxor tiene importantes limitaciones. En
primer lugar, las cotas del error estan a menudo méds lejos gue
los errores observados. En segundo lugar un resultado estable
tal como (3.2) no puede asegurar la exactitud de la soluciédn,
a menos que el problema esté bien condicionado, pero si el sis
tema (3.1) estd mal condicionado afin para un H pequeha corres-
ponderd una gran desviacidén para X.

Una cuestidén importante es que un andlisis de error puede
sugerir como arreglar los detalles de un algoritmo para una ma
yor estabilidad. Por ejemplo, usando el hecho cue la cota en H
de (3.2) contiene factores que dependen de la estrategia de pi
votamiento.

Un riguroso andlisis del error por redondeo procede de --
aplicaciones repetidas de las cotas del error por redondeo del
capitulo I, seccidén 8. Expondremos solamente los resultados de
los andlisis del error por redondeo. Asumiremos que todos los

cidlculos han sidc efectuados en aritmética de punto flotante -



[
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(SR

de t-digitos, satisfaciende las cotas del capitulo I, seccifz

8. Ademds, asumiremos que la baja-carga y sobre-caiga no ha --

}
h

ocurrido en el cilculo. Finalmente asumiremos que el crden

(@]
)
1y

problema considerado, es decir n, estd tambien restringido

ny <0.1

Regresemos primero a la solucidn de un sistema triangulizz

por medio del algoritmo (2.1.3)

TEOREMA 3.1

nxn T I .~ - .
Sea TeR v beR'. Si % denota la solucidén calc:-

lada de la ecuacidén Tx = b , obtenida por el algoritmo 1.3 En

tonces X satisface la ecuacidn

(T+Ex =D

donde |e..| < (n+1) I |t,.|107"
13 1]

(i, = 1,2,...,n) (3.3

Aqui II es una constante de orden unitaria que dependen de ic

n

detalles de la airtmética.

Este teorema es en muchos aspectos bastante satisfactoris
Dice gue la solucidén calculada es una solucidn exacta de un --
problema en el cual T ha sido perturbada ligeramente. En efec-
to, los elementos de T+E difieren de los elementos correspcn-
dientes de T en los pequenos cerrores relativos. Para un n mci:z

rado, esos errores relativos son comparables con lcs errores -

hechos en el redondeo de T misma, y si los elementos de T s

]

calculan, los errores eij pueden ser considerablemente mas pe-
quenos que la incerteza en T. Si productos internos son acumi-

lados en doble precisidén, el factor n puede ser eliminado ds -
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(3.3), asf que la matriz de error E es bastante comparable con
el error hecho en el redondec de T,

Nada menos, que los resultados anteriores ilustran las 11
mitaciones de la primera parte de esta seccién. En primer lu--

gar, los detalles del an&lisis muestra que

Ieij| < (j-1i+2) & |tij|10 ,

lo cual puede ser considerado mas pequeno que (3.3). Mas impor
tante, sin embargo, es el hecho que las sclucicnes de sisfemad
thiangulanes son uwsualmente calculadas con afia precdsicn. Es-
te hecho no puede ser probado en general ya que existen probkle
mas para los que la afirmacidén anterior no es verdadera.

La pregunta de gque si el algoritmo 2.1.4 para invertir --
una matriz triangular superior es estable, estd abierta. Como
cada columna Si de la inversa fué formada resolviendo el siste
ma TS, = éi, se sigue del teorema 3.1 que Si es la i-é&sima co-
lumna de una matriz ligeramente perturbada T-kEi. Sin embargo,
como la perturbacién es diferente para cada i, no se sigue que
S = [SI,SZ,...,Sn] sea la inversa de alguna matriz perturbada
T+E aungue S esté cercana a la inversa de tal matriz.

En la préctica, las inversas calculadas de matrices trian
gulares, que usualmente son encontradas, son bastante exactas.

Ahora consideraremos los anédlisis de error cde la elimina-
cién Gaussiana y de los algoritmos para la descomposicién tria:
gular. Hemos visto ya, que la estrategia para seleccionar los
pivotes en estos algoritmos pueden tener un efecto marcado en

sus propiedades numéricas y esperariamos gue el an&lisis de --



error refleje la estrategia de pivotamieﬁto. Se deduce que la

seleccién de pivotes afecta el resultado limitando el creci---
miento de los elementos calculados en el curso de la reduccidn.
Por el teorema 2.2.10 podemos asumir que cualquier intercambio
requerido por la estrategia de pivotamiento ha sido ya efectua
do. Asi, sea el algoritmo de eliminacién Gaussiana efectuado -
en aritmética de punto flctante sobre la matriz A = A, dando -

las matrices M, M ,... M ;Y Az,Aa,...,An. Sea

n-1

B, = mix {[agg)‘} (k = 1,2,...,n)
< lj
Y
y = max {fyx: k = 1,2,...,n}
B

1

asi v, la relacidén entre el mayor elemento de Al,Az,...,A con
n

el mayor elemento de Al, es una medida del crecimiento de las

matrices generadas por el algoritme. Con estas definiciones te

nemos el siguiente resultado.
TEOREMA 3.2

Las matrices Ml,MZ,...,Mn_“An calculadas por el al

goritmo 2.2.4 satisfacen

donde

t

]eij] < nlB,ylo (3.5)

para alguna constante I de orden unitario gue es iIndependiente

de A.
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Por el teorema, la descomposicidn triangular calculada a
través de la eliminacidén Gaussiana ec la descomposicidn trian-
gular exacta de una matriz perturbada. La perturbacidn sera pe
queria comparada con B, (estoc es, comparado con el maycr eileinen
to de A;) con tal de que el factor de crecimiento y sea peque-
no. Asi, es importante establecer cotas para el crecimiento de
elementos en el curso de la reduccidn. Para el pivotamiento --
parcial y completo las cotas superiores puedan ser dadas por y
gque no dependen de A. La cota para el pivotamiento parcial es

_1.1/2
3172 4173 L1/ 1y /

y < {n.2%.

Esta cota se incrementa un poco lenta con respecto a n y ade--
mé&s la prueba gue se establece muestra que no puede ser alcan-
zada. Asi, fLa eliminacddn GaussLana con pLvotamdfento completo
es un algordiimo estable.,

La cota para el pivotamiento parcial es
y < oh-—l (3.6)

Esta es una funcidn de crecimiento un poco ré&pida y su -
uso en la cota (3.5) sugiere gue el orden de las matrices que
pueden ser descompuestas por eliminacidn Gaussiana con pivota-
miento parcial es estrictamente limitado. En este caso los ele
mentos de E pueden ser del mismo tamafio gque los elementos de A,
No se puede afirman que La elfiminccddn Gaussiana cen pLvota---
miento parcdial sea Lncondicdlonalmente estable.

En la préactica, sin embargo, la cota (3.6) es rara vez al

canzada. Usualmente los elementos de las matrices reducidas -



200

AL AL, .. A

£

L Juedan del mismo orden de magnitud 6 muestran ---

[

siempre un decrecimiento progresivo en el tamano. En la préct
ca la eliminacidén Gaussiana con pivotamiento parcial debe ser
considerado un algoritmo estable.

El andlisis de error de la reduccidn de Crout da resulta-

dos similares. Las matrices L y U calculadas satisfacen
LU = A+E

donde los elementos de E satisfacen {(3.5). El1l factor de creci-
miento y en las cotas para la reduccidn de Crout es el mismo -
gue el factor de crecimiento para la eliminacidn Gaussiana,

No se puede afirmar que la reduccidn de Crout sea estable
en general. Sin embargo, para propdsitos précticos puede ser -
considerado un algoritmo estable.

La reduccidn de Crout permite la acumulacidén de productos
internos en doble presicidn. Hasta donde el andlisis de error
estd interesado, el efecto de ésto es quitar el factor n de la
cota (3.5). Asi, si v es tambien de orden unitaria, los elemen
tos de la matriz error E son del mismo tamanho gue los errores
por redondeo de A y en muchos son considerados mas pequenos.

El an&lisis de error del algoritmo de Choleéky para matri
ces definidas positivas difiere de las otras en gue no existe
un factor de crecimiento (esto es tambien cierto para la elimi
maclidn Gaussiana y reduccidn de Crout aplicados a matrices de-
finidas positivas). Este algoritmo calcula una matriz triangu-

lar inferior L satisfaciendo
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LLt = A+ E

donde los elementos de E satisfacen (3.5) con y = 1, Cuando --
los productos internos no pueden ser acumulados en doble pre--
cigibn, la reduccidn de Crout y la eliminacidn Gaussiana tie--
nen las mismas propiedades numéricas; en cambio, si los produc
tos internos pueden ser acumulados en doble precisidn, la reduc
cidn de Crout es superior.

Las cotas para la solucidn del sistema lineal Ax = Db, pue
den ser obtenidas combinando los teoremas 3.1 y 3.2. Para defi

nirlas supondremos que la matriz A ha sido descompuesta por la

eliminacidén Gaussiana con pivotamiento parcial en el producto
A= (MM L Ml A = LU
- ( 1 l2 LIRS n“l) n -

Los elementos de L son los multiplicadores mij del algo--
ritmo 2.2.4, los cuales son nenores que la unidad en magnitud.
Por lo tanto

e, .| <1

1]
Los elementos de U son tomados de las matrices Aj,Az,...,A,

de la reduccidn y por lo tantc satisfacen

‘uijl f_YBI 7

donde g, es la magnitud del mayor elemento de A, y Y es el fac

tor de crecimiento. Finalmente del teorema 3.2 sabemos que
LU = A+ E . (3.7)

donde los elementos de E satisfacen (3.5)

Ahora supbngase que el algoritmo 2.2.15, es usado para re



solver el sistema Ax = b . El paso 2 del algoritmo es numerica

nmente equivalente a resolver el sistema trianguvlar infericr
Ly = b (3.8
mientras el paso 3, equivale a resclver el sistema triangular
superior
Ux = vy
Hemos observado que los sistemas triangulares son usual--

rel.

mente resueltcs con alta precisidn. Por lo tantc no es sor

3

dente que la solucidn calculada X estd a menudo muy cerca cg -

la verdadera solucidn X' del sistema

(A+E) x' = b

—
W
D
\0

En otras palabras, {a soclucddn calfculada ¥ de un sLs8Lama

de ecuaciones Lineales estd a menudo cenca de una so0lucidn x'
de (3.9), donde La maztriz de eanon E es <independicnte d2 o,
El siguiente teorema muestra que si dijamos el recueri---

miento de que la matriz de error sea independiente de b, poce-

mos obtener un resultado rigurosamente estable.
TEOREMA 3.3

Si % denota la solucidn calculada para el sistema -

Ax = b por medio del algoritmo 2.2.15. Entonces X satisZac

iy
[{Y

(A+H % =Db (3.1C

donde

Ih..| < (al+2n23 +n°3%10" %) y2 107F, (3.1

13

con I y 39 constantes de orden unitaria.
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PRUEBA
Por el teorema 3.1, la solucidén calculada y de (3.8) sa-

tisface
(L+F 9y =b

donde

-t t

|£..] <no|L,.]107" < ndl10”
1y - 1j —

con 3 constante de orden unitaria. La Gltima desigualdad se si
gue del hecho que el pivotamiento parcial asegura quelﬁij[<l.
En el paso 3 del algoritmo 2.2.15, resolvemos el sistema Ux = ¥,

dando una solucidn calculada X gue satisface

1l

U+@x =3
donde

t

| <mofu; [107" < nogy107"

95 5

lueco
(L+F ¥y =D
-—> (L+PpD U+ % =D
—> (LU+LG+FU+FG % = b

—> (A+E+LG+FU+FG % =b

ce (A+H X =b, donde H=E+LG+FU+FG ;

ahora el mayor elemento del producto de dos matrices de orden
n estd acotado por n veces el producto del mayor elemento de -
cada matriz. Por lo tanto, usando las cotas para los elementos

de E,F,G,L yv U, obtenemos
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A+H < nTTg v10 ©+n?8B,vy10 “+n?38:y10 "+ ns%g,y10 2"

I A

t

A+H < (nli +2n29 +n%3210 5)ve,10~

I A

A
Como teoremas no generaleg en las inversas calculadas de
ecuaciones triangualres han sido establecidas, no es extrano -
gue poco puede ser dicho acerca de las inversas calculadas de
matrices generales. Supdngase por ejemplo, que las columnas de

la inversa X, son calculadas, como las soluciones de los siste

mas AXi = éi (1 = 1,2,...,n). Entonces del teorema 3.3 sabemocs
gue cada columna calculada ii satisface (A+—H9 ii = éi; sin -

embargo las matrices de error Hi pueden ser diferentes para ca
da columna, y no podemos concluir que existe una matriz parti-
cular pequefia H tal que (A+H X = 1.

No menos se sigue cde la observacidn presedida del teorema
3.3 gue cada ii estard a menudo cerca de la solucidn ii de la
ecuacidn (A+—E)§i = éi' donde E es la matriz error de la des--
composicién LU de A. Como E es independiente de éi’ se sigue -
que i estd cercana a la inversa de A+ E.

Consideraremos ahora el siguiente problema. Sea,AeﬂRnxn -
no singular y sea E una matriz de orden n xn gque’ se presume --
sea pequena. ¢Qué tan pequena debe ser E para que la matriz -
perturbada A+ E sea tambien no singular, y cudnto difiere -—--
(A + E) "' de A"'?. En contestacién a estas preguntas usaremos -
la teorfa de normas desarrollada en las dos secciones anterio-
res.

Una aplicacidén de nuestros resultados es el cilculo de -~
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las inversas de mafrices. Antes hemos indicado que la inversa

calculada de una matriz A estaria a menudo cerca de la inversa
exacta de una matriz ligeramente perturbada A+ E. Sin embargo,
este resultado no garantiza que la inversa calculada para A~

Yy (l\-mLE)—l no pueden diferir grandemente. En la terminologia -
de la seccidén 8 del capitulo I, tal matriz seria llamada mal -
condLceLonada con respecto a La Lnversidn.

Nuestro anélisis no solamente da condiciones hajo las cua
les A est& mal condicionada, sino que tambien asocia a A un na
mero de condi{clonamiento que mide el grado de su mal condicio-
namiento.

Ademds para hablar rigurosamente acerca del tamano de --
errores gue involucran vectores y matrices introduciremos las

siguientes generalizaciones de error absoluto y relativo.

DEFINICION 3.4

mxn . .
Sean A,B eR con B considerada como una aproxi

macidén a A. El hesidual de B es la matriz

A-B

. mxn '
Si Y: R >R es una norma, el error en B con respecto a

es el nimero

p(A - B)

Si A # 0, el error relativo en B con respecto a ¥ es el nGmero

v (A-B
v (A)
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Donde no haya confusién, quitaremos la frase "con respec
to a Yp" y noé referiremos simplemente a error & error relati-
vo. Las nociones de residual, error y error relativo estan de
finidos para n-vectores considerados como matrices de orden -

nxl.
EJEMPLO 3.5

En un computador dado supdngase que el valor redon

deado de un nfimero b es §&(b) = b(1+3), donde [3] < 1678, -

Sea A ¢RT*D

y sea a la magnitud del mayor e.cmento de A. Sea
B obtenida de A redondeando sus elementos. Entonces B = A+ E,

donde
igh ! rigt = o

Por tanto

A-B }
| I <107
Al

Entonces, el error relativo con respecto a la norma-® en una -
matriz redondeada con t cifras no es mayor qué ;O—t

Cuando no existe crecimiento en el proceso de eliminacié:,
el teorema 3.3 puede ser interpretado diciendo que la solucié:n

calculada X de (3.1) satisface
(A+H % =b , (3.123

donde

||H||Ooi¢(n>||Al|oolO_t (3.12
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donde ¢(n) es una funcidén de n cuya forma depende de los deta-
lles aritméticos en el cdlculo, pero que en cualquier evento -
no es muy grande.

Una manera de estimacidén de la exactitud de una solucidn
aproximada para un sistema lineal es determinar entonces la --

cercana aproximacidén que viene satisfaciendo el sistema.

DEFINICION 3.6

» ~~ n . A, .,
Si X elR es una aproximacidn a la solucidn del -
sistema lineal (3.1), el vector residual para X con respecto a

este sistema estd definido por

r = b - A%,

Serfa intuitivamente esperado que cuando ||r|| es pequefo
para alglin vector, entonces ||x - X|| tambien sea pequefio. Aun--
que este sea a menudo el caso, ciertos sistemas especiales que

ocurren con bastante frecuencia no poseen esta propiedad.
EJEMPLO 3.7

El sistema lineal Ax = b dado por

1 20| x4 3
1.0001 2| %2 3.0001

tiene la Ginica solucién x = [l,l]t. La aproximacidén a esta so-
lucidn X = [3,0]t tiene como vector residual
L 3 1 2 3]
r =b - Ax= -
3.0001 1.001 2| (0]



N
[ow
)

0

1

0.0002| ,

ast [ir|]_ = 0.0002. Aunque la norma del vector residval es pe-
gquenia, la aproximacidn X = [3,0]“ es cbviamente muy mala; en -

=2

[ee]

efecto, ||x - ¥
4
La dificultad cue surgid en el ejemplo puede ser explicza-

da simplemente notando que la solucidén del sistema representa

la interseccibén de las rectas
Ly: x, +2%x, = 3 y L,: 1.0001x, +2x, = 3.0C0%
El punto (3,0) estéd situado sobre L; y las rectas son ca-
si paralelas. Esto implica que (3,0) tambien esté& bastante cez

ca de L,, aunque difiere cignificativamente cel puntc de in--

terseccién (1,1). (ver Figura 4).
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En general, no podemos contar con la geometria del siste-
ma para dar una indicacidén de cuando podria ocurrir el proble-
ma. Podemos, sin embargo, obtener esta informacidn consideran-

do la norma de A y la de su inversa.
TEOREMA 3.8

Si % es una aproximacidn a la solucidén de AX = b y
A es una matriz no singular, entonces para cualquier norma na-

tural,

=%l < |zl {la" "] (3.14)

|ITE_Hl < Jlalllla™ ] ltgH-; siempre que x#0 y b#0 (3.15)
X b

donde r es el vector residual para X con respecto al sistema -

(3.1).
PRUEBA

b - A%

=1
It

Como

Ax - A%

=1
I

[nd}
]
>
b
|
5

luego x-% = A "r.
Entonces

-1 - - -
1% =%[ = {la" %[l < A I

Ademds como b = Ax , ||b]| < ||A]|||x]] , es decir




asi que

1Z-%0 Hallla™l |z

=l = el

Las condiciones (3.14) y (3.15) implican que las cantida--
des [|[A"Y]] = [|aillla"! || pueden ser usadas para dar una indica--
cidn de la relacidén entre el residual y la exactitud de la ---
aproximacién. En general, el error relativo ([||x-%|| / ||x|]) es
de mucho interés y, por la ecuacidén (3.15), este error es acota
do por el producto de (||A]l||A7"]]) con el residual relativo pa-
ra esta aproximacién, (||T|| /||B||. Cualquier norma conveniente

puede ser usada para esta aproximacidén, siendo el Gnico requisi

to que sea usado desde el principio.
DEFINICION 3.9

El ndmero de condicionamiento K(A) de ia matriz -

no singular A, relativo a la norma ||.|| es definido por

KA = [lalll]a™"]]

con esta notacidn las desigualdades en el teorema 3.8 se convier

ten en
1% - 2] < k) 2L
Il all
Y
1% - %I . ]l
———— S K(A) ——
|| %1 || bl|

Puesto que, para cualquier matriz no singular A,

-1

L= lnlh = llaa” "1 < llallla™' il = K&,
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la expectacién es que la matriz A estard bilen condicicnada si -
K(A) es cercano a unc y mal condicionada cuando K(A) es signifi

cativamente mayor gue uno.

EJEMPLO 3.10

La matriz para el sistema considerado en el ejemplc

3.7 fué
1 2
A =
1.0001 2
que tiene [[A]] = 3.0001. Esta norma seria considerada grande,

sin embargo, como

[-10000 10000
ATl =

5000.5 =5000

A" "] = 20,000 ,

y para la norma-=, K(A) = (20,000) (3.0001) = 60.002. El tamafio
del nlmero de condicionamiento para este ejemplo nos guardaria
de hacer decisiones precipitadas de exactitud basada en el resi
dual de una aproximacidn.

Mientras en la teoria del nlimero de condiéionamiento de --
una matriz dependa totalmente de las matrices y sus inversas, -
en la préctica el cdlculo de la inversa estaria sujeto a error
por redondeo, dependiendo de la exactitud con la gue los cé&lcu-
los son efectuados.

Mas profundidad en la naturaleza del residual puede ser ga

nada considerandoc el residual de una solucidn redondeada x' de
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(3.1). Del ejemplo 3.5 conocemos que x' puede ser escrito en la

forma
R = %+8, donde |2l < IIxll 107",
Por lo tanto
T =D-AX' =D -A%X-AS = -AZ
Y
_ - - -t
121l < HAlILIIEI, < AL, 107° . ast
I3 §_||§Hm -t (3.16)
Al

Ahora, si A esté& mal condicionada y X refleja el mal condiciona
miento de A, de modo gue ||X||_ sea mayor, entonces r serd gran-
de. En otras palabras, £a so0lucién nedondeada de una ecuacLdn -
puede fener un nesidual ghande. Este fendmeno lo ilustraremos -

en el siguiente ejemplo.
EJEMPLO 3.11

Sea

1.000 1.001
A =
1.000 1.000

y b = [2.0001, 2.000]". Entonces la solucidn exacta de la ecua-
ciébn Ax = b es X = [l,l]t. Sin embargo, el vector X = [2,0]t,

que no estd muy cerca de X, tiene un vector residual muy pegue

fio r = [10_3,O]t. Por otro lado, la solucidén de AX =D =[ﬁ40]€

es X

[-1000,1000]"%, v el vector % = [-1001,1000]"° estd muy --

cerca de x. Sin embargo, el vector residual de X es r = [O,l]t,



el cual es tan grande como b.

Es instructivo comparar el residual de una solucidn redon--
deada x' de (3.1) con el residual de la solucidén % calculada zor
eliminacidn Gaussiana. Sabemos que X satisface {3.12), donde H -

satisface (3.13). Por lo tanto

rY¥ =b-A%=Hx , ©

c

Jlflhg < ¢(n)lo"
AT,

Si ¢(n) no es tan grande, la cota (3.17' es comparable ccn

(3.16). Asi, ef nresddual de La scflucdidn calculfada serd apreoximz-
damente def mismo tamaiio que ef resddual de La sclucslin exacila -
redondeada con £ cifras.

Si hacemos la suposicidén de que la solucidn aproxirada del
sistema lineal estd siendo determinada usando aritmética de t-zi
gitos y eliminacidén Gaussiana, el vector residual r de la eoprcxi

macidén X tiene la propiedad
Izl = 107 Al |1%]] (3.1%)

De esta ecuacidn aproximada, una estimacidn vara el efecti-
vo nmerc de condicionamiento en aritmética de t-digitos puede -
ser obtenida sin necesidad de invertir la matrizAA. En la actuz-
lidad, la aproximacidn en (3.18) asume que todas las operacion=s3
aritméticas en la técnica de la eliminacién Gaussiana son efec--
tuadas usando aritmética de t-digitos, aunque las operaciones -
que son necesitadas para determinar el residual estan hecras e

aritmética de doble precisidn.
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La aproximacién para el nfimero de condicionamiento K(A) con

t-digitos viene de la consideracién del sistema lineal
Ay =1
La solucidn para este sistema puede ser facilmente aproxima
do dado gque los multiplicadores para el método de eliminacidn --
Gaussiana han sido ya calculados.

En efecto, ¥, la solucidn aproximada de A§ = r, satisface

-1 -1

- - . - -1 . - .

vA r=A (b-AX) = A b-A AX = x-X, (3.19)
asi ¥ es una estimacidén del error en la aproximacidn de la solu-
cién del sistema original. La ecuacidén (3.18) puede ser conse---

cuentemente usada para deducir que

-1

- -1 - ~
A el < A[A7 (1 l=lE = 1A o™ f[All %D

&
»i
|
K
1l

171l

i

-t ~
10 7| %|IK(A) -

Esto da una aproximacién para el nlmero de condicionamiento
relacionado con la soclucidén del sistema AX = b usando elimina---
cidn Gaussiana y el tipo de aritmética de t-digitos descrito --

arriba

K(ay =~ IFI 1ot : (3.20)

EJEMPLO 3.12

El sistema lineal dado por
3.3330 15920 -10.333 X3 15913
2.2220 16.710 9.6120 || x,| =| 28.544

| 1.5611 5.1791 1.6852]| x, 8.4254
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. . ) = .t
tiene la solucién exacta x = [1,1,1]".
Usandc eliminacién Gaussiana y aritmética de 5-digitos re--

sulta la matriz aumentada

3.3330 15920 -10.333 : 15913
0 -10596 16.501 ' -10580
0 0 -5.0790 v —4.700

y la solucidén aproximada de este sistema es
% = [1.2001, 0.99991, 0.92538]°".

El vector residual correspcondiente a x es calculadec en do--
ble precisidn
-0.00518
r =Db-AX = | 0.27413

-0.18616
llxll, = 0.27413.

Usando aritmética de 5-digitos para los célculos da la ---

aproximacibn para la inversa de A,

-1.1701 x 10~ " -1.4983 x 10" 8.5416 x 10
A" =| 6.2782 x 10 ° 1.2124 x 10 -3.0662 x 10 "
-8.6631 x 10 ° 1.3846 x 10 ' -1.9689 x 10 '
y utilizando el teorema 2.9 resulta que ||A—1||oo = 1.0041 y
l|all, = 15934. El nmero de condicionamiento en este caso es --

exactamente grande:
K(A) =~ (1.0041) (15934) = 14999. (3.21)

La estimacidn para el nimero de condicionamiento dada en la
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discusibn precedente es obtenida resolviendo primerc el siste-

ma
3.3330 15920  -10.333][y, -0.00518]
2.2220 16.710 9.6120||y,| = 0.27413
1.5611  5.1791 1.6852)|y.] | -0.18616]

5

lo cual implica que ¥ = [-0.20008, 8.9987 x 10 °, 0.074607]F,

y entonces, usando la estimacidn dada en (3.20):

= 16672

o H¥ll., _ 10°(0.2008)

KA = :
B3 1.2001

Esta estimacidn estd bastante relacionada al valor verda-

dero y requiere considerablemente menos trabajo computacional.

Dado que la solucidén real X = [l,l,l]t es conocida para -

este sistema, podemos calcular ambas

|- %||_ = 0.2001 y _NX-E[ - 0.2001 _ 1 54,

[l 1

Las cotas del error dadas en el teorema 3.8 para estos valores

serian
15%- %1 < K(A) xll, - (15999) (0.27413) _ | 55cqe
Hall, 15934
Y
Ix-%|_ . K(A) [x]] _ (15999) (0.27431) _ 0.27561
=, 15| 15913
A
En la ecuacidn (3.19) usamos la estimacién § = x - X, don

de y es la solucién aproximada al sistema Ay = r.
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Seria razonalbe sospechar de este resultado que X +y se--
ria una aproximacién ﬁas exacta a la solucidn del sistema li--
neal Ax = b que la orginal aproximacién %X. El método que utili
za esta suposicidn es llamado iefinamiento L{teraiive 6 mejcnrc-
miento LLenrativo, y consiste en efectuar iteraciones en el sis
tema cuya parte derecha es el vector residual para aproximacio
nes sucesivas hasta obtener resultados satisfactoriamente exac
tos. El proceso es generalmente usado solamente en sistemas en
los cuales se sospecha que la matriz relacionada esté mal ccn-
dicionada aunque la aproximacidn para un sistema bien condicio
nado no se mejoraria significativamente por esta técnica.

El mé&todo comienza con una solucidén aproximada X, y produ
ce una nueva solucidén aproximada X, que estid mis cercana a X -
que X,. Obviamente uno puede aplicar de nuevo el método a la -
solucidén aproximada ¥, para obtener otra mejor aproximacidn X,.
Procediendo de este modo, obtenemos una sucesidn (ik) de solu-
ciones aproximadas que convergen a la verdadera solucidn X.

La idea del método es simple. Sea X; una solucidn aproxima
da de (3.1), obtenida presumiblemente por las técnicas de los

capitulos II y III. Sea

el residual correspondiente a X,. Entonces si resolvemos el --

sistema

Ay, = T, (3.22)

y calculamos



N
4
Qo

X2 =X1 +y_] 7
se sigue que
X2 = iz + A_lr1
=%, + A (b-A%)
= X, + A 'b - %,
= A"'D
= X

asi que §2 es la solucién exacta. Note que este proceso es ven
tajoso, pero si la matriz A ha sido descompuesta para calcular
il; es decir por reduccidn de Crout, entonces no se necesita -
descomponerla de nuevo para resolver (3.22). Como el célculo -

del residual requiere solamente n? multiplicaciones, el proce-

so completo puede ser finalizado con 2n® multiplicaciones.
ALGORITMO 3.13

Sea % una solucidn aproximada de la ecuacién --

Ax = b, donde A es de orden n. Si A no es demasiada mal condi-
cionada, este algoritmo cuando es ejecutado en aritmética de -
t-digitos sobre escribe en X una solucidn aproximada que es -
cercanamente igual a la solucidn exacta redondeada a t cifras.
1) Calcular r = b - A% en doble precisién y redondeada en pre-

cisidén simple.
2) Calcular en simple precisidn la solucidn de la ecuacidn

Ay = r.

-t .
, €l proceso ha terminado.

~

3 st |1Fll, 7 lIxll, < 10

Il

4) % < X+ y

5) Ir a paso 1.
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Asi como estd construidc el algoritmo, puede ser gue se -
encuentre en ﬁn lazo indefinido;si A estd bastante mal condi--
cionada para que la iteracidn sea convergente. En este caso --
las correcciones §i no mostraran un decrecimiento estable, aho
ra decreciendo, ahora creciendo. Asi es suficiente terminar el
algoritmo cuando

Iyl o Hyssll

N

EJEMPLO 3.14

Utilizando el algoritmo 3.13 encontraremcs un mejo
ramiento de la solucidn obtenida en el ejemple 3.12.

La solucidn aproximada que se obtuvo fué
(1) = {1.2001, 0.99991, 0.92538]°F

1) El1 vector residual seria:

[ 15913 3.333 15920  -10.333 ][1.2001 ]
r = |28.544 | |2.222 16.710 9.6120({0.99991
8.4254 | 1.5511  5.1791 1.6852](0.92538
| 15913 - 15913.00518
r = |28.544 =~ 28.26987086
8.4254 - 8.611560367
[-0.005182

0.27412914 , en doble precisidn.

Il
I

-0.186160367



-0.0051820

— U 0.27413 , en precisidén simple.
~-0.18616
. - _(.1) . —(.l)
2) Calcular la solucidén de Ay = r
[3.333 15920 -10.333 ~0.005182]
[A, 7] = 12,222 16.710 9.612 0.27413
|1.5611 5.1791 1.6852 -0.18616 |
[3.333 15920 -10.333 ~0.005182]
0 -10596 16.501 0.27758
0 -7451.4 6.525 -0.18373 |
[3.333 15920 -10.333 ~0.005182]
0 -10596 16.501 0.27758
| 0 0 -5.0790 -0.37893 |
(1) -0.37893 (1) |
Y3 = 5.0790 ==> Y, = 0.074607
(1) _ 0.27758 - 16.501(0.074607)
Y, = 10596
(1) _ 0.27758 - 1.2311 _ - 0.95352
Yo —10596 — 10596
s oD '
—> y, '= 0.000089989
y(1) — =0.005182 + 10.333(0.074607) -~ 15920(0.000089%%2)
1 3.333
g (1) - =0.005182 + 0.77091 - 1.4326 - 0.66687
' 3.333 3.333

(1)
=D yl = -

0.20008




4)

1)

-0.2008
g = | 0.000089989
. 0.074607
Iy le 2 0.2008 _ 4 16935 5 1077

IESSREIN 1.2001

i(l) i(l) ~ (1)

e + ¥
[1.2001 ] -0.20008
2(*)= | 0.99991 + 0.000089989
| 0.92538] 0.074607
[(1.0000 |
()= [ 1.0000
0.99999 |
. C=(2) _ = L (2)
El vector residual seria T r = b - AX
[ 15913 3.333 15920  -10.333
£(2) _ l2g.544 | - |2.222 16.710 9.6120
| 8.4254 1.5611 5.1791 1.6852
15913 - 15913.00010333
£(?) - |28.544 - 28.54390388
8.4254 — 8.425383148
F-0.00010333
(%) = | 0.00009612
0.000016852

0.99999
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2) Calcular la solucién de Ay (2) - ()
[3.333 15920  -10.333 -0.00010333 1]
[A,z¢*)] = |2.222 16.710 9.6120 0.00009612
(1.5611 5.1791  1.6852 0.000016852
[3.333 15920 -10.333 ~0.0001033
- 0 ~10596 16.501 0.00016501
0 ~7451.4 6.525 0.00006525
[3.333 15920 -10.333 ~0.00010333]
= 0 ~10596 16.501 0.00016501
o 0 ~5.0790 ~0.00005079
2 ~0.00005079 2
g = 900029 —> y!%'= 0.00001
(2) _  0.00016501 - 16.501(0.00001)
2 ~10596
,(2) _  0.00016501 - 0.00016501 _ 0
? ~10596 ~10596
(2)
> v, = 0
(2) _ =0.00010333 + 10.333(0.00001) - 15920(0)
' 3.333
,(?) _ £0.00010333 + 0.00010333 _ _ 0
' 3.333 3.333
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0

(2 0
0.00001
. (2)
3y Ay _
— _0.0001  _ 4 40001 4 10°°
[ERNIN 1.00000
4) [1.0000 0
) = | 1.0000 | + 0
0.99999 0.00001)
[1.0000
) = | 1.0000
1.0000
- - (3
1) Calcular el vector residual r )2 b - Ax( )
[ 15913 3.333 15920 =-10.333 1[1.0000
£ (3) 28.544 | = |2.222 16.710 9.6120|! 1.0000
8.4254 1.5611 5.1791 1.6852|| 1.0000
15913 - 15913
(3 28.544 - 28.544
8.4254 - 8.4254
K
£l =10
1 0]
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EJERCICIOS

3.1 Resolver los siguientes sistemas lineales usando Elimina--

cién Gaussiana y mejoramiento Iterativo. También estimar

K(A)
a) x; + %Xz + %Xa = %% 7
5x, + %gxz + %X3 ='%? '
E%QXH'25X2 + 20x, = 2%2 . (aritmética de 3 digitos)

b) 1.003x; + 58.09x, = 68.12,

5.550x; + 321,8x:

3.77.8. (aritmética de 4 digitos)

it
w
w

c) 3.9x%; + 1l.6%2

6-8X1 + 2.9X2 =

|
Ne)
L]
~

(aritmética de 2 digitos

e) 4.56x, + 2.18x, = 6.74,

2.79%, + 1.38x%, = 4.13. (aritmética de 3 digitos)

Calcular los nlmeros de condicionamiento de las siguilentes

matrices relativos a || .

Il
a) [ 1 2 b) 3.9 1.6} c) 1.0003 58.09]
1.0001 2 6.8 2.9J

5.550 321.8
comparar con 3.1(c) comparar con 3.1l(b)

Mostrar que, si B es singular, entonces

1 _ lla-8]
KA = lall
Sugerencia: existe un vector X # 0, con l|x]] = 1, tal que

Bx = 0. Derivar la estimacidn usando
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— -1
A i

3.4 Usando el ejercicio 3.3, estimar los nlmeros de condicio--

namiente para las siguientes matrices

a) 1 2 b) [ 3.9 1.6
1.0001 2 6.8 2.9

comparar con 3.2(a) comparar con 3,1(c)
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