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INTRODUCCION 

El presente trabajo ha sido elaborado en base a los guiones 

de clase de la asignatura NINTRODUCCION A LAS ALGEBRAS NOR

MADAS· que magistralmente impartiera el Lic. José Javier Ri 

vera Lazo durante el ciclo 1 del Año Académico 1979/1980. 

La mayorfa de las proposiciones que aparecen en el Texto han 

sido probadas apoyándose estrictamente en las definiciones -

dadas en el mismo. En otras pruebas, fué necesario, aparte -

de utilizar la definición, introducir pequeños e ingeniosos 

artificios y apoyarse en proposiciones demostradas con ante

rioridad como suele suceder en Matem~tica. 

No será diffcil para el lector entender ésta obra si previa

mente posee conocimiento b5sico de Algebra, An5lisis Matem~

tico y Nociones de Topologta. 

Por 10 extenso del Tema, he omitido la parte correspondiente 

a Espacios Vectoriales Normados y sus propiedades topológi

cas asi como también 10 concerniente a limites, funciones 

conttnuas. sucesiones. series y espacios completos pues su

pongo que el lector ya está familiarizado con éstos tópicos. 

Ue no ser asf. podr5 consultar con mucho provecho el libro 

"Wociones de Espacios Normados N de Cotlar y Cignoli. 

El texto consta de un solo Capitulo dividido en seis seccio

nes debidamente ordenados y no 10 considero como un simple 

Trabajo de Graduación sino como el comienzo de un estudio más 

profundo y riguroso sobre el Tema. hasta llegar a sus aplica-



ciones. QuedO profundamente agradecido con el Lic. Rivera 

Lazo que fué quien me motivó a escribir sobre el Tema y -

asesoró el mismo. 

Tambi~n agradezco infinitamente a la Sra. Carmen Elena de 

Chavarrfa quien con mucha eficiencia trabajó en la versión 

mecanográfica de la obra. 

Angel Benitez Molina. 



1. ALGEBRAS 

Definición 1.1 

1 

Sea E un te - espacio vectorial. Se dice que "E es un álge

bra sobre ~" si está definida en E una operación binaria 

(x, y) 'V'\,'\,'\,> x.y 

Tal que: 

i) (E, +, .) es un anillo 

ii) «(xy) = (<<x)y = x(<<y), para todo « € ~, 

x,y E E. 

Notación 

Un álgebra sobre ~ también es llamada ~ - álgebra o simpl~ 

mente álgebra. 

Definición 1.2 

Un álgebra A es llamada 

i) Conmutativa, si el anillo A es conmutativo o 

sea xy = yx, para todo x,y € A. 

ii) Unitaria, si el anillo A es unitario, o sea , 

existe 1 € A tal que x = x.l = 1.x, para todo 

X i: E. 

Ejemplos: 

1) a: es una te - álgebra (unitaria, conmutativa) 

2) Sea X ~ • un conjunto y sea A = {f: X >~/f es fun 

ción} 

A es un álgebra con las operac~ones: 



(f + g) (x) = f(x) + g(x) 

• (<< f) (x) = « f(x) 

(f.g) (x) = f(x).g(x) 

• Es unitaria: 1: X ----> [ 

x ~~~~> (1,0) 

• (1,0) identidad en los complejos. 

• Es conmutativa porque [ es conmutativo. 

o : X ----> [ 

x ~~~~> (0,0) 

3) Si X es un e.v.n. y 

A = {f: X ----> [/f es contínua} 

2 

A es un álgebra con las mismas operaciones anteriores 

Hay que probar que f.g es contínua si f y g lo son. 

4) Si E es un espacio vectorial (sobre [), entonces: 

L(E) = {f: E ----> E/f es lineal} 

es un álgebra con las operaciones: 

• (f + g) (x) = f(x) + g(x) 

• (<< f)(x) = « f(x) 

• (f.g) (x) = f(g(x» (composición). 

L(E) es unitaria, ya que la unidad es la función identi 

dad i: E ----> E 

x ~~~~> i(x) = x 

L(E) es conmutativa <=> dim E = 1 

Prueba 

(-» Si E es de dim > 1, existe una base con al menos 
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Definamos f Y g de la siguiente manera: 

f: E --> E 

{ 
o Sl 1 -¡. 1( 

e ' '\.'\.'\.'\.> 
1 

si el( 1 = 1( 

g: E --> E 

{ 
o Sl 1 -¡. K 

e· '\.'\.'\.'\.> 

1 e,e. + e K Sl 1 K = 

(fog)(eK ) = f(e,e. + eK) = e K 

(gof) (eK) = g(e K ) = e K + e,e. 

=> fog -¡. gof 

«-) dim E = 1 => existe m linealmente independiente tal 

que m es una base de E; es decir, [m] = E. 

Sea x = a:m • 

• Si f es una función lineal, existe un escalar 6 aSOC1a 

do a f tal que f( x ) = e x para todo x 

Si g es una función lineal, existe a tal que g(x) = ax 

para todo x 

(fog)(x) = f(g(x» = f(ax) = a:f(x) = (a:6)(x) = «(ex) = 

= g(f(x» = (gof)(x) 

L(E) es conmutativa. 
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5) Si E es un e.v.n., sea A = {f: E ----> E/f es contínua} 

A es un álgebra unitaria con las mismas operaciones an-

teriores. 

6) Si E es un e.v.n., sea: 

L (E, E) = {f: E ----> E/f es lineal y contínua} 

es un álgebra unitaria. 

7) Si E es un espacio vectorial, sea 

A = {f: E ----> E/f es lineal y fg = gf para toda g li

neal} 

A es un álgebra unitaria y conmutativa. 

Proposición 1.3 

Si A es un álgebra, entonces A x ~ es un álgebra unitaria 

con las operaciones: 

• (x,«) + (y,B) = (x + .y, « + B) 

• (x,«).(y,B) = (xy + «y + Bx,«S) 

Esta álgebra es unitaria y la denotaremos A 
A 

(O, 1) es el elemento identidad y A se llama extensión de A 

««x,B)(y , a» = «(x, a)(y, a) = (x, a). «(y, a) 

Proposición 1.4 

Si A Y B son dos álgebras, entonces A x B es un álgebra con 



s 

las operac~one6: 

• (x, y) + (xl, yl) = (x + xl, y + yl) 

• o:(x, y) = (ccx, ccy) 

• (x, y).(x l , yl) = (xxI, yy 1) 

Prueba. Inmediata 

SUBALGEBRAS 

Definición 1.5 

Si A es un álgebra y B c A, se dice que "B es una subálge-

bra de A" si: 

i) B es un subespacio vectorial de A 

ii) B es un subanillo de A 

Ejemplo: 

Si A es un álgebra, C(A) = {x E A/xy = yx, para todo y E A} 

es una subálgebra, llamada centro de A. 

Proposición 1. 6 

Sea (Bi)iEI una familia de subálgebras de A sobre ~. Enton

ces () Bi es también una subálgebra de A. 
ü: I 

Prueba 

=-> 

-> 

x, y E Bi ' ~ i E 1 

x-y E Bi , ~ i E I 

x-y E () Bi 

2) x, y E () Bi -> x, y E Bi ' ~ ~ E I 

=> xy E () Bi 



3) K E ~ , X E () Bi -> K E ~ , X E Bi , ~ i E I 

=> Kx E Bi ~i -> Kx E () Bi 

(1) y (2) prueba que es sub-anillo. 

(1) y (3) prueba que es sub-espacio vectorial. 

Proposici6n 1.7 

6 

Si M c A, M = {x E A/xy = yx, para todo y E M} es una sub

álgeb~a de A (llamada conmutante de M). 

Prueba 
.. 

1) x, Z E M => xy 
:_ yx } 

zy yz 
~ y E M. 

(x+z)y = y(x+z) 

.. 
x + Z E M 

{ 
xy = yx 

" } 2) x, Z E M => ~ y E M. 
zy = yz 

(x z)y = x(zy) = x(yz) = (xy)z = (yx)z = y(xz) 

.. 
• • XZ E ti 

.. 
3) K E !t , X E M 

... ... 
X E M "'"> xy = yx , ~ y E M 

.. 
K(xy) = K(yx) , lJ Y E M , K E Ir 

.. 
(Kx)y = y(Kx) """> K x E M 
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Proposici6n 1.8 

Si A es un álgebra, {(x, 0)/ x E A} es una subálgebra de A. 

Prueba 

• (x,o) + (y, o) = (x + y, o + o) = (x + y, o) 

• «(x, o) = (<<x, «o) = (<<x, o) 

(x, o).(y, o) = (xy + oy + ox, 0.0) = (xy, o) 

MORFISMOS DE ALGEBRAS. 

Definición 1.9 

Si A, B son dos álgebras y f: A --> B es una función, 

dice que "f es un morfismo de álgebras" si: 

1) f(x + y) = f(x) + f(y) lJ x,y E A 

2) f(<<x) = «f(x) lJ « E a:, x E A 

3) f~xy) = f(x) f(y) lJ x,y E A. 

Definición 1.10 

Un morfismo f: A ----> A es llamado un endomorfismo de A 

Un morfismo f: A ----> B es llamado: 

monomorfismo, si es inyectivo 

isomorfismo, si es biyectivo. 

Ejemplos 

i) f: A -> A 

ii) f: A ----> A 

x ~~~~> x es un isomorfismo. 

x ~~~~> o es un morfismo 

se 
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iii) f: A-> A . x"''''''''''> (x, o) es un monomorfismo. . 
f(x + y) = (x + y, o) = (x, o) + (y, o) = f(x) + f(y) 

f(a:x) = (a:x, o) = a:(x, o) = a:f(x) 

f(xy) = (xy, o) = (x, o). (y, o) = f(x).f(y) 

f(x) = f(y) >ea> (x, o) = (y, o) -> X = Y 

iv) f: A x B --> A (x, y) 
"'''''''''' > 

x es un morfismo 

v) f: A x B --> B (x, y) "'''''''''' > y 

vi) f: A --> A x B X 
"'''''''''' > 

(x, o) es un monomorfismo 

vii) f: B --> A x B X "'''''''''' > (o, x) 

viii) f: A x B --> B x A . (x, y) 
"'''''''''' > 

(y, x) . 

Proposici6n 1.11 

Si f: A --> B es un morfismo. Entonces: 

1) Si M c A es una subálgebra de A, entonces f(M) es subál-

gebra de B. 

Prueba 

• f(x) + f(y) = f(x + y) (x E M, Y E M ~> x + y E M) 

• a:f(x) = f(a:x) (x E M -> a:X E M) 

• f(x).f(y) = f(xy) (x E M, Y E M) -> xy E M 

2) Si M c B es una subálgebra de B, entonces f- 1 (M) es sub 

álgebra de A. 

Prueba 

• Sean x, y E f- 1 (M) ~> f(x) E M Y f(y) E M 



-> f(x) + f(y) E M 

-> f(x + y) E M 

-> X + Y E f- 1 (M) 

• X E f- 1 (M) Y a: E a: 

X E f- 1 (M) ~>f(x) E M =>«f(x) E M => f(a:x) E M -> 

=>«X E f-1 (M) 

• x, y E f-l(M) -> f(x) E M , f(y) E M 

=> f(x). f(y) E M 

-> f(xy) E M => xy E f-l(M). 

3) Ker f = {x E A/f(x) = O} es subálgebra de A. 

Prueba 

• Sean x, y E Ker f => f(x) = O Y f(y) = O 

-> f(x) + f(y) = O 

=> f (x + y) = O -> X + Y E Ker f 

• X E Ker f y «E a: 

x E Ker f => f (x) = O """> «f (x) = O -> f ( "'x) = O 

=-> « X E Ker f 

• X E Ker f, y E Ker f => f(x) = O Y f(y) = O 

-> f(x).f(y) = O 

-=> f(xy) = O -> xy E Ker f 

9 
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Proposición 1. 12 

La composición de dos morfismos es un morfismo. 

Prueba 

Sean ~ A ---> A' y ~ : A' ---> A" . , 
A ---> A' --> A" 

(~o~)(x+y) = ~(.(x+y»= ~(~(x) + ~(y» = ~(~(x» + ~(~(y» 

= (~o')(x)+(~o~)(y) 

(~o~)(~x) = ~(~(~x» = ~(~~(x» = ~ ~(~(x» = ~(~o~)(x) 

(~o~)(xy) = ~(~(xy) = ~(~(x).$(y» = ~(~(x». ~($(y» 

= (~O$)(x).(~o~)(y). 

Proposición 1.13 

Sean f: A ----> [ , g: A ----> [ dos morfismos. Entonces: 

f = g <~> Ker f = Ker g. 

Prueba 

(~» Sea x E Ker f =>f(x) = o -> g(x) = o ~> X E Ker g. 

X E Ker g ~>g(x) = o ~> f(x) = o -> X E Ker f • 

.... >Ker f = ker g. 

( <-) ler. Caso : f = o 

Si x E A 

f = o => f(x) = o => X E Ker f => x E Ker g => g(x) = o 

=> g = o. 



2do. Caso: f ~ o 

Sean x, y E A tal que f(x) 1- o, f(y) 1- o 

f(f(x)y f(y)x) = f(x)f(y) - f(y).f(x) = o 

~> f(x)y - f(y)x E Ker f. 

~> g(f(x)y - f(y)x) = o 

=> f(x)g(y) f(y).g(x) = o 

=> f ( x ) g ( y ) = f(y).g(x) => 
f(x) 
grxr =~ glyr 

11 

f(x) 
Luego, el escalar ---- es constante, para todo x tal que 

g(x) 

f(x) 1- o. Es decir que f(x) = «, « 1- o para todo x tal 
g(x) 

que f(x) 1- o. 

Luego f(x) = rxg(x), para todo x tal que f(x) 1- o. 

Luego f(x) = rx.g(x), para todo x E A. 

f(x) = (<<g)(x), para todo x. 

f = «g. 

Sea x E A tal que f(x) 1- o 

f(xx) = f(x).f(x) = a:g(x).«g(x) 

= «2 g (x).g(x) = «2g(x2 ) 

Para f(xx) = f{x 2 ) = rxg(x2) 

«2g(x2) = «g{x2 ) 

Como g(x2) .¡. o entonces «2 = « y como « 1- o entonces «=1 • 
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Proposición 1.14 

Si A es un álgebra unitaria, entonces existe un ~ - e.v.E 

tal que hay un isomorfismo entre A y una subálgebra de 

L(E) • 

Prueba 

Sea E = A Y definamos la función: 

~ A --> L(A) 

A --> A 

"t(x) E L(A)" 

• t(x)(y+z) = x(y+z) = xy + xz = t(x)(y) + ~(x)(z) 

t(x)(<<y) = x(<<y) = «(xy) = «t(x)(y). 

"t es morfismo de álgebras". 
? 

• ~(x+y) = t(x) + t(y). 

t(x+y)(z) = (x+y)z = xz + yz 

= ~(x)(z) + t(y)(z) = (t(x)+~(y»(z). 
? 

~(<<x) = a:t(x) 

9(a:x)(Z) = (a:x)(z) = a:(xz) = a:~(x)(z) = (a:~(x»(z). 
? 

• ~(x.y) = ~(x).t(y). 
~(xy)(z) = (xy)z = x(yz) = x(~(y)(z»= 

= ~(x)(~(y)(z» = (t(x).t(y»(z). 

Luego teA) es una subálgebra de L (A). 
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,,~ es inyecti vo" 

~ ( x) = te y) ""'> ~ ( x) • ( 1) = t (y). ( 1) 

-> x.1 = y.1 -> X = y. 

Luego ~ : A ----> ~(A) es isomorfismo 

~(A) es una subálgebra isomorfa con A. 

Proposición 1.15 

Si A es un álgebra entonces existe un ~ - e.v.E tal que hay 

un isomorfismo entre A y una subálgebra de L(E). 

Prueba 
A 

Existe un [ - e.v.E tal que hay un isomorfismo entre A y 

una subálgebra de L(E). 
A 

Hay un isomorfismo ~ : A ---> B, B una subálgebra de L(E). 

Pero hay un monomorfismo f: A --> A (Morfismo inyectivo) 

~of: A ---> B 

es un morfismo inyectivo 

f 
A ---> 

A t 
A ---> B 

es un morfismo puesto que la composición de morfismos es un 

rnorfismo. 

Si h = ~of , n A ----> h(A) es isomorfismo (proposición 

anterior) • 
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Proposición 1.16 

Sean f: A ----> B , g: A ----> B dos rnorfisrnos de álgebras. 

Entonces: 

1) K = {x e A/f(x) = g(x)} es una subálgebra de A. 

2) Existe un rnorfisrno h : K ----> A tal que f.h = g.h. 

3) Si H es una subálgebra y ID : M ---> A es un morfismo 

tal que frn = gm, entonces existe un morfisrno único 

ID : M ----> K tal que h~ = m. 

Prueba. 

1) K es subálgebra 

• Sean x, y E K 

f(x+y) = f(x) + f(y) = g(x) + g(y) = g(x+y) 

Luego x+y E K. 

• Sean" E [, X E K. 

Luego a:x E K. 

• Sean x, y E K. 

f(xy) = f(x).f(y) = g(x).g(y) = g(xy). 

Luego xy E K. 

2) h : K ----> A : x ~~~~> x es rnorfisrno. 

f 
--> 

K ----> A __ > B 
g 

f: A ----> B 
g: A ----> B 

morfismos de álgebras 
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(foh)(x) = f(h(x» = f(x) = g(x) = g(h(x» = (goh)(x). 

Entonces foh = goh. 

f 
--> 

3) K --> A B 

No 
-> 

g 
fm = gm. 

M 

" Unicidad" 

Sean p : M ---> K, q M --> K morfismos tal que 

m = hp, m = hq 

Si x E M 

m(x) = (hop)(x) 

m(x) = (hoq)(x) 

__ = h(p(x»= p(x) } 

h(q(x»= q(x) 

p(x) = q(x) = m(x) 

EXISTENCIA 

'" m:M-->K 

X "-'U'U'\'> m(x) 

por ser h identidad. 

m(x) E K : f(m(x» =(fom)(x) = (gom)(x) = g(m(x» 

EXISTENCIA: i : M --> K : x "-"-"-"-> m(x). 

m(x) E K f(m(x» = (fom)(x) = (gom)(x) = g(m(x» 

(hom)(x) = h(m(x» = h(m(x» = m(x) 
• 

• • hOll = m. 
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2. IDEALES 

Definición 2.1 

Sea A un álgebra y B c A. Se dice que "B es un ideal a la 

izquierda" si B es subespacio vectorial de A. 

xy E B, para todo x E A, Y E B. 

Definición 2.2 

Sea A un álgebra y B c A. Se dice que "B es un ideal a la 

derecha" si B es un subespacio vectorial de A. 

xy E B, para todo x E B, Y E A. 

Definición 2.3 

"B es un ideal" s~ es ideal a la izquierda y también ideal 

a la derecha. 

Ejemplos: 

1) Si f: 

A. 

A ----> B es un morfismo, Ker f es un ideal de 

Ker f es una subálgebra, luego es un subespacio vecto 

rial. 

. Sea x E A, Y E Ker f 

f(xy) :: f(x).f(y) :: f(x).o :: o 

f(yx) :: f(y).f(x) :: o.f(x) :: o 

xy E Ker f, yx E Ker f. 

2) Si A es un álgebra, A es un ideal de A 



... 
A e A 

Definamos f: A ----> A 

f es un morfismo inyectivo 

f(x+y) =(x+y,o) = (x,o) + (y,o) = f(x) + f(y) 

• f(xy) : (xy, o) : (x,o)(y,o) : f(x).f(y) 

f(x) = f(y) => (x,o) = (y,o) -> x = y. 

A ~ feA) 
... 

A es subespacio vectorial de A por ser subálgebra. 

y (y,o) & A 

(x,«)(y,o) - (xy + «y~ o) & A 
~ 

(y,o)(x,«) = (yx + «y, o) & A 

3} Si A es un álgebra y x & A 

I = {z & A / z = yx, para algún y & A} 

es un ideal a la izquierda 

J = {z & A / z = xy, para algún y & A} 

es un ideal a la derecha. 

"I es un subespacio vectorial de A" 

• Sean z, zl & I, z = yx, zl= ylx 

Z + Zl= yx + ylx = (y + yl)x 

Sea z & I, a: & ct 

Z = yx 

coZ = a: (yx ) = e y. X 

17 
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Es estable para la suma y producto por un escalar • 

• Sea z E 1, yl E A 

• J es ideal a la derecha. 

Proposición 2.4 

Si 1 c A es un ideal, entonces ~ es un álgebra con las op~ 

raciones: 

• (x + 1) + (y + 1) = (x + y) + 1 

.«(x + 1) = «x + 1 X E A: x+I = {x+y/y E I} 

• (x + I).(y + 1) = xy + 1 

Prueba 

Definamos una operación binaria así: 

• A x A ____ > A : «x+I),(y+I»~~~~> (x+I).(y+I) = (xy+I) 
1 1 Y 

es un anillo 

• (~ , +) es un grupo conmutativo. 

i) Sean (x+I), (y+I) E A • (x+I)+(y+I) (x+y+I) A = E r 1 ' 

ii) Sean (x+I), (y+I), (z+I) A (x+I)+«y+I)+(z+I»= E - ; 
1 

= (x+I) + (y+z+I) = x + (y+z) + 1 = (x+y)+z+I = 
= (x+y) + 1 + (z+I) = «x+I) + (y+I» + (z+I). 
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iii) existencia del elemento neutro: (x+I)+(y+I) = (x+I) 

s~ y = o y por consiguiente, el elemento neutro de 

A - es l. 
I 

iv) existencia del elemento inverso: (x+I)+(y+I) = 1 s~ 

y = -x y por consiguiente, el elemento inverso de 

(x+I) es (-x+I). 

De la ~sma forma se prueba que (A , .) es un se~gr~ 
1 

po. 

Ahora, ««x+I)(y+I» = (<«x+I»(y+I»= (<<x+I)(y+I) = 

= «xy+I = «(xy+I) = ««x+I)(y+I» 

Para todo « E [, (x+I), (y+I) E A 
1 

Proposición 2.5 

Si 1 es un ideal de A, entonces 1 es el núcleo de un morfis 

IDO. 

Prueba 

Definamos f: A-> A 

1 

x"''''',, > x + 1 

Es trivial que f es un morfismo 

• Ker f = {x & A/f(x) = I} 

= {x E A/x+I = I} 

= {x E A/x E I} = 1 

Definición 2.6 

Un ideal 1 de A es llamado "propio" si 1 ~ A. 



EjemElo: 

A es un ideal propio de A puesto que A ~ A 

Proposición 2.7 

Si l c A es un ideal y A es unitaria, entonces 

l es prop~o <-> 1 , l 

Prueba 

«-) 1 t 1 -> 1 es prop~o (trivial). 

(-» 1 ~ 1 -> 1 = A (x E A -> X = x.l E A) 

Proposición 2.8 

Si A es un álgebra unitaria y x E C(A), entonces 

x- 1 existe <-> x i l,- para todo ideal propio l. 

Prueba 

(-» Sea l un ideal tal que x E 1 

-1 • x • x E 1 

• 1 E 1 

• 1 = A. 

«-) Supongamos que x no es inversible. 

20 

l = {Z E A/Z = xy, para algún y E A}es un ideal pro-

p~o tal que x E l. 

• Z E 1, m E A 

Z = xy, mZ = m(xy) = (mx)y = (xm)y = x(my) 

Zm = (xy)m = x(ym) 
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• x = x.1 

• I es prop~o ya que 1 i I (porque x no es inversible) 

Definición 2.9 

Si 1 c A es un ideal. Se dice que 111 es un ide al maximal" 

s~: 

• I t. A 

• Los únicos ideales que contienen a I son I y A. 

Proposición 2.10 

Si A es un álgebra unitaria e I c A es un ideal prop~o, en

tonces existe un ideal M maximal tal que I e M. 

Prueba. 

Sea U = {J c A/J es un ideal prop~o e I c J} 

U t. t porque I E U. 

• Consideremos U ordenado por inclusión 

• Sea Uo e U, Uo ~ t totalmente ordenado. 

• Sea T = UJ 

"T es un elemento de U" 

a) T es un ideal 

Sean x, y E T; existe J y J en Uo tal que x E J e 
1 2 1 

Y E J 2 • 

Como no es totalmente ordenado, entonces J e J o 
1 :2 

J e J • 2 1 

StBLlO ECA CEN fF 
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Luego, x + y E T. 

• Sea x E T, " E ~. existe J E Uo tal que x E J; luego 

"X E J. 

Entonces "X E T. 

• Sea X E A, Y E T; existe J E Uo tal que y E J, enton-
• 

ces xy E J Y yx EJ •• xy, yx E T. 

b) liT es propio" porque 1 i J, para todo J E 11 

c) 1 c T porque 1 c J, para todo J de U. 

"T es una cota superior de uo
n 

J c T para todo J E uo, por definición de T. Luego, se

gún el Lema de Zorn,existe M E U, M maximal. 

ItM es un ideal maximal de AIt. 

• Sea H un ideal de A tal que M c H. 

• Si H ~ A entonces H E O IcMcM->IcH 

Como M es maximal de 11 entonces M = H. 

Proposición 2.11 

Sea A un álgebra unitaria y sea X E C(A). Entonces 



23 

x es inversible <-> xiI para todo ideal maximal l. 

Prueba 

• x es inversible ~ xiI, para todo ideal 1 propio (pro-

posición 2.8) -> xiI, para todo i d eal 1 maximal • 

• xiI para todo ideal maximal 1 - > xiI, para todo ideal 

prop~o 1 (porque todo ideal propio está i ncluído en un ma 

ximal) -> X es inversible (proposición 2.8) 

Definici6n 2.12 

Sea 1 c A un ideal a la izquierda; se dice que "1 es modu

lar" si existe a E A tal que x - xa E l, para todo x E A. 

Definición 2.13 

Sea 1 c A un ideal a la derecha; se dice que nI es modular" 

si existe a E A tal .que x - ax E 1, para todo x E A. 

Definici6n 2.14 

Sea 1 c A un idea~; se dice que nI es mod~arn S~ existe 

a E A ta~ que x - ax E 1 Y x - xa E 1 para todo x E A. 

na" es l~amada una identidad módulo l. 

Ejemplos: 

1) A es un ideal modular. 
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• o es una identidad módulo A. 

• todo elemento de A es identidad módulo A. 

2) Si A es un álgebra unitaria, entonces todo ideal de A es 

modular. 

x 

x 

l.x = x 

x.l = x 

x = o 

x = o 

1 es una identidad módulo l, para todo l. 

3 ) Si f: A > ~ es un morfismo suryectivo, entonces 

Ker f es un ideal modular de A. 

Como f es sobreyectivo, existe a E A tal que fCa) = 1. 

Si x E A : f(x-xa) = f(x) 

= f(x) 

fCxa) = f(x) - f(x).f(a) 

flx) = 1 = f(x) - f(x) = o 

x - xa E Ker f. 

De igual manera se prueba que x - ax E Ker f. 

4) Si a E A enLonces: 

1 = {x xa/x E A}es un ideal a la izquieraa modular. 

Sea z E A, z(x - xa) = zx - (zx)a E l 

x - xa e 1 y sea y - ya E I; 

(x - xa) + (y - ya) = (x + y) - (x + y)a E l. 

«(x - xa) = «x - (<<x)a E l. 

I es modular siendo "a" la identidad módulo l. ("a" es 

identidad a la izquierda). 

Proposici6n 2.15 

Sean 1, J ideales de A, 1 c J, 1 modular. Entonces J es un 
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ideal modular. 

Prueba 

Si a es una identidad módulo l, entonces a es una identidad 

módulo J. 

x - xa E l -> x - xa E J. 

Proposición 2.16 

Si I es un ideal modular y una identidad módulo I pertenece 

a I, entonces I = A. 

Prueba 

• Sea a E A una identidad módulo l tal que a E l 

• Si x E A, xa E l (porque l es ideal. y a E l) 

• Si x E A, x - xa E l (porque a es identidad módulo I) 

Si x E A, x = (x xa) + xa E l 

• 
• • A = l. 

Proposición 2.17 

Sean 1 c A un ideal, a y b en A tal que 

x - ax E l Y x - xb E l para todo x E l. Entonces l es un 

ideal modular. 

Prueba 

Se prueba que a (ó b) es una identidad módulo l. 

o E l 

a - a 2 E l 



b

a - ab El} 
ab E l 

a - b E l 

-> a 

x - xa = x - x(m + b) = x - xm - xb 

= m+b con m E l. 

= -xm + (x - xb) E l. 

Luego, "a" es identidad módulo l. 

• Se tiene que x - xb E l 

Hay que probar que x - bx E 1 

Como b = a - m, x (a-m)x = x - ax + mx, con m E l. 

x - ax E l Y mx E 1 

• • x - ax + mx E l. 

Luego, "b" es identidad módulo l. 

Proposición 2.18 
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Si l Y J son dos ideales modulares de A entonces l () J es 

un ideal modular. 

Prueba 

Si U a " es una identidad módulo 1 y "b" es una identidad mó-

dulo J. Hallar una identidad "e" módulo 1 () J. 

e debe cumplir que para todo x E A. 

x - ex E 1 () J. 

x - xc E l () J. 



• x - ax E l 

• X - bx E J 

(x - ax)(x - bx) = X2 - xbx - ax2 + axbx 

(x - ax)x + (ax - x)bx E l () J. 

P~obemos que b + a - ab es una identidad módulo l () J. 

x - (b+a ab)x = x - bx - ax + abx = 

= (x ax) eb - ab)x 

= (x ax) (bx - abx) E l 

El El 

Aho~a: 

x - (b+a - ab)x = (x bx) - a (x bx) E J 

E J E J 
• 

• • x - (b+a - ab)x E l () J 

De igual manera se prueba que x - x(b+a - ab) E l () J. 

Proposición 2.19 

Sea l c A un ideal. Entonces: 

l es modular <-> A es un álgeb~a unitaria. 
1 

~ueba 

(~) Sea a EA tal que para todo x E A : x - ax E 1 Y 

x - xa E l. 

Sea y E A : (y+I) (a+l) = ya + 1 
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Pero y - ya E 1; luego, y + 1 = ya + 1 

Por tanto, (y + I)(a + 1) = Y + 1 

De modo semejante: (a+I)(y+I) = y + l. 

Luego, a + 1 es i dentidad de A 
1 

«-) Sea a E A tal que a + 1 sea identidad de ~ 
1 

Entonces, para todo x E A 

(x+I)(a+I) = x + 1 Y (a+I)(x+I) = x + l. 

Es decir, xa + 1 = x + 1 Y ax + 1 = x + 1 

Luego, x - xa E 1 Y x - ax E 1 

• 
• • 1 es modular 

Proposición 2.20 
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Si 1 c Á es un ideal tal que 1 é A, entonces 1 () A es un 

ideal modular de A. 

Prueba 

1 () A es un ideal ae A. 

1 () A c A (la intersecci6n de ideales es un ideal). 

Ahora veamos que 1 () A es modular • 

• Como 1 é A', existen (x,u:)t 1, a: '1 o 

u:-1(x,a:) E 1; es decir (u:- 1x,1) E 1 (definición de pro

ducto por escalar) 

Sea a 
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• Sea z E A 

z - az = 1.z-az (1 es la identidad de A) 
= (l-a)z E 1 (1 es un ideal) 

1 - a = (0,1) - (a,o) = (-a,l) = (u- 1x,1) E l. 

z - za = z.l - za = z(l-a) E I () A. 

proposición 2.21 

Si 1 n A es un ideal modular de A y "a" es una identidad 
... 

módulo 1, entonces para todo x & A: 

xa E I <-> ax E l. 

Prueba 

"xa E 1 -> ax & In 

ax - (ax)a E 1 

ax (ax)a = y, y E 1 

ax = y + (ax)a, y E l. 

ax = y + a (xa) e; 1 (xa & 1) 

xa & 1 -> a (xa) e; l. 

proposición 2.22 

Si 1 c A es un ideal modular, entonces existe un único ide 

al T c A tal que T t A Y T () A = l. 

Prueba 

Como 1 es ideal modular, sea "b" una identidad módulo l. 

Sea T = {x E A/xb & I} 



xa = x(a,o) a E A 
y probemos que T es un ideal de A 

• x,y E T -> xb E 1 e yb E l 

-> xb + yb E 1 

-> (x+y)b E 1 -> x+y E T. 

• Sea « E ~, X E T. 

x E T -> xb E l -> «(xb) E 1 

• Sea x E T, Y E A 

x E T ~> xb E l hay que ver que (xy)b E l. 

30 

(xy)b - b(xy)b = Z E l porque b es una identidad módulo l 

(xy)b = z + b (xy)b 

(xy)b = z + (bx)(yb) 
• 

bx - bxb E l, bx - bxb = z, Z E l . . bx = z + bxb E l 

X E T -> xb E 1 -> bx E l -> (bx)(yb) E 1 

(xy)b E l ~ xy E T 

(yx)b - b(yx)b E l 

(yx)b b(yx)b = z, Z E l. 

(yx)b = z + b(yx)b = z + (by)(xb) E 1 

(yx)b E l -> yx E T. 

"T rt. A" 

b - bb E 1 

(o,l)b - bb E l 

«0,1) - b»b E l 

(0,1) - b E T 
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Pero (0,1) - b = (-b,l) 

Como (-b,l) t A (1 # o) entonces T é A. 

"T n A = I" 

"e" Sea x E T (lA 

X E T -> xb E I 

x-xbEI 

xb + (x-xb) E I -> X E I 

"o" Sea x E I 

I e A -> X E A 

Ahora veamos que x E T 

x - xb E 1 

x xb = y, y E 1 

xb = x - Y E I 

xb E I -> X E T 
• 

T () A = l. 

liT es único" 
A 

• Sean T y J dos ideales de A tales que 

T é A Y T () A = 1, 

J é A Y J () A = 1 e J. 

• Sean (m,«) E T-, (m,at) t A 

(n,6) E J; (n,6) ,. A 

«-1 (m,at) = (<<-1 m, 1) E T 

6- 1 (n,~) = (6- 1n , 1) E J 



(m l ,l) E T 

(n l ,l) E J 

mI (n l ,l) E J () A = I, es decir, 

(mln l + ml, o) E I 

(m l ,1)n 1 E T ()A = I, es decir, 

(mln l + nl, o) & I 

(ml n l + mI, o) - (mln l + nl, o) E I, es decir, 

(m l - n l , o) E I 

liT c J" 

• Sea ( x, a:) e T 

• a:(n l ,l) & J, es decir, (a:nl,a:) & J 

• a:(m l _ nl, o) E I, es decir (a:m l - «nl, o) E I 

ml (x,a:) E T () A = I, es decir 

(m lx + a:m l , o) E I 

• (m l , l)x E T () A = I, es decir, 

(mlx + x, o) E I 

. a:n l - , 
(x,CIt) & J 

Luego T c J 

De igual manera se prueba que J c T. 

Definición 2.23 
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Sea A un álgebra y E un n: espacio vectorial. Llamaremos IIre 

presentación de A en E" a todo .IDorfismo de álgebras: 



f : A ----> L(E). 

Ejemplos: 

1) f : A ---::o> L (A) x ~~~~> f(x) : A ----> A 

y ~~~~> xy . 

"f(x) es lineal" 

• f(x)(y+z) ~ x(y+z) = xy + xz = f(x)(y) + f(x)(z) 

Ahora veamos que f es un morfismo. 

• f(x+y) = f(x) + f(y) 

f(x+y)(z) = (x+y)z = xz + yz = f(x)(z) + f(y)(z) = 
= (f(x) + f(y»(z). 

• f(<<x)(z) = «xz = «f(x)(z) = (<<f(x»(z) 

• f(xy) = f(x).f(y) 

f(xy)(z) = (xy)z = x(yz) = x f(y)(z) 

= f(x)(f(y)(z» = (f(x).f(y»(z). 

2) Si 1 e A es un ideal, 

f : A -> L(I) 

x ~~~~> f(x) : I ----> I 

3) Si I es un ideal 

f: A --:» L ( A ) 
I 

A_>A 
I 1 

y+I ~~~~> xy+I 

33 
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Definición 2.24 

Si f : A ----> L(E) es una representación de A en E, se di

ce que "f es estrictamente irreducible" si: 

• f ~ o 

• Si M c E es un subespacio tal que f(x)(M) e M para todo 

x E A, entonces M = {o} ó M = E 

Proposición 2.25 

Sea f : A ----> L(E) una representación estrictamente 1rre

ducible y sea b E E, b ~ o. Entonces: 

1) E = {f(x)(b)/x E A} 

Prueba 

Sea T = {x E E/f(y)(x) = o, para todo y E A} 

liT es un subespacio de E" 

Sean x,y E T -> f(z)(x) = o y f(z)(y) = o, para todo 

z E A 

-> f(z)(x) + f(z)(y) = o, para todo z E A 

-> f(z)(x + y) = o 

x + y E T. 

. Si x E T, ce E a: 

x E T -> fez) (x) = o, para todo z E A 

-> a:.f(z)(x) = o, para todo z E A 

oca> f(z)(cex) = o, para todo z E A 

-> <xx E T. 



tly E A -> f(y) (T) e Tn 

Sea x E Tj f(y)(x) :: o 

f(z)(f(y)(x» :: f(z)(o) :: o 

f(y)(T) c T, lJy 

f(y)(x), x t: T 

Z E A -> f(z)(f(y)(x» :: o 

T :: E Ó T :: {o}. 

f ~ o ~ existe y E A tal que f(y) t o 

Existe x E E tal que f(y)(x) t o 

xíT->TtE 

• 
• • T :: {o} 

"M :: {f(x)(b)/x t: A} es un subespacio de En. M ~ O 
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M ~{o} porque si 11 :: {o} entonces b sería un elemento de T 

• f(x)(b) + f(y)(b) :: (f(x) + f(y»(b) :: f(x+y)(b) 

• «.f(x)(b) :: f(<<x)(b) E M 

"f(x)(M) c M, para todo x E A" 

• Sea x E A, Y E M 

• y :: f(z)(b), z E A 

f(x)(y) :: f(x)(f(z)(b» :: (f(x).f(z»(b) ; f(xz)(b) E M. 

• Luego, como M ~ {o} , se sigue que M :: E 

2) La aplicación g A > E 

x"''''',,''' > f ( x) (b) 

es lineal y sobreyectiva. 



36 

• g(x+y) = f(x+y)(b) = (f(x) + f(y»(b) 

= f(x)(b) + f(y)(b) = g(x) + g(y) 

• g(~x) = f(~x)(b) = (~.f(x»(b) = ~f(x)(b) = ~g(x) 

• g es sobre por proposición 2.25-1 

3) Ker f = {x & A/xy & Ker g; para ~odo y & A} 

11 c" 

"0 n 

• Sea x & Ker f 

• X & Ker f =-> f(x) = o -> f(x)(z) = o para todo z 

-> f(x) (f(y),(bJ) = o, para todo y & A 

=-> (f(x). f(y)) eb) = o, para todo y & A 

=a> f(xy)(b) = o, para todo y & A 

-> g(xy) = o -> xy & Ker g. 

Sea x & A tal que xy & Ker g, para todo y & A 

Probemos entonces que f(x) = o 

• Sea z & E; 

• Sea y & A tal que z = f(y)(b) 

& E. 

• f(x)(z) = f(x)(f(y)(b» = (f(x).f(y»(b) = f(xy)(b) = 

= g(xy) = o 

4) Si A es un álgebra conmutativa, Ker f = Ker g 

• Sea x & Ker f 

x & Ker f -> f(x) = o -> f(x)(b) = o -> g(x)=o -> 

-> x & Ker g 



• Sea x E Ker g 

• x E Ker g -> g(x) = o -> f(x)(b) = o 

• Sea Z E E; z es de la forma z = f(y)(b), Y E A 

f(x)(z) = f(x)(f(y)(b» = (f(x).f(y»(b) = f(xy)(b) = 
= f(yx)(b) = (f(y).f(x»(b) = f(y)(f(x)(b» = 

= f(y)(o) = o 

Luego, f(x) = o 

Por tanto, x E Ker f. 

5) Ker g es un ideal a la izquierda, maximal y modular. 

"Ker g es ideal a la izquierda" 

• Ker g es subespacio (todo núcleo de una función lineal 

es un subespacio) 

• Sea x E Ker g e y E A. 

g(yx) = f(yx)(b) = (f(y).f(x»(b) = f(y) (f(x) (b» = 
= f(y)(g(x» = f(y) (o) = o 

Luego yx E Ker g 

Por tanto, es ideal a la izquierda. 

"Ker g es maximal" 

• Sea l e A un ideal de A a la izquierda tal que Ker g e 

l. 

• Como g es lineal, gel) es subespacio de E. 

• Sea x E A Y sea Y E gel) 

Y E gel) -> y = g(z), Z E l 
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f(x)(y) = f(x)(g(z»= f(x)(f(z)(b» = (f(x).f(z»(b) = 

= f(xz)(b) = g(XZ) E gel). 

f(x)(g(l» c gel), para todo xEA 

Luego, gel) = {o} ó gel) = E 

• Si gel) = {o} , entonces: 

gel) = {o} -> 1 c Ker g ~> 1 = Ker g • 

• Si gel) = E entonces 1 = A. 

x E A -> g(x) E E -> g(x) E gel) -> g(x) = g(y), y E l. 

~ g(x) - g(y) = o -> g(x-y) = o -> x-y & Ker g ~ 

-> X - Y E l -> X - Y = Z, Z E 1 

->x=z+y 

-> X E 1 

Luego, Ker g c 1 -> l = Ker gol = A. 

Por tanto, es maxirnal. 

"Ker g es modular" 

• Hay que encontrar un m E A tal que x - xm E Ker g, para 

todo x E A • 

• Como g es sobre, sea m & A tal que g(m) = b. 

Sea x E A : g(x-xm) = f(x-xm)(b) 

= (f(x)-f(xm»(b)=f(x)(b)-f(xm)(b) = 

= f(x)(b) 

== f(x)(b) 

(f(x).f(m»(b) = 

f(x)(f(m»(b) 

= f(x)(b)-f(x)(g(m»=f(x)(b)-f(x)(b)=o 
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Definición 2.26 

Un ideal 1 c A es llamado primitivo, si 1 es el núcleo de 

alguna transformación estrictamente irreducible 

f: A ----> L(E) para algún E. 

Proposición 2.27 

Si 1 c A es un ideal, las condiciones que slguen son equl

valentes: 

1) 1 es primitivo 

2) Existe J c A, J ideal a la izquierda, maximal y modular 

tal que 1 = {x E A/xy E J, para todo y E A}. 

Prueba 

(1) -> (2) 

Como l es primitivo, existe un espaclo vectorial E y un mo~ 

fismo f : A ----> L(E) tal que f es estrictamente irreduci

ble y Ker f = l. 

• Sea b E E, b ~ o 

La función g: A ----> E 

bree 

x ~~~~> f(x)(b) es lineal y so-

• Ker g es un ideal a la izquierda maximal y modular y 

• Ker f = {x E A/xy E J, para todo y E A} con J = Ker g. 

1 = Ker f. 

(la proposición anterior nos proporclona el J buscado). 
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(2) -> ( 1) 

Sea E = A - el espac~o vectorial cociente 
J 

Sea f A -> L(E) 

x "''''''''''> f(x) : E > E 

y+J "''''''''''> xy+J 

"f es un morfismo de álgebras" (trivial). 

nf ~ o" 

Como J es maximal, existe x E A tal que x t J. 

Como J es modular, existe b ~ A tal que y - yb E J, para to 

do y ~ A. 

f(x)(b+J) = xb + J 

x - xb E J 

x xb = z, z E J 

x = z + xb, z E J 

Como x t J, xb j J 

xb t J -> xb + J ~ J -> f(x)(b+J) ~ J -> f(x) ~ o 

f(x) ~ o -> f ~ o 

• Sea M c E tal que f(x) (M) c M, para todo x E A. 

• Hay que probar que M = {J} 6 M = A donde J es el cero del 
J 

cociente. 

nT = {x E A/x + J E M} es un ideal a la izquierda u 

• Si x,y E T .... > x + J E 11 Y Y + J E M 

-> (x+J) + (y+J) E M -> (x+y)+J E M -> x+y E T 
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• Sea x E T, « E [ 

X E T -> X+J E 11 -=-> a:(X+J) E 1-1 -> a:X+J E M -> a:X E T 

• Sea x E T, Y E A 

X E T ~> X+J E M 

-> f(y)(x+J) E H -> YX+J E M -> yx E T. 

"1 c J" 

X-xmEJ 

x xm = z, Z E J 

x = xm + Z. 

"1 c Tn 

1 c J ; X E 1 -> x E J -> X+J = J -> X+J E M -> x E T. 

J maximal -> T = J o T = A. 

Si T = J . M = {J} • , 

x+J E M -> X E T "'3> X E J -> x+J = J 

Si T = A 11 = A 
• , 

J 

Luego, f es estrictamente irreducible. 

"1 = Ker f" 

X E 1 <-> xy E 1, para todo y E A. 

<-> xy + J = J, para todo y E A. 

<-> f(x)(y+J) = J, para todo y E A. 

<-> f(x) = o <-> x E Ker f. 
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Proposición 2.28 

Si 1 c A es un ideal maximal y modular, entonces 1 es pr~~ 

tivo. 

Prueba 

Como 1 es maximal, 1 # A. 

• Como 1 es modular, existe b E A tal que x - bx E 1 Y 

x - xb E 1, para todo x E A. 

b í. 1 

Si b E 1 Y x E A. 

x - bx E 1 

x - bx = y, y E 1, x = y + bx -> A = 1 (no puede ser). 

• Sea n = {T c A/T es un ideal a la izquierda, 1 c T, b í. T} 

• O ~ • porque 1 E n. 

• Consideremos n ordenado por inclusión 

• Aplicando el Lema de Zorn,existe en n un elemento maximal. 

Sea J E O, J maximal. 

• J es un ideal a la izquierda maximal. 

• J es modular porque 1 c J (x - bx E J, ~x). 

• Sea T = {x E A/xy E J, para todo y E A}. 

"T es un ideal" 

• Si x,y E T ... > xz e yz E J, para todo z E A. 

-> xz + yz E J, para todo z E A. 

-> (x+y)z E J, para todo z E A. 

-> X + Y E T. 



• X E T, a: & a: 

XZ & T -> a:(XZ) E J ~ a:X.Z & J. Luego a:x E T 

• Sea x & T, Y & A. 

• Sea Z E A : (xy)z = x(yz) E J -> xy E T. 

(yx)z = y(xz) E J, porque J es ideal a la izquierda 

"'"'> yx E T. 

"1 c Tn 
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X E 1 ~> xy E 1 para todo y E A ~ xy E J para todo y E A 

=> X E T. 

T es un ideal primitivo por proposición 2.27. 

T .¡. A 

b f. T 

• • 1 = T 

Proposici6n 2.29 

Si A es un álgebra abeliana, entonces todo ideal primitivo 

de A es maximal y modular. 

Prueba 

• Sea 1 c A, 1 un ideal primitivo. 

I .¡. A, porque I = Ker f, con f: A ----> L(E), f .¡. o 

• Existe J cA, J ideal a la izquierda, maximal y modular 

tal que: 

1 = {x E A/xy E J, para todo y E A} 

Como A es abeliano, J es ideal 



Probemos q ue I = J 

Sea x E Ji S~ y E A entonces xy E J (porque J es ideal) 

Entonces x E l. Luego J c l 

J maximal -> I = A o I = J 

I ~ A -> I = J. 

44 
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3. ALGEBRAS NORMAnAS 

Definición 3.1 
+ 

Una función 11 11: A ----> R : x ~~~~> Ilxll es llamada 

una "norma sobre A" s~ cwnple las condiciones siguientes: 

1) 11011 = o 

2) x ~ o -> 11 xii > o 

3) 1 1 x+y 11 ~ 11 x 11 + 11 y 11 l,(x, y 

4) II«xll = 1«1 Ilxll JJ«, JJx. 

Definición 3.2 

Sea A un álgebra; se dice que""A es un álgebra normada" si ' 

existe en A una norma tal que: 

I 1 xy 1 1 ~ 1 1 xliii y 1 1 , JJx, 'Iy en A. 

Si A es unitaria, ' se pide que 11111 = 1. 

Ejemplos 

a) ~ es un álgebra normada 

1 xy 1 = 1 xii y I , 111 = 1. 

b) Si E es un espacio vectorial normado, entonces L(E) es 

un álgebra normada. 

L(E) = {f: E ----> E/f es lineal y continua}. 

Ilfll = inf {Á>o/llf(x)1 I ~ Állxll. 'Ix. x E El 

Ilf(x)11 sllfll Ilxll· 
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II(fog)(x)II=llf(g(x»II~llfll Ilg(x)II~llfll l¡gll Ilxll 

I Ifgll= inf {A~o/l l(fg)(x)II~AI Ixll ~x, x & E} 

Ilfgll~lIfll IlgII 

111EII=1 1 = inf {A~o/I 11E(x>1 I~ Al Ixl 1, ~x} 

111E(x>II=llxll! lllxll ca> 111ElI oS 1. 

Ahora: 

I Ixll ~ lilE (x) 1I 

111 xii! lilE I1 1I xii -> 1 ! lilE I1 
• 

• • lilE I1 = 1. 

c) Si X ~ ~ es un conjunto, entoqces: 

A = {f: X ----> ~/f es una funci6n acotada} con la norma 

Ilfl I = Suplf(x>I x & X 

f & A si existe A>O tal que If(x)1 <A, ~x, x & X. 

Ilfll = Sup {lf(x)l/x & X} 
? 

IIfgll ~ Ilfll Ilgll . 

Si x & X, l(fg)(x)1 = If(x).g(x)I=lf(x)I.lg(x)l~ 

~llfll IIgll 

Ilfgll = Sup {I(fg)(x)l/x & X} 

Ilfgll~llfll llgll 

1 : X > ~ : x ~~> 1 

Il(x) 1 = 111 = 1 
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Sup {ll(x)l/x & X} = 1. 

Proposición 3.3 

Si A es un ~lgebra normada, entonces A es un álgebra norma-

da. 

Prueba 

II(x,a:>11 = Ilxll + 1a:1 

11 (0,1) 11 = 11011 + 111 = o + 1 = 1 

1 l(x,«)(y,s>II=1 1 (xy+«y+6x ,«81 1=1 IXY+«Y+f3x l 1+1«61 

~ I I xy 1 I + 1 I «y I I + I I f3 xii + I a: I I 131 ~ 

~llxllllyll+I«lllyll+1611Ixll+Ia:llf3l 

~<llxll+I«I)(IIYII+lf3l> = II(x,«)II·II(y,f3>1I 

Proposición 3.4-

La función f: AxA ----> A (x,y) ~~~~> xy es contínua. 

Prueba 

Esta proposición es equivalente a probar la proposición si-

guiente. 

Proposición 3.5 

Si (xn)n~l y (Yn)n~l son dos sucesiones convergentes en A, 

entonces (xnYn)n ~ 1 es también convergente y 

n- n+- n-



Prueba 

Sea ( > o. A probar que existe N E N tal que 

I Ixy-xnYnll< (, ~n > N. 

( 
< '2 

< Ilx-~11 (1Iyll+l) + Ilxnll IIY-Yn! I 

• Sea Ni tal que I I Xn-xl 1 <1 , ~n > Ni 

n>N1 -> Ilxnll < 1 + Ilxll Ilxll~llx-YII+IIYII 

• Sea N2 tal que Ilx-xnll< 

• Sea N
3 

tal que I ¡y-ynll < ___ t __ 

2(1+llxll> 

n >N -> 1I xy-xnYnll < t. 

Proposición 3.6 
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Si (xn)n~l es una sucesión de Cauchy en A, entonces existe 

una subsucesión (Yn>n~1 tal que para todo n t 

llYn+1 - Ynll < 
1 



Prueba 

chy) • 

Sea ni > Ni Y sea Yi = xni 

Sea N2 & N tal que I Ixn-xml I < -1- • ~m ~ n ~ N2 • 
22. 

Y2 = xn 

Para cada m 

~n > r ~ Nm -

Ym = ~ m 

Para cada m 

Ym+l = 

2 

Ym = ~ 

Lema 

tendremos Nm tal que Ilxn - xrll < 1 -
2n 

y nm tal que nm > Ni , ~m > ~ > 1. - -

: IIYm+l - Ymll< 1 -
n > Nm m+l 

m 
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, 

Si (x) 1 es una sucesi6n de Cauchy en A y si (y )n>i es n n> n _ 

una subsucesi6n convergente de (Xn)n~l t entonces: 

lim Yn = lim X n 

n.... n .... 



Prueba 

Sea y = lim Yn , y sea (>0; 1 Ixn-yl 1=1 Ixn-yn+yn-yl I ~ 
n+co 

Existe N1 ~ N tal que I IXn-~11 < (/2 ~n ~ m ~ Ni (por 

ser de Cauchy). 

y existe N2 & N tal que I 1 Yn-Y I I < E/2, ~n > N2 (por ser 

y = lim Yn) 
n-

Proposición 3.7 . 
'" 

so 

Sea 1 c A un ideal cerrado, entonces A es un álgebra norma-
l 

da. 

Prueba 

Sea x & A Y sea Ilx+11 I = inf {llx+yll/Y & I} 

1) 11111=110+111= inf {llo+yl l/y & I} = o (porque o & 1) 

2) Sea x & A tal que Ilx+III = o; 

Sea E > o; sea y & 1 tal que 11 x+y 11 < E (y existe por de 

finición de ínfimo) 

Luego, -y & B(X,E) , -y & 1 

As!, B(X,f) (\ 1 ~ .; x & 1, 1 cerrado ~ x&I~ x+I = l. 

3) Sean x, y & A Y probemos que 
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Sea (> o y sean z, z1 & 1 taL que llx+zll<1 Ix+III t + - , 

Ily+z111<lly+III + (/2. 

1 l(x+y)+(z+z1)11=II(x+z)+(y+zl)1 1~¡lx+zl 1+1 ly+z11 1 < 

<llx+II 1+1 Iy+lll+ ( 
1 1 (x+y)+II I~I l(x+y)+(z+zl>II<1 Ix+II 1+1 ly+III + t 

II(x+y)+II I~I Ix+III+1 ly+III. 

4) 11 a; (x+ 1) 11 = 1 a; 1 11 x+ 111 a; -J o 
11 x+ 1 1I ~ 11 x + 1 y 11 , lJy & 1 

a; 

Icl Ilx+II I~I«I Ilx +! y , lJy & I 
a; 

1«1 I Ix+II I~I I«x+yl 1 , lJy & 1 

-> 1 a: I 1I x+I 11 ~ 11 ex+I 11 

1 l«x+II I~I lex+a:yl 1, lJy & I 
llcx+lll~I«1 Ilx+yll, lJy & 1 

11 cx+I 11 
~ Ilx+yll, lJy & I. 

1 c 1 

1I a:x+ 1 1 1 ~ 11 x+ 1 11 
1 a: I 

IIa:x+II1~1a:1 Ilx+Ill 

Luego, 11«x+I11=1«1 Ilx+III 
11 a; (x+ 1) 11 = 1 a; 1 11 x+ 111 

S) 1I (x+I)(y+I)ll~llx+Il 1 Ily+Ill 

Il(x+I)(y+I)llsll(x+z).(y+z)11 lJz & 1 

2 



Proposición 3.8 

~I Ix+zll Ily+zll ~z ~ 1 

! I I x+ 1 1I • 11 y+ 1 I1 
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Sea 1 c A un ideal cerrado. Si A es completa entonces A es 
1 

completa. 

Prueba 

Sea (xn + 1)~1 
A 

una sucesión de Cauchy en 1 

Encontraremos entonces una subsucesi6n convergente. 

Sea (Yn + I)n~l una subsucesión de (xn + 1)n>l tal que 

1 IYn +1 + 1 - Yn + 111 < ~n~l (por ser de C4uchy), es 
10 

decir, se tiene I 1 (Yn+1 - Yn)+111 < ~n ~n. 

Para cada n, sea zn & 1 tal que I IYn+1 - Yn + znll < 

(por definición de ínfimo) 

Sea t n = Yn+1 - Yn + zn . 

-I Iltnll 
n=l 

existe porque existe -r 2
1

n n=l 

es una sucesión de Cauchy. 

• n ( ! t·) es una sucesión de Cauchy en A. . :1. 
:1.-1 n!l 

• • 
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Se tiene entonces, por definición de sucesión de Cauchy: 

n m n n 
11 ! t· - L t · 11 = 11 L ti 11 S . ~ . ~ . 
~=1 ~=1 ~=m+l 

1 Iltill 
i=m+l 

n m n n 
n,m . 11 ! ti r till = 1I L till < r Iltill = . 

i=l i=l i=m+l i=m+l 

n m 
= 1 L Iltill L Iltill 1< t, n,m>N 

i=l i=l 

.. 
Como A es completo, existe t & A tal que t = I t n 

n=l 

n t = 
.. 
I t n -> t+I = 

n=l 
n 

Sea t > o; existe N E N tal que ilt - í till < t , ~n > N. 

n 
n > N -> II<t+1) - L <ti+I)II=1 It+1 

i=l 

n 
= 11 ·(t - I ti) + 111 

i=l 

._ n 

n 
< lit - I ti 11 

i=l -

-> t+1 = lim .I (ti+I) -> t+1 = 
n ..... ~=1 

• Para cada n > 1 : Yn - Y1 

i=l n~l 

n 
< I t· ) + 111 = . ~ 
~=1 

< t 



n-l 
= L (t.+I) 

. 1 ~ 
~= 

-> lim (Yn-Y1)+I = 
n+GO 

-> lim (yn+I) = (t+Yl) + 1 
n+eo 

n-l 
lim ¿ (ti+I) = 
n+eo i= 1 

t+I -> 

Luego, la sucesión (xn+I) es conve~gente en ~ • 
n!11 

Definición 3.9 

Un álgeb~a ncrmada A es llamada "Algeb~a de Banach" s~ toda 

sucesión de Cauchy en A es convergente en A. 

Ejemplos: 

1) ~ es un álgebra de Banach. 

2) Si E es un espacio vectorial no~mado completo, entonces: 

L(E,E) = {f: E ----> E/f es lineal y contínua} es un ál-

gebra de Banach. • 

\ 

f 



55 

4. ALGEBRAS INVOLUTIVAS 

Definición 4.1 

Sea A un álgebra y f: A -> A una función. Se dice que nf 

es una involución en A" S1 se cumplen las condiciones si

guientes: 

1) f(~x+ey) = ~f(x)+ ~f(y), para todo c,e E~, x,y E A. 

2) f2(x) = x , para todo x E A. 

3) f(xy) = f(y).f(x). 

Definición 4.2 

El álgebra A es llamada "involutiva" S1 existe en A una 1n

volución. 

Notación 

Para una involución f: A ----> A, S1 X E A, f(x) se denota 

por xx, o sea que tendremos : 

(<<x+ey)* = ~x* + ~y* 

x** = x 

(xy)* = y*x* 

Ejemplo 

f:a;->~ 

x -> x* = x 

En lo que s1gue, A denota un álgebra involutiva. 

Proposición 4.3 

A es un álgebra con la involución 



(x,a:)* = (x*,«) 

Prueba 
... 

--~> A 

• (~(x,a:)+ a(y,t»* = «6x,~a;)+<ay,a(»* 

= «Bx+ay,6a:+at»* 

= «6x+ay)* , 6a:+d() 

= <ix*+ay* , 6« + d() 

= (ix*,6«) + (ay*,d() 

= i (x*, ~) + a (y*, () 

= ~ (x,«)* + a "(y,()* 

• (x,«)** = (x,a:) 

(x,«)** = (x*,~)* = (x**, ~) = (x,«) 

• [(x,«)(y,6)]* = (y,6)*(x,cc)* 

[(x,«)(y,6)]* = (XY+6x+a;y,a:~)* = «xy)*+6x*+a:y*,~ S»= 

=(y*x*+a:y*+ix*,¡ ~~ 

=(y*, i)(x*, ~) = (y,6). (x,e)* 

Definición 4.4 

Sea x ~ A 

x* es llamado "adjunto de x" 

X es ~~amado "autoadjWlto" si x = x* 

x es ~~amado "norma~" si xx* = x*x. 

56 



Proposición 4.5 

Sea x E A. Entonces 

1) xx* es autoadjunto. 

Prueba 

xx* = x**x* = (xx*)* 

2) x + x* es autoadjunto. 

Prueba 

x + x* = (x**+x*) = (x*+x)* = (x+x*)* 

3) Si x es autoadjunto, x es normal. 

Prueba 

Como x es autoadjunto, entonces 

xxx = xx = x*x ; 

luego, x es normal. 
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4) Si A es unitaria y x- I existe, entonces (x*)-I existe y 

(x*)-I = (x- I )*. 

Prueba 

Si A es unitaria y existe x- 1 , entonces x-Ix = 1. 

(xx- 1 )* = 1* = 1.1* 

-> (x- 1 )* x* = 1* 

-> (x- 1 )* = (x*)-l para que su producto sea 1* 

Definición 4.6 

Si B c A, denotamos por B* al conjunto B* = {x E A/X*E B}. 

L 
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Proposici6n 4.7 

Si B c A es un ideal, entonces B* es un ideal. 

Prueba 

• Sean x, y E B*, entonces x*, y* E B. Pero B es un ideal 

de A, luego, x* + y* E B -> x+y E B* 

• Sean x E B*, « E ~ 

X E B* -> x* E B -> ~x* E B -> «X E B* 

• Sea x E B* , Y E A 

X E B* ~> x* E B => x*y* E B -> xy E B* 

De la mis~a manera se prueba que yx E B* 

Proposición 4.8 

Si B c A es un ideal maximal, entonces B* es un ideal maxi

mal. 

Prueba 

i) "B* '# A" 

B '# A -> existe x E A, x í B 

x t B -> x* í B* 

ii) Sea 1 un ideal tal que B* c 1 

"B c l je" 

x E B -> x* E B* => x* E I ~ x** E 1* -> X E r* 

B = I* o I * = A 

Si B = 1* 
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X E 1 ~> X* E 1* => X* E B 

... > X E B~: 

I c B* 

Si I* ::; A 

Sea x E A, x* E A, X* E 1* , X E 1. 

Definición 4.9 

Sea B c A una subalgebra. Se dice que "B es una subalgebra 

simétrica" si para todo x E B, x* E B. 

Definición 4.10 

Si 1 c A es un ideal, se dice que "1 es un ideal simétrico" 

s~ x E 1 implica x* E 1. 

Definición 4.11 

Si f : A ----~> B es un morfismo entre álgebras involutivas, 

se dice que nf es un morfismo simétrico" si f(x*) = f(x)* , 

para todo x E A. 

Proposición 4.12 

Si 1 c A es un ideal simétrico, entonces 

A 

1 
es un algebra involutiva. 
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Prueba 

A 

1 
es un álgebra (ya probado). Definamos una involución en 

A 
, así: 

1 

(~(x+I)+ ~(y+I»* = ~ (x+I)* + i (y+I)* 

• (x+I)** = (x*+I)* = (x**+I) = (x+I) 

• «x+I)(y+I»* = (y+I)*(x+I)* 

Proposición 4.13 

f: A-> 

Prueba 

A • T . x ----> x+I es un morfismo simétrico. 

f(x+y) = (x+y)+I = (x+I)+(y+I) = f(x) + f(y) 

f(~x) = «x+I = ~(x+I) = «f(x) 

f(xy) = xy + 1 = (x+I)(y+I) = f(x).f(y) 

f(x*) = (x*+I) = (x+I)* = f(x)* 

Proposición 4.14 

Si f: A ----> B es un morfismo simétrico, entonces, Ker f 

es un ideal simétrico. 

Prueba 

Ker f es un ideal (ya probado) 

• A probar que s~ x E Ker f entonces x* E Ker f 

• Si x E Ker f luego, f(x) = o 

Pero f es un morfismo simétrico; luego, f(x*) = f(x)* = 
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= 0* -> X* E Ker f 
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5. ESPECTROS 

Definición 5.1 

Sea A un álgebra unitaria y sea x E: A. Llamaremos "espectro 

1 de x en A" al conjunto Spl(x,A) = {A E: te/x - A.l no es in 

versible} 

Ejemplos 

a) Si n > o, sea A el álgebra de las matrices cuadradas de 

orden n sobre te, es decir, A = ~(te). Si x E: A entonces 

Spl(x,A) = {A E: ~/det (x - A.1) = o}. 

o) Si X ~ ~ es un conjunto, sea A el álgebra de las funcio

nes de X en ~, es decir, A = {f:X ----> te/f es un función} 

Si f E: A,entonces Sp1(f, A)= f \ X) 

f,g E A , (fg)(x) = f(x).g(x). 

l:X---->te 

Si f ~ A, f es inversible <~ f(x) ~ o para todo x E X 

f.g = 1 

f(x).g(x) = l(x) = 1 g(x) = 1 , f(x) ~ o • 
f(x) 

Sea f E A 

Spl(f,A) = {A E: t/f - A.l no es inversible} 

= {A E: lt/existe x E: X tal que (f-A.l)(x) = 

= {A E: te/existe x E: X tal que f(x) = Al 

= {A E It/A E: f(X)} = f(X) 

o} 



63 

c) Si X es un espacio vectorial normado, sea A el álgebra: 

A = {f: X ----~> ~/f es acotada}. Si f € A, entonces 

Spl (f ,A) = f(X) 

• f es acotada s~ existe A > o tal que If(x)l< A para to

do x € x. 
1 : X ----> ~ : x ~~~~> 1 

f € A es inversible <-> ~x : 1 < ). ,>. > o 
I f(x) I 

<-> If(x)I>>"para un A>O, ~x & X. 

Sea f € A 

). t Spl(f,A) <-> (f - )..1) es inversible. 

<-> existe 0>0 tal 

<-> existe A>O tel.l 

<-> f(x) t B(A,eS), 

<-> B(A,Ó) nf(X) = 

Luego, Sp1(f,A) = f(X) 

Proposi-:.ión 5.2 

si A es un álgebra unitaria, entonces 

= r' si A = {ol 
{o}, si A ~ {o} 

que l(f-A.l)(x)l>o 

que If(x)-AI>eS \Cx. 

\Lx, para algún 6>0 

~, para álgún 0>0 

<->Aí f(X) 

lJx. 



Prueba 

A = {o} • Si Á E ~ : O - Á.O = o-o = o es inversible 

-> Áí Spl(o,A) -> Spl(o,A) = • 

Si A ~ {o}, 1 ~ o 

o - 0.1 = o-o = o no es inversible -> o ESp l(o,A) 

Si Á ~ o: 0- Á.l= - Á.l es inversible 

A.l • (- 1. 1) = - Á.(- 1 ).1.1 = 1.1 = 1 -> Aí Sp1(0,A) 
A Á 

Proposición 5.3 

Si A es un álgebra unitaria, entonces: 

Prueba 

Á = e + (A_e) 

Veamos si (Á_e) E Sp1(x,A) 

no es inversible porque Á E Spl(x+e .l,A). 

"o" Sea Á E e + Sp1(x,A) 

Á es de la forma Á= e+~ , 6 & Spl(x,A) . 

(x+e .l)-Á.l = x+ c .l (<<+B).l 

e.l - B.l = x - B.l 
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no es inversible porque a E Spl(x,A) 

Proposición 5.4 

Si A es un álgebra unitaria, entonces: 

Si x E A es inversible, entonces Spl(x,A) = {Á E ~/Á# o y 

Á- 1 E Spl(x- 1 ,A)}. 

Prueba 

• Si Á E Spl(x,A), x-A.l no es inversible 

Si Á = o entonces x no es inversible, luego Á # o • 

• Supongamos que Á- 1 i Spl(x- 1 ,A), entonces x- l - A- l .l es 

inversible. 

Existe y E A tal que y(x- 1_Á- 1.l) = (x-l~A-l.l)y = 1 

(x- 1 _Á- 1 .l)y = (x-Á.l)(-Á- 1x- 1 )y = 1 

A-1X-1y (x-Á.l) = -A-1X-1yx + x-1y = x-l(~A-lyx+y) = 

= x- 1Y(-Á- 1x+l) = x- 1y(x- 1_A- 1 .l)x = x- 1 .l.x = x-1.x = 1 

Puesto que y es el inverso de x- 1 _Á- 1 .l entonces 

Á- 1 t Spl(x,A). 

Ahora, sea A i Spl(x,A) en~onces x - Á.l es inversible 

en A. 

Existe y & A tal que y (x-Á.l) = (x-Á.l)y = 1 

(x-Á.l)y = (x- 1_Á- 1 .l)(-Áx)y = 1 

-Áxy(x- 1_Á- 1 .l) = -Áxyx- 1 + AXÁ-1y 



. . 

= X(-Ayx- 1+y) 

= xY(-Ax- 1+l) = Xy(x-A.l)x- I 

= x.l.x- 1 = X.X- 1 = 1 

A t s ( x- 1, A). 
pl 

Proposición 5.5 
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Si A es un álgebra unitarla, X,y E A entonces Spl(XY' A) = 

Spl (yx, A). 

Prueba 

A t. Spl(xy, A) -> ]z E A tal que (xy-Ll)z=l=z(xy-l.l) . 

Probemos que A-IyZX - A- 1 .l es el inverso de yx - l.l. 

(xy-A. l)z = 1 -> xyz-Az = 1 ~> xyz = 1 + lz. 

= y(xA-1yz)x yXl- 1 Al-Iyzx +l l-1 = . 
= y(l-Ixyz)x YA-Ix yzx + 1 = 

= y(l-l(l+Az»)x - YA-Ix - yzx + 1 = 

= y().-I+z)x - YA-Ix - yzx + 1 = 
= Yl-I x + yzx - YA-Ix - yzx + 1 = 1 

De i gual modo se prueba que A-1yzx -A- 1 .l es el lnverso 

de xy -l.l. 
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Definici6n 5.6 

Sea A un álgebra y x E A. Llamaremos "espectro de A" al con 
... 

junto Sp(x, A) = Sp1(x, A) 

... 
A = A x ~ se llama una extensión del álgebra con las opera-

Clones: 

En este caso, Sp(x,A) = {A E ~/(x, -A) no es inversible} • 
... ... 

Sp1(x, A) = {A E [/x-A.1 no es inversible en A}. 
A 

= {A E [/(x,o)-A(o,l) no es inversible en A} 
... 

= {A E ~/(x,o) - (o,A) no es inversible en A}. 
A 

= {A E [/(x, -Á) no es inversible en A} • 

Propiedades 

1) Si x E A, entonces o E Sp(x, A). 
A 

Basta ver que (x,o) no es inversible en A pues (x,o) 

(y,ex:) 1 (0,1). 

2) Si A es unitaria: Sp(x,A) = Sp1(x,A) U {o} 

Prueba 

A t Sp(x,A) entonces (x, -A) es inversible y sea (y,"") 

su lnverso. 

xy + ""X - Ay = o , 
xy A-1X - Ay = o -> xy - Á-1x - Ay + 1 = 1 

-> (x-Á.1)(y-Á- 1 .1) = 1 
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x -Á.l es inversible 

A 

Ahora, sea Á t Spl(x, A) U {o} ; 
A A 

X - Á.1 es inversible en A, entonces existe y E A tal 

que (x - Á.1)y = y(x - Á.1) = 1 

Probemos que (x,-Á) es inversible en A; suponiendo que 

(XZ+«x-ÁZ,-Á«) = (0,1) 

XZ + «x - ÁZ = o y Á« = 1 

y = (x-Á.l)-l; Se verifica que 

A 

3) Si x,y E A Sp(xy, A) = Sp1(xy, A) 
A 

= Spl(Yx, A) = Sp(Yx, A). 

A 4) Si 1 es un ideal de A y x E A: Sp(x+I, 1 ) c Sp(x, A) 

Prueba 

Sea A t S ex, A), entonces (x, -Á) es inversible. Sea 
p 

(y,~) el inverso de ex, -Á) y probemos que ey+I,B) es 
A 

el inverso de Cx+I,-Á) en A - . 
1 



Puesto que (y,~) es el inverso de (x, -Á), se tiene: 

• 
• • yx - Ay + ~x = o y - aA= 1. 

Ahora, (y+I,a)(x+I,-Á) = «y+I)(x+I)-Á(y+I)+a(x+I),-6A» 

= «yx+I) - (Áy+I) + (ax+I), - aÁ» 

= «YX-Ay+6X) + 1, 1») = (0+1, 1) = (I, 1) 

Luego, Á i Sp(x+I, A ). 
1 

Definición 5.7 

Si x,y E A definimos xoy = x+y - xy. 

Proposición 5.8 

xoo = x, para todo x E A. 

Prueba 

xoo = x+o - x.o = x. 

Proposición 5.9 

xo(yoz) = (xoy)oz , Vx,y,z E A. 

Prueba 

xo(yoZ) = x + (yoz) - x(yoz) 

= x + (y+z - yz) - x(y+z - yz) 

= x+y+z - yz 

= (x+y-xy)+z 

= (x+y-xy)+z 

xy XZ + xyz 

XZ - yz + xyz 

(x+y-xy)Z 

69 
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= (xoy)+z (xoy)z = (xoy)oz lJ.x,y,z E A. 

Denotemos: AO= {x E A/xoy = yox = o para algún y E A}. 

AO es un grupo (con la operación o) 

Proposición 5.10 
.. 

Si x E A : x E AO <-> (x, -1) es inversible en A. 

Prueba 

(-> ) x E A°-> ]y E A tal que xo y = o ~.e. x+y-xy = o 

(x, -l)(y, -1) = (xy-y-x, 1) = (0,1) 

(y, -1) (x, - 1) = (0,1) 

.. .. 
( <Ea) (x, -1) inversible en A .".> exi ste (y, -1) E A tal que 

(x, -l)(y, -1) = (y, -l)(x, -1) = (0,1) 

(x, -l)(y, -1) = (xy-y-x, 1) = (0,1) 

xy - y - x = o => x + y - xy = o -> X E AO 

Proposición 5.11 

Si x E AO Y x2 = x, entonces x = o. 

Prueba 

Si x E AOentonces existe y E A tal que xoy = o ~.e. x+y-xy=o 

X2 + xy - x2y = o 

~.e. x + xy - xy = o 

~.e. x = o. 



71 

Proposición 5.12 

Prueba 

... 
• Á í Sp(x,A) -> (x, -A) es inversible en A 

A 

• ~ea (y,6) el ~nverso de (x, -Á) en A, entonces 

(x, -Á)(y,6) = (0,1) = (y,S)(x,-Á) 

• (xy ÁY + fSx, ).,6) = (0,1) = (yx + fSx - ÁY, - fSÁ) 

A6 = 1 y xy - Áy + 6x = o. 

AS = 1 -> ~ = - Á- 1 

xy -Áy - Á-Ix = o 

yx - Á-Ix Áy = o 

Á-Ix + Áy xy = o 

Á-Ix + Ay yx = o 

A-IX o Ay = o 

AYo A-Ix =0 ; también Á-Ix o Ay = o; luego 

A-Ix & AO. 

"e" Sea Á ~ o tal que Á-Ix & AO 

Probemos que A í Sp(x,A). 

Á-lx & AO ~ existe y & A tal que Á- 1 xoy = YOÁ- 1 x = o. 

Á-lx + y Á-l xy = o 

y + Á-Ix A- 1yx = o 

(x,-l.)(l.-ly, _Á-l) = (o ,1) = (Á -ly, -l.-l)(x,_).). 

(l.-lxy-l.-lx - y,l) = (0,1). 
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Proposición 5.13 

Si 1 es un ideal de A y x E 1, entonces Spex,A)=spex,l). 

Prueba 

Si Y E A tal que A-1xoy = YOA-1x = o 

A-Ix + y - A-1xy = o 

y = Á-IxY-Á-1x -> y E 1 -> A-1xoy = YOA-Ix=o, YE1-> Á-1xElo 

A-Ix E l° -> A i Sp(x,l) 

A t Sp(x,I) -> Á-Ix E l° 

~> A-Ix E AO ~> A i Sp(x,A). 



6. RADIO ESPECTRAL. 

En todo lo que s~gue, A denota un álgebra normada. 

Proposición 6.1 

Si (~)n~o es una sucesión ae números reales, entonces: 

existe ~> lim Sup xn = lim inf ~ = lim Xn 
n- n ..... a» n-

• lim Sup xn = lim inf xn -> 
n+- n+-

= lim Sup xn 
n+-

lim xn existe y lim xn = 
n+- n+-

• 
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Esta proposición puede tambien enunciarse de la siguiente 

manera: 

Sea (xn)n~ una sucesión de núme~s reales. Entonces: 

existe <-> lim inf xn = lim Sup xn 
n+- n-

Prueba 

(~) Sea x = lim Xn , y sea E > o. Entonces existe N ~ N 
n .... 

tal que: 

¡x-Xnl < E , Vn ! N (definición de límite), o sea: 

IX-~+pl < E , \Lp ! . o 

x < E 

~+p < x + E, \Lp ~ o 

Sup XN+
P 

< X + t 
P 



inf (Sup xn +p ) < x + E -n 

l.im Sup x ~ x + E: , lJE n 

lim Sup ~ ~ x 

-E + x < x N+P , lJp 

-E + x < inf ~+p -
P 

--E + x < Sup (inf ~+p) - n p~o 

-( + x < lila inf xn -
x ~ lim inf xn + t , lJf;>o 

x < lim inf Xn 
lim Sup xn ~ x < lim inf xn 

«-) Sea x = lim inf xn = lim Sup xn • 

Sea , > o 

Existe N E N tal que Sup x
N

+
P 

< X + t 
P 

x < x + t, lJp 
N+P 

~ < x + t, lJn > N -o Xn - x < t Vn > N. 

- , + x 

Existe Ni E N tal que 

- , + x < inf xNi+P 
p 

- , + x < xN+p , Vp 

- , + x < Xn , Vn ! N1 -o Xn - x > - t, ~n 
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> Ni -
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, 
max (N, Ni) 

- x < (, ~n > N2 <~ Ixn-xl < t, ~n > N2 

Proposición 6.2 

Si x E A entonces n 
< 1 1 xii , ~n E N 

Prueba 

Por inducción. 

Ilxll ~ Ilxll 

Supongamos que la desigualdad es cierta para n = k i.e 

1 I xk II S II x 11 k 

Ahora " 1 1 xk + 11 1 = 1 I xk. x ¡ 1 ~ 1 1 xk 1I I Ixl I ~ 1 Ixl I k I I y ~ I ~ II x 1I k + 1 

Proposición 6.3 

Si x E A, lim Ilxn l1
1

/
n 

existe y lim 1I xnlll/n = 
n-+- n+-

= inf Ilxn l1
1

/
n 

n 

l/n 
inf {llxnl 1 In E N} 

Prueba 

Sea b = inf Ilxnl 11/~ y sea ( > o. 

Sea m E N tal que I 1~111/m < b + ( (m existe por definici6n 

de ínfimo). 



76 

Para cada n E: N sean q(n), r(n) tal que n = m.q(n) + r(n), 

o ~ r(n) < m 

nlm 

r(n) q(n) 

11 xn I I = 1 I xm q (n). xr (n) 1 1 si I xill • q (n) 1 1 1 1 xr (n) I I 

= I I 'xm) q (n) 1 1 1 I xr (n) II 

~ I1 xm 11 q (n) 1 Ixll r (n) 

/ 
m q(n) 

l · Ilxnllln . S ( ) ~m Sup < l~m up b+E n 
r(n) 

. IIxlln-

m. g (n) 
lim (b+€:) n 
n~ 

r(n) 
• 11 xii n- = (b+()n+

CIO 

lim m.g(n) lim ::ill.?. 
n .11 xl In"" n 

Pero lim m.g (n) = lim (1 - r(n) ) = 1 - lim::s'& = 1 
n+· n n+- n n.... n 

lim r(n) = o 
n .... n 

r(n) < ~ 
n n 

lim m.q~n) lim r(n) 
; donde (b+()n.... n .llxlln .... n = 

1 o = (b+() • Ilxll = (b+t).l = b+t • 
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lim Sup Ilxn l1
1

/
n 

< b+( , ~( , luego, lim Sup IlxnlI1/n~ b. 

b < 11 xn 11 1
/
n , \Ln -

b ~ 11 xn+p 11 1/
n

+
p , ~p, \Ln • 

b < 11 xn+p 11 1 /
n+p 

, n fijo, ~p. -
b < inf 11 xn+p 11 1/

n
+

p 

- p 

b < Sup (inf 11 xn+p 11 1 / n+p ) - n p 

b ~ lim inf ¡lxn I1 1 / n 

lim Sup ¡ Ixn¡ 11/n ~ b ~ lim inf llxn l1 1/ n 

Luego b = lim Sup I Ixnl 11/ n = lim inf Ilxn ll 1/ n 

• 
b = lira I I xn 11 1 / n • • 

n-

. . n l/n 
Si x & A, el número l~m 11 x 1I es llamado "radio espec-

n-

tral de x" y es denot.ado por p (x). 

PROPIEDADES DE p(x). 

1) \(x : o ~ p (x) ~ II xii 

.p(x) = inf 1 Ixnll l / n ~ o ! p(x) 

.p(x) ~ Ilxnll l / n , \{n ~ 1. 
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-> p(x) ~ Ilxll (n=l). 

= inf «I«nl I Ixnl l)l/n) = inf(j«nl l/n l Ixn l¡l/n) = 

= inf 1«1 I ¡Xn¡¡l/n = I«¡ inf 1 Ixn¡ I l/n = ¡«Ip{x). 

3) p{xp )= p(x)p. 

= II(xn)P¡ I l/n = Ilxn.xn ••• xn¡ Il/n!(llxnl 1 ••• ¡¡xn ¡¡)l/n 

= Ilxnlll/n.l¡xnlll/n ••• ¡ Ixnlll/n p veces 

• 
• • p (xp ) ~ 1I xn 11 1/n • •• 1I xn 11 1 /n , \ln 

Luego, p(xP)~lim(1 Ixn I1 1/n ••• 1 Ixnl Il/n)=liml Ixnl 11/n 
n- n~ 

lim 1 Ixnj I l/n = p(x).p(x) ••• p(x) =p(x)p 

• • • 

n-

• 
• • p(xP) < p{x)P 

p -_ 11 pnlll/pn II pnl¡l/pn Ahora, p (x) p(x).p(x) ••• p(x)! x ••• x ,\ln. 

= llxpnlll/n = 1I (xP)nlll/n 

Luego, pP(x) ! p(xP) 
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• 
• • 

4) Si xy = yx entonces p(xy) ! p(x).p(y). 

p(xy) = lim I I(xy)nlll/n = lim I Ixn.ynl 11 /
n • 

= p(x) • p(y) 

5) p(x) = lim Ilx2nlll/2n 
n+" 

Sea ( > o; existe N e N tal que: 

6) p(x)=llxl 1, para todo x E A <~ I Ix21 1=1 Ixl 12, para todo 

X E A. 

(-» Il x2 11=llxe X II!llxll Ilxll = IIxl1
2 

i I x211 ~ 11 xl1
2 

1I xii 2 = I Ixll • 1 1 xii = p (x) • p (x) ~ 11 x 21 ¡1/ 2 • 11 x 2¡ 11
/

2 
= I1 x211 • 

II x 11 2 ~ 1I x2¡1 , 11 x2 11 = 11 x 11 2 • 

«-) Probemos por inducción, que I Ix2n
, 1 = IIxl1

2n 
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2n 2n 2n+1 
Supongamos que Ilx 11=llx¡ I y probemos que Ilx 11= 

= IIxl1
2 n+1 

2n+1 2n 2 2n 2 n n 2 
Ilx 11=llx· 11=II(x ) 11=llx2 11 2 =<ll x I1 2 ) = 

2n 2 2n +1 
= 1I xii • = 11 xii 

II x2n I1 = I1 x 11
211

, \tn 

limllx2nlll/2n = lim(1 Ixl 1
2n

)1/2
n

; p(x)=limllxll=llxll. 
n+c>e n-HO 

7) Si x ~ A, entonces 

n . 
p(x) < 1 ~ ( ¿ x~) es una sucesión de Cauchy. 

i=l n~l 

-La serie r I Ixnl I es convergente. 
n=l 

. t . . ( ) l/n 
Criter~o de D'Alembert en·R L Xn converge s~ l~m Xn <1 

n=l n+c>e 

lim llxn l1 1/ n = p(x) < 1 
n+c>e 

Según el criter~o de D'Alembert ya que lim n/llxnll = p (x)<l 
n+-

Luego 

• 
• • 



81 

n . 
A probar que ( . I x~) es de Cauchy. 

i=l n~l 

n . m . 
Sea ( > o; existe N E N tal que I rl Ix~l 1- rl lx~11 I < ( , 

>Jn,m > N 

Para n,m > N, n > m 

• 
• • Para n, m > N, n > m 

n . 
1I rx~ -

i=l 

n . 

n . 
Ix~11 

i=l 
< t 

Luego, (.lx~)n>l es de Cauchy 
~=1 -

Definición 6.4 

1 1 

Un álgebra normada A es 1:1amada "completa" o de "Banach", 

s~ toda sucesión de Cauchy en A es convergente en A. 

Ejemplos 

1) ~ es - un álgebra de Banach. 

2) Si E es un espacio vectorial normado completo, entonces: 

A = {f: E ----> E/f es lineal y contínua} es un álgebra 

de Banach. 

3) Si H es un espacio de Hilbert, el conjunto L (H) de to
c 



82 

das las funciones lineales continuas T: H ----> H es un 

álgebra de Banach, relativa a las definiciones 

(S+T)x = Sx + Tx 

O.T)x = A (Tx) 

(ST)x = S(Tx) 

1I T II = Sup {II Tx 1I 

Proposición 6.5 

Ilxll < 1} • 

Sea A un álgebra unitaria de Banach y x & A. Si p (l-x) < 1 

entonces, x ~ o es inversible y x- 1 = 1 + ¿(l_x)n 
n=l . 

Prueba 

n 
La sucesión (I(l-x)n) es de Cauchy. Como A es de Banach 

. 1 n>l 
~= -

o completo, existe 

a. 

Sea y = 1 + I(l-x)n y probemos que "y" es el inverso de x. 
n=l 

- a. 

xy :: x(¡ + l(l-x)n) = X + x I(l-x)n= 
n=l 

= 

n=l 

-I(l-x)n(x-l+l) = 
n=l 

- -
-I«x-l)(l-x)n+ (l_x)n) 

n=l 

= !(X_l)(l_x)n + I(l-x)n 
n=l n=l 
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CID - CIIt +1" 
= x- r(l-X)(l-x)n+ r(l-x)n= x- í(l-x)n + í(l-x)n • 

n=1 n=l n=l n=1 

.. 110 

= X + (l-x) I(l-x)n + rCl-X)n = 1. 
n=l n=l 

De igual modo, yx = 1; luego x es inversible. 

Proposición 6.6 

Sea A un álgebra unitaria de Banach y sea x & A, x ~ o tal 

que j jl-xll < 1. Entonces x es inversible. 

Prueba 

liml 1(1_x)n 11
1 /n= p(l-x) < Ijl-xl I < 1. Luego, p(l-x) < 1 

n+ao 

Por proposición anterior, x es inversible. 

Proposición 6.7 

Sea A un álgebra unitaria de Banach y sea M = {x & A/x es 

inversible} entonces M es un abierto de A. 

Prueba 

Sea x & M Y encontremos r > o tal que B(x,r) e H. 

Sea y & A; 111-x-1yll=llx-1(x-y)ll ! llx-111 Ilx-yll 

Si Ilx-y¡ I < 1 entonces 111-x-1YII < 1. 
1I x-lll 



84 

-1 1 Entonces x y es inversible, sea Z E A tal que z(x- y) = 

= ( x-ly ) Z = 1. 

x-1 (yz)= 1 -> yz = x. 

y(zx- 1 ) = (yz)x-1 = xx-1 = 1 ; Y es inversible. 

y-l = zx- l ; luego B(x,r) c M, con r = 1 • Puesto que 

se ha podido encontrar una bola abierta totalmente conteni-

da en M, entonces M es abierto. 

Proposición 6.8 

Sea A un álgebra unitaria de Banach, (x ) >1 una sucesión n n_ 

de elementos inversibles en A; para cada n, sea Yn tal que 

xnYn = YnXn = 1. 

Si (~)n~l es una sucesión convergente y (Yn)n~l es una su

cesión acotada, entonces lim xn es inversible en A. 
n+-

Prueba 

Sea x = lim x- y sea k > o tal que Ily 11 < k para todo n n- --¡l n 

ya que (Yn)n~l es una sucesión acotada. 

Existe N E U tal que 1I xn-xll <l/k lJ:n > N por ser (Xn)n!1 



., 
una suces~on convergente. 

Sea n > N , 111-Ynxll < 1 -> Ynx es inversible. 

(YnX)Z = 1 -> Yn(xz) = 1 -> XZ = ~ 

x(zYn ) = (xz)Yn = 1 - > zYn = x-1 

Luego, lim xn tiene inverso. 
n+CD 

Proposici6n 6.9 

Sea A un álgebra de Banach y x € A. Si p(x) < 1 entonces 

Prueba 
n 
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p(x) es menor que 1 ~ (lxn ) es de Cauchy. Como A es de 
i=l n2:1 -Banach, existe lxn • 

n=l 

Sea y = 

CID -xoy = x+y-xy = X - }:xn + x ):xn 
n=l n=l 

CID CID 

= X - (x + ):xn) + Ixn+1 
n=2 n=l 

:: X - X - 0+0 = o. 
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• 
• • xoy = x + y - x - xy = o 

De modo semejante: 

... 110 

yox = y+x-yx = lxn + x - lxn.x 
n=l n=l 

... 110 

= Lxn + x - x - rxn.x 
n=l n=2 

al ... 
L~ LX n 

= .x = o 
n=l n=2 

• 
• • yox = y+x-yx = o 

luego, x & AO. 

Proposición 6.1~ 

Si A es un álgebra de Banach y x & A es tal que I Ixl I < 1. 

Entonces x & AO. 

Prueba 

lim I Ix
n

l1
1

/ n = p(x) < I Ixll -> p(x) < 1 -> X & AO (por 
n+-

proposici6n anterior). 

Proposici6n 6.11 

Si A es un á~gebra de Banach, entonces AO es un abierto de 

A. 



PI'ueba 

Sea x & AO Y encont~emos un I' > o tal que B(x,I') c AO. 

Sea y & A tal que xoy = yox = o (pOI' estar x en AO). 

Sea z & A; zoy = zoy + o = zoy - o = zoy - (x+y-xy) = 

= zoy + (xy-x-y). 

= z+y-zy+xy-x-y = z-zy+xy-x = 

= (z-x) + (-z+x)y. 

Ilzoyll=11 (z-x)+(x-z)yll < Ilz-xll+11 (x-z)yll 

< 11 z-x 11 + 11 z-x 1I 1I y 1I 

< 1 I z-x 11 ( 1 + I 1 y 11> • 
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Si II z-xll < 
1 entonces Ilzoyll < 1 • l.+llyll=l 

1'> l+llyll l+llyll 

luego, I Izoyl 1 < 1, de donde: 

zoy & AO • Sea m & AO tal que (zoy)om = mo(zoy) = ° 
(moz)oy = o -? moz = x. 

(yom)oz = yo(moz) = yox ~ ° 

Luego, z & AO si z & B(x,I') con r = 1 

l+llyll 

PI'Oposición 6.12 

Sea A un álgebra de Banach y sea x & A tal que Ilxll < 1. 

Entonces, el elemento {l.-x} es inveI'sible y (l.-x)-l = 

1 + x + ••••• + xD + ••••• 
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Prueba 

• Sea Sn = 1 + x + ••••• + xn + •••• • una sucesión en A. 

• Ilsn-sn+kll=llxn+1+ ••••• +xn+kll~llxn+lll+ ••••• +llxn+klI 

!ll x ll n+
1

+ ••••• +llxll n +k 

Ilxll Sn 1 = n+2 n+k n+k+l 
Ilxll + •• • •• +llxll +llxll 

(1 - II xl I ) Sn 1 = 11 x I1 n + 1 "_ 1 1 x 11 n + k + 1 

• ..-.. o cuando n ..... • • Sn l = 
Ilxlln+l _ Ilxll n+k +l 

1 - Ilxll 

Luego , Sn es una sucesión de Cauchy. Como A es un espacio 

completo, esta sucesión converge a un elemento S & A. 

• S(l-x) = lim Sn(l-x) = lim (l+x+ ••• +xn + ••• )(l-x) 
n+cD n ..... 

= lim (l_xn +l ) = 1 
n+-

• Se demuestra de la misma forma que (l-x)S = 1 

Luego, (l-x) es inversible y (l_x)-l = l+x+ ••• +xn + ••• 



Proposición 6.13 

Sea A un álgebra de Banach y sea x & A tal que Ilxll < 1, 

entonces 

Prueba 

II {l+x)-l_l+ xii < IIxl12 

l-llxll 

0Il 

1 1 (l+x)-l_l+xl 1=1 1 !<-l)nxn_(l+x)(l+x)-l+x ll = 
n=o 

ft .. 
=1 I !(_l)nxn_{l+X) í <_l)nxn + xii = 

n=o n=o 

0Il • 
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=11 !<-1)nxn{1_1_x)+xl 1=1 I í(-l)n~n(-x)+xll= 
n=o ~ n=o 

- -=11 I<_l)nxn+x ll=11 í<_l)nxn l l 
n=l n=2 

0Il .. 

! 1 I I xn 11 ~ I 11 x I In 
n=2 n=2 

• Sea Sn = 11 x 11 2 + 11 x 11 3 + ••••• + I1 xii n 

Ilxlls = · n 

• 
• • 

Luego, 

(1 - 1 Ixl 1 ) Sn = I Ixll 2 + 11 xii n + 
1 

s = n 
IIxl12 + Ilxlln+

1 

1 -lIxll 



lim = 
n .... 

Luego, 

1 - llxll 

ca 

L Ilxlln = 
n=2 

1I xl12 

1-llxll 

• 
II (1 +x) -1 - 1 + xii < • • 

Proposición 6.l~ 

1 -llxll 

IIxl12 

1-llxll 
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Supongamos que x es inversiple, I Ix-1¡ 1 = 1/« , h & A, Y 

Ilhll = 6 < «. Entonces x+h es i~versible, y 

11 ) 1 .. -1 -1
11 (x+n ~ - x-~ + x h x ~ 

Prueba 

Ilx-lhll~llx-111 Ilhll <,1. 8 =! < 1 por ser 8 <-= 
a: « 

Aquí, 1 + x-lh es inversible, por proposición anterior, y 

puesto que (x+h) = x(1+x-1h), se tiene que x + h es inver

sible y (x+h)-l = (1+x-1h)-lx-1 

Así, 

(x+h)-l -1 -1 -1 x + x h x ( 
-1 -1 -1 ] = (l+x h) - 1 + x h -1 x 
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Ilx-1h11 2 

Ilx-1 11 < - l-llx-1hll 

~2 

~ 1 
~ . -

11 
a: 

1 -
a: 

< 
S2 1 1 - . • -
«2. CE 

1 - ! 
a: 

fi2. 1 11 2 
< x < - -

a: 2 a: - fi a:2(a:_~) 

• 
• • 

Proposición 6.15 

Sea A un á~gebra de Banach y sea (Xn)n~l una sucesión de 

elementos de A tal que xn & AO para todo n y (xn )nal es 

convergente i.e. x = ~im xn • Si para cada n, 
n+«» 

Xn0Yn = ynoxn = o y s~ (Yn)n~l es una sucesión acotada, 

entonces ~im Xn E AO -. 
n .... 

Prueba 

• Puesto que (Yn)n~l es una sucesión acotada, sea k > o 
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tal que I IYnl I < k, para todo n. 

• Si n & N: 

YnOX = Ynox + o = Ynox + YnY~ - Yn - ~ 

= Yn + x - Ynx + ynxn - Yn - ~ 

= x - Ynx + ynxn - xn = (x-xn)+Yn(xn-x) 

Ilynoxll=1 I (x-xn)+yn(xn-x) I I < I \x-xnl 1+1 IYn(xn-x) 1 I 
< Ilx-xnll+IIYnll 11~-xll 

< Ilx-xnll (l+IIYn ll> 

< 1I x-X¡¡ 1I ( 1 +k) 

• Por ser (xn)n~l una sucesión convergente tal que 

lim xn = x, se tiene que para ~ & N tal que n > N ~ 
n+-

• 

I\x-~\\ < 1 
l+k 

De donde, para n E N, se tiene IIYnolim xn\ \<1, luego 
n+-

YnOX E AO. 

Sea Z E A tal que (Ynox)oz = zo(ynox) = o 

(zoYn)ox = o 

Yno(xoz) = o -> xoz = xn 

xo(zoYn) = (xoz)oYn = ~oYn = o 

Proposición 6.16 

Sea A un álgebra de Banach. Si x & A, entonces S (x,A) es 
p 
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un conjunto compacto. 

Prueba 

(i) Sp(x,A) es cerrado 

• 

• 

• 

• 

Sea x ~ o y sea A t S (x,A); entonces A es inversible 
p 

en A y por consiguiente, existe A-l. Entonces A-1x & AO. 

Sea t = IDÍn ( ~, rlAI2 1 
2 211 xii 

Hay que probar que el complemento de Sp(x,A) es abierto, 

es decir, hay que encon~rar una bola abierta de centro A 

totalmente contenida en CSp(~ ,A). Probemos que 

B ( A , ~ ) c (Sp ( x ,A) • 

Sea e t B(A,t) y veamos si c-1x & B(A-1x, r) 

Ilc- 1x-A-lxll=11 (c-1_A- 1 )xll=lc-1_A- 1 1 Ilxll= fC:~ 111x ll = 

r IAI2 

.llxil < 211
x
ll Ilxll = r 

1 Al .A 

= 

2 

lA I 
< --> 

2 

1 A I _ < lel_ 
2 
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(ii) Sp(x,A) es acotado. 

Sea A E ~; lAl>p(x) 
-1 

-> pO. x) < 1 

-> A- 1x ~ AO -> A ¿ Sp(x,A) 

Luego, A ~ Sp(x,A) -> IAI ~p(x) y por tanto, Sp(x,A) 

es acotado • 
• 

• • Sp(x,A) es compacto porque en ~, todo subconjunto 

cerrado y acotado es compacto. 

PROPIEDADES TOPOLOGICAS. 

1) Si M es una subálgebra de A, M es una subálgebra de A. 

M = {x ~ A/x = lim ~, con (xn)n~l sucesión de puntos de 
n+-

M} 

• Sean x,y ~ M-> X = lim xn , y = lim Yn , con 
n~ n+-

~'Yn ~ M, \Ln • 

• x+y = lim xn + lim Yn = lim (~+Yn) -> x+y ~ M. 
n- n- n-

• Sea x & M -> x = lim xn con xn & M. 
n-

ex = lim «xn -> ex ~ M 
n+-

Así, H es un subespacio de A. 

Ahora probaremos que (E,.) es un semigrupo 

Sean x,y ~ M -> x=lim ~ , y=lim Yn 
n-
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x.y = lim (~.Yn) -> X.y E Ma Así, M es subálgebra de A. 
n+-

2) Si S e A y O = {M e A/M es subálgebra cerrada y S e M} 

entonces 

"e" [S] = nJ con S e J 

M subálgebras. 

fS] e nM con M subálgebra cerrada S c M 

[S] e nM ya que [S] e ()J e ()M. 

[S] c flM 

'" 
"o" nM e [S J ya que [S] es una subálgebra cerrada que 

contiene a S. 

3) Si P e A es una subálgebra conmutativa, entonces P es una 

subálgebra conmutativa • 

• P es una subálgebra (propiedad 1) 

.Probaremos que P es conmutativa 

• Sean x = lila ~ , y = lim Yn ; Xn, Yn ¡; P. 
n+- n+-

• xy = lim (xnYn) = lim (Ynxn ) ya que P es una subálgebra 
n+- " n+-

conmutativa. 

llm (ynxn ) = lim Yn. lim X n = yx 
n.... n.... n .... 
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• 
• • P es una subálgebra conmutativa. 

4) Si P c A es una subálgebra conmutativa maximal, entonces 

P es cerrada. 

Por lo anterior, P es una subálgebra conmutativa. Además 

P c P, así, como P es maximal, entonces P = P. Luego P 

es cerrada. 

5) Si S c A, T = {x & A/xy = yx para todo y & S} es una sub-

álgebra cerrada. 

Sean z,zl & T -> zy = yz ~y & S. 

y zly = yzl ~y e S. 
• 

• • (z+zl)y z+zl & T. 

Sea '7 & T Y a: & a: -> • -
-> 

-> 

-> 

• 
• • T es un sub-espacio. 

Sean z, z 1 & T -> 

zy = yz 

z~ = yzl 

zyzly = yzyzl 

zzlyy = yyzzl 

1> 

zy = yz v.y & 

«(zy) = a:{yz) 

(a:z)y = y{a:z) 

eZ & T. 

(zzl)y =y(zzl) -> z.zl & T. 

S. 

l/.y 

l/.y 

& S. 

& S. 

T .CA C~ 1 
'-' 



-• Probemos que T es cerrada, es decir T = T 

"e" T e T (inmediata) 

-"o" T e T 

Sea x E T ~ x = lim Xn con Xn E T 
n-

Sea y E S. A probar que xy = yx 

xy = (lim x n ) (lim Yn) con Yn = y para todo n E N. 
n- n+ao 

= lim (xnYn) = lim (ynxn ) = lim yn.lim xn = YX. 
n- n..... n- n-

6) Si 1 e A es un ideal, Y es un ideal. 

• Sea x E r y sea Z E A pr~bemos que x.z & 1 

• X E 1 -> X = lim Xn , xn & 1 ~ 
n-

lim{xnz) = xz -> xz E r 
n-
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7) Si 1 e A es un ideal propio y si A es unitaria y de Ba-

naeh, entonces: 

(i) 1 es ideal propio 

• 1 es propio -> 1 t 1 

• Probemos que 1 t 1 

"B(l,l) () 1 = ." 
Si x E B{l,l) -> Ilx-111 < 1 ~ x es inversible 

~ x f. l. 

Luego, B(l,l) 1) 1 = • 
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(ii) Si l es maximal, I es cerrado. 

l maximal -> l es propio -> Y es propio -> Y ~ A. 

(l c l, l ~ A) -> l = l 
• 

• • l es cerrado. 

8) Sea A un algebra de Banach. Entonces 

(i) Si l c A es un ideal modular propio, l es un ideal 

modular propio. 

Sea b & A la identidad módulo l 

l propio -> b t I 

Probemos que b t Y 

"B(b,l) n l = +" 
Sea x & B(b,l) ~> Ilx-bl I < ~ 1 ~ b-x & AO ~ 

-> 3y E A tal que 

(b-x)oy = yo(b-x) = o 

b-x+y- (b-x)y = o 

b-x+y-by+xy = o 

b = (by-y) + (x-xy) 

-> x t I (x E I -> b E I) 

(ii) Si l c A es un ideal modular maximal, entonces I es 

cerrado. 

l maximal -> l es propio. 

l propio y modular -> l es propio y modular. 

-l propio -> I ~ A, I ~ A, I maximal -> I = I 
• 

• • 1 es cerrado. 
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(iii) Si P c A es un ideal primitivo. Entonces P es cerra 

do. 

• Como P es primitivo, existe 1 c A, 1 un ideal a 

la izquierda maximal y modular tal que 

P = {x E A/xy E 1, ijy E A} 

• Sea x E P; entonces existe (xn)n~l ' Xn E P tal 

que x = lim Xn • 
n+CID 

• Sea y E A ; xy = (lim xn)y = lim (~y) 
n+oo n+oe 

• xy = lim (~y) -> xy & 1 
n..-

-> xy & 1 

-> X E P 
• 

• • P = p 

(iv) R(A) es cerrado 

R(A) = () P es cerrado puesto que la intersección 
PEnCA) 

de ideales es cerrada. 

Proposición 6.17 

Sea A ~ {o} un álgebra unitaria tal que (A,+,.) es un cuer

po, entonces hay un isomorfismo entre A y ~. 

Prueba 

• . Si x & A, sabemos que existe A 1: Spl (x,A) tal que p (x) ~ lA I ; 
luego, Spl(x,A) ~ +. 
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• Sean «,B E Spl(X,A); entonces x - «.1 y x - a.l no son in-

versibles en A, luego x - «.1 = o = x a.l, de donde «=B. 

Luego Spl(x,A) posee únicamente un elemento. 

Sea f: A -> (t 

x -> A , Á tal que x - Á.l = o 

Uf es un morfismo" 

• Si x, y E A 

(x+y)-(f(x)+f(y».l = (x-f(x).l)+(y-f(y).l) = o + o = o 

Luego, f(x+y) = f(x) + f(y). 

• ox - (6f(x».1 = ox - 6(f(x).1) = o(x-f(x).l) = 0.0 = o 

Luego, f(óx) = 6f(x). 

• xy - (f(x).f(y».l = xy - f(x).l.f(y).l = 
xy-f(x).ly+f(x).ly-f(x).lf(y).l=(x-f(x).l)y+f(x).l(y-f(y).l)= 

= o.y+f(x).l.o = 0+0 = o. 

nf es inyectivo" 

f(x)=f(y) = A ~ x-Á.l = o = (y~A.l) -> x=A.l=y -> X = y. 

nf es sobre" 

Si A E (t entonces Á = f(Á.l) 

Proposici6n 6.18 

Si A es unitaria conmutativa y M c A es un ideal. maxima1 

entonces A 
K 

es un cuerpo. 



Prueba 

• Sea z & A , z = a + M, a t M 
M 

• Si a t M entonces M ~ M + 1 con 1 = {xa/x & A} 

ti maximal -> M + 1 = A 

• Sean m & M Y b & I tal que 1 = m+b, b = xa, x & A. 
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1 = III,+xa -> 1+11 = (m+xa) + M = (m+N)+(xa+H)= M+(xa+M) = 

= xa + M = (x+M)(a+M). 

Luego: l+M = (x+M)(a+M) 

• 
• • a + M es inversible. 

Proposici6n 6.19 

Si A es unitaria y conmutativa y H c A un ideal, entonces: 

M es maximal <-> M es primitivo. 

Prueba 

«-) Cierto, porque todo ideal primitivo es maximal y modu-

lar (caso abeliano). 

(-» Cierto, porque todo ideal maximal es primitivo y en un 

álgebra unitaria, todo ideal es modular. 

ProDosición 6.20 

Si A es unitaria y co~utativa, entonces R(A) 

M(A) = {I e A/I es un ideal maximal} • 

= n 1 
I&M(A) 

, 
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Prueba 

Porque I es primitivo <-> I es maximal. 

Proposición 6.21 

Si A es unitaria y conmutativa, entonces R(A) = {x E A/1+yx 

es inversible para todo y E A}. 

Prueba 

"e" • Sea x E R(A) entonces x E I, para todo I, ideal maxi-

mal. 

• Sea M un ideal maximal y sea y E A-, 
X & M -> yx & M -> l+yx í M. porque si 

1 + yx E M -> l+yx-yx & M 
lO 

1 + yx - yx & M -> 1 & M --> M = A • . 

1 + yx í M ~M maximal -> l+yx es inversible. 

,~ ... Sea x E A tal que l+yx es inversible, ~y & A. 

• Sea M e A un ideal ~ximal y probemos que x E M. 

Si x í M entonces A = M + I, I = {ax/a & A} 

(porque x & M + I Y x í M Y M c M+I y M es maximal) 

1 = m+ax, a & A, m & M. 

m = 1 - ax -> m es inversible -> m-1m & 11 -> 1 E M 

(contradicción) • 

Luego, x E M. 
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Proposici6n 6.22 

SiA, B son dos álgebras unitarias y f: A ----> B un morfis 

mo suryectivo, entonces: 

2) Si 1 c A es un ideal, entonces f(l) es un ideal de B. 

Prueba 

1) Sea x E A tal que f(x) = 1 porque f es sobre; entonces: 

f(l) = 1.f(1) = f(x).f(l) = f(x.l) = f(x) = 1 

2) f(l) es un subespacio (evidente). 

Sea x E B, Y E f(l); sea Z E A tal que fez) = x y sea 

yl E 1 tal que y = f(yl) 

xy = f(z).f(yl) = f(zyl) ~ xy E f(l) porque zyl E 1 

De igual manera, yx E f(l). 

Proposición 6.23 

Sea A un álgebra de Banach unitaria y conmutativa 

M(A) = {f: A ----> ~/f es ~n morfismo suryectivol • Entonces: 

f E M(A) ~ f es continua y Ilfll = 1. 

Prueba 

nf es contínua" 

• Encontremos A~O tal que If(x)1 ~ Allxll, ~x & A • 

• Sea x ~ o y supongamos que Ilxll < If(x)1 

IIxll < If(x) I -> 
Ilxll 

If(x)1 
< 1 ~ 

1 11- · xii < 1 ~ 
f{x) 



104 

· ->111-(1-~.xll 
f(x) 

< 1 -> 1 - 1 ---- • x es inversible. 

• Sea y ~ A el ~nverso de 1 - 1 

f(x) 

f(x) 

• x 

1 = f(l) 1 = f(y(l - -
f(x) 

1 
• x» = f(y).f(l- ---- • x) = 

f(x) 

= f(y)(f(l) - 1 

f(x) 
• f(x» 

= f(y)(l-l) = f(y).o = o 

= f(y)(l - ~.f(x) = 
f(x) 

1 = o es una contradicción ! 

Luego, 1 f(x) I ~ II xii ; tomamos >. = 1 • 

• . . f es contínua. 

Sea « > o tal que If(x)1 S «1 Ixl I ~x 

If(l)1 ~ «11111 

Luego, 1 = inf 1 = inf ' {>. > o/lf(x)1 ~ >. I I~I I~x } 

-------- ~ - -------
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