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INTRODUCCION

E1l presente trabajo ha sido elaborado en base a los guiones
de clase de la asignatura "INTRODUCCION A LAS ALGEBRAS NOR-
MADAS" que magistralmente impartiera el Lic. José Javier Ri
vera Lazo durante el ciclo I del Ano Académico 1979/1980.

La mayoria de las proposiciones que aparecen en el Texto han
sido probadas apoyéndose estrictamente en las definiciones -
dadas en el mismo. En otras pruebas, fué necesario, aparte -
de utilizar la definici§n, introducir pequefios e ingenioscs
artificios y apoyarse en proposiciones demostradas con ante-
rioridad como suele suceder en Matemdtica.

No serd diffcil para el lector entender ésta obra si previa-
mente posee conocimiento bdasico de Algebra, Andlisis Matemé-
tico y Nociones de Topologfa.

Por lo extenso del Tema, he omitido la parte correspondiente
a Espacios Vectoriales Normados y sus propiedades topoldgi-
cas asi como también lo concerniente a lfmites, funciones -
contfnuas, sucesiones, series y espacios completos pues su=
pongo que el lector ya estd familiarizado con &stos tdpicos.
De no ser asf, podrd consultar con mucho provecho el libro
"Nociones de Espacios Normados" de Cotlar y Cignoli.

E1 texto consta de un solo Capitulo dividido en seis seccio;
nes debidamente ordenados y no 1o considero como un simple
Trabajo de Graduacidn sino como el comienzo de un estudio mas

profundo y riguroso sobre el Tema, hasta llegar a sus aplica=-



ciones., Quedo profundamente agradecido con el Lic. Rivera

Lazo que fué quien me motivo a escribir sobre el Tema y -

asesord el mismo,

También agradezco infinitamente a la Sra, Carmen Elena de

Chavarrfa quien con mucha eficiencia trabaj6é en la versidn

mecanografica de la obra.

Angel Benitez Molina.



1. ALGLBRAS

Definicidn 1.1

Sea E un T - espacio vectorial. Se dice que "E es un &lge-

bra sobre L" si estd definida en E una operacidn binaria

(x, y) ~vnv> X,y
Tal que:
i) (E, +, .) es un anillo

11) «(xy) = (=«x)y = x(xy), para todo « € [,
Notacidn
Un dlgebra sobre L tambi&n es llamada £ - &lgebra o simple

mente algebra.

Definicidn 1.2

Un &lgebra A es llamada
i) Conmutativa, si el anillo A es conmutativo o
sea Xy = yx, para todo x,y e A.
ii) Unitaria, si el anillo A es unitario, o sea ,

existe 1 € A tal que x = X.1 = 1.x, para todo

x € LE.
Ejemplos:
1) L es una £ - 4lgebra (unitaria, conmutativa)
2) Sea X # ¢ un conjunto y sea A = {f: X —— L/f es fun
cidn}

A es un dlgebra con las operaciones:



L) (%) = £(x) + g(x)

. (= £) (x) « f(x)

. (fog) (x) f(x).g(x)

. Es unitaria: 1: X > C
x vvan> (1,0)
. (1,0) identidad en los complejos.

. Es conmutativa porque £ es conmutativo.

> [

o: X
x vvaas> (0,0)
Si X es un e.v.n, y

A= {f: X > T/f es continua}

A es un algebra con las mismas operaciones anteriores
Hay que probar que f.g es continua si f y g lo son.
Si E es un espacio vectorial (sobre &), entonces:

L(E) = {f: E > E/f es lineal}

es un &lgebra con las operaciones:

 (f + g) (x) = £(x) + g(x)

o (= £)(x) = = £(x)

. (f.g) (x) = £(g(x)) (composicidn).

L(E) es unitaria, ya que la unidad es la funcidn identi

> E

dad 1: E
x vvwns> 3(x) = x
L(E) es conmutativa <=> dim E = 1

Prueba

(=>) Si E es de dim > 1, existe una base con al menos



dos vectores e, , €, , con £#K

Definamos f y g de la siguiente manera:

f: E > b
0o si i1 ¢#«x
P P11 VL VI, VR, 3
€1 { ..
ey 81 1 = x
g: E > L

e vy >

{O Sii#K

eg *+ e 811 = K
(foglle,) = fleyg + e ) = e,
(gofl(e ) = gley) = e + e

=> fog # gof

(<=) dim E = 1 => existe m linealmente independiente tal
que m es una base de E; es decir, [m] = E.

Sea X = «m,

. Si f es una funcidn lineal, existe un escalar B asocia
do a f tal que f(x) = Bx para todo x
f(x) = f(em) = «f(m) = « gm = (=Bg)m = B(«m) = Bx

. S1 g es una funcidn lineal, existe 9 tal que g(x) = 9x

para todo x

£(ax) = «f(x) = (=B)(x) = «(Bx) =

(fog)(x) = £(g(x))

g(£(x)) (gof)(x)

L(E) es conmutativa.



5) 81 E es un e.,v.n., sea A = {f: E > E/f es continua}

A es un 8lgebra unitaria con las mismas operaciones an-
teriores,
6) S1i E es un e.v.n., sea:

L (E, E) = {f: E > E/f es lineal y continua}l

es un algebra unitaria.

7) S1 E es un espacio vectorial, sea

A= {f: E > E/f es lineal y fg = gf para toda g li-
neal}

A es un dlgebra unitaria y conmutativa.

Proposicidn 1.3

Si A es un algebra, entonces A x I es un &lgebra unitaria
con las operaciones:

o (x,=) + (yyB8) = (x + y, =« + B)

o ®(x,B8) = (=x,=8)

o (xy=) (y,B) = (xy + =y + Bx,«B)

~

Esta dlgebra es unitaria y la denotaremos A

(0, 1) es el elemento identidad y A se llama extensién de A

«((x,8)(y,3)) = «(x, B)(y, 3) = (x, 8). «(y, 8)
(e:xy +=By + «3x, «B83) = (u:xy + 3ax + «By, «B3) =

= (x«y + Bey + «3x, B=3d).

Proposicidn 1.4

S1 Ay B son dos &lgebras, entonces A x B es un 8lgebra con



las operaciones:

o (xy y) £ (xY, y1) (x + x1, y + y1)

(exy «y)

. o=(x, y)

C(x, y).xt, oy (xx!, yyl)

Prueba, Inmediata

SUBALGEBRAS

Definicidn 1.5

Si A es un &lgebra y B ¢ A, se dice que "B es una subdlge-
bra de A" si:
i) B es un subespacio vectorial de A
ii) B es un subanillo de A
Ejemplo:
Si A es un algebra, C(A) = {x € A/xy = yx, para todo y e A}

es una sub8lgebra, llamada centro de A,

Proposicibén 1.6

Sea (Bi)ie una familia de subdlgebras de A sobre . Enton-

I
ces () B; es tambi&n una subdlgebra de A.
iel
Prueba

1) %, y e (V B; = x,y¢€Bj ,¥1el
—> X-y € Bf , ¥ 1 eI
=> x-y e (\ Bi

2) x, ye (A Bfi => x, y€ Bj , ¥1el
=> Xy € () Bj



3) Ke T ,xe N By = Kel,xeB ,¥1¢e¢l

=> Kx € B; ¥1 => Kx ¢ N Bj

(1) y (2) prueba que es sub-anillo.

(1) y (3) prueba que es sub-espacio vectorial.

Proposicibn 1.7

SiMcA, M= {x e A/xy = yx, para todo y ¢ M} es una sub-
&lgebra de A (llamada conmutante de M),
Prueba

1) x, z ¢ M => Xy = yx
}VyeM.

zy Yz

(x+z)y = y(x+z)

”
<
"

yX
2) Xy 2 € M = } ¥y e M,
zy = yz

(x 2z)y = x(zy) = x(yz) = (xy)z = (yx)z = y(xz)

. XZ € ﬁ

3) Ke €, x e M
X € M o= Xy = yx 4 ¥y € M

K(xy) K(yx) , ¥y e B , Ke L

-~

(Kx)y y(Kx) =» K x ¢ M



Proposicibn 1.8

Si A es un algebra, {(x, ©)/ x € A} es una subi&lgebra de A,

Prueba

. (x,0) + (y, 0) = (x+y, 0+0) = (x+y, 0)
. =(x, 0) = (=x, =0) = (=x, O)

. (x, 0).(y, ©0) = (xy + oy + ox, 0.0) = (xy, o)

MORFISMOS DE ALGEBRAS.

Definicidn 1.9

Si A, B son dos 8lgebras y f: A

> B es una funcibn, se
dice que "f es un morfismo de algebras" si:
1) f(x + y) = £(x) + f(y) ¥ x,y € A

2) f(=x) = «=f(x) Veael, xe A

3) fixy) f(x) £(y) ¥V x,y ¢ A,

Definicidn 1,10

Un morfismo f: A > A es llamado un endomorfismo de A

Un morfismo f: A > B es llamado:

monomorfismo, si es inyectivo

isomorfismo, si es biyectivo.

Ejemplos

1) f: A > A 1 X Mvvwa> X es un isomorfismo.

i1) f: A > A ¢ x ~vvvas> o es un morfismo




1i1) f: A

> A ¢ x ~vwwwv> (x, o) es un monomorfismo.

fx +y) = (x +y, 0l = (x, ©0) + (y, 0) = f(x) + f(y)

f(ax) = («ex, 0) = «(x, 0) = «f(x)
f(xy) = (xy, 0) = (x, 0).(y, 0) = f(x).f(y)
f(x) = f(y) = (x, 0) = (y, O) => x = y

iv) f: A x B > A : (%, y) ~van> x es un morfismo

v) f: A x B > B : (¢, y) avvvas y
vi) f: A > A x B : x o> (x, 0) es un monomorfismo
vii) f: B > A x B i x ~vewws> (0 %)
viii) f: A x B > B x A (x, y) vvw> (y, x)

Proposicibn 1.11

Si f: A > B es un morfismo, Entonces:
1) S1 M ¢ A es una subdlgebra de A, entonces f(M) es subdl-

gebra de B,

Prueba
 f(x) + £(y) = f(x + y) (x e My ye M=> x+ye M
. «f(x) = f(=«x) (x € M => «x € M)

. f(x)E(y) = fixy) (x e My vy € M) = xy ¢ M

2) Si M ¢ B es una subdlgebra de B, entonces f ! (M) es sub

4lgebra de A.

Prueba

. Sean x, ye f71 (M) = f(x) e M y f(y) e M



. X e f~1

x e £1

3) Ker f =

Prueba

. Sean x,

. X & Kepr

x €& Ker

. X &€ Ker

=> f(x) + f(y) ¢ M
=> f(x + y) e M

-> x +y e £71 (M)

(M) y =« ¢ C
(M) =f(x) e M =>a«af(x) ¢ M => f(«x) ¢ M =>

—ax € £~} (M)

f7I(M) = f(x) e M, f(y) ¢ M
= f(x). f(y) ¢ M

=> f(xy) e M = xy ¢ f~1(M),

{x ¢ A/f(x) = 0} es sub8lgebra de A.

y e Ker f = f(x) = o y f(y) = o
=> f(x) + f(y) = o

=>f(x+y):0=>x+yEKeI‘f

f v «¢C
f= f(x) =0 => =f(x) = 0 => f(=«x) = O

=> « X € Ker f

f, ye Ker £ = f(x) =o y f(y) =o0
= f(x).f(y) = o

=> f(xy) = o => xy € Ker f



10

Proposicidn 1,12

La composicidn de dos morfismos es un morfismo.

Prueba

Sean ¢ : A > A y v @ A > A"

¢ v

A > A

> A“

X Avanns> ¢ x) anans y(9(x))= (o) (x)

o (pod)(xty) = v(e(x+ty))= v(o(x) + ¢(y)) v(e(x)) + v(e(y))

(Yo¢)(x)+(voe)(y)

. (Yyoo)(=x) V(9 (=x)) = v(=e(x)) = = ¥ (¢(x)) = =(yo¢)(x)

. (Yo9)(xy) v(o(xy) = v(o(x).9(y)) v(e(x)). v(o(y))

(Voo )(x).(yoo)(y).

Proposicién 1.13

Sean f: A

> [ dos morfismos. Entonces:

>TC , gt A

f = g <= Ker f = Ker g,

Prueba

(=>) Sea x e Ker f =>f(x) o = g(x) = 0 = x e Ker g.

o => f(x) = o = x ¢ Ker f.

x € Ker g =>g(x)

=>Ker f = ker g.

(<=) ler. Caso: f =o
Si x e A
f =0 =>f(x) = 0 => x¢e Ker f => x e Ker g => g(x) = o

== g = O.



2do, Caso:

11

Sean X, y € A tal que f(x) # o, f(y) # o

f(f(x)y - £(y)x)

f(x)f(y) - f(y).f(x) = o

= f(x)y - f(y)x e Ker f.

=> g(f(x)y - f(y)x)

= f(x)gly) - £f(y).g(x)

= fx)g(y)

Luego, el escalar

f(zx) # o. Es decir que

que f(x) # o.

Luego f(x)
Luego f(x)
f(x)

f

fy).g(x) =

es constante, para todo x tal que

f(x)

= = «x, « # 0 para todo x tal
g(x

«g(x), para todo x tal que f(x) ¥ o.
«,g(x), para todo x & A,

(=g)(x), para todo x.

Sea x ¢ A tal que f(x) # o

f(xx) = f(x).f(x)

eg(x).eg(x)

= =2g(x).g(x) = =2g(x?)

Para f(xx)
«2g(x2)

Como g(x?)

f(x?2) = «g(x2)

o entonces «2 = « y como « # O entonces «=1,



Proposicibn 1.14

12

Si A es un &lgebra unitaria, entonces existe un L - e.v.E

tal que hay un isomorfismo entre A y una subalgebra de

L(E) L]

Prueba
Sea E = A y definamos la funcidn:

¢ : A > L(A)

x V> e(x) s A > A

y MW X,y

"e(x) e LA
o ®(x)(ytz) = x(y+z) = xy *+ xz = ¢(x)(y) + ¢(x)(z2)
¢(x)(ay) = x(ay) = a(xy) = «2(x)(y).

"$ es morfismo de &lgebras".
?
o P (xty) = o(x) + ¥(y).

¢ (x+y)(z) (x+y)z = xz + yz

P(x)(2) + ¢(y)(z) = (e(x)+e(y))(2).
?
o 9(ex) = «0(x)
$(ax)(2) = («x)(z) = «(xz) = «0(x)(z) = («p(x))(2).

?
o 2(x.y) = ()0 (y).

@ (xy) (2)

x(e(y)(z))=
(¢ (x).¢(y))(z).

(xy)z = x(yz)
2(x)(¢(y)(z))

Luego ¢(A) es una sub&lgebra de L (A).
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"¢ es inyectivo"
¢(x) = ¢(y) = &(x).(1) = ¢(y). (1)

=> Xel1l = yol = x = y.

Luego ¢ : A > ®(A) es isomorfismo

¢(A) es una subdlgebra isomorfa con A.

Proposicidn 1.15

Si A es un algebra entonces existe un L - e,v.E tal que hay

un isomorfismo entre A y una subalgebra de L(E),

Prueba
Existe un T - e.v.E tal que hay un isomorfismo entre A y
una subdlgebra de L(E).

A

Hay un isomorfismo ¢ : A

> B, B una sub&lgebra de L(E).

Pero hay un monomorfismo f: A > A (Morfismo inyectivo)

x Vvvv> (x,0)

$of: A > B

es un morfismo inyectivo

f ~
A > A ¢ > B

es un morfismo puesto que la composicibn de morfismos es un

morfismo.

Si h = ¢of , n : A > h(A) es isomorfismo (proposicidn

anterior).
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Proposicidn 1.16

Sean f: A > B dos morfismos de &lgebras.

> B , gt A
Entonces:
1) K= {x ¢ A/f(x) = g(x)} es una subl@lgebra de A.

2) Existe un morfismo h : K

> A tal que f.h = g.n.

3) Si M es una subdlgebra y m : M > A es un morfismo

tal que fm = gm, entonces existe un morfismo Qnico

a

m: M > K tal que hm = m.

Prueba.
1) K es sub&lgebra
. Sean x, y € K
flx+ty) = £(x) + £(y) = glx) + gly) = glx+ty)
Luego x+y e K.
. Sean « ¢ L, x e K.
flaex) = «af(x) = eg(x) = g(ax)
Luego =x € K.
. Sean x, y £ K,
fixy) = f(x).f(y) = gx).gly) = glxy).

Luego xy € K,

2) h : K > A : X vvns> X es morfismo.
f

—_— I A > B

K > A > B g: A > B
g

morfismos de &lgebras
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(foh)(x) = f(h(x)) = £f(x) = g(x) = g(h(x)) = (goh)(x).
Entonces foh = goh,
i
>
3) X > A B
>
g
m m fm = gm.
"Unicidad"
Sean p : M > Ky, q + M > K morfismos tal que
m = hp, m = hq
Si x e M
m(x) = (hop)(x) = h(p(x))= p(x)
} por ser h identidad.
m(x) = (hog)(x) = h(g(x))= q(x)
p(x) = g(x) = m(x)
EXISTENCIA
m : M > K

x s> mix)

m(x) ¢ K : f(m(x))

EXISTENCIA: m : M

m(=x) ¢ K : f(m(x))

(hom) (x) h(m(x))

« « hom =

=(fom) (x) = (gom)(x) = glm(x))
> K ¢ x avans m(x).

= (fom)(x) = (gom)(x) = glm(x))

= h(m(x)) = m(x)

m,



2.

16

IDEALES

Definicidn 2.1

Sea A un &lgebra y B ¢ A, Se dice que "B es un ideal a la
izquierda" si B es subespacio vectorial de A,

xy € B, para todo x € A, y € B.

Definicidn 2.2

Sea A un &lgebra y B ¢ A, Se dice que "B es un ideal a la
derecha"™ si B es un subespacio vectorial de A,

Xy € B, para todo x € B, y € A.

Definicidn 2.3

"B es un ideal" si es ideal a la izquierda y también ideal

a la derecha.

Ejemglos:
1) Si f: A

> B es un morfismo, Ker f es un ideal de

A,

. Ker f es una sub&lgebra, luego es un subespacio vecto
rial.

. Sea x € A, y € Ker f

f(x).o

n
o

fxy) f(x).f(y)

o.f(x)

I
@)

flyx)

fly).f(x)

xy € Ker f, yx € Ker f,

2) Si A es un &lgebra, A es un ideal de A



~

AcA

Definamos f: A > A

x s> (x, 0)

f es un morfismo inyectivo

f(x+y) =(x+y,0)

(x,0) + (y,0) = £(x) + f(y)

. f(ex) = (=x, 0) «(x,0) = «f(x).

. £(xy) (x,0)(y,0) = £(x),f(y)

(xy, 0)

f(x) = £f(y) = (x,0) = (y,0) = %X = y,
A = £(A)

A es subespaclio vectorial de A por ser subilgebra.,

Si (x,=) ¢ A vy (y,0) ¢ A

(xy + =y, 0) ¢ A

(x,=)(y,0)

*
(y,0)(x,=) (yx + =y, 0) € A

Si A es un dlgebra y x € A

I =1{z2¢A/ 2z = yx, para algln y ¢ A}
es un ideal a la izquierda

J=1({z ¢ A/ 2z = xy, para algin y e A}
es un ideal a la derecha.

"I es un subespacio vectorial de A"

. Sean z, z! € I, z = yx, zl= ylx

z + zl= yx+y1)—{: (y + yl)x

. Seaz ¢ I, = ¢ (
zZ = yx
«Z = x(yx) = =y.X
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Es estable para la suma y producto por un escalar,

. Seaz eI, ylea

z = yx = ylz = yl(yx) = (yly)x

. J es ideal a la derecha.

Proposicidbn 2.4

S1 I ¢ A es un ideal, entonces % es un dlgebra con las ope
raciones:

e (X + 1)+ (y+I)=(x+y)+1

oo(x + I) = «x + I x e A: x+I = {x+ty/y e 1}

e (X + Doy + I) = xy + 1

Prueba

Definamos una operacidn binaria asi:

. % x % > % : ((X+I), (y+I))~vvan> (x+I).(y+I) = (xy+I)
A .
* (f s + 5 « ) es un anillo

: (% , + ) es un grupo conmutativo,

i) Sean (x+I), (y+I) e % 3 (x+I)+(y+I) = (x+y+I) e %

11) Sean (x+I), (y+I), (z+I) ¢ %; (x+D)+((y+I)+(z+I))=
= (x+I) + (y+z+I) = % + (y+z) + I = (xty)+z+l =

= (x+y) + I + (2+1) = ((x+I)+(y+I)) + (z+I).
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iii) existencia del elemento neutro: (x+I)+(y+I) = (x+I)

sl y = o y por consiguiente, el elemento neutro de

a es I,
I

iv) existencia del elemento inverso: (x+I)+(y+I) = I si
y = =X y por consiguiente, el elemento inverso de

(x+I) es (-x+I).

De la misma forma se prueba que (% » +) €s un semigru

po.

Ahora, «((x+I)(y+I)) (= (x+I))(y+I) )= (=x+I)(y+I) =

exy+tl = «(xy+I) = «=((x+I)(y+I))

Para todo « ¢ T, (x+I), (y+I) ¢ %

Proposicidn 2.5

Si I es un ideal de A, entonces I es el nlicleo de un morfis

mo .,

Prueba

Definamos f: A >

A
I

x vvA> x + T

Es trivial que f es un morfismo

. Ker f {x ¢ A/f(x) = I}

{x e A/x+I = I}

{x e A/x € I} =1

Definicibn 2.6

Un ideal I de A es llamado "propio" si I # A.
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Liemplo:
A es un ideal propio de A puesto que A # A

Proposicibén 2.7

S1 I ¢ A es un ideal y A es unitaria, entonces

I es propio <=> 1 ¢ I

Prueba
(¢=) 1 ¢ I => I es propio (trivial).

(=>) 1 e I =>1=A(x€ A=>x= x.1 ¢ A)

Proposicibn 2.8

Si A es un algebra unitaria y x € C(A), entonces
x ! existe <=> X ¢ I, para todo ideal propio I,
Prueba

(=>) Sea I un ideal tal que x € I

.x1, x eI

(<=) Supongamos que X no es inversible,
I = {2z ¢ A/4 = xy, para algn y ¢ Al}es un ideal pro-
pio tal que x ¢ I,

.42 el, meA

. Z = xy, mZ m{xy) = (mx)y = (xm)y = x(my)

. Zm = (xy)m x(ym)
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. X = X,1

. I es propio ya que 1 £ I (porque X no es inversible)

Definicidn 2.9

Si I ¢ A es un ideal. Se dice que "I es un ideal maximal"
si:
. I £ A

. Los finicos ideales que contienen a I son I y A,

Proposicidn 2.10

Si A es un 8lgebra unitaria e I ¢ A es un ideal propio, en-

tonces existe un ideal M maximal tal que I c M.

Prueba.

Sea @ = {J ¢ A/J es un ideal propio e I c J}
Q # ¢ porque I ¢ Q.

. Consideremos § ordenado por inclusidn

. Sea fp ¢ 2, 8 # ¢ totalmente ordenado.

. Sea T = UJd

J&QQ

"T es un elemento de Q"
a) T es un ideal

Sean x, y € T; existe J1 y J2 en 2 tal que x € J e

[}
yEJzn
Como @, es totalmente ordenado, entonces J1 cdJ o

J ¢ dJ .
2 1



b)

c)
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1 ©9J, 3y xtyed,

J, ¢dJd, 3 xtye¢e J1

Luego, x + y € T,
. Sea x e T, « ¢ L existe J € Q¢ tal que x € J; luego
«x € J.

Entonces «x € T,

. Sea x e A, y € T; existe J ¢ Q, tal que y ¢ J, enton-

ces xy e Jy yx e dJ . « Xy, yXx € T,
"T es propio" porque 1 ¢ J, para todo J & @
I ¢c T porque I ¢ J, para todo J de Q.
"T es una cota superior de Q,"

J ¢ T para todo J ¢ Q,, por definicidn de T. Luego, se-

gn el Lema de Zorn,existe M ¢ Q, M maximal.
"M es un ideal maximal de A",

. Sea H un ideal de A tal que M c H.
« S1 H # A entonces H e Q I eceMcM=IcCcH

. Como M es maximal de Q entonces M = H.

Proposicidn 2,11

Sea A un &lgebra unitaria y sea x ¢ C(A). Entonces
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x es inversible <=> x ¢ I para todo ideal maximal I.

Prueba
. X es inversible => x ¢ I, para todo ideal I propio (pro-

posicidén 2.8) => x ¢ I, para todo ideal I maximal,

. X € I para todo ideal maximal I => x ¢ I, para todo ideal
propio I (porgque todo ideal propio estd inclufdo en un ma

ximal) => X es inversible (proposicidn 2.8)

Definicibn 2.12

Sea I ¢ A un ideal a la izquierda; se dice que "I es modu-

lar" si existe a € A tal que x - xa ¢ I, para todo x & A.

Definicidn 2.13

Sea I ¢ A un ideal a la derecha; se dice que "I es modular"

sl existe a € A tal que x - ax ¢ I, para todo x € A,

Definicibn 2,14

Sea I ¢ A un ideal; se dice que "I es modular" si existe
a e Atal que x - ax € I y x - xa € I para todo X € A,
"a" es llamada una identidad mbddulo I.

EjemElos:

1) A es un ideal modular.



2)

3)

4)
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. 0 es una identidad mddulo A.
. todo elemento de A es identidad mddulo A.

Si A es un algebra unitaria, entonces todo ideal de A es

modular.
e X = 1.X =X - X = 0
e X — X.1 = x%x - XX = 0o

1 es una identidad mddulo I, para todo I,

S1 f: A > € es un morfismo suryectivo, entonces

Ker f es un ideal modular de A.
Como f es sobreyectivo, existe & ¢ A tal que f(a) = 1.
Si x e A: f(x-xa) = f(x) - f(xa) = f(x) - f(x).f(a)

f(x) - fix) = 1 = f(x) - f(x) = o

x - xa ¢ Ker f,

De 1gual manera se prueba gue X - ax ¢ Ker f,
Si a ¢ A entonces:
I = {x - xa/x ¢ A}les un 1ldeal a la izquierda modular.
Sea z ¢ A, z(x - xa) = zx - (zx)a e I

X -xae¢l yseay - yace I;

(x = xa) + (y - ya) = (x + y) - (x + yla e I.

«(x - xa) = «x - (=x)a € I.
I es modular siendo "a" la identidad mbdulo I. ("a" es

identidad a la 1zquierda).

Proposicibn 2.15

Sean I, J ideales de A, I ¢ J, I modular. Entonces J es un
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ideal modular.

Prueba
Si a es una identidad mbddulo I, entonces a es una identidad
mddulo J.

X - xXa € I => x -« xa ¢ J.

Proposicidn 2.16

Si I es un ideal modular y una identidad mddulo I pertenece
a I, entonces I = A,

Prueba

. Sea a ¢ A una identidad mbdulo I tal que a e I

. Si x e A, xa € I (porque I es i1deal y a ¢ 1)

. 51 x ¢ Ay x - xa € I (porque a es identidad mddulc I)

« S1 xe Ay x = (x-xa) + xael

e o A‘:In

Proposicidn 2.17

Sean I ¢ A un 1deal, a y b en A tal que

X ~ax el y x - xb € I para todo x € I. Entonces I es un
ideal modular.

Prueba

Se prueba que a (& b) es una identidad mbdulo I,

oe I

a-a ¢ I
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a - ab g€ I } => a - b e I

me I => a = mtb conme I.

=> g - Db

X - Xm - Xb

x - %xa = x - x(m + b)

-xm + (x - xb) ¢ I.

Luego, "a" es identidad mbdulo I.

. Se tiene que X - xb e I
Hay que probar que X - bx € 1

a-my, Xx - (a-m)x = x - ax + mx, con m ¢ I.

Como b

x —ax el y mxel
e o X = ax + mx e I,

Luego, "b" es identidad mbdulo I.

Proposicidn 2.18

Si I y J son dos ideales modulares de A entonces I (Y J es
un ideal modular.
Prueba
Si "a" es una identidad mbdulo I y "b"™ es una identidad md-
dulo J. Hallar una identidad "c" mbdulo I N J.
c debe cumplir que para todo x € A,

x=-cxel N Jd.

x -xc e I Y J.



e X — ax e 1
e X = bx e J
(x - ax)(x - bx) = x?2 - xbx - ax? + axbx

(x - ax)x + (ax - x)bx e I N J.
Probemos que b + a - ab es una identidad mbdulo I N J.

X - (bta - ab)x = ¥ - bx - ax + abx =

(x - ax) - (b - ab)x

= (x - ax) - (bx - abx) € 1
el el
Ahora:
x - (bta - ab)x = (x = bx) - a (x - bx) ¢ J

e J € J

e o X = (bta - ab)x ¢ I (\'J

De igual manera se prueba que x - x(bta - ab) ¢ I N J.

Proposicidn 2.19

Sea I ¢ A un ideal, Entonces:

I es modular <=> % es un algebra unitaria,

Prueba
(=>) Sea a ¢ A tal que para todo x e A : x - ax e I y
x - xa ¢ I,

Sea y ¢ A : (y+I) (a+l) = ya + I

27
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Pero y - ya € I; luego, y + I =ya + 1
Por tanto, (y + I)(a + I) =y + I
De modo semejante : (a+I)(y+I) = y + I.

Luego, a + I es identidad de 4
I

(<=) Sea a ¢ A tal que a + 1 sea identidad de A

Entonces, para todo X € A

(x+I)(a+l) = x + I y (a+I)(x+I) = x + I.
Es decir, xa + I = x + 1 y ax + I = x + I
Luego, x - xae I y x -axe I

. o« I es modular

Proposicidn 2.20

Si I ¢ A es un ideal tal que 1 ¢ A, entonces I /) A es un
ideal modular de A.
Prueba
I N A es un ideal ae A.
I N AcA (la interseccidn de ideales es un ideal).
Ahora veamos que I )Y A es modular,
. Como I ¢ A, existen (x,=)¢ I, = # o
«=1l(x,«) ¢ I; es decir («"}x,1) ¢ I (definicidn de pro-
ducto por escalar)

. Sea a = - «"1x
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. 3ea z € A

Z - az 1,z-az (1 es la identidad de A)

(1-a)z ¢ I (I es un ideal)

1-a= (0,1) -~ (a,0) = (-a,1) = («~1x,;1) ¢ I.

z - za = 2,1 - za = z(1-a) ¢ I N A.

Proposicidn 2.21

S1 I N A es un ideal modular de A y "a" es una identidad

mddulo I, entonces para todo x e A:

xa €8 1 <=> ax ¢ I,

Prueba

"xa ¢ I => ax ¢ I"

ax - (ax)a e I

ax - (ax)a =y, y e I

ax = y + (ax)a, y € I.

ax =y + a (xa) ¢ I (xa ¢ I)

xa € I => a (xa) € I.

Proposicidn 2,22

Si I ¢ A es un ideal modular, entonces existe un fnico ide

al TcAtal que T¢A y T N A= I,

Prueba
Como I es ideal modular, sea "b" una identidad mdédulo I.

Sea T = {x ¢ A/xb ¢ I}
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~

xa = x(a,o) aeA

y probemos que T es un ideal de A

e« X,y e T => xb eIl e yb el
-=> xb + yb e I
=> (x+y)b € I => x+y e T.
. Sea « ¢ L, x € T.
Xx € T => xb € I => «(xb) € I
=> («x)b € I =>>«x ¢ T,

. Sea x e T, y € A

x € T => xb e I hay que ver que (xy)b e I.

(xy)b - b(xy)b = z € I porque b es una identidad mddulo I
(xy)b = z + b (xy)b

(xy)b = z + (bx)(yb)

bx - bxb ¢ I, bx - bxb =2, 2 ¢ I . . bx = 2 + bxb € 1
X € T => xb e I =>Dbxe I => (bx)(yb) € I

(xy)b € I => 2y € T

(yx)b - b(yx)b € I
(yx)b - b(yx)b = z, 2z € L.
(yx)b = 2 + b(yx)b = z + (by)(xb) e I

(yx)b ¢ I => yx e T.

"T ¢ A"

b -bb e I

(0,1)b - bb ¢ I
((0y1) - b))b e 1

(0,1) - b e T
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Pero (0,1) - b = (~b,1)

Como (-b,1) ¢ A (1 # o) entonces T ¢ A.

"T N A=1I"

Sea x ¢ T NA

x € T => xb € I

X - xb e I

xb + (x-xb) € I => x € I
Sea x ¢ 1

I cA=>x¢A

Ahora veamos que x ¢ T

X - xb e 1

X - xb y, vy el

Xb = x -y el

xb e I => x € T

... T (VA =1,

T es Gnico"

. Sean T y J dos ideales de A tales que
T¢é¢A y T O A=1T1,
J¢A y N A=1cd.

. Sean (m,=) ¢ T; (m,=) ¢ A

(n,B) € J; (n,B) ¢ A

«~1! (m,«) = («"lm, 1) e T

g1 (n,8) (87in, 1) € J

31
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m! = «"lp (m!,1) € T

1

n g In (nl,1) ¢ J
m! (n!,1) ¢ J 1V A = I, es decir,
(min! + m!, o) € I

(ml,1)nl € T A = I, es decir,

(min! + nl, 0) ¢ I

(nlnl+ m!, o) - (mlnl+ nl, 0) ¢ I, es decir,
(m! - nl, 0) € I
"T C J“

. Sea (x,«) ¢ T
. «(nl,;1) ¢ J, es decir, («nl,«) ¢ J
. «(ml- nl, 0) ¢ I, es decir (=m! - «nl, 0) € I
m! (x,=) ¢ T NV A = I, es decir
(mlx + «ml, 0) ¢ I
e (m*y, 1)x e T N A = I, es decir,
(mlx + x, 0) ¢ I
(anl,«)+ (em! - «nl, o) - (mlx + «m!,0) + (mlx + x, 0) ¢ J
(x,=) € J
Luego T ¢ J

De igual manera se prueba que J c T.

Definicibn 2.23

Sea A un &lgebra y E un L espacio vectorial. Llamaremos ‘'re

presentacidn de A en E" a todo morfismo de &algebras:



f: A > L(E).

Ejemglos:
1) £ ¢+ A ——= L(A) : x ~vvvvy f(x)

"f(x) es lineal"

. £(x)(y+z) = x(y+z2) = xy + %z =

: A

> A

y vVAA> XY,

f(x)(y) + £(x)(z)

o F(X)(=y) = x(=y) = («x)y = «(xy) = «£(x)(y)

Ahora veamos que f es un morfismo,

. fix+y) = £(x) + £(y)
f(x+y)(z)

(x+yl)z = x2 + yz =

(f(x) + f(y))(z).

f(x)(z) + f(y)(z)

. f(ex)(2) = «xz = «f(x)(z2) = («£f(x))(z2)

. fixy) = f(x).£f(y)

f(xy)(z) = (xy)z = x(yz)
= f(x)(£(y)(2))

2) S1 I ¢ A es un ideal,

f 1 A —> L(I) : x ~wvans> £(x)

x > F(x) @ I > I

y vANY> Xy
3) S1 I es un ideal
£: A——oL(iI“-)

x vvev> f(x) % A

y+I LVL VLWLV xy+I

x f(y)(z)
(f(x).£f(y))(z),

33
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Definicibn 2.24

Si f : A

> L(E) es una representacidn de A en E, se di-
ce que "f es estrictamente irreducible" si:

. f o0

« S1 M c E es un subespacio tal que f(x)(M) ¢ M para todo

x € A, entonces M = {0} 6 M = E

Proposicidn 2.25

Sea f : A > L(E) una representacidn estrictamente irre-
ducible y sea b ¢ E;, b # o, Entonces:

1) E = {f(x)(b)/x ¢ Al

Prueba

Sea T = {x ¢ E/f(y)(x) = o, para todo y € A}

"T es un subespacio de E"
. Sean x,y ¢ T => f(z)(x) = o y f(z)(y) = o, para todo
z g A
- f(z)(x) + f(z)(y) = o, para todo z € A
=> f(z)(x + y) = o

=-> x +y e T,

xe T = f(z)(x) = o, para todo z ¢ A
=-> « ,f(z)(x) = 0o, para todo z ¢ A
=> f(z)(«=x) = o, para todo z ¢ A

=> axX € T,



"y ¢ A => £f(y)(T) ¢ T"

Sea x ¢ T; f(y)(x) = o

£f(z)(£f(y)(x))

f(z)(0) = o

f(y)(T) ¢ T, ¥y

f(y)x)y, x € T

z e A= f(z2)(f(y)X)) = o

T=EJST = {o0}.

f # o=> existe y € A tal que f(y) # o
Existe x € E tal que f(y)(x) # o
X € T=>TF#E

LT s {o}
"M = {f(x)(b)/x € A} es un subespacio de E", M # o
M #{o} porque si M = {0} entonces b seria un elemento de .
. T(x)(b) + £(y)(b) = (£(x) + £(y))(b) = £(x+y)(b)

. =, f(x)(b)

= f(=x)(b) ¢ M

"f(x)(M) ¢ M, para todo x & A"

. Sea x e A, y e M

.y = f(z)(b), z € A

. £(x)(y)

. Luego, como M # {o} , se sigue que M

f(x)(£(2)(B)) = (£(x).£(2))(b)

2) La aplicacidn g : A ——> E

x vvans> £(x)(b)

es lineal y sobreyectiva,

E

f(xz)(b) e M,
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. glxty) = f(x+y)(b) (f(x) + £(y))(b)

f(x)(b) + £(y)(b) = g(x) + g(y)

o glex) = f(=x)(b) = («.f(x))(b) = «f(x)(b) = «g(x)

. £ €5 sobre por proposicidbn 2.25-1

3) Ker f = {x € A/xy € Ker g; para todo y ¢ A}
L1} C“
. Sea x & Ker f
. X e Ker f = f(x) = o = £f(x)(z) = o para todo z ¢ E.

-> f(x)(£(y)(bJ) o, para todo y e A

= (£f(x).£(y))(b) o, para todo y € A
=> f(xy)(b) = o, para todo y ¢ A

=> g(xy) = o = xy e Ker g.

Sea x € A tal que xy ¢ Ker g, para todo y € A
Probemos entonces que f(x) = o

« Sea 2z ¢ Lj

. Sea y € A tal que z = f(y)(b)

flxy)(b) =

o £(x)(2) = fGIOE(y) (b)) = (£(x).£(y))(b)

glxy) = o

4) Si A es un algebra conmutativa, Ker f = Ker g
. Sea x ¢ Ker f
. X e Ker £ => f(x) = 0o = f(x)(b) = 0o = g(x)=0 =>

=> x € Ker g



. Sea x € Ker g
« X & Ker g = g(x) = 0o = f(x)(b) = o

. Sea z € E; z es de la forma z = f(y)(b), y ¢ A

f(z) = £GIE(YID)) = (F(x).£(y))(b) = f(xy)(b) =
= £(yx)(b) = (£(y).£(x))(b) = f(y)(£(x) (b)) =
= f(yJ)(o) = o

Luego, f(x) = o

Por tanto, x ¢ Ker f,

Ker g es un ideal a la izquierda, maximal y modular.

"Ker g es ideal a la izquierda"

. Ker g es subespacio (todo nlicleo de una funcidén lineal
es un subespacio)

. oea x € Ker g e y e A,

f(yx)(b) = (£f(y).£(x))(b) = £(y)(£(x) (b))

glyx)
f(y)(g(x)) = f(y)(o) = o

Luego yx € Ker g

Por tanto, es ideal a la izquierda,

"Ker g es maximal"

. Sea I ¢ A un ideal de A a la izquierda tal que Ker g ¢
I.

. Como g es lineal, g(I) es subespacio de E.

. Sea x ¢ Ay seayce g(I)

y e g(l) =y = g(z), z eI



£ (y)

f(x)(g(I)) c g(I), para todo xeA

Luego, g(I) = {0} &6 g(I) = E

« Si g(I) = {0} , entonces:

f(xz)(b) = g(xz) e g(I),

38

fx)(g(z))= £(x)(£(2)(b)) = (f(x).f(z))(b) =

g(I) = {o} => I c Ker g =» I = Ker g.

. S1 g(I) = E entonces I = A,

X e A= g(x) e E = g(x) e g(I) = g(x) = g(y), y ¢ I.

=> g(x) - gly) = 0o = g(x-y) = 0 => X-y ¢ Ker g =

=> X -y €1 =>x-y =12, 2 ¢ 1
—>x=z+y

=> x € 1

Luego, Ker gc I = I = Ker g o I

Por tanto, es maximal,

"Ker g es modular”
. Hay que encontrar un m € A tal que
todo x € A,

. Como g es sobre, sea m € A tal que

. Sea x ¢ A : g(x-xm) f(x-xm) (b)

H
>

x - xm &€ Ker g, para

g(m) = b.

(£(x)-f(xm) ) (b)=£(x)(b)-£f(xm)(b) =
f(x)(b) - (£(x).f(m))(b) =

f(x)(b) - £(x)(£f(m))(b)
F(x)(B)-£(x)(glm))=£f(x)(b)-f(x)(b)=0
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Definicidn 2.26

Un ideal I ¢ A es llamado primitivo, si I es el nlcleo de
alguna transformacidn estrictamente irreducible

f: A > L(E) para alghn E,

Proposicidn 2.27

S1 I c A es un ideal, las condicicnes que siguen son equi-
valentes:

1) I es primitivo

2) Existe J ¢ A, J ideal a la izquierda, maximal y modular

tal que I = {x ¢ A/xy € J, para todo y & Al.

Prueba
(1) => (2)
Como I es primitivo, existe un espacio vectorial E y un mor

fismo £ : A

> L(E) tal que f es estrictamente irreduci-

ble y Ker £ = I.

. Seabe E, b # 0

. La funcidn g: A > E ¢ x vewa> £(x)(b) es lineal y so-

bre,

. Ker g es un 1deal a la izquierda maximal y modular y

. Ker £ = {x ¢ A/xy ¢ J, para todo y ¢ A} con J = Ker g,
I = Ker £,

(la proposicidn anterior nos proporciona el J buscado).
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(2) = (1)

Sea E = A el espacio vectorial cociente
J

Sea f : A > L(E)
x vwaa> f(x) ¢+ E — E

y+J LVLFLVLVEN xy+J

"f es un morfismo de &lgebras" (trivial).

"t # o

Como J es maximal, existe x ¢ A tal que x £ J.

Como J es modular, existe b € A tal que y - yb € J, para to
do y € A,

f(x)(b+J) = xb + J

X - xb € J

X - xb =12z, 2z ¢J

X =z + xby, z € J

Como x # J, xb £ J

xb £ J = xb + J #J = f(x)(b+J) # J = f(x) ¥ o

f(x) # 0o => f # o0

. Sea M ¢ E tal que f(x) (M) ¢ M, para todo x & A.
. Hay que probar que M = {J} &6 M = A donde J es el cero del

J
cocaente.

"I = {xe¢ A/Xx + J ¢ M} es un ideal a la izquierda"
e S1 X, ye T=> x+Je M y y+ Je M

=> (x+J) + (y¥J) e M > (xtyd+J g M= xty e T
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. Seaxe T, «¢

X €T => x+J € M => «(x+J) ¢ H => «x+J € M => ax ¢ T
. Seax e T, ye A

x e T = x+J ¢ M

=> f(y)(x+J) e M = yx+J ¢ M => yx € T.

>
1
5
1]
N
~
N
[y]
[

»
It
E
+
N

Icdj xel = xeJd=>xtJ =J = x+tJ e M => x € T,
. J maximal => T = J o T = A,
e S1 T =J 3; M= {J}

XtJ e M => x ¢ T => X € J = x+J = J
A

.S1iT=4A3; H
J

Luego, f es estrictamente irreducible,

"] = Ker f"

%€ 1 <=> xy € 1, para todo y € A.
<=> xy + J = J, para todo y € A,
<=> f(x)(y+J) = J, para todo y € A,

<=> f(x) = 0 <=> x € Ker f,
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Proposicidn 2.28

Si I ¢ A es un ideal maximal y modular, entonces I es primi

tivo.

Prueba

- Como I es maximal, I # A.

Como I es modular, existe b ¢ A tal que % - bx ¢ I y
X - xb € I, para todo X € A,

b €1

Sibel y x € A,

X - bx ¢ I

X -bx =y, ye I, x =y +Dbx=>A-=1(no puede ser).

Sea 9 = {T ¢ A/T es un ideal a la izquierda, I ¢ T, b ¢ T}
Q # ¢ porque I € Q.

Consideremos @ ordenado por inclusidn

Aplicando el Lema de Zorn,existe en Q un elemento maximal.
Sea J ¢ 9, J maximal.

J es un ideal a la izquierda maximal.

J es modular porque I ¢ J (x - bx & J, ¥x).

Sea T = {x ¢ A/xy ¢ J, para todo y & Al.

"T eg un ideal"

Si x,y ¢ T => xz e yz ¢ J, para todo z & A,
-> xz + yz ¢ J, para todo z ¢ A,
=> (x+y)z ¢ J, para todo z e A,

=> X +y e T.



L3

. xe T, «= ¢ (
xz € T = «(xz) ¢ J => «x.2 ¢ J. Luego «x € T
. Sea x e T, y e A.

. Sea z e A : (xylz = x(yz) ¢ J = =y € T.

(yx)z y(xz) € J, porque J es ideal a la izquierda

=> yX e T,

"I ¢ T"

Xx e I = xye I para todo y ¢ A = Xy € J para todo y ¢ A
=> X ¢ T.

T es un ideal primitivo por proposicidn 2.27,

T # A

b#T

Proposicidbn 2.29

Si A es un algebra abeliana, entonces todo ideal primitivo

de A es maximal y modular,

Prueba
. Sea I ¢ A, I un ideal primitivo.

> L(E), £ # o

. I #A, porque I = Ker f, con f: A
. Existe J ¢ A , J ideal a la izquierda, maximal y modular
tal que:
I = {x € A/xy € J, para todo y € A}

Como A es abeliano, J es ideal



Probemos que I = J

Sea x € J; si y € A entonces xy € J (porque J es ideal)
Entonces x € I. Luego J ¢ [

J maximal = I = A o I =J

I # A -> T

n
g
.

4y
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3. ALGEBRAS NORMADAS

Definicidn 3.1

+
Una funcidn || ||: A >R : x v | |x|| es llamada

una "norma sobre A" si cumple las condiciones siguientes:

1 |lelf =0
2) x £ 0= ||x]|] > o

3 [lx+yll = L=l * Iyl ¥x, y
B | l=x|| = |=| |Ix]] e, ¥x,

Definicibn 3.2

Sea A un 4lgebra; se dice que""A es un 4lgebra normada" si

existe en A una norma tal que:

Lyl < DixEE Pyl s ¥x, ¥y en A,
Si A es unitaria, se pide que ||1|] = 1.
Ejemplos

a) C es un algebra normada
Ixyl = Ixllyl » I1] = 1.
b) Si E es un espacio vectorial normado, entonces L(E) es
un ilgebra normada.

L(E) = (f: E > E/f es lineal y continua}.

[1£]] = inf {(a>o/||£(xI|| < A]|x||» ¥x, X € E}
HEGO] stIElT Tl s



k6

1 CEogd G| =] £ || <] [£]] [1aG||<|I£}] Hiell =l
| 1£gll= inf {az20/]|(£g)(x) || lIx]|| ¥x, x € E}
I£gli<lI£l] lgll

||1E||=1 1 = inf 2o/ | {156 s afix|], ¥x}
HagGoll=11xl] € all=l] = |l1g]] s 1.

Ahora:

FIxl sl l2g¢] ]

ixlistitghl Hxll = 1 s |1l

S gl = 1

Si X # ¢ es un conjunto, entonces:

A= {f: X > C/f es una funcidn acotada} con la norma

| 1£]| = Sup|£f(x)| =x e X

f € A si existe A>0 tal que |f(x)| <A, ¥x, x € X,

[1£]] = sup {|f(x)|/x e X}
?
Ifgll < L€l |lsll -
Si xe X, |(fg)(x)]| = |f().g(x)|=|£f(x)]|.|glx)]|<
<t £l sl
| |£gl] = sup {|(£fg)(x)|/x e X}

lgell<ii£l] 1lell

1 ¢ X =—> L : x V> ]

[1¢x)] = |1] = 1
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Sup {|1(x)]|/x € X} = 1.

Proposicidén 3.3

. ~
Si A es un &lgebra normada, entonces A es un algebra norma-

da.

Prueba

|1 || = x| + =]

[, D] = {jo|| + 1] =0+ 1 =1

|| (xs=) Cy,8) [ | =] | (xytay+sx, =8| | =] |xytay+8x]||+|=8|

slhizyl i+ l=yl|+] i8] [+]=] [|8] <
shi=ll Hyll+l=l Hyll+lel [=li+li=] |8}
s +=D Gyl i+ls]) = [ [T [ Cy,8) ]|

-

Proposicidn 3.4

La funcidén f: AxA

> A : (x,y) vww> xy es continua.

Prueba
Esta proposicidn es equivalente a probar la proposicidn si-

gulente.

Proposicidn 3.5

Si (xn)nzl y (yn)nzl son dos sucesiones convergentes en A,

)

entonces (x es también convergente y

nn’n 2 1

lim (x,y,) = lim x,. lim y_.

N> N->os n-re
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Prueba
Sea & > o. A probar que existe N € N tal que
| Ixy-xpynll< & ¥n > N,

Xy = Xpyn = (x=xpdy + x(y-yqu)

| Ixy=%qynl =1 Gemxpdy*xp Cy-y) [ s | I x=2q | | Iyl i+ ixpl 1 Hy-ynll<
£ 3
<7 <7
< Hx=xg || Lyl i+ + {xpl| |y-yall
. Sea N tal que | |x-x|| <1 , ¥n > Ny
n>Ng = flxpl| < 1+ =[] x| |sli==yl+]Iy]]
. Sea N, tal que ||x-xp]]|< € » ¥n > N,
2(] [yl 1+1
. Sea Nj tal que ||y-y,|[< ¢ » ¥n > N3
201+ |x]||)

. Sea N = mdx (Nq, Ny, N3)

n >N => ny-ann” < &,

Proposicidn 3.6

Si (xn)n>1 es una sucesidn de Cauchy en A, entonces existe

una subsucesidn (y,)

Hyns1 - ynll < 2
2n

n21 de (Xn)nzi tal que para todo n ,
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Prueba

Sea Ny ¢ N tal que ||xp- xp|| < % » ¥m2n>N, (por ser de Cau
chy).

Sea nq > N1 y sea y4 = Xnq

Sea N, ¢ N tal que ||Xp-xy|| < ;2 s ¥m 2 n 2z No .

Sea n; tal que njp 2 N1 y ng 2 N2
y2 = %
2 n,

Para cada m tendremos Ny tal que ||xp - xp||< === ,
2n

¥n >r >N, y np tal que np > Ny , ¥m > 1 > 1.

Ym = Xn
Para cada m : ||ym+1 = Ym||< =2
2m
y = x n > N
m+1 N1 m+1 m
Ym = xn nm z Nm
m
Lema

Si (xn)nzl es una sucesidn de Cauchy en A y si (yn)nzi es

una subsucesibn convergente de (xn) , entonces:

n>1i
lim yq = lim xp
n+e n+e

A}
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Prueba

Sea y = lim y, , y sea &90; ||xy-y||=|[x ~yptyp-yl| =
n-or<«

s Hxg=yp 1+ lyp=yl |

Existe N, e N tal que Hxp-xul| < €/2 ¥n 2 m 2 Ny (por
ser de Cauchy).
Y existe N, ¢ N tal que ||yp-y|| < &€/2, ¥n > N, (por ser

y = lim yp)

n->e

Luego, si Ny = mx (Ny, Np) : ||x;-yl]< % + §.= € ¥ > N3 .

Proposicidn 3,7

®

Sea I ¢ A un ideal cerrado, entonces % es un algebra norma-
da.

Prueba

Sea x ¢ A y sea ||x+I|| = inf {||x+y||/y ¢ I}

1) ||T||=]|]o+I||= inf {]||o+y||/y € I} = o (porque o e I)
2) Sea x € A tal que ||x;I|| -1

Sea £ > 0; sea y € I tal que ||x+y||< & (y existe por de
finicidn de infimo)
Luego, -y € B(X,e) , -y ¢ 1

Asf, B(x,£) (\ I # ¢; x e I, I cerrado => xel=> x+I = I.

3) Sean x, y € A y probemos que

et D+ Cy+ D || | x+T ] [+] |y+I] ]
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Sea € > o y sean z, z! ¢ I tal que ||x+z||<||=+I|| + £,
2

|ly+z} | <] fy+x]] + &/2.

[ Geryd+tzrz ) || =] | ebz) +(y+zd) | | <] [xtz] [ +] |y+at ]| <
<l Ix+I]1+] [y+T] |+ €

| | Cetyd+I] || | (xrydt(zeaby || <] [x+I||+||y*+I]] + &

|| Cetyd+I] | <] [x+T] | +] [y+I]].

eGetD [[= =] |[%+I[| = # o
[x+Tllslix + 2 gl , %y e

|« [Ix#If|<l=] [Ix+2y , ¥ eI

l<l [lx+X] <] |=x+y|] , ¥y e I

= el Lx+n]] s |[xeT]|

| lex+I||s||=xtey||, ¥y € I

| [=x+I||<j=| ||x+ty||, ¥y € I

| Jax+1l]
|«

el e
=

| lex+I| ||| |Ix+I]]

< Vlxtylls ¥y e I.

Luego, ||=x+I||=|=| ||x+I]]
HeGrD || =]=] | x+I]]

PG+ Cy+D) | < | 24T | | y+Il]

(D) (y+D) | | <] | (x+2) o (y+2) || ¥2 € I



shix+z|] |ly+z]| ¥z ¢ I

shixrIf || y+If ]

Proposicidn 3,8
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Sea I ¢ A un ideal cerrado. Si A es completa entonces %-es

completa.

Prueba

. A
una sucesidn de Cauchy en =

Sea (xn + I) I

n21

Encontraremos entonces una subsucesibfn convergente.

Sea (yp + I)p,, una subsucesidn de (xp + I), 4 tal que

1

||yn+1 + I -y, + Ij] < on Vnz% (por ser de Cauchy), es

1

o ¥n.

decir, se tiene ||(Yn+1 - ya)+Ill <

p!

Para cada n, sea z, € I tal que ||ypn41 - yn * 2nll| < R

(por definicidn de iInfimo)

Sea th = ¥p+1 = Yn * Zn

o
e 1< ;n - Y ||t,l| existe porque existe |

nz=1 n=1

1
2n

n -
t. es una sucesidn de Cauchy.
Luego, (izlll "'“)n31

n
e o 3 t; ) es una sucesidn de Cauchy en A.




Se tiene entonces, por definicidn de sucesidn de Cauchy:

n m n
It - L tsll = 10 L bl s 1 Ileill
1i=1 1i=1 izm+l 1=mt+1l
n m n n
nom s ||}t - ) will =11} till < ) Ileill =
1=1 i=1 1=m+1 1=m+1
n m
= | X lledll = L ltill |< &, n,m>N
1=1 1=1
Como A es completo, existe t ¢ A tal que t = J t
n=1
"tz § ot o= t+I = ) (t+I) "
n=1 n=1
n
Sea § > o; existe N ¢ N tal que ||t - ) tj]| < & , ¥n > N,
i=1 n>1
n n
n>N= ||](t+I) = § (t;+D||=||t+T - (] t; ) + I|| =
i=1 i=1

n
L eill <€

n .
= []¢e - ] t5) + I|] < ||t -
i=1 1=1

. n -
=> t+I = 1im } (t;+I) => t+I = ] (t,+I)
n+e 1=1 n=1

n-1
. Paracadan > 1 : y, ~yq = } (Y441 - Vi)
i=1

n-1
(yp =y + I =( Z(yi+1-yi) + I = _21((yi+1-yi)+1) =
i=
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n-1 n=1
= I (t,+I) = lim (yp-y )41 = lim ] (t3+I) = t+I =
=1 n-+e n+e 3=1

= lim (y +I) = (t+yq) + I

n+o

Luego, la sucesidn (x.+I) es convergente en A .
g0, n n>1 g I

Definicidn 3.9

Un 8lgebra ncrmada A es llamada "Algebra de Banach" si toda

sucesidn de Cauchy en A es convergente en A,

Ejemplos:

1) © es un ilgebra de Banach.

2) Si E es un espacio vectorial normado completo, entonces:

L(E,E) = {f: E

> E/f es lineal y continua} es un 4l-

gebra de Banach.
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4, ALGEBRAS INVOLUTIVAS

Definicidn 4.1

Sea A un &lgebra y f: A > A una funcidn., Se dice que "f
es una involucibn en A" si se cumplen las condiciones si-
guientes:

1) f(=x+By) = Sf(x)+ Bf(y), para todo «,8 €L, X,y € A.
2) £2(x)

X , para todo x e A,

3) fixy)

fly).f£(x).

Definicibén 4.2

El dlgebra A es llamada "involutiva" si existe en A una in-
volucidn.,
Notacidn
Para una involucidn f: A ——> A, 581 x ¢ A, f(x) se denota
por x*¥, o sea que tendremos:

(ex+By)* = &x* + By%

x¥% = x

Ejemglo
f : C > L
X > x% = x

En lo que sigue, A denota un algebra involutiva.

Proposicidn 4.3

A es un &lgebra con la involucidn
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(x,=)% = (x%,&)
Prueba
*:A———>ﬁ

(%,2) —> (R,=)* = (x%*,)

o (B(x,=)+ 3(y,E))% = ((Bx,B=)+(3y,dE))*

((Bx+3y,R=+3&))*

= ((Bx+3y)*® , B=+03g)
(Bx*+3y* , B= + 3¢E)
(Bx*,B=) + (Jy*,3g)
= B (x*, =) + 3 (y*, )

= B (X,=)% + 7 (y,e)*

o (xX,@)%%F = (x,=)
(x,a)%% = (x¥%,x)% = (x*%, @) = (X,«)
o [(x,=)(y,8)]% = (y,B)¥(x,e)*

[(x,=)(y,8)]*

= (y*x*-#-;y*-b-gx* ’E :)

(xy+gxtey,«gl)® = ((xy)*+BxF+acy = B))=

=(y*, BI(x*, =) = (y,B)% (x,=)%

Definicidn 4.4

Sea x ¢ A
x¥* es llamado "adjunto de x"
x es llamado "autoadjunto" si x = x*

X es llamado "normal®™ si xx* = x¥*x,
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Proposicidn 4.5

Sea x ¢ A. Entonces
1) xx*%* es autoadjunto.
Prueba

xx¥* = xRARF = (xx*)*

2) x + x* es autoadjunto.
Prueba

X + xX* = (xFFIx®) = (xF+x)%F = (x+x¥)*

3) Si1 x es autoadjunto, x es normal.
Prueba
Como x es autoadjunto, entonces
Xx¥ = XX = X®X ;

luego, x es normal.

4) Si A es unitaria y x ! existe, entonces (x*)7! existe y
(x¥)71 = (x~1)=,
Prueba
Si A es unitaria y existe x_ !, entonces x~1x = 1.
(xx71)% = 1% = 1,1%
. (x—l)-.': X% = 4%

=> (x~1)* = (x*)”1 para que su producto sea 1%

Definicidn 4.6

Si B ¢ A, denotamos por B* al conjunto B* = {x € A/x%¥e B}l.
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Proposicidn 4.7

Si B ¢ A es un ideal, entonces B* es un ideal.

Prueba

. Sean x, y € B¥*, entonces x*, y*¥ ¢ B, Pero B es un ideal
de A, luego, x* + y® ¢ B == Xty ¢ B¥

. Sean x ¢ B*, « ¢ [

X € B% => %% ¢ B => ax* g B => ax g B*

. Sea x € B , y e A
X € BF => x% ¢ B => x¥%y* ¢ B => xy € B*¥

De la misma manera se prueba que yx ¢ B¥

Proposicidn 4.8

S1 B ¢ A es un ideal maximal, entonces B¥ es un ideal maxi-
mal,
Prueba
i) "b® # A"
B # A => existe x ¢ A, x £ B

x € B => x* ¢ B%

ii) Sea I un ideal tal que B* ¢ I
IIB fa) I;’g"
¥ € B => x% ¢ B% = x% g I => x*% g I* => x g I*

B I* o I% = A

Si1 B = I=%
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XEI=">X*EI*‘=>X:‘EB

=> x € B®

Si I=*

1
"

Sea x € A, x* ¢ A, x¥ ¢ I¥ , x e I,

Definicidn 4.9

Sea B ¢ A una subilgebra. Se dice que "B es una subdlgebra

simétrica" si para todo x ¢ B, x%* ¢ B.

Definicidn 4.10

S1 I ¢ A es un ideal, se dice que "I es un ideal simétrico"

si x € I implica x%* e I,

Definicidn 4,11

S1 f : A——— B es un morfismo entre &lgebras involutivas,
se dice que "f es un morfismo simétrico®™ si f(x*) = f(x)* ,

para todo x e A,

Proposicidn 4,12

Si I ¢ A es un ideal simétrico, entonces

A . .
I esun dlgebra involutiva.
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Prueba

A

] €s un dlgebra (ya probado). Definamos una involucidn en

, asi:

(el b

(«(x+I)+ B(y+I))*

« (x+I)* + B (y+I)*

o (x+I)"% = (x¥+I)%

(x**+I1) = (x+I)

((x+I)(y+I))* = (y+I)*(x+I1)*%

Proposicidn 4,13

f: A > x+I es un morfismo simétrico.

Prueba
o Fixty) = (x+y)+1 = (x+D)+(y+1) = £(x) + f(y)

. f(ax) = ax+I = «(x+I) = «f(x)

. fixy) xy + I = (x+I)(y+I) = £(x).£(y)

. £(x%) (x*+1)

(x+I)* = f(x)*

Proposicidn 4,14

Si f: A > B es un morfismo simétrico, entonces, Ker f
es un ideal simétrico.

Prueba

Ker f es un ideal (ya probado)

. A probar que si x € Ker f entonces x* € ker f

. S1 x € Ker f luego, f(x) = o

. Pero f es un morfismo simétrico; luego, f(x*) = f(x)* =



o* => x¥* e Kepr f

61



62

5. ESPECTROS

Definicidn 5.1

Sea A un algebra unitaria y sea x ¢ A. Llamaremos "espectro

1 de x en A" al conjunto Spl(x,A) = {x e /X - A¢1 no es in

versible}

Ejenplos

a) Si n > o, sea A el dlgebra de las matrices cuadradas de
orden n sobre L, es decir, A = M;(L). Si x ¢ A entonces

Spl(x’A) = {x e L/det (x - A.1) = o}.

b) Si X # ¢ es un conjunto, sea A el 4lgebra de las funcio-

nes de X en L, es decir, A = {f:X > L/f es un funcidn}
Si f € A,entonces Spl(f’ A)= £(X)
f,g e A, (fg)(x) = f(x).g(x).

1 : X >

X “wwvv> ]

Si f ¢ A, f es inversible <=> f(x) # o para todo x ¢ X

fog'-‘l

f(x).g(x) = 1(x) = 1 g(x) = y f(x) # 0.
pd

Sea f ¢ A

Spl(f,A) = {2 e T/f - 2.1 no es inversible}

{A» € C/existe x € X tal que (f-i.1)(x) = o}

{A ¢ T/existe x € X tal que £(x) = A}

{A e /)2 ¢ £(X)} = £(X)
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c) Si X es un espacio vectorial normado, sea A el Algebra:
A = {f: X —— [L/f es acotada}. Si f ¢ A, entonces

5,1(£,A) = £(X)

. f es acotada si existe A > o tal que |f(x)|< A para to=-

dOXEX.

1 : X > & : x vvva> 4

f € A es inversible <> ¥x : —bs— < A sA > O
[£(x)|

<=> |f(x)|>A,para un A>0, ¥x ¢ X,

Sea f ¢ A

A

A ¢ Spy(f,A) <= (f - X.,1) es inversible.
<=> existe 6>0 tal que |[(f-1.1)(x)|>8 ¥x.
<=> existe A>0 tal que |f(x)-A[>6 ¥x.

<=> f(x) ¢ B(A,8), ¥x, para alglin é>0

<=> B(A,8)NEf(X) = ¢, para dlgin 6>0

<=>Ag¢ £(X)

Luego, Spl(f’A) = £(X)

Proposizidén 5.2

Si A es un &lgebra unitaria, entonces

¢, s1 A = {0}

S_.(0,A) ={
pl ™ {0}, si A # {0}
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Prueba

A=1{o}.Sixel : 0~ 21,0=0-0 =0 es inversible
-> Af Spl(o,A) => Spl(o,A) = ¢

Si A# {o}ly, 1 #£0

O - 0.1 = 0-0 = 0 no es inversible => o0 ¢ Spl(o,A)

Si A # 0o: 0- A.,1= - A.1 es inversible

~aal . (- LD = o ai-2)0101 5 101 = 1 = A 5 ;(0,4)
A A p

Proposicidn 5.3

Si A es un algebra unitaria, entonces:

Sixe Ay =-T 3 Spl(x+=.1,A) = °=+Sp1(x,A)

Prueba

Sea A ¢ Spl(x+¢.1,A)

A=« + (A=-x)

Veamos si (A-=) ¢ Spl(x,A)

X - (A“)ol = X—X.l*“‘.l = (x+¢01)-101

no es Inversible porque A € Spl(x+¢.1,A).

Sea A € « + Spl(x,A)
A es de la forma A= «+8 , B € Spl(x,A)

(x+«<,1)=2.1 X+t=,1 - (=+8),1

x+“01 - “.1 - B.l = X - 801
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no es inversible porque B € Spl(X’A)

Proposicidn 5.4

Si A es un algebra unitaria, entonces:
S1 x € A es inversible, entonces Spi(x,A) = {x e T/A# o y

Prueba

e S1 A # o0 x=2.1 = —ax(x71-aT1)

. Si )€ Spl(x’A)’ X-A.1 no es inversible

. S1 A = o entonces x no es inversible, luego A # O.

. Supongamos que A"l ¢ Spl(x—l’A)’ entonces x~1 - A~1,1 es
inversible,
Existe y € A tal que y(x~1-x~"1,1) = (x71-A"1, 1)y = 1
(x71-271, 1)y = (x=Aa.1D)(-A"1x"l)y = 1
- A"lx7ly (x=r.1) = -a7lx=lyx + x7Tly = x"1(-ATlyx+y) =

= x"ly(=a7ix+1) = x7ly(x71-aTl . x = x7lii.x = xTlox =

1
WY

Puesto que y es el inverso de x 1-A"1_,1 entonces
=1
A ¢ Spl(x,A).
Ahora, sea A ¢ Spl(X’A) entonces X - A.,1 es inversible

en A,

Existe y ¢ A tal que y (x-x.1) = (x-a.Dy =1

(x=r.1)y = (x71-x=l, D)(-ax)y = 12

~axy(xT1-a71,1) = —axyx™T! o+ axaTly
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x(=ayx~l+y)

xy(-ax~1+1) = xy(x-ra.1)x"}

¥Xelex™ ! = x.x71 = 1

-1
« o« A K Spl(x , A).

Proposicidn 5.5

Si A es un &lgebra unitaria, x,y & A entonces Spl(xy, A) =

Spl(yx, A) .

Prueba

. Spi(yx, A) ¢ Spl(xy, A,

A € Spl(xy, A) => Fz e A tal que (xy-rx.1)z=1=z(xy-Ar.1),
Probemos que A~lyzx - A71.1 es el inverso de yx - A.1,
ice. (yx = A1) (A" dyzz-a"1.1) = (W lyzx-a71, 1) (yx-x.1)=1.
(Ry=-2.1)z2 = 1 => xyz=-Az = 1 = xyz = 1 + Az.
(yx=re1) (A7 lyzx-a"1.1) =
= ya~lyz)x - yxa™l - aaTlyzx #a AT =
= y(A"lxyz)x - yaTlx - yax + 1 =

= y(A71(14a2))x - yATlx - yzx + 1 =

= y(a7Ti+2z)x - yATIx - yzx + 1

= yA lx + yzx - yA lx - yzx + 1 = 1
luego, A ¢ Spl(yx, A).

De igual modo se prueba que A lyzx -Ar" 1.1 es el inverso

de xy -x.1.
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Definicibn 5.6

Sea A un algebra y x ¢ A. Llamaremos "espectro de A" al con
junto Sp(x, A) = Spl(x’ A)

-~

A = A x [ se llama una extensidn del &lgebra con las opera-
ciones:
(xy=)(y,B) = (xy+B8xt=y, =8)

En este caso, Sp(x,A) = {ix e L/(x, -A) no es inversible} .

Spl(x, A) {x ¢ L/x-x.1 no es inversible en A}.

{x e L/(x,0)-x(0,1) no es inversible en A} .

{x ¢ T/(x,0) - (0,)A) no es inversible en A}.

{x ¢ €/(x, =X) no es inversible en A} .

Propiedades

1) S1 x € A, entonces o e Sp(x, A).
Basta ver que (x,0) no es inversible en A pues (x,0)
(yo=) # (0,1).

2) Si A es unitaria: Sp(x,A) = Spl(x,A) U {o}

Prueba
P Sp(x,A) entonces (X, -\A) es inversible y sea (y,=)
Su 1inverso,

(x,-2)(y,=) = (Rytex-Ay,-r=) = (0,1)

Xy + «Xx - Ay = 0 3 = A« = ] => « = - ATl

1

Xy = A7 x = Ay = 0 => xy - A dx -2y + 1 =1

- (x=2.1)(y-a"1.1) = 1
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4)

=> x -A,1 es inversible

- 3¢ 5, (x, A) U {o}

Ahora, sea ) ¢ Spl(x, A) U {o} 3
X - A.1 es inversible en A, entonces existe y ¢ A tal

que (x = A.1l)y = y(x - A.1) = 1
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Probemos que (x,-)) es inversible en A; suponiendo que

(z,=)(x,=-2) = (0,1)

(xz+ex-2rz,-r=) = (0,1)

XZ + «X = A2 = O y - A= = 1

- Ax = 1 => a = - 27!

XzZ= A7lx= Az = 0 = xz- Az = ATlx = z (x-2.1) = A7 1lx
z = A7Ix (x-2.1)71 = A7lxy puesto que (x-r.1)y = 1 =
y = (x-2.1)71; Se verifica que

(A" lxy, -A71)(x,-2) = (0,1) = (x,-A)(A"lxy, -a"1)

Si x,y ¢ A : Sp(xy, A) Spl(xy, A)

= Spl(yx, A) = Sp(yx, A).

Si I es un ideal de Ay x e A: Sp{x+I, % ) ¢ Sp(x, A)

Prueba
Sea A ¢ Sp(x, A), entonces (%, -1) es inversible. Sea

(y,8) el inverso de (x, -A) y probemos que (y+I,B) es

el inverso de (x+I,-i) en

Hw>
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Puesto que (y,B) es el inverso de (x, -i), se tiene:
(yoe8)(x,-2) = (yx-Ay *+8x, -BA) = (o0,1)

... yx - Ay *+ Bx = o y - BA= 1.

Ahora, (y+I,8)(x+I,-2) = ((y+I)(x+I)-A(y+I)+B(x+I),-BAr))

((yx+I) — (Ay+I) + (Bx+I), — BA))

((yx-ay+Bx) + I, 1)) = (o+I, 1) = (I, 1)

Luego, X ¢ Sp(x+I, % ).

Definicidn 5.7

S1 x,y € A definimos xXoy = X+y - XV.

Proposicidn 5.8

x00 = X, para todo x € A,
Prueba

X000 = X+t0 - X.0 = X,

Proposicidn 5.9

x0(yoz) = (xoyloz , ¥x,y,z € A.
Prueba
xo(yoz) = x + (yoz) - x(yoz)

x + (y+tz - yz) - x(y+z ~ yz)

Xty+tz - yz - Xy ~ Xz + Xyz

(xty-xyl+z - X2 - yz + Xyz

(xty-xy)+z - (xty-xylz
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= (xoyl)+z - (xoylz = (xoy)oz ¥x,v,z € A,

Denotemos: A°= {x € A/xoy = yox = o para alglin y e A}.

A° es un grupo (con la operacidn o)

Proposicidn 5.10

S1 x e A : x e A° <= (x, -1) es inversible en A.

Prueba

(=>) x € A°=> Jy ¢ A tal que %oy = 0 i.e. x+y-xy = 0

(x, -1)(y, -1)

(0,1)

(xy-y-x, 1)
(yy, =1)(x, -1) = (o0,1)

(<=) (x, -1) inversible en A => existe (y, =1) ¢ A tal que
(x, -(y, -1) = (y, -1)(x, ~1) = (o,1)

(x, -1)(y, =-1)

(o0,1)

(xy-y-x, 1)

O => X € A°

Xy -y - %X = 0= X*+y - xy

Proposicibén 5.11

Si x € A° y x% = x, entonces X = oO.
Prueba
Si % € A°entonces existe y € A tal que xo0y = 0o 1.e. xXty-xy=o
x2 + xy - %%y = o
i.e. X + Xy - Xy = O
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Si x ¢ A entonces S (x,A) = {ie I/a#oy ATlx ¢ A°} U {0} .

Prueba

"o Sea A ¢ Sy(x,A) ; A £ o0

D W 4 Sp(x,A) => (x, -A) es inversible en A

. Sea (y,B8) el inverso de (x, -)) en A, entonces

(x, -2)(y,8) = (o,

. (Xy -
Xy -A

yx =

Ayo

AY

AB

AB
y -
ATix
+ Ay
+ Ay
o Ay

AT ix

+

A

A~lx e A°,

BX, - A
1 y

1 => 8
Ix = o
Ay = o
Xy = o
yx = O
o

1) = (y,B)(X,-X)
B) = (0,1) = (yx + Bx - Ay, = BA)
Xy - Ay + BX = oO.

= = =1

o ; tambi®n A~lx o Ay = o; luego

"e" Sea A # o tal que A~lx ¢ A°

Probemos que X ¢ Sp(x,A).

A=lx € A° => existe y ¢ A tal que A~lxoy = yoA~Tlx = o,

ATlx +y - ATixy = o0

y t A7lx - a"1lyx = o

(x,=A) (A" 1ly, -a71)

(A" lxy-a-1x - y,1)

(0,1) = (A7 ly, =a"1)(x,=-A).

(o0,1).
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Proposicidn 5.13

51 I es un ideal de A y x e I, entonces S,(x,A)=5_(x,I).
P
Prueba

Si a ¢ SP(X,A), A # o, A lx e A°

Si y e A tal que A" lxoy = yoa~lx = o

Atlx +y - ATlxy = o

y = ATlxy-a"1lx = y £ I = A7lxoy = yoAr~lx=o, yeIl=> A71lxeI°
ATlx g I° = A ¢ Splx,I)
PN 4 SP(X,I) => A"1lx e I°

=> A"lx e A® => ) ¢ Sp(x,A).




73

6. RADIO ESPECTRAL.

En todo lo que sigue, A denota un dlgebra normada.

Proposicidn 6.1

Si (xn)nao es una sucesidn ae nlmeros reales, entonces:

n

. lim x_ existe => lim Sup x, = lim inf x, = lim X, .
nre n-+>e n+w» N->»

o 1im Sup x, = lim inf x, => 1lim x, existe y lim x, =

lim Sup x
n-oo

Esta proposicidn puede tambien enunciarse de la siguiente
manera:
Sea (xn)xb/o una sucesidn de nQmeros reales. Entonces:

lim x; existe <=> lim inf x; = lim Sup xq
nre n-+»o beS o

Prueba

(=>) Sea x = lim %, , ¥ sea £ > o. Entonces existe N ¢ N
Il->oe

tal que:

|x-x5| < €
Ix-xN+PI <
- £ < xN*P - X < &

Xgtp < x+ E, ¥p > 0

¥n > N (definicidn de limite), o sea:

[aa]
L ]

¥p 2 0

Sup x x +

N+p =
n P



(<m)

inf (Sup x
n

< + E
n+p) < x

lim Sup x < x + &, ¥E

lim Sup X, £ %

&€ + x < XN+P s ¥p
=E + < 3
X < anf xN+p
P
-& + x < Sup (inf xn+p)
-£ + x < lim inf x;

¥ < lim inf x5 + § , ¥&£>0
X < lim inf x

lim Sup x5 < x < lim inf x,

Sea x = lim inf X% = lim Sup Xj.
Sea g > o

Existe N ¢ N tal que Sup x
P

ntp <X 7 ¢

xN*P <x + &, ¥p

X, <X+ &, ¥g 2 N= x, - x < § ¥ 2N,

_£+x
Existe N, ¢ N tal que

- + X < i;f XN1+P

- & + x < XN+P ’ VP

- &+ X <X, , Vn > N1 - X, =X > =§, ¥n 2 Nl

4
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Sea N, = méx (N, Nj)

- & < X3 - X < &y ¥y > Ny <= |xp-x| < &, ¥n 2 Nj

Proposicidn 6.2

Si x € A entonces ||xB|]| < ||x||n , ¥n € N

Prueba
Por induccidn.
L=l o< Tl
Supongamos que la desigualdad es cierta para n = k 1i.e
1] <] ]
anora, ||3*) (=] |xkoxf <l la]] [xl <l 1=l % [ 1# <] [x] 1%

| ]

Proposicidn 6.3

/ . . /n
Si x e A, lin ||x1“||1 " existe y iim |Ixnl|1 =
N> n+e
1/n
= inf ||x"||
n

/n
inf {||xn||1 /n e N}

Prueba

n
Sea b = inf ||xn||1/' y sea £ > o,

Sea m ¢ N tal que ||x®||1/® < b + &€ (m existe por definicibn

de infimo).
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Para cada n € N sean q(n), r(n) tal que n = m.q(n) + r(n),

o<r(n) <m

n|m

r(n) q(n)
P = meqln)+r(n) _ m q(n) Kr{n)
] =] [x® a0, @) g pameq) || | (0]
(n)
R R NI L
I T N T
< )™ A )
m g(n) r(n)
| ™« e 0 x| |Tn
1/n m a(n) r(n)
lim Sup ||x"|| < lim Sup (b+&) n e Ilxl|™n
lim m.g(n) lim r(n)
m.qg{n) r{n) e LYY E
lim (b+&)~n . llxlI™a = (b+8)" Y N P e
n-H=’
Pero lim m.g{(n) = lim (1- r(n) y = 1 - lim r(n) =1
nre n n-+>e n nre -—l'-l—

lim m.g4{n) 1im r(n)

lim p(n) . o r(n) . o ; donde (b+g)n+e n o||X||n*> n =
n** n n n

= (b+ed ! . ||x||o = (b+E).1 = b+E .
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. 1/n
lim Sup llxnll < b+ , ¥E& , luego, lim Sup hlxnllilng b.

Y™, vn

1/ntp
b < len+pll ; vp, ¥

+ 1/n+p ..
[1x"7P]] » n fijo, ¥p.
+
b < inf |[x0*R MNP
P

b < Sup (inf llxn+P||1/n+p)
n  p
b < lim inf ||x]]3/P

lim Sup ||xn||1/n < b £ lim inf lenlliln

Luego b = lim Sup |[x®||2/® = 1im inf [[x®]|3/P
.. b= lin |[x®]|1/n
n"“

Si x € A, el nlmero lim rlxnlliln

e

es llamado "radio espec-

tral de x" y es denotado por p(x).

PROPIEDADES DE p(x).

1) ¥x : o < p(x) < ||x]|]|

.p(X) nlliln

inf llx -> 0 < p(x)

A

QP(X) < lenlliln, vn 2 1.
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=> p(x) < ||%|| (n=1).
¥x, ¥« : p(ax) = |«| p(x)
o(«x) = inf ||(“X)nl|1/n = inf l|¢nxn||1/n

inf (<] [ [x®] DR = ing(|D P00 =

. 1/n .
inf |« [[®[Y" = Je| inf |2 = |e]o(x).

p(xP)= p(x)P,

p(xP) < || (xP)R] /Py,
=GP a1 ] YR
= YRR YR Y b veces

CoexP) < [P L R g

Luego, p(xp)flim(llxnlll/n.-.llxnlllln)=lim||xn||1/n .
n-r= "

DR L ()P () e p (%) =0 (x)P

lim ||x
n-oree

.« p(xP) < p(x)P

Ahora, pP(X) p(x)op(X)o.op(X):llxpnllllpn000llxpnllllpn,VBO

llxpnlll/n - ll(xp)nl Il/n

pPx) < [[GBP VR,

1A

Luego, pP(x) < p(xP)
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e o p(xP) = p(x)P,

Si xy = yx entonces p(xy) < p(x).p(y).
p(xy) = lim ||(xy)n[|1/n = lim len.ynlllln.
N+ o
. . 1/n .
< Lin ([ R TDY? < ddn [ im | yR] /0
n+o n-+e n+e
= p(x) . p(y)
n n
p(x) = lim ||x%]]%/2
n->e
Sea & > o0; existe N ¢ N tal que:
@«
ot = [P < &, ¥, > N.

n
n>N= 2055 5> N= 20> N = Hp(x)—llxznlll/2 ||< €.
p(x)z||x||, para todo x ¢ A <= ||x?|]|=||x||%, para todo

X € A,
2 2
C=>) [ [x" =l xex I < =] Fi=l o= 1=l

IEIHIEIR
[l 2=l oG oo gl 12120 121122 2 )

Il 12 1%20 1 5 1Ix2) =] =] 12,

n
(<=) Probemos por induccidn, que ||x2n|| = ||x||2
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2 2
n=1: |[[x7]] = |[x]]
n n ntl
Supongamos que ||x2 ||=z]||x}|? y probemos que ||x2 |]=
2n+1
= | x|
nt+l n
.2 2.2 _ n 2 n n
= = 2 =1 1202 = =22 =) %] |22
n n+l
=| x| 2%+2= |x||?
2n 2n
xS L =HExT 5 ¥
) 20 1/2n . 2R 1720 .
lim| [x“7] ] = lim(|[x]|[" ) 3 p(x)=lim| x| |=]|x]|]|.
N-ree no-e n+e

Si x ¢ A, entonces

n
p(x) < 1= ()
i=1

i .
x )nzl es una sucesidn de Cauchy.

(-]
La serie ) ||x™|| es convergente.

n=1
. v o 1/n
Criterio de D'Alembert en R : ) x, converge si lim(xp) <1
n=1 n+e
lim llxnlliln = p(x) < 1
nroe

Segln el criterio de D'Alembert ya que lim 'V ||[x"]] = p(x)<1
n+e

n :
Luego (izlllxlﬂ)nzl es convergente.,

. n .
i
o (iglllx ll)nai es de Cauchy,
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n .
A probar que () x%*) es de Cauchy.
iz1 nz1

n + m .
Sea & > o; existe N € N tal que | J{|x"||- Y|I=*|| | < €,

¥n,m > N

Para n,m > Ny, n > m

n i m . n 5 n i n i m i
[ i = b= Dl o= 3 Ti=T =8 1= I &
1=1 i1=1 mtl m+1l i=1 i= :

e« « Paran, m > N, n>m

n i n .
[l x™ - x| < ¢
1=1 1=1

n .
Luego, ( }x*) .. es de Cauchy

1i=1 21

Definicibn 6.4

Un algebra normada A es llamada "completa" o de "Banach",
si toda sucesidn de Cauchy en A es convergente en A,
Ejemplos

1) € es un &lgebra de Banach.

2) Si E es un espacio vectorial normado completo, entonces:

A= {f: E

> E/f es lineal y continual}l es un 8lgebra
de Banach.

3) Si H es un espacio de Hilbert, el conjunto Lc(H) de to-
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das las funciones lineales continuas T: H > H es un

dlgebra de Banach, relativa a las definiciones

(S+T)x = Sx + Tx

(AT)x = A(Tx)
(ST)x = S(Tx)
= Sup {||Tx|| : ||x|| < 1} .

HITH

Proposicidn 6.5

Sea A un dlgebra unitaria de Banach y x € A. 5i p(1-x) < 1

entonces, X # o es inversible y x~1

1+ J(1-x)P
n=1

Prueba

n
. 3D
La sucesidn (iggl x) )nz

4 €8 de Cauchy. Como A es de Banach

o completo, existe  J(1-x)",
n=1

Seay =1+ Y(1-x)" y probemos que "y" es el inverso de x.
n=1

k(i + J(1-30™) = x + x J(1-x)"= x + Ix(1-x)T
n=1 n=1 n=1

Xy

Y(1-x)P(x-1+1) = T((x-1)(1-)"+ (1-x)™)
n=1 n=1

T (x-1)(1-30" +  J(1-20"
n=1 n=1



x= §(1-%) (1=30"+ J(1-300"= x= J(1-30""1e J(1-0® .
n=1 n=1 n=1 n=1

x + (1-x) = J(1-x)" + J{1-00" = 1,
n=1 n=1

De igual modo, yx = 1; luego x es inversible,

Proposicidn 6.6

Sea A un algebra unitaria de Banach y sea x € A, x # o tal

que ||1-x|| < 1. Entonces x es inversible,
Prueba

liml[(l-x)nlllln= p(1-x) < ||1~x|| < 1. Luego, p(1-x) < 1

n-oe

Por proposicidn anterior, x® es inversible.

Proposicidn 6.7

Sea A un 3lgebra unitaria de Banach y sea M = {x e A/x es

inversible} entonces M es un abierto de A.

Prueba
Sea x € M y encontremos r > o tal que B(x,r) c M,

- -1 -1
Sea y e A3 ||1-x"Ty||=||xT x=y) || < [Ix || [ix-yl]

1

| ==

Si ||=x-y|| < entonces ||1-x‘1y|| < 1.



84

Entonces x_ly es inversible, sea z ¢ A tal que z(x"1ly) =
= (x~1y)z = 1,
x"WNyz)z 1 => yz = x.

y(zx~1) = (yz)x~1 = xx~1 = 1 ; y es inversible,

y'1 = zx'l; luego B(x,r) ¢ M, con r = —31 __ ., Puesto que

NEall

se ha podido encontrar una bola abierta totalmente conteni-

da en M, entonces M es abierto.

Proposicidén 6,8

una sucesidn

Sea A un 8lgebra unitaria de Banach, (xn)n>1

de elementos inversibles en Aj para cada n, sea y, tal que

Xpny¥n = Y¥n¥n = 1.
Si(gg

-_ : £
n»1 ©S una sucesidn convergente y (ynp),,q €8 una su

cesibn acotada, entonces lim x, es inversible en A.
n+e

Prueba
Sea x = lim x, y sea k > o tal que ||yn|| < k para todo n

-
ya que (yn)n21 es una sucesidn acotada.

Sine Ny ||1-yux]|| = ||y xp-ypx| =] lyp(xn=x)|| . Pero

HynCg= <l iynl | [xg=xl]< X | |x,-x]|

Existe N ¢ N tal que ||x -x||<1/k ¥n > N por ser (xn)ngi
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una sucesidn convergente,

Sean > N , ||1~ynx|| < 1 => y x es inversible,
Sea z ¢ A el inverso de y x tal que (y x)z = z(y x) = 1,
(ypxlz = 1 = yp(xz) = 1 = xz2 = x,

x(zy,) = (x2)yp = 1 => 2y, = x~1

Luego, lim X, tiene inverso.
n-+e

Propesicibén 6,9

Sea A un dlgebra de Banach y x € A, Si p(x) < 1 entonces

L]
X € A N

Prueba

n
p(x) es menor que 1 => ( Jx™)

es de Cauchy, Como A es de
izq n21

Banach, existe Ix" ,
n=1

%

Sea y

x - )xP o+ x IxPB
n=1 n=1

Xoy = X+ty-Xy

x - (x + YxP) + JxP*l
n=2 n=1
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e o X0y = X + Yy - X - Xy =0

De modo semejante:

yoxX = y+xX-yx = an + X - Exn.x
n=1 n=1
= Ix® 4+ x - x - Ix".x
n=1 n=2
= 1 - §x .x = o
n=1 n=2

e o YyOX = ytX-yX = 0

luego, x € A°,

Proposicidn 6.10

Si A es un 4lgebra de Banach y x € A es tal que ||x}|]| < 1.

Entonces x € A°.

Prueba

1
lim ]|xn|| /n . p(x) < ||x|] = p(x) < 1 => x e A° (por
n-+>e

proposicibn anterior).

Proposicibn 6,11

Si A es un 4lgebra de Banach, entonces A® es un abierto de

A,
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Prueba

Sea X € A° y encontremos un r > o tal que B(x,r) c A°,
Sea y ¢ A tal que xoy = yox = o (por estar x en A°),
Sea z € A; zoy = zoy + 0 = 2oy - O = zoy - (xty-xy) =

zoy + (xy-x-y).

Zty-2y+tXy-%X-y = Z-z2ytxy-x =

(z=-x) + (-z+x)y.

llzoy| [=]|(z=x)+(x-2)y|| < [|z-x||+||(x-2)y]]
< lHz=x|{+]lz=-x|| |lyl]
s Jlz=x|| Ca+fyiD.
si ||z-x|] < —*— entonces ||zoy|| < 1. 1+]|yll=1
1+|]yl] . 1+ iyl

luego, ||zoy|| < 1, de donde:

zoy € A° , Sea m € A® tal que (zoylom = mo(zoy) = O

(moz)oy = 0 => moz = X.

(yom)oz = yo(moz) = yox = O

1

Luego, z ¢ A° si z ¢ B(x,r) con r = ———u
1+ iyl

Proposicidn 6,12

Sea A un &lgebra de Banach y sea x ¢ A tal que ||x|| < 1.
Entonces, el elemento (1-xX) es ilnversible y (1-x)-1 =

1+x+ .....+XI1+....Q
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Prueba

. Sea S, =1+ X+ .....% x? + .,.... una sucesidn en A,

Ll +k +
1SSl 1= 1 1 e oo™ <] L] | 25|

+1 +k
<Y e x| [P
nti
< 2 HEIN
+
. Sea Sp1 = [|x] P 4 x| P2 s+ | x| |PFK
n+k ntk+1
lIx]|s,? = s [ 24000t x| |77+ x] ]
1 +1 - ntk+1i
(1 = |Ix[sp = Pixl 1™ - x|
. n+1 n+k+1
CLosal - | Ix]] - |Ix]| — o cuando noe

x|l

Luego , S, es una sucesién de Cauchy. Como A es un espacio

completo, é&sta sucesidn converge a un elemento S ¢ A,

] S(l"x) = 1im Sn(l"x) = lim (1+x+ooo+xn+ooo)(1“x)
nw n"
+
= lim (1-x" 1) =1

n-ro
. Se demuestra de la misma forma que (1-x)S = 1

Luego, (1-x) es inversible y (1-x)"1 = 1+x+...+x2 + ...
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Proposicidn 6,13

Sea A un 4lgebra de Banach y sea x € A tal que |[x]]| < 1,

entonces
2
PlCa+x)—2o1+ x| | < IS
- x| |
Prueba
] Cav) ™ otex| =] ] DC-1)P%P-(1+x) (1+x)=Lax|| =
n=o
= | TG-DPkP-(14x) TP+ x| =
n=o n=o
=] -0 (1-1-x+x| | =] L(-1)PP(-x)+x|]=
n=o . n=o
=1 B0 =]] TG0
n=1 n=
< LT Y "
n=2 n=2
_ 2 3 n
.« Sea Sn = llXII + IlXII Fteosseat |IXI|
n+l
x| ls_ = TR N NN L N BN

o= Ixibs, = sl ™

Hxl12 + |1l ™?
1 ||}

Luego, Sn =



30

2 n+l 2
_ Hixl 15+ =] =]
lim =
e 1= [ix]] 1 =1l
w 2
X X
Luego, ) lelln = ll_LL__
n=2 1= x| |
2
. X
A T FE T R < ll—ll——-
1~ I=i|
Froposicidn 6,14
Supongamos que X es inversible, |[x~1|| = 1/« , h e A, y
| |In|| = B < «. Entonces x+h es inversible, y

82

)™ - el e ™t 17 e ——
«2(«=p)

Prueba
-1 -1 C1 _ B
=" nll<l=x" 7| |In|| ¢ =. 8= < 1porser g <=«

1

Aqui, 1 + x""h es inversible, por proposicidn anterior, y

puesto que (x+h) = x(1+x'1h), se tiene que x + h es inver-
sible y (x+h)=1 = (14x~1n)~3x"2

Asi,

- - - - - ud -1 -
(x+n)™t - x4 x hox 1. [(1+x iyl o1+ x h] x 1
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-1, -1 ||x~1n||?
Luego, ||[(1+x"*h)™" -1 + x~In]x"3|| < [1x=4 ]|
1-||x=In]|
62
= 1
S [
1 - A
. _B? 11
«2 1 - E *
B2 1 g2
< x <
=2 « - B «2(x-p)
- - © 2
e o |1 Gx+n) b oxte x‘1|| < 8
«2(«-B)

Proposicidn 6,15

Sea A un dlgebra de Banach y sea (x;),,, una sucesidn de

elementos de A tal que x_ & A° para todo n y (x,) es

n nx1

convergente i.,e, x = lim x; . Si para cada n,
N+

XpOy, = Ypo¥p = 0 y si (yy) ., es una sucesidn acotada,

entonces lim x, & A° .,
nre

Prueba

. Puesto que (yp);>4 €5 una sucesidn acotada, sea k > o
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tal que ||y || < k, para todo n.

e« S1 n € N:

YnoX = ypox + 0 = yox + y X, - y, = X

= Yp t X - ypx t Yn¥*n = Yn - *n

= X = yoX t ypxy = X, = (X-xp)+typ(xp-x)
| ynoxl =] | et +yp Cxn=0 | | < | [3=3n] | +] |y Cn=3 ||
< Hix=xpl I+ ya | Tlxg=x]]
< Hx=xql| Cat] ]y,

A

| | x=x,| ] (1+k)

. p
. Por ser (xn)nZl una sucesidn convergente tal que

lim x, = X, se tiene que para M. ¢ N tal que n > N =
n--

ez ||« L
“n 1+k

De donde, para n ¢ N, se tiene ||yjolim xp||<1, luego
noo

ypox € A%,

. Sea z ¢ A tal que (ypoxl)oz = zo(yjox) = o

(zoyplox = o
yno(xoz) = 0 => X0z = X
x0(zoyy) = (x0z)oy, = x 0y, = 0

Proposicién 6,16

Sea A un algebra de Banach. Si x ¢ A, entonces Sp(x,A) es
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un conjunto compacto,

Prueba
(i) Sp(x,A) es cerrado
Sea x # o y sea A £ Sp(x,A); entonces A es inversible

en A y por consiguiente, existe A1, Entonces A"k € A°.

. Como A°es abierto, existe r > o tal que B(a~1

. Sea & = min { 2] , PIAIZ ]
2 2fx|]

X,r) c A°,

. Hay que probar que el complemento de Sp(x,A) es abierto,
es decir, hay que encontrar una bola abierta de centro A
totalmente contenida en CSp(x,A). Probemos que
B(x,8) c (S,(x,A).

. Sea « g B(A,§) y veamos si «=1x ¢ B(A‘ix, r)

I e T I M I B S I T I B = N E
| r ||
cA=m AL kg < _.2_|.l_’_‘u“x“ = r
l«| 12l Y
2
el < & = foaal < Bh o pajgenntepels Bl e

|2

2

< =l




Sy

(i1) Sp(x,A) es acotado,

Sea A e €3 |[A|>p(x) => p(A-lx) <1

= a"lx e A° = A ¢ Sp(x,A)
Luego, A ¢ Sp(x,A) => |A]| <p(x) y por tanto, Sp(x,A)
es acotado.

o o Sp(x,A) es compacto porque en I, todo subconjunto

cerrado y acotado es compacto,

PROPIEDADES TOPOLOGICAS.

1) Si M es una subidlgebra de A, H es una subdlgebra de A.

M= {x ¢ A/x = lim x,, con (x;) sucesidén de puntos de

>
Nn+w n"l

M}

<y

. Sean x,y ¢ M => x = lim % , y = lim y_ , con
n-e n-»®

X,sYn € M, ¥n.

o Xty = lim x, + lim y, = lim (x +yp) => Xty € M.
n-»e N+ . N+

. Sea x e M = x = lim X, con X ¢ M.
n+e

«x = iim «x; => «x ¢ M
n+

Asi, M es un subespacio de A,
Ahora probaremos que (M,.) es un semigrupo

Sean x,y ¢ M = x=lim x, , y=lim y, Xps Yn € M.
n-+e« ) 3 ad
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3)
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X,y = lim (xq.y,) => X.y ¢ M. Asi, M es subllgebra de A.

n+e

S1 ScAyQ={Mc A/M es subllgebra cerrada y S c M}
entonces ——
[]:{\H
MeQ

Pe [8] = NJ con Secd

M subalgebras.

—
4
(9]

M con M subdlgebra cerrada S ¢ M
(8] ¢ MM ya que [S] c NJ c NN,

[8] e M

@

"Wt M e fgj ya que f§i es una subalgebra cerrada que

contiene a S.

Si P ¢ A es una subdlgebra conmutativa, entonces P es una
subdlgebra conmutativa.
.F es una subdlgebra (propiedad 1)

.Probaremos que P es conmutativa

. Sean X = lim %, , y = lim y, 5 %, yn € P.
n-roe

n-re

o Xy = lim (x,y ) = 1lim (ysx,) ya que P es una subdlgebra
+o o)

n

conmutativa,

lim (y_x;) = lim Ypelim x, = yx
n-+o n->e n>o
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. « P es una subflgebra conmutativa.

Si P ¢ A es una subdlgebra conmutativa maximal, entonces

P es cerrada.

Por lo anterior, P es una sub&lgebra conmutativa. Ademis
P ¢ P, asi, como P es maximal, entonces P = P, Luego P

es cerrada.

S1 ScA, T = {(x e A/xy = yx para todo y € S} es una sub-

4lgebra cerrada.

Sean z,21

y zly = yz1 ¥y ¢ S,

e T => 2y = yz ¥y e S.

. o (z¥zl)y = y(z+zl) Yy- € S => z+zl ¢ T,

e Sea z e T y «¢€ @ = 2y =yz ¥y e S,

¢(yz> Vy € So

- ¢\Zy)

y(¢Z) Vy € So

=> (=z)y

> a2z ¢ T.

« « T es un sub-espacio,

Sean z,21 e T =

zy = yz

zly = yz?
zyzly = yzyzl
zzlyy = yyzal

(zzl)y =y(zzi) - z.,z1l ¢ T.
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. Probemos que T es cerrada, es decir T = T

"o T ¢ T (inmediata)
nyn T c T

Sea X € T => x = lim X, 6 con x, € T
e

Sea y € S+ A probar que xy = yx

xy = (lim xp) (lim y,) con y, = y para todo n ¢ N,
N> nro»
= lim (x,yq) = lim (y,xy) = lim y,.lim X = yx.
nre n+»« n+o n-+»-o

6) S1 I ¢ A es un ideal, I es un ideal.
. Sea x e Iy sea z ¢ A probemos que X.z2 € I

e X e l=>x=1lim X, , X5 € I »
n-o

lim(xpz) = xz2 => xz ¢ I
n+e

7) Si I ¢ A es un ideal propio y si A es unitaria y de Ba-
nach, entonces:
(i) T es ideal propio
« I es propio => 1 ¢ I
. Probemos que 1 ¢ I
"B(1,1) N I = ¢"
Si x e B(l,l) => | |x-1}]] < 1 => x es inversible
-> x ¥ I,

Luego, B(1,1) ) I = ¢
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(ii) Si I ec maximal, I es cerrado.
I maximal => I es propio => I es propio => I # A,
(I cI,I#A)=1=1

« » 1 es cerrado,

8) Sea A un algebra de Banach. Entonces
(i) Si I ¢ A es un ideal modular propio, I es un ideal
modular propio.
Sea b ¢ A la identidad mbédulo I
I propio => b ¢ I
Probemos que b ¢ T -
"B(b,1) fV I = ¢"
Sea x € B(b,1) => ||x-b|| <,1 => b-x € A® =>
=> Jy ¢ A tal que

(b-x)oy = yo(b-x) = o
b-x+y- (b-x)y = o
b-x+y-by+xy = o
b = (by-y) + (x-xy)
-> x ¢ 1 (x e I = b e I)

(ii) Si I ¢ A es un ideal modular maximal, entonces I es
cerrado.
I maximal => I es propio.

I propio y modular => I es propio y modular.
I propio => I#A, I¢# A, I maximal => I =1

e o« I es cerrado.
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(1ii) Si P ¢ A es un ideal primitivo. Entonces P es cerra
do.
. Como P es primitivo, existe I ¢ A, I un ideal a
la izquierda maximal y modular tal que
P={xe A/xy ¢ I, ¥y ¢ A}
. Sea x ¢ P; entonces existe (xn)ngl » X € P tal

que X = lim x
nore

n L]

. Seaye A ; xy = (lim xp)y = lim (x.y)
N> n-»-o

lim (x,y) => Xy ¢ I

n

00

.« Xy

=> xy € I

=> X ¢ P
« . P=F
(iv) R(A) es cerrado
R(A) = (Y P es cerrado puesto que la interseccidn

Pel(A)

de ideales es cerrada.

Proposicidn 6.17

Sea A # {o} un 3lgebra unitaria tal que (A,+,.) es un cuer-
po, entonces hay un isomorfismo entre A y .

Prueba .

. Si x € A, sabemos que existe A ¢ Spl(x,A) tal que p(x)<|A]s

luego, Spl(x,A) # ’o
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. Sean «,8 ¢ Spl(x,A); entonces X - «,1 y x - .1 no son in-
versibles en A, luego x - «,1 = 0 = x - 8.1, de donde «=8,
Luego Spl(x,A) posee {inicamente un elemento,

Sea f: A > T

X

> A , A tal que Xx - .1 = o

"f es un morfismo"

« S1 x, yeA

(x+ty)-(£f(x)+£(y)) .1 = (x-f(x).D)+(y-£f(y).1) = 0 + 0 = 0
Luego, f(x+ty) = f(x) + f(y).
o 6x = (5f(x)).1 = 6x - 6(f(x).1) = 6(x-f(x).1) = 6,0 = 0

Luego, f(dx) = $8f(x).
e Xy = (f(x).f(y))el = xy - £(x).1.£(y).1 =
xy=-£(x) . 1y+£(x) . 1y-f(x) . 1f(y) . 1=(x=-£(x) . Dy+£f(x) . 1(y-£f(yl.1)=

= o.ytf(x).1,0 = oto = o,

"f es inyectivo"

f(x)=f(y) = A => x-2.1 = 0 = (y-A.,1) => x=).,1=y => X = y.

n"f es sobre®

Si A € € entonces A = f(2.1)

Proposicidén 6,18

Si A es unitaria conmutativa y M ¢ A es un ideal maximal

entonces ﬁ- es un cuerpo.
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Prueba

. Sea z € % ,2=a+M,aftM

« Si1 a £ M entonces M g M+ IconlI-= {xa/x € A}
M maximal => M + I = A

«. Seanme My b e I tal que 1 = m+b, b = xa, x ¢ A,
1

m+xa => 1+M = (m+xa) + M (m+M)+(xa+M)= M+(xa+M) =

xa + M (x+M) (a+M).

Luego: 1+M = (x+M)(a+M)

e« « a + M es inversible,

Proposicibén 5.19

Si A es unitaria y conmutativa y M ¢ A un ideal, entonces:

M es maximal <=> M es primitivo,

Prueba

(<=) Cierto, porque todo ideal primitivo es maximal y modu-
lar (caso abeliano).

(=>) Cierto, porque todo ideal maximal es primitivo y en un

dlgebra unitaria, todo ideal es modular.

Proposicidn 6.20

Si A es unitaria y conmutativa, entonces R(A) = N I
IeM(A)

M(A) = {I ¢ A/I es un ideal maximal} .,
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Prueba

Porque I es primitivo <=> I es maximal,

Proposicidn 6.21

Si A es unitaria y conmutativa, entonces R(A) = {x € A/1l+yx

es inversible para todo y € Al.

Prueba

"c"

"o "

Sea x ¢ R(A) entonces x ¢ I, para todo I, ideal maxi-
mal.

Sea M un ideal maximal y sea y € Aj

Xx e M=o yx ¢ M => 1+yx ¢ M. porque si

1+ yx e M= l+tyx-yx € M ¢

1 +yXx-yxe M=>1e¢M=>M=A,

1+ yx ¢ M ¥M maximal => 1+yx es inversible,

Sea x ¢ A tal que 1+yx es inversible, ¥y & A,

Sea M ¢ A un ideal maximal y probemos que x € M,

Si x ¢ M entonces A = M + I, I = {ax/a € A}

(porque x e M+ I y x¢ My Mc MtI y M es maximal)

1 m+ax, a € A, m € M,

m=1-ax => m es inversible = m‘lm e M=>1¢ M
(contradicecidn).

Luego, x € M,
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Proposicién 6,22

Si A, B son dos &lgebras unitarias y f: A

> B un morfis
mo suryectivo, entonces:
1) £(1) = 1,

2) S1 I ¢ A es un ideal, entonces f(I) es un ideal de B,

Prueba
1) Sea x € A tal que f(x) = 1 porque f es sobre; entonces:
£C1) = 1.£(1) = £(x).£(1) = £(x.1) = £(x) = 1
2) £(I) es un subespacio (evidente).
Sea x ¢ B, y e £f(I); sea z ¢ A tal que £f(z)

yl ¢ I tal que y = £(y1)

X y sea

xy = £(z).f(y1) = £f(zyl) = xy € £(I) porque zyl e I

De igual manera, yx & f(I),

Proposicibn 6.23

Sea A un dlgebra de Banach unitaria y conmutativa

M(A) = {f: A > L/f es un morfismo suryectivo} . Entonces:

f € M(A) => f es continua y ||£f]|] = 1.

Prueba
"f es continua”
. Encontremos A20 tal que |f(x)]| s A]|x]|, ¥x € A,

. Sea X # o y supongamos que ||x|| < |£(x)]

-

Lx“ <1—>||._'L_.x||‘<1—>
| £¢(x) | £(x)

[xl] < lex)| =
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=1 -1 - x| <1 =12

£(x) £(x)

1

£(x)

. Sea y € A el inverso de 1 - « X

L %)) = £(y) f(le — . %) =

f(x) f(x)

£(1)

[N
n

f(y(1 -

1
f(x)

£(y)(£(1) -

° - - —L.f(X)
£(x)) f(y)(1 00

f(y)(1-1) = f(y).o = o

1 = o es una contradiccidn !

Luego, |f(x)| < ||x|| ; tomamos A = 1.

. « £ es continua,

Sea = > o tal que |f(x)| < «|]|x]]| ¥x
£ ] < =|{1]]
1l <e,=

Luego, 1 = inf 1 = inf {A > o/|[£(x)]| = A [[x]||¥x }

. X €s inversible,
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