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[HTRORICCTION
£l presente trabajo t1iene come obietivo principal pre--
sentar una ceneralizacion del! Teorema de coeficicrntes universa
les, asl como también, sirve de fundamentacidén basica para el

estudio de la Topologia Algebraica.

Se hace un analisis de la teoria de mdédulos, homomorfis
mos, suma directa, producto directo, médulos libres, mddulos -
de homomorfismos, para después colocarlos en sucesiones exac--

tas y semlexactas.

Las suceslones semiexac*es, sc estudian en forma amplia
v basicamente las sucesiones ascendentes Y descendentes, va -

aque, es sobre éstas que se sustanta el desarrollo posterior

o

#] presente trabajo.

Q.

Se¢ hace un apartado especial para el estudio de mddulos
provectivos v mdédulos invectives con les cuales definimos pos-
teriormente las resoluciones provectivas € invectivas, con to-
dos estos conceptos analicados l1cs sinteticzamoes en dos concep-
tos mu, impcitantes como 16 son:  Funtores Toersidn v o Funtores
Extension, los cuales nos cdan las condiciovnes bdsicas para el
estudio ael Teorema de los loeficientes universales pard homo-

logia y cohomologia.
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Finalmente se hace una generalizacidon de los Ffuntores
torsidn y funtores extensidon inmersos en sucesiones descanden
tes v ascendentes respectivamente y generalizar el teorema de

los coeficientes universales. Obteniendo como resultado fi--

nal la foérmula de Kilnneth.



I NDICE

Pagina No.

CAPITULO I

CONCEPTOS INTRODUCTCRIGCE ittt it e nennnn 1
I- MODULOS ti it ittt it ettt e s e anen s 1
2- HOMOMORFISMOS ...ttt ittt iii it iiie i 3
5-  SUMAS DIRECTAS Y PRODUCTOS DIRECTOS.......... o
4- MODULOS LIBRES. .. i iiii it it 10
5- SUCESIONES EXACTAS v ittt iie i tiieianeanns 12
6- SUCESIONES SEMIEXACTAS ...ttt 17

CAPITULO II

1- PRODUCTO.TENSORIAL .......................... 32
2- MODULOS DE HOMOMORFISMOS.......ciiieiiiiian 41
3- MODULOS PROYECTIVOS ... ..ttt it 51
4-  MODULOS INYECTIVOS ...ttt eennnannn 04

CAPITULO III

1- RESOLUCIONES vttt iiiiiiiiie i iiininnnnenns 85
2- FUNTORES TORSION .t iiii i iiiietiiin i eteneennn 1053
3- FUNTORES EXTENSION vt iii ittt ittt 122
4-  TEOREMA DE LOS COEFICIENTES UNIVERSALES -.... 137

CAPITULO IV

LA FORMULA DE KUNNETH .....iveeiiiiinn, v.. 170



CAPITULO I

CONCEPTOS ~ INTRCDUCTORIOS

1- mopuLos

Definici6bn 1.1

Sea R un anillo conmutativo con unidad 1 # 0 arbitrario.
Un médulo sobre R, o un R-médulo es un grupo abeliano aditivo

X, juntamente con una funcidn

u: R x X > X

gue satisface las tres condiciones sigulentes:

1) La funcidén u es biaditiva, es decir:

ulae + 8,x) = ula,x) + u{s,x)

ufe, x+v) u(a,x) + ufa,y)

Son ciertas para todo ¢,8 en R y todo x,y en X.

[N
~—

Para todo ¢, £ en R y todo x,y en X se tiene

It

ula,ul(t,x)) u(efk,x)
3) Para todo x en ¥

nl,x) = X

La funcién u rzcoibe el nombre de multiplicacion escalar Azl

mdédulo X.



Si definimos a la funcidn u con una notacidén simplifica-

da asi

(a,x) won~ ulae,x) = 2x

las condiciones, uno, dos y tres de determinan

(o + B,x) = (o + £)X = aX + EX
(, X+v) = al(x+y) = ax + ay
(B, x) = oal(gx) = (aB)x

(1, %x) = 1.x

para todo «, £ en R y para todo x,y en X
Definicidén 1.2
Un subconjunto no vacio A de X es un submédulo de X si y
solamente si
1) A es un subgrupo del grupo abelianc aditivo X
2) Para todo o« en Ry todo x en A, aX ¢ A

Proposicidér 1.1

(Teorema de caracterizacidén para submédulos)

Un subconjunto no vacio A de un B-edaulce X es un submddu

lo d, ¥ si v sb6le si cualesguiera gque seen o en R v u,v ¢ ¥,

se tiene:

1) u+ v e A

2) au € A



Definicidon 1.3

Sea A un submddulc arbitrariamente dadoc de un R-mdédulo X

y sea la funcidn

v R x Q

(¢, x + &) = e, x + A ) = ax + A

para todo elemento o en R v todo x + A en (Q donde A = este

i=d e

médulo A con py como multiplicacidn escalar recibe el nombre

de md&dulec cociente de X sobre el submd&dulo A.

Z2- HOMOMORFISMOS

Definicidon 1.4

Un homomorfismo de un R-médulo X en un E-médulo Y es una

funcién

tal cue para todo ¢ en R v u,v en X se cumplen las condicio-

nes siguientes

1) f(u + v) = £{u) + f£(v)

2) filaeu) = aof(u).

Definicidédn 1.5

Sea h: X > Y un homomorfismo de un RP-m&dulc X en un

R-m&édulo ¥, h es un monomorfismo si h es inyectivo.



Definiciétn 1.6

Sea h: X > Y un homomorfismo de un P-md&dulo X en un

R-mdéduloc Y, h es epimorfismo si h es sobreyectivo.

Definicidbn 1.7

Sea h: X > Y un homomorfismo de un R-médulo X en un

R-m&dulo Y decimos gue h es un iscomorfismo si h es inyectiva

y sobreyectiva.

Definiciétn 1.8

Dos R-médulos X e Y son 1somorfos si y sblo si existe un

isomorfismo h: X > Y esto lo denotaremos por

Proposicién 1.2

Sean ¥, Y, Z R-mbddulos arbitrarios, la aplicacidén com-

puesta g o £f: X ——> 72 de dos homomorfismos f£f: X —> Y ¥y

a: Y > Z es un homomorfismo, llamado homomorfismo producto.

Proposicién 1.3

Para cualcuier homomorfismo h: X > Y de un R-m&dulo X

en un R- médulo Y, la imagen



h(a) = {h(x)/x ¢ A}

de un submddulo A de ¥ es un submédulo de Y, y la imagen in-

versa

h=1(B) = {x ¢ X/h(x) ¢ B}

de un submddulo B de Y es un submbdulo de X.

Observaciétn 1

1) Si el submbédulo A de X es el propio X la imagen

2) si el subm6dulo B de Y es el submbddulo trivial 0 de Y, la
imagen inversa
ker (h) = h=1(0)
es un submddulo de X llamado nficleo del homomorfismo

h: X —= Y.

3) La coimagen coim(h) yv el conlclec coker(h) de h: X

son los médulos cocientes

coim(h) = EEETHT

Y
Im(h)

coker (h) =

de los médulos X e Y, respectivamente.

Proposicidn 1.4

Si h = g o f£f denota el producto de los homomorfismos



f: X

>Y vy g Y > Z de R-mbédulos entonces las proposi-

4

ciones sigulentes son ciertas

1) Si h es monomoxrfismo, lo es tambien £

2) Si h es epimorfismo, lo es tambien g

Proposicién 1.5

El producto h = g o f de los homomorfismos f: X > Y

y g: Y > Z de R- mbédulos es el homomorfismo trivial si y

sblo si

Im(f) c ker(g)

5~ SUMAS DIRECTAS Y PRODUCTOS DIRECTOS

Definicién 1.9

Se dice que el mddulo G es la suma directa de la familia

F = {Gi: i=1, 2, ..., n: de submddulos de G si se cumple
1 = G, + + ... + G
) G 1 GZ n
2) ¢. 1 .0, 6. = {0} para todo i # 7
i i#3 7

escribiremos a G en este carco

}=-

N
I
@
)



Teorema 1.6

Sea G un médulo v F = ¢.: 1 =1, 2, ..., n- una familia
de subm&édulos de G.

n
G =8, G, si y solamente si tocdo elemento de G tiene una

representacién Gnica como suma de elementos g de G, -

De igual manera podemos definir la suma directa de una

familia arbitraria de médulos.
Definicidn 1.10

Se dice que el médulo G es la suma directa de la familia

F = {Gi/i e I} de submbdulos de G si se cumple

7
ier *
2y ¢, 0 6, = {0] para todo i # j, en este caso escribi-
1+3
mos
G = & G
i1 -

PRODUCTOS DIRECTOS

Consideremos una familia arbitrariamente dada
F = {Xi/i ¢ M}

de R-médulos Xi y designemos con



el producto cartesiano de la familia F.

Un elemento de P es una funcidn

f: M —- U

del conjunto M de indices en la unidn U de 1os conjuntos X,

tal gque f (i) = X, para todo 1 e M.

Definamos una operacidn binaria en P, considerando, para

dos elementos f y g de P, la funcidn

> |

f + g: M

determinada por (f + ¢) (i) = £(i) + g(i)

para

todo indice 1 ¢ M. Se puede comprobar fdcilmente gue es-

ta operacifn binaria dota de la estructura de grupo abeliano

aditivo al conjunto P.

para

para

dado

El elemento 0 de P es la funcidn

O: M

i mnas 0(i) = 0 e X

todo 1 & M.

El elemento opuesto de f ¢ P es la funcidn

-f: M

> |l definida por
(=€) (i) = -[£(1)]

todo 1 = M.

Definamcs la funcidn i de la sigulente manera
Lt Rx P — P

(a,f) v y(a,f) = af: M

U

por



para todo 1 ¢ M. Se comprueba flacilmente gue esta funcidén u
dota a P con una estructura de R-méddulo gue es conocido con

el nombre de producto directc de la familia F.

Definicién 1.11

Si Xi = X para tode i ¢ M, la funcién

6: X > P definida por
[6(x)] (i) = x para todo i ¢ M, lo llamaremos homomorfis-

mo diagonal.

Definicién 1.12

Sea Xi = X para todo 1 ¢ M y sean
§: X > o Xi el homomorfismo diagonal
ieM
v ¢: 7w X > oY, definida mediante
ieM ieM
[o(£)] (1) = h [£(D)]

il

para todo Indice i ¢ M llamaremos producto directo restringi-

T

I
5:

do de la familia H X, — Yi/i c M* a la funcidén ¢

i° i
definida de la siguiente manera

¢' = ¢ o ¢: T Y

Teorema 1.7

g o f de dos homomorfismos

351 el producto h

f: X

>Y y g: Y > Z de R-mb6bdulo X, Y, Z es un isomor-

BIBLIOTECA CEETNAI
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fismo, entonces se cumple

1) £ es monomorfismo

2) g es epimorfismo

3) El m&bdulo Y es descomponible en la suma directa de imf vy
kerg es decir

Y = imf & kerg

- MODULOS LIBRES

Definicién 1.13

Se llama médulo libre sobre un conjunto S, a una funcidn

L y un mdédulo F con la siguiente propiedad universal.

Para toda funcidn f: S > X en un médulo X, existe un

Gnico homomorfismo g: F —> X de manera cue el siguiente dia

grama es conmutativo

S >/F
£ g
.

g o L = £

Propesicidn 1.8

Todo médulc es iscmecrfo zl cociente de uiv mddulo libre

BEFIvERmIDAr ne EL ®anyamaw '

——————e

s s
,_lIBLIOTlCI CENTRAL !’

e
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Demostracidn

Sea S c ¥, un conjunto de generadores de X, y F el médu-

lo licre sobre &, tenemos el siguiente diagrama.

S ———> F

i £
X
existe entonces un Unico homomorfismo f: F —— X de mddulos

tal gque £ o L = 1.

Probemos que f es sobrevectiva.

como S genera a x tenemos ¥ c¢ Imf
de aqgui gue f e= sobreyectiva

Luego

h
b
?

kerf

Teorema 1.9

Si el par formado por un R-médulo F v una funcidn

£

W

F de 5 en F es un R-médulo libre F sobre el conjun-
tc S, entonces f es inyectiva y su imagen f (<) engendra el mb

dulo F.
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Teorema 1.190 (Teorema de Unicidad)

Si (F,f) v (F;f') son R-m6dulos libres sobre el mismo
conjur.to S, entonrnces 2xiste un Gnico isomerfismo j: F ——— 7!

del médulo F sobre el médulo F' tal gque j o £ = f'.

Teorema 1.11 (Tecrema de existencia)

Para cualguier conjunto S, existe siempre un R-médulo 1i

bre sobre S.

Corolario 1.12

La suma directa de una familiez arbitraria F = {Xs/s < S!
con Xs * R para todo s ¢ S es isomorfa al R-mb&dulo libre en-

gendrado por el conjunto S.

5- SUCESIONES EXACTAS

Definicidon 1.14

Una sucesién exacta de mddulos y homomorfismos es una su

cesidn finita ¢ infiniza

=
<

p Y L

(NN

RPN

tal que la imagen del homcmcrfismo entrante cocincide con el
nlcleo del homomorfismo saliente de todo mbédulo distinto de

los extremos (si existen) de la sucesidn, es decir

{—ﬁBUOTICA CENTR

(]
EWIVERSINAD ~* Th BARYV
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Imf = kerg

en todo mdédulo distinto de los extremos.

Definicidn 1.15

Toda sucesidn exacta de la forma

0 sy .y £ . 7 0

v

le llamaremos sucesidn exacta corta.

Observacidn 2

1) Es facil probar gue la sucesidn

0 s x oy 2.7 - 0

es exacta si y solamente si

i) f es inyectiva
ii) Imf = kerg

iii) g es sobreyectiva

2) Dado cualguier mdédulo X, lo podemos poner en una sucesidn

exacta corta de la forma

0 ~ M - F =~ X ~ 0

donde F es un R-mddulo libre.

Efectivamente, en la vrueba del resultado de la proposi-

.= - r - 4
cidn (P1.8). Dadec cue X = Targ’ ©S clarc gue la sucesidn

i £

0 —=> kerf > F > X > 0

es exacta, donde i es el homomorfismo inclusién.
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Definicidn 1.16
Se dice cgue el subm&dulo F es un sumando directo del mé-
dulc E, si existe ur submédule M e E, tal cue
E=F & M

Definicidn 1.17

Una sucesidn exacta

>Xf>Yg>Z > ...

de homomorfismos de mddulos se escinde en el médulo Y si vy so
lamente si el submddulo F=Imf = kerg del médulo Y es un suman

do directo de Y.

Teorema 1.13

Si una sucesidn exacta

> X > Y > 7 >

de homomorfismos de R-médulos se escinde en el mddulo Y, en-

tonces Y es isomorfo a la suma directa Imf & Img.

Demostracidtn

Por definicidn, Y se escinde en 1a suna directa del sub-

moédulo A = Imf y otro submddulo L, basta probar que 5 . Img.

Consideremos la restriccién

h=g/B: B—> Z

[1NBUOTICA CENTRAI

ENIVEREIDAR BE PR BARTASW

S ——r e 2
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entonces h es un homomorfismo del mé&dulo B en el médulo 7Z.

Como la sucesidn es exacta tenemos que
kerg = Imf = A, 2 N B = {0’ por definicidn de suma directa.

Se sigue gue h es monomorfismo.

Probemos que la Imh = Img.

Sea

z ¢ Img => ]y € Y tal que gly) = z

como Y = A+ B =>daeAvybeB tal que

y =a+ b
entonces z = g(y) = gla+b) = g(a) + g(b) = h(b)
ya gque a ¢ A, serd que gfa) = 0
esto implica gue la Imh = Img.

Corolario 1.14

Si una sucesidn exacta corta

0 > X £ > Y 9 - 72 — -~ 0 de homomorfismos de médu-

los se escinde, entonces Y es isomorfo a la suma directa

DA I/

Esto resulta del hecho que siendo f inyectiva Inf = X ¥

como g es sohrevectiva Img - Z.

Corolario 1.15

Una sucesibn exacta arbitraria
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.o > X > Y > 72 —> ... de homomorfismos de mdédulcs
se escinde en el mddule Y si existe un homomorfismo
h: Y —> X tal gque la composicidén h ¢ f es un isomorfismo

X,

del mdcluls ¥ en el médule M e este <aso Eeneros

Y = Imf & Img

1

X ® Img

Efectivamente

Como h ¢ f es invectiva por proposicidén (P1.5) f es in-

vectiva luego Imf = X.

Corolario 1.16

Una sucesidn exacta arbitraria

>Xf>Yg>Z > e

de homomorfismos de R-mddulos se esciende en el mddulo Y si

existe un homomorfismo k: Z > Y tal gue el producto g o k

es un l1somorfismo del médulo Z en el mddulo Z, en este caso

tenemos
Y = Imf & Img = Imf & 2
Definicién 1.18
Sea f: X —: Y un homomorfismo arbitrario de un mddulo

¥ en un médulo Y, un inverso por la izguicrda de f, 2s un ho-

~

memorfismo h: v — X tal que 21 produceo h ¢ £ es €

fismo identidad del mddulo X.

An&logamente un inverso por la derecha de f es un homo-

morfismo k: ¥ —= X tal gue el producto f o k es el isomor-

PSS
( FEN—
l. S1l= 1
1
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fismo identidad del m&dulo Y.

Corolario 1.17

Para cualcuier sucesidn exacta corta

0] > ¥ £ sy 2 5 7 ~ 0 de homomorfismos de R-médulos

las proposicicones sigulentes son ecuivalentes.

i) La sucesidén exacta corta se escinde
11) Fl homomorfismo f tiene un inverso por la izguierda

111) El homomorfismo g tiene un inverso por la derecha.

E- SUCESIONES SEMIEXACTAS

Definicidn 1.19 .

Se dice gue una sucesidn finita o infinite

>Xr>Yg>Z—L-...

de homomorfismos de R-m&dulos es semiexacta si y sblo si la
imagen de todo homomorfismo de llegada est& contenida en el
ncleo del correspondiente homomorfismo de salida, en todo mé

dulo cue no sean los de los extremos de la sucesidn en caso

de que existan dichos extremos.

Observacidn 3

1) Es claro gue una sucesidén de R-mbdulos es semiexacta si y

s6lo si la composicidén de dos homomorfismos consecutivos
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g o f es el homomorfismo cero.

2) Toda sucesifén exacta es semiexacta, pero no toda sucesidn

semiexacta es exacta.

Definici6tn 1.20

En una sucesidn semiexacta

de R-mbédulos, se llama m&dulo derivado de C en el mddulo Y,

kerg

al médulo cociente TolET

romentario 4

1) Si los Indices usados en una sucesidn semiexacta C son de-
crecientes, llamamos a C un complejo de cadenas v los homo
morfismos de C se denotard@n con el simbolo . Por ello un

complejo de cadenas tiene la forma siculente

a o
n+1 n

cC: ... —> —> C > C _— ..
Cn+1 n Cn_1
con ¢ g = 0.
nn © n+1
En este casc, los elementcs de c_ se llaman cadenas n-di

mencionales y los hcnomenrfismos se llaman operadores frontera:

19

denotaremos &l kexr : por

. n(C) v se llama el m&dule dz leos

n-ciclos de C; la Im 3 .1 S Cn la denotaremos por Bn(C) v se

llama el m&édulo de los n-fronteras de C; finalmente el mbdulo

derivado de C en el mdédulo c_ se dencta por
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vy se llama el n-ésimo médulo de homoloaia.

2) Si los iIndices usados son crecientes, entonces la sucesidn
semiexacta C se llama un complejo de cocadenas y los homor
rismos se denotan con el simbolo ¢; adem&s en lugar de sub

Iindices se usan superindices, un complejo de cocadenas tie

ne la forma

C: ... > C

en este caso en lugar de los términos cadenas, ciclos y
fronteras, se usan cocadenas, cociclos y cofronteras res-

pectivamente y el médulo

se llama el n-€simo médulo de cohomologia de C.

Definiciébn 1.21

Dados dos complejos de cadenas de R-mdédulos

d o
n+1 n

Se llama homomorfismo <e complejos o transformaciones de

cadenas f: C > D, a toda familia f = {fn: c. —> Dn/neZ}

de homomorfismos de méddulos de manera que ¥n ¢ Z, el siguien-




te diagrama es conmutativo

n r|1—1
£ | !
n . | n-1
S <
—> D > D
n n-1
es decir 5 o f' = f o 6 , ¥n e Z
n n n-1 n

Proposicidén 1.18

Dada la transformacidn de cadenas f: C > D el homomoE

fismo fn: C > Dn induce un homomorfismo

n

entre los respectivos mbédulos de homologia definimos Hn(f) de

la siguiente manera

ker ¢ ker o'
n n
H (f): >
Im [AY 8'
n h+T modl Ly
¢+ 3 A x + Im ¢ = + Im &
x Im i Hn(f)( Im cn+1) fn(x) L

=

Comentario 5

1) La transformacidn de cadenas iden:cidad i: ¢ -—- C. es la

familia de homomorfismos identidad

1 =4{1:¢c ——= Cn/neZ}

es claro que en este caso H (1) es el homomarfismo identi-
BIBLIOTECA CENTNAL |
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dad del mdédulo Hn(C), ¥n e 2

2) 1 £f: ¢ —=> D v g: D - E son transformacicnes de ca-

denas, entonces la familia

> E /n ¢ Z} es un homomorfismo de cade
n &

nas v lo denotamos por

> B

g o f: C

de nuevo es de facil comprobacidn que

Hn(g0f) = Hn(g) o H (£), ¥n = 7

n

3) Se llama sucesidn descendente trivial, a una sucesidn des-
cendente 0 tal que, para todo n ¢ z, On consta de un sélo
elemento, como toda sucesidn descendente trivial es exacta,

tenemos Hn(O) = 0 ¥n ¢ z.

4) Recibe el nombre de homomorfismo trivial de una sucesidn
descendente C en una sucesidn descendente D, el homomorfis

mo h: C

> D tal que hn es el homomorfismo trivial del
mddulo ¢ en el mddulo b para todo n ¢ z, expresaremos

n
con h = 0, h es el homomorfismo trivial.
Definicidén 1.22
Se dice gue 4dos transformaciones de cadenas { y g del

complejo C ern <1 complejo D son homotdépicas si existe una fa-

milia de hemomorfismos

> D n £ 2} de manera qgque
n g n+1/ . q

h = {hn: c

BIBLIOTECA CEM
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o! o = f - 7 c
ntl © hn + hn_1 o 9 r C_]n ¥n Z

es decir

en este caso decimos gue h es una homotopfia de cadenas entre

las transformaciones f y g y lo denotamos por

h

f g

Propesicibdn 1.18

Si dos transformaciones de cadenas f y g
f, g: C —> D son homotdépicas entonces para todo n ¢ z

H (f) = 8_(qg) ¥n e Z
I I

Definici6én 1.23

th

Decimos gue O C - D 5 . E . 0 es una suce-

sién exacta de complejos de cadenas, si1 ¥n € 2z
fn ~ 9n

C —-- — ——> FE —: 0O
I I 11

L

es una sucesidn exacta de P-mddulos.

BIBLIOTECA CENTRALI

| smvaRmivae



Proposicidén 1.20

Fh
Q

Si 0 = C - D ———. E —> 0 es una sucesidn exacta

de complejos de cadenas erntonces la sucesidn

es exacta para todo n & Z.

De la proposicidén (P1.20) obtenemos sucesiones exactas
en los grupos de homologias gue pueden ser conectados para
formar una séla sucesidn exacta llamada precisamente la suce-
sidén exacta de grupos de homologia del complejo de cadenas
ver el proceso de construccidén de §* en

donde a; es 21 homomorfismo de conexidn el cual se define

g*: H (E) > H (C)
n n-1
Z + Ima" v 2% (z 4+ Ime" ) = x + Im ¢
n+1 n+1 n
donde f (x) = 3'(yv) v g (y) = z
n-1 11 be}

Lema 1.21

El elemento % + Im 5r £ Er-1(c> es independiente del ele

mento v & DV de aquf gue depende nada mé&s del elemento

z + Im 8n+1 € Hn(E)
Demostracibn
Sean y;, y, ¢ D_ de manera que gn(yl) =g, (yy) =2z vy

consideremos gue x, es el elemento gque cumple con

1

‘ BIBLIOTECA CENTRAL
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fn_1(x1) = an(Y1) y que X, es tal aque fn_1(x§) = ﬁg(yg).

Como v v, ¢ ker g = Im f , existe a ¢ C_ de manera que

! 2 “n n n

fr(a) =Y, - ¥Y,, POT la conmutatividad de el diagrama se tie-
\ o

ne gae

ally, — yvo) = £ (x, - x,) de a qui cue

X, = X,= 5 _f(a) ¢ Im c lo gque implica

Lema 1.22

La funcidn 3*: H (E) ——=> H (C} es un homomorfismo de

R-m&dulos.

Comentario 6

En base a lo anterior a partir de una sucesidn exacta

corta de complejos de cadenas

th
0

obtenemos una sucesidn

n+1
cen >H_(C)
l

Eh Hn(f) H_(g) ax H (£)

BuaLﬂjTlf}ﬂ CENT

L L b
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Teorema 1.23

La sucesidn de homologifia de toda sucesidn exacta corta

ca ccmplejos de cadenas, es exacta. Te decir dada una suce-

sidén exacta de complejos de cadenas.

S: 0 > C £ . D 2 - E > 0; obtenemos una sucesidn
exacta.
a* B (f) 4 (g) , Ho . (f)
-1 * -
2o 2w 2o sm ey (@ 2
n n n n-1

la cual es llamada sucesidn de homologias de la sucesibn exac

ta S.

Observacitn

Consideremos una sucesidn exacta corta de S de sucesiones

descendentes

f g

n
: > B ——= 0
n n n

es una sucesidn exacta corta de R-mdédulos para todo entero n.

Proposicibm 1.24

Si en la sucesibn exacta corta (S), dos de las tres suce-

siones descendentes C, D, E son exactas, también lo es la ter
BIBLIOTECA CENTRAL
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cera.

Demcstracibn

Consideremos el siguilente diagrama

l f 1 l a 1 l
0 > C L_> D n—> E —> 0
n+1 n+1 |n+1
‘ | n+1 f - gn+1(bn+1)~y
2 3" - o
‘n+1‘ “n+1 o ‘ n+
l |
£ c
0 > C o oD - . E > 0
n n n
a vvun> b -f (a ) — g (b )=x
| n+t n n n < n n
| { 8' (t |
| & I~ 11
nl ¢ noq |dn
(. ;
f g
0 > C : n-1, Dn ; n-1 . Er ] > 0
- - -
Y - — . =z
On(an) an-1 v fn—T(a ;) (bn)

Las filas son exactas los rectdngulos conmutativos v las dos
primeras columnas son exactas; probaremos la exactitud de 1la

tercera columna.

Sea x ¢ ker @', buscamos y ¢ E tg 5
n - n+1 n+1

Como ker ¢" ¢ E_y y_  es5 sobrevectiva, %b e D tal que
n n n n n

g (b ) = x, por la conmutatividad del diagrama.

g _ (3! (b)) = 8"(g (b)) = 3"(x) =0

n

esto implica que x ¢ ker 8; por lo tanto



2' (b ) e ker g _, =1Imf ., es decir
Ean_1 e C _, tal que £ _.(a ) = an(bn)
esto implica que {a_ & C_ tal que & (a ) = a
n n n n n-1

de nuevo por la conmutatividad del diagrama

a;l(fn(an)) - fn—1(an(an)) - fn—1(an—1) - 8r'l(bn)

asi

I _ 1 —

dn(fn(an)) an(bn) 0

3'(f (a)) = 8'(b ) =0

n n n n n

8'(b ) - 3'(f_(a)) =0

n n n n n

3' (b - £ (a_)) =0

n n n
=> Db = f (a_) ¢ ker 3' = Im 9! para el cual existe
n n n n n+1

bn+1 £ Dn+1 tal que

a! (b ) = b - f (a ) v por la conmutatividad del diagra
n+1 n+1 n n n - —
ma
gn( I'1+1(bn+1)) . 8;+1(gn+1( n+‘l))

n+1(gn+1(bn+1)) - —n(bn - fn(an))

31;4'1 “n-+1 (bp+1)) - gn(bn) - gr.(fr(an)\
C“’r;~1~1(gn+1(bn+1)) - gn(bn)

Cher Ty (Bg)) = ox
tomando y = gn+1(bn+1) € En+1 tenemus cue

";+1(y) = yaslxe Ini" |

xer 3" ¢ Im o"
n+1

BIBLIOTECA CHNTRAL |
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probaremos ahora que

2" c ker o

Im =
n+1 I

consideremos el sigulente diagrama

| |
0 e 2t b ntl. E > 0
n+1 n+1 |n+1
b -7 v =
n+1 Cn+1 gn+1(bn+1)
5 30 e lan
n+1 n+1 € | n+
f g ol
0 > C LI LIS E > 0
n n ‘I’l
— n
y~_8n+1( n+1)
’O\ll
4 n
n-1
n-
Dn—1 - En—1
Sea y ¢ Im 2" se probard gue a;(y) =0
An = ~o - «
y e Im Gn+1 3Cn+1 £ En+1/on+1 (Cn+1) Y
como g__ ., es sobreyectiva :bn+1 £ Dn+1 tal gue

g (b ) = ¢ como el diagrama es conmutativo

n+1 n+1 n+1/
gn(dn+1(bn+1)) = on+1 (gn+1(bn+1)) = 3n+1(cn+1) = ¥
5M (y) = e o

\n(E n(gn( n¢1( n+|)>

o — N '
n(Y> (gn—W ° ‘n)(an+1 bn+1
’3" = 1 ~ 14

kn(y) Tpowte (On+1\ n+1>>
"y = ¢ ny =0

n < ‘n—1(

RIBLIOTECA CENT
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probancdo asi el resultado es decir

Im " = ker "
n+1 n

Homomorfismo de conexidén para sucesiones asendentes

A continuacidén se tratard el proceso de definicidn del ho
momorfismo de conexidén (&*M) del médulo H' (E) en el médulo

+
g ey, vn e 2.

n

§*¥0: H (E) > H (C)
N ker 6n+1
Sea z + Im & = 11
Im &°

!
4
f a
- - -1 “n-1 -
0 N Cn n 1> Dn n S En - 0
| ! |
n n n
8 J 5
©1 ©q 1
v - 4 o l
0 n n n n n
~ C > D ~ E >
N - a (y)=z
(N ~n+ ~n+ 1
o] v C
1 1 | 11
‘ne1 Tat1 Ynet Gnan Lo
+ n n “n+ n N
0 i ?._ n+1 o+ P 7 E > 0
x w«_f,f(x):@w(y)‘-_
n+2 | | a2 ni+2
. 6t P
‘ ; | [
d _ 4 d
+2 +2 +2 + +2
0 N Cn n nn n 2> n -~ 0
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Z £ En v g es sobreyectiva, esto implica fy e D tal que
z = g (y), por la conmutatividad del diagrama
.n+1, _ . .n+1 NS ¢ _
gnH(c1 (y)) = & (g (y)) = S (z) = 0
n+1 .
gn+1(61 (y)) =0 asi
SN - Im £ 1 1
] y) € ker g_ . = Im f ., para el cua
3x e ™ ral que fn,1(x) = é?+1(y)

por la conmutatividad del diagrama

n+2 n+2 _ .n+2 n+2 _
£, 7)) = ¢TNE L (x)) = 8T (e T (y)) = 0

dado gue fn+2 es monomorfismo 6n+2(x) = 0 y asi

n+2 N
x ¢ ker § con el cual se puede definir

I n .n4+1 R o o
¢*0(z + Im 6 y = x + Im & , dcnde fn (x) = 6 V) Y

. Xn . .
Es facil probar gque ¢ es una funcidn probaremos a continua-

cidn gue

+ .
¢*n: HO (E) > g" 1(C) es un homomorfismo de médulos.
Sean
n+1
ker ¢
. n LT 11
z + Im ¢ \% z + Im & —_—
i 11 - 2 1 n
Im ¢
i1
n n+1 n+1

&¥D(z 4+ 5 = + : (3 = ¢ 7 =z

(z +Im 011) X, Im , fn+1\\1) ] ( 1),gn(}1) :
* 1 - I LN = ’n+w X X, = Z
N (22+Im v11) x, + Im ¢ , fn+1(X3) & (*2),_n(12) 4
.F 7 — I ( Al I\ )
_n+1(> +x2) Lo ix 7 fIHI X,

n+1 S+
+ +
e (0 7%) 6, (vy) & (vy)
n+1

£ X +x = ¢ +v
n+1( 1 2) 1 (*1 }2)

et e o

| BIBLIOTECA CENTRAL
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g (v *y,) =g (y.) + g (v,))

exn(z +Im €)) + (z,+Im

cxn| ¢ D
6 [LG+Im ¢, + (2,+Im
%11 n
& [(21+Im ¢,,) + (z,+Im

6*?[ (z +Im ¢ + (z,+Im

11

é*nI(z1+Im ¢ ) + (z_+Im

11 2

P

31

N
o

+1
x1 + Im ¢ + X, + Im 6n

E*0 (z +Tm &7 ) +6*" (z_+Im &7
(z +Im &, )+&*0(z +Im &)

§*N eg un homomorfismo de mddulos.

(-_..-——-——T:";\' ~
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CAPITULG T1I

1- PRODUCTO TENSORIAL

Definicién 2.1

Sean A y B dos R-mbédulos cualesquiera y consideremos el
producto cartesiano A x B de los conjuntos A y B, una fun-

cidn

g: A X B > X

de A x B en el médulo X es llamada bilineal si y sblo si

B1l) glaya; + ajpay,b) = ajgla;,b) + Otgg(aZ,b)

B2) g(aiB1b; + Brbj) figlaib;) + B2gf(a,by)

para todo a;, a,, a ¢ A, b;,by, be By ay, o, 87, By € R

Definicién 2.2

Un producto tensorial (sobre R) de mbédulos A y B, es un

médule T junto con una funcidn bilineal

f: A x B > T
tal que, para toda funcidén bilineal
g: A X B > X

de A x B en ¥, existe un Unico homomoriismo
h: T ——> X
del médulo T en el médulo X, que satisface la relacidn de

conmutatividad

- i

S
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en el siguiente tridngulo

Teorema 2.1

Si un R-médulo T con una funcidén bilineal f: A x B
es un producto tensorial sobre R de los médulos A y B, enton-

ces la imagen f(A x B) genera al mdédulo T.

Teorema 2.2

si (T,f) y (T',f') son productos teqscriales sobre los

médulos A y B, entonces existe un Gnico isomorfismo

j: T ——> T

del médulo T en el mé&dulo T' tal gue

Teorema 2.3

n

Dados dos R-mbédulos cualesqguiera & v B, existe un produc

tec tensorial sobre R de 2 v B.

De este resultado todo par de médulos A v B sobre R de-

terminan un producto tensorial (T,f) esencialmente Gnico; este
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médulo T se denota usualmentc por A & B y recibe el nombre de
producto tensorial sobre R de los médules A v B v a la funcién

bilineal f: A x P —— T la denotaremos por |[: A » B — A Q R

v oLa denominaremos aplicacidn tenscrial

= .

T: A x B > AN B
(a,b) ~~n— J(a,b) = a® b

el elemento a @ b recibird el nombre de producto tensorial so-

bre R de los elementos a y b.

De el teorema (T2.1) tenemos que [ (A X B) genera el médu-

lo A® B, todo elemento t de A & B puede ser escrito en la for
ma
n
+ = o
1=1
donde a; ¢ A, bi e B vy Y € R, para todo 1 = 1,2,...,n

Proposicibn 2.4

Sean X, Y, Z, R-mddulos entonces, se cumnle aue

NS
54
2

<
2
N
!

A2 Y@® Z=YE (Y& Z)

)

; X B R - 4 - P B X

Definicidn 2.3

Si f: A —> B v g: A' —> B', son homomorfismos de

L =

mbdulos, entonces la aplicacidn bilineal —



f xg: A x A'
en este caso si A x B —> L& B yv A' x B' —: A' @ B' son
10g respectivos procductos tenscriales; Lenemos el siguiente

diagrama

A x B s A B B

fxg k
! -

A' x B' 1 > A' @ B'

en donde | o (fxg) es bilineal, y por la propiedad universal
del producto tensorial, existe un UGnico homomorfismo de mddu-

los

k: A& B - > A' B B'

de manera que

es decir tal que

k(a ® by = f(a) & a(b)

denotamos a este homomorfismo k por f ® a v se llama el produc

to tensorial de los homomorfismos f v g.

Proposicidn 2.0

1) 81 lA: A —== A Y iB: B —> B, son lcs homomcrfismos
identidad entonces lA & lB: AR B > A ® B es el homomor

fismo identidad de A & B.



2)

Si f: A >a', £f': A" —> A", g: B > B' vy
gl: Bl > Bll
Son homomorfismos de médulos, entonces
(f'cf) 8 (g'eg) = (£f' @ g') o (£ B q)
consideremos el siguiente diagrama.
A B . nan &8
fxg fog
. ! v
A ¥ B . At @ B
fIXgl| fl@_cl
v " v
A" b BH -|- > A" E Bll
de el cual tenemos
(f'xg') o (fxg): A x B > A" ® B"

esta funcidén es bilineal,

k: A BB —

koT: T"o(f'xg') o

existe un Gnico homomorfismo

A" @ B" tal cue

(fxg) = T"o(f'ofxg'oq)

donde k
k = (f'ef) @ (c'eg) es decir
(f'ef) ® (g'og) e« [ = (£ ® g') o [' o (fxqg)
(£'ef) ® (g'eg) ¢ T = (£' _ g') o ' o (fxq)
= J" o f' x g' ° f x g

y por la unicidad del

(f'ef) ® (g'eg) = (f'

homomorfismo k tenemos

® g') o (f® g)

36
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Teorema 2.6

Si los R-mbédulos A v B son descomponibles en suna direc-

ta
a=1] A, E= | B
UeM VEN
de submédulos, entonces 2 8B = | A _ G B,
(U, V)
Demostracién

Sean 1_: A
U U

> Ay 3, By > B los homomorfismos in

clusidén y su producto tensorial

para todo U e M y V ¢ N.

Por definicidn, todo elemento s de la =uma directa

donde F es un subconjunto finito Zde M x N y Xy = AL B Bv'
para todo (U,V) ¢ F, definamos un homemorfismo
h: € > A BB
. - o . .
s nan= h(s) = ) (.‘LU Q ]V) (XUV)
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vor otra parte consideremos las proyecciones naturales

Pyt A — AU y ¢, B —> B, juntamente con su producto

tensorial

P, & g+ 2 @8 B —: A ® B

T i I \Y)

para todo U ¢ M, V ¢ N el producto restringido de
ﬁ \ 7 < i
{pU qv/V e M, \ N .
define un homomorfismo

k: A 8B > S

probaremos que h o k es el homomorfismo identidad sobre A 8 B.

Sean a ¢ A y b ¢ B

hlk(a & b)]

Il
oy
—

~
&)
229
8]
o
=1
o’

L

= (UZV)( u 8 jv)(pU = qv)(a oo b)
= (UZV) L(iUopU)(a)J @ _(3,eq,) (b)]

= [Jti ep @] @ [](3,.q,)0)] =aehb
U

<t

como los elementos a ® b generan al mddulo A B B sobre R, re-

sulta ser h ¢ k homomorfismo identidad sobre 2 § B.

Prokbaremos que k o h es el homomorfismc identidad sobre

Sean ¢ = M, F e N, a ¢ AC v b e B, artitrariamente da

consideremos ademéas

Q
o}
W

apbe Aa & B8 c S

EBUOTECA.CENTHAL

BHIVERmImAD P mn, MARYA e

e



39

kih(a & b)]

I
e
-
}_J
&
-
™
o))
2
o
1

como los elementos a & b generan el mdédulo S, se deduce que
k o h es el homomorfismo identidad sobre S, lueco h y k son

isomerfismos.

Teorema 2.7

> A' v g: B

=

> B' son epimorfismos de

R-médulos entonces el producto tensorial

h=f gg: AgB > A' g B'
sobre R es también un epimorfismo y su nicleo kerh es el submd
dulo M de A ® B engendrado por los elementos a @ b de A @ B

con a £ kerh o b e kera

Corolario 2.8

Si f:+ A —» A" y g: B > B' son isomorfismos de

P-médulos, entonces el productce teuscrizl

h =7 8 qg: » B B

1
|
I/
>
1
s}

es también un isomorfismo

—5\‘—
BiBLiOT
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Teorema 2.9

. P . . i g

Si M es un R-médulo arbitrario v A - B c — 0

es una sucesidn exacta corta, entonces la sucesidn
. o
e M. pge o can —- 0

es tambié&n exacta.
Teorema 2.10

Si la sucesibn 0 > a -t p 9 > 0 es una su-

cesidn exacta corga descomponible entonces la sucesidn

0 — - naMmi®.  game&. cauM > 0
e€s exacta y se escilinde.
Demostracién
f a .
Como @ > A > B —> C ~ 0 es una sucesidn exac-
ta gue se escinde, existe h: B —: & tal que
h o £ = 1.
esto i1mplica que
(h 8 1M) o (f © Ly) = hof & 1,
=L,8 1y = 1,y
luego por (1.17) la suce=1idn
0 sagmIi®.opgepm i, caw > 0

se escinde

S ————————————

BIBLIOTEC! CEMTRAL

T



41

y como (h & 1) o (f & 1) es inyectiva entonces £ & i1 es inyec-
tiva
luego

0 ——> a0 n i s awEf crmwv .

[ep]

es exacta.

2- MODULOS DE HOMOMORFISMOS

Sean A y B R-mbédulos cualesquiera y consideremos el con-
Jjunto

b = HomR(A,B)
de todos los homomorfismos del m&dulo A en el médulo B.

Definamos una adicidn + <. este conjunto ¢ tomande coro

suma de los homomorfismos ¢, ¢: A > B el homomorfismo

i) ¢ + v: A B

V

¢ (x) + ¢(x)

X = (¢ + p) (%)

ii) wd: A —=> B

para todo a ¢ R.

]

Con la adicidn definida en ", + g2 dota de una estructo-

!

ra de crupc zbeliano.

Peor la forma gue est& definido (1i) define unz multipli-

cacidn escalar en el grupo abeliano ¢ asi:

! BIBLIOTECA CENTRAL |

SHIVERBIDAD OF 50 morvammm |
—
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asl ¢ gue dotado como R-mddulo recibiemdo el nombre de m&édulo
de los homomorfismos de & en B; es de notar cue el elemen.o ce

ro de ¢ es el homomorfismo trivial O.

Proposicién 2.11

Para todo R-mbdulo X se tiene siempre

Hom(R,X) =~ X
Demostracidén.
Sea h: Hom (R, X) > X
d = hi(¢) = ¢ (1)

por definicidn de adicidn v multiplicacidn escalar en Hom(R,X),

se comprueba facilmente cgue h es un homomorfismo de médulos.

Probaremos ahora gue h es isomorfismo
Sea
Xx £ ¥, como R es un mddulo libre engendrado por 1, exis-

te un Gnico homomorfismo

en Hom(R,X) tal gue h(¢) = ~{1) = =

estc Iimplica cue h es un isomecitrismce.

NBLlOTICA C‘HI:::,
wuvznsiman =% fF masvas:

.
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Definicidn 2.4

Sean f: 2' —=+ A, g: B —- B' dos homomorfismos cua-

jnn

lesgaiere de R-mé&dulos y ccnzidevemos los nddulcs Hom (2, B)

Hom (A',B') y sea h definida de la siguiente manera
h: Hom(A,B) > Bom(&A',B')
e —'h(d)):Qo(ﬁcf

lo gue ilustra el siguiente diagrama

o=
t
>

—
<

&
\
w

evidentemente h es un homomorfismo del médulec Hom(A,B) en el

médulo Hom(A',B') gue denotaremos con el simbolo Hom(f,qg).

Proposicibén 2.12

1) 8i i: 2 —> A y j: B —=~ B son los homomorfismos iden-

tidad de los médulos A v B, entonces

Hom (i,5): Hom(Aa,B) > Hom (A, 5)

es el homomorfismo identidad del mdduioc Eomr(d,Bj

2, 81 f: A" —~ A, f': A7 — p', g: P —— B',
g': B' > B" son homomorfiswos de mddulos, entonces
tenemos

Hom(fof', a'eg) = Hom(f',o') o Hom e

CERMTRAI

1 BRBLIOTECA C
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tal como lo muestra el siguiente diacgrama

A" —_ _ . B”
fl!’ ':gl
g o _ggwgg_ - —. B!
| g
A » B
d
Hom(fof‘, q'og) (q) = q'ogod;ofof'
Hom (foqg', g'og) (¢) = g'oHom(f,qg) (¢)of’
Hom(feg', g'eog) (¢) = (Hom(f',f')oeHom(f,qg)) (¢)

3) 8i f: Aa' > B' son isomorfismos de mddu-

> A v g: B

los entonces también lo es

Hom(f,qg): Hom(A,B) > Hom(A',B')

Demostracidén

Existen homomorfismos

h: 2 > A' 'y k: B' ——> B tales que hof, foh, kog, gok son

los homomorfismos identidad y por (p2.12) se deduce que los
productes

Hom (h,k) -Hom (f,qg), Hom(f,qg)Hom(h,k)
son los homomonrfismos identidad de los mbécdulos Hom(A,B) v

Hom{&',R') respectivamente

Teocrema 2.13

Si los R-médulos A y B son descomponibles en suma direc-

ta y producto directo ——il

BSUOTESA SRy #LY
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A= ) A B = 1 B_.
C 1
UeM VeN
entonces tenemos
Hom (A, B) = , F‘ Hom(AU,Bv)
{(v,U)
Tegrema 2_14
Siendo f: A' >A Vv g: B > B', homomorfismos de
médulos, el nlclec del homomorfismo

h:

es el submddulo M de Eom(A,B)

M

Hom (Z,B)

>

Hom (f,qg) :

Hom (A',B"')

definido por

{¢ ¢ Hom(A,B) /¢ (Imf) ¢ kerg]

Demostracién

Sea ¢ ¢ M, arbitrariamente dado, probaremos gue
M ¢ kerh, viendo aque hi{(¢) = 0.

Sea ®x = A', como f (%] Imf = a oz M,
tenemos ¢ (f(x)) ¢ kerg. Lueco

[h(i)](x) = (gegef)ix) = g ¢{fC)] =0

lo gue prueba que n(sz) = 0 v de agni aue M c kerh

Sea ¢ ¢ kerh, entonces

geg¢ef = h(¢) = 0 e e—
[ ]

SEivagy,
ll:_.l [ { Y Ill'ﬂ'.. l‘
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y por la proposicién (pl.5) esto implica Im(dief) ¢ kerg por la
relacién conjuntista Im(def) = & (Imf)

por consiguliente obtenemos
¢ _Imf, ¢ kerg

lo gue implica que ¢ ¢ M y por tanto kerh c M.

Corolario 2.15

> B' es un

Si f: A > A es un epimorfismo y g: B

monomorfismo de mddulos, entonces

h = Hom(f,qg): Hom(A,B) —> Hom(A',B'")

es un monomorfismo

Demostracidn

hipbtesis kerg = 0 vy Imf = &
¢ : ker(f,g) =si v s6lo si :-{Imf) = 0
si v s6lo si - (A) = 0 v a1 = =0

lo que prueba el resultado.

Teorema 2.16

Si M <= un R-mddulo arbitrario ¥

f . .
2y > B 2 . ¢ > 0, es una sucesibn exacta de R-mbdulos,

.&BUOTEﬁl ﬁﬁwihﬂp.
ORITERE"T T el s
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entonces la sucesién

0 —: Hom(C,M) Hom (B, M) Hom (&, M)

con f*¥ = Hom(f,1) vy g* = Hom(g,1), donde i: M —. M es el

homomorfismo identidad del médulo M, es también exacta.

Demostraci®dn

Como g es epimorfismo e 1 es monomorfismo, se deduce de

(c2.15) que g* es monomorfismo, como gef = 0, es inmediato cue
Hom(gef,1i) = 0
luego

f*og* = Hom(gef, 1¢i) = Hom(goef,i) = O

en virtud de (p2.12) v (pl.5) deducimos
Im g* c ker f£*
falta establecer la inelusién
ker £* ¢ im g*

rara ello, sea
7 ¢ ker f*, denominemos T = imf = ker g

como f* = Hom(f (i), se sigue de (T2.14) qgue

;Imf] c ker 1 = 0 v

$(T) = o]

M

por elle ¢ (T) = 0, por consiguiente, g¢: R

induce un homemorfismo

it

=

como g es un epimorfismo con T como n@cleo, induce un 1somor-

(TmBLIOTECA CENTRAL ]

- Em




48

fismo

Sea p: B ——: =, la proveccidn natural, obtenemos asi el

3| to

siguiente diagrama

¥o
oy

en €l los dos tridngulcs son conmutativos. Siendo h isomorfis-

mo, podemos definir un homomorfismo

-1
vV o h ": C > M
entonces ¢ o h = ¢ Hom (C, M) v
-1 -1
g*(x o h ") =4 ¢ n c 0=y o p = ¢
luego ¢ ¢ Im(o*) y ker f* c Img¥*

Teorema 2.17

Si la sucesidn de horomorfismos de R-mddulos

f . .
0 ~A =+ pr 9. Cc— 0 es vna sucesidn exacta corta gue
se escinde, entonces Igual suc=de con la sucesiin
Q’* f*
0 > Hom(C,M) = > Hom(B,M) —> Hom{(A,M) > 0
donde f* = Hom(f,1) y g* = Hom(g,i):; 1i: M > M es el endo-
g et e e < T . ’
ﬂBLIOTICl CENTRAL
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morfismo identidad de el m&dulo M.

Demostracidn

Por (Cl.17), f tiene un inverso por la izquierda es de-

cir, existe un homomorfismo h: B > A tal gue el producto
j = h o f
es el endomorfismo identidad del médulo A. Como
Hom(f,i) o Hom(h,i) = Homt(hef,i) = Hom(j,1)
es el endomorfismo identidad de Hom(A,M), se deduce de (T1.7)
gue f* es un epimorfismo y por (T2.16) la sucesidn segunda de

(T2.17) es una sucesidn exacta corta, vy en virtud de (Cl.17)

se descompone.

Teorema 2.18

Si M es un R-mbédulo arbitrario v 0

es una sucesidn exacta de R-mddulos, entonces la sucesidn

0 —> Hom(M,A) — Hom(M,B) —= Hom(M,C)

’.4
jox
0]

con £*¥ = Hom(i,f) v «¢* = Hom(i,g); 1: M — M denota e

momorfismo identidad de M, es también una sucesidn exacta.
Demostracidn

Como f es moromorfismo ¢ i epimorfismo, se deduce de
(C2.15) gue g* = Hom(i,f) es monomorfismo como g ¢ f = 0 es

inmediato gue Hom{i,gef) = 0

————————— e . o

| MBLIOTEGA CUANTRAL |
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luego £* ¢ g* = Hom(ioi, aef) = Hom(i,agcf) = 0 en virtud

(P2.12) v P1.5) esto implica

Establezcamos ahora
ker g* ¢ Im f*

sea ¢ £ ker g*

Como g* = Hom(i,g) deducimos de (T2.14) que
¢(M) = ¢[Imi] ¢ ker g = Imf

puesto que f es monomorfismo, existe un isomorfismo

5: Imf = A

50

de

tal gue foj es el homomorfismo inclusidn de Imf en B. Defina-

mos un homomorfismo

v M > A  tomando ¢ (x) = j(e(x))
para todo x M, entonces es un elementc de Hom(M,A) y
[Ex ()] () = £{5[¢ ()]} = ¢ (=)
para todo x e« M, esto prueba que f*(¢) = ¢ v de acui que

¢ ¢ Imf*, luego

ker g* c Imf*.

Teorema 2.19

Si la siguiente sucesidén de homomorficsmus de R-mddulos

- 0
R
T1uCA C

BBLIO -

guivanmipas 98

ENTRAL |

)
SALTARBE .
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e€s una sucesidn exacta corta que se escinde, entonces igual su

cede con la sucesién

* G'}:

0 — HOm(M,A) > Hom(M,B) = Hom(M,C) —— 0
donde f* = Hom(i,f) v g* = Hom(i,g), donde i: M ——> M es el
endomorfismo identidad.

Demostracidn
Por (Cl1.17), el homomorfismo g posee inverso por la dere

cha, es decir, existe un homomorfismo h: C > B tal gue

es el endomorfismo identidad del m&dulo C, como

Hom(i,qg) o Homii,h) = Hom(iei, geh) = Hom:(i,3j)
es el endomorfismo identidad de Hom(C,M), se deduce de (T1.7)
gque g* = Hom(i,qg) es un epimorfismo, por (T2.17), esto implica

que la sucesidn de la conclusidn de (T2.19) es una sucesidn

exacta corta, se escinde en virtud de (Cl1l.17).

5- MODULOCS PROYECTIVOS

Definicidén 2.5

Se dice gue un médulo X es provective si v sbdlo si, para

todo homomorfismo f: ¥ ——> B y todo epimorrficsmo g: A ——> B
de R-mb6dulos, existe un homomorfismo h: X ——:> A gue satisface
g e h = £

. e i i —

BIBLIOTECA CENTRAL
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haciendo uso de diagrama esta definicidn vuede ser expresada

comoc sigue.

Un R-m&dulo X es provectivo si v sb6lo si todo diagrama

de homomorfismos de R-médulos,

cuya fila es exacta puede ser

inmerso en un ailagrama conmutativo

Proposicibén 2.20
Todo

R-mddulo

Demostracibn

libre es provectivo

52

Sea F un médulo libre sobre 5, y consideremos el siguien

te diagrama
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S X
/S E
[T =
k f 1(x)
__.k | £
v
A —> B ~ 0
a nven= gla) = £(x)

para cualguier x ¢ S, tenemos cue f£(x) £ B
como g es sobrevectiva, existen elementos en A gque son preima-

genes de f(x). Usando el axiona de eleccidn escogemos una de

ellos de una vez por todas, es decir g(a) = £ (x)
Definamos k': § —=> A

X v~ k' (x) = a, ola) = £(x).
y asi tenemos cue g o k' = f o 1 (1)

Usando la propiedad universal de mddulo libre eixste un Gnico

homomorfismo k: T

> A de manera que

de (1) y (2) tenemos que

(éokoi)(y) = {(fel)(v); v = 8
(gok) fv) = f(y); v = S
g o k =1
para z ¢ F, comoc S genera a I, z = 1S, + @-S; + ... + apSp
luego
(gok) (2) = a, (gok) (sy) + oo(gok) (s )+...4+ o (gok) (s,)

(o]
o
et
N
Il

Ci](f(S])) + U:-(f(Sﬂ)) + ...+ O'n(f(sn))



(gek) (z) = fla;s] + ayS~ + ... + npsp)
(gok) (z) = f(z)
luego agok = £

v de esta manera el resuvltadn estd probkado.

Teorema 2.21

Todo sumando directo de un R-médulo proyectivo es proyec

tivo.
Demostracibn
Supongamos que P = U & V yv que se tiene el siguliente dia
crama
U
£
v
A —> B —= 0
a
usando la proveccidn PU: P > U tenemos el sicuiente diagra-
ma
P
U
N
I
£
i
.
A > 5B ——. 0

Q

como P es proyectivo, existe un Unico homomorfismo

k': P

> A tal que gok' = foPU

BIBLIOTECA CENTRAL
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por otro lado sabemos que existe la inyeccidn

it U —— P tal que PU o 1 =1

seclin el siguiente diacrama

P
|
|7 U
k! U
!
‘f
A > B > 0
g
Si tomamos k = k' o iU tendremos
gok = gok' [ l
gok = fopU o iU
gok = fclU
luego gok = £ y asi el resultado estd probado.

Teorema 2.22

Sea ¥ un R-mdédulo arbitrario, i: X > X su endomorfis-

mo identidad, entonces las siguientes proposiciones son equiva

lentes

a) X es provectivo

b)) Toda sucesidn exacta coris

0 > U Sy 9y 203 de R-mAddulos

se escinde

c) X es isomorfo a un sumandc directo de un médulo libre

BIBLIOTECA CENTRAL
SNIVERSIDAD PR H) BAAVARNS

e ——r—r— R ———



56

joN

Si g: A > B es epimorfismo, entonces

g, = Hom (i,g): Hom(X,R) - Hom(X,B) es también epi

morfismo.

e) Si
0 —> A £ - B 9 . c— 0D

es una sucesidn exacta corta de R-m&dulos, entonces la suce

sién
fa Cx
> Hom(¥,B) —> Hom(%,C) —> 0

0 > Hom (X,A)

con £, = Hom(i,f) y g, = Hom(i,g), es también una suce-

sidn exacta corta

Demostracidn

(a => D)

¥ es provectivo => toda sucesidn exacta corta

0 £ v 9.y

> 0, de R-mddulos se escinde.

Supongamos que X es provectivo y consideremos el diagra-

ma de homomorfismos

5 .
v > X —> 0
g
por definicidn existe un homomorfisme h: X —: V gue satisfa-
ce g h =1 v de acuerdo con (C1 17) implica guve lz sucesidn
exacta corta
£ g B .
0 > U >V > X - 0 se escinde

{—E‘BLIO}_&C A CENTRAL

SmIVERBIBAF ©
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Si toda sucesidn exacta corta 0 —— U —£—> v 9 5 x ~ 0

de R-mddulos se escinde, entonces X es isomorfco a un sumando di-

recco de un R-mddulo libre.

Sabemos por la proposicidén (P1.8) gue X es isomorfo a un

médulo cociente de un R-mddulo libre; es decir eviste un R-mddu-

lo libre F y un epimorfismo g: F > ¥. Sea k = ker g vy

f: ker g > F, el homomorfismo inclusidn, entonces obtenemos

una sucesidn exacta corta

0

.F
>kerg‘>Pg>X > 0

v por el literal b esta sucesidn se escinde v en virtud de (Cl.17)

_1

imnlica la existencia de uan L:omomorfismo h: X - > F tal que
goh es el isomorfismo identidad de X y de acuerdo con (Tl1l.7) h es
monomorfismo v

F xr Imh & ker ¢

donde ¥ es isomorfo al sumando directo Im h del R-médulo F.

(a - d)
Si ¥ es proyectivo si vy sdlo si, gt A ——- B es epimorfis-
mo entonces g, = Hom(i,g): hom(X,A) ~ Hom(¥,B) es también epi

morfismo.

Por definicidn, a, = HOm{i,g) s epimerfismo si yv =&io =i,
ok > _

para todo elementec f: X > B de Hom(¥,B), existe

h: X

> A de Hom(X,A) tal gue
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gx(h) = gohoel = goh = £

luego d) se cumple si y sb6lo si X es proyectivo.

(d ~=> e)
Si g: B > C, es epimorfismo, entonces
gy = Hom(i,qg): Hom(X,B) —: Hom(X,C) es epimorfismo si y sdlo
. f a . . N
si O > A —>» B — C > {0 es una sucesidn exacta corta

de R-mddulos entonces la sucesidn

i 9«

0 > BHom (X, B)

\

> Hom (X, A) Hom (¥, C)

con £, = Hom(i,f) v g, = Hom(i,g) es una sucesidn exacta corta.

La prueba es una consecuencia inmediata de (T2.18).

Proposicibn 2.23

Consideremos el siguiente diagrama de homomorfismos de

RP-m&dulocs

th
Q

donde X es provectivo, geh = 0 vy la fila es exacta, probar

R

A ~ue atlsface fek = h.

i

gue existe. un nomomocrxfismo k: X

Pruebe

Como goeh = 0 esto implica Im h ¢ ker g = Imf considere-

| MIBLIOTECA CENTRAL
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mos el sigulente diagrama

we A > Imf

D AVIAVIAVE \y(x) = f(}()

¥ asi definida es sobreyectiva y asi existe

k: X

> A tal cue kov = h

hix) = (¥ek) (x) = ¥(k(x)) = £(k(x)) = (fok) (x)
luego h = fek

lo gue prueba el resultado.

Proposicibn 2.24

Consideremcs el siguiente diagrama de homomorfismos de

R-mbduloecs .

donde X es proyectivo, el cuadredo es conmutativeo la fila supe

rior es semiexacta v la iila inferior es exacta, probar gue

existe un homomorfismo h: ~ 2 gue satisface

foh = jod
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Prueba

Consideremos el siguiente diagrama

— <

h jod
|
A> 7 B g > C
probaremos gue
Gojod = 0

goejod = ke(eod) = 0
y por la proposicidén P2.23)

}h: X ——>» A tal gue
foh = Fod

esto completa la demostracidn.

Lema 2.25
£y
Sea {Ai > Bi/i ¢ I una familia de funciones inyecti-
vas, probar que {JA, — (B,/i ¢ I- es invectiva.
Demostracibn
Sea
(x.)1 ¢ I ¢ Fer YF. ==~ Vf.(x.)1 &« 7 = 0
i -1 T |
— fi(xl)l e I =0
=> fi(xl) =0 Wi eI
=> x. = 0 Vi ¢ T
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luego {Zfi: ZAi > ZBi/i ¢ I! es inyectiva.

Proposicidén 2.26

Probar qgue, para todo R-mbédulo libre v toda sucesidn

exacta corta

0 ALt . 9. ¢ > 0

de R-mbédulos, la sucesidn

0 srwp 8 g5 g p 98,

CQ®F

de sus productos tensoriales con i: F > F el endomorfismo

identidad es exacta.

Demostracibén

fri gz i

Por el tecrema (T2.9) A ® F —> B & F

es exacta. Falta probar cgue £ & 1 es invyvectiva.

Sea F = ) R;; R; =R, ¥i e I, esto implica
1el
A®F=: ) A®R. = | A ; A = A vy asi
. i P 1
1el iel
AgF 2. B O F es isomorfn a ) A, —— ) B,
LI iel T
Como f es inyectiva por el lema (T.2.25) , f. es inyecti
i« 7
va

lo gue prueba el resultado.
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Proposicién 2.27

Siendo X un R-mbédulo rroyectivo y h: Z —— B un monomor
fismo de R-m&dulos, probar cue el producto tensorial

h & i: A & ¥

B & X, ce hy el endomorfismo identidad

i: X > X es un monomorfismo por el de (T2.22), existe un

R-médulo libre F u una sucesidn exacta corta

> F —0 Y

gue se escinde, entconces en el siguliente diagrama

0 0
! |
l _
N h@ v
0 > A B X —= BEX
k@t | Lot
0 > A @ F nEl B®&F

donde j, k, L, son los endomorfismos identidad de F, A, B res-
pectivamente, demostrar aue el rectédnaulo es conmutativo y que
las dos columnas v la fila inferior son exactas, entonces dedu

cir cue h £ 1 es un monomorZIismo.

Demostracidn

Probaremos gue el recti&ngulo es conmutativo
(L ® f) ¢« (h@i) = (Len) ® (fol1) = h ® £

(h & §) o (k 8@ £) = (hek) & (Jof)

it

o)
2
H

luego concluimos gue el diagrama es conmutativo.

La fila inferior cumple con las hip&tesis de la proposicidn
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(P2.26) por lo tanto es exacta y asi h ® h es inyectiva.

Como la sucesidn

i}
.Q

es una sucesidn exacta gue se escinde por T2.10) la sucesidn

samx 2% i m e B a vy 0

es una sucesidn exacta que se escinde y asi

kB f yv L ©f son inyectivas

probaremos ahora gue h 8 1 es inyectiva.

Dado que el diagrama es conmutativo

(h&9) o (k®f) = (L&F) o (h 51)

como (h ® j) o (k ® f) es inyectivo, resulta (L & f) o (h ® i)
es inyective vy de agui por (Pl.4) h © i es inyectivo
para el provecto tensorial de sucesiones exactas cortas tene-

mos el siguilente resultado.

Proposicidén 2.28

Sea i: X ——: X, el endomorfismo identidad de un R-médu-

lo proyectivo ¥. Probar c¢ue toda sucesidn exacta corta

de R-médulos determina una sucesidn exacta corta

f®i ali

0 > A B X > B 8 X C &8 X

- Ay
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Demostracién

(T2.9) la sucesidn

Por
cC & X —-

59

\/

01
la

> B Q 3

(P2.27)

A0 X
proyectivo por

es una sucesidn exacta y como X es

sucesidn
0 . a®x BB pmx

9Bl c® x

es exacta obteniendo asi una sucesidn
—;, O

.
x 2B 5 g x

> A &

0

aque es exacta.

4~ MODULCS INYECTIVOS

Definicién 2.6
Un R-médulo X se dice cue es inyectivo si vy sélo si para
v todo monomorfismo ¢: A —— B

A — X
n: B —— X gue

satisface

todo homomorfismo f:

de BE-mddulos, existe un homomorfismo

= f

En términos de diagrams, =sta Jdefinicion se enuncia como sigue.
es Inyectivo si y sdlo si todo diagrama

<«

Un R-mbédulo X
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K,
5%

de homomorfismos de R-médulos, cuva fila es exacta, puede ser

inmerso en un diagrama conmutativo

Teorema 2,29

Todo sumando directo de un R-médulo inyvectivno es inyectl

vVO.

Demostracién

Supongamos gue la suma directa

X=U0UeV

de los médulos U y V sobre R es inectiva para probar gue U es

invectivo, observemos el sigquiente <diagrewa

Jlai..'br::«.;w- BT

YRS RAr WE mA
]



Sean f: 2

66

0 N NI EE,
| o/
l h
s } ,’
U,  k
K
i||P.
v
U eV
> U, un homomorfismo y g: A > B un mono-

morfismo arbitrariamente dados. Consideremos la inyeccidn natu

ral j: U

X=U®& V, como

k: B > X que
Sea h =P

mo identidad de

lo gue completa

Proposicidon 2.30

X es inyectivo,

satisface

> X y la proyeccién

natrual P: X

> U,

existe un homomorfismo

dado que p ¢ j es el endomorfis

la demostracidn.

Consideremos el siguiente diagrama de homomorfismos de

R-médulos

donde X es inyectivo, h o £

0 la fila es exacta, probar cue
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existe un homomorfismo k: C > X que satisface

Prueba

Consideremos el siguiente diagrama

PN > B ——L> 1mg
P
h Tk,
i\
&
X
ki o« g =h
donde k.: Img > X
a vvv> k. (a) = h(b); don-e a = g(b)

probemos que k; estd bien definida

Sean b;, b, € B
g(b;) = g(by) = a
=> by - by ¢ kerg ¢ kerh; por que h o« £ = 0
=> h(b;,) = h(b,)

k, estd bién definida

1

Ademd@s tenemcs

B > C

> Img

b vvrs g(b) v+ g(b) donde

0 > Img > C
-
ky| . "k
v oy
X .

BIBLIOTECA CENITRA;
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tal que
k o 1 =k,
K e g=%X o1l ¢a=1%xX o g=nh
Kk o g=h

lo aue prueba el resultado

Proposicién 2.31

Consideremos el siguiente diagrama de homomorfismos de

R-médulos

donde X es inyectivo, el cuadrado es conmutativo, la fila su-

perior es exacta v la inferior es semiexacta. Probar gque exis-

te un homomorfismo y: C ——: ¥ coue satisface

Demostracién

Consideremos el siguliente diagrama

A f>3—9—>c
v ¢
X

probemos que k o £ o £ = 0.
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Dado que £ o £ = h o v tenemos que

luego por la proposicidén (P2.30) tenemos que existe

> X tal gue

lo gue prueba el resultado.

Teorema 2.32

Si {E./j & Ji es una familia de médulos inyectivos enton
j 2

ces IE.
]

es inyectivo.

Demcstracidn

Sean . v Pj las inyecciones y proyecciones de el produc

to INE,
J

Consideremos el diagrama

Como E eg invectivo, existe une funcidn
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definamos

entonces

y asi
luego HEj es inyectivo
Teorema 2.33

(Teorema de Baer)

Un R-m&dulo E es inyectivo si y sdlamente si toda fun-

cidn f: I

> E, donde I es un ideal izquierdo de R, puede

ser extendido a R.

Demostracibdn

Supongamos gue E es inyectivo. Como un ideal izauierdo

es un submddulo de R. La hipStesis es justamente un caso espe-

cial de la definicibn de inyectivo es decir.

es decir h/I = f

BIBLIOTECA CENTRAL |
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de aqui h es una extensidn de f.

para el converso

Supongamos gue tenemos el sigquiente diaqgrama

donde 1 es el homomorfismo inclusidn, aproximos a el homomor

fismo g: B > E, mirando entondos los médulos entre A y B

gue poseen una extensidn de f; més precisamente.

Sea

F={(A",g")/1(A) ¢ A" ¢ B; g': A' > E} g' extiende
af F # ¢ por que (A,f) ¢ F; F es un conjunto paicialmente or

denado por

(A',g') < (A",g") si A' ¢ A" y g" extiende a g' por el

lema de Zorn's, existe (Ao,gec) en F gue es maximas.

Si Ao = B la prueba estd hecha.
Supongamos Ae # B v sea ¥ ¢ B - Ac. E1
I = {r ¢« R/TXx & Ao! entonces I es un ideal izguierdo de R

Definimos

h: T —> &

ks
]
=2
3
I
Q
o
[
V]

> E extensidn de h.

por hipbtesis existe un morfismc h': R

Definamos A, = Ao + Rx vy
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g,;: A, > E por ao + rx "~ goao + r h'(l), donde r ¢ R

probemos que g, estd bien definida

Sea ao + rx = as + r'x, entonces (r-r') = al - ao. ¢ A
7 (r-r') ¢ I, por cornsiguierte ¢ {r-r'){x)) v h(r-r') =stdn de

finidos y tenemocs

do(a@as - ao) = go((r-r')(x)) = h(r-r') = h'(r-r')=(r-r')h (1)
v asi go(as) - gecfao) = rh'(1l) - r'(h(l)) vy
Golab) + r'h' (1) = goelae) + rh' (1)

luego g, estd bien definida
Ademés
(g, (ae) = golao)
para todo ao & Ao. El par (A,,ug;) estéd en F es méds grande que
el maximal (Ao, go) lo cual es una contradiccién por consiguien

te Ao = B y asi E es inyectivo.

Definicidén 2.7

Sea M un R-mddulo, m ¢ My r ¢ R, decimos gque m es divi-
sible por r si1 r m' = m para algln m' ¢ M; decimos gue el médu
lo M es divisible si cada m = M es divisible para todo r ¢ R

no divisor de cero.

Ejemplo 2.1

El grupo aditive de los numeros racionales 0, @s un gru-

po abeliano divisible como Z-m&dulo.
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Teorema 2.34

Todo médulo invectivo E es divisible.

Demostracidn

Sea m ¢ E v sea ro ¢ R, re no es un divisor de cero

Definamos

> E

rr, ~vev= £(rre) = rm

probemos gue f ¢sta bien definida

Sear rro, r'ro ¢ Rro tal que

rr, = r'r, ’
=> (r - r')r, = 0
=> (r —r') =0
— r o= r!
=" rm = r'm
+ f(rre) = f(r'ro)

v asi f estd bien definida

Como E es inyectivo. Existe una funcidn

P — E extensidn de f. In particular

g
m= flr.) = alr,) = r g(l)

v asli m es divisible por r,

— ————— T S - '
l - p— | i 3
| E 1l _L}:_'--f ECA LAl
1 - LT L
R T L L L L L& e

Ll
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Proposicién 2.35

Todo cociente de un mdédulo divisible es divisible.

Demostracibn

Sea M un mbédulo divisible entonces % es divisible para

un R-mdduloc N arbitrario.
Como M es divisible

Seame M y r e R, r no divisor de cero.

meM=>m=rm', para algin m' ¢ M y r no divisor de cero

f
v

m+ N = r(m' + N)

¥ es aivisible
Proposicidén 2.36

Todo sumando de un mdédulo divisible es divisible.
Demostracidn

Sea M=N&D y r ¢ R, r no divisor de cero
dacdo cue M es divisible, para m ¢ M

m = rm', para algln m' ¢ M

ademé&s
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m' =n' + a'
rm' = rn' + rd'
Si consideramos el caso par N, notamos gue n = rn', para n ¢ N

v algln n' ¢ N
luegc N es divisible, similarmente para cuando se considera a
D.

lo cue prueba el resultado.

Proposicibén 2.37

La suma de mddulos divisibles es divisible.

Demostracidn
Sea F = {Mi/i ¢ I' una familia de m&dulos con Mi divisi-
ble para todo i ¢ I.
Probaremos cue | ¥, es divisible
1:=I
Sea r ¢ R no divisor de cero ¥
m = ) M. =r om = ;om,
L L My
1T 1T
= m = r(m!
‘4 ( l)
1l
= m=171r ) m
Lomy
iel
=>m = rm', m' = Z m.

| BIBLIOTECA CEMNT R
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luego Z Mi es divisible.
1el

Teorema 2.38

S1 R es un dominio de ideales principales, entonces un

R-m&dulo D es cdivisible si v sdlamente si D es inyectivo.

Demostracibn

Por el criterio de Baer (T2.33), es suficiente extender
todo homomorfismo f: I > D a R, donde I es un ideal. Como
R es un dominio de ideales principales, sabemos I = R ; clara

mente podemos asumir gue r # 0, y asi r no es un divisor de

cero.

Dado gue U es divisible, existe un elemento d e D con

rd= f(r ). Definamos ¢: R > D por r ~vivivs rd es de notar

gue g extiende a f.

El converso de el teorema es justamente el criteric de

Baer.

Observacidn 7

Todo grupo abeliano puede cconsiderarse come Z-mbdulo de-

finiendolo de la siguiente manera.

Sea G un grupo abeliano arbitrario
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Teorema 2.39
Todo Z-mbdulo es isomorfo a un submédulo de un Z2-mdéddulo
inyectivo.

Sea G un Z-médulo (G un grupo abeliano) y

G = %, F es un Z-m&dulo libre sobre S.

F= ) Z.;con?Z2 =12
s
seS
Sez hs: ZS > @, hs la funcisn inclusién
entonces
Si h = Z hs
segS
tenemos Z hs
z Zs _Ses Z Os: Qs = O
seS seS
v asi
Y zs  h( ) 2zs) L Qs
o . SES _ seS seS
ST N - N = ¥
- S%SOS
como Q@ es divisible, lo scocn ; Os v ”N
s:=S -
L Os
y por (P2.35) y (P2.37) y (T2.38) tenemus que 582 o inyectli

vo como Z-mbdulo y asi

e

BIBLIOTECA CENTRAL
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Definicidn 2.8

Sean R y S dos anillos, un grupo abelianc. B es un (R-S)
bimdédulo, denotado por RBS. Si B es un R-mddulo izguierdo y un
S-médulo derecho v los dos hechos estdn relacionados por una
ley asociativa

r{bs) = (rb)s

para todo r ¢ R, b ¢ B, v s & S.

Observacitn 8

La iltima condicién dice que, para cada r ¢ R la funcidn

Ur: B > B dado por b ~nva=  rb es un S-morfismo v para cada
s S, la funcidn Us: B > B dado por b ~* - bs es un R-mlr
fismo.

Teorema 2,40

Si A es un R-mddulo derecho y B es un (RP-S) bimddulo,
(denotados AR N RBq), entonces aA @ B es un S-mdédulo derecho,

donde

(2 € ry;s = a B (bhs)

.. . . B
similarmente, en la situaciZn SAR y R, entonces A @P B es un

S-m6dulo izguierdo, donde

S(a @ b) (sa) @& b

| BBLIOTECY mgwT
|

|-



Demostracibn
Tomemcs s ¢ S, fijo y definamos la funcidén U : B —~ B
asi b "vn= bs es un R-morfismo, por cue B es un bimddulo. Si F

> B es un homomorfis-

es el funtor A ® R, entonces F(US): B
mo {(de grupos). Pero F(US) = lA @ US: a ® b - a & (bs), es

fédcil ver cue la férmula cumple con los axiomas de mddulos.

Teorema 2.41

Para dos anillos R y S. Consideremos la situacidn

B . . .
(RA, SR, Sc) entonces existe un isomorfismo.

T: HomS(BXRA, C) > HomR(A, Homs(B,C))

Demostracidn

Como B es un bimdédulo, el (T2.40) muestra cue B @R Ak es
un S-mdédulo izguierdo [S(b & a) = (sb) ® a| v ademds tenemos
Hom_ (B,C) es un R-médulo izquierdo definido [ (rf) (b)]= [f (br)]

asi ambos casos son considerados.

Si f: B ® A > C es un S-moriismo, para cada a ¢ A de

finamos fa: A ——> Hom,(B,C}) definido vor & -~ "~ fa es un

R-morfismo vy asli definimos

T: HomS(B @R A,C) > Hom_ (A, Hcm_ (B,C)

f v f
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el cual es un homomorfismo, falta probar gue , es un isomor-

fismo, observando gue posee inverso. Para lo cual asumimos gue

a: A > HomS(B,C) es un R-morfismc y definamos
«': B GR 2 — Cpor b &a ..n= a,(P) v la inversa de vIiene
dada por
71 HomR(A, HomS(B,C)) - HomS(B @, 2,C)
g v g !

lo cual completa la demostracidn.

Teorema 2.42

Si D es un grupo abeliano divisible, entonces HomZ(R,D)
es un R-mdédulo izgquierdo invectivo.
Demostracién

L r .

Sabemos gque R es bimbédulo, R = Z'R v asli tenemos que
HomZ(R,D) es un R-mdédulo izguierdo definido por
rf: r' = f£(r'r).

Mostraremos cue el funtor contravariante
HomP( , Hom_(R,D) es exacto; para lo cual solamente Lasta de-

mostrar gue el converso de un mononorfismo es epawnrfismo.

£ . . .
0 > A > B es un R-morfismo vy ccnsideremcs el si-

gulente diagrama

BIBLIOTEC? ORNTRA|
b ] L

e
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HomR(B, Fom_ (R, D) ~ Hom_ (A, HomZ(R,D))

-

R
2y
g*T | £*
T! |
HomZ(B,D) — HomZ(A,D) — 0
donde 1 = HomR(g, lHomZ(R,D) v T = Homz(g,lD) (identificando

R @R B con By R @R A con A) como D es divisible éste es un
Z-m&dulo inyectivo y asi Hom(g,lD) es epimorfismo y por la con
mutatividad del diagrama y que g* y f* son isomorfismos tene-

mos que HomR(g, lHom_ (R,D)) es epimorfismo.

7\

Teorema 2.43

Todo R-mbédulo izquierdo M puede ser inmerso en un mddulo

inyectivo.

Demostracidon

Si consideramos a M solamente como grupo abeliano, exis-

te un Z-mbérfismo O > M > D para algln grupo divisible D
(T2.39). Si m ¢ M, definamos
fm: R —= M por
r = rm

es facil ver que

c: M

> Hom_(R,D} dado por
m A i fm

es un R-morfismec inyective
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Observacién 9

El Teorema (T2.43) nos permite introducir a un mdédulo M

cualquiera en una sucesidn exacta de la forma

0] > M £ >~ X <

=] >
N
o

donde X es invyectivo.

Teorema 2.44

Siendo X un R-mddulo arbitrario e i: X > X su endomoE

fismo identidad, las siguientes proposiciones son eguivalentes

a) X exinyectivo

b) Toda sucesidn exacta corta

\
o

de R-mddulos se escinde
c) X es isomorfo a un sumando directo de un R~-m&dulo inyectivo

d) para todo monomorfismo c: & —: B, es

g* = Hom(g,1): Hom(B,Y) —— Hom(A,¥) un epimorfismo
e) Para toda sucesidn exacta corta

hid

0 > A . B 2. C .0
de R-mddulos, la sucesi®n
5 - g* . £* -
0 —=» Hom(C,X) —— Hem(B,X) > Hom(&,¥X) —= ©
donde f* = Hom(f,i) y g* = Homl(g,1i), es también una suce-

sidn exacta corta.



83

Demostracidn

a) => Db)

Supongamos que X es inyectivo y consideremos el diagrama

de homomorfismos, por definicidn, existe un homomorfismo

h: U

> X que satisface
hog=i
en virtud de (Cl.17), implicamos gue la sucesidn exacta corta

de b) se escinde.

Por (T2.43), X puede ser inmerso en un médulo inyectivo,

en otras palabras, existe un R-mddulo inyvectivo U y un monomor

fismo f: X > U, sea

w
1l
l_h
e
<
<
1l
1]
=

donde g: U > V representz la proveccidn natural. Por b), es

ta sucesidn se escinde y de agquli gue k sea sumando directo de

U, Como U es inyectivo y X es isomorfo a k, se cumple (c).
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c) = a) es consecuencla inmediata de (T2.43)
a) <= d)

Por definicidn, y* = Hciunlg,l, es un epimoriismo si y s6-
lo si, para todo elemento f: A ——> X de Hom(A,X), existe un
elemento h: B ——> X de Hom(B,X) tal gue

g*(h) = 1lchog = heg = f

luego d) se cumple si y s6lo si X es inyectivo

(d => e) es consecuencia inmediata de (T2.16). /

Definicién 2.9

Un anillo R es hereditario izguierdo.si todo ideal izguier-

do es proyectivo.

Teorema 2.45 (Kaplansky)

Si R es hereditario izguierdo, entonces todo submdédulo de

un médulo libre es isomorfo a la suma de ideales izaguilerdos.

Corolario 2.45

Si R es un dominio de ideales principales todo submédulo

de un médulo libre es libre

“BIBLIOTECA CENTRAL |
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1- RESOLUCIONES

A lo largo de esta seccidn, X denotar& un R-médulo arbitra

riamente dado.

Definicién 3.1

Dado un médulo X, llamaremos resolucidn proyectiva de ¥ a

toda sucesidn exacta descendente

n+1 n
> C

P e >
c Crl+‘l n n-1

de R-médulos, gue satisface las tres condiciones siguilentes

PR1) ¢_, = X
PR2) ¢ =0, n < -1

PE3) ¢ es proyectivo, para todo entero no negativo.
n

En particular, si ¢ es libre para todo entero no negativo

entonces decimos gue C es una resolucidn libre.

Una resolucidén proyectiva toma la forma siguiente

n+1 n n-1

Nuestra intencidn es probar cue todo médulo ciere resolu-
cidn proyectiva. En rezlidad vamos a wrokar gue todo médulo X

tiene resolucidn libre.

85
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Teorema 3.1

Todo médulo X tiene resolucién libre

Demostracitn

En base a la (P1.8) existe una sucesibn exacta corta
g Bo
> Fyp > X > 0

con Fy libre.

Aplicando este resultado a Xy obtenemos

o 81

> Fq > -—> 0

> Xl

con F; libre.

Inductivamente podemos obtener una sucesidn exacta

an+; F 8n+l 5
n+1 n+1 n

> X > 0
con F libre
n+1

obtenemos de esta manera el diagrama siguiente

0 0 0 0 0 0
Kl > a2
4 // !
X X
. n 1X1 *XO
o g o B a
Bn+1 n 2 T 0
-~ 7 -t B O
.o >F > F > i > F > F > F > X >
n+1 o _§ n 2 aiBo 1 o 0
n n+t 0" 1

definamos en base a ello una sucesidn de R- m&dulos

C: S > C . -_ C — C
n+1 n n-1

tomando

l' BIBLIOTECA CENT iés-;
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JX, sin= -1
C =<0, sin < -1
"
'F , sin > O
( n —
{BO’ sin=20
d = <0, sin < -1
n i —
o3 £, sin > 1

para gue esta sea la resolucidén libre falta probar gue es exac-—

ta, es decir

O sea

Im o o B = ker u« _08
n-1

para todo enteroc no negativo.

Sabemos cue Im o = ker Sn' serd suficiente probar que
Im s = Ima y ker 3 = ker :
: n+1 n n n
Sea
x & ker 3  <=> (a o B ) (x) =0
n n-1 n
<=> (a (¢ (x)) =0
n-1 n
= o(x) = 0
n
<=> X ¢ ker ¢
n
luego ker & = ker ¢
) n n

ahora probaremos que

Im » = Im ¢
n+1 n
i) Im 3 c Imc
n+1
Sea y € Im o i1 7 ix e F L tal que
vy = a_ (8 (x)) ¢ I ¢



88

Y e Ima =>4z ¢ ¥ tal que
n n

Y = o« (z2), pero comno

2 es sobreyectiva existe x ¢ F tal que
n+1 n+1 2
z = ¢ d ui cue
n+1(X)' € ag -
= z) =g x))=(o of x)eIma
Y an( ) “n(6n+1( ))=( n n+1)( ) eTr N+
luego Im o ¢ Im 3§ v asi
n n+1 -
Im 3 = Im o

esto completa la demostracidn.

Sea h: X > Y un homomorfismo arbitrario de R-m&dulos y
sean
] o d
+1 1 0
C: ... > C LRSS > L. > C > C > X > 0
n+1 n 1 0
8'+1 8; o]
D: ... > D n—>D > e > D > D >Y >
n+1 n 1 6]

resoluciones proyectivas de X e Y respectivamente

tenemos la siquiente proposicidn.

Proposicién 3.2

Existe una trarsiormacidn de cadenas

> Dn/n e Z} de C en D de mancra que

“aELOTECA CENTREC
\. w-wu'!“'_'f::_. "
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Demostracidn

Definamos para n < -1, £ = 0 va que Cn =0

para n = -1 se&s £ ;T h v pera el cason =0

consideremos el diagrama

Cq > X > 0
£ . 'h=f
O.", ab v -1
Dy > Y > 0

puesto que C, es proyectivo y aé es scbreyectiva.

¢

existe

: C
fO 0 0

de manera que

explicado mejor en el siguiente diagrama

.CO
£
-O- |f o 3
L7 v =1 0
D > > 0O
0 . Y
o
para el caso de n = 1 tenemos la siguiente situacidn
3 3
1
C > C O>X .0
1 ‘O
|
l h=
o b=ty
V] .
D > D - > Y > 0
Nt 0 g

de aqui se deriva el siguiente diagrama
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C1
\fO o 91
Py T3V Dg T
1 0
en el cual aé ° fo o 81 = 1t o ao ¢ 81 = 0

Ademés c, es proyectivo y la fila es exacta, por proposi-

o ¢ = f, 0 9y

cidén (P.2.23) existe f1: C > D, tal que 3

1

Supongamos ahora que para n 0, tenemos construido

f :cC > D , ¥ < n de tal manera que el recténgulo
m m m m -
d
m

C > C
m m-1
fm | fm—1
v A%
Dm . m-1
(o]
m

es comnutativo.

Consideremos el rect&ngulo

d ]
c 4= LU
n n-=1 n-2
f L
u n-1 fn—2
>
Pham 7 Py 372 P
n n=1

por la proposicidén (P2.24)

Existe un homomorfismo fn: C > D que satisface

n

esto completa la construccidn inductiva de la transformacidn de

cadenas

h
@]
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Proposicifin 3.3

Dos homomorfismos (transformaciones de cademas)

h
Il
—
Hh
@]

> n z}
Dn/ £ z|

> D /n e 2z}
n
de la sucesidén descendente C en la sucesidn descendente D, gue

satisfacen f_1 = h = g , son homotépicas.

Demostracibn

Vamos a construir una homotopia de cadenas

h: C > D, de manera gue para todo n en z, existe
h : C _> e cumple
n n Phyqr U ump L
! h + h 0 = f -
n+1 ° n n-1 ° n n gn

0
n
C > C
n n-1
\ Ao
h h
0l e l n-1
A\ EAY
-~ 5
Dn+1 o'
n+1
procedemos inductivamente, para n < -1, como Cn = 0, entonces
el Gnico homomorfismo posible es ko = 0 para n = -1 tenemos la

siguiente situacidn

-1 -2
N |
k S k
AN -2
v 6\N\ Q
>
o a2 Py
0

| BIBLIOTECA CH



tenemos del diagrama que

-_— = O 4 =
f_1 9_, ¥ k_2 0
luego
o' k + 6 5 = - = L - h =
0 ° *_, k_2 S _, f1 9, 1 h

%)
o
~
1l
Il
(@]

0, hacemocs k_l

92

procedamos a construir kgyr para ello consideremos el siguiente

diagrama
IAY
C 81> C i > C
1 e -1
| k_,=0
k £ g -¢
Vg7 )
y O\,V‘/O 1vvy
D, ——> D —> D_
18] 0 3] 1
3' + ) = -
1 ° Ko TRy e 9 fo = 90
0!} k= -
1° Ko T 5 7 9
observemos el siguliente diagrama
C
/’ o
ko )
> v To ~ gO
D > D > D
! A -
1o 0 2 1
31! - = N1 o ot
o (Fo79¢’ %0 © T T Yo ° 9o

para definir kO’ tenemos la siguiente sif
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C > C 1 > 0
f
£ %go -1 }9—1
Vv VvV
P " Po a7 Py
0
' = = h
3 o fO f__] o BO o 30
3t = 3 = d
o <] go g_1 (<] 0 h o 0
de donde
' - = 1 A = _
2 (fO go) 30 o fO oO o go h o 30
y por la proposicidén (P2.23) y (P2.24)

existe ko: CO > D}, de manera gue

k + C > D , ¥ < n
m m m+ 1 m
de manera que
k 3 + o k = f -
m-1 ° “m ‘m+1 ° “nm m gm

y consideremos el sigulente diagrama.

) a
c n. ¢ n-l c >
n . -1 n-2
| | K [
-1 £ n-2 || f
gn gn—‘l n-1 gn—?_;: n-2
Vv vV e Vv
> > >
Do,y 37> D, 57> D 4 37> Do,
n+1 n n-1
donde
alt ¥ + k = f -
n ° “n-1 n-2 ° an—1 n-" Chon

tenemos el siguiente diagrama

93
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@]

n
J
D —— D — D
n+ - n 5 n-1
n+1 !
donde j = f_ - -k . eshte casc
] n “n n-1 n’ = caso
3'o = 3' f - -k &
n ] n ( n ’n n-1 ° On)
8'ej = 3' o fn - 3' o Gn - 3' o kn—l o ¢
3! = f a - z - -
°J n-1 ° "n Sn-1 ° “n L g
ot — ) o _
onOj }\n—2 © dn—‘l © Or 0
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puesto que c, es proyectivo, de nuevo po- la proposicidn

(P2.23)

Existe

k

M

: o
n n n+1

de manera gue

Qo

o' c k. = £f - g -k o
n+1 n n n n-1 n

luego

o' o k. + Kk o ¢ =i - g
n+1 n n-1 r. n el

esto completa la construccidn inductivo de
denas
k: ¢ — D

entre f v g.

Comentario 9

Si aplicamos las proposiciones (P3.1) y

la homotopia de ca-

(P3.2) el caso es-
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pecial X =Y y h = lX. En este caso C y D son dos resolucio-

nes proyectivas cualesguiera del mismo mddulo X. por (P3.1)

exliste una transformacidén de cadenas f = {fn: S, T Dn’n c Z!
de manera gue f_1 = lX . De manera similar, existe una trans-
formacidén de cadenas g = g+ D c /n < z ' donde
9_, = lX. Consideremos las composiciones

gof = {g o f :+ C —> C /n £ T}

" n n n n

> D /n e T
n

ambas son transformaciones de cadena que satisfacen

R T B A
por (P3.2 ) geof es homotdpica a la transformacidédn de cadenas
lC: C > C, identidaddel complejo C yv feog es homotdpica a la

transformacidén de cadenas.

> D, identidad del complejo D.

Las transformaciones de cadenas f v ¢ gque satisfacen estas

condiciones se llaman equivalencias de cadenas.

En este caso f: C — D v g: D —=» C, construidas ante-
riormente son ecuivalencias de cadenas y se dice gue las reso-
luciones proyectivas C v D del médulo X, son homotdpicamente

eguivalentes. Lo anterior lo resume el siguliente teorema.
Teorcma 2.4

Todo R-mddulc X tiene resolucidn proyecitiva y dos resolu-

ciones proyvectivas cualesguiera del misme méduloc X son homotd-



picamente eguivalente.

Definicidn 3.2

Una resolucidn inyectiva de un R-médulo X es una

ascendente exacta.

n-1 &% o & nvr
C: ... —> ¢ > C » C . .
que cumple
1(1) ¢ ' = x
1(2) c” =0 Vo< -1

I(3) ¢” es un R-médulo inyectivo para todo n > 0

Proposicidén 3.5

Todo mddulo X tiene resolucidn inyectiva

Demostracidn

De la observacion (9) tenemos gue la sucesidn

"o o

0 > X > L ¥oo— 0
o )
es exacta, con LO inyectiva
nacienco lc wismo para X,
£ o
. R . 1 ; .
G > ¥ -~ L, — X, — 0

0 1 1

es exacta con L1 inyectiva

v asi sucesivamente tenemos que sucesidn

96

sucesidn
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4 i
n n
0 — X > L > X —> 0
n n+1 n+1
es exacta.
Por lo cue tenemos =l xzicuiente diagrema dz R-mbédulos
o 0 o 0
\
X X X
0 . n-=1 n
e ' -
0 _
0 > X > L > L, > .. L . > L ——> L
2 o n-1 e o n 2 OLn+1
1°70 n® n-1 n+1°
donde los Lr, ¥n > 0, son R-m&dulos inyectivos
1 Z
definamos
'L,y n >0
c® = <X ;i n=-1
03 < -1
= « ;5 n = 0
i n+1 n —
n -
&= <2 £o 7 n = -1
0o n < -1
v es sobreyectiva vy £, es invectiva
1 i
lueac se tiene
.0 1 n
EO 0 ° 1 ¢ n-1 -l n : n+1 N1
C: 0 — X —= ¢ > Cl— ... o e e T e

Solamente nos bastar& probar cue la sucesidn

n+1 - .
C es exacta en C es decir
n n+1
I & = ker &
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T 4] = ker o
n n+1 n
n
Im § - Im (6n+1 ° OLn) - Im 8n+1
n+1
ker § = ker (Bn+1 o Qn+1) = ker S

por que A8 es inyectivo

n+2

I s" = ker <Sn+1

m

luego X posee una resolucidn inyectiva

Lema 3.6

Para una sucesidn exacta corta arbitrariamente dada

h k

0 > X > Y > Z > 0

de R-médulos juntamente con rescluciones proyectivas arbitra-

riamente dadas C y E de los mbédulos X y Z, respectivamente,
existe una resolucidn proyectiva D del mbdulo Y y dos transfor
maciones de cadenas

f: C > E

> D, g: D

de estas sucesiones descendentes tales gue, para todo entero

no negativo

es una sucesidn exacta corta descomponible.

Demostracibn

Sean



¢ +1 3 31 aO
n n
C: .. > C > C > C > .. = C > C —> X —> 0
n+1 n n-1 1 0
}/'
N ot ot at
+1 N 1 )
D: ... —> D op 2o > > D = D O> Z > 0
n+1 n n-1 1 ]

dos resoluciones proyectivas de los mddulos X y Z respectiva-

mente.

Consideremos el sicuiente diagrama

1 n+1
0 > n+l > E > 0
cn+‘l Cn+1 ® En+1 n+1
I | '
o ) ) |~ 1
n+1 | , | “n+1 Cn lan+1
1
0 s C n. o 8 E S > 0
n n n n
|
5 5 ma! 19"
n | ’ n n |
Tn- Pn-1
0 > 0 LI ® E > E > 0
n-1 n-=1 n-1 r—1
i1 P1
0 > C > C E —> E > 0
T1 1 @ E, 1
| i
. [ ?, ':,
01 ! ‘d1uc1 |L_I
i, Py
0 > C > C E > E > 0
I",_\‘Il
nO 2 o!
f (o1
0 — ¥ - Y - D —> 0
|
0 0 0
como E_ es proyectivo existe n: r. —— Y tal ocue g ¢ h = ¢';
0 proy o ) C
definamos a la funcidn
p cC ® = > Y
‘o 70

(xo,yo) NN Ba(xo,yo)

Il
Hy
Qr

O
bl
O
+
oy
>
O
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probemos aue 50 es sobreyectiva

Sea v e Y
y e ¥ = gly) ¢ Z
1 - : PRI - C,(-\;\
-!yO & LO tg 'O\"O) J LY
Aplicando BO(O,yO) = faO(O) + h(yo) = h(yo)
es tal que gt(h(y )) = Bé(yo) = gl(y)
esto implica y - hiy,) e ker g => }xo e X tg f(x,) =y - hiy,
Sea X, e C4 tg BO(XW) = Xy aplicando
5 (Xw’yo) = f BO(XW) + h(yo) =y - h(yo) + h(yo) =y

luego 3" es sobreyectiva.

Probemos la conmutatividad del diagrama:

i} Para el recténgulo derecho tenemos
Sea Xq B Cy
X, € C,7  f BO(VO) (1)
“"(lo(xo)) = (£ ¢, @ h) lO(XO) = {f o, @ h)(XO,O)
spliglx ) = £ & (x,) (2)

Luego de (1) y (2) se cumple que el rectédngulo derecho es

conmutativo.

11) Para el recténgulo izruierdo tenemos

sl oy )Y = al(y ) (1)

Y
Gicitxg,vgld = glf o =) + hiv.))
g(éo(xo,yo)) = g(h(yo)) = oo(yo) (2)

luego de (1) y (2) se cumple gue el rectdngulo de la iz-

guierda es conmutativo.
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Probemos la exactitud en el mdédulo C, ® E, ©5 decir que la

~ n
m 0 G 0

Sea (a,b) € ¢c. ® E

egts, ® al)(a,b) = &0(s (a), o)(b))
65(81 & a%)(a,b) = f 20(81(a)) + h 3;(b) = h a;(b)
Probemos gue h &' (b) = 0
Aplicando g a h a;(b) tenemos
g(h(a) (b)) = (QOh)(B%(b)) = (3] o 3;)(b) =0
esto implica gue
h a;(b) e ker g => 4ix ¢ X tg f(x) = h 8; (b)
=> jx € € tq 3 (x) = x
Aplicando
(8" o 1) (x) = fle (x )) = £(x) = h(s] (b))
vy asi
f(ao(xo)) + 0 = f(ao(yc)) + h(0)
f(ao(xo)) + 0 =0 + h{(~!' (b)) por tener escritura dnica

luego h (?% (b)) =0
lo que completa la prueba de Im(¢
ii} ker 85 c Im(ea, @& °
f- A ¥ c e I
Sea (nnrig) e ker

(XO,YO) ¢ ker &) == O"(XOIYO) = f(e (x,)) + h(y

f(ao(xo)) =0, = 35 (x,) =0



hiy,) = 0 =>Jy ¢ E ta 3!(y,)
K i ( = (¢ &)
inmplica \Xo,yo) (0, ® 1)\X1,y1
luego (xo,yo) € Im(%‘1 & c1)
de (1) (ii) concluimos gue

Im(a1 & o%) = ker 35
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Probaremos que los cuadrados son conmutativos para tedo n > 1

1)

i11)

Para el cuadrado de la derecha

Sea (a ,b ) ¢ ¢ & E
n n n n
(a ,b ) e c ®&8E = Z'(p (a
n n n n n - n
por otra parte
pn-1((cn ® 3 (a 'bn)' = pn—1
pn—W((dn ® 8n)(an’Dn) - 8n(b

luego el cuadrado de la derecha es conmutativo

Para el cuadrado de la izguierda

Sea a_ = C
n n
a e c => (o @® 3")(1i (a)) = (s @& e'")(a_,0) = (3_(a_),0)
n n n n n n n n n n
por otra parte
i (z (a_)) = (a_(a_ ),0)
n-1 n n n n
luego el cuadrado de la izauierda es conmutativo
Probande asi gue los cuadradrs conmnutan

Ademés para todo n >

nes exactas cortas

definidas en cada nivel y en el nivel n

el mbédulo Y se descompone en

0 se tienen gue las

descomponibles ror la

filas

forma

soun sucesio

que esian

-1 tenemos gue
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Y = Im dO = Imf ao @ Im h

teniendo asi que la sucesidn exacta corta de la fila n = -1 se
descompone.

Lo gue prueba el lema (3.6).

Z- FUNTORES TORSION

A lo largo de la presente seccidn X, Y denotaré&n R-mdédulos
arbitrariamente dados.

Elijamos una resolucidn provectiva de X

0 +1 e 5O
C: ... > C L C o .o > C
n+1 n

consideremos el producto tensorial C ® Y gque es la sucesidn

Sn_H@‘I 8n®1Y BOE'IY
C®V: ... > C BRY —>Cc BY > > Cc ®BY > XRY > 0
n+1 n = 0
puesto que
A = A =
(cn & ly) o (8n+1 & ly) on o 8n+1 & ly 0

la sucesidn C B Y es semiexacta, podemos entonces obtener para

cada n, el n-ésimo mdédulo de homologia
Ker(an ® ly)
H (C R Y = =
n Im(on+1 ® ly)
Lema 3.7

Para cualguier otra resolucidn proyectiva

noa
a

D: ... D ntlop
n+1 n

!
n
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tenemos, ¥n > 0

H (CRY) - E (D®RRY)
n n

Demostracidn

Por (T3.4) existen transformaciones de cadenas

f = {f : ¢C > Dn/ n e Z!

g = 1g_: D

> C / n g Z!
n n n

de las sucesiones descendentes C y D tales que las transforma-

ciones de cadenas

)
N
-

gof = {g of : C > cn/n

Il
—~
Hh
o
o]
o

fog > Dn/n e Z}

son homotiricas a las transformaciones de cadenas identidad de

C v D respectivamente.

Sea 1: Y — Y, el endomorfismo identidad de Y

Se comprueba facilmente cue

f®1i=1{f ®i: ¢ BY
n n

g ® 1i= {gn B i: D & Y

Z}

m

> D & Y/n
n

™
N

> C & Y/n
n

son transformaciones de cadenas de las sucesiones descendentes
C®8Y v D&Y, estas inducen homomorfismos

fy: H (C B Y) —> E_ (D & Y)

n

gy: H (DBY) — F_(CBY,

n 9

para todo n

Puesto que gof y fog son homotépicas a las transformacio
nes de cadenas identidad de las sucesiones descendentes C y D.

{
= p—— Y i T K
i =1]=]0 !1..-"*"-. & M1 L
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Se sigue que (aBi) o (f®1) vy (f@i) o (gB®i) son también homotd-
picas a las transformacicnes de cadenas identidad de las suce-
siones descendentes C B Y v D& Y por (1.18) v (C.5) implica
a, o« £.. v f, o o, son automerfismos identidad de los médulos
H(CRBY) y H (D®Y) respectivamente. Por tanto £, y g, son

n n

isomorfismos para todo entero n.

Lema 3.8

Hn(C B Y) = 0 para todo n < 0
Demostracifn

Es claro gue Hn(C ® vY) = 0, para n <« -1, va gue C ® Vv = 0,
¥n < -1.

Para los casos n = 0 y n = -1 es de hacer notar cue la

exactitud de
o ®i Boﬂi 5 Ri
> C 8Y > C_ ®BY

1 -2

c, BY

en virtud de (T2.9) por tanto tenemos

H (CBY) =0, H _(C8Y) =0

n

lo que completa la demostracién
Comentario 10

Por (L3.7), el mdéddulo Hn(C ® Y) depende esencialmente sdlo

del entero n y los R-médulos dados X e Y. Por (L3.8), Hn(C B Y)

BIBLIOTHECA CENTHRAL

PNIVEREISAR DE B BasvABER .




es trivial para todo n <« O,

definicidn.

Definici6én 3.3

Para todo n >

producto de torsidn sobre R de los mdédulos X, Y y

por
TornR(
C¢ simplemente
Torn (X,Y)
pvara el caso n = 1 escribimos
Tor (¥X,Y)

Proposici6n 3.9

S1 el mddulo X es provectivo,

¥n >

Demostracidn

Puesto ague X es proyectivo,

tiva
e ¢
C: e L
n- rn n-
con , .
10: (sin # O
c_ =+
n .
IX (si n =

X,Y)

0 y para cualguier R-m&dulo Y.

entonces Torn (X,Y) = 0

> X . > X > 0
y n = -1)
& n = -1)
| BBLIOTFKAR

L

106

debido a esto tenemos la siguiente

0, el P-médulo Hn(C B Y) se llama el n-&simo

lo denotamos

tenemos una resolucidn provec-—

TENTRA L-.
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O: n # 0
|

1x: Endomorfismo identidad de X

Se deduce que C B Y es exacta y por consiculente Torn(X,Y) = 0

para todo mdédulo Y u todo entero positivo n.
Proposicién 3.10

Si el médulo Y es proyectivo, entonces Torn(X,Y) = 0 para

todo entero positivo n y todo R-m&dulo X.
Demostracidn

Sea

C:

n n-1°"""° g CO

Una resolucidn proyectiva de X, como C es exacta e Y es provec
tivo se sigue gue C ® Y es exacta, esto implica

Torn(X,Y) = Hn(C BY) =0 %¥n > 0

Proposicidén 3.11

Si el mbédulo X tiene una resolucidn proyectiva C demanera

gue C_ = 0 para todo n - m, entonces tenercs Jae
Torn(¥,Y) = 0 ¥n > m y todo R-mé&dulo Y.
hdemés
Torm(X,Y) = ker(am B i)

donde
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s @ 1: ¢ ®Y
m m m- 1

denota el producto tensorial del homomorfismo

% : C — C
nm m Lm—1

en C y el endomorfismo identidad i: ¥ —> Y del médulo Y

Demostracion

Tenemos la siguilente situacidn

Qr
ISR}

C: ... > 0 >Om+lC M. e > . e O>X > 0

m m-1 0
de donde resulta

¢ @1
CRB VY: ... > 0 > 0 > c ®BY 2> ¢ BY —:
m m=-1
comc 4 = 0 ser4 5 B ly = 0
m+ 1 m+ 1

de agqui gue Torm(X,Y) =

luego

Torm(X,Y) = ker(am ® 1)

para m < n, tenemos que C_ 0 y de ahi gue

!
o

Torn (X,Y)

Corolario 3.12

Dados dos mdédulcs ¥ e ¥ sobre un domirnio de ideales princi
pales R, tenemos
Torn(X,Y) = 0

para todo entero positivo n. Ademés
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Tor (¥,Y) -~ ker (£ ® 1)

donde f & i, representa el producto tensorial del homomorfismo

f: A > F en cualquier sucesidn exacta corta

o —> A —£“> F T 37
con F R-mbddulo libre y el endomorfismo identidad

1: Y

> Y

Efectivamente existe una sucesidn exacta corta

0 > n £ F <> x > 0, de acuerdo con (P1.8) el mbédulo

A también es libre. Luego F y A son proyectivos, obteniendo
una resolucidn proyectiva de X con c, = 0 para n > 1 vy
81 = f entonces (C3.12) es consecuencia de (P3.11). Lo gue

prueba el resultado.

Si tenemos el siguiente diagrama conmutativo

entonces g lleva a kerh sobre kerf

Demostracibn

Derfinamos

é: kerh > kerf por

X v é(x) = g(x)

r

MBUOTECA btuahé;

'!Wl!-lnnv WY ML Saina

—
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veamos que es sobreyectiva

Si y ¢ kerf, como g es sobre existe x en M tal que

y = g({x); com(fog) (x) = h(x) esto implica que x ¢ ker h.

Proposicidén 3.13

Dados dos R-médulos X,Y cualesquiera y una sucesidn exacta

corta cualqgquiera

0 > A > P > X > 0

con P proyectivo, tenemos que ¥n > 1

Torn(X,Y) = Torn 1(A,Y)

Tor (X,Y) = ker (f B i)

Demostracibn

Consideremos una resolucidn proyectiva de A

8n+1 ¢ a1 8O
n
C:... > C > C > > C > C > A > 0
n+1 n 1 0
) % * o a* *
R o 1 0
d o g fa g
- 1
C*:... > —— ¢ ol > C % P > X > O
n n-1 1 0 -
y
-~ 4 7
o Tr
como - es eplmorfisme vy f: A > P es inyectiva

obtenemos una resolucibén proysctiva c* de X

C*: ... > C* —> C* S .. > C*
n+1 n 1

> C* > K >
0

donde
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[c : sin>0 6 n < -1
n-1
C* = <P : sin=20
n
[X : sin= -1
3 : sin > 1
n-~1
f 9 : sin=1
a* = < 0
n g : sin=2~0
0 sin < O

nada mas falta comprobar la exactitud en Cy vy en P

- En c3 ker £ o 9_ = ker 23, ya gque f es inyectiva luego

ker £ ao = Im 81

En P Im £ o ao = Imf ya que ao es sobre

luego Im(f o ao) = ker g

de agul obtenemos por definicibn

ker (a; 8 1) ker (an_1 ® i)
X, XY X tm(er  ® D) - Im (3. ® D) = Tor,_, (A, Y)
n+1 n
¥n > 1
Para el cason = 1. En virtud de (T2.9) la exactitud de
o o
c1 1> CO 0 > A > 0

implica la exactitud de la sucesibn

as
24
[N

o Ri \O
>cO®Y > A & Y

C, B Y

Por lo tanto, ao 8 1 es epimorfismo vy

Im(a1 B i) = ker (80 8 i)

consideremos el tri&ngulo conmutativo
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87@1
COEY > PRY
Eoﬁi ) 7 f ® 1
ARY

\,- &
por el lema B al ser ao B 1 epimorfismo, lleva a ker(B? ® i)

sobre ker(f 8 1)
En cuyo caso tendriamos

ker(B? ® 1) ker(B? ® 1) ker(B?

®
Tor (X,Y) = Tm (3% @ 1) B Im(3, @& 1) ) ker (o, & 1)

x ker (f®1)

Comentario 11

1) Por conveniencia, en el restoc de esta seccidn definimos

Tor, (X,¥) = X ® ¥

para dos R-mddulos cualesquiera X,Y

2) Dada una resolucidn provectiva cualguiera del mdédulo X

n+1 Bn o
> C > > C

0 . X

C: ... > C > 0

c , sin# -1
~ n
Cn =
0, sin= -1
(8 , sin >0
5 o 1n

0, sin <O

diremos que esta sucesidn descendente C, es una resoclucidn pro

yectiva reducida del mdédulo X.
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La utilidad de las resoluciones proyectivas reducidas es debi-
do al hecho de que todo médulo en esta resoluciones es provec-—

tivo.

Lema 3.14

Para R-mbdulos X, Y arbitrariamente dados y cualguier reso

lucién proyectiva reducida C de X tenemos

A

H (C 8 Y) = Tor (X,Y)
n n

para todo entero no negativo n.

Demostracibtn

Para n > 0, tenemos

H(C®Y) =H (C®Y) ~ Tor (X,Y)
n n

asi nos falta establecer

Hn(C BY) = XRBY

en virtud de (T2.7) la exactitud de la sucesidn

81 BO
C1 > CO > X > 0
implica la de la sucesidn
5. B L N
c, BY >Cc BY > X B Y > 0

1 0

donde i representa el endomorfismo identidad del médulo Y, poxr
tanto 80 B i es epimorfismo y

Im (5, B i) = ker (3. B 1)

1

BBLIOTRGA GRNTRAL |

ENIYEIED I e me o
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consecuentemente obtenemos

lc gne completa la demostracidn

Comentario 12

1- Dados dos homomorfismos cualesguiera

h: X > Y!

> X! Yy k: Y

8i C y C' son resoluciones proyectivas de X y X' respectiva

mente por (P3.2) existe una transformacidn de cadenas

! Z
. > Cn/n e Z}

de la sucesidn descendente C en la sucesidn descenderte C'

tal gue f_1 = h, entonces

f®% k= {f 8 k: Cn B Y > Cg ® Y'/n € 2}

es una transformacidn de cadenas de la sucesidn descendente
C ® Y en la sucesidn descendente C ® Y', por tanto f ® k in

duce un homomorfismo
(f @ K),pnt Torn(X,Y) _ Torn(X',Y)
para todo n > 0, por medio de la proposicidn (P3.3) se pue-

de verificar gque (f B k) nc depende de la eleccidn parti-
* I

cular de la transformacidn de cadenas f: C > C' y gueda
completamente determinado por el enterc n y los homomorfis-
mos h,k. Este homomorfismo recibir& el nombre de producto

de torsidn n-dimensional sobre R de los homomorfismos h, k,

denoténdolo por
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Tor (h,k): Tor (X,Y) —- Tor (X',Y'")
n n n
para n = 1 usaremos la notacidén simple
Tor (h,k): Tor(X,Y) — Tor(X',Y') y

lo denominaremos producto de torsién (sobre R) de las transfor

maciones h v k. Por conveniencia definimos

Toro(h,k) = h B k
Teorema 3.15
Si h1 X > X', h2: X' —> X", k1: Y > y! N
k2: Y! > Y" son homomorfismos de mddulos entonces para todo
entero nonnegativo
Torn(h2°h1, k2°k1) = Torn(hz,hz) o Torn(h1,k1)

Comentario 13

Sea X un mdodulo cualcuiera v

0 LU v Sy >0

Una sucesidn exacta corta, si

Civen —

es una resolucién proyectiva reducida del mddulo X. Para tnio

entero n, la suces.:3n
R 1 Bf 1 By
0 — ¢c 8U-2>¢c ®gv-2>¢C BW
n n n

donde in representa el endomorfismo identidad del médulo én,
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es exacta de acuerdo con (P2.27)

Puesto gue Cn es proyectivo. Asl obtenemos una sucesidn exacta

corta
0 — cauiBl vl dgy — 0

obtenemos una sucesidn

de sucesiones descendentes por (T1.23)
de homologia exacta
£ a E.*
* - ok
> H_(CRU) > H_(CaV) > H_(CBW) ——> H__ (CBU) —>

n

estén definidos por las transformaciones de ca-

donde f, v g,

denas 1 & £ y 1 B g, respectivamente y

td* es el homomorfismo conexidn.

tenemos el sigulente teorema

En base al lema (L3.13)

Teorema 3.16

Para todo R-médulo X y cualquier sucesidn exacta corta

tenemos una sucesidn exacta

£% o¥* . P; -
...— Tor (¥,0) - Tor (¥,V) —— Tor_ (¥,W) Tor (2,0 — ..
I n n n-1
donde
f, = Torp(i,f), gy = Torn(l,g)

esta sucesidn finaliza

v a; es el homomorficio de conexidn,

con

289 X B W - 0

Q2
*

icﬁf> Y m v

> X @ U

> Tor (X, W)
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Demostracidn

Sea C una resolucidn provectiva reducida del mdédulo X; vy

consiceremos el siguliente diagrama

* i*.'ﬂfij1 N i@ng’1 )
0 —: ¢ B U —> C Y B W ——= 0
n+1i n+1 n+1 =
| N i
fher B Ly et By i B Lo «
i@f lﬁgn
0 > C & U > C g v > C B W > 0
n n ! n |
d w i
: |
i@fo iEgO
0 >c, BU———>C BV —>C B W > 0
¥ ] o | O 1
| NS 1
0 ) 0
Dado que 0 > U —> VvV 2y > 0 es uan sucesidn exacta

y ¢ es provectivo para todo n en Z resulta gue las filas son
exactas

y que las columnas son semiexactas cumpliendo asi las condicio
nes planteadas en el proceso de dedinicidén del homomorfismo

de conexidn (P26.27,28 Henry).

Resultando asi la conclusidn del (T3.16)

Para cualaouler mddulc X sobre un dominio de ideales princi

pales R y cualqguiler sucesidn exacta corta

0 U >V - W
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de R-mbdulos, se tiene una sucesidn exacta

r (i T i % : :
0 — Tor(x,u) 22X B qorx,yy T8 o) — 2 smo 2B v B

donde ** es el homomorfismo de conexidn, mientras cue los
otros homomorfismos son los productos torsidn y los productos

tensoriales del homomorfismo i: X > X vy los homomorfismos

f vy g, resphctivamente.
Demostracibtn
Efectivamente si introducimos a X en una sucesidn exacta

corta

c: 0 > A > P —> X ——> 0

con F libre, A también es libre y asi obtenemos la resolucidn

provectiva reducida

é: 0 - A = F - G

En este caso obtenemos

o — vaa Bovgr o wmr — 0
LimE iEE! ige !

0 — verill vgri® yer .0
| | |
0 0 0

fu

v de agui obtenemos la sucecion sxact
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Yy esto es

0 — Tor (X,U) > Tor(X,V) — Tor(%¥,W) —> X 8 U —-=

— X @&V S XY@ W — 0

y asi el resultado estd probado.

Teorema 3.18

Para todo R-mddulo Y vy cualquier sucesidn exacta corta

0 > U £ s v 2.y > 0
de R-médulos, tenemos una sucesidén exacta
f* I & 8;;
..—> Tor (U,Y) > Tor (V,Y) > Tor (W,Y) > Tor  _(U,Y) >
n n n n-1
donde
f, = Torn(f,i); g, = Torn(g,i)

vy a; es el homomorfismo conexidn. Esta sucesidn finaliza con

x fmi
=

S UR Y vey 28 yury

- > Tor(wW,Y)

Demostracién

Sean C y E dos resoluciones proyectivas de los mddulos U y
W, por (L3.6) existe una resclucidn provectiva T de:. mddulo V

y dos transformaciones de cadenas

f: ¢ —> D v g: D — E

de estas sucesiones descendentes tales gue para todo entero no

negativo
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es una sucesidn exacta corta descomponible v por (T2.10)

/i g ®Ri

- p gy 2+ D B8BY — 0
n n

Hh

0 —» c B Y

es una sucesidn exacta corta descomponible para todo entero no
negativo y asi las filas son exactas y las columnas semiexac-
tas cumpliendose las hipdtesis R el proceso de construccidn
del homomorfismo de conexidn resultando asi la conclusidén de

(T3.18)

Teorema 3.19

Dados dos R-m6dulos X,Y cualesgulera en tonces ¥n e 2

Tor (X,Y) = Tor (Y,X)
n n

Demostracidn

para n = 0
Tor, (X,¥Y) = X B Y
Tor (Y,¥) =Y @ X
luego
Tor (X,Y) = Tor (v,)

Supongamos que el teorema es clerto, cualesgqulera gue sean X,
Y para todo m < n y probemosio para n

Sea

con F libre.
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Por teorema (T3.18 y T3.17) tenemos la sigulente sucesidn exac

ta
..— Tor (F,Y) —> Tor (X,Y) — Tor (K,Y) ~ Tor (F,Y) —
i n n-1 n-"1
> Tor (Y,F) > Tor (Y,X) —— Tor (Y,K) > Tor (Y,F) —
n n n-1 1
pero Tor (F,Y) = Tor (F,Y) = Tor (Y,F) = Tor (y,F) = 0
n n-1 n n-1

por ser F R-mddulo libre
luego

L (K, Y)

Tor (X,Y) = Tor
n n
Y
Torn(Y,X) ~ Torn_1(¥,K)
como por hipdtesis inductiva
Tor (K,Y) - Tor (Y,X)
n-1 ~ n-1
luego

Tor (X,Y) - Tor (Y,X)
n n

la siguiente proposicidn es un resultado inmediato de (T3.18)

y (T73.19)

Proposicidédn 3.19

Sea Y un R-mbédulo e i su endomorfismo identidad, las si-

gulentes proposicicnes son eguivalentes

a) Tor(x,y) = 0 para todo P-mddulo Y

b) Torn(x,y) = 0 para todo n » 0 y todo ®-mdaulce Y

c) Si f: A > B es un monomorfismo de R-mddulcs, también lo
es 1 ® £

BIBLIOTECA CENTRAL ;
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d) Toda sucesidn exacta de R-médulos permanece exacta en la
multiplicacidén tensorial por X
e) Para todo R-médulo Y v toda sucesién exacta corta

0 — . Uy =« v _8

bt = 0
la siguiente sucesidén es también exacta.

£@i g®i

0 > U R Y > VRY —— X8Y

3- FUNTORES EXTENSION

A lo largo de la presente seccidén X e Y denotaran R-mddu-
los arbitrariamente dados.
Elijamos una resolucidn proyectiva

C: ... e nt] £ ) : 0

Sea 1: Y > Y el endomorfismo identidad de Y consideremos

Hom (C,Y), que es la sucesidn

§0
0 > Hom(X,Y) > Hom(CO,Y) > ..
Jn=1 én N+
i)
Hom (cC -1’Y) > Hom(cC ,Y) E Hom(:n,q,Y) —
donde
¢" = Hom(s ,i)
n
-1
= = Hom (% 1)
- N .n-1 , - . - . _ . . .o A
& o & = Hom\ﬁn,l) o Hom(”n~1’l) = Hom(gn_1 oz ,1 iy = ¢

v asi se tiene gque licm(C,Y) es semisxacta ez decir es unié suce
sidn ascendente semiexacta entonces tenemos definidos para to-

do n en Z, el n-simo grupo de cohomologia
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n
B (Hom(C,Y)) = (Fom(o_, 1))

Tenemos los sigulentes resultados.
Lema 3.20

Para cualguiler otra resolucidn proyectiva

8r'1+‘l n 6
S > Dn > Dn_1 .. o

D: ... > D

del médulo X, se tiene que

5" (Hom(C,Y)) - H" (Hom(D,Y)

Demostracidtn

Dado que todo R-mbédulo X tiene una resolucidn proyectiva y

dos resoluciones proyectivas del mismo médulo X son equivalen-

tes homotdpicamente. Existen transformaciones de cadenas

f=1{f : ¢ > D /n ¢ Zj
n n n
= {g. : D _——> C /n e Z}
g Ign n 1“1/ !
es decir
“n+1 - i
C — LRINNG £ c — > C D¢
n+1 n n- 0
‘ ! !
- £ o T ] £ ! £ ‘
“n+i, , 1 Tne BT
3n+1 4 ¢ 4 vl Dé 1
D —> D > D — D D > D —~ ¥
n+1 n n-1 0
! |
g g g o
In+en] ) ny . Tn-T o g
‘n+ n 0
C _— — > C > C > .. —> > X
Cn+1 n n-1 CO

de las sucesiones descendentes C y D tales que las transforma-
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ciones de cadenas
1

g o f=1{g f : Cc —— Cn/n £ 2!

D

I gn ) n

f o g

Il
o

>~ D /n e z;

Ti
son homotdpicas a las transformaciones de cadenas identidad de
Cy D

> Y es el endomorfismo identidad

Si tenemos gque 1: Y

Hom (&4, 1) Hom({oh+1,1)
Hom(D,Y): O > Hom(%,Y) > Hom(Dn,Y) S pu— Hom(Dn,Y) > Hom(Dn+1,Y)—-o..
Hom (f _,1) ‘ Hom (f ,i)

=1 Nt J n’ l, +

Hom(C,Y): 0 — Hom(¥X,Y) > Hom(cO,Y) —_— . — Hom(cn,Y) > Hom(cr+1,Y) >
Hom(ao,i) Hom(8n+1,i)
Ademés
Hom(8n+1,i)
Hom(c YY) > Hom(c  ,Y)

Il n-=t

Hom(fn,l) { Hom(fn+1,1)1
Hom(D ,Y) > Hom (D ,Y)
n . n+1
Hom (3’ , 1)
+1
Hom(an+1,1) o Hom(fn,l) = Hom(fn o an+1,1)
o LS9 | — ~ 0
Hom(fn+1,1) o Hom(on+1,1) Hom ( o nH,l)
- : — ~ 1 :

Iuego Hom(fn o un+w,l) = Hom(cn+1 ° fn+1,1)
v asi tenemos
Hom(f,1i) = {Hom(fn,i): Hom(Dn,Y) — Hom(Cn,Y)/n e Zi
Hom(g,1) = {Hom(g_,1i): Hom(c ,Y) — Hom(Dn,Y)/n e 2}

son transformaciones de cade:iias de las sucesiones ascendentes
Hom (C.VY) 'y Hom(D,Y)
estas inducen homomorfisinos

£*¥: g" (Hom(D,Y)) > H" (Hom (C,Y))

g*: H" (Hom(C,Y)) —> H' (Hom(D,Y))



para todo n.

puesto que g o £ y f o g son homotdépicas a las transformacio

nes de cadenas ildentidad de las sucesiones C v D se sigue que

Il

Hom({(r,i) o Hom(f.1i) Hom{(feg,1) = Hom(i,i)

I
il

Hom(f,i) o Hom(g,i) Hom (gef, i) Hom (i,1)

son homotdpicas a las transformaciones de cadenas identidad de
las sucesiones ascendentes
Hom (D,Y) vy Hom(C,Y)

respectivamente vy

Il

5" (Hom (£,1)) o H" (Hom(g,1)) = ‘H"(C,Y)

g" (Hom (g,1)) o H" (Hom(f,i)) = et (e, v

lo que implica gque f* y g* son isomorfismos para todo entero n.

Y asi
n n
H (Hom(C,Y)) ~ H (Hom(D,Y))
Lema 3.21
H (Hom(C,¥)) = 0 wn < O
Demostracidn
Pare n -~ =1
n vy
H [Hom(C,Y,_ = 0 va que
mom{c ,Y) = 0

n

para el caso den =0 y n = -1 tenemos



la exactitud de C implica la exactitud de Hom(C,Y)

Homi-_ , 1! Hom (=.,1)
Hom(C,¥): 0 — Hom(¥,Y) — Hom(CO,Y) _— Hom(c1,Y) —_—
por tanto
0
H™ (Hom(C,Y)) = 0
H_1(Hom(C,Y)) = 0

Comentario 14

Por el lema (L3.20), el mdédulo Hn[Hom(C,Y)] depende esen-
cialmente sbélo del enteroc n v los P-m&dulos dados X,Y y por
(L3.21), Hn[Hom(C,Y)]es trivial para todo n < 0, debido a esto

damos la siguiente definicidn.

Definici6n 3.4
Llamaremos al mddulo Hn:Hom(C,Y)] el n-&simo producto ex-
tensidn de los mbédulos X,Y v lo denotaremos por el simbolo

Ext (¥,Y)

1l escrikimos simplemente

para el caso n

Proposicifin 3.22

Si el médulo X es proyectivo, entonces
n
Ext (X,Y) = 0

para todo entero positivo n v todo R-mddulo Y.
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Demostracién

Dado que ¥ es proyectivo tenemos una resolucidn proyvectiva

C: > C > . — — — X X >
n+1 n n-1
con
{O, n#o0, n#-1
c, =
(X, n =0 & n= -1
(o, n # 0
a =
" 11X

Se deduce gque Hom(C,Y) es exacta y por consiguiente
H" (Hom (C,Y)) = O

para todc médulo Y y todo en.ero positivo n.
Proposicibn 3.23

Si el md&dulo Y es invectivo, entonces
Ext” (X,Y) = 0

para todo entero positivo n y todo R-médulo X.

Demostracibtn

Sea C una resolucidn proyectiva de X

¢ N o L(

n be! }

C: oo —> C > C . RPN - .
n+1 n n-1 V]

como C es exacta e Y es inyectivo

Se deduce (T2.11) gue Hom(C,Y) es exacta.

T E i,
s ) B ur



Ext" (X,Y) = Hn(Hom(C,Y)) =0 ¥n > 0

Proposicibn 3.24

128

Si el médulo X tiene una resolucidn proyectiva C tal gue

c = 0 para todo n > m, entonces

Ext’ (¥,Y) = 0

para todo n > m vy todo R-m&dulo Y. Ademé&s, tenemos

Ext" (X,Y) : Coker[Hom(s ,i)].
donde
Hom(am,i): Hom(cm_1,Y) > Hom(cm,Y)
es el Hom del homomorfismo am: Co > C_, de C y el endomor-

fismo identidad i: Y > Y del mdédulo Y.

Demostracidn

Puesto gue Hom(cn,Y) =0 ¥n > m
la primera afirmacidn es obvia

ademé&s, puesto gue

r . . _
ker LHom(:m+1,1)) = Hom(cm,Y)
entonces
- ker(Hom(8m+1,i))
Ext (X,Y) = Im(Hom(aw,i)) = Coker (Hom ( 1}

lo que prueba el resultado.

jpuamipan 9% &

-ﬂﬁ_ﬂ_ﬂ___ﬂ_a——'*”

S
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Corolario 3.25

Para cualesguiera dos médulos X,Y sobre un dominio de 1de§
les principales R, se tiene
Ext" (X,Y) = 0
para todo entero n > 1, ademés
Ext(X,Y) = coker|[Hom(f,1i)]
donde Hom(f,i) representa el Hom del homomorfismo f: A > F

de cualguier sucesidn exacta corta

0 > A £ > F g .

X > 0

> Y del mdéddulo

con F libre y el endomorfismo identidad i: Y

Y.

Demostraciin

Efectivamente, dado gue F es libre, A también es libre y
asi F y A son proyectivos, luego tenemos una resolucidn proyec
tivo del médulo X como Cn =0, paran > 1 vy 3. = f
Se cumplen las hipdtesis de (T73.24) resultando asi la conclu-

sidén de (C3.25).

Lema B’

Si 0

es un diagrama conmutativo con f inyectiva entonces f induce

un monomorfismo entre el coker g y el coker h
 mBLIOTECA CENTRAL |
sRivARSIBAR pE " ]

L —
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luego
MooopMy o EM) . N
Img ~ Img Imh ~ Imh
Demostracidn
Definamos
]%‘ M . N
" Img " Imh
X + Img oo F(x + Img) = f(x) + Imh
Sea
X, - %, ¢ Img => x, - %X, = a(Y), para algn Y ¢ T
=> f(xq) - f(xz) = flg(y)) = h(Y) € Imh
f(x1) + Imh = f(Xj) + Imh.
Si

~

f es invectivo

M p M
Tmg ° £(

v asi

Proposicidn 2.36

Para R-mbddulos X e Y artitrariamente dados y cualguier su-

cesidn exacta ccrta

0 — = » 1 p 2 ¥ U
com P R-mbédulo proyectivo, se tiene
Ext™ (X,¥) = Ext® '(a,v) ¥n > 1

Y

| BIBLIOTECA CENTRAL '
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Ext (X,Y) :cokerEHom(f,i)]

donde Hom (f,i) representa el Hom del homomorfismo

f: A — P y el endomorfismoc identidad i: Y —— Y del mddulo
Y.
Demostracidn

Consideremos una resclucidn proyectiva de A

3 ) ) 9
n+1 n 1 0
C > C_ > C > —> C, > Cy > A > 0
}7
ax
g * 5 ¢ * :’2" fAOT
+ +! ,
C*:... > Cn+1 nre Cn o >, — C1 CO P —— X —
SO £
oA
le] -¥O

la sucegidn Hom(C*,Y)
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Hom(ag,i) Hom(aT,i)
0 — Hom(X,Y) > Hom(P,Y) > Hom(cO,Y) —> Hom(cC _,1Y) — Hom(Cn,Y)—>
—> Hom(c__.,Y) >
. +1
Hom(f ,1) _ Hom(ao,l)
Hom(2,Y)
luego obtenemos
N ker(Hom(a;+1,i)
B (Hom(X,Y) = sowom(e®, 1))
n
. ker(Hom(Bn,i))
H (Hom (X, Y)) Im(Hom(an_1,i))
n n-1
H” (Hom(X,Y) = H (Hom (A, Y) ¥n > 1
para el caso n = 1 en virtud de (T2.16) la exactitud de
3 b
C, LIS CO 0 . A > 0
implica la exactitud de
Hom(ao,i) Hom(a1,i)
Hom(C,Y): 0 —> Hom(A,Y) > Hom(CO,Y) > Hom(c1,Y)
por lo que
Hom(ao,i) es inyectiva asi Im(Hom(ao,i)) ~ Hom(A,Y)
ademés
Im(Hom(SO,i)) = Ker [Hom(91,i)]
considerando el diagrama
Hom(ag,i) Hcm(BT,i)
- - ( . -
Hom(X,Y) Hom (g, 1) Hom (P,Y) > Hom(CO,Y)
"2'
Hom(f, i) o Hom(ao,i)
-
Hom (A, Y)
/‘/' -
C, N
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Ker(Hom(ag,i)

X =
ExT (X, Y) Im (Hom (3,1
ker(Hom(a},i))
ExT(X,Y) = Im(Hom(fBO,i))
Im(Hom(ao,i))
ExT(X,¥) = Tm(Hom (3, 1)) e Hom (£, 1))
i _ Hom (A, Y) . o
ExT(X,Y) = T (Hom (£, 1) Por dque Hom(f,i) es sobreyectiva
ExXT(X,Y) = koker [Hom(f,i)]

Comentario 15

Por conveniencia en la parte restante de la presente sec-
cibn, definimos

ExTY (X,¥) = Hom(X,Y)
Lema 3.27

Para R-mddulos X,Y arbitrariamente dados v cualguier reso-
lucién provectiva reducida C del médulo X, se %iene

H'[Hom(C,Y) - ExT (X,Y)

para todo entero no negativo n.
Demostracidn

Dada una resolucidn proyectiva cualguiera del mddulo X

Doie. —2 _— —_— —_— e . —> ~ ¥ )
¢ Cn+1 Cn Cn—1 Co X

y e el + -
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P ... —> C — C_ — C — ... > —>
¢ n+1 n Cn—1 CO 0

una resolucidn provectiva reducida del mdédulo X

&= e
" Lo, sin= -1
', sin 0
?—:n
n 0, sin =<0
para n > 0 tenemos
H[Hom (C,v)] = #"[Hom(C,v)] = ExT"(X,V)

para n > 0
Falta establecer

1Y (Hom (C,¥)] = Hom(X,Y)

Sea
— 35

: o > ¥ ——> 0 una sucesidn exacta corta la exac

titud de esta sucesidén implica la exactitud de
Hom(&o,i) Hom(81,i)
0 —> Hom(X,Y) > Hom(C

O,Y) > Hom(CT,Y)

teniendo asi que

Hom(:_,1) es invectivo
l\_

Im|{Hom (& ,1)} = ker (Hom (& , 1)

consecuentemente
ker(Hom(%O,i))

0]
;0 - F A — ’ [ 5
H™(C,Y) = ker (Hom{: ,1))

HC)(é,Y) = ker%Hom(81,i)) = Im(Hom(aO,i)) s liom(X,Y)

H”(C,Y) - Hom(¥X,Y)
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Comentarioc 16

Consideremos ahora homomorfismos arbitrariamente dados

h: X'

> X Y ke vVo—— ¥!
de R-médulosl Elijamos resoluciones proyectivas C y C' para
los médulos X y X', respectivamente por (P3.1l) existe una

transformacidén de cadenas

de la sucesidn descendente C' en la sucesidn descendente C tal

gue £ ., = h, entonces

1
Hom(f,k) = {Hom(fn,k): Hom(C ,Y) —> Hom(C',Y)/n ¢ Z'

Il
es una transformacién de cadenas de la sucesidn ascendente
Hom(C,Y) en la sucesidn ascendente Hom(C';Y'), por tanto

Hom(f,k) induce un homomorfismo
Hom (f,k)*r: ExT"(X,Y) —> ExT'(X',Y')

para todo entero n por proposicidén (P3.3) se comprueba fécil-
mente gue (f,k)*n no depende de la eleccidn particular de la
transformacién de cadenas f: C' —> C v estd completamente de
terminada por el entero n v los homomorfismos h,k. Este homo-
morfismo se denominard producto extensidn n-dimensional sobre

R de h y k; y serd denotado por

ExT' (h,k): ExT (X,1) > ExTH(X',Y")
en €l caso n = 1, usaremos la notacidn més simple
ExT(h,k): ExT(X,Y) — ExXT(X',Y")

denominado producto extensidn (sobre R) de los homomorfismos
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dados h yv k. Por conveniencia definimos
ExT” (h,k) = Hom(h,k) .
Consideremos ahora un R-mbédulc X v una sucesidn exacta corta

0 > - SRS = S W

v

0

de R-mbédulos. Elijamos una resolucidén proyectiva reducida

~ ~ ~ ~

Cc: ... —=» C —> C —_— C
n+1 n n-1

del médulc ¥, para todo entero n, la sucesidn

Hom (in, f) . Hom(in,g) .
> Hom(c ,V) > Hom(cn,w) —> 0

n

0 —> Hom{c ,U)
n

dcrde 1n representa el endomorfismo identidad del mddulo cn,
es exacta de acuerdo (T2.22e) puesto gue cn es proyectivo. Asi
obtenemos una sucesidn exacta corta

. Hcw (., ) . Hom

0 —> Hom(C,U) > Hom(C,V) > Hom (C,W) > 0

de sucesiones ascendentes. Por el dual de (T1.23) obtenemos
una sucesidn de cohcmologia exacta
“ " ; - 56

oo — EHm(C, 1] — B Hon(C,v)] — ETHom(C,m] S ' Hom(C,U) ]

en virtucd de (L3.27) tenemcs el siguiente teorema.

Fara todo P-mdédulo ¥ v cualauier sucesidn exacta corta
N = C .
0O — U — - Vv — W -0
gz Z-mé&Jduion, Zenemr: .. sucesidn exacita
Ny . n,.. o n c n+1 .. .
LLEXTTU(E, U — ToT (X, V) S— BT O(X,W) — ExT (3,17 ——
[y u(—‘
~ I Il .
f* - BxT (1,f), g* = ExT (i,q9).

y ¢ es el homomorfismo de conexién. Esta sucesidn comienza con

BIBLIOTECA CENTRAL
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0 —> Hom({X,U) —> Hom(X,V) —> Hom(X,W) —> ExXT(X,U) > ...

Corolario 3,29

Para cualguier mddulo X sobre un dominio de ideales princi

pales R y cualguier sucesidn exacta corta de R-mddulos tenemos

una sucesidn exacta

Hom (i, f) Hom(1i,qg)
0 —> Hom(X,U) > Hom (X, V) > Hom(X,W) —> ExT(X,V)
ExT (i,q)

—> ExT(X,W) —> 0
aqui ¢ es el homomorfismo de conexidn mientras gue los otros
homomorfismos son los hom y los productos extensidn del homo-

morfismo identidad y los homomorfismos f y g, respectivamente.

La demostracidn de (Cs.2%, 2s dual de (Z5.17)

L- TEOREMA DE LOS COEFICIENTES UNIVERSALES

A lo largo de esta seccidén trabajaremos con una sucesidn

descendente (o complejos de cadenas) arbitrariamente dada.

C:

de P-mbédulos y un R-midnlo G arbitrariamente dado gue serd de-

nominadae oi nddulce coeficiente.

-
L

Consideremos ~l1 proaucto tensorxieir C 8 G que es la suce-

sidn descendenie

CH® G: ... > C 8 G

( BIBLIOTECA CENTRAL |
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donde 1i: G > G es el homomorfismo identidad del mdéddulo G.

El médulo de homologia n-dimensional

An(s & G) = =—

de C ® G se llama mbédulo de homologfa n-dimensional de C sobre
el médulo de coeficiente G y se denotard por

Hn (C;G)
Nuestro objeto es determinar Hn(C;G) en términos de Hn(C) y

Hn-1(C) .

Para ello, definamos un homomorfismo

J, ¢ Hn(C) ® G > Hn (C;G)
ker & ker(s_ ® 1)
j + —— " B G > -
J-® Im 3 im(a . & 1)
n+1 n+i
para todo entero n como sigue
Sean
P : Zn(C) > Hn(C)
n oY
ker N
P : ker ? > =
n n im on_+_1
}7
g : Zn(C & G) ——> Hn(C;G)

ker(an ® 1)
q : ker(s @& 1) Y Ims & )
n+1

Las proyeccilones rnaturales. Para Jer.inir j  &antonces

Sean
KaY o
. N n
3 + S T . —
g G, 2 T v im ¢ _ . Y
it 1
dado cue

ker 3 c Cn tenemos gque z ¢ Cn vy g £ G, entonces
n
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zRBgecCc RBRG
n

!

(s ® 1) (z ® g) = Bn(z) ® g 0O® g=20

n

Se tendrd que z B g ¢ zn(C 8 G) ker(an ® i)

si z, - z,e Im o ., entonces (z, - 2z,) B g e Im(a__, ® i)
es decir que la funcidén definida por
ker & ker(s_ ® 1)
it ——— B G > -
Int Im o im(s_ .® 1)
n+1 n+1
(z+im8n+1) B g n~vvs z 8 g + Im(Bn+1 g i)

estd bien definida

Teorema 3.30

(Teorema de coeficientes Universales para Homologia)

S1 R es un dominio de ideales principales y Cn es un R-mb&-

dulo libre vara todo entero n, entonces existe un homomoerfismo

. . N r
k: H_(C;G) > Tor [H__.(C), G]
para todo entero n tal gue
0 —> H (C) 86 —> H_(C;G) — Tor H __(C),G] —= 0
n n n-1

es una sucesidn exacta corta descomponiile y por lo tanto

H (C;G) = 5 \.C) 8 G & Tor (5 s), 7|

n n - on- o
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Demostracibn

Consideremos la siguiente sucesidn exacta

donde e representa el homomorfismo inclusidén, d estd definida

por an: c, > Cn ;Y P es la proveccidn natural, en otras
palabras la sucesidn

_ _ ker 3
£ A . - n-1
> ker 3 > C > ker % > : —> 0
n n-1 im Bn

0

n
puesto que R es un dominio de ideales principales por
Se tiene tiene que los mdédulos ker I ker c,_, son también

libres y asi la sucesidn es una resolucidn proyectiva de

HD_T(C), Tuego la sucesidn
D: 0 > Ker 3 € > <, > ker 3 —: 0
n n-1
es una resolucidn proyectiva reducida de Hp_1(C).

Consideremos la sucesi6n D ® G, es decir,

e®i_ a®@i

‘DB G: 0 —> Zn(C) ® G > c_ B G z _, (C) BG > 0
de acuerdec con (C3.12) vy (L3.14) tenemos
ker (¢ ® i) = H (D ® G) = Tor [H_ __(C),GI = O
2 2" "n-1 -

ker (d ® I r .
n 2 D Y = r il G

im{e & 1! S A Tox Lhp_ g0 .6l
coker {(d X i) = HO(D ® G) = Hp_1(C) B G

El primero afirma que e 8 1 es monomorfismc v Zour tanto
Z (C) B G es decir (ker Sn) @ G puede ser considerado un submd
n =

dulo de Cn X G, consecuentemente



del homomorfismo

c B8 G

n

estd contenida en el submddulo Z (C)
n

de <, ® G, por consigulente tenemos

Im(Or1+‘l

La segunda afirma
& i)
n
(ker 9 ) B G
n

ker (s
x Tor [H

 I—

(C), G

n-1

v la tercera,

(ker 3 ) B G
n

B i) ¢ (ker 3 ) B G c ker(s
n n

con n sustituido por n + 1,
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8 G

(ker 3 ) B G
n

las siguilentes inclusiores.

R 1) ¢ C_ B G
n

dice gue

im (5., ® 1) - Hn(c) a G
n+1
(ker an) 8 G
puesto que el mddulc A = . . es un submddulo de
Im (o ® i)
n+1
ker (an B 1 .
Hn(C;G) I 51y Y el cociente
n+1
H (C:G) ker (8 ® 1)
B es isomorfo a — = B
A T T (ker Bn) B G i
obtenemos una sucesidn exacta corta
0 —> n —— Hn(C;G) £ B ——> 0
donde « es el homomorfismoc inclusidén v £ es la proveccidn natu

ral.

ara roobar que esta sucesidn se

o~ o

figulents sucesidn sxacita corta

e

Vel
-

0

> ker 3§ >
n

donde e es el homomorfismo inclusidn

w1

escinde comsideremos la

0

> Im 9 >
n

y f estd definido por
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5 : C > C

, como la im ¢ es un submédulo de C , tam-
n n n-1 n n-1

bién es libre y de aqui que es proyectivo luego esta sucesidn

exacta se escinde, en virtud de (Cl.16) existe un homomorfismo

~

n: c > kKer @
n n
de manera gque h e = lier = luego el producto tensorial
C‘n,
] G.

h @i cle®i) = (hee) I =1, a_)

Si ker an B G es considerado como submédulo de Cn B G, es-
to implica que la restriccidn
h R i/(ker an) B G
es el automorfismo identidad de (ker an) @ G por consiguilente

h ® i induce un homcmorfismo

de manera que
Y o a es el homomorfismo identidad de A esto im-

plico cue la sucesidn

se escinde.

Si identificamos A con Hr(C) ® G y B con Toern 1(C),GT
. L

por los isomorfismos construidos antericrmente o se reduce a j y
£ 4a origen a un homerorfismo k, (or tanto chbienemcs una suce-

sidn exacta corta

0

> B_(C) G —L ®_(C;6) - Tor [H__ (C),G]

que se descompone.
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Definicibn 3.5

Una aproximacidn libre de una sucesiédn descendente C sobre
R es una transformacidén de cadenas

f: ¢ > C

de una sucesidn descendente C' sobre R gue satisface las si-

gulientes condiciones

(ALL) C;; es un R-mdédulo libre para todo entero n
(AL2) fn; es un epimorfismo para tocdo entero n

(AL3) f ; induce un isomorfismo

para todo entero n
Lema 3.31

Si R es un dominioc de ideales principales, entonces toda

sucesidén descendente C sobre R tiene una aproximacidn libre
Demostracion

Para cadzc entero n consideremos el submddulo

Z (C) = ker ¢
n n

de ¢ per (PL.7), existe un epimorfismo

o £ o —— &)
L n n

de un mdédulo libre Fn sobre Zn(c). Consideremos el submddulo

G, =h } B (C)) ¢ F , es decir

— ] .
G = h (Im dn+1\

[ BBLIOTECA CENTRAL

l SRIYEEeIRAR FY G0 e

vamTR



tenemos gque Gn también es libre

Sea

O
I
g/
32)
@

para todo entero n, entonces cé es R-médulo libre vy asi

se cumple.

Para todo enterc n, definamos un homomorfismo

o' C! > C!
n n n-1
tomando SA(X,Y) = (Y,0) para todo x ¢ Fn y todo
Yy e G, _,cF__,. Seglin esta definicién, se tiene
t t —
an ) 81’1+‘1 =0

y por tantoc obtenemes una sucesidn drascendente

8' al
cC': ... —> C° nFl o O, ¢
n+1 n n-1

para todo entero n, definamos un homcmorfismo

: > C
n n n

como sigue. Consideremos el siguiente diagrama

| n
|

e
: n

Sn+1 A
C —-~ B_(C) > 0
NIEE n
donde 5n,1 y €_ son los homomorfismos definidos por
s Il

~ . ' >
n+1 = Tn+ Cn

h : F > Z (C)

n n n

144
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La fila es exacta. Como Gn es libre y por tanto proyectivo,

existe un homomorfismo

kG > C
n n n+1
gque satisface d o k = e , entonces definimos £ tomando
n+1 n n n
£ (,v) =h (x) + k__ (y)
para todo x ¢ Frl v todo y ¢ Gn_1 c Fn_1

Claramente fn es un homomorfismo.

Para demostrar que f = {fn/n € Z} es una transformacidn de
cadenas de C' en C, debemos verificar la conmutatividad del si

guliente diagrama:

para ello, sean

X € Fn, Yy e G _qr arbitrariamente dados entonces

s [ 1 = 2 +

eann(x,y)j n(hn(x) kn_1(y))
= o (h (x)) + & (k (yv))

n n n n-1

=d_(k__, (y))
= e _,(y)

bl (' (x,v)) = ¢ v,0) = h (yvi = e (y)

n-1 n n-" n-1 - n-1 "~

estc prueba que 5r - in :f1_1 ° 35. P_i tantc £ es una trans-

formacidn de cadernas. Falta probar las condiciones (Al2Z) vy

(A13).
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Para probar (Al2). Sea w un elemento cualquiera de C - En-
tonces
dn(w) o Bn_1(C)
Cmo hn—1 es epimorfismo. existe un elemento v ¢ Gr_,| tal ague
h _,(y) =3 (w)
Sea V = w - kn_1 tenemos
3 = - = - =
on(V) an(w) Bn(kn_1(y)) an(w) hn_1(y) 0
esto prueba que V ¢ Zn(C). Cono hn es epimorfismo existe

X € Fn tal que

En consecuencia, obtenemos

fn(x,y) = hn(x) + k
v por lo tanto, fn es epimorfismo.

-

Para verificar (&Al13), observemos gque

Z (C') =F_; B (C") =G_
n n n I
v gue fn(x,O) = hn(x) para todo x ¢ Fn como h es epimorfismo
-1 .
v G = hn (Bn(C)) se sigue que
fo: H (C'") —> H (C) es un isomorfismo.
* n n

lo gue completa la demostracidn.

Comentario

Consideremos una aproximacidén likie cualguiera

> C

f: C!

de un complejo de cadenas sobre R, para cada entero n, sea
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c" =ker £ c c
n n n

como f es una transformacidén de cadenas, 9' aplica
n

y por tanto define un homomorfismo

~
@)

. cn > oc"
* "n

"
n n-1

Asli obtenemos un complejo de cadenas

a 1 . 1 a n
n- n
" : > ”n > CII > Cll
¢ Cn+1 n n-1

Sobre R
C" es un sobcomplejo de C' al que llamaremos nficleo de la

aproximacidn libre

e K
0 >C" > C' ~ > 0
donde e representa la inclusidn, recibird el nombre de sucesidn
exacta corta de la aproximacidn libre

f: C!

> C

Lema 3.32

El nlcleo C" de cualguier aproximacidn libre f: C' > C

de una sucesidn descendente C sobre R es una sucesidn exacta.

Demostracidm

Sea
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0 > ker £ LI LENG >
n n n
| N
a=] . n- . -
0 > ke £ >l c._, > 0
| |
|
>¢" - ¢ —> ¢ — 0
la sucesidn de homologia
H (f) e,
—> B _(C") —> H _(C") > H_(C) > H_ _,(C") > ..
v 1 P " =
Yy Como “n(C ) 0 vy Hn_1(C ) 0
: vy
y asi Hn(C ) = Hn(C)

bDefinici6bm 3.6

Llamaremos producto de torsidén de una sucesidn descendente

C vy un mdédulo G, a la sucesidn descendente

Toxr (9p41,1) Tor(an,i)
Tor(C,G): ...—> Tor(c , G) > Tor(C ,G) > Tor(cC ,GY—> ...
n+1 n n-1
donde ¢ : ¢ ——> C , 1: G —> G
n n n-1

Teorama 3.33

31 © es una sucesién descendente sobre un dominio de idea-
les principalec x, v G es un R-mbédulo tal que la sucesidn Jdes-

cendente
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Tor (C,G) es exacta, entonces existe un homomorfismo

v

K: H (C;G) Tor | H (C),G]

n( n-1

para todo ant2ro n tail gue

0 —> H (C) 8 G 2> H_(C;G) — Tor [H
N N n

es una sucesidn exacta corta descomponible, v por consiguiente

Hn(C;G) es isomorfo a la suma directa de

H (C) 8 Gy Tor [H _,(C),G]

Demostracitn

De acuerdo con (L3.31), existe una aproximacidn libre

f: C! > C de la sucesidn descendente .dada C considcderemos la

sucesidn exacta corta

0 —> c" —S» c' —£> C —> 0

de la aproximacidén libre £: C' > C. Como Cé es libre y por
tanto proyectivo, para todo n, tenemos
Tor (C',G) = 0

Por consiguiente, se deduce de T3.18) que tenemos una sucesidn

exacta

a @i . f®i
0 —> Tor (C,G) —> C" B G > C'BRG — €8 6 —> 0
de sucesiones descendentes, 4donde 1 representa ei endomor fismo
identidad del mdédulo G y ¢ aesigna el homomorfismo de conexidn

Esta sucesidn exacta se descompone en las dos cuseciones exac-

ta cortas siguientes. e TEp R S
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)
0 > Tor(C,G) > C" B G Y Im(e ® 1) > 0

> Im (e @ I) %+ ¢ g ¢ L&1

> C 8 G

donde e estd definido por e 8 i v n es la inclusién.

Por nuestra hipdtesis, la sucesidn descendente Tor (C,G)
es exacta. En virtud de (L3.32) la sucesién descendente C" es
exacta. Por ser subméddulo de un R-médulo libre para todo n,

luego por (T3.30)

H (C",G) = [H_(Cc") ® G] ® Tor[H
n n

L™'n
para todo entero n. Esto implica gque la sucesidn descendente
C" ® G es también exacta, por ), la exactitud de
Tor(C,G) y C" ® G implica gue la sucesién descendente
Im(e ® i) es exacta. Por (T1.23), este hecho y la sucesidn de

homologia exacta de la suceidn exacta ceorta

n f®i

0 > C' B G

> C R G

> Im(e ® 1)

implican que el homomorfismo inducido

@ = (f@i),: H_(C';G) > H_(C;G)

n

es isomorfismo para todo entero n.

Por (AL3) para la aproximacidn libre f: C'

> C, el homo
morfismo inducido

£,: H (C') —— H_(C)
n n

cs isomorfismo para todo entero n. Estc implica oue los homo-

o

morfismos

B=f, ®i: H (C') B G

> H (C) ® G
n

=2
Il

Tor (f4,1): Tor [H_(C'),G] > Tor [H_(C),G]

= e i ——
]
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son isomorfismos para todo entero n.

Como C; es R-m6dulo libre, podemos aplicar (T3.30) a C'
y Obtenemos

c,‘, ' 1
0 —> H (C') 8 G —> H_(C';G) —> Tor [H__ (C'),G] —> 0

gue es una sucesién exacta corta descomponible

definamos un homomorfismo

k: H_(C;G) > Tor [H__.(C),G]

para todo entero n tomando

queda por establecer que

0 —> H (C) @G —2+ #_(C;G) —> Tor [H___(C),G)] —> 0
n n n-1

es una sucesidn exacta corta descomponible.

Para ello, consideremos el sigulente diagrama

0 —> H (C') @ G &> H_(C';G) > Tor [H___(C'),G] —> O
n i n i n-1

n| ®n Yr-1

0 —> H_ (C) &G N H (C;G) — Tor [H  (C),6] —> 0

seglin la definicidén de j y j' dadas al principio de esta sec-
cidén, el recténgulo de la izguierda es conmutative. La defini-
cién de k dada anteriormente implica que el recténgulo de  z

derecha es conmutative v ademés como la fila superici ez exac-

ta corta desccmnponible existe

h': Ter [BH__ (C),G] —> H_(C';G) tal que

-1

| iﬂié-l-:lOTECF\ CENT K~
wmivEREIBAR WX ML W AR



Sea h: Tor [H (C),G] > Hn(C;G tal que

y asi

n-1

k eh=1,_[H . (0,¢]

probando asi gque existe h de manera gue

k oh=1n, [H C), ]
luego por proposicidn ( ) la sucesidn
0 —> H (C) 8 G —> H_(C;G) —> Tor _H___(C),G] —> 0
n n S n-=1

es una sucesidn exacta gue se escinde.

Ahora, consideremos Hom(C,G) que designa la sucesidn ascen

dente (complejo de cocadenas)

6n 6n+1
e —> Hom(cn_1,G) — Hom(cn,G) —> Hom(cnﬂ, ) —> .
donde " = Hom(z ,i) es el Hom de P C. T C Y el homomor
fismo identidad
i: G = G

El médulo de cohomologia n-dimensional

I

T p— e e
[ BIBLIOTECA CHENTRAL
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Zn[Hom(C;G)]

Hn[Hom(C,G)] =
B"[Hom (C,G) ]

de Hom(C,G) recibe el nombre de médulo de cohomologia n-dimen-

csional de C sobre el médulo ~oeficiente G y se designa por
H" (C:G)

nuestro objeto es determinar Hn(C;G) en términos de

H (C) y H (C)
para ellc, definamos un homomorfismo

h: Hn(C;G)

> Hom [H_(C),G]
ker [Hom(a ;1)

h: H'[Hom(C,G)] = nt1 G ——>Ikm{im 7G|

im [Hom(s _,1.)]

| I—

. ker [Hom(8n+1,lG)] - {ker S G}
Im [Hom(5_, 1.)] moS
n’ G .
para todo enteroc n como sigue. Sea
p: 7" [Hom(C,G)] > H"(C;G)
h ker [Hom(8n+1,lG)]
p: ker [Hom(dn+1,lG)] >
im [Hom(an,lG)]
ver Trom (s L) ker LHom(8n+1,lG)J
p: - ‘n+1' TG ‘ 1

im EHom(an,lG)j

P es la proyeccidn natrual. Para definir h

e I HOIT\;TB——-, =
Lt 1+

ker [Hom(an+4,lG)] Tker @ 1

im [Hom(an,lG)]

ker [Hom[an+1,lG]
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Z v p(z) = x vanvs hix) = z,
zZ € ker[Hom(an+1,lG)] c Hom(cn,G) que satisfaga pl(z) = x
donde
zZ: C > G
n
‘] Pl
como &7 (z) = 2 o 3 = 0, z aplica el submbédulo Im 3 en
n+1 n+1

el elemento 0 de G. Por tanto z induce un homomorfismo

ker 3
n

Asi, z, es un elemento de Hom[Hn(C),Gj. Se puede fé&cilmente
comprobar que z, no depende de la eleccién de z y por tanto es
td completamente determinado por el elemento dado x de B (C;G)

por consiguiente podemos definir

o i T .
ker[Hom(onH,lG)j "ker 3
h: > Hom | Tm 3 » G
im[Hom (3 ,1.)] Gons
n’' "G
X o uuu h(x) = Z*
Es inmediato verificar gue h es un homomorfismo.
Teorema 3.34 (Coeficiente Universal para Cohomologias

Si R es un dominio de ideales principales v c, es un R-m&-

dulo libre para todo enterc n, entonces existe un homomerfismo

n

g: ExT[H _ (C),G] — H (T2
rara todo entero n tal gue
n - ~ kS 1 g ~ n . D . .
L —— ExT[}ln_i(C),GJ ——> H (C;G) > dom 2 (C),G —— O

es una sucesidn exacta corta descomponible. 7 por consiguiente,
n . .
H (C;G) es isomorfo a la suma directa de Ext[Hn_1(C),Gj y

Hom[Hn (C) , G]

o oo ————
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Demostracidon

Consideremos la siguiente sucesidn exacta

donde e representa el homomorfismo inclusién, de estd definida

por an: C > C Yy p es la proyeccidn natural, en otras pa

n n-1

labras la sucesidn

e an .
> ker & > C > ker 3 SN - _—
n n n-1 im an

0

puesto que R es un dominio de ideales principales se tiene gque

los mdédulos ker 8,y ker 3 son R- m&dulos libres y asi la

=1

sucesidn D es una resolucidn provectiva reducida de

kerwarn_1
Hoo1 09D = TIman
)
D: 0 > ker 3 € 2. ker 3 > 0
n n-1
obteniendo Hom[D,G] tenemos:
Hom(3a,, 1g Hom(C,lG)
N T : 7 T R
0 —= HomLkeran_1,G] > Hom[cn,GJ — HomLkercn,G] —> 0
k
D 5.l < er[Hom(En,lG)] - Hom 7B ©),a]
! 0 n-1 !
: ker [Hom(C,lG[} _ i
2) H (D,G) = = ExT H__ (C),C]
im[Hom (& , 1G] o
n
5 Hom|[ ker an,G]
3) B°(D,G) = = 0 esto implica

. T
1mLHom(C,lG)]

gue Hom(C,1.) es sobrevectiva, esto implica

G

tom[ i€ _,G) ]

Q2

Hom ker

' G z
n ker[Hom (€, G) ]

por 2 tenemos con n aumentado en 1
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Hom [Hn(C),G] - ker [Hom(an+1,lG)]

vemos gue

.
ker [Hom(e,lG)] c ker [Hom(a . ,1.)]
Sea
6 ¢ ker [Hom(@,lG)] => ¢ (Img ) = 0
=> ¢ (ker on) = 0
dado gue Im 35 c ker 3
n+1 n
¢ (Im 8n+1) =0
¢ e ker [Hom(an+1,lG)]
y asli temenos la siguiente sucesidn
w7 r
ker LHom(Q,lG)] o ker LHom(8n+1,lG)] . . .
0 —> - - —>ker [Hom(onH,lG)_I
im LHom(an,lG)] im [Hom(an,lG)]
probemos que es exacta
Sea
ker[Hom (2 107 . ker &
ker (Hom (&g ,1.) —==»> n+1’°C LIS Hom (= 2.G) —> 0
n+17eG im[Hom(®_,1.)] M3y
‘n’ TG
rANUUL e A Im[Hom(an,lG)] vz ¥
z* = 0 = z(ker o ) =0
n
<=> ker [Hom(c,lG)] =0
ker (How((,1.))
ker B = = = Im .
i a o, 1.0
im (Hom( N G)'
hd e -~ r “
y dado gue Hom(H (C;,G) = ker LHom(an+1,lG)]

tenemos gue
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ker[Hom(Q,lG)] ~ ker[Hom(3
O
D:0 —> s _

im[Hom (3_, 1) ] im[Hom (s _,1.)]

1]
nrl’ G B, ker[Hom(an+1,lG)]

\ ker [Hom(8n+1,lG)J

n+1 'lG)] T

Sea f: ker [Hom(?
im [Hom(an,lG)]

B ¢ £f =1 ker [Hom(an+1,lG)] luego existe f

Yy a sl es una sucesidn exacta corta descomponible

si identificamos

ker[Hom(Q,lG)] ker| Hom (3

_ ,1 0]
< ExT(H__ n+t1’ G D

(c),G), = 87 (C;G)
im[Hom(an,lG)]

im[Hom(an,lG)] !

y ker [Hom(8n+1,lG)] :Hom(Hn(C),G) tenemos

ye =g, £&=h
0 —> Bxt [#__ (0),6] &> B"(C;6) 2> Hom [H_(C),C] —> 0
se escinde luego
H" (C;G) = ExT[H__ . (C),G)]® Hom[H (C),G] —> 0
n-1 n

lo gue prueba el resultado.

Teorema 3.35

Si C es una sucesidn descendente sobre un dominio de idea-
les principales y G s un R-mbédulo tal que la sucesidn ascen-

dente ExT(C,G) es exacta, entorces existe un homomorfismo
g: ExT[H__ (C),G] —— H'(C;G)
-

para todo entero n tal gque

0 —> ExT[Hn_1(C),G] —> H(C;G6) —> Hom[Hn(C),G)] —> 0
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es una sucesidn exacta corta descomponible, y por consiguiente
H'(C;G) es isomorfo a la suma directa de Ext[Hn_1(C),G] y

Hom(H_(C),G) .
Demostracidn

De acuerdo con (L3.31) existe una aproximacidén libre

f: C' —> C de la sucesidn descendente dada C.

Consideremos la sucesidn exacta corta

0 —> c" &, O LN C —> 0

de la aproximacién libre f: C' —> C. Como C, es libre y por

tanto proyectivo para todo n, tenemos
Hom (C,}G) = 0

por lo gue se deduce de (C3.29) gue

Hom (f,1.) Hom (e, 1) o &

G G
0 > Hom(e,G) —> Hom(C',G) > Hom(C",G) ——> EXT(C,G) —=> 0

es una sucesidn exacta de sucesiones ascendentes, 3* designa
el homomorfismo de conexidn, esta sucesidn exacta se descompo-

ne en las dos sucesiones exacta cortas siguientes

r ok

0 —> Im [Hom(e,1.)] —> Hom[C",G] —> ExT(C,G) —> 0
Hom (£,1 )
0 —> Hom(C,G) —> Hom(C',3) —- ImLHom(e,lG)] —> 0

por nuestre hipdtesis ExXT(C,G) es exacrta
luego

H'(C";G) = ExT[H__. (C"),G)]® Hom[H_(C"),G)] = 0

-1
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para todo entero n, esto implica que Hom(C",G) es también exac
ta. La exactitud de Hom(C,G) y Hom(C",G) implica que la suce-
sién ascendente Im[Hom(e,lG)]es exacta por (T1.23) vy

Este hecho y la sucesibébn de homologia exacta de la sucesibn

exacta corta
Hom(f,lG)
0 —> Hom(C.G) —> Hom(C',G) —> Im[Hom(e,lG)]
implican que el homomorfismo inducido
n n
H"(C;G) —> H (C',G)

a = Hom(f,lG)*:

es 1somorfismo para todo entero n

Por (AL3) para la aproximacicnes libres f: C' —> C el

homomorfismo inducido

f,:H_

L(C") —> H_(C)

es isomorfismo para todo entero n, esto implica que los homo-

morfismos
¢ = Hom(f,.1.): Hom [Hn(C),G)] —> Hom[Hn(c'),G]
¥ = ExT(f,,1.): ExT[HE_(C),G] —> ExT[H (C'),C]

Son isomorfismos para todo entero n, como C' es libre podemos
n

aplica_ a C'

il ]-" -
0 —> ExT/H__ (C'),G] &= B (C':G) —> hom[H_(C'),G| —>

gue es una sucesidn exacta corta desccmponible

Definamocs un homomorfismo
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> HU(C;G)

gqueda por establecer que

0 > ExT [H__.(C),6)] —2= H"(C;G) > Hom(H_(C),G] > 0

es una sucesidn exacta corta descompenible

para ello, consideremos el siguiente diagrama

0 > ExT [Hn_T(C),G] ). 5" (C;G) > Hom [Hn(C),G] > 0
.Yl’l an Bn

0 > ExT [H__(C'),6] 3% ' (c';6) £ Hom [H_(C'),6)]—> O

Razonando en forma similar a el teorema T3.33) se concluye gue

0 k

> ExT [H__ (C),6] —> H"(C:G) > Hom [H_(C),G]

-1

es una sucesidn exacta corta que se ecinde.

Lema 3.36

Si R es un dominio de ideales principales, entonces toda

sucesidn ascendente C sobre R tiene una aproximacién libre,

Demostracibn
Sea
el (RN
C: ... >~ ° - O 0 > C > . —>
-1 n n+:
: n n+1
para cada entero consideremos el subm&édulo z  (C) = ker ¢ de

c.- Por (P.1.8) existe un epimorfismo
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h : Fn > ker 6n+1

de un médulo libre F, sobre z"(C). Consideremos el subm&dulo

G =n'(Im &™)
n n
de F_ como F_es R-m6dulo libre, por ( ) es c_un R-m&dulo
libre . Sea
c’ = F & G ’
n n n+1

para todo entero n. Entonces Cg es un R-m&dulo libre por tanto

(ALl) se cumple.

Para todo entero n, definamos un homomorfismo

n+1
T e
(31,y) v S?H(X,y) = (y,0)
para todo x ¢ F y todo y ¢ G ., € Fn+1f segln esta definicidn
se tiene
,n+2(6n+1(x’y)) _ 5n+2(y10) - (0,0)

1

y por tanto obtenemos una sucesidn ascendente

+1
6n 61’1
' < 1 1 1 i i
Cl: ... > C > C —> C > e ..
n-1 n n+1

Para todo entero n, definamos un homomorfismo fn, considerando

el siguiente diagrama

y + +
e 6" 2
.o > F &G —_— 7 @ G > & G o
n n+1 n+1 n2 n+2 n+13
I
) ~
fnl *n+1‘l In+2¢
> .y > > -
Cn 6n+1 Cn+1 6n+2 Cn+2

tal gque el siguiente tri&ngulo es conmutativo

\ m9U0TECA(n@¢n,L

.~
.""."rﬂ‘.‘ 1
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n+1
K, |
| "n+1
) n+1
C > Im 6 > 0
n gn+1
n+1
con ¢ o k = h
n n+1
asi tenemocs
£f ¢+ F & G —> C
n n n+1 n

(X,y) v £(X,y) = hn(x) + kn(y)

para todo x ¢ Fn y todo y ¢ Gn , €s evidente gue fn es un ho-

+1
momorfismo. Para demostrar que f = {fn/n e 2z} es una transfor
macién de cadenas de CA en C_, debemos verificar la conmutati-

vidad del siguiente diagrama

.n+1
G
F € G —> F e G
n n+1 n+1 n+2
£ N f
n n+1
C > C
.n+1 n+1

" ry)) = 67T (1) + k_(y)) =

1
sTE G y)) = T )+ 67T k()
n+1 . _
¢ (fn(XIY)) = n+1(y)

Y

~n+1
fn+1(01 (x,y)) = fn+1(y’0) = hn+1(y)
estc prueha cgue
6n+1 o T = f . c K:f1+1
n nrd 1

por lo tanto f es una transformacidén de cadenas.
Falta probar las condiciones (AL2) y (AL3)

Para probar (AL2).



Sea w un elementc cualguiera de €,. Entonces

st w) e Im & y como hn¢1 es sobre
- n+1
iy ¢ Gn+1 tal gue hn+1(y) = ¢ (w)
Sea
V=w - kn(y)
n+1 _ n+1 St _ n+1 _ —
¢ (V) = ¢ (w) 6 (kn(y)) = ¢ (w) hn+1(y) 0

esto prueba gue

+1

V ¢ ker 8" => }x € Fn tal gue hn(x) =v =w -k (y)

en consecuencila obtenemos

fn(x,y) h (x) + kn(y)

n

’

v o+ k y)

Il

fn(x,y)

£ (x,y) = w =~k (y) + kn(yf

1l

fn(x,y) '
por lo tanto fr es sobrevectiva

para verificar (AL3)

observemos gue

ker N?+1 Fn
¥ —_
Hn(C ) = I TG
Im c1 n
Yy gue fn(x,O) = hn(x), como hn es epimorfismo

y G_ = h;i(Im "), se sigue que
F

ek = ey

£, BH_(C) g H_(C)

lo gue completa la demostracibn

163
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Teorema 3.37

Si R es un dominio de ideales principales y ¢ es un R-m&-
n
dulo libre para todo entero n, entonces existe un homomorfismo

k: H'(C:G) n+

> Tor [H (C),G]

para todo entero n tal gue

0 > 7 (C) B G ——> gt (c;6) > Tor [Hn+1(C),G] > 0

es una sucesidn exacta corta descomponible, y por lo tanto

H" (C;G) es isomorfo a la suma directa de H'(C) @ G vy

n+1

Tor [H'W (C),G]

Demostracidén

Consideremos la siguiente sucesidn exacta

+
n+1 42 p ker s" 2
> ker g" > > 0
n . .n+1

im ¢

1 e

0 > ker 6n+

donde e es el homomorfismo inclusién y p es la proyeccidn natu

ral. Como R es un dominio de ideales principales, se sigue de

( ) v nuestra hipdtesis, gue los mddulos ker gt ! v

94

n+2 - - .
ker ¢ son R-mbédulos libres v por tanto esta sucesidn es una

n+2
. 2 . - ker ¢ +1 .
resolucidn proyvectiva del mddulo — T BT (C). Pox consi
Im ¢
guiente, la sucesidn
1+ 1 e c"n-H n+2
D: 0 — kexr & > Oy > ker ¢ > 0
. . . 2 - +1
es una resolucidn proyvectiva reducida D del mddulo g" (cy.
Consideremos el producto tensorial DB G de Dy G
+1
n+1 el®i 6" cg1 n+2
0 > ker ¢ B G > ker § B G > 0

> Cc B G
n

= SRS
| BIBLIOTECA CENTRAL

| mpwe =
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de acuerdo con (L3.14) y (C3.12) tenemos

. ker ¢""%mG " +1
1) H'(D @ G) = o > g (C) ® G = Coker (&"7'®mi)
Im (6 ®i)
k n+1_ . .
2) E' (D ® G) = ~er (6 ®i) - Tor 870y, &)
Im{e ® i)

3) H°(D B G) = ker (e B i) = TorZ[Hn+1

la tercera establece que e ® i es inyectivo, la

ker (""" ® i) o o
Segunda vy la condicién (1) disminuido n en uno
n+1
Im § B G
n+1
ker 6n B G - 5Y(C) ® G
Im (6 B 1)
como ker ("' ® 1) _ ker (¢""' ® i)/mm (¢" B i)
ker 6""'® G ker "7 @ 6/Im (" ® i)
obtenemos la siguiente sucesidn exacta corta
0 s ker """ @G o _ ker (""" m 1) 8 . ker ("1 ® 1) .
Im (6% & 1) Im (6" @& 1) ker 6" @ G

donde « es la inclusidén y £ es el homomorfismo proyeccidn

Para probar gue esta sucesidn exacta corta se descompone,
consdieremos la siguiente sucesidén exacta corta

n+1
1 § +1
e . c - Im 6n

n

0 —> ker &7

donde e es el homomorfismo inclusibn luego existe

h. C > l:e]:‘ +..J aque h o = J O‘Il
n keI

También
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n+1 .
> ker 8 ® G si hacemos

h® i: ¢ & G
I

(h & 1) o (e & 1) = lker 777 @ G y asi la restriccidn
hai/ker "7 me=1__ ¢ a@ec
luego induce el homomorfismo
ker (""" ® 1) _ker (8" @ g
im (6" ® 1) Im ("7 & 1)

de manera gque

vy o o €s el homomorfismo identidad de

~.Nn+1

ker 6 @ ® G
Im (' ®@ 1)

lo que prueba el resultado.

Si identificamos a los mbdulos de la siguiente manera

g (C) ® G = ker ¢*7' ® G/Im(s" ® i)
g7 (c;6) = ker (™' @ Y Im (6% ® 1)
Tor [E""(C),6] = ker (¢ @ i)/ker s**' B G y o = J,
kK = B
obtenemos
0 —> B (C) B 6 > E"(C;6) £ Tor 8" (0),G] - 0

gue es una sucesidn exacta corta gue se escinde.

Teorema 3.38

Si C es una sucesidn ascendente sobre un dominio R de idea
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les principales, y G es un R-mbédulo tal que sucesidén ascenden-

te Tor(C,G) es exacta, entonces existe un homomorfismo

x: 8"(c® e —> Tor (87 (C),q]
para todo entero n tal gque

»H'(c) 8 G > H'(c & 6) —> Tor [H""'

es una sucesidn exacta corta descomponible, y por consiguiente

Hn(C ® G) es isomerfo a la suma directa de

E'(c) B 6 v Tor [E™(C),c].

Demostracitn

De acuerdo con (L3.36) existe una aproximacidédn libre

£f: C!' > C de la sucesidn ascendente gada C. Consideremos la

sucesidn exacta corta

de la aproximacidn libre f: C' > C. Como cg es libre y por

tanto provectivo para todo n, tenemos
Tor (C',G) = 0

por consiguiente. Se deduce de (T3.18) gue tenemos una sucesidn

exacta

¢ 201

0 —- Tor(C,G) > C' @ C C' B8 G

de sucesiones ascendentes, Jonce 1 representa el endomorfismo
identidad del médulo G y ¢ designa el homomorfismo de conexidn.
Esta sucesidn exacta se descompone en las dos sucesiones exac-

ta-cortas sigulentes
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s c"® G I Im(e & 1)

> Tor (C,G)

.
" L crwme Bl cwmoa

> Im(e & I)

Donde ¢ estd definido por e ® 1 v n es la inclusién por
nuestra hipbtesis la sucesidén ascendente Tor (C,G) es exacta en
virtud de ( ), la sucesidn ascendente C" es exacta. Por
ser submbédulo de un R-m&dulo libre CA un R-médulo libre para

todo n. Luego por (T3.37)

Hn(C";G) . Hn( n+1

C') G ® Tor [H' '(C"),G] =0

para todo entero n esto implica gue la sucesidn ascendente

C" B G es también exacta. Por (13.36), la exactitud de
Tor(C,G) vy C" B G implica gue la sucesidn ascendente
Im(e B 1) es exacta por | ), este hecho y la sucesidn de

cohomologia exacta de la sucesidn exactd corta

fgi
n - C' B G ®i

> I(e @ 1) > C 8 G

implican que el homomorfismo inducido
o = (fRi),: H (C' @ 6) —> H (C & G)

es 1somcrfismo para todo enterxro n

Por (AL3) para la aproximacidn libre f: C'

> C, el homo

morfismo inducide

> H (C)
L n

es un isomcirfisme para todo entero n. Esto implica auc los ho-
momorfismos

—_— T a ¥
B= f, B 1: H (C') B G
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Y, = Tor(f,,i): Tor H (C),G

son isomorfismos para todo entero n.

Como C; es R-mbdulo libre, podemos aplicar (T3.37) a C' y

obtenemos
0 > B (c') ®m6 <> ' (c' B G) = Tor [8"7'(c"),q] S
gue es una sucesidn exacta corta descomponible.
Definamos un homomorfismo

k: 5 (C & G) s Tor [E"71(C),G]

k = K' o o

=Ynsr © ° %n

es facil por establecer que
0 > 5" (C) 8 6 ——> H"(C B G) > Tor [E""1(C),q] > 0

es una sucesidn exacta corta descomponible

v asi

n n+1

' (c ® G) » H'(C) @ Tor [H"" (C),G].



CAPITULO TV

A FORMULA DE KUNNETH

A lo largo de esta seccidn,

C y D denotarédn sucesiones

descendentes arbitrariamente dadas ( complejos de cadenas )

de R-mbédulos.
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Para todo entero n, consideremos la suma directa

y el homomorfismo

n n-1

definido sobre los generadores

8t ) Cp B Dy > ) C, & D
p+g=n p+g=n-1 -
— _1\P
tal que Bn(x B y) = Bp(x) Ry + (-1)"x R Bq(y)
haciendo la composicién 8 _, ° 9  tenemos
b, (0, (xBY)) = B (b (x) By + -1)Px ® 3 (¥))
- ) _1\P
an_1(an(x®y)) = an_1(dp(x) By + (-1)7(s_ _ (xB aq(y))
2, (2, GBY)) = (6 (e () By + (~DF TG (x) @ 8 (v)
+(-DF s ()3 _(v)) + (-1)Fx® (2 (3 (y)))=0
p q -1 q
Bn_1(an(x®y)) = 0; por lo gue obtenemos

Una sucesidn descendente

d +1 B
n I g n
n+1 n n-1

E: ... > K

de R-mddulos, que recibe el nombre de producto tensorial sobre

R de las sucesiones dadas C y D (descendente) v se denotaré
E=CRD

Si C v D son positivas es*t¢c es, si Cn = 0, Dn = 0 nara to

do entero negativo n, entonces igual sucede con su producto

tensorial E = C B D. En este caso, tenemos también la suma di-
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recta finita

para codo enterc no negativo n.

Para todo par de entercs p y ¢, definamos un homomorfismo

1 : H_ (C) B H (D > H CRED
pq p( ) q( ) p+q( )
de R-mbédulos como sigue
ker ap ker Bq ker an
| : & >
pa Im a_p+‘] im aq+‘l im 8n+‘l
(x%+Im ap+1) B (y+Im aq+1) v x By + Im LN
como ap(x) =0 vy aq(y) = 0, obtenemos que
an(x B vy) = Bp(x) By + (-1) x ® ao(y) =0 1lo aque garantiza

que x B y ¢ ker Bn. Es facil probar gque Hpq estd bien definida.

Para todo entero n, la suma directa (realizada)

= T
I ) L ) H_(C) & H_ (D) > H (C ® D)
p+a=n p+a=n -
de la manera siguiente
1oL
( (x. + Im 2o ) 8 (yv. + Im 3 )
\ L 3
ptg=n i-1 ip p+1 1g g+1
- Iﬁgq
e Lo By Ims L)
pyc=r 1="7 - -

a I asi definido se denominaré& producto de homocliogia (n-dimen-

sional) de las sucesiones descendentes dadas C y D. En particu

PR

BIQLIOTﬁCA CENTRA
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lar, si

(G, (sin = 0)

0, (sin & 0)

donde G es un R-nddulo arbitrariamente dado,

tenemos

para todo entero n y por consiguiente C ® D se reduce al pro-
ducto tensorial C @ G definido en la seccidn precedente. Ade-
mis, como

(G, (sin =0)

H (D) =
n TO, (sin#0

el producto de homologfia I se reduce al homomorfismo

j: H_(C) B G

n

> H (C & G)
n

de la seccidn precedente.
Definicifn 4.1

Un R-médulo X se dice plano si y s8lo si se tiene
Tor (X,Y) = 0

Nota: Las condiciones necesarias y suficientes est@n en

(P3.19"'")
Lema 4.1

Si G es un R-mbédulo plano, entonces

I =5: H(C) ®G > H (C 8 G) U
n b i 1 B

n
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-

es un isomorfismo para todo entero n.

Demostracidn.

Sea n un entero arbitrariamente dado

designemos
B =B (C) = Im ¢ ;s 2 =z (C) = ker 35
n n n-+1 n n n
ker an
y Hy = 13

n+1

entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

0 0
4 v ker an
0 > Im 8n+1 > ker Bn = > T3 > 0
I n--1
n+1 £
' an+1 M
Cn+1 s fn
|
cn—1

donde Bn y 9 son los homomorfismos de la sucesidn descen-

n+1’
dente C; e y f son los homomorfismos inclusidn y p es la pro-
zZ
n

yeccidn natural de z sobre su mbdulc cociente H = 5" Las fi
n =

las i1 columnas de este diagrama son evidentemente exactas.

o]

Efectuando los productos tenrnszoriaies con el homomorfismo

identidad i: G

> G, obtenemos un diagrama conmutativo.
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4 v ker 3
0 > Im 3 B G > ker 3 B G —=> ———7—3— 8 G > 0
n+1 n Im o
= n+1
) ®i f®i
n+1 3 +1®i I
C 8 ¢ =% c ®C
n+1 n
2 Ri
n
C B G

Como G es plano, se deduce de (P3.19'd) que las filas y colum-
nas de este diagrama de productos tensoriales son también exac

tas.

De la exactitud de la fila larga, se deduce gue p B 1 es

epimorfismo e induce un isomorfismo

(ker an)EG (ker an)mc
ko= (p B 1),: Hn(C) B C = ker (pRi) " TIm (e B 1)
va que Im(e B i) = ker (p ® 1) por la exactituc de la fila
De la exactitud de la columna corta implica gque 3 B i

n+1

es epimorfismo, mientras gque la exactitud de la columna larga

impiica que f B i es monomorfismo y Im(fRi) = ker (an B i)
puesto gue el recté&ngulo es conmutativo y 8n+1 ® i es epimor-
fismo
Im (£f 81 o e ® i) = Im (3 @ i)
n+

y

Im (f 8 1 o e & 1) f 8 1i(Im (e ® 1)

En consecuencia, el homomorfismo £ I 1 induace un isonorfis

no.

ker 3 R G ker (¢ 8® i)
n n

Im (e @ 1) Im (an+1 B i)

1)\=(f®i)*:
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ya gue
0 > ker 3 ® G > C & G
n n
Y
ker 3 B G ker (Sn ® 1)
0 " Im (e ® 1) T Im (8 B 1)
n+1
por que (f ® i) {(Im(e ® 1)) = Im (8n+1 8 1)
Y
ker (an B i) = Im (£f ® 1) y
considerando que
. ker Bn B G ,
Hn(C) B G — Tm e ® ) L > Hn(c & G)

obtenemos A o k = j: Hn(C) R G > Hn(C B G)

implicandc as’ que j es un isomorfismo /.

M&s generalmente, sea g un entero. Si Dn = 0 para todo

n # g, entonces tenemos

H_ (D) =

En este caso, el producto de homologia II es
I: H (C) 8 D —> H _(C & D)

n-ag a n

Andlogamente a (I4.1) se puede establecer el sigquiente lema
iema 4.2

Si Dn = 0 para todo n # g vy Dq es un R-m&dulo plano

entonces
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Ii: H 8 D
n-gq

> H (C & D)
n

es un isomorfismo para todo entero n

Demostracidn

Sea n un entero arbitrariamente dado designemos con

B = Im 3 t oz = ker 3 Y
n-g n-g+1 n-g n-q
ker Bn_q
H = -
n-g Im cn_q+1

Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

0 0
T ker o3
0 > Im an_c+1 > ker ¢ SN T s nod > 0
* |n 4 Qn—q+1
£
n-g+1 3 i
c n—%+1
n-g+1 n-g
J ]
n-g
cn—q-1
donde an_ﬁ Y Sn_q+1 son los homomorfismos de la sucesidn des-

cendente C, e y f son los homomorfismos inclusidén v p es la

proyeccién natural del ker an_q sobre su médulo cociente

ker o
n

T a Las filas y cciumnas de este diagrama son exactas.
n-g+1

Efectuando los productos tensorialess con el homomorfismo idon-

> D , ob*tenemos un diagrama conmuitativo

tidad i: I
q a

apELOE:
“l'ﬂl.l.‘l’ [ L} l\_ -4 & : &

‘ mauciﬁcs. QEWTRAL |

e
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T R J . ker ¢
& % _

0 —> Im 3 . ®D =% ker s @D T L ® D —
n-gq W q q{ q g y
on_q+1®l \ . \Lf ® 1

[e} -
@ p "9t ¢ & D
n-q+1 q n-q | g
la ®i
n-g
Cn—q+1®Dq

como Dq es plano, se deduce que las filas y columnas de este

diagrama de productos tensoriales son también exactas.

De la exactitud de la fila larga, se deduce gque p ® i es

epimorfismo e induce unisomorfismo

ker 3 ker an ® D

= : . _n-g - -q g
k= (p 8 1) 15 & Dg = ker (p ® 1)

ya que Im (e ® i) = ker (p B 1) por ser la fila exacta.

De la exactitud de la columna corta implica gue

& g4 R i es epimorfismo, mientras que la exactitud de la co

lumna larga implica gue f ® i es monomorfismo y gque

Im ‘£ @ i) = ker (Sn 8 i)
puesto ague el recténguic es conmutailivo vy 3 B 1 ez epi-
- ) n-g+:
morfismo
Im (£ 81 o 8 1) = In C B 1
n—-g+1

Im (f ® i c e i) = £ ® 1 (Im (e B i})

En consecuencia, el homomorfismo f ® i induce un isomorfismo.

? BIBLIOTECA CENTRAL
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ker an_q & Dq ker (an_q & i)
Vo= (8 1), Im (e ® 1) * TIm (9 ® 1)
n-g+1
ya que
0 > ker 3 ® D > C ® D
n- o n-g g
Y
ker 3 ® D ker (3 i)
0 N n-g qa . n-gq
Im (e 8 1) ~ 9 ® i)
n-qg+1
por que
(f.® 1) (Im (e ® 1)) = Im (an_q+1 i)
y
ker (3 B i) = Im (f ® 1)
n-gq
asi
ker an—c K ker an_q & Dg ) ker (an_q i)
Im ©o- @D 7T (e ® 1) g Im ( B i)
‘n-g+1 4 m > n-g+1
Ao k =1 : H B D > H (C B D)
{n-g)qg n-gq n

es un isomorfismo.

Definicién 4.2

Una sucesidn descendente D de R-mbddulos se dice gue tiene

borde trivial si y sblo si

'y D
n n n-1

es el homomorfismo trivial cero para *uvdc <ntero n.

Si D tiene borde trivial, entonces tenemos

para todo entero n. En este caso el producto de homologia T es
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> H (C & D)
n g

Adem&s, D Es la suma directa de los DO considerados como suce-

siones descendentes y por tanto

H (C&D) = ) H (CH& D)
gez

por consiguilente, el lema sigulente es una consecuencia direc-

ta de (L4.2)
Lema 4.3

S1i D tiene borde trivial y Dn es un R-mbédulo plano para to

do entero n, entonces

HP(C) B D

=n

> H (C B D)
n q

a4

e
Q 1

D+

es un isomorfismo para todo entero n.

Demostracibn

Por (1L4.2)

I : H {(C) 8D > H (C & D)
(n-g)g n-g Q n q

es un isomorfismo y como la suma de iscmorfismos es isomor

fismc tenemcs

M >~
=

WL

Si hacemos
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n_: ) H (C) @D
Pq p+g=n p gez

concluimos qgue Fp es un isomorfismo para todc entero n.
q

Para todo entero n, consideremos la suma directsa

F = ) Tor(C_,D )
p+g=n Pood
v el homomorfismo
3: F > F
n n-1
definido por
3 /Tor(C_,D ) = Tor(s_,i ) + (-1)PTor(i ,s )
n P q P g9 b g
donde 5 : C > C , ¢_: D > D son los homomorfis-
p p p-1 G q g-1
mos borde e i : C ~C , 1 :D > D son los homomorfis
b b 1% 9 a a -

mos identidad.

Si
" i - _ ‘- Lo _y -1 ;- "
on_T/TOL(Cp_T,uq) = Tor\op_1,1q; + (=1) TOI\LP_1,0q)
}7
— o : ~13\F :
an_1/Tor(Cp,Dq_1) = TOr(op,lq_1) + (=1) Tor(lp,aq 1)
haciendo la composicién o4 o an tenemos que
. -1 . _

(Tor (& ,i )+ =1)F 'Tor(i ,3)) o Tor(s ,i )

p-1" ¢ p-1" q p’a

4
T

(-1) (Tor(s ,i .3 = (-1)FTor(i ,s )o Tor(i ,3 )
S p°og-1 p

-1

Tor (3 _jes I i F (-1)P~TTor (s ,3 ) + (-1)PTor(s_,o )
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Por lo que an_1 o an = 0 luego obtenemos una sucesidén descen-
dente
Fe oo.. > F > F > F — .-
n+1 n n-1

de R-mbdulos,; que se llama producto torsidn sobre R de las su-
cesiones descendentes dadas C vy D y se denotar& por

F = Tor(C,D). Si las sucesiones descendentes dadas C y D son
positivas, entonces también lo es F = Tor(C,D). En este caso,

tenemos también la suma directa finita

para todo entero no negativo n.

Los mbédulos de homologia Hn(C) de cualguier sucesi6n des-
cendente sobre R para todo enterc n constituyen una sucesidn
descendente H(C) con borde trivial. Por tanto las sucesiones
descendentes

H(C) B H (D) . Tor [H(C),H(D)]

estdn bien definidas y tienen borde trivial. Para todo entero

n, sus componentes n-dimensionales son

{H(C) ®& H(D)}r = , H_(C) ® H (D),
: pra=n © h
by
{Tor H(C),H(D)} = . Tor [H_(C),H (D)]
: p+g=n P =
por medio de ellas, el productc de homologfia I de las sucesio-

nes descendentes dadas C v D es

> H (C ® D)

n n

ns{H(C) ® H(D):

para todo entero n y por tener borde trivial constituye una
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transformacién de cadenas

: H(C) ® H(D) > H(C B D)

de las sucesiones descendentes H(C) B H(D) vy H(C & D) con

borde trivial.

Establezcamos ahora el siguiente teorema.

Teorema 4.4

Si Zn(D) vy Bn(D) son R-médulos planos para todo entero

n, entonces existe un homomorfismo

©: H (C ® D)

. >{Tor[H(C),H(D)] I

-1

para todo entero n tal que la siguiente sucesidn es exacta:

0 —>{H(C) ® H(D)} —> E_(CBD) —>{Tor[H(C),H(D) } _ —> 0
Demostracibtn
Los médulos planos
Dn
Z =12 (D), O = — - B (D)
n n n Z n-"1

n
constituyen sucesiones descendentes Z y { con borde trivial.

Asi cbtenemos una sucesidn exacta corte

0 > 7 > D > 0

Q
de sucesiones descendentes sobre R, Jdonde f denota la inclu-
sibébn y g la proyeccibén natural. Como Qq es plano para todo en

tero g, tenemos

LBIBLIOTICA CENTRAL
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Tor(C ,Q0 ) = Tor(Q ,C ) =0
b q g P

para todo p y todo g por (T3.16), esto implica gue la siguien-

te sucesidn

0 scemz 2B cgp ¥ cwgop > 0

es exacta, donde i: C

> C designa la transformacidén de cade

nas identidad.

Aplicando (T1.23) a esta sucesidn exacta corta de sucesio-

nes descendentes sobre R obtenemos una sucesidn exacta

3%, . iRf (i®g), a*
Hn+1(C&Q) > Hn(CEZ) > Hn(CxD) > HéC&Q) —> Hn_T(CEZ)
para todo entero n, donde an Yy 8n+1 representan los homomor-

fismos de conexibn. Por consiguiente obtenemos una sucesibn

exacta corta

w
¢ > H (C &8 D) —> ker o* 0
n n

> coker o*
n+1

donde ¢ ¥ ¥ esté&n inducidos por (1 ® f),, (1 B g), respectiva-

-~

mente.

Por la definicién del médulo de homologia HG(D) de la suce

sidn, obtenemos una sucesidn exacta corta

£ n
0 > 0 4 .z 2. H (D) > 0
g+ q a
para todo enterc g, Jdonde gq esté inducido por
o : D i > D v n_ es la proveccitn natural. Comc Z se
q+1 q'r1 q - - q

ha su puesto plano tenemocs

Tor[Hp(C),ZG] - Tor[zq,Hp(c)] =0
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para todo par de enteros p y g por (T3.16); esto implica que

la siguiente sucesién

(D)] > H_(C)RQ P 2% (oymz 258 (0)®H (D)—> 0
P g P of

0 —> Tor|H (C),H
[ P e P g+

es exacta para todo p y g, donde §* 2s el lhomomorfismo de co-

nexién, ip representa el endomorfismo identidad de HP(C).

Puesto que Zq 3% Qq+1 son planos para todo entero g, tene-

mos el siguiente diagrama

h
] H () ®o, —s | H(C)BZ
p+g=n ¥ E p+g=n ¥ E
A u
n+1
Hn+1(C B Q) > Hn(c ® Z)
para todo enterc n, donde hn+1 es la suma directa
n = Z i ® ¢
n+1 p+g=n P q

Ay u son los homomorfismos dados por (L4.3), vy a;+1 es el ho-
momorfismo de conexidén construido anteriormente y para nuestro

caso particular tenemos

i ®f i Rg
0 > C B Z P .c 8D E _-c mo — 0
P g+1 P g+1 < g+1
i | x By <vunnn | (xB(y+ker 3q+1)
| 5 . . . .
lp R’ Sg+1 1p & 9q+1 ;1p 4 I
V ) J
1 B £ 1 B g
H——>cCc w2z £ —>c @gp £ —> 0 @y —— 0
r S S q P 4
X B3 (y) wenvn s @5 (y)
, i o%* B ( = ()
y asi dn+1(x ® (y + ker 8q+1)) x B 8q+1\y}

ceon a;+1 asl definido probemos gue el diagrama superior es con

mutativo

BIBLIOTECA CENTRAL |
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Sea (x B y) ¢ HP(C) ® Qq+1 donde x,y son clases
3% by y 7 = n%* r 7 = - 7
kn+1(\(x B v)) dn+1<k 8 vy) x & .q+1(})
v, (x 8 y)) =u(x@’dq+1(y)) =:><f2’s58q+1

luego el diagrama es conmutativo.

Consideremos la suma directa de la sucesidn exacta prece-

dente para todos los enteros p,q tales que p + g = n y hacien-
do uso de este recténgulo conmutativo, obtenemos una sucesidn

exacta:

N °o* B
0 —> {Tor [H(C),H(D)] —> H_, . (cd0) 22 m_(c@mz)—>{H!(C)@H (D)} —>0

debido a la exactitud de esta sucesidn, los homomorfismos o y B

inducen isomorfismos

* . L r Th N fn %
ar L {Tor H(C), H(D)_‘,Jrl - ker Chgnp
g* : coker s* ~ {H(C) ® H(D)}

n+1 n+1 n

para todo entero n. Asl podemos definir

entonces cobtenemos una sucesidn

0 — () B EMI T B (c@Dp S Tor[E(cr,m(D]Y . —> 0
y como
=1
Im(e o (6 ,,) 3 = Im g
y
-1
ker ((«*)™' o ¥) = ker ¥

de esto concluimos gue la sucesidn es una sucesidn exacta cor-
BIBLIOTECA CENTK

mERIvER
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ta.

Corolario 4.5

S1 Z (D) y H (D) son R-mbddulos proyectivos para todo ente-

ro n, entonces

r: {H(C) ® H(D)} > H (C & D)

n n

es un isomorfismo para todo entero n.

Demostracidn

Como Hn(D) es provectivo, la sucesidn exacta corta

0 > 7 (D) > 0

n n n

se descompone de acuerdo con (T2.22b). Aqui o denota el homo-
morfismo inclusidn y B representa la proyeccidén natural. Por
(Cl1.14), esto implica que Bn(D) es isomorfo a un sumando direc
to de Zn(D). Puesto que Zn(D) es proyectivo en virtud de
(P3.9), Zn(D) v Bn(D) son R-m&dulos planos. Por consiguilente,

podemos aplicar (T4.4) a este caso.

Por otra parte, como Hn(D) es proyectivo para todo entero

n, tenemos

Tor[Hp(C), Hq(D}] T Tor{R (D), ® _(C)) =0

para todo par de enterovs ¢ v g. Esto implica

Tor[H(C), H(D)}__, =0

BIELIOTECA CENTRAL
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para todo par de enteros p v g. Esto implica que 1 es un iso-

morfismo para todo entero n.

Teorema 4.6

FS6rmula de Kunneth

Si C y D son sucesiones descendentes de mdédulos libres so-
bre un dominio R de ideales principales, entonces existe un ho

momorfismo

@: H (C & D)
n

> {Tor[H(C) ,H(D)

para todo entero n tal que

0 -—> {H(C) @ H(D)}_ ~—> H_(c&D) = {Tor[H(C},H(D)}]_ _. —> O

es una sucesidn exacta corta descomponible y, por consigulente,
tenemos

H (C® D) = {H(C) @B H(D)}_ & Torl[H(C),H(D)]?
n n n-1

para todo entero n.
Demostracibn

Por ser submddulos de un mddulo libre Dn sobre un dominio

- X

de ldeales principales, los mddulos Zn(D} y B

3

(D) son libres y
i

(

por tanto planos. Por lo tanto, podemos aplicairr (T4.4) a este
caso y obtener el homomorfismo G, asi como la sucesidn exacta

corta

0 —> (H(C)EH (D)) _ BRI H_(CED) o, {Tor[H(C),H(D)_l}n_1 —> 0
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para todo entero n. Queda por probar gue esta sucesidn exacta

corta se descompone.

Para ello, consideremos la sucesidn exacta corta

o g
no C n

> 2_(C) B, (C)

>
n n-1

donde o denota el homomorfismo inclusién y Sn estd definido

5 > cn_1. Por ser subm&dulo de un mdédulo libre

por an: c
Cn_1 sobre un dominio de ideales principales R, Bn_1(C) es 1li-

bre y por tanto proyectivo por (T2.22b) se deduce que se des-

compone. De acuerdo con (Cl.17ii), esto implica que el homomor

fismo tiene un inverso por la izquierda, esto es, un homomor
fismo
vy_: C > Z_(C)
n n n
tal gue Y, ° o = lZn(C), sea
¢ Z_(C) > H (C)
n n

la proveccidn natural. Entonces obtenemos un homomorfismo defi

nido
Yn 6]’1

Cn > 7 (C) > H (C)

¥ o= 4 oy + C —> H (C)

I n I n n

si Wn/Zn(C) Zn(C) > Hn(C)
tenemos

V.o o = 6 oy o o = dn

An&logamente, existe un homomorfismo

Y : D
n

> H (D)
n n
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tal que wn/z (D) es la proyeccidén natural de Zn(D) sobre Hn(D).

Para enteros arbitrarios p vy g, consideremos el prcducto

tensorial

¢ Y :C @D
o P a

5 > Hp(C) ) Hq(D)

Estos homomorfismos constituyen una transformacidén de cadenas

¢ ® Y: C & D > H(C) ® H(D)

de las sucesiones descendentes C 8B D y H(C) ® H(D) por tener
borde trivial se anula sobre los bordes de C B D. Por tanto

¢ B ¥ induce un homomorfismo

(¢ ® V), Hn(C ® D) > {H(C) ® H(D)!

para todo entero n, como ¢p/ZE(C) v Wq/Zq(D) son las proyec-

ciones naturales. Tenemos

i BvY)=1T (xB8Y) =x &
pq(¢p q) rq(x y) R

que es la identidad en el mdédulo

Hn(C & D), verificando asi que (¢ ® ¥), es inverso por izquier
da de I y de (T2.22) concluimos que

0 —> {H(C) ® H(D)}_ L= n_(cED) —%> {Tor[H(C),E(D)]} ., —> O
se descompone y asi

H (C®D) = {H(C) @ H(D)}_ @ {Tor[H(C), H(D)]}_

para todo entero n.
Lema 4.7

Si C y D son sucesiones descendentes de md&dulos sobre un



191
dominio R de ideales principales, entonces la sucesién descen-

dente C B D es exacta con tal que se satisfagan las dos condi-

ciones siguientes:

a) Para todo entero n, D es uu R-mbédulo libre
n

b) o bien C o bien D es exacta
Demostracibén

Podemos aplicar (T6.4) a este caso y obtener una sucesién
exacta corta
Il 0 - .
0 —> {H(C) ® H(D)} —> H_(CBD) —> {Tor[H(C),H(D)|}—> 0

para todo entero n. Como C o D es exacta

debemos tener

n

{H(C) ® H(D)} = 0; {Tor[H(C) ,H(D)]} = 0
para todo entero n. Esto implica gue la sucesibn descendente

C ® D es exacta ya que Hn(C ® D) =0

Lo que prueba el resultado.
Teorema 4.8

Si C vy D son sucesiones descendenies de mddulos sobkre un
dominio R de ideales principales, tales gue la sucesidn descen
dente Tor (C,D) es exacta, entonrnces existe un homomorfismo

©: H (C B D) —> {Tor[H(C).H(D)]}
n n-1

para todo entero n tal que
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0 —> {H(C) ® H(D)} —> H_(CBD) —2> {Tor[H(C),H(D)]} . —> 0

es una sucesibn exacta corta descomponible, y por lo tanto te-

nemos

i
N

H (CED) : (H(C) ® I{C}} & {(Ter[H(C),B(D) !

n

para todo entero n.
Demostracibn

Por (L3.31), existen aproximaciones libres

> D

£f: C! > C, g: D'

de las sucesiones descendentes dadas C y D, respectivamente.

Consideremos la sucesidn exacta corta

> Dll _j_> Dl g > D

de la aproximacién libre g: D' > D, donde j representa la

inclusidn, como D' es libre y por tanto proyectivo para todo

entero n, tenemos Tor (C,D') = 0

Por consiguiente, se deduce de (T3.16) que

. . .
0 —> Tor(C,D) . cmpor X, cmp 1B cgp— 0

es una sucesidn exacta de sucesiones descendentes, donde 1 re-
presenta la transformacidn de cadenas identidad de la sucesidn

descendente C.

Por nuestra hipftesis, Ter(C,D) es exacta por uira parte,
como D" as libre y exacta en virtud de (L3.32) y (L4.7) se si-

gue que C B D" es exacta, esto implica que

[.UBUOTECA CENTRA:,
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(1®g),: 5 (C®D) — H (CB& D)

es isomorfismo para todo enterxro n.

Consideremcs ahora la sucesid®n exacta corta

>C"L.\C'f>c > 0

0

de la aproximacidén libre f: C' > C, donde e representa la

inclusidén. Como el mdédulo D' es libre y por ello proyectivo pa
ra todo entero n, determina una sucesidn exacta corta

emi' f®1

0 >CcC"g8D' — C' D' —> C R D' > 0
en virtud del (P2.27). Aqui 1i' representa la transformacidn de
cadenas identidad de la sucesidén descendente D'. Por (L4.7),

la sucesibn descendente C" ® D' es exacta. Esto implica que el

homomorfismc inducido

« = (f®i),: H (C'®D') > H (C® D')
n

I n

es isomorfismo para todo enterc n.

De acuerdo con la condicidén (AL3) para las aproximaciones
libres f: C' — C y g: D' — D, los homomorfismos induci

dos

Hn(C')

*n

Son isomorfismos para todo entero n. Luego los homomorfismos

B = . fa, B g * fH(C') ® H(D')} —> {HI(Z) & H(D)J}
p+g=n

Y= L tor(fxp,g+q): {To:c[H(c'),H(D')]}n —> {H(C)BH(D)}_
p+g=n

son isomorfismos para todo entero n.
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Puesto que Cé 3% Dé son R-m&dulos libres, podemos aplicar
(T4.6) a las sucesiones descendentes C' v D' para obtener una

sucesibdn exacta corta

I‘l fatl|

0 —> {E(C")®H(D')} “—> F (C'®D') —> ITor[H(C'),H(M") ]} = —>

n n

descomponible. Definamos un homomorfismo

©: H (C ® D) —> {Tor| H(C),H(D)]}

n n-"1

para todo entero n tomando

queda por establecer gue

0 —> {H(C) ® H(D)) —1> u (c@p) —%» ‘Tor[H(C),H(D]} . —> 0
n n n-1

es una sucesidn exacta corta descomponible.

Para ello, consideremos el sigulente diagrama:

0 —> {H(C') ? H(D')) I B (c'@p') S {Tor[H(C'),H(D)]} _—>
! T -
| ;
| : .
n N y ' n-\
0 —> {H(C) ®H(D)} > H (C®D) <> {Tor[H(C),H((D)]: . —5
Por la definicién de © yv I'' dada al principio de esta sec-

cidén, el rectédngulo de la izguierda es conmutativo, la defi-
cidn de 0 dada antes implica que el rectdngulo de la derechsa

es también conmutativo. Puesto gue los homomorfismos vertica-
les son isomorfismos y la fila superior es una sucesidn exacca
corta descomponible, se puede probar similarmente a (1'3.33) gue

la fila inferior es una sucesidn exacta corta descomponiklie.

A lo largo de ésta seccidn, C y D denotaré&n sucesiones as-—
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cendentes arbitrariamente dadas (complejos de cocadenas) de
R-médulos.

Para todo entero n, consideremos la suma directa

" = 7 c®ap?
p+g=n

y el homomorfismo

n-1 n

572 j cPwp?—> ) cPa i
p+g=n-1 p+g=n

definido sobre los generadores

8% (x ® y) = §F (x) ® y -+ (-1)Px & Sq(y)
. . ~n+1 n
Haciendo la composicién & o 6  tenemos
s o (6% (x@y)) = T (8P (x) By + (-1)Px & s%(y))
= " TP x) my) + (-1)P™ T (x m s%(y))

PP (x)) By + (PP (x) ® s%(y) + (-1)P[P(x) B 6% (y)

p+1 1-
(=15 + ® & §9(y)]

p+1

(PP (x) + (-1 FPeP(x) ® §%(y) = 0 vy asi

¢ (¢"(x ®vy)) =0, por lo gue obtenemos

de PR-médulos, zue recibe el nombre de productc tensorial sobre
R de las sucesiones ascendentes dadas C y D v se denotard vor

E =C®R® D.

S1i C vy D son positivas, esto es, si ¢ = 0 y D = 0 para
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todo enteroc negativo n, entonces igual sucede con su producto
tensorial E = C & D. En este caso tenemos también la suma di-

recta finita

para todo entero no negativo n.

Para todo par de enteros p y g. definamos un homomorfismo

P9, wP(c) ® u¥ (D) —> BP'%(Cc ® D)
p+1 g+1 N+
1Pa, ker § 8 ker § N ker ¢ .
Im &F Im 69 Im §

(x + Im 6P)B(y + Im 69) nnne (xBy) + Im &

IS

es f8cil verificar que (x & y) ¢ ker gn*! y que P9 estd bien

definida.

Para todo entero n, la suma directa realizada

1= 7 1% 7 #P) & u¥(D) > H' (C B D)

P+g=n p+g=n

de la manera siguilente

nmpq
) Y (x, + Im &P) ® (v, + Im &9))
. ip 1g
p+d=n 1=1
npg n
) ) ((x;, 8y, )+ Im¢

p+g=n i=1
En particular si
TG, (si n = 0)

D = <

[O, (si nn ¥ V)

donde G es un R-mb6dulo arbitrariamente dado,

tenemos
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para todo entero n y por consiguiente C ® D se reduce al pro-

ducto tensorial C B G definido en la seccidn precedente, ade-
més

G (sin=20
H" (D) = |
10 (sin #0

El producto de cohomologia I se reduce al homomorfismo

j: H'(C) B G > H'(C @ D)

Lema 4.9

Si G es un R-mbédulo plano, entonces

= 4: H(C) B G > B (C B D)

es un isomorfismo para todo entero n.

Demostracidn

Sea n un entero arbitrariamente dado y designemos con

c)y, u" =g (C)

0 0
A |
I + L+
nooe o ¢
0 o Tm 6% 25 ker "7 B, Ker > C
~ Im &°
., n
O f
- v
n-1 6™ n
() > ()
n+1
s}
n+1
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n+1 . .
son los homomorfismos de la sucesidn ascendente

Donde Gn, 8

C, ey f son los homomorfismos inclusién y p es la proyeccidn
n

natural de 2" sobre el médulo cociente H' = . Las filas y co

[aN]

(o9
o

lumnas de este diagrama son c¢videntemente exactas. Efectuando

los productos tensoriales con el homomorfismo identidad

it G > G obtenemos un diagrama conmutativo.
0 0
®i J’ +1 gi_ ker &7
0 > Im §" ® 6 2225 ker s" @ c 25 = ® G >
Im ¢
s"mi pill 2 bl

n-1 6ng1 n

c 8 G > C &8 G

dn+1ﬁi

n+ i

- e

Como G es plano, se deduce de (P3.19'd) gque las filas y colum-
nas de este diagrama de productos tensoriales son también exac

tas.

De la exactitud de la fila larga, se deduce gue p B i es

epimorfismc e induce un isomorfismo

_ N (ker 6n+1)ﬁG . (ker " Yy me
k= (pBI1),: H(C&C: —ormy © ~In (e ® 1)
va que Im(eRi) = ker (pRi) por ser exacta.
La exactitud <e 1a columna corta implica gque " B i es

epimorfismo, mientras gue la exactitud de la cclumna larga im-
plica gque (f®i) es monomorfismo y gque

n+1

Im (f®i) = ker (8§ B i)
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puesto que el recténgulo es conmutativo y &§" ® i es epimorfis-
mo

Im (f @i oce®i) = Im ¢ & i

Im (f B i o e B i) = £ 8 1(Im(e ® 1))

en consecuencia, el homomorfismo £ ® i induce un isomorfismo.

ker s""'mG ker (%]

. ®i)
o= (fR1) . S
Im (e B 1) m (Gn & 1)
ya gue
0 > ker 6" ' w2 Pwoa
. ker s""' & G | ker (s @ 1)
Im (e B i) Tm (6" ® 1)
por gue (f®i) (Im(e®i)) = Im (8"Ri), considerando que
i) ¢ K, ker s" M me A, ker (67" 'mi)

Imn (e ® 1) Tm (67mi)

obtenemos j = 1 o k: Hn(C) 8 G > Hn(C ® D) es un isomorfis-

mo -

M&s generalmente, se g un entero. Si D" = 0 para todo n #¥ g,
entonces tenemos
(D , (sin = q)

H (D) =
I 0, (sin # q)

En este caso, el producto de homclogia Iles

Nn=—g

r .o %) ® 0° -

> 7 ® D)

Andlogamente se puede estzplecer el siguiente lema
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Lema 4.10

si p" =0 para todo n # o vy DY es un R-médulo planc en-

tonces

n: 50 %) & p4

> Hn(c 2] Dq)

es un isomorfismc para todo entero n.

Demostraci®én

Sea n un entero arbitrariamente dado y designemos con

"9 = 8" %), 29 = 2" %), "9 = v"79(C) entonces el si-

T n- l n-qg-+1 ' ker 6n—q+1
Im ¢°7% & 5 ker 779 € - > 0
o | Im & &
8 g
n-q "
c SN
n-g-1
Nn-g+1
(¢)
n-qg+1
n-< n-g+1 . .
Donde § =, ¢ = son los homomorfismos de la sucesidn ascen-

dente C. e y f son los homomorfismos inclusidén y p es la pro-

. n- - . .n-a A
veccién natural de Z @ sobre su médulo cociente H' (2), las

~

filas y columnas de este diagrama son evide.utemente exactas.

Efectuando los productos tensoriales con el honmomoccefismo iden-

tidad i: D9

> D? obtenemos un diagrama conmutativo.



0
n-& ®i —g+1 ¥ mi  ker §° 9%
0 > Im & T @ DY E2L. yer s°7¢ g p9 EEL, 5 D9
- . 8
5" %i& F®i Tm
n-g-1 én_qxi n-g
ch ¢ @ D4 > c’"% g p?
6n—q+1Ei
n-qgq+1 8 Dq

como DY es plano, se deduce 4 (P3
nas de este diagrama de productos

la exactitud de la fila larga, se

fismo e induce un isomorfismo

—_— n_

k = (pRi),: H' 9(C) @&

la exactitud la columna corto

morfismo, mientras que la exactit

ca que f 8 1 es monomorfismo y que Im (f&i)

Puesto que el recté&ngulo es conmu

779 ® 1 es epimorfi

Im (f®i o eli) Im

(fR1 el®1i) fR1

Il

Im ]

en consecuencia, el homomorfismo

-g+1

.19') gue las filas y colum-

tensoriales son exactas. De

deduce que p B 1 es epimor-

n-g+1 ® Dg

(e ® 1)

ker §

q
D Im

—_—>

implica que 8" % B i es epi-

ud de la columna larga .mpli-
n-g+1

ker (6 8 i)

tativo y

Smo
SR
(Im(el®1)

f®i induce un isomorfismo.

n-qg+1

) ker &" 8 D9 ker (8 ® i
A= (f R l)*: . ~ h-g .
Im (e ® 1) Im (6§ X d)
ya que
0 > ker 7797 g p9 ~ ¢"9 g pd
o ker s""9%1 g pd _ker (P79 5 gy

Im (679 ®§ i)

(TBIBLIOTECK CENTRAL !
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por que (f ® i) (Im(e®i)) = Im (6 9 ®@ i), considerando

ker 6797 5 i D ) ker (&

n-q q
H (C) @D Im (e & i)

luego

_ R 6rl-—q-r-i 3 1
rok: H' 9% g p4 ker ( © 1)

U
Il
o]

5 =n1n: B 9(c) & p“ > B'(C & D)

es isomorfismo
Definicibn 4.3

Una sucesibén ascendente D de R-mdédulos se dice gue tiene
coborde trivial si y s6lo si

6% p"7 —— D"

es el homomorfismo trivial cero para todo entero n. Si D tiene

coborde trivial, entonces tenemos:

para todo entero n. En este caso el producto de cohomologia T

es:

n. ) #P() ® b — u'(c ® D)
p+g=n
Ademé&s D es la suma directa de los D considerados como suce-

sicnes ascendentes vy por tanto
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Lema 4.11
Si D tiene coborde trivial y D" es un R-médulo plano para
todo entero n entonces

n: § #Y) & p? > H' (C & D)
p+g=n

es un isomorfismo para todo entero n.
Demostracibn

Por (L4.10) tenemos 1" 29, g""9(¢cy ® p? —> H"(C ® D)

€s un isomorfismo y asi

Jotrr@da, 7" gt 7 g"c & Y
gez qez

Yy como la suma de isomorfismo es isomorfismo concluimos gque

> g (C ® D)

n= J n_: § ©B°C ®D°
p+g=n pa p+g=n

es isomorfismo.

Para todo entero n, consideremos la suma directa

F_= ] Tor(c”,p%
p+gq=n

vy el homomocrfismc

8_: ;] Tor(cP,p?) > ] Tox(cP,pM

prg=n-1 p+g=n

definido por
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3 /Tor (C ¥p%) = Tor (6¥,iq/ + (-1)"Tor (ip,s%)

P

> Cp, §?: p4 >-D? son los homomorfis-

donde, dp:

mos coborde e ip: cP > cP; ig:D > D son los homomorfis

mos identidad si realizamos & ' o &' tenemos que
e" 1 /Tox (P71, DY) = (Tor (8P7,1q) + (~1)FF L, D)
Y
s yror (cP,pt ) = Tor(dp,iq_m) + (-1)P(ip, 37T
Aplicando
(Tor (68%1,1 ) + (-1)P"T G, 6D)) o Tor(sP,i ) +
q p+1 q
) P o P, g+1 . q
(-1) [Tor(é , 1 Yy o+ (=1)F (i ,8 ) o Tor(i ,8%)
g+ p p
- Tor(6p+1oép,iq) + (-l)p+1(ip+1,éq)+(—l)pTor(6p,6q)
+ (—1)2PTor(ip,<sq+1 o ¢9) =0
De lo anterior tenemos que §7*1 o s = 0 obteniendo asi una su

cesibn ascendente

I n+1
8 . gD § n+1

F: ... — F > F

de R-médulos, que se llama producto de torsién sobre R de las
sucesiones ascendentes dadas C y D y se denotar& por

F'= Tor(C,D)
Si las sucesiones ascendentes dadas C y D son positivas, enton
ces también lo es F = Tor(C,D). En este caso, tenemos también
la suma directa
Tor (cF,D" ™)
0

para todo entero n no negativo.

Los mbdulos de cohomologia " (C) de cualquier sucesidn as-

————————
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cendente sobre R para todo entero n constituyen una sucesién

ascendente H(C) con borde trivial, por lo tanto las sucesiones

ascendentes

H(C) ® H(D) ; Tor [H(C), H(D)]

estan bien definidas y tienen coborde trivial para todo entero

n, sus componentes n-dimensionales son

{H(c) ® v(D)}" = J #Y(c) ® #Y(D)
p+g=n
fror[H(C),H(D)]}" = T mor [#"(c), 8Y(D)]
p+g=n

por medio de ellas, el producto de cohomologia I de las suce-

siones ascendentes dadas C y D es

n

I: {H(C) ® H(D)} > #'(C 8 D)

para todo entero n y, por tener coborde trivial constituye una

transformacidén de cadenas

T: H(C) & H(D) > H(C B D)

de las sucesiones ascendentes H(C) ® H(D) y H(C B D)

Teorema 4.12

si z" (D) N B" (D) son R-médulos planos para todo entero
n, entonces existe un homomoriismo

> {Ter 'H.C), H(D)]}

o: H'(C ® D)

a7+,
para todo entero n tal gue la siguiente sucesidn es exacta

0 —> {H(C) ® H(D)} —» w"(c @ D) —2» {Tor[H(C),H(D)]} ..



Demostracidn

Los mbédulos planos

constituyen sucesiones
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Dl’l

ker 6n+1

ascendentes Z y Q con coborde trivial.

Asi obtenemos una sucesidn exacta corta

D < Q > 0

de sucesiones ascendentes sobre R, donde f denota la inclusién

Yy g la proyeccidn natural.

Como Q
d

Tor(Cp,Qq) 2

es plano para todo entero d,

tenemos

Tor[ Qq,CpJ =0

para todo p y todo g por (T3.16) esto implica que la siguien-—

te sucesibdbn

0 > C®ker s 225, cm D

donde 1: C

es exacta,

iRg

> C designa

> C R Q > 0

la transformacidn de cade

nas identidad. Aplicando (T1l.23) a esta sucesidn exacta corta.

_ N (18g) » (i®f) & LN+
" ceo S B'(C®2) —> E'(C®D) — H(C® Q) —s 5" (caz)
para todo entero n, donde én, é representan los homomorfis-—

mos de conexidn por consiguiente obtenemos una sucesidn exacta

corta

n 0] s H
n

0 ———> coker ¢

donde ¢ y v estdn inducidos por

mente.

(C & D)

(1 ® f), e

+1
¢ . ker &

(i B g), respectiva
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Por la definicién del m6dulo de cohomologia H? (D) de la su

cesibn ascendente D, obtenemos una sucesifn exacta corta

n
0 > Qq_1 _ 4, Zq — 49, Hq(D)

para todo entero g, donde ¢ estd& inducldo por

g-1

g,

8 D > DY vy n

q

natural como 2
a

4

es la proyeccidn se ha supuesto planc tenemos

Tor [HY(C), 2] . Tor [29,H"(C)] = O

para todo par de enteros p y g por (T3.16) esto implica gue la
sigulente sucesibn

P q P qipﬂgq P a+
0 —> Tor[EY (C),H¥(D)] — EBEY (O)mQ? —>"HY (C) ® 2%

180 +1
ES vP(c) g B (D) —> 0
es exacta para todo p y g, donde ¢* es el homomorfismo conexidrn,

ip representa el homomorfismo identidad de HF (C) .

Puesto que A \Y% Qq+1 son planos para todo entero g, tene-

mos el siguiente diagrama

7 EY(C) ® oY
p+q=n |

> 7 HP(C) m 2%

p+g=n

J\ 'J

v *r1+1

cmo s (w2
para todo enterd n, donde L es la suma directa
h o= ) i & :
) r d
p+a=n

A Y v

homomorfismo de conexién construido por el dual de

son los homomorfismos dados por

LD+1

(L4.11) v 8 es el

(T1.23) si-
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milarmente a (T4.4) se comprueba gque este diagrama es conmuta-

tivo para todo entero n.

Considerando la suma directa de la sucesidn exacta prece-
dente para todos los enteros p,q tales yue g -+ g = n vy hacien-
do uso del recté@ngulo conmutativo, obtenemos una sucesién exac

ta

n+1
0 —> {Tor|H(C),H(D) 1™ -2 #"(cap)®"— u"*'(caz)

Bty m 1™ — o

En forma dual a (T4.4) se comprueba gue la sucesidn

0 —> {H(C)BH(D)}" —%> ®"(c@D) —>> {Tor[H(C),H(D)]} . —> ©

es una sucesidn exacta corta.
Corolario 4.13

si z"(p) y H' (D) son R-médulos proyectivos para todo ente-
ro n, entonces
n: {H(C) ® H(D)} —> H"(C ® D)

es un isomorfismo para todo entero n
Demostracibn

Como H (D) es proyective. la sucesidr

g kew &

Q n+1
> ker ¢ - 0 — - 0

> Im &°

Se descompone, agui o es la inclusibén y g es la proyecciédn na-
tural, por (Cl.14), esto implica que Im 8" es isomorfo a un su

mando directo de z" (D), puesto que Z" (D) es proyectivo se dedu

——— S
| SIBLIOTEC

" Ey g
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ce de (P3.g) gue z" (D) y B" (D) son R-médulos planos por consi-

guiente podemos aplicar (T4.12) a este caso

. 1l v - - e
> {(H(C)mH (D) " —> B (c@D) ——> [Tor H(C),H(D)]I""!' — 0

y como H' (L) es proyectivo para todo n
Tor!8Y (C),HY(D)] = Tor[H¥(C), BHE(D)] = O

para todo par de enteros p Vv g
y asi {Tor|[H(C), H(D)]}r1+1 =0
para todo entero n, por tanto la exactitud de la sucesibn ante

rior implica gue I es isomorfismo.
Teorema 4.14
(FArmula de KFunneth)

Si C y D son sucesiones ascendentes de mddulos libres so-

bre un dominio R de ideales principales, entonces existe un ho

momorfismo
o: H"(C®D) > ‘ror[H(C),H(D)] "]
para todo entero n tal gue
0 — (E(0)mr(p) " Lo " (cap) f fror[E(c),mH(D 1M — 0

es una sucesidn exacta corta descomponible y por consiguiente,

tenemos que

H' (C®D) - {H(C) ® HE(D)}

Demostracidén

Por ser submb6dulos de un médulo libre Dn sobre un dominio
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R de ideales principales, los médulos z” (D) = ker gt %

B (D) = Im ¢" son libres y por tanto planos, podemos aplicar
(T3.12) a este caso y obtener el homomorfismo ©, asi como la
sucesidn exacta corta

I n+1

0 — (H(C) B H(D)® L v c & p) & {Tor[H(C),HEMD]I" —>

para todo entero n, gueda por probar gue esta sucesidn exacta

corta se descompone para ello, consideremos la sucesidn exacta
corta

(0]
0 —> ker 6°7" 2 cn By o1q 67T 5 0

donde a denota el homomorfismo inclusién y Bn esté& definido

n+1 n n+1
: ¢ —> C .

Por ser submédulo de un mddulo libre ¢"*' sobre un dominio
de ideales principales R, la Im §°77 es.libre y por tanto pro-
yectivo, por (T2.22) se deduce que se descompone. De acuerdo
con (Cl1.17ii ) esto implica que el homomorfismo o tiene un in
verso por la izquierda, esto es, un homomorfismo

+1

Y C > ker &0
tal que
+
\n o = lker (Sn !
n
n+1
+1 ker &
Sea Py ker & >
I
Im ¢

la proyeccibén natural. Entonces obtenemos un homomorfismo

& n n+1
, k .

et Y . xer "t S i_f_;_
Im ¢

.n n n ker 6n+1
obtenemos ¢ = § o 6 ¢ C > =
n Im §




211

n+1
Si restringimos ¢n: ker 6n+1 ker ¢
Im 8"
obtenido de
ker 6n+1 i3> ker 6n+1 f2> ker 6n+1
Im &
cbn/ker (Sn+1 = Cbn <] O.n = (Sn o 'Yn <] ",’n o O.n = (Sn

wn: D

tal gue wn/Zn(D) es la proyeccibén natural de z" (D) sobre H" (D).

Para enteros arbitrarios p y q consideremos el producto
tensorial

o ® Vo c® @ p? —— wHP(C) ® HY (D)

Estos homomorfismos constituyen una transfcrmacidn de cadenas

¢ @ y: CRBD > H(C) ® H(D)

de las sucesiones ascendentes C & D y H(C) ® H(D) por que cla-
ramente se anula sobre los cobordes de C 8 D. Por tanto ¢ & v

induce un homomorfismo

(¢ & y),: H' (C & D) —> {H(C) & H(D)}

para todo entero n.

Como ¢P/Z (C) vy wc/Z (D) son las proyecciones naturales,

se verifica f&cilmente que (¢ & w), es 1inverso por la izquier-
da de II. Por (T2.22) esto implicz que la sucecidn exacta corta

de (T4.14) se descompone.
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Lema 4.15

Si C y D son sucesiones ascendentes de médulos sobre un do
minio R de ideales principales, entonces la sucesi®n ascenden-—

te C & D es exacta con tal gque se satisfagan las dos condicio-

nes siguilentes

a) Para todo entero, D" es un R-m6dulo libre

b) O bien C o bien D es exacta
Demostracibn

Aplicando (T4.14) obtenemos una sucesién exacta corta

0 —> fH(C)EI(D) "L ¥P(cEp) —2> {Tor[H(C),m(D)]I1™F - = 0
para todo entero n, como C « D es exacta, debemos tener
{E(C) ® H(D)}" = 0, {Tor[H(C),H(D)]}" = 0
para todo entero n. En consecuencia tenemos
H'(C ® D) = 0

para todo entero n. Esto implica gque la sucesidn ascendente

C ® D es exacta.
Tecrema £ .16
Si C y D son sucesilones ascendente de médulos sobre un do-

minioc R de ideales principales, tales que la sucesi6n ascenden

te Tor(C,D) es exacta, entonces existe un homomorfismo.
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n+1

9: H'(C ® D) > {Tor[H(C),H(D)]}

para todo entero n tal que

n Tl

I
0 — [H(O)@r(m 1" — B (cap) —> (Tor[n(c),n(m ] — o

4

es una sucesibn exacta corta descomponible y por lo tanto, te-

nemos

n'(c ® D) = {H(C) @ H(D)!" & {Tor[H(C), H(D)]}*"!

para todo entero n.

Demostracibn

En virtud de (L3.36) existen aproximaciones libre

f: ¢' —> C , g: O > D

de las sucesiones ascendentes dadas C y D, respectivamente.

Consideremos la sucesibn exacta corta

0 -—> D" NI p' £ p —> 0
de la aproximacibén libre g: D' —> D, donde j representa la in
clusidn. Como DA es libre y por tanto proyectivo para todo en-

tero n, tenemos
Tor (C,D'") = 0
por consiguiente se deduce de (T3.16) qgue

0]

0 —> Tor(c,p) ~» c®p" 23 cmp' I cxw D

es una sucesidn exacta de sucesiones ascendentes aonde 1 repre
senta la transformacién de cadenas identidad de la sucesidn as

cendente.
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Por nuestra hipbtesis, Tor (C,D) es exacta; por otra parte,
como D" es libre y exacta en virtud de (L3.32) y (L4.15) se si
gue que C ® D" es también exacta, esto implica gue el homomor-

fiswro inducido en cohomolsgia

. n n

(i @ g),: H(C®B D') —> H (C B D)
es un isomorfismo para todo entero n.

Consideremos ahora la sucesidn exacta corta

0 —> C" N c' —£> C —> 0

de la aproximacidn libre f£: C' —> C, donde e representa la in

clusidn.

Como el médulo D; es libre y por ello proyectivo para todo

entero n, determina una sucesién exacta corta.

0 — c'ep® crogp B cgp — 0
en virtud de (P2.27). Agui 1i' representa la transformacidn de
cadenas identidad de la sucesidn ascendente D' por (L4.7), la

sucesidn ascendente C" ® D' es exacta. Esto implica gque el ho-
momorfismo inducido

o = (£Bi'),: g (c' ® D') —> H"(C B D')

es isomorfismo para todo entero n.

De acuerdo la concicidn (AL3) para las aproximaciones
libres £- C' — C y g: D' —> D, losg homomorfismos induci-~
do

. n 1 _ n . n ' __ n
fuyt Hh(C ) > H (C) , gx,* H (D") > H” (D)

son isomorfismos para todo entero n. Luego los homomorfismos
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8. = ] fxpBgxq: {H(C'O 8 H(D')}" > {H(C) & H(D)}"
c+g=n

Y, = ) Tor (f+p,gxq): {Tor[H(C'),H(D')]}n — {Tor[H(C),H(D)]}n
p+g=n

es ilsomorfismo para todo entero n

Puesto que C; vy Dé son R-médulos libres. Podemos aplicar
(T4.14) a las sucesiones ascendentes C' y D' para obtener

Una sucesidn exacta corta

0 —> {H(C')®H(D') 1" n HD (C'®D') o, {Tor[H(C'),H(D')]nH —>

descomponible. Definamos un homomorfismo

o: H" (C@D) —> {Tor[H(C),H(D)] ™"’
para todo enterc n tomando
6 = Yooq © 0' o a;1
gqueda por establecer que
0 —> () aam” X 5 (cap) L. {Tor[H(C),H(D)] 1™ — 0

es una sucesidn exacta corta descomponible.

Para ello, consideremos el siguiente diagrama

0 — () @ D)™ L e m o) & tror[H(CH),BD)]
|
e l D Yn+a
¢ — {m©E BED" s Ecen % (tor[ro,mm]™
por definicidn de 1 I' dade al principio de esta seccidn el

recténgulo de la izquierda es conmutativo. La definicién de ©

dada antes implica gue el rect&ngulo de la derecha es conmuta-
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tivo. Puesto gue los homomorfismos verticales son isomorfismos

y la fila superior es una sucesién exacta corta descomponible,
se puede probar.
Similarmente a (T3.33) gue la fila inferior es eracta.

Observacidbn final

Para el caso particular en gue

[G, n=20
D = <
n LO, n#o0

entonces la férmula de Kunnel es una generalizacidén de el Teo-

rema de Coeficiente Universal para homologfia y cohomologia.
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