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1 ~! T P. n r; 1
1 e e 1 n ~I 

El p re sente trabajo t i ene c omo ob ¿ e tivo princ ~p al pre--

sen ta r una generalizaci6n de ] Teorema de c oeficie!;tes unlve rs~ 

les, así corno tambi~n, sirve de fu n damentaci6n b~sica para el 

estudio de la Topo lo gía Al ge braica . 

Se hace un anilisis de la teor í a de m6dulos , h omomorfi~ 

mos, suma directa, product o directo, m6dulos libres, m6dulos -

de homomorfismo s, para despué s colocarlo s en sucesiones exac --

tas y semiexactas. 

La s sucesiones semiexac~ d ~ Se ~stu dian en forma amplia 

y b~sicame nte las sucesione s ascendentes y descendentes, y a -

que, es sob re éstas que s e sustant a el desarrollo posterior 

de el resen t e trabaj o . 

Se hace un apartad o especial para e l estudio de m6dulo s 

proyec - ivos y m6dulo s inyectivos con los c uales de fi nirnos pos -

terio rm ente las resoluci on es proyectivas e i ny ect ivas, con to -

dos estos conceptos analizados l es si ntet i zamo s e n dos con cep-

os mu.' imp~l·l.antes com o l o 5,)n : ~u~1.0 res Torsi6n y funtores 

Extensi6n , los cuales nos dan la s condi c i 0n es b ~sicas para e l 

es tudi o del Teorema de los Copficientes universales parci homo -

logía y cohomología. 
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Fina l mente se hace un a generalización de lo s funtores 

torsión y fun ores extensión inmersos en sucesiones desce ndeR 

tes asc e ndentes respectivamente y ge ner a lizar e l teorema de 

l os coeficientes universales. 

nal la fórmul a de Künne th. 

Obteniendo COffi0 resultado fi --
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1- MODULOS 

Definici6n 1.1 

CAP I TUL O 

CONCEPTOS INTRODUCTORIOS 

Sea R un anillo conmutativo con unidad 1 ~ O arbitrario. 

Un módulo sobre R, o un R-módulo es un grupo abeliano aditivo 

X, juntamente con una función 

u: R x X --> X 

que satisface las tres condiciones siguientes: 

1) La función u es biaditiva, es decir: 

ut a + S,x) = u( a ,x) + u( S,x) 

ut a , x+y) = u( a ,x) + u( a ,y ) 

Son ciertas para todo a , S en R y todo x,y en X. 

2) Para todo a , S en R y todo x , y en X se tiene 

u (a ,u (S , x)) = u( aS ,x ) 

3) Para todo x en X 

'1 (1, x) = X 

La función u ~~~lbe el nombre de multiplicación escalar ¿~~ 

módulo X. 

1 



Si definimo s a la función u con una n o taci ó n s i mplifica ­

da así 

u: R x X --> X 

(a ,x) ~~~~ u( a , x) a x 

las condiciones, uno, dos y tres de determinan 

(a + S,x) (a + S)x a x + Bx 

( a , x+y ) a (x+y ) a x + ay 

(as , x) = a ( s x) (aS )x 

(1, x) = l.x 

para todo a , S en R y para todo x,y en X 

Definición 1.2 

Un subconjunto no vacío A de X es un submódulo de X si y 

solamente si 

1 ) A es un subgrupo del grupo abeliano aditivo X 

2) Para todo a en R y todo x en A, a x E A 

Proposición 1.1 

(Teorema de caracterización p ara submódulos ) 

e n subconjunto no vacío A d e u n R-~6Jul o X 8 S un s ubmód u 

lo d, X si v sólo si cualesa uiera q ue s ec.. 11 a e n R v '.:~ , V E X , 

se tiene: 

1) u + V E A 

2) au E A 

2 



Definición 1.3 

Sea A un submódul o ar b itrariamente d a do de un R- módul o X 

y sea la función 

~ : R x Q --> Q 

(a , x + A) ~~~~ u( a , x + A ) o: x + A 

X para todo elemento a en R y todo x + A e n Q donde A = - este 
A 

módulo A con ~ como multiplicación escalar recibe el nombre 

de módulo cociente de X s obre e l submó dulo A . 

2- HOMOMORFISMOS 

Definición 1.4 

Un homomorfismo de un R- módul o X en un R- módul o Y es una 

función 

f : X --> Y 

tal 0 ue para todo o: en R y u,v e n X se cumpl e n las condicio -

nes si gui e ntes 

1 ) f(u + v) = f(u) + f (v) 

2) f (a u) = a f (u) . 

De:fíníci6n 1.5 

Sea h: X --> Y un homomorfismo de un R-m6dulo X en un 

R-módulo Y, h es un monomorf ismo si h es iny ectivo. 

3 



Def"in.ici.6n 1..6 

Sea h : X ---> Y un homomorfismo de un R- módulo X en un 

R- módulo Y, h es epimorfismo si h es s obreyectivo . 

Definici6n 1.7 

Sea h: X ---> Y un homomorfismo de un R-módulo X en un 

R-módulo Y decimos q ue h es un isomorfismo si h es inyectiva 

y sobreyectiva. 

Definici6n 1.8 

Dos R~módulos X e Y s on lsomorfos si y s ólo si existe un 

isomorfismo h: X ---> Y esto lo denotaremos por 

X ~ Y 

Proposici6n 1.2 

Sean X, Y, Z R- módulo s arb itrari o s, la apl icación com­

puesta g o f: X ---> Z de do s homomorfismos f: X ---> Y Y 

4 

g : Y ---> Z es un homomorfismo, llamado homomorfismo producto. 

Proposici6n 1.3 

Para cualquier homomorfismo h: X ---> Y de un R-módulo X 

en un R- módulo Y, la imagen 



h(A) {h(x)/x E: A } 

de un submódulo A de X es un submódul o de Y, y la imagen in-

ve rsa 

h - 1 (B) = {x E: X/h (x) E: B } 

de un submódulo B de Y es un submódulo de X. 

Observaci6n 1 

1) Si el submódulo A de X es el propio X la imagen 

Im (h ) = h(X) 

2) Si el submódulo B de Y es el submódulo trivial O de Y, la 

imagen inversa 

ker (h) = h - 1 (O) 

es un submódulo de X llamado núcleo del homomorfismo 

h: X --> Y. 

3 ) La coimagen coim (h ) y el conúcleo coker(h ) de h: X --> Y 

s on los módulos cocientes 

coim(h) X 
ker(h ) 

Y 
coker (h) = Im(h) 

de ~os módulos X e Y, respectivamente. 

P:::-oposici6n 1.4 

Si h g o f denota el producto de los homomorfismos 

5 



f: X ---> Y Y g : y ---> Z de R- módulo s entonces las proposi-

ciones siguien tes son ciertas 

1) Si h es monomorfismo , lo es tambien f 

2) Si h e s e p i mo rfismo, l o es tambien 9 

Proposici6n 1.5 

El p roducto h = 9 o f de los homomorfismos f: X ---> Y 

y g: Y ---> Z de R- módul o s es el homomorfismo trivial si y 

sólo si 

I m (f ) c ker (g) 

3- SUMAS DIREC TA S Y PRODUCT OS DI RE CTOS 

Definici6n 1.9 

Se dice que el módulo G es la suma directa de la familia 

F = { G. : i = 1, 2, ... , n } de submódulos de G si se cumple 
1 

1 ) G = G
1 

+ G
2 

+ + G 

2 ) G. n . [). G. { O } para todo i d: J I 1 1r-J J 

esc r i b iremo s a ro en este ca~o '" 

! 1 

r; . 9 G 
i 1=" 1 

6 



Teorema 1.6 

Sea G un m6dul o y F 

de submódulos de G. 

n 

= {G . : i=l, 
l 

2 , . .. , n ' una fam i lia 

G =i~l Gi si y so lamente si todo element o de G tiene una 

representación única como suma de elementos a. 
- l 

de G . • 
l 

De igual manera podemo s definir la suma directa de una 

familia arbitraria de módulos. 

Definici6n 1.10 

Se dice que el módul o G es la suma directa de la familia 

F = {G./i E I } de submódulos de G si se cumple 
l 

1) G = [ U G .l 
i EI l-

2 ) G . n n G . 
l • .L • 

lr J J 

mos 

PRODUCTOS DIRECTOS 

{ O p ara todo i ~ j, en este caso escribj -

G = EB 
i 1 

G . 
l 

Consi de remos una familia arbitrari · merte dada 

F = {X . / i E 1-1 J 
l 

de R-m6dulos X. y des i gnemos con 
l 

P = TI 
i EM 

X ' l 

7 



el producto cartesiano de la familia F. 

Un elemento de P es una función 

f: M - > U 

del conjunto M de índices en la unlón U de l o s conjuntos X . 
l 

tal que f (i) E X . para todo i E M. 
l 

Definamos una operación binaria en P, considerando, para 

dos elementos f y q de P, la función 

f + g : M --> U 
determinada por (f + g) (i) = f (i) + g (i) 

para todo índice i E M. Se puede comprobar fácilmente que es-

ta operación binaria dota de la estructura de grupo abeliano 

aditivo al conjunto P. 

El elemento O de P es la función 

para todo i E M. 

o: M - > U 
i ~~~~ O(i) = O E X. 

l 

El elemento opuesto de f E P es la función 

- f: M --> U definida por 

( - f ) ( i ) = - [ f( i ) ] 

para todo i f: M. 

Defin amo s la función . de la siguiente mane ra 

R x P -- '> P 

(o: ,f ) ~~~~ ~ ( o: ,f) = o: f: M --> U 

dado por 

(o:f) (i) = o: f(i) 

8 



pa r a t o do i E M. Se c omprueba fácilmen t e q ue esta fun c ión w 

do t a a P c o n una estructura de R- módulo q ue es cono cido c on 

e l n ombre de p rod ucto d i rec t o de la familia F . 

Definici6n 1.11 

Si X. 
l 

X p ara todo i s M, la funci6n 

o: X ---> P definida po r 

[ o(x )] ( i ) = x p ara todo i E M, l o l lamaremo s homo mo r f is-

mo diagon al . 

Definición 1 . 1 2 

y 

Sea X . = X p a r a t odo i E M Y sean 
l 

o: X ---> TI 

i EM 
X. el homomorfismo d iagona l 

l 

<1> : TI X 
i EM 

---> TI 

i EM 
Y . 

l 
definida medi ante 

p ara todo índi c e i E M llamar emos p roducto d ire cto restring i -

d o d e la f amili a H {h .: X . ---> Y . / i E M} a la función 
1 l l 

de finida d e la sig uiente manera 

<1> ' = o 

Te ore ma 1.7 

TI 

i s I"! 

Y . 
l 

Si el p roducto h = g o f de dos h o momorfi smo s 

f : X ---> Y Y g: y ---> Z de R-m6 dulo X, Y, Z es u n isomo r-

9 
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fismo, entonces se cumple 

1 ) f es monomorfismo 

2) g es epimorfismo 

3) El módulo y es descomponible en la suma directa de i mf y 

kerg es decir 

y i mf ffi kerg 

4- MODULaS LIBRES 

Definición 1.13 

Se llama módulo libre sobre un conjunto S, a una función 

L Y un módulo F con la siguiente propiedad universal. 

Para toda función f: S ---> X en un módulo X, existe un 

"-
único homomorfismo g: F --- > X de manera Que el s i guiente dia 

grama es conmutativo 

Proposición 1.8 

S 

f 

L 
---> F 

/ 

g 

X 

go L = f 

Todo m6dulc es isomorfo al cociente de ~~ m6dulo li b r s 
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Demostración 

Sea S ~ X, un conjunto de generadores de X, y F el módu -

lo licre sobre S, tenemos e l siauiente diagrama . 

S > F 

i f 

x 

existe entonces un único homomorfismo f: F --- X de módulos 

tal que f o L = i. 

Probemos que f es sobreyectiva. 

Sea s E: S 

S E: S = > S i (s) = f (L ( s )) = > S E: f (L ( s ) ) 

= > S c Imf 

como S genera a X tenemos X c Imf 

de aquí que f es sobreyectiv a 

Luego 

Teorema 1.9 

Si el par formado por un R- módulo F y una ±unciór 

f: S ---> F de S en F es un R- módulo libre F sobre el con jun-

te S, entonce s f es inyectiva y su imagen f (S ) e n gen dra el mó 

dulo F. 
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Teorema 1.10 (Te o rema de Un i cidad) 

Si (F , f) y (F; f ' ) s on R- m6dulos libres s obre e l mismo 

conjur_t o S, ento ,ce s ::: x i3 te '.ln único i somo rfismo j : F ___ o> ,:, ' 

del m6dulo F sob re el m6dulo F' tal q u e j o f = f '. 

Teorema 1. 11 (Teorema de existencia ) 

Para cualquier conjun t o S, existe siempre un R-m6dulo li 

b re sobre S. 

Coro1.ario 1 .12 

La suma di recta de una famili~ a rbitraria F = {Xs / s ¿ S } 

con Xs ~ R p ara todo s E S es isomorfa al R- m6dulo libre en-

gendrado por el c o njunto S. 

5- SUCESIONES EXACTAS 

DefilIüción 1 .14 

Una sucesi6n exacta de m6dulos y homomorfismos es una s~ 

cesi6n fini t a o i n fi nita 

..• - -> X _ f _ > Y _ g _ > z --> 

tal que l a imag en de l h omoilicrfismo entrant e c o incide con e l 

núcleo del homomorfismo saliente de t o d o módulo distinto de 

los extremos (si existen) de la sucesión, es d e cir 

BlBlIOT.CA CaNTR 
•• 19 •••••• • ,,~ .. •• ~. • 



Im f = k e r g 

en t o d o módulo distinto de l os ex tre mos . 

Definición 1.15 

Toda sucesión e xacta de la f o r ma 

f 9 O ---> X ---> Y ---> Z ---> O 

le llamaremos sucesión exacta corta. 

Observaci6n 2 

1) Es fácil probar que la sucesió n 

O ---> X f 
--> 

es exacta si y so lamente si 

i ) f es inyectiv a 

ii ) Imf = kerg 

iii) g es sobreyectiva 

y --g - > Z -. O 

2 ) Dado cualquier módul o X, l o p o demo s poner e n una suce s i ón 

exacta corta de la fo r ma 

O ---> M --> F ---> X --- > O 

donde F es un R- módul o li b r e . 

13 

Efectivamente, en la ~rueba del resul tado de la p roposi-

c ión (Pl. 8) . F Dado q ue X ::: ke rf' e s c l aro que l a suces i ó n 

O --- > 
i f kerf ---> F ---> X --> O 

e s exacta, donde i es el homomorfismo inclusión . 
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Definición 1.16 

Se d ice que el subm6dulo F es un sumando directo del mó -

dulc E , si e xistE U fi submódclo ~ f e E , tal q ue 

E = F EB M 

Defi.ni.ci.ón 1 .11 

Una sucesión exacta 

... --> X f 
--> y - g - > Z --> 

de homomorfismos de módul o s se escinde en el módulo Y si y s~ 

lamente si el submódulo F =Imf = ke rg del módulo Y es un suma n 

do directo de Y. 

Teorema 1.13 

Si una sucesión exacta 

f g 
. .. --> X --> Y --> Z --> ... 

de homomorfismos de R-módulos s e escinde en el módulo Y, en -

tonces Y e s isomorfo a la suma d irecta Imf EB Img. 

Demostración 

Por definición, Y se escinde en ~a SUl'1a directa del sub-

módulo A = I mf y otro submódulo 5, basta probar que B _ Img. 

Consideremos la restricción 

h = g/B : B - > Z 

BlBLlOTaCA C.NTRA ............. 
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e ntonces h e s un homomorfismo de l m6dulo B e n e l m6dulo z . 

Como la sucesi6n es exacta tenemos q ue 

ke r g = I mf = A, A r, B = {O} po r definición de suma directa . 

Se sigue que h es monomor tismo . 

Probemo s que la Imh = Img. 

Sea 

z E Img => 3y E Y tal que g(y) = z 

como Y = A + B = > j a E A Y b E B tal que 

y = a + b 

entonces z = g (y) = g(a+b) = g(a) + g(b) = h(b) 

y a que a E A, será que g (a ) = O 

esto implica que la Imh = Img. 

Corolario 1.14 

Si una sucesión exacta corta 

O --> 
f g X - - > Y - - > Z --- > O de homomorfismos de m6du-

los s e escinde, entonces Y es isomorfo a la suma directa 

X EB Z 

Esto resulta de l he c ho q ue siendo f inyectiva I nf ~ X Y 

como 9 es sob reyectiva Img ~ z. 

Corolario 1.15 

Una sucesi6n exacta arbitraria 
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... - - > X 
f 

--> y _ 9 - > Z __ > ... de h omomorfismo s d e módul o s 

se e scind e en el módul o Y s i existe u n homo mo r f i smo 

h : Y --> X tal q u e l a compo sición h o f e s un i s o mo rfismo 

de l m6~u lc X en e l mó du l o \ e ~ e ste ca so ten~ros 

y ~ I mf ~ Img ~ X ~ I mg 

Efectivamente 

Como h o f es iny ectiv a por p r oposición (Pl .5 ) f es i n -

yect i va luego I~ ~ X. 

Corolario 1.16 

Una sucesión e x acta arbitraria 

f 9 
. . • ---> X --- - > y ---> Z ---> 

de homomorfismos de R-módulos se esciende en el módulo Y si 

existe un homomo r f ismo k: Z ---> y tal q ue el p roducto g o k 

es un isomorfismo del mó d u lo Z en el módulo Z, en este cas o 

tenemos 

y ~ Imf ~ Img ~ Imf ~ Z 

Definición 1 .18 

Sea f: X ---> Y un homomor f ismo arbitra rio de un módul o 

X en un mó dulo Y, un inverso p o r la l z u uicrda de f, e s un ho -

momo rfismo h : Y ---> X tal q ue e l produc Lo h o f es é~ i s omor 

f ismo identidad del módulo X. 

Aná log amente un invers o por la de recha de f es un homo -

morf ismo k : Y ---> X tal que el producto f o k es el isomor-

e 



fismo ide ntidad del módulo Y . 

Corolario 1.17 

Para cualquier sucesión exacta corta 

O ---> X __ f _ > Y --g - > Z ---> O de homomorfismo s de R-módulos 

las proposiciones siguientes son equival e ntes. 

i) La sucesión exacta corta se escinde 

ii) El homomorfismo f tiene un inverso por la izqui erda 

iii) El homomorfismo g tiene un inverso por la derecha. 

E- SUCESIONES SEMI EXACTAS 

Definición 1.19 

Se dice q ue una sucesión finita o infinita 

---> X ~> Y --g - > Z ---> 

de homomorfismos de R-mó dulos es semiexacta si y sólo si la 

imagen de todo homomorfismo de llega da está contenida en el 

17 

núcleo del c o rrespond iente homomorfismo de sa lida , en todo mó 

du l o a ue no s e a n los de los extremos de la sucesión en cas o 

de q ue existan dichos extremo s. 

Observación 3 

1) Es claro que una sucesión de R-módulos es semiexacta si y 

sólo si la composición de dos homomorfismos consecutivos 
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g o f e s e l homomorf ismo cero . 

2) Toda sucesión exacta es semiexacta , pero no toda sucesión 

semiexacta es exacta . 

Definici6n 1.20 

En una sucesión semiexacta 

c: ... --> X f 
--> y - g - > Z --> ... 

de R- módulos, se llama módulo derivado de C en el módulo Y, 

1 ~d 1 . kerg a mo u o COClente Im(f) 

Comentario 4 

1) Si los índices usados en una sucesión semiexacta C son de -

crecientes, llamamos a C un complej o de cadenas y los horno 

morfismos de C se denotarán con el símbolo o. Por el lo un 

complejo de cadenas tiene la forma siauiente 

C: ... --> 
el 

n+1 
---> 

" o 
n 

--> e --> 
.. - 1 

con el o el 1 = O. 
n n+ 

En este caso, J.os elementos de e se llam&~ cadenas n - di 
n 

mencionales y los hcrno~orfismos s e llaman operadores frontera: 

denotar~mos a l ker 3 por z (C) v SP- l lama el m6d~lo de los 
n n 

n -ciclo s de C¡ la 1m el e C la denotaremos por B (e) y ~e 
n+1 n-n 

llama el módulo de los n - fronteras de C¡ finalmente el módulo 

derivado de C en el módulo e se denota por 
n 



z (e) 
H (e) = 

n 
n 

B ( e) 
n 

= 
ker ;3 

n 
1m 

n + l 

1 9 

y s e ll ama e l n - és i mo módu l o de homolog í a . 

2 ) Si l o s í nd ices u sados son crec i en t e s, ento nce s l a sucesión 

semiexacta e s e llama un c omp l e j o de c o c adena s y l o s homo~ 

rismos se de no tan c o n e l símbo l o o¡ a demás en lugar de sub 

índ ices se usan superind ices, un comple jo de c o cadenas tie 

ne la forma 

e: n - l 
--> e 

n - l o 
---> 

n +l e --> 

en este caso en lugar de los términos cadenas, ciclo s y 

fronteras, se usan cocadenas, cociclo s y c o fronte ras res-

pecti vamente y el módul o 

= 
ker ¿ n 

1 
o n - 1 m o 

se llama el n-ésimo mó dulo de cohomo l ogí a de e. 

Definici6n 1.21 

e: 

D: 

Da dos do s c omplej o s de c a dena s de R- mócu l o s 

d d 
n+l n 

... --> e ---> e 
n+ 1 n 

... --> D 
n+ l 

d I 

n+ l 
---> D 

n 

o 
n 

o __ > ••• 
~ n - 1 

::> --> 
n - l 

Se llama homomo rfismo ~é comp lejos o transformaciones d e 

cadenas f: e --> D, a toda familia f {f : e - > D / n EZ} 
n n n 

de homomorfismos de módul o s de mane ra que Vn E Z, el siguien-
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t e d i ag r ama e s conmutat i vo 

él 
n 

--> e - - > e 
n n - 1 

I 
f I f 

n él I 
n - 1 

n 
- - > D --> D 

n n - 1 

e s dec ir él o f ' f o d Vn E Z 
n n n - 1 n 

Proposición 1. 1 8 

Da da l a tra n sfo r mación de cadenas f: e --> D e l homomor 

- - > D 
n 

induce un homomorfismo 

H ( f ) : H ( e ) - > H ( D ) 
n n n 

entre l o s respectivos módulos de homología definimos H ( f ) de 
n 

l a siguiente manera 

H ( f ) : 
n 

ker él 
n 

1m a 
n + 1 

--> 

x + 1m a 
n+1 

Comentario 5 

ke r ó I 

n 
1m él I 

n+ 1 

'\'"V'\, -'> H (f) (x + 1 m él 1) 
n n+ 

f (x) 
TI 

+ 1 m él I 

n+1 

1 ) La t ransformació n de c adena s iden ~ idad ~ . (~ --- > c. es la 

familia de homomorfi smos identioad 

i {i : e --> e / n EZ} 
n n n 

es claro q ue en este caso H ( i ) 
n 

es e l homom o identi -
BlSLIOT.CA O.NTNAL-6-} 

- ............ , ....... J 
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dad del módu l o H (e) , Vn E Z 
n 

2) Si f: e ---> D Y g : D ---> E son transfo rmaciones de ca -

denas, entonces l a familia 

h = {g o f : e ---> E I n E Z} es un homomo rfi smo de cade 
n n n n 

nas y lo denotamos po r 

9 o f : e ---> E 

de nuevo es de fácil comprobación que 

H ( 9 o f ) = H ( q ) o H ( f ) , Vn E Z 
n n - n 

3) Se llama sucesión descendente trivial, a u n a sucesión des-

cendente O tal q ue, para todo n E Z, O c onsta de un sólo 
n 

elemento, como toda sucesión descendente trivial es e xacta, 

tenemos H (O ) = O Vn E Z. 
n 

4 ) Recibe el nombre de homomorfismo triv ial de una sucesión 

descendente e en una sucesión descendente D, el homomorfis 

mo h : e ---> D tal q ue h es el homomo rfismo trivial del 
n 

módulo e en el módulo D p ara todo n E Z, expresaremos 
n n 

con h = O, h es el homomorfismo triv ial. 

Definición 1.22 

S~ dlce y up d Ds t~ans formaciones de cadenas f y g d21 

complejo e er- _1 c omple jo \ s on homotópicas si e x iste una fa -

milia de homomorfismos 

h = {h : e ---> D I n E Z} de manera que 
n n n+1 

. ., [;BLlOTIIC 
.. -__ 4 _ 



el I o h + h o el f - gn \In E Z 
n+1 n n - 1 n n 

e s decir 

(l 
n e > e n - 1 

! 
n f g n n h 

n-1 
;. . '<" 

.) 

D > D n+1 n 
n+1 

en este caso decimos que h es una homotopía de cadenas entre 

las transformaciones f y g y lo denotamos po r 

h 
f ::: g 

Proposíci6n 1.19 

Si dos transformaciones de cadenas t y g 

f, g : e ---> D son homotópicas entonces p ara todo n E Z 

H ( f ) = H (g) n n .. \In E Z 

Definición 1.23 

De cimos que O 
-f g e ---- ;. D ---:> E ---> O es una suce-

sión exacta de c omp l ejos de cadenas , si \In E Z 

o ---~ e 
1, 

D 
r , 

gn 
- - > E 

es un a sucesión exacta de P~módulos. 

--- > o 

22 
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Proposici6n 1.20 

Si O --> C f 
--> D _ 9 _ > E --> O es una sucesión exacta 

~e omplejo s rle cadenas entonces la sU .Rsió 

H (f) 
H (C) n 

n 

es exacta para todo n E Z. 

H ( D) 
n 

H (g) 
n 

--- > H (E) 
n 

De la proposición (Pl . 20 ) obtenemos sucesiones exacta s 

en los grupos de homo log ías que p ueden ser conectados p ara 

formar una s óla sucesión e xacta llamada prec isamente la suce -

sión exacta de grupos de homología del complejo de cadenas 

v er el p roceso de construcción de 3* en 

donde 3 ~ es 91 homomorfismo de conex i ón el cual se def i ne 

3 * : H (E) --> H ( C ) 
n n - l 

z + 1m3 " n+l 
'VV'\,-+ a* (z + 1m 3" ) x + 1m a n+l 

donde f n _ l (x) = ;" ( y) y g ( y ) = z 
II n 

lP....ma 1 .21 

El el e mento x + 1m a E H (C ) es independiente del ele 
n n - l 

mento y E D Y de aquí que dep ende nada más del elemento 
n 

z + 1m 3 " 
n+l 

Deru.ostraci6n 

E H (E ) 
n 

Sean YI , Y2 E Dn de manera que gn(Y l ) = gn(Y 2 ) 

consideremos que xl es el elemento q ue cumple c on 

z y 

IIlaLlOTaCA e T L • .. ." ... ~ ,. 
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que x ') 
- - es tal aue f (x ,., ) = - I (Y él ). 

n - 1 n -

= 1m f , existe a E e 
n n 

de manera que 

f n( a) = Y
I 

- Y , po r la c onmutatividad de el d iag rama se tie -

ne qJe 

f
n

_
1

( él
n

(a)) 

a ~( YI - Y 2 ) 

él I (y - v ) n 1 -' ,., y 

de a qui Que 

E 1m Ó 
n 

lo q ue implica 

X l + 1m an 
+ 1m d 

n 

Lema 1.22 

La función a *: H (E ) ---> H (C) es un homomorfismo de 
n n - 1 

R-mód'.llos. 

Comentario 6 

En base a lo anterior a partir de una sucesión exacta 

corta de comp lejos de cadenas 

o ---, C f 
---> 

obtenemos una sucesión 

a* 
~>H (C) 

p 

H (f) H (g) 
__ n __ > H (D) __ n __ > H (E) 

n 1, 

D --g - > E ---> O 

Cl * H (f) 

-~-> H
r
: _

1 
(C) ~~ H ,- 1 ( ~) ----> ... 

la cual se llama sucesión de homolog ía d A ~a 30 cesi6n exacta. 

O ---;-. f 
C ---> D ---> E - - > O 
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Teorema 1.23 

La sucesión de homoloaía de toda sucesión exac ta corta 

~ e complejos de cade~3s, es exacta . ~ s decir darla una suce -

sión exacta de complejos de cadenas . 

s: o --> C f 
--> D ~> E --> O; obtenemos una sucesión 

exacta. 

a* 
. n - 1> H (C) 

n 

H ( f) 
n 
--> 

H (g) 
H (D) _ n ___ > H (E) 

n n 

a* H 1 ( f) 
--> H (C) ~> 

n - 1 

la cual es llamada sucesión de homologí a s de la sucesión exac 

ta S. 

Observaci6n 

Consideremos una sucesión exacta corta de S de sucesiones 

de scendentes 

O --> C f 
--> D ~> E --> O 

con ello queremos expresar que f: C -- D Y g : D -- E 

son homomorfi s mos de sucesiones descendentes tales que 

O --> e 
n 

f 
n 
--> D 

n 
E 

n 
--> O 

es una sucesión e xac ta corta de R-módulos p~ra t0do entero n. 

Proposición. 1.24 

Si en la sucesión e xacta corta (S) I dos de l as tres suce -

siones descendentes C , D, E son e xactas, también l o es la ter ;-...;;....;....----- ,_. . - '" . ' .. -----.-. 

81BLIOTICA CENTRAL .. "' .... , ... ~ . .. .. " . , 
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cera. 

Demostración 

Consideremos el siguiente diagrama 

f 1 9 n + 1 
{-

O C 
n+1 

D > E O --> > --- > n+1 n+1 ¡ n+1 

1 n+ 1 j Ib n + 1 
'V ~ -,. 

t g n + 1 (b n + 1 ) =y 

la 
2 a " 2 n+1 ? n+1 
2 

f 9 
O C n 

D E O --> > > ---> 
n n n 
a 'V 'V 'V 'V -+ b -f (a ) _ r,,'V'V'V gn (b ) =x 

anl 
nt n 

F~ 
n <3 n 

2 2 
2 2 a " 
2 2 n 
2 + 

f 9 n - 1 O C n -1 
D E O --> > > - - - > 

n -1 n-1 n - 1 
Cl ( a ) =a +-'V'V 'V f (a ) = a ' (b ) n n n - 1 n - 1 n - 1 n n 

1 J J 

Las filas son exactas los rectángulos conmuta tivos y las dos 

primeras columnas son exactas; probaremos la exactitud de la 

tercera columna. 

Sea x E ker a" n' buscarnos y E E t q a " 1 n + 1 n+ (y) = X . 

Corno ker a " c E y g 9S sobreyectiva, 
n n n 

b E D tal que 
n n 

g (b ) = x , por la conmutatividad del diagrama. 
n n 

Cl "(g (b)) = a " (x ) = O 
n n n n 

esto implica que x E ker a " p or lo tanto 
n 



a' (b n) E ker gn -l = 1m f e s decir n - 1 ' 

3 a n _ 1 E e tal que f
n

_ 1 (a
n

_
1

) = a ' ( b ) 
n -l n n 

esto implica que ja E e tal q ue Ó (a ) = a n n n n n - l 

de nuevo por la conmutatividad del diagrama 

a '(f (a)) 
n n n f 1 ( a (a )) = f 1 (a 1) = a ' ( b ) n- n n n - n - n n 

asi 

a '(f (a)) - a '(b) O 
n n n n n 

a '(f (a)) - a '(b) O 
n n n n n 

a '(b) - a ' ( f (a)) = O 
n n n n n 

a ' (b - f ( a )) = O 
n n n n 

=> b 
n 

f (a ) E ker a ' = 1m a ' para el cual existe n n n n+1 

b E D tal que n+l n+1 

27 

a ' (b 1 ) = b - f (a) y por la conmutatividad del diagr~ n+ 1 n+ n n n 

ma 

g (b - f ( a )) 
n n n n 

= g ( b ) - a (f (a) ) n n -n n 

g (b ) 
n n 

11 

n+ 

tornando y = gn+1 (bn + 1 ) E E n+1 
tenem:::;s u e 

;; 11 (y) = x 
n+1 y a si x E L l " " r: 

n+i 

ke r a" e 1m a 11 

n+1 

\ alBLlor.cA e 
...... I I!I!I!IIJ • 
-- -



p roba r emos ahora que 

1m c ker a" 
n 

consideremos el siguiente d i agrama 

I 
.¡. 

O - ,' C

jn
+ 1 

n+1 

O --> e 
I n 

j 

I 
f .¡. 

n+1 

- b > D¡n +1 
n+1 

a' n+1 
f 

_ _ n_ > D 
n 

D 
n-1 

g n+1 
---> 

g n - 1 
---> 

I 
.¡. 

E --> o 
I n+1 

c n + 1 = gn+ 1 ( b n + 1 ) 
t 
2 a" 
2 n+1 
2 
2 

E --> o 

Y= j ~ " ( c ) n+1 n+1 

a" 
n 

E 
n - 1 

Sea y E 1m a " se probará q ue ó " (v) = O - n -' 

y E 1m a" = > ] e 
n+1 ] n+1 E E /a " n+1 n+1 

( C ) = y 
n+1 

como qn+1 es sobreyectiva j b n + 1 E Dn+1 tal q u e 

c l ' como el d iagrama es conmutativo 
n + 

28 

g (a ' (b )) = a" 
n n+ 1 n+1 n+1 

= a " ( c ) = y 
n+1 n+1 

a " (y) 
n 

a " (g ( 3 ' (b )) 
n n n+1 n+ 1 

a " ( y ) 
n 

3 " o q ( a ' (b
n

+
1

)) n . n n 

a" (y) = (gn - 1 o a ' ) ( a ' (b n + 1 ) ) n TI n+1 

a" (y) = 0 n _ , ' (a ' (b n + 1 ) ) n n n+1 

,, " (y ) = a (O) O 
n -n - 1 

así y E ker él " n 

. 1m a" c ker a" .. 
n+ 1 n 

IIIBL'OT.CA e 
• 19 ••• '·&·· _ 



proban~o as i el r esultado es dec ir 

1m a" n+1 = ke r a" 
n 

Homomorfismo de conexión para sucesiones asendentes 

29 

A continuación se tratará el proce so de definición del ho 

momo r fi s mo de conexión ( 6*n) del módulo Hn(E) en el módulo 

n+ 1 
H ( e) , Vn E Z. 

--> Hn + 1 (e) 

ker 6n+ 1 

Sea z + 1m 6n 
¿ 11 

1m 6n 
1 1 

consideremos el siguiente d~agrama 

1 
f 

1 1 
o 

O 
n- 1 n - 1 n - 1 - n - 1 n- 1 

O --> e ---> D ---> E ---> 

ónj 6n 
jó

n 
1 1 1 

f 
O e n n Dn gn En --> ---> ---> ---> 

6 n+ 1 I 
y -1- r'v "" 1\. g (y) = z 

6n+1 C; n+l 

1 1 1 1 1 

f 1 S n-t-1 
O e n+ 1 n+l Dn+ 1 En+1 O - - > ---> --- > ---> 

n+1 n+1 I 

I "n+2 

"'-''e/vf (x) = 1 (y ) I =-

. n+ 2 I + , 
o I 61 - I o 1 ; 

~. J 
f ("T 

O e n+2 n+2 nn+ 2 J n+2 ED +2 O --> ---> --- > 

J J J 



2 E En y gn es sobreyectiva , e sto imp li ca J~ E on tal que 

2 = g (y) , po r la conmutativ idad de l diagrama 

(6
n
1

+ 1
(y)) = gn+1 

n+ 1 
6

11 
(g (y) ) = n+ 1 ( 2) = O 

1 1 

g (ón +1(y)) = O asi 
n+ 1 1 

n+1 
6

1 
(y) E ker g 1 = 1m f l ' para e l cual n+ n+ 

3 x E C n + 1 1 f () n+ 1 ( ) 
ta que n +l X = 1 Y 

por la conmutatividad del diagrama 

dado que f 2 es monomorfísmo ón + 2 (x) = O y así n+ 

X E ker Ón+2 con el cual d d f' , se p ue e e lnlr 

on+1 
x + 1m o , do n de f 1 ( x) n + Ó 

n+ 1, ) 
1 \ Y 

q (y) = 2 
-n 

y 

30 

Es facil probar que ó
xn 

es una f unci6n probaremos a continua-

ci6n que 

ó*n: Hn (E) ___ > Hn + 1 (C) es un homomorfismo de m6dulos. 

Sean 

Ó
n 

2 + 1m 
1 1 1 -

1 
o n 

2
2 

+ m e
11 

E 

n 
1 1) = xl + 1m 

n+1 

6*n(z +Im ~ 1 ) = X2 + 1m ón + 1 
f 2 , n +1 

f (Xl +X2 ) f (X 1 ) + f ( x ? ) n+1 n+l n+l 

f (x 1+x 2 ) = ón + 1 
(y 1 ) + ón + l 

(y 2 ) n+l 1 1 

fn+l (X 1+X 2 ) = ón + 1 
(Yl+Y2 ) 1 

k ó n + 1 
er 1 1 

1m r
n 
1 1 

(X2 ) 

BLlOTI!C NTNAL 
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gn(Yl+Y2) = gn ( y 1 ) + g (y '» ) = Z + z2 luego 
n <. 1 

- n n 
~ 1 ) ] ú*n ( z l + Im 1 1 ) + ( z 2 +Im Ó 1 1 ) * n ( zl+ z 2) + 1m 

ú* n I ( z +Im 
n 

) ( z 2+ Im 
n " . + 1 + é 11 ) = Xl + X2 

+ 1m o 
n 1 1 

ú * n I ( z 1 + 1m 
n 

(z 2 +Im 6 ~ 1 ) ] 1 m 
n+l 

6 1 1 + = X l + x 2 + 

ú* nI (zl+Im n 
(z 2+ Im ún ún + 1 ún + 1 

1 1 ) + = Xl + 1m + X2 
+ 1m 

1 1 

ú*nI ( z +Im ún ) + (z 2 +Im "n ú*n( z +lm ún ) + 6* n( z +Im on 
o 11 = 

1 11 1 11 2 11 

6 * n es un homomorfismo de módulos. 

r· ,-
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1- PRODUCTO TENSORIAL 

Definici6n 2.1 

Sean A Y B dos R-módulos cualesquiera y consid eremos el 

producto cartesiano A x B de los conjuntos A y B, una fun-

ción 

g: A x B --> X 

de A x B en el módulo X es llamada bilineal si y sólo si 

para todo a l ' a 2 , a E A, b l ,b 2 , b E B Y 0.1 , 0:2 ' B 1 , B2 s R 

Definici6n 2.2 

Un producto tensorial (sobre R) de módulos A y B, es un 

módul o T junto con una función b ilineal 

f: A x B --> T 

tal que, para toda función bilineal 

g: A x B --> X 

de A x B en X, e x iste un único homomorflsmo 

h: T --/ X 

del módulo T en el módulo X, que satisface la relación de 

conmutatividad 

32 
............ • •••• to". 



en e l siguiente t riángulo 

Teorema 2.1 

h o f = g 

A x B 

g 

f 
--> T 

h 

x 

33 

Si un R- módulo T con una función bilineal f: A x B --> T 

es un p roducto tensorial sobre R de los módulos A y B, enton-

ces la imagen f (A x B) genera al módulo T . 

Teorema 2.2 

Si (T,f) Y (T' ,f') son productos te~soria les sobre los 

módulos A Y B, entonces e x iste un único isomorfismo 

j: T --> T' 

del módulo T en el módulo T' tal q ue 

j of f I 

Teorema 2.3 

Dado s do s R-módulos cualesquiera A y B, e x iste un produ~ 

to tensoria l s obre R de A y B _ 

De este resultado todo par de módulos A y B sobre R de-

terminan un producto tensorial (T,f ) esencialmente único; este 
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módulo T se de no ta usualme nte por A ® B Y r e cibe e l nombre de 

p roducto tenso rial s o bre R d e los módul o s A y B Y a l a función 

bil ineal f : A x Po --/ T la deno taremo s po r T: A x B --" A ~ R 

y l a C€ . o rn i na remu3 ap Li..cac':' 6:~ tens :J ri 31. 

T: A x B --> A ® B 

(a, b) ~~~- T (a , b ) = a ® b 

el e l emento a ® b rec i b irá el nombre de p roducto tensorial so-

bre R de lo s elementos a y b . 

De el teorema (T2.l) tenernos que T (A x B) genera el módu -

l o A ~ B, todo elemento t de A ® B puede se r escrito en la for 

ma 

n 

t L y . ( a . ® b .~ 
. · 1 1 1 1 
l= 

donde a . E A, b. E B Y Y
1
. E R, para todo i = 1,2, ... , n 

1 1 

Proposición 2.4 

Sean X, Y, Z, R- módulo s entonces , s e cumple a ue 

1) X ® Y ::: Y ® X 

2) (X ® y ) ® z ::: @ y ® z ::: X ~ (y ® Z) 

~ ) X 0 R ::: ~ ::: R ® X 

Definición 2. 3 

Si f : A --> B Y g: A ' --> B', son homomorfi smos de 

módulos, entonces la a p licación bi lineal 
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f x g : A x A ' ---> B x B ' 

(a,a ' ) 'VV\r+ (f(a) ,f (a ' )) 

T en e ste caso si A x B ---> A ® B y A ' x B ' ~> A' 0 B ' s on 

los respec t.ivo s p r OQ0c tu s ten so ~'iales ; Len~mo :; el sicn .... iente 

diagrama 

A x B 
T 

---> A B 

fxq k 

A ' x B ' l' 
---> A' 0 E' 

en donde T o (fxg ) e s bilineal , y po r la propiedad universal 

del producto t ensorial , existe un único homomorfismo de módu-

los 

k: A 0 B ---> A' 0 B' 

de manera que 

k o T l' o ( f xg) 

es deci r tal q u e 

k (a @ b ) = f (a ) 0 g(b) 

deno tamo s a este homomorfi smo k por f 0 9 y se llama el produc 

to tensoria l de los homomo r fi s mos f y g. 

Proposi.ci6n 2.5 

~) Si l A: A ---> A Y lB : B ---> B, son los homomorf ismos 

identidad entonces 1 0 1 : A ~ B ---> A 0 B es el homomor 
A B 

fi smo identidad de A 0 B. 



2) Si f: A ---> A l, f l A l ---> A", g : B ---> B I 

g 1: B I ---> B " 

Son homomorfismos de módulos , entonces 

(flof) ® (g l og) = (f l ~ gl) o (f ® g) 

consideremos el siguiente diagrama. 

A x B 

fxg I 

-r 

--1_ > A ® B 

I fEBg 
V v 

A l X l' B I ---> Al ® B I 

f ' xg l I 
I 

V 

A" x T" 
B" ---> A" 

f'EBg ' 

v 
® B" 

de el cual tenemos 

( f I xg 1) o ( fxg ) A x B ---> Al !8! B" 

y 

esta función es bil inea l, existe un único homomorfismo 

k: A ® B --- A" ~ B" tal Que 

koT = T" o(f'xg l ) o ( fxg) = T"o (f ' ofxg 'og) 

donde k 

k = (f' of) ® (srlog ) es decir 

( f I of) ® (g I og ) o T = ( f; !8! g I ) o T I o ( fxg) 

( flof) ® (g I ogo) o T = ( fl - g 1 ) o TI o ( fxg) I 

= T" o fl X g' o f x g 

T" o( fl of X g 1 og) 

y por la unicidad del homomorfismo k tenemos 

(f l of) ® (glog) = ( fl ~ g l ) o (f ® g) 

36 
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Teorema 2.6 

Si los R- m6dulos A y B son d e scomponi bl es en s una d ire c-

ta 

A = I 
UEM 

A 
U 

B 

de subm6dulos, entonces A @ B ~ I Au 0 Bv 
(U , v) 

Demostración 

Sean i u : Au --> A Y j v : Bv --> B los homomorfismos in 

clusi6n y su p roducto tensorial 

A 0 E 

p ara todo U E M Y V E N. 

Por def inici6n, todo elemento s de la s uma directa 

p uede s er únicamente escri to en la forma 

s = I xuv 
( L' , ~ 7 ) E F 

donde F e s un subconjunto fini to ~¿ M x N y x{ 7 c. A[J 0 Bv' 

para todo (U , V) E F, def i namQs un homo~0rfismo 

h: S --> A ® B 

s 'vV\, --l- h (s) = 



po r otra parte conside remo s las proyecciones naturales 

p : A --> AU - U 

tensorial 

y a : B --, B , ]·untamente c on su p r oducto -v v 

para todo U E M, V E N el p r oducto restringido de 

{p ® q IV E M, V E N } 
u v 

define un h omomo rfismo 

k: A ~ B --> S 

3 8 

p robaremos que h o k es el homomorfismo identidad sobre A ~ B. 

Sean a E A Y b E B 

h k ( a ® b) ] = h L (pu ® c::I
v

) (a ® b ) 
(U , v) 

L { 
( U , v) 

L ( j v o g v) b ) ] = a ~ b 
v 

como los elementos a ~ b generan al módulo A ~ B sobre R, r e -

s ulta ser h o k homomorfismo identidad s obre A ~ B . 

Probaremos q ue k o h es el homomorfisrr.o identidad sobre 

S . 

Sean (} ': !V , E N, 

dos; consideremos además 

a E A 
o: 

artitrariamen t e d a 

SlBl/OTIIC" CENTRAL .......... 



= 

k r ( i 
- a 

L (pU 0 q v l [ (i a ® j e l (a 0 bl J 
( U , V) 

a 0 b 

como los eleme nto s a 0 b generan el módu l o S, se deduce que 

k o h es el homomorfismo identidad sobre S, lueqo h y k son 

isomorfismos. 

Teorema 2.7 

Si f: A --> A' y g: B --> B ' son epimorfismos de 

R-módulos entonces el producto tensorial 

h = f 0 g: A !81 B --> A' 0 B I 
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sobre R es también un epimorfismo y su nGcleo kerh es el submó 

dulo M de A ® B engendrado por los elementos a ~ b de A 0 B 

con a E kerh o b E ker9 

Corolario 2.8 

Si f: A --> A ' y g : B --> E ' son isomorfismos de 

P-módulo s, entonce s el produc t o t~n~ori~ l 

h = f ~ g: A ~ :3 - - > A I ® B I 

es también un isomorfism~ 



Teorema 2.9 

Si M es un R- m6dulo arb itrario y A 
f 
--> B 9 

- - > e 

es una sucesi6n exacta corta, entonces la sucesi6n 

fll9 i A ® M --> 

es también exacta . 

Teorema 2.10 

9~ i " B @ M ; e ® M --> o 

40 

o 

Si la sucesi6n O --> A -~> B _ 9 _ > e --> O es una su-

cesi6n exacta c orga descomponible entonces la sucesi6n 

f ll9 i ® . 
O - - > A ~ M --> B ~ M ~> e ~ M --> O 

es exacta y se escinde. 

Demostraci6n 

f 
Como O --> A --> 

9 
B --> e ---> O es una sucesi6n exac-

ta que se escinde , existe h : B --> A tal q ue 

esto implica q ue 

o 

l uego por (1 . 17) l a s ücE~i6n 

se escinde 

f Iíil i O --> A ® M --> 

= h of ~ 1 
M 

B ® M gll9 i > e ~ M --> O 

l 
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y como (h 0 i) o (f ~ i) es inyec ti va en t o nces f ® i e s inye c -

tiva 

luego 

filh g ®i O -- > A M f1 -_., B @ .1 C ® ~,. - - --;'-

e s exacta. 

2- MODULO S DE HOMOMORFIS MOS 

Sea n A Y B R- módulos cualesquiera y consideremos el c on-

junto 

q, = Bom (A,B ) 
R 

de todos los homomorfismos del módulo A en el módulo B . 

Definamos una adición + Sll e ste conjunto tomando C(..':1,0 

suma de los homomorfismos ~ , : A ---> B el homomorfismo 

i ) cjJ + A --> B 

X 'V 'V\r+ ( ~ + 1jJ ) (x ) ~ (x) + 1jJ( x) 

y 

ii ) ex A - - > B 

x 'Vu 'u - ( o: ) (x) = ex ( ( x ) ) 

para todo a E: R . 

CCln la a.dici6n defini d a e n . , ;t S2 dota Cl.E:- u )"" -3. est :-u(";t:.;-

ra de gr up o ¿beliano . 

P0~ la forma q u e e stá definido (ii ) c~fine U~~ multipli -

cación escalar en el grupo abeliano • así : 

BlIOT.CA C.NTRA -l 
............... ~ ... ~. ¡ 
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)J : R x ~ 

( a , , ) 'vV' _· I (a , ~ ) = ú 

asi ~ que dotado como R- m6 du l o r e ci b iemdo e l nombre de m6dul o 

c'!e los homomorf lsmos de A e n B ; es d e n o t a r a ue el elemerl\ .. o c e 

ro de ~ es el homomorfismo trivial O. 

Proposición 2.11 

Para todo R-m6dulo X s e tiene siempre 

Rom (R, X) - X 

Demostración. 

Sea h: ~om(R,X) ---> X 

por definici6n de adici6n y mul tiplicaci6n escalar en Rom (R,X) , 

se comprueba fácilmente que h es un homomorf ismo de m6dulos. 

Probaremos a hora Que h es isomorfismo 

Sea 

X E X, como R es un m6du l o l i b r e e ncendrado por 1, e x is -

te un único homomorfismo 

<b : R --- .. ' X 

e n Hom (R, X) tal q ue h( ~ ) = ~( 1 ) = x 

esto implica que h es un isome' :i.. :t'iSJ'11C' . 
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Definici6n 2.4 

Sean f: p. ' --;. A, a : B --~ B ' dos homomorfi smos cua -

lesqu iera ~e R-m6d ul os y con~idc~emo s l os n6dul~s g0~(A , B) 

Hom(A' , B') Y sea h definida de la siguiente manera 

h : Hom (A , B) --> nom(A ' , B') 

~~~- h( ~ ) = q o o f 

lo que ilustra el siquiente diagrama 

A' go ~ o f B' 

----> B 

evidentemente h es un homomorfismo del m6dulo Hom(A,B) en el 

m6dulo Hom(A' ,B') que denotaremos con el símbolo Hom( f ,g). 

Proposición 2.12 

1 ) Si i: A --> A Y j : B --~ B s on los homomorfismos iden -

tidad de lo s m6d ulos A 1 B, entonces 

Hom (i,j ) Hom(A,B) --> Hom(A, b) 

e s el hODomorfismo identidad del módulo Eoc(A ,B J 

;; ) Si f : A' - - > A , f': A'; ---';> p. ', a: F -- ';> B I , 

g ': B' --> B" son homomorfislllos de módulos, entonces 

tenemos 

Hom (fof' , a' og) = Hom(f' , a') 
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t a l como l o mu e s t ra e l s i q ui e nte di a ? r ama 

f l Ig 
v 

A > B 

Hom (fo f', g ' og) ( cp ) q ' ogo <jJ of of ' 

Ho m (f o g ', g ' o g) ( cp ) = g ' o Ho m (f , g) ( ) o f ' 

Hom (fog ', g' og ) ( CP ) (Hom (f' ,f' ) oHom (f,g )) ( : ) 

3 ) Si f: A' ---> A Y g : B ---> B' son isomorfismos de módu -

los e ntonces también lo e s 

Hom (f, g) Hom(A ,B ) ---> Hom (A ' , B ' ) 

Demostraci6n 

Ex isten homomo rfismo s 

h: A ---> A' y k: B' ---> B tales que h of , fo h , k og, g ok son 

l o s homomorfismo s i dentid a d y p or (p2 . 12 ) se deduc e q u e los 

p roducto s 

Hom (h , k ) oHom (f ,g ) , Hom (f ,g ) oHom (h , k ) 

s on lo s h omomo rf ismo s i dent idad d e lo s módu l o s Ho (A, B) _ 

Hom (l, ' , ~' ) re s o ectivament e 

Teorema 2. 1 3 

Si los R-módulos A y B son descomponibles en suma direc-

ta y producto directo 1_-.. ",. r 



A = LA" 
UEM 

B = TI B 
V e N V 

entonces tenemos 

Hom(A , B) :: TI Hom(A ,E ) 
(V " ) u V , 

Teorema 2.14 

Siendo f: A' ---> A Y g : B ---> B', homomorfi smos de 

módulos, el núcleo del homomorfi smo 

h : Hom (f,g ) Hom(A,B) ---> Hom (A' ,B') 

es el submódulo M de Hom(A,B ) definido por 

M = {~ E Hom (A ,B )/ ~ (Imf) ~ kerg } 

Demostraci6n 

Sea ~ E M, arbitrariamente dado, p robaremos que 

M c kerh, v iendo q u e h( ~) = o. 

Sea x E A', como f (x) ~ Imf y 
, 
" , 

tenemos ~ ( f ( x) ) E kerg. Lue go 

[ h ( )] (x) = (go ~ of ) (x) = g ~cp (f( x )) O 

l o qU9 p rueba q ue h(¿) G j' d e aq 1 2í eTUe l'í c k.er1! 

Sea ~ E kerh, entonces 

go cp of = h( ~ ) o 

45 
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y po r la proposición (p l. S) es to implica Im ( of) c ke rg po r l a 

relaci6n conjuntista Im ( ~ of) = ~ ( Imf ) 

po r c o nsiguien te ob t e nemos 

Imf J c kerg 

lo q ue implica que ~ E M Y por tanto kerh c M. 

Corolario 2.15 

Si f: A l --- > A es un ep imorfismo y g : B ---> B I es un 

monomorfismo de módulos, entonces 

h = Hom (f, g) Hom (A ,B) ---> Hom(AI,B I ) 

es un monomorfismo 

DelI!mostración 

Como ker [ Hom ( f ,g) J = E Hom (A ,B ) / (Imf ) c ker~y por 

h i pó tesis kerg = O Y Im f A 

ct E ker (f, g ) si y sólo si ~ (Im f ) O 

si v sólo si y( A) = O Y así O 

l o q ue prue ba el resul tado . 

Teorema 2.16 

Si M C~ un R- módulo arbi trario y 

A __ f _ > B --g - > C --- > O, es una sucesión exacta de R-módulos, 



entonce s la sucesión 

o --> Hom(C , M) 
q* 

--/ Hom(B , M) f* 
--> Hom(A,M) 

con f* = Hom(f , i) y g * = Hom(g ,i ), donde i : M --> f.1 es el 

homomorf ismo identidad de l módulo M, es también exacta. 

Demostraci6n 

Como g es e p imorfismo e i es monomo rfismo, se deduce de 
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(c2 .15 ) que g* es monomorfismo, como gof = O, es inmediato Que 

Hom(gof,i) = O 

luego 

f*og* = Hom (go f, i oi ) = Hom (go f,i ) = O 

en virtud de (p 2.12 ) y (p l. 5) deducimos 

1m q * c ker f* 

f alta establecer la inelusión 

ker f* c im 0* 
:J 

para ello, sea 

q E ker ~* I , denominemos T = imf ker g 

como f* Hom (f (i), se sigue de (T2 . 14 ) que 

<p (T) = <P Llmf] c ker i = O Y 

por ello (T) = O, por consiguiente, q. : B - - > M 

induce un humomorf ismo 

B 
1 : T --> M 

como g es un epimorfismo con T como núcleo, induce un isomor-



fismo 

h : :Ei ~ e 
T 
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B Sea p : B --> T' la oroyecci.ón natural , obtenemos así e l 

siguiente d iagrama 

g 

B 

e 

p 

M 

h 

B 
> T 

en él los dos triángulos son conmutativos. Siendo h isomorfis-

mo, podemos definir un homomorfi smo 

-1 
~ oh : e --> M 

- 1 entonces ~ o h E Hom (C,M ) y 

g*( o h - 1 ) = ~ o h o 9 o p 

luego cP E I m(a * ) y ker f* c Img* 

Teorema 2.17 

Si la sucesión de homoDorfi s mos de R- módulo s 

f g O -_'. A - - > B --> e - - '- O es '::-i a sucesión exacta corta q ue 

se escinde , entonces iguaJ suc_de con ld sucesión 

O --> Hom(C,M) g* > Hom(B,M) --> Hom (A ,M ) ~> O 

donde f* = Hom(f,i) y g* = Hom(g,i); i: M --> M e s el endo -
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mo rfi smo identidad de el módulo M. 

Demostraci6n 

Por (Cl . 17) , f tiene un inverso por la izquierda es de -

cir, existe un homomorfismo h : B ---> A tal que e l producto 

j = h o f 

es el endomorfismo identidad del módulo A. Como 

Hom(f,i) o Hom(h ,i ) = Hom(hof,i ) = Hom(j ,i ) 

es el endomorfismo identidad de Hom(A,M), se deduce de (Tl . 7) 

que f* es un epimorfismo y por (T2.16) la sucesión segunda de 

(T2 .17 ) es una sucesión exacta corta, y en virtud de (Cl .17 ) 

se descompone. 

Teorema 2.18 

Si M es un R- módulo arbitrario y O ---> A f 
--> B ....5L.> C 

es una sucesión exacta de R- módulos, entonces la sucesión 

O ---> Hom(M,A) --- - > Hom(M,B) --' - > Hom(M,C ) 

con f* = Hom (i,f ) y g* = Hom (i,g ) ; i: M ---> I'-1 denota el ho 

momorfismo identidad de M, es también una sucesión exacta. 

Demostraci6n 

Como f es monJmorfi s mo s i epimorfismo, se deduce de 

(C2.15) q u e g* = Hom(i,f) es monomorfismo como g o f = O es 

inmediato que Hom(i,gof) = O 

. BaSLfOT.ciA _T~l ......... 
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luego f* o g* = Hom( i oi, gof) Hom (i, g of) = O en v irtud de 

(P2 .1 2 ) Y Pl .5 ) esto imp lica 

1 f* c ker a* 

Establezcamos ahora 

ker g * c 1m f* 

sea cjJ E ker g* 

Como g* = Hom (i , g) deduc i mos de (T2.14 ) que 

cjJ (M) = cjJ[ I m i J c ker 9 = I mf 

pue sto q ue f es monomorfismo, e x iste un isomorfi smo 

J : Imf ::: A 

tal que foj ~ s el homomo rfismo inclusión de I mf en B. D2fina-

mos un homomorfismo 

~ : M ---> A tomando (x ) j ( ( x )) 

para todo x M, entonces es un elemento de Hom(~ , A) y 

[ f*( ~ )](x) = f { j [ cjJ (x) ]} = (x) 

para todo x E M, e sto prue ba q ue f * ( ) y de aquí que 

E Imf*, luego 

ker g * c Imf*. 

Teorema 2~19 

Si la siau iente sucesión de homomorfis~vs de R- módulos 

f 9 O ---> A ---> B --- C --- > O 
--- ·~CA CaHTAA\.. \ 
IIlBUOTa •••••••• ~ 
••.• _., ..... 8 
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e s una suce sió n exac ta corta que se escinde , entonces i g u a l s u 

cede con la suc e sió n 

o --> HOm (M, A) f* q * 
--> Hom (M , B) -- - > Hom(M , C) --> O 

donde f* = Hom(l , f) y g~ = Hom (i , g) , donde i : M --> M es e l 

e ndomorfismo i d en t i d a d . 

Demostraci6n 

Por (C1.17 ) I el h o momorfismo g p o see inv erso po r la dere 

cha, es decir, e x iste un homomorfismo h : C --> B tal q ue 

j = g o h 

es el endomorfismo identidad del m6dulo C, como 

Hom ( i I g) o °Hom ( i , h) = Hom ( i o i, g oh) = Rom ; i I j ) 

es e l endomorfismo iden t idad de Hom (C, M) I s e deduce de (T1.7 ) 

q u e g * = Ho m (i, g) e s u n ep imo rf i smo , por (T2 . 1 7 ) I e sto imp l i ca 

q ue l a sucesión de la conc lusión de (T2 . 1 9) e s una sucesión 

e xacta corta, se escinde e n v irtud d e (C1. 1 7). 

3- MO DULOS PROY ECTIVOS 

Definic.;i.6n 2.5 

Se dice que u n módul o X e s p royectl vc si y sólo si, para 

t odo h omomo r f ismo f : X --> B Y todo ep imo r f j 5 ;-(10 g : A --> B 

de R-módulos, existe un h omomorfismo h: X --> A q ue satisface 

g o h = f 

-~._-- - ---- --
BlBLfOTI!CA CaNTRAL I 

.............. ~ ..... A_1II1If 

"-------------
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haciendo uso de diag rama esta definic i ón p uede s e r exp resada 

como sigue. 

Un R-módulo X es proyectivo s i y s61 0 si t o do diagrama 

x 

If 
A __ ,o 

B - - > O 
g 

de homomorfismo s de R- módulos, cuya fila es exacta puede ser 

inmerso en un diagrama conmutativo 

X 

h If 
1.- v 

A --> B --> O 
g 

g o h f 

Proposición 2.20 

Todo R-módulo libre es p r oyectivo 

Demostración 

Sea F un módul o libre sobre S, y consid eremo s el siguie~ 

te diag rama 

BIBLIOT CJo\ e.N f 



s x 

j i 
<' 
C' 
<' 
C' 

k ' , 
F i (x) 

k If 
< 
r? 
C' 

v 
A - - > B --> O 

't 
a ~~~~ g(a) = f (x) 

para cualquier x E S, tenemos que f (x) E B 
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como 9 es sobreyectiv a, existen elementos en A q ue s o n preima-

genes de f (x) . Usando e l axiona de elección escogemos una de 

ellos de una vez por todas, es decir g( a ) = f(x) 

Def i namos k' S - - > A 

x ~~~~ k' (x) = a, g(a) f (x ) 

y a s í tenemos que q o k' = f o i ( 1 ) 

Usando la propiedad universal de módulo libre p~xste un único 

homomorfi s mo k: T - - > A de manera que 

k o i = k ' (2 ) 

de (1) Y (2) tenemo s q ue 

lueqo 

9 o k ' = f o i 

9 o k o i = f o i 
, 

(gokoi ) (y ) = ( f oi ) (y ) i ' - S 

(gok ) ( y) f (y) i y E S 

.: 9 o k r 

(gok) (z) = a l (g ok) ( s I) + a2 (g ok ) ( s 2 )+ " ' + a n (go k) ( s n) 

(gok) (z) = a ] (f (S l) ) + a 2 (f(s 2 ) ) + .. . + a n(f(sn)) 
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(go k) (z) = f ( z) 

luego CJok = f 

y de e sta manera el r e s ultad0 es tá robado . 

Teorema 2.21 

Todo sumando d irecto de un R- módul o p r oyectivo es proye~ 

tivo. 

Demostraci6n 

Supongamos que P U al V Y que se tiene el siguiente dia 

g rama 

U 

1 
f 

A --> B --> O 
g 

usando la proyección P u : P --> U tenemos e l siguiente diagra-

ma 

P 

I 
P 

u 
v 
U 

I f 
t 

A --> B __ o> O 
g 

como P es proyectlvo, existe un único homomo r fi smo 

k' : P --> A tal que go k' foP 
U 

BlBLlor.CA e NT flAL 
................ ... I~ .. A,. 



po r otro lado sabemos q u e existe la inye cci6n 

seaún e l siguiente diagrama 

Si tomamos k 

luego gok 

Teorema 2.22 

P 

liu 
k ' U 

I 

"" 
If 

A --> B --> 
g 

k' o i tendremos 
u 

g ok g ok I o i 

O 

f Y así el resultado está p roo ado . 
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Sea X un R-m6dulo arbitrario , i : X --> X su endomorfis-

mo identidad, entonc es las siauientes p roposiciones s on equiv~ 

lentes 

a ) X e s p royect ivo 

b) Todñ s uce si6n exacta c0~ta 

O --> U ' _ f_ > '..7 ~-:> X --> O; dE:: E- módulo s 

se e scinde 

c) X es isomorfo a un sumando directo de un m6dulo libre 

,----------........_ .... ~ 
IIIBLlOT.CA CaNfftAL 
............... ro ........ .. 
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d ) Si g : A ---> B es ep i morfismo , e nto nces 

g * = Hom (i , g) : Hom (X , A) ---> Hom (X , B) es también ep~ 

morfismo . 

e) Si 

o --> A 
f 

---> B ~> e ---> o 

es una sucesión exacta corta de R-módulos, e nto n ce s la suce 

sión 

o ---> Hom( X, A) ---> Hom (X ,B) ---> Hom (X,e ) ---> O 

con f* = Hom(i,f) Hom (i, g) , es también una suce -

sión exacta corta 

Demostraci6n 

( a = > b) 

X es proyectivo = > toda sucesión exac t a corta 

O ---> U __ f_> V --'L-> X ---> O, de R-módulos se escinde. 

Supongamos q ue X es p royectivo y c onsideremos e l diag ra-

ma de homomorfismos 

x 
I li 
v 

V ---> X ---> O 
g 

po r definición e xi s te un homoIT'.orfismo h : X --:.- gue sat:'.::; fa -

c e 9 h = i Y de acuerdo con (el 17) impli ca que la sucesión 

exacta co:::- t a 

O --> U f 
---> V ~> X ---> O se escinde 

............ 11': 

.. --~-



57 

( b = > c) 

Si t oda sucesión exa cta corta O ---. U __ f_ ~ V ~> X ---> O 

de R-módulos se escinde, entonces X e s isomo rfo a un s uman do di -

~ec~o de un R- módulo libr~. 

Sabemos por la proposición (Pl . S) que X es isomorfo a un 

módulo cociente de un R- módulo libre; es decir existe un R- módu-

lo libre F y un epimorfismo g : F ---> X. Sea k = ker g y 

f: ker g ---> F, el homomorfismo inclusión, entonces obtenemos 

una sucesión exacta corta 

O ---> ker g f 
---> F ....5L..> X ---> O 

y por el literal b esta sucesión se escinde y en virtud de (Cl.17 ) 

irn;?lica la existencia de lm Lomomorfismo h : X ---> F tal que 

goh es el isomorfismo identidad de X y de ' acuerdo con (Tl . 7) h es 

monomorfismo y 

F ::: 1m h Gl ker g 

donde X es isomorfo al sumando directo 1m h del R- módulo F . 

( a <=" d ) 

Si X es p royectivo si y sólo si, g : A ---> B es ep imorfis -

mo entonce s g* = Hom (i,g ) : hG~(X,A) ---> Hom(X,B ) es también ep~ 

morfismo. 

Por definlci ón, 9* = HOm l i,9 ) eS epimorfismo si y S ~, 

p ara todo elemento f : X ---> B de Hom( X,B ) , existe 

h: X ---> A de Hom(X,A) tal que 



58 

g * (h) = gohoi = goh = f 

luego d) s e c umple si y sólo si X e s proye c tivo . 

(d -'=> e) 

Si g: B ---> C, e s epimorfismo , entonces 

g * = Hom (i, g) : Hom(X , B) ---> Hom(X , C) es epimorfismo si y sólo 

f q si O ---> A ---> B --- - > C ---> O es una sucesión exacta corta 

de R-módul o s entonces la s ucesión 

O ---> Hom (X , A) ---> Hom(X ,B) ---> Hom (X ,C ) ---> O 

con f* = Hom (i,f ) y g * = Hom (i,g ) es una suces ión exacta corta . 

La prueba es una con s e cuencia inmediata de (T2.18 ) . 

Proposici6n 2.23 

Consideremos el siaui e nte di a g rama de homomorfismos de 

R-módulos 

A 
f a 

B --- - C 

donde X es proyectivo , g oh = O Y la fil a es exa c ta , probar 

que existe; un homomo~fismo k : X --- '> Arrue satlsface fok. = h . 

Pruebe 

Como goh = O esto implica 1m h c ker 9 = 1mf considere -

81BLIOTI!CA e NTRIt.L 
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mos e l siguiente d iag rama 

'ji : A - - > Imf 

x 'v\,'\, -+ 'ji (x ) f (x) 

A 

k 

I , 

X 

!h 
\ 

~ I wf --;"> e 
c.. 

'ji así definida es sobreyectiv a y así exi ste 

k: X ---> A tal que ko 'jl = h 

h(x) = ( 'jI ok) (x) 'ji (k ( x) ) f (k (x) ) ( fok ) (x ) 

luego h = fok 

lo que prueba el resultado. 

Proposici6n 2.24 

Consideremos el siguiente diagrama de homomorfi smos de 

R- módulos 

X 
d e 

Z ---> y --- / 

Ij Ik 
v 

A f 
B ---> C 

g 
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donde X es p royectivo, el cuadr2do es c o nmutativo la fila sup~ 

rior es semi exacta y i& í i la ~ ~ferior es exacta, p robar que 

existe un homomorfismo h : ;~ ---> P. que satisface 

f oh jod 
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Prueba 

Consideremo s e l s iguien t e diagrama 

X 

h I jed 

A -~-> B --> C 
I g 

p robaremos que 

gejed == O 

gejed == k e( eed) O 

y por la propo s ición P2.23 ) 

~ h: X --> A tal que 

f eh == je éi 

esto completa la demostración. 

Lema 2.25 

f . 
1 

Sea {Ai --> Bi / i E 1 una familia de funcione s inyecti-

vas , p robar que {L Ai --> LBi / i E I } es iny e c t i v a. 

Demostración 

Sea 

(xi ) i E 1 E Ke r )' f . ( x . ) 1 é: J == O 
, .L 1 

-- > f . ( x . ) i E 1 == O 
1 1 

= > f. (x . ) 
1 1 

= > x . == O 
1 

o Vi E 1 

Vi E 1 



lueqo 

Proposición 2.26 

LB. j i E I } es inyectiva . 
l 

Probar que, para todo R-módul o libre y t oda sucesión 

e xacta corta 

o --> A f 
--> B --.-SL > e --> o 

de R-módulos, la sucesión 

f ~ i g~ i O --> A ~ F --> B ~ F --> e ~ F --> O 

de sus productos tensoriales con i: F --> F el endomorfismo 

identidad es exacta. 

Demostración 
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f ~i g~ i Por el te rema (T2. 9) A ~ F ---> B ~ F ---> e ~ F ---> o 

es exacta. Falta probar Que f ~ i es iny ectiva. 

Sea F L R. ¡ 
. l 
l s I 

R . = R, ~i E 1, esto impl ica 
l 

A @ F ~ I A @ R . 
i EI l 

'" I A. ¡ A . :: A 
. 1 l l l E 

y así 

A @ F f~i > B ~ F es isomorfn a )' l>_. - , 
~ J 

l L .l. 

Como f es inyectiva por el lem~ ( ,2. 25 ) \ .¡:: 
L , . .,.. -

l t" J... 

va 

lo q ue prueba el resultado. 

es inyect~ 
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Proposici6n 2.27 

Siendo X un R- m6dulo !",royecti vo Y h : P. --." B un monomor 

fismo de R- m6dulos, p robar q ue el produc t o tensoria l 

h ® i: A ® X ---> B @ X, de h y e l endomorfismo identidad 

i: X --> X es un monomorfismo por el de (T2 . 22) , exis te un 

R- m6dulo libre F u una sucesi6n exacta corta 

o ---> X f 
--> F --.SL.> y 

que s e escinde, entonces en el si guiente diagrama 

o O 

I 
I 

h®i v 

O ---> A ® X ---> B ® X 

k~f 1 tUPÍ 
O --> A ~ F ---> B t8\ F 

h®i 

donde j, k, L, son los e ndomorfi smos identidad d e F, A, B res-

pectivamente, demostrar q ue el rectángulo es conmutativo y q ue 

las dos columnas y la fila inferior son exactas, entonces dedu 

cir q ue h ~ i es un monomorfismo. 

Demostraci6n 

Proba remos que el rectángul o es c o nmutativo 

(L ~ f) o (h ® i) = (Loh) ~ (fo i ) h ® f 

( . ® j) o (k ® f) (hok) ~ ( jof) = h ® f 

luego concluimos q ue el diagrama es conmutativo . 

La fi la inferior cumple con las hip6tesis de la p roposici6n 
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(P2 . 26) po r lo tanto es exacta y así h 0 h es inyect i va . 

Como la sucesión 

o --> X 
f 
--"> 

e s una sucesión e x acta que se esc inde por T2.10) la sucesión 

i@f . 0 
O --> A ~ X ---> A ~ F ~> A ~ Y --> O 

es una sucesión exacta q ue s e escinde y as í 

k ~ f Y L ® f son inye c tiva s 

probaremos ahora que h ~ i es iny ectiva. 

Dado que el diagrama es c onmutativo 

(h ~ j) o (k ® f ) = (L ~ f) o (h (g i) 

como (h ~ j) o (k ~ f) es inyectivo, resulta (L ~ f) o (h @ i) 

e s inyectivo y de aquí por (Pl . 4) h ~ i es inyectivo 

para el proyecto tens oria l de sucesiones exactas cortas tene -

mos el siguiente resultado. 

Proposición 2.28 

Sea i: X --> X, el endomorfismo identidad de un R- módu -

lo pro yectivo X. PYo~a U ~¿ t e da suc esión exacta corta 

o - - '> A. f 
--:- B ~- C --> O 

de R-módulos determina una sucesión exacta corta 

Hh 02 ' 
O --> A ¡z¡ X --> B ¡z¡ X ~> C @ X ---> O 



Dernostraci6n 

Por (T2 . 9 ) la sucesión 

A ~ X 
:;:~i 
- - > B 0 X g~ ~ > e @ X --> o 

es una suces ión exacta y como X es p roye ctivo po r (P 2 . 27) la 

sucesión 

f~ i O --> A ~ X ---> B ~ X 

e s exacta obteniendo así una sucesión 

f~i ~ . 
O -- -> A !lS! X --> B ~ X L2> e ~ X --> O 

q ue e s exacta. 

4- MO DULaS INYECTIVOS 

Definici6n 2.6 
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Un R- módulo X s e dice que es inyectivo si y sólo si p ara 

todo homomorfismo f : A ---> :>: y todo monomorfismo a: A ---> B 

de R- módulos, existe un homoT'1orfismo h: B --- ..- X q ue satisface 

h o g f 

En términos de diagrams , ~~tá def i nic i ón se enuncia c omo sigue. 

Un R- módulo X es inyer~ivo si y s ólo si todo di a grama 
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o --> A --> B 

v 

x 

de homomorfismos de R- módulos , cuya flla es exacta , puede ser 

inmer s o en un d iagrama conmutativo 

o --> A _ ._ > B 

fl 
v 

h 

X 

h o g = f 

Teorema 2,.29 

Todo sumando dire to de un R- módul o inyectiv es inyect~ 

vo . 

Demostraci6n 

Supongamos q ue la suma directa 

X U €B V 

de los módulos U y V sobre R es inectiva p ara p r obar q u e U es 

inyec tivo, observemos el siguiente d iagra,a 



o --> A ~> B 

I 
:' 1 
u" 

¿ 

·llp J ..: 
v 

U al V 

/ 1 
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k 

Sean f: A --> U, un homomorfismo y g: A ---> B un mono-

morfismo arbitrariamente dados. Consideremos la inyección natu 

ral j: U --> X Y la proyección natrual P: X --> U, 

X = U al V, corno X es iny ectivo, existe un homomorfismo 

k: B --> X q ue satisface 

k o g = j o f 

Sea h = P o k: B --> U, dado que p o j es el endomorfis 

mo identidad de U obtenernos 

h o g = P o k o g = p o j o f = f 

lo q ue completa la demostración. 

Proposición 2.30 

Consideremos el siguiente di a grama de homomorfismos de 

R-módulos 

A _f_> B ~> C 

hl 
X 

donde X es iny ectivo, h o f = O la fila es exacta, probar que 
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existe un homomorfismo k: C ---> X que satisface 

k o g = h 

Prue ba 

Con s ideremos e l siguiente diagrama 

A ---> B í > img 

h l 

/ 
/ 

k 1 / 
'(1 

~ 

X 

donde k , : Img ---> X 

a ~~~+ k , (a ) = h(b) ¡ don- e a = g(b) 

probe mos que k 1 está bien definida 

Sea n b 1 , b 2 E: B 

g (b 1 ) = g(b 2 ) = a 

= > b 1 - b z E: kerg c kerh¡ por Que h o f = O 

= > h (b 1 ) = h(b 2 ) 

.. k 1 está bién definida 

Además tenernos 

B --- > Img --- > C 

b ~~~-+ g (b) ~~~+ g (b) donde 

g = i o g 

O Img 
i 

C ---> ---> 

k 1 I 
/' 

/ 
k / 

/ 

V I( 

X 
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ta l que 

k o 9 k o i o g = }: 1 o g = h 

k o g h 

lo que prueba el resultado 

Proposición 2.31 

Consideremos el siguiente diagrama de homomorf ismos de 

R-módulos 

A f B ~> e --> 

yj lB 

u ~> v ~> x 

donde X es inyectivo, el cuadrado es conmutativo, l a fila su-

perior es e xacta y la inferior es semiexa cta. Probar que exis-

te un hOInoIn rfismo lj; : C --> que satisface 

lj; o g k o 8 

Demostración 

Consideremos el s i quiente diagrama 

A 
f 

B 
a 

C --> ---'--> 

lk o e 

x 

p robemos que k o 8 o f = O. 
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Dado que e o f h o y tenemos que 

k o h 0'1 = 0 (1' ) = O 

luego por la p r oposic i ón (P2 . 30) tenemos q u e existe 

~ : C ---> X tal Que 

lo q ue prueba el resu ltado. 

Teorema 2.32 

Si {E ./ j E J } es una fam i lia de módulos iny e ctivos enton 
J 

ces .E . es inyec tivo . 
J 

DE1l10straci6n 

Sean A . Y P. l a s i n y e cciones y proyeccione s de el produ~ 
J J 

to TI E . 
J 

Consideremos el diagrama 

TIE. 
j 

F . --- / 

r ¡, J 
<--- I 

A . I 
J I 

I 

O ---> A ----> B 
CJ. 

Como E es inyectivo, e x i s t e una función 

g . : B - > E . , con 
J J 

= P . o f 
J 



definamos 

entonces 

h: B --> n Eo 
J 

b ~~~~ (g. (b))j E J 
J 

(ho O: ) (a) [(g .o o: ) (a) J j E J = [{ P.of) (a)J j E J = f(a) 
J J 

y así 

luego IT E . es inyectiyo 
J 

Teorema 2.33 

(Teorema de Baer) 

h o o: = f 

Un R-módulo E es inyectivo si y sólamente si toda fun-

ción f: 1 ---> E, donde 1 es un ideal izquierdo de R, puede 

ser extendido a R. 

Demostraci6n 

Supongamos que E es inyectivo . Como un ideal izquierdo 

70 

es un submódulo de R. La hipótesis es justamente un caso espe -

cial de la definición de inyectivo es decir. 

o 1 
i 

R --> ---> 

l h 
,-

L! 

E 

h o i = f 

es decir h/I = f 

•• ." •••• A 



de aquí h es una extens ión de f . 

p ara e l converso 

Supongamo s q ue tenemos e l sigui e nte d iag rama 

f 

E 

A --> B 
i 
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donde i es el homomorfismo inclusión, aproximo s a el homo mor 

fismo g : B --> E , mirando entondos los módulos entre A y B 

que poseen una extensión de fi más precisamente. 

Sea 

F = { (Al , g l ) / i (A) C A l c B¡ gl: Al ---> E } g' e xt iende 

a f F ~ ~ por q ue (A ,f ) E Fi F es un con j unto paLcialmente or 

denado por 

(Al ,gl ) < (A" ,gil) si A l c A" y gil extiende a gl p or el 

lema de Zornls, existe (Ao , go ) en F que es maximas. 

Si Ao = B la prueba está hecha. 

Supong amo s Ao # B Y s ea x E B - Ao . Si 

1 = {r E R/ rx E Ao } entonces 1 es un ideal izquierdo de R 

De :: i n i mos 

h : 1 --> E 

r n,\ , v ~ h( r ) g o ( rx ) 

por hipótesis existe un morfi smo h l R --> E extensión de h. 

Definamos -A, = Ao + Rx y 



g1 : A, --> E po r ao + rx 'V'\, "_-' go ao + r h ' ( 1), don de r E R 

p robemos q ue g , está b i en def i n i da 

Sea a o + rx = ab + r' x , e ntonces (r-r' ) = ab - ao E Ac 
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j (r-r') E 1 , po r c on s~_g uiE: r te c; ( r - r') (x)) 'h (r - r ' ) ,=stán de 

finidos y tenemos 

9 o (a h - a o l = 9 o ( (r- r ' ) (x)) = h (r- r' ) 

y asi go ( ab ) go (ao) = r h ' ( 1) - r' (h(l)) Y 

go ( ab) + r'h' ( 1) = qo (a o) + r h ' (1) 

luego g, está bien definida 

Además 

(g, (a o) = go (ao) 

h ' (r-r ' ) = (r-r' lh(l) 

para todo ao E Ao. El par (A1 ,g l ) está e n F es más grande que 

el maximal (Ao, gol lo cual es una contradicci6n por consiguie~ 

te Ao = B Y asi E es inyectivo . 

Definici6n 2.7 

Sea M un R-módulo, m E M Y r E R, decimos q ue m es divi­

sible por r si r m' = m p ara algún m' E M i decimos q ue el módu 

lo M es d i v isible si cada m E M es divisible p ara todo r E R 

no d ivisor de c ero . 

Ejemplo 2.1. 

El r upo adi ti vo d e lo s núrr.e r as r acionales 0. , e s l~n g ru­

po abeliano divisible como Z-módulo. 



Teorema 2.34 

Todo módulo inye ctivo E es d i v isible . 

Demostración 

Sea m E E Y sea ro E R, ro no e s un divisor de cero 

Definamos 

f: R --> E 
ro 

rro ~~~~ f(r r o ) - r m 

probe mos que f ~stá bien definida 

Sean rro, r'r o E Rro tal que 

= > (r - r' ) r o = O 

= > ( r - r') = O 

= > r = r' 

= > rm = r'm 

f (rr o ) f (r' r o) 

y asi : está bien definida 

Como E es inyectivo. Existe una f unción 

g: R --> E e xtensión de f. Ln par ticular 

m = f(r n ) = g( r o) = r g( l ) 

y asi m es divisible por ro 
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Proposici6n 2.35 

Todo cociente de un módul o d i v isibl e es d i v isible. 

Demostraci6n 

M Sea M un módulo divisible en t o nces es divisible para N 

un R-módulo N arbitrario. 

Corno M es divisible 

Sea m E M Y r E R, r no divisor de cero. 

m E M = > m = rm', p ara algún m' E M Y r no divisor de cero 

= > m + N = r(m' + N) 

M 
N es divisible 

Proposición 2.36 

Todo sumando de un módulo divisible es divisible. 

Demostraci6n 

Sea M = N ffi D Y r E R, r no divisor de cero 

daco Que M es civisible , p ara m E M 

m = rm' I p ara algún m' E M 

además 
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m = n + d 

m' n ' + d ' 

rm' rn ' + rd ' 

Si c onsideramos e l caso par N, no tamos aue n = rn' , para n E N 

y algún n' E N 

luego N es divis i ble , similarmente para cuando se considera a 

D. 

lo a ue prueba el resultado . 

Proposici6n 2.37 

La suma d e módulos divi sibles es divisible. 

Demostraci6n 

Sea F = l } una f amilia de módulo s c on Mo divisi ­
l 

ble p ara todo i E l. 

Probaremos q ue L Mo es divisible 
- o l l 

l E 

Sea r E R n o divisor de cero y 

m E I Mo => m = L mo 
i El l i El l 

= > m r (m 'o ) 
o 1 l l E. 

= ;. m = r L m~ 
i El l 

=> m rm', m' L mo 
o l l l E 



luego I M . es d ivisible. 
. I l l E 

Teorema 2.38 
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Si R es un dominio de ideales principales , entonces un 

R-módul o D e s divisible si y sólamente si D es inyectivo. 

Demostración 

Por el criterio de Baer (T2.33), es suficiente extender 

todo homomorfismo f: I ---> DaR, donde I es un ideal. Como 

R es un dominio de ideales p rincipales, sabemos I = R clara 

mente podemos asumir que r ~ O, Y así r n o es un d ivisor de 

cero. 

Dado q ue D es divisib le, existe un elemento d E D con 

r d f (r ) . Definamos g : R ---> D po r r ~~~~ ro es de notar 

que g e xt iende a f. 

El converso de el teo rema es justamente el criterio de 

Ba e r . 

Observación 7 

Todo grupo abeliano puede 2ons·derarse c omo Z- módulo de -

finiendolo de la siguiente manera. 

Sea G un grupo abeliano arbitrario 
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U: :z; .h G --> G r O; 
m = O 

(m , x ) O '\,'\,'\, ~ rr.x 1 x + x + + x ; m 

O l (- m) (- x ) m 

Teorema 2.39 

Todo :Z; - m6dul o es isomorfo a u n subm6dulo de un Z- m6dul o 

iny ectivo. 

Sea G un Z- m6dulo (G un g rupo abeliano ) 

G 
F 

F Z- m6dulo lib r e sob re S. ::: N' es un 

F = L Z . con Z = Z s' S S ES 

Sea h s: Z ---> O, hs la funci5n inclusi6n s 

entonces 

tenemos 

y asi 

Si h = 

L Z 
S S ES 

L Zs 
SES 

N 

L h s 
S ES 

L h s 
S ES \' -=-=-> L 0 s; Qs 

::: 

S ES 

h ( L Zs ) 
S ES 

N 

L Qs 
S ES c 

Q 

como Q es divi sible, lo SG~ L Qs Y 
SES 

L Os 
SES 

N 

y por (P2.35) y (P2 .37 ) Y ( '1' 2 . 38) tenell lUs q ue 

vo como Z- m6dulo y asi 

y 

L Os 

N 

-BlBLlOT.CA C.NTRAL 
........... .... "1'Y •. ",'1II 
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G ::: 

Definici6n 2.8 

Sean R Y S dos anillos, un grupo abeliano . B es un (R-S ) 

bimódulo, denotado por RBS. Si B es un R-módulo izg uierdo y un 

S-módulo derecho y los dos he chos están relacionados po r una 

ley asociativa 

r(bs) = (rb)s 

para todo r E R, b E B, Y s E S. 

Observaci6n 8 

Ló última condición dice que, para cada r E h la función 

U : B ---> B dado por b ~~~+ r b es un S-morfismo y para cada r 

s S, la función Us: B --> B dado por b VV -7 b s es un R-mór 

f ismo . 

Teorema 2,.40 

Si A es un R-módulo de recho y B es un (R- S ) bimódulo, 

(denotados A Y RB), entonces A ~ B es un S-módulo derecho, 
R S R 

donde 

(& ~ b ) s = a ~ (bs ) 

B similarmente, en la situaci6n SA
R 

y R , entonces A ~ R B es un 

S-módulo izquierdo, donde 

S(a ~ b) (sa) ~ b 



De mostrac ión 

Tomemos s ( S , fijo y definamos la función [ : B ---> B 
s 
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asi b ~~~- bs es un R- mo r fisroo, por aue B es un b i módulo. Si F 

es el funtor A ® R, entonces F(U ) : B ---> B es un homomo rfis ­
s 

mo (de qrupos) . Pe r o F(U ) = 1 m u a ffi b ~~~- a ffi (bs) , es 
- s A s 

fácil ver que la fórmula cumple con los axiomas de módulos . 

Teorema 2.41 

Pa ra do s anillos R y S . Cons i deremos la situación 

(RA , SBR, Sc) enton ces existe un isomorfismo. 

Demostración 

Como B es un bimódulo, el (T2.40) muestra aue B 0 A es - R 

un S- módulo i zquierdo [s(b ~ a) = (s b) ~ a ] y a d e más ten emos 

Roms (B,C) es un R- módulo izquierdo definido - (rf ) (b) ] = [ f (br) 

asi ambos casos son considerado s . 

Si f: B ~ A ---> C es un S- morfismo, para cada a ( A de 

finamo s fa : A ---> Rom s (B ,C ) éiéfinido por a "- '\,-, --r fa es un 

R- morfismo y asi definimos 
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el cual es un homomorfismo , falta p robar que , e s un isomor-

f ismo, observando q ue posee inverso . Para l o cual as umimos que 

g : A ---> Homs (B, C) es un R- mo rfismo y de finamos 

r:: ': B @ A· - -> e por b ~ a "\-'Vv -'- a (b) y la inversa dE 
R ~ a 

dada por 

g 'vv\, ...,.. g' 

lo cual completa la demostración. 

Teorema 2.42 

Si D es un grupo abeliano divisible, entonces Homz(R,D) 

es un R-módulo izquierdo inyect ivo . 

Demostraci6n 

Sabemos q ue R es bimódulo , R = z RR Y asi tenemos que 

Hom (R,D) es un R-módulo izquierdo definido por z 

rf: r' ~~~- f(r ' r) . 

Mos traremos Que el f un tor contravariante 

Hom ( 
R 

, Ho I (R, D) es exacto; para lo cual solamente D&sta de ­
z 

mostrar q ue el c onverso de un monomo r fismo es ep~morfi smo . 

Sea 

n ---> 
f 

A ---> B es un R-morfi smo y ccnsideremco el si-

guiente diagrama 

G;BLIOT N1'~ I 
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Hom (B , Homz(R , D) 
T 

HomR(A , Hom
z 

(R , D ) ) --> 
R 

g* 1 
/\ 

I f* 

T ' I 
Hom z (B , D) - - > Hom z (A, D) -_ o O 

Homz (g , l D) ( identificando 

R ffi B con B y R ffi A con A) como D es divisible éste es un 
R R 

Z- módulo inyectivo y asi Hom(g ,lD) es epimorfismo y por la con 

mutati v idad del d iagrama y q ue g* y f* son isomorfismos tene -

mo s que Hom (g , lHom (R , D)) es epimorfismo. 
R Z 

Teorema 2 .4 3 

Todo R- módulo izquierdo M p uede ser inmerso en un módulo 

iny ectivo. 

Demostración 

Si consideramos a M solamente como g rupo a beliano, exis-

te un Z- mórfi smo O - - > M - - > D para algú n grupo d ivisib le D 

(T2.39). Si m E M, def inamos 

fm: R --> M por 

r 'vV\' - rm 

es fá cil ver que 

~ : M - - > HOffi z (R, D) dado p or 

m 'V\''V~ i fm 

es u n R- morfi s mo inyec t ivo 
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Observaci6n 9 

El Teorema (T2.43 ) no s permite intro ducir a un módu l o M 

cualquiera en una sucesión e xacta de la f o rma 

o --> M 

donde X es inyectivo . 

Teorema 2.44 

f 
--> x ~> X --> O 

M 

Siendo X un R-módulo arbitrario e i: X --> X su endomor 

fi smo identidad, las siguientes proposiciones son equivalentes 

a) X exinyectivo 

b) To da sucesión exacta corta 

O --> X f 
--> -.5L...> V --> O 

de R-módulos se escinde 

e) X es i somorfo a un sumando directo de un R-módulo inyectivo 

d) Para todo monomorfismo g: A --> B, e s 

g * = Hom (g ,i ) : Hom (B , X) --o' Hom(A , X) un epimorfismo 

e ) Para toda sucesión e xac ta c o r t a 

o --> A f 
--> B -.SL e --/ O 

de R-módulos, la suces i6n 

g * ~ ~ * O --> Hom (C, X) - H0~ \ B, X) -~-> Hom (A, X) --> O 

donde f* = Hom(f,i) y g* = Hom( g ,i ) , es también una suce-

sión exacta corta. 
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Demostraci6n 

a) = > b) 

Supongamos que X e s iny e ctivo y consideremos el diag rama 

o X 
f 

U --> --> 

il h 
¡... 

X 

de homomorfismos, por definición, existe un h omomorfismo 

h: U --> X que s a tisface 

h o g = i 

en virtud de (Cl .17), implicamos q u e la sucesión e x acta corta 

de b) se escinde. 

b) = > c) 

Por (T2.43) , X puede ser inmerso en un módulo inyectivo, 

en otras palabras, existe un R-módulo i n y ectivo U y un monomor 

fismo f: X --> U, sea 

k = f (x ) 

entonces o btenemo s una suces ión e xacta corta 

o - - > X f 
--> --> O 

donde g : U --> V represent~ la p roy ección natur~~. Por b), e~ 

ta sucesión se escinde y de aqui que k sea sumando directo de 

U, Como U es inyectivo y X es isomorfo a k, se cumple (c ) . 
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c) = '> a) es consecuencia inmediata de (T2 .43 ) 

a) <= > d) 

Por deíinición , y * = Hc;n(g , i ) es un e p imo:ríismo s y só-

lo si, para todo elemento f : A ---> X de Hom (A, X) , existe un 

elemento h: B ---> X de Hom (B, X) tal que 

g * (h) iohog = hog = f 

luego d) se cumple si y s610 si X es inyectivo 

(d = > e) es consecuencia inmediata de (T2 .l6 ) . I 

Definici6n 2.9 

Un anillo R es hereditario izquierdo.si todo ideal izquier-

do es proyectivo. 

Teorema 2.45 (Kaplansky) 

Si R es hereditario izquierdo, entonces todo submódulo de 

un módulo libre es isomorfo a la suma de ideales izquierdos. 

Corolario 2.45 

Si R es un dominio de ideales princ ipales todo subm6dulo 

de un módulo libre es libre 

BIBUOTECA CIiNTRAL ' . 
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e A P 1 TUL o 1 

}- RESOLUCIONES 

A lo largo de esta sección, X denotará un R-módulo arb itra 

riamente dado. 

Definic ión 3.1 

Dado un módulo X, llamaremos resolución proyectiva de X a 
) 

toda sucesión exacta de s cendente 
a a 

n+l n c: ... ---> c n + 1 ---> c
n 

---> c
n

_
1 

--- > ... 

de R-módulos, que satisface las tres condiciones siguientes 

PR1) c_
1 

-= X 

PR2) C O, n < -1 
n 

PE3) C es proyectivo, para todo entero no negativo. 
n 

En p a rticular, si C es libre para todo entero no negativo 
n 

entonces decimos que C es una resolución libre. 

Una resolución proyectiva toma la forma siguiente 

C: 
a n+l a a n - 1 n 

---> C --- > C ---> C --- > 
n+l n a n - l 

" <:J 1 a x O ---> C . ---> Ca ---> --- > 
I 

Nue s t:o:a intenció::J. es probar q u e todo módulo ~ i 2.r.t~ reso lu-

c ión proyectiva. En ~e~lidad vamos a ~ro~ar qUe toc o módul o X 

tien e resolución libre. 
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Teorema 3.1 

Todo módulo X tiene reso luci6n lib re 

Demostraci6n 

En base a la (Pl.8) e x iste una sucesión e x acta co r ta 
a O S O 

O ---> Xo ---> F O ---> X ---> O 

con F O libre. 

Aplicando este resultado a Xo obtenemos 

a l SI 
O ---> Xl ---> FI ---> --> O 

con F I libre. 

Inductivamente podemos obt ener una sucesi6n exacta 

O --> X 
n+1 

con F 1 l ibre n+ 

an+ 1 Sn + 1 
--> F --> X ---> O 

n+ 1 n 

obtenemos de esta manera el diagrama siguiente 

O O 

S n+1 

--> F 
n +1 

' ~ 1 
X 

n 

a 
n 

--> F 
a S n n+ I 

n 

O O 
7' 

S2 a1 S1 

I 
---> ... --> F2 --> F 1 

al S2 

O 

aO 

-l 

---> F O 
a OS1 

definamos en base a e llo una sucesi6n de R- m6du los 

c: ... --> 

tomando 

e n + 1 
--> e - - > e - - > ... 

n n - 1 

SO 
--> 

86 

X ---> 

¡r-----__ 
l··I ......... ... ~ • 

O 
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X, s i n = - 1 

e O, si n < - 1 
n 

F 
n ' si n > O 

lso , si n O 

a si - 1 r n < n 

S n ' 
si n > 1 

~ n - l 

p ara q ue esta s ea la resolución l i bre falta probar q ue es exac -

ta, es decir 

1m a = ker a 
n+l n 

o s ea 

1 m ex o S 1 = ker ex o S n n+ n - l n 

para todo entero no negativo . 

Sabemos Que 1m ex 
n 

k e r S , será suficie¿te Drobar q ue 
n 

1m a = 1m a y ker a = k er -n+ l n n n 

Sea 

x E k er a <= > (ex o B ) (x ) O 
n n - l n 

<= > ( ex ( e (x ) ) = O 
n - 1 n 

<= > E (x) = O 
n 

< = > X E ke r e 
n 

luego ker a ker 
n n 

ahora probar emos y ue 

1m ~ = ITC! o. 
n+ l n 

i ) 1m a c 1m ex 
n+l n 

Sea y E 1m a = > 
n+l 

j x E F 
n+ l 

tal que 

y = ex ( 8 n + l (x)) e 1 ú 
n n 



ii) 

1m a c 1m el 
n+1 n 

1m o: c 1m a 
n n +1 

Sea 

y E 1m o: = > j z E X tal q ue 
n n 

S .... 1 n . 

y = o: ( z ) , oero como n ~ 

es sobreyectiv a existe x E F n +1 

z = Bn+1 (x) , de aqu í q ue 

88 

tal que 

y = o: ( z ) = o: ( S (x)) = ( o: o S ) (x) Elm 
n n n+ 1 n n+ 1 n+ 1 

luego 1m 

1m 

o: 
n 

c 1m a 
n+1 

a 
n+1 

= 1m o: 
n 

y 

esto completa la demostración. 

así 

Sea h : X ---> Y u n homomorfismo arbitrario de P-módulos y 

sean 
a a 1 ao c: n+l 

X o ---> e --- > e ---> ... ---> e ---> e ---> ---> 
n+l n 1 o 

a ' a ' a I 
n+l 1 o D: . . . ---> o ---> 0 ---> ... ---> o --> 0

0 
---> Y --> 

n+1 n 1 

resoluciones proyectivas de X e Y respectivamente 

tenemos la siquiente proposición . 

Proposición 3.2 

Existe una trarsÍorma ción de cadenas 

f = {f e ---> o I n E Z de C en D de m2~éra 0 ue 
n n n 

~:L!O~~~_C~T:-''' 
' -~-



Demostraci6n 

Definamos para n < -1, f = O y a que c O 
n n 

para n = -1 se ~ f_1 ~ h Y pr=a el cas o n = O 

consideremos el diagrama 

él O 
Co --> X --> O 
, 

/h=f f ' 
O ' él ' v 

- , 
..¡, O 
DO --> Y --> O 

, 
puesto que CA es proyectivo y él o es s obreyectiva. 

existe 

de manera que 

él
, 
O o f - , o él 

O 

explicado mejor en el siguiente diagrama 

para el caso de n = 1 tenemo s la siguiente situación 

él , él o 
X O C --> Co - - > - - :,. , 

I I 

jh::=f I f o , -1 
v \' 

D - !:lo --> y --> O 
'"1 , él ' o 

n 

de a quí s e deri v a e l s igu iente di a gra ma 

- ----

I él\ UOT'C 

~'::....::.'''''' .. 
e 

8 9 

.. 
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D 1 - (3 '-> DO - a-' > 
1 O 

en el cual éJ b o f o a = i1 o 
O 1 

o 

Además e l es proyectivo y la fila es exacta, por proposi­

ción (P.2.23) existe f
1

: el --> D
1 

tal que ao o f
1 

= f o o a l 

Supongamos ahora que para n O, tenemos construido 

f : e --> D ,V < n de tal manera que el rectángulo 
ro ro ro ro 

es comnutativo. 

e 
ro 

f I 
ro I 

v. 

D 
ro 

a 
ITl 

--> 

--> 

a 
ro 

Consideremos el rectángulo 

a 
n 

e --> 
n 

D --> 
n a ' 

n 

por la proposición (P2.2 ~) 

e ro-l 

If
ro - l 

v 

D 
ro-l 

a n-l 
--> [n-1 

v f n _ 1 

D n-l 
--> 
a ' n-l 

e l n~ 2 
n-2 

D 
n-2 

Existe un homomorfismo f : e --> D que satisface 
n n n 

esto completa la construcci6n inductiva de la transformaci6n de 

cadenas 

f: e --> D 

r 
_ ,._ 0 . 
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ProposiciIDD. 3.3 

Dos homomorfismos (transformaciones de cademas) 

f = { f : e --> D I n E' z } 
n n n 

g = { g : e --> D I n E z } 
n n n 

de la sucesión descendente e en la sucesión descendente D, que 

satisfacen f = h = g 
- 1 - 1 

son homotópicas. 

Demostraci6n 

Vamos a construir una homotopía de cadenas 

h: e --> D, de manera que oara todo n en z, e xi ste 

h e --> D l ' que cumple 
n n n+ 

a' o h + h o a 
n+1 n n -1 n 

f - g 
n n 

a 
n 

e --> [n-1 n 

'" "'l<' 

h Ih
n -1 n " v - v 

-
D --> D 

n+ 1 a ' n 
n+ 1 

procedernos inductivamente, para n < - 1, corno e = O, entonces 
n 

el único homomorfismo posible es k = O para n = -1 tenerno s la 
n 

siguiente s ituación 

" u - ., 
e _ --> e -, < 1-2 

k \, ', ;, I k 
- 1 e"" · ' - 2 

" ~\, " ~ 
v v 

- a-' > D _1 
O 

IBLIOT CJ4 O ~ , 
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tenemos del diagrama que 

f - g = O Y k = O 
-1 -1 -2 

luego 

a ' o k + k o él o -1 - 2 -1 
f - g 

1 1 
- h = O 

de modo que 

procedamos a construir k o ' para ello consideremos el siguiente 

diagrama 

d ' 
1 

observemos el siguiente diagrama 

D
1 
--> 
a ' 

1 

a' ( f - g ) = a ' o o' o o 

--> 
a ' o 

D 
- 1 

para definir k o ' tenemos la siguiente sit~ación 



a
O Co --- > C --- > o 

- 1 

f O 11 9 0 f _ 1 11
9

- 1 

D
1 

---> 

a' f o o o 

de donde 

v v vv 
---> 
d ' 

O 

f o a 
- 1 o h o a 

o 

al ( f - 9 ) = a ' o f - 3 ' o 9 = h o 3
0 

- h o ao o 
O o o o o o " O 

y por la proposici6n (P2.23) y (P2 .24) 

---> 
D 1 ' de mane r a q ue 

3 ' o k O + k 
1 - 1 

Sea a hora n > 1 Y asuma~0S que tenemos construido 

k : 
m 

de manera q ue 

k 
m-1 

y consideremos 

--> D 
n+ 1 

dond e 

--> 
'"\ , 

° n+1 

a' 
n 

o J.: 
" n - l 

e ---> D 
m+ 1 ' 

'i < n 
m m 

o a + d ' o k = f - 9 m m+1 m m m 

el siguiente diagrama. 

D --> 
n a ' 

n 

+ k ~ o n - .<. 

D --> D 
n - 1 3 ' n - 2 

n - 1 

a = 
n - l 

- a 
- n - ~ 

tenemos el siguiente diagrama 
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D 
n+ 

--> 
':\ ' 

)1 +1 
D 

n 

con de j - f n G - n k . 0 n-l 

a ' oj 
n 

él ' o j 

a' o j 
n 

a I o j 
n 

= 

a' ( f - g - k l oa ) n n-n n - n 

a ' o f a ' o gn - a ' o n 

f a gn - 1 " o o o 
n - 1 n n 

k a " o 
n - 2 

o n - 1 o a 
n 

d ' 
n 

k 
n-l 

( f 
n - 1 

D 
)1 -

o 
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a n 

gn - 1 k a l) a 
n - 2 o n - n 

puesto que e es proyectivo, de nuevo po- la p roposici ón 
n 

(P 2.2 3) 

Ex iste 

de manera 

luego 

a I 
n+1 

k : e --> 
n n 

q ue 

a ' o k 
n+1 n 

o k + k 
n n - 1 

0 
n+1 

f gn - k o a 
n n - 1 n 

" o o f 
n n 

esto completa la construcción induct i vo de la homo t op í a de ca-

dena s 

k: C --> D 

entre f Y q . 

Coment ario 9 

Si a plicarnos las proposiciones (P3.1 ) y (P3.2 ) el caso es -
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pe cial X = Y Y h = I X. En este caso C y D s o n do s reso lucio ­

nes proyectivas cualesquiera del mismo módulo X. por (P3.1 ) 

existe una transformación de ca denas f = {f : e ---> o I n E Z } 
n n 

de manera q ue f = 1 
. - 1 X 

De man e ra similar, e xiste una trans-

formación de cade nas g o --- > e I n E ~ 
n n 

donde 

g - l = I x · Co nsideremos las c omposicio nes 

g o f e ---> e I n E Z 
n n n n 

f og = f o g : O ---> O I n E ~ } 
n n n n 

ambas son transformaciones de cadena que satisfacen 

o f = 1 = f 
- 1 X - 1 

o g 
- 1 

por (P3.2 ) gof es homotóp ica a la transformac i ón de cadenas 

l e : C ---> C, identidaddel complejo C y fog es homotópica a la 

transformación de cadenas. 

1 : D ---> D, identidad del complejo D. 
D 

Las transformaciones de cadenas f y g que satisfacen estas 

condiciones se llaman equivalencias de cadenas. 

En este caso f: C ---> D g : D --- > C, construidas ante-

riormente son equivalencia s de c adenas y s e d ice que las reso -

luciones p royectivas C y D del módul o X I s on homotóp icamente 

equivalenLes. Lo anterior l o resume el sigui e n te teo r9ma. 

Teorema 3.4 

Todo R- módulo X tiene resolución proyec~iva y dos resolu-

ciones proyectivas cualesquiera del mismo módulo X son homotó -
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p icamente equiva l ente . 

Definición 3. 2 

Una r e solución inyec tiv a de un R- módulo X es una s uces ión 

ascendente exacta. 

c: ... --> 

que cumple 

I (1) 
- 1 e = 

I (2) 
n e = 

X 

O 

n - l e 

\f 

en 
O 

--> 

< 
n 

-1 

I (3) 
n R-módulo e es un 

Proposición 3.5 

n+ l e --> 

inyectivo para todo n 

Todo módulo X tiene resolución inyectiv a 

Demostración 

> O 

De la observacion (9 ) tenemos q ue la sucesión 

O --> X o 
--> 

es exacta, con L o inyectiv a 

naciendo lc mismo para X, 

es exacta con L
1 

inyectiva 

0.
0 L X 

O 
--> - O --> O 

y así sucesivamente tenemos Que sucesión 



o --> 

es exacta. 

X 
n 

L n+1 

IX 
n 

- - > X n+ 1 
--> O 

Po r l o aue t Gnemos 2 l 3i ~ uien te d iag r~Da d2 R- m6 dulos 

o --> X 

donde los 

definamos 

° --> 

L n ' 

en 

¿ n 

\in > O, 

r L ,. i n 

1: ' n 

n 

J8 n +, 

l :0 

a. es sob reyect iva y n 

lueao s e tiene 

So 
00 
o 

a. 

1 

o o o ,fJ ", \ 
X X n - l - n 

,1 "-
--> L n - l 

--> L --> L n n+l 
B o Ci 1 Bn+l oCi n n n -

son R-m6dul os inyectivos 

> O 

= - 1 

< - 1 

n > O 
n 

n = - 1 

n < - 1 

I? es i nyectiva n 

¿ 1 n n- l ¿ on+l n- l ¿; n n+1 o c: O --> X --> eO 
--> e - - > --> e --> e - - > e --> 

Solamente nos bastará probar CJue l a sucesi6n 

n+ l e es exacta en e es decir 

1 
m 

¿n = ker ¿n+ 1 
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--> 



1 8 = ker eL 
m n+l n+l 

n +l 
ker o = ker ( 8 o eL ) = ker eL 1 

n+ l n+l n+ 

por que 8 2 es inyectiv o 
n+ 

1 éi n = ker 
m 

. n+l 
o 

luego X posee una resoluci6n iny ectiva 

Lema 3.6 

Para una sucesi6n exacta corta arbitrariamente dada 

o --> X h 
--> 

k Y --> z --> O 
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de R-módulo s j untamente con reso luciones proyectivas arbitra-

riamente dadas e y E de los módulos X y Z, respectivamente, 

existe una resolución proy ectiv a D del m6dulo Y y dos transfor 

maciones de cadenas 

f: e --> D, g: D --> E 

de estas sucesiones descendentes tales que , p ara todo entero 

no negativo 

O --> e 
n 

í 
Tn 
--> 

y ' 

D --> 
n 

E 
n 
--> O 

es una sucesión exacta corta descomponible . 

Demostraci6n 

Sean 



él 
n+l 

C: .. . - - > e --> e 
n+l n 

D: . . • --> o 
n+l 

:) ' 
n+l 
--> o 

n 

a 
n 

--> 

a' 
n 
--> 

e 
n- l 

o 
n - l 

a l 
- - > --> e l - - > 

y 

--> . .. - - > 0
1 

a' o 
--> 
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z - - > o 

dos resoluciones proyectivas de l o s módulos X y Z respect~va-

mente . 

Consideremos e l siouiente diagrama 

i 
n+l Pn +l 

O --> e --> e Ea E --> E --> O 
n+l n+l n+l n+l 

I I a I ~ a ' l a ' a i n+l 
i 

I n+l 11+1 I n+l 
p 

O --> e 
n 
--> e ~ E 

- n 
--> E --> O 

n n n n 

'"\ I a ~ a ' 1'"\ , o 10 n 
i 

n n 
n - l P n - 1 

O --> e --> e ~ E --> E - - > O 
n - l n - l n - l r. - 1 

I I 
T 

i P 1 O 
1 

~ O --> e --> e l E --> E l --> 
1 1 

a 1 
I 

I a l~ ó l ¡ 1", 
i 

01 

O o 
e

o 
~ E 

Po 
O --> e

o 
--> --> EO --> 

o 

(, I 1" " I a ' 
o I I o o , 

o 

O - X 
f a 

Z O > Y > --> 

I I 

O O O 

como p es proyectivo e x iste h : r ~ o () 
y tal 0 ·'~e g o h = a '· , 

definamos a la función 

a" : e" ~ ~ - - > y 
o '-' o 

(xo , Yo) 'V\/'v-'oo a " (x y ) 
o o ' o tao (x o ) +h (yo ) 

r 



probemos eue o ~ es sobreyectiva 

Sea y E Y 

y E Y = > g(y) E Z 

l 
t: L ' J Y o O tq ::" (1 ' ) = g ( y ) o O 

es tal que g(h(y )) = a' (y ) g(y) o o 
esto implica y 

X o ' aplicando 

a " (x
1

, yo ) = f d
O

( X
1

) + h(yo) = y - h(yo) + h(y o ) = y 

luego a" es sobreyectiva. 

Probemos la conmutativ idad del di a grama: 

i\ Para el rectángulo derecho tenemos 

Sea X o E Co 

X o E C 0=> f a O ( x o ) ( 1 ) 

(l " (i o (xo)) = (f (lo El:) h) i o (x o) = ( f ao 9 h) (xo' O) 

a ~ ( i o (x o )) = f ao (x o ) (2) 

100 

Luego de (1 ) y (2) se cump le q ue el rectángulo derecho es 

conmutativo. 

ii) Para el rectángulo i2 ~uierdo tenemo s 

y 

9 I ~ " I v ,- ) ' , \" o' ' o ' ...r O ) 

( 1 ) 

luego de (1 ) y (2) se cumple que el rectángulo de la iz-

quierda es conmutativo. 



Probemos la exactitud en e l módulo e o ~ EO e s decir que la 

1m( dO ffi dO ) = ke r d ~ 

Sea (a , b) E e , ffi E, 

a" ( a EB a') (a,b) O , , ;; ~( 3 1( a), a ; (b)) 

" " ( " °0 ° 1 

Probemos que h a ' (b) = o 
- 1 

Aplicando g a h a; (b) tenemos 

g ( h ( a; (b) )\ = 

esto implica que 

(goh) ( d ' (b) ) , (a ' o a' ) (b) 
O 1 

h d ; (b) 

o 

h a; (b) E ker g = > X E X tq f (x) = h d ' (b) 

Aplicando 

(a " o i
o

) (x
o

) = f ( dO (X
O

)) = f(x) = h( a ; (b) ) 

y así 

101 

+ h ( ~ ~ (b) ) por tener escritura única 
I 

lueoo h (d ' (b)) O 
- 1 

lo q ue completa la prueba de 1m ( a
1 

ffi a ~ ) c ker a ~ 

ii ) ker a" c 1m ( el if:¡ :l ' \ 
O 1 1 I 

Sea ( . " ') E , .... C' ' -, o ker c~ 

( X Y \ E ker " " = > a" (X y) O' O' ° 0 O' O O 

0
0 

= > ao (x o) = O 

=> j x 1 E el tg a , (X 1) = x O 



h (y O) = O => 3 y 1 E E l tq él ; (y 1 ) 

implica (x o , y o ) = ( (1 1 63 3 ;) (x 1 'Yl) 

1 uego (x O' y o ) E 1m ( él 1 63 e;) 

de ( i ) (ii ) concluimo s Que 

lm( d
1 

ffi d ; ) = ker d ~ 

1 02 

y o ; esto 

Probaremos que los cuadrados son conmutativos para todo n > 1 

i) Para el cuadrado de la derecha 

Sea (a ,b ) E e ffi E 
n n n n 

( a , b ) E e 63 E = > d ' (p ( a b) = d ' (b ) 
n n n n n -n n ' n n n 

por otra parte 

3 ' (b )) 
n n 

P (( 3 63 d ')(a,o ) 
n - l n n n n 

= d ' (b ) 
n n 

luego el cuadrado de la derecha 'es conmutativo 

ii ) Para el cuadrado de la izquierda 

Sea a ¿ e 
n n 

a E e = > ( él 63 3 ' ) ( i ( a )) = ( 3 63 d ') ( a , O ) = ( él ( a ) , O ) 
n n n n n n n n n n n 

por otra parte 

i 1( 0 ( a )) = ( 3 ( a ) , 0 ) 
n - n n n n 

luego el cuadrado de la izquierda es conmutativo 

Probando así que los cuadrad~ s conmutan 

Además p ara todo n > O se tienen que las fila son sucesio 

nes e xactas cortas descomponibles p o r la f o rma Que e s ~án 

definidas en cada nivel y en el nivel n = - 1 tenemos q u e 

el módulo Y se descompone en 
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y = 1m a ~ = lIT.f ao ffi 1m h 

teniendo así que la sucesión exacta c o rta de la fila n = - 1 se 

de scompone . 

Lo que p rueba e l l ema (3 . 6) . 

2- FU NTORES TORSION 

A l o largo de la presente sección X, Y denotarán R- módulos 

arbitrariamente dados. 

Elijamos una resolución proyect i va d e X 

c: ... --> e 1 n+ 

a 
n+1 
--> e 

n 

a 
n 
--> ... --> X --> o 

consideremos el producto tensorial C ~ y q ue es la sucesión 

a ~1 
___ > e ~ Y __ 0 __ $ ~ ___ > O 

o 

puesto que 

(a ~ 1 ) 
n y o (a ~ 1 ) = a o a ~ 1 = o 

n+1 y n n+1 y 

la sucesión C ~ y es semiexacta, podemos entonces obtene r para 

cada n, el n - ésimo módul o de homología 

H (C ~ y) 
n 

LeP.J.a 3.7 

Pa ra cualauier otra resolución proyectiva 

D: D 
n+1 

a' n+1 
--> D 

n 

a ' 
n 
--> D 

n - 1 
--> ... --> Do 

a I 
o 

--> X --> O 
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tenemos , Vn > O 

H (e ~ y) - E (D ~ y) 
n n 

Demostración 

Por (T3.4 ) ex isten transformacio nes de cadenas 

f = {f : e --- > D I n E Z } 
n n n 

g {g : D ---> e I n E Z } 
n n n 

de las sucesiones descendentes e y D tales que las transfo r wa -

cione s de cadenas 

fog 

= {g of : e ---> 
n n n 

{f oQ : D ---> 
n-n n 

e I n E ~ } 
n 

D I n E Z } 
n 

son homotípicas a las transformacio nes de cadenas ide tidad de 

e y D respectivamente. 

Sea i: Y --- y, el endomo rfismo identidad de Y 

Se comprueba facilmente Que 

f ~ i = {f ~ i : e ~ y ---> D ~ Y / n E Z } 
n n n 

g ~ i = { q ~ i: D ~ Y ---> e ~ Y/ n E Z 
- n n n 

son transformaciones de cadenas de las sucesiones descendentes 

e ~ y y D ~ y , estas i nd ucen homomorfismo s 

f*: H (e ~ y ) ---> H (D ~ y) 
n n 

p (C ~ Yi 
n 

para todo n 

Puesto que gof y f og son homot6picas a las transformacio 

nes de cadenas identidad de las sucesiones descendentes e y D. 

[ BLlOT O 
., l. 
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Se sigue q ue ( g~i) o ( f~i) y ( f~i) o (g®i) son también homot6 -

p icas a l as transformaci o n e s de cad~nas i dentidad de l as suce-

siones descendentes C ~ y y D ~ Y por (1 . 1 8) y (C.S) imp lica 

g * 0 f x Y f* o º~ son a utomo r f ismos iden tid2d d~ lo s mó du l o s 

H (C ~ y) y H (D ~ y) res p e c tiv amente . Por tanto f* y g* s o n 
n n 

isomorfismos para todo ente ro n . 

Lema 3.8 

H (C ~ y) = O para todo n < O 
n 

Demostración 

Es claro que ti (C ~ y ) 
n 

O, p ara n , - 1, y a q ue C ~ y = O, 

\7n < - l. 

Para los casos n O Y n = - 1 es de hacer notar que la 

exactitud de 
a ®o a ~o a ~ o 

® y 
1 ~ 

® Y 
o ~ 

~ Y 
- 1 ~ 

~ Y e l --> e o --> e --> e 
- 1 - 2 

e n virtud de ( T 2 . 9 ) por tan t o tenemo s 

lo que completa la demostraci6n 

Comentario 10 

Por (L3 . 7 ) , el m6du lo H (C ~ y) depende esencia l mente s610 
n 

del entero n y los R- m6dulos dados X e Y. Por (L3 . 8) , H (C ~ y) 
n 

818LIOTa¡C~ 
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es trivial p ara todo n < O, debido a esto t enemos la s i g uiente 

definición. 

Definici6n 3.3 

Para todo n > O, el P- módulo H (C ® y) se llama e l n - ésimo 
- n 

p roducto de torsión sobre R de l o s módulos X, Y Y lo denotamos 

po r 

Tornp.(x , y) 

o simplemente 

Torn (X ,Y ) 

para el caso n = 1 escribimos 

Tor( X,Y ) 

Proposici6n 3.9 

Si el módulo X es proyectivo, entonces Torn (X,Y) = O 

Vn > O Y para cualquier R- módulo Y. 

Demostración 

Puesto que X es proyectivo, tenemos una resolución p r oyec -

tiva 

d d dO 
C: 

n...1.í n X X O --> e --, e --> e --> ... --> --> --> 
.L~ n n - i 

con t (si =1 O -1 ) n y n = 
e = n X: (si O Ó -1 ) n = n = 

L 
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() 
n 

= JO: n :¡. O 

l l x : Endomorf ismo identidad de X 

Se deduce que e ® y es exacta y por consiguiente Torn(X , Y) ° 
para todo módulo Y u t odo e ntero positivo n . 

Proposici6n 3.10 

Si el módulo Y es proy ectivo , entonces Torn (X ,Y) 

todo entero positivo n y todo R-módulo X. 

Demostraci6n 

Sea 

e: ... --> e 
n 

() 
n 
--> --> ° 

O para 

Una resolución proyectiva de X, como e es exacta e Y es proye~ 

tivo se sigue que e ® y es exacta, esto imp lica 

Proposici6n 3. 11 

Torn (X , Y) = H (e ® y) = O Vn > O 
n 

Si el módulo X tiene una resolución proyectiva e demanera 

que e = O p ara t o do n / m, entonces ten e~o~ ~Ue 
n 

To rn (X,Y) = O Vn > m y todo R- módulo Y. 

Además 

donde 

Torm(X,Y) ::: ker ( él ® i) 
m 
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a ~ i: e ~ y ---> e ~ y 
m m m- 1 

denota el producto tensorial de l homomorfismo 

él : e ---> e 
In m m- 1 

en C y el endomorfismo i dentidad i: Y ---> Y del módulo Y 

JDemostraci6n 

Tenemos la siguiente situación 

a 
C: ... ---> o ---> o m+ ~ e 

ID 

de donde resulta 

a 
m 

---> e ---> 
m- l 

C !8) Y: ---> O ---> O ---> e 
m 

!8) Y 

como d 
m+l = O será a 1 !8) ly = o m+ 

® i ) 
de aquí que Torm(X,Y) = 

ker( a 
m 

O 

luego 

Torm( X, Y) ker( a ~ i) 
m 

... ---> 

a ~i 
ID 

---> e 
m- l 

para m < n, tenemos q ue e 
n 

o y de ahí que 

Torn (X,Y ) = O 

Corolario 3.12 

!8) Y ---> ... 

Dados dos módu] o s X e l sobre un domi~io de ideales princ~ 

pales R, tenemos 

Torn(X,Y ) = O 

para todo entero positivo n. Además 
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Tor (X , Y) : ke r (f ® i) 

donde f ® i, representa el p roducto tensorial del homomorfismo 

f: A ---> F en cualquier sucesión exacta corta 

- f F 9 ,. o ---;:. lA ---;, ---> L _ 

con F R-módulo libre y el endomorfismo identidad 

i: Y ---> Y 

Efectivamente existe una sucesión exacta corta 

O ---> A __ f_ > F --g - > X ---- > O, de acuerdo con (P1.8) el módulo 

A también es libre. Luego F y A son proyectivos, obteniendo 

una resolución proyectiva de X con e 
n 

O para n > 1 Y 

a = f entonces (C3.12) es consecuencia de (P3.11). Lo que 
1 

prueba el resultado. 

Lema B 

Si tenemos el siguiente diaarama conmutativo 

1-1 - g - > N ---> O 

,,\ ! 
'" ¿ 

T 

entonces g lleva a kerh sobre kerf 

Demostraci6n 

Definamos 

g: kerh ---> kerf por 

x ~~~~ g(x) = g(x) 
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veamos que es sobreyectiv a 

Si Y E k e rf, corno g es sobre e x iste x en M tal que 

y = g (x); com ( f o g) (x ) h (x ) esto implica que x E ker h. 

Proposición 3.13 

Dados dos R-módulos X,Y cualesquiera y una sucesión exacta 

corta cualquiera 

o --> A 
f 

--> p - g - > X --> O 

con P proyectivo, tenernos que Vn > 1 

Torn( X,Y ) ~ Tor (A , y ) 
n - l 

Tor (X, y ) ~ ker (f ~ i ) 

Demostraci6n 

Consideremos una reso lució~ p r oyectiva de A 

C: .•. --> e 
n+l 

3 
n+l 
--> 

d* n+ l 
3 

3 
n e --> 

n 

3* 
n 

C*: • .• --> e 
n 

n 
--> e 

n- l 

3 
n - l 
--> 

... --> e l 

d* 
2 

3
1 

... --> e l --> 

3* 
1 

fél o 
ca --> P 

;'0-/ / 

A 
/ 

o e 

Cl * a 
g 
--> X --> O 

corno " r:; es e p imorfismo y f; A --> P es in jTec ti va 

obtenernos una resolución vroy~c tiva e * G8 X 

C* : --> e * --> e * 
n + 1 r: 

... --> e * --> 
1 

e * --> X --> O a 

donde 

_---o - ---- -
OT CA e l 



C* 
n 

d* 
n 

d n- 1 • 

f dO: 

g 

O 

si n > O 6 n < -1 

si n = O 

si n = -1 

si n > 1 

si n = 1 

si n = O 

si n < O 

nada más falta comprobar la e x actitud en Co y en P 
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. En C* 
O 

ker f o dO = ker dO , y a que f es iny ectiva luego 

ker f dO = 1m d 1 

. En P 1m f o dO = lmf y a que dO es sobre 

luego lm (f o d O~ = ker g 

de aquí obtenernos por definición 

Tor (X , Y) 
n 

\fn > 1 

ker (() * ~ i ) 
n '"'\. = 

...... 1m ( d ~+1 ~ i ) 

ker ( d
n

_
1 

~ i ) 

1m ( d ~ i) 
n 

= To r
n

_
1 

(A , y) 

Para el caso n = l. En v irtud de (T2 . 9) la exactitud de 

d 1 
C

1 
--> A --> O 

implica la exactitud de la suce sión 

d1 ~i do ~j 
C

1 
~ y --> C

o 
~ Y --> A ~ Y --> O 

Por lo tanto, dO ~ i es e pimorf ismo y 

lm( d , ~ i) = ker ( dO ~ i) 

consideremos el triángulo conmutativo 



3 *® . 
1 l 

----> P ® Y 

? 

./ f llIJ i ./ 

A ® Y 

a 
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por el lema B al ser 3
0 

® i epirnorfismo, lleva a ker( 3 ~ ® i) 

sobre ker(f ® i) 

En cuyo caso tendriamos 

Tor (X,Y) = 
ker ( 3 * ®: i) 

1 

Comentario 11 

= 
ker ( d * ®: i) 

1 

1m ( 3 1 ® i ) 

ker ( 3 * ®: i) 
1 

ker ( 3 O ® i) 
- ker(f®i) 

1) Por conveniencia, en el resto de esta sección definirnos 

Toro (X, Y) = X ® Y 

para dos R-módulos cualesquiera X,Y 

2) Dada una resolución proyectiva cualquiera del módulo X 

3 d 
n+l c: ... --> C --> C 

n+l n 
n 
--> 

dO 
C

n
_

1 
--> ... --> Ca --> X --> O 

definirnos una sucesión descendente 

e = {Cn ' si n 1 - 1 

n O, si n = - 1 

3 
n 

si n "> O 

si n < O 

~ 

diremos que esta sucesión descendente e, es ~nct resolución pr~ 

yectiva reducida del módulo X. 



113 

La utilidad de las resoluciones proyectivas reducidas es debi-

do al hecho de que todo m6dulo en esta resoluciones es proyec-

tivo. 

Lema 3.14 

Para R-m6dulos X, Y arbitrariamente dados y cualquier reso 

lución proyectiva reducida e de X tenemos 

H (e ~ y) ~ Tor (X,Y) 
n n 

para todo entero no negativo n. 

Demostraci6n 

Para n > O, tenemos 

H (e ~ y) = H (e ~ y) - Tor (X,Y) 
n n 

asi nos falta establecer 

H (e ~ y) ~ X ~ Y 
n 

en virtud de (T2.7) la exactitud de la sucesión 

d , 
c, --> 

do 
CA --> X --> O 

implica la de la sucesi6n 

C, ll§ y 

~ 

d ~ l , 
--> --> O 

donde i representa el endomorfis~~ identidad del m6dulo y, por 

tanto d O ~ i es epimorfismo y 

1m (d, ~ i) = ker (dO ~ i) 
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consecuentemente obtenemos 

e
o 

~ y 
::: 

1 m ( el 1 ~i) 
::: X ~ Y 

lo que c omp l ota 13 demostraci6n 

Comentario 12 

1- Dados dos homomorfismos cualesquiera 

h: X --> X' y k: Y --> y' 

Si e y e' son resoluciones proyectivas de X y X' respectiv~ 

mente por (P3.2) existe una transformación de cadenas 

f = {f : e --> e ' / n E Z} 
n n 

de la suceéión descendente e en la sucesión descendept e e' 

tal que f_ l = h, entonces 

f ~ k = {f ~ k: e ~ Y --> e ' ~ yl / n E Z} 
n n n 

es una transformación de cadenas de la sucesión descendente 

e ~ y en la sucesión descendente e ~ Y', por tanto f ~ k in 

duce un homomorfismo 

para todo n > O, por medio de la proposición (P3.3) s e pue -

de vGrifica:c que (f ~ k ) no depende de la e lección partl­
*n 

cular de la transformaci6n de cadenas f: e --> e' y queda 

completamente determinado por el en~erc n y los homomorfis-

mos h,k. Este homomorfismo recibirá el nombre de producto 

de torsión n-dimensional sobre R de los homomorfismos h, k, 

denotándolo por 



para n 

To r (h ,k) 
n 

Tor (X , Y) --~ Tor (X I ,Y') 
n n 

1 usaremos la notación simple 

Tor (h ,k ) : Tor (X , Y) --> Tor( X' , y') y 
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lo denominaremos producto de t ors ión (sobre R) de las transfor 

maciones h Y k. Por conveniencia definimos 

Teorema 3.1.5 

Si h 1 : X --> X', h
2

: X' --> X", k 1 : y --> y' Y 

k
2

: Y' --> y" son homomorfismos de módulos entonces para todo 

entero nonnegativo 

Comentario 1.3 

Sea X un módulo cualauiera y 

o --> 
Í 

--;.. 

Una sucesión exacta corta, si 

él 
n + 1 C: . .. --> e --> e 

n + 1 n 

él 
n 
--> e 

n - 1 

o Tor '(h , k ) 
n 1 1 

V _ 9 _ > W --> O 

--> ... --> --> O 

es una resoluci6n proy ectiva reducida del módulo X. Para t~Jo 

entero n , l ~ suces~ón 

O 
A 

e 
n 

i !8!f 
!8! U _ n _ > e 

n 
!8! V 

i !8!g 
n 
--> 

A 

e 
n 

!8! W --> O 

donde in representa' el endomorfismo identidad del módulo e n' 
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es exacta de acuerdo con (P2 .27 ) 

Puesto que e es proyectivo. As i obt enemo s una sucesión exacta 
n 

corta 

o ---> e ~ u i~f > e ~ v i~g > e ~ w ---> o 

de sucesiones descendentes po r (Tl.23) obtenemos una sucesión 

de homología exacta 

a* 
. . . ---> H ( C~U) 

n 

f* 
---> H (C~V) 

n 

9 * 
---> H (C~W) 

n 
___ n > H 1 (C~u) ---> ••• 

n -

donde f* Y g* están definidos por las transformaciones de ca-

denas i ~ f Y i ~ g, respectivamente y 

a* es el homomorfi smo conexión. 
n 

En base al lema (L3.13) tenemos el siguiente teorema 

Teorema 3.16 

Para todo R-módulo X y cualquier sucesión exacta corta 

o ---> U 
f 

---> v --9_ > vI ---> O 

tenemos una sucesión exacta 

.. . --/ 

donde 

Tor (X, U) 
n 

f* ", Tor (X,V) L > Tor (X W) 
n n ' 

Tor (i, f ) , 
n 

* n 
--> Tor 1 (X, U) --> ... 

n -

y 8* es el homomorfislt1o ce conexión , esta sucesión finaliza 
n 

con 

... ---> Tor (X ,W) 
8* 

I 
---> X ~ U 

i~f 
---> X ~ V i~9 > X ~ W ---> O 
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Demostraci6n 

Sea e una resol ución proyect i va reducida del módulo X; y 

consideremos el siguiente diagrama 

J 
I 
I 

i~f ~ i~ g 

O ~ U 
n+1 

~ V 
n+1 

O --> e > e > e ~ w --> 
n+1 

1 
n+ 1 I n+1 

a ~ 1 a ~ 1 a ~ 1 
n+1 U i~fn+1 V n+1 \-',1 

i~g 

O e ~ U 
n 

~ V 
n 

~ W O --> > e > e --> 
n J n I n 

J 
O Ca ~ U 

i~f a 
e ~ V 

i~g a 

Ca ~ w O --> > > --> 
o 

I 1. 
O O O 

oC 

_ 9 _ > Dado O U 
.L 

V W O sucesión exacta que --> --> --> es uan 

y e es proyectivo para todo n en Z resulta que las filas son 
n 

exactas 

y que las columnas son semiexactas cumpliendo así las condici~ 

nes planteadas en el proceso de dedinición del homomorfismo 

de conexión (P26 . 27 ,28 Henry ) . 

Resultando así la conclusión del (T3 .16 ) 

Corolariu 3.17 

Para cu&lquier módulo X S80re un d~~inio de i de a1 2s p~ in~! 

pales R Y cualquier sucesión exacta corta 

O ---> U --> V --> W --> O 
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de R- módul o s, s e ti ene una sucesión exacta 

o --":> 'Ibr (X , U) Tor ( i , f ~ 'Ibr (X , Y) Tor ( i , g ~ Tor (X , W) ~> x¡oo i®f > X®V i®~)@W-,. 

do n de 3* e s e l homomorfismo d e conexión, mi entras Que l o s 

o tro s homomorfismos s o n lo s p roductos t o rsión y l os productos 

tenso riales del homomorfismo i: X ---> X Y l o s homomorfismo s 

f Y q , re s phctivamente. 

Demost raci 6 n 

Efectivamente si introducimo s a X en una sucesión exacta 

corta 

c : o --- > A f' 
- - > 

~ 

F ---- > X --> O 

con F libre, A ~ambién es libre y as! obtenemos la r eso lución 

proye c tiva reduc ida 

A 

c: O - - > A 
fl 
--> F --- > O 

En este cas o ob tenemos 

J 
O --'o U ~ A f®i --> 

J i®f I 

O U ~ F 
f®i --> --> 

J 
O 

I 
..¡ 

V ~ A g®i > W 
I 

J i®f l 

V ~ F 
g ®i 
--> W 

I 
O 

y de aquí obténemos la sucesió~ sxacta 

J 
~ A ---> O 

l i®f l 

~ F --> O 

I 
O 

L 
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y e sto e s 

o ---> Tor (X , U) ---> Tor (X, V) --- ~ To r (X , W) ---> X ® U ---> 

---> X ® V ----, X ® W ---> O 

y así el resultado está p r obado . 

Teorema 3.18 

Para todo R-módulo Y y cualquier sucesión exacta corta 

f 9 O ---> U ---> V ---> W ---> O 

de R-módulos, tenemos una suce sión exacta 

f * g* 
.•. ---> Tor (U,Y) 

n 
---> Tor (V, Y) ---> Tor (W,Y) 

n n 

donde 

f * = Tor ( f , i) ; 
n 

g* = Tor (g,i ) 
n 

a* 
n 

---> Tor (U, y ) ---> ... 
n-l 

y a* es el homomorfismo conex ión. Esta sucesión finaliza con 
n 

.•. ---> Tor (W ,Y) 

Demostración 

a * 
---> 

f!8li !81' U ® Y ---> V ® Y ~> W ® y ---> O 

Se an e y E dos resolucione s p roy ectiv as de los módulos U y 

W. po r IL3 . 6) e x iste u na re s 0 1ución proyectiva D de~ módulo V 

y dos trans forma ciones de cadenas 

f: e ---> D y g: D ---/ E 

de estas sucesiones descendentes tales que para todo entero no 

negativo 



es una suc e sión exac ta corta descomponi b l e y po r (T2.1 0 ) 

o --> e 
n 

~ y 
f ~i 

n 
D ~ y 

n 

9 ~i 
_ n _ > D ~ y --'> O 
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es una sucesión exacta c orta des c omponible para todo entero no 

negativo y así las filas s on exactas y las columnas semiexac -

tas cumpliendose las h ipótesis R el proceso de construcción 
n 

del homomorfismo de conexión resultando así la conclusión de 

(T3.18) 

Teorema 3.19 

Dados dos R-módulos X,Y cualesauiera en tonces ~n E Z 

Tor (X,y) = Tor (Y , X) 
n n 

Demostraci6n 

para n O 

Tor o(X , Y) X ~ Y 

Tor o (Y ' X) = Y ~ X 

luego 

Supongamo s que el teorema es cierto, cualesquiera q ue sean X, 

y para t 0do m < n y probemos~o p ara n 

Sea 

f __ 9 _ ,> O --> K --> F - X --> O 

con F libre . 
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Por teorema (T3 .18 y T3.17) tenernos la s i gu i ente suces ión exac 

ta 

... ---> Tbr (F,Y) 
n 

- > Tbr (X , Y) 
n 

Tbr (K , y) 
n - l 

---> Tbr
n

_
1 

(F , Y) ---~ 

- > Tbr (Y , F) - > Tbr (y X) --> Tbr (y K) - > ror
n

_
1 

(Y , F) - > ... 
n n ' n - l ' 

pero Tor (F ,Y) = Tor (F , Y) 
n n - l 

Tor (Y , F) 
n 

To r (Y ,F ) 
n - l 

o 

por ser F R- módulo libre 

luego 

Tor (X ,Y) - Tor (K, y) -n n-l 

y 

Tor ( Y, X) - Tor ( Y, K) 
n - n - l 

corno por hipótesis inductiva 

Tor
n

_
1 

(K,Y) - Tor (Y ,K) 
- n - l 

luego 

Tor (X ,Y ) : Tor (Y,X) 
n n 

la siguiente p roposición es un resultado inmediato de (T3 . 18) 

y (T3.19 ) 

Proposici6n 3.l9 

Sea X un R-módulo e i su endomorfismo identidad, las si -

guiente s p roposicione s son e quivalentes 

a ) Tor (x , YJ = O para t o60 P- módulo y 

b) Tor (x v) = O para todc ~ > O Y todo ~-módulc y n ,-

e) Si f: A ---> B es un monomorfismo de R-módulos, también lo 

es i ~ f 

,--------------
BlBLIOT CA C.NTR L 
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d) Toda suce sión exacta de R- módul o s pe r manece exacta en la 

mul tiplica ción tensorial po r X 

e) Para todo R- módu l o Y y toda suces ión exact a corta 

o - - > II f 
--"> V _ 9 _ > X --> O 

la sigu i ente sucesión es tambi én exacta . 

O --> II ~ Y f~i > V ~ Y g ~i > X ~ Y --> O 

3- FUNTORES EXTENSION 

A lo largo de la presente sección X e Y denotarán R- módu -

lo s arb itrariamente dados. 

Elijamos una resolución p royectiva 

c: ... --> C n + 1 

él 
n + 1 
--> C 

n 
n 
--> C 

n - 1 
--'> --> 

Sea i: Y --> Y el endomo rfismo identidad de y consideremos 

Rom (C ,Y ) , q ue es la sucesión 

O --> Rom (X , Y) 60 
--> Rom (c o ' Y) --> 

donde 

Rom ( c n _ 1 ' y ) 

ó n Rom ( él ,i ) 
n 

n - 1 
eS =. Rom ( él ~1 _ 1 ' i ) 

Rom (c , Y) 
n 

" n+1 
o 
--> Rom (c n + 1 ' y) 

n n - 1 
o <5 = T-! ::;m ( ;l ,i ) 

,1 
o Hom ( ;:) n _ 1 ' i ) = Rom ( o n _ 1 o él ,i i ) -= f' 

n 

y asf s e t i ene q ue IIcm(C,Y ) es semiexact a e3 de~ir e c ~n ~ suce 

sión ascendente semiexacta entonces tenemos definidos P2~á to -

do n en Z, el n - ésimo grupo de cohomo logía 

------ -- -



n 
H (Hom( C,Y)) 

ke r (Hom ( a ,i ) ) 
n+1 

lm (Hom ( él , i ) ) 
n 

Tenemos l o s si guientes resultados . 

Lema 3.20 

Para cualquier o tra reso lución proyectiv a 

D: ... --> D n+1 

a' n+ 1 
--> D 

n 

a' n 
--> 

de l módu l o X, se tiene que 

D --> 
n - 1 

Hn (Hom (C , y) ) 
n 

:: H (Hom(D,Y) 

Demostraci6n 

... --> Do 

d I 

o 
--> 

12 3 

x --> o 

Dado q ue todo R-módulo X t iene una resolución p royectiva y 

dos resoluciones proyectiv as del mismo módulo X son equiv alen -

tes homotópicamente . Existen transformaciones de cadenas 

f {f: e --> D I n E Z} 
n n n 

g {g : D --> e I n E Z 
n n n 

es decir 

a ;; 
dO 

C: e n+1 e r 1 
X --> --) --> e --> --> ea --> --> 

n +1 n n - : 
i 

f ! 
; 
I ... f -r I 

d ' f - 1 1 - , 
n+1 ::1 .:1 - ~ ! °1 d ~+1 (, ..¡ 

D: D 
n o 

X - - > D --> __ o ) D - - > DO - - > --> 
n+1 n n - 1 
I 

g n j 

I 

g ol 
I I 

gn + 1 9 rl - 1 I '! - 1 I 
él ;; do 

J 

C: n+ l e n e X --> e _ o> --> --> ... --> ea --> --/ 

n+1 n n -1 

de las sucesione s descendentes e y D tales que las transforma -

O 

O 

O 



ciones de cadenas 

9 o f = { g o f 
n n 

e 
n 

e I n E Z } 
n 

D ---> D I n E Z } 
n n 
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son homotóp icas a las transformaciones de cadenas identidad de 

C y D 

Si tenemos que i: Y ---> Y es el e n domorfismo identidad 

Hom (00 ' i) 
Hom(D,Y): 0 --> Hom (X,Y) ---> Hom(D ,Y) 

n 

Hom (f _
1

, 1) 

--> ... --> Hom(JD,n 'Y) 

Hom(fn ,i ) 

Hom(C,Y): O --> Hom(X,Y) - > ... --> 

Además 

Hom (e y) 
n' 

Hom(f ,i) 
n '[ 

Hom (D ,y) 
n 

Hom ( d , i ) 
n+l --------> Hom ( c , y) 

n+1 

Hom ( f n + 1 ' i ) l 
--------> Hom (D 1 ' y) n+ 
Hom ( él ' l ' i ) n+ 

Hom( c ,Y) 
n 

Hom ( él , i ) o Hom ( f , i ) = Hom (f o d 1 ' i) n+l n n n+ 

Hom ( f , i ) o Hom ( él ' , i ) = Hom ( a ' o f , i ) 
n+l n+l n+l n+l 

Hom( dn+l,i ) 
--> Hom(D , Y) --> .. , 

In+1 

--> 

+ 

Hom( c l ' Y) --> .. , n+ 
Hom (d l ' i ) n+ 

luego Hom ( f o d 1 ' i ) = Hom ( () ' 1 o f 1 ' i ) n n+ n+ n+ 

y así tenemo s 

Hom (f,i ) = {Hom ( f , i ) : Hom (D , y ) 
n n 

--> Hom (c , Y) / n E Z} 
n 

Hom(g,i) = {Hom (g , i) : Hom (c , y) --> HOIT, (D , y) I n E Z } 
TI n n 

son transformaciones de cadcnas de l~~ suce s iones ascendentes 

Hom(C. Y) y Hom (D,Y ) 

estas inducen homomorfismos 

f*: Hn(Hom(D,y» ---> Hn(Hom(C ,Y » 

n n 
g*: H (Hom (C,Y» ---> H (Hom(D,Y » 
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para todo n. 

p uesto que g o f y f o g s on homot6p i cas a las transfo rmacio 

nes de cade nas identidad de las suces i ones C y D se si gue q ue 

Hom ( .1, i) 

Hom (f,i) o Hom(g,i ) = Hom(g of ,i ) Hom (i,i ) 

son homot6picas a las transfo r mac i o n e s de cadena s identi d ad de 

las sucesiones ascendentes 

Hom(D, Y) y Hom(C,Y ) 

respectivamente y 

Hn( Hom (f,i)) o Hn( Hom(g ,i )) 1 Hn( C,y ) 

Hn (Hom (g ,i )) o Hn (Hom (f,i )) = 1 Hn( C, y) 

lo q ue imp lica que f* y g* son isomorfismos p ara todo entero n. 

y así 

Lema 3.21 

n 
H ( Hom ( C, y) ) o Vn < O 

Demostración. 

Para r1 < .- 2. 

n [ ( , -. H Hom r::, 'f j _ 

Hom (c , Y) = O 
n 

O ya q ue 

para el caso de n = O Y n = -1 tenemos 

r. ... 
BUO' e 



d _ 1 
X --> O 

la exactitud de C implica la exactitud de Hom (C ,Y ) 
Ha (' G' i ) Ham ((. , i ) 

Hom(C,Y): O - / Hom(X,Y) __ 'o Hom( Co ' Y) --> Hom( C" Y) 

por tanto 

Comentari.o 14 

HO (Hom (C ,Y )) = O 

H-' (Hom (C,Y )) O 
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Por el lema (L3.20 ) , el módulo Hn [ Hom(C,y) depende esen-

cialmente sólo del entero n y los R-módulos d a do s X,Y y por 

(L 3.21 ) , Hn _Hom(C,Y) ] es trivi al para todo n < 0 , debido a esto 

damos la siguiente definición. 

Definici6n 3.4 

Llamaremos a l módulo Hn~Hom ( C,Y) el n- ~simo producto ex-

tensión de los módulos X,Y y lo denotaremos por el símbolo 

Ext (X,Y) 

para el caso n 1 escr i bimos simplemen t e 

F.xt (X , Y) 

PropC>si.c:i5n :3 _ 22 

Si el móo~lo X es proyectivo, entonces 

n 
Ext (X , Y) = O 

para todo entero positivo n y todo R-módulo Y. 
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Demostraci6n 

Dado q ue X e s p r oyecti vo tenemo s una r e s o lución p r oye ctiva 

c : ---> e ---> e ---> e ---> ... ---> x ---> X ---> O 
11 +1 11 ]1 - 1 

con 

e 
11 

ro, 
= < lx, 

n fe O, n fe - 1 

n = O ó n = - 1 

Se deduce que Hom(C,Y) es exacta y po r consiguiente 

11 H (Hom(C,Y)) = O 

para todo módulo Y y todo en Lero positivo n. 

Proposición 3.23 

Si el módulo y es inyectivo, entonces 

para todo ente r o positivo n todo R- módul o X. 

Demostración 

Sea C una resolución proyectiva de X 

a 
c : --> e 

n+1 

a 
11+~ 

---> 
n e ---> e o 

--- '- - --> e --- '> x --> O . . . o 
n n - 1 

como C es exacta e Y es inyectivo 

Se deduce (T2 .11) que Hom (C,Y ) es exacta. 

OT-e,. e H J • .. 
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Ex t n(X ,Y) Hn(Hom(C , Y)) = O Vn > O 

Proposici6n 3.24 

Si el módulo X ti ene un a reso l uc i ón proyectiva C t a l que 

e = O p ara t odo n > m, entonc e s 
n 

Ext n (X, y) O 

p ara t o d o n > m y todo R- módulo Y. Además, tenemo s 

Ex t m (X , y ) ::: Coker [ Hom ( a
m

, i ) _ . 

donde 

Hom ( a , i ) : Ho m (C l'Y) ---> Hom( c , y) 
m m- m 

es el Hom d e l h omomorfismo a : e ---> e d e C y el e ndomor-
m m m- l 

f ismo identidad i: Y ---> Y del módulo Y . 

Demostraci6n 

Puesto q ue Hom(c , y) = O Vn > m 
n 

l a p r imera a firmació n e s obvia 

además , pue sto q u e 

ker Hom ( a m+ 1 ' i ) ) 

en t once s 

= Hom (c , y ) 
m 

ke r (Hom( a , i )) 
m Ext (X , Y) = m+ l 

I m (Hom ( ó • i ) ) 
~ Coker(Hom ( ~ . i ) ) 

i7\ . 

TrI 

lo que prueba el re sul~ado . 

------=--:-::;~ 
\ 
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Corolario 3.25 

Para cual e s quiera do s mó dulo s X,Y s ob r e un dominio de idea 

l e s p rincipal e s R, s e t iene 

n Ex t (X , y) O 

para todo ente ro n > 1, además 

Ext (X , Y) ~ cOker [ Hom (f,i )] 

donde Hom (f ,i ) representa e l Hom del homomorfismo f: A ---> F 

de cualquier s ucesión exacta corta 

O ---> A __ f _ > F --g - > X ---> O 

con F libre y el e ndomo r fi s mo identidad i: Y ---> Y del módulo 

Y. 

Demostración 

Efectiva mente, dado que F es libre , A también es libre y 

a sí F Y A son proyectivos, luego tenemos una resolución proye~ 

tivo del módulo X como e 
n 

O, para n > 1 Y d , = f 

Se cumplen las h ipótesis de (T3 . 24 ) re s ultando asi la conc lu-

sión de (C3 . 25 ) . 

Lema E" 

Si o ---> M ---> N 
,.. 

g fog = h 

T 

es un diagrama conmutativo con f iny e ctiva entonces f induce 

un monomor f ismo entre el coker g y e l coker h 

"S18L.loTtCA e T Al 



luego 

M 
Img 

Demostración 

Def inamos 

Sea 

f: M 
1mg 

f (M) _ N 

Imh - Imh 

--> 
N 

I mh 

x + Img ~~~7 f (x + Img) f(x) + lmh 

x
1 

- x
2 

E Img = > x
1 

- x
2 

= g(Y) , para algún y E T 

Si 

x + Img 

A 

f es 

y as i 

=> f (g(Y)) = h(Y) 

ke rf = > f (x) E Imh 

=> ~y E T / f(x) = h(y ) = f (g(y)) 

= > x = g (y) E lmg 

iny ectivo 

~1 f ( _ M_ ) ::: 
1m g - 1m g 

f(M) 
1m h :: 

N 
1m h 

Proposición 2.36 

E 1mh 

13 0 

Para R- módulos X e Y arti tra:::- iament.e dados y cnaiquier su-

cesión e x acta c orta 

o --> Pl _f_ > P _ 9 - X Ü 

com P R-módulo proyectivo, se tiene 

ExtD( X, y) ::: ExtD- 1 (A ,Y ) 

y 

'In > 1 

f 
BlBLIOT éi-C.NT~~l •.. . III!...... lo. 
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Ex t (X , Y) : coker Hom(f , i) 

donde Hom (f ,i ) rep r e s en ta el Rom del homomorfismo 

f : A __ ' o P y el endomo r fismo identidad i: Y - _ . y del módulo 

Y. 

Demostraci6n 

Consideremos una resolución p royectiv a de A 

c : .. . - > e 
n+l 

c*: .. . --> e 
n+l 

3 
n+l 
--> 

3 * 
n+2 
--> 

3 
n e --> 

n 

y 

3 * 
n+1 

. . . --> el 

e 
n 
--> . .. - - > 

3 1 
--> 

3* 
1 t ao 

--> p 

/ f 

A .., , 
..).. 

o o 

obtenemos una resolución proyectiva C* de X donde 

t n
-

,
' 

n > O ó n < - 1 

e* O 
'n (n 

X, n - 1 

r o - 1 ' 
n 1 

f oo ' n = 1 
3 * < 

n I O I g n 

l O n .' O 

la s uces ión Hom(C* , Y) 

A --> O 

c¡ 
- - - > x - > O 
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Hom ( 3 ~, i) Hom ( ~ ~ , i) 

O - > Hom (X, y) - > Bom (P, y) - > Hom (c
o

' y) - > Hom (c A y) - > Hom (c ,y)-> 
n - I n -. 

Hom ( f ,i) / - > 

Hom( 3
0
,i ) 

Hom( c ,y) --> ... 
n+ l 

Bom (A, y ) 

/ 
/ 

luego obtenemos 

para el 

implica 

caso 

Hn(Hom(X,y) = 

n 
H (Hr;:>l21 (X, y) ) 

Hn(Hom(X,y) 

= 

ker(Hom( 3* 1,i) 
n+ 

1m (Hom ( 3 *, i)) 
n 

ker(Hom( 3 ,i)) 
n 

1m ( Hom ( 3 n _ 1 ' i) ) 

n- l = H (Hom(A,Y) 

n = 1 en virtud de (T2.16) la 

3
1 

Co 

3
0 A O c

l 
--> --> --> 

la exactitud de 

Vn > 1 

exactitud 

Rom ( 3
0
,i ) Rom ( 3" i) 

de 

Hom(C,Y): O --> Hom(A,Y ) ---> Hom(Co'Y) ---> Hom(c
l

,Y) 

por lo que 

Hom( 3
0
,i) es inyectiva asi lm (Hom( 3

o
,i)) - Hom(A,Y ) 

además 

considerando el diagrama 

Rom ( 3 ~,i) 
Hom(X,Y) : Horn (P,Y) Hom(g,i) 

Hom(f,i) 

g:c.m ( 3 ~ , i) 
-----> Rom ( C

o
' y) - > 

.", / ' 
Rom(A,Y) 
/". 

o 

Rom ( 3 O ' i) 



ExT (X ,Y) = 

ExT (X , Y) 

ExT (X , Y) = 

Ke r (Hom ( él * , i ) 
2 

Im(Hom(f do ,i ) ) 

ke r (Hom ( ,i )) 
1 

Im (Hom (f Cl O,i )) 

1m (Hom ( d ,i )) 
O 

Im(Hom( do ,i ))oHom (f,i )) 
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ExT (X , Y) Hom(A,Y) 
~ Im(Hom(f ,i )) Do r que Hom ( f ,i ) es sobreyectiva 

ExT (X , Y) z koker [ Hom(f, i )] 

Comentario 15 

Po r conveniencia en la p arte restante de la presente sec-

ción, definimos 

EXT O(X ,y ) = Hom (X ,Y ) 

Le1!la 3.27 

Para R-módulos X,Y arb itrariamente dados y cualquie r reso -

lución p r oyectiva reducida C de l módulo X, s e tiene 

Hn [ Hom (~ , y )~ = ExT n( X, y) 

para todo entero no negativo n. 

~emostración 

Dada una resolución proyectiva cualquiera de l módulo X 

C: .•. --> e --> e --> e --> ... --> e --> X --> O n+l n n - l O 

y _ ___ a--

r 8JBLlO;'.CA e NT 

I 



C: - > e - / e 
n+ 1 n 

' e - > ... - > e o - > O 
n - l 

una r e s olución p royectiva reducida de l módulo X 

/ . 

e 
n 

A 

e 
n 

para n > O tenemos 

, 
si f - 1 :c , n 

) n 

1 si -1 o , n = 
l 

[ 3 , s i n :- O 
TI 

O, si n < O 

= HTI Hom (C , y) ] ExTn(X,y) 

p ara n > O 

Falta establecer 
o A_ 

H (Hom (C , Y) J ~ Hom( X, Y) 

Sea 

1 34 

'? .!. 
c

1 
--> X - -- > O una sucesión exacta corta la exac 

titud de esta sucesión i mpl ica la exactitud de 

Hom ( a ° ' i ) Hom ( a l ' i ) 

O - > Hom (X ,Y ) - - > Hom ( Co ' Y) --> HOm (C
1

,Y ) 

teniendo asi q u e 

consecuentemen te 

Hom ( ~O , i ) es iny ectivo 

y 

Im [ Hom ( Cl ,i ) = ker (Hom ( d ,i ) 
0 - 1 

ke r (Hom ( ;)O ,i) ) 

O 

ker (Hom ( d , i ) ) 
O 

HO(C ,y ) - ke r (Hom (" l ,i )) 

HO (C , y) - Hom (X , Y) 

Im(Hom ( dO ' i )) -: I10m (X, y) 
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Comen tario 16 

Consideremos ahora homomorfismos arbitrari a men t e dados 

h : X' --> X y k: Y --> Y' 

de R- módulosl Elijamos r e s o luciones proyectiva s C y C ' para 

l os módulos X y X', respectivamen te po r (P3 . 1 ) existe una 

transformación de cadenas 

f = f e ' --> e / n E Z } 
n n 

de la sucesión descendente C' en la suce sión descendente C tal 

que f_1 = h, entonces 

Hom (f,k) = {Hom(f ,k): Hom( c , Y) - > Hom (C' ,Y ) / n E Z} 
n n 

es una transformación de cadenas de la sucesión ascendente 

Hom(C,Y) en la sucesi6n ascendente Hom( r' ,Y') , por tanto 

Hom (f,k) induce un homomorfismo 

Hom (f,k ) *n: ExTn (X , Y) --> ExT n(X ' , Y ' ) 

para todo entero n por proposición (P3.3 ) se comprueba fácil -

mente que (f,k)*n no depende de la elección particular de la 

transformación de cadenas f: C' --> C y está comp letamente d~ 

terminada por el entero n l os homomo r f ismos h , k . Este homo -

morfismo se denominará producto extensión n -dimensional sob r e 

R de h y k; Y será denotado por 

ExT n (h , k ) : ExT n 
(X , 1:") --> ExTn (X ' , Y ' ) 

en el caso n = 1, usaremos la no~~ción más simpJe 

ExT(h , k): ExT (X , Y) --> ExT(X ' , Y') 

denominado producto extensión (sobre R) de los homomorfismos 
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dados h Y k . Po r c o nve ni e nc ia d e f i n imo s 

o 
ExT (h , k ) = Hom( h , k) 

Consideremo s a hora u n R- m6du l o X y u n a sucesi6n e xacta c o rta 

o -_ .. > Í 9 u --_.> '.J --> W --> O 

de R- m6dul o s. Elijamos una r e s oluc i 6n p r oyecti v a reducida 

C: ---> e --> e --> e --> 
n+1 n n - 1 

del módulo X, p ara todo entero n, la sucesión 

Hom( in,f ) Ho m( i n , g)A 
O --> Hom ( c , U) ---> Hom ( c , V) 

n n 
---> Hom (C ,W ) --> O 

n 

do~de in rep resenta el endomo rfismo identidad del m6dulo cn, 

e s exacta de acuerdo (T2. 2 2e ) p uesto que cn es p r oyectivo . Asi 

obtenemos una sucesión exacta corta 

H o ~ l' ( . , f ) H 0 r;¡ (~; • '} ; 

O --> Hom (C, U) ---> Hom (C, \1 ) ---> Hom (C,'W ) ---> O 

de sucesiones asce ndente s . Po r e l d ual d e (T1.2 3 ) o b tenemos 

una suce sión de cohomo l ogí a exacta 

- > rf Hom(C, U) - > 

e n v irtud de (L3 . 27 ) tenemos el siguiente t e ore ma. 

Para t odo R- módul o X ~ cua lqu i e r sucesión e x acta c o rta 

O ___ -o --- / V --9- > W ___ 'o O 

... ExT n 
(X , U ) - :;. .',.r T (X , V ) 

a jo 
"SxT (X, Í'J) 

¿ 
Ex Tn + 1 (X , Tl ~ - -

( S ·, :. ü P 

g* = ExT n( i, g) . 

y 6 e s e l homomorfismo de c o n ex ión. Esta s ucesión comi e n za c on 

r 

I BIBLIOTECA C.NTR L i 
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o --> Hom(X,U) --> Hom( X,V) --> Hom(X,W) --> ExT(X,U) --> ... 

Corolario 3,.29 

Para cualquier módulo X sobre un dominio de ideales princ~ 

pales R Y cualquier sucesión exacta corta de R-módulos tenemos 

una sucesión e xacta 

Horn( i,f) Horn ( i,g) 
O --> Hom( X,U) ---> Hom(X,V) ---> Hom(X,W) --> ExT( X,V) 

ExT(i,g) 
--> ExT( X,W) --> O 

aquí 6 es el homomorfismo de conexión mientras q~e los otros 

homomorfi s mús son los hom y los productos extensión del horno· 

morfismo identidad y los homomorfismos f y g, respectivamente. 

La demostración de . C~.2 ~J e s dual de (~j . 17 ) 

4- TEOREMA DE LOS COEFICIENTES UNIVERSALES 

A lo largo de esta sección trabajaremos con una sucesión 

descendente (o complejos de cadenas) arbitrariamente dada. 

C: 
a 

n+1 
... ---> C ---> 

n+1 

a 
n e ---> 

n 
e ---> ... 

n - 1 

de R-módulos y un R-mCc llo G arb itrariamente dado q ue será de -

nominad~ el mG~u20 coeficien~ . 

Consideremos ~: pT~d l ~to tens0~i 2 ¡ C ~ G que es la suce-

C !8l G: 
a O:ili 

n+1 
. .. ---> e !8l G ---> e 

n+1 n 
!8l G 

a O:ili 
n 

---> e 1!8l G ---> .•• n -
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donde i: G ---> G es el homomorfi smo identidad del módulo G. 

El módulo de homología n - dimens ional 

Hn(C ~ G) 
Zn (C ~ G) 

- Bn re ~ G) 

de C ~ G se llama módulo de homología n-dimensional de C sobre 

el módulo de coeficiente G y se denotará po r 

Hn(C¡G ) 

Nuestro objeto es determinar Hn(C¡G) en términos de Hn (C) y 

Hn-1 (C) . 

Para ello, definamos un homomorfismo 

j : Hn (C) ~ G ---> Hn (C ¡G ) 
n 

ker él ker( el ~ i) 
j : n 

~ G 
n 

im el 
--> 

im ( él ¡g ~) r, 
n+ 1 n+l 

para todo entero n como sigue 

Sean 

P : Zn (C) ---> Hn (C ) 
n ker el 

P ker el 
n 

: --> 
im " n n o n+ 1 

y 

q : Zn(C 
-n 

~ G) --> Hn (C¡G ) 

ker ( a ~ i) 
q : ker( el ~ i ) 

n n 
n 

---> im ( el 1211 ~ ) n+1 . 

La s p royecciones ~¿tur~les. Par~ 3¿iinir j snt0n~e s 
n 

Sean 

g E: G, z + im e 
im a y 

---: ; I 

dado que 

ker el c e tenemos que Z E: e y g E: G, entonces 
n n n 



2 !8! 9 E: e !8! G 
n 

( a !8! i) (2 !8! g) = a (z) !8! q = o !8! 9 = o 
n n -

Se tendrá que z !8! 9 E: Z (e!8! G) = ker( a !8! i ) 
n n 

es decir que la función definida por 

j : 
n 

ker a 
n 

im a n+1 

ker (a !8! i ) 
!8! G --> . ( ni) 

lID a 1 !8! n+ 

(z+im a 1)!8! 9 ~~~~ z !8! 9 + Im( a !8! i) n+ n+1 

está bien definida 

Teorema 3.30 

(Teorema de coeficientes Universales para Homología) 
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Si R es un dominio de ideales principales y e es un R-mó -
- n 

dulo l i bre oara todo entero n, entonces existe un homomorfismo 

k: E (e¡G) - > Tor [ H (e ) , G] n n - 1 

para todo entero n tal que 

o - > H (e) !8! G --> H (e¡G ) --> Tor H (e ) ,G --> o 
n n n - 1 

es una sucesión exacta corta descomponiLle y por lo tanto 

H ( e ¡ G ) - H ( e ) ~ G EIl T e' ;:- ~.; . :: .:;) , ': j' 
n n n - : 



Demostraci6n 

Consideremos la siguiente sucesión exacta 

o - > Z (Cl 
(". 

- - - > 
n 

e 
n 

j 
--> Z 

n - l 
(C) ~> H (C) --> O 

n - l 
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donde e representa el homomorfismo inclusión, d está definida 

por 3 : e --> e y p es la proye cción natural , en otras 
n n n-l 

p alabras la sucesión 

o --> ker 3 
n 

{! 
--> e 

n 
d 

--> 
¡:. 

--> 
ker 3

n
_

1 
. 3 - > O lm 

n 

puesto que R es un dominio de ideales principales por 

Se tiene tiene que los módulos ker o y ker o 1 son también 
n n -

libre s y asi la sucesión es una resolución proyectiva de 

Hn_l (Cl, j ~ego la sucesión 

D: O --> Ker 3
n 

_ e _ > en _ d _ > ker d
n

_
1 
--> O 

e s una resolución proyectiva reducida de Hn _ l (Cl· 

Consideremos la sucesión D ~ G, es decir, 

\ e~i D ~ G: O - > Z ~( Cl ~ G --> 
d~i e ~ G - - > Z 

n n - 1 
(Cl ~ G --> O 

de acuerdo con (C3.12 l y (L3 . 14) tenemos 

::: Te::: 

coker (d ~ i ) = Ho (D ~ G) = Hn _ l (C) ~ G 

EJ prlmero afirma q ue e ~ i es monomorfismo v ~vr t anto 

Z (C) ~ G es decir (ker d l ~ G puede ser considerado un subm6 
n n 

dulo de e ~ G, consecuentemente 
n 
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1m ( a C&i i) 
n+l 

de l homomorf ismo 

a 1 C&i i: e 1 C&i G ---> e C&i G n+ n+ n 

está contenida en el submódulo Z (e) C&i G = (ker 3 ) C&i G 
n n 

de e C&i G, por consiguiente tenemos las siguientes inclusiones. 
n 

lm( a 1 C&i i)c (ker a ) C&i G c ker( a ~ i) c e C&i G 
n+ n n n 

La segunda afirma 

ker( a C&i i) 
n 

(ker 3 ) C&i G 
n 

::: Tor [H
n

_ 1 (e) , G] 

y la tercera, con n sustituido por n + 1, dice que 

(ker 3 ) C&i G 
n ::; H (C) ~ G 

n 

(ker 3 ) !&! G 
puesto que el módulo A = n es un submódulo de 

1m ( 3 1 C&i i ) 
n+ 

H (e; G) = n 

ker ( 3 C&i ii 
n 

im ( a C&i i ) 
y el cociente 

n+l 

H (e¡G) 
n 

ker ( 3 C&i i) 
n 

A 
es jsomorfo a (ker a ) C&i G--

n 
B 

obtenemos una sucesión exacta corta 

o ---> A 
a 
--> H ( e¡G) 

n 

B ---> 

donde Q es el homomorfismo inclusión y 

B --> O 

es la proy ección natu 

P~ra p~obar que esta sucesión se escinde cO~¿lde~emos la 

~igJiente s u 'esión 2x~~~a corta 

O ---> ker 3 
n 

e 
---> 

f 
--> 1m 3 

n 
---> O 

donde e es el homomorfismo inclusión y f está definido por 
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d : e --> e l' como la im d es un submódulo de e ,tam-
n n n - n n-1 

bién es libre y de aquí que es proyectivo luego esta sucesión 

exacta se escinde, en virtud de (el.16 ) existe un homomorfismo 

h : e --> ker d 
n n 

de manera que h e = lk ~ luego el producto tensorial er o , 
n 

h ~ i ore ~ i ) = (hoe) ~ i = l (ker d ) ~ G. 
n 

Si ker d ~ G es considerado como submódulo de e ~ G, es-
n n 

to implica que la restricción 

h ~ i/(ker d ) ~ G 
n 

es el automorfismo identidad de (ker a ) ~ G por consiguiente 
n 

h ~ i induce un homomorfismo 

de manera que 

y : H (e ~ Gi - - - '> A 
n 

y o a es el homomorfismo identidad de A esto im-

p lico eue la sucesión 

o --> A 

se escinde. 

a 
--> H ( e, 

) 

e G) --> B --> o 

Si identificamos A con H (e ) ~ G Y B con Tor H (e ) ,G 
n - n- 1 

por los isomorfismos construidos anteri.o:!"mente a se reduce a j y 

si6n exar.ta corta 

o --> H (e) ~ G --> H (e¡ G) _ k_> Tor [ H (e ) ,G] --> o 
n n n- 1 

que se descompone. 
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Definici6n 3.5 

Una aproximación libre de una sucesión descendente C sobre 

R es una transformación de cadenas 

f: C' --> C 

de una sucesión descendente C' sobre R que satisface las si-

guientes condiciones 

(AL1) 

(AL2) 

(AL3) 

C' i es un R-módulo libre para todo entero n 
n 

f i es un epimorfismo para todo entero n 
n 

f i induce un isomorfismo 

f*: H (C') --> H (e ) 
n n 

para todo entero n 

Lema 3.31 

Si R es un dominio de ideales principales, entonces toda 

sucesión descendente C sobre R tiene una aproximación libre 

Demostraci6n 

Para cad2 entero n consideremos el submódulo 

z (e) = ker ~ 
n n 

de e p0: (P~ .7), existe un epimorfismo 
n 

h : 
II 

f' 
n 
--> z (C) 

n 

de un módulo libre F sobre Z (C). Consideremos el submódulo 
n n 

G = h-} B (C)) e F , es decir 
n n n 

G = h - 1 (1m d 1 ) 
n+ 



tenemos que G también es libre 
n 

Sea 

e ' = F al G 
n n n - l 

e ' F al G 
n n n - l 

para todo entero n, entonces e ' es R- módulo libre y asi 
n 

se cumple. 

Para todo entero n, definamos un homomorfismo 

d ': e' --> e' 
n n n - l 

tomando d ' (X , y) = (Y,O) para todo x E F Y todo 
n n 

y E G 1 c F 1. Seg ún esta definición, se tiene n - n -

d ' o d ' = O 
n n+ 1 

y por tanto obtenemo ' una sucesi5n d(~sce dente 

d ' d ' 

C ' e ' 
n+1 

e' 
n 

e ' ... --> --> --> --> 
n +1 n n - 1 

para todo entero n, definamos un homomorfismo 

f : e' --> e 
n n n 

corno sigue. Consideremos el siguiente diagrama 

donde -. 
-n +1 y € 

n 
S0 

In 
e 

I n 
::; n + 1 __ o, B ( e) --> O 

n 

los homomo rf ismos definidos por 

" e --> e u 
n+l n +l n 

h F --> Z ( C) 
n n n 

Im( J n+ 1 ) = im (d n + 1 ) = B ( e ) 
n 

144 

(AL1) 
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La fila es exacta. Como G e s libre y por tanto p royectivo, 
n 

existe un homomorfismo 

k G --> e 
n n n+ 1 

que satisface d o k = e , ento nces definimos f tomando n +1 n n n 

para todo x E F n y todo y E Gn _ 1 c Fn_1 

Claramente f es un homomorfismo. 
n 

Para demostrar que f = {f I n E Z} es una transformación de 
n 

cadenas de C' en C, debemos verificar la conmutatividad del si 

guiente diagrama: 
d ' 

e ' n e ' --> 

f r 1:-1 

n j, "-n-'1 

e r e n- 1 n n 

para ello, s ean 

es lo 

X E F n , y E Gn = l ' arbitrariamente dados entonces 

d [ f (x, y) 
n n 

= Cl n( h n(x )) + d n ( k
n

_ 1 (y)) 

= d
n 

(k
n

_
1 

( y ) ) 

= e
n

_
1 

(y) 

f ( d ' (x y)) = f ¡ ' ,; Q! 
n - 1 n ' n - 1' ''' ' ' h (VJ = e 1 ly) 

n - '1 n -

rueba Que " <' Í = f o ::l ' . Pc.. r -':.anto f e s una tran ~ -
- r. n n - 1 n 

formación de cader.as. Falta probar las condiciones (A12) y 

(A13) • 
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Para p r obar (A12). Se a w un e lemento cualqu i era de e . En­
n 

t o nces 

~omo h 1 e s ep imorfismo - exis t e un e l Rme n to y F G . tal qJe 
n- n - I 

h
n

_
1 

(y) él (w ) 
n 

Se a V = w - k t e nemo s 
n - 1 

esto prueba que V E Z (C). Cono h es epimorfismo existe 
n n 

X E F tal que 
n 

h (x ) = v = w - k (y ) 
n n -1 

En consecuencia, obtenemos 

y por lo tanto, f es epimorf ismo. 
n 

Para verificar (A13 ) , observ emos que 

Z (C') = F i B (C' ) G 
n n n ~ 

y que f (x , O) = h (x ) para todo x E F como h es epimorfismo - n n n 

y G = h - 1 (B (C)) se sigue q ue 
n n n 

H (C ' ) --> H (C) 
n n 

e s un isomor f ismo . 

lo q ue comp l eta la demos t ración . 

omentario 

Consideremos una aproxir,laci6n ] i!: l. e cualquiera 

f: C' --> C 

de un complejo de cadenas sobre R, para cada entero n, sea 

--------r 
I 



e " = ker f c e ' 
n n n 

como f es una transformación de cadenas, el ' 
n 

aplica 

11 

e 
n 

en 11 

e 
n-l 

y por tanto define un homomorfismo 

el ": e " --> e " 
n n n - l 

Asi obtenemos un complejo de cadenas 

e ": --> 

Sobre R 

e" --> 
n+l 

C OI 
n 

el " 
n+l 
--> e " 

n - l 

el " 
n 
--> 
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e" es un sobcomplejo de e' al que llamaremos núcleo de la 

aproximación libre 

f: e' --> e 

La sucesión exacta corta de complejos de cadenas 

o -->C " 
e 
--> 

f' 
e ' - - - , e - > O 

donde e representa la inclusión, recibirá el nombre de sucesión 

exacta corta de la aprox imación l ibre 

f: e' --> e 

Lema 3.32 

El núcleo e" de cualquier aproximación libre f : e' --> e 

de una sucesión descencente e sobre R es una su~esión exacta. 

Demmostrací6D. 

Sea 



e f 
O ker f n 

e ' 
n --> --> --> e --> n n n 

e I -f I 
O ke f 

.1.1 - 1 
e ' 

n - " 
O --> --> --> e n - 1 --> n -1 n - 1 

I I I I 

--> e " ----> e ' ---> e ----> 0 

la sucesión de homo1ogía 

H (f) d * 
- > H ( e" ) - > H ( el) _n_ > H ( e ) H ( e " ) --> 1 --> ... n n n n -

y corno H (el) = O 
n 

y 

y as i H ( e I ) 

n 
- H ( e) 

n 

l>efinici.6n 3.6 

H ( e" ) = O 
n - 1 
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Llamaremos producto de torsión de una sucesión descendente 

e y un m6dulo G, a la sucesión descendente 

Tor (dn+1 , i) Tor( dn,i) 
Tor(e,G ) : ... - > Tor( e ,G ) --> Tor( e ,G ) ---> Tor( e 1 ,G ) - > ... n + 1 n n -

donde d : e ---> e i: G --> G n n n-1' 

Teorp..m.3 3. 33 

.'3i r es U!"!2- suces ién déscendente sobre u n dorr.irlio de i d ea-

les principale s ~ , y G es un R-rnódulo tal que la sucesión ües-

cendente 
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Tor(C,G) es exacta, entonces existe un homomorf ismo 

K: Hn(C¡G ) ---> Tor Hn _ 1 (C) , G 

para todo ent2 r o n ta~ q ue 

o --> H (C) ~ G -2> H (C;G) 
n n 

~> Tor [ H (C) ,G] - > O n - 1 

es una sucesión exacta corta descomponible, y por consiguiente 

H (C;G) es isomorfo a la suma directa de 
n 

Hn (C) ~ G Y Tor [Hn _ 1 (C) ,G] 

lllemostraci6n 

De acuerdo con (L3.31), existe una aproximación libre 

f: C' ---> e de la sucesión descendente .dada C consideremos la 

sucesión exacta corta 

O - > C" 
e f 

- > C' --> C --> O 

de la aproximación libre f: C I ---> C. Como C I 

n 

tanto proyectivo, para todo n, tenemos 

Tor (CI , G) = O 

es libre y por 

Por consiguiente, se deduce de T3.1 8) que tenernos una sucesión 

exacta 

O - > Tor (C,G) _3_ > C" ~ G ~ idi f!8!i el ~ G --> € ~ G --> O 

d e sucesiones de scendentes donde 1 r epre senta e~ endomor fi smo 

identidad del módulo G y e aesigna el homomorfismo de conex ión 

Esta sucesión exacta se descompone en las dos cuseciones exac-

ta cortas siguientes. ---------
18 IOTEe e T 



o --> Tor(e,G) 
a 

--> e" ~ G 
§ 

--> Im(e ~ i) --> o 

o --> 1m (e ~ 1) _ n_ > e' ~ G f~i > e ~ G --> o 

donde e está definido por e ~ i Y n es la inclusión. 
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Por nuestra hipótesis, la sucesión descendente Tor(e,G) 

es exacta. En virtud de (L3.32) la sucesión descendente e" es 

exacta. Por ser submódulo de un R-módulo libre para todo n, 

luego por (T3.30) 

Hn (e" ,G) ::: [H n (e") ~ G] Gl Tor[Hn_1 (e"), G] = o 

para todo entero n. Esto implica que la sucesión descendente 

e" ~ G es también exacta, por ), la exactitud de 

Tor(e,G) y e" ~ G implica que la sucesión descendente 

Im(e ~ i) es exacta. Por (Tl.23), este hecho y la sucesión de 

homología exacta de la suceión exacta corta 

o --> Im(e ~ i) f~i _ n_ > e' ~ G --> e ~ G 

implican que el homomorfismo inducido 

a = (f~i)*: H (e'¡G) --> H (C¡G) n n n 

es isomorfismo para todo entero n. 

Por (AL3) para la aproximación libre f: e' --> e, el horno 

morflsmo inducido 

f*: H (e' ) ---~ H (e ) 
n n 

e s isomorfismo p a ra todo entero n. Esto impli có ~jue los h omo -

mo fismos 

B = f* ~ i: H (e') ~ G --> H (e) ~ G 
n n 

Yn 
= Tor(f*,i): Tor [ H (e'),G] 

n 
--> Tor [H (e) ,G] 

n 

f 
B IOTEOA e 

IíiIillIW&Ioil. 
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son isomorfismos para todo entero n. 

Como C ' es R-m6dulo libre, podemos aplicar (T 3.30) a C ' 
n 

y obtenemos 

o --> H (C ' ) ® G 
n 

¿ 
--> H ( C l. G) 

n I 

, 
"­

--> Tor [H n _ 1 (C ' ) ,G] --> O 

que es una sucesión exacta corta descomponible 

definamos un homomorfismo 

k: H n (C; G) - > To r [H n _ 1 (C) ,G] 

para todo entero n tomando 

k = y o k ' n- 1 

queda por establecer que 

- 1 
o el 

n 

O --> H (C) ® G ~> H (C¡G) ~> Tor Lr H (C) ,G) ] --> O 
n n n- 1 

es una sucesión exacta corta descomponible. 

Para ello, consideremos el siguiente diagrama 

O --> H (C I ) ® G ~~ H (C ' ·G) 
k ' Tor [H 1( C' ),G] --> 

n sJ :n I ' 
n- I 

IYn - 1 

--> O 

'-. 

[ Hn _ 1 (C) ,G_ O --> H ( C) ® G - ' - > H (C ; G ) --> Tor 
n n 

- > O 

según la definici6n de j y j' dadas al principio de esta sec-

ción , el rectángulo de la izquierda es conmutativo. La defini-

ci6n de k dada a'1teriormente ir.,pli ca que el rectángulo de J ¿¡ 

derecha es ronmutati vc y adem¿s como la fila superio1 es e x a c -

ta corta desrs~~onible existe 

h 1: Te r [H n _ 1 (C) ,G ] --> H n (C I ; G) tal que 



k ' o h ' = 1Tor [ H
n

_
1 

(e'),G] 

Sea h : Tor --> H (e¡G 
n 

tal que 

h = ()' l O h I 

n 

- 1 ') Y _ 
n - I 

y a s i 

k h k h ' 
- 1 

o = o a o o Yn - l n 

k h k ' 
- 1 h ' 

- 1 
o = y o o ex o a o o y 

n - l n n n - l 

k h y 1 k ' h ' 
- 1 

o = o o o Yn - 1 n - l 

k h 1 H (e),G - 1 
o = Yn - 1 

o o Yn - 1 Tor n - l 

k h - 1 
o = Yn - 1 

o Yn - l 

k o h = 1 Tor [ Hn _ l (e ) ,G] 

probando asi que existe h de manera que 

k o h = lTor [ Hn _
1 

(e l , e] 

luego por proposición ( la sucesión 

o - > H (e ) ~ G - > H (e¡G ) - > Tor H (e ) ,G] --> o n n - n- l 

es una sucesión exacta q u e se escinde. 
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Ahora, consideremos Hom( e, G) que designa la sucesión ascen 

dente (comple jo de cocadenas ) 

en en+ 1 

. .. - > Hom ( e l ' G) - > Hom (e , G) - > Hom (e 1 ' G) --> ... n - n n+ 

donde e n = Hom ( a ,i ) 
r 

fismo identidad 

es el Hom ds 

i: G - - - > G 

i : e - > e 
m n n - 1 

v e l homom8.r 

El módulo de cohomología n - dimensional 

r 
''''.' .. - .. ,..,... .. 



Zn[Hom(C¡G)] 
Hn [ Hom(C,G)] = 

B n Hom ( C , G) ] 
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de Hom(C,G ) recibe el nombre de m6dulo de cohomología n- d imen-

sional de C sobre e l m6dul o soeficiente G y se d9signa por 

Hn(C;G) 

nuestro objeto es determinar H (C;G) en términos de 
n 

Hn (C) y Hn _ 1 (C) 

para ello, definamos un homomorfismo 

h: Hn(C¡G) ---> Hom [ H (C),G] 
n 

ker [Hom ( dn + 1 ,lG
)] 

---------- --> 
im [ Hom ( d

n
, 1

G
)-

ker [ Hom ( dn + 1 ,lG ) ] [k.er _d
n , G] 

h: ----------- ------> Hom , 
1m [ Hom ( dnf 1

G
)] lm "' n+1 

para todo entero n corno sigue. Sea 

p: Zn I Hom (C,G )] ___ > Hn(C;G ) 

ker [ Hom( d
n

+
1
,l

G
) ] 

p: ker [ Hom ( d ,1
G

)] ---> 
n+1 im Hom ( dn,lG) 

ker 
p: ker [ Hom (d , lG )] - , n+ 1 i m Hom( d

n
,l

G
) 

p es la proyección natrual. Para defi~ir h 

l~ . . . 
ker Hom ( d , lG) ] 

n+ i 
l i ker d 

Hom ll -'-~" G'¡ 
_:Lm d . + 1 j 

fker d n 1 
HOffiL" d ,GJ 

lID n+1 

ker [ Hom [ d ,1 ] n+1 G 
-E. > 

ker 

im 

[ !-Iom ( d , 1 ) J h 
n-+' 1 

--> 
-, ker a 1 

Hom_ irn a n,G 



Z E ker [ Hom( a ,1 G) ] c Hom(c ,G ) q ue satisfaga p(z ) = x 
n+ 1 n 

donde 

corno 

z: e --> G 
n 

n + l 
6 (z) = z o a 

n+l 
= o, z aplica el submódulo 1m a 1 

n+ 

el elemento O de G. Por tanto z induce un h omomo rfismo 

ker a 
z *: -;-i-m~a::---n --> G 

n+l 
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en 

Asi, z* es un elemento de Hom-H (C),G] . Se puede fácilmente 
n 

comprobar que z* no depende de la elección de z y por tanto es 

tá completamente determinado por el elemento dado x de Hn(C¡G) 

por consiguiente podernos definir 

ker [ Hom ( a ,1
G

)-
h: n+ l __ > 

im [ Hom ( 3 ,1G) ] 
D 

Es inmediato verificar q ue h es un homomorfismo. 

Teoremma 3.34 (Coeficiente Universal para Cohomologías 

Si R es un dominio de ideale s principales y c
n 

es un R-mó­

dulo libre para todo entero n, entonces exi ste un homomorfi s mo 

[
n . ) g: Ex T H (C) , G --> H ~C iS 

n - l 

para todo entero n ta l q u e 

e ._-> ExT H . (Cl ,G] - g - > Hn (C¡ G) 
n - I 

h 
--> rlo~ 2 ( C),G ---

_ "'1 -
O 

8S una sucesión exacta corta descomponible. 1 po r consiguiente, 

HD(C¡G) es isomorfo a la suma directa de Ex t [ H (C),G] y 
n -l 

110m [ Hn (C) ,G ] 

T L ¡ 
. ,,~ 
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Demostración 

Consideremos la siguiente sucesión e x acta 

e --> ') p z tC --> e 
n n 

d . _ ) p 
--> Z 1 \ ~ --~ 

n - Hn _ 1 (C) --> ú 

donde e representa el homomorfismo inclusión, de está definida 

por 3 : e --> e y p es la proyección natural, en otras p~ n n n-1 

labras la sucesión 

o --> ker 3 
n 

e 
--> e 

n 

3n 
--> ker 3 ~> 

n-1 

ker 3 
n-1 _ > O ----:'i-m--::3:---
n 

puesto que R es un dominio de ideales principales se tiene que 

los módulos ker 3n y ker 3n _ 1 son R- módulos libres y asi la 

sucesión D es una resolución pr~yectiva reducida de 

ker 3 
, ~n - 1 

Hn_1 (C ) = im 3n 

D: U --> ker 3 
n 

e 
--> 

el 
n 

--:, 

obteniendo Hom [ D,G] tenemos: 

ker 3 --> O 
n-1 

Hom (ti ,1G Hom (C, 1G) 
O - > Hom f ker 3 1 ,G] --> Hom e ,G] --> Hom- k er 3 ,G - > o n- n n 

1) H O (D,G) = 
ker [ Hom ( 3 n ' 1 G) ] 

O 
::: Hom H (C ) ,G n - 1 

ker Hom (e, 1
G

),_ 

im [ Hom ( 3 , 1GJ 
:: ExT [ H (C ) , G n- 1 

n 

3 ) H
2 (D ,G) = 

Hom [ ker él , G 
n = O esto implica 

que Hom( C/lG) es s obieyectiva, esto implica 

Horn ker 3 ,G 
n 

-
~Iom (C , G) 1 

n -

ker[Hom(e,G )] 

por 2 tenemos con n aumentado en 1 



Hom [ H (e) , G] - k e r [ Hom( 3 ,1G) ] n n+1 

vemo s q u e 

Se a 

cP E k e r [ Hom( e ,lG) ] => cP (lm o, ) = O 

=> cp (ker " ) = O o 
n 

dado que 1m 3 c ker 3 n+1 n 

cp (1m dn+ 1) = O 

cP E k er [ Hom( 3 ,1G) ] n +1 

y as i temenos la siguiente suces i ó n 

ke r [ Hom ( eL , 1
G

) ] 
O - > 

a: 
- > 

ker [ Hom ( 3n+ 1 , 1 G) ] 

i m [ Rom ( 3 , 1 ) ] 
n 

probemo s q ue es e xacta 

Sea 
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~>ker [ Hom ( 3 1 , l G); n+ ~ . 

k e r 3 k er Hom ( ~ n+1,lG) ] 

i m[ Hom (3 n , 1G) ] 

h 
- > Hom ( . 3 n ,G ) - > O 

1m n+ 1 

z* = O <= > z( k e r o ) = O 
n 

. ker B = 1m Ct . 

y dado que Ho m(H (2 ) , G) : ker Hom ( d
n

+ 1,lG) ] 

tenemos que 



D:O - > 
ker Hom (e , 1

G
)] 

irn[ Hom ( él n ' 1G) ] 

CL 
- > 

ker[ Hom( él , 1)] 
n+l G 

irn[ Hom( éln ,lG) ] 

ker Hom ( él , 1
G

) 
n+ l 

B 
- > 

Sea f: ker [ Hom( él ,1G)] 
n+l 

- > ----- ----
im Hom ( él

n
, 1

G
) ] 

ker [ Hom ( él n + 1 ' 1G) ] 

B o f = 1 ker [Horn O ,1
G

) ] 
n+l 

luego existe f 

y a si es una sucesión e x acta corta descomponib1e 

si identificamos 

ker[HOm( Q. ,lG) ] 

im [Hom ( él n ' 1 G ) 

y CL = g, e = h 

o - > Ex T H (e) ,G] 2 > Hn (e¡G) 
n - l 

h 
- > 

se escinde luego 

lo q ue prueba el resultado . 

Teorema 3.35 

Hom r H (e) e' - > o 
L n ' J 
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Si e es una sucesión descendente sobre un dominio de idea-

les principales y G 2S un R- módu}o tal que la sucesión ascen-

dente ExT(e,G) es exacta, e ntoDces existe un homomorfi smo 

g : ExT H (e ) ,Gl --;.. }I n (C¡G ) 
n - l -

p ara todo entero n tal que 

o - > ExT [H (e),G] - > Hn(e¡G) - > Hom[H (e ) ,G ) ] - > o 
n-l n 
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es una sucesión exacta corta descomponible, y por consiguiente 

Hn(C¡G) es isomorfo a la suma directa de Ext [ Hn _
1 

(C) ,G] y 

Hom (H (C), G) . 
n 

Demostraci6n 

De acuerdo con (L3.3l) existe una aproximación libre 

f: C I --> C de la sucesión descendente dada C. 

Consideremos la sucesión exacta corta 

o - > C" ~> C I f 
- > C - > O 

de la aproximaci6n libre f: C I --> C. Como C ~ es libre y por 

tanto proyectivo para todo n, tenemos 

por lo que se deduce de (C3.29) que 

Hom(f,1
G

) Hom (e , 1
G

) a* 
O --> Hom (e, G) --> Hom (C 1, G) - > Hom (C" ,G) --> ExT (C, G) _ .> O 

es una sucesión exacta de sucesiones ascendentes, a* designa 

el homomorfismo de conexión, esta sucesión exacta se descompo-

ne en las dos sucesiones exacta c o rtas siguientes 

- ] ¡; ,, * 
O - > 1m Rom (e , lG) - 'o> Bom [ C" ,G] _0_ > ExT (C, G) --> O 

Hom(f,lr.:) 
~' 

O --> Bom (C, G) --> Bom (C I F r_;) 

por nuestra h ip6tesis ExT (C,G I es exac~a 

luego 

Rn(C"¡G) ::: EXT[H n _
1 

(C") ,G) J m Bom[H n (C") ,G) ] = O 
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para todo entero n, esto implica que Hom(e",G) es también exa~ 

tao La exactitud de Hom(e,G) y Hom(e ",G) implica que la suce­

si6n ascendente Im[~om(e,lG) ]e s exacta por (T1.23) y 

Este hecho y la suc si6n de homoiogfa ex~cta de la sucesi6n 

exacta corta 

Hom(f,l
G

) 

O --> Hom(C.G) --> Hom(C I ,G) ~> Im [ Hom(e,lG)] 

implican que el homomorfismo inducido 

es isomorfismo para todo entero n 

Por (AL3) para la aproximaciones libres f: el --> e el 

homomorfismo inducido 

--> H (e)· 
n 

es isomorfismo para todo entero n, esto implica que los homo-

morfismos 

Hom [ H (e),G) 
n 

--> Hom[H (el) ,G] 
n 

--> ExT [H (el) ,G] 
n 

Son isomorfismos para todo entero n, como el es libre podemos 
n 

ap1ica_- a el 

O --> ExT rH (el) ,G] L > Hn (el ¡G ) ~> h()~1\[H (el) ,G J~ --> 
.. !- - 1 n 

que es una sucesi6n exacta co~ta desrc~~onible 

Definamos un homomorfismo 

- ~ --~ 

: . ( 

1/( \l 
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j: ExT [ H
n

_ 1 (e),G) ] - > Hn(e¡G) 

- 1 
J": a oJo, y 

n o n - 1 

queda por establecer que 

o - > ExT [ H
n

_
1 

(e) ,G)] - j- > Hn(e¡G) __ k _ > Hom(H (e) ,G] ---> o 
n 

es una sucesión exacta corta descomponible 

para ello, consideremos el siguiente diagrama 

o ---> ExT [ H 1(e) ,G] --j-> Hn(e¡G) k Hom f H (e) ,G] o ---> ---> 

n- 1 
a 1 - s n l 

Yn n n 

H (el),G] j' Hn (e I ¡ G) k ' Hom [ H ( el ) ,G) ] - > o --> --> 
n-1 n 

o ---> ExT 

Razonando en forma similar a el teorema T3.33) se concluye que 

o ---> ExT [ H (e) ;G] ---j > Hn(e¡G) __ k_> Hon! _H "~ (e ) ,G] ---> o 
n -1, 

es una sucesión exacta corta que se ecinde. 

Lemma 3.36 

Si R es un dominio de ideales principales, entonces toda 

sucesión ascendente e sobre R tiene una aprox imación libre. 

Demostración 

Sea 

n 
e : ... ---> e 

n - í 

_ r,":- 1 
~ 

--- :> e 
n+í 

---> ---> 

para cada entero consideremos el subm6dulo zn (e) = ker ó
n

+
1de 

e . Por (P.l.S) existe un epimorfisrno 
n 



h : F 
n 

n+l 
--> ker ó 
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de un módulo libre Fn sob re zn(C) . Consideremos el subm6dulo 

G = h - 1 ( 1m ó n ) 
n n 

de F como F es R-m6dulo libre, por ( 
n n 

) es e un R- módulo 
n 

libre . Sea 

e ' 
n 

F 
n 

para todo entero n. Entonces e ' 
n 

es un R-módulo libre por tanto 

(AL1) se cumple. 

Para todo entero n, definamos un homomorfismo 

c; n+ l . e' e' 
1 • n --> n+l 

(x,y) '\..'\..'\.. -* ó ~+ l (x , y) = (y,O) 

para todo x E F y todo y E G 1 c F " según esta definición n+ n+l 

se tiene 

¿; n+2( ~ n+l ) ) = 
1 u

1 
(x , y 

y por tanto obtenemos una 

en 
1 

--> e ' 
n 

C ' : ... --> e' n-l 

ón + 2 ,y O) = 1 ~ , ( O, O) 

sucesión ascendente 

en + 1 

1 
--> e ' --> ... n+l 

Para todo entero n, definamos un homomorfismo f , considerando 
n 

el siguiente diagrama 

... --> 

... --> 

F ~ 

n I 
f -l. n 

e 
n 

c; n+l 
1 

G n+l 
--- > 5" 

n+l 
G;l G 
I n-L 2 

-----> 
en + 1 

~ 

.....n+ 1 

I 

e n+l ---> 
C;n+2 

G --> ... 
n+1 3 

e -----> n+2 

tal que el siguiente triángulo es conmutativo 

~B1~LIOTECA e ... ".... . - - _ ... . _- ~----



e 
n 

con o k = h n n+1 

asi tenemos 

f : F Efl G n n n+1 
(x, y) 

para todo x E F Y todo y n 

--> 
~ n+l 

--> 

'V'VV -T 

G 
n+l 

Ih 
1 n+l 

1m ón + 1 

e 
n 

f( x , y ) 

E G n + 1 ' es 
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--> ° 

= h ( x) + k (y ) 
n n 

evidente que f es un ho-
n 

momorfismo. Para demostrar q ue f = { f I n E z } es una transfor 
n 

mación de cadenas de e ' en e , debemos verificar la conmutati-
n n 

vidad del siguiente diagrama 

F Efl 

; I 
n 

e 

n+1 
(f (x , y)) <5 = n 

<5 n + 1 
( f (x , y) ) = n 

<5 n + 1 
( f (x , y)) 

n 

y 

G n + 1 

-----> 
<5 n + 1 

<5 n + 1 
(h (x) 

n 

<5 n + 1 (h (x) ) 
n 

h (y) 
n+ 1 

f ( <5 n+1( )) = +1 1 x,y f n+ 1 (y ,O ) 

esto prueba aue 

" :; + 1 
" \) 1 

F Efl G r.+1 I n+2 

·1 f . n+1 

e 
n+1 

+ k (y )) = n 

+ <5 n + 1 (k n (y) ) 

h n + 1 (y) 

por lo tanto f es una transformaci6n de cadenas. 

Falta probar las condiciones (AL2) y (AL3) 

Para probar (AL2). 



Sea w un elemento cua lquiera de en_ Entonces 

.J: n+l(W) n+l h b u E 1m ó y como es so re n+ l 

j~ y E G ta l q ue h 1 (y) = <5
n

+ 1 
(w) 

n+ 1 n+ 

Sea 

v = w - k (y) 
n 

<5
n+ 1 (V) = <5

n+ 1 
(w) - <5

n + 1 (k (y) ) = <5
n + 1 

(w) - h ( ) = ° n n+1 y 

esto prueba que 

n+1 3 V E ker <5 = > X E F 
n 

tal q ue h (x) = v = w - k (y) 
n n 

en consecuencia obtenemos 

f (x,y) h (x) + k (y ) 
n n n 

f (x,y) = v + k (y) 
n Il 

f (x,y) = w - k (y ) 
n n 

f (x,y) = w 
n 

por lo tanto f es sobrey ectiva 
n 

para verificar (AL3 ) 

observemos que 

ker ¿l n+l 

H (e ' ) 1 = n 1m "n o 1 

+ k (y)' 
n 

F n = 
G n 

y que f (x,O) = h (x), como h es epi~orfi smo n n n 

F 
f : H (e') = n - H ( e ) * 11 G n n 

lo que completa la demostraci6n 
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Teorema 3.37 

Si R es un dominio de ideales principales y e es un R-mó­
n 

dulo libre para todo entero n, entonces existe un homomorfismo 

k: Hn (C;G) - > Tor [H
n

+ 1 (C) ,G] 

para todo entero n tal que 

o ---> Hn(C) ~ G --j-> Hn (C;G) __ k_> Tor [ Hn + 1 (C) ,G] ---> O 

es una sucesión exacta corta descomponible, y por lo tanto 

Hn(C;G) es isomorfo a la suma directa de Hn(C) ~ G Y 

[ n+ 1 ] Tor H (C) ,G 

Demostraci6n 

Consideremos la siguiente sucesión exacta 

ker ón+2 
ón + 1 n+ 2 P 
---> ker ó ---> ---> O n+ 1 e O ---> ker ó ---> e 

n im 

donde e es el homomorfismo inclusión y p es la proyección natu 

ralo Como R es un dominio de ideales principales, se sigue de 

y nuestra hipótesis, que los módulos ker ó
n

+
1 

y 

ker ~ n + 2 son R-módulos libres y por tanto esta sucesión es una 

ker ón +2 +1 
resolución proyectiva del módulo = Hn (C ) . POI 20nsi 

1m ó n + 1 

guiente, :a sucesión 

D O . ~ +1 e : --- ' ke~ 0 ---> 
ón+1 n+ 2 
---> ker ó ---> O 

1 ' d Ddl -dl n+ l f'-" es una reso_u2ion proyectiva reduci a e mo u O H \ ~ ) . 

Consideremos el producto tensorial D ~ G de D y G 

n+1 O ---> ker ó ~ G el8!i > e 
n 

ó n + 1 

~ G ___ >I8!Rer ón+2 ~ G ---> O 



de acuerdo con (L3.14) y (e3.12) tenemos 

ker ó n+2~G 
1) HO( D ® G) = 

1m ( on +1®i) 
Hn + 1 (e) ® G eoker ( on+1®i) 

2) H ' (D ® G) = 
ker ( on+ 1®i ) 

- '1' rH n + 1 ( e) r:] o r ~ ., ( 1 

1m(e ® i) 

3) H2 (D ® G) = ker (e ~ i) = Tor Hn+ 1 (e),G] = O 
2-

la tercera establece que e ® i es inyectivo, la 
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ker ( an + 1 ~ i) 
Segunda y la condición (1) disminuido n en uno 

1m an + 1 ~ G 

ker ón + 1 
~ G 

H
n (e) ® G --

1m (a n ® i) 

ker (a n+ 1 ® i) ker ( on+1 ~ i)/lm ( an 
~ i) como ::: 

ker a n+ l ~ G ker Gn + 1 
~ G/1m (a n ® i) 

obtenemos la siguiente sucesión exacta qorta 

ker an+ 1 ® G 
O - > 

a 
--> 

ker ( an+ 1 ® i) _ 6_ > ker (a n+
1 ~ f) _ > O 

1m ( a
n 

® i) 1m ( an ~ i) ker on+1 ~ G 

donde a es la inclusión y 6 es el homomorfismo proyecc i6n 

Para probar que esta sucesi6n exacta corta se descompone, 

consdieremos la siguiente sucesi6n exacta corta 

O --> ker an + 1 _ e _ > e an + 1 1 
--> 1m an + --> O 

n 

donde e es e l homomorfismo inclusi6n luego existe 

h: e --> 
n 

También 

a n+ 1 1 
ker tal que h ~ e = 1 on+ 

ker 



h ~ i: e 
n 

~ G ---> k e r o n + 1 ~ G si hacernos 
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(h ~ i ) o (e ~ i ) = 1 o n+1 ~ G Y asi la r e stricción 
ke r 

h ~ i / ker o n+ 1 ~ G = 1 o n+1 ~ G 
k er 

luego induce el homomorfismo 

y : 

de manera que 

ker (on + 1 ~ i) 

im ( <5 n ~ i) 

ker ( on +1 ~ G 
---> 

1m ( o n+ 1 ~ i) 

y o a es el homomorfismo identidad de 

ker on + ~ ~ G 

1m ( o n + 1 ~ 1 ) 

lo que prueba el resultado. 

Si identificarnos a los m6dulos de la siguiente manera 

Tor Hn + 1 (e ) ,G] = ker (o n+1 ~ i) / ker o n+ 1 ~ G Y a = j, 

k = S 

obtenemos 

o ---> Hn( e ) ~ G --j-> Hn( e;G ) __ k _ > TOL r Hn+ 1 (e ) ,G] ---> o 

q ue es una sucesión exacta c o rta q ue se esc i n de . 

Teorema 3.38 

Si e es una sucesión ascendente sobre un dominio R de idea 
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l e s principa l e s, y G es un R- módulo tal que sucesión ascenden-

te To r(C,G ) e s exacta, entonce s existe un homomorfismo 

k : Hn (C ~ G) --> Tor [ Hn +
1 (C) ,G] 

para todo e nte r o n tal q u e 

o --> Hn( C) ~ G - j - > Hn( C ~ G) _ k _ > Tor [ Hn+ 1 (C) ,G] --> O 

e s una sucesión e xacta corta descomponibl e , y por c onsiguiente 

Hn( C ~ G) es isomorfo a la suma directa de 

y [ n+ 1 ] Tor H (C) ,G . 

Demostraci6n 

De acuerdo con (L 3 .36 ) existe una aproximación libre 

f: C' --> C de la sucesión ascendente qada C. Consideremos la 

sucesión exacta corta 

O --> C" e 
--> 

f C ' --> C --> O 

de la aprox imación libre f: C ' --> C. Como e' es libre y por 
n 

tanto proy ectivo p ara todo n , tenemos 

To r (C I ,G ) = O 

po r c o nsi guiente . Se deduce de (T3.1 8 ) que tenemos una suce sión 

exacta 

o - / 'ro r ( C , G ) 
d 

- > C ~ G --> O 

de suc2sio n e s asce ndentes , Jon¿e i r e p r e senta el ~ndomorfismo 

identi dad del módulo G y ; desi;~a el homomorfismo de conexión. 

Esta sucesión exacta se descompone en las dos sucesiones exac-

ta-cortas siguientes 
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o --> Tor(e,G) él 
--> e" ~ G _ E, _ > 1m (e ~ i) 

o --> 1m (e ~ 1) n f~i 
--> e' ~ G --> e ~ G --> o 

Donde E, está definido por e ~ i Y n es la inclusión por 

nuestra hipótesis la sucesión ascendente Tor(e,G) es exacta en 

virtud de ( ), la sucesión ascendente e" es exacta. Por 

ser submódulo de un R-módulo libre e ' un R-módulo libre para 
n 

todo n. Luego por (T3.37) 

H
n 

(e" ¡G) - H
n 

(e') ~ G EB Tor [ H
n

+
1 

(e") ,G] = o 

para todo entero n esto implica que la sucesión ascendente 

e" ~ G es también exacta. Por (13.36'), la exactitud de 

Tor (e, G) y e" ~ G implica que la sucesión ascendente 

1m(e ~ i) es exacta p or ) , este hecho y la sucesión de 

cohomologia exacta de la sucesión exacta corta 

o --> I(e ~ i ) n f~ i 
--> e' ~ G --> e ~ G 

implican que el homomorfismo inducido 

es isomorfismo para todo entero n 

Por (AL 3) para la aproximación libre f: e' --> 2, el horno 

morfismo inducidG 

f*: D (e ') --> H (e ) 
r. n 

es un isomsrfismo para todo entero n. Esto implica 0 1' ,....~ 
-~ los ho-

momorfismos 

8 = f* ~ i: H (C') ~ G --> H (e) ® G 
n n n 
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y 

son isomorfismos para todo entero n. 

Corno C ' es R-módulo libre, podernos aplicar (T3.37) a C ' y 
n 

obtenernos 

que es una sucesión exacta corta descomponible. 

Definamos un homomorfismo 

k O k ' = y n+1 
- 1 

o a 
n 

es fácil por establecer que 

o ---> Hn(C) ~ G --j - > Hn (e ~ G) __ k_ > Tor [H n + 1 (C) ,G] ---> O 

es una sucesión exacta corta descomponible 

y asi 

Hn (e ~ G) - Hn te ) EIl Tor [ Hn+ 1 (e ) ,G] . 
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LA FORMULA DE KUNNETH 

A lo largo de esta sección, e y D denotarán sucesiones 

descendentes arbitrariamente dadas complejos de cadenas ) 

de R-módulos. 

170 
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Para todo entero n, consideremos la suma directa 

E = 
n I e 

p +1=n p 
~ D 

q 

y el homomorfismo 

;) ::c --> r 
n -'n - 1 

definido sobre los generadores 

3 
n I Cp ~ Dq --> 

p +q=n 
I C ~ D 

p +q =n-1 p q 

tal que 3 (x ~ y ) = 3 (x) ~ y + (-l) Px ~ 3 (y ) 
n p q 

haciendo la composici6n 3 1 o 3 tenemos n- n 

3 n _ 1 ( 3 n (x~y) ) 

= 3 1( 3 (x) ~ y + (-l) Px ~ 3
q

(y)) n - p 

= 3 ( 3 (x) ~ Y + (-1)P( 3 1 (x ~ 3 (y)) 
n-1 p n - q 

= ( 3 1 ( 3 (x)) ~ y + (-1) P - ' (3 (x) ~ 3 (y)) 
p- p . p q 
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+(-1) P ( 3 (x)~ 3 (y)) + (-l) Px ~ (d ( 3 (y)))=O 
P q q -1 q 

3 1 (3 (x~y)) = O; por 10 q ue obtenemos 
n- n 

Una sucesión descendente 

E: ' " --> E 
n+l 

3 
n+ 1 
--> E 

n 

a 
n 
--> E --> 

n- 1 

de R-módu10s, que recibe e l nombre de producto tensorial sobre 

R de l as sucesiones dadas C y D (descendente ) y se denotará 

E = C ~ D 

Si C y D son positivas . e s ~o 2S, si e = o, D = o ~ara to 
n n 

do entero negativo n, entonces iguü~ sucede con su producto 

tensorial E = C ~ D. En este caso, tenemos también la suma di-



recta finita 

E n 

n 

= L e 
p = o p 

~ D n - p 

para codo entero no negativo n. 
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Para todo par de enteros p y q, definamos un homomorfismo 

TI H (e) ~ H (D) ---> H (e ~ D) 
p q p q p +q 

de R-módulos como sigue 

TI 
pq 

ker a ker d 
p q 

1m a ~ 1m d 
p + 1 q + 1 

---~ 

ker a 
n 

1m d 
n+1 

(x+lm d 1 ) ~ (y+lm d 1) ~~~~ x ~ y + 1m a p+ q+ n+1 

como a (x) = ° y d (y) = 0, obtenemos que 
p q 

a (x ~ v) = a (x) ~ y + (- 1) x ~ d (y) = ° lo que garanti za n ~ p q -

que x ~ y E ker a • Es fácil probar que TI está bien definida. 
n pq 

Para todo entero n, la suma directa (realizada) 

TI = L TI 
p+q = n pq 

L H (e) ~ H (D) - > H (e ~ D) 
p +q = n p q n 

de la manera siguiente 

nq p 
L (I ( x ; + 1m d 1) ~ (y. + 1m d 1 ) 

p + q = n i=1 -p p+ lq q+ 

m~q 

¿ (x. ~ 
. - 1 l p 
.1 - . 

Yl O 
+ 1m d 1 ) n+ 

a TI asi definido se denominará producto de homú~ogía (n-dimen-

sional) de las sucesiones descendentes dadas e y D. En partic~ 

8lBLlOTaCA ca 
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lar, si 

r G , (si n = O) 
D < 

n lo, ( s i d O) n f 

uonde G e s un R- i1ó dulo a ::bi tLi:: iamente dado , 

tenemos 

E = e ~ G 
n n 

para todo entero n y por consiguiente e ~ D s e reduce a l pro-

ducto tensorial e ® G de fin i do en l a sección p r e c edente. Ade -

más, como 

(G, (s i n = O) 
H ( D) = 10, n (si =1- O n 

el producto de h omolog ía se re duc e al homomorfismo 

j: H (e ) ® G - > H (e ~ G) 
n n 

de la sección precedente . 

Definicia5n 4. 1 

Un R-módulo X s e d i ce p lano si y sólo si se t i ene 

Tor (X , Y) = O 

Nota~ Las condicio ne s nece saria s y suficien tes e s tán en 

(P3. 1 9' ) 

Lema 4. 1 

Si G es un R-módulo p lano , e ntonces 

TI = j : H (e ) ~ G ---> H (e ® G ) 
n n e ,. e e 
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es un isomorfismo para todo entero n. 

Dernostraci6n. 

Sea n un entero arbitrariamente dado 

designemos 

y 

B = B (C) = 1m d l' z = z (C) = ker a n n n+ n n n 

H = n 

ker a 
n 

-, 

entonces tenemos el siguiente diagrama conmuta"tivo 

o 
t 

O 1m a e 
--> --> 

n+1 

A r a 
n+1 I a 

n+1 
C > n+ 1 

O 

,¡. 

ker a 

1f 

C 
n 

C 
n - 1 

n 

ker a 
~> n ---- --> 

J m a 
n-!-1 

O 

donde a y a l ' son los homomorfismos de la sucesión descen-
n n+ 

dente C; e y f son los homomorfismos inclusión y p es la pro-

yecci6n natural de z sobre su m6dulo cociente H 
n n 

las i columnas de este diag~am2 son evidentemente 

z 
= ~. Las 

B 
n 

exactas. 

Efectuando los productos ten~oriales con el homomorfismo 

identidad i: G --> G, obtenernos un di2grama conmutativo. 

fi 



o --> 
t 

1m a 1 ~ G --> ker a 
n+ 

an+l~i r 
e ~ G 

n +1 

a ~ i 
n+1 
--> 

n 

e - ~ G 
n - '1 

--> 
ker a 

n 
1m a 

n+ 1 
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~ G --> o 

Como G es plano, se deduce de (P3.19'd) que las filas y co1um-

nas de este diagrama de productos tensoriales son también exac 

taso 

De la exactitud de la fila larga, se deduce que p ~ i es 

epimorfismo e induce un isomorfismo 

(ker a ) ~G 
n 

1m (e ~ i) 

ya q ue lm (e ~ i) = ker (p ~ i) por la exactitu~ d~ la fila 

De la exactitud de la columna corta implica que a ~ i 
n+1 

es epimorfismo, mientras que la exactitud de la columna larga 

imp l ica que f ~ i es monomorfismo y lm ( f~i ) = ker (a ~ i) 
n 

puesto que el rectángulo es conmutati vo y d ~ i es epimor-
n+1 

fismo 

1m (f ~ i o e ~ i ) = 1m (a . ~ i ) 
n + 1 

y 

1m ( f ~ i o e ~ i) = f ~ i ( lm (e ~ i ) 

En consecuencia, el homomorfismo f t5?i 1. .ü J. ':: ·,lCe un iS ~J!llor fis 

n,o. 

• A 
ker a ~ G ker ( d ~ i) 

n n 
= (f ~ i) *: 1m ( e ~ i) ~ =l-m--r'( -;,""a --1 -~;:;--17"· ) 

n+ 

f _ _ 



ya que 

o ---> ker 3 ~ G ---> e ~ G 
n n 

y 

ker 3 ~ G 
O ___ > n 

Im (e ~ i) 
---> 

ke r ( 3 ~ i) 
n 

I m ( 3 ~ i) 
n +1 

por que (f ~ i) (Im (e ~ i )) = Im ( 3 ~ i ) 
n+ 1 

y 

ker ( 3 ~ i) = 1m (f ~ i) n y 

considerando que 

ker a ~ G 
H (e) ~ G _ k _ > -- n _ A_ > H ( e ~ G) 

n Im (e ~ i) "n 

obtenemos A o k = j: H (e) ~ G ---> H (e ~ G) 
n n 

implicando as; que j es un isomorfismo l. 

Más generalmente, sea q un entero. Si D = O para todo 
n 

n ~ q, entonces tenemos 

(si n = q) 
H (D) 

n 
(si n .¡ q) 

En este caso, el producto de homo 1og ía TI es 

TI : H (e ) ~ D ---> H (e ~ D) 
n - q q n 
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Análogamente a tI..:! .1 ) se puede establecer e l siguiente lerr,Q 

~ 4.2 

Si Dn = O para todo n ~ q y 

entonces 

D es un R-módu10 plano 
q 

,---------- -



TI : H ® D --- > H (C ® D) 
n - q n 

es un isomorfismo para todo entero n 

Demostración 

Sea n un enter o arbitrariamente dado designemos con 

B = 1m el z = ker d y 
n-q n - q +l n - q n - q 

ker d 
H = n - q 

n-q 1m el n - q +l 

Entonces tenemos el siguiente diagra ma conmutativo 

o 

i 
1) --> 1m a 

n - q + l 

3n _q+1! 
e n - q + l 

e 
- - > k er 

a n - a +l 
- - ::; 

o 
1 

e 
n - q 

d 
n - q 

e n - q - l 

ker a 
~> n - q 

1m el 
.n-q+ 1 

. 
---> O 

177 

donde d Y a son los homomorfi s mos de la suces ión des-
n - q n - q+l 

c e nden t e e, e y f s o n los homomorfismos inclusión y p e s la 

proy ección natural del ker d sobre s u módulo c ociente 
n - q 

ker a 
n - q 

1m a 
r. - q+ l 

. L~s filas y co l umnas de este diagrama son exactas. 

Efectuando los pr~duc ~os tensor i ale s con el homomorfismo i~~n-

tidad i : D --- > D , obt.enemos un Ci ..i.. agrama conmu"La ti vo 
q q 

T I'L \ 
lo­
o 



o --> 

i 
1m él ~ 

A n - q + l r 
él ~i 

n - q+l 

D 
q 

e ~ D 
n - q +l q 

e ®i 
--> ke r 

" lC'il' o 1 u. n - q+ _ 
--"---> 

él 
n - q 

e 
n - q 

1 p® i 
~ D --> 

q 

l f ~ i 

~ D 

1 
q 

él ~i 
n - q 

e ~D 
n - q+l q 
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ker él 
n - q 

~ D 1m él 
n - q+l 

como D es plano, se deduce que las filas y columnas de este 
q 

diagrama de productos tensoriales son también exactas. 

De la exactitud de la fila larga, se deduce que p ~ i es 

epimorfismo e induce unisomorfismo 

ker 3 ker él ~ D 
k = (p ~ i) *: 

n - q 
~ D 

n-q q 
1m él 

n - q+ 1 
q ker (p ~ i ) 

ker 3 ~ D 
- n - q q - 1m (e ~ i) 

y a que 1m (e ~ i) = ker (p ~ i ) por ser la fila exacta. 

De la e xactitud de la columna c orta implica que 

q 

él ~ i es epimorfismo, mientras q ue la e xacti t u d de la co 
n - q+l 

lumna larga implica que f ~ i es monomorfismo y que 

1m ( f ~ i ) = ker (3 ~ i ) 
n 

puesto q U8 e ! r ectángulc es sonmutalivo y él ~ i e= epi -
n - q+ -: 

morfismo 

1m í f ~ i o e ~ i) 1""' " ~ i 
J.u v n - q+ 1 

1m (f ~ i o e ~ í) = f ~ i (1m (e ~ i)) 

En consecuencia, el homomorfismo f ~ i induce un isomorfismo. 

- > 

__ .4'_ ... - .. .. . -'" 

IBLlOTEC e T Al \ 
_,.-. _,,"'1f!"" 

O 
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ke r a ~ D ker ( a ~ i) 
A = (f ~ i) * : n - q q n - q 

1m (e ~ i) ::: 1m ( a ~ i ) 
n - q+ 1 

y a que 

O --> ker a ~ D --> e ~ D n - q q n - q q 

y 

O --> 
ke r Cl ~ D 

n-q q_ 
1m (e ~ i) 

ker ( Cl ~ i) 
n - q 

a 1 ~ i ) n - q+ 

por que 

(f . ~ i) (1m (e ~ i) ) 1m (a 
n-q+1 

~ i) 

Y 

ker (a ~ i ) 
n-q = 1m (f ~ i ) 

asi 

ker a 
k 

ker a ~ Dq 
A 

ker ( a ~ i) 
n-q 

~ D 
n - q n - q 

1m 
--> (e i ) 

--> ( an _ q + 1 
~ i) 0' q 1m ~ 1m n-q+1 

A o k = TI . H ~ D --> H (C ~ D) (n - q)q' n - q n 

es un isomorfismo. 

Definici6n 4.2 

Una sucesión descendente D de R-módulos se d ice que tiene 

borde trivia l si y sólo si 

:< ' : D --> D 
n n n - 1 

es el homomorfismo trivial cero p ara ~udo 2ntero n. 

Si D tiene borde trivial, entonces re~emos 

H (D) = D 
n n 

para todo entero n. En este caso el producto de homología TI es 
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TI : I 
p + q =n 

H (C) ~ D - > 
p q 

H (C ~ D ) 
n q 

Además, D Es la suma directa de los D considerados corno suce­
q 

siones descendentes y por tanto 

Hn(e ~ D) = I Hn (e ~ Dq) 
qE Z 

por consiguiente, el lema siguiente es una consecuencia direc-

ta de (L4 .2 ) 

Lema 4.3 

Si D tiene borde trivial y D es un R-módulo plano para to 
n 

do entero n, entonces 

JI : I H (e) ~ D - > Ji (e ~ D ) 
p+ q= n p q n q 

es un isomorfismo para todo entero n. 

Demostraci6n 

Por (L4 . 2 ) 

TI( ) : H (e ) ~ D ---> H (e ~ D ) n - q q n - q q n q 

es un isomorfismo y como la suma de isomorfismos es isomor 

\' TI 
L ( n - q)q 

gE Z 

Si hacernos 

) H (e) ~ D 
q ~ z n - q c;: 

---:-- X l : n (e ~ D ) 
rr qE Z 



TI pq L H (e) ® D - > 
p +q=n p q 

L H (e ® D ) 
n q 

qE Z 

concluimos que TI es un isomorfismo para todo entero n. pq 

Para todo entero n, consideremos la suma directa 

F 
n 

= L Tor(C,D) 
p+q =n p q 

y el homomorfismo 

definido por 

--> F n-1 

3 / Tor (C , D ) = Tor (a , i ) + (-1)P Tor -( i , a ) 
n p q p q p q 
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donde a : C ---> C 
1 ' 

e : D ---> D son los hornornorfis-q q q-1 P P p-

mos borde e i : C ---> C , i : D ---> D son los hornornorfis p p p q q q 

mos identidad. 

Si 

3 / Tor(C , D) = Tor ( ; 1 ,i ¡ + (-l )P - ' Tor ( i , a) 
n-1 p -1 q p - q p - 1 q 

y 

a 1 / Tor (e , D 1) = Tor ( 3 , i 1) + ( -1) P Tor (i , 3 1 ) n- p q - p q - p q -

haciendo la composición él , o a tenemos q ue 
n - n 

(Tor( a 1,i) + (-1) p - 1Tor (i 1,a)) o Tor (a ,i ) p - q p - q p q 

+ 

(-1) (Tor ( a ,i 1) ..L (-1 )PTor O(i , 3 ,)0 Tor(i, a ) 
p ~ - . p q - p q 

= 

Tor ( Cl 1 o a r i ) + (-1) P - , Tor ( a , a ) + 
p- ~ q p q 

(-1) p Tor ( a , a ) 
p q 

+ ( -1) 2 P To r ( i , a 1 a ) 
p q- q 
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Por lo que a o a = o luego obtenemos una sucesión descen-
n- 1 n 

dente 

F: ... ---> F 1 ---> F ---> F ---> 
n+ n n - l 

de R-módulos r que S8 llama produc~o torsión sobre R de las su-

cesiones descendentes dadas e y D Y se denotará por 

F = Tor(e,D). Si las sucesiones descendentes dadas e y D son 

positivas, entonces también lo es F = Tor(e,D). En este caso, 

tenemos también la suma directa finita 

n 
F 

n 
= L Tor (e,D ) 

p=O p n- p 

para todo entero no negativo n. 

Los módulos de homología H (e) de cualquier sucesi6n des­
n 

cendente sobre R para todo entero ~ constituyen una sucesi6n 

descendente H(C) con borde trivial. Por 'tanto las sucesiones 

descendentes 

H(e) ® H (D) . Tor f H(e ) ,H(D)] 

están bien definidas y tienen borde trivial. Para todo entero 

n, sus componentes n-dimensionales son 

{H(e ) ® H(D ) 
n 

= L H ( e ) ® H ( D ) , 
p q 

p + q = n 
y 

{Tor H (e) , H (D) } 
n 

= I Tor [ H (e ) ,H (D )] 
p + q =n p q 

por medio de ellas, el producto de h.ornología TI de las sucesio-

nes descendentes dadas e y D es 

n: {H(e) ® H(D) } - > H (e ® D) 
n n 

para todo entero n y por tener borde trivial constituye una 
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transformación de cadenas 

TI : H(C) ~ H (D) - > H(C ~ D) 

de las sucesiones descendentes H (C) ~ H (D) y H (C ~ D) con 

borde triv ial. 

Establezcamos aho ra el siguiente teorema. 

Teorema 4.4 

Si Z (D) 
n 

y B (D) 
n 

son R-módulos planos para todo entero 

n, entonces existe un homomorfismo 

8 : Hn(C ~ D) -->{ Tor [ H(C) ,H( D) }n-1 

para todo entero n tal que la siguiente sucesión es exacta: 

o - >{ H (C) ~ H (D) } 

Demostraci6n 

n 

TI 
- > 

Los módulos planos 

Z = Z (D), 
n n 

8 r H (C~D) - >{Tor LH(C) ,H(D ) 
n 

D 

O 
n = Z -

n - Bn _ 1 (D ) 
n 

} - > O 
n - 1 

constituy en sucesiones descendentes Z y Q con borde triv ial. 

Asi obtenemos una s ucesión exacta c 8rta 

O --> Z f 9 , --> D --;" Q - - > O 

de sucesiones descendentes sobre R, Jonde f denota la inclu-

si6n y g la proyecci6n natural. Como Qq es plano para todo en 

tero q, tenemos 

BlBlIOTICA CLtNTRAL I ............. ... ......... 
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Tor(e ,Q ) ~ Tor(Q ,e ) = o 
P q q P 

para todo p y todo q por (T3.16), esto implica que la siguien-

te sucesión 

i í8lf . í8l 
O ---> e ~ z ---> e ~ D ~> e ~ D ---> O 

es exacta, donde i: e ---> e designa la transformación de cade 

nas identidad. 

Aplicando (Tl.23) a esta sucesión exacta corta de sucesio-

nes descendentes sobre R obtenemos una sucesión exacta 

Cl * 
H (e~Q) ~>1 H (e~Z) n+1 ~ n ~ 

ií8lf (ií8lg)* 
---> H (e~D ) ---> H(e~Q) 

n n 

Cl * 
n 

--> Hn_1 ( e~Z ) 

para todo entero n, donde Cl 
n 

y Cl representan los homomor-
n+1 

fismos de conexión. Por consiguiente obtenemos una sucesión 

exacta corta 

O ---> coker a* --~-> H (C ~ D) 
n+ 1 n 

\ji 
---> ker a* ---> O 

n 

donde ~ :/ \ji están inducidos por (i ~ f) *' (i ~ g) * respectiva-

mente. 

Por la definición de l módulo de homología H (D) de la suce 
q 

sión, obtenemos una sucesión exacta corta 

~ 
O ---> Q ~> 

q + 1 

n 
Z --q - > H (D ) 

q q 
---> O 

para t odo entero q, conde ~q está inducido por 

d D ---> D v n es la pr':lyecc;i6~1 natural . Como Z se 
q+ 1 q+ 1 q q q 

ha su puesto plano tenemos 

Tor [ H (e), z ] 
P q 

- Tor [ Z ,H (e) ] = O 
q P 
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para todo par de enteros p y q por (T3.16); esto implica q ue 

la siguiente sucesión 

o --> Tor [ H (e) ,H (D )] 
p q 

a 
--> 

ip~ ~q i p~n q 
H (e)~Q 1 --> H ( e)~z -->H ( e)~H (D) - > o 

p q+ P q P q 

e s e xac ta para todo p y q , donde a * e s el homomo rfismo de co-

nex i6n, i representa el endomorfismo identidad de H (e). 
p p 

Puesto que Zq y Qq + 1 son p lanos para todo entero q, tene­

mos el siguiente diagrama 

h n+1 L H ( e) ~ Qq+1 ----> L H (e) ~ Z 
p +q=n p 

Al 
p +q=n Pl

u 

q 

a 
H 1 ( e ~ Q) 

n+1 
H (e ~ Z) ---> 

n+ n 

para todo entero n, donde h es la suma directa 
n+1 

í' " L 1 
p+q =n p 

A Y u son los homomorfismos dados por (L4.3), Y a* es el ho­n+1 

momorfismo de conexión construido anteriormente y para nuestro 

caso particular tenemos 

i ~f i ~g 

O --> e ~ Z --..L... > e ~ D ~> e ~ Qq+1 ---> O 
p 

!ip 

q+1 P 

I 
q+ 1 P 

x ~ y + fVVVV\, (x~(y+ker a 1 ) q+ 
~ E.: q + 1 i ~ a q +1 i ~ a q+1 p 1 p 

i ~ f i ~ g 
o --> e ~ Z 

p > e ~ D P > r:: ~ 0 ---> O 
P q P q F q 

x !& a q +"¡ (y) + f\,f\,f\,f\, X ~ a (y) 
q+1 

Y asi a * (x ~ (y + ker a 1 ) ) = x ~ a (y J 
n+ 1 q+ q+1 

con a * asi definido probemos que el diagrama superior es con 
n+1 

mutativo 

,----------- -.. _-
BlBLIOTIiCA CIliNTRAL ¡ 



E H (C) 0 Q 1 donde x,y 
p -q+ son clases 

3* ( A (X 0 y)) = 3* (x 0 y) = x 0 n+1 n+ 1 q + 1 (y) 

fJ(A 1(x0y)) n+ fJ (x 0 3
0

+
1 

(y)) = x o él q +1 

luego el diagrama es conmutativo. ~ 
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Consideremos la suma directa de la sucesi6n exacta prece -

dente para todos los enteros p,q tales que p + q = n y hacien-

do uso de este rectángulo conmutativo, obtenemos una sucesión 

exacta: 

o - > {Tor [ H(C),H(D) } 
n 

o: 
- > 

él * S 
H ( C~Q ) n + 1 H ( e0 Z ) - > { H ~ e) ~H (D) } - > o 

n+ 1 n n 

debido a la exactitud de esta sucesi6n, los homomorfi smos a y B 

inducen isomorfismos 

a * n+1 {Tor [ H (e), H (D) _ } n ::: ker' a * 1 n+ 

B* : coker 3* 
n+1 n+ 1 

- { H ( e) ~ H (D) } 

para todo entero n. A3i podemos definir 

TI = cp o 

y 

El = (0: * ) - 1 0 Ij.' 
n 

entonces obtenemos una sucesión 

o -~ 

y como 

{ H(e ) ~ H ( D) } 
TI 
- > H ( 2 ~ D ) 

n n 

y 

- 1 
ker ( (a*) o ljI ) = ker . 

n 

El 
- > 

n 

Tor L- B (C) 1 H (D) l } ._ > O 
..l - 1 

de esto concluimos que la sucesión es una sucesión exacta cor­

BlBLIOr.CA CIlNT l ......... ~ ,.. ... 
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tao 

Corolario 4.5 

Si Z (D) y H (D) son R-módulos proyectivos para todo ente-

ro n, entonces 

TI : {H ( C ) ~ H (D) } - > H (C ~ D) 
n n 

es un isomorfismo para todo entero n. 

Demostraci6n 

Como H (D) es proyectivo, la sucesión exacta corta 
n 

o ---> B (D) __ a _ > Z (D) __ 8_ > H (D) ---> O 
n n n 

se descompone de acuerdo con (T2.22b). Aquí a denota el homo-

morfismo inclusión y 8 representa la proyección natural. Por 

(Cl.14), esto implica que B (D) es isomorfo a un sumando direc 
n 

to de Z (D). Puesto que Z (D) es proyectivo en virtud de n n 

(P3.9), Z (D) y B (D) son R-módulos planos. Por consiguiente, 
n n 

podernos aplicar (T4.4) a este caso. 

Por otra parte, como H (D ) es proyectivo p ara todo entero 
n 

n, tenemos 

Tor H (C), H (D,l ~ Torlr H (D), H (C ) J' = O 
P q' -2 q P 

p ara todo par de ente~os ~ y q . Esto implica 

Tor Lí H(C), H(D) } = O 
n-1 
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para todo par de enteros p y q. Esto implica que TI es un iso-

morfismo para todo entero n. 

Teorema 4.6 

Fórmula de Kunneth 

Si C y D son sucesiones descendentes de módulos libres so-

bre un dominio R de ideales principales, entonces existe un ho 

momorfismo 

8 : Hn(C ~ D) ---> {Tor [ H (C) ,H(D) ] }n - l 

para todo entero n tal que 

TI 8 - ] O -- {H(C) ~ H(D) }n --> Hn(C~D) --> {Tor LH(C) , H(D )} n-l --> O 

es una sucesión e x acta corta descomponible y, por consiguiente, 

t enemos 

H n (C ~ D) ::: {H ( C ) ~ H (D ) } n ~ To r H ( C) ,H (D) ] } n _ 1 

para todo entero n. 

Demostración 

Por ser submódulos de un módulo libre D sobre un dominio 
n 

de ideales ~rincipales, los módulo s Z (O) V B (O) son l ibres y 
~ n-n 

por tanto planos. Por lo tanto, p odemo s ap li c aJ~ (T4.4) a e ste 

caso y obtener el homomorfismo 8 , asi como lA sucesión exacta 

corta 

O --> { H(C)~H(D) } 
n 

TI 
--> H (C¡gD) 

n 
8 

--> {Tor [ H(C),H(D) ] } --> O 
n-l 

... 
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para todo entero n. Queda por probar que esta sucesión exacta 

corta se descompone. 

Para ello, consideremos la sucesión exacta corta 

a 8 
O ---> z (e) __ n _ > e 

n n 
n 

---> Bn-1 (e) ---> O 

donde a denota el homomorfismo inclusión y S está definido 
n n 

por d
n

: C
n 

---> C
n

_
1

• Por ser submódulo de un módulo libre 

C
n

_
1 

sobre un dominio de ideales principales R, Bn_1 (e) es li­

bre y por tanto proyectivo por (T2 .22b) se deduce que se des-

compone. De acuerdo con (e1.17ii), esto implica que el homomor 

fismo t iene un inverso por la izquierda, esto es, un homomor 

fismo 

Yn 
C ---> z (e) 

n n 

tal que y o a = 1Z (e), sea 
n n n 

Ó : Z (e) ---> H (e ) 
n n 

la proyección natural. Entonces obtenemos u n homomorfismo je f i 

nido 

tenemos 

C 
n 

Yn 
---> z ( e ) 

n 

Ó 
n 

---> H (e ) 
n 

ljI = ó o y : C ---> H ( e ) 
n n n n n 

si \jJ / Z (e) 
n n 

o a = Ó 
1"1 :1 

z (e) ---> H (e ) 
n n 

= Ó 
n 

Análoga~ente, existe un homomorfismo 

ljI D ---> H (D) 
n n n 
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tal que ~ /Z (D) es la proyección natural de Z (D) sobre H (D). 
n n n 

Para enteros arbitrarios p y q , consideremos el producto 

tensorial 

~ ~ : e ~ D --> H (e) ~ H (D) 
q p q p q 

Estos homomorfismos constituyen una transformación de cadenas 

</J ~ ~ : e ~ D - > H(e) ~ H(D) 

de las sucesiones descendentes e ~ D Y H(e) ~ H(D) por tener 

borde trivial se anula sobre los bordes de e ~ D. Por tanto 

</J ~ ~ induce un homomorfismo 

( </J ~ ~ )*: H (e ~ D) - > {H(e) ~ H(D) } 
n 

para todo entero n, como </J / Z (e) 
p f-

ciones na turales. Tenemos 

y ~ /Z (D) son l as proyec­
q q 

TI ( </J ~ ~ ) = TI (x ~~) = x ~ y 
pq p q rq 

que es la identidad en el módulo 

H (e ~ D), verificando asi que ( </J ~ ~ )* es inverso por izquie~ 
n 

da de TI y de (T2.22) concluimos q ue 

o - > {H (e ) ~ H(D) } 

se descompone y asi 

n 
TI 

- > H ( e~D ) 
e 

- > 
n 

{Tor [ H ( e) ,H (D) ] } n _ 1 - > o 

H (e ~ D) ::: {H (e) ~ H (D) } EB {Tor [H (e ) , H (D) ] '1 , 
n n n - ! 

para todo entero n. 

Lema 4.7 

Si e y D son sucesiones descendentes de m6dulos sobre un 
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dominio R de ideales principales, entonces la sucesi6n descen-

dente C ~ D es exacta con tal que se satisfagan las dos condi-

ciones siguientes: 

a) Para todo eIltero Yl, D es lAl l R-módulo libre 
n 

b) o bien C o bien D es exacta 

Demostración 

Podemos aplicar (T6.4) a este caso y obtener una sucesi6n 

exacta corta 

o --> {H(C) ~ H(D) } 
n 

TI 
--> H (C~D) 

n 
e 

- > {Tor[H(C) ,H(D) ] }n--> o 

para todo entero n. Como C o D es exacta 

debemos tener 

{H(C) ~ H(D) } = O; {Tor [ H(C) ,H(D)] } = O 
n n 

para todo entero n. Esto implica que la sucesi6n descendente 

c ~ D es exacta ya que H (C ~ D) = O 
n 

Lo que prueba el resultado. 

Teorema. 4.8 

Si C Y D son sucesiones descenden~es dé módulos sobre ~n 

domin io R de ideales principales, tales que la s~cesi6n deseen 

de~te Tor (C,D ) es exac t a, entonces existe un homomorfismo 

para todo entero n tal que 

f 
I 

L 



192 

o --> {H(C) ® H(D) } 
n 

TI 
--> H (C®D) 

n 
o 

--> {Tor [ H(C) ,H(D)] } n-1 --> O 

es una sucesión exacta corta descomponible, y por lo tanto te-

nemos 

H ( C~m ) ::. {H ( C) ® 1: ( D) } ffi { Te r r H (C ) , H (D ) J } 
n ~ n -1 

para todo entero n. 

Demostraci6n 

Por (L3.31), existen aproximaciones libres 

f: C' ---> e, g: D' ---> D 

de las sucesiones descendentes dadas C y D, respectivamente. 

Consideremos la sucesión exacta corta 

o ---> DI! --j - > D' -g-> D --> O 

de la aproximación libre g: D' ---> D, donde j representa la 

inclusi6n, corno D' es libre y por tanto proyectivo para todo 

entero n, tenemos Tor (C,D' ) = O 

Por consiguiente, se deduce de (T3.16) que 

O --> Tor (C,D ) ~> C ® DI! i ~j > C ® D' i ~g > C ® D ---> O 

es una sucesión exacta de sucesiones descendentes, donde i re-

presenta la transformaci6n de cadenas identidad de la sucesión 

descendente C. 

Por nuestra hipótesis, Tor (C,D ) e3 e xacta po~ 0 ~ra parte , 

corno DI! 2S libre y exacta en virtud de (L3.32) y (L4.7) se si-

gue que C ® DI! es exacta, esto implica que 

iaisLlór 'CA' e 'o 

~". . . ... ,... .. .. " ... ~ 



(i®g)*: H (C®D ' ) - ' H (C ®D) 
n n 

es isomorfismo para todo entero n . 

Consider~mos ahora la sucesi6n exacta corta 

o --> C" e 
--> C ' _ f _ > C --> O 
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de la apro x imación libre f: e' - - > e, donde e representa la 

inclusión. Corno el módulo D' es libre y por ello proyectivo p~ 

ra todo entero n, determina una sucesión exacta corta 

o --> C" !)2 D' 
e~i' 
--> C' ® D' f~i > C !)2 D' --> O 

en virtud del (P2.2 7). Aquí i ' repre senta la transformación de 

cadenas identidad de la sucesión des cendente D'. Por (L4.7), 

la sucesión descendente C" ® D' es exacta. Esto implica que el 

homomorfismo inducido 

a = (f®i )* : H (C'®D ' ) --> H (C !)2 D' ) 
n n n 

es isomorfismo para todo entero n . 

De acuerdo con la condición (AL3 ) para las aproximaciones 

libres f: C ' -- C y g : D' -- D, los h omomorfismos induci 

dos 

f * : H (C ' ) --> H (C) , g* : H (D') --> H (D ) 
n n n n n n 

Son isomorfismos para todo entero n . Luego los homomorfismos 

B = n 

y = 
n 

L tor (f*p,g*q) : 
p + q = n 

{H (C ' ) ® H (D I )} - > {H ( e ) ® H (D) } 
n n 

{Tor H ( e I ) , H (D I ) ] } 
n 

t H(C)~H(D) } 

son isomorfismos para todo entero n. 

n 
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Puesto que e' y D' son R-m6dulos libre s, p o demos aplicar 
n n 

(T4.6) a las sucesiones de scendente s e' y D' p ara obtener una 

sucesi6n e xacta c o rta 

o - > { H (e' ) ~H ( D' ) } 
TI ' 
- > P (e' t8lD ' ) ~> {Tar H ( e I ) , H (D I ) ] } - > o 

n 11 - n - l 

descomponible. De finamos u n homomorfismo 

8 : Hn (e ~ D) - > {Tor [ H (e ) ,H (D) ] n - l 

para todo entero n tomand o 

8 = Yn-l 
o 8 I 

queda por establecer que 

- 1 
o a 

n 

o --> {H(e) ~ H(D) } TI 
- > H ( e~D ) 

e 
- > {Tor [ H (e ) ,B (D) ] } n - l --> o 

n n 

es una sucesión exacta corta descomponible. 

Para ello, consideremos el siguient~ diagrama: 

TI ' e ' O - > {H (e' ) ~ H (D' ) } - > H (e' ~D') --> {Tor [ H (e I ) , B (D' ) } - > 

sJ 
n n 

k k-l 
n - l 

o - > {H (e ) ~ H (D) } H (e ~ D) 8 
{Tor [ H (e ) ,H(D)] }n - l - :> - > 

n n 

Por la definición de r y n ' dada al p rincip i o d e esta sec-

ción, el rectángulo de la izquierda es c o nmutativ o, la defi-

ción de 8 dada antes implica que el rectángulo de la derech a 

es también c~:mm'.ltativo. Puesto q ue los homomorfi!:>!tlo s ve rtica-

les son isomorfiF'rito s y la f ila superior es una sucesión exa c ~a 

corta des~omFonible, se p u e de p r 0 0 a r simil ~rmente a ( ~ 3 . 3 3 ) q ue 

la fila inferiú r es una sucesión e xacta corta descomponi c l e . 

A lo largo de ésta sección, e y D denotarán sucesiones as-

f ... 
l. r 
• r 

O 

O 
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cendentes arbitrariamente dadas (complejo s de cocadenas) de 

R-módulos. 

Para todo entero n, consideremos la suma directa 

En = I c P l8l Dq 

p +q= n 

y el homomorfismo 

on: E --> E 
n-1 n 

on: I c p l8l Dq 
> L c P l8l Dq 

p+q=n- 1 p+q=n 

definido sobre los generadores 

Haciendo la composición on + 1 n 
o o tenemos 

= op + l (op( x )) l8l y + (-1 ) P +1 p (x ) l8l oq(y) + (-l )P[oP(x) l8l &q(y) + 

(_11+
1+ l8l oq+ sq (y) ] 

n+ 1 n 
o (o (x l8l y) ) = O, por lo que obtenemos 

una sucesión ascendente 

E: --> E 
n- l 

on on+l 
--> E --> 

! l 
E 
n+~ 

--> 

:le P--módulos, Que recibe el nombre de prod'.:..cto tensorial sobre 

R de las sucesiones ascendent~s dadas e y D Y se denotar& por 

E = e l8l D. 

Si e y D son positivas, esto es, si en = O Y Dn = O para 
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todo entero negativo n, entonces igual sucede con su producto 

tensorial E = e ~ D. En este caso tenemos también la suma di-

recta finita 

n 
En = L eP ~ D

n
- p 

p= o 

para todo entero no negativo n. 

Para todo par de enteros p y q. 

npq
: HP (e) ~ H

q 
(D) 

ker p -l' 1 ker np q
: 

e 
~ 

1m eS
P 1m 

(x + 1m eP) ~(y 

definamos un homomorfismo 

--> HP +q(e ~ D) 

e q + 1 ker eS n + 1 
--> 

e
q 

1m e n 

+ 1m e
q

) "v 'V\r+ ( x~y) + 1m 

n+ 1 po o 

es fácil verificar que (x ~ y) E ker e y que n- " está blen 

definida. 

Para todo entero n, la suma directa realizada 

n = 
p +q=n p+q=n 

de la manera siguiente 

mpq 
L (x o 

lp p +q= n i= l 

mpq n 
L L (( x o ~ Yo) + Im eS "v'VI.,.+ 

p + q = n i= 1 l p l q 

En part.icular si 

íG, (si n = O) 
r- n 
U = 10, (si rol ~ Ll) 

donde G es un R-m6dulo arbitrariamente dado, 

tenemos 

en 
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para todo entero n y por consiguiente e ~ D se reduce al pro-

ducto tensorial e ~ G definido en la sección precedente, ade-

más 

rG (si n = O 
H

n 
(D) = 10 ( si n :1 O 

El producto de cohomología TI se reduce al homomorfismo 

Lema 4.9 

Si G es un R-módulo plano, entonces 

es un isomorfismo para todo entero n. 

Demostración 

Sea n un entero arbitrariamente dado y designemos con 

entonces el siguiente diagrama es conmutativo 

o ---? 

o 
.¡. 

I 

" r , n 
\.! 

n-1 e 
en 
O 

---> 

O 

1 

n e 

l o n+1 

n+1 
e 

ker o n+ 1 
~> ---> O 

1m on 
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Donde 6
n

, 6
n

+
1 son los homomorfismos de la sucesión ascendente 

C, e y f son los homomorfismos inclusión y p es la proyección 

natural de Zn sobre el módulo cociente H
n = Las filas y c~ 

l umnas de e ste d iagrama son c?identemente exactas. E~ectua~do 

los productos tensoriales con el homomorfismo identidad 

i: G ---> G obtenemos un diagrama conmutativo. 

o o 

i 
O 

- > .1m r ~ G 
e~i 
---> 

6 n~i 

n - 1 
~ G 

6 n~i 
e --- > 

ker 
~ . ker 6 n + 1 

~ G ~> ~ G --- > O 
1m en 

n+l 
C' ~ G 

Como G es plano, se deduce de '(P3 . 1 9 I d) que las filas y colum-

nas de este diagrama de productos tens oriales son también exac 

taso 

De la exactitud de la fila larga, se deduce que p ~ i es 

epimorfismo e induce un isomorfismo 

k 

y a que lm ( e~i) 

(ker ó n+ 1 )~G 
ker (p~i) 

(ker en + 1 ) ~G 
1m (e ~ i) 

ker (p~i ) por ser exacta. 

La e xac:titud de l.a columna corta implica que ón ~ i es 

epimorfismo, r,.ientras que la exactl tud de la columna ] arga .im-

plica que ( f~i ) ~s monomorfismo y que 

1m (f~i) = ker ( ó
n+ 1 ~ i) 
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puesto que el rectángulo es conmutativo y e n ~ i es epimorfis-

mo 

Im (f ~ i o e ~ i ) 
n . = Im e ~ 1 

Im (f ~ i o e ~ i) = f ~ i(Im(e ~ i)) 

en consecuencia, el homomorfismo f ~ i induce un isomorfismo. 

ker (en+1 ~i) 

Im ( en ~ i) 

ya que 

1 f~i O --> ker e n+ ~ G --> en ~ G 

ker ú
n + 1 ~ G O --> --> Im (e ~ i) 

ker ( é) n+1 ~ i) 

lm ( é) n ~ i ) 

por que (f~i) (Im(e~i)) = Im (é)n~i), considerando que 

A ker ( é) n+1~i) 
--> 

( ~ I'./Q<') 1m o ~l 

obtenemos j = A o k: H (e) ~ G --> H (e ~ D) es un isomorfis-
n n 

mo· 

Más generalmente, se q un entero. Si nD = O para todo n ~ q, 

entonces tenemos 

(si n = q ) 

(si n ~ q ) 

En este caso, el producto de homología TI es 

TI : H!l- q ( e ) @ 8 C¡ --> '-In (C ® D) 

Análogamente se puede est&olecer el siguiente lema 
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Lellma 4.10 

o para todo n f g y Dg es un R-m6dulo plano en-

t o nC e S 

es un isomorfismo para todo entero n. 

Demostraci6n 

Sea n un entero arbitrariamente dado y designemos con 

guiente diagrama es conmutativo 

t 
1m ón - g 

e 
n - g -1 

e 
--> 

ó n - g 
--> 

t 
Ó

n - g + 1 
ker 

j 
n - g 

e ló n - Q+ 1 

n - g + 1 e 

e 
--> 

ker ó n - g+ 1 

1m ó n - g 
--> O 

n - g 
Donde ó , ó

n
- g+ 1 son los homomorfismos de la sucesi6n ascen-

dente C. e y f son los homomorfismos inclusi6n p es la pro -

yecci6n na~~ral de zn- g s obr e su m6du lo c ocie nte Hn - q (:) , las 

fil a s y columna s de este diagrama son e v id8!ltemen te e xactas. 

Efectuando lo s productos t en s o= i a l es con el homomorfismo i den -

tidad i: Dg 
--> Dg obtenemos un diagrama conmutativo. 



o --> 

n - q -l 
e 

e® i > ker o n- q +l 

n - a e -' 

n-q+l e 

o 

~ Dq 

jó n - Q+ 1 ®i 

~ D
q 
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corno D
q 

es plano, se deduce d (P3.19') que las filas y colum-

nas de este diagrama de productos tensoriales son exactas. De 

la exactitud de la fila larga, se deduce que p ~ i es epimor-

fismo e induce un isomorfismo 

la exactitud la columna corto implica que on -q ~ i es epi-

morfismo, mien tras que la exactitud de la columna larqa ~mpli­

ca que f ~ i es monomorfismo y que 1m (i~i) = ker ( on- q
+l ~ i) 

Puesto que el rectángulo es conmutativo y 

n - q o - ~ i es epimorfismo 

1m ( f~i o e~i ) = 1m o n-q ~ i 

1m (f~i o e~i ) = f~i ( lm(e~i) 

en consecuencia, el homomorfismo f®i induce un isomorfismo. 

ya que 

1m ( e ® i) 

n - q+ 1 O --> .Ke r o 

ker 8n - q + 1 ~ Dq 

ker (on - q +l ~ i 

1 (.('n - a lO< ") m \ u -' i.:'/ J 

O --> 
"1m (e ~ i ) 

ker ( 8n - q + 1 ~ i) 
--~--~~~~--- -->-----------------

1m (on- q ~ i) 

r 
BlBLlOT 

,,, 

tr i 

AL t 



por que (f ~ i) (lm(e~i)) = 1m ( on - q ~ i), considerando 

ker on - q +l ~ i D 
Hn- q( e) ~ Dq ---> 

1m ( e ~ i) 

luego 

), 
---> 

ker ( 

ker ( on - q + ~ i ) 
j = Aok: Hn

- q ~ Dq 
---> 

1m ( <5 n - q ~ i ) 

n-q q n 
j = TI : H (e) ~ D ---> H (e ~ D) 

es isomorfismo 

Definici6n 4.3 

n - q + l 
~ i ) 
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Una sucesión ascendente D de R-módulos se d ice que tiene 

coborde trivial si y s610 si 

.5 n: Dn - 1 __ > Dn 
1 

es el homomorfismo trivial cero para todo entero n. Si D tiene 

coborde trivial, entonces tenemos: 

para todo entero n. En este caso el producto de cohomología 

es: 

TI : L HP( e ) ~ Dq 
--- > Hn(e ~ D) 

p+q=n 

Además D es la suma directa de los D considerados como suce -

sion8s ascendentes y por tanto 

n H (e ~ D) = '\ Hn(e ~ Dq ) 
L 

r:;cz 
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Lema 4.11 

Si D tiene coborde trivial y Dn es un R-módulo plano para 

todo entero n entonces 

TI: L HP( C) ~ Dq 
---> Hn(C ~ D) 

p+q =n 

es un isomorfismo para todo entero n. 

Demostración 

es un isomorfismo y asi 

qEZ qEZ 

y como la suma de isomorfismo es isomorfismo concluimos que 

TI = L TI I HP (C) ~ Dq 
- > Hn(C ~ D) 

p +q=n pq p +q=n 

es isomorfismo. 

Para todo , entero n, consideremos la suma directa 

F = 
n 

y el homomorfismo 

definido por 

I Tor(CP ,Dq
) 

p+q=n 

él : 'P --> F 
n - ' n 

é) : 
n 

L Tor(CP ,r;q) 
p -T-q;:n-l 

---> L T0 ~( CP ,Dq ) 
p + q = n 
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donde, ep : e
p

- 1 ---> e P , e q
: Dq

-
1 --->- Dq son los homomorfis­

mos coborde e ip: e P ---> e P ; i q :Dq ---> D
q 

son los homomorfis 

mos identidad si realizarnos en - , o e n tenernos que 

Aplicando 

(Tor ( eS P + 1 , i ) + 
q 

y 

= To r ( e P , i ) + ( -1 ) P (i P , e q + 1 ) 
q +1 

(-1) p +1(i eS q )) 
p + 1 ' 

o Tor ( eS P ,i ) + 
q 

( - 1 ) P [ To r ( e P , i ) + ( - 1 ) P ( i , e q + 1 ) 
q+ 1 P 

De lo anterior tenernos que e n+ 1 . n o o o obteniendo asi una su 

cesi6n ascendente 

F: 
n-1 eS

n n on+1 n+1 
---> F ---> F ---> F ---> ... 

de R-m6dulos, que se llama producto de torsión sobre R de las 

sucesiones ascendentes dadas e y D Y se denotará por 

F'= Tor (e,D ) 

Si las sucesiones ascendentes dadas e y D son positivas, enton 

ces también lo es F = Tor (e,D). En éste caso, tenernos también 

la suma directa 

n 
F n - I ~or(eF ,Dn - p ) 

p= O 

para todo entero n no negativo. 

n 
Los m6dulos de cohomología H (e) de cualquier sucesión as-

r 
1_-

¡ , 
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cendente sobre R para todo entero n constituy en una sucesi6n 

ascendente H(C) con borde triv ial, por lo tanto las sucesiones 

ascendentes 

H (C) ~ H(D) Tor [ H(C), H(D) ] 

estan bien definidas y tienen coborde trivial para todo entero 

n, sus componentes n-dimensionales son 

{H(C ) ~ H(D) }n = I HP (C) ~ Hq(D) 
p +q= n 

{Tor [ H (C) ,H (D) ] } n = I Tor [ Hn(C), Hq (D) ] 
p +q =n 

por medio de ellas, el producto de cohomología TI de las suce-

siones ascendentes dadas C y D es 

para todo entero n y , por tener coborde 'trivial constituy e una 

transformación de cadenas 

TI : H (C) ~ H(D ) ---> H(C ~ D) 

de las sucesiones ascendentes H (C) ~ H(D ) Y H(C ~ D) 

Teorema 4 .12 

Si Zn( D) y Bn(D) son R-módulos planos para todo entero 

n, entonces exis"L.e Ull homomorfismo 

n ( ) ,- , (" ) ( ) J -El : H C ~ D ---> 1 Ter L H '. '- , H D J . • 
"l -t- , 

para todo entero n tal que la si gulente sucesión es exacta 

o --> {H(C) ~ H(D) } ~> Hn(C ~ D) ~> {Tor[H(C) ,H(D)] }n+ 1 
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Demostraci6n 

Los m6dulos p lanos 

Dn 

= --------
ker on+1 

constituyen sucesiones ascendentes Z y Q con coborde triv ial. 

Asi obtenemos una sucesión exacta corta 

o ---> Z __ f _ > D --g - > Q ---> O 

de sucesiones ascendentes sobre R, donde f denota la inclusión 

y g la proyecci6n natural. 

Como Q es plano para todo entero q, tenemos 
q 

para todo p y todo q por (T3 .16 ) esto ~mplica que ~a siguien-

te sucesión 

O ---> C ~ ker o i~f > C ~ D i~ g > C ~ Q ---> O 

es exacta, donde i: C ---> C designa la transformación de cade 

nas identidad. Aplicando (Tl.23 ) a esta sucesión exacta corta. 

n ( i~g ) * ( i~f )* n+ 1 
Hn - 1 (C ~ Q) ~> Hn(C ~ Z) --> Hn( C ~ D) --> Hn (C ~ Q) o __ > Hn + 1 (C~Z) 

t d t donde ~ n para o o en ero n, u , on+ 1 representan los homomorfis-

mos de conexión por consiguiente obtenemos una sucesión e xacta 

corta 

O - ---> coker on --~-> H (C ~ D) --~-> ker 6n
+

1 
n 

donde ~ y ~ están inducidos por ( i ~ f)* e ( i ~ g)* respectiva 

mente. 
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Por la definición del módulo de cohomología Hq (D) de la su 

cesión ascendente D, obtenemos una sucesión e xacta corta 

para todo entero q, donde s 8St~ induciño por 
q 

--> y n 
q 

es la proyección natural como Z se ha supuesto plano tenemos 
q 

Tor [ Hq( e ) , z q] ::; Tor [ z q ,HP( e) ] = O 

para todo par de enteros p y q por (T3.16) esto implica que la 

siguiente sucesión 

- > 

i ' ®n 
P_g HP (e) ~ Hq + 1 (D) - > O 

es exacta para todo p y g, donde 8* es ~l homomorfismo conexión, 

ip representa ' el homomorfismo identidad de HP (e). 

Puesto que zq y Qq+l son planos para todo entero q, tene-

mos el siguiente diagrama 

L HP (e) ~ Qq --> L HP (e) ~ zq+ l 

p +q= n I p +q =n 

1" 
Aj 

8 *n +l 
Hn (e ~ Q) --> Hn + 1 (e ~ Z) 

para todo enter=. n ! donde t es l a suma dirscta 
r:. 

h = \' i ~ : n ¿ r:- q 
p+q =n -

A Y ~ son los homomorfismos dados por (L4.11) y ó*n+l es el 

homomorfismo de conexión construido por el dual de (Tl.23) si-
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milarmente a (T4.4) se comprueba que este diagrama es conmuta-

tivo para todo entero n. 

Considerando la suma directa de la sucesión exacta prece -

den~e para t o o s l os entero s p , q ta l e s que p ~ q = n y hacien-

do uso del rectángulo c onmutativo , obtenemos una sucesión exac 

ta 

o - > {Tor I H (e) , H ( D) I } n 
o: 

- > 

~> { H(C)~H(D) }n+1 - > o 

En forma dual a (T4.4) se comprueba que la sucesión 

o - > { H('C)~H(D) } n ~> Hn( C~D) ~> {Tor [ H(C) ,H (D) ] } - > O n+1 

es una sucesión exacta cor t a. 

Corolario 4.13 

Si Zn(D) y Hn(D) son R-módulos proyectivos para todo ente-

ro n, entonces 

TI : {H(C) ~ H (D) } - > Hn(C ~ D) 

es un isomorfismo para todo entero n 

Demostraci6n 

Como H (D) es proyect:L'Tc .. la s ucesi6!"' 

B k .. .(' n+ 1 
Po _ u 

--> ---O --> 1m 6 n _ 0: _ > ker 6 n + 1 
--~ O 

Se descompone, aquí o: es la ~~c~usión y B es la proyección na-

tural, por (Cl.14), esto implica que 1m 6
n es isomorfo a un su 

mando directo de Zn(D), puesto que Zn(D) es proyectivo se dedu 
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ce de (P3 . q ) que Zn(D) y Bn(D) son R- módulos p lanos por consi -

g uien t e podemos a p licar (T4.12) a este cas o 

n TI n - - '] n+1 O --> { H ( C)~H(D) } --> H ( C~D ) --> {Tor l H(C) , H(D) } 

y como H~(D) e s proyectivo para todo n 

para todo p ar de enteros p y q 

y asi {Tor H( C) , H(D) ] }n+1 = O 

--> O 

para todo entero n, por tanto l a exactitud de la sucesión a n te 

rior implica que TI es isomorfismo . 

Teorema 4.14 

(F rmula de Kunneth ) 

Si C y D son sucesiones ascendentes de módulos libres so-

bre un dominio R de ideale s principales, entonces existe un ho 

momorfismo 

8 : Hn( C¡gD ) ---> {Tor H( C) ,H(D) ] }n+1 

p a ra todo entero n tal que 

O --> { H ( C)~H(D ) } n ~> Hn ( C~D ) ~> {Tor [ H(C ) , H(D) ] }n+1 --> O 

es una sucesión exacta c orta descompon i ble y por consiguiente, 

tenemos que 

Hn ( C~D ) - {H (C) ~ H (D) } n $ {Tor [ H (C) , h (D) -1 ~ . -j- 1 

Demostraci6n 

Por ser submódulos de un módulo libre D
n 

sobre un dominio 
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R de ideales principales, los m6dulos Zn(D) = ker on+1 y 

B (D) = Im e n son libres y por tanto planos, podernos aplicar 
n 

(T3.12) a este caso y obtener el homomorfismo 8 , asi como la 

sucesi6r: exacta co::ta 

o --> {H(C) ~ H(D) }n __ IT _ > Hn (C ~ D) 8 
- > {Tor [ H(C),H(D) ] }n+1 - > O 

para todo entero n, queda por probar que esta sucesión exacta 

corta se descompone para ello, consideremos la sucesión exacta 

corta 

n+1 O - > ker e 
a: 

n 
- > 

B 
n 

- > 
n+1 Im -o - > O 

donde a: denota el homomorfismo inclusión y 8 está definido 
n n 

n+ 1 
C

n + 1 
---> . 

Por ser subm6dulo de un módulo libre cn + 1 sobre un dominio 

de ideales principales R, la Im e n+ 1 es· libre y por tanto pro-

yectivo, por (T2.22) se deduce que se descompone. De acuerdo 

con (Cl.17ii ) esto implica que el homomorfismo a: tiene un in 

verso por la izquierda, esto es, un homomorfismo 

tal que 

n lker ó n + 1 
y o a: = 

n 

Sea .¡: n. ker e n + 1 ker e n + 1 
'- . ---> 

Im en 

la proyección n dtural. Entofice~ obtenemos un homomorfismo 

y 

-' - > ker 
_ n+ 1 

Ó 

k er ¿n+1 

Im e n 

n n n ker en + 1 
obtenemos ~ = e o e : C ---> 

n Im en 



Si restringimos 
n+1 ker en

+ 1 
~ : ker e ---> 

n ~ n 1m u 

obtenido de 

a 
ker en+ 1 n 

- > 
1 ~ k en + 1 

ker en+ ~> __ e_r ____ __ 

n+1 
~ /ker e = ~ o a = n n n 

n 
o y 

análogamente, existe un homomorfismo 

n n 
~ : D ---> H (D) 

n 

1m en 

o a 
n 

211 

n n tal que ~ / Z (D) es la proy ección natural de Z (D) sobre H (D). 
n n 

Para enteros arbitrarios p y q consideremos el producto 

tensorial 

Estos homomorfismos constituyen ~na transÍcrmación de cadenas 

~ ~ ~ : C ~ D --> H(C) ~ H(D) 

de las sucesiones ascendentes C ~ D Y H(C) ~ H(D) por que cla-

ramente se anula sobre los cobordes de C ~ D. Por tanto ~ ~ ~ 

induce un homomorfismo 

para todo entero n. 

Como ~ /Z (C) 
p 

y ~ / Z (D ) 
q 

son las proyecciones naturales, 

s e verifica fácilmente que ( ~ ~ w!* es l nverso por la izquier-

da de TI . Por (T2.22 ) esto impli c~ que la suces ión exacta corta 

de (T4.14 ) se descompone. 
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Lema 4.15 

Si e y D son sucesiones ascendentes de módulos s obre un do 

minio P de ideales principales, entonces la sucesi.6n ~scenden-

te e ~ D es exacta con tal que se satisfagan las dos condicio-

nes siguientes 

a) Para todo · entero, D
n 

es un R-m6dulo libre 

b) O bien e o bien D es e x acta 

Demostraci6n 

Aplicando (T4.14) obtenemos una sucesi6n exacta corta 

o - > CH (el 18,[{ (D) } n~.., Hn (C~D) El 
- > {Tor [H (e ) , h (D) J } n + 1 - - > o 

para todo entero n, como e o D es exacta, debemos tener 

{H (e) ~ H(D) }n = O, {Tor [ H(e) ,H(D) ]} n = O 

para todo entero n. En consecuencia tenemos 

Hn(e ~ D) = O 

para todo entero n. Esto implica q ue la sucesión ascendente 

e ~ D es exacta. 

'I'eolrelimii ~ - 16 

Si e y D son sucesiones ascendente de mód ulos sobre u n do-

minio R de ideales principales, tales que la sucesi6n ascenden 

te Tor(e,D) es exacta, entonces existe un homomorfismo. 
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8 : Hn( C ® D) - > {To r [ H (C) ,H(D) ] }n+1 

para todo entero n tal que 

o --> {H (C) ®H (D)}n TI 
--> 

8 
--> {Tor [ H(C) ,H (D ) ] n+ 1 --> O 

es una sucesi6n exacta corta descomponible y por l o tanto, te-

nemos 

para todo entero n. 

Demostraci6n 

En vir tud de (L3.36) existen aproximaciones libre 

f: C' - --> C ¡ g: D' ---> D 

de las sucesiones ascendentes dadas C y D, respectivamente. 

Consideremos la sucesi6n exacta corta 

o --> D" --.2> D' L > D --> O 

de la aproximaci6n libre g : D' --> D, donde j representa la in 

clusi6n. Como D' es libre y por tanto proyectivo para todo en­
n 

tero n, tenemos 

Tor(C, D' ) = O 

por consiguiente se deduce de (T3.16) que 

0 --> Tor (C,D) ~> C ® D" i ~ ~ C ® D' i~g > C ® D - > O 

es una sucesi6n exacta d e s ucesiones ascendentes donde i repr~ 

senta la transformaci6n de cadenas identidad de la sucesión as 

cendente. 
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Por nuestra hip6tesis, Tor (C,D) es exacta; por otra parte, 

como D" es libre y exacta e n v irtud de (L3. 32) y (L4.1S) se si 

gue que C ~ D" es también exacta, esto impl ica que el homomor-

fi s wo inducido en cohorr.ol Jgí a 

n n 
(i ~ g)*: H (C ~ DI) --> H (C ~ D) 

es un isomorfismo para todo entero n. 

Consideremos ahora la sucesi6n exacta corta 

e f 
O --> C" --> C I --> C --> O 

de la aproximaci6n libre f: CI --> C, donde e representa la in 

clusi6n. 

Como el m6dulo DI es libre y por ello proyectivo para todo 
n 

entero n, determina una sucesión exacta ' corta. 

O --> C " ~ D I e~i > C I ® D I f~i> C ~ D I --> O 

en virtud de (P2.27). Aqui i l representa la transformación de 

cadenas identidad de la sucesión ascendente DI por (L4.7), la 

sucesi6n ascendente C" ~ DI es exacta. Esto implica que el ho-

momorfismo inducido 

es isomorfismo para todo entero n. 

De acuerdo la con¿ición (AL3 ) para las aproximaciones 

libres f~ C I --~ e y q: DI --> D, ~os homomorfismos indu~i -

do 

son isomorfismos para todo entero n. Luego los homomorfismos 
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p+ q=n 

215 

Yn I Tor (f *p,g*q): {Tor [ H(e l ) , H(D I ) ]} n - > {Tor [H( C) ,H(D) ] }n 
p+q =n 

e s isamarfismo para toda entEro n . 

Puesto que el y DI s on R-módulos libres. Podernos aplicar 
- n n 

(T4.14) a las sucesiones ascendentes C I y DI para obtener 

Una sucesión exacta corta 

0-> {H.( CI)®H(DI) }n ~> Hn(CI®D I ) ~> {Tor [ H(C I ),H(D I ) ]n+1 - > 0L 

descomponible. Definamos un homomorfismo 

para todo entero n tomando 

e = y o e l 
n-1 

queda por establecer que 

- 1 
o a 

n 

n ni ¡J I + 1 
O - > { H(e)~H(D) } - > H ( e~D ) - > {Tor [ H(C),H(D)] }n - > O 

es una sucesión exacta corta descomponible. 

Para ello, consideremos el siguiente dia g rama 

(\ - > {H(C I ) ~ H(DI ) J n 
ni 

W(C I ~ DI ) e ~ {TorfH(C I ) ,H(D I)] }n+1 - > --'> 

I I - 1, n+ 1 
n 1 '-' 1 r. 4, 

0 - > {H (e) ~H(D) } n n Hn(e l1Ii D) ti {Tor[H(C) , H( D) ] }n+l - > - > 

por definición de TI n i dada ~l principio de esta sección el 

rectángulo de la izquierda es conmutativo. La definición de e 

dada antes implica que el rectángulo de la derecha es conmuta-
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tivo. Puesto que los homomorfismos verticales son isomorfismos 

y la fila superior es una sucesión exacta corta descomponible, 

se puede probar. 

Si~ilarmente a (T3.33 ) que l a f i l a in f erior es e~acta. 

Observaci6n final 

Para el caso particular en que 

rG, n = O 
D = < 

n lo, "1- O n 

entonces la f6rmula de Kunnel es una generalizaci6n de el Teo-

rema de Coeficiente Universal para homología y cohomología. 
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