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INTRODUCCTIOQON

Este trabajo estd organizado de tal manera que inicial-
mente se fundamenta al lector, con los conceptos bésicos de al
gebra homoldgica, los cuales se han considerado necesarios pa-
ra encaminarnos a la prueba de la exactitud de la sucesidén de

Mayer Vietoris, gque viene a ser la parte medular de este texto.

Préicticamente para llegar a establecer la prueba de la
exactitud de la sucesién de Mayer-Vietoris, hemos utilizado co
mo herramientas las sucesiones exactas cortas de complejos de

cadenas; definiendo en ellas el concepto de grupo de homologia.

Posteriormente definimos un homomorfismo, llamado el ho-
momorfismo conexidén con el cual unimos los complejos de cade-

nas obteniendo asi una sucesidn exacta larga de grupos de homo

logia.

En seguida se trata la teoria de homologfa singular en
base a cubos singulares, estableciendo cn dichos cubos los ape
radores caras y algunas de sus propiedades; las cuales dan la
base para definir el operador frontera, asimismo se define el
homomorfismo inducido a través de una funcibn continua entre
espacios topol&gicos dando algunas de sus propiedades homotépi
cas. Continuamos, dando la definicién de grupos relativos de
homologia, lo que da pié a construir la sucesidn exacta de ho-

mologia del par, la cual es de mucha importancia al igual que
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el operador sub-divisidén para la prueba del teorema de esei-

sidn.

Se aplicard esta teoria para el célculo de grupos de ho-
mologia de la esfera n-dimensional y de algunos espacios con-
trdctil. Posteriormente se da la prueba de la exactitud de la

sucesidén de Mayer-Vietoris.

Finalizando esta obra con lo gue consideramos de mucha

importancia:

"La relacidn entre el grupo fundamental y el primer gru-

po de homologfia".

Se considera que el lector debe tener a la mano los con-
ceptos bdsicos de topologfa de los cuales hacemos uso en el de

sarrollo de esta obra.

Esperamos que nuestro trabajo sea Gtil a los lectores

que se inician en el estudio de la topologia algebraica, que

-

es una rama, muy Interesante de las matemdticas.
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CAPITULO 1
“CONCEPTOS  INTRODUCTORIOS"

1.1 ALGEBRA

En la presente seccidn darcmos los conceptos algebrai-
cos elementales de grupos, morfismos de grupos, suma direc-
ta y algunos conceptos elementales de dlgebra Homoldbgica,
con el objeto de crear las hases algebraicas para el estu-

dio de los capitulos posteriores.

DEFINICION 1-1

Sea G un conjunto y * una operacidn binaria interna en

G, es decir »: G x G

> G, se dice que (G,*) es un grupo

si cumple:

G,: (Asociatividad) para todo a,b,c de G
(a * b) » c =a * (b x c).

G2: (existencia de lemento identidad) existe e & G, tal que
para todo a de G, se tiene a x e = ¢ x a = a

Gy: (existencia de elemento inverso) para todo a de G, exis
te a”! de G, tal que a =« a ' = a! « a= e, (a-! es el

elemento inverso de a).

Se dice que el grupo (G,*) es conmutativo o abeliano



si verifica ademé&s el siguiente axioma.
G, : (conmutatividad) para todo a,b de G a * b = b * a.

A lo largo del texto gencralmente trabajaremos con

grupos abelianos.

DEFINICION 1-2

Sean (G,x), (X,y) dos grupos y f: G > K una funcibn

entre sus conjuntos sub-yacentes f es un homomorfismo si

cumple: f(g;, * g,) = f(g,)yfla,); para todo g,,g, de G.

DEFINICION 1-3

Sea S # ¢, por grupo libre sobre el conjunto S entende

remos un grupo F y una funcidén f: S > ', que gosa de la

siguliente propiedad universal. Dado un grupo G y una fun-

cidén g: S > G, existe un Gnico homomorfismo h: F > G

tal que ho £ = g

ho £ =g

G

Fig. 1-1



Ademds se puede probar que el grupo libre sobre el con

junto S es Gnico, salvo isomorfismos.

Una propiedad importante del grupo libre es el:

TEOREMA 1-1

Todo sub-grupo de un grupo libre es libre.

DEFINICICN 1-4

Se dice cue el grupo G cs la sumra dirccta de la fami-

lia I" = {Gi: i=1,2,..., n} de sub-grupos de G si se cum-
ple:
I- G =G, + Gy + ... + G,
—_ . (\ T e . . ’ . . .
2 Gi Cy= KO\X) \%‘k=? N escribiremos en este caso
n
= G
G igl i

TEOREMA 1-2
Sea G un grupo y I = {Gi: i=1,2,..., n } una familia
de sub-grupos de G.

n
G = 8 Gi si y sb6lo si todo elemento de G tiene una

representacidn finica como suma de elementos as de Gi'

De igual manera podemos definir la suma directa de una



familia arbitraria de grupos.

DEFINICION 1-5

Se dice que el grupo G es la Suma directa de la famila

F = {Gi: i €I} de sub-grupos de G si se cumple:
1- G = + G,
iel
2- Gi M Gj = {0}, para todo i # j, escribimos en este caso
G = & G
i¢I

TEOREMA 1-3

La suma directa de una familia arbitraria de grupos 1li-

bres es libre.

1-1 SUCESIONES EXACTAS

DEFINICION 1-6

Decimos que la Sucesidn de grupos v homemorfismos

f f
n+1
> G > G n> G —> ... n g Z; es exacta en
n+1 n n-1
G, s1 Ker £ = Im f . Es exacta si c¢s cxacta en G_, para
n n n+1 n

todo n ¢ Z.

Una sucesidn exacta corta (s.e.c.) es

una sucesidn de la forma:



f
0 > G > K —4> ¢ > 0 en donde se cumple que:
1- f es inyectiva

2- Im £ = Ker g

3- g es sobreyectiva

Fig. 1-2

DEFINICION 1-7

Se dice que el sub-grupo F es un sumando directo del

grupo E si existe un sub-grupo K de E tales gque E = F & K.

DEFINICION 1-8

. - f
Una sucesidn exacta ... > G > B g_. H >

de homomorfismos de grupos, se escinde en el grupo E si y sé-
lo si el sub-grupo F = Im f = Ker g del grupo E es un sumando

directo de L.

Una consecuencia inmediata de las definiciones 1-7 y



1-8 es la siguiente:

PROPOSICION 1-1

Para cada sucesidn exacta corta

f . .

0 > A > B 2 ¢ > 0 las condiciones que siguen son
equivalentes.
a) La sucesidn exacta corta se escinde
b) f es inversible a la izquierda
c) g es inversible por la derecha.

Pa
a =>>b Supongamos que la sucesidn exacta corta se escinde.

Sea F = Im f = Ker g, por las definiciones 1-7 y 1-8

Se quiere probar gque existe h: B —:» A tal que

h o f = lA; para ello definamos

h: B=Imf & T > A; para el cual sc probard

f(y) + t VY

1- h estd bien definida
2- h es homomorfismo

3- h o £ = lA

1) Sean f(y;) + z,, f(y2) + 2z, e Imf @& T

f(y1) + z1 = f{y2) + 2z, => f(y,) = fly») v 2z, = 22



2) h[(£(y\) + z1) + (£(y2) + z2)] = h[f(y, + y2) + (2, + 2z,)]
=y + yo>
= h(f(y,)+z,) + h(f(y2)+z,)/
3) Sea x & A
(h o f)(x) = h(f(x)) = h(f(x)+0) = x = lA(x)/
a => c Se probara que existe : C ——> I tal que
g o Yy = lC para definir § tomaremos encuenta el siguiente ar-
gumento.
Sea x ¢ C
x € C=> y(x) = Y(g(y)); yv € B; g sobreyectiva,
= P(g(f(yy) + z3))

= w[(qof)(yl) + G(Zl)]

= $(0 + g(z,;))
= z,, 1l.e.
g C > B
N ERAAYAE S w(x) = 2z, z £ R
Se probaré: 1) ¢ estd bien definida

2) y es morfismo

X1 = X2 => g(m) = g(n); m, n ¢ B
=> g(f(y1)+z,) = g(f(ys)+z;)
=> g(f(y1)) + g(z;) = g(f(y-)) + g(z;)
=> g(z,) = g(z2)



=> (z2,-2;) ¢ Ker g = Im f

== z1+ Im f = z, + Im f

=> (gl(z1)) = P(g(zs))

=> Y(g(f(y1) + z1) = p(g(f(y2)) + z2)

2) Y(x+y) = ¥(g(m) + g(n)):; m,n € B

= P(g(f(y1) + 21)) + U(g(f(y») + 22))
= Y(g(m)) + v(g(n))

= P (x) + Y(y) Y4

3) Sea x e C; x=gl(y); v B
(g o 1) (x) = glb(x))
= g lg(y)))
= (goh) (g(f(y,) + z,))
= (goy) (g(z1))
= g(P(gl(zi)))

= g(z1)



b => a Probaremos que la sucesidn

0 > A £ > B 2> C > 0 se escinde i.e. B = Imf & T,
donde T es un sub-grupro de B. Dado que f posee inversa por
la izguiecrda se tiene que existe h: B ——- A tales que

hoe £ =1 tomando T = Ker h se probara

A;
B=TInf & Ker h o bien:
1) B = Imf + Ker h

2) Im f (Y Ker h = {0}

1) Sea YeB y h(y) = x, x €A asi:
Y =y + f(x) - f(x)
Y = f(x) + [y - f£(x) ]
Yy = £(x) + t; t = v - fi(x) ; t eKer h /

2) Cea x eIm f (N Ker h

x €Im £ N Ker h = x e¢Im £ v x €¢Ker h

=> x = f(y) v h(x) = 0; yv el
- => h(f(y)) =0
=> (hof) (y) = 0
lA(y) = 0
= }v — 0
=> f(y) = 0
=> x = 0 J
c =2 a (similar b => a).

La sucesidn de grupos y homomorfismos
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r f r
n+ n_ n-1 . -
_n+i G, —> G._3 > ... negZ; es semi-exac

ta si y s6lo si la imagen de todo homonorfismo de llegada

ce. —> G

n+1

estd contenido en el nicleo del correspondiente homomorfis-

mo de salida.

OBSERVACION 1-1

1- Si la composicidn de dos horomorfismos consecutivos en
una sucesidn es el homomorfismo "cero", entonces la suce-

sidn es semi-exacta.

2- Toda sucesibn exacta es scmi-cexacta, pero no toda semi-

exacta es cxacta.

Como lo muestra el siguilente ejemplo

EJEMPLC 1-1

Sea Gi1 un sub-grupo normal propio del grupo G y sea

1: Gy > G el homomorfismo inclusidn, entonces la suce-
sidn.
1 .
0 > G > G > 0 semi - exacta
N
G/G) > 0 exacta

DEFINICION 1-9

En una sucesidn semi-exacta
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C: ov. —> G £, K -9 g > ...; de grupos, se llama

grupo derivado de C en K cl carupo cocientec Ker g/Im f.

A partir de la definicidén 1-9, tencmos la siguiente:
PROPOSICION 1-2
Una sucesidn semi-exacta de homonorfismos de arupos es

exacta si y sélo si todos sus cgrupos derivados son el grupo

trivial i.e. {01}.

Pa

| | — 1] ;= f (-I ~,

=> Dada la sucesidn C: > H ——+ K ——> M >
exacta, debido a la exactitud, tenemos Im f = Xer g; de don
de el grupo derivado en el nivel X es Ker o/Im f = {0}, ast

los grupos derivados de C en cualqguier nivel son los trivia

les.
te=n Probaremos en este caso que C es exacta i.e.
Im £ = Ker g. Por hipdtesis ceneral sc tienc cue C es sami-

exacta i.e. Im f ¢ Ker g, bastara& probar gue Ker g c Im f.

Por otra parte Ker ¢g/Im £ = (G}.

Sea X €eKer ¢
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X eKer g => x + Im f eKer g/Im £
=> x + Im f = Inf
=> x ¢Im £ /

asli ker g ¢ Im f

Ker o = Im f

COMENTARIO 1-1

Los indices usados en cualquier sucesidén semi-exacta G
seran decrecientes y llamarerics a G un complejo de cadena y
los homomorfismos de G se denotaran con la letra 9, por es-

to un complejo de cadena tiene la forma siguliente:

d d
_Ei; Gn n ne1 _E:%

G: ... > G con
n

+1

3 ) = 0;
n ) el C; ¥n €&

En este caso lcs elementos de Gn’ se llaman n-cadenas
o cadenas n-dimencionales y los horomorfismos se llaman ope
radores de¢ frontera al Ker o se le denota ror Zn(G) y se

llama el grupo de los n-ciclos, al grupo Im c G, se

dn+l n

le denota por Bn(G) y se le llama el grupo de las n-fronte-
ras y finalmente el grupo derivado de G en el grupo Gn’ se
le denota por Hn(G) y se define corno:

Z_(G) Ker 9
n n

Hn(G) = §;TGT = Tﬁ*gm:i; el cual ecs tambien llamado el n-é-

simo grupo de homologia del comglejo G.
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1-2 TRANSFORMACICNES DE CADENA

DEFINICION 1-10

Dados los complejos de cadena G,D ¢ llaman transforma

ciones de cadena u homonorfismo de compleios de cadena a to

f
da familia F = {Gn __n, Dn / n €Z} de horomorfismos de gru-

nos de manera gue para todo n ¢ Z el diagrama sigulente
sea conmutativo 1.e. ¥n e Z.

3 J

n+1 n
G M - . > 3 —_——— - _——
g Gr1+l g Cn Cn-1 o
fn+l fn i rn—l

v 3$+l v BA v/
D . > - =

Dn+l g Dn g Dn—l

Diagrama 1-1
— ) ]

n-1 °9n an ofn'

Antes de continuar con el estudio de los complejos de
cadena daremos a conocer mediante un ejemplo la técnica a
utilizar en las transformaciones de cadena, la cual es lla-

mada el rastreo de diagramas.

EJEMPLC 1-2

Si en el siguiente diagrama conmutativo de grupos las
tres filas son exactas y las dos primeras columnas tambien

son exactas, entonces la tercera coluvmna c¢s exacta.
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0 0 0
\4 \ \4
£ ef
0 > A] _— Bl —_—— Cl > O
a, VW—> ) (a ) = <YV k=1 (b1)
A g ‘
g \4 A\ \4 \4
0 > Ao ——fL‘) B: —de_, C2 > 0
ar(a)=a, <-—vuv fo(az)=F (by)
A
| |
g 2 B, h;
\4 w/
£ M ;
0 > Aj > B3 2, ¢y — 0
0=02 (a2) VW—> f3 (a2 (az))=0
\4
\4
0 0 0
Diagrama 1-2
Se rreclara gue:
1 - h; es inyectiva
2- h, c¢s sobreyectiva
3~ Im h, = Ker h,
1) Probaremos que Ker h; = {0..
Sea x €C,, tales aue hi(x) = 0; comc g1 es sobreyectiva

existe by €B1 / gi1(b:1) = x; por conmutatividacd del diagrama
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g2 (B1(b1) = hi(gi(b1)) = hi(x) = 0 de donde
fi1(b1) eKer g2 = Im f,; para el cual existe a, €A, tales que

fo(az) = Bi1(by1) =*.

Por la conmutatividad del diagrama se tiene

falaz (az)) Ro(£2(az))

1l

B2(B1(b1)); rpor =

= 0.

Por otra parte f3; es inyectiva y por el resultado ante-

rior wy(a) = 0, por tanto
a, eKer o, = Im ¢1; para el cual existe a, ¢ tales que
gi(ai1) = a, % Yy por la conmutatividad cdel diagrama se tie-
ne Bi(fi(a1)) = f2(ar1(ai))

= f,(az); por *x

= B1(b1); por =+

dada la inyectividad de [,, se tiene f£,(a:1) = b, y retomando
el hecho de que x = g:(b,) se logra
x = gi1(by) = gi(fi(ar)) =0 7/

2si h, es inyectiva.

2)
ST hi
|
v v
£
—=2 B2 gz—~——> C, —mm 0]
b%AWW%W————> ga(by)=Y cCy
Bz i hz
v e v
£3 B - 93 - C3y ——>
bs=B2 (b2)<—Vvvv x=g3(b3s)
|
} Diagrama 1 -3
\V4 s
0 0



probaremos que para cualquier x €Cj,

hy (y) X.

Sea x €C3, como g3

que gs(bi3) = x;

es sobreyectiva,

exiliste

16

existe ve Cz tales que

by ¢B3 tales

por otra parte B2 es sobreyectiva, existe

por conmutatividad del diagrama se

b, €B2 con By (b2) = bs,
tiene:
ha(gp(b2)) = g3(B2(b2)) = gs(bs3) = x, tomando
y = gp(b,) €C2, se tiene hy(y) = x /
Nsi h, es sobreyectiva.
3)
0 0 0
\2 \ N/
0 — A £ > Bi R Ci -—F> 0
b
‘ ]‘ VVA—> g1 (b1)=YeC)
[
o Byl s hy
v £, v e ) )
0 _ AZ > BZ iz_ > C2 D> 0
5 n V> bo-fa(an) <YV ga (b)) =x
[
P F é B2 } ? hp
vV
0 > Ay £ > ﬁ/a S E . (\3/3 ——>
3

02 (az2)=as<—vvu fi(ai)=0L2(bs)

\4

0

O <

"C" osea Ker(h,) ¢ Im h:.

Sea x €¢Ker hy;

hi(y) X.

se tratar& de buscar un y e C)

Diagrama 1-4

tales que
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Como Ker h, ¢ C; y g: es sobreyectiva, existe by €B;

tales que g2(b2) = x; por conrutatividad del diagrama se tie-
ne: gs3(f2(b2)) = ha(gz(bz)) = hz(x) = 0; x eKer h, por lo tan
to B,(k2) €Ker g3 = Im £3 1.e existe a,¢ A; tales que

fi(as) = B2 (by) y por sobreyectividad de ¢.,, a de existir aze A,
tales que a:(az) = as; de nuevo por conmutatividad del diagra

ma se obtilene:

Bo(f2(ar)) = f3(az(az)) = f3(az) = Ba(br) asi

£a(b2) = B2(f2(az2)) = 0 &

B2(by, = f2(az2)) = 0 ; de donde;

b, - f2(az) € Ker B, = Im £, ; para el cual existe b,e B; ta-
les que B1(b1) = b, - f,(az) v por cecnmutatividad del diagra-

ma se obtiene:
hi(gi1(b1)) = g2(Bi1(b1))

= g2(b; = f2(az))

= gz2(b2) - g2(f2(az))
= g2 (b2)
- = x ; tomando y = g (b:) e Cy,
hi(y) = x , asi x £ Im h;,. . Kerhz;c Im h,

"o" o sea Im h; ¢ Ker hy.
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0 0
A\ A\
fi > B1 g1 > C) > 0
b, «<—vv c1=g(b1)
A
B h, A
<
£ \% Ve
2 > Bz L> Cz > 0
=h; (c
8, h Y 1 (c1)
v v
DIAGRAMA 1-5
Sea yeIm h,; se tratard de probar cue h; (y) = 0.
ye Im h; => ] Cy € Ci / hi(Cy) =Y ; por la sobreyectivi
dad de g,, se tiene que existe b,;eB: tales que g:(b;) = C, vy

como el diagrama es conmutativo se tiene:

2(B1(b1))

hi(gi(bi1)) = h;(C,) =Y asi
h, (Y) = ha(g2(Bi(b1)))

. = (h2o0g2)(B1(b1))

It

(g3 o B2)(B1(b1))

= g3(B2(B1(b1)))
= 93(0)
= 0/ ; asi Y e Ker h;

Im h, ¢ Ker h;. , lo cue finalmente prueba la exactitud

en C2. Luego la sucesién

h > Co _he | C,

>C1

> 0 es exacta
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1-3 HOMOMORFISMOS INDUCIDOS LN TRANSFORMACIONLES DE CADENA

PROPOSICION 1-3

Dada la transformacidn de cadena f: G —> D el homomor
fismo fn: Gn ——> Dn, induce un homomorfismo Hn(f) entre los

correspondientes grupos de hcomologia Hn(G) vy Hn(D) i.e.

Hn(f) : Hn(G) > Hn(D); el cual es llamado el homomorfismo

inducido n-dimencional de f.

13

Si definimos Hn(f) de la siguiente manera

Hn (£) : Ker, In > _Iigi,_ijn_
Im dn4q Im dp+1
x + Im dpy1 wui—:>» Hn(f) (x+Im 9p41)=fn(x)+Im 9p+

primero debemos comprobar que estd bien definida i.e.:

1) xeKer 9, => fn(x) € Ker 9}
2) x1 +1Im 3p+1 = X2 + Im Op41 ==> fn(x,;)+Im 9'n41=fn(xz2)+Im 9p/+1
1) ——> Gp —-ﬂn~>Gn_1 )
fn ’ fn-1
A\ A\
> Dn ——in*>Dn—l —_—

DIAGRAMA 1-6

Sea x € Ker dp; por la comnutatividad del diagrama;
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2) > Gn+l —m, Gn —_ >
|
fn+1 fn
vV
> Dn+1 n+tl, pp i
DIAGRAMA 1-7
como X1 + Im 9p4+1 = X3 + Im dp41 =~ X, — Xy v Im dpn41
o jy ! Gn+l/an+l<Y) = X1~ X2,
ast fp(x1 - x2) = fnlapn+1(Y))
= 0h+1 (fn+1(Y)); de donde Mp(x,-x2) e Im 9/+1
o) fﬁ(xl) + Im 9/41 = fn(x2) + Im 9p3+1 7

Ahora brobaremos que Hp(f) es un homomorfismo

Ker dnp

. + —
Sean x; + Im 9p+1, X3 Im an+le;Im el

Hp(f) [(x: + Im 9p41) + (x; + Im Opt1)] Hp (£) [ (1 +x2)+Im dp41]

-

fr(xi+x2) + Im 9)+1

= [fn(xl)+fn(xz)]+1m Of+1

= fp(x1)+Im 9441 +
fn(xz2)+Im 9/4+1

= Hp (£) (x1+Im Odpn41) +

Ha (£) (x2+Im 9p+1) /
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Si tenemos la transformacidn de cadena identidad

. i
1: G — n

> G 1.e. la familia {Gp > Gp/ne Z}

entonces Hp (1) es el homomorfismo identidad en el grupo

Hnh(G), ¥n €Z.

Si f: G

>D y g: D > E son dos transformaciones

de cadena, entonces la familia {Gp QDJL£Q> En/nE:Z} es una

transformacién de cadena que denotarcmos por go f: G —> E

d d
Gp+1 _on+l. Gp “n__ Cp-1

I I ]
:fn+l ifn fn-1
I

v A\ \Y

dJ ot
Pn+1 —P2+> py —“R—> Dy

|
dn+1 \Gn
v Y

. BII l-,n

DIAGRANA 1 - 8

-

donde aI"'l odp o fn = dgn-1 ofn_l oan 1.¢C.

el diagrama del complejo ¢gof es también conmutativo. Ade-

mas gp o fn induce un homomorfismo Hp(gef), donde
Ker dp Ker 94
H : nat te
n(gef) Im 9nt1 > T en es caso tenemos

que:

Ker on

Hp(gef) (x + Im 3n+1) = (gp o fr) (x) + Im dn+1
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gn(fn(x)) + Im dn+1

Hn (g) (fh(x) + Im 9p41)

Hp(a) (Hy (£) (x + Im 9n+1))

(lin(g) o HR(f)) (x + Im on+1)

de donde

Hp(gof) = Hp(g) o Hp(f).

3- Se llama homomorfismo trivial del complejo C en el comple-

jo D, a la transformacidén de cadena h: C

> D tal que

para todo neZ. hp: Cp > Dn:s hp = 0, en este caso el

homomorfismo Hp(h) es el trivial para todo ne Z.
DEFINICION 1-11

Sean f,g dos transformaciones de cadena del complejo C
en el complejo D, se dice que las transformaciones f y g son
homotdpicas si existe una familia de homomorfismos

h
H= {Ch —&> Dp+1/necZ} de manera que:

-

FIGURA 1-2

hn-1 o 9n + 9n+1 ¢ hy = fn - gp

en este caso H se llama homotopia de transformaciones de cade-
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H
na entre f y g y lo denotaremos por f = g

PROPOSICION 1-4

Si dos transformaciones de cadena f y g f,g: C > D
son homotdépicas entonces ¥ne &
Hp (f) = Hp(g): Hp(C) —— Hp (D)
pa
H
Supongase f s~ g i.e. hp-10 3y + 44,7 o hy = £ - gn

K 9
Sea x + Im 9pn+1 € T%£§_%I ;i x €Ker dp ¢ Cp
n

xe Cph => fn(x) - gn(x) = hp-1(3n(x)) + 3n+1(hy(x))

dn+1(hn(x)) € Im 3n+1

=> fp(x) + Im 3)41 = gp(x) + Im dn+1
=> Hp (f) (x+Im dn+1) = lp{g) (x + Im Opn+1)
a Ker dp
¥V X + Im dpy41 E'I'ﬂm
==> Hp(f) = Hpn(g) 7/
DEFINICION 1-12
Se dice que la sucesidn 0 —> C £ DL€ >E —> 0 es una

sucesidn exacta corta de complejos de cadenas, si para todo

neé.

f .
0 > Cp —B—> Dp Sn_, En ——:> 0 es una sucesidn exacta de

grupos.
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PROPOSICION 1-5

Si 0 ——> C ——p 9,

> 0 es una sucesidn exacta

de complejos de cadena, entonces para todo n €Z la sucesidn

Hp (C) n (), Hp (D) —Eni9l> Hp (E) es exacta.
pa

1) Im Hp(f) c Ker Hp(g)

2) Ker Hn(g) ¢ Im Hp(f).

1) Como gef = 0 => Hp(gef) = 0

=> Iin(g) o Hp(f) = 0 /

Im Hp(f) c Ker Hnp(g)

2)
C D E
A\ Vv A\
f
0 > Cn+l _In+l, Dn+1 ——_9n+1 En+1 > 0
ey 47 VY Y=g (d)
In+1 5 ‘3ﬁ+l | | dn+1
| |
Vv v v/ A\
f g
0 > Cp n_. Dn n > Ep > 0
e i . = —8’ 1
' pre Y fn(>!<) 2=941 (A) 201 () = gn(2)
) | Nl
{ In ; In [ n
A\ A\ A\
0 > Cp-1 ST Dn-1 9n=1 . Ep-1 > 0
| | |
A\ A\ \’/

DIAGRAMA 1-9
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Sea z + Im 9,1 € Ker Hpn(g) ; z € Ker an
Hp (g) (z + Im dn+1) = gn(z) + Im dp+1 = Im Op41 asi

gn(z) € Im 8;+l , para el cual existe y € Epy4] tales que

dn+1(y) = gn(z) ; como gp4+1 ©s epi cxistec dec Dp+l tales que
gn+1(d) = y, en este caso
g, (3,1 (@D-2)= gn(dn+1(d)) - gn(z)
= In+1(gn+1(d)) - gn(z)
= ns1(y) - gn(2)
= 0;
entonces (3p4+1(d) - z) € Ker gp = Im f,, asi
existe x e€Cp tales que fn(x) = z - 3pn+1(d) ahora
frn(x) - 2z = - 3n+1(d) € Im d5+1 de donde

fn(X) + Im a;l_i_l = Z + Im 81!14_1

Hy (£) (x + Im 9pn+1) = 2z + Im dpn+1 ; ademds
fn-13n(x)) = A (fn(x))
= 9p(3p+1(d) - 2) —
= on(dp+1(d)) - 3p(z2) o
© 0
como fp-1 €s mono d9p(x) = 0, luego X € Ker Jdn asi

z + Im 9n+1 € Im Hp(f) /

Hn (£

H .
Hp (C) ! Hp (D) n(g)) Hp (E) es exacta. En la proposi
cidén 1-5 se probd que se pueden obtener sucesiones exactas en

los grupos de homologias correspondientes.

Es posible "conectarlos" a todos ellos en una sola suce-
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sién exacta que se llama precisamente la sucesidn exacta de

grupos de homologias de la sucesidn exacta corta de complejos

de cadena.

1-4. HOMOMORFISMO CONEXION

A continuacidén se tratarad el proceso de definicidén del

llamado homomorfismo de conexidn (33) del grupo Hp(E) en el

grupo H,_1(C), ¥n ¢ 2 dados en el diagrama 1-9, i.e.

dh: Hp (E) > Hn-1(C); ¥n e Z.
0 > C f . »p —9 E > 0
| |
| |
A4 f A4
0 > Cp+1 n+l > Dn+1 gnil—> En+1 > 0
i3n+l | 9n+1 | vntl
v v v
0 > Cn _fIL‘> Dn —gn—‘> Bn > 0
- AR AN gn (y)=2
i [ | "
! on | 9n ¢ | J
| . |
AV A\ AV AV
0 -> Cp-1 —nA=Lls p,_q 9n=1_, Fn--1 > 0
¥ <—"VN fn_l(X)—dn(Y)
8
8
N ..
‘an—l on-1 | 9n-1
A4 AV AV \Il
0 > Cn_z _fn:2_> Dp-2 ng:Z_> En—2 > 0
| I
J dpn-1 (x) L L

DIAGRAMA 1-10
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Ker op

Sea z + Im 9p+] € — -~ ; se tratard de encontrar un
Im dn+1

elemento 3p(z + Im dpn+1) © Hp-1(C).

Como z ¢ By y g, ©s cpl cxiste y ¢ Dy tales que
Zz = gnly), por conmutatividad del diagrama gp-1(dn(y)) = 0;
asi an(y) € Ker gpn-1 = Im f-1 para el cual existe x & Cph-]
tal que fpn-1(x) = 9x5(y) y de nuevo por conmutatividad
fn-2(dn-1(x)) = 0; dado que fpn-2 es mono dpn-1(x) = 0 y asi

X € Ker dj-1, con el cual ahora ya se puede definir 3; como:
d3h(z + Im dp41) = x + Im 9p; donde

fn-1(x) = 3p(y) y gnly) = z.

Se prueba que 3* asi adefinida es una funcitn [5, pags. 51,53]
n

LEMA 1-1

La funcidn D;: Hp (E) > Hp-1(C) es un homomorfismo de

grupos.
pa ~
Sean z:1 + Im 8ﬁ+1, z; + Im aﬁ+1 £ Hp(E).
dn(z1 + Im 3n4+1) = X1 + Im 3p; fo-1(x1) = Sply): gnlyr) = zj
* Son . 1
dn(zz2 + Im 9p41) = Xz + Im 9p; f-1(x2) = 2p(y1); gnly1) = 2z,
en este caso.
fh-1(x1 + x2) = fp-1(x1) + fp-1(x2)

= ar'1(Y1) + aA(Y:)

1 111Nk

= an(y1 + Yz) y I I T =0 A Ck IT M |



gy ly1r + y2) =

of[ (z1+Im 3p+1) + (2Z2+Im In+1)]

gnly1) + gplyz) = 2.

Il

!
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+ z2 ; luecgo
[ (z1+2z5) + Im 3n+41]

+ x2) + Im 9p

En base al Lema 1-1 y a2 partir de una sucesidn exacta de

complejos de cadena:

*
EH:L_> Hp (C) _Eniil Hp (D) _Eﬂiﬂl Hp (E) 9n

de grupos,

sucesidn exacta "S".

TEOREMA 1-4

La sucesidn de homologias,

de complejos de cadena,

pa
En
1- Ker 35 = Im Hp(g)
2- Im 9, = Ker Hp-1(f)

Q)
S %

> 0; obtenemos una suce-

*

la cual es llamada la sucesi®n de homologias de la

de toda sucesidn exacta corta

es exacta.

base a la proposicidén 1-5 bastarad probar

BIBLIOT -

Ivammy

———

> . s -

A UEnNT Ny
PE GL manvase

/

> Hn_l(C)Hn:li£l .o
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Sea y + Im dn+1 € Im Hp(g) vy

' Ker 8'
+ Im 9 £ ——2 ; tales que
Hn(g) (x+Im 9A+1) = y + Im dp+l, Se probard
3p(y + Im dp+1) = Im 9p.

Se tiene gp(x) + Im dp+l = vy + Im 3;+l de donde

Y - gn(x) © Im dp+1, para el cual existe e r Epyp tal que

dn+1(e) =y - gn{x), como gp+1 es epimorfismo existe d e Dht1
tales que gpiq(d) = e. Ademds gp(9h(d)) = Ins1(gpeq (d))
= 85+l(e) =y - gp(x) vy por definicidn
dp(y = gp(x) + Im dp+1) = Im 9y va que
gn(dn+1(d)) =y = gp(x) y 8n(dn+1(d)) = 0 = f,_71(0) para el
cual Im 9p = 3p(y + Im 3p41) - Oalgn(x) + Im dps1)

= Bg(y + Im 9p+1) - Im Op
Ya que x e Ker 95 ; 9n(x) = 0 = fh-1(0) y gp(x) = gp(x) asi
dp(y + Im dp+l) = Im 3dp

Ker op c Im Hp(g)

Ker Op

Sea z + Im apn+1 € Ker 8; e
Im onp+1

1Q

; se probard que exis

m+ Im dp4] tales que

Ker 3p

Hy (g) (m + Im dn+l) = 2z + Im dpn+l, con m + Im Op+1 € —_—
Im 9p+1

Ahora 9% (z + Im 9p+1) = x + Im dn = Im 9, con
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gply) = 2 v fn_l(x) = 8A(y), asi xe Im Un para el cual exis

te ceC_ tales que 9 _(c) = x.
n n

Adends 8A(fn(c)) = £ (2, (c))

= f 1)
= Sﬁ(y) ;  del cual
y - fn(c) £ Ker 3n, ademas
Hn(g)(y - fn(c) + Im 8n+l) = qn(y) + Im an+l - gn(fn(c)) + Im 8n+l
= z + Im Bﬁ+l
tomando m = y - fn(c) se tiene:
Hn(g)(m + Im 8$+l) =z + Imop /

La prueba de 2) es similar a 1).

i wuuoTECA CENTRAL

-mvl-lmn- PE EA savvammy b



CAPITULO I1
"DEFINICIONES Y PROPIEDADES BASICAS DE TEORIA DE HOMOLOGIA Y
HOMOTOPIA”

2.1 INTRODUCCION

En el presente capitulo se tratard de dar a conocer la
teoria de homologia para el caso particular de n-cubos singula
res, dando también el concepto de grupos relativos de homolo-
gia. Y finalmente se proporcionard una técnica de sub-divisién
de cubos, la cual serd de mucha importancia para la prueba de

la propiedad de escisidn.

A continuacién detallamos alguna terminologfa y notacibn

que serd usada de aqui en adelante.

IR: Recta real

I : Intervalo cerrado unitario [O,l]
IR™: IR x IRX...xIR. (n-veces) el n-ésimo espacio Euclidiano
1": I x I x ... x I (n-veces) el n-ésimo cubo unitario.

Por definicién I° es un espacio consistente de un finico

punto.

Cualquier espacio topolbgico Homeomorfo a ™ puede ser

llamado un cubo n-dimencicnal.
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DEFINICION 2-1 SEIVERSIDAD K G4 BavARGs |

Un n-cubo singular en un espacio topolb6gico X, es una fun

n

cidn continua T: I > X.

Se denotara por Qn(X) el grupo libre abeliano generado

por el conjunto de todos los n-cubos singulares en X.

Cualquier elemento de Qn(X), tiene una expresidén (nica co
mo una combinacién lineal finita, con coeficientes enteros, de

n-cubos en X.

DEFINICION 2-2

n

Un n-cubo singular T: I > X es degenerado si existe un

entero i; 1 < i < n tales que T(xX,, X2, ..., Xp) no depende de

Xi-

Observese que un O-cubo singular no es nunca generado y

un l-cubo singular T: I > X es degenerado si y s6lo si T es

una funcidén constante.

Sea Dn(X) el sub-grupo de Qn(X) generado por los n-cubos
singulares degenerados y denotemos por Cn(X) el grupo cociente

Q_ (X) .
BETYT este Gltimo es llamado el grupo dec las n-cadenas clbi-

n

cas singulares en X o0 simplemente n-cadenas en X.
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OBSERVACION 2-1

Si X = ¢, entonces Q (X) = D (X) = C (X) = {0}.
n n n
Si X es el espacio consistente de un Gnico punto, enton-

ces ¥n > 0 existe un Gnico n-cubo singular en X el cual es de-

generado si n > 1.

Ademés CO(X) es un grupo ciclico infinito y

cn(X) = {0} ¥n > 0.

Para cualquier espacio X, si DO(X) = {0}, entonces

Co(X) = Q) (X).

Para cualquier espacio X, se verifica que para n > 1,

Cn(X) es un grupo libre abeliano en el conjunto de todos los

n-cubos no degenerados en X.

2-1 LAS CARAS DE UN N-CUBO SINGULAR. n > 0

. . n .
Sea Ta funcidén T: I > X un n-cubo singular en X. Para

i=1, 2, ..., n definiremos (n-1)-cubos singulares:

AT, B.T: "1
1 1

> X mediante las f6mulas
AiT(xl, ooy X ) = T(xy, «.., X,

BiT(xl, e, X ) = T(xy, ..., X,

AT es llamado la i-ésima cara frontal y BiT la i-ésima

cara trasera de T, estos operadores caras satisfacen las si-



gulentes identidades donde T: In

1 <1< 3j <n.

2)

3)

1)

AAT = A, A.T
i3 j=-1 "1
B.B.T = B. B.T
i j=-1 "1
A.B.T = B, AT
i j-1 1
B.A.T = A, B.T (2-1)
i j-1 "1
pa
AjAgT O eenx, o) = BTG Xy g0 00X peees ¥ )
= T(x,, ’xi—lf()'xl’ "’X'—2’O’Xj—l"
= A.T(x,, ’X]—2’O’Xj—l" ’Xn—2)
= Aj_lA.T(xl, PX o) /
. A_,AT = A, AT
i j-1"1
BlA]T(xl FARIR lxn_z) = AjT(X]_, ,Xl_ll llxil 'xn—2)
= T(x;, X l’l’xi’ X 2,O,Xj_l, .,xn
= B.T(x,;. ,xj_z,O,x]_l, .,xn_2)
= A, B.T(x), X o) /

La prueba de 2 y 3 es similar.

Los operadores caras tambien satisfacen las siguientes

34

> X es un n-cubo, n > 1y
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propiedades: | BIBLIOTECA CENTRAL
amIvASNIBAD BE KA BAsvARFY |
¥T: In > X se tiene
+ = + .
1) Al(Tk Tj) AiTk AlTj
+ = +
2) Bi(Tk Tj) BiTk BiT ]
Pa

1) A (Tk + Tj)(xl’ "Xn—l) = (Tk + T.) (%, 'Xi—l’O’Xl' ..,xn_l)
= Tk(xl’ ’Xl—l’o’xi""xn—l) +
Tj(X1, ’Xl—l’o'xi' "’Xn—l)
= A T (ypeee % VAT 0,00 g) e /

Lo AT+ 7)) =AiT + A.T.

La prueba de 2 es similar.

Definiremos ahora el operador frontera an: Q_(X)

. >0, (0,

definiéndolo inicamente en sus elementos bé&sicos, es decir, en

los cubos singulares, por las propiedades de los grupos libres

abelianos.
DEFINICION 2-3

Para cualquier n-cubo T, n > 0

n .
5 (T) = § (- (AT - B.T).
_ 1 1
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Se verifica facilmente para los casos n = 2,3 que an(T)

es la frontera del n-cubo.

n = 2
do: Q2 (X) > Q1 (X)
2 T
I > X anas 32(T): I > X, donde
2 i
32 (T) = ] (=1)7(A;T - B,T)
i=1
= - AT + BT + A,T - B,T; ademds
Y1
- AT(x) = - T(O0,x) -B,T
l,‘_/\/_(_/’_\__
B;T(x) = T(1,x)
A,T(x) = T(x,0)
- B,T(x) = -T (x,1)
0 A,T 1 X
FIG. 2-1
n = 3
33: Q3 (X) > Q5 (X)
3 L.« . T2
v 33 (T): I > X, donde
3 i
93(T) = ) (-1) (A, T - B,T)
i=1
= - AIT + BIT + A?_T - B2T - A3T + B3T; ademés
- AlT(Xl,X?_) = = T(O, X1, X2)
BlT(Xl,X?_) = T(1, X1, Xz)

AT (x1,x%x2)

I
=3
X
[

X2)
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- BZT(X].’XZ) = _T(X]_’ l’ X2) - —_—— 5 S
| BIBLIOTECA CENTRAL
- A3T(xy,Xp) = -T(x;, X, 0) o O PR RN Uasraney
B3T(X1,X2) = T(Xl, X2y l)
Z a
1
BsT
| l ‘Y
: |
| [
BT
lJ [ L
1
FIG. 2-2

Algunas propiliedades importantes del operador frontera son:

(3 (T)) = 0; n > 1 (2-2)

3 (D (X)) ¢ D (X); n > 0 (2-3)

i
l(—l) (AiT - BiT)

I~

Se tiene an(T) =
1

La prueba se seguir& por induccién
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a) Para n = 2. l"---u...,

31 (32 (T))

Il

| o~1
|
,_I

2 : 2 .
=-a[ ] -TaT-B. D] + B[ ] (-1)7(A,T-B.T)]
i=1 4 i=1

= - Ay [-AyT + BT + A,T - B,T] +

Bl[—AlT + BT + AT - BQT:I

AA\T - AB T - MA,T + BT - B1AT
+ BB, T + B1A,T - B1BoT

aplicando adecuadamente las identidades (2-1)

se tiene que 31(3,(T)) = 0.

b) Supongamos que se cumple para n = k 1i.e.
k-1 5
By (3, (T)) = jzl(_l) (A3, (T) - Bjak(T)) =0
c) Probaremos que tambien se cumple para n = k + 1
S
8y, (3 (T)) = jzl(—l) (Ajak+l( ) B.8k+l(T))
[-A18, 1 (T + Byoy (D] + [Aod, 1 (T) = Byo, ) ()] +...+
k-1
LD T @ay g0 (T = By g9 (TN ]+
k
[ (=13 (B 8y, (T) = B o, (T))]
k+1 i k+1 i
= [-a, ] -7 (AT-B,T)] + [B) ] (-1) " (A,T-B,T)] + ... +
i=1 i=1
-1 k+1 k+1 i
[ (-1) (A _q L (-7 (a;7-B;T) = B, ) (-1) (A;T-B,T))] +
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DNITRERIPAR BE i HALVARERS

[(—l)k(A k+l(—l)i(A T - B.T) - B kfl(—l)i(A T - B,T))]
k. i i k.t i i
i=1 i=1
k
k+1 i
[-21 ((-1)""7 (), ;T = By 1 T)) Alizl(—l) (AT - B;T)] +
k .
[Bl((Ll)k+l(Ak+lT ke1l)) F Bllzl(_l)l(AiT - BiT)]+-- +
k :
k-1 k+1 i
[ (-7 " (a, _; ((-1) ‘Ak+1T'Bk+1T))+Ak—1i§l(“l) (A;T-B,T)) ]+
k .
k-1 k+1 i
[1)7 7 (= By _, ((-1) (Ak+lT_Bk+lT))—Bk—lizl(_l) (A,T-B,T)) ]+
(-1 %, (1%  T-B  T))+a E -1y (a.7-B. 1)) ]+
k k+1" Tk+1 kil it i
k :
k k+1 i
[ (-1 (=B, ((-1) (Ak+lT—Bk+lT))—Bki£l(—l) (A, T-B,T))]
k+1
[ D Ry () T-By |y T) + By (B )T = By T)] +
k+1 k-1
[0 0= (g Ly By T8y T =By (B T By P D]
k+1 k
LD (=07 (A T-B, | T) - B (A T-B, T)))] +
k=1 i
[izl(—l) (A 9, (T) - B9, (T))] +
k k
k i i
[ (-1) [Akizl(—l) (A,T - B.T) - Bklzl(—l) (AT - BiT)]]
[(—1)k+l E (—l)i[A (A T T) B. (A T B Tﬂ]
ig1 i Tk+1 k+1 i P+l k+1
[(—1)k[A E (-n)Ya,T - B.T) - B E -nyta,t - B.m]]
k.t i i k. L i i
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observando los té&rminos j-&simos con 1 < j < k de las tres su

matorias, se tiene:

k+1
[

- ~1yJ - _ -
(-1) (-1) [AjA T - A.B_,,T - B.A T BjBk+lT]] +

k+1 § k+1 §k+1

(-0 [ DI[aar - ABT - B AT+ B BT =0 /

aplicando las identidades (2-1) adecuadamente.

2) Si T es un n~cubo singular degenerado, entonces Bn(T) es

un (n-1)-cubo singular degenerado.

e~z

Se sabe an(T) = (—l)i(AiT - BiT); bastard probar que

i=1

los AiT - BiT son degenerados.

Supongamos que T es degenerado en la posicibén j; 1 < j < n,

luego
AlT(Xl,Xz,...,Xj,...,Xn_l) = T(O,Xl,}(z,...,Xj,...,Xn_l)
AzT(Xl-,Xz,...,Xj,...,Xn_l) = T(Xl,o,Xz,...,Xj,...,Xn_l)
AjT(xl,xz,...,xj,...,xn_l) = T(xl,xz,x3,...,O,xj,...,xn_l)
(1)
= T(xl,xz,x3,...,¥j,xj,..:,xn_l)
AnT(Xl’XZ’""Xj""’xn—l) = T(xl,xz,x3,...,xj,...,xn_l,O)

Asi AiT es degenerado en la posicién j, similar para BiT /

5, (T) es degenerado.

(1) ya que T es degenerado en la posicidén j; podemos con-
—
FBLIOTECA CENTRAL
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venientemente sustituir dicha posicién por xj.

Como una consecuencia de 2-3, an induce un homomorfismo

n n_l(X); es de notar que esta nueva secuencia

de homomorfismos ai,aé,...,aﬁ,... satisfacen la Ec. 2-2.

Definamos ahora:

™

o]
>
I

Ker aﬁ = {u e Cn(X)/aﬁ(u) = 0}; n >0

= ! =
B_(X) Im 8n+

1 an+l(c (X)); n > 0, de 2-2

n+1 -

Se sigue que Bn(X) c Zn(X)’ n > 0. Definimos Hn(X)=Zn(X)/Bn(X).

Hn(X) es llamado el grupo de homologia singular n - dimensio-

nal de X.

Definiremos ahora Hn(X) para n < 0, para definir HO(X),
definiremos primero ZO(X) para el cual existen dos candidatos

ligeramente diferentes.
DEFINICION. DE HO(X).

Esta definicibn es muy simple. Definiendo ZO(X) = CO(X)

zo(x) _ CO(X)
BO(X) BO(X)

y asi HO(X) =

Se puede alcanzar el mismo resultado definiendo

c (X)) = 0 para n < 0 y

ag = 0; ¥n < 0 y entonces ZO(X) = Ker aé, mids generalmente po

demos entonces definir Zn(X) = Ker 35, ¥n ¢ Z; luego



z_ (X)
HD(X) =w, Yn ¢ Z.

Naturalmente obtenemos Hn(X)

{0}, ¥n < 0. Notece que
H (X)
O

estd definido alin en el caso en gque X = ¢.

n

DEFINICION DE Ho(x)

Para este propb6sito definiremos un Homomorfismo

e: C_(X)

> %, donde Z denota el anillo de los enteros.

Es-
te homomorfismo es llamado amenudo aumentacidn.

Dado que CO(X) = QO(X) es un grupo libre en el conjunto

de los o-cubos, definiremos ¢ (T)

para cualquier o-cubo T en X,
de la manera m&s simple y no trivial posible;
agqui que si u

e(T) = 1, de
ZniTl cualquier o-cadena, entonces ¢ (u) = Zni;
i i

Ahora probaremos la siguiente f&rmula importante:
e 3] = 0 2-4 '
o

Pa

Sea T'e C1(X); T' =T + D (X).

Para T'en C; (X)

se tiene 3} (T')

AIT + B]T. Luego
(e0d!) (T') =

e(3{(T')) =e(-A)T + ByT) = (-1) + (1) =0 /
oo €od] = 0

n,
Definiremos ahora 72 (X) =

= Ker e, por la férmula 2-4 se

4
n, n 7z (X)
tiene BO(X) c ZO(X), entonces podemos definir HO(X) =

- Bolxj'

42
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ﬁoOO es llamado el grupo de homologfa reducido o-dimencional de X.

Y
En adelante solo consideraremos Ho(X) en el caso en que
el espacio X sea diferente de vacio. Es conveniente hacer

En(X) = Hn(X) ¥n > 0.

Notese que %O(X) es un sub-grupo de Zo(X) = Co(X), enton

Y n
ces Ho(X) es un sub-grupo de Ho(X). Sea i: Ho(X)

> Ho (X)
el homomorfismo inclusién. De la férmula 2-4 se sigue que ¢

induce un homomorfismo ex*: Ho (X) > Z/ex(t + Bo(X)) = e(t)

el cual se prueba facilmente qgue estd bien definido, es de-

cixr, si:

t + Bo(X) =k + Bo(X) = t - k € Bo(X) c Ker ¢
=> g(t - k) =0
=> eg(t) = e(k)

=> e¢x(t + Bo(X)) = ex(k + Bo(X)) [/

PROPOSICION 2-1

La siguiente sucesidn de grupos y Homomorfismos

€ %

0 > ﬁb(x) > Ho (X) > Z > 0 es exacta.
Pa
Se probard: 1) 1 es inyectiva (inmediato)
2) Im i = Ker ex

3) ex* es sobreyectiva

S e
BIBLIOTECA CHENTRAL
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2 ) 1 C "

Sea (r + Bo(X)) € Im i, r ¢ Ker ¢, entonces
ex(r + Bo(X)) = e(r) = 0.
.+« (r + Bo(X)) € Ker ex

n O n

Sea (y + Bo(X)) e Ker ex
(y + Bo(X)) e Ker ex => ex(y + Bo(X)) = 0

= e(y) = 0

>y € Ker €

=> vy + Bo (X) e%
=> y + Bo(X) = i(y + Bo(X)) € Im 1 /

3) Se probar& que Im ex = Z.

c " Trivial

n O n

Como X # ¢, existe T e Co(X) (o-cubo T en X)
tales que 1 = g (T) = €4 (T + Bo(X)) € Im €4
ahora sea y ¢ Z&.

y € & = y =y.l
. => yv = v.ex (T + Bo(X))

ex (T + Bo(X))+...+ €4,(T + Bo(X)) € Im ex

. V] -

y — veces

=>y = ex(y.T + Bo(X)) ¢ Im e, /
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EJEMPLO 2-1

Sea X el espacio consistente de un solo punto entonces

encontramos que:

1) Ho(X) =1Z

2) Hn(X) = {0} ¥yn # 0

3) ﬁo(X) = {0}, y e4: HO(X) > Z es un isomorfismo.

Efectivamente:

1) para probar que Ho(X) - Z, bastard probar que e4 es un mo
nomorfismo.

Sean y + Bo(X), r 4+ Bo(X) e Ho(X)

ex(y + Bo(X)) = ex(r + Bo(X)) => e(y) = e(r)
=> g (aT) = € (BT)
= g = B
=> aT = BT
=> y+Bo (X) = r+Bo (X) V4
Ho(X) = Z
2) Cn(X) = %%%%% = {Dn(X)} = {0} ya que Qn(X) = Dn (X)
_ Zn(X) _ Ker ah _ _
luego Hn(X) = Bn(X) - Bn(X) {Bn(X)} = {0}, ¥n # O
dado que 3p: Cn(X) = {0} > Cn-1(X) /
3) Por la proposicibén 2-1 tenemos

n,
Ho(X) ~ Im i = Ker g4+ = {Bo(X)} = 0 /7
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HOMOMORFISMO INDUCIDO POR UNA FUNCION CONTINUA

La Teoria de Homologia asocia con cada espacio topoldgi-

co X la sucesi6én de grupos Hn(X) n > 0, de manera similar

asocia a cada funcidén continua f: X

polégicos una sucesifén de homomorfismos fx: Hn(X)

>

n > 0.

Ciertas propiedades topolbgicas de la

Y entre espacios to

> Hn (Y);

funcién continua f

se reflejan en propiedades algebraicas de los homomorfismos

fx.

f#:

Po.

pl.

1 < i < n tales que T(x,..

Antes de definir fx, definiremos el homomorfismo

On (X)

> On(Y) por la regla f#(T) =

n > X.

cubo singular T: I

foT, para cualquier

Algunas propiedades importantes de f#:

Aif# = f#Ai y Bif# = f#Bi

S1 T es un n-cubo singular degenerado
f#(T). Por lo tanto f# lleva de Dn(X)
un homomorfismo de"én(x) en Cn(Y) al

maremos f#.

Pa

Sea T un n-cubo singular degenerado,

f#(T(xl,...,xn)) = f(T(xl,...,xn))

Il

-sX,) no depende de x

(foT)(xl,...,xn) el cual no depende de x

, tambien lo es
en Dn(Y) e induce

cual tambien lo lli

i.e., existe 1,

i-s
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f#(T) es degenerado

P2. EIl siguiente diagrama es conmutativo para n > 1

On (X) £4 > On(Y)
an Yn Ynof# = f#oan
Vv f# Vv

On-1 (X) > Qp-1 (Y)

Pa

Por definicién 2-3 se tiene:

(-1) Y (Al F#(T) - BLEE(T))
1

Yn (£#(T))

Il
o~

i

(-1) T (g#a;T - £4BLT)
1

1
I o~ 3

i

n .
= £4( J (-1)Y(A{T - BiT))
i=1

= £# (04 (T))

(f#o3p) (T) /

Ademds se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo

para n > 1.

Cn (X) £4 > Cn(Y)
an 'le'l 'Yllxof# = f#oa;l
\% \%
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Sea (x + Dn(X)) e Cn(X)

yn(f#(x + Dn(X))) = ypu(£#(x) + Dn(Y))
= yp (£#(x)) + Dp_q (Y)
= £#(dn(x)) + Dp-1(Y)
= £4#(3p(x) + Dp-1 (X))
= (f#od)) (x + Dn(X)) /

ademds f# lleva de Zn(X) en Zn(Y) y Bn(X) en Bn(Y) para todo

n > 0 e induce un homomorfismo f+*: Hn(X) > Hn(Y), n > 0.

P3. El siguiente diagrama es conmutativo.

eof# = ¢

Sea T ¢ Co(X) vy f#(T) e Col(Y),

e (£#(T)) = 1 = e(T). /

“, "
Por consiguiente f# tambien lleva de Zo(X) en Zo(Y) e in
N a,
duce un homomorfismo de Ho(X) en Ho(Y) el cual es denotado

por el mismo simbolo fx,

Por otro lado se prueba que los diagramas.



Ho (X) > Hg (X) Hy (X) :
\
fx fx fx Z
X i v v /
Ho (Y) ——> Hy(Y) Ho (Y) *
fx o 1X = iy o =« Ex o Tx = €%

son conmutativos.

Sea (x + Bp(X)) € Hg(X) = Bo (XY

Frlig(x + Bp(X))) = fx(x + Bg(X))

= fH#(x) + Bo(Y)

= i, (£4(x) + Bo(Y))

= 1y(f#(x + By(X)))

= (iy o £ (x + Bo(X)) 7/

Z g (X)
Sea (x + Bo(X)) e Ho(X) = BoTXY

|
m
*
Hh
=
x
+
los]
o
<

e4(fx(x + Bg(X)))

= ex(x + Bg(X)) /

P4. Sea f: X > Y la funcién identidad se verifica que

los siguientes homomorfismos son funciones identidad.



P5.

fi: QOn (X) > Qn (X)
fi: Cp(X) > Cp (X)
fx: Hp (X) > Hp (X)
Fx: Ho(X) > Hg (X)
Pa

Se probard que f#(T)

FH(T) (xq, ...

an)

f(T(Xl,.

f# = ] On(X)

Sea (T + Bp(X)) e Hp(X)

£4(T + Bp(X)) = £#(T)
= T + Bn(X)
fx = ] Hp(X)

2 y 4 se prueban similar.

Sean.X,Y,Z, espacios topolbgicos, X

ciones continuas, denotemos

sicidén de las dos funciones

Bajo estas condiciones

es el mismo homomorfismo de

en Ho(z) se sigue que (fog)x

)
o

(£oT) (x1, -

+ Bp (X)

50

=T, VT ¢ Qp(X)

/

g . Y £ > Z fun-

por fog: X

> Z la compo-

continuas.

tenemos que (fog) +V fxogax
Hp (X) en Hp(Z) y de QO(X)

= fx o g=x.
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La prueba consistird en verificar que los homomorfismos

(f o g)# Y

f# o g# son los mismos de QOn (X)

Cnh (X) en Ch(Z).

en Qn(Z)

y de

Sea T e On (X)
(f o g)#(T) = (f o g) o T
= f(g o T) e
le.TECA -
Canr |
= f# (g ° rI\) l :‘-l'l..l... oK Ea .“'::.L.
~“h““““‘—--_~_
= f#(g#(T))
= (f# o g#) (T)
On (X)
Sea (T + Dp(X)) e Cph(X) = B (XY

(f o g)#(T + Dp(X)) = (f o g)#(T) + Dn(2)

= (f# o g#) (T) + Dp(2)

= £#(g#(T) + Dp(Y))

(f# o gft) (T + Dp (X))

estos homomorfismos inducen los homomorfismos

fe o g« de HR(X) en Hp(Z2), de donde para todo

(p + Bp (X))

se tiene:

€

Zn (X)
Bn (X)

(fog)x(p + Bn(X)) = (fog)#(p) + BH(2Z)

= (f# o g#)(p) + Bn(2)
= f#(g#(p)) + Bn(2)
= fx(g#(p) + Bp(Y))
= fx(gx(p + Bp(X)))

= (fx o g*)(p + Bn(X)) /

(fog)* Y
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2-3 PROPIEDAD HOMOTOPICA DE LOS HOMOMORFISMOS INDUCIDOS

En esta seccibén probaremos una propiedad bdsica del ho-

momorfismo inducido por una funcidén continua.

DEFINICION 2-4

Dos funciones continuas f,g: X > Y son homotopicas,

si existe F: I x X > Y, continua de manera que

HO,x) = f(x) y F(1,x) = g(x), ¥x ¢ X. Denotemos esto por

f g,

Intuitivamente hablando, f ~ g si y s6lo si es posible

"deformar continuamente" la funcién f en la funcién g.

Se prueba que ~ es una relacidn de cquivalencia en el
conjunto de todas las funciones continuas de X en Y.

Ver [4, pags., 41,42 ].

TEOREMA 2-1

Sean f,g funciones continuas de X en Y. Si f y g son ho-
motdpicas, entonces los homomorfismos inducidos fi«, g« de
Hp (X) en Hp(Y) son los mismos, también

Y Y
fx = gx: Ho(X) > Ho (Y)
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Sea F: I x X > Y una funcidn continua tal que

F(O0,x) = f(x) y F(l,x) = g(x), mediante I' construiremos

una sucesidn de homomorfismos. pp: Cp(X) > Cp+1(Y), n > 0
tal que:

g# - f# = yp41 o on + Pn-1o On (2-5)

asumamos de momento que tal sucesidn existe.

Para n = 0; Cph-1(X) = Cph-1(Y) = {0} yv 239 = 0.
> Cp(X) —% Cu_1(X) ~——>
P P
n n-
fy
v AY
> Cp+1 (Y) —> Cp(Y) ——> Cp-1(Y) >
Yn+1 Yn
FIG. 2-3
Ker ap
Sea U.' + Im 9p/41 € m , Ccomo Dn(u') = 0
se tiene de (2-5) que
g#(u') - f#(u') = Y$+l(pn(u')), de donde
[g#(u') - f#(u')] e Im yp+1, asi
fx(u' + Im 3pt+1) = ge(u' + Im an+1) /
Para el caso en gue (u' + Im aﬁ+1) € ﬁo(X) observese

que p-1: C-oq1(X) > Co(Y) es el homomorfismo cero.
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Para justificar la existencia de la familia
F = {pp: Ch(X) -——> Cp4+1(Y), n e Z}, definiremos una suce-

si6én de homomorfismos ¢p: Op (X)

> Op4+1(Y) n > 0 como si-

gue:

Para cada n-cubo singular T: 10

> X, definiremos un

n+1

(n+1)-cubo singular ¢ (T): I > Y tal que

dn (T) (X1, X2y e, Xn+1) = F(x,T(x2,X3,..-,%Xp+1)) (2-6).

observese que:

1) Apen(T) = £,(T); B1on(T) = gu(T)
2) Aj¢p(T) = ¢p-1Aj-1(T), 2 < 1 < n + 1
3) Bién(T) = ¢p-1Bi-1(T), 2 <1 <n + 1

las cuales se prueban facilmente

1) A1¢n(T)(X1,...,Xn) ¢n(T)(O,X1,X2,...,Xn)

Il

F(O,T(XI,XZ,. ..,Xn))

I

f(T(XIIXZI"'IXn))

(£eT) (X1,X2,+++,X%Xp)

f#(T)(xl,xz,...,xn)

v Bidp(T) = £,(T)

Similar se prueba B¢, (T) = g#(T).

2) Ai¢n(T)(X11---:Xn) ¢n(T)(Xll'"Ixi—llolxil"’lxn)

= F(XI,T(Xz,...,Xi_l,O,Xi,...,Xn))
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F(x),B8i-1T (X2, .., Xn))
= ¢pn-1 A1 (T) (Xy,-..,%Xp)

Ajdn (T) = dp_1Bn-1(T)

similar se prueba 3. , ﬂm—'OT'!CA CINTHAL.

Por la definicidn 2-3 se tiene

n+l :
'21(—1) [A;o,(T) = Bjop, (T)]
1=

Y1 (6 (T))

n+1 .
- —f#(T)+g#(T)+_22(—1)l[¢n_l(Ai_lT - Byj_1T)]
1=

(—l)j+l
1

] o~ 3

= —f#(T)+g#(T)+j

¢n_l[AjT—BjT]; 5 o= i-1

-yl (a.r-p.
l( 1)7(-1) 7 (A4T-B5T) ]

o~

= —f#(T)+g#(T)+¢n_l[.
J

n
= —f#(T)+g#(T)—¢n_l[j£l(—l)j(AjT - B4T)]
= =£,(T) + g, (T) = 4p-1(n(T)) .

luego se concluye que para cualquier u e Qp (X)

g#(u) - f#(u) = Yn+l(¢n(u)) + ¢’n—l(an(u))- (2_7)

Observese cgue si T es un n-cubo singular degenerado,
n > 0, entonces ¢/ (T) es un (n+l)-cubo sinqular degenerado,

de donde ¢n(D (X)) c Dn+1(Y). Y asi ¢n induce el homomorfis-

mo pnp: Cp(X) > Cp+1(Y), de (2-7) resulta que pp satisface

(2-5) como se deseaba.
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2-4 TIPOS DE HOMOTOPIA,

DEFINICION 2-5

Dos espacios X,Y son del mismo tipo de homotopia, si

> X

existen funciones continuas f: X > Y Y g: Y
tal que gof es homotépica a la funcidén identidad en X(]X)

Yy fog es homotépica a ]|Y.

Las funciones f y g que aparecen en esta definicién son

llamadas equivalencia de homotopia.

Si X e Y son homeomorficos, entonces ellos son del mismo

tipo de homotopfa (pero no reciprocamente) .

TEOREMA 2-2

Si f: X > Y es una equivalencia homotbépica, entonces
fx: Hp(X) > Hp(¥Y), n > 0, n ¢ Z y

Y Y
fx: Ho(X) > Ho(Y) son isomorfismos.

Pa

Como f es una equivalencia homoté&pica entre los espacios

topolbgicos X e Y. Existe g: Y > X tal que fog = Y ¥y

gof = ]_X.

Aplicando las propiedades 3 y 5 de f# y el teorema 2-1

se tiene que fog y gof inducen los homomorfismos:
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\%

Hh (Y) y

\%

Hn (X), tal que

(fog)* = fx o gx = lHn(Y)

fx = 1y (X) /

n

Q
=]
Fh
*

Il

Q
%
[o]

fx* es isomorfismo

DEFINICION 2-6

Sea X un espacio topol6gico, A c¢ X, dccimos que A es un re

> A, llamada retracci6bn con

tracto de X, si existe r: X

r(a) = a, ¥a e A.

EJEMPLO 2-2

X

rix,t) = (x,0).

N4

S' x I
es decir S' es un retracto de S' x I.

DEFINICION 2-7

Un sub-conjunto A de X, sc llama un retracto por deforma

cién de X, si existe una retracci6én de X. r: X > A y una
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homotopfia F: X x I

> X tal que:

F(x,0) = x
F(x,1) = r{x); ¥V x € X
F(a,t) = a, YaehA, ¥V t e I.

MELIOTECA CENTRAL
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EJEMPLO 2-3

Si A es un retracto por deformacidén de X, entonces la

funcibén inclusidén i: A > X es una equivalencia de homoto-

pia.

Efectivamente:

como A es un retracto por deformacidn de X, existe una

retraccidén de X r: X > A y una homotopfa F: X x I > X
tal que

F(x,0) = x, F{x,1l) = r(x) Y%

Fla,t) =a, YaeAA, ¥teI tal que igr = Ix vy Yol = las
luego i es una equivalencia de homotopia. V4

DEFINICION 2-8

Un espacio topoldgico X, es contractil a un punto, si
existe X5 e X, de manera que (xp} es un rectracto por defor-

macién de X.

Si un espacio X es contractil a un punto, entonces tiene

el mismo tipo de homotopfa que un espacio consistente de un
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solo punto. Y sus grupos de homologia son como siguen

Ho(X) = Z; Ho(X) = 0, Hp(X) = 0, n ¥ 0 ver ejemplo 2-1

EJEMPLO 2-4

Cualguier sub-conjunto convexo de un n-espacio Euclidia-

no es contractil a un punto.

Figura 2 - 4

Definiremos r: X > {xpl, de la finica manera posible. Ade-

més sea F: X x I > X definido como F(x,t) = (l-t)x+txp,
esta es continua y cumple F(x,0) = Ix(x), F(x,1) = Xo = r(x)
y F(xo,t) = Xo. MAsi todo sub-conjunto convexo de un n-espa-

cio Euclidiano es contrdctil a un punto-

2-5 LA SUCESION EXACTA DE HOMOLOGIA DE UN PAR.

Para efectos de determinar la estructura de varios espa-

cios topol6gicos. En esta seccidn generalizaremos nuestra

previa definicibén de grupos de homologia, definiendo grupos
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relativos de homologia para cualquier par (X,A) consistente

de un espacio topol&gico X y un sub-espacio A.

Estos grupos son denotados por Hp(X,A), n > 0. Existe

una interesante relacidn entre estos grupos relativos de ho-

mologia y los homomorfismos ix: Hp (A) > Hn(X), inducidos

> Cn(X), las cuales se expresan en la deno-

por i#: Cn {(A)

minada sucesidn de homologia de un par (X,A).

El conocimiento de la estructura de los grupos Hp (X,A)
proporcionard informacién acerca de los homomorfismos

ix: Hn (A)

> Hph(X) y vice-versa.

El interes de introducir estos grupos relativos de homo-
logia Hp (X,A) es con el propdsito de hacer posible el célcu-
lo de los grupos absolutos de homologia Il (X), afin cuando en
cilertas circunstancias los grupos relativos tienen un inte-

res 1ndependiente.

DEFINICION DE GRUPOS RELATIVOS DE HOMOLOGIA

Sea A un sub-espacio de un Espacio topolbgico X; y sea

i: A > X la funcidn inclusidén. Se verifica facilmente gue

el homomorfismo inducido iu: Cp(A) > Cp (X) es un monomor-

fismo; luego podemos considerar Cn(A) como un sub-grupo de
Cn(X); es el sub-grupo generado por todos los cubos singula-

res no degenerados en A. Usaremos la notacién Cp(X,A) para
Cn (X)

denotar el gr coclente ———— ;
grupo coclente (™)

el cual es llamado el gru-
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po de cadenas n-dimencionales del par (X,A).

El operador frontera 35: Cp(X) > Cp-1(X) tiene la pro

a 1
piedad de que 3n(Cn(A)) c Cn-1(A) donde dp = EETK) i.e.
n

3n es la funcidn 3p restringida a Cp(A). Por consiguiente

induce un homomorfismo de grupos cocientes

an: Cp (X,A)

> Cn-1(X,A).

Definiremos el grupo de ciclos n-dimencionales de (X,A)

para n > 0 mediante:

Zn(X,A) = Ker 97 = {u e Cn(X,A)/3(u) = 0} y para n > 0

el grupo de ciclos fronteras n-dimencionales mediante:
Bn(X,A) = Im 3p4+1 = 9n+1(Cpne1(X,B)).

Como 3, o 3p+1 = 0 se deriva que Bn(X,A) ¢ Zn(X,A) vy

Zn(X,A)
por tanto podemos definir Hp(X,A) = .
Bn (X, A4)
En el caso n = 0 definamos
Co (X, A)
Zo(X,A) = Co(X,A) vy Ho(X,n) = Bg (X, AT Observese que si

A = ¢, entonces Hp(X,A) = Hp(X). En el siguiente diagrama:
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| ;
\% v \%
Cn+1 (A) > Cn+1 (X) > Cn+1 (X, D)
dn+1 dn+l dn+1
\%
\Y i \%
J ¢ ,
Cn () > Cpn(X) —2% o cn(x,n)
o o E
\% i# \% J v
Ch-1(a) > Cp-1(X) > Cn-1(X,A)

DIAGRAMA 2-1

Las flechas verticales denotan el operador frontera apropia-
do 3 y J# denota el epimorfismo de Cp(X) sobre su grupo co-
ciente Cn(X,A). Cada cuadrado en este diagrama es conmutati-

vVO.

Definamos Cp(A) = Cn(X) = Cn(X,A) = {0} para n < 0. Ya

se tiene que i# induce un homomorfismo i, de Hp(A) en Hp(X);

’
¥n. Similarmente, los homomorfismos J# inducen homomorfismos

Jx Hn(X)

> Hn(X,A) n > 0.

Definiremos ahora una tercera sucesidn de homomorfismos

9%t Hp(X,N)

> Hp-1(A) i.e. a través dcl homomorfismo co-
nexidén, de la siguiente manera:

Zn(X,A) y
Sea u ¢ Hn(X,A) = m ’ donde u = u' + Im an+l;
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u' € Zp(X,A) ¢ Ch(X,A); como J¢ es un epimorfismo, existe
u" e Cn(X) tal gue Jy(u") = u' y ademds 2, (u") e Cp_1(X) y

por conmutatividad del diagrama 2-1

J§(3n(u")) = dp(Jg(u")) = en(u') = 0; i.e.

Jg(ap(u™)) = 3p(u") + Cp-1(A) = Cp-1(A)

asf ap(u") e Cph-1(A) ademds (dn-1 o on) (u") = 0

por lo tanto 3p(u") ¢ Ker 3n-1 ¢ Cn-1(A), definamos ahora

dx: Hp (X,A)

> Hpn-1(A) tal que
9% (u' + Im 9p+1) = dn(u") + Im 3n, con la condicibn
Jg(u") = u'. 9, asi definido es un homomorfismo

[l - 4, cap. I].
Llamaremos a 3, el operador conexidn del par (X,A).

Consideremos la siguiente sucesién infinita de grupos y
homomorfismo para cualquier par (X,A).

J 9 % 1x J % d %

> Hp+1 (X, A) > Hp (A) > Hp (X) > Hp (X,3) >

esta sucesién se denomina la sucesién de homologia del par

(X,n).

TEOREMA 2-3

La sucesiébn de homologia de cualquier par (X,A) es exacta.
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Pa
Se probaré
Im i, = Ker
Im J, = Ker
Im 92, = Ker
1"t C n

Sea (n + Im

(n + Im Bﬁ+l) €

i,(h + Im 3pn41)

ig(h) + Im dp+1

J,.(n + Im dp+1)

Sea (r + Im

J,(r + Im ap+1)

Jy(r) + Im 3p4q =

Como J#(r) e Im

dn+1) e Im i,
Im i, = ](h + Im 3an+1) c Hp(A) tal que
= n + Im aﬁ+1 o sea ,

n + Im aﬁ+1, por otro lado

Je(ig(h) + Im dA+1)

= Jg(ix(h)) + Im 341

= ig(h) + Ch(A) + Im 3p41
= i(h) + Cp(p) + Im 3.41
= h + Cph(A) + Im dp41

= Cp(A) + Im .41

n
= Im 3n+l

dn+1) € Ker J,; asfg
= Im BH+1
Im a;+l; de donde J#(r) e Im a;+l

a;1+l => §(m + Cpy1(R)) e Cpa1(X,A)

tal que a;+1(m + Ch+1(A)) = Jg(r) o sea

64



= dp(ig(r - 841 (m)))
= o (r = dppp(m))
= 9p(r) - ap(3n+1(m))
= 0 ; es decir
(r - Bﬁ+1(m)) e Ker 3, ; ademés
r + Im 341 = [T - dp+1(m)] + Im d.41
= i(r - dp41 (M) + Im 3 41
= ig(r - dn+1(m)) + Im dn+1

r + Cn(A)

o que

Cph(A); ademas

€

Cn-1(A) ahora
i(3an(r - "n+1(m)))
(i o 3p) (r - 2p+1(m))

(1y(3p)) (r - dp41 (m))

= i,[(r = dA+1(m)) + Im dpy1] 7/

r + Im 8$+l e Im i,

Sea (m + Im 3p41) € Im Jy

(m+ Im dp+1) € Im J, —> J(t + Im dp41) e Hp{X)

Jy (B + Im a111+l)
Jy(t) + Im dp41

9x(m + Tm 3p41)

m + Im a;+l

n -
m + Im dpn+1 ; asi

94 (Jg () + Im 3p41)

on(U") + Im ap; Jglu") = Jp(t)

como J#(u") = J#(t) => u" + Cph(A) = t + Ch(A)

t)

¢

Cn (&)

C Cn (X)

tal que

65
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3,(m + Im 3n+1) = Im 3p
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Sea (h + Im 374+1) €& Ker 23, , i.e.

I (h + Im 349) = Im 3, = 3np(0) + Im 3

n’

luego h + Im 3p4q = J,(0) + Im dp4q

I

Je (0 + Im 3.+1) /J asi

Ker Bn_l

Sea (p + Im 9p) e Im 34 ¢ Hp-1(R) = 3 i

(p + Im 3,) e Im 34 => J(r + Im d2,1) ¢ I,(X,A) tal que
3,(r + Im 3+1) = P + Im 9p; O sea
p(u") + Im 9 = p + Im 3p; Jy(u") = r
ahora is(p + Im 3p) = i,(35(u") + Im 3p)
= 1iu(ep (")) + Im 23y
= 1(3A (")) + Im 3y
= 3h(u") + Im 3}
= Im 35 /

(p + Im 3p) e Ker i,

Sea (t + Im 3p) e Ker i,; t e Ker op-1
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luego 1,(t + Im 2,) = Im ) S~
?':::SUOT'C‘ CENTRAL 4
iy () + Im 3} = Im 3} ; --W.”;
t + Im 3 = Im 3, ; 1.e.

t e Im 94, para el cual existe u" e Cp(X)

tal que 34 (u") = t; ademés J#(u”) = u' ¢ Cnh(X,A)

de donde

t + Im 9n =3A((u") + Im on; J#(u") = u' ¢ Cpn(X,A)
= 3% (u' + Im 37,1) /

.. (t + Im 3pn) & Im 23,

EJEMPLO 2-5

Sea (X,A) un par con A ¥ ¢, y consideremos los grupos de
v y
homologia reducidos Ho(A) y Ho(X) como sub-grupos de Ho(A) y
Ho (X) respectivamente, se prueba que el operador conexién

9,: H1 (X,A) > Ho(A), envia de ) (X,A) en HO(A) y la si-

guliente sucesidn es exacta.

J & dx  a 1 4 J 4

«.. —> H1(X,A) —> Ho(A) > Ho(X) ——> Ho(X,A) —> O

v v
i.e., podemos reemplazar Ho(A) y Ho(X) por Ho(A) y Ho(X) res

pectivamente en la sucesidén de homologia del par (X,A) y la

sucesibn permanece exacta.

La prueba se realiza mediante un rastreo de diagramas y

tomando encuenta la sucesidén de homologia del par (X,A).
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2-6 PROPIEDADES PRINCIPALES DE LOS GRUPOS DE HOMOLOGIA RELA

TIVOS.,

Para determinar la estructura de los grupos de homologia
relativos, de un par, necesitamos conocer las propiedades ge
nerales de estos grupos de homologias recientemente defini-

dos.

Primero consideraremos algunas propiedades que son es-—

trictamente andlogas a las discutidas en la seccidn 2-3.

Sean (X,A), (Y,B) pares consistentes de un espaclo topo-
1l6gico y un sub-espacio. Diremos gue una funcidn continua f
que mapea X en Y es una funcidén del par (X,A) en el par
(Y,B), si £(A) c B, usaremos la notacidn

f: (X,d)

> (Y,B) para indicar tal funcidn.

Nuestra primera observacidn, es gue cualquier funcién de

pares f: (X,3) > (Y¥,B) induce un homomorfismo

f.: Ha(X,R) > Hp(Y,B) de los correspondientes grupos de

homologia relativos, este homomorfismo inducido se define

asi:

la funcidn continua f induce un homomorfismo

£y Cp(X) > Ch(Y) ¥n, como se describe en la seccidén 2-3,
yva que f(A) c B, resulta que £y envia al sub-grupo Cp(Aa) al
sub-grupo Cph(B) y por consiguiente resulta inducido un homo-

morfismo de grupos cocientes Cp(X,A) ——= Cph(Y,B), al cual

lo denotaremos por f#. Estos homomorfismos inducidos conmu-
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tan con los operadores frontera, en el sentido que el si-

guiente diagrama es conmutativo para cada n.

~

Cn (X,8) —E5 Cy(¥,B)

, ,n { --\—hv‘\‘\“ﬁ-‘
. v i QBUﬁTECR CENTRA,

-“t!’li.l-l. Ll Y Basvanme

v \

~

Cn-1(X,A) f# Cph-1(Y,B)
DIAGRAMA 2-2

Yn ] f#=f# ] an

~

(yp o £4)(m + Cp(B)) = yA(f,(m + Cn(A)))
= yn(fy(m) + Cph (B))

= yp(f4(m)) + Chop(B)

= £4 (0 (m)) + C _,(B); por P2 de fy

= £, (30 (m) + C__ (A)

= £,(a%(m + C_ (B)))

- (E# o M) (m + C (M) /

Resulta ahora, al igual que en la seccidn 2-3 f, induce

#

> Hn(Y,B) en los correspon-

un homomorfismo f,: Hn(X,A)
dientes grupos de homologia ¥n, definide como

~A ~
f,.(Z + Im an+ ) = f#(Z) + Im vy donde

1 n+1l

3 C +l(X,A)

n+l: n z Cn(X’A) Y

Coypq (¥,B)

Yra1® Cp > Cn(Y,B); tomando en cuenta que
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f: (x,A) > (X,A) es la funcidn identidad se prueba que:
f#: Cn(X,A) > Cn(X,A)

Pa)

£, Hn(X,A) > Hn(X,A)

N "] ] . . . i

f,.: Ho(X,A) > Ho(X,A); son tambien funciones identidades.
Ademds si (X,A) £ > (Y,B) g _. (Z,C) son funciones conti-

nuas entre pares de espacios topoldgicos, denotando por

fog: (X,A) > (Z2,C) la composicidén de las dos funciones
N\

continuas, bajo estas condiciones se tiene que (fog), Yy

A

fae o 3* es el mismo hmomorfismo de Hp(X,A) en Hn(Z,C) y de

", n, . A A A

Ho (X,A) en Ho(Z,C) se sigue que (foqg), = f, o gs. Las prue-

bas son similares a las realizadas en las propiedades 3-4 y

3-5 de la seccibn 2-3.

Pasamos a considerar la relaci6tn de homotopia para fun-
ciones de pares de espacios. La generalizacidn apropiada de

la definicién 4-1 es la siguiente.

DEFINICION 2-9

Dos funciones f,g: (X,A) > (Y,B) son homotépicas (co-
mo funciones de pares) si existe una funcién continua

F: (I x X, I x A)

> (Y,B) tales que F(0,x) = f(x) y

F(l,x) = g(x), ¥ x ¢ X el hecho es que requerimos ahora que
F(I x A) ¢ B. Ademis de las condiciones de la definicibén 2-4
esta condicidén adicional nos permite probar el siguiente re-

sultado.
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TEOREMA 2-4 ; BBLIOTECA CENTRAL |
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Sean f,g: (X,R) > (Y,B) funciones de pares. Si f y g
son homotépicas (como funciones de pares), entonces los homo

morfismos inducidos f* vy g, de H (X,A) en H (Y,B) son los

mismos.
Pa
o1
> Cn+l(X’A) > C (X,A) > Cn_l(X,A) >
%
% é 7
Q
QO% 4 #
N \
g Cn+l(Y,B) 1] > Cn(Y,B) " g 3
Yn+1 Yn
DIAGRAMA 2-3
f# =9y T Ype1 ° Ph + p(n-1)# o an

Tenemos que F(I x A) c¢ B, por lo tanto p €s una funcién

de Cn(A) en C (B), asi P induce un homomorfismo

n+1l

C (X,A) ——> Cn+l(Y’B) tales que

Phgt n(

(B) .

on#(x + Cn(A)) = on(x) + Cn+l

Ademés f# mapea Cn(A) en Cn(B)’ por lo que f, induce un

#

> Cn(Y,B) definido como

homomor fismo f#: Cn(X,A)

£t + c, (a)) = f#(t) + C (B).
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asi: A Ssavane.
(YPig ° Ppp T thl)# o ') (x + C_(A)) =
= Y;+l(pn#(x + Cn(A))) + p(n—l)#(aﬁ(x + Cn(A)))
= yhq (o (x) + Coyp (B)) + p(n—l)#(SA(X) + C _,(Aa))
= Yo e (X)) + C(B) + o (3! (x)) + C_(B)
= (vlyqp e p ) (X + (o 4 o 9p)(x) + C(B)
= f#(x) - g#(x) + Cn(B)

= (f# - g#)(x) + Cn(B)

Y
= (f# - g#)(x + C_(A))
= (£4 - gy) (x + C_(2)) /
f ~ g
Pasamos a analizar el efecto de f: (X,A) > (Y,B) so-

bre las sucesiones en homologia de los pares (X,aA), (Y,B).
Es decir, podemos convenientemente arreglar las dos sucesio-
nes exactas y los homomorfismos inducidos por f. En el si-

guiente diagrama:

i* j* d
> Hn(A) > Hn(X) — Hn(X,A) > Hy_1 () >
f* f* f* f*
A4 i v jl \Y 3! \%
* *
. > H_(B) > H_(Y) > n (Y, B) > 14 (B) > .

DIAGRAMA 2-4

de tal manera que los cuadrados conmuten.
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Definiremos previamente algunas funciones.

f#: Cn(X’A)

f,: Hn(X,A) > Hn(Y,
fur H_(X) > H_(Y)
asi
felip(x + Im 3 1))

f* o 1, = l; o f*

~

f* o j* = j; o f*

y finalmente tenemos:

> ¢ (y,
n

B)/%#(q +c_ () =

B)/f,(z + Im »"

n+1
/f.(k + Im DA+1)
-— nl
= f,(x + Im dn+l)
1
f#(X) + Im Yn+l

i;(f#(x) + Im vy )

n+l

ip(f,x + Ima 1))
Ademas

= f*(J#(k) + Im 3n+1)

~

f#(j#(k)) + Im Y;+l

f#(k + Cn(AD + Im y;+l

JL (£, 0)) + Imovr

(k) + Cn(B) + Im y;+

1
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f#(q) + Cn(B)
) = f#(Z) + Im Y;+l
f#(k) + Im Yﬁ+l
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folo,(t + Im 3H+1)) = £, () (") + Im an); j#(u") = t
= f#(aé(u”)) + Im Y g
= Yg(f#(u”)) + Im vy 3 prop. 2; sec. 2-2
= 3y('+Imy " ) Jé(f#(u"))=u' € anY,B)
= 34Ty (£, (")) + Im i)

= a;(%#(u” + C_(A)Y) + Im Y"+l)
- a;(%#(J#(u")) + Im oy, )

= 04 (£,(8) + In y", )

= a;(%*(t + Im 30 4))

= (31 o f£,)(t + Im 30 q) /

Daremos ahora lo que es talves la propiedad mds importan
te de los grupos de homologfia relativos, llamada la propie-
dad de ESCISION. No existe analogo de esta propiedad para

grupos de homologias absolutos.
TEOREMA 2-5

— o )
Sea (X,A) un par y W ¢ A tales gque W ¢ A, entonces la

funcidén inclusidén (X - W, A - W) > (X,A) induce un isomor
fismo de grupos de homologia relativos

H (X - W, A-wW = H (X,A), ¥Vn > 0.



En otras palabras la propiedad de Escisidn, significa
que podemos escindir (restar) el conjunto W del espacio topo
l6gico X y del sub-espacio A sin afectar los grupos de homo-

logias relativos.

La prueba de este teorema depende del hecho que en la de
finicién de grupos de homologia podemos restringir nuestra
consideracidén a cubos singulares arbitrariamente pequenos y
esto no cambiaria en nada. Por ejemplo si X es un espacio mé
trico y € es un nlimero pequefo positivo, podemos insistir
gue solo cubos singulares de di&metro menor que e ser&n usa-
dos en la definicidn de Hn(X,A) si asi lo deseamos. Si X no
es un espacio métrico podemos recurrir por cuestidn de espa-
cio a escoger una cubierta abierta de X. Y entonces usar so-
lo cubos singulares suficientemente pequenos que esten conte

nidos en un conjunto simple de la referida cubierta abierta.

DEFINICION 2-10

Sea p = {UA/A e A} una familia de sub-conjuntos del espa
cio topoldgico X de tal manera que los interiores de los con
juntos UA cubran a X (podemos pensar en esta familia como

una generalizacidén de la nocidén de una cubierta abierta de

n

X) un n-cubo singular T: I > X se dice que es pequeno de

orden p, si existe un 2 e A tal que T(In) c UA'

Por ejemplo si X es un espacio métrico y ¢ es un nmero

positivo pequenio, podemos escoger u gque cubra a X y que esté
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constituida por todas las esferas de radio e. Podemos ahora
recurrir a nuestras definiciones precedéentes y sistematica-
mente modificarlas permitiendo solamente cubos singulares

que sean pequenos de orden .

n

Este procedimiento funciona, ya que si T: I > X es

un n-cubo singular de orden u, entonces an(T) es una combini
cidén lineal de (n-1)-cubos singulares, todos los cuales son

también pequenos de orden u.

NOTACION:

Qn(X,u) denota el sub-grupo de Qn(X) generado por los n-cu-

bos singulares que son peguenos de orden u.

Dn(x,m = Qn(X,u) N Dn(X) %
Qn(X,u) _
Cn(X,p) = BETXTET ; similarmente para cualquier sub-espacio
A de X.
Q,(A,u) =0 (A) QL (X, u)
D (A,u) =D (A) n Q (Au) ¥y
Qn(AIU) )
Cn(A,u) = E;TKTET i finalmente para la cadena de grupos rela

tivos hacemos:

Cn(X,u)
Cn(X,A,p) = q(xl_u_)_ ; notese que Bn aplica

Qn(X,u) en Qn_l(X,p) Yy por tanto induce homomorfismos.
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L
o1t C_(X,u) > € (X,p)

3 + C (A,u)
n

n g Cn—l(A’U)

8;: Cn(X,A,u) > Cn_l(X,A,u), asi podemos definir exacta-

mente como antes

Z (X,A,u) = {U ¢ Cn(X,A,u)/D;(U) = 0}

n ¢

— 1"
Bn(X,A,u) = 3n+l(Cn+l(X,A,u), luego como

Bh(X,A,u) c Zn(X,A,u) podemos definir el grupo de homologia

Z (X,A,u)
Hn(X,A,u) = EiTYTKTUT nbtese que sucede para n = 0.
Qp (X, 1) = QO(X) y por lo tanto se sigue que
ColX,A,u) = C_(X,R) y 32_(X,Au) = CO(XTA)
CO(X,A)

luego HO(X,A,U) = m.

Ademas, nétese que la inclusidn Qn(X,u) c Qn(X) induce

un homomorfismo o ¢ Cn(X,A,u\ > Cn(X,A), de momento oL

es un monomorfismo. Obviamente el homomorfismo o conmuta con

el operador frontera 9 i.e., el siguiente diagrama es conmu-
tativo.
a 1"
Cn(X,A,u) > C_q (X, B,m)
(o) (o)
v \%
a L
n
Cn(X,A) > Cn_l(X,A)

DIAGRAMA 2-5
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Q
>
o=
)
+
UO
S
z

il

0(8$(p) + Cn_l(A,u))

- Bg(p) * Cn—l(A)

= a;(p + CL ()
= a;(w(p + Cn(A,u)))

= (3; o 0) (p + Cn(A,U)) /

de donde ¢ aplica Zn(X,A,u) en Zn(X,A) ¥ Bn(X,A,u) en

Bn(X,A) y luego induce un homomor fismo

O, Hn(X,A,U) > Hn(X,A) ¥on.

TEOREMA 2-6

Asumiendo que p satisface las hipdtesis anteriores, en-

tonces los homomorfismos inducidos o: Hn(X,A,p) > Hn(X,A)

son 1somorfismos.

Este teorema es la formulacidn precisa de la afirmacidn
hecha previamente de gue podemos restringir nuestra conside-
racidén a cubos singulares pequenos de orden u en la defini-

cidn de Hn(X,A).
La prueba se proporcionard en la proxima seccidn.

Daremos ahora la prueba del teorema 2-5, usando el teore

ma 2-6.



Sea el par

cen las condiciones del teorema 2-5.

que aparece en

Nétese que
no es una suma
consideraremos

entero n.

topoldgico (X,A) y el

es una cubierta abicrta

el teorema 2-6.

(XIU)

para cada n Cn

directa).. Para probar la

Cc
n
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conjunto W que satisfa-

La hipbtesis implica

~—~
X W

AU - por tan-

generalizada del tipo

(N) + Cn(X—w); (esta

propiedad de escisidn,

el siguiente diagrama conmutativo, para cada

cn(x—w, A-W) ——> cn(X,A)
2 On
Cn(X,A,u)
DIAGRAMA 2 - 6

Cada uno de los homomorfismos indicados en el diagrama

2-6,

es inducido por una funcidén de inclusién.

En términos

de grupos de homologia obtenemos el siguliente diagrama conmu

%

tativo.

H_ (X-W,
n

H (X,A,n)

DIAGRAMA 2 - 7

(X, 1)
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Deseamos ahora probar que cl homomorfismo indicado por
la flecha 3 es un isomorfismo, como o, ¢€s un isomorfismo
(en base al teorema 2 - 6) es suficiente probar que 4 es un
isomorfismo. Ahora el homomorfismo asignado por la flecha 4
es inducido por el homomorfismo asignado por la flecha 2;
consideremos ahora este homomorfismo con m&s detalle. Por

definicidén

C (X-wW)
n

— —Ta7 =
CD(X W, A‘/\) —(:—(T\:WY

C_ (X-W)
= G (K—a){\c Ay 7 similarmente
n ‘ n
C (X,n) Cn(A) FC (X=W)
Co KB = = c_ &)
ya que Cn(A,u) = Cn(A) + Cn(A—W) = Cn(A) de donde el homomor

fismo denotado por la flecha 2 consiste de homomorfismos

Cn(X—W) C (X-W) + C_(A)

(
* n n . _
X=W) N C_(A) g (A ; paran =0,1,..., los

C,(
cuales son inducidos por las obvias relaciones de inclusién.
Pero de acuerdo al teorema 2-9, capitulo I, Tse - Tsen - Hu,

Algebra Homoldgica, un homomorfismo como el establecido por

* es un isomorfismo.

Por lo tanto la flecha 2 en el diagrama 2-6 designa un
isomorfismo, luego el homomorfismo indicado por la flecha 4

en el diagrama 2-7 es tampién un isomorfismo. /
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2-7 LA SUB-DIVISION DE CUBOS SINGULARES Y LA PRUEBA DEL TEO

REMA 2-6.

En esta seccid6n daremos una técnica de sub-dividir cubos

singulares y la utilizaremos para demostrar el teorema 2-6.

Primero probaremos el caso cuando A = ¢. Para ello intro

duciremos un homomorfismo: Sdn: Qp (X) > Qn(X); llamado el

operador sub-divisidn.

Consideremos ahora el proceso de sub-dividir un cubo sin
gular. Probablemente la manera mis simple de sub-dividir el
n e =
cubo 1" es dividirlo en 2" cubos cada uno de tamano 1/2, me-

diante los hiperplanos Xi =1/2; 1 =1, 2, ..., n.

. L n
Sea En el conjunto de todos los vértices del cubo I ,

una n-upla de nlmeros reales e = (e}, €5,..., en) € £ sSsi

e. = 06e., =1, Vv 1.
i i

Definamos ahora para cualquier n-cubo singular

n n

T: I > X y para cualquier e ¢ gn, Fe(T): I > X me-
diante la fé6rmula Fe(T) (x) = T(%(x+e)), para cualquier
X = (xl,xz,...,xn) e 1.
Definamos entonces Sdn: Qn(X) > Qn(X) como
Sdn(T) = ) Fe(T) para n > 1; y si T es un O-cubo singular,
ecfg
n
entonces Sdo(T) = T.

Algunas consecuencias inmediatas de la definicidén del ho
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momorfismo Sdn son los siguientes.

LEMA 2-1

Si T es un n-cubo degenerado, entonces lo es Fe(T).

Pa
n
Sea x e I, e g ¢
n
X, +C, Xo+Coy x ‘e,
Fe(T)(xl,xz,...,xn) = T( 5 , et ey 5 )

como T es degenerado, existe 1 < i < n tales que

Xite; XxXp+te, X te X.te.
T ( —E——BJ no depende de ———21 ; asft
i e p i
X1+e; Xy+er xn+en
T ( 5 > ;e ey ——7——) no depende de x, de donde Fe (T)
es degenerado. /

por lo tanto Sdn aplica de Dn(X) en Dn(X) e induce un homo-

morfismo Sdn: Cn(X) > Cn(X).

LEMA 2-2

Los homomorfismos Sdn conmutan con el operador frontera

i.e. 3' o Sdn = Sdn-1 o 9.
n n

Para probar este lema es necesario demostrar las siguien

tes tres proposiciones.



PROPOSICION 2-2

Si e, e' ¢ gn’ tal que e, = ei, v i # 3, ej =1, ej =
entonces Aer(T) - Ber'(T).
Pa

+ + X +
_ T(Xl Cl O_O n-1 en)
2 7 14 2 r r 2
Xi+e +
= T( e 0+1 Xn—l en
- 2 4 14 14 4 2
B X +e! l+e' x _qtel
- 2 r r 2 r r 2 )
= Fe' (T) (x,, , 1, ' Xn—l)
= B_.Fe'(T) (x,, , Xn—l) /
PROPOSICION 2-3
Si e ¢ gn, ej = 0, e' ¢ En—l’ se define como
e' = (e1,..., ej—l' ej+l’ “ ey en) entonces
A . Te(T) = Fe' (A.T).
J ]

La prueba es similar a la realizada cn la proposicidn

2~-2.

83



84

mBUOTECA CEﬂTRAL-

PROPOSICION 2 - 4 | BNITERBIFAD B8 LA BAAVAREE
: = 1] d B .
S1i e € En’ e:J 1, e' ¢ gn—l' efinido como
e' = (ey;,.e., ej+l' .., en), entonces
B.Fe(T) = Fe'(B.T).
J J

2 -

(91

La prueba es similar a la realizada en la proposicidn

3.

Ilustraremos el lema 2 - 2 para los casos n = 1,2.

o

Sdl) (T)

3, (Sd1(T))

-A; S41(T) + B, sS4l (T)

-A, ) Fe(T) + By ) Fe(T)
eggl eEF)]

_Al FQ(T) - AlFl(T) + B]Fo(T) + BlFl(T)

'—AlFo(T) + BlFl (T)

-A1T + B1T; A Fo(T) = AT y B;Fop(T) = BT
31 (T)
Sdo (34 (T))



+B1F (T)

(1,1)

+ALF (T) +

(0,0)

~ B,F

(T)

(1,1) (T) - ByF

A, F (T); por propos.

(1,0)

_FO(AIT) - FI(AIT) + FO(BIT) + Fl(BlT)

+Fqg(AT) + F; (A

-Fo(A;T - B,T)

Fo(AT - B,T)

2T) = F;(BoT) - Fg(B,T)
- F{ (AT - B;T) +

+ Fy (AT — ByT)

2

85
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= ) Fe'(3,(T))
e&El

(sdl o 3,) (T) /

La prueba para el caso general es similar aunque tediosa.
La demostracidn del Lema 2-2 es como sigue:

Sea T + Dn(X) € Cn(X)

ag(Sdn(T + Dn(X))) = ag(Sdn(T) + Dn(X))

= Sdn (ag(T + Dn(X)))

o 86)(T + Dn(X)) /

ILEMA 2 - 3

Si u ¢ CO(X) = QO(X), entonces (Sdo(u)) = e(u), la prue

ba es trivial.
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LEMA 2 - 4

BBLIOTECA CENTRAL |

| BEIVEERIDAD L XL DALAVARES

Para cualquier n-cadena u e Cn(X) existe un entero q > 0
tal que Sdg(u) £ Cn(X,u), donde Sdg denota el homomorfismo

obtenido por la iteracidén g-veces de sd_ -

Definiendo Sdg: C_(X)

> C_(X,u) como
n n

(T)

Sdg(T + Dn(X)) = Sdg (T) + Dn(X,u) , es suficiente probar

n

que para cada n-cubo singular T: I > X existe un entero

(T)

g(T) tales que (Sdg ) (T) es una suma de cubos pequenos de

orden u i.e. (Sdg(T))(T) £ Qn(X,u).

Pa

Sea u una combinacidén lineal de los n-cubos singulares
T1,To,0.ay Tk’ es suficiente escoger g como el mayor de los
enteros g(7T;), g(Ty)..., q(Tk) para probar que tal entero
g(T) existe, consideremos la cubierta abierta del espacio

métrico compacto I por las imdgenes inversas bajo T de los

interiores de los conjuntos de la cubierta u.

n . ; . .
Como I es un espacio métrico compacto su cubierta abier

ta posee un nlimero de Lebesgue.

Sea ¢ el nimero de Lebesgue de esta cubierta, entonces
~q(T) €

si escogemos q(T) de tal manera que 2 < ;: la condi-
2vn

cidén se satisface. En donde:
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q(T): nos proporciona el tamano de la cara de un n-cubo.
2

/n: Es la proporcién entre la longitud de la diagonal y la

longitud de cada lado de un cubo n-dimencional y

q%T) . /n: Nos proporciona la longitud de la diagonal del
2

cubo; asi

. /— . . . -
;aTTT n < g/2; con lo cual se garantiza que cualquier cu
bo que se tome, estard contenido en un

abierto de didmetro . V4

Vamos ahora a definir los homomorfismos

Pt Cn(X) —_— Cn+l(X); n > 0 tal que para cualquier

Sdn(u) - u = aﬁ+l(pn(U)) + Dn_l(BA(U)) (2 - 8)

p es una homotopia de cadenas entre el operador sub-divisién

Sd y la funcién identidad.

Para definir °Ph definamos previamente dos funciones auxi

liares.
X
. T2 -
ng: I > I/ng(x,%,) X5
X'l+l
— —+
Z~X:~ Xl X2 i l
ny: 12 > I/n; (X,%;)

1 ; x1 +x%x2 > 1
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Ahora para cualquier e ¢ Eq Y cualquier n-cubo singular

T In > X con n > 0, definamos un (n+1l) - cubo
+1 .
Ge(T) " > X mediante la férmula:
Ge(T) (Xl,Xz,..., Xn+l) :T(ne](Xl’xn+l)’""'nen(xn’xn+l))'
definamos ahora ¢n: Qn(X) —> Qn+l(X)’ n > 0 mediante
+1
¢n(T) = (-n)" ) Ge(T) y para el caso n = 0.
eck
n
dgs Qg (X) > Q1 (X) como la funcidn cero.
LEMA 2 - 5
Si T en un cubo degenerado, entonces tambien lo es Gg(T).
Pa
Ge (T) (Xy,«weyX 1q) = T(”el(xl’xn+l)""’ Nap X r¥ne1))
X1+e; X .+e, X +e
= T( .7 e e oy L n)
2=Xn41 27Xn41 27Xn+1

Suponiendo que T es degenerado en la posici®bn j

1 < j < n asi se sigue que

= T(T, oo oy X,,--., Zil—n)
n+1 J *n+1
es degenerado en la posicidén j. V4

.+ Ge(T) es degenerado

De donde @n es una funcidn de Dn(X) en D (X), e induce

n+1



el homomorfismo.

Para cualquier n-cubo singular T: I

(8n+l ) (bn) = Sdn
dos (2 - 9)

Pa

Para n = 0 (2

9)

90
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n

g o 90 (T)

es una trivialidad.

Concentraremos nuestra atencién en el caso n > 0.

Para calcular

proposiciones.

PROPOSICION 2 -

Para cualquier (n+1)-cubo Ge(T)

d
o]

n+lGe (T) (Xl, .

5

X

n+1l

o fbn) (1),

se tiene An+l

Ge(T)(xl,xz,...,xn,O)

T(n_  (x3,0),...,n_ (x_,0))
el 1’ n ’
x1+e1 X +e

G

e

(T)

> X se tiene

+ cubos degenera-

necesitamos las siguientes

= Fe(T).
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= T(%(xl + ey, pox, e ))
= F_(T) (x, r X)) /
PROPOSICION 2 - 6
Para cualquier (n+1l)-cubo Ge(T). Si e= (0,0,...,0), en-~
tonces Bn+lGe(T) = T ; sino Bn+lGe(T) es degenerado.
Bn+1Ge(T)(X1""’Xn) = Ge(T)(xl,...,xn,l)
= T(”el(xl’l)""’ nen(xn,l))
x1+e xn+en
= Tlyg—=7x . o =7
= T(x), P X)) /
por otro lado,
Bn+lGe(T)(x1,...,xn) = Ge(T)(xl,xz, ’Xn’l)
= T(n 1(Xl,l), . ey nen(Xn,l)
Supoggamos que ej =1, 1 < j < n, entonces
= T(nel(xl,l),...,nl(Xj,l),...,nen(xn,l))
pero dado que xj + 1 > 1, se sigue gue nl(xj,l) =1 vy
= T(nel(xl,l),...,l,...,nen(xn,l))7
v X e I ast Bn+lGe(T) no depende de la posicibén j por con-

sigulente es degenerado. /
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PROPOSICION 2 - 7

Si e,e' ¢ gn, j < n, ej =1, ej =0, vy e; = ei para to-
do i # j, entonces AjGe(T) = BjGé(T); para cualquier n=-cubo
T.

Pa

j e n e n
= T(nel(xll‘{n)l I”_j(olxn)l’ rnen(xn_llxn))
= T(nel(XI,x ), [nl(oyx ), . 7 T]en(Xn l’Xn))
= T(nel(xl,xn), no (Lrx Vyeweam o (x _4rx))
= T(n i(xl’xn)’ n l.(llx )r 'rnel(xn_lrxn))
J n
= Ge|(T) (}\11 er_lrerjr -rxn)
= BjGe' (T) (x]r r}\n) /
PROPOSICION 2 - 8
Asumamos gue e € gn, n > 2, e' ¢ En—l definida como
a! = (el""’ej—l’ej+l’""en)’ j < n, luego se tiene que:
si e. = 0, entonces A.G (T) = G_,(A.T) vy
J J e e J
si e, = 1, entonces B.G (T) = G _,(B.T)
J J e e J



93

j e n e n
= T{(n Yl,Xn) Cj(O,Xn), nen(xn_l,xn))
= T(nel(xl’xn)’""nO(O’Xn)""’nen(xn—l’ n))
= T(nel(xl,xn),...,O,...,nen(xn_l,xn))
= Afrhkibq’xnh""”e;(xn—l'xn))
= Ge'(AjT)(Xl""’Xn) /

para el caso ej = 1 se prueba similar

para n = 1; A,;Gy(T) y B1G;(T) son degenerados
i.e. A1Go(T) (x) = Gg(T)(0,x) = T(ny(0,x)) = T(O)
luego para todo x € I, A |Gy (T) es una funcibn constante por

lo que A Gy (T) es degenerado.

Lo mismo sucede con:

B1G;(T) (x) = G, (T)(1,x) = T(n;(1,x)) = T(1)
ahora probaremos (2 - 9)

n+1 i
841 (0 () = igl(—l) [a;2 (T) - B, ¢ (T)]

n
i n+l
- izl(—l) [A 0 (T)-B o (T)]+(= (A 19, (DB ¢ (T)]
n
i B} n+1 n+1
= g (-1 (A » (T)=B,+ (T)]+(-1) (A 4 (-1) L G (D)
i=1 eet



n+1
B g (-1) ] G (1]

n

i
1 1 (a0, (T)-Bo (D]+a_ ] G (DB, ) G, ()
l=l er’f, ect

n .
1
l_El(—l) (%, (D-B ¢ (T)]+ | A G (T)- ] B_,,G_(T)

eggn eEEn
0 i
1 DT [ae (T-Bie (T ]+ | P (T)-T+ | B |G (T)
i=1 es&n eEEn_¢

n .

} DA, D™ T ¢ om-p, 1) T () J+sd (T) -+
iy i e i L Ve n

i=1 eet GEEn

cubos degenerados

n .
7 DN D™ T ac (M- T B.G (T)]+sa (T)-T +
. ie ie n
i=1 ecf eck

n n

cubos degencrados

7 1 n+l
J DD L 6, (D)= ] Gey (B,T)]48A (T)-T +
. ' ] 1 n
i=1 e EEn e E&n

cubos degenerados

n .
-7 (-1 |[_£ (-1) (A, T-B,T)]+8d_(T)~T +

L}
e et i=1
cubos degencrados
-(-1) Z Ge| (“n(T))‘*‘Sdn(T)—T + cubos degenerados
EFn
- mn_l((n(T)) + Sdn(T) - T + cubos degenerados
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o 9_)(T) + cubos de-

n+1 n n-1 n
generados
de (2 - 9) se sigue (2-8) 1.e.
8 1 (e (T+D _(X))) = al (¢ (T) + D . (X))
= 41 (P (T)) + D_(X)
= sd_(T)-T-¢__, (3 (T)) + cubos degenerados
+ Dn(X)
= - (T + D (X)) + 8d (T + D (X))
- o 3 (T) = D (X)]
= - u+ 8d (u) - o (3 (u)) /
aﬂ+l(pn(u)) = Sdn(u) - u - pn_l(a'(u))
LEMA 2 - 7

Si u ¢ Cn(X,U), entonces pn(u) € Cn+l(X,u)

Pa
pn(T + Dn(X)) = ¢n(T) + Dn+l(X,u); con T ¢ Qn(X,u), para el
cual se probaré& que ¢n(T) £ Qn+l(X,u), pero

n+1
¢n(T) = (-1) Z Ge(T). Dado que Ge(T) es de orden yu,
eef
n

ve ¢ ¢ por definicién de G_(T), asf ]
=

Ge(T) es de orden y
e
n

~
5

por consiguiente ¢ (T) e O

_n+l(X,u) y asi pn(u) £ Cn+l(X,u)
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Definamos ahora para cualquier entcro q:

(X); n=20,1,2,... - OTECA o N
SISLIUTECA CENTRAL

g -u"'qu-uuui E RALVapmp

1pq: Cn(X) n+1

|

(u)), de (2 - B) se sigue que:
sal(u) -~ u =3’ (b (W) + ¥_(2'(u)) (2 - 10)

n+l g g n

e.li. Sdg es homot6pica a la funcidn identidad.

Pa de (2 - 10)

hi1 (g (@) = a'+l(?225di+l(on(u)))
= o0 8@, (o ()+8d’, (o (W)+...+8a% ] (o, (u))]
=2l le )+ .+ 0, (sa9TT (6 (W)
= [sa_(w-u-p__ (2! () ]+...+[sal ™ a2, (o ()]
= [sd (w) - u - o _ (3 (u)] + +
[sad Lsa_(u) - u - Py (0 (W) ]
= 8gAu) -u=p _; (3! (W))+8d_(sd, (u) §9ﬁ4/3 -
sd_(p__,(a'(w)) + ... + (sad™t sd_) (u) -
sal ™) - sadt o (o))
= —u - o (a1 (w) + saZTw) - sAl(p, (2! (w))+
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= —u—Sd;(pn_l(Bg(u))) - sdl (p ;03 (W))) - ... -
g-1 ' q
Sdn (pn+l(3n(u))) + Sd“(u) L
-1 | WBLIOTECA CENTRa:
4 i . q i ENTRAL
= -u - iEOSdn (p_q (3 (u))) + Sd} (u) THIvERSIBAD B2 us marvemga |

_ ' q
-u pq(an(u)) + Sdn(u)

9! ()) + p_(

: - oqd -
n+l(pq q Bn(u)) = Sdn(u) u /

Del Lema 2-7 se deriva el siguiente

COROLARIO 2-1

Si u ¢ Cn(X,p), entonces wq(u) e C (X,u) para cualquier

n+l
entero q > 0.
Pa

g-1 3
wq(u) = iEOSdn+l(pn(u))’ ahora como u ¢ Cn(X,u) se tiene

. i . .
pn(u) £ Cn+l(X,p). Y asft Sdn+l(pn(u)) sigue perteneciendo a
Cn+l(X'u) /

.. lqu(u) € Cn+l(XlU)

Con todos estos lemas probaremos directamente que

Ogt Hn(X,p) > Hn(X) es un isomorfismo con

04 (T + Im 3n+l) =T + Im 941"



Y LENT KA

AL Ya ey

o, €s un epimorfismo.

q

1
Sea T + Im an+

Sd-(T) e Cn(X,u).

0

sd

n-1

3'(sd (T)) =
n n

por 2-10

q
Sdn(T)

(Sdg(T) - T) e Im 3!

- T

it

1

2-4, si T ¢ Cn(X), entonces existe g > 0 tales que
n

Ademds; por Lema 2-2 se tiene:

(BA(T)) = aé(sdn(T)), as{

0 => 3'(sdd(T)) = 0
n n

9

ar'1+l([pq

sad(T) + Im o'
n n

0, (sd2(T) + Im 3"

o, (u +

]
T + Im an+

+1

se tiene.

n+1l

= + 1
T Im an+

—> sd9(7) ¢ Ker »'
n n

(T)) + v _(3'(T))

g n
(T)):; lo gue implica que
41 ¢ asi

17 por definicidn de o,

) = T + Im an+l /

1 e Im o,

04 €s un monomorfismo

Sea u + Im 3"
n

n
Im 8n+

1

)

' € Hn(X,u) tal cue o, (u + Im aﬁ

+1
— ' — 1
> u + Im 3n+l = Im an+l
Trouoe Im 3
= Jv e c X/, (v) =

+1

)

H 2! e
€ Hn(X), T e Ker a' c Cn(X) por Lema

0

98
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ademés Sdg+l(v) e C (X,u); para algln entero g > 0; por 2-10

n+l
se tiene.
sdl, (v) - v = a2 (g (V1) + g (3] (V)
= ar']+2(wq(V)) + wq(u)
aplicando a$+l a ambos miembros.
dnp1 (S, 1 (V) = W) = a0 (e (V) H 3] G (3] (V)
2141 (S0 (V) = aL (v) =l Gh ()
2141 (S0, 1 (V) = w =) (v (w)
ope1 (8404 (V) = g () = u
a;+l(8d2+l(v) - ¥y (W) = u; de donde
u e Im 8;+1 asi
utIm dly s Ima, /

o, €s un isomorfismo

Ahora probaremos el teorema 2-6 en el caso general, donde

A es un sub-conjunto arbitrario de X.

Obsérvese que para cada entero n se tiene el siguiente

diagrama conmutativo.

]
0 > Cn(A,u) > Cn(X,u) > Cn(X,A,u) > 0
o; Og “n
v i# v j
0 > C_(A) > C_ (X) > C_(X,A) >
n n

Diagrama 2 - 8
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donde las filas de este diagrama son sucesiones exactas de gru-

pos de cadena.
Pasamos ahora a los correspondientes grupos de homologia

—> H (XIAIU) —_—> Hn(AIU) —_—> Hn(XIU) —> Hn(XIAIU) —_—>

n+1l
ol oL o,
\2 \2 \2
I 1, Jx
_ Hn+l(X,A) —> Hn(A) —> Hn(X) —_ Hn(X,A) -

donde cada cuadrado es conmutativo.

Ya se probd que o) y o, son isomorfismos, basta probar
ahora que o, tambien es un isomorfismo. Lo cual lo proporciona

el siguiente.
LEMA 2-8 (Lema del quinto).

Consideremos el siguiente diagrama de grupos abelianos y

homomorfismos.

i i, i, iy

A > A, > Ay > Ay > Ajg

£, £, fa £, fs

\ . v . \ . v . v
J1 J2 J3 Jy

> Bo > By > By > Bg

B,

Asumamos que cada fila es exacta, cada cuadrado es conmu-
tativo si, f, es un epimorfismo, f, y f, isomorfismos, fg un mo-

nomorfismo entonces, f3 un isomorfismo. Ver [5, pé&g. 42]

Esto prueba el caso general del teorema 2-6.



CAPITULLO T11

APLICACIONES

INTRODUCCION:

Este capitulo nos permite aplicar los resultados de los

capitulos I y II para el cédlculo de grupés de homologfa de

las esferas.

Como punto central daremos una prueba de la exactitud
de la sucesibén de Mayer - Vietoris, para terminar con el im
portante resultado que pronorciona la relacidn entre el gru-

po fundamental y el primer grupo de homologia.

3.1 GRUPOS DE HOMOLOGIA DE ESFERAS:
APLICACIONES.

Utilizaremos la sucesién exacta de homologia del par y
la propiedad de escisidén para determinar los grupos de homo-

logia de espacios no contréctil.

Por ejemplo la n-esfera

n

s = (x e RM?

/|X| = 1}, este espacio es muy interesante y

b&sico para muchos de los que siguen.
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PROPOSICION 3-1

Para la O-Esfera S%, se prueba que Hy(S?) = Z & Z.
Pa
Como S% = (1,-1} y ademds I' es el espacio consistente de

un punto. Por tanto existen exactamente dos funciones conti-

nuas distintas rj,rp: I° > {1,-11}.
Supongamos que r, (I%) =1y r2(IO) = -1 i.e.
ri (1% = - r, (1%, (obsérvese que Qy(s%) = {r;,rp});por otro

lado s% = {1,-1} = {1}y {-1} con {1} y (-1} abiertos y cerra-

dos en S°.

Si hacemos A = {1} = W, W c A por tanto u = {{1}, {-11}}

es una cubierta abierta de S?. Ademds 0y (sS?) = Qq(s8%,u) =
Co(s%m) = Co(8%) y
Co(sO,u) = Cp(n) + Co(sl-w)

I

Co({l}) + Co({—l}) .

Veamos ahora que HO(SO,U) *~ Ho({1}) ® Hy({-1}), para ello

definamos :

y: Ho({1}) ® Hy({-1}) > Ho(s%, 1) tal que

y[ (ri+Im B,) + (r,+Im B,) = (r;+r,) + Im o' donde

7

B1: Cl({l})

> Co({1})

Br: Cp((-11) > Coll-1)) y
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8y: Cy(s%, ) > Co(8%,u); a parobar que:
1) Y esté bien definida
2) Yy es un isomorfismo
1) Sean rj;, n e Co({1}) v ry, m e Cg({-1})
(rij+Im B;)+(ro+Im By) = (n+Im B))+(m+Im B,) => r;=n y rry=m
ya que {1} y {-1} tienen un solo punto,asi
Y[(rl+Im B1)+(r,+Im 82)] = (r,+ry;) + Im 3}
= (n + m) + Im ai
= y[ (n+Im B1)+(m+Im B7) ] /
2)  y[Ux,+Im B)+(r,+Im B,))+((n+Im B;)+(m+Im g,))] =
= y[ (r{+n)+Im B+ (r,+m) + Im g,
= [(ry+n) + (r, + m)] + Im 3}
= [(r,+r,) + (n + m)] + Im N
= [(ry+r,) + Im 3} + (n + m) + Im 3]
= Y[(r1+Im B1)+(ro+Im 82)] + y[(n+Im Bq)+ (m+Im 82)];
asi y es un morfismo.
Ahora sea [ (r;+Im 8;) + (r,+Im B,)] e Ker y i.e.
Y[(r1+Im B1)+(r,+Im B,)] = Im 3} o qgue (r;+r,)+Im 3}=Im 3};

de done (r;+r;) € Im 9], i.e. existe T ¢ c,(s?) tal que

91 (T) = ri+ry; pero 3} (T) e Cy(s?) = QO(SO)

asi 9](T) = r;, 6 3](T) = r,
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31(T) = ry => ry, =0
=> r; = 0; ya que r (1Y) = —r;(IO)

ai(T) =r, => 1r; =0
=> r, = 0; asft

(r;+Im B;)+(xrp+Im B,) = Im 8, + Im B, = {0} e Hy({1l}) & Hy({-1})

asi y es inyectiva.

Ademds sea (h + Im 3]) ¢ Hy(s?, u):

h e Co(SO,U)

QO(SO,u) = QO(SO) = {ry,r,}, entonces

h=r, 6 h-=r,
h =1r) =>h+ Im3] =1r, + Im 3]}

= y{((r;+Im B;)+(0+Im F£5)) € Im Y.
h =1r, =>h+ Im 3] = ry, + Im 3}

= (0 + r,) + Im 3]
= y((0 + Im £,) + (rz + Im B5)). /
En ambos casos y es sobreyectiva

.~ Yy es un isomorfismo
TEOREMA 3-1

Para cualgquier entero n > 0

(Z ; 1 =n
H.(s™) = - o
* l{O} : 1 # n; por tanto Hy(S) = L
Z



La prueba es por induccidén sobre n; el teorema es verdade

ro para n = i = 0, ya que por proposicidén 3-1. Hg(s0) = Z & %
N :

y por proposicién 2-1 Hy(s?) =z & HO(SO); i.e.

v
Hp(s?) © Z = Z ® Z. Adem&s

n

Z Z . ~ 0 n,
——%—— =~ Z v HO(SZ) oz . HO(SO), por Teorema 2-9 Cap. I
(T ze = T sen - Hu) Algebra Homoldgica se tiene ﬁO(SO) =~ Z.
Paran =0 e 1 > 0; se tiene:
C.(s9) =cC.(s% ) = C.({11)+C_ ({-1}) =0 + 0 =0
b i i i
v .

por observacién 2-1. Asi H,(s?) = Hi(SO) = 0.

Supongamos que se cumple para n > 0 resta probar para

n + 1.

) e Sn+l/X

Definamos S = (X = (X1 ,X2,000,% 01}

n+2
n+l_

n+2
consideremos dos sub-conjuntos de S

n+1 n+1l

E {X (XerZr---an+2) e S

/Xn+2 2 0

3|
I

{(X = (xy;,%X0,...,X ) € S < 0}; estos sub-con-

n+2

. . . . . . n+1l
juntos denotan los hemisferios superior e inferior de S , Es

tos hemisferios son obviamente homeomorfos al conjunto:

n+1 - IRn+l

E = {X = (ep,Xp,eee,x o) /Xl <1 .~ x = 0}

n+2
por proyeccidn estereogréfica, por tanto ellos son contracti-

les.
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Nath s! = {X=(%y,%2,%X3) ¢ SZ/X3 = 0}
S? = {X=(x,,%2,%3) eIR3/[X| = 1}
/ 2 2
E4 = {X=(x,,X2,X3) € S°/x4 > 0}
A [][JIp], 5

™

m

S EE = {X=(x;,%x2,%x3) Sz/xa i 0}
E? = {X=(x],Xp,X3) IR3/|X|<1,x3=0}

Ahora consideremos el siguiente diagrama de grupos de homo

logia.
i n 9 % n+l _n, ks n+l _n+l Jx ¥ n+l
H, (7)) «——H, J(E_"7,87) === 1, (S B T) < H. 4 (S )
Diagrama 3-1
En este diagrama j: Sn+l > (Sn+1,E2+l) Y
+ .
k: (ET l, s™) > (Snkl,Ei+ ) denotan la funcién inclusién.

Se pretende probar que 3x, ki, jx son Isomorfismos.

Consideremos la siqguiente sucesidén exacta de grupos de ho

mologia del par (ET+1, sy .

3
n +1 +1 n * n
oo H L (8 — Hi+l(E’_1 ) — Hi+l(1-:r_l ,87) — H (8) — ...

n

como Hn(X) = Hn(X); para n > 0 y por el resultado del ejemplo

2—-6 se tiene:

Y o A AV

n +1 +1 _n * n _
— H, (8" — H BT — H E ) — H(8) — ... (3-D)
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T —
es una sucesidn exacta ¥ i > 0. R — ECA CENTRAL

———

BAR 55 Kk masvasps

n+1

Ahora por contractibilidad de E_ (3-1) se reduce a.
" 3 3 .
n n+l n _* n,oo 0 —
e H (8 — 0 — }Li+l(1:f 8 — P (S) — S

de la cual podemos extraer:

0 ——> Hi+l(E?+l,Sn) —31> Hi(Sn) > 0; la cual es exacta;
de donde 3%« es un isomorfismo.

Ahora consideremos la sucesidn exacta del par (Sn+l,E2+l)
P Hi+l(Ei+l) — Hi+l(Sn+l) EREN Hi+l(sn+l,E2+1)—>
por un proceso similar al anterior se tiene que:
> 0 > ';{i+l(sn+l) Jx Hi+l(sn+l,E2+l) > 0 > ie

es una sucesidn exacta, de la cual podemos de nuevo extraer la
sucesibn exacta corta:

i n+1 '*
> Hi+l(s ) > H

i+l(S ,E )

asi j4 es un isomorfismo

Para completar la prueba es suficiente probar que k, es

un isomorfismo.

+ . )
Observese que el par (ET l,Sn) se obtiene a partir del
+ + +
par (s" l,Ez l) por escisién del conjunto EE Lo s,

Sin embargo, no podemos aplicar el teorema 2-5, debido a
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n+ X .
que la cerradura de E+ Lo s™ no est& contenida en el interior
n+1
de E. .

Para solventar esta dificultad, definamos el conjunto:

+
) € s" l/x > 1/2}; ahora consideremos

W={X= (Xl,...,X n+2

n+2

el siguiente diagrama

n+l n n+l n
\\\& n+l

w,E +

+1

Diagrama 3-2

Los simbolos h,e denotan la funcidn igclusién, obviamente este
. , — “n+1 .
diagrama es conmutativo. Adem&s W c EL 7. Ahora aplicando el

teorema 2-5 se tiene que ex es un isomorfismo.

Como la funcidén h es una equivalencia de homotopia de pa-

res i.e. existe un retracto por deformacidén r del par

(Sn+l—w,Ei+l—w) en el par (E?+l,8n)

con:

?+1 'i+l N (E?+l,Sn)

tal que

n+1’0); 0 < Xhe2 © 1/2

(xl,...,xn+2); -1 < X 42

(Xl,...,X

0; y una homotopia

FroTox (87T ow) — (s"ow) tal que

))=(x1,x2,...,xn+2)(l—t)+tr(x1,...,xn+2
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_ _ n+l
F(O, (Xl,...,Xn+2)) = (Xl,...,Xn+2) l(S W)
F(l,(xl,..,xn+2)) = r(xl,...,xn+2).
Esto afirma que h es una equivalencia de homotopfa. Lo

que implica que h, es un isomorfismo (por Teorema 2-2 Cap. II)

Se sigue de la conmutatividad del diagrama 3-2 que k, es

V] V]
un Isomorfismo, luego Hi(Sn) = H, (Sn+l)

Se concluye finalmente que para

n i n .
n > 0,Hg(S") = He(S") ®Z =~ 0 ®Z =~ 72 1i.e.

Ho(s™) =2 /

Apartir de este resultado daremos algunas aplicaciones y

consecuencias inmediatas.
PROPOSICION 3-2

La esfera S" no es contractil a un punto.

n :
Supongamos gue S es contractil a un punto, entonces

Hp(S') = Z, ¥ n > 0. Esto contradice el teorema 3-1 de que

jon
o
[67]
=
1

Z ez [/

PROPOSICION 3-3

n+1
Sn no es un retracto de E .
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Pa
n n+l .
Supongamos que S es un retracto de E ; 1.e.,
+1 . +
E" > Sn, es una retraccién de E l. Pero entonces la
. . n+ . .
funcién i: s — g° 1 induce un isomorfismo de
H. (s™) en H.(En+l);i.e. ¥ n > 0
1 1 -
Z , 1=0
H, (s7) = m. (") = |
* 1{0}, i > 0 ; dada la contractibilidad de
n+1 n .
E yHo(S7) = Z 1o gue contradice el teorema 3-1 de que
Hy(s%) =z 0 Z /.

PROPOSICION 3-4

Los grupos relativos de homologfa del par (En,Sn—l) para

n > 1, son como siguen:

Consideremos la sucesidén exacta de grupos de homologia

del par (En,Sn—l).
T n-1 %% n—-1 T
> Hi(En) — Hi(En,S ) — B _ (87T — Hi_l(En) — ...

sustituyendo por sus respectivos crupos de homoloafa reducidos
se tiene:

i Y
" L H, () —>

J -
o> ﬁi(E“) -, Hi(En,Sn Ly A
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por la contractibilidad de " se tiene que:

— A e T
0 > Hi(Fn,Sn l) LN Hi—l(sn l) > 0; ¥n >1 es una su-
cesidn exacta, i.e.,
Z i =n .
e 2
H (En,Sn ) = H. (Sn l) = = ; por teorema 3-1. /
i i-1 lo + j
; 1 #n

PROPOSICION 3-5 (Teorema de punto fijo de Brouwer).

Cualquier funcidn continua f: ok > E” tiene almenos
un punto fijo i.e. existe x ¢ E" tal que f(x) = x.
Pa

Asumamos lo contrario i.e., que f(x) # x para todo
X € En, entonces los dos puntos x y f(x) determinan una {nica

linea recta la cual intersecta a Sn—_l en dos puntos.

Sea v(x) el punto de interseccidn, tal quc x esté@ entre f(x)

y v(x) 6 x es igual a v (x).

Es posible expresar a v(x) en términos de x y f(x) y se

muestra de esta manera que v es continua, y por lo tanto v es
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. n n . .
una retraccibén de E en S , pero esto contradice la proposi-

cién 3-3 por lo tanto f tiene almenos un punto fijo . /

3-7 LA SUCESION EXACTA DE MAYER - VIETORIS.

Sea X un espacio topoldgico tal que X = A U B, donde A y

B son sub-espacios topol6gicos de X.

En lo que sigue estaremos interesados en averiguar que re
laciones existen entre los grupos de homologia de los tres sub

espacios A,B, A N B y el grupo de homologia de X.

Con los sub-espacios topoldgicos de X podemos construir
una sucesidén exacta, similar a la sucesién de homologia del
par. Tal sucesién la denominaremos la sucesibébn de Mayer-Vieto-

ris.

Esta sucesidn exacta desempena el mismo papel en la teo-
ria de homologia que el teorema de seifert-Van Kampen juega en

el estudio del grupo fundamental

Para describir esta sucesidn exacta, sea:

iyt H (B N B) > H_(B)
Jx: H (A N B) > Hn(B)
Kyt H_(2) > H (X) y

IL.,: H (B) —_— Hn(X) ; todos ellos son homomorfismos indu
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cidos por la funcibén 1inclusidén. Usando estos homomorfismos

definamos los sigulentes homomorfismos

> Hn(A) ® Hn(B) y

n

p: H (A) & H_ (B) > Hn(X) ; mediante las fdrmulas
p(x) = (1,(x), Jo(x)); x e H (A n B) y

p(u,v) = k,(u) = L(v); u e Hn(A), Vv e Hn(B)

TEOREMA 3-2

Sean A,B sub-conjuntos de un espacio topoldgico X tal que
[o] (o]
X =A U B, entonces es posible definir el homomorfismo natu-

n n-1 (& N B), ¥n tal que la siguiente sucesidn

.2 s m(an B 2> H (A) ®E (B) s (X
n n

> e e

Si ANB # ¢, podemos sustituir los arupos de homologia reduci-
dos por grupos de homologia ordinarios de dimensi6én cero y la

sucesidn permanece exacta.

d
o)

Sea p = {A,B} en vista de la hipdtesis asumidas en A y B
podemos aplicar el teorema 2-6 para concluir que el homomor-

fismo inclusidn

o: Cn(X,u) > Cn(X); induce el ismorfismo



Ogt Hn(X,u)

Notese que Cn(X,u)
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(X): ¥n.

n

Cn(A) + Cn(B); donde el grupo de la

derecha es el mds pequeno sub-grupo de Cn(X) que contiene a

Cn(A) vy Cn(B) (esta no es una suma directa) por tanto los homo
morfismos:

K#: Cn(A) > Cn(X)

L#: Cn(B) > Cn(X); tienen la propiedad que sus respectivas
imdgenes estan contenidas en el sub-grupo del par Cn(X,u). Lue

go tenemos los

efectivamente:

Por analogia con la definicién de los homomorfismos p y ¥

siguientes diagramas conmutativos

C (X, u) . C (X,
it
o C (B) o
n
k
Cy (X) Cn(X)
Diagrama 3-3

o(RK)(T + D _(A))) = o(T + D_(X, n)
n n

#
=T 4+ D (X)
n
=K#(T+Dn(A)) /

de

finiremos los siguientes homomorfismos.

o (B)

> C_(A) & C_(B)
n n

> Cn(X,u), mediante las siguientes f&6rmu-
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o(x) = (i#(x), j#(x)) y

¥Y(u,v) = k#(u) - L, (v).

#

Ahora consideremos el siguiente diagrama de grupos de ca-

dena y homomorfismos.

A\ v
(b \{(
0 —> Cn+l(A(\B) > C +l(A) et} Cn+l(B) > Cn+l(X,u) > 0
1 all
ar1+l an+l n+1
A% ¢ A \y A%
0 > Cn (A NB) > C_  (A) & C_ (B) > Cn(X ) > 0
n 3! 3;
A\ \ A\
3 Y
0 > Cn_l(AﬂB) > Cn_l(A) ] Cn—l(B) > C _l(X,u) > 0
A% v A%

Diagrama 3-4

En este diagrama las flechas verticales denotan el opera-
dor apropiado en cada caso. En el caso de las flechas vertica-
les de la columna de en medio esto significa la suma directa

de los operadores frontera en A y en B.
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Cada cuadrado de este diagrama es conmutativo y ademés ca

da linea es exacta. Ifectivamente:

3$+1(¢(X)) = 3;1+1(i#(X)’ j#(x))
= (an+l(1#(x)), Yn+l(j#(x)))
= (i#(8n+l(x)), j#(yn+l(x)))
= (i#(8n+l(x)), j#(3n+l(x))) i.e.
3 41 = Ynep €0 C (ANB)
= ¢(3n+l(x)). A demés
a;+l(w(U,v)) = 8;+l(k#(U) - L#(V))
a;+l(k#(u)) - a;+l(L#(v))
_ _ (1)
= ky (o g (W) = Ly Gy g (V1)
= ¢(8n+l(u), Yn+l(v))
w(a'+l(u,v))
(1) Los cuadrados:
k# L#
Cn(A) > Cn(X,u) Cn(B) > C (X, wu)
Bn BII; y Y '()I';
v k# v v L# v
C_1 (B > C g (X,m) C 1B > C g (Xpw)
conmutan.
Que la linca
0 > C (ANB) -2 Cc (A) ® C_(B) —= C_(X, ) S
n n n n
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es exacta, se da por lo siguiente:

1) ¢: C_(ANB) > C_(A) ® C_(B) es inyectiva.
n n n
Sea x ¢ Ker ¢o.
x € Ker & => ¢(x) = (0,0)
=> (i#(x), j#(x)) = (0,0)
=> 1#(x) =0 vy j#(x) = 0
=> x = 0; asi ¢ es inyectiva.
2) Im & = Kexr V¥ , ) -
| 'TECA CENTRAL
Sea p € Im ¢. - AR B 5 Baserers |
p e Im ¢ = p = (i#(x), j#(x)); para alglGn x e Cn(A(\B)
=> y(p) = w(i#(X), j#(x))
= k#(i#(T + Dn(Ar\B))%{%(j#(T + Dn(A(\B)));
con x = T + D_(ANB)
n
= (ook#)(i#(T+Dn(A(\B)))
"(coL#)(j#(T + Dn(A(\B)))
= o[k#'#(T+Dn(A(\B))—L#(T+Dn(A(\B)):|
= o[ T+D (X, u) - T+D_(X,u)]
= o(D_(X,u))
n
=0 p € Ker ¥
Ahora sea p € Ker V; p = (u,v) vy

u-T+ D (A); TeQ (A) y v="T +D(B); T eQ (B)
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p e Ker ¥ = v¥(p) = D_(X,u)
=> k#(u) - L#(v) = Dn(X,u)
=> (gok}) (u) (goLy) (v) = D (X, u)
= o[k} (T+D (A)) - L (T, + D _(B))] = D (X,u)’
—> o[T + D (X,u) - Ty + Dn(x,u)] = Dn(X,u)

= o[T - T, + Dn(X,u)] = Dn(X,u)

=> T - T, + Dn(X,u) = Dn(X, n)

=> T - Tl e D X,}J)

nt N
= T =Ty e DB & T =Ty e DyIBIY  wammru :::;::-LI
\

Ahora.

T - Ty e D (A) =>T-7T =keQ (2

‘—>T1=T'—k€on(1\)

=> T, € Qn(Ar\B) ; Como
T - T, ¢ Dn(A) = T + Dn(A) =T, + Dn(A) i.e.
u="T+ Dn(A) =T, + Dn(A) y v =T, + Dn(B) asft
(u,v) = (i#(T +Dn(Ar\B),j#(T +Dn(A(\B)))=(i#(x),j#(x))=¢(x)eIm¢

T - Tl € Dn(B) => T - Tl = kl € Q (B)



(u,v) = (i#(T+Dn(Ar\B)),j#(T+Dn(Ar\B))Fﬁi#(x),j#(x))=¢(x)eIm o,

Im ¢ = Ker V¥

y finalmente se prueba que V¥: Cn(A) ® Cn(B)

sobreyectiva.

Sea T + Dn(X,u) € Cn(X,u), T ¢ Qn(X,u); asi

n
T = ) n, T ; con T. de orden u.
ATA A
A=1
= n.T. + In.T.; T.: I" > A, T.: I > B
J 7] 1 1 J 1
luego:
T+ D (X,u) = tn.T. + en.T. + D (X,n); una observacidn inmedia-
n Sh) ivi n
ta es ver que D, (X,u) = Dn(A) + Dn(B) y en efecto si:

n
h € Dn(X,u) => h kzlnka; T, de orden u

tn. T. + tn . T.; T., T. degenerados
J 3 11 i J

=n+m; n e Dn(A) y m € Dn(B)

luego h ¢ Dn(A) + Dn(B). De donde

In.T. + tn.T. + D _(X,p) tn.T. + tn.T. + D (A) + D (B)
sl i1 n 37 i1 n n

= In.T. + D (A) + In.T. + D (B)
J 3 n 11 n

= (r1+Dn(A))+(r2+Dn(B)) € Cn(A) o Cn(B)

+

pero también (r]+Dn(A)) (-r2+Dn(B)) e C_(A) + Cn(B)

Ademés:
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- = L (-

¥[ (x1+D_(A))+( r2+Dn(B))] k, (r1+D_ (A))-L, (-rp+D (B))

= r1+Dn(X’“) + r, + Dn(X,u)

= (rl + r2) + Dn(X,U)

=T + Dn(X,u)
luego ¥ es sobreyectiva. Lo que finalmente prueba que la suce-
sién 0 —> C_(AN B) > C (A) ® C_(B) —> C_(X,u) > 0

n n n n

es exacta. [/

De la misma manera gue se
en la sucesidén de homologia del

fismo A

A Hn(X,u) > Hn_l(A(\B); ¥ n

Ademis los métodos usados

definid, 'el-eperadar conexidbn

par, podemos definir el homomor

para probar la exactitud de la

sucesidn de homologia del par se aplican sin ningdn cambio para

probar la exactitud de la siguiente sucesidén de grupos y homo-

morfismos.

> H_(ANB) -2
n

>

Definamos A: Hn(X,u)

> e e

nn(X,u)

Hn_l(A(\B) de la siguiente mane

ra:
Ker a;
Sea m+Im an+1 € Hn(X,u) = —Tﬁ—jg:z ; m ¢ Ker an c Cn(X,u)

como ¥ es sobreyectiva, existe (u,v) e Cn(A) ® Cn(B) tal que

Y (u,v)

= m; ademés por conmutatividad del diagrama:
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y(3'(u,v)) = 3" (¥(u,v)) = 3"(m) = 0, luego
n n n :
3'(u,v) € Ker ¥ = Im o; i.e. existe x e C (A B)
n n-1
tal que ¢ (x) = aﬁ(u,v). De nuevo por conmutatividad del diagra-
ma.
e(a _(x)) = ol 1 (o(x)) = 2af (3 (u,v)) =0

(x) ¢ Ker ¢ = {0} i.e. 2 (x) =0

de donde 3
n n-1

-1

y asi x e Ker an_ . Ahora

1
A Hn(x,u) > H _,(ANB)
m+Im a;+l vu—> x 4+ Im 37 ¢ (x) = ag(u,v) y v(u,v) = m.
Para ver que A es un homomorfismo. [1—4, cap. I]

Ahora se probard que la sucesidn planteada es exacta.

A

>

> H_(AnB) 2= u_(A) ® H_(B) v, H_(X,0)

1) Im p = Ker y

Sea (u,v) € Im p

(u,v) € Im p => 4 x « H (AN B)/p(x) = (u,v)
pero p(x) = (u,v) = (i,(x), j,(x)), ahora
Plp (%)) = p(ig(x), Fo(x))

= K, (1, (%)) = Ly(3,(x))

= k, (i, (m+Im 3 )) =L, (4 (m+Im

n+l 9+

)); X = m+Im 3
n

+1



Ke(m + Im 3

= (k#(m) + Im a;+

= 0 , ya que

comome C (A) y me C (
n n

m = Iy

Sea (u

(u,v)

+ Dn(A) y m =1,

= K#(r1 + D (A)) vy

I
H
+
o
b

e

+1

B)

)_I_l* (m + Im Yn+l)

se tiene

Il
H
)
+
)
3
>

) = ¢v(u,v) = 0; de donde (u,v) e Ker .

1

)

, V) e Ker
e Ker ¢ =>¢(u,v) = Im a;+l
=> k,(u)-L,(v) = Im 8'yq17 we H (A, v e H_ (B)
=> k, (t+Im an+l) L,(n+Im - +l) = Im 3 .4
t ¢ Ker 9 , n e Ker o
n n
=> k#(t)+Im Bn+l—L#(n)+Im an+l = Im 8n+l
=> k#(t) - L#(n) + Im an+l = Im an+l
=> (k#(t) - L#(n)) e Im a;+l; i.e. existe
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r + D (X,u) tal que a;+

+D
n+1 (r n

1 (X,n)) =k

+1
por la sobreyectividad de ¥, existe

(m,p) € Cn+l(A) ® Cn+l(B) tal que Y(m,p) = r + Dn (X, u)

y por la conmutatividad del diagrama.

Yo, (mp)) = 38 L (Wlm,p)) = k,(t) - L,(n) 1.e
v(a!, 1 (m,p)) = ky (£) - L#(n) =4 W(3n+l(m),Yn+l(p))—k#(t)—L#(n)
=5 k#(3n+l(m))—L#(Yn+l(p))=k#(t)—L#(n
=> k#(t—3n+l(m))—L#(n—yn+l(p))=0
> W(t=o  ,m, no- oy o (p)) =0
=> (t—an+l(m),n—Yn+l(p))eKer Y=Im ¢
i.e. existe x ¢ C (ANB) tal que:
b (x) =(i#(x), j#(x)) = (t - an+l(m), n - yn+l(p)) por ser
suma directa se tiene:
1#(x) =t - an+l(m) % j#(x) = n - Yn+l(p) o que

t ='i#(x) + 8n+l(m) y n = j#(x) + Yn+l(p)

sustituyendo en las expresiones para u,v se tiene:

u =t + Im an v =p + Imy

+1 ¥

i#(x) + an+l(m) + Im an+l y v o= j#(x) + yn+l(p) + Im L)

= i#(x) + Im an+l y v = jﬁ(x) + Im Yol
= i, (x + Im Bn+l) y v = j,(x + Im an+l), asi
(u,v) = (1,(x + Im an+l), Je(x + Im an+l))
= p(x + Im an+l) x4 Im3 g o« Hn(A(\B) , luego
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(u,v) € Im p.

Ademds se prueba que Im § = Ker A.
"o o
Sea T + Im a;+l e Ker A, por definicidn
A(T + Im 8;+l) = X + Im an; p(x) = ag(u,v) y ¥(u,v) =T
por condicidn:
T + Im 3;+l = ¥Y(u,v) + Im 8;+l
= k#(u) - L#(v) + Im n;+l
= k#(u) + Im a;+l - L#(v) + Im a;+l
= ky(u + Im 3 _0) = Jelv+ Imy )
= p(u + Im an+l, v + Im Yn+l) con
u + Im an+l € Hn(A) y Vv + Im Y41 € Hn(B)'
T + Im 8;+l e Im y
TRPRY
Sea T + Im 3;+l e Im ¢
T+ Im 3" e Imy = ] (u,v) « H (&) & H (B)/b(u,v) = T + Im 31
Y(u,v) = T + Im 8;+l => k,(u) - L,(v) =T + Im 3;+l

— _ = "
> k,(r,+Im an+l) L, (r,+Im Yn+l) T+Im an+l

=> k#(r1)+Im an+l—L#(r2)+Im an+l=T+Im dn+1

=> ky(ry)-L,(rp) + Im 37 , =T + Im 37,

1 1

#
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=> Y(xr,,r,) + Im an+l =T + Im 8n+l
= A(Y(r,,r;) + Im 8n+1) = A(T+Im 3n+1)
=> x+Im Bn=A(t+Im 3;+l); con ¢(x)=8£(u ,vh)
y Y(u',v')=v(r;,r,),x e Ker an_lczcnq}AﬂB]
por v(u',v') = ¥(r;,r,) => k#(u')—L#(v‘) = k#(rl) - L#(rz)
=> k#(u',rl) - L#(v'—rz) =0
=> ¥(u' - ry, v' - rp) = 0. 1i.e.
(' = ry, v' = rp) e Ker ¥ = Im ¢, luego existe x' e C_(ANB)
tal que ¢(x') = (u' - r;, v' - 1ry).
¢ (x") (u' - ry, v' - xry) > 3$(¢(X‘))= ot (u' - r;, v' - ry)
= (an(u'—rl),yn(v'—rz))
_ 1y 1y~
= (3 _(u')=a (ry),y (v')
Yn(rz))
_ 1 [}
= (Bn(u ), yn(v ))
= aﬁ(u',v'), por condi-
cidn
= d(x). 1.e.
' (9 (x")) = ¢o(x) = ¢(an(x')) = ¢(x); por conmutatividad
=> (x') = x; por ser ¢ inyectiva

A(T+Im an+

1

) = Im 9 , asT T + Im a"
n n+

=> X & Im an, luego

1 £ Ker A
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El hecho que Im & = Ker p, es similar a la del par. Luego

la sucesidn

p Y A
“e > Hn(A(\B) > Hn(A) ) Hn(B) > Hn(X,u) > .
es exacta.
Por Teorema 2-6 Hn(X,u) = Hn(x) y la sucesidn:

.. > H (A(B) ——> H_(A) & H_(B) LN H (X)
n n n

Se mantiene exacta /

3.3 LA RELACION ENTRE EL GRUPO FUNDAMENTAL Y EL PRIMER GRUPO"

DE HOMOLOGIA.

Los teoremas de esta seccidén afirman que para un espacio
arco—-conexo, el grupo fundamental determina completamente el

primer grupo de homologia.

Los enunciados precisos se daran después de algunas defi-

niciones preliminares.

Para familiarisarse con la teorfia del grupo fundamental

ver [4, cap. I, II]

En seguida para cualguier espacio topoldgico X y cual-

quier punto base x; e X, definamos hX: = (X,xg)

> H; (X) como

sigue:
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Sea a e m(X, Xg), seleccionemos un camino cerrado

f: I

> X que pertenece a la clase de equivalencia a. Pode-
mos pensar que f es un l-cubo singular y por lo tanto un elemen

to que determina una cadena en C; (X).

Como £(0) = £(1) = xg ; 91(£f) = 0. Ya que
(3:£) (x) = (-A;f) (x) + (B;f) (%)
= - £(0) + £(1)
= - xg + Xy

= 0.

En otras palabras f € Ker 3,, luego podemos definir hX(a)

como la clase de homologia del ciclo f 1i.e. hX(a) = f + Im 35.

Se prueba que hX estd bien definida, efectivamente si

a = B, entonces hX(a) = hX(R).
Sea f € o« y a =8 => hX(a) = £ + Im 9,
= hX(B).
Adem4s:
hX(a.B8) = hX(a) + hX(B8) vya que si seleccionamos un elemento

representativo f: I

>X y g: I

> X para ao,B respectiva-
mente, entonces

f.g: I

> X es un elemento representativo de a.p donde

[£(2t) 5 0 < t < 1/2
(f£.g) (t) =
Tkg(Zt—l); 1/2 <« t <« 1 vy ademias

f.g es un ciclo.
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Ahora definamos un 2-cubo T: I?

> X mediante la f6rmu-
la:
fix) + 2xp) ; x; + 2xp, < 1

X1 + 2xp - l);x + 2x, > 1; la funcidn T

(
T(XI,X2) = <[
o

fue seleccionada de manera que a lo largo de la linea horizon-

tal es una constante como se muestra en la figura 3-1.

A
C
r \\\\\\\\\
g
x1+2x~> 1
S
f
\\\\\\ _
f
Fig. 3-1
Es claro que 3, (T) = f + g - f.g - ¢, donde ¢ es un l-cu-

bo singular degenerado. Ademés

Qz (X)

35 (T + Dy (X))

f+g - ff.g - c + D;(X)

£+ g - f£.9 + D;(X)

=> [f + g - f.g + D1(X)] ¢ Im 3}
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=> £ + g+ Im 35 = f.g + Im 3}
=> f + g + Im a:;_ = f.g + Im Bé
=> hX (o) + hX(g8) = hX(o.p)

hX es un homomorfismo

El homomorfismo hX, satisface la siguiente propiedad.

Sea p: X > Y una funcién continua tal que p(xy) = ygr

entonces el siguiente diagrama es conmutativo.

P %
m(X,Xg) > m(Y,yo)
hX hY
P %
Hl(X) > Hl(Y) hYop*zp*th
Diagrama 3 - 5

efectivamente; definiendo

ps m(X,xq) > 1(Y,yq)/p.(a) = pof; donde f ¢ «a
Yy peof es un camino cerrado en Y; se tiene

hY(O*(OL))

hY(pof) ; £ € «
= pof + Im Y3

= 0, (f + Im 3})

p . (hX(a)) /

El homomorfismo h satisface las siguientes dos propieda-

des:
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Si el espacio no es arco-conexo, entonces H; (X) es la suma

directa de los grupos H; (X.,) donde {XA/A e A} denota el con

A
junto de arco-componentes de X. Es claro que la imagen de
el homomorfismo hX est& enteramente contenido, en el primer

grupo de homologia de alguno de los arco-componentes de X

la cual contiene al punto base x

En el caso que el espacio sea arco-conexo el homomor-

fismo hX es mis interesante.

Como H; (X) es abeliano, el sub-grupo conmutador de 7 (X,Xg)
denotado por n"(X,x,) = [7(X,xg), m(X,x,)] estd contenido

en el Ker hX.

n
En efecto,si 6 € 71" (X,xg); 6 = ) a.B.a.B entonces

. ivi7iti’
n i

hy(6) = hy( ) « ;8 a B.)
i=1

de donde n"(X,x3) c Ker hX.

En lo que sigue usaremos la notacién 7' (X,xy) para deno-

tar "El grupo fundamental abelianizado" i.e. el grupo cociente
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m(X,xq) /7" (X,xy), entonces hX induce un homomorfismo

hk: T (X,xg) > H, (X) .

En lo que sigue, calcularemos grupos de homologia singula
res de espacios arco-conexos; usando solamente cubos siﬁgulares
los cuales tienen todos sus vértices mapeados sobre el punto ba
se xXxg. En esta seccidén habrd una cierta analogfia con la tero-

ria usada para la prueba del teorema 2-6.

Sea Q  (X/x() el sub-grupo de Qn(X) generado por todos 1los

n-cubos singulares T: p

> X tal que T(v) = xg, para cual-

n
quier vértice v del cubo I . Ademés

= [
D (X/xq) D_(X) N9 (X/xq) vy
Qn(X/Xo)
X = . 3
Cn( /Xq) B;T§7§BT Notese que el operador frontera
an: Qn(X) > Qn—l(X) obviamente mapea del sub-grupo

Qn(X/Xo) en Qn—l(X/XO) y por lo tanto induce un operador fronte

ra 31'1: Cn(X/XO) e Cn—l(X/XO)' Como es usal definiremos el

grupo de n-ciclos.

Z_(X/xy) como el Ker 3' 1i.e.
n n

Zn(X/Xo) = {u ¢ Cn(X/xo)/ag(u) = 0} y el grupo de ciclos fronte
ras Bn(X/xo) como 3n+l(Cn+l(X/xO)). Asi Bn(X/Xo) c Zn(X/xo) y
luego definimos.

z (X/x0) _ . .
Hn(X/XO) = B IX/xg) la inclusidén Qn(X/xO) c Qn(X) induce un

n
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homomorfismo

: C 1
T n(X/xo) > Cn(X) vy este induce a

Tt H(X/xq) > H (X)

LEMA 3-1

Si el espacio X es arco-conexo, cntonces el homomorfismo

T,: Hy (X/xg) > H; (X) es un isomorfismo.

Pa

Construiremos un homorfismo p_ : Q (X) > Q (X) tal que
n n n+1
on(Dn(X)) c Dn+l(X); para el cual procederemos de la siguiente
manera:
Para el cason = 0

Podemos identificar los o-cubos singulares con los puntos

de X.

Para cada x & X tal que x # x;, sclcccionemos un camino

T: I > X, tal que T(0) = xpy T(l) = x. Y entonces definire-

mos pg(x) = T; para completar esta definicidén hacemos
po(Xo) = Xg- Asf{
31(pp(x)) = = Ajppg(x) + Bypyp(x) = =-AT + B1T = x - xp 1i.e.

al(po(X)) = X = Xq-
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Para el caso n = 1.

Sea T: I

> X un l-cubo singular; tenemos que definir

> X. Ya tenemos definida la homo-

un 2-cubo singular p;T: IZ
topia de cadena sobre las dos caras A;T y BT y queremoé una

nueva definicidn que sea consistente con la ya definida.

Para eso imponemos las siguientes tres condiciones sobre

p1T. L
3101(T) = T ST S T
Byp 1 (T) = py(AT)

Bryp1 (T) = pg(B;T); notese que estas tres condiciones im-
plican que A,;p T ¢ Q;(X/xy), efectivamente

3, (p(T)) = = Ao (T) + Byp; (T) + A,p (T) = B,p,(T)

= =A;p(T) + T + pg(AT) = py(B;T)
= -A1p(T) + T - pg(-A;T + B1T)
Aplicando 9;-a ambos miembros se tiene:

0 == 23;(B1p,(T)) + 37(T) = 9;(pg(~-A, T + B;T))

0 = - 3;(A1p1(T)) + 31(T) - 3;(pgp(3,(T)))

0 == 23;(A1p(T)) + 0,(T) = 3,(T) + xp; de donde

31 (A1p 1 (T)) = xg € Q,(X/xg) 1.e. la frontera de A;p,(T) es

xXgo, por tanto A;py(T) e Q) (X/xgq).

Asi,dado un l-cubo singular T, siempre existe un 2-cubo
singular p) (T) satisfaciendo las condiciones impuestas anterior

mente, por que el sub-conjunto de I? que consiste de la unién
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de cualquiera de sus tres lados es un retracto de IZ.

En efecto si A es la unidén de los segmentos (0,0) (1,0),

(1,0)(1,1), (1,1)(0,1) del plano, existe la retraccibén

r: I? > A ya que se prueba que A es homeomorfo a I y ade-
mids I2 se puede retraer a I mediante la funcidn proyeccidn;
por lo tanto existe la retraccién de I? en A, como se muestra

geométricamente.

12 » T

p1Tex

X ¢ A

Fig. 3-2

Ademds imponemos las siguientes dos condiciones adiciona-

les, las cuales son consistentes con las impuestas anteriormen-—

te.
a) Si T e Q,(X/xg), entonces definimos p (T) (x;,x3) = T(xy)
b) Si T es un l-cubo degenerado, entonces definimos

p1 (T) (x,,x%x2) = pgéA|T) (x,) = pp(B;T) (x,;). En ambos casos

p1(T) es degenerado.

Caso n = 2.
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Dado un 2-cubo singular T: IZ2

> X queremos definir

oo (T): 13 > X tal que la definicidén sea consistente con la
definida para p; sobre las caras de T. Por eso imponemos las

siguientes condiciones sobre p, (T).

Bipy(T) =T
Bipy(T) = o (A _T) ; i=2,3
Bipz(T) = pl(Bi—lT) ; 1= 2,3; Notese que

A1p, (T) e Q,(X/x,), efectivamente aplicando 35 al p,(T) se tie-

ne:
33(pp(T)) = -By1p(T) + B1py(T) + Aypy (T)=Bypy (T)=-Agzp, (T)+Bgpp (T)
= =A1pp(T) + T + p 1 (AT) = p 1 (ByT) - p (A,T) + p;(B,T)
0 = —az(Alp?_(T)) + az(T) - 82(p1032(T))
3 (B1pp(T)) = 38,(T) + Byp 1 (3,(T)) = 2a,(T) + pg(3;(3,(T)))

Alpl(az(T)) e O, (X/Xo)

Dado un 2-cubo singular T, siempre existe un 3-cubo singu
lar p, (T) satisfaciendo estas cinco condiciones, ya que la

unidén de cualquiera cinco caras de I3 es un retracto de I3.

Esta afirmacidn se prueba mediante un proceso similar pa-

ra la existencia de un 2-cubo singular n, (T) realizado anterior

mente.

También imponemos las siguientes 2 condiciones adiciona-

les las cuales son consistentes con las previas cinco definicio
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nes y con las antes definidas.

a) Si T e Q,(X/xg), entonces definimos e, (T) por
pp (T) (xy1,%x2,%X3) = T(xp,x3).
b) Si T es un 2-cubo degenerado, entonces definimos p, (T) co-
mo sigue:
como T es degenerado, T(xj,Xp) = A1T(xs) = B1T(xy) &
T(x,,%X,) = A,T(x;) = B,T(x;), para el primer caso defina-
mos:
po (T) (x1,X2,X3) = p1 (AT(xXy,%x3)) = ny; (B1T(x1,x3))
mientras que en el segundo caso.
P2 (T) (X1,X2,%X3) = 01 (AT(x1,x2)) = p (BaT(x;,x%x2))
en ambos casos p, (T) es degenerado.
Para n = 1,2 se verifica que:
341 (P (T)) =T = Ay (T) - p (3 (T)) o que
an+l(pn(T)) + on_l(an(T)) =T - Alpn(T) Ec. 3-1
mientras que para n = 0.
31(pg(x)) = x = xg Ec. 3-2.
Definida pn(T) para los casos n = 0, 1,2 que son los ca-

sos de interés para probar el lema 3-1 pasaremos a definir

P

\ .
n'

0 (X)

n > Qn(X/xo); para n = 0,1,2 para n = 0; pyg(x) = xp;

para cualquier O-cubo x, para n = 1,2; p'(T) = Ayp (T).
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Observese que ph: Q (X/xq) > Qn(X/xo) es la funcién

identidad.
Para n = 0; es una trivialidad.
para n = 1
pln (T) = A, o (T) ; ahora ’ "‘f’:-‘i::’:\_m CER ;r,c'_.‘_h
i ‘\—-.____\ﬁ_l_ﬁ_“_‘“" e po
p (T) (x) = Ajp (T) (x) T
= pn(T)(O x)
= T(x), VX ¢ I. Ast
1 —
pn(T) T
Similar para n = 2.

Ademés pn(Dn(X)) c D (X) vy

n+1

péﬂ%ﬁX)) c Dn(X/Xo)- Por lo tanto ambas inducen los homomorfis
mos

ph: Cn(X) > Cn(X/XO) %

LN Cn(X) —> Cn+l(X) tal gue demanera analoga a 3-1 y 3-2
cumplen:

para n = 0

9 (¢ (u)) + ¢ (an(u)) = u -

n+1 ' %n nel (W); ue C (X), Ec. 3-4

[
Qn

Ademdas se prueba que p;, conmuta con el operador fronte-



- 1 —_ fl . - L
ra an i.e. anopn pn—l°8n efectivamente de Ec. 3-1 se si
gue que:
para n = 1
31 (82 (p1(T))) = 31(T) = 37 (A1p1(T)) = 37 (pg(3;(T)))
0 = 97(T) = 3;(A1p(T)) = (310°p¢g) (3;(T))
31 (A1p1(T)) = 97 (T) ~ 37(T) + (p'ged;) (T)
(31001) (T) = (p'ged;) (T)
para n = 2
32 (33(po(T))) = 3,(T) = 3,(A1po(T)) — A5(p;(3,(T)))
0 = 9,(T) = 92(A;p(T)) = 9p(p1(032(T)))
32 (A1p2 (T)) = 3,(T) - [—A101(32(T)) + B1p1(92(T)) + Anpp(3,(T))
- Bzﬂl(az(T))]
= 32(T) + p1(32(T)) = 32 (T) = po(Ay132(T)) + po(Byap(T
= p1(92(T)) + pg(A19,(T) + Byap(T))
= 01 (3, (T)) + pg (3 (32(T)))
3, (po (T)) = 51(32(T)). Como se desiaba.
De manera trivial también se prueba que
' v ' A
3n o P = Pq e an. Por lo tanto N Cn(X) > Cn(X/xo)
induce un homomorfismo p,: Hn(X) > Hn(X/xo) para n = 0.1,2.
Ademds se prueba que p% o T €S la funcidén identidad en
Cn(X/xo), para n = 0,1,2, de donde p;o T induce al homomorfis
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mo p, o 1, el cual es la funcidén identidad en Hn(X/xo) para

De Ec. 3-3 y Ec. 3-4 tenemos que L Cn(X) s CD+1(X)

es una homotopia de cadenas en las funciones T oo p; y la fun
cién identidad de Cn(X) por lo tanto el homomorfismo inducido
pPor T o 0. i.e. T4 o py es la funcién identidad en Hn(X)

asi 1, es un isomorfismo /.

En base al lema 3-1, probaremos de manera inmediata el

siguiente:

TEOREMA 3-3

Sea X un espacio arco-conexo, entonces h es un isomorfis

mo de 7v'(X,x,) sobre H;(X).

Pa HBLIOTECA CENTRAL
TEIWEREIDAN BE A BAAVAEmaN
Antes de todo notese que Z, (X/xy) = C;(X/xy) por lo tan-

to existe un epimorfismo natural k: C; (X/xg) > H; (X/x,) tal

que Ker k = B, (X/xq).

Definamos ahora el homomorfismo

L1 Oy (X/x) > 7' (X,xp) de la manera mas simple:

Como Q;(X/x(y) es un grupo abeliano libre y 7' (X,x() es
abeliano, es suficiente definir sobre los elementos bédsicos

de Q;(X/Xxg9) 1i.e. sobre los l-cubos singulares.
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Para cada elemento b&sico T: I —= X T(0) = T(1l) = X,

por lo tanto T determina un (nico elemento de = (X,x;).

Asi podemos definir ¢: Q) (X/xg) > n' (X,x() como

L(T) = a + 7" (X,%x9) 7 T € «a.

No6tese que ¢ induce un homomorfismo

L' C1(X/x0) > n' (X,Xg), el cual obviamente es un epimorfis
mo. Ademds se prueba que el siguiente diagrama es conmutativo.

CI(X/XO) ¢ > ﬂ'(XiXO)
K h
Hy (X/xg) T 51, (X)

Diagrama 3-6

en efecto si T + D, (X/xg) & C; (X/xg);

h(2' (T + Dy (X/xg))) = h(2(T) + 7" (X,x,))

h(o + 7" (X,x4))

hX(a) + B (X)

T + B (X) ; T e u

1, (T + By (X/xg))

T*(T + Dl (X/Xo) + BI(X/XO))

T, (RK(T + D) (X/x9))

*
= (1,0K) (T + D, (X/xg))
hoﬂ,| = T*OK

Ademés se tiene que si T + D; (X/xg) & Ker &' i.e.

L' (T + D (X/xg)) = 0, entonces
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h(,Q,' (T + Dl (X/Xo))) 0, O que

T, (K(T + Dy (X/x0)))

Il

0, como 1, es isomorfismo

k(T + Dy (X/xp)) 0, de donde

T + D, (X/xg) € Ker K = N (X/xy) por lo que Ker &' c B (X/xg).

Adem&s se prueba que dada la sucesién de grupos y homor-
fismos:

3

2
Qo (X/x9) > Q1 (X/x9g)

> n! (X,Xo), 2082 = 0.

Sea T e Qy(X/xy) un elemento b&sico, luego

2(35(T)) = 2(-A;T + BT + AyT — B,T)

i

2(=A1T) .2 (B ;T) .2 (A,T) .0 (-B,T)

(a+m" (X, x0)) (a+1" (X, %)) (B+1" (X, %q)) (B+1" (X, X))
= aaES + 1" (X, xq)
= 7" (X,xq), asi

2032 = 0 .. Im 32 c Ker ¢.
Se concluye de esto que Ker ¢' = Ker K

Ademé&s dado u e H, (X), por la sobreyectividad de T,

existe u' e H; (X/x() tal gque t,(u') = u. Y Como K es sobreyec
tiva existe n e C;(X/xy) tal gque K(n) = u', de donde
u = t,(u") = 1, (K(n)) = h(e'(n)), por lo tanto h es sobreyecti
va.

Por otro lado si h(u) = 0, u ¢ w'(X,xy) y como &' es epi
morfismo, existe u' & C;(X/x;y) tal que 2'(u') =y asi:
h(u) = h(g'(u')) = (ho2')(u') = (t,0K)(u') = 1, (K(u'))
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de donde 1, (K(u')) = h(u) = 0 asi
K(u') = 0 por consiguiente,
u' € Ker K = Ker ', entonces 2'(u') = 0 = u

lo cual aplica que h es un monomorfismo. /
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