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1 N T R O D U e e ION 

Este trabajo está organizado de tal manera que inicial­

mente se fundamenta al l ector, con l os concep tos básicos de al 

gebra homológica, los cuales se han considerado necesarios pa­

ra e ncaminarnos a la prueba de l a exactitud de la sucesión de 

Mayer Vietoris, que viene a ser la parte me dular de este texto. 

Prácticamente para llegar a estab l ece r la prueba de la 

exactitud de la sucesión de Mayer - Vietoris , h e mos utilizado c~ 

mo herramientas las sucesiones exactas cortas de complejos de 

cadenas; definiendo e n el l as e l concepto de grupo de homología. 

Posteriormente definimos un homomorfismo , llamado el ho­

momorfismo conexión con el cual unimos l os complejos de cade­

nas obtenie ndo así una sucesión e xacta larg a de grupos de horno 

logía. 

En seguida se trata l a teoría de homología singular en 

base a cubos singulares, estab l eciendo c n dichos cubos los ap~ 

radores caras y algunas de sus propiedades ; l as cuales dan la 

base para definir el operador front e ra, asimismo se define el 

homomorfismo inducido a través de una funci6 n continua entre 

espacios topológicos dando a l g una s de s u s p ropiedades homot6p~ 

caso Continuamos, dando la definici6n de grupos relativos de 

homología, lo que da pié a construir la suces ión exacta de ho­

mología del par, la cual es de mucha importancia al igual que 

i 
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el operador sub-división para la prueba del t eo rema de esei-

sión. 

Se aplicará esta teoría para e l cálculo de grupos de ho­

mología de la esfera n-dime nsional y d e a l gunos espacios con­

tráctil. Posteriormente se dá l a prueba de la exactitud de la 

sucesión de Mayer-Vietoris. 

Finalizando esta obra con l o q u e consideramos de mucha 

importancia: 

"La relación entre el grupo fund amental y e l primer gru­

po de homología" . 

Se considera que el lector debe t e n e r a la mano los con­

ceptos básicos de topolog ía de l os cuales hacemos uso en e l "de 

sarrollo de esta obra. 

Esperamos que nuestro trabajo sea útil a los lectores 

que se inician en el estudio de la topología a l gebraica, que 

es una rama, muy interesante de l as mate máticas. 
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CAP 1 TUL O T 
1 

"CONCEPTOS INTRODUCTORIOS" 

1.1 ALGEBRA 

En la presente secci6n dQr e mos l os conc ptos algebrai -

cos e l ementales de grupos, morf ismos d e grupos , suma direc-

ta y algunos conceptos e l ementales de álqebra Homo16gica , 

con e l objeto de crear las bases algebraicas para el estu-

dio de los capítulos posteriores . 

DEFINIeION 1-1 

Sea G un conjunto y * una operac i 6n binaria interna en 

G, es decir *: G x G ---> G, se dice que (G,*) es un grupo 

si cumpl e : 

G1 : (Asociatividad) para todo a , b , c de G 

(a * b) * c = a * (b * c). 

G2 : (existencia de lemento i dent idad) existe e E G, tal que 

para todo a de G, se ti e n a * = * a = a 

G3 : (existencia de e l emento i nverso ) para todo a de G, exis 

te a- 1 de G, tal q ue a * a- 1 = a- 1 * a = e , (a- 1 es el 

e lemento inverso de a) . 

Se dice que e l grupo (G,*) es c o nmutativo o abeliano 
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si verifica además el siguiente axioma . 

Gq : (conmutatividad) para todo a ,b de G a * b b * a. 

A lo largo del texto genera lme n te trabajaremos con 

grupos abelianos. 

DEFINICION 1-2 

Sean (G,*), (K, ~ ) dos grupos y f: G ---> K una función 

entre sus conjuntos sub-yacentes f es un homomorfismo si 

cumple: 

DEFINICION 1-3 

Sea S i ~ , por grupo libre sobre el conjunto S entend~ 

remos un grupo F y una función f: S ---> F , q ue gosa de la 

siguiente prop i edad universal . Dado un gr upo G y una fun-

ci6n g : S ---> G, existe un único homomorfismo h: F ---> G 

tal que h o f = g 

S 
f 

--- > F \, . h o f = CJ 

G 

Fig. 1-1 
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Además se puede probar q u e el grupo libre sobre el con 

junto S es único, salvo isomor fi s mos . 

Una prop i edad importa nte d e l grupo libre es e l: 

TEOREIvIA 1-1 

Todo sub-grupo de un grupo libre es libre. 

DEFINIeION 1-4 

Se dice que el grupo G es la s u~ a d i recta de la fami-

lia F { Gi : i = 1,2, ... , n } de s u b - grupos d e G si se cum-

ple: 

1- G = G1 + G2 + ... + G n 

2- Gl. n Gj=to,·) \!-~=F\ escribiremos en este caso 

n 
G .ffi

1 
G .. 

1= 1 

TEORE~1¡'_ 1-2 

Sea G un grupo y F 

de sub-grupos de G. 

{G . : i=1,2, ... , n } un a familia 
1 

G 
n 
ffi G. 

1 
si y sólo si todo e l e me nto de G tiene una 

i=l 

representación única como s uma d e el eme n t o s g . de G . . 
1 1 

De igual manera podemos de finir l a s u ma directa de una 



fami li a arbitrar i a de grupos. 

DEFIN I crON 1-5 

Se dice que el g rupo G es l a Suma directa de la famila 

F = {G. : i E l } de sub - grupos de G si se cumpl e : 
1 

1- G = + G . 
. r 1 
l E.L 

4 

2 - G . (1 G . = {O} , para todo i :f. j , escribimos en este caso 
1 J 

G = ffi G. 
.1 1 
l t: 

TEOREMA 1- 3 

La suma directa de una familia arbitraria de grupos li-

bres es libre . 

1-1 SUCESIONES EXACTAS 

DEFINICION 1- 6 

Decimos que l a 

fn+1 
... --- > Gn+1 ---> Gn 

Sucesión de grupos 
f 

n 
--- > G n - 1 

homomorfismos 

n E Z ; es exac ta en 

G , 
n 

s i Ker f 
n 1m f n +1 . Es exacta s i es exac t a en G , para 

n 

todo n E :18; . 

Una sucesión exac ta c o rta (s . e . c . ) es 

una suce sión de la fo rma : 
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o --> G 
f 

--> K ~> H --> O en donde s e cumple que: 

1- f es inyectiva 

2- 1m f = Ker g 

3- g es sobreyectiva 
K 

H 

G 

Ker g 

Fig . 1 - 2 

DEFINICION 1-7 

Se dice que el sub-grupo F es un sumando directo del 

grupo E si existe un sub-grupo K de E tal e s que E = F ffi K. 

DEFINICION 1-8 

Una sucesión exacta ... --> G 
f 
--> ... , E ~> H --> 

de homomorfismos de grupos , se escinde e n el grupo E si y só-

lo si e l sub- g rup o F = 1m f = Ker 9 del g rupo E es un sumando 

directo de E . 

Una consecuencia inmediata de las d e finiciones 1-7 y 
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1-8 es l a siguiente: 

PROPOSICION 1-1 

Para cada sucesión exacta corta 

O ---> A ~> B ~> C ---> O las condicione s que siguen son 

equiva lentes. 

a) La sucesión exacta corta s e escinde 

b) f es inversible a la izq uierda 

c) 9 es inversible por la de recha . 

pa 

a = > b Supongamos que la s ucesión exacta corta se escinde. 

Sea F = 1m f = Ker g, por las definiciones 1-7 y 1-8 

B = F EB T. 

Se q uiere probar que e xiste h: 13 --- l\. t a l que 

h o f = lA; para el lo definamo s 

h: B = 1m f EB T ---> A; para e l cua l s c proba rá 

f ( y) + t 'V \ ,r\ r + y 

1- h está bien definida 

2- h es homomorf ismo 

3- h o f = lA 

1) Sean f(yd + Z1, f(Y 2) + Z2E Imf EB 'I' 

f(y¡) + Z1 = f(1' 2 ) + ~ 2 => f( y ¡) = f (Y2 ) 

= > Yl = Y2 

=> h (f ( y 1) + Z 1 ) 

y Z1 = Z2 
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= y¡ + Y2 

3) Se a x E A 

(h ° f)(x) = h(f(x)) h ( f(x )+ O) = x = l A (x) ! 

a => e Se p robará q ue ex i ste 1/1 : e --> D ta l q ue 

9 ° ~ = le p ara definir ~ t oma r e mo s e n c uen t a el siguiente ar­

gumento. 

Sea x E e 

X E e = > ~ (x) 

~ : e --> B 

X '\/V\,-+ ~ (x) 

~ ( g ( y )); y E B; 9 sobreyectiva, 

= ~ ( g ( f ( y ¡) + Z I)) 

= l/J [ ( l]0f ) ( 1 ) + q ( z¡J] 

tjJ ( O + g(z ¡)) 

= ZI, i. e . 

z, Z E B . 

Se probará: 1) ~ está bien def inid a 

2) l/J es mor f i smo 

3) g0 4) = l e 

1) Sean x l' x 2 E: e 

X l = X2 = > g(m) = g (n); m, n E B 

=> g(f(y¡)+ z ¡} = g(f (Y2 ) + Z2 ) 

=> 9 (f ( y 1 )) + 9 ( z 1) = 9 ( f (y ? ) ) + 9 ( z 2 ) 

= > 9 ( Z 1) = 9 ( Z 2 ) 
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= > (ZI- Z 2 ) Ker 9 = 1m f 

= > ZI+ 1m f = z ? + 1m f 

=> z ¡ = z ? 

=> 11; (g (z 1 ) ) = ~I ( g ( Z ? ) ) 

=> tjJ ( g (f( y¡) + z 1 ) = tjJ (g(f(Y 2 )) + z 2 ) 

=> tjJ ( g (m) ) = tJ; (g (n) ) 

=> tJ; ( x 1 ) = ~; (x 2 ) I 

2) ~; (x+y ) = tJ; (g(m) + g (n))¡ m,n E B 

= tjJ ( g (f(Yl ) + Z 1 ) + ( f ( y? ) + z 2 ) ) 

= tJ; ( g (z¡} + g(Z 2 )) 

z 1 + Z 2 

= tjJ ( g (z¡}) + tJ; (g(Z 2 )) 

= tJ; (g(f(y¡} + z 1 ) ) + tJ; (g ( f ( y ;» + z 2 ) ) 

= tJ; ( g (m)) + tJ; (g(n)) 

= tJ; (x) + tjJ (y) I 

3) Sea x E C ¡ X = 9 (y) ¡ y E B 

(g o tJ; ) (x) = g( tJ; ( x )) 

= g ( tj; (g(y))) 

= (go tJ; ) (g(f(YI) + z 1 ) ) 

= (go tl; ) ( g (zl)) 

= g ( tJ; ( g ( ZI ))) 

= 9 (z 1 ) 

= g (f( Yl ) + Z 1 ) 

g ( y ) 

= x 

= lC(x) I 



b => a Probaremos q ue l a suces ión 

o --- > A __ f_> B ~> e ---> o se esc inde i . e. B = lQ f ~ T, 

donde T es un sub-gruro de B . Dado q u e f posee inversa por 

l a izquierda se ti e n e q ue existe h: ---/ A tales q u e 

ha f = lA; t oma n do T = Ker h se p robar á 

B = lm f ffi Ker h o bien: 

1) B = lm f + Ke r h 

2) l m f () Ker h = {O} 

1) Sea Y E B Y h(y) - - x , x EA así : 

y = y + f ( x ) f (x) 

y = f (x ) + [y f (x) ] 

y = f(x) + ti t = Y - f(x) t EKer h 

así B = lm f + Ker h 

2) Sea x E lm f ('¡ Ker h 

X E lm f (1 Ke r h x E lm f y X E Kcr h 

I 

= > x = f(y ) Y h(x) = O; Y ~ 

=> h(f(l')) = O 

=> (ha f) (y) = O 

=> 1A (y ) = O 

= > Y = O 

=> f (y ) = O 

=> X = O I 

e =~ > a (sinlilar b => a) . 

La s uces ión de grupos y homo~orf i smos 

9 
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f 
n --> es semi-exac 

ta si y s610 si la image n ce tod o homomo rfismo de llegada 

está contenido en el núcleo de l correspo ndiente homomorfis-

mo de sal i da . 

OBSERV¡~CION 1-1 

1- Si l a composici6n de dos ho~omorfismos consecutivos en 

una sucesi6n es el h:llrorrorfisrro " cero", entonces la suce -

s i6n es semi-exacta. 

2- Toda s uces ión exacta es semi-exacta , pero no toda semi-

exacta e s exacta. 

Como lo muestra el sigu i e nte e jemp l o 

EJEMPLO 1-1 

Sea ~ l un sub-grupo norma l p ropio d 1 qrupo G y sea 

i: Gl --> G el homomorfismo inclusi6n, e ntonces l a suce-

si6n . 

O --> Gl 
i 
--> G --> O semi - exacta 

~ 
G/G ¡ --> O exac ta 

DEFINIcrON 1-9 

En una sucesi6 n semi- e ."act a 
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c: f 9 . .. --> G --> K --> I-I --> ... ¡ de g rupos , se llama 

grupo derivado de C en K el 0rup o cociente Ker g/1m f. 

A partir de la definici6n 1- 9 , tenemos la siguiente : 

PIWPOS ICION 1- 2 

Una sucesi6n semi - exacta de homomorfismos de 0rupo s es 

exacta s i y s610 si todos sus g rupos derivados son e l g rupo 

trivial i . e . {O }. 

Pa 

"=> 11 Dada la s uces i 6 n C : 
f (J 

1-] --/ }{ ~> M --> ... 

exacta , debido a la exactitud , tenemos 1m f = Ker g ¡ de don 

de e l grupo der i vado en el nivel K es Ker g/1m f = {O } , así 

lo s gru pos der i vados de C en cualq uier ni ve l son l os trivia 

l es . 

11 <= " Probaremos en este caso q u C s exacta i.e . 

1m f = Ker g . Por hip6tesi s ge ner a l se ti e ne q ue C es semi-

exacta i. e . 1m f c Ker g , bastará probar 0 u e Ker 9 c 1m f . 

Por otra parte Ke r g/1m f = {ojo 

Sea x EKer g 
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x EEer g = > x + 1m f EKer g/1m f 

=> x + lm f = Irl f 

=> x E lm f / 

así Ker 9 e 1m f 

K r g = 1m f 

COHENTARI0 1-·1 

Los índices u sados en cualquier suces ión semi-exacta G 

serán decrec i e ntes y llamare~cs a G un comp l e jo de cadena y 

l os homomorf ismos de G se denotaran con la l e tra a , por es -

t o un comp l e j o de c adena 
él 

G G n+ ~ 
: ... ---> ~n+ 1 Gn 

a o d = O· Vn E Z; n n+1 I 

t i ene la forma 
él 

n n -l 
---> G ---> n-1 

s i g ui e nte: 

... con 

En este caso l os e l ementos de Gn , se llama n n-cadenas 

o cadena s n-dimencional es y l os h omomo r f ismos se ll aman op~ 

r adares dp frontera a l Ker a se l e d e nota Do r Z (Gl y se 
y n .L n 

llama e l grup o de l os n-ciclo s , a l g rupo 1m a +1 c G , se n - n 

l e d e nota po r B (Gl y se le ll ama e l g rupo de las n-fronte ­
n 

r as y finalmente e l gru po derivado d e 

l e d e nota por H (Gl y se define como : n 

Ker a 

G e n e l g rupo G , se 
n 

Z (G l n 
Hn (Gl = B (G) 

n 

n = --~ i e l 
lm . n+l 

cua l es t ambie n llamado e l n-é -

s imo grupo de homo l o g í a d e l c omp lejo G. 
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1- 2 TRl,NSFORl'lACIONES DI: CADEt-1A 

DEFINIClotJ 1 -1 0 

Dados los complejos d e c a d e n a G, D s llaman transforma 

ciones de cadena u homomorfismo de compl e jos de cade n a a to 
f 

da f amilia F = { G ~> D / n EXI d e hOr.'omo r f ismos de gru-
n n 

9 0S de mane ra que para todo n E Z e l d i ag rama s iguiente 

se a conmu tativo i.e. Vn E Z . 

G: ... --> 
a n+1 
--> G 

n 
n ---> 

f n+1 f 
n 

v a ' v a' 
D: --> D 

n+1 
D 

n ... --- > --> n+1 n 

Diag rama 1-1 

f 0a = a' of . n-01 n n n 

G n- 1 

f 

v 

D 11-1 

--- > 

11- 1 

--> 

An t es de cont inuar con el e studio de l os complejos de 

cadena daxemos a conocer mediante un e j emp lo la técnica a 

utilizar en las transformaci o ne s de cad e na , la cual es lla-

mada e l rastre o de d i agrama s . 

EJEMPLO 1-2 

Si en el siguien t e dia r ama conmut at i vo de grupos las 

tres f i las s on exactas y la s dos r Om r o lumnas tambien 

son exacta s , e ntonc e s la t ercera c oJ ~mn a ce exacta . 
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o o o 

v v v 

O Al 
f l 

BI 
ql 

el > o > --> - ----> 

al '\/\.Iv---> f 1 (a ¡) =b 1 <-'\IV\; x--g 1 (b 1) 

f a l 8 1 
~ I hl 

~ I I v v v v 

O > A2 f z > B2 ----.!ñ_> C2 > O 

a l (a ¡) =a2 < - 'VV'v f 2 (a 2) =61 (bl ) 

;;-

I i a2 82 h2 

I v v 
v 

O > A3 f 3 > B 3 93 ..- C3 > O 

0=a2 (a2 ) ~> f 3 (0:2 (a 2) )=0 

v v v 
O O o 

Di ag rama 1-2 

Se p r obará que : 

1 -- h 1 es inyectiva 

¿- h2 es sobreyectiva 

-J _ _ Im hl = Ker h 2 --' 

1) Probaremos q ue Ker h 1 = { O) . 

Sea x E C 1 , tales aue hl ( x) = O; co~o g l es sobreyectiva 

existe b l EI31 / g ¡(b¡) x; po r conmutatividad de l diagrama 
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C}i( S ¡(b d = h¡( g ¡(bd) = h¡(x) = O de donde 

S ¡( bl ) EKer gz = 1m f z ; pa ra e l cual existe az EA z tales q u e 

Por la c o nmuta t i vidad de l d iag rama se t i e ne 

= S z ( S db¡))¡ r::.o r * 

= o. 

Por otra pa rte f3 es inyect i va y po r e l resultado ante-

r i or aZ (a 2 ) = O, por t anto 

a 2 EKer a2 = 1m a l; para e l cua l ex i ste al EAI tales que 

a l( al ) = a z ** y p or l a c onmutatividad de l d iag rama se tie -

ne S I (f I (a I ) ) f 2 ( a I (a ¡) ) 

= f z (a z ); por ** 

= S db¡); por * 

dada la inyectividad de S I , se ti e n e f l (ñl) 

el hecho de q ue x = gl(b l ) se l ogra 

x = g¡(b,¡) = gdfda¡)) = O l' 

2) 

As í h l es inyectiva . 

S I 

v 

f 2 --""---> B 2 

hl 
I 
v 

e 2 

b Z 'V\J'Vu_ - - > g 2 (bz ) =y E e 2 

S 2 1 '1 h z I 
ve> V 

__ f=--"-3 _ > B :I __ g3. __ > e 3 ----- > 
b 3=S2 (b 2) <- -'V vv x--g3 (b3) 

o 

o 

I I Diagrama 1-3 
v v 
o O 

b l Y r e tomando 
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p robareffio s q u e p ara cualq ui e r x E e 3 , existe yE C 2 tales q u e 

h 2 (y ) = x . 

Sea x E C 3 , COffiO g3 es sob r eyectiva , ex i s t e b~ E B 3 tale s 

q ue g3 (b 3) = X ¡ por ot ra p a rte 62 es s ob r eyectiv a, exi s te 

b 2 EB2 co n 6 2 (b 2 ) = b3 , por c o nmutat i v i dad de l d iag rama se 

ti e n e : 

h 2 (g 2 (b 2 )) = 9 3 ( 6 2 (b 2 )) = 9 3 (b 3 ) = x , t o ma ndo 

As ! h 2 e s sobre y e cti va . 

3) 

O O O 

I I I 
v v v 

0 --> Al 
f l 

El ~-> el > O __ o> 

b l 'V\J\,--> 1\ 9 l (b ¡) =Y e l 

all B1U h 1 
I 

I v 
f 2 > 0-- > g 2 v 

"P· 2 - E2 > C2 ---> O 

a 2 r ¡ 'VV'v--> b 2- f 2 (a z) < __ 'VV'v 
1]2 (bz ) =X 

I 
h2 I 62 1 ~ 

f ~ g3 v 
0--> A3 > B 3 > C3 --> o 

Ci.2 (a 2)=a 3<- NV'v f 3 (a 3j=Bz (b2) . 
I I I 

Di agrama 1-4 
v 

v v 
O O O 

"C" osea Ke r( h 2 ) c 1 m h l . 

Sea x E Ker h 2 i s e t r a t ará d e b u scar un y E C 1 tales q ue 

h l (y ) = x . 
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Como Ker h 2 e C2 y g 2 e s sob reyeetiva , ex iste b 2 € B2 

tal es que g2 (b 2 ) = x¡ por eonrutat i vidad de l diagrama se tie­

n e : g3 ( S2 (b 2 )) h 2 (g2 (b 2)) = h 2 (x ) = O; x EKer h 2 por lo tan 

to 82 ( b 2 ) EKer g3 = 1m f 3 i. e ex i ste aj E A3 tales que , 

f :; (a 3) = 82 (b 2 ) y pJr sobr eyeeti vidad de G2 , a de existir a 2 E A2 

t a les que a2 (a 2 ) = a :; ; de nuevo por eonmuta tiv i dad del diagr~ 

ma s e obtiene: 

8 2 (f 2 (a 2 )) = fd a2 (a 2 )) = f3(a 3) as í 

8 db2) - 82 (f 2 (a 2 )) O Ó 

de do nde ; 

b 2 - f 2 (a 2 ) E Ker 8 2 = 1m R I para e l cual ex iste bl E El ta­

les que 81 (b 1 ) = b 2 - f 2 (a 2 ) y po r eonmuta tiv i dad d e l diagra­

ma se obt i e ne: 

h¡(g¡(b¡J) = g2 (8 ¡(b¡)) 

h¡(y) = x 

= g2 (b 2 - f 2 (a 2)) 

= g2 (b 2 ) - g 2 ( f 2 (a 2)) 

= g2 (b 2 ) 

= x ; tomando y = g I (b 1) E C 1 , 

así x E 1m h 1 • .'. Ker h e 1m h 1 

"J" o sea 1m h 1 e Ker h 2 . 
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o O 

I [ 
v v 

f l > Bl 9: 1 > el > o 

sr < _ 'vvv c l=g 1 (b 1) 

h I[ ¡ 
f 2 

V V 2 
> B 2 9 2 > e 2 > o 

I h 2 !y=h I (c I ) 
(32 1 

I 
v v 

DlAGRAIv1A 1-5 

Se a y E lm h 1; se tratará de probar q ue h 2 (y ) = O. 

y E lm h l => 3 el E e l / h] (e]) = y ; po r la sobreyectiv~ 

dad de gil se tiene que existe bI EB] tales q u e q l (b 1 ) = el y 

como el diagrama es conmutativo se tie n e : 

gd (3 ¡(b¡}) = h¡(g¡(b¡}) =h 1 (C¡} = y así 

h 2 (y) = h 2 (g 2 ( 8 ¡(b¡))) 

= (h 2 o g 2 ) ( (3 ¡(b¡}) 

= (g 3 o fh ) ( S ¡(b¡}) 

g 3 «32 ( S ¡(b¡))) 

= O ! así y E Ker h 2 

lm h 1 c Ker h 2 . , lo q u e finalmente prueba la exactitud 

en C2. Lueg o la sucesión 

o --> CI 
h ] h 2 --> e 2 ----> C3 ---> O es e xacta 
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1-3 HO!-iOMORFISMOS INDUCI DOS EN TRANSFORHACIONES DE CADENA 

PROPOSICION 1-3 

Dada la transformación de cadena f : G ---> D el homomor 

fismo fn : Gn ---> Dn, induce un homomor fismo Hn (f) entre los 

correspondientes grupos de homologfa Hn( G) y Hn(D) i.e. 

Hn(f): Hn(G) ---> Hn(D); e l cual es ll amado el homomorfismo 

inducido n-dimencional de f . 

Si def inimos Hn( f ) de l a s i gui e n t manera 

Hn (f) Ker dn 
1m dn+1 

x + 1m dn +1 

Ker dr1 ---> 
1m dn+1 

'VV\ __ > Hn(f) (x+Im dn+1)=fn(x)+Im dn+ : 

primero debemos comprobar que está bien def inida i.e.: 

1) x E Ker dn = > fn (x) E Ker dn 

1) > Gn 
dn > Gn -1 

¡fn I f n -1 
v v 

> Dn 
d ' n >Dn-1 

DIAGRM!A 1-6 

Se a x E Ker dn ; por l a comn u tatividad de l diagrama; 
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2) > Gn +1 dn±l > Gn ---> 

Ifn+1 
I 

I f n 

v v 

> Dn+l 
dn+1 Dn > > 

DIAGRAMA 1-7 

como Xl + 1m dn+1 = X z + 1m dn+1 XI - X z c lm dn+1 

=> 3 Y ' Gn +1 / J n+1(Y) = Xl-XZ; 

Ahora brobaremos que Hn(f) es un homomorf ismo 

Ke r dn 
Sean Xl + 1m dn+1 , X z + 1m dn+1 E: =---".......---''''-

1m dn +1 

= fn(Xl+X Z) + 1m dn+1 

= [rn(x¡ ) +fn (x z )]+lrn 

= fn(x¡)+l m dn+1 + 

f n(x z )+Im dn+l 

= Hn(f) (xl+lm dn+l) + 

Il:t(f) (x z+lm dn+1) 

° n+l 

I 
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OBSERVACION 1- 2 
BlIOT.CA C.NT"AL l ...................... - : 

1) Si tenemos la transformación de cade n a i dentidad 

2) 

i: G - --> G i.e. la fami li a {Gn 
i n --> 

entonces Hn(i) es el homomor fi smo iden t i d a d en el grupo 

Hn (G), Vn E:dt. 

Si f: G --> D Y g : D --> E son dos transformaciones 

de cade na , entonces la familia { Gn gn o f n > En/n E Z; } es una 

transformación de cade n a g u de no t aremos po r 9 o f: G - >- E 

Gn +1 
dn+1 > Gn 

dn > Gn -1 

!fn+1 
I I f n - 1 I f n I 

v v v 
d ~+l > d ' 

00+1 Dn n > Dn-1 

I gn+1 I gn I 9n - 1 
I 

v v V 

En+1 
é) " 1 n+ > En 

d " n .> En - 1 

DIAGRl\tV:l\ 1 - 8 

d d '.\ " f f "1 on e 0n ogn o n = g n-1 o n-l o an i.e . 

e l diagrama d e l comp l ejo g of es tambi ' n c o nmutativo . Ade-

más g n o f n induce un homomorf i s mo Hn(gof ), donde 

Hn(gof) Ke r dn 
1m 8n +1 

Ker d " ___ > n 
1m Zí ~+l 

que: 

Ker dn 
V(x + 1m dn +1) E 1m 8n +1 

, en este easo tenemos 

Hn (g of) (x + 1m dn+1) = (gn o f n ) ( x ) + 1m d{-;.+l 



de donde 

Hn(gof) 

Hn ( q ) (fn (x) + 1m d ~+l ) 

= Hn (g ) {Hn (f) (x + 1m dn+1)) 

( Hn (g ) o Hn (f)) (x + 1m dn+1) 

Hn (g) o Hn (f) • 
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3- Se llama homomorfismo triv ial del c omple j o C en el comple -

jo D, a la transforma ción d e cade na h : C -----> D tal que 

para todo n E Z; • h n : Cn --> Dni h n = 0, e n este caso el 

homomorfismo Hn{h ) es el t rivial para todo n E Z. 

DEFINICION 1 - 11 

Sean f , g dos transforma ciones d e c a d e n a del comp l ejo C 

en e l complejo D, se dice q ue las transfo rmaciones f y g son 

homotópicas si existe una familia de homo mo rfismos 

H = {Cn Dn+1/n E Z'. } de man e ra q u e : 

> Cn 
dn ;;- Cn -1 ------> 

f n g n 
/y. 

~~ 

v v 

dn +1 d ' 
> Dn+1 > Dn n > Dn -1 -----> 

FIGURA 1-2 

h n -1 o dn + Cl n+1 o h n = f n - g n 

en este caso H se llama homo t op ía de tr a n sformaciones de cade -



H 
na entre f y 9 y lo deno taremos por f ~ 9 

PROPOSICION 1-4 
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Si dos transformaciones de cadena f y g f ,g: C ---> D 

son homotópicas entonces Vn E ;t 

------> Hn (D) 

H 
Supongase f ::: g i . e . h n -1 o d n + 

, 
n+1 o hn = f n - gn 

Ker 3n Sea x + 1m dn+1 E 1 a ; x E Ke r dn c Cn m n+1 

X E Cn = > fn(x) - gn(x) = hn -1( dn(x)) + d ~+l(hn(x)) 

d ~+l (hn (x) ) E 1m d ~+l 

= > Hn (f) (x+lm dn+1) = !In (g ) (x + 1m 0n+1 ) 

v x + 1m dn+1 
Ker n 

E 1 nt -¡a"-n---'+'-'--l 

DEFINICION 1-12 

Se dice que la sucesión O --> C ~> D ~> E --> O es una 

sucesión exacta corta de c omplejos de cadenas , si para todo 

n E ~ . 

O ---> Cn ~> Dn g n > En --- > O es una s ucesión exacta de 

g rupos . 
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PROPOSICION 1-5 

Si O --> C _f_>D ~-> E --> O es una sucesión exacta 

de complejos de cadena, entonces para todo n E ~ la sucesión 

Hn(C) Hn(f» Hn(D) Hn(g» Hn(E) es exacta . 

1) 

2 ) 

1) 

2) 

O 

O 

O 

1m Hn(f) c Ker 
-

Ker Hn(g) c 1m -

Como gof = O = > 

=> 

1m Hn(f) c 
-

C 

. 
I 

v 

---> Cn +1 

V 

Hn(g) 

Hn (f) . 

Hn (gof) 

IIn(g) o 

Ker Hn(g) 

D 

v 

Dn+l 
(> I d 

= O 

Hn(f) = O / 

E 

---> O 

v 

______ ~g~n~+~l~> En+l 
___ --''Vv\.. Y=gn+ 1 (d ) 

(> an+l (> 1 ' 'i~ I 

> 

I I 
V V 

.' I 
e V 

gn 
Dn ----- --> En ---> en 

x < _'V\,'\.. f n (x) =Z- an+l (d) " I 'V\/\,-- > dn+l (y ) 

---> O 

= gn (z) 

I dn' I a" 
I I n 

V V V 

---> Cn -1 f n -1 > Dn -1 ______ ~g=n~-~l~> En -1 ---> O 

I 
V V V 

DIAGRAMA 1-9 



Sea z + 1m a ~+l ( Ker iln(g) ; z ( Ker a ~ , 

Hn(g) (z + 1m Cl ~+l) = g n(z) + 1m Cl ~+l = 1m Cl ~+l as í 

gn(z) ( 1m a ~+l , para el c u a l ex iste y ( En+1 tales que 
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como gn+l es e pi exi ste d Dn+ 1 tales que 

gn+l(d) = y , en este caso 

" = Cl n +l(y) - gn ( z) 

= O; 

entonces ( Cl ;+l(d) - z) ( Ker gn = 1m fn' así 

existe x ( Cn tales que fn(x) = z - a;+l( d ) ahora 

fn(x) - z = - Cl ~+l(d) ( 1m a ~+l de donde 

f n (x) + 1m Cl ~+l = z + 1m Cl ~+l 

Hn tf) (x + 1m Cl n +1) = z + 1m Cl ~+l además 

f n -1 ( Cl n (x) ) = Cl r\(fn(x)) 

= Cl ~( Cl ~+l(d) - z) 

= Cl ~( Cl ~+l(d)) - él r'-t (z) 

-------
lIor=c e T ~ 

= ° 
como f n -1 es mono él n(x) = 0 , luego x 

z + 1m Cl ~+l ( 1m Hn(f) I 

Hn(C) 

• 

Ker Cl n as í 

ción 1-5 se p ro bó que se pueden obtener s uces ione s exactas en 

los grupos de homologías correspondientes . 

Es posible "conectarlos " a todos e llos en una sola suce-



26 

sión exacta que se llama prec isame nte l a sucesión exacta de 

grupos de homologías de l a suces i ón exacta corta de complejos 

de cadena. 

1-4. HOMOMORFISMO CONE XION 

A continuación se tratará e l proceso de definición del 

llamado homomorfis~o de conexión ( dA) de l g rupo Hn(E) en el 

grupo Hn -1(C), Vn E Z dados e n el diagrama 1-9, i.e. 

d ~: Hn(E ) ----> Hn -1(C); Vn E Z . 

o ----> C f > D 9 > E > O 

I 

I 
v v v 

O ----> Cn +1 
fn+1 

> Dn+1 gn+1 En+1 O > > 

d ~+l " 
I dn+1 I n+1 
I J I 
v v v 

O ---> Cn 
f n > Dn 9:n > En > O 

Y <-- 'v'\.. 9n(Y)=z 

I dn 
I 2 
I 

a;, 1 11 

I n 

I I 
v v v v 

o ---> Cn -1 fn-l Dn -1 qn - 1 > Fn -·1 > o > 
" < --'VI/V f n -1(x)= ~(Y) ... 

I 
2 I 

I 
2 
2 

I d ~-l d ~-l dn - 1 I I I 
I I 

v v v v 

O ----> Cn -2 f n -2 > Dn-2 9.n~> En - 2 > O 
I I I I dn -1(X ) v v " . 

DIAG RAMA 1-10 
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Sea z + 1m a ~+l 
Ker r ;.'¡ 

E 11 ; se tratará de encontrar un 
1m Cl n+1 

elemento o ~(z + 1m o ~+l) E Hn -1(C). 

Como Z E En Y g n es e p i e xiste y f Dn tales que 

Z = gn(Y), por conmutatividad de l d iagrama gn-1( O ~(Y)) = O; 

así an( y ) E Ker gn-1 = 1m f n -1 p ara e l c ual e xiste x E Cn -1 

tal que f n -1(x) = o ~( y ) y de nuevo por c o nmutatividad 

f n -2( on-1(x)) = O; dado que f n-2 es mono On-1(x) = O Y así 

x E Ker 0n-1, con el cual aho ra y a se puede definir o ~ como: 

f n -1(x) = o ~(y) 

Se prueba que a* así adefinida es una funci6n 
n 

[5 , pags. 51,53J 

LEJYill 1-1 

La función o ~: Hn(E) --> Hn -1(C) e s un homomorfismo de 

g rupos. 

Sean Z 1 + 1m o ~+l, Z2 + 1m o;.'¡+l E lln (E) . 

a ~(ZI + 1m a ~+l) = Xl + 1m ° n ; f n -1(x¡) () ~( y ¡) ; gn (y 1 ) = Z i 

* a 11 ) ° n(Z 2 + 1m n+1 = X2 + 1m on ; f n -1( x 2 ) = Cl ~(y¡) ; gn ( y ¡) = Z 1 

en este caso . 

y CE T 
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gn(Yl + Y2) = gn(Yl) + gn( Y2 ) = 21 + 2 2 ; luego 

d ~[ (zl+lm a ~+l) + ( z2 +1m a ~+l) J = a ~ [ ( zJ+z / ) + 1m a ~+lJ 

= (Xl + X 2 ) + 1m an 

-- ,, *( 11 ,, " ) ", *( 1 ", " ) 0n 21 -- m 0n+l +on 2 2+ m 0n+l / 

En base al Lema 1-1 y a ~artir de una suces ión exacta de 

complejos de cadena: 

S: o f 
---> C ---> O --- > E 

g 
---> O; obte n emos una suce-

sión 

de grupos, la cual es ll amada la sucesión de homo logías de la 

sucesión exacta "S". 

TEORENA 1-4 

La sucesión de homologías , de toda suces ión exacta corta 

d e compl e jós de cadena, es exacta . 

En base a la proposición 1-5 bastará probar 

1- * Ker 3n = 1m Hn(g) 

2- * 1m 3n = Ker Hn -1(f) 

----------------~~~~. 
1) 1m Hn(g) c Ker a ~ 

-----> Hn(D) Hn(g» Hn(E) a* ___ n~> Hn- l (C) - --> ... , 
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Sea y + 1m a ~+l E 1m Hn( g ) Y 
, Ke r él ¡\ 

x + 1m dn +l E --- t a les q u e 
1m dn+l 

Hn( g ) (x +lm dn+l) = y + 1m a ~+ l , se p r obará 

* " " ) dn( Y + 1m 0n+l = 1m dn' 

Se ti e n e gn(x) + 1m él ~+l = Y + 1m d ~ + l de donde 

y - gn( x ) e 1m d ~+l, pa r a el c u a l ex i ste e e En+l tal q ue 

d ~+l( e ) = y - gn( x ), corno gn+l es ep i mor f i s mo existe d E Dn+l 

tale s que g n+l(d) = e. Además gn ( d ~( d )) = d ~+l(gn+l(d)) 

= d ~+l(e) = y - gn( x ) y por de fini ción 

1m dn ya q u e 

Ya q ue x E Ke r d ~ 

Se a z + 1m a~+l E Ker él ~ Ker () ~ 
c " 1m un+l 

se probará q ue exis 

m+ 1m d¡\+l tale s q u e 

= z + 1m d ~ + l, Ke r d ~ 
con m + 1m d ~+l E 

1m él ~+l 

Ahora él ~(z + 1m d ~+l) = x + 1m n 1m él n con 
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gn ( Y) = z y fn _l(x) = d ~( Y ) , a s í X E 1m dn para el cual exis 

te c E e tales que d (c ) = x. n n 

Además d ' (f (c)) n n 
f

n
_

1
( d

n
(c )) 

= f n - 1 ( x ) 

= d ' ( y ) 
n 

de l cual 

y - f (c) E Ker Cl ', ademá s 
n n 

= z + 1m Cl " n+1 

tomando m = y - f (c) se tiene : 
n 

" n+1 / 

La prueba de 2) es simil a r a 1) . 

CIi:NTH'~ 
•• aa ••• ~ ." ........ 



CAP 1 TUL O 1 1 
uDEFINICIONES Y PROPIEDADES BASICAS DE TEORIA DE HOMOLOGIA y 

HOMOTOPIA u 

2.1 INTRODUCCION 

En el presente capítulo s e tratará de dar a conocer la 

teoría de homología para el c aso particular de n-cubos singula 

res, dando también el concep to de grup o s re l a tivos de homolo­

gía. y fin a lmente s e propo r ciona rá un a t écnica de sub-divisi6n 

de cubos, la cual será d e mucha importa nci a para la prueba de 

la propie dad d e escisión. 

A continuaci6n detallamo s a l guna t erminolog ía y notaci6n 

que s e rá usada de aquí en ade lante . 

I R : Re c t a r e al 

1: Inte rvalo cerrado unitario [O,lJ 

IRn: IR x I Rx ... xIR. (n-ve c es ) e l n-és i mo e s pacio Euclidiano 

In: I x Ix ... x 1 (n-ve ces) e l n-ésimo c ubo unitario. 

Por definición l° e s un e s pacio con s i s t e nte de un único 

punto. 

Cualquier espacio topológ ico Home omo r f o a In puede ser 

llamado un cubo n-dimencional. 
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DEFINIeION 2-1 
LIOT&CA CIiNT A", I 

., .. -............... - i 

Un n-cubo singular en un espacio topológico X, es una fun 

ción continua T: In ---> X. 

Se denotará por Q (X) el grupo libre abeliano generado n 

por el conjunto de todos los n-cubos singulares en X. 

Cualquier elemento de Qn( X), tiene una expresión única co 

mo una combinación lineal finita, con c oef icie ntes enteros, de 

n-cubos e n X. 

DEFINICION 2-2 

Un n-cubo singular T: In --> X es degenerado si existe un 

entero i¡ 1 < i < n tales q ue T(x l, x 2 , ... , x n ) no depende de 

Observese que un O-cubo singular no es nunca generado y 

un l-cubo singular T: I ---> X e s degenerado s i y sólo si T es 

una función constante. 

Sea D (X) el sub-grupo de Q (X) gen erado por los n-cubos 
n n 

singulare s degenerados y denote mos por Cn(X) e l grupo cociente 

Q ( X ) 
n 

D ( X) 
n 

es t e último es ll amado e l grupo de las n-cadenas cúbi-

cas singulares en X o simplemente n-cadenas en X. 
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OBSERVACION 2-1 

Si X = ~ , entonces Q (X) = D (X) = C (X) = {O}. -n n n 

Si X es el espacio consistente de un único punto, enton-

ces Vn > O existe un único n-cubo singular en X e l cual es de-

generado si n > 1. 

Además CO(X) es un grupo cíclico infinito y 

C (X) = {O} Vn > O. 
n 

Para cualquier espacio X, si DO (X) 

CO(X) = QO(X). 

{O} , en tonces 

Para cualquier espacio X, se verifica q ue para n ~ 1, 

Cn(X) es un grupo libre abeliano en el conjunto de todos los 

n-cubos no degenerados en X. 

2-1 LAS CARAS DE UN N-CUBO SINGULAR. n > O 

Sea ra funci6n T: In ---> X un n-cubo singular en X. Para 

i 1, 2, ... , n definiremos (n-1)-cubo s singulares : 

n-1 A.T, B.T: I ---> X mediante las f6mulas 
1. 1. 

A.T(xlt 
1. 

... , x. l' 1.-
O, x ., 

1. 

... , x. l' 1, x ., 
1.- 1. 

... , x n-1) 

... , xl) n-

A.T es llamado la i-ésima cara frontal y B.T la i-ésima 
1. 1. 

cara trasera de T, estos operadores caras satisfacen las si-
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guientes identidades donde T: I n ---> X es un n-cubo, n > 1 Y 

1 < i < j < n. 

1) 

2) 

3) 

4 ) 

1) 

4 ) 

A . A.T = A . 1 A . T 
1 J J- 1 

B.B.T = B. 1 B.T 
1 J J- 1 

A.B . T = B. 1 A.T 
1 J J- 1 

B . A.T = A. 1 B . T (2-1 ) 
1 J J- 1 

Ea 

A.A.T( Xl'···' X 2) = A.T (xI '···' x. l ' O, x , ••• , x 2) 
1 J n- J 1- n-

A . A . T 
1 J 

A . 1A.T J- 1 

= T( Xl t···' X ' l' O, x. , ... , X , 2'O,x . l'···'x 2) 
1- 1 J- J- n-

= A.T( Xlt···' x . 2 ' O, x . l'···'x 2) 
1 J- J- n-

= A. l A. T (x 1 , ••• , x 2 ). / J- 1 n -

B . A . T (xl ' ••• , x 2) = A . T ( x lt ... , x . l ' 1 , x . , •.• , x 2 ) 
1 J n- J 1- 1 n-

= T (x 1 , ••• , x . 1 ,1 , x . , •. • , x. 2,0 , x . 1'···' x 2) 
. 1- 1 J- J- n-

= B . T ( x 1 ; ••• , x. 2 ,0 , x. 1'···' x 2 ) 
1 J - J- n-

= A. lB. T (x l , ... , x 2 )· I 
J- 1 n -

B . A. T = A . l B .T 
1 J J - 1 

La p rue ba de 2 y 3 e s similar . 

Los o peradores caras t a mb i e n sati sfacen las siguientes 
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propiedades: aa.LIOT-eA e HT A l' 

........... aa ....... PI 

~-------------------~ 
VT: In ---> X se tiene 

1) Ai (Tk + Tj ) = AiTk + AiTj 

2) Bi (Tk + Tj ) = BiTk + BiT j 

Pa 

1) A . (T
k 

+ T.) (x 1 , • • • , xl) = (Tk + T.) (x 1 , • • • , x. 1 ' ° , x . , • • • , xl) 
1 J n- J 1- 1 n-

Tk(Xl' •.. , x. l ' O,x. , ... x 1) + 
1- 1 n-

T
J
. (x 1 , • . • , x . 1 ' ° , x . , • • • , xl) 

1- 1 n-

= A.Tk (X l ,···, X l)+A.T.(Xl'···'X 1). I 
1 n- 1 J n-

La prueba de 2 es similar. 

Definiremos ahora el operador fronte ra a : Q (x) ---> Q l(X), n n n-

definiéndolo únicamente en sus elementos básicos, es decir, en 

los cubos singulares, por la s propie dades de los grupos libres 

abelianos. 

DEFINIeION 2-3 

Para cualquier n-cubo T, n > ° 
d (T) = 
n 

n . 
L (-1) 1 (A. T 

. 1 1 1= 

B. T) 
1 



Se verifica facilmente para los casos n 

es la frontera del n-cubo. 

n = 2 
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= 2, 3 que a ( T) 
n 

T 1 2 --> X d2 (T): 1 --> X, donde 

2 

I 
i=l 

i 
(-1) (A.T - B.T) 

l l 

y 

- A1T(x) = - T(O,x) 

1 
B1T(x) = T(l,x) 

A 2 T (x) = T(x,O) 
-A1T 

- B 2T(x) = -T ( x , 1) 

O 
) 

1 X 

F1G. 2 -1 

n = 3 

3 . 
L (-l)l(A.T - B.T) 

i=l l l 
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- B2T(Xl,X2) = -T (x 1 , 1, x 2 ) --------- - -
BL/OTEC CE T 

A3T (Xl, X2 ) = -T( Xl, x 2 ' O) ¡a ... ,,~ 

B3 T (x l, X2 ) = T (x 1 I x2 1 1) 

z 

1 
~-r----~--~~------- Y 

x 

F IG. 2-2 

Algunas propiedades i mportante s de l operador frontera son: 

1) dn - 1 ( dn (T» = O ¡ n > 1 (2- 2 ) 

2) d (D ( X » c D l( X )¡ n > O 
n n n-

(2- 3) 

Pa 

n . 
1) Se tiene d (T) = I (-l)l(A. T - B. T) 

n i=l 1 1 

La prueba se seguirá por inducción 
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a) Para n = 2. 

2.2. 
= -A I [ I (-l)l(A.T-B.T )] + B 1 [ I (-l)l(A.T-B.T)] 

. 1 1 1 . 1 1 1 1= 1= 

= 

aplicando adecuadamente las identidades (2-1) 

se tiene que dI ( d2 (T» = O. 

b) Supongamos que se cumple p ara n = k i. e . 

c) Probaremos que tambien se cumple para n = k + 1 

k . 
= .I (-1)J( A. dk + 1 (T) - BJ. dk + 1 (T» 

J=l J 

= [-Al dk+1 (T) + Bl dk+1 (T)] + [A2 dk+1 (T) - B2dk+1 (T)] + •.• + 

[ 
k-1 

(-1) (Ak - 1 dk + 1 (T) - Bk - 1 dk + 1 (T»] + 

[(-1)k(Ak dk + 1 (T) - Bk dk+1 (T»] 

k+l . k+1 . 
= [-A l I (-l)l(A i T-B

i
T)] + [Bl I (-l)l(A

i
T-B

i
T)] + .•• + 

i=l i=l 

k 1 k+1 . k+1 . 
[(-1) - (A

k
-

1 
I (-l)l(A.T-B.T ) - B

k
-

1 
L (-l)l(A.T-B.T»] + 

.1 11 ·1 11 1= 1= 
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k k+1 o k+ o -
[(-1) (A

k 
I (-l)l(AoT - BoT) - Bk L (-l)l(A oT - BoT))] 

01 1 1 01 1 1 1= 1= 

k k+1 k i 
[(-1) (-B

k
((-l) (A

k
+

1
T- B

k 
1 T ))-B

k 
L (-1) (A oT-BoT))] 

+ i=l 1 1 

[ 
k+1 k-1 ] 

(-1) ( (-1) (Ak - 1 (Ak+1 T-Bk + 1 T) - Bk - 1 (Ak + 1T- Bk+1T ))) + 

[ 
k+l k 

(-1) ((-1) (Ak (Ak+1 T-Bk + 1 T) - Bk (Ak+1 T-B
k

+ 1 T)) )] + 

k k o k o 
[ (-1) [A

k 
L ( -1) 1 (A o T - B o T) - Bk L ( -1 ) 1 (A o T - B o T) ] ] 

o 1 1 1 o 1 1 1 1= 1= 

k k o k o 

[(-1) [A
k 

L (-l)l(AoT - BoT ) - Bk L (-l)l(A oT - BoT)JJ 
i=l 1 1 i=l 1 1 
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obse rvando los términos j-é simos c o n 1 < j < k d e las tres su 

matorias, se tiene : 

aplicando las identidade s ( 2-1) a dec u adamente . 

2) 

d l( d (T» = O in > 1 n- n -

Si T e s un n-cubo s ing u lar dege nerado , entonce s d (T) es 
n 

un (n-1)-cubo sing u lar degenerado . 

n . 
Se sab e d (T) = 

n 
I (-l)l( A .T - B. T) i bastar á p robar que 

i=l l l 

los A.T - B.T son de g enerados . 
l l 

Suponga mos que T es degen e rado e n l a pos ición ji 1 < j < n, 

lueg o 

A2T( Xl"t X2 ,···, X ."", X 1) T( xl , O, x 2 '·· · ' x. "", x 1) J n- J n-

A j T( Xl, X2 , "" x j '" ., x n - 1 ) = T (x l, x 2 , x 3 ," .,o, x j , ... ,xn - 1 ) 

( 1 ) 

= T( xl , X2 , x 3 ' · ··' x" x."",x 1) - • J J : n-

A T(xl, X2 , ... ,x., ... , x 1) 
n J n-

Así A.T es degenerado e n l a p o s ici6n j , s imilar para B.T / 
l l 

a (T) es degenerado . 
n 

(1) ya que T es dege n e r a do e n l a pos i ci6n ji podemos con-



venientemente sustituir dicha posici6n por x" 
J 
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Como una consecuencia de 2-3 a induce un homomorfismo , n 

a': C (X) ---> C l(X); es de notar que esta nueva secuencia n n n-

d h f ' I lIt' f 1 E 2 2 e omomor lSmOS Qi,a 2 , ••• , an , ... sa lS acen a c. -. 

Definamos ahora: 

Se sigue que B (X) c Z (X), n > O. Definimos H (X)=Z (X}/B (X). n n n n n 

Hn(X) es llamado el grupo de homologfa si ngu lar n - dimensio­

nal de X. 

Definiremos ahora H (X) para n < O, para definir H (X), 
n-o 

definiremos primero Z (X) para el cual existen dos candidatos 
o 

ligeramente diferentes. 

DEFINICION.DE H (X). 
o 

Esta definici6n es muy simple. Definiendo Z (X) = C (X) 
o o 

y así H (X) 
o 

Z (X) 
o = = B (X) 
o 

C (X) 
o 

B (X) 
o 

Se puede alcanzar el mismo resultado definiendo 

C (X) = O 
n 

para n < O Y 

a ~ = O; Vn < O Y entonces Zo(X) = Ker a ~, más generalmente p~ 

demos entonces definir Z (X) = Ker a ' Vn E Z; luego n n' 



H (Xl 
n = 

Z (Xl 
n 

B (x) 
n 

, Vn E Z;. 

Naturalmente obtenernos H (Xl = {O}, Vn < o. Notece que 
n 

H (Xl está definido aGn e n e l caso en que X = ~. o 

'V 

DEFINICION DE H (xl o 

Para este prop6sito definiremos un Homomorfismo 
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E: C (Xl ---> ~, donde Z denota el anillo de los enteros. Es­
o 

te homomorfismo es llamado amenudo aumentac i6n. 

Dado que C (Xl = Q (X) es un grupo libre en el conjunto 
o o 

de los o-cubos, definiremos E(T ) para cualquier o-cubo T en X, 

de la manera más simple y no trivial posible; E(T) = 1, de 

aquí que si u = In.T. cualquier o-cadena, entonces E(U) 
i l l 

Ahora probaremos la siguiente f6rmula importante: 

E dI = O 2-4 
o 

Pa 

Sea T'E CdX); T' = T + D¡( Xl . 

Para T'en C¡(X) se tiene dl(T') =-AIT + BIT . Luego 

EOd' = O 1 

'V 

= In. ·~ 
. J. 

l 

Definiremos ahora Z (X) = Ker E, por la f6rmula 2-4 se 
o 'V 

Z (Xl 
'V 'V o 

tiene Bo(X) e Zo(X), entonces podernos definir Ho(X) = B (X)' 
o 
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Ho (X) es llamado ' el grupo de horrología reducido o-dimencional de X. 

'" En adelante solo consideraremos Ho(X) en el caso en que 

el espacio X sea diferente de vacio. Es conveniente hacer 

'" Hn(X) = Hn(X) Vn > O. 

'" Notese que Zo(X) es un sub-grupo de Zo(X) = Co(X), enton 

'" '" ces Ho(X) es un sub-grupo d e Ho( X). Se a i: Ho(X) ---> Ho(X) 

el homomorfismo inclusi6n. De la f6rmul a 2-4 se sigue que E 

induce un homomorfismo E:*: Ho(X) --> lt/ E: *(t + Bo(X» = E:(t) 

el cual se prueba facilmente que está bien definido, es de-

cir, si: 

t + Bo(X) = k + Bo(X) = > t - k E: Bo(X) c Ker E: 

=> E:(t - k) = O 

= > E: (t) = E: (k) 

= > E:*(t + Bo(X» = E: *(k + Bo(X» / 

PROPOSICION 2-1 

La siguiente sucesi6n de grupos y Homomorfismos 

O ---> Ho(X) ~> Ho(X) ~> Z --> O es exacta. 

Pa 

Se probará: 1) i es inyectiva (inmediato) 

2) 1m i = Ker E:* 

3) E* es sobreyectiva 

NT"AL ............. ." 
'-------....... :..:...::=' • 



2) "c" 

Sea (r + Bo(X)) E Im i, r E Ker E, entonces 

E*(r + Bo(X)) = E(r) = O. 

(r + Bo(X)) E Ker E* 

" J " 

Sea (y + Bo(X)) E Ker E* 

(y + Bo(X)) E Ker E* => E*(Y + Bo(X)) O 

=> E (Y) = O 

=> Y E Ker E 

Ker E 
= > Y + Bo(X) E Bo( X) 
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=> y + Bo(X) = i(y + Bo(X)) E Im i / 

3) Se probará que Im E* = Z. 

11 C 11 Trivial 

11 J 11 

Como X =1 cp , existe T E Co (X) (o-cubo T en X) 

tales que 1 = E (T) = E*(T + Bo (X) ) E Im E* 

ahora sea y E x. 

Y E ~ => Y = y.l 

=> Y = Y·E*(T + Bo (X) ) 

=> y = E*(T + Bo (X) ) + ... + E*(T + Bo (X) ) E Im E* 
v -' 

Y - veces 

= > y = E* (y.T+ Bo (X) ) E Im E* / 
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EJEMPLO 2-1 

Sea X el espacio consistente de un solo punto entonces 

encontramos que: 

1) Ho(X) = Z; 

2) Hn(X) = {a} Vn ~ a 
'V 

3) Ho(X) = {a}, y E* : Ho(X) ---> Z; es un isomorfismo. 

Efectivamente: 

1) para probar que Ho(X) ~ Z, bastará probar que E* es un mo 

nomorfismo. 

Sean y + Bo (X) , r + Bo (X) E Ho(X) 

E*(Y + Bo (X) ) = E*(r + Bo (X) ) = > E (y ) = E (r) 

=> E (a T) = E ( 13 T) 

=> a = 8 

=> a T = 13 T 

= > Y = r 

=> y+Bo(X) = r+Bo(X) I 

Ho (X) =-2t 

2) Cn(X) = 6~~~~ = {Dn(X) } = {a} ya que Qn(X) = Dn(X) 

Zn(X) Ker 'd A 
luego Hn(X) = Bn(X) = Bn(X) = {Bn(X)} = {9}, Vn ~ O 

dado que 'd~: Cn(X) = {a } ---> Cn-1( X) / 

3) Por la proposici6n 2-1 tenemos 
'V 
Ho(X) =- Im i = Ker E* = {Bo(X)} = a / 
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2-2 HOMOMORF¡SMO INDUCIDO POR UNA FUNCION CONTINUA 

La Teoría de Homología asocia con cada espacio topo16gi~ 

co X la sucesi6n de grupos Hn(X) n ~ O, de manera simil?r 

asocia a cada funci6n continua f: X ---> Y entre espacios to 

pológicos una sucesi6n de homomorfismos f*: Hn(X) ---> Hn(Y); 

n > O. 

Ciertas propiedades topo16gicas de la funci6n continua f 

se reflejan en propiedades algebraicas de los homomorfismos 

Antes de definirf*, definiremos el homomorfismo 

f#: Qn(X) ---> Qn(Y) por la regla f#(T) = foT, para cualquier 

n-cubo singular T: In ---> X. 

Algunas propiedades importantes de f#: 

Po. Aif# = f#Ai Y Bif# = f#Bi 

pl. Si T es un n-cubo singular degenerado, tambien lo es 

_ . f#(T)~ Por lo tanto f# lleva de Dn(X) en Dn(Y) e induce 

un homomorfismo de Cn(X) en Cn(Y) al cual tambien lo lla 

maremos f#. 

Pa 

Sea T un n-cubo singular degenerado, i.e., existe i, 

1 < i < n tales que T(Xl' ... ,Xn ) no depende de xi. 

f(T(Xl' ... ,x )) 
n 



f#(T) es degenerado 

P2. El siguiente diagrama es conmutativo para n > 1 

Qn ( X) 
f# Qn(Y) > 

dn Yn Yn of # f#o dn 
v f# v 

Qn-l (X) --> Qn- l(Y) 

Pa 

Por definición 2-3 s e ti e ne : 

n . 
Yn(f#(T) ) = ¿ (-l)l(Aj..f#(T) - Bif#(T)) 

i=l 

n . 
= ¿ (-l ) l(f#AiT - f #Bi T) 

i=l 

n . 
=: f#( I (-l)l(AiT - BiT)) 

i=l 

f#( dn(T)) 

= (f#o dn ) (T) I 
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Además se tiene que el sig ui e nte di ag r a ma e s conmutativo 

para n ~ 1. 

Cn(X) 
f# 

> - Cn (Y) 

- I 

Yn 
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Pa 

Sea (x + Dn(X )) E Cn(X ) 

y~(f#(x + Dn(X))) = y ~ (f# (x) + Dn (y) ) 

= Yn(f#(x)) + Dn-l(Y) 

= f#( dn(X)) + Dn-l(Y) 

f#( on(x) + Dn-l (X) ) 

= ( f # o d ~) (x + Dn (X) ) I 

además f# l l eva de Zn(X) e n Zn(Y) y Bn( X) en Bn (Y) para t o do 

n > O e induce un homomorfismo f*: Hn( X) ---> Hn (Y) , n > O. 

p3 . El siguiente diagrama es conmutativo. 

Co ( X) 

~ vf#/Z 
Co(y) 

pa 

Sea T E Co(X) y f#(T) E Co(Y), 

E(f#(T ) ) = 1 = E (T). / 

,\, 'V 

Por consiguiente f# tambien lleva d e Zo (X) en Zo (Y) e i n 
'V 'V 

duce un homomorfismo de HO(X) en Ho(Y ) e l cual es denotado 

por el mismo símbolo f*. 

Por otro lado se prueba que los diag rama s. 
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'V ix 
II O ( X )~ H O ( X ) --> H O (X ) 

f* f* Vf *~Z 
",v i v 

H O (y) :;f-> H O (y) HO ( y ) * 

f* o i x = 'i y o f* E* o f* E* 

son conmuta tivos. 

Pa 
'V 

'V Z O ( X ) 
Sea (x + Bo( X )) E H o ( X ) 

Bo ( X ) 

f*(i x (x + B o ( X ))) = f* ( x + B o (X ) ) 

= f# (x) + B o ( y ) 

= i · · (f # ( x ) + B O ( y ) ) y 

= i y (f # ( x + B o ( X ))) 

= (i y o f * ) (x +B o ( X )) I 

z O ( X ) 
Sea (x + B o ( X )) E H O ( X ) = B O ( X ) 

E*(f*( x + B o ( X ))) = E*(f # ( x ) + Bo (Y)) 

= E (f # ( x )) 

= E (x) 

= E*(X + B o ( X )) 

p4. Sea f: X ---> Y la funci6n identidad se verifica que 

los siguientes homomorfi s mo s son f un c ione s identidad. 
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1) f#: Qn (X) --> Qn(X) 

2) f#: Cn( X) --> Cn(X) 

3) f*: Hn(X) --> Hn (Xl 

'U 'U 
4 ) f*: H O ( x ) --> H o (X) 

Pa 

1) Se probará que f#(T) = T, VT E Qn( X) 

3) 

P5. 

( f o T 1 (x 1 , ••• , X n 1 

f # = 1 Qn(X) 

Sea (T + Bn(X)) E Hn (X) 

f*(T + Bn (X) ) = f # (T) + Bn(X) 

= T + Bn (X) I 

f* = 1 Hn(X) 

2 y 4 se prueban similar. 

Sean X, Y,Z, espacios t opológicos, X ~> Y f 
--> Z fun-

ciones continuas, denotemos por fo : X --> Z la compo-

sición de las dos funcion e s continuas. 

Bajo estas condiciones tenemos que (fog) * y f*og* 

'U 
es el mismo homomorfismo de Hn( X) e n Hn(Z ) Y de H O(X} 

'U 
en I-I o(Z} se sigue que (f og ) * = f* o g *. 

Pa 
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La prueba consistirá en verificar que los homomorfismos 

(f o g)# y f# o g# son los mismos de Qn (X) e n Qn(Z) y de 

Cn(X) en Cn(Z). 

Sea T E: Qn(X) 

(f o g)#(T) = (f o g) o '1' 

-= f(g o T) 

= f#(g T) 
I 8f8;;l:'.;::T::e=C:-:A=--C-.-",-r_-A-L--! 
'- ... , ........•.. ~ ....... .. o 

= f#(g#(T)) 

= (f# o g#) (T) 

Qn (X) 
Sea (T + Dn(X)) E: Cn( X) = Dn(X) 

(f o g) # (T + Dn (X)) = (f o g ) # (T) + Dn (Z) 

= ( f # o g # ) (T) + Dn ( Z ) 

= f # (g# (T) + Dn(Y)) 

( f # o g #) (T + Dn ( X ) ) 

estos homomorfismos inducen los homomorfismos (fog)* y 

f* o g* de Hn(X) en Hn(Z), de donde paril todo 
Zn (X) 

(p + Bn(X)) E: Bn(X) 

se tiene : 

(fog)*(p + Bn (X) ) = ( f o g) # (p) . + Bn ( Z ) 

= (f# o g#) (p) + Bn (Z) 

= f#(g # (p)) + Bn ( Z) 

= f*(g#(p) + Bn(Y)) 

f*(g*(p + Bn( X))) 

= (f* o g* ) (p + Bn (X) ) I 
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2-3 PROPIEDAD HOMOTOPICA DE LOS HOMOMORFISMOS INDUCIDOS 

En esta secci6n probaremos una propiedad básica del ho-

momorfismo inducido por una funci6n c ontinua. 

DEFINIeION 2-4 

Dos funciones continuas f,g: X ---> Y son homotopicas, 

si existe F: 1 x X ---> Y, continua de manera que 

~O,x} = f(x} y F(l,x} = g(x}, Vx E X. De notemos esto por 

f 'V g. 

Intuitivamente hablando, f 'V 9 si y s610 si es posible 

"deformar continuamente" la funci6n f e n la funci6n g. 

Se prueba que 'V es una relaci6n de guiva lencia en el 

conjunto de todas las funciones continuas de X en Y. 

Ver [4, pags., 41,42 J. 

TEOREMA 2-1 

Sean f,g funciones continuas de X en Y. Si f Y 9 son ho-

motópicas, entonces los homomorfismos inducidos f*, g* de 

Hn(X} en Hn(Y} son los mismos, tambi é n 
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Pa 

Sea F: 1 x X ---> Y un a func ión continu a tal que 

F(O,x) = f(x) y F(l, x ) = g(x ), mediante F construiremos 

una suce sión de homom~Hfismos . Pn: Cn (X) ---> Cn+l (y), "n > O 

tal que: 

g# - f # = Y ~+l 
, 

o Pn + Pn-l o dn 

asumamos de momento q ue tal s uces ión ex i ste . 

Para n = O; Cn-l(X) = Cn-l( Y) = { O} Y dO = O. 

, 
... ---> Cn ( X ) _l}.. > Cn - 1 ( X ) --> ... 

--> Cn+l ("~) ---> , 
Yn+l 

v v 

Cn(Y) --> , 
Yn 

Cn-l( Y) ---> ... 

FIG. 2 - 3 

Sea 
Ke r d ~ 

u' + 1m dn+l E 
1m dr\+l 

se tie n e de (2-5) q ue 

, c omo "J ~ (u' ) 

Para e l caso e n q ue (u' + 1m a ~+ l ) 
' v 
Ho ( X ) 

(2-5 ) 

O 

observese 

que 0 -1: C-l( X) ---> Co( Y) e s e l homomor f ismo cero. 
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Para justificar la existencia de l a familia 

F = {Pn : Cn(X) ---> Cn +l( Y), n E X} , def iniremos una suce-

si6n d e homomorfismos ~ n: On(X ) ---> Qn+l(Y) n > O como si-

gue: 

Para cada n - cubo singular T : In ---> x , d e finiremo s un 

. n+1 
(n+1)-cubo slngu lar ~ n(T): 1 ---> Y tal que 

observese que: 

las cual e s se prue ban facilme n te 

1 ) AI ~ n(T) (xl' ... ,xn ) = <P n (T) (O' Xl , x 2 '··· , Xn ) 

= F(O,T(XI,X 2 , ... , x n )) 

= f(T( Xl , X2 , .. . , x n )) 

= (f oT) (X 1 , X 2 , . .. , x n ) 

= f # (T) (X 1 , X 2 , ... , Xn ) 

Al<P n(T) = f#(T) 

Si milar se prueba B1 <P n(T) = g#(T). 
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similar se prueba 3. 

" 

a.8Uor.CA ca . - . 
.......... • NT"AL - - ....... . - ---- - ... - .. 

Por la definición 2- 3 s e tiene 

n+1 . 
Y n+1( ~ n(T)) = I (-l)l [Ai ~ n(T) 

i=l 

n+1 
= -f#(T)+g#(T)+ ~ (-1)i[ ~ n_ 1 (Ai_1T - Bi - 1T)] 

i= 2 

n . 
= -f # (T) +g# (T) - ~ n-1[.L (-1) J (AjT - BjT) ] 

J = l 

luego se concluye que para cualquier u E Qn(X) 

g# (u) - f # (u) = Yn+1( <P n(u)) + cjJ n-1( dn (u)) . (2-7 ) 

Observese que si T e s un n-cubo singular degenerado, 

n > O, entonces cjJ n(T) es un (n+1)-cubo sinqular degenerado, 

de donde ~n(D (X)) c Dn+1(Y). Y así cjJ n induce e l homomorfis-

mo Pn: Cn( X) ---> Cn +1 (Y) , de (2-7) r es ulta que Pn satisface 

(2-5) corno se deseaba. 
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2-4 TIPOS DE HO MOTOPIA, 

DEFINICI ON 2-5 

Dos espacios X,Y son de l mi smo t ipo de homotopia, si 

e xiste n f unciones continuas f : X ---> Y y g : Y --> X 

tal que g of es homotópica a l a f unci6n i dentida d en X(lX) 

y fog e s homot6pica a I Y. 

Las funciones f y g que aparecen en es t a de finici6n son 

llamadas e q uivalencia d e homotopí a . 

Si X e Y son home omo r f i cos , enton c e s e l l os s on del mismo 

tipo de homotopía (pero no rec i p rocame nte ). 

TEOREMA 2-2 

Si f: X --> Y es una equiva l e ncia homo t6p ica, entonces 

f*: Hn{ X) , --> Hn{Y), n > 0 , n E Z y 
'\, '\, 

f*: Ho{X) --> Ho(Y) son iso morfismos . 

pa 

Como f es una equivale nc i a homot6pi ca e ntre los espacios 

topo16gicos X e Y. Existe g : Y - - > X ta l q ue fog ~ Iy y 

go f ~ Ix. 

Aplicando las prop i edades 3 y 5 de f# y e l t e ore ma 2-1 

se tiene que fog y gof ind uce n los homomorfismos: 
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(fog)*: Hn(Y) --> Hn(Y) Y 

(gof)*: Hn (X) --> Hn (X) , tal que 

(fog)* = f* o g* = lHn( Y) 

(go.f) * = g * o f* = lHn( x ) I 

f* es isomorfismo 

DEFINIeION 2-6 

Sea X un espacio topo16gico , A ~ X, decimos q ue A es un re 

tracto de X, si existe r: X --> A, llamada retracci6n con 

r(a) = a, Va E A. 

EJEMPLO 2- 2 

X 

I x r 
r(x , t) = (x,O). 

1 
S' x I S ' 

es decir S I es un r etracto de S I xI . 

DEFINIeION 2-7 

Un sub- conjunto A d X, s llama un ~ tracto por deform~ 

ci6n de X, si existe una retracci6n de X. r : X --> A Y una 
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homotop ía F: X x 1 ---> X tal que: 

F (x , ü) = x 

F(x,l) = r(x) i V x E X 

F(a,t) = a, V a E A, V t E l . 

TUL , ........ .. .. 
EJEMPLO 2-3 

Si A es un r e tracto por deformación de X, e ntonces la 

función inclusión i: A ---> X es una equi v a lencia de homoto­

pía. 

Efectivamente: 

como A es un retracto por deformac ión de X, existe una 

retracción de X r: X ---> A Y una homotopía F: X x 1 ---> X 

tal que 

x , ['(x,l) = r( x ) y F(x,ü) 

F(a,t) a, V a E A, V t E 1 tal que i or 

luego i es una equivalencia d e homotopía . 

DEFINIeION 2-8 

Un espacio topológico X, e s contractil a un punto, si 

existe X o E X, de manera que {xo } es un rectracto por defor­

mación de X. 

Si un espacio X es contractil a un p unto , e ntonces tiene 

el mismo tipo de homotopía q u e un espacio consistente de un 
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solo punto. Y sus grupos de homología son como siguen 

~ 

Ho(X) ~ Z; Ho(X) ~ O, Hn( X) = O, n ~ O v e r ejemplo 2-1 

EJEMPLO 2-4 

Cualquier sub-conjunto convexo de un n-espacio Euclidia-

no es contractil a un punto. 

Figura 2 - 4 

Definiremos r: X ---> {xo } , de la única manera posible. Ade-

más sea F,: X x 1 ---> X definido como F(x , t) = (l-t)x+txo, 

esta es continua y cumple F(x , O) = l x (x), F(x,l) = Xo = r(x) 

y F(xo,t) = Xo. Así todo sub-conjunto conve xo de un n-espa-

cio Euclidiano es contráctil a un p unto. 

2-5 LA SUCESION EXACTA DE HOMOLOGIA DE UN PAR. 

Para efectos de determinar la estructura de varios espa-

cios topo16gicos. En esta s ecci6n g n era lizaremos nuestra 

previa definición d e grupos de homología, definiendo grupos 
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relativos de homología para cualquier par (X,A) consistente 

de un espacio topo16gico X y un sub- espacio ~. 

Estos grupos son denota do s por Hn( X,A), n > O. Existe 

una interesante relación e ntre es tos grup os relativos de ho-

mología y los homomorfismo s i*: Hn(A) - -> Hn(X), inducidos 

por i#: Cn(A) ---> Cn(X), las cuale s s e e xpresan en la deno­

minada sucesión de homolog ía de un par (X,A). 

El conocimiento de la e structura d e los grupos Hn(X,A} 

proporcionará información a c erca de l os homomorfismos 

i*: Hn(A) --> Hn(X} Y vic e -ve rsa. 

El interes de introducir e stos g rupos relativos de homo-

logía Hn(X,A} es con el propó s ito de h ace r posible el cálcu-

lo de los grupos absoluto s de homol og í a Hn(X}, aún cuando en 

ciertas circunstancias los grupos r e lativos tienen un inte-

res independiente. 

DEFINIeION DE GRUPOS RELATIVOS DE HOMOLOGIA 

Sea A un sub-espacio de un Espacio topo16gico X; y sea 

i: A ---> X la función inclusió n. S verifica facilmente que 

el homomorfismo inducido i # : Cn(A} ---> Cn(X) es un monomor­

fismo; luego podemos conside r a r Cn(A) como un sub-grupo de 

Cn(X); es el sub-g rupo ge ne rado por todos los cubos singula-

res no degenerado s e n A. Usar mos la no a ci6n Cn(X,~) para 
Cn ( X ) 

denotar el grupo cociente Cn(A) ; e l cua l e s llamado el gru-
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po de cadenas n-dimencionales del par (X,A). 

El operador frontera d ~: Cn(X) ---> Cn-1( X) tiene la pr~ 

piedad de que 9n(Cn(A)) c Cn-l( A) don de 
d ' 
n 

dn = Cn (A) i. e. 

dn es la función a ~ restring ida a Cn(A). Por consiguiente 

induce un homomorfismo de g rupos cocientes 

d ~: Cn(X,A) ---> Cn-l(X,A). 

Definiremos e l grupo de ciclos n - dime ncionales d e (X,A) 

para n > a mediante: 

Zn(X,A) = Ker dn = {u E Cn( X, A)/ aH(u) = a } y para n ~ a 

e l grupo de ciclos fronteras n-dimencionales mediante: 

Como d ~ o d ~+l = a se deriva q ue Bn(X , A) c Zn(X,A) y 

Zn( X, A) 
por tanto podemos definir Hn(X,A) = Bn( X, A) 

En e l caso n = a def inamos 

y Ho(X , A) = 
Co(X , A) 

Bo(X ,l\) Observese que si 

A = ~ , entonce s Hn(X,A) = Hn(X) . En el s iguiente diagrama: 
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. 
\ i# J# v v v 

Cn+1(A) --> Cn+1( X) --> Cn +1( X,l\) 

I an +1 I a ~+l I a ~+l 
v 

v 
i# 

v 

Cn(A) Cn (X) J# 
> Cn( X,A) --> 

j an I a ~ I a ~ 
v 

i# 
v v 

Cn -1 (A) Cn -1(X) 
J# 

Cn -1( X,A) ---> --> 

I I I 
v v v 

DIAGRAMA 2-1 

Las flechas verticales denotan el operador frontera apropia-

do a y J# denota el epimorfismo de Cn( X) sobre su grupo co­

ciente Cn(X,A) . Cada cuadrado e n e ste diagrama es conmutati-

vo. 

Definamos Cn(A) = Cn( X) = Cn(X,A) = { a } para n < a . Ya 

se tiene que i# induce un homomorfismo i* de Hn(A) en Hn(X) ¡ 

Vn. Similarmente, los homomorfismos J# inducen homomorfismos 

n > a. 

Definiremos ahora una t e rcera sucesi6n de "homomorfismos 

a*: Hn(X,A) --> IIn-1(A) i. e . a trav~s de l homomorfismo co-

nexión, de la siguiente manera: 

Sea u E Hn(X,A) = 
Zn( X,A) 

Bn( X, A) , donde u " = u ' + 1m dn+1¡ 
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U" E: Cn( X) tal q ue J # (u") = u ' y además a ~( u ") E: Cn-1(X) y 

por conmutatividad de l d i ag r a ma 2- 1 

J#( d ~(U")) = d;;(J#(U")) = d;; (U ') = Oi i . e . 

J#( d ~(U")) = d ~(U") + Cn-l( A) = Cn-l(A) 

así d ~ (u") E: Cn-l (A) ade má s ( dn-l o d ~ ) (u ") = O 

por lo tanto d ~(U") E: Ke r dn- l c Cn- l (A) , def inamos ahora 

v*(u' + 1m d;;+l) = d ~(U") + 1m dn , con la condi ci6n 

J#(u") = u'. d* así definido es un homomorf i s mo 

[1 - 4, c ap . l J. 

Llamaremos a d* e l operado r conexi6n del pa r (X, A). 

Consideremos la sigui en t e suces i 6 n i nfinita de grupos y 

homomor f ismo para cualq uier par (X , A). 

----> Hn+l( X,A) ----> Hn (A) ----> Hn(X ) ----> Hn(X,A) ----> 

esta sucesi6n se denomina l a sucesi6n de homología del par 

(X,A). 

TEOREMA 2 - 3 

La suce si6n de homologí a de cualq u i e r par (X, A) es exacta. 



Pa 

Se probará 

1) Im i* Ker J* 

2) Im J* Ker 3* 

1) 11 e 11 

(n + Im d ~+l) E Im i* = > 3 (h + Im dn+1) E Hn (A) tal que 
, 

= n + Im dn+l o sea , 

i# (h ) + Im d~+l = 

J * (n + Im d~+l) = 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

11 :::> 11 

, 
n + Im dn+1, por otro lado 

J*(i#(h) + Im d ~+l) 

J#(i#(h» 
11 

+ Im dn +1 

i# (h) + Cn(A) + Im d ~+l 

i (h) Cn(l\) 
11 

+ + Im 3n +l 

h Cn(A) " + + Im un+1 

Cn(A) " + Im dn +1 
11 

Im dn+l 

11 

Im dn+1 

Como J # (r) 11 3 E Im dn+1 = > (m + Cn +1 (A) ) 
11 

tal que dn+1(m + Cn +1(A» = J # (r) o sea 

64 



o ~+l(m) + Cn(A) = r + Cn(A) o que 

(r - o ~+l(m)) E Cn(A) ¡ además 

on(r - o ~+l(m)) E Cn-l(A) ahora 

on(r - o ~+l(m)) = i( on( r - (l n+l(m))) 

(i o dn) (r - d ~ +l (m)) 

, " = 0n(r) - dn( dn+l(m)) 

= O i es d e cir 

(r - o ~+l(m)) E Ke r 0n ¡ además 

r + 1m d;+l = [r - d ~+l( m ) J + 1m d ~+l 

i(r - d ~+l( m )) + 1m O ~+ l 

= i#(r - o ~+l( m )) + 1m o ~+l 

= i*[ (r - d ~+l(m)) + 1m un+l] / 
, . 

r + 1m 0n+l E 1m 1* 

2) "e" 

Sea (m + Im O ~+l) E 1m J* 

(m + 1m O ~+l) E Im J* = > j ( t + Im d ~+l) E IIn (X) 

J*(t 
, 

" + Im °n+l) = m + 1m °n+l 

J # (t) " " así + 1m dn+l = m + 1m on+ l 

o*(m + 1m " °n+l) o*(J# (t) + 1m O ~+l) 

= o ~(u") + 1m dn ; J#(u") = J # (t) 

como J # (u") J # (t) = > u" + Cn(A ) = t + Cn(l\) 

=> (u" - t) E Cn (A) e Cn (X) 
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tal que 



= > d ~(U" - t) E: 1m dn 

= > [ d n (u ") - d n ( t ) ] E: 1m d n 

= > dn(U") E: 1m dn así 

1m dn 

ti ;:) 11 

Sea (h + 1m d ~+l) E: Ker d* , i. e . 

d*(h + 1m d ~+l) = 1m dn = d ~(O) + 1m dn ; J#(O) = h 

luego h + 1m dn+l = J # (O) + 1m dn+l 

I a sí 

3) "e" 

(p + 1m dn ) E 1m d* = > 3 (r + 1m dn+l) E I-In ( X ,A) tal que 

d*(r + 1m dn+l) = P + 1m dn; o sea 

d ~(U") + ,1m dn = p + 1m dn ; J#(u") = r 

ahora i* (p + 1m dn) = i* ( d ~ (u") + 1m dn) 

i#( d ~(U")) + 1m d ~ 

= i( dn(U")) + 1m dA 

dn(U") + 1m dA 

= 1m d ~ I 

(p + 1m dn) E Ker i* 

ti ;:) 11 

Sea (t + 1m dn ) E Ker i*; t E Ker dn - l 
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luego i*(t + 1m °n) = 1m o' 

I 
n 

i # (t) + 1m a ' 1m o' = n n 

t + 1m o' n = Im a ' n i. e. 

t E Im oA, para el cual e xiste u" E Cn(X ) 

tal que a-A(u") = ti además J # (u") = u' E Cn (X,A) 

de donde 

t + 1m on =on (u") + 1m oni J#(u") = u' E Cn(X,A) 

= a*(u' + Im o ~+l) I 

EJEMPLO 2- 5 
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Sea (X,A) un par con A i ~ , y consideremos los grupos de 
'\.. '\.. 

homología reducidos Ho(A) y Ho( X) como s ub-grupos de Ho(A) y 

Ho(X) respectivamente, se prueba que el ope rador conexión 

'\.. 
d*! Hl (X,A) --> Ho(A) , e nvia de 111 ( X , l\ ) e n Ilo(A) y la si-

guiente sucesión es exacta. 

'\.. '\.. 
Hl (X,A) Ho(A) Ho ( X ) Ho(X , A) -> O 

'\.. '\.. 

i.e., podemos reemplazar Ho(A) y Ho( X) po r Ho(A) y Ho( X) res 

pectivamente en la suces i6n de homolo g í a de l par (X,A ) y la 

sucesión permanece exacta . 

La prueba se realiza mediante un rastreo de diagramas y 

tomando en cuenta la sucesión de homolog í a del par (X, A). 
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2-6 PROPIEDADES PRINCIPALES DE LOS GRUPOS DE HOMOLOGIA RELA 

TIVOS. 

Para determinar la es t ructura d e l os grupos de hom~logía 

relativos, de un par, necesitamos conoce r las propiedades ge 

nerales de estos grupos de homologías r e ci e ntemente defini-

dos. 

Primero considerare mos a l g un a s p r opiedade s que son es-

trictamente análogas a las discutida s e n la secci6n 2-3. 

Sean (X,A), (Y,B) pare s c onsiste n tes d e un espacio topo-

lógico y un sub-espacio. Di remos que un u función continua f 

que mapea X en Y es una función del p ar (X,A) en el par 

(Y,B), si f(A) c B, usaremo s l a nota ció n 

f: (X, A) --> (Y, B) para ind icar tal f unción. 

Nuestra primera observació n, e s q u e c ualquier función de 

pares f: (X,A) --> (Y,B) induce un homomorfismo 

f*: Hn(X,~) --> Hn(Y,B) de los corre s pondientes grupos de 

homología relativos, este homomorfismo i nducido se define 

así: 

la función continua f induce un homomor f ismo 

f#: Cn(X) --> Cn(Y) Vn, como se de scribe e n la sección 2-3, 

ya que f(A) c B, resulta q ue f# envi a al sub - g rupo Cn(A) al 

sub-grupo Cn(B) y por consig uiente r e sulta inducido un homo-

morfismo de grupos cociente s Cn( X,A) --> Cn(Y,B), al cual 
~ 

lo denotaremos por f#. Esto s homomorf ismo s inducidos conmu-
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tan con los operadores frontera , en el sentido que el si-

guiente diagrama es conmutativo para cada n. 

" 

Cn(X,A) ~> Cn(Y ,B) 

\ 

--a " y " 
I n n 

v v 

Cn -1(X,A) -KJL > Cn-1(Y , B) 

DIAGRAMA 2-2 

" f# f# a " Yn o = o n 

Pa 

( " Yn 
o f #) (m + Cn (A) ) = y ~(f #(m + Cn(A))) 

= y ~(f t¡(rn ) + Cn (13) ) 

= y ~(f # (m)) + Cn -1 (B) 

= f#« () ~(m)) + C 1 ( 13 ) i n- por p2 de f# 

= f#( a ~(m) + Cn - 1 (A) ) 

= f#( a "(m + C (A))) n n 

" 
= (f # o é) ") (m + C (1\)) / n n 

Resulta ahora, al i gual que en la sección 2-3 f# induce 

" 
un homomorfismo f*: Hn(X,A) ---> Hn(Y,B) en los correspon-

dientes grupos de homología ~n, definido como 

él " : n+1 e 1 (X,A) n+ ---> e (X,A) y 
n 

---> C (Y, B) i tomando e n cuenta que 
n 
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f: (x,A) ---> (X,A) es la función i dentidad se prueba q ue : 

f#: C (X,AJ --- > C (X, A) n n 

" f*: H (X,A) --> H (X, A) n n 
~ '\, '\, 

f*: Ho( X,A ) ---> Ho( X, A)¡ son t a mbi e n 

Ademá s si f (X,A) ---> (Y, B) ---.5L> ( Z , C) 

f un c ione s identidades. 

son funciones c onti-

nuas entre pares de e s pacios t opo l ógicos , de notando por 

fog: (X,A) ---> (Z,C) l a compos i c i ó n de l as dos f u n c iones 

""" continuas, bajo e stas c o nd i c iones se tie ne q u e (fog ) * y 

e s e l mismo hmomorf i s mo de Hn (X , A) en H (Z,C ) y de 
n 

'\, '\, A /\ A 

Ho( X, A) en Ho ( Z, C) s e sigue q ue (fog ) * = f * o g *. Las prue-

bas son simi lare s a las r ea l izadas e n l as prop iedades 3- 4 y 

3- 5 de la sec ci6n 2- 3. 

Pas amos a considerar l a re l ac i 6 n de homotop ía para f un -

ciones de pares de esp a c i os . La generalizaci 6 n apropiada de 

la definición 4-1 e s l a si gui e nte. 

DEFINICION 2- 9 

Dos funciones f,g: (X, A) - - > (Y, B) son homot6picas (co-

mo funcione s de p a r e s) s i ex i ste un a f u nción continua 

F: (1 x X, 1 x A) --- > (Y, B) tales q ue F(O , x ) = f( x ) y 

F(l, x ) = g( x ), V x E X e l hecho e s q u e reque rimos ahora que 

F(I x A) c B . Ade más de las condicione s de l a definici6n 2- 4 

e sta c ondición adicional nos pe rmite probar e l s iguiente re -

sul tado . 
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TEOREMA 2-4 NTNAL 
••••••••• 

Sean f,g: (X,A) --> (Y , B) funcion e s de pares. Si f Y g 

son homotópicas (como funciones de pare s) , entonces los horno 

morfismos inducidos f* y g* de H (X,A) e n H (Y,B) son Jos 
n n 

mismos. 

Pa 

--> Cn +1 (X,A) 

--> Cn +1 (Y,B) 

a" 
n+1 

---> C (X,A) 
n 

v v 

---> C (Y,B) 
n " Yn+1 

él " 
n 

--> 

--> 
y " 

n 

DIAGRAMA 2-3 

Cn - 1 (X,A) 
~ 

--> 

Tenemos que F(I x A) c B, por lo tanto p es una funci6n 
n 

de C (A) en C l(B), así Pn induce un homomorfismo 
n n+ 

P # (x + C (A)) = P ( x ) + C +1 (B) • 
n n n n 

Además f# mapea Cn( A) e n Cn (B), po r lo que f# induce un 

homomorfismo f#: C (X, A) - - > C (Y, B) de finido como 
n n 

~ 

f#(t + Cn(A)) = f#(t) + Cn(B). 
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Llor CA e -- . 
......... • HTltAL I 

-" 
= y " (p (x + C (A») + p (n- l ) # ( él "( x + C (A))) 

n+l n # n n n 

Y ~+l( P n( x ) + Cn +1 (B» + p ( n -l) # ( él ~(X) + Cn _ 1 (A) 

= Y'+l( P (x» +C (B) + p l ( Cl '( X» +C (B) n n n n- n n 

= (f # - g #) (x ) + Cn (B) 

/'.... 
= (f # - g # ) (x + Cn(A » 

A 

= (f # - g # ) ( x + Cn (A » I 

f 'V g 

Pasamos a analizar el efecto de f : (X , A) ---> (Y,B) so-

bre las suce siones en homo log í a de los pares (X, A), (Y, B) . 

Es decir, podemos conv enien t emente a r reg l a r l a s dos sucesio-

nes e xactas y los homomo r f i smos i nd ucidos por f . En el si-

guiente diagrama: 

•.. ---> H (A) ---> H (X) ---> H (X, A) ---> H
n

_ 1 (A) ---> •.• 
n n n 

v v 
j ~ 

v 

•.. ---> H (B) --- > H (y ) ---> H (Y, TI) 
n n n 

DIAGRAMA 2- 4 

él ' 
* 

de tal mane ra q ue lo s cuadrados c onmuten . 

v 

1-1 n _ 1 ( B ) ---> • . • 
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Definiremos pre viamente alguna s funciones . 

,.. 
A 

f#: C (X, A) --> Cn (y , B) /f# (q + e (A) ) = f#(q) + 
n n 

,.. 
f *: H (X,A) --> H (Y, B)/f*(z + 1m a " ) = f # (z) n n n+l 

f*: H (X) --> H (Y)/f*(k + 1m a ~+l ) = n n 

así 

A A 

f*(J*(k + 1m a ~+l)) = f*( J#(k) + 1m a ~+l) 

A 

= f #(j#(k )) + 1m y " 1 n+ 
A 

f # (k) 

= f # (k + Cn(A )) + 1m y " n+l 

= j'( f (k)) + 1m y " 
# # n+l 

y finalme nte tenernos: 

+ 
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C (B) n . 

+ 1m " Yn+l 

1m I 

Yn+l 



= f ( Cl '(u")) 
# n 

+ 1m Yn 
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= y ' (f #(u ")) + 1m y ; prop. 2; seco 2-2 
n n 

= Cl '(u'+Imy" ). J ' ( f (u"))=u ' E: C (Y,B) 
* n+l' # # n 

= a ' (J' (f (u")) + 1m y " ) 
* # # n+l 

= a ' (f (u") + C (B) * # n 
A 

+ 1 " ) m Yn+l 

a ~(f #( u" + Cn(A)) + 1m Y ~+l) 

A 

= Cl ~( f# (J # (u")) + 1m Y~+l ) 

A 

= Cl ~(f # ( t ) + 1m Y ~+l) 

A 

= Cl ~(f*(t + 1m a ~+l)) 

Daremos ahora lo que es talves la propiedad más importa~ 

te de los grupos de homología relativos, llamada la propie-

dad de ESC1S10N. No existe analogo de esta propiedad para 

grupos de homologías absolutos. 

TEOREMA 2-5 

- o 
Sea (X,A) un par y W e A tales que W c A, entonces la 

función inclusión (X - \~, A - W) ---> (X,A) induce un isomor 

fismo de grupos de homologí a r lativos 

H (X - W, A - W) ~ H (X,A), V n > O. 
n n-
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En otras palabras la propie dad d e Es c i s ión, significa 

que podemos escindir (restar) el conjunto W del espacio top~ 

lógico X Y del sub-espacio A sin afectar los grupos de homo-

logías relativos. 

La prueba de este t e ore ma depe nde de l hecho que en la d~ 

finici6n de grupos d e ho mol ogía pode rnos res tringir nuestra 

consideración a cubos singulares arbitrariamente pequeños y 

esto no cambiaría en nada. Por e j e mplo s i X e s un espacio mé 

trico y E es un número pequeño positivo, p odemos insistir 

que solo cubos singulares de diámetro me nor que E serán usa-

dos en la definici6n de H (X, A) si a s í l o dese amos. Si X no 
n 

es un espacio métrico podemos recurrir po r cuestión de espa-

cio a escoger una cubierta abi e rta de X. y e ntonces usar so-

lo cubos singulares suficie nte me nte p eq ue fi o s que esten cont~ 

nidos en un conjunto simple de la r e f e ri da cubierta abierta. 

DEFINIeION 2-10 

Sea ~ = {DAlA E A} una familia de sub-conjuntos del esp~ 

cio topo16gico X de tal manera q ue los inte riores de los con 

juntos DA cubran a X (podemos pensar e n e s t a familia como 

una generalización de la noció n de una c ubi e rta abierta de 

X) un n-cubo singular T: In ---> X s e d ice q u e e s pequeño de 

orden ~, si existe un n 
A E A t a l que T(I ) c UA. 

Por ejemplo si X es un espacio mé tri c o y E e s un número 

positivo pequeño, podemo s escoge r ~ que cubra a X y que esté 
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constituida por todas las esferas de radio E . Podemos ahora 

recurrir a nuestras definiciones prece dentes y sistematica-

mente modificarlas permitiendo solamente cubos singulares 

que sean pequeños d e orden ~ . 

Este procedimiento funciona, ya que si T: In ---> X es 

un n-cubo singular de orden u , entonces () (T) 
n 

es una combina 

ción lineal de (n-l)-cubos singulares, todos los cuales son 

también pequeños de orden ~ . 

NOTACION: 

Qn(X,~) denota el sub-grupo de Qn( X) g e nerado por los n-cu­

bos singulares que son pequeños de orde n ~ . 

D ( X, ~ ) = Q ( X, jJ ) n Dn (X) Y 
n n 

C ( X , ~) n . 

A de X. 

ºn (A, jJ ) 

D (A, jJ) 
n 

Q (X,jJ) 
n 

tivos hacemos: 

e (X,A, u ) 
n 

e (X,u) 
n 

C (A,u) 
n 

similarment e para cualquier sub-espacio 

y 

finalme nte para la cadena de grupos rela 

notese que a aplica 
n 

ºn(X,jJ) en Qn-l( X, jJ) y por tanto induce homomorfismos . 
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a : e (A,~) ---> e l(A, ~ ) n n n-

a ": e ( X ,A,~) ---> e l(X,A,~), n n n- así podemo s definir exacta-

mente como antes 

Z ( X ,A, ~ ) = {U E e (X, A, p ) / él "( U) = O } n n n 

B( X, A, p) c Z (X,A,p) podemos definir e l ~rupo de homologfa 
n n 

H ( X ,A, ~ ) = 
n 

Z ( X ,A,~) 
n 

B (X,A,p) 
n 

nótese que sucede para n = O. 

Qo(X,~) = Qo(X) y por lo tanto se sigue q ue 

eo( X,A, p) = e (X, A) 
o 

y Z ( X , A , ~ ) = 
o 

luego Ho( X,A, p ) = 
e (X,A) 

o 
B (X,A, p ) 

o 

e (X, A) 
o 

Además , nótese que l a incl us i ón Q (X, II ) c Q (X) induce -n n 

un homomorfismo a : e ( X , A , ~ ) ---> e (X, A), de momento a n n n n 

es un monomorfismo. Obviamente e l homomorf ismo a conmuta con 

el operador frontera a i. e ., el sigui ente diagrama es conmu-

tativo. 

a " 
en (X,A, p ) __ n_> Cn -

1 
(X, A, ¡J ) 

a a 

v v al! 
e (X,A) 

n 
" ___ n_ > C

n
-

1 
( X ,l\) 

DIAGRAMA 2-5 
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o (a" (p + e (A,¡..¡))) 
n n 

a' (p) + e l(A) 
n n-

= a "( o (p + e (A, IJ ))) 
n n 

= (a " o o ) ( p + e (A , ]I )) I 
n n 

de donde o aplica Z (X,A, jJ ) e n Z (X, A) y Bn (X,A,IJ) en 
n n 

B (X,A) y luego induce un homomorfismo 
n 

0 *: H (X,A,jJ) ---> H (X, A) V n. 
n n 

TEOREMA 2-6 
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Asumiendo que jJ satis face las hip6t sis anteriores, en-

tonces los homomorfismo s inducidos 0 *: H (X , A, jJ ) ---> H (X,A) 
n n 

son isomorfismos. 

Este teorema es la formulaci6n precisa de la afirmaci6n 

hecha previamente d e q ue pode mos restr i ng ir nuestra conside-

ración a cubos singulares pequeños d e orden jJ e n la defini-

ción d e II (X,A). 
n 

La prueba se proporcionará e n la proxima sección. 

Daremos ahora la prueba de l teore ma 2 - 5 , usando el teore 

ma 2-6. 
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Pa 

Sea e l par topológi co (X, A) y e l conj un to W que satisfa-

cen las condicione s del teorema 2- 5 . La hip6tesis impl~ca 
o o 

o _ o ~ 
que X = A UX - W c A U X - W ; así X = 

o ."..---... 
A U X - W por tan-

to ~ = {A , X-W } es u na cubierta abierta ge n e r a lizada del tipo 

q ue aparece en el teorema 2- 6 . 

Nótese que para cada n C ( X , ~ ) = C (A) + C (X-W); (esta n n n 

no es una suma directa) .. Para probar la propiedad de escisión, 

conside raremos el sig uiente d iagrama conmutativo, para cada 

entero n. 

e (X- W A- W) 
n ' 

1 
---> C (X , A) 

n 

~~ 
e ( X , A , ~) 

n 

DIAGRM1A 2 - 6 

Cada uno de los homomorfismos indicados e n e l diagrama 

2-6, es inducido por una función d e inclusión. En términos 

de grupos de homología obte n emos el siguiente d iagrama conmu 

tativo. 

Hn (X- W, l\-vn 

4 

3 
--> 11 ( X , A) 

n 

/ 
H (X , A , ¡J ) 

n 

DIAGRM1A 2 - 7 
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Deseamos ahora probar que 1 homomorf ismo indicado- por 

la flecha 3 es un isomorfismo , como 0 * es un isomorfismo 

(en base al teorema 2 - 6) es s ufici e nte p robar que 4 es un 

isomorfismo. Ahora el homomorfismo as ignado por la flecha 4 

es inducido por el homomorfismo asignado po r la flecha 2; 

consideremos ahora este homomorfismo con más de talle. Por 

definición 

e (X-W A-W) 
n ' = 

e ( X -~ .. J) 
n 

e (A-W) 

e (X,A, IJ ) 
n 

n 

e (X-W) 
n 

= e (X-\f\1) (, e (l\) 
n n 

similarmente 

e ( X , \1 ) 
n 

e (7\) + e (X-w) 
= = e (A, IJ ) 

n 

n n 
e (A) 

n 

ya que e (A,IJ) = e (A) + e (A-W) = e (A) de donde el homomor 
n n n n 

fismo denotado por la flech a 2 consi ste de homomorfismos 

e (X- W) 
n * ~C-'(~X--w=-)-n-=c~(A~) --=--> 

n n 

e (X- W) + e (A) n n 
e (A) 

n 
para n = 0,1, ... , los 

cuales son inducidos por l as obvias r elac iones de inclusión. 

Pero de acuerdo al teorema 2- 9 , capítulo 1 , Tse - Tsen - Hu, 

Algebra Homológica, un homomorfismo como e l establecido por 

* es un isomorfismo . 

Por lo tanto la flecha 2 e n el diagrama 2-6 designa un 

isomorfismo, luego el homomorf i smo indicado po r la flecha 4 

en el diagrama 2-7 es t ambién un isomorfis mo. / 
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2-7 LA SUB-DIVlSION DE CUBOS SINGULARES Y LA PRUEBA DEL TEa 

REMA 2-6. 

En e sta secci6n daremos una técnica de sub-dividi~ cubos 

singulares y la utilizare mos para demostra r e l teorema 2-6. 

Primero probaremos el caso cuando A = ~ . Para ello intro 

duciremos un homomorfi s mo : Sdn: Qn (X) ---> Q (X); llamado el n 

operador sub-división. 

Consideremos ahora e l proceso de sub- d ividir un cubo sin 

guIar. Probablemente la manera más simple de sub-dividir el 

n n 
cubo 1 es dividirlo en 2 cubos cada uno de tamaño 1/2, me-

di ante los hiperplanos X. = 1/2 ; i = 1, 2 , ... , n. 
l 

n 
Sea ~ n el conjunto de todos l os vértices del cubo 1 , 

una n-upla de números r ea l es e = (el ' e 2 , ... , e n) E ~ n ssi 

e. = O 6 e. = 1, V i. 
l l 

Def inamos ahora para cua l q ui e r n-cubo si ngular 

n n 
T: 1 ---> X Y para cualquier e E ~ , Fe (T): 1 ---> X me-n . . 

1 diante la f6rmula Fe(T) (x) = T(¿(x+e)), pa ra cualquier 

x = (xl,x2 " .. ,x ) n 
n 

E l. 

Definamos entonces Sdn: Q (X) ---> Q (X) como -n ·n 

Sdn(T) = I Fe (T) para n > 1 ; Y si T e s un O-cubo singular, 
eE~ n 

entonces Sdo(T) = T. 

Algunas consecuencias inmediatas de la definición del ha 



rnornorfisrno Sdn son los siguientes . 

LEMA 2-1 

Si T es un n-cubo degenerado , e ntonce s lo es Fe(T). 

Pa 

Sea x E In , e E [, • 
n 

xl+el 
Fe (T) (x 1 , x 2 , ... ,xn ) = T ( 2 ... , 

x +e n n 
2 

corno T es degenerado, existe 1 < i < n ta l es que 

xl+el x 2+e 2 x +e x.+e . 
T ( n n) depe nde de 1 1 

2 2 ... , 
2 

no 
2 

xl +el x 2+e 2 x +e 
T( n n) depende de de 2 2 

. . . , 
2 

no x . 
1 

es degenerado. / 

así 

donde 
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Fe(T) 

por lo tanto Sdn aplica de D (X) en D (X ) e induce un horno-
. n n 

rnorfisrno Sdn: e (X) ---> e (X). 
n n 

LEMA 2-2 

Los hornornorfismos Sdn conmutan con e l operador frontera 

i.e. a ' o Sdn = Sdn-1 o a '. n n 

Para probar este l e ma es necesar i o d mostrar las siguien 

tes tres proposiciones. 
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PROPOSICION 2-2 

Si e, e' E: E, , n tal que e. = e ~, 
l l 

V i rt j, e. 
J 

= 1, e. = O, 
J 

entonces A .Fe(T) = B.Fe' (T). 
J J 

Pa 

A.Fe(T) ( X 1 '···'Xn _ 1 ) 
J 

Fe(T) (xI'···'O, ... , x n - 1 ) 

xl+ ~ 0+ 
j x l+e n - n = T( 2 ) 2 

.... , 
2 · .. , 

x¡+e ¡ 0+1 x l+e 
T( n- n = 2 

... , 
2 · .. , 2 

xl +e '1 l+e '. x +e' 
---.l n-1 n = T( 2 ) 2 ... , 

2 · .. , 

= Fe ' (T) (Xl"·" 1, ... , x n - 1 ) 

PROPOSICION 2-3 

Si e E: E, n' e j = O, e ' 

A.Fe(T) = Fe ' (A.T) 
J J 

E E, l' se define como n-

... , e ) 
n 

entonces 

La prueba es similar a la realizada e n la proposici6n 

2-2. 



IBuor e e NT 
PROPOSICION 2 - 4 ............ Ha ........ 

Si e € ~ , e . = 1, e ' € ~ l' definido como 
n J n-

• • • I 

B . Fe (T) = Fe I (B . T ) • 
J J 

e ), 
n 

e ntonces 

La prueba es similar a la realiz ada e n la proposición 

2 - 3 . 

Ilustraremos el l e ma 2 - 2 pa r a l os c asos n = 1,2. 

n = 1 

( d 1 o Sd1 ) ( T ) = d l(Sd1(T)) 

= -Al Sdl ( T ) + Bl Sdl ( T ) 

= -Al I Fe ( T ) + BI I Fe (T) 
e E~ l e€ ~ l 

= -Al F o (T) AIF I (T) + BIF o (T) + BlFl (T) 

= d I ( T) 

= Sdo ( d l (T) ) 

(Sdo o dI ) (T) I 

84 
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n = 2 

2 . 
d2 (Sd2 (T» = ¿ (_l)l[ A . S d2 (T) - B . S d2 (T)] 

. 1 l l l= 

= 

= -Al L Fe(T) + B l L F e (T) + A 2 L Fe(T) 
e E~2 e E~2 eE ~ 2 

= -AlF(O,O) (T) 

+ A 2F (1, 1) (T) 

...--::======~ 
'--_~L..=....<'------' - B 2 F ( 1 , 1) (T) 

-B 2 F (O,1)(T) 

= -AlF(O,O) (T) 

+BIF(l,l) (T) - B 2F(1,1) (T) - B 2F(O,1) (T) 

+A 2 F(O,O) (T) + A2F(1, O) (T); p or propos. 2 - 3 
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= 

2 
= Fa I 

i=l 

i 
(-1) (A.T - B . T) 

2 

+ F 1 I 
i= l 

i 
(-1) (A.T - B.T) 

l l l l 

= ¿ Fe I ( a 2 (T) ) 

e E:~ l 

La prueba para el caso g e n e ral es simila r aunque tediosa. 

La demostración del Le ma 2-2 e s c omo sigue: 

Sea T + D (X) E: C (X) 
n n 

a' (Sd (T + n n 
D (X))) 

n a ' (S d (T) n n + D ( X )) 
n 

= a (S d (T) ) + Dn - 1 ( X ) n n 

= (Sdn _ 1 o a ) (T) + Dn - 1 ( X ) n 

= Sdn_1( an(T) + Dn -
1 

(X ) ) 

= Sd 1 ( a I (T + D ( X ))) n- n n 

= ( Sdn _
1 o a I ) 

n (T + D ( X ) ) I n 

LEMA 2 - 3 

Si u E: Co(X) = Q (X), e nto nce s o (Sdo (u)) = E: (u), la pru~ 

ba es trivial. 
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LEMA 2 - 4 
TeCA C.NTftAL 
, ............. . 

Para cualquier n- c ade na u E e (X) e x iste un entero q ~ O 
n 

tal que Sdq (u) E e ( X , ~ ), donde 
n n 

Sdq d e no ta el homomorfismo 
n 

obtenido por la iteración q - ve c es de Sd ". n 

De finiendo Sdq : e (X) ---> e ( X , ~ ) como n n n 

Sdq(T + D ( X)) = Sdq (T) (T) + D ( X ,\J ) , e s s u fi cie nte probar 
n n n n 

que para cada n-cubo sing ular T: I n ---> X existe un entero 

q(T) tale s que (Sdq (T)) (T) es un a s uma de c ubos pequeños de 
n 

orden ~ Le. (Sdq (T)) (T ) E Q (X ~ ) 
n n ' . 

Pa 

Sea u una combinación l ineal de l os n- c ubos singulares 

T 1 ,T 2 , • •• , Tk , es sufici e nte e scoger q como e l mayor de los 

enteros q (T1 ), q(T 2 ) ••• , q (T
k

) para probar q ue tal entero 

q (T) e x iste , considere mos l a c ubi e rta abi e rta d e l espacio 

métrico ~ompacto In por l as imá ge nes i nve rsas bajo T de los 

inte riores de los conjuntos de l a cubier ta ~ . 

Como In es un espacio métrico compacto s u cubierta abier 

ta posee un núme ro de Lebesgue . 

Sea E e l núme ro d e Lebe sgue de esta c u b i erta, entonces 

si escogemos q(T) de tal manera q ue 2- q (T ) 

ción s e sa tisface . En do n de : 

E 
< la condi-
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1 
nos proporciona el tamaño de la cara de un n-cubo. 

2 q (T) • 

lñ-: Es la proporci6n entre la longitud de la diagonal y la 

longitud de cada lado de un cubo n-dimencional y 

1 . In: Nos proporciona la longitud de la diagonal del 

cubo; así 

1 In < E/2¡ con lo cual se garantiza q ue cualquier cu-

bo que se tome , estará contenido en un 

abi e rto de diámetro E . I 

Vamos ahora a definir los homomorfismos 

p : 
n 

C (X) 
n 

--> Cn+1 (X) ¡ n > O tal que para cualquier 

U E C ( X ). 
n 

Sd (u) ~ u = a '+l( p (u» + p l( a ' (u» n n n n - n 
(2 - 8) 

p es una homotopía de cade nas entre el operador sub-divisi6n 

Sd y la funci6n identidad . 

Para definir p definamo s previamente dos funciones auxi 
n 

liares. 
Xl 

n o : 1 2 --> 1/n O(x l , x 2 ) = 2-x 2 

r+ 1 
xl + X2 < 1 

2-x ·, 
n I: 1 2 --> l/nI ( Xl , X 2 ) = 

1 Xl + X2 > 1 
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Ahora para cualquier e E ~ Y cualquier n-cubo singular 
n 

n 
T: 1 ---> X con n > O, definamos un (n+l) - cubo 

n+l 
Ge(T): 1 ---> X mediante la fórmula: 

definamos ahora ~n: Qn (X) ---> Qn+1 (X), n > O mediante 

~ XT) = (_1)n+1 L G (T) y para el caso n = O. n . e 
eE~ n 

~o : Qo(X) ---> Q1 (X) como la función c e ro. 

LEMA 2 - 5 

Si T en un cubo degenerado, entonces tambien lo es Ge(T). 

Pa 

T( n (xl,x 1)'·.·' 1l ' (X,X+1 )) el n+ e n n n 

X1+ e 1 
= T ( ___ ----

2-xn+1 
... , 

x .+e. 
J J 

2-xn +1 

x +e 
... , n n) 

2-xn+1 

Suponiendo que T es degene rado e n l a pos ición j 

1 < j < n asi se sigue que 

x +e 
... , x . , ... , 

J 
n n) 

2-xn +1 

es dege nerado en la posición j. / 

Ge(T) es degenerado 

De donde ~ es una función de D (X) e n D l(X), e induce n n n+ 
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el homomorfismo. 

--> p : 
n 

e ( X ) 
n 

e l( X) ; n = 0,1, ... 
n+ 

flaLlOT.CA C.HTJltAL - : ., .................... . 
LEMA 2 - 6 

Para cualquier n-cubo s ingular T: In --> X se tiene 

dos. (2 - 9) 

Pa 

Para n = O (2 - 9 ) es una trivialidad. 

Concentraremos nuestra ate nci6n e n e l caso n > O. 

Para calcular ( dn + 1 o ~ n) (T), n e c esitamos las siguientes 

proposiciones. 

PROPOSICION 2 - 5 

Para cualquier (n+1)-cubo G (T) se tiene A 1G (T) = F (T). e n+ e e 

Pa 

= T( n (xl,O), •.. , n _ (x ,O)) 
el l: n n 

xl+el 
= T ( 2- 0 ' ... , 

x +e 
n n ) 

2 - O 
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... , x + e )) 
n n 

/ 

PROPOSICION 2 - 6 

Para cualquier (n+l)-cubo G (T). Si e = (0,0, ... ,0), en­
e 

B +1G (T) (xI, .•. ,x ) = G (T) (xI' ... ' x ,1) n e n e n 

por otro lado, 

= T( n (xlll), ... , n (x ,1)) 
el e n n 

xI+el 
= T(2 - 1 ... , 

x +e 
n n) 

2 - 1 

=T( XI ,···,X) I n 

G (T)(XI, X2 , ... , X ,1) e n 

= T( n (xI,1), ... , n (x ,1) 
el en n 

Supongamos que e. = 1, 1 < j < n, e ntonces 
J - -

= T(n (xI,1), ... ,nl(x.,l), ... ,n (x ,1)) 
el J en n 

pero dado que x. + 1 > 1, se sigue que nI (x.,l) = 1 Y 
J - J 

= T(n (xl,l), ... ,l, ... , n (x ,1)); 
e l en n 

v X E In así Bn +1Ge (T) no depende de la posi ción j por con-

siguiente es degenerado. / 
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PROPOSICION 2 - 7 

Si e,e' E: 1; , j < n, e . = 1, e. = 0, y e. = e! 
n - J J 1 1 

para to-

do i ~ . entonces A.G (T) = B.G ' (T); para cualquier n~cubo J, J e J e 

T. 

Pa 

A.G (T)(xl""'x) = G (T) (xl ,""O, ... , x ) J e n e n 

T(n (X l , Xn ) ", ., n (O,x) ""'n (x l'x)) e 1 e . n e n- n J n 

= T(n (Xl i X ), .•• , n l(O,x ), ..• , n (x l'X) 
el n n en n- n 

= T(n '( Xl'X ), ••• no(1 , x ), ... ,n ,(x l'x)) 
el n n en n- n 

= T(n ,( Xl I X ), ••• n ,( l , x ), ... ,n ,(x l'X) 
el n e . n e n- n 

J n 

= G
e

, (T) (x 1 , ••• , x. 1 ' 1 , x . I ••• , x ) 
J- J n 

B.G ,( T)(xl ''''' x) / 
J e n 

PROPOSICION 2 - 8 

Asumamos que e El;, n > 2, e ' E F, 1 definida como n - n-

e' = (el, ..• ,ej_1,ej+1' ... , e n ) , j < n , luego se tiene que: 

si e. = 0, entonces A.G (T) = Ge , (AJ.T) y 
J J e 

si e. = 1, entonces B.G (T) = Ge , (BJ.T) 
J J e 



Pa 

= T( n (XI , X ), ... , n (O, x ), ... ,n (x l'x)) e l n e j n en n- . n 

= T ( n (x l ' x ), ... , Tl o (O, x ), ... , n (x l' x » 
el n n en n- n 

= T(n (XI ,X)" .. ,0, ... , ne (x l'X)) 
e l n n n- n 

= A.T( n '( Xl I X ), ••• , n I (x l'Xn ) 
J el n e n n-

= G (A.T) (XI""' X ) I e ' J n 

para el caso e. = 1 se prueba similar 
J 

para n = 1; A1Go(T) Y BIGl (T) s o n dege n e rados 

i.e. AlGO (T) (x) = Go (T) (O,x) = T(no (O, x )) = T(O) 
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luego para todo x E I, AIG o (T) es una func i6n constante por 

lo que A1Go(T) es degenerado . 

Lo mismo sucede con: 

ahora probaremos (2 - 9) 

n+1 . 
él n+ 1 ( cI> n (T)) = L ( -1) 1 [ A . <!J (T) - B. (T) ] 

i=l 1 n 1 n 

= ~ (-l)i[A. <!J (T)-B . <!J (T)]+(_1)n+1[A +1 cI> (T)-B +1cI> (T)] 
i~l 1 n 1 n n n n n 



= 

= 

= 

= 

n , 

~----

l ~~ 'oraCA e ~T_--:: ; ... ". .... , ---- ---~ .... 
B ( -1) n + 1 L G

e 
(T) ] 

n+1 t' e E.., 
n 

L (-l)l[A, ~ (T)-B, ~ {T)J+A +1 L G {T)-B +1 L G (T) 
'1 ln ln n F e n e- e 1= e E-., eE s 

n n 

n . 
L (-l)l[A. ~ (T) -B . ~ (T)]+ L A +lG (T)- L B +lG (T) 
'1 ln ln n e e- n e 1= e EE;, e E.., 

n n 

n . 
L (-l)l[A. ~ {T)-B. ~ {T)J+ L F {T)-T+ L B 1G (T) 

. 1 1 n 1 n e e- n+ e 
1= e EE;, eE L, '" 

n n- 'f' 

r (-l)i[A. (_l)n+l L G (T)-B. (_1)n+1 L G (T)]+Sd {T)-T+ 
'1 1 t'e 1 e- e n 1= e Es e E.., n n 

cubos dege n erados 

n . 
= L (_1)1{_1)n+1[ L A.G (T)- L B ,G {T)]+Sd {T)-T + 

'1 t' l e t' l e n 1= e Es e Es 
n n 

c u bos deg e n radas 

= I {_l)i{_l)n+l[ L G , (A.T)- L Ge l (B ,T)]+Sd (T)-T + 
. 1 . I t' e 1 e ' e- 1 n 1= e Es Es n n 

cubos d ege n e rados 

n . 
= - L (-l)nG , [ L (-l)l( A . T- B . T)]+Sd {T)-T + , e- e ' 1 11 n e Es 1= n 

cubos dege n e rados 

= _(_l)n L G I ( él (T))+Sd (T)-T + cubos degenerados 
I [e n n 

e E' n 

- ~ ( él (T)) + Sd (T ) - T + cubos degenerados n-1 n n 



95 

Sd (T) - T - ( <1> 1 o Cl ) (T) + cubos de-
n n- n 

generados 

de (2 - 9) se sigue (2 - 8) i.e. 

=: a +l( ~ (T)) + D ( X ) n n n 

=: Sd (T)-T- <I> l( Cl (T)) + cubos degenerados 
n n- n 

+ D (X) 
n 

=: - (T + D (X)) + Sd (T + D (X)) 
n n n 

- u + Sd (u) - p l( a '(u)) / 
n n- n 

Sd (u) - u - p l( Cl ' (u)) 
n n- n 

LEMA 2 - 7 

Si u € e (X,~), entonce s p (u) € e +l(X,~) 
n n n 

Pa 

p (T + D ( X )) = <1> (T) + D l( X , ~) ; con T € Q (X,~), para el 
n n n n+ n 

cual 

q, (T) 
n 

se probará que <1> (T) 
n 

(_l)n+l I G (T) . 
e 

e€t,n 

E º n+l (X,~), pero 

Dado que G ( T ) e s de orden ~, 
e 

Ve E t,n por definición de Ge (T), a sí I Ge (T) es de orden ~ 
e E[ 

' n 
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Definamos ahora para cualqui e r e nte ro q : 

1/1 q: en ( X ) --> en + 1 (X); n = O, 1 , 2 , ••• 

mediante la fórmula: 

Sdq(u) - u = a ' 1( 4) (u» + 11} ( a ' (u» n n+ . q q n 
(2 - 10) 

e.i. Sd~ es homot6pica a la función ide ntidad. 

p a de (2 - 10) 

d ~+l ( 1/J q (u) ) 

q - 1 . 

a~+l (iIoSd~+ l ( P n(U») 

= a ~+l[Sd~+l( P n(u»+Sd~+l (Pn(U»+ •.. +Sd~~i(Pn(U»] 

= a~+ l( P n(u» + ... + a ~+l(Sd~~i( P n(u») 

= [Sd (u)-u- p i( a ' (U»]+ ... +[SdQ
-

1
( d '+1(P (ti»)] n n- n n n n 

P l( a '(u» ] + ... + n- n 

[Sdq - i (Sd (u) - u - p 1« () ' (u»)] 
n n n- n 

= S':¡ ~)-u- p l( d ' (u»+Sd (Sd (u»-S..:I~) -/h\~ n - n n n ~\U¡ 

q -1 
Sdn ( Pn-1 ( a ~ (u» ) + ... + (Sdn o Sd n ) (u) -

Sdq - 1 (u) - SdQ-
1 ( p lO' (u» ) 

n n n- n 

= - u - p 1 ( a' (u» + S ..:1 2~) - S d ' ( p 1 ( a' (u) » +. • • + n- n ~\L n n- n 
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Sdq - 1 (p +l( a ' (u))) + Sdq(u) 
n n n !l 

0-1 
= -u _ .L1 Sdi( p l( a '(u))) + Sdq(u) 

I 1I0Te:CA C NT"AL 
I ~~~.I.~ • ............... . O n n- n n 

1= 

= -U - p (a '(U)) +Sdq(u) 
q n n 

Del Lema 2-7 se deriva e l siguiente 

COROLARIO 2-1 

Si u E C (X,p), entonces ~ (u) E C l(X,P) para cualquier n q n+ 

entero q > O. 

Pa 

ljJ (u) = q 

q-1 . 
I Sd

1
+1 ( p (u)), ahora como u E C (X,p) se tiene 

. O n n n 
1= 

i 
Pn(u) E Cn + l (X,p). y así Sdn +1 ( Pn(u)) sigue perteneciendo a 

C l(X,P) / n+ 

Con todos estos lemas probaremos directamente que 

H (X,p) --> H (X) 
n n 

es un isomorfismo con 



Pa 

0* es un epimorfismo. 

- ---
IBL/OTEe Ca:: T ~l- ¡ 
,. " I .... I ............ .,. 

Sea T + 1m a ' 1 E H (X); T E Ker a ' c e (X) por Lema n+ n n n 

2-4, si T E e (X), 
n 

entonces exis t e q > o ta l e s que 

q 
Sd - (T) E e ( X ,~). Además; por Lema 2-2 se ti e n e : n n 

O=Sd l( a '(T» = a '(Sd (T», así n- n n n 

a '(Sd (T» = 0 = > a '(Sdq(T» = O 
n n n n 

= > Sdg(T) E Ker a ' 
n n 

por 2-10 se tiene. 

Sdq(T) - T = a '+l(1jJ (T» + ljJ ( a ' (T» 
n n q q n 

= a ~+l( ljJ q(T»; l o que implica q u e 

(Sd~(T) - T) E 1m a ~+l ; así 

Sdq(T) + 1m a ' = T + 1m a
n
'+l'· por definición de a n n+1 * 

T + 1m a ~+l / 

0 * es un monomorfismo 

Sea u + 1m a " E H (X, ~ ) tal que o*(u + 1m a " ) = o n+1 n n+1 

0* (u + 1m a " 1) = o = > u + 1m a ' = 1m a ' n+ n+1 n+1 

= > U E 1m , 
n+l 

= > u 
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además Sd~+l (v) E Cn +1 ( x ,~); para algún ente ro q > O; por 2-10 

se tiene. 

Sd
q 

(v) n+l - v = a ~+2( ~q(v)) + ~q( a ~+l(v)) 

= a l ( ~ (v)) + ~ (u) 
n+2 q q 

aplicando a ~+l a ambos miembros. 

a ~+l (Sd~+l (v) - v) = a ~+l ( a ~+2 ( ljJ q (v))) + a ~+l (ljiq (a~+l (v)) ) 

a ~+l (Sd~+l(v)) - a~+l (v) = a ~+l( ljJq (u)) 

a~+l (Sd~+l( v)) - u = a ~+l( ljJ q(u)) 

a ~+l(Sd~+l(v) - 1jJ q(u)) = u 

a" (Sdq (v) - lji (u)) = u; de donde n+l n+l q 

U E 1m 

u + 1m 

a" n+l así 

a" = 1m n+1 a " n+1 

a* es un isomorfismo 

/ 
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Ahora probaremos el teorema 2-6 en e l caso general, donde 

A es un sub-conjunto arbitrario de X. 

Obsérvese que para cada e ntero n se tiene el siguiente 

diagrama conmutativo. 

O C (A,ll) i C (X,p) -j-> C ( X ,A, ~ ) O --> --> --> n n n 

a" a l un n n 
v 

i# 
v v 

O --> e (A) e ( X ) 
j # e ( X , A ) --> --> --> n n n 

Diagrama 2 - 8 
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I ". CE T l 

_ '... • • L I 

------.:...:.~~_ .. : 

donde las filas de este diagrama son suce siones exactas de gru-

pos de c adena . 

Pasarnos ahora a los correspondientes grupos de homología 

- > Hn + 1 (X,A,)..l) - > H (A, )..l ) - > Hn(X , jJ ) - > H (X,A,)..l) - > 
n n 

o " 
* 

o ' 
* 0 * 

v v v 

d* i* j* 
- > Hn+1 (X,A) - > H (A) - > H (X) - > H (X,A) -> n n n 

donde cada cuadrado es conmutativo. 

Ya se probó que o ~ y o ~ son isomorfismos, basta probar 

ahora que 0* tambien es un isomorfismo. Lo cual lo proporciona 

el siguiente. 

LEMA 2-8 (Le ma del quinto ). 

Consideremos el si g uien te diagrama de g rupos abelianos y 

homomorfismos. 

il i 2 i 3 i4 
Al --> A2 --> A3 --> A4 --- > As 

f s 

v v 

B S 

Asumamos que cada fila es exacta, cada cuadrado es conmu-

tativo s i, f l es un epimorfismo, f 2 y f4 isomorfismos, fs un mo-

nomorfismo entonces, f3 un isomorfismo . Ver [ 5, pág. 42J 

Esto prueba el caso general del teorema 2-6. 
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A P L 1 e A e ION E S 

INTRODUCCION: 

Este capítulo nos permite aplicar los resultados de los 

capítulos 1 y 11 para el cálculo d e grupos de homología de 

las esferas. 

Como punto central daremos una prueba de la exactitud 

de la sucesión de Mayer - Vie toris, para terminar con el im 

portante resultado que proporciona la relación entre el gru­

po fundamental y el primer grupo de homología. 

3.1 GRUPOS DE HOMOLO GIA DE ESFERAS: 

APLICACIONES, 

Utilizaremos la sucesi6n exacta de homología del par y 

la propiedad de escisi6n para determinar los grupos de homo­

logía de espacios no contráctil. 

Por ejemplo la n-esfe ra 

1 } , e ste espacio es muy interesante y 

básico para muchos de los q ue sigue n. 
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PROPOSICION 3-1 

Para la O-Esfera S O, se prueba que Ho (SO) = Z ~ z. 

Pa 

Como S O = {1,-1 } y además r O es el espac io consistente de 

un punto. Por tanto e x isten exactamente dos funciones conti­

nuas distintas rl,r Z: r O ---> {1,-1 J. 

Supongamos que rl (r O) = 1 Y r z (ro) = - 1 i.e. 

rl(IO) = - r z (Io), (obsérvese que Qo(S o) = {rl ,r Z} );por otro 

lado S O = {1 ,-1 } = {1} U {- l } con {1} y f - l } abiertos y cerra-

dos en S o. 

- o 
Si hacemos A = {1} = W, W c A por tanto ~ = {{1} , {-1}} 

e s una cubierta abierta de S o . Además Oo (S O) = Qo (S o ,~) = 

CO(SO,~) = Co(SO) y 

C ° (S ° , ~) = C ° (A) + C ° (S ° -v.J) 

= Co ( {1} ) + Co ( {- 1 }) . 

Veamos ahora que H o( S O , ~ ) '" Ho ( {1 } ) 9 Ho ({-1} ), para ello 

definamos: 

donde 

13 1 : C 1 ( { 1 } ) ---> C o ({ 1 } ) 
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1) y está bien definida 

2) y es un isomorfismo 

1) Sean r 1, n E: e o ( { 1 }) y r 2 , m E: e o ( {-1 } ) 

(rl+lm Sl)+(r 2+1m 82 ) = (n+lm Bl)+(m+lm 82 ) = > rl=n Y r2=m 

ya que {1} y {-l} tienen un solo punto,así 

y [(rl+lm 81)+(r2+Im 82 )J = (rl+r 2 ) + 1m al 

= (n + m) + 1m al 

+ 1m a l 
1 

+ 1m al 

así y es un morfismo. 



él 1 (T) = rl => r2 = o 

= > rl = O; ya que rl (I 0) - r 2 (I 0) 

él i (T) = r 2 => rl = O 

= > r z = o; así 

así y es inyectiva. 

Además sea (h + 1m d I) E H ° (S ° , ll ) : 

h E C O (SO,ll) = Qo(SO,ll) = Qo (S O) == {r l,r Z} ' entonces 

h = rl = > h + 1m d i 1 == r 1 + 1m él ~ 

En ambos casos y es sobreyectiva 

y es un isomorfismo 

TEOREMA 3-1 

Para cualquier entero n > O 

~ rz ; i = n 
H. (Sn) == í 

1 l{O} ; i t n; n por tanto H o (S ) 
n = O 

n > O 

104 
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Pa 

La prueba es por inducción sobre n; el teorema es verdade 

ro para n = i = O, ya que por proposición 3-1. Ho(So) = X ~ X 

'V 

Ho(So) $ x ~ X $ X. Además 

y 

'V 
(T ze - T sen - Hu) Algebra Homológica se tiene Ho(So) ~ X. 

Para n = O e i > O; se tiene: 

c. (S ° ) = c. (S ° , ~) = c. ( {1 } ) +c . ( { -1 } ) = O + O = O 
1 1 1 1 

'V 

por observación 2-1. Así H. (S O) = H. (S O) = o. 
1 1 

Supongamos q ue se cumple para n > O resta probar para 

n + 1. 

Definamos Sn = {X = (Xl,X Z , ... ,xn + 2 ) 

consideremos dos sub-conjuntos de sn+1: 

n+1 
E: S /xn +2 = a} 

E n+1 = {X = (x x x) + l' z,···, n+2 E: sn+1/x 2 > a} 
n+ 

n+1 = {X = (Xl'X Z ' ... 'X 2) E: S /x 2 < a}; estos sub-con-n+ n+ 

juntos denotan los hemisferios superior e inferior de sn+1, Es 

tos hemisferios son obviamente homeomorfos al conjunto: 

n+l 
E = {X= (xl,x 2 ,···, x 2) n+ E: IR n +1/lxl < 1 A X = ü} n+2 

por proyección estereográfica, por tanto e llos son contracti-

les. 
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S I = ( X= ( X 1 , X 2 , X 3 ) E S 2 / X 3 = O} 

S 2 = { x = ( X 1 , X 2 , X 3 ) E JR
3 / \X \ = 1 } 

E2 
+" 

= {X= ( X l , X 2 , X 3 ) E S 2 / X3 > O} 

5' 
E 2 = {X= ( X l , X 2 , X3 ) E: S2/X3 <: O} 

E 2 {X= ( x l , x 2 , x 3 ) E: IR 3/\ x l2.1 ,X3= O } 

Ahora consideremos e l s i guie nte d iagrama de grup o s de horno 

logía. 

"i* 'V n+l 
<~ Hi +1 (S ) 

Di a grama 3-1 

En e ste diagrama j: s n+1 --> 

k: (Sn+1 En+1 ) de notan l a f unc ión inclusi6n. , + 

Se pretende probar que d*, k *, j* s o n Isomorfismos . 

Consideremos la sigui e nte s uces i ón exac t a de grupos de ho 

mología del par (E~+1, Sn). 

.. . - > 
n .....n+ 1 .....n+ 1 n 

H. 1(8 ) - > H. 1(t; ) - > H·+1 (t; ,S) 
1+ 1+ - 1 -

- > .. . 

'V 

como H (X) = H (X) ; para n > O Y por el r e s ultado del ejemplo 
n n 

2-6 se tiene: 

'V 
n 

. . . - > Hi+1 (S ) - > 
'V .-.n+ 1 .-.n+ 1 ~n 
Hi+1 (t;_ ) - > Hi+l (c_ , ~) 

' * 
- > 

'V 

H. (Sn) - > .. . (3- 1) 
1 
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es una sucesión exacta Vi > O. al/oTICA CaNTItAL I 
~.~. ~ ... ~ ....... , 

Aho r a por contractibi lidad d e En+1 ( 3-1) se reduce a. 

... - > 

'V n Jl+1 n 
H

i
+

1
(S) - > 0-> Hi +1 (J.-;_ , S ) - > o - > ... 

de l a cual p o demo s extraer : 

o ---> H. 1(En +1 ,Sn) ~> H. (Sn) --- > O; la cual es exacta; 1+ - 1 

de donde d* e s un isomo r f ismo . 

Ahora consideremos la suce sión exacta del par (Sn+1,E~+1) 

... ---> Hi+1{E:+1) ---> Hi +1 {Sn+1) ~> Hi+1{Sn+1,E~+~)-> 

por un proceso similar al ante rio r se tiene q ue : 

... ---> O ---> ~ (Sn+l) ~> H (Sn+l En+l) ___ > 
i+1 i+1' + O ---> ••• 

es una sucesión exacta, de l a cua l podemos de nuevo extraer la 

sucesión e xacta corta: 

'V n+l i~ n+1 n+l 
O ---> Hi+1 (S ) ~> Hi +1 (S ,E+ ) --- > O 

así j* es un isomorfismo . 

Para comp l e tar l a p rueba es s ufici e n te probar q ue k* es 

un isomorfismo. 

n+l n Observese que el par (E_ ,S) se obtiene a partir del 

(S n+l,En++l) . . ~ d 1 n+l _ Sn. par po r eSC 1 S1on e con j un to E+ 

Sin embargo, no podemos ap licar e l teorema 2-5, debido a 
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que la cerradura de E:+ 1 - Sn no está contenida en el interior 

n+1 
de E+ . 

Para solventar esta dificultad, definamo s el conjunto: 

w= {x= (x 1 , ••• ' X
n

+2 ) 

el siguiente diagrama 

n+1 
€ S /xn +2 > 1/2 } : ahora consideremos 

H (En+l Sn) 
i+1 - ' 

__ k_* __ > H (Sn+l En+l) 
i+l ' + 

Diagrama 3-2 

Los símbolos h,e denotan la funci6n inc lus ión , obviamente este 
o 

diagrama es conmutativo. Además W c ~1 E+ . Ahora aplicando el 

teorema 2-5 se tiene que e* es un isomorfismo. 

Como la función h es una equivalenc ia de homotopía de pa-

res i.e. existe un retracto por deformación r del par 

(Sn+l_W,E~+l_W) en el par (E~+l,Sn) con: 

r<Xl, ... , X 1,0): O < x 2 < 1/2 n+ - n+ 

= l<xl, ... , xn +2 ): -1 2 x n+ 2 ~ O: y una homotopía 

F: 1 x (Sn+1_W) - > (Sn+l_W) · tal q ue 

F(t, (Xl'.· .,xn + 2 ) )=(XI,X 2 ,·· .,xn +2 ) (l-t)+tr(Xl' ... ,Xn+2 ) 
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Esto afirma que h es una equivalencia de homotopfa. Lo 

que implica que h* es un isomorfismo (por Teorema 2-2 Cap. 11) 

Se sigue de la conmuta ti vi dad del oiagrama 3-2 que k* es 

~ n ~ n+1 
un Isomorfismo, luego Hi (S ) ~ Hi+1 (S ) y 

Se concluye finalmente que para 

n > 
n ~ n 

O, Ho (S ) ~ Ho (S ) ffi X ~ O ffi Z ~ Z i . e . 

H o (Sn) ::: Z / 

Apartir de este r esultado daremos algunas aplicaciones y 

consecuencias inmediatas. 

PROPOSICION 3-2 

La esfera Sn no es contractil a un punto . 

Pa 

n Supongamos que S es contractil a un punto, entonces 

Ho{Sn) ~ Z, V n > O. Esto contradice el teorema 3-1 de que 

H o (S o) ~ X ffi ~ / 

PROPOSICION 3-3 

n n+l 
S no es un retracto de E . 
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Pa 

Supong amos q ue Sn e s un re t racto de En+1¡ i.e., 

n+1 n n+1 
r: E ---> S , es una r e tracción de E . Pero entonces la 

funci6n i: Sn ---> En+1 ind uc e un isomo rfismo de 

(En+1) . e n H. ¡ 1 • e . 
1 

V n > O 

fz , i = O 
= < 

l{o }, i > O dada la contractibilidad de 

En+1,H O(Sn) ~ Z lo que contra dice el t e orema 3-1 de que 

PROPOSICION 3-4 

n n-1 Los grupos relativos d e homo l o g í a de l pa r (E,S ) para 

n > 1, son como siguen: 

i f. n 

i = n 

Pa 

Consideremos la suce sión exacta d e g rupos de homología 

del par (En ,Sn-1). 

. d 
...Jl J* ...Jl n-1 * n-1 

... - > H.{.r;) - > H . (t: , S ) - > H . l(S ) 
1 1 l-

- > H . 1{~) - > ... 
1-

sustituyendo por sus r espe c ti vos 0 r upo s de homo l oaía reducidos 

se ti e n e : 

... - > H
'\, . (..J1) j* > Jl n-1 .r; H . (t: ,S ) 

l 1 

'1, n-1 
Hi - 1 (S ) 
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de En se tiene que: por la contractibilidad 

O ---> H. (En ,Sn-1) ~> 
1 

~. (Sn-1) ___ > O; V n > 1 
1-1 es una su-

cesión exacta, i.e., 

i = n 
por teorema 3-1. / 

i t- n 

PROPOSICION 3-5 (Teorema de punto fijo de Brouwer). 

Cualquier función continua f: En ---> En tiene almenos 

un punto fijo i.e. existe x E En tal q ue f(x) = x. 

Pa 

Asumamos lo contrario i.e., que f(x) t- x para todo 

n x E E , entonces los dos p untos x y f(x) determinan una única 

línea recta la cual interse cta a sn-1 en dos puntos. 

\f (x) 

F i g . 3-1 

I "'l/ ~-_ 
.. e T~ ' - .... 

Sea v(x) el punto de intersección, tal que x está entre f(x) 

y v(x) 6 x es igual a v(x). 

Es posible expresar a v(x) en términos de x y f(x) y se 

muestra de esta manera que v e s continua, y por lo tanto v es 
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una retracci6n de En en sn-l, pero esto contradice la proposi-

ci6n 3-3 por lo tanto f ti e ne alme no s un p unto fijo. / 

3-2 LA SUCESION EXACTA DE MAYER - VIETORIS. 

Sea X un espacio topológico tal q ue X = A U B, donde A y 

B son sub-espacios topo16gicos d e X. 

En lo que sigue estaremos interesados en averiguar que re 

laciones existen entre los grupos de h omología de los tres sub 

espacios A,B, A n B y el grupo de homología de X. 

Con los sub-espacios topológicos de X podemos construir 

una sucesión exacta, similar a la sucesión de homología del 

par . Tal sucesi6n la d e nominare mo s l a s uces i6n de Mayer-Vieto-

riso 

Esta sucesión exacta desempeña e l mismo papel en la teo-

ría de homología que el t e orema de seife rt-Van Kampen juega en 

el estudio del grupo fundamental 

Para describir esta sucesión exacta , sea : 

i*: H (A n E) --> H (A) n n 

j *: H (A n B) 
n --> H (B) 

n 

k* : H (A) --> H ( X ) Y n n 

L*: H (B) --> H ( X ) 
n n ; todos ellos son homomorfismos indu 
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cidos por la función inclus i ó n. Usando e stos homomorfismos 

definamos los siguientes homomorfismos 

p: H (A n B) ---> H (A) ffi H (B) y 
n n n 

*: H (A) ffi H (B) -. --> H (X) ¡ mediante las fórmulas 
n n n 

p(x) = (i*(x), j*(x))¡ x E H (A n.8) y n 

*(u,v) = k*(u) - L*(v) ¡ u E H (A), v E H (B). n n 

TEOREMA 3-2 

Sean A,B sub-conjuntos de un espacio topológico X tal que 
o o 

X = A U B, entonces es posible definir el homomorfismo natu-

ral 

6: Hn(X) ---> H
n

_ 1 (A n B), Vn tal q u e la siguiente sucesión 

es exacta. 

6 
... ---> H (A n 

n 
B) --p - > H (A) ffi H (B) __ ~J_> H (X) 

n n n 
6 

---> ... 

Si Ar)B ~ ~ , podAmos sustituir los qrunos de homologfa reduci­

dos por grupos de homolog ía ordinarios de dimensión cero y la 

sucesión permanece exacta. 

Pa 

Sea ~ = {A,B} en vista de la hipót sis asumidas en A y B 

podemos aplicar el teore ma 2 - 6 para concluir que el homomor-

fismo inclusión 

o: e (X,~) ---> e (X) ¡ induce e l ismorfismo 
n n 



H (X , fl ) 
n 

--> H ( X ); Vn. 
n 
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Notese que e (X, fl ) = e (A ) + e (B); donde el grupo de la 
n n n 

derecha es el más pequeño sub-grupo de e (X) q ue contiene a 
n 

e (A) y e (B) (esta no e s una suma directa) por tanto los horno n n 

morfismos: 

--> e (X) 
n 

--> e (X); ti ene n la propiedad que sus respectivas 
n 

imágenes estan contenidas en e l sub-grupo del par e (X,fl). Lue 
n 

go tenemos los siguientes diagramas conmutativos 

Diagra ma 3-3 

efectivamente: a (K#(T + Dn(A))) a (T + D ( X , fl ) 
n 

= T + D (X) 
n 

Por analogía con la definición de l os homomorfismos p y w de 

finiremos los siguientes homomorfismos. 

~ : e (A n B) --> e (A) ffi e (B) 
n n n 

~ : e (A) ffi e (B) --> e ( X , fl ), med i an t e las siguientes f6rmu-n n n 

las: 
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Ahora consideremos el sigui e nte diagrama de grupos de ca-

dena y homomorfismos . 

. 

I 
v 

O --> Cn +1 (A (') B) 
<1> 

--> 

a 
n+1 

v 
O --> C (A (1 B) <1> 

--> 
n 

an 

v 

O --> C
n

-
1 

(ArlB) - <1> - > 

v 

v 

Cn+1 (A) 

v 

C (A ) (B 
n 

v 

v 

(B C 1 (B) n+ 

al 
n+ l 

a l 
n 

C n 
(B) 

Diagrama 3-4 

~J 
--> 

'JI 
--> 

v 

Cn +1 (X,ll) --> 

a" n+1 

C (X 
n 

v 

, II ) 

v 

v 

a" 
n 

--> 

O 

O 

En este diagrama las f l echas verti cales de notan el opera-

dor apropiado e n cada caso. En e l c aso de l as flechas vertica-

les de la columna de e n me dio esto significa l a s uma directa 

de los ope radores front era e n A y e n B . 
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Cada cuadrado d e e s te d i agrama e s con mutativo y además ca 

d a líne a es exac t a. Efectivame nte : 

a ~+l( <i> ( x )) = a ~+l (i # ( x ) , j# ( x )) 

= ( on+1 (i # ( x ) ) , y n + 1 ( j# ( X )) ) 

= (i # 0 n+1 ( x ) ) , j# ( y
n

+ 1 ( x ))) 

= (i# ( on+l ( x ) ) , j# ( on+l ( x )) ) i. e. 

a n+1 = Yn + 1 
en C ( A n B ) 

n 

= </J (O n+1 ( x ) ) . A demás 

o ~+l( 1jJ (u,v)) = 0 ~+1 (k# (u) - L# (v) ) 

= al! (k (u)) - a" (L (v)) 
n+l # n + l # 

k # ( on+l (u) ) - L# ( Yn + 1 (v)) 
(1 ) 

= 

= 1jJ ( on+1 (u), y n+l (v ) ) 

= 1jJ ( o ~+l(u, v)) 

(1) Los cuadrados: 

L 
C (A) 

n 

k # 
--> C (X , JJ ) 

n 
C (B ) _#_> C ( X , JJ ) 

n n 

a 
n 

A" 
n 

v k v 

Cn-
1 

(A) -_# > Cn -1 ( X , JJ ) 

conmutan. 

Qu e la línea 

o --> C ( A n B) 
n 

</J 
--> 

y 

v 

C
n

- 1 (B) 

C ( A ) Ea C (13 ) 
n n 

Y n 
d" 
n 

v 
L# 
- - > C

n
_

1
( X ,JJ) 

- C ( X , JJ ) --> O 
n 
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es exacta, se da por lo siguiente : 

1) ~ : e (ArlB) ---> e (A) ffi e (B) es inyectiva. 
n n n 

Sea x E Ker <Jl . 

X E Ker <Jl = > <Jl (X) = (0,0) 

=> ( i # (x), j # (x)) = (0, O) 

=> i#(x) = ° y j#(x) = ° 
= > x = O; así <Jl es inyectiva. 

2) 1m ~ = Ker ~ 
TEC C€ T'f l 

Sea p E 1m </l. 

P E 1m <Jl => p = (i # (x), j#(x)) ; para algún x E e (A n B) 
n 

= > 'p (p) 'l' (i # (X) , j#(X)) 

= k # (i # (T + Dn (A n B )) )-L#(:i# (T + Dn (An B))); 

con x = T + D (~ (lD ) 
n 

-( a oLf. ) (j#(T + Dn(A()B))) 

= a[k# (T+Dn (A (1 B ) ) - L# (T+D
n 

(A rl B)) ] 

= a (D ( X , ~)) 
n 

= O P E Ker f 

Ahora sea p E Ker ~ ; p = (u,v) y 

u - T + D (A); T E Q (A) 
n n y v = TI + D (B); TI E Q (B) 

n n 



P E Ker 'lI => 'lI (p) = D (X,~) 
n 

=> ( a o k #) (u) - ( a o L #) ( v ) = D n ( X , ~ ) 

= > a[k#(T+Dn(A») - L#(T I + Dn(B » ] = Dn(X,~) 

= > a [T + D (X, p ) - TI + D ( X , p )] D (X,~) 
n n n 

= > a[T - TI + D ( X , p )] = D ( X , ~ ) 
n n 

= > T - Ti + D (X, )J ) = D (X, )J ) 
n n 

=> T - TI E D (X, )J) 
n 
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=> T - T l E D (A) 
n 

ó 
I l TaCA CIlNr" .. -L 

T T D B) " ~ - 1 E n _ ............... . 

Ahora. 

T - TI E D (A) => T - TI = k E Q (A) 
n n 

=> TI T - k E O (1\) 
n 

como 

T - TI E D (A) => T + D (A) = TI + D (A) i.e. n n n 

u = T + D (A) = TI + D (A) 
, n n y 

T - TI E D (B) => T - TI = k' 
n 

=> T = k' + T I 

= > T E Qn (A n B) 

T - TI E D (B) = > T + D (B) = n n 

u = T + D (A) v = T 
n 

E 

E 

v = T l + D (B) 
n 

Q (B) 
n 

0.n (B ) 

; como 

TI + D (B) i así 
n 

+ D (B) 
n 

así 
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(u,vl = (i# (T+D
n 

(A ('¡ E l ) , j # (T+D
n 

(1\ ('¡ Bl) )=(i# (x l, j # (xl l =<ll (xl Erm ~. 

1m !jJ = Ker ~I 

y finalmente se prueba q u e ~ : e (A) 9 e (B) ---> e (X,~) es 
n n n 

sobreyectiva. 

Sea T + D (X,)..!) E e (X, )..! ), T E Q (X, )..! ); así n n -n 

n 
T = I nATA; con T A de orden ~ . 

A=l 

n n 
= En. T. + En. T.; T.: 1 --> A, T.: 1 --> B 

J J 1 1 J 1 

luego: 

T + D (X, )..! ) = ¿n.T . + ¿ n.T. + D (X,I!); un a observaci6n inmedia-
n J J 1 1 n 

ta es ver que Dn(X,~l = D (A) + D (B) Y e n e fe cto si: 
n n 

h E D (X,)..!) = > h = 
n 

n 
I nkT

k
; Tk de orden )..! 

k=l 

= ¿n . T . + ¿ n . T .; T . , T . de a e n e rados 
J J 111 J J 

luego h E D (A) + D (B). De donde n n 

¿n.T . + ¿n.T . + D (X, )..! ) = ¿n.T. + 
J J 1 1 n J J 

= [ n. T . + 
J J 

y 

[ n.T. 
1 1 

D (1\) 
n 

m E D (B) 
n 

+ D (A) 
n 

+ 

+ [ n.T. + 
1 1 

D (E) 
n 

D (B) 
n 

= (rl+D
n

(A))+(r 2+D
n

(B)) E e (A) 
n 

pero también (rl+D (A)) + ( - r 2+D (E)) E e (A) + e (E) 
n n n n 

Además: 

9 e (B) 
n 
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= rl+O ( X , ~ ) + r z + D ( X ,~) 
n n 

= T + O ( X , ~) 
n 

luego ~ es sobreyectiva. Lo q u e f ina lme n te prueba que la suce-

sión O ---> e (ArlB) 
n 

~ ~ 
---> e (A) ffi e (B) --- > e ( X ,~) ---> O 

n n n 

es exacta. I 

I ~ . L/O . '" r- - T ""'l 

De la misma manera q ue se definió , Lel- ep-eL3 d o r conexión 

en la sucesión de homolog í a de l par, podemo s def inir el homomor 

fismo 8. 

8. : H ( X ,¡..¡) ---> H 1 (A n B); \1 n n n-

Además los métodos usados p ara probar la exactitud de la 

sucesión de homología del pa r se apl ican s in ningún cambio para 

probar la exactitud de la s i guiente s uc es ión de grupos y homo-

rnorfismos . 

• • • __ 8. _ > H (A (') B) --P_ > I-I (A ) ffi Il ( B ) --~) -> J-T ( X , ~ ) 
n n n n 

8. 
--- > 

Defina mos 8. : H ( X , ~ ) --- > I-I l (Arl B) de l a siguiente mane 
n n -

ra: 

Ker a" 
sea. m+lm a ~+l € Hn( X , ~ ) = ~I~m~a~r~l-­

n+l 

como ~ es sobreye ctiva, exi ste (u , v ) 

m € Ker a" c e (X,~) 
n n 

€ e (A ) ffi e (B) tal que 
n n 

~ (u,v) = mi además por conmutatividad del d i agrama: 
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lV(a ' (U,V)) = a"(IV(u,V)) = a "(m) = O lueqo 
n n n' -

a' (u,v) E: Ker IV = 1m <P i i.e. existe x E: e l(A(lB) n n-

tal que <Il (x) = a ' (u,v). De nuevo por conmutatividad del diagra­
n 

ma. 

<1> ( a (x)) = a' ( <I> (x)) = a ' ( a ' (u v )) = o n-1 n-1 n- 1 n ' 

d e donde d l( x ) E: Ker <P = {O} i.e. n-

y así x E: Ker d l' Ahora n-

~: H (X,~) ---> H l(An B) 
.n n-

dn - 1 (x) = O 

m+ 1m d " 'Vv--> x + 1m d ; <1> (x ) = d ' (u, v ) y 'l' (u, v) = m. 
n+1 n n 

Para ver que ~ es un homomorfismo . [1-4 , cap. 1] 

Ahora se probará que l a sucesión planteada es exacta. 

1) 1m p = Ker \ji 

" c " 

Sea (u,v) E: 1m p 

(u,v) E: 1m p => 3 x E H (An B) /p (x) = (u,v) 
n 

pero p (x ) = (u,v) = (i* ( x ) I j* (x)), ahora 

k * (i * (x)) - L* ( j * (x) ) 

~ 
---> 

= k*(i*(m+lm d n+1))-~(j*(m+lm an + 1 )); x = m+lm d n +1 



= (k (m) + 1m a" ) - ( L (m) + 1m a" ) # n+l # n+1 

= o ,ya que 

como m E e (A) 
n 

+ D (A) 
n 

y 

y 

= rl + D (X) 
n 

como m = rl + D (A) 
n 

m E e (B) 
n 

se tiene 

m = r 2 + D (B); 
n 

así 

y 

y m = r 2 

= r 2 + 

+ D (B) 
n 

D ( X ) 
n 

se tiene 

ahora 
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r 1 + D (A) 
n = r2 + D (B) 

n 
= > [rl + D (A) ] + D (X)=[r2+D (B)]+D (X) n n n n 

= > rl + [D (A)+D (X)] = r2+[D (B)+D (X)] n n n n 

= > k # (m) = ~ (m); a sí 

$(p (x)) = $ (u,V) = O; de donde (u,v) E Ker $ . 

" J 11 

Sea (u,v) E Ker $ 

(u,V) E Ker $ = > $ (u,V) = 1m a" n+l 

= > k*(u)-L*(v) = 1m a"+l; u E H (A), v E H (B) n n n 

= > 

= > 

t E Ker a , n E Ker a 
n n 

k#(t) - L# (n) + 1m a" = 1m a" n+l n+l 

1 '\ " . 
E m o 1; J..e. n+ existe 
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r + D l(X,j.J) tal que a " l(r+D l(X,j.J)) = k#(t) - ' L#(n) n+ n+ n+ 

por la sobreyectividad de ~ , e xiste 

y por la conmutatividad del diagrama . 

~(a~+l (m,p)) = k#(t) - L#(n) = > ~ ( d n+1 (m) ' Yn +1 (p))=k#(t)-L#(n) 

= > k#( dn +1 (m))-L# (Yn+1 (p))=k#(t)-L#(n 

= > (t- d l(m) ,n-y l(p))EKer ~=Im ~ n+ n+ 

i.e. existe x E Cn(An B) tal q ue : 

<1> (x) = (i # (x), j # (x)) = (t - d n + 1 (m), n- y n + 1 (p) ) po r s e r 

suma directa se tiene: 

i#(x) = t - dn +1 (m) y j#(x) = n - Yn+1 (p) o que 

t = ' i#(X) + dn + 1 (m) y n = j#(x) + Yn+1 (p) 

sustituyendo en las expresione s para u,v se ti e n e : 

u = t + 1m dn +1 y v = p + 1m Yn +1 

= i#(X) + dn + 1 (m) + 1m d y v = j ti (x ) + Yn +1 (p) + n+l 

= i # (x) + 1m d n+l y v = j jJ (x) + 1m Yn+l 1T 

1m 

= i*(x + 1m dn +1 ) y v = j*(x + 1m dn +1 ), así 

= p (x+lm dn +1 ); x+lm dn +1 EHn (AnB) , luego 

Yn +1 



(u, v) E Im p. 

Además se prueba que 1m ~ Ker 6 . 

" ;) " 

Sea T + Im a" E Ker I:!. , por definición n+1 

I:!. (T + Im a " ) = x + 1m a ; q, (x) = a '(u,v) y ~/ (U,V) = T n+1 n n 

por condición: 

T + Im a" = IJI(U,v) + Im a" n+1 n+l 

1m ;:J " 
n+1 

= ~(u + 1m an+1 , v + 1m Yn+1 ) con 

y v + Im y 1 E H (B). n+ n 

T + 1m a" E n+1 1m ~ 

" c . " 

Sea T + 1m a " E 1m 41 n+l 
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T + 1m a" E n+1 1m ~ = > 3 (u,v) E: H (A) fB H (B)/~ (u,v) = T + 1m a" n n n+1 

= > 

=> 
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= > ~I (r 1 ' r 2 ) + 1m a 11 = T + 1m a 11 
n+1 n+1 

=> 1l ( ~' (rl,r 2 ) + 1m él " ) = ll (T+lrn él" ) 
n+1 n+1 

= > x+lm él = 6 (t+lm () " )0 con <i> (x)= él '(u',v') 
n n+1 I .n 

y \V (u' , v ' ) =\11 (rl ,r2 ) , x E: Ker a 1 c e 1 (AT\B) n- n-

=> 

=> \ji (u' 

(u' - rl' v' - r2) E: Ker \ji = 1m <lJ , luego existe x' E: e (AnB) 
n 

tal que <i> (x') = (u' - rl' v' - r 2 ) o 

a ' ( <i> (x ' )) 
n 

= ( () (u'-r1),y (v'-rz)) 
n n 

= (él (u')- ~ (r1),y (v')-
n n n 

= ( él (u') y (v')) 
n 'n 

- él ' (u' v') por condi­n ' , 
ci6n 

= <l> (x) o ioe. 

<i> (x) = > <i> ( a ( x ')) = ~ (x) i por conmutatividad 
n 

= > a (x') = X i por ser <lJ inyectiva 
n 

= > X E: 1m él , luego 
n 

1m él , así T + 1m él " 1 E: Ker II 
n n+ 
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El hecho que 1m 6 = Ker p , es similar a la del par. Luego 

la sucesión 

••• - > H (A ('\ B) - p - > H (A) !B H ( B ) -~)-> H ( X , ~ ) 
n n n n 

6 --> ... 

es exacta. 

Por Teorema 2-6 H ( X , ~ ) ~ H (x) y la sucesión: 
n n 

... --> H (A(IB) _ P_> H (A) !B H (B) _W_> H (X) 
n n n n 

Se mantiene exact a / 

6 --> 

3.3 LA RELACION ENTRE EL GRUPO FUNDAME NTAL Y EL PRIMER GRUPO ' 

DE HOMOLOGIA, 

Los teoremas de esta sección afirman que para un espacio 

arco-conexo, el grupo fundamental determina completamente el 

primer grupo de homología. 

Los ' e nunciados precisos se daran después de algunas defi-

niciones pre liminares . 

Para familiarisarse con la teoría de l g rup o fundamental 

ver [4, cap. 1 , IIJ 

En seguida p ara cualquier espacio topológico X y cual-

quier punto base Xo E: X, definamo s h X: Tr (X, x o) --> I-Il (X) como 

sigue : 
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Sea a E n (X, xo), s elecc ionemos un carnina cerrado 

f: I ---> X que pertenece a la clase de equivalencia a. Pode-

mas pensar q ue f es un 1-cubo singular y por lo tanto un elemen 

to que determina una cadena e n el ( X ) • 

Como f(O) = f (1) = x o i a l (f) O. Ya que 

( dlf) (x) = (-Al f) (x) + (B lf) (x) 

= - f(ü) + f (1) 

= - xo + xo 

= O. 

En otras palabras f E Ker d I' luego p odemos definir hX(a) 

como la clase de homología de l ciclo f i . e . hX(a) = f + 1m di. 

Se prueba que h X está bien definida, efectivamente si 

a = S, entonces hX(a) = hX( S). 

Sea f E a y a = S = > hX( a ) = f + Im d2 

= hX ( S ) • 

Además: 

hX(a.S) = hX(a) + h X( S) ya q ue si seleccionamos un elemento 

representativo f: I ---> X Y g : I ---> X para a , S respectiva-

mente, e ntonces 

f.g: I ---> X es un elemento representativo de a . S donde 

(f.g) (t) 
rf(2t) ü < t 1/2 

I g (2t-1) i 1/2 < t < 1 Y además 
l 

f.g es un ciclo. 
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Ahora definamos un 2-cubo T: r 2 ---> X mediante la f6rmu-

la: 

r f (x 1 + 2x 2 ) Xl + 2x 2 < 1 
T(xl,x2) = < 2X 2 Ig(X l + - 1 

1 
) ¡ X + 2x¡ > 1; la función T 

l Xl + 

fue seleccionada de manera que a lo largo de la línea horizon-

tal es una constante como se muestra e n la figura 3-1. 

c 

g 

g 

f 

f 

Fig . 3-1 

Es claro que d2 (Tl = f + g - f. g - c , donde c es un 1-cu-

bo singular degenerado. Además 

Q 2 (Xl 
d2(T + D2(X)) = d2(T) + Dl( X )¡ T + D 2 ( X l E D

2
(X) 

= f + g - f.g - c + DI ( X l 

= f + g - f. g + D ¡ ( X l 

=> [f + g - f. g + DI ( X l ] E 1m d 2 
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= > f + g + 1m 02 = f.g + 1m 02 

f + g + 1m dZ = f. g + 1m d 2 

= > hX( a ) + hX( S) = h X (a . B) 

h X es un homomorfismo 

El homomorfismo hX, satisface la siguiente propiedad. 

Sea p : X ---> Y una funci6n continua tal que p (x o) = Yo, 

entonces el siguiente diagrama es conmutativo. 

p* 
7T (X, xo ) > 7T (Y, y O) 

1 hx 

p* 

1 hy 

H 1 (X) > H 1 ( y ) h Y ° p * = 

Diagrama 3 - 5 

efectivamente¡ definiendo 

Y pof es ~n camino cerrado en Y¡ s e tiene 

hY(p*( a )) = hY( p of) ¡ f E a 

= p of + 1m Y2 

= p# (f) + 1m Yz 
= p *(f + 1m d2) 

= p *(hX( a )) / 

p * ° h X. 

El homomorfismo h satisface las siguientes dos propieda-

des: 
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a) Si el espacio no es a r co - conexo , e n tonces Hl (X) es la suma 

directa de lQs grupos Hl (X
A

) donde {XA /A E A} denota el con 

junto de arco-componentes de X. Es claro que la imagen de 

el homomorfismo h X está e nterame nte contenido, en el primer 

grupo de homología de a l guno de los arco-componentes de X 

la c ua l conti e ne al punto base x . 

En el caso que e l e spacio sea arco-conexo el homomor-

fismo hX es más interesante . 

b) Como Hl (X) es abeliano, e l sub-grupo conmutador de n(X,xo) 

denotado por n"(X,xo) = [ TI (X,x o), TI(X , xo )] está contenido 

en el Ker hX. 

En efecto,si e E TI '; (X,xo) i e 
n 

hx ( L a. (3 . ~ • 8 . ) 
. 1 1 1 1 1 
l= 

n 
= L hx( a.B.~ . B. ) 

i=l 1 1 1 1 

= 
n 
L hx( a . ~. ) + 

. 1 1 1 l= 

n 
L hx ( B. B. ) 

. 1 1 1 l= 

= nB 1 (X) + nB 1 ( X ) 

de donde TI "( X,x o) c Ker hx. 

n 
L a . (3 . a . (3 ., entonces 

i = l 1 1 1 1 

En lo que sigue usaremos l a notaci6n TI ' (X,xo) para deno-

tar "El grup o fundamental abe liani zado " i . e . e l grupo cociente 



u(X,xo)/u"(X,xo), entonces hx induce un homomorfismo 

hx: u I ( X , x o ) --> H 1 ( X ) • 
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En lo que sigue, calcularemos grupos de homología singul~ 

res de espacios arco-conexos; usando solamente cubos singulares 

los cuales tienen todos sus vértices mape ados sobre el punto b~ 

se xo' En esta sección habrá una cierta ana logía con la tero-

ría usada para la prueba del teorema 2-6. 

Sea ºn(X/xo) el sub-grupo de Qn(X) generado por todos los 

n-cubos singulares T: In --> X tal que T( v ) = xo, para cual­

quier vértice v del cubo In Además 

= 
Q (X/xo) 

n 
D (xIx o) 

n 
. Notes e que el operador frontera 

a : Q (X) --> Q l(X) obviamente mapea n n n- del sub-grupo 

Qn(X/xo) en Qn_l(X/xO) y por lo tanto ind uce un operador fronte 

ra a~: Cn(X/xo) --> Cn - 1 (X/xo )' Como es usal definiremos el 

grupo de n-ciclos. 

Z (X/xo) como el Ker a ' i. e . n n 

Z (X/x o) = {u E C (x/x o}/ a ' (u) = ü l y el g rupo de ciclos fronte 
n n n 

luego definimos. 

Zn(X/xo) 

B (X/xQ) 
n 

la inclusión Q (X/xo ) c Q (X) induce un 
' n n 



homomorfismo 

T*: 

LEMA 3-1 

--> C (X) 
n 

--> H (X) 
n 
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y e ste induce a 

Si el espacio X es arco-conexo, entonce s el homomorfismo 

T*: Hl (X/xo ) --> Hl (X) es un isomor fismo . 

Pa 

Construiremos un homorfismo p : Q (X) --> Q (X) tal que 
n -n n+1 

Pn(Dn(X)) c Dn+1 (X) i para e l cual p rocede r e mos de la siguiente 

manera: 

Para el caso n = O 

Podernos identificar los o-cubos singulares con los puntos 

de X. 

Para cada x E X tal que x ~ xo , seleccione mos un camino 

T: 1 --> X, tal que T(O) = x o y T(l) = x . Y e ntonces definire-

mos po(x) = Ti para completar esta d e finici6n hacernos 

P O (x o) = x o. Así 

x - xo i.e. 

x - xo. 
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Para el caso n = 1. 

Sea T: 1 ---> X un 1-cubo singular; tenemos que definir 

un 2-cubo singular PlT: 1 2 ---> X. Ya t enemos definida la homo-

topía de cadena sobre las dos caras AIT y BIT Y queremos una 

nueva definición que sea consistente con la ya definida. 

Para eso imponemos las siguientes tres condiciones sobre 

t 
T 

B2P I (T) = po(B1T); notese que estas tres condiciones im-

plican que AIPlT E Ql (X/xo), efectivamente 

PO (B 1T) 

= -Al PI (T) + T 

Apltcando d10a ambos miembros se tiene: 

o = - dI (AIPl (T)) + dI (T) d l(PO(-A1T + BI T)) 

O = - d I (AIPl (T)) + di (T) dl ( PO ( d l(T))) 

O = - d1 (A 1P 1(T)) + di (T) d 1 (T) + x o ; d e donde 

di (Al P 1 (T) ) = xo E Ql (X/x o) i.e. la frontera de Al PI (T) es 

xo, por tanto A1Pl(T) E Q1 (X/x o) . 

Así,dado un 1-cubo singular T, si e mp re existe un 2-cubo 

singular P I (T) satisfaciendo las condic iones impuestas anterior 

mente, por que el sub-conjunto de 1 2 que consiste de la uni6n 
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de cualq uie ra de sus tres l ados es un r e tracto de r 2 . 

En efecto si A es l a uni6n de l os segmentos (O, O) (1, O) , 

(1,0) (1,1), (1,1) (0,1) de l p l a n o , ex i ste l a retracci6n 

r: r 2 ---> A ya q ue se prueba q ue A es home omorfo a r y ade­

más 1 2 se p uede retrae r a 1 med i a n te la f unción proyección; 

por lo tanto e x iste l a r etracc i ó n de 1 2 e n A, corno se muestra 

geométricame nte . 

x 

r ' 
-------------;.~ r 

r 

A 

F i g . 3 - 2 

Ade más imponemos las s i gui e ntes dos condiciones adiciona­

les, las cuales son con s i s t e nte s con l as impue stas anteriormen­

te. 

a) Si T E QI( X/ xo ), e nton c e s def in irnos P I (T ) (xl , x2 ) = T(x 2 ) 

b) Si T e s un l-cubo degenerado, ento n ces de finirnos 

P l(T)(Xl,X 2 ) = Po (A 1T)( Xl ) = p o (BIT) (xI )' En ambos casos 

P I (T) es degenera do . 

Caso n 2. 
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Dado un 2-cubo singular T: 1 2 ---> X que remos definir 

P2 (T): 1 3 ---> X tal que la definici6n sea consistente con la 

definida para P I sobre la s caras de T. Por eso imponemos las 

siguientes condiciones sobre Pz (T). 

BIP Z (T) T 

Ai P2 (T) = P I (Ai_lT) i = 2,3 

Bi P2 (T) = P I (Bi_lT) i = 2,3; No t e se que 

ne: 

d3 ( PZ (T)) = -A1 Pz (T) + B1 P2 (T) + A2PZ (T)-B2PZ (T)-A3P Z (T)+B3P2(T) 

= -AI P2 (T) + T + P I (AIT) - P I (BIT) - P I (AzT) + PI (BzT) 

0= - d2 (A I P2 (T» + d2 (T) - d2 (Pl o d2 (T» 

dz (AIP2(T» = d2 (T) + AI P I( d2 (T» - d2 (T) + po(Cl l (d2(T») 

= AI P l ( d2 (T» E Ql ( X/xo ) 

Dado un 2-cubo singular T, siempre existe un 3-cubo singu 

lar P2 (T) satisfaciendo estas cinco condiciones, ya que la 

uni6n de cualquiera cinco caras de r 3 es un retracto de r 3 . 

Esta afirmaci6n se prueba me diante un p roceso similar pa­

ra la existencia de un 2-cubo singular Pj (T) realizado anterior 

mente. 

Ta mbién imponemos las siguientes 2 condiciones adiciona­

les las cua l es son consistentes con l as previas cinco definicio 
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nes y con las antes definidas. 

a) Si T E Q2(X/xo), entonces definimos P 2 (T) por 

b) Si T es un 2-cubo degenerado , entonces definimos P2(T) co-

mo sigue: 

mos: 

mientras que en el s e gundo caso. 

en ambos casos P2(T) es degenerado. 

Para n = 1,2 se verifica que: 

mientras que para n = O. 

T - AI P (T) 
n 

o que 

Ec. 3-1 

Definida P (T) para los casos n = O, 1,2 que son los ca­
n 

sos de interés para probar e l lema 3-1 pasaremos a definir 

P~: Qn(X) --> Qn(X/xo): para n = 0,1, 2 para n = Oi p'o(x) = XOi 

para cualquier O-cubo x, para n = 1,2: n~(T) = A1Pn(T). 
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Qbservese que p~: ºn(X/xo ) ---> Qn (X/xo) es la funci6n 

identidad. 

Para n = O; es una trivialidad. 

para n = 1 

pI (T) = AI P (T) ; ahora 
n n 

p ' (T) (x) = AI P (T) ( x) n n 

= P (T) ( O, x) 
n 

= T(x), V x E l. Así 

p' (T) = T. 
n 

Similar para n = 2. 

p ' (O (X)) c O (X/x o). Por lo tanto amba s inducen los homomorfis n n n 

mos: 

I 
P : C (X) ---> C (X/xo ) y 

n n n 

<P n: Cn (X) . ---> Cn + 1 (X) tal q ue demanera analoga a 3-1 y 3-2 

cumplen: 

para n = O: 

Cl d <Po (u)) = u - p'o (u); u E C (X) Ec. 3 -3 

para n = 1,2 

Cl 1( <P (u)) + <P l( Cl n (U)) n+ n n u - p ' (u); u E e (X), Ec. 3-4 n n 

Además se prueba que p ~, conmuta con e l operador fronte-
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ra o i.e. o op l = p i l o a efe ctivamente de Ec. 3-1 se si-n n n n- n 

g ue que : 

para n = 1 

( a 1 ° p\) (T) = ( p~ o ° a l) (T) 

para n = 2 

a2 (AI P2 (T)) = a2 (T) - [ - AI P l ( a2 (T)) + B I P l ( a2 (T)) + A2P2(a2(T)) 

- I3 2 P l( a2 (T))] 

= a2 (T) + p'!( a2 (T)) - a2 (T) - p o (A la2 (T)) + po(Bla2(T; 

= p\ 1 ( a 2 (T)) + p o (A 1 a 2 (T) + B 1 a 2 (T) ) 

t = P 1 ( a 2 (T)) + Po ( a 1. (d 2 (T) ) ) 

, 
= P I ( a2 (T)). Como se des i aba . 

De manera trivial tamb i é n se pru e ba q u e 

a l ° pI = pi 1 o a l. Por lo tanto pI : C ( X ) --> C (X/xo) 
n n n- n n n n 

induce un homomorfismo p * : H ( X ) --> H (X/xo ) 
n n 

para n = 0.1,2. 

Además s e prue b a q u e P~ o T es l a f unci6n identidad en 
n 

Cn( X/x o), p ara n = 0,1,2, d e don de P ~ o ' n induce al homomorfis 
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mo p* o T* el cual es la función identidad en H (X/xo) para 
n 

n = 0,1,2. 

De Ec. 3-3 y Ec. 3-4 tenemos que ~ : e (X) ---> C 1(X) n n n+ 

es una homotopfa de cadenas en l as funciones T 
n 

p' o n y la fun 

ción identidad de C (X) Dor lo tanto el homomorfismo inducido n ~ 

por T 
n 

i.e. es 

asf '* es un isomorfismo /. 

la función identidad en H (X) 
n 

En base al lema 3-1, probaremos de manera inmediata el 

siguiente: 

TEOREMA 3-3 

Sea X un espacio arco-conexo, entonces h es un isomorfis 

mo de 1T ' (X, x o) sobre H 1 (X) . 

Pa 

Antes de todo notese q ue Zl (X/xo ) = Cl (X/xo) por lo tan-

to existe un epimorfismo natural k: C l (X/xo ) ---> Hl (X/xo) tal 

que Ker k = El (X/xo ) . 

Definamos ahora el homomorfismo 

t : Ql (X/x o) ---> 1r ' (X, xo) de la manera mas simple: 

Como Q l (X/ xo ) es un grupo abeliano libre y 1T' (X,xo) es 

abel iano, e s suficiente d e finir sobre los elementos básicos 

de Ql (X/xo ) i.e. sobre los 1-cubos sin0ulares. 
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Para cada elemento básico T: 1 --- > X T(ü) = T(l) = Xo 

por lo tanto T determina un Gnico eleme nto de n(X,x~). 

Así podemos definir 9, : Ql (Xjxo ) --> n ' (X,xo) como 

9., (T) = a + n"(X,xo) ; T Ea . 

Nótese que t induce un homomorfismo 

9., ': Cl(XjxO) --> n' (X,x o)' el cual obviamente es un epimorfi~ 

mo. Además se prueba que el siguiente diagrama es conmutativo. 

,c¿ , , (X ) 
> n , x o 

K h 

v v 

Diagrama 3-6 

en efecto si T + DI (xjx o ) E Cl ( XjxO ) ; 

h ( 9., ' (T + ° 1 (xj x O) » = h ( t (T) + TI " ( X , x o ) ) 

= h(a + TI " (X,XO» 

= hX ( a ) + B 1 ( X ) 

T + B 1 (X) ¡T E a 

= T * (T + B 1 (xj X o) ) 

= T*(T + DI (Xjx o ) + Bl ( Xjxo » 

T *(K(T + DI (xjxo » 

= (T*oK ) (T + 01 (X/x o» 

Además se tiene que si T + DI (X/xo ) E Ker t i i.e. 

9.,'(T + D1(Xjxo» = O, entonces 
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h( ,R, ' (T + DI (X/XO))) = O, O que 

= O, de donde 

T + DI (X/X O) E Ker K = Rl (X/x o) por lo que Ker ~ ' c Bl (X/xo). 

Además s e prueba que dada l a s uce si6n de grupos y homor-

fismos: 

Q2 (X/xo) 

Sea T E Q2 (X/x o ) un elemento bási c o, luego 

~ (a2(T» = ~ (-AIT + BIT + A2T - B2T) 

= ~ (-Al T) • ~ (B l T) . ~ (A2T) . Q, (- B2T) 

= (a+n" (X,x o» (a + n " (X,x o» ( S+ n " (X,xo» ( S+n" (X,xo)) 

= aal3l3 + n"( X, x o) 

= n" (X,xo), así 

Im a 2 c Ker 9, . 

Se concluy e de esto que Ker ~ ' = Ker K 

Además dado u E H I (X), po r la sobrey e ctividad de T*, 

existe u' E HI (X/xo) tal q ue T*(U') = u. Y Como K es sobreyec 

tiva existe n E C I (X/x o) tal que K(n) = u', de donde 

u = T*(U') = T*(K(n» = h( ¡¡, ' (n», por l o tanto h es sobreyecti 

va. 

Por otro lado si h(u) = 0, u E n ' (X, x o) y como ~ ' es epi 

morfismo, existe u' E C l (X/ x o) ta l qu e R. ' (u') = \.l así: 

h(u) = h( ~ ' (u'» = (ho R, ') (u') = ( T*oK) (u') = T*(K(U'» 

I .allOT.CA C.HTItAL 
•• ..,....... • 1 - --o_o __ ... ........ .. 



de donde ,*(K(u')) = h(u) = O así 

K(u') = O por cons i guiente , 

u' E: Ker K = Ker Q, ', entonces 9, ' (u') = O = u 

lo cual aplica que h e s un monomorfismo. / 
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